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Se ştie că pentru determinarea elementelor elastice ale unei 
grinzi rezemate continuu pe un mediu compresibil, se procedează 
prin găsirea ecuaţiei fibrei medii deformate, care se obţine integrând 
ecuaţia diferenţială: 

(I) 
d4 'I) 

El d x4 = p = - b k ·rj 

E I fiind modulul de rigiditate al grinzei, 

1J săgeata pozitivă în jos, 

p încărcarea unitară pe care am admis-o proporţională cu YJ, 

cu lăţimea b a grinzii şi cu o constantă K ce depinde de natura 
mediului pe care reazemă. 

Integrarea ecuaţiei 1 duce la urm~torul re su ltat : 

(2) ·q =ea x [A, cos a x + A2 sin (XX] 

+ e ·(}. x [ A3 cos a x + A4 sin ax J 
unde 

4 __ 

„ = v___E_!!__ 
4 t I 

Ecuaţia (2) cuprinde patru constante arbitrare ce se vor 
determina prin condiţiuni impuse la limită. 
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Din moment, însă, ce pe grindă avem n forţe concentrate 
dispuse oricum, vom avea aface cu n + 1 ecuaţiuni de forma (2) 
şi prin urmare vom avea de determinat 4 (n +I) constante. 

Prin procedee le pe care le cunoaştem, aceste constante se de­
duc rezolvind simultan 4 (n + 1) ecuaţiuni, fapt care îngreuiază cal· 
cuiul făcându-l aproape imposibil când forţele sunt mai multe de 
cât trei. 

· Surprins de difi::ultatea pro:edeului şi având siguranţa exis­
tenţei unei soluţiuni mult mai simple, D l Prof. Gh. Em. Filipescu 
ne-a sugerat problema pe care vom rezolva-o în cele ce urmează 
şi care constă în a reduce întreg sistemul de 4 (n+ 1) necunos­
cute, numai la patru. 

Soluţiunea se baz~ază pe observaţiunea foarte simplă că e­
cuaţiunile ce reprezintă fibrele medii deformate a două ramuri a­
diacente trebue să reducă la una şi a:eia~i când forta ce le se· 
pară dispare. 

Să studiem două ramuri adiacente separate de o forţă P la 
-Oistanţa a de origină. 

Ecuaţia primei ramure este de tipul (2) şi fie ea : 

·q, = f (x) = e t:1. x [ A1 cos t:1. x + A2 sin ax] 
.C(X( ] + e A3 cos ix x + A4 sin IX x 

Ecuaţia ramurei a do!.la va fi de acelaşi tip însă s'o punem 
sub forma : 

"fl2 = f (x) + 1f (x), unde evident 

-cxxf J + e _ B3 cos a x + 84 sin IX x 

vom dovedi că constantele B1 •••• 84 se pot determina indepen­
dent de celehlte ecuaţiuni şi depind numai de încărcare şi de po­
.ziţia ei. 
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ln adevăr se observă imediat ca 
pentru x =a avem : 

(3) 

'{> (x) = o 

rf 7 (\') 
=o 

dx 

d2 (J) (x) 
-~---=o 

d x 2 

Sistemul (3) se traduce în urmatoarele pairu ec uaţiuni : 

'J.U 'J.tl ·'1.U 

B1 e CflS'l.a+R 2 e .;i11'l.a+'.33 c ~)~'I.a 

81 e rJ_ a [.:os'/_ a - siJ a'.'..(]+ 82 e 'J. d [ ~ ;S '")_a + sin '.'..(a]- 83 e - '.). (; 

[ C05 '/_a +sin '.l. a] + H~ f 'l. a [ 05 '")_a - si 1 '")_a ] =o 

':J.U 7,:J -'J.U 
- B 1 e · sin r:1. a + 82 e · cos 7. a + 83 e · sin a. u 

• 'Y. a 
- B~ e - co:; 11. a = o 

-81 e cosy_a -t-<i11'J. 0 +s2 e cos7. 0 -sin a.a '"./_al ] 'J.O[ ] 

• fJ. a [ ] • a a,-+ 83 e - ~Ol\ 'I. 0 - sin rJ. a + 84 e cos '.I. a 

] 
p 

+sin ?.a = 
2 7.3 E l 

Rezolvind aceste ecuaţluni găsim : 

-P[c)saa +sin rJ.aj 81 =-----------·-·· - . ·- -· 

8 7.3 e r.1. a E I 

p [c )<; l'.1. Q - sin (J. a j 

8 Cl. 3 e f'J. " El 
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P [cos a. a - sin a. a J 

8 a.8 e - a. 
0 E I 

P [cos r1. a + s!n a. a] 

8 ct3 e - a. a E I 

lnlocuind aceste valori tn ecuaţia lui r.p (x) obţinem, făcând' 
transformari cuno~cute, funcţia : 

<p(x)= 
40

rE 1fch ~(x-a) ~inct (x-a)-shct(x-a)cosix(x-a)] 

Din modul cum am găsit expresiunea funcţiunei ? (x) putE>m 
deduce imediat ecuaţiile fibrelor medii deform:ite ale unei grinzi re­
zemate pe un mediu elastic şi încărcată cu i:;arcinele P1 P2 ... Pn 
la distaT'lţele respective de origină alt a2 ••• an în modul următor: 

etc. 

7. X [ J Pentru ramura I -~, = e i\ 1 cos ct x + . .\2 sin ct x 

-rJ.X[ ) + e A3 cos"- x + A4 sin ax 

Pentru ramura li ·ri 2 = „j, + ,(;.~'c. i l eh 'l. (x·ai)sin '1.(x-a,} 

- sll 'l. (x a 1) co> ct (x-a,)) 

Pentru ramura n + I 
lj"+t =1Jn+-4· ~ n [eh -:x.(x-a n )5in cx(x-a n )-sh 7. (x-a n)cos oc(x-a n)] 

"· E I 
Problema ce ne-am propus este rezolvată, că :i după cum se 

vede am redus nu·nărul de 4 (rz +I) ne:unoscute la cele 4 aferente 
primei ram'-lri şi care se vor determina impunând conditiuni ce pri­
ve5c numai .ra nurile extreme. 

lnainte de a face o aplicaţie vom da o altă formă ecuaţiu­

nei q;i (x). 
lnsemnând cu : 

4 

v4bE~= ! = L 

X -- = ;> 
L 

a1 - \ 
--r.1 
L ..... ' an >.. 

T= "· 
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se găseşte : 

:P (x) = b ~ L [eh (~-A) sin (e-J..) - sh (e-1..) cos (~-A)] 

Am dat această expresie· funcţiei r.p pentru a atrage atenţia 
că formula găsită de O nul Dr. Inginer K. Hayashi în "Theorie 
des Trăgers auf elastischer nterlage" [ 1921] este greşită de semn 
la unul din factorii membrului al doilea. 

De altfel Domniasa ajunge la această formulă pe altă cale 
care nu are nici o legătură cu teoria noastră. 

Aplicaţiune. 

Să găsim ecuaţiunile fibrei medii deformate ale grinzei stu­
diate de O-nul Profesor Gh. E·n. Filipescu Îr1 articolul din Bule· 
tinul Politehnicei Ne. I anul XXXV 1921, intitulat „Flexiunea şine­
lor de tramvai." 

Conform celor expuse ecuaţiile sunt : 

ax[ J -ax( J ''11 = e A1 cos a. x + A2 sin ax + e A3 cos ex x +~sin i.x x 

p . -
·r12 = îJ1 + 

4 
0: 3 E 

1 
[eh a. (x a) sin cx (x a) - sh ex (x·a) cos a. (x-a)] 

Punând condiţiile Ia limita care şe găsesc în op. cit. avem 

Pentru x =o 

A1 = A3. 

A2 = - A4 mai departe pentru x =ex va trebui ca : 

ecxx[A1 cosax+A2sin a.x)+e·o:x(A1 - cos1.1x -A2sincxx) 

+ 
4 

a.~ E 1 [eh a. (x-a) sin a (x-a) - sh a. (X· a) cos ex (.r-a)] =o 

Grupând în raport cu sin t1x şi cos ax găsim: 

.cxa .a.a 

[ 
Pe . Pe ] cos o. x A1 - 8 Cl3 E ( sm a. a - 8 Cl 3 E 1 cos Cl a + 

.a;a -Clo 

I [A +pe Pe . ] 
s n a x 2 8 cx3 E 1 cos a " 8 as E 1 sm ct a = o 
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de unde rezultă evident că : 
• (la 

P e [sin O[ a + cos ex a J 
8 ex3 E I 

p 
A2 = 8 exs E I - e 

. (la 

[sin cx a + cos a. a J 

n'am mai utilizat a patra ecuaţie de condiţie de oarece nu avem 
nevoe, fapt care se întâmplă întotdeauna când considerăm grinda 
infinită. 

Constantele fiind determinate ecuaţiunile iau forma următoare : 

I 
YJ1= 4 a.!1EI [(u+v)chexxcosexx t(v-u)shetxsinO[x)) 

(4) p -czx 
YJ2 • 4 a.3 Ele [(l-m)cosetx+(l+m)sinetx)] 

unde am făcut notaţiunile următoare 

- cxx 
u = e cos Cl a 

•1.J.X 
V= e sin ex a 

l = eh l.J. a cos cx Q 

m = sh l.J. a sin cx a 

E::uaţiunile sistemului (4) sunt exact acelea găsite de D·nul 
Prof. Gh. E11. Filipescu. 

Am făcut această aplicaţie pentrn a vedea modul general de 
pro:edare şi am ales exemplul de mai sus care poate fi la îndă­

mâna cititorilor Buletinului pentru a putea fi verificat. 
Chestiunea prizintă însă avantagii considerabile pentru mai 

muJte forţe şi mai ales pentru grinzi cu lungime finită cum sunt 
cele reale - căci calculul penibil pentru resalvarea unui sistem de 
16 ecuaţiuni cu 16 necunoscute cum ar fi cazul curent a trei forţe 
pe o grindă, este înlocuit prin o rezolvare relativ comodă a 4 e­
cuaţiuni. 
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