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Se gtie cid pentru determinarea elementelor elastice ale unei
grinzi rezemate continuu pe un médiu compresibil, se procedeazd
prin gdsirea ecuaiei fibrei medii deformate, care se obtine integrand
ecuatia diferentiald :

atq ,
(1) El a?=p=—bkq
El fiind modulul de rigiditate al grinzei,

M sdgeata pozitivd in jos,

p incdrcarea unitard pe care am admis-o proportionald cu ¥,
cu ldfimea b a grinzii si cu o constantd K ce depinde de natura
mediului pe care reazemd.

Integrarea ecuatiei 1 duce la urmdtorul resulitat :

(2) "1=€ax [Al cos & x -+ A, sin aX]
g X

+e [A3cosax+A4sin ax]

unde

Ecuatia (2) cuprinde patru constante arbitrare ce se vor
determina prin condifiuni impuse la limita,
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Din moment, insd, ce pe grindd4 avem n forfe concentrate
dispuse oricum, vom avea aface cu n+1 ecuafiuni de forma (2)
si prin urmare vom avea de determinat 4 (n+1) constante.

Prin procedeele pe care le cunoagtem, aceste constante sede-
duc rezolvind simu'tan4 (n+1) ecuafiuni, fapt care ingreuiazi cal-
culul facdndu-1 aproape imposibil cdnd forfele sunt mai multe de
cat trei.

- Surprins de difizultatea procedeului §i avand siguranfa exis-
tenfei unei solutiuni mult mai simple, D | Prof. Gh. Em. Filipescu
ne-a sugerat problema pe care vom rezolva-o in cele ce urmeazd
si care constad in a reduce intreg sistemul de 4 (n-41) necunos-
cute, numai la patru.

Solufiunea se baz:azi pe observafiunea foarte simpld ci e-
cuatiunile ce reprezintd fibrele medii deformate a doud ramuri a-
diacente trebue si reducd la una §i aceiayi cind forfa ce le se-
pard dispare.

Sa studiem doud ramuri adiacente separate de o forfd P la
distanta a de origina.

Ecuatia primei ramure este de tipul (2) si fie ea :
axX
n=f(x)=ce [Alcos'l-x —i—AzsinaX]
+e “x [A3 cosax + Ausina x]

Ecuafia ramurei a doua va fi de acelasi tip insd s’o punem
sub forma : '

N =/ (x) 4 ¢ (x), unde evident
@ (\)= e o x [Bl cosax—l_ stin o X]
+e e ;_B3cosax+B4 sin x_]

vom dovedi cd constantele B;.... B, se pot determina indepen-

dent de celelalte ecuafiuni §i depind numai de incarcare si de po-
zifia e,
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In adevidr se observid imediat ca :
pentru X =a avem :
2(x)=o0
d o ()
0=
(3) d*o(x)

d x*

Bola

}.‘.l ‘_[<13 1

Sistemul (3) se traduce in urindtoarele pafru ecvatiuni :

7 a -1 a

”a
B, e cosza— Rye  sinza—43B5e cysoa

-7 a
+B4(' sy %4 = gy

aa . 7 d . .}
B, e [:OS’la-Sl;‘la1]+ B.e [:-;sua—i—sm 1G]~B3e

. 2 a ]
[c051°+5|nia]+84c [osa.a-an.a]:O

-

g a b -7 a
— B, e sineca 4+ By e cosza +Bse sin o @

-0 a
—Bye C034 a4 =0

%a ) % a _
— B, e [cosxa “f—‘lﬂma]—f—Bg(.’ [cos’/-ﬂ—smaﬂ]
.qa ) -aaf
+ B e [cosaa—smda]—FBw l('osa'-“

P
sin 7 “]:
+ [ 2 7—3El
Rezolvind aceste ecuafluni gdsim :
B, — — Plcsaa - sin2a]
| = S Lt §
gx3e”” EI

B,= P lcwaae —sinaaj

gude ™ E|

https://biblioteca-digitala.ro

G



— 401 —

P [cosaa —sin aa]

B3= _aa
8ate El
B, — P [cosa a2 + sin aa]
= “1
8a3e'aa El

Inlocuind aceste valori In ecuafia lui ¢ (%) objinem, ficdnd
transformari cunoscute, funcfia :

9(x)= [ch a(x-a) sin @ (x-a) — sh 2 (x-a) cos = (x-a)]

_P
4a® E |l

Din modul cum am gasit expresiunea funcfiunei ¢ (x) putem
deduce imediat ecuafiile fibrelor medii deformate ale unei grinzi re-
zemate pe un mediu elastic gi incdrcatd cu sarcinele P, P;...Pn
la distanfele respective de origind @, @>...an in modul urmitor :

7 X
Pentru ramura 1 7n,=c¢e ['Al cos % X — A, sin dx]

[ 4
e [A3COS°"X+A4S“'I’1X)
Il . o Pl . . . ( -
I_’entru ramura fy == 1), 495 E] l chz (x-a;)sin 2(x-a;)

— sh 2 (x a;) cos 2 (x-a,)]
etc.

Pentru ramura n 4+ 1
na4-1=nn- Z%[Ch a(x-a n )sin 2(x-a n)-sh 2 (x-a n)cos 2(x-an)]

Problema ce ne-am propus este rezolvatd, ca:i dupid cum se
vede am redus numdrul de 4 (n+ 1) necunoscute la cele 4 aferente
primei ramuri §i care se vor determina impunand condifiuni ce pri-
vesc numai.ranurile extreme.

[nainte de a face o aplicatie vom da o altd formd ecuafiu-
nei ¢ (x).

lasemndnd cu :
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se gdsegte :

P = K [ [ch (3-M) sin (é-2) — sh (€-}) cos (£-))]

Am dat aceastd expresie funcfiei ¢ pentru a atrage atentia
cd formula gasitd de D nul Dr. Inginer K. Hayashi in ,Theorie
des Trigers auf elastischer nterlage“ [1921] este gresitd de semn
la unul din factorii membrului al doilea. _

De altfel Domniasa ajunge la aceastd formuli pe altd cale
care nu are nici o legdturd cu teoria noastra.

Aplicatiune.

Si gisim ecuatiunile fibrei medii deformate ale grinzei stu-
diate de D-nul Profesor Gh. En. Filipescu in articolul din Bule-
tinul Politehnicei Nc. 1 anul XXXV 1921, intitulat ,Flexiunea sine-
lor de tramvai.”

Conform celor expuse ecuafiile sunt :

ax - o X
h=e [A, cos ax - Ay sinax ] + e {A3cosax+A45inax]

P
o =" + 2403 El

Punind conditiile 1a limita care se gasesc in op. cit. avem

[cha(x a)sina(x a) — sha (x-a) cos a-(x-a)]

Pentru x =0
A1 — A3.

A, = — A, mai departe pentru X =« va trebui ca :
x[Al cos & x -+ A, sin @ x]—}-e‘“x[A; - cos 2 x —A,sin ax]
P
+4TEI [cha (x-a)sina (x-a) — sha (x-a) cos & (x-a)]=0

Grupédnd in raport cu sin &x i cosa x gisim:

pe % pe **°
cos @ x [ A — gy sin a0 —gospy cosaa |+
-0 a -0 a

sin « d] =0

P
sinax [+ G5y cos a0 —ghey

https://biblioteca-digitala.ro



— 403 —

de unde rezultd evident ca:

~.aa
P
Ay =8—aTE—le [sin aa +cosa‘1]
P .aa
A2=m<e , [sinaa-l—cosaﬂ]

n’am mai utilizat a patra ecuvafie de condifie de oarece nu avem
nevoe, faptcare se intimpld intotdeauna cdnd considerdm grinda
infinita.

Constantele fiind determinate ecuatiunile iau forina urmitoare :

h= E_SEE—l [(u+v) chax cosax { (v —u)shaxxsinzx)]
(4)
P -ax .
nzéﬂg—El e [(1—m) cos ax + (I +m) sin a2 x)]
unde am facut notafiunile urmdtoare :
- X o
u=-¢e cos 2 @
-y X
v=e sinaa

[=chae cosaa

m=—shaae sinaa

E:uatiunile sistemului (4) sunt exact acelea gisite de D-nul
Prof. Gh., Em. Filipescu.

Am facut aceastd aplicafie pentrn a vedea modul general de
pro:edare si am ales exemplul de mai sus care poate fi la indad-
mana cititorilor Buletinului pentru a putea fi verificat.

Chestiunea prizintd insd avantagii considerabile pentru mai
multe forfe si mai ales pentru grinzi cu lungime finitd cum sunt
cele reale — ciaci calculul penibil pentru resolvarea unui Sistem de
16 ecuafiuni cu 16 necunoscute cum ar fi cazul curent a trei forfe

pe o grind4, este inlocuit prin o rezolvare relativ comodi a 4 e-
cuatiuni.
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