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Determinarea, prin metode algebrice, 
a momentului de inertie a figurilor geometrice 

plane cele mai usitate în aplicaţiuni. 

Determinarea momentulut de inerţie prin calculul in­
tegral se face cu cea mat mare înlesnim, ca.el metoda 
întrebuintata este o methoda. generala; asemeni şi prin 
methodele grafice. Sunt însa. casurl, când cine-va n'a 
avut nici timpul, nici ocasiunea, de esemplu, pentru a 

studia meth6dele de mat su~; şi cu tote astea ar dori 
ca în loc de a intrebuinţa, în mod mecanic, formulele 
stabilite pentru momentul de inerţie al fie-caret figuri 
sa.'şl dea compt de modul cum sunt stabilite şi în certe 
casurt să p6ta verifica exactitatea lor. 

Considerand ca. metodele algebrice sunt asta.qt forte 
familiare mal tutulor cari s'au ocupat puţin cu studii 
de matematici, şi pentru a corespunde la nişte dorinţe 

de investigaţiuni mathematice, am încercat de a stabili, 
prin meth6de algebrice, momentul de inerţie a ca.tor-va 
figuri geometrice cele mal usitate în practica.. 

Voiu începe prin a reaminti definiţia momentului de 
inerţie şi cate-va din theoremele relative la momentul 
de inerţie, necesare pentru căutarile ulteri6re. 

Se numesce momentu de inerţie al unui corp snma 
produselor mr 9 adică I.mr 2 ; în care m însemneza. ma­
sa unei molel?ule seu unul punt din acel corp, şi r dis­
tanţa acelui punt fie la un plan, fie la o dreptă (axă) 

fie la un punt. Urmeză din acesta M. sunt de considerat 
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trei feluri de momente de inertie, adică 
1) în raport cu un plan 

:!) în raport cu o dreptă ; şi 

3) în raport. cu un punt. 

Dacit însemna.m : 

cele 

prin p distanta unei molecule la un plan 
)) , l )) 

)) I' 

trei feluri de 

)) JI 

I) li 

momente de 
\' 111p 2 ..... 

r. md 2 

r, 1111'2. 

la o drept:\ 

la un punt. 

inert.ie snnt: 

Vom însemna pe cel d'ilntăio. prin IP. 

pe cel d'al doilea prin 111• 

şi pe cel d'al treilea prin 10 • 

ast-fel că vom avea: 

Ip= ~mp2 

Id~ tm d 2 

ro= l:m 1· 2 

acest din urmă se mat numesce şi momentul de inerţie polar. 

z 

" 
p 

)( 

Dacă considerăm 

trei axe rectangulai°e 

ox, oy, o?. şi uh punct 
M dintr'uh corp ih 
spaciu; tlislantele a­
cesUII punt sunt: 
z~Mm la planul xoy 
f= oP • » zoy 
y=mP • 1 zox 

Momentul tle in~r­

Ue al cdrpul111 în 
raport cu fiE!.;.care B.ib. 
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cele trei planurl va fi: 

~nt z2 în raport cu plam1l X O y 

l.m x 2 > > zoy 

~my:i > > ZO X 

Dacă acum luăm momentul de inert.ie al aceluiaşi corp 

în raport cu o drepta (o x de exemplu) avem: 

~ni MP 2 = ~m (z 2 +!J2) căci filp:i = l\lrn:l + mP 2 

prin urmare : 

rm MP 2 = I.m z2 + r1n y 2 adică 

Theorerna I. l\lomenlul de inertie al unui corp în 

raport cu o drepta ore-care (ox de exemplu) este egal 

cu l:mma momentelor de inertie în raport cu doua pla­

nurl (x o y şi ::: o .Y) rectangulare şi conţinand fie-care 

dreapta considerat:'.'!. 

Luând acum momentul de inert.ie în raport. cu puntul 

o, vom avea: 

~;n Qjl2= ~m(.'t' 2 + !f+.: 2)căci 

0.~1~= Qp:i +.MP~şi MP~ = ~J,n 2 + mP 2 deci 

rm OMi = I.m x 2 + I.m y 2 + l:m. ::: 2 adică 

Theor6ma II. l\Iomentul de inert.ie în raport cu un 

punt este egdl cu suma momentelor de inerţie în raport 

cu cele trei fecie ale unui triedru trirectangul trecend 

(feciele) prin punctul considerat; seu cu suma momente­

lor de inerţie în raport cu doue <lrepte rectangulare 

trecând prin acel punct. 

Se considerăm un corp şi un plan P trecend prin cen­

trul de gravitate al corpului: se căutăm momantul de 

inert.ie al corpului considerat in raport. cu un plan 6re­

care Q paralel cu planul P. Fie L distanta între cele 

<lou~ planuri con,;idl)rate; fie p distanta unui punt al 
corpului la planul P. 
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Momentul de inerţie al corpului în rap::>rt cu planul 
Q va fi; 

l=I.m (p+h) 2=rm (p 2+h 2+2 ph)=I.rn p 2+I.mh2 
+rm 2 ph! însa. fiind că h este o cantitate constantă 
putem scrie : 

l=l:m (p+hf=l:m p 2+h 2 rm+2 h rm p 
şi find ca l:?Tr=l\l massa totale a corpului, şi I.m p=O 
din causa că planul P trece prin centrul de gravitate al 

corpului, atunci avem: 

I= rm p 2+ h 2 M. adică 

Teorema III. - Momentul de inertie al unul corp 
in raport cu un plan ore-care este egal cu mo­

mentul de inerţie în raport cu un plan paralel trecend 

prin centrul de gravitate, plus produsul massei totale 
prin patratul distantei dintre cele dom~ planuri. 

Fie trei axe rectangulare trecend prin centrul de gra­
vitate G al unui corp G : , G x, G y. (Figura iclentica cu 
cea de mai sus cu deosebire ca o este înlocuit prin G,) 

Daca considerăm uă dreptă paralela cu axa G z ; a 
ceastă dreptă va fi represintată prin ecuaţiile 

x, =h. 
Yi= l. 

Să căutăm momentul de inert.ie al corpului în raport 
cu drepta considerată; acest moment de inertie va fi : 

I= l: m((x-h) 2 +(y--l)2) 

= l:ni (x 2 +h2-2 h x + y 2 + l2-2l v) seu 
= I.mx2+ ~mh2-l:m2hx+rm y~+rml2 - rm.2ly 

Din cauza că h şi l sunt constante şi din causa că 

originea axelor coincide cu centrul de gravitate vom avea: 

I.m h 2= h2~m=M. h2 

l:m l2= l2l:m=l\t l 2 

I.m. 2 hx=2 h I. mx =O 
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Im. 2ly='2 l}.: m?J =o 
atunci fm·mula de mai sus devine: 

I= Im x 2 + ~m y 2+ M (h2 + l2
) adica 

Theorema IV Momentul de inert.ie în raport cu uă 
axe oare care este egal cu momentul de inerţie în ra­

port ca uă axa trecând prin centrul de gravitate şi pa­
ralelă cu cea d'ântâi, plus produsul masei totale prin 
patratul distantei dintre cele doue axe. 

Theorema aceasta e:;te pentru momentul de inertie 

îu raport cu doue drepte paralele din care una trece prin 
centrul d~ gravitate identica cu theorema III relativa la 
momentul de inerţie în raport cu duoe planuri paralele 
din care unul trece prin centrul de gravitate; cu alte 
cuvinte theorema IV este pentru o drepta aceea ce theo­
rema III este pentru un plan· 

Acestea fiind stabilite pentru un corp ore-care, se scie 
prin ce consideratii ajungem de la masa unui corp la 
volumul sau, şi de la un volum la o suprafacia precum 
şi de la suprafacia la linii. 

Se cautăm dera momentul de inert.ie al unei drepte 
în raport cu o axă. ore-care. 

Fig.2. B Fie drepta A. B. de 
lungime l al cărei moment 
de inerţie în raport cu 
axa xx voim a afla. 

Impartim drepta A.B. 
în n parţi egale; lungi­
mea uneia din acestea 

l 
părţi va fi n 
Fie a. unghiul format de 

drepta .AB cu axa .t·x; şi ?J1, y2, y 3 , • yn distanţele 
de la centrul fie-cărui element B:1, ab, bc • . . hi, iB 
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al dreptei AB la axa xx. După definiţia momentul de 
inertie va fi: 

I l 2 + l . ~+ l ? l l =71 Y• il !I"!.· n !ls - + .. +nYn_, 2+ n_y 11
2 sau 

l=~(Y1 2 + Y"!. 2 +Ys 2 + · . · + !/11-1
2+ Y11 2

) 

după figura avem: 
l . . . ) l . 2 Y• = ~n sm '1 ş1 prm urmare y, :..= 4n• sm a 

( l l ) . 3l . l 2 • 2 32 
Y2= n.-+;in sm a= ':!n sm a» • y =4n' sm aX 

(
2l+ t ) . 5l . 12 

• ? X 5? Ya = n ':!n Slfi'X=2n sm 'X :t J) Y~= 4n"S1Il -a -

y _ =nn-2) l +J...lsin'1 = <2n-3)lsinr.1 şi prin urmare 11 1 L. n 2 n _ 2 n 

l'J. . 2 X (2 3)" Y =- sm ti n- -
11-1 4 n. 

[
(n-1) l + l J . (2n-l) l . Yn= -n- 271 sm a= ---zn- sm '1 :t :t 

1• . ., + (2 1)'' y" = -. sm -r.1 n- -
-in-

prin urmare 

I-l_~ sin 212 [1 2+ai+5~+72 ••• +12n-3f+(2n-1)2] 
n ·in · 

Suma din parantes nu este alt-ceva de cât suma pa­

tratelor celor d'ntăiu numere impare. Acesta sumă se 

deduce fărl dificultate că este egala cu n (4n
2

;-l). 

Inlocuind deră suma din parantes prin equivalentul 
său. vom avea: 

I- "In 2... - -- ==- -- 1--l" . n(4n1 -l} l'i>in •a[4n3-n] l"sin'a(. 1) 
- 4n •" .... a - 3 4-n. 3 4n. 

Dacă acum facem să crescă n tinzand către oo, ter-

( 
1 . 1 

menul 1-
4
n •) tende catre 1 caci 4n. tende către o deci 

l 8 sin •a 
I= 3 

Dacă scriem formula acesta sub forma 
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I = l 2 sin ~~ f 
Vedem c:l dup:l figura avem: l sin ct= Bc prin ur­

mare Momentul de inerţie al unei drepte în raport cu o 
axă ce întelnesce drepţa sub un unghiu ore-care este 
egal cu patratu\ perpendicularei l:lssată din estremitatea 
dreptei pe axă, multiplicat prin 5 din lungimea dreptei. 

Dacă drepta întâlnesce axa sub un unghiu drept adec:l 
este perpendiculară pe axa, atunci ct=90, sin ct = 1 şi 

momentul de inerţie devine 

I=~= l~.1-
3 3 

In acest cas perpendicular t lăsat:l din extremitatea 
dreptei pe axa este egelă. cu l_ şi prin urmare enunţ.iul 

de mai sus este general pentru uă dreptă. 
(Va nrma) 

Fior Pomponiu. 
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