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Determinarea, prin metéde algebrice,
a momentulul de inertie a figurilor geometrice
plane cele mai usitate in aplicatiuni.

Determinarea momentulul de inertie prin calculul in-
tegral se face cu cea mal mare inlesnire, caci metoda
intrebuintata este o methoda generala; asemeni si prin
methodele grafice. Sunt insa casurl, cand cine-va n’a
avut nicl timpul, niel ocasiunea, de esemplu, pentru a
studia methodele de mal su3; gi cu téte astea ar dori
ca in loc de a intrebuinta, in mod mecanic, formulele
stabilite pentru momentul de inertie al fie-carel figuri
sa'sl dea compt de modul cum sunt stabilite siin certe
casur! sa pota verifica exactitatea lor.

Considerand ca metodele algebrice sunt astadl forte
familiare mai tutulor cari s’ai ocupat putin cu studii
de matematicl, si pentru a corespunde la niste dorinte
de investigatiunl mathematice, am incercat de a stabili,
prin methode algebrice, momentul de inertie a cator-va
figuri geometrice cele mal usitate in practica.

Voia incepe prin a reaminti definitia momentulul de
inertie si cate-va din theoremele relative la momentul
de inerfie, necesare pentru cautarile ulteriore.

Se numesce momentu de inertie al unui corp sama
produselor mr? adica E¥m»?; in care m insemnéza ma-
sa unel molecule séu unul punt din acel corp, si r dis-
tanta acelul punt fie la un plan, fie la o drépta (axa)
fie la un punt. Urméza din acésta cd sunt de considerat
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tret feluri de momente de inertie, adica
1) in raport cu un plan
2) in raport cu o drépta ; si
3) in raport cu un punt.
Daca insemnam :
prin p distanta unel molecule la un plan

» ol » » » la o drépla
» oo ) » » la un punt.
cele trel felurl de momente de inertie sunt:
X oap?
Y md?
Y onre

Vom insemna pe cel d’antaiua prin lp.
pe cel d’al doilea prin 1,
si pe cel d’al treilea prin I,.

ast-fel cA vom avea:
Ip = ¥m p?
Id=Xm d?
fo = Y'm »r?
acest din urma se mal numesce si momentul de inertie polar.
Daca considetdm
trel axe rectangulafe
ox, 0y, 0z siun punct
M dintr'ubh corp fh
spaciu; distanleld a-
cestul piint sunt:
z=Mm laplanul xoy
x—dP » » zoy
y=mP 3 3 2zdx
Momentul de inef-
tle dl cotpulu!l in
rapott eu fie-care flin
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cele trei planurl va fi:
Y z2? in raport cu plannl x oy
Yon x2 » » zOY
Imy? > » 20X
Daca acum luam momeéntul de inertie al aceluiasl corp
in raport cu o drépta (o x de exemplu) avem:
Yne MP2 =Ym (224y?) caci MP?>= Mn:* 4 mP?
prin urmare :
Em MP2=XYm 22+ Em y? adica
Theorema I. Momentul de inertie al unui corp in
raport cu o drépta ore-care (ox de exemplu) este egal
cu suma momentelor de inertie in raport cu doua pla-
nurl (xoy si zox) rectangulare si continand fie-care
dreapta considerata.
lLuand acum momentul de inertie in raport cu puntul
0, VOm avea:

Y OM2 = ¥m (x? 4+ y* -+ :%)caci
OM:=0P? J-MP#si MP* = Mn? + mP? deci
Ym OM2 =Emx?+Emy?+EZm:? adica

Theorema II. Momentul de inertie in raport cu un
punt este egal cu suma momentelor de inertie in raport
cu cele trei fecie ale unui triedru trirectangul trecénd
(feciele) prin punctul considerat, séu cu suma momente-
lor de inertie in raport cu dou& drepte rectangulare
trecand prin acel punct,

Se consideram un corp si un plan P trecénd prin cen-
trul de gravitate al corpului: se cautam momeontul de
inertie al corpului considerat in raport cu un plan ore-
care Q paralel cu planul P. Fie I. dislanta intre cele
doué planuri considerate; fie p distanta unui punt al
corpului la planul P,
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Momentul de inertie al corpului in raport cu planul
Q va fi

[=Em (p+h)2=Em (p*+h*4-2 ph)_Em p2+}-EZmh?
+XIm 2 ph! insa fiind ca h este o cantitate constanta
putem scrie :

I=Xm (p+h)*=Em p®*+h2 Em42 h Imp
si find ca Em=NM massa totale a corpulul, si Im p=o0
din causa ca planul P trece prin centrul de gravitate al
corpulul, atuncl avem:
I=2XSm p*+4 h? M. adica

Teorema III. — Momentul de inertie al unul corp
in raport cu un plan ore-care este egal cu mo-
mentul de inertie in raport cu un plan paralel trecénd
prin centrul de gravitate, plus produsul massei totale
prin patratul distantei dintre cele doué¢ planuri.

Fie trei axe rectangulare trecénd prin centrul de gra-
vitate G alunuicorp Gz, G x, G y. (Figura identica cu
cea de mai sus cu deosebire ca o este inlocuit prin G.)

Daca consideram ua drépta paralela cu axa Gz; a
ceasta drépta va fi represintaty prin ecuatiile

x, = h.

Y=L
Sa cautam momentul de inertie al corpului in raport
cu drépta consideratd; acest moment de inertie va fi :
I:Zm((x—h)‘-’—i—(y - t)?)
=Im (x?4+h?—2h x -+ y2+ 12—20 y) séu
= Imx?4 Emh?—EZm2ha4-Emy4-Eml2— Em,2ly
Din cauza ca h si | sunt constante si din causa ca
originea axelor coincide cu centrul de gravitate vom avea:
Im hi=h2Xm=M. h?
Im PP=01Im=M.I[?
Im.2hx=2h X mx=o
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Im, 2ly=2l¥my=o0
atunci formula de mai sus devine:

=Imx*4-Emy24 M(h? 4 [ adica

Theorema IV Momentul de inertie in raport cu ua
axe oare care este egal cu momentul de inertie in ra-
port ca ua axa trecand prin centrul de gravitate si pa-
ralela cu cea d’antai, plus produsul masei totale prin
patratul distantei dintre cele doué axe.

Theorema aceasta este pentru momentul de inertie
iu raport cu doué drepte paralele din care una trece prin
centrul de gravitate identica cu theorema III relativa la
momentul de inertie in raport cu duoé¢ planuri paralele
din care unul trece prin centrul de gravitate; cu alte
cuvinte theorema IV estepentruo drépta aceea ce theo-
rema III este pentru un plan

Aces'ea fiind stabilite pentru un corp ore-care, se scie
prin ce consideratii ajungem de la masa unui corp la
volumul sau, si de la un volum la o suprafacia precum

si de la suprafacia la linii.
Se cautam déra momentul de inertie al unei drepte

in raport cu o axa ore-care.

F,‘g_g_ . B Fie drépta A.B. de

r lungime [ al carei moment

de inertie in raport cu
axa xx voim a afla.

Impartim drépta A.B.

x 7 ¥ inn parii egale; lungi-
mea uneia din acestea
parti va fi %

Fie & unghiul format de
drépta AB cu axa awx; sioys, Y., Vs, - . . Yn distantele
de la centrul fie-carui element Ba, ab, bc . . . ki, iB

https://biblioteca-digitala.ro



204

al dreptei AB la axa xx. Dupa definitia momentul de
inertie va fi:

1 Lo, Lo
I—ﬁyl *4 /P o PRl +;;yn_;+;lyn~sau

l
I=—1{(yl2+y32+y32+ A yn-lz+ ynz)
dupa figura avem:
l

. .. )
Y1=y5; sin a si prin urmare y, e T sin 2a

yz=(—l+.—l sin a =,—3£

Y3 =( -|—,n)sma = sm & » » y3_4f sin %a X52

y,,_,:l_(";l2 +§—n—|sin (2" 3) sina gi prin urmare
' .
y"'l__ffw sin ?a X (2n-3):
2n-1)1 .
Yyn= [(n 1) ! + = ( ;n)_ sin o » »

N e N 12
Yn = o Sin a -4 (2n-1)

prin urmare
1
——E, sin 2a [104- 8045470 +@n-8):(2n-1)7]
Suma din parantes nu este alt-ceva de cat suma pa-
tratelor celor d'ntdiu numere impare. Acésta suma se
(4n°—1).
3
Inlocuind déra suma din parantes prin equivalentul
siu, vom avea:
P, n(dnt=1)  'sinfaf4n’—n Psinaf, 1
=i fa———=—3 [ e 3 (1 )
Daca acum facem sa crésca n tinzand catre o, ter-

deduce fara dificultate ca este egala cu n

menul (1 )tende catre 1 caci — 4 ; tende catre o deci
I*5in %
= —%—

Daca scriem formula acésta sub forma
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I =12sin ‘3'13—1

Vedem ca dupa figura avem: [ sin a= Be prin ur-
mare Momentul de inertie al unei drepte in raport cu o
axa ce intélnesce drépta sub un unghiu ore-care este
egal cu patratul perpendicularei lassata din estremitatea
dreptei pe axa, milltiplicat prin 3 din lungimea dreptei.

Daca drépta intdlnesce axa sub un unghiu drept adeca
este perpendiculara pe axa, atunci a=90, sin a =1 si
momentul de inertie devine
s
=5

In acest cas perpendicular: lasata din extremitatea
dreptei pe axa este egela cu ! si prin urmare enuntiul
de mai sus este general pentru ua drépta.

(Va urma)

l
— ]3
= b5

Flor Pomponiu.
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