
DETERMINAREA 
prin met6de algebrice, a momentului de inertie la figurile geo­

metrice plane cele mal usitate în aplicaţiuni. 

(Urmare). 

Cri~ul când axa considerată trece prin C, mijlocul 
dreptei. 

Fig.1. 1J 

! 
A , r1- I 

--'----1-- ------
x' 'D ' : -:c, i . 
----------~------------
'J} „ E -x,;,j 

Fie I acest moment de inerţie ce cautam; fie I' mo­
mentul de inerţie în raport cu axa x' x'1 pe care 'l am 

l"sin'a. 
găsit egal cu · 

3 
Dup~ theorema IV avem: 

I'= 1+ ZxcD2 deră CD= ~ sin a. deci 

l" 
I' =I+ 4 sin a a. ~\e unde înlocuind pe I' prin 

l" sin 2 
"-val6rea sea 

3 
vom deduce 

l"sin 9 a l"sin'a l"sin 2
rJ. I= - = --::--

3 4 12 

( [)3 
I . l" sin• a. 2 sin• a. nsemnare. Putem scrie I= 

12 
= 

3 
+ 

( i f sin 
2 

a. cea ce însemneză că momentul de inerţie al 
3 
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dreptei A B în raport cu axa x x, ce tre~e prin centrul 
el nu este all-ce\"a de cât suma momentelor de inertie 

al porţiunilor C A şi C B în raport cu aceiaşi axă ; de 

unde resuita. ca. : 

Momentul de inel'(ie al ttnu'i lot este egal ctl 

suma momentelor de inerţie ale plrţilor ce r,om­
pun acel tot. 

C'lsul când portiunea de drepta. A B nu întelnesce axa 

considerata. x" x"1. Dacă însemnăm prin I" momentul d~ 
inerţie în raport cu acestă axă, dup~ theorema IV 
avem; 

l • . 8 

l"=I+lXc:E2 = s;~1 ~ + lbE 2 seu 

inlocuind pe C E prin d avem: 
8 • 8 

I" = su1 u. + l cl2 
l:t 

neca. facem a= o, alunel sin u. =o şi formula ne dă 
momentul de inertie al unei drepte în raport cu o axa 
paralelă cu drepta. 

l"=ld 2
• 

Momrmtul de incr{ic al unul'. triunghiiL 
1). Casul când axa trece printr'un verf al triunghiului 

şi este paralelă cu laturea opusa lă verf. 

F~q.2. 

>-·-----· _____ l ... ---------·· ··-< 

I 
I 

.I 
I 
I 

-------------··-- ----l 
I • .i_ __ 

~l.·. 
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Fie x x1 , axa considerată. Să însemnăm prin b lungi­
mea laturi paralelă cu nxa şi prin h distanţa acestei 
laturi la axe. Dacă impărtim distanţa h în n părU egale 

şi ducem prin punctele' de clivisiune p3ralele cu axa, elemen­
tele cari compun momentul de inerţie sunt următ6rele: 

b h ( h )
2 

b h 
3 1 s n. zn 2n = Bn' ' 

;~I~ . ::l. ( :1~ r = ~n~ 
3' 3 ~ 

~ • }!____ (5 h_)2 = !!_!!__3, 53 
n :!n 2n sn• 

~2 n-3) b . }!____ f(2 n-'.l) hi·~= b h•a ( 2 n 3) a 
n 2n I~ ~n ~I 8n. - -

(2 n-1).b • _!!:.___I( 2 n-1) ,;r = _b ha ( 2 n-l 3 

n 2n 2n J 8n' ) 

şi făcend suma vom avea 

l = ij' ha [ia+ 3s+ 53 + 73 + .„. + (2n-3)3+(2n- -1) 8 -, 
8n' _ _ 

Se deduce fara dificu'tate că l3 + 3 3 + 5 3 + 7 3 + „ · · + 
(2 n-3)8+ (2 n-1)3 = n 2 (2 n 2-l) prin urmare 

J = bha n2(2n2-1)= /Jha(2-~)n4=bh"(2-_!_) 
Bn'' 8n' n• 8 n 1 

Deca facem acum să cres':a n tinqiend cotra ex::>, .!. 
n 

tinde cotra O, deci la limită, vom avea 
. h h 3 

I= -4-· 

2). Casul când axa paralelă cu una din laturi trece 
prin centr?l de gravitate al triunghiului. 
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„. J 
i' '9. . 

h 

------ -- ---------ll:.-:L. 
x' x_.' 

Fie I momentul de inertie căutat şi I' momentul de 
inerţie în raport cu axa x' x' 1• Dup~ theorema IV avem: 

l '-I bh(2h)
2
-I 2bh

3
d 1 - +- - - +-- ec 2 3 9 

I - I' - 2 b h a·, • ă I' b ha. . -
9 

ms = -
4
- , prm urmare 

I = b ha - ~ ... !L.!!.. a= b ha, 
4 ·9 31i 

3). Casul când axa coincide cu una din laturi. Păs­

trând notaţia de mal sus şi însemnând prin I" momen­
tul de inerţie căutat, lot dup~ theorema IV avem: 

I''= l + !_!_!!__ (_!!_)2= b ha+~ a= b h s. 
2 3 36 18 12 

4). Casul când axa taie triunghiul trecend printr'unul 
din verfurile lui, Considerăm triunghiul ca compus din 

o 
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doue triunghiuri adeca. A BD şi AD C şi pentru fie care 

din aceste triunghiuri putem aplica casul de sub Bo); prin 

urmare vom avea: 

I - AD.h'
3+ AD. h"

3
_ AD ( ,3 "") 

- 12 l~ - 12 h + h 

5). Casul când axa trecend printr'unul din verfurile 

triunghlulul nu taie triunghiul. 

F~.o. 

X, ]) p -x, 

Fie ABC triunghiul considerat; dacă. prelungim A B 
până. ce întâlnesce axa, avem triunghiul B CD care este 

. compus din triunghiul ABC şi AC D. Dacă. însemnăm prin 
I momentul de inerţie al triunghiului ABC 
l' > > » ACD 
I" )) )) )) 

vom avea 

l"=l+l' deunde 
I = I" -I' insâ d'altl parte avem: 

-.3 
I''_ DC· BN 

- l~ 

BCD 

-3 

I'= DC:AP şi prin urmare 
12 

I=~; (BN 3-AP 3
) 

Momentul de inP,Tţie al unu1: dreptunghiu. 
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1). Ca:ml cand axa coincide cu una din laturi. Se p6te 

de:ermina momentul de inertie direct cum s'au determi­

nat pentru triunghiu în casul de sub 1 ; se determina 

înstl şi în modul urmator : !;e p6te considera dreptun­

ghiul ca format din doue triunghiuri 

Fia 6. A. ________ t_ _____ •B 
„ / t . . „- ; 

' I 
/ I _, :n 

------- ----.L-- +----x• 
~· /G : , 
~ ,l : 

' I 
,l : 

• I 

-·---· ,•' _L ____ _ 
X D l' X, 

Fie I, momentul de inertiJ al lui ABD 
„ I.2 „ & BCD 

şi deca însemnam prin I momentul de inertie al dreptun­
ghiului ABCD vom avea : 

I = 11 +I! însa 

I =~a 
I 4 

J, = !!....!.!: " deci 
- l . 

bh 3 bh 3 hh 3 

1 =-4- +12=4· 

2). Casul r.ând axa paralela cu una din laturi trece 
prin centrul de gravitate al dreplunghiulul. lnsemnând 
prin I' momentul de inerţie în raport cu axa x' x' 1 · şi 

prin I pe cel în raport cu axea x x , dupe tbeorema IV 
vom avea: 

I =I' + b h. ( ~i Y el 3 unde 

bh 3 bh3 bh 3 

l'=- -- - =-. 
3 4 l:t 

3 .. Casul cand axea coincide cu una din diagonale 
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B 

.A c 

D 

In acest cas avem fara nici ua dificultate 

l _AC -.3 AC-3 . fi" l BN PD - 12 . B~ + 1 ~PD s1 tn< că l = vom. 

I A<; -s = fj B~. 

Oecă însemnăm pe A B prin b şi pe AD prin h vom avea 

BN = b sin a. şi AC=--!:.- deci s rn. a. 

I- b h 3 co.~ 2 a. _ h b 3 sin' a. 
- --6-- - --6--. 

Pentru casul când axea trecend p:-intr'unul din ver­
furile dreptunghiului este paralela cu diagonala, se ope­
redia identic ca în cazurile tratate mat sus aplicând 
theorema IV. 

Jlomcntul dp, incrUc al unui patrat. Pentru pătrat 
n ·avem de cât s1 aplic~"tln formulele de la dreptunghiu 
f:icenrl b=h; ded vom aven.: 

1°) Pentru casul cân l ax 'a coin~icb cu una din laturi 

1 -- _c4 c fiind latur~a pătratulu'i. 
3 

:}O) P8ntru casul cân l axa par11lela cu una din latur'i 
trece prin centrul de gravitate, vom avea. 

I= c-l 
u 
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3). In fine pwtru casul când axea coincide cu una din 
diagonale vom avea: 

I c" . 
- Slll9 ex 
6 

ense în casul unul patrat ex= 450 şi pnn urmare 
. ...;2 1 . 2 . 

sin ex= -
2
-; ( ecl sm 2 = T ş1 atuncl 

c" 1=-
12 

Decă. comparăm casul ~) cu 3) de la patrat vedem cu.­
momentul de inerţie al unul patrat în raport cu diagonala 
ca axa, este egal cu momentul seu ele inerţie în raport cu 
axa ce trecând prin centrul sM este paralelă. cu una clin 
laturl. Acestă egalitate ele momente ele inerţie în aceste 
douit casurl face să reese următorul fapt că: uă grindă cu 
secţiune prttrată. lucreză. la flexiune în condiţiuni aprope 
egale ele resistenţă, fie că forţele cari produc flexiunea lu­
crecJă paralel cu o lature, fie că ele lucrelJă paralel cu 
diagonala; sau cu alte cuvinte că uit grindă. cu secţiune pa­
trată, clin puntul ele vedere al flexiunel se pute aşecJa fie 
pe una clin laturl, fie pe una din rnuchiI şi resistenţa va 
fi aprope aceiaşl. 

(Ya urma). 
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