
THEORIA UNEI PIESE CE REPAUSEADĂ 
' PE DOUĂ CAPETE 1)_. 

Determinarea eforturilor tranşante -şi mo'11ientelor de 
flexiune. 

1. Când o piesă repansează liber pe două capete, in
fluenţa greutăţe1 pe culee se determinează după teoria le
vierulu1, aşa că vom putea in tot-d'auna determina acPste 
presiuni pe capete, indată ce vom cunoaşte legea după care 
incărcarea este repartisată. 

2. Putem să luăm greutatea proprie a podului ca fiind 
uniform repartisată pe toată lungimea, şi se insemnăm prin 
p greutatea pe metru liniar. Supra-incărcarea poate fi repar
tisată de.diferite manieri pe pod, sau că este uniform repar
tisată, sau că este concentrată in unele punte, insă indată 

ce există mai multe punte incărcate, ~i mai cu seamfi cum 
pentru podurile mari de drum de fer, încărcările sunt pe 
axe, şi se urmăresc la distanţe determinate. influenlele se 
combmă ast-fel că putem considera podul ca supra-încărcat 
uniform pe o lungime mai mult sau mai puţm mare, fără a 
comite o eroare sensibelă. 

In cele ce urmează vom considera atât greutatea proprie, 
cât şi supra-încărcarea că sunt uniform repartisate. 

3. Aceste fiind, presupunem variaţiunea supra-incărcărei 

') Această teorie este după autorii : F1·. Laissle şi Ad. Sclt11eble1·, 
cu mai multe desvoltări de calcul. 
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care o insemnăm k pe unitate de lungime, că pleacă de la 
o extremitate a podului şi vine a'l acoperi pe toată lungimea. 
Rf'sultă de aici, că un element a podului supra-incărcat are 
k+p greutatea pe unitate de lungime. 

Această greutate, repartisată pe toată lungimea, repre
sintă incărcarea maximă a podului. 

Acest mod de încărcare va forma in general basa calcu
lelor noastre. 

4. Fie acuma l deschiderea A B a podului (Fig. 1) sau 
aceea a piesei ce se reazirnă pe capetele A şi B ; A. o lun
gime oare-care· ce este incărcată ~u greutatea p+k, şi re
slul incărcat numai de p, propria greutate a podului. 

Lungimea A. fiind luată după voinţ.ă, calculul următor se 
aplică la toate casurile. 

. ~.I 
~---------A---·-··---·~ 

Vom determina mai intâi presiunele A şi B pe capete. 
Pentru determinarea lui A, luăm momentele către cel-alt 

punt B ; avem : 

(1-A.J (1-A.) A l=(p + k) A. -2 +(I-A.) p "°2 

unde făcând calculul, deducem: 

A=P1+A.k[:2l-),) (I ~ ~l ) 

De asemine pentru B : 

),2 ( 1-A.) 
B]=(p+k) ~+(1-1.)p A.+ ~ 
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şi făcând calculul ; avem : 

pl ), 
B= -~f + ), k ~l (li) 

83 determinăm mai departe efortul tranşat şi momentul 
de flexiune. 
Insemnăm pri11 N, efortul tranşat şi prin ]{momentul 

de flexiune. 
După cum şlim pentru o sectinne oare-care x, N~ repre

sintă suma algebrică a forţelor exterioare asupra acestui 
fragment, şi M, momentul acestor forţe exterioare luate în 
raport cu această secţiune x. 

Luând ca origină de abcise puntul A (fig. 2), pentru 
partea supra-încărcată vom avea: 

~-----····.A ..... ··---~ 
~-1! 

Ai ; i L ...... .x ...... ,,. : 
.... „ ............... : .......... :X.. ......... ·--·············J. 

~ 

N =A-(p + K) X (III). 
X 2 

M =A x-(p+l{) 2 (IV). 

Iară pentru partea neîncărcată, avem : 

N =A - A K - p x (V). 

M=A x-A K {x-~)-P x 
2 

(VI). 
2 . 2 

5. Când supra-încărcarea este pe toată lungimea podu
lui uniform repartisată, gr~utatea este maximă, şi equaţi
unele de mal'. sus devin înlocuind A = I, p + K = q : 

A= pl+ l K {21-1) =-1 ( +I<)= lq, 
2 \-21 ~ p 2 
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tot ast-fel găsim şi pentru B ; făcând acelaş lucru în 
equaţiunele lu'i N şi M ; vom avea : 

A= B = 
1
,} (li-a) . ... 

N = A - q x (III-a). 
qx2 

M =A x-~ (V-a) . ... 

Momentul maxim la mijloc, deci x = ~ este : ... 
ql l q 1 2 q 1 2 

M=-----=-
::d ~ ::d 4 ~ 

6. Aceste fiind, calculând pentru un numer destul de 
mare a lui x, eforturile tranşante şi momentele de flexi
une după equaţiunile (lll-IV), şi purtând pe N şi M ast
fel calculate ca ordonate a abciselor x, eară în urmă 
unind prin o linie puntele extreme ast-fel căpătate, obţi
nem doue curbe ce va da pentru fie-care valoare a lui x, 
valorile corespondente a lui'. N şi M pe care le luăm după 
scară. 

Curba N se compune din elemente rectilinii a căror 
inclinaţiuni pe axa abciselor sunt proporţionale greutăţi

lor p şi q ; eară curba M se compune din arcuri de pa
rabole, a căror axe sunt verticale şi a căror parametre 
sunt invers proporţionale aceloraş greutăţi p şi q. 

7. Equaţiunele (lll-VI) ne dau pe N şi M numa'i pen
tru o valoare determinată a lui ), ; pentru a representa 
toate încărcările posibile, trebuie să determinăm ambele 
învelitoare a lui N şi M, care le cuprinde pe toate cele
alte ; trebuie dară pentru fie-care valoare a lui x, se de
terminăm pe ), ast· fel ca să deie cele mai mari valori 
pentru N şi M. 
Luăm efortul tranşanl după equaţiunea (V) : 

N= A-1.K-px 
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şi înlocuim pe A prin valoarea sa din (I) : 

N = _!_e__ + ), K (~l-A) - A- p X 
~ ~ l 

unde făcând calculul, obţinem 

N = _!_E_ - IO. 2 - p X. 
~ ~ l 

Maximul lui N pe o secţiune de abcisă x, evident că 
va fi, când supra încărcarea va veni până în acest punt; 
deci ), = x : înlocuind avem : 

l p K X 2 
max. N= -- ---·- p x (VII). 

~ ~ l 

Această equaţiune dă curba învălitoare pentru max. 
N în valoare absolută, când supra-încărcarea se mişcă din 
A către H. 

O a doua curbă simetrică celei-alte este dată de equa
ţiunea : 

p l K (l-x1
2 

max. N = - ~ -- ~ l - (1-x) . . . (VII-a) 

şi este curba invălitoare valorilor maxime sau minime 
a lui N când supra-incărcarea se mişcă din B către A. 

Făcend în equaţiunea (VII) pe rând x=o, x=l, obtinem : 

pl l ( ' 
max. N = ~ , max. N = - ~ l P+k J ; 

de asemenea în equaţiunea (VIll-a) pentru x=o : 

max. N = - ~ ( p+k) 
şi pentru x=l; max. N = _E!__ 

~ 

Valorile maxime a lui A şi B pe suporturi sunt dară: 

A=B= ( p+k H-; 
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iar valoarea 

ţiunile (VII), 

la mijl0c, se determinează fărend 

1 
(Vila), x = -, obt,.inem: . ~ 

kl 
max. N=~· 

în equa-

Aceste valori sunt suficiente pentru determinarea cur
belor representate de equaţiunile de mai sus, fiind aceste 
curbe aproape linii drepte. 

8. Pentru momentele de flexiune, curba învălitoare cu
prinqend toate curbele M. esle parabola ce core$punde la 
greu~atea maximă q uniform repartisată. 

Pentru aceasta A=l, după equaţiunile (1) şi (II), A ~i 

B sunt maxime; parabola ce corespunde greutăţei ma
xime, posedă pe capetele A, B, cea mai mare tangentă 
trigonomet1·ică ; o altă curbă nu va putea prin urmare se 
iasă din curba învălitoare. 

In adever luăm equaţiunea (V-a): 

qx2 
M=Ax---

~ 

corespunzătoarea greutăţei maxime uniform repartisată pe 
toată întinderea. 

Această equaţiune se pune ~i ast-fel : 

q x2 
Y=Ax--

i ' 

pentru calculul coeficienlului ungular al tangentei la ori
gină, deducem : 

y qx 
--=A- ---
x i 

care pentru x=o, acest raport ~ =A; A fiind cea mai 

mare valoare pentru ori-ce altă curbă, avem dar cea mai 
mare tangentă trigonomerrică. 

F'x 
Pentru cel alt capăt, luăm raportul dirivatelor -

F'y' 
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qx2 
din equaţiunea: y - A x + -~- = o ; avem: ... 
- F'x A - q x, F'y= 1 ; prin urmare : 

F'x 
- --= A - q x, şi pentru x=l. 

F'v 
F'x - -F1y- =A - ql =A - :J. A = - A 

cea ce arată că tangenta la curbă în puntul B, şi cu 
cea în A suni; egal înclinate în interior pe axa abcisclor ; 
ele se întâlnesc dar în acelaş pnnt pe axa parabolei. 

9. Valorile maxime a lui N 7i M, ce obtinem pentru o 
secţiune oare-care x, prin ajutorul curbelor învălitoare, 

nu sunt suficiente pentru determinarea dimensiunelor 
unui pod, de cât când aceste dimensiuni depind de M 
sau de N; dacă din contra o piesă de construcţie de
pinde de o dată şi de N şi M, este evident că trebue se 
întrebuinţăm valorile simultanee a lui N şi M. 

Valoarea maximă a efortului tranşant N pentru o sec
ţiune oare-care x, se găseşte după cum am vequt (art. 7), 
când supra-încărcarea a avansat până în acest punt; şi 

aceste valori sunt date de equaţiunile (Vil), (VII-a), după 
cum supra-încărcarea avansează din A către B sau vice
versa. Există de asemene doue curbe M corespondente la 
N, şi care dau pentru fie-care N, momentul maxim de 
flexiune corespondent M. 

Se luăm supra-încărcarea mergend din A către B1 şi 

că a ajuns până în puntul x ; avem după equaţiunea 

(IV art. 4): 

M o__c Ax -( p+k )-~
3 

şi înlocuind A prin valoarea sa şi equaţiunea (I) unde A=x, 
avem: 

25 
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Făcend calculul, obţinem : 

M=_e!__ x+ k-p x2- ~x 3 (VIII). 
2 2 21 

Valorile maxime ale lui M, se obţin luând derivata mem
brului al doilea cătră x, şi egalându-o cu zero, avem luând 
a.ceastă derivată : 

pl 3k 
--+Ck-p)x-- x2=0 
~ 21 I 

equaţiune de al doilea grad, care resolvită va da pen
tru x: 

2l(k-p) ± ,1412(k-p)2+12 kpl2 
x= 6k 

unde făcend calculul : 

(
k-p +" I P (k-p)2 ) x=l 3k _ _ V file+ 3k . . . ([X), 

aceste sunt valorile lui x, care dau maximul lui M. De 
asemenea când supra-încărcarea se mişcă din B cătră A, 
avem equaţiunea : 

pl k-p k 
M= 

2 
(l-x)+~(l-x)2- 21 (l--x)3 .. (Vllla). 

obţinută înlocuind în (VIII) x prin l- x. 

Pentru x=--b- l~ mijloc, avem înlocuind în equaţiunele - . 
(VllI) şi (VIII a): 

M-(k+ !_)12 - 8 Hi . 

10. Este necesar în mai multe casuri, a cunoaşte puntul 
:x pentru care N este nul, când podul nu este de loc încăr
cat, sau dacă este în întregimea lui, punctul pentru care N 
este nul se gă3eşte la mijlocul podului. · 

Nu este tot ast-fel când încărcarea se găseşte numai de 
o singură parte ; în acest cas, puntul se apropie de culea 
vecină, şi N=o se determinează prin intersecţia curbei, 
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representată prin equaţiunea (VII. art. 7) cu axa abciselor. 
Egalând această equaţiune cu zero, avem : 

pi kx2 ··:r -~-px=o 
care resolvită, abcisa pentru care N=o, este : 

X=l(- ~ +v~k+(~r) .... (X). 

11. Formele stabilite de la I-X avendu-le, ne propu
nem să calculăm resullatele pentru şease raporturi dife-
. 

1 
. p greut. proprie . ă 

1 r1te a m -k = . ă , şi s e repres~ntăm toate 
suµra-mc reare 

aceste grafic în figurele de la finele acestui calcul. 
Aceste representaţii grafice conţine curbele învalitoare 

max. M şi max. N, cât şi valorile corespondente a lui M. 
~i N. 

Curba invalitoare max. M şi valorile corespondente N, 
se găsesc dupe equaţiunile (III a), (V a), şi sunt acelaşi 

pentru toate raporturile lui {-, căci equaţiunild ce le de

terminează sunt independente de acest raport. 
Curba max. M dată prin : 

qx2 
M=Ax- -

~ 

este o parabolă, a cărei ordonată la vârf este 0.125 

ql2 ; în adever, înlocuind x= ~ şi A = ~I după equaţiu
nea m-a); avem : 

12 12 12 
M= ~ - 98 = 98 = 0.125 ql2. 

De aseminea curba corespondentă N, se compune din 
doue linii drepte după rabatere şi se întâlnesc în mijlocul 
axei abciselor, 
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Ordonatele pe culee sunt date de equaţiunea (III-a): .. 
N= A-qx 

unde facem x=o, şi x=l; vom avea pentru aceste : 
ql . 

A=B= T = 0.5 ql. m valoare absolută. -
Liniele invalitoare max. N, se determinează după equa

ţiunele (VII), VU-a ; şi valorile corespondente M după 
equaţiunele (VIII, VIH-a, eară puntul unde aceste curbe 
ating maximul lor, după equaţiunea (IX). 

Curba max. M, şi acea a lui N corespondentă pot fi 
desemnate de-o-dată după proprietăţile cunoscute a pa
rabolei şi a liniei drepte ; însă curba max. N şi acele ale 
lui M corespondente necesilează o întrebuinţare repetată 
a formulelor (Vll)-(X), după diversele valori a raportu-

l 
. p 

Ul -ic· 

12. Calculul pentru casul când: ~ = 3, ~ = ! · 
a) M după eqnaţiunea (Vlll) pentru x= ! ; avem în

locuind: 

1\1 = pl2 + k-p 12- ~1_2_ 
~ 3i 12d 

unde făcând calculul : 

M 
l:d p12+3 kl2 

1~8 

şi înlocuind pe p şi k, în funcţiune de q, deduse din 

relaţiunele luate prin ipotesă : -~ = 3, ~ = ! , a:lică 
3q 3q 

p=4 , k= 12, avem : 

3q 3q 
12124+3 ll 117 1 

M=- l·;~U 
2 

~ =--q~= o 0761 ql2 
:co~ 1536 . 
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b) M după equaţiune: 

M =( ~ +~6) 12 la mijloc, 

avem, înlocuind p = 
3
4
q, k=~~· şi făcând calculul : 

M=
6
6
1
7
4
2
4 

ql2= 0.1094 ql2. 

c) M după equaţiunea (VIJI) pentru x= ~ ; înlocuind 

n equatiunea aceasta, avem : 

3pl2 912 (k-p) 
M=Ţ+ 32 

27kl2 3pl2 9kl2 
ms = 32-+ 12-~ 

3q 3q 
şi înlocuind : p=4 , k= 12 : 

. 9ql2 27ql2 
M=12~+ 12X128 

unde făcând calculul : 

M= 0.0879 ql2. 

ă) Maximul lui M ; abcisa x după equaţinnea (IX) : 

(
k-p+, Ip / k-p)

2
) 

X=l 3k V 31{+\ 3k : 

. 3 3 
înlocuind p= 3q, k= 1~, avem calculele făcute; 

x={-2tvf3) 
de unde : x=0.535 I. 

Ordonată acuma după equaţiunea (VHI) pentru :X= 
O. 535 1 ; inlocuind aceasta, calculele făcute avem : 
M _ 0,249pl2 +0.133kJ2 .. l . d . _ 3qk-3q 

max.- 2 , ş1 m ocum . P-4 -
12

, 

găsim: 
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21.120 
M max. -

192 
qt2=0.1lql2. 

e) N=O; calculul abcisei x după equaţiunea (X): 

unde înlocuind : t = 3, avem : 

X=l (-3+\-13+9)=1 (-3+3.464) 

deci : x=0.4641. 

{) N la mijloc după equaţiunele (Vil) (VII-a) : 

N-~ -H 

însă: k=~~' deci: N= 
3

9~ = 0.0312 ql. 

g) N pe capete după equaţiunile (VII) (VII-a) făcând 

x=O şi x=l în cea din urmă ; avem în ambele casuri : 

3q . . N=-21 ·34q_321=0.375 ql. insă P=Ţ, prm urmare. f) 

Făcând acelaş calcul pentru cele-alte cinci valori a ra

portului ~ , : , resultatele de la articolul precedent, şi a 

acestora le resumăm în tabloul următor : 
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" " cr. 
I M M după equat M 

Ra~ort după equat. ( P + k )l9 după equat. 
1 __ (VIII), pentru s ;6 (VIII) pentru 

_P_\_Jl_ X-= _l_ pentI~ x= _'.!_!_ 
k q 4 x=2 4 

::I '1. 0,0761 q I" o, 10!J4 q l" 0,0879 q 1• 

2 9/ 3 0,0703 
" 

1,1041 
" 

0,0859 
" 

1 I /1 0,0586 
" 

0,09::17 
" 

0,0820 
" 

I/, '/, 0,0469 
" 

0,08;.ţ:l 
" 

0,0780 
" 

'I. ! '/, 0,0375 
" 

0,0750 
" 

0,0760 
" 

I 
0,0:112 0,0729 '/. ; 'I. " 

0,0694-
" " ! 

I 
~ I 

maximul M N=o N=~· N 8 

abisa x după 
abisia x după equat. pe capete 

ordonata co- dupitequa- după a~ele~~i J 

equat. (VJII) respondentă 
(VII), 1VII-a), 

(IX) equat. (VIII) 
ţiunea (X) la mijloc equaţ1u111 

1 

0,5::15 l 0,110 ql' 0,464 l 0,0:112 q l 0,::175 q l 

0,550 
" 

0,1052 
" 0,450 " 0,0416 

" 
o,:t~3 

" 
0,572 

" 
0,0962 

" 0,414 " 0,0625 
" 

0,250 
" 

0,608 
" 

~.l,0870 
" 

o,~65 „ 0,08::10 
" 

0,167 
" 

0,632 
" 

0,0820 
" 0,302 " 0,1000 

" 
0,100 

" 

0,647 
" 

0,0784 
" 

0,260 " O,l 110 
" 

0,056 
" 
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. Cu âeeste valori facem representaţiunele . grafice pentru 
~ceste şease cai!mri . 

Jn. ·acest des~mn s'a purtat · valorile ·absolute max. M ş i 

N. cât şi va~oriJe corespondente simultanee a lui N:. şi M. 
. Fie.:care parte a . construcţie! va suporta în general ma
ximul efortului pentru max. N ; se. poate cu toate aceste 
să avem două; valori a lui M şi O, lucrând in acelaş 
timp, se incarce această parte de o manieră mal defavora
bilă: ; dară în cele mai de multe ori, încăr-carea uniform 
repa.rtisată (c~ţba - max:' M),· şi incărcarea parţială ajunsă 
până în puntul · considerat (max N). sunt suficiente pen
tru determinarea dimensiunelor de adoptat. 

Utilitatea representaţitinei _grafice, consistă a lua după 
scară valorile lui M-:şi N; pentru o ~sact.itate mai mare n'a
vem decât să construim aceste curbe prin mijlocul tabloului 
de mai sus după o scară mai mare. 

REPRESENTAŢIUNI GRAFI_CE 
Grinzi ce repausează liber pe doue capete 

I· 
I 
I 
I ---J 
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I 
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-·~·- · ---- · --- .......... I 

-=~-- ...... 

5 

I ., 
I 

879 

B 

B 
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6 

~·-!'-..-..·-.... ........... ........_,, .-·- . : ., ......... -·- ........ ........ _,,,. . -- --:.... ., 
„ _-t- : -----..l ., /'' --- ; ; ,_____ ·~ , ..... - : ..... 

~t!:..~„~-~-=-=---i~::::-:::--.~;::~1:2:3~~::::::::::::~=-=~-~---. ' /i -- ' 
' -- - ---- ' A
'·-- - ---~· ~-::... ---------~ - -- -· - -- ........ . _ -- . ~ -·- ................. ,...., 
I -... --
I 
I 
I 
I 

.-· ·-

p - i.. 
K. 4 

l 
p ... .:!_ 
q 5 

B 
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Scările pentru figurile de mai sus sunt : 
Pentru lungimi . 1,0 l = 95 mm. 

„ M 0,59 12= 85 „ 
„ N • • • 1,091 = 37 „ 

D. Berea. 
inginer. 
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