THEORIA UNEI PIESE CE REPAUSEADA
PE DOUA CAPETEY).

—

Determinarea eforturilor transante gi momentelor de
flexiune.

1. Cand o piesd repauseazd liber pe doud -capete, in-
fluenta greutiitel pe culee se determineazd dup# teoria le-
vierulul, asa ci vom putea in toi-d’auna determina aceste
presiuni pe capete, indatii ce vom cunoaste legea dupi care
incircarea este repartisata.

2. Putem si luam greutatea proprie a podului ca fiind
uniform repartisati pe toatdi lungimea, si se insemnim prin
p greutatea pe metru liniar. Supra-incircarea poate fi repar-
tisatd de_diferite manieri pe pod, sau ci este uniform repar-
tisatd, sau ci este concentratd in unele punte, insi indati
ce existd mai multe punte incércate, si mai cu seamii cum
pentru podurile mari de drum de fer, incircarile sunt pe
axe, si se urméresc la distante determinate. influen(ele se
combind ast-fel c& putem considera podul ca supra-incércat
uniform pe o lungime mai mult sau mai putin mare, fird a
comite o eroare sensibeld.

In cele ce urmeazi vom considera atat greutatea proprie,
cat si supra-incdrcarea ci sunt uniform repartisate.

3. Aceste fiind, presupunem variatiunea supra-incércérei

) Aceasti teorie este dupd autorii: Fi. Laissle si Ad. Schuebler,
cu mai multe desvoltiri de calcul.
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care o insemnidm Kk pe unitate de lungime, ci pleaci de la
o extremitate a podului si vine a’l acoperi pe toatd lungimea.
Resultd de aici, cd un element a podului supra-incircat are
k+4-p greutatea pe unitate de lungime.

Aceasti greutate, repartisati pe toatd lungimea, repre-
sintdt incircarea maximi a podului.

Acest mod de incédrcare va forma in general basa calcu-
lelor noastre.

4. Fie acuma [ deschiderea A B a podului (Fig. 1) sau
aceea a piesei ce se reazimi pe capetele Agi B; A o lun-
gime oare-care ce este inciircatdi cu greutatea p--Fk, si re-
stul incércat numai de p, propria greutate a podului.

Lungimea A fiind luatd dupa vointé, calculul urmétor se
aplicd la toate casurile.

Vom determina mai intai presiunele A si B pe capete.
Pentru determinarea lui A, luim momentele cétre cel-alt
punt B; avem :

M=+ [Glon e { ']

unde ficand calculul, deducem :
_p! 21
A= ) +2 k[ a1 @
De asemine pentru B:

X
=(p+k) 5+ l>~)p(l+ 9]

lO
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§i facand calculul ; avem :

pl A
B="5 +Akgyy )

S2 determindm mai departe efortul transat si momentul
de flexiune.

Insemnam pria N, efortul transat si prin M momentul
de flexiune.

Dupd cum slim pentru o sectiune oare-care x, N, repre-
sintd suma algebricd a fortelor exterioare asupra acestui
fragment, st M, momentul acestor forte exterioare luate in
raport cu aceastdd sectiune .

Luand ca origini de abcise puntul A (fig. 2), pentru
partea supra-incarcald vom avea :

4 'sl
MY
—pl]

N=A—(p-+K) x (I
1v1_—_Ax_(p-|-K)3"2—2 (V).

lard pentru partea neincdrcald, avem :
N=A—XK—px (V)
A X2
M=A x—\K (x—?)—Bz— (VD).
5. Cand supra-incircarea este pe toatd lungimea podu-
lui uniform repartisatd, greutatea este maximi, si equati-
unele de mai sus devin inlocuind A=1, p}+ K =q:

k() — Lot
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tot ast-fel gisim si pentru B; ficand acelas lucru in
equatiunele lul N si M; vom avea:

1q
A=B= 7 (la)

N= A — qx (lII-a).
x 2
M=A x—qT (V-a).

| —

Momentul maxim la mijloe, deci x = — este:

A

6. Aceste fiind, calculand pentru un numér destul de
mare a lui «, eforturile transante si momentele de flexi-
une dupi equatiunile (III—IV), si purtand pe N si M ast-
fel calculate ca ordonate a abciselor x, eard in urméi
unind prin o linie puntele extreme ast-fel cipétate, obti-
nem doué curbe ce va da pentru fie-care valoare a lui x,
valorile corespondente a lui N si M pe care le luim dupéi
scara.

Curba N se compune din elemente rectilinii a céror
inclinatiuni pe axa abciselor sunt proportionale greutiti-
lor p siq; eara curba M se compune din arcuri de pa-
rahole, a cliror axe sunt verticale si a ciror parametre
sunt invers proportionale acelorag greutéti p si q.

7. Equatiunele (III—VI) ne dad pe N si M numai pen-
tru o valoare determinatd a lui A ; pentru a representa
toate incdrcdrile posibile, trebuie si determindm ambele
invelitoare a lui N si M, care le cuprinde pe toate cele-
alte ; trebuie dard pentru fie-care valoare a lui x, se de-
termindm pe X ast-fel ca si deie cele mai mari valori
pentru IV si M.

Ludim efortul transant dupéd equatiunea (V):

https://biblioteca-digitala.ro



369

si inlocuim pe A prin valoarea sadin (I):

N= ITE’ +2K (%_l—l) — A —px

unde facand calculul, obtinem

1 K)\2
N=—- —37 P

Maximul lui N pe o sectiune de abcisd @, evident ci
va fi, cand supra inclircarea va veni pand in acest punt;
deci A =1x : inlocuind avem :
lp Kx?®

2 21

max. N= — p x (VII).

Aceasti equatiune dd curba invilitoare pentru max.
N in valoare absoluti, cand supra-incércarea se misci din
A citre B.

O a doua curbd simetricd celei-alte este dati de equa-
tiunea :

I K (—x2
max. N RL__BO=X2 0 L (Vila)

2 21

si este curba invdlitoare valorilor maxime saii minime
a lui N cand supra-incércarea se migcd din B cétre A.

Fiacénd in equatiunea (VIl) pe rand x=0, x=l, obtinem :

max. N=p—l, max. N= — 1 (p-{—kJ;

2 2 |
de asemenea in equativnea (VIl[-a) pentru x=o :
. 1
max. N=—= — - (p—{—k]
si pentru x=1; max. N = p_)l

Valorile maxime a lui A i B pe suporturi sunt dari:
A=B= ( p+k H- :
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iar valoarea la mijloc, se delermineazi ficénd in equa-
, 1 .
tiunile (VII}, (VIIa), X=-5 obtinem :

kl
5

Aceste valori sunt suficiente pentru determinarea cur-
belor representate de equatiunile de mai sus, fiind aceste
curbe aproape linii drepte.

8. Pentru momentele de flexiune, curba invilitoare cu-
prindénd toate curbele M. esle parabola ce corespunde la
greutatea maximd q uniform repartisata.

Pentru aceasta A=Il, dupd equatiunile (I) si (II), A si
B sunt maxime; parabola ce corespunde greutitei ma-
xime, posedd pe capetele A, B, cea mai mare tangenti
trigonometricd ; o altd curbd nu va putea prin urmare se
iasd din curba invélitoare.

In adevér luim equatiunea (V-a):

max. N—

x2

M=Ax—J

-

corespunzitoarea greutdtei maxime uniform repartisati pe
toatd intinderea.
Aceastdd equatiune se pune si ast-fel:

2
y=Ax—*q2x ’

pentru calculul coeficientului ungular al tangentei la ori-
gind, deducem:

y __ qx
AT
care pentru x==0, acest raport % = A; A fiind cea mai

mare valoare pentru ori-ce alti curbd, avem dar cea mai
mare tangentd trigonomelrici.
Fx

Pentru cel alt capét, luim raportul dirivatelor — Ty

>
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. . qx?
din equatinnea: y—Ax + - —= o0; avem:
— F'x= A — qx, F'y=1, prin urmare :
F/x .

Ty = A —qx, §i pentru x=I1.

F/x
—_——— . —— — —_— —_— 2 _— ——

Fry A—ql=A A A

cea ce arati cA tangenta la curbd in puntul B, si cu
cea in A suni egal inclinate in interior pe axa abeciselor ;
ele se intalnesc dar in acelag pnnt pe axa parabolei.

9. Valorile maxime a lui N si M, ce obtinem pentru o
sectiune oare-care x, prin ajutorul curbelor invilitoare,
nu sunt suficiente pentru determinarea dimensiunelor
unui pod, de cat cand aceste dimensiuni depind de M
sau de N; dacd din contra o piesd de constructie de-
pinde de o data si de N si M, este evident cd trebue se
intrebuintdm valorile simultanee a lui N si M.

Valoarea maximé a efortului trangant N pentru o sec-
tiune oare-care x, se giseste dupd cum am védut (art. 7),
cand supra-inciircarea a avansat pand in acest punt; si
aceste valori sunt date de equatiunile (VIl), (VIl-a), dupa
cum supra-incircarea avanseazd din A céitre B sau vice-
versa. Existd de asemene doué curbe M corespondente la
N, si care dail pentru fie-care N, momentul maxim de
flexiune corespondent M.

Se ludm supra-inciircarea mergénd din A cétre B, si
cd a ajuns pand in puntul x; avem dupd equatiunea
(IV art. 4):

x3
M-—Ax—[p—l—k}?

si inlocuind A prinvaloarea sa siequatiunea (I) unde A==x,
avem :

It 2l—x x2
25
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Ficend calculu!, obtinem :
pl k—p o L
=3 x+ 5 X T (VII).

Valorile maxime ale lui M, se obtin luand derivata mem-
brului al doilea cétrd x, si egalandu-o cu zero, avem luand
aceasta derivatd :

pl Bk
_.z__l'_(k—p)x 21 X2—0,

equatiune de al doilea grad, care resolvitd va da pen-
tru x:

__21(k—p) + /4 (k—p)?  12kpL?
Bk

unde ficénd calculul :

x=l( —!—\/54— ) ) . (IX),

aceste sunt valorile lui x, care dau maximul lui M. De
asemenea cand supra-incdrcarea se misci din B citrd A,
avem equatiunea :

(1— X (l—x)-—_)l(l—k)" . (ViIla).

obtlnuti mlocumd in (VIII) x prin l—x.

1
Pentru X=— la mijloc, avem inlocuind in equatiunele

(VID) si (VIN a)
p k
M=(§—|— 1—6)12.

10. Este necesar in mai multe casuri, a cunoaste puntul
x pentru care N este nul, cand podul nu este de loc incér-
cat, sau daci este in intregimea lui, punctul pentru care N
este nul se giseste la mijlocul podului.

Nu este tot ast-fel cAnd incircarea se giseste numai de
o singurd parte ; in acest cas, puntul se apropie de culea
vecind, si N—o se determineazi prin intersectia curbei,
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representatd prin equatiunea (VII. art. 7) cu axa abciselor.
Egaland aceastd equatiune cu zero, avem :

pl . kx?
2 |

care resolwti abcisa pentru care N=—=o, este :

_1(__+\/p +( ) (X

11. Formele stabilite de la I—X avéndu-le, ne propu-
nem sd calculim resultatele pentru sease raporturi dife-
rite a lui 2= greut.— proprie , §isd le representim toate

k supra-incércare
aceste grafic in figurele de la finele acestui calcul.

Aceste representatii grafice confine curbele invalitoare
max. M si max. N, cat si valorile corespondente a lui M.
si N.

Curba invalitoare max. M si valorile corespondente N,
se gisesc dupe equatiunile (1l a), (V a), si sunt acelasi

—px=0

pentru toate raporturile lui - P ciici equatiunild ce le de-

k )
termineaz sunt independente de acest raport.
Curba max. M dati prin:
M=Ax— 9%

<

1

este 0 parabold, a cérei ordonatd la varf este 0.125

ql?; in adevér, inlocuind X=—- 1 siA —
nea (llI-a); avem :

VR L L L P

f g —g— 012 qlz.

De aseminea curba corespondentd N, se compune din
doug linii drepte dupd rabatere si se intalnesc in mijlocul
axei abciselor.
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Ordonatele pe culee sunt date de equatiunea (llI-a): . .
N= A—qx
unde facem x=o, i x=I; vom avea pentru aceste :

A—B= qu ==0.5 ql. in valoare ahsoluta.

-

Liniele invalitoare max. N, se determineazi dupd equa-
tiunele (VII), VI[-a; si valorile corespondente M dupa
equatiunele (VIII, VII-a, eard puntul unde aceste curbe
ating maximul lor, dupd equatiunea (IX).

Curba max. M, si acea a lul N corespondenti pot fi
desemnate de-o-datd dupd proprietitile cunoscute a pa-
rabolei si a liniei drepte; insd curba max. Nsi acele ale
lui M corespondente necesileazd o intrebuintare repetati
a formulelor (VII)—(X), dupd diversele valori a raportu-

lui —%.
12. Calculul pentru casul cind: %—: 3, %:% .

@) M dupa equatiunea (VIII) pentru x=%; avem in-

locuind :
12 k— ki2
M zps + 3zp =193
unde facand calculul :
12 pl2}-3 k2
128
si inlocuind pe p si k, in functiune de g, deduse din

M=

: in i P 3 P _ 3 5
relatiunele luate prin ipotesd : o= 3, e 4,adlcé'l.
_3q _3q :

P=7 k_ﬁ, avem:

B, 3
12124 "3 1212 117 q13 . R
M= 195 =136 — 0.0761 ql
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b) M dupi equatiune :

_[P E) .
M _( P 15) 12 12 mijloc,

avem, inlocuind p:%q, k=i—g, si ficand calculul :
672
M= b144:q1 = 0.1094 ql2.
c) M dupid equatiunea (VII[) pentru x=ﬂ' inlocuind

4 )
n equatiunea aceasta, avem :
3pl2 1 912 (k—p)  27kIz_ 3pl2 | 9kl

M=-3 32 128 — 32 ' 128

3q . 3q.
4’ k= 12°
9q] 27ql2
28+ 12128

st inlocuind : p=—-

unde ficand calculul:
M= 0.0879 ql.
d) Maximul'lui M; abcisa & dupd equatinnea (IX) :

_](k—p+\/3k+ ) )

. g 3
inlocuind p== dq’ k= 1()], avem calculele ficute ;

—9 13
x:l( di\/13)
3
de unde: x=0.535 1.
Ordonatd acuma dupd equafiunea (VIIT) pentru x—

0. 535 1; inlocuind aceasta, calculele facute avern :

O ,249pl12-1-0.133k]2 3 3
5 , §i inlocuind : p 4k Bl

gésim :
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21.120

M max. =795 4

12=0.11ql2.

e) N=0; calculul abcisei x dupi equatiunea (X):
. P P (P2
"—‘( etV EHE )

unde inlocuind : —i—z 3, avem :

x=1I (—3iV 3-1-9)=l1 (—3-+3.464)
deci : x=0.464l.
) N la mijloc dupd equatiunele (VII) (VIl-a):

kl
N :?

3q _3ql__
insé : k_12, deci N_9b 0.0312 ql.

g) N pe capete dupd equatiunile (VII) (VII-a) ficand
x—0 si x=I in cea din urm#; avem in ambele casuri :

_pl
N_z

?;q, prin urmare : N— ?l ii—?%ql ==0.375 ql.

Ficand acelas calcul pentru cele-alte cinci valori a ra-
b D
k 1 q )
acestora le resumdm in tabloul urmétor :

insd p———

portulul resultatele de la articolul precedent, si a
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M

Ha[]l]ﬂ M dupi equat. M maximul M N—o N— k_;_ N
dupi equat. P _k \p,| dupdequat. abisia e capet
__ _|(VIID, pentm( 8 + 16 )1 (VIII) pentru | abisa x dupé | ordonata co- d ;l * | dupi equat. d p‘ pel ¢
) pentru 31 equat. (VIID | denti updequa-|(VII), (VIl-a),dupd ace easll

plyp 31 quat. (VIIT) | responden i X) i tuni
2P = == x= tiunea ( la mijloc equatiuni
k|q 4 x= 5" 4 (IX) equat. (VIII)

a |, 00761 q1*| 0,1094 ql* | 0,0879 qI* 0,535 1 0,110 q1* | 0,464 1| 0,0312 ql 0,375 q 1
2%, 00703 1,1041 0,0859 0,550 0,1052 0,450 , ! 10,0416 0,333

) n 1 ” ) »n b n n
11, 0,0586 0,0937 0,0820 0,572 0,0962 0,414 0,0625 0,250
»n ? n ? ”n ’ " n

1y [, 0,0469 0,0833 0,0780 0,608 00870 0,365 , | 0,0830 0,167

2 b n ) n . n ’ »

v, s 10,0373 0,0750 0,0760 0,632 0,0820 , ;0302 , | 0,1000 , 0,100

4 1 »n ) ” ’ »n

Yaills| 00812 0,0694 0,0729 0,647 0,078 , | 0280 , [ 01110 0,056
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Cu aceste valori facem representatiunele grafice pentru
aceste sease casuri. '

In acest desemn s'a purtat valorile absolute max. M si
N. cat si valorile corespondente simultanee a lui N. i M.

Fie-care parte a constructiel va suporta in general ma-
ximul efortului pentru max. N ; se poate cu toate aceste
si avem doud valori a lui M si O, lucrand in acelas
timp, se incarce aceastd parte de o manierd mai defavora-
bild;; dara in cele mai de multe ori, incircarea uniform
repartisatd (curba ‘max. M), si inciircarea partiali ajunsi
pani in puntul considerat (max N). sunt suficiente pen-
tru determinarea dimensiunelor de adoptat.

Utilitatea representatiunei grafice, consistd a lua dupa
scard valorile lui M si N ; pentru o esactitate mai mare n’a-
vem decal s construim aceste curbe prin mijlocul tabloului
de mai sus dupé o scard mai mare.

REPRESENTATIUNI GRAFICE

Grinzi ce repauseaza liber pe doué capete
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Scirile pentru figurile de mai sus sunt:
Pentru lungimi . . . 1,0 1=95 mm.
¥ M ... 009°=8 |,
7 N ... 101=37 ,

D. Berea.
inginer.
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