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I N T E G R A T O R U L  A M S L E R  

J n l  ·gralornl Am. I r c to mi aparat ingenio cu care 
' ·  I oat · d •t,ormina prin câte-va operaţiuni  ari tmetico 
fuart ' impl ana, mom ntul static şi mom ·ntul  1le 
in  'rţ iă a unei upraf ţe plane în raport cu un  ax.  De 
„i ac t aparat o te con truit mai de mult  timp totuşi 

r el ·m că o t u til a da aci teoria şi modul seu do 
în tr  buinţare pentTu a atrage atenţiunea camarac,l i lor 
n ., tri a upra ut i l i tăţei în trebuinţărei l u i, în calculele 
d '  re i tenţă de materiale şi pentru cubaturi le  tera-
amont  l r. 

T oria aparatul u i  este foarte simplă .  Ea consistă în 
in urna.rea mecanică a e lem n telor integralelor cari dă 
aria, mom ntu l  stati · şi momentul de inerţiă, <lupe ce 
a · ,  t integrale au lo t prealabil  apropriate la acest scop. 

Fie ABCD f ig. :Ltt curba închisă care l imi tează su

l rafaţa p lană con iderată j oy Ş i  O X  cole doue axe CO· 
ordonate. „ îns măm cu A, M şi I aria, momentul sta
tic şi  mom ntu l  de i n  rţiă al acestei suprafeţe în ra
p rt cu axul ox, cu x1 şi Xi ab ciselc punctelor ele 
tangcn\a. al ordonatelor Aa şi Bb cu curba închisă can-

id rată ; cu y2 ordonatele curbei ADB superioara 
c arcl •i el c n tact AB ·u y1 ordonatele curbei A B 
inf r i  ară acel a., i coarde,-şi cu z ordonata unu i  ptmct 
c ar <:ar ' al praC ţ • i  con iderat . 

ă con idcrăm ucc iv  uprafoţ 1 a D ba şi aACBba 
a căror dif"r n ţ,ă ' t suprafaţa A B A con idorată,-
, i ă în ·mnăm cu A2, A 1 ; '1 1 1  1 1 ; 1 2, 1 1 ariol , mo-
rn •nL · I ' · t.at ic ' ., i m m nt 31 d • in  rţiă r spoctivo alo 
a · ' t or d u-: u praf ţ . 

n ·l · m •nt d '  up1·afa\;a J i ind r •pr ' in lat I rin dzdx, 
m a ·a p ·ntru u 1 rafaţa aADBba : 

2 = 

1 2 = s · x, s · Y� zdzdx= 1 /2 S "' ! dx X >:1 I - O XI • 

S " "• S • =y2z.2dzdx= I /  S "• s d . 
x :.- x, r: = o  3 x, 2 

u 1  r faţa aA ba m av a m n a :  

, t.l . '  1. s ., l = 1/2 
• •  

Do und \ observând că : 

Av m :  

A =  A'.l - A 1 

M = M2 - 1\1 1 
I = 12 - 1 1  

S". S"' A= y dx - y • dx x, 2 
� "• 

S"· S"' M =  1/2 y' d x  - 1/2 y2 dx 
XI 2 x1 I 

I = 1 / s  sx· y3 dx - 1 /3 S"' y1 dx x ,  2 x, 1 

Sau schimbând ordinea limitelor în termenul  al d ilea : 
A= S"' y dx + S"' Y. dx 

"1 2 x2 

M= 1/2 s:: y; d x  + 1/9 s:: y: dx 

I= 1 / 3  S"• y: + 1 / 3 S"' y: dx 
XI � 

Ac ste formulei nsemnează ca pentru a obţine pu A, 
M şi I tr buc ă in tegrăm de la A la B şi el la B 
înapoi la A şi să adunăm cele doue sume ast-f l anate. 
I ns m nend cu y ordonata curb i întl' gi A B D A, 
form ulele de mai us se pot dar scrie mai impiu.  

A=S y dx, M= l/2 S 2 ax şi l== ' /8 s - s dx. 

In care integ-ralel se VOL' fac p ntru t at valori i · 
produ lor y clx , y2 clx şi s dx,  â.nd x cr c d la 
x 1 până la x2 şi ap i do r e. d la X:i până la x1 . 

onsid rând u n  pol O oar -car po dr p't ox, ., i 
-în cmnând u c di  tanţa polară I la  I lu i O la un 
punct oar - arc D al urb i A D B , vom a.v 
r= sin ix ., i prin urmar . 

A= · S in ix dx 

M= 2 2 S în 2ix dx 

l=_l'. � in 3ix dx ::3 J 
ln a din trio· n m tri� a m :  

i n  2ix = '/1 - in ( ; - 2ix 

2 

• 9 3 in ix in · ex 
m ix = -- - --4 4 
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Deci : 
A=c S sin IX dx 

c• s c• s 7t M=4 dx -4 sin (2-_2 IX) clx c• (l l=Ţ L) sin IX clx - Q c' 

u 1 2  sin 3 IX dx 

Observând cum că � dx în ciclul complet considerat 
este zero, vom avea în definitiv 

A=e S s in IX dx c• S 7t 2 ) l ( 1 ) . M= - 4 sin IX (2 - IX e x  c• \' . c• � . l= 4 IJ sm IX dx 
-12 u sm 3 IX d x. 

Formulele puse sub aceste forme sunt susceptibile  
de  a f i  i ntegrate mecanic prin integratorul lu i  Amsler, 
care este dispus astfel ca prin trei citiri diferite să dea 
sin IX dx, sin (; -2 IX) clx şi sin 3 IX dx. 

Aparatul se reazimă pe planul desenului prin roţi le 
verticale A, M şi I şi cele cloue roate ele guidaj iu  CC 
( fig. 2) .  

Aparatul se compune din un braţ OF terminat cu  un 
ac vertical F şi mobil, împreună cu discul ABD, la care 
este fixat în jurul axulu i  vertical proiectat în O.  

Axul 00 se  reazimă cu  extremităţile sale pe braţul 
vertical E. R. al drugu lui G. I -l .  

L a  extremităţi le G ş i  I-I ale acestui  drug sunt fixate 
doue axe verticale în prej urul cărora se mişc roţi le K 
şi L cari se angrenează cu discul A B D.  

In braţul vertical E R este fixat un ax orizontal 
NP ale cărui extremităţi se reazimă pe quadrul N P C  C, 
care la rândul seu se reazimă prin roţile C C  pe rigla 
VU în o scobitură longitudinală ; permiţend astfel instru
mentului  o mişcare de translaţiune în lungul riglei VU 
sau a axului momentelor cu care această riglă este pa
ralelă. 

In fine, la braţul OF şi paralel cu densul şi în planul 
roţi lor KL. sunt fixate câte un ax orizontal în prejurul 
cărora se mişcă roţile A. M. şi I .  

Aceste roţi ating chartia desemnului .  
Un joc de roate divisate şi de verniere servă pehtru 

citirea numerilor şi fracţiunelor ele rotaţi uni ale roţilor A .  
M.  ş i  I .  

Intrebuinţarea instrumentului se  face în  modul următor : 
După ce s'a aşezat rigla VU paralel cu axul momen
telor XX cu ajutorul equerelor Z, şi vîrful acului F · pe 
curba care limitează suprafaţa considerată se citeşte pe 
vernierele conrespunztttoare roţilor A.  M şi L posiţiunea 
lui  zero al fi cărui vernier. Fie a0, m0, i0 resultatul c i 
tirilor. 

Se mişcă după acea verful aculu i F pe curba în sensul 
mişcări unui ceasornic penă cc el revine la posiţiunea 
sa iniţială, când se face din nou citirile a1 , m1 şi i1 pe 
fie-care vernier. 

Vom demonstra că cantităţile A, M şi I sunt date prin 

1 1 1  

A = a1 -ao 
M = 0.6 (m1 -m0) 

I = (a1 -ao)-OA ( i 1 -ioi 
Unitatea ele mesură pentru care instrumentul este de 

obicinuit construit fiind decimetrul. 
Pentru a face aeeastri clemonstraţiune, vom observa 

că instrumentµl este construit ast-fel că pentru o clevia
ţiune unghiulară IX a razei vectore OF, de la direc
ţ iunea axei momentelor xx şi a axulu i  roţei A care 
este paralelă cu densul, corespunde o cleviaţiuno un 
ghiulară 31X de la aceaşi direcţiune xx a roţei L şi prin 
urmare a axului roţei I fixat la densa şi de i-21X a 
roţei K şi a axului  roţei M. In acest scop rac,la arcu
lu i  AB este luată de 3 ani mai mare de cât raza roţci 
L şi raza arcului  ADB este ele doue ori mai mare ele 
cât a roţei M. Când braţul OF coincide sau este para
lel cu ox, adică când deviaţia _ unghiulară IX=O axele 
roţilor I şi M ocupa posiţiunea indicată în figura 3, 
adică axul roţei I este paralel cu axa momentelor şi 
axul roţei M este perpendicular pe densa. Când bra
ţul OF (fig. 4) deviază cu unghiul a de la posi
ţ iunea sa primitivă, din causa solidarităţii ce esistrt 
între densul şi discul ABD, acesta ea o mişcare un
ghiulară IX care prin ajutorul angrenajelor se trans
mite roţilor L şi K în raportul care există între razile 
arcelor de cerc în contact. Ast-fel axul roţei I va de
via de la posiţia sa primitivă cu 3 IX şi axul roţei M 

cu 2 IX făcend ast-fel unghiul ;-2 IX cu axul momen
telor xx. 

Remâne a vedea acum ce mişcări înregistrează ro-
ţile A, M şi I, când braţul OF, şi roţile K şi L deviazrt 
cu IX, ; -2a, şi 3a de la direcţiunea axei momentelor. 

In acest scop vom observa că o mişcare infin it mică 
ds a verfului acului pe curbă se poate descom
pune în doue mişcări elementari dy şi clx ; - pentru 
a insuma clară toate mişcări le elementare ds ale vcr
fului acului F, când el parcurge curba închisrt înh·cagă, 
este suficient a însemna în parte mişcări le elementare 
dx şi cly, şi a face suma resultatelor obţinute. Să consi
derrtm clarrt ântei mişcările orizontale clx. 

Pentru d verful acului  să vină clin posiţia F în posiţia 
F', fig. 4 şi fig. 5 pe aceiaşi paralelrt cu axul momen
telor, instrumentul întreg va avea o mişcare numai ele 
translaţiunea în direcţiunea axului  momentelor, cu al
te cuvinte braţul OF se va mişca paralel cu sine pânrt 
ce va lua posiţia O'F' .  Să consicler�im dar douc posi
ţiuni infini t  veeine şi paralele ale axului roatei A, caro 
înterceptă pe o paralelă la axul momentelor lungimea 
dx ( fig. 6) şi să evaluăm mişcarea unghiulară a roatei A. 
când ajunge clin posiţia A în posiţia A'.  

Arcul parcurs de punctul de contacta! roţci cu hâr
tia în această mişcare este mesurat cu perpendiculara 
b c cuprinsă între cele doue posiţiuni paralele ale axe
lor. 

Dacă însemnăm cu dcp1 mişcarea unghiulară a roţei 
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1 13 

A când vine din posiţia A în posiţia A' ş i  cu s radia 
sea avem bc=sdcp1 • Insă din triunghiul  dreptunghi u  bcb 
ave m  b c=dx sin o: deci 

dcp1 =� dx sin o: 
ş i  îns�mnând c u  k1 coeficientul � 

dcp 1 =k1 dx sin o:. 
Vom avea în acelaş mod pentru roţi le M ş i  A 

dcp2=k dx sin (�2o:) 
dcp3=k3 dx sin 3 o:. 

Să considerăm acum mişcarea elementară dy ( fig. 5) . 
Pentru ca verful acului să vină din F' în F" 1 braţul 
0' F' va trebu i  să facă o rotaţiune împrej urul unui  
centru instantaneu de rotaţiunc ş i  o translaţi u ne a instru
mentului  întreg pentru ca 0' să vină în 0111 ast-fel ca 
0 11 F" să fie egală cu 0' F' . 

Cele doue posiţiuni i n finit vecine ale axelor n u  vor 
mai f i  paralele după cum se vede în figura 5, să în
semnăm cu dcp'1 � dcp'2 şi clcp'3 mişcările unghiulare ale 
roţilor A, M ş i  I când verful acu l u i  aj unge clin posiţia 
F' în posiţia F", mişcare în care unghiul radiei  vectoare 
c u  axa momentelor a variat ele la o: la o:' şi această 
radiă vectoare s'a translatat îndărăt cu cantitatea 0" O, .  

Curba considerată fiind închisă, pentru f ie-care m iş
care clx şi  cly făcută într' un sens va corespunde la în
toarcere câte o m işcare egală şi �le sens, contrariu .  

· Ast-fel . să considerăm pentru simpli ficare cri curba 
totală închisă s'ar reduce la FF" (fig. 6)1 adică dt miŞ
carea acului s 'ar face de la F la F" şi de la F "  înapoi 
la F pe acelaş arc ele cerc. Am vezut că m işcarea FF" 
e descompune în mişcări le elementare F F'=clx şi 
F' F"=dcp ; asemenea mişcarea înapoi F" F se descom
pune în F" F "" = -clx şi  F"' F= -cly. 

Daeă însemnăm cu dcp1 " 1  dcp2 " ,  tlcp3 " şi  cu dcp1 "' 1 dcp2"', 
dcp3"' mişcările ung-hiulare ale roţilor A, M şi  I cores
punzătoare la m işcările elementare îndărtit F"  F '" şi  
F"' F vom avea ca mai sus 

Şl 

tlcp1 "= -k1 clx sino:' 
dcp2"= -k2 dx sin (�- 2o:'j 
cl'cp3"= -k3 dx sin 3o:' 

el 'PI •li= -dcp) I 

el 1f2"' = -dcp2' 
el 'Pa'"= - dcpa' 

In aclever în m işcarea verfu l u i  acului  pc elementul 
F'"F raqa valoarei va veni din posiţia O'"F"' în posiţia O F. 
Pentru aceasta va executa o mişcare de rotaţiă care · să 
aducă ungli.iul o:' la valoarea o: şi o mişcare de trans
laţie O"'O .  

Aceste doue mişcări elementare sunt egale cu miş
cările elementare ale razei vectoare când vcrful acului 
parcurge elementu1 F'F" . Astfel mişcarea de rotaţie 
care aduce unghiul o:' la valoarea o: din m işcarea F"'F 
este egală cu mişcarea d e  rotaţie care aduce unghiul 
o: la valoarea o:' clin mişcarea F'F'" 1 ş i  m işcarea de 
translaţie O"'O din primul cas este egală cu mişcarea 0'0" 

căci avem 0'" 0 = 0'0 "=dx-OO '' .  Dacă cele doue miş
cări elemen tare ale razei vectoare sunt egale cu cele 
cloue parcurse ale verfulu i  acului  pe elementu F'" F  ş i  
F'F"' ,  urmuairi evident di roţile A ,  M şi  I vor avea miş
cări unghiulare egalo in ambele casuri şi prin urmare. 

dcpl "'=-clcp, I 
clcp2 "'=-dcp/ 
dcp3"'=-dcp3' 

Cea ce este demonstrat pentru elementul închis FF"'F 

se aplică şi pentru ori ce curbă închisri .  Deci clară, când 
verful acului  descrie o curbă închisă, suma algebrică 
totală a mişcărilor unghiulare al e roţilo( A, lVI şi  I pro
veni te clin m işcări le elementare cly ale verfului  acului  
este zero. Vom avea dară a ţ inc compt n u mai de m iş
cările unghi ulare ale acestor roţi, provenite clin mişcriri le 
elementare dx ale verfului  acului .  

Când vîrful acului  descrie o curbri închisă suma 
mişcărilor unghiulare ale roţilor A, M şi  I va fi dar clatri 
pr m formulele : 

�· c.: (' c.:. 
cp1 ' 1 cp1 "  = k1 0 2 dx sin o:-k 1 ,, - clx sin o:' 

c.:, c.:, 
cp'2--j-cp "2 = k2 �clx sin (� - 20: )- kz�dx sin ( �-20:' ) 

cp' 3+cp" 3=k3 �dx sin 3o: - k3�dx sin 3o:' .  
I n  primul membru avem mişcările ungh iulare totale 

alo roţilor A, M şi 11 clupă mişcări complecte a vîd ului 
acului , aclicri diferenţa celor cloue c itiri făc ute pe verniere 
la începutul şi finitul operaţi uni, adică ceea ce am în
semnat cu a1 -a0, m1 -m0 şi i 1 -i0 •  

I n  membrul a l  doi lea o:1 este ungh iul cc posiţia ini
ţială a raiei vectoare face cu axa x x şi  o:2 este ungh iul 
ec această rază face c u  x x în posiţiunea în care miş
carea vîrfulu i  acului  începe a deve n i  retrograclri . 

Aceste formule dev i n  sch imbtmcl ordinea l imitelor în 
termen ul al doilea : 

a1 -a0=k : �c.:, dx sin o: +  k1 �c.:, clx sin o:' . 
Cl I Clo 

m 1 -m0=k2 �:: clx sin ( ; -20: )+k� �:� dx sin ( ;-2o:') 
i1 -i0 = k3�c.:, dx sin 3cx+k3�c.:, clx sin 3o:' 

c.: ,  ex, 

sau în general : 

a1 -a0=k1 �dx sin o: 

m 1  -m0=k� �clx sinf ; - 2o:) 

. ' 1 \ 1 . 3 1 1 -lo = \:3 �,/ X Sin , O: 

Inlocuincl valoarea in tegralelor c l in cquaţi unca ( 1 ) c u  
valorile deduse din aceste cquaţ i u n i  avem : 

c 
A = -

1
_ (a1 - a,i) \. 1 

c„ M = - -� (m1 -mo) 4·k2 
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1 ial l l  tr11 J 1• ţ.i I 1· 1 1 1 I 2 1 i J 3 l in t al li. t- f I a c · 
f lti 1  n\ i  1 l i 1 1 1 c t t rmu l  ii 1 n um 'r i m 1 1 i a t -

f '  • I  c' l • f)J'Jnuh d în . 
= t\1 - ao  M = - . (m1 -m0) 

1 = ( 1 - no) - .4 ( i , - iol· 
lâng , n ti · ţ i i  , { şi l ma.i poat d t rm ina 

cu aju t  rul in t  rrom t. ru l u i  di tanta (g) d la  ax u l  rno
n wntd r la e ntrul d · gra .ltat şi m rn n t u l  d "'  in rţi 
l n  în raport. ·u  un  ax car tT co prin ntl 'ul de gravitat 

pri n f rmul  •l cun s ut : 

M 
= p :: 

M2 lu = I - 
A 

. l n trum nt 1 bi i nu ite . u nt construite pentTu scara 
d n uri)  r d 1 / 1  ş i  p ntru un itat -a do m '<sură în dc-

im tr . 

�tn c l  oara de anului  e te -;., adecă când un metTu 

1 1  

J d · n r pr intli n m 'tri l in ad • e1'ata mc u rr- f r
m u l I e l  vin : 

n 2  A = 1- (a, - a0) 

2 
.6 n a 

M =-- - (-(m1 - r o 

I =� { ta, - ao) - O A· i 1 - io) } 
P ntru scara transver a.lă. ' Qi cara I n itu<l i 1  · lă 

11 '( 
� formu l I •  d vin : r 

n r  
A = 1 00 (a, - ao) 

0.6 n 2  r 
M = 1000- (m 1  - m0) 

n 3 r 
I -= 10000 (a 1 -a.o) - .4 i 1 - i0) • 

M. M. ROmniceanu 
l 1 1gi 1 1  r f 
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