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DARE DE SEAMA

LUCRARILE SOCIETATEI

Sedinta Comitetului Societdtei de la 5 Mai 1893.

Membri presenti : d-nii Guran C.
> Ottolescu Sc.
» Carcalechi S.
» Papadopol Y. N.
» Steopoe D.
»  Davidescu C.
Numeérul membrilor fiind insuficient, se amani sedinta
pentru diua de 6 Mai seara, cand se va tine cu ori-ce
numer.

Sedinta Comitetalui Societdtei de la 6 Mai 1893

Membri presenti : D-nii Gafencu Al.
» Guran C.
» Steopoe D.

D. Guran, di citire unui memoriu, relativ la desidera-
tele Societatei in privinta reorganisdrei corpului tecnic

si se decide sa se complectede si sia se citeascd in vii-
toarea sedinta. -

Sedinta. Comitetului Societitei de la 15 Mai 1893

—_— & R

Membri presenti : D-nii Gafencu Al
» Haret Sp.
» Papadopol Y. N..
» Carcalechi S.
» Steopoe D.
» Caracostea G. . ,
Ne fiind numérul reglementar de membri si decide a
se amana sedinta pentru alti dati

i

MEMORI1I SI COMUNICARI

STUDIU ASUPRA STATICEI GRAFICE DE CULMAN

Prima aparitiune a Staticei grafice a lui Culman,
n’a fost primitd cu incredere de inginerii practici, care
nu admiteau ca linia si compasul sd poatd da resul-
tate destul de exacte pentru gisirea dimensiunilor
obiectelor de arta. Insd cu incetul aceastd neincredere
a dispdrut, si adi ea este intrebuintatd tocmai de in-
ginerii practici. — Metoadele lui Culman sunt basa

tutulor constructiunilor grafice ce se intrebuinteazd
asta-di.

ct P E—

Dacd insd regulele practice au avut succesul cunos-
cut, nu s'a intdmplat tot ast-fel si cu metoadele lui
de rationare si cercetare.

Geometria de positiune. basa cercetdrilor sale si cu
ajutorul cdrei el visa ca elevii lui s formeze wun nou
fundament mai sciintific al intregei arte a ingi-
neriei, a fost mai cua totul pardsitd si inlocuitd cu
vechea Geometrie a lui Euclide.

Geometria lui Euclide a inlocuit gecmetria de posi-
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tiune, numai pentru motivul cd geometria de positiuni
fiind stiinta noud nu era familiard inginerilor. Ea nu
poate insd sd aducd mari foloase staticei grafice, si
nu poate si o ridice la acelas nivel cu cea analiticd,
precuni nici aceastd din urmd n'ar fi ajuns asa de-
parte, dacd in loc de a se servi de calculul infiniti-
simal s'ar multumi numai cu analisa inferioara

Si intr'adevér, intilnim dilnic in revistele tecnice
noi probleme statice resolvite cu ajutorul metodelor
analitice, si prea rar se intampld ca s& dim de un
cas tratat cu ajutorul metodelor grafice.

Numai cind vom da geometriei de positiune, locu
ce Culman fi a destinat, Statica grafici va ajunge la
acelasi nivel cu cea analitici. Cunoascerea staticei
grafice, asa. cum & inteles’o Culman se impune ingi-
nerilor, carora tot-d’auna li se intampld d'a aven sid
resolve casuri neprevédute pand aci.

In ori ce cas pentru aceia cari au predilectiune pen-
tru partea teoretici a artei ingineresci. cunoascerea
acestor metode le este de mare interes.

De aceca mi-am propus s fac un studiu sumar al
supri Staticei grafice de¢ Culman, precedandu-l de un

studiu sumar asupra geometriei de positiune

Articolele ce urmeazd n’au valoare didacticd si nici
nu vrea sd o aibid. Ele se adreseazd inginerilor si nu
elevilor.

In acelasi timp ele vor si fie numai ud schitd a
ambelor sciinte, si nici de cum un tratat fie ori-cit
de elementar al lor. Voesc ca acei ce le vor ceti cu
atentiunc si capete ud idee deslusitd asupra ceen ce
vor aceste doué stiinte, precum si dc metoadele ce le
intrebuintenza pentru urmdrirea scopului lor. Aceea-ce
vor insd <& le cunoascd bine, vor trebni si recurgd
la autorii originali, ca ,Standt. Fiedler, Reye ete.“
pentru gecmetrie de positiune, si ,Culman si Ritter®
pentru statica grafici.

Cu tot caracterul schematic sumar al acestui
studiu, ni-amn dat totusi toatd silinta. d'a i lamurit.
Cine insi cunoasce stilul cel concis si dificil al Tlui
Culman, vastitatea materii precum si spatinl restrans
ce’l poate oferi buletinul, va judeca cu buni-vointa
partile nereusite ale acestui studiu. ,

Sl
?

§ 1. Definitiuni

Fie in fig. 1 1si 1“ doué linii drepte. cari sunt tidiate
de razele a, b, ¢ d....., cari pornesc din O in punctele
A, B, C D..si A.B. C. D..

Seriile A. B. C. D.... de pe /si A B’ C’ D-... de pe
I’ cari sunt ast-fel in caf. liniile de unire AA’, BR'..,
doué puncte corespundétoare trec prin un punct se
numesc serii perspective.

Cand doué fasii de raze O si O’ (fig. 2) sunt ast-fel
in cit punctele A, B, C, D.. a doué raze corespunde-
toare aa’, bb’, cc’, dd’... sunt pe ud singurd linie dreaptd
1, ele se numesc f4sii de raze perspective.

Cand in fig 1, departdm linia 1 de ', pastrand pe
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amandoué, seriile A, B, .. si A’ B’., cidpdtdm doué
serii proective.

Departdnd si fasiile O si O, asa in cat positiile
relative ale razelor din aceeasi fisir sd nu se schimbe,
cipitdm doué fasii proective.

Insemnand cu (ab), (bo)...
doué linii a,b.. avem in fig. 1 :

unghiurile formate de

_ sir} (ac)
AC=0CX sin ral)
sin b ¢l
de unde
AC sin (a C)(ll
BC_ sin (b ¢)
Prin analogie avem :
AD _ sin @ad @)
BPD™ sin(bd"
Impirtind (1) prin (%), avem :
AC AD _ sinfac) sin (ad (3)
BC BD  sin (bc) sin(bd
tot ast-fel putem deduce :
A'C A D __ sin(ac) sin(ad (4)
B’ C' B D'~ sin (b e) sin (b d)
Din (3] si (4) reese :
AC AD_AC AD )
BC'BD B C B D D

Aceastd egalitate subsistd si atunci cdnd positiunile
relative ale liniilor /si /' sunt schimbate.

AC AD
BT 'BD
C’ D’ putem enunta urmétoarea definitiune :

Doué serii sunt proective cénd raportul dublu
a patru elemente oare-cari dintr'ua serie ¢ egal cu
raportul dublu al celor 4 elemente corespundétoare
din cea-l'altd serie.

In fig. 2 se gisesce lesne, urmand procedeul de

Numind raportul dublu al punctelor A’ B

mal sus
suu:i_c) sin (a d) A_C_ A_D(.)
sintbec) sn(bd__ BC BD?
sin (@’ ¢) sin (2’ d) _ AC, A[)
sin (b’ ¢’)’ Sill-(b' 4T BC” (b) de unde
sin (a c_z) _sin (a i) . Ein (a* ¢t  sin (a d’) (Il]
sin (b ¢) "sin (b )~ sin (b' ¢') “sin (b’ d)

Relatiunea II subsistd si cdnd positiile intre O si O
s’all schimbat, prin urmare si aci avem definitiunea :

Doué fasii sunt proective ¢idnd raportul dublu
a patru elemente oare-care dintrua fisie este egal
cu raportul dublu al celor patru elemente corés-
pundétoare din cea-l'altd fasie.

In fig. (1) fasia O e perspeclivd si cu seria A. B. C. si
cuA’, B, C.. precum in fig. (2) seria A. B. C... e per-
spectivi cu fasiile O si 0.

Cand schimbam positiile relative intre fisia si serie,
cdpdtdm ud fisie de raze proectiva cu ui serie de puncte.’
Enuntdm fard demonstratie urmatoarea definitiune :

Ua fisie e proectivd cu ud serie, cand raportul
dublu a patru elemente oare-caredin fisie e egal cu
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raportul dublu al celor 4 elemente corespundétoare
din serie.

§ 2. Proprietiti fundamentale

Doué serii proective cu a treia sunt proective
intre dénsele.

Doué fasii proective cu a treia sunt proective
intre ele. U4 fasie proectivd cu ud serie, e proectivd si
cu ori-ce altd serie care e proectivd cu cea d’'éntaiu.

Ui serie proectivd cu ud fasie e proectivia si cu
ori-ce alti fisie proectivd cu cea déntéiia.

Toate acestea, pentru motivul cd doué rapoarte duble
egale cu al treilea, sunt egale intre dénsele.

Din figura 3 se vede cd: Dacd ud fasie proectiva
cu ud serie, este intrud positie ast-fel ca 3 raze
a b. c. trec prin cele 3 puncte corespunditoare
A. B. C, si ori-ce altirazd d, trebue sa treaca prin
punctul corespunzator D., adicd tdasia si seria sunt
intrud positiune perspectiva. '

Fiind cé alt-fel nu s'ar putea ca cele doué raporturi
duble ale elementelor corespunzitoare s fie egale.

Céand doué serii proective au un punct comun AA’,
ele sunt [ntr’'uad positiune de perspectivd, fiind cd du-
cénd din O (fig. 4) intersectia lui BB’ cu CC’, razele OA,
OB, OC, OD...capatdm ua fasie proectivd cu seria
A B CD.., prin urmare si cu A’ B° C’ D’.., de oare-ce
aceastd fasie este ast-fel in cat 3 raze trec prin 3 puncte
corespundétoare A’ B’ C' trebue si ori-care alta d s
treacid prin D, cu alte cuvinte DD’ trece prin 0, a-
dicd A B C D... e perspectiv cu A’ B’ C’ D'.....

Cand doué fisii ai ua razda comund aa', ele sunt
perspective.

Fiind c& dacd unim punctele de intersectid ale razelor
bb’ si cc’ cu ud linic dreaptd, (fig. 5) cidpatam doué serii
A B C D si A’ B’ C’ 1V cari sunt proective, si de oare-ce
trei perechi de puncte corespundétoare AA‘, BB, CC’,
cad Tmpreund ori-ce alta pareche DD’ irebue sa sc¢ con-
tunde, in alt-fel raporturile duble n’ar putea fi egale.

Cand pe linia de unire AA’ a doué puncte (fig. 6) co-
respundétoare din doué serii proective AB C D... si A’
B’ C’ D’...,, ludm doué puncte P si P’ pe cari le unim cu
A B C... cipatam doué fasii de raze proective in po-
sitid perspectiva (fiind cd raza PA si P’ A’ cad impreund),
si pr. urm. razele corespunzatoare trebue si se taie pe ua
singura linie dreaptd in A’ B C” D... Seriile A B C D.,,
si A B C’ D'... pot deci fi considerate ca provenite din
proectia aceleiasi serii A B” G D”.., de aceea si nu-
mele de serii proective. Din fig. de mai sus se si vede
cd nu poti alege de cat trei perechi de puncte A B C si

A’ B’ C’ ca corespundétoare din doué serii proective si
cum unui punct D i gisesti corespundétorui D’.

Cel mai practic lucru este d'a lua punctele A A’ ca
puncte de proectiune atunci (fig. 7) A B cu B A’ dd un
punct, A C' cu C A’ di cel alt punct al axei de per-
spectiva i cand ducem raza A’ X §i unim punciele ei de

intersectid cu axa de perspectivd cu A cipatim punctul
corespundétor in x’.
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Intersectia axei pculsil  dd cele doué puncte L si [,
corespundétoare intersectii I L’ a celor doué linii date.
Aceste puncte trebuind a fi aceleasi, resultd cé si axa p,
este aceeasipentru toate fasiile perspective cari si aravea
virfurile in doué puncte corespuzétoare, adica in A si A’
in B si B’siinCsi C. pr. urm. axa de perspectiva se
obtine prin trei puncte si, adicA, prin intersectia lui

AB’ cu BA’

AC’ cu CA’

BC' cuB’'C
iar punctul X’ se obtine prin 3 raze din A, B si C, cores-
punzatoare razelor A’ X, B’ X si C' X.

Ducand din A ud paraleld la /' (fig. 7*) siunind A’ cu
intersectia acestei linii cu p, cipdtdm pe/ punctul R co-
respundétor lui R'co de pe I'. Tot ast-fel gasim printruia
constructie inversd, punctul @ pe I’ corespundétor lui
Q oo de pe 1

Raportul dublu
AC AR _AG A Roo
BC " BR™ B C’ B Roco
De oare-ce A’ R'oo=B’ R‘co= 00; resulti
AC AR _ A% ; Tot ast-fel g ((: : ;;78 == ‘g

BC BR ™ B -
adicd rapoartele duble ale punctelor A BC @ si A B
C’' @ sunt egale cu rapoarte simple.

Cand punctului de la infinit de pe / 1i corespunde

punctul de la infinit al lui 7, adicd, cand R cade in
AC__ANC
BG - B

G

Qoosi Q'in R'co avem

adica, cele 2 serii

sunt simetrice.

Fie P’ si P doué fasii (fig. 8) proective date. Dacd
tdiem fasia P’ cu raza a” iar fisia P cu raza a’
obtinem doué serii perspective A‘, B’, C* si A", B“, C*.
De aci resultd ca liniile A’A”, B‘B”, C:C", D'D", trec
printr'un punct P dis centru de perspective.

Radei #' a lui P’ cdatre P’ 1i corespunde raza u”
intre P si P iar razei v a lui P” citre P’ 1i cores-
punde v’ intre P si P. — u’ si v’ trebuind si fie
aceleasi ori-cari ar fi liniile cu cari tiiem cele doué
fasii date, resultd cd si P rémane acelasi cand alegem
b si b, sau ¢ si ¢’ inloc de asi a’

B” e intersectia lui a’ cu b’ si 'l insemndm cu a‘’b”

c” » , a’ cuc” » . a e

Vedem deci cd fiind date 3 perechi de raze corespun-
détoare din doué fisii proective, cele 3 linii provenite
din unire lui a’h”” cu bh’'a”, a’c’ cuc'a”, b'c” cu ¢'h*
trec prin punctul de perspectivid P.

Unind £ cu a’d” intersectia lui a’ cu d” capatim
pe a’ punctul pe unde trece raza corespundétoare d*.

Tot ast-fel linia P la b‘d”” d& pe b’ si linia P la c’d”
dd pe ¢’ puncte pe unde trece raza d’.

Razii PP’ ca o 1i corespunde P‘P’’ ca o’ si aceleasi
raze PP .onsideratd ca p’ din fisia P, 1i corespunde
PP ca P

Invértind toatd fasia P pind ce o’ vine in o. cele

| doud fasii devin perspective (fig. Sa).
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Descriind ud semi-circonferintd prin P si P, care
sd-'si nibd centrul in axa de perspectivd, obtinem pe-
rechen dreptunghiulard qr, ast-fel ca si corespundétoa-
rele lor ¢'r' sl fic normale intre dénsele.

Cand sunt date mui multe puncte ele formeazd uii
figurdi de puncte, avénd liniele de .unire a cite doué
puncte drept /aturi. -— Cand avem mai multe linii,
ele foimeaza ua figurd de laturi, avénd intersectiunile
a cate doué, doué iaturi, drept colturi.

Cand toate punctele sunt situate pe ud linie dreapté,
atunci toate laturile se confund intr'una singurd, care
este linia datd, iar ¢ind toate liniele date trec prin-
tr'un punct, atunci toate colturile se confund intr'unu
care ¢ punctul dat. Numim ast-fel de figuri, figuri de
Intéia treapti.

Ua serie de pe ud iinie sau ud fasii dintr’un punct
sunt figuri de intéia treapts.

Doué scrii sunt figuri de aceiasi spete, tot ast-ful doué
fasii, iar ud fasic si ui serie sunt figuri de spete diferite.

Punctul si linia se numesc figuri fundamentale
de intéia treapta.

Planul fiind format din punct si linie, cele doué
figuri fundamentale de intéia treaptd, e wa figura fun-
damentala de a doua treapta.

Ori-ce figurd pland poate fi consideratd ci formata
ori din intersectia razelor a doué fasii (fig. 9) care
pleacd din doué puncte fixe ale planului, ori din unirea
a doué serii situate pe doué linii fixe ale planului, si
prin urmare se numesce figuri de a doua treapta.

Cu aceste notiuni, putem inlocui teoremele relative
la doué serii prooctive si la ud fasie si ui serie proec-
tive prin :

Doué figuri de intéia treapti cari sunt proective,
cu ui a treia figurd de intéia treapta sunt proective
intre ele.

Despre colliniatiune.

Cand doué figuri da doua treapti din acelasi
plan, corespund ast-fel intre dénsele, in cat liniile
de unire a doué puncte corespundétoare trec prin-
trun singur punct, iar punctele de unire a 2 linii
corespundétoare se afli pe ua linie, ele se numesc
colliniare centrale sau perspective.

Cénd doué triunghiuri ABC si A’'B C' stau ast-fel
intre dénsele incat liniile de unire a 2 puncte cores-
pundétoare AA’, BB, CC', trec printrun punct L,
atunci intersectiunile S,, S,, S,, ale liniilor cores-
pundétoare A Bcu A’ B, BCcuB C,CA cu C A’
sunt situate pe ua singurg linie dreapta S. (Fig. 10).

S& numim X si X' intersectiile razelor C BB cu A CS,
si A C' S, ]

Seriille A X C S, si A’ X C' S, fiind perspective.
resultd cd fasiile formate din razele trimise din B si B’
citre ele si anume:

Fasiile B. A XC S, si B. A’ X" C’' S, si fie proective,
si fiind-cd razele BX si B’ X‘ cad impreund, ele sunt per-
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spective si prin urmare razele corespundétoare B A cu B
A, B Ccu B C' si BS, cuB’'S, sa taie intrua linie,
S S, S ceea-ce am vrut si demonstréin.

Punctul C se numesce centrul de collineatiune si
linia S axa de colineatiune a celor doué triun-
ghiuri.

Teoremul invers si-1 poate ori cine demonstra.

Din rationamentul de mai sus resultd urmatoarea
reguld.

Pentru a afla unui punct D pe corespundétorul séu,
unim pe D cu B, ciutdm pe S, unde DB taie pe s.
unim S; cu B! siintersectia lui CDcu B'S, ne da pe D"

Asemenea mai resultd si urmdatorul teorem.

In doué figuri colliniare centrale, fasiile din doué
puncte corespundétoare duse citre cele-Talte puncte
corespundétoare sunt perspective ;

si teoremul.

In doué figuri collineare centrale, seriile tiiate
de doué linii corespundétoare de cétre cele I'alte
linii sunt perspective.

Numind A’ B C’ D’.... imaginea lui A B C D....

In figurd vedem ca fisia B. A X CS, e perspectivd
cu seria A X C S, tot ast-fel réméan si proectiile lor
B’. A’ X' C' S,....; Aceeasi observatiune relativ la cele
doué fasii perspective B. A CXS,..; DDACXS,..
si proectiunile lor. Tot ast-fel vom gési cd proectiunile
a doué serii perspective, réméan perspective si in genere
putem enunta fard si mai demonstrdm :

Proectiunile a doué figuri d'antéia treapti ce sunt
proective rémén proective.

Cand ducem din L, ud paraleld la. A B pand intilnesce
A’ B’ in Q,’, obtinem ast-fel un punt Q,” corespundetor
lui Qoo, de pe A B. Tot ast-fel obtinem Q,’, Q," imagi-
nele punctelor-de la infinit de pe B C si C A. S4 cemon-
strdm cd toate aceste puncte se afli pe uad singurd
dreapta (fig. 11).

Unind 1B ca Qs' si Bcu Qoo avem in B si B .doué
fasii a° b’ ¢’ d'si a b ¢ d ce sunt perspective.

Razele a, b, ¢, d, fiind paralele cu a b ¢ d, resultd
cad fasia a, b, ¢, d, e proectivd cu fasia a' b’ ¢’ d’, si
fiind-cd b si b’ cad intr'ud linie. ele sunt perspective,
prin urmare Q,’, Q,’ si Q;° sunt p’ua linie. Prin ur-
mare imaginele tuturor punctelor de la infinit sunt
p'uid linie dreapta q'.

Linia s fiind in acelasi timp si original si imagine,
resultd cd imaginea punctului de la infinit cade in
intinit pe s.—prin urmare dreapta q' e paralela cu s.
Tot ast-fel si poate demostra ca :’

Toate punctele R cari au imaginele lor la infinit,
sunt p'ud linie dreaptd r paraleld cu s.

Dacad ne inchipuim planul figurii originale A B C,
invértit imprejurul lui s pand face un unghiu oare-
care « cu planul de desen, iar in acelasi timp invértim
si planul format de @ si L, pind formeazd acelasi
unghiu « cu planul de desen, atunci fiind-zd a1 II a,
resultd cd Q réméne pe loc ca si S,, prin urmare si

https://biblioteca-digitala.ro



a’ réméane pe loc, adica, a” I ¢’ este proectia lui a b ¢
din spatiu in raport cu punctul L din spatiu.

Asa dar a b ¢ din planul de desen poate fi consi-
derat cn rabaterea figurii plane a b ¢ din spatiu impre-
jurul urmii s o acestui plan ; iar L rabaterea centrului
de proectiune imprejural urmei ¢ a unui plan paralel
cu a b ¢ si dus prin centrul de proectiune. D'ud data
cu pritna rabatere ohtinem pe r care este intersectiunea
planului original, cu un plan paralel cu cel de desen
si care trece prin L din spatiu.

Céand in spatiu ua figura este ast-fel in cat tae pe r,
proectia sa va avea z puncte la infinit. Proectia unui
cerc se numesce sectia conicd, fiind-cd e intersectia
conului de proectiune cu planul de proectiune. Cand
cercul tae r. conica va tdia dreapta de la infinit si va
avea 2 ramuri. Tangentele in punctele unde cercul lae r
se vor proecta in tangentele punctelor de la infinit si
se numesc asimptote, iar conica hiperbola. Cand
cercul tangeazd r, conica se numesce parabold si are
pe dreapta de la infinit ca tangentd. Ciand cercul nu
tae si nici atinge pe r, curba se inchide in limitele
finitului si se numesce elipsa.

In fig. 12 tdind fisia formatd in S, de razelec I's |
prin liniile LB’ B si L A’ A, obtinem sericle L S; A A
L S, B B, care fiind perspective, resultd ci

l, A LA LB, L W
GATS AT s prisp T con

adica raportu] dublu format de doué puncte cores-
pundétoare de pe ua raza, cu centrul de perspectiva
si cu punctul de intersectie al razii cu axa de colll-
neatiune e constant.

Cand considerdm pe aceasi razd, mai multe puncte
corespundétoare A si A7, B si B’ etc, vom avea si in
acest. cas [fig. 13)

l_\

LA LA LB LB LA LB LA LB _
SASATSB SE U SA'SB SATSB
adicd seriele punctelor A. B, C.... si A, B*, C'... de pe

aceasi razd sunt proective, punctele S si L fisi cores-
pund lor insi-le si se numesc puncte duble.

Prin analogie conchidem: Fasiile a, b si a’, b’ ale
liniilor originale si imagine in acelasi punct S sunt
proective.

Razele s si cadicd, axa de colliniatiune si raza la L
corespund lor insile si se zic raze duble. (fig. 14).

In genere cdnd A’ e imaginea lui 4, si cind un
original A, cadein A’, imaginea sa A, nu cadein A’.

In casul special cdnd A=—1 avem :
LA_ LA _.LA,__ LA/,
SAT SA TS A/
Cand A, cade in A’, avem
LA L A, LA, LAv LA LA’
SA—TSA, U g TEA; U gR=g - sau
LA _ ”IQ, A gan BALLAY e 4 cade
A=A bA—S A, " LB L8 oeady’ cads in
A,. In casul ce I'am tratat cele patru puucte I. S A A,

formeazd ud. grupa armonicd, iar seriele A, B, C..
si A,, B, C,... sunt proective involutorice. Acelagi
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lucru putem zice relutiv la grupa armonica de 4 raze
s, ¢, a, a, si la fasiele proective in involutiune ale
razelor corespundétoare a, b,... si a,, b,...

Pentru figuri d’'a 2-a treaptd avem definitiunea:

Doué figuri perspective d'a doua treaptd sunt
involutorice cand originalul si imaginea pot fi
schimbate intre dénsele.

In Fig. 15 am desemnat doué triunghiuri A B C si
A, B, C, ce sunt involutorice.

Exagonul A B C C, B, A, e ua figurd involutoricd
cu .ca insdsi adicd partea 3, A B’ C* S5, e imaginea lui
S, A B C S, si viceversa.

In exagonul involutoric ABC A‘B'C’, avem cd AB cu
A’'B; AC cu A'C’, BC cu B‘C’, AB’ cu BA’, AC’ cu CA’
st BC’ cu CB’ se intretaia pe axa.

Cand din B si B’ ducem céte 3 raze I+ AA",C’ si le
considerdm ca proective, si voim sd obtinem razei BC pe
corespunzdtoarea din B’,facem urmatorul rationament:

Taind razele BA, BA’, BC' si BC cu axa s, obtinem
punctele 1, 2, 3, 4 (fig. 16).

Téind razele B'A, B’A’ si B'C tot cu s obhtinem: 1’ in
2,2 1in 1 si 3 in 4, — corespunzidtorul 4° lui 4 e necu-
noscut. Ins& 1.2.3.4 trebuind a fi proectiv cul, 2, 3, 4,
18 1418 1L Rt 2h 14 18 24
23 24 2% o4 BT 14 “24 54U 3=y
aceste doué raporturi nu pot fi egale de cat dacd £’ cade
in 3, si prin urmare corespunzétoare razei BC, este B’g
care din causa involutiunii trece prin C, adica B’C.

Intrun exagon involutoric, fasia razelor duse din
B la punctele A,\',C',C este proiectivd cu fédsia
razelor duse din corespunzélorul B' la aceleasi
puncte AA',C,C.

Vom demonstra mai pe urméa cd doué fasii proective,
dau nascere, prin intersectia razelor corespunzatoare,
unei sectiuni conice.

In acelasi mod se poate demonstra :

Taiand doué laturi corespunzdioare AB si A'B’
al unui exagon involutoric cu cele-l-alte 4 laturi,
obtinem 2 serii proective, si prin urmare, precum
vom vedea indata, liniile de unire ale punctelor
corespunzétoare dm aceste doué serii sunt tangente
la ud sectie conica.

Tot aci sa demonstrat ca: seriile 123 4... si 172°3'4"...
sunt doué serii proective reunite, ast-fel in cat, cind un
original oare-care 1 cade intr'ud irnagine 2’, atunci ima-
girea 1’ corespunzitoare lui 1 cade in originalul 2 co-
respunzétor lui 2, prin urmare formeaza doué serii proec-
tive reunite in involutiune.

Sa mai dam urmatoarea definitiune :

Cand sunt date 4 puncte, dintre cari nu sunt 3 intr'na,
dreaptd ele formeaza un patrulater de 4 colturi cu sease
laturi, cari prin intretdierea lor mai da alte 3 puncte zise
puncte diagonale, cari unite intre dénsele d& nascere la
3 diagonale.

Cand sunt date 4 drepte, din cari nu sunt trei cari sa

resulta

‘treacd printr'un punct, ele formeazd un patrulater de 4
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laturi, cari prin intretdierea lor di nascere la 6 colturi,
cari prin liniile lor de unire mai di nascere la 3 dia-
gonale, cari la réndul lor di nascere la 3 puncte dia-
gonale.

In seriile 1, 2,: 3, 4;..., punctele 1 si 2 sunt dou€ puncte
diagonale ale patrulaterului de puncte AA’ BB’ pentru
care centrul e al 3-lea punct diagonal

Prin urmare: Punctele diagonale ale palrulaterului
format de doué perechi de puncte ce sunt situate
pe 2 raze ale unei coelineatiuni involutorice, for-
meazd pe axd puncte corespunzétoare ale unei in-
volutiuni.

Tot ast-fel diagonalele patrulaterilor formate din
cate doué perechi de linii corespunzétoare, cari
pleacd din cate doué puncte diferite ale axei, trec
prin Centra, si formeaza acolo razele corespunzé-
toare a doué fasii involutorice.

Proectivitatea in cerc si in sectiunile conice

Dacd din T,, situat pe cerc, ducem raze la A, B, C tot
pe cerc (fig. 17) si din T. situat pe acelasi cerc, ducem
raze la aceleasi puncte ABC..., resultd cd sin AT,B=sin
AT,B; sin BT,C=sin BT,C si sin CT,A=sin CT,A, prin
urmare toate sinurile unghiurilor corespunzétoare fiind
cgale si raporturile duble a 4 raze corespunzétoare vor
fi egale si prinurmare fisia T, e proectivd cu fasia T.,.—
Proectand cercu, obtinem ud sectiune conicé, in care fa-
siele T,* si Ty’ vor réménea proective prin urmare ur-
mdtorul teorem :

Ducénd din doué puncte fixe T, si T, de pe ua
sectiune conicd raze la toate cele-l-alte puncte ale
sectiunii, obtinem doué fasii proective.

Vice-versa : Punctele de intersectiune ale razelor
corespunzétoare din doué fasii proective sunt situate
pe ua sectiune conicd, care trece prin vérturile celor
dou¢ fasii. Cand cele doué fisii proective sunt in positie
perspectiva, conica va degenera in axa de perspectivi
§l in /inia de unire a celor 2 vérfuri. -

Prin urmare acest teorem ne invatd cum s construim
ud. sectie conicd din 5 puncte date.

In fig. 13 ¢ §i t, sunt doné tangente fixe, iar a ui tang
mobild, care tae cea d'intéia in A iar a doua in 4,; a e
punctul de contact cu cercul.

Se vede cd <Za M A,=900— :

23; A]O
1

si <<aMA =90'—5a A0

prin adunare : A M A,=1800—1 (A,4-A)
Insa A+A=1500-0 resultd A M A,=90+ 10

adicd, Punctele de intersectie ale unei tangente mo-
bile cu doué tangente fixe la un cerc, sunt vézute
din centrul cercului sub un unghiu constant.

Cand tdidm doué tangente ¢siZ,; cu mai multe tan-
gente a, b, c,... in A,B,C... (fig. 19) si A, B, C,...,,
si unim M cu A, B,C. . si cu A, B, C,, obtinem doué
fasii ast-fel ca d. e.

<B,, MC, = <BMC, adicd doué fasii unite proectiv,

reunite in M si prin urmare seriele A, B, C... si A}, B,, C,
sunt proective.

In proectiune cer¢ul trece intrud sectie conici, tan-
gentele la cerc rémén tangente la sectie si proectivi-
tatea seriilor ABC... si A’ B'C’.. nu se strica.

Prin urmare: 7Taidnd doué tangente ale unei sec-
tiuni conice cu toate cele-T'alte tangente ale aceleasi
curbe, obtinem doué serii proective.

Vice-versa : Unind punctele corespundétoare a doué
serii proective, obtinem tangentele unei aceleiasi
sectiuni conice, care atinge $i cele doué linii pe cari
sunt situate seriile date. Cand cele doué serii sunt
perspective, conica va degenera in doué puncte, adicd,
centrul de perspectivd si intersectia celor doué Ilinii
cari poarta seriile.

Acest teorem ne dd mijlocul cum sii construim tan-
gente la ua sectie conicd, carnd sunt date 5 tangente.

Aceste proprietdti proective ne duc la cunoscutele
teoreme ale lui Pascal si Brianchon, ce ne inlesneste
construirea unci conice din 5 puncte sau 5 tangentc.

Teoremul Ini Pascal sund : /ntr'un exagon de puncte
12 3456 inscris intr'ud conicd, 3 perechi de drepte
opuse12cu45,23cud6,34cub 1seintretae pe ud
singurd linie disé linia lui Pascal.

[ar teoremul lui Brianchon: /ntr'un exagon de la-
turi 12 3 45 6 tangente la conicd, liniile de unire a 3
perechi de colturi opuse 12 cu £5,23cu 56, 3 £ cu
6 1 trec printrun punct dis punctul lui Brianchon.

Cand avem ud conicd data prin 5 puncte A, A’,B,C,D
si ud linie dreaptd / ifig. 192), putem obtine intersectia
ei cu conica in urmdtorul mod :

Ducem din A radele b, ¢, d, la B,C, D... si din A
corespundétoarele b’ ¢’ d‘ 1a B, C, D.

Aceste rade dad in / punctele 3, v,8 sif’,y’, 9 ce de-
termind doué serii proective reunite, ale cdror puncte
duble ne da cele doué puncte cidutate.

Tot ast-fel se resolvd analog ducerea tangentelor din-
tr'un punct exterior la udconicd datd prin 5 tangente
sau prin 3 tangente si punctele de contact de la doue.

Am depdsi prea mult limitele ce ne-am propus, dacd
am intra in detaliile constructive basate pe proprieta-
tile proective la conicd. Cei ce se intereseazi vor trebui
sarecurgd la Fiedler, op. cit. P. I saula Wiener: , Lehr-
buch der darstellenden Geometrie, I Rand*. (Tratat
de Geometrie descriptiva).

Noi vom trata ceva mai in detaliu involatiunea la
conice.

Despre involutiune.

Am védut cd in casul unei collineatiuni cu A= —1
obtinem p'aceeasi radd doué serii proective in involu-
tiune, cu L si S ca puncte duble, iar in acelasi
punct § al axei s obtinem doué fésii de rade proective
reunite, cu s si ¢ ca rade duble. Seriile in involutiune
pot fi obtinute si prin unirea liniilor cari poartd doué
serii proective in urmdtorul mod : In doué serii proec-
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tive avem 2 puncte Q' si R corespundétoare lui Qoo si
R’co Punénd /' peste / ast-fel ca Q s vie peste R.

Dacéd considerdm pe A ca original (fig. 20) fi cores-
punde A’ ci'imagine. Considerdnd A, in A’ ca original
ii va corespunde un punct A’ ca imagine. Raportul
dublu intre cele 4 puncte duble A, R, A;,Qoo trebue si
fie egal cu cela al imaginelor lor A’, R'co, AY, Q' prin
urmare :

i\_A_! L_Qﬁ - A._,_A" . .A,__Q sau A_A’—A,_" sau A A’._B A
R A,.RQoo R'ooA,’ oo QPN RA, A Q" AA,—AQ
Din figura reese cd R A, = —A’ Q' prin urmare si

A A=A’ A, adicd A, cade in A.
Punénd /' peste / putemi{face ca A si A; si fie intr'ua

parte sialta a lui R Q’ cum e sus, sau ambele de aceasi-

parte cum e in figura 21.

In casul d'intéi perechile de puncte A A,, B B, nu
se vor intdlni. lar in casul al douilea, se va gdsi in
genere 2 perechi de puncte, cari 34 se intdlneascd, adica
2 puncte duble. Intéiul cas se dice involutiune eliptica,
iar al 2-lea involutiune hiperbolicd. Unind un punct
oare-care cu seriile involutorice de mai sus, obtinem
fasii involutorice reunite, cu sau fard rade duble-
Intr'ud conicd onre-care ducénd A Asi B B,, obtinem
P si prin punctele de intersectie ale liniilor AB, cuB A,
si A B cu A, B, trece linia p cari pot fi considerate ca
centru si axa de collincatiune involutoricél a conicei
numite pol si polara, (fig. 22).

Unind un punct 7cu A, B, C,...iar T, cu A,. B,, C,,...
obtinem 2 fasii perspective a, b. c,... si a’, b’, ¢',.. Fasia
din T la A,, B, C,... este proectivd cu fasia a‘, b, c'..
din natura conicei, prin urmare a;, b,,c,.... si a, b. c...
sunt proective reunite. Involutiunea lor reese iar din
caracterul involutoric al punctelor A, A, ; B, B,...

Aceasta ne dd mijlocul cel mai simplu d'a construi
fasiile involutorice.

Cand ne este dat aa, si b b, trecem prin vérful 7' un
cerc, care tae radele date in punctele A, A B si B,.
(fig. 23). Liniile A A, si B B, ne dau polul P—U& rada
¢ ne da pe cerc punctul C, care unit cu P ne da pe cerc
pe C, prin care trece c¢,.— Cele doué rade r si r, duse
la extremitdtile diametrului care trece prin £ sunt nor-
male si se numesce perechea normalad. Ducénd din P
doué tangente, cipitadm pe cerc punctele F' si G, radele
f si g ce trec prin aceste puncte sunt duble.

Cand P cade induntrul cercului, n’avem rade duble,
insd perechea normalé existd tot-d'a-una.— Prin ana-
logie deducem urméitoarea constructie pentru seriile
involutorice.

Ducem in B un cerc tangent la 7/ si ducem din A,
A, si B,B, tangente la cercu, cari il ating in A, A, si B, B,
(fig. 24). Intersectiile liniilor A A, cu B B, si A Bcu BA,
ne dau linia p —;

Pentru un punct C i gasim pe corespundétorul C, ast-
fel: Ducem din C ua tangentd la cerc pand in c, p'acest
punct il unim cu B pand intidlnesce p in x, unim x

i
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cu B, pana intidlnesce cercul in C,, aci ducem ud tan-
gentd care ne da pe 11,, punctul C céutat.

Tangentecle In F si G ne dau pe / /, punctele duble
F'si G, cari nu existd atunci cand polara nu tae cercul.
Ducand tangenta paraleld cu 7/ capatdm pe M unde
sunt reunite @ si R corespundétoarele punctuluide la
infinit de pe11,.

Cand avem doué perechi AA, si BB, precum si M,
corespundétor punctului M; de Ja infinit avem (fig. 25).

(ABMMoo)==(A, B, Moo M), adica:
AM_ A Moo __ A Moo AM AM__ B M
BM' B Moo B Moo B M

sau

UBMT AN

A MXA, M=B MXB, M=K>*=FMXFM = GMXG M
cand F si G sunt puncte duble. D’aci urm#toarea con-
structic usoard pentru aflarea lui ¥ si G cand avem
AA, si M

Ducem un semi-cerc peste A M, ridicim ordonata
A, X, atunci in triunghiul M X A avem MX2=MAX
M A, =K (fig. 26).

Descriind din M un cerc cu raza M X, cdpitam la
intersectia lui 11, punctele duble # si G zise conjugate.
Cand M cade intre A si A, nu sunt puncte duble.

Cand avem puncte duble, ele pot representa invo-
lutiunea, fiind-cd sunt 2 parechi cu ajutorul cérora
putem construi ori-care altd parcche.

Cu scopul de generalisare putem intr'un mod abstract
sd admitem cd si involutiunea elipticd are 2 puncte
duble conjugate, insd cari sunt imaginare, )

Asa dar: Ori-ce involutiune de pe ud dreaptd ne
represinti 2 puncte conjugate. Ele suntreale la ud
involutiune iperbolicd si imaginare Ja ud involutiune
eliptica.

Ori-ce involutiune de raze intrun punct repre-
sintd 2 raze conjugate, reale cadndinvolutiunea e i-
perbolici si imaginare cand involutiunea e eliptica.

Doué puncte imaginare conjugate, sau doué raze
imaginare conjugate nu sunt de cat vorbe cari inlo-
cuesc vorbele : involutiunea elipticd de scrie si involu-
tiune elipticA de raze.

Deci: Linia de unire a 2 puncte imaginare con-
Jugate este linia reald pe care se afli involutiunea
elipticA a punctelor. ¢

Punctul de intersectid a 2 raze imaginare conju-
gate este vérful involutiunii cliptice de raze.

Intersectiile unei linii reale cu 2 /inii conjugate ima-
ginare este involutia de puncte obtinuta pe acea linie
prin tderea razelor fisii involutorice ce represintd pe
cele 2 linii conjugale imaginate s. a. m. d.

Cand ni se d& ud conicd si un punct £, ca pol, ii
gasiin polara p, ast-fel: (fig. 27).

Ducem din P doué raze a si b, cari tae conica in
A A, i B B,. Liniile AB cu A, B, si AB, cu B A, dau
punctele P, si P; prin care trec polara p.

Din figurd resultd ca ludnd P, ca pol 1i corespunde
F, Py ca polard si lui Py ii corespunde P, P. ca polari.

Punctele P, si P; fiind punctele diagonale, ele for-
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meazd punctele corespunzétoare ale unei involutiuni de
poli pe polara p, ; iar razele p, si p; din P, la Py si
P.,, formeazd razd corespunzétoare a uner involutiuni
de polare in P;. Avénd in P, doué perechi de polare
le putem construi razele duble cari vor fi tangente
din P, la conicd, iar intersectia lor cu conica vor da
punctele de contact. Se vede, cd, in P, si P, sunt po-
lare duble reale iar in P; ele sunt imaginare. Prin
urmare -din P, si P, se pot duce caite 2 tangente reale
si din Py 2 tangente imaginare. Acest cas se va in-
témpla ori de cate ori P va fi in interiorul conicei.

In casul special cdnd P e pe conicd, polara sa p
va fi tangenta la conicd in acel punct.

Toate razele involutiunii de polare se vor confunda
cu p, iar toti polii involutiunii de poli se vor confunda
cu P. — Acest cas particalar de involutiune se numesce
involutiune parabolicd.--S& mai reamintim cd P, BSB,
formeazd un grup armonic si tot ast-fel pgp,ba

Cand 2, e la infinit, constructia lui p, e aceiasi, cele
2 puncte 4 si A4, sunt simetrice cu polara p,. Admi-
ténd P,oo0 pe p,, polara sa p, trebue si fie paraleld cu
directia P, co fiind-cd trebue sa treacd prin P (fig. 28).

Intersectia M intre p, si p, e polul dreptei Pioo Psoo
adicd polul dreptei de la infinit, dreptele p, si p, vor
fi raze corespunzétoare ale polarelor in M. Fiind-cd
acest punct M are proprietatea ca ori-ce dreaptd prin
el sd dea pe conicd doué puncte simetrice cu dénsul (M
el ‘'se numesce centrul conicel.

Cele 2 polare p, si p, indeplinesc definitiunii ce se
dé pentru doué dia metre conjugate.

Asa dar: Polul dreptei de la infinit in raport cu
ua conica este centrul conicei. Razele corespunzé-
toare ale involutiunii de polare in centru ne dau
diametré conjugate ale conicei.

Avénd centru M cu involutiune de raze conjugate,
putem construi perechea dubld care vor fi cele 2 axe
ale conicei.

In casul unei iperbole, involutiunea ne va da 3i 2

raze duble reale, cari sunt asimptote reale; iar in
cas de elipsd avem asimptote imaginare, representate
prin involutiunea elipticd a diametrelor conjugate.

In casul unei parabole, toate diametrele sunt pa-
ralele, fiind-cd M e la infinit. Fie-care diametru e con-
jugat cu dreapta de la infinit.

Cand in fig... . ., alegem pe p, un punct X ca pol,
polara sa x va trebui si treacd prin 2,. Cu alte cu-
vinte : Raza din P, cdtre un punct X ca pol si raza
cdtre intersectiunea lui x cu p,, sunt raze cores-
punzétoare ale involutiunii de polare.

Dandu-ni-se, cele doué axe ale unei conice, un punct
P cu polara sa p, aflam punctul de pe axa a, ast-fel:
(fig. 291. Unim Boo cu P si cu y intersectia lui a cu p,
ele sunt doué polare corespunzétoare ale involutiunii
din Aco si ne dau in a, punctele x si y corespunzétoare
involutiuni de poli in a. Punctele duble A si A’ vor fi
cele 2 puncte cautate. Tot ast-fel se afli si punclele
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duble B si B’ pe b. Unind M cu mijlocul lui AB si
ducénd din M ud paraleld la A B, obtinem 2 diametre
conjugate.

In casul a involutinnea polilor pe a si pe b sunt
iperbolice pr. urm. sunt puncte d'ale conicei si pe a
si pe b, iar involutiunea diametrelor este eliptica,
deci asimptotele sunt imaginare, avem a face cu ua
elipsa.

In casul b involutiunea polilor e iperbolicd pe a,
elipticd pe b, involutiunea diametrelor e iperbolicé,
prin urmare conica e ud iperbold cu vérfuri in a, cu
polare duble drept asimptote.

In casul ¢ avem ud iperbold cu vérfuri reale in b si
imaginare in a.

Despre reciprocitate.

Cand ni se da ud conicd K putem ori-carii drepte
a ca polard sa'i afldm A ca pol, (fig. 30). Unei drepte
b 1i corespunde alt punct B ca pol. Punctulii de in-
tersectie a b ca pol, ii corespunde A B ca polara. Unei
figuri oare-cari de polare a bcd e ii corespunde ua fi-
gurd de poli ABCDE.

Punctelor a b, a ¢, ad, ae de pe a considerate ca poli,
le corespunde AB, AC, AD, AE ca polare, aceasta fasia
de polare este proectivd cu seria polilor corespunzétori.

Figurilea b c de si ABCD E se zic reciproce proec-
tive in involutiune, fiind-cd considerand toate pola-
rele din plan cu punctele lor de intersectiune ca
apartinénd unui sistem, iar tot/ polii cu liniile lor
de unire ca apartinénd altui sistem, vedem c& unui
punct considerat ca apartinénd unui sistem, ii cores-
punde ud dreaptd din cel-alt sistem, iar acelasi punct
considerat ca apartinénd celui d'al doilea sistem ii co-
respunde aceiasi dreaptd, numai ca apartinénd celui
d'intéi sisten1. Conica datd K, se dice directoare.

Generalisind ideia de reciprocitate proectivd, dicem:

Doué sisteme sunt reciproce proective cand unel
linii dintr'un sistem ii corespunde un punct din cel-
alt, iar seria punctelor de intersectie ale unei linii
a, cu toate cele-Talte b, c,.... din acelasi sistem, Si
fasia razelor din A, cdtre toate cele-lalte B, C,...
sunt proective.

Dreapta &, din sistemul I cu corespunzétorul séu
A, din sistemul 2 se numesc polara si pol.

Dacd pe aceiasi dreaptd ud considerdm ca a, din sis-
temul 2, ii va corespunde un pol A’ din sistemul 1.

Cand nise dd ua dreaptd a, a, ca ceidoi poli A, si A:
(fig. 31), atunci unui punct oare-care A, pe a,, ii cores-
punde ud linie a, prin 4, si linia A, a, ii corespunde A,
ca intersectia lui a, cu «,. Serii A; B, C,, ii corespunde
fisia proectivd a, 3, y,. iar serii A, B, C, 1i corespunde
fasia proectivd o, @3, v,. Cele 2 fasii sunt si ele proec-
tive si dau nascere unei conice cari trec prin cei 2 poli
A, A,. Conica se numesce conica punctelor dublu con-
jugate.
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Cand aceastd conicd (fig. 32), tae dreapta a, a,, atunci
punctele F si G pot fi considerate ca F, F, si G, G,.
Punctului F, i corespunde ¢, prin el si lui Fs i cores-
punde ¢, prin el. Tot ast-fel cu G, G, cu carespunzétoa-
rele lor ¢, si @,.

Avem deci teorema: Cand pentru un punct din
sistemul 1, polara sa din sistemul 2 trece prin el,
atunci pentru acelasi punct considerat ca pol din
sistemul 2, polara din sistemul 1, va trece tot
prin el:

Tot ast-fel. avem : Céand polul din sistemul 2 este
asezat pe polara sa din sistemul 1, atunci si polul
din sistemul 1 este asezat pe aceiasi dreapta, cand
ea e consideratd ca polara din sistemul 2.

In genere ori-ce dreaptd are doué puncte F si G,
cari indeplinesc conditiunile de mai sus. Dacd consi-
derdm totalitatea, acestor puncte F si G, ea e repre-
sentatd printr'ud conicd care nu poate fi tdiata de ori-
ce dreaptd, de cat in 2 puncte. Deci aceastd curba va
fi uad conicd, o numim conica de poli si o insemnim
cu K,.— In genere din natura procctivitatii figurilor
reciproce reese cd unei conice de puncte s&-i cores-
pundi ud conici ca envelopa de drepte, adici cind toate
punctele dintr'ud figurd sunt asedate pc ud conicé, drep-
tele corespunzétoare din figura reciprocd invélue ua
conica.

Prin urmare toate dreptele f si g cari trec prin polii
or invilue ud conicé, zisd conicd de polare si o insem-
nim cu K,.

Din ori-ce punct al conicei KX, trebuc si putem duce
tangente la K., cari sunt cele 2 polare ale sale. Tot
ast-fel ori-ce tangentd la conica K. trebue si taie
conica K, in 2 puncte cari sunt cei 2 poli ai ei.
Pentru aceste motive conica K, trebue s& fie interioara
conicel K; si cel mult si se atingd in doué puncte
(fig. 33).

Céand ni se da cele 2 conice K, si K,, atunci unui punct
P,P, ii aflam polarele p, si p,, ast-fel: Ducem din A,
2 tangente la X,. Ele taie K, in A A, si B,B, (fig. 34!
Liniele A,B, si A,B, ne dau liniele cdutate p, si p..

Prin analogie isi poate deduce ori-cine cum se ga-
sesce cei doi poli ai unei drepte.

Cand punctul PP, e la infinit, cele 2 tangente a si b
sunt paralele, iar constructia réméane aceiasi. Gasindu-
se 2 perechi de polare pentru 2 puncte de la infinit,
obtinem la intersectia lor punctele M, si M, cari sunt
polii dreptei de la infinit.

Unind M, cu punctele A o0, B oo, C, o (fig. 35 si 35-a)
si ducdnd prin M, polarele respective a,, Bi, v», ob-
tinem iardsi doué fasii proective, cari precum stim au
doué perechi de raze dreptunghiulare.
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In genere 2 sisteme sunt definite prin 4 puncte

~dintr'un sistem si 4 dreple corespundétoare din cel-

l'alt sistem.

S& admitem ca ni s'a dat X, 00, Y,00, M, i P, cu co-
respundétoarele lor x,, y,, m,00 si p,. Dacd mutam M,
in M,, sifacem ca x, si cadd in x,, atunci si y, va
ciddea in vy, (fig. 36, 36 a) si X, in X, si Y, in Y,.
Impreund cu mutarea lui M, se va muta si p,, in cat
ambele figuri de mai sus se vor confunda in figura
de mai jos.

Considerand in cele 2 sisteme (fig. 37) ast-fel impreu-
nate dreapta p ca apartinénd sistemului 1, vom gisi
cd si atunci polul ei cade in P. Tot ast-fel se va in-
tdmpla cu ori-care altd polard cu polul el

Asa dar prin aceastd mutare, am obtinut recipro-
citate involutorici. Cele doué conice K, si K. se vor
confunda intr'una K care este directorul involutiunii.
Punctul M fiind polul dreptei de la infinit este si
centrul lui X, iar x si y sunt axele.

Insemnidnd cu - partile axelor x, si y,, cari sunt
citre P,, si ale axelor x, y, cari tae p,, involutiunea
se poate obtine in 4 feluri si anume :

a) Punénd +x, peste -x, si y. pese -+¥1. In acest
cas directvare e o elipsd (fig. a).

b) Punénd -+ x, peste +x,, iar +y, peste —y,. In
acest cas avem ud iperbold cu puncte reale pe x si
imaginare pe y.

c) Punénd + x, peste — x,, iar 4 y. peste -+ y;.
In acest cas avem o iperbold cu puncte reale pe y si
imaginare pe x. Asimptotele sunt aceleasi ca in casul
b). Iperbola din a se dice conjugatd iperbolei din b).

d) Punénd —+ x, peste — x, si -+ y, peste — y,. In
acest cas nici pe x nici pe'y nu sunt puncte reale.
Involutiunea polarelor fiind elipticd, dicem c& direc-
toarea e ui elipsd imaginard conjugata elipsei din
casul a).

In toate figurile (a, b, c, d), punctul P are aceeaci
positie relativ cu axele x, y, ca si punctul M; insd po-
larele p sunt simetrice in raport cu M in casurile a,
si d si b, si c. Tot ast-fel se va intdmpla si cu polii ace-
leiasi drepte, cari vor fi simetrici in casurile a si d si
b sic

Polara punctului P din casul d'se numesce antipolara
punctului P din casul a, si vice-versa. Tot ast-fel polara
punctului P din casul ¢ e antipolara punctului P din
casul b, si vice-versa.

(Va urma)

I. Solomon, inginer.
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