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DA RE D E  SEAM A 

L U C R A I� I L E 
Şedinţa. Comitetului Societăţei de la 5 Mai 1893. 

-----
Membri presenţi : d-ni i  Guran c 

> Ottolescu Se. 
> Carcalechi S. 
> Papadopol Y. N. 
> Steopoe D .  
> Davidescu C. 

Numerul membrilor fiind insuficient, se amână şedinţa 
pentru qiua de 6 . Mai seara, când se va ţine cu on-ce 
numer. 

Sedinţa Comitetului Societăţei de la 6 Mai 1893 

Membri prese nţi : D-ni i  Gafencu Al.  
> Guran C.  
> Steopoe D. 

DE 

S O C I E T A T E ! 

I I  

D. Guran, dă citire unui memor iu, relativ la d esidera­
tele Sotietăţei în privinţa reorganisărei corpului tecnic 
şi se decide să se complecteqe ş i  să se citească în v ii­
toarea sedintă. · ' . ' 

Sedinta. Comitetului Societătei de - la 1-5 Mai · 1893 . ' ' 

Mern bri presen ţi : D-nii  Gafencu Al. 
» Haret Sp. 
> Papadopol Y. N . . . 

" Carcalechi S. , 
» Steopoe D .  
> Caracostea G .  . .  1 , , · 

Ne fiind numerul reglementar de membri �ă - decide a 
se amâna şedinţa pentru altă dată , . r. 

i·' , „ . : 

I � � ' ' 

' r # .  

,,  

" 

M E MO RI I  S I  CO M:U N. ICA R I  

STUD IU  ASUPRA STATICEI GRAFICE DE CULMAN 
---- .... ·----

Prima apariţiune a Staticei grafice a lui Cuhnan, 
n'a fost primită cu încredere de inginerii practici, care 
nu admiteau ca linia şi compasul să poată da resul­
tate destul de exacte pentru găsirea d imensiunilor 
obiectelor de art ă. Insă cu încetul această neîncredere 
a dispărut, şi aqi ea este întrebuinţată tocmai de in­
ginerii practici. - Metoadele lui Culman sunt basa 
tutulor construcţiuniJor grafice ce se întrebuinţează 
astă-qi. 

Dacă însă regulele practice au avut succesul cunos­
cut, nu s'a întâmplat tot ast-fel şi cu metoadele lui 
de raţionare şi cercetare. 

Geometria de posiţiune: basa cercetărilor sale şi cu 
ajutorul cărei el visR. ca elevii lui să formeze un nou 
fundament mai sciinţific al întregei arte a ingi­
neriei, a fost mai cu totul părăsită şi înlocuită cu 
vechea Geometrie a lui Euclide. 

Geometria lui Euclide a înlocuit geometria de posi-
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tiune, numai pentru motivul că geometria de posiţi uni 
fl ind stiinta nouă nu era famil iară ingineri lor. Ea nu 

poate 
'
însă să u.Jucă mari foloase staticei  gril fie�,

. 
şi 

nu poate să o ridice la acelaş n ivel cu cea. anahhcă, 
precu m nid această din urmă n'ar fi ajuns �şa ��­
part<', dacă în loc de a se servi de calcul ul mfirnt 1 -
sima l s'ar multumi numai cu anal isa inferioară 

Şi într'adeve�-, întftlnim qi lnic în revistele tecnice 
noi probleme statice resolvite cu aj utorul metodelor 
ana l i tice, şi prea rn r se întâmplă ca să dăm <le un 
cas t ratat cu ajutorul metodelor grafice. 

Numai când vom da geometriei de posiţiune, locu. 

ce Culman îi a des! i
1
nat , Statica grafică va <ljunge la 

acclasi n ivel cu cca anal i t ică .  Cunoascerea sta ticei 
am.fir� asa. cnm a. înteles'o Culm:rn  se impune ingi-t:i ' ' ' 

nerilor, cărora. tot-d 'auna l i  se înt âmpl:'\. d'a :wca să 
resolve casur i  nepre\·eQ.ute până aci . 

In ori cc cas pentru aceia cari au precli lecţiune pen­
tru partea teoretică a :i rte i ingi neresci . eu no:isccrea. 

acestor metode le este de mare i nteres. 
De u.cel1a mi-am propus s;\ fac un studiu sum:l l' al 

supra· Staticei grafice de Culrnan, precedându -l dn un 
studiu snm;ir asupra geometriei de posi �iuno 

Articolele ce urmează n'au valoare did:ictică şi nicI 
nu vrl-'a �ă o aibă. Ele s0 adresează inginerilor şi nu 
elevi lor. 

Jn acelaşi t im p  ele vor să fie numai uă schiţă a 
ambelor şciinţe, şi n ici de cum un tratat fie ori-rit 
de elementar al lor. Voesc ca acei ce le vor cc>t.i cu 
atenţiune

. 
să capete uă idee desluşită asupra ceea �e 

vor aceste doue şti inţr, precum şi ele rnetoadele ce le 
îl"ltrebu lnţea ză. pentru urmărirea scopului lor. Aceea-'ce 
vor însă şă le cunoască binr , vor t reim i s:"t rcc1 1 rgă 
la  autori i original i ,  ca „ Sta nclt. Fied l e r ,  Reye etc. " 
pentru gecmetrie de posiţiune, şi „ Culma. n şi Ri tter"  
pentru statica .grafică. 

Cu · tot ·cal'acterul schematic �i sunrn.r al acestui 
stud iu, t n i ··am dat totuşi  toată si l inţri. d'a fi lămurit. 
Cine însă cunoasce stilul cel concis şi di fici l  al lui 
Culman, vastitatea materi i precum şi spaţiul .restrâns 
ce'l poate oferi buletinul, va judeca cu bună-voinţă 
părţi le nereuşite ale ac.estui stud iu.  

§ 1 .  Definiţiuni 

Fie în fig. 1 1 şi I' doue l ini i  drepte. cari sunt tăiate 
de razele a, b ,  c d„ . . . , cari pornesc d i n  O în punctele 

A, B, C, D.„.  şi A'. B'. C'. D' . . .  
Seriile A.  B. C.  D . „ .  de pe 1 şi A' B' C' D' . . . de pe 

]' cari sunt ast-fel îri cât l inii le de unire AA', BB'. . „  a. 
dou& puncte corespunqetoare trec prin un punct se 
numesc serii perspective. 

Când doue făşi i  de raze O şi 0' (fig. 2) sunt ast-fel 
în cât punctele A, B, C, D.: .  a ctoue raze corespunqe­
toare aa', bb' , cc', dd' . . .  sunt pe uă singură l inie drea ptă 
1, ele se numesc luşii de raze perspective. 

Când în fig 1 ,  depărtăm linia 1 de l', păstrând pe 

1 00 

a mândoue, serii le A, B, . .  şi /\', B' . . „ căpătăm n oue 
seri i proective. 

Dr:ipărtând şi făşiile O şi 0', aşa în �·cât posi ţi i le 
relative ale rri zelor d in aceeaşi făş in să nu se schimbe, 
căpătăm doue făşi i  proecti ve. 

Tnsemnând cu (ab), (bej . . . .  unghiurile foi: mate de 
doue l ini i  a,b ... avem în fig. 1 : 

de unde 

AC=OCX �?-�c) s m  r a  l )  

BC=OCX 
s�n � �� 
sm • b  1 1  

� == siu (11 � ( 1 )  
B C sin (b c) 

Prin analogie avem : 
A_ D _ sin. (a � (2) 
r. D - sin (b d) 

Impărţind ( 1 )  pr in (2), avem : 
A C .  A D sin (a c) . sin (a d) (B 
BC . B- D = sin-(J) C) · siÎ1 cb  -d) ) 

tot ast-fel putem deduce : 
A' C' A' D' sin (a c )  sin (a dl  
B '  C'

: 
B-;- D� = s in  (b  e l  : s in  (b d) (4) 

Din (3j şi (4) reese : 
A. C A D A' c� A' D' 
B C : 13 D = B' C' 

: 
B '  D' (I) 

Această egalitate subsistă şi atunci când posiţiunile 
relative ale lin i i lor 1 şi ]' sunt schimbate. 

. A C  A D  Nummd B f'1 : B D 
· r:=1portul dublu al pnnct.elor A' B' 

C' D' putem enunţa următoarea definiţiune .: 
Doue serii sunt proective când raportul · dublu 

a, pat1:u eiemente oare-cari dintr'uă. serie e egal r:u 
raportul dublu al celor 4 elemente core.spunqetoare 
din cea-l'altii serie. 

In fig. 2 se găsesce lesne, urmând procedeul de 
ma.i sus : 

si�� c) . ::;in (�d)
= 

A_C . � lf>) 
si sin 1 b c) · sin (b d) B C · B D · · 

si�(a' c'l . s'.n _ (a'_ d') = A C : A [l (6) de unde sin (b' c') · �m (b' d' ) B C B . D 

sin (a � . sin _la. d)  = sin (a' c' 1 . si�a�J (I I )  s in  (b c )  · s in  ( b  <l) s in  (b' c') · sin (b' d') 

Relaţiunea II subsistă şi când posiţiile între O şi O 
s'aii schimbat, prin urmare şi aci avem definiţiunea : 

Doue făşii sunt proective când raportul dublu 
a patru elemente oare-care dint1Juă, liişie este egal 
c
·
u raportul dublu al celor patru elemente cores-

pundetoare din cea-I' aJtii fă,sie. ' ' 

In fig. ( t )  fă�ia O e perspecli vă şi cu seria A. B. C. ş i  
cu  A' ,  13', C'  . . .  precum în  fig .  (2) seria A.  B. C . . .  e per-
spectivă cu făşii le O şi  0'. . 

Când schimbăm posiţiile relative între făşia şi serie, 
căpătăm uă făşie de raze proectiyă cu uă serie de puncte. · 
Enuntăm fără demonstrat.ie următoarea defin itiune : . . . ' 

Uă liişie e prnectivii cu. uii serie, când raportul 
dublu a pafru elemente oa,re-care din făşie e. egal cu 
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raportul dublu al celor 4 elemente corespunqetoare 
din serie. 

· 

§ 2 .  Proprietăţi fundamentale 
Doue serii proective cu a, treia sunt proective 

între densele. 
Doue făşii proective cu a, treia sunt proective 

între ele. Uă făşie proectivă cu uă serie, e proectivă şi 
cu ori-ce altă serie care e proectivă cu cea, d'entâiu. 

Uă. serie proectivi1 cu uă făşie e proectivă, şi cu 
ori-ce altă făşie proectivă, cu cea, d'entâ,ia,. 

Toate acestea, pentru motivul că doue rapoarte duble 
egale cu al treilE�a, sunt egale între densele .  

D i n  figura 3 s e  vede că : Dacă uii făşie proectivă 
cu uă, serie, este intruă posiţie ast-fel că, 3 raze 
a, b. c. trec prin cele 3 puncte corespunqătoare 
A. B. C., şi ori-ce altă, rază d, trebue să, treacă, prin 
punctul corespunzător D., adică făşia şi seria sunt 
întruă posiţiune perspectivă,. 

· 

Fiind că alt-fel nu s'ar putea ca cele doue raporturi 
duble ale elementelor corespunzătoare să fie egale .  

Când doue serii proective au un punct comun AA'. 
ele sunt fnfr'uă, posiţiune de perspectivă, fiind că du­
cend din O (fig. 4) intersecţia lui BB' cu CC', razele OA, 
OB, OC, OD . . . căpătăm uă făşie proectivă cu seria 
A B C D  . . . , prin urmare şi cu A' B' C' D' . . .  , de oare-ce 
ac;eastă fâşie este ast-fel în cât 3 raze trec prin 3 puncte 
corespunqetoare A' 8' C' trebue şi ori-care alta d să 
treacă prin D'� cu al te cuvinte DD' trece prin 0', a­
dică A B C D . . . e perspect.i v cu A' B' C' D' „ . . .  

Când doue făşii au uă, rază comună aa', ele sunt 
perspective. 

Fiind că dacă unim punctele de intersectiă ale razelor 
bb' şi cc' cu uă linie dreaptă, (fig. 5) căpătăm doue seri i 
A B C D şi A' B' C' 1 > ' cari sunt proective, şi de oare-ce 
trei perechi de puncte eorespunqetoa.re AA', BB', CC', 
cad împreună ori-ce altă păreche DD' i.rebue să se con­
funde, în al t-fel raporturile duble n'ar putea fi egale. 

C ând pe l inia de unire AA' a doue puncte (fig. 6) co­
respunqetoare din doue serii proective A B C D . . .  şi A' 
B' C' D'.„1 luăm doue puncte P şi P' pe cari le unim cu 
A B C... căpătăm doue făşi i  de raze proecti ve în po­
siţiă perspectivă (fiind că raza PA şi P' A' cad împreună), 
şi pr. urm. razele corespunzătoare trebue să se taie pe uă 
singură l inie dreaptă în A" B" C" D" . . . Seriile A 8 C D „, 
şi A' B' C' D' . . .  pot deci fi considerate ca provenite din 
proecţia aceleiaşi serii A" B" C" D"„ . ,  de aceea şi nu­
mele de serii proective. Din fig. de mai sus se şi vede 
că nu poţi alege de cât trei perechi de puncte A B C şi 
A.' B' C' ca corespunqetoare din doue serii proective şi 
cum unui punct D îi găseşti corespunqetoru1 D'. 

Cel mai practic lucru este d'a lua punctele A A' ca 
puncte de proecţiune atunci (fig. 7) A B' cu B A' dă un 
punct, A C' cu C A' dă cel alt punct al axei de per­
spectivă şi când ducem raza A' x şi unim punctele ei de 
intersecţiă cu axa de perspectivă cu A căpătăm punctul 
'Corespunqător în x'. 
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' Intersecţia axei p cu I ş i  l '  dă cele doue puncte L şi  I,  
corespunqeto::i,re intersecţii I L' a celor doue l ini i  date. 
Aceste puncte trebuind a fi aceleaşi ,  resu ită că şi axa p, 
este aceeaşi pentru toate făşiile perspective cari şi ar avea 
vîrfuri le  în doue puncte corespuzetoare, adică în A şi A'; 
în B şi B' şi în C şi C'. pr. urm. axa de perspectivă se 
obţine prin trei puncte şi, adidl, prin intersecţia lui 

AB' cu BA' 
AC' cu CA' 
BC' cu B' C 

ia.r punctul X' se obţine prin 3 raze d in  A, B şi C, cores­
punzătoare razelor A' .X, B' X şi C' X. 

Ducând din A uă paralelă la l' (fig. 7·" ) şi unirid A' cu 
intersecţia acestei linii cu p, căpătăm pe l punctul R co­
respunqetor lui R' oo de pe l'. Tot ast-fel găsim printr'uă 
construr :ţi e inversă, punctul Q' pe l' corespuncJetor lui 
Q oo de pe I. 

Raportul dublu 
A C A R A' C' A· R'oo 
B C : B R - B· C' : B' ll'oo 

De oare-ce A' R oo =B' R' oo= oo ;  resultă 
A C . A R _ A' C' . A' c· . A' Q' A C 
BC . I3R - B' c· ' Tot ast-fel B' C' . B' Q' = B G 

adică rapoartele duble ale punctelor A B C Q şi il '  B 
C' Q' sunt egale  cu rapoarte simple. 

Când punctului de la infinit de pe I îi  corespunde 
punctul de la infinit al lui  l', adică, când R caue în 

·Q . Q' � R' A C A' c· d' � l 2 
. .  ooş1 m oo avem B c = B' c· , a ica, ce e seru 

sunt simetrice. · 
Fie P' şi P" doue făşii (fig. 8) proective date. Dacă 

tăiem făşia P' cu raza a'' iar fă�ia P" cu raza a,' 
obtinem done serii perspective A', B', C' şi A", 8",· C". 
De

0 
aci resultă că i ini i le A'A" . B'B'', C'C", D'D", _ trec 

printr'un punct P qis centru de perspective. , 
Raqei u' a lui P' către P" î i  corespunde raza u'' 

intre P·1 şi P ;  iar razei v" a lui P'' către p ·  îi cores­
punde v' între P şi P' .  - u' şi v' . trebu.ind să fie 
a.celeaşi ori-cari ar fi liniile cu ·cari tăiem cele doue . . 
făşii date, resuită că şi P remâne acelaşi rând .alegem 
b şi b', sau c şi c' în loc de a, şi a,'. 

· 

B" e intersecţia lui a' cu b" să 'l însemnăm cu a', b'' 
C" „ „ a' cu c" „ „ a' c" 

Vedem deci că fiind date 3 perech i de raze corespun­
cJetoare din deme făşi i proective, cele 3 l in i i  pri;>renite 
din unire lui a'b" cu b'a'' a'c" cu c'a'' b'c'' di' c'b" ) , ' 

trec prin punctul de perspectivă P. 
Unind P cu a'd" intersecţia lui a' cu d'' oăpătăm 

pe a" punctul pe unde trece raza corespunqetoare d''. 
Tot ast-fel l inia P la b'd'' dă pe b" şi l inia P la c'd" 

dă pe c'' puncte pe unde trece raza d'. 
Razii PP' ca o îi  corespunde P'P" ca o' şi aceleaşi 

raze P'P . :onsiderată ca p' din făşia P', îi corespunde 
PP11 ca P. 

Invertind toată făşia P' până ce o' vine în o. cele 
două făşii devin perspective (fig. f3 a). 

----� 
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Descri ind uă semi - circonferinţă prin P şi P' :  C(l,re 
să-'şi aibă centrul în axa de perspecti vă, obţi nem pc­
reche:i dreptunghiulară qr: ast-fel ca şi corespunqetoa­
rele. lor q 1 r1 siL fie normale între densele. 

CânJ sunt c l : t  tE> m a i  mu 1 te puncte ele formează uii 
figunl de puncte, aYeml l iniele de .unire a câte doue 
puncte drept h turi. -- Când avem rnr1 i  m ulte l ini i ,  
ele fot mează uă figurii de la,turi, avend intersecţiuni le 
a câte doue, doue l : 1 luri ,  drept colţuri. 

Cân •J toate punctele sunt situate pe uă l in ie  dre.aptă, 
atunci toate hturi h� se confund într'una singură , care 
este l i nia da t<I , iar c:î ncl toate l iniele date trec prin­
tr'un punct, atunci t.natc col ţ.urile se confnncJ într'unu 
care e punctul da.t.. Num i m  ast-fel de figuri, figuri de 
înteia treaptt'i.  

Uit serie de pe uit jinie sau uit fă.şi a. dintr' un punct 
sunt figuri de îrdeia treaptă. 

Doue ser i i  !:;Unt figuri de aceiaşi speţfl, tot :i st-fL; ] doue 

fă.şi i ,  iar uă făşie �i u ·\ serie sunt figuri  de speţe difer ite .  

Punctul şi linia se numesc figuri fandamenta,Je 
de înteia treaptii. 

Planul fiind forrn:i.t. cl i n  punct ş i  l in ie, cele douG 
figuri fundamţ..ntale de înteia treaptă, e uă figură, fu11-
damenta,Jă, de a, doua treaptă. 

Ori·ce figură. plană poate fi considerată ca, forma.tă 
ori d in intersecţia rnzP.lor a doue făşii (fig. 9) care 
pleacă din doue puncte fixe ale pl;rnului, ori din unirea 
a doue seri i situate pe dorn� l in i i fixe ale planului, şi 
prin urma_re se numesce figurii. de a doua, treaptă,. 

Cu aceste noţiuni, putem înlocui teoremele relative 
la doue seri i  p ro::-cti ve şi la uă fă.şie şi uă seric proec­
t.i ve prin : 

Doue figuri de înteia, treaptă ca.ri sunt proective, 
cu uă, a treia figură de inteia treapti1 sunt pl'Oective 
între ele. 

Despre colliniaţiune. 

Când doue figul'i d' a doua treaptii din acela,si 
pla,n, corespund ast-fel între densele, în câ.t liniije 
de unire a doue puncte corespunqetoare trec prin­
tr'un singur punct, iar punctele de unfre a 2 linii 
corespunrţetoare se află pe uă, linie, ele se numesc 
colliniare centrale sau perspective. 

Când doue triunghiuri ABC şi A' B C' stau ast-fel 
între densele încât liniile de unire a 2 puncte cores­
punqetoare A A', BB', CC' , trec print1�un punct L, 
atunci întersecţiunile 81 , S2, S3, ale liniilor cores­
punqetoare A B cu A' B', B C cu B' C', C A  cu C' A' 
sunt situate pe uă, singură, linie dreaptă S. (Fig. 10). 

Să numim X şi X' intersecţiile razelor C BB' cu A C S„ 
şi A' C' 8l. 

-

Serii le A X C S2 şi A' X' C' Si fiind perspective, 
resultă că făsiile formate din razele trimise d in  B si B' ' . 
către ele şi anume : 

Făşi ile B. A X C  S� şi B'. A' X.' C' S� să fie proective, 
şi fiind -că razele BX şi B' X' cad împreună, ele sunt per· 
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spective şi prin urmare razele corespunqetoare B A  cu B' 

A', B C cu B' C' şi B S2 cu B' S� s<'L faie într'uă l in ie, 
S1 81 S3, ceea-ce am vrut să demonstrăm . 

Punctul C se numesce cenfrul de collineaţiune şi 
linia S axa, de colineaţiune a celor doue triun­
ghiuri. 

Teoremul invers şi - l  po(l,te ori cine demonstra. 
D in  raţionamentul de mai sus resultă următoarea 

regulă. 
Pentru a afla unui punct D pe corespunqetorul seu, 

unim pe D cu B, c;'i,utăm pe S4 unde DB taie pe s. 
unim S!, cu B1 şi intersecţia lui CD cu B'84 ne dă pc D ' .  

Asemenea mai  resultă şi următorul teorern. 
In doue figuri colliniare centrale, fă,şiile din doue 

puncte corespunqetoare duse către cele-lalte puncte 
corcspunqetoare sunt perspective ; 

şi teoremul . 
In douiJ figuri collineare centrale, seriile tăia te 

de doue linii corespunqetoare de către cele ]'alte 
linii sunt perspective. 

Numind A' B' C' D'„ „  imaginea lui A B C D„ . .  
I n  figură vedem c ă  făşia B .  A X C S 2  e perspectivă 

cu seria A X C s�, tot ast-fel remân şi proecţii le lor 
B'.  A' X' C· S2„ „ ; Aceeaşi observaţiune relativ la cele 
doue făşii perspective B. A C X Sl „ „ ; D. A C X Sl„. 
şi proecţiunile lor. Tot ast-fel vom gă�;i că proecţiunile 
a doue seri i  perspective, remân perspective şi în genere 
putem enunţa fă ră să mai demonstrăm : 

Proecţiunile a doue figuri d'â,nteia treaptii ce sunt 
pl'Oective remâ11 proective. 

Când ducem din L uă paralelă l a. A B până întâlnesce 
A' B' în Q, ', obţinem ast-fel un punt Q 1 '  corespunqetor 
lui Qoo, de pe A B. Tot. ast-fel obţinem Q/, Q/ irnagi · 
nele punctelor de la  infinit de pe B C şi C A. Să C:emon­
străm că toate aceste puncte se află pe uă s ingură 
dreaptă (fig. 1 1  ). 

Unind B' cn Q3' şi B cu Q3 oo avem în B ş i  B· .doue 

făşi i  a/ b' c' d şi a b c d ce sunt perspective. 
Razele a 1  b1 c1 d1 fi ind pa.ra.lele cu a b c el, resuită 

că făşia a.1 b1  c 1  d1 e proectivă cu făşia a: b' c' d', şi 
fiind-că b şi  b' cad. într'uă l in ie. ele sunt perspective, 
prin urmare Q1 ' , Q2' şi Q,/ sunt p'uă l inie. Prin ur­
ma.re imaginele tuturor punctelor de la infinit sunt 
p'uă linie dreaptă, q'. 

Linia. s fi ind în acelasi timp si original si imagine , , , , 
resuită că imagine(\, punctului de la infinit cade în 
infinit  pe s.-prin urmare dre apta q' e pa,ralelft cu s.  
Tot ast-fel să, poate demostra că : · 

Toate punctele R cari au imaginele lor la i nfinit, 
sunt p'uă l inie dreaptă r paralelă cu s. 

Dacă ne închipuim planul figurii originale A B C, 
învertit împrejurul lui s până face un unghiu oare­
care ex cu planul de desen, iar în acel(l,şi ti mp invertim 
şi planul format de q' şi L, până formea ză acelaşi 
unghiu ex cu planul de desen, atunci fi ind-r;ă ai II a, 
rP.sultă că Q, remâne pe loc ca şi S, , prin urmare şi 
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a/ remâne pe l oc, adică, a: b' c' este proecţia lui  a b c 
din spaţiu în raport cu pun..:: tul L d in spaţiu .  

Aşa d a r  a, b c din p l r m ul de <lesen poate fi consi­
derat c:i rabaterea figurii plane a, b c din spaţiu îm pre­
jurul urmii s a acestui p l a 1 1 ; iar L rabaterea <..:entrulu i  
d e  proecţiune î m pn�j urul  urmei q' a unui p lan paralel 
cu a b c şi d us prin centrul de proecţiune. D'uă dată 
cu prima rabatere obţinem pe r care este intersecţiu nea 
planului origi nal , cu un plan paralel cu cel de desen 
şi care trece prin L d i n  spaţiu. 

Când în spaţiu uă figură este ast-fel in cât tae pe r, 
proecţia. sa va avea :::: puncte la i n finit . Proecţia unui 
cerc se nu mesce sectia conică,, fi ind-că e intersectia ! • 

conului de proecţiu ne cu planul de proecţiune. Când 
cercul tae r. conica va tăia d reapta de l a  infinit  şi va 
avea 2 ramuri.  Tangentele în punctele unde cercul I ae r 
se vor proecta în tangentele punctelor de la infinit ş i  
se numesc asimptote, iar  coni c:a hiperbolă. Când 
cercul tangează r, conica se numesce parabolă şi are 
pe dreapta de la infinit ca tangentă. Când cercul nu 
tae şi nici atinge pe r, curba se î nchide în l imitel e 
finitului şi se numesce elipsă. 

In fig . 1·2 tăi n d  făşia formată în S1 de razele c l' s 1 
prin l i ni i le L B' B şi L A' A, obţinem seriele L S,1 A A·  
L S4 B H', care fiind perspective, resultă că 

L A L A' L B L D' 
t /\ S, A : SA' = S- B : l') B'' = cons · = u 

adică. raportul dublu format de doue puncte cores­
punqetoare de pe uii rază., cu centrul de perspectivii 
şi cu punctul de intersecţie al razii cu axa de colli­
neaţiune e constant. 

Când considerăm pe aceaşi rază, mai  multe puncte 
corespunc}etoare A şi A': B şi B· etc , vom avea �i în 
aGe�t cas (fig. 1 3) 
L A L A' L B L 13' • L A L B L A' L B' 
s A : ::::; A'=s-13 : s B' sau s A : �=s \' : s B' = . „ 

ad ică seri ele pun ctel or A.  B, C . . „ şi A', B' :  C' „ .  de pe 
acea.şi rază sunt proective, punctele S şi L îşi cores­
pu nd lor inşi · le şi se numesu puncte duble . 

Prin analogie conchidem : Făşiile a, b şi a' , b' ale 
l in i ilor origi n a l e  ş i  imagine în acelaşi punct S sunt 
proective. 

Razele s şi c adi�ă, axa de col liniaţiune şi raza la L 
corespund lor înşi le  ş i  se zic raze duble. (fig. 1 4). 

Jn genere când A' e imaginea lui A, şi când un 
original A1 cade în A' , i maginea sa A1 ' nu cade în A' . 

l n  casul special când 6 = - 1  avem : 
L A L A' . L A , L A , '  
S =-,-A' Şl S A ,=--s A . '  

Când A1 cade în  A' ,  avem 
L A  L A , L A , L 1' L A L A,' 
s A= - A, sau sA,=s A ,' sa.u -x..=� .sau 

L A  L A, '  L A  L A,' a· . 
L A - SA= L A-S A( sau L = L S a ICa 1 1 '  cade în 
A1 • In casul ce l 'am tratat cele patru pU11('te L S A 1 
formează ul!. grupă armonică, iar seriele A, B, C„ . 
şi Ai . B1 , C1 „„ sunt proective involutorice. Acelaşi 
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lucru putem zice rela.ti v la grllpa armonică de 4 raze 
s, c, a, a1 şi la făşiele proective în involuţiune ale 
razelor corespu nqetoare a, b , „ .  şi a 1 ,  b 1 , „ .  

Pl3ntru figuri d'a 2-a treaptă avem defini ţiunea : 
Doue figuri perspective d'a doua treaptă sunt 

involutorice când originalul şi imaginea pot fi 
schimbate între densele. 

In Fig. 1 5  am desemnat două triunghiuri A B C şi 
A1 B1 C1 ce sunt i nvolutori cl3. 

Exn gonul A n C C1 B1 A1 e uă figură i nv-0l utorică 
cu .ea însăşi ad ică partea 81 A' B' C' S:! e i maginea lui 
S1  A B C Si şi viceversa. 

In exagonul invol utoric ABC A ' B' C' ,  avem că AB cu 
A'B ; AC cu A'C', 13C cu B'C', AB' cu BA', AC' cu CA' 
şi BC' cu C B' se intretaiă pe axă. 

Când din B si B' d ucem câte 3 raze la A,A' ,C' si l e , ' 
consideră m ca proecti ve, şi voim să obţinem razei BC pe 
c0resp:mzătoarea d i n  B', facem u rmătorul raţionament: 

Tăind razele B A ,  BA', BC' şi BC cu axa s, obţinem 
punctele 1 .  2, 3, 4 (fig.  16). 

Tăind razele B· A, B' A'  ş i  B'C tot cu s obţinem : l '  în 

2, 2' în 1 ş i  3· în 4, - corespunzătorul 4' lui 4 e necu­
noscut. Inşă. 1 .2 .3.4 trebu ind a fi proectiv cu l ' ,  2', 3', 4', 

rn 14 1 · w  1 '4' • rn 21 24 1 4' • rn 24' 
resuită 2lî : <!4=,fR' : 2.4, sau ::rn X14=14 X ,w sau �3=14,  

aceste doue rapor turi nu pot fi ega le de cât dacă 4' cade 
în 3, şi prin urmare corespunzetoare ra.zci BC, este B'3 
care din causa. involuţiunii  trece prin C, a.cl ică B'C. 

I11trun exagon in volutoric, făşia razelor duse din 
B la, punctele A,A .1, C', C este proiectivă, cu făşia 
razelor duse din .corespunzetorul B' la, aceleaşi 
puncte A, A', C' , C. 

Vom demonstra mai pe urmă că doue făşi i  proective, 

dau nascere, pr in ;ntersecţia razelor corespunzătoare, 
unei secţiuni con ice . 

I n  acelaşi mod se poate demomtra : 

Tiiiând doue laturi corespunzătoare AB şi A' B' 
aJ unui exa,,,.on involutoric cu cele-1-aJte 4 laturi, "" 
obţiJlf!m 2 serii proective, şi prin urmare, precum 
vom vedea, înda tă,, liniile de unire ale punctelor 
corespunzetoare din aceste doue serii sunt tangente 
la, uii sectie conică . ' 

Tot aci s'a demonstrat că : seri i le 1 2  3 4.„ şi 1 ':2'3'4'„ . 
sunt doue serii proective reunite, ast-fel în cât, c;î.nd un 
or iginal oare-care 1 cade într'uă i magi ne 2 ·, atunc i i ma­
ginea l' corespunzătoare lui  1 cade în original ul  2 co ­
respunzetor lu i  2', prin urmare formează doue serii proec­
t ive reunite în i nvoluti une. . 

Să mai dăm următoarea defini ţiune : 

Când snnt date 4 puncte, dintre cari n u  sunt 3 i ntr'uă, 
dreaptă ele formează un patrulater de 4 colţuri cu şease 
laturi, cari prin î ntretăierea lor m::i.i dă alte 3 puncte ziso 
puncte diagona,le, cari unite între dense le dă na scere la 
3 diagonale. 

Când sunt date 4 d rnpte, din ari nu sunt trei cari să 
·treacă printr'un punct, ele for meazt\ un patrulater de 4 
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la,turi, ca.ri prin intretăierea lot dă nascere la 6 colţuri, 
cr.iri prin l inii le lor de unire mai dă nascere la 3 dia,­
gonaJe, cari la rendul lor dă nascere la 3 puncte dia,­
gonaJe. · 

In seriile 1 ,  2, ; 3, 4 ;.„ ,  punct.ele 1 şi 2 sunt doue puncte 
diagonale ale patrulaterului de puncte AA· BB' pentru 
care centrul e al 3-lea punct diagonal. 

· Prin urmare: Punctele dia,gona.Je a,le pa,trula,terului 
fonna,t de doue perechi de puncte ce sunt situate 
pe 2 ra,ze a,Je unei coelinea,ţiuni involutorice., for­
mea,ză, pe a,xă, p'uncte corespunzetoa,re ale unei in­
volutiuni. ' 

Tot ast-fel diagonalele patrulaterilor formate din 
câte doue perechi de linii corespunzetoare, cari 
pleacă, din câte doue puncte diferite aJe a,xei, trec 
prin Centru, şi formează, acolo razele corespunze­
toare a, doue fă,şii involutorice. 

Proectivitatea în cerc si în sectiunile conice . ' 
Dacă din T1 , situat pe cerc, ducem raze la A, B, C tot 

pe cerc (fig. 1 7) şi din T2 situat pe acelaşi cerc, ducem 
raze la aceleaşi puncte ABC„. ,  resuită că sin AT1 B=sin 
AT2B ; sin BT1 C=sin BT2C şi sin CT1 A=sin CT2A, prin 
urmare toate sinurile unghiurilor corespunzetoare fiind 
egale şi raporturile duble a 4 raze corespunzetoare vor 
fi egale şi prin urmare făşia T1 e proectivă cu făsia T.„­
Proectând cercu, obtinem uă sectiune conică în

, 
car� fă-, ' ' 

şiele T1 ' şi 1\' vor remânea proective prin urmare ur-
mătorul teorem : · 

Ducend din doue puncte fixe T1 şi T2 de pe uă, 
secţiune conică, raze la, toate cele-1-a,lte puncte ale 
secţiunii, obţinem doue fă,şii proective. 

Vice-versa : Punctele de intersectiune ale razelor 
corespunzetoare din doue făşii proe�tive sunt  situate 
pe uă, secţiune conică,, care trece prin verfurile celor 
doue făşii. Când cele doue făşi i  proective sunt în posiţie 
perspectivă, conica va degenera în a,xa, de perspectivă, 
şi în linia, de unire a, celor 2 verfu'ri. 

Prin urmare acest teorem ne învată cum să construim 
uă. secţie conică din 5 puncte date.

' 

In fig. 1 8  t şi t1 sunt doue tangente fixe, iar a, uă tang· 
mobilă, care tae cea d'înteia în A iar a doua în A1 ; a, e 
punctul de contact cu · cercul .  

Se vede că <a M A1 =90°-j a A1 O 

şi <a M A  =900 -fa A O 

prin adunare : A M  A1 =1 5:3Qo_ ! (A1 +A) 

Jnsă Ai +A=11:l0°-0 resultă A M  A1 =9o+ ! O 

adică, Punctele de intersecţie ale unei tangente mo­
bile cu doue tangente fixe la, un cerc, sunt vezute 
din centrul cercului sub un unghiu constant. 

Când tăiăm doue tangente t şi t1 ; cu · mai multe tan­
gente a, b, c, . . . . în A, B, C . . . (fig. 19) şi A1 , Il 1 1  C1 • • • .  , 
ş
_
i unim M cu A, B, C. . şi cu A1 , B1 , C1 : obţinem doue 

făşii ast-fel că d. e. 

J.04 

<B1 , MC1 = <BMC, adică doue făşii unite proectiv, 
reunite în M şi prin urmare seriele A, B, C.„ şi A1 , B 1 ,  C1 
sunt proPctive. . 

In proecţiune cercul trece într'uă secţie conică, tan­
gentele la. cerc remân tangente la secţie şi proectivi­
tatea seriilor A B C  . „  şi A' B· C' ... nu se strică. 

Prin urmare : Tă,iâ,nd doue tangente ale unei sec­
. 
ţiuni conice cu toate cele-la,lte tangente a,le aceleaşi 
curbe, obţinem doue serii proective. 

Vice-versa : Unind punctele corespunqetoare a, doue 
serii proective, obţinem tangentele unei aceleiaşi 
secţiuni conice, care atinge şi cele doue linii pe cari 
sunt situate seriile date. Când cele doue seri i sunt 
perspective, conica va degenera. în doue puncte, adică, 
centrul de perspectivii şi intersecţia, celor doue linii 
ca,ri poartă seriile. 

Acest teorem ne dă mijlocul cum sii. construim tan­
gonte la uă. secţie conică, câr.d sunt date 5 tangente. 

Aceste proprietăţi proective ne duc la cunoscutele 
teoreme ale lui  Pascal şi Rrianchon , ce ne înlesneşte 
construirea. unei conice din 5 puncte sau 5 tangente. 

Teoremul lui  Pasc(L) sună : Intrun exagon de puncte 
1 2 3 4  5 6 înscris într'uă, conică,, 3 perechi de drepte 
opuse 1 2 cu 4 5, 2 3 cu 5 6, 3 4 cu 6 1 se intretae pe uă, 
singură, linie rj.is;;i linia, lui Pascal. 

Iar teoremul lui  Brianchon : Intr'un exagon de la­
turi 1 2 3 4 5 6 tangente la, conică, limile de unire a, 3 
perechi de colţuri opuse 1 2 cu 4 5, 2 3 cu 5 6, 3 4 cu 
6 1 trec printr'un punct qis punctul lui Brianchon. 

Când avem uă conică dată prin 5 puncte A, A' , B, C, D 
şi uă l inie dre(l,ptă 1 1 fig. 1 9-a ), putem obţine intersecţia. 
ei cu conic(L în următorul µiod : 

Ducem din A raqele b, c, d, la  B, C, D . „  şi din A 
corespunqetoarele b' c' d' la  B, C, D .  

Aceste raqe dă  în  .J punctele  �' y, o ş i  W, y', o· ce de­
termină doue serii proective reunite, ale că.ror puncte 
duble ne dă cele doue puncte căutate. 

Tot ast-fel se resolvă analog ducerea tangentelor din­
tr'un punct exterior la uă conică dată prin 5 tangente 
sau prin 3 tangente şi punctele de contact de la doue. 

Am depăşi prea mult limitele ce ne-am propus, dacă 
am intra în detalii le constructive basate pe proprietă­
ţile proective la conică. Cei ce se interesează vor trebui 
să recurgă la Fiedler, op. cit. P. I sau la Wiener : „ Lehr­
buch der da,rstellenden Geometrie, I Band" . (Tra tat 
de Geometrie descriptivă). 

Noi vom trata ceva mai în detaliu invol11tiunea, la 
conice. 

, 
Despre involutiune. , 

Am vequt că în casul unei collineaţiuni cu �= - 1  
obţinem p'aceeaşi raqă · doue serii proective în involu­
ţiune) cu L şi S ca puncte duble, iar în acelasi 
punct S al axei s obţinem doue făşii de raqe proectiv

'
e 

reunite, cu s si c ca rade duble. Seriile în involutiune 
pot fi obţinute

' 
şi prin u�irea l iniilor cari poartă doue 

serii proective în următorul mod : In doue serii proec-
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tive avem 2 puncte Q' şi R corespunqetoare lui  Qoo şi 
R'oo Punend l' peste 1 ast-fd ca Q' să vie  peste R. 

Dacă considerăm pe A ca 01 iginal (fig. 20) ii cores · 
punde A'  ca ' imagine. Considerânq A1  în A' ca origi nal 
î i  va cvrespunde un punct Ai' ca i magine. Raportul 
dublu între cele 4 puncte duble A, R, A1 ,Qoo trebue să 
fie egal cu cela. al i maginelor lor A', R'oo, A1 ' ,  Q' prin 
urmare : 

A A 1  A Qoo A' A 1 ' . A' Q A A'_A· A,: . s A A,_� A ,  
ili\, . R  Qoo-=t{'ooA , ' · Woo_Q_sau R A ,-A' Q ' '  au A'A, '-A'Q· 

Din figura reese că R A1 = -A' Q' prin urmare ş i  
A A 1 =A' A1 ' ,  ::tdică A1 •  cade în A. 

Punend 1' pestr 1 putem(face ca A şi Ai  să fie într'uă 
parte şi a lta a lui R Q' cum e sus, sau ambele de aceaşi · 
parte cum e în figura � I .  

• In casul d'întei perechi le  de puncte A A1 , B B1 nu 
se vor întâlni .  Iar în casul al douik<1 � se  v:i. găsi în  
gener� 2 perechi de puncte, cari să. se întâlne<lscă, adică 
2 puncte dublo. Inteiul cas se cJicR involuţiune elipticii, 
iar a l  2-lea involuţiune hiperbolicii. Unind un punct 
oare-care cu seri t lc i nvolutorice de mai sus, obţinem 
făşii involutorice reunite, cu sau fără rnqe duble· 
Intr'uă con ică o:tre-carn ducend A A 1 şi B B1 , obţinem 
P şi prin punctele de intersecţie ale l ini i lor A B1 cu B A1 
şi A B cu A1 B1 trece l inia p cari pot fi considera.te ca 
centru si a.xa, de collinca.tiune involutoricii, a conicei . ' 
numite pol şi pola.ră., (fig. 22) . 

Unind un punct T cu A„ B: C , . „  i a r  T1 cu A1 • B1 , C1 i „ . 
obţinem 2 făşii perspective a,, b. c,„ .  şi a.', b·, c·, . .  Făşia 
din T la A 1 ,  B 1 , C 1 . „ este proectivă cu făşia a', b', c' .. . 
din natura conicei, prin urmare a1 , b 1 , c 1 „ „  şi a., b. c . . . 
sunt proective .reunite. Involuţiunea lor i:eese iar din 
c:i rnctcrnl irivolutoric al punctelor A, A1  ; B, B1 . „  

Aceasta n e  d ă  mij locul cel mai simplu d'a construi 
făsiile involutorice. ' 

Când ne este dat a a1 ş i  b b1 trecem prin verful T un 
c�rc, care tae raqele date în punctele A, A,1 B şi B1 • 

(fig. 23). Liniile A A1 şi B B1 ne dau polul P -Uă ra.qă 
c ne dă pe cerc punctul C, care unit cu P ne dă pe cerc 
pe C1 prin ca re trece c1 .- Cele doue raqe r şi r1 duse 
la extremităţi le diametrului care trece prin P sunt nor­
malo şi se numesce perechea, norma.Jii. Ducend din P 
doue tnngente, căpătăm pe cerc punctele F şi G, rnqele 
f şi g ce trec prin aceste puncte sunt duble. 

Când P cade înăuntrul cercului, n'avem rade duble, ' 
însă perechea, norma,la, există tot-d'a-una.- Prin ana-
logie deducem următoarea construcţie pentru seri i le 
involutorice. 

Ducem în B un cerc tangent la 1 11 şi ducem din A, 
A 1  şi B,B1 tangente la cercu, cari îl ating in A, A1 şi B, B1  
(fig. �4). Intersecţi ile l iniilor A A 1  cu B B 1  şi A B cu B A1  
ne dau linia p - ; 

· 

Pentru un punct C îi găsim pe corespunqetorul C, ast­
fel :  Ducem din C uă tangenta h cerc până în c, p'acest 
punct îl unim cu B până întâlnesce p în x, unim x 
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cu B1 până întâlnr.sce cercul în C1 , :tei ducem uă. tan­
gentă care ne  dă pe 1 1 1 ,  punctul C căutat. 

Tangentele în F şi G ne dau pe 1 11 punctele duble 
F 'si G cari nu există atunci când pelara nu tae cercul. ' ' 
Ducând tangenta pa:-alelă cu 1 l' căpătă.m pe 11.f unde 
sunt reunite Q· şi R corespuncJetoarele punctului de la 
infinit  de pe 1 1 1 . 

Când avem doue perechi A A 1  şi BB1 precum şi M, 
corespunqetor punctului M1 de la inflnit avem (fig. 25). 

( A  B M M,oo) = (A1 B1 M100 M), adică : 
A�M . A��oo = A, M, oq :  A ,  M sau ��-M = 

B, 1\1 sau 
B M '  B M , oo B, M , oo B, M B M  A1 M 

A MXA1  M=B M X:B1  M=K2=FMXF M = G MXG M 

când F s i  G sunt puncte duble. D'aci următoarea con­
strucţie �şoară pentru aflarea lui F şi G când avem 
A� A,  şi M. 

Ducem un semi-cerc peste A M, ridicăm ordonata 
A1 X, atunci în triunghiul M X A avem M X2 = M AX 

M A1 = K2 (fig . 26). 
Descri ind din 111. un cerc cu raza M X, căpătăm la 

intersecţia lui 1 1 1 punctele duble F şi G zise conjuga.te. 
Când M cade între A şi A1 nu sunt puncte duble. 
Când avem p uncte duble, ele pot represe nta invo­

luţiunea , fi ind-că sunt :d părechi cu ajutorul cărora 
putem construi ori-care altă părnche. 

Cu scopul de general isare putem într'un mod abstract 
să admitem că si involutiunea elip ticii are 2 puncte ' . 
du.ble cor1jugate, însă cari sunt imagi nare. _ 

Aşa dar : Ori-ce involuţiune de pe uii drea,ptii ne 
represintii 2 puncte conjugate. Ele sunt reale la uii 
involuţiune iperbolică şi imaginare Ja, uii involuţiune 
eliptică. 

Ori-ce involutiune de raze într' un _ punct repre­
sintă, 2 raze co�jugate, rea,le câ,nd involuţiunea e i­
perbolicii şi ima.gina.re câ.nd involuţiunea e elipticii. 

Doue puncte imaginare conj ugate, sau doue raze 
imaginare conjugate nu sunt de cât vorbe cari înlo­
cuesc vorbele : involuţiunea eliptică de scrie şi involu­
ţiune eliptică de raze. 

Deci : Linia de unire a � puncte ima.gina.re con� 
juga,te este l inia reală pe care se <l fHi. involuţiunea 
el iptică a punctelor. 

Punctul de i nterser.ţiă a � ra.ze imagina,re conju­
ga.te este verful involuţiunii eliptice de raze. 

f ntersecţiile unei l inii reale cu 2 linii conjugate ima· 
ginare este involuţia de puncte obţinută pe acea linie 
prin tăerea razelor făşii involutorice ce represintă pe 
cele � linii conjugale imaginate ş. a. m. d .  

Când ni se dă uă conică şi un punct P1 ca pol, îi 
găsim polara p1 ast-fel : {fig. �7). 

Ducem din P două ra.ze a, şi b, cari tae conica în 
A A1 şi B B1 . Liniile A B  cu A1 B1 şi A 81 cu B A1 dau 
punctele P'!. şi P3 prin care trec polara p1 . 

Din figură resuită că luând P'!. ca pol îi coresp unde 
P1 P3 ca polară şi lui P3 îi corespunde P1 P-.: ca polară. 

Punctele P'J şi P3 fiind punctele diagonale, ele for-
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rnează punctele corespunzetoare ale unei involuţiuni de 
poli pe polara p1 ; iar razele p2 şi p3 din P1 la P3 şi 
P2, formează rază corespunzetoare a unei involuţiuni 
de po}a,re în P1 .  Avencl în P1 doue perechi de polare 
le p.Utem construi razele duble cari vor fi tangente 
din P, la conică, iar intersecţia lor .cu conica vor da 
punctele de contact. Se vede, că, în P1 şi P2 sunt po· 
la,re . duble .-rea,le iar în . P3 ele sunt imaginare. Prin 
urmare din P1 şi P� se pot duce câte 2 tangente reale 
şi din P 3 2 tangente imaginar(!. Acest cas se va· în­
templa ori de câte ori P va fi în interiorul conicei. 

In casul special când P e pe conică, polara sa p 
va fi tangenta la conică în acel punct. 

Toate ra7'eJe involuţiunii de polare se vor confunda 
cu p, iar toţi polii involuţiunii de poli se vor confunda 
cu P. - Acest cas particular de involuţiune se numesce 
involuţiune pa,ra,bolică,. ·- Să mai reamintim că P 1 BSB1 
forme�ză un grup armonic şi tot ast-fel p3p2 b a,  

Când P1 e la infinit, construcţia lui p1 e aceiaşi, cele 
2 puncte A şi A1 sunt simetrice cu polara p1 • Admi­
ţend P2 oo pe p1 , polara sa p2 trebue să fie paralelă cu 
direcţia P1 oo fiind-că trebue să treacă prin P1 (fig. 28). 

Intersecţia ilf între Pi şi p2 e polul dreptei P1 oo P2oo 
a€lică . porul dreptei de la infinit, dreptele p1 şi p2 vor 
fi raze corespunzetoare ale polarelor în M. Fiind-că 
acest punct M are proprietatea ca ori-ce dreaptă prin 
el să dea pe conică doue puncte simetrice cu densul (M 
el :se numesce centrul conicei. 

Cele 2 polare p1 şi p2 îndeplinesc definiţiunii ce se 
dă pentru doue dia metre conjugate. 

Aşa dar : Polul dreptei . de la, infinit în raport cu 
uă, conică, este centrul conicei Ra,zele corespunze­
toa,re ale involuţiunii de polare în centru ne dau 
diametr'e conjugate ale conicei. 

Avend centru M cu involuţiune de raze conjugate, 
putem construi perechea dublă care vor fi cele 2 uxe 
ale conicei. 

In casul unei iperbole, involutiunea ne va da ;;i 2 . . . 

ra,ze duble reale, cari sunt asimptote rea,le ; iar în 
cas de elipsă avem a,simptote imagina,re, representate 
prin involuţiunea eliptică a diametrelor conjugate. 

In casul unei parabole, toate diametrele sunt pa­
ralele, fiind-că M e la infinit. Fie-care diametru e con­
jugat cu dreapta de la infinit. 

Când în fig . . . . . , alegem pe p2 un punct X ca pol, 
polara sa x va trebui să treacă prin P2• Cu alte cu­
vinte : Raza, din P1 către un punct X ca, pol şi raza 
elitre intersecţiunea, lui x cu p1 , sunt ritze cores­
punzetoare ale involuţiunii de polare. 

Dându-ni-se, cele doue axe ale unei conice, un punct 
P cu pJlara sa p, aflăm punctul de pe axa a, ast-fel : 
(fig. 29). Unim Boo cu P şi cu y intersecţia lui a, cu p, 
ele sunt doue polare corespunzetoare ale involuţiunii 
din ACX) şi ne dau în a, punctele x şi y corespunzetoare 
involutiuni de poli în a,. Punctele duble A si A' vor fi 
cele 2 '  puncte �ăutate. Tot ast-fel se află şi punct.ele 
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duble B şi B' pe b. Unind M cu mijlocul lui A B şi 
ducend din M uă paralelă la A B, obţinem 2 diametre 
conjugate. 

Jn  ca.sul a involuţinnea polilor pe a, şi pe b sunt 
iperboliee pr. urm. sunt puncte d'ale conicei şi pe a, 
şi pe b, iar involuţiunea diametrelor este eliptică, 
deci asimptotele sunt imaginare, avem a face cu uă 
elipsă. 

ln casul b i nvoluţiunea pol ilor e iperbolică pe a, 
eliptică pe b, involuţiunea diametrelor e iperbolică, 
prin urmare conica e uă iperbolă, cu verfuri în a, cu 
polare duble drept asimptote. 

In casul c avem uă iperbolă cu · verfuri reale în b şi 
imaginare în a. 

Despre reciprocitate. 

Când ni se d<i ua conică K put.em ori· cării drepte 
a, ca po!ară să'i aflăm A ca pol, (fig. 30). Unei drepte 
b î i  corespunde alt punct B ca pol .  Punctulni de in­
tersecţie a b ca pol , îI corespunde A B ca polară. Unei 
figuri . oare-cari de polare a b c d  e îi corespunde uă fi­
gură de poli A B C D E. 

Punctelor a b, a c, a d, ae de pe a, considerate ca poli, 
le corespunde AB, AC, AD, AE ca polare, această. făşia 
de polare este proectivă cu seria polilor corespunzetori. 

Figurile a b c d e şi A B C D E se zic reciproce proe.c­
tive în involuţiune, fiind-că considerând toate pola­
rele din plan cu punctele lor de intersecţiune ca 
aparţinend unui sistem, iar

· 
toţi polii cu liniile lor 

de unire ca a parţinend  altui sistem, vedem că unui 

punct considerat ca aparţinend unui s!stem, î i  cores� 
punde uă dreaptă din cel-alt sistem, iar acelaşi punct 
considerat ca aparţinend celui d'al doile:i. sistem îi co­
respunde aceiaşi dreaptă, numai ca aparţinend celui 
d'întei sistei.1. Conica dată I( se qice directoare. 

Generalisând ideia de reciprocitate proectivă, qicem : 
Doue sisteme sunt reciproce proective când unei 

linii dintr' un sistem îi corespunde un punct din cel­
alt, iar seria punctelor de intersecţie ale unei linii 
a,1 cu toate cele-f a,Jte b,  c1 „ „  din a,cela,şi sistem, şi 
făşia, ra,zelor din A� către toa,te cele-lalte B2 C2 . „  
s�nt proective. 

Dreapta a,1  din sistemul 1 cu corespunzetorul seu 
A2 din sistemul 2 se numesc polara şi pol. 

Dacă pe aceiaşi dreaptă uă considerăm cc.i, ai din sis­
temul 2, îi va corespunde un pol A' din sistemul 1.  

Când ni se dă uă dreaptă a 1  a2 c u  cei doi poli A 1  �i  A2 

(fig. 3 1 ), atunci unui punct oare-care A1 pe a1 , îi cores­
punde uă linie a2 prin A2 şi linia A1 a1 îi corespunde A2 
ca intersecţia lui a2 cu cx2• Serii A1 B1 C1 , îi corespunde 
făşia proectivă cx2 �2 y2• iar serii A.!, B2 C2 îi corespunde 
făşia proectivă cx2 �2 y2• Cele 2 făşii sunt şi ele proec­
tive şi dau nascere unei conice cari trec prin cei :d poli 
A1 Az. Conica se numesce conica puncţelor dublu con­
jugate. 
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Când această conică (fig. 32), tae dreapta a1 a2, atunci 
punctele F şi G pot fi considerate ca F1 F2 şi G1 G2. 
Punctului F1 îi corespunde cp2 prin el şi lui F?, îi cores­
punde cp1 prin el . Tot ast-fel cu G ,  G2 cu cqrespunzetoa­
rele lor cp1 şi 'P:i · 

Avem deci teorema : Când pentru un punct din 
sistemul 1, pola,ra, sa din sistemul 2 trece prin el, 
a.tunci pentru acelaşi punct considerat ca pol din 
sistemul 2, poJara din sistemul 1, va, trece tot 
prin el : 

Tot ast-fel. avem : Când polul din sistemul 2 este 
aşezat pe polara sa din sistemul 1, atunci şi polul 
din sistemul 1 este aşezat pe aceiaşi dreaptă,, când 
ea, e. considerată, ca. polară, din sistemul 2. 

In genere ori-ce dreaptă are doue puncte F şi G, 
c:-i ri îndeplinesc condiţiunile  de mai sus. Dacă consi­
derăm totalitatea, acestor puncte F şi G, ea e repre­
sentată printr'uă conică care nu poate fi tăiată de ori­
ce dreaptă, de cât în � puncte. Deci această cmbă va 
fi uă conică, o numim conica, de poli şi o însemnăm 
cu K1 • - In genere din natura. pro�ctivităţii figurilor 
reciproc.e reese că unei conice de puncte să-i cores­
pundă uă conică ca envelopă de drepte, adică când toate 
punctele dintr'uR. figură su'nt aşeqatc pc uă conică, drep­
tele corespunzetoare din figura reci procă învelue uă 
conică. 

Prin urmare toate dreptele f şi g cari trec prin pol ii 
or învălue uă conică, zisă conicii de pola,re şi o însem­
năm c11 K2• 

Din ori-ce punct a l  conicei K1 trebue să put.em duce 
tangente la K'!., cari sunt cele 2 polare a le sale. Tot 
ast-fel ori-ce tangentă la conica K2 t.rebue să taie 
conica K1 în 2 puncte cari sunt cei 2 poli ai ei. 
Pentru aceste motive conica K2 trebue sa fie interioară 
conicei K1 şi cel mult să se atingă în doue puncte 
(fig. 33) . 

Când ni  se dă cele 2 conice K 1  şi K2, atunci unui punct 
P1P2 î i  aflăm polarele p1 şi p2, ast-fel: Ducem din P1 
2 tangente la K2 • Ele ta ie K 1 în A 1 A2 şi B 1 B2 (fig. 34\. 
Uniele A 1 B 1  şi A 2B2 ne dau liniele căuta te  p1 şi P�·  

Prin analogie îşi poate deduce ori-cine cum se gă­
sesce cei doi poli n i  unei drepte. 

Când punctul P1 P2 e la. infinit, cele 2 tangente a şi b 
sunt paralele, iar construcţia remâne aceiaşi . Găsindu · 
se � perechi de polare pent ru 2 puncte de la infinit, 
obţinem la intersecţia lor punctele M1 şi M2 cari sunt 
polii dreptei de la infinit. 

Unind M1 cu punctele A , oo, B 1 oo, C, 00 (fig. 35 şi 35-a) 
şi ducând prin M'!. polarole respect ive a2, �2' Y21 ob­
ţinem iarăşi două făşii proective, cari precum ştim au 
doue perechi de raze dreptunghiulare. 
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In genere 2 sisteme sunt definite prin 4 puncte 
· dintr'un sistem şt 4 drepte corespunqetoare din cel­
l'alt sistem. 

Să admitem că ni s'a dat X1 oo , Y1 oo , M1 şi P1 cu co­
respunqetoarele lor x2 , y2, m2 oo şi P:! · Dacă mutăm M2 
în M, , şi facem ca X:i să caqă în x, , atunci şi Y2 va 
cădea în y1 (fig. 36, 36 a) şi X2 în X1 şi Y2 în Y1 • 

h1preună cu mutarea lui M2 se va muta şi p2, în cât 
ambele figuri de mai sus se vor confunda în figura 
de mai jos. 
· Considerând în ce.le 2 sisteme (fig. 37) ast-fel împreu­
nate dreapta p ca aparţinend sistemului 1 ,  vom găsi 
că şi atunci polul ei cade în P. Tot ast-fel se va în ­
tâmpla cu ori-care altă polară cu polul ei. 

Aşa dar prin această mutare, am obţinut recipro­
citate involutorică,. Cele doue conice K1 şi K! se vor 
confunda într'una K care este directorul involutiunii . . . 
Punctul M fiind polul dreptei de la infinit este şi 
centrul lui K, iar x şi y sunt axele. 

Insemnând cu + părţile axelor x, şi y„ cari sunt 
către P1 , şi ale axelor x� y2 cari tae p:!, in voluţiunea 
se poate obţine Îll 4 feluri şi anume : 

a) Punend +x2 peste +x, şi y2 pe'Se +Yi . Tn acest 
cas directoare e o elipsă (fig. a). 

b) Punend + x'.l peste +x1 , iar -+ y:! peste -y1 . In 
acest cas avem uă iperbolă cu puncte reale pe x şi 
imaginare pe y. 

c) Punend + x2 peste ...:.. x, , iar + y.! peste + y, . 

l n  acest cas avem o iperbolă cu puncte re;dc pe y şi 
imaginare pe x. Asimptotele sunt aceleaşi ca în casul 
b) . Iperbola din a, se qice conjugată iperbolei din b). 

d) Punend + x2 peste - x, şi + y:!· peste - y , .  In 
acest cas nici pe x nici pe · y nu sunt puncte reale. 
Jnvoluţiunea polarelor fiind eliptică, qicem că direc­
toarea, e uă. elipsă, imagina.rii conjugată, elipsei din 
casul a) . 

In toate figurile (a, b, c, d), punctul P are aceea�i 
posiţie relativ cu axele x, y, ca şi punctul M ; însă po­
larele p sunt simetrice în raport cu M în casuri le  a , · 
şi d şi b, şi c. Tot ast-fel se va întâ mpla şi cu pol ii ace­
leiaşi d 1:epte, cari vor fi simetrici în casurile a şi d şi 
b şi c. 

Polara punctului P din ca sul d se nurnesce a,ntipolara 
punctului P din ca sul a, şi vice-·rersa. Tot ast-fel polara 
punctului P din casul c e a,ntipolara punetului P din 
casul b1 şi vice-versa. 

( Va urma) 

I. Solomon, inginer. 
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