
S'au execnlat .mai 'niulte puţu�i , tt'şezate în planul ver
tical al galeri i lor  şi inergen J  de . la suprafaţa terenului 
până la galerie. 

Aceste puţuri cu ghisduri de lemn şi umplute cu piatră 
uscată, sunt destinate a absorbi apa . din terenu! ce le 
· încongioară şi a o cond uce în galerii .  

S'au construit 11 puţuri·, ( )  p·e galeria de h t  capul 
Vaslui în spre deal, depărtate de 1om din ax, în ax iar 
la cele-l'alte galerii;-r.ari sunt mai scurtei nurriai câte 2. 

6.  Ca mesură preventivă s'a executat un dren: longi
tudinal şi în transea de. la ca.pul despre Iaşi arturielului, 
iar drenuri le transversali executate înainte s'au pus în 
comunicaţie cu acest· dren. 

· '  
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7: Penttu a împedeca ·ca apel� de .Ja suprafaţît. '�ă- 'fil
treze ţ>rin rambleul executat peste zidăria de ·la cere· 2 

· capete· ale tunelului, s'a executat o serie de şanţuri trans
. versali de z idărie de ·piatră, puse în comunicaţiune icu 
$anţurile colectoare, destinate a conduee apele :în afară. 
Şanţurile sunt depărta.te cu 10nl ·d1n ax în ·ax şi supra
faţei terenului· coprinsă intre ele i s'a ·dat :o formă încli
nată de o parte şi  de alta, spre' a înlesni pe cât se. pbat'e 
scurgerea apeJdr. Aceste suprafeţe 's'au semănat în urmă 
cu iarbă. · · · · · 

(Va urri1a) 
· S. Catcalechi 
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, " Cu noţiun\le de geometrie de posţţţun.e, !desvoltate, 
'p�nă ac( �.utem trece la expu�ere� ��ei 1 P./}rţi a $ta:
tic�i grafice şi anume la acea care 're OC?.1:1P�. �cu pu.teri 
din' �celaş plan. In genere

. nu vom q.13a .·de.: cât . de. prin-
· •  I . I ,.. . ' ( J.· , '  I • •  

cipiile cele _ mai fundamentale � i, d� .�qn�trJ,19ţ,iuIJ.ile cele 
m,ai simple. � Acolo unde n�cesiţ.<liţ-�a1 . va ����re . ca: să 
u�3.1n de teoreme mai grele, sau de. c01;1stq�cţiuni mai 

• .  ./ . .  J. . 
complicate '. din geometria de posithme, l� .yom expune 
din nou, �ăutând de · a l� ex pli0q�.'.II1ai . bin� . . de qât s'a 
fă�_µt, corij�nd ast-fel ·în aqel;;iş, t.i�� . . gr�_şel{ .�.trecµrate. 

.Inainte . de toate să reamintim wme.t.oareJe notiuni 
şij principii de .�ecan.ică, fă�ă. ca: �ă, inir�n1_. . În ,di$cu-
ţiunea. 1or. , ; , ;  " - , · 

. .  Ori-ce forţă _ este cunoscută prin efectul ei asupra . 
unui pUQ.Ct material, 'care efect • e�te mişcare. . . 

'Când o · fo'r.ţă lucrează ea singură şi �o'ntinu� asupra 
punctului, avem o miş'ca,re dreaptă, si uniform acce-
'" ' I � ' ' 

Ierată,. · · · 
'' Direcţia mişcărei este direcţia, [orţii, punctu�. ma� 

terial care se mişcă, · este punctul de -aplicaţiune al 
�i, iar acceleraţiunea rrHşcării este proporţională cu 
intensitatea puterei; : : 

· 

. . Când doue forţe lucre<i.ză continuu asupra unui pun'.Ct, 
mişcarea este . tot u·niforin accelerată,· avend o dii'ec
tiune si acceleratlune difetite âe directiunile si aoceie-' , . , , 
raţiunile mişcărilor · cari s'ar ' 'produce� dacă ar lucra 
fie-care forţă în parte. Acea forţă, · cari:{' ea însăs1 ar 
produce aceea�i mişcare' ca cele ·dou'e forţe împre�nă, 

�� numesce forţă, resultantă,. Aceeaşi definiţiri-rie avem 
şi ' pentru casul când, în Ioc d'a avea nu.m�i doue ·rotte, 
:ivem mai m'ulte; F.orţele date se numesc, d1 raport bU 

r6rţa" result'arttă, forţe componente. „ . . ' 
. 

. . . 

· · . · 

Când forţele, care lucrează asupra unui vunct: produc 
<:) mişcare zero, ele se zic tn equilibfu. · ' 

Doue forţe, cari· lucrează asup_ra , unui punct: şi : •surit 
egale . în · intensitate Şi· LtlirecţiUrie, . însă :cari: . ·au · sens 
contmr„ . sunt în -equilibru: i: - ·-< 

. 
, : . · :  , , : ; . '. ! 

·· .  ·Când mai multe forţe , sunt · ·în equilibru� fie�oare 
poate fi considerată ca fiind egală $i 1 9e.:sens · contrat 
cu resultanta eelor-l'alte. · :  · ,.. . · · ;  „ 

. ,  l · • .  , t  . 

· , . : ParaJelog.ritm"Q.·� : �orţelor 
I . • . I � ; • •  ·: 

Cei mai mulţi autori consideră metoda pentru ·-aflarea 
tesultantei ·a · doue forţe · ·ch ajutorul„ para1elograimilui 
ca axiom, · bare riti 1nai trebue· . demonstrat. " 

Aceasta de� sigur · că rni • este ' .aâmi�ib1J,= :fiind-că ax'i
omul . 'trebile I să fie 'numai 'de"dât1 ; înţ'eles· ae '(}ni şn:ih� 
·�fau cel m.U.lt deinonstrâtm'. · :înt.r'uil '. mod nedubîos de 
experienţă. :� · :u· · · l ._� 
: 6u . ajutorul° simplelor noţiU.hi de statică şî . de geo
metria ele'mentată, această . regulă se 'găsesc'e del1ioii
Strată · îri' mu'1te tratate,· . asa 'printte altil la Poinsot. 
Faptul că în această deino�sttare ·m1şcă�·He slint' -:�;'ub!" 
stit'uite forţelor; nu . trebue să formeze o ! obiecţiune 
serioasă, 'de dare-ce . noţiunea· : de forţă, · este :nuin'ai .·ti 
abstracţiune a efectului, care este: mişcarea :1 " ·  

„ Cu· ajutofo1 · geomettiei proiective,: paralelogramul 'este 
numai de cât demonstrabil . precum arătăm . îndată': 
Dacă însă · demonst;taţiunea va apare · carrr lungă� 
c<fosa ·este· ; că nu put.em . şi nu voirti ' sit presupu,nem 
că· cetitdrii sunt bine fan.li llarisati cu geometria .proec
tivă, aşa; ·precum o, face Oulmain 1� trătatUl seu, . şi"l mai 
revenim· 'la :multe 1 din i.cele atetate în -ca-pitolur tredut 
şi alteie ·citi'i s'au 'omis·· acolo le demonstr�Di acL; ; · ' 
, 1 Demonstraţia paralelogrmnuluţ : de forţe.: prin g0'omet 
tria „de �pbsiţiune · poate · fi' considerat'ăi oa.· : p1�·niul' e«�r� 

· · 1 · " , ! . , _ ; „ . ;  I L . " i  : i · 1 . 1  ! ' ( "  lt 1:. · 1 "! < 1  1 ; i  J'. : n : L!.is&·i 
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ciţiu de apli-caţiune a geometriei proective la statică, 
dar tot-d'odată ea îî 4ii un caracter mai ştiinţific şi 
mai general, fiind-că în acelaş timp ne procură şi re
gula pentru găsirea resultantei în casul când forţele 
sunt paralele. 

Vom presupune regula paralelogramului ca necu
·noscută si vom căuta să vedem cea-ce trebue să facem ' 
· pentru a găsi -resultanta a doue forţe cari lucrează 
intr'un punct. 

Să mai spunem · încă, că · ori-ce forţă este represen
tată cu o linie neterminată ca directiune, cu o lungime . . 
pe. densa ca intensitate, precum şi eu o . săgeată care 
arată sensul acţiunii. 

Pentru compunere ·a doue forţe, A şi B, enunţăm 
. urmetoarele axiome : 

I .  Când cele doue forţe sunt egale, mişca.rea resul
. tantă. nu se poate apropia mai · mult de· a uneia, de 
eât de a celei-l'alte, prin urmare trebue să fie la mij

. locul lor, adică în bisectriţă. 

H. Când ·forta A remâne constantă · în directiune �i  ' ' ' 
·mărime, iar forta B remâne constantă numai în direc-. ' 
ţiune însă variabilă în mărime, atunci cu cât B cresce 

I 
cu atât mai mult result3:-nta R se depărtează de A, Şi 
anume pentru o crescere infinit de mică a lui B de
părtarea lui R de A este si ea infinit de mică. . 

· III. Resultanta R nu �e schimbă în ·iirecţiune, atunci 

când B şi A îşi păstrează direcţiunile şi variază în 
mărime în acelaş raport. 
· Ca resumat al acestor axiome putem scrie : 

· l .  Când B=A resultanta este în bisectriţa unghiului 
celor doue puteri. 

2. Când B=o resultanta este în direcţiunea for�ii A. 
3. Când B= oo „ " " „ „ B. 
Inainte d'a merge înainte cu statica, să deviăm de 

la cestiune şi să căutăm d'a deduce un teorem din 
geo metria de posiţiune care ne este necesar. 

' In figura 38, avem că seria A, B, B', B", e perspec
tiVă cu fă�ia a, b, b',  b". Se vede d'acolo că 

AB : sin
a
(al ) X sin (a b). Considerând linia J, raza a şi 

punctul o ca fixe, putem să scriem equaţiunea de mai 
sus sub forma : AB=constXsin (ab ) .  

Tot ast-fel avem ş i  AB'=constXsin (ab') . 

Prin scădere căpătăni : AB-AB'=constX[sin (ab) -sin (ab' ) ]
_ 

Când admitem. variatiuni foarte mici d'ale lui A B ' ' 
precum şi ale razii b, atunci putem înlocui diferinţa 
sinurilor prin diferinţa unghiurilor, adică� avem : d AB= 
A (a r), unde AB însemnează distanţa lui B variabil 
de la A fix, iar (ah) însemnează unghiul lui b variabil 
cu a fix. Când în loc d'o seriă şi o fâşiă perspective, 
avem o seriă şi uâ fâşiă proective, equaţiunea d AB= 
A (a. b) subsistă, şi prin urmare putem enunţa urmă
toarele : 

Intr�o făşiă abb' . „. proectivă, cu o · seriă, ABB' . . . . . 
avem că unei creşteri infinit de mici a unghiului 

131 

(a.b) îi corespunde o c reşcere infinit de micii a 
distantei AB, si vice- versa. ' . 

Când o fă.sie ahb' . . . .  si o seriă, ABB'. . . .  sunt ' ' 
ast-fel în cât unei creşteri infinit de mici a unghiu-
lui (a b) să;-1 corespunzii o creştere infinit de mioii 
a distanţei AB, fâşia şi seria sunt ptoective. 

Enunţăm mal scurt proprietăţile de mai sus, zicând 
că unghiul (a b) şi distanţa AB sunt proe0tive. 

Introducându-ne acum la exiomul III, vedem că de 
apolo resultă că unghiul iX format de resultanta R cu 
puterea A este proectiv ca puterea B. - cu alte cuvinte, 
dacă, începend din O (fig. 39) punctul de intersecţiune 
al lui A cu B, punem diferite valori d'ale lui B şi 
ducem din O resultantele corespunzet0are1 căpătăm că 
fâşia resultantelor este· proectivă cu seria extremităţilor 
lui B. Fiind-că din resultatul celor trei axiome avem 
pentru trei valori d'ale lui B resultantele corespun
zătoare, resultă că proectivitatea este determinată, 

adică, că putem construi pentru ori-ce valoare a lui 
B pe corespunzătoarea r. Iată cum se face aceasta : 

Punem (în fig. 39) 083,=0 0832=A şi OB3 oo = oo 
Resultantele corespunzătoare vor fi : r1 în direcţia lui A 
r2 în direcţiunea bisectriţii celor doue puteri şi r3 în 
direcţia lui B .  

l >acă din 831 extremitatea lui A ducem o paralelă la 
B, �i o tăiem Cll r1 r� r3 oo în .fil1 .fil2 .fil3 oo ,  acest.e 
din urmă puncte sunt proective cu B1 B2 şi B3 , şi chiar 
perspective avend A oo ca centru de perspectivă. 
Punend pe B lungimea 083=B căpătăm pe corespun
zătorul .fil, ducând din B uă paralelă la ez, şi prin urm. 
O.fil va fi resultanta căutată r, ca direcţiune. 

Recunoascem în asta, ştiutul teorem al paralelogra
mului . a doue forte. ,. 

In cea Ge privesce mărimea resultantei, o aflăm 
ast-fel. Dacă în fig 39-a, presupunem ca cunoscute, 

t · 1  A B 
. 

R A - B ( ') I � pu en e , ş1 , avem : 
sin (RB) - sin rRA) . nsa 

fiind-că şi B poate fi considerat ca resultantă între 

A si R, resuită prin analogie : . �RB) . �AB (2). ' fil O  fil O  ) 
D. ( • l . ( 2) lt � A R B 

d" � m 1 s1 resu a: . (RB) . ( \R . (AB) 
a ica, • sm sm 1 ) sm , 

că laturile sunt proporţionale cu sinurile unghiurilor 
opuse. 

Prin aceasta s'a demonstrat că diagonala paralelo
gramului celor doue forţe dă şi mărimea resultantei. 

Când in loc ca cele doue puteri să fie aplicate la 
un punct de la finit, ele sunt aplicate la un punct de 
la infinit, adică, când ele sunt paralele , atunci para
lelogramul forţelor nu se mai poate aplic;:i., însă pro. 
activitatea între fâşia resultantelor şi mărimea lui B, 
atunci când A remâne constant, subsistă şi prin aju· 
torul acestei proecti vităţi, vom deduce o altă regulă. 
Spre acest scop punem pe direcţia lui B (fig. 40 ince
pend dintr'un punct O) cele 4 mărimi 0&31 =0, 0JC32=A. 
O@s 00 =oo şi 0@=8. Razele corespunzătoare vor fi r1 
în direcţia lui A, r2 la mijloc între A şi B, r3 în di· 

2 
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recţia lui B, Tăind fâşia cu linia r* care trece prin 

@1 , obţinem seria fil1 fil2 !ll3 „ „  proectivă cu seria &31 &32 &33. 
Fiind-că &31 şi Dl� cad împreună resuită„ că unirea, 

punctelor fil1 şi &33, care sunt corespunzătoare punctului 

comun &31 fil3, să fie axa de perspectivă a celor doue 

serii ,  adică ca axă de perspectivă avem linia puterii 
A. Corespunzătorul fil al punctului B3 se află unind &3 
cu R2 şi prelungind'o până întâlnesce axa de perspec
tivă în A, apoi unind e cu &32 obţinem pe r* punctul fil 
pe unde trece resultanta, care de alminterea este .para
lelă cu cele doue puteri. 

Otservând figura 40, vedem că Jll1 tl=B şi Jll1 @2 = A. 
D'aci resultă următoarea regulă cunoscută pentru 

găsirea. resul tantei a doue furţe paralele. 
Schimbăm locul celor doue forţe da,te şi în a,

celaşi timp schimbăm şi sensul uneia. Diagona,lele 
trapezului forma,t din extremită ţile forţelor a,st-fel 
puse, ne da,u un punct a,I resulfantei. 

In ceea-ce privesce mărime<1. resultantei nu mar de
monstrăm că ea este egală cu suma, forţelor da,te. 

Când sunt mar multe forţe ajunegm, din cele qise 
pentru doue forţe, la construcţia unui poligon de forţe 
şi a unui poligon funicular sau de presiune, Demon
straţia este cea cunoscută şi nu o mai repetăm, ne
fiind scopul nostru d'a face un curs de statică, ci de 
a areta numai p'acele părţi cari sunt demonstrabile 
cu ajutorul geometriei de posiţiune. 

Reciprocitatea între poligonul de forţe şi 
poligonul funicular 

Dacă demonstraţiunea paralelogramului celor doue 
forţe cu ajutorul geometriei proective poate fi privită 
şi ca simplu exerciţiu de aplicaţiune a geometriei 
proective la st.atică, nu este tot ast-fel îndată ce voim 
să studiăm proprietăţile poligonului funicular şi al po
ligonului de forţe. Dacă voim să ne putem pronunţa 
?înainte asupra formei uneia sau alteia din cele doue 
poligoane, numai din cunoascerea unor condiţiuni im
puse de la început, geometria elementară nu ne poate 
servi de loc. Mai mulţi autori recurg acolo unde geo
metria elementară îi părăseşte, la geometria analitică 
si la calculul infinitisimal. Fără ca să sustinem că a-, . 

cest drum este mai inferior, trebue recunoscut însă că 
el reduce cu totul rolul staticei grafice. In loc d'a-i da 
caracterul unei ştiinţe independente, basată numai pe 
geometria pură, statica grafică este redusă numai la 
rolul unui simplu instrument de executare. Este ade
verat că calculul infinitisimal · ne procură mijloace 
foarte preţioase pentru tratarea staticei şi că sunt 
părţi ale acesteia unde geometria pură sau că nu a 
putut încă de loc pătrunde, sau că ne procură metoade 
inferioare. Susţinem însă că la rândul ei geometria pură 
îşi are domenii unde e mai mănoasă de cât calculul 
infinitisimal şi că acolo unde până acuma n'a pătruns 
încă. cu timpul va pătrunde. O colaborare egală a 
ambelor doctrine (:-t· staticei amtlitice şi a celei geo-

1 32 

metrice) va contribui într'un mod m ai simţitor la pro 
gresul staticei . 

Paragraful de faţă ne dă un exemplu cum geo
metria de posiţiune ne procură niisce metoade de con
strucţiuni mult mai lesnicioase de cât cele procurate 
de calculul infinitisimal . . 

Când ni se dă mai multe forţe I ,  2, 3„„ cari trec 
printr'un punct M1 , atunci (fig. 4 l a) pentru a construi 
poligonul de forţe şi cel funicular, necesarie pentru a
flarea resultantei, admitem uă. forţă ajutătoard. Odată 
acea.sta admisă începem de l� un punct M2 şi ducem 
pe rend una după alta în direcţiune, mărime şi sens 
forţ(3le O, 1 .  2, 1 3, 4„ . „  (fig. 41b). Numim 01 ,  L !, 

· �3, 34 punctele respective' de intersecţiune ale li
niilor O cu 1, 1 cu '!., 2 cu 3, J cu 4, ducem acuma 
din punctul de. i ntersecţiune al lui O cu l (fig. 4 1  a) . 
o linie 12 paralel.:·1 cu raza din M2 la punctul 1 2  (din 
fig. 4 lb), de acolo unde ea -întâlnesce pe 2 o para
lelă. 23 la raza din M2 spr� 23 ş. �· m. d Ast-fel ob 
ţinem poligonul funicular . . Intersectând între densele 
liniile O cu 45, căpătăm un punct R, pe unde trebue 
să treacă resultanta. Direcţiun�a şi mărimea er este 
dată unind punctul 01 cu 45 din poligonul

_ 
de. forţă. 

Poligonul de forţe 1 .  2. 3. 4„„ şi cel funicular 1�. 
23. 24„ se corespund ast-fel că unei drepte oare-care 
1 din poligonul forţelor îi corespunde un punct 1 . din 

cel funicular, iar unui punct 12 din cel d'înteiu îi co

respunde o dreaptă 12 din cel d'al duoile;a. 

Dreptele O. 12. 23.„ din poligonul funicular sunt pa

ralele cu razele duse din M2 la punctele 01,  12, 23.„. 
din cel al forţelor. 

Dacă t:i.em pe cele d'înteiu cu dreapt.e de la infinit, 
obţ.inem o serie de puncte prin care trec razele făşii 
duse din M2 la punctele 01, 12, 23„. Această d in 
urmă fă.şie este deci perspectivă, prin urmare şi  proec
ti vă cu seria formată de dreptele O, 12, 23„.  din po
l igonul funicular, pe dreapta de la infinit. Tot ast-fel 
se demonstrează analog că făşia din M1 spre punc
t.ele 1 ,  2, 3, 4.„  din poligonul funicular, este proectivă 
cu seria provenită jin intersecţia linie! de la infinit 
cu dreptele 1 ,  2, 3, 4.„ din poligonul de forţă. 

In resumat avem deci : { Dreptele : 1,2,3,4„ şi oo din poligonul de forţe \ ca c�respun-
\ 1 ) Pµnctele : 1,2,3,4„ şi M1 >> · >> funicular J cJ!toare 

, , , . . . ca corespun ... f Punctele : 01 , 12,23,34 si M. » de forţe } 
(2) l Dreptele : O, 12,2.3,34„ ş1 oo » fumcular cjEt<>are 
p) Făşia din M1 către toate cele-l'alte puncte din 

poligonul funicular, proectivă cu seria provenită din 
intersecţia dreptei oo cu dreptele corespunqetoare din 
poligonul de forţe. 

(4) Făşia din M� din poligonul de forţe către cele 
l'alte puncte e proectivă cu seria provenită din inter

. secţia dreptei oo cu dreptele corespunqetoare din po-
l igonul fonicu!ar. . 

·Prin urmare poligonul funicul-ar şi ·cel de forţe 
pot fi considera,te ca, doue figuri preoctive 1·eci-
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proce, în casul când forţele se taiă într'un punct. 
Punctele M1 şi M2 sunt cei doui poli ai dreptei de la 
infinit. 

Când spre exemplu poligonul de forţe este înscris 
într'o conică, trebue ca poligonul funicular să fie în
făşurabil la o "ltă conică. 

Când M2 este în interiorul conicei de forţe trebue 
ca dreapta de la infinit, care este corespunqetoare lui 
M2 să fie în afară de conica funiculară, adică funicu· 
lara trebue să fie o elipsă. 

Când M2 este în afară de conica de forţe, atunci co
nica funiculară este o iperbolă. 

Când M2 edte pe conica de forţe, atunci conica funi
culară este o parabolă. 

In practică se întâmplă uneori casul când forţele se 
întâlnesc într'un punct, iar funiculara să fie obligatoriu 
o conică dată. Probl�mul consistă întru a se găsi in
tensitatea forţelor (cari sunt date numai în direcţiune) 
astfel ca poligonul funicular să fie cel cerut. Vom da 
trei exemple pentru casul special când puterile sunt 
paralele, adică când ele trec printr'un punct de la in
finit. Aceasta se întâmplă foarte adesea în practică. 
Inainte însă trebue să ne abatem de la cestiune, şi să 
demonstrăm uă propietate importantă la doue conice 
reciproce. 

Fie K1 şi K2 doue conice reciproce d�te lfig. 42). 

Fie M1 şi M2 cei doi poli ai dreptei de la infinit, iar 
C1 şi C2 cele doue centre ale conicelor. 

Celor doue puncte A2 şi B2 de pe conica K2 situate 
p'o rază prin M2 le corespund cele doue tangente a.1 
şi b1 la K1 şi pd.ralelele la coarda A2 B2 • 

Linii A2B2 îi corespunde punctul a.1 b1 ; care este la 
infinit. 

Tangentelor a.2 şi b}, le c.orespunde punctele A1 şi B 1 . 
Punctului a.2b2, care este intersecţia tangentelor a.2 

şi h2, îi corespunde A1 B1 , linia de unire a punctelor 
A1 JB1 corespunzătoare liniilor a.2 şi b2• 

lnsă a.2b2 este polul dreptei A�B !  în conica K2 şi A1 
B 1  este un diametru din conica K1 , care e conjugat 
direcţiu�ii A9 B2. 

Aşa dar avem : Polul unei ra.ze prin M2 din sis
temul 2 îi corespunde în sistemul 1 un dia.metrul 
conjugat direcţi unei acelei ra.ze. 

Dacă ducem în C1 toate diametre IX1 , �1 , y1 „ „ şi con
jugatele lor 1.X1 ', � 1 ', y{ .. , obţinem doue făşii proective 
reunite în involuţiune. Ducând prin M2 raze 1.Xz, �2, r2„ ; .  
succesiv paralele cu 1.X1 ', �1 ', y 1 ' „ . vom avea făşia 1.X1 1 �1 ,  
y1 .„. să fie proactivă cu acea a razelor 1.X2, �l, Y2 „ .  

Dacă t.ăiăm făşia cea d'ent�ia (adică făşia tut.ulor 
diametrelor în Ci ) cu uă linie 11 , obţinem 81 oo .01 , e1 „ „ 

Tăiând şi fâşia a doua ou 12 conjugat la 11 , căpătăm, 
seria 82 oa ,  .02, � • . . •  Cele două serii, provenite din tă
ierea razelor corespunzătoare a două făşii proactive, 
sunt deci proactive. Şi fiind-o:!. 8100 şi 8200 se co-

respund. resuită, că ele sunt asemenea. 
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Să venim acuma la cele trei probleme de cari a.tn 
pomenit. 

Problema I. Ni se dii uă, boltă, elipticii e şi ni 
se cere ca. să, uă, înciirciim, astfel ca. poligonul de 
presiune să, ca.dii în axă, (vezi fig. 43).  

Dacă am cunoasce puterile de  aplicat în fie-care 
punct şi le ·am pune (admiţend uă scarăj ca ordonate 
d'asupra axei, am obţine cea ce se zice linia. de în
ciirca.re i. Să presupunem că această curbă i e dată. 

. Să ducem prin centrul C al elipsei date, diametrul b 
conjugat la direcţiunea forţelor care să formeze. Să îm
părţim acest diametru în părţi egale şi prin l iniile de 
împărţire să ducem ordonate coprinse între e şi i. 
Incărcn.rea pentru aceste porţiuni pot fi representate prin 
verticalele 1, 2, 3 . . „ duse la mij loc. Ducând aceste 
lungimi 1 ,  2, 3„„ p'o verticală ca puteri avem poligonul 
forţelor. Această verticală este uă . conică degenerată. 
Să admitem că cunoascem şi polul M�, care trebue să fie 
ast-fel ales ca poligonul funicular corespunzetor să se 
confunde cu e. Latura U din poligonul funicular este, 
atunci când părţile sunt foarte mici, uă tangentă la elipsă 
prin urmare paralelă cu diametrul conjugat la diametrul 
C1 • Raza din M2 fa punctul 1 2  din poligonul de forţe 
este paralelă cu latura din 12. Prin urmare resultă că 
razele din M2 la punctele 12,23. „ din poligonul de forţe, 
sunt paralele cu conjugatele diametrelor duse din C1 Ja 
punctele 12, 23„. din poligonul funicular. Aceste doue 
făşii sunt deci proective, şi tăindu-Ie cu doue direcţiuni 
conjugate obţinem doue serii asemenea. Să tăiăm făşia 
cea d'întâia chiar cu verticala fortelor si vom obtine . . ' 

înseşi forţele 1, 2, 3.. . .  P'a doua să uă tăiăm cu uă pa
ralelă la tangenta de la verful elipsei·, şi obţinem 1' ,  

:d', 3', .„ proporţipnale cu forţele 1 ,  �, 3„. Admiţând una 
din forţe d. e., forţa. 1, putem deci deduce lesne pe 

cele-l'alte făcând ca raporturile �· , :. ··· · ·  să fie egale 
1 

cu t'. 
ln resumat iată resoluţia problemei : 
Impiirţim elipsa. în părţi egale mesurate pe dia.

metrul conjugat verticalei. Unim centrul C cu ex
tremitiiţile acestor părţi şi obţinem o fă,şiă, de dia
metre. Tiiiăm a.cea.stă, fă,şiii cu tangenta de la. veri 
(sa.a cu ori ce altă para.Jelii la. acea.stă, tangentă) 
şi obţinem lungimi ca.ri sunt proporţiona.le cu pu
terile ce sunt de a.plica.t în mijlocul părţilor în cari 
s' a. împărţit elipsa.. Admitem mai în tei aceste părţi 
chiar ca puteri şi le punem pe o verticală (p' din fig. 
43 b). Duuend din extremităţile lor paralele la tangen
tele corespunzetoare de la elipsă, ele trebue să se taiă 
într'un punct M2 care este polul pol igonului de forţe. 
Dacă admitem d. e. forţa 1 ca egală cu porţiunea 1 
(din fig. 14a c), ducem din extremităţile acestei por
ţiuni paralele la razele M2-1 1  şi M2 -12 (poligonul de 
forţe fig. 43 b), cari paralele se taiă în punctul M2'. 
Distanţa h represintă distanţa pohră. Ducend în fig. 
43 b o verticală p care se află la distanţa h de M27 

https://biblioteca-digitala.ro



obţinem linia forţelor şi pe  d�nsa porţiunile 1, 2, 3,„ .  

cari sunt fortele că.utate. Punend aceste lungimi ca 

ordonate în m lj locul părţilor în oare am împărţit el ipsa, 
obtinem linia de încărcare . . 

Ordonatele ce le am pus în figură ne arată exact 

greutăţile ce trebuesc puse peste partea corespunze
toare a bolti i .  Da.oă voim să obtinem ·curba de în-

, ' . 
greuiare, trebue împărţit bolta . în părţi mult mai mici 
de cât sunt în figură. 

Precum vedem din figură, încărcarea cresce spre 
nascerea bolţi lor până la infinit. Forma. obţinută co_ 
respunde exact ' eu bolţile eliptice ce se găsesc în. ar
chitecturile vechi. 

Profesorul Bauernfeind a resolvit cel d'întei anaJ i 
tesce acest problem, iar lui  Culman se datoresce a
ceastă elegantă soluţiune grafică. 

Problema II. Se dă un cablu hiperbolic h şi ni 
se cere modul câm trebue să,'] încercă,m pentru ca 
funiculara sfi .cază, în această hiperbolă,. 

Resoluţiunea este absolut identică. cu acea din pro
blema I. Ea e representată în figurile 44 a. b. c. 

De observat este numa i că pe cât timp la problema 
1-a numerul părţilor îµ care s'a împărţit el ipsa este 
finit, iar suma pute rilor de . aplicat este infinită, aci 
din contră, numerul puterilor este infinit iar suma lor 
este finită. Această sumă se obţine ducend din M2 pa
ralele la asimptotele iperbolei până ce întâlnesc l inia 
forţelor în a şi a1 : Linia aa1 este acea sumă. 

Problema III .  Ni se cere modul cum trebue sii 
Încărcăm uă �ară. pentrll ca funiculara să fie uă 
parabolă, datii. 

Resoluţiunea este şi aci aceiaşi m princ1pm. 
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Centrul parabolei fiind la infinit, resultă că toate 
diametrele sunt paralele. A împărţi parabola în părţi 
egale, când sunt mesurate în direcţiunea conjugată, în
semn·ează a duce d iamet.re equidistante. Ele vor tăia. I 
pe direcţiunile conjugate, părţi egale. Prin urmare şi . .  I forţele surt egale. Aşa dar noi trebue să încărcăm 
grinda uniform în sens orizontal, atunci când axa este 
\Terticală. 

Asupra acestui cas vom reveni încă 
Aceste sunt aplicaţiunile importante resultate din re_ 

ciprocitate între poligonul de forţe şi cel funicular. Ne 
mulţumim cu ele şi părăsim acest subiect pentru a 
trece la alte 'noţiuni de statică .. 

Despre momente. 
In genere ori-ce putere este cunoscută c_ând ne sunt 

date intensitatea, direcţiunea şi punctul de ap_licaţiune 
sau când doue sau mai multe puteri componente sunt 
cunoscute. In casul când avem doue puteri paralele, 
egale şi de sens contrar, fără ca una să_ fie în pre
lungirea celei -l'alte ,  re�mltanta lor este matematicesce 
cunoscută, fiind-că are o intensi tate zero, cade în d i
recţiunea componentelor, şi are punctul de aplicare la 
i�fÎnit ; în practică însă f!U �ăpătăm. d i n  a.ce

.
ste date 

nici o idei� desluşită despre efectele unei ast-fol de 
perechj , şi ştiut este că în rea.litatP. 9eia-ce .ne inte
resează sunt efectele lor. Câ.nd pe lângă pereche<:t AA' 
ma.i avem o altă forţă P, (fig. 45), ţesul.tanta .. 9elor 3 
forţe A, A', P . se . va afla îri modu� şţiut printr' un po
l igon de forţe Şi · un pol igon funicular. Făcend .ac��te 
construcţiuni găsim că resultanta_ celor :; forţe A; A' 
si P este tot P însă mutată la o distantă p. Această , . . . ' . � 

distanţă p este deci efectul cel mai vedit al . părechii 
A A' asupra forţii P. In fig. 45 b� vedem că tri�nghiul 
OBC e asemenea cu obc din fig. 45 a. De aci OB _ 

B C  - . Oh -
bc. Fiind-că o b şi b c sunt proporţionale cu ·a, Şf p. 
iar OB = P şi· BC = A, avem f - .� sau . �p : · Aa. 

Prin urmare : 
Când uă, pereche AA' ca.ri au între densele . uă (iis

tanţă a lucrează asupra unei forţe P, re�uf.t'i!,.tul 
este că P se mută Ja, uă distanţă P. asf;)el 

'
ca 

Pp . Aa. . .  . . 

V ice-versa resuită : 
Când ni se dă uti putere P putem s'o descom-. . I 

punem într o putere egală P mutată la , uă distanţă 
p şi uă pereche oare-care - AA' cu dista11ţa a, aşt
fel ca Pp = Aa. . . i . , ·  . •  

Productul A X a se numesce momentul ţ>ărechii AA' . 
Generalisand această ideie de moment putem con

sidera că la ua pereche ne este dată uă singură p�
tere A şi un punct O la distanţa a şi să zicem : 

Aa este momentul puterii A în raport cu punctul 
O. De sigur că această valoare nu se schimbă când 
O se mhşcă p'o paralelă. la A. 

Tot ast-fel putem considera forta A concentrată în 
punctul O · şi atunci avem că : Momentul static al 
unei puteri A concentrată în raport cu llă linie 
o este productul puterH A cu distanţa a a punc
tu lui O de la dreapta o .  

Grafic definiţiunea de mai sus poate fi înlocuită 
prin următoarea : 

Momentul unei puteri -în raport cu un punct este 
dt; doue ori supra,faţa triunghiului format din unî· 
rea punctului da t cu extremităţile puterii. 

Punctul dat se numesce pol. Când avem mai multe 
puteri A, B1 C. . . .  cari trec print'un punct · O şi când 
avem un pol P avem teoremul : 

Suma momentelor mai · multor puteri cari trec 
printr'un punct în raport cu un pol este egală cu 
momentul resultantei al acestor puteri în raport 
cu acelaş pol. 

In formulă acest teorem se enunţă prin 
Aa + Bb + Cc +„ . . . ==·Rr 

Acest teorem. este de interpretat 'ast-fel : 
Fiind date mai multe perechi ca,ri trec printr o 

pereche de puncte, resulta;nta acestor perechi este 
perechea resultantelor. 

Numai demonstrăm nici acest teorem socotind aceasta 
de prisos. . . . . . _ . 
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Când forţele date sunt parnlere, acelaş teo·rem este 
valabil de oo re-ce forţe para lele ·însemnează forţe ca ri 
trec- printr'un punct de la infinit. 

Nu vom intra în detal i i  constructive relative la a cest 
punct, scopul nostru fiind , precum am mai spus, să 
ne · oprim r.umai la a cele părţi cari se demonstrează 
cu ajutorul geometriei de posiţiune. Numai pentru a 
avea o legătură între diferite părţi şi a avea un întreg, 
am atins această cestiune, şi vom atinge şi cestiunea 
centrelor de gravi tate . 

Se mar notăm însă următoarele (presupuse ca ştiute). 
Când ni se dă puteri le 1 ,  �, 3,  4 şi voim să aflăm 

momentul uneia sau a resultantei ·unora sau resul
tantei tutulor în raport · cu un punct dat facem ur
mătoarele : Punem toate puterile  pe uă verticală , 
al�gem un pol O la uă distanţă h construi m  poligonul 
funicular, şi ducem uă verticală p .prin P. Pentru a 
avea momentul forţil /J d. e . ,  tăiăm p cu latura 23 
în punctul a, şi cu la tura 34 în b, şi a.Lunci momentu l  
M3 = ab X h Voind momentul resultantei tăiăm p cu 
laturile extreme a le pol igonului funicular în A şi B şi 
avem că M.= AB X h. 

Despre centru de gravitate . 

-Ne vom ocupa mai iârqi u  cu îorţele în spaţi u.  Ad
m item acuma ca stiut urmetoarele: ' 

Când tăiăm ma,i multe fo1·ţe paralele din spaţiu 
cu un plan şi invertim forţele împrejurul punctelor 
lor de intersecţiune cu acel plan, resultanta să, 
învertesce şi ea împrejurul punctului ei de inter
secţiune cu acelaşi plan. 

Dacă luăm în planul zis uă dreaptă ş i  înmulţim 
forţele cu d istanţele respective ale ·punctelor lor de 
interse0ţiune cu plan până la l inie, căpătăm momentul 
forţelor în raport cu linia sau momentul static al 
forţelor în ra,.port cu acea linie. 

Este vădit că momentnl static al unei forţe în raport 
cu uă linie poate fi înlocuit cu uă pereche de forţe din 
care una trece prin l inia iar cea-l'alta trece prin punctul 
în cestiune şi e paralelă cu l inia dată: De acea suntem 
în drept d'a spun� : Momentul sfatic al resultantei 
mai multor forţe paralele din spaţiu în raport cr1 
uă, linie dată, este egal cu suma momentelo1· statice 
ale forţelor date în raport cu aceiaşi linie. 

De aci resuită că fiind date mai multe forţe paralele 
din spaţiu şi vrem să le aflăm resultanta n'avem de 
cât să le inv�rtim împrejurul punctelor de intersecţiune 
cu un pfan până sunt culcate în acel plan, şi să le 
aflăm în aceasta posiţie resu ltanta, tratându-le ca forţe 
plane. 

Inv�rtind a doua oară aceste forţe împrejurul acelor 
puncte, însă ast-fel ca să rămâie în plan şi aflându·le 
din nou resultanta, găsim la intersecţia lor punctul pe 
unde trece resultanta din spaţiu şi care e paralelă cu 
prima posiţie din spaţiu a forţelor. 

Punctul de · intersecţiune al resultantei cu plan se nu-
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mesce centrul forţelor paralele din spaţiu în acel 
pla,n. 

Când n i  se dă uă figură plană ştim qă asupra ei 
gravitatea lucrează în fie -c:i:re punct în d irecţiuni pa;. 
ralele. Acela unde rcsultanta acestui numer ·infinit de 
forţe întâlnesce planul figurii avem: Centrul de gra vi
tate a,l figurii. 

Pentru a a fla acest centru de gravitate facem ur
metoarele : 

Impărţim figura în mai  multe fâşi i egale şi paralele. 
Medianele acestor trapeze pot fi considerate în inten

sitate ca fi ind egale cu sumele forţelor gravităţii din 
fâşiile respective. 

Admiţend . ca cunoscute centrele de gravitate ale 
celor fâşi i .  apl icăm forţele găsite în acele centre, pu
nendu- le în plan uă dată paralele cu acele făşi i  şi a. 
doua oară normale pe ele, şi aflăm pentru fie-care dată , 
posiţiR resultan telor (cu ajutorul a doue poligoane de 
forţe şi funicub.re) cari la intersecţi� lor dau centrul 
de gra vita,te al întregii figuri. 

Cănd voi m să găsim momentul static al forţelor 
de gravitate ale figurii, sau scurt momentul static al 
figurii în n1 porl cu uă l inie, descompunem figura în 
fâşii paralele . cu acea l inie, şi cu ajutorul unui pol igon 
de forţe şi unui pol igon funicular,  află m cum am vezut, 
l in ia de gravitate paralelă cu linia dată, iar momentul 
static este momentu l  forţelor ce am desemnat. 

Anal itic e de remarcat urmetoarea formulă: 
Când însemnăm cu d S suprafaţa unui i::. Iement y 

distanta aceluiasi element de l a  uă linie dată, S su-. . . 
prafaţa întreagă, y„ distanţa centrului de gravit�ta de 
la aceaşi linie avem : 

E 1d S y) 
SyG = E (d S) 

A arăta cum se găsesc centrele de gravitate ale di
feritelor suprafeţe ese din cadrul ce ni ! 'am propus. 

Puteri proporţionaJe cu distanţa 
de la uă dreaptă, momente centrifugale, momente de 

inerţie, elipsă de inerţie .  

In teoria 
·
elasticităţi i se admite ipotesa că asupra 

diferitelor elemente ale unei secţ.iun i , forţele interne 
normale pe acea secţiune sunt proporţionale cu distan
ţele lor de la uă l inie d in plan, care are tensiunea 
zero şi care se numesce axa neutră. 

Când ni se dă uă figură cu linia a ca liniă neutră, 
atunci într'un element oare-care situat pe uă paralelă 
la a, forţo internă

. 
va fi aceaşi şi egală cu d F X x. 

Impărţind figura în fâşii paralele cu l inia şi construin·d 
cu ajutorul poligonulu i  de forţe şi celui  funicular, l inia 
care trece prin centrul de gravitate, obţinem în modul 
ştiut pe a lungimi le s1 , s2, s3 • • • •  cari sunt proporţionale 
cu momentele fâşi i lor sau (în vederea ipotcsei) cu for
ţele interne normale cari lucrează pe acele fâşi i . şi 
prin urmare ele pot înlocui acele puteri până ce găsim 
centrul lor. Dacă admitem ca cunoscute punctele de 
aplicaţiune ale acestor puteri (cari însă nu sunt cen-
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trele de gravitate ale fâşiilor) şi anume P , ,  P2 , P3„ . .  , 
atunci aplicând în ele forţele s1 , s2 • • • • , uă dată para
lele cu linia şi a doua oară normale pe dînsa, obţinem 
cu ajutorul a două poligoane de forţe şi a două poli
goane funiculare, două resultante, cari la intersecţia 
lor ne dau punctul A, centrul de aplicaţiune al forţelor 
în cestiune şi pe care să-l numim scurt centrul axei a, 
o figură corespunqătoare şi am desenat. 

In figura 46 sunt date : o suprafaţă S cu cent.rul ei 
de gravitate G, o linie a, cu centrul ei A.  

Suma forţelor elastice va fi proporţional cu S x G, 
iar punctul de aplicaţiune în A. Admitem în cercetă
rile noastre că Sxa este chiar resultanta forţelor 
elastice. 

Momentul static al forţei elastice d S x în raport cu 
uă axă b va fi d S x y. Această expresiune se numeşte 
moment centrifugal al elementului d 8 în raport cu 
axele a, şi b ; ear � ( d 8 x y) se numeşte momentul 
cP-ntrifugal al întregei suprafeţe în raport cu a, şi b. 

Expresiunea � (d S x y) este momentul static al 
resultantei forţelor d S y în raport cu axa b, prin 
urmare acest moment st.atic va fi egal cu suma forţelor 
d S x înmulţit cu distanţa punctului de aplicaţiune a 
resultantei lor, adică, cu Ya, adică, avem : 

2} (d S x y) = [� (d S x)] ya 
Ştim însă că � (d S x) = SXc 
Prin urmare � (d S x y) = SXc Ya. 
Prin analogie avem: � (d S y x) =  SYc Xb 
Şi fiind-că: � (d S x y) = � (d S y x) 
Resultă : Sxc Ya = y G xb 

Când b trece prin A avem Ya = O  şi prin urmare şi 
Xb = O, adică B este pe a. 

Invertind a, îuprejurul lui B resultă că puntul A se 
mişcă. pe b. 

Avem deci teorema : Când axa, neutralii a, se în
vertesce împrejurul unui punct B, a.lunci centrul 
A se mişcă pe uii linie b care este a,xa, neutrii a, 
a, punctului B. 

Când axa a, cade la oo resultă. că toate forţele elas
tiae sunt proporţionale cu elementele însăşi, de oare.-ce 
toate aceste elemente sunt la aceasi distantă de la 
dreapta de la infinit ; prin

. 
urma.re punctul �entral al 

al acestor forţe va fi centrul de gravitate G. 
Aşa dar : Centrul dreptei de la, infinit este centrul 

de gra, vita te. 
Vice-versa ; Când o axă, trece prin centrul de gra,

tate a,/ unei snprafeţe, centrul ei este pe dreapta, 
de Ja, infinit. 

Fie G (fig. 47), centrul de gravitate al unei su
prafeţe S, b uă axă neutră care trece prin G, A un 
centru pe b şi a axa neutră corăspunqătoare lui A. 
Fiind-că A este pe b resultă că B trebue să fie pe a, 
şi în acelaşi timp la oo ,  fiind-că b trece prin G. In
vertind a, împrejurul lui Boo punctul A se va mişca 
pe b. Când a. va trece prin G, A va fi pe b la infinit. 

Depărtend a ţreptat de G, A se va apropia treptat de 
G. Când a va fi la oo, A va fi în G. 

Să ne abat�m de la chestiune si să căutăm a deduce . 
uă teoremă din geometria de posiţiune, care ne e 
necesară. 

Când pe două drepte 1 şi 1' (Fig. 48) sunt date 
3 perechi de puncte A A', B B', C C', atunci conside
rându-le ca proective, unui punct oare-care M. de pe I 
i va corespunde un singur punct M' pe 1', care este 
nedubios. 

Când un punct mobil M parcurge o dreapta I şi în 
acelaşi timp un alt punct M' parcurge linia l' a.st-fel 
că unei anumite posiţiuni a lui M să-i corespunde uă 
singură posiţiune a lui M' şi cu condiţiunea ca atunci 
când M va fi în A, M' să fie în A', când M va fi în B, 
M' să fie în B', şi când M va fi în C, M' să fie în C', 
atunci punctul M şi M' dau naştere la două serii 
proectivf'.. 

Când însă pe 1 şi ]' sunt date numai doue perechi 
de puncte A A' şi B B' şi doue mobile M. şi M' par
curg cele două linii date ast-fel că posiţiunei A a lui 
M să îi corespundă A' a lui M' şi posiţiunei 13 lui M 
să îi corespunqă posiţiunea B' a lui M' şi unei posi
ţiuni oare-cari X să avem uă posiţiune nedubioasă X', 
atunci M şi M' dau naştere la un numer infinit de 
perechi de serii proective din cari perechile date A A' 
şi B B' fac parte ; pentru fie-care pereche X X' arbi- · 

trară sau impusă de anumite împrejurări obţinem câte 
uă pereche de serii proective. 

Inton�ându-ne la chestiunea lasată, vedem că punc
tele A şi �1 din fig. 47 furmează doue serii proective 
din cari S şi oo fac parte. Ele sunt involutorice fiind-că 
punctele pot fi schimbate între densele, căci atunci 
când uă axă trece prin A centrul ei este A1 şi vice
versa când axa trece prin A1 centrul est.e A .  

După cele zise până acuma, credem că putem face 
de a dreptul următoarea conclusiune : 

Liniile neutrale .şi centrele lor în raport cu una, 
.şi aceiaşi suprafaţă, formează doue sisteme reci
proce în involuţiune. 

Observăm că a, şi A nu pot fi de aceiaşi parte a 
lui G căci atunci ar resuita ca a, si A să se întâlnească. · ' . I 

cea ce din natura chestiunei nu se poate. Resultit deci 
că involuţiunea A, A1 , S, oo este eliptică or-care a r  fi 
linia a care ar trece prin G. De aceia directricea acestei 
reciprocităţi este uă elipsă, imaginarii. Representanta 
ei va fi elipsa directrice punctelor A, A1 , S, oo . Aceste 
puncte A' sunt simetrice cu A în raport cu G. Această 
representantă a direcţiunei imaginare se numesce în 
statică elipsă, de inerţiei. 

Avend elipsa de inerţie a unei suprafeţe, at.unci 
pentru a găsi centrul unei axe a, că utăm polulA' al 
acestei axe în raport cu elipsa dată ea.r simetricul A 
in raport cu G este punctul A căutat. 

Precum vedem centrul unei linii este antipolul ei în 
raport cu elipsa de inerţie. Axa neutrală a unui punct 
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este antipolara punctului în raport cu el ipsa de inerţie . 

(fig. 47). Această demonstraţiune a e lipsei de inerţie 
pe basa geometriei'. pure se datoresce profesorului Ril ter 
succesorul lui Culman la. catedra. d in  Zur ich . 

Aci este locul d'a reveni la modul cum se nasce cele 4 feluri 
de reciprocităţi, de ore-ce <lata trecută s'au strecurat greşeli, 
atât in text cât şi în planşă.. 

Când ni se clă o dreaptă a,, a, cu cei doui 'poli ai ei , A, şi A, 
(fig. 49) şi alegem pe dreapta a.1 a.1 punctele B, C, D1„ .. „, vom 
avea ca corespunzătoare dreptele �. Î•• a, .. . trecând prin A2 polului 
drepte! a1 .  Dreptele �. Î• 02.„ formează o făşie proactivă cu seria. 
B,C1 D1 conform difiniţiunei. D'aci resuită cu B, C2 D, . . . . . intersec
ţiunile razelor acestei făşii cu a, să fie şi ea proectivă cu B, 
C1 D1.„. Unind A1 cu B„ C„ D, vom căpăta făşia � • .  1„ a, . . .  
proectivă deci şi ea cu B2 C, D, . . . . •  şi prin urmare dreptele �1 . 
îu a, .. . .  „ sunt polarele lui B„ C2, D2 •• „ 

Tot-d'o-dată vedem cc\ � •• Î• · 81„„ . şi � •. îj• a, . .  .. formează 
doue făşii proective zise făşii de raze conjugate care la inter
secţia lor dă nascere conicei B, C, D .. . . .  care taie dreapta a.1 a.2 
în F şi G cari pot fi considerate ca F1 1  F, şi G, G� Considerate 
ca F, şi G, le corespunde f. şi g, trecând prin A, şi prin ele 
însăşi, considerate însă ca Fi şi G, le corespunde t; şi g, trecând 
prin A1 şi prin ele însă.şi .  

V edem dec i că. pe dreapta a., a., sunt doue puncte F şi G 
ast-fel ca polarele lor, t; f. şi g, g, trece prin ele ; precum şi 
prin A, şi A., trece câte uă pereche de polare t; g, şi f. g, ast-fel 
ca poliI lor F şi G să fie situate pe ele. 

Pe fie-care dreaptă se va găsi doue puncte (reale sau un punct 
dublu real sau doue imaginare) F şi G şi prin fie-care punct 
va trece doue drepte (reale se.parate sau căzând împreună sau 
imaginare) care să împlinească aceste condiţ.inni. Totalitatea punc
telor FG formează. o conică K, şi totalitatea dreptelor f g enve
opează o conică K„ Aceste doue conice sunt K, K, din fig. 33 
planşa trecută şi ne procură mijlocul de a construi unui ele
ment oare-care dintr'un sistem corespunqătorul ei din cel-I-alt. 
Nu e nevoe să revenim la acesta. 

Dacă ni se dă, orI obţinem pentru dreapta m ,  m, oo pe cei 
doi poli M, şi M„ le construim cele doue perechi dreptunghiulare 
şi aceasta ne dă mijlocul d'a reuni cele doue sisteme într'una 
î n  dată. ce pe lângă aceste perechi ni  se mai dă doue elemente 
corespunzătoare. 

Fie (în figura 50) x, y, şi Xa y, cele <loue perechi dreptun
_ghiulare spuse mai sus, M, şi M, cei doui poli ai dreptei de la 
1nfinit, P, şi P1 doue E:lemente corespunqetoare Punctelor X, oo 
şi Y1 oo le corespunde x, y, punctelor X, oo şi Y, oo le cores
punde X1 �i y,. Dreptei m 1  m ,  oo îi corespunde M, şi M, iar 
dreptei p, îi corespunde P, . 

Nu mai putem alege alte elemente fiind-că avem deja m, oo 
x,, y, şi p, pe uă parte �i M,, X, Y, şi P, pe d'altă parte. 

Punem M, peste M, (vecji fig. 50-a ast-fel ca + x. să vie peste 
+x1 şi + y, peste +y,.  

In această posiţie, lini i de la iufinit reunite îi corespunde M, şi 
M, reuniţi în M, liniilor x1 �i x, reunite în x îi corespunde X, 
şi X, reuniţi în X, liniilor y1 şi y, reuniLe in y le corespunde 
Y, şi Y , reuniţi la un loc câte doue doue şi resuită că avem 
o involuţiune şi trebue decI ca lui p posiţ.ia lui p1 să.-i corespundă 
P posiţia lui P, .  

Am căpătat deci o reciprocitate involutorică cu cele doue axe 
cuuoscute, şi ştim că ele au drept directrice o conică. Directric� 
am numit pe acea conică cu ajutorul căreia putem consLru1 

pentru o dreaptă oare-care dintr'un sistem pe corespuncjetorul 

ei. din ce l-alt sistem construiudu-i polul în raport cu acea conică 
Suprapunerea se poate face în 4 feluri şi anume : 
a) Pun�nd +x1 peste +x, şi +Y. peste +y, (compară fig 50 şi 

i>O-a). In acest cas punctele involuţiunea M, P, Px şi Y oo precum 
şi M, P, Px şi X oo sunt amândouă iperbolice, decI au amân-
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două au puncte duble, adică, atât axa x cât " i  y taie directricea 
în puncte reale şi prin urmare ea este o elipsă. 

b) Punencl +x, peste + x  şi +-y. peste +y, r fig. 50b). I n  
acest cas involuţiunea M .  Y oo ,  Px ş i  P ,  este iperbolică iar invo
luţ.iunea M, Y, oo l 'y şi P, e eliptică. . Pe axa x avem clecI 
puncte r eale ale clirectricci şi pe y puncte im:iginarc. Ea este 
deci o iperbolă,. 

c) Punend + x1 peste + x. şi + y, fpeste +y,. (fig. bO c) In 
acest cas avem puncte reale pe y şi imaginare pc x. Directricea 
este clecI o iperbolă, conjugată celei precedente. 

d) + x. peste--x, şi +Y. peste +y1 (fig. i>O d. ln acest cas pe 
x cât şi pe y sunt puncte imaginare. Directricea o elipsă, ima.
gina,ră, conjugată celia din casul a. 

1n casurile a, şi d precum şi in b şi c pentru acelaşi punct P 
polarele sunt respective simetrice în raport cu M .  D'aci resultă 
că dacă pentru casul d am desena directricea din casul a, şi 
vom construi polara p' a punctului P în raport cu aceasta di
rectrice, vom obţine polara căutată clucend clin p' simetrica p 
in  raport cu M. Directrica din a, poate deci inlocui funcţiunile 
elipsei imaginare ş i  se nmnesce representanta el. 

Când ni se dă el ipsa de inerţie �i aflăm pentru o 

a xă a, pe antipol ui ei A (fig. 47) , a.cesta d i n  urmă se 
află pe d iametru D D1 conj ugat direcţiunei a: Punc

tele A A1 , D D i  �i G G1 oo formează perechea uneia 

si aceleiasi involutiun i . ' ' ' 
Prin u rmare raportul dublu A D G G1 oo = raportul 

dublu A 1  D i  G1 = G 

sau 

sau 

AG AG , oo A, G, oo A,G 
DG : 

DG,  oo 
= D, G, oo : D,G 

�g = �:g sau AGXA1 G=DG:XD 1 G 

Introducend notaţiunile din figură avi:\m a Yc = i  k (1 .  
Introducend Xa =Xc+K în formula momentului cen

trifugal căpătăm d in  : 
C=S yc Xa formul<t C = S (yc 'xc +a Yc ) �i invocând 
formula ( 1) Hvem : C=S (yc xc + i k) (�) 

Din xn =Xc +k; yo =yc +i ;yo,=Yc .....:... i ; Xo,=Xc -i 

resu l tă Yn Xo + Yn : Xo, =2 (yc Xo +i k). 
Cu ajutorul acestei relaţiuni formula (2) trece în 

C= 1f2 S (xo Yn +xn, Yo )  (3) 
Formula (3) exprimă că pentru a. găsi momentul 

centrifugal al un8i suprafeţe în raport �cu doue a.xe 

este tot una ca să concentrăm câte o jumetate d in  

suprafaţă la  extremităţile  diamemetrulur conjugat uneia 

din l inii si să aflăm momentul centrifugal al acestor ' ' 
suprafeţe concentrate. 

Când cele doue axe cad împreună, atunci momentul 
centrifugal trece în moment de inerţie , iar formula (3) 

devine : la= I/2 8 (y� + Y�1) 
sau pun�nd xn =i+h �i xo,=i+h 
avem fa=S (h2+i2) (4) 

Când axa a, trece prin G atunci ci=o �i avem 
Io =Si2 (5) 

lntroduc�nd (5) în (4) căpătăm la=Ic + Sh� (6) u�. 
formulă bine cunoscută şi care ne confirmă că el ipsa 
noastră este într'adever elipsă de inerţie. Nici aci nu 
vom arăta cum se găsesc el ipsele de inerţ ii ale dife 
ritelor suprafeţe. 

Cine a urmărit cu atenţiune această deducţiun • · 
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a elipsei de inerţie, se va convinge de sigur că ea este 
mult mai simplă de cât deducţiunea prin calculu-I 
infinitisimal. Bine înteles că ea cere cunoscinti ceva . . 
mai întinse din geometrie de posiţiune, însă aceste 
cunoscinţi nu sunt de loc mai grele de cât corespun
qetoare din calculul infinitisimal. 

Şi dacă geometria de posiţiune ar fi cultivată atâta 
pe cât se cultivă calculul infinitisimal, s'ar recunoasce 
de ori şi cine că pe cât e de simplă pe atât e de 
frumoasă şi aptă de a J.esvolta imaginaţiunea ingine
rului, pe cât timp calculul are tocma.i efectu contrariu. 

Aplicaţiunile staticei la resistenţa materialelor. 

Când căutăm să aplicăm 5tatica grafică la resistenţa 
materialelor, adese::i dăm de dificultăţi neînvinse până 
acuma de �eometria pură, încât nu ne este posibil să 
ne dispensăm cu totul de ajutorul analisei, însă în 
lot-d'a-una geometria pură poate da ajutor real â.na
lisei , şi face ca statica grafică să nu fie redusă la rol 
secundar. Sunt părţi ale resistenţei unde geometria 
pură este cu totul independentă de analisă, şi ca în 
tot-d'a-una, acolo unde ea a putut să ajungă stăpână 
ea ne duce la resultate mai bune, mai prnctice de cât 
analisa. Dăm în acest paragraf un ast-fel de exemplu 
unde avantagiile metoa<lei de care ne ocupăm reese 
imediat pentru aceia cari cunosc drumul cel greoi ce-l 
urmează analisa pentru resolvirea lui. 
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Când asupra unui corp lucrează niste forte exte
rioare, atunci se admite că în interio;ul corpului se 
nasc forţe interioare cari SP. opun tendinţei la ruptură 
fărâmare, forfecare, îndoire, resucire, etc., provocate în 
corp de forţele date. Aceste for�e interioare se dic ten-

. 

siuni. Modul cum putem deduce aceste tensi�ni din 
forţele date 'l vom indica atunci când vom trata ches
tiunea forţelor din spaţiu. Acum vom căuta să deter
minăm relaţiunile cari există între tensiunile cari 
lucrează asupra diferitelor secţiuni plane ale unui corp · . 

de o înălţime infinit de mică ;  secţiunile devin nisce 
linii cari se învîrtesc împrejurul unui punct. Vom căuta 
să stabilim regule pentru deducerea acestor tensiuni 
'atunci când cunoascem numai unele din ele. 

Să considerăm o prism� triunghiulară foarte mică 
din acel corp cu laturile a, b, c. (fig. 51). Să presupunem ca 
cunoscute tensiunile A şi B. Să dascornpunem. pe A 
în A, paralel cu a, şi în AJ. paralel cu b. Tot · ast-fel 
descompunem pe B în 81 paralel cu b şi în B2 pa-
ralel cu a. · 

Cele cinci forţe A, , A2, 81 , B2, şi C sunt în echilibru 
p�in urmare resultantele între A1 şi B1 , între A2 şi B2 
ŞI puterea C trebue să treacă printr'un punct. Jnsă 
fiind-că A, , B, şi 01 se tae prin mij locul c, resultă că 
şi resultantele A„ şi B2 să treacă prin mijlocul c, adică 
O 0' să fie acea resultantă. 

Construind paralelogramul forţelor A2 • şi ,82 căpătă1� 

resultanta PP, II001 (ve<ţi fig. 5la şi 5 1 b) şi din com
părarea celor doue figuri (51a şi 51 b)' resultă �·=�� . ( 1}.

. 
. . . a . b . 

Dânduni-se o secţie a şi . puterea iflt�rioară. cores- . 
punqetoare A (veqi fig. 52al şi alegem pe b paralel cu 
A va rasul ta că A2• .o . şi conform cu ( 1 ) ' avem şi . 
B2=0 şi prin urmare resaltă că A1 =A · şi R1 =B. 

Cele 3 puteri A, B şi C fiind în echiiibru resultă 
că· din cunoaşterea lui A şi B- aflăm în" m'odul' ştiut pe 
C. Figura 52b 3.rată constrttcţiunea„ 

Când în figura 52a păstrăm · pe a ca direcţiune şi  
mărime, ear pe b o variăm în mărime prefăcend'o în 

b t . " B  . A • B B 
1 · a unei s1 1 va vana m proportmnea - =  -' fiin-' • b . b ,  : ' 

că se admite că tensiunile în aceeaşi secţiune va
riază în acel aş raport cu lungimile: Din · această pro
porţiune resultă că seria extremitaţilor lui b sunt pro- · 

porţiona le cu ale lui B şi prin urmare şi proecti ve 
Făşiile c şi C care proectează aceste serii sunt şi ele . 
proective. Dacă considerăm c ca secţiune, C va fi pu
tere, iar când C este direcţiunea secţiunei resultă C'ă 
c să fie direcţiunea puterei. 

Reunind deci (fig. 5;q făşia c cu făşia C în punctul . 
O vom obtine o involutiune de rade. ' 

. ' . 
Prin urma.re : Invertind o secţiune c lmprejurul 

unui punct O, iăr tensiunile C corespunqetoare lm
prejurul aceluiaşi punct, obţinem o involuţiune de 
raqe ast-fel că, atunci când. una, e considerată, c·a · 
sectiune, corespundetoarea ei din involutiune · e ' . , 
puterea, interioară, şi vice-versa. 

Această involutiune se numesce involutiune de di-. . 
recţiuni conjugate. 

Când tensiunile sectiunilor nu sunt · tot-d'a· una de 
acelaş sens, căpătăm � involuţiune iperbolică. Iri �cest. 
cas avem raqe duble, adică, �vem . secţiuni cari se 
confund în direcţiune cu tensiunile lor. Acesta însem
nează să. în acele secţiuni n'avem tensiuni normale. 

Când tensiunile· sunt tot d'a-una în acelas sens re-. . 

suită că evoluţiunea eliptică, raze duble nu există. prin 
urmare .n'avem secţiuni supuse numai la forfecare . . 

In ori-ce cas sunt perechi rectangulare, ad ică avem 
doue secţiuni normale între densele pentru cari ten
siunile sunt numai normale. 

Ne-am ocupat până aci numai de directiurii să ve-. , 
dem acuma şi modul cum variază mărimile . tensiuni lor 
pe unitate de suprafaţă qise tensiuni specifice. 

In figura 53 avem triunghiul · elementar :a b c si · 
presupunem Pa şi pb tensiunile specifice pentru a, Şi 
b ca cunoscute, iar pe pc tensiunea Tui c trebue să 
o căutăm. Spre acest scop facem urmetoarele : Pre
lungim laturile a şi b şi ducem linia KLMHc ast-fel 
ca KL=pa şi LM=pb. Pun�nd apoi OK'=OM si OM'= 
OK, vom avea K'L'M'=KLM. Să demonstrăm

' 
că. OL 

represintă în mărime şi di�·ecţiune pe Pc· 
Din asemănarea triunghiuri lor MOK şi ahc. avem.. : 

a OK O'M' 
c=KM . K'M'" 
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Insă fiind-că ducând paralela L'N la  h avem : 
O M' O N O N � 

I{'M'=l{'L'= -
resulta : . oa . . • . 

a ON d d - =- e un e C oa 

r-

. a A a„ ' A p . l . d d O N  = cra - = -x - = - . rm ana ogie e ucem : 
• · C. a c c 

· Nv '  �.-c 
Linia ON fiind paralelă cu A şi L'N paralelă cu B 

şi · .pe de · alta parte amendouă fiind în acela ş raport 
cti A şi" B; resultă ca OL' să fie paralelă cu C şi în 
acelaş raport cu C1 p recum sunt ON şi N L' cu A şi 
B, adică avem : 

c . 
OL'=-=pc c 

VRriând pe c l inia K'M' variază ca f,Osiţie însa ca lun
gime remâne egală cu p a +  p b şi posiţia relativă a 
lui ·L · pe K' M' nu se schimbă. Precum ştim punct.ul L' 
descrie în aceste condiţiuni o elipsă. 

· Dacă în loc de a admite doue direcţiuni conjugate oare 
cari a şi b admitem normale între denselE', vedem că 
atunci când K M  vine în direcţiunea a avem OL'=p h = 

millirriu� şi· când .vine în direcţiunea b avem OL'=p a =  
maximum. Oirecţiu.nile a, şi b sunt atunci axele elipsei . 

Prin urmare : va.riâ,nd o secţiune C împrejurul unui 
punct O Şi punend pe direcţiunile tensiunilor res
pective, valorile tensiunilor.. specifice, căpătăm o 
elipsă, . cfisă, elipsă de tensiune. Direcţiunile axelor 
acestei elipse coincidă cu perechia rectangulară a inv'o
luţiunei dirncţiUnei ·conjugate, adică mc-1 ximul şi mini
mul. tensiunilor. sunt iii a.cele secţiuni ;pentru cari 
nu a v-em de cât tensjuni norma.le. 

· 

In casul când involuţiunea este iperbol ică avem doue 
raze duble cari sunt simetrice cu perechia rectangul ară 
. cari tleci dau pe elipsă doue diam�tre egale. Aceasta 
însemnează că tensiunile -�celor 'dou-e secţiuni cari 
sutit · supuse numa.i la. forfeca.re .sunt egale. · 

Daca în loc să presupunem ·căi cunoascem doue d i
recţiuni conjugate ca până acuma, presupunem ca c·u· 
nosoute doue directiuni 1Jare-oari - -a ··si b cu tensiunile-, ' 

lor A şi B; -să vedem cum găsim prin ·ele tensiunea di-
recţiunei c precum şi modul ei de varin ţ iune când va· 
riază c (fig .54) . Descompunem A în A, parn lel cu a şi 
A2 paralel cu b . . Tot a.st-fel pe B în B1 paralel cu b şi 
82 paralel cu a. 

Să reunim forţele : B!, A2, A1 , şi B1 (vnqi fig. 5 !) in po
ligonul de forţe A B C D E. Să ducem din E l inia E F I  I c 
şi din A linia A F  ast-fel ca AF să facă cu F E unghiul a: 
din figura 54a. Lun gimile E F şi A F represintă compo
nentele forţei C după rlirecţiunea c şi c' din figura 54a. 

Prelungind FE până ce întâlnesce linia CD în punctul O 
avem că triunghiul E D  O este asemenea cu triunghiul 

1 t d t . . DE DO B, DO e emen ar a ş1 prm urmare : L=a sau -a =3 
însă fiind-că de la începutul acestui paragraf am vequt 
că �·=-t, resuită că linia DO=A1 • 

1 39 

Să ducem în aceeaşi figură din B linia BG ast-fel ca 1 

să ··se formeze unghiul a: cu linia B A ; atunci triunghiul 
ABG este asemenea cu triunghiul elementar dat �i. avem : 
A B BG · B2 BG B2 -b =- sa.u 1.= - sau BG = -1 a. 

a u a > 

Ducând din F l inia F S' I l  B G avem că�re unghiul 
F AS' as�menea cu triunghiul elementar a b c, prin ur· 

FS' a. FS' a ..,, C, mare : F-=- sau -c = - · de unde F.:::i = Xa. A c 2 c c 

Dlicâud si orisontala FT' până ce întâlnesce l inia ' 

DE, avem ca şi FT'E asemenea cu ;1 bc şi prin urma re 
· a · C FT· =FEX-' sau FT'=-1 a. 

c c 

Liniile FT' şi FS' fiind în ace.Iaşi raport ca compo
nentele C1 şi C2 şi făcând între ele ungh iul x resuită că 
linia S'T' să represinte putere<:� C îmulţită acelaşi factor 

c , 
adică S'T'=- a. 

c 
Presupunend că a =l (�i aceasta o putem în tot·d'a 

c una face) putem spune c<i l inia S'T' represintă pe c 
adică tensiunea specifică căutată a lui c. 

Ducând pŢin U şi F verticalele UT şi FS avem, fiind-că 
triunghiurile UTT' şi F8S' rnnt egC:ik1 că TT'= SS' . şi 
Prin urmare ST . S'T' dar si FU=ST ca doue d ia-' ' 

gona le.  
ST fiind t ensin nea specifică pentru secţiunea c,  re

suită că FT este com ponentă para l elă c11 s�cţiunea şi 
FS componentă normală pe secţiune a qisei tensiuni 
specifice. 

.Daca p�esupunem că secţiunea c se învârtcsce împre
jurul estremităţei dreptei a l u i  a, atunci a remâne con
stant iar b v� riază ; tot ast.-fel remân const<1 n te compo
nentele A� şi A 1  iar· componentele B1 şi B2 variază în 
mărime în acelaşi raport ca b mic. In aceste variaţiuni 
ale lui c mic putem t.:onsi clera. punctele B C D din fig. 54 

ca nevariabile, iar A şi E ca variabile. 'In acelaşi timp 
însă şi O este 'nevariabi l precum şi G (din causă 

BG = �· a, şi aci raportul .�· rernâne constant conform 
cu ipotesa noastră că în aceeaşi secţiune, tensiunile sunt 
proporţionale ·cu lungimi le). Dacă din · pnnct-ul fix O 
vom duce o paralelă l a  noua direcţiune a lui c · şi din G 
o l inie G A care să facă cu noua di recţiune c unghiul a:, 
vom căpăta mărimile E' F· i;;i F' A' cari sunt comp0nen
tele tensiunei C'. Fiind-�ă G F O=G F' O=a: resuita 
că punctele G, F, F', O · sunt pe acelaşi t \e rc, care trece 
prin punctele G, O precum· şi prin H intersecţie lui ·BG 
cu CO, de oare-ce şi unghiul H=a:. 

Ducend prin B verticala BR1 avem că : 
R 1C=RD= 1f2 HC. Tot ast-fel avem şi : 
D0= 112 CO. Prin urrrare căpătăm : 
RO Ho t;; . �i fiind- că UR..L HO� resuită că UT 

trece prin centru. 
Din figură se mar vede că B U=CD= şi UD=BC. 
In resumat avem : 
Când ni se dă secţiunea a ou tensiunea ei speci· 

fică pa: descompusă dnpă componentP-le T,a. paralelă 
cn  secţiunea şi cra: 1 făcend un unghiu oare-care a: cu 

� cţiunea , (fig. 55) şi ni se cere să găsim tensiunea ac 
ii 
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a unei secţiuni c care se învârtesce prin O pe a, 

facem nrmăfoarele : 
Duaem în direcţiune şi mărime Bo_:_n T' , UD 

=lfo'a, DO=IIT·a. 

Lăsiim UD I DO si facem RO=RR: - ' 

Ducem prin O şi H un cerc· cu centrul pe ver-
tical a, V T. 

Ducem prin O o paralelă, la secţiunea c până 
întftlnesce cercul în F. 

Coordonatele ortogonale F1 şi F S în raport cu 
a.xele BD şi D1 sunt componentele <le şi ac ale 

tensiunii specifice căutate, din care cea, d'înteia 
lucrează, în sensul secţiunii, iar a doua lucrează, 
normal; şi F V represintă însăşi tensiunea pc ca 
mărime,· directiunea, ei o obtinem învîrtind tri-

' ' 

unghiul F1S împrejurul lui F, până ce F T vine 
peste FO şi ducend din O o paralelă la noua, po· 
siţiune a, liniei TS. 

Când F vine în Fi pe 1rerticale UT, atunci tensiu
nea · transversală este zero, iar cea norma.lă=F, U Fi D= 
maximum şi lucrea.ză în direcţiunea OF.!. 

Când F vine în F2, n'avem nici atunci tensiune trans
versală şi cea normală este F2U= minimum, �i lu
crează în direcţiunea OFi . 

Punend pe OF, lungimea 0N=F2U într10 parte şi 
cea-l'altă a punctului O, şi tot ast-fel pe OF2 lungimea 
OM=Fi U, căpătăm cele doue axe ale elipsei de ten
siune, cea-ce ne înlesnesce construcţiunea elipsei de 
tensiune 1 ) .  _ 

Axele elipsei formează, cum ştim, perechea rectan
gulară a involuţiunii de secţiuni conjugate. 

Ducend din U cele două tangente la cerc, căpătăm 
cele doue puncte . P şi Q. 

Pentru direcţiunea OP avem PJ şi PP' ca compo
nente ale tensiunii .  Tensiunea însăsi se obtine invertind ' ' 

JP' la stânga cu unghiul OPQ=OQU'. Find-că QOIIJP 
resultă că OQ va fi paralelă. la noua posiţiune a lui 
JP' ; scurt, secţiunii OP îi corespunde direcţiunea, 
O Q ca tensiune, şi pe basa involuţi unii resuită şi 
vice-versa . .  

Aşa dar am căpătat <loue perechi de raze din invo
IUţinnea secţiunilor • conjugate şi anume : axele OF1 şi 
OF2 şi perechea OP şi OQ. Punctul J este polul acestei 
învoluţiuni în raport cu cercul desenat. 

De. aci înainte pentru a găsi direcţiunii x pe con· 

') In liig. 5ă s'a desenat elipsa de tensiune în jumetate scară 

jugata ei x1 unim X de pe cerc�cu J până taie cercul 
în X1 �i unim O cu X1 • Lungimea OY este tensiunea 
direcţiuni x, iar OY1 este tensiunea direcţiunii X1 . (vezi 
figura 55). 

Aşa dar vedem că din cunoascerea unei singure 
tensiuni corespunqetoare unei secţiuni '.'wintr'un punct, 
putem să construim pe toate cele-l'aJ Lc tensiuni ale 
secţiunilor cari trec prin acel punct. 

Când se întâmplă ca la fig, 56, ca U să cază înă
untrul cercului, atunci ducend orizontala PQ prin U, 
a vem ca direcţiunile OP şi OQ n'au tensiuni normale 
şi sunt deci raze duble ale involuţiunii. Pentru ambele 
aceste direcţiuni vedem iarăşi că tensiunile sunt egale 
fiind-că PU=UQ. 

Dacă ni se dă o grindă în sectiune loncrituclinală ' o 
şi determinând pentru d iferite puncte ale acestei sec-
ţiuni tensiunile normale maxime şi minime şi punem 
în fie-care punct di:ecţiunile secţiunilor respective, că 
pătăm doue curbe, una ca envelopă a. tutulor secţiunilor 
cari au tensiuni normale maxime şi alta ca ·envelopă 
a celor cari au tensiuni normale mipime. Cea dînteia 
se numesce trajectorie maximă şi a doua trajectOrie 
minimii sau curba, de extensiune şi curba, de pre-· 
siune. Ele se taiă normal între dînsele. 

Ducend prin centrul cerculni orizqntala KL, avem 
că pentru direcţiunea OK sau OL t�nsiunile transver
sale sunt maxime respectiv minime,· dar egale în va: 
loare absolută (fig. 55). 

Punend şi aceste direcţiuni în diferitele puncte ale 
· grinzii căpătăm ca envelope ale lor curbele de for
fecare cari si ele se taie normal între dînsele si taie ' ' 

sub un unghiu de 45° pe trajectoriiJe. 
In casul când avem raze duble şi punem şi direc

ţiunile br în secţiunea verticală a grinzii, căpătăm 
ce envelope lor cuz·ba secţiunilor îp cari tensiunile 
normale sunt zero. Când involuţiunea devine eliptică 
aceste curbe devin imaginare. 

Ne oprim de o cam dată aci cu statică. 
In articolul viitor vom trata forţele în spaţiu des

voltând mai întâi părţi le necesare din geometria de 
posiţiune. 

(Va urma). 
I. Solomon 

Inginer. 
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