
H) Reparatiunea, taluselor în puntul unde 
s'a,u ivit elculemente. 

1. Săpătura şi trans-
portu] pămentuJui prove- m.c. lei 
nit din ebulment. . . . 2153,04 · a 1 .:20,= 258'.\1651 

2. Zi<lăria pe peatră 
uscată . . . . . . . 1048,22 a 1 7,00,=17>31 9,74· 

3. Umplutură cu păment 
bătut în straturi de câte 
0.20 c. m. . . . . . 1 104.82 a 1 .50=1 657.23 

..,...-----Tot al . ��060,6:d. 

G) Investirea, ta,Juselor 

Preţul unitar al acestei lucrări s'a determinat luându­
se de bază estimaţia de mai jos a învestirei unei su­
prafeţe de 298 m. p . de talus, suprafaţa coprinqend � 
arcade sau 20 m. de lungime pe axa. 

160 

t .  Zidărie cu mortar 
2. Zidărie uscată . . 
3 Săpătura . 
4. Brăzduire 

Total . 

m .c. lei 
37.87 a 34,00=1237 5l-:!. 

I 06.06 a l 7,00=1803.02. 

1 43 .9 '.ţ a 1 .00= 143.93 . 
218 16 a 1 .65= 359.96. 

. . 3594 49 
. 3594.49 De unde resuită preţul pe m. p. = 29!'.l � J 2.00 

Costul lucrărilor de învestire este dar : 
1 .  Talusa amont c/m Vaslui 2.'137.78 m. p .  
2.  " " . ,  Iaşi  1 161  63 
3 „ aval " Vaslui 1 934.53 
4. " „ „ laşi 1 06!.00 

Total . . 6997.94Xt2,00=8397o,28 

S. Carcalechi. 
Inginer şef. 

STUD I U  ASUPRA STATICEI GRAFICE DE  CULMANN 

(Urmare şi fine). 

CAP. III 

G EO M ETR I A  D E  POSITI UNI  I N  SPATI U 
Impărţirea geometriei de posiţiune în pla,nă, şi spaţiu · 

este cu totul arbitrarie. Am admis-o numai cu scopul 
de a introduce mai lesne pe cetitorii în această ştiinţă. 
In realitate însă, geometria de posiţie nu poate fi 
studiată d9 cât printr'o strâns;'!. legătură între plan 
şi spaţiu. 

Dar ce este geometria de posiţiune ?  
Precum ştim geometria se ocupă printre altele cu 

studiarea formelor figurelor. lnsă una şi aceaşi figură 
apare sub diferite forme, după cum variăm punctul de . 
privire, sau păstrând punctul de privire după cum" 

variăm posiţia figurii. 
Perspectiva ne învaţă metoadele ce trebue să între­

buinţăm pcmtru a afl;.i forma unei figuri dintr'o anu­
mită posiţiune, când cun6scem forma aceleiaşi figuri 
dintr'o al tă  posiţiune.. 

Dacă însă ştiind d. e. că elipsoidul nu este alt-ceva 
de cât forma sub care apare sfera, căutăm să deducem 
proprietăţile elipsoidului din ale sferei luând în aj utor 
relatiuni între cele doue positiuni ale corpului facem . . , 
Geometria, de posiţiune. 

Perspectiva îşi aplică metoadele sale tăiând conul 
visual către figura din spaţiu printr'un plan, zis plan 
de proecţiune. 

Pe aceleţşi plan btndiază şi geometria de posiţiune 
formele corpurilor. 

Insă perspectiva mai figun�ază corpurile din spaţiu 
printr'alte corpuri, z is reliefe, modele etc. 

Şi aci geometria de posiţiune are câmpul seu d� 
aplicaţiune, pe care tnsă nu-l vom putea de cât atinge. 

Despre figuri de diferite trepte 

Am spus că geometria de posiţiune caută să studi­
eze proprietăţile unei figuri dinale alteia cari amândoue 
represintă acelaşi corp vezut însă din diferite puncte 
Ca basa acestor studii sunt relaţiunile între puncteJe 
de privire şi corpul . Pentru a simplifica însă şi mai 
mult studiul figurilor, geometria c'e posiţiune studiază 
mai întâi figurile cele mai simple, şi trece succesiv din 
proprietăţile acestora Ia ale celor mai complicate, a­
rătând cum prin relaţiuni de proecţiune, figurile de 
grad superior pot fi deduse din grad inferior. 

Spre acest scop geometria de posiţiune deosebesce 
trei speţe de figuri şi patru trepte . 

Cele trei speţe sunt după cum considerăm figura 
ca formată din puncte, plane sau drepte. 

In ori ce · figură deosebim: colturi, fete si muchii , , . 
Când consider�.m o seriă de n puncte .pe o l iniă, 

avem n colţuri şi o muchie. Feţele dispar. Seria rle 
puncte pe o dreaptă este o figllră de puncte de in­
tâia, treaptă,. Când avem o făşiă de raze înti:'un plan , 
ce are un singur colţ şi o singură faţă. Avem deci o 
figură de drepte de întâia, treaptă. 

Când unim un punct din spaţiu cu o fâşiă do raze 
dintr'un plan obţinem o ffişiă de plane care este 
o figură de pla,ne <je întâia treaptă. 

. Ori-ce· figură de puncte dintt'un plan poate fi con­
siderată ca provenită din intersecţiunea a două făşii 
din plan, şi este deci o· figură, de puncte de a, doua · 
t1·eaptă. 

Ori-ce figură de drepte din plan, poate fi considerată 
ca provenită din unirea punctelor din două serii, este 
drni o figură de drepte d� a, doua, treaptă. 
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Unind un punct <lin spnţiu cu o figură de drep te 
din plan, obţim'.m un mă,nuchlu de plane, iar unind 
punctul din spaţiu cu o fignră de puncte obţinem 
un mănuchiu de drepte Amendoue sunt figuri de a 
doua treaptă . 

Când n i  se dă o figunl. oare cam de plane o tăiăm 
printr'un plan oarecare şi obţinem o figură, de a, 
doua, treaptă, o străpungem cu o liniă dreaptă şi 
obţinem o figurii de linii de a, doua, treaptă. 

Figura de plane din spaţiu ori-cum ar fi ea poate 
deci fi considera.tă ca eşită d i n  combinarea unei fi­
guri de linii de a doua treaptă cu o figură de puncte 
de întăia treaptă, prin urrnaro ea este o figurii de 
a, treia, treaptă. 

Figurile de drepte în spaţiu pot proveni de două 
feluri . 

1. Pe de o parte o seriă de puncte pe o draptă 
şi pe de al ta  o figură de puncte într'un plan. Liniile 
de unire între seria de puncte de pe linia. şi figura 
de puncte cl in plan e o figurii de linii de a, treia 
treaptă, Tot ast-fel când avem o fâşie de plane îm· 
prejurul unei muchi ,  cCl.re e o figură de înteia treptă 
şi o intersectăm cu un mă.nuchi de plane împrejurul 
unui punct, care e o figură de a doua treaptă, obţinem 
o figură, de drepte de a, treia, tr<;aptă. 

�. Când avem doue figuri de puncte dA a doua treptă 
din doue plane d iferite, şi unim punctele între densele 
prin drepte în ori-ce sens voim , sau dacă intersectăm 
între densele două mănuchi de plane care sunt doue 
figuri de a doua tre:tptă, obl;inem o fiuară, de ' o ' 
drepte de a patra treaptă. 

Punctul ca verful unei făşi i de ra.ze, pla,nul ca faţa 
acestei făşii şi dreapta ca purtăto�.rea unei seri i sunt 
figuri fundamentale de întâia, treaptă,. 

P„mctul ca verful unui mănuchiu de plane sau raze 
şi planul ca faţa unei figuri de drepte sau puncte de 
a doua treaptă s11nt figuri fundamentale de a, doua, 
treaptă, 

Spaţiul ca totalitatea punctelor sau planelor este 
figura funda,menta,Jă, de a treia treaptă, 

Spaţiul. ca totalitatea dreptelor este figura, funda­
mentală de a, patra, treaptă,. 

Despre figuri perspective şi proactive 

Când ni se dă o serie A1 A2 A8 fig. 57 pe o dreaptă 
şi o proectăUl din (f pe un plan, obţinem A' 1 A' 2 A' 3 
perspectivă cu A1 AiA3 şi cu făşia tlin cş; la aceste puncte. 

Proectând din (f o făşie 1J�l8 obţinem o făşie 1' 1 l2l18 
perspectivă cu cea d'ântâia şi cu făşia de plane din (f 
la 11 12 18• 

Proectând din <Ş; figura plană A, B, C obţinem 
figura A'B' C perspectivă cu cea d'ânteia şi cu mă­
nuchiul de raze (sau de plane) la A, B, C. 

Proectând toate figurile de mai sus din al dou i lea 
centru �·, obţinem : 
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scria de puncte A " , .A " , A " ,  proectivă cu seria d e  punctcA/A;A; 
făşia ele raze 1, 11 I, '· l" ,  « « « « raze l' 1 J', f, 
figura plană A "  B" C" « « « fi gura plană A ·  B'C' 
mănuchiul e A 11 1111 C11 perspectiv « cc măn u chiµ e A'B'C' 

Dacă unim un punct (Ş;" cu ul t imele figuri avem : 

fă)iia de raze �" A " ,  A112  A",  proectivă cu făşia de raze
·
�. A, A, A 

<« <« plane � I , " 1 1 11  I, 11 • cc « plane �. I, I, I, 
mănuchi ul de raze @" A " s ·•c•  « « mănuchiul de raze �.ABC 

{sau plane) (sau plane) 

Despre oolineaţiunea centrali 
Când ni se dă o linia 1 ( fig 58) şi ni se cere să o 

proectăm din <Ş; pe un plan P', îi căutăm mai ântâi 
intersecţia S cu planul P 1 , şi pe urmă din (Ş; ducem 
o paralelă la 1 până întâlnesce planul P 1  în punctul 

Q'. Linia SQ • va fi proecţia l' căutată a lui 1. Punctul 
S se numesce urma l ini i  1 iar Q 1 se numesce punctul 
de direcţiune sau punctul de convergenţă a l ini i  l• 
de oare -ce toate l ini i le din spaţiu C:tri sunt paralele cu 
1 vor avea drept proecţiuni l ini i  cari trec prin Q '. 

Tot astfel pentru uă figură plană A B C  avem linia s ca 
urma planului figurni date şi linia q1 ca urma planu­
lui rlus prin <Ş; ş i  paralel cu planul dat. Linia q1 se nu­
mesce linia de posiţiune sau _linia, de convergenţii 
a planului dat. 

Dacă ducem prin G:. un plan paralel cu P 1 ,  el taie 
linia 1 înl;r'un punct R care în proecţiune vine în R' oo 

iar planul dat î l  tfl iă într'o l inie r, a cărei proecţiune 
este r' oo . Li nia r se numesce linia de disparitiune si ' . 
punctul R se numesce punctul de dispariţiune. 

· 

Dacă inverti m . planul figuri i împrejurul lui s şi tn 
acelaş timp planul �q 1 împrejurul lu i  q1, proecţiunea 
figurii ABC nu se s0himbă cât timp plapul dat şi planul 
CŞ:.q 1 rămân para�ele . 

Când culcăm planul figurii ABC precum şi planul (Ş;q1 
în planul p 1, atunci figurile ABC şi A'B'C' rămân per­
spective în raport cu � raba.tut, însă ele se numesc în 
colineatiune CP.ntl"a,Jă,. ' 

Când avem cloue figuri colinare centrale ABC şi A'IJ'C' 
atunci punctul (f se numesce centru colineaţiunii, linia 
s se numesce a,xa, col ineaţiunei, iar l i ini ile q 1 şi r se 
numesce contra, axe. Observăm că distanţa între- � şi 
q 1 este egală cu distanţa între s şi r. 

Unei linii l' ca imagine, ti găsim originalul 1 astfel : 

O intersectăm cu s în punctul S şi ducem din cş; o pa­
ralelă la l până întâlnesce r în R. Linia SR va fi 1 
căutat . 

Unei linii 1 ca original îi găsim ]' ca imagine intersec­
tând'o cu s în S şi duc�nd din � o para lelă la 1 până 
întâlnesce q' în Q1 . Linia SQ· va fi l' căutat. 

Odată găsit 1 şi /' ca corespunzetoar�, găsim unu i 
punct A pe corespunzătorul seu A' prin intersecţia l u i  
CŞ:.A cu l' . 

Am văzut în cel d'ântâi capitol că în aceeaşi coline� . 
ţiune raportul dublu ((fSAA') şi (csaa') rămâne constant ; 
am numit acest raport, caracteristica colinea,ţiunii 
şi l'am tnsemnat cu A. 
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Printre diferitele feluri de colineaţiuni am remarcat 
pe acea în care 6. = - 1 .  

<Ş;A.�A' 1 <Ş;A_ �A' d' ă In acest cas (CŞ:SAA')= 8A.RA'-:-- sau SA--SA' a ic 

cele patru puncte �' S, A şi A' formenză o grupă ar­
monică . . 

, . ' _s�c a).sin (c a··, "' - t  sau �in (ca)=_s�n(ca:) 'I ot aci (csaa ) -Şin ( s arsin (s a' )  sin (sa ) smlsa ) 

adică, originalul şi im:=iginea unei drepte împreună cu 
axa de colineatiur.e si raza S<Ş;, formează o fâŞie armonică. 

Tot d;odată 
'
s'a arcltat că în acest cas imaginea �i ori­

ginalul pot fi schimbate între densele, adică avem o in­
volutiune. ' 

Să mai complectăm acestea, notând c:'i. în casul unei 
colinea.ţiuni involutorice, cele doue linii q' şi r cad 
împreună, şi anume, la mijloc între � şi s. 

Colinea.tiune centrală plană poate fi considerată ca 
proecţiune� unei figuri plane în raport cu un centru şi 
o axă în acelaşi plan. 

Intinzend această noţiune de colineaţiune plană asupra 
spaţiului, căpătăm o colinea.ţiune centra.J;i în spa.ţiu 
astfel : 

· Ad mitem un plan S (fig. 65) ca pla.n de colinea.ţiune 
un plan Q' ca pla.n de convergenţă,, un punct � ca 
centru şi un plan R ca pla.n de dispa,riţiune situat 
astfel încât distanta între S si R să fie egală cu distanţa ' ' 
între � şi Q'.  

Când ni se dă o linie 1 care taie planul S în .S iar 
p

.lanul R în R, unind � cu R şi ducend din S o  paralelă, 
obţinem corespunzetoarea l'. Dânduni-se ]• obţinem pe 
1, ducend din S o paralelă la �R. 

Tot astfel un plan P taie S în s �i R în r. Planul P' va 
fi paralel la planul (fr şi va trece prin s. Tot de odată 
vedem că planul P trece prin s şi e paralel cu planul 
�q' , q' fiind intersecţia între Q' şi P1• 

Corespunzetorul A' al unui punct A se află căutând 
mai întâi corespunzătoare unei linli care trece prin acel 
punct sau pe corespunzetorul unui plan, care trece prin 
acel punct, şi intersectând linia sau planul găsit cu raza 
din.raza din � spre A. 

In colineaţiune în spaţiu avem următoarele rela.ţiuni : 
Intrei puncte.le �' S, A şi ·A'. pe aceaşi ra ză există un 
raport dublu constant, ori-care ar fi '  A şi A'. 

intre cele doue linii coresppnzetoare 1 şi l', cari por­
nesc din S, între s şi raza <fS în acelaşi plan cu 1 şi l· 
există iarăşi un raport dublu constant. 

Intre cele doue plane corespunzetoare P şi P' cari se 
taie în s şi între planul S şi planul <fa, există iarăşi un 
raport dublu constant. „ 

· Toate aceste rapoarte duble constante sunt egale între 
densele se numesc caracteristica colineaţiunii şi se 
însemnează cu .:l. 

In casul special când d= -1, căpătăm involuţiune, 
originalul şi modelul se pot schimba intre densele. 

Toate observaţiunile făcute la colineaţiune plană îşi au 
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loc si a�i si teoremelor de acolo le corespund 't eoreme . , . 
analoage. 

Din toate vom releva următoarele fără de a mai repeta 
demonstra.tiunile : 

Cund nl se dă, doue figuri colinia.re centra.le în 
spa.ţiu şi unim un punct A din origina.I cu toate 
cele-fa/te originale B, C, D, ia.r pe corespunzetorul 
seu A1 din model cu toate cele-1' alte din model 
B' C' D' obtinem doue mă,nuchi perspective. · ' , ' 

Când unim linia 1 din origina,] cu punctele B, C,D 
din origina.I, iar linia ]' din model cu punctele 
B' C' D' din model obtinem doue f ăsii de plane per-, ' ' ' ' 
spective. 

Câ.11d tă.iă,m o linie 1 din original1 cu toate pla.nele 
din original, iar l' din model cu toate planele din 
model obtinem doue serii perspective. ' 

Când doue figuri de ori-ce trea.ptă,, sunt proec-
tive în original, ele rem!tn proectivo şi in model 

Cu aceste notiuni si teorem putem intra în. cercetarea . ' 
suprafeţelor de al douilea grad. 

· 

Despre proectivitatea la figuri de înt�ia 
treaptă. 

In capitolul 1-iu ne·am ocupat cu proectivitate înţrc 
doue fiiguri de înteia treaptă cari sunt situate în acelaşi 
plan. Am vezut cum se po:tte construi pentru un element 
dintr'o figură, elemen�ul corespunzetor din cea- l'altă 
figură, atât în casul când cele doue figurr sunt separarte 
cât si în casul când sunt întrunite. Am tratat; în spe­
cial �asul de involuţiune, care precum am vequt are 
o însemrtătate deosebită. Sub titlul de proecti vitate la 
cerc si conice am vedut cum din combinatiunea ele-, , ' ' 
mentelor corespunzetoare a doue fi iguri proective de 
înteia treaptă şi de aceeaşi speţă se nasce o conică, 
fie cu o continuitate de puncte, fie-ca envelopă · de tan­
gente. Am aretat în trăsături gtmerale cum putem să 
resolvăm cu ajutorul proectivi_tăţi diferitele probleme 
care se ra.poartă la conice. 

Vom căuta să facem acelaşi lucru cu a treia speţ.ă 
de figură de înteia treaptă, adică, cu făşiile de plane 
împrejurul unei muchii. 

Am vequt că doue făşii de plane sunt proective când 
tăindu-le cu un plan oare-care obţinem doue făşii de 
raze rroective. . 

In această proprietate se coprinde toate regulele re-
lative la construcţiunea elementelor corespunzetoar<'. 
Nu ne este posibil să desvoltăm t6te construcţiunile, 
fiind-că spaţiul nu ne permite. 

ln cea ce privesce suprafaţa născută din l iniifo de 
intersecţiune a doue plane corespunzetoare din cele 
doue făşii  suntem în drept să ne aşteptăm că ea va fi 
de gradul al doilea, după cum în plan apărea peste 
tot figuri de gradul al doilea (In genere ne .vom măr­
gini numai la suprafeţele de al doilea grad, singurele 
cari au importanţă în studiul staticei). 

. Intr'adever când tăiam cele doue făşii de plane (fig. 59) 
P1 , P2, P3„ .. „ şi P' 1  P' 2 P18 • „. din prejurul lui g şi g ·  
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ca muchi i, cu un plan oare- cme P, obţi nem doue făş i i  
de raze proiecti ve 1 1 ,  1 1 ,  1 3 .„ . . . şi 1 1 ' , 1,/, 13',„ . . „ care 
precum ştim dau naşcere la o conică. Nu este insă 
grru de vedut că cele două vârfuri O si O' a le acestei ' , 
conice se află. pe muchi i le  g şi g',  ia,r cele-alte puncte 
A1 , A2, A3„„ .  se află pe generatricele h1 , h2, h3, • • • •  adică. 
pe l in ii le de intersecţi nne a p lanelor corcspunzâtofl re 
P1 ş: P1 ' ,  Pii şi P2' P3 şi P3' • • • . •  �rin urmare suprafaţa 
este într'adever o supra faţă de a doua ordine. 

Când cele doue muchi g şi g1 , nu sunt  situate în 
acelaşi plan� este vădit că. nu se vor găsi doue l inii 
hi şi hk c :1 ri să fie în acelaş plan. Insă ori-ce l inie h, 
trebue să întâ lnească atât pe gi' cât şi  pe g',  fi i ind-că. 
l inia h provine d in  intersecţiune:-i. a doue plcme, d in  
care unul trece p r i n  g iar cel'al t prin g'. 

Pnnctelu H1 , Hi, H3„.„ şi H1' ,  H/. H3 1 . . . . .  intersec ­

ţ iuni l u  l in i i lor g1 g' cu h1 , h:!, h13 • •  „. pot fi cons iJerate 
.Şi ca intersecţiuni de a.le l in i i lor g şi g' cu pl anele 
P 1 ,  P:!, P3 ,„„ şi P1 ' P2' P3,„ .„ Aceste i:; lanuri fi i nd ele­
mente din doue făşii proiective, resui tă că şi punctele 
H, , H!,  H3 • . • • • •  şi  H1 ' H2' H3' • •  „ .  sunt proiective . 

Aşa clar a m  demonstrat în  acelaşi timp următoare le : 
Prin intersecţiunea planelor corespunzetoare din 

doue făşii de pfane proiective obţinem o suprafaţă 
riglată, de a, doua ordine. 

Unind punctele corespunzetoare a doue serii p1 o­
iective de pe doue linii ce nu sunt situate în acelaşi 
plan, obţinem o suprafaţă, riglată, de a doua 
urdine. 

Lesne îşi mai poate demonstra ori- cine : 
Ori-ce suprafaţă, riglată de a doua ordine poate 

fi considerată, ca provenită, din intersecţiunea ele­
mentelor corespunqetoare din două, făşii de plane 
proective, sau prin unirea, punctelor corespunze­
toare a, doue serii proective situate pe doue linii 
cari nu se taiă. 

Dacă tăiăm suprafaţa printr'un p lan care trece 
print'uă l inie h, este vădit că acest plan trebue să mai 
dea pe suprafaţă încă o l inie, care împreună cu h 
să formeqe o conică degenerată. Insă ori -ce plan dus 
d. e. prin h1 întâlnind deja dreptele g şi g' în punctele 
H1 şi H1 1 nu le mai poate î ntâlni  în al te -pucte, însă 
pe cele-l'alte h trebne să le întâlnească, şi acolo unde 
întâlnesce avem puncte de intersecţie între plan şi 
suprafaţă. Aşa dar un plan oare-care prin h" taie su­
prafaţa încă într'uă l iniă gk care taie pe toate h însă 
nu pe g n ici pe g'. Prin urmare : 

ln ori-ce suprafaţă, riglată de a, doua, ordine 
avem doue grupuri de generatriţe g ,şi h . Ori-ce 
generatriţă, dintr'un grup taie pe toate generatri­
ţele din cel-alt grup, însă nu taie nici una din 
acelaşi grup. 

Este vădit că dacă tăiăm suprafaţa cu un plan pa­
ralel cu două generatri\e să obţinem ca puncte de inter· 
secţiune a planului cu suprafaţa, două puncte la infinit, 
adică, curba să fie o iperbolă .  Va să qică în ori-ce 
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eas în această supra .faţă se gă.sesc secţiuni hi perbol ice . 
Din această causă suprafaţa noastră se numesce hi­
perboloid. _ 

Când cele doue muchii g şi g' sunt situate în acelaşi 
plan ( veqi fig. 64) atunci ·hiperboloidul trece )ntr'un 
con de a, doua, ordine. 

Când cele doue muchii g şi g · sunt paralele, supra­
faţa un cilindru de a doua, ordine. 

Considerân d suprafeţele de a doua orJ ino ca născute 
·d i n  combi narea elementelor corespunqetoare d i n  doue 
figuri de întâia treaptă situate în spaţiu putem reduce 
problt.:mele relative la aceste suprafeţe la construc­
ţiunea elementelor corespur.qetoare din figuri proective . 

Ast-fel : când ni se cere intersecţiunile unei drepte 
cu o ast fo i de suprafaţă, ducem prin l iniă un plan 
după voie, care taie cele două faş i i  de plane în doue 
făşi i de raze proective. lntersecţiuni le l i ni i  noastre cu 
conica determinată de aceste doue făşii de raze sunt 
celo  _doue puncte date. 

Doue fă şi i  de raze proective s ituate în doue pl ane 
cl i for i t8 n u  pot fi combinato între densele de cât dacă 
elementele sorespunqetoare se î ntâl nesc. îndată cc ele 
nu sunt persprctive, această întâlnire nu se poate face 
de �ât clacă cele Lloue verfuri cad împreună- In acest 
cas tă iând [în fig. 6 1 )  cele doue plane ale făşii lor 
pr intr 'un plan P, obţinem doue se:-ii A1 , A2, Aa . . .  A1 ' ,  
A/, Aa ' · · · ·  cari  s unt proecti ve. Prin unirea punctelor 
corespuqetoare obţinem o conică ca envelopă de d repte. 
Du aci resultă · că planele de unire ale elementelor 
corespun qet.onre d i n  cele doue făşii ,  înfăşură o supra­
fa ţă de n. doua clasă , şi  a n ume un coh. 

I 
Când ni se dă o fă.şie de raze amendoue proective 

între denselP, şi  tăiăm cea denteia fă.şie cu planul 
făşii de raze, obţinem o noue făşie de raze care este 
proectivă cu fâşia de raze dată. Acest� doue fâşii de 
raze dau nascere l a  o conică, care este tocmai i nter­
secţiunea făşii de plane cu făşia de raze. 

Când ni se dă o fâşie de raze şi .o serie de puncte 
pe o l inie care nu e situată în planul fâşiei ,  căpătăm 
un mănunchiu de plane proecti v atât cu sP-ria ele 
puncte câ.t şi cu fâşia de raze. 

Am vequt deci toate combinaţiun ile ce se pot face 
între elementele de întâia treaptă. 

Să trecem acuma l a  cele de a dou1'1. treaptă. 

Proectivitatea intre figuri de a doua treaptă. 

Am vequt în capitol lll I că proecti vitatea la figuri 
de a doua. treapt.ă este de doue feluri  şi anume colli­
nearii şi reciprocă, dupfi, cum elementele core pun ­
qăto<tre sunt de aceeaşi speţă !pu nct cu pllnct, l iniă 
cu l iniă) sau de speţe contrarie (punct cu l iniă , l iniă 
cu punct) . 

Două figuri col l ineare din acelaşi plan sunt pro ctive 
când fâşia formată din razele d ll.S )  .d � la un colţ la  
toate cele- l 'a lte co lţuri din aceeaşi figură este proectivă 
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cu fâşia. formată din razele duse diu colţul corespun­
qetor din cea-l 'altă figură către toate cele-l'alte colţuri . 

In acelaşi timp, seria obţinută prin tăerea unei laturi 
cl intr'o figură cu toate cele-l 'alle din aceaşi figură e 
proectivă cu seria provenită din tăerea laturii cores­
punqetoare din a doua figură cu toate la.turele. 

Pentru doue mănuchi de plane cari sunt în acelaşi 
timp şi mănuchi de raze, colineaţiunea este atunci 
câncl tăiând cele doue mănurhi, cu un plan, obţinem 
douP, figuri colineare. 

Studiul col ineaţiunii ne duce şi el la resolvirea 
multor probleme din suprafete de al doilea grad. Re­
nunţăm însă la acest studiu, ne6 ind de mare impor­
tantă la studiul staticei. Suntem si l iti să ne l imitii m . . 
la cele absoLt necesarie. 

Cu totul alt-fel este a doua formă de proecti vitate şi 
anume reciprocitatea. Importanţa e i  geometrică este 
mai mare decât col ine:tţiune, inr aplicaţiunile ei la 
studiul staticei sunt numeroase . 

Ca şi la reciprocitatea din figuri plane situate în 
acelaşi plan, aşa şi la figurile din spaţiu vom pleca 
mai întâi din casul special de reciprocitate în in-
volutiune. 

· 

' 
Când ni se dă (fig. 62) o conică K în planul dese-

nului şi aflăm pentru diferitele puncte A1,  B1 • • • , ale 
planului P polarele a2, b'.!. · · . , obţinem doue sisteme 
reciproce în involuţiune. Dacă unim un punct M din 
spaţiu pe de o parte cu punctele A 1 B1 C1 . . . .  , şi pe de 
altă parte cu a , b:o c2 . . . .  , obţinem un mănuchiu de 
razr. a 1 i  b 1 ,  c1 • • •  , şi un mănunchiu de plane A'.!., l32, C2 • . .  , 
reciproce involutorice. 

Conului de a doua ordine format d in razele duse din 
� la punctele conicei K îi corespuncle în mănuchiul 
de plane coni1l de a doua clasă dus din M la tangen­
tele la K. Aceste doue con1ui reciproce s� confund, 
avend razeie polare în planele polare corespunqet0are. 

Ace8t con îl numim conul director al celor doue 
mănuchi reciproce i nvolutorice. 

Când ducem din M raze la diferite puncte A1 , B1 • • .  , 

ale polarei 1 2 ,  cari · deci sunt toate situate într' un plan, 
atQnci plane!e corespunzetoare se vor inverti împrej urul 
muchii M L1 care e polara planului }{i2 şi urmele 
acestor plane vor fi polarele a2 , b2 . • •  „ Planele cari unesc 
muchia M L1 cu ra zele duble ale involnţiunii de polare 
vor fi plano tangente la con, iar razele d•1.sG din M la 
punctele duble ale involuţiunii de poli pe 12 vor fi ge­
neratriţele de contact. 

Când tăiăm fâşia de plane M a1 , b1 , a�, b� · · · · i  cu un 
phm paralel la. M 12  obţinem uă iâşiă de raze cx 1 ,  cx2, �1 > �2, 
în involutinne, iar vîrfului .f, al acestei fâ.sii care se ' . 
află pe ML, îi corespunde ca polară dreapta de la in-
finit, prin urmare el este centrul conicei de intersecţiune 
a l  planului M I:! cu conul MK, iar fâşia involutorică 
tX1 , tXi . . �1 , �2„„, este fâşia de diametre conjugate. 

Notăm mai cu seamă : 
Pentru un con de gradul al doilea, ori-ce ra.ză, 
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polară, este locul centrelor tutulor secţiunilor conului 
prin plane paralele la planul poJar. 

Să ducem prin M raza ML1 ' normală la planul Ml2 
şi prin ea să ducem fâşia de plane M. a,1 ' b1 ' a2' b / „ .  

respectiv normale Ia ra.zele d in  fâşia M. A i  Bl A 1  B1 . .  „ .  

Fâşia de plane şi cea de raze sunt deci · proectiva ş i  
find-că cu această din urmă e proectivă şi  fâşia de 
pla.n M. a1  b1 al h2 · · · ·  resuită că ambele fâşii de plane 
sunt, proective şi vor da nascere la un con de gradul 
al doi lea. Urma acestui con este conica K' născută, 
cel� doue fâşi i  de raze L1 şi L1 ' . 

Dacă na închipuim un al doilea pl.m Mg'! *) , vom 
obţine pentru fâşia razelor din el, doue fâşii de plane 
Mg1 şi Mg1 ', cari dau nascere la  un con cu urma K". 
Cele cloue plane M. 12  şi M g:? taiânciu-se într'uă liniă 
M. I:! g2, această l inie îi corespunde un singur plan 
polar M. L1 G1 şi un singur plan normal M. L1' G1', 

cari la. intersecţiunea lor ne dau genera.triţa comună 
celor doue conuri M. K' şi l\f. K " .  Aceste doue conuri 
se mai taiă neapărat încă dnpă o generalriţă MX şi 
eventua l încă în trei MX, MY, MZ. 

In casul când avem numai M X 1  atunci planelor L1 
M X şi L1 ' M X le corespunde o singură rază M X' în 
planul M le iar planelor G1 M X şi G,' M X le cores. 
punde . o rază M X" în planul M g 1 .  Planul M x unirea 
razelor M X' şi M X'' va fi planul polar al  l inii M X 
intersecţia planelor polare L1 M X şi G1 M X şi tot de 
odată normal l a: M X, care e intersecţiunea planelor 
normale L1 ' M X şi G1 ' M X. 

Prin Ur!Jlare planul M x şi razele polare M X sunt nor­
male între densele. In M x, învoluţiunea diametrelor va 
da o pereche rectangulară M Y şi M Z. Cele trei polare 
M X, M Y1 M Z se zic axe ale reciprocităţii şi în acelaşi 
timp al conului .  Ele sunt normale între densele, şi fie­
căreia între densele ca polară îi corespunde planul de 
unire al celor-alte ca plan polar normal .  

Reciprocitate la mănuchii ne reunite 

Doue mănuchi sunt reciproce când unei raze dintr'un 
sistem îi  corespunde un plan din cel-1-alt, şi când tăir1-
dule pe amendoue cu un singur pla.n obţinem doue 
figuri reciproce. 

Când ne punem întrebarea de ce natură este supra­
faţa născută din intersecţiunea elementelor corespun­
zetoare din doue mănunchiuri reciproce, trebue să facem 
următoarele observaţiuni :  

Tăind cele doue mănuchi1 M ş i  M2 (fig. 63) cu u n  plan 
P, obţinem doue figuri reciproce. 

Aceste doue figuri reciproce, precum am arătat în 
ca.pitoi I, au o conică de poli K1 şi o comică de polare . 
K�, a.st-fel ca unui punct X1"de pe conica K1 să- i cores· 
pundă tangenta x2 dusă prin X: la K2 • Pr. urmare razei· 
M1 X1 îi corespunde planul M2 x2• Punctul X1 este un 

·) Pentru a 1 1 u  complica figura, n'am mai desenat cele ce 
urmează. 
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punct al suprafeţei căutci tr, iar conica dr. pol i K.1 este 
intersecţiunea planului P cu suprafaţa noastră. Aşa dar: 
Supra,f a,ţa, născută, din intersecţiunea, elementelor 
corespunzetoare din doue miinuchi reciproce este 
de a doua ordine. 

Fiind-că razei M, M2 î i  corespunde un plan prin M2 
care se taie cu acea raza în M2, resultă că acest din 
urmă punct este un punct al suprafeţei. Tot ast-fel 
este şi M1 

Vedem deci cum suprafeţele de al doilea grad sunt 
născute din doue mănuchi reciproce. Că acest fapt ne 
înlesnesc studiarea proprietă�ilor suprafeţelor de al doilea 
grad şi resolvirea multor probleme, întrevedem uşor. 
Studiarea tutulor acestora sunt de mare folo<s pentru 
geometria descriptivă. Noi însă suntem siliţi de a re­
nunţa la cercetarea lor, de oare-ce ele nu sunt absolut 
necesarie la expunerea studiului ce ne am propus. Ne 
mulţumim deci cu cele spuse relative Ja subrn feţe de 
al doilea grad şi trecem la aflarea modului cum putem 
aduce doue mănuchii reciproce în doue mănuchii reci­
proce îh involuţiune. 

Când ni se dă mănuahiul a, b 1  c1  d1 • • . • •  reciproc la 
mănuchiul A2 B2 C2 D2 . • . • .  (fig 63) şi ducem prin M2 
phne normale la razele a1 b1 c1 d 1  • • • ele ne taie din 
planele Il2 82 C2 D2  • • • • •  nisce raze a2 b2  c2  d'.!.„ . . normale 
a1 b1 c, d1 . • • • •  şi prin urmare în col incaţiuue. 

Doue mănuchii colineare fiind posiţiunea genernlă. a 
doue mănuchii perspective trebue să fiă proprietăţi 
comune la amăndoue. 

Dacă ne închipuim un plan dus prin l inia de unire 
a celor doue verfuri din doue mănuchi perspective şi 
perpendicular  la planul de perspective obţinem (fig 6-1) 
doue făşii de raze perspective. Precum scim ele au 
doue perechi rectangulare x1 y1 şi x2 y2• Dacă ducem 
prin U1 o paralelă z1 la planul de perspectivă,  vom 
avea ca corespunzătoare paralelă Z2• Cele trei raze x1 
y1 şi z1  sunt normale între densele, tot ast-fel şi cores­
punzetoarele lor x2 Yi z2 

Prin urmare şi în fig . 63 vom avea doue triple rec­
tangulare x1 y1 z, şi x.! y2 z.1 . Este vedit că : 
planului X1  format din y1 şi z1 îi corespunde rn ză X3 

„ Y1 „ „ z1  şi x 1  „ „ „ 

„ Z1 „ „ x, şi Y1 „ 1: „ 

„ X !  „ „ y2 şi z, „ „ „ 

" Z2 " " X2 şi y 3 " " „ i I 

n y 2 „ „ Z2 Şi X2 „ „ „ ZI 
Din cunoascerea celor doue triple şi a doue elemente 

corespunzetoare, cele doue sisteme sunt determinate. 
Dacă vom pune M1 peste M2 iar rRzelor corespun­

zătoare din cele uoue triple le vom pune unul asupra 
altuia, vom obţine o reciprocitate în involuţiune. 

Această supra punere poate fi făcută în 8 feluri cl in 
combinarea celor doue semne din cele 3 axe. 

In raport cu secţiunile paralele cu câte două axe 
resuită patru feluri de reciprocităţi , av8nd drept d i rec­
triţă tn acel plan, respectiv o elipsă reală, o iperbolă 
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cu axa reală pe una din axele, o iperbolă conjuga tă 
acesteia, sau o elipsă imaginară. 

Reciprocitatea involutorică a planelor şi razelor polare 
este însă numai de doue feluri si anume : ' 

a) Reciprocitate cu un con real drept con director. 
b) Reciprocitatea cu un con imaginar drept con 

director. 

Rociprocitate la figuri de a treia treaptă 

Am vezut până aci marea analogiă ce există între 
reciprocitate la diferitele fignri de a doua treaptă. Am 
vezut cum acelaşi p lan şi în raport cu fie-care conică 
din ea, toate punctele şi toate dreptele din plan se 
împart în doue sisteme reciproce involu.torice. Tot ast­
fel toate planele şi toate dreptele din prej urul unui 
punct se împart în doue sisteme reciproce în raport 
cu fie-care con care îşi are verful în acel punct. 

Trecând la fi.guri de a treia treaptă să aretăm că 
în spaţiu, toate planele şi toate punctele se împart 
în doue sisteme reciproce involutorice în rapot cu 

ori-ce suprafaţă de gradul al doilea .. 
ln figura 66 avem K, intersecţiunea planului de desen 

cu uă suprafaţ.ă de gradul 2-lea şi P un punct în acest 
plan. ŞLim că lui .  P îi corespunde polara p şi eă îm­
prejurul lui P se formează o involuţiune a1  a2 b1  b2  • • . • • 

ast-fel ca lui  a1 c:a polară să-i corespunză un punct 
A1 pe a2 şi v icev ersă a2 să-i corespunză A2 pe a1 ş. a­
m. d. Tot de nă dată A 1 ,  A� B 1 ,  B2 sunt situate pe p şi 
formea ză pe eR. uă involuţiune de puncte. 

Pe raza a1 avllm că punctele PA2 A1 A.2 formează 
uă grupă armonică. Ori-ce plan dus p r in n.1 va ave:.t 
ca suprafaţă punctele comune A1 şi A2, şi armonia 
între P1 A2 e1 e� subsistă. De aci conchidem că în ori-ce 
plan care trece prin a,1 polara punctului P trece prin 

A2, adică, taie pe p. Ori-ce alt plan a.2_, a1 , b2„„ care 
trece prin P, va da pentru P, polare cari tai e  pe p. 
Prin analogiă putem conchide că toate aceste polare 
se întretaiă. Prin urmare : Ducând un mănuchiu de 
plane împrejurul imui punct P obţinem polare P 
cari se întretaiă, între densele prin urmare , sunt 
situate în acelaşi plan P, P uncl ul P se numesce polul 
planului P şi planu l P se numesce planul polar al 
punctului P în raport cu supra faţa dată. 

Privind figura pute n ::: pune : 
Planul polar A1 al pun(,�:1h1i ll i  va, trece prin 

a.i şi vice-versa. planul polar A2 al punctului A2 
va, trece prin a, . 

Când un plan se învertesce imprejurul linii 
de intersecţie a doue planşe, polii se mişcă pe 
linia, de unire a, polilor corespunzi Uoâ. In acest 
cas obţinem o făşiă de planA i nvoluntorică şi o seriă 
de pol i în  involuţiune. Muchia făşii de plane ş i  l inia 
de unire a pol ilor se zic linii conjugate. 

Când un plan descrie un miinuchiu împrejurul 
unui punct P, polii descriu uii figură, de a doua 
treaptă situată în pla.nul polar P. 
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Mănuchiul de plane î111p1ejurul lui P şi mă,nu­
chiul de raze dm P sprn polii respectivi for­
mează doue mă,nuchi reciproce involutol'ice. Co­
nul directrice a,J acestor miinuchi este tangent la, 
suprafaţa . . 

Liniile de intersectiune între pfanele miinuchiului 
pl'in P .şi planul P 1/ormea,ză, o figurii reciprocă, 
cu poli planeler şi anume în involuţiune. Conica 
dfrectrice a, ac '3stei reciprocităţi este intersecţia 
planului P cu suprafaţa, dată, .şi formea.zit curba 
de contact a, conului dus din P tangent la, supra,­
fa,ta, dată. 

Dacă. ni se dă un punct P şi cerem planul polar 
p corespu n zelor ducem prin P doue plane cari taiă 
suprafaţa în dou� conice. Aflăm în ambele secţi uni 
pola rele punctului P. Planu l fo rmat de ace;:;te polare 
va fi planul polar că utat. 

Când punctul P este la infinit pe uă. d reapt:-'i, planul 
polar corespunzetor este un plan diametral. Pr in in­
ter.:3ecţi;:i, a trei plane diametrale la trei puP-cte de la 
infinit ,  obţinem centrul suprafeţei. Jn casul unui pa­
ra boloid acest centru cade la infinit. 

Pentru fie-care plan diametral, avem o rază, di­
ametralii conjugatei adică, raza dusă din centru la 
polul planului . Această razii dicimetra,Jă, trece prin 
toate centrele secţiuni Jur obţinute în suprnfaţă prin plane 
paralele la planul diametra l .  

Involuţiunea planelor şi razelor diametrale au  un 
con di rectrice, ca re este imaginar l a  un elipsoidul şi 
real la h iperboid cu doue penze. In acest din urmă cas 
avem conul asimptotic. 
� In ori -ce cas avem un triplu de plane şi raze dia­
metrale rectangulare, cari formeaze pfanele respective, 
razele axiale ale corpului . 

Reciprocitats neinvolutorică la figuri de a 
3-a treaptă. 

In spaţiu putem să grupăm toate planele şi toate 
punctele în doue sisteme ast- fel : 

I .  Fie-care plan şi fie-care punct poate fi considerat 
ca aparţinend când la un sistem când la altul .  Unui 
'}Jlcm dintr' un . sistem î i  corespunde un sigur punct din 
cel'a l t. sistem. Aceluiaşi plan considerat la al  doi lea 
sistem îi corespunde un alt punct din înteiul sistem, 
însă unul singur 

2. Punctului de intersecţiune a 3 plane, d intr'un sis­
tem îi corespunde planul celor 3 puncte core8punzetoare 
din cel-a l t . 

i l .  Făşiei cte plane îm prejurul unei d repte îi cores­
punde o seriă de puncte pe o altă dreaptă. ş1 �mume 
în relaţiuni proective. 

4: .  Ori ·căru1 rnănuchiu de plane împrejurul unui punct, 
în corespunde o figură de puncte plană în relaţiuni 
reci proc� �i anume : 

a) Mănuchiu Je µlal.rn  î n:prejurul punctului şi mănu-
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chiul de raze de la acela .şi punct spre punctele cores­
punzetoare din plan, formează dvue mănuchi reci -

proce (însă nu involut.orice) . 
. b) Intersectând mănunchiul d13 plane î mprej urul pune 

tului cu planul corespunzetor acestqi punct, obţinem 
o tigurf\. de drepte roci procă cu figura de punct .cores­
punzetoare planelor din mănuchiu. 

ln  figura 67 avem doue sisteme reciproce determ inate 
prin eele 5 µJane A1 , B1 , C1 , D 1 ,  E, , şi cele 5 puncte 
A2, BJ 02 , D2 , B2 • Dintre cele d 'entei nu sunt 4 cari 
să se ta ie Într'un punct, şi între cele din urmă nu sunt 
4 cari să fie situate într'un plan . 

Dacă prin linia de unire ..-1� , Bi . <.lucem plane la  G2• 
D2, E2, şi l in ia de intersercţie A, , B1 , o intersectăm cu 
C, . D , , E, , în G:; , �1 , 81 „ „ , obţinem o făşie de plane 
şi o seriă d� puncte proecti ve. 

Tăind făşia de plane din prej urul A2 , Dl, cu l inia A, , 

B , ,  obţinem seria G:2 �2, 82 • „, proectivă cu G:1 , �, , .s, . 
Dacă ni se cere plann l  X corespunzetor lui X, unim 

A2  B� cu X printr' un plan ş i - l  intersectăm cu A, , B, , 

în x1 şi n fii\m pe ac.e<i stă l in i e  corespunzetorul X2• Pe 
urmă admitem o fâşiă de p1 ane împrejurul Bl · C2 şi 
afl;l. m  pe B2, c�. un al t punct i:V� . Jn mod analog aflăm 
şi un punct X� pe C2 D�. Unirea celor trei puncte Xi 
ne dau planul X chutat .  

Procedând invers obţinem pentru ori-ce plan X co-· 

respunzetorul seu X. 

Ori·ce plan putend fi considerat şi l::i unul şi la cel-alt 
sistem, va avea doi poli corespuzetori unui plan � şi vice­
versa pentrru ori-ce punct vom avea doue plane polare. 

Câ;rd ni se dă un plan P, P'.l cu cei doi poli P1 şi 
Pl (n'a m mai făcut figură specială ,  fig.  63 cu oare­

care schimbări de l i tere ·ce ori-cine şi le poate găsi, 
poate - să servească şi la desvoltările cari urmează), a­
tunci mănuchiul planelor polare din jurul lui P, �i 
mănuchiul de raze din P2 la pol i i  respectivi, formează 
doue mănuchi reciproce cari dau uascere la o suprafaţă 
de gradul al doilea. Această suprc:1faţă e tăiată ele planul 
P1 P2 într'o conică K.. care este conică de poli, avend 
proprietatea ca ori-cărui punct de pe ec planul polar 
să treacă chiar prin el . Tot d'odată aceste d in  urmă 
plane cari au proprietatea de a trece prin polii lor 
<1şeza,ţi pe K.. , înfăşură un con de gradul al doilea cu 
arma K2. Pe ori-ce plan locul punctelor, cari au pro­
prietatea de a fi n şeqaţi în planele lOr polare, este o 
conică şi d in ori-ce punct mănuchiul planelor, cari. trec 
prin polii lor, este un con de gradul al doi lea . De acea_ : 
Locul geometric a,J tutulor punctelor din spaţiu si­
tuate pe pla,nele lor polare este o supra,fa,ţă, de 
gradul a,J doilea, zisc'i suprala.ţii, de .poli. 

Toate pla,nele din spa,ţiu cari trec prin .poli lor 
înfiişură, o suprafaţă, de gradul a,J doilea zisă su­
pra,/a,ţa de plane pala.re. 

Construcţiile arCtatP. relative la fig.G7 le putem apl ica 
la trei puncte ue la infin it  şi să aflăm la inters�o-
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ţiunea lor un punct M1 corespunzetor planului M ,  si 
aceluaişi p lan considerat ca M1 a ci putem găsi si -M� . 
. 

In cele două mănuchi de plane şi raze polar� con­
jugat din prejurul lui M1 şi M2 găsim cele doue tri ple 
rectangulare x, .fi z, şi x3 Y-.i zi - Suprapunend Mi 
peste M'!. şi în vârtind cele doue triple ast-fel ca să se 
acopere, obţinem . doue sistem reciproce în involu­
ţ!un�, care involuţiune este determinată îndată ce pe 
langa cele 3 axe x, y, z ni se mai tiă doue elemente 
corespunzător P si P. 

Din combinarea' semnelor + setu - de Ia. cele doue 
triple, obţine m  8 feluri de in voluţiuni ,  din care remar­
căm mai cu seamă acelea cari au un elipsoid real drept 
suprafaţa, directrice şi un elipsoid imaginar drept 
suprafaţă directrice. In ca.sul acesta din urmă el ip­
soidul real îi ţine loc, şi av�nd un punct P, î i  căutăm 
planul polar P 1  în raport cu el ipsoidul real, iar si me­
tricul acestuia în · ra port cu _el ipsoidul  va fi planul p 
polar căutat. 

· 

Un cas special al reciprocităţi i  i nvoluntorice este 
acela u�de ori-ce pol 0ade în plan ul polar respecti v . 
Acest cas special a fost numit sistem nul de către 
unii sau sistem focal de . către altii. Polul este î n  
acest d in  urmă cas numit focarul pl anului . 

Vo� trata acest cas în  acelaşi timp cu compunerea 
puterilor în spaţiu, cari nu sunt situate în acelasi 
plan. 

· 

Părăsim acuma geometria de positiune si trecem la . ' 
puteri î n  spaţiu. 

CAP. IV  

F O R T E . I N S P A T I U 
Mănuchiu de forţe 

Când n i  se dă mai multe forţe în spatiu formând 
un mănuchiu, compunem doue din ele î� planul lor, 
apoi resultanta acestor uă combinăm cu a treict s. a. m. d. 

In fig. 68 avem trei forţe A. B C. care s� taie în 
punctul O. 

Compunerea lor se p6te face în 3 fel ur i  şi anume : 

1 .  Punem în planul AB : a O = A  şi euJJ·=B. Lini::t 
O&J' va fi resultanta între A şi B. Pe urmă ducem !iJ'e" 
= C. Linia OS" va fi rese ltanta R. 

2. Punând în planul BC: OOJ = B şi !iJ�'=C, pe urmă 
�·�"=li A. 

3. Punând în planul CA : eeş; -= C şi �1e1=A, pP- urmă 
ee " =ll B. 

In modul acesta vedem că resultanta O� apare ca 
diagonala unui paralipiped oblic. 

Mai resuită încă· 4 puteri în spaţiu care se taie într'un 
punct sunt în equilibru când punendu-le una după alta 
şi · paralele cu densele, obţinem un patrulater st.râmh 
închis. 

Forţe paralele 
ln  fig. 69 avem A. B. C. D. patru forţe paralele, cu 

punctele lor de aplicaţiune 1,2,3,4„. Dacă am inverti 
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forţele A, B împrejurul punctelor lor de apl icaţ iune 1 şi 
2 ast fel ca ele să remâie peralele, re3ult;1nta lor se v-J. 
m işca şi ea împrej urul punctulu1 ei de inverti re, care 
trebuie să remâie pe 12 şi  păstrând anumită posiţie 
în raport cu l şi cu 2- Continuând cu aceleaşi raţi­
onament relat iv la  resultanta între A, B şi putere � când 
ele se învertes0 î mprejurul p unctel or lor de apl icaţ i une 
s.  a. m. d. Conch idem. 

Cân.d mai multe puteri pa,ra, lele din spa,ţiu, se 
invertesc împrejurul punctelor lor de a,plica,ţi une 
ast-fel ca ele sfi remâie paralele: între densele 
resultanta se înverteşte şi ea împrejurul punctu­
lui ei de a,plica,ţiune zis centrul. 

DJ.că invertim forţele ast-fel ca sil devie paralele  cu 
un plan P, şi le  proer.tăm pe acest plan, nu este greu 
de vequt că pentru două forţo, proecţia resufta,ntei 
este egală, cu resultanta proecţie.i. Intinderea acestu i 
teorcm la tote fo rţele este de sine înţ13leasă . 

D::tcă vom pune forţele în doue pos iţ i un i paralele cu 
p lanul de p roecţi une, vom obţ ine doue proecţiuni <le 
ale resul t::i.nteI, şi la inter3ecţi unea plctnelor proectante 
vom ob ţ i ne o verticală care trece prin centrul forţelor. 

Dacă proectăm forţele pe un al doilea plan obţinem 
un a l  treilea plan proectant al resultantei. La i nter· 
secţi unea celor trei plane proectante obţinem centrul . 

Proectând forţ:t A în A' pe plan p utem spune că am 
descompus această forţă într'o forţă A'=A ş i  o forţă 
de la i n fin it al cărui mement este AXa. 

Acelaş i l ucru îl p utem spune şi despre cele alte 
forţe , precum şi despre resultanta R că e descompusă 
în forţa R'=ll şi momentul Rr. Insă fiind -că R' este 
resul tanta tutulor A'1 8' ... trebue şi  Rr să fie resultanta 
momentelor fortelor de la in finit. Pentru că atât com­
ponenta do la it�finit a re3ul tantei cât şi cele-alte com -
ponente de l a  infinit sunt situate p e  aceiaşi l inie d e  la 
infin it, de oc1.re-ce p lanele- proectante sunt toate pctralele 
re3ul tă că avem relaţiuned. : 

Rr=Aa+-Bb+Cc-\- . . . , „  

Nu •nind momentul unei forte refative la un plan 
productul !orţii prin distanţa punctului de aplf ca­
ţiane de la planul da,t avem teorema : 

Momental resulta,ntei este ega,l cu suma momen-
telor componentelor. 

Forţe oare-care 

Cltnd msa dă un sistem de forţe ,Li 1B1 C (fig. 70) le 

putem reduce la doue forţe ast-fel : Le tăiem cu un 

plan P în e.fi3� şi dintr'un punct O din spaţiu le pro­

ectăm în A B' C' situate în P Descompunem A în 

A" şi A'' 1 R in B' şi B" . . „ Forţele A' şi B'1 C' ne dau 

o resultantă R' în P, iar A" 1 B" 1  C" ne dau o resulta.ntă 

R" care trece prin O. Acestă descompunere variază 

cu planul P şi cu punctul O. Prin urmare sunt un 
număr infinit de perechi care pot representa acelaşr 

sistem. Două forţe R' şi R" la care se poate reduce un 

sistem, se numesc forţe conjugate. 
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be aci îna i nte î n  loc de a ne ocupa de nn sistem de 

mai multe forţe ne vom ocupa numai de doue forţe 

A' şi A". 
In fig. 7 1 avem cloue forţe A' şi A" să le transfor­

măm în alte doue for�e B' şi B" din care una să fie 

sit.uată în planul P, iar altrt să treacă prin Ooo 

Insemnând cu h' distanţa extrimităţi lui A' şi cu h" 

. A d I P d 
" A' i h' . " 

acea a lut '' , e a ve em ca : A" '=h--;,= ş1 ca 

această proporţiune se menţine ori-care ar fi direcţia 

lut O:x:;. P r i n  urmare putem înlocui A'2 cn k, Â"2  cu 

h",  (ca maxime), iar i;esultanta acestora sa le îmulţim 

/\.,. cu h' 
Variilnd direcţia lui O'oo puterile h' şi h "  se înver­

te.:;c împrejurul punctelor lor de intersecţiune cu h' remâ­
nend însă para lele şi egale, şi de aci resuită că punctul 

de intcrsecţiunc P al re:;ultantei cu A nu se mişcă . 
Dacă în aceaşi figu ră alegem O situat fa finit, atunci 

ln loc de a aplica descompuneri le asupra lui A' şi A "  
e tot una să  le apl ică m la B' şi B'' .- Forţa B' nu'mi 
va da nici uă componentă care să trea.că prin O iar 
forţa A" va da una,, care este singura forţă care trece 
prin O Vedem că ea trece şi prin P. 

Prin urmare avem teorema : 
Când menţinem pla,nul P şi va,na,m punctul O. 

resultanta, care trece prin acest punct O variabil 
trece şi prin unul şi acefaşi punct fix P situat în P. 

Când ne închipuim un plan P1 · care trece prin 811 , el 
va tăia B' în punctul Pi care are acelaş rol relativ 
la Pi precum îl are P relrttiv la P. Invertind planul 
P împrejurul lui 811 descri ind uă făşie de plane, ve­
dem că P, descrir. pe B' uă serie perspectivă cu 
acea făşie, şi când planul P descrie un mănur.hiu 
de plane împrejurul lui P, avem că P, descrie uă fi­
gură plană în P perspectivă cu acel mănuchiu. 
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Avem deci toate condiţiuni le unei reciprocităţi proer.­
tive între planele P cari co prind una din cele doue · : 
forţe conjugate la cari se pot reduce un sistem de forţe 
în spaţiu şi punct8le P situate în acele plane şi prin 
care trece cea-l'al tă forţă. Reciprocitatea este special 
denumită Sistem nul sau �îstem foca,]. precum am 
ve'cţut. Toate construcţii le vequte la reciprocitate -între 
plane şi puncte sunt şi aci aplicabile. In special avem 
următoarea înlesnire, după ce avem doue perechi de 
forţe conjugate A' şi A"şi B', B "  cari ne represintă 
acelasi sistem. , 

In acest cas (fig. 72) pentru a găsi unui punct P 
planul seu polar p ducem din p doue transversale ta 
şi tb la A', A" respectiv B', B" cari formează acel plan. 

Intr'adever planului dreptelor A' şi ta îi corespunde 
(A') pe A " .  

Planului dreptelor A'' ş i  tb î i  corespunde (A" p e  A' 
" „ B' şi tb " „ (B') „ B'' 
n '' B" . şi tb „ n (B" „ B1 

Avem deci că planul dreptelor t„ şi � este unirea 
a 4 plane (şi ar fi fost destul trei) cari trec prin P, 

prin urmare este P căutat. Vice-versri, da.că ni s'ar fi 
dat P, l 'am fi intersectat cu Ă',A" respectiv cu W B" 
şi unind câte doue doue, punctele de intersecţie am 
obţine la intersecţia liniilor punctul P. 

Reducerea I a  uă forţă finită şi una infinit de 
mică situată la infinit. · 

In fig. 73 avem A' şi A" doue puteri conjugate. 
Luăm un punct {, pe A' şi ducem doue puteri egale 
şi opuse cu A" .  Din +A" şi A' obţinem puterea V' , 
iar cele-l'alte doue puteri formează o pereche cu 
momentul A "  a. Am înlocuit astfel sistemul dat printr'uă 
putere U' şi uă putere U'' oo care cade în dreapta de 
la infinit ·al planului perechii A". 

Pliml1ânJ P pe A' vom vedea că V' se mişcă pa­
ralel cu sine însăşi şi remâne egal în mărime, iar mo­
mentul lui O" 00 variază de oare-ce a, variază. Acest 
moment devine minimum atunci când a, devine mi­
nimum, adică când ducem normala comună la cele 
doue puteri A' şi A". 

In fig. 73 planul perechii A" (cuplu) este precum 
se vede planul polar a l  lui P. Dreapta de _la infinit al 
arestui plan şi dreapta V' sunt conjugate în sensul re­
ciprocităţii .  Prin urmare când planul P se învârtesce 
împrejurul dreptei sale de la infinit (adică se mişcă 
paralel ) polul P se mişcă pe U' Când planul P ia pO­
siţia planului de la infinit atunci P vine la U::>0 
adică, direcţia puterii fi nite vine în polul p lanului de 
la infinit. Pentru că planul de la infinit nu poate avea 
de cât un singur pol, resuită că în ori-ce mod vom 
proceda: pentru a înlocui sistemul de puteri date, 
printro putere finită, şi o pereche (c upluj, puterea, 
finită, va, a, vea, una, si aceeasi directie. . , , 

Sistemul foral este un sistem reciproc involutoric, cu 
centrul la infinit (pe direcţia puteri i finite) şi cu planul 
de la infinit ca singurul plan diametral far paralele 
la U' ca diametre. 

Planele perechilor sunt plane-coarde cu ur corespun­
zetor. 

Compunerea momentelor 

In fig 7-1: avem ca date puterile A' şi A" şi punctul 
P care nu e situat pe nici una din ele. Dacă din P 
vom duce câte doue puteri egale, paralele şi de sens 
contrar cu A' respectiv A", sistemul nu s'a schimbat. 
Din Combinarea lor obţinem o singură putere V' şi 
doue perechi cu momentele A' a,' si A" a,·• . . 

Se admitem că am construit planul P polar lui P şi 
să înlocuim puterile A', A'1 A", A"1 şi U în compo­
nente B', B' ,  B '' ,  B·1 1 situat în P şi în C', C' 1 C", C" 1 
şi U cari sunt paralele cu U. DP- oare-ce P este polul 
lui P, resuită că resultanta celor din urmă n puteri să 
treacă prin P şi să fie egală cu suma lor care se vede 
că este V', de oare-ce C' . - c·1 şi C"= C11 1 şi prin 
urmare se anulează Cele d'întăi 4 puteri B ,  811 B·' , B" J 
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se . înlocuiescu cu pereche R' R" al cărui moment 
este R' r şi care deci este momentul resul tant al lui 
A' a' Ş! A" a." 

lu cele spuse este deci cuprinsă regula cum se pot 
compune momentele unui sistem de forţe în raport cu 
un punct P într'un singur moment. care est.e situat în 
planul polar al lui P. 

Tot de o dată am aretat că ori-ce sistem poate fi 

înlocuit printr'o singură putere finită U' care să treacă 
.printr'un punct dat P şi o singură pereche\ R R'i . 

Variând P direcţia lui U' nu va varia de oare-ce ea 
este direcţia centrului sistemului . 

Momentul perechii R' R' va deveni minimum atunci 
când planul polar va fi normală la U, adică pentru 
posiţia axe i .  

AcP-astă posiţiune a axei se  află ast-fel : 
Ducem (fig) 75 B' el" normala comună la A' A "  Din 

8' ducem o putere egală şi paralelă cu A " ,  care corn. 
punendu-se cu A' da U' care este direcţia axei. Pri n B'B" 
ducem planul N normal la U'. Prin focarul N al acestui 
plan va trece U'n axa sistemului. Descompunend A' Şi 
A "  în componente paralele cu U'n şi alte situate în 
N, vom obţine şi U' ca mărime, şi perechea R 'R'1 cu 
momentul R 'n minimum. 

Puteri proporţionale cu distanţele de la un plan· 
Momente centrifugale. Momente de inerţie. 

Elipsoid de inerţie. 

Deducerea elipsoidului ele inerţie se face în mod analog 
ca acea a el ipsei de inerţie. 

Când avem un corp în punctele c:huia sunt aplicate 
puteri paralele proporţionale cu distanţele de la un 
plan A, puterile vor avea un centru de aplicaţiune A. 
Variând A atât puterile cât şi centrul A vor vctria. Să 
arătăm că planele A cu centrele lor A formează o 
reciprocitate involutorică. 

Jn figura. 76 avem: G centrul de gravitate al unui 
corp cu volumul V cu distanţele xG şi yG de la doue 
plane A şi B; un punct P cu volumul dV cu distanţele 
x şi y de la A şi B. Punctele A şi B sunt centrale pia· 
nelor A şi B, avend coordon�.tele XA, YA, Xa şi ye.  

Printr'un raţionament identic ca. Ia putere în plan , 
ajungem la formula: 

Xc YA = .fG Xn 
Şi că prin urmare atuncI când yA = O, adică, când 

planul B trece prin A, şi X = O: adică şi punctul B 
e situat în planul A. 

Prin urmare când planul B se va inverti împrejurul 
punctului A descriind un  mănuchi de plan, punctul B 
se va mişca în A descriind o figură plană, şi pentru 
că pentru fie-care plan corespunde un singur punct, 
mănuchiul şi figura plană vor fi proectivă. 

Avem deci uă reciprocitate proactivă involutorică 
intre B şi . B Ea. este eliptică în toate sensurile şi 
prin urma.re suprafaţa, directrice va fi un elipsoid 

imaginar al cărui representant real este elipsoidul de 
inertie cu centrul în  G. ' 

Numai însistăm asupra acestui subiect care pe lângă 
că n'are importanţă practică., apoi şi din punctul de 
vedere teoretir: nu presintă nimic nou. 

Aplicaţiunile staticei la resistenţa materialelor. 
Puteri interioare, Elipsoid de tensiune. 

In fig. 77 avem trei plane OAB, OSC, OCA cari trec 
·prin O împreună cu cele trei tensiuni R1 ,  H.2 • R3 cari 
trec prin cele trei centre de gravitate P1 , P2 , P3 • 

Descompunem : R3 în 53 paralel cu OC şi in T3 situat 
în OAB. Această din urmă o 1escompunem în T31 
paralel cu OA şi T32 paralel cu OB. 

Tot 
·
ast-fel obţinem R1 descompus în S 1 [I ( lA, T 1 2  li OR, 

T1s l i OC şi R2 descompus în S2 li OB, T2 1 l i OA, T23 l i 00 . 
DR.că se (�ere tensiunea planului ABC, observăm că 

ea trebue să fie egală şi sens contrar cu resultanta 
celor trei puteri R1 , R2 , R3 şi prin urmare resultanta 
acestora trebue să treacă prin P centrul de gravitate 
al triunghiului ABC; fiind-că însă cele trei S trec prin 
P, resuită că resultant3le T1 2, T21 ;  T1 3, T32; T:i1 ,  T1 s (cari 
sunt situate în 3 plane cari trec pr!n P) să treacă fie­
care prin P. 

Pentru ca aceasta să fie poss ibil trebue să avem : 

T T b T„ 1'21 T12 sin IX T„ sin �i 
1 2  : 2 1 = : a sau -b = - sau ,-1 b-.- = ,-1 -.-.-a • c Stn IX I ca Slfi 

De oare-ce 1 1 2  bc sin IX şi 1 / 2  ca sin � nu sunt de cât 
suprafeţele triunghiurilor OBA şi OCA, resuită că · 

T1 2 sin 1X = Î21 sin � 
unde T 1 2  şi 1\ 1 sunt tensiuni specifice. Prin analogică 
avem : · { T1 2 sin IX = T2·1 sin � 

I I ) T23 s'.n � = Ta2 s�n y 
T31 sm y = T1 3 sm IX 

In casul când cele trei axe sunt rectangulare avem : { Î 1 2  = Î21 
(II) T23 = Ts2 

Ta i  = T 1 s 
Când planul BOC este . paralel cu R� ttensjunea 

planului COA) result,ă că T1 2 = O prin urmare şi T21=0 
şi de aci resuită că R1 e paralelă cu planul COA. 

Avem deci teorema :  
Când un plan e paralel cu  tensiunea unui alt 

plan, atunci ,şi tensiunea planului întâi e paralel 
cu planul al doilea. 

In fig. 78 avem planul P cu tensiunea OP. Prin OP 
trecem uu plan POC (care deci este paralel cu tensiunea 
planului P) şi punem din O tensiunea specifică OC' a 
acestui plan, care trebuind a fi paralel cu P şi trecând 
printr'un punct din acest plan, cade in el. Scim din 
articolele trecute că oe şi o e· descriu în invertirea 
}or o involuţiune de raze zisă involuţiunea secţiunilol' 
conjugate. De aci resuită că fâşia planelor POC este 
în reciprocitate involutorică cu fâşia razelor 00'.  şi 
avem deci teorema : 
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Când 11n plan descrie un mă,nuchiu de plane 
imprejuTul wwi punct, atunci mă,nuchiul teIJsiu­
nilor respective puse din acelaşi punct este în 
recipTOcitate involutorică, cu cel d'intâi. 

Aceste do"JP. rnunuchi i ,  prtcnm şti m au trei axe 
rect:=rngu lare. 

Am mai vezut în cR.pitolul precedent că atunci când 
O C  :::e învârte8ce împrejurul O, punctul C' extremita­
teR tensiuni i specifice descrie o elipsfi . Dac:\ ne închi­
puim că planul POC se învertesce împrejurul lui OC, 
atunci o e  se va înverti într'un pla n  şi punctul O' va 
descrie acolo altă e l ips:l de inerţie care însă se vct tăia 
cu el i psa d in inerţie din P, pri n urmare atunci când 
plrr nul E O C  va -descrie un mănuchiu împrejurul lui O, 
extrem ita tea tmsiun ilor specifice va fi un elipsoid zis 
·elipsoid de tensiune. 

Legătura între puterile esterioare şi interioare 

Puterile interioart.3 fiind un resultat al celor exterioare 
trebue �ă existe relaţiuni pentru a putea găs i  cele d'­
întei în funcţiunea celor din urmă. 

Aceste relaţiuni se caută luânrl în cercetare un ele ­
ment al corpului împreună cu puterile ce lucrează 
asupra lui 

De obicei în statică avem de aface cu bare adică 
cu corpuri formate din mişcare'..L normală a unei secţii 
plane pe o liniă continuă, ast -fel ca centrul de gravitate 
să rămâie pe acea linie. Secţiunea poate varia în di­
mensiune însă în inod continu. 

Când ne închipuim un element mărginit între doue 
secţiuni normale foarte apropiate, atunci toate puterile 
exterioare le descompunem într'o putere Q aşezată în 
planul unei;i d in  secţi uni şi  o putere P normală pe 
acea secţiune ş i  care o taie în punctul A. · 

1 �0 

F ig. 79 represintă această secţiune împreun[L cu 
puterea P. Acţ.iunea acestei puteri are de efect ca planul 
S să se misce din loc, venind în 8'. Admiţend ipotesa - _ 
că secţiunea. remâne plană şi după această mişcare, 
atunci S cu S' se vor tăia într'uă liniă a, şi tot de o 
dată fibrele longitudinale se vor lungi sau scurta (după 
cum avem extensiune sau presiune) în mod pi;oporţio­
nal cu distanţele lor d� la linia a. Introducend ipotesa 
probabilă că. lungirile sau scurtările fibrelor depind în 
mod direct de tensiunile interioare ce domnesc asupra 
lor, avem cit conclusiune ci\ puterea P normală, pe 
o secţiune produce în diferitele puncte ale secţiu­
nii, tensiuni proporţionale cu distanţele lor .de la o 
liniă a. Pe basa acestei ipotese resultată din cele două 
ipotese fundamentale, am vequt că l inia a este anti­
polara punctului A în raport cu elipsa centrală. de 
inertie. ' 

Tensiunea într'un punct oare-care cu suprafaţa .!lF, 
va fi cunoscută îndată ce vom cunoasce numai ten­
siunea dintr'un punct, d .  e. tensiunea punctului extrem 
al secţiunii . 

Nu putem să intrăm îri detali i  asupra modului cu-

nose:ut de a găsi tensiunea specifică cr al punctului 
extrem. 

Dăm dea dreptul următ0arele două formule bine. uu­
noscute pentru cr :  

P e 1 )  cr = F (1 +n-L ( 
cr = ;p_ (e+u) (2) 

Ori-ce altă tensiune cr '-==cr. y+
+

n (3) e n 
A se vedP-a în figură semni ficarea literelor. 
Când P trece prin G, ax:1 nautrală trece la infinit 

pr i n urm. n =oo şi din (1) avem 
p cr = ·f.' 

Cânrl P este Ia infinit, atunci axa nautrală trece 
pri n centru şi n=o. D in I ..:) resultă 

cr = pr (4) 
Când în  Joc <le a avea o putere P normală la sec­

tiune o avem înclinată situată într'un p lan normal . ' 

prin G, atunci o descompunem într'o putere T situat� 
în secţiune (fig. HO) trecând prin G şi una N normal� 
ia sectiune. 

Cea
, 
de:1teia produce tensiuni transversale de care 

ne vom ocupa în urmă; iar a doua pro1luce la extre�i­
tatea sectiunei b tensiune normală det.tă prin formula �) ' 

· Nn (e+ n) cr = J 
Insă fiind-că Nn=Pp resultă că 

, cr - �p (efn)(5) 
Prin urmare : - J 
Când avem o putere Q situată, intrun plan nor­

mal prin G, atunci ea, se descompune întro p utere 
transversală, Q egală cu densa ,ş1 una P normalii 
însii cu p unCtul de aplicaţiune la infinit. Din corn· 
binarea lui (4) (i:>) va resuita tensiunea normală din 
extremitatea secţiunii 

cr = Qq�(6) 
J 

Trecând la puterea Q situată în planul secţiunii ,  
o des�ompunem într'una Q paralelă şi egală trecend 
prin G şi uă pereche. Aceasta din urmă are oa efect 
tensiunea corpului. 

Nu ne vom ocupa de densa, de oare-ce metoadelor 
geometrice nu le a reuşit până acum şi de almin­
terea are importanţă numai la maşini . 

Efectul puterii Q trecând prin. centru îl căutăm con­
siderând în fig. Bl un clement din corp măl'ginit între 
două sectiuni -si avend lungimea .!lx. 

Efectui pute�ii Q 
·
asupra secţiunei din dos, va fi pe 

de o parte una transversală Q şi pe de altă parte 
va produce precum am vequt tensiuni normale. 

. Tensiunea din extremitatea secţiunii va fi conform 
cu (6) cr 

_ Qăxe - J 
Ducend o secţiune longitu<iinală A 'B A' B' paralelă 

cu NN diametru conjugat cu Q şi la distanţa Y, vom 
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avea că suma tutulor tensiunilor normale din secţ.iunea 
a do a şi care se află de asupra lui A B A' B' va fi 

T= �eQ4xy �F= Qâx �e y Â F. y J J y 
Această putere fiind paralelă cu A B A' 8'1 formula 

de mai sus va representa şi  puterea din înăuntrul 
planului A B A' B' şi dacă uă consideră.m ca egal 
repartisat.ă pe A B A' B', vom avea (cu însemnările 
din figură), că tensiunea specifică T din planul A U  A' B' 

T Q e va fi: T = Zăx = ZJ �
Y
y . ÂF. (7) 

Formula (7) ne arată efectul puterii Q asupra pla­
nului A B A' B' şi anuma componenta situată în plan 
şi o.are e paralelă cu axa. 

Intorcânau-ne acuma la efectu] puterei secţiunii S 
însăşi, şi anume într'un punct oare-care al linii A B, 
descompunem tensiunea transversală din acel punct 
în 1' paralelă cu Q şi T" în direcţiunea lui AB. 

Invocâ.nd formula I din paragraful precedent şi cu 
însemnările d in  figură, vom avea 

T' sin w = T sin 90° sau cu (7) 
rr' = ·-� �ey Â F · ZJ SJn(J) y 
Ast-fel am putut după un mic înconjur să aflăm 

componenta tensiunii spe6ifice transversale care este 
paralelă cu Q. 

In ceea-ce privesce T" o aflăm în modul urmetor. 
In fig. 82 avem o secţiune. AB A'B' este o făşiă pa­

ralelă diametrul conjugat lui Q. Ducem tangentele . în 
A şi  B cari să taie î� D. In punctele A şi B nu pot 
exista tensiuni transversale perpendiculare pe tangente 
prin urmare tangentele vor areta acolo direcţiele ten­
siunilor transversale: Avem deci · 

Ori-ce l iniă DXX' care trece prin D, represintă o sec­
ţiune care ca şi DA�' şi DBB' nu poate avea tensiune 
normală la XX' . Aşa dar l inia DX represintă direc­
ţiunaa tensiunii transversale în punctul X. De oare- ce 
clinoascem în acest punct mărimea lui T', putem să 
deducem acuma uşor mărimea T·1 •  

O privire resumativă 
Statica ca şi toată mecanica poate fi studiată din 

doue puncte de vedere şi anume, din punctul de vedere 
curat ştiinţific şi din punctul de vedere tehnic. 

Din punctul de vedere curat sciinţific cu toate că 
· mecanica nu este de cât uă aplicaţiune a matematicelor 
· putem totuşi să uă clasăm între ramurile lor; de oare-ce 
prin marea importanţă ce are şi prin interesul ce in­
spiră problemele ei, ea exercită o deosebită atracţiune 
asupra matematicilor şi dă ast-fel un impuls direct 
progresului diferitelor disciplino din acea vastă sublimă 
şi tot de uă dată de a purure tmpunătoare sciinţă. Cine 
studiază mecanica din punctul de vedere curat mate-

. matica. nu se preocupă de foloasele imediate ce ea 
poate aduce constructorului, ci caută numai. ad�verul 
fiind satisfăcut îndată ce a putut să înţeleagă esenţa 
soinţ.ei şi mai ales când a reuşit să respundă la între-

11i 

bări neresol vite încă sau măcar să clarifice mai bine . ( I 
respunsurile întunecoase, 

Privită ast-fel chestiunea, cine-oarWpoate să sus.ţină 
că analisa e de preferit geometriei sau v ice-ve'rsa ? 

Din punctul oe vedere matematic
· ·�ici nu. se po�te 

discuta avantagile uneia asupra celei-J - al t.e. Pentru ma. 
tematicul amendoue au acl3aşi importaI,lţă, fi i�d-că fie­
care din cele doue discipl ine (analisâ �i genrnetria) îl 
fac 'să vază mecanica sub o altă fată dar amendoue . . 
tot atât de plăcute şi de atrăgătoare. 

Când însă tehnicul studiază mecanica, el caută să 
tragă foloase imediate pentru cerinţele constructive. 

El nu are timpul să urmărească studiui ei în toate . ' 

detaliile şi este silit să se mulţumeas.că cu mai puţin 
şi mai ales cu acele părţi cari îi pot oferi mij loace 
lesnicioase si expeditive pentru constructi anile sale. 
Tehnic1:11 ia

' 
tot ce e bun pe�tru scopul ' s�� ori . · unde 

îl găses.ce. 
Cu toate aceste şi el este obl igat să studieze meca­

nica mai întei într'un mod abstract, tocmai p entru 
ca să poată să-şi aleagă într'un mod conştiincio� me-
toadele ce-i trebuesc. 

' 

Si pentru acelasi :motiv pent1:u care' el studiază asa 
de 

0
desvoltat diferitele ştiinţe pure, n.r trrb°ui să st�die�e 

şi noua geometrică car îi oferă atâtea noui m ij loace 
pentru statica. 

- . 

Cu atât mai mult ar trebui să ·uă studieze .cu cât I • • � 

ea îi vine în ajutor şi 'în alte părţi · ş( mai ales fît!1d-că 
nu presintă dificultăti mai niarî; de' : cât a1lgebr�.'

' , 

Precum această di� urmă . cahtk să' uă red.ucă resol· 
vările diferitelor equaţiunilor . de grad . s.uperior i� cele 
de grad inferior si mai cu seamă Ia cele de gradul 

1 , • •  l. ·. . . 
întei ,  tot ast-fel şi geometria de vo.siţi�r:ie caută să 
reducă construcţiuni le cele mai Q.�VJ:�.l icat� la _cons­
tructiuni liniare sî câte-o-dată fa constructiuni cu ' , 

·
J 

·,.
.

. 

' 

„
. 

compas. 
J o l  1 ·  . -· 

Plecând d in prol!esul de proycţiune, .ea arată;că două 
serii perspective sau în genere doue . figţiri d� întâia 
treaptă perspective sunt cu totul . �eterminate, îndată 
ce cun�ascem doue perechi de elemente c0respunzetoare. 
Int.r'adever îndată ce admitem că. A şi A},  şi . .  B' B1 se 
corespund perspectiv (vezi fig. 1 planşa 1 ),. vom avea 
că centrul lor de perspectivă se află în intersecţia lui 
AA 1 cu BB 1 şi de aci înainte corespunzetorul X1 al 
unui punct X va fi bine determinaţe de oare ce se va 
afla pe raza OX şi pe l inia 11 • _ 

Tot aşa cele doue făşi i  perapeetive di.n fig. 2 sunt 
determinate, î�dată ce cun6scem două .perechi de raze 
corespunzet6re1 cari ne dau axa de perspectivă, şi de 
aci îna inte construcţia elementelor respective, Aste o 
simplă construcţiă liniară. 

· 

ln doue figuri proective, construcţia eleIQentelor res­
pective, se face printr'o construcţiune liniară. 

In fig . . . . , unde avem dou� serii proact ive, deterfD;inate 
prin trei pereehi AA'1 BB', CC' 1 am admis fă�ia T.ABC 
perspectiv cu seria A1 Bl C1 şi făşia T.'. A' B' C' pers-

4 
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pectivă cu seria A'1 B' 1  C'1 însă ast-fel, ca cele doue 

făşii să fie perspective între densele. In acest mod 

constructia elementelor corespunz&6re din cele doue 

$tj}ii jJr�ec'tive, s'a redus la construcţia elementelor 

corespunzet6re din doue fă,Şii perspective. 
Tot asa se teduce coristructia elementelor corespun-

. . 

Mt61'e 'din do11e fliş ii proective · 1a construcţia elemen-

telor co'respunze'toâre din dolie serii perspective. 
Când doue serji proective sunt reunite atunci clin 

d'O\ie puncte oare-cari nesituate pe liilia for, se for­

mează doue făşii perspective, cu câte una din seriiie şi 

pr. urm. prO'eCtive fotre d�nsele. 
Tot asa când avem dolie fâsii proective reunite, 

'reducem
' 

construcţia elementelor
' tor la acele dou� serii 

proective remite. 
Ih casul fig'urilor proective reunite avem şi elemente 

comutle, ca ri sunt în tot-d'auna doue (reale separate, 
reale reunite sau rmaginare). Găsirea lor este un pro­
blem de gradul al doilea şi nu p6te fi făcută de cât 
cu compasul, de ac�ia mi am putu·t arăta aceasta de 
cât 'după ce am desvoltat relaţiuni le p1oective, ia curbe 
de gra:dul a1 'doileâ. 

Relaţiunile fondamentale de acest fel, precum am 
ve4ut, sunt: 

li âşiele formate dtn doue puncte ore-cari ale unei 
'Ct /n�ife c'ă'tre tote cele-la,lte puncte a,je aceleaşi 
conice sunt proective. 

Seiiîle .obţinute pe doue tangente fixe ale unei 
conice 'ae toate cele-! aJte su'nt proective. 

Aceasta 'dă niij locui de a representa o conică sau 
ca unire a tutulor_ punctelor do intersecţiune a razelor 
core's'puhzet6re dlh ·dorn� făsii proecti ve sau ca en ve 
lopâ a 'tuturor- .l in1ilor de �n'ii:e a ele�entelor cores­
puht�Mre 'din doue serii proective şi ne dă mijlocul la 
studiarea difei:it�Ior proprietăţi ale conicelor. Acestea 
pot fi Î'Ils'ă deduse şi considerând conica ca proecţiunea 
centrală a unui cerc din spaţiu sau al unei alte conice·.-

Ari. insistat �asupra ca.'sului special de proecţiune, 
unde rabatând co'iiic'â din spa\iu ea acoperă proectia 
ei Acest cas speci'al I'•am numit in'voluţiune şi 

. �m 
'dedus pe baza ei teO'riâ; p·oJilor şi poiareior. Polul 
l'am (consid'etat ca cenfru iar polarele ca axa ·ae coli­
heaţiuile invoh1torică în ·car'e coilicâ, originală acoperă 
J.magina. 

DemO'nstrând următoareie teoreme : 
'Câ'iid ·un pol se Wii'Ş'că pe o drea'pt'ii polarele se 

învertesc împrejurul poluTtii dreptei şi viCe-versa. 
!Po-lii ,pe o 'dreapta fot'me'âzii /JorJe serii pfoective 

iil /iivoliiţiu'rie, -kst-tet ·că 'jfoÎara, unul element trece 
prm cel :â,Jt ·core's'{>unzetor şi viC'e-versii. 

Polarele îinp'reju'iul t!triu'i pu'nC't formează doile 
fâşii involutorice, a,st-fel "că, 'jioJuj unei raze e si­
ltria:t fie ă- 'doua cofespu'n'Zeto'are Şi vice-versa, am 
complectat c1m6'scin'ţe1e furrdăme'iitale .p e  cari se ba­se�ză toăte eerce'tăti1� 'ufterioate 'Şi cu reg'uld, de găsire 
a eleine'nte1or duble precum şi a razelor rectanguiare, 

1 72 

am terminat toate construcţiunile la cari se reduc 
toate construcţiunile cele mai complicate a le geometriei 
de posiţiune. 

Ducerea tangentelor dintr'un punct ia o conică, inter­
secţiunea unei drepte cu uă conică, aflarea centrului, 
diametrele conjugate, axele unei conice şi a oti-cărei 
suprafeţe de gradul al doilea se resol\ră cu acest numer 
rest.râns de construcţiuni. 

-

Ar fi de prisos ca să mai insistăm mai departe, de 
oare-ce tote acestea reese aşa de clar .din toate capi­
tolele ce au urmat. 

Dar şi curbe şi suprafeţe de gradul al treilea şi cele 
- ·d.� grad superior pot fi studiate pe basa acestor puţine 
teorene. N'am putut atinge această chestiune find-că 
ese din caci.rlil 'ce mi l'am propus. 

Genera\isând relaţiunile proective între puncte şi 
::lrepte c'onsiderate ca poli şi polare am obţinut teori<J, 
reciproeit�ţii prdeC'tive, pe cât timp polii şi polarele for­
mează ii·guri reciproce în involuţiune. 

La studiul reciprocităţei plane s,e reduce acela al 
reciprocităţii din spaţiu, şi precum am vequt reci­
procitatea este basa întregii statice. 

Cu ajutorul ei am putut studia relaţiunile 'intre po­
ligoanele funiculard şi de forţe„ 

Cu ajutorul reciprocităţii involutorice am dedus teo­
ria elipsei şi elipsoidului de inerţie. 

Cu ajutorul reciprocităţei speciale, qis sistemul focar 
am putut studia relaţiunile între puterile în spaţiu. 
Acest studiu de o valoare teore.tică şipractică, nu nu­
mai că nu l'am putut epuisa, dar nici n'am putut să 
indicăm toată întinderea sa, mai alas cea teoretică. 

In resistenţa ma.terialelor am vequt cum geometria 
de positie, resalvă diferite probleme precum relaţiunile 
între variaţiunile secţiunilor şi tensiunilor, atât în plan 
cât �i în spaţiu precum şi relaţiuni între puterile ex­
terioare şi interioare. 

Pentru a nu întinde prea mult aceste articol�. am 
renunţat la expunerea aplicaţiunii gemetriei la teoria 
diformaţiunilor elastice, unde da9ă până acuma geo, 
metria nu poate disputa cu analisa, totuşi îi vine 
mult în ajutor. 

Cu toate omisiunile ce am făcut, credem totuşi că 
ne-am ajuns scopul ce ni l'am produs, adică, acel.a 
de a da cititorului atent o idee desluşită

. 
despre cea·ce 

vor geometria de posiţiune şi statica grafică a lui Cul­
mann (care ar putea fi numită static.ă geometrică) pre­
cum şi de metoad.eie ce ele urmează în ajungerea sc0-
pului lor. 

Spre sfârşit, să-mi fie permis a respunde �ai câte-vft 
obiecţiuni amicale ce mi-au făcut mar mulţi colegi 
amici. 

Aşa mi s'a făcut. observaţiunea că conţinutul �rti..: 
coielor nu corespunde cu titiul ce i-ain pus, şi că �r 
fi fost mai nemerit dacă puneam titlul de : "O  privire 
asupra staticei grafice cie Culmann". Nu sunt .de acord 
cu această observaţiune, însă a disputa asupra inţe� 
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lesului ctiventului de " studiu" nu cred de nemerit. 
Dacă nnii au putut înţelege prin cuventul studiu alt­
cev.a de cât ceea-ce mi-am propus, această propunere 
am indicat-o imediat, la început în introducţiune. Am 
spus că „vreau să tac·o schită" si aceesta am si făcut-o . . . 
Pentru aceasta m'am serv!t în mare parte de Fiedler n I 

Darstellende geometrie in organischer Verbindung 
mit der geometrie der Lage" (geometria de posiţiune 
în legătura organică cu geometria de posiţiune), trei 
volume şi de operile lui Culmann şi ale succesorului 
său Ritter. Urmând în:;:\ in mare parte pe aceşti au­
tori, aceste articole supt departe de a· fi numai nisce 
simple extrase traduse din ei, precum le-a plăcut la 
unii să susţie, bine înţeles aruncându-şi numai ochii 
asupra numirilor paragrafelor din text şi a figurilor, 
fără de a-şi mai da osteneala. ca să citească. 

Dacă am luat hotărârea de a scrie aci�ste articole, 
causa este că am observat că sunt prea puţini ingi-

173 

neri dintre cei cari nu 'şi-au făcut studiele îq Zurich, 
cari să aibă o id.eie clară despre statica graflc� aşa 
cum a înţeles-o Culmann, şi că unii chiar a.u o id�e 
pe nedrept defavorabilă teorielor acestui bărbat ln-: 

semnat. 
Am crequt deci că .fac bine să eX:pun pe cât pot 

aceste teorii. Dacă pe de o parte am putut. con.stata cu 
mâhnire că sunt prea puţini cititori, pe de altă parte 
am constatat cu plăcere că articolele au deşteptat 
atenţiunea multor membrii de valoare din societate 
asupra teorielor expuse în ele. Fie ca el să se decidă 
de a trata această chestiune cu o mai mare conipe· 
tenţă, �i într' un mod mai desvoltat. Ast-fel munca ce 
am întrebuinţat-o şi sacrificiile buletinului vor fi pe 
depl in răsplătite. 

Iacob Solomon 
Inginer 

CUM SE DESVOLTA TECN IGA CONSTRUCŢI I LOR  ŞI ÎNRÂUR I REA LU I JOHAN BAUSCH I NQER 
' . 

--�--

Propăşirea, ce a făcut'o tecnica în ultima jumătate 
a veacului nostru ie datorită aventului luat de con· 
strucţia Căilor ferate, cari la rîndul lor n'ar fi ajuns la 
o desvoltare atât de mare, dacă nu se înlătura piedi ­
cele, ce mereu le i eşia înainte. 

Trecerea riuri lor şi ale adencilor prăpăstii a pricinuit 
pe de o parte căutarea de metode simple �i r;:i.ţionale 
în construcţia podurilor, iar pe de alta, atât întrebuin · 
ţarea de materiale, cari se presinte relati v la un volum 
mic o resistenţă mare, cât şi cercetarea·resistenţei mate­
rial�lor pentru a se putea desluşit hotărâ, ce sarcină 
poate duce un anumit fel de material fără să se 
obosească. 

Ast-fel vedem pe t.ecnicianii noştri înpărţiţi în doue 
tabere. Una îşi frământă gândirea ocupându-se cu 
înjghebarea de felurite theorii peutru a găsi puterile 
launtrice ale părţilor, din cari ie alcătuit podul, şi cari 
puteri vor trebui să ţină piept celor din afară, pentru 
ca osatura întreagă să poată sta în cumpănă ; iar 
cea-I-altă înfundată în laboratorii are mintea �i privirea 
îndreptată către maşinele de încercare, observând modul 
deformaţiuniler şi momentul cedărei unui material 
supus la încercare, ca ast-fel din numeroasele obser­
vaţiuni să poate trage încheierea, la ce muncă anume 
se poate pune un material dat. Numai lucrându-se 
paralel tn ambele direcţiuni am ajuns să posedăm 
aqi acea horbotă ridicată în aier Turnul Eiffel şi în 
curând se vedem Dunărea fălindu-se cu mândrul colier, 
ce·l va purta la gâtu-i Podul de la Cerna-voda. 

Ori si cât de în�emeiate si vădite teorii am avea la , , . ' 

îndemână pentru găsirea puterilor, �ce solicită o con­
strucţiă, totuşi dimensiunile ei nu �e pot determina, căci 
statica ni înfăţişează pentru a lor căutare fo�mule, în 

cari se află o necunoscută, ce numai prl\ctica o poate 

determina . Aceasta-i putere pe unitate de Secţiune s�u 

coeficientul de resistenţă,. De la alegerea acestuţ coe�­

cien t atărnet dimensionarea construcţiei prin urmare şi  

eostu] ei . Cum însă toată actuala activit.ate omenească 

se resfrânge în a câştiga mult şi a cheltui puţin,  iat� 

si tecnica nu se dă în lături, ci pcupă ai sei repre­

�e::.1tanţi cu găsirea mijloacelor pentru a satisface prin-

cipiul vremei de aqi. , 
De şi mecanică încă de Ia început, dar �aî al�s 

de la descoperirea grapho-sta.ticej întemeiânqu·Sf? 
pe descompunerea puterilor în plan , a găsit mijloa 
cele pentru combi�aţiunea sim ph'i şi clară a constr�.c 
ţiunilor menite să susţină �reutăţi, totuşi pr�ticci. �·a 
avut încredere pe acea simplicitate dată de thr.orj i 
pentru alcătuirea bună oară a fermelor, şi �st-fe�, pe 

de o parte � îngroşat qimensiunile theoretice, iar pe 

de alta a introdus o grămadă de bucăţi pentru sus­

ţinere, părţi pe cari theoria le arată, că sunt cu totu 1 
de prisas. Această temere a practicei era întru-cât-va 

j ustificată. 

Ochiul deprins cu formele greoaie şi pline, ce ni Ie d<t 

zidăria, i-a venit greii să 5e desveţe aş:t de-o-da.tă „· ; 

să primească fără nici un control, formele schelet.ice :; 1  
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