H) Reparatzunea taluselor in puntul unde
s’au ivit elculemente.

1. Sapdtura si trans-
portul pdméntului prove-
nit din ebulment. .

2. Zidiria pe peatrd
uscatd

3. Umpluturd cu pdmént
batut in straturi de céate
0.20 c. m.

m.c. lei

2153,04 a 1.20,— 2583,65,

1048,22 a 17,00,—17319,74.

1104.82 a 1.50=1657.23
22060,62,

Total .

G) Investirea taluselor
Pretul unitar al acestei lucréri s’a determinat ludndu-
se de bazd estimatia de mai jos a investirei unei su-
prafete de 298 m. p. de talus, suprafata coprindénd 2
arcade sau 20 m. de lungime pe axa.
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m.c. lei

37.87 a 34.00=1237 58,
106.06 a 17,00=1803.02.
143.93 a 1.00= 14393

1. Ziddrie cu mortar
2. Zidarie uscati .
3 Sipatura .

4. Brézduire . 218.16 a 1.65= 359.96.
Total . 3594 49
De unde resultd pretul pe m. p. = jﬁ%&ﬂ: 12.00

Costul lucrédrilor de investire este dar:
1. Talusa amont c/m Vaslui 2337.78 m. p.

2. i i ., lasi 116163
3 » aval , Vvaslui 1934.53
4. » o » lasi 106400
Total . 6997.94 X12,00=83975,28

S. Carcalechi.
Inginer sef.

STUDIU ASUPRA STATIGEI GRAFICE DE CULMANN

(Urmare si fine).

CAP. III
GEOMETRIA DE POSITIUNI IN SPATIU

Impértirea geometriei de positiune in p/and si spatiu

este cu totul arbitrarie. Am admis-o numai cu scopul
de a introduce mai lesne pe cetitorii In aceastd stiinta.
In realitate insd, geometria de positie nu poate fi
studiatd do cat printr'o strdnsd legidturd intre plan
gi spatiu.

Dar ce este geometria de positiune ?

Precum stim geometria se ocupd printre altele cu
studiarea formelor figurelor. Insd una si aceasi figurd

apare sub diferite forme, dupd cum varidm punctul de
privire, sau pastrdnd punctul de privire dupd cum’

varidm positia figurii.

Perspectiva ne invatd metoadele ce trebue sé intre-
buintdm pentru a afla forrna unei figuri dintr'o anu-
mitd positiune, cdnd cunéscem forma aceleiasi figuri
dintr'o altd positiune.

Dacd insd stiind d. e. cd elipsoidul nu este alt-ceva
de cat forma sub care apare sfera, ciutdm si deducem
proprietdtile elipsoidului din ale sferei luand in ajutor
relatiuni intre cele doué positiuni ale corpului, facem
Geometria de positiune.

Perspectiva isi aplici metoadele sale tdidnd conul
visual catre figura din spatiu printr'un plan, zis plan
de proectiune.

Pe acelasi plan studiazd si geometria de positiune
formele corpurilor.

Insd perspectiva mai figureazd corpurile din spatiu
printr'alte corpuri, zis reliefe, modele etc.

Qi aci geometria de positiune are cadmpul séu de
aplicatiune, pe care insd nu-1 vom putea de cit atinge.

Despre figuri de diferite trepte

Am spus cd geometria de positiune cautd si studi-
eze proprietdtile unei figuri dinale alteia cari amandoué
represintd acelasi corp vézut insd din diferite puncte
Ca basa acestor studii sunt relatiunile intre punctele
de privire si corpul. Pentru a simplifica insd si mai
mult studiul figurilor, geometria e positiune studiaza
mai. intai figurile cele mai simple, si trece succesiv din
proprietdtile acestora la ale celor mai complicate, a-
rdtdnd cum prin relatiuni de proectiune, figurile de
grad superior pot fi deduse din grad inferior.

Spre acest scop geometria de positiune deosebesce
trei spete de figuri si patru trepte.

Cele trei spete sunt dupd cumn considerdrs figura
ca formatd din puncte, plane sau drepte.

In ori ce figurd deosebim: colturi, fete si muchii

Cand considerdm o serid de n puncte .pe o linid,
avem n colturi si o muchie. Fetele dispar. Seria e
puncte pe o dreaptd este o figurd de puncte de in-
taia treaptd. Cand avem o fisid de raze intr'un plan,
ce are un singur colt si o singurd fatd. Avem deci o
figura de drepte de intaia treapta.

Cand unim un punct din spatiu cu o fisid de raze
dintr'un plan obtinem o fasid de plane care este
o figurd de plane de intaia treapta.

Ori-ce figurd de puncte dintr'un plan poate fi con-
sideratd ca provenitd din intersectiunea a doud fasii
din plan, si este deci o figurd de puncte de a doua
treapta. N

Ori-ce figurd de drepte din plan, poate fi considerata
ca provenitd din unirea punctelor din dou& serii, este
deci o figurad de drepte de a doua. treapta.
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Unind un punct din spatiu cu o figurd de drepte
din plan, obtinem wun mdnuchiu de plane, iar unind
punctul din spatiu cu o figurd de puncte obtinem
un manuchiu de drepte Améndoud sunt figuri de a
doua treaptd.

Cand ni se ddo figurd oare care de plane o tiidm
printr'un plan oarecare si obtinem o figurd de a
doua treaptd, o stridpungem cu o linid dreaptd si
obtinem o figura de Iinii de a doua treapta.

Figura de plane din spatiu ori-cum ar fi ea poate
deci fi consideratd ca esitd din combinarea unei fi-
guri de linii de a doua treaptd cu o figurd de puncte
de intdia treaptd, prin urmare ea este o figurda de
a treia treapta.

Figurile de drepte in spatiu pot proveni de doud
feluri.

1. Pe de o parte o serid de puncte pe o draptd
si pe de alta o figurd de puncte intr'un plan. Liniile
de unire intre seria de puncte de pe linia si figura
de puncte din plan e o figurd de linii de a treia
treaptd, Tot ast-fel cind avem o fasie de plane im-
prejurul unei muchi, care e o figurd de intéia trépta
si o intersectim cu un médnuchi de plane imprejurul
unui punct, care e o figurd de a doua treaptd, obtinem
o figurda de drepte de a treia treapta.

2. Cand avem doué figuri de puncte de a doua trépta
din doué plane diferite, si unim punctele intre dénsele
prin drepte in ori-ce sens voim, sau dacd intersectdm
intre dénsele doué manuchi de plane care sunt doué
figuri de a doua treaptd, obtinem o figurd de
drepte de a patra treapta.

Punctul ca vérful unei fisiide raze, planul ca fala
acestei fasii si dreapta ca purtdloarea unei serii sunt
figuri fundamentale de intiia treapta.

Punctul ca vérful unui ménuchiu de plane sau raze
si planul ca fata unei figuri de drepte sau puncte de
a doua treaptd sunt figuri fundamentale de a doua
treapta

Spatinl ca totalitatea punctelor sau planelor esto
figura fundamentald de a treia treaptd

Spatiul ca totalitatea dreptelor este figura funda-
mentala de a patra treapta.

Despre figuri perspective si proective

Cand ni se da o serie A, A, 4, fig. 57 pe o dreaptd
si o proectdmn din € pe un plan, obtinem A’} A, A%
perspectivd cu 4,4,4; si cu fasia din € la aceste puncte,

Proectand din € o fisie 1,/ obtinem o fasie I'\/,/
perspectivd cu cea d'antdia §i cu fagia de plane din €
la 1, 1, 1,

Proectdnd din € figura plani A, B, C obtinem
figura A‘B’'C perspectivd cu cea d’'4ntéia si cu m4-
nuchiul de raze (sau de plane) la A, B, C.

Proectdnd toate figurile de mai sus din al douilea
centru ¢', obtinem :
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|

scrin de puncte A", A", A", proectivd cu seria de punctcA4,’4,"4,’

fasia cde raze 1,"1,” I, « « « « raze F FF,

figura plani A“ B" C* « « « figura plani A'B'C’

manuchiul € A“B*C” perspectiv « « manuchiu € 4'B°C’
Dacd unim un punct €“ cu ultimele figuri avem:

fasia de raze €“A“, A", A", proectivd cu fasia de raze €. A, A, A
« «plane@1,“ L,* I,* « « « plane €. 1 1,1,

manuchiul de raze € A“B'C" « « manuchiul de raze €.ABC
(sau plane) (sau plane)

Despre colineatiunea centrald

Cand ni se d& o linia / (g 58) si ni se cere si o
proectdm din € pe un plan P, ii ciutdm mai antai
intersectia S cu planul P!, si pe urmd din € ducem
o paraleld la / pand intdlnesce planul P! in punctul
Q. Linia SQ' va fi proectia /’ cidutatd a lui /. Punctul
S se numesce urma linii / iar @'se numesce punctul
de directiune sau punctul de convergentd a linii I!
de oare-ce toate liniile din spatiu cari sunt paralele cu
1 vor avea drept proectiuni linii cari trec prin @

Tot astfel pentru ud figurad pland A B C avem linia s ca
urma planului figurei date si linia @' ca urma planu-
lui clus prin € si paralel cu planul dat. Linia ¢' se nu-
mesce /inia de positiune sau linia de convergentd
a planului dat.

Dacd ducem prin € un plan paralel cu P!, el taie
linia / intr'un punct R care in proactiune vine in R’co
iar planul dat il taid intr'o linie r, a cdrei proectiune
este r'co. Linia r se numesce /inia de disparitiune si
punctul R se numesce punctul de disparitiune.

Dacd invértitn planul figurii imprejurul lui s si In
acelas timp planul €q' imprejurul lui g!, proectiunea
figurii ABC nu se schimba cat timp plapul dat si planul
€q' réman paralele.

Cand culcdm planul figurii ABC precum si planul €q!
in planul P!, atunci hgurile ABC si A’'B’C’ réméan per-
spective in raport cu € rabatut, insd ele se numesc in
colineatiune centrala.

Cand avem doué figuri colinare centrale ABC si A‘B'(
atunci punctul € se numesce centru colineatiunii, linia
S s@ numesce axa colineatiuuei, iar liiniile g' si rse
numesce contra axe. Observim cd distanta intre € si
q' este egald cu distanta intre s si r.

Unei linii / ca imagine, ii gdsim originalul / astfel:
O intersectdm cu s in punctul S si ducem din € o pa-
raleld la 7 pand intdlnesce r in R. Linia SR va fi /
céutat.

Unei linii 1 ca original 1i gisim /' ca imagine intersec-
tdnd’o cu s in S si ducénd din € o paraleld la / pAnd
intdlnesce ¢’ in @' Linia SQ va fi I’ ciutat.

Odatd gasit / si I/ ca coréspunzétoare, gisim unui
punct A pe cor8spunzétorul séu A’ prin intersectia lui
GA cu I

Am vézut in cel d’antai capitol cd in aceeasi colinen-
tiune raportul dublu (6SAA’) si (csaa’) rémane constant ;
am numit acest raport, caracteristica colineatiuni:
§i 'am fnsemnat cu A.
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Printre diferitele feluri de colineatiuni am remarcat
pe acea in care A = —1.

GA.BA’ GA__ GA'
RA—SA"

In acest cas ((SSAA’)=S—A.S—K,=-1 sau oz

cele patru puncte G, S, A si A’ formeazd o grupad ar-
monica.

adicd

sin (ca) sin(ca’)

sin (ca)esin (ca’l n(ca)
sin (sa)  sin(sa’)

sin (sa)’sin(sa’) ~

Tot aci (csaa’) =

adicd, originalul si imagirea unei drepte impreuna cu
axa de colineatiurne siraza SE, formeazd o fasie armonica.

Tot d’odatd s’a ardtat cd in acest cas imaginea si ori-
ginalul pot fi schimbate intre dénsele, adicd avem o in-
volutiune.

S& mai complectdm acestea, notdnd cA in casul unei
colineatiuni involutorice, cele doué linii g* si r cad
impreund, si anume, la mijloc intre € si s.

Colineatiune centrald pland poate fi consideratd ca
proectiunea unei figuri plane in raport cu un centru si
0 axd in acelasi plan.

Intinzénd aceastd notiune de colineatiune pland asupra
spatiului, cipdtdm o colineatiune centrald in spatin
astfel :

Admitem un plan S (fig. 65| ca plan de colineatiune
un plan Q ca plan de convergentd, un punct € ca
centru si un plan R ca plan de disparitiune situat
astfel incat distanta intre S si R si fie egald cu distanta
intre € si Q.

Cand ni se da o linie 7 care taie planul S in § iar
planul R in R, unind € cu R si ducénd din .S o paralela,
obtinem coréspunzétoarea /’. Dadnduni-se /' obtinem pe
1, ducénd din S o paraleld la GR.

Tot astfel un plan P taie S in s si Rin r. Planul P va
fi paralel la planul €r si va trece prin s. Tot de odatd
vedem c& planul P trece prin s si e paralel cu planul
Gq’, q' fiind intersectia intre Q’ si P’.

Coréspunzétorul A’ al unui punct A se afli cdutand

mai intdi coréspunzitoare unei linii care trece prin acel -

punct sau pe coréspunzétorul unui plan, care trece prin
acel punct, si intersectand linia sau planul gésit cu raza
din raza din € spre A.

In colineatiune in spatiu avem urmétoarele relatiuni :
Intre punctele €, S, A si A’ pe aceasi razd existd un
raport dublu constant, ori-care ar fi A si A"

[ntre cele doué linii coréspunzétoare /si I, cari por-
nesc din &, intre s si raza €S in acelasi plan cu / si I
existd iardsi un raport dublu constant. :

Intre cele doué plane coréspunzétoare P si P’ cari se
taie in s si intre planul S si planul @s, existd iardsi un
raport dublu constant.

Toate aceste rapoarte duble constante sunt egale intre
dénsele se numesc caracteristica colineatiunii si se
insemneazd cu A.

In casul special cand A=—1, cdpidtdm involutiune,
originalul si modelul se pot schimba intre dénsele.

Toate observatiunile ficute la colineatiune plani isi au
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loc si aci, si teoremelor de acolo le coréspund teoreme
analoage.

Din toate vom releva urmétoarele fird de a mai repeta
demonstratiunile :

Cand ni se d& doué figuri coliniare centrale in
spatiu si unim un punct A din original cu toate
cele-Talte originale B, C, D, iar pe coréspunzétorul
séu A’ din model cu toate cele-I'alte din model
B,C,D obtinem doué manuchi perspéctive.

Céand unim linia 1din original cu punctele B,C,D
din original, iar linia I' din model cu punctele
B,C,D' dinmodel, obtinemdoué fasii de plane per-
spective.

Céand tdiam o linie 1 din original, cu toate planele

din original, iar I' din model cu toate planele din
model obtinem doué serii perspective.

Céand doué figuri de ori-ce treapta, sunt proec-
tive in original, ele rémén proective si in model

Cu aceste notiuni si teorem putem intra in cercetarea
suprafetelor de al douilea grad.

Despre proectivitatea la figuri de intéia
treapta.

In capitolul I-iu ne-am ocupat cu proectivitate intre
doué fiiguri de inuéia treaptd cari sunt situate in acelasi
plan. Am vézut cum se po:ite construi pentru un element
dintr'o figurd, elementul corespunzétor din cea-l'altd
figurd, atat in casul cand cele doué figuri sunt separarte
cdt si in casul cédnd sunt intrunite. Am tratat in spe-
cial casul de involutiune, care precum am védut are
o insemndtate deosebitd. Sub titlul de proectivitate la
cerc si conice, am védut cum din combinatiunea ele-
mentelor corespunzétoare a doué fiiguri proective de
intéia treaptd si de aceeasi spetd se nasce o conicd,
fie cu o continuitate de puncte, fie-ca envelopd de tan-
gente. Am arétat in trdsdturi generale cum putem s
resolvim cu ajutorul ‘proectivitdti diferitele probleme

care se rapoartd la conice.
Vom cduta sd facem acelasi lucru cu a treia spetd

de figurd de intéia treaptd, adicd, cu fasiile de plane
imprejurul unei muchii.

Am védut cd doué fasii de plane sunt proective cand
tdindu-le cu un plan oare-care obtinem doué fisii de

raze proective. ,
In aceastd proprietate se coprinde toate regulele re-

lative la constructiunea elementelor corespunzétoare.
Nu ne este posibil s desvoltdm téte constructiunile,
fiind-cd spatiul nu ne permite.

In cea ce privesce suprafata nédscutd din liniile de
intersectiune a doué plane corespunzétoare din cele
doué fasii suntem in drept si ne asteptdm cd ea vafi
de gradul al doilea, dupd cum in plan apirea peste
tot figuri de gradul al doilea (In genere nec vom mér-
gini numai la suprafetele de al doilea grad, singurele
cari au importantd in studiul staticei).

Intradevér cadnd tdiam cele doué fasii de plane (fig. 59)
P, Py, Ps.... si P, Py P%4. .. din prejurul lui g si g’
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ca muchii, cu un plan oare-care P, obtinem dous fisii
de raze proiective I, 1., lg.... si 1,7, 1, lg’,...... care
precum stim dau nascere la o conici. Nu este insd
greu de védut céd cele dou& varfuri 0 si O ale acestei
couice se afla pe muchiile g si g’, iar cele-alte puncte
A, Ay A,..... se afla pe generatricele h;, h,, hy,.... adica
pe liniile de intersectiune a planeclor corespunzatoare
P, ¢ P, P, si Py P;si Py... Prin urmare suprafata
este intradevér o suprafatd de a doua ordine.

Cand cele doué muchi g si g,, nu sunt situate in
acelasi plan, este v&dit cd nu se vor gasi doué linii
hi si hy cari sd fie in acelas plan. Insd ori-ce linie h,
trebue si intdlneascd atat pe g“ cat si pe g/, filind-ca
linia A provine din intersectiunea a doué plane, din
carc unul trece prin g iar cel'alt prin g’

Punctele H,, H,, Hy..... si Hy’, H,. Hg.... intersec-
tiunile liniilor g, g’ cu hy, h,, h;.... pot fi considerate
si ca intersectiuni de ale liniilor g si g’ cu planele
P,, P, Ps,... si P, Py Ps,.... Aceste planuri fiind ele-
mente din doué fasii proiective, resultd ca si punctele
H,, H,, H;...... si HY H,’ Hy’..... sunt proiective.

Asa dar am demonstrat in acelasi timp urmaétoarele :

Prin intersectiunea planelor corespunzétoare din
doué tasii de plane proiective obtinem o supratata
riglatd de a douna ordine. .

Unind punctele corespunzétoare a doué serii pio-
iectivede pe doué linii ce nu sunt situate in acelasi
plan, obtinem o suprafatd riglati de a dona
ordine.

Lesne isi mai poate demonstra ori-cine:

Ori-ce suprafatd riglati de a doua ordine poate
fi consideratd ca proveniti din intersectiunea ele-
mentelor corespundétoare din doud fésii de plane
proective, sau prin unirea punctelor corespunzé-
toare a doué serii proective situate pe doué linii
cari nu se taia.

Dacd tédidm suprafata printr'un plan care trece
print'ud linie A, este vadit cd acest plan trebue sid mai
dea pe suprafatd incd o linie, care impreund cu #
sd formede o conicd degeneratd. Insd ori-ce plan dus
d. e. prin A, intdlnind deja dreptele g si g’ in punctele
H, si H’ nu le mai poate intdlni in alte pucte, insd
pe cele-l'alte A trebue si le intalneascd, si acolo unde
intdlnesce avem puncte de intersectie intre plan si
suprafatd. Asa dar un plan oare-care prin A taie su-
prafata incd intr'ud linid g, care taie pe toate 4/ insd
nu pe g nici pe g'. Prin urmare :

In ori-ce suprafatid riglati de a doua ordine
avem doué grupuri de generatrite g si h. Ori-ce
generatritd dintr'un grup taie pe toate generatri-

tele din cel-alt grup, insd nu taie nici una din
acelasi grup.

Este vadit cd dacd tdidm suprafata cu un plan pa-
ralel cu doud generatri{e sd obtinem ca puncte de inter-
sectiune a planului cu suprafata, doué puncte la infinit,
adicd, curba si fie o iperbola. Va si dicd in ori-ce
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cas in aceastd suprafatd se gasesc sectiuni hiperbolice.
Din aceastd causd suprafata noastrd se numesce hi-
perboloid.

Céand cele doué muchii g si g’ sunt situate in acelasi
plan (vedi fig. 64) atunci hiperboloidul trece intr'un
con de a doua ordine.

Cand cele doué muchii @

g si g sunt paralele, supra-

fata un cilindru de a doua ordine.

Considerand suprafetele de a doua ordine ca ndscute

din combinarea elementelor corespundétoare din dous

figuri de intdia treaptd situate in spatiu putem reduce
problenele relative la aceste suprafete la construc-
tiunea elementelor corespur.détoare din figuri proective.

Ast-fel : cand ni se cere intersectiunile unei drepte
cu o ast fel de suprafatd, ducem prin linid un plan
dupéa voie, care taie cele doud fisii de plane in doué
fasii de raze proective. Intersectiunile linii noastre cu
conica determninatd de aceste doué fasii de raze sunt
cele dou¢ puncte date.

Doué fasii de raze proective situate in doué plane
diferite nu pot fi combinate intie dénsele de cat daca
elementele sorespundétoare se intalnesc. Indatd ce ele
nu sunt perspective, aceastd intdlnire nu se poate face
de <at daca cele doué vérfuri cad impreuna- In acest
cas tdidnd (in fig. 61) cele doué plane ale fasiilor
printr'un plan P, obtinem dou€ sesii A;, A, A; .. Ay
Ay, Ay'.... cari sunt proective. Prin unirea punctelor
corespudétoare obtinem o conicdca envelopd de drepte.
D¢ aci resultd ca planele de unire ale elementelor
corespundétoare din cele doué fasii, infisurad o supra-
fati de a doua clasd, si anume un con.

Cand ni se di o fasie de raze améndoué proective
intre dénsele, si tdidm cea déntéia fiasie cu planul
fasii de raze, obtinem o noué fédsie de raze care este
proectivi cu fasia de raze datd. Aceste doué fasii de
raze dau nascere la o conicd, care este tocmai inter-
sectiunea fasii de plane cu fasia de raze.

Cand ni se di o fasie de raze si,o serie de puncte
pe o linie care nu e situatd in planul fasiei, cipatam
un manunchiu de plane proectiv atadt cu seria de
puncte cat si cu fasia de raze.

Am védut deci toate combinatiunile ce se pot face
intre elementele de intaia treapta.

S& trecem acuma la cele de a doaa treapta.

Proectivitatea intre figuri de a doua treapta.

Am védut in capitolul I cd proectivitatea la figuri
de a doua. treaptd este de doué feluri si anume colli-
neard § reciprocd, dupd cum elementele corespun-
détoare sunt de aceeasi spetd f{punct cu punct, linid
cu linid) sau de spete contrarie (punct cu linid, linid
cu punct).

Doué figuri collineare din acelasi plan sunt proective
cand fasin formatd din razele dus> .dx la un colt la
toate cele-l'alte colturi din aceeasi figurd este proectiva
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cu fiasia formatd din razele duse diu coltul corespun-
détor din cea-laltd figurd catre toate cele-I'alte colturi.

In acelasi timp, seria obtinutd prin tderea unei laturi
dintr'o figurd cu toate cele-I'alte din aceasi figurd e
proectivd cu seria provenitd din tderea laturii cores-
pundétoare din a doua figurd cu toute laturele.

Pentru doué manuchi de plane cari sunt in acelasi
timp si ménuchi de raze, colineatiunea este atunci
cand tdiand cele doué manuchi, cu un plan, obtinem
doué figuri colineare.

Studiul colineatiunii ne duce si el la resolvirea
multor probleme din suprafete de al doilea grad. Re-
nuntdm insd la acest studiu, nefiind de mare imnpor-
tantd la studiul staticei. Suntem si'iti s& ne limitim
la cele absolut necesarie,

Cu totul alt-fel este a doua formd de proectivitate si
anume reciprocitatea. lmportanta ei geometricd este
mai mare decdt colineatiune, iar aplicatinnile ei la
studiul staticei sunt numeroase. _

Ca si la reciprocitatea din figuri plane situate in
acelasi plan, asa si la figurile din spatiu vom pleca
mai intdi din casul special de reciprocitate in in-
volutiune.

Cand ni se da (fig. 62) o conicd K in planul dese-
nului si aflam pentru diferitele puncte A,, B,..., ale
planului P polarele a, b,..., obtinern doué sisteme
reciproce in involutiune. Dacd unim un punct M din
spatiu pe de o parte cu punctele A; B, C,...,, si pe de
altd parte cua, b, c,..., obtinem un ménuchiu de
raze a,, b, ¢,..., si un ménunchiu de plane A,, B,, C,...,
reciproce involutorice.

Conului de a doua ordine format din razele duse din
M la punctele conicei K ii corespunde in mdanuchiul
de plane connl de a doua clasd dus din M la tangen-
tele la K. Aceste doué conuri reciproce se confund,
avénd razeie polare in planele polare corespundétoare.

Acest con il numim conul director al celor dous
manuchi reciproce involutorice.

Cand ducem din M raze la diferite puncte A,, B;...,
ale polarei 1,, cari deci sunt toate situate intr'un plan,
atunci planele corespunzétoare se vor invérti imprejurul
muchii M L, care e polara planului M1, si urmele
acestor plane vor fi polarele a,, b,.... Planele cari unesc
muchia M L, cu razele duble ale involutiunii de polare
vor fi planc tangente la con, iar razele dasc din M la
punctele duble ale involutiunii de poli pe 1, vor fi ge-
neratritele de contact.

Cand tdiam fasia de plane M a,, by, a,, b....., cu un
plan paralel la M 1, obtinem ud idsid de raze a,, a, B, B,
in involutiune, iar virfului £, al acestei fasii care se
afld pe Ml, ii corespunde ca polard dreapta de la in-
finit, prin urmare el este centrul conicei de intersectiune
al planului M 1, cu conul MK, iar fasia involutoricd
@, &,. B, Bu...., este fasia de diametre conjugate.

Notdm mai cu seama :

Pentru un con de gradul al doilea, ori-ce razi
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polara este locul centrelor tutulor sectiunilor conului
prin plane paralele la planul polar.

Sd ducem prin M raza ML, normald la planul M/,
si prin ea sd ducem fasia de plane M. a,’ b," a,’ b.’...
respectiv normale la razele din fisia M. A, B, A, B,
Fasia de plane si cea de raze sunt deci proectiva si
find-cA cu aceastd din urmd e proectivd si fasia de
plan M. a, b, a, b,.... resultd cd ambele fasii de plane
sunt, proective si vor da nascere la un con de gradul
al doilea. Urma acestui con este conica X’ nascuta,
celn doué fasii de raze L, si L,".

Dacd ne inchipuim un al doilea plan Mg, *), vom
obtine pentru fasia razelor din el, doué fasii de plane
Mg, si Mg,’, cari dau nascere la un con cu urma K*“.
Cele doué plane M. 1, si M g, taidndu-se intr'ud linid
M. I, g,, aceastd linie ii corespunde un singur plan
polar M. L, G, si un singur plan normal M. L) G/,
cari la intersectiunea lor ne dau generatrita comund
celor doué conuri M. K’ si M. K“. Aceste doué conuri
se mai taid neapdrat incd dupd o generatritd MX si
eventual incd in trei MX, MY, MZ.

In casul cand avem numai M X, atunci planelor L,
M X si L’ M X le corespunde o singurd razd M X’ in
planul M le iar planelor G, M X si G M X le cores.
punde o razd M X in planul Mg,. Planul M x unirea
razelor M X’ si M X” va fi planul polar al linii M X
intersectia planelor polare L, M X si G, M X si tot de
odatdi normal la M X, care e intersectiunea planelor
normale L, M X si G,' M X.

Prin urmare planul M x si razele polare M X sunt nor-
male intre dénsele. In M x, involutiunea diametrelor va
da o pereche rectangulard M Y si MZ. Cele trei polare
M X, M Y, MZ se zic axe ale reciprocitétii si in acelasi
timp al conului. Ele sunt normale intre dénsele, si fie-
cdreia intre dénsele ca polard ii corespunde planul de
unire al celor-alte ca plan polar normal.

Reciprocitate 1la manuchii ne reunite

Doué ménuchi sunt reciproce cand unei raze dintr'un
sislem ii corespunde un plan din cel-l-alt, i cdnd tain-
dule pe améndoué cu un singur plan obtinem doué
figuri reciproce.

Cand ne punem intrebarea de ce naturd este supra-
fata nascutd din intersectiunea elementelor corespun-
zétoare din doué ménunchiuri reciproce, trebue si facem
urmdatoarele observatiuni:

Téaind cele doué manuchi; M si M, (fig. 63) cu uun plan
P, obtinem doué figuri reciproce.

Aceste doué figuri reciproce, precum am aridtat in
capitol I, au o conicd de poli K, si o comicd de polare.
K., ast-fel ca unui punct X,”de pe conica K, sa-i cores-
pundd tangenta x, dusd prin X, la K,. Pr. urmare razei
M, X, ii corespunde planul M, x,. Punctul X, este un

‘) Pentru a nu complica figura, n’am mai desenat cele ce
urmeazi.

https://biblioteca-digitala.ro



punct al suprafetei cdutate, iar conica de poli K, este
intersectiunea planului P cu suprafata noastrd. Asa dar:
Suprafata nascuti din intersectiunea elementelor
corespunzétoare din doué mdnuchi reciproce este
de a doua ordine.

Fiind-cd razei M; M, ii corespunde un plan prin M,
care se taie cu acea raza in M,, resultd ci acest din
urmd punct este un punct al suprafetei. Tot ast-fel
este si M,

Vedem deci cum suprafetele de al doilea grad sunt
ndscute din doué manuchi reciproce. C4 acest fapt ne
inlesnesc studiarea proprietatilor suprafetelor de al doilea
grad si resolvirea multor probleme, intrevedem usor.
Studiarea tutulor acestora sunt de mare folos pentru
geometria descriptivd. Noi insd suntem siliti de a re-
nunta la cercetarea lor, de oare-ce ele nu sunt absolut
necesarie la expunerea studiului ce ne am propus. Ne
multumim deci cu cele spuse relative la subrafete de
al doilea grad si trecem la aflarea modului cum putem
aduce doué ménuchii reciproce in doué minuchii reci-
proce in involutiune.

Cand ni se dd mdanuchiul a, b, ¢, d, reciproc la
manuchiul A, B, C,D,..... (fig 63) si ducem prin M,
plane normale la razele a, by ¢, d, ... ele ne taic din
planele B, B, C, D,..... nisce raze a, b, ¢, d...... normale
a, b ¢ d... si prin urmare in colincatiuue.

Doué ménuchii colineare fiind positiunea generald a
doué mdanuchii perspective trebue sd fad proprietiti
comune la amédndous.

Dacd ne inchipuim un plan dus prin linia de unire
a celor doué vérfuri din doué mdanuchi perspective si
perpendicular la planul de perspective obtinem (fig 64)
doué fésii de raze perspective. Precum scim ele au
doué perechi rectangulare x, y, si x, y,. Dacd ducem
prin U, o paraleld z la planul de perspectivd, vom
avea ca corespunzitoare paraleld Z,. Cele trei raze x,
y, §i z, sunt normale intre dénsele, tot ast-fel si cores-
punzétoarele lor x, y, z,

Prin urmare si in fig. 63 vom avea doué triple rec-
tangulare x, y, 2y si X,y, z,. Este vedit ca:
planului X, format din y, si z ii corespunde razid X,

. n 28X, . n Yo
n A ” n X $l Yiow » ” 2
n X! n n Y2 S‘l Z, n n n Xl
» Z2 n n Xo $1 Ys » » n .
” Y, n n 2o $l Xo p n n Z

Din cunoascerea celor doué triple si a doué elemente
corespunzétoare, cele doué sisteme sunt determinate.

Dacd vom pune M, peste M, iar razelor corespun-
zétoare din cele doué triple le vom pune unul asupra
altuia, vom obtine o reciprceitate in involutiune.

Acecastd suprapunere peate fi ficutd in 8 feluri din
combinarea celor doué semne din cele 3 axe.

In raport cu sectiunile paralele cu cite doué axe
resultd patru feluri de reciprocitati, avénd drept direc-
tritd tn acel plan, respectiv o elipsd reald, o iperbold
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cu axa reald pe una din axele, o iperbold conjugata
acesteia, sali o elipsd imaginara.

Reciprocitatea involutoricd a planelor sirazelor polare
este insd numai de doué feluri si anume :

a) Reciprocitate cu un con real drept con director.

b) Reciprocitatea cu un con imaginar drept con
director.

Rociprocitate la figuri de a treia treapti

Am vézut padnd aci marea analogid ce existd intre
reciprocitate la diferitele figuri de a doua treaptd. Am
vézut cum acclasi plan si in raport cu fie-care conici
din ea, toate punctele si toate dreptele din plan se
impart in doué sisteme reciproce involutorice. Tot ast-
fel toate planele si toate dreptele din prejurul unui
punct se impart in doué sisteme reciproce in raport
cu fie-care con care isi are vérful in acel punct.

Trecand la figuri de a treia treaptd si arétdm ci
in spatiu, toate planele si toate punctele se impart
in doué sisteme reciproce involutorice in rapot cu

ori-ce suprafatd de gradul al doilea.
In figura 66 avem K, intersectiunea planului de desen

cu ud suprafatd de gradul 2-lea si P un punct in acest
plan. Stim cd lui. P ii corespunde polara p si cd im-
prejurul lui P se formeazd o involutiune a, a, b; b,....
ast-fel ca lui a, ca polard sd-i corespunzd un punct
A, pe a, si viceversd a, sd-i corespunzd A, pe a, §. a-
m. d. Tot de ud datd A,, A, B,, B, sunt situate pe p si

formeazd pe ea ud involutiune de puncte.
Pe raza a; avem cd punctele PA, A, .\, formeazd

ui grupd armonicd. Ori-ce plan dus piin 2, va avea
ca suprafatd punctele comune A, si A,, si armonia
intre P, A, 9,9, subsistd. De aci conchidem cd in ori-ce
plan care trece prin a, polara punctului P trece prin
A,, adici, taie pe p. Ori-ce alt plan a,, a,, b,.... care
trece prin P, va da pentru P, polare cari taie pe p.
Prin analogid putem conchide cd toate aceste polare
se intretaid. Prin urmare: Ducédnd un méidnuchiu de
plane imprejurul unui punct P obtinem polare P
cari se intretaid intre dénsele prin urmare’ sunt
situate in acelasi plan P, Punctul P se numesce polul
planului P si planul P se numesce planul polar al
punctului P in raport cu suprafata data.

Privind figura pute n cpune:

Planul polar A, al punt’u:ui :\v va trece prin
a, §I vice-versa planul polar A, al punctului A,

va trece prin a,.
Cand un plan se invértesce imprejurul linii

de intersectie a doué planse, polii se miscda pe
linia de unire a polilor corespunzdtori. In acest
cas obtinem o fasid de plane involuntoricd si o serid
de poli in involutiune. Muchia fasii de plane si linia
de unire a polilor se zic /inii conjugate.

Cand un plan descrie un mdanuchiu imprejurul
unui punct P, polii descriu u:ii figurd de a doua
treapta situata in planul polar P.
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Mé&nuchiul de plane imprejurul lui P si ménu-
chiul de raze dmn P spre polii respectivi for-
meaza doué mdanuchi reciproce involutorice. Co-
nul directrice al acestor manuchi este tangent la
suprafata. :

Liniile de intersectiune intre planele manuchiului
prin P si planul P formeazd o figurd reciproca
cu poli planeler si anume ininvolutiune. Conica
directrice a acestei reciprocitdti este intersectia
planului P cu suprafata data si formeazid curba
de contact a conului dus din P tangent la supra-
fata data.

Dacd ni se dd un punct P si cerem planul polar
P corespunzétor dncem prin P doué plane cari taid
suprafata in doué conice. Aflim in ambele sectiuni
polarele punctului P. Planul format de aceste polare
va fi planul polar cdutat.

Canl punctul P este la infinit pe ua dreapta, planul
polar corespunzétor este un plan diametral. Prin in-
tersectia a trei plane diametrale la trei puncte de la
infinit, obtinem centrul suprafetei. In casul unui pa-
raboloid acest centru cade la infinit.

Pentru fie-care plan diametral, avem o raza di-
ametrald conjugati adicd, raza dusd din centru la
polul planului. Aceastd razi diametrald trece prin
toatecentrelesectiunilur obtinute in suprafatd prin plane
paralele la planul diametral.

Involutiunea planelor si razelor diametrale au un
con directrice, care este imaginar la un elipsoidul si
real la hiperboid cu doué pénze. In acest din urma cas
avem conul asimptotic.
¢ In ori-ce cas avem un triplu de plane si raze dia-
metrale rectangulare, cari formeaze planele respective,
razele axiale ale corpului.

Reciprocitats neinvolutorica la figuri de a
3-a treapta.

In spatiu putem s grupidm toate planele si toate
punctele in doué sisteme ast-fel :

1. Fie-care plan si fie-care punct poate fi considerat
ca apartinénd cand la un sistem cand la altul. Unui
plan dintir'un sistem 1ii corespunde un sigur punct din
cel'alt sistem. Aceluiasi plan considerat la al doilea
sistem 1i corespunde un alt punct din intéiuvl sistem,
insd unul singur

2. Punctului de intersectiune a 3 plane, dintr'un sis-
tem ii corespunde planul celor 3 puncte corespunzétoare
din cel-alt.

3. Fasici de plane imprejurul unei drepte 1ii cores-
punde o serid de puncte pe o altd dreapti si anume
in relatiuni proective.

4:. Ori-carui manuchiu de plane imprejutul unui punct;
in corespunde o figurd de puncte pland in relatiuni
reciproce §i anume :

a) Ménuchiu de plane fmprejurul punctului §i méanu-
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chiul de raze de la acelasi punct spre punctele cores-
punzétoare din plan, formeazd dcué mdanuchi reci-
proce (insd nu involutorice). _

b) Intersectdnd manunchiul de plane imprejurul punc
tului cu planul corespunzétor acestui punct, obtinem
o Hgurd de drepte reciprocd cu figura de punct cores-
punzétoare planelor din ménuchiu.

In f{igura 67 avem doué sisteme reciproce determinate
prin cele 5 plane A, B,, C,, D,, E,, si cele 5 puncte
4., B, C,, D,, E,. Dintre cele d’éntei nu sunt 4 cari
sd sc taie intr'un punct, si intre cele din urmé nu sunt
4 cari sa fie situate intr'un plan.

Dacd prin linia de unire A,, B,, ducem plane la C,.
D,, E,, si linia de interserctie A, B, o intersectdm cu
C,.. D, E, in €, 2, §,..., obtinem o fisie de plane
si o serid de puncte proective.

Taind fasia de plane din prejurul 4,, 5,, cu linia A,
B,, obtinem seria €, 2., §,.., proectivdi cu €,,2,,6,.

Dacd ni se cere plannl X corespunzétor lui X, unim
A, B, cu X printr'un plan si-l intersectim cu A,, B,,
in &; si aflAm pe aceastd linie corespunzétorul X, Pe
urmia admitem o fasid de plane imprejurul B, C, si
aflim pe B,, C,, un alt punct &,. In mod analog aflim
si un punct &, pe C, D.. Unirea celor trei puncte X,
ne dau planul X ciiutat.

Procedand invers obtinem pentru ori-ce plan X co-’
respunzétorul séu X.

Ori-ce plan puténd fi considerat si 12 unul si la cel-alt
sistem, va avea doi poli corespuzétori unui plan “si vice-
versa pentru ori-ce punct vom avea doué plane polare.

Card ni se dd un plan P, P, cu cei doi poli P si
P, (wam mai facut figurd speciald, fig. 63 cu oare-
care schimbari de litere ‘ce ori-cine si le poate gasi,
poate si serveascd si la desvoltdrile cari urmeazd), a-
tunci mdnuchiul planelor polare din jurul lui P, si
manuchiul de raze din P, la polii respectivi, foriueaza
doué ménuchi reciproce cari dau nascerela o suprafatd
de gradul al doilea. Aceastd suprafatd e tdiatd cle planul
P, P, intr'o conicd K, careeste conicd de poli, avénd
proprietatea ca ori-cirui punct de pe ec planul polar
sd treacd chiar prin el. Tot d'odatd aceste din urma
plane cari au proprietatea de a trece prin polii lor
asezati pe K, infisurd un con dc gradul al doilea cu
arma K,. Pe ori-ce plan locul punctelor, cari au pro-
prietatea de a fi asedati in planele lor polare, este o
conicd si din ori-ce punct mdnuchiul planelor, cari trec
prin polii lor, este un con de gradul al doilea. De acea,:
Locul geometric al tutulor punctelor din spatiu si-
tuate pe planele lor polarc este o suprafati de
gradul al doilea zisd suprafatd de poll.

Toate planele din spatiu cari trec prin poli lor
infdsurd o suprafata de gradul al doilea zisd su-
prafata de plane polare.

Constructiile arcétate relative la fig.G7 le putem aplica
la trei puncte de la infinit si s& aflim la intersec-
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tiunea lor un punct M, corespunzétor planului M, si
aceluaisi plan considerat ca M,z ci putem gasi si M,.

In cele doué manuchi de plane si raze polare con-
jugat din prejurul lui M, si M, gisim cele dous triple
rectangulare x, y, z $i x, y, z, — Suprapunénd J/,
peste M, si invartind cele dous triple ast-fel ca si se
acopere, obtinem doué sistem reciproce in involu-
ttune, care involutiune este determinati indati ce pe
langd cele 3 axe x, y, z ni se mai 4i dous elemente

corespunzétor P si P.
Din combinarea semnelor + sau — de la. cele dous

triple, obtinem 8 feluri de involutiuni, din care remar-
cam mai cuseama acelea cari au un elipsoid real drept
suprafata directrice si un elipsoid imaginar drept
suprafatd directrice. In casul acesta din urmi elip-
soidul real ii tine loc, si avénd un punct 2, ii ciutim
planul polar P' in raport cu elipsoidul real, iar sime-
tricul acestuia in raport cu elipsoidul va fi planul P
polar cdutat.

Un cas special al reciprocitdtii involuntorice este
acela unde ori-ce pol cade in planul polar respectiv.
Acest cas special a fost numit sistem nul de citre
unii sau sistem focal de cétre altii. Polul este in
acest din urma cas numit focarul planului.

Vom trata acest cas in acelasi timp cu compunerea
puterilor in spatiu, cari nu sunt situate in acelasi
plan. ‘

Parasim acuma geometria de positiune si trecem la
puteri in spatin.

CAP. IV
FORTEINSPATIU
Méanuchiu de forte

Cand ni se d& mai multe forte in spatiu formand
un manuchiu, compunem doué din ele in planul lor,
apoi resultanta acestor ua combindm cu a treia s. a. m. d.

In fig. 68 avem trei forte A. B C. care se taie in
punctul O.

Compunerea lor se péte face in 3 feluri si anume:

1. Punem in planul AB: Q0=A si a@®=A5B. Linia
0%’ va fi resultanta intre A si B. Pe urmd ducem &¢”
=C. Linia 0¢” va fi reseltanta R.

2. Punand in planul BC:08-= B si #6'=C, pe urmi
¢C"— A.

3. Punénd in planul CA: ©¢=Csi €a'—A, pe urma
ae”—| B.

In modul acesta vedem cda resultanta OC apare ca
diagonala unui paralipiped oblic.

Mai resultd incd 4 puteri in spatiu care se taie intrun
punct sunt in equilibru cdnd punéndu-le una dupi alta
gi paralele cu dénsele, obtinem un patrulater stramb
inchis.

Forte paralele

In fig. 69 avem A.B.C.D. patru torte paralele, cu
punctele lor de aplicatiune 1,2,3,4... Dacd am invérti
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fortele 4, B imprejurul punctelor lor de aplicatiune 7 si
2 astfel ca ele sa rémadie peralele, resultanta lor se va
misca si ea imprejurul punctului ei de invértire, care
trebuie sd réméie pe 12 sipdstrdnd anumitd positie
in raport cu 1 si cu 2- Continudnd cu aceleasi rati-
onament relativ la resultanta intre A, B si putere U cAnd
ele se invértesc imprejurul punctelor lor de aplicatiune
s. a. m. d. Conchidem.

Cand mai multe puteri paralele din spatiu, se
invertesc imprejurul punctelor Ilor de aplicatiune
ast-fel ca ele sd reméaie paralele: intre dénsele
resultanta se invérteste si ea imprejurul punctu-
lui ei de aplicatiune zis centrul.

Daca invértim fortele ast-fel ca s5 devic paralele cu
un plan P, si le proectdm pe acest plan, nu este greu
de védut cd pentru doud forte, proectia resultantei
este egala cu resultanta proectiei. Intinderea acestui
teorem la tdéte fortele este de sine inteleasa.

Dacd vom pune fortele in doud positiuni paralele cu
planul de prcectiune, vom obtine doué proectiuni de

ale resultantei, si la intersectiunea planelor proectante
vom obtine o verticald care trece prin centrul fortelor.

Daca proectdin fortele pe un al doilea plan obtinem
un al treilea plan proectant al resultantei. La inter-
sectiunea celor trei plane proectante obtinem centrul.

Proectand forta A in A’ pe plan putem spune cd am
descompus aceastd fortd intr'o fortd A’=A si o fortd
de la infinit al cirui mement este AXa.

Acelasi lucru il putem spune si despre cele alte
forte, precum si despre resultanta R cd e descompusi
in forta R'—R si momentul Rr. Insd fiind-ci R’ este
resultanta tutulor A’ B'.. trebue si Rr si fie resultanta

momentelor fortelor de la infinit. Pentru ci atat com-
ponenta de la infinit a resultantei cat si cele-alte com-

ponente de la infinit sunt situate pe aceiasi linie de la
infinit, de oare-ceplansle proectants sunt toate paralele
resnltd cd avem relatiunea :

Rr=Aa-}-Bb+4Cc- .. .,.

Numind momentul unei forte relative la un plan
productul fortii prin distanta punctului de aplica-
tiune de la planul dat avem teorema :

Momentul resultantei este egal cu suma momen-

telor componentelor.
Forte oare-care

Cand nisa di un sistem de forte 1, B,C (fig. 70) le
putem reduce la dous forte ast-fel : Le tdiem cu un
plan P in @8 si dintr'un punct O din spatiu le pro-
ectim in A B C' situate in P Descompunem A in
A’ si A" Bin B’ si B“.. Fortele 4 si B’ C’ ne dau
o resultantd R’ in P, iar A“, B“,C* ne dau o resultanta
R care trece prin O. Acésti descompunere variaza
cu planul P si cu punctul O. Prin urmare sunt un
numér infinit de percchi care pot representa acelasy
sistem. Dous forte R’ si R la care se poate reduce un
sistem, se numesc forte conjugate.

https://biblioteca-digitala.ro



168

De aci inainte in loc de a ne ocupa de un sistem de
mai multe forte ne vom ocupa numai de doué forte
4 si 4”.

In fig. 71 avem doué forte A’ si A“ sa le transfor-
mam in alte doué forte B’ si B” din care una sa fie
situatd in planul P, iar alta sd treaca prin O

Insemnand cu A’ distanta extrimitdti lui A’ si cu A”

. « . Ay b .
acea a lui 47, de la P vedem ca : A—j,zh“: si ca
aceastd proportiune se mentine ori-care ar fi directia

lui Oso. Prin urmare putem inlocui 4‘, cu A’, A“;cu
h*, (ca maxime), iar resultanta acestora sa le imultim
As

X
Variind directia lui O'co puterile & si A" se inver-
tesc imprejurul punctelor lor de intersectiune cu 4’ rema-
nénd insd paralele si egale, si de aci resultd ca punctul
de intersectiune P al resultantei cu 4 nu se misca.

Dacd in aceasi figurd alegem O situat la finit, atunci
in loc de a aplica descompunerile asupra lui A’ si A“
e tot una sd le aplicam la B’ si B“.— Forta B’ nu’mi
va da nici ud componentd care si treacd prin O iar
forta A“ va da una, care este singura fortd care trece
prin O Vedem ci ea trece si prin 2.

Prin urmare avem teorema :

Céand mentinem planul P si variam punctul O.
resultanta care trece prin acest punct O variabil
trece si prin unul si acelasi punct fix P situat in P.

Cand ne inchipuim un plan P, care trece prin B“, el
va tdia B in punctul P, care are acelas rol relativ
la P, precum il are P relativ la P. Invértind planul
P imprejurul lui B“ descriind ud fasie de plane, ve-
dem cad P, descricr pe B ud serie perspectivd cu
acca fésie, si cAnd planul P descrie un manuchiu
de plane imprejurul lui P, avem cid P, descrie ua fi-
gurd pland in P perspectivd cu acel manuchiu.

Avem deci toate conditiunile unei reciprocitdti proec-

cu

tive intre planele P cari coprind una din cele doué-

forte conjugate la cari se pot reduce un sistem de forte
in spatiu si punctele P situate in acele plane si prin
care trece cea-l'altd fortd. Reciprocitatea este special
denumitd Sistem nul sau Sistem focal. precum am
védut. Toate constructiile védute la reciprocitate intre
plane si puncte sunt si aci aplicabile. In special avem
urmatoarea inlesnire, dupd ce avem doué perechi de
forte conjugate A’ si A“si B, B* cari ne represintd
acelasi sistem. . :

In acest cas (fig. 72) pentru a gisi unui punct P
planul séu polar P ducem din P doué transversale ¢,
si & la A’, A“ respectiv B’, B” cari formeazd acel plan.

Intr'adevér planului dreptelor A’ si ¢, ii corespunde
(A’) pe A“.

Planului dreptelor A“si & ii coréspunde (A” pe A’
By $l by ” (BI) ” B”
B §1 b » » (B” » B

Avem deci cd planul dreptelor ¢, si # este unirea
a 4 plane (si ar fi fost destul trei) cari trec prin P,

” ” n

n »

prin urmare este P ciutat. Vice-versa, dacd ni s'ar fi
dat P, 'am fi intersectat cu A’,4” respectiv cu B‘B"
si unind cate doué doué, punctele de intersectie am
obtine la intersectia liniilor punctul 2.

Reducerea la ué fortd finitd si una infinit de

mica situata la infinit.

In fig. 73 avem A’ si A” doué puteri conjugate,
Ludm un punct {’ pe A’ si ducem doué puteriegale
si opuse cu A“. Din +A4“ si A’ obtinem puterea U',
iar cele-l'alte doué puteri formeazd o pereche cu
momentul A“a. Am inlocuit astfel sistemul dat printr'ua
putere U’ si uad putere U“co care cade in dreapta de
la infinit al planului perechii A4”.

Plimband P pe A’ vom vedea cd U’ se miscd pa-
ralel cu sine insdsi si réméne egal in marime, iar mo-
mentul lui U“oo variazd de oare-ce a variazd. Acest
moment devine minimum atunci cdnd a4 devine mi-
nimum, adicd cind ducem unormala comund la cele
doué puteri A’ si A“.

In fig. 73 planul perechii A“ (cuplu) este precum
se vede planul polar al lui P. Dreapta de la infinit al
acestui plan si dreapta U’ sunt conjugate in sensul re-
ciprocitdtii. Prin urmare cand planal P se invéartesce
imprejurul dreptei sale de la infinit (adicd se miscé
paralel] polul P se miscd pe &’ Cand planul P ia po-
sitia planului de la infinit atunci P vine la Ux
adica, directia puterii finite vine in polul planului de
la infinit. Pentru cd planul de la infinit nu poate avea
de cat un singur pol, resultd cd in ori-ce mod vom
proceda pentru a inlocui sistemul de puteri date,
printro putere finiti si o pereche (cuplu), puterea
finitd va avea una $I aceeasi directie.

Sistemul focal este un sistem reciproc involutoric, cu
centrul la infinit (pe directia puterii finite) si cu planul
de la infinit ca singurul plan diametral iar paralele
la U’ ca diametre.

Planele perechilor sunt plane-coarde cu U coréspun-
zétor.

Compunerea momentelor

In fig 74 avem ca date puterile A’si A4“ si punctul
P care nu e situat pe nici una din ele. Dacd din P
vom duce cate doué puteri egale, paralele si de sens
contrar cu A’ respectiv A“, sistemul nu s’a schimbat.
Din Combinarea lor obtinem o singurd putere U’ si
doué perechi cu momentele 4’ a’ si A” a".

Se admitem cd am construit planul P polar lui P si
sd inlocuim puterile A‘, A‘, A, A“, si U in compo-
nente B, B, B“, B”, situat in P si in C’, C'; C“, C*,
si Ucari sunt paralele cu U. De oare-ce P este polul
lui P, resultd ci resultanta celor din urma 5 puteri si
treacd prin P si sa fie egald cu suma lor care se vede
cd este U, de oare-ce C'= — C, si C*= C“, si prin
urmare se anuleazd Cele d'intéi 4 puteri B, B, B, B",
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se inlocuiescli cu pereche B’ R” al cdrui moment
este B’ r' si care deci este momentul resultant al lui
A a st A" a”

Iu cele spuse este deci cuprinsd regula cum se pot
compune momentele unui sistem de forte in raport cu
un punct P intr'un singur moment. care este situat in
planul polar al lui P.

Tot de o datd am arétat cd ori-ce sistem poate fi
tnlocuit printr'o singurd putere finitd U care si treacd
-printr'un punct dat P si o singurd pereche’; R R'.

Varidnd P directia lui U’ nu va varia de oare-ce ea
este directia centrului sistemului.

Momentul perechii B’ B’ va deveni minimum atunci
cand planul polar va fi normald la U, adicd pentru
positia axei.

Aceastd positiune a axei se afli ast-fel:

Ducem (fig) 75 @ @“ normala comund la A" A” Din
@ ducem o putere egald si paraleld cu A“, care com.
punéndu-se cu A' da L care este directia axei. Prin @@
ducem planul N normal la U. Prin focarul IV al acestui
plan va trece Un axa sistemului. Descompunénd A’ sj
A” in componente paralele cu U'n si alte situate in
N, vom obtine si U' ca mérime, si perechea R 'R’ cu
momentul R 'n minimum.

Puteri proportionale cu distantele de la un plan.
Momente centrifugale. Momente de inertie.
Elipsoid de inertie.

Deducerea elipsoidului de inertie se face in mod analog
ca acea a elipsei de inertie.

Cand avem un corp in punctele céruia sunt aplicate
puteri paralele proportionale cu distantele de la un
plan A, puterile vor avea un centru de aplicatiune A.
Variand A atat puterile cat si centrul A vor varia. S&
ardtdm cd planele A cu centrele lor A formeazid o
reciprocitate involutorica.

In figura. 76 avem: G centrul de gravitate al unui
corp cu volumul V cu distantele x; si yc de la doué
plane A si B; un punct F cu volumul dV cu distantele
Xx si y de la Asi B. Punctele A si B sunt centrale pla-
nelor A si B, avénd coordonatele Xa, ya, X5 Si ys.

Printr'un rationament identic ca la putere in plan
ajungem la formula:

Xg Ya = JC Xy

Qi cd prin urmare atunci cand y4 — O, adicé, cand
planul B trece prin 4, si X — O, adicd si punctul B
e situat in planul A _

Prin urmare cand planul B se va invérti imprejuru]
punctului A descriind un manuchi de plan, punctul B
se va misca in A descriind o figurd plani, si pentru
cd pentru fie-care plan corespunde un singur punct,
maénuchiul si figura pland vor fi proectiva.

Avem deci ud reciprocitate proectivd involutoricd
intre Bsi. B Ea este eliptici in toate sensurile si
prin urmare suprafata directrice va fi un elipsoid

imaginar al carui representant real cste elipsoidul de
inertie cu centrul in G.

Numai insistdm asupra acestui subiect care pe lingd
cd n'are importantd practicd, apoi si din punctul de
vedere teoretic nu presintd nimic nou.

Aplicatiunile staticei la resistenta materialelor.
Puteri interioare, Elipsoid de tensiune.

In fig. 77 avem trei plane OAB, OBC, OCA cari trec
prin O impreund cu cele trei tensiuni R,, R.. R, cari
trec prin cele trei centre de gravitate P, P,, P;.

Descompunem: R; in S; paralel cu OC si in T situat
in OAB. Aceastd din urmd o descompunem in Ty
paralel cu OA si T;, paralel cu OB.

Tot ast-fel obtinem R, descompus in S, | A, T, | OB,
T;s | OC si R, descompus in S, | OB, Ts, | OA, Ty | OC.

Dacd se rere tensiunea planului ABC, observim ca
ea trebue si fie egald si sens contrar cu resultanta
celor trei puteri R,, R., Ry si prin urmare resultanta
acestora trebue sd treacd prin P centrul de gravitate
al triunghiului ABC; fiind-cd insd cele trei S trec prin
P, resultd ca resultantzle T,,, Tsy; T,3, Tgo; Tay, T)s (cari
sunt situate in 3 plane cari trec prin P) sd treacd fie-
care prin P.

Pentru ca aceasta sd fie possibil trebue si avem :

Tl 3 '1‘21

T,, sin a
- = sau
b a

T T, sin f
‘/sbe sin a '/, ca'sin
De oare-ce '[» bc sin « si '[, ca sin 3 nu sunt de cat
suprafetele triunghiurilor OBA si OCA, resultd cid

T), sin @ — T,, sin B
unde T, si T,, sunt tensiuni specifice. Prin analogica
avem : '

T,o:T,, = b:a sau

| Ty» sin « — Ty, sin §
()  Ts3 sin 3 = Ty, sin y
Ts siny = T,; sin «
In casul cdnd cele trei axe sunt rectangulare avem :
T]'.! - TBI
(H) T23 - Tae
Tsl s T13

Cand planul BOC este  paralel cu R, (tensiunea
planului COA) resultd cd T,, = O prin urmare si T,;—0
si de aci resultd cd R, e paraleld cu planul COA.

Avem deci teorema:

Cénd un plan e paralel cu tensiunea unui alt
plan, atunci si tensiunea planului intii e paralel
cu planul al doilea.

In fig. 78 avem planul P cu tensiunea OP. Prin OP
trecem uu plan POC (care deci este paralel cu tensiunea
planului P) si punem din O tensiunea specifici OC' a
acestui plan, care trebuind a fi paralel cu P si trecand
printrun punct din acest plan, cade in el. Scim din
articolele trecute cd OC si OC' descriu in invértirea
lor o involutiune de raze zisd involutiunea sectiunilor
conjugate. De aci resultd cd tasia planelor POC este

in reciprocitate involutorici cu fasia razelor OC. si
avem deci teorema :
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Cand un plan descrie un médnuchiu de plane
imprejurul unui punct, atunci mdanuchiul tensiu-
nilor respective puse din acelasi punct este in
reciprocitate involutoricd cu cel d’'intai.

Aceste doud munuchii, precum stim au trei axe
rectangulare.

Am mai vézut in capitolul precedent cd atunci cand
OC se invartesce imprejurul O, punctul C’ extremita-
tea tensiunii specifice descrie o elipsi. Daci ne inchi-
puim cd planul POC se invértesce imprejurul lui OC,
atunci OC se va invérti intrun plan si punctul C' va
descrie acolo altd clipsd de inertie care insd se va tdia
cu elipsa din inertic din P, prin urmare atunci cand
planul £0C va -descrie un manuchiu imprejurul lui O,
extremitatea tensiunilor specifice va fi un elipsoid zis
elipsoid de tensiune.

Legdtura intre puterile esterioare si interioare

Puterile interioare fiind un resultat al celor exterioare
trebue +& existe relatiuni pentru a putea gisi cele d'-
intéi in functiunea celor din urma.

Aceste relatiuni se cautd ludnd in cercetare un ele-
ment al corpului impreund cu puterile ce lucreazi
asupra lui

De obicei in staticd avem de aface cu bare adicd
cu corpuri formate din miscarea normald a unei sectii
plane pe o linid continud, ast-fel ca centrul de gravitate
si rdmaie pe acea linie. Sectiunea poate varia in di-
mensiune insd in mod continu.

Cand ne inchipuimn un element mérginit intre doué
sectiuni normale foarte apropiate, atunci toate puterile
exterioare le descompunem intr'o putere @ asezatd in
planul unein din sectiuni si o putere P normald pe
aceca sectiune si care o taie in punctul A.

Fig. 79 represintd aceastd sectiune Impreuni cu
puterea /. Actiunea acestei puteri are de efect ca planul

S sd se misce din loc, venind in &. Admiténd ipotesa -

cd sectiunes rémane pland si dupd aceastd miscare,
atunci S cu §' se vor tdia intr'ud linid a si tot de o
datd fibrele longitudinale se vor lungi sau scurta (dupa
cum avem extensiune sau presiune) in mod proportio-
nal cu distantele lor de la linia a. Introducénd ipotesa
probabild ci lungirile sau scurtarile fibrelor depind in
mod direct de tensiunile interioare ce domnesc asupra
lor, avem ca conclusiune ci puterea P normals pe
o sectiune produce in diferitele puncte ale sectiu-
nil, tensiuni proportionale cu distantele lor de Ia o
linid a. Pe basa acestei ipotese resultatd din cele dous
ipotese fundamentale, am védut ci linia a este anti-
polara punctului A in raport cu elipsa centrald de
inertie.

Tensiunea intr'un punct oare-care cu suprafata AF,
va fi cunoscutd indatd ce vom cunoasce numai ten-
siunea dintr'un punct, d. e. tensiunea punctului extrem
al sectiunii.

Nu putem sd intrdm in detalii asupra modulni cu-

noscut de a gisi tensiunea specifici o al punctului
extrem.

Diam dea dreptul urméitnarele doué formule bine cu-
noscute pentru s:

P e
o = & (14:) (1)
P
s =P etw @
. M o . 7+
Ori-ce altd tensiunc s'—s. Z—_I_—:: 3)

A sevedea in figurd semnificarea literelor.
Cand P trece prin G, axa nautrald trece la infinit
prin urm. n=qgqg si din (1) avem
_®
r
Cand P este la infinit, atunci axa nautrald trece
prin centru si n—o. Din [.) resultd

Al

g

Céand in loc de a avea o putere P normald la sec-
tiune, o avem inclinatd situatd intrun plan normal
prin G, atunci o descompunem intr’o putere 7 situatd
in sectiune (fig. %0) trecand prin G si una NV normald
la sectiune.

Cea déntéia produce tensiuni transversale de care
ne vom ocupa in urmé;iar a doua produce la extremi-
tatea sectiunei o tensiune normald data prin formula %)

g — Nn (3+n)

Insd fiind-cA Nn=Pp resultd ci

Pp (e+n

Prin urmare : of =

Céand avem o putere @ situati intrun plan nor-
mal prin G, atunci ea se descompune intro putere
transversali Q egald cu dénsa s1 una P normald
insd cu punctul de aplicatiune la infinit. Din com-
binarea lui (4) (9) va resulta tensiunea normald din
extremitatea sectiunii

- == 2312(6)

Trecand la puterea @ situatd in planul sectiunii,
o descompunem intr'una @ paraleld si egals trecénd
prin G si ud pereche. Aceasta din urméa are ca efect
{ensiunea corpului.

Nu ne vom ocupa de dénsa, de oare-ce metoadelor
geometrice nu le a reusit pand acum si de almin-
terea are importantd numai la masini.

Efectul puterii @ trecadnd prin centru il cdutdm con-
siderdnd in fig. 81 un clement din corp marginit intre
dous sectiuni si avénd lungimea Ax.

Efectul puterii @ asupra sectiunei din dos, va fi pe
de o parte una transversald @ si pe de altd parte
va produce precumam védut tensiuni normale.

Tensiunea din extremitatea sectiunii va fi conform
cu (6) o ke QAJxe

Ducénd o sectiune longitudinald A B A’ B’ paraleld
cu NN diametru conjugat cu @ si la distanta ¥, vom
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avea c4 suma tutulor tensiunilor normale din sectiunea
a do a si care se afld de asupra lui AB A’ B’ va fi
. ¢QAx Ax ¢
'1=zyQ—leF= Qi 2 yAF
Aceastd putere fiind paraleld cu A B A’ B, formula
de mai sus va representa si puterea din induntrul
planului A B A’ B’ si dacd ud considerdm ca egal
repartisatd pe A B A’ B, vom avea (cu insemndrile

din figura), cd tensiunea specificd 7' din planul A8 A'B’

T e

Formula (7) ne aratd efectul puterii @ asupra pla-
nului A B A’ B’ si anuma componenta situatd in plan
si care e paraleld cu axa.

Intorcdnau-ne acuma la efectul puterei sectiunii S
insdsi, si anume intr'un punct oare-care al linii A B,
descompunem tensiunea transversald din acel punct
in 7’ paraleld cu @ si 7 in directiunea lui AB.

Invocdnd formula I din paragraful precedent si cu
insemndrile din figurd, vom avea

T sin w = T sin 90° sau cu (7)

= ZJ?}nm LyAF

Ast-fel am putut dupd un mic inconjur si aflim
componenta tensiunii specifice transversale care este
paraleld cu Q.

In ceea-ce privesce T o aflim in modul urmétor.

In fig. 82 avem o sectiune. AB A’B’ este o fisid pa-
raleld diametrul conjugat lui @ Ducem tangentele in
A si B cari sa taie in D. In punctele A si B nu pot
exista tensiuni transversale perpendiculare pe tangente
prin urmare tangentele vor aréta acolo directiele ten-
siunilor transversale. Avem deci *

Ori-ce linid DXX’ care trece prin D, represintd o sec-
tiune care ca si DAA’ si DBB’ nu poate avea tensiune
normald la XX'. Asa dar linia DX represintd direc-
tiunea tensiunii transversale in punctul X. De oare-ce
cunoascem in acest punct mdirimea lui 7%, putem si
deducem acuma usor mérimea T*’.

O privire resumativi

Statica ca si toatd mecanica poate fi studiatd din
doué puncte de vedere si anume, din punctul de vedere
curat gtiintific si din punctul de vedere tehnic.

Din punctul de vedere curat sciintific cu toate ca
mecanica nu este de cat uad aplicatiune a matematicelor
putem totusi sd ud clasdm intre ramurile lor; de oare-ce
prin marea importantd ce are si prin interesul ce in-
spird problemele ei, ea exercitd o deosebitd atractiune
asupra matematicilor si dd ast-fel un impuls direct
progresului diferitelor discipline din acea vastd sublimé
i tot de ud datd de a purure impunétoare sciintd. Cine
studiazd mecanica din punctul de vedere curat mate-
‘matica nu se preocupd de foloasele imediate ce ea
poate aduce constructorului, ci cautd numai adevérul
fiind satisficut indatd ce a putut si inteleagd esenta
scintei §i mai ales cdnd a reusit si réspundi la intre-

17

bari neresolvite incd sau mdacar si clarifice mai bine
respunsurile intunecoase,

Privitd ast-fel chestiunea, cine- oare poate sd sustind
cd analisa e de preferit geometriei sau vice-versa ?

Din punctul de vedere matematic nici nu se poate
discuta avantagile uneia asupra celei-]-alte. Pentru ma.-
tematicul améndous au aceasi importantd, fiind-cd fie-
care din cele doué discipline (analisa sn genmetria)
fac sd vazd mecanica sub o altd fatd dar améndoué
tot atat de pliacute si de atriagitoare.

Cand insi tehnicul studiazd mecanica, el cautd si
tragd foloase imediate pentru cerintele constructive.

El nu are timpul sd urmdreascd studiui ei in toate
detaliile si este silit sd se muli;umeasca cu mai putin
si mai ales cu acele parti cari ii pot oferi mijloace

~ lesnicioase si expeditive pentru constructiunile sale.

Tehnicul ia tot ce e bun pentru scopul séu ori "unde
il gésesce.

Cu toate aceste si el este obligat si studieze meca-
nica mai intéi intr'un mod abstract, tocmai pentru
ca sd poatd sd-si aleagd intr'un mod constiincios me-
toadele ce-i trebuesc. ‘

Si pentru acelagi motiv pentru care el studiazi asa
de desvoltat diferitele stiinte pure, ar trrbui si studieze
si noua geometricd car ii oferi atdtea noui mijloace
pentru statica.

Cu atdt mai mult ar trebui si uj studieze cu cat
ea i vine in ajutor §i in alte parti i mai ales ﬁmd -cd
nu presintd dificultdti mai mari de cat algebra

Precum aceastd din urmi caufd sa ud reduca resol-
vérile diferitelor equatiunilor de grad superior la cele
de grad inferior si mai cu seamd la cele de gradul
intéi, tot ast-fel si geometria de positiune cautd sa
reducd constructiunile cele mai complicate la cons-
tructiuni liniare si cate-o-datd la constructiuni cu
compas.

Plecand din procesul de proectlune, ea aratd cd doué
serii perspective sau in genere doué figuri de intaia
treaptd perspective sunt cu totul determinate, indatd
ce cunoascem doué perechi de elemente corespunzétoare.
Intr'adevér indatd ce admitem ci A si Ai, si B B! se
corespund perspectiv (vezi fig. 1 plansa 1), vom avea
cd centrul lor de perspectivd se afld in intersectia lui
AA' cu BB si de aci inainte corespunzétorul X! al
unui punct X va fi bine determinate de oare ce se va
afla pe raza OX si pe linia /'

Tot asa cele doué fasii perspective din fig. 2 sunt
determinate, indatd ce cunéscem doué perechi de raze
corespunzétére, cari ne dau axa de perspectivd, si de
aci inainte constructia elementelor respective, este o
simpld constructid liniara.

In doué figuri proective, constructia elementelor res-
pective, se face printr'o constructiune liniara.

In fig...., unde avem doué serii proective, determinate
prin trei perechi AA‘, BB‘, CC’, am admis fasia T.ABC
perspectiv cu seria A, B, C, si fasia T. A B’C’ pers-

4
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pectivi cu seria A, B, C' insi ast-fel, ca cele dous
fisii sa fie perspective intre dénsele. In acest mod
constructia elementelor corespunzétére din cele doué
serii proective, s'a redus la constructia elementelor
corespunzétére din doué fasii perspective.

Tot asa se reduce constructia elementelor corespun-
z&tére din doué fasii proective la constructia elemen-
telor corespunzétoare din doué serii perspective.

Cand dous serii proective sunt reunite atunci din
dous puncte oare-cari nesituate pe linia lor, se for-
meazd doué fisii perspective, cu cite una din seriile §i
pr. urm. proective intre dénsele.

Tot asa cand avem doué fasii proective reunite,
reducem constructia elementelor lor la acele dous serii
proective remite.

In casul figurilor proective reunite avem si elemente
comune, cari sunt in tot-d'auna doué (reale separate,
reale reunite sali imaginare). Gisirea lor este un pro-
blem de gradul al doilea si nu péte fi facutd de cat
cu compasul, de aceia nu am putut ardta aceasta de
cat dupd ce am desvoltat relatiunile proective, la curbe
de gradul al doilea.

Relatiunile fondamentale de acest fel, precum am
védut, sunt:

Fasiele formate din doué puncte dre-cari ale unei
conice cdtre tdte cele-Talte puncte ale aceleasi

conice sunt proective.

Seriile obtinute pe doué tangente fixe ale unei
conice de toate cele-Falte sunt proective.

Aceasta di mijlocul de a representa o conici sail
ca unire a tutulor punctelor do intersectiune a razelor
corespunzétére din doué fasii proective, saii ca enve
lopd a tuturor liniilor de unire a elementelor cores-
punzétére din doué serii proective si ne da mijlocul la
studiarea diferitelor proprietati ale conicelor. Acestea
Pot fi insd deduse si considerand conica ca proectiunea,
centrald a unui cerc din spatiu sau al unei alte conice’

An insistat asupra casului special de proectiune,
unde rabatand conica din spatiu ea acoperd proectia

ei. Acest cas special 'am numit involutiune si am
dedus pe baza ei teoria polilor si poIare]or. Polul
l'am considerat ca centru iar polarele ca axa de coli-
neatiune involutoricd in care conicé originalad acoper
imagina.

Demonstrand urmatoarele teoreme :

Cand un pol se misci pe o dreapti polarele se
invértesc imprejurul polului dreptéi si vice-versa.

Polii pe o dreapti formeazé doué serii proective
in involatiune, ast-fél c4 polara unui element trece
prin cel alt corespunzétor si vice-versa.

Polarele imprejurul wnui punct formeazi doué
fagii involutorice, ast-fel ca polul unei raze e si-
taat pe a doua corespunzétoare §i vice-versa, am
complectat cunoscintele fundamentale pe cari se ba-
seazd toate cercetdrile ulterioate §i cu regula de gisire

a elemente'or duble precum §i a razelor rectangulare,
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am terminat toate constructiunile la cari se reduc
toate constructiunile cele mai complicate ale geometriei
de positiune.

Ducerea tangentelor dintr'un punct la o conlcé, inter-
sectiunea unei drepte cu ud conicd, aflarea centrului,
diametrele conjugate, axele unei conice §i a ori-cirei
suprafete de gradul al doilea se resolva cu acest numér
restrans de constructiuni.

Ar fi de prises ca sd mai insistdm mai departe, de
oare-ce tote acestea reese asa de clar din toate capi-
tolele ce au urmat.

Dar si curbe si suprafete de gradul al treilea si cele
de grad superior pot fi studiate pe basa acestor putine
teorene. N'am putut atinge aceastd chestiune find-ca
ese din cadrul ce mi l'am propus.

Generalisind relatiunile proective intre puncte si
drepte considerate ca poli si polare am obtinut teoria,
reciprocitétii proective, pe cat timp polii si polarele for-
meazd figuri reciproce in involutiune.

La studiul reciprocitdtei plane se reduce acela al
reciprocitdtii din spatiu, s§i precum am védut reci-
procitatea este basa intregii statice.

Cu ajutorul ei am putut studia relatiunile intre po-
ligoanele funiculare si de forte..

Cu ajutorul reciprocitatii involutorice am dedus teo-
ria elipsei si elipsoidului de inertie. '

Cu ajutorul reciprocititei speciale, dis sistemul focar
am putut studia relatiunile intre puterile in spatiu.
Acest studiu de o valoare teoreticd sipracticd, nu nu-
mai cd nu I'am putut epuisa, dar nici n'am putut sa
indicim toatd intinderea sa, mai alas cea teoretica.

In resistenta materialelor am védut cum geometria
de positie, resolvd diferite probleme precum relatiunile
intre variatiunile sectiunilor si tensiunilor, atat in plan
cat i Inspatiu precum si relatiuni intre puterile ex-
terioare si interioare.

Pentru a nu intinde prea mult aceste articole am
renuntat la expunerea aplicatiunii gemetriei la teoria
diformatiunilor elastice, unde dacd pdnd acuma geo-
metria nu poate disputa cu analisa, totusi i vine
mult in ajutor.

Cu toate omisiunile ce am facut, credem totusi ca
ne-am ajuns scopul ce ni l'am produs, adicd, acela
de a da cititorului atent o idee deslugitdi despre cea-ce
vor geometria de positiune si statica graficd a lui Cul-
mann (care ar putea fi numitd staticd geometricd) pre-
cum si de metoadele ce ele urmeazd in ajungerea sco-
pului lor.

Spre sfarsit, si-mi fie permis a réspunde la cate-va
obiectiuni amicale ce mi-au ficut mai multi colegi
amici. o

Asa mi s'a facut observatiunea cd continutul arti-
colelor nu corespunde cu titlul ce i-am pus, §i cad ar
fi fost mai nemerit dacd puneam titlul de: ,0 privire
asupra staticel grafice de Culmann“. Nu sunt de acord
cu aceastd observatiune, insd a disputa asupra Inte-
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lesului cuvéntului de ,studiu“ nu cred de nemerit.
Dacd nnii au putut intelege prin cuvéntul studiu alt-
ceva de cat ceea-ce mi-am propus, aceastd propunere
am indicat-o imediat, la inceput in introductiune. Am
spus cd ,vreau sd tac'o schitd“ si aceesta am si ficut-o
Pentru aceasta m’am servit in mare parte de ,Fiedler,
Darstellende geometrie in organischer Verbindung
mit der geometrie der Lage* (geometria de positiune
in legdtura organicd cu geometria de positiune), trei
volume gi de operile lui Culmann si ale succesorului
séu Ritter. Urmand ins4 in mare parte pe acesti au-
tori, aceste articole sunt departe de a fi numai nisce
simple extrase traduse din ei, precum le-a plicut la
unii s& sustie, bine inteles aruncandu-si numai ochii
asupra numirilor paragrafelor din text si a figurilor,
fird de a-si mai da osteneala ca sd citeasca.

Dacd am luat hotdrarea de a scrie acoeste articole,
causa este cd am observat cd sunt prea putini ingi-

neri dintre cei cari nu 'gi-au ficut studiele in Zurich,
cari sd aibd o ideie clard despre statica graficd aga
cum a inteles-o Culmann, i cd unii chiar au o idee
pe nedrept defavorabild teorielor acestui barbat in-
semnadt.

Am credut deci cd fac bine si& expun pe cat pot
aceste teorii. Daca pe de o parte am putut constata cu
mahnire cd sunt prea putini cititori, pe de altd parte
am constatat cu plicere cd articolele au degteptat
atentiunea multor membrii de valoare din societate
asupra teorielor expuse in ele. Fie ca el si se decidd
de a trata aceastd chestiune cu o mai mare compe-
tentd, si intr'un mod mai desvoltat. Ast-fel munca ce
am intrebuintat-o si sacrificiile buletinului vor fi pe
deplin résplitite.

Iacob Solomon

Inginer

CUM SE DESVOLTA TECNICA CONSTRUCTILOR §I INRAURIREA LUl JOHAN BAUSCHINGER

—_—Y————

Propésirea, ce a ficut'o tecnica in ultima jumétate
a veacului nostru ie datoritd avéntului luat de con-
structia Cdilor ferate, cari la rindul Ior n'ar fi ajuns la
o desvoltare atit de mare, dacd nu sé inlitura piedi-
cele, ce mereu le iesia inainte.

Trecerea riurilor si ale adéncilor prdpastii a pricinuit
pe de o parte cdutarea de metode simple si rationale
in constructia podurilor, iar pe de alta, atdt intrebuin-
tarea de materiale, cari sé presinte relativ la un volum
mic o resistentd mare, cat gi cercetarea’resistentei mate-
rialelor pentru a se putea deslusit hotdrad, ce sarcind

poate duce un anumit fel de material fird si se
oboseasca.

Ast-fel vedem pe tecnicianii nostri inpartiti in doué
tabere. Una isi frdmintd gandirea ocupandu-se cu
injghebarea de felurite theorii peutru a gisi puterile
launtrice ale pdartilor, din cari ie alcadtuit podul, si cari
puteri vor trebui s& tind piept celor din afard, pentru
ca osatura intreagd sd poatd sta in cumpdnd; iar
cea-l-altd infundatd in laboratorii are mintea gi privirea
indreptatd cdtre maginele de incercare, observind modul
deformatiuniler §i momentul ceddrei unui material
supus la fincercare, ca ast-fel din numeroasele obser-
vatiuni sd poate trage incheierea, la ce muncd anume
se pvate pune un material dat. Numai lucrandu-se
paralel itn ambele directiuni am ajuns si posedém
adi acea horbotd ridicatd in aier Turnul Eiffel i in

curdnd se vedem Dunédrea filindu-se cu mandrul colier,
ce-l va purta la gatui Podul de la Cerna-voda.

Ori si cat de intemeiate si vidite teorii am avea la
indemand pentru gisirea puterilor,’ce solicitd o con-
structid, totusi dimensiunile ei nu se pot determina, cdci
statica ni infitiseazd pentru a lor cdutare formule, in
cari se afld o necunoscutd, ce numai practica o poate
determina. Aceasta-i putere pe unitate de Sectiune sau
coeficientul de resistentd. De la alegerea acestui coefi-
cient atirna dimensionarea constructiei prin urmare si
costul ei. Cum insd toatd actuala activitate omeneascad
se resfrange in a castiga mult si a cheltui putin, iatd
si tecnica nu se dd in lituri, ci ocupd ai séi repre-
sentanti cu gasirea mijloacelor pentru a satisface prin-
cipiul vremei de adi. /

De si mecanicd incd de la inceput, dar mal ales
de la descoperirea grapho-staticei intemeidndu-se
pe descompunerea puterilor in plan, a gdasit mijloa
cele pentru combinatiunea simpla si clard a construc
tiunilor menite si sustind greutdti, totusi pratica n’a
avut incredere pe acea simplicitate datd de theorji
pentru alcituirea bund oard a fermelor, si ast-fel, pe
de o parte a ingrosat dimensiunile theoretice, iar pe
de alta a introdus o grdmadd de bucéti pentru sus-
tinere, parti pe cari theoria le aratd, cd sunt cu totul
de prisas. Aceastd temere a practicei era intru-cat-va
justificata.

Ochiul deprins cu formele greoaie si pline, ce ni le di
zidiria, i-a venit gred si se desvete asi de-o-datd s
si primeascd fiard nici un control, formele scheletice !
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