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M EMO R l l S I  CO MU N ICA R! 
"N O T A  

ASU PRA VOLUMULU I  TRUNCH I U LU I  DE PI RAM IDĂ SI AL OBELI SCULU I  TRUNCH IAT I 

Printre obiectele de artă ce se înt:'tlnesc la ingineri ,  
sunt multe cari au form::i. unui t runchiu de piram idă .  
Sunt altele cari cu toate că la pr i  ma vedere par a fi 
n isce piramide trunchici.te, însă fi i nd-că nu toate mu
chii le concură într'tm punct, sunt corpuri de altă na
tură. Să numim acest corp, obelisc trunchiat, fi i nd-că• 
poate fi_'.considerat că provine din trunchiarea corpului 
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desenat alăturea în pro
e0ţi a ori zontală, şi pe care 
să'l numim obelisc. 

Pentru casul unu i trun-

�/ __________ ·,_,, chiu de pira m i dă e cu-
noscută următoarea re-
gulă : 

Volumul unui trunchiu de piramidă, cu ba,se pa,ra,
lele este egal cu volumurile a, trei piramide cari ar 
avea, succesiv ca, base : ba,sa, cea, mare, basa, cea 
mică, şi o medie proporţională, întrn cele 2 base; 
înă,lţimele acestor piramide fiind egale cu înălţimea, 
trunchiului. 

Această regulă nu e apl ica bilă la obeilscur i  trun
chiate, cari formează maj orita tea casuri lor din practică 
dar chiar pentru trunchit1 de piramidă din causa ra
dicalelor nu e cu plăcere întrebui ntată �i L1arte adesea ' ' '  
se preferă mai multe .procedeuri aproximative .  

In cele c e  urmează voim s ă  demonstrăm u ă  al tă re
gulă :ae cât cea cunoscută crtre în acelasi timp este ' ' 
şi matematiceşte exactă., şi fiind s implă este m a i  antă 
a fi aplicată în practică. 

• 

Aceast.ă regulă este : 
Volumul unui tnmchiu de piramidă, sau a,l unui 

obelisc trunchiat, cu base pa,ralele Aste egal cu : 
1) Volumul unei prisme drepte cu ba.se paralele 

asemenea celor 2 base date, a vend faturi succesiv 
eg_ale, cu semi suma, a doue faturi corespunzătoarn dm cele doue base date. Ină,lţimea, prismei este 
egală, cu înă,Jţimea trunchiului 

Plus. 
21 Volumul unei piramide de aceeaşi înălţime 

avend ca ba.să, un poligon asemenea celor doue base 

date si ale cărui laturi sunt succesiv egale cu semi

diferi�tri � doue la turi corespunză,toure din cele 
' 

doue bas.e. 

B 

Demonst1·aţie. 

Fie a b c A l l  C un trunr.hiu de piramidă cu base pa

ralele şi de uă înăl ţime egală cu b (Dl'senul rcpresintii 

proecţia, ortogonală p'un plan paralel cn cele doue ba se). 
Să tăiă m  trunchiul cu u n  plan para.lei cu cele clone 

base şi care să treacă la 1/2 înăl ţime! trunchiului. 

Fie a. r:L y. secţiunea acestui plan cu trunchiu. 
Să ducem prin a, planurile a.A1 , • a A"J. perpend iculare 

pe l aturi le  AC şi  AB ; prin b planurile bB1 şi bl32 
perpendiculare pe l aturile AB şi BC ; prin c planurile 
cC, şi cC2 perpendiculare pe BC şi  CA. 

In acest mod trunchiul e descompus în : 1-iu Uă prismă 
dreaptă. cu basa cursele şi înălţime h. -- :2-a Trei prisme 
triunghiulare: ab, A2 B, ; bc B2 C, ; � i c a C2 A1 . - Prisma ab 
A2 i3, avend d rept dimensiuni pe h1 aA2 şi ah volumul 

· 
t l 

abXaA,'>< h 3 'I' . . ' d A AA seu es e .ega cu 2 - -a re1 p1rarn1 e a 1 � ; 
bB1 BB2; cC1 CC2; volumul lui aA, AA2=Supraf. aA, AA,·-<h 

H 
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Dar.ă ducem prin lat. mile poligonului a�y nisce pl : 1 ni: 
perpend iculare pe pla nele cel0r boue bas� şi �onside
răm prisma mărginită de acPste ba.se putem şi p'acest 
corp sft'I considerăm com pus d i n : 1 -iu Prisma d rer1.ptă 
cu bas:1  a b c şi înălţimea h. --�-a Trei prişme d reptun
ghiulare d repte a b aJ [� 1 ; b c [j 1 y1 ş i c a Y·2 ct 1 - Volumul 

· · I J A _] � P. I . aA, pnsme1 a ) a:1 J 1 r n  veu erea ca x_� 1J 1 ==-a ) , ş1 a ct:!-- 2 · 

a bXa A, ',.(h 3 'f . . est.e eg<1 l cu -- 2 -- . - - a  re1 pnsme patrulatere 
a a ,  a x 1 •  b i3 1 [� p !  ş i  c y1 y Y! ·  - Volum u l  pri smei a ct 1  
ct x1 este egrtl c u  supr�tfar.ia a a 1  a x 1X h şi fi ind -că 
tote latu ri le pat rula terului a cr. 1 a x1 sunt j umătăţil li 
laturi lor a A ,  A A1 , resuită că : 

V I . · . Supl'. a A ,  A J\, X l o . pusm . a cr. ,  a 0:1 = 4 --- 1 .  
Com parând părţile î n  care a m  descompus trunch i u l  

dat cu cele î n  ca ri am de.::;com pu s  prisma vedem : 
· a) Părţi le de sub No. l şi 2 riJe trunchiului sunt 

egale în volum cu cele de sub No. 1 şi 2 ale prismP-i.  
b)  Părţile de sub No. :� ale trunchiului nefiind egale 

cu cele de sub No. 3 ale prismei, diferinţa lor va fi 
tocmai partea re trebue adaugată l a  p rismă pentru a 
obtine . volmul trunchiul ui .  

Piramida a A, A AJ a re patrulaterul a·A, A A t  drept 
basă ş i  pe h drept înăl ţi me ; şi  fi ind-că supr. aA 1 AA2-= + suprafacia a a, a a:! resui tă că piramida a A ,  A A2 

valorează cât, patru piramide, cari ar a vea .. ca başă pe 
a o:, a a� şi pe h drept înăl ţime. 

Ştiut este că prisma a o:1 a a1 valorează cât t rei  p i-
ramide a o:1 a al; deci diferinţa î ntre piram i da a A1 A A2 
�i prisma a 0:1 a ai este egală cu uă piramida care a r  
avea pe a o:1 a 0: 1  drept basi şi pe h d rept înăl ţ i me.  

Diferinţa între trunchiul dat r;ii prismă este deci .suma 
celor trei piramide a o:1 a o:L, b � 1 � �t' c y, y Y'!, ·  

Dac..:ă ne închipuim piramida b � '  3 �J pusă lângă 
piramida a 0:1 a 0:2 ast-fel ca b �1 să vie lângă a 0:2 p e  
urmă piramida c y1 '( y2 lângă piramida b [� 1 � �i ast· 
fel ca planul c y1 să vie lângă p1 anul b �2, va resulta 
de la sine că c Y·i să vie lângă a o:1 , aşa în cât cele 
trei piramide se vor întruni într'una triunghiulară de 
aceeaşi înălţime b şi avend drept basă un triunghiu 
format din laturile o: o:2 + � 1 � ;  � �i + y1 y ; y y2 + 0:1 o:. 

S d 1 ă + B P. A A, +B, B A B-a b e ve e esne c a a� I 1 t' = -- 2 - = -2-
precum şi că cele alte laturi sunt succesi v  egale cu 
ll C-b c ,  C A-c a A d d · c  . d _ 2 --2--.- şa a.r 1 1ermţa. e care ne ocu 
păm �ste uă piramidă cu înălţimea h şi cu basa un 
triunghiu asemenea celor date avend drept laturi di 
ferinţele a doue laturi omoloage d i n  cele doue base date. 

Aşa dar trunchiul dat este ega.l cu uă prismă avend 
drept basă pe ex � y în care laturile sunt egale cu semi 
suma a doue latu ri din basele trunchiului, plus uă pi
ramidă triunghiulară avend drept basă un triunghit1 
unde laturile sunt succesiv egale cu semi diferinţa a 
doue laturi omoloage din basele trunchiului. Amendoue 
corpurile au aceeaşi înăl ţime ca trunchiul dat. Teore. 
mul este deci demonstrat pentru trunchiu triunghiu· 
Iar.  Şi fi ind-căori-care alt trunchiu îl putem descom-

dune în mai multe triunghiulare, teoremul e valabil s ' 
pentru ori-ce al t trunch i u. El  este valabil  şi pentru 
t. r�rnchin de obel isc, fiind-r.1. în tot raţionamentul nostru. 
n'a i nter.venit de loc deo.sebi rea .::e există într�· trun
chiul de piramidă şi cel de obelisc. 

Snpraf:\ţa ori-cărui pol igon , putend fi exprimată prin 
prod uctul a doue l inii ,  numi te di mens iun i le p�ligonu
l n i ,  să n u m im . A si. B d i m ensiuuile .. basei celei mari ' ' 
a, şi b pe aceiea ale basei m ic i c Fie h inăl ţ i mc� tr_ q.nch iulu i :  

I n  acestcas di memiu nile prismei i nterm8Ll i are vor fi 
.\ + a , Il + b . h . I I . ' d . A-a,B -b . l - 2 -- --2 �1 ; iar ace e<t a e p 1ra m 1  ei "'2" -2 �t 1 .  

· Vol u mul trunchiului  dat va fi deci repre.s„mtat prin 
formula : 

V _ _  A_ +� X B_ + _� X h +
A · -a X B - b X ]1 _ - 2 / 2 2 ' 2  a 

In casul unei  piramide întregi a =  o b -- o şi for-[AXB A X B] h mula se reduce l a  V =  -4- + 12 h = A X B X T 
ln  casul unui obel isc <1.vem b = o  şi formula este 

V -== �ţ a + � X h + A;a x �- X � --= �2
h (2 A + a) 

Să reluăm formula dedusă 
V _ _ _  A + a X �+__b X h + A-a X B-b X h ( l )  - 2 2 2 -y- �� - sau 
V = _I:_ ( a  (A B +a b)

+
A B+a b

+
il ( A'b+a B) -A b + a B 

fi 4 4 4 4 

V - _!1 [A B + b _t_ A b + a  BJ sau - ;{ a 1 2 
Cele doă base fi ind p : tralele avem � = -�b sau A b = a  B a 
sau (A b) 2 = A  b X a B ;  sau A b -=  V A  B Xa b de ac 

. l t v A b + a  B Ab VA B . resu a :  2 = = Xab; prm urma.re: 

V =  -� (A B + a  b + \I  A- BXab (2). 

Formul a (2) esprimă vechea regulă cunoscută şi  am 
demonstrat identitatea ei cu ( 1 )  pentru casul unui trun
chiu pe piramidă; însă :şi pentru obeliscul trunchiat, 
pentru care formula (2) nu e valabilă. 

Formula 
V- A + a X B + bXh-f- A - a X B - b X h 

- 2 2 .  2 2 a 
pe lângă că e tot atât de exactă ca cea cunoscu tă are 
avantagiul asupra ei ,  că neavend radicale, e mai lesne 
calculabilă şi  mai poate fi pusă sub formă de tablou, 
aşa cum practica o cere, pentru ca calculele antemă
surătoarelor să poată fi l esne verificate. 

Tabloul care ar re presen ta această formulă ar fi : 

�Numirea părţilor/ p�1?ţ·i- I Lung. 1 Lăţim. 1 Iniilţ. , Vol. 
lor as„ I I I OBSERV. 

Trunchiu cle i 
yiramidă cu base11 
paralele : \ 1 .  Pri. ·ma me
diă. I I 2. Piramida su- 1 
pli mentară. 

Total . . i 

I I 
I 

A +  a. B + b i 
1 2 I 2 h 

A - a B - b h 
1 

I 
· -21-2-1 3 1 „  
i I · · 1= 
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Sii, luăm un cn s obişnuit în practică, uă culee cu 
aripele ei precum c Jesenat;l in alăturata figură. 

"'""",..__. .. . r. 
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Acest corp poate fi descompus în culeă, proprie i.\s ă, 
şi aripi. 

Culea este un .obel isc trunchiat unde IJasa superioară 
are Cit dimensiuni pe _a şi b, iar cea inferioară pe A şi B 

Tabloul următor exprimă volumul corpului desenat 

, No / I / 1 
Numir. părţilor ) părţi

·
- , Lung. Lăţim. Inălţ. , Vol. 

1 lor as. I 
Culea, I I I I 

1 . Prisma me- / I I 
A + a B  + b 

1 h diă. I / 2. Piram. su-
plimen tMă 1 

_2_ 1 _2 _ I 
A - a B  - b  h -�- 1 -2- a 

I ÂTipi 2 C + c  

I �2-, d h � . 

I Total . · · · · · · · · · · · ·  „ „  . ... „ . •  / 
I I 

Une ori în practică se ia drept volumul culeei cea_ 
ce e însemnat aci ca prismă medie . Se neglijează deci 
volumul piramidei suplimentarie. - Să vedem cât de 
mare e greşeala ce se comite. Se vede că A-a -= 

24 

� (B-b) cilnd presupunem inclinaţitini egale Ja ari pi şi 
la culce. 

Fiă i valoa.rel!. lui B-b pentru 1 11 1 .00 de înăl ţime. 
v 1 i i „  t v - A - a.x

B - b
x

h m - bJ'  h o umu neg IJa -� -2- -2- a = -2-X·;i = . l • 
Fiind-că H--b=i X h ;  resuită V==- 1·� 1 

Vedem că greşala este proporţională cn pătratul in
cl inaţiunei şi cu cubul înălmiţi i .  

Admiţendu-se i =0, 1 h=l"' ,00 avem V c-= o,nn 1 5, uă. 
cantitate într'adever negl ij iabi lă. 

Pentru i=O, l şi h=10m,oo avem V=l "'3,fHH:i . 
Dar deja  la h -=5"1, 1 10 şi i =0, l av,;m V -=0,20 130, uă 

cantitate c :tre nu mai e negl ijabilă. In acest cas în loc 
d.'a se recurge la formula exactă cea vechea, e incon
testabil mai avantajos a se a.p lica formula dedusă de 
noi, cu alte cuvinte, a adauga, la cubul obţinut prin 
procedeul aproximativ, cea ce am numit piramida, 
suplimentară . 

Cum formula dedusă se poate întinde şi la  trunchiu 
de con, cred de prisos a demonstra. Dau enuntul resul-
tatului care este : 

' 

Volumul unui triunchiu de con cu base circulare pa

ralele este egal cu : 
Volumui unui cilindru drept care are di·ept basii.. 

un cerc a cărui zază este egală cu semisuma raze
lor date plus 

Volumul unui con drept cu basa un cerc a ciirui 
rază e egală cu semidiferenţa razelor date. 

A 
Iniilţimea amendoror corpurilor sunt egale cu 

Jnfilţimea trunchiului dat. 

Iacob Solomon. 

Inginer . 
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