din acest punct de vedere, s’'a introdus un for-
mular special servind de legitimatie de cilétorie,
in care casierul inscrie' statia de destinatie si clasa

(XX o XX

cerutd de cilétor si aplici prin'écriere, pretul biletului
ast-fel cum rezulta din tarif. Acest sistem e pus
in aplicare din cursul lunei August a. c.

NOTA

Asupra arcelor de parabold si arcelor de cerc, cand se pote inlocui fard erére neadmisibild DS prin DX
in formnla lai Navier; Liniele de Inﬂuenta a impingerilor si momentelor incovdetore
in casal arcelor paraholice

DR
Inginer in Serviciul Studiilor si Cc’nsﬁ;uctiilor |

TANCRED CONSTANTINESCU,

In nota de fatd n'am cautat de cét si dim for-

mulele impingerilor pentru arcele de paraboli si
cerc in casul cand se poate inlocui elementul in-
finitisimal ds din lungimea arcului (mésurat pe fi-
bra mijlocie) prin elementul dx corespunzétor lui
ds; de asemenea am cdutat si studiez liniile de
influentd ale impingerilor si momentelor incovoe-
toare, datorite sarcinilor isolate: mobile.
- M’am servit mult si de articolele publicate in
«Annales des Ponts et Chaussées» de Inginerii Bel-
liard si Souleyre; Am dat expresiunea impinge-
rei in functiune de cantititi, a ciror valori, spe-
ciale pentru fie-care cas, se pot gisi in ori ce Aide
Memoire; am addogat si un tablou ce usureazi
cu totul calculele. '

In ultima parte a notei am studiat conditiunile
pentru ca formulele date in notd sid gaseascd apli-
catiunea exacta.

CAP. 1

Impingere

. Sa considerdam un arc A M B, simetric in ra-

port cu axa oy, supus la o sarcind 2P aplicatd
in punctul M, virful arcului.

- Fie 2a deschiderea arcului si f flesa; din causa
actiunei sarcinei 2P, se va naste in punctele de
reazam A si B niste reactiuni R; si R, !); din causa

1) 84 se observe ci—acum §i pentru intreg studiul, — conside-
rdm arcele ca articulate la nasteri, decn reactiunile R si R, tre-
cénd prin punctele A si B,

simetriei arcului §i incdrcdrei, aceste reactiuni vor
fi egale, precum si componentele lor orizontale si
verticale Q si V; Q este impingerea arcului;: Com-
ponenta verticala V o vom numi, pur si simplu,
reactiune.
O primd conditiune de equilibru ne da
2V—2P=o !
V=P
Impingerea Q nu se poate gisi static de cét.
numai in casul cind arcul ar fi articulat in M; in
cas contrar, QQ nu se poate gisi de cat bazandu-
ne pe teoria deformatiunei pieselor curbe.
Navier a dat cel d’antéiu formula 2).
°S
Myds = o0
So
care impreund cu relatiunile statice de equilibru
resolvesc cestiunea equilibrului pieselor curbe; in
aceastd equatiune M este momentul incovéetor in
sectiunea corespundétoare abscisei x §i ordonatei
y a curbei (fibra mijlocie) si ds e elementul infi-
nitesimal al fibrei neutre inainte de deformatie.

Formula lui Navier nu tine compt de compre-
siitne—care de almintrelea influenteazs putin asu-

pra mdrimei eforturilor;—ea nu tine compt nici
de temperaturd.

Nu vom tine compt de compresiune; influenta

schimbdrilor de temperaturd se poate studia aparte.
Cestiunea e cu totul simpld,—nu mé voi ocupa

de ea. Nu voi tine compt de compresiune din mo-
tivele de mai sussi voi aplica formula lui Navier.
1) Parabold. Fie sarcina z_P aplicatd in punctul

%) In aceastd formuld numltorul Ele presupus constatat; dc
aceea nu figureazd in formuld,
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M cu abscisa Z= au; fie Q si Q" impingerile ar-

cului, V, si V, reactiunile; am imediat
N j - / £ Ly
P(4- J=V4 \M V2 =P(1+¢L)
1 x
- -au --->«a (1-u) > !
. -
> — X
A Q 0 Q B
v
2p
Fig. 1.

Q—Q'=o0 YV, 4+ V, = 2P (1). LuAnd momen.
tele un raport cu A am:
V, =P (1-+u) deci in virtutea lui (1)
V, =P (1—u)
Momentul incovéetor in sectiunea M este

M9 o
considerand ca positive momentele fortelor ce tind
a imprima o rotatiune in sensul sigetei.

Inlocuind valoarea lui M in equatiunea lui Na-
vier in care am inlocuit ds prin dx am

a —a
+{P(1 4+ u) (a—x)
au

+|P(r—u (a +x)

+a v a
QS y*dx=P( 1+U)S (a--x)ydx+P(1 —UJS (a+xlydx
—a au au

14u)A+4(1—u)B

or am lesné, tinénd compt de equatiunea para-
. . x2
bolei y:f(l—a—.‘,)
] a i a X
(3" A:S (a —x)ydx = S (a— X)(I —
au
dx ——'— aZ f(1—u)3(3u+6)

cea ce dd Q =P

(3)B= S; (a + x)ydx = Sau(a + x) ydx +

_a(a + xJydx = 1—12 a2 f (1+u)? (5—3u)
o
ta 16
| C S—a 2dX—'I—S a f2
Inlocuind aceste valori in equatiunea (2) am

Liraiteg af '
0 — P g [l1+u)u—u) ?(3u-+ 514 (1—u){1+u) 3(S—JU):I
: 15 .
sau in fine:

Q=P & (1—u¥) (5—u (3)

Observ ca equat. (3) nu se schimbi cind se in-
locuesce u prin —u, lucru evndent din causa sime-
triei arcului.

48.

Equatiunea (3'') se poate deduce lesne din (3)
inlocuind x prin —x si a prin. —a. .

Observare. Cand avem mai multe puteri ce ac-
tioneaza asupra arcului impingerea totald este

Q— + 2P (1—u? (5—-uy
conform prmcnplulul suprapunerei efectului puterilor
L:nia de influentd a impingeres. Am avut

z — au deci u

Inlocuind in equatiutmea (3) am

a
=P (1 —)(s -
! (a?—2%) (52°—2%) = m® Q:(4)

Equatiunea (4) ne represintd curba variatiune
impingerilor in raport cu positiunea sarcinei.

Sa consideram derivatele

m? Q' — — 4z (3a2—z9)
m? Q" = 12 (a2—z9

si facem sd varieze z de la — a pénd aproape
de zero; derivata I-aeste positivd, functiunea cresce;
derivata a 2-a fiind negativd curba e convexa in
raport cu origina. Cand 2 variazd de la o valoare
positivd, foarte vecina de zero pana la a, derivata
1-a e negativd, functiunea descresce; derivata 2-a
réméanénd constant negativd, curba e tot convexa
in raport cu origina. Pentru x — o derivata se
anuleaza trecénd de la valori positive la negative;
() e maximum pentru x = O.

Maximul valorer impingeres corespunde cénd
sarcina caled in dreptul vérfulut aculuz.

Se poate construi lesne curba datd de eq. (4).

In adevér si punem

22 =x" (4')
si sd construim aceastd parabold, in care valorile
lui x" sunt cele date de equatiunea (4').

Curba deci se poate lesne construi.

2) Cerc. Sa considerdm doué sarcini P simetric
agezate in raport cu OY;impingerea (), produsa
va fi dublul impingerei Q ce ar resulta cand o
singurd sarcinda P ar fi aplicatdin m corespundé-
tor abscisei /x; vom gdsi pe Q,.

Momentul incovoetor in' sectiunea mN cores-
pundétoare abcisei ax este:

a

=|Qy|—
(0]

22 | sau

au
Pa(1—u) |[—
0

a
Pa—x| (5')

au

*) Formula lui Collignon.

https://biblioteca-digitala.ro



care inlocuitd in equatiunea lui Navier da:

Pa (l—u)S ydx+PS u(a——-x)yex

S y2dx
o

X =r smg

Q=

or dupd figurd gisesc:

P | P
A lr

<
<
<

IR = s

Fig. 2..
| —x =r (sm¢—smg)
y = r (cosp—cosep,
dx = r cosy dg
si punénd :
au
I =S ydx
S (a—x)ydx

= S y2dx
0

am :
Pa (1—u)I4+P I’
S

Q=
au P0
Or 1 :S ydx=r2S (cosg—-cosy) cosg dg
o o
sau [=r? (A — B cosyp)
|4 :Sa (a—x)ydx=r?S‘cp (singg—sing) (cosb—cose) cose db
au P,

sau F'=r® (A sinp—C— L B sin2¢ | D cosyp)

in cari A= S cos? g dO i +snn42%
a

— cosp B= — cosg Sa cosg dy = — sing, coep

: 7
sing A = sincpS cos® 6 df = sing [ P—%n +

sinzp — sin2g,
¢0

4

-—g:osm gcostgdg = (cos3cp—cos3(p0)
Scp cosf dp=
P

I . . .
—57'sin 2¢ (sin ¢ —singp)

. .
—TS!HZCID"B=—? sin 2¢

Dcos<p=_coscpSsiri cos (j cos i d g = cosep (sinZp— sin¢p,)

49 :

inlocuind aceste valori cu expresiunile lui I si I,
si apoi punind pe I si I’ cu equatiunea (5) tinénd
compt ca

I(1—u)==v (sing—sin¢g) gédsesc:

(6)Q, Sy 2dx:Pr3{

!7 (cosp—cosd,)—
or

S}) y? dx—v? 53 (cos § — cos %)% cos g d g=v3 x (6')
or, i

; (¢psing —¢,sing,)+

I 1
= cosg(sin®y -sin%p )— & (cos3p—cos$,) }

X—:S"’ (cos 2g - cos?¢p — 2.cos g cos ) cos gd g —
S'P cos? gdg |- cos® e Ig“’ cos gdg — 2Cos ¢ S“’ cos? gdg
san reducdnd dupi ce am integrat
X:snnrp—-—s— sin®¢— cos ¢
prin urmare inlocuind cu (6’) am
S‘gy?dx_—_r3(sin'p— %sin%—gccoscp)
deci inlocuind in (6) obtin

I
P (cos ¢ + ¢ sin¢ — cos @ sin? ¢ -- 3 cos¥p) —

(7)Q=%—T4

I
singp — 3 sin3p— ¢pcosep

t
(cos ¢. 4+ ¢, sin ¢, — cos ¢ sin’p,— ? cos3yp,)

I
sing-- 3 sin’p—qCosegp

care este valoarea impingerei.

Variatiunea Impingerer. Numitorul equatiunei
este tot-d’'a-una positiv; in adevér si consideram
functiunea

N:simp%sinz’cp—gocoscp
si derivata’ =

= sin ¢ (¢ — sin ¢ cOs ¢)

de
care se poate SCI‘le
dN .o (P
de — Sy sing COSQP)

cantitatea care e tot-d’a-una positiva; functiunea
cresce necontenit ; cum N este positiv pentru o
valoare particulard a lui ¢, numitorul e tot-d’a-
una positiv.

Maximul lui Q
.QI Q"
Q == 3 N

corespunde minimului lui Q,

1 1
QPOZ S COS®,p,—2COSQ sin ¢, + cos ¢, sing,) = 5 Cos @, K

sa facem pe ¢, sa varieze de la — ¢ la + ¢
trecand prin zero; cos ¢, este tot-d’a-una positiv;
Sa consideram valoarea lui:
K = ¢, —— 2 cos p sin ¢, 4 cos ¢, sin ¢, (8)
putem pune
9o = sin gy + ¢
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deci

K_E—}-smcm (14-costpy—2 cosp)—e-4-sing, K
or cantitatea K va fi de sigur positiva daca K’
va fi positiv, cdci punénd pe sin ¢° in loc de ¢,
am micsorat scidutul; or K’ se poate scrie

K'— (1 — cos ¢) + (cos ¢, — cos ¢);

cand ¢, varieazd intre ¢ si zero, este evident ca
K’ este tot-d’a-una positiv; cu atdt mai mult si K
cind ¢, varieazi intre O si -— ¢ am : (schimband
pe ¢, in -, pentru a pune in evidentd semnul
in equatiunea 8)

Kl:—<p,,+2§coscp:sinqpu—coscp, sing,=-(¢,-2 cos¢ sing,+ cose sing”
decizK, este tot-d’a-una negativ.

Deci Q’, anuldndu-se pentru ¢,—o0 trecind de
la valori negative la positive, (cAnd ¢, variaza intre
— ¢ si+ ¢) Q', trece prin un maximum pentru
Po =0

Deci :

Maximul impingerei Q se produce cind sarcina
caled dreplul vérfului arcului.

CAP. 11

Comparatiune intre arcele parabolice si
circulare de aceiasi deschidere si flesd din
punctul de vedere al impingerei

Pentru arcele parabolice am gisit

Q=75 P (1—u?) (5—u?)
si pentru cele cnrculare
Q— P (cos @ 4" sin ¢ — cos ¢ sin' ¢ — % cos? g) —
sin ¢ —?lsinﬂcp—cpcos [+
(cos @, + ¢, sin ¢, — cos ¢ sin? ¢, —

cos? ¢"

1
sin ¢— 3 sind ¢ — @ cos ¢

Or

cosp-¢ sin ¢—cose sm?cp—-— cos'*q;—— cosd¢-}¢ sing
Deci

A 2 . i 1
o p (<FS"1<P+? €0s%;)— OS¢, +posing,—cosepsiniy, — ?cosscp,)

¢ 4 ) L,
smcp—?smacp PCosey

Sd presupunem ci positia sarcinei este aceiasi

in raport cu arcurile considerate; si studiem va-
riatiunea functmnel
-~

Q Q ¢ sing — — sin%p —pCcos
pentru a face comparatiunea facili sa conside-
ram casul cand sarcina P calci in dreptul varfu-
lui arcului; in acest cas am

2
¢sing 4+ — cos*p— 2
9

16 f (l —U2) (5_u2)_‘

50

2

gl
P n 25
w6 Ve WL W= 3

~ deci

B 2 2
1 2 cos® 2

a @sin + - cos® ¢ —
16 f ‘

IS

P
Qp_' Qc: T
Or observam ci

a=rsing si {24 a?=z2rf
Obtin deci

5 - T4,
sin ¢ ——sin3 ¢—¢ cos

smfp——cosgc—\ 1—:_8__1——
a
prm urmare :
a 2 f)3
plls a o +i(1—7 <]
Q—Qc=7Q6 T

r —(B)r— i —3)

Calculand diferinta QP — Q¢ pentru valori ale

. f .
lui .-, sucesiv egale cu:
2 I 2
I, 3 20 5

cari corespund unei turtm( ) de
I l_ 1 I
27 32405
gasesc resultatele din tabloul urmadtor :

1 f Valérea impingerei Q
= Parboli [  Gerc
% 0.390,625 P 0.27,122 P
% 0. 58,504 P 054,447 P
\ % o, 78,125 P 0.71,008 P
% 0. 97,656 P o.91,502 P

Nota 1.—— S'ar putea deci intrebuinta, pentru
a gasi impingerea Q in casul arcelor circulare,
tot formula simpla a impingerei ar celor parabolice,
cu conditiune ca acea impingere sd fie multipli-
cata cu un factore p. _

Q=npg t(1—u? (5—112)

p ar fi un factore variabil, depindénd de raportu.
22 Um tabloii analog cu cel de mai sus, ar putea
determina valorile lui 9 pentru valori mai apro-
piate ale lui

Nota 2.— Se vede lesne din tabloul de mai
sus, cd arcele parabolice sunt cu mult mai avan-
tajése de cat cele circulare, in cas cAnd arcele nu
sunt prea turtite ;- In adev€r impingerea da un
moment, ce se scade din mom entul total ; prin
urinare avantagiul ‘e de partea arcelor parabolice.
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In cas cind arcele — fie parabolice saii circu-

a f 1 o B At
lare — sunt turtite (E < —4), nu este diferintd in-
semnatd intre aceste categorii de -arce; alegerea

unui tip sau altuia e arbitrard ; pe linga acésta,

formula impingerei arcelor parabolice se poate in-

trebuinta — in acest cas — si pentru 'a calcula
impingerea arcelor circulare, considerand pep. = 1
CAP. 111

Altd formulid pentru impingerea arcelor}
Aplicatie la arcele de cerc si de paraboli

Si considerdm un arc de cerc; momentul
incovdetor in o sectiune M cu abscisa x este;

1 . lu l
= Qy P(1—u x|H-[Pu(l — x)
o lu
J
.
M—" | -

Fig. 3.
deci equatiunea lui Navier

s
Myds = o
So
in care se inlocueste ds prin dx ne da:
lu 1

P(1 —u)\ xydx -+Pu
0 lu

Q= ‘ ]

(I--x)ydx

9)
y*dx
o :

Fie o, si w, ariile portiunilor OMI si MSBI s;
® aria totaldi OSB; am |

0=, + o,

Fie x; si x, abscisele centrelor de greutate ale
arillor w; si 0y, x; si y, coordonatele centruluj
de greutate al ariei w;

Ia |
ydx w,—
Jo : Jlu

-(01 —

ydx

51

Pe de altd parte scim ca suma momentelor
ariilor elementare (d Q) in raport cu o axa, este
egald cu momentul ariei totale, — con51derata ca
concentratd in centrul-de greutate — in raport cu
aceiasi axd; deci :

('l

o (lu
]
o) ) lu

deci adunand :

W, X; g Xy == S

xydx m,x, — xydx

] .

xydx = v x,
5 £
si

e ]

5 y.édx =Y,
o)

tinénd compt de cele de mai sus, equatiunea (9

devine :
Q P (1—u) o,x,+Pulw,—Pu v, x,

oD, X, + lu 0, --u wx,

0ys WYy,
sau
w; X, + ullo, —w;) . ' ] :
Q:Pl ! wym w)_§l cum Xg —  am
3
W
Q:P°’1x1+UI(“”_—z—)
i wy,

' ® ® [0} g
— - 1) ——— @) — —=—_ !
dar 0y =—W—(V, deCl(!).2 5 ® = 2~ W5, deci

Q:P 0, X, +1u('22—— wl)
T oy, -

©,—

sau in fine :

Q—Pz’ —= ]u‘l- P— (10)
acesta este formula generala a 1mpmgerel pentru
ori-ce arc, cand se poate inlocui ds prin dx in

formula lui Navier.
Cu ajutorul acestei formule putem lesne gasi

formulele deja date pentru arcele de parabold si

cerc.
A) In casul Parabolei. Raportandu-ne la fig. 3,

equatiunea parabolei O S Bvafi:
Y:_ %f X (l—X)

la lu 1) SN
xydx I\ x2dx—\ x3dx
«. . __Jo _Jo d g —3u
deci: %= lu  (lu lu o1 u6—4u
ydx 1\ xdx—\ x%dx
0 o )

de asemenea:
lu

lu
ydx:l( xdx—
0 . - )0
ficénd u=1 gdsesc:

lu

©,— dex e R (T L (2—-9u)

o=—— fl
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52

0 o
Wp
. 30 4
dect y3——2—:—5—
=1l
3
inlocuind in equat (10) am:
2 , 4—3u
— flu? (3—2u |y — lu
- 1
Q—P - 0 :“ +LPZ
=l = f 2 =g
3 5 5

si facénd téte reducerile :

1
Q:—%PT u(1—u) (14u — ug) |

Ca si revenim la formula datd (3), observ cd
trebue si mut axele cu origina in T (fig. 3); deci ‘

ik ; (10') \

| (2—u)=a+au! u= 2

observind cd trebue sd inlocuim P prin 2P (in |
casul fig. 3 sarcina aplicatd e 2P) si tinénd compt |
de (10?') am: |
_ 5 paar—utifuls—u

Q= 8 2P I = 2 4
5

a
. 2
32 P f (1—u®)(5—u?)

care e formula cdutati.
B. In casul Cercului.— In acest cas am:

X =r (sing — sin 0)

y =r (cosb—cos) !
|

dx — — rcos® do

Loemm—mm-
)

, i
> /!

In acest cas am:

? ¥
Wy == S ¥ 8 X = r2S (cosb —.cosep) cosh do
®o %o

si efectuind integrale cunoscute gdsesc:
I g

®I=r? (£—|—— in 20 — si =
[ 31180 2t — sin¢g cos) )

(C%O +isin 2t — COSP sincp.)]
In mod analog gasesc
Wy — (% +—: sin 2¢— costp simpo) £2
s
® =(§ + i sin 2¢ — cosp s'in'\o) 2re

de asemenea

xydx

a2
- S (sing —- sing) (cosy— cosp) cosp dg
©; Jo,
sau dupd integrale cunoscute
) Ar
X, _—_rsmc\o-}-—mI (r1)
in care
I I
— g(cos3cp — cas? go,,)—l—; costp (sin®p—sinZyp,)
In acelas mod

¢
oy, — 2r3S (cosg - costp)?cosg dg
)

sai dupd reduceri simple:

413 sindr
Yg= , ———— —2rcosg (12)
3 @
Inlocuind valorile de mai sus in equatiunea (10) am:
. Ar3
rsing + - — - lu : .
Sy 4 13 sindg +2 P4 r3sinyp 7
= —2rcosep ————-——2rcosy
3 m 3 ©
tinénd compt ca
: 0}
lu == r (sin p—sing,) si ca ®, = - W

am

o sinp+Ar2—w’,sing,
= . 12
1 2 r’sinp—3wm cosy )

Q=I:5P
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Cantitdtile ®, ©’, A sunt lesne de calculat.
Nota.-— Fiind ci, aprépe in ori ce Aide-Mé-
moire se gésesé suprafetele segmentelor pentru
raza 1 si unghiul la centru dat, w, si ® se pot
gasi imediat; in adevér dacd numesc:
9, aria segmentuluide raza 1 i unghiul la centru ¢
30 « « « « « « « " .(PO

am
o =r2% (13 0 =1 — sinp cosyp

I
®o= 12 [p,— singy—- 2sing, (cosp—cosep,)] s

I
W, = ;r? 8,—T 2sime, (cosp—cosyp,) (14)
sau
V © 3 B4
in care :
0g==tp, — Sing, COS T = 2 sin @, (COS gy — C€OS ¢)
Inlocuid aceste vriori in equat. (12) am
—3sing+A —— B, %) sin @4
sindp — 3 0 cds ¢

Q—=o0.75 P

formulid foarte comoda.

Notd. S'a calculat, dupd cum se vede in ta-
bloul din pag. 55 cantitatile ce intrd in formula (15)

. . f = X . .
pentru valorile lui cuprinse intre 0.50 si 0.15 (din

0.05 in 0.05).
Aceasta s’a facut in 3 hipotese :
1} Sarcina P e aplicatd in dreptul varfului arcului
2) « « « « centru de gravitate
al arcului.

3) Sarcina P e aplicatd la jumditatea semi des-
chiderei arcului.

Aceste sunt casurile de considerat cici pilastri
prin cari se transmit arcului sarcinele P, P’, P”

- (reactiuni) se ageazd de obiceiu in portiunile con-

siderate. .
Cu ajutorul cifrelor din tablou se poate cal-

cula cu inlesnire impingerea arcelor circulare.
Intocmirea lui a fost destul de laborioasa.

Y,

CAP.

Liniile de Influenti a momentelor incovietore
in casul arcelor parabolice articulate la
nasceri-(cAnd nu se tine compt de comprlmare
si cAnd se poatc inlocui ds prin dx in

formula 1ui Navier) Casul sarcinelor isolate :

Si ciutim liniile de influentd-a -momentelor
incovietoare produse de o fortd P aplicatd in
sectiunea M’ cu abscisa /z in raport cu o sectiune

M cu abscnsa 1@,_,__fx1

x);

Vom dlstmge dous ‘casuri :
1) Sarcina P e aplicata la dreapta sectiunei;
2) Sarcina P e aplicatd la stinga sectiunei.

1) P la dreapta secfiunei

Momentul incovietor in sectiunea M este(fig. 6)
M = Qy—Plu (1—v)4-Pl (u—v)

sau

M= Qy — Plv (1—u)
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Pentru a gisi portiunea sarcinei pentru care
‘'momentele incovietoare sd fie maxime, n’avem de
cat sd studiem variatiunea cantitdfi u pentru ‘va-

3
inferioare lui -, in

lori ale lui v superioare. sau 5

equatiunea :

M'—Ply (r—a) (20 ud—30 v+ ZI'—S_—:,'):O

4 . v
ceea ce di: 20ud—30 ut =0

30 u?—20 ud— 7
30 u?—20 ud-

de unde : V=

equatiunea 20 se poate scri :
-~ 2 (u40.42666) (u — 1.28889) (u—0.63776)

V= (2 u—1) (u— V3+’) (u +V3--‘)

numitorul este negativ pentru valori ale lui u in-

ferioare lui 7, or numadratorul este positiv pentru

aceste valori; u trebue si aibd deci valori

ma’
A it ’ s '
mari ca— §i pentrn ca v si fie positiv trebue ca:
u -> 0.63776
conditiune- ce cuprinde cu sine pe u > 0.50
Conditiunea v=> 1 se reduce la

2
"~ 30uz—20ud—gy

<1

care e evident indeplinitd pentru valori ale lui u

l

Valoarea limitd a lui v, corespunde lui u==1

-3
aceastd valoare e =57

de acord cu cele deduse mai sus.
In resumat :

0 — 51—

0.03777—st

Cénd v variazd intre : ,

73

| mlw

U este cuprins intre :
deci :

datorit unor
sarcine P, situate la dreapla secfiuner — ciénd

Maximul momentului incovdetor,

: . oigs .3
Secfrunea consideratd e cuprinsd intre o st ?l——

se obfine cdnd se incarcd o porfiune din arc,
porfiune avénd origina in capdtul grinder opus
sectiunet; limitele incdrcdrer sunt date de equa-
fiunile de mai sus, (eq. 20).

2) Sarcina Pla sténga secfiunei.

Mo:mentul incovdetor in sectiunea M este :
M=—Qy—Pu (l-lv) sau M = Qy—Plu (1 —v) inlo-
cuind pe Q si Y prin valorile lor respective :
Q:%Plfu (1—) (1+u—u? si Y =4 v (1—v)
am dupe toate reducerile :

M= —Pluv (1—v) (5 u—10 u2+5—%) (21)
si analog derivatele :

M'— Plv (1—v, (20 u®—30 u2—|-5—%) (22)

o o o . \ /
ce satisfac conditiunei de mai sus. M” = — 30 Plvu (1—v, (1—u) (23)
Y
Pu
M
(
[}
1
I
|
i
|
I
)
|
0 { < @

1 X B

| SOR MRS " N ¢

DA Tl W S /Y S 3

Y
P
(Fig. 7)

Equatiunea 23 aratd cd ramura din stanga
presintd un punct de inflexiune in O si B.

Curba presintd tot-d’a-una convexitatea citre
ygrecurile ‘positive.

Coeficientul angular al tangentei cu B este :

— Pl (1—v) (5 v—+2)

tg g =
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§
care nu se anuleazi pentru nici o valoare a lui

v cuprinsd intre 0 — §i I.
Conditiunea ca momentul incovietor sd fie ma-
ximum ne d4:

V= Z0uwi—
cu condmunea ca
1 >V >0 (2y)

Equapunea 24 se poate scri :
3 S I

SR

] o (0

Condltlunea v > 0 da
' U < o.5 (26) .
Conditiunea v < 1 di tinénd compt de (26)
2 < 20u® —30u%ty
sau . 2u3—3u2+0.30 > 0
care se, pot scri, resolvind’o :
2 (u—0.36224) (u—1.42664) (u}0.28892) > o
deci

2
30 uz+g (24)

P

~

i, O<u 0,36224 (27)
care’ coprinde pe (26).

Prin urmare :

.Céand v e ‘coprins intre — si 1

U variazd intre o si 0.36224

deci:

incovdetor datorit unor
sarcine P, situate la stinga secfiunei—cdnd sec-
frunea consideratd e cuprinsda intre 0,40 §¢ | —
sé:bb;‘z'vzé cdnd se incarcd o porfiune de arc, por-
fiune avénd origina in capétul grinder opus sec-
fiunei; limitele incdrcirer sunt date de equafiu-
nile de mai sus (24) si (25).

Maximul momentulur

Dacd presupunem ci avem mai multe sarcini, a-
plicate unele la stinga sectiunei M, altele la dreapta
acestei sectiuni, observénd conditiunile de mai sus
deducem

defavorabild se obfine cdnd se incarcd doué por-
fiuni din grindd, avénd origina lor una in O §¢
alta in B, sau incdrcéndu-se porfiunea mediand

complementard (fig. 8 si g).

Dies0 ALY RS NgS 11 T
& - B i [}
[} [}

0 . [ 8

Fig. 8 si o.

96 -

B) 'Cdnd v > -2- postfiunea sarcinel cea mai
defawmbzla se ob/zne cind se mmrca 0 porlzune
din grinda, avénd origina in O, Sau o porfrune
cu origina in B. (fig. 1o st 11). ‘

04 [T T |'lu“ (I 8
| i
T nmlywmummym[l — : 1B
Fig. 10 si n.\
CAPIT. V

Curba inviluitoare a momeatelor masme
-in casul arcelor paralele.

a) Bransa curbei cand sarcina se afli la
dreapta sectiunei (ramura din dreapta). -
Sa considerdm equat. (16) si.sd transportdm a-
xele coordonate paralel cu O'y asa ci origina O
sd vie in O'; equatiunile de transformare vor fi

(fig. 6):
l ’ l 1 ’ v er
U o -|2-U ey —iz_v l: 24 A ' 3
equatiunea (16) devine :
e =T

equatiunea se poate scri
64 M
i 5 Pa(1—

3 )

= (u’ -—1)( ‘3 4-u"2msgu’ 40

25v+7
i) 8

y nu este ordonatd, ci o cantitate variabild egala

64 M
tot-d’a-una cu —5-Pa (—v?)

si pun in aceastd equatiune :
vo—1=z
(29)

I —v =t
in urma acestei substitutiuni

Equatiunea 28/,
devine :

I
Y == _z(z3—J—.4,z,?—|—§T — 8) sau
sz4+4za+8(‘;—t—1) z (30)

dM .
3 —O)da

d
y =lsan za+3zﬁ+2 i 1) ==z e) ]

conditiunea ca momentulsi fie maximum(

Pentru a- gasi cyrba, mvalmtoare a momentelor
n‘avem de cAt si eliminidm in equatmmle (30) gi
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(31) variabila z; artificiile de calcul ge Je am ﬁ;cﬁt
pentru a pune sub o formd simpli equatiune (28)
si derivata sa, fac eliminayea ifoarte usoari ; in
adevér, equatiunile (30) §i (31) se pot scri:

2t 1423+ 4 bz —y =0 (32)

si z3+322+ 2b__o(33)

Imultind equatiunea (33) cu z si scjdénd’o dip

32) am _
-+ shz—y—0 (33)
pe care scidénd’o din (33) obtin :
22 — 2bz+ (2b 4 y) =0 (34)
Equatiunile (32) si (33) dau:
zt+ 425  4bz—y
234322 26
sau reducénd:
2bz? +- (4b — y) z — 3y =0 (35)
Equatiunile (32) si (32) dau de asemenea:
z3 428 4 2b2 . y

z24+32 b
sau facénd reducerile:
2bz3 + (8b 4 y) 22+ 3yz 4 8b2 =0
daci din aceastd equatiune scidem pe (33’), dupé
ce am imultit toti termenii s€i cu 2b, obtin, dupé
toate simplificdrile :
(2b 4 y)22+ 3yz + 4b* =0 (36)

Resolvind equat (34) si (36) in raport cu Z (imul
tind pe 34 cu (2b +y) si pe(36) cu (3) si sci-
dénd) am:

(2b+4y)2 — 12 b2

9y +2b (zb+y) (37

Elimindnd pe z? din equatiunile 34 §i 35 obtin:
. 9y-+2b (2bty) 8

= 2(26—y)tab* 8%

Z_

prin urmare: 7
(26+y)2—12 b?_ 8y-}2b (2b+y)
oy+2b (zb+y) 3 (@b—y)tab?) (39

care e resultatul elimindrei. Dacd se considerd ca

cordonate variabilele y si b equatiunea (39) re-

presintd curba evaluitoare a momentelor maxime
pentru ramura din dreapta. Ordonatd dupd pu-

terile descrescAnde ale lui y, equatiunea (39)

devine :

Y34 (12b4-27) y2416b ?(b4-2) = 0 (40)
formuld cu totul simpla:
Pentru a reveni la variabilele u’ si v/ inlocu-
esc pe y si b cu valorile lor scoase din equatiu-
nile (28'), (29) si equa;iunea

(40") =

=1

Obtir! ;

o 48M 28 M
(40 )y_SPa(,I —v'9 " 5Pa(1— ’2)’ b+""
| 8 2
si 12 b+27 =12 (b4-2) 4 3=
,”1-’*‘5" A i’:}L
| 5(!3——~v')3 = 35 (=)
_3_4;—~) (5\7-:—»‘6
b3—2 (5 t I | 3\ I—v
218M3
decl equatmt;ea :0 Aaving STV PV IT
3 \'4 2
3 g(1—v 52P2 2(!"')2(14r¥)z
24285 V' —1\* 2%
T \ 1—v '(l—_—y')_O

san
64 (1—v) MP-t3 Pa (1—v") (37—5v') M+
3
(1+V B (5 v'—1)=0 (41)

Aceasta este curba invdluitoare a momentelor
maxima pentru ramura din dreapta.

Am védut cA v poate varia intre o sl jsjdeciv

poate si el varia iptre — 1 si—;—; secfiupea gon-

; . M . a
sideratd e cuprinsd intre — a si

Equatiunea (4}) s'ar putca construl, pe direct
fie cu ajutornl eguat. (40), (49°) si (40”)

S'ar putea gisi si valoarea «maqxima maxing-
rum» a momentelor incovietoare; n'am aves gde
cat si elimindm pe vintre equat (44)§i derivata
sa in raport cu v; equat resyltanta in M pe ar
da valoarea maximd si mjpjmid a momentului in-
covdetor, nu insist asupra acestei cestiuni.

b) Bransa curbei
invdluitoare a momentelor maxime cond
sarcina se aflé la stdénga sectiunei.

Transformand equatiunea (21) in modul aritat
mai gus, prin transportarea axelor, cu origina in
o’ equa;iunea (21) devine:

M= 64 Pa’' (1—v'?) (0 + 1) [u’3—u g—on'4
25v/—7

o | @

si conditiunea ca momentele s fie maximum di

=0 (43)

u3—3u'—

5 (l+v')
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Observ ci equat (42) se poate deduce din (28) -

schimband pe u’ in -— u’ si pe v’ in — v, prin
urmare equatiunea curbei inviluitoare a momente-
lor maxime, ramura din stinga, se va putea de-
duce din equat (41) schimbind pe v’ in — v/ (u
nu figureazd in acea equatiune), deci acea equa-
tiune va fi

(44) 64 (14v) M43 Pa (—v'9)
303 -
(37459 M2 ———— (1 —v)? (sv' + 1) =0

gasirea momentului «maxima maximorum» ar fi o

cestiune : de calcul. Variabila v e coprinsd intre

L w—
vV=7§lv=1

Notd. Formulele impingerilor si liniile de influ-
entd date mai sus, sunt destul de aproximative
numai cind arcele sunt mai turtite; in acest
cas valorile imprejurdrilor, deci si a momentelor
nu diferd mult intre ele (dupé¢ cum am védut) si
linile de influentd pentru arcele circulare sunt a-
proape aceleasi ca si pentru arcele parabolice.

Variatiunea sectiunei grindii arcului
pentru ca formulele ce se obtin inlocuind
pe ds prin dx sa fie perfect exacte.

Presupunénd, ca si pand acum, arcul simetric
in raport cu o axd verticald trecénd prin mijlo-
cul deschiderei, presupunénd reazemele de nivel
si fixe, nefinénd compt, de compresiune si lan-
sand la o parte eforturile datorite temperaturei,
equatiunea de conditiune pentru equilibrul arcu-
lui este: 1

Myds ]
=0 (@b
TR )
(o]
sd presupunem pe E constant pe toata intinderea

equat.

cctiunei w;

Fig. 12.

-5'8

(45) se pbate scri :

o'b—c

n cas cand :

constant (46)

Jo—fi =

ds
formulele aplicate mai sus sunt exacte.
Equatiunea (46) nu se poate scri
o r? cos o.=— constant

sau o’ r?2 = constant

o’ fiind sectiunea normald pe fibre mijlocie ; cAnd

o’ este constant am
r — const

rada de girafie e constantd. Aceste sunt conditiu-

nile mecesare si suficiente.
In cas cénd sectiunea arculm e un dublu T,

conditiunile devin
o’ = 2 ab = constanti

si r =— — = constantd ;

2
Am presupus ca sectiunea inimei dublului T
este negligeabild cdci numai in acest cas am:

(mmmmo @-------- »
77z 7 ]";},"'f

2 I — ' abhe

i 2

oo I %abh2 he

1 I *——H

2]' 3 Q 2 ab 4

H

E sau r— h
V22222222 .. 3 __2_

Fig. 13

Tancred Constantinescu
Inginer in Serviciul Studiilor si Constructiunilor
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