
din acest - punct c fe vedere, s'a introdus un for-1.l mular special servind de legi"timaţie · de căl�torie, · 

în care :casierul înscrie • staţia de destinaţie şi clasa 

. . . 
cerută de călefor şi aplică_ prin-scrţere, p�eţ.ul biletulu� 
ast-fel cum rezultă din '·tarif. Acest "sistem ·e pus 
în aplicare. din cursul lunei August a. c. 

� . „ ·. \, 
---· ...... ._. ___ _ 

· · N0TA - I 
Asupra arcelor de parabolă. si arcelor de cerc, cand se pote înlocui fără erore neadmisi-bilă DS prin DX 

în formula l�i N.avier; Liniele de Infinenţă a împingerilor si momentelor încovăetore · 

în casnl arcelor parabo lice J DE 
TANCRED CONSTANTINESCU, I nginer În Serviciu l  Studii lor şi Cc;)n�trucţiilor .. , . . . 

In nota de faţă n'am căutat de cât să dăm for
mulele împingerilpr pentru arcele de parabolă şi 
cerc în casul când se poate înlocui elementul in
finitisimal ds din lu!'.lgimea arcului (mesurat pe fi
�ra · mijlocie) prin· ele�entul dx corespunzetor lui 
ds.;, de asemenea . am căutat să studiez liniile de 
influenţă ale împingerilor şi momentelor incovoe
toare, datorite sarcinilor 'isolate· mobile. 

. M'am ·servit mult şi de articol�le publicate în 
<�Annale� _des 'Ponts. et Chauss6es> d� Inginerii Bel:. 
li�rd şi. So�leyre ; -Am dat e.xpre$iunea împinge
rei. în fu1.1qţiune de cantităţj, a c<}ror valori, spe
ciale p-entru fie-care <;as, se pot găsi în ori ce· ·Aide 
Memoire; am adăogat şi u� tablou ce uşurează 
cu totul calculele .. - · · 

. . In �ltima parte a notei' am studiat condiţiunile 
pentru ca formulele date în notă să găsească apli
caţiunea exactă. 

' . . CAP. I . . 

. � _m p i n g e r e 

; Să ·considerăm : ·un· arc � M B, simetric în ra
P-�rt� �u axa �y,. - supus ·ia . o s.arcină ·2P aplicată . 
în punctul M, vîrful a':"culuL • • •  .!. • 

. _ F_ie 2)l deschiderea._ arcului şi f fleŞa ;  din causa 
acţiunei sarcinei 2P, se va ·naşte ·în · punctel� de. 
reazăm A şi B nişte ' reacţiuni R1 �i R2 1) ; din 

-
�ausa I . - . ' ' 

1) Să se �bserve di.-acum
. 
şi pentru întreg studiul� - conside

răm arcele ca articulate la naşteri, deci reacţiunil
.
e Rt şi R, tre-

c�nd prin punctele A şi B. : ' 

• I 

simetriei arcului şi · încărcărei, aceste reacţiuni vor 
fi egale, precum şi componentele lor orizo�talţ _şi 
verticale Q şi V ;  Q este împingerea arcului ; ·  Com
ponenta verticală V o vom numi, pur şi simplu, 
reactiune. 

O primă condiţiune de equilibru ne dă . 
2 V - 2  P = b  

V = P  

„ ,  

Impingerea :Q n u  se poate găsi static· de cât . 
numai în casul când arcul ar fi articulat în ;1\il ;  în . . ' . 
cas contrar, Q nu se P?ate găsi de cât bazâhdu-
ne pe teoria deformaţiunei pieselor curbe_.. „ "'-�

Navier a· dat cel d'ânteiu fo.rm_ulă 2). 
\�yds = o  Jso 

care împreună cu relaţiu�ile statice de equiU�ru 
resolvesc cestiunea equilibrului pieselor curbe ; · în 
această equ·aţiun� M este- momentul încovăetor în 
secţiunea corespunqetoare abscisei x şi ordonatei 
y a curbei (fibra mijlocie) şi ds e . el�mentul infi
nitesimal aJ fibrei _ neutre înainte de .deformaţie. 

Formula ' lui Navier nu ţine compt de corlipre
siun.e-care de almintrelea influenţează puţin asu-
pra mărimei eforturilor i-e�- nu ţine compt : nici 
de temperatură. · ' 

Nu vom ţine compt _de c�mpresiune; · fnfluenţ� 
schimbărilor de temperatură se poate studia aparte. 

Cestiunea e cu totul simplă,- nu me voi ocup�·-
de ea. N� voi ţine �OmP,t d� compresiune din mo·· 

tivele de mai sus şi voi · aplica .formula lui Navier . 
. 1 )  Parabolă. · Fie sarcima z.P apli�ată în punctul 

I) In această formulă numitorul E I e presupus . constatat i de ; 
, 1 · - • 

aceea nu figureaiă tn formulil., 
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M �u a.bscisa �r . pU j fie_ Q şi .Q' împinger.il.r)�r-� .. . f' , f 
� 

cu1ui ' V1_ �i �2 reacţiunile·; am imediat n . . 
y . · 1 „ '  

-- ·au - - - +  \ a ( 1-u) 

.„ 
2 p  

Fig. 1 . Q-Q' = o  V1 + V2 = 2 P (J ) . Luând mom.en. 
tele un raport cu A am : 

V2 = P ( c +u) deci în virtutea lui  ( 1 ) 
V1 = P ( r -· ti) · 

Momentul încovăetor · în sectiunea M este . . ' 
MJf-Qyl+a + P( r + u) (a-x)la 

+ P( r -u (a +x) 
-a 

-a au . au. 
considerând ca positive momentele forţelor ce tind 
a imprima o rotaţiune în sensul săgeţei. 

Inlocuind valoarea lui M îh equaţiunea lui Na
vier: în cate am înlocuit ds pdn dx am 

. · . �� a  �a �� Q , y'2dx::d:P( 1 + u) (a--x) ydx + P(r -u ) (a+x)ydx · ·  �.ar . au au 

d
„ ·Q. . p ( 1 +u) A-t( 1 .-u)B 

( ) cea ce a = C 2 

or am lesne, ţinend compt de equaţiunea para-

bolei y = f ( i - ::) 
i (j„) A = „ (a - x)ydx. :- f (a � x) 1 -� · 

· �a · �a ( x'') 
- .  au . au a r 

, 
. dx ·= "i2 a2 f ( 1 -u) 3 (3u + 6) 

. �Ji'\ _B· , �a

-�(a + x)ydx = f0 (a + x) ydx + ) u ) au · 

r .-
a I ,l� (a: + ·x)ydx = ii a2  f (

_
1+�) 3 (5--3u) . 

C =· y 2dx = - a f2 . �+a 1 6  

-a . 15  I . . 
Inloe.uind aceste valori în equaţiunea (2} af9 

· • . ..ţ a2 f [ · 1 <- r : . :=1? 
-
�a f.2 ( 1 +u)1 1 �

u) _3 (3u-� sl + ( 1 -u)( 1 +_u) 3 cs-Ju) 

sau1 1n fine : 
I I n ' . ·l_; p af' ( 1 -· u2) (5-u2)*1 (3) , „ rl1 . 3 - · . 

. Gb��rv ca equ�t (:>) nu se ·schimbă când s� în
locuesce u prin - u, lucru evident din causa sime
tiiei �reului. · · · · � 

48. 

Equaţiunea (3 11) se poate deduce ��e dim (J:'J� 
înlocuind x_ prin -x- şi a prin ; -. a. ; , 

Observare .. Când avem mai multe puteri ce ·ac�. 
ţionează asupra arcului, împingerea totală este 

5 a Q=32 f � p ( 1 -u 2) (5 -.-u 2) 
conform principiului suprapunerei efectului puterilor 

L?nz:a de influenţă a îmjn'ngerei'. Am avut 

d . z z = an eci u = a 
Inlocuind în equaţi ea (3} am 

) I 

Q-= 352 p T ( 1 - :: ) ( 5 - :: ) sau 

(a 2- z2) (5a2-z2} _, m3 Q '- (4) 
Equaţiunea (4) ne represintă curba variaţiune 

împingerilor în raport cu posiţiunea sarcinei . 
Să considerăm derivatele 

m3 Q' = - 4z (3a2--z8) 
m3 Q0 = 1 2  (a2-z 2) 

să facem să varieze z de fa - a până aproape 
de zero ; derivata r -a este positivă, funcţiunea cresce ; 
derivata a 2-a fiind negativă curba e convexa .în 
raport cu origina. Când 2 variază de la o valoare ' 

positivă, foarte vecină. de zero până la a, derivata 
I -a e negativă, funcţiunea descresce · derivata 2-a , . 
remâoend constant negativă, curba e tot convexă 
în raport cu origina. Peittru x = o  derivata se 
anulează trecend de la valori positive la negative ; 
Q. e maximum pentru � = o. 

Maximul valorez.' împingerei corespunde cdnd' 
sarci'na calcă în dreptul verfului acului'. 

Se poate construi lesne curba dată de eq. {4). 
In adever să pm1ern 

z 2  = x' (4') 
şi să construim această parabolă, în care valorile 
lui x' sunt cele date de equaţiunea (4'). 

Curba deci se poate lesne construi. 
2) Cerc. Să considerăm doue sarcini P simetric 

aşezate în raport cu OY ; împingerea Q, produsă 
va fi dublul împingerei Q ce ar resuita când o 
singură sartină P ar fi aplicată în  m corespun<Je
tor abscisei lu ; vom găsi pe Q1 . 

Momentul încovoetor în · secţiunea m N cores
punqetoare abcisei au este : 

M 
.

, Qy � 1 P�( 1
.
-u)

. au 
P(a-x:' la 

(5 ') 
o . o au 

*) Formula lui Collig�on. 
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care înlocuită în equaţftmea. lui Navier dă : 

Q = 
�� ( 1 -. �) �:11y�+P�:u(a-.x)yex 

, - �: y2dx 
după: figură _găsesc : X _::_ r sm(j 

'!I 

. I I• I I I I 

. l i  , 

I · : l I ! I 1 ' I � - - - - - - - - - - - ai - - - - - - - - - -� - - - - - - - - - a. - - - - - - - - - -> 
Fig. 2: . 

1 - x = r (sm<p-· sm6) 
y = r (cosa - COS<f I 

dx = r 'cosa da· 
şi . punend : 

am : 

rau I =  J o 
ydx 

I ra I = J au�a- x)y?x 
li ra -I = J 0

y2dx 

· · . . · , Pa ( 1 -, u) I+P I' Qt= I" (S )  

_ A9 

Or ·1 __:_�� ydx = r 2  �:0 (c;ose-·cosep) cose de 
I . . . 

sau I -· _ r2 (A - B , cosep) . 
. i: r-ra 1(a-xj;dx=.tJcp'" tsiJy.p-sinpi (COS0-;o-COS�) COScp d0 )au · ) qi , 

sau ·  ]t ·= r3' (A sinqL-, I C - + B ' si·n2ep + D ·cosep) 
• A � cp. 

a· tf>o 'siFl.2eţ1o m cari = . cos2 (j fJ = - + --" ·: o . 2 . 4 
-· · · t-Os� 13 - ....... cestp ceea cose oe = - sin�0 co� . Ja " . . I s1_nc:e � '

. 
sjpctiS 1' c.0s2 0 A� f Sfllq> [ ce-:cp, + . �in2cp � si

,
n2;·] j cpo 2 4! 

- C = _'\Cf'r sin � cos 2 (j d6 =- -1 (cos3 ep-co�3ep0) 
· J�o 3 . 

I ·11 .„ B . 1 ,. . ' �cp 
. d _. z SI 2'f1 ...:..._ _, Z sm 2ep · cosa (j = 

� „ � ' . } r i • �°...· I 
-

m : .:...- --;- sin z� �sin � -.sin�d) 1 <  
' ,, . : . . . I I • 

�cp� 
'-

coi;� �s;n sqs (j cos/ 1 � 9,_  = �o� .Cfi· (5;i�2cp-. �in?�ol . 

înlocuind aceste valori cu expresiunile lui I şi r, 
şi apoi punând pe. I şi I' cu equaţiunea (S- )'ţirrehd 
compt că 

l ( 1 -u) · v (sin<p-sincp} găsesc : 
(6)Q 1 5 y2dx Pr3{y (cpsincp - cp„slncp ,)+ 

! . · I , r } z �co
_
sf9-costji"�- 2 coscp(sin9cp -s�n2cp ,} - () (c��3tji-cos140} 

or . 5� y2 dx-v� j�b (c�� e - cos :t')2 cos a d f) 
. 

v3 
.
x ,(6'� 

or„ , i . :-_ . . . . , 
X= 5 � (cos 2 a + cos 2 cp - 2 cos B cqs ep) cos 9 .(l 0 = 
s� cos3 odo + cos t r.p  s� cos odo

. - 2 cos <p sb cos2 o?o 
� , • . ' „ sau . reducân d  <lup� ce �m mtegrat " . 

X=sinr.p-f �in3cp-cp c�s ep 
pnn urmare înlocuind cu · (6'.) am 

S �y2dx=r3(sincp- �sin3ep-�coscp) 
deci înlocuind în (6) obţin I 

Q p (cos cp + cp sin cp - cos cp sin2 cp -- ·- cosacp) -

(7) Q= 21 = 4 I . J 
sincp - 3 sin3cp - cpcoscp 

r 
(cos cp . + cp, sin cpJ -- cos cp sin 'cp0- 3 coS3(f>0) 

I 
sincp -- 3 sin'cp-cpcosqi 

care este valoarea .împingerei. 
Variaţiunea . lmpingerei. Numitorul equaţiunei 

este tot-d'a-una posit'iv ; în a dever să considerăm 
funcţiunea 

N=sinep+sin 3ep-cpcos� 
ş1 derivata · ' 

dN . 
( 

. ) 
dcp = sm ep <p - sm ep cos ep 

care .se poate scrie 
dN . 2 ( cp ) dcp = sm r.p sincp - cosep 

cantitatea care e tot-d'a-una positivă ; funcţiunea 
cresce necontenit ; cum N este positiv pentru o ' . 

valoare particulară a lu i  ep, numitorul e tot-d'a-
una positiv. 

Maximul lui Q p .  Q' - Q' . Q = 4 N 

corespunde minimului lui Q' 0 
I' 1 ' I • • . J • Q o= 2 cos cp„ 1cp ,- 2 cos cp sm cp0 + cos cp0 smcp0) = z cos cp0 K 

să facem pe r.p0 să varieze de la - ep la  -+ r.p 
trecând prin zero; cos ep0 este tot-d 'a· una positiv; 

Să con�iderăm valoarea lui : 
K = ep0 -- � cos 'f sin ep0 1- cos cp0 sin r.p0 (8) 

putem pu�e . 
ep0 = sin cpo- + e: . 
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deci : :_ ·K=�+sintpo { 1 +cosCfo-2 coscp) _ .E+sinceo K' 

or cantitatea K va- fi de sigur positivă .daqă K' 
va fi posiţiv, căci punend pe sin cp0 în loc de % 
am rnicşorat scăqutul ; or K' se poate scrie 

. K' = ( 1  - cos cp) + (cos cp0. - cos cp) ; 
când cp0 variează între cp şi zero, este evident că 

50 . 

K' este tot-d'a-una positiv ; cu atât r:nai mult şi k I câ�d % 'vari�ază între o ·şi -- cp am : {schimbând I 
pe % în . % pentru a pune în evidenţă semnul 
în �-equaţiunea 8) 
K1 =-rp.+2;coscp )incp0-coscp. sincp0=-( cp.- 2 coscp sincp0 + coscp.sincp „ 
deci];K1 este tot-d'a-uni\ negativ. 

Deci Q' 0 anulându-se pel)tru <fa ·o trecând de 
la valori negative_ la positiv<:', (când cp0 variază între 
- cp şi + cp) Q' 0 trece prin un maximum pentru 
Cfo = 0 

Deci : 
Maximul împi·ngere1: Q se produce când sarcz'na 

ca/tă dreptul verfuluz· arcului·. 

CAP. II 
- Comparaţiune între arcele parabolice şi 
circulare de aceiaşi deschidere şi fleşă din 

punctul de vedere al împingerei 

. . Pentru arcele parabolice am găsit , 5 a QP= 64 p T ( r -u 2) (5 --u 2) 
şi pentru cele circulare 1 p (cos t +� cp sin cp - cos cp sin' cp - 3 
Qc= 4 1 

sin cp - 3sin 3cp - cp cos cp 

cos• cp) -

I 
(cos cp. + 'fin sin cp0 - cos cp sin 2 cp ,  - 3 cos* <p0 

· Or · 

- J 
sin cp- 3 siri3 cp - cp cos cp 

costp+cp sin cp-coscp sin2cp--=- cosacp= 2 cos3cp+cp sincp - 3 3 
Deci · 

. 2 I p ( cpsmcp+ 3 cos3cp )-coscp, + tposincp0-coscpsin '110 - -cos =qi0) Q� 4 l 3 
V 

sincp- 3 s in3cp - cpcoscp 

Sa presupunem că posiţia sarcinei este aceiaşi 
în raport cu arcurile considerate;  să studiem va
riaţiunea funcţiunei 

p. [ 5 a cpsincp + � · cos•cp- 21 QP-Qc= 4 16 f ( 1 - u2) ( 5-u2)--
. I 

"

. smcp - � sm3cp -cpco�cp J pentru a . face ,- comparaţiunea facilă să conside-
răm casul când sarcina P calcă în dreptu! vârfu-
1 ui arcului; în acest . cas am 

2 q = 3. „ · 
. ,56 ( 1 . - -uif(S - � u p  :� - -- - -- --- - � deci · - --- - -- - - - - - - „ � 

P [ :· ' �-sin + : cos3 cp - 23 ] Q Q 25 a _ . p-- c- 4 x't>" T - _ sin p·-; sin3 cp-cp cos· r.p 
. 

Or olfservăm că 
a = r sm cp ş1 f 2 + a 2 =2 r f 

Obtin deci , . a V a' f 
SlilCf = - COSCf = I - - = I - r . r r0 

prin urmare : 

[ cpa : + a;[ ( 1 - · _�)
3 - 1f ]] Qp-Qc=� :� ;  ( -c ) -; - -r) a - cp 

1
- 7  

Calculând diferinţa QP - gc pentru valori ale 
1 . r . 1 m a' suces1v ega e cu : 

can 

2 I 2 I , J' 2' 5 
d . . • ( f ) d corespun unei turtiri 2a e 

I I I I - - - -2 ' 3 ' 4 ' 5 
găsesc resultatele din tabloul următor : 

-

f Va l6rea lmplngerei Q -2a Parabolă I Q e r c --
I 

0.390,62 5 p - 0.2 7, I 22  2 
I 

p 
58 , 594 p o 54,447 p - o. 3 

I 
78, 1 2 5 p 0.7 1 ,908 p - o, 4 - -t - o. 97,656- p 0.9 1 , 502 p . 5 

. . . 

Nota I . -- S'ar putea deci întrebuinţa, pentru 
a găsi împingerea Q în c�s�l arcelor Ciq::uiare,' 
tot formula simplă a împingere\ ar celor parabolice, 
cu condiţ_iune ca acea împingere să fie mu_ltipli::
cată cu . un factore p. : . Q = µ 654 � ( 1 -u2)·.(5 -u2) 
p. ar fi un factore vari�bil, depinqend de rap�rt.ll . 
_!._ Um tablou analog · cu ·cel de mai sus, a� putea za . 
determina valorile lui cp · pentru valori :�ai a pro-

f - · . -

piate a le lui 2a· . „ . _ 
!Vota 2 .- Se· vede lesne 'din tal;>lpul d e  mai 

sus, că arcele par��oli�e sunt _cu muţţ ma( avan
taj6se de cât cele Circular�, în cas când arcele nu 
sunt prea turtite . . ; - . I� ad�v�er · îrnpingerea dă un 
moment, ce se scade din mo m entul tot.al ; prin 
urm�re · avantagiul- 'e de partea arcelo� parabolic�.J 
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. S..l 

In cas când arcele - fie pa,rabolice saU. �irpu
lare - sunt turtite c:a < ·:), n�� .

est� 
.
diferi�ţă

. 
în

semnată între . . aceste categorii - de -arte ; ·alegerea . 
unui tip sau altuia e arbitrară ; pe J�ngă . aceşta, . 
forp:mla îm·pingerei arcelor paraboliBe · s1e pdat� în-f',· 
trebuinţa _ _:- ·î� acest . ca�

. 
- şi 

1 �
p����� ; a 

_ ?a��u�a 
împingerea arcelor circulare, coris�derârid pe µ = 1 

1 . . . ' . - - : � CAP. II�. 

Altă form�lă pentru impin�erea . .  arcelor� 
Aplicaţie . la .arcele de cerc ·şi de parabolă 

Să. 'cbnsiderăm· �ri ' arc .de . - cert;· ·momentul 
incovăetor în o secţiune M cu abscisa x este ; -

M = ["-
· 

Qy 
. � IP ( � -- u) x �I Pu (1 -. x ) 1 
o o · lu 

1 ' 'Fig. 3. 
deci equaţiunea lui Navier 

.f -

Pe de altă parte sc1m ca suma mqmentelor 
ariilqr �fementare (d Q) În _ 

.
raport qu � · axă ; e,ste 

egală cri. momentul ariei · ţot�le, - con$ide�a-tă ca ·' •B 
concentrată în centrul - de greutate - în raport cu 
aceiaşi axă ; d((ci : '. 

· 

ro. x.
·
- : Jlu 

xy�� (1)��2
-

= l1 �ydx J o ·- J lu 
deci adunând : " � " · ·„ · 

. ' 
ŞI . · . . J „ \... '"l „ J y�dx: = ro Ya 

o . . 
I . .  

ţinend compt de ,cele de . mai sus, · equaţiunea (9 
devine : 

Q 
. · _P _( 1-:--u) w1x 1 + Pul w,�Pu w2 x, · · p w1 x� + lu w1 --u wx, 

.· . · . wy!I" . . . . . . wy1 . 
sau 
Q Pw1 x1 + ·U I Îw, - w0)_ • · . I 

= ş1 · cum x = - atn : wy, 3 2 

Q = 
p 0!1 X1 + U} ( W2. -�) 

• . .„ wy, . (I) . (I) co . '  
dar m2=ro-ro, deci ro2- 2 -ro-c.u , -2=-; - 00 1, deci 

sau în fine : 
. .  � , . 

Q · p w1 _x_,- lu + � p � ( 1 0) - co . y, 2 y, 
acesta . este formula generală a împingerei penti:u 
ori-ce arc, când se po�t� · în.lo9ui ds pdn · ax îi{ 

. - . . . .  , ·-· ' . . . . 
formula lui Navier. 

Cu ajutorul acestei formule putem lesne gas1 . (s 
Myds . o , _ Jso 

. I formulele deja <laţe pentru atcele '. de parabolă Şi 

în care se înlocueşte ds prin_ dx ne . dă : 

P( I -;- u)r 1:ydx + PS' 
(1-- x) ydx 

" 

· Jo · J1u . .  
Q = l . . (9) 

' · "�0 y 'dx . ' .  " 

Fie ro1 şi ro2 arijl� porţiunilor OMI . şi MS;BI Şi 
ro ari� totală · OSB ; ' · am , ". · f 

" ro = 001 + 002 • · 

Fie x1 şi x2 abscisele centrelor' de .greutate. ale 
ariilor m1 . şi __ <p2, x3 şi y3 . coord�::maJ:ele cen,t�ului 
de greutate �-al ariei co ; · 

,, _ 
.

. .<-01 .� ._�\ax �. ·. · . �1 Y.<lx . • '' - . · , - . . O. · ' , )u " '  · •' • • \.J - 1 ·� 

( ' . 

cerc. J :  ---- _ 

A) ln casul Parabole·i. Raportându-ne la fig. 3 ,  
equaţiunea parabolei O S B v a  fi : ; -_; 4f Y „ Ţii X (1-x) 

r1:yax - ·ir1u x2dx-
· P:a�x 

v Jo Jo Jd . · 4 - 3 u deci : x, 
= pu 

ydx " slu 
xd:X _ p�'dx 

= lu 6-. 4u 

Jo Jo . Jo 
de asemenea : 

ro , =��u :dx=:_�:xdx-.. rx•ax � flu ' (2�,20) 

făcend u= 1 găsesc : 
2 

ro = - fl . .  3 : 
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. . . · . � � l . 
1 6f.!� � . . 1 6  

m y = y"2dx= - x 2 (1-- x}2dx = - f2l ' :-S }4 30 
I ' 0 . . : o • . 

1 6  - fll 
30 4 deci y = -- = - f 3 2 , 5 - fl  . 
3 

înlocuind in equat ( 1 0) am : 
2 flu2 (3- 4u 1u 4 -3u _ lu . . 1 

Q
=P · 3 6 -- 4-u + -I P -u-

_:__ fl _±_ f 2 _±_ f 
3 5 5 

ş1 făcend tote reducerile : -

5 p 1 
Q - 8 Î u ( 1 -u) ( 1 .+u - u2) 

Ca să revenim la formula dată ( 3), observ că 
trebue să. mut axele cu origina în  T (fig. 3); deci 

1 (2-u) = a+au1 u = 
1 -u 1  
-- ; ( 1 0 1) 2 

observând că trebue să înlocuim P prin 2P (în 
casul fig. 3 sarcina aplicată e 2P) şi ţinend compt 
de ( 10 1) am : 

5 2a I --u t  t +u l  5 -u2 
Q = s 2p -f 2 -2 - 4-

care e formula căutată. 

5 a 
-32  p f ( 1 -u2) ( 5 -u2) 

.B�' :Jn casul Cerculul.- ln acest cas am: 
x = r (sinrp - sin e) 
y = r (cose-cosrp) , 
dx = - rcosO de 

D E 
_ _ _ _ _ _ _ _  J. - - - - - - - -' I �\ „ „ „ . - - -� X · : ,; ... � ... , I I 

)r :  \ : J.I I \ I 
: \�„-�,.� 1 
;c \ ! ll 1 F ' I - - - - - - X  I I ' I , ' "  : I ... , : \ ,.. � . „ , ""  I I ... I �; I • I 

J · ·1· · . .: . \] _ _ _ . . . ... . - - - - „ ' ! it�- - -.fu - - - - � - - - - - - - - - - - -.{ (1-u)-- - - ----- ---.. •  ,; 

Vig. '4 ·  

- _52-

In acest cas a m  : 

�cp · Jep . 
' ro.J . Jr ex . r 2 . 

. 
(cose - .cosrp) cose de 

�°' . . . �o . 
şi efectuînd integrale cunos�ute _ găsesc·: : . 

. l((f· I ) co I =  r2  - + - sin 2cp - sincp cos} -
z 4 „ 

Şl. 

( rp; + ± sin 2Cfo - coscp sincp.)] 
Jn mod analog găsesc 

co0 = CP;1 +;. sin 2rp- coscp sinrp0) r 2  

(J) =(� + � sin 2 cp  - cosrp slmp) 2r2 
de asemenea f" xydx 

!f'o 

r3 Jep - (sinrp -- sine) (cose - coscp) cose d9 
(J) 1 tpo 

sau după integrale cunoscute 
A r3 

x1 = rsimp+ - ( 1 1 ) (J) l 
în care 

I I 
A = - ( cos3cp - cas3 cp0 )+- coscp {sin 2cp-sin 2cp0) 3 2 

In acelaş mod 

ro Ya = 2r•J:(cosa - cos'f')2 cos9 do 

sau după reduceri simple : 
4 13 sin3 CD Ya = 3 (l) ' - 2r cosrp ( 1 2) 

Inlocuind valorile de mai sus în equaţiunea ( 1 0) am : 
Ar3 

rsincp + - -- lu . 1 
Q=P co t -, 3 · 3 co + !_ p 3 · 3 

u 
co 4 r sm cp 2 4 r sm ce 3 co -2rcoscp · 3 <0 zrcosi'' 

. o ,  

ţine_nd . compt că 

am 

0) fu ;_,,_L r (sin cp -sincp6) şi- ca c.@.1 = - · - co6 2 

P (J) sinrp+Ar.2-ro' 0 sin<po , 
Q- 1 5 - ( 1 2 ) - ' t. 2 r2sin3cp-' .3ro costp 
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Caîîtirăţite- co� \010, * -su nt lesn-e. -:de calculat . 
Nota. -- Fii� că, apr6pe în ori 

_
ce· Aide-Me� 

moire se găsesc suprafeţele segmente11'or pentru 
raza. 1 şi . u?ghiaj_ la centru dat, aj; şi ro se pot 
găsi i�_ediat ;  îtl. · atlever- dacă nurntţsc : 
a1 aria segmenttii.lui  :de raz a r şi unghiul la centru cp 
a O (( (( ' ' � (( « (( • (( 'I �'() 
am 

m = r2a ( 1 3 -a = � -- s�n.tf costp 

co 0 = i r2 ['îţ10- ţincy.0-- 2sincp0 (c<>�p-.coscp0)] �� 
sau 

I . . ' 

co'0 = -:r2 -a1:>-· r 2Simf:P0 ( cmscp-coscp0) ( r 4) 
- . 2 

r• <O 2 ��o +· 'to) 
în care � . 
a0=cp0 -· SÎfl(/>1J COS r.p0� = 2 sin !flo (C()S !flo - COS 5f) 

Inlocui'{ţ -aoest-e '7":"iori în equat. ( J  2') am 
... „ '- I - I . t „ .. · ' · · 2a sin cp+A -� (80+t0) sin '-0 

Q Q,''7 '.'.t'. p . 3 � � "'.- ;} · · sm cp - 3 u cas cp · 

formală foarte c omodă. 

. . 

r:.-o ...'.) ,. 

S s  

Notă. S'a caloofat, �u.pă ieurtr· se .vede in; ta-
. . ( " 

bloul din pag.  5 5. cantităţile ce intră în formula ( 1 5) ' . - - , • - ! . I • - -
- . 

-
-

pentru valori le lui+ cuprinse intre 0.50 şi o. ·r 5 (din 
0.05 în 0.05). 

Aceasta s'a făcut în 3 hipotese : 
I )  Sarcina P e aplicată în .dreptul vârfului arculµi 
2) « cc « <� · centru de gravitate 

al ar6ului. 
3) Sarcina P e aplicată la jumătatea semi des

chiderei arcului . 
1 Aceste sunt Gasurile de considerat căci pilaştri 
i prin cari se transmit arcului sarcinele P 1 P' 1 P" \ . - � - -

! · (reacţiuni) se aşează de obiceiu în porţiunile con-[ siderate. 
· -

1 Cu ajutorul cifrelor . -din · tablou- .se poate cal-! l A l . A .  ] • l I cu a cu m esmre 1mpmgerea arce or circu are . 

! Intocmirea lm a fost destul de laborioasă. 

I 

... - ... ( 

j • :1 j' , f .1 • • -

. . I - - • I . . . ._ I 

..- �· ' -- - .· .:. . ... 

I l i  : :· I 

" ' I - „ .- >•'. J • 
.. „ 

..J „ Fig: . 5 _, 

f 

„ .  ' , I �  . , r , 

. � .  r . , .· . . 

'.:' CAP. 
. -

I'.' 
� 

Hl 

i) o -( = 
-

� r l 
Liniile

.
_-Oţ lt>.:f!h.i��ţa � momt1ntţlor în�ovăet6� 

- în casu1 . arceioc par�boHce _ �rti�\l ate la . 
nasce.rl �Antţ nu -�-ţ1ne · campt de comprimare 

şi 6'â,na� �� .p-oate în1ocui !4s prin dx în : 
fo� -lui .NR�el") Oisu1 "şaTcine1o isolate . 

Să -Căutăm tiăiite -de -nrtlne-tiiţă - =a mentei or 
încovăetoai",e ;p�-O;duse d� o fqrţă P licată în 
secţiun€a M'' �u âbscisa �U: în r��ort cui secţiune 

M 
. 
c� -absd� . !/; -.·�::�  .1 -· .�1 � , I ... - - --�----- ------ -' -..--·---- - - - ·- ----

• J ' ;: • I 

„ ,� • . , ·� 
I r • • 

' · \. 
. . . . „ f . . • • . . . • .... • .... • ! . J ; „ : j : . -Vom âistinge · clou� · casuri ·: 

1 )  Sarcin.a_ . (� . .aplicată i 4,a - �r.eapt� )secţiunei ; 
' .2.) Sprfţn� I r e

. 
�plicat' lc;i stârwa„ s��ţi µn�i:: ·- . \ 

. o , )  
1j , � �) . R _la_. dr:e�ta ucjzu,rze! 

_ 1 :  j' : J .  �. 

. r . ·  
M.omtmtuUi;icp.văetor. în · s.e.cţiune..a � �s.te{fig.-. 6) 

• • J ,F • • • •  •• • >  

M = Qy-Plu ( r -· v)+;Ff l ��-. v) · ; , �  . . 
SffU · · -, . r , r , , } '. ' „ J n  Î I .  • r i'J '. ' , 1 I . 'J J :1 • · . . 1.. ' , j t r 

. M = Qy - Plv ( 1 -. u) , , · . ' : f • ,  f '  1 l t ; 1 , „ 4• f t i 1  J 
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·or împirigerea Q (pag. 1 2) este „ .  

Q. ' � .P.+u ( l -u) ( 1 +u-u�) ş1 Y 4 f v ( 1 -v) 

„, 

I f '« - WV: I 

' '  

<- - - - - - - - - - C --:-.:---t ����--��:-��� - - - -
-

- - - - � 

P u.  

54 

: , I · : ' 0 O IL_  _______ __,_,_:.._--:-:-;---:-:-:--=---��� x · J ' )( 'r N Q ', B · � I I I 
r---�-������-����=�:--

-
-� �����--- - --- - - : . 1 

- ::. " - - _ _

_

_ c _ _  - - - -- - - - -,l-
-

- - - - - - ----1 - - - - - - - --� p . . : 
Fig. 6 

deci înlocuind aceste yalori în expresiunea lui M :;" '(-· � şi făcend toate reducerije am : 
I '- 2 M= 2Plv ( 1 -u)( 1 -v)(5-u+5u2-5u3-1�v ( 1 6) 

derivata întâia M' este. 
M'- : Plv ( r -v) (2ou3-3ou;+ 71 :0) ( 1 7) 

şi derivata a doua M" 

M"=-30 Pluv ( 1 -u) ( r -v) ( 1 9) 
Curba represintată de equaţiunea I 6 presintă 

câte un punct de inflexiune în O şi B. 
Curba presintă tot-d'a-una convexitatea sa către 

ygrecurile positive. 
Coeficientul angular al tapgentei în punctul B este 

tg 0= + Plv ' ( 5  v-3) l'1 9) 
Equaţinnea ( 1 9) arată că tangenta la ramura 

din dreapta se confundă cu O X pentru V - � 
Punctul cu această abscisă distinge doue re

giuni 
· ' a} · Când u < � curba taie axa ox 'tncă ·cu un 
punct afară de B ;  

3 
b) Când u>5 curba nu taie pe Ox cu nici un 

punct altul afară de B. 

= --c: -� 

c: ->ftl --c: 
·-ca C:t 
o --

.g. _ ,_ c: ·;;; 

-9--..!! ;::.. >ftl -= c: ca C:t 

·--= 
ca 

• I ' 

::s :: .!! o 

>Cii -Cii � Q. „ ..:. CI> ::s 
o.. ::s e .!. t'CI ... .E -; -
o ... 
li � & � 
::s III t'CI o 

& Ul o V 
&. 
.s Ul 

& 

M -.:t- V\'-• 00 '° 0\...0 ..,. -1' „ ..... .... °' ..r· a- .., -CO M ,.._ „ cr-..0 "''° f"l f') M C"4I f"t - - - 0 0 o -" 0 0 0 0 0 0 0  V\ ..O  00 t-... .C 00 '"f"ooo. N '<"f ..r co  ..o „ - ..r o co· ar-- o ..o <"l O CO  "> M O  � "! -: "! -. q q o, q  o o o o o o o o. o t I I I I I I t I 

� � ;? ;. ��rX� � 
V N ...._· '°" \l'\ - � � 0  f't ..,. O\ ,...._ '° V) .... '° N � -t' M •"l f"l M M „ t l  o ci o o o o ci n ,..; 

8 r:: ci 

ig 00 u 

10 
. g g g g g g g g g  ci ci ci ci ci ci ci ci ci 

9- <"lCO „ - O O O "' 
ooo - g � � � � '8 g :� ,. . o „ "1- 00 ,... ;, „ ...., u o „ „ ...., ...., ..r ..o  r-. OQ  

c ci ci ci ci ci ci ci ci 

� � � :!;l � :;.. � 2 � ci ci ci ci � eh:> ci 6" ci 

li g 

. n 
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Pentru a găsi porţiuJ?ea sarcinei . pentru care 
. mo�'ţnte�'e Încovăetoare să ţi� „maxime„ n'avem d� 
_cât . !să . stţidi�ni variaţiunea. c�ritţlăţţ_ u ' pen'tru ·va;-

. . ) - . . . . 

lori ale lui v supe:ioare . sau inţerioare )ui � ,  în 
equaţiunea : · 

M1" Plv ( 1 -a) (20 u3-30 u2+ 7;�:)�o 

d" . 3 2+ 3.5 v_ -ceea ce a ·. 20. u -30 u . i - v- o -
. 30 u5-:-:-20 u3-7 de unde : V= " (20) 30 u 2-20 u3-- S 

equaţiunea 20 se poate seri ·� 
� 2 (u+o.42666) {u ·- 1 .28889) (u -0.63776) 

V= 
(2 u-

· l )  (u- "\13:1) { u +\13 -�1) 
n'umiteruI· este ·1'.iegativ· pentru valo�i �le lui' u in
ferioare 1ui . : ' or: numărătorul este positiv' pentru 
„ ,,, . L �  „ I ,,, . . w 
ace�te� valo.ri ; u trebu� să aibă deci .valori mal 
m�ri

"
· c.a : şi pen

,
tr� cŞţ u sţi fie posiţiv trebue ca.: 

u :> 0.63776 

condiţiune ·: ce cuprinde cu ·sine �e u > o. 50 
Condiţiunea v> l. se reduce fa . 

· 2 
. , ' . 1 -· 2 „ 3 . < 1  . 30 u - 2o ·u - 5 

care e evident îndeplinită · pentru val<;>ri ale lui u. , I 
c� sat,isfac condiţiunei de mai sus. · 

. ·, 

,, 

:l. • . 

.· , 

I . 

s s  

Valoarea limită · a l ui v ,  corespunde lui u= 1 
această valoare e v_ · � 
de acord cu cele deduse 

In resumat : -. 

mai sus. 

C A  d � • V A • • 3 an , v varzaza intre : o - şz - -. . . 5 , 
U este cuprins între : 0.63777-şi-I; 

deci : 
.Max'imul momentului z"ncovăeto1', datorit · unor 

sarâne P, sz"tuate la ;· dreapta secţz"unez· - când 
. -

secţiunea considerată ·e cuprz;nsă între-. o si i,_, . � 5 

se o'bţine când se încarcă o porţiune din arc, 
por#une av!nd orz"gz"na în capătul grz'ncfei' opus 
sec/iun1d; lzmztele încă'rcărei sunt date de eq.ua-
#unile de mai· sus, (eq. 20). � 

2) Sarcina P la stânga sec/z'unez'. 
Mo�entul încovăetor în secţiunea M este : 

M=Qy-Pu (1-lv) sau M = Qy-P lu ( r '-v) îµlo� 
cuind pe Q şi Y prin valorile lor respective : 
Q= � p -}u ( r -) ( 1+u -u2; şi � = 4 �v ( 1 -y) 

am dupe toate reducerile : 
M= -iPluv ( r -v) ( 5  u3- 1 0 u2+s-. � )  (2 c ) . 

şi analog derivatele : 
M'=: Plv · ( r -v) (20 u3-30 u 2+5- :) (2 2) 

M" . - 30 Plvu � r -v) ( 1 -u) (23) 

Pu. 

o �����-+�....:..:..:....:......._:;.i...��---��+-��__.���� 
: · , X  a. B 

I } 
' . 

I 

' 
., ; ' ) ; 

..., _ _ _ _ _  JiJ.--- ---- . I 
1: · I . l 
a.-.:.-----;--..l.--· .:....:. --,/'Ir-- - - - - _ _ _ _ _ _ _  .,, 

/ p 
. ' (Fig. 7) 

) J • I 

Equa_ţiunea 2 3- -- arată:-. �ă ţ�rrinra· ,din . :�tânga 
presintă un punct de · inflexiune în O şi B. 
'' ictirbâ presintă ·tot-CYa-'un� ' eo�vf!xitatea către 
·ygr..ecurile ·1positive. ; · , , ,  . ! , ' : · . 1 „, • . . · 

Coeficientul apgular al tangentei . cu B ·este : 
- I i. . 
'tg i/ = - 2 Pl ( r -v) (5 " v- + 2) 
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: � -
J 

care . nil · se anulează pentru rnoi. o va'loare.· a lui 
v. cu prinsă între · o -. şi. - I .  . Conditiunea ca 

. momentul încovăetor s_ă fie m(l- I , - . ... 
ximum ne dă : 

2 V = 20 us-. 3'0 u2+5 . (24) 

cu condiţiunea ca · 
I > · y > O  (2 5) 

·'- :Eqtiaţii.inea 24 · se poate · seri : 
„ :.. • I 

Condiţiunea· v < 1 · �ă ţinend compt de ( 26) 
· „2 < 20 u3 -· -30-u 2+5 

sau -.: 2 u�-- - l u 2,-f- ·o.30 > o 
car�- . se, p.p..t, �_9ri, resolvi,nd'o : 
2 (�

·
-d.352 24) 

.(u- 1 .42664) (u+o. 28892) > o 
deci 

,- „ � :  1 . •  - �; .  ,o _< _ u _::;:: 0,36224 (27) „ 
.care: copr-inde pţ . (;z6) . 

Prin · urm are : .' : _:, I  • . 
. .  ,Cârtd: v . e ;�aprins· intre + şi 1 

U variază între · 
� I • '"' - o şi 0.36224 

I • 

. I 
. , 

Maximul momentului· încovăetor datorii unor 
sare/ne. P, · s'ituate la stânga secţiunei-când sec
ţz'Unea -Cbn.si'rlerată e cuprinsa între 0,4 l .p: l -
s� : ob/zn'e. cand' se încarcă o porţiune de arc, por
ţiune . a�'!nd origin'a' în capitul grz'nefei opus sec
ţz''unet �· lzm:itt!le încărcărez· sunt date de equaţz'u·
nile de kai sus (z4) şi (25 ). 

Dacă presupunem că avem mai multe sarcini, a
plic�ţţ unel.e)a .stânga secţiunei M, altele la dreapta 
acestei .s_�cţiurţ\, observând condiţiunile de mai sus 
deducem : · ':. · . · · . 
-' .- .A}..' .Când · v < .� pos·i'ţiunea sar cinei· cea mai _ _ . _  

. def a.vor:abi'lă :.se . obţine când se încarcă doue por
ţiuni· din grindă, czvend origina lor una în o rz· 
al�eţ · Jn B, : sau încărcându-se porţz'unea mediană 
co�pÎe?nentară (fig. 8 şi 9). 

O 1 · . • : . � ' ) . illl!!!!l!!l!ifll!lllYlllll!lllllil!l\!lll'! t I•; · ' ', 1 rli!l!l!l!!Olll!!!llll!!llhlll[Ş· 1 ' d;. r,.f/ • J I. • • ';� \· ' ·' • : „ • i „ 

hu!!l!llilll!lil!lil!iuJtl!llH1!11!!11!!1!!1j o 1 1 , • „ �- ·: _ r , r _ . ·; � .  
Fig. 8 şi 9. 

· B) !C,ând v: ;. ' ·! posz{��nea farc/�e'z' .=c��.- �a i  . . . , . . 
defavorabitd �e obţine 'cână. · s�- în'ca1;c'i/.. · o· ')d�'#U.ne 
-dzn 'grindă, avend ' oritzn/i, -fn 1 d, �a�1'.'o : ��fţi�n� 
cu -origina' în B. (}îg. zo ' ·Şz" rzj. · · .  " 1 • 1 •• 1 

• t I . t „ • 1: ' � 

_o !11111i1111111111!!1!111!11U111iilliiill!ll1111111111!1!11!1!1!1I B. I I . . I 1 I 
. :J '  

- F-ig. 1 0  şl 1 1 . 
'-

CAPIT • . V 

" li j „ .  1 

Curba -învălwtoat:e a - momentelor maxime 
. : îp casul arcelo� -paral�le. . . 

' ' 

a.) �ranşa -_ c�rb�ţ .când sar,cina S� · . afl� . .  � 
dreapt?-. s�cţiunei (ramura din drea_pta). . � 

„ , ,  " J. . Să consider�m equat. ( 1 6) şi .să . tranşportăm a-
xele coordonate paralel cu O y aŞa că _drigina-'O 
:să vie în O' ; equaţiunile de transfo>rmare > vor ·fi 
(fig. 6) : 

(J = _ 1+u' V = 1 +v' 1 = 2 â . ; � l .J ' 1 
2 2 

equaţiunea ( 1 6) devine : ' �· ) 

5 r � . 25 v'+7] M = 64 Pa1 ( 1-=-v")(u ... - 1)lll'' +� = 3u'�+· 5 ( i:_v'J (28) 
equaţiunea se poate seri . 

y = 64 M ., . {· ;ş , · . J 
5 Pa ( 1 -v' 2) = (u - .r) u +u J1-5u. 

2 5  v' +,7) (28') 5 ( 1 -v )  
y nu este ordonată, ci o cantitate variabilă egală 

d' 64 M tot- a-una cu -- ----5 Pa ( 1 -v 2) 
să pun în această equaţiune : 

u' - I , ::±:: z } (2 ) I - V 1 t g 
Equaţiunea 28', 1n �rma acestei substituţiuni 

devine : ; 

- Y _ . . i (za-f4-�i + �: -- 8) sau 

Y =': z4 + 4 z3 + 8 (�t - I) z (30) 

con�iţiunea �a momentul să fie maximum(�:-o )dă 

' · r �� ;::\sau �?*J�s;.f;-2{if :-f, t l � IDQ�1}>'· 
. • I r I .:: r .r1 : .... I " � .) J . I J I I i r  . �I�· ·r I 

, . 1;?enţru„ a · �.ă.s� <ţ:Yrbfl 1î_�Vi�l}fţo1m ·,f- - Offieflţ�lor 
n'avem de cât să eliminăm în, . �pQ:il� r�ii�) ��i 
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SJ 
(3 1 ) variabila z ; artificiile ele ��ţsul �« l� 'ltll fij<;Qt 
pentru a pune sub o formă sjinplă equ.âţiune '(28) 
şi derivata sa, fac eli�i��r�a 1 foarte uşoară ; în ; 
adever, equaţiunile (30) Şj '(3 1 · se pot seri : 4 3 � z -+ 4z + 4 bi - y·= o (32) 
şi . z3 Ţ 3z2 + 2b __,..,.. q (33) 

Tmulţmd equaţtunea (33) cu z şi �cAijepq'o) <lip 
32) am 

z·3· :d- .ah�� ....... ·y = ·i;; (3 3') 
pe care scăq�nd'o diµ (33) 9pţjq :. „ . 

. 3z � -: 2}?� .+ (2p + :y) . o (�4) 
Equaţmmle (32) ş1 (33) dau : „ • 

z4 + 4 z3. . 4 b�-y 
z3 + 3 z 11 = 26 

sau reduB6nd � 

• J 

2bz2 + (4b - y) z - §Y ==;;; o (3 5) . 
Equaţiunile (32) şi (52) dau de asemenea : 

z3 +. 4zB. -+,, 2b2 · • ·. y . 
z 2 + 3z = -. b 

sau făcend reducerile 2 
2bz3 + (8b + y) z2 + 3yz + 8b2 = o 

" 

' . 

dacă din a{teastă eqirntjyne seiid�tn pe (33'), <lupe 
ce am îmulţit toţi termenii se,i cu 2b, obţin, <lupe 
toate simplifioărHe : 

(2b + y)2 2  + 3?'z + 4�2 = 9 (3G) 
Resolvind equat (34) şi (�6) î� rflporţ cq Z (brrnJ 

ţind pe 34 cu (2b + y) şi pe (36) cu · (3) şi scă
qend) am : 

Z - (2b+y)2 - 1 2 b2  -
- 9y t 2b (2b+y) (37) 

. Eliminând _pe z2 <lin �equatiunile 34 şi 3 5 obţin: 
z _· 9y+2b (�b+y) 

- 2 (46-y)rj-4b2 (3S) 
prin urmare:· ' 

(26+y)2- 1 2 b2 _ 8y+2b (2b+y) . 
9y+2b (2b+y) - 3 (4b-y)+4b2) (39) 

car.e e resultatul eliminărei. Dacă se consideră ca 
co.rdonate variabU�le y şi b ţquaţiunea (39) re
presintă curoa evaluitoare a momentelor maxime 
pentru ramura din dreapta. Ordonată după pu
terile descrescânde ale lui y, equaţiunea (39) 
devine : 

. 

Y3+( 1 2b-f-27) y2+ 16b 3 (b+2) = o (40) 
formulă cu totul simplă : 

Pentru a reveni la variabilele u' şi v' înlocu
esc pe y şi b cu valorile lor scoase din equaţiu
nile (28'), (29) şi equaţiunea : 

( . ') b 4 40 2=st- 1 

s�µ . 
64 ( 1 -·v') Ma+� P'\ ( 1 -. v'2) (�7:-�v') 1\'12+ · 

pa �3 
-· , ( I  =-1-v'� ( 5 v' - 1 )B = o ( 4 I )  20 . 

Aceasta este curba învăluitoare a momentelo� 
maxima pentru ramura din dreapta. 

Am vl4ut QJ v poate va,ia înttre o şi +deci v 
poqW, şi �1 ·v�rj� intre - i şi

.
; ; ·��fi�{(� �pn-

si.q�ţat� � cuprinsă înţf� � şi ; · 
�quaţiµpea (4 J )  &'ar �µţ�a c,0nşţryil p� gj�e� 

fi� �q i4j»ţţ;>nd eq11aţ. (�p), (A.q') � .(4t9").. · . · 
s,'qr pu�â �4�i şi ��lo9re11 «"l��ma rnfl!filn.e

r:utrP� a llWW�nţe,lqr jqglv�tg�r�; .n'fl"l qV�i � 
�4t . �ă e,JimimllJl pe y h1tr$f mJJJFlţ. (* I )  � 4@riviti 
sa în raport cu v ;  equat resqltanta în M nţ; if 
da valoarea ma�in�ă şi mjf'imj. � momentului în
covăetor, nu insist asupra wsţei cestiuni. 

b) /Wlltlfllt �11r/Jri 
învăluitoare a momentelor tt111�ift1J� §#hit/ · 

sarcina s� află la .. $tdnga secţiunei. 

Trensformând equaţiunea (2 1 ) în modul arătat 
mai şµş1 prin ţr�nsport�ea axelor, cu origif)a ·.în 
O' eqtiaţiunea ( 2 1 )  devjµ.e : · 

M = :4 Pa' ( 1--v'2) (ul -� J )  [ u'B-u' 8-5p' + 
2 5 v'-i ] 
5(1+v') (fi) 

ş1 condiţiunea ca momentele să Jle maximum dă 
'3 '- s - ( !\ u -3u 5 ( i+v') - O 431 -. .  
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Observ că equat (42) se poate qeduce din_ · (28) 

schimbând pe u' în · - u' şi pe' v' în: - v'; · prin 
urmare equaţiunea curbei învăluitoare a momente
lor ma:x.:ime, ramura din stânga, se. va putea de
duce - din equat (4 r )  schimbând pe v' în - v' (u 
nu figurează în acea equaţiune), deci acea equa
ţiune va fi 

, (44) 64 ( 1+v') M3+3 Pa (-v' 2) 
. ' paaa . 

(37+Sv) M2 - '-- ( 1  - v') 3 (5v' + 1 )  = O  
. „ - 20 

găsirea i:n0mentului · <,maxima rna;zmorum» ar fi o 
cestiune î: de calcul. Variabila v e coprinsă între 

I . V = s- Şi V =  I .  
Notă. Forinulel� îinpingerilo� şi 'liriiile de influ

enţă date mai sus, sunt destul de aproximative 
numai când arcele sunt mai turtite; în acest 
cas valorile împrej1:1fărilor, deci şi a momentelor 
nu diferă mult între ele (<lupe cum am vequt) şi 
liniile de influenţă pentru arcele circulare sunt a
proape aceleaşi ca şi pentru arcele parabolice. 

. 
Variaţiunea secţiunei gr.inclii .arcului . 

pentru ca formulele ce se obţin tnlocuind 
- ·pe ds prin dx să fie perfect · exacte. 

Presupunend, ca şi până acum, arcul sim.etric 
în niport cu o axă verticală trecend pdn mijlo
cul deschid�rei, presupunend reazemele de nivel 
"şi ·fi�e, neţi�end compt� de compresiune şi lan
sând la o parte eforturile datorite temperaturei, 
equaţiun�a de co.ndiţiune pentru equilibrul arcu-
·lui este : )l . . ' 

Myds . 5) -- = 0 �4 
EI _ 

o 
să presupunem ·pe E- constant pe toată întinderea 
ccţiunei ' ro ; equat. 

11„ / / - ·-·-: ........ . ..... ,,., --- ·--· rl ) 
\ : . ./· ...... . -·>-;" " ( +. <L;=.L 

„ , • IJ) . ..... ......... _.. -· � '1 da: 
/.''\'· : .

. -:;... . --· . . ; . \N \ !  �-. ? · I 

. ...... -r,:M-(�-:Y1 ·-·-·- ·- ·-· / I \  ./ _,,.,. · . ' .· i \ .. \ �oe. \ : . ' 

Fig: 1 2. 

-
� 8--

· (45) se _ poate seri : 
I 
Mydx --- = o . 

dx · ' 
I -

ds · · 
o 

n cas când : . 
dx . . -

I ds · �onstant (46) 
formulele aplicate mai sus sunt exacte . 

Equaţiunea (46) nu ·se poate seri 
� r 2  co_s a. =  constant 

sau ro' r 2  = constant . 
ro' fiind secţiunea normală pe fibre mijlocie ; când 
ro' este constant am 

r = const 
ra</a de gz'raţi'e e constantă. Aceste sunt condiţiu
nile necesare şi suficiente. 

In cas când secţiunea arcului e un dublu . T, 
condiţiunile devin 

Şl 
ro' = 2 a b = constantă = k 

h w r = - = constanta · 2 ' 
Am presupus că secţiunea inimei dublului T 

este negligeabilă căci numai în . acest cas am : 
� - -- - - - - - CL · - - - - - - - �  - - . ---..,. b I - • JI I ' I ' I I I • j; şi i I I I I I �������----_; 

Fig. _ 1 3. 

I = -1 a b h 2 2 
I I -abh2 r 2 = _ _ 2 __ _ Q 2 ab 

h sau r = -2 
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