
Calculul piestlor comprimate. 
In genere pi esele comprimate se considera în rele condiţiuni 

de resistentă ş i din această cau ă se iau diferite precauţiuni la cal
cubrea lor. Această idee provine din principiul admis că echilibrul 
ace tor piese deformate este in tabii ş i că flambagiul început, el se 
termină o dată cu ruptura piese i. 

Ne propunem a arăta dt acest principiu este t eoretic pr a puţin 
fondat ş i dacă în practică piesele comprimate se rup în mod brusc, 
causa e te cu totul alta . 

Pentru aceasta vom relua t oria lui Euler asupra acestui cal
cul. (Collignon Cours de Mecanique appliquee aux con truction ). 

Fie Ox, Oy două axe rectangulare şi OB o pie ă e l astică, care 

8 M 

· are un început de flexiune. Fie F forţa care a pror1us această flexi
une, :în planul axelor. 

2 
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Fie x,y coordonatele unui punct Mal fibrei neutre. Momentul 

<le flexiune în M va fi 

-Fy 

iar momentul elastic este 

EI 
p 

p fiind rază de curbură în M a fibrei elastice, iar E ş1 I două can
tităţi cunoscute. pre a avea echilibru trebue: 

însă 

EI 
- =-Fy 
p 

[1+-:~J/2 
1.L=-----

d~ 
dx 2 

dy 
sau neglijând pe dx pentru deformaţiuni foarte mici vom avea: 

sau punând 

Eld2y = -Fy 
dx 2 

l {îf 
rn = VE1 

d2y 
dx2=--rn2y 

Integrala generală a acestei equaţiuni este 

y=acosmx+bsinrnx. 

Curba trecând prin origină trebue sfi avem y =O când facem 
x =O, deci ecuaţia dă, a=O şi rămâne : 

(1) y=bsinmx 

ceia ce represintă ecuaţiunea fibi·ei neutre defqrmate. 
Pentru determinarea celei de a doua constante arbitrare, se în

trebninţează o metodă care nu e îndestul de riguroasă. 

Continuăm teoria admisă: 
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Deformaţiun ea elastică fiind foarte mică putem confunda lun
<Yimea arcului de sinusoidă OBA cu coarda OA. Daca dar l e lungi
mea piesei va trebui să avem x =O pentru x = l. Or aceasta nu se 
poate de cât daca avem : 

(2) ml=lm 

k fiind un număr întreg. 
Astfel va tTebui să avem b =O: ceia ce nu mai represintă o 

piesă deformată, ci o piesă supusă compresiunei simple. 
Inlocuind pe m cu valoarea sa avem: 

(3) F= Efo2 
z2 

Acesta este, zice autorul citat, cea mai mică forţă care poale 
... să facă să. se încovoae piesa. Dacă F e mai mic de cât ace t e li-„ 
„mite, echilibrul exige ca b să fie nul ~i fl exi~nea laterală estP 
:)mposibilă; în acest cas compresiunea nu compromite stabili tatea 
.,,echilibrului." 

Daca F este su peri or limitei sale, echilibrul are loc când u = O 
.drl1' e instabil, ş i , dacă flexiunea începe, nu numai că analisa nu de
termină coeficientul b, dar ea araH\. că echilibrnl este imposibil , ori 
ce curbură ar lua pi esa. Pe măsură ce piesa se încovoae, ordonatele 
v cre~c în valoare absolută, aşa ca tendinţa la deformare creşte prin 
.chiar faptul deformaţiunii. Când o grindă dreaptă se încovoae sub 
. acţiunea forţelor normale, d eformaţiunea nu face să varieze momen
·tele forţelor; grinda părăseşte „starea naturală pentru a merge către 
;, o nouă stare de echilibru, pe care o atinge, de oare ce această 

,~slare e fixă, căci nu se modifică pe măsură ce deformaţia devine 
·nmai ~are. Aci din contră, deformaţiunea are de consecinţă sporirea 
.;,momentelor de flexiun e, iar momentele de elasticitate nu cresc des
,,tul de repede spre a le ajunqe." 

Iată teoria clasică. Ea sta ca o ameninţare continuă as upra 
..acestor piese, pentru cari ori câte preeauţiuni nu sunt prea multe. 

Ne propunem a semnala şi preciza părţile slabe ale acestor t eorii. 
Să relu ,ăm ecuaţia fibrei neutre deformate: 

(1) y=b sinm.x 

Ori cât de mică ar fi deformaţiunea, distanţa OA nu poate fi 
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ega lă cu Z. A ddmite OA = : l este a admite de la început că nu 
ex i tă fi xiunea şi atunci e invederat că avem b =O şi atunci nu 

· d F Ern
2 

• t l d numai aca = --y2 c1 pen ru on ce va oare e x 

, 'ă însemnăm cu a perioada mu oidei . Observăm că ecua
ţiunea 11) având o constantă nedeterminată represintă o serie de 
mu~oide trecând toate prin ori gine şi având aceiaşi perioadă a. 

Lungimea arcului perioadei ~e va obţine prin integrale definite 

n 

~:(l +b211i2cos2m xY}dx 

b a vana dar cu lungim a pie ei, ;i ,a ca ă avem totdeauna 

(2) 

Ecuaţiun a (2) va determina pe b, care represinta şi săgeata 

luată de grindă. 

"'ă con id răm o serie de pie e de diferite lungimi însă p ntru 
cari m con tant. Ecuaţiun ea (1) arată ca perioadă sinusoidelor ce 
reprc · intă fibra n entră d formată. a ace tor piese, e aceiaşi; săgeţ.i le 

luatt' de ace te piese, ca şi toate ordonatele lor vor vari a proporţio
nal cn b, ded us din ecuaţia (2). Putem dar zice: toate piesele elas-

t . t . F t 1 f . "el A d 1ce pen ru cari E I e cons ant vor ua orma unor s rnuşo1 e avan . 

aceliaşi perioade, sau cu alte cuvinte extremităţi l e lor se vor apro
pi a la aceiaşi distantă, ori car ar fi lun gimea lor. 

ă presupunem acum că piese de aceia.şi formă şi formate 
din acelaşi material, însă de lungimi diferite, sunt supuse un Eli forţe · 

ttv AvF tt• • tt t cons an e. om av a mea , El cons an ş 1 prm urm are oa e ace ·e 

pi·e e, de ori ·ce lun gime ar fi , vor lua forma unor sinusoide având 
aceia„ i perioadă .' 

Să urmărim uha ·din · aceste piese în deformat.ia. sa. Vom dis-. 

tinge trei casnr1, după cum „, l > -2:._ __ ~ VEI. 
,:·-. .. < m . F 
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1° Pentru l > 7t. Să însemn ăm cu ci lungimea O A a p rioad€i 
m 

. · :1 • 7t v'F smu OJuei vom avea : a = rn = 7t E I" 

Am văzut că forţa F va red uce piesa la o inn soi dă de pen
oada a. ă pre upunem că forţa F în loc de a fi constan tă ar cre~te 
apropiindu-· de limita sa F. P iesa comprimată va lua ·i ea forma 
a dif ·rite sinu oide cu perioade din ce în ce mai mici, iar când forţa 
F va atinge limita sa, piesa va lua fo rma sinu oidei de perioada a. 
Vedem dar, cu cât s inuso ida a re o perioadă mai mică, cu atât 
forţa ce prcvoacă deformaţi a trebue să fie mai mare, spre a obţi ne 

echilibrul; că dar echili brul nu e de loc instabi l, de oare-ce pen 
tru a face ă crească deformaţi a pie e i, t rebue ă spo rim şi forţa 

F. De ş i momentul F y creşte când deformaţia creşte, însă dacă 

forţa F răm ân e con stantă, produsul Fy rămâne mai mic de cât 
momen tul elast ic. In adevăr fi e a 1 o perioadă mai mică a sin usoidei. 

Această perioadă corespunde unei forţe F1 , aşa că a1 = n y;
1

r ş i dacă 
a1 <a ş i F1 > F 1 : în acea.stă situaţie , m oment ul ela tic este egal cu 
F 1 y >Fy, deci d eformaţi a piesei nu poat e t rece dincolo de sinusoida 

cu perioada a, dacă forţa F nu trece dincolo de valoarea a= n v~I 
d. V F n 2 EI a 1ca 1 = --. a2 

E te adevărat că momentele de fl exiune cresc p rin simplul fapt 
al deformării , P-ăci ordonatele cresc; nu e însă ad evărat, cum q ice 
D-l Collignon , că momentele elasti ce nu cresc destul de repede spre a 
le ajunge. 

Urmează. dar ca o pi esă comprimată, poate resist a la compresi uni 
ş i printr'o fl exiune dasti că , d acă această flex iune nu impune m a
teri ei un travaliu m ai mare de cât poate ea suporta. 

Calculul pieselor elastici ar t rebui făcut dar în modul următor: 
După ce vom afl a valoarea lui b din ecuaţi a l2) vom afla pro

dusul Fb, care dă momentul de fl exiune maxim în mijlocul piesei. 
Calculul se va urma ca pentru piesele supuse la flexiune. 

Din nenorocire integrala eliptica din ecuaţ i a (2) conduce la 
calculi:~ complicat e. Putem însă răsturna problema. 
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Fie E , I, F , R , conlicientul de ela ticitate, mom entul de in erţ ie , 

faţă de corn pre iun e „ i travaliul admisibil pentru o pi esă comprimată. 

o propunem a calcula lun gim ea pie sE>i care ar suporta această 

fortă cu un travaliu R. Vom calcula ma i întâiu lungimea peri oadei 
inu oidei ce repre inta fibra. n eutră deformată . 

Avem 
!If 

a=TI~Er 

După acea vom căuta ăgeata luată de p1e~a . 

Or v fii11J di tanţa: pentru SPcţiunca piesei dată , de la axul tre
când prin centrul de gr utat Ja ar ta cea mai depărtată. , iar M, mo
mentul de fl ex iune maxim : 

d unde 

R I 
M=Fb= -

·1 

b= R I (3) 
Fv 

In fine vom căuta valoarea integral ei definite 

l = ~; [ J.+b2 m2cos2m xJ~dx (4 i 

V b w ~ t · b b
2F 1 ' f t· . b 1 om o erva a ca 1m ea 2m2 = EI < ,a or ion 21n2cos2mx < 

pr111 urmare putem desvolta binomul ş i avem : 

)~ 00 1 11J- l 1 1.3.5 .. „(2p- 1) [ J ~-
~ (- 1 -- b2Pm2pcos 2P1nx = 1+b21n2cos2mx -1 
p=l 2p-12.4.6 . . . . . .. 2p 

de unde 

!!.[ Jt 1 7tp=oo p-1 1 ' l.3.5.„(2p- 1) l"' l +bzm2cos2111x dx=-+ - ~(-1) -- 02vm2PX Jo . m m 2p-1 2.4.6 2p 
n 

X ~:cos2Pmxdx 

Este uşor de v ăzut că avem : 

l cos2Pnixdx = -
2

1 
sinmxcos2P- 1 m x + 

2P-lf cos2 (iv-l)mxd x J mp 2p J 
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sau \f,;- cos2Pmxdx = 2 p--l \ ;;cos2(p-l)mx dx 
Jo 2 P Jo 

aplicând aceiaşi formulă integrală din membrul al doilea şi tot aşa 

din aproape în aproape, găsim: 

~
!!.._ 2 d 1.3.5 .... (2p-1) 7t 
"' COS " rn X X = , . 9. - · 
0 

~ .4.6„. „ ..,p m 

de unde substituind în (5) şi apoi 1n (4) avem: 

[l+~=oo l)p- l 1 [1.3 .5 .... (2p- l)b ]
2

] 1t l = .<;J(- -- p mP -
1,=1 2p- 1 :6 . 4. 6 .... . ~ p . m ' 

(5) 

Care va da valoarea lui l printr'o seri e convergentă, căci ra
portul unui tenl1; en la precedentul tinde spre bm., adică spre o limită 
mai mică de cât 1. 

Ecuaţia (5) în care b are valoarea dată de ecu aţie (3) dă lun
gimea maximă a pi e ei pentru care travaliul materialului nu trece 
peste R. 

Pentru lungi mi mai mari, flamba giul va supune materialul la 
travalii mai mari de cât R. 

Este dar evident că piesele supu se la flamba giu lucrează tot 
aşa de bine ca pi esele supuse la flexiun e prin forţe normale, dacă . 

se calculează travaliul materiei aşa ca să nu întreacă res i stenţa ad
misă. Echilibrul astfel obţinut este st.abil de oare ce o d eformaţiune 

mai mare ·a piesei nu poate avea loc, dacă nu se poreşte forţa de 
compresiune. Este sigur cii în practi că toate piesele fiam bează din 
causa imperfecţiunei construcţiei, piesele neputând fi ni ci perfect 
drepte, nici perfect centrate. 

Experienţele făcute cu piesele comprimate au arrttat că rup
tura se produce îndată ce flambagiul începe. Causa este că în expe
rienţă , piesa fiind perfect-sau aproape perfect centrată-resistă lacom
presiune simplă şi suportă o forţ.ă cu mult mai mare de cât permite 
elasticitatea piesei. Când dar forţa de compresiune, care a întrecut 
deja limita de ruptură la flambagiu, provoacă un început de flamba
giu, ruptura e imediată, echilibrul forţelor imediat superior fiind ob
ţinut prin compresiune simplă . Daca însă forţa nu întrece valoarea, 
care prin fl.ambagiu face să lucreze piesa la maximum de travaliu 
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admi ibil, nu vom avea ruptura fi e că avem sau nu flambagiu. Să 
reluăm ecuatiunea : 

(6) 

' 

l - ,, ( 1) .. .... :..1/ - b - 7t P=oo p - l 1 [1 3 5 ')) 1 ] 9 

- _, - -- PmJJ -
p = l 2p-1 2.4.6... . 2p m, 

ena care repre intă. coeficientul lui ~ având termen i alter
ni 

nativi neaativi şi po itivi şi în acelaşi timp de ere când avem 

l > - 1+- b2m2 - - - b21112 7t [ 1 1 (" 1.3 ) 2] 
'I/I 4 3 2.4 

inlo uind p b i m cu valorile lor avem 

2° l < ~ . E te evident că perioada inusoidei ; fiind mai marc 
111 

de cât lungimea pi soi, flambaginl e imposibil. 
In adevăr pie ele cJe acest profil spre a fi deformate trcbue să 

fie supuse la o forţă mai mare de cât F, căci momentele lor elas
tice fiind egale cu F1 b sunt mai mari de cât F b, ca şi în casul 
precede~t . 

.3°. l=~ în acest cas de a emenea ş i pentru aceleaşi motive 
m 

ca în casul 2 deformatiunea este imposibi l ă. 

Este dar stal ilit că echi librul pie clor con;ip1·imate nu este in
stabil. Este adevărat că flexiunea pie elor trebue să fie foarte mică, 
căci coeficientul de travaliu creşte foarte repede. In adevăr formu la (6) 
arată că în practică lungimea l nu poate întrece de cât cu o can-

titate negligeabilă valoarea ~. Cu alte cuvinte conclusiun ea teoriei 
ni 

clasice că forţa F nu trebue să întreacă valoarea dată de ecuaţia 

l=~= nVEI 
m F 
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este bună. Este insă inutil a micşora această valoare prin coeficienţi 
de siguranţă prea mici, căci posiţia limită nu represintă un pericol, 
cu atât mai mult că travaliul admisibil introduce deja un coefi cient 
de si guranţă, iar încastrarea chiar i mperfectă cc o au piesele, ada
ugă încă la rcsistenţa lor. 

Alexandru Perietzeanu 
Inginer 

Sub-şef de DiviLie în Serviciul Intreţio erei 
C. F. R. 
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