
Studiu asupra betonului armat 
(Urmare) 

Flexiune compusă. 

Flexiunea compusă intervin e atunci când între forţe l e ext ri
oare ce acţionează grinda e găseşte si o forţă parale l ă cu fibra 
med ie. Această forţă poate ă Oe o extensiune au o compr iune 
Yoi stud ia aci cazul când această fortă este o compresiune suficientă 
ca axa neutră ă fie în afară de secţiunea grindei, cu alte cuvinte 
cazul când nu avem eforturi de tensiune in beton . 

Grinda ce voi considera are o secţi une dreptunghiul ară şi c te 
armată cu două armături simetrice cu secţiun i le w, w1 • 
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Fie PR P 1R1 două secţiuni transversale la distanţa dx. După 
deformare ace tea e vor găsi respectiv in posiţ;unile PR, P 2R2 • Ca
petele a, b, c, el, ale ferului de la cele două armături, se vor găsi 

după deformare în po iţiunile re pective av blJ ev dl} aşa ca 

clz 
n a1 = z b b1 = z + dx . dx 

c c1 = 1 d d1 = z1 + !; . dx 

Dacă. în mnăm cu F efortu l de compresrnne în armătura de 
JO . i cu F, în cea de us vom avea 

F dx-a1b1 bb' -dz 
- = e = e----
w dx dx 

F1 dx- c1d1 cld'-dz1 - = e = e----
w1 dx dx 

I V bb' _Yo-h. d . tv "fj °'' n a p p - -- ş1 acă a reprezrn a pres111nea spec1 ica a 
i 2 .I/o 

J ctonului in fibra extremă P, P 2 vom avea 

pnn urmare 

E P1P2 =a 
dx 

bb' _ Yo -h __!!___ d 
- Yo . E. X 

. l înlocuind obţinem 
' 

__!_ = e (~ Yo -h ·-- dz ) 
w E y0 dx 

In mod analog deducem: 

F1 = e (__!!___ Yo-u _ dz1) . (2) 
w1 E Yo dx 

(1) 

Fie p compresiunea rezultantă pe beton a tutulor compresiuni
lor elementare b Gv d y 

~
Yo ucr Y8-y~ 

p = bcry dy=J-
2 Y1 Yo 

(3) 

Depărtarea y2 de la axa neutră la centrul de aplicaţie al acestei 
rezultante este definită prin relaţia 
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. l Y1bcrv ydy 2 3 3 Jy2 Yo - Y1 
Y2 = p = 3 2 2 (4) 

Yo-Y1 

Insemn ând prm s distanţa de la centrul de aplicaţie al com
presiunei pe beton JJ la axa de simetrie ori zontală a secţiunei avem 

s = y2 - (Yo -c) 

Să luăm momentele tutulor forţel or interi oare din secţiun ea 

P2~ în raport cu axa 0'0": suma acestor momente est e 
' . 

.s au 

ps+Fii-Fi =M 

P(Y2 - Yo + c) + (F1 -- F)i = M (5) 

M fiind momentul forţelor exterioare in raport cu axa 0 '0" 
proectată in O. Momentul compresiunei exterioare P e t e nul că ca 
.acţionează în centrul O. 

Proectând toate forţel e pe fibra medi e avem : 

p + F + F1 = P (6) 

Relaţiun ea (5) se poate scrie 

2 y~ -yf M-(F1 - F)i 
-3 2 2- Yo= - c 

Yo-Y1 P 

Şă punem pentru prescurtare 

v = M - (Fi-F)i _ c=M- cP+F1it+ Fh (7) 
p p 

<>bţin em astfel 

Din l3) deduoem 

s i în locuind în (1) 

2a2 + 3av 
Yo= 6v+ 3a (8) 

2pyo 
cr = ab(2y

0 
- a) (9) 

F 2p(y0 - · h) dz (lO) 
ew = Ea.b (2y0 - a) clx 

Ţinând seamă de (8) avem : 
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2p(y0 - h) = ( 4 - 6 ~) _ !2vpi 
2f1o- a a p a2 

Inlocuind p i v prin valorile lor din (6) ş i (7) ş1 punând pen
tru prescurtare 

=4-6 ~+ 12 ci . =12i . o= 4- ~+ 12iu . 'Yl=4-6~+ 12 i/i 
a n 2 y a 2 a a 2 ' ., a a2 

obţinem 

-P<Yo ·--h) „ - - P - -yM-oF --'l)F 
• 2yo- a 1 

a: a că qu aţiu nea (10) d vine 

_! _ P- yM - o"B\-- riF dz 
w Eab dx 

. dz 1..t.d2F 
Iolo urn d -d = - d- (B. p. 36 Trim. III 1904) avem în de

x X x 2 
fi 11 iti V : 

p,d2F ( 1 ri ) o y - + - -t-- F+ - F + - M-- P- 0 (11) 
xdx 2 ew Eab Eab 1 Eab Eab -

Urm â nd o cale anal ogă ş i punâ nd pentru prescurtare 

1~ 1 =46_~_ 12ci . =-12i : 0 =4_6~_ 12ih: i=4_ 6~_ 12iu 
a a2 Y1 a2 , t a a2 , 1) a a2 

obţinem : 

b_d2Fl+(_.!_ I !L!._)F + 01 F+_h_M _ _ l P-0 (12) 
X dx ew 1 1ab 1 E~b Eab Eab -
" 1 

Dacă ţin em seamă de re l aţiuni l e ce există. întrn a, h, i, c, e-
q uaţiunile (11) şi (12) se pot pune sub forma : 

d2F . 
dx2 +mF+JF1 + eM+gP =O} · 

cl2F1 . (13) 
-d +m1F1+;1F+e1M-!-g1P= O x z 

în cari 

ni = l [_!_+ _!__ ( 4 _ 12h+ 121i2)]; ·= _L(12h_ 12h2_ 2) 
µ ew Eab a az J 1..t.E-1b a a 

12 · e- X __ i . g - _ _ x_ 
- (..L Ea 3b' - 1-~Eab 
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1ar 
.ni= x1 [_!_+_!_(4 _ 12h+12h2

) ] • . = ____&__ (12h _ 12h2 _ 2) 
1 ~l1 ew1 Eab a a2 ' 

71 1.L1Eab ... a a2 

l - Y.1 12i . - X1 
i - -~ Ea3b ' g1 - - l.L

1
Eab 

Sîstemul (13) e integrabil şi să căutăm în acest scop a-l satisfacp 

pr; Acos(• x+el+ Bcos(~x-P) +cP + DM+L :,~ } 
d2M (14) 

F1 =A1cos(ax+e)+B1 cos(~x +),) -!-C1P+D1M+L1 d;
2 

Suposând că M este un polinom ce nu trece de gradul al 
3-lea deducem : 

d~ d~ 
-d = -Aa2cos(ax + e)- ~2Bcos(~x + ),) + D -d x2 x2 
d2F d2M 
-d 1 =-A1a2cos(ax+e)-~ 2 B1 cos(~x+A.)+D1-d x2 x2 

Introducând relaţiunile (14) şi (15) în (13) obţinem următoa
rele conditiuni : , 

mA+JA1-a2A =0 mB+JB1 -~2B=O 

m1 A1+j1 A-a2A1 =0 m1B+j2 B- ~ 2B 1 =0 

g+mc+jc 1 =o z+mD+jD1 =o 
91 + m1 C1-f-j1 C=O Z1+m1D1+j1D=O 

D+mL+jL1 =0 
D1+rn1L1+j1L=O 

Dacă în primele relaţiuni eliminăm A, Au B, B1 , obţinem : 

ceia ce arată că a 2 şi ~2 sunt rădăcinile equaţiunei de gradul al Ii-lea. 

z2 -(m+ rn1)z-jj1 = 0 

Luând A şi B arbitrari obţinem : 

Al -- a2- . m A ~2-ni B1 = --. - B 
? J 
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Din a doua grupă de condiţiuni obţinem: 

C= jg1-m~_q 
mm1-JJ1 

D= jl1-m?~ 
mm1--.JJ1 

iar din a 3-a grupă: 

-c - jlg--11/{fi 
1- „ 

1nm1-JJ1 

Di= j1 l-m~~ 
mm1-7J1 

L= l(m1 2 +jj1)-l1j (m +m,1 ) 

(mm1-jj1 )2 

L =Z1(m2+ji1)-Zj1(m+m,1) 

i (mm1-jjJ2 

A tf 1 xpre iile lui F i Fi in o sectiune sunt determinate ; 
put m apoi calcula compresiunea maximă a betonului cu formula 

cr= a~ [P+ 6: +(6
au -4)F1 + (~i -4)F J (16) 

ce e d duce le ne din (9). 
Problema este a tfel complect rezolvată. 

e vede din formulele (14) că in expresiile lui F ş i F1 intră 

4 on tante arbitrare A, B, €: A. ceia ce arată că avem nevoe de 
jn · ă 4 condiţiuni ca chestiunea să fi e determin ată. 

Ace te condiţ.iuni sunt în general dependente de modul cum 
unt termi nate capetele armăturilor. 

Observare.-Equaţiunea care ne dă a 2 şi ~ 2 este 

z2 -(m+m1)z --jj1 =0 

'e vede din aceasta că rădăcinile sunt reale iar una din ele 
este totdeauna negativă căci produsul 

XXi (12h_12h2_ 2)2 
µµ1 E2a2b2 a a2 

este positiv 

Prin urmare dacă ~i, reprezintă valoarea absolută a rădăcine,i 
negative, avem ~2=- ~~ prm urmare 

Din această cauză factorul cos (~ x + ),) se transformă in cos 
(~1x =i+A.)=co2(~1 x +A.1 ) A.1 fiind asemenea o constantă arbitrară. 
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Astfel expresia efortului în fer se compune din termeni ce nu 
variază cu abscisa, · din un termen periodic representat prin funcţiu
nea circulară cos (~x+s) şi un t ermen representat prin funcţiun ea 

hiperbolică cos (~ 1 x+y1 ) . 

Formulele relative la compre iunea simplă se deduc lesne din 
cele stabilite la flexiunea compusă făcând M =O. 

Aplicaţie. Presupunem că avem de calculat rezi stenţa unui stâlp 
cu secţiune dreptunghiulară încărcat vertical în să încărcarea nu c 
centrală ci are o excentri citate d. Armăturil e snnt simetrice, fi ecare 
avind o secţiu n e w. Din con sid eraţiun i practice sa luat u = O)a: 
i =0,4a deci c=0,5a ; h=0,9a . Coeficientul de elasticitate al ferului 
se consideră de 10 ori mai mare ca al betonului. 

Să însemnăm cu cp raportul secţiun ei ţotale a ferului către cc-

ţiunea betonului adică cp = 
2

wb si prin K câtimea K= EX b" 
a ' µ 1a 

Efectuând expresiile lui m, l, j , g, mLJ l 11 Jv g11 obţinem: 

m= m1 = IC (0~2 + 2,92) 

j = j 1=-0,92 K 

l= - l1 = 4'
8 

K a2 

g=gi=- K 

Aşa dar equaţiunea z 2- (m+ m1 )z- jj1 =0 devine 

z2_ 2K (0~2 + 2,92 )z - 0,92 2K 2 =O 

de unde 

z =K [0~2 +2,92 .±. V(0
: +2,92 )

2 

+0,92 2
] 

De oarece cp e un număr mic căci în practică foarte rar clacă 

atinge 0,06, putem desvolta în serie radicalul ş i avem destul de a
propiat pentru cele 2 rădăcini ale equaţiunei în z 

0: 2 = K [0,4 + 5,84 + 0,0085 ] 
Cfl 0,4 + 5.84 

Cfl , 
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î = K [ 0,0085 J 
0

•
4 

+ 5.84 
~ ' 

Dacă am lua chiar valoarea ~ = 0,06 vedem că = ~~=K0,00068 
âtime foarte mică. 

ernenea valoarea lui 0: 2 e poate lua impiu 

o:2= k [
0

'
4 + 5, 4 J 

punând pentru pr urtar =O~+ 3, 4 g_ = 0,
2 

+ 2,92 ş i calcu-

lând con tantel te. obţinem: 

s 
C= i= -q 

4. s 
D=-D1=- ;q2 

A.·a că expre iil forturilor h1 for devin (formul ele 14) înlo-

. d . M p l . b V V cl2M o cu111 ·1 = a . t o ervam ca -d- = ' x2 

(Va urma) 
Gogu Constantinescu 

Inginer 
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