
Calculul bolţilor nearticulate 1
) 

G e n e r a I i t ă ţ i. 

Ceea ce îmi propun a desvolta în ace t articol este calculu. 
bolţilor sau arcurilor prin teoria e l asticităţei. 

Voi da aci o metodă practică servindu-mă de indicaţiil e dato 
de 1Viiller-Breslan pentru calcularea bolţilor a căror linie de presiune[ 
ub o încărcare totală uniformă de 1/ 2 p, coincide sensibil cu fibra 

medie a arcului, p fiind încărcarea pe metru patrat. 
De altfel aceste bolţi . unt raţionale căci sunt economice. Prin 

urmare înainte ele a aplica teoria ce urmează, vom corija forma bol­
ţei ce studi em până când condiţia mai sus enunţată e implinită. 

Analiza o vom face pentru încărcarea proprie şi o supraincăr­
care totală de 1/ 2 p, iar apoi bolta, astfel încărcată, o vom presu­
pune încărcată pe una din jumătăţi cu încă 1/ 2 p., iar cealaltă. 

jumătate descărcată cu 1 /~ p ceia ce revine la a presupune o jumă­
tate boltă încărcată cu p iar cealaltă fără supra încărcare. ce t 
din urmă caz este ş i cel mai defavorali>il pentrn boltă. Pentru pile 
sau culee ipoteza cea mai defavorabi lă este când bolta e încărcată 
complect cu p. lnsă pentru aceasta nu e nevoe de a face un nou 
calcul prin teoria ela. ticităţei, ci o simp l ă compunere ele forţe pre­
supunând că presiunea trece aproximati\T prin centrul secţ.iunei ele la 
na„tere şi chee; aceasta având în vedere că pentru pi le nu av<'m 
nevoe de o preciziune prea mare la verificarea dimensiuni lor lor. 

Să însemnnm cn: 
M momentul încovoetor în o secţiune cu abscisa x ~i ordonata y, 
· N compresiunea central ă în aceiaşi secţiune, 

I momentul de inerţi e al secţiu nei, 

') Dnprl D. 1\1 iiller-Brcslau. 
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Q suprafaţa secţiunei : 

E coeficientul de elasticitate al materialului din care e făcut arcul , 
s lungimea arcului măsurată pe fibra medie, 

Travaliul de deformaţiun e al arcului are ca expresie: 

neglijând travaliul de deformare datorit puterei tăetoare . i care e 
foart mic. 

Dacă in semnăm cu p. momentul de încastrare pe un reazim , 
pre exemplu cel st âng, cu V reacţiunea, cu H înpingerea orizontală 

ş i cu G rezultanta încărcărilor exterioare din stânga secţiunei con­
siderate, vom avea (fig 1). 

Fig. 1. 

M=1.L + Vx - Hy-Gu } 
N =V sincp + H cos cp-Gsincp (

2
) 

Bolta fiind încastrată, rotaţiunea secţiunei la naştere este nulă; 
asemenea presupunem pilele destul de solide ca să nu cedeze nici 
reacţiunei V nici înpingerei orizontale H. Aplicând dar de 3 ori te­
orema lui Castigliano, relaţiunei (1) obţinem : 

CJ T _ 2 fMds CJM + 2 \Nds CJ N -O 
CJµ. - J 2EI Cl1.L J 2 EQ 2µ. -

ClT_ 2 fMdsCJM+ 2\Nds CJN=O 
CJV- J 2EI CJV J2EQ Cl V 

CJT = 2 fMds CJM + 2r Nds CJN =0 
2H J 2El CJH J2EQ ClH 
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Ţinând seamă de relaţiunil e (2) cari dau 

~1 de relaţiunile: 

cM C1M 2M 
-;µ =l: 2v=x; 2H=-y 

2.r cM . c9N 
-'.1-=0: -;;-v-= Sm(f>; - H= COS(f> 
c µ .:: c 

dssin(f>=dy 
dscos (f> =dx 

obţinem următoarele ecuaţiuni: 

~Mts= O (3) 

~Mţds _ ~Nix =O (4) 

\Mxds + p dy +=O (5) 
J l .J Q 

cest e ecuaţiuni păstrează aceaşi formă dacă schimbăm on­
gina coordonatelor. 

Aceasta se vede lesne inlocuind x ş i y prin x+a, y+b. 
a) Arcitl este uniform încărcat. Vom lua pentru axă a abscise­

lor o linie interm ediară între cbee şi naştere şi fi e (fig. 2): 
H împingerea la cbee dată de curba de presiune care coincide 

cu fibra medie a arcu lui. 
a: împingerea reală la cbee. 
Referindu-ne la figura 2 avem: 

M=H„ (11 „ - y) --G~ 

O=H {h- y)- G~ 

Scăzând aceste relaţiuni şi punând 

H-H,, = ~H obţinem 

M=H„ h„ -Hh+y~H (6) 

Dacă însemnăm prin !0 un moment de inerţie arbitrar şi pun em 
I 

du = ds Ţ ecuaţiunea (3) devine ţinând cont de (6) 
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Axa ab ci elor o a)eaern aşa ca 

H 
I l 
I I 

I hi hn. 
I : : 

G I l : 
AXA ::c : I I : 

---·- -·-·-·-·-·L..·-·-·-·ţ-·_i_ ·-·-~-----

Fig. 2. 

1 

I 
I 

a t-fel expresiunea (7) se red uce la: 

iar (6) la: 
H„h„- Hh=O 
M=y~H (8) 

Proectând forţele din secţiunea considerată pe ori zontal ă ~ 1 pe 
fibra medi a arcului avem: 

N= Hseccp 

N =Hcoscp+Gsincp 

N„ =H„ cosq;+Gsincp 
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Scăzând intre ele ultimele 2 din aceste relaţiuni ş1 înlocuind 

valoarea lui N din prima, obţinem 

Nn =Hseccp-ÂHcoscp 

Ecuaţiunea (4) se poate crie 

\ Io Io r d no =O J MydsT-- Qo \ „ sco , Q 

(9) 

(10) 

în care Qa e o suprafaţă arbitrară. 'ă înlocuim ca mai sus: 

d 
Io go· 

du= sT, dul =ds Q , 

M ş i N„ prin valorile lor din ( ) ş i (9), obţinem 

~: LiH ~y2dw-H~dw' + LlH ~cos 2 cp dw ' =0 (11) 

Dacă u e l ăţimea arcului şi o grosimea lui avem: 

aşa dar: 

Q=bo 

I =J:_bo3 
12 

( ~ )3 Q 
dw=ds -~0- dw' =ds 0° 

ş1 să punem ÂH = µH ; cu aceste relaţiuni ecuaţia (11) devine: 

Sdw' 
IL= 12\ (' 

o~j y 2d w + J lllV' cos 2 cp 

Inpingerea H o calculăm lesne cu ajutorul unei curbe de pre­
siune ce trece după cum am spus prin axa arcului. In urmă vom 
calcula p. şi obţinem ast-fel pe ML= µH . 

.iH fi ~nd cunoscut, avem momentele în ori-ce secţiune cu 
formula 
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b) Pentru a uşura calculul în cazul încărcărei nesimetrice vom 
căuta momentele ce rezultă când ne închipuim bolta fără greutate 
proprie i încărcată pe o jumătate boltă cu 1/ 2 p, ce lucrează de sus 
în jos iar pe c a-laltă jumătat cu 1/ 2 p ce lucrează de jos în sus. 

Fie V 0 puterea tăetoare la cbee, vom avea pentru o secţiune 
din jumătatea tângă. 

x2 
1'=' ox- t/ 2}J -

(12) ,i pentru jumătatea din dreapta: 

"1"- V +li px2 
1Y - - -· o.C- oX 122 

rigina absci elor e te pe o axă verticală ce trece prin chee 
Dacă introducem una din ace te valori în ecuaţia (5) obţinem 

d . . ds d punân \ 1 ac1 - = zc 
I 

~ M1xcl1r= ~Y0 x2d1c·- ~ z; ~xad1r =O 
că{ Î pentru a e t fe l de încărcar =O: 

de aci 5x 3d1r jJ ' o= - --- . 
4 5 x2d11' . 

V0 fiind cuno cut putem lesne calcula M' ş i M" cu formulele (12). 
Momentele ast-fel obţinute le adunăm algebric cu cele date de 

formula ( ) şi avem ast-fel momentele rezultante în cazul când bolta 
este încărcată pe una din jumătăţile sale cu p iar cea-laltă jumătate 
este descărcată . 

Aplicarea metodei. 

In aplicarea acestei metode drumul cel mai bun este de a 
calcula grafic cu ajutorul funicularelor diferitele integrale ce intră în 
formulele de mai sus. 

Iată modul de a proceda şi în acelaşi timp ordinea operaţiunilor. 
1. - Incărcările verticale şi forma aproximativă a bolţei ne 

sunt date, aşa că vom începe prin a trage o Cl'rbă de presiune pre-
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supunând bolta complect încărcată cu 1/ 2 p. ş i presupun ând că curba 
de presiune trece prin centrul secţ.iunilor la na~tere ş i la chee. 

Vom lua această curbă de presiune drept fibră medie a bolţe i 

noastre .. i in consecinţă vom modifica forma bolţei. Dacă noua formă 
obţinută diferă prea mult de fo rm a primitivă vom repeta operaţia 
de mai sus pân ă dn d curba d presiune coincide cu fib.ra medie a 
boltei. 

2. - Impărţim arcul modifi cat în mai multe părţi egale ce el vom 
numi „bolţari', 01, 02 , o3 fiind grosimea lor medie, iar 00 o grnsime 
arbi trară; calculăm apoi cătim e l e : 

1 Do 
11 . -
2- ~ 

01 

Luăm o distanţă polară arbitrară ş i con truim un funicular 
luând ca forţe orizontale w1 , w2 , w3 •••• şi aplicate în centrele bol­
ţari lor (fig. 3 ). 

Prin punctul de intersecţie al laturilor extreme ale funi cularului 
ducem o orizontală ş i aceasta va fixa axa absciselor căci m ăsurând 

ordon alele y de la dânsa vom avea 5 ydw = L,y1 w1 = O. 

3. - 5y2dw= 'fiy?.icn este mom entul de in erţie al forţelor w„ în 

raport cu axa a~sci selor, aşa că ' l vom determina construind un al 
2-lea furni cular la care vom lua ca forţe, segmentele ce interceptează 
laturile consecutive ale primului funicular pe axa absciselor. 

Dacă b este distanţă polară a acestui nou funicular ş i c seg­
mentul cnprins între laturi le sale extreme, vom avea 

5 y 2cl1c = abc 

lJ ş i c le măsurăm pe scara lungimilor iar rr ·pn scara pe care au 
fost I uate segmentele te 11 11 · ~ ;„. obţi11em ast-fl' l : 

~te' 
!.l = 12abc ---;::;--- + ~u· ' cos 2 cp 

Oo 
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Fig. 3. 

Valorile 11 ' cos21.P se calculculează usor: punem unul după altul 
segmentele u' făcând unghiul q> cu orizontala, apoi prin 2 proecţiuni 
una pe ori nzontală ~ i e 2-a pe direct.ia primitivă obţinem: 

10 1 cos2 l.P 

4 . ~x2w ş i ~x s 1c so vor obţine asemenea cu ajutorul funicularelor 
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Vom lua dar cătimile w ca forţe verticale i cele 3 funiculare 
le vom construi cu aceea~i distanţă. polară a. Ast-fel t fiind segmentul 
interceptat de laturile extreme ale celui de al 3-lea funicular pe o 
axă verticală. ce trece prin chee, iar u segmentul între laturile ex­
treme ale celui de al 2-lea funicular vom avea : 

------

- l,-- -

7 

--

'<-1.-tl- - "'*-- --- ---t/, - --------- -
' 

Fig . . !_ 

--------- a--------~ 

I 
I 
I 

'Ul 
I 
I 
I 
I 
I 

-------------{ 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
t 
I 
I 
I 
I 
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~ xsw =a~t 

d · }IJrtf · d rtf d · 4 · 1 e act \- - ·con trum - = pnn o a -a proporţ10naă avem: 
- Ju · u 

Inlocuind în expre 1a lui M' avem : 

ea ce arată că curba reprezentativă a acestor momentese compune 

d . · l l px Ui -x) d' d d t l d t · vx (l 1 -d) 10 para rn a 
4 

m care se sca or ona e rep e1 4 

~ ~/////////,;;;j///////J~~ 
I 

-------- ]., ---------:---------- z ---------
1 I 

I 
I 
I 
I 
I 

~ I 

I 7' i2 l 
l[ l I 

! .I 
V L------'L---__:.~.,........---------.1 

Fig. 5. 

Parabola trece prm puntele x=O, :r=l1 ş i are ca săgeată 

1
1

6 pq;~dreapta trece prin punctul x =O iar în punctul x= l1 are 

ordonanta r zi Cl1 -d)= E.1~ în care i 2 =l1 (li -d), cătime ce cons­

truim uşor cu ajutorul unei em i-circonferinţe . 
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Se vede că momentul la chee pentru încărcarea nesimetrică este 
acelaşi ca pentru încărcarea simetrică. 

Observare. Din causă că variaţiunea secţiunei influenţează prea 
puţin asupra rezultatului final, putem lua pentru 00 , grosimea medie 
a arcului şi să presupunem arcul de secţiune constantă. In ace t caz 

ll'= 1 w'= l ; 

Este chiar recomandabil a începe calculul astfel simplificat, 
iar în urmă dacă se crede necesar, să se refacă cu dimensiunile 
exacte. 

ln numărul viitor vom da un exemplu numeric la care vom 
aplica metoda de mai sus. 

Gogu Constantinescu. 
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