Studiu asupra betonului avmat

(Urmare)

Aplicatia 2-a. Sa presupunem cit avem tot o bari de beton cn
o tije de fer in mijloc §i ci efortul de tractiune san compresiune e
aplicet asemenea numai tijei cu ajutorul unui céarlig, insd in loc ca
tija si se termine simplu in beton, si aibd un dispositiv la capit
care sii nu permitid extremititer B a ferului vre-o miscare relativi
cu betonul. Asa spre exemplu se poate indoi in unghin drept capi-
tul vergei sau si fie insurupat in o placi ete. Cu alte cuvinte ex-
tremitatea B sa fie ancorcta in beton.

Ast-fel fiind, efortul ferului in sectiunea A va fi egal eu P,
insia in sectiunea B nu va fi nul ci finit.

Pe de altd parte in sectiunea B aderenfa tijei va fi nula cici
deplasarea relativi a ferului fati de beton este impedecata de ancoraj.

Prin urmare pentru =0, F=P si pentru x=a 2=0.

Introducind acestea in expresiunile generale ale Ini F si « (sta-
bilite in numarnl precedent al buletinului) obfinem :

_n

—m—]LAw‘—B

o=A¢“Vm — B¢ T\
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Pistrand notatiunile exemplului precedent, aceste dona equa-
tiuni dau :

—ka 5 ka
5 [ (7
A / 7

L e e
v -c/-'a + e—ka B—f a _|_ e—lin

inlocuind in expresiile generale ale lui F si 2 obtinem in definitiv :

2 ! ,  co8 kx’ kf'  &in kx'
B)) F=7f47 =
g ka 7. 03 ka
aderenta creste cu cat ne apropiem de origini si in punctul A are
].. 7
valoarea o ,:=— izl tq La.

Dacii @ = oo accastii expresie se reduce la

1 F :f—*— f’ ¢k
adici acelasi ca si eand ancorajul n’ar exista. Prin urmare daca tiga
este implantati pe o lungime destul do mare, ancorajul numai in-
Huenteaza distributia eforturilor in mod sensibil.

Valoarea efortului in fer in sectiunea B o obtinem ficind in
formula (5) 2’ = o

i

cod ka

Fl :.,f+

Urmeaza dar eiv ancorajul e supus la acest efort si trebue si-i
reziste. Asa spre exemplu dacid ancorajul constia din un singur cirlig
indoit la 909, carligul va fi snpus la indoituri unui moment aproxi-

. i y . ol i
mativ egal cu F; -, asa ca pentru ca el si nu se rupii in aceasta

sectiune trebue ca:

I este indltimea carligului, o sectiunea ferului la indoituri. W mo-
dulul de rezistenti al sectiunei ferului, Ry resistenta admisibild in fer.
Pentru o tige circulari simplu indoita, avem aproximativ:

_F.h
Ry =5

d fiind diametrul barei.
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Pentrn R, convine a nu se lna mai mult de 300—400 %/, 2
avand in vedere ca aceste carlige dese-ori sunt facate la rece si ast-
fel in conditii putin favorabile resistentei.

Trebue verificat apoi dacd sub influenta efortului F, nu cum-

e — . F "
va betonul nu este strivit de carlig adica R, > /('1, R, inseamna re-
. (s R
sistenta la strivire a betonului. Asemenea pentrn K, trebue si lnam
un coecficient de siguranta mal mare caci repartizarea efortului nu e
riguros uniforma.

Aplicatia 3-a. Tija este trasi de ambele capete.

In acest caz in sectiunile A si B efortul in fer este egal cu P.
deci pentrn x=0 F=P
x=a F'=P. Inlocuind in expresia generali a lui F ob-

tinem :
P=f4+A-+B
=f -+ Ad" Be—e
—hka — (ha
deducem A=y gt;;;,, i c}" B=F, f:}l““ __L ke

3inkax —1— sink .
sinka

iar F=f4/

k co8kx —codk a;f_
% ginka .

=j7

Aderenta e nuli la mijloc si creste spre extremitati unde are
Aaloarea

rk
T oytghka
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Aplicatia 4-a. Sa studiem cazul unei tije de fer de lungime
finita ingropati in o bari de beton de lungime nedefiniti.

Efortul in fer la ambele capete A, B ale tijei este nul, prin
urmare vom avea. pentra =0 F=0 si pentru x=a F=0.
Inlocuind ca in aplicatiile precedente obtinem :

ginkx - sinka!

F=f—71
7t sinka
v By k codkx — cod8ka
PR S ¢ sinka

aderenta e nuld la mijloc si creste spre extremititi. Chiar la extre-
mitati valoarea aderentei este:

ke 1—co8ka

Y sinka

Efortul in fer e maximum la mijlocul barei si are ca valoare

ka

&in-

Foco=f—2f—=—~
mir Y 8inka
Prin urmare efortul este totdeauna mai mic de cat cel cal-
culat cu vechea teorie si tinde catre f cand a tinde catre infinit.
Aplicatia 5-a. Presupunem ca tija la un capat este ancorata
in beton, la cellalt capat ramanand libera.

In sectiunea A efortul in fer este zero; in sectiunea B aderenta
este nuli din cauza ancorajului. Prin urmare pentru z=0 F=0 si
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pentrn =« 2=0. Urménd ca la aplicatiile precedente, determinam
constantele A si B in mod analog si obtinem in definitiv:
: cod k!
P=f—if .~
o3k a

h dnka

a=f e
7 wéka
Etcrtal in fer creste dar de la A spre B si in B atinge va-
' / g : .
loarea F,=7— S Aderenta creste de la B spre A si atinge in
€02/t

A valoarea:

10=/'/' tq ka
7.
Aplicatia 6-a. Tija este ancorati la ambele extremititi.
In acest caz aderenta este nuli in sectiunile A si B: asa dar
pentru r=0 2=0 si pentrn # — a 2=0.
Inlocuind aceste relatiuni in expresia generali a aderentei ob-
tinem :

A—PB=0
Adr — Be—*1=()

de unde A=B=0 iar
B=7f
, Efortul in fer este constant pe toatd lungimea barei si egal cu
cel caleulat prin teoria veche“.
Cele 2 ancoraje se vor calcula dar la efortul f.

Eforturi initiale.
Si ne inchipuim ca avem o tije de fer intinsi (sau compri-
mati) eu un efort p. Betoniim aceastd tije si liasim betonul si faci

complect prizi, apol supunem sistemul la un efort P.
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Care va fi distributia eforturilor in fer si beton sub actiunea
efortului P ?

Fie bo ceea ce elementul de fer ba ar deveni daca fierul n'ar
fi spus la nici un efort : vom avea dupi notatiunile precedente

ba—bo _ p
C —
bo Q)

5 a” b —bo F :
Pe de alti parte ¢ - e deducem din acestea
ho )

. ”// Il”

ab

+ 1
(0]
Insi la pag. 35 No. precedent al buletinului am gisit expresia

s cdr .
a’b” =drx 4 dz + p  Prin urmare

i

+1
”/" dz , 5 dz , P—F
@b P, PR S el 7 Y

cw + :

F—p P P—FY
sau S — :( - ) d1+E0

w 0]
o P :
Daci punem F,=F—p;: P,=P—p; ¢ :H—w obtinem :

F, d:  P,—F peF peF
1 1 1 LB 9Ty
—L = L~ asemenea 2=: il

N0) dx+ E Q Yde ~ fdr
Prin urmare n’avem de cat si inlocuim in equatiunea 3 (de
la pag. 36 No. precedent) ca s'avem equatiunea in cazul ce ne preo-

cupa ; asa dar
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n v\, .r\';;l
F--p=""1-1Ae¢ Be
INI
| g ~ 3 4
'm X \my x\my
= \,/ L (A ¢ —- Be

f . L P—p TR (i
mn carl n, _?JFT‘.I—J"‘: !i (13+cu3+m}
Rezulta ca toate equatiunile stabilite pentru cazul cand nu

avem eforturi initiale, sunt aplicabile cu conditie de a inlocui F prin
F—p P prin P—p, si coeficientul de elasticitate al ferului e prin

r-l—l('). ( De alt-fel putem lna in loc de < - P tot ¢, cici termenul
p \ ®

P e neglijabil langa e. \
/

(O]
Aplicatie. Avem o bari de fer supusi la o tensiune p si tur-
nam beton in jurnl ei mentinind tensiumea p. Dupa ce betonul a
ficut complect prizi lasim capetele barei libere de efortul p. Sa se
determine eforturile interioare in beton si fer precum si aderenta in
fie-ce punct al bare
Luam formulele de la aplicatia 3-a si inlocuim F ean F—p, P

V

cn P—p si neglijand linga ¢, obtinem:
(0]

, ., sinka—-sinkz’
et e inka—-sinkz

Smha
ke cog ke — o8 ko
a= f,"< e
/ sinka
(0]
in care f,=(P—p ]
ae hh= (o) S TRD

fy, = B =y =1

si facem P=0 ciiei bara fiind lisatid liberi nu e supusi la nici un
efort exterior, obtinem ast-fel :

. EQ [1 éin/rx—{—éiukx’_]

=P ——F -
P wITED sin fea

acesta e si efortul de compresiune in beton in felurite sectinni.
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Dacit am fi aplicat teoria veche am fi gisit F=p- =
=) 1O
ew -+ EQ

care se deduce din formula noastra facind a =: cc.

O bara ast-fel construita are proprietatea foarte importanta ci
filnd supusa la o tensiune care si fie mai mici sau cel mult egali
cu p, betonul este supus totdeauna la compresinne.

Se realizeazd ast-fel bare de beton armat care desi supuse la
tensiune, betonul e totusi comprimat si aceasta fara a fi necesar de a
mari catusi de putin sectiunea ferului.

Acest principiu il voi generaliza si utiliza mai in urma pentrao
realizarea a constructii de beton armat in cari si nu existe niel o
o portinne de heton supusii la tensiune.

Repartitia eforturilor in sectiunea betonului si determinarea
cceficientului .

Pand acum am admis c¢i sectinnea betonului riméane sensibil

plani si am insemnat cu I’ _efortul in beton“; F’ este de fapt suma
: g F : o
tuturor eforturilor efementare asa ci (- este o resistenti specifici

medie. Asemenea planul invariabil in beton nu existi de fap, cici
in realitate betonnl ia o suprafati curba iar planul admis de noi
este un plan dus la o distanti medie si sustitue ast-fel suprafata
curbi in mod destul de apropiat cici curbura e foarte putin pro-
nuntata in general.

Imi propun ca inainte de a trece la studiul flexiunei, sa ana-
lizez mai de aproape fenomenul lunecirei elastice a unei vegele de
fier in un solid de beton. Aceasti analizi va confirma prevederea
legei expuse in preliminarele acestui studiu si vaservila determinarea
coeficientului v intrebuintat in ealculele precedente.

Presupun o vergea de fier H L implantatia in unsolid de beton
de grosime /. Detasez din solidul de beton in jurul barei de fier o
coroanid de grosime dr la distanta ». Apoi cu doui plane OP; O(Q
ce trec prin axa fierului, limitez din aceasta coroani o prizmi cu haza
RO QP

Fie T efortul aplicat barei de fier i pe care o presnpuncm
destul de scurti.
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Insemnez cu p presiunea unitari pe beton in jurul barei de
fier. Suprafata cilindrici A D A’D’ limiteaza o portiune de beton in
care e coprinsi bara de fier.

T

\

\

AR e i s

=l

78 PRI /7 e v
’ :

S
3

M

SNINENN

Pentru ca aceastd portinne si fie in echilibru, trebue si se des-
volte pe suprafata cilindrica o forti tangentiala in directia paralela
a fiernlui si egala cun

T— S' pX2ardr deci pe unitate de suprafati

8 = - - ! fiind lungimea [irnlui

Si izolam prizma elementari A B CD. Acest element sub influenta
efortului unitar s se va deforma: suprafata A, D, vine in AD asa ci

G AA

AR s. (G fiind coeficientul de elasticitate la forfecare a be-

tonului. Insi 45 =tga

AB
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Daca numim cu 2z ordonatele suprafetei betonului dupi defor-

(l,;
mare, vom avea: fg o= asa dar

dr
T‘ D) I y . .
3 — 2w\ prd
(»}l < L Tl
S dr 2w lir
sau daci insemnam cu p, o presiune medie
o o
r" —7%
T—2np,——s— .
SO ¢ 2 0
dz _ 71_')‘__ T pyr (M —ry)
dr 2nlGr 2nlGr

aceasta cu conditie ca p si nu difere mult in diferitele puncte ale
betonului.

T si py= (r$ —73) in care », este raza extremi a barei de beton,
nu sunt alt-ceva de cat variatiunile AF si —A F’ ale efortului in fier
si beton si de oare-ce F—+ F'=P =constant, AF - AF’ =o0;asa dar:

_ g Leia i
T =p,m (12 —2) de aci

I]W
Po=—5 o §i inlocuind avem
w1 — 7%
2 L2 2 L2
dz T 1(1 7 ——)o)_ T ’1—'
P72l s M A et T ) el (57 T3 A il
dr 2%nlG r A 27l (75— 13)
dz T [ st 1 r ]
sau = ——a——
) 2 2 ST
dr  2%=lG B 5

Dacd lndm ca axa a absciselor XX’ s1 integriam, obtinem:

2 2 2
P _T_ 5117 L ! . -3 L _,,TL
2nlG | 72 22" 7, 202 ... )

Sia determindm distanta medie a unui plan cu care si putem
inlocui suprafata curbi niscutda prin revolutia curbei 2, adici:

”y

S 2nradr

T 2z, fiind distanta acestui plan de la sec-
w("1—"0) ;

tinnea fierului.

<m

Daca inlocuim 2z prin valoarea sa si integram obtinem
2 2 g
oegT T‘[ "J)'L'_Eﬁg-roz
=
"T2mlG L\ 2 — 72 ro  4(r2—ry?)
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Daca punem k 7

L)

} —=p avem

i D '5"'5—1
'""4..10“ )L" 2(8—1)

Indentificind aceasti expresie cu aceeagi valoare a lui z,, dati
in preliminarele acestui studiu, obtinem: -

e L ) il —'1]
~vrv—7-]—4 [ __1 Ll ‘)(lJ_l)
TR O Al | Lt
de unde y— 4 :(’;[(‘; - ) bp— 2(p— 1)]

r " o . 4

raportul ~ ' nu trebue si fie prea mare cici atunci formula nu mai
rﬂ

este aplicabili, de oare-ce cfortul unitar in beton p diferd prea mult

de la un punct la altul.

Din teoria elasticititel se stie ci G_‘)( + 1 E, E fiind coefi-

cientul de elasticitate jar ¢ un numir care pentru materialele izo-
trope e coprins intre 3 gi 4. Valoarea medie a lui G este prin urmare

G=0.388 E vedem dar ca

N . y r
in care / e un coeficient ce depinde de '

. __FA_)? 3|5~1]
l'_(iﬂ-—l BT

, ; Ja 1y I8
Am caleulat aci valoarea lui % peutru diferite raporturi —*

o

| |
] 18 | 20
| i

L 21 3 b6 12

7y

‘ [ [
71 8] 9|10
B Lol o -

S o :
le=0,131 ‘0 234'0 328 0 398'0 465 IO, ‘0 067'0 615 0 660"0,73110 796{0 848/0 90..‘ 940
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Distributia eforturilor in beton se poate acum calcula dupia cum
urmeaza:

Fie MN un element de beton la distanta » de axul ferului.
Lungimea ferului @ # dupi deformare devine d (1 —]—c}i‘)), F fiind

efortul in fer. Daca 5 represinti efortul unitar in elementul de be-
ton la distanta » vom avea :

(-—dx(l—} co) +dz:—dax i :F ds)F
e < gD )

ew vy,
y \ T .2 » ro2—p 2
Noi am gisit insi z==— [ 3 e L i)
5 2l G Ly 2= vy 2 (121 ?)

In cazul nostru T=F —(F+4d F)=—dF iarl=dx asadar

sudBe Go firv e 3o buabit® o
dz2nG Lror2 "y, 2@ -r ")

Prin urmare

ik EF “E [ e L =g d*F *)
ew; 27G Lr2—r2 " r, 20t —n?l dat
Insd equatiunea (2) (de la pag. 36 No. precedent) ne di
a:F

T AL F—n=m{l —7%)

. . ,.l 9 >
#) Ca verificare a acestei formule trehue caS s 2w rdrsifie egalicu efortul
Ty

A ' . . A ,.l
total in beton. Calculul nu e greu de ficut si se obtine in adevir S a2nrdr—P—I
To

adicd tocmai efortul total in beton.
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Asa ci efortul in betonul imediat in contact cu ferul este (fa-
cem r=r,) 3

EF

6(1)

—_

Y0 =

iar la periferia barei de beton (facem »=1))

EF E r2 r
o= — = (MF—n)—— [ — 2L —i—-v de oare-ce insh
2nG

€w A, AL

r,2
21— diferd putin de unitate cand —- e ceva mal mare, avem
e P

destul de apropiat: 5 =g

EF (mF—n)E(L "% _)‘

A -
4

E . R . . o : -
Cum este aproximativ .~ si G=0388 E, avem in definitiv
(A

10
F o s By 2
e =01 —041im(F —-_7)( L —=—05
® 7,

Se vede din aceastia fotmula ca daca F > f, efortul in beton
la periferie este mai mic de cat in jurul ferului ; daci F <7 f efor-
tul la periferia betonului e mai mare ca in jurul ferului. Aceste
rezultate au fost deja confirmate prin experienta.

Asa spre exemplu la aplicaﬁa 2-a F = /+f’ 1 l»:r’ diferenta
I' — /" este positivi prin urmare efortul la periferia sectlunei de be-
ton este mai mic ca in jurul fierului.

- : k kx
La aplicatia 4-a = f— Qm xftéL“ . diferenta F— f
este negativa, efortul in periferia betonului este mai mare ca in
jurul ferului. ‘ X
In cazul cind F=/ efortul unitar in beton este constant pe
toata sectiunea betonului.

Flexiune simpla.

Pani acum am studiat cate-va cazuri de bare armate supuse
la tensiune sau compresiune. Subiectul e departe de a fi epuizat dar
intentiunea mea este mai mult ca prin cate-va chestiuni tratate cu

oare cari detalii si arit calea de urmat in cazuri analoage.
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Voi trece dar la studiul flexiunei si voi analiza un caz care
se intalneste adese-ori in practici. Aleg acest caz cici din punt de
vedere analitic da nastere la calcule simple si se poate usor face
comparatie cu vechea teorie.

Presupunem ca avem o grinda dreapti cu sectiune in T si-
metricid in raport cu o axa verticala. Sectiunea este aceeasi pe toata
lungimea grindei si destul de inalti ca axa neuntrd si cada pe inima.

. . ' S,

Fie P R, P, R, doud sectiuni transversale la distanta d x. Dupa
deformare sub actiunea unui moment pozitiv M. sectiunile P R. P, R,
se inclini deformandu-se si ele. Acestor sectiuni detormate putem
substitui doud plane ce fac intre ele un unghin ¢.

Aducem apoi planul ce substitue suprafata deformata PR sa
coincidd cu pozitia sa primitivi PR, iar planul ce substitue supra-
fata deformata P, R, va veni in pozitia P, R, urmele PR si P, R,
avand intre ele unghiul .

Linia de intersectie a acestor 2 plane este axa neutri si se
proecteazi in O si toatd sectiunea grindei d’asupra ei este comprimata
lar dedesubt intinsa.

Capetele ferului a b se vor giasi dupa deformare in puntele «,

: x dz
si b, la distantelea a, =2, b b,=2+ - d .

dx
Sectiunea grindei o alegem asa ca dreptunghiul A B CF si fie
~ relativ mare iar inima destul de subtire. In aceste conditii efortul
de tensiune va fi luat aproape numai de fer; pe deoparte pentru ca
inima e subtire si pe de alta pentru-cii rezistenta la tensiune a
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betonului e relativ mieit *). Asemenea in portiunea comprimati
‘hasurata pe figuri) putem neglija compresiunea pe portiunea ED HI
pentru ci este micd langi dreptunghinl ABCF si pentru ca fiind
aproape de axa neutri compresinnea pe dansa e relativ mica.

Daci insemnim cu F efortul in fer si o sectiunea ferului vom avea

F_, ab—da _ bltefds -z _ bb4dz

) dxr dx dx
dirtsbib! h—y, . ; s ' e
Insi —— = - “" 51 daeid 5 reprezinta presiunea specifici a
) 5
P, P, Yo
betonului in fibra extrema P, P, vom avea
o g
I == 5 prin urmare
dx
h—y, 5 .
b =-—%2 a2 iar
Yo E
I

7_'5 — Yo
’(E 4 +dr) M

Fie 5, presiunea specifici in sectiunea comprimata la distanta
y de axa neutrd. Coeficientul de elasticitate al betonului la com-
presiune este aproape constant asa ci exprimand ca presiunile sung
proportionale en lungimile obtinem :

O Y

S Yo
Numind cu P rezultanta compresiunei pe dreptunghiul ABCF

vOom avea P SI’OG,/ l} d //_ »J]{ S de_ P/b [/0 Xil Jl (2)
s Yo o

" ./0 Ly

Fie y, depirtarea de la axa neutri la centrul de aplicatie al

Jobody

rezultantei P Yo="Tr— _— g
S s, bdy Yo— Y%

U1

*) Totugi nu trebue sii se creadd cii acest beton fiind supus la lungiri
mari va cripa tot-deauna D-1 Considére a demonstrat prin o serie de esperiente
devenite celebre ci ,betonul armat“ este plastic gi diferi cu totul in proprie-
tatile sale mecanice de betonul ordinar,
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2 Yo — '/1

2 PY
5 !/n_’ !/1
ferului iar A departarea dela axa ferului la marginea de sus a grindei.

Din aceasti relatie deducem tinand seami ci y, =y, —a

asa cid v=h — y,4- v fiind departarea de la P la axa

3ah—2a®—3av 3
YUn—=—= > F - .
Yo 6h---3a—6v %)
din (2} obtinem
2Py,
o=
ab(2y,—a)
st inlocuind in (1)
F 2P (h —y,) +¢l:

dx

o Eab2y,—a)

(4)

Si luim momentele tutulor fortelor in raport cu puntul unde
strabate armitura de fer, vom avea simplu

Pv=M
Proectand pe orizontala toate fortele avem
P=F

Tinand cont de aceste 2 relatiuni si de (3) obtinem :
h—y, _ 3v(2h-a)=6h(h—a)—2az
2yy—a a2

= ”1_ [5 -:I\?I—(“_)h ~a)—6 //(/4—(1,)—211.2]
dz _pd2F

171 . ap .
Daca punem A — 5 = H;Q=a b= > o8 (pag. 36 No. pre-

cedent) equatia (4) devine

d°F / 1 )] 7 12M H'
dz2 +E9<1+ +;LF£.’.H a

2
Aceasta equatle se poate simplifica neglijaind 1 langa 12 (I;I)

ceea ce putem face, cici daci am avea spre exemplu H =3aq,
12X 32=98 §i eroarea ce am face e cam 19/,. Insd coeficientul de
clasticitate E este cunoscut in genere cu o eroare relativi mult maj
mare aga cd eroarea ce facem de 19/, devine neglijabila.
il : 02 ba’ 1
Insemnand cantitatea Q o= 19 Y Q,

obtinem

d2F /( 4 )'I‘/ -M ! 1h
da? ew ' EQ EQp 1
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E de remarcat analogia acestei equatiuni cu cea obtinuta la
barele iutinse si comprimate. Siugura diferentd este in faptul ca M
este variabil cu z, iar semnificarea lui Q, alta.

Sa punem

L 1
m =" —
It k cw cSZ,

== t/‘,,
pEQ H
Equatia devine ast-fel

dF

porm F-+»M=0 ()

Daci luam o variabilia auxiliara U ast-fel ca:

U=mmF—rM)—» %—JI\;-
deducem tinind sama de (D)
d*U d*M
7 mU—1 S

prin urmare daci M este un polinom de gradul al 3-lea ceea ce in
practica se intampla foarte des

d*U : ) { b
=5 =an) U si solutiunea acestei equatiuni este
dx* '

U=C,e*¥» L-C,—*V aga dar
r 1 d M z \m —aYm
F=— M4 ——— +C, e +4CY e
si’inlocuim exponentialele in functie de Sin si o3 si punem \m =l
ast-fel ehs = o5 ke 8inkx
e = cod ko — din kx
expresia lui F devine

r r dM
F:~M-{—mzd - Aginkz 4 Beog bz

m

; 1dF _ 1[rdM 1dM
iar zm-‘/‘zlvx—\z[;ﬂ-da_ o dx,"l-k(Aco»‘ku’v—l‘B mk"‘)]
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PP este alt-ceva de cat puterea tidetoare () in sectiunca consi-
z

d>M__dQ

derata iar T T este inecarcarea pe metru curent. Sa in-
axr X

dp

semnam
dax

—=¢ si formalele devin in definitiv
#

R m L= ‘,:,'2 p+ Aginka - Bos ke (S)
1

y r
= e I e 03 /i 1 o s
y ['m Q +m'2 9+ (Aco /ac—}—Bémlx)] (9)

Este interesant de a compara aceste formule cu cele ce am
obtine aplicind teoria veche care admite ci ferul nrmireste exact
betonul. Pentru aceasta n’avem de cat sa facem in formula (1) 2=0

o

2

. g ’ (
ceia ce revine la a face in formula (5) i
oxr=

-=0: obtinem ast-fel:

1 dF _ »
% da, i
prin urmare obtinem numai primii termeni ai formulelor noastre (8)
al (9);
Aplicatia 1. Presupunem ci avem o grinda simplu rezemata
actionatd in centru cu o forti P si ne propunem a studia efortul in
fer in felnrite sectiuni. Ferul este terminat fari ancoraje.

P
i ! | :
t
! 1% K |
| - ! . |
| ! : ? ZZZ
| e : | |
‘ I ! i
o T &
| : 1 4 L i
<~ — L — . X — - —->‘l
| |
cirl gobigiead e s, el ol i Loy )
= 2 x 2 -
l ; |
! ' |
A ~ (l/
De la =0 panilax=—- vom avea
-
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Px P
M=—- Q=
jar in a dona jumitate a grindei
Pla— » >
M= E’T@ Qz_-%

Prin urmare in prima jumitate efortul in fer este (vezi formu-
lele generale (8) (9).
et P .
F= = 5 1 A sinkx 4 B o3 kx
lar iu a 2-a jumatate
r P(a—=) .
M= =it i ‘)——)—+A sinkx—+B s ke
Insi pentrn z=o0 avem F=o ciici ferul nu e ancorat. Asemenea
pentrn z=a F'=o. Formulele de mai sus dau ficind x=0; F=o

iar in a 2-a z=a; F'=o0

B= 0
Asinka—+ Beos ka=o  deci
A = B =0
prin urmare
r ; ‘ —2
o TEBN il Pla—2)
m 2 m 2
r P : Al
o= 5 o = —
Lmo Z ym 2

adica efortul in fer si aderenta sunt egale cu cele calculate prin
teoria veche.

Aplicatia 2-a Acelasi caz ca la aplicatia 1-a insa ferul este ancorat
la capete.

Ferul fiind ancorat la extremititi, acolo aderenta va fi nula deci
pentru z=o0 si z=a a=o.

P
Y
| |
| |
i |
| |
| |
i | H
A ! i , A
TR A .r-»__l._..._-;..-__a: ___________ >l
Ll N, ok wend B gt oy Mgk g oo s
2 ! 2. T L el

| i
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In prima jumitate 2= i [7:1 Ij —+ k& (A c08 kz -+ B sin /.u")]

pentru r=o0 avem dar

iy P
0 = — kA
% m 2 i
P
asa dar A=— T
d: sg P e
In a doua jumitate Q = — - deci ficand r =«
) 7 AP w :
o —+ % (A co8 ke 4 B 8in ka)

de unde
B rP 14-codka
2ml 3in ka
Inlocuind dar A si B in expresia generalda a lui I (formula 8)
st punand #’=a-—x obtinem
0% lc( g — .r)—

- [x_{_co»/.x—{—conlx] I . \ 2

— - x —— -
“2m kginka 2m i 8i ka |
P 8in,

4
i g b h g e Lot B, , éin(_) ——x)-
¥P [+alllﬁ.l.—»lnﬁi]_ »P 1 2

~ 2my &n ka T 2my . ka

Se vede din acele formule c¢i aderenta creste spre mijlocul grin-

1 P ; 2 .
zei unde are valoarea - pe care i-o asumi vechea teorie. La ca-
2my,

pete aderenta e nuld insi efortul in fer nu e nul ei are valoarea

P I8 g ;
g = ‘;ml' cotg _)“. Ancorajul trebue dar sa poatia Iuna acest efort
\_4 (2 —

fira sia se rupid sau s striveasci betonul.
Efectul ancorajelor este dar de a mari efortul in fer pe toata
lungimea grindei si de a micsora aderenta ferului de la centru spre
1

tremitati. Efortul maximum in fer este mirit in raportul 1 4 7« b ka
——— e
5) 9
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Se vede de aci ca pentru aceiasi sectiune de grindia cu cat deschi-
derea @ e mal mare cu atat ancorajele influenteaza mai putin asupra
efortulul maximum din fer.

Aplicatia 3-a. Presupunem ci grinda noastra este incircata cu
o inciircare p pe metru curent iar ferul e terminat fird carlige la

capete.
In cazul unei incirciri uniforme avem pentrun expresia momen-
i pxx 4 .
tulai M = =~ . Asa dar formula generald (8) devine pentru a-
cest caz: .
/
2 NTT rp !
F="1 - lo—}— A sinkax -4 Bcos kx
m 2 m2
Ferul nefiind ancorat vom avea pentru z=0 §1 x=a, F=0
. rp
prin urmare o=—"fn+

= :){;—I— A &in ka - B co8 ka
re
me

__rp (1—cod ka)
m2  8inka

de aci deducem B= —

Inlocuind in formula generali obtinem

_rpzxa’ + r p 1 8in ka — 3in kex c08 ka - co08 ka sin ]‘l)
— 2m ginka
si simplificand £
rpxx’ | rp ' WA, (2 )
Wy i o
3 2m +m?

| CDB ~2~* J
rpk 8in kf'—l;E
& s

a
m2Cog
s

Se vede din aceste formule ci efortul in fer si aderenta sunt

mai mari de cat cele calculate pe teoria obicinuiti azi.
https://biblioteca-digitala.ro
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Maximum efortului in fer are loec pentru a=o0 adici pentru
r=x' ceia ce corespunde mijlocului grindei. Valoarea acestui efort

este
r paz  rp | 1 \
max — ~a i 1 R B
Fone m 8 +m2 ka
c03

Aderenta maximi e la extremitati si are ca valoare

L rp— +)p/x i ka 'l
v Lm 2 m2 99 i
Presupunem iardsi o inecarcare uniforma, insa

ZLnar =

Aplicatia  4-a.
si fie ancorat la ambele extremititi.
Avem formulele generale

’I’M—l—?;ﬁ—kt\ sin kw - B cos ka

2m

ferul

1 [7'1) (0 4 (A cos B gin & ")]

Din causa ancorajelor aderenta la extremititile fernlui este nula

$1 avem pentru x==o0 si #’=0, a=0. Deducem dar

__rpa
EA
T 2m +
F I o :)f(z_l_/. (A co8 ka—+B sin ko)
de aci
1]m
A= 2 mk
% ]L . . X 4 .
B=— ;f:z%( amcjfa a_) si iulocuind in epresia lui F
Obtinem in definitiv
v
v ws ke 95
_rpax’ | rp 1+/.'up o
“2m " ome2 2 Bink—“
: 2
’V._
Ao Bink—;-
= rp ot g § e k';
2rhv Sin"n-
g
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Efortul in fer este dar mai mare de cit cel calculat prin teoria
obisnuita si valoarei sa maximi sau minimi este pentru o =0 adica
pentru =’ punt ce corespunde mijlocnlni grindei. In acest punt

ka ™\
= ’f]’”ﬂ_}_f}{ L. iy
" om R me ka

sin-y,

Insi aderenta mai este nuld pentru # =0 si 2’ =0 adica la
capetele grindei. In puntele aceste avem

ka
N p P 2
I'_m‘l S ka

Pentru ca sa Jvedem acum daci F, si F, sunt maxime sau
minime si luam derivata 2-a a lui I care este

2 r—ax _|
c0dkh-—5—
d:F  rp| ka 2 1
de2™ m] 2 . ka
$in—-
Pentru » = 2’
ka
(d*F rp 2
s —— — 1
dx2),  m . ka
35
< g Cka . ka : ’
Prin urmare F, este un maximum daci - <9m§ ori aceasti

conditie este implinita cici desvoltand in serie 8iny avem pentrun y >0

A - Y
y(“‘zlny—:i—{—iﬁ:{)if—{_ o0y

. -

Asa dar F, este un maximum totdeauna.
Pentru =0 sau 2’=0 avem

ka
(‘if_)_l‘:") s "I’ - 2 1
daz2's  m ka
a0,
~ ] >
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ka ka P L M
Asa dar daci - >tg5> F, este un minimum, aceasti condifie
- -

este implinitia caci

tgy <y

: o J 0

’ am 'E):
A=— arc (o3

. ka

9

-

Se poate arita ci intre extremitatea si mijlocul grindel  e-
fortul numai trece prin alte maxime si minime cici ar trebui pentru
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aceasta ca aderenta sa se mai anuleze odata, aderenta insi e pro-
portionald cu produsul

¥r—zx a

'—x "2 )

3in & = - Pk
2 . T — =
8in Ic——g— émkg

Acesta e compus din 2 factori cari nu se gpot anule de cat
o dati fie-care pentru valori reale ale diferentei ' —x. Deci produsul
nu se poate anula de cat pentru # =2’ si pentru '—x = + a ceea
ce am giasit i mail sus.

Interesant este si cazul cind am face ancorajul numai la o
extremitate a ferului, cealalti rimanind neancorati.

In acest caz maximum efortului in fer numai este la mijlocul
grindei ci intr'alt punct. Analiza nu e greu de facut cici n’avem de
cat si urmidm calea generalia intrebuintati in exemplele precedente.
Asa spre exemplu pentru a determina constantele A si B vom scrie
z=o0 pentrn extremitatea unde e ancorajul, ear pentru cellalt cap
vom serie F=o si obtinem 2 equatiuni cari permit determinarea lui
A si B, .

Discutia acestni caz prezinti interes analitic dar ma voi dis-
pensa de a o mai face cici in practici nu se fac grinzi nesimetrice
pentru ineirciri simetrice.

Aplicatia 6-a. Presupunem ci grinda noastri e act,ionat& de
un sistem de sarcini ce produc momentul M in o sectiune dati ear
ferul se termind ancorat in punctele cu abscisele z,, z,

Formulele generale sunt

b >
f=—MJ}—; ain k: 8l
I\ = M—}-m2p—|—A in ,v—{—Bco.n %

ﬁl

Q_|_ ﬂq-}-x(Acoékx—[—Bémlx,)]

Din cauza ancorajelor pentrn x =2, 1 =2z, vom avea & =0
asa dar

r r .
= Q, -{—97291 —+k(Acoskx, +Bsinkx,)=0

0, +% g, - 1(A o8 ke 2, - Binkx,) =0
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dacii punem G, :;1 A +
c.-"q A r
'l= " B3 (0
TR L
s f 1 C, éin/.:;z't_,ng_éin ka,
: ST kocodka, sinka, —8inkx, codk x,
B 1 C,co8kx, —C, cod k

k coska, 8inkx, — sk, co k,

s1 inlocuind in expresia lui F

F=!M+ "o+

1 IC s kx, —C,co8kx,)c08kax—(C,8inkar,—C,sinkz, ) dinkx
k 08k, &inka, — &in ke, LOQ’A L

si simplificind

F="M4

¥ P C, co8k (w —ax,)—C, o8k (e —a,)

m m2t ! ik (z, — )
iar g - [ Ot " g Cisink(a; —2)+C, Sink (@ —)
7 Lm m2 sin k (x,—a,)

Aplicatia 2-a si 4-a sunt cazuri particulara ale acesteia si pu-
tem verifica formulele gisite ficand z, =0 z, = «.

Se vede din aceste ultime formule ci dacid ferul e terminat cu
carlige, efortul in fer este mai mare de cit cel ce am obtine cal-
culandu-1 cu teoria veche.

Aplicatia 6-a. Acelasi caz ca si la aplicatia 5-a insia fernl e
terminat fira ancoraje.

Daca facem in expresia generalda a lui F, x=ur,, r=x, si e-
galam cu zero obtinem :

= ’Il~{— pl-{—A%m/.r,—Jf—Bcn”l. @, =0

m
’”

~M2+~”:;_, Py - Aginka, +Beoshkr, =0

m
punand si aci

m ’+ "P'

.

o
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)

P
—M, +m2 py=D,

m

obtinem F=_M4__ p— D, sink(zy— x)+4D,8ink(z—w,)
i T om m2 sink(x,—ux,)

. )1([1 0_‘_”:' il D, cos & (x, — o) — D, cod k(2 — ) ']

m " gink (x, —a,)

In formulele de mai sus si nu se confunde coeficientul v din
o T 1
expresia lui m=" (- .
P 0 \l'h)+I‘,(..)|
comprimate, cici in cazul grinzilor supuse la flexiune are alta va-
loare. Despre aceasta voi trata in numirul viitor.

) cu cel stabilit la piesele intinse sau

(Va urma)

Gogu Constantinescu

Inginer
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