
Studiu asupra betonului armat 
( "rmarc) 

• l plicaţia :l-rt. 'ă pr u1 unem că av m tot o bară c.le beton cn 
o tij, d f r în mijloc .; i ă f rtul el tra ţiun . an Ofl'tpre~iun 

aplicc·t a m n a numai tij i cu ajutoru l unui â rli <T1 în ă în loc ca 
tija ă · ' t rmine impiu în beton, ă aibă un di po itiv la capăt 
care ă nu p rmită xtremităţe i B a fo rnlui vre-o mi .,car relativi'i 
cu I tonul. .\ ._a pr xem plu e poate îndoi în un ?" hin dr pt capă­
tul v rg i au ă fi • în.;urupat în o placă te. u alte ·nvinte x­
tr mib.1tea B &ă fie rmcorntă în beton. 

: I 
~------- a - -----~,! 
I I I 
~-- :r --x--- - -x --- >' 

Ast-f l fiind: ·fortul ferului în sectiunea va fi gal u P , 
rn a în ctiunea B nu va fi nul ·i finit. 

' 
Pe de altă parte în secţ iunea aderenţa tij e i va fi nnlii căci 

d pia area relativă a feru lui faţă de beton est o împodecată l' an coraj. 
Prin urm are pent ru x= O, F=P şi pentru x =n Cl=O. 
Introducftnd acest ea in expre iuni le general . al lui F ~ i ix ( ta­

l ilite în numărnl precedent al bulet inu lui ) obţinem 

P =~+A +- B 
1ll 
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, 
Pii ~ trând n o taţ i u nil e exemplul ui precedent , ac te două qua-

ţinni dau : 

înlocuind în expresii le ge nera le a le lu i F „i a obţin m în de rini ti ,- : 

co~ kx' 
co '3 kci 

~i 11 l"x' 
co~ ka 

aderenţa crc~tr cu cât n apropiem de o ri o- i nă „ i in pun ctul A ar 
1. f 

valoarea a 0 = - -· - tg ka. 
"/. .. 

Dacrt a acra tă expres! e reduce la 

F = .f +I' e "·' 
adică aceiaş i ca ~ i cii nd ancorajul n'ar xi ta . P rin 1:irmare dacă t iga 
e~ t im plântată pe o lungime destul da marc, a ncorajul nnmai in­
tl uentează distributi a eforturilor în mod sensibil. 

' ' 
\ aloarea efortului în fer în ecţinn ea B o obţinem făcîrnd in 

formn la (5j x' = o 

f' 
F1 - f+ - ·-

- . Cll~ !.·a 

Urm eaz~t cl ar că ancoraju l e supus la ace t efort şi trebue să-i 

rezist e. Aşa pre exemplu dacă an coraj ul co n stă dir, un inO'ur cârlig 
îndoit la 9Qo cârligul va fi supus la î n d oitură unui moment aproxi-

m ativ egal cu F 1 {-: a.,a că pentru ca el ă nu se rupă în această 
secţiune trebue ca: 

h este în ălţim ea cârl igului, w secţiun ea ferulu i la î n f.lo i tură: 'vV mo­
d ulul d re zi sfcntă a l sect innei fe rului, Rr resi tenta admi i bi l ă în for. 

, ~ J ' 

P entru o t ig circ ulară s implu îndoită, avem aproximativ: 

d fiin d di ametru l barei. 

R 
_ F

1
l1 

i~b cb 
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Pentrn Rf convine a nu e lua mai mnlt de 300-±00 ka/ cm 2 

aYân<l în vedere ,ft ace te cârlige de e-ori su nt făcăte la rece ., i a t­
fel în conditii ·irntin favorabile r i tent i. 

' ' ' 
Trehu verificat apoi dacă ub influenţa fortului F1 nn um-

\a b t nul nu te trivit ci A ] ' d' • R - F, lJ A • car 1g a 1ca ·b ~ hd ' ·' b mseamna re-

::; i t nţa la : trivir a b t nului . A menea p ntru Rb tr bue :;;ă. luăm 

un cfi ient de igurantă mai mar ăci repartizarea efortului nu e 
rI•l'ur ' unif rmă . 

plica(ia .'J-a. Tija · te tra ă d am beie cap •te. 

A1 
·:,:: :~.:,'. ·,. "·. : ' . : : : : , '.. ; .-: . . , . ' . , ' , „ .. : ... . : : . ~ B :'.: ::: :·."_.·:„:.„.·. ·. :.: ·: ·. ·.'·:· .. ·_ .. '.'· ··.„ '• „: 

~~~~~;......~...;.......;...~...;_~;_.......;..;.~~....;...~~~-+-~~-1 

.• '·„" ~···.: : ~:: ~ ~->::._'/,·' :_:·.„·.:~ ~~„„ :~:: ~.' :.·· :„.„.~;;: ',· „ :~·_: ··~·: ~ 
I 
I 
l<'·- - - - ------------ ·<L ------- - - - - - -- -> 
< ----~ ------ ~- ------ X~ ----- --->' 

ln ac t az în ctiunil .;i B efortul în fer te egal n P. 
el i p ntru x=O F=P 

ţin em: 

d duc m 

iar 

x=a I~ =P. Inl cu ind în xpre ia ge n rală a lui F olJ-

PI+ +B 
p j + d'" +Be-kr1 

Y ka _ 1 
= f e__::;„„ - e"" 

1- <f•a 
B=f e- ""- e"" 

F l+ f' sin k x.+ !5i11 l~ x'. 
!5m k a 

i Jr COS k X - COS k X' 

rx=f X !5in ka 

Ad renţa e nu lă la mijloc . i ere., te spre extr mităţi und o arc 
.A.aloarea 

f' k a.o=± ---­
X tg k a 
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Aplicaţia 4-a. ă t udi em cazul un ei tij e de fer de lun gime 
finită î n gropată în o b ară de beton de lungime n ed e fin i tă . 

<{:)i!~A:- :-: :;-_ : ··- · ··.-· <•- -> ·-)~- ·· -:__ ··· ::a····-·\ 
;<- - ---- - - --- ll- -------------- ->: 
I I I 
I.:-- --- - .1: -----x- -- - - --- .i ·----- - -'> 

Efortul în fe r la ambele capete : B ale t ij ei est nul prm 
urm are vom avea , pentr u x =O F=O „i p ntru x = a F = O. 

Inlocuind ca în apli caţ i i le precedente obţin em : 

F = - l 9in k X+ sin /.: x' 
f sin ka 

k COS k X - COS k X 1 

a= -f X . !. . , sm ;a 

aderenţa e nul ă. la mijloc ş i c reşt pre extre mitfLţ i . hi ar la extr -
mităţ i valoarea ad erenţei e te : 

I.· 1 - cos k lt 
ao= ±f - !. X sin ; a 

Efortul în fer e ;maximum la mij locul barei ş 1 ar ca valoare 

sin "(/, 
F„„,.r = / - 2 ./ ~ . I 2 -

~ 1111.: a 

Prin urmare efo rtul este totdeaun a mai mic de cât cel cal­
cul at cu vechea t eorie ş i tinde către f când ct t inde către infi nit. 

Aplica ţia 5-a. Presupunem că t ij a la un capăt este ancorată 

în beton , la cellalt capăt rămânând liberă . 

: I 
~ - -----------a - -------- -----~ I , I 

'<·---- X --· - - -x- ---- - ---- X - - ------,J 

In secţiunea A efortul în fer este zero ; în secţiun ea B aderenţa 
este nulă din cauza ancorajului . Prin urmare pentru x = O F = O ş i 
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pentru x=a x=O. Trmând ca la apli caţi ile precedente, determinăm 

on tantele A ş1 B în mod cwalog ., i obţinem în definitiv: 

F= ._1 c~s kx' 
j co:J k a 

- f li sin k x' 
o:- z. co~ k a 

Et~r ul în fer ere .. t dar de la , pre B .. i în 8 atin ge va-

loarea F1 =f- - f , . Ad r nta re., te d la B pre A ş i atinge în 
CO"" 1ift 

A val ar a: 
. !.· 1 

x 0 = f tg 1.:a 
Y. 

Aplica(ia fi-a . Tija e te ancorată la ambe! 

In ac t caz ad renţa t nulă în ecţiuni l 

p ntru .r= x = O „i p ntru x - ri x = 

extremităţi. 

A ., i B: aşa dar 

lnlocuind ace t r Jaţ.iuni în expr ia a n ral ă a aderenţei ob-

ţin m: 

.·," :-.· _„· • '„·.~.·,_ :< :::: :: .; ':>:::;. ,l:·:·,·,·,-. ,:.,' ':·„„::' :; '; ,· · ~::„·:ţ: ·.' :-„~->~ 
· .. A····"·····"··'· .· ·-. .. ··'·'·---: . . ·· ~ . )„ .,;_,·.-~ , · ·B···· · 

:·:··. <<·r: ~-: ~ : .-~-~ ... :.::; ·:::: : .::~:::::::_:; :·i :·~·{:·: :<.<<~~~~-:~~::.:~<-: .. :„?>:::Y / ~ ~ } _, 
~-------------a------------- -~---~ 
I , I 
'<----- a:-----x-----------x---------_,,.i 

d unde A= B=O iar 
F=f 

„Efo1"tul în fer este constant pe toată l'ltngimea ba1·ei şi eg(/l cu 
cel calculat prin teoria veche" . 

Cele 2 an ~oraje se vo r calcula dar la efortul j. 

Eforturi iniţiale. 

'ă ne închipu im că avem o tije el e fer întinsă (sau compri­

mată) cu un efort p . Betonăm această tije ~ i lăsăm betonul să facă 
complect priză, apoi upun em si. t ernul la un efort P. 
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are va fi di , tributia fortnril r 1n f r ş 1 beton ' Ub acţiun a 

efortului P ? 

Fi b o ce a cc elementul de fer ba ar d v ni clacă fierul n ar 
fi spus la nici un efort: vom avea după notaţiunii preced nte 

ba-bo p 
e - = 

bo w 

rt" b" - -bo F 
Pc de al tă parte c -- --- deducem clin ac P. tea 

bo w 

• n" //' 

ab 

F -+- 1 
ew · 

P+ 1 
cw 

Io ă la pag. 35 ~o . precedent al bu letinului am gă it expre ia 

a"b" = dx + dz + a ; x prin urmare 

sau 

n," // ' 
F + 1 
ew 

ab 
i+ dz + -;; = 1 + dz + P-_ F 

dx · E dx E Q 

F ... p = ( c + ~~) ( dz P-F) 
"" \.U \ dx + E Q 

F, dz P1 -F1 µ oF ~loB\ 
e

1
w = dx + - E ~2 a emenea z = X dx = X dx 

Pr in urm are n'avem de cât să 1nlocuim în equaţiunea 3 (de 
la pag. 36 No. precedent) ca s·avem equ aţiunea în cazul e ne preo­
cupă ; aşa dar 
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,. ,,, ... ,r;;;, 
F 

111 . t 

--- p = + ~\ e + B c 
1111 

1n _,. ,m, :r'"'' - ( ' I) 
o:= '/. 1 Ac -- Be 

în can 
X P-p I. ( 1 1 \ 

ni=~ E Q :111 1 = 11· p + ew+ E(J) 
ezultă ă toate 

av m f rturi iniţia l . 

F - p P prin - p. 

quaţiunil tal ilite pentru cazul când nu 

unt apli cal ilP cu con diţi e el a înlocui F prin 
oefl ci ntul ci la tic itat a l feru lui e prin 

D al -f I pu t m I ua în loc de (j + p tot e, căci t erm enu 1 
w 

/) e n alijabil lânaă r. 
(1) 

Aplicaţie . v m bară el fer upm;tL la o ten iu ne p şi tur-
năm bet n in jurnl i m nţinând ten ·iuooa p. După c betonul a 
fă ut mplect priză l ă~ăm ap t Ic bar i lil orc de fortul p . ă 

let rmi1w eforturi ! interioar in beton ._ i f0r pr cum „i aderenţa în 
fi -c punct al bar 1 

Luăm formul l el la apli aţia : -a .,i înl cu im F cu F- p, P 

cu I -p „ i neglijând p lfrno-ă P, obţin m : 
t•) 

si nk:.c+sin/.: ·' 
F- z) = /· +l ' - ' 

• 
1 

• 
1 5111 k a 

( ' (!) 

în care f 1 = (P-p) + E 0 eCJ) " --

f ;' = P-f1 - P 

., i facem P =O ăc i I ara fiind litsatrt lib ră nu o supusă la ni ci un 
efort ex terior: obţin em ast-fol : 

, EQ [ ~inkx +~i 11kx'J l1 =p --- - 1 - - -
c w + E ~~ !?Îll k rc 

ace ta. e ş 1 efortul d.(' compre iun o in b ton în fe lurite ectin ni . 
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EQ 
Dacă am fi aplicat teoria veche am fi găsit F- p - -- ew+EQ 

care se deduce din formula noa tra făcân d a --

0 bară a t-fel co n struită are propriet.atea foarte importantă că 
fii nd supu ă la o ten iune care să fie mai mică au cel mL1lt egală 

cu p l)etonul e te upus totdeauna la compresiune . 
e r alizertză ast-fel bare de beton armat care deşi supuse la 

te11siwze betonul e totuşi comprimat „ i acea ta fărrt a fi necesar de a 
mări câ.tu~i de puţin seeţiunea fernlui. 

Ace t prin cipiu îl voi generaliza ş i utiliza mai în urmă pentru 
realizarea a construcţii de beton armat în cari să nu cxi t e nici o 
o porţiun e el J eton upnsri la ten iun . 

Repartiţia eforturilor în secţiunea betonului şi determinarea 
coeficientului 1t . 

Până acum am admis că secţi•rnca betonului rămâne ensibi l 
pl ană şi am însemnat cu F' ,:efortul în beto n"· F' est ele fapt nma 

, F' 
tuturor efo rturilor f menb.re aşa că Q e te o re i tcnţă pec ifică 

medie. Asemenea planul invariabil în beton nu ex i tă de fap, crtei 
în realit ate betonu 1 ia o suprafaţă curbă iar plan ul admis de noi 
este un plan dus la o di stanţii medi e şi su tituc ast-fcl suprafaţa 

curbă in mod de tul de apropiat c~tei curbura e foarte puţin pro­
n unţată în general. 

lmi propun ca înainte d0 a trece la tudiul fl ex inn ei, să ana­
lizez mai de aproape fenomenu l lunecărei elastice a unei vegel de 
ller în un olicl de beton. Această analizri va confirma prevederea 
legei expu e în preli minarele acestui tudiu şi va servi la determinarea 
coeficient ulu i p. î ntrebuinţat în calculele precedente. 

Presu p un o vergea de fier H L împlântată în nn olid de beton 
ele groRime l. Deta.;ez d in sol!du l ele beton in jurul barei ele fi er o 
coroan ă de grosim e dr la d i stanţa r. Apoi cu două plane OP, O(~ 
ce trec prin axa fieru lui, li mitez d in acea tă. coroană o prizmă cu baza 
PQ Q' P'. 

Fie T efort ul apli cat barei de fie r ~ i pe care o pres11pu1wm 
<l estul de sc nr tă. 

https://biblioteca-digitala.ro



-J 

In emnez cu p presiun ea unitară pe beton în jurul barei el e 
fie r. upra faţa cilindri că AD A' D' limitează o porţiun e de beton în 
car c c prin ft 1 ara de fl er. 

--
_.-- -fo:iC­
. ·-Î ·-1-n-. p K3-;;/:-· -· - _ y_ 

~.--...:. "· .I,' - I'„ ctn 

A .----. 
A· ~·_:.-,-';':~ B 

·. : .·. 
:C-"ih· :.· 

Js ":-:./:_:~: 
_:· ;·:·_:.:·-: I 
. : : : ~: „„ .. c 

o ---

, 
- ·- x 

• „ - „ . 
•, --- ' o ::: ___ ______ \. __ _ 

. •' ·. „ .... „' : . - ·„:.·· 

P nt ru ca acea tă. p rţ.iun e . ă fi e în ec l1ilibru, t r buc rt e el -
volt p uprafaţa ilindri că o forţă tang nţial ă. în dir cţia paral elă 

a fi erului .. i egal ă ·u 

T - r > x 2 'itrdr d CI p unitat e de uprafaţă 

T- 27t \ "prdr 
s = L "

0 
- l fiind lungimea firului 

2 nrl 

'ă i zolăm prizrn a e lementară ABC D. cest el()mcht . ub inftu nţa 
efortului unitar s e rn deforma ·: suprafaţa A1 D 1 vine în AD a.;a că 

G A B = s. G fiind coeficientul de ela ticitat la forf care a be-

tonului. In ă. A~1 = t,r; a 
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Dacă numim cu ordonate] uprafetei betonu lui dupri lefor-
dz 

mare, vom a\ea : tg a = -d a. a dar 
r ' 

T - 2 T c· pr dr 
G~= J,.o 

dr 2 7t lr 
au dacă însemnăm cu p0 o pre mne 

r2 -r~ 
dz T- 2npo 2 

d1· 2n l G r 

m die 

T -- Po7t (r2_rg) 
27t l G r 

acea ta cu condiţîe ca p să nu difere mult în diferitele puncte ale 
betonului. 

T ş i 7J0 7t (ri - 1·6) în care r, e te raza extremă a barei de beton, 
nu sunt alt-ceva de cât variaţiunil e il F şi - il F' ale efortului în fier 
ş 1 beton ş i de oare-ce F + F' = P =constant, 1 F+ 1 F' =o ; aşa dar : 

T = Po 7t (r~ - r6) de aci 

T . . l . d Po - -_- .2- 2- ş1 rn ocmn avem 
, (1 1 - r 0) 

dz T 1 ( 1·
2 
-- 1·6) T 1·i - 1·2 

d1· = 2TilG 7 l - ri _ r~ = 27tlGr ( r~ - 1·6) 

sau dz T[ 11 1 r ] 
dr = 27tlG ri _ r6 · ---:;: - ri _ r~ 

Dacă lu ăm ca axă a absciselor XX' ş i integrăm, obtinem : 
' 

T [ ri r r2 _r6 ] 
z = 27tlG r~ _ r6 1 1~0 - 2 (r~ _ r6) 

Să determinăm distanţa medie a unui plan cu care să putem 
înlocui suprafaţa curbă născută prm revoluţ. i a curbei z, adică : 

~ ::
1

2m·zdr 
z - o 

m - - ( ,2- ."4-)' 7t 11 - ro 
z„, fiin d distanţa ace t ui plan de la sec-

ţiu nea fi erului. 

Dacă înlocuim z prin valoarea sa şi integrăm obţinem 

T [ ( 1·21 ) 2 1· 3r12-ro2 ] : 
z," = 2 7tlG r12_:_ro2 L ~-4(r12-ro2) . 

4 
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acă punem ( '.· J 2 

= ~ avem 
\.. 1 o / 

f( 1 )2 . 3 1~ - 1 J 
L ~-=--1 L 11- ~ ( 1-1) 

Indentificând acea tă xpre ie cu a eea. i valoare a lui z,,, dată 
în pr liminarele a tui tudiu, obţinem : 

IL T T [ ~ 2 
- 2 1 -- 1 J 

.:,,, = '/. 7 = 4 7t l ' . J - 1 L 2 ( 1 - 1) 

d nnd 

1· 
rap rtul 1 nu tr I u rl fi pr a mare căci atun i formula nu mai 

ro 
t · aplicabilrl c1 are-c fortul unitar în 1 ot n p diferă prea mult 

el la un punct la altul. 

Din t o:ia ela ti itrLţ i o ştie că 2 (~ ~ l )E' E fiind coefi-

c1 ntul d la ticitate iar ~ un număr care pentru uaterialele izo­
trop coprin intre 3 ş i 4. Valoar am di e a lui G t e prin urmare 

că 

it=/; X în caro /.· un oefici ent 
E 

r 
Clopind de 1 

ro 

[( 

J )2 3 j - 1] !.-- -- L I~-- -
- -- 1 2 ( 3 -- 1) 

Am calculat aci valoarea lui /; peutru diferito raporturi _!i_ 
ro 
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Distribuţia qforturilor în beton se poate acum calcula după cum 
urmează: 

Fie M un element de beton la di tanta 1· de axu l ferului. 
' 

Lungimea feru lui d x duprt deformare devine d ::r ( 1 + e:) ~ F fiind 

-efortul in fer . Dacă cr repre intă rfortul un itar în elementul de be­
ton la distanta. 1· vom avea : 

' 

d x (i -t- e~ ) +cZ,- d x / F d ) 
cr= - E=l- + E d x ew dx 

In cazul no tru T=F -(F +dF)=- dF iarl=d x aşadar 

dF 1 [ 1· 2 1· 1·2 r 2 J 
z = - d X 2 7t G -;-:-1 2~ro 2 L ro - 2 (r1 2 oro 2) 

Prin turnare 

EF E 
o = - - --

ew 2n G 

lnsă equaţi unea 

d2 F 
d x 2 =mF -n=m(F -f) 

*) Ca verificare a acestei formule treime ca \'\ 2 r.1 · dr să fie egală cu efortul J,.o 
\ /' 

-total în beton. Calculul nu e greu ~e făcut ş i se obţ i ne în adevăr J „: o2 r.1· d1 --P-F 

.adică tocmai efortul total în beton. 
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„a că efortul în betonul imediat în contact cu ferul este (fa­
c m r = r 0 ) 

EF 

iar la perif ria barei d b ton (facem r = r 1 ) 

ry; ·= E ! _ (m F--n)- E- ( ''i 
2 

L _!.i _ _!_) de oare-ce îns~ 
e w 2 T :r r 1 2-1-1 2 r0 2 

r 1 2 

r1 2_„o2 
dif ră puţin de unitate când ~ e ceva 

r o 
mai mare, avem 

de tul d . t E F (m F - n)E ( L r 1 O 5) apropia : Oe = - - 2 - - , · 

um 

w 7t ro 

E . t· i 
e e t aproxima iv JO E, avem în definitiv 

F 
ue = 0.1 

• (1) :41 m(F - ·./) ( L :: - 0,5) 

e ved din această fotmulă că dacă F > f, efortul în beton 
la periferie t mai mic d cât î n jurul ferului ; dacă F < f efor­
tul la periferia betonului mai mare ca in jurul feru lui. cest e­
r zultate au fost d ja confirmat prin experienţă. 

A. a pre exemplu la aplicat.ia 2-a F = f +f' coi3 ~x' , diferenţa. 
' cos i:a 

F - f e te po itivă prin urmare efortul la periferia secţiunei de be­
ton ste mai mic ca in jurul fierului. 

L I. ţ· 4 F j 1. sin kx+sinkx' d'f ţ F f a ap 1ca 1a -a ~ = - . 1 , i eren a -
Sll11~X 

e t negativă, efortul în periferia betonului este. mai mare ca în 
jurul ferului. 

In cazul când F = f eforfol unitar in beton oste constant pe­
toată sectiun ea betonului. 

' 

Flexiune simplă. 

Până acum am studiat âte-va cazuri de bare armate supuse­
la tensiune sau compresiune. Subiectul e departe de a fi opuiz~t dar 
intenţiunea me.a este mai mult ca prin câte-va chestiuni tratate . cu 
oare cari detalii să arăt calea ele urmat în cazuri analoCJ.ge. 
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"\oi t rece dar la tudi ul fl exiunei i voi analiza un caz are 
se întâlneşte adese-ori în practică. Al eg ace t caz căci din punt de 
vedere analitic dă na tere la ca l ul e impie „i poate uşor fa e 
.comparaţie cu vechea teo ri e. 

Pre upunem că avem o grind rt tlr aptă cu ecţiu n în T i­
metri că în raport cu o axă. verticală. 'ecţiun ea e te aceeaşi pe toată 
lun gim a grindei i destul de înaltrt ca axa n utră ă cadă pe inimă. 

\ 
\ 
\ 

I 
I 

~- ----- -- h 

Fie P R, P1 RL două secţiuni transv rsale la di tanţa d x . După 

deformare sub acţiunea unui moment pozitiv M, secţiunile P R. P 1 R1 

se înclină deformându-se ş i ele. Acestor secţiuni detormate pute~ 

ubstitui două plane ce fac între e1e un unghiu cp. 
Aducem apoi planul ce substitue suprafaţa deformată P R ă 

.coincidă cu poziţia sa primitivă P R, iar planul ce substitue supra­
faţa deformată P 1 R1 va veni în poziţia P2 R2 urmele P R şi P 2 R~ 

având între ele unghiul cp • 
. Linia de intersecţie a acestor 2 plane este axa n eutră şi se 

proectează în O şi toată secţiunea grindei d'asupra ·ei este comprimata 
iar dedesubt întinsă. 

Capetele ferului a b se vor găsi d n pă deformare in pun tele a1 

f? l b1 la distanţele a a 1 = z, b b1 = z + dl z d x. 
GX 

Secţiunea grindei o alegem aşa ca dreptunghiul A B C F să fie 
relativ mare iar inima destul de subţire. ln aceste condiţii efortul 
de tensiune va n luat aproape numai de fer; pe deoparte pentru că 
inima e subţire ş i pe de alta pentru -că rezistenţa la tensiune a 
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betonului relativ mi ă '~) emenea în porţiunea comprimată 

1 ba , urată pe figură ) putem neglija compre iunea pe porţiunea ED HI 
p ntru că e te mică lâ11gă dreptun a biul _ B C F „i pentru că fiind 
aproape de axa neutră compr siunea pe dân a e relativ mică. 

Dacă în mnăm Cll F ef rtul in fer .. i w cţiunea ferului vom av a 

F bb'+d 
w 

bt/+ "'+dz - z 
- (i-l.- = e---­

cl X 

I ~ b b' li - Yo . d ~ . t n a -- = - . 1 aca v r pr zm ă pre rnnea 
1 P2 Yo ' 

I etonulni în lil ra extr mă P 1 P2 vom av a 

J
, P1 P. . 
i, - = v pnn urmar 

rl J: 

bb' = li - yo ~dx 
Yo L1, 

iar 

F 
- =(' 
(J) 

:_ li - Yo+ d ) (l ) 
E Yo d.x · 

pecifică a 

Fi vu pr iunea pecificrt în ecţiunea comprimată la distanţ.a 

y d axa neutră. oeficientul d ela ticitate al betonului la com­
pre iune este aproape con tant a.,a că xprimând că pre iunile, unţ 
proporţionale cu lungimii obţin m : 

v Yo 

_ urnind cu P rezultanta compre iun ei p dreptunghiul A B F 

-)!/o - vb )!Io - vb !I~ - vi vom avea p _ cry bdy- - ydy- - . -
2

- (2) 
!11 Yo '11 Yo 

Fie y2 depltrtarea de la axa neutră la centrul de aplicatie al 

rezultantei P 
C'~!I b y d V C\ 3 3 J ~ Yo-'!11 

V2 = -)--')~'------- - -3 _2 ___ 2 
0 b l Yo-· Y1 (J!I y 

'11 

*) Totuş i nu trebue să se creadă că acest beton fiind supus la lungiri 
mari va crăpa tot-deauna D-l Considere a demon . trat prin o seri e de esperienţe 

devenite celebre că "betonul armat" este plastic şi diferă cu totul în proprie­
tăţile sale mecanice de betonul ordinar. 
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~ 2 }!_~- 1/: 
aşa ca v=h - !Jo·+ 

3 
· ~' v fiind fopărtarea <le la P lct a a 

!Jo - !/1 
ferulni iar 7z d părtarea de la axa feru lui la margin a de„ u a grindei. 
Din acea tă rel aţie deducem ţinând camrl că !lt =!Jo-a 

3ali - Ja2 - : ((t" 
!/o= (3) ti!t ----3r1 - c 

din !21 obţin em 

~1 inlocuind în (1) 
F 

cw 

Să luăm momentele tutulor forţe l or în raport cu puntul unde 
străbate armătura de fer vom avea simplu 

P v=M 
Proectând po ori zontalrt toate forţele aYcm 

P=F 
Ţinând cont de aceste 2 relaţiun i .. i de (:.5) obţinem : 

lt-y0 _ 3v(2 lt-a)-6 li (li -ri)-2a 2
_ l [ 3 1\I 27 ) Gl(I. ) "·>] 

--- - - -- - - - ( 1 -a - J / 1-a -~n-
2y0-a a2 a2 F 

rt d 11 d2 F 
Dacă punem h - -y = I-I : Q = (t b : -

1 
- -.1- (pag. 36 No. pre-

;::::; , r x X c~ x2 . 

cedent) equaţia (4) devine 

d2F _ _6 [I_+ ~(1 + 1 2 !f)J F+ !.. 12M . H2 =O 
dx 2 1~ ew EQ n2 · µE~Hl a 2 

\ceastă equaţie se poate simpli fica neglij ând 1 l ân gă 12 C!) 2 

ceea ce putem face, căci dacă am avea spre exemplu H = 3c,, 
12 X 32 = 98 şî eroarea cc am face e cam 1 °Io- In să coe ficientul de 
elasticitate E este cunoscut în genere cu o eroare relativă mnlt mai 
mare a~a că eroarea ce facem de 1°/0 devine n eglijabilă. 

I , . t't t 0 a 2 _ba~ 1 P nsemnana can ia ea _.
12

H
2

_ 1
2

.
1
_
12 

cu _,L 

obţinem 
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E de remarcat analogia ace tei e 1uatiuni cu cea obtinut ă la 
barele îutin e .,i comprimate. 'iugura diferenţă e te în faptul că M 
e te variabil cu x iar emnificarea lui Q 1 alta. 

ă punem 

r - l -_ 
-µEQ

1
H 

Equatia d vme a t-f l 

d2 F 
L 

-m F+rM = (5) 
c x 2 

Dacă luăm o varial ilă, auxiliară a t-f I ca : 

d 2 1 
... =m(m F- r I)- r -­

d :x:2 

d ducem ţinând amă el ( ) 

d2 
-d =?n 

.i;2 

d 4 I 
- r -­

d.x4 

prin urmare dacă 11: t un polinom de gradul al 3-lea ceea ce în 
practică e întâmplă foarte d 

r F=­
rn 

d2 
- =m 
dx 2 

.; i . o l uţiun a acestei equaţiuni ste 

=el e X "' + C2 - :r,r,;; aşa. dar 

'I+ ~ d2M +c' r/ v"' +c'. 
. m 2 dx2 l -

să: înlocuim exponenţialele în functie de Gi n ş i ~·os şi punem Ym = l• 
a t-fel ekx = C05 kx+ sin kx 

e-""-'· = co/5 kx- sin k x 

expresia lui F devin 

r r d2M 
F=m I+ m2 d x 2 -+A ~ i11 kx+B coskx 

iar 
l dF l[ rdM r dsM J 

o: .;..: --d = - --d + - -d- . + k(A cos k x + B sin kx ) 
X x Y. m x 1n2 x~ 

https://biblioteca-digitala.ro



- 57 -

rlM 
nu e te a lt-ceva d cât puterPa tăetoare Q în ecţiunea cons1-

d x 
. d2 M dQ 

derată iar --= - = p e t e î ncărcarea pe metru curent. ă în-
dx d x 

semn ăm c~ p = q ş i fo rmulele devin în defin iti v 
Cb X 

}" ?" 
F= - M+ p+A~i11 kx+Bcoskx (R) 

m m,2 

a = _2_ [~ Q + _!_:__ o+ 1.-( A co~ k x +B sin kx)J (9) x ni m2 :J. 

E te interef'::ant. de a compara acest e fo rmule cu cele ce am 
obţin e aplicâ nd teoria veche care admite că ferul urmăreşte exact 
betonul. P entru aceasta n 'avem de cât ă facem în form ula (1) z=o 

cl 2F 
ceia ce r eYine la a face în formul a (5) -

1
. - =o : obtinem a t -fel: 

cx 2 ' 

'/" 
F= - M 

'11't 

iar a= __!_ el F = .!:_ Q 
X cl x xm 

prm urmare obţinem numai primu term eni ai fon 1:. ul elor noastre (8) 
ş i (9). 

Aplicaţia 1. Presupunem că avem o grind ă implu rezemată 

actionată în centru cu o fortă P si ne pro1rnnem a studia efortul în , ' ' 
fer i.n felurite secţiuni. Ferul este t ermin at fără ancoraje. 

I 
I 
I 
I 
I 

L!:.. ~ 
I 1 I 1 
I I I r I 
r<---·-X--- -'L- --·-+ · -·-· X-·- ·----- -~ 
I cJ,. ! ol I 
~--·- ·-2·-·--->j:-·-·---2 -- ·- ·- · .>; 
I I 
I I 
I I 

D 1 • 
1 

ri 
e a x =o pană a-:t"= T vom avea 
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M-Px 
- 2 

iar în a doua jum ătate a grindei 

M= P a-x) Q= -- ~ 
2 2'.i 

Prin urmar în prima jumătate efortu l în fer e te (vezi formu-
1 J, g neral ( ) (9). 

r P x 
F=- ~+A gin kx + B cos lrx 

1n ~ 

iar îu a 2-a JUmătat.e 

F'-- r _P(a-x) + . 1 + B , , !3 rn 1.:x co5 1r x 
1n _, 

In ă pentru x = o av m F =o căci ferul nu e ancorat. Asemenea 
p ntru .i;=ct F'=o. Formulele de mai sus dau făcând x = o; F=o 
iar în a _-a x = a; F'=o 

prm urmar 

U=o 
A '3 in ka + cos lw =o deci 

A=B=o 

I ' r Px ·-- m 2 
r P (lt-2) 

F'- -- ]}'/, . 2 

r P r P 
a= - . - rx'=- - .-xm 2 zm ~ 

adică efortul în f r . .,i aderenţa sunt egale cn cele calculate pnn 
teoria veche. 

Aplicaţia 2-a Acelaşi caz ca la aplicaţia 1-a însă feru l este ancorat 
la capete. 

Ferul fiind ancorat la extremităţi, acolo aderenţa va fi nulă deci 
pentru x =o ş1 x =a a=o. 

& I I A 
I I I r , 
,< - -----X-------T---X· --------- ->1 
r------1-------:------ -~ ---- ---~ 
I I 
I ' 
I 
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fo prima jumătate X - l [ I' p + k ( COS kx + Si li f.:x)J 
X m :d 

pentru .x=o avem dar 
I' p 

O= - + !.· ~\ 
ni 

asa dar A=_ 1·P 
~m l. · 

, 

In a doua jumătate Q = - ~ d ci fflcâncl x =a 

de unde 

I' p 
o=-

2 
+1.: (Aco~/.·a +B~in ka) 

111 

rP l+ cos ka B= -
2mk sin kci 

Inlocuind dar A şi B în P-xpres1a O.en erală a lui F (formu la <) 

., i pun ând x'= a - x obţin em 

[ 

cos 1.:( a - x) ] 
1·P [ co5!.:x+coskx'J rP 2 

F=- x+ = - x+ -
2m 1.-sink a 2m / "'' ka „. >:>lll 2 

. ( ci ) 
. . [ 5tn - X ] x =~ 1 sm kx - sm k x' =~ 1 _ ,_, 

2mx [ + ~in k ci J 2 m·1 . ka 
' I . S\1!1 -

2 

Se vede clin acele formul e că ader n ţa creşte spre mij locu l grin­
r P 

ze1 unde are valoarea -?. - pe care i-o asumă vechea t eorie. La ca­
... m x 

pete aderenţa e nulă însă efortul în fe r nu e nul ci ar valoarea 
r P !~ci . 

F o = 12 ml~ cotg 2- . AncoraJnl ti·ebue dar să poată lua ace t efort 

fără să se rupă sau să strivească betonul. 
Efectul ancorajelor este dar de a m ări efortul în fer pe toată 

lungimea grindei şi de a micşora aderenţa ferului el e la centrn pre 
1 

tremităţi . Efortul maximum în fer este mărit în raportul 1 + !.:ci 
0

• ka 
:) \ltl1 9 -· 

.J ""' 
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vede de aci ă pentru aceia„1 ecţ.iune de grindă cu cât deschi­
derea a e mai mar cu atât ancorajele influenţează mai puţin asupra 
efortului maximum din fer 

Aplicaţia 3-a. Pre upunem că o-rincla noa tră e te î n cărcată cu 
o în ărcar p p m tru curent iar feru l e terminat fără cârlige la 
capete. 

In azul un i rn ărcări uniforme avem pentru expre ia momen-

tuln i 1\1 = px:r'. A a dar formula o-en rală ( ') devine pentru a­

ce t caz : 
r pxx' rp 

F= 
111 

- 2 + 
1112 

+ ~i n kx -+- B c o ~ 7.: x 

F rul n fiind an orat vom ava pentru x=o .i x = a,F=o 
rp 

IJrm urmar o= - + B m2 

o=:;:+ sin ka + B cos lw 

de aci deducem 
1')J 

B= -- m2 

rp (1-cos ka) 
nz2 sin 7rn 

lnlocuind în formula generală obţinem 

F = 1·px x~+ rp (i- sin kx - sin kx cos ka + cos kx sin kct) 
2rn m, 2 sin ka 

implificând 

rpxx' rp 
F---+ - 1 - 2rn m2 

l
~ 

1 
.t ) rpk sin kx' 2 xl rpa, -x + 2m ____ k_a_ 

m 2 co~ -
2 J 

1 dF 1 
o:= ---= -x dx X 

S vede din aceste formule că efortul în fer şi aderenţa unt 
mai mari de cât cele ca lculate pe t eori a ob i ci nuită azi. 
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Maximum efortului în fer are loc pentru cx.=o adică p ntru 
= x' ceia ce core pu 11 de mij locu lui grinde i. Valoarea ac tui efort 

este 

F,,,n.o = :;i pa2 + :;;2 (-1-- llca \ 
cos- ) 

2 ,/ 
Aderenţa maximă e la extremităţi ş i are ca valoare 

_ 1 [ r p (x' -x)+ qJk lcet ] 
Clma.r - - - 9 --

0 
tg 9. 

X ni "" m- "' 
.Aplicaţia 4-a. Pre upunem iarăş i o încărcare uniformă, în ă 

feru l ă fie ancorat la ambele extremităţi. 

Avem formulele generale 

rpxx' rp F= -..- + - +A si 11 kx + B co~ kx 
1Ci1n 111.2 

1 [ rp (x'-x) . ] ex= -
9 

+ k ( cos k x + B §1 11 k x) 
X ;,, m 

Din cau a ancorajelor aderenţa la extremităţ.i l e ferului e te nulă 
şi avem pent ru x = o ,i x'= o, a.=o . Deduc.ero dar 

_rpa +1· ' O- ti- rt 
2m 

· 1·pct 
o= -· "" 1 .+k (A cos lca+B sin ko) 

~m,,; 

de aci 

A=-~pa 
2mk 

B 1·pa (l +coslca ) . , 1 . d , = - -
2 

. / 8 1 Ul OCUtn 111 
mk si111ca ' 

epre la lui F 

Obţin em în definitiv 

( 
x'-x) LCS lc--

1'jJX X 1 1']J ka 2 
F=. 2m +m,2 1+·2 --.-ka 

. !5 tn9. 
~ 

( 
· 5in71?'-;,x) 

rp I ~ 
ex = -- x - x --a---

21\i -1 . lca " sm-. 2 
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Efortul în fer e te dar mai mare de cât cel calculat prin teoria 
ol i, nu ită i valoareă sa maximă ·au minimă e te pentru a;= O adică 
pentru x = .r' punt e corespunde mijlocului grindei. In ace t punt 

( 
ka ) , r pa~ rp 2 

F - -- - 1 - -1 
- m ~ + m ,2 + ~ · kn 

~ll19 
""' 

ă ader nta mai t nulă p ntru .r = O ., 1 x ' = O adi ă la 
ca1 " rind i. In punt.el a t a\' m 

F - l'}J 1 I 2 ( 
ka ) 

t - m2 T /ca 
tg -

2 

ntrn ·a ă :v dcm acu m dacă F1 

minime -rL luăm d rivata :..-a a lui F car 

r 
co~kx'-x 

cl2 F = r p 1.·11 · _ 

d.c2 111 :. • ka srn -
~ 

P ntru .r = / 

(
d2F 
d x 2 

r-l i F., 
' -
te 

1 
1 

un t max ime a11 

V 1.- a . lca 
Prin urmar F1 s te un maximum Iaca < sm 2 ori acea tă 

conditie t împlinită căc i dC'svoltând în cri c siny avem pentrn y> O 

. . Y+ y3 + 
y < ?Jmy = 1 ~3 · · · 

.,a dar F 1 e te un maximum totd a una. 
P ntr u x=O au a,'= O avem 
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V ka ka Aşa dar daca 
2 

_;;> tg 2 , F 2 e te un minimum: acea tă condiţie 

este împlinită. căci 

tg y <li 
a„a dar F2 este un mm1mum tot-deauna 

1 
'-=y 

-X'--------
~ 

arc cos 

'-....:::--­
"-

'-.. 
"- I 

/, ·a 
sin 

2 
ka 
2 

.""'-J 
I 
I 
I 
I 
I 

Se poate arăta că între extremitatea ş i mijlocul grindei e­
fortul numai trece prin alte ma.xime ş i minime căci ar trebui pentru 
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acea ta ca aderenţa să e mai anuleze odată, aderenţa însă e pro­
porţională cu produ ul 

( 

x'-x a ) I k- 0- k-2 - x Li 
sink -- ----

2 x'- x a 
sin k-

2
- sink-:;-

e ~ta compu din 2 factori cari nu se lpot anule de cât 
dată fi e-car pentru valori reale al diferenţei x' - . Deci produsul 

nu e poate anula de cât pentru x = x' ş i pentru x' -x = .±_a ceea 
am gă it . i mai u . 

Interesant t . i cazul când am face ancorajul numai la o 
xtr mitat a ferului cealaltă rămânând neancorată. 

In ace t az maximum efortului în fer uumai te la mijlocul 
ar indei ci într alt pun t . naliza nu e greu de făcut căci n avem de 
ât ă urmăm cal a a n erală într buinţată în exemplele precedente . 

. \ „a pr xernplu pentru a determina constantele A şi B vom scrie 
x =o p ntru e ' hem i tat ea unde e ancoraj ul, ear pentru cellalt cap 

m crie F=o ş i obţinem 2 quaţiuni cari permit determinarea lui 
A „i B. 

Discuţia ace t ui az prezintă intere analitic dar mă voi dis­
pen a de a o mai face căci în practică nu e fac grinzi nesimetrice 
pentru încărcări im trice. 

Aplicaţia 6-a. Presupunem că grinda noastră e acţionată de 
un istem de sarcini ce produc momentul M în o sectiune dată ear 
fe rul e termină ancorat în punctele cu absci ele x1 , x2 

Formulele generale sunt 

r r 
F = - M+ - v+Asinkx+Bcoslcx 

m rn 2 • 

o.:= 
1 [~ Q+ ~q+x (Acoslcx +Bsink.2)] X m, m,2 

Din cauza ancorajelor pentrn x = x1 şi x = x2 vom avea a= o 
a. a dar , 

r r 
- Q, +- q2 + lc~(Acoslcx2 -t-Bsink x. ) =0 m ~ m 2- -
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dacă punem 
r r 

- - Q + q 
1-'/lt I ln2 I 

„ r . = - Q., +- q., - m " m 2 -

obţinem 
1 el sin k x" - ·) sin k x l 

= - Tc coslr x 1 sinkx: -=-si;1kx 1cosk x2 

1 1 cosl.: x2 - 2 cosk :i:·1 

/.; co;k xl sinli:x2 -si uk xj cos k x2 

., i înlocuind în expresia lui F 

r r 
F- - M+ - P+ - m m 2 

1 !C1 cosk .'t2 -C2 cos kxl ) cosk x- (CI sin k x2 -Co sin k Xi) sinlcx 
-----

{.; co~ k x 1 sin k x~ - sin k .c1 cos li: x2 

ş1 simplificând 

iar 

tem 

F = !_ M + ~p + ~sk(.c~x2)- C2 cosk_(x-x1) 

ni m- ~111 k(x2 - X1) 

a= 1 [!. Q+~ Ci __ 91 si111.'(x2 - x)+C2 si111.·(x- x 1)J 
!.. m mS sin k (x2 -xi) 

Aplicaţia 2-a ., i 4-a sunt cazuri particulara ale acesteia şi pu­
verifica formulele gă ite făcând x 1 =O X2 =a. 
Se vede din aceste ultime formule că dacă ferul e terminat cu 

cârlige, efortul în fer este mai mare de cât cel ce am obţine cal­
culându-l cu teoria veche. 

Aplicaţia 6-a. Acelaşi caz ca ş i la ap li caţia 5-a în~ă ferul e 
terminat fără ancoraje. 

Dacă facem în expresia gen erală a lui F, x = .r1, x=x2 ş 1 e­
galăm cu zero obţinem : 

r r 
- M1 + - -p1 +Asi11k x1 +Bcnskx1 =0 
m m,2 

r r 
- M. + - ·· J?• +Asi11kx2 +Bcol3kx2 =0 m " m 2 " 

punând şi aci 
r r 
- M+ z~-D ni i 1n2 i - i 
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I' 1' 
- i\L + J'.1 1 = D. m - m2 " 

r+ !___ p _ 1 si 11 1..: fx2 - x)+ D2 '3 in k (x-x1 ) 

1112 SÎll k (X2 -X1 ) 
ohţin m 

,. 
F= 

111 

1 [ „ 
x=Y. m 

+ r 
11

+ k D_~_~o~k ( x2 ~x)-D2 cosk(x-x1 ) ] 
1172 ~111k (x2 -X,) . 

]n f rmulel d mai u ă nu e confunde co fi cientul 1~ din 

xpr ia lui m= Z -,
1 +E~>) cu cel , tabi li t la pie ele întin e an 

ll ( --1 

comprimate a 1 111 azul <T rinii lor up u la fi xiuno are altă va-
l ar . D pre a a ta v i trata in numriru l viitor. 

( a urm ) 

Gogu Constantinescu 
Ingin er 
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