Grinzi i arc, static determinate, cu un numar impar
de deschideri cgale

L. INTRODUCERE

Vom considera o grindd continud in are, cu an numir impar
de deschideri egale, astfel construiti, ca reazimile finale si fie fixe
si cu articulatiuni, iar reazimile intermediare mobile in sensul lon-
gitudinal al grinzei. In fiecare deschidere si se afle cite o articulatie
la cheie, iar cele doud par{i de grindd din deschiderile vecine, care
au acelasi reazim intermediar, si fie rigid legate intre dansele, astfel
ca si nu se poatd invarti separat ¢i numai impreuni in jurul arti-
culatiei reazimului. O atare grindid (a se veded plansa de la finele
Buletinului, fig. 1) cu 2741 deschideri (litera # insemneazi un nu-
mir pozitiv si intreg) este static determinati g§i putem afla, prin
ajutornl conditiunilor de echilibru, reactiunile reazimilor si puterile
forfecitoare pentru o sectiune oarecare, cind cunoastem incircarea.

Constructiuni de acest fel se vor efectua foarte rar sau de loc
cand e vorba de poduri, dar sunt la locul lor pentru hale de gari
acoperiguri sau pentru astfel de constructiuni in care influentele di-
namice sunt minimale sau exscluse cu desivarsire.

In calculul acestor grinzi vom cerceta doud cazuri, dupi cum
incircarea e compusi din sarcini izolate sau din sarcini uniform re-
partizate.

Considerand o sectiune S a unei atari grinzi situatd la distanta
z de la reazimul A, putem reduce toate fortele, care lucreazi de
aceasl parte a sectiuni la :

- a). O putere verticala V, trecind prin centrul de gravitate S
al sectiunei ;

b). O putere orizontald H, trecind prin centrul de gravitate S
al sectiunei ;

¢). Un moment M, in raport cu 3.

Numind ¢ unghiul ce'l formeaza tangenta N, in S la arc cu axa
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pozitivd a absciselor si descompunand pe V., si H, in cate 2 com-
ponente: una in directia N, alta perpendiculara pe N, obtinem re-
zultanta in directia tangentei : :

N.=V..sing+H,.cos9
si perpendicular pe dansa :
T:=V,.cos g —H, . sin %-

In sectiunea S pe langid puterile N, T, lucreazi §i momentul
M, Dacid insemnim suprafata sectiunei cu F, momentul rezistent al
sectiunei cu W, obtinem neglijand pe T, cu o exactitate suficient,
efortul in fibra superioard, respectiv in fibra inferioard a sectiunei :

N, M, N, M,
“=F W YTTF W

Deci problema se reduce la a determina pe M, H, si V..

De la inceput vom face ipoteza ci toate reaziamile A, B, C...
X, Y, Z se afli situate pe o linie orizontald, pe care o vom consi-
dera in cursul calculului drept axid a absciselor, luand ca axa a or-
donatelor o perpendiculari pe aceastd linie dusd prin reazamul A.
In raport cu acest sistem de coordonate considerim ca pozitive pe
V., A, B, C,...X, Y, Z si P cind directia lor e de jos in sus, pe H,,
H, si H, cand au directia de la stinga spre dreapta, iar momentele
acestor forte le socotim ca pozitive cind au acelasi sens ca si ari-
tatorii unui ceasornic.

Il. REACTIUNILE PUNCTELOR DE REAZAM

1. SARCINI IZOLATE

Consideriam fig. 1 in care o grindid cu 27 - 1 deschideri egale,
intrunind conditiunile enuntate mai sus, e supusi actiunei unei sar-
cini izolate verticale P, care se afli intre articulatia cheiei m si a
cheiei m - 1. Si insemnim abscisa acestei sarcini cu a, iar m si fie
<<n -+ 1. Fiecare deschidere si fie =1 si si aibi aceiagi flegi = f.

Reactiunile datorite incircirei P sunt parte verticale: A, B, C..
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X, Y, Z parte orizontale: H, si H,. In total avem 2»--4 necuno-
scute si pentru a ‘le determind ne servim de urmitoarele 2n-4
ecuatiuni de gradul I:

1). Suma incércérilor si ale reactiunilor verticale si- fie egala
cu zero adici :

Eeb-B 404 el BT+ E—P==0

2). Suma incarcarilor si ale reactiunilor orizontale si fie egala
cu zero, adici:

H, +H, = 0.

3). Suma momentelor in raport cu articulatia cheiei 1 ale sar-
cinelor §i reactiunilor situate de aceiasi parte a acestel chei sa fie
egald cu zero.

4). Suma momentelor in raport cu articulatia cheiei 2, a sar-
cinilor gi reactiunilor situate de aceiasi parte a acestei chei si fie
egald cu zero.

27+ 3). Suma momentelor in raport cu articulatia cheiei
2n-+1 a sarcinilor si reactiunilor situate de aceiast
parte a acestei chei si fie egala cu zero; si in fine

2n-+44). Suma momentelor in raport cu articulatia 7 a sar-
cinelor si reactiunilor si fie egald cu zero.

La formarea momentelor vom considera totdeauna numai sar-
cinele si reactiunile situate la stinga cheiei respective.

Din ecuatiunea de supt No. 2) rezulti ci H, =—H, iar din
ecuatiunea de supt No. 1) vom afla reactiunea Z cind vom cunoaste
pe A, B, C...X si Y, pe catd vreme cele din urmia 2n -2 ecuatiuni
ale momentelor date de statici ne dau valorile Ini A, B, C...X, Y
st H,. Aceste 27 -4-2 ecuatiuni sunt :

1) Aé—JLf=O
T Y T
) A B L—mH.r—0
51 81 1 |
RN AN R LEN R
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4)

m-—1)

n)

m—+1)

m-+2)

2n—T1)

2n)

— 128 —

71l

51 31 !
A +B. 5405 +Dy—H . f=0

9 —
A 2m— l—l—B 2m— H‘C l+D Im— 9 It
l
-J,—J.———H, WJe=U
__ Dy 7
A‘..m_‘ 1I+B 2m— H‘C 2m— 5 +D..4m2 (—l—f—

+I L)——H J=0
A.“m+11+ 2m— 2m— l+ )
2m—l—1 ]
l—a

-LJ.T‘)~+K.‘—« —H, = P[

A.:i’?__z+u “”’+11+c 2m =1, 1 p, 2’” Iy

SN RULET 3. +L ANRTELE: f_.P[ﬂﬁ’z—a]

A.4 314, 4” 214-C. 4" ‘14D, bn— 91+...
2], ‘—L—n—:—’ﬁ_—ll{—K 4n--.jm 1l+L.4n—Zm—31
M. _-E"L—H- AW, ! _H,y—p [4’1 31—-(1]

A.4“ 1+B 4” Sj g0y 4" T g

- 2m—1—31+K J;H—l
4n—2m - 4n — 2m 3

S SYNE ! etk RSN
B ! 4n--1
+W.§+}x.§—H,f=P[ ; l——a]
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o1 A4”+lz+3 ; 1z+c 4" z-|-D4” 23 N
n J 22m—|—5 ] —I—K _‘;m—l—.‘:’» ]
A-J 2
—i‘L m—{—l H_M Qm ll—|—...

Tw2lix ~+Y —»—H,f:P[4?z+1l~a]
2n+42) A. (212—[—1 1+B.2nl4C.2n—1)I14D. (2n—2) 1 +..
+J.2n—m—43)I4+K.2n—m-+$2)1
—+ L.( 9n—m ~-DI+M.2n—m)l4..

+VV.3[+X.2Z+Y.Z=P[(2n—|—1)l——a].

Pentru a rezolva aceste ecuatiuni ne servim de metoda elimi-
natiunei. Se vede lesne ci necunoscuta A se poate elimina din grupul
I daci inmultim ecuatiunea intaia din grup pe rand cu numerile 3,
5, 7,...2m—3, 2m-—1,...4n—1, 4n+1 si 4n+-2 si scidem re-
zultatele respectiv din ecuatlumle (2) pana la (2n+42). Ca rezultat
obtinem grupul II compus din 2n—1 ecunatiuni cu 2n-1: necunos-
cute si anume :

2) B.é—}—QHlf—_—O
31 !
3) B.7+C.5+4H,f.~::0

51
4) B.?—l—c Sy, 9—}—6Hf 0

2m . ‘)m—-()

m—1) B. 5 l+C I+D. 5 I+...
-+ J.l—\—2(m—2)H,f=0
2m—3 2m—H 2m —7

m) B.——i+C. 5 H-D.—5— 1+
- J.é—ll—l—K.i—[r—?(m —~1H, f=0
2m —3, . 2m—>H

m41) BEP—lp g2m =% . l+...—|—J.%
‘ o r2m4l
K?+L.§+ZmH,j=P[ . l——a]
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9 2 — ——1
m--2) B.""’j‘lz+c. ’”2 11+D.2’”2 %l—l—...—l-J.z—l

5l 31 ) 2m-4-3
AR AL A Mg +2(m+ 1, f=P(—Q+— L )

2n—1) 3.4"2—5z+c.4"2_71+D.4";‘91+...

-

(IT) 4 4n -2m—-1 4n —2m—1
4+ J. 5 I+K. 5 l
- — —9m—
4+ L.4n 20m 3H‘M-4n 2m 5l+...

—|—W.%+2(27z—2)H,f=P(4"2_3 l—~—u)

2 ) B.‘flzi?iz+c.4”2_5z+1).4";"z+...
+ J 2m+3l+K 4)&—-29111,-4-1l
4n--2m—1 4dn—2m -3

—|—L. M

-

w3 = Lix. 9—{—‘)(0n~-—1)H f= P(4" ll——a>

2n41) B. 4” z+c4” 31+D.4";°z+...
e
+ J 2m1—5l+K ..2m+3l
—9m —
+ L 2m+1 H’M .:)m 11_}_.“

+W .%—l—X.?—{—Y.é +222H, f=P(4 nyl l——a)

2n4-2) B.2nl+4C.2n—1)14+D(2n—2)l4...
+ J.2n—m+4-3)I4+K.2n—m-2)l
+ L.2Cn—m—+1)I4+M.(2n—m)l+...
—+W.3I4+X.214-Y./4-2(2n+1)H, /=P [(2n+1)l—al].

Analog eliminim pe B si obtinem grupul III compus din 2n
ecuatiuni cu 2% necunoscute :

https://biblioteca-digitala.ro



— 131 —

3) C..él—2Hlf=O

87, 1
4) C.5—+D.5—4H, /=0
m—1) 0.2"’;‘71 : D.2"’9"92-}-...+J.é_2(m__3)H1 F—0

<]

2m—>H 2m

—7 31 l
m) C. 5 14-D. 5 l—|——...—{—J.?—{-K.§
—2(m—2)H, f=0

m--1) C.2m;‘31+D.27”,,_51_1“'""+J'D._)/+K~3:TI+L--i

—2(m—1)H, f— P( "‘+11_-a)

m--2) 0.2”’9—114- .2"’— AT ¥ 5 LR Z+L_§21

P

-{—M.é— 2mH, f=P (2’"‘0+5 l—a)

9m—1) C‘4n l—|—D4n I+ +J " ..m~|—]

S, PR O
4n 22m ll +L‘4n 21)1 3 ]

+M. ;’”z-{- +w

(I} K.

—2(2n—3)H, f=P (éi— s a)

49— —2m—<4-3
2n)  CEATPip ATy gy tmdnd,

-2 —2m—
4n m+ll+L 4n 22m ll

4M. 4n— ..2m__l+ +W31—;—X§

+K.

—2(2n—2)H, /—p (221 l——u)
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o 41) C.4"2_—OI+ D 4n— H‘ T dn— 21n+5
dn . -9m—|-1
9

~

_I_K ..,m—l—?)l_I_L

dn—2m—

L §+X 3!y x
—2(2;:—1)H,f=P[4n;rll—a} .

2n+42) C.(2n—1)I4-D.(2n—2)l1+...-T . (2n—m-+-3)1
+K.(2n—m+4-2)I+L.(2n—m-4-1)1

—+M.2n—m)l+.. +W.314X.214-Y.1
—2(2n—1)H, f=P[(2n41)l—a].

Considerand grupurile II si IIl putem deduce regula pentru a

scrie direct grupul ce s’ar forma daci am elimina cele dintai m ne-
cunoscute A, IJ, C...J, K, cici un grup se deosibeste de prece-
dentul prin urmitoarele :

@). Semnul termenului-in H, se schimbi gi anume este pozitiv
in grupul II, adici dupid ce am eliminat un numir impar de recu-
noscute §i negativ in cazul cind am eliminat un numar par de ne-
cunoscute, ca in cazul grupului IIL

b). Fiecare grup contine o ecuatinne si o necunoscuti mai putin
ca grupnl precedent, iar termenul liber de necunoscuti are o valoare
40 abia in ecuatiunea (m--1).

¢). Termenii in H, din ultimele 2 ecuatiuni ale grapului sunt
egali cand am eliminat un numir par de necunoscute. Valarea acestui
termen este —2(2n+41—w)H, /. Cand numirul necunoscutelor elimi-
nate este impar. acesti termeni diferd intre dangii prin 2H, / si in
ecuatia finali acest termen are valoarea 2(2n—-+42—w)H, f unde w
insemneaza numirul necunoscutelor eliminate.

Putem deci serie grupul m -1 care ar rezulta dupa eliminatiu-
nea a m necunoscute. Trebue insi si distingem doud cazuri dupa
cum 7 e par sau impar.

aa). Cazul cand m este un numéar par

Grupul (m-4-1) contine 2%+ 2—m necunscute. De oarece am
eliminat un numir par de necunoscute acest grup va putea fi scris:
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[ mt1) L.é——?.H,f:P[zm‘j_ll—a]

; 2m
m—-2) L.%l—|—M.é—4.H,f=P[” ;—31- u]

: 9 -
m—+-3) L.%Z—FM.%Z—FN%_G.HJ:P [""j') l—a]

4n— 2 m— —2m—

2n--1) L. 3 l—}—M 5 —f— é—
—2(n - m—1)H, f= P[‘l"z 31-«]
(mt1) 1 9y L.4§°2’" 2 L
+ X. ~—9(°1z—m)H ‘}‘_Prli«—1 1—-u]
4n—2m--1 —2m—

2n+41) L. 5 l—|—M. 3 l—{—...—+—W.§O—l
- X.?’?l—{— Y.é—2(2n—m—{— 1YH, ¥
dn+1 »
_P[ 5 l— a]

- 2n4-2) L.(2n—m+l)l—}-M.(2n—m)-{—...—{—W.3l+X.21—{—
Y.l—2(2n—m+1)H,f=P[(2n—l—-1)l—a].

Eliminand necunoscuta L obtinem grupul urmitor:

m--2) M.é+2H]f=—2P(ml——a)

m—-3) M.%Z+N.é+ 4H,f=——4P(ml --a)

m—1) M. Mpr W, 2—|-2(2n——m—‘>)H .

—2(2n—m—")P(ml—a)

) M. MH‘ —+—W . —1—X L

+2(2n - m—1)H, f= —2(27;-—11&-—1)P(ml - a)

(m + 2)

https://biblioteca-digitala.ro



— 134 —

2n1-1) Mil—i— AW +X.%+Y.é

+2@2n—m)H, f=—2020—m)P(ml—a)
o2n+2) M.(2n —m)l+.+W.314+X.21+Y.1
| +2(2n—m~+1)H, f= - 2(2n—m-+1)P(ml—a).
Continuand astfel gidsim dupa ce am eliminat 2% necunoscute
grupul :

] 1’ 2H, f=2P(ml — a)
(2n+1)
Y! -2H, f=3P(ml—a)

pe care rezolvandu-l, gisim:

Y =2P(mll——a) 1)
P(ml—a)

Substitnind valoarea lni H; pe rind in prima ecuatiune din gru-
purile I II, 1I..., gasim:

P(mil—
1 P (ml_i)
__2P(ml—a)
2) B=—"7—
2P (ml—a)
4 ==
m—1) J___2P(ml—u)
. g L !
m) K= 2 P(mll—a)
md-1)  L=P
() ‘m+v2) _ M_____2P_(mll—a)
o) . x__2Pmi—aq
e
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on1) Y=2Pm;l——a\
§i prin urmare :
onte, 7RO

pe langa care se mai adaogé:

i . Pml—a)
H=—H=— 95

Vedem deci ci valorile de mai sus ne arati ca :

+1 P(ml—a)

A=Z=(—1)m .———l‘—— (3)
[, =(— 1)’"""' /P(mll %) cand 2<i<{m 4)
L=P cand i=m—+4-1 (D)
13=(_1)"‘+‘—1><2—Pﬂll—_l) cand m4-2<i<2n+1 (6)
11 P(ml—a) -

— H —(—1ytr A%
H=—H,=(—1) S5F (M)

unde i insemneazi nnmirul de ordine al punctelor de reazim nu-
mirate de la stinga spre dreapta, A si Z reactiunile verticale ale
reazimilor finale, I,, I, si [; reactiunile reazimilor intermediare iar
H, si H, reactiunile (impingerile) orizontale ale reazimilor finale.

bb). Cazul cand 7 este un numar impar

Grupul (m-+1) se va puteé, scrie in virtutea celor zise mai sus:

mt1) 2+°H =p( el g, @)
om+43
m--2) L.—+M.§-|—4H1f—— ( m l—a)

m—+-3) 2—|—M +N —P(2’”+5 l—a)

-
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on—1) L.2= Z’" i WY gl 22’”“" I W -12-

+2@n—m—1)H, f=P (4 M0y a)

2
— - —92m—
on)  L.2 %’” L md “2”‘ 31+...+W.§2—l

+ X.‘£+2(2n—m)H,f=P (4 "2'“ by a)

2m—|—ll+M 2m H‘ -{—W

2n+1) L

3l
+ X. Y.§—{—2(2n—m—|-1)H,f

=P(4n2+11—u)

2n+2) L.2n—m+1I+4+M.2n—m)l+4...4+W.31+
X.214-Y.l4-2(2n—m~+2)H, f=P[(2n+1)l—al].

Eliminind pe L gisim grupul urmitor :

(m—+2)

m-+2) M.%—2H1f=—2P(ml—a)

m+-3) M.%-Z+Né—4H,f= ~4P(ml—a)

2n—1) M.4"_?2"“51+N.4 Z’” I+..+W. 2
-—2(2n—m—2)H, f=——2(2n——m——"\P( ml—a)

o) M.4”_22m'3z+N.4"—22”‘ 4 E 4w d.

+ Xé - 2(zn—m—1)H, f

- —22n - m—1)P(ml—a)
2n4-1) M.4”_22’”"'1z+N.4""‘Z’"—3l+...+W%’
S X.?,—Z+ Y.é"—2(2n—m)H,f
=-—2(2n—m)P(ml—a)
2n42) M.(2n— m)l+N.2n—m—1)I4-...+W.314+X.2]+
: Y.l-—2(2n—m)H, f=—2(2n—m-+3})P(ml—a).
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Si continuand tot astfel dim peste grupul :

l
Y-—2H,f=—2P(ml—a
(21&—'—1)’ 2 lf ( )
Y!—2H, f=—3P(ml—a)
de unde:
Y =__2P(ml—a)
2
__P(ml—a)
Hl_————2f .

(1)
2

Substituind aceste valori pe rand in primele ecuatiuni ale di-
feritelor grupuri obtinem, de oarece Y si H, in acest caz au aceleasi

valori absolute ca si pentru cazul cind m este par:

1) A— P(mll——a)
2) 3 B=_2P(mll—a)
3) C=2P(mll——a)
4 D— _2P(mll—a)
m—1) J=—'—m
m) K=2P(mll—a)
® {m+1) L=P
m—-2) =___2Pl;l:a_)
v alttea
2n+1) Y=_21’(’$‘Q
i prin urmare :
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2n42) Z=P_—(mll—a)
la care se adaugi :

P(ml—a)

H1=——H2=—2f—-

sau valorile grupului (3) se pot iar scrie:

P(ml - a)
l
gml—-a)

(3) A=Z=(—1)""'X

(4,) Il=(_1)m+i><

5y L=P - pentru i=m—-1
: ) " '
6) L=(—1"""'¥X w pentru m+4-2<i<2n+1

@) H=—H,—(— 1+ 2O
Din comparatiunea formulelor (3’) pani la (7’) cu formulele (3)
pani la (7) rezulti ca valorile sunt date prin aceleagi formule atéat
pentru cazul cand m este par, cat i cind m este impar. Formulele (3)
pana la (7) ne determina reactiunile cerute. '
Valorile aflate servesc numai pentru cazul cind 1<m<n-1.
Cand m —>n-1 se poate deduce cu usurinti din cauza sime-
triei valorile reactiunilor tot cu ajutorul formulelor (3) pana la (7).
Cand m=0 adica cand forta P se afli intre primul reazim i
prima articulatie la cheie aflim, dacid procedim analog ca pani acy, ci:

P(l—a)

pentru 2<li<Cm

A= ®
7z =" )
D= (12 (10)
m=—m=%. (11)

Din consideratiunea formulelor (3) pand la (11) vedem ca:
1). Reactiunile sunt independente de numirul deschiderilor si
depind numai de pozitiunea fortei i de mirimea unei deschideri.
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2). Reactiunile reazamilor acelei deschideri in care se afli forta
sunt pozitive, celealte alternand in semn.

3). Cand forta P se migca intr'o deschidere de ordin par de la
un reazam la celalt, reactiunile reaziamilor trec prin aceleasi valori,
orcare ar fi deshiderea ce o parcurge forta.

Cand forta P se misci intr'o deschidere de ordin impar—afari
de deschiderile extreme—de la un reazim la celalt, reactiunile rea-
zamilor trec prin aceleasi valori oricare ar fi deschiderea parcursi.

O exceptie formeazi acel reazim care se afli intre acele 2 ar-
ticulatii la cheie intre care se afli si P. care pistreazi valoarea P
in tot timpul cat P parcurge distanta de la o cheie la cealalta.

Maximilian Marcus
(Va urma.) Inginer diplomat al Scoalei
Politecnice din Ziirich.

Calculul clementelor constructiunilor de beton avmat

(Urmare)

2. Grinzi drepte cu sectiune dreptunghiulara
si armaturd dubla.

Vom considera, in cele ce urmeazi, grinzile drepte, cu sectiuni
dreptunghiulare, solicitate la
flexiune simpld si pe care le
vom arma cu feare rotunde,
de grosimi relativ mici, atat
in regiunea tensiunilor cat
si in aceia a compresiunilor.

Reamintindu-ne nota-
tiunile admise in , Prelimz-
narii“ (a se veded pag. 43 si
44 a Buletinului No. 1 din
1906), figura 7 ne aratd ca:

v = b = const.
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