Grinzi in arvc, static deferminate, cu un numdr impar
de deschideri egale

(Urmare)

—

Exemple. 1). Fie n = 0. In acest caz (fiz. 2 din plansa Bu-
letinului No. 3 Martie 1906) avem un arc cu 3 articulatii.
Aplicind formulele (8) pand la (11) gisim :

A =P(l—a)
l
, Pa
L=
Pa
Hl_ Hg—2—f,-

2). Fie n=1. In acest caz (fig. 3) avem o grindd in arc cu
3 deschideri. Aplicind formulele (3) pana la (11) gisim :

a). Pentru a g%

_Pl—a) , 2Pa .,  2Pa ,_ Pa _ g ro
A= i y, Bi= ] y e ] ,A—-—l—, H,= H2_2;‘"
l 31
b). Pentru §<a<?:
A—7— P(l] a), B=P, (—— 2P(ll—af), H1=—H2=P(l2—fa)

valori pe care le giasim si direct, considerand o grindd in are cu
3 deschideri *) de felul fig. 3.

3). Fie n=2. Pentru o asemenea grindd (fig. 4) cu 5 des-
chideri, valorile reactiunilor sunt date prin tabela urmaitoare :

*). Vezi: Oestereichische Wochenschrift fiir den dffentlichen Baudienst,
No. 39 si 40 din 1902: <Statisch bestimmte Bogentrdger wit drei Oeffnungens
de Maximilian Marcus, unde autorul a tratat problema pentru cazul a
trei arcuri. (N. R)
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TABELA I
: l l 31 31 5l
Reactiunea O<a<§ §<a<—2— ?<a<?
A P(l-a) P(l—a) —P(2l—a)
l l l
B 2Pa p 2P(21—a)
l l
C —2Pa —2P(l—a) P
l l
2Pa +2P(l—a) —2P(21—a)
D il e AT W e ol ol
l l l
. —2Pa —2P(l—a) 2P(2l—a)
E e N esall i il
l l l
7 Pa P(l—a) —P@21—a)
1 l l
_ Pa P(l—a) —P@21—a)
[R="H| 3 L L

2. SARCINI UNIFORM REPARTIZATE

Pentru a determina reactiunile in acest caz, e necesar si
vedem influenta a 2 sarcini egale i simetrice P si P’. Vom dis-
tinge iar doud cazuri :

@). Sarcina P se afld intre primul reazim $i prima articulatie
la cheie, iar sarcina P’ simetric asezati intre ultima ar ticulatie
la cheie si ultimul reazim.

Fie A, B, C,.....X, Y, Z, H, si H, reactiunile care se nasc
din cauza lui P; A/, B/, (,.....X’, Y, Z’, H; si H; reactiunile
produse de P’. Din cauza simetriei pozitiunei sarcinilor egale P
si P’ avem :

A=Z7', B=Y', C=X...X=C(, Y=B,, Z=4A’
H,=—H, H,=—H,

Reactiunile determinate de influenta sarcinilor P-4P, vor fi:
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—AFA'=A+}Z
B” =B +B'=B-+}Y
WII__ _*_CI_C_*_B

(12) X”=X +X’=X+C
Y'=Y4Y'=Y4}B
7' =7 +7'=7-+A
Hy =H,+H;=2H,
H; =H,+H,=2H, = —Hj.

Inlocuind pe A, B, C.....Z, H;, H, prin valorile lor date prim
formulele (8) pana la (11), avem :
A"=72"=P
(13) B’” =7 ”D” pa= R =N =1,
Hy=—H; = —=F

b). Sarcina P a depasit a m articulatie la cheie, iar sarcina P”
simetric agezata intre articulatia de rangul 2n—m si 2n+4+1—m.

Inlocuind in (12) pe A, B, C..... prin valorile date de for-
mulele (3) pana la (7), obtinem :
2
A"=7"=(—1)"T"¥ P(ml o) pentru reazimele finale-

1)m+¢X4P(ml— _)

= (— i pentru cazul cand :
2<i<m i

2n+4-3—m<i<]2n-41
pentru cazul cand
i=m—-1 si i=2n4+2—m.
I; =0 pentru cazul cand
m—4-2<4i<2n-4+1—m

;A 1),,._,_1 v P(m;‘—a).

Cu ajutorul ecuatiunilor (13) si (14) putem determina reac--
tiunile pentru cazul sarcinilor uniform repartizate. Considéram o-

(4 p—p_ 2P(ml—a)
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atare grinda in fig. 5, in care am dus verticale prin articulatiile la
cheie, divizind astfel incarcarea uniform repartizatd in sectiunile
L 11, IIL.....2n 2. Fiecdrui element de sarcind pda din prima juma-
tate a grinzei i se poate coordona un element simetric pda si-
tuat pe cealalta jumitate a grinzei. Pentru o astfel de pereche de
-elemente ecuatiunile (13) si (14) ne dau valorile reactiunilor daci
serim pda in loc de P. Integrind intre anumite limite gisim
reactiunile ce sunt produse prin incidrcarea intreaga. Avem deci:

1 31

A=Z=S?pda —f—S?(_ l)gpda 2(l—a)+57(_ 1)31)(1“ g(illfﬁ)

! 31
0 2
5 2 (31—a) e 2(nl—a)
2 4 —Q 2 n41 ni—a
-+S“(—1) pdaf—{— ..... +S2"_1 (— )" " pda e
7 7 !
Valorile integralelor sunt:
i
2 l
S pda-p§
0
B L
Sj(—lfpda—z(ll—a)=2p§j l_la’dar=0
< X

2

51 51
.- 1)3pdaw=—2p5 TS g
? .

l 3t 1
2

-

s o [ i,
2 L n+41 'n_a__ n41 yz 2
Sg,,_ll( '+ pda T2 =(—1) —l—S“_ll(nl—a)da:()

2

2

l

asa dar: A=Z=p§, (15)
; 3
H,=—iH,= ?;pjda'_a B . 21£ia_(l—_a)
iH, So f +S§( 1) 7
- tn, o
+S§l(— 1)3-&“(?}__0'2_}_ ..... +Szn_1 (_ 1)n+11£1£(};l—a)

2
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sau
12
Hy=—H="{7 (16)
si in fine pentru reactiunile intermediare aflaim analog valoarea:
I =pL (17)

Formulele (15) pind la (17) ne aratd cd reactiunile nu de-
pind de numirul deschiderilor c¢i numai de méarimea lor, céci
oricare ar fi numarul deschiderilor, reactiunile intermediare sunt
egale intre dansele, reactiunile finale verticale sunt asemenea
egale intre dinsele §i au jumitatea valorei unei reactiuni inter-
mediare, iar reactiunile orizontale sunt egale in valoare absoluté.
dar de semne contrarii.

lI. MOMENTE
1. SARCINI IZOLATE

Dupd situatiunea sarcinii distingem doud cazuri principale:

a). Sarcina se afld intre primul reazam si prima articulatie
la cheie.

b). Sarcina a depisit articulatia m.

a). Sarcina se afld intre primul reazam $i prima articula-
tie la cheie, adicd :

a<—é.
Insemnind o sectiune oarecare prin abscisa x §i ordonata.
y a cetrului sdu de gravitate, avem iardsi a distinge 2 cazuri:
aa). mgagé Momentul este dat prin formula:
M=A.x—H,2

$i punand pentru A si H, valorile gisite pentrn acest caz si
exprimate prin formulele (8) si (11), avem:

_P(l——a)m__Pay

M l A =P.o—P.a (%+2—~”f) (18)
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bb). « > a. Fie r deschiderea in care se afli sectiunea con-
sideratd, si si presupunem cd » e un numdr par, atunci avem
momentul, in virtutea formulelor (8), (10) si (11), dat prin:

Me— P(_l—la)m P;&J P(m—(a)—l—(—1)22P“( 2—1)

+ o)t () B o e— 1)1 (19)

sau:

M=P(ll_a)a: P“ J — P —a)-|-2P“[ 1203144l
+(r—2)l—(r—1)l]—Pa-~Pa( of)+2p“[ %l

sau in fine:

— T Y _ ‘
M—P.a[l Sl 1)]. 20)
Dacd r e un numdar impar atunci formula (19), devine :
M=P(l7“‘)“’,—P2“fJ—P( —a)+ 2 o314l
—(r—2)l4-r—1)1]
sau:
_.Pa r—1
M—Pa( o 2f+1)+ —
deci: _
— _ x4 Y 920/
M=P.a.r Pa(l—|—2f). (20)

Formulele (18), (20) si (20’) se pot scrie, pentru a fi mai
lesne memorizate :

a<a M =P.a;—P.a(l

Tt zyf) ,
=P.a [r— (%—l—z?—'jf)] pentru » impar (21)
Mi{=P.a [(1—1')—}— (%——2%)] pentru « par

b). Sarcina a depasit articulatia m.
Aci vom distinge urmitoarele cazuri :
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ba). x<a<]ml adici sarcina se afld intre sectiunea consi-
deratd si reazamul m -1 pe care nu l'a depdsit inca.
Momentul va fi dat prin formula:

(22)  M,=Aa—H,y+B@—1)+C(@@—2) -+ [z—(r—1)1].

Puniand pentru A, H,, B... valorile gésite prin formulele
(3) pana la (7), avem :

M,=(—1 )’"‘*'II(LI) (- 1)m+1P("’21f—i)y
@20 (-1 )m+22P(ml (l)( 1) ~(— 1)m+32P(ml a)( P
_}_(A_l)m_;_,ul’(ml a)[ 2—(r—1)1].

Ecuatiunea (22) ne da 2 valori pentru M, dupda cum r
este un numdr par sau impar.
Dacd » e impar, avem:

i__ m-41 ] o f__?/‘
Mi— (— 1) P (ml a)[l 2f]

41y ﬂ"[’—“) {x—1—(@—2]) + (x—3)—(x— 4 D)+..

—la——11}
sau :

)  Mi=(—1)"P(m l~a)[(r—1)— (%——29?)]

Dacd r este numdr par, avem :

M! =(—1)"" P (ml—a) [if — 2%]

BP0 oy @)l 1)1
sau :
(24) M? = (—1)" P (ml— a) [(il” +§“’7) — 7‘].

bb). ax<ml, adici sarcina se giseste in deschiderea m.
Sectiunea e intre sarcind i reazimul m--1.
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Momentul este :
(25) M, =A.x-H,y-+B(x-1)4C(x-21)+..~+L, [x—(m-1)[|-P(x—aq).

Comparand ecuatiunile (22) si (25) vedem ca ele se deosi-
besc prin termenul —P (x — a) adaogat la aceasta din urma si
prin aceia cd am schimbat indicele » punind in locu-i m. Putem
deci scrie pentru acest caz direct valorile lui M, si anume :

M,,=P(ml—ax)— P(ml—a)[m—(— ~—) pentrum impar.
(26)

M7=P(m l~w)—P(ml—a)[m +1— (T + —27)] pentrum par.

be). alml<lwx adica sarcina e in deschiderea m iar sec-

tiunea se afla la dreapta reazamulwi m -1 intro deschidere
oarecare.

Momentul e dat prin:

M,=A.xz—H,.y+B@—)4Cx—2)+...
(27) +In|e—(m—1)1]—P(x—a)+P(@@—ml)
4Ly [2— (4D 4...+ L [x—(r—1)I].

Cu ajutorul valorilor (3) pana la (7) ecuatiunea (27) se
poate scrie:

mt1 P(ml—a)x mt1 P (ml—a)a
M, =(—1) ‘“_(l—)_(_l) +1LT)J

d 1y 2P (ml l—a) (D) (1) 2P (mll~ a) (@—20)+ ..

2P(ml a)[

Q7)) F(—1)*" —(m—1)l] —P(ml—a)

2m+1 &/nlll;(l)[w—(1jl/ + 1)l]—|—n-

i 2P(mll—— a) [r—@—1)i].

|+

+(=1)

sau:
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M, = (— 1" P(ml—a) [%—% —P(ml—a)

gy | PO ot @—3)—.
+ (1" e (m— )1} 4 (— 1" [o— (4 1))
A o 0 2) ] (1 e (— D

Si aci trebue sd distingem 2 cazuri, dupd cum » este par
sau impar.

Fie r par. In acest caz avem in paranteza cea mare un
numir par de termeni. De oarece semnele sunt alternative, ter-
menii in @ vor dispare si vom obtine pentru M, valoarea:

l M =(—1)"""P(ml— a)[(%-— Zlf) ¢! —r)]
9
= l —(—1)"P (m1— a) [r~1—(%c—24”?)].

Daca r este impar atunci in paranteza cea mare din for-
mula (27”) ne raméne incd x si dupa ce facem reducerile posi-
bile, obtinem :

l M= (—1)"""P(mi— ) [r— (% + ‘Qy“f)]
(29) l =(—1)"P(ml— a) [(?‘l‘é%) — T]’

bd). eml<la, adica reazamul m-1 se afla intre sarcina
8t secltiunea consideratd, sarcina fiind in deschiderea m—1.
Momentul e dat prin:

(22) M,=A.x—H,.y+B@—)+C@—20)+...4-Ljz—@r—1)]]

care valoare e identicd cu cea exprimatd prin formula (22). Deci
$i pentru acest caz vom avea, punand pentru A, H,, B, C... va-
lorile (3) pana la (7), iardsi momentul M, exprimat prin ecua-
tiunile :

(23) M; = (—1)"P(ml—a) ["—1" (?%)]
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(24) M= (—1)" P (ml— a) [(il" % é?if - ]

be). mi<ax<la, adica sectiunea $i sarcina se afld in des-
chiderea m -+ 1, sectiunea aflandu-se intre reazdmul m + 1 $i
sarcina.

Momentul este dat prin:

Mnpa =A.9c——H].y—FB(x—l)—}-C(ac—Ql)—l—...
(30) { ~+Ln[— (m—1) ]| 4P (x—ml).

Comparand ecuatiunile (30) si (22) intre dansele, vedem ca
daca inlocuim in membrul, al doilea al ecuatiunei (22) indicele »
prin m si adiugdm termenul P (x—ml) gdsim ecuatiunea (30).
Putem deci scrie direct valorile lui M, 4, pentru acest caz §i
anume introducand oarecare simplificiri:

M7 +1=P(@x—a)—P(ml—a) [m— (%; —g'/—f)] pentru m impar
(31)
M1 =P(x—a)—P(ml—a) [m—}—l— (ﬁl; - 2%0)] » npar.

bf). ml<a<lwx, adici sarcina se afli intre reazimul m 1

si articulatia m--1, iar sectiuna e la dreapta sarcinei intr’o des-
chidere oarecare.

Momentul e dat prin :

M,=A.x—H,.y+B@x—1)+Cx—20)+-...
(27) +In[e—(m—1)l+P(x—ml)—P(x—a)
FLnge [x—(m4-1) ] +...- L [x—(r—1)]]

care ecuatiune e identicd cu ecuatiunea (27); deci vom avea iar
valorile:

(28) M?=(—1)"P (ml—a) [r—l— —if _2_.7/f ] pentru » par
(29) M;=(—1)"P (m l—a) [(%; -+ gy?) —r)] pentru r impar.

Valorile aflate le recapitulim in tabela urméitoare :
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TABELA II. -- MOMENTE

’ l
S::tl;lf;l;a ! a<x<§ < asiml a<ml <
in deschi- AL ] s sau a<a<]ml sau ml<a<a
derea de: a<é<x e <ml<a ml<a<l x
Ordin P(mil—ax)— P(x—a)—
Pal@—nr)+ | (—1)"P[mI—a] — 1)™P (ml—a) X
par [ Pml—a) [m +1 ( ( ) P(ml—a) [m
x Yy x Y
x_ ¥ XMl5s+53)—r , r—1—(5—2-
M?— 5 [G+ep) -1 T A] [—-(F-2)] (____)]
Ordin Pml—ax)— P(x—a)—
P.x— P«“["' = (— 1)™P(ml—a)X (—1)™P (ml—a)x
impar ( P@ml—a) [m P (ml—a) [m +1
. Y
. Pal+ + 57 X Y r—1 f.{_‘l_/ —_—
M= 2 2f) (7 e 27)] [( )= ( "f)] [(1 2[) ']

5]

- (sl
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Exemple. a). Si consideram o grinda cu 3 deschideri (fig. 3)
adicd sia facem n =1 gi sd vedem ce valori iau momentele in
diferitele sectiuni cand o sarcind izolatd se migcd pe grindd de
la stinga spre dreapta.

a). Fie o sarcind P intre primul reazam si prima articulatie

adica ogagg

Pentru o sectiune in deschiderea intiia avem cu ajutorul
tabelei II :

x<a,'" M=P.x—P.a (C—f—[—’i

_ _* Y
x>a, M_P.a[l ] 2f]'

Pentru o sectiune in deschiderea II, avem :

M= Pa[(l—2)+l 2Jf] Pa[1—il"+-§§]

i pentru o sectiune in deschiderea III :

M=P.a[3—(%c+§y?)].

b). Dacid sarcina a depdsit prima articulatie, avem :
ba). Pentru cazul cind %gagl:
— (¥ Y ;
M= P(l a)(l ‘Zf) cand x< a
- — ) —P(l— —(*_ Y
M= P(l—ax)—P( a)[l (l 2f]
_Ply
—|—(1 Z+2f Pa cand a<axe<]l!

M=—P(—a) [1 —73 —|—2—Jf] cind sectiunea e in deschiderea II

M=—P(—a) [%; 2lf_ 3] cand sectiunea e in déschiderea 1L
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[
bb). Pentru cazul cand l<a<3§

M= P(l—a) (% _Qlf) cind sectiunea e in deschiderea I

M= P({—a) L%— Eif— 1] ~+P(x—a) cand sectiunea

e in deschiderea II six<la
M=—P(l—a) L1 — %'—l——y—f] cind sectiuneaein » Ilsix=>a
M=—P(l—a) %3 2'—*/f— ] cind sectiunea e in deschiderea III

valori pe care le am aflat si la tratarea directi a grinzei cu 3
deschideri. (Vezi Oesterreichischen Wochenschrift fiir den offen-
tlichen Baudienst, No. 39 si 40 din 1902, Wien).

b). Fie n =0, adici o grindd cu o singurd deschidere (vezi
fig. 2).

Pentru o sarcind P avem :

A z .y
ww. a<a<y M=Po—Pa(7+3)

/. — 1 =2 ¥
bb). x>a M_P.a[l ] 2f]
valori pe care le cunoastem din teoria grinzei in arc cu 3 ar-
ticulatii.
(Va urma). Maximilian Marcus

Inginer diplomat al $coalei
Politecnice din Ziirich.

Divefse

Drumurile de fier si boalele molipsitoare.— Dupi fiecare
transport de animale, vagoanele de marfd intrebuintate sunt
trimese la desinfectare, lipindu-le un afis cu inscriptia: ,de de-
sinfectat”. Cand turma umani care circuld ziua si noaptea pe
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