
Grinzi în arc, static determinate, cu un număr impar 
de deschideri egale 

(Urmare) 

Exemple. 1). Fie n =O. In acest caz (fig. 2 din planşa Bu­
letinului No. 3 Martie 1906) avem un arc cu 3 articulaţii. 

Aplicând formulele (8) până la (11) găsim : 

A= P(l - a) 
l 

z =Pa 
l 

Pa 
H1 = - H2 = 2( 

2). Fie n= 1. ln acest caz (fig. 3) avem o grindă în arc cu 
3 deschideri. Aplicând formulele (3) până la (11) găsim : 

l 
a). Pentru a~ 2 : 

A=P(l- a) B=2Pa C=-2Pa Z=Pa 
l ' l ' l ' l ' 

l 3 l 
b). Pentru 2 <a< 2 : 

A=Z= P(l - a) B=P C=-2P(l-a) 
l ' ' l ' 

H --H _ P(l-a) 
1 - 2 - 2f' 

valori pe care le găsim şi direct, considerând o grindă în arc cu 
3 deschideri *) de fel ul fig. 3. 

3). Fie· n= 2. Pentru o asemenea grindă (fig. 4) cu 5 des­
chideri, valorile reacţiunilor sunt date prin tabela următoare : 

*). Vezi : Oeste1reichische WocMn8chri ft fiifl· den otfentliclten Bwudienst, 
No. 39 şi 40 din 1902 : cStatisch bestimmte Bogenf!i·ăger mit wrei Oeff11iungen:. 
de Maximiliwn Marcus, unde autorul a tratat problema pentru cazul a 
trei arcuri. (N. R.) 
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TABELA I 

' Reacţiunea li l l 3l 3l 5l 
o< ci < 2 2 < a<2 2<a<2 

A 
P(l- a) P(Z-a) -P(2l-ci) 

' -l- -l- l I . 
I 2Pa p 2 P (2 l - a) 
' B 

l l 

c -2Pa -2P(l - a) p 
l l 

) 2Pa + 2P (l - a) - 2P(2l - a) - D t l l l 
•, 

I 

E 
-2Pa - 2P (l - a) 2 P (2 Z - a) 

' l l l 
I 

! Pa P (l - a) - P (2 l - a) 
1 z 

l l l ' 

t Hi=-~ 
Pa P (l - a) - P (2 l -a) 

27 2{ 2{ . I 
2. SARCINI UNIFORM REPARTIZATE 

Pentru a determina reacţiunile în acest caz, e necesar să 
vedem influenţa a 2 sarcini egale şi simetrice P şi P'. Vom dis­
tinge iar două cazuri : 

a). Sarcina Pse află între primul reazăm şi prima articulaţie 
la cheie, iar sarcina P' simetric aşezată între ultima articulaţie 
la cheie şi ultimul reazăm. 

Fie A, B, C, ..... X, Y, Z, H1 şi H2 reacţiunile care se nasc 
din cauza lui P; A', Br, C', ..... X', Y' , Z', H~ şi H~ reacţiunile 
produse de P'. Din cauza simetriei poziţiunei sarcinilor egaile P 
..şi P', avem : 

A=Z', B=Y' , C=:X' ..... X = C', Y =B', Z=A.', 
H1 =-H~, H2 =-H~. 

Reaeţim1ile ciletermina:te· d:e influenţa. sarcinilor P +P', v0u fi:: 
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A"=A+A'=A+z 
B" =B +B' =B+ Y 
C" = C +C' =C +x 

(12) X"=X +X'=X+C 
Y"=Y +Y'=Y+B 
Z" =Z + z' =Z +A 
H~ =H1+H~=2H1 

li I 
2 

li 

Hz =H2+H2= H2 =-H1. 

Inlocuind pe A, B, C„„.z, H1, H2 prin valorile lor date priru 
formulele ( ) până la (11), avem : 

B" 11 D" X" Y" O (13) = =„„.= . = = . 
{ 

A"=Z"=P 

H" - - H" - - p ct 1- 2 -
1

. 

b). ar-cina P a depă ît a tn articulaţie la cheie, iar sarcina pr 
imetric aşezată între articulaţia de rangul 2n - rn şi 2n+l- ni_ 

Inlocuind în (12) pe A, B, C„„. prin valorile date de 'for-· 
mulele (3) până la (7), obţinem : 

r A" = Z" =(- 1)'"+ 1 X 2P(ml- a) pentru reazămele finale· 
l 

1'1' = (- l)m+' x 4P(ml- a) t 1 â d l pen ru cazu c n : · 

(14) ~ I" -P - 2P(ml- ct) 
2 - l 

2<i<m şi 

2n+3- rn<i<2n+1 

pentru cazul când 

i=m+ 1 şi i=2 n+2- m, 
I~ =O pentru cazul când 

ni+2<i<2n·+l -m 

H" - - H" -(- l)m+1 P(ml- a) l 1- 2- X f · 

Cu ajutorul ecuaţiunilor (13) şi (14) putem determin~ reac-­
ţiunile pentru cazul sarcinilor uniform repartizate. Considerăm o.. 
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.:atare grindă în fig. 5, în care am dus verticale prin articulaţiile la 
-cheie, divizând astfel încărcarea uniform repartizată în secţiunile 
I, II, III.. . .'.2n+2. Fiecărui element de sarcină pda:din prima jumă­
·.tate a grinzei i se poate coordona un element simetric p da si­
tuat pe cealaltăjumătate a grinzei. Pentru o astfel de pereche de 

-~lemente ecuaţiunile (13) şi (14) ne dau valorile reacţiunilor dacă 
.scrim pda în loc de P. Integrând între anumite limite g·ăsim 
.reacţiunile ce sunt produse prin încărcarea întreagă. Avem deci : 

1 .ai 5l 

A=Z= ( 2pda+ \'2(-1)2pda 2(l-a)+ ( 2 (- l)spda 2(2l- a) J J 1 l Jai l 
o 2 2 

71 2n+1 
+ 5 2 (-l)4pda 2(3l~a) +·· ···+)_2_

1 

( - l)"+ipd a 2(nl;-a)_ 
5l 2n-1 
- ~- l 
2 2 

Valorile integralelor sunt: 

5
_!__ l 
2 pda=p2 
o 
3 l 31 

52(- l)2pda2(l-a) 2p52l-a da=O 
l l l l 
2 2 
51 51 

5
2(- l)a da 2(2l-a) . _ 2 52 2 Z- a da=O 
31 p l p 3 1 l 

. 2 . 2 

. . . . . . . . . . . . . . . . 
2n+1 2n +1 

5-2-1 (-1)"+1 pda 2(nl-a) =(- 1)" +i 2p5-2-. t (nl- a)da=O 
2n-1 1 l l 2n-1

1 2 . 2 

l 
aşa dar: A=Z=p 2. (15) 

l 3 I 

H1 = - iH2 = 52 pda. a +52 (- l)2pda(l -a) 
. ·t _!__ f 

o 2 
u l ·2n+1 

+ (2 (- lYipda(2l-a) + ..... +5-2-
1 
(- l)"+ 1 pda(nl-a) 

J~ { 2n-ll { 
2 2 
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sau: 

(16) 

şi în fine pentru reacţiunile intermediare .aR.ăm analog valoarea:: 

(17) 

Formulele (15) până la (17) ne arată că reacţiunile nu de-­
pind de numărul deschiderilor ci numai de mărimea lor? c.ăci 

oricare ar fi numărul deschiderilor, reacţiunile intermediare sunt 
egale între dânsele, reacţiunile finale verticale sunt asemenea 
egale între dân ele şi au jumătatea valorei unei reacţiuni inter­
mediare, iar reacţiunile orizontale sunt egale în valoare absolută. 

dar de selllile contraru. 

IlI. MOMENTE 

1. SARCINI IZOLATE 

După situaţiunea sarcinii distingem două cazuri principale: 
a). arcina se află între primul reazăm şi prima articulaţie­

la cheie. 
b). Sarcina a depăşit articulaţia m. 
a). Sarcina se a;flti, între primul reazăm ~i prinia articular 

ţie la cheie, adică : 
l 

a<2· 

lnsemnând o secţiune oarecare prin abscisa x şi ordonata. 
y a cetrului său de gravitate, avem iarăşi a distinge 2 cazuri:. 

aa). x<a< ~· Momentul este dat prin formula: 

M=A.x- H 1 y 

şi punând pentru A JŞi H1 valorile găsite pentru acest caz şi 

exprimate prin formulele (8) şi (11), avem: 

P(l - a) Pay (x y) 
M= l x-2Ţ =P.x-P.a y+ 2f' ·' (18) 
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bb). x ::>ci. Fie r deschiderea în care se .află secţiunea con­
siderată, şi să :presupunem că r e un număr par, atunci av.em 
momentul, în virtutea formulelor (8), (10) şi (11), dat prin: 

M= P(l - a)x P ci y - P(x - a)+(- l)2 2Pct (x- l) 
l 2f l 

· 3 2Pct r2Pa [ ( ) ] +(- 1) -l-(x-2l)+„„.+(-1) -l- x- r-1 l (19) 

sau: 

M= P(l~a) x - p ~f Y- P(x-ci)+ 2 ~ci [x - l+2l- 3l+4l- „. 

(
x y) 2Pa [ rl] +(r- 2)l- (r - l)l]=Pci- Pa -+- +- x--
l 2 f l 2 

sau în fine: 

[
X y J M=P.ci 1- 21 - (r - 1) . (20) 

Dacă r e un număr impar atunci formula (19), devine: 

M -- P (l-a)x _ P ci.y 2 Pa 
l . 2"{- P(x - a)+-l-[- l+2l- 3l+4l- „. 

- (r-2)l+(r- l)ll 
sau : 

deci: 

M=Pci ( -::'.- y + 1)+ 2Pa r- l l 
l 2f l . 2 

M=P.a.r - Pci ([+i
1
). (20') 

Formulele (18), (20) şi (20') se pot scrie, pentru a fi mai 
lesne memorizate : 

X~Ct M =P.x-P.a(Ţ+ir) 

{ 

M! = P .ci [r - (Ţ+ f
1
) J pentru .r impar (21) 

x > ci · 
M;'= P.a [(l -r)+(Ţ-J11)] pentru r par 

b). Sarcina. a depăfiit cirticulaţia m. 
Aci vom distinge următoarele cazuri: 
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ba). x<a,<1nl adică sarcina se află între secţiunea consi­
derată şi reazămul m+ 1 pe care nu l'a depăşit încă. 

Momentul va fi dat prin formula: 

(22) M„=A.x-H1.y+B(x-l)+C(x-2l)+„.+I„[x-(r- l)l]. 

Pnnând pentru A, H1 , B ... valorile găsite prin formulele 
(3) până la (7), avem : · 

I M„ = (- l)"'+1 P (m lt- a) x - (- l)"'+1 P (11~f a.) y 

(22,) + (- l)"'+2 2 P('n~l-a) (x- l)+(- l)"'+s 2P('n~l-a) (x-2l)+„. I +<- 1r+,2P("•/-a)[x-(r- 1)~. 
Ecuaţiunea (22') ne dă 2 valori pentru M„ după cum r 

este un număr par sau impar. 
Dacă r e impar, avem: 

M~ = (- 1r+
1 
P (ml - ci) [Î-,-- ir J 

+C- l)'n+2 2P(m~l- a) { x - l- (x-2l) + (x-3l) - (x - 4 l)+„ 

- [x-(r- 1)~} 
sau: 

(23) . M~ = (- l)"'P (ml - a)[(r- 1)- (Ţ- J'1) J. 
Dacă r este număr par, avem : 

M! =(- l)m+t P (1nl - a) [-I- irJ 
+ (- 1)"'+2 2p (m/ - a) {(x- l)-(x-2l)+„.+[x- (r - l)l]} 

sau: 

(24) M! =(- l)mP (ml - a) [ (Ţ+J',) - r J. 
bb). a<x<ml, adică sarcina se găseşte în deschiderea 1n. 

Sesţiunea e între sarcină şi reazămul m+ 1. 
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Momentul este : 

(25) Mm=A.x- H1.y+B(x -l)+C(x-2l)+ ... +Im [x-('m- l)l] - P(x-ci). 

Comparând ecuaţiunile (22) şi (25) vedem că ele se deosi­
besc prin termenul - P (x - a) adăogat la această din urmă şi 

prin aceia că am schimbat indicele r punând în locu-i m. ·Putem 
deci scrie pentru acest caz direct valorile lui Mm şi anume : 

{ M~=P(tnl-x)-P(ml-a)[m,-(Ţ- i,f) pentrurn impar. 
~~ -

M~.=P('1nl-x)-P(ml-ci)[ni+1-(Ţ + i,
1
) J pentru m par. 

bej . a<_ ml<_x adicci sarcina e in deschiderea m iar sec­
ţiiinea se afiă la dreapta rwzăniiiliii m + 1 într' o deschidere 
oarecare. 

(27) 

Momentul e dat prin: 

1 
Mr = A.x- H1 .y + B (x - l)+ C (x- 2 l) + ... 

+I,,.[x - (ni- l)l] - P(x - ci) +P(x- mZ) 

+I,,.+2 [x - (1m+l)l]+ ... +Ir[x - (r- l)l]. 

Cu ajutorul valorilor (3) până la (7) ecuaţiunea (27) se 
poate scrie : 

IM, . (- ir+• P(nil~a)x - (- l)"+' P(ni~a)y 

+c-ir+2 2P(m/- a) (x- z)+(- it+a 2P(m/- a) (x-2l)+ ... 

(27') +(- 1)2"'·2P(nil-a) fx - (m- l)l] - P(ml- a) 
l 

. · +(_:_l)2m+12P(tn/-a)[x-(m+ l)ZJ+ ... 

l +c-1r+r-12P(m/-a)[x-(r- l)l]. 

sau: 
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Mr = (- 1r+1.P(mZ-a) [.Y- irJ - P(nil- a) 
+ (- 1r+2 2P(m/- ct) {(x- Z) - (x- 2Z)+(x-3Z)- .„ 

+(- l)"' lx - (m- l)Z]} + (- 1)"'+1 [x - ('m+ l)Z] 
+c- 1)"'+2 [x - (m+2)z]+„.+c- 1r-1 [x-(r- l)l]}. 

Ş i aci trebue să distingem 2 cazuri, după cum r este par 
sau impar. 

Fie r par. In acest caz avem în paranteza cea mare un 
număr par de termeni. De oarece semnele sunt alternative, ter­
menii în x vor dispare şi vom obţine pentru Mr valoarea: 

(28) 1 
M; =(- l)"'+ip (ml - ct) [(î- ir) +Cl - r)] 

m [ (X y'] =(- 1) P(ml- a) r - 1- --- ~. 
,l 2f„ 

Dacă r e te impar atunci în paranteza cea mare din for­
mula (27") ne rămâne încă x şi după ce facem reducerile posi­
bil e: obţinem : 

(29) 1 
M~ =(- 1)"'+

1
P(ni l - ct) [r - ( -î+i1)J 

=(- l)"'P(nil - a) [(Ţ+J'r) -rJ 

bd). x~ml~a, adică reazătnul m+1 se ctfiă între sarcina 
.şi secţiu.nea conside·rată, sarcina fiind în deschiderect m+1. 

Momentul e dat prin: 

(22) Mr=A .x - H1 .y+B(x - l)+ C(x - 2l)+„.+Ir[x- (r - l)lJ 

care valoare e identică cu cea exprimată prin formula (22). Deci 
şi pentru acest caz vom avea, punând pentru A, H1 , B, C~„ va­
lorile (3) până la (7), iarăşi momentul Mr exprimat prin ecua­
ţiunile: 
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be). 11il<,x<,a, adicâ secţiunea ~i sarcina se afiă în des­
chiderea m + 1, secţiimea afiându-se între reazc'im.ul m + 1 ~i 
sar cinci. 

(30) 

Momentul este dat prin : 

{ Mm+1 =A.x-H1 .y+B(x- l)+ C(x - 2l)+„. 
+I,,. [x - ( m - 1) l] + P (x - m l). 

Comparând ecuaţiunile (30) şi (22) între dânsele, vedem că 
dacă înlo"Cuim în membrul. al doilea al ecuaţiunei (22) indicele r 
prin m ~i adăugăm termenul P (x - ml) găsim .ecuaţiunea · (30). 
Putem deci scrie direct valorile lui Mm+i pentru acest caz ~i 

anume introducând oarecare simplificări: 

{

M!:+1=P(x-a)- P(ml- a)[ m-(î- J'r)J pentrumimpar 
(31) 

M!.+a=P(x-a)- P(ml- a)[ m+1-(-Ţ+J'r)J » mpar. 

bf). ml<,a<,x, adică sarcina .se află între reazămul m+ 1 
.şi articulaţia m+ 1, iar secţiuna e la dreapta sarcinei într'o des~ 
chidere oarecare. 

(27) 

Momentul e dat prin : 

{ 
Mr=A.x- H1 .y+B(x- l)+ C(x - 2l)+„. 

+ Im[x-(m- l)Z+ P(x- ml) - P(x- a) 
+I,,.+2 [x- (m+l)ij+„.+Ir[x- (r- l)Z] 

care ecuaţiune e identică cu ecuaţiunea (27); deci vom avea iar 
valorile: 

(28) M~=(-l)"'P(mZ-a)[r-1- (Ţ-lr)J pentru r par 

(29) M~=(-ltP(ml--ci)[(Ţ+J'r)-r)] pentru r impar. 

Valorile aflate le recapitulăm în tabela următoare : 
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l 
Secţiunea ri< x< 2 

se află l x< n< 2 sau 
in deschi- l 
darea de : a< 2 <x 

Ordin 
P.a[(l - r ) + 

par 

M"= r (-f-ir)] 

Ordin P. x- P.a[r -
impar 

Pa(i .+:,)I 
M1= (Ţ + i,)] r 

T ABEC..A II. -- fVIOfVIEl\ITE 

x<ri<m,1 
sau a"<x<m l 

x<ml<a 

P(ml - x} -

(- l)"' P[m 7- a] 
P(m l - n) [m. +1 

X [ ( T + i r) - r] 
X- (-f +i,)] 

P(m. l-x)-
(- l)"' P(m l- n} X 

P(m l - a ) [m 

[<r-1)-( -f·-ir)] - (-I-i,)] 

ri<mz<x 
sau ml<x<ri 

ml<ri< x 

P(x - a) -

(- l}'"P(m.7- n) x 
P(m.l - n} [m. 

[r--1- ( -Ţ-if) J - (-f-ir)] . 

P(x- n) -

(- l)mP(ml- a)X [ 
P(ml - a) m.+1 

[( X Y) ] I l +2f -? - (~ + Y)] . . l 2{ 

t-:) 
-J 
t-:) 

I. 
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Exemple. a). Să considerăm o grindă cu 3 deschideri (fig·. 3) 
adică să facem n = 1 şi să vedem ce valori iau momentele în 
diferitele secţiuni ctmd o sarcină izolată se mişcă pe grindă de 
la stânga spre dreapta. 

a) . Fie o sarcină P între primul reazăm şi prima articulaţie 

adică O<a< ~· 
Pentru o secţiune în deschiderea întâia avem cu ajutorul 

tabelei II : 

x < ci, ' M=P.x- P.ci ('!/+ir) 
x >ci, M=P.a[l--Î-irl 

Pentru o secţiune în deschiderea II, avem : 

[ 
X y] [ X y] M=P.ci (1-2)+ --- =-Pa 1-- + -z 2f . l 2{ 

şi pentru o secţiune în deschiderea III : 

M= 

b). Dacă sarcina a depăşit prima articulaţie, avem : 

bei). Pentru cazul când ~ <a<l: 

P(l-a) ---( x Y) 
l 2f 

când x < ci 

P(l-x)-P(Z-a)[1 - (~- y ~] 
l 2fJ 

Ply ( X Y) A = - 27+ 1- 1+2{ Pa cand a<x<l 

M = - P (l-a) [ 1 - Ţ + i;] când secţiunea e în deschiderea II 

M=-P_(l- .a) [ Ţ + ir-3] când secţiunea e în deschidQrea III. 
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M= (
x Y) P(l - a) ---
l 2f când secţiunea e în deschiderea I 

M= P{l- a) [Ţ- J'1~ 1J+P(x- a) când secţiunea 

[ 
X y] M= - P(l - a) 1--+ ­
l 2{ 

[
X y ] M= - P(l - a) - +--3 c 2{ 

e în deschiderea II şi x< a 

când secţiunea e în » II şi x;;::a 

când secţiunea e în deschiderea III 

valori pe care le am aflat şi la tratarea directă a grinzei cu 3 
d eschideri. (Vezi Oestenreich·ischen Wochenschrift fur den offen­
tlichen Bau.dienst, No. 39 şi 40 din 1902, Wien). 

b). Fie n =O, adică o gmndă cu o singură deschidere (vezi 
fi g. 2). 

Pentru o sarcină P avem: 

aa). x< ci <~, M=P.x-P.a (Ţ+J',) 

bb). x > a [
. X y] 

M=P.a 1 - 1- 2{ 

valori pe care le cunoaştem din teoria grinzei în arc cu 3 ar­
ti culaţii. 

(Va urma). Maximilian Marcus 
Inginer diplomat al Şcoalei 

Politecnice din Ziirich. 

Drumuirile de fier· şi boalele molipsitoare.- După fiecare 
transport de animale, vagoanele de marfă întrebuinţate sunt 
trimese la desinfectare, lipindu-le un afiş cu inscripţia: „de de­
.sinfectat". Când turma umană care circulă ziua; şi noaptea pe 
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