
DISCUTIUNI 
Calculul grafic al momentelor de inerfie 

ln m1111i"irul 8 din anul ln'l'Ut :ii Jfoleti1111l11i S11cid11ţ.·i /'olifl'r11fr1· 

(Voi. XX.\'11 pag. 61~1' cil lngi1wr .-t. To11ss11i11t n p11hlkal 1111 :1rlieol ~/Je.,
j>re ccilcl4lul Kr11fic al 1110111e11t,·lor ,fr i11f!rţi1i .~i de:;j>r1· sr.1ri i11 st11tiro 
grnficii". articol la can• d-1 ln)o(inl'r .\". Profiri lll'-a pn·zi11l:1I o intîmpi
narc asupra mctmll'i l'xpusr în m•t•I articol p.>ntnt c:1kul11l gr:ilir al mo
mentelor dr inertir .. \ccasti1 întîmpin:irl' :1 fost l'111111111ic:1lii d-lui 1111-(inrr 
A. Tu11ssl'liut, carC' ne·a tri11tt:''\ ri1s1n111-.11l si"111. şi în st·op ill' a se• C'luricl:i 
complC'l'l dtestiunca. şi a inchiclc prin urmare tlisnttium·a. ne-am atln·!->nl 
ci-lui Inginer-şef /. /011esc11. profC'SIH" la :;;coala 1ll· Poduri şi Şoşele. l':ffl' 
a avut huna\·ointa a l'Xamina chrstiunca. şi a nr da nntita pC' can• 11 pu
hlicăm în cele cc urmcazi'1 împrcunii l'U notitelr d-IPr .\'. Profiri şi .·I. 
Tol4:.saint. 

Hedacţia mulţ11111l'Şlc el-lui/. loruisc" pl'ntru examinarea cr a f;h·ut-n. 
şi puhlidnd toate m·este notiţe considcri1 discuţiunea închis::\. 

llcd:wtin. 

* 
ln numărul 8 (August 1911) al B11/eti1111/ui, Domnul A. Tous

Jaint tratează ccDl·spn· 01'm/11l gr1~/it- al 1110111entdor d~ i11cr(i1· .~i di·sprc 
scarr 111 statica graficii,. Noutatea procedeului D-sale în determinarea 
grafica. a momentelor de in.erţie s'ar rejuce la construcţia simplă 

ce o propune pentru aflarea direcţiei pe care se află antipolul unei 
drepte f:iţă de elipsa de inerţie a unei suprafeţe ce considerăm. 

sa. ma. explic : 
Dreptei o y (vezi figura de pe pag. 80) îi corespunde, faţă de 

elipsa de inerţie a suprafeţei A.B.C.D, punctul V ca antipol. Se ştie 
că dacă vrem a afla momentul static al suprafeţei A.B.C.D., în 
raport cu dreapta o y, facem produsul · 

M1 = Q. d 

unde Q înseamnă aria considerată, iar d distanţa centrului ei de 
greutate la o y. Pentru momente de ordinul al doilea însă, trebue a 
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lu a momentul static faţă de aceeaş dreaptă a rezultantei M1, ce 
trebue transpusă în anti polul V. 

Evident, că pentru această operaţie e suficient să cunoaştem 
nu mai paralela la ·' , ce ar trece prin V. 

Pentru găsirea acestei paralele, Domnul To11ssaiu1 propune o 

...... ..... 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' C' 

z 

R 

y 
Fig. 1. 

construcţie ce-i drept simp l ă. Numai, con stru cţ ia propu să , teore
ticeşte. e greşita. iar aplicata, nu se poate spune ca furni z ea ză. 

ori cînd rezultatele aprop iace. 
ln adevăr, O-sa proiectează un punct, de pild ă C, în C' depe 

ZZ . Inter ecţ i a lui O C' cu B C determin ă m ărimea B f; , ce cu drept 
cuvînt e proporţională cu produsul coordonatelor x 1 y1 ale punctu
lui C. 

Să punem: 
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o = .\"o D= _\'o A'J. -nn 

8 = ,\ "1 BC = \' . I Br~ =a. 
M = .\· N = \' M,tt = r1 

e repeta operaţia de mai u pentru pun tul D şi ar mai ramîne 
de allat centru l d gr utate al lrap,·zului i pr bi 111.i rez I ata. 

Numai trebue observat cn dacă luam: 

A 'J. =no= .\·o _\'n şi i =r1 , = .r, Y1 

nu rezultă ca şi : 
M 11 = n = .\· v . . 

Căc i : 

1 
a= - [..\o \' r.-\ + .\.1_\'1(\· ,\"ol] 

\. , . . o -

Iar : 

• l - -~ o 

\ " 
.\·)'= . · - . lv0 \1 

. \ l - .\o 

Pentru că a = x v rezul ta : 

)'o= _\'1 

.\"o)) 

adic ă, numai cind s u p rafa ţa B C D e un dreptunghiu, numai 
atun ci ne e permi a uni ex cu ~ printr 'o d reaptă . 

D r de ast-fel se vede imediat. că dacă repetăm c nst ru c ţi a 

propusă pr ntru un pun ct M, punctul nu va mai cădea pe dr apta 
fJ. p. Căc i ordonate le M ţi= a sunt proporţiona l e prod11s11/11i x y ş i 

prin urmare locul lui ,u nu poate fi o d reaptă . 

Aşa, iata ce rezu ltate absurde am obţi n e, dacă conc luziil e 
Domnului 1v11ssai111 ar fi juste. 

Pentru ori ce punct de pe O y, adi că pentru un punct de 
coordonate .v = o, y = k corespunde în transformarea de mai sus 
origina O, c ă. ci produsul x y face zero . Atun ci ori a dreaptă aualon 
gii rn rJ. ~ ar trebui s ă. trea c ă. prin O, ceeace ' i imposibil. 

Mai mult. Dacă. ar fi vorba numai de trapezul O ARD, ar 
urma că. oricare ar fi direcţia dreptei R D, am obţine ca loc geo
metric al lui µ neconter.it dreapta O a şi prin urmare antipolurile 
tuturor acestor trapeze s'ar confunda, ceeace iară.şi e cu neputinţă.. 
Cazul e adevărat numai pentru un dreptunghiu, că.ci atunci pro
dusul x y se reduce la k x iar antipolul V e unul din vîrfurile sîm
burului dreptunghiului. 

6 
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.:onstrucţia D-lui Toussaint ar da rezultatele apropiate, numai 
cînd dreptunghiurile şi trapezele ce compun suprafaţa considerată. 
ar fi nişte fîşii destul de înguste. Dar . . în acest caz. se ştie 
că nu mai e nevoie de nici o corecţie, aplicîndu-se 1 ezultatele M1 

tot în centrele de greutate O şi nu în antipolurile V. Cînd drep
tunghiurile şi trapezele componente sunt relativ mari, sunt încă 

aplicabile metodele lui Afo/Jr sau C11lma1111 cu modificările trecute 
şi în Hiittc. N. Profiri 

In .iner 

* 
Am scris articolul pur şi simplu pentru a ară.ta că procedeul 

obişnuit are, teoreticeşte, o lacuna despre care se omite în general 
de a se menţiona : acelaşi motiv pentru care se aplica acţiunea su
prafeţelor elemente.re în centrele de suprafaţă impune a se aplica 
şi momentele statice elementare în centrele de momente statice ; 
procedeul de aflarea centrelor de acţiune este în ambele cazuri a
celaşi bazat identic pe înlocuirea unui element de curbă. printr'o 
dreapta în trapezele elementare. Acesta este tot adevărul, care nu 
poate fi contestat. 

Acum sa dam rîndul discuţiunilor la care a ţinut autorul în
timpinări sa dea loc. 

Sunt perfect de acord cu D-sa în concluziunea care trebueşte 
luată drept esenţa întimpinării, ca procedeul descris de mine nu dă 
rezultate apropiate de cit în cazul cînd suprafeţele (fîşiile) elemen
tare au fost luate destul de înguste. Nu numai atît, dar nici nu 
poate fi vorba de metoade de felul acesta în cazul contrariu. Pu
blicart:a articolului meu în Buletin am socotit-o adresată. binevoi
toarei atenţiuni a persoanelor cu cultură tecnică : <işa fiind am omis 
intenţionat de a menţiona, ca ştiut de toţi, faptul de mai sus. Dar 
D. Inginer Profiri a văzut contrariul în figură ! li rog să mă erte 
ca l-am indus în ero:ire în acest fel ; însă nu puteam sa mă ser
vesc de cît de o figură schematică, forţata în raport cu realitatea, 
deoarece scopul nu era prezentarea unei epure de calcul ci clari
tatea în expunere. 

Poate că întîmpinătorul a fost izbit de faptul că în figura mea 
primul element de suprafaţă. are lăţimea straşnic de mare O /J. 
Este adevărat. lnsă acest element este dreptunghiular şi am de
monstrat în cursul articolului că centrul momentelor statice se afla 
în acest caz, matematiceşte, la :!) 3 din Oh. Dar dacă O'J/ nu era 
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paralela cu O '1? Ori-care ar fi fost direcţia lui O'll. determinam 
numai pe //' şi obţineam dreapta" fixa O I/'? Absolut de loc : atunci 
descompuneam trapezul tn fîşii înguste. 

Totuşi, pentru primul element îngust lipit de axa O y tot aşi 

fi obţinut o dreapta fixa O //' pentru ori-ce variaţie de direcţie a 
dreptei O'I/. Absolut ca da. D. Inginer Priifiri, ar fi observat ca nu 
rezulta de aci de cît fixitatea primului centru de momente statice, 
care are sa duca în ori-ce caz la un element de moment de iner
ţie apropiat de zero, fiindca \' respectiv este foarte mic. Procedeul 
expus de mine exista, pentru ca raţionamentul dat, dovedeşte 

aceasta. 
lntîmpinatorul meu expune cu ajutor de formule lungi fapte 

pe care ori-cine dintre persoanele ce m 'au onorat cu citirea arti
colului le-a văzut direct. ca evidente. 

La aliniatul al şeaselea am dl• raspuns ca practiceşte «con
strucţia propusa» nu poate de cit sa amelioreze rezultatele obţi

nute fara ea. Iar teoreticeşte este o diferenţa de vedere între D. 
Pnjiri şi subsemnatul : dupa vederea D-sale construcţia este teo
reticeşte greşita; dupa vederea mea este teoreticeşte neînţeleasa 

de O-sa. Cind elementele secţiunii date sunt dreptunghiulare, con
strucţia propusa da, în practica chiar, rezultate matematiceşte exacte. 

ca IX nu poate fi unit cu ~ printr'o dreapta de cit clnd ABCD 
este dreptunghiu (figura din întimpinare) am demonstrat eu însumi 
în articolul meu. Faptul că totuşi se ia ct ~ ca dreapta nu este de 
cit vecinicul procejeu de aproximaţie grafic. Pentru un lucru nşa 
de evident şi a carui invocare nu stabileşte nimic era oare nevoe 
de formule şi locuri geometrice ? 

Afirmaţiunile întimpinatorului meu merg şi mai departe cînd 
pretinde ca toate dreptele analoage cu ct ~ convergeaza în punctul 
O. D sa demonstreaza ca curba trece prin punctul O şi pretinde 
a fi demonstrat ca şi secantele curbei ar trece prin punctul O. 

Sunt de acord cu D. Profiri asupra faptului ca nu este nimic 
nou în procedeul expus, în afara de construcţia simpla pentru afla
rea direcţiilor pe care se afla centrele de momente statice. Mai 
mult, de şi construcţia aceasta a fost dedusa de mine, totuşi cred 
ca a mai fost expusa înainte de alţii ; acest lucru mi I a afirmat 
mai de mult D. Inginer-şef Ion Ionescu, şi construcţia e prea uşoara 
pentru a nu fi fost deja găsita. Dar, de şi se poate sa ma înşel, 
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nu sunt de acord cu întimpinătorul meu în privinţa că nu ar avea 
ce căuta în Buletin de cit articole "care să poarte sancţiunea noului. 

A. Toussaint. 

Tecuci, 20 Noembre 1911. Inginer 

* 
D-l redactor, dorind să inchee discuţia născută între d-nii A. 

TtJ11ssai111 şi N. Pro.fin, asupra articolului publicat în August 1911 
relativ la calculul momentelor de· inerţie pe cale grafica, mi-a ce
rut părerea asupra neînţelegerilor ivite. Din cele spuse în întimpi
nare şi răspuns, reese că putem grupa în 3 părţi chestiunile des· 
bătute, şi anume: I) originalitatea metodei; li) exactitatea ei teo
retică, III) importanţa ei practică. Voi examină. pe rînd aceste trei 
chestiuni. 

I) Chestiunea originalităţii nu trebue luată în inginerie în mod 
absolut. S'a şi spus chiar că aceasta ştiinţa. este fa.cută, dar ca. ea 
trebueşte necontenit refăcuta.. lnca. din anul 1866. C11lman11 a arătat 
cum se pot calcula grafic momentele de inerţie, şi de atunci în
coace s 'a scris necontenit despre din sa ; eu am notate pînă acuma 
9 metode în acest scop. Sunt ciţiva ani de cînd d-1 .A. To11ssai11 t 
mi-a arătat principiul metodei d-sale, şi i-am spus atunci că me
toda nu este nouă, întrucît am văzut că ea se compune din corn· 
binarea metodei lui Cu/111a11n cu metoda lui Nchls, publicată în 
1874 în Civil-i11gwic11r. D-l A. 1vussai111 porneşte după metoda lui 
C11/111a1111 şi găseşte momentele statice cu ajutorul unui funicular; 
de aci înainte C11/111a1111 pune momentele statice ale fîşiilor ca forţe 
pe direcţiunea primelor forte şi cu un al doilea funicular obţine 

momentul de inerţie, neglijînd astfel momentele minime ale fîşiilor 

în raport cu axe paralele cu axa momentelor. 
Este adevărat, după cum afirma. şi d-l 1 oussaint, ca. se găsesc 

o mulţime de cărţi de statică grafică în care nu se atrage ate. ţi
unea asupra acestei neglijeri şi că pentru a obţine rezultate mai 
apropiate, ar trebui să îndepărtam puţin liniile de acţiune ale mo
mentelor, mai înainte de construcţiunea celui de al doilea funicular 
pentru a mic_şoră. sau anulă. erorile metoadei lui Culmann. De aci a 
eşit operaţiunea zisă a descmtrărei forţelor pentru al doilea funicular, 
operaţiune pentru care s'a publicat diferite metode. 

D-l A. Toussaint nu a avut de sigur cunoştinţa. de lucrările 
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publicate în această direcţiune · a văzut în ă nece itat a de cen
trării şi a căutat o metodă pentru o obţin . Jn ace t cop O- a 
transformă. conturul C al uprafeţei în altu l C', a tfel ca un pune t 
cu coordonatele .\· , y de pe C ă ină în altul u c rdonat I 
x, '={·x1• după C' /,· fiind o con tantă. ln ă ac a ta nu e te d cit 
transformarea şi constru cţia lui t' /Jls car fa e ca aria lui ' a 
fie proporţional ă cu momentul static al upraf ţ i C tn r p rt cu 
oy, căci : 

f X'.\' f ,\: = ~\ Jrk.\·y ) d. ' = ~. J _v'c/,\', 

ehls transformă curba C' în alta C", prin aceiaşi met dă a 
cărei arie este proporţi n a l ă cu momentul de în rţie al prim i u
prafeţe în raport cu oy. 0-1 A. Toussnint nu mai fac ac a tă n uă 
transformare, ci ap lic ă în centrul de gr utate al flşiilor rămase îr. 
C', momentele statice ale primelor făşii, şi cu un al doilea runicu · 
Iar obţine momentul de inerţie 

ub această forma , după cîte ştiu, nu a publicat nici o me-
todă pentru calculul grafic al momentelor de în rţie ; şi din acest 
punct de vedere prin urmare nu e poate spune că artico lul nu 
are nimic original şi că nu făcea stl se publice în Buletin, cu 
toate ca prin Hiille sau alte cărţi e indică diverse metode pentru 
descentrare. 

11) în ce priveşte exactitatea metoadei d .) . Profiri pune 
ca « onstmcfia. prap11să teoretireşte este greşita ». 

Cum că metoda nu este abso lut exactă, şi nu duce momen
tele în antipoluri, se vede imediat ; nu e nevoe nici de calcule, nici 
de reduceri la absurd. E destul să presupunem ca o făşie se re
duce la un triunghiu, ca.ci în transformare el rămîne tot triungiu , 
ca centrele lor de greutate sunt pe aceiaşi pa ralelă la oy, şi ca 
prin urmare metoda nu da nici o descentrare pentru triunghiuri , 
cind de fapt ar trebui sa dea. Pentru dreptunghiuri, descentrarea 
este complecta ; pentru trapeze ea este ceva mai mica decît ar 
trebui. Faptul ca o linie dreapta înclinata faţa de ox se transforma 
în o conică iar nu într' o dreapta, nu are nici o importanţa aci . 
de oarece şi conturul curbiliniu C' trebue s<:H înlocuim cu un po
ligon apropiat, după cum am făc.ut cu conturul C la început, şi 

cînd voim să menţinem liniile de separaţiune ale fîşiilor de la în
ceput, lu ~ ru admisibil cînd fîşiile nu sunt prea late . Din acest 
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punct de vedere, metoda d-lui A. To11ssai11t este tot atît de exactă. 

şi tot atit de greşită ca şi toate celelalte metode cunoscute, în cari 
se înlocuesc arce de curbă cu linii drepte. 

III ) Relativ la partea practică a metodei, d-l N. Profiri spune 
că: «1111 se poate sp1111e di f11mi:::_enză oriri11d rc:::_11ltnte apropiate» . Aci 
este partea slabă a criticei D-sale. Cînd cineva este convins că o 
construcţi e es te: <ce-i drept, si111plii» şi nu-şi dă bine seama ce 
anume aproxi maţiune oferă acea construcţiune, nu trebue să se 
grăbească a o critica. Sunt sigur că dacă D-sa studia complect a
ceasta chestiune, ar fi înlocuit cr itica prin o complectare la m e
toda d-lui A . Tv11 ssai111; şi cum ştiu că D-sa ar fi fost în sta re să 
facă acest lucru , nu pot decît să regret că nu l 'a făcut. 

ă presupunem dar că construcţia este si mpl ă, cum o crede 
d-l '. Profin, adică erorile de trasare suplimentară sunt neglijabile 
faţă de exactitatea pe care o aduce metoda pe a lt ă cale şi să ve
dem ce ameliorare aduce metoda d-lui Â. To11ssnint, găsi rii grafice 
a momen telor de ine rţi e. ln acest scop să lu ăm trapezul din figura 
d- lui . Profiri şi să i calculăm analitic momentul de in e rţie exact 
I şi momentul I' la care ar duce metoda d-lui A . To11ssni111 şi să 
vedem ce dife r enţă obţinem între dînsele. Descompunem trapezul 
în triunghiurile ADC, AB C. punem /J = x 1 - -'"o= AB şi avem : 

Pentru a găsi pe I' ca l culăm momen tul static M al trapezului în 
raport cu oy şi avem : 

Acesta îl ap li căm ca forţă în centru l de greutate al trapezu
lui AB ~o., care are Ary,=f.·xo Yo. B~=lix1 y1 . Momentul acestui tra
pez în raport cu cy se va obţine din M înlocuind pe y0 şi y

1 
cu 

kxo )'o şi lt x1 Y1 · lmpărţind acest moment cu aria trapezului care este 
! (k.--co Yo+l.x . J1 )f/ avem distanţa d a centrului de greutat.e la r.y, 

pe care înmulţind-o cu M vom găsi pe I'. Deci : 
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Găsim a trei: 

I
, 1 

I - =3 Yt 

in care T este momentul minimum de in rţi al triunghiului DCK 

in raport cu axe paralel la r1 y, iar a= .\'1 _\'1 / .\'o _\'o. 

Acea ta relaţiun e impia n dă mult lucruri inter sante. Mai 
intîi a.> 1, şi deci I - I'< T . şa dar prin met da O-lui ,.J . 'J.'011s
.wi111 eroarea care s face la fi e-care fi ic nu ste d cit frnt'(i1111c 
tl in momentul minimum al Iţi are l r de pe la margine în raport 
cu axe paralele cu a s~u ov. Numai dacă t:t. = , adică dacă 

.\'o= O sau _,o= O atunci I I'= T, adica clnd triunghiul este 
lingă axa momentelor vy au lin gă axa de transformare vx, me
toda nu dă nici o ameliorare p ntru colţişoare . Cu cit fişiile sunt 
mai departe de O y cu atlt ameliorarea e te mai bună, şi cu cit 
axa de transformare este luată mai departe, cu atlt se obţin r -

zultate mai bune. 
Reese de aci că metoda dă o ameliorare se n sibi lă faţă de me

toda lui C11/ma1111 din punct de vedere teoretic , cu condiţiune ca 
construcţiune a să fi e simplă. Aci însă nu sunt nici de părerea D-lui 
„-J. Tv11 ssai1;/ nici de părerea D-lui ]\. Profiri, căci metoda cere 

toate construcţiunile metodei lui C11lma1111, cere o transformare a 
lui i\ ehls şi cere găsirea centrului de gravitate a unei noi serii de 
fîşii. Găsirea unei centru de grav itate prin metoda obişnui t ă, cere 
numai 28 operaţiuni grafice elementare printre care 4 drepte şi 6 
arce de cerc. De aceea metoda ar trebui simplificată, şi această 

simplificare reese în mod clar din cele ce am spus pîn ă aci : să se 
fa că la început transformarea lui 1 ehls şi apoi să se caute prin 
metoda lui Culmami momentul static al suprafeţei transformate. 
Se economiseşte ast-fel construcţiunile nece~are pentru primul fu
nicular, şi căutarea unei serii întregi de centre de greutate. Pe de 
altă parte cu modul acesta, descentrarea este perfectă. E de ob-
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servat apoi că fîşiile se pot alege în mod mai convenabil faţă de 
conturul suprafeţei transformate, pe cînd în metoda O lui Inginer 
.d. T o11ssai111 se poate întîmpla ca fîşiile primitive să nu mai fie 
convenabile pentru conturu l transformat. 

Trebue însă observat că metoda lui ehls prezintă dificultăţi 

şi erori grafice, fapte pentru care ea nici nu a putut intra în uz 
ca metoda lui C11/ma1111 · aceasta se poate ameliora prin îngustarea 
fîşiilor. 

Sper că prin cele expuse pînă aci am l ămurit totul şi că nu 
va mai fi nevoie să se revină asupra chestiunii. 

I. Ion c u. 
Togi ner-.. er 

Prof "or ln . ronla d P oduri şi osc! . 
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