NOTE

. Torsiunea barelor cu sectiune rectangularad: este titlul problemei
tratate la paginele 773—775 din numerele 11 si 12 ale , Buleti-
nului, pe anul 1920. Pentru rezolvarea problemei, autorul a uti-
lizat solufia particulara :

¢=Ayz+Byz(y—2) ®
a ecuatiei diferentiale a deformatiilor:
e?s X ,
5y ts = @) (1.

Solutia acestei ecuatii se poate scrie sub forma :
E =f(zl) +g(22),

in care f si g sunt doud functii oarecare de variabile coruplexe,
conjugate, z; si 2,

zy=y+iz; z,=yp —iz.

Ne vom mairgini in cele ce urmeazi a arita rezultatele, la
care duce solutia particulard (2) si intrucat ele diferi de rezulta-
tele stabilite in articolul citat.

Cu ajutorul solutiei particulare (2), rezistentele la lunecare
Ty §i Tz se pot scrie:

iy =Gy(A+uv,-By?—3B2? a)
2 =0Gz(A—wy—B2z24+3B)? ’

Spre deosebire de autor, noi vom nota rasucirea specifica
wz, care este o funciie de y si 2z, cu: w(y, 2).
Relatiile (3) trebuind si satisfaci conditiilor pe contur:

c b C
Ty = 0, pentru z= —+ o » Oricare ar fi y si

tz = 0, pentru y =+ i, oricare ar fi z,
obtinem :
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3

A4 oy b)+By?— 4—Bbz=0
3 (6).
A—o(hz)—Bz? +TBh2=O
Aceste rezultate sunt scrise de autor astfel:
Atox+By— SBE=0
3 (6).
A—oy—Bz%2 + 4 BA2:=0

Adici: in ambele relatii ale autorului, risucirea specifica fi-
gureazd sub aceiasi notatie vy ca si cum ar trebui ca functia o
sa aiba aceiagi expresie in ambele relatii. De oarece insa risu-
cirea ® este o functie de variabilele y si 2z, noi credem gresita
aceastd procedare §i mai credem ci nu este permis ca prin simpla
scadere a relatiillor precedente (6) si se deduca functia ©, cum
face autorul obtmand

ox g B[407+2) =302+ m).

O consecinta imediatd, contradictorie a acestui procedeu
este faptul ca adunand relatiile (6’) ale autorului, cipatim cia A
nu mai este o constanti, dupa cum s’a presupus in relatia (2),
ci o functie de y si z:

A= BlaE—y)+ 36— )|

In aceste conditii, se impune refacerea tuturor calculelor,
luand ca punct de plecare relatiile noastre (6).
Din ele deducem:

o (y,b)= 3 B8 —By—A
X ™.
o(h,2) = BR2—B2? + A
Luand
oy 2)=C+C, 02+ 23, (7)
gasim :

2
o 1B)=C-HCy2 +Cio
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o(h2)=C+C " 4 2

Apropiind aceste rezultate de relatiile (7), obtinem:

C,=—
C— , BB +w)
1

A~ B (82— R,

Expresia rasucirii sprecifice va fi atunci:
~ yBEBEM)—BO +2) (@)

Ca aceste rezultate, relatiile (3) care dau rezistentele la lu-
necare devin:

<y BGy(4?—42?) @)
<y =—BGz(i2—4y?) '

Pentru a determina constanta B, integrim expresia
’!.'v y— TZ p4

si egalam rezultatul cu momentul exterior M. Insemnind cu d2
un element de suprafati din sectia consideratd, vom avea:

| M
2 240 L L2 2 0 - 2 92 = .
bfyd_.hfzd-. S/yzd‘_’ BG

Sau:
&r PR 8 s M
12 1 12 144 BG®
Deé unde
9 M
B=Gpw ©)-

Relatia (8) o vom putea-o scrie:

gM b? + h? ,
srr ) -+ #) ]

Pentru axa piesei (y == 2==0), risucirea va fi:

4,5 M (52 + A?)
G b3 A°

w
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Pentru muchile barei (y -+ g ;2 0+ —g), rasucirea va fi:

225 M@ )
T G BR

In ce priveste rotatia unghiulard % a cuplului exterior M, ne
servim de relatia:

S ! 2 2 -
M & f (e,

in care pentru rezistenfele = §i 7z vom Iua valorile date de rela-

tiile (3’). Vom avea:

év![’él - b gy:’d‘,! + ht Szzdg_}_m gy‘zz4d(_3_l_16 5}'422 de

w

—szfyzzde—Shz [y'—’z?dg
Efectuind integralele, obtinem :

Ms  BAR B3h | BIS b3hd bBhd Bk

BZG 12 T2 60 + 60 18 18
De unde: :

M’\' _12 33 2! 2

RrG =45 R

Introducand aci valoarea lui B dati de relatia (9), cipitim:

. 36MB A
' Gbshd

N. Profiri.

Raspuns la nota: Torsiunea barelor cu sectiune rectangulara.

Redactia ,Buletinului“ a avut bunivointa de a-mi pune
la indiméana nota de mai sus, fapt pentru care ii multumesc.
Nota se referid la articolul ce poarti acest titlu si care s’a pu-
blicat la paginile indicate in nota de mai sus.

Autorul notei citate giseste o nepotrivire si neexactitate
din faptul ci in relatiunile :

3
Adox +By? — ;- Bi=o0
A —oy — B2 —I—%—th’:

am considerat wy = constant pentru toate elementele sectiei si
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aratd cd de aci rezultd ,o consecin{d contradictorie a acestui pro-
cedeu.... cd A nu mai este o constantd cum s'a presupus....*
Perfect adevarat.
Autorul notei a mai observat ci rdsucirea specificd figu-
reazd sub aceiasi notafie v, ca si cum ar trebui ca funcfia v sd

atbd aceiasi expresie in ambele relatii, iar din calculele ce am
ficut rezultd ca am considerat-o pur si simplu o constanti. In
fine autorul notei putea si mai observe ci de unde am consi-
derat oy = constant pentru toate elementele sectiunei, la urma

scot

M 2 | 2
wx = 15 R [3(6%4 7Y — 4 (y? + 29)]

adicd o functie de y si z. Asa dar o noua contradictie. Cred ca
autorul notei apreciaza cd si aceastdi noud contradictie este tot
atat de importantd si grava ca si precedenta intrucitspune _spre
deosebire de autor (al articolului) noi vom nota rdsucirea speci-
ficd o, care este o functiune de y §i z cu... dar mai departe

spune : De oarece insd rdsucirea v este o funcfie de variabilele y
st z, noi credem gresitd aceastd procedare, etc... asa cid autorul
notei se ved: obligat a addoga : ,in aceste conditiuni, se impune
refacerea tuturor calculelvr, luand ca punct de plecare relatiile
noastre (6) ..

In fine ar parea din nota precedenta ca funcliunea propusa
de mine §i anume Z = Ayz + Byz (> — 2?), cu corectiile ce i-
se aduc de autorul notei ar riaspunde complect la chestie. Daca
ar fi asa, (si ce bine ar fi!) n'asi avea decit sa-i multumesc.
Dar.... sa3 examindm chestiunea,

£
P *

Pentru a limuri complect aceasta chestiune va trebui si ex-
pun aci ceva din teoria rasucirei barelor cilindrice infinit de lungi.
Sa presupunem ci din o bara, supusd la rasucire luim o lungime
d x. In cele doud sectiuni transversale se vor dezvolta niste rezis-
tente la forfecare 7y si v, normale pe axele Oy si Oz, a ciror

sens pozitiv este insemnat pe figuri. In sectiunea a doua se vor
desvolta niste rezistente la forfecare, care pentru elemente de su-,
prafatd ce corespund aceleiasi fibre, vor fi egale si direct opuse
intru cit bara ce o consideram este cilindrica, si motivul se vede
numai decit de ce trebue si fie asa. Intrucat nu existd nici o
forta exterioard in sensul lungimei barei, rezulta iarasici s, =o

pe toati intinderea suprafetei sectiei transversale. Si tiem acest
element de volum de lungime dx prin un plan paralel cu planul
X 02z si si consideram echilibrul elementului de volum mairginit
la suprafata ABCD. Ca de obicei va trebui ca in aceasti fata
sd introducem niste rezistente oy 7tx §i Tz a cdror senz pozitiv

este de asemenea insemnat pe figura.
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tz, in virtutea principiului dualitatei rezistengelor 7, va fi egal
cu acela din sectiile transversale si distributia lui pe suprafata

ABCD va fi dati de legea de distributie a aceleiasi rezistente

— — — = -

it N\ s \

/7 Y% y: \

s \1 / \
AI N ) Ig. ! X

/

¥

in sectia transversald dupd dreptele A B sau CD. 5 se va de-
termina prin conditia ca:

Ssy dxdz = o
ABCD

pentru ca proectia rezistentelor din cele doua secfiuni transver-
sale, dupa axul oy, este nula, iar pe conturul exterior nu exista
nici o forta, asa ca raman ca singure forte ce lucreaza asupra
elementului de volum marginit la suprafata ABCD numai fortele
ce rezultd din rezistentele ¢y Ori planul ABCD a fost dus arbi-
trar si fiindca aceasta conditie trebue neaparat satisfiacuta, ori-
care ar fi pozifia acestei sectiuni, gi avand in vedere ca acestre-
gim este uniform in tot lungul barei, ecuatia de mai sus nu e
satisfacuta de cat cand s

== 0O
Zicem acelas lucru si despre ty si gdsim ty — o.
Dacéd facem acelasi rationament pentru o sectiune paralela
cu planul x 0y vom gasi iardgi 6 — 0,51 Tx — o.

Ca sid rezumidm prin urmare, in cazul torsiunei avem :
Cx — Cy = Cz = %o =0,
care ne dau ca rezultat imediat

Ex =— 'éy — Ez — '(x-.: Q.
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Din faptul existentei lui ) si 77, deducem cd existd si 1p, iz
si deci, avind in vedere ci
'3 E . 52 [~
Voo 3z T ax 3y
rezulti ci existi deplasdri % ale elementelor sectiunei in sensul
axului o x, deplasiri provenite din luneciri in lungul acestei axe
iar nu din lungiri in acest sens, intrucit am aritat cd s, — o.

Acestea fiind stabilite vom putea deduce pe calea ce ur-
meaza modul cum se deformeazi sectiunea. Daci pe intreaga sec-
fiune transversald ¢y == :z ._ o, urmeazd cd in sensul axelor

oy si oz distanta intre diferite elemente ale suprafetei deformate
ramane aceiagi ca si inainte de deformatie. Pentru cd si v o,
inseamnd ca si lunecdrile specifice sunt nule; decl distanta intre
doud puncte oarecari, din planul sectiunii, proectata pe planul
yoz ramane aceiasi ca in secfiunea dinainte de deformatie, pentru
simplul motiv cid acestea-s consecintele ce decurg din 7y 0.

Prin urmare, proiectiunea sectiunii deformate pe un plan
perpendicular pe axul piesei este aceiasi cu sectiunea nedefor-
matd. Din faptul existentei deplasarilor ¢ sectiunea pland inainte
de deformatie se transformd in o suprafati oarecare, deci sectiu-
nea se scofilceste, insd proiectiunea ei indepiineste conditia de
mai sus.

Misura rasucirii in jurul axului Ox se face prin misura de-
plasdrilor proiectate pe planul yoz a diferitelor elemente ale sec-
tiunii si cum sectiunile deformate proiectate pe planul yoz ra-
min aceleagi ca si sectiunile nedeformate urmeazi cd in proiecfie
pe planul yoz putem trece dela sectia nedeformatd la cea defor-
mata numai prin o simpla rotafie, constanti pentru toate elemen-
tele sectiunii, in jurul axului Ox. Ori aceastd rotatie este toc-
mai

Asa dar vy esle constant pe toald sccfiunea iar nu func-
Jiune de y si z.

De altfel, daca se examineazi solutiile exacte date la torsiune
pentru diferite contururi de sectiuni, se giseste numai decit ca
wy este constant pentru toate elementele sectiunii. Mai muit,

sunt autori cari demonstreazi aceasta, iar cei mai mulii nici nu
insista, admitind acest lucru ca evident (Brauer, Foppl, Kirsch,
Lorentz, Love, etc.)

Asi putea si dau si alte demonstrafii in acest sens, dar ma
opresc aci, intrucit cred cid cele spuse sunt suficiente. Avind insa
in vedere cd autorul notei crede ci prin functiunea 7' din nota
sa a remediat contradictiile din articolul meu, mi simt dator a
atinge si aceastid chestiune.

Plecim dela ecuatiile :

-
-

(v 7

. %
$1 Tz - fx+

YA

oy

3% ¢
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la stabilirea cdrora nu se face nici o ipotezi asupra felului cum
variazid o, pe sectiune.

In conformitate cu cele stabilite mai sus adica
0x = Oy == 67 = tx = o, ecuatiile lui Cauchy de legitmi
intre rezistente se reduc numai la

6fz 6 fy
S = o.
3y 8z
Daci tinem cont de cele demonstrate maisus cd wy =— ct

pe toata sectiunes, si dacid in aceasti ultimd ecuafie introducem
derivatele lui ty §i tz din ecuatiile de mai sus, se capita ecuatia
clasici a deformatiunilor provocate de torsiune:
3¢ 82 ¢
(a) S yz 8_2—2 — O.

Sa presupunem, impreund cu autorul notei, ci w, ar fi func-
tiune de y si z si sd introducem derivatele, ca gi mai sus, in
ecuapile lui Cauchy. Ciapatam :

s2¢ Sox | Bux_
2+622 2 3y ty oz o

S’'ar putea foarte bine spune ca aceastd ecuatie coincide cu
precedenta daca se considera :

(b)

5 (ox

mx
+ Y=,

Observ aci ca ecuatia 7' a autorulu1 notei satisface intocmai
aceastd ultima ecuatiune.

Daca oy este variabil pe sectiune atunci s§i 7, variaza si
deci nu putem si ne marginim numai la prima ecuatiune a lui
Cauchy, ci trebue si consideram si celelalte doua, cari, din cauza
ca regimul este uniform in lungul piesei §i prin urmare

8 Ty g,

5y 8y O

ne arati cd trebue si avem simultan si:

STy Sty

= —

=o.

y %z '
Aceastd relatie nu e satisficutd decat cand 1, = ¢t, si deci

Ty =ct si deci oy =ct adica

S o, e w,
X =0

y 8z

==o_
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Ori relatia 7’ a autorului notei nu satisface acestei condi-
fiuni ci conditiunii exprimati de relatia (b) care este arbitrara.
Reese si pe calea aceasta a reducerii la absurd ci wy=— cons

ant pe secfiune.

Odata acestea stabilite si trecem la chestia contrazicerilor.
Ecuatia (a) are o infinitate de solutiuni, din care aceia va cores-
punde problemei ce ne preocupd, care va satisface tuturor con-
ditiunilor de pe contur si va fi conformi ipotezelor puse la sta-
bilirea ecuatiilor.

In cazul rdsucirii barelor dreptunghiulare, solutia riguroasa
se giseste in toate tratatele de elasticitate. Aceasta solutie satis-
face intru totul conditiilor ce le am expus mai sus. Solutia rigu-
roasd a acestei chestiuni este cam complicatd din punctul de ve-
dere al calcului numai, si atunci diferiti autori si au propus a géasi
solutiuni mai simple de expus la cursuri si care duc larezultatele
care se intrebain{eazi curent in practici. Se sacrificd de multe ori
rigurozitatea matematicd absoluta, pentru o expunere mai simpla si
pentru formule mai practice Din defini{ia chiar a solutiunilor aproxi-
mative, rezulta ca ele nu indeplinesc riguros, fie conditiile de contur,
fie c@ nu satisfac exact chiar bazele teoriei, fie si una si alta. Ceiace
se cere solutiilor aproximative e sa fie simple si rezultatele lor cat
mai conforme solutiei riguros exacte. cind aceasta existi, sau se
cunoagte, sau in lipsa acesteia, sia dea rezultate conforme expe-
rientelor ficute in domeniul respectiv.

Cred util a reaminti cid chiar una din cele mai simple din
ecuatiile de deformatie a barelor drepte §i anume:

Eldx =—M

nu e cecit tot o solufie aproximativi din punctul de vedere al
calcului matematic, dar destul de exacti, daca nu chiar riguros
exactd, din punctul de vedere teoretic in vederea aplicatiunilor
ce facem cu ea. $i mai adaug cd din aceastid ecuatie simpla una-
nim admisi, din cauzd cid este aproximativi, rezultd e serie de
paradoxe deci contraziceri, pe cari nu le mai citez aci:

Or eu la finele articolului meu spun: prin urmare solufia
particulard (2) adici & = Ayz -+ Byz (y2—2z2) incadreazd destul de
bine rezultatele date de diferiti autori.

Asa dar este vorba de un calcul aproximativ. Solu{iunea fiind
aproximativa, este evident ci nu va satisface tuturor conditiilor
si va trebui sd aibd neapdrat una, doud, trei... n contraziceri.
Toate solutiile aproximative ce s'au dat in aceasti chestie contin
contraziceri; solutia ce am dat-o eu are contraziceri; aceia care
autorul notei o pretinde ca perfectd, are contraziceri, cele ce se
vor mai da de aci inainte, daca vor fi aproximative, vor avea si
ele contraziceri.

Odatd solufia aproximativi admisd, am admis implicit §
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sursa de contraziceri. Orice calcul algebric ulterior, care ar pirea
ci le inliturd, sau orice introducere de funcfiuni arbitrare. cari
ar parea ci le corijeazd, nu le poate elimina.  Algebra nu dd decat
ceiace se pune intr'ansa®.

Ceiace este esential la aceste solugii aproximative este ca
rezultatele ce ne intereseazd, si fie cit mai conforme sau apro-
piate de experiente sau de solutia riguroasid cdnd aceasta exista.
Chestiunea este de a se sti cum si plasezi, cum sd se compen-
seze erorile cit mai bine, aga ca rezultatul si fie cit mai aproape
de adevar.

In articolul meu o parte din eroare a trecut constantei A,
iar alta rasucirii specifice, care in loc si iasi constanti, a esit
variabila. In modul acesta, partea variabila din wy prin urmare aceia
care di eroarea, in cazul cel mai riu, (y=0,5 A, 2=—0,5 b) se ga-
seste fajd de partea fixa, in raportul !/; pe cand in solutia auto-
rului notei in raportul /.

Pentru a evidentia §i mai bine cd pretinsa ameliorare a cal-
culului si inliturarea contrazicelor propusi de autorul notei, nu

a adus nici o imbunititire solutiei problemei, vom mai observa
urmitoarele.

Sa notam
M (b2+ h2)
G&r ~ ©

In aceste conditii eu si autorul notei, pentru y—2z=o, gi-

sim wy =—4,5¢, iar pentru y=i—2— si 2 :if’ eu gisesc
@y == 3¢ iar autorul notei 2,25 c. Ambele solutii dau pentru risu-
cirea muchiilor o valoare mai mici ca aceia ce corespunde cen-
trului de greutate al sectiunei.

Sa presupunem cd avem o barid destul de lunga asa fel ca
sectiunea si se roteasci cu 1809, fird ca limita de proportionali-
tate s fie intrecutd si astfel si i se mai aplice inca ecuatiile din
rezistenta.

Dupi solutia ce am dat-o eu, ar urma ca fibra ce trece prin

centrul de greutate si se roteasci cu 270° iar dupi solutia au-
torului notei cu 360°!!

*
* *

Daca autorul notei ar fi cercetat mai de aproape lucrarea
sa, inainte de a o trimete la tipar, si-ar fi pus numai decat intre-
barea: De ce fibra ce corespunde centrului de greutate si se ro-
teasca mai repede ca muchiile? De ce? Nu e aceasta o contra-
zicere mai flagranti care se constati, fie numai si cu bunuyj
sim{ ?

Daca autorul notei isi punea aceasti intrebare, ar fi recu-
noscut ca a cautat si scape de o contrazicere, dar a dat peste
alta mai grava. Prin calculul siu riguros, in aparenti, dar care
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pacatuestc asupra fondului, si prin introducerea de functiuni arbi-
trare, fird nici o legaturd cu cheéstiunea, ar fi recunoscut ¢i nu
a adus o imbunatitire solutiei ce am dat o ci din contra

In fine, ca si termin, dacd autorul notei ar fi in curent cu
chestiurile ce fac obiectul articolului meu si ale notei sale. daci
inaite de a scrie, ar fi cdutat sia poseadd mai intai literatura
chestiunilor asupra cdrora pretinde cd are dreptul si §i dea avi-
zul, si dacd obiectiv ar ciuta si-si aplice siesi critica cu aceiasi
darnicie cu care cautd si o aplice altora, sunt sigur cd nu s'ar
fi grabit sa anunte, urbi et orbi: ,De oarece insi rdsucirea o este
o functie de variabilele y si z, noi credem gresitd aceastd procedare
si mai credem cd nu este germis ca prin simpla scdidere a rela-
tiilor..... O consecintd imediatd contradictorie a acestui procedeu
este faptul ca adunand relatiile (6) ale autorulm cipatam cd A nu
mai este o constuntd dupd cum s'a presupus“... ete

Am citat acestea pentru ca autorul notei si-si capete, din
propriile sale vorbe, raspunsul care crede cd i se cuvine.

Regret numai faptul cid autorul, in loc si mi ceara mie des-
lusiri a trimis nola la ,Buletin“ si astfel chestiunea, trecind in
domeniul public am fost obligat sd raspund la fel.

Gh. Em Filipescu.

Pentru istoricul aeronauticei romane. In istoria orasului Bucu-
resti de D. Papazoglu se gaseste urmatorul pasaj:

»,Pand a nu arde palatele clidite de Ypsiiante, pe cind lo-
cuia Jon Caragea in ele, au vdzut romanii pentru prima oard ri-
dicindu-se balonul de niste streini ce venisera in Bucuresti. A-
cest balon a trecut pe de-asupra Capitalei si a cizut la Cioplea,
langa Dudesti. De atunci a rimas vorba la romani:  de cdnd cu
bdsica lui Caragea“.

»Ordgenii in superstitia lor ziceau ci comedia asta a fosto
uratd prevestire, cici in urmd a ars palatul §i la 1817 luna Oc-
tomvrie a fost si un cutremur foarte mare, dupd care a si fugit
Caragea®. ,

I. L
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