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.tJ Calculul Arcului 
ln numarul trecut al Bulctii.ului am arata! ca imlltimea ar

cului in Llifcrite puncte a fost calculatei cu ajutorul ccuaţiunîi : 

1 .  !t = liu s,·.:.:' u 
unele /10 c îni'ilţi1m;a arcului la eh"'� �i 'J. unghiul pc care tangenta la 
libra 111ijlocit.: îl face cu orizontal<l . 

. -\ceastă n:la(iune pe lttnga că con\"inc bine direcţiunii c<\tre care 

se tinde nsta-zi de ;1 da arcelor secţiuni foarte \·nriahile, pentru n le 

face pe c:lt se puatc ,te egala rezistenta, da mni totdeauna valori ad

misibile pentru lnaltirnca arcului la rosturile de la naşteri (arce pro

priu zise) sau la rosturile de ruptura (arce in plin centrul, prezintă 

ln acelaş timp şi m:irclc a\·antaj ca face integrabili to\i termenii din 

ecuatiunile de elasticitate rn.n: depind numai de clemente geometrice. 

Se e\·ita ast-fel cu aceasta formula o seric de integrări prir. 

cuadraturi care in general conduc ln calcule numerice !ungi foarte 

su �ccptibik de erori. 

Din cauza ca metoada de calcul pc care am intrebuinţ:1t-o !a 

construirea curbelor de presiune este in mare parte nouă, cred util 

a dczYoltn aceasta metoda cu toate detaliile pe care le comportă, sta

bilind ecua\iunilc generale ale arcelor care au inaltimile lor detlnite 

de ecuaţiunea ( I ), in i)'Olczi:l ca arcul are o !Utime constant:\ şi di 
este constituit din un material care arc acelaş mod de elasticitnte 

in toate secţiunile lui. 

Din formulele generale re care le vom obţine, vom face apoi 

ca ::iplicatie, calculul <ll"cului de 37.00 m. adoptat la podurile peste 

Sird, calcul cu care s·au determinat eforturile presupunil.nd că bolta 
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e Je beton simplu, aşa câ. armaturile metalice nu s·au avut în vedere, 

- propriu zis vorbind, - la calculul clastic al arcului, ci au fost puse 

numai pentru a lua tensiunile din anumite secţiuni periculoase. 

2. Fie AB fibra mijlocie a arcului, 2 a deschiderea ei, b srtgeata. 

CED curbA de presiune, 0.ry axele de coordonate, Of\Stcrile A şi 

B fiind de nivel. 

'.\lomentul incovoetor in secţiunea F a arcului este : 

(2) �I= H EF = - (J+Y,) H 
in care H este impingerea orizomală a arcului, J momentul inco

voetor fictiv pe care rar da sarcinile care acţionează arcul in punctul 

G al unei grinzi drepte simplu rezimate .>\B şi y, o lungime dellniht 

Je ecuaţia : 
e' + (.· e1 - e  

y, = 2 + 2 .  ·' 

Acestea srusc, travaliul Jc deformaţie corcspun7..Ator arcului 

întreg este : 

(3) T = 01 ( r�l'Js 
+ 

îN' ds) 
-E . J • F 

(AB) (AB) 

in care E. F, J, N şi Js sunt respectiv modulul de elasticitate, scc

tiunea, momentul de inerţie, comrresiuncn normaht şi arcul elementar, 

ambele integrale fiind întinse d'nlungul fibrei mijlocii AB, 

DacA ncgligem cum se focc de obicei, efectul puterilor lttietonre, 

putem scrie ; 
<·n N = H uc ra  
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Tinând seama d e  ecuaţiunile ( 1 )  şi (4), dacă efectuăm inte
grala corespunzA.toare efortului N, dacă transformăm prima integrală 
curbilinie în o integrală după axa Ox şi dacă însemnăm cu b' baza 
constantă a secţiunii arcului, relaţiunea (3) devine : 

(5) T = b'f�E ( 1.§, r+ a M' cos" a da..· + aH' ) 10 10 . 1 - a 
De asemenea, dacă facem : 

e-ţ� H = Y, 

e1 -_e H = X 2 a  
ecuaţia (2) s e  poate scrie : 

(6) M = @46- HH - Xx - \' 
de unde deducem, luând derivatele parţiale : 

l} Jvl H M  H l\I 
I} H = - y, I} x.= - x, it"Y = - 1 

Dacă aplicăm ecuaţiunii (5) teorema lui Casfiglia1to, anulîmd de
rivatele parţiale ale lui T in raport cu H, X şi V obţinem ecuaţiunile : 

.r·+_." l\IJ' COS8 a dx = alt'0 H 

.f-+·. M :r cos8 u. dx = o  

.f+_." rvl cos8 u. dx = o 

sau înlocuind pe 1\1 prin valoarea dată de (6) şi suprinulnd inte
gralele care sunt nule din motive de simetrie : 

(i 

J�: e/by cos8 a.dx = (�a li'0 + 2 J:y• cos8 u. d:r)H 

+ 2 V J: y co�8 a dx 

J·+ f" _:J6x cos8 u. dx = 2 X  0 x1 cos8 a d:r 

J�: ©1'16 cos8 ri dr=2 H f:y cos8 a dx + 2 V f: cos* u dx 

Acestea sunt pentru cazul nostru, ecuaţiunile care definesc 
necunoscutele problemii H, X şi V ori care ar fi ecuaţia fibrei mijlocii. 
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3 .  () 1cA admitem c ă  fibra medie a arcului este parabola : 

y= :. (a' x') 

ci\pătAm : 

'� 'A=- 2:1.r 
a' d t1 

dx=- 2 b ws' -� 

Jn aceste conditiuni intcgrnlcle din ecuatiunile (î) care 

contin pc � se pot efectua şi obţinem : 

S . . 1 .•. . b

i· · 

b .  
·; = y cos a dx=b cos ri dx- , x cos' ':t dx= 'J b- � 

o • " a . " ;i! \" b' �.t'{j 1i: (,{'l 

in care : 

� = y' cos' a d.r = ' (a' u - z,�· ;1 -t- 2) ' 
. " a 

"fi = f"' .\'1 (QS" (.( dx = , 
a
? O
b
O' r"• Si!I' (.( COS' f,( d� = L·Ot,tt a„ (_-si11' 2r.t0 

. " :3 _ • " + :J sin 2·10 sili' a0 - � siu2o:„ + 310 ) _�; 
r1, fiind unghiul p:: car.:! ii face tangenta la naşterea lihrci mijlocii 

cu orizontala Ox. 

Aşa fiind ecuaţiunile generale de echilibru clastk. ale unui :i.rc 

parabolic sunt : 1 s�:.. .#yrns' a d-'=(-ti " ",' + z ; ) H + 2; Y  
(8) .f �:.A.r cos • r.:: J:r = 2  ;x 

s+: aR cos' a dx = 2,H + 2•1Y 
4. lntcgrnlelc din rrimii membrii ai liecârcia �lin ecun\iunilc sis· 

temului (A) sunt imposibil de efectuat in cazul general. \'om procedn 
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deci la nevoie pentru micului !or prin una din metoadele grafice cu
noscute sau mai bine prin cundraturi. 

Se roate insă rezolva problema în mod complect şi absolut ri
guros in ipoteză că arcul este încarcat cu o sarcinA uniform rcrar
tizaUl pc orizontală. 

!ucclrcarea. simclricâ lo/alâ, p flincl sarcina uniform repartizat<'\ 
avem : 

.,j(, � M =r; y 
Ecuaţiunile (8) devin : 

pl;.'J:y· cos" u.. dx=�- (a !t\ + 2�) H + 2·; Y 

p a'j" . 
- y cos• a dx= 2 (T H + u \') 

b ' 

J_!_f � = ( � '.t 110' + 2� ) H + Z i Y 

1!_� ·1 = 2 (-1H+ r1\') 

sau rezo!viind in raport cu Y şi H : { H =1�1�--; 
(01 v=1�-"�-±- 1 �--; 
în care : 

Ecuaţiile (9) definesc împingerea la chee �i momentul de încas
trare date de sarcina uniform distribuită r. 

;\fomcntcle incovoetoare în arc variază după relaţiunea : 

p a'(" ·; ) ' 
rv1 = -2 b y - ----;; !+ �  

111cărcare disimetricâ. - S ă  presupunem acum c ă  încărcăm 
n.rcul cu sarcina p disimetric şi n.nurne pe o jumătate de arc co
prinsă intre naştere şi chee. 

l\fomentul 1ictiv Q//f„wx este dat de relatiunea : 

dfmax=P;·� 
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Se vede u:;-or cn rutem inlocui intcgraln : 

rrin exrresiunc:i : 

p ,„ - .r' (a 4 . •  
x) cns· 'l. ds 

c:11rc coresrumle integralii intînsil în interiorul mici currinsa i;11r1 

ram boia . \C şi co:ir,\a sn. 

( 1 0) 

fig . 2  

c 

A o 
l11111111111111tffi11i111111111111111f B 

Ccn era doun ccufltîc din 1H1 se roate -..�-rie sub fonnn : I' ,., , · . o ·. · x (11 -- 1 )  cns '1 d.1 - _ „ ;..;.„,, 
4 '  • r... I" 8 .. 

a x' cos• r1 dx - .r' cos" 'l. dr = ' " :\,u, • " • o /' 

in care : 

De nscmcnea '1\'Clll : 
r+ „ \" I"' . 1 " �/( cos• 'l. dt = , " /(1 ni.;;" 'l. d:r + .  /(1 ,·ns' 'J. d1 

unde : 
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unde : 
I+ " p a' p a ( )' 

e/6 cos" u. d.r = b ·1 + . a u - f1 
• - (I 4 4 

(J = ;·� x cos8 u.d.r= :;.J :0 sf/t rJ. cos' u d i.=cotg' IJ.0 ( I-cos'' r.1.0)�: . 

Putem deci seric : 

a p (� ·1 +a u. - /J )  = 8 (T  Hd;s + a YJ;s) 

Ecua\iunile problemii sunt : 

H,u.� = -�- Hsi111 

p (a :' - =) = 8 i x,,, 

ap (� 1 + a u.  - r1) =8 (·1 H<1is + u.  Y111s) 

sau rczolvind ; 

:\lomentele de încastrare sunt respectiv pentru naşterea din 
pnrtea încărcată : 

.·;; :\lt�- a .'i.,us-::-- Y,u& 
pentru na�erca din partea Ucscărcată : .... 

Mi= a XJ;s - Y<11s 
.X.dis şi Y dis fiind definiţi de ecuaţiile ( I  I). 

5. Acestea fiind stabilite să procedăm la calculul numeric al 
arcului de care ne interesăm. Vom face o problemă de verificare. 
Am arătat că grosimea arcului la chee este : 

/10 =0.70 m. 
De asemenea avem : a= 18.95 m. 

b= 6.85 m. 
Unghiul a0 c dcfiriit de ecuaţia : 

tga0 = *= :�:�� = 0.723 
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ş i  deci : 
.ţiu 12, = 0.585 ; sin 2'1u = 0.940 : cos a, = 0.81 I : col,ţ a, = I .38f:i 

a, = 0.625 

(O') 

( l i ' )  

lnăllimen arcului l a  naşteri este : 

lk = c�! 
a 

=:;. 0�:1�� � 1 ,30 m. 

Se găseşte : 

fJ. = 1 1 .6 1 8 : � =8)�.707 ; i = li3.202 : � = 37-l..-101 
z = 0.0252 ; = =  I0.7·W,2! 7; fJ = 82. 1 110 ; 

1 �� = U.�Ji.-14 : + i"-Î.! = 0. \ :13î ; T = 12 .. -1 1 4  

l__ [b ('' - "-- ) + � ··] = - 0.880 
u a z + i  

Ecuaţiunilc (!)) şi { I  I )  devin : { -- I' a' H_,;. = o.n.„-1 2 /j 
, ..• ;„ = 0. 1337 r2 

ab
' 1 H,u_, = 1 >AR ii� ab' 

X,n_, = 0.804:1 p 

ydi• = - 0.:!20n1�'�1 
Putem prin urmare cu ajutorul acestor ccunţiuni să dctcrmimlm, 

impingcrile orizont<'llc şi momcnteh:: de incastr.1rc date de inc:trrnrea 
nccid.!nlală uniform distrihuitrt, in ipot.:za ca nr.:u! c complect incărcnt 
(Sistemul !f} snu in ipoteză o\ ari.:ut c disimetri..: încărcat (sistemul I I'). 

SA ne ocupăm acum de sarcinile rerrnancnte. Dividem arcul 
in bol\Mi prin rosturi vertic�lc a;a i.:n greutatea lor sa vie aplicată 
pc mediana stâlpilor cmc sus\in platclagiul şi determinăm ast-fcl sm· 
cinile permanente in tone : 

I\ = 10.2 P, = l'U.1  P, = i.� P, = 6.H P„ = H.4 l\ = G.0 

I\ = .-1.8 P ,  = .-1.2 
care revin din fiecare boitar şi zid trnnsversul unui mctrn de lăţime 
de arc. P, fiind zidul cel mai apropiat Jc na!?tcri : san:inile : 

P, = 2, 1  I P10 = 2,8 t 
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provin respectiv din un boitar de lângă naştere şi din o jumătate 
bolţar de lângă chce. ln detenninan;a acestor sarcini greutatea 
trotoarului a fost repartizat!\ pe întreagă lăţimea bolţii. S'a admis 
ca densitate : pentru betonul bolţii 2.2 t/m' pentru împietruire 2.0 t m" 
şi pentru beton armat 2.4 t/m'. 

lncărcarca permanentă tHnd simetrică de o parte şi de nita a 
cheii, ecuaţiunile (8) devin : 

J: @/by cos' a dx = (� a. h/ + �) H + "i Y 

J: v/tcos8 a dx = 1  H+ u Y 

iar dacă rezolvim in raport cu H şi Y obţinem : 

(8') 

a J: e,/& y cos8 u. dx - 1  f: rUf6 cos" a dx 
H =  ----f'2 a 1t/ + a � - -;'  . 
y 

(� lt0' + � )J: @/b cos8 u. d:r - ·1J: d&J1 cos8 u. dx 

sau efectuând calculele numerice şi inlocuind integralele prin sume : 

f ' ' 
H = 0.03 179 � @/ty cos8 a 6 x - 0. 1 7294 !: @/teas' a 6, x  

(8") : ' ' 
· I Y = 1 .02689 � dl cos8 u. .6. ;r - 0. 1 7294 � @./&yco<>8 a 6 :r 

o ' 

Rămâne acum, pentru a determina pe H şi Y să calculăm 
sumele din m·embrul al doilea. 

(Va urma) ŞTEFAN N. MIREA 
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