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GEOMETRIE IN SPATIU"

CAPITOLUL 1

LINIA DREAPTA¥)

1. Postulatul dreptei. S& considerim in spatiu
doud puncte A si B (fig. 1). Dintre toate linlile ce trec
prin aceste douad puncte, numai
linia dreaptd este bine determinata.

Doud linii drepte care trec prin B
aceleasi doud puncte A si B din
spatiu coincid in toatid intinderea A

lor. Fig. 1
Avem astfel urmétorul

Postulat. Doud puncte distincte din spafiu deler-
mind o dreapld si numai una.

Dreapta determinati de cele doud puncte A si B se
inseamnd prin literele celor doua puncte care o deter-
mina, de exemplu zicem dreapta AB (fig. 1).

O dreaptd din spatiu mai poate fi notatd printr'o

singurd literd scrisd langd dreapta,
de exemplu dreapta D (fig. 2).
D 2, Fie dreapta AB determinata de
punctele A si B ale spatiului (fig. 3).
] Sa fixdm unul din cele doua puncte,
Fig. 3. de exemplu punctul A, celilalt punct
putdnd ocupa orice altdi pozitie B,B,,B;,.... diferita
*) In Geometria in spatiu vom folosi toate axiomele i postu-

latele introduse la inceputul manualului de Geometrie planad de
cl. V, manualul de fata fiind continuarea Geometriei plane.
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de punctul A. La flecare pozifie a punctului B, core-
spunde o pozitie a dreptei AB in spatiu, ea schimban-
du-se cu pozitia punctului B. Avem astfel dreaptele AB
AB,, AB,,.... toate trecdnd prin
punctul A.

Rezultd dar cid: prin orice punct
B al spatiului, distinct de punciul
A, trece o dreaptd a punctului A,
cdei punctele A si B determind
in acest caz pozifia fiecdrei drepte.

Fig. 3. 3. Orice dreapta din spatiu deter-

mind o direcfiune. Deoarece prin-

tr'un punct fix din spatiu trec o infinitate de drepte,

zicem ci prin orice punect al spatiulul trec o infinitate
de directiuni.

Observare. Vom vedea mai tirziu, ci infinitatea de
directiuni ce trece printr'un punct oarecare al spatiului
reprezintd toate direcfiunile din spatiu.

4. Segment de dreapta. Fie dreapta D in spatiu
(fig. 4). Fixdm pe ea dou&d puncte A si B. Portiunea
dreptei D cuprinsid intre punctele A
si B se numeste segmentul de

dreaptd AB.
Unul din cele doua puncte se nu- B
meste origina, celalalt se numeste A

extremitatea segmentulul.

Segmentul AB se inseamni ast- Fig. 4.
fel: AB.

Dreapta AB, din care face parte segmentul AB, se
numeste dreapia sau suportul segmentului.

Observam ci oricare din punctele A sau B poate fi
luat ca origind a segmentului, celdlalt punct rdménand
extremitate. Astfel cele doud puncte A si B determina
pe dreapta D, doud segmente AB si BA, care difera
unu] de altul prin orientare.
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Dacéd pe directiunea reprezentati de dreapta D, hota-
rim un sens pozitiv, de exemplu sensul dela A citre
B, (fig. 5), unul din cele doud segmente, segmentul AB
este orientat in acelagi fel ca sl

dreapta. Acest segment este atunci D -
pozitiv, celdlalt segment este negativ, B
fiind orientat in sens contrar fata de /1

orientarea dreptei. De exemplu, daca

segmentul AB este pozitlv, BA este Fig. 5.
negativ. Rezulta cd :

AB = —BA,
sat AB+BA =0

5. Observare. Un segment de dreaptd, de exemplu
AB, (fig. 5), poate fi considerat ca drumul unui mobil
in migcare pe dreapta AB, dela punctul A la punctul B.

Punctul de plecare A este origina segmentului, punc-
tul de oprire B este extremitatea lui, iar sensul migcérii,
sensul segmentuluf.

6. Semidreapta. Daca pe dreapta D din spatiu fixam
punctul A (fig. 6), el imparte dreapta in doud parti
AM si AN. Fiecare din cele doud par{i se numeste

semidreaptd. Insemnam cele douid

N - semidrepte astfel: AM, AN.

A D Fiecare din cele doua semidrepte

AM si AN poate fi considerati ca

un segment de dreaptd cu origina

in punctul A si extremitatea indepéartatda la infinit pe
dreapta D.

Daci segmentul a cirui extremitate s'a departat la
infinit are orientarea dreptei, semidreapta rezultata are
aceeasi orientare ca dreapta; dimpotrivd dacd segmen-
tul din care a rezultat semidreapta are orientarea opusa
orientarii dreptei, semidreapta are orientarea opusa
dreptei.

Fig. 6.
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Semidreptele AM si AN determinate de punctul A
pe dreapta D au orientdri opuse.

7. Observare. Pentru a lua o direcfiune trecdnd
printr'un punct oarecare A din spafiu este de ajuns s&
ludm o semidreaptd cu origina in acel punct, care sa
reprezinte acea directiune.

8. Operatiuni cu segmente. Compararea segmente-
lor si operatiunile cu segmente in spatiu sunt acele
cunoscute din Geometria plani.

9. Masura unui segment. Misurarea unui segment
se face cu ajutorul unui segment unitate. Numéirul rezul-
tat, in cazul cdnd operatia este cu putin{d, se numeste
mdsura sau lungimea segmentului. De exemplu, daca
segmentul unitate u s’a cuprins de m ori in segmentul

AB, misura segmentului AB este m ; scriem:
AB=m
N

10. Distanta a doua puncte in

spatiu. Fie doud puncte M si N

M in spatiu (fig. 7). Depdrtarea sau
Fig. 7 distanta celor doud puncte este
lungimea segmentului MN ce uneste aceste doud puncte.
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CAPITOLUL II

PLANUL.

11. Definitiuni. Suprafata limitati pe care segmentul
de dreaptd determinat de douid puncte ale ei se ageazd
in intregime, oricum ar fi luate cele doud puncte, se nu-
megste porfiune de suprafajd pland sau portfiune de
plan.

Portiuni de plan intdlnim la tot pasul. Faia unui ochiu
de geam, fafa unei mese, fata unui perete, fata unei
ape linistite, etc. sunt portiuni de plan.

Suprafata nelimitatd care se bucurd de proprieta-
tea cd dreapta delerminatd de doud puncte oarecari
ale ei aparfine in intregime suprafelei, se numeste
suprafald pland sau prescurtat plan.

Rezulti din aceastd definitiune cd o suprafajd plana
este nelimitatd, ca si dreapta, in orice direcfiune pe
care o contine.

12. Cele mai multe din portiunile de suprafete plane
ce intilnim in spafiu au forma de dreptunghiu sau pa-
ralelogram. Cum astfel de portiuni de plan se véd in
perspectivd sub forma unui paralelogram, figurdm un
plan printr'o por{iune a lui in
forma unui paralelogram (fig. 8).

Planul figurat se noteaza cu / J/
o singura literad scrisa langa el, Fig. &

De ex. planul P (fig. 8).

Un plan mai poate fi figurat prin orice figurd asezata

in el: triunghiu, cerc, etc.
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Planul este o suprafatd fara grosime. Este presupus
" opac. De aceea, orice figurd asezatd inapoia unui plan
nu este vazutd de un observator agezat in fata planului.
Figura ascunsid de un plan se deseneazad punctat.

13. Observare. Planul fiind o suprafa{i nelimitata im-

A parte spatiul in doud regjuni,

/ una de o parte, alta de cea-

| laltd parte a lui. Astfel, pla-

/ c/ nul P (fig. 9) imparte spatiul
- in regiunile I si II. O linie

B/ n care uneste un punct A din

regiunea I, cu un punct B
din regiunea II stribate ne-
apirat planul intr'un punct C al lui.

Fig. 9

14. Semiplan. Fie planul P si dreapta D asezata in
el (fig. 10). Dreapta D im-

parte planul P in doud parti. M
Fiecare parte este numitd b
semiplan.

Fiecare din semiplanele
planului P este limitat de dreapta D.

Fig. 10

15. Determinarea planului. Fie dreapta D in spaftiu si
un punct O exterior ei (fig. 11).

Admitem fard demonstratie ci
prin dreapta D si punctul O ex-
terior ei trece un plan sinumai

(e unul. Mai zicem cé dreapta D
Fig. 11 si punctul O exterior ei deter-
mina un plan.
Proprietatea aceasta admiséd fard demonstratie este un
postulat.
Enuntim deci urmétorul
Postulat. O dreaptd fizd din spafiu §i un punct
exterior ei determind un plan §i numai unul.
16. Fie dreapta D si punctul O exterior ei (flg. 12).
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Dreapta D si punctul O determind un plan P si numai
acesta.

Dacd ludm un alt punct O’ exte-
rior dreptei D si neasezat in planul
P, dreapta D si punctul O’ deter-
mind un alt plan P’. Orice dreapta
O’M, care trece prin punctul O' si
un punct oarecare M al dreptei D,
infeapd planul P in punctul M si
nu apartine planului P (din cauza
ipotezei facute, cd punctul O’ este Fig. 12
exterior planului P).

Tot asemenea, dacd ludm un alt punct O” in afara
dreptei D si neasezat in niciunul din planele P si P,
dreapta D si punctul O” determind un alt plan P” di-
ferit de planele P si P’. Orice dreaptda O”"M ce trece
prin punctele O” si M nu apar{ine niciunuia din cele
doua plane.

Deoarece in spatiu putem lua o infinitate de puncte
o', 0", 0", 0"",... care s& nu aparf{ind niciunuia din
planele obtinute mai inainte, urmeazi ca existd o infi-
nitate de plane care sa treaca prin dreapta D. Putem
deci enunta urmatorul

Postulat. Printr'o dreaptd in spatiu, trec o infini-
tate de plane.

Aceastd proprietate se mai poate enunta asttel :

O dreaptd din spafiv nu determind pozifia unui
plan.

Infinitatea de plane ce trec printr'o dreaptd din spatiu
pot fi considerate sl ca pozitiile in numéar infinit ale
aceluiasi plan, care se roteste in jurul acelei drepte.

Deoarece printr'un punct al spatiulul trec o infinitate
de drepte sl prin fiecare din aceste drepte trec o infi-
nitate de plane, urmeazi c¢d prinir'un punct al spa-
tinlui trec o infinitate de plane.

Exemple. Pozitille unel usi sau ferestre in miscare
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in jurul dreptei balamalelor, foile unei cirti deschise ce
trec prin muchia carfii sunt plane ce trec prin aceeasi
dreaptd din spatiu.

17. Observarea 1. O dreap-

I” td D si un punct O exterior ei

/' determind in spatiu un plan P
P (fig 13).

Fi Dacd pe dreapta D alegem
g. 13 . ;

un punct fix I, avem in planul
P o alti dreaptda OI determinatd de punctele O si L.
Planul P, con{inind dreptele D si OI, poate fi considerat
ca determinat de aceste doud drepte fixe din spatiu,
care se taie in punctul L

Reciproc: Doud drepte fire D st D’ din spafiu care
se taie determind un plan.

Fie dreptele D si D' care se in-
tersecteazd in punctul I (fig. 14).
Dreapta D’ poate fi inlocuita prin
punctul I si un alt punct O al ei. In
acest caz, planul Q determinat de
dreapta D si punctul O coincide cu pla- Fig. 14
nul P, determinat de dreptele D si D'.

In adevar, dreapta Ol aparfine planului Q avind doua
puncte O si I in acest plan. Orice altd dreaptd care
trece prin punctul O si un punct M al dreptel D apar-
tine si planului P, deoarece are doud puncte O si M
asezate in planul P. Urmeaza c& orice dreaptad a planu-
lui Q apartine si planului P. Cele douad plane P si Q
sunt unul si acelasli plan. Rezultd cd postulatul deter-
minéarii planului se mai poate enunta sub forma:

Doud drevte din spatiu care se taie determind un
plan §i numai unul.

Doué drepte care se taie se mai numesc drepte con-
curente.

18. Observarea 2. Fie planul P determinat de dreap-
ta D si un punct C exterior ei (fig 15). Daca ludam pe
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dreapta D, doua puncte A si B, dreapta D este deter-
minatd de punctele A si B. Planul P contine cele trei
puncte A, B, C si poate fi con-
siderat ca determinat de aceste
trei puncta A,B,C, care nu sunt
in linie dreapta.
Reciproc : Trei puncte A,
B, C in spatiu, care nu sunt D
in linie dreapld determind un
plan (tig. 16). Fig. 15.
Doua din aceste trei puncte,
de ex. A si B, determind dreapta AB, care impreuna
cu punctul C determind planul P.
Planul P confine cele trei puncte
B date A, B, C. Orice dreapti care se
P sprijina pe doua din laturile triunghiu-
.¢ lui ABC, format din cele trei puncte,

A apartine planului P. Asa dar, planul
P este bine determinat de cele trei
Fig. 16. puncte AB,C.

Rezultd cé postulatul determinérii
unui plan poate fi enuntat §i sub forma:
Trei puncte din spaliu care nu suntin linie dreaptd
determind un plan $i numai unul.

19. Observarea 3. Cele trei forme ale postulatului
determindirii unui plan le putem enunta sl sub forma
urmdétoare :

a) Dacd doud plane au comune o dreaptd §i un
punct exterior dreptei, planele coincid in toatd in-
tinderea lor.

b) Dacd doud plane au comune doud drepte care
se taie intr'un punct (drepte concurente), ele coincid in
toatd intinderea lor.

¢) Dacd doud plane au comune trei puncte care
nu sunt in linie dreaptd (puncte care mu sunt coli-
neare), ele coincid in toatd intinderea lor.
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20. Observare Iimportanta. Prin definifie, doua
drepte paralele determind un plan, anume, plapul in
care se gasesc. Acest plan este determinat de una din
ele si un punct al celeilalte.

21. Generarea planului. @) Si considerdm in spatiu

o dreaptd D si un punct O exte-

Sy rior dreptei.
0 % Dreapta D si punctul O de-
termind un plan P (fig. 17).
Fig. 17. Dreapta OM definitd de punc-

tul O si un punct oarecare M
al dreptei D este continutd in planul P, avdnd cele doua
puncte O si M in acest plan.

Presupunidnd punctul O fix si punctul M in miscare
pe dreapta D, dreapta OM se miscd odatid cu punctul M
si descrie planul P, rotindu-se in jurul punctului O. Zi-
cem ci dreapta OM nagsle sau genereazd planul P. Din
aceastd cauzd, dreapta OM poartd numele de genera-
toare. Dreapta D, pe care se sprijind generatoarea, se
numeste directoare.

Asa dar, o dreaptd care se misca in spatiu trecdnd
printr'un punct fix si sprijinindu-se pe o altd dreapta
genereazd un plan in spatiu.

Acest fel de generare a planului se numeste generare
conicd.

b) Fie dreptele D si D’
din spatiu, care se taie
in punctul I (fig. 18).

Dreptele concurente D
si D' determind un plan
P si numai acesta. Fig. 18.
Luém pe dreapta D, punc-
tul M si pe dreapta D', punctul M'. Fie B si B’ respectiv
mijloacele segmentelor IM si IM’ si A mijlocul seg-
mentului MM’ ce uneste punctele M si M".

Dreapta MM’ este confinutd in planui P, avind doua
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puncte M si M’ in acest plan. De asemenea, dreptele A
A" determinate respectiv de punctele A, B’ si A, B sunt
continute (pentru acelasi motiv) in planul P. Insd, dupa
o proprietate a triunghiului, dreapta A care uneste mij-
loacele a doud laturi ale triunghiului MIM’ este paralela
cu cea de a treia laturd IM sau D. Tot astfel, dreapta A’
este paraleld cu dreapta D'.

Daca punctul M este fix pe dreapta D, iar punctul M’
se miscd pe dreapta D’, dreapta A se miscd descriind
planul P. Dreapta A genereazd astiel planul P. Daca
insd punctul M’ rimane fix pe dreapta D’ si punctul M
se migci pe dreapta D, dreapta A’ paralelda cu D’ se
miscd si genereazad planul P.

Rezultd cd o dreaptd, care se miscd ramanand para-
leld cu ea insdsi si sprijinindu-se pe o altd dreapta, ge-
nereazd un plan in spatiu.

Dreapta care se miscd este generatoarea planului,
dreapta fixa este directoarea lui.

Acest fel de generare a planului este numitd cilin-
dricd.

22. Figuri plane. Figuri in spatiu. O reunire de
puncte, linii, suprafete, volum este o figurd geome-
trica.

Daca toate punctele unei figuri sunt in acelasi plan,
figura se numeste figurd pland.

Dacéd punctele unei figuri nu sunt in acelasi plan, fi-
gura se numeste figurd in spajiu.

Partea Geometriei-care se ocupd cu proprietitile fi-
gurilor in spatiu si cu mésurarea intinderii lor poarta nu-
mele de Geomelrie in spatiu.

Pozitiile relative ale unei drepte si upui
plan in spatiu

23. Planul fiind suprafata nelimitati pe care ludnd
oricum douéd puncte, dreapta determinati de ele este
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agezatdi pe aocea suprafa{i, urmeazd cad o dreaptd si un
plan in spatiu pot avea una din urmaitoarele trei
pozitiuni :

a) Dreapta are doud puncle comune cu planul.
Zicem atunci cid dreapta este continuti sau asezatd in
plan.

b) Dreapla are un singur punct comun cu planul.
Zicem atunci ca dreapta inteapd sau intersecteaza
planul.

¢) Dreapta n'are niciun punct comun cu planul.
Zicem ca dreapta este paraleld cu planul.

Exemple. a) Dacd consideram planul P al tavanu-
lui clasei sl una din diago-
nalele lui, AB, avem exem-

M plul unei drepte asezate intr'un

¢ plan (fig. 19). In acest caz,
Fig. 19. toate punctele dreptei apariin
si planului. Dreapta si planul
au o infinitate de puncte comune.

b) Planul P al fetei unei mese si muchia D a unei
rigle asezate inclinat pe fata mesei dau exemplul unei

Y D
/ ! \/ P /

Fig. 20. Fig. 21.

drepte care infeapa un plan (fig. 19). Numai punctul I
al dreptei D apartine si planului P.

¢) O diagonald a tavanului si planul dusumelii repre-
zintd o dreaptid D din spatiu paralela cu un plan P
(tig. 21). Dreapta D nu are niciun punct comun cu
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planul P, oricat ar fi prelungite. Mai zicem ca dreapta
D si planul P au un punct comun la infinit.

Pozitiile relative ale unui punct si unui
plan in spatiu

24. Un punct al spafiului poate avea fa{d de un plan
doua pozitii: a) Punctul sd fie in plan; b) Punctul
sd fie in afara (exterior) planului.

a) Fie planul P in spatiu si doud puncte A si B ale
lui (fig. 22). Dreapta AB deter-
minatd de punctele A si B,
avind douad puncte in plan / % %
este continutd in plan. Oricare
punct M luat pe dreapta AB Fig. 22.
este in planul P.

Rezultd ca: Pentru ca un punct sd fie intr'un plan
este de ajuns ca el sa fie peo dreaptd din acel plan.

b) Fie planul P si punctul N exterior lui (fig. 23). Un

punct din spatiu este exte-
"N rior planului, cind nu se

gaseste pe nicio dreaptad a
acelui plan.

Exemple. Punctul din col-
tul unei banci este un punct
exterior planului dusumelii sau planului oricérui perete.
Punctul luat pe o dreaptad trasa pe fata bancii este un
punct din planul fefei bancii.

Fig. 23.

25. Constructia unui punct care sd apart{ina unui
plan dat.

a) Planul este determinat de o dreaptd si un punct
exterior ei. Fie planul P determinat de dreapta D si
punctul O exterior ei (fig. 24). Pentru a lua un punct
in planul P, care si nu coincidd cu punctul O si sd nu
file pe dreapta D, e nevoie sd-1 ludm pe alti dreaptd
asezatd in planul P.

https://biblioteca-digitala.ro



— 16 —

Un punct oarecare A de pe dreapta D determina cu
punctul O, dreapta OA, care
apartine planului P avind doua
puncte in acest plan. Orice
punct M luat pe dreapta OA
este un punct al planului P si
raspunde problemei propuse.
b) Planul este determinat de
doud drepte concurente. Fie planul P determinat de
dreptele D si D’ concurente in punctul Q (tig. 25).
S4 ludm un punct al planului P, care si nu fie pe
niciuna din cele doud drepte
D si D' si s nu coincidd cu D
punctul O. El trebue deci luat I
pe o dreaptd a planului P dife- p
rita de D si D". Y L
Pentru aceasta, luaAm un punct v D
oarecare I pe dreapta D si un
punct oarecare L pe dreapta Fig.25.
D’. Dreapta IL aparf{ine planu-
lui P, avAnd cele doud puncte I si L in acest plan.
Orice punct M al dreptei IL este in planul P §i rés-
punde problemei.
¢) Planul este determinat de trei puncte care nu sunt
in linie dreaptd.

Fig. 24.

B Fie planul P determinat de

P punciele A, B, C ale spatiului,

0 c care nu sunt in linle dreapta
(fig. 26).

i Sa ludm un punct al planu-

lui P, diferit de punctele A, B,
C si care sa nu fie pe niciuna
din laturile triunghiului ABC.

Observam cé orice punct al oricédreia din dreptele AB,
BC, AC apartiine planulul P. Luim deci pe doué din la-
turile triunghiului ABC, respectiv punctele O pe AB si

Fig. 26.
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I pe AC. Dreapta OI avand doud puncte O si I agezate
in planul P este agezatd in acest plan.

Oricare punct M al dreptei Ol este un punct al pla-
nului P si raspunde protlemei.

Pozitiile relative a doua plane in spatiu.

26, Teorema. Doud plane care au un punct co-
mun au o dreapld comund, care trece prin acest punct.

Fie planele P si Q care trec
prin acelasi punct A din spa-
{iu, adicd au punctul A comun
(tig. 27).

Figurdm planul P prin para- AL
lelogramul P con{inand punc- '
tul A si planul Q prin doua c/ " N\E
drepte BC si DE concurente :
in A. Fig. 27.

Sa aratam ca planele P si Q
au o dreaptd comund care frece prin punctul A.

‘Planul P fiind nelimitat imparte spatiul in doui re-
giuni : regiunea I si reglunea II. LuAm pe una din drep-
tele planului Q, de ex. pe BC, punctul M in regiunea I
si pe dreapta DE a aceluiasi plan Q, punctul N in re-
giunea II. Punctele M si N determiné dreapta MN age-
zatd in planul Q, diferitd de dreptele BC si DE. Unind
dou#d puncte de o parte si de alta a planului P, dreapta
MN stribate acest plan intr'un punct O.

Punctul O din planul P se afla si in planul Q, fiind
un punct al dreptei MN din acest plan. Asa dar, planele
P s5i Q au pe langd punctul A comun si punctul O co-
mun. Avind doud puncte comune A gi O, urmeazi cé
au comunid dreapta AO, determinati de aceste doud
puncte.

Planele P si Q nu au niciun alt punct comun in
afara dreptei AO, céci alifel ar coincide.

Dreapta AO comunid celor douad plane se numesgte

https://biblioteca-digitala.ro



— 18 —

dreapta de intersecfie a lor. Doud plane care se taie
se mai numesc plane secante.

Exemple. Planele a doi pereti ai clasei care trec
prin acelasi virf al ei se taie dupa o dreaptd (muchie)
care trece prin acelagi varf.

27. Observarea 1. Dacd rotim planul Q in jurul
dreptei AO, panZ cand un punct I al lui, exterior dreptei
AO ajunge in planul P, planul Q coincide in aceastd
pozitie cu planul P, deoarece au comune dreapta AO
si punctul I exterior ei.

28. Observarea 2. In teorema de mai sus, am con-
siderat doud plane P si Q care aveau un punct comun.

Daca consideram doua plane din spatiu care n’au niciun
punct comun, cum sunt planele tavanului si planul
dusumelei clasei, planele a doud fete opuse ale pena-
rului, etc., zicem ci cele doud plane sunt paralele.

Rezultd dar cd doud plane in spafiu pot avea trei
pozitii unul fati de altul :

a) Plane care coincid.

b) Plane care se inlersecteazd.

¢) Plane paralele.

Pozitlile relative a doua drepte in spatiu

29. Douéi drepte pot avea in spatiu diferite pozitiuni
una fata de alta.

1. Sa observim doud muchii ale unui perete al clasei,
care se intdlnesc intr'un vari sau o muchie & unui perete si
o diagonald a Iui. In fiecare caz, dreptele considerate
sunt asezate in acelasi plan si se taie una cu alta
(drepte concurente).

Observand acum doud muchii verticale ale aceluiasi
perete sau doud muchii opuse ale dusumelei, vedem ca
sunt drepte situate in acelasi plan, paralele.

Conchidem ca doud drepte asezate in acelasl plan
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sunt sau concurente (se intersecteazi), sau paralele
(n’au niciun punct comun).

S&a figurdm acum aceste doud
pozitiuni a doui drepte in D’
spaliu. W

Fie planul P si doua drepte P
D si D’ ale lui, care se taie in Fig. 28.
punctul I (fig. 28). Aceste doua
drepte sunt asezate in acelasi plan, concurente.

Fie acum planul Q si dreptele Asi A’ asezate in acest plan
i (fig. 29). Daca dreptele A si A’
/ . n'au niclun punct comun, ele

Q sunt drepte asezate in acelasi
plan, paralele.

30. Observare. Si conside-
ram un plan P si doud drepte ale lui D si D’ (fig. 29).
Una din drepte, de ex. dreapta D, cu un punctM al celei-
lalte drepte D’ determind planul P, oricare ar il punctul
M de pe dreapta D'.

Prin urmare, daci presupunem cid punctul M luneca
pe dreapta D’, planul determinat de acest punct si de
dreapta D este totdeauna acelasi.

2. Si considerim acum una din muchiile tavanului

clasei, colful opus ei si mu- o
‘F

Fig. 29.

chia verticald trecdnd prin
acest punct. Si insemnam
muchia tavanului cu D si mu-
chia verticala cu AB (fig. 30).
Zicem c& muchia D si mu-
chia AB sunt drepte care nu
sunt agezate in acelagl plan.

In adevar, muchia D si Fig. 30.
punctul A exterior ei determind planul P al tavanului
clasei. Considerand insi muchia D si punctul B, planul
P’ determinat de ele este asezat intre planul tavanului
si planul dusumelei.

Un plan trecdnd prin muchia D, care ar coincide cu
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planul tavanului, ca sé-1 aducem s treacd prin punctul
B, trebue sa-]1 rotim in jurul muchiei D.

Planul P” care trece prin muchia D si prin mijlocul
M al muchiei AB este diferit de planul tavanului si de
planul determinat de muchia D si punctul B.

Prin urmare, muchia D determinda cu fiecare punct al
muchiei verticale AB totdeauna alt plan. Cele doua
drepte D si AB nu pot fi asezate in niciunul din pla-
nele determinate de una din ele cu fiecare punct al
celeilalte. Astfel de drepte le numim drepte neagsezate
in acelast plan.

Asa dar. pozitiile relative a doua drepte din spatiu se
pot rezuma in tabloul urmator :

Agezate in acelagsi
plan

Neagezate in ace-
lasi plan

: Concurente.
Paralele.
Perechi de drepte

DREPTE PARALELE. DREPTE PARALELE
CU PLANUL

Stim cd doua drepte dintr'un plan, care n’au nici un
punct comun sunt paralele. Am vazut apoi ca o dreapta
din spatiu poate si nu aibd niciun punct comun cu un
plan dat. Dreapta este atunci paraleld cu planul.

31. Constructia unei drepte paralele cu o dreapta
data in spatiu.

a) Fie in spatiu dreapta D si punctul O exterior ei
(fig. 31). S& ducem prin punctul O,
o paralela la dreata D. Dreapta D si
punctul O exterior ei determina, dupa
cum stim, un plan P §i numai acesta.

In planul P, construim prin punc-
tul O (dup# cum stim din Geome-
tria pland), o dreaptd A paraleld cu
dreapta D si numai aceasta, dupa pos-
tulatul lui Eueclid.
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b) Fie doua drepte D si D’ in spafiu, concurente in
punctul I (fig. 32).

S&a ducem prin punctul M al dreptei D, o paralela la
dreapta D'.

Pentru aceasta, luam un punct oarecare N pe dreapta D’

si ducem segmentul MN. Fie P

mijlocul segmentului MN. Pe
dreapta IP, ludm segmentul
PQ=IP. Dreapta MQ deter-
minatd pe punctele M si Q
este in planul dreptelor D Fig. 32.

si D', paralela cu D’ sitrece

prin M, deoarece patrulaterul IMQN este un paralelo-
gram, diagonalele lui tdindu-se in péarti egale.

In planul determinat de dreptele concurente D si D’,
prin punctul M exterior dreptei D' nu se poate duce la
aceastid dreapti decat o singurd paraleld, dupd postu-
latul lui Euclid.

Construirea unei drepte paralele cu un plan dat.

HDQ

32. Si consideram planul P si punctul A exterior lul (fig.
33). S& construim prin punc-
tul A o dreapta paralela cu
planul P.

Pentru aceasta, ducem in
planul P o dreaptd oarecare
CD. Dreapta CD i punctul
A exterior el determiné pla-

Fig. 33. nul R. In planul R, prin

punctul A se poate construi

o dreaptdi EF paralela la CD sl numai aceasta, dupad
cum stim din Geometria planad (postulatul lui Euclid).

Dreapta EF este paraleld cu planul P.

In adevir, daci dreapta EF ar avea un punct comun
cu planul P, acest punct ar fi comun dreptelor EF si
CD, deoarece dreapta EF se giseste in planul R si
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toate punctele comune planelor R si P sunt pe dreapta
CD. Dreapta EF fiind paraleld cu dreapta CD nu are
niciun punct comun cu ea; deci ea n’are niciun punct
comun cu planul P, Dreapta EF este asa dar, paraleli
cu planul P.

Enuntim deci urméatoarea

Teoremi. Dacd o dreapld din spatiu este paraleli
cu o dreaptd dintr'un plan, dreapta este paraleld cu
acel plan.

33. Teoremi. Dacd o dreapld este paraleld cu un
plan, prin oricare punct al R
planului se poate duce o
dreaptd paraleld cu dreapta A 8
dald.

Fie planul P si dreapta AB
paralela cu el (fig. 34).

Sa ludm un punct oarecare
O al planului P.

Observam céd dreapta AB si Fig. 34
punctul O in afara ei deter-
mind planul R. Planele P gi R avind punctul O comun
au o dreaptd comuni care trece prin punctul O; fie
aceastd dreapta Ol.

Dreapta OI este paralela cu dreapta AB.

In adevér, dreapta Ol este in acelasl plan R cu dreap-
ta AB. Dreapta Ol nu are niciun punct comun cu
AB, céci daca ar avea, acesta ar fi un punct comun
dreptei AB si planului P. $tim insd ci dreapta AB n'are
nici un punct comun cu planul P. Prin urmare, dreapta
Ol este paralela cu dreapta AB, ceea ce trebuia demonstrat.

34. Teoremd. Din teorema precedentd deducem : Dacd
o dreaptd AB este paraleld cu un plan P, paralela dusd
printr'un punct oarecare O al pianului la dreapta
AB este situatd in planul P (tig 34).

In adevar, paralela la dreapta AB, care trece prin
punctul O trebue sad se gaseasci in planul R determi-
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nat de dreapta AB si punctul O. Planul R taie planul
P dupa dreapta OI, care este paraleld cu dreapta AB,
cum am arétat in teorema precedenta. lar in planul R,
prin punctul O nu putem duce decét dreapta Ol para-
lela cu AB (dupa postulatul lui Euclid). Prin urmare, prin
punctul O nu se poate duce altd paraleld cu AB, decét
dreapta OI, care este continutd in planul P.

35. Teorema. Fie in spatiu dreptele paralele D si D’
si planul P, care taie pe una din
ele, de exemplu dreapta D, in punc-
tul A (fig. 35).

Sa aratim cd planul P taie si
dreapta D'.

Dreptele paralele D si D' sunt
prin definifie in acelasi plan R.
Acest plan R are punctul A comun
cu planul P. Urmeaza cd planul R
taie planul P dupd o dreaptd AM ce trece prin punctul
A. Insa in planul R, avem dreptele paralele D si D’ si
dreapta AM, care taie dreapta D. Dupa o proprietate din
Geometria plani, stim cd dreapta AM taie si dreapta D’
intr'un punct A" al ei. Punctul A’ este deci un punct
comun planului P g¢i dreptei D’, adica planul P taie
dreapta D.

Dreapta )’ nu poate avea alt punct comun cu planul
P in afard de A’, cidci ar coincide cu dreapta AA’ sl
n'ar mai f{ paraleld cu dreapta D.

Urmeaza cd putem enunfa teorema:

Daca doud dreple sunt paralele, orice plan care
laie pe una din ele taie $i pe cea de a doua.

36. Teoremid. Sa consideraim in spatiu douad drepte
paralele AB si CD si punctul M exterior lor (fig. 36).

Dreapta AB si punctul M exterior ei determind un
plan P. Tot astfel, dreapta CD si punctul M determina
un alt plan R. Planele P si R avind comun punctul M
au o dreaptd comund MN, care trece prin punctul M.

Fig. 35
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54 arédtdm cd dreapta MN este paraleld cu fiecare
din dreptele AB si CD.
Observiam ci dreapta CD fiind paraleld cu dreapta
AB din planul P este paraleld cu planul P (32).
De asemenea, dreapta AB este pa-
>N ralela cu planul R, fiind paralela
Al - cu dreapta CD din acest plan.
2 N Dac# prin punctul M al planului
P ducem o paralela MN’ cu dreapta
CD, ea este cuprinsi in planul
P, dupi teorema precedenti. Acea-
: std dreapta MN’ fiind paralela cu
P : g dreapta CD este cuprinsi cu CD in
/34}/\7\ acelasi plan, care este determinat
DN\ de CD si punctul ei M, adici in pla-
nul R. Fiind cuprinsa in ambele pla-
ne P si R, paralela MN’ dusi este
intersectia MN a planelor P si R.
Avem asa dar teorema:
Intersectia a doud plane secante care trec prin
doud drepte paralele este paraleld cu fiecare din
cele doud dreplte.

37. Teoremi. Doud dreple paralele cu o a treia
dreaptd sunt paralele intre ele.

Fie dreapta AB din spaflu §i doud puncte diferite C
si E in afara dreptei (fig. 37). Dreapta
AB sl punctul C determina planul P, in
care ducem dreapta CD paralela cu
dreapta AB. De asemenea, dreapta AB
si punctul E determind planul R, in
care ducem dreapta EF paraleld cu
dreapta AB.

Dreptele CD si EF paralele cu dreapta
AB sunt paralele intre ele.

Observdam cé dreapta EF fiind para-
lela cu dreapta AB din planul P este Fig. 37
paralela cu planul P. Tot astfel, dreapta CD fiind paralela
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cu dreapta AB din planul R este paralela cu planul R,

Sé ducem acum prin punctul C al planului P, dreapta
CG paralelda cu dreapta EF. Dreapta CG este cuprinsia
in planul P (35). Ea fiind paraleld cu dreapta EF din
planul R, planul P ce trece prin dreapta CG taie pla-
nul R dupd dreapta AB paralela cu dreapta CG.

Asa dar, in planul P avem prin acelasi punct C doua
drepte CD st CG paralele la dreapta AB, ceea ce este
absurd. Urmeaza cé dreapta CG, dusi paraleli la dreapta
EF coincide cu CD, adicd dreapta CD este paralela cu
dreapta EF, c. c. t. d.

Exemplu. Doua muchii verticale ale clasei, care nu
apartin aceluiasi perete, paralele cu o a treia muchie
sunt paralele intre ele.

38. Observarea 1. Aceasti teoremad din Geometria
in spatiu este aseminitoare cu teorema a doud drepte
paralele cu o a treia dreaptid din acelasi plan. Deci, in
general : Doud drepte paralele cu o a lreia dreaptd
sunt paralele inlre ele.

39. Observarea 2. Toate dreptele din spatiu paralele
cu una din ele reprezintd o singurad direcfiune. In spa-
{lu, avem un numdr nelimitat de directiuni. Pentru a
reprezenta una din aceste directiuni este destul sa du-
cem una din dreptele cu aceeasi directiune.

Unghiuri cu laturl paralele in spatiu

40. Teorema. Fie unghiurile ABC si DEF cu laturile
respectiv paralele si amindoua ascutite (fig. 38).

Sé aratam cé unghiurile ABC si DEF sunt egale.

Sd ludm pe semidreptele paralele BA si ED respectlv,
segmentele egale BM si EN si pe semidreptele BC si EF
respectiv, segmentele egale BP si ER. Ducem segmen-
tele BNsi PR. Patrulaterele BMNE si BPRE avand cate
doua laturi opuse paralele si egale, sunt paralelograme.
Urmeazd cd in primul paralelogram MN gi BE, in cel de
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al doilea, PR si BE sunt paralele si egale ca laturi opuse
in paralelogram.
Dreptele MN si PR, paralele cu dreapta BE sunt pa-

ralele intre ele, iar segmentele MN

si PR améandous egale cu BE sunt
egale intre ele. Rezultd cé duclnd
segmentele MP si NR, patrulaterul
format MNRP este un paralelo-
gram, avand laturile opuse MN
gi PR paralele si egale. Segmen-
tele MP si NR sunt deci egale
ca laturi opuse ale aceluiasi pa-
ralelogram.

In acest caz, trlunghiurile BPM
gi ERN, care au laturile respectiv egale, sunt egale.
Unghiurile MBP (ABC) si NER (DEF) opuse laturilor egale
MP si NR sunt egale.

Asa dar: Doud unghiuri ascufite cu laturile res-
pectiv paralele sunt egale.

Observarea 1. In cazul cdnd unghiurile ABC si DEF
cu laturile respectiv paralele sunt amandoud obtuze,
proprietatea este adevidrati si demonstratia ei se face
in acelasi fel.

Observarea 2. Unghiurile considerate ABC si DEF au
laturile respectiv paralele si indreptate in acelasi sens.

Dacd avem doua unghiuri ABC si D’EF’ cu laturile
respectiv paralele si indreptate in sensurl contrare
(fig. 38), unghiurile sunt de asemenea egale.

In adevar, unghiul D’EF’ este egal cu unghiul DEF
filnd opusla virt cu unghiul D’EF’; iar unghiul DEF este
egal cu unghiul ABC avand laturile respectiv paralele
si de acelasi sens. Urmeaza cia unghiul D'EF’ este egal
cu unghiul ABC.

Observarea 3. Si considerdim acum unghiurile ABC

Fig. 38.

https://biblioteca-digitala.ro



— 97 —

si DEF’ cu laturile respectiv paralele, dou# indreptate
in acelasi sens si doud indreptate in sensuri contrare
(fig. 38).

Unghiurile ABC si DEF’ sunt suplimentare.

In adevdr, unghiul DEF adiacent unghiului DEF’,
avand laturile necomune in prelungire este suplimentar
cu unghiul DEF'. Iar unghiul DEF este egal cu unghiul
ABC avand laturile respectiv paralele si de acelasi sens.
Urmeazad cé& unghiul ABC este suplimentul unghiu-
lui DEF'.

Prin urmare, putem enunta teorema generala:

Doua unghiuri cu laturile respectiv paralele suni
egale sau suplimentare gi anume: egale, cdnd au la-
turile respectiv paralele si amdndoud de acelagi sens
sau de sensuri conlrare; suplimentare, cdnd doud
laturit sunt de acelasi sens gi doud de sensuri con-
trare.

Exemple. Unghiul a2 doud muchii ale tavanului si
unghiul a doud muchii ale dusumelli clasei cu varfu-
rile pe aceeasi muchie verticala sunt unghiuri cu latu-
rile respectiv paralele si de acelasi sens, deci aceste
unghiuri sunt egale.

Unghiul a doud muchii ale tavanului cu vérful in
extremitatea de sus a unei muchii verticale si un
ghiul a doud muchii ale dusumelei cu varful in ex-
tremitatea de jos a muchiei verticale opuse, sunt
unghiuri cu laturile respectiv paralele si de sensuri con-
trare ; aceste unghiuri sunt egale.

41. Unghiul a doua drepte in spatiu. In spatiu,
doud drepte pot fi asezate in acelasi plan sau pot fi
neasezate in acelasi plan.

1. Unghiul a doud drepte asezate in acelasi plan,l-am
studiat in Geometfria plani.

Fie astfel in planul P, dreptele AB si CD (fig. 39).
Unghiul lor este BID — o. De ex. unghiul a douid
muchii ale tavanulul clasei sau unghiul celor doui dia-

https://biblioteca-digitala.ro



— 98 —

gonale ale aceluiasi tavan sau unghiul a doud muchii
ale acoperisului unei case.

¢ % 2. Unghiul a doud drepte
W neasezate in acelasi plan
P este, prin definitie, unghiul a

A b doud drepte dintr'un plan,
Fig. 39 avand directiunile celor doud
drepte date.

Fie dreptele AB si CD neagezate in acelasi plan (fig. 47).

Pentru a gasi unghiul lor, ducem printr'un punct
oarecare O al spafiului OM si ON A P
respectiv paralele cu AB si CD. c
Unghiul MON = « este unghiul
dreptelor AB si CD. Astfel este 0"5} """" M
unghiul format de diagonala tava-
nului clasei cu una din muchiile U D
dusumelii sau unghiui diagonalei Fig. 40.
tavanului eu muchia unei bénci.

Observare. Unghiul a doua drepte AB si CD ce nu sunt
agezate in acelasi plan (fig. 41) se poate avea mai simply,
ducénd printr'un punct al uneia din drepte o paraleli la

cealaltid dreaptd. Astfel, ducem prin

A— 8 punctul I al dreptei CD, paralela MN

la dreapta AB. Unghiul dreptelor AB
N si CD este << NID = a.

42. Drepte perpendiculare in

spatiu. Dacéd ducind printr'un punct

Fig. 41. O al spatiului paralele la cele doua

drepte date, unghiul format este

drept, zicem cd directiunile celor doua drepte date in

spatiu sunt perpendiculare.

De exemplu, o muchie verticald a clasei si diagonala
tavanului care n'o intilneste, muchia piciorului unei
mese si o muchie a dusumelei sunt drepte perpendicu-
lare in spatiu, desi nu sunt asezate in acelasi plan.
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Observare. Dacd o dreaptd D din spatiu este perpen-
diculard pe o alti dreaptd D', dreapta D este perpendi-
culari pe orice dreaptd care are aceeasi directie cu
dreapta D’.

DREAPTA PERPENDICULARA PE PLAN.

43. Construirea perpendicularei dintr’'un punct
dat la o dreapti datid in spatiu.

1. Fie in spatiu dreapta AB si punctul O in afara ei
(fig. 42). S& construim perpendicu-
lara din punctul O la dreapta AB.

Dreapta AB si punctul O deter-
mind un plan P. In planul P, putem
construl perpendiculara OI din
punctul O la dreapta AB si numal
aceasta. Dreapta Ol este perpendi-
culara ceruti.

2. Fie acum, dreapta AB in spa- Fig. 42.
tfiu si punctul O pe dreapta data.

S& construim perpendiculara pe dreapta dati AB, in
punctul O.

Stim ca prin dreapta AB trec nenumirate plane in
spafiu. Sa considerim unul dintre ele, de ex. planul P.
In planul P, ridicaim perpendiculara
OC in punctul O, pe dreapta AB.

S& consideram acum un al doilea
plan Q, care sa treacid prin dreapta
AB (flig. 43). Ridicim in planul Q,
perpendiculara OD in punctul O pe
dreapta AB. $i asa mai departe, in
planele R, S, T, V,... adica in oricare
din infinitatea de plane ce trec prin

Fig. 43. dreapta AB.
Rezultd cad: In spafiu, pe o
dreaptd datd, intr'un punct al ei, pulem construi o
infinitate de perpendiculare.
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44. Observare. Dupd cum am vizut, daci punctul O
este exterior unei drepte AB, din punctul O la dreapta
AB, se poate duce o singurd perpendiculara OI (tig. 44).
Insa in punctul I pe dreapta AB, putem duce nenuma-
rate perpendiculare IC, ID, IE...

S& ducem acum prin punctul O, dreapta OC’ paraleld
cu OC, dreapta OD’' paraleld cu OD, etc., cate o para-
lela prin punctul O la fiecare din
perpendicularele ridicate in punc-
- tul I, pe dreapta AB. Dreapta AB

:':1‘_ """ D" este perpendiculari pe directia
;" . Hecdreiadin dreptele OC',0D’,0E"...

Prin urmare :
Printr'un punct exterior unei
drepte date, se poale duce o sin-
Fig. 44. gurd perpendiculard pe aceea
dreaptd, insd nenumdrate direc-
it perpendiculare pe aceeasi dreapltd.

45. Teorema. Dacd o dreapid este perpendiculard
pe doud direcfiuni dintr'un plan, ea este perpendi-
culard pe toale direcfiunile din acel plan.

Fie o dreapti D in spatiu si pe ea un punct O (fig. 45).
Putem duce nenumérate drepte perpendiculare pe dreapta
D, in punctul O. Sa construim doud din aceste perpendicu-
lare, OA si OB. Dreptele OA si
OB concurente in punctul O
determina un plan P. Dreapta
D perpendiculara pe doua di-
rectiuni OA si OB din pla-
nul P este perpendiculara pe
orice altd directie din pla-
nul O.

Pentru a reprezenta o di-
rectle din planul P, diferita
de directiile reprezentate de
dreptele OA si OB, ducem prin punctul O gl in planul
P, o dreaptd diferita de dreptele OA si OB. Pentru
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aceasta, ludm pe dreptele OA si OB respectiv punctele
E si F. Dreapta EF este in planul P. Unim un punct
oarecare I al dreptei EF cu punctul O; avem directia
OIC din planul P, diferitd de directiile OA si OB.

Sa aratim cd dreapta D este perpendiculard pe
dreapta OC.

Pentru aceasta, luim pe dreapta D dou#d puncte G si
G’ simetrice in raport cu punctul O si le unim cu puno
tele E,IF.

Triunghiurile GFG’ si GEG' sunt isoscele, deoarece inal-
{imea corespunzitoare bazei este si mediand. Rezultd din
fiecare ci GF = G'F si GE=G'E.

Triunghiurile GFE si G'FE sunt egale, avand laturile
respectiv egale : GF = G'F, GE = G’E, FE = FE. Prin
urmare, unghiurile opuse laturilor egale sunt egale,
<t GFE = < G'FE.

Considerdnd acum friunghiurile GFI §i G'FI, ele sunt
egale avind céte un unghiu egal cuprins intre laturi
respectiv egale: < GFE = < G'FE, GF = G'F, FI = FL
Deducem ca laturile opuse unghiurilor egale sunt egale,
Gl = G'T.

Triunghiul GIG' avand laturile GI si G'I egale este isos-
cel. Prin urmare, mediana IO a varfului I este si inal-
fime, adicd 10 este perpendiculard pe GG'. Invers, GG’
sau dreapta D este perpendiculard pe Ol ceea ce ftre-
buia demonstrat.

Am demonstrat deci teorema : Daed o dreaptd este
perpendiculard pe doud direcfiuni dintr'un plan,
dreapta este perpendiculard pe orice alld direcfiune
din acel plan.

Exemplu 1. Una din muchiile verticale ale clasei fiind
perpendiculard pe doud muchii ale dusumelei care trec
prin piciorul ei este perpendiculara pe planul dugumelii.

Observiri. 1. Dreapla perpendiculard pe orice di-
recfiune dintr'un plan se numegte perpendiculard pe

acel plan.
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Punectul in care dreapta inteapa planul se numeste pi-
ciorul perpendicularei.

Reciproc, orice dreapta din planul P este perpendi-
cularda pe dreapta D.

2. Daca in enuntarea teoremei, in locul a doua direc-
fiuni spunem doud drepte ale planului, tfrebue sa
addogam ca cele doud drepte sunt concurente, caci daca
ele sunt paralele au aceeasi directie.

46. Plan perpendicular pe o dreapta. Am vazut ca
dacd ludim in spafiu o dreapti D si un punet O pe ea,
putem duce prin punctul O nenumaérate perpendiculare
pe dreapta D. Doud oarecari din aceste perpendiculare,
de ex: OA si OB, determind un plan P (fig. 46). Orice
dreaptd perpendiculard in punctul O, pe dreapta D este
cuprinsd in planul P.

S& presupunem ci existd o dreapti OL’ perpendicu-
lard pe dreapta D, in punctul
O, care nu este cuprinsa in pla-
nul P.

In acest caz, dreptele con-
curente D si OL’ determina
un plan S; planul Savand cu
planul P punctul O comun, taie
planul P dupé dreapta OL care
trece prin punctul O. Dreapta
D fiind perpendiculara pe pla-
nul P este perpendiculard pe

Fig. 46.

dreapta OL din planul P.

Rezulti ca in planul S, existd doua drepte OL si OL’
perpendiculare in acelasi punct O, pe dreapta D; ceea ce
este absurd. Perpendiculara OL’ este agezatd deci in
planul P.

Asa dar, avem teorema :

Perpendicularele ridicale pe o dreaptd din spafiu,
intr'un punct al ei, formeazd un plan determinat de
doud din ele.
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Planul format de toate perpendicularele ridicale in
acelasi punct al unei drepte din spafiu se numeste
plan perpendicular pe dreaptd.

Observare. Am aritat in teorema precedenta, ca toate
perpendicularele ridicate pe o dreaptd in acelasi punct
al ei formeaza un plan perpendicular pe dreapta in acel
punct. Planul se bucurd deci de proprietatea cd orice
dreaptd din el ce trece prin punctul comun lui si dreptei
este perpendiculard pe dreapta datd. Zicem ci planul
considerat este locul geometric al perpendicularelor
ridicate in acelasi punct al dreptei date.

Putem decl enunfa teorema (46) astfel : Locul geome-
tric al perpendicularelor ridicate in spatiu, in acelasi
punct al unei drepte este un plan pcrpendicular pe
dreaptd in acel puncl.

47. Gonstruirea planului perpendicular pe o
dreapta intr’un punct al el. Fie dreapta AB in spatiu
si un punct O al ei (fig. 47). S& construim in punctul
O un plan perpendicular pe dreapta AB.

Pentru aceasta, ducem prin dreapta AB doud plane
P si R. In fiecare din planele 4
P si R, ridicim perpendiculara
pe dreapta AB, in punctul O:
perpendicularele OI si OL. Aceste R
doua drepte concurente deter- _Jo
mind planul S perpendicular pe |
dreapta AB, in punctul O. In < : S
adevar, dreapta AB fiind per-
pendiculara pe dreptele concu-
rente Ol si OL ale planului S este Fig. 47.
perpendiculard pe planul S. Pla-
nul S este planul cerut. Sa aratdm ca planul S este unie.

Sa presupunem cid am putea duce un alt plan S’ per-
pendicular pe dreapta AB in punctul O, diferit de pla-
nul S (fig. 48).

Ducem prin dreapta AB un plan oarecare T. Planul T

P

-

Geomelria VI 3
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avind punctul A comun cu fiecare din plapnele S si
S, le taie dupad chte o dreaptd ce trece prin punctul O.
Fie OC si OC’ respectiv dreptele de intersectie. Dreapta

AB perpendiculara pe planele S
T si S’ este perpendiculard pe ftie-
|, care din dreptele OCsi OC'. Avemn
¢/5" asttel in planul T, dreptele OC

Ar—— ]

/ 9 JZ si OC’' perpendiculare in acelasi
s S punct O pe dreapta AB, ceea ce
8 este imposibil. Aceasta inseamna

cd planul S' presupus diferit de
Fig. 48. planul S coincide cu planul S, adica
planul S este unic.

Rezultd dar urmatoarea teorema:

Printr'un punct al unet dreple se poate duce un
plan perpendicular pe dreaptd si numai unul.

48. Aplicatie. Locul geomelric al punctelor din spa-
tiu egal depdrtate de capetele unui segment este pla-
nul perpendicular pe mijlocul segmentului. Fie seg-
mentul AB din spatiu (fig 49). Prin mijlocul O al seg-
mentului AB ducem plauul P per-
pendicular pe segment.

Oricare punct M al planului P este
egal departat de capetele A si B ale
segmentului AB.

In adevar, segmentul AB, flind per-
pendicular pe planul P, este perpen-
dicular pe dreapta OM, care uneste
mijlocul O al segmentului cu punctul
M. Ins4, in planul determinat de seg- Fig. 4.
mentul AB si punctul M, M este un
punct de pe perpendiculara OM ridicatd pe mijlocul seg-
mentului AB, deci MA = MB.

Orice punct in afara planului P este neegal departat
de A si B.
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Fie N un punct exterior planului P. Segmentul AN
inteapa planul P in punctul N, astfel ca N'A = N'B.

Iar in triunghiul N'BN, NB < NN’ + N'B sau NB < NN’
+ N'A = NA, deci NB < NA. Punctul N este neegal de-
partat de capetele segmentului AB.

Toate punctele planului P bucurdndu-se de aceeasi
proprietate, planul P este un loc geometric.

49. Construirea planului perpendicular pe o
dreapta care sa treaca printr'un punct exterior ei.
Fie dreapta AB in spaftiu si punctul O exterior ei (tig. 50).
Sa construim un plan perpendi-
cular pe dreapta AB, care sa
treacd prin punctul O.

Pentru aceasta, prin dreapta AB
si punctul O ducem planul P de-
terminat de ele. In acest plan P,
coborim perpendiculara OI pe
dreapta AB.

In punctul I, pe dreapta AB in B\
spaflu, se pot ridica nenumarate \
perpendiculare. In alt plan R, Fig. 50.

care trece prin dreapta AB, con-
struim perpendiculara OL, pe dreapta AB.

Dreptele concurente 10 sl IL determind planul S care,
confindnd doud directiuni per-
pendiculare pe dreapta AB, este
perpendicular pe dreapta AB si
trece prin punctul O.

Planul S este planul cerut.

Sa ardtim acum ci planul S
este unic.

Sa presupunem cd am putea
duce prin punctul O un alt plan
S’ perpendicular pe dreapta AB,
diferit de planul S (fig. 51).
Dreapta AB st punctul O exterior ei determina planul T.
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Planul T, avdnd punctul O comun cu fiecare din planele
S si S’ le taie dupé cate o dreaptd ce trece prin punctul
O. Fie OC si OC respectiv dreptele de intersectie.
Dreapta AB fiind perpendiculard pe fiecare din planele
S si S’ este perpendiculard pe fiecare din dreptele OC
si OC'. Avem astfel in planul T, doua perpendiculare OC
si OC’ pe dreapta AB, din acelasi punct O exterior dreptei
AB, ceea ce este imposibil. Urmeaza c& planul S’ se con-
fundd cu planul S, adicd planul S esie unic.

Rezultd dar teorema urméatoare :

Printr'un punct exterior unei drepte se poate duce
un plan perpendicular pe acea dreaptd si numai
unul.

50. Construirea perpendicularei pe un plan dat
intr'un punct al lui. Fie planul P determinat de doua
drepte concurente OA si OB si punctul O din acest plan
(tig. 52)., Sa construim o dreaptd perpendiculara pe pla-
nul P in punctul O. Prin punctul O al dreptei OA, pu-

tem duce in spatiu un plan Q

L perpendicular pe dreapta OA.

R De asemenea, prin punctul O

al dreptei OB, putem duce un

Q plan R perpendicular pe dreapta
A OB.

Planele Q si R avand punc-

0 P tul O comun au o dreapti co-

5 muna, dreapta OL de intersec-

Fig. 2. tie a lor. Dreapta OL este per-

pendiculard pe dreapta OA,
fiind in planul Q si pe dreapta OB, fiind in planul R.
Dreapta OL fiind perpendiculard pe dreptele OA si OB
din planul P este perpendiculara pe planul P.

Asa dar, dreapta OL este perpendiculara cerutad pe
planul P, in punctul O.

Obhservare. Daci luam alte doud drepte OA’ si OB’,
in planul P, planele perpendiculare pe dreptele OA’

https://biblioteca-digitala.ro



— 37 —

si OB’ in punctul O, sunt diferite de planele Q si R.
Aceste plane noi, avidnd punctul O comun, au o dreaptia
de intersectie OL’ perpendiculari pe planul P. Dreapta
de intersectie OL’ este tot per-
pendiculara OL.

In adevar, daca dreapta OL’ : s
ar fi diferitd de perpendiculara
OL (fig. 53), ele ar determina
un plan S, fiind doua drepte

Ll

concurente. Planul S avand / ' 0 4 M
punctul O comun cu planul P
ar taia planul P dupi o dreapta Fig. 53.

OM. Atunci in planul S, pe
dreapta OM si in punctul O al ei, s'ar putea duce doua
perpendiculare, ceea ce este imposibil. Urmeazé ca dreapta
OL’ este confundatd cu perpendiculara OL.

Putem dar enunta urmaéatoarea

Teorema. Intr'un punct al unui plan, pulem ri-
dica o perpendiculard pe acel plan §i numai una.
51. Construirea perpendicularei pe un plan din-
tr’un punct exterior lui,
Fie planul P si punctul O exterior lui (ftig. 54). Sa
construim o perpendiculara pe

0 planul P, care sa treaca prin punc-

Rl o.
Pentru aceasta, ludm in planul
) P _
D P doud directiuni reprezentate

L prin dreptele D si D'. Prin punctul
LL D O, ducem in spatiu, planul Q per-

/ P pendicular pe dreapta D. De ase-
menea, prin punctul O ducem

Fig. 54. planul R, perpendicular pe dreapta

D’. Planele Q si R avind punctul

O comun, au o dreaptd comund OL. Dreapta OL fiind in
planul Q este perpendiculard pe dreapta D; tot astfel,
dreapta OL fiind in planul R este perpendiculara pe
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dreapta D'. Rezultd cd dreapta OL este perpendiculara pe
doud directiuni ale planului P si deci este perpendi-
culard pe planul P.

Dreapta OL este perpendiculara ceruta din punctul O
pe planul P.

Observare. Daci in locul directiunilor D si D', luam
in planul P alte doud directiuni D, si D’;,, planele per-
pendiculare in punctul O, pe directiunile D, si D'}, sunt
diferite de planele Q si R. Aceste plane noi, avind punc-
tul O comun se intersecteaza
dupéd o dreaptd OL’ perpendi-
' s culara pe planul P. Aceastd
\ dreaptd OL’ este tot perpendi-
culara OL.

. Daci dreapta OL’ ar fi dife-
Lr rita de dreapta OL (fig. 55), a-
méndoui ar determina un plan

Fig. 55. S (flind doud drepte concuren-

te), care ar tdia planul P dupa

dreapta LL'. Atunci, in planul S, din punctul O exterior

dreptei LL', s’ar putea duce douad perpendiculare la

dreapta LL’, ceea ce este imposibil. Urmeazi ci dreapta
OL’ este confundati cu perpendiculara OL.

Putem dar enunt{a urmétoarea

Teorema. Dinir'un punct exlerior unui plan, se
poate cobori o perpendiculard pe acel plan $i numai
una.

52. Teoremd. Fie in spafiu dreptele paralele D si D’
si planul P perpendicular pe una din ele, de ex. pe
dreapta D (fig. 506).

Planul P este perpendicular pe dreapta D’.

Sa consideram in planul P, doua directiuni oarecari A si
A’, Dreapta D perpendiculard pe planul P, prin ipoteza,
este perpendiculard pe directiunile A si A din acest
plan. Dreapta D’ paraleld cu D este si ea perpendicu-
lara pe direcfiunile A si A’ din planul P. Prin urmare,
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dreapta D’ e perpendiculara pe planul P, deoarece este
perpendiculara pe doua directiuni din acest plan: invers,
planul P este perpendicular pe ' |
dreapta D’. D

Am demonsirat deci teorema:

Dacd doud drepte sunt pa- A=
ralele, orice plan perpendicular / AX/

; . A A
pe una din ele este perpendi-
cular si pe cedlalld.

Mai putem enunta aceasta teo- Fig. 56.
remd sub forma: Dacd doud
drepte sunt paralele si una din ele este perpendi-
culard pe un plan, cea de a doua este perpendicu-
lard pe acelagi plan.

Exemplu. Doud muchii verticale ale clasei sunt doua
drepte paralele. Planul podelei sau planul tavanului
perpendicular pe una din ele este perpendicular si pe
cealaltd muchie. '

53. Drepte perpendiculare pe acelasi plan. Fie
planul P si doud drepte AB si CD perpendiculare pe
planul P (fig. 57).

Dreptele AB si CD sunt paralele. Una din dreptele
date, de ex. AB si punctul C al celeilalte drepte CD,
determind un plan R, care taie pla-
B[ D" D!  nul P dupa dreapta AC. Daci pre-
v| |k supunem ci dreapta CD nu e pa-
ralelA cu dreapta AB, si ducem

A i 74 prin punctul C, dreapta CD’ para-
lela cu AB.
Fig. 57. Dreapta CD’ fiind paraleld cu

dreapta AB este cuprinsid in planul
R si este perpendiculard in punctul C, pe planul P (52).
Urmeaza ca in punctul C al planului P, existd doua
perpendiculare CD si CD’ pe acest plan, ceea ce este,
imposibil,
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Dreapta CD’ dusé paraleld la AB se confunda cu CD,
adica dreptele AB si CD sunt paralele.

Avem deci urmitoarea

Teoremd. Doud drepte perpendiculare pe acelasi
plan, in doud puncte deosebite sunt paralele.

Exemplu. Doua muchii ale clasei perpendiculare pe
planul podelei, doud muchii ale unei cutii care sunt
perpendiculare pe planul unei fefe sunt drepte paralele.

54. Teorema celor trei perpendiculare.

Fie planul P in spatiu, o
dreaptd AB perpendiculara pe
nlanul P §i o dreaptdi CD in
acest plan (fig. 58). Din picio-
rul B al perpendicularei AB,
ducem dreapta BE perpendicu-
lard pe dreapta CD. Unim un
punct oarecare M al perpendi-
cularel AB cu punctul E, picio-

Fig. 58. rul perpendicularei BE din plan.

Dreapta ME este perpendiculard pe dreapta CD din
plan.

In adevir, dreapta AB fiind perpendicularda pe planul
P este perpendiculard pe orice direcfiune din plan, deci
pe CD. Invers dreapta CD este perpendiculara pe AB.

Dreapta CD, care este perpendiculara pe dreptele AB
(cum am observat) i BE (prin constructie), este per-
pendicylard pe planul R determinat de dreapta AB si
BE. Dreapta CD este deci perpendicularda pe orice
dreapta din planul R, deci si pe dreapta ME.

Invers, dreapta ME este perpendiculard pe dreapta
CD din plan, ceea ce trebuia demonstrat.

Avem astfel teorema :

Daca din piciorul unei perpendiculare pe un plan,
ducem o perpendiculard pe o dreaptd din acel plan,
dreapta care unesle un punct oarecare al perpendi-
cularei pe plan cu piciorul perpendicularei dusd
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pe dreapla din plan este perpendiculard pe dreapta
din plan.

Observare. Dreptele AB, BE si ME fiind perpendi-
culare pe aceeasi dreaptda CD din planul P, aceasta teo-
remié poarti numele de ,teorema celor lrei perpendi-
culare*.

Exemplu. O muchie verticala a clasei este perpendi-
culard pe o muchie a dusumelei ce trece prin piciorul
ei. Aceasta la rdndul ei este perpendicularad pe alta mu-
chie a dusumelei. Orice dreapti ce uneste un punct al
muchiei verticale cu piciorul celei dintdi muchii a du-
sumelei este perpendiculari pe a doua muchie a dusu-
melei.

55. Teorema reciproca I. Fie un plan P, un punct
A exterior lui si o dreaptda CD din acest plan (fig 59).
Ducem din punctul A o perpendiculara AB pe planul P
si o perpendiculard AE pe dreapta CD din plan.

Sa aratam cid dreapta BE, A
care uneste picioarele celor
doud perpendiculare, este per-
pendiculard pe dreapta CD.

In adevdr, dreapta CD fiind -
perpendiculard pe douid drepte /B
concurente AB si AE ce deter-
minad planul ABE este perpen-
diculard pe acest plan. Ca ur- Fig. 59
mare, dreapta CD este perpen-
diculard pe orice dreaptda din planul ABE, deci si pe
dreapta BE confinutd in acest plan. Invers, dreapta BE
este perpendiculard pe dreapta CD.

Avem dar teorema reciproca ;

Dacd din acelasi punct din afara unui plan, cobo-
rim o perpendiculard pe plan si o perpendiculard
pe o dreapld din acel plan, dreapta care uneste pi-
ctoarele acestor doud perpendiculare este perpendi-
culard pe dreapta din plan.
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56. Teorema reciproca II. Fie un plan P si o dreapta
CD in acest plan (fig. 60). Intr'un punct E al dreptei CD
ridichm doud drepte perpendiculare pe dreapta CD:
dreapta EF in planul P si dreapta EG in afara planului
P. Dintr'un punct oarecare A al dreptei EG, coborim
perpendiculara AB pe dreapta EF.

Sé aratim cd dreapta AB este perpendiculard pe pla-
nul P.

Planul AEB determinat de dreptele EF si EG perpen-
diculare pe dreapta CD este perpendicular pe dreapta
CD. Invers, dreapta CD este perpendiculardi pe planul
AEB si ca urmare pe dreapta AB din acest plan. Astfel
dreapta AB este perpendicu-
lara pe dreapta CD si pe dreapta
EF prin constructie, ambele din
planul P; AB este deci per-
pendicularid pe planul P.

Avem teorema reciproca :

Dacd intr'un punct oare-
care al unei drepte dintr'un
plan, ridicdm doud perpendi-

Fig 60 culare pe aceastd dreapld,
una in plan si alta in afara planului, perpendicu-
lara coboritd dintr'un punct al dreptei din afara
planului pe dreapta perpendiculard din plan este
perpendiculard pe acel plan.

57. Aplicatie. Construim un triunghiu BCD si unim un
punct A exterior planului acestui
triunghiu cu varfurile lui (fig. 61)
Porfiunile de plan determinate de
segmentele de drepte, douad cate
doud, formeaza un corp numit fe-
lraedru. .

Dacid ducem indl{imea AE a fetei
triunghiulare ACD si in punctul E Fig. 61
ridicim o perpendiculara EI pe mu-
chia CD a fetei BCD, perpendiculara Al dusa din punc-
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tul A pe dreapta EI este perpendiculard pe planul fe-
tei BCD.

Dreapta Al este numita indlfimea tetraedrului.

58. Dreapta oblici fata de plan. Dacd o dreapta
inteapd un plansi nu este per-

. 9 A
pendiculari pe acel plan, dreap-
ta se numeste oblicd fafi de \
plan. De ex, dreapta AB (fig. 62) / I ;P
este oblica fatd de planul P. \
Punctul I in care dreapta 8
AB intersecteazi planul P se Fig. 62.

numeste piciorul sau urma dreptei AB pe planul P.

PERPENDICULARE §I OBLICE DIN ACELASI
PUNCT LA UN PLAN

59. Teorema. Fie un plan P si punctul O exterior
lui (fig. 63).

Ducem din punctul O perpendiculara OI si o oblica
oarecare OM la planul P. Sa aratim ci segmentul OI al
perpendicularei este mai scurt decét segmentul oblicei OM.

Dreptele concurente Ol si OM
determind un plan R, care taie
R planul ? dupi dreapta IM. Dreapta
Ol, perpendicularda pe planul P
este perpendiculari pe dreapta
IM din acest plan. In planul R,
din punctul O exterior dreptei IM,
avem perpendiculara Ol si oblica

Fig. 63. OM. Stim din Geometria plana

cd segmentul perpendicularei OI

este mai scurt decit segmentul oblicei OM. Prin ur-
mare, proprietatea din plan se pastreazd si in spatiu.

Putem deci enunta teorema :

Dacd din acelagi punct exterior unui plan, ducem
perpendiculara si o oblicd oarecare la plan, perpen-

diculara este mai scurtd decdl oricare oblicd.
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60. Oblice din acelasi punct la un plan. Fie pla-
nul P si punctul O exterior lui (fig 63). Ducem din
punctul O la planul P, perpendiculara Ol si doua oblice
OM si ON, ale caror picioare si fie egal departate de
piciorul I al perpendicularei.

Segmentele oblicelor OM si ON sunt egale.

Observiam ci fiecare din oblicele OM si ON deter-

mind cu perpendiculara Ol cate
0 un plan, care taie planul P res-
pectiv dupa dreptele IM si IN.
Perpendiculara Ol pe planul P
este perpendicnlard pe dreptele
(N 7 MP IM si IN din acest plan.

Triunghiurile dreptunghice for-
Fig. 64 mate OIM si OIN sunt egale aviand
catetele respectiv egale: OI=O0],

(comund), IM=IN (prin ipotezi). Rezulta ci OM=ON.

Asa dar avem urmatoarea

Teoremd. Dacd din acelasi punct erterior unui
plan, ducem la acest plan perpendiculara gsi doud
oblice cu picioarele egal depdriale de piciorul per-
pendicularei, oblicele sunt egale.

Observare. In spafiu, putem duce din punctul O
exterior unui plan P, nenumarate oblice cu picioarele
egal depéartate de piciorul perpendicularei. Toate aceste
oblice sunt egale.

61. Fie planul P si punctul O exterior lui (fig. 65).
Ducem din punctul O perpen- 0 '
diculara Ol si doua oblice OL
si OM, alé caror picioare sa
fie neegal depértate de picio-
rul perpendicularei si anume:
IM>IL.

Segmentele oblicelor OL si
OM sunt neegale; OM cu picio-
rul mai depirtat este mai lunga.
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Fiecare din oblicele OL si OM determind cu perpen-
diculara OI cate un plan, care taie planul P respectiv
dupa dreptele IL sl IM. Dreapta OIl, perpendiculara pe
planul P este perpendiculara pe dreptele IL si IM din
acest plan.

Luam pe dreapta IM, segmentul IL’ =1IL si ducem
oblica OL'. Oblicele OL si OL’ avand picioarele egal
depirtate de piciorul perpendicularei Ol sunt egale,
OL = OL".

[nsa in planul OIM, oblica OM cu piciorul mai depar-
tat decat piciorul oblicei OL’ este mai lungd decat
aceasta, adici OM>OL’. Rezulta ca OM>OL, deoarece

Avem dar, urmétoarea

Teoremda. Dacd din acelasi punct ezxterior unui
plan, ducem la acest plan perpendiculara si doud
oblice cu picioarele mneegal departale de piciorul

perpendicularei, oblicele sunt neegale; oblica cu
piciorul mai depadrtal este mai lungd.

62. Teoreme reciproce.
1°, Fie planul P si punctul O exterior lui (fig. 66). Din
punctul O la planul P putem
duce nenumairate segmente de 0
drepte OI, OA, OB, OC, .....
Presupunem ci cea mai scurta
din aceste drepte este Ol N
S& aratam ca dreapta Ol este / /C
perpendiculard pe planul P. A B /P
Daci ducem din punctul O
perpendiculara OL pe planul
P, segmentul OL este mai scurt
decAt oricare din segmentele O, OA, OB, OC, ... duse mai
inainte, ceea ce este imposibil, deoarece stim céd cel mai

scurt segment este OI. Rezulti ca segmentul OI este
perpendiculara dusa din punctul O la planul P.

Fig. 66.
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2°, Doud oblice OA si OB egale au picioarele egal
depirtate de piciorul perpendicularei Ol

In adevar, perpendiculara Ol pe planul P este per-
pendiculard pe dreptele IA si IB din acest plan. Tri-
unghiurile dreptunghice OIA, OIB, avand ipotenuzele
egale OA = OB si cite o cateti egali, OI == OI, sunt
egale. Rezulti ci IA = IB, adica picioarele oblicelor
egale sunt egal depdrtate de piciorul perpendicularei.

3° Doud oblice OA si OC neegale au picioarele ne-
egal departate de piciorul perpendicularei OI; oblica
mai lungd OC are piciorul C mal depértat.

Daca picioarele A si C ar fi egal depirtate de picio-
rul I al perpendicularei, oblicele OA si OC ar fi egale,
ceea ce este contrar ipotezei.

Dacé, piciorul C ar fi mai apropiat decat piciorul A
de piciorul I al perpendicularei, oblica OC ar fi mai
scurtd decat oblica OA, ceea ce este contrar ipotezei.

Rezulta deci ca piciorul C este mai departat decat
piciorul A, de piciorul I al perpendicularel, adica picioa-
rele oblicelor neegale sunt neegal depdrtate de picio-
rul perpendicularei st anume: piciorul oblicei mai
lungi este mai depdrtat.

63. Observare. Distanta dela punctul exterior O pla-
nului P la acest plan méisuratd pe perpendiculara OI
este mai scurti decAt distanta méasuratd pe oricare din-
tre oblicele OA, OB,.. De aceea. lungimea perpendi-
cularei Ol se ia ca distanii dela punctul O la planul P.

Prin urmare : Distanfa dela un punct exterior unui
plan pdnd la acel plan este lungimea perpendicularei
coboritd din punct pe plan.

64. Aplicatie. Fie planul P si punctul O exterior lui
(fig. 67).

Din punctul O la planul P, putem duce o infinitate de
oblice egale, de ex. OA, OB, OC, OD, ... Picioarele a-
cestor oblice fiind egal depirtate de piciorul perpendi-
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cularei Ol dusd din acelasi punct la plan, sunt asezate
pe un cerc cu centrul in piciorul I al perpendicularei si
avind raza egald cu departarea
comunid de piciorul perpendi-
cularei.

Toate oblicele formeaza o su-
prafatd curba limitatd la plan
numitd surprafala conicd.

Proprietatea picloarelor obli-
celor egale se poate enunta
sub forma urmaitoare: Locul
geomelric al picioarelor oblicelor egale ce se pot
duce din acelasi punct exterior unui nlan la acest
plan esle un cerec.

Insemnand cu ?, ! si d respectiv maésurile perpendi-
cularei, oblicei si departarii piciorului oblicei de picio-
rul perpendicularei, teorema lui Pitagora aplicata triun-
ghiului format ne da

=i,

PLANE PARALELE.

Am vazut ca doud plane care n'au niciun punct
comun se numesc plane paralele (28).

65. Plane perpendiculare pe aceeasi dreapta. Teo-
remad. Fie o dreapta D in spatiu si pe ez doua puncte A
si B (fig. 67). S& construim in fiecare din aceste puncte
planele P si R respectiv perpendiculare pe dreapta D.

Planele P si R perpendiculare pe dreapta D in punc-
tele A si B respectiv sunt paralele.

Daca prin dreapta D ducem un plan oarecare S, acest
plan avand cite un punct comun cu planele P si R
le taie respectiv dupd céite o dreapti. Fie AM si BN
aceste drepte de intersectie.

Dreapta D, fiind perpendiculard pe fiecare din planele
P si R, este perpendiculard pe fiecare din dreptele AM
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si BN. Filind in acelasi plan S si perpendiculare pe
aceeasi dreapti D, dreptele AM si BN sunt paralele.

Daca am presupune ca planele
P si R ar avea un punct comur
O, planul determinat de dreapta
D si punctul O ar fi o altd pozitie
a planului S. Dreptele de inter-
sectie ale acestui plan cu planele
P si R ar fi doud drepte perpen-
diculare duse din acelasi punct O
la dreapta D. Insi din punctul O,

Fig. 6. nu putem duce la dreapta D decit
o singura perpendiculara.

Planele P si R nu pot avea niclun punet comun;
sunt deci paralele.

Am demonstrat astfel urméitoarea :

Teorema. Doud plane perpendiculare pe aceeasi
dreaptd, in doud puncte diferite ale et sunt paralele.

Exemplu. Observidnd clasa, constatdim c¢& planul du-
sumelei si planul tavanului sunt perpendiculare pe una
din muchiile laterale ale clasei, in doud puncte diferite.
Aceste plane sunt pzralele.

66. Teorema. Intersecfiile a doud plane paralele
cu un al treilea plan sunt drepte paralele.

Sa considerim doua plane pa-
ralele P si R §lsa le tdiem cu un \
al treilea plan S (fig. 68).

Intersectiile AB si CD ale pla-
nelor P si R cu planul S sunt
drepte paralele.

In adevar, dreptele AB si CD
sunt in acelasi plan S. Ele n’au
niciun punct comun, cédci daca
ar avea unul, planele P si R ar
avea acelasi punct comun, ceea ce
este absurd, deoarece stim ci planele P si R sunt paralel 2.

Fig. 69.
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Dreptele AB si CD fiind in planul S si neavdnd nici
un punct comun sunt paralele; ceea ce trebuia si de-
monstram.

Exemplu. Planul tavanului clasei si planul podelei
sunt douad plane paralele. Téaiate de planul unuia din
pereii dau muchiile de sus §i de jos de pe acest perete,
paralele.

67. Constructia planului paralel cu un plan dat
printr’'un punct exterior acestula. Fie planul P si
punctul A exterior lui (fig. 70). S& aratdm ca prin
punctul A trece un plan paralel cu planul P si numai
unul.

Consideram in planul P, dreptele D, si D, care n'au
aceeasi directie. Ducem prin
punctul A dreptele D’, si D',
respectiv paralele cu D, si D,.
Dreptele concurente D', si D',
determina planul P,

Planul P’ este paralel cu pla-
nul P,

Si4 presupunem ca planele
P si P’ ar avea un punct co- Fig. 70.
mun . Planele ar avea in acest
caz, o dreaptd comund IJ care trece prin punctul L

Dreptele D', si D', fiind respectiv paralele cu acest
plan (32), planul P’ ce trece prin D', si D', tale deci
planul P dupd dreapta IJ paralela cu fiecare din drep-
tele D', si D’,. Urmeaza ci in planul P, dreptele con-
curente D', si D’,, sunt ambele paralele cu aceeasi
dreaptad IJ ceea ce este imposibil. Rezultd ca planul P’
nu poate avea punct comun cu planul P, adicid planul
P’ este paralel cu planul P.

Sa considerim in planul P, o altd directie D,. Dreapta
D, si punctul A determind un plan R care taie planul
P’ dupad o dreapta D, care trece prin punctul A si este
paraleld cu D, din planul P. Aceasta inseamni ci orice
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paraleld dusd prin punctul A la una din infinitatea de
direcfiuni ale planului P este cuprinsa in planul P’. Sau
toate paralelele duse prin punctul A la fiecare din direc-
tiunile planului P formeazd planul P’ paralel cu pla-
nul P.

Sa aratam acum cid planul P’ este singurul plan para-
lel cu planul P, ce trece prin punctul A din spatiu.

Sé presupunem cid luidnd in planul P alte doud direc-
tiuni diferite de cele de mai inainte, paralelele cu ele
duse prin punctul A ar de-
termina un alt plan P” pa-
ralel cu planul P si trecind
prin acelasi punct A (fig. 70),

Ludm in planul P o direc-
{iune oarecare A. Dreapta
A si punctul A exterior ei
determind planul R care

Fig. 71. avand punctul A comun cu

planele P’ si P” le tale res-

pectiv dupd dreptele A&’ si A” ce trec prin punctul A.

Dreptele A’ si A” sunt ambele paralele cu dreapta 4, ca

intersectiile perechilor de plane paralele P, P’ si P, P”

cu planul R. In acest caz, in planul R, prin punctul A

exterior dreptei 4, trec doud paralele cu dreapta 3, ceea

ce este imposibil (postulatul lui Euclid). Urmeazd c&

planul P’ este tot una cu planul F’, adica planul P’
est? unic.

Am demonstrat astfel cele douad péarti ale teoremeij:

Printr'un punct exterior unui plan, se poate duce un
plan paralel cu planul dat $i numai unul.

Observare. Deoarece orice paralela dusa prin
punctul A la planul P este cuprinsd in planul P’ si
reciproc, teorema de mai sus se poate enunta sub forma
urmétoare :

Locul geometric al paralelelor duse printr'un punct
erterior unui plan, la un plan datl este un plan pa-
ralel cu planul dal, ce trece prin acel punct.
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68. Consecinte. 1. Din teorema demonstratd mai sus,
rezultd imediat proprietatea: Unghiurile cu laturile
DParalele au tlanele lor para-
lele. (Fig. 72).

In adevar, laturile B'A’ si B'C,
respectiv paralele cu laturile BA

si B'A din planul P determini pla- A
nul P’ paralel cu planul P. :B% ;
Exemplu. O masi cu faja (

dreptunghiulard este asezata ast- Fig. 72

fel ci doud muchii care se taie

ale fetei sunt respectiv paralele cu doua muchii care
se taie ale podelei. Fata mesei si fata podelei sunt atunci
doud plane paralele.

2. Dacd doud plane sunl paralele, orice dreapld a
unvi plan este paraleld cu celalalt plan.

Fie planele paralele P si P’ si dreapta D confinuta in
planul P (fig. 73).

Daca dreapta D ar intadlni planul P’ intr'un punct,

acest punct ar fi comun plane-

ﬁ lor P si P'. Ins planele P si

P’ nu pot avea niciun punct
comun, fiind paralele; deci nicl

g dreapta D nu poate avea punct

comun cu planul P’, deci este
Fig. 73 paralela cu planul P’

Exemplu. Fata podelei si fata tavanului sunt doua
plane paralele. Diagonala tavanului este paralela cu pla-
nul podelei.

69. Teoremai. Fie planele paralele P si P’ si dreapta
D care inteapa unul din ele, de ex. planul P (fig. 74).

Sa aratim ca dreapta D infeapd si planul P'.

Pentru aceasta, sd consideraim planul R care trece
prin dreapta D. Planul R taie planele P si P’ respectiv
dupé dreptele paralele AB si A'B’. Avem astfel in pla-
nul R, dreptele paralele AB si A'B’ si dreapta D care
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taie pe AB in punctul A. Dupd o teorem& din Geome-
{ria plané, dreapta D taie si dreapta A'B’ intr'un punct
A’ al ei. Urmeaza cid dreapta D are punciul A’ comun

Fig. 74.

cu planul P’, punctul A’ fiind pe
dreapta A’B’ din planul P’; adica
dreapta D inteapd planul P'.

Dreapta D nu poate avea alt
punct comun cu planul P’ decét
punctul A’, cdci in cazul acesta
ea ar fi asezatd, In planul P’ si
n'ar putea intdlni planul P, con-
form ipotezei.

Rezultd dar urmétoarea teorema4 :

Dacd doud plane sunt paralele, orice dreapld care
inteapd pe unul din ele inteapd si pe celdlall.

70. Teorema. Fie planele paralele P si P’ si o dreapta
D perpendiculard pe unul din ele, de ex. pe planul P

(fig. 75).

Dreapta D este perpendiculard pe planul P'.

Sd ducem prin dreapta D doua
plane R si S. Fiecare din planele
R si S taie planele P si P’ dupa
doud drepte paralele, ca inter-
sectii a doud plane paralele cu
un al treilea plan. Fie AB, A'B’,
intersectiile planului R cu planele
P si P' si AC, A'C’ intersectiile
planului S cu aceleasi plane P si P’.

Dreapta D perpendiculara pe
planul P este perpendiculara pe
dreptele AB si AC din acest plan

Fig. 75.

si deci perpendiculard pe paralelele lor A'B’ si A'C'.
Prin urmare, dreapta D este perpendiculard pe doud
directiuni ale planului P’ ; ea este deci perpendiculara

pe planul P’

Rezultd dar teorema :
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Dacd doud plane sunl paralele, orice dreaptd per-
pendiculard pe unul din ele esle perpendiculard si
pe celdlall plan.

Exemplu. Planul podelel si planul tavanului unei ca-
mere sunt doua plane paralele. Firul unei }ampi atar-
nati de tavan este o dreaptd perpendicularda pe planul
tavanului. El este perpendicular si pe planul podelei.

71. Miscarea de translatie in spatiu. Fie dreapta
D si planul P perpendicular pe drepta D, inir'un punct
A al ei (fig. 76).

Daca planul P se miscéd in spa-

tiu astfel ca si ramani tot tim- b i
pul perpendicular pe dreapta D, E—
iar un punct M al lui si descrie ﬁ : ;P

o dreaptd paraleld cu dreapta D, \;__! .
zicem cd planul P are o miscare /A’ 1 P
de translafie. l
Dreapta D se numeste direc{ia !
translatiei, iar mirimea segmen- v
tului AA’ al dreptei D, cﬁprins A / PTP”
intre doua pozitii P si P’ ale pla- l '
nului P se numeste mdrimea Fig. 76
translafiei.

72. Segmente de drepte paralele cuprinse intre
plane paralele. Fie doua plane paralele P si R si drep-
tele paralele AB si CD, care le in-
tersecteaza in punctele A,B si C,D
respectiv (fig. 77).

Segmentele AB si CD ale celor
doua drepte paralele cuprinse intre

/ \)-D planele P si R sunt egale.
B\ ;R

In adevér, dreptele paralele AB

\ ' si CD determina planul ABDC,
care taie planele paralele P si R
Fig. 77 dupa dreptele paralele AC si Bl

In acest caz, patrulaterul plan ABDC este un parale-
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logram avand laturile opuse paralele. Rezultad ca laturile
opuse sunt egale, adici AB=CD.

Putem enuntia dar, urméitoarea

Teoremi. Segmentele de drepte paralele cuprinse
inlre plane paralele sunt egale.

Exemple. Doud muchii verticale ale clasei cuprinse
intre planul tavanului si planul podelei sunt egale, ca
segmente paralele cuprinse intre plane paralele. Tot
astfel, doud muchii paralele ale penarului, ale unei cutii
obisnuite, cuprinse intre doud fete opuse, doud muchfi
ale picioarelor unei mese cuprinsc intre fata mesei si
fata podelei sunt exemple de segmente paralele cuprinse
intre plane paralele, deci egale.

73. Consecinte. 1. Dacd douad plane paralele P si P’
taie mai multe drepte paralele AA’, BB’, CC’, DD’ (fig. 78),

’ -'B’- 'D’
/; ¢ P

Tg? J %

Fig. 78 Fig. 79

segmentele dreptelor cuprinse intre cele doud plane
paralele sunt egale, adicd

AA’'=BB' =CC' =DD".

In adevar, segmentele paralele AA’ si BB', cuprinse
intre planele paralele P si P’ sunt egale, AA’=BB'. Tot
astfel, BB’ — CC’, CC' =DD’; Rezulta ca

AA’'=BB = CC = DD
2. In cazul ciand directia segmentelor este perpendi-

culard pe cele doud plane, masura lor comuni este cea
mai scurti distant{d intre cele doua plane (fig. 79).
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74. Teoremd. Doud plane paralele cu un al lreilea
plan sunt paralele intre ele.

Fie in spatiu planele P si Q paralele cu planul R (tig. 80).

Planele P si Q sunt paralele intre
ele.

Dacéa ducem o dreaptd D perpen-
diculard pe planul R in punctul C, ~
aceasti dreapti este perpendiculara —
pe planul P in punctul A si pe planul ~ 8
Qin punctul B, deoarece fiecare din
aceste plane este paralel cu planul R.

Planele P si Q sunt deci perpen-
diculare pe dreapta D in doud puncte
diferite A si B ale ei; ele sunt deci Fig. 80
paralele. c. c¢. t. d.

Exemplu. Fata unei mese si planul tavanulul sunt
paralele cu planul podelei; ele sunt paralele intre ele.

75. Teorema. Sa consideram in spafiu trei plane para-
lele P, Q, R care sa taie doud drepte oarecari D si D,
respectiv in punctele A si A’, B si B, C si C' (tig 81).

Segmentele dreptelor D si D' cuprinse intre planele
date, dou& cate doua, sunt propor-
{ionale.

Sd ducem prin punctul A al
dreptei D, dreapta A paralela cu
dreapta D’. Aceastd dreaptd infeapa
planele Q s5i R in punctele M si N res-
pectiv. Dreptele concurente D si A
determind un plan S, care taie pla-
nele paralele Q si R dupa dreptele
paralele BM si CN. Urmeaza ci in

Fig. 81. triunghiul ACN, dreapta BM para-
lela cu latura CN imparte celelalte
doua laturi in par{i proportionale adica

BC MN MN  MN
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Insi AM=A'B’, MN=B'C’ ca segmente de drepte paralele
cuprinse intre plane paralele.

Inlocuind segmentele AM si MN prin egalele lor A'B'si
BC in proportiile scrise mai sus, obtinem

AB_AB' AB _ BC

BC BC AB BC
egalitifi care aratd ca segmentele dreptelor D si D' cu-
prinse infre planele P, Q si R sunt proporfionale.

Enuntim dar teorema :

Trei plane paralele determind pe doud drepte oa-
recari din spafiu, segmente proporfionale.

76. Observare. Daca in locul a trei plane paralele,
am avea un numar oarecare de plane paralele care
intilnesc doud drepte in spatiu, demonstrim in acelasi
fel, ca planele determind pe cele doud dreple segmente
proporjionale.

UNGHIURI DIEDRE

77. Definitiuni. Faja unei usi inchise reprezinti un
semiplan in spatiu, care trece prin dreapta AB a bala-
malelor (fig. 82). Deschidem usa si-o
oprim intr'o pozifie oarecare P'. Zi-
cem ca fafa usii a descris un un-
ghiu diedru in trecerea dela pozitia
P la pozitia P'.

Prin urmare: lrecerea unui semi-
plan dela o pozifie la alta, printr'o
rotafie in jurul dreptei care-l mdr-

Fig. 8. ginegte se numeste unghiu diedru.
Pozif{ia dela inceput a semiplanului

poartd numele de semiplan origind ; pozitia la care s'a
oprit semiplanul este numitd semiplan eztremitate. In
general, dacd printr'o dreaptid din spatiu considerim
doud semiplane, unul origind si altul extremitate, fri-
gura formatd de cele doud semiplane se numeste un-

ghiu diedru sau mai simplu diedru.
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Fie unghiul diedru format din semiplanele P si P’,
care trec prin dreapta AB (fig. 83).

Semiplanele P si P’ se nnmesc fefele diedrului,
dreapta AB se numeste muchia die- A
drului.

Unghiul diedru considerat, care are
fata origind P, fata exiremitate P’ si
muchia AB, se noteazid si se citeste
P'ABP (fig. 83). R

In cazul unui singur unghiu diedru, el B
se poate nota si citi mai simplu numai
prin muchia lui, de ex. unghiul diedru Fig. 83.
AB (tig. 83).

78. Observiri. 1. Din definifia unghiului diedru, re-
zultd ca unghiul diedru inseamnd schimbarea pozitiei
unui semiplan, care se roteste in jurul dreptei care-l
limiteaza.

2. Din aceeasi definitie, rezultd c&d cel mai mare un-
ghiu diedru este acela care corespunde unei rotatii ce
aduce semiplanul extremitate in pozifia semiplanului
origina, dela care a plecat.

3. In cazul ciand semiplanul extremitate ocupa pozitia
semiplanului origind, rotatia fiind nuld, unghiul diedru
este egal cu zero (cel mai mic).

4. Un unghiu diedru rezultdnd din rotatia unui semi-
plan, este locul sa t{inem seami de sensul in care se
face rotatia. Dacd presupunem cd un observator este
agsezat pe muchia diedrului cu capul spre punctul A,
daca rotatia semiplanului se face dela dreapta la stinga,
adicd contrar miscérii acelor unui ceasornic, zicem ci
rotafia se face in sensul pozitiv si diedrul este pozi-
tiv. Daca rotajia semiplanului se face dela stdnga la
dreapta, adicd asemanator miscarli acelor unui ceasor-
nic, rotatia se face in sensul negativ si unghiul die-
dru este negativ.
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79. Unghiuri diedre adiacente. Fie semiplanul P
marginit la dreapta AB (fig. 84).
Presupunem ca semiplanul P se roteste in jurul drep-

Fig. 84

tei AB péni la pozitia Q, cu unghiul
diedru QABP. Semiplanul P se ro-
teste mai departe, adicd in acelasi
sens, dela pozifia Q pand la pozi-
tia R, cu unghiul diedru RABQ.

Unghiurile diedre QABP si RABQ
au aceeasi muchie AB, fafa Q comuna,
si fata origind a celui de al doilea
diedru coincide cu faia exiremitate
a celui dintdi. Ele se numese un-
ghiuri diedre adiacente.

80. Compararea unghiurilor diedre cu aceeasi
muchie, aceeasi fata origina si de acelasi sens.

A compara doua unghiuri diedre in-
seamna a afla cum este unul fata de
celalalt, ca marime.

Fie unghiurile diedre QABP si RABP
care au aceeasi muchie AB si aceeusi
fata origind P (fig. 85 si 86).

Putem avea doud cazuri:

a) Daca fata extremitate Q a die-
drului QABP este cuprinsa intre fafa

A

origina P si fata extremitate R a die- Fig. 85.
drului RABP (fig. 85), unghiul diedru

A

QABP este mai mic decat unghiul
diedru RABP, deoarece rotatia se-
miplanului P pentru a naste unghiut
diedru QABP, este mai micd ca ro-
tatia aceluiasi semiplan pentru a
naste unghiul diedru RABP.

b) Daca fata extremitate R a die-
drului RABP este cuprinsd inire
fata origina P si fata extremitate Q a
diedrului QABP (fig. 86), unghiul
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diedru QABP este mai mare decit unghiul diedru RABP,
deoarece rotafia semiplanului P pentru a naste diedrul
QABP este mai mare decit rotatia lui pentru a naste
diedrul RABP.

81. Compararea unghiurilor diedre cu aceeasi
muchie si de acelasi sens.

Fie unghiurile diedre QABP si
Q'ABP’ care au aceeasi muchie AB
si acelasi sens (fig. 87).

Pentru a compara aceste doua
unghiuri diedre, rotim diedrul QABP
in sensul comun, pina cadnd fata
origind P a lui se asterne pe fata
origind P’ a diedrului Q'ABP’
ramas fix. In aceastd pozitie, unghiu-
rile diedre au aceeasi muchie, aceeasi
fatd origina si acelasi sens.

a) Dacad fata extremitate Q a diedrului QABP este
cuprinsa intre fafa origind P’ si fata exiremitate Q’, a

A

Fig. 87.

Fig. 88. Fig. 89 Fig. 90.

diedrului Q'ABP’ (fig. 88), unghiul diedru QABP este
mai mic decét unghiul diedru Q'ABP'.

b) Daca fata extremitate Q a diedrului QABP ajunge
astfel incat fata extremitate Q' a diedrului Q'ABP’ este
cuprinsi intre fata origind P si fata extremitate Q a
diedrului QABP (fig. 89), unghiul diedru QABP este maij
mare decit unghiul diedru Q ABP’,
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c) Daca fata extremitate Q a diedrului QABP se as-
terne pe fata extremitate Q’ a diedrului Q'ABP’ (fig. 90),
unghiul diedru QABP este egal cu unghiul diedru Q’ABP’.

82. Compararea unghiurilor diedre care n’au
aceeasi muchie. Fie upghiu-
rile diedre QABP si Q'A'B'P’
P Q' (fig. 91).

— | |@ Pentru a compara aceste doua
diedre, mutam diedrul QABP de
exemplu, ca muchia lui AB sa
se aseze pe muchia A'B’ a

B\ & diedrului Q'A'B'P".

In acest fel, diedrele au a-
ceeasi muchie si compararea
lor se face ca in cazul precedent.

A A

Fig. 91.

83. Unghiul plan corespunzitor unui diedru. Fie
unghiul diedru QABP, al carui sens este de exemplu
pozitiv (fig. 92). Cand semiplanul
P se roteste in jurul muchiei AB ca
si ocupe pozijia fefei extremitate
Q, un punct oarecare M al fetei
origina P descrie un drum in spa- S
fiu ajungand in pozifia N, in fata
extremitate Q. In aceastd miscare ‘/B
a punctului M in jurul muchiei ADB
(considerata ca ard de rolafie),
distanta punctului M la muchia AB Fig. 92.

nu se schimbid. Dar aceastd distantd a puactului M
la muchia AB este méasuratda de perpendiculara MI
dusad din punctul M pe muchia AB.

Punctul I in rotafia semiplanulul P fiind pe muchia
AB ramane fix, asa ca diferitele pozi{ii ale perpendi-
cularei MI sunt perpendiculare pe muchia AB, in punctul
1. Deci se gasesc toate in acelasi plan perpendicular pe
muchia AB, in punctul I. Cind semiplanul P ajunge in
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pozitia fetei extremitate (), perpendiculara MI ajunge
in pozitia IN.

Prin urmare, cdnd semiplanul P se roteste in jurul
muchiei AB, dela fata origind P pind la fata extremi-
mitate Q, semidreapta IM se roteste in planul perpen-
dicular pe muchia AB in punctul I, p&na la pozitia IN.

Asa dar, unghiului diedru QABP format din semi-
planele P si Q 1ii corespunde unghiul plan NIM for-
mat din intersectiile planului perpendicular pe muchia
AC in puuctul I, cu fejele diedrului.

Unghiul NIM se numeste unghiul plan al unghiului
diedru QABP.

Observam cd unghiul plan NIM corespunzator diedru-
lui QABP se poate construi ridicind in punctul I al mu-
chiei AB, cate o perpendiculard pe muchie, in fiecare
fatd a diedrului.

Este evident cad la fiecare punct al muchiei diedrului
corespunde cite un plan perpendicular pe muchie, deci
cate un unghiu plan, rezultat din intersectia planului,
perpendicular cu fetele diedrului.

Se pune intrebarea: Cum sunt aceste unghiuri plane
intre ele ?

Sa aratam ca aceste unghiuri plane sunt egale inire ele.

Pentru aceasta, si& considerdm dou& unghiuri plane
MIN si M'TN’ corespunzitoare die-
druiui QABP, in doua puncte I si I’
ale muchiei AB (fig. 93).

Laturile IM si I ‘M’ perpendiculare
in faja P pe muchia AB sunt para-
lele. De asemenea, laturile IM si I'N’
perpendiculare in fata Q pe muchia
AB sunt paralele. Unghiurile din spa-
tiu MIN si MI'N’, avand laturile
respectiv paralele si de acelasi sens, Fig. 93
sunt egale.

Prin urmare: Toale unghiurile plane obfinute tdind

A
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unghiul diedru prin plane perpendiculare pe muchie
fiind egale, este de ajuns sd considerdm numai unul
din ele.

84. Relatiuni intre unghiuriie diedre si unghiu-
rile lor plane. Si considerdm unghiurile diedre QABP

si RABP cu aceeasi muchie AB,

aceeasi fatd origind P si de
acelas sens, astfel ca unghiul
diedru RABP este mai mare

ca unghiul QABP (fig. 94).

Taiem aceste unghiuri die-
dre cu un plan S perpendicu-
lar pe muchia comund AB,
care taie fejele P, Q, R dupa

. semidreptele IL, IM, IN. Astfel
Fig. 94 unghiului diedru RABP, ii co-
respunde unghiul plan NIL.

Observim cé& unghiul plan NIL corespunzétor diedru-
Iui RABP este mai mare ca unghiul plan MIL cores-
punzitor diedrului QABP.

Prin urmare, enuntdm teorema:. La doud wunghiuri
diedre neegale, corespund doud unghiuri plane ne-
egale st anume, unghiului diedru mai mare ii cores-
punde unghiul plan mai mare.

Reciproc. Fie unghiurile plane MIL si NIL asezate in
planul S, astfel cd <z NIL > -<r MIL (tig. 94).

Ridicim in punctul I perpendiculara AB pe planul S.
Perpendiculara AB cu fiecare din semidreptele IL, IM, IN
determind respectiv semiplanele P, Q, R, limitate la
dreapta AB. Aceste semiplane definesc unghiurile die-
dre QABP si RABP, astfel cd diedrul RABP este mai
mare ca diedrul QABP.

Prin urmare: La doud unghiuri plane neegale, co-
respund unghiuri diedre neegale si anume, unghiu-
lut plan mai mare 1i corespunde unghiul diedru mai
mare.

/.
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2. Fie unghiurile diedre QABP si SABR cu acelasi
sens (fig. 95).

Taiem aceste doud unghiuri diedre cu un plan T per-
pendicular pe muchia AB, in punctul I. Acest plan taie
fetele P, Q, R, S respectiv dupa se- A
midreptele IC, ID, IE, IF. Unghiu-
rilor diedre QABP si SABR, le co-
respund unghiurile plane DIC si
FIE. o /
Sa rotim diedrul QABP in jurul D -
muchiei AB si in sensul comun, die-
drul SABR ramandnd fix, péina
cand fata origina P se asterne peste
fata originA R a diedrului SABR.
Prin aceastd rotire, latura origina
IC a unghiului plan DIC se asterne pe latura origind
IE a unghiului plan FIE.

a) Daca fata extremitate Q a unghiului diedru QABP
este cuprinsa intre fata origind R si fata extremitate S
a diedrului SABR (fig. 96), latura extremitate ID este

cuprinsa intre latura origind IE si latura
A "] extremitate IF. Deci unghiul plan DIC co-

respunzator diedrului QABP este mai mic
N

2\
<

Fig, 95

ca unghiul plan FIE corespunzatzor diedru-
lui mai mare SABR. Tot astfel, dacia die-
»p| drul QABP este mai mare ca diedrul SABR,
ariatim cd unghiul plan DIC este mai mare
E ca unghiul plan FIE. Urmeazi deci teorema :
La doud unghiuri diedre neegale, cores-
pund unghiuri plane neegale §i anume,
Fig. %6  ynghiului diedru mai mare ii corespunde
unghiul plan mai mare §i reciproc.

b) Daca fata extremitate Q a diedrului QABP se as-
terne pe fata extremitate S a diedrului SABR (fig. 97),
latura extremitate ID se asterne pe latura extremitate
IF, deoarece ea se roteste intr'un plan perpendicular
pe muchia AB, in punctul I si trebue sa se gaseasca

—r

T/?olrwﬁl ~
>
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in planul S, deci la intersectia planului perpendicular
pe muchia AB, in punctul I cu planul

AT S, care este IF. Deci unghiul plan DIC
este egal cu unghiul plan FIE.

/ / D Urmeaza teorema . Unghiurile plane
F corespunzdtoare la doud unghiuri die-
dre egale sunt egale.

Bl - Observare. Proprietatea demonstrata
\ mai sus este adevaratd sl in cazul ciand
unghiurile diedre considerate n’au aceeasi
Fig. 97 muchie, cédci putem migca unul din diedre
in spatiu, astfel ca muchia lui s coincida

cu muchia celui de al doilea diedru.

Reciproc. Fle doua unghiuri plane DIC si FIE egale
si in acelasi plan T (fig. 98).

Ridicim in punctul I, perpendiculara AB pe planul
T. Perpendiculara AB deter-
mind cu fiecare din semidrep-
tele IC, ID, IE, IF respectiv se-
miplanele P, Q, R, S, limitate
la dreapta AB. Unghiurilor plane ,
date DIC si FIE, le corespund / C:
unghiurile diedre QABP si :
SABR.

Sa aratim ca unghiurile die-
dre QABP si SABR sunt egale.

Pentru aceasta, dam unghiu-
lui plan DIC o miscare de ro-
tatie in planul T, in jurul punctului I si in sensul die-
drelor, pané cand latura origind IC se asterne pe latura
origind IE. In aceasta rotatie, muchia AB pastreaza o
pozitie fixa in spatiu, deoarece punctul I raméne fix si
planul T de asemenea. Urmeaza cd semiplanele P si Q
legate de semidreptele 1C si ID se rotesc in jurul drep-
tei AB si cidnd IC se asterne pe IE, semiplanul P coin-
cide cu semiplanul R. Dar, din cauzd cd unghiurile

v L""!O
2T

Fig. 98
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plane DIC si FIE sunt egale si de acelasi sens, cAnd IC
se asterne pe IE, latura extremitate ID se asterne pe
latura extremitate IF. Urmeazi cé& semiplanul Q legat
de semidreapta ID coincide dupa aceasti rotatie, cu se-
miplanul S.

Se vede dar ca, dacd unghiurile plane se suprapun,
se suprapun si unghiurile diedre corespunzatoare.

Rezulta dar teorema reciproca;

Doud unghiuri diedre, ale cdror unghiuri plane,
corespunzdtoare sunt egale, sunt egale.

85. Plan bisector al unui unghiu diedru este semi-
planul care trece prin muchia diedrului
si imparte unghiul diedru in doua diedre
egale.

Fiind dat unghiul diedru QABP (fig. 99),
semiplanul R care-1 imparte in doui die-
dre RABP si QABR egale este planul bi-
sector al diedrului dat.

Planul bisector al unul unghiu diedru
esle numit mai scurt cateodatd ,bisecto-
rul unghiulul diedru.“

Fig. 99

86. Misura unui unghiu diedru. Sa considerim un-
ghiul diedru particular QABP, pentru care faia extre-
mitate Q este in acelasi plan cu fata origina P (fig 100).

Unghiul plan corespunzator a-
cestui unghiu diedru este unghiul
cu laturile in prelungire NIM.

Cum toate unghiurile plane cu
laturile in prelungire sunt egale,
urmeazi ci toate unghiurile die-
dre cu fetele in acelasi plan sunt
egale.

Insé, un unghiu plan cu latu-

Fig. 100 rile in prelungire se imparte,
dupd cum stim, in 180 unghiuri
plane egale, adicd 180 unghiuri de un grad. Fiecaruia

Geometria VI 5
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din unghiurile plane de 1 grad ii corespunde un. unghiu
diedru, astfel c& unghiul diedru cu fefele in acelasi plan
se descompune in 180 unghiuri diedre egale. Unul oa-
recare din aceste 180 unghiuri diedre se numeste un-
ghiu diedru de 1 grad. El foloseste ca unitate de mé-
surd pentru upghiurile diedre.

Urmeaza cd upghiul diedru cu fetele in acelasi plan
are 180 unghiuri diedre de 1 grad, adicaA mé&sura un-
ghiului diedru cu fetele in acelasft plan este 180, aceeasi
ca masura unghiului plan corespunzator.

Aceastd proprietate cste generala.

In adevéar, sa ludm un unghiu diedru al carui unghiu
plan si con{ind, de exemplu 30 unghiuri de 1 grad.
Fiecdrui unghiu plan de 1 grad ii corespunde un unghiu
diedru de 1 grad. Prin urmare, mésura unghiului plan
cind luém ca unitatte de mésurad unghiul de 1 grad este
30, iar masura unghiulul diedru cand luAm ca unitate
de miésurd unghiul diedru de 1 grad este de asemenea 30.

Urmeaza deci teorema :

Mdsura unui unghiu diedru este egald cu mdsura
unghiului plan corespunzdtor.

87. Observari. 1. Dacd unghiul plan corespunzétor
unui uaghiu diedru contine n unghiuri de 1 grad, un-
ghiul diedru contine n unghiuri diedre de 1 grad. Pro-
prietatea enuntatd este deci general.

2. Din aceastd proprietate, rezulta ca toate proprieta-
tile unghiurilor din Geometria
pland au corespunzatoarele lor
pentru unghiurile diedre. Astfei:

a) Doud unghiuri diedre adia-
cente cu felele exlerioare in
acelasi plan sunt suplimentare
(fig. 102).

Fig. 101, b) Doud unghiuridiedre opuse
la muchie (fetele unuia suntin acelasi plan cu fefele
celuilait) sunt egale (fig 102).
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¢) Daci doué plane se taie dupad o dreaptid, ele for-
meaza patru unghiuri diedre mal mici ca unghiul die-
dru cu fetele in acelasi plan. Aceste unghiuri diedre
sunt doua chte doud opuse la muchie, deci doua

Fig. 102. Fig. 103.

cite douad egale. Dacd unul din aceste doud wun-
ghiuri diedre este drept (are mdsura egald cu 90),
celelale trei sunt deasemenea unghiuri drepte (fig. 103).

Un unghiu diedru este drept cdnd unghiul siu plan
corespunzator este drept.

Un unghiu diedru este ascufit sau obfuz dupd cum
unghiul sdu plan este ascufit sau obtuz.

Doua unghiuri diedre sunt complementare sau su-
plimentare dacd unghiurile lor plane corespunzitoare
sunt complementare sau suplimentare.

PLANE PERPENDICULARE.

88. Deflnitie. Doud plane care se taie dupd o
dreaptd sunt perpendiculare, cdnd formeazd wun
diedru drepl.

Stim cd un unghiu diedru este drept cand unghiul
sau plan este drept. Rezulta ca condifiunea ca doud
plane care se laie sd fie perpendiculare este ca un-
ghiul plan corespunzdtor diedrului format de ele sd
fie drept.

Fie planele Psi Q care se taie dupa dreaptaAB (fig. 104).
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Unghiul plan COD al diedrului format de ele fiind drept,
dledrul PABQ este drept; pla-
nele P si Q sunt perpendicu-
lare.

Exemple. Planul tavanului

Q unei camere si planul unuia
i din pereti sunt plane perpen-
¢/ diculare. Tot plane perpendi-

Al = culare sunt fata usii sl fata

dusumelii, o fata lateralad a unui
Fig. 104, penar §1 fata mesei pe care
este asezat, etc.

89. Constructia unul plan perpendicular pe un
plan dat. Fie planul P (fig.
105). Sa construim un plan
perpendicular pe planul P.

Pentru aceasta, intr'un
punct O al planului P ridi-
cim perpendiculara OA pe
acest plan. Prin dreapta AO
trec insdé o infinitate de plane. M
Fic R unul din aceste plane, Fig. 105.
care taie planul P dupd dreapta MN.

Sa aritim ci planul R este perpendicular pe planullP.

In adevar, planul R formeazé cu plannl P unghiul
diedru RMNP. Pentru a construi unghiul plan corespun-
zator diedrului RMNP, este de ajuns si ducem in pla-
nul P, perpendiculara OB pe muchia MN, in punctul O.
Dreapta OA fiind perpendiculard pe planul P este per-
pendiculard pe muchia diedrului MN. Deci unghiul AOB
este unghiul plan corespunzitor diedrului RMNP.

Dar dreapta OA fiind perpendiculard pe planul P este
perpendiculara pe dreapta OB din acest plan. Deci un-
ghiul AOB, unghiul plan corespunzétor diedrului RMNP,
este drept ; unghiul diedru RMNP este drept, adica planul
R este perpendicular pe planul P.
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Rezultd astfel teorema :

Daca o dreaptd este perpendiculard pe un plan,
orice plan care trece prin acea dreapld este perpen-
dicular pe planul dat.

90. Aplicatluni. 1 Un fir cu plumb in stare de repaos,
trecAnd printr'un punct O al spatiului
determiné o directiune OA (fig. 105)
numitd verticala punctului O.

Orice plan perpendicular pe ver-
ticala unui punct O din spatiu se
numeste plan ortzonlal pe acea
verticald. Astfel este planul H.
(tig. 105). A

Fie un plan oarece V, care trece Fig. 106.
prin verticala OA. Planul V este
perpendicular pe orice plan orizontal perpendicular pe
verticala OA, de oarece trece printr'o dreaptd OA per-
pendiculara pe orice plan orizontal.

Aceastd proprietate este intrebuintatd de nenum érate
ori in comnstructiuni. Pentru ca sa
construiascd un perete vertical,
zidarul face ca fata lui si treaca
printr'un fir cu plumb in stare
de repaos, adicd printr'o verti-
cala.

2. Fie in spatiu dreapta AB si
un plan P (fig. 107). Sa ducem
prin dreapta AB un plan perpen-

Fig. 107.

dicular pe planul P.

Coborim dintr'un punct oarecare M al dreptei AB,
perpendiculara MN pe planul P. Dreptele concurente
AB si MN determiné planul R, care trecidnd prin dreapta

MN perpendiculari pe planul P este perpendicular pe
planul P.

91. Teorema. Fie planele perpendiculare P si R, care
se taie dupa dreapta AB (fig. 108). Ducem intr'unul din
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ele, de ex. in planul R, dreapta OM perpendiculard pe
dreapta de intersectie AB.

Dreapta OM este perpendiculard pe planul P.

Sa ducem in planul P,
dreapta ON perpendiculara
pe dreapta AB in puctul O.
Semidreptele OM si ON for-
meazd unghiul MON, care
este unghiul plan al diedru-
lui format de cele dou& pla-
ne P si R, ele filnd perpen-

Fig. 108. diculare in acelasi punct pe

muchia diedrului si cuprinse

respectiv in fiecare fatd. Planele P si R fiind date per-

pendiculare, unghiul plan MON al diedrului format de

ele este drept, adici dreapla OM este perpendiculara
pe dreapta OM.

Dreapta OM este astfel perpendiculari pe doud drepte
concurente AB si ON ale planului P; ea este deci per-
pendiculard pe planul P.

Rezulta dar leorema :

Dacad doud plane sunt perpendiculare, orice dreaptd
dusd intr'unul din ele perpendiculard pe dreapta
lor de inlersectie este perpendiculard pe celdlalt plan.

92 Teorema reciproca. Fie in spatiu doua plane
perpendiculare P si R, care se taie dupd dreapta AB
(fig. 108). Daca dintr'un punct
M al planului R, coborim per-
pendiculara MO pe planul P,
dreapta MO este cuprinsa
in planul R.

In adevir, perpendiculara
MO’ coborita din punctul M
al planului M al planului R
pe dreapta de intersectie AB Fig. 109.
este perpendiculard pe pla-
nul P (teorema 90). Insd, din punctul M exterior pla-
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nului P, nu putem cobori decit o singurd perpendicu-
lara MO pe planul P. Urmeaza cad dreapta MO’ se con-
fundd cu perpendiculara MO si prin urmare MO este
cuprinsd in planul R.

Am dovedit astfel teorema reciproca:

Dacd doud plane sunl perpendiculare gsi dinir'un
punct al unuia coborim perpendiculara pe cellall,
aceastda perpendiculard esle cuprinsd in primul plan.

93. Consecinta. Fie un plan P (fig. 110). Ducem in
acest plan, dreapta AB si intr'un
punct I al ei, planul Q perpendi-
cular pe dreapta AB.

Planul Q este perpendicular pe
planul P.

In adevar, planul Q fiind per-
pendicular pe dreapta AB, invers
dreapta AB este perpendiculara
pe planul Q. Planul P trecand
prin dreapta AB perpendiculara
pe planul R este perpendicular pe planul Q. Deci, in-
vers, planul R este perpendicular pe planul P.

Avem proprietatea :

Orice plan perpendicular pe o dreaptd dinlr'un
plan este perpendicular pe acel plan.

Ohservare. Aceastd proprietate ne da putinta sa con-
struim un plan perpendicular pe un plan dat.

94, Teorema. Si conside-
ram douad plane P si Q care
se taie, ambele perpendiculare
pe un al treilea plan R.
(tig. 111). Planele P si Q se
taie dupa dreata AB.

Dreapta AB este perpendi-
culara pe planul R.

Sa coborim dintr'un punct
oarecare, de ex. A, al inter-
sectiei AB o perpendiculara pe
https://biblioteca-digitala.ro
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planul R. De oarece punctul A este comun planelor
P sl Q, perpendiculara coboriti este cuprinsd atat in
planul P, cét si in planul Q (teorema 91). Ceeace in-
seamnid cd perpendiculara coboritd nu este alta decat
dreapta de interseciie AB. Prin urmare, dreapta de in-
tersectie AB a planelor P sl Q este perpeadicularad pe
planul R.

Rezultd dar teorema :

Dacd doud plane care se taie sunt perpendiculare
pe un al treilea plan, intersectia lor este perpendi-
culard pe cel de al treilea plan.

Exemple. 1. Doi peretii laterali P, si P, care se taie

A

v

Fig. 112, Fig. 113.

ai unei camere fiind perpendiculari pe planul podelei
R, intersectia lor AB (muchia camerei) este perpendi-
culari pe planul podelei (fig. 112).

2. Doua fete P,, P, ale unei car{l deschise, asezata
perpendicular pe fafa unei mese R se taie astfel dupa
muchia cartii AB, care este perpendiculardi pe planul
fetei mesei (fig. 113).

95. Observare. Daci un plan este perpendicular pe
intersecfia altor doud plane, el este perpendicular pe
fiecare din celelalte douad plane, din cauza ca este per-
pendicular pe dreapta de interseciie, care este cuprinsa
in fiecare din celelalte doud plane.
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96. Aplicatii. Fie planele P si Q, care se taie dupa
dreapta MN si un punct O din spatiu, exterior (fig. 114).
Coborim din punctul O perpendicularele OA si OB pe
planele P si Q respectiv.

Dreptele concurente OA si
OB determinéd planul S. Inter-
sectia MN a planelor P si Q
este perpendiculard pe pla-
nul S.

Planul S taje planele P si Q
respecliv dupa dreptele IA si
IB. Patrulaterul plan OAIB are
cele doua unghiuri opuse A si
B drepte ; urmeazad ca celelate
doud unghiuri opuse O si I sunt suplimentare.

Daca unghiul O este drept, suplimcntul sdu este si el
drept si reciproc.

Fie planele P si Q care setaie dupi dreapta MN, for-
mind un unghiu diedru ascutit (fig.
115).

Luam in una din fete, de ex. in fa{a
P, punctul O si coborim din O perpen-
diculara ON pe fata Q.

Planul perpendicular pe muchia MN
si trecand prin dreapta OA taie fetele
P si Q dupa dreptele OI si IA respec-
tiv. Triunghiul OIA format este drep-
tunghiu in A, de oarece dreapta OA
perpendiculara pe planul Q este per-
pendiculard pe dreapta Al din acest plan. Rezultd ca
unghiurile O si I sunt complementare.

Fig. 114.

Fig. 115.
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PROIECTIUNL.

97. Defioitluni. Fie inspatiu un plan P si un punct
A exterior lui (fig. 116). Din punctul A se poate cobori
o perpendiculard Aa pe planul P si numai aceasta

Piciorul a al perpendicularei
coboritd din punclul A pe planul
P se numegsle proiecfiunea ortogo-
nald a punctului A (sau mai scurt

-——————— proiectiunea) pe planul P.
/ !a_/ Planul P ia numele de plan de
protecfiune, iar perpendiculara Aq
Fig. 116. se numeste proieclantd,
In general, proiectiunea unui punct

se inseamnd cu aceeasi literi micid ca litera cu care
am insemnat punctul din spafiu.

A

98. Caz particular. Daca punctul a cdrui proiectiune
vrem s'0 avem este in planul P

(fig. 117), proiectia lui coincide A

cu punctul. a P
99. Proprietate. Proiecfiunea

pe un plan a unui punct din Fig. 117.

spafiu este bine delerminald.

In adevar, din punctul A (fig. 116) nu putem cobori
pe planul de proiectie P decit o singurd perpendicu-
lara, care inteapd planul intr'un singur punct; urmeaza
cé proiectia punctului A este unica.

Mai spunem: Un punctdin spafiu fiind dat, proiec-
fiunea lui pe un plan este determinatd.

Reciproca nu-1 adevirata, caci dindu-se proiectia
a a unui punct pe un plan P, (fig. 118), oricare punct
A, A,, A,... al perpendicularei ridicata in punctul a pe
planul P are ca proiectie punctul a.

Spunem pe scurt: Proiecfia unui punct fiind dald,
punctul din spafiu nu-i delerminat.
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100. Observare. Pentru a putea determina punctul din
spatiu cdnd se da proiectia a a lui

pe un plan P, trebue si cunocastem A,
masura proiectantel Aa si semnul
ei. Convenim s& scriem inaintea A
misurii proiectantei Aa semnul + La_/
sau —, dupd cum punctul A se afld j
intr'o regiune sau alta a spatiului, \ A,
determinatd de planul P.

Masura algebrici a proiectantei Fig. 118,

Aa se numeste cota punctului.
Putem dar enunfa proprietatea: Un punct din spafiu
poate fi determinal prin proiectia si cota lut.

101. Proiectia unei linii drepte. Fie dreapta AB in
spatiu si planul de proiectie P (fig. 119).

Pentru a avea proiectia dreptei

u B ABpeplanul P, proiectim fiecare din

punctele ei pe planul P. Figura for-

A :. . mata de proiecfiunile punctelor drep-
! I 1 tei AB este proiectia dreptei.
T Sa demonstram ca proiecliunea
/1'/”7 unei drepte pe un plan este o linie
dreapld.
Fig. 119. Fie dreapta AB si planul de pro-

iectie P (fig. 119). Luadm un punct
oarecare pe dreapta AB, de ex. B si-1 proiectim in b
pe planul P. Proiectanta Bb si dreapta AB determina
un plan R perpendicular pe planul P, de oarece trece
prin dreapta Bb, care este perpendiculard pe planul P.
Planul R tale planul P dupd dreapta ab.

Dreapta ab este proiecijia dreptei AB.

Peniru a dovedi aceasta, este destul sid aratam ca
proiecila unui punct oarecare M al dreptei AB este
pe ab.

In adevér, proiectanta Mm a punctului M fiind per-
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pendiculara coboritd dintr'un punct al planului R pe
planul P, dupa o proprietate demonstrata (91) este ase-
zatd in planul R. Ea in{eapa planul P intr'un punct co-
mun planelor P si R, deci intr'un punct al dreptei ab.
Asa dar, oricare punct al dreptei AB se proiecteazi pe
planul P pe dreapta ab.

Spunem aceeasi proprietate sub forma: Proiecfia drep-
tei AB planul P este dreapta ab.

102. Observari. 1. Planul R determinat de dreapta
AB sl proiectanta unuia din punctele ei intersecteaza
planul P dupa dreapta ab care este proieciia dreptei
AB. Acest plan cuprinde proiectantele tuturor punctelor
dreptei, dupa cum am dovedit maisus. De aceea, planul
R se numeste planul proiectant al dreptei AB.

2. O dreapta in spatiu este determinata de doua din

N

[uf [—F

Fig. 120. Fig. 121.

punctele ei. Pentru a avea proiectia unei dreptd D pe
un plan P (fig. 120), proiectam pe acest plan, doua
puncte oarecari A si B ale ei. Fie a si b proiectiunile
respective ale punctelor A si B. Dreapta ab din planul
P este proiecfia dreptei AB pe planul P (fig. 121).
Urmeaza ci proiectia segmentului de dreapta AB este
segmentul ab, care are ca origind proiectia originli si
ca extremitate proiectia extremitatii segmentului dat.
103. Pozitii particulare ale unei drepte iata cu
planul de proiectie. O dreapid in spatiu poate avea
fatd cu un plan de proiectie unele pozltli particulare:
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a) Dreapta este cuprinsd in planul de proiectie (tig. 122).

Proiectfla fiecirui punect coincil- A
znd c¢n punctul, urmeazd ca
proiectia dreptel coincide cu /T{—\’BZ
dreapta. In figura 122, proiectia r3
ab a dreptei AB coincide cu dreap- Fig. 122.
ta AB.

b) Dreapta este paraleld cu planul de proiecfie. In

acest caz, planul proiectant al
B dreptei taie planul de proiectie
) dupid o dreapti paraleld cu dreap-

S ta din spatiu. Proiectia dreptei

A

/l AB (fig. 123) paraleld cu planul
a (2 e N
de proiectie P este paralela cu
Fig. 123 dreapta.

¢) Dreapta este perpendicu-
lard pe planul de proiecfie. In acest caz, proiectantele
punctelor dreptei coincid cu dreap- A
ta. Proieciia dreptei este un punct.
Asifel, proiectia dreptei AB per-

pendiculara pe planvl P (fig- 124) ""*;B
in acest plan este punctul a. / ab ;P

104. Teoremaé. Proiecfia unei
drepte pe un plan este bine de-
terminatd. In adevér, printr'o dreapta din spafiu nu se
poate duce decat un plan proiectant fati de planul de
proiectie si intersectia lui cu planul de proiectie este
bine determinata.

Reciproca nu-t adevdratd. Dandu-se proiectia unei
drepte din spajivpe un plan P, dreapta nu-i determinata,
deoarece orice dreapta cuprinsi in planul perpendicular
pe planul P, care trece prin proiect{ia data are ca pro-
iectie proiectia data.

Observare. Dacid odatd cu proiectia dreptei se dau
proiecfiunile a doud puncte ale ei si cotele lor, dreapta
din spatfiu se poate determina.

Fig. 124.
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105. Prolectiunile a doud drepte paralele. Fie in
spatiu douda drepte paralele AB si A'B’ si planul de
proiectie P (fig. 125). Prciectim dreptele AB si A'B’ pe

Y planul P; obtinem prolectiu-

B/‘ nile lor ab si a’'b’ respectiv.
A,T : Sa aratam ca proiectiunile

A: ¥ ab si a'b’ sunt paralele.
S Proiectia unei drepte fiind
7% b; intersectia planului el proiec-

A 2 P tant cu planul de proiectie, sa
' consideram planele proiectante
ale dreptelor AB si A'B’, de-
terminate respectiv de fiecare dreapta si proiectanta
unuia din punctele ei, de ex. proiectantele punctelor
A si A’ respectiv. Planele proiectante aAB si a'A'B’
sunt paralele fiecare continind douid directiuni paralele
respectiv cu doud directiuni din celalalt. Intersectlile lor
cu planul de proiectie P, adica dreptele ab sl a'b’, sunt
paralele, ca intersectii a doud plane paralele cu un al
treilea plan.

Rezultd dar teorema:

Proiectiunile a doud dreple paralele pe acelast plan
de proiectie sunt paralele.

Reciproca nu-i adevarata, adicd dacad proiectiile a
doua drepte din spatiu pe acelasi plan de proiectie sunt
paralele, dreptele din spatiu pot fi paralele sau nu.

Fig. 125

Unghiul unei drepte cu un plan.

106. Teoremi. Unghiul fdcut de o dreaptd cu pro-
iectia ei pe un plan este mai mic decdt unghiul ce
face aceeasi dreaptd cu orice altd dreaptd din plan,
care trece prin piciorul ei.

Fie in spatiu dreapta AB si planul de proieclie P
(tig. 126).

Proiectam dreapta AB pe planul P dupd dreapta Bu
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si ducem in planul P, din piciorul B al dreptei AB o
dreapti oarecare BC.

Sa aratam ca unghiul ABa facut de dreapta AB cu
proiectic. ei Ba este mai mic de-
cat unghiul ABC facut de dreap-
ta AB cu dreapta dusd BC.

Luam pe semidreapta BC, seg-
mentul BC=Ba si ducem seg-
mentul de dreapti AC. Segmen-
tul AC oblic din punctul A pani Fig. 126.
la planul P este mai mare ca seg-
mentul perpendicular Aa. Triunghiurile formate ABa si
ABC au doua laturi egale (AB = AB comuni, Ba = BC prin
constructie) si cea de a treia laturid neegala (Aa < AC).
Urmeaza ca latura mai micd din triunghiul ABa se
opune unghiului mai mie, adica

< ABa < -2 ABC.

Dreapta BC putind avea orice direci{ie in planul I,
trecind insa prin punctul B, urmeaza ca unghiul dreptei
AB cu proieciia ei pe planul P este mai mic decit un-
ghiul facut de aceeasi dreaptd AB cu orice altd dreapta
din acelasi plan P, care sa treacd prin punctul B.

Teorema enunfati a fost dcci demonstrata.

Definitie. Unghiul ce face o dreaptd cu proiectia
ei pe un plan se numeste unghiul dreptei cu acel
plan.

107. Observiri. 1. Daca dreapta BC s'ar roti in pla-
nul P, in jurul punctului B, unghiul ABC al dreptei AB
cu dreapta BC variazad. Cea mai micd valoare a lui este
unghiul ABa; cea mai mare valoare a lui este ABM,
cind dreapta BC este in prelungirea semidrepiei Ba.

2. Unghiul ABa pe care dreapta AB il face cu planul
P este complementul unghiului ascufit BAa al dreptei
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AB cu proieotanta unuia din punctele ei, de oarece tri-
unghiul dreptunghiu ABa ne da

<x ABa + <t BAa = 90°.

Linia' de cea mai mare panta a unui plan.

108. Teorema. Unghiul ce-l face o dreaptd de pe o

fatd a unui diedru, cu proiecfia ei pe cealalld fajd
a dicdrului are cea mai mare valoare, cind dreapla
este perpendiculard pe muchia diedrulusi.
Fie unghiul diedru PMNR
(fig. 127). Din acelasi punct
A a] fetei P, s3 ducem
perpendiculara AB si obli-
ca AC pe muchia MN.

Proiectiunile dreptelor
AB si AC pe fata R sunt

Fig. 127. respectiv Ba si Ca.

Sa comparam unghiurile ABa si ACa ficule de fiecare
din dreptele AB si ACcu proiectfa ei pe cealalti fata a
diedrului.

Observam ca dreapta Aa fiind perpendiculard pe pla-
nul R si dreapta AB fiind perpendiculari pe dreapta
MN din acelasi plan, dupi reciproca teoremei celor trei
perpendiculare, dreapta aB este perpendiculard pe dreapta
MN, muchia diedrului. Urmeaza ca dreapta Ca este
oblici pe muchia MN si deci Ba<Ca.

Ludm pe semidreapta aC, segmentul aD—=aB si du-
cem segmentul AD. Triunghiurile dreptunghice formate
ABa si ADa sunt egale, avand catetele lor respectiv
egale ; rezultd cia <ABa=<ADa.

Insa, unghiul ADa este exterior triunnghiului ACD si
deci mai mare ca unghiul interior ACD al triunghiului,
atunci si unghiul ADa este mai mare ca unghiul ACa.
Prin urmare, unghiul perpendicularei AB cu proiectia ei aB
este mai mare decat unghiul oblicei AC cu proiectia aC.
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Deoarece din punctul A al planulul P, putem duce
o singurd perpendiculard AB si o infinitate de oblice pe
muchia MN, unghiul perpendicularei AB cu proiectla ei
pe plarul R este mai mare decit unghiul oricdrei oblice
din acelasi punct pe muchia MN, cu proiecfia el pe
planul R.

Teoremna enuntatd este astfel demonstrata.

109. Observiri. 1. Unghiul ABa (fig. 127) este chiar
unghiul rlan al diedrului format de planele P si R.

2. Daca ducem in planul P, dreapta M'N’ paraleld cu
muchia MN a diedrulvi PMNR, dreapta AB este perpen-
diculara pe dreapta M'N’, fiind perpendicularad pe para-
lela ei MN.

Insa dreapta M'N’ este paraleld cu planul R, fiind pa-
ralela cu dreapta MN din acest plan. Rezultd cd dreapta
AB este perpendiculara pe toate dreptele planului P
paralele cu planul R, fiinded in planul P putem duce o
intinitate de drepte paralele cu MN si deci si cu planul R.

Dreapta AB este numild dreapla de cea mai mare
pantd a planului P fajd pe planul R.

3. Unghiul plan al diedrului PABR este unghiul cel
mai mare ce-1 poate face unul din cele doua plane cu
diterite drepte cuprinse in celilalt plan.

4. Unghiul de cea mai mare pantd al unui plan fa{a
de planul orizontal are deosebitd importantd in con-
struiri de drumuri, sosele, cai ferate pe un plan inclinat.

110. Proiectia unui unghiu drept pe un plan. Fie
in spatiu unghiul drept BAC (fig. 128) si planul de
proicctie P, astfel ca laturile un- P
ghiulul BAC sunt paralele cu pla- p <
nul P. ;

Proiectim unghiul BAC pe pla-

~NC
nul P, proiectand fiecare din la- / <5 /
turile lui; bac este proiectia un- I~ /P

ghiului BAC. ] . Fig. 125,
S& ardtdm cd unghiul bac este

drept. Observam ca laturile unghiul BAC fiind pa-
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ralele cu planul P, 2le sunt respect v paralele cu proiec-
tiunile lor, adici AB este paralela cu ab si AC este pa-
ralela cu ac.

Proiectanta Aa fiind perpendiculard pe planul P este
perpendiculard pe semidreptele ab si ac din acest plan.
Aceeasi proiectanti Aa perpendiculara pe ab este per-
pendiculard si pe paralela ei AB. Prin urmare, semi-
dreapta AB fiind perpendicularid pe Ac si Aa este per-
pendiculara pe planul lor CAa. Paralela ab cu AB este
si ea perpendiculari pe planul CAa si deci pe semi-
dreapta ac din acest plan. Rezulta ca unghiul bac are
laturile perpendiculare, adicii este unghiu drept.

Putem deci enunta urmétoarea

Teorema. Un unghiu drept se proiecteazd dupd un
unghiu drept pe un plan paralel cu laturile lui.

Aceeasi teoremad se mai poate enunta:. Dacd doud
dreple perpendiculare in spafiu sunt paralele cu un
plan, proectiile lor pe acest plan sunl perpendicu-
lare.

b) Fie acum in spatiu, unghiul drept BAC care si
albd numai una din laturile lui, de ex. BA, paralela cu
planul de proiectie P (fig. 129). Proiectdam unghiul BAC
pe planul P; gésim unghiul bac.

Sa ardtdm cd unghiul bac este drept.

Pentru aceasta, observim ca proiectanta Aa fiind per-
perpendiculara pe planul de proiec-
{ie P este perpendiculard pe semi-
dreapta ab din acest plan. Urmeaza
£ ci Aa este perpendiculara si pe

e dreapta AB, paraleld cu ab. Astfel
/{ ; ;P dreapta AB este perpendiculara pe
a b dreptele concurente AC si Aa si
Fig. 129 deci si pe planul lor CAa. Dreapta

AB fiind perpendicularid pe planul

CAaq, paralela ei ab este perpendiculard pe acelasi plan
CAa si prin urmare pe dreapta ac cuprinsd in acest

A

T
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plan. Asa dar, ab este perpendiculard pe ac, adici un-
ghiul hac, proiectiunea unghiului drept BAC, este tot
unghiu drept.

Putem deci enunta teorema mai generald decit cea
precedenta :

Proiectia pe un plan a unui unghiu drept, care are
una din laturi paraleld cu acest plan, este tot un
unghiu drept.

Aceasta teorema se mai poate enunfa si astfel:

Dacd doud dreple sunt perpendiculere in spafiu §i
una din ele este paraleld cu un plan, proecfiunile
lor pe acest plan sunl perpendiculare.

Exemplu. Unghiul drept format de doud muchii ale
tavanului clasei, care se intdlnesc, se proiecteaza dupa
un unghiu drept pe planul podelei, varful proiectiunii
fiind pe aceeasi muchie cu unghiul din spatiu. In acest
caz, planele proiectante ale laturilor unghiului format de
cele douda muchii ale tavanului sunt respectiv fe{ele
celor doi peretl.

Observare. Ipoteza teoremei de mai sus avind doua
parti, urmeazi cd aceasti teoreméd admite doud teoreme
reciproce.

111. Teorema reciproca 1. Dacd un unghiu din
spafiu, care are una din laturi paraleld cu un plan,
se proiecteazd pe acest plan dupd un unghiu drept,
unghiul din spafiu esle drept.

Fie in spagiu unghiul BAC, care se proiecteaza pe
planul P paralel cu latura AB,

c
dupd unghiul drept bac (fig 130). A
Sa aratam ca unghiul din spatiu '
BAC este drept. Y]

Prolectanta Aa fiind perpendi- 5—'7'.:

culara pe planul P este perpen- ﬁ< :;,
diculara pe dreapta ab din acest ib ‘
plan. Atunci, dreapta ab data per- Fig. 130
pendiculard pe ac este perpendi-
culard pe Aa si deci si pe planul lor Aac. Dreptele AB
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si ab fiind paralele, planul Aac perpendicular pe ab

este perpendicular pe dreapta AC din acest plan. Ceeace

inseamna cd unghiul BAC din spatiu este drept.
Teorema reciprocd enuniati a fost deci demonstrata.

112 Teorema reciproci II. Dacd un unghiu drept
se proiecteazd pe un plan dupd un wunghiu drept,
una din laturile lui cel pufin este paraleld cu pla-
nul de proiecfie.

Fie in spatiu unghiul drept BAC, care se proiecteazi
pe planul P dupa unghiul drept bac (fig. 131).

S& demonstram cad una din laturile unghiului drept

4 BAC cel putin este paralela cu
! planul P, de ex. AC, este para-

¢ :/'.\:3 leld cu planul P.
: - In adevar, proiectanta Aa per-
': - pendiculari pe planul P este per-
— pendiculara pe dreptele ac si ab
/cﬂ\7 din acest plan. Astfel, dreapta ab

b . . =
fiind perpendiculara pe dreptele
Fig. 131. concurente ab si Aa este perpen-
diculara pe planul lor ACca si
deci si pe dreapta AC din acest plan. Rezultd ca dreapta
AC este perpendiculari pe dreptele neparalele AB si ab
din planul ABba; prin urmare, dreapta AC este perpen-
diculard pe acest plan. Dreptele AC si ac perpendiculare
in doud puncte deosebite pe planul ABba sunt paralele;
ceea ce inseamna ca dreapta AC, latura unghiului BAC,
este paralela cu planul P, fiind paraleld cu ac din acest
plan.

Observare. Aceste teoreme si teoremele lor reciproce
au deosebitd importan{a si numeroase aplicatiuni in Geo-
metria descriptiva.

113. Perpendiculara comuni la doua drepte in
spatiu. Fie in spatiu dreptele ABsi CD, care nu sunt in
acelasi plan (fig. 132). Printr'un punct al uneia, de ex.
punctul C al dreptei CD, sd ducem dreapta CE paralela
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cu AB. Dreptele concurente CD si CE determina planul
P, paralel cu dreapta AB, deoarece contine dreapta CE
paraleld cu AB.

Proiectim dreapta AB pe planul P ; fie ab aceasta
proiectie.

Din punctul I, unde proieciia ab taie dreapta CD,
ridicam perpendiculara IL pe
planul P. L

Sé ardatim ca dreapta IL A
este perpendiculara in ace-

L p
lasi timp pe ambele drepte L
date AB si CD; ea este unica. a </ Z"_b_;

In adevér, dreapta IL fiind a T &/P
perpendiculard pe planul \D
P este perpendiculara pe Fig. 132.
dreapta CD din acest plan.

Dreapta IL este perpendiculara insd si pe dreapta ab
din acelasi plan P si deci si pe paralela ei AB.

Asa dar, dreapta IL este perpendiculard pe dreptele
date AB si CD.

Perpendiculara IL este unicéd, cidci daci am mai putea
duce o alti dreapta I'L’ perpendiculari pe AB si CD,
dreapta I'L’ ar fi perpendiculard si pe paralela a'b’ cu
dreapta AB, dusa prin punctul I', in planul P. Dreapta
I'L’ ar fi atunci perpendiculari pe planul P. Insa per-
pendiculara din punctul L' al dreptei AB pe planul P
isi are piciorul in punctul !’ al dreptel ab, proieclia
dreptei AB. Ar urma sid putem duce din acelasi punct
L’ exterior planului P, doud perpendiculare L'I' si L'l
pe planul P, ceeace este absurd.

Rezultd urméitoarea teorema :

Fiind date doud dreple in spafiu meagezale in
acelasi plan, se poate duce o dreaptd perpendiculard
pe dreplele date si numal una.

Definitie. Dreapta 1L perpendiculard pe cele doua
drepte se numeste perpendiculara comund a celor doud
drepte.
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Perpendiculara comuné IL a dreptelor AB si CD este
mai scurtd decdl orice alt segment de dreaptd, deex. 'L’
ce uneste un punct L’ al dreptei AB cu un punct! al
dreptei CD.

Observam ca L'l < LT cici perpendiculara este mai
scurtd decat oblica dusd din acelasi punct exterior pla-
nului P, la planul P.

Insd L'l' = IL, ca paralele cuprinse intre paralele.
Rezulta ca IL <TL'.

De aceea, segmentul IL se mai numeste cea mai scurtd
distanjd intre dreptele date AB si CD.

Exemple. Daca considerim doud muchii ale clasei,

A g una asezatd in planul tavanului, alta

"7 in planul podelei, care s nu fie pe

acelasi plan al unui perete lateral,

) de ex. AB si CD (fig. 133), muchia

T AC care uneste extremitatile lor A

D/ si C este perpendicularara comuné
a celor doud drepte AB si CD.

Fig. 133. 114. Observarl. 1. Dacd doud

drepte din spatiu sunt concurente,
perpendiculara lor comuna este perpendiculara pe pla-
nul lor in punctul lor comun, dar cea mai mica dis-
1antd a celor doud drepte este nula.

2. Daca doua drepte in spatiu sunt paralele, existd o
infinitate de perpendiculare comune lor. Cea mai mica
distanta intre cele doud drepte este distanta lor comuna,
dreptele fiind in acelasi plan.

Proiectia unei figuri

114. Proiectia unel figuri, din spatiu pe un plan
este figura din planul de proiecfie formald de proiec-
fiile tuturor punctelor figurii. De ex., fie in spafiu
triunghiul ABC si planul P (fig. 134). Proiectia triunghiului
ABC pe planul P se obt{lne proiectdnd laturile lui pe
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acest plan. Pentru aceasta, este de ajuns sa proiectam
vérfurile lui A, B, C, in a, b, ¢. Proiectia triunghiului
ABC pe planul P este triunghiul abe, dia planul P.

Fig. 134.

116. Proiectia unel linii curbe pe un plan. Fie
in spatiu linia curbd AIM si planul de proiectie P
(fig. 135). Prolectiile a, b, c.... ale punctelor A, B, C,... M ale
curbei date formeazd pe planul P linia curba aim,

care se numeste proiecfia liniei curbe din spafiu.
Mai spunem : Proiecfia unei curbe pe un plan esle

locul proiectiilor punctelor ei pe acel plan.
117. Simetria in spatiu. Doud puncte A sl A’ din

spatiu sunt simetrice fata de un

punct O, cind punctul O este mij- A

locul segmentului ce uneste cele e

doua puncte (fig. 136). Punctul O .-~ 0
este numit centru de simetrie. A
Doua puncte B si B’ din spatiu Fig. 136.

sunt simetrice fa{i de o dreapta
D, dacd dreapta D este perpendiculara pe mijlocul seg-
, ~mentului ce uneste cele doua
puncte (fig. 137). Dreapta D poarta
’ numele de azd de simelrie.
Doué puncte din spatiu C si C
sunt simetrice fa{d de un plan P,
daca planul P este perpendicular
pe mijlocul segmentului ce uneste
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cele douad puncte (fig. 138). Planul P ia numele de plan
de simetrie.

Doua figuri din spatiu, astfel ca punctele uneia sunt
simetricele punctelor celei-
lalte in raport cu acelasi cen-
tru (axa, plan) de simetrie,
se numesc figurt simeltrice
in raport cu acel centru (ax4,
plan de simetrie).

De exemplu, triunghiurile

Fig. 138. ABC si A'B'C’ sunt simetrice in
raport cu planul P, (fig.139) de oarece varfurile A’,B’, C’sunt
simetricele varfurilor A, B, C,

respectiv in raport cu planul P.
O figurd in spatiu are un
centru (ax#, plan) de simetrie, 8
A .

cind punctele ei sunt simetrice f —
doud cate doud in raport cu / ' i <
acest centru (axd, plan). i LN
Figurile simetrice in spatiu ,
se bucurd de proprietati ase- A" 8
méanatoare cu cele ale figurilor V
simetrice din Geometria plana. ¢’
Observare. Punctele C si C’ Fig. 139.
simetrice fatd cu planul P
(fig. 139) sunt drept simetrice fatacu planul P, pe cind
punctele C si C” simetrice fati cu punctul O din planul
P sunt oblic simelrice tati de acelasi plan, dupa direc-
tia CO.

Unghiuri triedre, unghiuri poliedre

118. Intersectia a trei plane. Si consideram in spa-
tiu trei plane oarecari P, Q, R (fig. 140).
Presupunind ca planele P si Q se tale, intersectia lor
este o dreaptd, pe care s'o numim AA’
Dupa asezarea dreptel AA’ faid de planul R. putem
avea mai multe cazuri:
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a) Dreapta AA’ este cuprinsi in planul R. Urmeaza
cd cele trei plane P, Q, R trec prin dreapta AA’. Ele
au o infinitate de puncte comune.

b) Dreapta AA’ in{eapi planul R intr'un punct T.
Punctul T apar{ine celor
trei plane. Ele au deci un
punct comunsinumai unul. C -

¢) Dreapta AA’ este pa- R
raleli cu planul R. Ur- ?
meazd cd cele trei plane
P,Q,R n’au nici un punct
comun la distant{d finita.
Intersectia celor trei pla-
ne este formata din trei
drepte paralele (planele
determind o suprafafda Fig. 140.
prismaticd).

Sa considerim cazul cind trei plane date in spafiu
au un punct comun (fig. 140). Ludm din cele trei plane,
portiunile marginite respectiv pe semi-dreptele TA, TB,
TC. Ele formeaza o figurd numitd unghiu (triedru sau
mai simplu ¢riedru (fig. 141).

Punctul T se numeste varful unghiului triedru, iar

dreptele TA, TB, TC se numesc mu-

C chiile lui. Planele ATB, BTC, CTA
doud cate doud formeazd trei un-

B ghiuri diedre ce au ca muchiii, mu-

7 chiile unghiului triedru TA, TB, TC.
Muchiile TA, TB, TC, formeaza doud

A cate doua, trei unghiuri plane: ATB,
Fig.  141. BTC, CTA care se numesc fefele

unghiului triedru.
Fetele si unghiurile diedre sunt elementele unghiului
triedru.
Un unghiu triedru se inseamni cu o literd la varf si
cu cite o literd la fiecare muchie a lui. Unghiul triedru
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din fig. 141 se citeste TABC, adica scriem si citim
litera dela varf intdi si apoi literele de pe muchii in
aceeasi ordine.

119. Observari. 1. Prin intersectla celor trei plane
P, Q, R (fig. 140) s'a format odati cu unghiul triedru
TABC, un al doilea unghiu triedru TA'B'C’, care are
acelasi varf si ale carui muchii sunt in prelungirea mu-
chiilor unghiului triedru TABC.

Unghiul triedru TA'B’'C’ se numeste unghiul triedru
simetric al unghiului triedru TABC.

2. Unghiul triedru care are doud fete egale este nu-
mit isoscel.

3. Unghiul triedru care are o fatd unghiu drept poarta
numele de triedru dreplunghiu.

4. Daca cele trei plane care formeaza un unghiu trie-
dru sunt perpendiculare doua cate doud, cele trei mu-
chii ale triedrului sunt perpendiculare doud cate doua.
Triedrul se numeste in acest caz (riedru (tridrep-
lunghiu.

120. Sensul unui triedru. Fie unghiul triedru TABC.
(tig 142).

Presupunem cid un observator se giseste asezat pe

«Q

Fig. 142 Fig. 143
muchia TA, cu picioarele in varful T al triedrului si pri-
vind induntrul lui. Dacad observatorul vede muchia TB
la dreapta lui si muchia TC la stinga lui, zicem ci un-
ghiul triedru este direcl sau de sens pozitiv. In cazul
cdnd vede muchia TB la stinga lui si muchia TC la
dreapta lui, (fig. 143) zicem c& unghiul triedru estc re-
trograd sau de sens negativ,
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121. Proprietitile unghiurilor triedre. 1° Fie un-
ghiul triedru TABC (fig. 144). Sa insemnadm fetele lui
astfel: fata BTC opusi muchiei TA cu a, fata CTA
opusd muchiei TB cu b, fata ATB opusé muchiei TC cu e.

Presupunem c#é fata a este cea
mai mare.

Sé ardtim ca fata a este mai mica
decat suma celorlalte doua fete b
si c.

Fata a fiind cea mai mare, si du-
cem in planul ei, din varful T se-
midreapta TD care sd facid cu mu-
chia TB un unghiu egal cu fata c.

Pe semidreptele TA si TD si luam
respectiv segmentele egale TA = TD si prin punctul D s&
ducem o dreapti oarecare, BC care taie muchiile TB
si TC respectiv in punctele B si C. Unim apoi punctele
B si C cu punctul A.

Triunghiurile ATB si BTD, avind TB=TB comuna,
TA=TD prin constructie, <tATB=-<BTD prin construc-
tie, sunt egale. Rezulta ci AB=BD. Insa, in triunghiul
ABC, avem

Fig. 144

BC<AB+AC.
Sé scidem din ambele parti ale acestei Inegalitéiti pe BD;
BC—BD<AB+AC—BD.
Dar AB=BD; aceasti inegalitate devine
BC—BD<AC
sau
CD “BC.

In felul acesta, triunghiurile DTC si ATC au doud la-
turi egale (TC=TC, TA=-TD) si cea de a treia neegald
(CD<CA). Urmeaza ca la latura mai mica DC din triun-
ghiu DTC se opune upghiul mai mic DTC, adica

<sDTC - <sATC.
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Adundm la partea intdia a acestei inegalititi unghiul
BTD si la partea a doua egalul lui BTA :

<DTCH<aBTD<<ATCH+<BTA
sau
<IBTC<<ATC+<BTA
sau
a<b-e.

Din aceastd inegalitate, deducem imediat
b>a—c si c¢>a—b.
Fatd a fiind cea mai mare,
b<a si c<a
si cu atat mai mult
b<ate si c<alib;
Din aceste inegalititi, deducem
a>b—c sau a>c¢—b, dupd cum b>c sau c>b.
Rezultd dar urmaétoarea proprietate:
Fiecare fald a unui unghiu lriedru este mai micd
ca suma celorlale doud si mai mare cadiferenta lor.
20, Si considerdm unghiul triedru TABC (fig. 145) ale
, carui fete sid le insemndm a, b, c.
Sa arataim cad suma fetelor lui

este mai mica ca 4 unghiuri
drepte.

Pentru aceasta, s prelungim
una din muchii, de ex. TA, din-
colo de varf in TA'. Muchia TA’
formeazd cu muchiile TB si TC
un alt unghiu triedru TA'BC, ale
ciarui fete sunt a, v, ¢'.

Dupé proprietatea de mai sus,
alb+c.

Insa fetele b’ sl ¢’ sunt respectiv suplimentele fetelor
b si ¢, adica

Fig. 145

b'=2dr—b,
¢'—2dr—c.
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Inlocuind in inegalitatea (1), avem

a < 2dr—b+2dr—ec,
sau ‘
a+btec<ddr.
adica : Suma fefelor unui unghiu lriedru este mai
micd decdl 4 unghiuri drepte.

122. Unghiurl poliedre. Din acelasi punct T din
spatiu, ducem mai multe semidrepte, de exemplu TA,
TB, TC, TD, TE in numér de cinci. Cea dintdi semi-
dreapti TA cu cea de a doua
TB determind planul ATB. Se-
midreapta a doua TB cua cea
de a treia TC determind pla-
nnl BTC, s. a. m. d.

Figura formati de portiunile
de plane determinate de semi-
dreptele duse si maérginite la
ele, intr'o anumitd ordine, se
numeste unghiu poliedru.

Punctul T este wvdrful un-
ghiului polledru; TA, TB, TC, TD, TE sunt muchiile lui.
Unghiurile plane formate de muchiile consecutive doua
cite doua sunt fefele unghiului poliedru, iar diedrele
formate de planele ce se tale dupda muchiile lul sunt
unghiurile diedre ale unghiului poliedru.

Un unghiu poliedru se insemneazi cu o literd la vérf
gi cu céite o literd la fiecare muchie a lui. El se scrie
si se citeste incepand cu litera dela varf, apoi cu lite-
rele de pe muchii in acelasi sens, astfel: unghiul po-
liedru TABCDE. (fig. 146).

Dacé toate fetele sunt de aceeasi parte a planului
oriciareia din ele, unghiul poliedru se numeste conver.
Unghiul poliedru TABCDE (fig, 146) este convex.

Daca planul unei fete taie unghiul poliedru, acesta
se numeste concav, De ex., unghiul poliedru VABCDE
(fig. 147) este un unghiu poliedru concav.
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Un unghiu poliedru este direct (de sens pozitiv) sau
retrograd (de sens negativ) dupad aceeasi conventiune
dela unghiurile triedre.

Se demonstreazi la unghiurile po-
liedre aceleasi proprietafi asupra
fetelor, ca la unghiurile triedre,
adica:

1. Fiecare fatd a unui poliedru
este mai micd decidt suma celor-
lalte fete.

2. Suma fefelor unui unghin po-
liedru este mai micid decit 4 un-
ghiuri drepte.

Probleme.

1. Printr'un punct dat in spatiu, sd se ducd o dreaptd care si
intdlneascd doud drepte care nu sunt in acelasi plan.

R. Se va lua punctul cu fiecare dreapta.

2. Fiind date doud drepte concurente D si D si un punct A exte-
rior planului lor sd se ducd o dreaptd prin punctul A care sa le in-
tilneasca.

3. Trei drepte D;, D,, D; sunt astfel ci4 dou# oarecari din ele
se taie. S4 se arate cid ele sunt in acelasi plan sau concurente.

4. Acelasi exercifiu pentru 4,5,... n drepte.

5. Se dau trei drepte concurente in spatiu OA, OB, OC. Doui
plane oarecari taie cele trei drepte date in A;, B, C,; Az B, C;
respectiv. Se obfin doud triunghiuri A;B,C; si A,B,C,.

Si se arate cd perechile de drepte Aj By, AzB;; ACy, Az Cy; B1Cy, B2C,
sunt concurente.

R. Fiecare pereche de laturi este asezatd in acelasi plan.

6. Sa se ducd o dreaptd paraleld cu o dreaptd datd care si se
sprijine pe doud drepte neasezate in acelasi plan.

R. Planele paralele cu dreapta data duse prin dreptele date
se taie dupd dreapta ceruta.

7. Daca o dreaptd este paraleld cu un plan, orice dreapti pa-
raleld cu dreapta este paraleld cu planul.

R. Solutia imediata.

8. S& se ducd printr'un punct dat, o dreaptd care si intalneasca

o dreaptd si un cerc neasezate in acelasi plan.
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R. Se cautd intersectia planului determinat de dreaptid si
punct cu planul cercului. Discutie.
9. Printr'un punct A al unui plan, se duce un segment oarecare

AB. Prin punctul B, se duce un segment BC paralel cu planul P,
Din punctul C, se duce un segment CD paralel, de sens contrar si

egal cu AB.

a) Sd se arate cd punctul D se gdsegte in planul P.

b) Cate puncte D se pot construi ?

¢) Ce este figura ABCD?

d) Care este locul punctelor D in planul P?

e) Ce se intAmpla cand BC == AC ?

R. Se va cerceta figura formata, d) cere,

10. Se da un plan P si o dreapta D paraleld cu el. Unim un punct

O din planul P cu un punct M care se miscé pe dreapta D.

a) Ce descrie mijlocul I al segmentujui OM

b) Dacd si punctul O se misca in planul P pe o dreapti D’ pa-
raleld cu D, ce descrie punctul 1?

¢) Daca punctul O il inlocuim cu un punct L al planului P, ex-
terior dreptei D’, cc se intAmpld cu locul punctului I de mai sus ?

R. a) O dreapta; b) aceeasi dreaptd ; c) o dreaptd paraleld

11. Patrulaterul ale carui varfuri nu sunt in acelagi plan se nu-
meste patrulater stramb.

Sa se arate cd mijloacele laturilor unui patrulater strdmb sunt
varfurile unui paralelogram. Centrul acestui paralelogram este
mijlocul segmentului care uneste mijloacele diagonalelor patrula-
terului stramb.

R. Figura se descompune in figuri plane.

12. Intr'un punct A al unui plan P, ridicim un segment AB per-

pendicular pe planul P. Prin punctul B, se duce un segment BC

perpendicular pe AB si egal cu AB. Din punctul C, se duce un

segment CD paralel, de sens contrarsi egal cu AB.

a) Sa se arate cd punctul D este in planul P.

b) Cate puncte D se pot construi ?

c) Ce este figura ABCD?

d) Care este locul punctelor D din planul P ?

Re va cerceta figura formata; c) patrat: d) cerc.

13. Sd se ducd printr'un punct al unui plan dat siinel, o dreapta
cu directia perpendiculard pe o dreapti oarecare din spatiu.
Discutie.

R. Se vor considera cele trei pozitii ale drepteifata cu planul.

14. Sa se giseascd pe o dreaptd dati punctele egal depirtate
de doué puncte date.
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R. Intersectia dreptei cu planul perpendicular pe mijlocul
segmentului.

15. Sa se giseascd pe o dreaptd datd, punctele egal depirtate
de doud puncte date dintr'un acelasi plan.

R. Vezi ex. 14.

16. S& se gaseascd punctul dintr'un plan, astfel ca suma distan-
telor lui la doud puncte exterioare planului 84 fie minima (cea
mai micd).

R. punctele pot fi in regiuni deosebite sau nu; in primul
caz, intersecfia planului cu dreapta punctelor; in cazul al doilea,
intersectia planului cu o dreaptd ce trece printr'un punct gi si-
metricul celuilalt,

17. Fiind date un plan Psidoud puncte A si B asezate in aceeasi
regiune fati de plan, si se giseasci un punct pe plan, astfel ca
diferenta distanfelor lui la cele dou# puncte date si fie maximi
(cea mai mare).

R. Intersectia planului cu dreapta punctelor date, .

18. Daca prin una din diagonalele unui paralelogram, ducem un
plan oarecare, perpendicularele coborite pe acest plan din extre-
mitdfile celeilalte diagonale sunt egale.

R. Egalitatea triunghiurilor.

19. O dreaptd si un plan perpendiculare pe aceeagi dreaptd sunt
paralele.

R. Se va duce un plan ajutétor.

20. Doua plane P si R se taie dupa dreapta MN. Fie o dreaptd
D din planul P, care intflneste muchia MN in punctul I si punc-
tele A,B,C pe dreapta D. Ducem prin punctele A,B,C paralele cu
o directie din spatiu, care nu e paraleld cu planul R. Aceste pa-
ralele intflnesc planul R in punctele A’, B’, C’ respectiv.

Sa se arate ca

a) Punctele A’, B’, C’ sunt pe o dreaptd D"

b) In ce punct taie dreapta D’ dreapta MN ?

c) Ce figura formeaza mijloacele segmentelor AA’, BB’, CC’sice
agezare are aceastd figura ?

R. a) Dreptele duse sunt in acelasi plan; b) punctul I; ¢) O
dreaptd ce trece prin I.

21. Fie doud plane P si R cari se taie dupd dreapta MN. Se ia
pe o dreaptd D din planul P paraleld cu muchia MN, punctele
A,B,C. Prin punctele A,B,C se duc paralele cu o direcfie care nu
e paraleld cu planul R. Aceste drepte paralele intalnesc planul R
in punctele A’, B’, C’.

Sd ge arate cd :

a) Punctele A’, B',C’' sunt pe aceeasi linie dreaptd D'.
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b) Dreapta D' este paraleld cu muchia MN.

¢) Segmentele AA’, BB’, CC’ sunt egale intre ele.

d) Mijloacele segmentelor AA’, BB’, CC’ sunt pe o dreapta pa-
raleld cu muchia MN.

R. Vezi ex. 20.

22, Un plan se roteste in jurul unei drepte fixe. Dintr’'un punct
M din spatiu, se coboard perpendiculare pe planul mobil in diferi-
tele lui pozitli. Locul acestor perpendiculare. Locul proiectiunilor
punctului M din spatiu pe planul mobil.

R. Un plan. Un cerc.

23. Se dau doud drepte oarecari in spafiu. Sa se afle locul geo-
metric al unei drepte paralele cu una din ele, intdlnind pe ceade a
doua si care se miscid in lungul acesteia.

R. Un plan.

24. Locul punctelor egal depirtate de doud plane paralele.

R. Un plan.
25. Locul punctelor egal depirtate de doud plane oarecari.
R. Planele bisectoare ale diedrului format de cele date.

26. Locul punctelor egal departate de doud drepte concurente.
Aceeasi problemd pentru doud drepte paralele.

R. Planul determinat de birectoarea unghiului lor cu per-
pendiculara comund.

27. Locul punectelor egal depértate de varfurile unui triunghiu.

R. O dreapta perpendiculard pe planul triunghiului, etc.

28. Locul punctelor de pe un plan egal depdrtate de trei puncte
care nu sunt in linie dreapta.

R. Vezi ex. 27.

29. Locul mijloacelor segmentelor duse dintr'un punct exterior

unui plan pAnd la acest plan. Generalizare.
R. Un plan paralel cu planul dat.

80. Fie doud plane paralele R si S si punctele A,.B,C in planul
R neagezate in linie dreapta. Prin punctele A, B, C ducem drepte
paralele cu o directie neparalela cu planele date, care intalnesc
planul 8§ in punctele A’,B’,C’. Fie M, N, P mijloacele segmentelor
AA’, BB, CC respectiv. Si se arate ca

a) Punctele M, N, P determind un plan paralel cu planele date.

b) Orice segment de dreapti marginit la planele R i S este
impartit in doud péar{i egale de planul MNP.

c) I fiind un punct al planului MNP, orice segment ce trece prin
punctul I marginit la planele R si S este impartit in doud parti
egale de punctul I.

R. Teorema unghiurilor cu laturile paralele.

31. Se dau doua plane paralele R si S, segmentul AB perpendicu-
lar pe planul R §i mérginit 1a planele R 5i S si triunghiul MNP in planul

Geomelria VI (
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— _ 1 -
R. Se ia pe segmentul AB, punctul O astfel ca OA = -, UB. Drep-

tele OM, ON, OP intalnesc planul S respectiv in punctele M',N’,P".
a) Sa se arate cd triunghiurile MNP si M'N'P’ sunt asemenea,
b) Stiind ca aria triunghiului MNP este s m?, si se afle aria

triunghiului M'N’P’.

32, Se dau doui plane paralele PsiR si un segment AB perpen-
dicular pe planul R si limitat la planele date. Prelungim dreapta

AB dincolo de planul P,cu BC=AB si in planul P, luim un

segment Bl = BC. Ducem planul S perpendicular pe Al in punc-
tul I. Sa se arateca:

a) Planul S trece prin punctul C.

b) Dreapta Cl este perpendiculard pe intersec{ia MN a planelor
R si S.

R. Dreapta CI este perpendiculard pe Al in L. CI este per-
pendiculard pe una din cele doui paralele.

33. Locul punctelor egal depirtate de trei drepte paralele care
nu sunt in acelagi plan.

R. O dreaptd paraleld cu dreplele date.

34. Dacd doud plane sunt respectiv paralele cu doud plane care
se taie, intersectiunile lor sunt paralele.

R. Se va prelungi unul din plane.

35. Locul mijloacelor segmentelor paralele cu directie data si
cuprinse intre doud plane paralele.

R. Un plan paralel cu planele date.

36. Locul mijloacelor segmentelor de drepte paralele, ce se spri-
jlna pe fetele unui diedru.

R. Se considerd unul din segmente si se duce prin el un
plan care taie muchia diedrului. Locul punctelor din acest plan
este mediana triunghiului determinat de segment, cu punctul de
intersectie al planului dus cu muchia. Printr’o translajie a planu-
lui, mediana se misci paralel cu ea, sprijinindu-se pe muchie.
Locul cerut este un plan.

37. Locul mijloacelor segmentelor de drepte cuprinse intre doud
plane paralele. Generalizare.

R. Un plan.

38. Locul punctelor din spatiu, astfel ca suma departarilor fie-
caruia din ele la cele doud fete ale unui diedru sid fie constanta.

R. Perpendicularele duse din unul din puncte pe fetele die-
drului determind un plan perpendicular pe muchie. [Locul puncte-
lor cerute din acest plan este baza triunghiului isoscel format de
dreapta ce trece prin punctul considerat, cu intersectiile p'anului
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cu fetele diedrului. Prin translatie, se giseste cd locul cdutat este
un plan.

39. Aceeasi problema, astfel ca diferenta depdrtérilor fiecdruia
din puncte la fetele diedrului sd fie constanta,

R. Solutie analoaga.

40. Daca o dreaptd este paraleld cu un plan, cea mai micé dis-
tanta dela aceasta dreaptd la toate dreptele din plan ce nu sunt
paralele cu ea este constanta.

R. Distanta dintre planul dat si planul paralel trecdnd prin
dreapta data.

41. Daca o linie curbd din spatiu se proiecleazid pe douad plane
care se taie dupa o dreaptd, curba este o dreaptid. Sa se cerceteze
cazul cidnd plancle proiectante se conliunda.

R. Curba este intersectia planelor perpendiculare pe planele
date respectiv dupi proiectiile date.

42. Locul proiectiunilor unui punct din spafiu pe dreptele din-
tr'un plan ce trec prin acelagi punct al planului.

R. Un cerc.

43. Daca o dreapta face unghiuri egale cu fetele unui diedru,
punctele ei de intersectie cu fefele diedrului sunt egal departate
de muchie. Sa se spuna dacd reciproca este adevirata.

R. Unghiurile dreptei cu fetele dau laturile unghijului plan
al diedrului. Nu!

44. Sd se arate cd mijlocul unui segment se proiecteazi in mij-
locul proiectiei segmentului. Generalizare (punctul care imparte
segmentul intr’'un raport dat).

R. Aplicatie la o teoremi din Geometria plana.

45, Proiectia unui triunghiu isoscel pe un plan paralel cu bisec-
toarea unghiului dela varf este tot un triunghiu isoscel. Sa se
cerceteze daca reciproca este adevirata.

R. Se va compara unghiul bisectoarei cu baza, in spatiu si in
proiectie.

46. Proiectia unui triunghiu isoscel pe un plan paralel cu baza
lui este tot un triunghiu isoscel.

R. Vezi ex. 45.

47. Proiectia unui unghiu pe un plan paralel cu bisectoarea lui
are ca bisectoare proiectia bisectoarei unghiului dat.

K. Luim pe laturile unghiului doua segmente cgale. Se for-
meazi un triunghiu isoscel si se aplica 45.

48. Suma unghiurilor ce face o semidreaptd dusa din varful
unui unghiu triedru i inauntrul lui, cu cele trei muchii este cu-
prinsa intre suma si semisuma fetelor lui.

R. Sa se cercetezc figura formata.
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49, Planul perpendicular pe una din fetelc unui triedru drept-
unghiu (una din fefe unghiu drept) taie acest triedru, dupi un
triunghiu dreptunghiu.

R. Se aplica proprietitile planului perpendicular.

50. Cele trei plane duse prin muchiile unui triedru perpendicu-

lare pe fetele opuse (plane indljimi) se taie dupad aceeasi dreapta.
R. Se vor lua planele duse doud céte doua.

51. Cele trei plane duse prin muchiile unui triedru bisectoare

ale diedrelor lui (plane bisectoare) se taie dupd aceeasi dreapta.
R. Vezi 50.

52. Cele trei plane duse prin cite una din muchiile unui triedru

si prin bisectoarea fefei (plane mediane) opuse se taie dupd aceeasi

dreapta.
R. Vezi 50.

53. Se considera un poligon plan de » laturi. S4 se gdseasca.

a) Locul punctelor egal departate de véarfurile poligonului.

b) Locul punctelor egal depirtate de laturile poligonului.

¢) Legatura dintre distania comund la vérfurile si distan{a co-
muné la laturile poligonului.

R. Locul este o dreaptd perpendiculara pe planul poligonului.

54, Trei plane se taie dupi trei drepte paralele. Sa se giseasca:

a) Locul punctelor egal depdrtate de cele trei plane.

b) Locul punctelor egal departate de dreptele lor de intersectie.

R. Cate o dreapta in fiecare caz.

55. Printr'o dreapta D, se duc trei semiplane formand trei un-
ghiuri diedre egale.

a) Sid se giseasca mdsura lor comuni.

a) Sa se arate cd punctele oricdruia din plane sunt egal depar-
tate de celelalte doud plane.

R. Se va taia figura cu un plan perpendicular pe dreapta D.

56. Se da un plan P si un punct O exterior lui. S& se afle locul
punctelor simetrice ale punctului O in raport cu planul P, dupa
toate directiunile ce trec prin puctul O.

R. Se iau trei puncte A, B, C in planul P neasezate in linie
dreaptd §i apoi simetricele lui O in raport cu plapul P, dupa di-
recfiunile OA, OB, OC. Locul cerut este un plan paralel cu P.

57. In una din fetele unui unghiu diedru, se ia o dreaptd D. Si
se construiasca in cealaltd fa{a, o dreapta perpendiculara pe dreapta
D. Discutiune.

R. Dreapta D asezatd intr'o fati intdlneste muchia in O.
Dreapta ceruta face parte din perpendicularele in punctul O pe
dreapta D.

68. Trei plane formeazd un unghiu triedru. Sa se giseasca :
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a) Locul punctelor egal departate de fetele triedrului.

b) Locul punctelor egal depédrtate de muchiile triedrului.

R. Cate o dreapti in fiecare caz.

59. Se dau doud plane paralele P si Q si in ele se iau doui
drepte D si D cu directiunile perpendiculare una pe alta. Se iau
doud puncte la intdmplare A si A’ respectiv pe dreptele D si D’.
Din A se duce AB' perpendicular pe dreapta D’ si din A se duce
A'B perpendicular pe dreapta D. Si se arate ci BB’ masoard di-
stanta cea mai micd intre planele P si P'.

R. Se va arita cia BB’ este perpendicular pe planul P, con-
secin{d a unei reciproce a teoremei celor trei perpendiculare.

60. Se consideri doud plane P si R perpendiculare unul pe
altul, care se taie dupid dreapta D. Ludm un punct A in planul
P si ducem AM astiel ca mijlocul sdu O i se giseascd in planul
R. Fie A’ simetricul lui A in raport cu dreapta D. Sa se arate ci
avem relatiunea

AM? = AA™ 4- A'M?,
oricare ar fi lungimea segmentului AM.

R. Se va ariita cd dacd a este punctul unde AA’ taie pe
D, a0 este perpendiculard pe AA’. Apoi, ci triunghiul AA’M estc
dreptunghiu.

61. a) Sa se determine directia unui plan de proiectie astfel ca
proiectia pe el a unui triunghiu scalen dat si fie un triunghiu
isoscel.

b) Cum trebue agezat acel plan, pentru ca proiectia pe el a tri-
unghiului scalen si fie un triunghiu echilateral ?

¢) S& sededucd din cazul triunghiului scalen concluziuni pentru
proiectia unui triunghiu isoscel pe un plan.

R. Fle ABC triunghiul dat, abe proiectia lui pe planul cau-
tat. Planele paralele cu o pozitie gisitd satisfac problemei. Se
poate deci presupune datid una din proiectantele varfurilor. Du-
cand in planele proiectante ale laturilor AB si AC, BB’ si CC’
paralele cu planul de proiectie, avem

AT AB® = (2 Aa—Bi—Co) (B6—C¢) (AC >AB)

In cazul cAnd proiectia trebue sd fie triunghiu echilateral, tri-
unghiul abce trebue sa fie de doud ori isoscel, deci vom avea dou:l
relaiuni ca cea precedentd, care determina celelalte doud proiec-
tante, asa cd planul de proiectie este bine determinat.

In cazul cdnd triunghiul dat este isoscel, AC = AB, partea [-n
a relatiei scrise este zero. Partea a doua trebue sa fie zero; dou:i
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cazuri: Bb = Cc, planul de proiectie paralel cu baza BC a triun-
ghiului isoscel; Aa — %(1% + 6:) =Mm, M fiind mijlocul la-
turii BC. Planul trebue sd fie paralel cu mediana AM.

62. a) Cum trebue si fie agezat planul unui triunghiu echilateral
fati de un unghiu diedru, pentru ca proiectiile lui pe fefele die-
drului sa fie triunghiuri isoscele ?

b) Cum trebue sa fie dat un triedru pentru ca proiectiile unui
triunghiu echilateral pe fefele lui sd fie trei triunghiuri isoscele ?

R. a) Se iau doui drepte perpendiculare in cele doui fete
ale diedrului §i se ageazd triunghiul isoscel astfel ca baza si fie
paraleld cu una din drepte, iar bisectoarea corespunzétoare para
leld cu cealalti.

b) Este de ajuns ca una din fefe sd fie unghiu drept.

63. Sd se ageze in spafiu un triunghiu isoscel, astfel ca proiectia
lui pe un plan dat sa fie un triunghiu echilateral.

R. Se vor considera cele doud cazuri in care proiectia unui
triunghiu isoscel pe un plan este un triunghiu isoscel si se va ca-
pita diferenta proiectantelor astfel incat baza triunghiului isuscel
din proiectie si fie eg 14 cu laturile triunghiului isoscel.

64. Se dau un plan P §i o dreaptd D continutd in el.

a) Sa se ducd prin dreapta D un plan R, astfel ca un segment
AB dupa linia de cea mai mare panti a planului R si fie indoi-
tul proiectiunii sale pe ptanul P.

b) Sa se ducd planul R prin dreapta D, astfel ca diferentfa
proiectantelor punctelor A si B (de pe linia de cea mai mare panti
a planului R) si fie juméitatea segmentului AB.

c) Astfel ca proiecfiunea segmentului AB si fie egali cu dife-
renta proiectantelor punctelor A si B.

- m _—
d) Astfel ca proiectiunea segmentului AB si fie cat n din AB.
m 5
Discufiune. Caz particular n 13"
R. Se va construi in fiecare caz un triunghiu, care sid
aiba ca laturi segmentul dat, proiecfia lui pe pla_ul I’ si dife-
renfa proiectantelor punctelor A si B.
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CAPITOLUL III.

POLIEDRE.

123. Definitiuni. Corpul solid mdrginit de fefe plane
se numesle poliedru.

S4 construim ca exemplu un astfel de corp. Fie un-
ghiul poliedru oarecare TABCDE (fig. 148). Daci tdiem
acest unghiu poliedru printr'un plan S care sa intal-
neasca toate muchiile lui, portiunile de plan TA'B’,
TB'C’, TC'D’, TD’E, TE'A’, A'B'C’D'E’ cuprind o por-
fiune de spatiu sau marginesc
un corp solid, care are toate P
fetele plane. 2

Corpul TA'B'C'D'E’ este
un poliedru.

Portiunile poligonale ale
planelor ce marginesc acest
poliedru se numesc [efe.
Dreptele de intersectie ale
fetelor doua céte doud sunt
numite muchii. Fetele adia- Fig. 148.
cente doua cate doud for-
meazd ungkiurile diedre ale poliedrului. Muchiile po-
liedrului se taie intre ele, cel putin cate trei, in puncte
numite vdrfuri. Fetele care au comun acelasi vart
formeaza unghiurile poliedre ale poliedrului.

Un poliedru este conver cidnd ridmane de aceeasi
parte a planului oricidreia din fete. Se mai poate spunc
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ca planul oricirei fete nu taie poliedrul. Astfel este
poliedrul TA'B'C'D’E’ din fig. 148.

Daca planul unei fete taie poliedrul, el poartd numele
de poliedru concav. Astfel poliedrul TABCDEF (tig. 149)
este un poliedru concav.

Un poliedru poate avea un numéar oarecare de fete,
ins& nu mai pujin de patru fete.

Poliedrul poartd numiri dupd nu-
marul fetelor. Astfel poliedrul cu
patru fete se numeste fetraedru, cel
cu cinci fete, pentaedru; cel cu sase
fete, exaedru ; cel cu zece fefe, de-
caedru; cel cu 12 fete, dodecaedru ;
cel cu 20 fete, icosaedru.

Fig. 149 124. Poliedre regulate. Poliedrul

ale carui fete sunt poligoane regu-

late egale intre ele si ale carui unghiuri poliedre suat
egale intre ele se numeste poliedru regulat.

Exista numal cinci poliedre convexe regulate st
anume :

1°. Tetraedrul regulat, care are patru fete triunghiuri
echilaterale egale, reunite céte trei in acelasi varf
(fig. 150).

29, Eraedrul regulat sau cubul, care are sase fefe

Fig. 150.

pitrate egale, reunite cate trei in acelasi varf si die-
drele drepte (fig. 151).
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3°. Octaedrul regulat, care are opt fefe triunghiuri

Fig. 152,

Fig. 153.

echilaterale egale, reunite caite patru in acelasi varf.

(fig. 152).

4°. Dodecaedrul regulat, care
are 12 fete pentagoane regulate
egale, reunite cate trei in acelasi
vart (fig. 153).

9. Icosaedrul regulal, care
are 20 fete triunghiuri echilaterale
egale, reunite cate cinci in acelasi
varf (fig. 154).

=

Fig. 154.

PRISMA.

125. Suprafata prismatica. Si considerim unghiul
poliedru convex TABCDE (fig. 155).

Fig. 155.
tia muchiel TA (fig. 156).

Dacd varful T se depérteaza din
ce in ce in directla uneia din mu-
chii, de exemplu a muchiei TA, in
sensul dela A la T, unghiurile plane
dela varful unghiului poliedru se
micsoreazi necontenit. Cand véarful
T s'a departat la infinit, muchiile
TA, TB, TC, TD, TE, devin para-
lele intre ele, aviand toate direc-
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Fetele unghiului poliedru formeazd in acest caz o
suprafatda prismaticd.

Suprafata prismatici poate fi deci considerati, ca
limita cédtre care tinde un unghiu polledru cind véarful
lui se depérteaza la infinit, in directia uneia din muchii.

De oarece unghiul poli-
edru considerat era con-
vex, suprafaia prismatica
obtinuta este convesd.

Daca taiem suprafata
prismaticid convexd
ABCDEA'B'C'D'E’ cu un
plan S (fig. 156), ob{inem
un poligon convex
A,B,C,D,E,. Planul S se
numeste plan de secfi-
une, iar poligonul A,B,C,D,E, se numeste secfiune
pland in suprafata prismaticd. Dacd planul de sectiune
este perpendicular pe directia muchiilor, sec{iunea plana
se numeste dreapld; in cazul cind planul este oblic fatd
de directia muchiilor, sectiunea pland se numeste oblicd.

Suprafata prismatici ABCDEA'B'C'D'E’ poale fi conce-
putd ca niscutd de o dreaptd,care se miscd raménand
paralela cu directia AA’ si sprijinindu-se pe poligonul
plan A ,B,C,D,E,. In acest caz, dreapta care se misca
se numeste generaltoare a suprafetei prismatice, iar
poligonul A,B,C,D,E, pe care se sprijind generatoarea
sé numeste directoare.

126. Observari. 1. Daca varful T se depérteaza la
infinit in direcf{ia unei alte muchii, de exemplu TB,
suprafata prismatici obtinutd are muchiile paralele cu
irectia TB. Rezultd c& din acelasi unghiu pcliedru
obtinem atatea suprafete prismatice, cadte muchii are
unghiul poliedru, diferind inire ele prin direcfiuneca
muchiilor.
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2. Daca unghiul poliedru considerat la inceput este
concav, suprafafa prismaticd nascutd prin depirtarea
varfulul la infinit pe una din muchii este concava.
Sectiunea ei pland este un poligon concav.

127. Prisma. Fie suprafaia prismatici ABCDEA'B'C’'D'E’
(fig. 157).

Sd tiiem aceasti suprafaid prismaticd prin doud
plane paralele S si S,
care si intdlneascd toate
muchiile.

Planele S si S’ taie re-
spectiv suprafata prisma-
tick dupid poligoanele
ABCDE si A'B'CDE'; ob-
finem astfel un poliedru.
Poliedrul marginit de su-
prafata prismatica data si
de cele douad poligoane
paralele se numeste prismd. Fetele poligoanelor para-
lele ABCDE si A'B'C'D’E’ se numesc bazele prismei;
ABCDE baza de jos, A'BCD'E' baza de sus. Fetele

' suprafetei prismatice se numesc
ey Tefe laterale ale prismei.

,«_,-,;,// Muchiile poligoanelor de baza se
5=/ numesc muchiile bazelor, iar mu-
chiile suprafetei prismatice se nu-
mesc muchii laterale ale prismei.
Punctele de intersectie ale muchii-
lor sunt vdrfurile prismei.

O prisma se insemneazd cu cate
o litera scrisia la fiecare din VAar-
furile ei (fig. 157). Prisma din fig. 157a se citeste
ABCDEA'B'C'D'E'.

Segmentul de dreapta ce uneste doud varfuri ale
unei prisme ce nu sunt pe aceeasi fatd se numeste
diagonald. Planul ce trece prin doud muchii §i nu este

Fig. 157.

Fig. 157 a.
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fatd se numeste plan diagonal. Segmentul perpendicu-
larei pe planele bazelor si cuprins intre ele se numeste
indljimea prismei.

Din aceste consideratiuni, se vede c& definitia pris-
mei este intemeiatd pe doud proprietiti: 1) Muchii late-
rale paralele; 2) plane de bazd paralele.

128. Clasificarea prismelor. Prisma fiind definita cu
ajutorul unei directiuni a muchiilor paralele si alta a
planelor de bazd paralele, vom avea o clasificare a

prismelor dupad directiunea muchiilor laterale fati de
planele bazelor.
Daca directiunea muchiilor laterale ale unei prisme

este oblica fajad de planele bazelor, prisma se numeste
oblicd sau oarecare. Dacd direciiunea muchiilor late-
rale este perpendiculara fatd de planele bazelor, prisma
se numeste dreapld.

O alta clasificare a prismelor se face dupa felul poli-
gonului de bazia. Dupad cum baza este triunghiu, patru-
later, pentagon, exagon, ete., prisma se numeste lriun-
ghiulard, patrulaterd, pentagonald, exagonald, etc.

De obicei, o prismi este numitd {indnd seama si de
felul poligonului de bazi si de directia muchiilor late-
rale fatd de baza, De exemplu, numim : prisma triun-
ghiulara oblicd, prism& patrulaterd dreapta, etc. Pris-
ma dreaptd care are bazele poligoane regulate se nu-
meste prismd regulatd

Exemple. Cele mai multe corpuri din jurul nostru
au forma de prisma. O cutie de chibrituri, un dulap,
un penar, clasa, o camerd, un creion intreg cu fete
plane, o caramida intreaga, etc. sunt prisme.

129. Proprietiafi generale. Din definitia prismei
rezulti imediat proprietatile urmatoarc:

1°. Muchiile laterale ale unei prisme suntegale in-
tre ele, fiind segmente de drepte paralele cuprinse
intre plane paralele.

2°. Fetele laterale ale unei prisme sunt paralelo-
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grame, de oarece fiecare faii este un patrulater care
are doua laturi opuse (cele doud muchii laterale) para-
lele «i egale.

3% Muchiile bazelor de pe aceeagsi fald lalerald
sunt paralele, ca intersectil ale planelor de baza para-
lele cu planul acelei fete.

4°. Muchiile bazelor sunt respectiv egale, ca laturi
opuse ale unui paralelogram. Urmeazd ca poligoanele
de bazd au laturile respectiv egale.

5’. Doud unghiuri corespunzdloare ale poligoane-
lor de bazd (cu varfurile pe aceiasi muchie) sunt egale,
avand laturile respectiv paralele si de acelasi sens.

6°. Poligoanele de bazd sunt egale, avand unghiurile
sl laturile respectiv egale.

Observare. Indltimea unei prisme drepte este egald
cu muchiile laterale, ca segmente de drepte paralele
cuprinse intre plane paralele.

130. Sectiune planid in prisma. Sa consideram o
prisma oarecare, de ex. pris-
ma patrulatera ABCDEFGH
(fig. 158).

Un plan de sectiune S, care
intdlneste toate muchiile late-
rale ale prismei intre cele
doud baze, tale suprafata ei
prismatica dupd poligonul
LMNP, care se numeste secfi-
une pland a prismezt.

Dacad planul de sectiune
S este oblic fata de direc-
tiunea muchiilor laterale,
secliunea plani este oblicd Fig. 158.

(fig. 158).

Daca planul de seciiune T este perpendicular fata de
directiunea muchiilor laterale, sectiunea plana L'M'N'P’
este dreapld (fig. 158).
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131. Teorema. Fie o prism& oarecare, de exemplu
prisma pentagonalda ABCDEFGHIJ (fig. 159), in care
facem doui sectiuni plane KLMNO si K'L'M’'N’'O’, prin
doud plane paralele.

Sectiunile plane paralele KLMNO si K'L'M’'N'O’ sunt
egale,

In adevér, partea din prisma datd cuprinsa inire pla-
nele paralele ale sectiu-
nilor este o noua prisma,
ale carei baze sunt cele
doua sectiuni plane.

Insd, poligoanele de
baza ale unei prisme sunt
egale; urmeaza ca secti-
unile plane paralele sunt
egale.

Rezulta dar urmatoarea
teorema:

Fig. 159 Doud secfiuni plane
fdeute intr'o prisma
prin plane paralele sunt egale.

Observari. 1. Teorema de mai sus este adeviratd
si pentru mai multe sectiuni plane paralele.

2. Peniru a taia dintr'o prismd oblicaA o prisma
dreaptd, este de ajuns s facem in prisma oblicd doua
sectiuni plane drepte. Solidul cuprins intre cele doua
sectiuni drepte este o prisma dreapta.

PARALELIPIPEDUL.

132. Defini{iuni. Prisma care are ca bazd un para-
lelogram, are fefele paralelograme si poartd numele de
paralelipiped (fig. 160).

Paralelipipedul este oblic (fig. 160) sau drept (fig. 161),
dupd cum muchiile sale laterale sunt oblice sau perpen-
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diculare pe planele bazelor. Paralelipipedul drept care
are bazele dreptunghiuri se numeste paralelipiped

r r
e

T .
; : G,
-D1 --------------- G
A’ Bf
Fig. 160 Fig. 161

dreptunghiu (fig. 162). Paralelipipedul dreptunghiu

care are muchiile egale este

cubul. E, o
In desen, nu se poate deo- 5

scbi un paralelipiped drept de d ¢
unul dreptunghiu, din cauza ca :
perspectiva deformeaz figurile o 1 c
in spagin. |7

A B

133. Proprietatile parale-
lipipedului. Fie paralelipipe- Fig. 162
dul ABCDEFGH (tig. 163).

Sa aratam cd doua fete opuse, de exemplu ADEF si
BCHG sunt paralele si egale.

In adevar, muchiile laterale AF si BG sunt paralele
si egale. Muchiile ADsi BC
sunt paralele si egale ca
laturile paralelogramului de
bazid. Urmeaza cd unghiu-
rile FAD si GBC, avéand la-
turile paralele si de acelasi
sens sunt egale, iar planele
lor sunt paralele.

Prin urmare, paralelo-
gramele ADEF si BCHG avind doua laturi si unghiul
cuprins respectiv egale, sunt egale.

Fig. 163
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Asadar, fetele opuse ADEF si BCHG sunt paralele si
egale.

In acelasi fel, demonstram ca celelalte doua fefe
opuse ABGF si CHED sunt paralele si egale.

Rezultd dar proprietatea urmatoare a paralelipipedu-
lui: Fefele laterale opuse ale unui paralelipiped,
doud cdle doud, sunt paralele §i egale.

Consecintad. Aceastd proprietate permite sa luam
oricare pereche de fete
opuse, drept baze, adica
asezand paralelipipedul pe
oricare fatd, el riaméne
tot paralelipiped.

2°. Fie paralelipipedul
ABCDEFGH (tig. 164). Sa
facem in el o sectiune
printr'un plan P, care sa
taie toate muchiile late-
rale intre baze.

Sectiunea plana IJKL este un paralelogram.

In adevir, laturile opuse ale sectiunii, doua céite doua.
sunt paralele ca intersectiile a doua plane paralele cu
un al treilea plan. Prin urmare, secfiunea IJKL este
un paralelogram.

Putem dar enunta a doua proprietate a unui parale-
lipiped :

Sectiunea pland a wunui paralelipiped printr'un
plan care taie loate muchiile esle un paralelograne.

Fig. 164

134. Observarl. 1. Fe{ele laterale ale unui paralelipiped
filnd paralelograme, el poate fi definit ca: Poliedrul
cu fefele paralelograme.

2. De asemenea, paralelipipedul dreptunghiu mai
poate fi definit astfel: Poliedrul care are toate fefele
dreptunghiuri se numegste paralelipiped drept-
unghiu.
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135. Aplicatuni. 1. Fie paralelipipedul ABCDEFGH
(tig. 165).

Sd aratdm ca diagonalele lui sunt concurente si se
impart in par{i egale.

Pentru aceasta, si ducem doud din cele patru dia-
gonale ale paralelipipedului, de
exemplu BE si DG. Ducem in
acelasi timp segmentele DBsi EG
care unesc capetele diagonalelor
considerate. Patrulaterul format
BDEG este un paralelogram, a-
vand laturile opuse BG si DE pa-
ralele si egale, ca muchlii laterale
ale unei prisme. Urmeaza ca dia-
gonalele lui se taie in parti egale, Fig. 165
adica OB = OE si OD = OG.

Luand acum diagonala BE pe rdnd cu celelalte AH
si CF ramase, demonstrim in acelasi fel ca ele trec
prin mijlocul O al diagonalei BE si se taie in parti
egale.

Rezultda dar proprietatea urmétoare:. Diagonalele

unui paralelipiped

¢ sunt concurenle §i se
taie in pdrfi egale.

2. Ducem prin punc-

, tul O de intersectie al

B8 diagonalelor unui pa-

ralelipiped ABCDEFGH

(fig. 166) un segment de

dreapti MN mérginit la

doua fete opuse. Punctul O este mijlocul segmentului

Fig. 166

In adevir, segmentul MN cu una din diagonalele para-
lelipipedului, de ex: AH, determind un plan, care taie
paralelipipedul dupa patrulaterul AIHK. Acest patrulater

https://biblioteca-digitala.ro



— 114 —

este paralelogram, céci laturile lui opuse sunt paralele
ca intersectii a doua plane paralele cu un al treilea plan.
Segmentul AH este diagonala paralelogramului AlHK.
Dupéd o proprietate din Geometria pland, segmentul
MN ce trece prin mijlocul O al diagonalei AH, marginit
la doud laturi opuse este impar{it in douad par{i egale
de punctul O.

Rezulta dar proprietatea: Punciul de infersecfie al
diagonalelor unui paralelipiped este mijlocul oricdrui
segment de dreapld ce trece prin el, mdrginit la doud
fefe opuse.

Aceastd proprietate aratd cd punctul O este centrul
de simetrie al paralelipipedului.

3.Fie paralelipipedul dreptunghiu ABCDEFGH (fig. 167).
Sa aratam cd diagonalele lui sunt egale. Pentru acea-
sta, si ducem doud din diagonalele lui, de ex. DG
si BE. Unind varfurile E si G, D si B se formeaza pa-

trulaterul DBGE, care este paralelogram, cici DE este
paralela si egald cu BG. Insa,
muchiile DE si BG perpen-
diculare pe baze sunt per-
pendiculare pe BD din pla-
nul bazei. Paralelogramul
DBGE este dreptunghiu si
deci diagonalele lui sunt
egale.
Fig. 167 In acelasi fel, demonstram
cid una dip diagonalele con-
siderate este egala si cu celelalte diagonale. Rezultd dar
proprietatea :
Diagonalele unui paralelipiped dreptunghiu sunt
egale.

Observare. Egalitatea diagonalelor DG si BG se poate
ardta si prin egalitatea triunghiurilor dreptunghice BDE
si DBG.
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4. Fle paralelipipedul dreptunghiu ABCDEFGH (fig. 168),
in care ducem una din diagonale, de ex. BE.

Diagonala BE determind cu muchia DE si diagonala

BD a bazei triunghiul dreptunghiu BDE, deoarece

muchia DE perpendiculara pe

H, g baza ABCD este perpendiculara

5 pe dreapta BD din acest plan.

5 Dupé teorema lui Pitagora,
g e BE? = BD? + DE".
Insé, diagonala BD este ipote-
Ol &....5B nuza triunghiului dreptunghiu
e g
DCB. Dupi aceeasi teorema,
BD? = DB* + CB=
Rezultd cé
BE? — DC? + CB? -~ DE~

Fig. 168,

sau
BE* — DA* -+ DG -+ DE,
cicl CB = DA ca laturi opuse ale dreptunghiului de
baza.
Muchiile DA, DC, DH ce se unesc in acelasi varf C se
numesc dimensiunile paralelipipedului dreptunghiu.
Proprietatea demonstrati mai sus se poate enunta
astfel: Pdtratul diagonalei unui paralelipiped dreptun-
ghiu este egal cu suma pdira-
telor celor trei dimensiuni. E H
5. In cazul particular al unui
cub ABCDEFGH (fig 169), cele ffF——1G
trei dimensiuni sunt egale cu mu- d i
chia lui. Insempdnd muchia cu D e
m si diagonala cu d, avem
d? = m?- m®-i-m? Al

7 B
sau

d: = 3m?; Fig. 169
de unde _
—=my 3.
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Volumul si aria prismei

136. Prin suprafafa unui corp intelegem totalitatea
fetelor lui. Prin suprafata lui, un corp vine in atingere
cu restul spatiului.

Volumul unui corp este porfiunea de spatiu inchisa
de suprafaija lui.

Pentru o mai bund infelegere, s& luim un exemplu.
Presupunem cid avem o prismd oarecare de lemn si
induntrul ei tidiem o altd prisma, avand aceeasi direcfie
a muchiilor sl bazele in planele bazelor prismei dintai.
Suprafata corpului rezultat este formata din fetele late-
rale ale prismei exterioare, din fetele laterale ale prismei
interioare si portiunile ramase din bazele prismei exte-
rioare. Volumul acestui corp este spatiul inchis de su-
prafata lui, asa cum a fost definita.

Doua corpuri sunt egale cand pot ocupa la timpuri
diferite, acelasi loc in spatiu.

Doua corpuri care au acelasi volum insd au forme
deosebite se numesc echivalente.

Unitatea de mésurd pentru volume este cubul cons-
truit pe unitatea de lungime.

137. Egalitatea a doud prisme drepte. Sa conside-
ram doua prisme drepte care si aibd bazele direct egale
si indltimile egale, de
exemplu prismele triun-
ghiulare drepte ABCDEF
si A'B'CDEF (lig. 170).

Sa ardtdim ca aceste
prisme sunt egale.

Pentru a arata ca doua
corpuri solide sunt egale,
trebuie si aratam cd ele

Fig. 170 pot ocupa la tlimpuri
diferite, acelasi loc in
spatiu. Prisma ABCDEF are baza de jos ABC in planul
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determinat de varfurile ei, in care insemnam locul var-
furilor A,B,C. Muchiile ei AE,BF, CD sunt perpendiculare
pe planul ABC, iar extremitatile lor E,F,D, ocupd anu-
mite pozitii in spatiu.

Luim prisma ABCDEF din locul ocupat de ea si ase-
zam prisma a doua A'B'C'D'E'F’ cu baza de jos pe
acelasi plan, astfel ca varfurile A’ si B’ ale bazei de
jos s& ocupe locurile varfurilor A si B. Bazele prisme-
lor fiind date egale, varful C' ocupa locul varfului C.
Astlel baza de jos A'B'C’ ocupd locul ocupat mai ina-
inte de baza de jos ABC.

Muchiile A'E’, B'’F’, C'D’ perpendiculare pe baza A'B'C’
respectiv in punctele A’, B’, C' ce ocupa locul varfuri-
lor A,B,C, iau directiunile muchiilor AE, BF, CD perpen-
diculare pe acelasi plan, in aceleasi puncte. Aceste
muchil fiind egale cu muchiile prismei dintdi, ele avand
lungimea indl{imii comune, varfurile E',F',D’ ocupa res-
pectiv locul varfurilor E, F, D. Rezulta cd baza de sus
a prismei A'B'C'D'E'F’ ocupa locul pe care l'a ocupat
maij inainte baza de sus, a prismei ABCDEF.

Prisma A’'B'C’'D'E'F’ ocupa deci locul ocupat mai ina-
inte de prisma ABCDEF. Prin urmare, cele doua prisme
sunt egale.

Am demonstrat astfel urmétoarea teorema :

Doud prisme drepte care au bazele direct egale
st indlimile egale sunt egale.

Observare. Demonstratia se face in acelasi fel,
oricate laturi ar avea poligoanele de baza ale pri-
smelor.

138. Trunchiu de prisma. Dacd tdiem o prisma
dreapta oarecare ABCDEF (fig. 171) cu un plan oblic
fata de directia muchiilor laterale, fiecare din cele doua
corpuri obtinute ABCGHI si DEFIGH se numeste trun-
chiu de prismd dreaptd.

Daca insid taiem o prisma oblici ABCDEFGH cu un
plan oblic fatd de muchiile laterale si care nu e paralel
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cu bazele, fiecare din solidele obtinute ABCDPLMN si

Fig 171 Fig. 172

LMNPEFGH se numeste trunchiu de prismd oblicd
(fig. 172).

139. Egalitatea a douad trunchiuri de prisma

F £ dreapta. Fie doud trun-

chiuri de prismad tri-

™D’  unghiulara dreapti

ABCDEFsi A'B'C'D'E'F,

: care au bazele egale

i si muchiile laterale res-

| pectiv egale (fig 173).

A\/% C’ Trunchiurile de prismi

% ABCDEF si A'B'C'D'E'F’

sunt egale.

Fig. 173 Pentru a dovedi a-
ceastd proprietate, observim c¢d trunchiul de prisma
dreapti ABCDEFGH, in pozifia in care se gaseste are
baza de jos ABC intr'un plan, in care insemnidm locu-
rile varfurilor A, B, C. Muchiile laterale AE, BF, CD
ocupd anumite pozitii in spatiu, perpendiculare respectiv
in varfurile bazei de jos, pe planul bazei ABC. Extre-
mitdtile D, E, F ale acestor muchii ocupid anumite po-
zitii in spatiu.

BI
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Luam teunchiul ABCDEF din locul ocupat de el si ase-
zam trunchiul de prismda A'B'C’'D'E'F’ cu baza de jos
pe acelasi plan, astfel ca vérfurile A’ si B’ de ex. sa
vind in locurile varfurilor A si B. Bazele trunchiurilor
fiind egale, varful C' ocupa locul véarfului C. Astfel,
baza de jos A'B’C’ a trunchiului al doilea ocupi locul
ocupat mai inainte de baza de jos a trunchiului dintai.

Muchiile laterale A'E’, B'F’, C'D’ perpendiculare pe
baza A’B'C’ in punctele A’, B, C’, cind aceste vérfuri
ocupé respectiv locurile varfuritor A, B, C, iau direc-
tiunile muchiilor AE, BF, CD fiind perpendiculare pe
acelasi plan, in aceleasi puncte. Muchiile trunchiului
A’'B'C’'D'E'F’ fiind respectiv egale cu muchiile trunchiului
ABCDEF, varfurile D', E’, F', ocupa locurile de mai inainte
ale varfuriler bazei de sus a trunchiului dintai. Rezulta
ci baza de sus a trunchiului A'B'C’'D'E'F’ ocupa locul
bazei de sus a trunchiului ABCDEF.

Trunchiul de prisma A'B'C’'D'E'F’ ocupd deci locul
ocupat mai inainte de trunchiul de prisma ABCDEF.
Prin urmare, trunchiurile de prisma date sunt egale.

Daca trunchiurile de prisma ar avea poligoane de
bazi cu un numér oarecare de laturi, proprietatea de-
monstratd este adevaratd si pentru acele trunchiuri. Ea
este deci generald si o enuntdm astfel:

Doud trunchiuri de prismd dreapld care au ba-
zele egale si muchiile laterale respectiv egale sunt
egale.

140. Prisme echivalente. Doua prisine, de exemplu,
una triunghiulard si una pentagonala, care au acelasi
volum, neavidnd aceeasi forma se numesc prisme echi-
valente.

141. Teorema echivalentei prismelor. Sa conside-
ram o prismid oblica de ex. prisma patrulalera oblica
ABCDEFGH (fig. 174).

IFacem in aceastd prisma sectiunea dreaptd IJKL.
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Prelungim muchiile laterale ale prismei oblice si luim

pe una din ele, de ex. AF, segmentul AM=FI.
Prin punctul M, ducem un plan per-
pendicular pe muchia IM, care de-
termind in prelungirea prismei date
o noud sectiune dreaptdi MNOP. Se
formeazd astfel o prismad dreapta
MNOPLIJK.

S4 dovedim ci prisma oblicd data

Ak” ~/C ABCDEFGH este echivalenti cu pris-

F g ~ ! ma dreaptda MNOPLIJK.
M. i Observam cid JN=IM=FA = GB;
N muchiile Jaterale JN si GB egale,

avand partea BJ comuni, rezultd
BN=GJ ca diferente de segmente
egale. Tot astfel, aratdm cia CO=:-HK si DP=EL.

Prisma oblichi ABCDEFGH este compusa din doua
trunchiuri de prisma dreaptd IJKLDABC si IJKLEFGH,
iar prisma dreaptd MNOPLIJK este compusd din doua
trunchiuri de prisma dreaptd IJKLDABC si MNPDABC.
Rezulta ca ele au o parte comun4, trunchiul de prisma
IJKLDABC; celelte doua parti sunt doui trunchiuri de
prismi dreapti ce au bazele egale (ca baze ale pris-
melor) si muchiile respectiv egale (dupd cum am aréatat).
Prisma oblicdi ABCDEFGH si prisma dreaptd MNOPLIJK
fiind compuse din cite doud solide respectiv egale, insa
altfel agezate au acelasi volum, adica sunt echivalente.

Rezultd asa dar teorema :

Orice prismd oblicd este echivalentd cu o prismd
dreapld care are ca bazd o secliune dreapld fdcutd
in prisma oblicd si muchia egald cu muchia prismei
oblice.

142 Teorema. Fie paralelipipedul drept ABCDEFHG
(fig. 175). Sa ducem prin doud muchii opuse, de ex.
AF si CF, planul diagonal AFHC. Acest plan diagonal

Fig. 174
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taie bazele ABCD si EFGH respectiv dupa diagonalele
AC si FH sl imparte paralelipipedul in doua prisme
triunghiulare ACDEFH si y

ABCHFG
Prismele drepte ACDEFH si £ F

ABCHFG avand bazele egale
(dlagonala AC imparte parale-
logramul ABCD in doua triun-

Lo

ghiuri egale) si indl{imile egale o S N 1
sunt egale. pl= — L
Rezulta dar urmétoarea pro- Fi
. ig. 175
prietate ;

Un plan diagonal imparte un paralelipiped drept
in dond prisme triunghiulare drepte egale.

143. Teorema. Si considerim paralelipipedul oblic
ABCDEFGH (fig. 176) si sd-1 talem prin planul diagonal
EDBG. Planul diagonal EDBG desparte paralelipipedul
in doud prisme triunghiulare
oblice ABDEFG si BCDEGH.

S& aratdm ci aceste pris-
me sunt echivalente.

Daca facem in paralelipi-
pedul ABCDEFGH o sectiune
dreaptda PQRS, planul dia-
gonal taie paralelogramul de
sectiune dupa diagonala QS.

Eig. 176 Diagonala QS imparte pa-

ralelogramul PQRS in doua

triunghiuri PQS si QRS egale. Triunghiurile PQS si QRS

fiind in planul de secf{iune perpendicular pe muchiile

laterale, urmeaz& cé triunghiurile PQS si QRS sunt

sectiuni drepte facute respectiv in prismele triunghiulare
ABDEFG si BCDEGH.

Insa, stim cd o prisma oblici este echivalentd cu una
dreaptd care are ca bazid sectiunea dreaptd in prisma
oblicd si muchia egald cu muchia prismei oblice. Ur-

meazd c& prismele triunghiulare oblice ABDEFG si
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BCDEGH sunt echivalente amandoud cu aceeasi prisma
dreaptd, care are ca bazd secfiunea dreapta ficuti in
una din ele si ca muchie, muchia paralelipipedului. Prin
urmare, prismele triunghiulare oblice sunt echivalente.
Putem deci enun{a proprietatea generala:
Un plan diagonal imparle un paralelipiped oare-
care in doud prisme triunghiulare echivalente.

Observare. Doud prisme egale sunt echivalente. Doua
prisme echivalente nu sunt totdeauna egale.

144. Teoremd. S& consideram doua paralelipipede
dreptunghice ABCDEFGH si A'B'CD'E'F'G’'H’, care au

£ H

J— 7

E' H’
4 AR P F, G’
3| s 3[- ...............
2| o
1 B D """"""""""" :\ 1 Dl ........ C,

Fig. 177

bazele egale (fig 177). Ne propunem si ¢ilam raportul
volumelor acestor doud paralelipipede.

Sé presupunem cid indl{imile acestor doui paralelipi-
pede dreptunghice admit o unitate de masurd comunai,
care se cuprinde in inal{imea AF de ex. de 5 ori si in
inaliimea A'F’ a celui de al doilea, de 3-ori. Maisurile
inal{imilor respective ale celor doud paralelipipede sunt
deci 5 si 3.

Ducem prin punctele de diviziune ale inaltimilor
AF si A'F’, plane paralele cu planele bazelor. Aceste
plane descompun paralelipipedul dreptunghiu ABCDEFGH
in 5 paralelipipede dreptunghice, care sunt egale avand
bazele egale ca sectiunl prin plane paralele in aceeasi
prisma si inaltimile egale, cat unitatea de masurd a inal-

https://biblioteca-digitala.ro



— 123 —

fimii. Deasemenea, ducem prin punctele de diviziune
ale indl{imii A’F’, plane paralele cu planele bazelor.

Aceste plane descompun paralelipipedul dreptunghiu
A'B'CD'E'F'G'H’, in trel paralelipipede dreptunghice,
egale intre ele, cici au bazele egale, ca sectiuni prin
plane paralele in aceeasi prisma si inalfimile egale,
cit unitatea de masura a inalfimii.

Insé paralelipipedul 1 din paralelipipedul ABCDEFGH
si paralelipipedul 1 din paralelipipedul A’'B’'C’'D'E'F'G'H’
sunt doud prisme drepte care au bazele egale si inal{i-
mile egale. Ele sunt deci egale. Urmeazi ca parfile pa-
ralelipipedului AH sunt egale cu pértile paralelipipedu-
lui A'H’. Upa din ele poate fi deci luatd ca unitate de
masurd a volumelor celor doua paralelipipede consi-
derate. In acest caz, masura volumului celui dintai este
D, iar masura volumului celui de al doilea este 3. Re-
zulta ca

volumul paralelipipedului AH __ 5
volumu! paralelipipedului A'H’ ~ 3°

Raportul dintre volumele paralelipipedelor este deci
egal cu raportul dintre inalf{imile lor, adica

volumul paralelipipedului AH _ inilfimea AF
volumul paralelipipedului A’H’  inil{imea A’F’ '

Am gisit astfel raportul volumelor paralelipipedelor
considerate, pe care-l enuntam astfel :

Raportul volumelor a doud paralelipipede drepl-
unghice care au bazele egale este egal cu raportul
inal{imilor lor.

Insemnand cu V si V' masurile respective ale volume-
lor celor doud paralelipipede considerate, cu ¢ si i’ ma-

surile inalt{imilor lor respective, dupia teorema demoan-
stratd putem scrie

vV _ ¢
v d
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145. Observiari. 1. Bazele celor dou& paralelipipede
dreptunghice considerate fiind egale, inseamnéa ca drept-
unghiurile ce sunt bazele lor respective au dimen-
siunile egale.

Teorema de mai sus se poate enunta si astiel: Ra-
portul volumelor a doud paralelipipede dreptunghice
care au dimensiunile bazelor egale este egal cu ra-
portul indllimilor lor.

2. Dacid doud paralelipipede dreptunghice au egale
alte doud dimensiuni decdt acelea ale bazelor, ludm ca

E H
Fa :
: G
£ H'
c ’
bD -------------------- c ¢ b’ R Rl
A= a B A A 5
Fig. 178

baze fetele care au ca dimensiuni, dimensiunile egale.
Aceasta este cu putin{d dupd proprietatea cunoscuti a
paralelipipedului.

146. Teorema. Fie doud paralelipipede dreptunghice

L, : E H,
17 G, i G.
A, a B, A, a 5.

Fig. 178 a.
ABCDEFGH si A'B'C’'D’'EFGH’ (fig. 178). Insemnim dimen-

’

siunile lor respective cu a, b, ¢ si a’, b’, c¢'.
Sa construim doud paralelipipede noi: P, cu dimen-
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siunile a, b, ¢’ si P, cu dimensiunile a, b', ¢’. Sa in-
semnam volumele paralelipipedelor date si ale celor con-
struite cu V, V', V, sl V, respectiv.

Comparand pe riand paralelipipedele : ABCDEFGH cu
P, P, cu P,, P, cu A'BCD'E'F'G’'H’, putem scrie:

vV ¢ V, b V, a

V., ¢'V, bV ~ a-
Inmultind parte cu parte aceste irei egalitéti, obtinem
\Y% vV, V, ¢ b a

V, "V, V" ¢ b ad
sau:
V.  ab.ec
Vi Talbe.

Aceastid egalitate exprima teorema:

Volumele a doud paralelipipede dreptunghice sunt
intre ele ca produsele numerelor ce mdsoard dimen-
siunile lor.

147. Teoremd. Sa considerim un paralelipiped drept-
unghiu ABCDEFGH si un cub LMNOPQRS (fig. 179).

Insemnam cu V, a, b, c,
respectiv masurile volu- £ H
mului si dimensiunilor pa- FCZ?
ralelipipedului, cu V' si a’ j
respectiv masurile volu- P S
mului s muchiei cubului. &/ R
Dupéa teorema precedenti

\% a.b.c A a B L aN

O Vv=Taa

Dacd a’ este egald cu
unitatea de lungime, cubul construit pe ea ca muchie
este unitatea de volum, adici V'= 1. Egalitatea (1)
devine :

Fig. 179

V =a.b.c,
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care aratd cid: wvolumul unui paralelipiped drep!-
unghiu este egal cu produsul numerelor ce mdsoard
cele lrei dimensiuni ale lui.

148, Observare. Produsul numerelor a si b, ce
maisoara lungimea si litimea dreptunghiului de baza al
paralelipipeduiui reprezintd mésura suprafetei acestui
dreptunghiu. Teorema de mai sas se poate deci enunta
si sub forma :

Mdsura volumului unui paralelipiped dreptunghiu
este egald cu produsul numerelor ce mdsoard supra-
fata bazei si inadlfimea lui.

Dacé insemndm cu V, b §i ¢ numerele ce masoard vo-
lumul, suprafaja bazei si inallimea paralelipipedului
dreptunghiu, avem

V =bX1

149. Volumul. cubului. Cubul fiind un paralelipiped
dreptunghiu cu muchiile egale, masurile celor trei dimen-
siuni sunt egale. Insemnénd cu ! misura lor comuns,
avem : V=LLl=20P

De unde : =YV

150. Volumul paralelipipedului drept. Fie parale-
lipipedul drept ABCDEFGH (tig. 180).

Sd aflam masura volumului lui.

Pentru aceasta, ducem prin
muchiile laterale CH si DE
respectiv planele CHMK si
DENI perpendiculare}pe mu-
chiile paralele cumuchia AB.
Ele determina in paralelipi-
pedul ABCDEFGH socotit cu
bazele ADEF si BCHG sectiu-
nile drepte IDEN si CHMK si
in baza ABCD segmentele DI
si CK perpendiculare pe AB. Paralelipipedul IKCDENMH,
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avand ca bazd sectiunea dreaptd in paralelipipedul
ABCDEFGH si aceeasi muchie laterald esie echivalent cu
cel dat.

Insa, paralelipipedul IKCDENMH este dreptunghiu, de
oarece fetele lui sunt dreptunghiuri. Il socotim cu baza
IKCD si inal{imea DE, aceeasi ca a paralelipedului dat.
Insemnand cu V', b’ si ¢ masurile respective ale volu-
mului, bazei si inaltimii lui, stim ca,;

V'=b"Xi.

S4 insemndm cu V, b, i respectiv mésurile volumului,
bazei si indltimii paralelipipedului dat.

Paralelipipedele fiind echivalente V=V’. Dreptunghiul
IKCD fiind echivalent cu paralelogramul ABCD, b=b'.
Indltimile paralelipipedelor fiind egale, i=i. Inlocuind
pe V', b, si 7 in egalitatea de mal sus prin egalele lor,
avem

V=bnri
adica : Mdsura volumului unui paralelipiped drept este
egald cu produsul numerelor ce mdsoard suprafafa
bazei gi indlfimea lui.

151. Volumul paralelipipedului oblic. Fie paralelipi-

pedul oblic ABCDEFGH (fig. 181). Sa aflam mésura vo-
lumului 1ui.

Pentru aceasta, ludm drept baze fetele opuse ADEF
si BCHG. In parale-
lipipedul astfel con-
siderat, sa facem sec-
tiunea dreapta LMNP
si si construim para
lelipipedul drept
LMNPQRST, avind ca
bazasectiunea dreap-
ta LMNPsi muchiaMR
egald cu muchia AB.
Dupa o proprietate cunoscuta, paralelipipedul drept
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LMNPQRST este echivalent cu paralelipipedul oblic
ABCDEFGH.

Masura volumului paralelipipedului LMNPQRST se
afla inmulfind méasura suprafetei bazei LMNP, cu misura
indltimii MR=AB.

Asa dar: Mdsura volumului paralelipipedului oblic
se afld inmullind aria secliunii drepte cu mdsura
muchiei corespunzdtoare.

Insd sectlunea dreaptda LMNP este un paralelogram.

Aria ei este egald cu produsul numerelor ce masoara
baza MN si indl{imea LI. Iar baza MN a sectiunii este
indltimea paralelogramului de baza ABCD. Observam
apol ca ipaltimea LI a sectiunii LMNP, fiind in planul
sectiunii drepte este perpendiculard pe directia muchiei
AB si pe MN, prin constructie. Ea este deci perpendi-
culard pe planul ABCD, filnd perpendiculard pe doui
direcfiuni din acest plan. Luidnd ca bazi a paralelipl-
pedului dat fata ABCD, LI este indl{iimea corespun-
zatoare ei.

S4 insemnam cu b, I, 1, respectiv méisurile segmen-

telor AB, MN, LI. Misura suprafetei sectiunii drepte este

hX<i,
iar méasura V a volumului paralelipipedului este
V=(h i) <b.
sau
V=b>hXxi.
Insa
bXh—=aria (ABCD);
deci

V = aria (ABCD)

Rezultd cd: Mdsura volumului unui paralelipiped
oblic este egald cu produsul numerelor ce mdsourd
suprafafa bazei si indl{imea corespunzdloare.

152, Volumul prismei triunghiulare. Fie prisma
triunghiulard ABCDEF (fig. 182). Sa aflam masura volu-
mului ei.

S4 ducem prin muchiile AB si BF, plane respectiv
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paralele cu fefele opuse BCDF si AGHE. Aceste plane
se taie dupi dreapta GH, paraleld cu muchiile AE si
CD, dupda o teoremi cunoscuta. H

~8

Planele duse determind in pla-
nele de bazd, impreund cu fetele
AGHE si BCDF paralelogramele
ABCG si EHDF. Solidul obtinut
ABCGHEFD este un paralelipiped cu
baza ABCG si muchiile laterale AE,
CD, BF, GH.

Fata ACDE a prismei triunghiu-
lare este plan diagonal al parale- i
lipipedului ; prin urmare, imparte Fig. 182
paralelipipedul in doud prisme triunghiulare echivalente.
Urmeaza cd volumul prismei triunghiulare este juméta-
tea volumului paralelipipedului.

S4 insemndm cu V, b, i respectiv misurile volumu-
lui, suprafetei bazei si inal{imii prismei date; cu V',
b, i masurile volumului, suprafetei bazei si inaltimii
paralelipipedului construit. Avem :

V' =b X7
Insa i =1, 0 :»%; rezultd ca
A4 b X7 b’ . .
V——~——2—=?><1 b X1,
sau
V=0bXi

Prin urmare: Mdsura volumului unei prisme lri-
unghiulare este egald cu produsul numerelor ce md-
soard suprafata bazei gi indlfimea ei.

153. Volumul prismei poligonale. Fie o prisma
poligonala oarecare, de exemplu prisma pentagonala
oblica ABCDEFGHIJ (fig. 183). Sa aflam mésura volu-
mului ei.

Geometria V! 9-
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Pentru aceasta, s ducem prin una din muchiile ei
laterale, de exemplu AG, planele diagonale AGJD si
AGIC. Descompunem astfel prisma poligonala in trei
prisme triunghiulare ABCIGH,
ACDJGI, ADEFGJ cu aceeasl inal-
time LL’ a prismei poligonale.

Insempam cu V, V,, V, res-
pectiv numerele ce masoari vo-
lumele prismelor triunghiulare ;
cu b,, b,, b,, numerele ce misoara
suprafetele bazelor respective, cu
i masura indl{imii comune si cu b

Fig. 183 mésura suprafetei bazei prismei
poligonale.

Prisma poligonald fiind egalda cu suma prismelor
triunghiulare in care a fost descompus3,

V=V,+V,+V,
sau dupa proprietatea precedenta,
V=>b Ni+b, ~i+ b, Xi=(by -by+ b,) 1.
Insa b=b,i b, Ib,;

deci V=0bX1

adica : Mdsura volumutui unei prisme poligonale
oarecare este egald cu produsul numereldr ce md-
soard suprafaja bazei i indlfimea prismei.

154. Aria laterala si totala a prismei. Prin aria
laterald a wunei prisme se inielege suma ariilor
fetelor laterale.

S& consideram prisma exagonala ABCDEFHHIJKL
(fig. 184).

Insemnand cu s,, S, S, S,. S, S; respectiv ariile fete-
lor laterale ABIH, BCJI, CDKJ, DELK, EFGL, FAGLsicu S
aria laterald a prismei, avem

S=s8"8 87 818 78
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Dacé la aria laterald a unei prisme, adaogém ariile
poligoanelor de bazid ob{inem
aria lolald a prismei.

155. Aria laterala a pri-
smel drepte. Fie prisma
pentagonala dreapta
ABCDEFA'B'C'D’ (lig. 185).

Dacé tdiem suprataja late-
rala a prismei in lungul unei
muchii laterale, de exemplu
AA’, putem intinde fetele late-
rale una dupa alta, pe planul fefei AEE'A’ de exemplu;
zicem cid suprafata laterald a prismei s'a desfdsurat
pe planul fetei AEE'A’. Prin desfiasurarea suprafetei
laterale, obtinem dreptunghiul AA,A" A’,, a cirui baza
, AA; este egald cu
+ suma laturilor sau

perimetrul poligonu-

lui de bazé si a carui
indlt{ime este muchia

AA’ aprismei drepte.

Urmeaza ca aria la-

terald a prismei con-

siderate este aria

dreptunghiului

Fig. 185 AA, A’ A’ ob{inut prin
desfasurare.

Insemnand cu S aria laterald a prismei, cu p perime-
trul bazei si cu 7 masura inal{imii, avem

ig. 184

S=p xi
In acelasi fel, aritim ca se afld aria laterald a ori-

carei prisme, adicd in general :
Aria laterald a unei prisme drepte este egald cu pro-
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dusul numerelor ce mdsoard perimelrul bazei si
indlfimea prismei.

156. Observare. Pentru a calcula aria totald a pris-
mei drepte considerate, adun&dm la arla laterala, ariile
celor doud baze. Dacd insemniam aria totald cu St,
apotema poligonului de bazd cu a, avem

pXa
2

157. Aria laterali a unei prisme oblice. Fie prisma
patrulaterd oblici ABCDEFGH (fig. 186). S& aflim arla
ei laterala.

Peptru aceasta, facem in prisma oblicd datd o secti-
une dreapta IJKL. Planul secti-
unii fiind perpendicular pe
muchiile laterale ale prismei,
urmeazd ca laturile secfiunii
sunt perpendiculare pe muchiile
laterale, adicé fiecare latura a
sectiunii este indl{imea fetei
paralelogramice corespunza-
toare.

Fig. 186 S& insemndm cu S aria late-
rald a prismei, cu a masura
muchiilor laterale ; dupd definifie:
S = aria (ABGF) + arla (BCHG) - aria (CDEH)
-+ aria (DAFE),

St=pXi+2 =pXitpXa=p(ita).

sau _ L L L
S=ax1J-+axJK + a XKL - aXLI

S =a (lJ +JK -+ KL - LI);
insemnind cu P’ perimetrul secfiunii drepte:

S=axp.

Demonstraiia este aceeasi pentru oricare fel de
prismé poligonald oblica.
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Putem deci enun{a teorema :

Aria laterald a unei prisme oblice este egald cu
produsul numerelor ce mdsoard perimetrul secti-
unii drepte si muchia laterald a prismei.

Probleme .

1. S& se demonstreze direct cd poliedrul care are toate fetele
paralelograme este un paralelipiped.

2. Sa se demonstreze direct cé poliedrul care are toate fetele
dreptunghiuri este un paralelipiped dreptunghiu.

3. Volumul unei prisme triunghiulare are ca mésurd jumitatea
produsului ariei unei fete laterale prin distanta acestel fefe la
muchia opusa.

R. Se va face legitura intre prisméa gi paralelipiped.

4. Paralelipipedul cu diagonalele egale este dreptunghiu.

5. Pe trei drepte paralele care nu sunt in acelagi plan, se iau trei
segmente egale oricum agezate. Sd se arate cd volumul si arla
laterald a prismei triunghiulare formate unind capetele segmen-
telor sunt constante.

R. Se va face legaturd intre aceasti proprietate si teorema echi-
valentei.

6. Planul care trece prin mijloacele a trei muchii neparele si
neconcurente ale unui cub determind o sectiune care este exagon
regulat.

R. Trei mijloace determind acest plan. Se compard laturile sec-
tiunii cu diagonalele cubului.

7. Sa se demonstreze pe cale geometricd formula de ridicare la
cub a unei sume sau diferente.

R. Se va construi cubul care are muchia egald cu suma sau
diferenta data.

8. Fiind date trei segmente de dreaptd concurente si neasezate
in acelasi plan, sd se construiascd un paralelipiped care sd aiba
ca muchii cele trei segmente.

R. Se vor duce drepte paralele.

9. Sa se construiascd un paralelipiped care sd aibd ca diago-
nald un segment dat si muchiile dupd trei directiuni date.

R. Se duc printr'un capit al diagonalei drepte cu directiunile
date.

10. Se unesc centrele fetelor unui cub prin segmente de dreapti_
Ce este poliedrul care are cu muchii aceste segmente? Ce raport
existd intre volumul lui gi volumul cubului dat?
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R. Octaedru regulat. Volumul octaedrului este %.dinvolumul cu-

bului.

11. O prismi dreaptd are baza un triunghiu isoscel. Sectiunea
pland in prisma printr’o dreaptd paraleld cu baza triunghiului
isoscel, agezatd in fafa corespunzitoare este tot un triunghiu
isoscel.

R. Se observa ca secfiunea este proiectia bazei pe planul sec-
tiunii.

12. Se consider o prismé exagonaldregulati. ABCDEF'G’A’B'C'D'E’
Fie AC' una din diagonalele cele mai scurte si AD’ una din dia-
gonalele cele mai lungi ale prismei.

10, Sd se arate cd triunghiul AC'D” este dreptunghiu.

20, Dacad AC’ = b §i AD’ = a, sa se calculeze aria laterali, aria
totald si volumul prismei.

R. Insemnand latura bazei cu z si muchia cu y, ave:: 4x2-{-y2 = b2
dr2+y2 = az.

14. Dintr’o sérmd de lungime 4!, sd se construiascid un paraleli-
piped dreptunghiu care sa aibd diagopala de lungime data d.

1°, Sa se arate cd existd o infinitate de paralelipipede dreptun-
ghiuri in conditiunile problemei.

20, Panza necesari gi suficienti pentru toate fetele unuia din
paralelipipede este necesara si suficientd pentru oricare altul din
ele. Aplicatie 4/ =48, d = 3u.

R. Insemnénd muchiile cu z, y, 2, ele verificd sistemul x—}—y—{—z-
z24-y2+22 = d2 Sistem nedeterminat. S = [2—d? = constanti.

13. Dintr'o sirmna de lungime 4l, s34 se construiascd un paraleli-
diped dreptunghiu avind dimensiunile proporfionale cu numerele
a, b, ¢, date.

Aplicatie: 4l ==40,a =1, b =3, ¢=5.

R. Dimensiunile paralelipipedului fiind z, y, 2,

z ] z 41

a b ¢ da+4b--4c

14. Dimensiunile unui paralelipiped dreptunghiu care sunt in
progresie aritmetici au suma egala cu 15 dm, iar aria totald este
de 132 dm?. Sa se afle volumul paralelipipedului

R. Insemnim dimensiunile z—r, z, z-{-r; z=>5; 80dm3.

15. Sa se calculeze aria totalad a unui paralellplped dreptunghiu
sliind ca: dimensiunile lui sunt in progresie geometrica; suma
produselor dimensiunilor, doud céte doua este 126e¢m?; produsul
dimensiunilor este 216cms3.
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R. Insemndm dimensiunile :‘:—, L rr, r=6,r =2, aria totald
202cmz.

16. Sa afle muchiile unui paralelipiped dreptunghiu stiind ca
suma lor este a, lungimea diagonalei d sl c& una din muchii este
medie propor{ionald intre celelaite doua.

Aplicatie: @ = 13, d = /91.

R. Insemnénd cu z, y, z dimensiunile, ele sunt date de sistemul
fHytz=a, 2T y?--22=d, Jz = rz. Radécinile lui sunt
?—d? I,z = — (az-d?*+ V (8az—d?) (3d3—a2))-

2a¢ ' 7’ 4a =

Conditiuni az>d?; (3a®*—d?) (3d2—a?)>0, care se reduc la 3d?>a?
fiecare muchie mai micéd decat d sia.

In cazul numeric, z =9, y=3, z2=1.

17. Cele trei dimensiuni ale unui paralelipiped dreptunghiu sunt
proportionale cu trei numere m, n, p, iar volumul Jui este V. Si
se calculeze aria laterald si totald a paralelipidedului.

R. Se va insemna valoarea comund a rapoartelor de proportio-

? —_—
nalitate cu ¢; tev v_ ; St =2(mn-. mp- —np)] m%%ﬂ_

18. O prisma exagonala dreapta are muchia bazel egald cu a
si diagonala cea mai micd egald cu d. Sd se afle volumul ei.

R. Se va {ine seama de ex. 12.

19. O prisma triunghiulari oblici are baza un triunghiu echila-
teral cu latura egala cu a si muchiile laterale egale cu l. Mu-
chiile laterale sunt inclinate pe baza cu 30°. Sa se calculeze vo-
lumul prismei. Aplicatie ¢ = 8cm, ! = 15cm.

R. = UX—:* : 120y/3cm.

Iy =

20. O prisma oblica are baza un romb cu diagonalele egale cu
a i b si muchiile laterale egele cu I. Si se calculeze volumul ei,
stiind cd muchiile laterale sunt inclinate pe bazd cu unghiul «.
Aplicatiea=8%, b—6 3, 1 =09, %= 54027

R V— ablsinzz
—
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PIRAMIDA.

158. Delinitiunl. S& considerdm un unghiu poliedru
convex oarecare, de ex. SMNOPQ (fig. 187). Daca tdiem
acest unghiu poliedru printr'un plan S, care intdlneste
toate muchiile lui, portiunile din fetele unghiului polie-
dru si din planul T: SAB, SBC, SCD, SDE, SEA, ABCDE
méarginesc un poliedru numit piramidd.

Fetele triunghiulare SAB, SBC, SCD, SDE, SEA se nu-

=

.,
b %

‘Fig. 187

mesc fejele laterale ale piramidei, iar poligonul ABCDE
se nurnueste bazd.

Fetele laterale adiacente se taie dupd drepte numite
muchii laterale; fetele laterale taie poligonul de bazi
dupé laturile-poligonului de bazd numite muchii ale
bazei. Vartul unghiului poliedru considerat devine var-
ful piramidei. El este puncltul comun muchiilor la-
terale.

O piramidd se inseamnd cu o literd la véarf, de obicei
S, sau T, sau V §i cu clte o literd la vdrfurile poligo-
nulul de baza. Piramida din figura 187 se citeste
SABCDE.

Planul ce trece prin doud muchii laterale, diferit de
una din fete, se numeste plan diagonal.

Segmentul SI al perpendicularei coborite din vértul
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piramidei pe planul bazei, cuprins intre varf si bazi se
numeste indllimea piramidei.

59 Clasificarea piramidelor. Din construc{ia pira-
midei, se vede ca definifia ei se intemejazd pe doua
proprietatl: 1) Muchiile laterale concurente. 2) Planul
bazei taie toale muchiile laterale.

Din aceastd cauzd, piramidele se clasifica dupéd felul
poligonului de bazd. Dupd cum baza este trlunghiu, pa-
trulater, pentagon, exagon, etc., piramida se numeste {7i-
unghiulard, patrulaterd, pentagonald, exagonald, etc.

Piramida triunghiulard avand toate fetele triunghiuri,
putem lua ca bazi oricare din fetele ei si avem tot o
piramida triunghiulard. Ea poartd si numele particular
de letraedru.

Piramida care are baza un poligon regulat si piciorul
inaltimii este in centrul bazei se numeste piramidd re-
gulatd.

160. Observare. La o piramida regulats, piciorul indl-
timil fiind in centrul poligonului de bazd, michiile Ila-
terale sunt oblice din acela;i punct (vérful), la acelasi
plan (baza), cu picioarele egal depéartate de piciorul indl-
timii. Muchiile laterale sunt deci
egale intre ele.

Aceastd proprielate ne permite
sa verificAim practic dacd o pira-
mida este regulata.

161. Sectiune pland in pira-
mida. Fie piramida poligonala
SABCD (fig. 188).

S4 tdlem aceastd piramida cu un
plan T care si intdlnesca toate
muchiile laterale. Planul P taie fie-
care faid lateralda dupa un segment de dreaptd. Poli-
gonul plan format de aceste segmente de dreaptd se
numeste secfiune pland in piramida SABCD.

162. Teorema. Fie piramida poligonala SABCDE (fig. 189).

Fig. 188
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Facem in ea o sectiune printr'un plan T paralel cu baza.

Sectiunea pland A'B'C’D'E’ este un poligon aseme-
nea cu poligonul de baza.

In adevar, laturile secfiunii si bazei asezate pe ace-
easi fald sunt paralele, ca intersectiile a doud plane pa-
ralale cu planul acelei fete. Asttel, A'B’ este paraleld cu
AB, B'C’ este paralela cu BC, etc.

Doué unghiuri ale sectiunii si bazei cu varfurile pe
aceeasi muchie, de exemplu
<1E'A’B’ s1 <xEAB sunt egale,
avand laturile paralele si de
acelasi sens. Tot astfel,
<A'B'C = <ABC,
<B'C’'D' = <BCD, etc.

De oarece in triunghiul,
SAB, avem A'B' paralela cu
AB, ftriunghiurile S'A'B si
SAB sunt asemenea.

Rezultd ca laturile lor o-
moloage sunt proportionale,
adica

SA_SB KB
SA SB AB
Aceeasi proprietate aplicatd celorlalte fete ne permite
sa& scriem — . —
SB'_ 8C'_BC
SB  SC BC
SC SD  CDh
SO SE DE
SD  SE  DE
SE SA' EX
SE  SA  EA’

r

M

?

Observam cé fiecare din aceste cinci siruri de ra-
poarte egale are cite un raport comun cu sirul urméa-

https://biblioteca-digitala.ro



— 139 —

tor. Urmeaza cd ele sunt egale intre ele, adici putem
scrie

AB _BT_CD _DF_EX_5K

AB BC CD DE EA SA
ceeace inseamnd ca laturile omoloage ale sectiunii si
bazei sunt propor{ionale.

Poligonul de sectiune A'B'C'D’E’ si poligonul de baza
ABCDE avand unghiurile respectiv egale si laturile omo-
loage proportionale sunt asemenea.

Rezulti urmatoarea teorema :

Sectiunea pland determinatd intr'o piramidd prin-
tr'un plan paralel cu baza este un poligon aseme-
nea cu poligonul de bazd.

Raportul de asemé&nare esle egal cu raportul seg-
mentelor de pe aceeasi muchie, dela varf la sectiune si
baza.

163. Consecinte. 1. Din sirurile de rapoarte egale
scrise mal sus, rezulta.
s& S8 SC Sy SE AW

SA T SB SC SD” SE~ AB
adica : un plan de secfiune paralel cu baza imparte
muchiile laterale in pdr{i proporfionale (in acelagi
raport).

Raportul de proportionalitate este egal cu raportul a
doud laturi omoloage ale sectiunii si bazei.

2. Dacd ducem din varful S indltimea SI a piramidei,
indl{imea inteapd secfiunea in punctul I'. Unind res-
pectiv punctele A" cu I’ si A cu I, dreptele A'l' si Al
sunt paralele ca intersectii ale planelor paralele ale
sectiunii si bazei cu planul determinat de muchia SA
si inal{imea SI. Rezultd c& friunghiul SA'l" este aseme-
nea cu triunghiul SAI; deci
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SA'_ST

SA ~ SI
adicd : Raportul segmentelor de pe aceeasi muchie
laterald, de la vdrf pdnd la secfiune gi bazd este
egal cu raportut segmentelor de pe indlfime dela
vdrf, pand la secfiune si bazd.

3. Sectiunea pland facuti intr'o piramida printr'un plan
paralel cu baza fiind asemenea cu poligonul de baza,
stim ca raportul ariilor lor este egal cu patratul rapor-
tului de aseméanare al celor doud poligoane.

Putem deci scrie

aria (ABCDE) K’E_")Z
aria (ABCDE) — { AB

Insé raportul de aseménare al sectiunii si bazei este
egal cu raportul segmentelor dela varf pana la sectiune
si bazd, méasurate pe aceeasi muchie laterald sau pe
indl{ime. Rezulta

arla (A'B'C'D'E) (1_('_13?)2 (S_Aj) L@)‘

aria (ABCDE) — \ AB/ —\SA/ —\S1/’
adica . Raportul ariilor sectiunii si bazei este egal
cu pdtratul raportului
a doud laturi omo-
loage ale lor, sau cu
pdtratul  raportului
segmentelor dela vdrf
la secfiune si bazd
mdsurate pe aceeasi
muchie laterald sau
pe indlfime.

164. Teoremda. Fie
doud piramide SABC si DEFG care au bazele echiva-
lente si indlt{imile egale (fig. 190).

Facem in fiecare piramidd clte o sectiune plana
paraleld cu baza, la aceleasi departare de varf. Obtinem

’

Fig. 190
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respectiv sectiunile plane A'B'C’ si D'E'F'G’, care taie
indtimile corespunzitoare SI si TI in I' si J' res-
pectiv.
Sa& erdtim cd aceste sectiuni sunt echivalente.
Dupa teorema precedentdi, putem scrie pentru fiecare:
sectiune
aria (A'B'C) _{s_[) * aria D’E'F'G’_(TJ—')Z
aria (ABC) ~ |S[/ ' arla DEFG ~ \73/°
Insi prin ipoteza SI =TJ, SI' = TJ' si aria (ABCD)=
aria (DEFG) Rezultd cid in aceste doud proportii, trei
termeni corespunzitori sunt egali intre ei. Prin urmare,.
termenii de al patrulea sunt egali, adici aria (A'B'C')=
aria (D'E'F'G’), ceeace arati cd sectiunile sunt echi-
valente.
Am demonstrat astfel teorema :
Dacda doud piramide au bazele echivalente si indl--
{imile egale, secfiunile plane fdcule paralel cu ba-
zele, la aceeasi depdrtare de vdrf sunt echivalente.

165. Piramide echivalente. Teorema pegititoare I.

Fig. 191a

Fie piramida triunghiularda SABC cu varful S, baza
ABC si indl{imea SI (fig. 191a).

Putem mésura volumul acestei piramide cu aproxi-
matie dati, cunoscdnd modul de masurare al volumu-

lui unei prisme oarecari.
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Sa impartim, pentru aceasta, inal{imea SI intr'un nu-
mar oarecare de parti egale, de ex. in cinci pérti egale
si prin punctele de diviziune s ducem plane de sectiune
paralele cu baza. Aceste plane impart piramida in cinci
solide, anume ABCC,A B,, A;B,C,C,A,B,, A;B,C,C,A,B,.
A,B,C,C,A,B,, SA,B,C,. Fiecare din aceste solide este
limitat de dou& prisme: una inscrisi si alta exinscrisa,
aviand ca directie a muchiilor, direct{ia de ex. a muchiei
SA, iar ca baze respectiv doud sectiuni ale piramidei.
Aceste solide se numesc (riunchiuri de piramidd.

Fie, de ex. trunchiul ABCC,A B, (fig 191 a); sa con-
sideram prisma inscrisi AMNC,A,B, siprisma exinscrisi
ABCRA,P, avand ca directie a muchiilor SA, iar ca baze .
respectiv bazele A,B,C, si ABC ale trunchiului.

Dacd insemnadm cu V, volumul trunchiului de pira-
mida, V,', V,¢ respectiv volumele prismelor inscrisi si
si exinscrisd aceluiasi trunchiu, observidm ca pentru a
avea din trunchiul de piramida, prisma inscrisd, trebue
sa taiem din trunchiu, solidul BB,MNCC,, deci V,'<V, ; iar
ca si avem prisma exinscrisi, trebue si addogim trun-
chiului solidul BPB,C,CR, deci V,<V,¢. Adica, volumul
trunchiului de piramida este cuprins intre volumul pris-
mei inscrise si volumul prismei exincrise, ceeace ara-
tam scriind

(1) Vi <V, <V§

Teorema pregititoare II. Dacd aplicim aceeasi
proprietate celor patru trunchiuri de piramida, insem-

nénd respectiv cu Vﬁ., Vn, Va volumul prismei inscrise,
volumul trunchiului de piramidd si volumul prismei
exinscrise, avem in mod general:

] e
Vo < Va < Va.

Scriem aceasti proprietate pentru cele patru trun-
chiuri de piramida si pentru piramida dela varf; avem
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Vi< V,< VY,

V- V,< Vs,

(2) Vi<V, V3,

Vi <V,< Vi,

0 <V, Vs.
Daca consideram doud trunchiuri de piramidd con-
secutive, Vp, si V,; (numéirarea incepiand dela bazi),
observim ca volumul prismei exinscrise V,i. este egal

cu volumul prismei inscrise V,, de oarece au o bazi
comuni si indliimile egale (cat o diviziune a inal{imii).
Prin urmare, in cazul nostru, avem :

VE=Vi, VE=Vi, Vi= Vi, V¢= Vi

Relatiunile (2) devin in acest caz:

VioZv, 2V,

Vi oDV, IV,
() ViV, LV

ViV, .V

0 -V, TV
Insumand aceste inegalitati parte cu parte, obfinem:
¢y VitV FVERVLSV AV, 4 ¥, VY

VRV VR vV

Insd V,+V,:V,1V, TV, este volumul piramidei date,
a cirui masurd insemnand-o cu V, avem

() VitVerVieb ViV VRV RV LV
Observim ca aproximatia cu care am calculat volu-

mul piramidei este mai micd decét diferen{a sumelor

care cuprind intre ele acest volum, adici in cazul
nostru

Vi Vi VEVE - Vi (V] FV+ V) =V
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deci eroarea este mai micd decit numérul care ma-
soard volumul prismei exinscrise trunchiului de pira-
mid3 elementar, care are ca bazi, haza piramidei si ca
indl{ime o parte a indltimii piramidei considerate.

Observare. Daca in loc sd impar{im indl{imea pira-
midei in cinci par{i egale, ca in cazul considerat, o
impér{im intr'un numaéar intreg » de parti egale si prin
"punctele de diviziune ducem plane de secf{iune paralele
cu baza, obtinem 7 solide elementare.

Insemnéand ca mai sus cu Vi, V5,.... Vi_, numerele
ce masoara volumele prismelor inscrise; cu V,, V,,...V,
numerele ce mésoarad volumele trunchiurilor de piramida
elementare si a piramidei dela varf; cu Vi, V3,.. Vn
numerele ce méasoari volumele prismelor exinscrise
solidelor elementare, avem pe baza primei teoreme
pregétitoare, relafiunile

V.I.i <V1<V1e ’
Vi <V, <V,

@)
V;l ‘<Vn<v:.|_1,
pe care insumndu-le parte cu parte, avem
(5) Vi Vi A4 V<V, V4 4V, <V, -V,
Vzi L...+V:.._|
Observam c& numdrul ce méasoard volumul V al pira-
midei este cuprins intre doua sume de numere care
difera intre ele cu Vi, adici cu numirul care mé#soara
volumul prismei exinscrise primului trunchiu de piramida
elementar, avind ca bazd, baza piramidei iar ca inil-
time, a n—“ parte a inaltimii ei.
Putem deci alege pe n in asa fel, ca volumul pirami-
midei si difere de una din cele douid sume cu mai

de exemplu.

. N, 1
putin decat o7
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In adevir, insemnind méasura bazei piramidei cu b si
masura inaltimii cu 7, avem aproximatia
1
Cs
Vi 107
adici,
by Lo
X0 <100’
care da pentru n valoarea limita
n > bXixX107 .

Prin urmare, este de ajuns sd luAm pe n mai mare
decait (b<XiX10r), pentru ca volumul piramidei dat si di-
fere cu mai putin decét 1—(1); de una din sumele

Vie Vi+ Vi +Vh_ siVe=V,e+V,i+.+Vi,
adica aproximatia cu care calculdm volumul piramidei date,

1
107

Teorema. Doud piramide triunghiulare cu bazele
echivalente si indlfimile egale sunt echivalente.

Fie piramidele SABC si TDEF care au bazele ABC

atit prin lipsa cat si prin adaos, este mai mica decét

Fig. 191 b.

sl DEF, doua ftriunghiuri echivalente si inalfimile SI si
TJ egale (fig. 191 b).
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Daca impart{im indl{imile celor douad piramide in n
parti egale si ducem prin punctele de diviziune plane
de sectiune paralele cu bazele respective, ambele pira-
mide se impart in cite n solide elementare.

Insemnand pentru piramida SABC, cu Vi, V,, ...
Vi V,, V,,..Va; V,e, V,e ..V, respectiv numerele ce
mésoard volumele prismelor inscrise in solidele elemen-
tare, volumele acestor solide si volumele prismelor ex-
inscrise lor; pentru piramida TDEF, cu W/ 6 W, ,.,
Wi, W, W,,.., W ; W, W,e ..., Wi numerele ce ma-
soara volumele prismelor inscrise, volumele solidelor
elementare si volumele prismelor exinscrise in aceste
solide; cu V si W numerele ce masoard volumele pira-
midelor SABC si TDEF, avem

(1) Vﬂ—*—vzi”‘\ o V:,—l <V1+V- et Vg <V18+V1i - Vl

n—1,
(2) w1i+W2 yAW' /W W +Wn ,<Wle+“71l .

n—i ™~
- Wn—i .

Observam ca sectiunile A;B,C,, A,B,C,,...; D,E,F,, D,E,F,,
.. sunt respectiv echivalente dupa teorema 164, céci

arla (A,BC) ’SA,)" B (n—l )"
aria (ABC) ~ '\SA/ ' n
si
aria (D,E,F,) _,TD, ) ( )
aria (DEF)
Deci
aria (A;B,C ) aria (D,EF))
aria (ABC) " "aria (DEF) ’
De oarece numitorii sunt egali, urmeaza ca numéra-
torii rapoartelor egale sunt si ei egali, adica
aria (A,B,C,)= aria (D,E,F)).
In acelasi fel, ardtim ca
aria (A,B,C,) = aria (D,E,F,),

©3) :
aPia (An—-l B" 1 Cn_.]) — al‘ia (Dn—l En—] I?n—l).
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De altd parle, aviand

(4) SI=TJ, avem si > = L9
n n
Prin urmare prismele inscrise respectiv in doua solide
elementare corespunzatoare au bazele echivalente si
inadl{imile egale; ele sunt deci echivalente, adica

(%) Vi=Wi V)i= W,i... VI_ =W
De asemenea, prismelele exinscrise in doud solide

elementare corespunzitoare, avand bazele echivalente
§i inalfimile egale sunt echivalente, adica

6) Ve =We, Vo= We,., Vi=We

Revenind la inegalitatile (1) si (2) si tinAnd seama de
relatiunile (5) si (6), avem

() Vil + Vol o 4 V<V e oV Ve

[} n—1?

Vll -+ Vzi + . +Vl <W<V1e 4 V1l T e Vf,_l’

n—1

Asa dar, numerele ce méisoara volumele celor doua
piramide date sunt limitate de aceleasi sume de numere.
Daca asezim aceste valori pe o axd, vom pune, plecind
dela origind, intdi valoarea (V,' 4+ V, +..4Vi_|), apoi

— Y
VitV W Viet-Viid +Vi,

numerele V si W si mai la dreapta lor, valoarea
(V- VitV ).
Diferenta numerelor V si W in valoare absoluta este
mai micd ca diferenfa sumelor ce le limiteaza, adica

(8) I V—W I <Vxe .

Dar, V si W fiind volumele celor doud piramide
date sunt numere fixe, diferenta lor este tot un
numar fix. Dacd ele nu sunt egale, acest numar fix
trebue si fie mai mic decat V,¢, care devine din ce in
ce mai mic, cu cit numéarul péartilor egale ale inal{imii
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creste. Si cum am vazut in observarea teoremei pregi-
titoare, dacéd diferen{a volumelor celor doua piramide
ar fidiferiti de zero, am putea alege pe n atit de mare,
incét
V< [V—W |

contrar conditiunii (8).

Prin urmare, diferenta numerelor V si W neputand fi
diferitd de zero, numerele V si W sunt egale.

Asa dar, piramidele date sunt echivalente, ceea ce tre-
buia s demonstram.

Volumul piramidei.

166. Teorema. O piramidd triunghiulard este a
treia parte dintr'o prismd care are aceeagi bazd gsi
aceeasi indliime.

Fie piramida triunghiulara SABC (fig. 192).

Ducem prin varful S un plan paralel cu baza ABC si

E

IS

D

.
¢

4 CA ¢

Fig. 192 Fig. 193.

prin varfurile A si C drepte paralele cu muchia SB.
Aceste paralele taie planul dus prin varful S in punc-
tele E si D. Unind punctele D si E cu punctul S, ob-
{inem o prisma triunghiulard ABCDES, din care o parte
este piramida data SABC.

Ducéind planul SAD, descompunem prisma ABCDES in
doud parfi: piramida triunghiularda SABC si piramida
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patrulatera SACDE cu vértul in S si bazaACDE (fig. 193).
Tédiem acum piramida SACDE cu planul SAD, descompu-
nind-o in doud piramide triunghiulare SADE si SACD
(figura 194). Aceste doud piramide au bazele in planul
fetei ACDE a prismei, juméatiti ale paralelogramului
ACDE si acelasi virf S. Piramidele SADE si SACD sunt
deci echivalente avand bazele egale si inal{imile egale.
Putem scrie
volum SAED = volum SACD.

Luénd insad vArful piramidei SACDin punctul A, avem
piramida triunghiulard ADSE, cu baza DES. Piramidele
triunghiulare SABC si ADES avand bazele ABC si DES

E D 4D
Ky S~ /5

B
Fig. 194

egale, ca baze ale prismei si indl{imile egale, ca inal-
flmi ale prismei sunt echivalente, adici putem scrie
vo'um SABC = volum ADES.
Tindnd insd seama ci
volum SADE = volum ADES,

rezulta
volum SABC — volum ADES — volum SACD.

Prin urmare, prisma ABCDES a fost descompusid in
trei piramide echivalente SABC, SADE, SACD. Piramida
data SABC este deci o treime a prismei ABCDSE, care
are aceeasi bazi si aceeasi inéltime.

Teorema enunfatd este deci demonstrata.
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167. Volumul piramidei triunghiulare. O piramida
triunghiulard fiilnd a treia parte din prisma care are
aceeasi bazi si aceeasi indl{ime, urmeazi ci masura vo-
lumului piramidei triunghiulare este a treia parte din ma-
sura volumului prismei. Insid méasura volumului prismei
este produsul numerelor ce mésoard suprafata bazei si
indl{imea. Rezultd cd mdsura volumului piramidei tri-
unghiulare este a lreia parte din produsul numere-
lor ce mdsoard suprafafa bazei si indlfimea ei.

Insemnind cu V, b, i numerele ce masoara respectiv
volumul, suprafata bazei si indl{imea piramidei, avem

_ bxi

V=15

168. Volumul piramidei poligonale. Fie piramida po-
ligonala SABCDE (fig. 195). Sa aflam mésura volumului ei.

Pentru aceasta, ducem prin una din muchiile laterale,
de ex. SA, planele diagonale SAC
si SAD. Aceste plane impart pira-
mida datd SABCDE in trei piramide
triunghiulare SABC, SACD, SADE,
care au bazele in planul bazei
ABCDE si acelasi varf S; ele au
deci aceeasi indl{ime SIa piramidei
date.

S4 insemnadmcu vV, b,,V,,b,,V,, b,
respectiv numerele ce misoari vo-
lumul si suprafata bazei fiecareia
din piramidele SABC, SACD,SADE si cu ¢ inidl{imea pi-
ramidei poligonale date. Avem

Fig. 195.

b /'\i
V, = —’3 ,
b, i
V,= —23 ,
b, i
v, ==
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Maisura V a volumului piramidei poligonale este egala
cu suma masurilor volumelor celor trel piramide triun-
ghiulare, adica

| boni bXi . boni if .
V= VA VY, e 2t 22t Dan =§(b;bz»;»b3).
Insd

b, +b,+b, — b,

b fiind aria bazei piramidei poligonale. Rezulta

bxi
V= 3

adicd: Mdsura volumului wunei piramide poligo-
nale este egald cu a lreia parte a produsului nume-
relor ce mdsoard suprafata bazei si indlfimea ei.

Aria laterala si totala a piramidei.

169. Aripa laterala a piramidei. Totalitatea fetelor
laterale ale unei piramide formeazd suprafafa ei late-
rald. Suma ariilor fefelor laterale ale unei piramide po-
ligonale se numeste aria laterald a piramidei.

Fie piramida poligonala SABCD (fig. 196). Insemnand
cu S, s, S, S;, S, respectiv aria la-
terald a piramidei si ariile fefelor
laterale SAB, SAC, SCD, SDA, avem

S =58,78,8,78,.

Fetele laterale fiind triunghiuri,
stim si calculam aria fiecareia.

170. Aria totald a piramidei.
Daca addogdm la aria laterald a
unei piramide, aria bazei, aflam
aria totald a piramidei. Insemnéind Fig. 196
cu St aria totald, avem

St=S+b |
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171. Aria laterali a piramidei regulate. Fie pira-
mida poligonala regulata SABCDE (fig. 197).

Presupunem cé {diem suprafatia ef laterald dealungul
unei muchii laterale SA si dupa
muchiile bazei. Aducem fata
SED in planul fefei SAE, prin-
tr'o rotatie in jurul muchiei
SE, in pozitia SED,. Apoi ro-
tim fafa SCD in jurul muchiei
SD, pdna se asterne in planul
celor doud dintdi, in pozitia
SD,C,, s. a. m. d. pentru cele-
lalte fete. Muchia SA ajunge a
doua oara in pozifia SA,.

Prin aceasti operatiune, fe-
tele laterale ale piramidei sunt asezate in acelasi plan,
al uneia din ele. Lucrarea aceasta poarti numele de
desfdsurarea suprafefei laterale a piramidei pe un
plan.

Piramida data fiind regulatd, muchiile ei laterale sunt
egale ca oblice din acelasi punct S la planul bazei, care
au picioarele egal departate de piciorul inal{imii. Re-
zultda cd sectorul poligonal SAED,C,B,A, obtinut prin
desfisurarea suprafeiei laterale a piramidei este un sec-
tor poligonal regulat, de oarece AE —ED,=D,C,=C,B,
= B,A, ca laturi egale ale poligonului de bazad regulat
si SA = SE = SD, = SC, =SB, = SA, dupa cum am
observat. Prin urmare, cercul cu centrul in punctul S si
cu raza SA frece prin toate vérfurile liniei poligonale
AED,C,B,A,. Iar linia poligonala AED,C,B,A; este re-
gulati, avdnd laturile egale si varfurile pe acelasi cerc.

Prin urmare, aria laterala a piramidei SABCDE este
egald, cu aria sectorului poligonal regulat SAED,C,B,A,.
Aria acestui sector poligonal este egaldacu de atitea ori
aria unui triunghiu, de ex. a triunghiului SCD, céte la-
turi are poligonul de baza.

Fig. 197
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Insemnénd cu S, [, A, respectiv numerele ce mésoara
suprafata laterald a piramidei, latura bazei si indl{imea
fetei SCD, avem in cazul considerat

XA HXIXA

S=5X 5 = 5
Insd 5X1 = p, perimetrul poligonului de baza. Rezulta.
_ pXA
B = 2

Indlfimea unel fete a piramidel regulate se numeste
apotema piramidei regulate.

Prin urmare: Aria laterald a unei piramide regu-
late este egald cu jumdtatea produsului dintre nu-
merele ce mdsoard perimetrul poligonului de bazd
st apotema piramidei requlale.

172. Aria totald a piramidei regulate. Pentru a
afla aria totalda a unei piramide regulate, aduniam la
aria laterald, aria poligonului de baza.

Daca insemndm aria totalda cu St si apotema poligo-
nului de baza cu a, avem

st=032, 22T (ata),

adica - Putem calcula mai repede aria lotald a unet
piramide regulate mmultmd semiperimelrul bazeicu
suma numerelor
ce mdsoard apo-
tema piramidei
si apolema bazei.

'173. Trunchiu
de piramida. Fie
piramida poligo-
nalda SABDE (fig.
198). Sa talem din
aceasti piramida,

Fig. 198
printr’'un plan P paralel cu planul bazel, piramida
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S'’A'B’'C'D'. Solidul ramas ABCDD'A'B'C’ se numeste
trunchiu de piramidd.

Poligonul de bazd ABCD al piramidei se numeste
baza mare, iar poligonul de sectiune A’B'C'D’ se nu-

meste baza micd a trunchiului. Distanta 1’ dintre cele
doua baze se numeste indlfi-
mea trunchiului.

Daca piramida poligonala
din care am obiinut trunchiul
este regulata, trunchiul de pira-
mida este regulal.

174. Volumul trunchiului

de piramida triunghiulara.

Fig. 199 Fie trunchiul de piramida triun-

ghiulara ABCDEF (fig. 199).

Sa aratdm cad acest trunchiu este echivalent cu trei

piramide triunghiulare cu indlt{imile egale cu inal{imea

trunchiului si avand respectiv ca baze, bazele trunchiu-
lui sl media proporfionald intre cele doua baze.

Ducem prin varful F si muchia AC planul FAC, care
imparte trunchiul
ABCDEF in pira-
mida triunghiulara
IFABC si pirami-
da patrulatera
I'ACDE (tig. 200).

Ducem apoi prin
virturile A, D, F
planul ADF, care Fig. 200
imparte piramida
FACDE in alte doud piramide triunghiulare FADE si
FACD.

Trunchiul ABCDEF s'a descowspus astfel in cele trei
piramide triunghiulare FABC, FADE, FACD (iig. 201).

Piramida FABC are ca baza, baza de jos ABC a trun-
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chiului si indl{imea egalda cu inal{imea trunchiului, céci
varful F este in baza de sus a trunchiului.

Piramida FADE privilda cu varful in A si baza DEF
are ca bazi, baza de sus DEF a trunchiului si inalti-

Fig. 201

mea egald cu indlt{imea trunchiului, cdci varful A este
in baza de jos a trunchiului.

Pentru a afla mérimea celei de a treia piramide FACD,
facem urmaitoarea consiructie: Ducem prin varful F si
in fata BCDF (fig. 199), FG paralela cu muchia CD, care
taie muchia BC in punctul G.

Dreapta FG fiind paralela cu muchia CD din planul
fetei ACDE este paraleld cu faia ACDE. Daca construim
piramida GACD, ea este echivalentad cu piramida FACD
avand aceeasi bazd si indltimile egale (varfurile pe o
paraleld la planul bazei) i deci echivalenta si cu pira-
mida DAGC.

Piramida DAGC avand varful in baza de sus si baza
in baza de jos a trunchiului de piramidi are inaltimea
egald cu inal{imea trunchiului.

Patrulaterul FGCD este un paraleogram, céci are la-
turile opuse paralele. Urmeaza ci FD=GC.

Ducem acum prin punctul G si in planul bazei ABC,
paralela GH cu muchia AB si dreptele GA si GD.

Triunghiurile GCH si FDE sunt egale avand céite o
latura egala (FD=GC) cuprinsi intre unghiuri respectiv
egale (2FDE=<GCH, <EFD=<ARC=<HGC au latari
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respectiv paralele). Triunghiurile GCH §i AGC, care au
acelasi vart G gi bazele pe dreapta AC, au inéltimile
egale. Ariile lor sunt proporfionale cu bazele lor, adicd

) aria (GCH) _ CH
aria (AGC) CA’
Acelasi lucru putem spune despre triunghiurile AGC

si ABC care au acelasi vart A si bazele pe aceeasi
dreaptia BC, adica

@) aria (AGC) _ CG
aria (ABC) CB

Insd GH este paraleld cu latura AB in triunghiul
ABC; urmeaza ca

3) cG__ CH

CB CA

Dupé egalitatea (3), {indnd seama de egalitifile (1) si

(2), rezulta

aria (GCH) _ aria (AGC)

aria (AGC) — aria (ABC)
egalitate care aratd ca aria (riunghiului AGC este
media proporfionald a ariilor celor doud baze ale
trunchiului.

In felul acesta, piramida DAGC are aceasi inal{ime
ca trunchiul dat, iar baza este media proportionald a
celor doud baze ale frunchiului.

Prin urmare, enun{im urméitoarea teorema:

Un trunchiu de piramidd triunghiulard este echi-
valent cu trei piramide triunghiulare, care au indl-
{imile egale §i ca baze respectiv bazele (runchiului
st media lor proporfionald.

Observare. Sa insemnam cu V, B, b, i respectiv
numerele care misoara volumul, aria bazei mari, aria
bazel mici si inaltimea trunchiului. Scriem c& volumul
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trunchiului este egal cu suma volumelor celor trei pira-
mide in care a fost descompus, adicd:

IS T R g
V——g--B.z+—g—b.z+?‘/B.b.z

sau 1 _—
V=i (B-+b -+ JBD)

egalitate care arati ca : Numdrul care mdsoard volu-
mul unui trunchiu de piramidd (riunghiulard este
egal cu a treia parte a numdrului care mdsoard
indllimea, inmulfit cu suma numerelor ce mdsoard
aria bazei mari, aria bazei mici st media lor pro-
portionald.

Observare. Formula masurii volumului trunchiului
de piramidd se poate afla si pe cale algebrici. (Vezi
Geometria in spatiu pentru clasa IV-a de O. Tino, M.
Theohari, V. Béadulescu).

176. Volumul trunchiului de piramida poligonala.
Fie ftrunchiul de piramidd poligo-
naldé ABCDD'A'B'C’ (fig. 202).

S& aratam cé acest trunchiu este
echivalent cu un trunchiu de pira-
mida triunghiulara.

Pentru aceasta, construim pira-
mida SABCD din care a fost obtinut
trunchiul dat. In planul bazei ABCD,
construim un triunghiu EFG echi-
valent cu poligonul de bazé al pira-
midei SABCD. Apoi ludm in spatiu Fig. 202.
un punct T la aceiasi departare de
planul bazei ABCD ca S si construim piramida TEFG. La
depirtarea bazei de sus a trunchiului dat de véarful S
facem in piramida TEFG, secfiunea pland E'F’G’ paralela
cu baza EFG.

Piramidele SABCD si TEFG avind bazele echivalente
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si indl{imele egale sunt echivalente, iar sectiunile A’'B'C'D’
si E'F’'G’ paralele cu bazele respective si la aceeasi de-
partare de varf sunt echivalente. Urmeazd ca pirami-
dele taiate SA'B'C'D’ si T'E'F'G’ sunt echivalente.

Piramidele intregi fiind echivalente, cele taiate de
asemenea, rezultd c¢a trunchiurile de piramida
ABCD'A’B'C’ si EFGG’E'F’, unul poligonal, celalalt triun-
ghiular, sunt echivalente.

Enuntim dar, teorema :

Orice trunchiu de piramidd poligonald este echi-
valent cu un trunchiu de piramidd lriunghiulard
cu baza echivalentd gi aceeasi indlfime.

Teorema poate fi enuntatd si astfel: Doud trunchiuri
pe piramidd, unul poligonal, altul triunghiular,
care au bazele echivalente si indlfimile egale sunt
echivalente.

Prin urmare, formula maéasurii volumului unui trunchiu
de piramida triunghiulard se aplici oricarui Iel de
trunchiu poligonal, adica

V=%(B+b+l/§b_)

177. Aria lateraia a trunchiului de piramida re-
gulati. Fie trunchiul de piramida poligonalad regulati
ABDDLF’A'B'C'D’ (tig. 203). Fetele
laterale ale trunchiului dat sunt
trapeze isoscele egale intre ele.
Este destul sa calculam aria uneia
din fete si s'o inmul{im cu numa-
rul lor.

Dacd I si !’ inseamna numerele
care masoara lungimile a doua
laturi corespunzatoare, de ex. AB

Fig. 203. J——— _ =
si A'B° si a numdirul care m#a-
soard indltimea aceleasi fete,
. PA +v
aria (ABB'A') = —5 X a

https://biblioteca-digitala.ro



— 159 —

In cazul trunchiului pentagonal considerat,

Deci

adica : Aria laterald a wunui trunchiu de piramidad
regulald esle egald cu semisuma numerelor ce md-
soard perimetrele bazelor, inmulfitd cu indlfimea
unei fefe.

Inaltimea unei fefe a trunchiului de piramida se numeste
apotema trunchiului.

178. Aria totald a trunchiului de piramidia regu-
latd se obtine addogdnd la aria laterald, ariile celor
doua baze. Insemnand masurile lor cu b si b', avem:

st =ELPia b b

179. Aplicatiuni. 1. Volumul trunchiului de prismda
iriunghiulard. Sa considerim
teunchiul de prisma triunghiulara
ABCDEF (tig. 204).

Sa aflam masura volumului lui.

Prin muchia AC si prin varful
F, ducem planul ACF, care des-
parte trunchiul luat in piramida
triunghiulara FABC si piramida
patrulaterda FACDE (fig. 205).

Ducem acum planul ADF, care
desparte piramida FACDE in Fig. 204.
doua piramide triunghiulare FACD si FADE (fig. 206).

Piramida FABC are varful F si baza ABC a trun-
chiului. '
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Piramida FACD este echivalenti cu piramida BACD,
céci au aceeasi bazé CAD si inaltimile egale, varfurile fiind

D

Fig. 205.

pe paralela FB cu baza ACD. La piramida BADE, con-
siderand varful in D, obfinem piramida DABC cu var-
ful D s baza ABC, care este de asemenea echivalentid
cu piramida FACD.

Piramida FADE este echivalenti cu piramida BADE

Fig. 206.

de oarece au aceeasi baza si inal{imile egale, varfurile
lor fiilnd pe paralela FB cu baza ADE. La piramida BADE,
si considerdam vArtul in D si baza ABE ; avem piramida
DABE. La randul ei, piramida DABE este echivalenta
cu piramida CABE, céci au aceeasi baza ABE si inalii-
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mile egale, varfurile D si C fiind pe paralela CD cu baza.
Iar in loc de piramida CABE, consideridnd véarful in E,
avem piramida EABC cu véarful E si baza ABC a trun-
chiului dat. Dupd cele spuse, urmeazad cid piramida
FADE este echivalentd cu piramida EABC.

Am descompus astfel trunchiul de prism& trunchiu-
larda ABCDEF, in cele trei piramide triunghiulare DABC,
EABC si FABC, care au ca bazé, baza ABC a trunchiu-
lui si varfurile in varfurile celeilalte baze.

Rezultid dar, urmétoarea teorema ;

Un trunchiv de prismd triunghiulard este echi-
valent cu trei piramide Iriunghiulare, care au ca
baze una din bazele trunchiului dat si vdrfurile in
vdrfurile celeilalte baze.

Dacid insemnam cu b aria bazei comune si cu i, i,,
i, departarile varfurilor celeilalte baze la cea dintai,
masura V a volumului trunchiului este datd de

o 18,1,
V =bX -

2. Dacé trunchiul de prisma este poligonal, il des-
compunem intai in trunchiuri de prisma triunghiulara
si apoi ii aplicAm descompunerea in piramide. Teorema
este deci generala,

3. S& consideram un trunchiu de prisma triunghiu-
lard dreaptd ABCDEF (fig. 207). Dupa proprietatea
precedenta, acest trunchiu este D
echivalent cu trei piramide triun-
ghiulare, care au ca bazd una din
bazele trunchiului si varfurile in
varfurile celeilalte baze.

Si luim ca bazd comuni, baza
ABC al carei plan este perpendi-
cular pe muchiile laterale ale
trunchiului. In acest caz, inalti-
mile celor trei piramide sunt
chiar muchiile laterale.

my

Gecmetria VI 11
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Insemnand cu b aria bazei si cu m,, m,, m,, numerele
ce masoarda respectiv cele trei muchii laterale, misura
volumului trunchiului considerat este

v—px Mt Am,
4. Fietrunchiul de prisma triunghiulara oblici ABCDEF

(fig. 208).

Daca facem in trunchiul dat o sectiune dreapti, I1JK,
il despar{im in douda trunchiuri
de prisma triunghiulare drepte,
cirora le aplicAim cele aratate
mai sus.

Sa insemndm cu s aria sec-

tiunii drepte facute,cu l’, I’ ; m/,

m'; n', n”, partile respective

ale muchiilor laterale, cu v, si

v, masurile volumelor trun-

chiurilor [JKCAB sl IJKDEF.
Fig. 208 Avem

v, = X i’gﬂ. , v2=s>< é,l;n

Fécdnd suma acestor doud egalita{i, obfinem

’

I+ I,[I_ ’ r_|. "o
v,tv, = sX l_"‘;_n +4-gX L_‘_";))_in_
UHl"+m'+—m"+n':n"
=X T =g

Insa v,~v, =1V, V fiind mésura volumului triunchiu-
lui, '+l" =1, m'—m" =m, n'+n" =n, [, m, n, tiind
numerele ce masoard muchiile laterale ale trunchiului.
Egalitatea de mai sus devine

V:leirgi@,

adica: Mdsura volumului unui trunchiu de prismd
triunghiulard obic este egald cu produsul ariei sec-
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liunii dreple prin media aritmeticd a numerelor
ce mdsoard muchiile laterale. '

5. Volumul unei gradmezi de pielris. Cand pietrisul
se intrebuinteazd in cantitate mare, se depoziteaza in
gramezi ca in fig. 209, marginite de doud baze drept-
unghiulare paralele si neegale si de fete laterale in
forméd de trapez. Un astfel de solid poartd numele de
prismatoid.

Fie a, b, a’, b’ respectiv numerele ce méisoard dimen-
mensiunile bazelor si i nu-
marul ce masoara inal-
{imea gramezii.

Daca facem o sectiune
KLMN paralela cu bazele,
prin mijlocul indltimii (sec-
tiune mijlocie), ea este Fig. 209.
un dreptunghiu care are ca dimensiuni

1,00 1
5 (ata), 5 (btb).

Unim un punct oarecare O al sectiunii mijlociii cu
varfurile bazelor. Solidul considerat se descompune
in piramide ce au varful
in O si ca baze, bazele
solidului sau fetele lui la-
terale.

Piramida OABCD are ca
masurd a volumului ef

Fig. 209 (a) V, =5 (ABCD) X = Labi.

Piramida OEFGH care are ca bazda, baza de sus a
solidulul, are ca m#surd a volumului ei

V,—= % aria (EFGH) X %:% av'i.

Piramida OADEF, care are ca bazi fata laterala ADEF
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este despartitd in doud piramide triunghiulare OADF sl
ODEF prin planul OFD, adica

pir. OADEF = pir. OADF -+ pir. ODEF

Fie P punctul in care diagonala FD taie segmentul
KN. Dupa o proprietate a trapezului ADEF, stim ca P
este mijlocul diagonalei FD. Astfel,

piramida OADF = 4 X piramida OFKP = 4 X pira-
mida FKOP,

piramida ODEF == 4 X piramida ODNP = 4 X pira-
mida DONP.

Dacé insemnam cu V' si V" méisurile volumelor celor
doud piramide OADF si ODEF, avem

V' — 4xvol. FKOP = 4 < 212 ;Koi) % ;

aria (KOP)Xi

_6— y

aria (ONP) 1
3 X3

— 4X

V" = 4Xvol. DONP = 4X

— 4X aria (ONP)Xz‘;
6
de unde
arla (ONP)Xi

V'V =4x T4X 6

. aria (KOP)Xi 1
6

_ 4 2ria (KON)~i
6

adicd mdasura volumului piramidei care are ca baza fafa
laterald ADEF si varful O este egald cu patru sesimi
din aria porfiunii din sectiunea mijlocie cuprinsa in In-
teriorul piramidei inmulfitd cu inél{imea grameazii.

Daca calculam in acelasi fel, masurile volumelor ce-
lorlaite piramide ce au varful O si ca baza fefele late-
rale ale gramezii sl facem suma lor, gésim ca rezultat
patru sesimi din produsul ariei sectiunii mijlocii prin
inal{imea gramezii.
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Insemnind cu V numérul care mésoari volumul gra-
mezii, avem :
V=V,+V,+suma volumelor piramidelor laterale,

sau
1 . 1 ... 4fata’y(btb) .,
V= 6 abi+ —6 abit 6(—2—) (—2—)1
. 1 . 1 ’ ,._‘__1 ’ [ NAY
=5 abi + Babz "5 (ata’) (b+b)i

— %) i [ab+a’b-+a+a) (b+b)]

Daca gramada de pietris
sau nisip are o singurd
bazé si 0 muchie superioa-
ra de méarime c (fig. 109 a),
masura volumului este

V= (1)7 ilab+(a—c)b]

Probleme

1. Sa se arate cd mijloacele muchiilor unui tetraedru regulat
sunt virfurile unui octaedru regulat.

R. Segmentele ce unesc mijloacele muchiilor sunt egale ca ju-
mati{l ale muchiilor.

2. Cele patru drepte ce unesc vArfurile unui tetraedru cu punct
tul de intersectie al medianelor fetei opuse sunt concurente la

% din fiecare din aceste drepte, incepdnd dela vérf.

R. Se vor considera céte doud din cele patru drepte.

3. Prin fiecare vArf al unui tetraedru, se duce un plan paralel
cu fata opusd. Ce este noul poliedru format? Care este raportul
volumelor lor ?

R. Tetraedru,

4. Prin fiecare muchie a unui tetaedru se duce un plan para-
lel cu muchia opusd. Ce fel de poliedru se formeazd ? Si se afle
raportul volumelor lor.
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R. Paralelipiped. Raportul este%.

5. Sd se taie o piramidd patrulatera oarecare printr'un plan,
astfel ca secjiunea sd fie un paralelogram.

R. Planul trebue si fie paralel cu dreptele de interseciie ale
fetelor opuse. Prelungim muchiile opuse ale bazelor, care se taie
respectiv in doud puncte. Seciiunea printr'un plan paralel cu pla-
nul ce trece prin vérf gi aceste doud puncte este paralelogram.

6. Se dau trei drepte D,, D,, D;, paralele, neasezate in acelasi
plan. Pe dreapta D, ludm un segment AB de lungime daté, pe D,
un punct oarecare C, iar pe D; un punct oarecare D. Si se arate
ca daca punctele C gi D alunecd oricum pe dreptele D, si D; res-
pectiv, lar segmentul AB lupecd in lungul dreptei D,, volumul
tetraedrului ABCD riméne acelasi.

R. Toate punctele dreptei D, sunt depértate de D, ca punctul
C; aria ABC este constanti. Distan{a lui D la planul dreptelor
D,, D; este constantd. Volumul e constant.

7. Un tetraedru OABC este tridreptunghiu in O. Sa se arate cé
proiectia varfului O pe planul bazei ABC este punctul de inter-
secjie al indltimilor triunghiului ABC. Dacid triunghiul ABC este
echilateral si are latura a, si se arate cd muchiile laterale sunt
egale si sd se afle volumul tetraedrului.

R. Se [oloseste teorema celor trei perpendiculare. Oblice egale

ay? V— ‘13_"/_2_
2 - 24

8. Un tetraedru tridreptunghiu in O are muchiile laterale egale
cu a. Sa se calculeze volumul lui, aria bazei ABC si inaltimea
OH. Pe muchiile laterale OA, OB, OC se iau lungimile OD, OE, OF =z
si se construieste prisma dreaptd DEF D’E’F’ cu baza DEF si inil-
{imea distanta dela DEF la ABC. Sa se determine z, astfel ca aria

laterald & prismei si fie de\/l_ ori aria laterald a tetraedrului.
6

R. AB — BC — CA — ay?2; aria (ABC)=“2;/3 ;

a\/

V =+ 0A.0B.0C; OH = - Inlocuind pe a cu z, avem DE,

EF — FD — zy2; aria (DEF)— ’2‘/3 . Piramidele OABC, ODEF

31211.3¢3
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Indlt{imea prismei = («—u) \/Td

2 —
Aria laterald a piramidei 3?‘1 ; aria laterald a prismei z(a—z)V0

3a? \/ 6 . _a
26T T2
9, Dacd un trunchiu de piramidd are bazele paralelograme, dia-
gonalele se taie in acelasi punct. .
R. Se considera cite doua diagonale si se observd cd punctul
de intersectie imparte fiecare in raportul de aseménare al bazelor.
16. S se calculeze aria si volumul unui tetraedru regulat a

carui muchie este egald cu a.

Avem ecuatia r(a—z) V6 —

- 3.9
R.S = a?/3; V= a—i/zz—.
11. Sd se calculeze aria si volumul unui octaedru regulat a

carui muchie are lungimea a.
R. S=2a2\/3 ; V=“_3;/2.

12. O piramida triunghiularad are ca baza un triunghiu cu latu-
rile a, b, ¢ si muchiile laterale egale cu o lungime d. Sa se cal-
culeze volumul acestei piramide. Piciorul inal|imii este centrul
cercului circumscris bazei.

Aria bazei S=\/ p(v—a)(v—b)(p—c). Indltimea este cateta unui tri-
unghiu dreptunghiu care are laturile d i R, Se stie cd abc = 4RS.

V= IIZ V16p(p—a)(p—b)(p—c)dz—a2bic?.

13. Un paralelipiped dreptunghiu are dimensiunele a, b, c¢. Se
uneste punctul de intdlnire al diagonalelor bazei de sus cu vér-
furile bazei de jos. Sa se afie aria laterala, aria totala si volumul
solidului format. Aplicatie =140 mm, =20 mm, ¢=15 mm.

R. Muchia laterala — \/aj_g‘_ﬂ_“ ; 5= “‘/”2“022“‘/!‘2* L

S @V aci+bVaz4c2 { 2ab . |, _ abe,
2 ’ :

14. Pe fiecare fatd a unui cub de muchie a, se construeste in
afard céte o pjramidd triunghiulard regulatd cu muchia egald cu
muchia cubului. Sa se géiseasca aria si volumul solidului format.

R. S=6a2y3; V=ai(y241).

15. Aceeagi problema, insd muchiile laterale ale piramidelor sunt
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egale cu diagonala cubului.

R. S=6a2y11; V=a?(}/1041).

16. Un paralelipiped dreptunghiu are dimensiunile a, b, c. Unim
centrele bazelor cu mijloacele muchiilor laterale. Sd se calculeze
aria gi volumul solidului format. S& se afle raportul ariilor si vo-
lumelor solidului format si paralelipipedului dat.

R. Insemndm cu S si V aria gi volumul paralelipipedului ; 8, V~
aria si volumul solidului.

PPN el e @_C S g ybetlertbeyarie
B 2 2 2 —
S'=ay b2+ +byaz+ez; 35 = —__2(ab+bc+ac)
\'M 1
VT3
17. Sa se giseascd expresia unui trunchiu de piramidd cand se

l
da aria b a bazei mari §i raportul ' de aseminare al bazelor.
R. Se {ine seamd de proprietatea bazelor
i U e
V=30 (1+ z +7),

18. O piramidd exagonald regulatd are muchia bazei egald cu
8,2 dm si muchiile laterale inclinate cu 48°39'16” pe planul bazei.
Sé se afle aria totald si volumul piramidei. Generalizare ludnd
lsia

R. S{=402,5538 dm? ; V=542,017269 dm3.

19. Diferenta dintre apotema unei piramide exagonale regulate
gi apotema bazei este 4, iar diferenf{a patratelor lor este 40. Sia
se gidseascd aria laterald si volumul acestei piramide.

R. z si y fiind apotemele, r—y=4, r2—y?-=40 ; r=7, y==3.
S=42 /3; V=12 /30.

20. O piramidd pdtrati regulatd are latura bazei { si muchia
laterald m. La ce distantd dela varf masuratid pe muchie, trebue
ficutd o sectiune paraleld cu baza, pentru ca piramida sa fie im-
partitd in doud parti care sd aiba arii laterale egale.

R. Insemnénd cu r segmentul cdutat de pe muchie si cu y la-

tura sectiunii, avem ﬁ = T' Y \/452 —J"’ = (1Y) \/4”1“—12 Rezol-

vam sistemul prin metoda substitutieisi gasim r = 7_";(\/5_71)
l -
y= 5 (y5+1)
21. O piramidd exagonald regulati are volumul de 18 dm3 si
muchia laterald egala cu \/15 dm. Sa se afle suprafata ei laterala
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R. Insemndm cu r latura bazei. Ecuafia problemei este
- 36
a2y 15—y2=;/3_' Pentru rezolvare, punem z3=y. Ecuatia devine

43—15424-432=0, care se rezolvd prin incercdri; y—12, de unde

r=2y/3. Apoi i=\3.

22, Se di un trunchiu de piramidd triunghiulard regulati. La-
tura bazei mari intrece latura bazei mici cu o lungime egald cu
apotema trunchivlui, iar suma acestor trei segmente este de 14 dm.
Aria laterald a trunchiului este de 60 dm2 S& se afle volu-
mul trunchiului de piramida dat si la ce depidrtare de baza mare
se intilnesc dreptele muchiilor lui.

R. z, y, z tiind respectiv latura bazei mari, latura bazei mici,
apotema, sistemu] problemei este z—y=2z z+ytz=14,

3(c+4)z=120 ; o—7, y—3, 7—4. Inaljimea] a trunchiului este 2V33,

3
. 3
V= 79__%11. Insemnim cu d distanta la baza mica ; {‘{-_l =7

de unde d= ‘—/-g_‘)’
CILINDRUL.

80. Suprafata cilindricd. Sa considerim in spatiu o
curba oarecare C si o direcfiune D (fig. 210).

Fig. 210. Fig. 211.

Dacéa prin fiecare punct al curbei C, ducem cite o
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dreaptd care si aibd directiunea D, ele formeazi in to-
talitatea lor o suprafatd S numitd suprafafd cilindricd.
Oricare din dreptele duse se numeste generatoare a
suprafetei cilindrice, iar curba C se numeste directoarea
suprafetei. D este in acest caz direcfia generatoarelor.
Mai putem defini suprafata cilindricd prin miscarea
unei drepte.
Dacd se da in spatiu o curbd C si o directiune D, o

D

Fig. 212
dreaptd AG care se migca sprijinindu-se pe curba C si
avand directiunea D naste o suprafata cilindrica (fig 211).

Dreapta G care se miscé este generatoarea suprafetei
cilindrice, iar curba C este directoarea ei. Generatoarea
ia in miscarea ei diferite pozitii G,, G,, G,..

Cazuri particulare. 1. Suprafata cilindrici care are
ca directoare o curbd inchisi, de ex. un cerc, este o
suprafald cilindricd inchisd.

2. Supratfata cilindricd care are ca directoare o dreapta
cste un plan.

Exemplu. Tdiem o foaie de hérlie sau tabla subtire in
forma unui dreptunghiu ABCD (fig. 212). Indoind-o ca mu-
chia BC sa se aldture muchiei AB, avem imaginea unei
suprafefe cilindrice.

181. Cilindrul. S&a consideram o suprafaia cilindrica
inchisd (fig. 213) si o thiem cu doud plane paralele, care
sa intidlneascd toate generatoarele. Cele doua plane taie
suprafata cilindricd dupad doud curbe plane paralele.

Corpul solid mdrginit de suprafafa cilindrica si de
cele doud curbe plane paralele se numeste cilindru.

Curbele plane paralele care marginesc cilindrul se
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numesc baze. Generatoarele suprafetei cilindrice se nu-
mesc generatoarele cilindrulul. Suprafata cilindrica care
margineste cilindrul este suprafaja lateralda lui. Seg-
mentul perpendicularei pe baze, cuprins intre baze se
numeste indl{imea cilindrului. De ex. II'.

In cazul cand curbele de bazd ale cilindrului sunt

Fig. 213

cercuri, cilindrul poarti numele de cilindru circular.

Daca direc{ia generatoarelor este perpendiculara pe pla-
nele de bazi, cilindrul se numeste drept ; daci directiu-
nea generatoarelor este oblicé, cilindrul se numeste oblic.

182. Cilindrul circular drept. Cilindrul drept ale
céarui baze sunt cercuri se numeste cilindru circular drept.

Fie cilindrul circular drept OO’ (fig. 214). Un plan
oarecare, care trece prin dreapta OO’ ce uneste cen-
trele bazelor, taie suprafata cilindrului,
dupd un dreptunghiu, de ex. ABB'A’".
Segmentul de dreaptd OO’ unind mij-
loacele O si O ale laturilor AB si A'B’
este paralel cu generatoarele AA' si
BB’ st egal cu ele. Urmeazd ca seg-

mentul OO’ este perpendicular pe pla-
nele bazelor. Segmentul OO’ este deci
indltimea cilindrului.

Dreapta OO0’ este ara ciliadrulul. In
adevir, cilindrul circular drept OO’ poate fi considerat

Fig. 214
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ca niscut prin rotirea dreptunghiului plin OBB'O’ in
jurul laturii OO’. Latura OO’ este axa de rotatie, la-
tura BB’ naste suprafata laterala a cilindrului, fiind
generatoarea ei, laturile OB sl O'B’ nasc bazele cilin-
drului.

De aceea, un cilindru circular drept este un ci-
lindru de rolatie.

183 Volumul cilindrului circular. Fie cilindrul efrcu-
lar OO’ si o generatoare AA’ a lui (fig. 215).

Incepdnd din punctele A si A’ respectiv, s& impéartim
cercurile de baza O sl O’ inace-
lasi numar de péarfi egale, de
exemplu patru. Unind consecutiv
punctele de diviziune din fiecare
cerc, obfinem céate un patrat in-
scris in cercul de bazi respectiv,
ABCD si A'B'C'D’. Ducem gene-
ratoarele BB', CC’, DD'. Obtinem
o prisméa patratd, inscrisi in ci-

Fig. 215. lindrul circular. Volumul prismef

inscrise este mai mic decit volu-

mul cilindrului, pentrucd din cilindru trebue sa tdiem

solidul alipit in afara fiecirei fete laterale a prismei,
pentru a obfine prisma.

Dacé impartim arcele intinse de laturile pétratelor in
cite doua parti egale si unim punctele de diviziune, ca
mai inainte, obtinem doud poligoane regulate cu opt
laturi, inscrise in cercurile de baza ale cilindrului. Unind
prin generatoare varfurile respective ale poligoanelor,
obtinem o prism& octogonala, inscrisd in cilindrul circu-
lar si circumscrisa prismei patrate.

Volumul prismei octogonale construitd este mai mare
ca volumul prismei péatrate, fiindcd pentru a obtine
prisma octogonald trebue si alipim céate o prisma tri-
unghiulard pe fiecare fati a prismei pétrate. Insa, vo-
lumul prismei octogonale este mai mic ca volumul ci-
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lindrului, deoarece trebue si tdiem din cilindru soli-
dele cuprinse intre fetele laterale ale prismei si suprafata
laterald a cilindrului pentru a obfine prisma. Urmeaza
ca diferenta dintre volumul cilindrului si volumul pris-
mel octogonale este mai mica ca diferenta dintre volu-
mul cilindrului sl volumul prismei péatrate.

Impér{im din nou in cate doud pérti egale, arcele in-
tinse de laturile octogoanelor de baza si unim succesiv
punctele de diviziune. Obt{inem poligoane regulate cu
16 laturi, inscrise in cercurile de bazi.

Unind prin generatoare punctele corespunziatoare ale
celor doud poligoane, obtiinem o prisma poligonald cu
16 laturi inscrisa in cilindrul circular dat si circumscrisa
prismei octogonale.

Volumul prismei poligonale cu 16 laturi este mai mare
ca volumul prismei octogonale, insd mai mic ca volu-
mul cilindrului. Urmeaza cé diferenta dintre volumul
cilindrului si volumul prismei poligonale cu 16 laturi
este mai mici ca diferenta dintre volumul cilindrului
si volumul prismei octogonale.

Urmand dupd acelasi procedeu, obtinem prisme poli-
gonale inserise in cilindru si circumscrise fiecare celei
anterioare, care au tot mai multe laturi. Volumele lor
cresc din ce ince, insid sunt mai mici ca volumul cilin-
drului. Iar diferenta dintre volumul ecilindrului si volu-
mul prismei inscrise este cu atidt mai mica,. cu cit nu-
mérul laturilor bazei este mai mare. Putem merge cu
subdiviziunea, pana obtinem o prisma poligonalad inscrisa
in cilindru, al carei volum si& difere de volumul cilin-
drului cu o cantitate neglijabila.

Zicem ci cilindrul considerat este limita siruluide
prisme inscrise, cand numdrul, laturilor poligonului
de baza creste necontenit.

Misura volumului fiecdrei prisme inscrise in cilindru
se calculeazi inmultind numéarul care mésoaré suprafata
bazei cu numéirul care méasoard indl{imea ei. Cand pris-
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mele inscrise tind citre cilindru, suprafata poligonului
de baza tinde cétre suprafata cercului de bazi, inalti-
mea rdmanind aceeasi.

La limitd. méasura volumului cilindrului se calculeazia
in acelasi fel, inmul{ind numé&rul b care méasoara supra-
fata cercului de bazd cu numérul i care mésoara inil-
fimea cilindrului, adica

V = bXi

Insd b — =R% R fiind lungimea razei cercului de baza;
urmeaza ca

V ==R%

Asa dar: Mdsura volumului unui cilindru este egald
cu produsul numerelor ce mdsoard aria bazet gi
indlfimea lui. '

184. Aria lateralid si totala a cilindrului circular
drept. Fie cilindrul circular drept OO’ (fig. 215).

Presupunem céa tdiem suprafata laterald a cilindrului

! '

A A

o e A
“ A

Fig. 215

dat in lungul unei generatoare AA’siin lungul cercuri-
lor de baza. Putem intinde suprafafa laterald a cilindru-
lui pe un plan si obtinem dreptunghiul AAA,’A’. Su-
prafata laterald a cilindrului este deci desfasurabild.
Aria laterala a cilindrului este aria dreptunghiului ob-
tinut prin desfisurare. Aria dreptunghiului A A, A/’A’
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este egald cu produsul numerelor ! si ¢ ce masoard
baza AA, siindl{imea AA’, adicd
S=IXi.

Insd masura ! a bazel este lungimea L a cercului de
bazi al cilindrului, iar mésura 7 a inalt{imii este mésura
¢ a generatoarei. Rezultad ca

S=LXg,
adica: Aria laterald a unui cilindru circular drept
este produsul numerelor ce mdsoard lungimea cer-
cului de bazd si generatoarea lui.

Dar L=2zR; urmeaza ca

S=2zRg

Daca la aria laterald a unui cilindru circular drept,
adaogam ariile cercurilor de baza, obtinem aria totald
a cilindrului.

Insemnind cu St¢ aria totala a cilindrului si pastrand
celelalte notatiuni, avem

St=2zRg | 2sR*=2zR(g - R) ‘

Observari. 1. Cilindrul circular drept fiind limita unui
sir de prisme regulate inscrise in cilindru, cdnd numa-
rul laturilor poligonului de bazi creste necontenit, aria
laterala a cilindrului este limita cédtre care tind ariile
laterale ale prismelor inscrise.

Stim ca aria laterald a unei prisme regulate este

S=p X1,
in care p si ¢ sunt respectlv numerele ce masoara
perimetrul bazei si indl{imea prismei. Cind prisma tinde
catre cilindru, perimetrul bazei tinde catre lungimea
cercului de baza, 2zR, iar inadli{imea rimane aceeasi si
egald cu generatoarea. Rezulta ca

S=2zRg,
rezultat gisit mai inainte.

2. Daca facem intr'uu cilindru circular drept, o sec-
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tiune paraleld cu baza, prin mijlocul indltimii, sectiunea
este un cerc egal cu cercul de bazid. Aceastd sectiune
poartd numele de secfiune mijlocie (mediand).

Insemnand cu R’ mésura razei sectiunii mijlocii, R'=R:
inlocuind acum in expresia ariei laterale a cllindrului
circular drept, avem

S=2zR’g,

adicd: Aria laterald a unui cilindru circular drept
este egald cu numdrul care mdsoard lungimea cer-
cului mijlociu, Inmulfil cu generaloarea.

Probleme.

1. Sd se arate cd trei drepte paralele care nu sunt in acelasi
plan sunt generatoarele unui cilindru de rotatie. Cate cilindre de
rotatie sunt in aceste condifiuni ?

R. Axa cilindrului este paraleld cu dreptele date in centrul cer-
cului circumsecris secfiunii drepte. Unul singur.

2. Sa se afle raportul volumelor a doua cilindre de rotatie care
au ariile laterale "egale.

R,

R. R,

3. Care este raportul ariilor laterale a doua cilindre de rotatie
echivalente ?

R,

R. R

4. Un dreptunghiu se roteste succesiv in jurul a dou& laturi
adiacente. Sid se afle raportul volumelor néscute.

a
R. Dimensiunile dreptunghiului fiind a si b, raportul estej-

5. Volumele né#scute de acelasi dreptunghiu in jurul a doua
laturi adiacente fiind a si b, sd se calculeze diagonala dreptun-
ghiului.

R. Insemnéind cu z i y dimensiunele dreptunghiului,

3 3
2 2
I=l/—%‘)| y:l/ Z_(l.

6. Se duc prin axa unui cilindru circular drept, doué plane. Ce
unghiu trebue si facd cele douad plane, pentru ca solidul tiiat de
ele sd fie o cincime din cilindrul dat?

R. Se scrie conditia problemei. Unghiul este de 72°,
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7. Madsura volumului unui cilindru de rotafie este egald cu aria
lui laterald inmulfitd cu juméitatea razei.

R.V=xR2[=2zRIX l; .

8. La un cilindru circular drept, raportul dintre suprafata late-
rald gl suma suprafetelor bazelor este egal cu raportul dintre in-

néltime gi raza.
2zRI 1

“2nRz2” R”

9. Daca inidltlmea unui cilindru circular drept este egald cu
diametrul bazei, mésura volumului lui este egali cu gria totald
inmultitd cu treimea razei.

R. V=rR2=27R3=67R2X sz{‘

R

10. Dacd V,S si St au semnificdrile obignuite la cilindru, sa se

arate ci
8nV2=82(S{—S).

R. V==rR2l, de unde 8xV2=8x3R42 Calculam (St—S).

11. La un cilindru de rotatie, péatratul razei méirit cu produsul
dintre razd si indl{ime este 60, pe cind pdtratul inal{imii marit
cu acelasi produs di 84. Sa se afle aria laterald gi masura volu-
mului acelui cilindru.

R. Raza =z, inidl{imea =y ; r*ry=60, y2{ry=84; r=5, y=7.

V=70r, V=135m.
12. Catul dintre madsura volumului unui circular drept si aria

lui laterald este »i- Care este raza acelui cilindru?

1
R =1 g -
13. Diferenta dintre cubul mésurii indl{imii i cubul méasurii ra-
zel bazei la un cilindru de rotatie este 61, iar produsul acelorasi

mésuri 20, Sd se afle volumul cilindrului ludnd ca unitate dm.
R. Sistemul problemei este z3—y3=61, zy=20. V=80~
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185. Suprafata conica. Si consideram in spafiu o
curba oarecare C si un punct O (fig. 217).

Daca din punctul O, ducem se-
midreapte care sd treacd prin
fiecare punct al curbei C, toate
semidreptele duse in numar in-
finit formeazid o suprafatd nu-
mitd suprafajd conicd.

Oricare din dreptele duse se
numeste generatoare a suprafe-
tei conice, iar curba C se nu-
meste directoarea supcafetei.
Punctul O din care am dus semidreptele se numeste
vdrful suprafefei conice.

Mai putem defini o suprafatd conicd prin miscarea
unei drepte.

Daca se di in spafiu, o curba C
siun punct O, (fig. 218) semidreapta
OG dusd din punctul O, care se
misca sprijinindu-se pe curba C, na-
ste o suprafati conicd cu vartul in O.

Dreapta OG este generatoarea su-
prafefei conice, iar curba C este di-
rectoarea ei. Generatoarea sa in
diferite pozitii OG,, 0G., OG,,... Fig. 218

Cazurl particulare. 1. Dacd directoarea unei supra-
fete conice este o curbad inchisd, de ex. un cerc, avem
o suprafald conicd inchisd.

Fig. 217
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2. Planul este o suprafatid conici
este o0 linie dreapta.

a céarel directoare

186. Observari. 1. Dacd generatoarea unei suprafete

conice este o dreapti ce trece prin
punctul O, (fig. 219), prin miscarea
ei nagte o suprafata conicd formata
din douad parti, care au punctul O
comun.

Cele doua parti ale suprafetei co-
nice sunt numite pdnze. Zicem in
acest caz, cd suprafata conicd are
doué panze.

2. Daca varful unei suprafete co-
nice se departeazd indefinit in di-
rectia uneia din generatoarele ei,

¢
A

Fig. 219

generatoarele devin paralele si suprafaia conici se pre-

face intr'o suprafatd cilindrici. Putem defini suprafata

cilindricd ca o suprafati conica cu varful la infinit.
Exemplu. Tadiem dintr'o foaie de hértie sau de tabla

Fig. 220

subtire in forma unul cerc, un sec-
tor circular OAB (fig. 220). Indoind
foaia ca raza OA sia se aldture razei
OB, avem imaginea unei suprafete
conice cu o panza.

187. Conul. S& consideram o su-
prafatd conicd inchisd cu varful S
(fig. 221) si s'o taiem cu up plan P,
care si intilneasca toate generatoa-
rele. Corpul solid mdrginit de su-

prafaja conicd si de porflunea de plan cuprinsd
induntrul curbei plane de intersectie se numeste con.

Fata plani a conului se numeste bazd, iar fata
curba se numeste suprafafa laterald. Generatoarele
suprafetei conice se numesc generatoarele conului. Var-
ful suprafetei conice devine vdrful conului.
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Segmentul perpendicularei coborite din varf pe planul
bazei, pana la ea, se numeste indl{imea conului.
Daca baza unui con este cerc si piciorul indl{imii este

in centrul cercului de bazd, conul se numeste circular
drept. .

Observare. La un con circular drept, generatoarele
sunt egale ca oblice din varf pana la planul bazei, care
au picioarele egal depirtate de piciorul inal{imii.

188. Con de rotatie. Fie conul circular drept SO
(fig. 222). Un plan oarecare T, care trece prin dreapta
S0, taie suprafata conului dupd un
friunghiu SAB, care este un triun-
ghiu isoscel, deoarece genera-
toarele SA si SB sunt egale dupa
cum am observat. Dreapta SO este
inal{imea varfului in triunghiul isos-
cel ; ea este deci si mediand si bi-
sectoare.

Fig. 222 + Dreapta SO este astfel o azd a
conului, deoarece el poate fi con-

siderat ca ndscut prin rotirea triunghiului dreptunghiu
plin SOA, in jurul catetei SO. Latura SA este axa de
rotatie ; latura SA naste supratata laterald a conului, fiind
astfel generatoarea ei; latura OA naste baza conului.

Din aceasti cauza, un con circular drept este un con
de rolatie.

Y
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189. Volumul conului cu baza un cerc. Fie co-
nul SO, care are ca baza cercul O
si generatoarea SA a lui (fig. 223).

Incepand din punctul A, si im-
partim cercul de bazd intr'un nu-
mar oarecare de parii egale, de ex.
patru. Unind consecutiv punctele
A, B, C, D, obtine.n péatratul ABCD
inscris in cercul de bazad. Dacé du-
cem si generatoarele SB, SC, SD,
obt{inem o piramida pitratd inserisa Fig. 223
in conul considerat. Volumul pira-
midei inscrise este mai mic decit volumul conulul, pen-
trucd din con trebue si tdiem solidele alipite pe fefele
piramidei, pentru a ob{ine piramida.

Dacad impér{im arcele intinse de laturile patratului in
cate doud parf{i egale si unim consecutiv punctele de
diviziune, obfinem un octogon regulat inscris in cercul
de bazd. Unind prin generatoare vérful conului cu var-
furile octogonului, obfinem o piramidd octogonalad in-
scrisd in con si circumscrisd piramidei pétrate.

Volumul piramidei octogonale este mai mare ca volumul
piramidei patrate, deoarece pentru a obtine piramida oc-
togonala trebue sd alipim cite o piramidd triunghiulard
pe fiecare fa{d a piramidei patrate. Insd, volumul pira-
midei octogonale este mai mic decit volumul conului
flindca trebue s& tdiem din con solidele cuprinse intre
fetele laterale ale piramidei si suprafata laterala a co-
nului, pentru a obtine piramida. Urmeazé ca diferenta
dintre volumul conului §i volumul piramidei octogonale
este mai mica decit diferenia dintre volumul conului §i
volumul piramidei patrate.

Impartim din nou in cidte doua parti egale, arcele in-
tinse de laturile octogonului inscris si unim succesiv
punctele de diviziune. Ob{inem un poligon regulat cu
16 laturi inscris in cercul de bazd al conului.
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Ducand apoi generatoarele punctelor de diviziune, ob-
finem o piramidd poligonald cu 16 laturi inscrisd in con
si circumscrisa piramidei octogonale.

Volumul piramidei cu 16 laturi este mai mare ca vo-
lumul piramidei octogonale, insi mai mic ca volumul
conului. Urmeazi cd diferenia dintre volumul conului
si volumul piramidei cu 16 laturi este mai mica decit
diferenta dintre volumul conului si volumul piramidei
octogonale.

Urménd dupéa acelasi procedeu, ob{inem piramide poli-
gonale inscrise in con s§i circumscrise fiecare celei an-
terioare, care au tot mai multe laturi. Volumele lor
cresc necontenit, insi in fiecare caz sunt mai mici decét
volumul conului. Iar diferenfa dintre volumul conului
si volumul piramidei inscrise este cu atit mai micd, cu
cit numairul laturilor bazei este mai mare. Putem merge
cu subdiviziunea pAnd ob{inem o piramidd poligonala
inscrisd in con, al cérei volum si difere de volumul
conului cu o cantitate neglijabila.

Zicem cd un con este limita sirului de piramide
inscrise, cdnd numdrul laturilor poligonului de bazad
creste necontenit.

Masura volumului fiecadrei piramide inscrise in con se
calculeazi inmultind numerele care masoarad respectiv
suprafata bazei gi indlt{imea si impér{ind produsul la 3.

Cand piramidele inscrise tind cétre con, suprafata po-
ligonului de baza tinde catre suprafaja cercului de baza,
inil{imea ramanind aceeasi.

La limitd, masura V a volumului conului se calculeaza
in acelasi fel, inmul{ind numéarul b care masoara supra-
fata cercului de bazda cu numéirul i care misoard inal-
timea si imparf{ind produsul prin 3, adica

bxi
I
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Insa b = =R?, R fiind lungimea razei cercului de baza:
urmeaza ca

190. Arla laterala si totala a conului circular drept.
Fie conul circular drept SO (fig. 224).

Presupunem ca tdiem suprafata laterala dealungul
unei generatoare, de ex. SA si
dealungul cercului de baza.
Putem intinde suprafata late-
rald a conului pe un plan. Ast-
fel, ob{inem un sector circular,
pentru ca toate generatoarele
conului circular drept sunt egale /

A,

si deci toate punctele cercului ;
de bazd sunt egal depirtate 0\
de varful S al conului. 0 i
Suprafata laterald a conului
este suprafata sectorului circu-
lar SAA’ cédpatat prin desfiasurare.
Stim ca aria unui sector circular se afla inmul{ind
numarul ! ce masoard lungimea arcului cu jumaétatea
numarului 7 ce masoard raza sectorului, adica

Fig. 224

—=Ix T
S—l><2.

Insd lungimea ! a arcului este lungimea cercului de
baza al conului, iar raza sectorului este generatoarea
conului. Insemndnd numerele care masoard lungimile
lor cu R si g, avem

l=2R, r=ug,
de unde inlocuind in egalitatea de mai sus,

S = 2:RXy = =Ry
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Dacd la aria laterala a unui con circular drept, adu-
nam aria cercului de baza, aflaim aria totald a conului.
Cu aceleasi notatiuni, avem

St = ©Rg+R? = =R(g +R)

Observiri. 1. Conul circular drept flind limita unui
gir de piramide regulate inscrise in con, cénd nu-
marul laturilor poligonului de baza creste indefinit, aria
laterald a conului circular drept este limita cédtre care
tind ariile laterale ale piramidelor inscrise.

Insé, aria lateralda a piramidei regulate este datid de
pXa
2
in care p si a sunt respectiv numerele ce masoard pe-
rimetrul bazei si apotema piramidei. Cand piramida
tinde céitre con, poligonul de bazd tinde citre cerc,
deci perimetrul lui tinde c#tre lungimea cercului; iar
bazele fefelor laterale tinzand catre zero, apotema pi-
ramidei tinde cétre generatoarea g a conului. Prin urmare

Spir =

con — 2ER2><Q = Tng

rezultat gisit mai inainte.

2. Dacé facem intr'un con circular drept, o secfiune
paraleld cu baza prin mijlocul inal{imii, secfiunea mij-
locie este un cerc. Dupé proprietatea (162), avem

S0_OK _1,
SO O0A 2
sau insemnidnd cu R si R’ maésurile razelor bazei si
secfiunii,
R 1
R~ 2
de unde
R =2R"
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Sa inlocuim pe R din expresiunea ariei laterale a co-

nului circular drept prin aceastd valoare; obtinem
S=2zR'g,

adicd: Aria laterald a wunui con circular drept

este egald cu produsul numdrului ce mdsoard lun-

gimea cercului mijlociu, prin numdrul ce mdsoard

generatoarea.

191. Sectiunea plani in conul circular drept. Fie
conul circular drept SO (fig. 225), pe care si-1 tdiem cu
un plan P paralel cu baza.

Sa aratam ca secfiunea plana
facuta este un cerc.
Daca ducem prin axa SO a co- B
nului un plan T, acesta taie pla-
nul P si planul bazei dupd douad
drepte paralele A'B’ si diametrul
AB. Dreapta A'B’ taie axa SO, in-
tr'un punet O’, cici planul T trece

prin aceastd axa.

Triunghiurile S'O’A’ si SOA sunt asemenea, avand
unghiurile respectiv egale; rezulta ca laturile lor omo-
loage sunt proportionale, adica

(1) oa’_S0

0OA SO

Dacd ludm o altd pozitie T, a planului T, planul T,
taie planul bazei dupi un diametru CD si planul de
sectiune P dupad o dreapta C'D’ paralelda cu CD, care
trece prin punctul O’.

Triunghiurile SO'C’ si SOC sunt asemenea pentru
acelasi motiv; rezulta

Fig. 225

: 0C__S0

@) oC 80

Din proportiile (1) si (2), deducem
0A’_0C

OA OC
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Insa, numitorii acestor doud rapoarte sunt egali; re-

zultd cd si numaratorii sunt egali, adica
0'A'=0'C..

In acelasi fel, ardtam cd toate punctele sectiunii sunt
egal departate de punctul O, adicd formeazd un cerc.

Prin urmare, enuntim teorema :

Sectiunea pland intr'un con circular drept, prin-
tr'un plan paralel cu baza, este un cerc.

192. Observare. Dacd plapul de secfiune este dus
prin mijlocul O” al indltimii SO, (secfiune mediand)
avem

lung cerc 0" R _SA” 80" _ 1.

lung cercO R’ SA SO 2
de unde
R=2R".
Inlocuind pe R din expresiunea ariei laterale o co-
nului circular drept prin aceastd valoare, avem
S=2zR"g.
Deci aria laterald a conului circular drept se poate
-calcula cu ajutorul razei sectiunii mediane.

193. Trunchiul de con circular drept. Si conside-
ram conul circular drept
SO (tig. 226).

Facem o secfiune para-
lela cu baza si ludm co-
nul SO’. Solidul ramas
\ din con, cuprins intre
baza si sectiune se nu-
meste {runchiu de con

Fig. 226 circular drept.

Cercurile O si O’ se numesc respectiv baza mare si
baza micd a trunchiului. Distanfa OO’ intre baze se
numeste indlfime.

Segmentul AA’ al unei generatoare oarecari SA este
generaloarea trunchiului.
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Observare. Un trunchiu de con circular drept se
obtine prin rotirea unui trapez dreptunghiu in jurul
laturii perpendiculare pe baze.

194. Volumul trunchiului de con. Procedand in ace-
lasi fel ca la volumul cilindrului si al conului, ardtam ca
putem inscrie intr'un trunchiu de con, un sir de trun-
chiuri de piramidi, ale céror volume se apropie de vo-
lumul trunchiului de con, cdnd nu-
marul laturilor poligonului de baza
creste necontenit (fig. 227).

Trunchiul de con este deci li-
mita sirului de trunchiuri de pi-
ramide inscrise, cdnd numdrul
laturilor bazei creste indefinil.

Stim cd volumul unui trunchiu de
piramida il calculdim cu formula

Vir. pir. :—% (B+b ’T\/B_b)

Cand trunchiul de piramidd inscris tinde catre trun-
chiul de con, poligoanele de bazd ale celui dinti tind
catre cercurile de baza ale celui de al doilea; deci ariile
B si b tind citre ariile =R? si =r* ale cercurilor de
baza, i ramanand acelasi. Deducem cd masura V a vo-
lumului trunchiului de con =ste

Vfr. con — %(‘TRZ'%‘R’]‘Zﬁ— ‘/mz.—-;;?)

sau

Vir. con= g i (Rz‘lT’Tz—l‘"RT)

195. Aria laterald si totald a trunchiulul de con
circular drept. Un trunchiu de con circular drept fiind
limita unui sir de trunchiuri de piramidéd regulatd in-
scrise, cind numarul laturilor poligonului de bazi creste
indefinit, aria laterald a trunchiului de con circular drept
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se deduce din aria laterald a trunchiului de piramida
regulata.

Stlm cd S tr.pir.reg. — o XA)

care la limita devine

S b e cire. ap. — lung. cere 0—2Hung cerc O’ Xg,
sau
S — &;’2’1 Xg = =(R+r)g

Iar aria totala a trunchiului de con circular drept este

St tr. con circ. dr. = TE(R+T)y+ﬂRZ"i’“Tz

Observare. Dacd intr'un trunchiu de con, facem o
secfiune mijlocie, aceasti sectiune este un cerc, a carui
raza este cuprinséd intre razele bazelor trunchiului. In-
semnind cu R’ méasura razei cercului mijlociu, deducem
cu usurinia

R' = fi’sz, de unde 2R’ =R+

Sa inlocuim suma (R+7) din expresia ariei laterale a

trunchiului de con prin 2R’; avem

S =2=rR'. g,
adica : Aria laterald a unui trunchiu de con circu-
lar drept este egald cu numdrul care mdsoard lungi-
mea cercului mijlociu inmulfit cu numdrul care ma-
soard generaloarea.

Comparand acest rezultat cu cele obtinute la cilindru
si con, tragem concluzia cd el este general, adicé : Aria
laterald a wnui cilindru, con sau trunchiu de con
circular drept este egald cu numdrul ce mdsoard
lungimea cercului mijlociu inmulfit cu numdrul ce
mdsoard generatoarea.
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Probleme

1. Sa se arate cd trei drepte concurente in spatiu, care nu
sunt in acelasi plan, pot i luate ca generatoare a patru conuri
de rotatie.

R. Existd patru drepte (intersectiile planelor duse prin bisectoa-
rele fiecarui fefe §i perpendiculare pe acele fefe) care sunt axe
ale conurilor.

2. Sa se arate cd planul determinat de tangenta intr'un punct
la cercul de bazid al unui con de rotafie si de generatoarea acelui
punct are comune cu conul numaj punctele generatoarei.

R. Dacd ar mai avea un punct comun in afara generatoarei,
ar avea comuni generatoarea acestui punct si tangenta ar tdia
cercul de bazd in doud puncte.

3. Sa se afle rapoartele ariilor laterale gi volumelor conurilor
nascute prin rotirea unui triunghiu dreptunghiu cu catetele a si b,
in jurul fiecarei catete.

a
R.I,T

4. S84 se afle raportul volumelor ndscute prin rotirea unui para-
lelogram, succesiv in jurul a doud laturi adiacente.

R. Volumul nédscut de paralelogram este echivalent cu volumul
a
ndscut de dreptunghiul cu aceeasi arie. Raportul este ik

5. Sa se calculeze aria laterals, aria totald si volumul unui con
echilateral (diametrul egal cu generatoarea), in functie de gene-
ratoare.

1 3 3
R. S=_=g?;, St=""-=ng?2;, V="__ngs
g "9t St=mg 5 Y
6. Un con de rotatie are raza bazei R si generatoarea g. Sa se
imparta suprafata lui laterald in dou#d pdr{i echivalente, printr'un
plan paralel cu baza.

R. Insemnand distantele planului de sec{iune la varf cu =z,
{ilndnd seamd de triunghiurile asemenea ale figurii, ecuatia pro-

blemei este 72 = g2—Rg—R? 4 (R—g) [[g°—R=%

7. Volumul unui con circular drept este egald cu aria laterald
inmultitd cu o treime din distania centrului bazei la generatoare.

https://biblioteca-digitala.ro



— 190 —

R. Insemnim depértarea centrului la generatoare cu d;
1 i 1 dg . d

V= 3‘7rR21 —_——3— T RZ—t"—z nRg >~ —_d—.

8. Volumul unui con de rotajie este o treime din suprafata tri-
unghiului generator, inmul{itd cu lungimea cercului de baza.
1 Ri
37 2

9. Insemnénd cu V, V,, V,, numerele ce maisoard volumele
ndscute prin rotirea unui triunghiu care se roteste succesiv in
jurul ipotenuzei si in jurul fiecarei catete, avem relajia

1
R. V::F:R2i= - 2xR.

1 1 1
vV tye
1 2
R. Dacad insemndm cu a, b, ¢, laturile triunghiului si cu ¢ indl-
mitq be? b2c
timea lui, V = - 53—, V, = 1:3 , V, = n3

10. Dacd insemndm cu V, S, si St masura volumului, aria late-

rald si aria totald a unui con de rotafie, avem
9= V2 = St (St—S)(2S—St).
R2i

R. Insemnidm raza bazei cu R si inal{imea cu i. V = i 3
S = =R |R2+ @ St==R|/R? + @ + =R Calculim 9z V2 St—S,
2 S—St,

11. Se da raza R si generatoarea g a unui con de rotafie. Sa

se afle departarea la care trebue si facem o sectiune paraleld
cu baza, pentru ca cele doud parti sd aiba suprafete totale egale.

1
Aplicatie R=3 3 g="6.
R. z fiind -depértarea planului de sectiune la varf, ecualia pro-
fTa—R
blemei este = (R} g) l/g—zqg Conditia g > O. Pentru aplicatie
19, '
I=g4g VIO .

12. Diferen{a patratelor razei si inal{imii unui con de rotatie
este 16, iar produsul lor 15. Sa se afle aria totald i volumul
conului.

R. Insemnidm raza bazei cu z, inal{imea cu y. Sistemul pro-
blemei este z2—y2 = 16, zy=15; £ =5, y = 3.

St = 5=(5+]34), V="75=
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SFERA

196. Generarea sferei. Si consideram in spafiu, un
semicerc AMB de diametru AB, asezat intr'un plan si sa-1
rotim in jurul dreptei AB, pidna ajunge in pozitia dela
inceput (fig. 228). Suprafata plana inchisd de semicer-
cul AMB naste un corp solid numit sferd.

In timpul miscérii de rotatie, toate punctele semicer-
cului AMB ramén la aceeasi distantd egald cu raza, de
punctul O. Urmeazd ca punctele A
suprafetei sferei sunt egale de-
partate de punctul O.

Punctul O este numit cenirul
sferei. Distanfa dela centru la
oricare punct al suprafetei sferei M
se numeste raza sferei. Segmen- B
tul de dreaptad care uneste doui Fig. 228
puncte ale suprafetei sferei gi trece
prin centru se numeste diamelrul sferei.

Rezulta cid sfera esle corpul solid mdrginit de o
supratfald ale cdrei puncle sunl egal depdrtale de
un punct dat numit centru.

Stera este un corp de rotatie.

Raza unei sfere este deci raza semicercului care a
nascut sfera printr'o rotajiune continua.

Pentru a reprezenta pe planul tablei sau al foii de
desemn o sferd, figuram cercul care ni se pare cd mar-
gineste suprafata ei. Acest cerc poartd numele de cerc
de contur aparenl al sferei. Sfera se inseamnad cu o
litera, de obiceiu O, scrisi la centru.

Exemple. O mingie de gumaé, o bila de sticla, de lemn
sau de metal sunt sfere.

197. Din definifia sferei, rezultd ci suprafata ei im-
parte spatiul in doud regiuni:una care cuprinde centrul
numitd regiunea interioard a sferei si cealaltd care se
numeste regiunea exterioard a sferel.
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Fie N un punet din regiunea exterioara sferei O
(fig. 229). L

Segmentul ON determinat de centrul O al sferei si
punctul N inteapé sfera intr'un punct N’ asezat intre O
si N. Urmeaza ci ON > ON’ (raza).

Fie un punct L din regiunea interioari sferei O
(fig. 229). Semidreapta OL infeapa siera intr'un punct L’
dincolo de punctul L. Urmeaza ca OL < OL’ (raza).

Asa dar: a) Punctele de pe suprafaja
N unet sfere sunt la aceeasi distanfd
egald cu raza de centrul ei; b) Punc-
lele exterioare sferei sunt depdrtate
de centru cu o distantd mai mare
decdl raza;
¢) Punctele interioare sferei sunt
Fig. 229 depdrlate de centru cu o distanid maz
micd decat raza.

Rezulti ca suprafafa unei sfere este locul geomelric
al punctelor din spafiu egal depdrtate de un punct
dat numil centru.

198. Observiri. 1. O sferd este determinata cdnd se
da centrul si raza ei.

2. Locul punctelor spafiului astfel cid o parte din ele
sunt la distanfa R de un punct O si altd parte la dis-
tanta R’ de acelasi punct O este format din suprafefele
a doua sfere cu acelasi centru O (sfere concentrice).

3. Fati de un punct dat in spatiu, putem avea un nu-
mar nelimitat de sfere cu centrul in punctul dat, insa
cu raze diferite.

4. O sferd care se reduce la centrul ei este o sferd
cu raza zero.

199. Sectlune plana in sferd. Fie sfera O de raza
R si planul P care taie sfera (fig. 230).

a) Daca planul de sectiune trece prin centrul sferei
(plan diametral), curba de sectiune are toate punctele
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in acelasiplan P, la aceeasi distantda R de centrul O al
sferei. Rezultd cd secfiunea pland a sferei cu un plan
diametral este un cere, cu
centrul in centrul sfereisi cu
raza egala cu raza sferei.

b) Dacé planul de sectiune
S nu trece prin centrul sferei
(tig. 231), sectiunea este o
linie curba pland ale carei

Fig.230 puncte sunt egal depirtate,
cét raza sferei, de centrul O.

Considerand diferite puncte A, B, C,.. ale sectiunii,
razele OA, OB, OC,... sunt oblice ‘egale duse din punc-
tul O la planul P. Urmeazd ca picioarele lor A, B, C,
sunt egal departate de piciorul I al perpendicularei OI,
dusid din acelasi punct O la planul P.

Punctele sectiunii fiind puncte ale planului P, egal
depértate de punctul I sunt pe un cere, cu centrul in
punctul I si avind ca razd departarea dela unul din
puncte la piciorul I al perpendicularei Ol pe plan.

Rezulta ci oricare ar fi planul de seciiune:

Sectiunea pland a unei sfere eslte un cerc.

200. Cerc mare. Cerc mic. Paralele. Daca planul
de sectiune al unei sfere trece prin centrul ei, cercul
de sectiune se numeste cerc
mare al sferei (tig. 230).

Daca planul de sectiune al
unei sfere nu trece prin cen-
trul ei, cercul de sectiune se
numeste cerc mic al sferei

(fig. 231).
Perpendiculara OP din
centrul sferei pe planul S al Fig. 231

unui cerc de sectiiune de pe
sferd inteapa sfera in doud puncte P, P’ diametral opuse
numite polii cercului de secfiune.

Observare. Deoarece, prin centrul unei sfere putem

Geometria IV 13
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duce o infinitate de plane diametrale, urmeaza ci eristd
o infinitate de cercuri mari ltrase pe sferd.

De asemenea, putem duce o infinitate de plane pa-
ralele cu planul de sectiune S (fig. 231). Sectiunile co-
respunzitoare sunt cercuri mici ale sferei, paralele intre
ele. Urmeaza cid existd o infinitale de cercuri mici
lrase pe sferd, paralele intre ele. Aceastd proprietate
este adevaratd oricare ar fi pozitia planulul P.

Cercurile de pe o sfera determinate de plane paralele
se numesc paralele.

201. Teorema. Fie sfera O de razi R si planul P care
taie sfera (fig. 232). Fie A un punct oarecare al sec-
flunii cu centrul in punctul L

Insemndm cu 7 raza cercului de sectiune si cu d
distanta OI a planului P la
centrul O.

Aplicind triunghiului
dreptunghiu OIA teorema
lui Pitagora, avem

OA* = OIF - IA®
Fig. 232 sau
RE=d*+ 1*;
de unde r*= R*—d? (1)

Observaim cid raza R a sferei fiind constantd, daca
planul de secfiune se miscd depdrtdndu-se de centru,
depértarea d a planului de sectiune la centrul sferei
creste, raza r a cercului se micsoreaza, cici scizétorul
din partea a doua a egalitdtii (1) se méreste, iar desca-
zutul rimane constant.

Cand departarea d devine

= _ L m e T
egald cu raza R, raza cer - A / o
P

cului de sectiune

______________

r*-R*—R* =0, Tyttt '
adica cercul de sectiune se ‘. 0
reduce la un punct (fig. 233). \.\ o
Planul P, in aceasta pozitie S s
T, are un singur punct co- Fig. 233
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mun cu sfera si se numeste plan tangent la sferd.

Punctul comun planului tangent si sferei se numeste
punct de contact.

In miscarea lui, planul de secfiune P, pastrand aceeasi
directiune, ramine paralel cu el insusi si deci per-
pendicular pe raza OA. La limitd, cdnd planul secant
devine plan tangent la sferd in punctul A, el este per-
pendicular pe raza OA.

Asa dar, avem proprietatea:

Planul perpendicular pe raza unei sfere, la extre-
mitalea ei este plan tangent la sferd.

202. Teoremad reciprocia. Fie sfera O si planul T
tangent la sferd in punctul A

(fig. 234). e P

Planul tangent T este perpen-
dicular pe raza punctului de con-
tact.

In adevar, orice alt punct, de
exemplu B, al planului tangent
este exterior sferei, deoarece nu-
mai punctul A este comun pla- Fig. 234,

nului T si sferei O. Urmeazi ci OB>OA. Raza OA
este deci mai mici decat orice alt segment dus din
punctul A la orice punct al planului T. Raza OA este
deci perpendiculara pe planul T sau invers, planul T
este perpendicular pe raza OA.

Am demonstrat astfel teorema reciprocd urmatoare :

Planul tangent la o sterd este perpendiculard pe
raza punctului de contact.

Observare. Relatiunea gasiti

Rz =r2 .- dz’ ) ]

cuprinde trei marimi: R raza sferei, r raza cercului de sectiune,
d departarea planului cercului de sectiune la centrul sferei. .

Dupéa cum ludm ca necunoscutid R, » sau d, rezolvidm una din
urmatoarele trei probleme :

1) Determinarea razei unei sfere care trece printr'un cerc dat
sl avind centrul intr'un punct dat.

2} Determinarea razei unui cerc de secfiune, al cdrui plan este
la o distanta datd de centrul sferei (d <R).
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3) Determinarea depdirtédrii centrului unui cerc mic 1a centrul
sferei, cdnd se da raza sferei §i raza cercului mic, adica construi-
rea unui cerc mic al sferei (r << R).

203. Tangenta la sferd. Si considerim sfera O si
planul T tangent la sferd in punctul A (fig 235).

Ducem prin diametrul AA' al punctului de contact,
un plan de secfiune S. Planul S taie sfera dupd un cere
mare, care trece prin punctul A. De asemenea, planul
S taie planul tangent T, dupa o dreaptd BC, care trece
prin punctul A. Dreapta BC fiind in planul tangent la
sferd in punctul A si trecdnd prin acest punct este per-
pendiculara pe raza OA. Urmeaza
ci dreapta BC este tangentd la
cercul de sect{iune in punctul A.
Ea nu are comun cu cercul decat
punctul A; ea nu are deci co-
mun cu sfera decat punctul A.

Dreapta care are un singur
punct comun cu sfera se nu-

Fig. 235 megte tangentd la sferd.

204. Observiri. 1. Daca planul de secfiune S se roteste
in jurul diametrului AA’, cercul corespunzitor de sectiune
cu sfera se roteste in jurul diametrului AA’, iar tangenta
BC se roteste in planul tangent, in jurul punctului A.

Cum planul de sectiune poate ocupa o infinitate de pozi-
tif, urmeazé ci tangenta la sferd poate avea o infinitate de
pozitii, adica: Printr'un punct al sferei, se pot duce o in-
finitate de dreple langente la sferd in acel punct.

2. Planul de sectiune S, rotindu-se in jurul diametrului
AA’, tangenta la fiecare cerc mare de sectiune este
cuprinsé in planul tangent la sferd in punctul A. Asa
dar: Tangenlele la cercurile mari care au comun
diametrul AA’' corespunzdtor punclului A sunt cu-
prinse in planul tangent la sferd in punctul A.

Reciproc: Fie sfera O si diametrul AA’ al acestei sfere
{tig. 235). Ducdnd prin diametrul AA’ toate planele de
sectiune, ele taie sfera O dupd cercuri mari, ce trec prin
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punctul A. Tangentele la aceste cercuri mari in punctul
A comun Jor, fiind perpendiculare in acest punct pe
diametrul AA’, determind, dupd cum s§tim, un plan per-
pendicular pe diametrul AA’ in punctul A, adici un
plan tangent la sferd in acest punct.

Rezulta de aci proprietatea : Tangentele intr'un punct
comun tuturor cercurilor mari trase pe o sferd, ce trec
prin acel punct, sunt cuprinse in planul tangent la
sferd in acel punct. '

Planul tangent la o sfera intr'un punct al ei poate
fi considerat ca locul geometric al tangentelor la toate
cercurile mari duse pe sferd, prin acel punct.

3. Daca printr'un punct oarecare A al unei sfere O
trece un cerc mic cu cenfrul in punctul I (fig. 236),
planul P al acestui cerc taie pla-
nul T tangent la sferd in punc-
tul A, dupa o dreaptd BC tan-
gentd la cercul I, in punctul A.

In adevédr, dreapta Ol este
perpendiculara pe planul S al
cercului I, iar OA este perpen-
diculara pe planul tangent T
in punctul A si deci si pe
dreapta BC din acest plan. Dupa Fig. 236
reciproca teoremei celor trei
perpendiculare, urmeaza cé dreapta Al este perpendicu-
lard pe dreapta BC. Dreapta BC, tiind perpendiculara pe
raza punctului A, este tangenta la cercul I in acest punct.

Asa dar: Tangenta la o sferd intr'un punct al et
este tangentd la orice cerc mic al sferei care trece
prin acest punct.

Reciproc: Daca I este un cerc mic care trece printr'un
punct A al unei sfere O (fig. 236), tangenta BC in punctul
A, la acest cerc este cuprinsd in planul cercului I si
perpendiculard pe raza Al a punctului A. Dupé teorema
celor trei perpendiculare. tangenta BC la cercul I este
perpendiculard pe raza OA a punctului A.
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Daca considerim un alt cerc mic I’ trecidnd prin punc-
tul A, deducem in aceleasi fel, ca tangeta B'C’' la el in
punctul A este perpendiculard pe raza OA a punctului A.

Urmeazi cad tangentele la toate cercurile mici ce
trec prin acelasi punct unei al sferei sunt perpen-
diculare la extremitatea razei acestui punct. Ele sunt
cuprinse deci in planul tangent la sferd in acest punct.

Asa dar: Locul tangentelor la loale cercurile mici
de pe o sferd, care lrec prin acelasi punct al et este
planul tangent la sferd in acest punct.

205. Sfera determinati de patru puncte. Fie patru
puncte in spatiu A, B, C. D, care nu sunt in acelasi plan
(fig. 237).

S& aratim ca prin aceste puncte trece o sferd si nu-
mai una.

Dacd luidm trei din cele patru
puncte, de ex. A, B, C, un punct
egal departat de ele se afld pe per-
pendiculara vidicatd pe planul lor,
in centrul O, al cercului circumscris
triunghiului ABC.

Fig. 237 Luand acum punctele A, C,D, un

punct egal departat de ele se afla

pe perpendiculara ridicatd pe planul lor, in centrul O,
al cercului eircumscris- triunghiului ACD.

Insd, aceste doua perpendiculare se gasesc in acelasi
plan perpendicular pe mijlocul segmentului AC. Ele se taie
deci intr'un punct, egal departat de cele patru puncte date.

Sfera cu centrul in punctul O si cu raza, de ex. OA,
trece prin cele patru puncte date. Ea este deci sfera
determinata din cele patru puncte date.

Perpendicularele in punctele O, si O, respectiv pe pla-
nele ABC si ACD neputidnd avea decit un punct co-
mun, urmeazi ci sfera O este unici.

Asa dar: Patru punctle din spafiu determind o sferd.

206. Zona sferica. Sa tiiem o sfera O cu doua plane
paralele P si P’ (fig. 238).
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Porfiunea din suprafata sferel cuprinsi intre cercurile
de sectiune respective se numeste zond sfericd.

Cele doua cercuri de sectiume sunt bazele zoneij,
jar departarea II' dintre planelor bazelor este indlfi-
mea zonei.

Daca unul din planele de sectiune este tangent la

Fig. 238

sfera, portiunea din suprafata sferei, cuprinsa intre ele
se numeste calota sfericd.

Observare. Un plan secant imparte o sfera in doua
calote

Daca planul secant trece prin centrul sferei, cele
doua calote determinate de el sunt egale; fiecare calota
este 0 emisferd. In caz contrar, calotele determinate
sunt neegale.

207. Meridiane. Sa consideram o .sferda O si un dia-
metru PP’ al ei (fig. 239).

Orice plan care trece prin diame-
trul PP’ taie sfera dupa un cerc mare,
numit meridian al sferei.

Fie un cerc mic I, al cirui pol este
in punctul P. Coardele arcelor cu-
prinse intre polul P si cercul I sunt
egale ca oblice duse din punctul P la

. 2 e P’
planul cercului I, avind picioarele Fig. 239

egal departate de piciorul perpendi-

cularei duse din acelasi punct P pe planul cercului. Re-
zulta ca arcele meridianelor cuprinse intre polul P si
cercul I sunt egale.
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De aceea, putem trage pe o sferd, un cerc mic avand
ca pol un punct P, folosind un compas cu bratele
curbe, numit compas sferic.

Aria sferei.

208. Aria suprafetel ndscute prin rotirea unui
segment de dreaptd in jurul unei axe asezate in
acelasi plan. Fie in acelasi plan, axa de rotafle Oz

§i segmentul de dreapti AB (fig. 240).
a) Daca segmentul AB este paralel cu axa, prin ro-

z tire continud pand la pozitia ini-
Al . A fiald, naste o suprafati cilindrica
5 de rotatie, a cérei bazi este cercul
P D E de raza Bb gi a cdrei generatoare

: este AB.
alo.. b g Aria este egala, dupa cele aratate
0 la cilindru, cu numaéarul ce mésoara
lungimea cercului mijlociu cu raza

Fig. 240

(—35, inmultit cu numéarul ce méasoara
generatoarea AB, adicd
aria (AB)=22CDXAB.

b) Dacd segmentul AB intilneste axa Oz in punctul
A (fig. 241), suprafata nascutd prin rotirea segmentului
AB pana la pozitia initiala este o su- .
prafata conicd de rotatie, avind ca
razi a bazei departarea Bb a punctu-

lui B de axi si ca generatoare AB.
Aria ei este egald cu numérul ce ma-
soard lungimea cercului mijlociu cu
raza CE, inmultitd cu numérul ce ma-
soard generatoarea AB, adica 0

aria (AB)=2zCEXAB. Fig. 241

¢) Daci segmentul AB are o pozifie oarecare fatd de
axa (fig. 242), suprafata néscutd prin rotirea segmen-
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tului AB péana la pozitia initiala este o suprafata conici
trunchiatd, avand ca raza a bazei mari Bb, ca razi a

bazei mici Aa si ca generatoare AB. Aria ei este egald
cu numirul ce mésoard lungimea cercului mijlociu cu
raza CE inmultitd cu numérul ce mésoard generatoarea
AB, adica

aria (AB)=2zCEXAB.

Rezultd cd in general: Aria suprafefei ndscule prin
rotirea unui segment de dreaptd, in jurul unei are
din acelasi plan este egald cu numdrul ce mdsoard
lungimea cercului mijlociu inmulfit cu numdrul ce
mdsoard generatoarea. '

Sa ariatim ca putem da expresiunii ariei o forma
nous, folosind segmentul perpendicularei ridicate” pe
mijlocul segmentului pani la axa
si proiectia segmentului dat pe
axa.

Consideram cazul general al
segmentului intr'o pozitie oare-
care fatd de axa (fig. 242).

In mijlocul C al segmentului
AB, ridicaim perpendiculara CD,
care intilneste axa Oz in punc-
tul D. Proiectdm apoi segmentul
‘AB pe axa Oz, dupa ab si ducem
prin A paralela AF cu axa Oz.

Triunghiurile dreptunghice AFB si CED sunt asemenea
(=2C= <A ca unghluri cu laturi perpendiculare); rezulta

Fig. 242

AB_AF
CD CE’
de unde .
(2) AB. CE=CD. AF
Insé AF = ab ca paralele cuprinse intre paralele; iar
CE— Bb+Aa ’

2
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dupa proprietatea segmentului ce uneste mijloacele la-
turilor neparalele ale trapezului ABba.
Relatiunea (2) devine
3) AB (Bb+Aa) = 2CD.
Inlocuind produsul AB (Bb+Aa) din (1), prin valoarea
datda de (3), egalitatea (1) devine
aria (AB) = 2z CDxab,
adica in general: Aria ndscutd prin rotirea unui seg-
ment in jurul unei aze de rolalie esfe egald cu lun-
gimea cercului care are ca razd perpendiculara ri-
dicatd pe mijlocul segmentului pdnd la axd, inmul-
titd cu lungimea proiecfiei segmentului pe azxd,
209. Aria suprafetei niscutd prin rotirea unei linii
poligonale regulate in jurul uuei axe din acelasi
plan. Fie linia poligonald regulata
z ABCD, care seroteste in jurul unei

o A axe £’z in acelasi plan cu ea, ce
TN trece prin centrul ei O (fig. 243).
/>-tb-...5\gr  Aria suprafetei nascute prin roti-
_____ 2o »  rea liniei ABCD este egald cu suma
.-,1514--—---;50' ariilor niscute de fiecare latura a
< . liniei poligonale. Insa, OI fiind apo-
@D tema liniei poligonale,

x aria (AB) = 2z OIXab,
Fig. 243 aria (BC) = 2z OIXbe,

aria (CD) = 2z OI<cd.

Adunam aceste trei egalititi:

aria (AB)+ aria (BC)+aria (CD) = 2z0IX (ab-bc+cd)
sau aria (ABCD) = 2z0IXad,
adicd : Aria suprafefei ndscutd prin rotirea.unei linii
poligonale regulate, in jurul unei axe care trece prin
centrul et este egald cu lungimea cercului care are
ca razd apotemaliniei poligonale, inmulfitd cu numd-
rul ce mdsoard proiecfia liniei poligonale pe azd.

210. Aria zonel sferice. O zona sfericd poate fi con-
siderati ca nascutd prin rotirea unui arc de cerc AB
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(fig. 244), in jurul diametrului z'z. Insd arcul AB este
limita unei linii poligonale regulate A..B inscrisd in
el, cind numaérul laturilor creste in-
definit. Stim ca
aria (A...B) =210JXab. /
La limita, linia poligonala A..Bde- 8%
vine arcul AB, apotema devineraza |

I « T8 T

r, ab este indl{imea ¢ a zonei; : .
deci
aria zonei — 2rr<Xi = 2xnr1i .
Fig. 244.

adica : Aria unet zone sferice este egald cu lungimea
unui cerc mare inmulfitd cu mdsura indljimii e

211. Aria sferei. Suprafata sferei poate fi privitd ca
0 zona a cirei indl{ime este egald cu diametrul sferei.
Putem deci aplica rezultatul precedent; astiel

aria sferei = 2xrX2r = 4xnr?

adicid: Aria sferei este egald cu lungimea unui cerc
mare al sferei inmulfitd cu mdsura unui diametru.

Observare. Aria unei sfere este egala cu de patru
ori aria unul cerc mare al ei

Volumul sferei

212. Volumul nidscut prin rotirea supraletei unui

% triunghiu. Cazul. 1. Fie triunghiul
ABC, care se roteste in jurul axeti
'z ce se confunda cu una din
laturile lui, de ex. cu BC (lig. 245).
Ducem inilt{imea CC’ a varfului C
si perpendiculara AD din variul A,
pe axa r'z. Volumul nascut prin
rotirea triunghiului ABC este su-
’ ma volumelor conurilor de rotatie
nascute de triunghiurile dreptun-
ghice ADC si ADB, adica
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vol (ABC) = vol (ADC)+ vol (ADB)
- % RAD? . CD + 1.Ap:. BB
— é- =AD? (CD+DB) — -1—1rA02 BC.

Insd produsul‘AD. BC este egal cu indoitul ariei tri-
unghiului ABC. Luénd ca bazi latura AB a triunghiului

si ca indliime CC’, putem scrie
| BC. AD = AB. {0,
Atunci, mésura volumului néscut de triunghiul ABC

devine

vol (ABC) = + =&D. AB. CC.

In aceasta relatiune, produsul zAD. AC este aria la-

terala a conului BDA. Insemnéand-o cu aria (AB), masu-
ra volumului néscut este

vol (ABC) = = arla (AB). CC',

adicd : Mdsura volumulm ndscut este egald cu a treia
parte a produsului ariei ndscute de una din laturt
prin indlfimea corespunzdtoare.
Cazul 2. Fie triunghiul ABC, care se roteste in jurul
5 unei axe 7'z din planul lui, ce
trece prin unul din varfurile
lui, de ex. prin C (fig. 246).
Prelungim latura AB plna
taie axa z'z, in punctul M. Vo-
. lumul nascut prin rotirea tri-
----->4" unghiului ABC este diferen{a
’ volumelor nascute prin rotirea
triunghiurilor AMC si BMC,
adica
Fig. 246 vol(ABC)=vol(AMC)—vol(BMC).
Sé scriem, dupd cazul pre-
cedent, mésurile volumelor ndscute de triunghiurile AMC
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si BMC, care au cﬁte o laturd pe axa de rotatie; capatam

vol (ABC) = —- aria (AM). CC' ——- aria (BM).CC’
— % CC [aria (m)—aria BV)).
— - aria (AB). CC,
adica, misura volumului nascut se afld ca in cazul
precedent.

Cazul 3. Fie triunghiul ABC, care se roteste in jurul
tunei axe z'r din planul lui, ce trece prin varful C,
riunghiul avdnd una din laturi,
AB, paralela cu axa (fig. 247).

Coborim din punctul C perpen-
diculara CC’' pe latura AB.

Volumul nascut prin rotirea
triunghiului ABC este diferenta
volumelor né#scute prin rotirea
trivnghiurilor CC'B si CC'A, adica
vol (ABC)=vo! (CC'B) —vol (CC'A).

Observim céd in rotirea triun-
ghiului ABC, dreptunghiul CC'BE
naste un cilindru, avdnd raza ba-
zei CC' si indltimea BC'; de asemenea, dreptunghiul
CC’AD naste un cilindru, avand raza bazei AD si inalti-

mea AC’' = DC. Astfel, vol (CC'B) = E vol. (CC'BC') si

vol. (CC'A) = gvol. (CC’'AD). Rezulta

vol (ABC) = = vol (CCBE) — = vol (CC'AD)

:% CC2.BC — %nKl?- AC.
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Insa CC'=AD; urmeazi:
vol (ABC) = = = AD*(BC' — AC)

R
5 = AD%. AB.

:-;Txr) 2 9 xAD. AB.

Produsul 2zAD.AB este aria laterald a cilindrulul
néscut de dreptunghiul ABED sau latura AB a triun-
ghiului ABC. Inlocuind in expresiunea volumului nascut
de triunghiul ABC, avem

vol (ABC) = —;- aria (AB). AD = % aria (AB).CC,

rezultat gasit si in celelalte cazuri.

Putem deci enun{a teorema generald: Mdsura vo-
lumului ndscut prin rotirea unui triunghiu in jurul
unei are din planul sdu, ce trece printr'unul din
vdrfuri este egald cu produsul ariei ndsculd de
latura opusd vdrfului de pe azxd, prin mdsura indl-
{imii corespunzdloare ei.

214. Misura volumului nidscut prin rotirea unui
sector poligonal regulat.

Fie sectorul poligonal regulat OABCD, care se roteste
in jurul unei axe de rotatie x'z
din planul sdu, ce trece prin
centrul Jui (fig. 248).

Volumul nascut de acest sec-
tor poligonal este egal cu suma
volumelor niscute de fiecare
din triunghiurile isoscele ce
formeazi sectorul, adica

vol (OABCD) = vol (AOB)

-~ vol (BOC) -+ vol (COD)
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vol (AOB) == 13 aria (AB). Ol

vol (BOC) = —;; aria (BC). Ol,

! aria (CD).OL.

vol(COD) = ,

Urmeaza ci:
vol (OABCD) = ; Ol [aria (AB)  aria (BC) - aria (D))

— ; aria (ABCD). Ol,

adicd : Mdsura volumului ndscut de un sector poli-
gonal regulat, care se roteste in jurul unei azre din
planul lui ce trece prin centrul lui, este egald cu
produsul ariei ndscute de linia poligonald prin ma-
sura apotemei ei.
215. Méisura volumului sectorului sferic.
Sectorul sferic este portiunea din volumul sferei
limitatd de o zona a sferei si doua conuri, care au var-
furile in centrul sferei si ca baze
respectiv cele douia baze ale zonei.
El poate fi considerat ca nascut
prin rotirea unui sector circular in
jurul unui diametru exterior lui.
Fie sectorul circular OAB, care
se roteste in jurul diametrului z'z
(fig. 249). Sa aflam méasura volu-
mului sectorului sferic néascut.
Sectorul circular OAB este
limita unui sector poligonal regu- Fig. 249
lat inscris in el, ciAnd numarul
laturilor liniei poligonale creste nemaérginit. Putem deci
sid aplicam masura volumului ndscut prin rotirea unui
sector poligonal :

vol (sect. polig.) = % aria (liniei polig) ~apotema.

*
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Aceastd relatiune devine la limita

. 1 . i
vol sect. sferic = g aria zoneixraza.

Daca R este mésura razei sferei si ¢ mésura inaltimii
zonef, avem
1
3
adicd: Mdsura volumului unui sector sferic este egald
cu o lreime din aria zonei corespunzdtoare, inmul-
{itd cu raza sferei.

216. Volumul sferei. Sfera poate fi consideratd ca
un sector sferic nascut prin rotirea unui sector circular
egal cu un semicerc plin. In acest fel,

vol sect. sf. = — 2R {xR — % xR,

vol. sferei —= aria sect. circ.XR

aria sfereiXR

o) = eo| = o =

4m22 <R.

sau

4

Vzg =zR?

adicd: Mdsura volumului unei sfere este o treime din
aria ei inmulfitd cu numdrul ce mdsoard raza ei.

Observare. Fie doua sfere cu razele R si R’. Rapor-
tul volumelor lor V si V' este

4 .
l:ﬂ:(&)s.

adicd : Raportul volumelor a doud sfere este egal cu
cubul raportului razelor.

https://biblioteca-digitala.ro



— 209 —

Probleme.

1. Sa se arate ¢d o dreaptd inteapd o sferd in doud puncte.

R. Se va duce prin dreaptd un plan.

2. S4 se arate ci intersect{ia a doud sfere este un cere.

R. Punctele intersectiei sunt la distan{e date de centrele lor.

3. Sa se afle locul geometric al virfurilor unghiurilor drepte ale
caror laturi trec prin doud puncte fixe in spatiu.

R. O sferi.

4. Locul geometric al sectiunilor plane fécute intr'o sferd prin
plane paralele.

R. Un diametru al sferei.

5. Locul geometric al centrelor sectiunilor plane ficute intr'o
sferd, prin plane care trec prinir'o dreaptd data.

6. Locul geometric al punctelor ce sunt la distanta a de punc-
tul A si la distanta b de punctul B.

R. Un cerc. Nu totdeauna problema este cu putinti.

7. Dintr'un punct M exterior unei sfere, ducem doué semidrepte,
care inteapd sfera cu centrul O si raza R in punctele A, B si
C, D. Sid se arate cd avem relatia

MA . MB=MC . MD=MO>—R2.

R. Se formeazid triunghiuri asemenea.

8. Sa construiascd o sferd de razd datd, care sié treacd prin
trei puncte date.

9. Sa se construiascd o sferd de razd dati, care sid treacd prin
doud puncte date si sd fie tangentd la un plan dat.

10. 84 se ducéi printr’'un punct dat, un plan tangent la douad
sfere date.

11. Fiind date doua sfere O si Q°, ducem razele OM si O'M’ pa-
ralele si de acelagi sens. S& se arate cé dreapta MM’ trece prin-
tr'un punct fix din spatiu.

R. Se aplicid o teoremid din Geometria plané.

12. Aceeasi problemd, cfind razele duse sunt paralelesi de sens
contrar.

13. Intr’o sferdé cu raza R, se fac doud sectiuni prin plane pa-
ralele departate respectiv cu d si 2d de capetele diametrului per-
pendicular pe planele lor. S se calculeze ariile zonei i calotelor
determinate in slerd de cele douid plane.

R. Aria zonei =2rR (2R—?d); aria unei calote = 2nRd ; aria ca-
lotei a doua =—4=Rd.

14. Intr'o sferd cu raza R, se duce un plan de sectiune depér-
tat de centrul sferei cu d. Sd se determine arille sectiunii si ariile
calotelor formate.
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Aplicatie R=6 cm, d=3,6 cm.

R. Aria sectiunii = =(R2—d?). Ariile calotelor 2=R(R—d),
2aR (R+d).

15. O sferd are raza egala cu 12 cm. S4 se ducd un plan de
sectiune care sid impartd sfera in doud pirti, astiel ca aria uneia

2
sd fie 3 din :ria celeilalte,
12
R. Insemnidm departarea sectiuniila centru cu z; z= 5
16. O sfera este echivalentd cu cilindrul de rotatie cu raza R si
indltimea i. Sa se afle raza sferei. Aplicatie R=4,35dm, i=3,2 dm.
3
R. Raza sferei fiind z, z= V i. Rzi. Se calculeazi prin loga-

ritmi.

17. Un con de rotatie este nidscut de un triunghiu dreptunghiu
cu catetele a §i b. Sd se giseasci raza semicerculul care naste
sfera cu aceeasi suprafatd ca suprafata totald a conului. Aplica-
tie a=4,2m, b=5,6 m.

B. Insemnam raza sferei cu z. Dacd a este raza bazei, aria

totala a conului este ~a (a + \/aT—i—ﬁ) Aria sferei 4nz?;

| SR e —
=% Va (a—i— \/aa-l—bz).
18. Care este raza sferei echivalenti cu conul de rotatie avénd
raza bazei R si generatoarea g ? Aplicatie R=4,2 dm; g=8,4 dm.
3

R. z fiind raza sferei, x=V% Rz\/yZ—Rz. Calculul numeric prin

logaritmi.

19. Sd se afle raportul suprafetei unei sfere si a suprafetei totale
a unui con echilateral circumscris sferei. Sd se arate cé acest
raport este egal cu raportul volumelor lor. (Archimede).

R. Raza sferei tiind R, raza bazei conului este R \/3— Raportul
suprafetelor este %

20, Unel stere de razé R, i se circumscrie un con.

a) Si se exprime volumul si aria laterald a conului in functie
de raza conului. 0} S4 se determine raza conulul astfel ca aria
lui laterald si fie odatd gi jumatate aria sferei. ¢) Sa se calculeze
volumul si aria conului, ludnd R=2 dm.

R. Insemnim raza conului cu z, iniljimea lui cu y.

nr?(z2+R? n 2Rzt — i~
a) §— "2 41_14 ), v 3 g V) T=RV2, 2"=R/s.
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21. Un tetraedru regulat este inscris intr’o sferd de razd R. Sa
se calculeze aria toiald si volumul tetraedrului, cunoscénd raza
slerei. Aplicatie R=2.

R. Insemnand cu a muchia tetraedrului, avem St=az2y3,
ady/ E

12

22. Si se inscrie o sferd intr'un tetraedru regulat. S& se cal-
culeze aria §i volumul tetraedrului in functie de raza r a sferei.

24 8Y3
957 V="15" T

R. St=

23. Intr'o sferda cu centrul O §i raza R, se inscrie un con cir-

3R
cular drept cu inidliimea 35" a) Sa se calculeze volumul conu-

lui. b) S& se afle raportul dintre volumul conului §i volumul sferei.
¢) Si se duca un plan paralel cu baza conului, care si taie sfera
§i conul dupd doud cercuri, ale caror arii si difere cu na2
3 Ve 9 .
R. Ve = g nR3; Vs =33 Se inseamna distanta planului la cen-

trul sferei cu z si se determind z.

24. S4 se inscrie intr’o sferd dati cu raza R, un con circular
drept, astfel ca aria laterald a conului si fie egald cu aria calotei
cu aceeagi bazd ca si conul.

R. Insemndm cu z indl{imea conului. Ecuatia problemei este:
2R(2R—r7) (z¥+2Rz—4R2)=0, care di z==2R, z=—R+Ry5. Solutia
z=R(y/5—1) este buna.

Probleme recapitulative.

1. Dintr'un punct A, la un plan P, sunt construite doua
segmente de dreaptd AB si AC de lungime .

Stiind cd unghiul BAC are maésura 2z si cd unghijul
medianei AM a triunghiului BAC cu proiectia ei pe
planul P are masura j3, si se afle: a) distanta cea mai
scurtd dela punctul A la planul P; b) unghiul pe care-1
face fiecare din oblicele AB si AC cu planul P; c¢) dis-
tanta cea mai scurtad intre punctele B si C.

R. Insemnénd cu O proiectia punctului A pe plan, cu 7
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unghiul ABO, se scriu relafiunile trigonometrice in tri-
unghiurile dreptunghice formate
lsinB cos’a—sin?3
sine ’ SO8TT v coso

2. a) Sid se afle suprafata laterald si volumul unui con
circular drept, stiind cid generatoarea lui are lungimea
!, iar unghiul ei cu planul bazei are masura 2.

b) Si se determine unghiul generatoarei SA cu tan-
genia AM la cercul de baza al conului.

¢) Planul determinat de tangenta AM si bisectoarea
unghiului SAO taie indl{fimea SO in I, iar generatoarea

AO=

, BC =2l sin 2=

opusi SA’' in L. Sa se determine raportulIL:?. Aplicatie:
| = 64m, o = 75°.
R. Sl = =nl*cosa, V = = I’cos®a sina ; unghiul genera-

3
toarei o sin 2
SA cu AM este = n—32a , raportul LA % - — 2
L sin > cosoa,

3. Intr'o piramidd SABC, care are baza un trlunghiu
echilateral ABC cu latura a, varful S se proiecteaza in
I pe una din indl{imile triunghiului de baza. Stiind ca
proiectiunea muchiei laterale SC pe planul bazei este
jumaétate din lunglmea el, si se afle, insemndnd muchiile
SA =SB =

a) Relatiunea care leagd lungimile celor tref muchii
laterale SA, SB, SC.

b) Volumul piramidei, insemnind cu ! lungimea muchief
SC.

¢) Masura unghiurilor diedre ale piramidei cu mu-
chiile AB, BC, CA.

, b)) V=-"2".

R. a) m* = *ta*— g

4, Intr'o sferd O de ra.zi R, se di4 un diametru AB si
o coardd AM, care face un unghiu de 75° cu AB. Si
se afle:

al ,/ 3 a?l

https://biblioteca-digitala.ro



— 213 —

a) Aria laterald si volumul conului care are ca gene-
ratoare AM, varful in punctul A si ca baza cercul I de
sectiune, obfinut prin ducerea prin M a planului per-
pendicular pe AB.

b) Aria lateralda si volumul conului cu varful in S,
tangent sferei in lungul cercului de bazi al conului pre-
cedent si avind aceeasi bazi. Aplieatie pentru R=48 cm.

R. I fiind centrul cercului de baza al conului AMM’,
se gaseste

= MI = R sin 30°, O] =R cos 30°; AM == MI : sin 75°

=Biye—va);

R\/3

SM — Mi: sin 60°—2Y3  §— Mitg 30° = Rg—3.

5. Intr'o sfera data O de razd R, este inscris un con
circular drept SBC, avind unghiul de deschidere (un-
ghiul generatoarei cu axa) de mésura « — 15°. Se con-
sldera sfera I inscrisd in conul SBC. S& se calculeze:

a) Aria §i volumul solidului cuprins intre cele doua
sfere.

b) Aria sl volumul conului SBC.

¢) Aria si volumul solidului cuprins intre cele doua
sfere pentru o= 30° si R =50 cm.

R. Dacé E este centrul cercului de bazé al conului
inscris in sfera data, I centrul sferei inscrise asezat pe
SE, avem < BOE = 30°, <« OBE = 60°. Géasim

R R —
raza BE = 5, SE= 5 (2 y3).

R 75°
SB:%( +y3)siIE=35tg 5 -

6. Intr'o prisma dreaptd ABCDEF, prin varful D se
duce un plan care determind in prisma dreaptd sectfiu-
nea DGH, astfel ca unghiul format de DG cu AB areca
méasurd «, iar unghiul format de DH cu AC are ca ma-
surd f.

Sa se calculeze aria totald si volumul fiecdruia din
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cele doud volume obfinute, cind tdiem prisma dupa sec-

tiunea DGH.

Aplicatie pentru cazul particular cand :
DE=EF=DF =a, DA=h; a=30" si § = 45°.
Asemenea pentru cazul:

DE=a, EF =2q,DF = 3a, DA =44a,2 = 75°, § = 15".
Asemenea pentru cazul: DE=EF=DF=DA=a si «=5.
R. EG=DE g «; FH=DF tg 5.
7°. Se considera o prismé dreapti ABCDEF cu baza

un triunghiu echilateral cu latura e si avand ca lun-

gime a muchiilor laterale b.

Se duc diagonalele fetei laterale BEFC si fie O punc-
tul de intalnire al lor.
Sa se calculeze : a) Volumul siaria totald a piramidei

OABED;

b) Unghiurile muchiilor laterale OA, OE, OB, OD cu
planul bazei ABED.

8°. Se consideri un con circular drept avind raza
bazei R si indltimea h. S& se ducad un plan de secfiune
intre varf si bazi, astfel ca aria laterald a conului dela
varf faid de aria laterala a trunchiului de con sa fie in-
tr'un raport dat k. Sa se examineze cazurile particulare
k=1, si k=2.

A 2 — 2__
R. Gasim sistemul = = R ;21 kh*—kz?.

9°. Un vas cilindric circular drept cu raza bazei R
si indl{imea h are un fund conic circular drept. Daca
taiem cilindrul s conul prin un plan treciAnd prin axa
comund, vedem ca unghiul « pe care-l1 face diagonala
dreptunghiului de contur aparent cu axa este jumaitate
din unghiul f de deschidere al conului (al generatoarei
cu axa).

Sd se calculeze :

a) Volumul vasului.

b) Aria interioara a vasului
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¢) Aceeasi problemad cind unghiul « este o treime a
unghiuiui B. Discutiune.
2R & _ R@—tg)
R. tg o= SI—Zt—ga e
10. Ce dimensiuni trebue sd aibd un paralelipiped
dreptunghiu construit dintr'o sirm& de lungime 36 a,
pentru ca aria lui totald sd fie 18a? iar volumul sau
a*? Discutiune.
R. Géasim sistemul :
- y+z=9a
Ty trz+yz = 9a?
Tyz=a*;
2*—9az*+9a%z2—a®* =10

(g)_ 9 (721)1 9 (5) —1=0.

11. Care sunt dimensiunile unui paralelipiped drept-
unghiu inscris intr'o sfera datd de razd R, a cérui arie
totald este 2a?% dacd una din fefele adiacente unui vart
este medie geometrici a celorlalte doud ? Discutiune.

R. Avem sistemul :

te.

zytyztrz= a*

%Y = ry*
r*+y*+2* = 4 R?;
2* = ry,

r’+y* = 4 R*—uxy,
2 (zty)* = a*try*—2a’zy,
ry (dR*+zy) = at+z*y*—2a’zy, ete.

12. Intr'un semicerc de diametru AA’, este inscris un
triunghiu ABC, laturile AC si AB facAnd respectiv cu
diametrul AA' unghiurile ascufite « si 3.

Rotind figura in jurul diametrului AA’, suprafata
ABC naste un solid. Si se afle:

a) aria solidului néascut;
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b) volumul solidului n&scut. Discutiune.
Aplicatie pentru cazul cand: « = 30° 5 = 45°
R. Fie M si N projectiile lui B si C pe AA".
AC = 2R cos 2,
AB =2R cos 3,
MN = AN — AM,
AN = 2 Rcos?a,
AM = 2 R cos? §,
MN = 2 R (cos?a—cos?j).
CN=2Rsina cosa=R sin 24,
BM = 2R sin B cosf =R sin 2§,
BP = BM — CN=R(sin 2 - sin 22)
BP  R(sin23—sin 2¢) 1 cos(f+a)

tg v=tg BCP = CP 2 (cos’a—cos®8) 2 sin(B+o)

tg-r=% cotg (3+2); BC = MN sec.

13° Se considerd un unghiu XOY de mésurd 2 siin O
pe planul unghiului, o perpendiculara OA de lungime .

In planele AOX si AOY, se duc dreptele AB si AC
intalnind pe OX si OY in B si C respectlv. $tiind ca
masurile fetelor OAB si OAC ale tetraedrului sunt res-
pectiv a sl 3, sd se gidseascd masurile celorlalte fefe ale
triedrelelor cu varfurile in A, B, C. Sa se calculeze:

a) Volumul tetraedrului OABC ;

b) Aria totald a tetraedrului OABC;

c¢) Indltimile tetraedrului corespunzatoare varfurilor
0, B, C. Aplicatie pentru: o = 60°, 3 = 30°, 1 =45".

R. Se rezolva triunghiurile dreptunghiuri AOB si AOC;
apoi triunghiul BOC, in care avem doué laturi si unghiul
cuprins ; apoi calculim unghiurile triunghiului ale carui
laturi sunt aflate. Cunosciand ariile fefelor si volumul,
putem afla inal{imile cerute.

14°. Pe muchiile unui triedru tridreptunghiu OXYZ, ma-
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suram aceeasi lungime : OA =OB =0C =1. Sa se cal-
culeze aria totald a tetraedrului astfel construit. Sa se
determine maéasurile tuturor fetelor triedrelor A, B, C,
precum si distanta planului ABC la varful O.

15. Se d& o piramidda SABCD cu baza un paitrat cu
latura 4a.

Proiectia s a varfului S pe bazi se afla la distanta a
de laturile AB si AD. Avand indliimea piramidei 6a, sa
se calculeze : 1) unghiurile plane ale diedrelor cu mu-
chiile AB si BC; 2) ariile fetelor laterale ; 3) unghiurile
plane ale diedrelor cu muchiile SA, SB, SC; 4) Sa se
arate ca punctele A, B, C, D, S sunt pe o sferd. 5) Sa se
calculeze raza sferei.

R. 1. Insemnind unghiurile respectiv cu a si 3, gasim

cotg a = cotg B = % 2. Ariile sunt 2a2/37,6a? y 5. Un-

1
ﬁ ’
ghiurile plane ale unghiurilor diedre SA, SC se obtin
ducdnd plane perpendiculare pe muchii, prin dreapta ce
uneste picioarele apotemelor fetelor adiacente.

16. Se circumscrie un cerc O unui triunghiu echilate-
ral ABC; se ridicd in O perpendiculara la planul triun-
ghiului si se considerd piramida SABC, cu varful in S
pe aceasti perpendiculari. Printr'un punct A’ situat in-
tre S si A pe muchia SA, ducem un plan parale] cu
ABC, care determind sectiunea A'B'C’. Se dau A'B'= a,
AB =3a si distanta celor doud plane egald cu 2a. Sa
se calculeze:

1) Inaltimile celor doud piramide, lungimile muchiilor
laterale si volumele lor.

2) Sinusul unghiului ce face planul unei fete laterale cu
planul ABC si sinusul unghiului ce face muchia AS cu

planul ABC.

3) Se unegte mijlocul I al muchiei BC cu un punct
oarecare M de pe muchia SA intre A si A'.

88 se determine sinusul unghiului AMI = z, astfel ca
segmentul IM si aibd o lungime [. Discutie.

https://biblioteca-digitala.ro



— 2i8 —

R. 1) Indltimile piramidelori—=a, ] = 3a; SA'=

— oq 3 v TV3. 93
SA = 2ay3. V=235 V' ==

avem: SO = SI sinm, m <t plan al unghiului diedru

(SCB, ABC), sin m = %iv;i‘;
V3

=5 Deci <(AS, ABC) = 60°. 3) In triunghiul AMI, avem

o3 3a
sin & —= AL Deducem > 1

17. S& se arate cd suprafata nascutd de un triunghiu
echilateral inscris intr'un cerc de razé R, rotindu-se in jurul
unei axe asezate in planul sau, la o distantd d>R de cen-
trul cercului circumscris este independenti de unghiul
o ce face una din laturile triunghiului cu axa.

R. Se determind elementele suprafetei nascute expri-
mate prin cos a i sin «. Se gaseste, insemnand ! lun-
gimea laturii triunghiului, S = 6xid.

18. Se da un cerc de diametru AB. Se duce pe
acestdiametru perpendiculara MI dintr'un punct al cercului.

1) S& se calculeze raportul suprafetei totale a conului
nascut prin invartirea triunghiului MAI in jurul diame-
trului, catre suprafata triunghiului MAI, exprimat prin un-
ghiul MAB -—=z. 2) Sa se calculeze acest unghiu, astfel
ca raportul suprafetelor sa fie egal cu 2xm (m un nu-
mar pozitiv) 3). Sa se afle valoarea numericd a lui «
cind m = y/3.

R. 1). Raportul =

2ay3
3

. 2)In triunghiul S10,

sin (AS, ABC) = sin (AS, OA)

2z (1-rsin x)
~ cosT
de ecutiunea sin®x (1--m*)+2sinz+1—m? =0 3) z = 30°.

19. Se considera un triunghiu isoscel ABC (AB = AC)
circumscris unui cerc O de razéd R. Se roteste figura in
jurul inaltimii AH. Sa se calculeze tangenta unghiului
r=-<CBO, astfel ca volumul conului ndscut de triunghiul

; 2) unghiul z este dat
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ABH sa fie egal cu produsul volumului sferei de raza
R printr'un numar dat m. Discutie.

R. Raza conului Rcotgz, inaltimea 12R:§‘ ; gasim
tg :c

20. Intr un con circular drepi cu raza a, in care gene-
ratoarea face unghiul 2z cu baza, se inscrie o sferd. Sa
se determine raza sferei, raza cerculai de contact al
conului cu sfera si unghiul z, stiind ca raportul supra-
fetelor celor doué calote determinate pe sfera este 4

R. Unghiul z este dat de tgr — 1 raza sterei —

2° 27
cercului de contact 25 , cele doud calote au respectiv
arile: 2%, T2

g o

21. La distanta =z de centrul O al unui semicerc AB,
se duce coarda A'B’ paraleld cu AB. Tangentele in A’si
B’ la semicerc se taie in S, iar fangenta paralela cu A'B’
taie tangentele SA’ si SB’, respectiv in C si D. Sa
se exprime: 1) Volumul conului néscut de triunghiul SA'B’
rotit in jurul lui OS. 2) Volumul trunchiului de con
niscut de trapezul A'B'DC rotit tot in jurul lui OS. 3) Se
dd raza R a semicercului. S& se determine zr astfel ca
suprafata laterald a trunchiului sa fie juméitate din su-
prafata laterala a conului.

R 1. Veon—~B=2).
con — 3 LC ’
2) V!r. con — @— (3R2+3R.’[ .’l') 3) Z:Rt \/2—1)‘

3 R+
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