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Oamenit cunosc numai ce recunosc.
(proverb)

Prefata

V& uitati la televizorul care transmite imagini prin satelit 7 Vorbiti la
telefon (celular) 7 Folositi Internet-ul ? Ascultati muzica de pe CD-uri ?

Al admirat fotografii extrem de reusite ale planetelor Jupiter sau
Saturn. Cum au fost obtinute ele ?

Ati auzit de alfabetul Morse; v-ati intrebat de ce pentru ajutor apelul
este S.0.5 7

Sunt multe astfel de domenii intrate in cotidian, care folosesc coduri.
De fapt oricare din exemplele de sus se refera la un transfer de informatie.
Ceea ce se solicita (in mod neexplicit, dar esential) este ca informatia
cerutd sa fie nemodificata la receptie. Indiferent prin ce mediu (numit
canal) se face transmisia (poate fi raza laser, cablu, unde etc) mesajul
expeditorului trebuie sa fie identic cu cel al destinatarului. Chiar daca
sunt "zgomote” care pot altera acest continut.

Tocmai din cauza acestor posibile perturbatii de canal, ceea ce se
transmite (numit mesaj de informafie) se completeazi cu elemente re-
dondante (numite ceractere de control), care nu aduc informatie supli-
mentard dar o confirma pe cea existenta. In acest fel, o modificare posi-
bild a mesajului (o zgarietura pe C'D, o interferenta, un ecou de canal)
poate fi eliminata la receptie de cdtre decodor.

Sa consideram de exemplu un mesaj ‘abac’ format din 4 caractere. i
vom codifica prin scrierea fiecarui caracter de trei ori. Deci vom trans-
mite 'aaabbbacaccc’. Daca se primeste ‘caabbwaaacch’, decodificatorul
va separa textul in grupe de cate trei simboluri ‘caa bbw aaa ccb' i va
pastra din fiecare grup caracterul care apare de cele mai multe ori: ‘abac’.
Este o modalitate de decodificare folosita cu precadere de aproape toate
sistermele, numita decodificarea cea mai probabild.

Evident, pot apare perturbari grupate, care si altereze mai multe ca-
ractere consecutive. Cum se opereaza atunci ? Pur si simplu se foloseste
alta codificare (sau supra-codificare, care este o combinatie de mai multe
codificdri). S-a ajuns in acest moment si existe clase de coduri (turbo-
codurile) care sa corecteze aproape 75 % din simbolurile alterate ale unui
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mesa) !

Pare fascinant. De fapt, aga si este !

Teoria codurilor este un domeniu teoretic dezvoltat relativ recent.
Daca se face abstractie de unele confuzii de termeni cu criptografia (care
foloseste adesea termenul de ‘cod’pentru unele sisteme clasice de criptare)
sau de ideea ca de fapt si scrierea sau vorbirea constituie sisteme de codifi-
care ale ideilor, primul cod care meritd acest nume in lumina obiectivelor
mentionate anterior, este codul Morse, aparut in 1840 — de fapt un alfabet
care s permitd transmiterea mesajelor prin telegraf.

Explozia informationala din a doua jumatate a secolulul X X a condus
la aparitia acestei discipline, ale carei baze teoretice sunt puse in anii
’50, are o dezvoltare fulgeratoare pana la sfargitul anilor ‘60, stagneaza
aproape doud decenii, dupa care renagte din 1985 si cunoaste astazi din
nou o cregtere exploziva, explicabila prin necesitatea transmiterii unui
volum de informatie nemai-intalnit la o viteza aproape nebdnuitd pana
acum 10 — 15 ani.

Cea mai mare parte a celor prezentate aici constituie suportul unui
curs la Facultatea de Matematicd a Universitatii Bucuresti (studii apro-
fundate, sectia informaticd). Lucru explicabil, deoarece bazele teoriei
codurilor sunt pur matematice (algebra liniara, teoria numerelor, corpuri
finite, statisticid). Aceasta nu face insd domeniul mai putin atragator,
dimpotrivd. Sugereaza ci pot fi gandite si alte abordari care sa genereze
sisteme de codificare noi, cu performante superioare. Ideea in sine consti-
tuie o provocare, un apel al societatii, al vietii practice, adresat gtiintelor
fundamentale. Putem sa 1i raspundem ? Aceasta este intrebarea.

Autorul este constient ci nu a putut cuprinde i explica tot ce contine
domeniul in sine. De asemenea, lucrarea poate cuprinde unele erori (nu
numai de redactare). FEste riscul pe care gi-1 asuma orice autor. De
aceea, rugamintea catre cititor(ul interesat) este de a nu ezita stabilirea
unei colaborari. Suntem deschisi si receptivi la orice mesaj. In ciuda
riscurilor unor posibile perturbatii de canal.

Adrian Atanasiu
aadrian@pcnet.ro

mai 2001
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Cuvant 1nainte

Sfarsitul de secol este dominat clar de revolutia informaticd, conside-
rata ca reprezinta cea de-a treia (i probabil, ultima) revolutie industriala.
Internet este o lume fascinantd si in continua schimbare, fiind in frun-
tea fenomenelor care influenteaza viitorul economic mondial. Cea mai
flexibila structura pe care a cunoscut-o omenirea §i cel mai important
proiect de conectivitate umana creat pe pamant, Internet inseamna un
volum imens de informatie care este transferata de-a lungul conexiunilor.
Se apreciaza ca sunt peste 15 milioane de utilizator: care navigheaza in
fiecare moment. Cati dintre el se gandesc ca la baza acestel uriage can-
titatl de informatie vehiculate stau codurile, cele care conferd acuratete
acestor date transmise pe canale imperfecte.

Oamenii din intreaga lume au fost fascinati de imaginile g1 datele
stiiniifice pe care misiunile spatiale le-au transmis de-a lungul a peste
patru decade, din cele mai indepértate planete ale sistemului nostru solar.
Si probabil ca si-au pus intrebarea, fireasca, cum se poate ca aceasta
informatie sa fie transmisa intr-o maniera fiabild, la aceste distante de
sute sau mii de milioane de kilometri, fird a fi complet "sufocata” de
zgomot. Aici conlucreaza mai multe discipline pentru recuperarea acestor
semnale: ingineria electronicd, calculatoarele gi matematica.

Sunt numai doud exemple care subliniazd importanta domeniului
abordat de aceastid carte. Intr-un limbaj simplu, teoria codurilor este
o ramura a matematicii ce are ca obiect de studiu tocmai transmiterea
datelor de-a lungul unor canale cu zgomot gi recuperarea mesajelor. Desi
are numeroase interferente si o filiatie comuna cu criptografia, teoria co-
durilor este gtiinta care face mesajele ugor de citit, pe cand criptografia
isl propune tocmai sa le faca greu de citit si interpretat.

"Istoria” teoriei codurilora atins deja 50 ani, ceea ce pentru evolutia
stiintei contemporane reprezintd o perioada de suficienta maturitate. In
anul 1948, Claude Shannon, lucand la Laboratoarele Bell din SUA, a pus
bazele studiilor de teoria codurilor, aratand ca este posibil sa se codi-
fice mesaje astfel incat numarul de extra-biti sd fie minim. Din pacate
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demonstratia sa nu furniza nici un indiciu asupra modalitatilor de re-
alizare a acestor codurt optimale.

Doi ani mai tarziu, Richard Hamming, lucrand tot la Bell Labs, a
inceput ca studieze si a publicat in mod concret rezultate asupra codurilor
corectoare de erori. El a produs initlal un cod in care 4 biti de date
erau urmafl de 3 biti de verificare, care sa asigure nu doar detectia ci si
corectarea erorilor de transmisie.

Valoarea codurilor corectoare de erori pentru transmisia informadtiei,
atat pe pamant cat gi in spatiu, a fost evidentiata imediat. A aparut
o mare varietate de coduri care urmareau doua obiective fundamentale:
economia in volumul de date transmis si corectarea erorilor. Intre anii
1969 si 1973, modulul spatial Mariner, trimis pe Marte de NASA, a
folosit un cod puternic de tip Reed-Muller, capabil sa corecteze 7 erori la
fiecare 32 de biti transmisi si care foloseste la fiecare 6 biti de date 26 biti
pentru verificare ! Peste 16.000 biti erau retransmisi in fiecare secunda
spre Painant.

O aplicatie mai putin evidenta a codurilor corectoare de erori vine
din domeniul dezvoltarii compact - discurilor. Pe un C D semnalele sunt
codificate digital. Pentru a se proteja de zgarieturi sau de alte avarii, se
folosesc intercalate doud coduri, care pot corecta pana la 4.000 de erori
consecutive (aproximativ 2,5 mm de pista). La discurile audio, prin
interpolarea semnalului, se poate recupera chiar mai multa informatie
avariata.

In ultimii ani, s-au ficut nenumirate studii pentru a se gisi coduri
care si atingd limitele prevazute de Shannon. Constructia acestor co-
duri a cerut gi cere tehnici gi instrumente din domenii foarte variate
ale matematicii, cum ar fi algebra lineara, teoria corpurilor, geometria
algebricd etc. Au aparut lucrdri de referintd in domeniul matematicii
codurilor corectoare de erori, cum ar fi cea a lul Dominic Welsh, Codes
and Cryptography, aparutd in Oxford University Press sau cea a lui Ray
Hill, A First Course in Coding Theory, in aceiagi prestigioasa editura.

La noi in tara, sunt cunoscute lucrarile din domeniul teoriei codurilor
ale unor cunoscute personalitati stiintifice: Grigore Moisil, Alexandru
Spétaru, Silviu Guiagu, Ion Angheloiu, Eugen Gyorfi, Dumitru Ene.
Mai nou, cercetatori gi universitari cunoscuti ca Militon Frentiu, Ferucio
Tiplea si autorul acestei lucrari, Adrian Atanasiu, au obtinut rezultate
semnificative in acest domeniu.

Facand aceasta prezentare, am trecut in revista o foarte micd parte
a subiectelor discutate in fascinanta lucrare elaboratd de dr. Adrian
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Atanasiu. Lucrarea are o constructie in mai multe dimensiuni. Una
este cea a girului de teme expuse si este pusi in evidenta de impartirea
cartii in capitole §i paragrafe. A doua dimensiune poate fi sesizata doar
prin parcurgerea lucrarii si se refera la nivelul de dificultate al tratarii.
Este vorba de modelele matematice folosite in codificare. Prezentarea
este riguroasd, justificirile metodelor prezentate sunt bine concepute,
iar exemplele sunt sugestive. Problemele discutate la acest nivel vor
interesa cu siguranta specialigtii sau studentii care se pregatesc sa lucreze
in domeniul transmiterii informatiei. dar si doctoranzii care lucreaza la
teze conexe acestui domeniu. In final, mai existi un nivel practic al
lucrarii, evidentiat prin numeroasele exemple gi probleme propuse si care
conduce la 0 mai buna intelegere a unor metode de codificare, unele foarte
complexe. Ele vor interesa, desigur, tehnicienii si proiectantii care doresc
sa transmita informatia prin mijloace cat mai fiabile.

Lucrarea, o adevarata monografie, prezinta domeniul teoriei codurilor
aga cumn se infatigeaza astazi, cu toatd varietatea modelelor, metodelor si
instrumentelor produse in scurta dar densa sa istorie. Cartea dr. Adrian
Atanasiu, cu valentele sale teoretice dar si aplicative, vine sa completeze,

la nivelul perioadei actuale, un gol in bibliografia romaneasca a domeni-
ului.

Bucuresti, 22 mai 2001

Prof. Dr. Ing. Victor-Valeriu Patriciu
Academia Tehnica Militara Bucuresti
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Capitolul 1

Codificare si decodificare

1.1 Notatii preliminare

Peste tot in aceastd lucrare, vom folosi cateva notatii standard.

Astfel, cu litere latine mari (A, B,...) vom nota mul{imi (numite
adesea g1 alfabete sau vocabulare). Dacid multimile sunt finite, card(A)
va desemna numarul de elemente din multimea A. Multimea vida 0 va
fi multimea fara nici un element.

Cu elementele unei multimi se pot forma secvente (sau cuvinte) de
forma a = @;,a2.... Multimea (infinitd a) tuturor cuvintelor obtinute cu
elemente din multimea A, se noteazd A*. Numarul elementelor care apar
in secventa a formeaza lungimea lui a si se noteaza cu |al.

Evident. in A" existd g1 secventa fard nici un element, notata e si
numitd cuvantul vid (Je] = 0). Se noteazd AT = A\ {¢}.

Vom considera permanent o corespondentd biunivoca intre secventa
finita nevida aja,...a, si vectorul (aj,as,...,a,), cele doud moduri de
reprezentare fiind folosite in paralel.

Notiunile elementare de algebra liniara (spatii liniare, baze. matrici
etc.) se considera cunoscute si nu mai sunt reamintite. Acelasi lucru este
valabil g1 pentru algebra polinoamelor de o variabila.

Se folosesc de asemenea i elemente de algebra a corpurilor finite,

dar in general acestea nu depasesc materia parcursd in invatamantul
preuniversitar.
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14 CAPITOLUL 1. CODIFICARE SI DECODIFICARE
1.2 Codificare

Definitia 1.1 Fiind date doud mulfimi finite si nevide A (alfabet sursd)
st B (alfabet cod), o codificare este o aplicalie injectivd ¢ : A — B*.

Multimea C = ¢(A) se numeste cod. iar elementele sale sunt cuvinte -
cod.

Daca B are numai doua simboluri, codificarea ¢ se numeste binard.
iar ¢(A) este un cod binar.

Exemplul 1.1 Fie A = {0,1,...,9} st B = {0,1}. Printre secvenfele
binare de lungime 5, numdrul celor care au doi de 1 este C? = 10. Ele
pot fi folosite pentru a codifica cifrele din scrierea zecimald (Tabelul 1.1).

Simbol zecimal Cuvant cod

11000
10100
01100
10010
01010
00110
10001
01001
00101
00011
Tabelul 1.1. Codul "dot din cinct”.

S W~ U W N

Mesajul "173" are codul 110001000101100. De remarcat cd intre cu-
vintele - cod nu se lasd nici un spafiu, deoarece "spatiu’ poate fi el insusi
un simbol din alfabetul - cod. Astfel de ezemplu, codul Morse are alfabetul
B = {., -, spatiu}.

Decodificarea se face foarte simplu: se imparte mesajul codifical in
grupe de cdte cinct caractere gi se cautd cifra din Tabelul 1.1 care cores-
punde grupei respective.

Aranjarea cuvintelor - cod a fost facutd pentru a realiza g1 o decodifi-
care pe baza unei formule. Astfel, dacd apajazaza, este un cuvant - cod,
el corespunde cifrei k rezultatd din algoritmul:

{

T — ay + 2a, + 4az + Tay;
if z =11 then k « 0 else k — z;
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1.2. CODIFICARE 15

Definitia 1.2 Pentru o codificare ¢ : A — B*, se numegte “codificare a
mesajelor (textului) sursd” aplicajia ¢* : A* — B* definitd recursiv prin:
O™ (€) = €
¢"(aa) = ¢(a)o™(a), YVa € A,a € A™.
Definitia 1.3 Codificarea ¢ este “unic decodabild” dacd ¢ este injec-
tivd.
Codificarea datd in Exemplul 1.1 este - dupd cum s-a observat - unic
decodabila. Acest lucru nu este totdeauna posibil. Astfel, dacid ludm
codificarea
é(a) =10, ¢(b) = 101, ¢(c) = 110,

ea nu este unic decodabila, pentru ca putem avea ¢*(ac) = ¢™(ba) =
10110.

Definitia 1.4 1. O codificare ¢ : A — B™ in care toate cuvintele-cod

au lungimea n se numegte "codificare - bloc de lungime n”, iar ¢(A)
este un "cod-bloc de lungime n”.

2. O codificare ¢ : A — B™ se numegte "instantanee” dacd ¢(A) are
proprietatea prefizulut (dacd a,aff € ¢(A) atunct f = ¢);

¢(A) se numeste "cod instantaneu”.

("odul definit in Exemplul 1.1 este un cod - bloc de lungime 5.
Codurile bloc sunt eficiente in situatia cand simbolurile sursd au

frecvente egale de aparitie; in caz contrar, ele devin greoaie si sunt prefe-

rabile codurile instantanee cu lungimi variabile ale cuvintelor-cod.

Exemplul 1.2 Codul Morse, dat in Tabelul 1.2 este un cod instantaneu
cu alfabetul cod B = {.,—, }. Deoarece spatiul este folosit numai la
sfargitul fiecdrui cuvant - cod, procedura de decodificare este simpld: orice
cuvant - cod se afld intre doud spatit, de la inceputul mesajului pand la
primul spatiu, sau de la ultimul spafiu pand la sfargit. Motivul pentru
care nu se foloseste un cod - bloc este simplu: frecventele literelor intr-o
limbd diferd foarte mult.

A .- [|F ... K -.- [P .--.JU -
B - G -- L .-..lg --.-|v i
C -.-.|H M -- |R .- W --
D - I N - S X -.. -
E J .---|O0 --- |T - Y . --
7 .

Tabelul 1.2. Alfabetul Morse.
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16 CAPITOLUL 1. CODIFICARE SI DECODIFICARE

Exemplul 1.3 Un alt exemplu de cod - bloc este codul hexazecimal -
binar:

0 0000 4 0100 3 1000 C 1100
1 0001 3 0101 9 1001 D 1101
2 0010 6 0110 A 1010 E 1110
3 0011 7 0111 B 1011 F 1111

Exemplul 1.4 S@ presupunem cd vrem sd construim un cod binar pentru
alfabetul A = {0.1,2.3} si observdm cd 0 apare in mesajele sursd mai
des decat orice alt simbol. Atunci urmdtoarea schemd de codificare pare
rezonabild:
#(0) =0, #(1) = 01, #(2) =011, ¢(3) = 111.
Aici ¢(0) are lungime minimd, iar algoritmul de decodificare este
foarte simplu: se aplicd recursiv requla:

"Fie sufirul 01%: el este codificarea numdrului p33...3 unde p =

k div 3

k (mod 3).”
Totugi aceastd codificare nu este instantanee. fntr-adevdr, dacd se
primegte un mesaj lung de forma
0111111111111111...

nu vom gt dacd primul simbol sursd este 0,1 sau 2 pand nu se termind
citirea mesajului.

1.3 Exemple de coduri - bloc importante

Desi simple, codurile binare sunt de obicei lungi si deci greu de mani-
pulal. Adesea este mai convenabil sd grupam simbolurile binare formand
alfabete mai complexe.

Astfel, formand grupuri de cate patru simboluri binare, se obtine
codul hexazecimal (Exemplul 1.3). Reprezentarea in aceasta baza (care
folosegte simbolurile auxiliare A, B, C. D, E, F pentru numerele 10,11, 12,
13,14 si respectiv 15) se indicd adesea prin indicele 16 asezat la sfarsit.
De exemplu, (61);6 = 0110 0001.

Un cod foarte important folosit in reprezentarea standard a sim-
bolurilor alfabetice i numerice este codul ASCII (American Standard
Code for Information Interchange). El are 2% = 256 simboluri sursa,
codificate In secvente binare de lungime 8; prezentam in Tabelul 1.3
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BLOC IMPORTANTE

Char

\7 HW;
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1111111111))))))))))))))))

1 e N L R L LI S S SN

Q 2B T BB G BB W0 0O~
Cwr\((((((((((((((((((((((((

—

M A mnopqutUVWXyZ{ﬁ}~E

— .

Icnw Q.0 U T O .o — a

o © W W W ©

© © © © © O g oo O © OO O O &~ o~ A

gleegeggg i AN RS 00 2 28 AR S ST E,

Om/\hmu\oﬂﬂb‘/\:ﬂ\&/.(oogABCDEF0123“%%W%%55M555

Cod

Char

© © v «© 9 © ¢
R EEEEEEE S-S - R PN
S o menoroSnNLARE ST v O B R D 3 E T 5 e
SINEIRSTES NIRRT

EXEMPLE DE CODURI -

simbolurile printabile avand codurile ASCII in intervalul {32,127} (in
domeniul {0.31] nu sunt simboluri printabile, iar in [128,255] se definesc

simboluri auxiliare, care nu sunt pe tastatura).

1.3.

binar (41)6 =

Tabelul 1.3
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01000001, caruia in zecimal 1i corespunde numarul 65.

Un ultim cod, folosit de toate editurile din lume este International
Standard Book Number (ISBN). El este un cod - bloc de lungime 10
(lungimea cuvintelor - cod cregte prin folosirea simbolului °-* pe diverse
pozitii. dar acest caracter este ignorat la prelucrarea automata). Alfa-
betul cod este B = {0,1,2.3,4.5.6.7,8,9. X} (X pentru numarul 10).

De exemplu, cartea S. B. Honary, G. Markarian - Trellis Decoding
of block Codes are codul ISBN 0 — 7923 — 9860 — 2

Primul numar (0) reprezinta tara (SUA). 7923 reprezinta editura
(Kluwwer Academic Publ.), 1ar urmatoarele patru cifre sunt asignate de
editura ca numar de identificare al cartil. Ultimul simbol este de control

(similar bitului de paritate) si se definegte astfel:
10

Pentru codul ISBN aygla; ... a0, Zia“_i =0 (mod 11).

=1
Astfel, pentru ISBN-ul dat ca exemplu,

10-04+9-74+8-947-246-345-9+4-843-64+2:0+1-2 = 264 = 0 (mod 11)

Unele publicatii au codul de identificare de doua cifre ( Prentice Hall
are codul 13) sau trei ( Wiley-Interscience are 471); in acest caz numarul
pentru fiecare publicatie are sase, respectiv cinci simboluri.

Pentru Romania, codul de tara este 973; editura Teora are codul 601.

1.4 Constructia codurilor instantanee

In acest paragraf, ne punem problema construirii unui cod binar instan-
taneu ¢ : A — B,unde A = {a),...,a,} (n > 1) s card(B) = 2.

Initial se specifica lungimile dy. d,. . .., d, ale cuvintelor - cod: ¢(a;) =
d; (1 <1 < n). Fard a micsora generalitatea, putem presupune de
asemenea 1 <d; <d; <...<d,.

La primul pas se alege un cuvant - cod binar arbitrar ¢(«;) de lungime
dl-

In continuare se alege un cuvant - cod arbitrar ¢(a;) din multimea

secventelor binare de lungime d;, care nu au pe ¢(a;) ca prefix. Aceasta
este totdeauna posibil pentru ca:

Numarul tuturor secventelor binare de lungime d, este 2% dintre
acestea, numirul celor care au prefixul ¢(a;) este 2274 . Cum 2% >
29241 4 1 existd cel putin o alegere posibild pentru ¢(a,) de lungime d.

Va trebui sa selectdm in continuare un cuvant de lungime ds care nu
are ca prefix ¢(a,) sau ¢(az). Deci, din cele 2% secvente binare posibile
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1.4, CONSTRUCTIA CODURILOR INSTANTANEE 19

trebuiesc eliminate cele 24291 secvente cu prefixul ¢(a,) si 2%~ secvente
cu prefixul ¢(a;). Aceasta este posibil dacd si numai daca
2% > 9da=de 4 9da=di 4 3,
impért;ind aceastd inegalitate cu 2%, se obtine
1> 24 4 2-% 4 2-ds,

In mod analog se poate arata in general inegalitatea
I>270 4278 g 427

Faptul ca aceastd codificare conduce la un cod instantaneu rezulta ime-
diat din constructie.

Teorema 1.1 (Kraft). Fund dat un alfabet sursd@ A de n simboluri gt
un alfabet cod B de k simboluri, se poate construi un cod instantaneu cu

lungimile cuvintelor - cod dy,d,, . ...d,, dacd i numat dacd este verificatd
inegalitatea:

I N L e

Demonstratie: Fie A = {ay,a,,...,a,} gl putem presupune relatia d; <
dy < ... < d,. Construim codificarea instantanee ¢ prin inductie astfel:

e Se alege ¢(a;) € A* arbitrar (|¢(a;1)| = dy).

e Presupunem cd au fost alese ¢(a,), ¢(az),...¢(as-1). Atunci se va
alege un cuvant arbitrar ¢(a;) € a*. (|¢(as)| = d;) care nu are ca
prefix nici unul din cuvintele selectate anterior. Aceasta este posibil
deoarece numirul cuvintelor cu prefixul ¢(a;) este k%% (1 <4 <
s — 1); deci alegerea poate fi facutd din

s—1

kde — Z k%~% elemente.

i=1

Din inegalitatea lui Kraft avem

s—1
1= k>
=1

care, prin multiplicare cu k% conduce la

s—1
ke =) kth >,
1=1

deci exista cel putin un cuvant care poate fi ales drept ¢(a,).

Afirmatia reciproca se demonstreaza similar (pentru k£ = 2 ea a fost data
anterior). 0
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20 CAPITOLUL 1. CODIFICARE SI DECODIFICARE

Teorema 1.2 (McMillan) Orice codificare unic decodabild satisface ine-
galitatea lui Kraft.

Demonstratie: Fie ¢ o codificare unic decodabila. Notam cu d; lungimea
cuvantului - cod ¢(a;) (1 <7 < n). Se observa ca vy () > 1) se pot forma
k! cuvinte de lungime j peste un alfabet - cod B avand k simboluri.
Din proprietatea de unic decodabilitate, numarul mesajelor sursd a =
a;,a;, ... a; cu |p(a)l = j, nu depaseste k7. Lungimea codului pentru a
este d;, +d;, + ...+ d;,; deci numarul tuturor sumelor de forma
(l,l +-(1,'2 +...+d,‘r :_]
este cel mult &’.

Ramane de demonstrat cd numarul ¢ = zk_d' este cel mult 1.

1=1
r

o o C o e .
Pentru aceasta, vom arata cid Vr > 1, — este marginit.
T

S& calculam puterile Iui ¢:

2 = (zn: k—d.) (Z?:l k_d,) _ Z?_j:l - (ditd;)
=1

§1 - in general,

n
= Z oy tdip +otdi )
iy dgyir=1
Aceastd suma se poate reordona grupand toti termenii de forma k™’
unde j satisface egalitatea anterioard. Cel mai mare j posibil este 3 =
d+d+...+d=rd, unde d = maz{d;,d,,...,d,}.
Numérul tuturor termenilor de forma k77 din suma este cel mult k.
Deci,

rd rd
<Y KET =) 1=1d
j:] j=1
. . :
Am obtinut relatia — < d, de unde va rezulta ¢ < 1 (pentru ¢ > 1 sirul
T
c’ : . .
a, = — — 00, deci nu este marginit). o
r

Corolarul 1.1 Pentru orice cod unic decodabil existd un cod instantaneu
care are toate cuvintele - cod de lungimi egale.

Demonstratie: Rezultd din demonstratia teoremei precedente.

Exemplul 1.5 Sd considerdm alfabetul sursd A = {a,b,c} gi alfabetul
cod B = {0,1}; deci n = card(A) = 3, k = card(B) = 2. Vrem sd
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1.5. CODURI HUFFMAN 21

construim o codificare instantanee ¢ : A — B care are toate cuvintele
- cod de lungime d. Inegalitatea Kraft va da 27¢ +27¢ + 2% < 1. deci

274 < —. Cel mai mic d care o verificd este d = 2. Deci orice mulfime

de trei secvente binare de lungime 2 va putea fi folositd drept cod. Sunt
4 astfel de mulfima:

{00,01.10}. {00.01,11}, {00,10.11}, {01,10,11)
Daca alfabetul sursd are patru elemente, A = {a,b,c,d}, atunci este
posibil un singur astfel de cod instantaneu: {00,01,10,11}.

1.5 Coduri Huffman

Am mentionat anterior faptul ca daca frecventa simbolurilor sursa nu este
constantd, atunci codurile instantanee sunt preferabile codurilor - bloc,
deoarece simbolurile care apar mai frecvent vor fi codificate prin cuvinte
- cod mai scurte. Ne punem problema aflarii unor codificari cat mai
eficiente, in ipoteza ca frecventele simbolurilor sursa sunt cunoscute exact
(de exemplu probabilitatea distributiei simbolurilor sursa in mesaje).

Definitia 1.5 O sursd de informatie este o pereche S = (A, P) unde
o A= {ay,aq,...,a,} este alfabetul sursd (mullime ordonatd);

e P = {P(ay), P(az),....P(a,)} este multimea ordonatd a proba-
bilitatilor elementelor lui A, deci

—0<Pla)<1 (1<i<n)
D C
=1

Fie ¢ o codificare a unei surse de informatie. Dacid se noteaza cu d; =
|¢(a;)|, se poate defini lungimea medie L(¢) a cuvintelor - cod prin

ZdP

O codificare este eficientd daca lunglmea medie a cuvintelor - cod este
cat mai mica posibil.

Definitia 1.6 Fiind datd o sursd de informatie S gt un alfabet cod, un
cod Huffman este un cod instantaneu cu lungimea medie minimd.

Lungimea medie (minima) a unui cod Huffmann se noteaza cu Lyin(S).
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Exemplul 1.6 Sd se determine un cod Huffman binar pentru alfabetul
sursd A = {a,b,c,d,e, f} stiind cd ‘a’ apare de doud ori mai des decat
‘e’ g1 e’ de doud ori mai des decdt orice consoand.

Dect, vom avea sursa de informatie

Simbol a | b | c| d]e | f
Probabilitate [ 0,410.1{0.1[{0.1(0,2}0,1

Putem asigna deci un cuvant - cod de lungime 1 lui ‘a’ st unul de lungime
2 lui e’. Atunct lungimile cuvintelor - cod rdmase sunt egale cu 4, iar
inegalitatea lui Kraft este saturatd: 7+ 21—2 + 2 = 1. O astfel de codificare
poate fi:
ola) =0 o(c) = 1101 #(e) =10
o(b) = 1100 o(d) = 1110 é(f)=1111
Lungimea sa medie este
L=0,442x0,24+44x4x0,1=24.
Deci, pentru acest ezemplu, Lnin(S) < 2,4.
Se poate ardta cd nu existd o codificare cu lungimea medie mai micd,
deci ce am construit poate fi considerat un cod Huffman.

1.5.1 Constructia codurilor Huffman binare

O sursd de informatie cu doud simboluri are evident un cod Huffman de
cuvinte - cod {0,1} (si deci L,,;»(S) = 1).

O sursd cu trei simboluri {a;,as,a3} in care a, are probabilitate
maxima poate fi redusa la cazul a doua simboluri {a;,a; 3} unde
P(az3) = P(ay)+ P(aa). Vom construi o codificare Huffman pentru sursa
redusa

¢(ar) =0, Plazs) =1,
dupad care "spargemn” cuvantul - cod 1 in doud cuvinte: 10 g1 11; in acest
fel se obtine un cod Huffman ({0,10,11}) pentru sursa de informatie
originald, avand codificarea

a, a; das

0 10 11

In general, fie S o sursd de informatie, cu simbolurile {a;, as,...,a,}
ordonate dupa probabilitati, adica:

Par) > Plas) > ... = P(a,).

Construim o sursd redusd S* cu simbolurile {aj,....a,-2,8n-1,}
unde a,_ , este un simbol nou, cu probabilitatea P(an-1.) = P(an-1)+

P(a,).
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1.5. CODURI HUFFMAN 23

Daca nu se poate construi un cod Huffman pentru S*, se reia pro-
cedeul pentru aceastd sursd de informatie (reordonand eventual sim-
bolurile dupa probabilitate); in final se va ajunge la o sursa (pentru
doua simboluri problema a fost rezolvata) in care codul Huffman poate
fi construit.

Daca se poate gési o codificare Huffman ¢* pentru sursa de informatie
redusa S*, atunci codificarea din Tabelul 1.4

aj a9 [P (2] An-1 adn
(b*(al) é.(GQ) CC (b.(an—‘l) ¢'(an-1,n)0 ¢‘(an-l,n)1
Tabelul 1.4

definegte un cod Huffman pentru S (vom justifica aceastd afirmatie).
Lema 1.1 L(¢) = L(¢™) + P(an-1) + P(an).

Demonstrafie: Fie dy.d;, ..., d,y-2, d* lungimile cuvintelor cod corespun-
zatoare lul ¢*. Atunci lungimile cuvintelor - cod pentru ¢ sunt
dy,dy, ..., dn_a,d*+1,d" + 1. Efectuand calculele, se obtine:

L) = Y dP(@) +(d + DPlary) (& + 1)Pla) =

n—-2
= Y diP(a;) + d"[P(any) + P(aw)] + Plancy) + P(an) =

= L_((D‘) +P(an—l)+P(a")' O

Teorema 1.3 Fie ¢* o codificare Huffman pentru o sursd de informatie

redusd S*. Atunci codificarea ¢ definitd de Tabelul 1.4 determind un cod
Huffman pentru sursa de informatie S.

Demonstratie: Fie ay,a,,...,a, simbolurile sursd, ordonate descrescator
dupd probabilitate. Deoarece teorema este evidentd pentru P(a,) = 0,
vom considera doar cazul P(a,) > 0. Demonstratia consta din trei pasi:

e S admite o codificare Huffman ¢o cu lungimile cuvintelor - cod
ordonate:

dy <dyg <...<dn (di = ¢o(ai)|,1 <2 <n).

Pentru a demonstra aceasta, plecaim de la o codificare Huffman
arbitrara ¢ pentru S. Daca existd un simbol a; astfel ca d; > d;4y,
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notam cu ¢’ codificarea obtinuta din ¢ prin permutarea cuvintelor
- cod corespunzatoare lui a; i a;4,. ¢ este evident o codificare
instantanee, iar diferenta dintre lungimile medii L = L, (al lui
o) g1 L' (al lui ¢') este:

1;,,,,‘,1 - L/ = [([,P((li) + d,‘+1 P(ai+l )] - [di“P(ai", + diP(aH,l )] =
= (di — di11)[P(ai) — P(ai1)]-

Aceastd expresie este produsul dintre doua numere pozitive, deci
Lmin > L'; din proprietatea de minimalitite rezultd i L.;, =
L'. Cu alte cuvinte, ¢’ este tot o codificare Huffman. Procedeul
continud pana se obtine codificarea oy ceruta.

S admite o codificare Huffman ¢, in care ultimele cuvinte - cod,
#1(an-1) si $1(a,) diferd doar prin ultimul simbo'.

Fie ¢g codificarea Huffman anterioara si ¥ codificarea rezultata din
¢o eliminand ultimul simbol din ¢o(a,). Lungimea medie a lui ¢
va fi evident mai micd decat cea a lui ¢o (pentru cad P(a,) > 0),
deci ¥ nu poate fi codificare instantanee. Cuvantul - cod ¥(a;) =
$o(a;) (1 <2 < n—1 arbitrar) nu este prefixul nici unui alt cuvant
- cod; deci existd un 7 (i < n — 1) astfel incat ¢ (a,) este prefixul
lui ¢g(a;). Aceasta este posibil numai daca d; = d, $1 deci ¢g(a;)
difera de ¢¢(a,) numai prin ultimul simbol. Daca ¢t = n — 1, se ia
©1 = ¢o. Altfel, se observa ca d; = d,, implicad, = d;yy = ... = 1,;
deci se pot permuta cuvintele - cod definite in &g pentru ..; g1 a,_;.
Codificarea ¢, astfel obtinuta are aceeasi lungime medie ca si ¢q,
deci definegte o codificare Huffman.

S& presupunem ca se dd o codificare Huffman ¢* pentru sursa re-
dusa S™ g1 definim o codificare ¢ pentru S conform Tabelului 1.4.
Lungimile lor medii L(¢), L(¢*) verifica relatia din Lema 1.1.

Sa folosim acum codificarea Huffman ¢, construita mai sus. Deoa-

rece ultimele doua cuvinte - cod difera numai prin ultimul simbol,

¢1 poate fi obtinutd dintr-o codificare ] a lui 5™ prin "spargerea”

ultimulul cuvant - cod. In plus, ¢} este evident instantanee. Prin
p 1

calcule se ajunge la relatia
L(pr) = L(47) = P(an-1) + P(an).
Cum avem si L(¢) — L(¢*) = P(an-1) + P(a,), rezultd
L(¢) = L(¢1) — L(¢7) + L(#7).
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Acum, L(¢") = Lumin(S™). deci —L(¢7) + L(¢*) < 0. Rezulta
L(¢) < L(¢1) = Loinin(S). Deci, ¢ defineste un cod Huffman.

O

1.6 Exercitil

1.1 Care este cea mat micd lungime a unui cod - bloc cu alfabetul sursd
A ={a,b,...,z} st alfabetul cod B = {.,—,spafiu} (ca la codul Morse).

Dar dacd B are patru caractere ?

1.2 Se defineste codificarea

1 — 01 4 — 1000
2 = 011 5 — 1100
3 - 10 6 — 0111

Fste unic decodabild ¢ Este instantanee ? Se poate gdsi un cod instanta-
neu cu aceleast lungimi ale cuvintelor cod ?

1.3 Se defineste codificarea

a — 1010 d — 0001
b — 001 e -— 1101
c — 101 f — 1011

FEste unic decodabild ¢ Dacad nu, gdsiti doud mesaje sursd cu acelagi cod.

1.4 FEste unic decodabild codificarea:

0 — =zzx 4 — zryyzz 7T — zrrTYYy
1 — zayzy 3 — yzyyr 8 — zrrzyz
2 — Tyyyyy 6 — yyyry 9 — zrrrTy
3 — ryzyx

1.5 Se poate decide unic decodabilitatea codificdrilor

(i) (i)
é(a) = 001 é(a) = 00
(b) = 1001 é(b) = 10
é(c) = 0010 #(c) = 011
é(d) = 1110 #(d) = 101
é(e) = 1010 ole) = 111
of) = 01110 #(f) = 110
#(g) = 0101 #(g) = 010

folosind inegalitatea lui Kraft ¢
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1.6 Sd se construiascd un cod binar instantaneu pentru urmdtorul alfa-
bet sursd, cu lungimile corespunzdtoare ale cumntelor - cod:

Smmbol (A B C D E F G HI1 J KN L
Lungime |2 4 7 7 3 4 7 7 3 4 7 7

1.7 Sa se construiasca un cod instantancu pentru urmdtorul alfabet
sursd, cu lungimile corespunzdtoare ale cuvintelor - cod:

Simbol

1 3
Lungime | 1 3

4
3

w I

Care este numadrul minitm de simbolurt cod necesare ¢

1.8 Cate simboluri cod sunt necesare pentru ca urmdtorul alfabet sursd

sd poatd fi codificat intr-un cod instantaneu cu lungimile cuvintelor - cod
cunoscule:

a
1

[
[SVEE =

f
2

h m n
2

)
1 2 2

S e~

€ g g r st
1 2 2 21 2

S

1.9 Frecventa literelor in limba romdnd este datd de urmatorul tabel (in
procente). unde pe prima coloand sunt listate literele de frecventa rificatd,

pe coloana a doua cele de frecven{d medie, iar pe ultima coloand, cele de
frecventd micd.

A 13,04% L 4.58% Z 0.87T%
I 12,89% O 3,85% G 0,82%
E 11,75% D 3,68% B 0,77%
R 7,39% M 3,33% H 0,44%
T 6,62% P 2.91% J 0,19%
N  6,44% F 1,50% X 0,14%
U 6.44% Vo1.26% Y 0,0™%
5,50% @ 0,04%

C  547% K 0,01%
W 0.00%

1. Sd se construiascd un cod instantaneu, cu lungimile codurilor
egale pe fiecare din cele trei coloane. Cate simboluri - cod sunt necesare?

2. Sd se construiascd un cod Huffman care sd codifice alfabetul
limbii romadne.
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Coduri liniare

Cea mai generala clasd de coduri detectoare si corectoare de erori este
clasa codurilor liniare. Toate celelalte tipuri de coduri care se definesc
ulterior s-au dezvoltat doar in ideea obtinerii de performante superioare
in privinta decodificarii sau a numarului de erori detectabile/corectabile.
Indiferent insa dacad vor fi coduri ciclice sau convolutionale, acestea pot
fi rescrise in final sub forma de coduri liniare.

2.1 Matrice generatoare

Definitia 2.1 Fie ¢ un numdr prim gi n € N* un numdr natural nenul.
Se numegte "cod liniar” orice subspatiu liniar al lui Z7].

Un subspajiu k-dimensional al lui Z} (k < n) se numeste (n,k)- cod
lincar peste alfabetul Z,.

Reamintim, Z, = {0,1,...,¢g — 1} este corpul claselor de resturi modulo
q (deoarece ¢ este prim), cu operatiile de adunare si inmultire modulo q.

S& notdm in general cu A, (Anx C Z3) un (n, k) - cod liniar. Ele-
mentele sale se numesc cuvinte-cod. Daca nu este necesar sa specificam
dimensiunile (n.k). vom mai folosi si notatia C' pentru un cod liniar
oarecare.

Fie n,k € N*, k < n. Dupid cum s-a definit in capitolul precedent,
o codificare este o aplicatie injectivd ¢ : Z;‘ — 77, 1ar Any = ¢(Z;‘)
Elementele lui Z;‘ se numesc mesaje de informatie.

Deci, x € Z(f este un mesaj de informatie scris cu caractere din alfa-
betul Z,. Daca transmitem succesiunea x de semnale printr-un canal de
comunicatle. mesajul este supus diverselor perturbari "de canal” care-l
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28 CAPITOLUL 2. CODURI LINIARE

modificd. Ideea teoriei codurilor este urmatoarea: in loc de a transmite
numal elementele lui Z;‘, sa "lungim” mesajul informational scufundand
(prin intermediul aplicatiei ¢) Z;‘ intr-un spatiu liniar Z}' (n > k) ast-
fel incat cele n — k pozitii noi — numite pozifiz de control - sa asigure
redondanta necesara refacerii mesajului de informatie initial (in cazul in
care a fost modificat).

Astfel, cu pretul lungirii mesajului, se castiga protectie fata de (anu-
mite tipuri de) erori.

Observatia 2.1

o Din Definitia 2.1 rezultd cd un cod liniar de lungime n este un set C
de cuvinte (secvente. giruri, vectori) de lungime n cu proprietdtile:

(i) a = (a1,...,a0) € C, b = (b,....bs) € C = a+b =
(a1+b1,...,an+bn)ec;

(1) a = (a1,...,a,) € C,t € Z, = ta = (tay,....ta,) € C.
e Orice cod - liniar confine cuvdntul - cod nul 0 = (0,0,...,0).

o Deoarece Z, are q elemente, numdrul de cuvinte - cod dintr-un cod
liniar An ) este ¢* (card(Anx) = ¢*).

A,k fiind un spatiu liniar k-dimensional, admite o baza formata din &
secvente cu n elemente fiecare. Fie

e1,ez,...,€ex

o astfel de bazd. Atunci orice cuvant - cod v € A, x are forma

k
VvV = Z U €j
1=1
unde (uy,ug,...,ux) € Z;‘ este unic determinat.
Cu alte cuvinte, k simboluri de informatie u;..... uy € Zy determina
in mod unic un cuvant - cod v € A, prin relatia de sus, sl reciproc.
Operatia de codificare ¢ face aceastd asociere biunivoca:

k
k
u=(ug,...,ux) € Zq = v= E u;ej € Ank.
=1
Fiecare cuvant - cod intr-un cod liniar va avea deci k simboluri de

informatie; celelalte n — k simboluri se numesc simboluri de control.
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2.1 MATRICE GENIFRATOARIE 29

Definitia 2.2 Fie A, un cod lintar st ey....,ex o bazd a sa. Matricea
€1
e
Gk‘n - 2
€k

se numegte "matrice generatoare” a codului.

Deci operatia de codificare este definitd prin matricea generatoare:
k ' —
Vue Z;. é(u)=uG.

Exemplul 2.1 Matricea

genereazd un (5,2)-cod liniar peste Z, (n = 5,k = 2). Rangul ei este
2 (primele doud coloane formeazd matricea unitate), deci cele doud linii
ale lut G sunt cuvinte - cod liniar independente.

Mulfimea mesajelor de informatie este Z2 = {00,01,10,11}.
fnmultind fiecare mesay cu matricea G se obfine spatiul lintar al cuvin-
telor - cod

As 2 = {00000,01101,10011,11110}.

Func{ia de codificare este:

00 — 00000, 01 — 01101, 10 — 10011, 11 — 11110.

Un cod liniar poate fi generat de mai multe baze posibile. Deci se pot
construi mai multe matrici generatoare pentru un acelasi (n, k)-cod liniar.
Ele se pot transforma una in alta prin operatiile liniare obignuite, definite
pentru liniile unel matrici. Prin schimbarea matricii generatoare nu se
schimba spatiul liniar al cuvintelor - cod, ci numail modalitatea de co-
dificare (functia ¢). Cum prin termenul cod se intelege de obicei spatiul
liniar A, x, rezultd cd doud matrici diferite care se deduc una din alta
prin operatii pe linii, reprezinta acelagi cod.

Exemplul 2.2 Reluand Eremplul 2.1, prin adunarea cele: de-a doua
linii la prima, se ajunge la matricea

, (11110
G‘(01101)
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30 CAPITOLUL 2. CODURI LINIARE

Fa genereazd acelasi spatiu liniar As ;. dar codificarea diferd:
00 — 00000, 01 — 01101, 10 — 11110, 11 — 10011.

Exemplul 2.3 Mairicea

110000
G=10022200
111111

genereazd un (6, 3)-cod liniar peste Z3. Aducand matricea la forma cano-
nicd. se obtine

G =

o O -

1 000
0110
0 0 01

— o O

Toate cele 3% = 27 cuvinte ale codului au urmdtoarea proprietate: fiecare

simbol este scris de doud ori. Din acest motiv, astfel de cod este numit
“cod cu repetifie”.

Cea mai convenabild reguld de codificare consta in scrierea celor k sim-
boluri de informatie gi apoi suplimentarea lor cu n — k simboluri de
control. Aceasta corespunde matricii generatoare (unice)

G = (I|B)

unde / este matricea unitate de ordin k, iar B este o matrice cu k linii
si n — k coloane.

Definitia 2.3 Un cod liniar este numit "ststematic” dacd admite o ma-
trice generatoare de forma G = (I|B) unde I este matricea unitate.

Definitia 2.4 Doud coduri liniare C' g1 C' de aceeasi lungime n se
numesc echivalente dacd existd o permutare © € S, astfel incat
VV2...0, €EC = Vr(1)Un(2) .- Va(n) € C’
(s-a notat cu S, multimea permutarilor de n elemente).

Exemplul 2.4 Codul din Ezemplul 2.1 este un cod sistematic. Din ‘
modalitatea de codificare se observa cd mesajul de informatie se afld in |
cuvantul - cod pe primele doud pozifii.

Codul cu repetitie din Ezemplul 2.3 nu este sistematic. Totugi, folo-
sind permutarea (1,4,6,2,5,3) (se permutd simbolurile doi cu patru gt
tret cu gase) se ajunge la un cod sistematic generat de matricea
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Yo
T —

|
R

00
1 0
0 1

o O =

00
01
1 0
Teorema 2.1 Orice cod liniar este echivalent cu un cod liniar sistematic.

Demonstrafie: Matricea generatoare GG a unui (n, k) - cod liniar A, ; este
de rang k; deci ea are k coloane liniar independente.

1. Sa presupunem ca primele k coloane ale lui G sunt limar indepen-
dente. Deci G = (X|Y) unde X este o matrice k X k inversabila.
Exista atunci o succesiune de operatii de linii care transforma X in
matricea unitate. Aceeasi succesiune de operatii efectuate acum
pentru toatd matricea G va conduce la matricea ' = ([|Y").

Deoarece si (i’ este matrice generatoare pentru codul A, 4, rezulta
ca acesta este sistematic.

2. Fie (p1,p2,....pn) permutarea care aduce coloanele liniar indepen-
dente ale matricii (7 pe primele k pozitii. Se obtine in acest fel o
noud matrice G'. Fie A’ , codul liniar obtinut prin codificarea cu
matricea generatoare G’. Atunci A, si A} , sunt echivalente, iar
A’ este sistematic, conform cazului anterior. O

2.2 Matrice de control

Definitia 2.5 Fie A,x un cod liniar generat de matricea G = Ggn.
Se numegte "malrice de control” o matrice H = H,_k, cu proprietatea

GHT = 0.
Observatia 2.2
o Din definitie rezultd cd matricea de control H a unut cod liniar C
are urmdtoarea proprietate:
ve( <« vHT=o0. (1)
Ldsdm ca exercitiu demonstrarea acestei echivalente.
o Prin transpunere, relatia de sus se poate scrie i HGT = 0. Aceasta

inseamnd cd gt H este matricea generatoare a unut (n,n — k) - cod
liniar peste corpul Z,, cod pentru care G este matrice de control.
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32 CAPITOLUL 2. CODURI LINIARE

Cele doud coduri astfel definite se numesc coduri duale. Cuvin-
tele - cod din cele doud coduri duale sunt ortogonale (produsul lor
scalar este zero). Intr-adevir. dacd C st C'" sunt doud coduri duale,
generate de matricile G respectiv H, iar x € C. y € C’ sunt cu-

vinte - cod arbitrare. eristd u,v cu x =u@G, y=vH. In plus,
xHT =0, yGT = 0.

Atunci, xyT = uGyT = u(yG")T = w0’ = 0.

Exemplul 2.5 (7.4) - codul liniar binar cu matricea generatoare

1000011
G = 0100101
0010110
0001111
are drept matrice de control
0001111
H=10110 1
1 01 01 1

care la randul ei este matricea generatoare a unui (7,3) - cod liniar binar.
Se verifica imediat relatia

GHT =

[ R e I e R e ]
[en N en I o B
o O OO

Un cod care coincide cu codul sau dual se numeste cod auto - dual .

Teorema 2.2 Un cod liniar sistematic cu matricea generatoare G =
(I\B) admite ca matrice de control H = (—BT|I).

Demonstratie: Cele douid matrici unitate din scrierea lui G s1 H sunt de
ordin k respectiv n — k. Efectuand calculele, se obtine:

GHT:UMﬂ(iF>:nJB+BI:—B+B:0

]

Corolarul 2.1 Matricea de control a unui (n,k)-cod liniar are rangul

n—k.
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2.3. SINDROM 33

Teorema 2.2 permite un algoritm de calcul extrem de simplu al matricii

de control, atunci cand se cunoaste matricea generatoare. S&a aritim
aceasta pe un exeimnplu:

Exemplul 2.6 Plecand de la matricea generatoare construitd in Erem-
plul 2.4, se poate construi matricea de control (calculele se fac in Z3):

-1 0 0100
H = 0 0 -1 010]=
0 -1 00 0 1

o O N

00
0 2
2 0

o O -

00
10
0 1

Aplicand acum permutarea inversd coloanelor lui H*, se ajunge la ma-
tricea de control a codului definit in Exemplul 2.3:

210000
H=100001 2
001200

Relatia xH? = 0 pe care o verifica orice cuvant - cod X € A, 4 permite s
definim un cod 1 sub forma unui sistem de ecuatii. Astfel, A, x este un

cod peste Z, daca si numai daca elementele sale sunt solutii ale sistemului
liniar xHT = 0.

, _ 0 1
Exemplul 2.7 Codul cu matricea de control H = ( i (1) L1 (1) )
este definit ca mulfimea solutidor binare (21,14, x3,14,5) ale sistemului
r+z2+z4=0, T+ T3+ T4+ 25=0.

Sistemul are rangul 2 $i 5 necunoscute, deci el admite 2°7% = 8 solutii,
care formeazd codul liniar

As = {00000,00101,10010,01011,01110,11001,11100,10111}.

2.3 Sindrom

Fie codul liniar A, peste Z,, cu matricea de control H g1 a € Z;‘.
Se numesgte sindrom al cuvantulul a, secventa z cu n — k componente,
obtinutd prin relatia

sau - echivalent - z=aH7.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



31 CAPITOLUL 2. CODURI LINIARE
Observatia 2.3 z=0<=a € A,;.

Daca se transmite printr-un canal de comunicatie un cuvant a pentru
care sindromul corespunzitor verific relatia z = aH7 # 0, inseamni ci
s-a detectat {aptul ca in timpul transmisiei au aparut erori.

Teorema 2.3 In Z,, sindromul receptionat este egal cu suma coloanelor
din matricea de control, corespunzdtoare pozitulor perturbate.

Demonstratie: Fie a = (ay,a2....,a,) € Anx cuvantul-cod transmis.
FFara a restrange generalitatea, sd presupunem ca au intervenit trei erori,
pe pozitile 2. j. k. fiind receptionat vectorul

a = (al,...,ai_l,a;,aiﬂ,...,a]-_l,ag,a]-“,...,ak_l,aL,akH,...,an)
unde a} # a;, a} # a;, ai # ax. Avem
0=aHT = a;(h))+.. . 4ai(h)+.. . +a;(h;)+.. . +ar(he)+. . . 4an(hy)

pentru cd a € A, , iar (hy),....(h,) sunt coloanele matricii H.
Avem. de asemenea

a'HT = ay(hy)+...+aj(h)+...+d)(h)+. . +ai(he)+. ..+ an(hn).
Prin adunarea acestor doua egalitati se obtine:

z =aH =aHT+aH = (0)+...+(0) + (hi)+...+(h))+... +
(hie) +(0) +... 4+ (0) = (h) + (hy) + (h«). 0

2.4 Pondere, distanta Hamming

Pentru orice cuvant x € Z7. se numeste pondere numarul w(x) de ele-
mente diferite de 0 ale lui x. Evident, 0 < w(x) < n.

Pentru doud cuvinte x,y € Z}', se numeste distanta Hamming intre
ele, numarul

d(x.y) = w(x - y).
Propozitia 2.1 d este o distantd definitd pe Z,.

Demonstratie: Se verifica imediat proprietatile unei distante:

2. d(x,y) = d(y,x);

3. d(x,y) +d(y,z) > d(x,z).
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2.4. PONDERE, DISTANTA HAMMING 35
0

Observatia 2.4 Deoarece x —y € Z7, rezultd cd distanfa Hamming
dintrc doud cuvinte este ponderea unui cuvant din 2.

Cu ajulorul lwi d. Z7 se poate structura ca spafiv metric,

Definitia 2.6 Se numeste distan{d (Hamming) minimd a codului liniar
Anx © Z7. cea mai micd distantd (Hamming) dintre elementele codului
An‘k, adicd

d = min dix.y).
X YEAn k X£Y (x.y)

Folosind proprietatea anterioara gi faptul cad 0 € A, &, rezultd ca

d= min w(x).
XEAn k,X#0

Adesea. distanta minima d este introdusa printre parametrii generali
a1 codului, folosindu-se notatia " (n, k,d) - cod liniar”.

Teorema 2.4 Fic H matricea de control a unui cod liniar A, . Codul
are distanfa minimd d dacd si numai dacd orice combinajie liniard de
d — 1 coloane ale lut H este liniar independentd si existd cel pufin o
combinafie liniard de d coloane liniar dependente.

Demonstratie: Pentru orice cuvant a, cu w(a) = s, aHT este o combina-
tie liniara de s coloane ale lui H. Cum exista un cuvant - cod de pon-
dere minimd egald cu distanta d a codului, rezulta cd avem cel putin
o combinatie de d coloane liniar dependente ale lui H. O combinatie
de mai putin de d coloane liniar dependente ar conduce la aflarea unui
cuvant - cod nenul de pondere mai mici decat d, deci contradictie. O

Definitia 2.7 Pentrur >0 si x € Z7, definim sfera de razd r si centru
x ca fiind

Si(x) = {y € Z2 | d(x,y) <r}.

Teorema 2.5 Fie A, C Z;‘ un cod liniar cu distanta Hamming d.
y d-1 .
Daca r = [T], atunct
Vx,y € Auxlx£y = S, (x)NS.(y)=10].
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Demonstrafie: Presupunem prin absurd c& exista z € Z;, z € S;(x) N

SAy). Atuncid(x.z) < rod(y. 2z) < rdeci, conform inegalitatii triunghi-
d—1

ului, d(x,y) < d(x,z)+d(y,z) <2r =2 [ 5

afirmatia cd d este distanta minima a codului A, ;. a

Evident, in fiecare astfel de sferda exista un singur cuvant - cod: cel
aflat in centrul sferei.

l < d, ceea ce contrazice

Definitia 2.8 ('n cod liniar A, C Z;'. de distan{d minimd d, este "per-
fect™ dacd

zr= |J Sux).

xEAn.k

unde t = [d;l}‘

4

2.5 Detectare si corectare de erori

. .. . VI d-1

Fie Ank € Z7 un cod liniar, de distantd minimd d §i t = | ——|. 53
presupunem ca s-a receptionat cuvantul z € Z7; va exista cel mult un
cuvant x € A, astfel incat z € S;(x) (in cazul codurilor perfecte, acest
cuvant exista totdeauna).

In cazul (ideal) cind z = x. cuvantul a fost transmis firi erori (sau
cu erori nedetectabile).

Dacd z # x, atunci mesajul a fost perturbat (st avem o detectare de
erori): in ipoteza cd numadrul de erort apdrute este minmim gi existd un
cuvant X € A, astfel ca d(x,z) < t, atunci z provine din cuvantul -
cod X - g1 se va transforma in acesta prin corectarea corespunzdtoare a
erorilor.

In celelalte cazuri. z nu se poate corecta sau se corecteazd gregit, in
alt cuvant cod.

Aceasta ultima situatie nu apare la codurile perfecte.

Metoda de detectare si corectare a erorilor descrisd mai sus se numeste
decodificarea cea mai probabild. Pentru marea majoritate a codurilor
liniare aceasta este singura metoda utilizata.

Fie A, C Z; un cod liniar. Pentru orice cuvant e € Z; formdm
multimea.

Ve=e+ A, = {e + VlV € An,k}
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le este multimea cuvintelor w = e + v care pot fi receptionate la
transmiterea cuvantului - cod v. atunci cand a actionat un vector - eroare
e. e va fi numit eroarc - tip.

Se verificd imediat cd Vo este subspatiu liniar al lui Z7' (vezi si Obser-
vatla 2.1).

In particular, A,; =0+ A, = Vp.
Propozitia 2.2 Pentru orice a € Ve,  Va = Ve.

Demonstratie: Din a € Ve. rezultd cd existd X € Anx cu a=e+Xx.
Deoarece x + Apx = Ani (evident, A, fiind subspatiu liniar), avem
Va=at+Anr=e+x+Anr=e+Ani=Ve. O

Vom utiliza aceastd propozitie pentru definirea unei tehnici generale
de decodificare.

Daca vrem sa detectam o anumita eroare - tip e care modifica cu-
vintele din A, x in cuvintele subspatiului Ve, atunci vor fi mai ugor de
depistat cuvintele din Ve cu ponderea minima.

Pentru fiecare V. se alege un cuvant numit reprezentantul lui V;
acesta este un element cu cea mai micd pondere din Ve.

Se construleste urmatorul tablou (numit tablou standard):

1. Pe prima linie se scriu cuvintele - cod, incepand cu O
(reprezentantul lui A, = Vp);

2. Pe prima coloana se scriu reprezentantii 0,e;, ez, .. .;

3. Pe linia cu reprezentantul e;, sub cuvantul cod x; se scrie
cuvantul e; + x;( mod g).

1
Exemplul 2.8 Fie matricea generatoare G = ( (1) (1) (]) 1 ) peste Z,

Fa va codifica Z3 = {00,01.10,11} in Ay, = {0000,1001,0111,1110}.
Calculul multtmilor Ve conduce la

Voooo = V1001 = V0111 = V1110

Vlooo = V0001 = V0110 = V1111
T r

V0100 = ‘/1101 = 0011 = V1010

Vooio = Vien = Voo = Viweo
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Alegem ca reprezentanti pe 0000,1000 (se poate st 0001),0100,0010.
Tabloul standard va fi:
0000 1001 0111 1110
1000 0001 1111 0110
0100 1101 0011 1010
0010 1011 0101 1100

Pentru destinatar. acest tablou este ca un dicfionar care se utilizeaza
astfel: cuvantul primit a se decodificd in cuvantul - cod din capul coloanei
pe care se afld a.

De exemplu, dacd se recepfioneazd 1101, el se va decodifica in 1001.

FEvident, cuvintele de pe prima coloand se decodificd in ele insele (sunt
cuvinle - cod gi nu au fost perturbate de nici o eroare).

Pentru orice cod liniar, un dictionar complet de tipul celui de mai sus
constituie cea mai simplad metodd de decodificare.

Problema apare atunci cand intr-o multime V, sunt mai multe cuvinte
de pondere minima. Atunci tabela va decodifica corect numai eroarea -
tip aleasd ca reprezentant.

Astfel, revenind la Exemplul 2.8, cuvantul receptionat 1111 se de-
codificd in 0111 (considerand cd a fost alterat primul caracter).

Daca se ia insa drept reprezentant pe linia a doua 0001 in loc de 1000,
a doua linie din tabloul standard este

0001 1000 0110 1111

Atunci, 1111 se decodificad in 1110 (considerind ultimul caracter ca
fiind cel alterat de canalul de transmisie). Care este cuvantul - cod corect
transmis 7 Acest lucru nu poate fi decis. Singurul lucru care poate fi
facut este sa se aleaga drept reprezentanti erorile - tip cele mai probabile.

Pentru un (n,k) - cod peste Z,, un dictionar complet consta din
toate cele ¢" cuvinte posibile, lucru destul de dificil deoarece in practica
codurile sunt destul de lungi (de obicei n > 100). De aceea este utilizata
o altd maniera de lucru, care reduce mult marimea tabloului standard.

Fie H matricea de control a unui (n,k) - cod liniar A,; putem
considera (Corolarul 2.1) ca liniile lui H sunt vectori liniar independenti.

Teorema 2.6 Pentru orice e € Z7, toate cuvinlele din Ve au acelasi
stndrom.
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Demonstratie: Fie v € A, ;. arbitrar si w = e + v. Avem
s=wH = (e+Vv)H =eHT + vHT =eHT + 0 =eH".

Deci toate cuvintele din Ve au sindromul egal cu sindromul lui e. o

Invers, pentru fiecare sindrom - deci pentru fiecare cuvant s de lungi-
me n — k, se poate determina un vector - eroare e avand sindromul s.

Mai mult, s va fi ales asttel incat s& aiba pondere minima (conform
decodificarii cele mai probabile). Pentru aceasta, se rezolva sistemul de
ecuatii liniare HeT = s7, care are solutie (deoarece liniile lui H sunt
liniar independente). Din multimea solutiilor alegem una de pondere
minima, cu ajutorul cdreia construim multimea Vi a tuturor cuvintelor
de sindrom s.

Pe baza celor de mai sus, se poate folosi urmatoarea procedurd de
decodificare:

1. La receptionarea unui cuvant w, se calculeaza sindromul s:
sT = HwT.
2. Se afld eroarea - tip e cu sindromul s.

3. Se considera cuvantul - cod corect ca fiilnd v=w —e.

In acest fel, nu mai este necesar si se retina tot tabloul standard;
este suficient sd se stie doar reprezentantii subspatiilor Ve g sindromurile
corespunzatoare.

Exemplul 2.9 Reluand codul definit in Exemplul 2.8, el are ca matrice

de conlrol
0110
HZ(I 1 0 1)

Calculand sindromurile reprezentantilor, se ajunge la tabloul:

Sindrom Reprezentant
00 0000
01 1000
10 0010
11 0100
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40 CAPITOLUL 2. CODURI LINIARE

care reprezintd o reducere cu H50% a datelor stocate (comparativ cu

tabelul standard).

De exemplu, la receplionarea cuvantulur 1101 se calculeazd sindromul

0110
1101

Reprezentantul sindromului 11 este 0100. Efectuand operatia

—_— ) =
fl
TN
—
N——’

1101 — 0100 = 1101 4 0100 = 1001

(in Z; scdderea se poate inlocui cu adunarea) se ajunge la cuvdntul trans-
mis. anume 1001.

Exemplul 2.10 Sd considerdm codul liniar As3 peste Z3, definit de ma-

tricea de control
10210
HZ(O 112 2)

Sindromurile sunt cuvinte de lungime 2 peste Z3, deci in total noud
cuvinte. Lista sindromurilor gi a reprezentantilor este:

Sindrom Reprezentant
00 00000
10 10000
01 01000
21 00100
12 00010
02 00001
20 20000
11 11000
22 22000

De remarcat cd un tablou standard pentru acest cod are dimensiunea
9 x 27 g1 confine 243 cuvinte; volumul de date s-a redus dect cu 92%.

Sd presupunem cd s-a trimis cuvdntul cod 01221 st s-a receplionat
01201. Sindromul este
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—_ 0
— I~
N~ —
I~ &
N
—_— O b — O
l
TN

dect € = 00010: decodificarea este
v=w—e=01201 — 00010 = 01221.

Decodificarea a fost corectd deoarece eroarea - tip apdrutd a fost una
din cele selectate prin reprezentanti.
Astfel, dacd pentru acelagi cuvdnt cod trimis s-ar fi receptionat 11201,

sindromul calculat ar fi 22; folosind reprezentantul din tabeld se ajunge
la un cuvant - cod

v=w-—e=11201 — 22000 = 22201,

care nu coincide cu ce s-a transmis.
Pentru sindomul 22 se poale alege insd un alt reprezentant, tot de

pondere doi: 10010. Dacd il folosim pe acesta in tabela de sindromuri,
se obfine o decodificare corectd:

v=w-—e=11201 - 10010 = 01221.

De fapt, codul definit nu are capacitatea de a corecta mai mult de o

eroare; faptul cd am solicitat sd corecteze doud erori a condus la incerti-
tudine.

2.6 Capacitati de detectare si corectare
de erori

Dupa cum s-a vazut pand acum. un cod liniar este definit ca un spatiu
liniar, codul dual este complementul sdu ortogonal etc. Ceea ce intere-
seaza aicl este identificarea unor coduri cu proprietati deosebite in de-
tectarea si corectarea erorilor. Aceste proprietdti sunt legate in special de
distanta minima a codului. Vom prezenta pentru inceput cateva rezul-

tate legate de diverse margini relativ la distanta, numarul de simboluri
de control, informatie etc.
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42 CAPITOLUL 2. CODURI LINIARE

Teorema 2.7 Un cod lintar A, ; C Z} arve distanta mmimd d dacd
numai dacd poate detecta orice combinatie de marim d — | erori.

Demonstratie: Dacd se transmite un cuvant a € A, x siapart (0 < ¢ < d)
erori, se va receptiona cuvantul a + e € Z cu w(e) = t.

Deoarece d(a,a+e) = t, rezulta a+e ¢ A,x, deci se detecteaza
eroare.
Afirnatia reciproca este evidenta. a

Teorema 2.8 Un cod liniar A, C Z are distanta minimd d dacd si

d-1
numat dacd poate corecta orice combinatie de t < [T] erori.

Demonstratie: Fie t un numar intreg pozitiv si sa presupunem ca d < 2t;
vom arata cd in acest caz exista erori - tip de pondere t (numite si pachete
de t erori independente) care nu pot fi corectate de codul A, ;. Aceasta
va duce la concluzia ca d > 2t + 1, adicd A, poate corecta orice pachet

det < —

erori.

Fie a,b € A, cud(a,b) = d si 13,2,...,24 tofl Indicii in care a

d d+1
difera de b. Alegand t = [d—%—l], avem 5 <t < % deci d < 2t (¢

astfel ales este minim).

Sa presupunem cd se trimite cuvantul - cod a s se receptioneazid

cuvantul a’ = (a{,a’,...,d)) unde
(li(: bl) daca 1 -‘,é i].'ig,...,id,
! - . . g
a, = b; daca 1= 1y.13,...,
a; daca TIEIE PO PRI

d d
Atunci. evident d(a’,a) = [—7;—1— =tsid(a',b) = [;] <t =d(a,a),

ceea ce duce la decodificarea lui a in b - incorect.

Sa presupunem acum d > 2t + 1. Atunci codul A, ; poate corecta
orice pachet de 1 erori. Pentru a arata aceasta, sa presupunem ci se
trimite un cuvant - cod a gi se primeste un cuvant a’ cu d(a,a’) < t.
Pentru orice cuvant - cod b (deci cu d(a,b) > d > 2t 4+ 1) avem, conform
inegalitatii triunghiului:

d(a,a’) +d(a'.b) > d(a,b) > 2t + 1,

sau, d(a’,b) > 2t+1—d(a,a’)>2t+1—-t=t+1>d(a, a).
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2.6. CAPACITATI DE DETECTARE SI CORECTARE DE ERORI43

Deci, in ipoteza decodificarii cele mai probabile, a’ se va decodifica in

a. G

Teorema 2.9 Distanfa minimd a unui (n, k) - cod liniar verificd relafia
d<n—-k4+1.

Demonstratie: Vo separa demonstratia in doua etape:
A: Fie A, un cod sistematic. Atunci primele k& simboluri din orice

cuvant - cod pot fi alese arbitrar (ele formeaza mesajul de informatie, un
element din qu) Fie v € A, cuvantul de forma
v =100.. .0vk+1vk+2 ... Up.
Evident. 0 < w(v) <n —k + 1. Cum d este cea mail mica pondere a
unui cuvant - cod nenul, rezulta inegalitatea ceruta.
B: Fie A, x un cod liniar arbitrar si A7, ; codul liniar sistematic echiva-
lent. Se observa cé cele doud coduri au acelagi parametri n, k, d. Folosind
acum A, inegalitatea se obtine din nou. O

Teorema 2.10 In orice cod liniar Ank C Z7 avem

k-1
d< w (marginea Plotkin)
q~ —1
Demonstratie: Sa consideram elementele din A, x agezate ca linii ale unui
tablou. Se obtine un tablou cu ¢* linii si n coloane. Fiecare component
nenuld din Z, apare pe fiecare coloana in ¢*~! linii. Atunci, suma ponde-
rilor tuturor cuvintelor - cod este egald cu ng*~!(q — 1) deoarece fiecare
componentd nenuld apare de ¢¥~! ori in fiecare coloan& si avem ¢ — 1
componente nenule distribuite pe n coloane.

Distanta minima a codului nu poate sa depaseasca ponderea medie a
cuvintelor codului. adica

g 1)
ST,
q
deoarece in A, ; sunt g* — 1 cuvinte nenule. a

Teorema 2.11 Fie A, un cod liniar peste Z, care corecteazd orice

combinatie de marim t erori. Intr-un asemenea cod sunt necesare cel
putin

n—k>logl+Cig—1)+Clqg—1)+...+Ci(g— 1)
pozifii de control (marginea Hamming).
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44 CAPITOLUL 2. CODURI LINIARE

Demonstratie: Pentru ca A, sa corecteze orice combinatie de cel mult
t erori independente, este necesar ca fiecare astfel de eroare - tip sa fie
un reprezentant din tabloul standard, deci s fie caracterizatd printr-
un sindrom distinct. Sunt ¢"7* sindromuri distincte. deci acesta este
numarul maxim de erori care pol fi corectate de cod. Din cele ¢"*
sindromuri, unul trebuie s fie pentru 0 erori, C}(g — 1) - pentru erori -
tip simple (cuvinte e cu o singurd componenta nenuld), C?(g—1)? pentru
erori duble etc. Deci, este necesar ca

P14+ CHg- D)+ CHg— 1) +...+Ch(g— 1)
Apoi se logaritmeaza. a

Teorema 2.12 Dacd
n—k>log[l+Ch (- 1)+ C2i(g—1)>+...+ Cil(g—1)*7

atunct existd un cod lintar Anx C Z7 cu distanfa minimd d (marginea
Vargsamov - Gilbert).

Demonstratie: Pentru ca sa existe un cod liniar A, ; peste Z, cu distanta
minima d este suficient (Teorema 2.4) ca orice coloand din matricea de
control H,_ , sd nu fie combinatie liniard a altor d — 2 coloane, in acest
fel ne-existand nici o combinatie liniard intre d — 1 coloane nenule ale lui
H. Aceastd conditie este echivalenta cu

F-1>C (- D)+ C(g— 1)+ ...+ Ci}g - 1)

Aici, ¢"™% — 1 reprezinti numirul total de coloane distincte nenule care
pot apare in matricea I{. Semnificatia termenilor din membrul drept este
evidenta: astfel. de exemplu C?_ (g — 1)? reprezinta numarul combinatji-
lor liniare cu coeficienti nenuli a doua din cele n — 1 coloane etc.

Apoi se logaritmeaza. a

Fie A,k C Z7 un cod liniar pentru care d > 2¢+1 (deci cu capacitatea
de a corecta orice combinatie de maxim ¢ erori independente). Reamintim
ca pentru orice X € A, s-a definit sfera centrata in x prin

S(x) ={y € Z|d(x,y) < t}.
Mai introducem si suprafata (scoarta) acestei sfere, definita:

Al(x) = {y € Z]|d(x,y) = t}.
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Vom nota numarul de elemente ale fiecareia din cele doua multimi prin
S, = card(S,(x)). A, = card(A,;(x))
(datorita proprietatii de omogenitate a spatiilor liniare. valorile S, si
Ay sunt aceleasi pentru orice x € Z7').
Au loc relatiile evidente:

At 5 ‘glw

]
o
il

A;.
i=0
Deoarece sterele de raza t centrate in cuvintele codului A, sunt dis-
juncte, avem
¢S, < q".
Aici, ¢* reprezintid numairul de cuvinte - cod, iar ¢" - numdirul total
de cuvinte din Z7.

Din aceastd relatie se obtine imediat

n —k > log,Si,

cunoscuta sub numele de inegalitatea volumului. Ea mai poate fi gasita
si sub forma

&=

c 1
<1 - —log,S;.
n

=

Raportul — se numeste ratd de informatie si dd o masura a cantitatii
de informz?f;ie pe care o poartd un cuvant - cod. O ratda de informatie
micd (mai multe simboluri de control) asigurd o securitate mai mare a
datelor transmise. In schimb, conditii practice de eficienta cer o rata de
informatie cat mai mare (mai multd informatie pe unitatea de mesaj).
Aceasta este una din solicitarile contradictorii ale teoriel codurilor.

2.7 Modificari ale codurilor liniare

Adesea este imposibil sa se utilizeze un cod bun. deoarece el nu satisface
anumite restrictii tehnice, cum ar fi lungimea sau rata de informatie. De
aceea este ulil sa se aplice anumite prelucrari asupra codurilor, care sa
nu afecteze proprietatile principale de detectare si corectare a erorilor.

Definitia 2.9 Numim eztensie a unui (n,k) - cod liniar A,y C Z7,
(n+ 1.k) - codul liniar A%, , obtinut din A, prin addugarea la fiecare
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16 CAPITOLUL 2. CODURI LINIARE

cuvant - cod a = ayay...a, a unui simbol nou a,4+1, cu proprietatea
n+1

Z a; = 0 (mod q).

=1

Observafu:

1. In cazul binar, noul caracter a;, 4, poartd numele bit de paritate.

Daca H este matricea de control a codului A, k, atunci codul extins
A} .1 are matricea de control

o

0
11 ...1 1|1

n
De fapt. ultima linie reprezinta ecuatia z,4; = (¢ — 1) Z z;.
=1
2. Daca un cod liniar binar A, are o distantd minima impara d,
atunci codul extins are distanta minima d + 1. Intr-adevar, fie
a=aa...a, € A cu w(a) = d. Cum d este impar, rezultd

n

E a; = 1 (in Z,), deci ap,yy = 1. Cuvantul a’ = aja;...a,1 €
=1

A ., . are ponderea w(a’) = d + 1, si nu se poate construi un alt
cuvant - cod in A}, , de pondere mai mica.

Definitia 2.10 Fie A, C Z7 un cod liniar.

1. "Relazarea” lut A,k este un cod liniar A,—y k. obtinut prin stergerea
ultimului simbol din cuvintele lui A, x;

2. "Completarea” lui A, este un cod definit A}, , = AnxU(Ani+1),

unde 1 este cuvdntul cu toate elementele egale cu 1. iar suma se
face modulo q;

3. "Erpurgarea” codului A,k este A;,, = {a € A, xlw(a) =0 (mod 2)}.
Observatii:

¢ Relaxarea este operatia inversa extensiei.
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e Prin completarea g1 expurgarea codurilor liniare se obtin coduri
liniare numai in cazul binar. In celelalte cazuri, noile multimi rezul-
tate nu sunt spatii liniare.

Propozitia 2.3 Prin completarea unui cod liniar binar A, se obfine
un cod lintar binar A, ;4\ cu un numar dublu de cuvinte - cod.

Demonstratie: Completarea unui cod liniar binar C Inseamna adaugarea
la cuvintele - cod ale lut (" a tuturor cuvintelor obtinute prin comple-
mentare (schimbarea lui 0 in 1 i a lui 1 in 0).

Fie Gy, matricea generatoare a codului A,s. Se verifica usor ca
matricea

Gk,n

, —
k4+1,n =

genereazd A, x U (1 + A, ). Cuvintele acestui cod au lungime n g1 k +1

pozitii de informatie. Fiecare din cele doua submultimi are un numar
egal de elemente. O

Propozitia 2.4 Orice cod liniar binar are sau toate cuvintele - cod de
pondere pard, sau numdrul cuvintelor - cod de pondere pard este egal cu
numdrul celor de pondere impard.

Demonstrafie: Fie C un cod liniar binar cu un cuvant vy de pondere
impard. S& presupunem cad Vvi,Vz,...,Vy sunt toate cuvintele lui C;
atunci € = (" 4+ vi. Pentru orice cuvant - cod v; de pondere para
(impard). vi + vj are pondere impara (pard). Pentru a justifica aceastd
afirmatie, sd presupunem ca w(vy) = 2p + 1, w(vi) = 2¢ iar vj §i v1 au
1 pe r pozitii comune. Atunci w(v; + vi) = w(vj) + w(vy1) — 2r (pentru
cal+1=0)=2p+1+2¢—2r =2s+ 1. Dacd v; are pondere impara,
se procedeaza in mod similar.

Deci adunarea cu vy defineste o corespondentd biunivocad intre cuvin-

tele - cod de pondere para i cele de pondere impara, ceea ce completeaza
demonstratia. O

Corolarul 2.2 FEzrpurgarca unut cod liniar binar C este tot C, sau un

cod liniar binar avind ca muljime de elemente jumdtate din mulfimea
elementelor lut (.
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Matricea generatoare Gz, a lui Ce;, se poate obtine din matricea G
a lui C astfel: daca toate liniile lui G sunt vectori de pondere parad
cele doud coduri coincid. Altfel, fie G = [e1.e2....,er €r41, ... ,ek]T
in care - fard a micsora generalitatea - putem presupune cad primele r
linii au pondere impara, iar celelalte k& — » linii au pondere para. Atunci
Gerp = [0,e2+€1,....6r +€1,€p41...,K)7.

Exemplul 2.11 Sd construim codul A, peste Z3, folosind matricea gen-

eratoare
1 010
G:(Ol 11)'

Ea codificd cele 9 elemente din Z3 in

Aq2 = {0000,0111,0222,1010,1121,1202,2020,2101, 2212}.

Codul liniar relazat Az, = {000,011,022,101, 112,120, 201,210, 221}
este generat de matricea
1 01
@”‘(011>'

Constructia a fost posibild deoarece prin eliminarea ultimet coloane, lintile
ramase sunt tot liniar independente. Dacd acest lucru nu este realizabil,
se cautd k cuvinte - cod in A, k, cu proprietatea cd dupd eliminarea ul-

timei componente, ele sunt liniar independente. Acestea formeazd liniile
noit matrici generatoare.

Codul completat este

0000 0111 0222 1010 1121 1202 2020 2101 2212
1111 1222 1000 2121 2202 2010 0101 0212 0020

De remarcat cd el nu este un spatiu liniar (nu este inchis la adunarea

Codul expurgat are cinci elemente: {0000,1010.1121,2020,2212}.
Nict acesta nu este cod liniar.

Exemplul 2.12 Sd reludm matricea generatoare din Ezemplul 2.11, dar
pentru un cod liniar peste Z,.

Codul generat de G este Ay, = {0000,0111,1010,1101}.
Toate codurile modificate sunt in acest caz codurt liniare. Astfel
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o C'odul relarat A, = {000.011.101.110} este generat de aceeasi
matrice G din Evemplul 2.11.

e Codul completat A,m = {0000,0111,1010,1101,1111.1000,0101,
0010}, este un cod liniar generat de matricea

1 010
Gom=1{101 11
1 1 11

e Codul expurgat A.., = {0000,1010} este un cod liniar generat de

maltricea
1 010
Ger = < 0 00O ) ’

2.8 Detectare si corectare simultana de
erori

Sa incepem cu un exemplu.

Exemplul 2.13 Fie (7.4) - codul liniar binar avand matricea de control
0 001111
H=10110011
1010101

El are distanfa minimd d = 3, dect poate detecta 2 erori gt poate corecta
o eroare (Teoremele 2.7 g1 2.8). Totugt, codul nu poate realiza simultan
ambele deziderate.

Maz precis, atunci cand codul este utilizat pentru corectare de erort,
erorile duble scapd nedetectate. Astfel, dacd se trimite 0000000 §i se
recep{ioneazd 1010000, sindromul este 010. Tabloul standard conduce la
corectarea celui de-al doilea bit, si decodificd (incorect) in cuvdantul - cod

111000.

Uneori 1nsa, se solicitd in mod explicit un cod capabil sa detecteze $1 sa
corecteze crori in acelagi timp.

Definitia 2.11 Un cod C' de lungime n corecteaza t erori gi detecteazd
s erori stmultan dacd orice cuvant - cod v are urmdtoarea proprietate:

Vx € Z] [d(x,v) <s = Vae A\ {v},d(x,a) > t].
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In aceastd situatic. detectarea si corectarea simultand a erorilor se re-
alizeaza astfel: la receptionarea unui cuvant x € Z7 se cautd cel mai
apropiat cuvant - cod v (in sensul distantei Hamming). Daca d(x,v) <t
atunci cuvantul se corecteaza in v; altfel, se anunta ca cel putin s sim-
boluri sunt modificate.

Justificarea acestui procedeu rezulta imediat din definitie.

Teorema 2.13 U'n cod lintar corecteaza t erori st detecteazd s erori si-
multan dacd gt numai dacd

d>t+s+ 1.

Demonstragie: A: S& presupunem d >t + s + 1. Fie v un cuvant - cod
$i X € Z7 cu d(v,x) < s. Pentru orice cuvant - cod v/ (v # v) avem
d(v,v') > d>1t+ s+ 1. Folosind inegalitatea triunghiului,

d(v,x) +d(x,v) > d(v,v) >t +s+1,

se deduce
dw,v)>t+s+1—-d(v,w)>2t+s+1—-—s=1t+1

Deci, conditia din Definitia 2.11 este indeplinita.

B: Si presupunem prin absurd d < ¢t + s + 1. Fie v, Vv’ doud cuvinte
- cod cu d(v,v') = d < t+s. Construim cuvantul x din v in felul
urmator: dacid d < s, se 1a x = Vv’; altfel. se inlocuiesc primele s simboluri
care diferd de cele din v’, cu valorile lor din v'. Atunci d(v,x) = s i

d(v',x) =d—s5<t+s—s=t, ceea ce contrazice conditia din Definitia
2.11. a

Exemplul 2.14 5S¢ considerdm (8,4) - codul liniar binar generat de ma-
tricea

10001110
c_|o01oo0o1 100
B 00101011
00010111
El are distanta minimda d = 4, deci - conform Teoremer 2.8 - poate

corecta maxim o eroare, iar conform Teoremer 2.13, poate corecta o eroare
st detecta simultan doud erori.
Astfel receptionarea cuvantului 11110010 conduce la corectarea sa in

10110010 (deoarece d(11110010,10110010) =1 s¢ 10110010 este cuvant -
cod).
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In schimb receplionarea cuvantulur 00001111 anunid cd au apdrut cel
pulin doud erori. In aceastd situafie, nu mai putin de patru cuvinte -
cod (00010111,00101011, 01001101,10001110) sunt situate la distania 2
de cuvanlul primat.

Exemplul 2.15 Codul binar cu repetifie de lungime 7 (care are 2 ele-
mente: 0000000 g 11L11111) poate realiza una din conditiile:

o Corecteazd 3 erori:
o Detecteaza 6 erori:

o Corecteaza 2 erori gi detecteazd 4 erori simultan.

2.9 Probabilitatea nedetectarii erorilor

Sa ne punem urmatoarea problema: care este probabilitatea ca, dupa
transmiterea unui cuvant - cod a, sa fie receptionat alt cuvant - cod
b (b # a). Altfel spus, care este probabilitatea ca o eroare si scape
nedetectata ?

Notand cu e = b — a, o eroare este nedetectata daca si numai daca e
este un cuvant - cod nenul.

Vom considera un canal de transmisie binar simetric, adica un canal
in care singurele simboluri transmise sunt 0 si 1, iar probabilitatea p (0 <
p < 1) ca la transmiterea lui 0 sa fie receptionat 1 este egald cu proba-
bilitatea ca la transmiterea lui 1 si se receptioneze 0. Intr-un astfel de
canal, dacd w(e) = ¢ (adicad au fost perturbate la transmisie ¢ caractere),
probabilitatea de aparitie a erorii - tip e este p'¢"™*, unde ¢ = 1 — p.
Notand cu A; numarul cuvintelor - cod cu ponderea ¢, probabilitatea
P,..q a unei erori nedetectabile este suma probabilititilor p'q™™*, fiecare
termen aparand de A; ori pentru:z = 1,2,...,n. Formal,

Preqg = Z Ap' g
=1

Cum A = Ay = ... = A4_;, =0, suma se reduce la P4 = Z Aipiq"_'i.
1=d
Exemplul 2.16 Sd consideram (7.4) - codul liniar binar din Fremplul
2.13. Cele 2% = 16 cuvinte - cod ale sale sunt: un cuvdnt de pondere 0,
cate gapte cuvinte de pondere 3 si 4 g1 un cuvant de pondere 7. Atunci
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Prea = Tp%¢* + T + 7.

Daca folosim acest cod intr-un canal binar simetric cu eroare de proba-
bilitate p = 0.01, avem

Preq = 7(0.01)3(0.99)* + 7(0.01)%(0.99)° + (0.01)" =~ 7 x 1078,
deci  in medie ~ apar cam gapte erori nedetectabile la un milion de
cuvinle transmise.

Definitia 2.12 Polinomul de variabild x € [0.1] definit
P(x) =) Aa'
—

t
unde A; este numdrul de cuvinte de pondere ¢ din codul lintar A, x, se
numegte “numdrdtorul de pondert” al codului An .

Exemplul 2.17 Codul liniar binar definit in Exemplul 2.12 are numdra-
torul de ponderi

P(z) =1+ 2% + 22°.

Propozitia 2.5 Fie A, un cod liniar binar cu numdrdtor de ponder:
P(z). Probabilitatea aparifier unei erori nedetectabile la folosirea codului
A,k tntr-un canal binar simetric este

Pned = qn [P <B> - l] .
| q

Demonstratie: Relatia de definitie a lui P,eq se poate rescrie

anAipiq_i — anAi (g) .
=1 1=1

Deoarece Ag = 1 (singurul cuvant - cod de pondere 0 este cuvantul - cod
0). expresia devine in continuare

o (B (0) - ()]

2.10 Identitatea MacWilliams

In acest paragraf vom ardta un rezultat care face posibila determinarea
numaratorului de ponderi Po1(z) al dualului C* unui cod liniar C, direct
din numaratorul de ponderi Pc(z) al codului C'.
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Propozitia 2.6 Fie x € Z} si A, un (n, k) - cod liniar binar. Atunci
are loc egalitatea

1 vx _J 1 dacd x€ Af,
2k > (=™ = { 0 altfel
VeAu.k

Demonstratie: Dacd x € AL, atunci evident, (—=1)V* = (=1)° = 1 si
suma este egald cu numarul de cuvinte - cod din A, x, care este 2%,
S& presupunem acum ci x ¢ Ay . deci existd un cuvant - cod vg €
A cu vox = 1. Vom ardta cd in acest caz, numarul cuvintelor - cod
ortogonale pe X este egal cu cel al cuvintelor - cod ne-ortogonale pe x (si
deci suma din formuld este 0). .
Fie vi,v2,....v, toate cuvintele - cod ortogonale pe x. Atunci

V1 + Vo,V2 + Vo,...,Vy + Vg sunt toate cuvintele - cod ne-ortogonale
pe x. Intr-adevar:

LLVi(l<i<r) (vitvo)x=vix+vex=0+1=1;

2. Dacd v € A, verifica relatia vx = 1, atunci v — vg este un cuvant
- cod ortogonal pe x, deci v — vg = v; pentru un anumit . O

Teorema 2.14 Pentru orice (n, k) - cod liniar binar A, x, are loc relatia
(identitatea MacWilliams):

(14 2)" l-=z
PAVL;,k(I): TPAHJG 1 +1' .

4

Demonstratie: Sa rescriem numaratorul de ponderi sub o forma putin
diferita:

B(z,y) = Z Ay
=0

Evident, deoarece P(z) = B(z.1) si B(z,y) = y"P (£>, cele doua
y
expresii sunt echivalente.
In notatia cu polinomul B, identitatea MacWilliams se scrie
1
Bas(x) = 5z Baly — 2,y + ).

Cu ajutorul ponderii cuvintelor - cod, numaratorul de ponderi are
forma

Ba(r.y) = Z.‘L‘J.'iy"_i = Z pri@)yn-w(@)
=0

aeAn.k
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Prelucrand membrul drept al identitatii MacWilliams, avem:

Ba, (g—r.y+z) = > (y—2)"®(y+a)" @ = S Iy + (-1)a)

acA, x acA, i i=1
unde s-a notat a = (ay,a,,...,a,).

In mod analog, membrul stang se scrie:

N w(a), n—w(a)
By (vy) = > vty :

acA;,
Folosind Propozitia 2.6, el se poate reformula:

1 w n—w
BAtvk(I,y): Z 2_k Z (__1)av T (a)y (a)

aEZ;I VeAn,k

Expresia din paranteze este 0 pentru toate cuvintele a care nu sunt
- J_ -
in A; . Deci

A.L (z,y) = ‘)k Z Z yva ¥l Y w(a)

VEAn x a€Z}
Suma interioara se face dupa toate secvengele binare a de lungime n.
Vom ordona aceastd suma dupd ponderile lui a: pentru a = 0 suman-
dul este y"; pentru cuvintele a de pondere 1 avem: [(—1)* + (—1)°2 4

...+ (=1)*]zy™! etc; in final, pentru ponderea n avem [(—1)* + ... +
(“1)]an.

Se observa ugor ca suma tuturor acestor sumanzi E (=)™ + ...+

k=0
k. y
(=1)**)x*y"F este egald cu

[y + (=D)2z)ly + (=1)2a] ... [y + (=1)*a] = H[y+ 1)*z]. Deci

B Z H[y+ BAnk( $,y+.L‘). O

aEAnk =1

Exemplul 2.18 Sd consideram codul Ay, din Evemplul 2.12, al cdrui
numdrdtor de ponderi a fost dat in Fremplul 2.17.
Pentru codul dual, numdrdtorul de ponderi este

(1+z)* l—z (14 z)* 1—z)°
PAtq(x): 92 PA4,2 1+ 2 = 4 1+ 1+ 2 +

42 (] — r)s] _ T4+ (1 +2)21—x2)*+2(1 +2)(1 —x)®

1+ 4 -
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2 Q.3
L =14 22422

Dect cele doud coduri au acelagi numdardtor de ponderi. Aceasta nu
inseamnd insd cd cele doud coduri coincid (st deci codul ar fi auto - dual);
un calcul simplu conduce la determinarea celor doua coduri;

As2 = {0000.0111.1010,1101}, Az, = {0000,0101,1011,1110}

De refinut cd a avea acelasi numdrdator de ponderi este doar o condifie
necesard. nu st suficientd pentru ca un cod sd coincidd cu dualul sdu.

Exemplul 2.19 Fie codul cu repetitie de lungime pard n:
C =1{00...0,11...1};

numdrdtorul lui de ponderi este Po(z) =1+ z™.

Codul dual are numdardtorul de pozzderi

Poi(z) = (te) [1+ (1 *J:) } =14+C2* 4+ Clz* + ...+ 2™

2 l1+zx

Rezultd din aceastd formd cd dualul codului binar cu repetifie este

codul liniar binar format din toate cuvintele de pondere pard (si lungime

n).

2.11 Exercitii

2.1 Sd se construiascd coduri liniare care sd transforme cuvantul
>
(ar,a2,...,8,) € Z7 in:

[. (ay,ay.ay,ay,az.a;, .. .. Uy Gy Uy )
2. (al,bl,ag,bg,...,an,bn) unde bl = al,bg = a; + ag,...,bn = a; +
oot ay;

3. (a1,2an,3a2,4a,1,...).

2.2 Un cod lintar peste Z5 are urmdtoarea matrice generatoare:

G =

—_— N

231 2
2410
1 2 21
Sd se afle matricea de control.

2.3 Aceeagt problemd pentru Z-.
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2.4 Determinati dacd urmdtorul cod liniar binar este sistematic sau nu:

G =

o o -
o O -

00
11
0 0

_— D
—_ O

Dacad nu, gdsifi un cod sistematic echivalent.

2.5 Gastti matricea generatoare a unui cod lintar binar care are matricea
de control:

1 011 000
1110100
H = 1100010
001 00O0O0°1
2.6 Sd se demonstreze echivalenta (1).
2.7 Se dd matricea de control
110101
H=|1110010
1 01100

a unut cod liniar binar.
Sa se decodifice mesajele 110110, 010100.

2.8 Descrieft dualul (6,3) - codulut binar definit de ecuatuile:
I = Ty, Iy = Is, I3 = Ts-

2.9 Fie A un cod liniar binar obtinut din toate sumele posibile ale cu-
vintelor 101011,011101,011010.

1. Aflati o matrice de control a codului.

2. Afla{i un tablou standard si decodificati 111011.
2.10 Demonstrafi cd un cod lintar binar descris de ecuatiile
T3 =21+ 23, ITg=I, Ts5=2T1+71T
corecteazd o eroare. Construifi tabloul standard.

2.11 Construili o tabeld de sindromurt de decodificare pentru:
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1. Codul cu repetifie de lungime 7;
2. Codul din Erereifiul 2.8:
3. Codul peste Z3 cu matricea generatoare:
100 2 2
G=[1010 01
00110

2.12 Fie un cod liniar A, C Z;’ st tabela de sindromuri de decodificare
cores-punzdtoare. Definim o operafie de decodificare 6 : Z} — A, cu
proprietatea: Vv € A, i, Ve reprezentant din tabeld, 6(v+e) = v. (8
corecteazd erorile - tip din tabela de decodificare). Sd se arate cd atunci
§ nu corecteazd nict o altd eroare - tip: dacd e nu este un reprezentant
din tabeld. atunct exista v € A, cu 8(v+e) #v.

(Altfel spus, decodificarea cu sindromuri este optimald).

2.13 In ZY notam cu X cuvantul ob{inut din x prin permutarea car-
acterelor 0 st 1 intre ele (complementare). Sd se arate cd pentru orice

a,beZ}:
l.a+b=a+b;
2. a+tb=a+b=a+b;
3. d(a,b) = d(a,b) = w(a + b).

2.14 Descrieti codurile modificate obfinute din codul liniar binar cu ma-
tricea generatoare

G =

—_— 0 =

1
0
1

— —

00
1 1
10

2.15 Aceeagt problemd pentru codul peste Z definit prin

1 00 2 2
G=|1010 01
00110

2.16 ['ie Anx un (n,k) - cod liniar binar st A ,_, (n,k — 1) - codul
obtinut din A, prin expurgare. Ce relafie existd intre matricile de con-
trol ale celor doud coduri ¥
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2.17 Ardtati cum poate codul binar cu repetifie de lungime T sd corecteze
doud erort g1 sd detecteze 4 erort simultan. Cate erori poate detecta acest
cod dacd se impune restrictia sd corecteze o singurd eroare ¢

2.18 Flie un (15.4) - cod liniar binar in care fiecare coloand v din ma-
tricea generatoare este scrierea binard a lui 1 sub forma unui vector cu 4
componente. Sd se determine distan{a minimd. numdratorul de ponder:
§t numdrdtorul de pondert al codului dual.

2.19 Fie C un (2k + 1.k) - cod binar astfel ca C* C C. Descrieti
mulfimea CL \ C. Este ea tot un cod liniar ¢
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Capitolul 3

Clase de coduri liniare

3.1 Coduri Hamming

Fie H matricea de control a unui cod liniar binar. Daca se transmite un
cuvant - cod a i se receptioneaza a + e (deci cu eroare - tip e), atunci
sindromul este e H7. Acest sindrom este egal cu suma coloanelor lui H
care corespund pozitiilor afectate de erori (Teorema 2.3).

In particular. o eroare care apare pe o pozitie corespunzatoare unei
coloane nule din H nu influenteaza sindromul. Deci, o astfel de eroare
nu este detectata.

Daca H are doua coloane identice si se intampla ca pe pozitiile core-
spunzatoare lor sa aparad simultan erori, acestea se anuleaza reciproc in
calculul sindromului - 1 deci nu pot fi detectate.

Pe de-alta parte. daca toate coloanele lui H sunt distincte g1 nenule,
o eroare singulara pe pozitia s va face ca sindromul sd fie egal cu coloana
numarul s din H. In acest caz, erorile singulare pot fi detectate si corec-
tate foarte ugor.

Pe baza acestor observatii am demonstrat teorema:

Teorema 3.1 Un cod lintar binar poate corecta o eroare dacd §i numat
dacd matricea sa de conlrol are toate coloanele nenule gi distincte.

Pentru a se putea corecta toate erorile simple, trebuie sa existe sindromuri

distincte pentru fiecare eroare - tip; deci, conform marginii Hamming
(Teorema 2.11),

"k >n 41,

Pe baza acestor considerente se defineste codul Hamming binar:
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Definitia 3.1 Codul liniar binar in care coloanele matricii H sunt repre-
zentarea binard a numerelor 1,2,...,2" — 1, este numit cod Hamming
binar.

Deci, pentru orice numar natma.l T

(r 2 ) se poate construi un (n,k) -
cod liniar binar in caren = 2" — 1, k =

—r—L

De remarcat ca Definitia 3.1 nu determmé pentru fiecare 7, in mod
unic matricea de control a codului Hamming. De obicei se considerd acea
matrice H in care coloana ¢ reprezinta scrierea in binar a numarului 1.
Deoarece codul este echivalent cu un cod sistematic (existad coloane pen-

tru 20,21, ...,2771), toate celelalte reprezentari au aceleasi proprietiti.

Exemplul 3.1 Pentru r = 3 avem codul Hammang binar de lungime
=2 -1 =7cuk=2-3-1 = 4 simboluri de informatie gi 3
stmboluri de control. Matricea de control este:

0001111
H3'7 = 011 0 011
1010101

De aici rezultd cd el este determinat de solufitle sistemulut liniar:

T4 + 5 + 6 + T2 = 0
9 + I3 + z6 + 0
Ty + 3 + x5 + Iy 0

8
3
[

]

Sd determindm matricea generatoare a accstui cod. Pentru aceasta, con-
struim intai codul sistematic echivalent, permutand coloanele pentru a
aduce matricea de control la forma egalonatd canonic:

0111100
Hi.=[1011010
1101001

De aici se ob{ine matricea generatoare esalonatd canonic:

10000 11
o _|orooro1
= loo10110

00011 11
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Aplicand permutarea inversd asupra coloanelor, se obtine matricea gen-
eratoare a (7,4) - codului Hamming binar:

1110000
1001100
Gar = 01 01010
1101001

Coloanele corespunzdtoare matricii unitate ((3,5,6,7)) reprezintd pozifiile
stmbolurilor de informatie in fiecare cuvdnt - cod. Deci simbolurile x,, z,
$t T4 sunt simbolurt de control. Sistemul de sus poate fi rearanjat pen-

tru a permite calculul simbolurilor de control plecand de la simbolurile de
informafie:

Ty = 3 + x5 + 7
T = T3 + T + 7
T4 = Ts + xg + X7

Toate cuvintele codulut sunt:

Informatie Cuvant cod | Informafie Cuvdnt cod
0000 0000000 0110 0110011
1000 1000011 0101 0101010
0100 0100101 0011 0011001
0010 0010110 1110 1110000
000! 0001111 1101 1101001
1100 1100110 1011 1011010
1010 1010101 0111 0111100
1001 1001100 1111 1111111

Teorema 3.2 Orice cod Hamming binar are distanfa minimd 3.

Demonstratie: Evident, orice douad coloane din matricea de control sunt
liniar independente. In plus, se pot gisi trei coloane (de exemplu primele

trei) a caror suma sa fie 0. Conform Teoremei 2.4, distanta minima a
codului este 3. a

Deci orice cod Hamming binar poate corecta o eroare sau poate de-
tecta doud erori. El nu poate realiza acest lucru simultan (nu verifica
conditia d > s+t + 1 din Teorema 2.13).

Decodificarea se realizeazd foarte simplu, conform urmatorului algo-
ritm:
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Algoritm A:

Fie a vectorul receptionat.
1. Se calculeazi sindromul s = aH7.
2. Daca s = 0. nu a aparut nici o eroare (sau eroarea este nede-

tectabila), deci v = a, STOP.
3. Altfel, eroarea este pe pozitia 1, unde ¢ este numarul a carui
reprezentare in binar este sindromul s.

Decodificarea este v = a + e;, unde e; este cuvantul care are
1 pe pozitia 2 51 0 in rest.

Exemplul 3.2 5d consideram din nou (7,4) - codul Hamming binar din
Ezemplul 3.1 gt sa presupunem cd s-a recepronat cuvantul x = 0011101.
Calculul sindromului conduce la valoarea

1
xHT =10
1

care este scrierea in binar a numdrului 5. Dect a intervenit o eroare
simpla pe pozifia a cincea. Corectim aceastd pozifie - schimband 1 cu
0 si se obtine cuvantul - cod 0011001, care pe pozifiile 3,5,6,7 confine
mesajul de informatie: 1001.

Codul Hamming binar poate fi imbunatatit prin extensie. Aceasta opera-

tie conduce la un (27,2" —r — 1) - cod liniar binar, cu toate cuvintele -
cod de pondere para.

Exemplul 3.3 Prin extensia (7.4) - codului Hamming binar se obtine
codul cu matricea de control

0
H* =

0 1
1 0
1 1
1 1

—_—| —

—_—o == O
—o O =
—{ O = —
—_—— ==
—o O© O

De remarcal ca H™ are rangul 4: in plus. toate lintile acestei matrici
sunt cuvinte - cod in codul Hamming binar extins. Dect H™ poate fi

consideratd matrice generatoare a acestui cod. Rezulld cd (8,4) - codul
Hamming binar extins este auto - dual.
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Un cod Hamniing binar extins este solutia unui sistem liniar de n —
n+1

k + 1 ecuatil, ecuatia suplimentara ZI,‘ = 0 fiind ecuafia de control a

=1

paritdti.
Propozitia 3.1 {'n cod Haomming binar extins are d = 4.

Demonstratie: Fie a = aya;...a, un cuvant - cod de pondere d = 3
din codul Hamming binar. Trecand la codul extins, cuvantul a’ =

n+1
a1a;y...a,an41 verificd relatia suplimentara g a; = 0 (reamintim, su-
=1
n
mele se fac modulo 2). Cum E a; = 1 (w(a) = 3), rezultd any; = 1.

i=1

Noul cuvant are evident pondere minima, si aceasta este 3 +1=4. O

Ca o remarca, demonstratia putea rezulta imediat si din Observatia
2 care urmeaza Definitiei 2.9

(Codurile Hamiming binare extinse corecteaza o eroare simpla si de-

tecteaza 2 erori simultan. Algoritmul prezentat este bazat pe verificarea
celor n — k + 1 ecuatn de control:

Algoritm B:

1. Dacd nu sunt verificate ecuatia de control a paritatii si cel
putin una din primele n — k ecuatii, inseamna ca a aparut o
eroare simpla, care se corecteaza cu Algoritmul A;

2. Daca ecuatia de control a paritatii este verificata dar cel putin
una din primele n — k ecuatii de control nu se verifica, s-a
detectat o eroare dubla,

3. In celelalte situatii nu au aparut erori (sau croarea este nede-
tectabila).

Faptul ca se poate lua totdeauna o decizie se bazeaza pe urmatorul
rezultat:

Teorema 3.3 Codul Hamming binar este perfect.

Demonstrafie: Reamintim (Definitia 2.8) cd un cod C C Z de distanta
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minima d este perfect daca

Zr = Sx), t= [d—;—l]

XeC

Scriind aceasta relatie in functie de numarul de elemente din fiecare sferd
g1 tinand cont c& toate sferele contin un numar egal de elemente, avem

F+Clg-D+...+Cig—1)1] = ¢

Pentru cazul codurilor Hamming, ¢ =2. n=2"-1, k=2"—-r—1, t =1,
deci totul revine la verificarea egalitatii 2*(1 4+ n) = 2". O

De remarcat ca rata de informatie a codurilor Hamming

R=f_1__T

n 21 -1

cregte rapid spre 1. Evident insd cd odatd cu aceasta crestere scade
protectia fata de erori.

3.1.1 Coduri Hamming nebinare

Definitia 3.2 Fie ¢ un numdr prim, r (r > 2) un numar intreg gt n =
¢ —1

T Se numeste cod Hamming nebinar un (n,n—r) - cod liniar peste
q pu—

Z,, in care matricea de control are orice pereche de doud coloane liniar
independente (nict o coloand nu este multiplu scalar al altei coloane).

Multimea coloanelor unui astfel de cod formeaza o multime maximala de
vectori linlar independenti doi cate doi.

32 -1
= 4.
31 Un

(4,2) - cod Hamming ternar poate fi definit prin matricea de control

01 11
=101 2)
Decodificarea se poate face folosind tabela de sindromuri, in care s-au luat
ca reprezentanti toate combinatiile posibile de o eroare:

Exemplul 3.4 Sd considerim g = 3,r = 2. Atuncin =
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65
Sindrom Reprezentant Sindrom Reprezentant
01 1000 12 0001
02 2000 20 0200
10 0100 21 0002
11 0010 22 0020

Daca se receptioneaza de exemplu 2222, calculul sindromului dd s = 02.
Reprezentantul este 2000. Se calculeazd 2222—2000 = 222241000 = 0222
deci cuvantul - cod transmis a fost 0222.

2210

1 201

ultimele doud caractere formeazd mesajul de informatie; deci s-a codificat
mesajul 22.

Cum matricea generatoare a acestut cod este G =

Despre codurile Hamming nebinare se pot stabili urmatoarele rezultate:

e Deoarece pentru ¢ si 7 fixati codurile Hamming corespunzatoare
sunt echivalente, se poate alege o anumita matrice de control. Uzual
se folosegte matricea in care se scriu pe coloane toate elementele din
Z7, cu conditia ca primul element nenul (de sus in jos) sa fie 1.

e Codurile Hamming nebinare au d = 3 (evident, din constructia
matricii de control de mai sus). Deci ele pot corecta o eroare.

e Proprietatea de a fi coduri perfecte se pastreaza. Intr-adevar,
deoarece un cod Hamming contine ¢* = ¢"™" cuvinte - cod iar

r

n = T egalitatea stabilitd in demonstratia Teoremei 3.3 se

scrie "7 [1 + n(q — 1)] = ¢", care se verificd imediat.

Exemplul 3.5 Sd considerdm (13,10) - codul Hamming ternar. Acest
cod are o aplicatie interesantd in problema Pronosportului. Dupd cum
se gtie, un buletin Pronosport contine rezultatele (notate cu1,2,X) a 13
meciuri. Pentru a avea sigur 13 rezultate ezacte trebuie completate 3'3
buletine. Cdte buletine sunt insd necesare pentru a avea sigur 12 rezultate
eracte ¢ La prima vedere s-ar pdrea cd 3'2. Completand insd buletinele
cu elementele codului Hamming ternar (13,10) (cu 0 in loc de X ) - care
sunt in numdr de 3'°, se atinge scopul dorit. Intr-adevdr, acesta fiind
un cod perfect corector de o eroare, orice element din Z3> diferd prin cel
mult o pozifie de un cuvant - cod.
Astfel, numdrul buletinclor se reduce de noud ori.
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3.2 Codul Golay

Al doilea cod liniar prezentat aici are capacitatea de corectie pentru max-
imum 3 erori.
Vom construi intai varianta extinsa a codului, deoarece algoritmul de

decodificare este mai simplu gi ugor de aplicat ulterior la codul Golay
normal.

3.2.1 Codul Golay binar extins

Acest cod a fost folosit de programul spatial Voyager la inceputul anilor
'80 pentru transmiterea fotografiilor planetelor Jupiter si Saturn.
Sa consideram matricea 12 x 12:

( 110111000101 \
1011100010011
0tr1 100010111
111000101101
110001011011

B 100010110111
0001 01101111
001011011101
010110111001
101101110001
011011100011

K 111111111110

Figura 3.1.

Fie matricea 12 x 24, G = (I;3|B). Codul liniar binar generat de G

se numeste cod Golay extins si va fi notat Cyy.

Observatii:

e Matricea B este mai ugor de construit decat pare la prima vedere.
Astfel, eliminand ultima linie g1 coloana, matricea ramasa — sa
spunem B; - este generatd ciclic (spre stanga) de cuvantul binar

T
1mummquB=(€‘%),

unde 1 = 11111111111. Evident, B este simetrica (BT = B).

o Chyaren =24, k =12 51 2'? = 4096 cuvinte - cod.
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e Conform Teoremel 2.2. 0o matrice de control a codului este H =

(Blh,).

Teorem=a 3.4 H = ([,|B) este de asemenea matrice de control pentru
(4.

Demonstratie: Liniile din B au pondere impara (7 sau 11); deci produsul

(scalar) al unei linii cu ea insdsi este 1. O verificare simpla aratd ca

produsul primei linii cu oricare alta linie din B este 0. Structura ciclica

a lul B; asigura cd atunci produsul scalar al oricaror douad linii este 0.
In concluzie, BBT = I;,. Dar BT = B, aga ci putem scrie:

GHT=(1|B)<113>:I2+32:I+BBT:I+I:0.

Vom folosi ambele matrici de control pentru decodificarea codului Cy4.0

Corolarul 3.1

A. C(Cyy admite ca matrice generatoare gt pe G = (B|l,3).
B. Codul Golay extins este auto - dual (Cyy = Csy).

Demonstratie: Se verifica imediat. a
Teorema 3.5 (54 are distan{a minimd d = 8.
Demonstrajie: Vom demonstra afirmatia in trei pasi.

1. Ponderea cuvintelor din (Cy4 este multiplu de 4.

Sa observam ca linile lul G au pondere 8 sau 12. Fie v € Cyy
scris ca suma de doua linii din G : v =r; +rj. Cum B are liniile
ortogonale, rezultd ca si liniile lui G sunt ortogonale. Deci rj si rj
au un numar par (sa zicem 2z) de elemente 1 in comun. Atunci
w(v) = w(r;) + w(r;) — 2(2z), care este multiplu de 4.

Fie acum v € Cy4 reprezentat ca suma de trei lini din G :

v =r; +r;+rs. Notdm vy = rj + rj. Deoarece v, 1s € Caa, lar
C4 este auto - dual (deci orice doud cuvinte - cod sunt ortogonale),
rezultd ca vi sl rg au un numar par (sa zicem 2y) de elemente 1 in

comun. Deci w(v) = w(v1) + w(rs) — 2(2y), care este multiplu de
4.

Folosind acum un procedeu de inductie, cum orice cuvant - cod este
combinatie liniard de linii din G, ponderea sa va fi multiplu de 4.
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2. Primele 11 linii din GG sunt cuvinte - cod de pondere 8, deci distanta
minima a codului Cy4 este 4 sau 8.

3. Cy4 nu are cuvinte de pondere 4.

S& presupunem ca existd v € (Cyq cu w(v) = 4. Cum pentru Coy
am considerat doua matrici generatoare, exista atunci doua mesaje
de informatie uy.uz € Z3% cu v = uy(/12|B), v = uz(B|lz). Una
din cele doud jumatati din v are cel putin doi de 1; deci w(uy) > 2
sau w(uz) > 2. De aici rezultd cd v se obtine ca suma a cel putin
doud linii din B. Conform cu (1), aceasta suma nu poate avea o
pondere mai mica de 4; deci w(v) = w(u;) + w(uiB) >4+ 2 > 4,
contradictie. o

3.2.2 Decodificarea codului Golay extins

Conform Teoremei 3.5, un cod Golay extins are distanta minima d = 8,
el poate corecta orice combinatie de maxim 3 erori independente.

In aceasti sectiune vom nota cu a € Z2* cuvantul receptionat, cu
v cuvantul - cod cel mai apropiat, gi cu e eroarea - tip (v=a+e).
Deoarece capacitatea de corectie este de 3 erori, vom considera w(e) < 3.

Pentru orice cuvant a € Z2*, vom separa cu o virguld prima jumatate
a cuvantului de cea de-a doua: a = [a;,az]. Eroarea - tip va fi notatd
e = [e1, e2), unde ej, ez au fiecare lungimea 12. Evident, conditia w(e) <
3 implicd w(ey) <1 sau w(ez) < 1.

Folosind cele doud matrici de control, se pot defini doua sindromuri

pentru a:
51 =e 2 - [el e2] 12 =e1 ezB
B ’ B ’

Sg =e B =[e1,e2]( B ):elB+e2.
112 ]12

De aici rezultd urmatoarea observatie: daca w(ez) < 1, alunci s este
sau un cuvant de pondere maxim 3 (daca w(ez) = 0), sau o linie a lui B
cu cel mult doi biti schimbati (dacd w(ez) = 1).

Similar, dacd w(e;) < 1, atunci sz este sau un cuvant de pondere
maxim 3 sau o linie a lui B cu cel mult doi bi{i schimbat,.

Daci se folosegte si faptul cd s = e;B + ez = (e; +-e2B)B =51 B
(deci se poate folosi doar prima matrice de control), putem defini un
algoritm de decodificare a codurilor Golay extinse, astfel:
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Algoritm C:
1. Se calculeazd sindromul s = aHT unde H = (I;2|B);
2. Dacd w(s) < 3, atunci e = [s,0], STOP.

3. Daca existd o linie by a lui B cu w(s -+ b;) < 2, atunci

e = [s + by, fj], STOP.
4. Daca w(sB) < 3, atunci e = [0,sB], STOP.

5. Dacd exista o linie b; a lui B cu w(sB + b;) < 2, atunci
e = [fi.sB + b;]. STOP.

6. Daca e nu a fost determinat inca, se cere retransmiterea.

S-a notat cu f; un cuvant de lungime 12 cu 1 pe pozitia z i 0 in rest.

Dupa determinarea erorii e, cuvantul - cod transmis se determind
prinv =a+e.

Exemplul 3.6 Sd decodificam cuvantul
a=[101111101111,010010010010).

Sindromul este
s=aH7 =101111101111 4+ 001111101110 = 100000000001.
Deoarece w(s) = 2 < 3, se gdseste
e = [s.0] = [100000000001,000000000000]

deci s-a transmis cuvantul

v=a+u=1{001111101110,010010010010].

Deoarece G = (I,2|B) este in forma esalonat canonicd, mesajul de infor-
matie (orice cuvant din Z1?) apare pe primele 12 pozitii ale cuvantului -
cod. Astfel, in Exemplul 3.6, mesajul de informatie a fost 001111101110.

Exemplul 3.7 Se cere decodificarea cuvantuluz
a = [001001001101,101000101000].
Sindromul este
s =aHT = 001001001101 + 111000000100 = 110001001001.
Deoarece w(s) = 5, se trece la pasul 3 al Algoritmului C gt se cal-
culeazd:
s + by = 000110001100
s + bz = 011111000010
s + bsg = 101101011110
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s + bg = 001001100100
s + bs = 000000010010

Deoarece w(s + bg) < 2, se determind
e = [s + bs.f5] = [000000010010, 000010000000]
gt s€ decide cd s-a transmis cuvantul - cod

v=a+e=[001001011111,101010101000].

Exemplul 3.8 Sd decodificim cuvantul
a = [000111000111,011011010000].
Sindromul este
s=aHT =e; +eB8=000111000111 + 101010101101 = 101101101010
care are ponderea 7. Trecand la pasul 3 se gdseste w(s + b;) > 3 pentru
toate liniile lui B, deci se continud cu pasul 4: al doilea sindrom este
sB = 111001111101 cu ponderea 8. Pasul 5 va da:

sB+b; = 001110111000
sB + by 010111110110
sB + bs 100101101010
sB +bg = 000001010000

l

S-a ajuns la w(sB + by) < 2, deci se poate determina eroarea:

e = [f4,sB + bg] = [000100000000,000001010000].

Cuvantul - cod transmis a fost:

v =a+e =[000011000111,011010000000].

3.2.3 Codul Golay binar

Prin relaxarea codului Golay binar extins (eliminarea ultimului bit din
fiecare cuvant - cod) se ajunge la Codul Golay binar.

Fie B matricea 12x11 obtinuta din B prin eliminarea ultimei coloane.
Definim G = (]12|B). Codul liniar binar generat de G se numeste cod
Glolay binar si este notat cu Cys. Caracteristicile sale sunt:

n =123, k=12, numir de cuvinte - cod: 2'? = 4096.
Evident, extensia lui (o3 este (oy.
Teorema 3.6 Distanta minimd a codulut Golay binar este d = 7.

Demonstratie: Demonstratia se poate face fie direct (similar celei de la

Teorema 3.5) fie folosind faptul cd Cy3 este relaxarea codului Cy4, care
are distanta minima 8. 0
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In consecinta. un cod Golay binar va corecta orice combinatie de
maxim 3 erori.

Teorema 3.7 Codul Golay binar este perfect.
Demonstrajie: Se verifica relatia:

CY + Cly+ Ch+ () = 2'2(1+ 23+ 253 + 1771) = 22211 = 923,
]

Rezulta cd orice cuvant a € Z2° se afld la o distantd cel mult 3 de
un cuvant - cod. Astfel, dacd se adauga la sfargit 0 sau 1. formand a0
respectiv al pentru a obtine un cuvant de pondere impara, acest cuvant
este la distantd maxim 3 de un cuvant - cod ¢ € Cyy. Se foloseste
Algoritmul C pentru a obtine acest cuvant - cod, apoi se elimina ultimul

caracter din c; se ajunge astfel la cel mai apropiat cuvant - cod din Cs3
fata de a.

Algoritmul D:

1. Se formeaza cuvantul extins de pondere impara a0 sau al;

Q%]

. Se decodifica az folosind Algoritmul C si se obtine ¢ € Cyy;

3. Se elimind ultimul caracter din c.

Exemplul 3.9 Sd decodificam a = [001001001001,11111110000).
Deoarece a are pondere impard, se construiegte
a0 = 001001001001,111111100000.
Sindromul acestui cuvdant este s; = 100010111110.
Pentru cd s1 = bg + fg + f12, a0 se decodificd in
(001001000000,111110100000],
asa cd a este decodificat in [001001000000,11111010000].

3.2.4 Codul Golay ternar

Se poate defini o mica generalizare a codului Golay binar, lucrand peste
alfabetul de trel caractere Z.

Sa consideram matricea

01 2 21
1 01 2 2
Ss=121 01 2
2 2101
12210
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Pe baza ei construim (11,6) - codul ternar C' (numit cod Golay ternar),
cu matricea generatoare

Codul extins C este un (12,6)- cod ternar de matrice generatoare

100000111110
01000001221 2
G_|001000101222
“"l00010021001 22
000010221012
000001122102

Teorema 3.8 Codul Golay ternar are urmdtoarele proprietdfi:
1. C este auto-dual;
2. C are distanta minimd 6:
3. C este un cod perfect corector de 2 erort.

Demonstratie: (1) Fiind un cod sistematic, se poate construi imediat
matricea de control a codului C:

202112100000
220211010000
F_l2r2021001000
211202000100
221120000010
01111100000 !

Liniile lui H sunt combinatii liniare de linii ale lui G: cum ele sunt si
liniar independente. rezulti C+ = C.

(2) Fiind auto-dual, rezultd ca orice produs scalar intre doua cuvinte
- cod din C este 0 (calculele se fac in Z3); deci toate cuvintele - cod au
ponderea divizibili cu 3. Liniile lui G au pondere 6. Mai raimane de
aratat ca nu exista nici un cuvant - cod de pondere 3.

Orice combinatie liniard de doud linii din G are exact 4 zerouri pe
primele sase pozitii si 2 zerouri pe ultimele sase (ceea ce se verifica ime-
diat) - deci ponderea cuvintelor astfel obtinute este 6. Orice combinatie
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de trei lini are trei elemente nenule pe primele sase pozitii gi cel putin un
element nenul pe ultimele sase. deci ponderea este minim 6. O combinatie
de mai mult de trei linii are pe primele sase pozitii cel putin patru ele-
mente nenule. deci ponderea este minim 6.

(3) Din rezultatul anterior obtinem ca (7 are d = 5, deci poate corecta
doua erori. Calculand, obtinem

CO+Cl 24 C2 22 = 14224220 =243

2

deci este verificata relatia Z Cl(g—1)" = ¢"7%, care defineste codurile
1=0

perfecte corectoare de doua erori. m]

Se poate arata ([10]) c& orice cod liniar cu n = 11, d = 5 si 3% cuvinte
- cod este echivalent cu codul Golay ternar.

3.3 Unicitatea codurilor perfecte binare

Cele doua clase de coduri liniare prezentate pand acum (Hamming si
Golay) sunt perfecte. In aceasta sectiune ne vom limita la codurile liniare
binare.

Se observa imediat ca pentru corectarea unei erori, singurele coduri
liniare binare perfecte sunt codurile Hamming.

Vom mai ardta cd aceastd singularitate este valabild si in cazul co-
durilor Golay; anume, singurul cod liniar binar perfect corector de 3 erori
independente este codul Golay.

Pentru aceasta sunt necesare doua leme:

Lema 3.1 O conditiec necesard pentru existenta unut (n,k) - cod liniar
t

binar perfect corector de t erori, este Z C! = 2P pentru un anumit p.
=0

Demonstratie: Rezultd imediat din relatia scrisd in demonstratia Teore-
mei 3.3, n care se 1a ¢ = 2. a

t
: 1
Lema 3.2 Z C, = z :; Ri(n)
1=0 )

unde t este numdr natural impar, Ry(X) € Z[X], gr(R(X)) =t - 1.
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Demonstrajie: Pentrut = | se verifica imediat.
Presupunem adevarata aﬁrmaﬁa pentru { (impar) si o demonstram

t+2
+ 1
pentru t + 2. Avem Z i = + O 4 O = (::2)! - S, unde
S =(t+1)(t+2)R(n) + H(n —1).
1=0
S este un polinom de gradul ¢t + 1; notandu-l cu R;42(n), afirmatia
este demonstrata. a

Sa consideram acum cazul ¢ = 3. Pentru ca sa existe un cod binar

perfect corector de 3 erori, cu lemele de sus, trebuie ca (n+1)(n*—n+6) =
3-2°, sau

(n+Dln+1)?~3n+1)+8=3-2°
Consideratd ca o ecuatie in n + 1. singurele solu{ii intregi pozitive sunt
de forman 4+ 1 =2"p unde p = 1 sau p = 3. Inlocuind, se ajunge la

2'21-p3 _ 21‘ . 3p2 + Bp — -23—1‘ . 3 (1)

Pentru r < 3 i p = 1,3 verificarile se fac imediat. Pentru » > 4 se
ajunge la contradictie. Singurele valori care verifica ecuatia sunt:

n=0,1,2 — nu corespund nici unui cod.

n =3 —~ codul trivial cu un singur cuvant, de lungime 3.
n=17T — codul (trivial) cu repetitie {0000000.1111111}.
n =23 — codul Golay.

A

In acest mod am demonstrat teorema:

Teorema 3.9 Codul binar Golay este singurul cod binar netrivial per-
fect, corector de 3 erori.

Lemele 3.1 s1 3.2 pot fi folosite gi pentru alte valori impare ale lui ¢.
Cercetarile nu au condus la alte coduri perfecte binare, dar nici nu s-a

demonstrat cad nu existd nici un cod perfect binar corector de ¢t (¢t > 3
impar) erori.

Un alt caz interesant de studiu este ¢ = 2, ¢ = 2. Aici se poate da
teorema:

Teorema 3.10 Nu existd nici un cod netrivial binar perfect corector de
2 erori.

Demonstratie: Lema 3.1 conduce la relatia

(2n+1)2 =221,
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Ecuatia 22+ 7 = 2™ a fost studiatd in multe articole (vezi Math. Rev.
26, #74). Singurele solutii sunt r = 1,3,5,11,181 cérora le corespund:

n=0.1 — fara coduri.

n=2 — codul trivial cu un singur cuvant.
n=25 — codul cu repetitie {00000,11111}.
n = 90.

Acest ultim caz este eliminat de urmitorul rezultat ([10], pag. 95):

o L . . . n
Dacd existd un cod binar perfect corector de t erori, atunci

este
) t+1
numar intreq. a

Pentru 2 erori, in cazul ¢ = 3, singurul cod perfect este codul Golay

ternar. Acest tapt rezulta din ecuatia Teoremei 3.3 in care se ia ¢ =
2

3 t=2 Z C!2" = 3"7*; rezolvarea acestei ecuatii este dati in [10],
1=0
pag. 114 —115.

3.4 Coduri Reed - Muiler

Vom introduce o noud clasa de coduri binare, caracterizate printr-o teh-
nicd de decodificare deosebit de simpla: codurile Reed - Muller (R —
M). Ele au fost definite de Reed, iar Muller a construit modalitatea de
decodificare gi - implicit - de detectare si corectare a erorilor. Unul din
aceste coduri (RM(1,5)) a fost folosit in 1969 de sonda Mariner pentru
transmiterea de imagini de pe Lund. Fiecare pixel din imagine avea
asignat una din 2° = 64 grade de umbri, iar cei sase biti de informatie
erau codificati Intr-un cuvant de lungime 32. Codul RM(1,5) poate
corecta pana la 7 erori independente.

3.4.1 Definirea prin functii booleene

Functii si polinoame booleene

Definitia 3.3 O functic boolcand de m (m > 1) variabile este o aplicatie
f:23 — Z,.

O modalitate simpla folositd pentru definirea unei functii booleene este
asocierea unei tabele de adevdr: un tablou (m+1)x 2™ care contine toate
combinatiile posibile de m valori binare, carora li se asociazd valoarea
functiei (de asemenea o valoare binara). Prin conventie, primii m biti de
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pe coloana 7 (0 <7 < 2™ — 1) reprezinta scrierea in baza 2 a numarului
.

Exemplul 3.10 Urmadtoarea tabeld de adevdr defineste o functie
booleand de 3 variabile:

X|[0 1010101
x1|0 0110011
x2(0 0001 111
fi01 101110

Observdm cd o astfel de tabeld defineste un cuvant binar de lungime 8.
Afirmatia este adevdratd gi invers: orice cuvdnt binar de lungime 8 este
definit printr-o tabeld de adevdr a unei functii booleene de 3 variabile.
Astfel, se pot identifica functiile booleene de 3 wvariabile prin cuvintele
binare de lungime 8. In tabel. de sus, cuvdntul 01101110 este pus in
corespondentd biunivocd cu functia f.

In cele ce urmeaza, orice cuvant binar f = fof; ... fam_y de lungime 2™
este considerat ca o functie booleand de m variabile, unde

£(0,0,...,0,0) = fo,
f(0,0,...,O,l) = fl,
£(0,0,...,1,0) = f,,
f(1,1,....1,1) = fam,
m—1
In general, f; = f(¢;n-1,...,21,7), unde ¢ = Z 12k
k=0

(2m-1 - ..2170 reprezintd scrierea in binar a lui ).
Exemplul 3.11 FEzistd doud functii booleene constante:

1=11...11, 0=00...00.

Exemplul 3.12 Orice variabild poate fi tratatd ca o functie booleand.
De exemplu, xq este funciia booleand care asigneazd fiecarui m-tuplu
(20, T1,-..,Tm—1) valoarea primei coordonate xo. Deci, valoarea este 0
pentru toate numerele pare gi 1 pentru toate numerele impare: Xg =
0101 ...01 (vezi Fxemplul prima linie din 3.10 pentru cazul m = 3).

In general,
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x;j este cuvantul binar tn care pe pozifia k (0 < k < 2™ — 1) este
1 atunci gt numai atunci cdnd scrierea binard a lut k contine 1 pe
pozifia 1.

Aceastd observafie rezultd din modul de scriere al tabelelor de adevar.
De erxemplu, x3 = 00110011 ...0011 7 xpu_1 =00...0011...11.

2m—1 2m—1

Pentru m = 4. cele patru variabile sunt descrise in Tabelul 3.1:

Tabelul 3.1:
xp(!0 1 01 010101010101
x1/!001 1001100110011
x210 0001 11100001111
x3(0 00 00OOO0O0OT1T1111111

Pe multimea functiilor booleene se definesc doua operati:
e Suma logica (sau exclusiv): f+g=h,
unde h; = fi + ¢; (mod 2), 0 <1 <2™ — 1.
e Produsul logic (si): fg=h
unde h; = fig, (mod 2). 0 <7< 2™ — 1.
Observatia 3.1
1. Produsul logic verificd relatia ff =f.

Deci in reprezentarea functilor nu vor apare ezponen{t mai mar:

de 1.

2. Existd si alte operafii care pot fi exprimate cu ajutorul sumei s
produsului logic. Astfel,
e Negatia f=1+f;
o V (sau disjunctiv): fvg=f+g+fg.
Definitia 3.4 Un polinom boolean de m nedeterminate este o sumd de
termeni din mulfimea
{0.1} U{xiyxi, ... xpy [0Sty <p<...<ig <m—1, k2 1}.
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Functia O este numita polinom boolean de gradul —1, functia 1 este nu-
mitad polinom boolean de gradul 0, iar orice alt polinom boolean are gradul
k. unde k este numarul maxim de factori dintr-un termen al lui f.

Exemplul 3.13 Polinomul boolean 1 + x¢gx1 de 3 nedeterminate are
gradul 2. El este negatia polinomului
xpx1 = (01010101)(00110011) = 00010001.
Deci 1+ xoxy; = 11101110.

Acelagi polinom, considerat ca funciie de 4 nedeterminate, este cuvin-
tul 1110111011101110.

Exemplul 3.14 Polinomul x;x; (2 # j) este cuvdntul binar in care pe
pozitia k este 1 dacd g1 numat dacd reprezentarea binard a lui k are 1
pe pozitiile ¢ §i j. Numdrul acestor situafii este 2% (deoarece celelalte

m — 2 valori din reprezentarea binard a lui k pe m pozifii pot fi alese
arbitrar). Deci w(x;x;) = 2™2.

Mai general. se poate arata prin inductie:

Daca i;,1s,...,%, sunt valori distincte din [0, m — 1}, atunci
w(xilxiz...xir) =2m77. (%)

Fiecare polinom boolean de m variabile determind un cuvant binar
de lungime 2™: pentru o singurd nedeterminatd, se foloseste Exemplul
3.12, dupa care se opereaza adunarile si multiplicarile necesare.

Invers, orice cuvant binar f = fof; ... fom_; poate fi translatat intr-un
polinom boolean pe baza urmatoarei propozitii:

Propozitia 3.2 Dacd f este o functie booleand de m variabile, atunci:
flzoy. v ZTme2yTm-1) = f(Z0, ..., Tm-2,0)+
+[f($03 < T2, 0) + f(:c()a <y T2, 1)]xm—1-

Demonstratie: Deoarece z,,-, poate lua doar doua valori (0, 1), este sufi-
cient sa verificim identitatea pentru acestea. Cazul z,,_; = 0 se verifica
banal. Pentru z,,_; =1 avem:
flzoy- s 2m-2,0) 4+ [f(z0y.- . Tin-2,0) + f(T0y. .., Tm_2,1)] =

f(Zos. ..y Tmoa, 1). a

Exemplul 3.15 Sd translatam f = 01101110 intr-un polinom boolean de
3 variabile. Vom aplica pe etape formula din Propozifia 3.2:
f =0110 + [0110 + 1110]x2 = 0110 + 1000x2 =
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= (01 + [0l + 10]x1) + (10 + [10 + 00]x1)x2 = 01 + 11x; + 10xg +
10x1x2 = (0 4+ [0+ 1]x0) + (1 + [1 + 1]xg)x1 + (1 + [1 + 0]x0)x2 + (1 +
[1 4+ 0]x0)x1X2 = X0 + X1 + X2 + XoX2 + X1X2 + X0X1X2.

Teorema 3.11 Spatiul liniar Z3, (n = 2™) are o bazd formatd din toate
monoamele boolecne:

1
Xj (0t <m-1)

X0Xy1 ... Xm-1

Demonstrafie: iecare cuvant de lungime n = 2™ este o functie booleana
de m nedeterminate, care poate fi exprimata printr-un polinom boolean.
Monoamele booleene pot fi considerate in Z} si sunt evident liniar in-

dependente. In plus, deoarece pentru fiecare k = 0,1,...,m exista C¥
m

monoame de gradul k, numarul lor total va fi Z Cr = 92™ = n, adici

k=0
dimensiunea spatiului liniar. )

Coduri Reed - Muller

Definitia 3.5 Se numegte cod Reed - Muller de lungime n = 2™ g1 grad
r (0 < r < m), codul lintar RM(r,m) al tuturor cuvintelor binare de
lungime n care au - ca polinoame booleene - gradul mazim r.

Exemplul 3.16 RM(0,m) este format din toate polinoamele de grad cel

mult 0, adicd 0 i 1. Deci RM(0,m) este codul cu repetifie de lungime
2™,

Exemplul 3.17 RM(1,m) are baza 1,Xg,...,Xm-1, orice polinom de
grad cel mult 1 se poate scrie ca sumd de o parte din aceste m + 1 poli-
noame (liniar independente). Deci, RM(1,m) este un (2™, m+ 1) - cod
liniar.

De exemplu, RM(1,3) are matricea generatoare:

1 1 1111111

a-| % |2 01010101
’ X1 001 10011
X2 00001111
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care genereazd codul Hamming binar extins (8,4).

Similar. RM(1,4) este un (16,5) - cod liniar binar, tar RM(1,5)
este un (32,6) - cod liniar binar. folosit in 1969 de programul Mariner,
dupd cum s-a mentionat anterior.

Propozitia 3.3 RM(r,m) are k = C2 + CL + ...+ CI, simboluri de
informafie.

Demonstratie: Codul RM(r,m) are ca baza monoamele booleene
{1} U {xjyxi, .. Xigls S 0 <0 <ip <. <2 <m)
Numarul acestor monoame este C9, + C} + ...+ C;,. Cum ele sunt
liniar independente, vor forma liniile matricii generatoare G a codului;
orl, numarul de linii este egal cu numarul de simboluri de informatie. O

Propozitia 3.4 Dualul codulut RM(r,m) este codul RM(m—r—1,m).

Demonstratie: Trebuie ardtat cd cele doud coduri au baze ortogonale si
suma dimensiunilor lor este egald cu suma intregului spatiu.

A: Fie vi v, ... vip (p < r) un monom din baza codului RM(r,m)
$1 Vi, Vig - - Vis %s <m —r — 1) un monom din baza codului RM(m —
r —1,m). Produsul lor are t (t < r+m —r —1 = m — 1) variabile
distincte (variabilele comune apar o singura datd), deci ponderea lui este

(conform (%)) 2™~* > 2. Fiind un numar par, rezulta ca produsul scalar
(adicd suma in binar a termenilor) este 0.

B Suma dimensiunilor celor doua coduri este
m-—r—1

ZCI ZC‘ Zc"+2(“ ZC =" = 0

t=r+1

Exemplul 3.18 RM(m — 2,m) este codul Hamming binar extins de
lun-gime 2™. Intr-adevar, codul dual este RM(m — (m —2) —1,m) =
RM(1,m), dect RM(m — 2, m) are matricea de control

1 1 111 1 111
X0 010 0101

H = . =
Xm 0000 1111

Dacd adundm prima linie la toate celelalte §i apoi o permutdam cu
ultima linie, se obtine altd matrice de control a codului:
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1 1 0 1|0

11 0 1 0
H ~

1 111 ... 0000

1111 ...111]1

Dupd eliminarea ultimei linii 50 coloane se obtine un (2™ — 1, m) - cod
ale cdarut coloane sunt nenule gi diferite doud cate doud, adicd matricea
de control Hy a unui cod Hamming binar. Deci H este matricea de control
a unui cod Hamming binar extins.

(Codificarea mesajelor cu un cod R — M se realizeaza normal, inmultind
mesajul de informatie cu matricea generatoare. In acest fel bitii de
informatie devin coeficientii polinomului boolean corespunzator. Astfel,
in RM(1,m) codificarea celor m + 1 caractere de informatie este:

1

Xo
(ay.as...., Ams) ] =al+aXxg+ ...+ i1 Xm-1-

Xm-1

3.4.2 Definirea recursiva a codurilor R - M

Sa introducem o alta modalitate de definire a codurilor Reed - Muller,
nu prin polinoame booleene, ¢1 prin constructie recursiva.

Definitia 3.6 Fie m > 0 un numdr natural. Se defineste codul Reed -
Muller RM(r,m) de ordin r (0 < r < m) si lungime n = 2™ astfel:

o RM(0.m)={00...0.11...1}, RM(m,m)=Z3.

e RM(p,m) = {la,a+Db]laec RM(pm—1),be RM(p—-1,m—
N}.o<p<r.

S-a notat cu [X.y] un cuvant de lungime 2™ scris ca aliturare de doua

subcuvinte de lungimi egale (2™~1), separate prin virgula (similar notatiei
folosite la codul Golay binar).

Exemplul 3.19 RM(0,0) = {0, 1}
RM(0.1) = {00,11}, RM(1,1) = {00,01,10,11} = Z2,
RM(0,2) = {0000,1111},  RM(2,2) = Z2,
RM(1,2) = {]a,a + b]|a € {00,01,10,11},b € {00,11}} =
= {0000,0011,0100,0111,1000,1011,1100,1111}.
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In mod similar se poate da o definitie recursiva a matricii generatoare

G(r.m) pentru codul RM(r.m).
o G(0.m)={(11...1);

o0<p<r<m:>G(p,m):<G(P,m—l) G(P,m—l) );

0 Glp—1,m—1)

Teorema 3.12 G(r,m) este matrice generatoare pentru codul RM(r,m).
Demonstratie: Se verifica prin inductie dupa r. o

Exemplul 3.20 Sd considerdm r = 2; atunct lungimea este n = 22 = 4
§t pentrur = 1,2 avem

/GO, G _/6(1,2)
G“’Q)“( 0 G(O,l))’ G(Q’Q)‘(oom)'

Din definitie, matricile generatoare pentru RM(0,1) si RM(1,1)
sunt

G(0,1)=(11), G(1,1)= ( 1l ) asa cd

01
S

GL2)=|0101]), G22=|,4
0011 00 0 1

Propozitia 3.5 RM(r — 1,m) C RM(r, m).

Demonstrafie: Sa consideram initial matricea

_{ G(I,m—=1) G(l.m —1)
G”’"”‘( 0 G(0.m — 1) >

Pentru c3 1 este prima linie a lui G(1, m—1), cuvantul [1, 1] formeaza
prima linie a matricii (G(1,m—1) G(1,m—1)). Deci RM(0,m) = {0,1}
este continut in codul RM(1,m).

In general, deoarece G(r — 1, m — 1) este submatrice a lui G(r,m — 1)
§i G(r —2,m — 1) este o submatrice a lui G(r — 1, m — 1), este evident c&
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" _{ Glr=1,m—-1) G(r—-1,m-1)
G“"“’”*( 0 G(r—2,m—1)>

este o submatrice a lui G(r,m), deci RM(r — 1,m) este subcod al lui
RM(r.m). )

Teorema 3.13 RM(r,m) are distanta d = 2™7".

Demonstratie: Vom folosi o inductie dupa r:

Pentru r = 0. evident (RM(0,m) fiind codul cu repetitie, distanta
sa este d =n = 2").

La pasul inductiv, deoarece

RM(r,m) = {[x,x+ y]|x € RM(r,m—1),y € RM(r—-1,m—1)}
g1 RM(r—1,m—1) C RM(r,m — 1) (Propozitia 3.5), rezultd x + y €
RM(r.m —1).

Dacd x # y, conform ipotezei de inductie w(x +y) > 2™"!7". Cum
st w(x) > 2™7177 putem scrie w([x + y,x]) = w(x +y) + w(x) > 2™,

Dacd x =y, atunci [x,x +y| = [y,0]; dar y € RM(r —1,m —1) si
deci w([y,0]) = w(y) > 2™"".

Cum orice linie a matricii generatoare este cuvant - cod, iar ultima
linie are ponderea exact 2™~ ", demonstratia este incheiata. O

3.4.3 Definirea geometrica a codurilor R-M

Codurile Reed - Muller mai pot fi definite gi geometric prin folosirea
spatiilor afine. Avantajul acestei reprezentari consta in modalitatea mai
simpla de aplicare a algoritmilor de decodificare.

Pentru ugurinta descrierii am construit intai cazul tri-dimensional. De
asemenea, pentru a vedea echivalenta cu definirea anterioard a codurilor

Reed - Muller, vom face permanent legdtura cu polinoamele booleene
(sau cu functiile lor caracteristice).

Cazul 3 -dimensional

Spatiul euclidian 3 - dimensional binar este multimea {(a, b, ¢)|a,b,c €
Zy}. Spre deosebire de spatiul euclidian obignuit - unde cele trei coordo-

nate luau valori in R - aici numarul punctelor este finit: numai 8. Ele
pot fi listate, renotandu-le astfel:
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Punct Functie caracteristica
po = 000 00000001
p1 = 001 00000010
pz2 = 010 00000100
ps = 011 00001000
pa = 100 00010000
ps = 101 00100000
pe = 110 01000000
p7 = 111 10000000

Dreptele pot fi definite in geometria euclidiana prin expresii de forma
a+tb abeZ b#£0

unde t este un parametru binar (¢ € {0,1}). Deci o dreapta in spatiul 3
- dimensional binar are numai 2 puncte: a, a + b. Invers, orice pereche
de doua puncte distincte a, a’ formeaza o dreapta, anume a + t(a’ — a).
Putem astfel si considerdm dreptele ca fiind totalitatea celor C3 = 28

submultimi de cate doud puncte: {po,p1}, {Po,P2},---,{Ps,P7}

In mod similar, planele din geometria euclidiani sunt definite
a+t;b+1tc, ab,ceZ2 b,cliniar independente,

unde t;,t, sunt parametri binari. Un plan este format deci din patru
puncte: a,a+b,a+c,a+b+c. Aparent, desi numadrul planelor ar

trebui s3 fie Cg = 70, conditia de liniar independentd reduce acest numir
la 14 (vezi Tabelul 3.2).

In general, un plan este descris de ecuatia generald
hol‘o + hla:l + h21‘2 = C.

care defineste un subspatiu 2 - dimensional al lui Z3.

Din faptul ca orice dreapta este o intersectie de doua plane, ea poate
fi descrisa printr-un sistem de doud ecuatii liniare:

hozo + hiz1 + hazy = ¢, hyro + Rz + hoxy = ¢

Dreptele si planele sunt exemple de spatii afine. Un spafiv afin in Z3
este o multime de forma

C.,=a+C={a+blbeC},

unde a € Z3 iar C este un subspatiu liniar din Z;. Daci C este un spatiu
de dimensiune s, atunci C, este numit s - spafiu afin.
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Tabelul 3.2:

Plan Functie caracteristici Polinom boolean
{P1.P3.P5.P7} 10101010 Xo
{p2,P3,P6,P7} 11001100 X1
{P4.Ps5.P6.P7} 11110000 X2
{Po.p2.P4.Pé} 01010101 1+ Xo
{Po.P1.P4,Ps} 00110011 1+x;
{pPo.P1,P2,P3} 00001111 1+ xo
{p1,P2,Ps.Ps} 01100110 X0 + X1
{P1,P3,P4,Ps} 01011010 X0 + X2
{P2,P3,P4.P5} 00111100 X1 + X2
{p1,P2,P4,P7} 10010110 X0 + X1 + X2
{po,P3,P4,P7} 10011001 1+ X0 + X1
{Po,P2,Ps,P7} 10100101 1+ Xp + X2
{po,P1,P6,P7} 11000011 14 X1 + X2
{Po,P3,Ps,Ps} 01101001 1+ xo + X1 + X2

In particular, dreptele sunt 1 - spatii afine, iar planele: 2 - spatii afine.
Pentru fiecare punct p; avem un 0 - spatiu afin, gi - in sfargit - existad un
3 - spatiu afin unic: Z3.

Orice spatiu afin L poate fi descris de un cuvant binar ff, = f7... fi fo
definit prin

1 dacapje L :
= ’ <1<
J: {0 altfel (0si<T)
Cuvantul fy, (sau functia booleana de trei variabile corespunzatoare)
se numegte funcfia caracteristicd a spatiului afin L (tabelele anterioare
listeazd aceste functii pentru 0 si 2 - spatii afine).

Fiind date doua spatii afine L, L’, intersectia lor L N L’ este caracte-
rizatd de produsul logic frfr,.

Exemplul 3.21 Primele doud plane din Tabelul 3.2 se intersecteazd pe

dreapta {ps,p7}. Produsul logic al func{iilor lor caracteristice este
Xox1 = 10001000,

care se poate verifica imediat ca fiind funclia caracteristicd a dreptei

{ps.p7}.
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Cazul m - dimensional

Vom extinde constructiile anterioare la un cadru mai general, cel al ge-
ometriel euclidiene m - dimensionale binare. Punctele (elementele lui
Z') pot fi renotate dupa extensia binara a indicilor; mai clar, vom scrie

Z = {po,P1,...,p2m_1} unde p;j reprezintd scrierea in binar (pe m
biti)a numarului 7 (0 <1 < 2™ —1). Deci

pu=000...00, P1 :000...01, e yPo2m_q1 = 111...11.

Definitia 3.7 Fie C' un subspatiuv liniar r - dimensional al lut Z7' gi
ac 2. Multimea

Ca=a+C={a+bbeC}
se numeste v - spativ afin modulo C in geometria euclidiand m - dimen-

stonald.

Un (m — 1) - spatiu afin se numegte "hiperplan”.
Daca bj....,b; este o bazd a lui (', r - spatiul afin C, se noteaza

a+tby +...4 by

El are 2" puncte (date de variantele de alegere ale parametrilor binari
t,', 1 S ) S T‘).

O altd modalitate de notare a r - spatiilor afine se realizeazi cu
ajutorul sistemelor de ecuatii liniare: astfel, daca spatiul liniar C este

definit ca multimea solutiilor sistemului HxT = 07, atunci (', este dat
de multimea solutiilor sistemului

Hx" = Ha'.
Acest sistem are m — r ecuatii. In particular, un hiperplan este definit

printr-o singura ecuatie:
horo+ hyri+ ...+ h, yormo =c.

Exemplul 3.22 Un 0 - spafiu afin cuprinde un singur punct. FEristd
dect 2™ 0 - spajii afine distincte: {po}.{pP1}....,{p2am_1}.
Similar, orice 1 - spatiu afin (sau "dreaptd”) este o mullime formatd
din doud puncte
a-+tb= {a,a+ b},

st invers. orice multime de doud puncte distincte formeazd un 1 - spafiu
afin. Ezistd deci C2. 1 - spafit afine.
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Exemplul 3.23 Fie P, spatiul afin definit de ecuatia x; = 1. Deci P,
este multimea punctelor py care au 1 pe pozifia 1. De exemplu Py =
{Pl-Paa--szm—l}-

Fiecare P; este un hiperplan si - deoarece p,; are un singur 1 pe pozitia
1 51 0 in rest, putem scrie

P = P,i + C

unde C este spafiul liniar definit de ecuatia x; = 0, (dect tot un hiper-
plan).

Propozitia 3.6 Eristd 2(2™ — 1) hiperplane.

Demonstratie: Deoarece se pot construi 2™ — 1 ecuatii cu coeficienti
binari (nu toti nuli) si variabile zg, 21, ..., Zm-1, Z3* are 2™ — 1 subspatii

C de dimensiune m — 1. Fiecare din ele are 2™~! puncte, deci vor exista
2m

o1 = 2 spatii afine modulo C. 0
Exemplul 3.24 Pentru ¢ # j, intersectia P, N P; (multimea punctelor
care au 1 pe pozifule 1 g1 j) este un (m — 2) - spativ afin. Intr-adevar,
dacd se ta a = Pyi,qi: avEM

PNP =a+C,

unde C este determinat de ecuatiile x; = 0, ; = 0 (deci C are dimensi-
unea m — 2).

Definitia 3.8 Func{ia caracteristicd a unut v - spafiu afin L este cuvan-
tul binar fy, = fom_1 ... fifo definit prin

1 daca pj€L, .
= <i<om
f { 0 altfel 0<2<2 1)

Functia caracteristica poate fi interpretata ca un polinom boolean
fo(®o,. .., xm_1). Din proprietatile acestor polinoame rezulta

oy ...0m—1 € L = fr(ag,a1,...am—1) =1

Observatia 3.2

1. Singurulm - spatiu afin (Z3') are funclia caracteristicd1 =11...1.

2. Un hiperplan P; are functia fp, = z;.
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3. Fie L un hiperplan definit de ecuafia hozg + ... hp_1Tm-1 = c.

Functia sa caracteristicd va fi un polinom boolean de gradul 1,
anume

fL(.I‘(). R ,.I'm_l) = hro;lo + ...+ hm 1Tm-1 +c+ 1.

Aceastd relafie rezultd din faptul cd un punct ag...an_; este in
plan dacd 31 numai dacd hoag + ... + hp_16m-_1 = c. adicd

fL(a()v"-aam—l) =1
4. Pentru doud spatit afine L, L', functia caracteristicd a intersectiei
LNL este fyf..
Astfel, pentru P; N P; (care este un (m — 2) - spatiu afin) funclia
caracteristicd este X;jX;.

Maz general, polinomul boolean Xiy Xj,, - - - Xjg e€ste functia caracte-
risticd a unui (m — 8) - spaliu afin.

Teorema 3.14 Functia caracteristicd a unui r - spafiu afin este un poli-
nom boolean de gradul m —r.

Demonstrajie: Un r - spatiu afin L este definit ca solutia sistemului de
ecuatii HxT = ¢7, sau, detaliind,

Zhijl'jzcia ISiSTH—T.

Aceste ecuatii se pot scrie
m=-1
Zhijxj+ci+1:l. 1 <:<m~—r.
=0

Atunci. polinomul boolean de grad m —r

m-—7
flaoe . amot) =[] (Z hia, + ¢+ 1)
1=1
poate fi considerat functia caracteristica a lui L. O

Definitia 3.9 RM(r,m) este codul liniar generat de toate functiile ca-

racteristice ale spatitlor afine de dimensiune cel pufin m —r in geometria
euclidiand m - dimensionald peste Z;.

Faptul cd aceasta coincide cu definitia anterioarda a codurilor Reed -
Muller rezultd din construtia spatiilor afine: RM(r,m) contine toate
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functiile caracteristice ale s - spatiilor afine, unde s > m — r. Faptul ca
aceste functii genereaza tot spatiul RM(r.m) rezultd din Observatia 3.2

(4).

Exemplul 3.25 Codul RM(1.3) este generat de functiile caracteristice
ale tuturor planelor. Orice astfel de funciie este un polinom de trei vari-
abile de gradul 1.

Codul RM(2,3) este generat de functiile caracteristice ale tuturor
planelor st linulor. Cum o linie este intersecfia a doud plane, funciia
sa caracteristica este produsul a doud polinoame de gradul 1, deci un

polinom de gradul 2 (cuvant - cod din RM(2,3)).

3.4.4 Decodificarea codurilor Reed - Muller

Avantajul principal al codurilor Reed - Muller consta in facilitatea de-
codificarii. facilitate bazata pe o tehnica diferita de cea de pana acum.
Aceasta tehnicd, numita decodificare majoritard nu apeleaza la ideea de

sindrom, ci corecteaza direct bitii modificati, folosind diverse proprietati
ale cuvantului receptionat.

3.4.5 Decodificarea majoritara

Sa prezentam pe scurt principiile generale ale decodificarii majoritare.
Vom incepe cu un exemplu foarte simplu:

Exemplul 3.26 Fie codul binar cu repetifie de lungime 2n + 1 :

C={00...0,11...1}.

2ntl 2n+4l
Ca sistem de ecuatii de control se poate lua

Ty + 1, = 0
Ty + &3 = 0
Ty + T = 0

Dacd se receptioneazd cuvantul y = x + e, la tnlocuirea lui in sistem,
acesta devine
ntyi=ete, 2<t<2n+1l.
Dacd mai mult de n din cele 2n expresii y; +vy; tau valoarea 1, aceasta
inseamnd cd:
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o Au apdrut ma: putin de n erori, printre care §i pe prima pozilie
(1 = 1), sau

o Au apdrut mai mult de n erori, dar nu pe prima pozitie (e; = 0).

Din aceste doud vartante, prima este mai probabild. Deci valoarea ma-
joritard pe care o iau cele n valori y, + y; va fi valoarea lui e,.

Definitia 3.10 Fie A, un cod liniar. Un set de ecuatii de control pen-
tru Anx este ortogonal pe multimea de pozitii P C {1,2,...,n} dacd §i
numai dacd:

1. V1€ P, termenul z; apare (cu coeficient nenul) in fiecare ecuatie;
2. Vi € P, termenul x; apare cel mult intr-o ecuatie.

Decodificarea se realizeazd caracter cu caracter, dupa urmatorul pro-
cedeu:

Fie a = a;...a, cuvantul receptionat gi ¢ (1 <1 < n) o pozitie.

Se construiegte multimea maximala de ecuatii de control ortogonale
pe pozitia z.

Fie e; valoarea obtinutd in majoritatea acestor ecuatii. Al i-lea
caracter decodificat este a; + ¢;.

Deci. daci fiecare ecuatie de control ortogonala pe pozitia ¢ se scrie
a; = f(ay....,@;-1,8Qi41,...,a,), atunci decodificarea majoritara revine
la a decodifica pe a; prin valoarea care apare cel mai frecvent in evaluirile
tuturor expresiilor f.

Exemplul 3.27 Fie dualul (15.11) - codului Hamming cu matricea de
control

060 000O0GCGOO0OTTI1 111111
H = 06000111 1000O01T1T1!1
0110011001 T10011
1 0101010101010 1

Pentru fiecare pereche de coloane distincte din H ezxistd o a treia coloand
astfel incat suma celor trei coloane este 0. Deci, fiecare cuvant de pondere
3 al codului Hamming dd o ecuafie de control cu trei terment pentru codul
dual; in acest fel se obline pentru fiecare caracter z; cdte un sistem format
din T ecuatit ortogonale pe pozitia 1. Astfel,
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pentru r, ele sunt: 1y =T+ I3 =Ty + 35 =T+ 17 =g+ Tg =
Tio+ Ty = X2+ T3 = Tiqg + Tis;

pentru Ty Ty =T1+ 23 =Ty + T =Ts+T7 =Tg+Ti0 =T+ Iy =
Ty + T14 = T13 + I35, elc.

Codul are distanfa minima d = 8; deci el poate corecta marim 3 erori.

Dacd in mesajul primit x apar cel mult 3 erori, atunci un sistem de
ecuafil ortogonal pe ry va avea cel mult trei ecuafii care sd dea pentru z,
o valoare gregita gt cel pufin cinct cu valoarea calculatd corect. Valoarea
gdsitd majoritar va fi cea tn care se decodificd primul caracter.

Procedeul se reia pentru z,, 3, .. ..

Sd presupunem de exemplu cd s-a recepfionat mesajul

001011110101011.
Pentru decodificarea primului caracter vom calcula sumele
0+1,0+1,14+1,1+0,140,140, 1+1.

Se obfin 5 valori de 1 si doud de 0; dect, primul simbol este 1.

Procedand similar pentru fiecare (folosind ecuatiile ortogonale core-
spunzdtoare fiecdrei pozifii), se ajunge la cuvantul 10101011010101010.

Aceasta metoda este nu numai ugor de implementat, dar are adesea si alte

completari (gen "bitul de testare a paritati”) care fac posibild corectarea
mai multor erori.

In aceastd lucrare vom construi trei algoritmi de decodificare a co-
durilor R — M. Doi din ei sunt bazati pe modurile de reprezentare (ge-
ometric gi algebric) ale acestor coduri; al treilea este un algoritm care
foloseste definirea recursiva a codurilor R — M gi este prezentat numai
pentru cazul r = 1. Toti algoritmii sunt foarte ugor de implementat,

utilizarea unuia sau a altuia depinzand doar de criterii particulare in
alegerea parametrilor codului.

3.4.6 Algoritim geometric de decodificare majori-
tarda a codurilor R — M

Deoarece distanta minimé a unui cod RM(r,m) este d = 27", el va fi
capabil s corecteze pana la 2™~ "~! — 1 erori. In cele ce urmeazi vom
presupune ca s-a receptionat cuvantul y = ysm_1...y1Yo. In care au fost
modificate maxim 2™~ ""! — 1 pozitii. Problema este de a determina
pentru fiecare ¢ (0 <z < 2™ — 1) daca bitul y; trebuie corectat sau nu.
Sau - altfel spus - de a vedea dacid pozitia lui y corespunzatoare 0 -
spatiului afin {p;} trebuie corectatd sau nu.
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Pentru a folosi proprietatile codurilor Reed - Muller exprimate de
spatiile afine, vom reformula totul in maniera urmatoare:

Pentru fiecare s - spatiu afin L (0 < s < r 4 1) vom cerceta dacd
pozitiile cuvantului receptionat y corespunzatoare punctelor lul L (adicad
acei bitl y; pentru care p; € L) sunt modificati sau nu.

Vom da intai cateva notiuni si notatii ajutatoare pentru a simplifica
demonstratiile.

Definitia 3.11 Fie G un grup, C un subgrup al sdu 1 z € G. Se
numegte "subgrup modulo C” al lui G mulfimea
C,=2+C={r+alae C}.

Lema 3.3 Subgrupurile unui grup modulo un subgrup arbitrar C, au
urmatoarele proprietdti:

1.Vae G, 3z € G,a € Cy;

2. Dacd ¢ # y atunci C,NC, =0 sau C; = Cy;

3. Dacd a,be C, atuncia—be C;

4. Vz, card(C;) = card(C).

Demonstratie: Este lasatd ca exercifiu.

Teorema principala a acestui paragraf este:

Teorema 3.15 Orice s - spaliv afin din geometria binard m - dimen-
sionald este inclus in exact 2™7° — 1 (s + 1) - spafit afine distincte. In
plus, orice punct din afara lui L se afld in unul $1 numai unul din aceste
(s + 1) - spatit afine.

Demonstragie: 1: S& ardtadm intai ci orice s - subspativ liniar C C Z*
este continut in exact 2™7° — 1 subspatii distincte de dimensiune s 4 1.
Orice (s + 1) - spatiu care contine (" este de forma
C=C+tb={a+tblac(C, t=0,1},
unde b ¢ C este un punct arbitrar fixat. Aceasta rezultd imediat din
faptul ci orice bazi a lui C poate fi extinsi la o bazi a lui C.

Pentru doud puncte b, b’ ¢ C, spatiile liniare C +tb gi C'+tb’ coincid
dacd si numai dacd b si b’ sunt in acelasi subspatiu modulo C' (Lema
3.3). N

Din aceeasi Lema rezultd ca sunt in total H—s subspatii modulo C.
Unul este chiar C, iar celelalte contin numai puncte dinafara lui C. Deci
existd (inafard de C) 2™~° — 1 spatii distincte C + tb pentru b ¢ C.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.4. CODURI REED - MULLER 93

IT: Orice s - spatiu afin L = a+ ' (dim(C) = s) este continut in
2m=s _ 1 (s + 1) - spatii afine distincte de forma a + C.
Cu I, orice spatiu care contine L este de forma b + C. Deoarece L este
de forma a + C. se obtine a € b+ C, deci a— b € C, de unde rezulti
(Lema 3.3) ca punctele a,b sunt in acelasi subspatiu modulo C.

IIL: Orice punct b & L = a+ C este intr-un (s + 1) - spatiu afin care
contine L, anume a4+ C unde C = C + t(b —a).

Intr-adevir, alegAnd t =150 € C,avem b=a+ [0+ (b— a).

Pentru a verifica ci C are dimensiunea s + 1 este suficient de aritat
cdab—a¢(; dacd prin absurd b—a € C, atuncia+(b—-a)=beC,
contradicile.

In final, ar mai trebui aritat ci acest (s + 1) - spatiu afin care il
contine pe b este unic. Orice (s + 1) - spatiu afin care contine a + C are
forma a + C unde dim(C) = s+ 1. Daci b€ a+C, atuncib—a € C,

deci C contine spatiul liniar C + (b — a). Cum ambele spatii au aceeasi
dimensiune (s + 1), ele coincid. O

Corolarul 3.2 Dacd numdrul de erori din cuvantul receplionat y este
t < 2m=7"1 qatunci pentru fiecare s - spafiv afin L (0 < s < r) majoritatea
(s + 1) - spatiilor afine care contin L au aceeasi paritate a erorilor ca L.

Demonstratie: Conform Teoremei 3.15, un spatiu afin L este continut in
2m" — 1> 2t (s+ 1) - spatii afine L', fiecare L’ fiind unic determinat de
un punct din afara lui L. Sa consideram toate punctele p; ¢ L pentru
care caracterul y, este modificat. Lor le corespund cel mult t (s + 1)
- spatii afine L’. Toate celelalte spatii L' ramase au proprietatea ca nu
contin nici un punct p; din afara lui L pentru care y; este gregit. Deci
aceste spatil au aceeagi paritate de erori ca i L, iar numarul lor este cel
putin (2™"7 — 1) — t > t, deci majoritar. 0O

Algoritm de decodificare pentru RM(r,m):

1. (Initializare): La receptionarea unui cuvant y € ZJ* se con-
siderd toate (r+1) - spatiile afine L. Un spatiu L se numegte tmpar
daca yfy, = | (reamintim, fy, este functia caracteristicd a spatiului
afin L). In caz contrar L este par.

2. (Inductie): Pentru fiecare s = r,r — 1,...,0 unde (s + 1) -
spatiile afine au fost definite drept pare sau impare, se considerd
toate s - spatiile afine. Un s - spatiu afin L este pardaca majoritatea
(s+1) - spatiilor afine care contin pe L sunt pare; altfel L este impar.

3. (Final): Pentrut = 0,1,...,2™ — 1, se corecteaza y; daca si
numai daca 0 - spatiul afin {p;} este impar.
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Exemplul 3.28 Sd considerdm RM(1.3) in care s-a receptionat cuvdn-
tul y = 11101010.

Tabelul 3.3: Primul pas al decodificarii lui 11101010

Plan Paritate Plan Paritate
{pP1.P3,Ps5.P7} par {P1,P3,P4.P6} impar
{p2,P3.Pe.P7} impar | {p2,P3.Pa,P5}  par
{pP4.Ps.P6.P7} impar | {po,P3,Pa.P7}  par
{Po.pP2.P4.P6} impar | {po.p2.Ps.pP7}  par
{Po,P1,P4,Ps}  par | {po.P1.Pe,P7} impar
{Po,P1,P2,P3}  par | {p1,P2,P4,P7}  par
{P1,P2,P5,P6} impar | {pPo.P3,Ps,Pe} impar

Tabelul 3.4: Al doilea pas al decodificarn lui 11101010

Dreaptd  Paritate | Dreaptd Paritate | Dreaptd Paritate

{po.P1}  par |{p1.ps}  par |{p3,pPs}  par
{po,p2}  par |{p1,pe}  par | {ps,pe} impar
{po.p3} par {p1.p7} par {p3,p7} par
{po-pa} par | {p2.p3} par | {P4,P5} par
{pe,pPs} par {pP2,pa} par {P4,Pe} impar
{po,pe} impar | {p2,ps}  par | {pa,p7}  par
{po.p7}  par | {p2,pe} ¢mpar | {ps,pe} impar
{Pl,Pz} par {p2, P7} par {Ps, P7} par
{p1,p3}  par |{p3,pa}  par |{pe.p7} impar
{Pl-, P4} par

La primul pas trebuie sd decidem planele (2 - spatii afine) pare g1
cele impare. De exemplu planul L = {p1,p3,Ps.p7} este par deoarece
yfr, = 11101010 - 10101010 = 0. Se objine Tabelul 3.3.

La pasul urmdtor trebuie sd decidem paritatea celor C§ = 28 drepte
(1- spatiu afin). Orice dreaptd este confinutd in 2°~' — 1 = 3 plane dis-
tincte. De exemplu, dreapta {pg.p1} este confinutd in trei plane:
{Po,P1.P4,P5} (par), {po.pP1,P2.P3} (par), {Pe,P1.Pe,P7} (im-
par), deci, prin majoritate, dreapta {po,p1} este pard.
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In mod similar se efectueazd calculele pentru toate dreptele, ob{indn-
du-se Tabelul 3.4.

Se poate trece acum la coreclarea evorilor. RM(1,3) poate corecta
marim 2™ — | = 237171 — 1 =1 erori. {po} este confinul in sapte
drepte: sase pare gi una tmpard, deci yo este corect etc. Singurul bit care
trebuie corectat este yg deoarece din cele sapte drepte care confin {ps},
sase sunt tmpare. Cuvantul- cod trimis a fost deci 10101010.

Algoritmul de decodificare se bazeaza pe urmatoarea observatie:

Fie codul RM(r,m) si y € ZI* un cuvant receptionat.

Un (r 4+ 1) - spatiu afin L este par <= yfL =0.

Intr-adevir. daci y este cuvant - cod, atunci yfy, = 0 (afirmatie care
se poate verifica usor). Acum. daca au fost perturbate un numar par de
caractere din y, corespunzatoare unor puncte din L, valoarea produsului
scalar yfy, nu se modifica (deoarece toate calculele se fac intr-un corp de

caracteristicd 2). Pentru un numar impar de pozitii perturbate, valoarea
produsului scalar este 1.

3.4.7 Algoritm algebric de decodificare majoritara

In afari de algoritinul prezentat anterior, bazat pe reprezentarea geome-

tricd a codurilor R— M, se poate da si o varianta algebricad de decodificare,
folosind direct definitia decodificirii majoritare.

In cele ce urmeazi si considerdm un cod RM(r.,m) fixat. El are
k=1+CL +...4C simboluri de informatie si lungimea n = 2™.
Xo
A X1
In matricea U, , = ) care contine pe coloane toate ele-
Xm-1
mentele spatiului liniar ZJ*, vom nota cu u; (0 <2 < m — 1) coloanele

care reprezinta baza (naturala a) lui Z7*. Deci, orice coloand wj (0 <
J <n—1)din Z* se poate scrie

m—1

wj = Z t;;uy, l; € {0,1}.
=0

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



96 CAPITOLUL 3. CLASE DE CODURI LINIARE

Orice cuvant v € Z7 poate fi considerat indicatorul unei multimi de
cuvinte din Z7*: acele coloane din !/, , care corespund pozitiilor din v
unde se afla valoarea 1.

Exemplul 3.29 Pentru orice j =0....,n — 1, cuvantul
e; =00...010...0,
cu 1 pe pozifia j, corespunde cuvdntului de pe coloana j din U, ,:
Cuvantul 1 = 11...1 corespunde intreqului spatiu 2.

Propozitia 3.7
m=—1
ej = H[xi+(1+t,‘j)1], V5, 0<;<2" -1
=0

Demonstraie: Sa ardtam intai cad x; + (1 + t;;)1 reprezinta indicatorul
acelor coloane din U care au aceeasi componenta z ca si coloana wj =

m-1

Z ti;u;. Intr-adevir:

1=0

1. Dacd t;; = 1. atunci x; + (1 + ¢;;)1 = x; + (1 + 1)1 = x;, care este
indicatorul multimii coloanelor cu 1 (ca si wj) pe linia 1.

2. Daca t;; =0, atunci x;+ (1 +1¢;;)1 = x; + 1, care are componentele
lui x5 cu 0 s1 1 permutate, fiind deci indicatorul multimii coloanelor
care au 0 (ca si wj) pe linia z.

m-—1

Cuvantul H [x; + (1 + t;;)1] reprezinta indicatorul multimii acelor co-
i=0

loane din matricea U, , care au toate componentele egale cu cele ale
coloanei wj. Cum coloanele matricii Up, », sunt distincte, aceasta multime
este chiar {w;}, al cdrei indicator este e;. O

Fie mesajul de informatie aya,...ax € Z.f. Ele se codifica cu ajutorul
(2™, k) - codului Reed - Muller, in cuvantul - cod

f= (foafl""’fn—l) =

a114+axp+. ..+ @my1Xm-1+ami2XoX1+. ..+ GXm-rXm-r+1 - - - Xm-1.

Putem enun{a acum rezultatul principal pe baza caruia se construiegte
algoritmul algebric de decodificare majoritard pentru codurile R — M.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.4. CODURI REED - MULLER 97

Teorema 3.16 Pentru fiecare componentd as din mesajul de informatie,
care se tnmulteste  la codificare - cu un produs de forma x; Xiy - - - Xip,
cristd 27" sumc disjuncte (cu termeni diferift) egale cu ag, confindnd
fiecare 2" componente ale cuvantulut - cod corespunzdtorf = fofy ... fo 1.

Demonstrafie: Tinand cont de Propozitia 3.7, gi deoarece eg, eq, .

--»€n-1
constituie de asemenea o baza pentru Z7}, putem scrie:
n—1 n-1 -
f=(fofio o fum) =) fre5= fJH + (1 +t)1].
7=0 1=0 =0
Prin urmare, ca un produs de forma x;, ...Xx;, sa fie in aceasta suma,

trebuie ca t;; = 0 pentru 7 ¢ {i1,72....%¢}. Dacd notdm
m-—1
Clagy ..ot ’ —{Plp—ztm? tip =0 dacd i & {t1,...,;}} =
= {pl p = t;,,2" + t;,,2" +...+tllp2’ Cligp€{0,1}, ¢=1,2,...,7},

vom avea

f=(fofifa) =) Y Do S xigxiyx

t:l ll<l2<.<1t _)Ec(ll ..... 1.;)

Pe de-alta parte,
f= (an s ~f'n—1) =
a1l +axe+ ...+ g1 Xm-1 + ¢me2XoX1 + ... + axXm-r - .- Xm-1-
Prin identificare. rezultd ci elementul ;. coeficient al produsului

Xiy Xig -+ - Xip este
=Y (1)
JEC (i estr)
Fie = ¢ {1;.... .1, }. Deoarece baza codului RM(r, m) nu contine monoa-

me de forma Xj; - XipXjy 1, vOom obtine prin codificare

> fi=0 (2)
TEC (21,0 tr,2)
Insd, Clir,....irn2) =Clir,...,ir) U[Clir.. . 1r) + 27]
unde s-a notat "+t = {o + t| € C}. Intr-adevar, putem scrie
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Clity .- ortry2) = {§lJ = 8520 + . 4 10,27 + 1,27} =
= {1y =62+ + 2 UG =420 L 2 + 27 =
= C'(ll,,l,-)U[C'(l],.lr)+2213

cele doud multimi ale reuniunii fiind disjuncte.

Deci relatia (2) se scrie Z fi+ Z fi = 0 g1 - tinand
JEC(iy ommir) FEC (i) senir) 422
cont de (1), avem

e+ > fi=0. (3)

FEC (i1 wnir) 422

Din (1) si (3) rezultd urmatoarea afirmatie: dacd m = r+ 1, pentru orice
simbol de informatie as, inmultit la codificare cu un produs de forma
Xj, - - - Xiy, €xista 2™~ = 2 sume disjuncte ((1) si (3)), fiecare de cate 2’
componente ale lui f.

Aceste doua relatii se numesc relafii de determinare a componentei
a,.

Fie acum z;,z; & {7,...,1,}. Deoarece baza codului nu are produse

i XipXj i vea
de forma Xiy - XipXip 1 Xi,, > YOM ave

> fi=0. (4)

JEC (i1 e 21 ,22)

Da‘r C(Zla . 71;1‘121332) = C(ila s 1lT)U[C(117 st 7i7)+221]U[C(i1" * "i"')
+22|1U  U[C(dy,...,1,) + 27 + 272].
Deci (4) se descompune in

DO /S D DR /L RS D /S D DR 7

JEC(iy,ctr) JEC(iy...hic)4271 JEC (i) ,unir ) 4272 JEC(iy,..nir ) +271 4272
ceea ce - tinand cont de (1) si (3) - devine
as+as +as + Z fi =0, deci

JEC(i1,..yir ) 4271 4272

as = Z fj' (5)

FEC(iy,. iy ) 4251 4222

Am aratat astfel ci, dacd m = r + 2. atunci existd 2™ = 22 = 4
sume ((1), de doud ori (3) pentru z; respectiv zo, si (5)) care dau pe a,,
fiecare suma continand 2" componente ale lui f. Deci, pentru a, exista
in acest caz patru relatii de determinare.

Teorema rezultd in continuare printr-un procedeu de inductie finita.
a
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Sa vedem cum se foloseste Teorema 3.16 la decodificarea majoritara
a codurilor Reed - Muller:

Din constructia anterioara. pentru fiecare componenta a, corespun-
zatoare unui produs de forma xj ...X;, existd 2™7" sume disjuncte,
conlinand fiecare 2" componente ale lul f care - in absenta erorilor -
vor fi toate egale cu as,.

Deoarece sumele sunt disjuncte (deci termenii lor sunt elemente diferi-
te ale cuvantului - cod). o eroare singulara va afecta numai o relatie de
determinare a lul a,. Prin urmare. daca In transmiterea cuvantului - cod
f apar cel mult 2™"~""! — 1 erori independente, putem determina - prin
majoritate — pe a,, identificandu-l cu valoarea a jumdtate plus unu din
relatiile de determinare corespunzatoare.

Dupa ce se determina in acest mod coeficientii tuturor produselor
Xjy - -« Xip» S€ scade din vectorul receptionat combinatia liniara

apXg-.-Xr-1+ ...+ &Xm-r---Xm-1-

In acest fel problema se reduce in continuare la decodificarea intr-un cod
RM(r — 1,m); procedeul este similar, fiind determinate aici componen-
tele de informatie care se codifica prin inmultire cu produsele de forma
Xjy - X5 4 (h<j2<...<Jr-1), 5 a m.d.

Exemplul 3.30 Fie codul RM(2,4). El are lungimea n = 16, ordinul
r=2, k=14C14+C? = 11 simboluri de informatie gin—k = 5 simboluri
de control. Deci el este un (16,11) - cod liniar, capabil sd corecteze cel
mult o eroare (pentru cd 27271 —1=1).

Orice mesaj de informatic (ay,aq....,a1,) € Z3' se codificd in cuvdn-
tul £ =(fo..... fis) = a1l 4 asXo + asxy + asX2 + asX3 + asXoX1 +
arXoX2 + agXgXg + agX1X2 + a10X1X3 + a11X2X3.

Sd stabilim de ezemplu relatiile de determinare pentru ag, care se
codificd prin inmulfire cu x1x2. Trebuiesc calculate mulfimile:

C(1,2) = {J] J = t:;2" + 15;2%, t;; € {0,1}} = {0,2,4,6}
((1.2) +2° = {1.3.5.7}

(1,2;+ 2% = {3,10, 1 , 14}

(1,2) + 20 423 = {9,11,13,15}.

Deci relatitle de determinare corespunzdtoare lui ag devin

ag=fo+ o+ fat+fe a=fi+fat+fs+fr
a9 = fs + fro+ fiz + fia ag = fo+ fu1 + fis + fis
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Dacd tntervine o eroare in timpul transmiterii cuvantului - cod f, va fi
afectald o singura relatie de determinare, celelalte trei relatii dind va-
loarea corectd a lui ao. '

Dupd ce s-au determinat valorile ag, az, as, ag, a1o. @11, se trece la etapa
a doua a decodificarii, scdzand din cuvdntul receptionat combinatia

agXeX1 + a7XgX2 + agXgX3 + agX1X2 + a1pX1X3 + a11X2X3

st aplicand cuvantului obfinut procedeul de corectare a erorilor pentru
codul RM(1.4).

In final, ay se decodificd in codul RM(0,4), ceea ce inseamnd cd el
este egal cu valoarea majoritard (0 sau 1) luatd de bitii fo, f1,- .., fis.

3.4.8 Decodificarea codurilor RM(1,m)

Pentru cazul r = 1 se poate da si un alt algoritm de decodificare, extrem
de eficient. El foloseste transformarea Hadamard pentru aflarea celui mai
apropiat cuvant - cod (in distantd Hamming).

Vom da initial cateva notiuni ajutdtoare.

Definitia 3.12 Fie A, ., By, doud matrici. Se defineste produsul
Kronecker A x B ca fiind matricea Cppng = [ai;B).

Acest produs este evident asociativ gi necomutativ; el va fi utilizat pe
larg si in cazul altor coduri.

Exemplul 3.31 Fie H = ( i _i ) , ( (l) ) Atunci
1 10 0 10 1 0

1 =10 0 01 0 1
LxH=14 o1 (| Hxk=[], 1
0 01 -1 01 0 —1

Se considera sirul de matrici definit
Ho = ILm x Hx L, i=1,2,...

unde H este matricea (Hadamard) definitd in Exemplul 3.31.

Exemplul 3.32 Fie m = 2. Atunci
H21212XH><11212XH, H22211XH><12:HX12.

Exemplul 3.33 Fie m = 3. Atunci:
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/1 10 00 00 0)

I =10 00 00 0

0 01 10 00 0

0 01 -10 00 0
Hy=LixHxh=1¢ 04 01 10 0]
0 00 01 -10 0

0 00 00 01 1

0 00 00 01 —1)

(10 1 000 0 0)

61 0 100 0 0

10 -1 000 0 0

01 0-100 0 0
Hi=hxHxhL=140 ¢ 010 1 o]
00 0 001 0 1

00 0 010 -1 0
K0000010—1)
(10001000\
0100 0 1 0 0
0010 0 0 1 0

. 0001 0 0 0 1
Hy=hxHxLi=1 1000 -1 0 0 o
0100 0 -1 0 0
0010 0 0 -1 0
\ooo0o1 0o 0 0 -1)

Modalitatea recursiva de constructie a codurilor RM(r,m) sugereaza
existenta unui algoritm similar de decodificare. Acest algoritm exista

numai pentru RM(1,m) si il prezentam fara a demonstra corectitudinea
lui.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



102 CAPITOLUL 3. CLASE DE CODURI LINIARE

Algoritm de decodificare a codurilor RM(1,m):

Fiey € Z} (n = 2™) cuvantul receptionat si GG(1,m) matricea
generatoare a codului.

1. Se inlocuiegte 0 cu —1 in y: fie y’ noul cuvant:
2. Se calculeazd y1 = y'H!, yi=yi-1H, (2<:<m);

3. Se determina pozitia j a celei mai mari componente (in val-
oare absoluta) a lui ym.

Fiev(j) € Z reprezentarea binara a lui j pe m biti (Incepand
cu bitii cei mai semnificativi). Mesajul decodificat este:

(1,v(j)) dacd a j - a componentd a lui ym este pozitiva,

(0.v(y)) dacd a j- a componenta a lui ym este negativa.

Exemplul 3.34 Fie m = 3 ;i G(1,3) matricea generatoare a codului
RM(1,3). Sd presupunem cd s-a recep{ionat cuvantul y = 10101011.
Primul pas al algoritmului transformd acest cuvant in
y' =(1,-1,1.-1.1,-1,1.1). Se calculeazd apoi:
y1 =Yy H} =1(0,2,0,2,0,2,2,0)
Y2 = y1H2 = (0,4,0,0,2,2, —2,2)
ya = y2 H3 = (2,6,-2,2,-2,2,2,—2).

Cea mai mare componentd a lui y3 este 6 pe pozifia 1. Cum v(1) =
100 $i 6 > 0, rezultd cd a fost codificat mesajul de informatie 1100.

Dacad s-a receptionat cuvantul 'y = 10001111, atunci

y' = (1,-1,-1,-1,1,1,1,1) si

y1=Yy'H; =(0.2,-2.0,2,0,2,0),
yz = y1H3} = (-2.2.2.2,4,0,0,0).
ya =y2H3 = (2.2,2,2,-6.2,2,2).

Cea mai mare componentd a lui y3 (in valoare absolutd) este —6 aflata

pe pozifia 4. Deoarece v(4) = 001 g1 —6 < 0, mesajul transmis a fost
0001.
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3.5 Coduri MacDonald

Fie A, un cod liniar peste Z; si G matricea sa generatoare.

Vom nota cu M ,«_; o matrice care contine toate coloanele nenule
posibile de k elemente, care se pot construi peste Z,. Ordinea acestor
coloane este arbitrara dar fixatad. Coloana ¢ din matricea M se va numi
coloand de tip 1. Pentru usurinta notatiei. se admite asertiunea ca tipul
de coloana ¢ este reprezentarea in binar a numarului zecimal .

Deoarece codul 4, 4 nu este influentat de operatiile elementare efectu-
ate asupra coloanelor din matricea generatoare (in particular permutarea
de coloane), este suficient sa definim acest cod indicand doar numarul
coloanelor de fiecare tip care intrd in componenta matricii generatoare.

Se obtine astfel reprezentarea modulard a codului A, y:

N = (ny,n2,...,N9k_4)
unde 7; este numérul coloanelor de tip ¢ care apar (sau nu) in matricea

G,

2k -1

E n; =n.
1=1

Exemplul 3.35 Sa ludm k = 2, n = 3 g1 matricea generatoare G =
0 10
(1 1 1)‘
: 011 .
Avem matricea M = 101 ) (coloanele sunt reprezentdrile

binare ale numerelor 1,2,3).

Reprezentarea modulard a codului generat de matricea (G este atunct
N =(2,0,1) (pentru cd in G ezistd doud coloane de tipul 1, nici una de
tipul 2 §1 una de tipul 3).

Sa introducem matricea
Ky 1, = MTG.
K are drept linii toate cuvintele nenule ale codului A, &.
Fie — de asemenea — matricea patrata simetrica:
Cor_yovy = MTM.

Astfel, pentru Exemplul 3.35,
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h =

—_ O =

0
1
1

—_— D =

1
C=10
1

S = =

1
0
1

Teorema 3.17 O listd a ponderior cuvintelor codului A, se obfine
prin inmullirea (in R) a matricii de reprezentare modulard cu matricea

C:
Wo_y = NC. (6)
Demonstratie: Sa scriem matricea M sub forma unei matrici linie

M = (v1,v2,....Vok_ 1),

unde v; (1 <1 < 2% — 1) este coloana de tip ¢ din matricea M.
Matricea generatoare corespunzitoare reprezentarii modulare N =
(ng,ng,...,nox_;) este

G = (Yl""*Vl,’}'z""*"2=""Vzk-l""’vzk-l)*

— Ve

~

™ 2 Tk _y
unde ny +ny 4+ ... + ngox_; = n. Se obtine deci
Vi
. V2
= . (Vl,...,vzk_1> =
Vok_1
ViVl Viva ViVok
Va2Vvi VaVva V2Vaok_ 1
Vok_1V1 Vok_ V2 .. Vok 1Vok_;
unde produsele scalare sunt efectuate in Z,.
Acum, W = (wq,wsz,...,we_y) = (n1,n2,...,n9_1)C, inmultire

efectuata in R.
Prin identificare rezultd w; = nyvivi + navavi+ ... + nox_Vok Vi
Deoarece toate produsele scalare vyvi sunt 0 sau 1. w; este un numar

natural. El este chiar ponderea cuvantului - cod care ocupa linia ¢ in
matricea AA'. Intr-adevar, avem

Vivi vivi ViVok_4
R VaVvi VaVvi V2V2]l(_1
1\‘2“—1,n = )
Vak_1V1 Vok_1V1 Vok_1Vak_1
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produsele scalare fiind in Z,.
Deci ponderea cuvantului situat pe linia 7 in matricea K este:
y3v1+...+vivl+...+viv2k_1+...+v;v2k_1 =nmnVvivi+...+

-~

™ n;:;l
Nak_1ViVok _1- ]
Ne punem problema de a determina un cod atunci cand se di vec-
torul ponderilor cuvintelor sale (deci gi ponderea minima, adica distanta
Hamming). Formal, din (6) se obtine

N=WwcC !, (7)

inmultire efectuata in R. Formula este adevirati numai daca se
demonstreazi ca matricea (' este inversabilad. In acest sens avem:

Teorema 3.18 Matricea C' este nesingulard. Inversa ei se calculeazd
inlocuind in C pe 0 cu —1 si1 impdrtind toate elementele cu 2571,

Demonstrafie: I: Fiecare linie (deci si coloand) din C contine 1 pe 2F7!
pozitii. Doua linii (coloane) distincte din C au in comun 1 in 2¥-2 pozitii.
Intr-adevar, liniile lui C' - la care se adauga linia nuld - formeaza

un spatiu liniar cu 2% cuvinte binare. Si considerim submultimea liniilor
k
care au | In componentele  si j. Ele formeaza un subspatiu liniar cu = =

2¥-2 elemente deoarece, factorizand cu acest spatiu se obtin patru clase de

resturi, corespunzatoare componentelor (z, j) de forma (0,0), (0,1),(1,0),
(1.1).

Pentru a ardta ci 1 apare pe fiecare linie din C de 2*~! ori se ra-
tioneaza similar.

IL: In aceste conditii, putem scrie

-zk—l 2k—2 21:—2
2k—'2 21:-—1 L 2k—2

C? = _ =251 + J),
2‘:—2 2k——‘2 ' 2k—1

unde I este matricea unitate iar J este matricea patrata cu toate ele-
mentele egale cu 1, ambele de ordin 2*.

Se mai observa ci CJ = 2k J. Deci

1 2 ok-1 1 2 v 2C -J 1
1

De aici rezultd ca (7 este inversabild g1 C7! = 71

(2C - J). a
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Exemplul 3.36 Sd luam k=3, n=5. Vom avea:

0001 1 11
M=[0110011],
1010101

(1010101\
0110011
1100110

C=M™M=|000111T1/[,
1011010
0111100

\1 101001}

(1 -1 1 -1 1 -1 1)
-1 1 1 -1 -1 1 1

P I S TS G S B B
Cl'=20 -1t -1 -1 1 1 1 1
1111 121 1 4
-1 1 1 1 1 -1 =1

K11—11—1—1 )

1

0 011
Dacd ludm codul generat de matricea G = 1 01 0], e
0101

OO -

are reprezentarea modulard N = (1,1,0,1.1,1.0). Vectorul ponderilor
cuvintelor - cod este W = (2,2,4,3,3.3,3). Intr-adevdr, cuvintele - cod
sunt agezate pe lintile matricit

0010 1Y)
01010
01 1 11
K=|10011
10110
11001
\1 1100

S& determinam acum reprezentarea modulard a unui cod liniar binar in
care toate cuvintele - cod au aceeasi pondere w (s1 dect distanta minima
va fi d = w). Vom avea prin ipoteza W = (w,w,...,w).
T
Dupa cum am remarcat in demonstratia Teoremei 3.18, 1 apare pe
fiecare linie din C in 2¢~! pozitii. Rezultd (Teorema 3.18) c&in C7!, 1 va
apare pe fiecare linie (coloana) tot in 2*~! pozitii, in rest fiind —1. Deci
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N=WO = (w2m D )

.

2k—1
Problema enuntata are solutie daci w se divide cu 257!; in acest caz,

reprezentarea modularad este de forma N = (r,r,...,r), adica fiecare tip
N —’

251
de coloana apare in matricea generatoare de r = w - 2~(*=1) ori,

Plecand de la aceste considerente, MacDonald a introdus o clasa de
coduri pentru care reprezentarea modulara este de forma 0'17. Mai exact,

n d N
2k — 1 2k-1 (1,1,1,...,1)
2k 2 k=1 g (0,1,1,...,1)
2k 3 261 _ 9 (0,0,1,...,1)
9k _ 9u 2k=1 _ gu-l (0,...,0,1,...,1)
N—— N—
2u—1 2k _Qu

Aceste coduri au proprietatea ca prezinta o distantd minima foarte apro-
piata de marginea Plotkin.

Sa luam de exemplu al treilea cod din tabelul de sus. Reamintim,
marginea Plotkin este

k=1(, _

- B qk - 1

In cazul codului MacDonald avem ¢ =2, n=2F -3, d =251 -2
deci

ng*Hg—1) (2 -3)2

_ k-1 _
e i

bl

2k -2
2k —1

<1

3.6 Coduri Hadamard

Am definit anterior matricile Hadamard pentru a putea construi un algo-
ritm de decodificare al codurilor RM(1,m). De fapt matricile Hadamard
pot fi utilizate in mod direct la constructia de coduri.

Definitia 3.13 Se numegte matrice Hadamard ‘H,, o matrice patratd de

ordinul n cu elemente 1 i —1. ale cdrei linit sunt ortogonale doud cdte
doua.
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Teorema 3.19 Fiind datd matricea Hadamard H,, (n par) se poate
n
defint un cod de distan{d minimd d = 2 format din 2n cuwvinte de

lungime n.

Demonstratie: In matricea H,, vom inlocui 1 cu 0 si —1 cu 1. Vom nota
V1i,V2,....Vn vectorii care formeaza linille noii matrici. Codul cautat
este

C ={v1,v2,...,Vn,~V1,—V2,...,—Vp}.

Acest cod (care nu este neaparat liniar) are 2n cuvinte de lungime n.
Mai trebuie aratat ci distanta sa minima este n/2.

Deoarece v 51 —v diferd in toate componentele, distanta Hamming
dintre ele este n. Pe de-alta parte, din proprietatea matricilor Hadamard
rezultd

vi(xvy) =0, Vi,j € {1,...,n}, ¢ # .

Pentru ca aceasta egalitate si fie adevdratd, este necesar ca vj si vj

sa coincida in jumatate din componente si sa difere in cealaltd jumatate

(atentie, calculele se fac in R, nu in Z; !). Rezultd ca distanta Hamming

. . ) n ] n
dintre cele doua cuvinte este 7 Deci d = — 0

N

§

Pentru n = 32 un astfel de cod a fost folosit de programul spatial
Mariner.

Teorema 3.20 Dacd H, este matrice Hadamard, atunct

H., H,
H‘Zn = ( H'n, _Hn >

este matrice Hadamard.

Demonstratie: Evident, H;, este o matrice 2n x 2n cu elemente 1. Mai
trebuie aratat ca liniile sale sunt ortogonale doua cate doua.

Avem: [vi,vi][vi,—vil = vivi—Vvivi=n—n=0.
De asemenea, pentru 7 # j, [vivi]lvj, £v;] = [vi. vzl £ [vi,v5] = 0+
0=0. ]

Pe baza acestei teoreme, putem construi coduri Hadamard a cé-
ror distanta sd fie oricat de mare. FEste suficient sa gasim o matrice
Hadamard initiala, pe care (folosind Teorema 3.20) sd o "dilatam” ulte-
rior cat este nevoie. O astfel de matrice Hadamard initiala a fost dati in
cadrul constructiei codurilor RM: eal este1

He = ( 1 -1
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Pentru constructia altor matrici (i coduri) Hadamard mai generale
au fost elaborate diverse tehnici. Una din cele mai cunoscute este cea a

lui Palev g1 Hall.

Definitia 3.14 O matrice patratd M de ordin n cu 0 pe diagonala prin-
cipald 3t £1 inafara €i, astfel ca MM7T = (n — 1)1, se numeste matrice
de conjuncturd (conference matriz).

0 1 1 1

o 0 1 -1 0 -1 1

Exemplul 3.37 Matricile ( 1 0 > , —1 1 0 -1
-1 -1 1

sunt matrici de conjuncturd.

Fie ¢ un numar prim impar: pe Z, = {0,1,...,q — 1} definim functia
reziduu Y astfel:

dacar =0
x(z) = 1 daca r este un patrat nenul
—1 1n rest

Teorema 3.21 Maliricea Paley S, = (s;;) de ordin q definitd prin s;; =
Y((g+1—=73)modq) (0<1i.j<q) verificd proprietdtile:

. 8,y = J,8, =0;
2. 8,87 = ql, — Jy:
3. 8T = (-1)'T S,

Toate calculele se fac in Z: s-a notat cu I, malricea unitate de ordin q
st cu J, matricea pdtratd de ordin g avand toate elementele egale cu 1.

Demonstratie: Este lasatd ca exercitiu.

Exemplul 3.38 Pentru q = 3, matricea Paley este

0 -1 1
S3 = 1 0 -1 ],
-1 10

tar pentru ¢ = 5,

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



110 CAPITOLUL 3. CLASE DE CODURI LINIARE

0 1 -1 -1 1
1 0 1 -1 -1
Ss=1 -1 1 0 1 -1

-1 -1 1 0 1
I -1 -1 1 0
De remarcat c¢d ST = —S,, ST = S5 (conform Teoremei 3.21).
Matricea S folositd in definirea codurilor Golay ternare este mairicea
Paley Ss (in care, deoarece se lucreazd in Z3, —1 = 2).

Teorema 3.22 Fie ¢ un numdr prim impar astfel incat ¢ = 3 (mod 4).
Atunci exristd o matrice Hadamard de ordin ¢ + 1.

Demonstrafie: Din ipotezd gi Teorema 3.21, se poate defini matricea
Paley S, de ordin ¢q. Construim matricea M de ordin q + 1 astfel:

0 1 1
~1
M=1 _ S

—1

Se verifica faptul ca M este o matrice de conjuncturd cu proprietatea
MT = —M (¢ = 3 mod 4 conduce la relatia SqT = -S5,). Fie H =
Igpr + M.

Avem HHT = (I,4, + M)(I,41 + M)T = (Ipg1 + M)(1yy + MT) =
L+ M+ MT+ MMT =1, +ql41 = (g+1)1441, deci orice doua linii
distincte ale lui H sunt ortogonale. Rezulta ca H este matrice Hadamard
de ordin ¢ + 1. 0

Folosind acum Teorema 3.19, se pot construi coduri Hadamard de
lungime ¢+1 unde ¢ este numar prim care verifica conditia ¢ = 3 (mod 4).

Plecand de la matricile Paley se pot construi si alte coduri Hadamard,
modificand putin Teorema 3.19 (pentru a admite g1 coduri de lungime
impara).

Fie S, o matrice Paley de ordin n (conform Teoremei 3.21). Un
cod Hadamard de ordin n poate fi definit cu 0,1 si cu liniile matricilor
;(Sn + 1, + J,), 5(—5,1 + I, + J,). Acesta este un cod care contine

<

, . ) ) . C n—1
2n + 2 cuvinte - cod de lungime n si are distanta minima d =

Exemplul 3.39 Sd consideram q = 11. Matricea Paley asociata este:
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0 -1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 \

1 0 -1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1
-1 ] 0 -1 1 -1 -1 -1 1 1 1

I -1 l 0 -1 1 -1 -1 -1 1 1

1
I -1 =1 =1 1 1 1 -1 1 0 -1
\-1 1 -1 -1 -1 1 1 1-1 1 0

Pe baza ei se pot construt doud codurt Hadamard. Primul se bazeazd pe
o matrice Hadamard construitd conforma Teoremer 3.22:

1 1 1 1 1 1 1 1 l 1 1 1
-1 1 -1 I -1 -1 -1 1 1 1 -1 | \
-1 1 - 1 -1 -1 -1 1 I 1 -1
-1 -1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 1
-1 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1
o -1 1 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 1

“1 1L 1 1L -1 1 1 -1 1 =1 -1 -1
1 -1 1 1 1 -1 1 1 -1 1-1 -1
1 -1 =1 1 1 1 -1 1 1 -1 1-1
1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 1-1 1
1 1 =1 -1 -1 1 1 1 -1 1 1 -1
1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 1)

Acest cod are 24 cuvinte - cod de lungime 12 1 distan{d minimd 6 (pentru
constructie, vezi Teorema 3.19).

Al doilea cod Hadamard posibil este de lungime 11 st are tot 24 cuvinte
- cod:
{060000000000, 10100011101, 11010001110, 01101000111, 10110100011,
11011010001, 11101101000, 01110110100, 00111011010, 00011101101,
10001110110, 01000111011, 00100011101, 10010001110, 01001000111,
10100100011, 11010010001, 11101001000, 01110100100, 00111010010,
00011101001, 10001110100, 01000111010, 11111111111, }

Distanta sa minimd este 5.
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3.7 Coduri produs

Sa considerdm un cod de lungime n = nyn,. In loc s scriem cuvintele
sale sub forma de linii de lungime n, le putem reprezenta ca matrici cu
ny linii §1 ny coloane. Un mod simplu de a realiza acest lucru este de
a scrie cuvantul cod a = apa; ...an—; ca o matrice X = [r;],0 < 1 <

nm — 1, 0 <y <ny—1, unde z;; = ain,+;. Aceasta va fi numita scriere
canonicd.

Definitia 3.15 Fie Cy,C; doud coduri liniare de lungime n, si respectiv
ny. Se construiegte codul C' de lungime ny-n, ca mai sus (folosind scrierea
canonicd). Spunem cd C = 'y x Cy este codul produs al lui Cy cu Cy dacd
gt numai dacd C confine toate cuvintele - cod in care scrierea canonicd
verificd proprietdfile:

o Fiecare coloand a unei matrici este un cuvant - cod din Cy;
o Fiecare linie a unei matrici este un cuvant - cod din C,.

De remarcat cd prin permutarea lui ('; cu (’; se obtine un cod echivalent.

Teorema 3.23 Dacd C, este un (ny, ky) - cod liniar i C, este un (na, ko)
- cod liniar, atunci Cy x C, este un (nynq, k1kz) - cod liniar.

Demonstratie: Fie G; (1 = 1,2) matricile generatoare ale celor doua
coduri, pe care le presupunem in forma esalonat canonica, deci G; =
[k, Bn,—k,]. Vom nota cu gi(l) (1 <1 < k) respectiv gi(z) (1 <1< k)
liniile celor doua matrici.

Definim matricile X;; (1 <: < ky, 1 < j < k;) de dimensiune n; x ns,
astfel:

e Primele k; linii sunt 0 cu excepiia liniel 7 care este g; ),

: T
e Primele k; coloane sunt 0 cu exceptia coloanei j care este gi(l) .

e Pentru k > ky, linia k este gf;)géz);
T
e Pentru k > k;, coloana k este gﬁ)g.fl) .

Schematic, o astfel de matrice arata astfel:
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0 0110 0\
1 T T I
Xo=1 "9 .. 0o 0
0O o« O
L. ... X
\0 z 0 )

Evident, X;; reprezinta un cuvant - cod din C; x C; si orice alt cuvant
- cod este o combinatie liniara formata din aceste matrici. Deci Xj; (1 <
i <k, 1 <) <ky) constituie o bazd a codului C; x Cs.

Submatricile formate din primele k, linii si k3 coloane formeaza multi-
mea mesajelor de informatie. )

Exemplul 3.40 Sd consideram codurie liniare binare C,,Cy generate
de matricile

1 01 .
G, = ( 01 1 > respectiv = Gy =

o O

0 01
1 01
010
Deci ny =3, ny =4, ky = 2, k; = 3. Sunt 6 matrici X;;, toate de
dimensiune 3 x 4:

).
).

1 0 0 1 01 01 0010
.Y][ - 0 0 0 0 . .\,12 - 0 0 0 N )(13 = 0 0 0
1 0 01 01 01 0010
0 00O 0 0 0 0 000
X21 = 1 0 0 1 f )(22 = 0 0 1 3 X23 = 0 0 1 0
1 0 01 01 01 0010
S5d consideram mesajul de informatie 101110 pe care il asezdm sub
forma unet matrici 2 x 3 : ( i (1) é ) Matricea - cod va fi
1 0 01 0 010
Xu+ Xis+ Xoao 4+ Xoe = 0000} +]00O00O0]+
1 0 01 0010
0000 0 00O I 011
1001 {+]10101]}=11T1T0F¢0
1 0 0 I 01 01 0111
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Se observd cd lintile sunt cuvinte - cod din Cy, iar coloanele sunt
cuvinte - cod din ;.

Propozitia 3.8 Mairicea generatoare a codului produs Cy x C; este Gy x
G, unde G, si Gy sunt matricile generaloare ale celor doud coduri, iar
"x" este produsul Kronecker.

Demonstratie: Fie (ny, k1), (n2, k2) cele doua coduri, cu matricile ge-
neratoare (G; respectiv Gy, si sa consideram matricea G5 x G, obtinuta
prin produsul Kronecker. Daca se ia linia k2 4+ 7 din aceastd matrice si
se reprezintd sub forma canonica ca o matrice ny X ny, se obtine exact
matricea X;; din constructia Teoremei 3.23. Cum X;; reprezinta o baza
pentru codul C; x (', rezulta cd G; x (G, este matricea sa generatoare.

Din acest motiv, in primii ani, codurile produs erau numite si coduri
Kronecker. a

Exemplul 3.41 Matricea generatoare a codului produs C; x Cy din Ez-
emplul 3.40 este:

0 G, G,
1 00 1/0 00011001
010 1{0000{010°1
0 010{00O06O0{0010
0 00O0{1 0O0T1{1 001
0 00O0{01O01{01 01
000 0j00 100010

Se observd imediat cd prin "plierea” celor patru linii din aceastd matrice
se obtin matricile X;; din Exemplul 3.40.

Sd considerdm din nou mesajul de informatie 101110. Prin inmulfirea
cu matricea G se ajunge la cuvantul - cod 101111000111 care - scris ca
o matrice 3 x 4 - coincide cu rezultatul din Fremplul 3.40.

Teorema 3.24 Distanta minimd a codului C; x C, este egala cu dy - dy
(dy st dy fiind distantele minime ale codurilor Cy respectiv C3 ).

Demonstratie: Daca C; are lungimea n; (1 = 1,2), sa consideram o ma-
trice X reprezentand un cuvant - cod nenul din C, x €y (am vazut ca
asemenea cuvinte existd). Putem gasi deci cel putin o linie cu minim d,
elemente nenule. Fiecare astfel de element se afld pe o coloana cu cel

putin d; elemente nenule; deci matricea X are minim d; - d2 elemente
nenule, O
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Exemplul 3.42 Cele doud coduri din Exemplul 3.40 au dy = dy = 2
(se gdsesc imediat cuvintele - cod g1 se observd cd ponderea lor nenuld
minimd este 2). Decéi codul produs va avea distanfa d = 2-2 = 4. De

remarcat cd - degi C'y i Cy nu pot corecta erori, Cy x ('3 este capabil sd
corecteze o eroare.

Codurile produs - cu toate cd au fost definite de la inceputul anilor 60, au
devenit foarte importante odata cu folosirea lor in transmisiile telefonice

fara fir §i codificarea informatiei pe CD - uri. Vom relua ulterior - pe
larg - analiza acestor coduri.

3.8 Coduri optimale
Fie multimea C' C Z7. Se numeste diametrul multimii C numérul
d(C) = min{d(x,y)| x,y € C, x # y}.

De remarcat ca, dacd C este cod liniar, atunci d(C') este chiar distanta
minima a codului.

Definitia 3.16 (' este multime optimald de distan{d minimd d dacd:

o d(C) =d;

o Vx€ ZM\ (. d(CU{x}) < d.

Exemplul 3.43 In Z%. urmdtoarele mulfimi sunt optimale de distan{d
minima 3:

A = {000000.010101.101010,111111}

B = {000000,101010,011001,000111,110100, 111111}

Definitia 3.17 Se numeste mulfime optimald cardinal mazrimald de dis-

tantd d o multime optimald din Z}, avand un numdr mazim de elemente.

Vom nota acest numar cu a(n,d, q).

Exemplul 3.44 Mul{imile date in Exemplul 3./3 sunt optimale dar nu

cardinal marimale pentru distanta 3. O mulfime optimala cardinal ma-

rimald din Z$ pentru d = 3 este:

C = {000000,001011,010101,011110,100110,101101,110011,111000},
dect a(6,3,2) = 8.
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Definitia 3.18 ['n cod liniar ' de distantd minima d este optimal dacd
(" este mulfime optimald cardinal maximald de distantd d.

Spunem c& un astfel de cod satisface conditia mar - min, deoarece are
un numar maxim de vectori aflati la distanta minima d.
Nu se cunosc algoritmi de constructie a unor astfel de coduri. In

aceasta sectiune vom da numai cateva conditii necesare pentru definirea
codurile optimnale.

Teorema 3.25 Intr-un cod optimal C de lungime n gt distan}d minimd

da
a(n,d,q) < g-a(n—1,d,9q).

Demonstratie: Putem presupune — fara a micgora generalitatea — ca
primul caracter al codului este caracter de informatie.
Fie K multimea cuvintelor din C care au 0 pe prima componenta.

Cum C este cod liniar, iar pe prima componentd pot apare ¢q caractere
distincte, va rezulta

.. a(n.d,
card(K) = (—q)

K este un cod liniar cu distanta minima d, in care toate cuvintele -
cod au 0 pe prima pozitie. Dacd eliminam aceasta componenta, se obtine
un cod din Z;"“, tot de distantd d - cu acelagi numar de cuvinte. Acest
cod nu este neaparat optimal, deci conditia va fi

d,
a(n—-1.d,q) > M

Mai trebuie facuta observatia ca a(n —1,n — 1,q) = q pentru cd un

cod cu repetitie este optimal, avand distanta minima egald cu lungimea
cuvintelor - cod. a

Corolarul 3.3 Dacd j > d, atunci ¢*?a(y,d,q) > a(n,d,q).
Demonstratie: Din Teorema 3.25 rezultd inegalitdtile:

g-a(n—1.d.q) > a(n,d,q)
q-a(n—2,d,q) > a(n—1,d,q)

q-a(n—1,d,q) >a(n—-1+1,d,q)

Prin inmultire se obtine ¢' - a(n — ¢,d,q) > a(n,d, q), dupa care se face
notatian — = j. a
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Teorema 3.26 Fie A, C Z7 un cod liniar optimal de distan{d minimd

d. Dacd n <

, atunci numdrul k al simbolurilor de informaiie

verificd inegalitatea

dg — 1
k<n—q—l—+1+loqu
q—1

Demonstratie: Deoarece A, ; este cod liniar, numarul de simboluri de
informatie va fi dat de relatia a(n.d, q) = ¢*.
Rescriem inegalitatea lui Plotkin (Teorema 2.10) sub forma d(¢* —
1) < ng*~1(q — 1), sau
¢ Y(dg+n—nq) <n.

d
Deoarece - din ipotezi - dg + n — ng > 0, avem ¢* <—L
dg+n—nqg’
sau dq
d, N S
an, q)_dq—i—n—nq
dg —1 d dg -1
Fie —q——:i—i—fundez: 1~ , f= 7 .
g—1 q—l g-—1
Decigd—1=(¢g— 1)1+ (¢g—1)f si avem
dg dq dq
a(2,d,q) <

_dq+z——zq dg—(qg—1) T 1+ q—-l
Folosind Corolarul 3.3 g1 ¢« > d (deoarece [

d), rezulta

n-étl--i-f

a(n.d,q) < ¢""a(i,d,q) < T%L(—qud'

Dezvoltand in serie Tayvlor, ¢f <14 (¢ —=1)f (f<1) sideci
a(n,d,q) < ¢"~* gd,

dg—1
sau ¢~ < q"__qg-—lqd, de unde - prin logaritmare - se obtine relatia din
enunt,. a
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3.9 Exercitii

3.1 Fie (8,4) - codul Hamming binar ertins. Decodifica{i cuvintele
10101010 11010110 11111111.

3.2 Construiti codurile Hamming ternare pentrur = 2, 3 g1 determinaft
decodificarea pe baza sindromurilor.

3.3 Construifi (5,3) - codul Hamming peste Z4. Determinati toate cu-

vintele - cod gi tabela de decodificare cu sindromuri. Decodificali cuvin-
tele: 11223, 32101 2222 1100.

3.4 Demonstrali afirmatiile din Corolarul 3.1.

3.5 Ardtali cd Coq confine un cuvant cu toate componentele egale cu 1
§t nict un cuvant de pondere 20.

Demonstrati cd numdrdtorul de pondert al lui Cyy este:
1+ 759X° + 2576 X% 4+ 759X ¢ 4+ X2,

3.6 De ce in Algoritmul D se face ertensia cuvintelor la cuvinte de
pondere impard ¢ Justificali prin exemple corectitudinea afirmaties.

3.7 In codul Golay extins ('y4 sd se decodifice - dacd este posibil, cuvin-
tele:

(111000000000,011011011011] [111111000000,100011100111]
/111111000000, 101011100111] (111111000000, 111000111000]
[111000000000,110111001101] (110111001101, 111000000000)
[000111000111,101000101101] (110000000000, 101100100000]

3.8 Folosind Ca3, decodificafi cuvintele:

[101011100000,10101011011) (101010000001,11011100010]
(100101011000, 11100010000] [011001001001,01101101111]

3.9 Fie H matricea de control a unui (4,2) - cod Hamming ternar (Ez-
emplul 3.4), I matricea unitate de ordin 4 st J matricea de ordin 4 cu
toate elementele 1. Sd se arate cd

J-1 1 I
G:( 0 H—H)
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genereazd un (12.6) - cod liniar cu d = 6 (echivalent cu codul Golay
ternar ertins).

3.10 Ce polinom boolean are ultima linie a tabelei de adevdr:
(a) 10100110
(b) 1010011010100110
(c) 0101001110011100

3.11 Scrieti tabela de adevar a polinomului boolean 1 + xXg + X1X2:
1. Ca functie de trei variabile;
2. Ca functie de patru variabile.

3.12 Fiind dat codul RM(1,3), codificali toate mesajele de informatie
postbile.

Acelast lucru pentru codul RM(2,3).

3.13 Calculati numdrul de 2 - spafii afine in geometria euclidiand peste

zn.

3.14 Fste orice functie booleand funciia caracteristicd a unui anumit
spatiu afin ¢ Caracterizafi astfel de funciii.

3.15 Orice funclie caracteristicd a unut (r + 1) - spativ afin aparfine

codulut dual lut RM(r,m).

3.16 Sa se arale cd RM(2,3) este auto - dual.
Sd se determine toate codurile RM auto - duale.

3.17 Reluaft Exemplul 3.27. De ce sunt T ecuafii ortogonale pentru
fiecare z; ¢

3.18 In codul Hamming (15,11) sd se decodifice mesajele
111100000000000, 011101000111001.

3.19 Sa se decodifice cuvantul 01111100 in RM(L,3). Verificati corec-
titudinea decodificarii.

3.20 Sa se scrie toate relafiile de determinare din codul RM(2,4).

3.21 Sa se decodifice 1111111011111111 in RM(2,4).
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3.22 Avrdtafi cd orice hiperplan L in geometria euclidiand peste Z7* are
drept complement ZI* \ L tot un hiperplan.

3.23 Sd se calculeze H} pentrut = 1,2,3,4.

3.24 In codul RM(1.4), sd se decodifice cuvintele:
1011011001101001. 1111000001011111.

3.25 Sd se construiascd vectorii ponderior pentru codurile Hamming

(7,4) si RM(L,3).

3.26 Folosind vectorul ponderilor. sd se construiascd numdrdtorul de
pondert al unui cod liniar.

3.27 Sd se construiascd matricile generatoare §i matricile K pentru co-

durile McDonald cu k = 2,3,4.

3.28 Sd se arate cd dacd H, este o matrice Hadamard, atunci H,HZ =
nl,.

3.29 Sd se construiascd o matrice Hadamard de ordin 20.

3.30 Sd se arate ¢d matriceca Hadamard Hg genereazd (8,4) - codul
Hamming binar extins.

3.31 Sd se construiascd codurile produs pentru codul cu repetitie de
lungime n (Cy) st codul cu repetitie de lungime p (C2).

3.32 S5d se construiascd matricea generatoare a codulut produs C x C
unde C este codul Hamming (7,4).
Aceeagt problemd pentru codul RM(1.3).

3.33 Demonstra{i Teorema 3.21.

3.34 Folosind matricile Paley, sd se construiascd codurile Hadamard de
ordin 5, 7 st respectiv 10.

3.35 Sd sc arate cd un cod binar liniar optimal de distantd minimd d
are cel putin 2d — 1 — logod simbolurt de control.
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Capitolul 4

Circuite liniare si extensii
Galois

4.1 Definirea circuitelor liniare

In aceastd sectiune presupunem cd toate calculele se realizeaza intr-un
corp de caracteristicd ¢ (¢ numar prim).

Un circuit liniar este un graf orientat, cu trei tipuri de noduri (conec-
tori):

e sumator: este un conector cu cel putin doud intrari gi o iegire.
Efectul este acela de a scoate suma modulo ¢ a elementelor aflate

la intrare. Operatia se executd instantaneu. Un sumator (cu doud
intrari) se noteaza astfel:

l
©

o Multiplicator: este un conector cu o singura intrare gi o iegire unde
se obtine rezultatul inmultirii cu ¢ € Z, a elementului de la intrare.
Operatia se executd (de asemenea) instantaneu. Notatie:

o

o Element de inmagazinare: este un registru buffer cu o intrare si
o iesire; efectul este intarzierea cu un tact a intrarii: elementul
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a € Z, intra in momentul (tactul) k£ $i 1ese in momentul (tactul)
k + 1. Notatie:

—

Aceste trei tipuri de conectori se pot grupa arbitrar - folosind eventual
1 noduri obignuite. Utilizarea lor conduce la obtinerea de circuite liniare

care pot realiza automat operatii uzuale cu polinoame: adunari, scadert,
inmultiri i impartiri.

In cele ce urmeaza, vom identifica un vector cu n + 1 componente
a=(ap,a,....an,)
cu polinomul de gradul n cu o variabila
alr)=ap+ a1 X + ... +a, X"

In cursul transmisiei mesajului a, ordinea de prelucrare (transmisie)
se face dupa puterile descrescitoare ale lui X; deci, sensul de circulatie
a semnalelor va, fi:

ap a a, —

4.1.1 Constructia unor circuite liniare uzuale
A. Circuit de inmulfire cu un polinom.

Fie h(X) = hg + X + ... + h,X™ un polinom fixat si a(X) =
ap+a, X +...4+a, X" un polinom arbitrar. Coeficientii ambelor polinoame
pot fi luati intr-un inel arbitrar (din considerente pur aplicative, acesta
este de obicei Z,. dar constructiile riman valabile gi in cazul general).

Un circuit de inmultire cu A(X) este:

Figura 4.1:

@ @

Initial elementele de inmagazinare contin 0; coeficientii polinomului
a{X') intrd prin stanga jos - dupd puterile descrescatoare ale lui X - cate
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unul la un tact, iar coeficientii produsului ies in dreapta sus. Circuitul
functioneaza n+ k+1 tacti; dupa k+1 tacti, la intrare se introduc zerouri
in cei n tacti ramasi, pana ce elementele de inmagazinare contin din nou
numai 0.

De remarcat ca un element de inmagazinare functioneaza similar unei
variabile de memorie (introducerea unei valori face sid dispara vechea
valoare din locatie).

Circuitul lucreaza dupa formula de inmultire obignuita:

a(X)h(X) = aoho+ (aghy +atho) X +. ..+ (ar_1hn+arhn_) X1 4
arh, X"tk

Exemplul 4.1 Sd ludm polinomul h(X) = X® —5X? + 2 € Z[X] (vec-
torul corespunzdtor este h = (2,0.-5,1)).
h(X) va fi:

Circuttul de inmuljire cu

—@-

-®
GB O

B Oy B

De remarcat cd multiplicarea cu 1 se face prin arc simplu (fdrd conec-
tor de inmulfire), iar multiplicarea cu 0 revine la suprimarea arcului. In
cazul operafiilor cu polinoame din Z,[X], toti multiplicatorii se reduc la
aceste doud cazuri.

Dacd dorim sd inmulfim h(X) cu polinomul a(X) = 2X + 8 (vec-
tor a = (8,2)), circuitul liniar va funciiona 5 tacti (pind cand toate

elementele de inmagazinare revin la 0); comportarea sa este relatatd de
tabelul:

Nr. tact | Intrare Inmagazinare legire
0 0 0 0 0 0
1 2 0 0 0 2
2 8 2 00 -2
3 0 8 2 0 —40
4 0 0 8 2 4
5 0 0 0 8 16
6 0 0 0 0 0
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Dect, polinomul produs este 2X4 —2X3 —40X? + 4X +16; sau - in
terment dec vectori, (16,4, —40,—-2,2).

Aceeasi operatie - de inmultire cu un polinom fixat h(X) este realizata
gi cu circuitul liniar:

Exemplul 4.2 Circuitul liniar care realizeazd inmulfirea cu polinomul

R(X) =1+ X + X* peste Z, este

.

@

deoarece vectorul corespunzdtor polinomulut h(X) este h = (1,1,0,0,1).

B.Fie i(X) = ho+ i X +...+h. X" 519(X) = g0+ X +.. . +g. X"
doud polinoame fixate. Un circuit liniar care sa realizeze operatia
al X h(X) 4+ b(X)g(X)

pentru doua polinoame arbitrare a(X).b(X), este:

b(X)

T T !
OO (o)
@

- e - T - e

@
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De remarcat cd polinoamele ¢g(X) si h(X) pot avea grade diferite; in
acest caz se alege n ca fiind gradul cel mai mare si se completeaza celalalt

polinom cu coeficienti nuli pana la gradul n.

Exemplul 4.3 Fie polinoamele g(X) =1 + X?, h(X) = X + X% + X*
cu coefictentt in Zy: vectorii corespunzdtori vor fih = (0,1,1,0,1), g =
(1,0.1,0.0), tar circuitul liniar care realizeazd expresia a( X)h(X) +

b(X)g(X) este:

b(X)

P i e A i o

C. Circutt liniar de tmpdrtire cu un polinom.

Fie polinomul (fixat) h(X) = ho + k1 X + ... + ht X*, unde hy # 0.
Un circuit liniar care realizeaza impartirea unui polinom arbitrar a(X) =
ap+ a1 X + ...+ a, X" la h(X) este:

Figura 4.3:

Initial. toate cele k elemente de inmagazinare contin 0. La intrare,
timp de n + | tacti se introduc coeficientii polinomului ¢(.X) (in ordinea
descrescatoare a puterilor). in primii k tacti, iegirea va scoate numai
0. Primul coeficient nenul apare la iegire la momentul k£ + 1 si este
anh;' (operatii in inelul coeficientilor celor doud polinoame) - coeficientul
termenului X™ ¥ din cat.

Pentru fiecare coeficient g¢; al catului, polinomul ¢;h(X) trebuie scazut

din deimpartit; aceastd operatie se realizeaza printr-un procedeu de co-

nexiune inversa (feedback).
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Dupd momentul n + 1 (cand au intrat toti coeficientii polinomului

a( X)) la iegire s-a obtinut catul ¢(.X) al impartivii lui «(X) la A(X), iar
in elementele de inmagazinare se gasesc coeficientii restului.

Exemplul 4.4 Un circuit liniar de impdr{ire (peste Q) la polinomul

h(X) =24+ X este:
Exemplul 4.5 Fie polinomul h(X) =1+ X? + X° + X® € Z,[X]. Cir-
cuitul care realizeazd impdrfirea cu acest polinom este:

AT A O o
Sa ludm polinomul a(X) =1+ X*+ X%+ X7+ X® + X' pe care-l vom

impdr{t (in Z;) la polinomul h(X). Se obfine cdtul X* + X s restul
X2+ X34+ X +1.

Circwitul functioneazd 11 tacti. Etapele prin care trece circuitul pentru
efectuarea acester impdrfiri sunt reprezentate de tabelul urmator:

Nr. tact | Intrare | Elemente de inmagazinare | legire
0 - 0 000 0O -
1 1 1 0 0 0 0 O 0
2 1 1 1 0 0 0 O 0
3 0 0ot 1 0 0 0 0
4 1 1 01 1 00 0
5 0 01 01 1 0 0
6 1 1 01 0 1 1 0
7 1 01 1 1 00 1
8 0 001 1 10 0
9 0 0 00 1 I 1 0

10 0 1 01 0 1 O 1
11 1 1101 0 1 0

Vectorii (1,1,0,1,0,1) - de pe ultima linie - 50 (0,1,0,0,1) (seris mai
gros st in ordine inversd pe ultima coloand) reprezintd restul 1+ X + X3+
X® respectiv catul X 4+ X1 impdrfirii lui a(X) la h(X).
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4.1. DEFINIREA CIRCUITELOR LINIARE 127

D. Circuitul liniar care realizeaza inmultirea cu polinomul A(X) =
ho + hiX + ... + h, X", wrmata de impartirea la polinomul ¢(X) =

go+g1-X + ...+ ¢, X" este:
al 1 ! r
@) ®) O, ©,

Cand gradele celor doua polinoame sunt diferite, se construieste intai
circuitul liniar corespunzator polinomului de grad maxim, dupa care se
completeaza cu circuitul corespunzator celuilalt polinom.

Exemplul 4.6 Sd ludm polinoamele h(X) =1+ X + X3, g(X) =2+
X 4+ X* cu coeficienti in Zz. Circuitul liniar care realizeazd inmulfirea
cu h(X) st tmpdrtirea la g(X) este

55 Na.

Deoarece calculele se fac in Z3,—2=1,—-1=2, si 17! =

Pentru intrarea a(X) = 1 + 2X + 2X?, comportarea circuitului este
urmatoarea:

2
2

o — NN O
NN OoO o

(e T SURN R e
o NN O

— NN

ceea ce corespunde catului 2 + 2X si restului 2X2.
De remarcat cd primul coeficient (de grad marim) al catului este scos
de circuit cu o intdrziere de grad(g(X)) — grad(h(X)) =1 tact.
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Exemplul 4.7 Un circuit liniar pentru inmulfirea cu h(X) =1 — X2 +
2X* g impdrtirea la g(X) = 3 — 2X + X?, ambele polinoame in Z[X],
este:

1

¢

Fie intrarea a(X) = =2 + X; comportarea circutului este:

-1 0 0 0 0 -
1y 1 0 =7 4 2
-2|1-2 1 2 =7 0
0 0 -2 22 12| -7
0] 0 0 34 -=-2)-12

deci cdtul este 2X3 — 7X — 12 iar restul 34 — 2X.
De remarcat cd circuitul este lisat sd funcfioneze grad(h(X)) —

grad(g(X)) = 2 tac{i in plus (prin introducerea de 0-uri), pentru golirea
elementelor de inmagazinare necontrolate de impdrtitor.

4.2 Extensii Galois

Fie ¢ un numaér prim gi A(X) = ho + 1 X + ... + A, X" € Z,[X]. Vom
considera algebra polinoamelor modulo A(X).

Fiind dat un polinom oarecare din Z,[X], clasa sa de resturi modulo
h(X) se gaseste impartind polinomul respectiv cu A(X). Restul impartirii
specificd clasa de resturi respectiva.

Doud polinoame carora le corespunde acelasi rest la impartirea cu
h(X) sunt echivalente, intrand in aceeasi clasid de resturi modulo h({X).

Fiecare clasid de resturi modulo h(X) se reprezinta prin polinomul
(unic) de grad strict mai mic decat n, care apartine acelei clase. Toti

acegti reprezentanti pot fi considerati ca polinoame de gradul n — 1,
avand eventual coeficienti nuli.
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Vom nota cu {f(X)} clasa de resturi a polinomului f(.X) modulo
h(X). Deci {f(X)} va corespunde unui vector (distinct) de lungime n,
cu componente din Z, (prin completare eventual cu zerouri).

Operatiile in algebra claselor de resturi sunt:

{a(X)} + {6(X)} = {a(X) + b(X)}
cfa(X)} = {ca(X)}, c€ Z,
{a(X)Hb6(X)} = {a(X)b(X)}

toate calculele fiind facute modulo A(X).

Evident, {0} = {h(X)}, unde {0} este polinomul de grad n—1 cu toti
coeficientii nuli (sau vectorul cu n componente zero). Vom nota {0} = 0.

Pentru un polinom s(X) € Z,[X], clasa de resturi modulo h(X) se
obtine foarte ugor. Teorema impartirii cu rest da:

s(X) = a(X)h(X) + r(X) unde grad(r(X)) < grad(h(X)) = n.

Atunci:

{s(X)} = {r(X)} = {s(X) = r(X)} = {a(X)h(X)} = {a(X)H{A(X)} =
0, deci {s(X)} = {r(X)}.

S& reluam circuitul liniar de impartire definit in Figura 4.3, in care
facem urmatoarele modificari (vezi Figura 4.4):

e Se neglijeazd intrarea §i iegirea;

e La momentul initial elementele de inmagazinare contin coeficientii
unui polinom  b(X)=by+ b, X + ...+ b, X"

Figura 4.4:

La urmatorul tact, in elementele de inmagazinare se ob{in coeficientii
polinomului:
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V(X)) = —hoh'buy + (by — hih; b0 1) X + (b — hoh b, ) X% +
ot (bumg =M R )X = b X 0 X 4+ b X b, X —
Riba1(ho + X + ... 4+ hp  X™71) = XB(X) — A o1 A(X).

Dacd notam a = {X} ({X} este clasa de resturi modulo h(X) a
polinomului X), din relatia de mai sus se obtine:

b(a) = {t/(X)} = {Xb(X)} = {XHb(X)} = {X}b({X}) = ab(a).

Deci circuitul de impértire cu polinomul A( X) poate fi utilizat pentru
Inmultirea lui b(a) cu a.

Teorema 4.1 In algebra polinoamelor modulo h(X), grad(h(X)) = n
avem:

b

1. h(a) =0 unde a = {X};

2. h este polinomul de grad minim care are pe a ca raddcing.

Demonstratie:

1. Fie h(X) = ho+ i X + ...+ hp X € Z,[X], hn # 0. Vom avea
h(a) = ho+ hia + ... + hpa™ = ho + Mi{X} + ... + b {X}" =

hothi {X}+.. . +h {X"} = {ho+h1 X +.. . +h, X"} = {R(X)} = 0.

2. Folosind acelagi rationament, se obtine pentru orice polinom f(X)
cu grad(f(X)) < n, cd f(a) = {f(X)} # 0, deoarece toate poli-
noamele neidentic nule de grad strict mai mic decat n apartin la
clase de resturi distincte. a

S& presupunem acum ci h(X) € Z,[X] este un polinom ireductibil
de gradul n. Conform Teoremei 4.1, @ = { X} este radacina a lui h(X).
Acest element o poate fi considerat fie ca un polinom de gradul n — 1

(cu toti coeficientii nuli inafard de cel al lui X), fie ca un vector cu n
componente (0,1,0,...,0).

Vom nota cu GF(¢") multimea vectorilor din Z7, sau - echivalent:
multimea polinoamelor de grad n — 1 cu coeficienti in Z,, sau

- multimea claselor de resturi modulo polinomul A(X) € Z,[X] de

gradul n, ireductibil peste Z,.

GF(q") se numeste extensia Galois de grad n a lui Z,.

Spunem cd GF(q") se obtine prin adaugarea la Z, a unei rddacini a
polinomului A(X) € Z,[X] de grad n, ireductibil peste corpul de bazi
z,.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.2, EXTENSII GALOIS 131

Observatia 4.1 Procedeul de trecere de la Z, la GF(q") este similar
trecerti de la corpul numerelor reale R la cel complex C, prin addugarea
raddcinii t = { X} in algebra claselor de resturi modulo polinomul 1+ X?,
ireductibil peste R. Putem considera multimea C a numerelor complexe
fie ca mulfrmea polinoamelor de grad2—1=1, a+bi cu a,b € R, fie ca
mulfimea vectorior (a,b) cu doud componente reale.

Daca polinomul h(X) € Z,[X] este ireductibil i primitiv peste Z,,
puterile lui @ = { X} vor genera toate elementele lui GF(¢*) \ {0}, unde
n = grad(h(X)). Acest lucru se poate realiza cu c1rcu1tul liniar din
Figura 4.4, introducand la momentul initial in elementele de inmagazi-
nare coeficientii polinomului (X)) = 1 (adici vectorul (1,0, ...,0)). Con-
form celor observate mai sus, la momentul urmétor se obtine { Xb(X)} =
{X} = @, dupd care urmeaza pe rand a?,a?,... Cum h(X) a fost ales
primitiv, el va genera toate elementele nenule d1n GF(q™).

Exemplul 4.8 Fie polinomul 14+ X + X* ireductibil peste Z, si o = {X}
in algebra claselor de resturi modulo 1 + X + X*. Circuitul liniar care
va genera toate elementele nenule din GF(2%) este:

i
I

L L

R
[}
n
—
Q
R

R L O R
= W N =
(IR TI
+ +
R QO
+
QQM
+ +
Q o)

© 0 o
Il
I
+
Q
[ )

Q R R RN
+
o
w

QR Q90
S
o
e
QL 2 0
++ + +
QNQNQNQM
+ + + +
QquQuQu

Q
w
| —_——_ —_o o, O 00O = 00O

oclo—~m R, oHOFR—~ OO0 OCOC
Olm ——_—, OO =00 000

ocloo— —— oo, OO —O
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unde, la momentul inifial, in elementele de inmagazinare se afld vectorul
(1,0,0,0). Conform Teoremei 4.1, a este o rdddcind a polinomului 1 +
X + X?, adicd
l+a+a*=0. _

Lasand circuitul sd functioneze. in elementele de inmagazinare se
obtin toate elementele lui GF(2%), pe care le interpretdm fie ca vectori cu
patru componente peste Z5, fie ca polinoame de gradul 3 in a cu coeficienti
mn Z,.

Vedem deci cd polinomul 1 + X + X* este primitiv, puterile lui a
epuizdnd to}i vectorii nenuli din GF(2%) = {0,2%q,...,a"}.

Exemplul 4.9 Tabelul din exemplul precedent descrie operatia de inmul-
tire din extensia Galois GF(2%), generatd de rdddcina a a polinomului
primitiv 1 + X + X*. Dacd s-ar alege o ca rdddcind a altui polinom
primitiv - de ezemplu 1 + X® + X*, se vor genera tot elementele lui
GF(2%), dar in altd ordine. Ldsdm ca ezercifiu aceastd generare.

In GF(2*) se poate defini gi operatia de adunare, insumdnd modulo 2
componentele celor doi operanzi. Astfel, dacd reludm GF(2%) generat in
Eremplul {.8 de rdddcina polinomului 1 + X + X*, tabela de adunare va

fi:

+ 0 o0 o o? a3 of b o® ol o8 o? al0 1T 412 13
0 0 o0 o o2 o ] a® «® ol o a? ol® Q11T 12 13
ol o? 0 ot ot ot a ol al? 4° o? o o® al? a1l 8

a o ot 0 o’ af od ol ol Qo gl1o0 3 ob ob al3  gl2
o? o? o8 of 0 b % (. o al?  of all ot o® o old
ol o3 ot of of 0 o7 all a? ot o? o al?  of all o8
ot ot o a® P T I o® al? o? o® ol o? ald  of o!!
o® ob al® o2 a oll o8 0 o? ald ot at a® od olt o7
b of PN T § o? a2 o? 0 ol0 gl 3 ol o ot ad
o’ of o ald Ql2 44 o3 al?  qlo 0 all  of of o8 o? o
o8 o8 a? ol o0 ald b ot oM ot 0 al2 o o of o3
o9 ad o7 o all o alt o8 o8 a0 al? 0 al? o2 o® al0
all | Q10 o® o® ot a2 a2 e o’ af a ol? 0 olt ol )
all | all ql2 46 o ad ald o3 o o ol a? a0 af ot

al? | @12 11 13 o7 Qld 8 alt ot ol o® ol ad af 0 o

ol | ol? of al2 Q4 8 P B § o° o ol al0 4o ot o 0

oM | alt o? ol ald Qo o? al? o8 o b ol all 410 45 o?

Fie acum a(X) = ag+ a1 X + ...+ ar.1 X571 € Z,[X]. Valoarea a(a)
se obtine folosind circuitul de impartire dat in Figura 4.3, cu urmatoarele
observatii:

e Se ignora iesirea;
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e Coeficientii lui a(.X) se introduc la intrare in ordinea descrescatoare
a puterilor;

e Initial, elementele de inmagazinare contin valorile (0,0,...,0).

Pentru calculul unei valori de forma a(a)a’ (j > 0 fixat), se pot construi
circuite liniare care s realizeze direct acest produs.

Exemplul 4.10 Fie a € GF(2') element primitiv, rdddcind a ecuaties
1+ X+ X*=0. Polinomul a(X) va avea atunci gradul mazim 3. Fie
a(X)=ao+ a1 X +a, X? + a3 X3, Sd construim un circuit liniar care sd
efectueze a(a)a®.

Folosind tabelul din Fremplul 4.8, avem:

(ap + aja + a2a® + axa®)a® = apa® + a;0% + a0’ + aza® = ap(a +
o)+ ai(a?+a®) + az(l + a+a?) +as(1+ a?) = (ag +a3) + (ap+ az)a +
(a0 + a1 + a3)a® + (a; + az)a®

Pentru acest polinom se va construi circuitul liniar:

| 9| a

O, * &) t

La momentul initial, in elementele de inmagazinare se gdsesc coefici-
entii lui a(a); dupd un tact, aici vor fi coeficien}ii polinomului a(a)a®.

4.3 Exercitii

4.1 Sa se realizeze circuite liniare (cu ambele modalitati de constructie)
care sd efectueze inmulfiri cu polinoamele:

R(X)=1+4+2X +3X2+4X3 € Z[X],

h(X)=1+2X + X° € Z;| X].

4.2 Sd se reprezinte sub forma de tabel comportamentul circuitelor re-
alizate anterior, la tnmulfirea cu polinoamele:

a(X)=24+5X + X3, a(X)=X — X3 -2X14, a(X)=0.
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4.3 Se da vectorul h = (1,0.0,—1.0,1). Sd se realizeze circuitul de
inmulfire cu polinomul corespunzdtor si sd se reprezinte comportamentul
circuttului la inmulfirea cu polinoamele a = (1) st a =(1,1,1,0,0,0,1).

4.4 Sd se realizeze un circuit liniar care realizeazd produsul a(X)g(X)+
b(X)h(X) pentru polinoamele:

gdX)=1+X+X? A(X)=1-5X—2X?+3X3%

g(X) = —4X3+ X5 —2X8 A(X)=X?+2X"+ X5

g(X) =X - X343X*% AX)=2X>+X°+ X°.

4.5 Sd se efectueze tmpdrtirea in Q[X] prin polinomul h(X) = X? —
2X + 1, a polinoamelor
a(X)= X°—-4X3-2X +5, a(X)=X+17.

4.6 Aceeagi problemd pentru polinoamele h(X) = 2X — 1 i respectiv
a(X) = X° 3.

(1) In Q[X);

(2) In Z3[X)].

4.7 Sa realizeze un circuit care sd efectueze (in Q)) inmulfirea cu poli-
nomul g(X) =1—2X + X3 gi impdrtirea cu polinomul h(X) = g(X).

4.8 Aceeast problemd pentru polinoamele:
g X)=X-2X3-X1 AX)=24+X+X* inZX];
g(X)=—-14+X-X6 h(X)=X?—4X3-2X+3X" in Z,[X].
4.9 Sd se rezolve problema enunfatd in Eremplul 4.9.
4.10 Sd se genereze toate puterile lui a, rdddcind a polinomului
(1) 14+ X2+ X® € Z,[X]
(2) 1+ X + X3 € Z3[X].

4.11 Folosind elementele din Exemplul /.10, sd se construiascd circuite
de generare pentru a(a)a, a(a)a? st a(a)a’.

4.12 Sd se construiascd circuite de generare in GF(2°) pentru a(a) st
a(a)a'®, unde o este rdddcind a polinomului 1 + X? + X® € Z,[X].
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Coduri ciclice

5.1 Relatii de recurenta liniara

Teorema 5.1 Fie ¢ un numdr prim gi f(X) € Z,[X], gred(f(X)) =n.
In algebra polinoamelor modulo f(X), fie I un ideal §i g(X) polinomul de
grad minim a cdrui clasd de resturi aparfine lui I : {g(X)} € 1. Atunci:

1 {s(X)}el < g(X)|s(X);
2. g(X)f(X).

Demonstratie: (1): Fie {s(X)} € I. Folosind identitatea impartirii, avern
S(X) = b(X)g(X) + r(X), grad(r(X)) < grad(g(X)).

Trecand la clasele de resturi respective, se obtine {s(X)} =
{6(X)Hg(X)} + {r(X)}. Cum {s(X)} € I, rezulta {b(X)}{g(X)} € I
(deoarece I este ideal), deci {r(X)} € I, absurd, deoarece g(X) este
polinomul de grad minim a carui clasad de resturi apartine idealului I.
Singura variantd rdmane r(X) = 0, adica s(X) = b(X)g(X).

Reciproca este imediatd, pentru ca din s(X) = b(X)g(X) rezulta
{s(X)} = {b(X)Hg(X)} € I.

(2): Prin impartirea polinomului f(X) la g(X) se obtine
FX) =¢e(X)g(X)+r(X) unde grad(r(X)) < grad(g(X)).
Avem 0 = {f(X)} = {c(X)}H{g(X)} + {r(X)}. de unde rezulta
{r(X)} € 1, absurd; deci r(X) = 0. )

Teorema 5.2 In algebra polinoamelor modulo f(X), pentru orice ideal
I ezistd un polinom normat unic g(X) de grad minim, cu {g(X)} € I.

Reciproc, pentru orice divizor normat al lui f(X) existd un ideal gen-
eral de acel divizor.
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g(X) se numegte generatorul idealului I si scriem I = ({g(X)}).
Demonstratie: Fie h(X) un polinom de grad minim cu {h(X)} € I;

vom nota g(X) = h;'h(X) unde h, este coeficientul-termenului de grad

maxim din polinomul A(X)). ,

Sa presupunem ca g(X). ¢’(X) sunt doud astfel de polinoame de grad
minim, ale caror clase de resturi sunt in I. Conform Teoremei 5.1, g(X)
si ¢'(X) se divid unul pe altul si - avand acelagi grad - difera printr-o
constantd. Polinoamele fiilnd normate, aceasta constanta este 1. Deci
9(X) = ¢'(X).

Reciproc, fie g(.X) un divizor normat al polinomului f(X) si ({g(X)})
idealul generat de el. Un element al acestui ideal este {a(X)} € ({g(X)}
deci are forma {a(X)} = {b(X)}{g(X)} = {b(X)g(X)}.

Teorema 5.3 Fie ¢ un numdr prim, f(X) € Z,(X] un polinom normat
cu grad(f(X)) = n gi fie f(X) = ¢g(X)h(X). Dacd grad(h(X)) = k,
atunci in algebra polinoamelor modulo f(X), idealul ({g(X)}) are di-
mensiunea k.

~—

hd

a

Demonstragie: Sa observam ca vectorii {asociati polinoamelor)

{900}, {Xg(X)}, ..., {X*1g(X))

sunt liniar independentji. intr—adevér, pentru orice k elemente cg, ..., cp_;

€ Z,, nu toate nule, avem co{g(X)} + i {Xg(X)} + ... + e {X* 1} =

{lcotar X +.. .+ 1 X Ng(X)} #0

deoarece s-a obtinut un polinom de grad cel mult n—k+k—1 =n—-1 < n.
In acelasi timp, pentru orice {s(X)} € ({g(X)}) avem

(5(X)} = {(a(X)g(X)} = {(ao + @ X + ...+ ar1 X< 1)g(X)} =

ao{g(X)}+a {Xg(X)}+.. . +ar_1{X*1g(X)}, unde unii din coeficientii

ag,dy, .- .,ak_1 pot fi nuli.

Deci vectorii de sus formeaza o bazd a subspatiului liniar ({g(X)}),
care are deci dimensiunea k. g

Teorema 5.4 Fie f(X) € Z,[X] un polinom normat care se poate scrie
ca produs de doud polinoame: f(X) = g(X)h(X).

In algebra polinoamelor modulo f(X),
{a(X)} € ({9(X)}) <= {a(X)} este in spatinl nul al idealului ({h(X)}).
Demonstratie:
"=": Fie {a(X)} € ({9(X)}), deci a(X) = v(X)g(X).

Fie de asemenea {b(X)} € ({h(X)}), deci b(X) = w(X)h(X). Vom
avea a(X)b(X) = v(z)w(X)g(X)h(X) = v(X)w(X) f(X), deci
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{a(X)He(X)} = {o(X)w(X)Hf(X)} = 0.

" «=": Sa consideram {a(.XX)} in spatiul nul al idealului ({h(X)}).
Atunci {a(X)HA(X)} = 0, adica a(X)A(X) = o(X)f(X) = ¢(X)g(X)
h(X') de unde rezultd a(.X) = ¢(X)g(.X). Deci {a(X)} € ({g(X)}). O
Definitia 5.1 Se nume§ttl':c relatie de recuren{d liniard egalitatea

Z h;aiy; =0, (1)

unde 1 > 0, hy =1, hf:ﬁ 0, hj € Zy, aiy; € Z,.
Relatiile de recurenta liniarékse pot scrie si
Aipp = —‘ihjai+j, 1=0,1,...
=0

O solutie a unei astfel de relatii de recurenta liniara este orice suc-

cesiune infinitd de forma ag,a1,...,a,,... care verificd relatia data, cu
ho.hy, ..., hi fixate, hg # 0, hy = 1. Relatia va determina succesiv pe
a, din aq. . ... ak_1, apol pe axyp din ay,...,a; s.a.m.d.

Altfel spus, "conditiile initiale” ag, a,,...,ax_ determina o solutie a
relatiei de recurentd liniara.

Observatia 5.1

o Orice combinatie liniard de solutii ale unei relatii de recurentd
liniard este tot o solufie.

o Solutiile pentru care condifitle inifiale sunt respectiv
(1,0,...,0), (0,1,...,0),...,(0,0,...,1)
delermind orice altd solutie. Deci, spajiul solufiilor relatier de

recurentd (1) are dimensiunea cel mult k.

Fiind date conditiile initiale (arbitrare) ag, a1, ..., ak_1, solutia relatiei de
recurenta liniard (1) corespunzatoare lor se poate obtine folosind circuitul

liniar
D — DD
i‘” é 4541 I-— . .@%Hgﬂnj
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in care, la momentul initial, In elementele de inmagazinare se gasesc
Ao . A1y, .. Ak_1.

Sa consideram acum polinomul (fixat) A(X) € Z,[X], h(X) = ho +
X 4+ ... 4+ heX* hg # 0.hy = 1, si fie n cel mai mic numar natural «
pentru care X™ — 1 se divide cu A(.X). Notam

X" -1
o(X) = Sy 2)

Pe baza acestor date construim relatia de recurenta liniara
k=1
Aipk = — E hja,-+j, 1 2 0 (3)
—

Propozitia 5.1 Fie h(X) € Z,[X] un polinom normat Atunci ezistd un
numdr natural n astfel ca h(X)|X™ — 1.

Demonstratie: Afirmatia se bazeaza pe "principiul cutier’: fie ny,ngy

(n, > ny) cele mai mici numere cu proprietatea ca X™ — 1 gi X" — 1
dau acelasi rest la impartirea cu A(X). Atunci X™(X™ "2 —1) se divide
cu h(X). Deoarece h(X) are termenul liber 1, el va divide X™™"2 — 1,
gl selan =n; — nj.

Evident, prin constructie n este minim cu aceasta proprietate.

Teorema 5.5 (a) Solutiile relafier de recurentd (3) sunt periodice, de
pertoadd n.

(b) Multimea formatd din prima perioadd a fiecdre: solutii, scrisd ca
polinom a(X) = ag X" ' +.. .+ an_2.X +an_y. constituie idealul ({g(X)})
in algebra polinoamelor modulo X™ — 1.

Demonstrafic: (a): Vom ardta ca oricarui element {a(X)} € ({g9(X)})
cua(X) =gy X" '+...4+a,_2X +a,_, ii corespunde o solutie periodica
A0y @1y .y Gn 1,00, 01, -y 8n_1,dg, -«

a relatiei de recurentd (3). Evident, nu este obligatoriu ca toti coeficientii

a; sa fie nenuli, gradul real al polinomului f(X) putand fi chiar zero.
Fie {a(X)}{A(X)} = {c(X)}. Vom nota ¢(X) = co+aX +...+
Cac1 X" Avem:

~pentru K < p<n—1: ¢ = hotyoiop + hi@p1pp1 + ... +

hkan—1~p+k; (4)
-pentru 0 < p < k: ¢ = hotno1—p+ h1an_1pp1 + ... 4+ hpan_y +
hp+1(10 +... 4+ hkak_p_l. (5)
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5.1. RELATII DE RECURENTA LINIARA 139

Conform Teoremei 5.4, dacd {a(X)} € ({g(X)}) atunci
{a(X)}H{A(X)} =0.adicac,=0(0<p<n-1).

Considerand (a;); ca o succesiune periodica, vom avea evident a4, =
a;.1=0.1..... Tinand cont de aceasta, dupa introducerea lui ¢, = 0 in
(4) 51 (5) se obtine (3).

(b): Idealul ({g(X)}) are dimensiunea k = grad(h(X)) (Teorema 5.3)
g1 fiecare element al acestui ideal (polinom sau vector - dupd cum este
scris) va da (conform cu (a)) o solutie a relatiei de recurentd liniara (3).
Dar spatiul solutiilor relatiei (3) are dimensiunea cel mult k. Deci idealul
({g(X)} va da toate solutiile relatiei de recurenta liniard (3). Mai trebuie
aratat ca perioada acestor solutii este chiar n.

Din cele de pand acum a rezultat ca perioada este cel mult n. Vom
arata ca solutia corespunzatoare clasei de resturi {g(X)} are perioada n.

S& presupunem prin absurd ca solutia corespunzitoare lui {g(X)} are
perioada m < n. Dar n este divizibil cu m si deci coeficientii polinomului
g(X) - considerat ca fiind de grad n — 1 (prin completare cu coeficienti
nuli) formeaza g blocuri care se repetad.

1
Deci g(X) = q(X)(1+ X™+ X*™ + ...+ X™ ™) unde ¢(X) este un
!
Xm 1

polinom de gradul m — 1. Relatia se poate scrie gi g(X) = ¢(X)

Vom avea acum (X" — 1}(X™ — 1) = g(X)R(X)(X™ - 1) =
g(XYR(X)(X™—1) adicda X™ —1 = q(X)h(X), ceea ce contrazice conditia
ca n este cel mai mic numar care verificd Propozitia 5.1.

Deci m = n. D

Exemplul 5.1 Sd considerdm polinomul h(X) =1+ X + X* + X* €
Z5{X]. Relatia de recurentd liniard asociatd este
Qita = Giy2 + a1 +a; (2 2>0)
Circuttul liniar corespunzdtor are forma

DO

At

Cel mai mic n pentru care X™ — 1 se divide cu h(X) este n = 7. Cum
X"-1 ,
g(X) = h(X) = X?+ X 41, rezultd cd circuitul va genera cuvintele

idealului ({g(X)}). Fiecare cuvdnt este caracterizat de cele patru valori
binare initiale din elementele de inmagazinare. Vor fi deci 2* = 16 cu-
vinte de lungime 7. FEle corespund tuturor polinoamelor de grad mazim 6
din Z,[X], care se divid cu g(X).
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140 CAPITOLUL 5. CODURI CICLICE

Tesire
- 1 0 1 |
1 0 i 1 0
0 1 1 0 0
1 1 0 0 0
1 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 1
0 1 0 1 1

De exemplu. pentru valorile initiale (1,0,1,1), functionarea circuitu-
lur timp de sapte tacti este datd in tabelul de mat sus.
In elementele de inmagazinare se regdsesc valorile initiale, iar la

iegire s-a obtinut polinomul f(X) = X + X* + X? = X3¢(X).

Exemplul 5.2 Circuitul liniar corespunzdtor polinomului h(X) = 1 +
X3+ X5 4 X8 4+ X8 € Z,[X] este

@ O—@
El dd solutuile relajier de recurentd liniard

a,+ a;43+ aips + aiy6 + aiyg =0,

255

care formeazd idealul generat de polinomul g(X) = W_)— ideal com-
pus din 28 = 256 cuvinte de lungime 255.

5.2 Definirea codurilor ciclice

Fie n (n > 2) un numdr natural. Sa notdm cu A, algebra polinoamelor
din Z,[X], modulo X™ —1. Dupi cum s-a convenit, identificAim cuvantul
@ody ...dn-y cu vectorul (ag,ay,.... an-1) si cu polinomul a(X) = ao +
arX +...+a,1 X"t e Z,[X].

In cadrul dualismului vector - polinom vom face o deosebire: anu-
larea produsului a doua polinoame nu inseamna ortogonalitatea vec-

torilor corespunzatori. Pentru aceasta situatie se foloseste urmatoarea
propozitie:
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5.2. DEFINIREA CODURILOR CICLICE 141

Propozitia 5.2 Produsul a doud polinoame este zero dacd st numai dacd
toate produsele scalare dintre vectorul unui polinom $i permutdrile ciclice
ale vectorului celuilalt polinom. sunt zero.

n~1

Demonstratic: Fie a(X),b(X) € ZJ[X]. o(X) = Z a; X', b(X) =.
n—1 _ =0
Z b; X' Atunci {c(X)} = {a(X)Hb(X)} = {cotar X +.. .+ X™1}
=0 ] n—1
unde ¢; = Zaib.i—i + Z (l,‘bj'+n_i =

=0 1=j5+1

= (ao,al,. .. ,an_l) . (b_, .. .,bo,bn_l,. . .,bJ'.H)T,
g1 Propozitia rezulta din faptul cd ¢; = 0 V. O

Definitia 5.2 Un subspatiu liniar V,, C A, se numeste ciclic dacd
(@, ay,...,an1) €V, —= (@n-1,00,...,an_2) € Vy.

Teorema 5.6 Un subspatiu liniar V,, C A, este ciclic dacd i numai
daca este ideal.

Demonstragie: Inmultirea cu clasa de resturi {X} inseamnd de fapt per-
mutarea ciclica a componentelor cu o unitate spre dreapta, pentru ca:

{.Y}{GO +a X +...+ (ln_lxn—l} = {a,n_1 +aoX +...+ an_2Xn—1}_

"<=": Daca V, C A, este ideal, atunci pentru orice v € V, avem
v/ = {X}v € V, (s-a notat tot cu v clasa de resturi modulo X™ — 1

corespunzatoare polinomului ai cdrui coeficienti sunt componentele vec-
torului v). Deci V), este ciclic.

"=": Presupunem ca subspatiul liniar V,, C A, este ciclic i fie v € V,.
Atunci, din {X}v € V, rezultd {X’}v e V,, ¥j=1,...,n — 1. Deci
{eco+ X+ ...+ X v eV, adicd V, este ideal in A,. 0O

Definitia 5.3 Se numegte cod ciclic un ideal propriv I C A,.

Codurile ciclice au fost introduse de Prange (1957), care a evidentiat
bogatia de informatie rezultata din structura lor algebrica.
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142 CAPITOLUL 5. CODURI CICLICE

5.3 Generarea codurilor ciclice

Pentru a construi un cod ciclic se foloseste structura idealelor in algebra
polinoamelor modulo X™ — 1. Fie I un ideal proprie in A, s ¢(X)
polinomul normat de grad minim cu {g(X)} € I. Atunci (Teorema 5.1)
{a(X)} € I daca si numai daci g(X)|a(X).

De asemenea, g( X )| X™ — 1.

Oricarui divizor g(X) al lui X™ — 1 (grad(g(X)) < n) 1i corespunde
un ideal propriu in A,. generat de g(.X).

Pentru a da un cod ciclic este suficient sa& dam generatorul sdu g(X),
divizor al lui X" — 1. Fie g(X) =go+ 1 X + ...+ gos X" ¥ (k< n). O
bazd a idealului ({g(X)}) se poate alege (Teorema 5.3)

{900} {Xg(X)},... {X* (X))}

Matricea generatoare corespunzatoare codului ciclic va fi

go S --. n-k 0 0 0
Gpr = 0 go .- Gn-k—1 gn_k. 0 0
0 0 ... 0 9o g1 - Yn—k

Rezulta ca un cod ciclic poate fi organizat ca un (n,k) - cod liniar,

unde n este gradul polinomului X™ — 1 iar k este gradul polinomului
Xm—1

h(X) =
) =0

Exemplul 5.3 Codul cu repetitie este un cod ciclic al carui polinom ge-
nerator este g(X) =1+ X + X?* +...+ X1

Exemplul 5.4 Sd consideram codul ciclic binar de lungime 7, cu poli-

nomul generator g(X) = 1 + X? + X3 (vezi 1 Exremplul 5.1). El are
matricea generatoare

1011000
0101100
G= 0010110
0001011

Exemplul 5.5 Sd considerdm n = 6 si ¢ = 3. Deoarece X% — 1 =
(X + 1)3(X 4 2)3, ezistd 14 polinoame in Z,3[X] care divid X® — 1, deci
sunt posibile 14 coduri ciclice ternare de lungime 6.

Unul din ele este de exemplu codul ciclic generat de polinomul g(X) =
(X + 1)(X 4+2) =24+ X?, avind matricea generatoare
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3.3. GENERAREA CODURILOR CICLICE 143

201000
020100
G = 002010
000201

El este dect un (6.4) - cod ternar.

Idealul generat de {g(X)} este spatiul nul al idealului ({A(X)}) unde

«

h(X) = X Acest ideal ({h(X)}) se construieste luand ca baza
g(.
polinoamele

(R(X)}, {XR(X)}... (X" *1h(X)}.

Tinand cont de Propozitia 5.2, putem construi matricea de control H a

codului ciclic ({g(X)}) luand ca linii ale matricii cele n — k polinoame
de sus, cu ordinea componentelor inversata.

Exemplul 5.6 Sd reludm codul din Exemplul 5.4. Deoarece X7 — 1 =
(14+ X)(1 +X + X°)(1 4+ X? + X3), pentru acest cod, avem
MX)=(1+X)(1+X+X3)=1+X%+X3+ X1
Matricea generatoare a codului ({h(X)}) este

1
0
0

01
10
01

o — =

1
1
1

1
0 ].
0

Deoarece coloanele sale sunt nenule gi distincte doud cdte doud, codul
astfel construit este (7.4) - codul Hamming binar.

Exemplul 5.7 (6,4) - codul ternar din Exemplul 5.5 are drept cod dual
(6,2) - codul generat de polinomul h(X) = (14+X)2(2+X)? = 1+ X+ X*.

Deci matricea sa de control va fi

010101
H:(101010>
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Pentru a obtine un cod ciclic sistematic, este convenabil sa alegem o alta
bazd pentru idealul ({g(X)}). S& observam ca pentruit =n —k,n—k+
l,...,n — 1, putem scrie

X' = (X)g(X) +ri(X) cu grad(ri(X)) < grad(g(X)) = n — k.

Deci (Xt —ri(X)} e {g(X)}), i=n—kn—k+1,.... n—1.
Aceastd multime de vectori este liniar independenta si conduce la o
matrice generatoare de forma

G=[-RIl

unde linia j din matricea R este vectorul coeficientilor lui 7;(X) pentru
j=n—k,...,n—1. Codul obtinut este deci sistematic, iar matricea sa

de control se scrie imediat:
= [I RT).
De remarcat ci matricea H? are pe linii componentele resturilor r;(X)

pentru: =0,1,...,n — 1.

Exemplul 5.8 Sd lugm din nou X7 ~1=g(X)h(X) peste Z,, unde
g(X) =14+ X2+ X3 AX)=14+ X2+ X*+X* (decin=T7. k =4).

Avem

X° = 0g(X) + 1

X = 0g(X) + X

X? = 0g(X) + X?
X® = gX) + 1 + X2
X4 = 1+X)g(X) + 1 + X + X2
X = (1+X+X%9(X) + + X

X6 = (X 4+ X2+ X%)g(X) X o+ X

Baza corespunzdtoare idealului ({g(X)}) este

T+X24+X%), 14+ X+ X2+ XY, (14X + X%}, {X+ X4+ X%

care conduce la matricea generatoare a unut cod sistemalic:

1 01 1 00O

1 1 0100
Gar=11 19001 0| Ffald
01 100T0°71
Matricea de control corespunzdtoare se scrie simplu:
1001110
Hyz=| 0100 1 11 |=[5R,
0011101
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5.4 Generarea automata a codurilor ciclice

Codurile ciclice sunt coduri a cdror implementare este mult facilitatd de
circuitele liniare. Cu ajutorul acestora se poate realiza automat codifi-
carea, calculul sindromului, detectarea si corectarea erorilor.

In constructia practicd vom distinge doua cazuri:

5.4.1 Circuit cu k elemente de inmagazinare

Este o metoda de generare a codurilor ciclice, avantajoasa dacd sunt mai
putine simboluri de informatie decat de control : k < n — k.
i ) Xm -1
Fie codul ciclic ({g(X)}) C A, si R(X) = ) =ho+hX+...+
g

he X* cu ho # 0, hy = 1. Conform Teoremei 5.5, idealul ({g(X)}) este
generat de circuitul liniar care construiegte solutiile relatiei de recurenta
liniara

k
Zhja,-+]-:0. i=0,1,...
J=0

Mesajul de informatie care trebuie codificat - continand k simboluri pe
fiecare bloc - se introduce la momentul initial in elementele de inmaga-
zinare ale circuitului, sub forma de ”conditii initiale”. Lasand circuitul
sa functioneze, obtinem dupa n momente cuvantul - cod corespunzator,

apartinand idealului ({g(X)}) si avand pe primele k pozitii elementele
de informatie.

Exemplul 5.9 Circuitul liniar construit in Ezemplul 5.1 este un circuit
de codificare pentru codul generat de polinomul g(X) = 1 + X + X>.
FEzemplul descrie st un mod de functionare pentru cuvantul de informatie
1011.

Dacd s-ar lua drept polinom generator 1 + X2 + X? + X*, idealul
generat de el este dat de circuitul liniar

@
Ll =T
X7 -1

T+ X2 X34 X4
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5.4.2 Circuit cu n — k elemente de inmagazinare

Este o strategie avantajos de utilizat in cazul n — k < k.

Daca interpretdim mesajul de informatie ca un polinom de gradul
k —1, atunci codificarea se poate face utilizand un circuit de inmultire cu
polinomul generator g(X) (vezi Capitolul 4). La decodificare se recapiti

mesajul initial (dacd nu au aparut erori) folosind un circuit de impartire
cu g(.X).

Exemplul 5.10 Codul ciclic de polinom generator g(X) =1+ X + X3
poate codifica mesajele de informatie folosind circuitul liniar:

O—=0
N N
I S I

Astfel, mesajul de informafie u = 1001 se codificd in v = 1100101,
conform calculelor:

p(X)=u(X)g(X)=(14+ X1+ X+ X =1+X+ X4+ X®

Pentru decodificare se foloseste circuitul

u(X)

! !
)~ DD

Dezavantajul unei asemenea metode il constituie faptul cd, nefiind un cod
sistematic, prin codificare pozitiile de informatie se pierd. Pentru a obtine
un cod sistematic, procedam in felul urmator: mesajul de informatie
este considerat un polinom wug(X) de gradul n — 1 avand pozitiile de
informatie drept coeficientii lui X*7*,..., X!, iar restul coeficientilor

sunt 0. Atunci avem ug(X) = ¢(X)g(X) + r(X) cu grad(r(X)) <
grad(g( X)) = n — k. de unde

{uo(X) —r(X)} € ({9(X)}),

{uo(X) — r(X)} reprezinta un cuvant - cod in care coeficientii lui X%,
..., X" ! sunt pozitiile de informatie nealterate, iar coeficientii lui r( X)
cu semnul schimbat (deci coeficientii lui X°, X!,..., X" *1) sunt ca-
racterele de control.

Circuitul care realizeazi aceastd codificare este urmatorul:
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El functioneaza astfel:

e Initial, cele n— k& elemente de inmagazinare contin 0, intrerupatorul
de iegire este decuplat iar cel de feedback - cuplat.

e Se introduc cele k elemente ale mesajului de informatie atat in
circuit cat st in canalul de comunicatie. Dupa k momente, in ele-
mentele de inmagazinare avem coeficientii restului r(X).

e Se decupleaza feedbackul gi se cupleaza circuitul la canalul de comu-
nicatie.

e Coeficientii restului - cu semn schimbat - se transmit in canal
imediat dupa pozitiile de informatie.

Deoarece provine din circuitul de impartire cu g( X), acelasi circuit poate
fi folosil si pentru detectarea erorilor la receptie. Pentru aceasta, dupa
decuplarea intrerupatorului de iegire si cuplarea celui de feedback, se
introduce in circuit cuvantul recepttonat. Daca la momentul n restul nu
este nul (cel putin un element de inmagazinare contine un element nenul)
inseamna ca a aparut cel putin o eroare in transmisie.

Exemplul 5.11 Codul ciclic binar de lungime 7, generat de g(X) =
1 4+ X%+ X3, poate fi construit folosind circuitul liniar:

T T S

- '
UaUaUyUg : Canal

Sd presupunem cd vrem sd transmitem mesajul de informatie 1011. Pen-

tru codificare, primii patru tacti vor lucra cu urmdtorul circuit lintar:
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L{HM* ...............

1101 . Canal ;

Urmdtorii trei tacti vor lucra cu acelasi circuit lintar, putin modificat:

Functionarea circuitulut este descrisd de urmdtorul tabel:

Nr. crt. | Intrare legire
1 1 1 01 1
2 0 111 0
3 1 011 1
4 1 0 01 1
5 — 0 00 1
6 — 000 0
7 — 0 00 0

Deci prin canal este transmis cuvantul - cod 1011100 (corespunzdtor poli-
nomului a(X) = X® 4+ X* 4+ X3 + X?). Se observd cd primii patru biti
sunt bifiz de informatie.

La receptie, cuvdantul 1011100 este introdus in circuitul liniar (in care
se ignord legdtura cu canalul de comunicafie) .

0011101

Dupd ce functioneazd 7 tacfi, in elementele de inmagazinare ale circuit-
ului ramane 000, dect cuvdntul a fost transmis fard erori. Pentru de-
codificare - codul fiind sistematic - se pdstreazd primii patru bifi, adicd
1011.

5.5 Exercitii

5.1 Sd se determine toate codurile ciclice de lungime n =5
(a) peste Zy;
(b) peste Zs.
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5.2 Aceeast problemd pentru codurile de lungime n = 6.

5.3 Construifi o bazd pentru cel mai mic cod ciclic de lungime n care

contine cuvantul - cod v:
(a) v =1101000, n =717,
() v =1010101, n =6:
(¢) v=11011000. n =23.

5.4 Pentru fiecare din cuvintele de mai jos, gdsifi polinomul generator
al celut mai mic cod ciclic care contine cuvantul respectiv:

010010, 01100110, 0101100,
001000101110000, 00001001000000, 010111010000000.

5.5 Sd se afle polinomul generator al codului ciclic C, stiind o bazd S

a sa:
(¢) S = {010,011, 111}; (b) S = {1010,0101,1111};
(¢) S = {0101,1010,1100};  (d) S = {1000,0100,0010,0001}.

5.6 Intr-o codificare sistematicd, codificaji mesajele de informatie date
de polinoamele: 14+ X2, X, X + X% + X3 in cuvdnte - cod al unui cod
ciclic binar de lungime 7, cu polinomul generator g(X) =1+ X? + X3,

5.7 Fie codul definit mai sus.
Fiind date cuvintele - cod X? + X* + X%, 14+ X + X2+ X4, X2+

X3 4+ X4 + X6, gdsiti mesajele- de informatie corespunzdtoare.
]

5.8 Clonstruifi circuite liniare pentru codificare/decodificare ale codulu:
ciclic binar de lungime T generat de polinomul g(X) = (1+ X%+ X3)(1 +

X).
5.9 Care este lungimea minimd a unui cod ciclic binar de polinom gene-

rator g(X) =14+ X2 4+ X3+ X1 ?

Construift circuite liniare pentru codificarea si decodificarea sa.

5.10 Construili un circuit liniar pentru codificarea (15,11) - codului

Hamming binar.

5.11 Construiti circuite liniare pentru codificarea codului Golay binar
(generat de g(X) =14+ X+ X3+ X+ X7+ X®+ X' si ternar (generat
de g(X) =2+ X2 42X3+ X* 4+ X3).
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5.12 Construifi matricea de control a codului ciclic binar de lungime n
st polinom generator g(X):

n=6, g¢g(X)=1+ X?%

n=38, g(X)=1+ X%

n=9, g(X)=1+ X3+ X,

n=15 ¢g(X)=1+X+ X*;

n=15 g(X)=1+X"4+ X4+ X"+ X8

n=23 g(X)=14+X+X°+X"+X°+ X",

5.13 Sunt ciclice codurile liniare binare definite de matricile generatoare
definite mazi jos ¢

1011100 1111000
1101000 0111100
1100101 0011110
0010111 0001111

5.14 Ardtafi cd dacd polinomul generator al unui cod binar se divide cu
polinomul 1 + X . atunci toate cuvintele sale au pondere pard.
Reciproca este adcvdratd ¢

5.15 Ardtati cd dacd g(X) € Z,[X] genereazd un (n,k) - cod ciclic,
atunci g(XP) genereazd un (pn,pk) - cod ciclic.

5.16 Ardtali cd interseclia a doud coduri ciclice de aceeagt lungime este
tot un cod ciclic.

Care este polinomul sdu generator ¥

5.17 Dati o conditie necesard si suficientd pentru polinomul generator
al unui cod ciclic de lungime impard tn care 11...1 este cuvdnt - cod.
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Capitolul 6

Decodificarea codurilor
ciclice

6.1 Corectarea erorilor independente

Dupa cum se stie de la codurile liniare, o modalitate de caracterizare
a tipurilor de erori care pot apare in transmisia mesajelor este data pe

baza sindromului. In cazul codurilor ciclice este convenabil sa lucram cu
un sindrom polinomial.

Definitia 6.1 Fie C un cod ciclic de lungime n, cu polinomul generator
g(X). Se numegte "sindrom polinomial” s(X) al cuvantulu: a de lungime
n, restul impdrfirii polinomului corespunzdator a(X) la g(X).

Deci, daca se transmite cuvantul - cod v(X) = ¢(X)g(X) s se primeste
a(X). sindromul va fi

s(X) =a(X)—-v(X), grad(s(X) < grad(g(X)).
Observatui:

e Fie e eroarea generata prin transmiterea cuvantului - cod v.
Deoarece a(X) — e(X) este divizibil cu g(X), rezultd ca resturile
impartirii lui ¢(X) si e(X) la g(X) coincid. Deci se poate vorbi
despre " eroarea - tip” e.

e Similar cu rationamentul folosit la coduri liniare, vor fi considerate
sindromuri toate polinoamele din Z,[X] de grad < n — k; pentru

fiecare sindrom s(X') putem alege o eroare - tip e(X) de pondere
minima care corespunde acelui sindrom.
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152 CAPITOLUL 6. DECODIFICAREA CODURILOR CICLICE

Structura algebricd a codurilor ciclice permite constructia de metode
noi de decodificare (cu corectarea posibilelor erori aferente), adesea mai
eficiente decat algoritmii similari de la codurile liniare.

Vom incepe cu prezentarea unui exemplu.

Exemplul 6.1 Fie C codul Hamming binar de lungime 7, care are poli-

nomul generator g(X) = 1+ X + X3 (Capitolul 5. Eremplele 5.4 §1 5.6).

Eroare - tip Sindrom
0 0
1 1
X X
X? X?
X3 1+ X
X4 X + X2
X® 1+ X + X2
X 1+ X?

Sd consideram cd s-a receptionat cuvantul a = 1011001; sindromul lui
este restul impdrtirii polinomulului X® + X® + X? + 1 la ¢g(X), adicd
s(X) = X + 1. Se stie cd orice cod Hamming corecteazd o eroare, deci
va fi util sd avem un tabel cu sindromurile tuturor erorior - tip e(X) =
X' (0 <t<6). Pentru cd X + 1 este sindromul lui e(X) = X3, tragem
concluzia cd a fost perturbat al treilea bit g1 vom decodifica

a(X) — e(X) = 1011001 — 0001000 = 1010001.

O dificultate In aceastd metoda de decodificare - bazatad pe sindrom -
consta in necesitatea de a lista toate erorile - tip corespunzatoare sindro-
murilor, si de a le parcurge la receptia fiecdrui cuvant. O simplificare este
insd propusa de Meggitt (1960), bazatd pe structura ciclica a codurilor.
Vom face corectia numai pentru ultimul caracter (coeficientul termenului
de grad maxim) al cuvantului a receptionat. Dupa aceea se efectueaza
o permutare ciclica si se studiazd din nou ultimul caracter. In acest fel,
dupa n permutari ciclice, toate pozitiile au fost corectate.

Metoda prezinta doua avantaje majore:

1. Se foloseste doar lista erorilor - tip reprezentate prin polinoame de

grad n — 1. (Astfel, in Exemplul 6.1, o singurd eroare - tip are
gradul polinomului asociat n — 1 = 6).
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6.1. CORECTAREA ERORILOR INDEPENDENTE 153

2. Calculul sindromului se efectueaza o singurd data- la inceput -
folosind circuitul liniar de impartire cu g(X). Dupa ce a functionat
n momente. in elementele de inmagazinare se gaseste sindromul.
Dupa aceea se neglijeazd iegirea si se lasa sa functioneze circuitul.
La fiecare pas (Capitolul 4, Figura 4.4) sindromul se inmulteste
cu X, aceasta operatie avand ca efect permutarea sa ciclica cu o
pozitie.
Propozitia 6.1 Dacd un cuvint a = (ao,ai,...,an_1) are sindromul
s(X). atunci permutarea sa ciclicd are sindromul s'(X), care este restul
impartirti lut Xs(X) la polinomul generator g( X).
Demonstratie: Sindromul s(X) este definit prin identitatea impartirii
a(X) = q(X)g(X) + s(X),
unde ¢(X) este catul impartirii lui ¢(X) la g(X). Deoarece se lucreaza
in algebra polinoamelor modulo X™ — 1, permutarea ciclica a lui {a(X)}
este {a’'(X)} = {Xa(X)}, construit astfel:
d(X)=Xa(X)—a, 1 X" +any = Xa(X)—a,_1(X"—1) = Xa(X)—-
an1g(X)h(X) = Xq(X)g(X) + Xs(X) — an19(X)A(X) = Xs(X) +
9(X)[Xq(X) — an1h(X)].
Rezulta de aici ca resturile impartirii lui a'( X)) si Xs(X) la polinomul
generator g(X) sunt aceleasi. O

Se poate da acum

Algoritmul de decodificare Meggitt pentru (n, k) - codurile
ciclice binare:

1. Se listeaza toate sindromurile corespunzatoare erorilor - tip
e, reprezentate prin polinoame de grad n — 1;

o

Cuvantul receptionat a este introdus in circuitul liniar de
impartire cu g(X), care va functiona n tacti;

3. Daca in elementele de inmagazinare se obtine un polinom care
se regaseste in lista de sindromuri, se modifica bitul cel mai
din dreapta al cuvantului primit;

4. Se permuti ciclic cuvantul primit si - in acelagi timp - se lasa
sa functioneze un tact circuitul liniar (neglijand iesirea), dupa
care se reia Pasul (3).

Se repetd acest procedeu de n — 1 ori.
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154 CAPITOLUL 6. DECODIFICAREA CODURILOR CICLICE

Exemplul 6.2 Reludnd codul Hamming binar din Ezemplul 6.1, algo-
ritmul va lucra astfel:
- Singurul sindrom din listd este 1 + X? (de vector 101).

- Dacd se recepfioneazd de eremplu a = 1011001, el se introduce in
circuttul liniar

1011001 M

Dupd 7 tactt, in elementele de tnmagazinare se obtine sindromul 110.

- 110 este diferit de 101 9singurul sindriom din lista0. deci ag a fost
recepiionat corect.

- Se permutd circular a in 1101100 i se lasd circuitul sd funcfioneze
un tact; elementele de inmagazinare vor contine acum 011.

- Nici acest sindrom nu este pe listd, dect as a fost gt el corect .a.m.d.

Pagii de lucru ai algoritmului sunt reprezentafi in tabloul:

Pas Bit Sindrom
7 dg 110

8 as 011

9 a4 111
10 a3 101
11 ay 100
12 a 010
13 ag 001

Dect singurul bit corectat (unde se transformd 1 in 0) este az. Mesajul
primit se decodifica in 1010001.

Exemplul 6.3 Sa considerdim codul ciclic binar generat de polinomul
g(X) =1+ X'+ X%+ X7 + X8 El este un (15,7) - cod ciclic, de
distantd munimd d = 5 (dupd cum vom vedea mai tarziu) deci poate
corecta cel mult 2 erori independente. Lista completd a sindromurilor
(deci a tuturor erorilor - tip de pondere 0,1,2) are CY + Cl + C% =
121 elemente. Folosind algoritmul Meggitt, ramdn numai 15 sindromuri,
listate tn Tabelul 6.1

Dect, la primirea unui cuvant a de lungime 15, vom calcula sindromul
st~ dacd acesta se afld in Tabelul 6.1 wvom modifica bitul ay4. Apoi se
face o permutare ciclicd si se corecteazd a3 §.a.m.d.

Sd presupunem cd s-a recepfionat mesajul a = 011001000111011.
Pentru decodificare, el este introdus in circuitul liniar asociat codului (de
impdriire cu g( X))
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Tabelul 6.1:

CORECTAREA ERORILOR INDEPENDENTE

Tip eroare Sindrom polinomial Sindrom
X X7+ X%+ X°+ X3{000010111

14+ X1 X7+ X6+ X54 X341 10010111
X+ X1 X"+ X%+ X%+ X | 01000111
X*4 X X"+ X%+ X5+ X3+ X?%| 00110111
X34+ X1 X7+ X® 4+ X5 00000111
X4 X X"+ X6+ X5+ X4+ X3| 00011111
X5+ X1 X"+ X%+ X3 00010011
X6+ x4 X"+ X%+ X3 | 00010101
X4 X4 X6+ X5+ X3 00010110
X84 X X°+ X1+ X341 10011100
X% 4 X4 X"+ X4+ X34 X +11 11011001
X104 x4 X34+ X2+ X | 01110000
XU XM XT 4 X6 4 X5+ X1+ X%+ X | 01101111
X124 xu X"+ X6+ X4+ X | 01001011
X34 xH X"+ XY+ X3+ X?| 00111001

155

& &

pporoooront —~H~ |~ | o P | D @®

l
care functioneazd 15 tacti. La sfargitul lor, in elementele de inmagazinare
se afld sindromul, cu valoarea s = 01001100.
Pentru urmatorii past se obfin valorile

Bit  Sindrom | Bit Sindrom | Bit  Sindrom
a4 01001100 | ay 10101011 a4 00101111
a;3 00100110 | ag 11011110} a3 10011100
ay, 00010011 | a; 01101111 a; 01001110
ay;; 10000010 | ag 10111100 «; 00100111
ajp 01000001 | s 010111101 a; 10011000

Doud din aceste sindromuri - cele corespunzdtoare lui a,2 §t as — se afld gi

in Tabelul 6.1; dect acesti doi biti trebuie corectaft (prin complementare).
Cuvantul - cod obf{inut este 011101000111111.

De remarcat cad in Exemplul 6.3 decodificarea nu este completa: algo-
ritmul Meggitt corecteaza in total 121 erori - tip. Privit insa ca un cod
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156 CAPITOLUL 6. DECODIFICAREA CODURILOR CICLICE

liniar, tabela de decodificare va avea 2!°/27 = 256 linii, ceea ce inseamna
ca acest cod este capabil sd corecteze mult mai multe erori. Cu algorit-
mul Meggitt se vor corecta numai erorile indepeudente simple sau duble,
ighorand complet posibilitatea existentei altor tipuri de erori.

Voin incerca in continuare sa imbunatatim aceasta situatie.

6.2 Pachete - standard de erori

Fie " C 4, un (n.k) - cod ciclic peste Z,. capabil s& corecteze t erori.

Definitia 6.2 Pentru un polinom e(X) = X°eo(X) € Z,[X] cu €0(0) #
0, spunem cd "lungimea pachet” a lui e este 1 + grad(eo(X)).

Cuvdntul e € Z7 este un “pachet - standard de lungime 37 dacd gradul
minim al tuturor polinoamelor {X'e(X)} (0 <:<n—1) estej — 1.

Daca se trimite un cuvant a si se receptioneazd v, spunem ca erorile
au afectat j pozitii consecutive, daca eroarea - tip € = v — a este un
pachet de lungime j. Acesta este un pachet - standard de j erori.

Exemplul 6.4 Fien =7 sie = 0101100. Atuncie(X) = X+X3+ X4 =
X(1+4 X%+ X3). Efectudnd permutdri ciclice, toate polinoamele ob{inute
au grad mai mare decdt 3, inafard de {X%e(X)} = {1 + X% + X3}, care
are gradul 3. Deci e este un pachet - standard de lungime 4.

Dacd se ia e = 1000100, 1 + X* are gradul 4, dar permutarea ciclicd

{X3(1 + X%} = {1 + X3} are gradul 3, deci g1 acesta este un pachet -
tip de lungime 4.

Reamintim c& la codurile liniare se construia un tablou standard in care
pe fiecare linie se aflau toate cuvintele cu acelagi sindrom. Codul era
corector de ¢ erori independente daca toate cuvintele din Z7 de pondere
cel mult ¢ erau pe linii diferite; aceste cuvinte constituiau reprezentantii
sindromurilor gi apareau pe prima coloana, fiind considerate erori - tip
pentru fiecare linie.

Astfel de tabele se pot construi si pentru codurile ciclice; aici se iau
ca reprezentanti pe fiecare linie, pachetele - standard de erori de lungime
minimé. In acest fel, un cod liniar corector de ¢ erori (independente)
este corector de pachete de j erori consecutive, daca toate cuvintele de
lungime - pachet cel mult j sunt alese ca reprezentanti.
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Observatia 6.1

1. Condifia ca j erori sd formeze un pachet - standard este mai res-
trictivd decat dacd cele j erori sunt independente. Un pachet de
erort afecteazd cuvanlul pe o porfiune fizatd, de lungime j, pe cind
erorile independente pot apare ortunde in cuvdnt.

2. Cand spunem cd sunt afectate de erori j pozifii consecutive, aceasta
nu insemnd cd toate cele j pozifii sunt gregite efectiv, ci doar cd
aceste j pozitil formeazd componentele unui pachet - standard de
erort (unele din ele putind fi corecte).

Definitia 6.3 Un (n.k) - cod ciclic corecteazd pachetele de j erori con-

secutive dacd orice pachet - standard de lungime cel mult j este selectat
ca sindrom.

Lema 6.1 Dacd un cod C este corector de t erori independente g1 corec-
tor de pachete de j erori consecutive, atunci t < j.

Demonstrafie: Exercitiu. m]

Exemplul 6.5 Sa considerdm toate pachetele - standard nenule de lun-

gime cel mult 3 in Z)°. Fiecare astfel de cuvint este de forma {e(X)} =

{X'eo(X)} cu0<i<1ldsieX)e{1,1+X,1+X%1+X+ X%}
In total sunt 15 -4 = 60 astfel de pachete de erori.

Exemplul 6.6 Fie g(X) =1+ X + X? + X3+ X® polinomul generator
al unut (15,9) - cod ciclic binar. El nu este un cod corector de 3 erori
independente pentru cd sunt 576 tipurt de erori de pondere cel mult 3 st
numai 2'3/2° = 64 sindromuri. In schimb sunt numai 61 pachete - stan-
dard de lungime mazim 3 (FEzemplul 6.5, la care se adaugd pachetul nul),
dect acest cod poate corecta orice pachet de mazim 3 erori consecutive.
Faptul ca acesta este un cod ciclic corector de pachete de 3 erori con-
secutive rezultd din calculul sindromurilor polinoamelor {X'eo(X)} unde
0<i<dgie(X)e{l1+X,1+X21+X+X?),

6.2.1 Detectarea pachetelor de erori

Teorema 6.1 Un (n,k) - cod ciclic detecteazd orice pachet de mazim
n — k erort.
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158 CAPITOLUL 6. DECODIFICAREA CODURILOR CICLICE

Demonstratie: Dacd {e(X)} este o eroare - tip de lungime cel mult n — k,
atunci e(X) = X'eo(X) cu grad(eg( X)) < n — k. Fie g(X) polinomul
generator al codului, cu grad(g(X)) =n — k.

Stim cd {e(X)} este cuvant - cod <=  g(X)|e(X).

Cum g(X)|X™ —1, el va fi prim cu X*; deci {e(X)} este cuvant - cod
dacd gi numai dacd g(X)|eo(X), absurd deoarece grad(eo( X)) < n-k =
grad(g( X)) 0

Teorema 6.2 Proportia pachetelor - standard de j > n — k erori pe care
nu le poate detecta un (n, k) - cod ciclic este

g~ (rk=1)

—_ dacd j=n—k+1,
q—1

g~ vk dacdj >n—k+1.

Demonstratie: Fie {e(X)} = {X®eo(X)} unde grad(eo(X)) =75 - 1. S3
numaram cate asemenea pachete - standard de erori sunt posibile. Ca
prim si ultim coeficient al lui eo(X) poate fi orice element din Z; \ {0}
(in numar de g — 1), iar coeficientii intermediari pot fi orice elemente din
Z, (in numar de ¢). Deci sunt (¢ — 1)2¢°~? pachete - standard de erori
care incep §1 se termina in aceeasi pozitle.

Un pachet de erori {e(X)} nu este detectat de un (n,k) - cod ciclic
dacd i numai daca {e(X)} este cuvant - cod, adicd eq(X) = g(X)h(X),
unde grad(h(X)) = grad(eo(X)) — grad(g(X)) =j —1 — (n — k). Deci

polinomul A(X) are j — n + k coeficienti. Apar doud situatii:

1. grad(h(X)) =0, adicd j = n — k+ 1. Atunci h(X) se reduce la o
constanta si existd ¢ — 1 asemenea polinoame h(X). Deci, raportul
dintre numarul pachetelor - standard de lungime j nedetectabile

gi numarul total al pachetelor - standard de lungime j care pot fi
localizate este

q - 1 q—(n—k—l)

(g—1)2¢:~2  ¢-—1

S

Daca grad(h(X)) > 0, adicid j > n—k+1, vom avea (g—1)2¢?~"+F-2
polinoame h(.X) posibile (pachete - standard de lungime j) nede-
tectabile. Rezultd ca raportul de sus este in acest caz

)
(g —1)2¢72 K
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Exemplul 6.7 Codul ciclic definit in Evemplul 6.3 detecteazd orice pa-
chet de marim 9 erori consecutive.

Dintre pachetele - standard de 10 eror: posibile care pot apare, doar
1/27 nu pot fi detectate, iar dintre pachetele - standard de 11 — 15 erori
nu pot fi detectate 1/2°.

La codul ciclic definit in Exemplul 6.6, proportia este de 1/2° erori
nedectabile de lungime 7 51 1/2° erori nedectabile de lungimi 8 —15 (codul
detecteazd orice pachet - standard de 6 erori).

6.2.2 Corectarea pachetelor de erori

Algoritmul de corectare a pachetelor - standard de erori este o varianta
a Algoritmului Meggitt.

Fie C = ({g(X)}) un (n, k) - cod ciclic binar corector de pachete de
maxim j erori consecutive, §i v € Z* un cuvant recepiionat.

1. Se calculeazd sindromul {s(X)};
2. Pentru fiecare ¢ > 0 se calculeaza s;(X) = X's(X) mod g(X),
pana se ajunge la un p cu grad(s,(X)) <j — 1.

Atunci eroarea - tip este {e(X)} = {X"Ps,(X)} gl se
genereaza cuvantul - cod v + e.

Exemplul 6.8 Conform Eremplului 6.6, polinomul ¢g(X) =14+ X +
X2+ X34+ X® genereazd un (15,9) - cod ciclic binar corector de pachete
- standard de 3 erori. Sd folosim algoritmul Meggitt pentru a decodifica
v =111100100001010.

sS(X)=14+ X+ X2+ X34 X6+ XU 4 XB (mod g(X)) =1+ X3+
X4+ X5,

s1(X) = Xs(X) (mod ¢(X)) =1+ X2+ X3+ X+ X°,
s(X) = X2 (X)(modg(X)):]_+X2+X“+X5,
s3(X) = X s(X) (mod g(X)) =1+ X%+ X5,
s4(X) = X*s(X) (mod g(X)) =1+ X2

(s

S-a ajuns la grad(sq(X)) =2 <3 —1. Dect eroarea - tip este
{e(X)} = {XP4s4(X)} = {X" + X}
Cuvantul - cod transmis a fost

a=v+e=111100100001010 + 000000000001010 = 111100100000000.
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Exemplul 6.9 Codul ciclic binar definit in Exemplul 6.3 este de aseme-
nea corector de pachete - standard de 3 erori. Sd presupunem cd s-a
recepfionat cuvantul v = 010010110011001. Sindromul sdu este s(X) =
v(X) (mod g(X)) = 1+ X%+ X7, Cdutdm o valoare a lui i astfel
ca X's(X) sd fie un polinom de grad cel mult 2. Se obtine X3s(X) =
1+ X + X2. Deci eroarea - tip este

{e(X)} = {Xlo(l + X+ X'Z)} = {XIO + XM 4 Xn}.
S-a transmis cuvantul - cod

a=v+e=010010110011001 4 000000000011100 = 010010110000101.

6.3 Exercitii

6.1 Demonstrat Lema 6.1

6.2 Ardtali cd dacd un cod ciclic delecteazd o eroare - tip e, atunci
detecteazd toate erorile - tip obtinute prin permutdri ciclice ale lui e.

6.3 Verificati cd pachetele - standard ciclice de erori de lungime 3 din
7Y% au sindromuri diferite pentru codul din Exemplul 6.3.

6.4 Aceeagt problema pentru codul ciclic binar definit in Exemplul 6.6.

6.5 Ardtafi cd g(X) = 1+ X? + X* + X® genereazd un (15,10) - cod
ciclic binar corector de pachete - standard de marim 2 erori. Este acesta
un cod corector de 2 erori independente ¢

6.6 Ardtali cd g(X) =14+ X3+ X* + X° + X® genercazd un (15,9) -
cod ciclic binar corector de pachete - standard de maxrim 3 erori. Este
acesta un cod corector de 3 erori independente ?

6.7 Ardtati cd g(X) =14+ X* + X%+ X7 + X® genereazd un (15,7) -
cod ciclic binar corector de maxim 2 erori independente g1 de pachete -
standard de 4 erori.

6.8 Fie codul din Exemplul 6.6. Sd se decodifice mesajele:
101101110001000, 001101100010101, 100110101010011,
101101000010111, 000000111110000.

6.9 Fie (15,10) - codul ciclic binar generat de g(X) = 1+ X2+ X4+ X5,
Ce lungime au pachetele - standard de erori pe care le poate corecta ¢
Decodificati mesajele:
010101000010010, 011010010010100, 001101000000100,
000100010100101. 000000011111001.
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Alte definitii ale codurilor
ciclice

Inafara definirii codurilor ciclice folosind notiunea de ideal, se pot utiliza
si alte caracteristici pentru introducerea acestor clase de coduri. Pen-

tru aceasta vom trece in revista la inceput cateva notiuni algebrice ele-
mentare.

7.1 Elemente primitive in extensii Galois

In acest paragraf ne vom referi la un corp finit (F, +,), in care s-au notat
cu 0 respectiv 1 elementele unitate fata de cele doua operatii.

Definitia 7.1 Un element a € F are ordin n (n > 1) dacd a™ =1 s
a* #1, Yk, 0 < k < n. Vom scrie ord(a) = n.

Propozitia 7.1 Intr-un corp finit (F.+,-):
- Orice element nenul are un ordin finit:
- Dacd n = ord(a) atunci a,a®....,a" sunt distincte;
- a* =1 dacd st numai dacd ord(a)|lk (ord(a) este divizor al lui k).

Demonstrafie: Fie a € F, a # 0. Cum F este un corp finit, clementele
a,a®,a®, ... nu pot fi toate distincte. Vom alege cel mai mic n pentru
care existd un numar 7 cu a™*' = a'. Relatia se poate simplifica (lucrim
intr-un corp) cu a' si se obtine a™ = 1. Din constructie, a,a?, ..., a" sunt
distincte, deci n este ordinul lul «.
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Pentru k = n: avem a* = (a™)* = 1* = 1. Reciproc, si presupunem
a* = 1. Teorema impartirii cu rest di k = gn +r, 0 < r < n. Avem
1 =d*=a"a" =a".

Cum r < n rezulta r = 0. 0

Definitia 7.2 Un element a € F este primitiv dacd F* = F \ {0} =
{1,a.a%a*,...}.

Observatia 7.1 Dacd F arer elemente, atunci un element este primitiv
dacd gi numat dacd are ordinul r — 1.

Teorema 7.1 Orice corp finit are cel pufin un element primitiv.

Demonstrafie: Deoarece F este finit (card(F') = r), se poate gasi un
element a € F de ordin n maxim. Evident n < r — 1. Mai trebuie aritat
can>r—1.

Fie b € F* un element arbitrar, de ordin s. Sa-1 descompunem pe s
in factori primi: s = p'¢’ ... (p.q.... numere prime distincte). La randul
lui n = p'n’ unde n' nu este divizibil cu p (iar t poate fi eventual zero).

S3 considerim s’ = s/p' (deci s = p's’) i fie c = ¢ b € F*. Vrem
s& ardtdm ci c are ordinul m = p'n’. Pentru aceasta, avem:

™ = aP' ™ = @P P = (o) (b)Y = 1717 = 1.

Mai rimane de ardtat cd ¢® = 1 = m’ > m. Este suficient si

verificAm c& p' si n’ sunt divizori ai lui m’; cum cele doud numere sunt

prime intre ele, va rezulta ci produsul m = p'n’ este de asemenea divizor
al lut m'.

Din 1 = (¢™) = &?""™b ™" = (¢®)™b™" = b rezulti
(Propozitia 7.1) ci ordinul s = p's’ al lui b divide s'm’n’; cum (p*,n’) = 1,
rezultd p*|m’.

. ! T Lt ’ ' ! t.t 1 ! t !

In plus, din 1 = (™)' = a? P HPs™ = aP P ()™ = gPP™

rezultd cd ordinul n = p'n’ al lui ¢ divide p'p'm’; deci n’|p'm’, adicd
n'|m’.

Cum n este cel mai mare ordin ale elementelor din F', avem ord(c) <
ord(a) sau m < n, adicd p'n’ < p'n’; deci ¢ < t, ceea ce inseamnd c3 p'
divide n = p'n’.

In mod similar, toti factorii lui s sunt divizori ai lui n, deci s|n.

Am aratat urmatoarea afirmatie:

Vbe F* == ord(b)|n.

Deci b este o radacind a polinomului X* — 1 = 0, de unde rezultd ca

polinomul X™ — 1 = 0 are r — 1 radacini, adicar — 1 < n. a
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Fie (F,+,-) un corp finit si f(X) € F[X] un polinom arbitrar cu
coeficienti in F'. Spunem ca a € F este rdddcind a lui f dacid f(a) = 0.
Se poate demonstra imediat afirmatia:

Propozitia 7.2 Dacd un polinom f are rdddcinile distincte a,.a,, ...,
a, atunce el este divezibil cu polinomul (X — a))(X —az)... (X — an).

Exemplul 7.1 Polinomul X3 + 1 are o rdddcind 1 in Z,. Deci X3 + 1
se divide cu X + 1:
XP+1=(X+1)(X2+ X +1).

Aceasta este o factorizare completd: deoarece X2 + X + 1 nu are
rdddcine in Z,, el nu poate fi descompus in produsul a doud polinoame de
gradul 1. Acelagi polinom X3 + 1 are in Z3 pe 2 ca rdddcind tripld, deci
aict putem scrie:

X3P+1=(X+1)73
Rezultd cd factorizarea unui polinom depinde de corpul in care este

definit.

Din Teorema 7.1 si Propozitia 7.2 rezulta ca daca a € F este un
element de ordin n, atunci X" — 1 se poate descompune in

X" —1=(X-a)(X —a?)...(X —a").

Definitia 7.3 Un polinom f(X) € F[X] de grad n este "ireductibil” in
corpul I dacd nu se poate descompune in produsul a doud polinoame din
F[X] de grad mai mic decdt n. In caz contrar, f(X) este "reductibil”.

Observatia 7.2

e Orice polinom liniar este ireductibil. Pentru polinoame de grad cel
putin 2, Propozifia 7.2 afirmd cd un polinom ireductibil intr-un
corp nu are radacini in acel corp.

Este interesant ca reciproca nu este adevaratd decat penlru poli-
noamele de grad 2 si 3. Astfel, polinomul f(X) = (X + X +1)* €
Zy[X], dest nu are raddcini in Z,, este reductibil.

o In R singurele polinoame ireductibile sunt de gradul 1 sau 2. Dacad
un polinom are grad impar. el are sigur o rdddcind reald, iar dacd
este de grad par, atunci are sau cel putin o rdddcind reald, sau cel
putin doud rdaddcini complexe de forma a % 1b. In acest ultim caz,
el se va divide cu (z —a)*+ b?, care este un polinom de gradul 2 in

R[X].
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e In corpul complex C, teorema fundamentald a algebrei asigurd cd
orice polinom ireductibil are gradul 1.

Definitia 7.4 Caracteristica unui corp finit F este cel mai mic numdr
de terment at sumet S =1+ 1+ ...+ 1 cu proprietatea S = 0.

Propozitia 7.3 Caracteristica unui corp finit este numdr prim.

Demonstratie: Sa consideram elementele S; = 1+ 1+ ...+ 1 de cate 2
termeni flecare. Deoarece nu pot fi o infinitate de valori distincte, fie p
minim cu proprietatea 3i. S; = Siy,. Rezulta S, = Si;, — S; = 0; deci
F' are caracternistica p.

Presupunem p = jtcul < j < p. Evident 0 =S;, = 5;+5,+...+5;
(t termeni). Deoarece j < p avem S; # 0. Impartind relatia cu S; se
obtine0=1+14+...+41=25,. Decit=p. O

Corolarul 7.1 Orice corp de caracteristicd q este o ertensie a lui Z,.
Demonstratie: Exercitiu.
Corolarul 7.2 GF(q") este un corp de caracteristicd q.

Demonstrajie: Reamintim cd (GF(q") contine toate polinoamele de grad
cel mult r — 1 din Z,[X] (Capitolul 4). In particular, polinoamele de grad
0 (constantele) formeaza un subcorp izomor{ cu Z,, care are caracteristica

q. O
Propozitia 7.4 Intr-un corp de caracteristicd ¢ avem (a+b)? = a? + b9,

Demonstratie: Se foloseste binomul lui Newton, in care (7; =0, Vk, 0 <
k< q. 0O

7.2 Polinoame minimale

In cele ce urmeaza vom restrange studiul la cazul F' = Z,, ¢ numar prim.

Definitia 7.5 Fie 8 un element dintr-o extensie a lui Z,. Se numeste
"polinomn. minimal™ al lui § polinomul normat ¢(X) € Z,[X] de grad
minim, cu g(f3) = 0.

Existenta polinoamelor minimale este asigurata de Teorema 4.1, pe baza
careia s-au definit extensiile Galois.
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Exemplul 7.2 Sd considerdm ertensia GF(2?) generatd de rdddcina o
a plinomului 1 + X + X?. Deoarece o este primitiv, avem GF(2%) =

{0,1,a,0% @ a*.a®. a®}. Polinoamele minimale ale fiecdrui element
sunt date in tabelul:

Element Polinom minimal
0 X

1 1+ X

a.a? ot 1+ X+ X3

a3, a% ab 1+ X2+ X3

Propozitia 7.5 Un polinom minimal g(X) € Z,[X] este ireductibil peste
Z,.

Demonstrafie: Daca ar exista descompunerea ¢g(X) = ) )
u(X),v(X) € Z,[X], atunci vom avea u(f) = 0 sau v(ﬂ) ceea
ce contrazice definitia polinomului minimal pentru . O

Corolarul 7.3 Dacd f(X) € Z,[X] verificd f(B) = 0 iar g(X) este

polinomul minimal al lui 3, atunci g(X)|f(X).

De aici rezultd ca un polinom normat ireductibil peste Z,, care admite
pe 3 ca radacind este polinom minimal al lui 3. Acest polinom este unic.

Teorema 7.2 Fie § € GF(q*). Atunci existd un polinom minimal al lui
B de grad cel mult k.

Demonstraie: Dupa cum rezulta din definirea extensiilor Galois (Capi-
tolul 4) si Teorema 5.3 (Capitolul 5) G F(q*) are dimensiunea k. O bazd a
lui este {1}, {X},....{X*"'}. Deci cele k +1 elemente 1,3, 3%,..., 8% €
GF(q*) sunt liniar dependente. Relatia lor de dependentd conduce la

construirea unui polinom de grad cel mult k pentru care (3 este radacina.
O

Teorema 7.3 [Elementele din Z; sunt solufuile ecuafiet X1 —1=0.

Demonstratie: Elementele nenule din Z, formeaza grup multiplicativ.
Ordinul fiecarui element divide ordinul grupului, care este ¢g—1 (Teorema
7.1). Fie 8 € Z,\{0}; subgrupul ciclic generat de B este 1, 3,3%,..., 3"}
unde b' =1 si t|g— 1. Deci p97! =1.

In plus, ecuatia X9=! —1 = 0 are ¢ — 1 ridicini. 0

Teorema 7.4 X™ - 1| X" -1 <= mn.
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Demonstratie: "< Fien = md. Cum Y — 1 divide pe Y¢ — 1, daca se
iaY = X™, vom avea X™ — [|X™ — I.

"=": S3 presupunem ca X™ — 1| X" — 1 g1 fien =md + s, (s < m).
Avem X" —1 = X5(X™ - 1)+ X* =1 = ¢(X)(X™ = 1) + n(X) cu
grad(r(X)) =s < m.

Pentru a verifica ipoteza, trebuie ca s = 0, deci n = md. O

Teorema 7.5 Fie f(X) € Z,[X] st 8 0 rdddcind a sa (eventual dintr-o
extensie a lui Z,). Atunci gi 39 este rdddcind a lui f(X).

Demonstratie: Scriem f(X) =ao+ a1 X +...+a, X" Cum Z, este corp
de caracteristicd g, este adevarata relatia (a + b)? = a? + b? (Propozitia
7.4).
De asemenea (Teorema 7.3) Va € Z, \ {0} avem a*"! — | = 0, deci
al = a.
Atunci se poate scrie
(F(X) =al+al X9+, +a8(X™")! = ag+a: X7 +.. . +a . X" = f(X9).
In particular, f(39) = (f(3))* = 0. u]

Teorema 7.6 Orice polinom normat ireductibil peste Z, de grad m este
un factor al polinomului X9~ — X.

Demonstratie: Dacd g(X) = X, afirmatia este banala.

S3 presupunem ci g(X) # X si fie 3 € GF(¢™) o radacind nenuld
a sa, deci g(8) = 0. Cum g(X) este ireductibil. el va fi chiar polinomul
minimal al lui 8. Conform Teoremei 7.3, 3 satisface ecuatia X9 "1 —1 =

0, deci (Corolarul 7.3) X9"~? — 1 se divide cu polinomul minimal g(X).
O

Teorema 7.7 Orice factor ireductibil g(X) € Z,[X] al lui X9 — X are
gradul cel mult m.

k. Vom considera algebra polinoamelor modulo ¢g(X), in care ludm a =

{X}. Sestie (Teorema 4.1) ca g(a) = 0. Un element oarecare din aceasta
algebra este de forma

Demonstratie: Fie g(X)|.X?" — X. ireductibil peste Z,, cu grad(g(X)) =

b= ao+ aja+ ...+ a0t

. m m m — m m

Atunci 97 = al +al o +... .+ aZ_l(ak 9" = ap+a1a? +...+
g™ Vk—-1 _ k-1 _ 5

ar_1(a?) =as+ a1+ ...+ ap_1&x = 3,

deoarece GG F'(g™) are tot caracterislica q ca §i Z,, iar o - fiind o rddacina
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alui g(X) - este radacind sia lui X9 — X, deci a? = a. de unde rezulti
o =l V) > 0.
Am obtinut in final faptul ci 3 este o solutie a ecuatiei X9 — X = 0.

Sunt posibile ¢* asemenea elemente 3 distincte, iar cum ecuatia are g™
ridacini, rezultd ¢* < g™, deci k < m. 0

Teorema 7.8 Fie 3 € GF(q™) de polinom minimal g( X).grad(g(X)) =
k siord(3) =t. Atunci

(1) tlg*-1;

(12) k este minim cu proprietatea (1).

Demonstrajie: §tim (Teorema 7.6) ca g(X) este un factor al lui X — X;
deci /3"" = B, de unde rezulta t|g* — 1.

S& presupunem acum ci existd p < k cu |g? — 1. Atunci B2 7! = 1,
adicd 3 este o radicind a ecuatiei X9 — X = 0, deci g(X) este un factor al

polinomului X9 — X. Conform Teoremei 7.7, rezultd k < p, contradictie.
O

Teorema 7.9 Fie polinomul g(X) € Z[ ], grad ( (X)) =mgi B €
GF(q™) o rdddcind a sa. Atunci 3,39, B, 3977 sunt toate rdddci-

nile lui g(X).

Demonstrajie: Deoarece g(3) = 0, avem - conform Teoremei 7.5 - ca
B39, B, . ... 37" sunt gl ele radacini ale lui g(X). De asemenea, conform
Teoremei 7.6, B este ridicini a lui X9 — X, adicd B9 = B. Mai

ramane de aratat cd aceste raddcini sunt distincte. Presupunem ca exista
. . . t
0<i<j<mecu3? =37 Avem

m-—jJ

p=pm= () = ()" =

Deci 3 este radicini a polinomului X"~ — X si ~ cu Teorema 7.7,
grad(g( X)) =m <m+1 —j < m, contradictie. a

Din Teorema 7.9 rezultd cd luand extensia GF(¢™)[X], g( X) se poate
scrie

g(X) = (X = B)(X = B9 ... (X —B"7).

Teorema 7.10 Fie g(X) un polinom normat ireductibil peste Z,,

grad(g(X)) =m, si 8 € GF(q™) o rdddcind a sa. Atunci toate rdddcinile
lut g(X) au acelast ordin.
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Demonstratie: Fie p = ord(3), p’ = ord(3%) (1 < j < m) care - conform
Teoremer 7.9 - este tot radacina a lui g(.X). Avem:
r
(5‘“) = (87)7 =1 si deci p'lp.

De asemenea,

=07 = (7)) = (7)) =1 e

S-a mai folosit Teorema 7.8, conform careia p divide ¢™ — 1 dar nu
divide nici un numar de forma ¢°> — 1 cu s < m.

Decip=7p'. a

7.3 Coduri ciclice definite prin radacini

O altd metoda de definire a unui cod ciclic consta in listarea tuturor

radacinilor comune (eventual intr-o extensie a lui Z;) ale cuvintelor - cod
(considerate ca polinoame).

Definitia 7.6 Fie a1, ay,...,a, elemente dintr-o extensie a lut Z,. Co-
dul ciclic C este format din toate elementele {f(X)} din algebra poli-
noamelor modulo X™ — 1. care admit pe o, (1 < v < r) ca rdddcini

stmple.
De remarcat cia, in aceasta definitie, n este deocamdata nedeterminat.

Conform Corolarului 7.3, f(X) se va divide cu fiecare polinom mini-
mal m;(X) corespunzator radicinii o; (1 < ¢ < r). Deci polinomul
generator al codului ciclic este

9(X) = emmme {m(X), m(X).....m(X)}.
Propozitia 7.6 C = ({g(X)}).

Demonstratie: Exercitiu.

Deoarece polinomul generator g( X)) divide pe X" —1, rezulta ca fiecare
a; este radacind a lui X™ — 1. Deci ordinul ord(a;) al fiecarei radacini
a; (1 <1 < r) va divide pe n. O modalitate naturala de definire a lui n
este atunci

n = cmmmec {ord(a, ), ord(ay), ... ,ord(a,)} .
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Un caz particular important este acela in care toate rddacinile
IR s T a, sunt puteri ale unui anumit element, adica

a;=a", 1<:<r.

I'ie p = ord(a). Atunci polinomul minimal m;(X) al lui «; va avea
(Teorema 7.9) toate radacinile printre elementele a*, %™, atu
Numarul factorilor lui g( X) si gradul fiecarui polinom minimal m;(X)
se vor determina atunci din ordinul p si din exponentii u;, qu;, ¢*u;, ...
(1<e<r). intr-adevé,r, numarul claselor distincte de resturi modulo p
din succesiunea u;, qu;, ... va da gradul polinomului minimal m;(X).

Exemplul 7.3 Fie o € GF(2*) primitiv, rdddcind a polinomului 1+ X +

X*, ireductibil peste Z,. Sd definim un cod C care sd aibd ca rdddcini

a.at. o a*.a®, ab.

Find primitiv, ord(a) = 2* — 1 = 15 (vezi si Capitolul 4, Fremplul
4.8). Fie m;(X) polinomul minimal al rdaddcinii o; (1 <1 < 6).
Rdddcinile lui mi(X) sunt a,a?. a?,a® (a'® = ), dec
my(X) = ma(X) = my(X) = (X — a)(X — a?)(X — a*)(X — a®).
Acest polinom este cunoscut, anume 1 + X + X*.
Raddcinile lui ma(X) sunt o®.a% a'?.0* = o® (a'® = o), dec
ms(X') este un polinom de gradul 4, egal cu mg(X). Notam ms(X) =
a0+ a1 X + a2 X? + a3 X3 + X*. Detaliind ma(a®) =0, avem

0

[

ag + ay + a; + as

0
1
0 +
1

[ on R o R won B e}

oo O
—_— e = =

0
0
1

i =)

de unde sc poate construi sistemul de ecuafi
ao+1=0, a3+1=0, a;4+41=0, a+ay+as+1=0,
cu solufia ag=a, =a; = a3 = 1. decima(X) =me(X) =1+ X+ X* +
X° 4+ X1
Raddcinile lui ms(X) sunt o®,a'® (o® = o®), deci ms(X) este un

polinom de gradul 2 :  mg(X) = by + b X + X2. Cum ms(a®) = 0, se
obtine:

— -

+ b

oo o =
o
o
o oo O
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care are solutia bp = by = 1, deci ms(X) =1+ X + X2,

Polinomul generator al codului C este

g(X) = emmme{m(X),my(X), ma(X).my(X),ms(X),me(X)} =
=my(X)ma(X)ms(X) = 1+ X+ X1+ X + X2+ X3+ X)) (1+ X +
XH)=14+X4+ X2+ X4+ X5 4+ X84 X0

De remarcat cd era suficient sd cerem doar ca o, o, o® sd fie rdddcini
ale codulua.

Fie polinomul f(X) = ag+ ;X + ... + ¢,1 X" € Z,[X] sia o
radacina a sa. Atunci 0 = f(a) = ap + a1 + aa® + ...+ a,1a""!, sau
- altfel scris:

1

(ao a as ... an—l) . = 0.

an—l

Deci cuvantul - cod corespunzitor polinomului f(X) este in spatiul
nul al matricii
la ...a" ) (1).

Aceasta este si conditia de divizibilitate a polinomului -f(X) cu poli-
nomul minimal m(X) al lui @. Multimea polinoamelor care o satisfac
formeaza idealul generat de m(X). Dimensiunea acestui ideal este (Capi-
tolul 5) n — k unde k = grad(m(X)). Deci spatiul liniar generat de
matricea (1) are dimensiunea k.

Prin urmare, a cere ca f(X) sa admitd pe ay,ay,...,a, € GF(q™) ca
radacini este echivalent cu a cere ca vectorul corespunzator sa apartina
spatiului nul al matricii

-1
1 o o af
-1
1 a; al ay
Hmr,n_
1 o of ar!

Exemplul 7.4 Sd revenim la Exemplul 7.3. Polinomul { f(X)} apartine

codului respectiv dacd si numai dacd vectorul corespunzdtor este in spatiul
nul al matricu

1 a o & ot o of o't
H=|1 a® o a° o'* 1 o ol? | =
1 &° o' 1 o o' 1 atf
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10001001 1010111
010011010111100\
001001101011110
000100110101T11°1
1000110001100 0]1

loo0oo0o1 10001100011

“1l0o01010010100°10°1
01 1110111101111
1011011011011 ¢0°1
01 1011011011011
01 1011011011071
\0 0000000000000 0)

S-a obtinut o matrice 12 x 15, degi - conform rezultatelor teoretice,
n =15 n—k =10, k = 5 gi deci matricea de control a codulut ar
trebui sd aibd dimensiunile (n — k) x n = 10 x 15. Se observd insd cd de
fapt ultima linie este nuld, iar urmdtoarele doud linit sunt identice. Deci

ultimele doud linit se pot elimina, ele neoferind nici o informagte asupra
cuvintelor - cod.

7.4 Coduri ciclice ireductibile

Vom mai prezenta si o a treia constructie a codurilor ciclice, realizata de

Edwin Berlekamp in 1968 ([10]).

Definitia 7.7 Fie polinomul Tr(X) = X + X9+ X + ... + X9 ¢
GF(q")[X]. Se numeste "urma” lui a € GF(q"), ezpresia Tr(a).

Propozitia 7.7 Tr este o aplicatie : GF(q") — Z,.

Demonstrafie: Trebuie ardtat ca Vo € GF(q") avem T'r(a) € Z,. Pentru
aceasta este suficient sa ardtam ca T'r(a) verificd ecuatia X9 — X = 0.
Folosind faptul cd ca GF(q") este corp de caracteristicd ¢ si cd Va €
GF(q") avem o = q, se verificd imediat relatia [T R(a)]? = TR(a). O
Propozitia 7.8 Tr este aplicafie liniard.

Demonstratie: Relatia Tr(a+ 3) = Tr(a) + Tr(3) este usor de verificat,
deoarece se lucreazd in corpuri de caracteristica g. o
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Propozitia 7.9 Pentru ovice a € Z, existd ¢"~! valori a« € GF(q") cu
Tr(a) =a.

Demonstratie: Fiecare ecuatie Tr(X) = a admite maxim ¢"~! rddacini,
iar numarul de elemente a posibile este g. Mai trebuie ardtat ca toate
cele g ecuatii au radacini distincte. Aceasta se poate deduce foarte simplu
folosind derivata formala intr-un corp de caracteristica ¢: toate ecuatiile
au aceeagl derivata: |. 0

Teorema 7.11 Polinomul Tr(X) se poate descompune in GF(q") in
produs de polinoame minimale.

Demonstratie: Demonstratia se bazeazd pe urmatorul algoritm:

(1) Fie polinomul g(X) = Tr(X);

(2) Se considerd a € GF(q") cu g(a) = 0. Deci g(X) este divizibil cu
polinomul minimal m(X) al lui a.

(3) g(X) := g(X)/m(X). Dacd g(X) = 1, STOP, altfel se reia pasul
(2).

Existenta radicinilor pentru g(X) (pasul (2)) este asigurata de faptul
cd lu GF(q") orice polinom ireductibil este polinom minimal.

Exemplul 7.5 Sd considerdm GF(2%), deci g =2, r = 4. Aici se poate
verifica descompunerea
TriX)=X+X2+ X414 X8 = X(1+ X) 1+ X+ XH)(1+ X + X1),
care sunt toate polinoame minimale.
Fie a € GF(2Y) rdddcind (primitivd) a ecuafier 1 + X + X* = 0. Deci
toate elementele nenule din GF(2') se pot scrie ca puteri ale lui a. Vom
folosi aceasta pentru a lista valorile functiei Tr: GF(2Y) — Z, :

X TrX)[X Tr(X)| X TrX)] X Tr(X)
0 0 o® 1 a’ 1 all 1
| 0 % 0 o 0 al? 1
a 0 a® 0 a® 1 al? 1
a? 0 o 1 ol 0 alt 1

Dupd cum se observd, sunt 8 = 23 valori 0 s1 8 valori 1.

Putem da acum teorema principald care defineste codurile ciclice
folosind operatorul T'r:
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Teorema 7.12 Fie n numdr natural, ¢ numdr prim, k ordinul lui g

modulo n (¢ = 1 mod n) st 3 € GF(q*) element primitiv de ordin n.
Atunct

C = {c, = (Tr(a), T'r(as), Tr(ad?),... . Tr(ad3" ")« € GF(¢")}
este un (n. k) - cod ciclic peste Z,,.

Demonstratie: Din Propozitia 7.8 rezulta ca C este cod liniar.

Se verifica apoi ca c,3-1 € (' este o permutare ciclica a lui ¢,; deci
(" este cod ciclic. Deoarece 3 este primitiv, inseamna cd polinomul sidu
minimal m(X) = ho + A1 X 4+ ... + he X* are gradul k. Dacid ¢, =

(Coy€C1y- -y Cno1), avem
k

Z cih, = Tr(a-m(pB)) =Tr(0) =0,

care constituie unla c()iin cele n — k ecuatii de control pentru . Deoarece
m(X) este minimal (deci ireductibil), A(X) = X*m(X ') este polinomul
de control pentru C'. Cum gradul lui este k, avem un (n, k) - cod ciclic
peste Z,. O

De remarcat ca aceastd teorema definegste numai codurile ciclice "ire-
ductibile” (care nu contin subcoduri ciclice netriviale proprii), deci clasa
lor este inclusa strict in clasa codurilor ciclice data de cele doud definitii
anterioare (prin ideale si prin radacinile polinomului generator).
Exemplul 7.6 Sd consideram n = 15, ¢ = 2, deci k = 4. In GF(2%)
vom lua a, rdddcind a polinomulut 1 + X 4+ X*. Se stie cd el este un
element primitiv. Aplicajia Tr este Tr(X) = X + X2 + X* + X8 dar
codul C este format din 16 cuvinte de forma

(Tr(B3),Tr(pa),...,Tr(3a"1)), VB € GF(24).
Pentru 8=0, 00...0¢€ (C;
Pentru 3 =1, (Tr(1).Tr(a),....Tr(a™"!)) = 000100110101111.

Celelalte 14 cuvinte sunt permutdrile circulare ale acestuia.

1 1
Polinomul de control al codului este h(X) = X* (1 + X + F) =
1+ X3+ X*, iar polinomul generator
X X
X) = — le -4 S X7 9 )(10 Xll 12
9(X) X 1T + XXX XXX+ XS

al carui vector corespunzdlor se obtine din constructia de sus pentru 3 =
a?. Acesta este un (15,4) - cod ciclic binar ireductibil.
De remarcat cd pentru n = 15 sunt numai doud astfel de coduri,

celdlalt fiind codul dual (rdddcina polinomului 1+ X3+ X" este de aseme-
nea primitivd).
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Exemplul 7.7 Fie ¢ = 2, n = 7 (va rezulta k = 3). Aicit Tr(X) =
X+X2+ X" i - deoarece X8 — X = X(X+1)(X3+X+1)( X3+ X% +1)
- putem construt numai doud (7,3) - codurt ciclice binare ireductibile de
lungime 7:

(1): Dacd alegem ca generator pentru GF(2%) pe a ca rdddcing a
ecuatiei X3+ X +1 =0, vom avea

X Tr(X)| X Tr(X)
0 0 o’ 1
1 1 ot 0
a 0 a’® 1
a? 0 a® 1

Codul ciclic are 8 cuvinte de forma
Tr(8)Tr(Ba)Tr(Ba®)Tr(Ba®)Tr(fa*)Tr(Ba®)Tr(8a®)

unde 3 ia toate valorile posibile din GF(23):
{0000000,1001011,0010111,0101110,1011100,0111001,1110010,1100101 }

Se observd ca singurul subcod ciclic este cel trivial {0000000}, iar
ultimele T cuvinte - cod se obtin unul din altul prin permutdri ciclice.

1 1

Polinomul de control este h(X) = X3 (1 + X + F) = X3+ X241,
iar polinomul generator g(X) = X(1+X)(1+ X+ X3) = X + X34+ X4
X5,

(2): A doua posibilitate este sd ludm o ca rdddcind a ecuatiei X3+
X%+1=0. Atunci

X Tr(X)| X Tr(X)
0 0 o’ 0
1 1 ot 1
o 1 o’ 0
o? 1 a® 0

tar cele opt cuvinte - cod sunt
{0000000,1110100,1101001,1010011,0100111,1001110,0011101,0111010}.

Aici polinomul de control este h(X) = 1 + X + X3 iar polinomul
generator g(X) = X + X2+ X3 4+ X5,

Ceilaltt factori ireductibili ai lui X® — X nu au rdddcini primitive.
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7.5 Exercitii
7.1 Demonstrati Corolarul 7.1.
7.2 Demonstrati Propozifia 7.6

7.3 Construtft urmdtoarele corpuri:
(a) GF(2?);

(b) GF(23) folosind polinomul 1 + X2 + X3;

(c) GF(2%) folosind polinomul 1 + X3 + X*;

(d) GF(2°) folosind polinomul 1 + X% + Xs.

]

7.4 (dsifi o extensie a lui Z, in care X° —1 sd se descompund in factori
liniari.

7.5 Gasifi toate elementele primitive din GF(23) g1 GF(2%).
7.6 Gdsifi toate elementele primitive din GF(3?) si GF(5%).
7.7 Construiti GF(2*) ca o extensie a lui GF(2?).

7.8 Fie a € GF(2*%), rdddcind a polinomului 1 + X + X1,
Gdsifi polinoamele minimale al lut B = a” 51 8 = o*°

7.9 Gasiti polinoamele minimale al tuturor elementelor din:
-GF 23), generat cu 1+ X + X3;
- GF( %), generat cu 1 + X% + X5;

GF(3?%), gencrat cu 2+ X + X?;

GF(5%), generat cu 342X + X2

7.10 Orice element nenul din GF(q™) are un ordin prim cu q.

7.11 Gasiti polinomul generator al unui cod ciclic binar de lungime 15,
de rdddcini 1,0°,a”, «a € GF(2*) fiind rdddcind a polinomului 1 + X +
1¥4 .

Construifi matricea de control a codului.

Ardtati cd v(X) este polinom - cod dacd gi numai dacd ponderea w(v)
este pard.

7.12 Gadsifi polinomul generator al unui cod ciclic binar de rdddcini
a?, 03, a® unde a € GF(23) este raddcind a polinomului 1 + X + X3.
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7.13 S5d se descompund Tr(X) tn produs de polinoame minimale in cor-
purile:

(a) GF(2%); (b) GF(3%); (c) GF(3%):; (d) GF(5%).

7.14 Folosind Teorema 7.12 sd se construiascd toate codurile ireductibile

pentru GF(23), GF(2%), GF(3?).

7.15 Verificati cd polinomul h(X) construit in demonstrajia Teoreme:
7.12 este polinomul generator al codulut dual.
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Capitolul 8

Codur:1 BCH

Codurile BCH constituie cea mai utilizata clasa de coduri ciclice. Ele au
fost definite in mod independent de Bose i Chaudhuri pe de-o o parte,
Hocquenheim pe de-alta parte. Numele de BCH (Bose - Chaudhuri -
Hocquenheim) a fost dat de Peterson, care s-a ocupat de ele in mod
special, construind g1 un algoritm de decodificare.

8.1 Definirea codurilor BCH

Definitia 8.1 Fie ¢ numar prim, mg, m.d numere naturale g1 a €

(F(¢g™). Un cod ciclic este cod BCH daca este definit de radacinile
polinomulut generator

mo mo +1 mo+d—-2

a™, o "
In majoritatea cazurilor studiate se considera my = 0 sau mgy = 1.

Teorema 8.1 [ntr-un cod BCH. lungimea n a cuvintelor - cod este egald
cu ordinul lui a.

Demonstratie: Fie t = ord(a). Conform constructiei codurilor ciclice
bazatad pe radacinile polinomului generator (Capitolul 7, Sectiunea 7.3),
lungimea n a cuvintelor - cod este cel mai mic multiplu comun al ordinelor
radicinilor. In cazul codurilor BCH avem

(amo)n — amon — 1 §l l — (am0+1 )n — am0+n — amoan

deci @™ = 1. Prin urmare t|n gi n > t.
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De asemenea, (a’)! = (a!)) = 1Vj = mg,mo+ 1,...,mo+d — 2,
adica n <'t.

Rezulta n = t. O
De remnarcat cd, daca a este primitiv, atunci t = ¢™ — 1.

Teorema 8.2 Intr-un cod BCH definit de rdddcinile o™ , o™ |
a™*d-2 (o € GF(q™)), distanta minimd a codului este cel pufin d (i

d
dect codul poate corecta orice combinatie de t < [——2—] erori).

Demonstratie: Un cod BCH este spatiul nul al matricii

1 a™ (amo)2 (amo)n—l
1 amo+l (amo+1)2 (amo+1 )n—l
H=
1 0,mo+d—2 (amo-;-d—2)2 (amo+d—2)n—l

Sa consideram urmatorul determinant, obtinut prin alegerea arbitrara
a d —1 coloane din H:

(amo )jl (amo )jz (amo )J'd'—l
(amo+1)jx (amo+1)jz (am0+1)jd—1
D= _
(am0+d—2)jl (amo +d—2)jz o (a7n0+d—2)jd—1
1 1 1
al?t al? add-1

= agmo(+n2+.+ia1)

(ajl )d—2 (012 )d—2 (014—1 )d—2
= qmolii+izttia-1) H(O,J- —a’™*)#0
1>k

pentru cd j; # jx daca 1 # k.

Deci orice submultime formata cu maxim d — 1 coloane din H este
liniar independentd de unde - conform Teoremei 2.4 (Capitolul 2)
distanta minima a codului este cel putin d. a

Exemplul 8.1 Dacd se lucreazd in binar. puterile pare ale rdddcinilor
se pot omite din listd(dacd o' este rdddcind, atunci gi o* este rdddcind -
conform Teoreme: 7.9, Capitolul 7). Atunci un cod BCH binar corector
de 3 erori este definit de rdddcinile B, 3%, 3%, unde 8 este un element
primitiv dintr-o extensie a lui Z,. De exemplu, dacd f = a, raddcind a
polinomulut 1 + X + X4, se obtine codul din Ezemplul 7.3 (Capitolul 7).
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Exemplul 8.2 Fie (F(3?) general de rdddcina o a polinomului ire-
ductibil g(X) =2+ X 4+ X?. Deoarece ord(a) = 8, orice cod generat va
avea lungimea n = 8. Sd construim codul BCH de rdddcini o?, o, o,
Polinoamele minimale sunt:

ma(X) =1+ X? cu rdddcini a?, ab:

m3(X) =2+ X + X% cu rdddcint o3. a;

mq(X) =1+ X, numai cu rdddcina o®.

Deci polinomul generator este

gX)=(1+X)2+X+X)1+X)=2+ X+ X>+2X* + X5.

Codul este un (8,3) - cod ciclic. Deoarece printre rdddcinile sale este
§t «, se poate considera mg = 1, d = 5, dect codul poate corecta cel putin
doud erori.

De remarcat cd dacd folosim acest cod drept cod liniar, cum ponderea
minimd a cuvintelor sale este 4 (de exemplu 02010201 este cuvant - cod),
distanta minimd este 4, dect codul nu poate corecta decat o singurd eroare.
In general, tratarea codurilor ciclice sub formd de coduri lintare scade de
obicer puterea de corecfte a erorilor independente.

Numerele m.mg. d, q formeaza parametrii codului BCH. Ideea gene-
rala este de a-l mari pe d, pentru a putea corecta cate mai multe combi-
natii de erori independente. Acest lucru este adesea posibil, m i ¢ fiind
alese arbitrar.

Sa observam cd pentru a € GGF(q™) primitiv, toate puterile lui o
pana la ¢™ — 1 sunt distincte. In cazul binar, avem urm3torul rezultat:

Teorema 8.3 [ie m un numar natural oarecare st a € GF(2™) primitiv.
Atunct existd un cod BCH de lungime n = 2™ — 1 care corecteazd orice

combinatie de t < 27! — 1 erori independente, folosind cel mult mt
pozilit de control.

Demonstratie: Fie codul binar definit de radacinile o, a?, ..., a%. Acesta
este un cod BCH pentru ¢ =2, me=1, d=2t+1, n =2™ -1, cu
distanta minima cel putin 2t + 1. Pentru ca radacinile mentionate mai
sus sa fie distincte, trebuie ca 2t <n -1 = 2" — 2.

Sa observam cd orice putere para a lui « este rddacina a unui polinom
minimal corespunzitor unei puteri impare anterioare a lui a. Deci este
suficient si dim la inceput doar radacinile a, a?,...,a? ! ale cuvintelor
codului binar. Avem - dupa definitie (Capitolul 7):

9(X) = cmmmce{m(X),ma(X),...,ma-1(X)}.

Pe de - altid parte, m;(X)| X" —1 = X?"~! — 1 si deci - conform

Teoremei 7.7 (Capitolul 7), grad(m;(X)) < m. Din cele doud relatii
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rezulta grad(g(X)) < mt. Cum grad(g(.X)) d& numarul de simboluri de
control, teorema este demonstrata. ]

Exemplul 8.3 Sd considerdm codul ciclic definit in Exemplul 7.3. Cons-
tructia sa este aceea a unui cod BCH binar cu n = 15 gt m = 4. El are
2t = 6 adica t = 3, deci poate corecta orice combinatie de mazrim 3 erori
independente, folosind m -t = 12 pozifii de control.

De fapt. observatiile de la Exemplul 7.3 aratd cd numdrul acestora
poate fi redus la 10, ceea ce conduce la un (15,5) - cod BCH binar.

8.2 Algoritmul Peterson de decodificare

Fie codul BCH definit de rddicinile o™, o™t ... a™et2-1 (4 =2t +
1), cu a € GF(q™).

Un asemenea cod corecteaza orice combinatie de maxim t erori inde-
pendente. Fie { f(X)} un cuvant - cod transmis i

{r(X)} = {F(X) +e(X)} = {f(X)} + {e(X)}

secventa receptionatd, unde {e(X)} este vectorul - eroare.
Avem, pentru } =mg,mg+1,...,mg+2t —-1:

S;=r(d) = f(a) + e(e?) = ().
S; se numesc componentele sindromului.
La decodificare, eroarea - tip e este determinata complet daca se stiu:

e Valorile componentelor sale nenule Y; € Z;
e Localizdrile acestora X; € GF(¢™) (0 < ¢ < w(e)).

Un cuvant din GF(¢™) este un vector cu ¢™ componente; vom nota
pozitiile acestor componente folosind puterile lui a: pe pozitia i se afla
coeficientul lui o'~ (1 < ¢ < ¢™), deci a'~! va localiza a ¢ - a componenti
dintr-un cuvant.

Deci, dacd au intervenit ¢ erori, eroarea - tip este complel caracteri-
zata de cunoagterea celor ¢t perechi nenule (Y;, X;) 1 <:<t.

Putem conveni (evident) ca

Y;=0 = X =0.

De remarcat ca X; nu reprezintd o' ci un o arbitrar, care va trebui aflat.
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Deci, a gasi pe {e(X)} revine la a determina 2t elemente X;,Y; (1 <
1 < t), grupate in ¢ perechi. Vom considera ¥; =0V: (t <1 < ¢™ —1).
Avem - conform notatiei polinomiale

t
sze(aj):z}/;x;j, mo < j <mg+2t—1.

Atunci

(Z)X) Z}”\f” Zyxm—

Deci, determinarea pohnornulul - eroare { X)} se reduce la aflarea
solutiilor (Y;, X;), 1 <1 <t ale sistemului de ecuat_;ii
t

E:KXg:Sbmogjgnm+%—l. (1)

Dacd au intervenit k (k < t) erori, se completeazd cele k perechi
nenule (Y;, X;) cu alte t — k perechi nule (0,0). De fapt, acest numar
k nu este cunoscut apriori; de aceea, se pleaca de la t erori potentiale
(maximul pe care codul BCH 1l poate corecta in mod cert), caracterizate
de t perechi (Y;, X;). Problema care se pune este deci de a-1 determina
pe k si cele 2k necunoscute Y;, X; (1 <1 < k).

Orice metoda de corectare a erorilor revine la rezolvarea sistemului de
ecuatii (1), care este un sistem neliniar de 2t ecuatil cu 2¢{ necunoscute,
problema NP - completa. Sd incercam o abordare mai simpla a acestei
probleme.

Fie polinomul
(X1 =X)(Xo=X) ... (Xe=X) = orto (= X)+. . +o (- X)) +H(=X),
unde o; sunt functiile simetrice date de relatiile lui Viete. Daca in aceasta
relatiese 1a X = X, (: = 1,...,t), obtinem

Xt 4+ (Do X~ "4 (Do X+ (D)o =0 (1 <1 <.

Inrnultlm cu Y, X/ si sumam dupa ¢. Se obtine:

t
Z Y X 4 (=)o Z VX (=) T e Y VX
1=1 =1 =1

—l)tatZY,-Xij =0, j=mgme+1,...,mp+1t—1,
relatie care se poate scrie

Sj(—l)tat + Sj+1(—].)t—10't_l + ...+ Sj+t_1(—1)0'1 + SJ'.H = 0,
mo<j<mo+t—1. (2)
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Algoritmul lui Peterson de corectare a k (k < t) erori intr-un cod

B('H este:

1. Se rezolva sistemul (2) in care necunoscutele sunt
(_l)pap) 1 S P g t,

2. Se inlocuiesc valorile aflate in ecuatia
X+ (- X'+ 4+ (=)o X+ (-1)0, =0
g1 se afla cele ¢ radacini X, X5, ..., X; € GF(¢™) ale sale;

3. Cu aceste valori introduse in sistemul (1), se determina din
primele ¢ ecuatii valorile Y7,Y,,...,Y; € Z;

4. Daca (Yi.a”) (1 <i¢ < k) sunt cele k < ¢t valori nenule ale
solutiei obtinute, atunci:

e Pentru k = 0, cuvantul receptionat este {r(X)} (fard
erori);

k
e Pentru 0 < k < t, fie e(X) = Z)/,-Xj'.
=1

Cuvantul - cod decodificat este { f(X)} = {r(X)} — {e(X)}.

De remarcat ca in cazul binar, pasul (3) nu mat este necesar, deoarece
Yo=1, Vi<k
Pentru corectitudinea algoritmului, trebuie studiate compatibilitatile
sistemelor de ecuatii (1) si (2).

t
Teorema 8.4 Sistemul ZYI-XiJ =S5, (mg <y <mo+t—1), de ne-
=1
cunoscute Y;. este compatibil dacd gt numai dacd au intervenit t erori.

Demonstraie: Considerat ca sistem in Y, sistemul este liniar; determi-
nantul sau principal este
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~ Mo Mg ~mo
Xpe oA xpe
X';no+ X?mo+ X'tmo+
mo+2 ~mg+2 rmo+2
1¥1 ‘XZ ‘Xt =
~mo+t—1 mo+t—1 mo+t—1
X! X; X]
1 1 1
X, X, X
- e - -2 2 -2
XX X Xy X3 X
~t—1 t—1 t-1
Xitoxe X!

= XX xr [ (X- X)),

1<5<i<t

Acesta este nenul numai dacd au intervenit ¢ erori, pentru ca atunci
totl X; sunt distincti si nenuli.

a
Simg Smo+1 Smo+t-1
Teorema 8.5 Matricca M = Smott Smotz Smo+t
Smo+t-1 Smo+t Smo+2t-1

este nesingulard dacd au intervenit t erori si este singulard dacd au in-
tervenit mai putin de t erori.

Demonstratie: Tinand cont de forma sistemului (1), este posibila descom-
punerea matricii M in produs de 3 matrici M = ABAT unde:

1 ] 1 - vm

X, X, X, h 3(1 Y. (3{,,1 (())
A=| Xt X} X | B= e

Ylt_l Xé—l Xt—l 0 0 },Q‘Y;m

) . X,

M este nesingulard dacd cele doud matrici din descompunere sunt
nesingulare. Matricea A este nesingulard dacd gi numai dacd valorile
X, (1 €1 < t) sunt distincte si nenule, deci daci au intervenit ¢ erori.
Matricea B este nesingulard daca toate elementele de pe diagonala sa

principald sunt nenule, deci daci toate perechile (Y;, X;) 1 <7 <t sunt
nenule - adicd au aparut t erori. a

Aplicarea algoritmului Peterson se face in felul urmator:
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1. Folosind polinomul receptionat {r(X)}, se determina

Sj :T(C’j)a J=mg,mo+1,...,mo+ 2t — 1.

2. Se studiaza compatibilitatea sistemului

Sj(—l)tat + Sj.*.l(—l)t_IO't_] + ...+ S]'.H_l(—l)O'] + Sj+l = 0,
mog< ) <mo+t—1.

Daca matricea M a acestui sistem este nesingulara, inseamna ca au

aparut t erori. Dacd M este singulara, atunci se observa ca oy =0

(deoarece o, = X;X;...X;) si - dupa ce se inlocuiegte o, = 0 -

se obtine un nou sistem liniar format din primele t — 1 ecuatii, cu
primele t — 1 necunoscute.

Se studiazd matricea acestui nou sistem. Daca ea este nesingulara,
Inseamna ca au aparut ¢ — 1 erori. Daca si aceasta este singulara,
cum o,_; = 0, se repetd procedeul.

Primul sistem compatibil (cu matricea nesingulara) care se obtine

va da numarul & < t de erori care au intervenit in transmisie,
precum si valorile

(—1)or, (=1)%02,..., (1) 0.
Se introduc valorile determinate mai sus in polinomul
P(X)=XF4+ (=D X1+ ...+ (=1D)* o1 X + (=1)Foy
si se afli cele k radicini Xy, X,,..., Xy € GF(q™) ale ecuatiei

P(X) = 0 (prin diverse metode, eventual chiar prin simpla verifi-

care a ecuatiei cu toate elementele din GF'(¢™)). Aceste radacini
vor da localizarile erorilor.

De remarcat ca ordinea de notare a radacinilor X;, X,, ..., X este
neesentiala.

Se introduc aceste solutii in ecuatiile sistemului
k
E X! =5, j=memo+1l.....,mog+k—1
=1

si se determina valorile erorilor Yi, Y,, ..., Y.

k
. Se calculeaza astfel polinomul eroare e(X) = Z Y; X% unde X; =

i=1
a” (i = 1,...,k). Acesta se scade din polinomul receptionat si se
obtine cuvantul - cod transmis:

{r(X)} = {e(X)} = {r(X) — e(X)} = {F/(X)}.
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Exemplul 8.4 Fie codul BCH definit de rdddcinile a.a?, o a*,a’a®
unde o € GF(2%) este element primitiv, rdddcind a polinomului 1 + X +
X4 (Ezemplul 7.3, Capitolul 7). Am ardtat (Ezemplul 8.3) cd acest cod
este capabil sd corecteze mazrim 3 erori independente.

Sd presupunem cd au apdrut doud erori, pe pozifille o> si o'® (adicd
pe pozititde 4 s 11) ale cuvantulut transmes. Ele sunt reprezentate prin
polinomul eroare e(X) = X3 + X0,

Sd calculdm sindromul (pentru operatile folosite, a se vedea Exemplele
4.8 i 4.9, Capitolul 4):

S1=r(a) =e(a) = a® +a'? = a'?;
Sy = (5) = o = o¥;
Si=ra®)=e(@®>)=a’+a?® =a’+a’ =0’
54 — (5'2)'2 - alB = a3
Ss =r(a®) =e(e®) = a'® + a*® = a’ + a® = a'%;
Se = (S3)* = o™

Observdm cd intr-o situatie reald, nu se va sti unde sunt localizate
aceste erort gi dect - in cazul in care au intervenit doud erori pe pozitile
a® si a'® (care nu se cunosc incd) - din vectorul receptionat se obfine
direct sindromul

S = (51,59, 53,54, S5, 5) = (a'2,a°,a", a3, a!% o),
fard sd gtim din combinatitle cdror localizdri ale erorilor provin aceste
componente ale sindromului. '

Sd considerdm sistemul de ecuatii
5103 4+ 5200+ 5300 = 54

Sy03 + S302 + S40q Ss
Sy03 + S402 + Ssoy = Sg

adicd
a'?o3+ a0y + a0y = &
ooy +a’os+a’c, = a'°
a’oy + a’oy + a0 = o't

Inmulfim cele trei ecuatit ale sistemulut respectiv cu

o " =0ad a?=al? a0 =@
gt obtinem:
o053+ alo, +o0; = all
abos+atoy+oy = o
a?o3+dfoy+0y = of
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Adundm prima ecuatie la ultimele doud st atunci

{ 0903 + 0100-2 =

o
a0z + a0, = o

Deoarece a doua ecuatie se obfine din prima prin inmulfire cu o®, ele nu
sunt independente; deci au apdrut mai putin de 3 erori. Facem 03 =0 g1
a doua ecuafie va da 03 = a'®. Din prima ecuatie a sistemului se ajunge
la a® + oy = a'!, adicd oy = a'?.

Deci, in acest caz k = 2, 01 = a'?. 0, = o'®. Se ajunge la ecuatia
X2+ 0 X 4+0, = X2+ aX 4+ o' = 0. care are ca rdddcini X; =
o, X, =o'

Am redescoperit astfel cele doud localizari ale erorilor. Codul fiind
binar, corectarea se face imediat: se modificd (din 1 in 0 sau din 0 in 1)

bitii de pe pozitiile 4 respectiv 11 din cuvantul receptionat.

Exemplul 8.5 Fie codul BCH definit de rdddcinile a,a?, o o' unde
a € GF(2%) este rdddcina polinomului 1 + X + X*. Acest cod are n =
15, mo =1, mg+2t—1 =4, dect t = 2; codul poate corecta in mod sigur
cel putin doud erori independente. Sd presupunem cd s-a recepfionat
cuvantul
r = 100100110000100.

Sa determindm cuvdntul - cod transmus.

Polinomul corespunzitor este r(X) = 1+ X3+ X+ X7+ X'2. Com-
ponentele sindromului sunt

S =r(a) =a°, Sy =r(a?)=(5)* = a°,
Sy =r(a®) = al, Sy=r(a*)=(5)=a"
Trebuie rezolvat sistemul
510'2 + S‘zdl = 53 .o 000'2 + 000'1 = (14
adicd 0 4 o
Sy09 4+ S0 = Sy ooy + a'o; = «

de unde se obfine 0y = o, 03 = a.

Polinomul de localizare a erorilor este X? + o, X +0, = X?+ X + «,
cu rdddcinile X7 = a’, Xy = o°. Au apdrut deci doud erori, pe pozitiile
8 51 10. Pentru cd suntem in cazul binar, Y|, = Y, = 1; vectorul - eroare
obtinut este e(X) = X7 + X®, deci cuvdntul - cod transmis este

{f(XO} = {r(X)} = {e(X)} = {r(X) +e(X)} =1+ X7+ X+ X°+ X2,
adicd f = 100100100100100.
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8.3 Decodificarea codurilor BCH binare

Dupa cum s-a observat, in cazul codurilor BCH binare este suficient sa se
localizeze eroarea; corectarea se face imediat prin complementarea bitilor
aflati pe pozitiile respective. Dupa determinarea valorilor oy, 0,,..., 0y,
algoritmul Peterson nu expliciteazd modul de rezolvare a ecuatiei de lo-
calizare al erori, care uneori poate fi dificil de prelucrat.

Un procedeu eficient de determinare a pozitiilor erorilor pentru co-
durile BC'H binare a fost realizat de Chien.
Fie polinomul (de localizare a erorii):

S(X) = (1—X1X)(1—X2X) ce (1—XtX) = 0'0+0'1X+O'2X2+. . .+0'1Xt

unde
0'0:1
01:4X1+4X—2+...+1¥t

o =X1X,... X,

(operatiile fiind efectuate in binar, semnul — este asimilat cu +).

Radacinile acestui polinom sunt inversele localizarilor erorilor X!
(1<i<t).

Procedeul lui Chien de corectare a erorilor pentru codurile BCH
binare, este urmatorul:

Fie r = rory...7rh-1 cuvantul receptionat; componentele lui se vor
decodifica pas - cu - pas (pe mésurd ce sunt receptionate).

Sa consideram primul bit primit 7,_; si sd cercetam daca el este corect
sau nu. Aceasta este echivalent cu a verifica dacd o™} este o localizare
a eroril, sau daci a~ (1) = q este o ridicini a polinomului S(X) de
localizare a erorii.

Daci o1a + 0,02 + ...+ 00! = 1 adicd S(a) = 0, atunci a intervenit
o eroare pe pozitia o™~ ! si deci componenta 7,_; trebuie corectata.

Dacd o1a + 0ya% + ... 4+ 0,0’ # 1 adicd S(a) # 0, atunci r,_; s-a
receptionat corect.

Procedeul se repetd: in general componenta receptionata r,_, este
corectd dacid a("~%) = o° nu este radicina a polinomului S(X), adici

010’ + 00" + ...+ 00" £ 1.

In caz contrar, r,_, va fi corectatd in r,_, + 1 (mod 2).
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Algoritmul lui Chien este deci:

1. s:=0;
2. while s < n do

(a) s:=s+1;
(b) Se calculeazi P := 0,0° + 020%° + ... + 0,a'%;

(¢) Se decodificd a,_s := rp_s + v unde

_J 0 daca P#1
"Z11 daci P=1

Circuitul liniar care implementeaza acest algoritm este:

— — 1
0'1| 0'2]... (e} .
1 ZaiQSi
=1
() =) b
TosT1y---yThn—1

Cele t circuite din stanga realizeazd la fiecare tact multiplicarea cu .

La momentul initial blocul A calculeazd suma oja + 00% + ... +
oo dand la iesire valoarea 1 (scalar) daci aceastd suma este egald cu
1=(1,0,....0) 5i 0 (scalar) dacd suma anterioard da orice element din

GF(2™) diferit de 1. In functie de acest rezultat, componenta r,_; este
schimbata, respectiv pastrata.

La momentul urmitor, blocul 4 calculeaza suma o,a? + 030 + ... +
o.a%. Dacd aceastd suma este 1, a? este radacind a polinomului de
localizare a erorii S(X), deci a=2 = a™"2 este o localizare a erorii. In caz
contrar, suma este diferitd de 1. La iegirea din blocul A se obtine scalarul

1 respectiv 0 - componenta r,_, fiind modificata respectiv pastrata.

Exemplul 8.6 Fie a € GF(2*) primitiv, rdddcina polinomului 1 + X +
X1. Sd presupunem cd se gtiv oy §1 04. Circuitul care multiplicd cu o este
(Capitolul 4, Exemplul 4.8) circuitul de imparfire cu m(X) = 1+ X + X*:
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e e WY

Circuitul de inmultire cu o este ~ conform egalitdfii
a’(a; + aya + aza? + a403) = @10 + aa® + aza? + a40® = a3z + (az +
ag)a+ (a1 +aq)a® + ay0® urmdtorul (vezi si Ezemplul 4.10, Capitolul 4):

Lmﬁ

7

Initial in elementele de inmagazinare ale celor doud circuite se afld o,
respectiv o,.
Pentru cazul binar vom nota cu

x; ——

X2

X1 VX2V...VXp

Xn ——

dispozitivul “sau” care da valoarea (scalar) 0 dacd st numar dacd
X1 =X2=...=Xp=0,

l'_" >—T

$t cu

dispozitivul "not”.

Atunci, circuitul de implementare a procedeului Chien de localizare a
erorit este dat tn Figura 8.1:

In acest circuit, cele patru elemente de inmagazinare din stanga for-
meazd circuitul de inmultire cu o (unde initial se introduce o,), iar cele
patru elemente din dreapta formeazd circuitul de inmultire cu o?, aranjat
in ordine inversd (unde oy se introduce initial de la dreapta spre stanga).

De asemenea, ezistd un element de inmagazinare care confine numai
valoarea binard 1, pe care o furnizeazd la fiecare tact.

Initial, circuitul functioneazd odatd la momentul 0 fird a introduce
nimic de pe canal (pentru “amorsarea” in elementele de inmagazinare a
coeficientilor pentru oja respectiv g,a?).
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Figura 8.1:

@Lﬂé}iﬂ Hll—T §

®
)
T
(T
W)

el
{—’0
T0,Tiy.++sTno1 .—\;§

La momentul urmdtor se incepe procesul efectiv de decodificare. Dacd
r._1 a fost perturbat. atunci o™~ este localizarea erorii, adicd a este
rdddcind a polinomului de localizarc a erorii gt avem 1 +o1a+00% = 0.
In acest caz, la intrarea in sumatorul "sau” este vectorul 0 = (0,0,0,0),
tar la iesire scalarul 0. Dupd complementare se obfine scalarul 1, care se
adund (pentru corectie) la r,_;.

Dacd r,_, este corect, la intrarea in sumator se ob{ine o valoare
nenuld. deci iegirea va fi 1 - care prin complementare este 0 g1 r,_;
ramane nemodificat. ‘

8.4 Exercitii

8.1 Sd se verifice valabilitatea descompunerii M = ABAT din demons-
tratia Teoremet 8.5

8.2 Fie a € GF(2™) (m > 2) primitiv. Sd se arate cd polinoamele
minimale m;(X) st ma(X) au acelasi grad.

8.3 Construiti un cod BCH binar corector de 2 erori, de lungimen = 11.
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8.4 Construitt un cod BCH ternar de lungime n = 26 g1 d = 5.

8.5 Sd se determine polinomul generator si cel de control pentru codul
BCH binar corector de 3 erori de lungime
(a)n=15 (b) n = 31.
Codificatt mesajul de informatie 11...1.

8.6 Caracterizati codurile BCH care sunt contin toate elementele ezten-

ster Galois GF(q¢™).

8.7 Dacd g(X) = 1+ X* + X® + X7 + X® este polinomul generator
al unut cod BCH binar de lungime 15, sd se cerceteze dacd urmdtoarele
secvente sunt cuvinte - cod:

(a) 011001011000010; (b) 000111010000110;

(c) 011100000010001: (d) 111111111111111.

8.8 Aflati raddcinile polinoamelor cu coeficienti in GF(2*) (a este rddd-
cina polinomulut 1 + X + X*):

X2+ a*X + ol X2 +a"X +a?, X%+ X +a°

X2 4 a8, X2 4 a%X, X2+ X 4+ ab.

8.9 Definim codul BCH de polinom generator g(X) = my(X)ms(X)
peste GF(2*) folosind elementul primitiv a, rdddcind a polinomului 1 +
X 4+ X*. Se receptioneazd cuvantul r si se calculeazd sindromul rH.

Stiind acest sindrom, localizafi - dacad este posibil — erorile in fiecare din
urmadtoarele cazuri:

(a) 01000101; (b) 11101000; (c) 11001101; (d) 01000000;
(¢) 00000100: (f) 10100100; (g) 00111101; (k) 00000000

8.10 Pentru codul BCH definit in exercitiul anterior, decodificajr mesajele:

(a) 110000000000000;  (b) 000010000100001; (c) 010001010100000;
(d) 110011100111000; (e) 110011100100000; (f) 111000000000001;
(g) 101110000000000; (k) 101010010110001; (i) 010000100000000;
(j) 010101001011000; (k) 110111011101100; (!) 101110000001000;
(m) 111001011000000; (r) 000111010000110.

8.11 I[n codul BCH binar de lungime n = 15, corector de 3 erori (vezi
FExemplele 8.3 51 8.4). sd se decodifice mesajele:
(a) 001000100000000; (b) 101011001000000.
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8.12 In codul BCH peste Zy de lungime n = 8, corector de 2 erori, sd
se decodifice mesajele

(a) 00100000;  (b) 12121212;  (c) 11211122;
(d) 02020202;  (e) 10201020;  (f) 22110011.

8.13 Fie a € GF(2%) primitiv, rdddcind a polinomului 1 + X2 + X5,
Se defineste un cod BCH de lungime n = 31 gt d = 5.

1. Sd se construiascd polinomul generator al codului:

9(X) = mi(X)ms(X).
2. 5d se decodifice mesajul 1001011011110000110101010111111.
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Coduri Reed - Solomon

9.1 Definirea codurilor RS

O clasa foarte interesanta de coduri ciclice a fost definita in 1960 de Reed
si Solomon. Numite in articolul initial codur: polinomiale, Peterson arata
un an mai tarziu ca ele sunt de fapt un caz particular de coduri BCH.
Constructia data de autori a fost urmatoarea:

Fiem > 2 g1 @ € GF(¢™) primitiv (deci ord(a) =n =q™ — 1).

Daci agay...ax_; € GF(q™)* este secventa de informatie, se de-
fineste polinomul A(X) = ag + a1 X + ... + ap_1 X* ! € GF(¢™)[X].
Codul polinomial va fi format de toate cuvmtele de forma

h(1)h(a)...h(a™ ).

Teorema 9.1 Un cod polinomial este un cod BCH peste GF(q™), defi-
nit de rdddcinile a,a?, ..., a""*.

gx

Demonstratie: In algebra polinoamelor modulo X* — 1 (n = ¢™ 1)
consideram clasa { f(X)} asociatd cuvantului - cod h(1)h(a)...h{(a™'):
F(X) = h(1)+h(0)X +.+h(a" )X = ag(1+X + X2 +4.. .+ X"~ 0
ay(l+aX +?X2+ ... +a" ' X" ) +ag(l +e?X + X2+ +
(@®X)Y) 4. tae (LT X + o+ (@F T X)),

Se stie ci toate elementele nenule din GF(¢™) sunt radacinile poli-
pomului X9 ' -1 = X" -1 = (X -1DAQ+X+X?+...+ X",
deci toate elementele din GF(g™) \ {0,1} sunt radacinile polinomului
1+ X +X?2+...+ X" ! Reamintim,0=00...0, 1 =100...0.

Prin calcul se obtine f(1) = ag, f(a™!) = —a1, f(a™?) = —ag,.
fla=+V)y = —ap_; s fla?)=0dacdn—1>7> k.

oay
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Dar cum o™ = 1, avem a™/ = o™/ si deci f(o') =0, 1 <i<n—k.
ad

In continuare vom numi aceste coduri Reed - Solomon, pentru care
vom folosi urmatoarea definitie:

Definitia 9.1 Fie a € GF(¢™) primitiv. Un cod cod Reed - Solomon
(RS) este un cod BCH de polinom generator g(X) € GF(q™)[X], definit
prin

g(X) = (X —a™)(X — amotl) .. (X — qme+i-?),

Deci, diferenta fatd de codurile BCH generale este aceea ca un cod RS
este definit direct pe extensie, nu pe corpul de bazi. Astfel, la un cod
BCH cuvintele - cod sunt din Z7, pe cand la un cod RS, ele sunt din
GF(q™)". Cum si GF(q™) este corp, toate proprietatile codurilor BCH
se pastreaza si in cazul codurilor RS.

Deoarece au fost studiate (si utilizate) numai codurile Reed - Solomon
de caracteristicd 2, vom considera in continuare cazul ¢ = 2.

Exemplul 9.1 Fie GF(23) generat de rdddcina o a polinomului 14+ X +
X3, s1 sd considerdm codul RS definit de polinomul g(X) = (a+ X)(a?+
X) =a®+a' X +X?. Acesta este un cod ciclic de lungimen =7, k=5 i
d = 3. Folosind definitia din Capitolul 5, secfiunea 5.3, se poate construi
matricea generatoare a codului:

ad a1 0 0 0 O
0 & «* 1 0 0 O
G = 0 0 &> o* 1 0 O
0 0 0 ¢ o* 1 0
0 0 0 0 o ot 1

Codul are 8° cuvinte, obfinute prin inmulfirea cu g(X) a tuturor poli-
noamelor din GF(2%)[X] de grad cel mult 4 sau - echivalent - din tnmul-
tirea cu matricea G a tuturor cuvintelor din GF(2%)®.

De eremplu, codificarea mesajului de informafie a = 1a00a>, sau
a(X)=1+aX +a*X? estea(X)g(X)=14+a+(a+*) X +aX>+
M+a)X 4+ X5+ (1+a) X8 =+ a*' X+ aX? + a8 X + X5+ o3 X6
(respectiv a*0ataa®1a®).

O matrice de control foarte simpld se obtine folosind (conform cu 7.3,
Capitolul 7) rdddcinile o s1i o? ale cuvintelor - cod (reamintim, o’ = 1):

H:(l a a? o® ot & 016>-

1 a2 ot a® a & o&°
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Teorema 9.2 Distanfa minimd a unui cod RS ested=n — k + 1.

Demonstratie: S3a notam - temporar - cu dy distanta minima a unui
cod. Conform Teoremei 2.9 (Capitolul 2), dy < n — k + 1. Cum intr-un
cod RS, grad(¢(X)) =n—-k=d—1, vom avead =n — k+ 1. Din cele
doud afirmatii rezultd dy < d. Pe de-alta parte, din Teorema 8.2, cum
codul RS este un caz particular de cod BCH, rezultad dy > d. a

Din aceastd teoremad rezultd cd un cod RS are distan{a mazimd se-
parabild (se mai spune ca este un cod DMS).

9.2 Coduri RS scurte

Deoarece a € GF(2™) este primitiv, toate cuvintele unui cod RS au
lungimean = 2™ — 1 sik=n—d+1 = 2™ — d simboluri de informatie.
Uneori 1nsa sunt necesare coduri RS ale caror caracteristici s nu fie de
aceastd forma. Ele se obtin astfel:

Fie C un (n,k) - cod RS de distantd minima d si s (1 < s < 2™ — d)
un numar intreg. Se construiegte codul RS scurt C(s) format din toate

cuvintele lui C care au 0 pe ultimele s pozitii, dupa care aceste s pozitii
se ignora.

Exemplul 9.2 Fie codul C dat de g(X) = a+ X, unde a este rdddcina
ecuafier 1 + X + X? = 0 care genereazd GF(2%). C are decin =3, k=
2, d =2 g1 16 cuvinte - cod. Codul C(1) se objine ludnd toate cuvintele

lui C care au O pe ultima pozitie (acestea sunt 000, a10,a%a0,1a0), din
care se elimina ultimul caracter.

Deci C(1) = {00,al,a’a.1a}.
Atentie: Ultima pozifie nu inseamnd ultimul bit. Fiecare element din

cuvant are aict doud pozifit binare. Astfel, cele patru cuvinte - cod alese
din C au reprezentarea binard

000000, 011000, 110100, 100100
iar codul scurt, reprezentat in binar este C’(l) = {0000,0110,1101,1001}.
Din definitie,
C(s) = {b € C|grad(b(X)) < n — s}.
Dacd g(X) este polinomul generator al codului Reed - Solomon C,
atunci C(s) contine toate polinocamele de forma b(X) unde b(X) =

a(X)g(X), grad(a(X)) < k —s = 2™ — d — s (deoarece grad(g(X)) =
d-1=n-k).

De aici rezultd cd matricea generatoare a unui cod RS scurt C'(s) este
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Xk 1g(X)

obtinutd din matricea generatoare a codului C' prin eliminarea ultimelor
s linii. Numarul de simboluri de informatie este egal cu numarul de linii
din G, decik; =k —5=2™ —d — s.

Sa notam acum cu d respectiv d, distantele minime ale celor doud
coduri. Se observa cd Vcy,cz € C(s), ¢ =¢100...0,c5 =¢200...0 €
C si deci d(c1,c2) = d(c],c5), adica d; > d.

Pe de-altd parte (Teorema 2.9, Capitolul 2), dy < ny, -k, +1 =
2 —1-s—-(2"—-d—3s)+1=4d, decid; = d.

Din cele aratate mai sus putem enunta teorema:

Teorema 9.3 Fie C un (n,k) - cod RS cu distanta minimd d g1 C(s)
codul sdu scurt, cu parametrii ng, ks, ds. Atunci

ng=2"—-1-s, k,=2"-d-s, d,=d
gt C(s) este un cod DMS.

Observatie: Alte coduri scurte se pot obtine eliminand orice combinatie
fixd de s elemente din cuvintele unui cod RS. Se poate vedea imediat ca
proprietatile aritate mai sus nu se schimba.

Exemplul 9.3 Plecind de la codul RS din Fremplul 9.1, codul scurt

(C(2) va avea ca matrice generatoare matricea G fdrd ultimele doud linii
st coloane,

@ a1 0 0
G = 0 a® a* 1 0
0 0 & oa* 1

iar ca parametring = 5, k; =3, dy = 3.

9.3 Decodificarea codurilor RS

Fiind cazuri particulare de coduri BCH, codurile RS se pot decodi-
fica folosind direct algoritmul Peterson (Capitolul 8, Sectiunea 8.2). Sa
reludm detaliat pe un exemplu aplicarea acestui algoritm.
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Exemplul 9.4 Fie g(X) = (1+ X)(a+ X)(a?+ X)(a® + X) unde a €
GF(2%) este rdddcina (primitivd) a polinomului 1 + X + X3. Codul are
distanta minima d = 5, deci poate corecta cel mult 2 erori independente.
Mai stim cd:
P=l4+a ol=o+4+0a* P=14+a+a? af=1+0a%

Sd presupunem cd s-a receptionat cuvdintulr = a®aa’a®10a®. Pentru

decodificare se aplicd urmatorii pagi:
(1): Se calculeazd cele patru sindromuri:

So=v(@®)=c®+a+a®+a®’+1+0+a’ =1+’ +a+1+a+
a?+a?+1+4a%=1;

Si=v(@)=a®4+a’+a"+a®+a*+0+a® =0

So=v(@)=a®+a*+a®+a®+a¥+ 0+ =0a?

S3 =v(a®) = af + ot +a“+a“a12+0+a =1.

(2) Deoarece rangul matricii < S ) ( ) este 2,
1

cuvantul r are doud erori; cum distanfa minimd este 5, ele pot fi corec-
tate.

(3) Se rezolvd sistemul liniar

{ SOdZ + Slgl = 52 L { (o)) + a30'1 = 013
adica

510'2 + 520'1 = 53 0’30'2 + 030'1 = 1

Adundnd cele doud ecuatii, se obfine (1 + a®)o, =1 + a3, deci 0, = 1.
Inlocuind in prima ecualie, avem a’c; = o> + 1 = a, de unde, prin
inmultire cu o se ajunge la 0y = o.
(4) Polinomul de localizare a erorii este o(X) = X*+01X +0, =
X%+ a5X + 1. Prin incercdri se obfine o(a) = o(a®) = 0, deci cele doud
erori sunt pe pozititle X, = a, X, = a®.

_ . X2 X3 i\ _ ([ S\,
(5) Se rezolvd sistemul liniar ( X, X, . Y, ] \s )

detaliind, acesta se are forma:

{Yl+ Y, = 1

aY; + Y, = @

Inmultind a doua ecualie cu a §i adundnd-o la prima, se obfine a®Y; =

a®, deci Y; = of. Dupd inlocuire in prima ecuafie, se determind st
Y, = a?.

(6) Rezumdnd, au apdrut erorile of pe pozitia 1 si a® pe pozitia
6. Deci eroarea este e = 00°0000a?, iar cuvintul - cod trimis a fost

c=r+e=a%"c*a’100.
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9.4 Alta constructie a codurilor RS

Plecand de la constructia initiala, se poate realiza gi o altd definitie pen-
tru codurile RS. Ea se bazeazd pe o modalitate diferita de reprezentare

a cuvintelor din Z7', anume considerand polinoamele ca functii (polino-
miale).

Definitia 9.2 Fie S C GF(2™). Doud polinoame p(X), g(X) reprezintd
aceeagi functie polinomiald : S — GF(2™) dacd $i numai dacd V8 €

S, p(8) = q(B).

Exemplul 9.5 Fie S = GF(2%), construit folosind rdddcina primitivd
a a polinomului 1 + X + X3. Definim functia f : S — Z, prin

X|Olaa2a3a4asa6
1 1

FX)[0 0 0 1 0 0

Atunci f(z) se poate reprezenta prin

ve = f(0)f(1)f(a)f(a®) f(a®) f(a*) f(a®) f(a®) = 00110100.

Exemplul 9.6 Fie S = GF(2%) si functia f : S — S definitd v =

a'01a?1a00. Folosind metoda coeficientilor nedeterminati, pe baza valo-

rilor punctelor din S, obfinem reprezentarea lut f sub formd de polinom:
f(X)=a'+a?’X +a*X? + X2,

Multimea A = {f(X) € GF(2™)[X]|gred(f(X)) < k—1} se poate struc-

tura ca un spatiu liniar de dimensiune k, cu baza {1, X, X2,... X1},

Deoarece toate aceste polinoame pot fi considerate functil definite pe o

anumitd multime S C GF(2™), vom numi A "spafiul functiilor pe S™.
De remarcat ci in aceastd fazd S nu este definit explicit.

Teorema 9.4 Fie mulfimea S, card(S) = n gi k < n. Mulfimea tuturor
functilor : S — GF(2™) reprezentate prin polinoame de grad < k — 1
formeazd un spafiu liniar de functii, cu baza {1.X,..., X*7'}.

Demonstratie: Evident, orice polinom de grad cel mult £ — 1 este gene-
rat de {1,X,...,X*'}. Tot ce trebuie aritat este cd fiecare functie
polinomiald f : S — GF(2™) are o reprezentare unicd sub forma de
polinom.

S& presupunem (prin absurd) cd p(X) si ¢(X) sunt egale ca functii pe
S. Deci Va € S, p(a) = ¢(a). Dar atunci p(X) — ¢(X) este un polinom
de grad < k care are n (n > k) radicini, deci p(X) — ¢(X) = 0, adica
p(X) = ¢(X). o
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Exemplul 9.7 Fie S = GF(2?) construit folosind rdddcina o a ecuatiei
14+ X + X3 =0, s sd considerdm toate polinoamele din GF(23)[X], de
grad cel mult doi. O bazd pentru acest spafiv de funclii este {1, X, X?},

cu reprezentarea corespunzdtoare:

1 — 11111111
X — 01aa2aaa4a506
X? — 0la’ataban’a’®

Atunci, orice polinom f(X) = ag + a1 X + as X? considerat ca o functie
polinomuald, poate fi reprezentat sub formd de vector prin

1 1 1 1 1 1
a

2 a3 a4 5 6

2 6

ve = (ag a1 az) a a
o ot ¢ a o o

o O -~
ek

Sunt 8% = 512 astfel de functii polinomiale.

Teorema 9.5 Spatiul functidlor pe S C GF(2™) (card(S) = n) dl tu-
turor polinoamelor din GF(2™)[X] de grad < k — 1 formeazd un (n, k) -
cod lintar DMS.

Demonstratie: Alegem o multime cu n elemente S C GF(2™), si con-
sideram spatiul liniar al tuturor functiilor polinomiale p: § — GF(2™)
de grad cel mult £ — 1. Lungimea fiecarui cuvant - cod este n, iar dimen-
siunea spatiului este k (cu Teorema 9.4). Mai ramane de aratat cd acest
cod este DMS (are distanta maxima separabila), adica d = n — k + 1.
Pentru aceasta, sa observam ca orice polinom p(X) are maxim k& ~ 1
radacini distincte; deci reprezentarea vp are cel mult k& — 1 zero-uri,
adicd w(vp) >2n—k+ 1. In particular, d = min(w(vp) > n —k+1. Pe
de-altd parte, conform Teoremei 2.9, (Capitolul 2) d < n — k + 1, deci
d=n—-k+ 1. O

Fie n un divizor al lui 2™ — 1 §1 § = {a € GF(2™)|a™ = 1} multimea
radacinilor de ordinul n ale unitatit din GF(2™). Evident, S contine
toate raddcinile din GF(2™) ale ecuatiei X™ + 1 = 0 si - fiind un corp
finit - contine cel putin un element primitiv (Teorema 7.1, Capitolul 7).

Teorema 9.6 Fie p(X),q(X) € GF(2™)[X] 1 S € GF(2™) multimea
rdddcintlor de ordinul n ale unitdfii. Atunci p(X) gt q(X) reprezintd
aceeagt functie f : S — GF(2™) dacd g1 numat dacd

p(X)=q(X) (mod X" +1).
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Demonstratie: " <=": Fie ¢(X) = A(X)(X™ + 1) + p(X). Atundci
pentru orice @ € S avem ¢(a) = h(a)(1 + a™) + p(a). Dar 1 + o™ =0,
deci g(a) = p(a).

" =":  Fie a € S primitiv. Deci orice element din S are forma
a' (0 < i < n). Dacd g(a') = p(a'), atunci o' (0 <7 < n) sunt radicini
ale polinomului p(X) — ¢(X). Putem scrie atunci

P(X) = ¢(X) = h(X) [ J(1 + &) = AX)(X™ +1). D

Teorema 9.7 Fie S multimea rdddcinilor de ordinul n ale unitdtii din
GF(2™). Atunct spatiul functiilor tuturor polinoamelor din GF(2™)[X]
de grad < k —1 pe S formeazd un (n, k) - cod ciclic peste GF(2™).

Demonstratie: Sa notam cu C acest spatiu liniar, g1 fe S (ca in ipotezd)
generat de un element primitiv a. Atunci, daca p(X) € GF(2™)[X] este
un polinom de grad cel mult k — 1, avem vp = p(1)p(a)...p(a™ ') € C.
Fie ¢(X) = p(aX). Cum grad(q(X)) < k — 1, rezulta vq € C. Dar
g(L)g(e)...g(a"") = p(a)p(a®)...p(e")p(1) € C,

care reprezintd — conform definitiei - un cod ciclic. i

Exemplul 9.8 Sd considerim GF(23) construit ca in Ezemplul 9.7 i
S spatiul rdddcinilor de ordinul 7 ale unitatii, generat de a. Fie de
ezemplu p(X) = a*+a? X +a3 X%+ X3, care are reprezentarea 01a*1a00.

Permutarea ei ciclicd este 1a*1a000, care corespunde functiei p(aX) =
al+ a3 X + o’ X2+ a3 X3,

Exemplul 9.9 Fie GF(2*) construit cu rdadicina a a ecuatier 1 + X +
X1 =0 st fie B = a® o rdddcind de ordinul 3 a unitdtii. Deci S =
{1,0°, a!%}.

Pentru k = 1 se obtine un cod cu repetifie de lungime 3.

Pentru k = 2, codul este generat de toate polinoamele p(X) = ap +
a1 X € GF(2%)[X], considerate ca funcfii : S — GF(2%). De exemplu,
pentru p(X) = a® + o'°X, objinem cuvdntul - cod

vp = p(1)p(e®)p(a’®) = a’al’e’.
Definitia 9.3 Fie polinomul V(X) = Vo + Vi X + ...+ V1 X" €
GF(2™)[X] si @ € GF(2™) o rdddcing primitivd de ordinul n a unitdfii.

Spunem cd v(X) =vo+viX + ...+ vp_1 X" ! este "transformata” lui
V(X) daca

n—1

Vi) = S Vie =, =01,

=0
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Altfel spus, daca se noteaza cu

1 1 1 1

-
QNQ
R R
S
S 2
i

AMn.n =

atunci
(Vo V1 PN Vn—l)Mn,n = (Vo vy, ... Vn—l)-
Matricea M, , este numita transformata Fourier finitd. Ea este nesin-
gulard, deci se poate scrie (Vo V1 ... Vp_1) = (vovy ... vn__l)Mn‘,,l1

sau
\A E vja “Y = p(a).

Vom demonstra aceasta formula in mod direct, fara a folosi inversa
matricin M, ,.

Teorema 9.8 [ie a € GF(2™) o rdddcind primitivd de ordin n « unitd-
tie. Dacd vy = V(a?) pentru VIX)=Vo+ Vi X +...+ V1 X"t e
GF(2™)[X], atunci Vi = v(a™") unde v(X) = vo+viX+...+vp_ 1 X1,

Demonstrajie: Deoarece « este primitiv, el genereaza grupul multiplicativ
S={1,q,...,a”'}. Conform Teoremei 7.3 (Capitolul 7), orice element
din S este radacina a ecuatie1 X® — 1 = 0.

Din (X — I)(X™ '+ X™?2 4+ ...+ X +1) = 0 rezultd cd o este
radicina pentru X — 1 = 0 cand p = 0 respectiv pentru (X — 1)(X™! +
X" 24+ X + 1 =0 cand p # 0. Altfel spus. vm avea

Za (k—i)j _ { n (mod2) pentru k=1

pentru k #1¢
Atunci -
-1 n—1 n-1 n—-1 n-1
v(a™) = ZVja_ij = Z (Z Vkakj> a v = Vi (Z a(k_i)J) =
7=0 7j=0 \k=0 k=0 7=0
V. B
Deci, fiind dat un vector de valori (vg,V1,...,Vn_1), se pot regasi

coeficienti polinomului V(X) = Vg + V1 X 4+ ... + Vo1 X™ 1 lucru
esential In definirea unui algoritm de decodificare.

Teorema 9.9 Fie S C GF(2™) multimea raddcinilor de ordinul n ale
unitdfii din GF(2™), generat de rdddcina primitivdi o € GF(2™). Spatiul
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liniar al functiilor polinomiale de grad < n—d+1 pe S formeazd un cod
ciclic DMS cu polinomul generator

9(X) = (@ + X)(a? + X)... (a1 + X).

Demonstratie: Functia polinomiald V(X)) a cdrei transformata corespun-
n-1
71 l

v( X'. Deoarece g(af) =

de lui v(X) = a(X)g(X) este V(

M

1=0
0(1<p<d-1), vomaveav(a"')=0pentrui=n—d+1,n—d+
2,...,n—1. Rezulta cd pentru orice i (n—d+1 <1 < n—1), coeficientul
lui X* din V(X) este zero, deci V(X) are gradul < n —d + 1. 0

Dacd se tan = 2™ — 1, se ajunge la o altd modalitate de constructie a
codurilor RS, bazata pe altid matrice generatoare (deci o altd dispunere
a caracterelor de informatie).

Exemplul 9.10 Fie o rdddcina polinomului 1 + X + X3, cu care se
construtegte GF(2%). Considerdm codul RS de polinom generator g(X) =

14+ X)a+ X)e?+ X))+ X) =a®+°X +° X%+ o?X3 + X4
(care corespunde reprezentdrii a®a®a’a?100). Transformata lui g(X)

este polinomul G(X) = 29(07'i)X

1=0
Pentru cd g(a®)g(a)...g(a®) = 00001aca®, avem
G(X) = g(1)X%4g(a™ )X +g(a™ )X +g(a" ) X° = a* X +aX?*+ X3
Se verificd usor cd G(X) este o functie polinomiald cu reprezentarea
G(a®)G(a)...G(a®) = a®a’a’a?100.
Putem gdandi acest cod RS ca spatiul tuturor polinoamelor de grade
1,2 gt 3, adicd
{Xp(X)|p(X) € GF(2%)[X], grad(p(X)) < 3}.
Baza pentru acest spatiu liniar este {X, X?, X3}, iar matricea gene-
ratoare se defineste imediat:

1 a o? a® o' o
1 o2 o' o® a & @°
1 o® o o2 & a o
Deci G(X) = a*X + aX? + X3 va avea reprezentarea
1 a o &® o' & af
(a®al)| 1 a® o' a® o @® & | =(ac®a®a®a’100).
1 & o o &° o o
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9.4.1 Algoritmul Berlekamp - Massey

Fie g(X) polinomul generator al unui cod RS, ¢(X) = a(X)g(X) un poli-
nom - cod transmis (care codificd mesajul de informatie a( X)), si v(X) =
c(X) + e(X) polinomul receptionat. Notam V(X),C(X) si E(X) trans-
formatele lui v(X).c(X) 51 respectiv ¢(X). Cum transformata Fourier
finita este o aplicatie liniard, se verifica imediat V(X) = C(X) + E(X).

Deoarece g(X) are d — 1 radacini consecutive o' (mg <1 < mo+d —
2), sindromul polinomial s(X) va avea s(a®') = e(a™') = E; pentru
n—mg—d+1 <1< n-—mg Decisindromul va putea determina d — 1
coeficienti ai transformatei E(X). Pentru ceilalti coeficienti va trebui sa
reludm polinomul de localizare a erorilor o(X) (din algoritmul Peterson
de decodificare a codurilor BCH).

o(X) are proprietatea ci o(a*) = 0 <= e, # 0. Deoarece E(a*) =
ex, vom avea o(a*)E(af) = 0 Vk, deci - lucrand in algebra polinoamelor

modulo X™ + 1:
{o(X)HEX)} =

sl
{o(X)HEX) {(Zm ) (ZEkx )}
unde ¢t = [(d — 1)/2]. Calculand in ambele relatii coeficientul lui Xt*+*
se obtine:

O'tEk + Ut—lEk+1 + ...+ UOEk+t = 0.

Pentru ca stim deja d — 1 valori consecutive ale lui Ey, putem de-

termina recursiv coeficientii o;, pe care 1i folosim la generarea tuturor
valorilor Ey.

De remarcat ca in [7] se defineste algoritmul Berlekamp - Massey sub
o alta forma.

Exemplul 9.11 Sd reludm codul RS definit in Fremplul 9.4, in care

considerdm cd s-a receptionat cuvintul v = a®aa®a’10e?. Deoarece
d =5, avemt < 2 5i Eg = v(a®) = 1, Eg = v(e) = o°, Es =
v(a®) = o3, E4 = v(a®) = 1. Polinomul de localizare a erorii este

o(X) = X?+ 01X + 0. Determindm a¢,0, ca in Ezemplul 9.4 si gdsim
oo =1, 0, = &®. Se poate determina astfel relatia de recurentd:
Ex = @’Ey;1 + Exy2.
Deoarece (Eg,Eg.Es,E4) = (1,0°%,0%,1), vom avea:
E3-—a E4+E5—a' +a —02
Es=c0’E3+Es =0 a*+1=0,
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E1205E2+E3=0+02:O(2.

Am delerminat transformata lui ¢(X), adicd F(X) = 1 + o?X +
a’ X3 4+ X4+ o3 X5 4+ 03X,

De aici rezultd e = (E(a®), E(a), E(a?),..., E(a®)) = 025000002,
deci cuvantul decodificat este

c=v+e=a%"a*a?100.

Pe de-altd parte. dacd s-ar fi folosit matricea generatoare din Erem-
plul 9.10, nu ar mai fi fost necesar sd se determine vectorul eroare e, ci
doar sd se calculeze toate valorile lui v(a¥). 0 < k < 6, din care se obfine
direct mesajul transmis; mai precis, se afla transformata lui v(X), care
se adund la transformata lui e(X):

vovi ... ve = v(a®)u(a®)v(a®)...v(a) = laca’la’a?,

EoE; ... Eg = 10%0a%1aa®, si deci

CoC1...C6=VoV1...Veg+EgE; .. . Eg = 0a*«1000.

S-a obtinut C(X) = a*X + aX?+ X®. Deci caracterele de informatie
sunt (a,a,1). De aici se obtine forma cuvdntului - cod transmis

c = a®a®a®a?100.

9.5 Stergeri

O stergere este o eroare detectatd, pentru corectarea ei trebuind deter-
minatd doar valoarea erorii. Numdrul locajier de stergere este pozitia
elementului perturbat. Acest numar este in general cunoscut (din citirea
fizicd a mesajului primit sau din structura codului).

Astfel, fie C' un cod RS peste GF'(2™) g1 sa consideram codul ¢
format din reprezentarea binara a cuvintelor codului C (fiecare element
din GF(2™) se scrie ca un cuvant binar de lungime m). Se defineste
si codul ¢’ obtinut prin adaugarea cate unui bit de paritate la fiecare
simbol din componenta cuvintelor codului C.

Exemplul 9.12 54 considerdm codul RS din Exemplul 9.2. Pentru a
forma (', se inlocuieste fiecare element 0,1, a, a* respectiv cu 000, 101,
011,110 (al treilea bit este bitul de paritate).

Astfel, pentru «10 € C avern 011101000 € .

Deoarece fiecare element dintr-un cuvant - cod ¢ € C este reprezentat
printr-un cuvant binar de lungime m + 1, cuvantul - cod corespunzator
& € C’ va avea lungimea (2™ — 1)(m + 1). Se observi ci fiecare element
nenul din ¢ este inlocuit cu un cuvant de pondere para. Deci, ¢’ va fi
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format din 2™ —1 cuvinte binare de lungimi m+1, fiecare de pondere para.
In acest fel, dacd in cuvantul receptionat v’ exista un grup de pondere
impara, stim ca a aparut o eroare printre cei m + 1 biti corespunzatori.
Considerat din nou ca un cuvant cu elemente din GF(2™), stim ca acest

cuvant are un element perturbat; nu cunoastem valoarea erorii, dar gtim
pozitia sa. Avem deci o “stergere”.

Exemplul 9.13 Reluand construcfia din exemplul anterior, sd presu-
punem cd s-a primit 011100000. Dect, au apdrut erori in al doilea grup
de 3 bifi (acesta are pondere impard), asa cd a! este un numdrul locatie:
de stergere. Stiind acest numdr, putem inlocui al doilea element cu O
(usureazd calculul sindromului), si vom incerca decodificarea lui v = a00
in cel mat apropiat cuvant - cod din C, stiind cd pozifia erorii este X; =
a.

Teorema 9.10 Fie C un cod RS peste GF(2™) de distan{d minimd d, st
v un cuvant recepfionat care are s glergert gi t erori care nu sunt gtergers.
Atunci v poate fi decodificat corect dacd 2t + s < d —1.

Demonstrafie: De remarcat ca in Teorema 2.13 (Capitolul 2), o conditie
mai slabd (t+s < d—1) asigura corectarea celor t erori, si detecteazad (nu-
mai) celelalte s stersaturi. Aceastd teorema realizeaza corectarea com-
pleta a cuvantului.

Fie B multimea pozitiilor stersaturilor si A multimea pozitiilor ero-
rilor; deci 4\ B este multimea pozitiilor erorilor care nu sunt gtersaturi.
Definim og(X) = H(ai + X)) ca fiind polinomul de localizare a gtersatu-

ieB
rilor. Atunci polinoemul de localizare a erorilor se poate scrie
oa(X) = op(X)oa\s(X).

Aflarea pozitiilor erorilor revine la determinarea radacinilor polino-
mului 04\5(X). Pentru aceasta se poate folosi algoritmul Peterson de
decodificare a codurilor BCH (Capitolul 8), cu cateva schimbari, cores-
punzatoare sindromurilor "modificate”.

Astfel, fie op(X) = Bo+ BiX + ...+ B X*7 ' + X* g1 og\5(X) =
Ao+ A X + ...+ A X+ XL

Similar algoritmului Peterson, vomn inmulti ambii membri ai egalitatii
op(X)oas(X) = 04(X) cu Vi X] (mg < j <mo+d—2) (reamintim, X
corespund locatiilor erorilor, iar Y; sunt valorile acestor erori).

Apoi se inlocuieste X = X; g1 se face sumadupa i =1,...,t+ 5. Se
obtine
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S;A0+S;+1A1+ . '+S§+g_1At—l+S;+t =0 (Tllo S] S m0+d—2),(1)

unde S;. sunt sindromurile modificate, de forma

SL = BySi + B1Sks1 + ...+ Bs_1Sk4s—1 + Skts- (2)

Pentru ca se stiu valorile lui 5; pentru j = mq,...,mo +d — 2 iar
By, By, . ... B,_; sunt cunoscute, se pot determina S;- pentru mo < j <
d—1—s. Deoarece 2t +s < d — 1, deci 2t < d — 1 — s, se poate rezolva
sistemul (1) scris matricial

! / ! /
Smo Sm0+1 Smo-H—l AO Sm.o+t
' ! Q! / .
Sm0+1 Smo+2 oo Omost Ay _ Smo+t+1 (3)
! !
Sm0+t—1 Smo+t o Smo+2t—1 At—l Smo+2t
cu t necunoscute Ag, A1,..., A;_1.
Dupa determinarea polinomului de localizare a erorlor, algoritmul
p
Peterson se poate aplica in continuare nemodificat. ]

Fie C un cod RS peste GF(2™), de polinom generator g(X) = (a™ +
X)...(a™*4=2 4 X). Se transmite cuvantul - cod c §i se receptioneaza
Vv cu s stergeri localizate in elementele multimii B = {X1,..., X,}.

Fie 0p(X) = B+ B, X +...4+ B,_; X*~ '+ X* polinomul de localizare
al stergerilor.

Polinomul de localizare a erorilor 04(X) = o4\p(X)op(X) se poate
construi afland o g\p(X) = Ao+ A1 X + ... + A1 X' + X* astfel:

—_

. Se calculeazd S; = v(a?) pentru j = mg, mo+1,...,me+d—2;
2. Se determina S’ (mo < j < mg +d — 2 — s) cu relatiile (2);

3. Se rezolva sistemul liniar (3) de necunoscute Ag, ..., A;—;.

Exemplul 9.14 Fie C codul RS peste GF(2*) construit de rdddcina o
a ecuafiei 1 + X + X* = 0, definit de polinomul generator g(X) = (1 +
X a+ X)...(a*+ X) s C’ codul binar asociat in care sunt codificate
mesajele. S-a primit mesajul

v/ =11101 11001 00101 00110 10010 0...0,
deci v = a!°0a%0a%a'%0...0.
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Singura gtergere localizatd este o', deci og(X) = a+ X.

Trebuie sd determindm polznomul de localizare a erorilor.

Din v(X) = a'® + o? X2+ o® X4 + o' X® calculdm sindromurile
So—a 51_0 q'z—a Q3:Q4,S‘|—:03.

Deoarece By = a 1 s = 1. relatia de recuren{d pentru sindromurile

modificate este  S; = BoS; + SJH =aS;+ 511 (0<5<3).
Se determind aetfel S, =a%. S =03 S,=0, S, =o'
Deoarece d = 5 avem t = 2, deci sistemul (3) este

(8 8)(8)-(%),
(5 3)( 1))

cu solutia Ag = o®, A, = al’.
S-a obfinut polmomul oa\8( X 8+ o' X 4+ X?. Dect,
oa(X) = op(X)oas(X) = ( X)(a®+a" X+ X?) = (a+ X)(®+
X)(a® + X).
Rezultd cd erorile sunt localizate pe pozifiile X, = a, X, = o3, X3 = of.
Mazi departe se lucreazd pentru determinarea valorilor erorior, folo-

sind algoritmul Peterson (sectiunea 8.2, Capitolul 8) si sindromurile ori-
ginale. Trebuie rezolvat sistemul:

1 1 1 Y1 0/5
a o o Y, = 0
o of ol Y, o3

cu solutia Yy = o', Yy =1, Y3 = a’.

Deci v(X) se decodificd in ¢(X) = v(X) + e(X) = (' + 2 X? +
S X+ oM X% + ("X 4+ X3 + 03X3), adicd ¢ = a'%a'?a’1a%10...0,
sau - tn C’: 11101 11110 00101 10001 00110 10001 0...0.

9.6 Exercitii

9.1 Construifi matricea generatoare gi listati toate cuvintele - cod ale
codului RS din Exemplul 9.2. Scriefi st forma binard a acestor cuvinte.

9.2 Fie codul definit de g(X) = (1 + X)(a + X)(a? + X)(&® + X),
bazat pe extensia Galois GF(2%) generatd de a, rdddcind a polinomului
1+ X + X3

1. Determinafi n, k,d $1 numdrul de cuvinte - cod.
2. Construiti o matrice generatoare gt o matrice de control a codului.
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3. Codificati mesajele de informatie 10a?, 111, o’a’ab.

9.3 Construifi codurt RS cu urmdtorit parametri:
(aym=2,d=3, mg=2: (b)m=3,d=3, mg=2;
(ec)ym=3,d=5, mg=0; (dym =4, d =15, mg=0;
(eym=25,d=17, mg=0.

9.4 Pentru fiecare cod determinat la exercifiul anterior determinati n, k
$t numdrul de cuvinte - cod.

9.5 Fie codul RS de polinom generator g(X) = (1 + X)(a + X)(a® +
X)(a® 4+ X)(a* + X)(e® + X) € GF(2Y)[X] unde a este rdddcina poli-
nomulut 1 + X + X*. Decodificati mesajele:
(a) 0a’ac’a®a?abal®a000000; (b) 1a*a’a0010ac®a®a’0a%q;
(c) @0a"0a'2a3310000000.

9.6 Fie codul RS generat de g(X) = (a+ X)(a? + X)(&® + X)(o* + X)
unde o € GF(2%) este rdddcina polinomului 1 + X + X*. Decodificati
mesajele: 001a2000°00000000;

00008030020 a®a®00000; a?01000%a’at?al'4000000.

9.7 Plecind de la codul RS din ezercijiul precedent, se formeazd co-
dul scurt A(4) de lungime n = 11 (si k = 7). Decodificali mesajele:
0010200a°0000; 0a!°0aa'®0a®a!’a*a®0; *0100a’a’al?a!100.
9.8 Ardtafi cd transformata Fourier finitd M, , este inversabild.

9.9 Fiind dat GF(2*) construit cu polinomul 1+ X + X3, gdsifi matricea
generatoare a unui cod DMS de lungime 7, pentru spatiul functiilor definit
pe S = GF(23)\ {0}, cu baza:

() {X, X2, X%) (B) {L,X, X%, X3, X%} (c) {X, X2, X).
Ardtafi cd toate aceste coduri sunt ciclice. Determinati polinomul
generator pentru fiecare cod.

9.10 Fiind dat GF(2%) construit cu 1 + X + X?, determinati pentru
fiecare G(X) reprezentarea vg:

(a) G(X) = X + aX? (b)) G(X) =1+ X%+ X4,
9.11 In aceleagi condifii din exercifiul precedent, determinali G(X)
stiind valorile lui vg:  vg = a’aa’0aba’a?; vy = a’a’aa’0e’l.

9.12 Folosind codul definit in Exemplul 9.14, decodificati mesajele:
(a) 11101 11110 11010 00111 11110 10100 10110 10100 0...0;
(b) 11000 00000 01010 11111 11011 00000 10001 00101 0. .. 0;
(¢) 00000 10000 10000 10000 00101 10100 11101 0...0.
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Capitolul 10

Alte clase de coduri ciclice

10.1 Coduri Hamming ciclice binare

Sa consideram spatiul nul al matricii

H=1aad*...a" ™)

unde a € GF(2P) este primitiv, deci n = ord(a) = 27 — 1.

Cum «a poate fi considerat ca un vector coloana cu p componente, H
este o matrice p x (2P — 1) in care toate coloanele sunt distincte. Acesta
este dupd cum se stie (Capitolul 3. sectiunea 3.1) un (2? - 1,27 —p—1)
- cod Hamming binar, construit insa ca un cod ciclic.

Exemplul 10.1 Fie a € GF(2*). o rdddcind a polinomului ireductibil

1+ X + X3 Am vdzut c¢d ord(a) = T, deci a este primitiv. Construim
matricea

1 001011
H=1acd’*a'a®e® =] 01 01 110
001 0111

Ea este matricea de control pentru un (7,4) - cod Hamming binar.
Dect codul studiat in Ezemplul 3.1 (Capitolul 3) poate fi tratat i ca
un cod ciclic, de polinom generator h(X) =1+ X + X3,

Un cod Hamming ciclic binar se definegte cerand ca orice polinom - cod
{f(X)} s& admitd ca radacind un element primitiv o € GF(2P). Genera-
torul unui asemenea cod este chiar polinomul minimal al lui a : ¢g(X) =
m(X).

Deoarece si a? este riddacini a polinoamelor - cod (Teorema 7.9, Capi-
tolul 7), codul Hamming ciclic binar este un caz particular de cod BCH
binar cu d = 3, capabil sd corecteze o eroare.
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Codificarea se realizeaza folosind un circuit liniar cu p = n — k ele-
mente de inmagazinare (vezi sectiunea 5.4.2, Capitolul 5), corespunzator
polinomului minimal m(X). Calculul sindromului cuvantului receptionat
{r(X)} - adica rHT = r(«a) se obtine folosind acelasi circuit de impértire
cu m(X). Acest sindrom - in cazul in care este nenul, deci a intervenit o

eroare simpld — este una din coloanele matricii H, adica una din valorile

1.a,0?%,.. ., 0" L.

Pentru a afla care componenta a fost afectata de eroare, se poate
folosi acelagi circuit in felul urmator: neglijam intrarea si lasdm circuitul
sa functioneze, avand initial in elementele de inmagazinare sindromul
r(a), care este de forma

o (0<j<2r—2).
La fiecare tact, circuitul inmulteste continutul elementelor de inmaga-

zinare cu «; deci, dupd n — j = 2P — 1 — 7 momente, in elementele de
Inmagazinare se obtine

i49P _1—; | 0
A g =g =0 =1 = (1,0,...,0).
Cum componentele cuvantului receptionat sunt scrise in ordinea des-
crescatoare a puterilor (prima componenta este coeficientul termenului

de rang maxim), inseamna ca va trebui sa corectdm componenta n — j
din cuvant, inlocuind 0 cu 1 sau 1 cu 0.

Exemplul 10.2 Fie a € GF(2*), rdddcind a polinomului 1 + X + X*.
Codul Hamming binar (15,11), ob{inut folosind ca raddcind pe a - deci
de polinom generator g(X) =1+ X + X*, are matricea de control

o = O O
—_— o O O
o = =
—_—— O D
O = O -

0
1
1
1

—

1
0
1
1

O O =

1
1
1
0

oo - o
OO =
— ) =
—_—0 — O

Circuitul care realizeazd (in functie de necesitdti) codificarea, calculul sin-

dromului gi corectarea erorilor simple (vezi gt Capitolul 5, sectiunea 5.4.2)
este:

s \<_1
Intrare?‘(l)—l:“gr)‘(__H_‘—‘_'ﬁﬁ -

Intrare 1 e L Canal |
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Codificarea se obtine introducand la "Intrare 17 mesajul de informatie
de lungime k, mesaj considerat ca un polinom de graduln — 1 cu primii
coeficienti (corespunzdatori termentlor de rang mare) elementele mesajului
informational 1 cu ultimit n — k coeficienfi nuli.

La momentul inifial in elementele de inmagazinare se afli numai 0,
circuttul feedback este inchis, iar circuitul spre canal este deschis. De
asemenea. Intrarve 27 este ignoratd.

Stmultan cu transmiterea pe canal, elementele de informatie se in-
troduc gt in circuitul lintar. Dupd k momente, aici se afld pozitiile de
control.

In acest moment se decupleazd feedback-ul, se cupleazd legdtura spre
canal gt se ignora cele doud intrari. Timp de n — k tacti, elementele
de control inmmagazinate sunt lrimise pe canal, imediat dupd mesajul de
informajie.

Pentru calculul sindromului: se neglijeazd canalul, se inchide feed-
back-ul, iar in elementele de inmagazinare se gdsegte initial (0,0,...,0).
Cuvdntul receptionat este introdus prin ”Intrare 2”. Dupd n tacfi, aic
se va gdsi r(a).

Pentru corectarea erorii: se neglijeazd cele doud intrdri, se inchide
feedback-ul st se lasd sd functioneze circuitul pand cand in elementele de
inmagazinare se objine vectorul (1,0,...,0). Numdrul de tacti scurgt dd

indicele componenter din mesajul receptionat, care trebuie corectatd prin
complementare.

Sa consideram spatiul nul al matricii

H:(la(12 azp‘Q)’

1 1 1 1

unde a € GF(2P) este primitiv. H are p+1 linii §i n = 2P —1 coloane (pe
prima coloana, primele p pozitii formeaza vectorul 1 = o°, iar pe a p+1-a
pozitie se afld scalarul 1 € Z;). Codul obtinut este codul Hamming binar
extins, capabil sd corecteze o eroare gi sd detecteze doud erori (vezi gi
Algoritmul B, Capitolul 3).

Un asemenea cod se poate defini cerand ca orice cuvant - cod {f(X)}
sa aibad ca rddacini a si 1. Generatorul unui astfel de cod ciclic este
g(X) = (1 4+ X)m(X), unde m(X) este polinomul minimal al lui a.

Codificarea in acest caz se face - ca mai sus - folosind circuitul cu
n—k+1=p+1 elemente de inmagazinare. Pentru calculul sindromului
cuvantului receptionat {r(X)} se folosesc insi practic doua circuite: unul
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de impartire la m(X) (pentru calculul lui 7(a)) si altul de impartire la
1 + X (pentru r(1)). Discutia este urmatoarea:

e Daca r(a) = r(1) = 0, atunci nu a intervenit nici o eroare (sau
avem o eroare nedetectabild);

e Daca r(a) # 0, r(1) # 0, avemn o eroare simpla care se corecteazd

cu circuitul de impartire cu m(X), dupa procedeul descris in Exem-
plul 10.2;

e Daca r(a) # 0, r(1) = 0, atunci au fost detectate doua erori.

Exemplul 10.3 Sd extindem codul Hamming binar din Ezemplul 10.2.
Vom avea polinomul generator

gdX)=0+X)(1+X+XY=1+X*+ X'+ X5
Circuitul liniar care codificd mesajele de informatie (de lungime k =

10) este:

P Y I

I
U

Sindromul se calculeazd cu ajutorul circuttului liniar de tmpdr{ire prin
polinomul m(X) =1+ X + X*:

tar (1) se obtine din circuitul de itmpdarfire la 1 + X :

o

Circuitul lintar construit pentru m(X) realizeazd i corectarea erorilor
stmple.

10.2 Coduri Hamming ciclice nebinare

Codurile Hamming binare au fost definite sub forma liniard, ca un caz
particular de coduri Reed - Muller sau sub forma de coduri ciclice. In
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aceastd ultimd situatie, ele se pot implementa cu ajutorul circuitelor

liniare gi - fapt important — admit o varianta de generalizare naturala la
cazul nebinar.

Definitia 10.1 Fie a € GF(q”) un element primitiv. Se defineste codul
Hamming ciclic C' astfel:

(f(X)}eC <= f(X) are raddcina B = a®*

sau — echivalent - C' are matricea de control H = (1 8 8%... ") unde

n = ord(f).

In cazul q = 2 se obtine definitia codurilor Hamming binare ciclice.
Din - b1
g - —_
Br=1= () = (o) rezultd n = 2 T
q —
Se observa imediat ca H are un numar maxim de coloane distincte si
nenule.

Propozitia 10.1 (n,qg—1) =1 dacd $i numai dacd (p,qg—1) = 1.

Demonstratie: Din ¢ — 1]¢? — 1, (1 < j < p) rezultd ¢’ = (¢ — 1)s; + 1.

Deci b1
nzzj:q”_l+q”'2+---+q+1=(q—1)(8p-1+-~-+81)+P
g1 atunci

(p,g—1)=1 <= (n,¢g-1)=1 O
Teorema 10.1 Spajiul nul al matricii H = (1 8 8*...8"") unde g =

ol n = T st a € GF(q¢P) primitiv, are distan{a minimd d > 3

dacd st numai dacd (n,q— 1) = 1.

Demonstratie: "<=": Si presupunem ci existd doud coloane liniar de-
pendente in matricea H. Deci ' = af? cu a € Z,, adicd 77 = a.

Elementele nenule din Z, sunt ridicinile ecuatiei X?7!' —1 = 0 (Teo-
rema 7.3, Capitolul 7). Mai mult, ele sunt chiar primele ¢ — 1 puteri ale
lui @, Intr-adevir, pentru orice s = 0,1,...,¢ — 2 avem

(ans)q—l — (aq”—l)s -1 =1.

Deci pentru orice a € Z,\ {0} existd s (0 < s < g—1)cua=a". Se
poate scrie atunci 877 = o™, adici o=V = o™ = (i—-j)(g—
1) = ns.

Dar s < ¢ — 1 lar (n,q — 1) = 1, deci ¢ = j, de unde rezultd a =
1, #* = 37, imposibil pentru H are toate coloanele distincte. Rezultd ci

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



214 CAPITOLUL 10. ALTE CLASE DE CODURI CICLICE

orice doud coloane din H sunt liniar independente, adica (Teorema 2.4,
Capitolul 2) d > 3.

"=—": Dacd ¢ — 1 i n nu sunt prime intre ele, atunci ecuatia ante-
rioard admite o solutie cu 7 # j; deci exista doua coloane distincte liniar
dependente 3* si 37 in matricea H, ceea ce contrazice faptul cd d > 3.0

Pentru operatia de codificare se folosegte circuitul de impartire cu
polinomul minimal m(X) al lui J (care aici este chiar polinomul gene-
rator al codului Hamming ciclic nebinar C'). Acelasi circuit va calcula
sindromul r(8) al polinomului receptionat {r(X)}.

In cazul in care a intervenit o eroare, r(3) este de forma b3’ (eroarea
b a apirut pe pozitia 4’). Functionarea secventiald a circuitului liniar
(ignorand intrarea) revine la inmultirea succesiva cu 3. Deci, dupd n —
jJ tacti, in elementele de inmagazinare se obtine vectorul (b 0 ... 0).
Atunci, din componenta n — j a cuvantului receptionat se va scadea
eroarea b. De observat ca - deoarece coloanele lui H sunt nenule si

distincte - primul tact in care se obtine un vector cu toate componentele
nule inafard de prima, este n — j.

Exemplul 10.4 Sd consideram p = ¢ = 3 (astfel, (m,q —1) = 1).
Folosind rdddcina o a polinomului primitiv 1 + 2X + X3 vom genera
extensia GF(3%). Fie § = o' = o®. Deoarece o® ™! = o = 1,
avem ord(B) = 13, deci n = 13. Pentru a construi polinomul minimal
m(X) al lui 8, sd observdm (Sectiunea 7.3) cd el are ca rdddcini a®,a®
si a'® (o™ = a?). Deci m(X) = a+ bX + cX? + X®. Pundnd condifia
m(a?) = a + ba® + ca® + a® = 0, obtinem ecuatia matriciald:

1 0 0 1 0
al 0 +41 0 +c| 2 + 1 = 0
0 1 1 1 0

cu solufiaa =2, b=c=1. Decim(X)=2+ X + X? + X°.
Codul Hamming ciclic ternar de polinom generator g(X) = m(X) =
24+ X + X? + X3 are matricea de control

1001202011121
H=(1c*a*...a*®)={ 0021010222121
011121100120 2

Am definit astfel (13,10) - codul Hamming ternar, evocat in Exemplul
3.5 (Capitolul 3) relativ la Problema Pronosportulut.
Sd consideram mesajul de informatie 0120120120. Pentru operafia

de codificare se va folosi circuitul (pentru detalii, a se revedea Capitolul
5, sectiunea 5.4.2):
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0210210210

(s-a tinut cont cd se lucerazd in Zy, deci —1 = 2, =2 = 1). In primii
10 tacti de functionare, bifii de informatie sunt trimigi pe canal si -
stmultan - intrad tn circuitul liniar, a cdrui functionare este (pe prima

coloand se afld informatia, iar pe celelalte trei — confinutul elementelor
de inmagazinare):

0(0 00 212 1 2
111 2 2 0j2 0 2
2(1 01 110 20
01 0 2 21210
10 1 0 010 2 1

In elementele de inmagazinare au ramas caracterele de control 021. FEle
sunt trimise prin canal la tactii 11 — 13 de la dreapta spre stanga, cu
semn schimbat: in ordine —1 =2, =2 =1, —0 = 0. Dect cuvantul - cod
transmis a fost a = 0120120120210. Se verificd imediat cd aHT = 0.

La receptie, primele 10 caractere sunt cele de informajie. Pentru a

verifica dacd au apdrut sau nu erori, se folosesle acelasi circuit, dar cu
altd intrare:

0120210210210

Functionarea acestui circuit liniar timp de 13 tacti, este datd de tabelul:

N = OO
OoON O NR—F OO
— NN = O OO

[ N e = == i o]

oo N O NN O

OO NN ==
O O N NN

O =N O N

Sindromul a(a?) obtinut este 000, deci nu a apdrut nict o eroare. Dacd
s-ar fi recepfionat insd cuvdantul a’ = 0120120100210, dupd functionarea
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circustului timp de 13 tacti s-ar fi ajuns in elementele de inmagazinare la
220. Cum acesta este nenul, circuitul se lasd sd functioneze in continuare
(ignordnd intrarea) pand se ajunge la un sindrom de forma b00 cu b # 0.

Mai eract. functionarea circuitului va fi (pe prima coloand se numdrd
tacfur):

012 2 0 5i1 0 1
110 2 2 6{1 0 2
212 1 0 712 21
310 21 811 11
411 21 911 00

Deci, dupd 9 tacfi s-a ajuns la 100. Corecfia se face astfel: din com-
ponenta a 9 - a a cuvdntului receptionat se scade b = 1, obfindndu-se

0—-1=2(mod 3).

Observatia 10.1 Definifia codurilor Hamming ciclice nebinare nu este
echivalentd cu cea a codurilor Hamming nebinare datd in Sectiunea 3.1.1
(Capitolul 3). Astfel, (4,2) - codul Hamming ternar definit in Ezemplul
3.4, cu matricea de control

011
=101
este format din 9 cuvinte
{0000, 1012, 2021, 0111, 1120. 2102, 0222, 1201, 2210},
care — evident - nu formeazd un cod ciclic.
Dect intre cele doud definitii ale codurilor Hamming nebinare (liniare

st ciclice) existd doar o relatie de incluziune strictd (orice cod Hamming
ciclic este un cod Hamming liniar. dar nu st invers).

10.3 Coduri Goppa

Aceasta clasd de coduri a fost introdusd de Goppa in 1970. Desi in
general sunt coduri neciclice, ele constituie o generalizare a codurilor
BCH si constituie o punte intre teoria codurilor si criptografie. Din acest
motive, prezentarea lor este deosebit de utild.

Fie ¢ un numar prim si ¢(X) € Z,[X]. Dacd a € Z, este un element
cu proprietatea g(a) # 0, vom nota

1 g(X)—gla) 4
X-a  X-a gla)™"
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Propozitia 10.2 In algebra polinoamelor din Z,|X] modulo g(X), poli-

nomul

este tnversul lui X — a.
—a

Demonstratie: Faptul ca X este polinom se verificd imediat. Pe de-
X —a

il

altd parte, (X ~a) 1_ - = lg(a) — g(X)lg(a)™" = 1 — g(a)'g(X)
1 (mod g(X)).

O

Definitia 10.2 Un cod Goppa de lungime n peste Z, este determinat
prin:

1. Un polinom ¢(X) € Z,[X] de grad t (t > 2), definit peste o
extenste GF(q™) a lui Z,;

2.a,az,...,an € GF(q™) cug(a;) #0 (1 <1< n).
Codul contine toate cuvintele v = vyvy... v, € Z7 pentru care este veri-

ficatd egalitatea Z

=0.
X—a,

Teorema 10.2 Codul Goppa confine numai cuvintele v = vv,...v,
(vi € Z,) pentru care

Zv,—g(ai)"lais =0, s=0,1....,t-—-1. undet = grad(g(X)).

1=1

Demonstratie: Sa explicitam polinomul

~— Dacd g(X) =go+ 1 X +

.+ g: X" (g¢ # 0), atunci pentru orice a € GF(¢™) cu g(a) # 0, are loc
descompunerea

X)~g(a '
SLQ__;(*) = tht—l +(agt+gz—1)Xt_2+(azg,+agt_1 +gt_2)Xt'J+

Lt @TTg+ra i+ qh)
Deci coeficientul lui X?~! (1 < p <t) in polinomul

t
—g(a)™ ) a'g;.
J=p

n

este
—a

Ecuatia caracteristica Z X % — 0acodurilor Goppa implica fap-
=1
tul cd toti coeficientii lui XP~! (1 < p <t) sunt nuli. Deci

n

Zl’zg al Zalt JgJ =0 (1 <p< t)'

1=1
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n

Cazul p =t conduce la g, Zvig(a;)'l =0 s - deoarece g; #0

1=1
n

- se obtine Z vig(a;)™! = 0.
=1

Din cazul p = t — 1 se obtine g, Z vig(ay) ™ 'a; + g1 X:v,-g(ai)_1 =0.

i=1 =1
n

Cum a doua suma este zero, iar g, # 0. va rezulta E vig(a;)'a; = 0

=1

g.a.m.d.
Amnobt_;inut echivalenta

V; _ s
Ex—aizo A Z“ig(ai) 'a’=0 (0<s<t-1). 0

=1 =1

Corolarul 10.1 Codul Goppa determinat de un polinom g(X) de gradul
t este un cod lintar cu matricea de control
1 1 1 1

g(ay) glag) g(ag) g(an)
bl | a a3 _an
H= g(a;) g(ag) g(ag) ¢(an)
ast-! aqt-! g -1 ant-!
g(ay) g(ag) g(ag) g(an)

Demonstratie: Scriind sub forma matriciala relatiile din enuntul Teoremei
10.2, avem VHT = 0, unde H este definitd mai sus. O

Exemplul 10.5 Sd considerdm extensia GF(2?), generatd folosind rd-
ddcina a a polinomului ireductibil 1 + X + X° € Z,[X]. Definim g(X) =
1+ X + X? 51 ludm drept elemente a; cele 8 componente ale lui GF(23).
Valorile lut g(X) sunt

a |01 a o o® o' o of
gla) |1 1 a® o® o° of o® &
ga)y'|{1 1 a? a* o) a a af

1 1 1 1
— s 5
H = ( g((?) 9(11) g(:) 9(:5) ) —
9(1)  g(a) g(a®)
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11000000
00010111
(11 o> a' > a aot 00111001
_(01 3 a% a® o af a">_ 01111111
00101101
00011110

Acest cod este format din numai patru cuvinte:
{00000000. 00111111, 11001011, 11110100}.
El are distanta minimd 5: s-a obtinut deci un (8,2) - cod binar corector
de doud erori. De remarcat cd acesta nu este un cod ciclic.

Observatia 10.2 Sd considerdm un cod BCH definit prin rdddcinile
amg’amo+1’ o Qmo+d—2’

unde o € GF(q™) are ordinul n. Acest cod se poate scrie ca un cod Goppa

astfel: Se ia polinomul g(X) = X™*4-2 s elementele o®,a™!

a_(n_l)

. Vom avea pentru orice 1 =0,1,...,d-2sip=0,1,...,n—1:

(a—p)i _ (ap)mo+d—2—i

— mo+d—2—i)p
(a—p)mo+d—2 ’

= (a

Pe baza aceasta. codul Goppa rezultat are matricea de control

1 O/m0+d_2 (amo+d—2)2 amo+d—2 n—1

1 O/m°+d_3 (amo+d—3)2 (amo+d—3)n—l
H =

1 a™® (aTT.lo )2 (amo )Tl—l

care coincide cu matricea de control a codului BCH considerat, in care
s-a efectuat o inversare a linitlor.

Se poate ardla (Van Lint) cd singurele coduri Goppa ciclice sunt co-

durile BCH.

Propozitia 10.3 Codul Goppa binar de lungime n, determinat de un
polinom de grad t peste GF(2™) are k > n — mt stmboluri de informatie
st distanta minimda >t + 1.

Demonstrafie: Malricea de control a codului Goppa binar are ¢ linii in
GF(2™), deci mt linii scrise in binar. Rezultd cd numarul n — &k de
simboluri de control este cel mult mt : n — k < mt.

Pe de-alta parte, se arata usor ca orice combinatie liniara de t coloane
din H este liniar independenta. a
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Deci un cod Goppa este capabil sa corecteze orice combinatie de
maxim t/2 erori independente. Aceastd capacitate creste semnificativ
in cazul codurilor ireductibile.

Definitia 10.3 Fie g(X) un polinom ireductibil peste GF'(q™). Codul

Goppa determinat de g(X) st de toate elementele lui GF(q™) se numegte
wreductibil.

Ideea de "ireductibil” este similarad codurilor ciclice ireductibile (Capi-

tolul 7, paragraful 7.4). Un cod Goppa este ireductibil daca nu are sub-
coduri Goppa proprii.

Codul prezentat in Exemplul 10.5 este un cod Goppa ireductibil. Des-
pre codurile Goppa ireductibile se poate prezenta urmatorul rezultat:

Teorema 10.3 Un cod Goppa binar ireductibil, determinat de un poli-
nom de gradul t poate corecta cel pufin t eror: independente.

Pentru demonstratie va trebui si facem o constructie suplimentara.

Definitia 10.4 Derivata formald a polinomului a(X) = ap+ a1 X +... +
a, X" este definitd prin a'(X) = a; + 222X + 3a3X* + ... + na, X"

Lema 10.1 Pentru derivata formald sunt adevdrate egalitafile:
1 (a(X)+ (X)) =d(X)+V(X);
2. (a(X)b(X)) = d'(X)b(X) + a(X)V(X)

Demonstratie: Exercitiu.

Observatia 10.3 Notiunea de "derivatd formald” a mat fost evocatd in
demonstrarea Propozitiei 7.9 (Capitolul 7).

Lema 10.2 Intr-un corp de caracteristicd 2, derivata formald a unui
polinom este un pdtrat perfect.

Demonstratie: Deoarece pentru n par (X") = nX™ ! = 0, derivata
formala a unui polinom va avea numai puteri pare. Cum fiecare coe-
ficient se poate scrie ca un patrat perfect (se lucreaza intr-un corp de
caracteristicd 2), avem f'(X) = f2 + f2X* + f2X* + ... i, dacd se ia
9(X) = fo+ foX + fouX? + ..., avem f'(X) = g*(X). J

S& revenim acum la Demonstratia Teoremei 10.3: Fie g(X) € Z,[X]
un polinom ireductibil de grad ¢ (t > 2) peste GF(2™) = {a1,aqz,...,an}
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(n =2"), a o radacind a lui g, §i v = vjv,...v, un cuvant al codului
Goppa, w(v) = s. Notam v”,v,z, ..., v;, bitii egali cu 1 din v. Deoarece

v este cuvant - cod, avem Z \, = Z % = 0. Polino-
— a; — ajp,

mul f(X) = (X - aj )(X - a,z) (X = a,b) nu este divizibil cu g(X)
(deoarece g(.X) este ireductibil). Rezulta cd, in algebra claselor de resturi
Z5[X])/g(X), f(a) # 0 (Teorema 4.1) deci admite invers. Deci existd un
polinom 7(X) cu {f(a)}{r(a)} = L.

Sa calculam derivata formala f Z f(X . Facand X = o

si inmultind relatia cu r(a). obtinem

{F(e)}r(a }—ZM:Z;:Mmodmxn.

a — aj, ‘o o~ aip

Aceasta inseamna cd g( X )| f'(X)r(X). Dar cum g(X) este ireductibil
si nu divide 7(X) (deoarece r(a) # 0), rezulta g(X)|f'(X).

Deoarece suntem intr-un corp de caracteristica 2, conform Lemei 10.2
derivata formala este un patrat perfect: f'(X) = h%*(X). Din faptul
cad g(X) este divizor ireductibil al lui A%(X) rezultd g(X)|h(X). Deci

H(X)[RHX) = f(X).

Se stie ca grad(f'(X)) = s —1si s > 1; deci grad(f'(X)) >
grad(g*(X)), adicd s — 1 > 2t. Cum ponderea oricirui cuvant - cod este
> 2t + 1, rezulta ca distanta minima a codului este cel putin 2¢ + 1, deci
codul corecteaza sigur t erori independente. O

Exemplul 10.6 Fie GF(2') generat de rdddcina a a polinomului 1 +
X + X* € Z,[X]. Vom construi un cod Goppa ireductibil folosind el-

ementele acestei extensii g1 polinomul g(X) = 1 + X + X3. Valorile
polinomului sunt:

a gla) J5ta gla) g5l e gla) g5 e gla) o5
0 1 1 03 a4 a]l a7 as alO Qll alO aS
1 1 1 04 al3 a? aB all a4 al2 a a14
a a? 08 (15 05 0’10 ag a2 a13 a13 a5 alo
02 al‘l a a6 (18 a7 alo alO a5 a14 alo a5

Matricea de control a codului este datd in Figura 10.1:

Acesta este un (16,4) - cod liniar care are 16 cuvinte - cod:
A = {0000000000000000, 0001100011010110, 0010011100101001,
0011111111111111, 0100100110101111, 0101000101111001,
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Figura 10.1:
11a®a  al'a?al%’ o%atal?a’ ofaltal®ad
H=| 01a°® aafla’® a?al?a’l aa'laa? =

01a'%® a?a'%’a? o®c’ad’® at?afalal

(1110001 111100110)
000110111101 11Y011
001 0111010111011
00001001O0O01001600
01001011011 10011
_ 001 0000O0O0OT11O01101
- 0000010111 0O001T10
0011110101 100100
011001010001 11O00
001101111111 100°@P0
0011111001011 T1T1F0

K 000000001 0001011}

0110111010000110, 0111011001010000, 1000001010011011,
1001101001001101, 1010010110110010, 1011110101100100,
1100101100110100, 1101001111100010, 1110110000011101,
1111010011001011}.

Distanta minimd este d = 7, deci codul poate corecta orice combinatie
de mazim 3 erori independente.

Exemplul 10.7 Sd consideram corpul GF(2°), generat de o rdddcind a
lui g(X) =14+ X + X3. Deoarece g(X) are 3 rdddcini in GF'(2°), el nu
va avea nici o rdddcind in corpul GF(2*) (GF(2°) nu este o ertensie a
lui GF(2°)), deci aici g(X) este ireductibil.

Codul Goppa ireductibil corespunzdtor aren = 32, k> 32—-5-3 =
17, d > 7; deci este un (32,17) - cod corector de 3 erori.

O proprietate remarcabild a codurilor Goppa este aceea ca ele sunt
asimptotic bune .

Definitia 10.5 Fie Cy,C,,... o secventd de (n;, k;) codurt de distante
minime d;. Ele sunt asimptotic bune dacd eristd doud numere reale pozi-

. .k . d;
tive a, B3, astfel ca lim — = a, lim — = .

1—oo N, 1—00 ni
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Altfel spus, o secventd de coduri este asimptotic buna daca odatd cu
cregterea lungimii cuvintelor - cod, rata de informatie si capacitatea de
corectare a erorilor se stabilizeazd la valori pozitive.

De exemplu. codurile BC'H nu au aceasta proprietate, deci nu pot
fi folosite plecand de la fixarea arbitrard a lungimn cuvintelor - cod.
In schimb, MacWilliams g1 Sloane demonstreaza ca exista o secventa
asimptotic buna de coduri Goppa binare ireductibile. Din pacate, aceasta
demonstratie este doar existentiald, nu algoritmica.

Decodificarea codurilor Goppa se face in manierd similard decodifica-
rii codurilor BCH. Astfel. fie " un cod Goppa definit de g(X) € Z,[X]
(grad(g(X)) =t) §i a1,az,...anp € GF(¢™); consideram cuvantul - cod
V = gl ...Vnp-1 § file r = ror;...r,_y cuvantul receptionat dupa trans-
miterea lui v.

Vom nota cu e =r — v = egey ... e,_1) secventa - eroare.

Pentru t/2 < w(e) < t se poate folosi un algoritm de decodificare
uzual (definit pentru codurile liniare). In practicd insd - deoarece co-
durile Goppa sunt asimptotic bune - se folosesc coduri (nu neaparat
ireductibile) cu t = grad(g(X)) mare; conform Propozitiei 10.3, ele
pot corecta orice combinatie de maxim t/2 erori independente. Vom
prezenta un algoritm de complexitate mica, specific codurilor Goppa,
care functioneaza in cazul w(e) < t/2.

Fie M = {ile; # 0}, card(M) = j < t/2; consideram sindromul
polinomial

n—1
{s(X)} = “ (mod ¢(X)).
i=0 !
De remarcat cd {s(X)} se poate determina prin calcul la primirea cuvan-
tului r. Se definesc polinoamele o(X) (de localizare a erorii) i w(X) prin

U(‘X-) = H(-)( - ai), Zez H - ak

ieEM €M keM\{i}

Din definitie rezultd cd o(X) si w(X) sunt prime intre ele. In plus,
grad(o(X)) =7, grad(w(X)) < j. Intre ele exista relatia

n—1

{s(X)Ho(X)} =D —a;) = {w(X)} (mod g(X)). (1)
=0 1€M

o(X) si w(X) sunt pohnoamele normate de grad minim care verifica
relatiile de sus. Intr-adeviar, si presupunem ci existd o;(X) un polinom
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nenul normat de grad < j §i wy(X) polinomul corespunzator, astfel ca
{s(X)Ho (X))} = {wi(X)}  (mod g(X)).

Fie d(X) = emmdc(s(X),g(X)). Din relatiile
s(X)o(X) = a(X)g(X) +w(X), s(X)o1(X) = b(X)g(X) + w1 (X),
rezultd cd d(X) va divide gi polinoamele w(X), w(X). Deci,

L 09~ i =
it o (i)

poon- {557

(X)
sau s(X) | {«r(X)o(X) = w(X)ar(X)} _ mo ,
{d(X)} (X} ~h et

Deci {w (X))o (X) — w(X)o1(X)} =0 (mod g(X)). Deoarece polino-
mul din membrul stang are grad mai mic decat ¢, rezultd cd membrul
stang este 0. Apoi, cum cmmdc(a(X),w(X)) = 1, deducem o(X)|o(X)
— ceea ce contrazice faptul ca grad(o, (X)) < grad(o(X)) si {o1(X)} £ 0.

Rezumand, procedeul de decodificare rapidd a mesajelor la codurile
Goppa are loc astfel:

1. Din mesajul receptionat r se calculeazd sindromul s(X);

2. Se determina polinomul normat o(X) de grad minim < ¢/2

care verifica relatia (1) (un algoritm eficient a fost dat de
Berlekamp).

Din rezolvarea ecuatiei o(X) = 0 se afla locatiile erorilor;

3. Se determind e; (2 € M) din relatiile

wia)=e [ (ai-ay).
JEM\{i}

Pe baza acestor valori se construiegte secventa - eroare e;

4. Cuvantul decodificat este v =r — e.

Exemplul 10.8 Codul Goppa binar ireductibil definit in Ezemplul 10.6
poate corecta pind la 3 erori independente (Teorema 10.3). Algoritmul

construit asigurd insd corectarea unei singure erori. Sd exemplificdm
functionarea lus.
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Fie r = 1111 0101 1100 1011 cuvdntul receptionat. Calculul sin-

16
. r, TN - - .
dromului este s(X) = E , =a" X+ o™X 4 o (s-a {inut cont
-~ X — q,
=1
cd se lucreazd intr-un corp de caracteristicd 2). Deoarece nu este 0,
mseamnd cd aw apdrut erori. Din formuld, deoarece card(M) = 1,

vom avea w(X) = 1, iar o(X) = X + b, unde b trebuie determinat
folosind relatia (1). Prin identificarea coeficientilor se obfine o(X) =
X +a®; cum ag = of, rezultd cd a fost modificat al 8-lea bit din cuvantul
receplionat. Fiind in binar. corectarea se realizeazd imedial gi se obfine

v = 1111 0100 1100 1011.

10.4 Sistemul de criptare McElliece

Criptografia (sau teoria ascunderii mesajelor) prezintd multe elemente
comune cu teoria codurilor; de fapt, numeroase sisteme de criptare sunt
numite g1 coduri. Ambele se ocupd cu transmiterea de mesaje asupra
carora se aplicd anumite transformari si care la destinatie se regisesc
prin transformar inverse. Scopurile difera insa: dacd rolul codurilor
corectoare de erori este de a corija modificiri aleatoare care apar in
transmiterea unui set de date printr-un canal, in criptografie ideea este
de a proteja mesajul fatd de persoanele neautorizate care-l pot inter-
cepta, modifica g1 utiliza. Un sistem de criptare (cu cheie publicd) este
in general cunoscut de toatda lumea: oricine poate cripta un mesaj. Pen-
tru decriptare insd, singura persoana care poate acest lucru este desti-
natarul legal (desemnat de obicei prin numele Bob); acesta este unicul
detinator al cheii de decriptare. Oricine altcineva poate doar eventual si
"ghiceascd” cheia: o metoda sistematica de a o afla conduce la algoritmi
nepolinomiali (probleme NP - complete).

Sa privim procesul descris in aceasta carte din punctul de vedere
al criptografiei. In linii mari, acesta functioneazi astfel: daci a este
un mesaj de informatie de k biti, expeditorul (numit de obicei Alice) 1l
codifica intr-un cuvant de n biti b = aG, unde (i este matricea genera-
toare a codului A.

Bob primeste un mesaj r € Z} (eventual r = b) si cautd un cuvant
b’ € A cu d(r,b’) minima posibil. Va decodifica r in b’ dupa care va
calcula un mesaj de informatie a’ astfel ca b’ = a’G.

Dacd Bob cautd cuvantul - cod cel mai apropiat comparand r pe rand
cu fiecare element din A, cum sunt 2* astfel de cuvinte, algoritmul va fi
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exponential, deci nefunctional.

Se poate folosi 0 metoda alternativa de decodificare, bazatd pe sin-
drom. Se calculeazi intai s = Hr?. Dacid s = 0, decodificarea lui r este
tot r. Altfel, se incearca toate cuvintele de pondere 1. Pentru fiecare
astfel de cuvant e se calculeazi He”. Dacd s-a gasit un e cu He? =s, r
se decodifici in r — e. In caz contrar se incearci cuvintele de pondere
2,3,...,[(d = 1)/2]. Dacd nu s-a gisit nici un cuvant e cu HeT =s, se
deduce c3 au apdrut mai mult de [(d — 1)/2] erori in cursul transmisiei.

Metoda prezentata functioneaza pentru toate codurile liniare. Pentru
anumite clase speciale de coduri exista algoritmi polinomiali de decodi-
ficare gi corectare a erorilor: in cazul general insa, problema este NP -
completd. Algoritmul de criptare McElliece se bazeaza pe aceastd idee.
Trapa sa secretd o constituie o clasd de coduri pentru care exista algo-
ritmi eficienti de decodificare: codurile Goppa. In plus, existd un numar
mare de coduri Goppa neechivalente, avand aceiasi parametri n, k, d.

Codurile Goppa binare recomandate de algoritmul McElliece au para-
metriin = 2™, d = 2t + 1, k = n — mt. Pentru o implementare eficientd
McEliece sugereaza m = 10, t = 50, ceea ce corespunde unui (1024, 524)
- cod Goppa cu d = 101. Un text clar este o secventa de 524 biti, iar un
text criptat este o secventa de 1024 biti. Cheia publicd este o matrice
binara de dimensiuni 524 x 1024.

Algoritmul de criptare McFEliece este urmatorul:

Fie G matricea generatoare a unui (n,k) - cod Goppa A cu n =
2m k=n—mt, d=2t +1.
Se definesc: S o matrice inversabila k x k peste Z; g1 P o matrice
de permutare n x n (matrice in care pe fiecare linie i coloani existi
o valoare 1. iar restul elementelor sunt 0).
Fie G' = SGP 5i K= {(G, S, P,G")} o cheie de criptare.
G’ este publicd iar G, S, P sunt secrete (cunoscute numai de Bob).
Pentru K = (G, S, P,G') se defineste criptarea mesajului a € Z¥
prin:
ex(a,e) =aG' +e,

unde e € ZJ' este un cuvant aleator de pondere t.
Bob decripteazd un mesaj b € Z7 astfel:

1. Calculeazi by = bP~};

2.  Decodifica by obtinand b; = a; + e; unde aj € A;

3. Calculeazs ag € Z5 astfel ca agG = ay;

4. Calculeazi a = agS™'.
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Exemplul 10.9 Vom exemplifica algoritmul pe un (8,2) - cod Goppa cu

d = 5. Acest cod - ertrem de mic (are doar 4 cuvinte) este generat de
matricea

Sa presupunem cd Bob alege matricile

Sz(i?) cu S‘1=<i(1)>
$t
0 1000000) (0001000 0)
00010000 10000000
00000010 00001000
p_| 10000000, 01000000
00100000 00000010
00000100 00000100
00001000 00100000
\0 0000001 K00000001)

Matricea publicd generatd este dect

10101111
Y = SGP = .
¢ = S0k (11010110)

Sd presupunem cd Alice vrea sd cripteze textul clar a = (0,1) folosind

vectorul - eroare e = (0.0.1,0,0,1,0,0) (ales aleator) de pondere 2. Tez-
tul criptat este b =aG’+e=(1,1,1,1,0,0,1,0).

Dupd receptionarea mesajului, Bob calculeazd inta:

b; =bP!'=(1,1,1,1,1,0,0,0),

pe care il scrie sub forma a; + e unde a3 = (1,1,1,1,0,1,0,0) este un
cuvant - cod, iar ey = (0,0,0,0,1,1,0,0) # e (din cauza inmulfirn cu
P1).

Bob calculeazd apoi mesajul ag = (1,1), singurul cu proprietatea
aglG = a;.

Ultimul pas este determinarea lui a = S~ 'ag = (0,1), care este textul
clar expediat de Alice.

10.5 Exercitii

10.1 Sd se construiascd matricea generatoare a (13,10) - codulur Ham-
ming ternar din FExemplul 10.4.
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10.2 In codul din Exemplul 10.4 sd se codifice mesajele de informatie:
(a) 1122002211; (b) 0000111122 (¢) 1020012210;
(d) 2200211101; (e) 2222222222: (f) 0000000000.

10.3 Sd se construiascd toate codurile Hamming peste Z3 st Zs.

10.4 Demonstrati Lema 10.1

2t
1 o
10.5 Pentru g(X) = X?' ardtafi cd ¥ —a = JEZI a X771,

10.6 Gasitt distanta minimd a codului Goppa binar determinat de
g(X) =14+ X? si de elementele 0,a,a? € GF(2?).

10.7 Polinomul generator este g(X) = 14+ X? iar parametrii sunt cele 15
elemente nenule ale cxtensiei GF(2%), generatd de rdaddcina polinomului
1+ X + X*. Analizali codul Goppa binar astfel construit.

10.8 Gdsiti o matrice de control a (16,8) - codului Goppa binar ire-
ductibil. dat de g(X) = a® + X + X2, unde a € GF(2*) este primitiv.

10.9 Pentru codul Goppa definit in Exemplul 10.6 sd se determine ma-
tricea generatoare.

10.10 Folosind codul Goppa construit in Exemplul 10.6, sd se decodifice
cuvintele. folosind algoritmi de decodificare pentru codurile liniare:

() 0110110010011110; (b) 0111011001000000;
(c) 1011110101100100; (d) 1111111111111111;
(e) 1011011111001011; (f) 1010010110000010.

10.11 Pentru acelagi cod Goppa. folosind algoritmul de decodificare ra-
pidd Berlekamp, sd se decodifice cuvintele

(a) 1101000101111001; (b) 1100101101110100;

(¢) 0011100011010110; (d) 0001100010010110.

10.12 Verificai cd polinomul 1 + X + X? este ireductibil in GF(2°).

Determinati parametrii g1 matricea de control a codulut Goppa ireductibil
corespunzdtor.

10.13 Sd se construiascd un sistem de criptare McFElliece pentru codul
Goppa definit in Ezemplul 10.5, cu matricile S g1 P din Eremplul 10.9.

10.14 Sd se defineascd un algoritm de inversare a matricilor de per-
mutare de dimensiuni 2™ x 2™, m < 4,
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Capitolul 11

Coduri Preparata

In 1968 Preparata a introdus o clasi de coduri neliniare corectoare de
doui erori, care s-au dovedit foarte interesante prin proprietétile si prin
legaturile pe care le au cu diverse alte coduri deja studiate. Ele sunt o
combinatie intre codurile Reed - Muller si codurile BCH corectoare de
doua erori. Definitia pe care o vom folosi apartine lut Baker gi permite o
abordare mai simpla a algoritmilor de codificare/decodificare.

11.1 Coduri Preparata extinse

Sa revenim la modalitatea de marcare a pozitiilor cuvintelor de lungime
2" folosind elementele lui GF(27), asa cum s-a definit in algoritmul de
decodificare Peterson pentru codurile BCH (sectiunea 8.2, Capitolul 8).
Deci:
Fie r > 2 un numar intreg, o € GF(27) primitiv, g1 U € GF(27); se

noteaza Y({') cuvantul de lungime 27 definit prin

1 pe pozitia : daca qi elU(0<:<2-2),

1 pe pozitia 2" — 1 daca 0 € U,

0 in rest.

Exemplul 11.1 Fie o € GF(2®) primitiv. Atunci

x({0}) = 00000001
x({e?,a%,a®}) = 00100110
x(0) 00000000.

Se definesc in mod natural operatiile:

U+B={u+8luelU}, BU={FujuelU},
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UAV ={ujue UUV,ugUNV}, UV CGF(2), 8€ GF(2).
Egalitatile de mai jos se verificid imediat:

\(U) + x(V) = x(UAV),

w(x(U)) = card(U). (1)

Exemplul 11.2 Fie GF(2%) construit folosind rdddcina (primitivd) o a
polinomului 1 + X + X3, g1 mulfimile U = {o?,a”°,a®}, V = {o*,0}.
Alunct

U+a® = {a®+a? a® +a?%a® +a?} = {0,0°a°},

a’lU = {a*a?, a’a®, a?a®} = {at,a? o},
x(U) + x(V) = 00100110 + 00000101 = 00100011 = x({a?,a%,0}) =
= x(UAV).

Definitia 11.1 Fie r > 2 un numdr impar. Codul extins Preparata
P(r) este mulfimea cuvintelor de forma x(U)x(V) unde U,V C GF(27)
verificd conditiile

(1) card(U) si card(V) sunt numere pare;

(2) Zu = Zv;

uelU veV 5
(3) Zu?’-i—(Zu) ZZ’US.
uel/ uel veV

Pentru ugurintd vom nota cuvintele - cod cu [x(U), x(V)] (a se vedea
gi codul Golay binar, sectiunea 3.2, Capitolul 3).

Exemplul 11.3 [n ipotezele din Ezemplul 11.2, sd considerdm U =
{a,a®,a®,0},V = {a® a,a?,a> a® 0}. Prima conditie din definifie este
verificatd. Pentru a doua condifie avem:

Y u=a+0a?+0®+0=010+001 + 111 + 000 = 100 = o°,

uelU

Y v=a’+ata’+a’+a’+0 = 100+010+001 4110+ 101+000 =
veVv
=100 = a°.
A treia condifie este gt ea verificatd deoarece
> u’=0a+0°+a+0=110+101 + 010 + 000 = 001 = o*,
uel

Zzﬂ = o+t +af+at+a’+0 =100+110+1014+0014+0114+000 =
veV

=101 = a® 5i a* + (a°)® = af.
Deci [x(U), x (V)] = 01100101 11110011 este cuvant - cod in P(3).
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Observatia 11.1

e Deoarece |\ (U)| = |x(V)| =27, P(r) este un cod de lungime 27*!.

o Faptul ca O este sau nu un element al mulfimilor U sau V nu
afecteazd cu nimic condifiile 2 g1 3 din Definifia 11.1. Acest ele-
ment se introduce in cele doud mulfim: numar pentru a asigura
prima condifie din definifie. Rezultd cd bifii de pe pozitia 2" — 1
din x(U) st (V) sunt bifi de paritate (ceea ce justificd termenul
de cod Preparata "extins™).

o Ezrponentul’3’ din conditia 3 (Definifia 11.1) nu este esenfial. Dacd
el se inlocuieste cu s = 2t + 1 astfel ca aplicatiile f,g: GF(27) —
GF(27), f(z) = z°. g(z) = x°72 sd fie bijective, toate proprietdtile
se pdstreazd.

Aceste codurt se numesc Coduri Preparata generalizate.

In schimb, este foarte important faptul cd toate operatiile sunt cfec-
tuate intr-un corp de caracteristicd 2.

Lema 11.1 Fie [x(U),x(V)].[x(A). x(B)] € P(r) 5i =) u

uelU
Atunci [\ (UAA + 3),x(VAB)] € P(r)

Demonstrafie: Vom arata ca noul cuvant construit verifica conditiile din

Definitia 11.1.

1. Deoarece card(U),card(V),card(A),card(B) sunt pare, se aratd
usor ca:
card(VAB) = card(V) 4 card(B) — 2 - card(V N B),
card(UAA+ 3) = card(UAA) = card(U) + card(A) — 2 - card(U N

A). (2)
2. S& observam intai cd daca I,J C GF(27), avem Z T = Z'c +
zelAJ el
Z z deoarece orice element o' € INJ apare de doud ori in membrul
T€J

drept si niciodata in membrul stang, iar o + o* = 0. Deci:

Yoor= Y WA= Y y+pocardUAA) =D y+

ceUAA+D yeUAA yeUAA

yeU
Z y+0 (deoarece card(UAA) este par) Z y+z y= Z y.
yEA yeV yEB yeVAB
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.Y .r3+( 3 I)3= Z(y+ﬂ)3+<z y>3=

relUAA+3 seUAA+D yelUAA yeEVAB
= (W+8°+)_(y+8)° (Zy +Lu> =) v’ +3) v+

yel y€A yevV yeB yel yel
322y+53cm‘d +Zy +ﬂZy +322y+33ta1d

yet’ 5 ) yEA y€A y€EA , s
(%) (%) (3)+ () (%) +(Zy) |

yev yev yeB yevV yE€B yEB

2
Dar 8 = Zy = Zy, (Z y) = Zyz, iar card(U), card(V)
yel vev yev yev

sunt pare. Deci expresia de sus se reduce la

o+ v'= > v O

yeV yeB yEVAB

Definitia 11.2 Un cod C de lungime n este invartant la distantd dacd
pentru orice x,y € C, are loc relatia

Vi (0 <i<n), card({a|d(a,z)=1})=card({a|ld(a,y)=1}).

Exemple simple de coduri invariante la distantd sunt codurile liniare.
Ca o consecinta imediata, pentru un cod invariant la distantad care

contine cuvantul nul, distanta minimd este ponderea minima a unui
cuvant - cod nenul.

Vom arata in continuare ca un cod Preparata are aceasta proprietate.

Lema 11.2 P(r) este invariant la distanta.

Demonstrafie: Tie cuvintele [x(U), x(V)], [x(A), x(B)] € P(r), aflate la
distanta ¢ unul de altul. Conform Lemel 11.1, [X(UAU + B), x(VAV)] si
[(X(UAA + 8),x(VAB)] sunt de asemenea cuvinte - cod; se verificd ugor
cé ele se afld tot la distanta i. Deoarece UAU = 0 rezultd [x (UAU +
8), x(VAV)] = 0, deci [x(UAA) + 3), x(VAB)] are pondere . o

Lema 11.3 Fie [x( U x(V)] € P(r). Atunci P(r) mai contine urmd-
toarele cuvinte:

(2) V), x(U));
(70)  [x(U 4+ B),x(V + B)] pentru orice p € GF(27),
(121)  [x(BU),x(BV)] pentru orice B € GF(27)\ {0}.
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Demonstratie: Se rezolva similar demonstratiel de la Lema 11.1. ]

Exemplul 11.4 Conform Ezemplului 11.3, [x(U),x(V)] € P(3), unde
U={a,a?a* 0}, V=1{aa,a? a0}
Folosind Lema 11.3 in care se ia B = o>, vom mai gdsi drept cuvinte -
cod pe
(V). x(0)] = 11110011 01160101,
N+ AV +3)] = ({e e’ a? a}), x({a,a’ a®,0,a%, 0%})] =
= 10110100 11011101, '
X(BU), x(BV)] = [x({a*, 0, @,0}), x({a®, 0%, 0%, 0%, a?,0})] =
= 01001101 00111111.

Putem folosi Lema 11.3 pentru a simplifica problema determinarii
distantel minime a lui P(r). Pentru aceasta insa, este nevoie de un
rezultat suplimentar (care justifica conditia ca r sa fie impar).

Lema 11.4 Fie a € GF(2") primitiv. Atunci o® este primitiv dacd r
este impar gt nu este primitiv dacd r este par.

Demonstratie: Se stie ci o' este primitiv dac si numai daci (z,2" — 1) =
1. Avem2" —1=(3—-1) -1 = M3+ (-1)" — 1, deci pentru r impar
2" —1 = M3-2 = M3+1, ceea ce inseamni ci o> este primitiv. Similar,
pentru r par, 2" — 1 = M3, deci @ nu este primitiv. a

Corolarul 11.1 Dacd r > 2 este un numdr impar, atunct pentru orice
r € GF(27)\ {0} ezistd y unic (numit rdddcina cubicd a lui =) astfel ca
3=1.

Teorema 11.1 P(r) are distanfa minimd d = 6.

Demonstratie: Deoarece P(r) este invariant la distantd, el va contine un
cuvant - cod [x(U), x(V)] de pondere d. Deci
d=w(x(U))+ w(x(V)) = card(U) + card(V).

Rezultd cd d este numar par; mai trebuie verificat cd d # 2, d # 4 si
existd un cuvant - cod de pondere 6.

Sa presupunem d = 2; atunci card(U) = 2, card(V) = 0 (Lema 11.3
asigurd cd totul se poate reduce la acest caz). Folosind tot Lema 11.3 (12),
putem presupune cd U = {0,x} cu x # 0. Dar atunci Z u=04+x=x,

uwelU
ceea ce contrazice definitia codurilor Preparata, pentru ca V = 0.

Séa presupunem d = 4. Cu Lema 11.3 (¢), aceasta inseamna card(U) =
4,card(V') = 0 sau card(U) = card(V) = 2. In primul caz avem
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U = {0,x,y,2} cu x,y,2z # 0 g distincte. Ultima conditie a definitiei
codurilor Preparata este:
0 +x34+y3 4224+ (0+x4+y+2)%=0sau

(X +y)(x+2z)(y +2) =0 ceea ce este imposibil, cele trei numere fiind
distincte s1 nenule. '

In a doua varianti, se poate considera U = {0,x}, V = {y,z}, toate
cele patru elemente fiind distincte. Din definitie rezulta

03 4+x34+(04+x3=y3+23sauy?+22=0.

Folosind acum Corolarul 11.1, din y3 = 23 rezultd y = z, contradictie.

Sa construim acum un cuvant - cod de pondere 6. Fie x,y,z €
GF(2") elemente distincte nenule. Existd atunci (Corolarul 11.1) un
element v € GF(27) unic cu v3 =x3 4+ y3 + 23 Daci v = x, atunci

v3 = x3 deci y3 = 23, ceea ce duce la contradictia y = z. Deci v este

distinct de x,y,z.
Definim u = v+ X +y + z. Se observa ca u # 0 (altfel
v+ (x+y+2)? =(x+y)(x+2)(y+2)#0,
deci - cu Corolarul 11.1 - v # x + y + z). Fie acum U = {0, u},
V = {v.x,y,z}. Din constructie, cum toate elementele sunt distincte,

cuvantul [x(U), x(V)] are ponderea 6, s1 se verificd ugor ca este cuvant -
cod. o

Observatia 11.2 Conform Definitiei 10.5 (Capitolul 10), codurile Pre-
. ; . 6

parata nu sunt coduri “astmptotic bune”, deoarece llm — = lim — = 0.
1— 00 nl 1— 00 nl

Cum rata de coreclie a erorior scade cu lungimea codului, este recoman-

dabild folosirea codurilor Preparata de lungime micd.

Exemplul 11.5 Sd considerdm GF(2%) construit in Exemplul 11.2. Fie
elementele X = a. y = o>, z = o®. Definim

vi=x3+y3 423 =0 +0a%+a'® =110+ 001 + 100 = o = (a®)?
(deoarece a” = 1), deci se poate lua v = o®. Mai departe,
u=v+4+x+y+z=a+a+c®>+a® =o' Acum, U = {0,u} =
{0,0%}, V = {v,x,y,2} = {5, a,a® @} si se obtine [x(U),x(V)] =
= 00001001 01010110, care este un cuvdnt cod din P(3), de pondere 6.

Teorema 11.2 Codul Preparata nu este cod liniar.

Demonstratie: Relatia

xX(U), x(V)] + [x(A), x(B)] = [x(UAA),x(VAB))

se verifica imediat.
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Din demonstratia Teoremei 11.1 am vazut cum se pot construi cu-
vintele - cod [x(U/),x(V)], [x(A),x(B)] € P(r) cu U = {O,uy}, V =
{x1.y1-21.v1}. A = {0,u2}. B = {x2,y2,22.v2}. Conform Lemei
11.1, ¢ = [(UAA+u1), x(VAB)] € P(r). Facem urmitoarele observatii
(ugor de verificat):

(1) card(UAA+uq) < 2;
(2) dc.[x(UAA)Y(VAB)]) <2 card(UAA + u;) < 4;
(3) P(r) are distanta minima 6.

Din ele rezulta ca [\ (I7), \(V)] + [x(A), x(B)] € P(r).

Deci P(r) nu este cod liniar. 0

Ca o consecintd a acestel teoreme, nu se poate da nici o dimensiune
pentru P(r), deci se pare cd nu se poate determina numarul de cuvinte

- cod. Vom reusi totusi acest lucru in mod indirect, ca o consecinta a
schemei de codificare.

11.2 Codificarea codurilor Preparata

Fie a € GF(2") primitiv si sd consideram codul BCH de polinom gene-
rator ¢g(.X) = my(X)m3(X) unde m;(X) este polinomul minimal al lui
a' (i = 1.3). Conform Teoremei 7.7 (Capitolul 7), grad(m,(X)) =

grad(mz(X)) = r, deci grad(g(X)) = 2r. Codul BCH astfel definit

poate corecta maxim 2 erori i are matricea de control (transpusa):

1 1

ol o’

HT = a’ a®
a2 -2 32 -2)

Deoarece g(X) genereaza un cod ciclic, rezulta cad orice submatrice a lui
HT formata din 2r linii consecutive este nesingulara. deci inversabild. Se
defineste matricea A ca submatrice a lui HT formata din ultimele 2r linii,
si H' matricea rdmasd din H7T prin stergerea lui A.

Exemplul 11.6 In eztensia GF(2%) generatd de rdddcina a a polino-
mulu: 1 + X + X3 vom avea
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a o’ 010 110 001 o1
o? af 001 101 111 010
g | @ e [ _| 110 ool w 4-1 | 011101
T ot o ] | 011 111 ' ] 110 100
o® a 111 010 101 110
a® o 101 011 111 001
Pentru GF(2°) generatd de rdddcina a a polinomului 14+ X2 + X3 avem
( 00011 01000\ / 00111 00010
10101 00001 00011 10001
11110 00101 10011 00011
o’ a® 01111 10001 11011 01010
Ao | o e | _| o oo || 01101 10101
S 11101 11011 |’ 10101 11001
a0 9 11010 01100 00110 11111
01101 10101 11001 01110
10010 10011 11000 00111
\01001 01101 \ 10001 10100 )

Fie a = [ag,ar] un cuvént binar de lungime 271 —92r — 2, unde
laL] = 2" — 1. |ar| =2" — 2r — |. In notatie polinomiald putem scrie
apHT = [ag(a),ar(c®)]. arH' = [ar(a), ar(c®)].

Se mai defineste
VR = [ar(a) + ar(a),ar(e?®) + (ar(a))® + ar(a®)]A71 (3)

Teorema 11.3 Fie r > 2 un numar intreg impar. Pentru orice cuvant
binar a. |a] = 27t — 2r — 2, dacd \(U) = [aL,pr). x(V) = [ar, VR, PR]

unde pr. pr sunl bitii de control pfnhu ay, respectiv |ar,VvR/|, atunci
N() (V)] € POY)

Demonstratie:  [ag,VR]HT = aRH'+vRA [ar(a@),ar(c®)]+[ar(a)+
ar(a), ar(a®) + (ar(a))® + ar(a®)] = [ar(a), ar(a®) + (aL ))?].

Dar aR VR [Z ZU ] . ar, = Zu, (IL(C!a) + (aL(a))S =

veV el uel’

3
= Z u? + <Z u) , ceea, ce verifica conditiile din Definitia 11.1.

uelU uelU
Deci [x(U), x(V)] este cuvant - cod in P(r). O

Corolarul 11.2 P(r) are 22" ~2~2 cyvinte - cod.
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Demonstrafie: In Teorema 11.3 existy 227" ~27-2 alegeri posibile pentru
a. toate conducand la cuvinte - cod distincte. O

Putem da acum un algoritm de codificare a mesajelor de informatie
in codurile Preparata.

Fie ap,ap cuvinte de lungimi 2" — 1 respectiv 2" — 2r — 1.
Fie vr definit de (3).

Se construiesc py. pr conform Teoremei 11.3.

Atunci mesajul de informatie a = [ar,. aRr] se codificd in
laL,pL,ar, VR, PR)-

Exemplul 11.7 Sd consideram r = 3, ay, = 0110010, agr = 1. Dec:
ar(a) =a+a*+a®*=a ag(a)=a°
ar(6®)=c® +a® +a® =a?, ar(e®)=al.

Din (3) avem vRr = [@® + a®. 0% + a® + a®]JA~! = [000 001]A~* =
= 111001 unde A™! este matricea din Exemplul 11.6. Atunci vom codifica
a = [0110010 1] in ¢ = [aL, pr, aR, VR, pr] = 01100010 1 1 111001 1].

Deci ¢ = [x(U),x(V)] unde x(U) = 01100101, x(V) = 11110011,

care coincide cu secvenfa - cod construitd in Ezemplul 11.3.

11.3 Decodificarea codurilor Preparata

Cum P(r) are distanta minima 6, el poate corecta cel mult 2 erori. IFie b
un cuvant receptionat; il scriem b = [br,pr,br,pr] unde by, bgr sunt

ambele de lungime 2" — 1 iar py, pr sunt biti de control a paritatii. Se
calculeaza

bLHT = [br(a).bi(e’)]. brHT = [br(a), br(a®)].

Apar mai multe cazuri, in functie de pozitiile unde apar erori.
1. Daca erorile apar pe pozitiile de control, atunci
br(a) = br(a), br(a®) + (be(@))® = br(a®)
(conform Definitiei 11.1), ceea ce se verifica ugor.

2. Dacd existd o eroare pe pozitia ¢ in br s cel mult o eroare pe
pozitiile de control atunci

br(a) = br(a) + o', br(a®) + (br(a))® = br(a®) + o*, deci
(bo(@) + br(a))® = b(e®) + (be(a))’ + br(a?).

Dacd ultima relatie este verificati, atunci se scrie o' = b (a)+br(a)

g1 se schimba bitul ¢ din bgr (plus cel mult un bit de control).
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Dacd exista o eroare pe pozitia ¢ din by g cel mult o eroare pe
pozitiile de control, similar cu cazul anterior (lucru posibil pe baza
Lemei 11.3) se verifica relatia

(br(a) + br(a))” = br(a®) + (br())® + br(e®);
in caz afirmativ, se calculeazi o' = bp(a) + br(a) si se schimba
bitul i din b, (plus cel mult un bit de control).
Daca apar doua erori in br pe pozitiile ¢ g1 j, atunci:
br(a) = brla) +a' +a’, br(a®)+ (br(a))® = br(a®) + a® + o,

deci se determini o' + o’ §i a® 4 a®. Valorile 7, j sunt determinate
cu un algoritm similar celui de la codurile BCH.

Daca apar doud erori in b, invocand din nou Lema 11.3 putem
aplica analiza de la cazul anterior.

Dacd apar doud erori: una pe pozitia z in by, §i una pe pozitia j in
bgr, atunci

br(a)+a' = br(a)+al. br(e®)+a®+(bo(a) + o)’ = br(a®)+a¥.

Acest sistem de necunoscute o' si o’ se rezolva astfel: din prima

ecuatie se scoate o’ = by(a)+ a' 4+ br(a) si se inlocuiegte in a doua
ecuatie, ceea ce da

be(a®) +&® + (br(a) + a')® = br(a®) + (bu(a) + o) + (bp(a) +
a')2bp(@) + (bL(@) + @*)br(a)? + br(a)®.

Dupa simplificarn se ajunge la

a® + o®bp(a) + &(br(a))® + (br(a))® =
= br(a?) + br(a®) + by(a)?br(a) + br(a)br(a)?, sau

(a +br(a))® = (br(a®)+br(a®))+(br(@)+br(a))*+br(a)+br(a)?.

Notand membrul drept al acestei expresii cu A, obtinem solutia
o = bpla) + A3, o =by(a) + A3

Deci locatiile erorilor se pot determina in toate situatiile posibile. Bitii de
paritate pentru fiecare jumatate de cuvant dau posibilitatea de a decide

ce caz se aplica lui b. Putem da acum algoritmul de decodificare pentru
codurile Preparata P(r):
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11.3. DECODIFICAREA CODURILOR PREPARATA 239

Fie b = [by.py,br.pr] cuvantul receptionat.

0. Se calculeaza L, = by(«v), L3 = br(a®), Ry = br(a).
Ry = br(a®):

1. Dacd L1 + Ry =05si Ly + L} + R = 0, atunci singurele erori
posibile au aparut pe pozitiile de control.

2. Dacd (Li+Ry)*+ L3+ L} + Rz = 0, calculdm o' = L, + R;. Se
corecteaza pozitia : din bgr s cel mult un bit de control al paritatii;
se cere retransmisia daca ambii biti de paritate trebuie modificati.

3. Dacid (Li+R)*+Rs+R}+ L3 =0, calculim o' = L, + R;. Se
corecteaza pozitia ¢ din by, g1 cel mult un bit de control al paritatii;
se cere retransmisia dacd ambii biti de paritate trebuie modificati.

4. Dacd ambele jumété&i ale lui b sunt deapondere para si
X2 4 (Lo 4+ Ry)X + B4 +LR1+R(L‘ TR (X tai) (X 4,

1 1

se corecteaza pozitiile ¢ g1 j din by,.
5. Daca ambele jumatati ale lu1 b sunt de pondere para s
. Rs+ RB+ Rs+ (L + By)® . .
X2 (L + Ry X + = 13( P (X ral)(Xtad),
1 1

se corecteaza pozitiile ¢ si j din bg.
6. Daca ambele jumatati ale lui b sunt de pondere impara, se
calculeaza
o = Ry + (L34 R+ (L + R)* 4 Ly + Ry)Y/3,
o =L+ (L3+ R+ (L 4+ B>+ La + Ry)Y3.
Se corecteaza pozitia z din by, §i pozitia 7 din bg.
7. Daca nu a aparut nici una din situatiile anterioare, se cere
retransmisia cuvantului.

Exemplul 11.8 Sd decodificim urmdtoarele cuvinte primite, despre care
se presupune cd au fost codificate folosind P(3), unde GF(2%) s-a generat
cu rdddcina a a polinomului 1 + X + X3

I: b =10010011 11100111.
0) [Ly1,Ls) =bpHT =111110, [R;, Rs)=brHT =101 110;
1) Li+ Ry =111 +101 = a #0;
2) (Li+R)P+ L+ L3 +Ri=ac*+P+a¥+a®>=a’#0;
3) (Li+RP+ R+ R+ L=+ +a®+a? =0 #0;
3 15, 3, .3
) X? 4 aX + 2 o tata =X*+aX +a°®=
a
= (X + a?)(X + o).
Deci b se decodificd in 10010011 11001111.

II: b = 10100100 10001001.
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240 CAPITOLUL 11. CODURI PREPARATA

(0) [L1,La) = bLHT =[010,011]), [Ri, Rs) =brHT = [111,011];
(1) L+ Ry =010 + 111 = a® # 0;

(2) (Li+ R+ La+L3+R3=a®+a'+a°+a" =a®#0;
(3) (L1+R1)3+R3+R?+L3:a18+a4+015+a4:oﬂ;é().
m

) =S+ (P +a®+a®tal+at)P=ab+ (%)=
= &® 4 (@) = o + ot = a®

S-a obtinut 1 = 0. Se poate determina apoi imediat & = a+a' = o®
deci ) = 2.

Cuvantul b se decodifica tn 00100100 10101001.

III: b = 10001000 11101001.
(0) [Li1,Ls) = b, HT = [111,011}, [Ry, R3] = br HT = [100,000];
(2) (Li+ R+ L3+ L3+ Ry=a%+a*+a'®+0=0a°#0;
3) (ILh+R)P+R+R+L3=024+0+a°+a*=0.
Calculdm o = Ly + Ry = o, deci t = 4. Dar modificarea bitului 4 in
by, cere ca ambii bifi de control sd fie modificali; dect se cere retransmisia
cuvantului.

’

Pentru codul Preparata obtinut prin relaxarea lui P(r), se poate
aplica aceeagi strategie de decodificare folosita la codul Golay; cum acesta
are d = 5, poate corecta de asemenea cel mult 2 erori independente.

11.4 Coduri inrudite cu codul Preparata

11.4.1 Codul Nordstrom - Robinson

Sa plecam de la codul Golay binar extins Cy4 (a se vedea sectiunea 3.2.1,
Capitolul 3), ale cirui cuvinte se pot scrie sub forma a = {a1, az], unde
laj| = 8, |az| = 16. Consideram submultimea GNR C (34 ale cérei
elemente verifica conditiile:

1. Dacd a € GNR atunci w(ay) € {0.2};
2. Dacd a,b € GNR atunci d(a;,by) < 2.

Evident, GNR va avea 256 cuvinte. Pe baza lui se construieste codul

NR = {az]a = [a1,a2] € GNR}.
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Acesta este un cod neliniar de lungime n = 16 s1 distanta minima
d = 6. Numit codul Nostrom - Robinson. el coincide cu codul Preparata
P(3).

Un alt cod derivat din acesta este codul Nadler, construit astfel: se
pastreaza din NR doar cuvintele - cod care coincid pe ultimele doua
pozitii. Apoi la toate aceste cuvinte se sterg ultimele trei caractere (o

dubla scurtare urmata de o relaxare). Codul astfel obtinut este unic, are
n = 13. d =5 s1 64 cuvinte - cod.

11.4.2 Codul Kerdock

Definitia 11.3 Fie r > 3, r impar. Un cod Kerdock K(r) este format
din toate cuvintele de forma [x(U), x(V)] care verificd conditiile:

1. UV CGF(27): card(U) si card(V') pare;

2.Vs(1<s<27=2)(1 Swq(s)<r—2) = ZUS:ZUS:O;
uelU veV

3. Vs (s <2 =2) (wy(s)=r—2) = zuszzvs:

~ uwel veV

uel vev

S-a notat cu wy(s) ponderea reprezentdrii in binar a lut s.
Se considerd prin conventie Vs, 07° = 0.

Codul Kerdok K(r) (definit in 1972) este de fapt un subcod al codului
Reed - Muller RM(2,7 + 1); el este format din perechi de translatari

de cuvinte din RM(1,r) selectate in aga fel ca s maximizeze distanta
minima dintre doud translatari.

Este interesant ca dintre toate codurile cu aceeasi distan{d minima,
codul Kerdok are numarul maxim de cuvinte - cod.

Nu vom detalia demonstratii referitoare la proprietatile acestor co-
duri. Pentru informatii suplimentare se pot folosi [4] si [9]), cu mentiunea
ca justificirile pleacd de la o modalitate diferitd de definire a codurilor
K(r) si P(r). Rezultatele sunt insa deosebit de interesante. Astfel:

Teorema 11.4 K(r) cste invariant la distanta.
Lema 11.5 K (3) = P(3).
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Teorema 11.5 Coduride P(r) si K(r) sunt duale.

Ca o consecintd imediata, P(3) este un cod auto-dual.

11.5 Exercitii

11.1 Demonstrati:
(a) FEgalitatile (1) i (2); (b) Lema 11.3; (c) Corolarul 11.1.

11.2 Aplicati Lema 11.3 cuvdntului - cod definit in Ezemplul 11.4, folo-
sind  (a) B = o (b) 3 =a; (c) B = ab.

11.3 De ce [x(BU), x(BV)] nu este cuvant - cod pentru f =0 ¢

11.4 Ardtati cd cele trei cuvinte oblinute in Eremplul 11.4 satisfac
conditiile definifier codurilor Preparata.

11.5 Fie GF(2%) generat de rdddcina a a polinomului 1 + X + X3.
Folosind urmdtoarele cuvinte x,y,z € GF(2®) construiti cuvinte - cod de
pondere 6 din P(3):

(a) (x =a, y =a?, z=a?); b)(x=a, y =a z=0ab);
() (x=a% y=10c3 z=0ab).

11.6 Fie GF(2*) construit cu 1 + X + X3, iar A™! din Exemplul 11.6.
Codificali urmdtoarele mesaje folosind P(3):

(a) ar, = 1010100, ag = 1; (b) ap, = 1010100, ar = 0,

(c)aL = 1111111, ag = 1;  (d) aL = l111111, ag = 0;

(e) ar, = 0000000, ar = 1.

11.7 Fie GF(2%) construit cu 1 + X2+ X3, tar A7! din Exemplul 11.6.
Codificati urmatoarele mesaje folosind P(5):

(a) ay, =10100...0, ag = 000001000100...0;

(b) ap, =10100...0, ag =00...0;

(c) a, = 10100...0, ag = 111100...0;

(d) ap, =0000...0, ag = 100...0.
Care este lungimea lut ay, ¢ dar a lui ag ?

11.8 In aceleagi conditii din Eremplul 11.8, sd se decodifice cuvintele:
10000001 11101000 00011010 01000010 00100101 10100100
01010110 00011110 11101000 10001001 10011001 01010101
01000111 11001000 10101101 11010000 11101110 01010101

11.9 Construi{i cele 64 cuvinte ale codului Nadler.
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Capitolul 12

Coduri convolutionale

In cazul codurilor prezentate pand acum, prin codificarea unui mesaj de
informatie de lungime k se obtine un cuvant - cod de lungime n, ale
carui caractere nu depind decat de cele k elemente de informatie curente.
Avem de-a face cu un proces de codificare fira memorie, iar aceste coduri
sunt numite g1 coduri - bloc.

P. Elias a introdus in 1965 o clasa de coduri, remarcabile prin siguran-
ta sporitd pe care o asigura in transmiterea informatiei: codurile convo-
lutionale. In cazul lor. codificarea unui mesaj de lungime k se face tinand
cont si de codificarile mesajelor de informatie anterioare.

De remarcat cd NASA si Agentia Spatiald Europeana folosesc in
mod curent o combinatie intre aceste coduri si codurile Reed - Solomon.

Fie-are mesaj de informatie este codificat initial cu un cod RS, apoi cu
un cod convolutional.

12.1 Coduri liniare si convolutionale

Dupad cum am vazut (Capitolul 2), un (n,k) - cod liniar codifica un
mesa] de informatie u € Z: intr-un cuvant - cod v = uG de lungime
n (v € Z7). Un cod liniar poate fi privit insd si ca o aplicatie care
transforma mesaje sursi de lungime -k (¢ = 1,2,...) in mesaje - cod de
lungime ¢ - n.

Exemplul 12.1 Codul generat de matricea

G =

o O
o - O
—_ o O

1
1
1
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definegte o functie astfel:

apadqazayds . .. — apd102X003A405T . . .
unde

To=4ag+a +az, *y=az+aq4+as,...

O astfel de functie poate fi exprimata prin polinoame de grad nedeter-
minat. Astfel, fie a(X) = ap+ ;X + a2 X? + ... polinomul reprezentiand
mesajul sursd, si u(X) = uo+u; X +uX?+. .. mesajul codificat. Atunci
un cod liniar este o aplicatie (' definita C(a(X)) = u(X). O astfel de
aplicatie are urmatoarele proprietati:

o ( este liniara:
Cla(X) + (X)) = Ca(X)) + C(B(X));
C(ta(X)) = tC(a(X)).

o C este invariantd in timp: intarzierea mesajului sursa cu k tacti
are ca efect decalarea raspunsului cu n tacti:

C(X*a(X)) = X C(a(X)).

e (' nu are memorie: codificarea unui mesaj sursd de lungime k nu
depinde de mesajele sursd precedente.

Aceste trei proprietatl caracterizeazd complet codurile liniare. Daca se

renuntd la ultima conditie, se obtine o noud clasd de coduri, numite
codurt convolutionale.

Definitia 12.1 Fie ¢ un numdr prim. Un (n,k) - cod convolufional este
o aplicatie liniard C : Z,[X) —— Z,[X] cu proprietatea (de invariantd de
timp)

C(X*a(X)) = X"C(a(X)), Va(X)e€ Z,[X].

Exemplul 12.2 Sd consideram circuitul liniar:

+
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El reprezintd un (2,1) - cod convolutional C. Acesta este liniar (datoritd
circuttulut), invariant tn timp (o intdrziere de 1 tact la intrare provoacd
o intarziere de 2 tacti la iesire).

De ezemplu, pentru intrarea 1 se obfine 11 la primul tact, 11 la al
dotlea tact 51 01 la al treilea (dupd care urmeazd 0000 ...). Deci

C(ly=111101 = 1 + X + X2+ X3 + X5,

Datoritd invariantei in timp, avem

C(X)=C(01) = 00111101, C(X?*) = C(001) = 0000111101,...

(s-a tinut cont de dualitatea de notare polinom - cuvdnt).

Datoritd liniaritatii, raspunsul C(1) caracterizeaza completl codul.

De ezemplu, mesajul de intrare 101 se codificd prin
C(101) =C(1+X?) =C(1)+C(X?) =C(1)+C(001) = 11110100 .. +
0000111101...=1111101101.

12.2 Coduri (n,1) - convolutionale

In cazul particular & = 1, codul C este complet determinat de iesirea
pentru mesajul de intrare 1. Notam cu
C(1) = gol X)
polinomul generator al acestei subclase de coduri. Din invarianta in timp
rezulta
C(X") = XMgo(X), Vi>1.

Deci, pentru orice polinom a(X) = ap + a1 X + ... + a,X?, avem

C(a(X)) = aoC(1)+a1C(X) +aC(X?) +...+a,C(XP) = aogo(X) +
a1 X"go(X) 4+ a2 X go(X) + ... + @, X"Pgo(X) = a(X™)go(X).

Aceasta conduce la ideea ca un (n,1) - cod convolutional este generat
de polinomul go(.X') conform regulii

C(a(X)) = a(X™)go(X). (1)
Invers, orice polinom go(X') € Z,[X] defineste un (n,1) - cod convolu-

tional.

Observatia 12.1 [deca de polinom generator este similard celei de la
codurile ciclice, unde codificarea mesajului de informatie a(X) revenea la
inmultirea cu polinomul generator. La codurile convolutionale nu ezistd
insd restriclie referitoare la gradul lui a(X) gi — in plus - la inmulfire se

foloseste a(X™).

Exista o modalitate simpla de constructie a unui circuit liniar, generator
al unui astfel de cod. Vom descrie aceasta pentru cazul binar.
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Polinomul go(X) se descompune in sume de n termeni consecutivi,
fiecare sumd descriind modul de conectare al elementelor de inmagazi-
nare. Astfel. fie m cel mai mic numar intreg cu proprietatea mn <
grad(go(X)) < (m + 1)n. Atunci

go(X) = (bo + by X + ...+ by XY 4 (02 X™ 4 b XM 4+ L+
b X2 ) A (b X ™ 4 b X L bnga X1 (2)
(s-au completat eventual cu 0 coeficientii lui go(X), pana la bpnin_1).

Numarul de m+1 paranteze indica faptul ca sunt necesare m elemente
de Inmagazinare (prima paranteza se referd la intrare). A 7 - a secventd
de termeni descrie iegirea celui de-al (: —1) - lea element de inmagazinare
(b, = 1 semnifica o legatura directa cu al p - lea element al iesirii). Toate
conexiunile care intra intr-unul din cele n elemente ale bufferului de iesire
sunt in prealabil insumate.

In plus, elementele de inmagazinare sunt legate intre ele secvential.

Exemplul 12.3 S¢ considerdm (2,1) - codul convolutional binar, de
polinom generator go(X) = 1+ X+ X%+ X® = (14 X)+(X*+0)+(0+ X3).
Circuitul liniar va avea doud elemente de inmagazinare. Prima paran-
tezd, 1 + X. aratd cd ambii bifi de iegire sunt legati de intrare, X? 4+ 0
indicd faptul cd primul element de inmagazinare este legat direct doar de
primul bit de iegire, 0 + X° aratd cd al doilea element de inmagazinare
este legat numai de al doilea bit de iegire.

Codificatorul este descris de circuitul liniar:

)

S ]

+

Exemplul 12.4 Fie (3,1) - codul convolutional binar (deci cu 3 biti de
iegire) generat de polinomul go(X) =1+ X2 + X2+ X° + X6 + X7 +
X2+ X + X", Relatia 3m < 14 < 3(m + 1) dd m = 4, deci vor
fi necesare patru elemente de inmagazinare. Pentru a construi circuitul
liniar, rescriem acest polinom astfel: go(X) = (1 + 0+ X?) + (X3 +

0+ X®) + (X®+ X7 +0) + (040 +0) + (X'2+ X'+ X'*). Se obine
codificatorul
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—~ S S
!

Similar codurilor ciclice, plecand de la polinomul generator, se poate

construi matricea generatoare a (n,1) - codurilor convolutionale binare.
Aceasta este

go(X)
X"go(X)
G = X?ngo(){)

Numarul liniilor (g1 deci si al coloanelor) lui G nu este fixat, el depinzand
de lungimea mesajulul sursa. Astfel, pentru un mesaj de : caractere
binare, matricea (& are z linii §1 1 + grad(go(X)) + (2 — 1) - n coloane.

Exemplul 12.5 Fie (3,1) - codul convolutional binar de polinom gene-
rator go(X) =1+ X + X® + X1+ X°® + X®. Pentru un mesaj sursd de
lungime 3, matricea G va avea dimensiunea 3 X 15:

1101 1
G = 1 10

—_—— O
— = O
O == =

0 01
111001

(spatiile libere sunt completate cu 0). Astfel, codificarea mesajului 101
este

(101)-G = (110111111 111 001).

Unele aplicatii folosesc o descompunere a polinomului generator go(X)
in n polinoame, flecare polinom corespunzand unei locati din bufferul de
iegire. Constructia unei astfel de descompuneri este urmatoarea:

Formula (2) - care std la baza constructiei circuitelor liniare cores-
punzatoare unui (n,1) - cod convolutional - se poate rescrie

n—1
gO(«X) = Z (bl + bn+an+i 4.4 bmn+ian+i) '
1=0
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Definim polinoamele subgeneratoare
Go(X) =bi + by X + .o+ b i X™

Astfel, fiecare locatie 1 a bufferului de iegire depinde numai de polinomul
subgenerator g§(X) si de polincmul de intrare: pentru o intrare a{X),
prin a z-a locatie a bufferului de iegire se obtin coeficientii polinomului
a(X)go(X).

Aceasta observatie conduce la o noud reprezentare a operatiei de codi-

ficare pentru un (n, 1) - cod convolutional. Notand polinomul generator
ca o secventa de polinoame subgeneratoare

90(X) = (go(X),96(X)s-- -, 957 1),

codificarea mesajului de informatie a(X) poate fi scris ca o secventd
formata din n componente (infinite)
C(X) = (a(X)go(X), a(X)g1(X), . . -, a(X)gn-1(X)),

ale carui caractere se transmit in paralel in ordinea crescatoare a puterilor

lui X.

Exemplul 12.6 Fie (2,1)- codul convolutional binar, avind ca genera-
tor polinomul g(X) =1+ X + X% + X3 + X¢.

Trecand prin formula (2), el se poate scrie succesiv go( X) = (1 +
X)+(X?+X3)4+(04+0)+(X°40) = (1 4+ X*+ X% + (X + X3);
de aici rezultd forma celor doi subgeneratori: ¢g3(X) = 1+ X + X3 g
9(X) =1+ X. g3 "alimenteazd” prima celuld din bufferul de iegire, iar

gs — a doua celuld; se pot considera drept iesiri paralele cele doud sdgefi
din dreapta circuitului.

~ .
Mesajul a = 101 (sau - altfel scris - a(X) = 1 + X?) este codificat in
CX)=((1+XH1+X+X3),1+XH01+X)=(1+X+X*+

X1+ X 4+ X2+ X3,
Deci cuvantul - cod este c=11111101001000 ....

12.3 Coduri (n,k) - convolutionale

S& dezvoltam o descriere a codurilor (n, k) - convolutionale, similara celei
date anterior pentru cazul £ = 1. Vom incepe cu un exemplu:
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Exemplul 12.7 Fie circuitele liniare a doud (2,1) - coduri convolutio-
nale. care au tegirea comund:

n ¥
() b

D

R

) )
3 D

La fiecare tact intrarea este formatd din dot bifi care formeazd intrdarile
in cele doua circuite liniare. O intarziere cu dot tacfi la intrare genereazd
o intdrziere de doi tacii la iegire; deci, acesta este un (2,2) - cod convolu-
{ional.

Pentru intrarea 10 iesirea este 110101 (funcfioneazd doar circuitul
supertor). iar pentru 01 iesirea este 010111 (numa: pe baza circuituluz
infertor). Formal,

C(l)=14 X+ X?+ X® = go(X),
C(X)=X+ X3+ X*+ X° = g1(X).
Folosind invarianta in timp se pot determina st alte tegiri:

C(X¥) = X¥go(X), C(X%+)= X%g(X) Vi> 1.

Definitia 12.2 Pentru un (n,k) - cod convolujional, polinoamele
g(X)=C(X") (0<i<k-1)

se numesc "polinoame generatoare”.

Teorema 12.1 Un (n,k) - cod convolutional de polinoame generatoare
g:i(X), (0 <1< k—1) este determinat de funciia de codificare
C: Z,[X] — Z,[X] definita
k-1

Cla(X)) =Y a¥(X™)gi(X), (3)
1=0
unde pentru secvenfa a = agayay... s-a notat al) = itk Qiy2k - - -
(0 < <k —1), iar aP(X) este reprezentarea sa polinomiald.

Reciproc, fiind date polinoamele g;(X)1=0,1,...,k—1 st un numdr
n, formula (3) determind un (n, k) - cod convolutional.
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250 CAPITOLUL 12. CODURI CONVOLUTIONALE

Demonstratie: Vom incepe prin a arata ultima afirmatie. Pentru un
1 (0 <1<k —1) fixat, conform relatiei (1), avem
a®(X) > aO(X)gi( X).

Aplicatia este liniard (ca o compunere de transformari liniare) gi in-
varianta in timp (pentru cd defineste un (n, 1) - cod convolutional). Deci,
pentru orice secventa de intrare a putem scrie (Xka(X))(t) — X"al(X).

Rezulté cd iesirea lui X*a(X) prin aplicatia (3) este

k—1
XY a(X™)gi(X
1=0

Sa ardtam acum cd un (n, k) - cod convolutional definit de aplicatia C
k-1

din Definitia 12.2 este identic cu cel dat de C'(a(X)) = Z aP(X™)gi(X)
i=0

unde ¢;(X) = C(X") (0 < 7 < k — 1) sunt polinoamele generatoare.
Deoarece C si C’ sunt ambele liniare, este suficient sd aratam ca C(X") =
C’(XT") pentru orice r > 0; atunci vom avea

Clao+aX +aX*+..)=) a,C(X") =) a,C'(X") = C'(ao +

>0 r2>0

(11,)( + a2X2 + . )

Deoarece ambele aplicatii sunt invariante in timp, ne putem restrange
la0 <r < k-1 Pentrua =00...0100... (cul pe pozitia 7), este
evident c3 al") = 100... si a) = 000... pentru : # r. Deci C'(X") =
g:(X) = C(X"). 0

Analog codurilor (n, 1) - convolutionale, si in acest caz se poate defini
matricea generatoare, care este o reprezentare matriciald a relatiei (3).
Liniile matricii sunt go( X ), ¢1(X),- -, ge—1(X), X"go( X ), X1 (X), ..,
considerate ca polinoame de grad neprecizat (teoretic infinit). Pentru
mesajul a = aga, ...a, codificarea este

aG = aggo(X) +... +ax_19k-1(X) + X" argo(X) +. .. + azk-19x-1(X)] +

.X2"[a2kg0(X) + ...+ agk_lgk_l(X)] + ... = (0.0 + (lan + az;cXQ" +
k-1
)90( X)) H o (aker + a1 XM+ )geo1 (X)) =) a D XM)gi(X).
1=0

Exemplul 12.8 Matricea generatoare a (2,2) - codului convolutional
descris in Exemplul 12.7 este
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(110101 \
010111
110101
G = 010111
110101
010111 ...
K )

(locurile goale sunt completate cu 0).
Pentru intrarea 101 tesirea este
11010100
(101){ 01 01 1100 }=(11100001), dect
001 10101
Cl+XH)=1+X+ X2+ X"

S-a prezentat anterior modul de constructie al unui circuit liniar pentru
(n,1) - coduri convolutionale, plecand de la polinomul generator go(X).

In mod similar se determina circuitul liniar de codificare pentru un (n, k)
- cod convolutional:

1. Pentru: = 0.1,...,k — 1 se construieste circuitul liniar al (n,1) -

codului definit de a(X) — a(X™)g:(X);

2. Se foloseste un buffer comun de iegire (de n simboluri) in care ajung
rezultatele insumate ale celor k circuite liniare;

3. Secventa de intrare este segmentatd in blocuri de cate k simboluri,

fiecare al p-lea simbol din bloc constituind intrarea in al p-lea circuit
liniar (p = 1,2,...,k).

Exemplul 12.9 Sd construim circuitul liniar pentru (2,2) - codul definit
de polinoamele generatoare
(X)) =X+ X+ X'+ X% g(X)=14+X+X2+X'+X°4+ X6+ X",
Seriem go(X) = (0+ X) + (0 + X3) + (X* + X3) deci circuitul sdu
liniar are 2 elemente de inmagazinare. Pentru g;(X) = (1+ X))+ (X% +
0)+(X*+ X3)+ (X®+ X7) sunt necesare trei elemente de inmagazinare.
Reprezentarea sa graficd este:
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O—@
L
|
OOy

C Y
— T

)
) )

Definitia 12.3 Un (n,k) - cod convolutional are "memorie” N dacd

[

Vi(0<i<k—1),  grad(gi(X)) = Nn,

tar N este mazim cu aceastd proprietate. Numarul Nn se numegte
"lungimea restrdnsa” a codului.

Dupd cum s-a vazut in sectiunea anterioard, un (n,1) - cod convolutional
de memorie N poate fi implementat cu o combinatie de N elemente de
inmagazinare. N este numarul de simboluri de iegire care pot fi modifi-
cate la schimbarea unui singur caracter de intrare.

12.4 Coduri convolutionale sistematice

Un (n,k) - cod convolutional sistematic are proprietatea ca la fiecare
iesire a unui bloc de n caractere, pe primele k pozitii se gasesc simbolurile
de infor-matie. Vom da o constructie directd a acestor coduri, plecand
tot de similitudinea lor cu codurile - bloc.

Fie n,k, N (k < n) numere naturale nenule. Consideram sistemul de
k(n — k) secvente cu N componente peste Z,;:

9(2,3) = g0(1,7)91(2,5) - .- gn-1(2.7), 1<i<k, 1<j<n-—k

Aceste secvente se numesc subgeneratort.

Considerim matricea
Goo ( 1)
900(2)

QO‘: :(IkPOOkPlOkPZOk"'PN—ZOkPN—lOkOk"')7

goc (K)
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unde [ este matricea unitate, O, este matricea nula (ambele de ordin

k),
9:(1,1)  g(1,2) g:(1,n — k)
2,1 2.2 2,n—k
p = 9:(2,1) ¢:(2,2) 9:(2,n — k)  0<t<N-1
g1(k. 1) gu(k.2) gi(k.n — k)
1ar
gool?) =0...010...g0(z,1)...g0(2,m — k)0...0¢1(2,1)...91(z,n — k)
0...0gn-1(¢,1)...gn-1(z,m — k)O.. (1 <1< k).
Cuvintele obgmute din primele Nn componente ale lui go(2) (1 <2< k)
( ) 0...010. Ogo\l‘l). .go(z,n—k)O. .OgN_l(l,l). .gN_l(T,Tlr—k‘)
se numesc genemtori.
Fie p un numar natural. Se defineste operatorul
DPgec(t) = 0. . - 0goo(?)
pn
care translateazd g..(i) cu p-n pozitii spre dreapta.
In sfarsit, {ie
(1) '\
QO goo(k)
. DQo Dygeo(1)
(10\) = D2Q0 = =
: Dgoo (k)
D?gs(1)
IyFy OrPr OpPy O Pn
ItPy OPy OkPn-2 OrPn_y
I Py OxPn-2 OrPn_y

matricea generatoare a unui (n

Ok Pn_3

, k) - cod convolutional.

Observatia 12.2 Fuvident, un (n,k) - cod convolufional sistematic este

n (n,k) - cod convolutional.

Invers, un (n,k) - cod convolufional se

poate transforma intr-un cod sistematic adunand la fiecare polinom gene-

mn+n—1
rator ¢;(X) =
p=0

Z b; , X? polinomul
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m k-1 _ .
gx)=> — binpa ) XPH 45, XF(0< i < k—1).
p=0 ]=0

Desi are - teoretic — un numar infinit de linii si coloane, fiind in forma
canonica, se poate construi iiediat matricea de control a codului:

([ P L )
_PIT On—k _P(:)T In—k
—PT 0., —PT Onx -PT I,

H. =
1 T T
—P\-1 On-k _PN-2 On-k — N-3 On—t
T
—Pi_y Onk —Py_; Ony
T
_PN—l On-k

a careil transpusa este

_PO _Pl “P2 _PN—I

In—k On—k On—k On—k
HT — ~P, -P,  —Pyo —Puo;
In—k On-k On—k On—k

Se verifica imediat egalitatea GOOHOT0 = 04
Sa considerdm un mesaj de informatie a, sub forma unei succesiuni

(teoretic) infinite. El va fi "descompus” initial in blocuri de lungime k:

a=ao(l). ..ao(klgl(l) coear(k).ciap(l) . iap(k) ..

~

- ~ ~

ap | ap

Mesajul codifical se obtine similar codurilor liniare, prin inmultirea lui
a cu matricea generatoare: ¢ = a(G,; textul rezultat va fi descompus in
blocuri de lungime n:

c=aG, = co(l)...co(n)r(1)...c1(n) ... cp(l)...cp(n)...

— " 7
-— - - -~

CO Cl Cp

Tinand cont de forma canonica a matricii G, rezulta urmatoarele relatii:

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



124. CODURI CONVOLUTIONALE SISTEMATICE 255

colk + 7) =ZZ (Dgelz,5), (1<j<n—k) (4)

Aceeasi formuld de codificare se poate scrie si in alt mod:
k 3

¢ = a6 = Y ag(1)goo(i)+ Y _ 01(1)Dgoc(i) + Y _ a2(1) D’ o) +- .,
1=1 i=1

=1

deci

|
c=) ) ali)D'guoli). ()
=1 t=0

Exemplul 12.10 Sa considerdm un (2,1) - cod convolufional binar cu

N = 4 g subgenerator ¢g(1,1) = 1101. Generatorul va fi atunci g(1) =
110100001 iar matricea

11 01 00 O1
11 01 00 01
Goo = 11 01 00 o1
Dacd dorim sd se transmitd secvenfa de informafie a = 10011 ..., ea va

fi codificatd in ¢ = aG,, = 1101001010...
Pentru a construt circuitul lintar de codificare, sd observdam cd gene-

ratorul se poate scrie polinomial sub forma go(X) =1+ X + X3 + X8,
Sunt 4 elemente de inmagazinare $1 vom avea

N T e o

%

Exemplul 12.11 Fie (3,2) - codul convolutional binar cu N = 3 s
subgeneratori g(1,1) = 101, ¢(2,1) = 110. Calculand generatorii, se
obtine g(1) = 101000001, ¢(2) = 011001000 s: dec:

101 000 001 . \
011 001 000
101 000 001
Go = 011 001 000
101 000 001
\ 011 001 000 ...
: )
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256 CAPITOLUL 12. CODURI CONVOLUTIONALE
Fie a =11 00 10... o secventa de informafie. Rezultatul codificarii et
este ¢ =aG.,, = 110 001 100.... Se observd cd in fiecare grup de 3
caractere binare, pe primele doud pozifit se afld simboluri de informatie.

Pentru constructia codificatorului, scriem cei dot generatori sub forma
Go(X) =14+ X2+ X8  gi(X)=X+ X2+ X®° Atunci

»41—{1——4%1
D =

12.5 Coduri convolutionale arborescente

Cuvintele unui cod convolutional sistematic se pot reprezenta folosind
un graf arborescent infinit, cu noduri situate la o distanta de n pozitii
si cu ¢* descendenti din fiecare nod. Codificarea unui mesaj revine la
parcurgerea unui drum in acest arbore.

Pentru simplificare, sd consideram un (n.1) - cod convolutional sis-
tematic binar (generalizarea este imediatd) de lungime restransa N. El
este complet caracterizat prin n — 1 subgeneratori

9(1.7) = go(1. J)g1(1, j) ... gn—a(1y), (1S5 <n—1)

Codul are un singur generator, anume
9(1) = 1go(1.1)go(1,2) ... go(1,n — 1)0g1(1,1)g1(1,2) ... 1 (1,n — 1)
- .Og.,\'_l(l, 1) .. .gN_l(l,n - 1).
Vom folosi notatiile
go = 1go(1,1)...g0(1,n — 1),
gp = 0gp(1,1)...gp(1,n—1), (1<p<N-1)
Atunci g(1) = go81...8N-1, 1ar gp este a p - a ramificatie a lui g(1).
Matricea generatoare a codului va fi - cu aceste notatii:

Jeo(1) go 81 gno1 O 0
G - Dge(1) 0 go gN-2 BN-1 O

Dg(1) |T| 0 0 gN-3 EN-2 BN-1

Fie a = apa,a, ... secventa de informatie 1 ¢ = cgcicz ... cuvantul
- cod corespunzitor, unde cp = ¢,(1)c,(2) ... cp(n). Are loc egalitatea
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€ =cpC1C2... = Al = Aofoc(l) + @1 D9 (1) + a2D*goo(1) + ... (6)
De aici rezulta ca co = 0 dacd ap = 0 si cg = go dacd go = 1. Cu alte
cuvinte, codul poate fi partitionat in doua submultimi de marimi egale:
o submultime Sy contine toate secventele care corespund lui ag = 0 (deci
toate cuvintele - cod din Sy au acelagi prefix 0); cealalta submultime

Sy contine toate cuvintele - cod corespunzatoare lui ap = | (deci toate
cuvintele - cod din 5; au prefixul gp).

La randul lui, Sp se imparte in doua submultimi egale Sgg s1 So1. Soo
corespunde secventelor - cod pentru care ag = a; = 0 (deci toate cuvintele
- cod din Sgp Incep cu 00). Sp; contine secventele cu ap = 0, a; = 1, deci
cu prefixul 0gg. Similar, Sy se partitioneazad in Sig §1 S11. S0 fiind pentru
ag = 1, a; = 0 (deci cuvintele - cod din Syo au prefixul gog1); secventele
din Sy, incep cu prefixul go(go + g1) (8o + g1 este suma modulo 2 bit-
cu-bit a secventelor gp si g1, operatie cunoscutd si sub numele de XOR).

Acest procedeu continua indefinit.

Deci cuvintele - cod pot fi aranjate Intr-un arbore cu noduri de n
caractere si cate doud ramificatii din fiecare nod. O ramificatie este
marcatd de un cod - bloc de n caractere. corespunzatoare unui caracter
de informatie particular, iar intreaga secventa cod corespunde unui drum
prin arbore (vezi Figura 12.1).

Operatia de codificare poate fi privita atunci ca un proces in care

este trasat un drum particular in arbore, conform instructiunilor date de
mesajul de informatie.

Exemplul 12.12 Sd considerdm (3,1) - codul convolutional binar cu
N =4, generat de g(1,1) = 1011, ¢(1,2) = 1101. Generatorul codulu:
este g(1) = 111 001 010 011, iar arborele de codificare este construit in
Figura 12.2

Dacd vom considera de exemplu mesajul de informatie a = 1001 .. .,
secventa - cod genecratd va fi c = 111 001 010 100 . ...

Aceastd constructie se poate extinde la un (n,k) - cod convolutional
sistematic binar. Deoarece la momentul 0 existd 2* secvente posibile
de lungime k. toate cuvintele - cod se pot partitiona in 2% submultimi
S0.S15. .., _,. Toate secventele din S; incep cu acelasi bloc, cores-
punzator aceluiagi mesaj de informatie. Fiecare S; se imparte la randul
lui in 2¢ submul{imi, dupi tipul celui de-al doilea bloc de la tactul 1. Pro-
cesul continud in mod similar, pana la epuizarea mesajului de informatie.
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Figura 12.1:
0 .o
0 .9
L_l_. go
0 .o
4 0 g1
1 g0 —
1 go + g1
0
g2
0 gl_j
| 1 go + 82
g0 —
0 g1+ g2
1 go + 81 — 1
go+8g1+82
Figura 12.2:
000
— 000
OOOJ C 111
L 1] 001
000 - 110
010
— 001
111~ 101
011
t— 1
B U S
011
— 010
001 100
L+ 101 010
1] 101

001
— 011
110—J 110

L
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12.6 Strategia de corectare a erorilor

Algoritmii de decodificare pentru codurile convolutionale folosesc in gene-
ral aceeasi strategie de la codurile liniare: cuvantul primit este decodificat
in cel mai apropiat cuvant - cod, in sensul distantei Hamming.

Specific acestei clase de coduri este faptul ca nu se decodifica deodata
tot cuvantul receptionat, c¢i pas cu pas: la fiecare tact este decodificat
un bloc de n caractere (continutul unui buffer de iesire) in k& simboluri
(marimea bufferului de intrare). Distanta Hamming (notata cu dg) pen-
tru un (n.k) - cod convolutional se definegte

dr(a(X), (X)) = d(aoay . .. @n-1,bobs - . . ba_1).

Observatia 12.3 In cele ce urmeazd vom continua sd identificdm sec-
ventele de p+ 1 caractere a = aga; ... a, cu polinoamele de gradul p
a(X)=as+ a1 X +...4+a,X?. Se va folosi adesea chiar notaia (neam-
bigud) a(X) = a.

Fie a(X) mesajul sursa; un (n,k) - cod convolutional C 1l codificd in
v(X) = C(a(X)). S& presupunem ca se receptioneaza cuvantul u(X).
La primul tact se determina cel mai apropiat cuvant - cod w(X) (cu
dy(u(X),w(X)) minim), iar ugu; . .. u,_; se transforma in wow, ... wy_1.
Daca decodificarea este corectd, atunci s-au determinat primele n carac-

tere gi se pot gasi imediat caracterele de informatie aga; . . . ax—y (continu-
tul primei intrari). Se defineste apoi

w(X):=u(X)—Clao+ a1 X + ... + ar X571,

care aduce 0 pe primele n pozitii ale cuvantului receptionat, se ignorda

aceste prime n caractere gi procedeul continua inductiv.

Motivatia consta in faptul cd acum nu se lucreaza cu v(X) = C(a(X))

ci cu
v(X)-Clag+ a1 X 4+ ... ar XYY =Ca(X)—ao—a1 X — ... —

a1 X = Clar X +ap X 4. ) = C(X*(ar+ars1 X +arp2 X2+

L)) = XClag + ajepr X 4 arga X2+ .00).

Exemplul 12.13 5d consideram (2,1) - codul convoluional binar, de

polinom generator go(X) = 1+ X + X3. Primele lui cuvintele - cod sunt

C(0) =0 000000000 . . .
C(1) = go(X) 110100000 . ..

C(01) = X2go(X) 001101000 . ..
C(11) = (1 + X?)go(X) 111001000 ..
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Dacd se primegte - de ezemplu - u = 11110001, vom determina cel mai
apropiat cuvant - cod, care este (1 + X% + X*)go(X), adicd 11101001.
Primul grup de n = 2 biti este 11, deci primul bit de informatie (k =1)
este 1. Fie acum

u:=u-_C(1)=11110001 — 11010000 = 00100001.

Se ignord primele doud simboluri din noul u g1 se determind cel mai
apropiat cuvdnt - cod de 100001; acesta este 000...0; deci al doilea grup
cadru este 00 - adicd al doilea simbol de informatie este 0.

Refacem u := u — X2C(0) = 00100001. Se sterg primele patru sim-
boluri din u gi se cautd cel mai apropiat cuvdnt - cod de 0001. Acesta
este din nou 00.... Deci intregul mesaj u se corecteaza in 11000000, care
corespunde mesajului de informagie 100, pentru cd

C(1 40X +0X?) = 11000000.

Definitia 12.4 Pentru un (n, k) - cod convolutional se defineste distanta
liberd prin

diiy = min{dy(C(a(X)).C(a'(X)))|aoas . ..ar-1 # aga)...as_,}

Similar observatiei de la codurile liniare, dy;;, este cea mai mica pondere a
unui cuvant - cod C(a”(X)) cu proprietatea agay ...ay_; # 0 (s-a notat
a"(X) =a(X)—-d(X) unde a(X),a'(X) sunt doua mesaje de informatie
arbitrare distincte).

Exemplul 12.14 Reluand (2.1) - codul construit in Eremplul 12.13,
acesta are di;, = 3, deoarece go(X) are ponderea 3 st orice cuvant ('(ag+
a,; X +...) cuag # 0 are ponderea minim 3.

Propozitia 12.1 Un cod convolutional corecteazd t erori dacd st numat
dacd d;;, > 2t.

Demonstrafie: S& presupunem d;;; > 2t. La primirea unui cuvant v(X)
cu cel mult t erori, existd un cuvant - cod u(X) = C(a(X)) aflat la
o distantd Hamming minimd de acesta: dy(u(X),v(X)) = s. Dacd
uw'(X) = C(a'(X)) este cuvantul - cod trimis prin canal (receptionat
drept v(X)), din ipotezda dy(v(X),u'(X)) < t. Deci, cu inegalitatea
triunghiului, d(u(X),u'(X)) €< s +t. Cum s este cea mai mica distantd
Hamming, avem s < t, deci d(C(a(X)),C(d'(X))) < s+t <2t < dps.
Din definitia distantei libere rezultd cd primele k£ simboluri din a(X) au
drept cel mai apropiat grup de k simboluri generat de cod grupul primelor
k simboluri din a’(X), ceea ce permite decodificarea i corectarea erorilor.
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Pentru urmatoarele grupuri. procedeul decurge analog.

Invers, sa presupunem dj;, < 2t si fie u(X) = C(a(X)), v'(X) =
C(a'(X)) cu dg(u(X). v (X)) = dip §1 @p...ak-1 # ag...as_,. Fie
11,22, - - - U4y, bOU Indicii j (0 < j < n—1) pentru care u; # u}. Construim
urmatorul cuvant v = vgv; ... 051!

u dacd u; = u' sau § = 19541, -
vj=14 A (| RO Ry
u; daca j = 195

Avem dg(u'(X), v(X)) < dy(u(X),v(X)) < t. Presupunem ci a fost
trimis «(.X) s receptionat v(X). Atunci eroarea, care a modificat cel
mult ¢ simboluri - poate conduce la o decodificare incorectd, deoarece
u'(X) este cuvantul - cod cel mai apropiat.

Deci, in aceasta ipoteza, codul nu va putea corecta t erori. ]

Din analiza de sus rezulta cd un parametru important pentru un cod
convolutional este distanta libera, care specifici numarul maxim de erori
care pot fi corectate. Din nefericire ([1]), nu se cunoaste nici o metoda
analitica de constructie a unor coduri convolutionale "bune”, in sensul
unei maximizari a dy;, pentru n gi k date. Folosind calculatorul, au fost

gasite insa o serie de ast{el de coduri bune. Listam cateva din ele pentru
cazul binar g1 k = 1:

n dlib go(X)

2 5 oIl =1+ X+ X3+ X+ X°
2 6 11110111

2 7 1101011011

2 8 110111011011

2 10 11011111001011
2 10 111011110111

3 8 111011111

3 10 111011101111

3 12 111011101011111
4 10 111101111111

4 13 1111011110011111

12.7 Decodificarea codurilor sistematice

Pastrand similitudinea cu codurile liniare, sa folosim si la codurile convo-
lutionale sistematice ideea de decodificare bazata pe calculul sindromului.

Fie un (n,k) - cod convolutional sistematic, definit prin matricea
generatoare G, §1 cea de control H,, construite pe baza subgeneratorilor
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de lungime N g(1,). 1 < i <k, 1 € < n— k. Sa presupunem ca a
este mesajul de informatie, 1ar ¢ codificarea sa. Se stie ca din relatiile
GooHT = 05i ¢ = aG,, se obtine cHL = 0.

La receptie s-a primit secventa (infinitd) r = ¢ + e unde e este un
vector - eroare. Ca si la codurile liniare, sindromul va fi

s=rHL =cHT +eHL =eHT.
Secventa receptionata se poate structura in blocuri de n caractere:
r=ro(l)... ro(nlrl(l) -..ry(n).rp(l) . rp(n)...

~ -~ —

To 1 rp
Similar se segmenteaza sindromul in blocuri de lungime n — k:

s zfo(l)...so(n - klfl(l)...sl(n - kl...sp(l)...sp(n— kl

—— —— —

S0 31 Sp
Vom avea
k

rp(1)90(i,7) = Y rp-1(8)g1(4, ) -

=1 =1
k
=Y reennlilgna(ing) (1<) <n—k).
=1

Aceastd relatie se poate scrie §i s,()) = rp(k +J) — A,(7), unde

5p(7) = rp(k +7) -

M»

N-1 k
Z 1)g¢(7,7) este rezultatul codificdrii secventei
t=0 =1
rp(1)...7,(k) folosind matricea G, in functie de
Tp- (1), Tp— 1( )s - s Tp— N+1(l) .. an—N+1(k)-

Din aceste relatii, se poate deduce o formula pentru calculul ele-
mentelor sindromului, in functie de caracterele secventei - eroare:

k

ep(i)go(i,3) = Y epr(D)ga(i,)) —

1=1 =1

™)~

‘Sp(j) = ep(k +7) -
k

Z epn1(i)gn1(isj)s (1 <G <n—k),

unde e= fo(l) - eo(n)lel(l)-. e(n)..ep(l). .. ep(nz. .

-
-~ ~ g

eo el ep
este secventa de eroare - tip, segmentata in blocuri de lungime n. Deci,
pentru orice j = 1,2,...,n — k, putem scrie:

]~

so(J) = eolk +7) — eo(7)go(7, 7).

=1
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k
s1j) = es(k +j) = Y _ ea(d)goli, j)

=1 =1

eo(? )91(2,7),

'M’

N-1 &k
snotli) = exaalk + )= D D eplidgnp-1(is i),

p=0 =1

2

-1 &k

sn(7) = en ept1(2)gN—p-1(2,7),
P 1

1l
o

i=

N-1 k
snam(7) = enem(E+7) = D) eprm1(i)gn-p1(i, )-

p=1 i=1

De remarcat cd secventa eg afecteaza numai primele N blocuri ale

sindromului: sg.s1,....SN_1, deoarece apare numali in primele N(n — k)
ecualil din sistemul de sus.

Pentru corectarea erorilor, se determina initial secventa ep; dupa
aceasta, sindromul se recalculeazd scizand din el componentele lui ep.
Aceastd operatie se numeste rearanjarea sindromului. In paralel, eg se
folosegte la corectarea primelor n caractere receptionate; operatia se re-
alizeaza identic cu cea de la codurile liniare.

In continuare, se va folosi un nou sindrom, anume:

so(7) =0
Slm(]) m(k+7) = Zzem P gp(l 7)s

p=0 =1

(1<m<N-1,1<3<n—-k)

*

SN4m(1) = SN4m(]), Ym 2 0.
De remarcat cd secventa e; figureazd numai in expresiile lui s, s5,
.,8y unde si = si(1)...si(n —k) (1 <i<N).

Deci aceste componente apar numai in N(n — k) ecuatii. Dupa de-
terminarea lui ey se corecteaza blocul ry din secventa receptionata, apoi
se recalculeaza sindromul s.a.m.d.
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12.8 Algoritmul de decodificare Viterbi

Cel mai cunoscut algoritm de decodificare pentru codurile convolutio-
nale apartine lul Viterbi gi a fost folosit pe scard larga in comunicatiile
spatiale. Astfel - ca s3 dam numai un exemplu, statia Voyager in mis-
iunea sa din 1974 spre Marte, Saturn si Jupiter, a folosit pentru trans-
misil un (2,1) - cod convolutional binar de polinom generator go( X) =
1+){’+X2+X5+X6+X7+X8+X10+X11+X12.

In descrierea algoritmului Viterbi vom folosi o reprezentare in refea
a codurilor convolutionale, care reia sub o altd forma reprezentarca ar-
borescenta. Din nou, ne vom margini la constructii pentru (n,1) - coduri
convolutionale extensia la cazul general fiind imediata.

Definitia 12.5 Se numeste "stare” a unui circuit liniar, secvenia conti-
nuturilor elementelor sale de inmagazinare la un anumit moment.

Un circuit liniar cu m elemente de inmagazinare are ¢™ stari posibile (se
presupune ca intrarea gi iegirea sunt secvente de caractere din Z,).

Starea 00...0 in care se afld circuitul la momentul 0 se numeste stare
initiald.

Sa notam cu Q = Z;V multimea celor ¢/ stari posibile ale circuitului
liniar asociat unui (n,1) - cod convolutional de memorie N. Comportarea
acestul circuit poate fi exprimata prin doud aplicatii, caracteristice au-
tomatelor Mealy.

6:Q x Z, — Q (functia de tranzitie),
A Q x Z, — Z7 (functia de iesire),

definite astfel:

Fie momentul 7, in care automatul se afla in starea S si primeste la
mtrare caracterul «; atunci

8(S.a) este starea in care trece circuitul Ja momentul 7 + 1,
A(S, a) este secventa de n caractere care constituie iesirea circuit-
ului la momentul 7. Initial A(Sp,a) = C(a) (daca Sy este starea initiala).

O diagramd retea este un graf orientat infinit, care are ca noduri
starile unui circuit liniar la fiecare moment (tact). Un nod marcat care
corespunde unei stari S la momentul ¢, este legat direct cu alte ¢ noduri,
corespunzatoare starilor circuitului la momentul 2 + 1:
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6(Sa q-— 1)

) i1+ 1

Grafic, arcul § — 6(S, p) va fi totdeauna trasat sub arcul S — 8(S, p+

1) (0 € p £ ¢ —1). Fiecare arc este marcat cu secventa de iegire a
circuitului pentru intrarea corespunzatoare.

Exemplul 12.15 (2,1) - codul convolutional binar, definit de circuitul
liniar

T

are doud stdri posibile (dupd confinutul elementului de inmagazinare);
deci @ = {0,1}.
Pentru intrarea 1 (2 = 0,1) iegirea este secventa
1 daca starea este 0,
(1 —1) dacd starea este 1.
Cele doud aplicatii 6 si A sunt definite

— O O
o oo
b |

De aici rezultd imediat diagrama refea a codului:
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1 . 1 1

| XXX

0 0
00 00 0 00

0 1 2 3 4

Exemplul 12.16 (2,1) - codul convolutional binar reprezentat prin cir-
cuttul liniar

are doud elemente de inmagazinare, deci patru stdri: @ = {00,01,10,11}

Studiind comportarea sa, se construiesc cele doud func{ii (reprezentate
intr-un singur tabel):

§/A| 0 1
00 [00/00 10/11
0l |00/11 10/00
10 | 00/10 11/01
11 {01/01 11/10

Se ajunge dect la diagrama retea din Figura 12.3:

Orice drum prin refea. care pleacd din momentul 0 conduce - prin
citirea marcajelor arcelor - la un cuvant - cod. De eremplu, pentru in-
trarea 100110, codul generat este C(100110) = 11 10 11 11 01 01 (rea-
mintim, spre dreapta pleacd totdeauna doud arce, iar arcul pentru intrarea
0 este situat sub arcul pentru intrarea 1).

Invers, orice cuvant - cod reprezintd marcajul unur drum in retea.

Codul generat de o secventi de intrare poate fi obtinut si prin uti-
lizarea directa a celor doua aplicatii. Pentru aceasta, va trebui sa extin-
dem functia de iesire A : Q x Zy — (Z})", astfel:

AMS,aa) = A(S,a)A(6(S,a),a), Va € Z7.
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Figura 12.3:

11

01

10

00

0 1 2 3 4 ---

Corectitudinea acestel extensii este imediata.

Exemplul 12.17 Sd reluam exemplul anterior; pentru intrarea 100110,
iesirea va fi (reamintim, 00 este starea initiald)

A(00,100110) = A(00, 1)A(6(00,1),00110) = 11A(10,00110) =
11X(10,0)A(6(10,0),0110) = 11 10A(01,0110) = 11 10A(01,0)
A(6(01,0),110) = 11 10 11X(00,110) = 11 10 11A(00,1)X(6(00,1),10) =
1110 11 11A(10,10) = 11 10 11 11A(10,1)A(6(10,1),0) = 11 10 11 11 01
A(11,0) =11 1011 11 01 01

Sa construim acum algoritmul de decodificare Viterbi.

La receptia unui cuvant v = vgviva... vom cauta construcfia unui
drum prin diagrama retea, cat mai apropiat de v.

Pentru fiecare moment 7 si stare S vom lista drumurile active prin
retea pana la starea S la momentul 7. Un drum este activ daca discrepanta
sa este minima (prin discrepantd se intelege distanta Hamming dintre
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cuvantul - cod generat de drumul prin arbore §i cuvantul de aceeasi
lungime primit la intrare). Vom adnota fiecare stare S cu discrepanta
drumului activ de la starea initiala So la S. Pentru calculul discrepantei
se poate imagina o formula recursiva, definita astfel:

di(S') = min {di(S) + dy(M(S,a). v)} (6)
(S.a) € Q x Z,.
§(S,a) = S’

La primirea secventei v de n caractere, drumul activ - aflat in starea
S - continud cu arcul § — §’. marcat A(S,a) (care a codificat caracterul
de informatie a € Z,). Sunt pastrate ca drumuri active acele drumuri
care determind pentru S’ o discrepanta minima.

Algoritmul va avea o durata de functionare finita numita fereastrd de
decodificare, pe care o notam cu b (deci va functiona b tacti).

Algoritmul Viterbi:
Intrare: Secventa vovy...,

Vp = UpoUp1 - Upn-1;
Algoritm:

1. Fie p:=0 g1 So:=00...0 starea initiala a retelei;
2. Se marcheaza di(S5¢) = 0:

3. for ::=1to bdo

Pentru toate starile S accesibile la momentul p + :
se determina di(S) folosind formula (6), si se listeaza toate
drumurile active care duc la S.

4. Daca toate drumurile active la momentul p+b incep cu acelasi
arc So — Sy, secventa de intrare vp se corecteaza in marcajul
up al acestui prim arc (gi se decodificad in primul caracter al
lui S;). Altfel, eroarea nu este corectabila, STOP.

5. p:i=p+1, So:= 5, salt la pasul 3.

Exemplul 12.18 Sd reludm codul descris in Exemplul 12.16, impreund
cu diagrama sa de retea. Presupunem cd s-a primit secvenia

v =10010100101100000. ..
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Dect
vg = 10, vy = 01. vo =01, v3 =00. vq4 =10, v =11, v¢ = 00.. ..
Vom lucra cu o fereastrd de decodificare b= 7. Detaliem grafic numai
procedura de decodificare a primului bloc (cazul p=0).

1=0: e 0

~
I
—
— —

-~ = ~ il =
I I I I I
o o - o ™
Lo W — N
Qo — W W
e e = O
[ I R

oo B

1 =T
Se ajunge la concluzia cd toate arcele active au acelagi inceput: arcul
marcat cu 11. Deci primul bloc vg = 10 se decodifica in 11, dupd care se
ia ca nod inifral Sy = 10 g1 procesul se repetd.
De remarcat cd pentru o fereastrd de decodificare b = 5, eroarea nu
s-ar fi pulut corecta (primul arc nu este unic).
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In aceastd prezentare a algoritmului Viterbi, apare o problema: cat
de mare este fereastra b 7 Cat de departe mergem prin diagrama retea
pand sa fim siguri ca totusi este posibild corectarea erorilor ?

Pentru aceasta sa refacem sub o forma finita reprezentarea diagrame-
lor - retea.

Vom construi un translator (diagramd de translatare) asociat unui
(n.1) - cod convolutional, astfel:

Starile translatorului sunt N - tupluri (elemente din Z;V), fiecare stare
reprezentand o situatie posibild a celor N elemente de inmagazinare.
Practic, toate starile aflate pe aceeasi linie in diagrama retea se identifica
printr-o singura stare, notata cu secventa aflata pe coloana de identificare
a diagramei.

O stare S = s1...5n_18N este legatd direct prin arcul marcat x =
T1...T, de starea S’ = 1s;...s5_; dacd in circuitul liniar corespunzator
codului, intrarea: € Z, conduce la modificarea continuturilor elementelor
de inmagazinare, din (sy,...,8n) 1n (2, 51,
X.

... 8N-1) §i are ca efect legirea

In termeni de automat Mealy,
8(S,1) =5, A(S,2) = x.

Exemplul 12.19 Rejeaua codului definit in Exemplul 12.15 poate fi re-
prezentatd sub formd de diagramd de translatare astfel:

11
00 (0) (1) 110
01

Pentru codul din Exemplul 12.16, reprezentarea finitd este:

De remarcat cd pe fiecare arc este suficient sa marcam doar secventa de
tegire; caracterul de intrare este reprezentat de primul caracter al stdrii
in care intrd arcul respectiv.

Definitia 12.6 Se defineste lungimea unui drum ce fitnd numdrul de
arce care formeazd acel drum.

Ponderea unui drum este suma ponderilor marcajelor arcelor care
formeazd drumul.
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Reamintim, ponderea unui cuvant este numarul de caractere nenule din
cuvantul respectiv.

Conform Definitiei 12.4, distanta liberd a unui cod este ponderea ne-

nula minimd a unui cuvant cod - deci a unei secvente care marcheaza un
drum prin diagrama de translatare.

Propozitia 12.2 Distani{a liberd a unui (n,1) - cod convolujional este
egald cu ponderea nenuld minimd a unui ciclu care trece prin starea
iniftald 00...0 a diagramei de translatare a codulut.

Demonstrafie: Este imediata.

; .. ) dip — 1
Fie So = 00...0 starea initiala. Pentruoricet, 1 <t < [ 162 ], se

defineste d(t) ca fiind cel mai mic numar intreg pozitiv p cu proprietatea
cd orice drum Sp — S5y — ... = S,_1, (So # S1) are ponderea mai
mare de 2¢. Pentru determinarea algoritmica a lui d(t) se poate adapta
imediat un algoritm similar din teoria grafurilor.

Deoarece codul este liniar, valoarea lui d(t) este aceeagl pentru orice
stare S a diagramei de translatare.

Acum, in conditiile cad pot apare maxim ¢ erori, algoritmul Viterbi va
functiona corect pentru o fereastra b = d(t) (datorita Propozitiei 12.1).

Reluarea algoritmului Viterbi la fiecare pas cu fereastra maxima d(t)
este Insd destul de costisitoare ca timp; de aceea, practic, se folosegte o
fereastra mobild b < d(t) i algoritmul trece la faza de decodificare atunci
cand toate drumurile active selectate au acelagi prim arc. Dacd s-a ajuns
la b= t(b) si nu s-a selectat un prim arc comun, algoritinul esueaza.

12.9 Coduri convolutionale catastrofice

Daca este definit neglijent, un cod convolutional poate conduce la urma-

toarea situatie, complet nefericita: un mesaj in care a fost perturbat un

numar mic de caractere genereaza prin decodificare o infinitate de erori.
Vom considera din nou numai codurile (n,1) - convolutionale binare.
Pentru a vedea in ce consta problema, s ludm urmatorul exemplu:

Exemplul 12.20 Fie (2,1) - codul convolufional binar, cu polinoamele
subgeneratoare g3(X) =14+ X2 g4(X) =1+ X + X?. Elare N =3, iar

diagrama sa de translatare este
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1
() Jor
10
Sd presupunem cd s-a transmis mesajul de informatie a = 00...,
caruta ut corespunde cuvaniul - cod nul ¢ = 0000.... La receptie s-a
primil un cuvdnt cu primele trei simboluri gregite: v .= 111000.... De-

codificarea sa nu ridicd nici o problemd, acesta fiind de asemenea cuvdnt
- cod, care marcheazd drumul prin starile 000 — 100 — 110 — 011 — 101 —
110 — ...

Deci, in ipoteza generald admisd (cea a decodificarii cele mai proba-
bile), nu au apdrut erori, $i mesajul decodificat este a' = 110110110.. .,
care diferd de a intr-o infinitate de pozifii.

In acest mod, modificarea doar a primelor trei caractere a dus la
sttualia in care aceste erori se propagd intr-o secventd infinitd.

Se observa din acest exemplu ci tot necazul provine din faptul ca dia-
p

grama contine doua cicluri distincte cu iegirea 0: 000 —-000 g1 110 - 011 —
101 — 110.

Definitia 12.7 Un cod convolufional se numeste catastrofic daca diagra-
ma sa de translatare confine doud ciclurt distincte de pondere zero.

Observatia 12.4 Oricc cod convolutional confine un ciclu de pondere
zero, anume bucla care pleacd si intrd in starea initiald. Reamintim,
ponderea unui drum este suma ponderilor marcajelor arcelor sale.

Teorema 12.2 Un (n,1) - cod convolutional este catastrofic dacd st nu-
mai dacd crnmde(gd(X), ... 907 (X)) # 1.

Demonstratie: Teorema ramane valabild daca o demonstram pentru cazul
n = 2. Fie deci un (2,1) - cod convolutional, de polinoame subgenera-
toare g3(X), go(X). Pentru a marca un ciclu, un cuvant de intrare tre-
buie s& fie de forma b( X))+ X a(X)(14+XP+X?+...), cu grad(a(X)) < p.
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Pentru a elimina din discutie bucla din starea initiala So, vom consi-
dera a(X) # 0. S& presupunem c& in diagrama de translatare a co-
dului existd un ciclu de lungime p si pondere 0. Atunci a(X)go(X)
st a(X)ga(X) trebuie si se dividd cu 1 + X7, deci a(X) - ¢'(X) (unde
g'(X) = cmmdc(go( X ). g4 (X)) se divide cu 1 + XP.

Daca ¢'(X) = L, se ajunge la o contradictie (deoarece a(X) are grad
mai mic decat p gi nu este polinomul identic nul). Deci grad(¢'(X)) > 1.
In acest caz, toate mesajele de informatie b(X)+a(X)[g'(X)]' (1 + X7 +
X% + ...). (t > 0) se codificd identic, ceea ce va conduce la imposibili-
tatea decodificarii.

Reciproca se demonstreaza similar. 0o

12.10 Exercitii

12.1 Construitt un codificator pentru (2,1) - codul convolutional binar
de polinom generator go(X) =1+ X + X> 4+ X'+ X® + X7 + X® Cadt
este N ¢ Codificati mesajele 110, 0110, 1010.

12.2 Construitt o matrice generatoare pentru codul definit anterior.

12.3 Construiti un codificator pentru (2,1) - codul convolutional ternar
de polinom generator go(X) = 1 +2X +2X3.

Sd se determine o matrice generatoare.

Sd se codifice mesajele 102, 200, 0120.

12.4 Construiti un codificator pentru un (3,2) - cod convolutional binar
cu N =2.

12.5 Codificatorul din Exemplul 12.9 are in total 5 elemente de inmaga-

zinare. Construi{t un codificator pentru acelasi cod, care utilizeazd doar
4 elemente de tnmagazinare.

12.6 Construifi un codificator pentru (4,3) - codul convolutional binar,
de polinoame generatoare
(X)) =1+ X+X34+ X+ X6 g(X) =X+ X2+ X3+ X1,
g X) =1+ X%+ X34+ X34+ X5,

12.7 Sd se construtascd matricea generatoare gt de control pentru (3,2)
- codul convolutional sistematic ternar de subgenerator: g(1,1) = 1200,
g(2,1) =2011. Sd se codifice mesajele 11220, 1012, 2222.

Sa se deseneze codificatorul acestut cod.
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12.8 Aceeagi problemd pentru (4,2) - codul sistematic binar cu
g(1,1) = 001, ¢(1,2) =110, ¢(2,1) =101, ¢(2,2) = 111.
Sd se codifice mesajele 1100, 011, 001100.

Sd se construtascd reprezentarea arborescentd.

12.9 Sa se demonstreze formulele (4).

12.10 Determinati d;;, pentru fiecare din codurile urmatoare:
(@)  g(X)=1+X? g(X)=1+X+X%
() (X)=1+X+X2+X3 g(X)=1+X?+X%
(¢)  @X)=1+X3+X' g(X)=14+X+X2+X"
12.11 Folosind (2,2) - codul convolutional definit in Exemplul 12.16, si

fereastra de decodificare b = 7, decodificati (cdt este posibil) secveniele
v = 01000001000..., v =11000110010010001110010...

12.12 Trasafi diagrama - refea a (2,1) - codului convolutional binar,
generat de go(X) = 1 = X? + X° + X1, Folositi algoritmul Viterb:
pentru decodificarea secventei v = 1000001000001000...

12.13 Fie (2,1) - codul convolujional binar, generat de go(X) = 1 +
X+ X2+ X3 gl(X)=1+ X2+ X3 Decodificati primele 4 caractere
de informatie ale cuvdntului receptional ¢ = 11000000... pentru

(a)b=2; B)b=3: (c)b=4.
12.14 Demonstrafi Propozifia 12.2,

12.15 Pentru codurile definite in Erercifiul 12.10, determinafi diagra-
dip — 1
mele de translatare si d(t) pentrul <t < [ lb2 ]

12.16 Ce sc intampld dacd sc incearca sd se determine d(t) pentrut >

digp — 1 )
5 :

12.17 Construifi un algoritm pentru determinarea lui d(t) in cazul unui
diip — 1

Efi

12.18 Penlru ficcare din coduride urmdtoare, decide{i dacd sunt catas-
trofice sau nu. In caz afirmativ, determinafi ciclurile de pondere 0.

(a) BAX)=1+X, g(X)=14+X+X*+ X3

(b) AX)=1+X+ X, g(X)=1+X?+X*%;

() QX)=1+X+X? gX)=1+X+X3+ X

(n,1) - cod convolutional (1 <t <
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Capitolul 13
Supra - codificari

Ideea de baza in teoria codurilor consta - dupa cum s-a vazut - in genera-
rea de secvente care sd poata pastra nealteratd la transmisia prin canal
cat mai multd informatie. Atat codurile liniare (care pot fi numite co-
durt bloc datoritd spargerii mesajului in mai multe submesaje de lungimi
egale) cat si cele convolutionale satisfac aceastd conditie.

Aplicatiile actuale ale codurilor (telefonia mobild, inregistrarea pe
("D - url. posta electronicd) conduc la transmiterea cu viteze mari a unei
cantitati de mesaje. incredibild acum cateva decenii. Tipurile de canal
s-au modificat gi ele, aparand filtre de banda care sa elimine anumite
perturbatii. Mai mult, algoritmii de decodificare trebuie sd fie rapizi,
aceasta fiind uneori o cerintd expresd a aplicatiei. In aceste conditii
este adesea necesar ca asupra cuvintelor - cod si se aplice o codificare
suplimentara - uneori un alt cod care si corespunda unor cerinte sporite
de securitate. Vom trata in acest capitol unele modalitati de supra-

codificare a codurilor (bloc sau convolutionale), folosite pe scara larga in
acest moment.

13.1 Transpunere

O metoda eficienta de utilizare a capacitatilor de corectare a pachetelor
- tip de erori de catre codurile bloc este consta in "interpatrunderea”
cuvintelor bloc; vom numi aceastd operatie transpunere (interleaving).
In mod natural, mesajele de informatie mj, mg, ... sunt codificate in
cuvintele - cod cy,cz,... si transmise prin canal in ordinea codificarii.

Transmisia se poate realiza insd si dupa o rearanjare a caracterelor din
mai multe cuvinte - cod consecutive.
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Formal, prin transpunere la addncimea s se intelege scrierea a s cu-
vinte - cod ¢3,c2,...,¢s ca linii ale unei matrici

1 €12 G3 ... Cin

- €21 C22 Co3 Con
Xon =

Cs1 Cs2 Cs3 Csn

g1 transmiterea a n mesaje de lungime s, formate din coloanele matricii

-Xs,n:

C11€21-.-Cs1, €12€22---Cs2, ...y C17.C2n...Csn.

Exemplul 13.1 Sd consideram un (6,3) - cod liniar binar generat de
matricea

G =

oo -
o - O
— o O

110
1 01
011
st sase mesaje codificate ¢1,c2,...,cq, unde
ci; = 100110, c¢o = 010101, c3 = 111000,
cq4 = 010101, c5 = 100110, ce = 111000.
Dect - scrisd la nivel de caracter - secvenja transmisd este:
100110 010101 111000 010101 100110 111000.
Printr-o transpunere la addncimea 3, forma mesajelor este:
101 011 001 110 100 O!0 011 101 001 110 010 100,

iar cu o transpunere la addncimea 6:

101011 011101 001001 110110 100010 010100.

Ce efect are o transpunere la adincimea s asupra capacitatii de corec-
tie de pachete de erori ale codului 7 Raspunsul este dat de

Teorema 13.1 Fie C un cod binar corector de pachete standard de j
erort. Dacd C esle transpus la adancimea s, atunct toate pachetele de
cel mult sj erori pot fi corectate, in ipoteza cd fiecare cuvant - cod este
afectal de cel mult un pachet standard de j erori.

Demonstratie: Dacd primul caracter al cuvantului - cod c este al : - lea
caracter transmis, atunci celelalte caractere apar pe pozitiile 7 + s, +
2s,...,14(n—1)s. Orice pachet de maxim s erori va produce un pachet
de maxim j erori in ¢, deci ¢ va putea fi regasit la receptie (dacd el nu a
mai fost cumva afectat si de alte pachete de erori). a
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Restrictia ca fiecare cuvant - cod si fie afectat de cel mult un pachet
de erori impune conditia ca pachetele de erori sa fie separate de perioade
In care transmisia este corecta, perioade suficient de lungi pentru evitarea
situatiei ca un bloc de s cuvinte sa fie afectat de doud pachete distincte
de erori. In acest fel, crescand s, creste gi lungimea pachetului de erori

care poate fi corectat, dar cregte si lungimea perioadelor necesare de
transmisie fara erori.

Exemplul 13.2 Codul din Exemplul 13.1 corecteazd o eroare. Folosind

o transpunere la adancimea 3, el poate corecta orice pachet standard de
mazim 3 erort.

13.1.1 Cadru de transpunere intarziata

Un dezavantaj al transpunerii este acela cd nu se poate face transmisia
pana nu au fost codificate toate cele s cuvinte, fapt care nu va permite
folosirea directd a circuitelor liniare. Pentru a evita acest neajuns se va
folosi un s - cadru de transpunere intdrziatd, care aranjeaza caracterele
codificate, nu sub forina unei matrici X. ci sub forma de "scard” - ca in
tabelul cu n linii si (teoretic) un numar infinit de coloane:

Cia C2 Cs+1,1 Cs42.1 Cas+1,1  C2542,1 Cn-1)s+1,1
1,2 C2,2 Cs+12  Cs422  --- Cn-2)s41,2
€13 C23 C(n-3)s+1,3

Cl,n

Deoarece transmisia se face pe coloane, spatiile libere trebuiesc marcate.
Acest lucru se realizeaza introducand pe aceste pozitii un caracter special

x g Z,.

Exemplul 13.3 Sd reludm mesajul codificat c1,c2,...,ce din Eremplul
13.1. Un 1 - cadru de transpunere intdrziatd va fi

1 01011 ...

« 01 1 10 1 ...

* = 001 0 0 1

* * x | 1 0 1 1

* x x x 1 0 0 O 0

* + * x * 0 1 0 0 O
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278 CAPITOLUL 13. SUPRA - CODIFICARI
Scventa de caractere transmise este
L x%x%x00****%x110 x %0101 *+ x11111 » 100000 . ..

Daca se foloseste un 2 - cadru de transpunere intarziatd, avem

101011 ...

« x 01 110 1 ...

* x x x 0 0 1 00 1 ...
O | 1 0 11 0

*x % * x x x x x 1 00 01 0O

x ok Kk % x * % x x x 0 1 0 10 0

iar secventa de caractere transmise este:
TkkkekxQok ke ok 10k k% k0] %%k k110 %% %110 % % % ...

Este ugor de gasit o teorema analogd cu Teorema 13.1:

Teorema 13.2 Fie C un cod capabil sd corecteze toate pachetele de cel
mult j erori consecutive. Dacd C foloseste un s - cadru de transpunere
intdrziatd, atunci se poate corecta orice pachet standard de mazim j(sn+

1) erori, in ipoteza cd orice cuvant - cod este afectat de cel mult un pachet
standard de j erori.

Demonstratie: Exercitiu.

13.1.2 Transpunere incrucisata

Ca o alta facilitate, pentru codificarea unui mesaj se folosesc adesea doud
coduri. De exemplu, pentru codificarea muzicii pe compact - discuri se
utilizeazd doua coduri Reed - Solomon. iar NASA s1 Agentia Spatiald
Furopeana folosesc doua coduri convolutionale.

Fie C; doua (n,, k;) coduri liniare (: = 1,2). Transpunerea incrucigatd
a lul C'1 cu C; se realizeaza astfel:
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1. Mesajele de informatie sunt codificate cu C; iar cuvintele -
cod rezultate sunt transpuse la adancimea k,.

to

Coloanele obtinute in acest proces de transpunere (care sunt
de lungime k)  privite ca mesaje de informatie - sunt co-

dificate de codul C,.

3. Cuvintele - cod rezultate sunt transpuse la o adancime s -
fixatd sau folosind un s - cadru de transpunere intarziata.

Avantajul principal al celui de-al doilea proces de codificare este
urmatorul:

Fie dy, d; distantele minime ale celor doua coduri. C, poate detecta
dy — 1 erori (nu ne punem problema corectarii lor). Daca s-au detectat
erori pentru un cuvant - cod din C,, atunci toate caracterele acestui
cuvant sunt marcate si tratate drept simboluri care pot fi incorecte. Se
considera apoi cuvintele - cod din (';. Daca n; —d; +1 caractere dintr-un
cuvant - cod din ('} sunt corecte, atunci se pot determina unic celelalte
d; — 1 caractere (deoarece este imposibil ca doua cuvinte - cod distincte
din C| sa coincida pe ny; — dy + 1 pozitii, ele diferind pe minim d; pozitii;
afirmatia este bazatd si pe faptul cad pozitiile caracterelor corecte sunt
cunoscute).

Deci. dacd un cuvant - cod din ) are cel mult d; — 1 simboluri
marcate gl se gtie ca toate caracterele gregite sunt marcate, cuvintele -
cod pot fi decodificate corect.

Cat de mare este un pachet de erori pe care il poate corecta aceasta
schend ? Si presupunem cd C, a fost transpus la adancimea s, si cd
orice cuvant - cod (atat din () cat si din C;) a fost afectat de cel mult un
pachet de erori. Dacd apare un pachet de cel mult s(d; — 1) erori, atunci
el va afecta maxim d; — | simboluri din fiecare cuvant - cod din C5. Deci
aceste erori vor fi detectate gi conduc la marcarea tuturor caracterelor
cuvintelor - cod implicate. Dacd s < di — 1, atunci orice cuvant - cod din
C, are cel mult d; — 1 simboluri marcate. In ipoteza ca nu exista decat

maxim un pachet de erori care |-a perturbat, caracterele marcate pot fi
corectate.

A aratat astfel:

Teorema 13.3 Fie o codificare care folosegte transpunerea incrucisatd a
(ny, k) - codului Cy cu (na, ky) - codul Cs, Cy fiind transpus la adancimea
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280 CAPITOLUL 13. SUPRA - CODIFICARI

s (s £ dy—1). Dacd fiecare cuvant - cod este afectat de cel mult un pachet
standard de erori, atunci toate pachetele standard de erori de lungime

marim s(dy — 1) pot fi corectate (dy,ds sunt distanfele minime ale celor
doud codurt).

Exemplul 13.4 Fie C; gi C'y codurile binare, definite respectiv de ma-
tricile generatoare

10001110 100110
01 001101 y

Gy = , Go=| 010101
00101011 001011
00010111

Deci, ny =8,ky =4,dy =4, ny =6,k =3,dy =3.

Sd codificim mesajele de informajie m; = 1000, mg = 1100, m3 =
1010 folosind o transpunere incrucigata a lui Cy cu Cy, C, fiind transpus
la 0 adancime s =3 =d; — 1.

Codificarea mesajelor de informtie cu codul A, dd:

C1 = m1G1 = 10001110,
Co = m2G1 = 11000011,
csg = ma(7, = 10100101.
Transpunerea acestor cuvinte la adancimea k; = 3 conduce la mesajul
111 010 001 000 100 101 110 011.
Aceste 8 mesaje de informatie sunt codificate cu Cy in:
¢} = 111000. c5 = 010101. c3 = 001011, c} = 000000,
c = 100110, cj = 101101, ¢{ = 110011, cf = 011110.
Ele sunt transpuse apoi la addncimea s = 3 (¢4 gi cg vor fi transpuse
impreund cu urmdtorul cuvdnt - cod cg, obfinule folosind mesajele de
informatie my, ms, me). Secventa de caractere transmise va incepe cu
100 110 101 010 001 011 011 000 001 011 010 001 ...

Conform Teoremei 13.3, folosind C'y pentru a detecta dy —1 = 2 erori,
st apot C'\ pentru a corecta toate caracterele marcate, se pot corecta in
ansamblu toate pachetele de cel mult s(dy — 1) = (dy — 1)(d; — 1) = 6
erort consecutive.

De exemplu, sd presupunem cd primii 6 bifi au fost transmigi incorect,
dect s-a primit mesajul 011 001 101 010 001 011.... Elimindnd efectul
transpunerii la eddncimea s = 3, se ajunge la cuvintele

001000 100101 111011
(care comparate respectiv cu ¢y, ch,cy au erori fiecare pe primele doud
pozifii). Deoarece sindromurile sunt nenule, C; va detecta erori in toate
cele trei cuvinte, deci tofi cei 18 bifi sunt marcafi (ii vom inlocui cu *).
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Presupundnd ¢d nu mai sunt alle erori, dupd un procedeu similar se
obtin cuvintele ¢y, ..., cg, fdrd caractere marcate.
Eliminand acum efectul transpunerii la addncimea s = ky = 3, se
obtin cuvintele
c1 =x*xx01110, c2 = *x 00011, cg3 = *=*100101.
FEristd o modalitate unicd de a ajunge la cuvinte - cod din C, prin
inlocuirea simbolului * cu caractere 0 sau 1.

13.1.3 Aplicatie la inregistrarea CD-urilor

Una din cele mai frecvente utiliziri a metodei de transpunere este si
modalitatea de inregistrare a muzicii pe compact discuri. Fiecare com-
pact disc contine o urma spiralatd in care au fost sapate unele santuri.
O raza laser care "citeste” urma, determina modificarile de adancime de-
tectand pur si simplu schimbarile de intensitate ale luminii reflectate de
compact disc. In acest mod se obtine un gir de caractere binare, fiecare
modificare de adancime corespunzand lui 1 iar absenta unei modificari -

lui 0.

De exemplu

) | LJ —

00001000001 00000O1100100010

La Inregistrare, timpul este impartit in tac{?; o secundd contine 44100
tacti. Fiecarui tact 1i corespunde o secventa binard de lungime 16; in
acest fel amplitudinea sunetului se va intinde pe o scald cu 2'® valori.
inregistrarea stereo va necesita cate doud masurari de amplitudine la
fiecare tact.

Pentru cei 16 biti se folosesc doua elemente din G F(28) numite octefs.
Deci - intr-o inregistrare stereo - la fiecare tact sunt realizati patru octeti
Ayt a4y, Qat+2, A443- Cel 24 octeti din sase tacti consecutivi sunt grupati
formand un mesaj de informatie ay = asq1@94¢41 - . - Q241423- S& consideram
un cod Reed - Solomon " cu n = 2% i d = 5; construim codul scurt C; =
C(227) obtinut din toate cuvintele - cod din C care au zero pe ultimele
227 pozitii, zero-uri care se ignora. C; are n; = 28, ky = 24, dy = 5
(Teorema 9.3 Capitolul 9). In acest cod, ay se codifici in wy.

Cuvintele - cod din C; astfel obtinute sunt agezate intr-un 4 - cadru de
transpunere intarziata. Deoarece octetii cuvantului - cod w¢ apar in acest

cadru pe pozitiile pe liniile 1,2, ...,28 si pe coloanele t,t+4,...,t 4+ 108,
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vom renota W = W Wy 44 ... Wogep108. Deci, In general w; ; este al z -
lea octet din cuvantul - cod wj_4(i_1).

Fiecare coloana t din cadru, formata din octetii wy qwq, ..., wog,, este
consideratd un mesaj de informatie peste GF(28) si va fi codificati din
nou, folosind codul Reed - Solomon scurtat C, = (C(223) (care are -
conform Teoremei 9.3 - ny = 32, ky = 28, d = 5).

La fiecare cuvant - cod din C; se adauga la sfarsit un al 33 - lea bit
de control.

Din considerente fizice, nu este posibil ca in urma de pe compact disc
sa fle modificari de adancime prea apropiate. Este deci de dorit ca in
reprezentarea binara a fiecarui cuvant - cod, intre orice doi 1 consecutivi
sa apara cel putin doud i cel mult zece 0 - uri. Din nefericire, codurile
Reed - Solomon nu au aceastd proprietate, aga ca se foloseste o supra -
codificare in modul urmator. Exista 267 cuvinte binare de lungime 14
care au verificd conditia ceruti. Cei 256 octeti din GF(2®) sunt codificati
(pe baza unei tabele) in astfel de cuvinte de lungime 14. Procesul este
numit modularea opt - paisprezece (EF M : eight - fourteen modulation).
Apol, pentru a asigura aceeasi proprietate gi intre cuvintele - cod, se mai
adauga la sfarsgit incd trei biti. Rezultd astfel ca reprezentarea binara a
fiecarui cuvant - cod are lungimea 33 - 17 = 561.

Din motive de sincronizare, la sfarsitul fiecarui cuvant - cod se adauga
inca 27 biti care au de asemenea proprietatea mentionata. Deci, in total,
informatia audio din 6 tacti consecutivi este stocatd intr-o secventa de
24 -8 = 196 biti care - la sfarsitul codificarii - apare pe compact disc ca
un cuvant - binar de lungime 588.

La decodificare, C, este utilizat pentru corectarea unei erori; dacd
se detecteazd mai multe erori intr-un cuvant, toti octetii acelui cuvant
sunt marcati (in conformitate cu regulile de transpunere incrucigata) .
Un octet este corect dacd g1 numai dacd nu este marcat. In final, C,
este folosit pentru corectarea a maxim 4 stergeri, considerand drept toti
octetii marcati. Un studiu detaliat ([7]) aratd cd prin acest cod se poate
corecta orice deteriorare a unui canal, avand cel mult 2,5 mm lungime.

Am prezentat aici doar principalele aspecte ale procesului de co-
dificare pe un compact disc. In practici mai apar gl alte operatii de
transpunere. De exemplu, octetii aflati pe pozitiile impare in cuvintele
- cod din C, sunt deplasati cu ny = 32 pozitii, deci sunt amestecati
cu octetii de pe pozitiile pare din urmatorul cuvant - cod. Aceasta va
permite ca si C, sd poatd corecta o eroare independenta.
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13.2 Coduri - tablou

13.2.1 Definirea codurilor tablou

In sectiunea 3.8 (Capitolul 3) au fost definite codurile - produs. Desi
constructia respectivd este cunoscutd din anii ‘60, dezvoltarea acestei
clase de coduri s-a realizat abia dupa trei decenii, odatd cu introducerea
pe piata a telefoniei mobile. Practic, orice cod - bloc poate fi generat
finit recursiv, folosind o variantd de coduri - produs.

Definitia 13.1 ['n cod - tablou este un (ny - nq, ky - k2) - cod - produs,
in care ny = ky + 1, ny = ko + 1 (deci singurul simbol de control in cele
doud coduri componente este cel de control al paritatii).

Conform Definitiei 13.1, un cod - tablou este echivalent cu codul generat
de produsul Kronecker a doud matrici de forma

1 00 01

. 010 ..0°1
Gp,p+1= . (1)

0 0O 11

unde p = k; respectiv p = kj.

Un astfel de (ny - na, ky - k2) - cod are distanta d = d; - dy = 2-2 = 4,
deci corecteaza o eroare si detecteaza doud erori. Chiar daca in scrierea
liniard a cuvintelor - cod ultimul simbol de control se poate elimina (el
este de fapt suma modulo 2 a bitilor de control de pe ultima linie si

coloana) distanta se reduce la 3, deci capacitatea de corectare a unei
erori ramane.

Exemplul 13.5 Fie un (3,2) - cod binar sistematic, generat de matricea

101
G:(o 1 1)'

Codul - tablou (3,2) - (3,2) = (9,4) va avea ca matrice generatoare

101000101
, {o11000011
G=GxG=|9g001011001

000011011
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Dacd a = 1001 este un mesaj de informafie, el se codificd in
x = aG’ = 101011110,

sau  folosind forma matriciala:

= 101011110,

1
x=0
1

[— — O
1S = =

caracterele de control fiind subliniate, iar cuvdntul - cod este transmis
linie cu linte.

13.2.2 Structura ”retea” a codurilor tablou

In cadrul codurilor convolutionale s-a definit o structurd de retea pen-
tru facilitarea codificarii, decodificarii, detectarii g1 corectarii de erori
(sectiunea 12.8, Capitolul 12). Aceastd structurd se poate extinde cu
mici modificari si la codurile liniare.

Fie C un (n,k) - cod liniar care se poate reprezenta printr-un cod
- tablou. Lui i se asociazd un graf orientat cu arce marcate. Varfurile
grafului sunt partitionate in coloane Vo, Vi,....Vn.-1 (Nc. < n+1). O
coloand V; contine multimea starilor (neprecizate momentan) in care se
poate ajunge la momentul ;. Fiecare arc U pleaca dintr-o stare S; € V;
1 ajunge la o stare S,, € V;4y (¢ > 0); in acest caz, S, este succesorul
lui S;, 1ar S, este predecesorul lui S,,. Arcul este marcat cu o pereche
6(U7)/MU), unde 6(U) € Z; este un mesaj de informatie, iar A(U) € Z;
este mesajul - cod corespunzator (de obicei ele se reduc la cate un singur
caracter).

Proprietati:

(a) Vo = {So}, Vn.-1 = {Sn.-1}: deci, orice retea pleaca dintr-
o stare initiala unica Sp (rdddcina) i ajunge de asemenea intr-o stare
unica Sy,_1 ({inta);

(b)  Orice stare este accesibild din radacind prin cel putin un drum;

(¢) Din orice stare se poate ajunge la tinta prin cel putin un drum.

Numim drum prin refea un drum de la radacina la tinta. Printr-o
retea se pot cataloga toate cuvintele unui cod liniar reprezentabil sub
forma de cod - tablou. Orice cuvant - cod corespunde unui drum unic

prin retea. Deci o retea va contine ¢f drumuri distincte. Fiecare astfel
de drum are doud marcaje:

e concatenarea marcajelor de informatie 6(U) ale fiecirui arc U al
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drumului; aceastd secventa formeaza mesajul de informatie (care
trebuie codificatd);

e concatenarea marcajelor A(l’) ale fiecarui arc U al drumului; ele
formeaza cuvantul - cod care codificd secventa de informatie.

In acest fel, operatia de codificare sau decodificare (fara corectare de
erori) se reduce pentru fiecare mesaj de informatie (cod) la determinarea
acelul drum prin retea, marcat de mesajul respectiv.

Sa consideram numai (ny -ny. ky-k;) - coduri tablou binare (generaliza-
rea la cazul nebinar se face fara probleme deosebite). Pentru aceste coduri
se pot construi evident mai multe structuri de retea; vom considera aici

numai retele cu un numar minim de stari pe fiecare coloana. Constructia
unei astfel de retele va necesita

Ns — 2min{k1 ko }

starl (reamintim, aici k; = n; — 1. i = 1,2). Procedura de generare (|[8])
a retelei este:
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. Fie ny = min{n,;.,ny} (pentru cazul invers se procedeaza si-
milar);

2. Se determind numairul N, de stari si numarul N, de coloane
prin relatiile
N3=2n1~1, NC:n2+1;

elementele (starile) sale prin (A), = (aiaz...ax)p, unde
a.,-EZz(lSiSk1):

3. Pentru fiecare coloana V, (0 < p < N, — 1) se noteazi

4. Radicina retelei este (00...0)q, iar tinta este (00...0)n, —5;

5. Pentru orice pereche de stdri (A, B) € V,xV,11 (0 <p< N.—

2), se marcheaza arcul corespunzdtor cu 0,(A, B)/A,(A, B)
definite 6,(A,B) = (A)y + (B)p+1. Ap(A,B) = 6,(A, B)ey,
unde ¢, este bitul de paritate al secventei §,(A, B), iar suma
se realizeazd in Z; (operatia XOR);

6. Arcele care leagd starile A € Vin,_o de tintd au én.—2(A, B) =
€.AN,-2(A, B) = (A)n.~2¢1 unde c¢; este bitul de paritate al
secventei (A)n,—2 care defineste starea A.

Exista 2F'%2 drumuri distincte prin retea, fiecare corespunzand unui

cuvant - cod unic. Procedura poate fi extinsa usor la codurile produs cu
mai multe simboluri de control.

Exemplul 13.6 Sa construim refeaua asociatd codulur tablou (3,2) -
(3,2) (deciny =ny =3, ky = ka =2, d =4).
Fa are N, = 2m 7! = 2371 — 4 stdri distincte gt N, =ny+1 =341 =
=4 coloane.
Fiecare stare este de forma (aja;), cu p=0,1,2,3, si ay,ay € Z;.
(00)o si (00)3 sunt fi rdddcina respectiv {inta retelei.
Marcajele arcelor sunt de forma 6,(A, B)/A,(A, B), obtinute prin toa-
te combinatitle posibile ale lui (ayaz), §t (@1a2)p41-
Astfel, pentru p =0 avem:
80(00,00) = (00)o 4+ (00), = 00, 80(00,01) = (00)o+(01); = 01,
80(00,01) = (00)o + (10), = 10, 80(00,11) = (00)p+ (11); = 11,
iar fiecare arc va fi marcat cu o pereche de forma
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(50//\0 = (11(1,2/(11(12C1.
unde ¢, = ay + a,.

Pe nivelul p = 1, arcele sunt marcate prin perechi din tabelul urmdtor:

§(A.B)| 00 01 10 11
00 100/000 01/011 10/101 11/110
01 |01/011 00/000 11/110 10/101
10 |10/101 11/110 00/000 01/011
11 |11/110 10/101 01/011 00/000

La ultimul nivel, pentru p = N. — 2 = 2 vom avea 6,(A,00) = € 51
A2(00,00) = 000, A;(01,00) = 011, A;(10,00) = 101, A(11,00) = 110
(pe ultimul arc sunt numai stmboluri de control).

Reteaua se poate reprezenta grafic ca in Figura 13.1:

Exemplul 13.7 In mod similar se construiesc codurile tablou obtinute
prin produsul a doud (3,2)-(ny, ky) - coduri bloc. Toate au acelasi numdr
de stari Ny = 2% = 4. doar addncimea (numdrul de coloane) variind in
functie de ny (N, = n,+ 1). Reprezentarea graficd a refelei este datd in

Figura 13.2, marcajul nodurilor fiind realizat similar cu cel din Ezemnplul
13.6.

13.2.3 Decodificarea codurilor tablou

Operatia de codificare se realizeaza foarte simplu: fiecare mesaj de infor-
matie de k; - k, caractere, se scrie ca o secventa de k; + 1 grupuri, primele
k, grupuri avand cate k; simboluri, iar ultimul e. Aceastd secventa
marcheaza prin retea un drum unic (00...0)—A,—...—An,—2—(00...0)
de la radacina 00...0 la tinta 00...0. Ceea ce se obtine prin con-
catenarea lesirilor
Ao(00...0, A)A (AL Ag) .o AN, —2(AN,-2,00...0)

va fi un cuvant - cod al (n; - ny, k; - ko) - codului tablou reprezentat de
retea. .

Pentru decodificare se poate folosi o variantd a algoritmului Viterbi,
cu mici modificari, datorate trecerii de la codurile convolutionale la coduri
- bloc (in particular, modului de definire a starilor).
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Figura 13.1:
00/000 @ TN\ ¢/000

€/011

10/101 10 / ‘ 10 /101
11/110 11 / T\EIJ /110
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1. Cuvantul receptionat este impéartit in n, subcuvinte, fiecare

avand n, valori digitizate (vezi Exemplul 13.8) ale alfabetului
- cod.

o

La fiecare nivel p, pentru fiecare arc (A,, By41) se calculeazd
metrica arcului, care este distanta euclidiana dintre al p+1-lea
subcuvant receptionat si A,(A,, By41). Distanta euclidiana
dintre x = riry... 2, 1y = Y1¥2...Yn €ste

de(x%,y) = (z1 —y1)* + (22 —92)* + ... + (2o — yn)?

3. Pentru fiecare nod B al retelei se determina metrica nodului
B, astfel:

(a) Metrica nodului radacina este 0;

(b) Pentru un nod By, € Vo (p > 0), metrica lui B este
cea maj mici valoare a sumei dintre metrica unui nod
A, € V, si dg((A)p, (B)p41), minimul fiind luat dupa
toate nodurile din V.

4. Arcul selectat in calculul metricii nodulut se introduce intr-

un drum activ. iar toate celelalte arce de pe nivelul respectiv
sunt eliminate.

5. Dupa ce s-a calculat metrica nodului tinta, se considera dru-
mul activ corespunzator si decodificarea se face prin con-

catenarea sub-mesajelor de informatie care marcheaza arcele
acestui drum.

Exemplul 13.8 Sd reludm codul - tablou definit in Exzemplul 13.6. Pre-
supunem cd s-a transmis cuvantul cod a = 011101110 st s-a recepf{ionat
mesajul digitizat
b’'=0.2 0,1 0,4 0,3 0,1 0,9 1,0 0,9 0,6.

Presupundnd cd orice simbol digitizat din intervalul [0,0;0,5) repre-
zintd caracterul binar 0, iar [0.5;1,0] reprezintd 1, putem considera cd
s-a primit secventa b = 000001111 deci au apdrut 4 erori. Intr-o de-
codificare obignuitd a codurilor liniare, deoarece d = 4, erorile nu pot fi
corectate. Folosind struciura de retea insd, acest lucru este realizabil. Sa
detaliem pasii utilizali in decodificarea cuvdantulu: b'.

~ Metrica nodulut rddacindg (00)q este 0.
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~ Prima subsecventd de ny = 3 caractere primite este 0,2 0,4 0,4.

- Se calculeazd metricile celor patru arce care pleacd din rdddcind:
dg((00)o, (00);) = (0,2—0,0)*>+(0,4—0,0)*>+(0,4-0,0)* = 0, 36;
dg((00)o, (01);) = (0,2—0,0)2+(0,4—1,0)2+(0,4—1,0)2 = 0, 76;
dE«mn ,(10);) = (0,2—1,0)?4(0,4—0,0)2+(0,4—1,0)2 = 1, 16;
de((00)e,(11);) = (0,2—1,0)*+(0,4—1,0)24(0,4—0,0)* = 1, 16.
-~ Metricile celor patru noduri de pe nivelul 1 sunt chiar aceste valori.
Urmdtorul submesaj primit este 0.3 0,1 0,9. Pentru nodurile de

pe nwelul 2, valorile calculate ale metricilor (metrica nodului predecesor
plus metrica arcului) sunt:

(00); (01)2 (10)2 (11),

(00), [ 1,27 1,27 0,87 2,42
(01), | 1,67 1.67 2,87 1,37
(10), | 1,67 3,27 2,07 2,07
(11); | 3,27 1,67 2,07 2,07

- Minimul pe fiecare coloand ale acestor valori (scris ingrosat) repre-
zintd metrica nodului respectiv. Deci nodurile (00), i (01); au metrica
1,27, (10), are metrica 0,87, iar (11); are metrica 1,37.

Ultima subsecventd de tret caractere digitizate este 1.0 0,9 0,6.
Valo-rile calculate ale metricilor (metrica nodului predecesor plus metrica
arcului) drumurilor care ajung in nodul {intd sunt:

(00)s
(00), | 3,44
(01), | 2,44
(10), | 1,84
(11), | 1,74

Dect metrica nodulut tintd este 1,74. Refdcand acum traiectoria in
sens invers, se obfine drumul activ (00)o—(01); —(11)2—(00)3, reprezentat
in figura
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Prin concatenarea marcajelor arcelor de pe acest drum, rezultd cuvdn-
tul - cod 011101110 (care coincide cu mesajul transmis a) gi decodificarea
lui - mesajul de informatie 0110.

13.2.4 Coduri tablou generalizate (GAC)

Definitia codurilor - tablou se poate extinde pentru a cuprinde gi alte
clase de coduri lintare (Hamming, Reed - Muller) sau ciclice (BCH, Reed

- Solomon); ceea ce se obtine este un cod - tablou generalizat (GAC -
Generalized Array Codes).

Un GAC este o suma binara de doua sau trei coduri - tablou, com-
pletate eventual cu linii nule. Procedura de constructie a unui astfel de

(n,k) - cod C este:

e Fie C; un cod - produs prin inmultirea Kronecker G4, x G 4,, unde:

— (G4, este o matrice k; x (k; + 1) de tipul (1);

— Ga, = ({i,|Jky np—k, ) unde I, este matricea unitate iar J este
o matrice cu toate elementele 1;

- n:(kl—%l)-ng, kA:k‘l'k-z.
¢ Fie Cy un cod - produs prin inmultirea Kronecker G, x G',, unde:
— (ip, este o matrice 1 x ng, (vector linie) cu toate elementele
I;

— (g, = ((G3]G4) este o matrice kg x np, unde G5 este o matrice
cu coloane 0 sau 1, iar G4 este o matrice de tipul (1) cu kp
linii. Coloanele lui G, pot fi eventual permutate.

- n=ng, -ng,.
o Fie ("3 un cod - produs prin inmultirea Kronecker G¢, x G¢,, unde:

— (¢, =(00...01) are dimensiunea 1 x n¢,;
— Gg, = (11...1) are dimensiunea 1 X ng,;

— n=ng, Ng,.

o Codul C este C; + 'y sau C; + Cy + C3 unde suma se efectueazd
in Zy: el are lungimea n. k = k4 + kp respectiv k = kg + kp + 1
simboluri de informatie si este generat de matricea
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Ga, % Ga,

Ga, % G,42 G G
G G sau B, X Up,
"B X LB, Gc X GC
1 2

In exemplele urmatoare vom prezenta sub forma de coduri GAC unele
din cele mai cunoscute coduri - bloc (liniare sau ciclice).

Exemplul 13.9 Sd consideram

1 0 0 1

Ga, =1 01 0 1 |, Gua=(11),
0 011

Gg,=(1111), Gg,=(01)

Dimensiunile codulut sunt n = 4-2 =8, k =3+ 1 = 4. Matricea
generatoare va fi

11000011
c_|00o110011
“looo0oo0o1 111

01010101

Aceasta corespunde unui cod Reed - Muller RM(1,3). Dacd se ignord
ultima coloand (de control), se obtine un (7,4) - cod Hamming binar.

Aranjarca sub forma de lablou a cuvintelor - cod din cele doud coduri
- produs componente este urmatoarea:

Fie a = ajaqazay un mesaj de informatie. Atunci cuvantul - cod x
este dat prin:

ay M 0 ay
az P2 0 a4
X1 = R Xo — )
1 as pa 2 0 a4
P1 Ps 0 a4
a p1+ay

a; p2+aq
a3 p3+ay
P4 Pat aq

X =X+ X2 = = (ay,uq+p1,a2,p2 +aq,a3,p3+ ay,ps, ps+

aq),

unde p; = a; (1 <1 <3) §i py = ay+ay+as sunt simboluri de control.

Exemplul 13.10 Codul RM(1,4) poate fi generat cu un cod GAC ast-
fel:

100 1
Gay=| 0101 ). Gu=0111),
0011
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Gp, =(1111). Gg, = ( )
Decin=4-4.k=34+2=>5
1111 000000O0O0O1T1T11
0000111 1000O01111
G=100000O0ODOT1TT1T111111
01 0101010101010 1
00110011001 10011

Elimindnd ultimul simbol de control (ultima coloand din matricea G)
se ajunge la un (15,5) - cod binar cu d = 7, care este un cod BCH.

Fie a = aya;a3aqas un mesaj de informafie. Reprezentarea tabelard
a cuvintelor - cod este:

a, pp p1 P 0 a4 as as+as
_ az py P2 P2 0 a4 as aq4+as
xl - ) x2 - y
a p3 ps p3 0 a4 as as+as
P4+ Ps P4 P4 0 a4 as ag+as

ap prtag pp+as pr+agtas

ay pat+ay pz+as P +aq+as

az ps+ay ps+as pstas+as’

Pa Patas ps+as pstagtas

unde p; = a; (1 <1< 3), py = a1 + ay + a3 sunt simbolurt de control.

X =X1+ X2 =

Exemplul 13.11 Sd plecdm de la urmdtoarele matrici de bazd:
1 001
Ga,=Gay=1 01 01
0011
Gp, =Ge,=(1111), Gg,=G¢, =(0001).
Sc obtine un cod C =C1+Cy+C3cun=4-4=16, k=3-3+141 =
11 st matrice generaloare
)

bl

—_

Q

Il
-
ccooococoo0o -~

coo0ooOoo0o0 oo o —Oo

oo oo o Cc o — oo
O— 00000 O = —
~COoO 000 O OO
cCoO0c o000 — O 0000
e R e B = i == B = S com R e oo e R e
O - OO0 O~ — =000
s B e B = B o= T il == o= R e R e e
ooor—AOOOOOOO
e = R T e Bl o B e Sl e Y oo R o I e i
O = _-—_0 000 oo
[ e Sl = B = Rl e B == R e R e [ e g
—_— OO R OO0~ OO - 0o
R e T O e Bl e B i e R e i e e
— e = =

el

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



294 CAPITOLUL 13. SUPRA - CODIFICARI

El are d = 4 si este echivalent cu un cod RM(2,4). Dacd se elimind
ultimul simbol de control, se obtine un (15.11) - cod Hamming binar.

Fie a = aya,...a1; un mesaj de informatie. Cuvdntul - cod x este
format din:

a, a az M 000 aio 0 0 0 0
e a4 Qa5 dag P2 Xo = 0 00 aio Xa = 0 0 0 0
1 a; ag ag pP3 0 2 0 0O ai0 n 73 0 0 0 0
P4+ Ps DPe Pr 0 0 0 ap ay; ay ap ap
a, a2 as P1 + apo
_ _ ay as ag P2 +ampo
X=X14 x4 X3 = ar as ag p3 + aro

Patay ps+an pst+ann pr+ aiptan

Exemplul 13.12 Pentru (24,12) - codul Golay binar extins se poate da
urmdtoarea reprezentare GAC':

1 0001111
1 01 01 00T1T1T11
G*‘1:<011>’G*‘2:00101111’
00011111
1 1101 101
Gpg,=(111), Gp,= 1 0111 101
1 01 01 1 11
Ge,=(001) Ge,=(11111111).
Fie a = aja;...a,, un mesaj de informaize.
Pentru obfinerca cuvantului - cod, avem:
a a; a3 a4 pr p2 Pz Pa
X1 = 5 Ug ay ag p5 p()- p7 Ps
Po Pio Pui1 Piz P13 P14 Pis Pis
€1 49 C2 app €3 €4 a4 Gs
X2= ¢ ag C; a0 €3 €4 an ¢Cs ,
¢ a9 C3 d1p €3 C4 411 Cs
0O 0 0 0 0o o0 0 0
x3= 0 0 0 0 0 0 0 0
12 a1z a1z diz aiz arz a4z d2
deci
X=X1+X2+X3=
a; + ¢ az + ag apn +ps3 ¢s + Pa
as + ¢ ag + ag ayn + pr Cs + ps
a2 +py+ 1 a2+ pro+ag a2+ ap+p1s @12+ pietcs
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De remarcat maniera mult mar simpld de codificare, ea inlocuind
mmultirde cu adundri in 7, (pentru simbolurile de control).

13.2.5 Decodificarea codurilor GAC

Pentru decodificare se poate folosi tot algoritmul lui Viterbi, aplicat unei
structuri de retea sub care se pot reprezenta aceste coduri. Structura de
retea se construiegte similar cu cea a codurilor - tablou. cu unele mici
modificar datorate definitiei cuvintelor - cod, ca sume de doud sau trei
alte secvente. Algoritmul este dat in Figura 13.3

Vom considera reprezentarea cuvintelor unui cod GAC sub forma de
tablou cu n; linii si n, coloane. Fie k; numarul de simboluri noi de

informatie care pot apare pe linia { a cuvintelor - cod §i t = max {k;}.
15‘[3711

Figura 13.3:

. Numarul de coloane (adancimea retelei) este N. = n; + 1, 1ar
numarul de stari distincte este N, = 2'.

N

Fiecare stare de pe coloana p se noteaza (ajaz...a;), unde

3. Réadacina retelei este (00...0)p iar tinta (00...0),,.

4. Fiecare arc (A,. Bpy1) de pe nivelul p este marcat cu o pereche
6,(A. B)/ A, (A, B) unde 6,(A, B) este secventa de simboluri
noi de informatie de pe linia p (eventual €), iar A,(A, B) este
linia p a cuvantului - cod.

ot

. Dacd A, si B, sunt legate printr-un arc si |6,(A, B)| = s,
atunct Byyy = A, + 6,(A, B)0°.

6. Dacad constructia codului GAC a folosit si codul Cj3, atunci
fiecare nod de pe coloana n, este legat de tinta prin doud arce,
marcajul celui de-al doilea arc fiind complementara marcaju-
lui primului arc (pe acest nivel 6,,(A,00...0) = ¢).
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n
In aceastd constructie de retea sunt H‘Zk' drumuri distincte, fiecare

1=1

din ele corespunzand unui cuvant - cod. y
Operatiile de codificare/decodificare (inclusiv aplicarea algoritmului
Viterbi adaptat) sunt identice cu cele definite la codurile - tablou.

Exemplul 13.13 Reludm codul definit in Exemplul 13.9. Pentru €l se
poatc construt o refea in felul urmdtor:

Sunt necesare N, = ny +1 =4+ 1 =5 coloane. Pentru numarul de
stari, sa studiem forma de tablou a cuvintelor cod:

a; p1+aq
a; p2 +ay
as p3+aq
P4 P4+ a4

In aceastd reprezentare, pe prima linie sunt doud stmboluri de infor-
matie (a; $iaq), pe a doua gi a treia cdte unul (ay respectiv az, aq nefiind
stmbol nou), iar pe a patra linie, nici unul. Deci numdrul de stdri al
refelei este N, = 22 = 4. fiecare stare fiind reprezentatd printr-o secven-
{d@ de t = 2 caractere binarc (00,01.10,11).

Reprezentarea grafica a refelei este:

-
D——n==0

Functia é este definitd prin
60(00. B) = a1aq, 6i1(A,B) =as. (A .B) =as, 63(A4,00) =e.

Nodurile 1 arcele sunt marcate cu valorile date de tabelele urmdtoare:

So(A,B)/do(A.B)] 00 10 01 11
00 00/00 10/11 01/01 11/10
§1(A,B)/M(A,B)l 00 10 01 11
00 0/00 1/11  —  —
10 1/11 0/00 — -
01 — - 0/01 1/10
11 - - 1/10 0/0l
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0,(A,B)/X(A.B)| 00 10 01 11
00 0/00 1/11 -~ —
10 1/11 0/00 — -
01 — - 0/01 1/10
11 — - 1/10 0/01
83(A, B)/X3(A,B) | 00
00 €¢/00
10 e/11  pentru codul RM(1,3),
01 €/01
11 /10
83(A, B)/X3(A,B) | 00
00 /0
10 /1 pentru (7,4) - codul Hamming
01 ¢/0
11 e/1

Exemplul 13.14 Codurile RM(1,4) si (15,5) — BCH construite sub

formd de GAC in Exemplul 13.10, sunt reprezentate ca refea conform
Figurii 13.4

Figura 13.4:

D@
D= ==

{o01)

001 001
== s N
@ (010 ‘/010\ 010 @

Adancimea refeler (numdrul de coloane) este N, = 4+1 = 5. Numdrul
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mazim de simboluri de informatie noi se afld pe prima linie a cuvintelor
- cod (ay,aq4,as); deci reteaua are Ny = 23 = 8 stdri distincte.

Functia § este definitd

80(000, B) = ajaqas, 6;(A, B) = ag, 62(A, B) = aa, 63(A,000) = e.

rar functia A:

A0(000, B) = ai(a; + a4){a1 + as)(a; + aq + as),

M (A, B) = as(az + a4)(az + as)(az + a4 + as),

A2(A, B) = a3(as + a4)(as + as)(as + a4 + as),

A3(A,000) = (a; + a2 + a3)(ay + a2 + a3 + aq)(a1 + a2 + az + as)(a; +
ay+az+ag+as) pentru codul RM(1,4). Pentru (15,5) - codul BCH
se elimind ultimul bit de control.

Nodurile si arcele sunt etichetate conform tabelelor:

S0/ No l 000 100 001 101 010 110 011 111

000 |000/0000 100/1111 001/0011 101/1100 010/0101 110/1010 011/0110 111/1001

/2 | o000 100 o001 101 010 110 o1l 111
000 |0/0000 1/1111 @ — - - - - -
100 |1/1111 0/0000  — - - - - -
001 - - 0/00]1 1/1100 - - - -
101 - =  1/1100 0/0011  — - - - (i=1,2)
o0 | — - - — o001 1/1010 — -
110 - - - - 1/1010 0/0101 - -
011 - - — - - —  0/0110 1/1001
111 - - - - - = 1/1001 0/0110

§3/Xa | 0000 §3/a | 0000

000 | /0000 000 | ¢/000

100 E/llll 100 6/111

001 | e/oo11 001 | /001

101 |¢/1100  Tespectiv 101 | e/110 -

010 | ¢/0101 010 | ¢/010

110 | /1010 110 | ¢/101

011 | /o110 o011 | ¢/o11

111 | ¢/1001 111 | ¢/100
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13.3. RLL - CODURI 299

De remarcat ca aceastd refea se poate reprezenta folosind numai 4
starvi in loc de 3:

—@ - =

| = = —@ @ T

1 (= [ [
o —

f_.

E = @

Cele doud arce care leagd doud nodurt sunt marcate cu etichete comple-
mentare. Ezceptie fac arcele de pe primul nivel, unde in definifia funcliei
8o este complementat numai primul bit (a,); ceilalti doi bifi de informajie
agas sunt identici pentru fiecare pereche de arce gi formeazd marcajele
nodurilor succesoare de pe nivelul 1: 00,01,10,11.

13.3 RLL - coduri

Sistemecle de comunicare actuale (telefonice, de inregistrare etc) - da-
torita vitezel mari de lucru diferd substantial de canalele clasice (bi-
nar simetrice). Pentru acestea se folosesc filtre de banda, capabile sa
elimine fenomenul de interferentd care apare. Numite canale cu rdspuns
pariial, ele corecteazd aceste interferente folosind algoritmi de tip Viterbs,
incorporati prin constructie. Reusita decodificarii corecte a cuvintelor
recepiionate este asigurata de supracodificari ale mesajului sursa. In
prezent sunt folosite trei tipuri de supracodificari, care asigura trans-
miterea fara interferente (in anumite limite) a mesajului: acestea sunt
codurile cu lungime limitata si codurile balansate pentru codurile - bloc,
turbo-codurile pentru codurile convolutionale.

Definitia 13.2 {'n cod cu lungime limitatd (RLL - Run Length Limited
Codes), sau (do, ko) - cod, este un cod - bloc binar, cu proprietatea cd

orice doud stmboluri 1 consecutive sunt separate prin p zerouri, unde
do < p < ko.

Parametrul dp este folosit pentru controlul interferentei dintre sim-
boluri (fenomen care apare la viteze de transmisie mari, apropiate de
capacitatea de saturaiie fizica a canaluluil); kg impune numarul maxim
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300 CAPITOLUL 13. SUPRA - CODIFICARI

de zerouri care pot apare, pentru pastrarea unei rate de informatie cat
mai convenabile.

Fie C' un (n, k) cod - bloc binar care poate fi reprezentat sub forma de
(ny-ng,ky - k2) - cod - tablou, si ¢ € Z} un cuvant binar (numit secventd
de comutagie. Codul "+ ¢ = {a+clae ("} vafitot un (n,k) - cod, cu
restrictii RLL.

Dificultatea acestei constructii rezida in modul de alegere a secventei
c. De aceea, vom detalia procedura de supra - codificare pentru obtinerea

de coduri RLL cu dy = 0:

1. Fie C un (n; - ny, ky - k3) cod - tablou binar.

o

Se defineste cuvantul de comutatie ¢ = cjc2.. .Cngy, unde
Ci = CitCi2...Ciny (1 £ 1 < ny) este o secventa binara de
comutatie pentru linia ¢, definita astfel:

dacd n, este par, atunci ¢; are un numar impar de 1,
altfel, c; are un numar par de 1.

3. Daca a € (', a = (a;);; este un cuvant - cod, supra-
codificarea sa este a’ = (a;; + ¢ij)ij, 1 <1< ny, 1 <5< n,.

Exemplul 13.15 Fie (16.9) - codul tablou binar (*y construit in Exem-
plul 13.11. El are cuvintele - cod de forma

ay az az P

ag as ag P2

a=
ar ag ag p3
Pa1 Ps Pe D7
Deoarece ny = 4. secventa de comutalie a fiecdrei linit cont{ine un

numar impar de 1. Vor exista opt variante posibile pentru c;i:
0001 0010 0100 1000 1110 1101 1011 OI111,
dect se pot defini 8% secvenie de comutatie distincte c.
Dacd se ia de exemplu ¢ = 0100110110001110, codul RLL definit pe

baza lui va confine cuvintele - cod

ay a2 az
a4y as as D2
a; ag as p3
P+ Ps Pe Pp1

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



13.3. RLL - CODURI 301

unde s-a notat T =1 — x (reamintim, calculele se efectueazd in binar).

Tehnica descrisd mai sus se poate extinde la coduri GAC, conducand

Ja supracodificiri cu proprietati RLL optime ([8]). Generalizarea este
urmatoarea:

. Dacd n; este par atunci ¢; (1 < ¢ < n3) contine zero sau un
numar impar de 1, altfel ¢; (1 < 7 < n;) contine un numar par
nenul de 1;

2. Cuvantul de comutatie ¢ va contine un numar par nenul de 1;

3. In general, c; nu este cuvant - cod al codului care formeaza liniile;
dacd aceasta nu se poate evita, atunci cj,; se alege de asemenea
dintre cuvintele aceluiasi cod.

Exemplul 13.16 Fie un (8.4) - cod binar care codificd fiecare mesaj de
informalie ajazazay tn

ay ay+ a4
az az; + ay
as az+ a4
P ptay

a =

unde p = a; + a2z + a3 (vezi gt Fremplul 13.9).

Deoarece ny este par, alegem secvenfele de comutalie ¢; (1 <1 < 4)
cu numdr impar de 1, astfel incat numdrul total de 1 din c sd fie par.
Putem lua de exemplu

c1=10. ¢c2 =00, c3=01. cq4=00

Deci cuvantul de comutatie este ¢ = 10000100 gt cuvintele - cod cu

restricjia RLL sunt

a ay + ay
az A+ a4 _ -

a= — "~ =(a1.0a; + a4,02,03 + ¢4.a3,a3 + a4, p.p + a4).
az a3+ day

p p+ay

Codificarea celor 16 mesaje de informatie este datd de tabelul urmdtor:
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0000 — 10000100 | 1000 — 01000111
0001 — 11010001 | 1001 — 00010010
0010 — 10001011 | 1010 — 01001000
0011 — 11011110 | 1011 — 00011101
0100 — 10110111 | 1100 — 01110100
0101 — 11100010 | 1101 — 00100001
0110 — 10111000 { 1110 -— 01111011
0111 — 11101101 | 1111 — 00101110

Am obtinut un (8,4) - cod binar care este un (0,4) - cod RLL; se poate
demonstra cd aceasta este valoarea minimd care se poate obfine pentru
ko tn cazul (8,4) - codurilor binare.

Dacd se relazeazd codul prin eliminarea ultimului simbol de control,
se ajunge la un (7,4) - cod Hamming binar cu ko = 4.

Pentru cuvdntul de comutatie ¢ = 10 00 00 01 se obfine un (0,6) -
cod RLL, lucru care se verificd imediat.

Pentru decodificarea codurilor RLL se poate folosi structura de retea
definitd in cazul codurilor GAC', cu o singurd modificare: la adnotarea
arcelor, se inlocuieste A,(A, B) cu A, (A, B) + cp.

Exemplul 13.17 Sd reluam (8,4) - codul GAC de mai sus, a cdrui refea
este descrisd tn Ezemplul 13.13. Folosind cuvantul de comutatie
¢ = 00010001, se obtine un cod RLL cu aceeasi structurd de retea:

tar marcajele arcelor:

o/Xo | 00 10 01 11

00 [00/00 10/11 01/01 11/10

&/M| 00 10 01 11 83/Xa | 00
00 |o0/0l 1/10 — - 00 | /01
10 |1/10 0/o1 -  — 10 |e/10
0L | — — 0/00 1/11 01 | e/00
11| - - 1/11 0/00 11 | ¢/11
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13.4. CODURI BALANSATE 303
62/A2 | 00 10 01 11
00 {0/00 1/11 - -
10 |1/11 0/00 —  —
01 — - 0/01 1/10
1| — = 1/10 0/01
(pentru (7,4) - codul Hamming binar se ignord ultimul bit din A3).

De remarcat cd fatd de Ezemplul 13.13 cuvantul de comutatie a modifi-
cat numar marcajele nodurilor de pe nivelele 1 §i 3).

13.4 Coduri balansate

Codurile balansate reprezinta o clasa speciala de coduri RLL, in care
fiecare cuvant - cod are un numar egal de 0 §i 1. Avantajele pe care
le ofera aceastd conditie (siguranta la transmiterea cu viteze mari a
datelor, capacitatea de auto-control al tactilor, posibilitati de detectare
g1 corectare a erorilor comparabile cu codurile - bloc) o recomanda ca o
masura eficienta de supracodificare.

Sunt multe modalitati de transformare a unui cod - bloc binar intr-un
cod balansat; de exemplu dublarea fiecarui cuvant - cod a cu o secventd
identica (aa) sau cu caractere complementate (aa) conduc la coduri bal-
ansate. Constructia unui cod balansat prezentata in Figura 13.5 asigurda
posibilitatea constructiei unei retele de decodificare in maniera celei din
paragrafele anterioare.

In constructia algoritmului Balansat mai trebuie rezolvata problema
alegerii lul n,. Aceasta se realizeaza folosind urmatoarea teorema:

Teorema 13.4 Fiind dat k, n, este de forma n, = 2s, unde s este cel
mai mic numdr pozitiv care verificd inegalitatea
2k+2-4s < 2+ C‘;s' (2)

Demonstratie: Conditia ca n; sa fie par rezultd din cerinta ca in u
jumitate din cele n; functii g si fie f, si juméitate si fie f,. Fie deci
n, = 2s.

Din conditia 2n; — 2 < k rezulta k +2 —4s > 0.

Deoarece x este format din k + 2 — 4s caractere binare, sunt 2F+2-4s
secvente X posibile. Din acestea, 257274 — 2 sunt construite folosind
numai functia f,, deci trebuie si existe pentru ele cel putin tot atatea

secvente a. Deoarece numarul secventelor binare a este Cj,, rezultd
inegalitatea din enunt,.
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Figura 13.5:

Algoritm Balansat:

Fiea = aia,...a; € Zf (k > 2) un mesaj de informatie. Definim
urmatorul cuvant - cod tablou balansat asociat lui a:

1. Se alege n; par nenul astfel ca 2n; — 2 < k; se noteazd k;, =
2y —2, n=4-n. '
2. Se construieste urmatorul cuvant - cod tablou cu primii k; biti
de informatie:

a az as ... -1 N
. @ @ G ... G Pi
dg 44 dg ... Ak, P2
a; @ @5 ... @5 P
Tl]“l 711—1

unde p; = E aoi_1, E as;.

1=1 =1

Cuvintele de aceastd formai, citite pe coloand, formeazd un (n, k) -
cod tablou balansat binar C,. Cj este un cod - cadru, folosit pentru
definirea caracterelor de control p; si p,.
3. Se definesc functiile fy, fo : Z, — Zj3 prin

fl(Isy) = (I’E’ ywy)a

flz.y) = (z Ay, 2 NG, TAYTAY),
unde A este operatorul boolean de conjunctie. De remarcat cd

v = fi(a1,a2) fi(as, aq). .. filak -1, ax,) fr(p1, p2).

4. Se construiegte cuvantul - cod u folosind ultimele k—k; caractere
de informatie x = ay, 41 ... ax astfel:

1. Dacax =0...00, atunciu = fi(a;,az)fi(as, a4) ... fi(p1,p2);

&)

. Dacax =0...01, atunciu = fi(a1,a2)f1(as,a4) ... fi(p1,p2);

3. In rest, u = g(a;,a2)9(as. a4) . . . g(ar,-1,a, )g(p1, p2), unde

(1) g este f; sau f,; fiecare din ele apare de un numir egal
de ori (cate ny/2 aparitii);

(41) Daci se noteazi f, cu 0 gi f cu 1, lui u i se asociazi o
secventd a de n; caractere binare, cu proprietatea ca relativ
la primele k; caractere de informatie, aplicatia x — « este
izotona fatd de relatia de ordine lexicografica.

5. Cuvantul - cod final se obtine prin scrierea pe fiecare linie a

unei valori f;(z,y) din u. El apartine astfel unui cod GAC C de
dimensiuni ny X 4.
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13.4. CODURI BALANSATE 305
Conditia de minim asigura unicitatea codificarii. 0O

De remarcat ca prin aceasta metoda, operatia de balansare nu pés-
treaza proprietatea de cod liniar sau ciclic.

Exemplul 13.18 Sd construim un cod GAC balansat care sd codifice
k =3 simboluri de informatie. Folosind inegalitatea (2), se obfine s =1,
decing =2, ky =2, n=8.

Codul - cadru, care defineste simbolurile de control, este un (8,2) cod
- tablou binar, avind cuvintele - cod de forma (reamintim, reprezentarea
desfdsurald se face pe coloane):

a1 M’
ay p1
az P2
a; P2

= day @y az Gz ;y p1 P2 P2,

unde py = ay, py = ay. Operafia de codificare este reprezentatd de tabloul:

000 — 0101 0101 001 — 0101 1010
010 — 0110 0110 011 — 0110 1001
100 — 1001 1001 101 — 1001 0110
110 — 1010 1010 111 — 1010 0101

Exemplul 13.19 Pentru k = 4 simbolurt de informatie se obfine de
asemenea s = 1 st acclagi (8,2) - cod cadru, cu doud simboluri de control.
Cele doud caracterc de informatie ramase, asaq asigurd codificarea in
felul urmadator:

a=00 = u= fi(a,a2)fi(p1,p2);

a=101 — U—f]((ll,az)fl(ph 2)

a=10 == u= fi(e,a;)f2(p1,p2);
)

a=11 = u= fy(ar,a2)f2(pr,p2):
Tabelul urmdtor contine cele 16 mesaje de informatie timpreund cu
cuvintele - cod gencrate de Algoritmul Balansat.

0000 — 01010101 | 1000 — 10011001
0001 — 01011010 | 1001 — 10010110
0010 — 00011110 | 1010 — 01001011
0011 — 11100001 | 1011 — 10110100
0100 — 01100110 | 1100 — 10101010
0101 — 01101101 | 1101 — 10100101
0110 — 00101101 | 1110 — 10000111
0111 — 11010010 | 1111 — 01111000
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S-a obtinut un (8,4) - cod balansat (care nu este cod liniar). Din studiul
acestei tabele rezultd cd am objinut un cod cu distan{a minimd d = 4.

Exemplul 13.20 Urmdtorul cod balansat a fost studiat de Blaum ([3]),
odatd cu introducerea metodei de balansare prezentatd mai sus. Pentru
k =9, singura valoare posibild este s = 2, deci n; = 4, k; = 6, n = 16.
Cuvintele - cod cadru au forma

a, a3 as N
ay a3 as p1
a, a4 ag p2
a; aq Ug P2
unde py = a1 + asz + as, p2 = az + a4 + ag.
Procedura de codificare este datd de tabelul urmator:

a7agly | U1UU3U4 | UsUeU7TUg | UgU1pUL1U12 | U13U14U15U6
000 | fi(ay.ay) fl(as as) | filas,as) | fi(p1,p2)
001 | fi(a1,a2) | fi(as,aq4) | fi(as,ae) f1( p2)
010 | fa(ar,a2) | falas,ad) | f2(as, a6) (Pl,Pz)
011 | foa1,aq) | fa(as,aq) | falas,as) f2(p1,p2)
100 | fa(ar,a2) | falas,aq) | fa(as,ae) fa(p1,p2)
101 f2(01’02) falas,aq) | folas, as) fa(p1, p2)
110 | falar.az) | falas.as) | falas,a6) | fa(pr,p2)
11 | falay,a2) | faas,aq) | falas, ae) J2(p1, p2)

S-a obtinut astfel un (16,9) - cod balansat cu distan{a minimd d = 8.
Sd codificam de ezemplu mesajul de informatie a = 001101010. Pen-
tru determinarea bifilor de control se construieste cuvantul

010 1
g_LotLo
0110
100 1

Deoarece a7 = 0, ag = 1, ag = 0, codul va fi generat folosind a treia
linte din tabelul de sus:
u = 0001 1000 1101 1011.
Alte ezemple de mesaje de informafie gi codificarile lor:
000000000 = 0101010101010101
111111001 =— 1010101010100101
000000101 = 1110000100011110
111111011 == 1000011110000111
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Pentru realizarea unei structuri de retea a codurilor balansate, difi-
cultatea constd in faptul cd aceste coduri nu sunt liniare, deci algoritmii
utilizatl pana acum nu functioneaza. Se va utiliza urmatorul algoritm
(Figura 13.6). specific codurilor balansate definite in acest paragraf:

Figura 13.6:

1. Pe baza algoritmilor anteriori, se construieste structura de
retea R, a codului - bloc cadru Cy; fie kg numarul ei de coloane

(egal cu numarul de coloane din reprezentarea in tablou a
cuvintelor - codului C,.

2. Se copiazd reteaua R, de 27 — 1 ori, unde p = k — k; este dat
de pasul 3 al algoritmului Balansat; fiecare copie corespunde
unei generari posibile a unui cuvant - cod balansat.

Toate subretelele au o singura radéacina si o singura tinta.

3. In fiecare din cele 27 subretele:

(a) Arcul ((00...0)o, B1) de pe nivelul 0 se marcheaza cu
60/)\0 unde 60(00 .. O.B) = QA2py—1-..0, iar
/\0(00 Ce. 0, B) = f]((l,l.a-z).

(b) Arcul spre tintd are 64,(A,00...0) = € si

Ak, (A,00...0) = g(p1,p2) (notatiile sunt cele din algo-
ritmul Balansat).

4. In fiecare subretea se defineste valoarea §;i/2; (1<) <ko)a

arcului (A;, B,;1) astfel: é,(A, B) este valoarea nemodificata
din Ry, iar Aj(A, B) = g(agj+1,a2j42)-

Exemplul 13.21 S¢ reluam (8,4) - codul balansat din Erxemplul 13.18.
Dupd ce se construieste reteaua (8.2) - codului cadru - deoarece existd
doar un bit de informatie suplimentar - avem p = 1, dect refeaua se ma:z
copiazd de 2P — 1 =1 ort.

Sunt posibile doud maniere de abordare:

A. Dacd transmiterea datelor se face pe linii (specific codurilor ba-
lansate), reteaua codului cadru este cea prezentatd in Figura 13.7, pozifia
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(a); din ea se obfine reteaua (b) a codului balansat.
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Figura 13.7:

000/0101 - ¢/0101

ol0/0110 ¢/0110
00/0101 ¢/0101

100/1001 . ¢/1001
01/0110 ¢/0110 110/1010 ¢/1010

® [ ]

10/1001 ¢/1010 001/0101 ~ ¢/1010

o11/0110 ¢/1001
11/1010 </1010 -

101/1001 o ¢/0110

(a)
1i/010 ¢/0101

B. Dacd transmiterea se face pe coloane, apare o construcfie con-
formd cu cea a retelelor anterioare (definite pentru codurile GAC) gi vom

avea situatiile (c) respectiv (d).
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00/00 /11 0/00 /11

[ ]

0 11 -
0/00 ¢/ 0/00 /11 1/110~, #700

10/11  €/00 711 ¢/00

1/11 0/00
® / / o o

01/01 _  ¢/10 . 0/01 __  ¢/10
i efw 1L Ny €/00 | 1/105/01

‘ 11/10 ¢/01 /10 e/01

(c) (d)

Exemplul 13.22 Sd construim refeaua de (de)codificare pentru (16,9)
- codul balansat definit in Ezemplul 13.20. Conform procedurii, sunt
necesare 8 subrefele, cate una pentru fiecare linie din tabelul de codificare.

Deoarece cuvintele - cod sunt citite pe linii, fiecare subretea are cate 5
coloane gi 4 star.

Pentru a; = ag = ag = 0 (prima linie din tabel) subreteaua construitd
plecind de la (16,6) - codul cadru din Exemplul 13.20 are structura

unde marcajul arcelor este dat de tabela:
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§,/A, | 00 01 10 11

00 |00/0101 0170110 10/1001 11/1010
1] 00 |00/0101 0170110 10/1001 11/1010
0l |01/0110 00/0101 11/1010 10/1001
10 |10/1001 11/1010 00/0101 01/0110
11 |11/1010 10/1001 00/0101 00/0101
21 00 |00/0101 01/0110 10/1001 11/1010
01 |01/0110 00/0101 11/1010 10/1001
10 |10/1001 11/1010 00/0101 01/0110
11 [11/1010 10/1001 01/0110 00/0101
3| 00 | ¢/0101 — = =

[==]la~]

01 | ¢/0110 - — -
10 | ¢/1001 — — -
11 | €/1010 - —~ -

Pentru a; = ag = 0, ag = 1 (a doua linie din tabel) se construiegte aceeasi
subretea, in care valorile functiet A3 din marcajul arcelor ultimului nivel
se complementeazd. Prin compunerea acestor doud subretele, se obtine
un (16,7) - codul balansat cu distanfa minima d = 8.

Celelalte 6 subretele se definesc similar. Refeaua finald a (16,9) -

codului balansat cu d = 8 obtinutd din compunerea lor, va avea 32 stdri
5t 5 nivele.

13.5 Turbo - coduri

In ultimii ani, viteza tot mal mare de transmisie a datelor — aproape de
capacitatea maximd a canalelor de comunicatie - a condus la modalitati
noi de codificare. Turbo codurile sunt prezentate prima data in 1993 de
Berrou, Glavier g1 Thitimajshima si combina sub forma de retea (minim)
doud coduri convolutionale. Modalitatea de decodificare este total de-
osebild de algoritmii cunoscuti pana acum (se folosesc capacitati statis-
tice de performantd ale canalelor de transmisie). Ele asigura o rata de
corectare a erorilor mult mai ridicata decat la codurile clasice; de aceea
turbo codurile sunt folosite in transmisiile de pe statiile cosmice automate
lansate dupa anul 1993, precum si canalele de satelit.

13.5.1 Structura unui turbo - cod

Un turbo - cod standard este reprezentat de Figura 13.8:
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Figura 13.8: Turbo - codificator standard

u=—-2Xx
aX)|  xp
go(X)
1p 2p
x 1P x
Py I R
u/ gl(X) xzp
go(X)

El foloseste doua (2,2) - coduri convolutionale (care - fard a micgora
geueralitatea — au fost considerate identice), separate printr-un bloc Py
de permutare a celor N caractere de informatie (N fiind o constanta
fixatd, dependentd de structura canalului de transmisie). Mesajul de
informatie este spart in blocuri u € Z;V: dacd se ignora mecanismul de
relaxare R, rata codificatorului este 1/3 (N simboluri de informatie se
transforma in cuvinte - cod de lungime 3N). Cele 3 iesiri (x®, xP, x2P)
sunt apoi transmise pe coloand, ca un cod GAC.

Codificatorul

Pentru un (2,2) - cod convolutional, matricea generatoare poate fi con-
sideratd (intr-o varianta simplificatd, bazatd pe structura de retea a

mesajelor) G = (go(X), ¢1(X)). Codificatorul unui turbo - cod va folosi
ca matrice generatoare o forma echivalenta recursiva:

T 91(X)
Gt ( Lo ) |
Din acest motiv, un codificator convolutional pentru turbo - coduri este
numit Codificator Sistematic Recursiv (RSE).

Un mesaj de informatie u(.X) este codificat de codul convolutional
in u(X)G = (u(X)go(X), u(X)g:1((X)). RSE va realiza aceeasi iesire
pentru mesajul ¥'(X) = u(X)go(X), deoarece se verifica imedial relatia
u(X)go(X)Gr = u(X)G. Vom numi totugl "cuvant - cod” perechea de

polinoame u( X )G (desi se mai efectueaza o operatie de inmultire pentru
obtinerea mesajului u'(X)).
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312 CAPITOLUL 13. SUPRA - CODIFICARI

Se observa ca pentru un RSFE, cuvantul cod are pondere finita daca
$1 numai dacd mesajul de intrare se divide cu go(X).

Corolarul 13.1 Un mesaj sursd v’ cu w(u') = 1 se codificd intr-un
cuvant - cod de pondere infinitd.

Demonstrafie: Evident, deoarece u'(X) = XP? nu se divide cu go(X). O

Corolarul 13.2 Pentru orice polinom netrivial go(X) € Z,[X] ezistd o
infinitate de mesaje sursd de pondere 2 care se codificd in cuvinte - cod
de pondere finitd.

Demonstrafie: Pentru go(X) € Z,[X], go(X) # X7, existd un n minim
cu proprietatea go( X )|X™ —1 (n este lungimea secventel pseudo-aleatoare
generatd de go(X) - a se vedea paragraful 5.1, Capitolul 5).

Orice secventd u’ de forma u'(X) = a X' (X" - 1), a € Z, \ {0} are
pondere 2 si este divizibild cu go(X), deci codificarea prin RSE va genera
un polinom cu un numar finit de termeni. O

Exemplul 13.23 Fie go(X) =1+ X + X*, g:(X) =1+ X? 4+ X° + X*
polinoame din Zy[X]. In mod uzual se foloseste notatia in octal; dect,
cum go = 11001, = 31g, gy = 10111, = 275, vom avea (go 1) = (31,27).
Matricea generatoare este
( 14+ X2 4 X34 x4 )
GR = 1 )
1+ X+ X4

tar un circuit liniar care realizeazd acest RSE are forma:

" qur—%q |
_+_
Pk

(s-a notat cu uy simbolul de informafie curent, iar cu p; simbolul de
control corespunzator).

Cum go(X) este primitiv, lungimea secvenjelor este 2 — 1 = 15. De
ezemply, mesajul sursd u(X) =1+ X'® se codificd in (1 + X5, 1 4+ X +
X2+ X3+ X+ X7+ X84+ X)) = (1000000000000001,1111010110010000).
u(X) = X7(1 + X') va genera acelagi cu