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Oamenii cunosc numai Cf recunosc. 
(proverb} 

Prefaţă 

Vă uitaţi la teleYizorul care transmite imagini prin satelit? Vorbiţi la 
telefon (celular) ? Folosiţi Internet-ul ? Ascultaţi muzică de pe CD-uri ? 

Aţi admirat fotografii extrem de reuşite ale planetelor Jupiter sau 
Saturn. Cum au fost obţinute ele? 

Aţi auzit de alfabetul Morse; v-aţi întrebat de ce pentru ajutor apelul 
este S.O.S? 

Sunt multe astfel de domenii intrate în cotidian, care folosesc coduri. 
De fapt oricare din exemplele de sus se referă la un transfer de informaţie. 
Ceea ce se solicită (în mod neexplicit, dar esenţial) este ca informaţia 
cerută să fie nemodificată la recepţie. Indiferent prin ce mediu (numit 
cana0 se face transmisia (poate fi rază laser, cablu, unde etc) mesajul 
expeditorului trebuie să fie identic cu cel al destinatarului. Chiar dacă 
sunt "zgomote'' care pot altera acest conţinut. 

Tocmai din cauza acestor posibile perturbaţii de canal, ceea ce se 
transmite (numit mesaj de informaţie) se completează cu elemente re
dondante (numite caractere de contro0, c.are nu aduc informaţie supli
mentară dar o confirmă pe cea existentă. ln acest fel, o modificare posi
bilă a mesajului (o zgârietură pe CD, o interferenţă, un ecou de canal) 
poate fi eliminată la recepţie de către decodor. . 

Să considerăm de exemplu un mesaj 'abac' format din 4 caractere. 11 
vom codifica prin scrierea fiecărui caracter de trei ori. Deci vom trans
mite 'aaabbbaaaccc'. Dacă se primeşte 'caabbwaaaccb', decodificatorul 
va separa text ul în grupe de câte trei simboluri 'caa bbw aaa ccb' şi va 
păstra din fiecare grup caracterul care apare de cele mai multe ori: 'abac'. 
Este o modalitate de decodificare folosită cu precădere de aproape toate 
sistemele, numită decodificarea cea mai probabilă. 

Evident, pot apare perturbări grupate, care să altereze mai multe ca
ractere consecutive. Cum se operează atunci ? Pur şi simplu se foloseşte 
altă codificare (sau supra-codificare, care este o combinaţie de mai multe 
codificări). S-a ajuns în acest moment să existe clase de coduri (turbo
codurile) care să corecteze aproape 75 % din simbolurile alterate ale unui 
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mesaj! 
Pare fascinant. De fapt, aşa şi este ! 
Teoria rndurilor este un domeniu teoretic dezvoltat relativ recent. 

Dacă se face abstracţie de unele confuzii de termeni cu criptografia. ( care 
foloseşte adesea termenul de 'cod' pentru unele sisteme clasice de criptare) 
sau de ideea că de fapt şi scrierea sau vorbirea constituie sisteme de codifi
care ale ideilor. primul cod care merită acest nume în lumina obiectivelor 
menţionate anterior, este codul Morse, a.părut în 1840 - de fapt un alfabet 
care să permită transmiterea mesajelor prin telegraf. 

Explozia informaţională. din a doua jumătate a secolul ul X X a condus 
la apariţia acestei discipline, ale cărei baze teoretice sunt puse în anii 
'50, are o dezvoltare fulgerătoare până la sfârşitul anilor '60, stagnează 
aproape două decenii, după care renaşte din 1985 şi cunoaşte astăzi din 
nou o creştere explozivă, explicabilă prin necesitatea transmiterii unui 
volum de informaţie nemai-întâlnit la o viteză aproape nebănuită până 
acum 10 - 15 ani. 

Cea mai mare parte a celor prezentate aici constituie suportul unui 
curs la Facultatea de Matematică a Universităţii Bucureşti (studii apro
fundate, secţia informatică). Lucru explicabil, deoarece bazele teoriei 
codurilor sunt pur matematice ( algebră liniară, teoria numerelor, corpuri 
finite, statistică). Aceasta nu face însă domeniul mai puţin atrăgător, 
dimpotrivă. Sugerează că pot fi gândite şi alte abordări care să genereze 
sisteme de codificare noi, cu performanţe superioare. Ideea în sine consti
tuie o provocare, un apel al societăţii, al vieţii practice, adresat ştiinţelor 
fundamentale. Putem să îi răspundem ? Aceasta este întrebarea. 

Autorul este conştient că nu a putut cuprinde şi explica tot ce conţine 
domeniul în sine. De asemenea, lucrarea poate cuprinde unele erori (nu 
numai de redactare). Este riscul pe car<' şi-l asumă orice autor. De 
aceea, rugămintea către cititor( ul interesat) este de a nu ezita stabilirea 
unei colaborări. Suntem deschişi şi receptivi la orice mesaj. În ciuda 
riscurilor unor posibile perturbaţii de canal 

Adrian Atanasiu 

aadrian@pcnet.ro 

mai 2001 
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Cuvânt înainte 

Sfârşitul de secol este dominat clar de revoluţia informatică, conside
rată că reprezintă cea de-a treia (şi probabil, ultima) revoluţie industrială. 
Internet este o lume fascinantă şi în continuă schimbare, fiind în frun
tea fenomenelor care influenţează viitorul economic mondial. Cea mai 
flexibilă structură pe care a cunoscut-o omenirea şi cel mai important 
proiect de conectivitate umană creat pe pământ, Internet înseamnă un 
volum imens de informaţie care este transferată de-a lungul conexiunilor. 
Se apreciază că sunt peste 15 milioane de utilizatori care navighează în 
fiecare moment. Câţi dintre ei se gândesc că la baza acestei uriaşe can
tităţi de informaţie vehiculate stau codurile, cele care conferă acurateţe 
acestor date transmise pe canale imperfecte. 

Oamenii din întreaga lume au fost fascinaţi de imaginile şi datele 
ştiinţifice pe care misiunile spaţiale le-au transmis de-a lungul a peste 
patru decade, din cele mai îndepărtate planete ale sistemului nostru solar. 
Şi probabil că şi-au pus întrebarea, firească, cum se poate ca această 
i nforrnaţie să fie transmisă într-o manieră fiabilă, la aceste distanţe de 
sute sau mii de milioane de kilometri, fără a fi complet "sufocată" de 
zgomot. Aici conlucrează mai multe discipline pentru recuperarea acestor 
semnale: ingineria electronică, calculatoarele şi matematica. 

Sunt numai două exemple care subliniază importanţa domeniului 
abordat de această carte. Intr-un limbaj simplu, teoria codurilor este 
o ramură a matematicii ce are ca obiect de studiu tocmai transmiterea 
datelor de-a lungul unor canale cu zgomot şi recuperarea mesajelor. Deşi 
are numeroase interferenţe şi o filiaţie comună cu criptografia, teoria co
durilor este ştiinţa care face mesajele uşor de citit, pe când criptografia 
îşi propune tocmai să le facă greu de citit şi interpretat. 

"Istoria" teoriei codurilora atins deja 50 ani, ceea ce pentru evoluţia 
ştiinţei contemporane reprezintă o perioadă de suficientă maturitate. În 
anul 1948, Claude Shannon, lucând la Laboratoarele Bell din SUA, a pus 
bazele studiilor de teoria codurilor, arătând că este posibil să se codi
fice mesaje astfel încât numărul de extra-biţi să fie minim. Din păcate 
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demonstraţia sa nu furniza nici un indiciu asupra modalităţilor de re
alizare a. acestor coduri optimale. 

Doi ani mai târziu, Richard Hamming, lucrând tot la. Bell Labs, a 
început că studieze şi a. publicat în mod concret rezultate asupra codurilor 
corrcfoarr <fr frori. El a. produs iniţia.I un cod în care 4 biţi de date 
erau urmaţi de 3 biţi de verificare. care să. a.sigure nu doar detecţia. ci şi 

corectarea erorilor de transmisie. 

Valoarea codurilor corectoare de erori pentru transmisia informaţiei. 
atât pe pamânt cât şi în spaţiu, a fost evidenţiată imediat. A apărut 
o mare varietate de coduri care urmăreau două obiective fundamentale: 
economia. în volumul de date transmis şi corectarea erorilor. Intre anii 
1969 şi 1973, modulul spaţial Mariner, trimis pe Marte de NASA, a 
folosit un cod puternic de tip Reed-Muller, capabil să corecteze 7 erori la 
fiecare 32 de biţi transmişi şi care foloseşte la fiecare 6 biţi de date 26 biţi 
pentru verificare ! Peste 16.000 biţi erau retransmişi în fiecare secundă 
spre Pământ. 

O aplicaţie mai puţin evidentă a codurilor corectoare de erori vine 
din domeniul dezvoltării compact - discurilor. Pe un CD semnalele sunt 
codificate digital. Pentru a se proteja de zgârieturi sau de alte avarii, se 
folosesc intercalate două coduri, care pot corecta până la 4.000 de erori 
consecutive (aproximativ 2,5 mm de pistă). La discurile audio, prin 
interpolarea semnalului, se poate recupera chiar mai multă informaţie 
avariată. 

În ultimii ani, s-au făcut nenumărate studii pentru a se găsi coduri 
care să atingă limitele prevăzute de Shannon. Construcţia acestor co
duri a cerut şi cere tehnici şi instrumente din domenii foarte variate 
ale matematicii, cum ar fi algebra lineară, teoria corpurilor, geometria 
algebrică etc. Au apărut lucrări de referinţă în domeniul matematicii 
codurilor corectoare de erori, cum ar fi cea a lui Dominic Welsh, Codes 
and Cryptography, apărută în Oxford U niversity Press sau cea a lui Ray 
Hill, A First Course in Coding Theory, în aceiaşi prestigioasă editură. 

La noi în ţară, sunt cunoscute lucrările din domeniul teoriei codurilor 
ale unor cunoscute personalităţi ştiinţifice: Grigore Moisil, Alexandru 
Spătaru, Silviu Guiaşu, Ion Angheloiu, Eugen Gyorfi, Dumitru Ene. 
Mai nou, cercetători şi universitari cunoscuţi ca Militon Frenţiu, Ferucio 
Ţiplea şi autorul acestei lucrari, Adrian Atanasiu, au obţinut rezultate 
semnificative în acest domeniu. 

Făcând această prezentare, am trecut în revistă o foarte mică parte 
a subiectelor discutate în fascinanta lucrare elaborată de dr. Adrian 
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Atanasiu. Lucrarea a.re o construcţie în mai multe dimensiuni. Una 
este cea a şirului de teme expuse şi este pusă în evidenţă de împărţirea 
cărţii în capitole şi para.grafe. A doua dimensiune poate fi sesizată doar 
prin parcurgerea lucrării şi se referă la nivelul de dificultate al tratării. 
Este vorba de modelele matematice folosite în codificare. Prezentarea 
este riguroasă, justificările metodelor prezentate sunt bine concepute, 
iar exemplele sunt sugestive. Problemele discutate la acest nivel vor 
interesa cu siguranţă specialiştii sau studenţii care se pregătesc să lucreze 
în domeniul transmiterii inform~ţiei. dar şi doctoranzii care lucrează la 
teze conexe acestui domeniu. ln final, mai există un nivel practic al 
lucrării, evidenţiat prin numeroasele exemple şi probleme propuse şi care 
conduce la o mai bună înţelegere a unor metode de codificare, unele foarte 
complexe. Ele vor interesa, desigur, tehnicienii şi proiectanţii care doresc 
să transmită informaţia prin mijloace cât mai fiabile. 

Lucrarea, o adevărată monografie, prezintă domeniul teoriei codurilor 
aşa cum se înfă.ţişează astăzi, cu toată varietatea modelelor, metodelor şi 
instrumentelor produse în scurta dar densa sa istorie. Cartea dr. Adrian 
Atanasiu, cu valenţele sale teoretice dar şi aplicative, vine să completeze, 
la nivelul perioadei actuale, un gol în bibliografia românească a domeni
ului. 

Bucureşti, 22 mai 2001 
Prof. Dr. Ing. Victor-Valeriu Patriciu 
Academia Tehnică Militară Bucureşti 
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Capitolul 1 

Codificare şi decodificare 

1.1 Notaţii preliminare 

Peste tot în această lucrare, vom folosi câteva notaţii standard. 
Astfel, cu litere latine mari (A, B, .. . ) vom nota mul\imi (numite 

adesea şi alfabete sau vocabulare). Dacă mulţimile sunt finite, card(A) 
va desemna numărul de elemente din mulţimea A. Mulţimea vidă 0 va 
fi mulţimea fără nici un element. 

Cu elementele unei mulţimi se pot forma secvenţe (sau cuvinte) de 
forma o = a 1a2 .... Mulţimea (infinită a) tuturor cuvintelor obţinute cu 
elemente din mulţimea A, se notează A*. Numărul elementelor care apar 
în secvenţa o formează lungimea lui 0: şi se notează cu \a\. 

Evident. în A* există şi secvenţa fără nici un element, notată e şi 

numită cuvântul vid (\1:\ = O). Se notează .4+ =A\ {1:}. 
Vom considera permanent o corespondenţă biunivocă între secvenţa 

finită nevidă a1a2 ... an şi vectorul (a1, a 2, ... , an), cele două moduri de 
reprezentare fiind folosite în paralel. 

Noţiunile elementare de algebră liniară (spaţii liniare, baze. matrici 
etc.) se consideră cunoscute şi nu mai sunt reamintite. Acelaşi lucru este 
valabil şi pentru algebra polinoamelor de o variabilă. 

Se folosesc de asemenea şi elemente de algebră a corpurilor finite, 
dar în general acestea nu depăşesc materia parcursă în învăţământul 
preuniversitar. 
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14 CAPITOLUL 1. CODIFICAR.E ŞI DECODIFICARE 

1.2 Codificare 

Definiţia 1. 1 Fiind date două mulţimi finite şi nevide A ( alfabet sursă) 

şi B ( alfabet cod). o codificare este o aplicaţie injectivă </> : A --+ B*. 

Mulţimea C = </>(A) se nume~te cod. iar elementele sale sunt cuvinte -
cod. 

Da.ci'\ B are numai două simboluri, codifica.rea </> se numeşte binară. 
iar </>(A) este un cod binar. 

Exemplul 1.1 Fie A = {O, 1, ... , 9} şi B = {O, l}. Printre secvenţele 
binare de lungime 5, numărul celor care au doi de l este Cl = 10. Ele 

pot fi folosite pentru a codifica cifrele din scrierea zecimală ( Tabelul l. 1). 

Simbol zecimal Cuvânt cod 
1 11000 
2 10100 
3 01100 
4 10010 
5 01010 
6 00110 
7 10001 
8 01001 
9 00101 
o 00011 

Tabelul l.l. Codul "doi din cinci". 

Mesajul "lî3" are codul 110001000101100. De remarcat că între cu
vintele - cod nu se lasă nici un spaţiu, deoarece "spaţiu'' poate fi el însuşi 
un simbol din alfabetul - cod. Astfel de exemplu, codul Morse are alfabetul 
B ={.,-,spaţiu}. 

Decodificarea se face foarte simplu: se împarte mesajul codificat în 
grupe de câte cinci caractere şi se caută cifra din Tabelul 1.1 care coro,
punde grupei respective. 

Aranjarea cuvintelor - cod a fost făcută pentru a reali::a şi o decodifi
care pe baza unei formule. Astfel, dacă a0 a1 a 2a 3a 4 este un cuvânt - cod, 
el corespunde cifrei k rezultată din algoritmul: 

{ 
x +-- a1 + 2a2 + 4a3 + 7a4; 
if x = 11 then k +-- O else k +-- :r; 

} 
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1.2. CODIFICARE 15 

Definiţia 1. 2 Pentru o codificare (/> : A ---+ B*, se numeşte '' codificare a 
mesajelor (te:rtului) sursă" aplicaţia d>* : A* ---+ B* definită recursiv prin: 

6*( t) = C 

cp·(ao) = cp(a)(/J"(o), Va E A,o EA·. 

Definiţia 1.3 Codificarea </> este '"unic decodabilă" dacă </>* este mJec
tivă. 

Codificarea dată în Exemplul 1.1 este - după cum s-a observat - unic 
derndahilă.. Acest lucru nu este totdeauna posibil. Astfel, dacă luăm 
codificarea 

<i>(a) = 10, q>(b) = 101, </>(c) = 110, 
ea nu este unic decodabi lă, pentru că putem avea </>* (ac) = <p" (ba) = 

10110. 

Definiţia 1.4 1. O codificare (/> : A ---+ B• în care toate cuvintele-cod 
au lungimea n se numeşte ''codificare - bloc de lungime n ''. iar d>(A) 
este un "cod-bloc de lungime n ''. 

2. O codificare </> : A ---+ B· se numeşte "instantanee" dacă </>(A) are 
proprietatea prefixului (dacă a, a/3 E </>(A) atunci /3 = E); 

</>(A) se numeşte "cod instantaneu". 

Codul definit În Exemplul 1.1 este un cod - bloc de lungime .5. 
Codurile bloc sunt eficiente în situaţia când simbolurile sursă au 

frecvenţe egale de apariţie; în caz contrar, ele devin greoaie şi sunt prefe
rabile codurile instantanee cu lungimi variabile ale cuvintelor-cod. 

Exemplul 1.2 Codul Morse, dat în Tabelul 1.2 este un cod instantaneu 
cu alfabetul cod B = {., - , } . Deoarece spaţiul este folosit numai la 
;;;fârşitul fiecărui c1tvânt - cod. procedura de decodificare este simplă: orice 
cuvânt - cod se află între două spaţii, de la începutul mesajului până la 
primul spaţiu, sau de la ultimul spaţiu până la sfârşit. Motivul pentru 
care nu se foloseşte un cod - bloc este simplu: frecvenţele literelor într-o 
limbă diferă foarte mult. 

A - F - I{ - - p - - u -

B - G - - L - Q - - - V -

C - - H M - - R - w - -
D - I N - s X - -
E J - - - o - - - T - y - - -

z - -

Tabelul 1.2. Alfabetul Morse. 
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Exemplul 1.3 Un alt e.remplu de cod - bloc este codul hexazecimal -
binar: 

o 0000 4 0100 8 1000 C 1100 
1 0001 5 0101 9 1001 D 1101 
2 0010 6 0110 A 1010 E 1110 
3 0011 7 0111 B 1011 F 1111 

Exemplul 1.4 Să presupunem că vrem să construim un cod binar pentru 
alfabetul A = {O, 1, 2, 3} şi observăm că O apare în mesajele sursă mai 
des decât orice alt simbol. Atunci următoarea schemă de codificare pan 
rezonabilă: 

</>(O)= O, </>(l) = Ol, </>(2) = 011, </>(3) = 111. 
Aici </>(O) are lungime minimă, iar algoritmul de decodificare este 

foarte simplu: se aplică recursiv regula: 

"Fie sufi:rnl Olk: el este codificarea numărului p~ unde p = 
k div 3 

k (mod 3)." 
Totuşi această codificare nu este instantanee. Intr-adevăr, dacă se 

primeşte un mesaj lung de forma 
0111111111111111 ... 

nu vom şti dacă primul simbol sursă este O, l sau 2 până nu se termină 
citirea mesajului. 

1.3 Exemple de coduri - bloc importante 

Deşi simple, codurile binare sunt de obicei lungi şi deci greu de mani
pulat. Adesea este mai convenabil să grupăm simbolurile binare formând 
alfabete mai complexe. 

Astfel, formând grupuri de câte patru simboluri binare, se obţine 
codul hexazecimal (Exemplul 1.3). Reprezentarea în această bază ( care 
foloseşte simbolurile auxiliare A, B, C, D, E, F pentru numerele 10, 11, 12. 
13, 14 şi respectiv 15) se indică. adesea prin indicele 16 aşezat la sfârşit. 
De exemplu, (61) 16 = 0110 0001. 

Un cod foarte important folosit în reprezentarea standard a sim
bolurilor alfabetice şi numerice este codul ASCII (American Standard 
Code for Information Interchange). El are 28 = 256 simboluri sursă, 
codificate în secvenţe binare de lungime 8; prezentăm în Tabelul 1.3 
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1.3. EXEMPLE DE CODURI - BLOC IMPORTANTE 17 

si•11bolu.rile printabile având codurile ASCII în intervalul [32,127] (în 

domeniul [O. J l] nu sunt simboluri printabile, iar în [128,255] se definesc 

simboluri auxiliare, ec-1,re nu sunt pe tastatură). 

~Char Cod Char Cod Char Cod 
(20)16 (Q) ( 40)16 

, 
(60)16 

' (21 )16 A ( 41 h6 a (61)16 
" ( 22) 16 B ( 42)i6 b ( 62)16 

# (23)16 C ( 43)16 C (63)16 
$ (24 )16 D ( 44 )16 d ( 64)16 
% (25)16 E ( 45 )16 e (65)16 
& (26h6 F ( 46)16 f (66)16 
, 

(27)16 G ( 47)16 g (67)16 
( (28)16 H ( 48)16 h ( 68)16 
) (29)16 I (49)16 I (69)16 

* (2A)16 J (4A)16 J (6A) 16 
+ (2B)16 K ( 4B)16 k (6B)16 
' (2C) 16 L ( 4C)16 1 (6C)16 

- (2D) 16 M ( 4D)16 m (6D) 16 
(2E)16 N ( 4E)16 n (6E)i6 

I (2F) 16 o ( 4F) 16 o (6F) 16 
o ( 30) 16 p ( 50)16 p (70)16 
1 (31 )16 Q (51)16 q (71)16 
2 (32)i6 R ( 52)16 r (72)16 
3 ( 33)16 s (53)16 s (73)16 
4 (v4)16 T ( 54 )16 t (74)16 
5 ( 35 )16 u ( 55 )16 u (75)16 
6 ( 36 )16 V ( 56)16 V (76)16 
7 (37)16 w (57)16 w (77)16 
8 (38)16 X (58)16 X (78)16 
9 (39)16 y (.59)16 y (79)16 

(3A) 16 z (5A)16 z (7 A) 16 

' 
(:3B)16 [ (5B)16 { (7 B) 16 

< (3C) 16 \ (5C) 16 -- (7C)16 

= (3D)rn l (5D) 16 } (7 D)16 
> (3E) 16 

A 

(5E)16 - (7 E)16 
? (3F) 16 (5F)16 DEL (7 F) 16 -

Tabelul 1.3 

De exemplu, litera A, va avea codul hexazecimal - binar (41)16 = 
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01000001, căruia în zecimal îi corespunde numărul 65. 

Un ultim cod, folosit de toate editurile din lume este International 
Standard Book Number (ISBN). El este un cod - bloc dP lungime 10 
( lunginwa cuvintelor - cod creşte prin folosirea simbolului '- · pe diverse 
poziţii. dar acest. caracter este ignorat la prelucrarea automată). Alfa
betul cod este B = {O, 1, 2, 3, 4, -5, 6. 7, 8, 9, X} (X pentru numărul 10). 

De exemplu, cartea S. B. Honary, G. Markarian - Trellis Decoding 
of block Codes a.re codul ISBN O - 7923 - 9860 - 2 

Primul număr (O) reprezintă. ţara (SUA), 7923 reprezintă editura 
( lduwff Arademfr- Publ. ), iar următoarele patru cifre sunt asignate de 
editură. ca număr de identificare a.I cărţii. Ultimul simbol este de control 
(similar bitului de paritate) şi se defineşte astfel: 

10 

Pentru codul ISBN a 16la2 •.• a 10 , L ian-i = O (mod 11). 
i=l 

Astfel, pentru ISBN-ul dat ca exemplu, 
10-0+9·7+8·9+7•2+6·3+5·9+4·8+3·6+2·0+1·2 = 264 = O (mod 11) 
ll nele publicaţii au codul de identificare de două cifre ( Prentice Hall 

are codul 13) sau trei ( Wiley-Interscience are 471); în acest caz numărul 
pentru fiecare publicaţie are şase, respectiv cinci simboluri. 

Pentru România, codul de ţară este 973; editura Teara are codul 601. 

1.4 Construcţia cod urilor instantanee 

In acest paragraf, ne punem problema construirii unui cod binar instan-
taneu </> : A ---t B, unde A = { a 1 , ... , an} ( n 2: 1) şi card( B) = 2. 

Iniţial se specifică lungimile d1• d'). .... , dn ale cuvintelor - cod: </>(ai) = 
d; (1 ::; i ::; n). Fără a micşora generalitatea, putem presupune de 
asemenea 1 ::; d1 ::; d2 ::; ... ::; dn. 

La primul pas se alege un cuvânt - cod binar arbitrar 9( a 1 ) de lungime 
d1. 

ln continuare se alege un cuvânt - cod arbitrar </>( a 2 ) din mulţimea 
secvenţelor binare de lungime c/2 , care nu au pe <P(ai) ca prefix. Aceasta 
este totdeauna posibil pentru că: 

Numărul tuturor secvenţelor binare de lungime d2 este 2d2 : dintn-' 
acestea, numărul celor care au prefixul </>( a1 ) este 2d2 -di . Cum 2d2 2: 
2drd1 + 1, există cel puţin o alegere posibilă pentru q>(a2 ) de lungime d2 . 

Va trebui să selectăm în continuare un cuvânt de lungime d3 care nu 
are ca prefix <t>(a 1 ) sau cp(a2 ). Deci, din cele 2d3 secvenţe binare posibile 
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trebuiesc eliminate cele '2,d3 -di secvenţe cu prefixul <i>(a 1 ) şi 2d3 -d2 secvenţe 

cu prefixul </>(a 2 ). Aceasta este posibil dacă şi numai dacă 
2d3 > 2d~-d2 + 2d3-d1 + 1. 

Împărţind această. inegalitate cu 2d3 , se obţine 
1 :2: 2-d1 + 2-d2 + 2-d3. 

ln mod analog se poat<:> arăla în general inegalitatea 

Faptul că această codificare conduce la un cod instantaneu rezultă ime
diat din construcţie. 

Teorema 1.1 (Kraft). Fiind dat un alfabet sursă A de n simboluri şi 

un alfabet cod B de k simboluri, se poate construi un cod instantaneu cu 
lungimile cuvintelor - cod d1 , d2 , ... , dn, dacă şi numai dacă este verificată 

inegalitatea: 

Demonstraţie: Fie A= { a 1 , a 2 , ... , an} şi putem presupune relaţia d1 < 
d2 :S: ... :S: dn. Construim codificarea instantanee </> prin inducţie astfel: 

• Se alege <P( ai) E A* arbitrar ( 14>( ai) I = d1 ). 

• Presupunem că au fost alese </>(ai), <f>(a2), .•• </J(a 5 _i). Atunci se va 
alege un cuvânt arbitrar </l(as) Ea*, (l<f>(as)I = ds) care nu are ca 
prefix nici unul din cuvintele selectate anterior. Aceasta este posibil 
deoarece numărul cuvintelor cu prefixul <f>(a;) este kd,-d, (1 :S: i::; 
s - I); deci alegerea poate fi făcută din 

s-1 

kd, - ~ kd.-d, 1 t L- eemen e. 
i=l 

Din inegalitatea lui Kraft avem 
s-1 

i=l 

care, prin multiplicare cu kd• conduce la 
s-l 

kds _ L kds-d, '2". 1, 

i=l 

deci există cel puţin un cuvânt care poate fi ales drept </>(as)-

Afirmaţia reciprocă se demonstrează similar (pentru k = 2 ea a fost dată 
anterior). O 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



20 CAPITOLUL 1. CODIFICARE ŞI DECODIFICARE 

Teorema 1.2 (McMillan} Oricf codificarF unic decodabilă satisface ine
galitatea lui I{ raft. 

Drn1011straţic: Fie <I> o codifica.re unic decodabilă. Notăm cu d, lungimea 
cuvântului - cod <1>(a;) (1 S i S n). Se observă. că Vj (j ;::: 1) se pot forma 
k1 cuvinte de lungime j peste un alfabet - cod B având k simboluri. 
Din proprietatea de unic decodabilitate, numărul mesajelor sursă a = 
ai1 ai2 •• ,ai, cu l<i>(a)I = j, nu depăşeşte 1..:1 . Lungimea codului pentru a 
este d; 1 + d; 2 + ... + d;,; deci numărul tuturor sumelor de forma 

d11 + d; 2 + ... + d;, = J 
este cel mult k.J. 

n 

Rămâne de demonstrat că numărul c = L k-d, este cel mult 1. 
i=l 

Pentru aceasta, vom arăta că Vr;::: 1, cr este mărginit. 
r 

Să calculăm puterile lui c: 

C2 = (~ k-d,) ('-"n_ k-d1 ) = '-'n ._ k-(d,+d1 ) 
~ L...,J-1 L...,,,;-1 

i=l 
şi - în general, 

n 

Această sumă se poate reordona grupând toţi termenii ele forma k-J 
unde j satisface egalitatea anterioară. Cel mai mare j posibil este j = 
d + d + ... + d = rd, unde d = max { d1 , d2 , ... , dn}. 

N urnă.ml tuturor termenilor de forma k-j din sumă este cel mult kJ. 
Deci, 

rd rd 

cr S Lklk-j = Ll = rd. 
j=l j=l 

Am obţinut relaţia cr S d, de unde va rezulta. c S 1 (pentru c > 1 şirul 
r 

CT 
ar = - - oo, deci nu este mărginit). D 

r 

Corolarul 1.1 Pentru orice cod unic decodabil există un cod instantaneu 
care are toate cuvintele - cod de lungimi egale. 

Demonstraţie: Rezultă din demonstraţia teoremei precedente. 

Exemplul 1.5 Să considerăm alfabetul sursă A = { a, b, c} şi alfabetul 
cod B = {O, l}; deci n = card(A) = 3, k = card(B) = 2. Vrem să 
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construim o codificare instantanee <I> : A ---+ B care are toate cuvintele 
- cod de lungime d. Inegalitatea !{raft va da 2-d + 2-d + 2-d :::; 1, deci 

1 
2-d < - . Cd mai mic d ca.n o l'tri/ică este d = 2. Deci oriCt" muflim.e - :J . i 

de trei secvenţe binare de lungime 2 va putea fi folosită drept cod. Sunt 
4 astfel de mulţimi: 

{ 00, OL 10}. { 00. O 1, 11 } , { 00, 1 O, 11 }, { O 1, 1 O, 11} 
Dacă alfabetul sursă are patrn elemente, A = { a, b, c, d}, atunci este 

posibil un singur astfel de cod instantaneu: {00.01, 10, 11}. 

1.5 Coduri Huffman 

Am menţionat anterior faptul că dacă frecvenţa simbolurilor sursă nu este 
constantă, atunci codurile instantanee sunt preferabile codurilor - bloc, 
dPoarece simbolurile care apar mai frecvent vor fi codificate prin cuvinte 
- cod mai scurte. Ne punem problema aflării unor codificări cât mai 
eficiente, în ipoteza că frecvenţele simbolurilor sursă sunt cunoscute exact 
(de exemplu probabilitatea distribuţiei simbolurilor sursă în mesaje). 

Definiţia 1.5 O sursă de informaţie este o pereche S = ( A, P) unde 

• A = { a 1 , a 2 , ... , an} este a(fabetul sursă (mulţime ordonată); 

• P = {P(ai), P(a 2 ), .•.• P(an)} este mulţimea ordonată a proba
bilităţilor elementelor lui A, deci 

n 

LP(a;) = 1. 
i=l 

Fie <ţJ o codificare a unei surse de informaţie. Dacă se notează cu di 
l<J>(a;)i. se poate defini lungimea medie L(<f>) a cuvintelor - cod prin 

n 

L(4>) = L diP(ai)-
i=l 

O codificare este eficientă dacă lungimea medie a cuvintelor - cod este 
cât mai mică posibil. 

Definiţia 1.6 Fiind dată o sursă de informaţie S şi un alfabet cod, un 
cod Huffman este un cod instantaneu cu lungimea medie minimă. 

Lungimea medie (minimă) a unui cod Huffmann se notează cu Lmin(S). 
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Exemplul 1.6 Să se determine un cod Huffman binar pfldru alfabeittl 

sursă A = { a, b, c, d, e, J} ştiind că 'a· apare de două ori mai des decât 
'e · şi 'e' de două ori mai des decât orice consoană. 

Deci, vom avea sursa de informaţie 

Simbol a b C d e f 
Probabilitate 0.4 o. 1 o. 1 o. 1 0,2 O, 1 

Putem asigna deci un cuvânt - cod de lungime 1 lui 'a' şi unul de lungime 
2 lui 'e '. Atunci lungimile cuvintelor - cod rămase sunt egale cu 4, iar 

inegalitatea lui /{raft este saturată: ½ + }2 + 
2
~ = 1. O astfel de codificare 

poate fi: 
0( a) = O 
@(b) = 1100 

Lungimea sa medie este 

<i>( c) = 1101 
<p(d) = 1110 

<J>(e) = 10 
<J>(J) = 1111 

L = O, 4 + 2 x o, 2 + 4 x 4 x o, 1 = 2, 4. 
Deci, pentru acest exemplu, Lmin(S) :S 2, 4. 
Se poate arăta că nu există o codificare cu lungimea medie mai mică, 

deci ce am construit poate fi considerat un cod Hu.ffman. 

1.5.1 Construcţia cod urilor H uffman binare 

O sursă de informaţie cu două simboluri are evident un cod Huffman de 
cuvinte- cod {O, l} (şi deci Lm;n(S) = 1). 

O sursă cu trei simboluri {a1,a 2 ,a-3 } în care a 1 are probabilitate 
maximă poate fi redusă la cazul a două simboluri { a 1 , a 2 ,3 } unde 
P(a 2,3 ) = P(a 2 )+P(a3 ). Vom construi o codificare Huffman pentru sursa 
redusă 

după care "spargem" cuvântul - cod 1 în două cuvinte: 10 şi 11; în acest 
fel se obţine un cod Huffman ( { O, 1 O, 11}) pentru sursa <le informaţie 
originală, având codificarea 

a 1 a 2 a3 

O 10 11 

În general, fie So sursă de informaţie, cu simbolurile {a 1 ,a2 , ... ,a 11 } 

ordonate după probabilităti, adică: 
P(ai) ~ P(a2) ~ ... ~ P(a 11 ). 

Construim o sursă redusă S* cu simbolurile { a 1 , ... , a 11 _2, an-i,n} 
unde an-1.n este un simbol nou, cu probabilitatea P(an-1,n) = P(an-d + 
P(an)-
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Dacă nu se poate construi un cod Huffman pentru S•, se reia pro
cedeul pentru act>astă sursă. de informaţie (reordonând t>ventual sim
bolurilt> după. probabilitate); în final st> va ajunge la o sursă (pentru 
două simboluri problema a fost rezolvată) în care codul Huffman poate 
fi construit. 

Dacă se poate găsi o codificare Huffman </)* pentru sursa de informaţie 
redusă S*, atunci codificarea din Tabelul 1.4 

a1 a2 ... (ln-2 an-) an 
d>*(a1) d>*(a2) ... d>* ( Cln-2) c/.>*(an-1,n)O 4>*(an-l,n) l 

Tabelul 1.4 

defineşte un cod Huffman pentru S ( vom justifica această afirmaţie). 

Lema 1.1 

D, monsfratif: Fie d1 • d2, ... , dn_ 2 , d* lungimile cuvintelor cod corespun
zătoare lui <P*. Atunci lungimilt> cuvintelor - cod pentru <P sunt 
d1 , d2, ... , dn-2, d* + 1, d* + 1. Efectuând calculele, se obţine: 

n-2 
L(</>) = L diP(ai) + (d* + l)P(an_t) + (d* + l)P(an) = 

i=l 
n-2 
L d;P(ai) + d*[P(an-d + P(an)] + P(an-d + P(an) = 
i=l 

o 

Teorema 1.3 Fie cp* o codificare Huffman pentru o sursă de informaţie 
redusă S*. Atunci codificarea cp definită de Tabelul 1.4 determină un cod 
Huffman pentru sursa de informaţie S'. 

Demonstraţie: Fie a1, a 2 , ••. , an simbolurile sursă, ordonate descrescător 
după probabilitate. Deoarece teorema este evidentă pentru P( an) = O, 
vom considera doar cazul P( an) > O. Demonstraţia constă din trei paşi: 

• S' admite o codificare Huffman <Po cu lungimile cuvintelor - cod 
ordonate: 

d1 ~ d2 ~ ... ~ dn (di = l<Po(a;)I, l ~ i ~ n). 

Pentru a demonstra aceasta, plecăm de la o codificare Huffrnan 
arbitrară </> pentru S. Dacă există un simbol ai astfel ca di > di+1, 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



24 CAPITOLUL 1. CODIFICARE ŞI DECODIFICARE 

notăm cu q/ codificarea obţinută din cp prin permutarea cuvintelor 
- cod corespunzătoare 1 ui a; şi a;+ 1 . </J' <"ste evident o codificare 
instantanee, iar diferenţa dintn-' lungimile medii L = Lmin (al lui 
C>) şi L' (al lui <f/) estP: 

L,nin - L' = [d,P(a;) + d;+1 P(ai+I )] - [d;+1P(a;, + d;P(a,+i)J = 
= (d; - d;+ 1 )[P(a;) - P(a;+i)J. 

Această expresie est~ produsul dintre două numere pozitive, deci 
Lmin 2:: L'; din proprietatea de minimalit.te rezultă şi Lmin = 
L'. Cu altP cuvinte, </J' este tot o codificare Huffman. Procedeul 
continuă până se obţine codificarea ou cerută. 

• S admite o codificare Huffman cp1 în care ultimele cuvinte - cod, 
<P1 ( an-d şi <P1 ( an) diferă doar prir. ultimul simbo'. 

Fie </>a codificarea Huffman anterioară şi '1/J codificarea rezultată din 
<Pa eliminând ultimul simbol din <Pa(an)- Lungimea medie a lui '!j., 
va fi evident mai mică decât cea a lui <Pa (pentru că P( an) > O), 
deci 1/-' nu poate fi codificare instantanee. Cuvântul - cod 'lj)( a;) = 
<t>a(a;) (1 :S: i :S: n - 1 arbitrar) nu este prefixul nici unui alt cuvânt 
- cod; deci există un i (i :S: n - 1) astfel încât 'lj)( an) este prefixul 
lui </>a(a;). Aceasta este posibil numai dacă d; = dn şi deci </>a(a;) 
diferă de <Pa( an) numai prin ultimul simbol. Dacă i = n - 1, se ia 
(j) 1 = <Po- Altfel, se observă că d; = cin implică el; = d;+ 1 c- ... = '1n; 
deci se pol permuta cuvintele - cod definite în rba pentru "i şi an-I. 
Codificarea q'.) 1 astfel obţinută are aceeaşi lungime medie ca şi </>0 , 

deci defineşte o codificare Huffman. 

• Să presupunem că se dă o codificare Huffman cp* pentru sursa re
dusă S"' şi definim o codificare cp pentru S conform Tabelului 1.4. 
Lungimile lor medii L(</>), L(cp*) verifică relaţia din Lema 1.1. 

Să folosim acum codificarea Huffman cp 1 construită mai sus. Deoa
rece ultimele două cuvinte - cod diferă numai prin ultimul simbol, 
q'.) 1 poate fi obţinută dintr-o codificarP li-'Î a lui S'* prin "spargerea" 
ultimului cuvânt - cod. În plus, <t>; estP evident instantanee. Prin 
calcule se ajunge la relaţia 

L(p1) - L(</>î) = P(an-d + P(an)-

Cum avem şi L(</>) - L(</>*) = P(an-i) + P(an), rezultă 
L(</>) = L(</J1 ) - L(</>~) + L(</>"'). 
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Acum, L(cp•) = Lmin(S•). deci -L(q'>i) + L(</>*) S O. Rezultă 

L(</>) S L(</>1) = L,,,;n(S). Deci,</> defineşte un cod Huffman. 

o 

1.6 Exerciţii 

1.1 Care este cea mai mică lungime a unui cod - bloc cu alfabetul sursă 
A= {a,b, ... ,z} şi alfabetul cod B = {.,-,spaţiu} (ca la codul Morse). 

Dar dacă B are patru caractere "? 

1.2 Sr dt_/infşfe codificarea 

l - 01 4 - 1000 
2 - 011 5 - 1100 
3 - 10 6 - 0111 

Este unic decodabilă ? Este instantanee ? Se poate găsi un cod instanta
neu cu aceleaşi lungimi ale cuvintelor cod ? 

1.3 St dt.fincşif codificarea 

a ---+ 1010 
b ---+ 001 
C ---+ 101 

d ---+ 0001 

e ---+ 1101 

f ---+ 1011 

Este unic decodabilă ? Dacă nu, găsiţi două mesaje sursă cu acelaşi cod. 

1.4 Este unic decodabilă codificarea: 

o - XX 4 - xyyxx 7 -1 - xxy:ry 5 - yxyyx 8 -2 - xyyyyy 6 - yyyxy 9 -3 - xyxyx 

1.5 Se poate decide unic decodabilitatea codificărilor 

(i) 
<f>(a) = 001 
</>(b)=1001 
</>( c) = 0010 
</>(d) = 1110 
</>(e)=1010 
<jJ(f) = 01110 

</>(g) = 0101 

folosind inegalitatea lui /( raft ? 

(ii) 
</>( a) = 00 
</>(b) = 10 
</>(c) = 011 
<I>( d) = 101 
ef>( e) = 111 
<I>(!)= 110 
</>(g) = 010 

xxxxyy 
xxxxyx 
xxxxxy 
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1.6 Să se construiasră un cod binar instantaneu pentru următorul alfa
bet sursă, cu lungimile corespun::ăfoare ale nwintelor - cod: 

Simbol A B C D E F G H I J K L 
Lungime 2 4 7 7 3 4 7 7 3 4 7 

1.7 Să st constrniască un rod instantaneu prntru următorul alfabet 
sursă, cu lungimile corespunzătoare afr cuviniflor - cod: 

Simbol l 2 3 4 5 6 7 8 9 O 
Lungime l 3 3 3 3 3 2 2 2 2 

Care este numărul minim de simbofori cod necesare ? 

1.8 Câte simboluri cod sunt necesare pentru ca următorul alfabet sursă 
să poată fi codificat într-un cod instantaneu cu lungimile cuvintelor - cod 

cunoscute: 

a b c d e f g h rn n o p q r s t 
1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 

1.9 Frecvenţa literelor în limba română tsle dată de următorul tabel (în 
procente). unde pt prima coloană sunt listate literele de frecvenţă rificată, 

pe coloana a doua cele de frecvenţă medie, iar pe ultima coloană, cele de 
frecvenţă mică. 

A 13, 04% L 4.,58% z 0,87% 
I 12, 89% o 3,85% G 0,82% 
E 11, 75% D 3,68% B O, 77% 
R 7,39% M 3,33% H 0,44% 
T 6,62% p 2,91% J O, 19% 
N 6,44% F 1,50% X O, 14% 
u 6,44% V 1.26% y 0,07% 

s -5,50% Q 0,04% 
C ,5,47% /\" 0,01% 

w 0,00% 

1. Să se construiască un cod instantanrn, cu lungimile codurilor 
egale pe fiecare din cele trei coloane. Câtt simboluri - cod sunt necesare'? 

2. Să se construiască un cod Huffman care să codifice alfabetul 
limbii române. 
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Cod uri liniare 

Cea mai generală clasă de coduri detectoare şi corectoare de erori este 
clasa codurilor liniare. Toate celelalte tipuri de coduri care se definesc 
ulterior s-au dezvoltat doar în ideea obţinerii de performanţe superioare 
în privinţa decodificării sau a numărului de erori detectabile/ corectabile. 
Indiferent însă dacă vor fi coduri ciclice sau convoluţionale. acestea pot 
fi rescrise în final sub formă de coduri liniare. 

2 .1 Matrice generatoare 

Definiţia 2.1 Fie q un număr prim şi n E N* un număr natural nenul. 
Se numeşte "cod liniar" orice subspaţiu liniar al lui z;. 
Un subspaţiu k-dimensional al lui z; (k ~ n) se numeşte (n,k)- cod 
liniar pu,te alfabetul Zq. 

Reamintim, Zq = { O, 1, ... , q - I} este corpul claselor de resturi modulo 
q ( deoarece q este prim), cu operaţiile de adunare şi înmulţire modulo q. 

Să notăm în general cu An,k ( An,k ~ z;) un ( n, k) - cod liniar. Ele
mentele sale se numesc cuvinte-cod. Dacă nu este necesar să specificăm 
dimensiunile (n. k). vom mai folosi şi notaţia C pentru un cod liniar 
oarecare. 

Fie n, k E N*, k ~ n. După cum s-a definit în capitolul precedent, 
o codificare este o aplicaţie injectivă 1> : z; - z;' iar An,k = 1>( z;). 
Elementele lui z; se numesc mesaje de informaţie. 

Deci, x E z,; este un mesaj de informaţie scris cu caractere din alfa
betul Zq. Dacă transmitem succesiunea x de semnale printr-un canal de 
comunicaţie. mesajul este supus diverselor perturbări "de canal" care-l 
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modifică. Ideea teoriei codurilor este următoarea: în loc de a transmite 
numai elementele lui z;, să "lungim'' mesajul informaţional scufundând 
(prin intermediul aplicaţiei <t>) z; într-un spaţiu liniar z; (n 2: k) ast
fel încât cele n - k poziţii noi - numite poziţii de control - să asigure 
redondanţa necesară refacerii mesajului de informaţie iniţial (în cazul în 
care a fost modificat). 

Astfel, rn preţul lungirii mesajului, se câştigă protecţie faţă de (anu
mite tipuri de) erori. 

Observaţia 2.1 

• Din Definiţia 2.1 rezultă că un cod liniar de lungime n este un set C 
de cuvinte (secvenţe. şiruri, vectori) de lungime n cu proprietăţile: 

(i) a= (ai,---,an) E C, b = (bi,--·,bn) E C ====} a+b 
(ai +b1,•••,an+bn) E C; 

(ii) a= (ai, ... , an) E C, t E Zq ====}ta= (tai, ... , tan) E C. 

• Orice cod - liniar conţine cuvântul - cod nul O = (O, O, ... , O). 

• Dwarect Zq are q elemente, numărul de cuvinte - cod dintr-un cod 
liniar An,k este l (card(An,k) = qk ). 

An,k fiind un spaţiu liniar k-dimensional, admite o bază formată din k 
secvenţe cu n elemente fiecare. Fie 

o astfel de bază. Atunci orice cuvânt - cod v E An k are forma 
k 

v = Lu;ei 
i=i 

unde (u1 , u2 , ..• , uk) E z; este unic determinat. 
Cu alte cuvinte. k simboluri de informaţie Vi ..... uk E Zq determină 

în mod unic un cuvânt - cod v E An,k prin relaţia de sus, ş1 reciproc. 
Operaţia de codificare </> face această asociere biunivocă: 

k 

u = (u1 , ... , uk) E z: {==> v = L u;ej E An,k· 
i=l 

Fiecare cuvânt - cod într-un cod liniar va avea deci k simboluri de 
informaţie; celelalte n - k simboluri se numesc simboluri de control. 
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Definiţia 2.2 Fif An.k un cod liniar şi e1 .... , ek o bază a sa. Matricea 

se numeşte "matrice generatoare·· a codului. 

Deci operaţia de codificare este definită prin matricea generatoare: 

\fu E z:. </>(u) = uG. 

Exemplul 2.1 i\,/atricea 

G=(lOOll) 
O 1 1 O 1 

gencrea::ă un (5. 2)-cod liniar peste Z2 (n 5, k = 2). Rangul ei este 

2 (primt!t două coloane formea::ă matricea unitate). deci cele două linii 

alt lui G sunt cuvinte - cod liniar independente . 

. Mulţimea mesajelor de informaţie este ZJ = {00,01, 10, 11}. 
Inmulţind fiecare mesaj cu matricea G se obţine spaţiul liniar al cuvin

telor - cod 

As.2 = {00000,01101, 10011, 11110}. 
Func"{ia dt codificare este: 

00--+ 00000. Ol--+ 01101. 10--+ 10011, 11--+ 11110. 

Un cod liniar poate fi generat de mai multe baze posibile. Deci se pot 
construi mai mul te matrici generatoare pentru un acelaşi ( n, k )-cod liniar. 
Ele se pot transforma una în alta prin operaţiile liniare obişnuite, definite 
pentru liniile un<'i matrici. Prin schimbarea matricii generatoare nu se 
schimbă spaţiul liniar al cuvintelor - cod, ci numai modalitatea de co
dificare (funcţia </> ). Cum prin termenul cod se înţelege de obicei spaţiul 
liniar An,k, rezultă că două matrici diferite care se deduc una din alta 
prin operaţii pe linii, reprezintă acelaşi cod. 

Exemplul 2.2 Reluând Exemplul 2.1, prin adunarea celei de-a doua 

linii la prima, se ajunge la matricea 

G' = ( 1 1 
O 1 

1 1 
1 O 
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Ea generează acelaşi spaţiu liniat A 5,2 • dar codificarea diferă: 

00---+ 00000, 01---+ 01101, 10---+ 11110, 11---+ 10011. 

Exemplul 2.3 Matricea 

G= O O 2 2 O O 
(

1 1 o o o o) 
1 1 l 1 1 1 

generea::ă un (6, 3)-cod liniar pesff Z3 . Aducând matricea la forma cano

nică. Sf obţinf 

(

1 1 o o o o) 
G' = O O 1 1 O O 

O O O O 1 1 

Toate cele 33 = 27 cuvinte ale codului au următoarea proprietate: fiecare 
simbol este scris de două ori. Din acest motiv, astfel de cod este numit 
'' cod cu repet-iţie ". 

Cea mai convenabilă regulă de codificare constă în scrierea celor k sim
boluri de informaţie şi apoi suplimentarea lor cu n - k simboluri de 
control. Aceasta corespunde matricii generatoare (unice) 

G = UIB) 

unde J este matricea unitate de ordin k, iar B este o matrice cu k linii 
şi n - k coloane. 

Definiţia 2.3 Un cod liniar este numit "sistematic" dacă admite o ma

trice generatoare de forma G = (IJB) unde I este matricea unitate. 

Definiţia 2.4 Două coduri linian C şi C' de aceeaşi lungime n se 

numesc echivalente dacă există o permutare 1r E Sn astfel Încât 

V1 V2 ... Vn E C {=:::} Vrr(l )Vrr(2) , , . Vrr(n) E C' 
(s-a notat cu Sn mulţimea permutărilor de n elemente}. 

Exemplul 2.4 Codul din Exemplul 2.1 este un cod sistematic. Din 

modalitatea de codificare se observă că mesajul de informaţie se află în ! 

cuvântul - cod pe primele două poziJii. 
Codul cu repetiJie din Exemplul 2.3 nu este sistematic. Totuşi, folo

sind permutarea (1,4,6,2,5,3) (se permută simbolurile doi cu patru şi 

trei cu şase) se ajunge la un cod sistematic generat de matricea 
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O 1 O 
o o o 

O 1 

31 

Teorema 2.1 Oria cod liniar este echivalent cu un cod liniar sistematic. 

Demonstraţie: Matricea generat.oare G a unui ( n, k) - cod liniar An,k este 
de rang k; deci ea are k coloane liniar independente. 

1. Să presupunem că primele k coloane ale lui G sunt liniar indepen
dente. Deci G = (XIY) unde X este o matrice k x k inversabilă .. 
Există atunci o succesiune de operaţii de linii care transformă X în 
matricea unitate. Aceeaşi succesiune de operaţii efectuate acum 
pentru toată matricea G va conduce la matricea G' = (JIY'). 
Deoarece şi G' este matrice generatoarf' pentru codul An.k, rezultă 
că acesta este sistematic. 

2. Fie (P1, p2, ... , Pn) permutarea care aduce coloanele liniar indepen
dente ale matricii G pe primele k poziţii. Se obţine în acest fel o 
nouă matrice G'. Fie A~.k codul liniar obţinut prin codificarea cu 
matricea generatoare G'. Atunci An,k şi A~,k sunt echivalente, iar 
A' este sistematic. conform cazului anterior. O 

2.2 Matrice de control 

Definiţia 2.5 Fie An,k un cod liniar generat de matricea G = Gk,n. 
St numeşte ''matrice de control" o matrice H = Hn-k,n cu proprietatea 
(;HT = O. 

Observaţia 2.2 

• Din definiţie rezultă că matricea de control H a unui cod liniar C 
are următoarea proprietate: 

V E C {::::::::} V HT = O. 

Lăsăm ca exercitiu demonstrarea acestei echivalenţe. 

• Prin transpunere, relaţia de sus se poate scrie şi HGT = O. Aceasta 
înseamnă că şi H este matricea generatoare a unui ( n, n - k) - cod 
liniar peste corpul Zq, cod pentru care G este matrice de control. 
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Cele două coduri astfel definite se numesc coduri d1tale. Cuvin
tele - cod din cele două coduri duale sunt ortogonaif (produsul lor 
:;ca/ar e:;te ::ero}. Într-adevăr. dacă C şi C' sunt două coduri duale, 
generate de matricile G respectiv H, iar x E C, y E C' synt cu
vinte - cod arbitrare. există u, v cu x = uG, y = v H. ln plus, 

xH7 = O, yG7 = O. 

Atunci, xy7 = uGy7 = u(yGT)7 = u07 = O. 

Exemplul 2.5 (î,-t) - codal liniar binar cu matricea generatoare 

G=U 
o o o o 

1 I ) 1 o o 1 O 1 
o 1 o 1 1 O 
o o 1 1 1 1 

an: drept matrice de control 

H= o 001111) 
1 1 O O 1 1 
O 1 O 1 O 1 

care la rândul ei este matricea generatoare a unui (7, 3) - cod liniar binar. 
5( uuifică inudiat relaţia 

Un cod care coincide cu codul său dual se nume~te cod a·ulo - dual. 

Teorema 2.2 Un cod liniar sistematic cu matricea generatoare G 
(I\B) admite ca matrice de control H = (-B 7 \J). 

Demonstraţie: Cele două matrici unitate din scrierea lui G şi H sunt de 
ordin k respectiv n - k. Efectuând calculele, se obţine: 

o 

Corolarul 2.1 Matricea de control a unui (n, k)-cod liniar are rangul 
n - k. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



LJ SINDROM 33 

Teorema 2.2 p('rrnite un algoritm de calcul extrem de simplu al matricii 
de controL atunci când se cunoa~te matricea generatoare. Să arătăm 

aceasta pe un exemplu: 

Exemplul 2.6 Pltrând de la matricea generatoare construită în Exem

plul 2. 4, se poatf construi matricea de control ( calculele se fac În Z 3 ): 

(
-1 o o 1 o o) (2 o o 1 o o) 

H* = O O -1 O l O = O O 2 O l O . 
O -1 O O O 1 O 2 O O O 1 

Aplicând acum ptrmutarea inversă coloanelor lui H*, se ajunge la ma

tricea de control a codului definit în Exemplul 2. 3: 

H = O O O O I 2 
(

2 1 o o o o) 
O O 1 2 O O 

Relaţia xHT = O pe care o verifică orice cuvânt - cod x E An,k permite să 
definim un cod şi sub forma unui sistem de ecuaţii. Astfel, An,k este un 
cod peste Zq dacă şi numai dacă elementele sale sunt soluţii ale sistemului 
liniar xHT = O. 

Exemplul 2. 7 Codul cu matricea de control H = ( ~ ~ ~ ~ ~ ) 
este definit ca mulţimea soluţiilor binare (x 1 , x 2 , x 3 , x 4 , x 5 ) ale sistemului 

Sistemul are rang1d 2 şi 5 necunoscute, deci el admite 25
-

2 = 8 soluţii, 
ran: .formea::iî rodul liniar 

A5,2 = { 00000, 00101, 10010, 01011, Ol 110, 11001, ll 100, 10111}. 

2.3 Sindrom 

Fie cod ul liniar An.k peste Zq, cu matricea de control H şi a E z;. 
Se numeşte sindrom al cuvântului a, secvenţa z cu n - k componente, 
obţinută prin relaţia 

sau - echivalent -- z = aHT. 
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Observaţia 2.3 z =O{::::::::} a E An,k· 

Da.că. se transmite printr-un ca.na.I de comunica.ţie un cuvânt a pentru 
care sindromul corespunzător verifică relaţia. z = aHT # O, înseamnă că 
s-n dffecf af faptul că în timpul transmisiei an a.părut erori. 

Teorema 2.3 1n Z.2 , sindrom-ul recepţionat est( egal cu s-uma coloanelor 
din matricea de control, coresp-unzătoare poziţiilor perl'Urbate. 

Demonstraţie: Fie a = (a1 , a 2 , ... , an) E An,k cuvântul-cod transmis. 
Fără a restrânge generalitatea, să presupunem că a.u intervenit trei erori, 
pe poziţiile i. j. k. fiind recepţionat vectorul 

unde a~# ai, aj # aj, a~# ak. Avem 
O= aHT = a1(hi)+ .. . +a;(hi)+ ... +a1 (h1)+ ... +ak(hk)+ ... +an(hn) 

pentru că a E An,k, iar (hi), .... (hn) sunt coloanele matricii H. 
A \'E'm. de a.senwnea 
a'HT = a1(h1)+ ... +a~(hi)+ ... +aj(h1)+ ... +a~(hk)+ ... +an(hn)

Prin adunarea acestor două egalităţi se obţine: 
z' = a' HT = aHT + a' HT = (O) + ... + (O) + ( h;) + ... + ( h 1) + ... + 

(hk) +(O)+ ... + (O)= (hi)+ (hj) + (hk)- □ 

2.4 Pondere, distanţă Hamming 

Pentru orice cuvânt x E z;. se numeşte pondere numă.rul w(x) de ele
mente diferite de O ale lui x. Evident, O S w(x) S n. 

Pentru două cuvinte x, y E z;•, se numeşte distanţa /Jamming între 
ele, numărul 

d(x. y) = w(x - y). 

Propoziţia 2.1 d este o distanţă definită pe Zq. 

Demonstraţie: Se verifică imediat proprietă~ile unei distanţe: 

1. d(x. x) = O; 

2. d(x, y) = d(y, x); 

3. d(x,y) + d(y,z) 2:: d(x,z). 
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o 

Observaţia 2.4 Deonrecc x - y E z;1
, rezultă că distanţa Hamming 

d111/n do11ii c11l'i11tc rstc pondfl'ea unui cuvânt din z;. 
( '11 aj11torul foi d. z;i se poate structura ca spaţiu metric. 

Definiţia 2.6 Se numtştt distanţă ( Hamming) minimă a rodului liniar 
An.k ~ z;, cea mai mică distanţă ( Hamming) dintre elementele codului 
An,k, adică 

d = min d(x. y). 
X,yE.4n.k-X#Y 

Folosind proprietatea anterioară şi faptul că O E An,k, rezultă că 

d = min w(x). 
XEAn,k,x:;tO 

Adesea. distanţa minimă d este introdusă printre parametrii generali 
ai codului, folosindu-se notaţia "(n, k, d) - cod liniar". 

Teorema 2.4 Fie H matricea de control a unui cod liniar An,k· Codul 
are distanţa minimă d dacă şi numai dacă orice combinaţie liniară de 
d - 1 coloane ale lui H este liniar independentă şi există cel puţin o 
combinaJif liniară de d coloane liniar dependente. 

Demonstraţie: Pentru orice cuvânt a, cu w(a) = s, aHT este o combina
ţie liniară de s coloane ale lui H. Cum există un cuvânt - cod de pon
dere minimă egală cu distanţa d a codului, rezultă că avem cel puţin 
o combinaţie de d coloane liniar dependente ale lui H. O combinaţie 
de mai puţin de d coloane liniar dependente ar conduce la aflarea unui 
cuvânt - cod nenul de pondere mai mică decât d, deci contradicţie. D 

Definiţia 2. 7 Pentru r > O şi x E z;, definim sfera de rază r şi centru 
x ca fiind 

Teorema 2.5 Fie An,k ~ z; un cod liniar cu distanta Hamming d. 

[d - 1] 
Dacă r = -

2
- , atunci 

Vx,y E An,k [x-/- y ==} S',.(x) n Sr(Y) = 0]. 
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DFmon.-,fraţir: Presupunem priu absurd că. există z E z;', z E S,.(x) n 
S,.(y) .. \t 1111ci d(x. z) S r. d(y. z)::; r deci, co11form inegalităţii triunghi-

[
d - j l ului, d(x,y)::; d(x,z) +d(y,z)::; 2r = 2 -

2
- < d, ceea ce contrazice 

afirmaţia că d este distanţa minimă a codului An,k· □ 

Evident, în fiecare astfel de sferă există un singur cuvânt - cod: cel 
aflat în centrul sferei. 

Definiţia 2.8 ( '11 cod liniar A 11 ,k ~ Z~1
• dr distanţă minimă d, este "per

fect" dacă 

z;' = LJ S1(x). 
XEAn.k 

[
d - ll 1mde t = ~ . 

2.5 Detectare §i corectare de erori 

Fie An,k ~ z; un cod liniar, de distanţă minimă d şi t = [ d; 1
]. Să 

presupunem că. s-a recepţionat cuvântul z E z;; va exista cel mult un 

cuvânt x E An,k astfel încât z E S1(x) (în cazul codurilor perfecte, acest 
cuvânt există totdeauna). 

În cazul (ideal) când z = x, cuvântul a fost transmis fără erori (sau 
cu erori nedetectabile). 

Dacă z #- x, atunci mesajul a fost perturbat ( şi avem o detectare de 

uori}: în ipotc:a că numărul df erori apărute estf minim şi există un 

cuvânt x E An,k astfel ca d(x, z) ::; t, atunci z provine din cuvântul -

cod x - şi se va transforma în acesta prin corectarea corespunzătoare a 

erorilor. 

In celelalte cazuri, z nu se poate corecta sau se corectează greşit, zn 

alt cuvânt cod. 

Această. ultimă situaţie nu apare la codurile perfecte. 

Metoda de detectare şi corectare a erorilor descrisă mai sus se numeşte 
decodificarea cea mai probabilă. Pentru marea majoritate a codurilor 
liniare aceasta este singura metodă utilizată. 

Fie An,k ~ z; un cod liniar. Pentru orice cuvânt e E z; formăm 
mulţimea 
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\-~ este mulţimea cuvintelor w = e + v care pot fi recepţionate la 
tra11s111iterea cu\·ântului - cod v. atunci când a ac~iona.t un vector- eroare 
e. e va fi numit Froan - tip. 

Se verifică imediat că Vc este subspaţiu liniar al lui z; ( vezi şi Obser
va.ţia 2.1). 

ln particular. An.k =O+ An,k = \10. 

Propoziţia 2.2 Prntru orirr a E \/~. l-'~ = \,~. 

Demonstraţie: Din a E \,-~. rezultă că există x E An,k cu a= e + x. 
Deoarece x + An,k = An,k (evident, An,k fiind subspaţiu liniar), avem 
Va = a + An,k = e + X + An,k = e + An,k = Ve. □ 

Vom utiliza această propoziţie pentru definirea unei tehnici generale 
d(' decodificare. 

Dacă vrem să detectăm o anumită eroare - tip e care modifică cu
vintele din An,k În cuvintele subspaţiului Ve, atunci vor fi mai uşor de 
depistat cuvintele din Ve cu ponderea minimă. 

Pentru fiecare Ve se alege un cuvânt numit reprezentantul lui Ve; 
acesta este un element cu cea mai mică pondere din Ve. 

Se construie~te următorul tablou (numit tablou standard): 

1. Pe prima linie se scnu cuvintele - cod, începând cu O 
(reprezentantul lui An.k = Vo ); 

2. Pe prima coloană se scriu reprezentanţii O, e1, e2, .. . ; 

3. Pe linia cu reprezentantul ei, sub cuvântul cod Xj se scne 
cuvântul ei+ Xj( mod q). 

Exemplul 2.8 Fie matricea generatoare G' = ( ~ ~ ~ : ) peste Z2 

Ea va codifica ZJ = {00,01.10.11} tn A4 ,2 = {0000, 1001,0111, 1110}. 
Calculul mulţimilor Ve conduce la 

Voooo Vioo1 Vo111 V1110 
V1000 Vooo1 Vo110 Vi111 

Vo100 \/1101 \/0011 Vioio 
l•ou10 "'101 I V~JOI Vi100 
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Alegem ca repre:::entanţi pe 0000, 1000 (se poate şi 0001 ), 0100, 0010. 
Tabloul standard va fi: 

0000 
1000 
0100 
0010 

1001 
0001 
1101 
1011 

O 111 
1111 
0011 
0101 

1110 
0110 
1010 
1100 

Pentru destinatar. acest tablou eslf ca un dictionar care se utilizează 
astfel: c1w<Î11f11l primit a sf decodifică în cuvântul - cod din capul coloanei 
pe care Sf aftă a. 

De ei·emplu, dacă se recepţionea:::ă 11 O 1, el se va decodifica în 1001. 

Evident, cuvintele de pe prima coloană se decodifică fo ele însele (sunt 
cuvinte - cod şi nu au fost perturbate de nici o eroare). 

Pentru orice cod liniar, un dicţionar complet de tipul celui de mai sus 
constituie cea mai simplă metodă de decodificare. 

Problema apare atunci când într-o mulţime Ve sunt mai multe cuvinte 
de pondere minimă. Atunci tabela va decodifica corect numai eroarea -
tip aleasă ca reprezentant. 

Astfel, revenind la Exemplul 2.8, cuvântul recepţionat 1111 se de
codifică în 0111 (considerând că a fost alterat primul caracter). 

Dacă se ia însă drept reprezentant pe linia a doua 0001 în loc de 1000, 
a doua linie din tabloul standard este 

0001 1000 0110 1111 
Atunci, 1111 se decodifică în 1110 ( considerînd ultimul caracter ca 

fiind cel alterat de canalul de transmisie). Care este cuvântul - cod corect 
transmis ? Acest lucru nu poate fi decis. Singurul lucru care poate fi 
făcut este să. se aleagă drept reprezentanţi f'rorile - tip c<>le mai probabile. 

Pentru un ( n, k) - cod peste Zq, un dicţionar complet constă din 
toate cele qn cuvinte posibile, lucru destul de dificil deoarece în practică 
codurile sunt destul de lungi (de obicei n 2: 100). De aceea este utilizată 
o altă manieră de lucru, care reduce mult mă.rimea tabloului standard. 

Fie H matricea de control a unui (n, k) - cod liniar An,k; putem 
considera ( Corolarul 2.1) că liniile lui H sunt vectori liniar independenţi. 

Teorema 2.6 Pentru orice e E z;, toate cuvintele din Ve au acelaşi 

sindrom. 
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Demonstratie: Fie v E A 11 .k arbitrar şi w = e + v. Avem 

Deci toate rnvintelf' din \1~ a.11 sindromul ega.l cu sindromul lui e. □ 

Invers, pentru fiecare sindrom -- deci pentru fiecare cuvânt s de lungi
me n -- A:, se poate determina. un vector - eroare e a.vând sindromul s. 

Mai mult, s va fi a.Ies astfel încât să aibă pondere minimă ( conform 
decodificării cele mai probabile). Pentru aceasta, se rezolvă sistemul de 
ernaţii liniare H eT = sT, care are soluţie ( deoarece liniile lui H sunt 
liniar independente). Din mulţimea soluţiilor alegem una de pondere 
minimă, cu ajutorul căreia construim mulţimea Ve a tuturor cuvintelor 
de sindrom s. 

Pe baza celor de mai sus, se poate folosi următoarea procedură de 
decodificare: 

1. La recepţionarea unui cuvânt w, se calculează sindromul s: 

sT = HwT_ 

2. Se află eroarea - tip e cu sindromul s. 

:3_ Se consideră cuvântul - cod corect ca fiind v = w - e. 

In acest fel, nu mai este necesar să se reţină tot tabloul standard; 
este suficient să se ştie doar reprezentanţii subspaţiilor Ve şi sindromurile 
corespunzătoare. 

Exemplul 2.9 Reluând codul definit În Exemplul 2.8, el are ca matrice 
dl control 

H=(o 1 1 o) 
1 L O 1 

Calculând sindromurile reprezentanţilor, se ajunge la tabloul: 

Sindrom Reprezentant 

00 0000 
Ol 1000 
10 0010 
11 0100 
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care reprezintă o reducere Cil 50% a datelor st oca te ( comparativ cu 
tabelul standard). 

De e.remplu, la recepţionarea cuvântului 1101 se calculrn::ă sindromul 

Rfpre::rnl ani ul sindromului 11 estt O 100. Efectuând operatia 

1101 -0100 = 1101 +0100 = 1001 

{în Z2 scăderea se poate înlocui cu adunarea} se ajunge la cuvântul trans

mis. anume 1001. 

Exemplul 2.10 Să considerăm codul liniar A 5 .3 peste Z3 , definit de ma
tricea de control 

H=(l O 2 1 O) 
O 1 1 2 2 

Sindromurile sunt cuvinte de lungime 2 peste Z3 , deci în total nouă 
cuvinte. Lista sindromurilor şi a reprezentanţilor este: 

Sindrom Reprezentant 

00 00000 
10 10000 
Ol 01000 
21 00100 
12 00010 
02 00001 
20 20000 
11 11000 
22 22000 

De remarcat că un tablou standard pentru acest cod are dimensiunea 
9 x 27 şi conţine 243 cuvinte; volumul de date s-a redus deci cu 92%. 

Să presupunem că s-a trimis cuvântul cod 01221 şi s-a recepţionat 
01201. Sindromul este 
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deci e = 00010: decodi}icarrn Fsif 

o 
1 
2 

o 
1 

V= W - e = 01201 - 00010 = 01221. 

Decodificarea a fost corectă deoarece eroarea - tip apărută a fost una 
din cele selectate prin reprezentanţi. 

Astfel, dacă pentru acelaşi cuvânt cod trimis s-ar fi recepţionat 11201, 
sindromul calculat ar fi 22; folosind reprezentantul din tabelă se ajunge 
la u11 cut·ânt - cod 

V= W - e = 11201 - 22000 = 22201 1 

care nu coincide cu ce s-a transmis. 

Pentru sindomul 22 st poate alege însă un alt reprezentant, tot de 
ponden doi: 10010. Dacă îl folosim pe acesta în tabela de sindromuri, 
::;t obţint o dtcodi}ical'( cartelă: 

V = W - e = 11201 - 10010 = 01221. 

De fapt, codul definit nu are capacitatea de a corecta mai mult de o 
eroare; faptul că am solicitat să corecteze do1tă erori a condus la incerti-
1 udinf. 

2.6 Capacităţi de detectare §Î corectare 
de erori 

După cum s-a văzut până acum, un cod liniar este definit ca un spaţiu 
liniar, codul dual este complementul său ortogonal etc. Ceea ce intere
sează aici este identificarea unor coduri cu proprietăţi deosebite în de
tectarea şi corectarea erorilor. Aceste proprietăţi sunt legate în special de 
distanţa minimă a codului. Vom prezenta pentru început câteva rezul
tate legate de diverse margini relativ la distanţă, numărul de simboluri 
de control, informaţie etc. 
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Teorema 2. 7 l'n <'od liniar A„ 1, C Z" aff distanta minimă d dacă _.;;z • - q ,, 

numai dacă poate detecta orice combinafie de ma.rim d - I erori. 

Demonstraţie: Dacă se transmite un cuvânt a E An,k şi apar t (O ::; t < d) 
erori, se va recepţiona cuvântul a+ e E z;• cu w(e) = t. 

Deoarece d(a, a+ e) = t, rezultă. a+ e f/; An,k, deci se detectează 
f'roare . 

. \tirnaţia reciprocă este evidentă. o 

Teorema 2.8 Un cod liniar An.k s;;; z; are distanţa minimă d dacă şi 

[
d - ll numai dacă poate corecta orice combinaţie de t S -

2
- erori. 

Demonstraţie: Fie tun număr întreg pozitiv şi să presupunem că d S 2t; 
vom arăta că în acest caz există erori - tip de pondere t (numite şi pachete 
de t erori independente) care nu pot fi corectate de codul An,k· Aceasta 
va duce la concluzia că d 2: 2t + 1, adică An,k poate corecta orice pachet 

[
d - ll de t S -

2
- erori. 

Fie a, b E An,k cu d( a, b) = d şi i 1 , i 2 , ... , id toţi indicii în care a 

. . ~ . [d + l l d d + l . <litera de b. Alegand t = -
2

- , avem 2 ::; t S -
2

- deci d ::; 2t (t 

astfel ales este minim). 
Să presupunem că se trimite cuvântul - cod a şi se recepţionează 

cuvântul a' = (a;, a;, ... , a~) unde 

, { a;(= b;) 
a,= b; 

a I 

dacă if:.i1,i2,---,id, 
dacă 1=-i 1 .t;i, ... , 

dacă t = 12, 14 ... . 

Atunci. evident d(a', a)= [ d; 1
] = t şi d(a', b) = [~] ::; t = d(a', a), 

ceea ce duce la decodificarea lui a în b - incorect. 
Să presupunem acum d 2 2t + 1. Atunci codul A 11 ,k poate corecta 

orice pachet de t erori. Pentru a arăta aceasta, să presupunem că se 
trimite un cuvânt - cod a şi se primeşte un cuvânt a' cu d(a, a') ::; t. 
Pentru orice cuvânt - cod b ( deci cu d( a, b) 2: d 2 2t + 1) avem, conform 
inegalităţii triunghiului: 

d(a,a') + d(a'. b) 2: d(a, b) 2: 2t + 1, 

sau, d( a', b) 2: 2t + 1 - d( a, a') 2: 2t + 1 - t = t + l > d( a', a). 
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Deci, în ipoteza decodifică.rii cele mai proba.bile, a' se va. decodifica. în 
a. o 

Teorema 2.9 Distanţa minimă a unui (n, k) - cod liniar verifică relaţia 

Dtmonstra(it: Vo111 separa demonstraţia. în două etape: 
A: Fie An,k un cod sistematic. Atunci primele k simboluri din orice 

cuvânt - cod pot fi alese arbitrar (ele formează mesajul de informaţie, un 
element din z;). Fie v E An,k cuvântul de forma 

V= 100 ... 0vk+I Vk+2 ... Vn. 

Evident, O< ic(v) ::; n - k + 1. Cum d este cea mai mică pondere a 
unui cuvâ11t - cod nenul. rezultă inegalitatea cerută. 

B: Fie An,k un cod liniar arbitrar şi A~,k codul liniar sistematic echiva
lent. Se observă că cele două coduri au aceiaşi parametri n, k, d. Folosind 
acum A, inegalitatea se obţine din nou. O 

Teorema 2.10 ln orice cod liniar An k C zn avem 
' - q 

(marginea Plotkin) 

Demonstraţie: Să considerăm elementele din An,k aşezate ca linii ale unui 
tablou. Se obţine un tablou cu qk linii şi n coloane. Fiecare componentă 
nenulă din Zq apare pe fiecare coloană în qk-I linii. Atunci, suma ponde
rilor tuturor cuvintelor - cod este egală cu nqk- 1(q - 1) deoarece fiecare 
componentă nenulă apare de qk-l ori în fiecare coloană şi avem q - 1 
componente nenule distribuite pe n coloane. 

Distanţa minimă a codului nu poate să depăşească ponderea medie a 
cuvintelor codului, adică 

nqk-l(q-1) 
d<----

- qk - 1 

deoarece în An,k sunt l - 1 cuvinte nenule. o 

Teorema 2.11 Fie An,k un cod liniar peste Zq care corectează orice 

combinaţie de maxim t erori. Intr-un asemenea cod sunt necesare cel 
puţin 

poziţii de control (marginea Hamming}. 
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Demonstraţie: Pentru ca An,k să corecteze orice combinaţie de cel mult 
t erori independente, este necesar ca fiecare astfel de eroare - tip să fie 
un reprezentant din tabloul standard, deci să fie caracterizată printr
un sindrom distinct. Sunt qn-k sindromuri distincte. deci acesta este 
numărul maxim de erori care pot fi corf'ctate de cod. Din cele qn-k 

sindromuri, unul trebuie să fie pentru O erori, C~ ( q - 1) - pentru erori -
tip simple (cuvinte e cu o singură. componentă nenulă), C~(q-1)2 pentru 
erori duble etc. Deci, este necesar ca 

Apoi se logaritmează. 

Teorema 2.12 Dacă 

o 

atunci uistă un cod liniar An,k s;;; z; cu distanţa minimă d (marginea 
Varşamov - Gilbert}. 

Demonstraţie: Pentru ca să existe un cod liniar An,k peste Z9 cu distanţa 
minimă d este suficient (Teorema 2.4) ca orice coloană din matricea de 
control Hn-k,n să nu fie combinaţie liniară a altor d - 2 coloane, în acest 
fel ne-existând nici o combinaţie liniară între d - 1 coloane nenule ale lui 
H. Această condiţie este echivalentă cu 

Aici, qn-k - 1 reprezintă numărul total de coloane distincte nenule care 
pot apare în matricea H. Semnificaţia termenilor din membrul drept este 
<:>videntă: astfel, de exemplu C~_ 1 ( q - 1 )2 reprezintă numărul combinaţii
lor liniare cu coeficienţi nenuli a două din cele n - 1 coloane etc. 

Apoi se logaritmează. O 

Fie An,k s;;; z; un cod liniar pentru care d 2: 2t + 1 ( deci cu capacitatea 
de a corecta orice combinaţie de maxim t erori independente). Reamintim 
că pentru orice x E An,k s-a definit sfera centrată în x prin 

St(x) = {y E z;ld(x,y) st}. 

Mai introducem şi suprafaţa (scoarţa) acestei sfere, definită: 

At(x) = {y E z;Jd(x, y) = t }. 
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vom nota numărul de ele111e11lf' ale fiecăreia din cele două mulţimi prin 
81 = card(,','i(x)). A1 = card(At(x)) 

(datorită propri<'lă.\ii de omogenitate a spa~iilor liniare. rnlorile S't şi 

41 sunt aceleaşi pentru orice x E Z,~ ). 
Au loc relaţiile evidentt>: 

t 

St= LAi. 
i=O 

Deoarece sferelf' de raza centrate în cuvintele codului An,k sunt dis
juncte, avem 

kc < n q .:Jt - q . 
Aici, qk reprezintă numărul de cuvinte - cod, iar qn - numărul total 

de cuvinte din z;. 
Din această relaţie se obţine imediat 

cunoscută sub numele de inegalitatea volumului. Ea mai poate fi găsită 
şi sub forma 

Raportul ~ se numeşte rată de informaţie şi dă o măsură a cantităţii 
n 

de informaţie pe care o poartă un cuvânt - cod. O rată de informaţie 
mică (mai multe si!11boluri de control) asigură. o securitate mai marf' a 
datelor transmise. In schimb, condiţii practice de eficienţă cer o rată de 
informaţie cât mai mare (mai multă informaţie pe unitatea de mesaj). 
Aceasta este una din solicitările contradictorii ale teoriei codurilor. 

2. 7 Modificări ale cod urilor liniare 

Adesea i>ste imposibil să. se utilizeze un cod bun. deoarece el nu satisface 
anumite restricţii tehnice, cum ar fi lungimea sau rata de informaţie. De 
aceea este util să se aplice anumite prelucrări asupra codurilor, care să 
nu afecteze proprietătile principale <le detectare şi corectare a erorilor. 

Definiţia 2. 9 Numim extensie a unui ( n, k) - cod liniar An.k ~ z;, 
( n + l. k) - codul liniar A~+ l ,k obţinut din An,k prin adăugarea la fiecare 
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cuvânt - cod a = a1a2 ... an a. mwi simbol nou an+l, cu proprietatea 
n+l 

L a; = O ( mod q). 
i=l 

Observa/ii: 

1. In cazul binar, noul caracter a~+1 poartă numele bit de paritate. 

Dacă. H este matricea de control a codului An,k, atunci codul extins 
.4;,+1.1.: are matricea de control 

o 

H*= H 
o 

1 1 ... 1 1 1 

n 

De fapt. ultima linie reprezintă ecuaţia Xn+i = (q - 1) L Xi. 

i=l 

2. Dacă un cod liniar binar An,k are o distanţă minimă impară d, 

atunci codul extins are distanţa minimă d + 1. Într-adevăr, fie 
a = a 1a2 ... an E An,k cu w(a) = d. Cum d este impar, rezultă 

n 

La; = 1 (în Z2 ), deci an+l = 1. Cuvântul a' = a1a2 ... anl E 
i=l 

A~+i,k are ponderea w(a') = d + 1, şi nu se poate construi un alt 
cuvânt - cod în A~+1.k de pondere mai mică. 

Definiţia 2.10 Fie An.k ~ z; un cod liniar. 

1. ''Relaxarea" lui An,k este un cod liniar A 11 _ 1_1,:, obţinut prin ştergerea 
ultimului simbol din cuvintele lui An,k; 

2. "Completarea" lui An,k este un cod definit A~,k = An,k U ( An,k + 1), 
unde 1 este cuvântul cu toate elementele egale cu 1. iar suma se 

face modulo q; 

3. "Expurgarea" codului An,k este A~,k = {a E An,k\w(a) = O (mod 2)}. 

Observaţii: 

• Relaxarea este operaţia inversă extensiei. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



2.7. MODJFJ('.J..HI ALE; CODUHJLOR LINIAHE 47 

• Prin completa.rea şi expurgarea codurilor liniare se obţin coduri 
liniare numai în cazul binar. În celelalte cazuri, noile mulţimi re:zul
t at e nu sunt spaţii liHia.re. 

Propoziţia 2.3 Prin completa.rea unui cod liniar binar An,k se obţine 

un rod liniar binar An,k+L cu un număr dublu de cuvinte - cod. 

Demonstraţie: Completarea. unui cod liniar binar C înseamnă adăugarea 
la cuvinte](' - coci ak lui C a. tuturor cuvintelor obţinute prin comple
mentare (schimbarea lui O în 1 şi a lui 1 în O). 

Fie Gk,n matricea generatoare a codului An,k· Se verifică uşor că 
matricea 

l 1 

generează. An.k U ( 1 + An,k)- Cuvintele acestui cod au lungime n şi k + l 
poziţii de informaţie. Fiecare din cele două submulţimi are un număr 
egal de elemente. D 

Propoziţia 2.4 Orice cod liniar binar are sau toate cuvintele - cod de 
po11.due pară, sau numărul cuvintelor - cod de pondere pară este egal cu 
numărul celor de pondere impară. 

Demonstraţie: Fie C un cod liniar binar cu un cuvânt v1 de pondere 
impară. Să presupunem că V1, v2, ... , Vr sunt toate cuvintele lui C; 
atunci C = C + v1. Pentru orice cuvânt - cod Vj de pondere pară 
(impară). v1 + vi are pondere impară (pară). Pentru a justifica această 
afirmaţie, să presupunem că w(vi) = 2p + 1, w(vi) = 2q iar Vj şi v1 au 
1 per poziţii comune. Atunci w(vi + v1) = w(vi) + w(vi) - 2r (pentru 
că 1 + 1 = O) = 2p + 1 + 2q - 2r = 2s + 1. Dacă Vj are pondere impară, 
se procedează în mod similar. 

Deci adunarea cu v1 defineşte o corespondenţă biunivocă între cuvin
te]C' - rod de pondere pară şi cele de pondere impară, ceea. ce completează 
demonstraţia. O 

Corolarul 2.2 Expurgarea unui cod liniar binar C este tot C, sau un 
cod liniar binar având ca mulţime de elemente jumătate din mulţimea 
elementelor lui (:. 
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Matricea generatoare Gexp a lui Cexp se poate obţine din matricea G 

a. lui (' astfel: dacă toate liniile lui G sunt vectori de pondere pară 
celf' două. coduri coincid. Altfel. fie G = [e1. e2 .... , er, er+I, ... , ekf 
în care - fără. a micşora. generalitatea - putem presupune că primele r 
linii au pondere impară, iar celelalte k - r linii au pondere pară. Atunci 
Gexp = [O, e2 + e1, ... , er + ei, er+l ... , ekf. 

Exemplul 2.11 Să construim codul A4 ,2 peste Z3 , folosind matricea gen
t ra.foan 

(
1 Ol O) 

G= O 1 l 1 . 

Ea codifică cele 9 elemente din ZI în 

A4 ,2 = {0000, 0111, 0222, 1010, 1121, 1202, 2020, 2101, 2212}. 

Codul liniar relaxat A3,2 = {OOO, 011, 022, 101,112,120,201,210,221} 
este generat de matricea 

( 
1 O 1 ) 

Grei= O l l · 

ConstrucJia a fost posibilă deoarece prin eliminarea ultimei coloane, liniile 
rămase s-unt tot liniar independente. Dacă acest lucru nu este realizabil, 
se caută k cuvinte - cod în An,k, cu proprietatea că după eliminarea ul
timei componente, ele sunt liniar independente. Acestea formează liniile 
noii matrici generatoare. 

Codul completat este 

0000 0111 0222 1010 1121 1202 2020 2101 2212 
1111 1222 1000 2121 2202 2010 0101 0212 0020 

De remarcat că el nu este un spaţiu liniar (nu este închis la adunarea 
din Z 3 }. 

Codul expurgat are cinci elemente: {0000,1010,1121,2020,2212}. 
Nici acesta nu este cod liniar. 

Exemplul 2.12 Să reluăm matricea generatoare din Exemplul 2.11, dar 
pentru un cod liniar peste Z2 • 

Codul generat de G este A4 ,2 = {0000,0111, 1010, 1101}. 
Toate codurile modificate sunt în acest caz coduri liniare. Astfel 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



2.8. DETECTARE .$'I COREC'D\RE SIMULTANĂ DE ERORI 49 

• Codul reia.raf A,.,1 = {000. 011.101. 110} este generat de aceeaşi 
rnnlriC< (,',.,1 din Enmplul :.!.J 1. 

• Codul completat Acom = {0000,0111,1010,1101,1111,1000,0101, 
0010}, este un cod liniar generat de matricea 

• Codul expurgat Aexp = {0000, 1010} este un cod liniar generat de 
matricea 

(
1 o 1 o) 

Gu- = O O O O . 

2.8 Detectare §Î corectare simultană de . 
erori 

Să începem cu un exemplu. 

Exemplul 2.13 Fie ( 7. 4) - codul liniar binar având matricea df' control 

( 

O O O 1 l 1 1 ) 
H= O 1 1 O O 1 1 . 

1 O 1 O 1 O 1 

El are distanţa minimă d = 3, deci poate detecta 2 erori şi poate corecta 
o eroare (Trnreme:le :?. 7 şi 2.8). Totuşi, codul nu poate realiza simultan 

ambele dc:iduate. 
Mai precis, atunci când codul este utilizat pentru corectare de erori, 

erorile duble scapă nedetectate. Astfel, dacă se trimite 0000000 şi se 
recepţionează 1O10000, sindro1n1tl este O 10. Tabloul standard conduce la 
corectarea celui de-al doilea bit. şi decodifică (incorect) în cuvântul - cod 

111 OOO. 

Uneori însă, se solicită în mod explicit un cod capabil să. detecteze §Î să 

corecteze erori în acelaşi timp. 

Definiţia 2.11 [/n cod C de lungime n corectează t erori şi detectează 
s erori simultan dacă orice cuvânt - cod v are următoarea proprietate: 

\/x E z; [d(x, v) S .s ==> \/a EA\ {v},d(x,a) > t]. 
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ln a.ceastă situa.ţie. detectarea. şi corecta.rea. simultană a erorilor se re

alizează astfel: la. recepţionarea unui cuvânt x E z;• se caută cel mai 
apropiat cuvânt - cod v (în sensul distanţei Hamming). Dacă d(x, v) ~ t 
atunci cuvântul se corectează în v; altfel, se anunţă că cel puţin s sim

boluri sunt modificate. 
Justificarea acestui procedeu rezultă imediat din definiţie. 

Teorema 2.13 l ·11 cod liniar co1Hfea::ă t Erori şi detectea::ă s erori si

multan dacă :;i numai dacă 

Demonstraţie: A: Să presupunem d 2 t + s + 1. Fie v un cuvânt - cod 

şi x E z; cu d(v, x) ~ s. Pentru orice cuvânt - cod v' (v' =/- v) avem 

d(v, v') 2 d 2 t + s + 1. Folosind inegalitatea triunghiului, 

d(v,x) + d(x, v') 2 d(v, v') 2 t + s + l, 

se deduce 

d( w, v') 2 t + s + l - d( v, w) 2 t + s + l - s = t + 1. 

Deci, condiţia. din Definiţia 2.11 este îndeplinită. 
B: Să presupunem prin absurd d < t + s + l. Fie v, v' două cuvinte 

- cod cu d(v, v') = d ~ t + s. Construim cuvântul x din v în felul 
următor: dacă d ~ s, se ia. x = v'; altfel. se înlocuiesc primele s simboluri 

care diferă de cele din v', cu valorile lor din v'. Atunci d(v, x) = .5 şi 

d(v', x) = d - s ~ t + s - s = t, ceea ce contrazice condiţia din Definiţia 
2.11. o 

Exemplul 2.14 Să considerăm (8,4) - codul liniar binar generat de ma

tricea 

(

1 o o o 1 1 1 o) 
G= O 1 O O 1 1 O 1 

00101011. 

O O O 1 O 1 1 1 

El are distanţa minimă d = 4, deci - conform Teoremei 2.8 - poate 

corecta maxim o eroare, iar conform Teoremei 2.13, poate corecta o eroare 

şi detecta simultan două erori. 

Astfel recepţionarea cuvântului 11110010 conduce la corectarea sa în 

10110010 (deoarecE d(11110010, 10110010) = 1 şi 10110010 este cuvânt -
cod). 
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1n schimb nctp/jonarrn cuvântului 00001111. anunţă că au apărut cel 
puţin două erori. 1n această situaţie, nu mai puţin de patru cuvinte -
cod (00010111, 00101011, 01001101, 10001110) sunt situate la distanţa 2 
de cuvântul primit. 

Exemplul 2.15 Codul binar cu repetiţie de lungime 7 (care are 2 ele
lllf nlf: 0000000 şi l l l l 1111) poate rwli::a una din condiţiile: 

• Corectea::ă ;3 eron: 

• Detectează 6 erori: 

• Corectează 2 erori şi detectează 4 erori simultan. 

2.9 Probabilitatea nedetectării erorilor 

Să ne punem următoarea problemă: care este probabilitatea ca, după 
transmiterea unui cuvânt - cod a, să fie recepţionat alt cuvânt - cod 
b (b =/:- a). Altfel spus, care este probabilitatea ca o eroare să scape 
nedetectată ? 

Notând cu e = b - a, o eroare este nedetectată dacă şi numai dacă e 
este un cuvânt - cod nenul. 

Vom considera un canal de transmisie binar simetric, adică un canal 
în care singurele simboluri transmise sunt O şi 1, iar probabilitatea p (O :S 
p :S l) ca la transmiterea lui O să fie recepţionat 1 este A egală cu proba
bilitatea ca la transmiterea lui l să se recepţioneze O. lnlr-un astfel de 
canal, dacă w(e) = i (adică a.u fost perturbate la transmisiei caractere), 
probabilitatea de apariţie a erorii - tip e este iqn-i, unde q = 1 - p. 
Notând cu Ai numărul cuvintelor - cod cu ponderea i, probabilitatea 
Pned a unei erori nedetectabile este suma probabilităţilor piqn-i, fiecare 
termen a.părând de A; ori pentru i = 1, 2, ... , n. Formal, 

71 

PnPd = L A;p' qn-1 

i=l 

îl 

Cum A1 = A2 = ... = Ad-1 = O, suma se reduce la Pned = L A;pi qn-i. 
i=d 

Exemplul 2.16 Sii considerăm (7, 11) - codul liniar binar din E:rernplul 
2.18. Cele 24 = 16 cuvinlt - cod ale sait' sunt: un cuvânt de pondere O, 
câte şapte ruvinte de pondere 3 şi 4 şi un cuvânt de pondere 7. Atunci 
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Dacă folosim acest cod într-un canal binar simetric cu eroare de proba
bildate p = O.Ol, avem 

Pned = 7(0.01)3 (0.99) 4 + 7(0.01 )4 (0.99)3 + (O.Ol )7 ~ 7 X 10-6
, 

dfCi în medie - apar cam şapff erori nedetectabile la un milion de 
c11ri11lt /ransmlst. 

Definiţia 2.12 Polinomul de variabilă .T E [O. 1] definit 
n 

P(.r) = L Aixi 
i:::O 

unde Ai este numărul de cuvinte de pondere i din codul liniar An,k, se 
numeşte ·•numărătorul de ponderi'. al codului An,k· 

Exemplul 2.17 Codul liniar binar definit în Exemplul 2.12 are numără
torul de ponderi 

P(x) = 1 + x2 + 2x3
• 

Propoziţia 2.5 F'if An,k un cod liniar binar cu numărător de ponderi 
P( 1:). Probabilitatea apariţiei unei erori nedetectabile la folosirea codului 
An.k într-un canal binar simetric este 

Pmd = q" [ P ( ~) - 1] • 
Demonstraţie: Relaţia de definiţie a lui Pned se poate rescrie 

Deoarece A0 = 1 (singurul cuvânt - cod de pondere O este cuvântul - cod 
O). expresia devine în continuare 

P,,,,, = q" [ţ,A, (~)'- 1] = q" [p m- 1] · 
o 

2.10 Identitatea MacWilliams 

În acest paragraf \"0111 arăta un rezultat care face posibilă determinarea 
numărătorului de ponderi Pc.1(x) al dualului c1- unui cod liniar C, direct 
din numărătorul de ponderi Pc(x) al codului C. 
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Propoziţia 2.6 Fir x E Z2' şi An.k t/11 (n, ~-) - cod liniar binar. Atunci 
r1n lo" cgaldatrn 

dacă x E A;;,k 
altfel 

Drnwnstra(ie: Dacă x E A;_1, atunci evident, ( - l)vx = ( -1 )0 = 1 ş1 

suma este egală cu numă.rul de cuvinte - co<l din An,k, care este 2k. 
Să presupunem acum că x (ţ. A;_k· deci există un cuvânt - cod vo E 

A cu vox = 1. Vom arăta că în acest caz, numărul cuvintelor - cod 
ortogonale pe x este egal cu cel al cu vin telor - cod ne-ortogonale pe x ( şi 
deci suma din formulă este O). , 

Fie v1, v2, .... Vr toate cuvintele - cod ortogonale pe x. Atunci 
v1 + vo, v2 + vo, ... , Vr + vo sunt toate cuvintele - cod ne-ortogonale 
pe x. Intr-adevăr: 

1. Vi (1 S i S r) (vi+ vo)x = VjX + vox =O+ 1 = l; 

2. Dacă v E An,k verifică relaţia vx = 1, atunci v - vo este un cuvânt 
- cod ortogonal pe x, deci v - vo = vi pentru un anumit i. O 

Teorema 2.14 Pentru orice (n, k) - cod liniar binar An,k, are loc relaţia 
( identitatea Mac Williams}: 

p .1. J'. = (1 + xt p (1 -X). 
An.k ( ) 2k An,k 1 + X 

Drn1onstmţie: Să rescriem numărătorul de ponderi sub o formă puţin 
diferită: 

n 

i=O 

Evident, deoarece P(x) = B(x. l) şi B(x,y) = ynP (;), cele două 
expresii sunt echi\·alente. 

În notaţia cu polinomul B, identitatea MacWilliams se scrie 
1 

B.4.!.(x) = 
2

kBA(Y - x,y + x). 
Cu ajutorul ponderii cuvintelor - cod, numărătorul de ponderi are 

forma 
n 

B:1(.r.y) = L .4
1
l'1Yn-i = L :rw(a)Yn-w(a)_ 

i=O aEAn.k 
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Prelucrând membrnl drept al identităţii MacWilliarns, avem: 
n 

B.4,.,k(y-.r,y+x) = L (y-x)w(a)(y+;i:)'1-w(a) = L IT [y + (-1)°".r] 
aEAn,k aEAn,k i=l 

unde s-a notat a = ( a 1 , a 2 , .•. , a,i). 
În mod analog, membrul stâng se scrie: 

B ( . ) _ '"""' w(a) n-w(a) 
A; k X' y - ~ .r y . 

aEA;,k 
Folosind Propoziţia 2.6, el se poate reformula: 

BA;)x,y) = L [;k L (-ltv] Xw(a)Yn-w(a)_ 

aEZ:i' vEAn,k 

Expresia din paranteze este O pentru toate cuvintele a care nu sunt 

în A*.k. Deci 

BA;)x,y) = ;k L L (-l)vaxw(a)Yn-w(a)_ 

vEAn,k aEZ~ 
Suma interioară se face după toate secvenţele binare a de lungime n. 

Vom ordona această sumă după ponderile lui a: pentru a = O suman
dul este yn; pentru cuvintele a de pondere 1 avem: [( -1 )(1 1 + ( -1 )a2 + 
... + ( -1 )a" ]xyn-l etc; în final, pentru ponderea n avem [( -1 )a 1 + ... + 
(-l)a"]xn. 

n 

Se observă uşor că suma tuturor acestor sumanzi L[(-1 )°• 1 + ... + 
k=O 

( )
(I ] k n-k lv -1 'k .r y este ega a cu 

n 

i=l 

Exemplul 2.18 Să considerăm codul A 4 ,2 din E.remplul .î.12, al cărui 
numărător de ponderi a fost dat în Exemplul 2.17. 

Pentru codul dual, numărătorul de ponderi este 

P .1. (x) = (1 + x)
4 

P (1 - x) = (1 + x)
4 

[l + (1 - x) 2 

+ 
A4,2 22 A 4 ,2 1 + X 4 } + X 

+2 (1 - x) 3
] = (1 + x)4 + (1 + x) 2

(1 - x) 2 + 2(1 + x)(l - x)3 

1 + X 4 
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2 , 3 4 + -Lr + <'.'i.r 2 • 3 

4 
= l + .r + 2.r . 

Deci cele două coduri au acelaşi numărător de ponderi. Aceasta nu 
înseamnă Fnsă că ah două coduri roincid ( şi deci codul ar fi auto - dual}; 
un calmi simplu conduce la ddenninarea celor două· coduri; 

Au= {0000.0111.1010, 1101}, A},2 = {0000,0101, 1011, 1110} 
Dt rrUrwf că a avea actlaşi numărător de ponderi este doar o condiţie 

n teesară. nu şi suficientă pentru ca un cod să coincidă cu dualul său. 

Exemplul 2.19 Fie codul cu repetiţie de lungime pară n: 
C = { 00 ... O, 11 ... 1}; 

numărătorul lui de ponderi este Pc(x) = 1 + xn. 
Codul dual an num.ărătorul de ponderi 

( 1 + .r) n [ ( 1 - X ) nl 2 2 4 4 n 
Pc.1(x) = 2 1 + 1 + X =I+ Cnx + Cnx + ... + x . 

Rezultă din această formă că dualul codului binar cu repetiţie este 
codul liniar binar format din toate cuvintele de pondere pară {şi lungime 
n}. 

2.11 Exerciţii 

2.1 Să se construiască coduri liniare care să transforme cuvântul 
• 

(a1, a2, ... , an) E z; în: 

2. (a1, b1, a2, b2, ... , an, bn) unde b1 = a1, b2 = a1 + a2, ... , bn = a1 + 
... + an; 

2.2 Cn cod liniar peste Z5 are următoarea matrice generatoare: 

Să se afle matricea de control. 

2.3 Aceeaşi problemă pentru Zi. 

2 3 
2 4 
1 2 

1 2) 1 O 
2 1 
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2.4 Determinaţi dacă următo,·ul cod liniar binar este sistematic sau nu: 

Dacă nu, găsiţi un cod sistematic echivalent. 

2.5 Găsiţi matricea generatoare a unui cod liniar binar care are matricea 
df control: C o 1 j o o ol H= 1 1 1 O 1 o o 

1 1 O O O 1 O 

O O 1 O O O 1 

2.6 Să se demonstreze echivalenţa ( 1). 

2.7 Se dă matricea de control 

H = (\ 
1 o 1 o D 1 o o 1 
o 1 1 o 

a unui cod liniar binar. 
Să st decodifice rnesajelE 110110, 010100. 

2.8 Descrieţi dualul (6, 3) - codului binar defi,nit de ecuaţiile: 

2.9 Fie A un cod liniar binar obţinut din toatf s11mefr posibile ale cu
vinttlor 101011, Ol 1101, 011010. 

1. Aflaţi o matrice de control a codului. 

2. A fiaţi un tablou standard şi decodificaţi 111011. 

2.10 Demonstraţi că un cod liniar binar descris de ecuaţiile 

corectează o eroare. Construiţi tabloul standard. 

2.11 Construiţi o tabelă de sindromuri de decodificare pentru: 
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1. Codul C'U repetiţif de lungime 7; 

,) Codul din E.rt rci(iul .!.??: 

3. Codul peste Z3 cu matricea generatoare: 

(
l O O 2 2) 

G= O l O O 1 
O O 1 1 O 

57 

2.12 Fif un cod liniar ,4.n,k ~ z;' şi tabela de sindromuri de decodificare 
cores-punzătoare. Definim o operaţie de decodificare 0 : z; --+ An,k cu 
proprietatea: 't/v E An.b 't/e reprezentant din tabelă, ()( v + e) = v. (0 
corectează erorile - tip din tabela de decodificare}. Să se arate că atunci 
0 nu corectează nici o altă eroare - tip: dacă e nu este un reprezentant 
din tabelă. atunci nistă v E An,k cu 0(v + e) =/- v. 

(Altfel spus, dfCodificarea cu sindrom uri este optimală). 

2.13 In Z2 notăm cu x c-uvântul obţinut din x prin permutarea car
acterelor O şi 1 între ele (complementare). Să se arate că pentru orice 
a, b E Z2: 

1. a+ b =a+ b: 

2. a+ b =a+ b = a+ b; 

3. d(a, b) = d(a, b) = w(a + b). 

2.14 Descrieţi codurile modificate obţinute din codul liniar binar cu ma-
triem generatoan 

(

1 1 1 o o) 
G= O O 1 1 1 

1 1 1 1 O 

2 .15 Aceeaşi problemă pentru codul peste Z3 definit prin 

(
1 O O 2 2) 

G= O 1 O O 1 . 
O O 1 1 O 

2.16 Fie An,k un (n, k) - cod liniar binar şi A~,k-l (n, k - 1) - codul 
obţinut din An,k prin expurgare. Ce relaţie există între matricile de con
trol ale celor două coduri '? 
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2.17 Arătaţi cum poate codul binar ru repeti!it de lungime 7 să corecteu 
două erori şi să dctecfe=e 4 erori sim.ultan. Câte erori poate detecta acest 
cod dacă se imp1tne restricţia să corecteze o singură eroarr '? 

2.18 Fie un (15.4) - cod liniar binar tn care fiecare coloană i din ma
tricea gnnmtoare este scrierea bi11arli a lui i 8ub forma unui vfcfor cu 4 

componente. Să se determine distanta minimă. nurnărătornl de ponderi 
şi numărătorul de ponderi al codului dual. 

2.19 Fie C un (2k+ l,k) - cod binar astfel ca c1. CC. Descrieţi 
mulţimea c1. \ C. Este ea tot un cod liniar '? 
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Clase de coduri liniare 

3.1 Coduri Hamming 

Fie H matricea de control a unui cod liniar binar. Dacă se transmite un 
cuvânt - cod a şi se recepţionează a+ e ( deci cu eroare - tip e ), atunci 
sindromul este eHT. Acest sindrom este egal cu suma coloanelor lui H 
car~ corespund poziţiilor afectate de erori (Teorema 2.3). 

In particular. o eroare care apare pe o poziţie corespunzătoare unei 
coloane nule din H nu influenţează sindromul. Deci, o astfel de eroare 
nu este detectată. 

Dacă H are două coloane identice şi se întâmplă ca pe poziţiile core
spunzătoare lor să apară simultan erori, acestea se anulează reciproc în 
calculul sindromului - şi deci nu pot fi detectate. 

Pe de-altă parte. dacă. toate coloanele lui H sunt distincte şi nenule, 
o eroare singulară pe poziţia s va fa.ce ca sindromul să fie egal cu coloana 
numărul s din H. În acest caz, erorile singulare pot fi detectate şi corec
tate foarte uşor. 

Pe baza acestor observaţii am demonstrat teorema: 

Teorema 3.1 Un cod liniar binar poate corecta o eroare dacă şi numai 

dacă matricea sa de control are toate coloanele nenule şi distincte. 

Pentru a se putea corecta toate erorile simple, trebuie să existe sindromuri 
distincte pentru fiecare eroare - tip; deci, conform marginii Hamming 
(Teorema 2.11), 

Pe baza acestor considerente se defineşte codul Hamming binar: 
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Definiţia 3.1 Codul liniar binar în care coloanele matricii I-/ sunt repre

:xntarea binarii a numerelor L 2, ... , '2,. - 1. este numii cod Hamming 

binar. 

Deci, pentru orice număr natural r (r 2: 2) se poate construi un (n, k) -
cod liniar binar în care n = 2r - L k = 2r - r - l. 

De remarcat că Definiţia 3.1 nu determină pentru fiecare r, în mod 
unic matricea de control a codului Hamming. De obicei se consideră acea 
matrice I-/ în care coloana i reprezintă scrierea în binar a numărului i. 
Deoarece codul este echivalent cu un cod sistematic ( există coloane pen
tru 2°, 21 , ... , 2r-t ), toate celelalte reprezentări au aceleaşi proprietăţi. 

Exemplul 3.1 Pentru r = 3 avem codul Hamming binar de lungime 

n = 23 - l = 7 cu k = 23 - 3 - 1 = 4 simboluri de informaţie şi 3 

simboluri de control. Matricea de control este: 

( 

O O O 1 1 1 
J-/3,7 = o 1 1 o o 1 

1 O 1 O 1 O 

De aici rezultă că el este determinat de soluţiile sistemului liniar: 

{ 

X4 + X5 + X5 + X7 = 0 
X2 + X3 + X5 + X7 = Q 

Xt + X3 + X5 + X7 = 0 

Să determinăm matricea generatoare a acestui cod. Pentru aceasta, con

struim întâi codul sistematic echivalent, permutând coloanele pentru a 
aduce matricea de control la forma eşalonată canonic: 

(
o 1 1 1 1 o o) 

H;, 1 = 1 O 1 1 O l O . 
1 1 O 1 O O 1 

De aici se obţine matricea generatoare eşalonată canonic: 

G* ( ~ ~ 
4,7 - o o 

o o 

O O O 1 
O O 1 O 
1 O 1 1 
O 1 1 1 
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Aplicând permutarea inversă asupra coloanelor, se obţine matricea gen
eratoare a (7, 4) - codului Hamming binar: 

(

1 1 1 O O 
1 O O 1 1 

Go = O l O 1 O 

1 1 O 1 O 

o o) o o 
1 O . 

O 1 

Coloanele corespunzătoare matricii unitate {( 3, 5, 6, 7)) reprezintă poziţiile 
simbolurilor de informaţie În fiecare cuvânt - cod. Deci simbolurile x 1 , x2 

şi x 4 sunt simboluri de control. Sistemul de sus poate fi rearanjat pen
trn a permite calculul simbolurilol' de control plecând de la simbolurile de 
informaţie: 

{ X1 = X3 + X5 + ,T7 

X2 = X3 + X6 + X7 

X4 = X5 + X6 + X7 

Toate cuvintele codului sunt: 

Informaţie Cuvânt cod Informaţie Cuvânt cod 

0000 0000000 0110 0110011 
1000 1000011 0101 0101010 
0100 0100101 0011 0011001 
0010 0010110 1110 1110000 
0001 0001111 ll Ol 1101001 
1100 1100110 1011 1011010 
1010 1010101 0111 0111100 
1001 1001100 1111 lllllll 

Teorema 3.2 Orice cod Hamming binar are distanta minimă 3. 

Demonstraţie Evident, orice două coloane din matricea de control sunt 
liniar independente. În plus, se pot găsi trei coloane ( de exemplu primele 
trei) a căror sumă să fie O. Conform Teoremei 2.4, distanţa minimă a 
codului este 3. O 

Deci orice cod Hamming binar poate corecta o eroare sau poate de
tecta două erori. El nu poate realiza acest lucru simultan (nu verifică 
condiţia d ;=:: s + t + 1 din Teorema 2.13). 

Decodificarea se realizează foarte simplu, conform următorului algo
ritm: 
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Algoritm A: 
Fie a vectorul recepţionat. 

1. Se calculează sindromul s = aHT. 

2. Dacă s = O, nu a apă.rut nici o eroare (sau eroarea este nede
tectabilă), deci v = a, STOP. 

3. Altfel, eroarea este pe poziţia i, unde i este numărul a cărui 
reprezentare în binar este sindromul s. 

Decodificarea este v = a+ ei, unde ei este cuvântul care are 
1 pe poziţia i şi O în rest. 

Exemplul 3.2 Să considerăm din nou (7, 4) - codul Hamming binar din 

Exemplul 3.1 şi să presupunem că s-a recepţionat cuvântul x = 0011101. 
Calculul sindromului conduct la valoarea 

care este scrierea în binar a numărului 5. Deci a intervenit o eroare 
simplă pe poziţia a cincea. Corectăm această poziţie ~ schimbând 1 cu 
O şi se obţine cuvântul - cod 0011001, care pF poziţiile 3, 5, 6, 7 conţine 
rru sajul dt informaţie: 1001. 

Codul Hamming binar poate fi îmbunătăţit prin extensie. Această opera
ţie conduce la un (2r, 2r - r - 1) - cod liniar binar, cu toate cuvintele -
cod de pondere pară. 

Exemplul 3.3 Prin uten::;ia ( 7. -! ) - codului Hamming binar SF obţinE. 

codul cu matricrn d( control 

w = ( ~ 
o o l 1 1 I 

n 1 l o o 1 1 
o 1 o 1 o 1 
1 1 1 1 1 1 

/)c remarcai că H• an rangul 4: în plus. loatt liniile acestei matrici 
sunt cuvinte - cod în codul Hamming binar rxtins. Deci H* poate fi 
considerată matrice generatoare a acestui cod. Rezultă că (8, 4) - codul 

Hamming binar extins este auto - dual. 
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Un cod Hamrning hina.r extins este soluţia unm sistem liniar de n -
n+l 

k + 1 ecuaţii, ecuaţia suplimentară L .r; = O fiind ecuatia de control a 
i=l 

parităţii. 

Propoziţia 3.1 l ·11 cod Hamming binar e.rtins are d = 4. 

Demonstraţie: Fie a = a1 a 2 .•. an un cuvânt - cod de pondere d = 3 
din codul Hamming binar. Trecând la codul extins, cuvântul a' = 

n+l 

a1a2 ... anan+1 verifică relaţia suplimentară La; = O (reamintim, su-

n 

mele se fac modulo 2). Cum La; = 1 (w(a) = 3), rezultă. an+t = 1. 
i=l 

Noul cuvânt are evident pondere minimă, şi aceasta este 3 + 1 = 4. O 

Ca o remarcă, demonstraţia putea rezulta imediat şi din Observaţia 
2 care urmează Definiţiei 2.9 

Codurile Harnming binare extinse corectează o eroare simplă şi de
tectează 2 erori simultan. Algoritmul prezentat este bazat pe verificarea 
celor n - k + 1 ecuaţii de control: 

Algoritm B: 

1. Dacă nu sunt verificate ecuaţia de control a parităţii şi cel 
puţin una clin primele n - k ecuaţii, înseamnă că a apărut o 
eroare simplă, care se corectează cu Algoritmul A; 

2. Dacă ecuaţia de control a parităţii este verificată dar cel puţin 
una din primele n - k ecuaţii de control nu se verifică, s-a 
detectat o eroare dublă; 

3. În celelalte situaţii nu au apărut erori (sau eroarea este nede
tectabilă.). 

Faptul că se poate lua totdeauna o decizie se bazează pe următorul 
rezultat: 

Teorema 3.3 Codul Hamming binar este perfect. 

Dnnonstra(ie: Reamintim ( Definiţia 2.8) că un cod C ~ z; de distanţă 
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minimă d este perfect dacă 

z; = LJ 51(x), 
XEC 

Scriind această relaţie în funcţie de numărul de elemente din fiecare sferă 
şi ţinând cont că toate sferele conţin un număr egal de elemente, avem 

Pentru cazul codurilor Hamming, q = 2. n = 2'" -1, k = 2r -r-1, t = l, 
deci totul revine la verificarea egalităţii 2k ( l + n) = 2n. O 

De remarcat că rata de informaţie a codurilor Hamming 

k r 
R=-=1---

n 2r - 1 

creşte rapid spre 1. Evident însă că odată cu această creştere scade 
protecţia faţă de erori. 

3.1.1 Coduri Hamming nebinare 

Definiţia 3.2 Fie q un număr prim. r (r 2 2) un număr întreg şi n = 
„ l 

c_f_____=.__ SE numeşte cod Hamming nebinar un (n. n - r) - cod liniar peste 
q - 1 
Zq, în care matricea de control art orice pereche de două coloane liniar 

independente (nici o coloană nu este multiplu scalar al altei coloane). 

Mulţimea coloanelor unui astfel de cod formează o mulţime maximală de 
vectori liniar independenţi doi câte doi. 

32 
- 1 

Exemplul 3.4 Să considerăm q = 3, r = 2. Alunei n = -- = 4. Un 
3 - 1 

( 4, 2) - cod Hamming ternar poate fi definit prin matricea de control 

H=(Olll) 
1 O 1 2 

Decodificarea se poate face folosind tabela de sindromuri, în care s-au luat 

ca reprezentanţi toate combinaţiile posibile de o eroare: 
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Sindrom Reprezentant Sindrom Reprezentant 

Ol 1000 12 0001 
02 2000 20 0200 
10 0100 21 0002 
11 0010 22 0020 

Dacă se recepţionează de e:remplu 2222, calculul sindromului dă s = 02. 
Repre:::entant·ul este 2000. Se calculea:::ă2222-2000 = 2222+1000 = 0222 
deci cuvântul - cod transmis a fost 0222. 

C' . . d G (2 2 1 O) um matricea generatoare a acestm co este = 
1 2 0 1 

ultimele două caractere formează mesajul de informaţie; deci s-a codificat 
mesajul 22. 

Despre codurile Hamming nebinare se pot stabili următoarele rezultate: 

• Deoarece pentru q şi r fixaţi codurile Hamming corespunzătoare 
sunt echivalente, se poate alege o anumită matrice de control. Uzual 
se foloseşte matricea în care se scriu pe coloane toate elementele din 
z;, cu condiţia ca primul element nenul ( de sus în jos) să fie 1. 

• Codurile Hamming nebinare au d = 3 (evident, din construcţia 
matricii de control de mai sus). Deci ele pot corecta o eroare. 

• Proprietatea de a fi coduri perfecte se păstrează. lntr-adevăr, 

deoarece un cod Hamming conţine qk = qn-r cuvinte - cod iar 
T 1 

n = ~, egalitatea stabilită în demonstraţia Teoremei 3.3 se 
q-1 

scrie qn-r[l + n(q - l)] = qn, care se verifică imediat. 

Exemplul 3.5 Să considerăm (13, 10) - codul Hamming ternar. Acest 
cod are o aplicaţie interesantă în problema Pronosportului. După cum 
se ştie, un buletin Pronosport conţine rezultatele (notate cu 1, 2, X) a 13 
meciuri. Pentru a avea sigur 13 rezultate exacte trebuie completate 313 

buletine. Câte buletine sunt însă necesare pentru a avea sigur 12 rezultate 
exacte ? La prima vedere s-ar părea că 312

. Completând însă buletinele 
cu elementele codului Hamming ternar (13, 10) (cu O în loc de X) - care 
sunt în n·umăr de 310 , se atinge scopul dorit. Într-adevăr, acesta fiind 
un cod perfect cor·ector de o eroare, orice element din zp diferă prin cel 
mult o poziţie de un cuvânt - cod. 

Astfel, numărul buletindor se reduce de nouă ori. 
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3.2 Codul Golay 

Al doilea cod liniar prezentat aici are capacitatea de corecţie pentru max
imum :3 erori. 

Vom construi întâi varianta extinsă a codului, deoarece algoritmul de 
decodificare este mai simplu şi uşor de aplicat ulterior la codul Golay 
normal 

3.2.1 Codul Golay binar extins 

Acest cod a fost folosit de programul spaţial Voyager la începutul anilor 
'SO pentru transmiterea fotografiilor planetelor Jupiter şi Saturn. 

Să considerăm matricea 12 x 12: 

1 1 o 1 1 1 o o o 1 o 1 
1 o 1 1 1 o o o 1 o 1 1 
o 1 1 1 o o o 1 o 1 1 1 
1 1 1 o o o 1 o 1 1 o l 
1 1 o o o 1 o 1 1 o 1 1 

B= 
1 o o o 1 o 1 1 o 1 1 1 
o o o 1 o 1 1 o 1 1 l 1 
o o 1 o 1 1 o 1 l 1 o 1 
o 1 o 1 1 o 1 1 1 o o 1 
1 o 1 1 o 1 1 1 o o o 1 
o 1 1 o l 1 1 o o o 1 1 
1 1 1 1 l 1 1 1 1 1 1 o 

Figura 3.1. 

Fie matricea 12 x 24, G = (ldB). Codul liniar bina.r generat de G 
se nume~te cod Golay extins şi va fi notat C24 . 

Observaţii: 

• Matricea B este mai uşor de construit decât pare la prima vedere. 
Astfel, eliminând ultima linie şi coloană, matricea rămasă - să 

spunem B 1 - este generată ciclic (spre stânga) de cuvântul binar 

11011100010. Deci B = ( ~1 1
; ) , 

unde 1 = 11111111111. Evident, B este simetrică (B7 = B). 

• C24 are n = 24, k = 12 şi 212 = 4096 cuvinte - cod. 
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• Conform Teoremei 2.:2. o matrice de control a codului este H = 
(Bl/12)-

Teorem!'I 3.4 li = (/u\B) estt de asemenea matrice de control pentru 

('24· 

Demonstraţie: Liniile din Bau pondere impară (7 sau 11 ); deci produsul 
(scalar) al unei linii cu ea însăşi este 1. O verificare simplă arată că 
produsul primei linii cu oricare altă linie din B este O. Structura ciclică 
a lui B 1 asigură că atunci produsul scalar al oricăror două linii este O. 

În concluzie, BBT = / 12 . Dar BT = B, aşa că putem scrie: 

GHT = (IIB) ( ~ ) = / 2 + B 2 = J + BBT = / + f = O. 

Vom folosi ambele matrici de control pentru decodificarea codului C24 . □ 

Corolarul 3.1 
A. C24 admite ca matrice generatoare şi pe G = (B1112 ). 
B. Codul Golay extins este auto - dual {C24 = Cl). 

Demonstraţie: Se verifică imediat. 

Teorema 3.5 C24 a/'f distanţa minimă d = 8. 

Demonstraţie: Vom demonstra afirmaţia în trei paşi. 

1. Ponderea cuvintelor din C24 este multiplu de 4. 

o 

Să observăm că liniile lui G au pondere 8 sau 12. Fie v E C24 

scris ca sumă de două linii din G : v = ri + rj. Cum B are liniile 
ortogonale, rezultă că şi liniile lui G sunt ortogonale. Deci ri şi rj 

au un număr par (să zicem 2x) de elemente 1 în comun. Atunci 
w(v) = w(q) + w(rj) - 2(2x), care este multiplu de 4. 

Fie acum v E C24 reprezentat ca sumă de trei linii din G : 
v = ri + rj + r 8 • Notăm v1 = ri + rj. Deoarece V1, r 8 E C24 , iar 
C24 este auto - dual (deci orice două cuvinte - cod sunt ortogonale), 
rezultă că v1 şi r 8 au un număr par (să zicem 2y) de elemente 1 în 
comun. Deci w(v) = w(v1) + w(rs) - 2(2y), care este multiplu de 
4. 

Folosind acum un procedeu de inducţie, cum orice cuvânt - cod este 
combinaţie liniară de linii din G, ponderea sa va fi multiplu de 4. 
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:2. Primele 11 linii din G sunt cuvinte - cod de pondere 8. deci distanţa 
minimă a codului C24 este 4 sau 8. 

3. C24 nu are cuvinte de pondere 4. 

Să presupunem că există v E C24 cu w( v) = 4. Cum pentru C24 

am considerat două matrici generatoare, există atunci două mesaje 

de informa.ţie u1. u2 E Z? cuv= u1(112 IB), v = u2(Bl/12 ). Una 
din cele două jumătăţi din v are cel puţin doi de l; deci w(u1) 2:: 2 
sau w( u2) 2:: 2. De aici rezultă că v se obţine ca suma a cel puţin 
două linii din B. Conform cu (1), această sumă nu poate avea o 
pondere mai mică de 4; deci w(v) = w(ui) + w(uiB) 2:: 4 + 2 > 4, 
contradicţie. O 

3.2.2 Decodificarea codului Golay extins 

Conform Teoremei 3.5, un cod Golay extins are distanţa minimă d = 8, 
el poate corecta orice combinaţie de maxim 3 erori independente. 

În această secţiune vom nota cu a E Z}4 cuvântul recepţionat, cu 
v cuvântul - cod cel mai apropiat, şi cu e eroarea - tip (v =a+ e). 
Deoarece capacitatea de corecţie este de 3 erori, vom considera w( e) S 3. 

Pentru orice cuvânt a E Z}4, vom separa cu o virgulă prima jumătate 
a cuvântului de cea de-a doua: a= [a1, a2]. Eroarea - tip va fi notată 
e = [e1,e2], unde e1,e2 au fiecare lungimea 12. Evident, condiţia w(e) S 
3 implică w( ei) S 1 sau w( e2) S 1. 

Folosind cele două. matrici de control, se pot defini două sindromuri 
pentru a: 

s1=e( 
1
~

2
) =[e1,e2]( 

1k2
) =e1+e2B, 

s2 = e ( f
2 

) = [e1, e2] ( 1~2 
) = e 1B + ez. 

De aici rezultă. următoarea observaţie: dacă w(e2) :S 1, atunci s1 este 
sau un cuvânt de pondere maxim 3 ( dacă w( e2) = O), sau o linie a lui B 
cu cel mult doi biţi schimbaţi (dacă w(e2) = 1). 

Similar, dacă w(e1) S 1, atunci s2 este sau un cuvânt de pondere 
maxim 3 sau o linie a lui B cu cel mult doi biţi schimbaţi. 

Dacă se foloseşte şi faptul că s2 = e1B + e2 = ( e1 + e2B)B = s1B 
( deci se poate folosi doar prima matrice de control), putem defini un 
algoritm de decodificare a codurilor Golay extinse, astfel: 
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Algoritm C: 

1. Se calculează sindromul s = aHT unde H = (/12 IB); 

2. Dacă w(s) '.S; 3, atunci e = [s, O], STOP. 

;l, Dacii există o linie bi a lui B cu w(s + bi) < 2, atunci 
e = [s + bi, fi], STOP. 

4. Dacă w(sB) '.S; 3, atunci e = [O, sB], STOP. 

5. Dacă există o linie bi a lui B cu w(sB + bi) < 2, atunci 
e = [fi, sB + bi], STOP. 

6. Dacă e nu a fost determinat încă, se cere retransmiterea. 

S-a notat cu fi un cuvânt de lungime 12 cu 1 pe poziţia i şi O în rest. 
După determinarea erorii e, cuvântul - cod transmis se determină 

prin v =a+ e. 

Exemplul 3.6 Să decodificăm cuvântul 

a= [101111101111, 010010010010]. 
Sindromul este 

s = aHT = 101111101111 +001111101110 = 100000000001. 
Deoarece w( s) = 2 '.S; 3, se găseşte 

e = [s.0] = [100000000001,000000000000] 
deci s-a transmis cuvântul 

V = a+ U = [001111101110, 010010010010]. 

Deoarece G = (IdB) este în forma eşalonat canonică, mesajul de infor
maţie {orice cuvânt din ZJ 2

) apare pe primele 12 poziţii ale cuvântului -
cod. Astfel. în Exemplul 3.6, mesajul de informaţie a fost 001111101110. 

Exemplul 3. 7 St cere decodificarea cuvântului 
a= [001001001101, 101000101000]. 

Sindromul este 
s = aHT = 001001001101 + 111000000100 = 110001001001. 

Deoarece w(s) = 5, se trece la pasul 3 al Algoritmului C şi se cal-

culează: 

s + b1 = 000110001100 
s+ b2 = 011111000010 
s+ ba= 101101011110 
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s + b4 = 001001100100 
s + b5 = 00000001001 O 

Deoarece w( s + bs) :S 2, se determină 
e = [s + bs, fs] = [000000010010, 000010000000] 

:ji Sf dfcide că s-a transmis cuvântul - cod 

v =a+ e = [001001011111, 101010101000]. 

Exemplul 3.8 Să decodificăm cuvântul 

a= [000111000111, 011011010000]. 
Sindromul este 

s = aHT = e1 + e2B = 000111000111 + 101010101101 = 101101101010 
care are ponderea 7. Trecând la pasul 3 se găseşte w(s + bi) ~ 3 pentru 
toate liniile lui B; deci se continuă cu pasul 4: al doilea sindrom este 

sB = 111001111101 cu ponderea 8. Pasul 5 va da: 

·sB + b1 
sB + b2 
sB + ba 
sB + b4 

001110111000 
010111110110 
100101101010 
000001010000 

S-a ajuns la w(sB + b4 ) :S 2, deci se poate determina eroarea: 
e = [f4, sB + b4] = [000100000000, 000001010000]. 

Cuvântul - cod transmis a fost: 

v =a+ e = [000011000111,011010000000]. 

3.2.3 Codul Golay binar 

Prin relaxarea codului Golay binar extins (eliminarea ultimului bit din 
fiecare cyvânt - cod) se ajunge la Codul Golay binar. 

Fie B matricea 12 x 11 obţinută din B prin eliminarea ultimei coloane. 
Definim c; = (Id.B). Codul liniar binar generat de G se numeşte cod 
Golay binar şi este notat cu C23 . Caracteristicile sale sunt: 

n = 23, k = 12, număr de cuvinte - cod: 212 = 4096. 

Evident, extensia lui C23 este C24 . 

Teorema 3.6 Distanta minimă a codului Golay binar este d = 7. 

Demonstraţie: Demonstraţia se poate face fie direct ( similar celei de la 
Teorema 3.5) fie folosind faptul că C23 este relaxarea codului C24 , care 
are distanţa minimă 8. □ 
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În consecinţă. un cod Golay binar va corecta orice combinaţie de 
maxim 3 erori. 

Teorema 3. 7 Codul Golay binar este perfect. 

Demonstraţie: Se verifică relaţia: 
212

( C~3 + CJ3 + CJ3 + C]3 ) = 212
( l + 23 + 253 + 1771) = 212 211 = 223

. 

o 

Rezultă că orice cuvânt a E ZJ3 se află la o distanţă cel mult 3 de 
un cuvânt - cod. Astfel, dacă se adaugă la sfârşit O sau 1. formând aO 
respectiv al pentru a obţine un cuvânt de pondere impară, acest cuvânt 
este la distanţă maxim 3 de un cuvânt - cod c E C24 • Se foloseşte 
Algoritmul C pentru a obţine acest cuvânt - cod, apoi se elimină ultimul 
caracter din c; se ajunge astfel la cel mai apropiat cuvânt - cod din C23 

faţă de a. 

Algoritmul D: 

1. Se formează cuvântul extins de pondere impară aO sau al; 

2. Se decodifică ai folosind Algoritmul C şi se obţine c E C24 ; 

:3. Se elimină ultimul caracter din c. 

Exemplul 3.9 Să decodificăm a= [001001001001, 11111110000]. 
Deoarece a are pondere impară, se construieşte 

aO = 001001001001,111111100000. 
Sindromul acestui CU'l'ânt este s1 = 100010111110. 
Pentru că s1 = ba + f9 + f12, aO se decodifică în 

[001001000000, 111110100000], 
aşa că a tste decodificat în [001001000000, 11111010000]. 

3.2.4 Codul Golay ternar 

Se poate defini o mică generalizare a codului Golay binar, lucrând peste 
alfabetul de trei caractere Z3 . 

Să considerăm matricea 
o 1 2 2 1 
1 o 1 2 2 

S.s = 2 ] o 1 2 
2 2 1 o 1 
1 2 2 1 o 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



72 CAPITOLUL 3. CLASE DE CODURI LINIARE 

Pe baza. ei construim (11,6) - codul ternar C (numit cod Golay ternar), 
cu matricea generatoare 

1 1 1 

G= 

1 1 
J. 

Codul extins C este un ( 12, 6)- cod ternar de matrice generatoare 

1 o o o o o 1 1 1 1 1 o 
o 1 o o o o o 1 2 2 1 2 

G= 
o o 1 o o o 1 o 1 2 2 2 
o o o 1 o o 2 1 o 1 2 2 
o o o o l o 2 2 1 o 1 2 
o o o o o 1 1 2 2 o 2 

Teorema 3.8 Codul Golay ternar are următoarele proprietăţi: 
1. C tsft auto-dual; 
2. C are distanţa minimă 6: 
3. C este un cod perfect corector de 2 erori. 

Demonstraţie: ( 1) Fiind un cod sistematic, se poate construi imediat 
matricea de control a codului C: 

2 o 2 1 1 2 l o o o o o 
2 2 o 2 1 1 o 1 o o o o 

H= 2 1 2 o 2 1 o o 1 o o o 
2 1 1 2 o 2 o o o 1 o o 
2 2 1 1 2 o o o o o 1 o 
o 1 1 1 o o o o o l 

Liniile lui H sunl combinaţii liniare de linii a.le lui G; cum ele sunt ş1 

liniar independente. rezultă C.L = C. 
(2) Fiind auto-dual, rezultă că. orice produs scalar între două cuvinte 

- cod din Ceste O (calculele se fac în Z3 ); deci toate cuvintele - cod au 
ponderea divizibilă cu 3. Liniile lui G au pondere 6. Mai rămâne de 
arătat că nu există nici un cuvânt - cod de pondere 3. 

Orice combinaţie liniară de două linii din G are exact 4 zerouri pe 
primele şase poziţii şi 2 zerouri pe ultimele şase ( ceea ce se verifică ime
diat) - deci ponderea cuvintelor astfel obţinute este 6. Orice combinaţie 
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de trei linii are trei elemente nenule pe primele şase poziţii şi cel puţin un 
element nenul pe ultimele şase. deci ponderea este minim 6. O combinaţie 
de mai muli de trei linii are pe primele şase poziţii cel puţin patru ele
mente 1w11ule. deci ponderea est.e 111inim 6. 

(:3) Din rezultatul anterior obţinem că Care d = 5, deci poate corecta 
două. erori. Calculâ.nd. obţinem 

2 

deci este verificată relaţia L c~ ( q - l r = qn-\ care defineşte codurile 
i=O 

perfecte corectoare de două erori. O 

Se poate arăta ([10]) că orice cod liniar cu n = 11, d = 5 şi 36 cuvinte 
- cod este echivalent cu codul Golay ternar. 

3.3 Unicitatea codurilor perfecte binare 

Cele două clase de coduri liniare prezentate până acum (Hamming şi 

Golay) sunt perfecte. În această secţiune ne vom limita la codurile liniare 
binare. 

Se observă imediat că pentru corectarea unei erori, singurele coduri 
liniare binare perfecte sunt codurile Hamming. 

Vom mai arăta că această singularitate este valabilă şi în cazul co
durilor Golay; anume, singurul cod liniar binar perfect corector de 3 erori 
independente este codul Golay. 

Pentru aceasta sunt necesare două leme: 

Lema 3.1 O condiţie necesară pentru existenţa unui (n, k) - cod liniar 
t 

binar perfect corector de t erori, este L C~ = 2P pentru un anumit p. 
i=O 

Demonstraţie: Rezultă imediat din relaţia scrisă în demonstraţia Teore
mei 3.3, în care se ia q = 2. O 

Lema 3.2 
t 
~ . n+l 
L...J C~ = - 1-Ri(n) 
. t. 
i=O 

unde t este număr natural impar, Ri(X) E Z[X], gr(Ri(X)) = t - 1. 
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Demonstraţie: Pentru t = l se verifică imediat. 
Presupunem adevărată afirmaţia. pentru l (impar) şi o demonstrăm 

t+2 
. • ~ i _ n + l t+1 ,t+2 _ n + l ,., 

pentrn t + 2. Avem~ Cn - --, - + Cn + C n - ( .. )' · s, unde 
. t. t + 2 . 
1=0 

t 

S = ( t + 1) ( t + 2) Rt ( n) + IT ( n - i). 
z=O 

S este un polinom de gradul t + L notându-l cu Rt+2(n), afirmaţia 
este demonstrată. □ 

Să considerăm acum cazul t = 3. Pentru ca să existe un cod binar 
perfect corector de 3 erori, cu lemele de sus, trebuie ca ( n+ 1 )( n 2 -n+6) = 
3 · 2s, sau 

(n + l)[(n + 1)2 
- 3(n + 1) + 8] = 3 · 2s. 

Considerată ca o ecuaţie în n + ] , singurele ~oluţii întregi pozitive sunt 
de forma n + 1 = 2r p unde p = 1 sau p = 3. lnlocuind, se ajunge la 

(1) 

Pentru r :S 3 şi p = 1, 3 verificările se fac imediat. Pentru r 2:: 4 se 
ajunge la contradicţie. Singurele valori care verifică ecuaţia sunt: 

n = O, 1, 2 nu corespund nici unui cod. 
n = 3 codul trivial cu un singur cuvânt, de lungime 3. 
n = 7 codul (trivial) cu repetiţie { 0000000. 1111111}. 
11 = 2:3 codul Golay. 

ln acest mod am demonstrat teorema: 

Teorema 3.9 Codul binar Golay este singurul cod binar netrivial per
fect, corector de 3 erori. 

Lemele 3.1 şi 3.2 pot fi folosite şi pentru alte valori impare ale lui t. 
C'E>rcetârile nu au condus la alte coduri perfecte binare, dar nici nu s-a 
demonstrat că nu există nici un cod perfect binar corector de t ( t > 3 
impar) erori. 

Un alt caz interesant de studiu este q = 2, t = 2. Aici se poate da 
teorema: 

Teorema 3.10 Nu există nici un cod netrivial binar perfect corecto1' de 
2 erori. 

Demonstraţie: Lema 3.1 conduce la relaţia 

(2n + 1)2 = 2s+3 
- 7. 
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Ecuaţia x 2 + 7 = 2m a fost studiată în multe articole ( vezi Math. Rev. 
26, #74). Singurele soluţii sunt .r = L 3, 5, 11,181 cărora le corespund: 

n = O. 1 fără. coduri. 
li= 2 
n=5 
n = 90. 

codul trivial cu un singur cuvânt. 
coci ul cu repetiţie { 00000, 11111}. 

Acest ultim caz este eliminat de următorul rezultat ([10], pag. 95): 

D V • t V d b . .f d . . n + l aca exzs a un co mar perJect corector e t eron, atunci -- este 
t + l 

număr tntreg. □ 

Pentru 2 erori, în cazul q = 3, singurul cod perfect este codul Golay 
ternar. Acest fapt rezultă din ecuaţia Teoremei 3.3 în care se ia q = 

2 

3, t = 2: L C~2i = 3n-k; rezolvarea acestei ecuaţii este dată în [10], 
i=O 

pag. 114 - 11.5. 

3.4 Coduri Reed - Muller 

Vom introduce o nouă clasă de coduri binare, caracterizate printr-o teh
nică de decodificare deosebit de simplă: codurile Reed - Muller ( R -
M). Ele au fost definite de Reed, iar Muller a construit modalitatea de 
decodificare şi - implicit -- de detectare şi corectare a erorilor. Unul din 
aceste coduri ('RM(l, 5)) a fost folosit în 1969 de sonda Mariner pentru 
transmiterea de imagini de pe Lună. Fiecare pixel din imagine avea 
asignat una din 26 = 64 grade de umbră, iar cei şase biţi de informaţie 
erau codificaţi într-un cuvânt de lungime 32. Codul RM (l, 5) poate 
corecta până la 7 erori independente. 

3.4.1 Definirea prin funcţii booleene 

Funcţii şi polinoame booleene 

Definiţia 3.3 O funcţie booleană de m ( m ~ 1) variabile este o aplicaţie 

f : Z;' ---. Z2. 

O modalitate simplă folosită pentru definirea unei funcţii booleene este 
asocierea unei tabele de adevăr: un tablou ( m + 1) x 2m care conţine toate 
combinaţiile posibile de m valori binare, cărora li se asociază valoarea 
funcţiei ( de asemenea o valoare binară). Prin convenţie, primii m biţi de 
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pe coloana i (O :S i :S 2m - 1) reprezintă. scrierea în baza 2 a numărului 
I. 

Exemplul 3.10 Următoarea tabelă de adevăr defineşte o funcţie 
booleană de 3 variabile: 

Xo o 1 o 1 o 1 o 1 

XI o o 1 1 o o 1 1 

x2 o o o o 1 1 1 1 
f o 1 1 o 1 1 1 o 

Observăm că o astfel de tabelă defineşte un cuvânt binar de lungime 8. 
Afirmaţia este adevărată şi invers: orice cuvânt binar de lungime 8 este 
definit printr-o tabelă de adevăr a unei funcţii booleene de 3 variabile. 
Astfel, se pot identifica funcţiile booleene de 3 variabile prin cuvintele 
binare de lungime 8. În tabet., de sus, cuvântul 01101110 este pus în 
corespondenţă biunivocă cu funcţia f. 

În cele ce urmează, orice cuvânt binar f = f 0 f 1 ... fim_ 1 de lungime 2m 
este considerat ca o funcţie booleană de m variabile, unde 

f(0,0, ... ,0,0) 
f(0,0, ... ,0,1) 
f(0,0, ... ,1,0) 

f(l,1, .... 1,1) 

m-1 

În general, fi= f(im-1, ... ,i1,io), undei= L ik'2k 

k=O 

(im-l ... i1io reprezintă scrierea în binar a lui i). 

Exemplul 3.11 Există două funcţii booleene constante: 

1=11 ... 11, O= 00 ... 00. 

Exemplul 3.12 Orice variabilă poate fi tratată ca o funcţie booleană. 
De exemplu, xo este funcţia booleană care asignează fiecărui m-tuplu 
(xo, x 1 , ... , Xm-d valoarea primei coordonate x0 . Deci, valoarea este O 
pentru toate numerele pare şi 1 pentru toate numerele impare: Xo 

0101 .... Ol {vfZi E.rrmplul prima linie din 8.10 pentru ca::ul m = 3). 
ln general, 
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Xj t8le cuvântul binar in care pe poziţia k (O ::; k :=; 2m - 1) este 

1 atunci şi numai atunci când scrierea binară a lui k conţine 1 pe 

poziţia i. 

Această observaţie rezultă din modul de scriere al tabelelor de adevăr. 

De e:rempl-r.t, X1 = 00110011 ... 0011 şi Xm-1 = 00 ... 00 ~-
2m-l 2m-l 

Pentru m = 4. cele patru variabile sunt descrise în Tabelul 3.1: 

Tabelul 3.1: 

Xo o 1 o 1 o 1 o 1 o 1 o 1 o 1 o 1 
X1 o o 1 1 o o 1 1 o o 1 1 o o 1 1 
X2 o o o o 1 1 1 1 o o o o 1 1 1 1 

X3 o o o u o o o o 1 1 1 1 1 1 1 1 

Pe mulţimea funcţiilor booleene se definesc două operaţii: 

• Suma logică ( sau exclusiv): f + g = h, 

unde h; =fi+ g; (mod 2), O::; i ::; 2m - 1. 

• Produsul logic (şi): fg = h 

unde h; = f,g, (mod 2). O::; i ::; :r - 1. 

Observaţia 3.1 

1. Produsul logic verifică relaţia ff = f. 
Deci în reprezentarea funcţiilor nu vor apare exponenţi mai mari 

de 1. 

î. E:tistă şi alte operajii care pol fi exprimate cu ajutorul sumei şi 

produsului logic. Astfel, 

• Negaţia 

• V (sau disjunctiv): f V g = f + g + fg. 

Definiţia 3.4 Un polinom boolean de m nedeterminate este o sumă de 

termeni din mulţimea 

{O, 1} U {xi
1
xi

2 
.. . XiklO::; i1 < i2 < ... < ik :=; m -1, k 2: l}. 
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Funcţia O este numită polinom boolean de gradul -1, funcţia 1 este nu
mită polinom boolean de gradul O, iar orice alt polinom boolean are gradul 
k. unde k este numărul maxim de factori dintr-un termen al lui f. 

Exemplul 3.13 Polinomul boolean 1 + xox1 de 3 nedeterminate are 
gradul 2. El este negaţia polinomului 

xox1 = (01010101 )(00110011) = 00010001. 
Deci 1 + xox1 = 11101110. 
Acelaşi polinom, considerat ca funcţie de 4 nedeterminate, este cuvân-

tul 1110111011101110. 

Exemplul 3.14 Polinomul XjXj (i =/:- j) este cuvântul binar în care pe 
poziţia k este 1 dacă şi numai dacă reprezentarea binară a lui k are 1 
pe poziţiile i şi j. Numărul acestor situaţii este 2m- 2 

( deoarece celelalte 
m - 2 valori din reprezentarea binară a lui k pe m poziţii pot fi alese 
arbitrar}. Deci w(XiXj) = 2m- 2

. 

Ma.i general. se poate arăta prin inducţie: 

Dacă i1 , i 2 , ... , ir sunt valori distincte din [O, m - 1], atunci 
w(Xi

1 
Xj

2 
... Xir) = 2m-r. ( *) 

Fiecare polinom boolean de m variabile determină un cuvânt binar 
de lungime 2m: pentru o singură nedeterminată, se foloseşte Exemplul 
3.12, după care se operează adunările şi multiplicările necesare. 

Invers, orice cuvânt binar f = f 0 f 1 ... Jim_ 1 poate fi translatat într-un 
polinom boolean pe baza următoarei propoziţii: 

Propoziţia 3.2 Dacă f este o funcţie booleană de m variabile, atunci: 
f(xo, - •., Xm-2, Xm-d = f(xo, ... , :rm-2, O)+ 

+[f(xo, ... , Xm-2, O)+ f(xo, ... , Im-2, 1 )]xm-1-

Demonstraţie: Deoarece Xm-l poate lua doar două valori ( O, 1), este sufi
cient să verificăm identitatea pentru acestea. Cazul Xm-l = O se verifică 
banal. Pentru Xm-l = 1 avem: 
f(xo, - . •, Xm-2, O)+ [f(xo, .... Xm-2, O)+ f(xo, ... , Xm-2, 1)] = 

f(xo,---,Xm-2,l). O 

Exemplul 3.15 Să translatăm f = 01101110 fotr-un polinom boolean de 
3 variabile. Vom aplica pe etape formula din Propoziţia .1.2: 

f = 0110 + [0110 + ll lO]x2 = 0110 + lOOOx2 = 
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= (Ol +[Ol+ lO]xi) + (10 + [10 + OO]xi)x2 = 01 + llx1 + lOx2 + 
l0x1x2 =(O+ [O+ l]xo) + (1 + [1 + l]xo)x1 + (1 + [1 + 0]xo)x2 + (1 + 
[1 + 0]xo)x1x2 = xo + x1 + x2 + xox2 + x1x2 + xox1x2. 

Teorema 3.11 Spaţiul liniar Zf, ( n = 2m) are o bază formată din toate 
monoamele booleene: 

I 
Xj 

XjXj 

(0:S:i:S:m-1) 
(O :S: i, j :S: m - 1, i =,: j) 

Dt monstraţie: Fiecare cuvânt de lungime n = 2m este o funcţie booleană 
de m nedeterminate, care poate fi exprimată printr-un polinom boolean. 
Monoamele booleene pot fi considerate în Zf şi sunt evident liniar in
dependente. În plus, deoarece pentru fiecare k = O, l, ... , m există C!, 

m 

monoame de gradul k, numărul lor total va fi L C.!i = 2m = n, adică 
k=O 

dimensiunea spaţiului liniar. □ 

Coduri Reed - Muller 

Definiţia 3.5 Se numeşte cod Reed - Muller de lungime n = 2m şi grad 
r ( O :S: r :S: m), codul liniar RM ( r, m) al tuturor cuvintelor binare de 
lungimt· n care au - ca polinoame booleene - gradul maxim r. 

Exemplul 3.16 RM(O, m) este format din toate polinoamele de grad cel 
mult O, adică O .şi 1. Deci RM (O, m) este codul cu repetiţie de lungime 
2m. 

Exemplul 3.17 RM(l,m) are baza l,xo, ... ,Xm-1; orice polinom de 
grad cel mult 1 sr poate scrit ca sumă de o parte din acesft m + l poli
noamf (liniar indtpendente). Deci, R.1\lt(l,m) este un (2m,m+ 1) - cod 

liniar. 
De exemplu, RM(l, 3) are matricea generatoare: 

1 1 1 1 1 1 
1 O 1 O 1 O 
O l 1 O O 1 
O O O 1 l l 
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carr genErea::ă codul Hamming binar ut-ins ( 8, 4). 

Similar. R.M(l,4) este un (16,5) - cod liniar binar, iar R.M(l,5) 
este un (32, 6) - cod liniar binar, folosit În 1969 de programul Mariner, 
după cum s-a menţionat anterior. 

Propoziţia 3.3 R.M ( r, m) are k = c~ + C!n + ... + c~l simboluri de 
informat it. 

Demonstraţie: Codul RM ( r, m) are ca bază monoamele booleene 

{1} U {xi1Xi2 ... Xi8 \s :S r, O :S i1 < i2 < ... < is < m}. 
Numărul acestor monoame este c: + C!n + ... + c:n. Cum ele sunt 

liniar independente, vor forma liniile matricii generatoare G a codului; 
ori, numărul de linii este egal cu numă.rul de simboluri de informaţie. O 

Propoziţia 3.4 Dualul coduluiR.M(r,m) este codulR.M(m-r-1,m). 

Demonstraţie: Trebuie arătat că cele două coduri au baze ortogonale şi 
suma dimensiunilor lor este egală cu suma întregului spaţiu. 

A: Fie vi
1 

Vj~ ... Vip (p S r) un monom din baza codului 'R,M(r, m) 
şi vh vh ... Vjs ls :S m - r - 1) un monom din baza codului R..A,1(m -
r - 1,m). Produsul lor aret (t :S r + m - r - 1 = m - 1) variabile 
distincte ( variabilele comune apar o singură dată), deci ponderea lui este 
( conform ( *)) 2m-t ;::: 2. Fiind un număr par, rezultă că produsul scalar 
(adică suma în binar a termenilor) este O. 

B: Suma dimensiunilor celor două coduri este: 
r m-r-1 r m m 

L c:n + L c~ = L c~l + L c:n = L c~l = 2111 
= n. □ 

i=O i=O i=r+l 

Exemplul 3. 1,8 R.M ( m - 2, m) este codul Hamming binar extins de 
lun-gime 2m. lntr-adevăr, codul dual este R.M(m - (m. - 2) - l, m) = 
R.M ( 1, m), deci R.M ( m - 2, m.) arc matricea de control 

1 l 1 1 1 1 l 1 

Xo o 1 o 1 o 1 o 1 
H= 

Xm o o o o 1 1 1 1 

Dacă adunăm prima linie la toate celelalte şi apoi o permutăm cu 
ultima linie, se obţine altă matrice de control a codului: 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



:3.4. CODURI HEED - MULLER 81 

1 o 1 o 1 o 1 o 
1 1 o o 1 1 o o 

H~ 
1 1 1 l o o o o 

1 1 1 1 1 1 1 

După eliminarw ultimei linii şi coloane se obţine un (2m -1, m) - cod 
alE cărui coloane sunt nenule şi diferite două câte două, adică matricea 
de control Ho a umti cod Hamming binar. Deci H este matricea de control 
a unui cod Hamming binar extins. 

Codificarea mesajelor cu un cod R - M se realizeaz,ă normal, înmulţind 
mesajul de informaţie cu matricea generatoare. ln acest fel biţii de 
informaţie devin coeficienţii polinomului boolean corespunzător. Astfel, 
în RM(l, m) codificarea celor m + 1 caractere de informaţie este: 

1 
Xo 

Xm-1 

3.4.2 Definirea recursivă a codurilor R - M 

Să introducem o altă. modalitate de definire a codurilor Reed - Muller, 
nu prin polinoanw booleene, ci prin construcţie recursivă. 

Definiţia 3.6 Fif m 2 O un număr natural. Se defineşte codul Reed -
Muller RA1(r, m) de ordin r (O~ r ~ m) şi lungime n = 2m astfel: 

• RM(O,m) = {00 ... O, 11 ... l}, RM(m,m) = z;. 
• RM(p, m) = {[a, a+ b]\a E RM(p, m - 1), b E RM(p - 1, m -

l)},O<p<r. 

S-a notat cu [x. y] un cuvânt de lungime 2m scris ca alăturare de două 
subcuvinte de lungimi egale (2m-t ), separate prin virgulă (similar notaţiei 
folosite la codul Golay binar). 

Exemplul 3.19 RM(O,O) = {O, 1} 
RM(O. 1) = {00, 11}, RM(l, 1) = {00,01, 10, 11} = Zi, 
RM(O, 2) = {0000, 1111 }, RM(2, 2) = Zi, 
RM(l, 2) = {[a, a+ b]\a E {00, Ol, 10, 11}, b E {00, 11}} = 

= {0000,0011,0100,0111,1000,1011,1100, 1111}. 
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ln mod similar se poate da o definiţie recursivă a matricii generatoare 
G(r. m) pentru codul R.M(r. rn ). 

• G(O. m) = (11 ... l); 

• O < p < r < m ===} G(p, m) = ( G(p,; - 1) G(p,m -1) )· 
G(p-l,m-1) ' 

• G(m. m) = ( G~~ -~-lOlm) )-

Teorema 3.12 G(r, m) este matrice generatoare pentru codulR.M(r, m). 

Demonstraţie: Se verifică prin inducţie după r. □ 

Exemplul 3.20 Să considerăm r = 2; atunci lungimea este n = 22 = 4 
şi pentru r = 1. 2 avem 

G(l ?) = ( G(l, 1) G(l, 1) ) 
,- o G(0,1) ' G( 2 ?) = ( G(l,2)) 

,- 0001 . 

Din definiţie, matricile generatoare pentru R.M (O, 1) şi R.M ( 1, 1) 
sunt 

G(O,l) = (11), G(l,l) = ( ~ : ), aşa că 

G(l,2) = ( ~ ~ ~ ~), G(2,2) = ( ~ i ~ : ) . 
0011 0001 

Propoziţia 3.5 R.M(r -1,m) ~ R...1\lt(r, m). 

Demonstraţie: Să considerăm iniţial matricea 

G(l )= ( G(l,m-1) G(Lm-1)) 
'm O G(O, m - 1) · 

Pentru că 1 este prima linie a lui G(l, m-1), cuvântul [1, 1] formează 
prima linie a matricii (G(l, m-1) G(l, m-1)). Deci R.M(0, m) = {O, 1} 
este conţinut în codul R.M(l, m). 

În general, deoarece G(r -1, m -1) este submatrice a lui G(r, m -1) 
şi G(r - 2, m -1) este o submatrice a lui G(r -1, m -1), este evident că 
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G(·-l )-(G(r-1,m-l) G(r-l,m-1)) 
J 

1 'm - O G(r - 2, m - 1) 

este o subrnatrice a lui G(r,m), deci R}vt(r -1,m) este subcod al lui 
R.iv1(r. m). o 

Teorema 3.13 Rlvt. ( r, rn) are distanta d = 2m-r. 

Df monstra(ic Vom folosi o inducţie după r: 

Pentru r = O. evident (RM(O, m) fiind codul cu repetiţie, distanţa 
sa este d = n = 2"' ) . 

La pasul inductiv, deoarece 

RM ( r, m) = { [x, x + y] Ix E RM ( r, m - 1), y ~ RM ( r - 1, m - 1)} 
şi RM(r -1,m -1) ~ RM(r,m -1) (Propoziţia 3.5), rezultă x + y E 
'R}vt(r. m - 1 ). 

Dacă x -f. y, conform ipotezei de inducţie w(x + y) 2: 2m-l-r. Cum 
~i w(x) 2: 2m-l-r, putem scrie w([x + y, x]) = w(x + y) + w(x) 2: 2m-r. 

Dacă x = y, atunci [x,x + y] = [y,O]; dar y E RM(r -1,m -1) şi 
deci w( [y, o]) = w(y) 2: 2m-r. 

Cum orice linie a matricii generatoare este cuvânt - cod, iar ultima 
linie are ponderea Pxact 2m-r. demonstraţia este Încheiată. O 

3.4.3 Definirea geometrică a codurilor R-M 

Codurile Reed - Muller mai pot fi definite şi geometric prin folosirea 
spaţiilor afine. Avantajul acestei reprezentări constă în modalitatea mai 
simplă de aplicare a algoritmilor de decodificare. 

Peutru uşurinţa descrierii am construit Întâi cazul tri-dimensional. De 
asemenea, pentru a vedea echivalenţa cu definirea anterioară a codurilor 
Reed - Muller, vom face permanent legătura cu polinoamele booleene 
( sau cu funcţiile lor caracteristice). 

Cazul :J -dimensional 

Spaţiul euclidian 3 - dimensional binar este mulţimea {(a,b,c)la,b,c E 
Z2 }. Spre deosebire de spaţiul euclidian obişnuit - unde cele trei coordo
nate luau valori în R - aici numărul punctelor este finit: numai 8. Ele 
pot fi listate, renotându-le astfel: 
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Punct 

Po = 000 
Pl = 001 
P2 = 010 
p3 = 011 
p4 = 100 
Ps = 101 
Pa= 110 
p7 = 111 

Funcţie caracteristică 

00000001 
00000010 
00000100 
00001000 
00010000 
00100000 
01000000 
10000000 

Dreptele pot fi definite în geometria euclidiană prin expresii de forma 

a+ tb a, b E Zi, b #- O 

unde t este un parametru binar ( t E { O, 1}). Deci o dreaptă în spaţiul 3 
- dimensional binar are numai 2 puncte: a, a+ b. Invers, orice pereche 
de două puncte distincte a, a' formează o dreaptă, anume a+ t(a' - a). 
Putem astfel să considerăm dreptele ca fiind totalitatea celor CJ = 28 
submulţimi de câte două puncte: {po, Pl}, {po, P2}, ... , {pa, p7 }. 

În mod similar, planele din geometria euclidiană sunt definite 

a+ t 1 b + t2c, a, b, c E Z5, b, c liniar independente, 

unde t 1 , t2 sunt parametri binari. Un plan este format deci din patru 
puncte: a, a+ b, a+ c, a+ b + c. Aparent, deşi numărul planelor ar 
trebui să fie c; = 70, condiţia de liniar independenţă reduce acest număr 
la 14 (vezi Tabelul 3.2). 

În general, un plan este descris de ecuaţia generală 

hoxo + h1x 1 + h2I2 = c. 

care defineşte un subspaţiu 2 - dimensional al lui Z]. 
Din faptul că orice dreaptă este o intersecţie de două plane, ea poate 

fi descrisă printr-un sistem de două ecuaţii liniare: 
hoxo + h1 x1 + h2x2 = c, h~xo + h; r1 + h;x2 = c'. 

Dreptele şi planele sunt exemple de spaţii afine. Un spaţiu afin în Z? 
este o mulţime de forma 

Ca= a+ C ={a+ blb E C}, 

unde a E Z? iar Ceste un subspaţiu liniar din Zl. Dacă C este un spaţiu 
de dimensiune s, atunci Ca este numit s - spaţiu afin. 
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Tabelul 3 2· .. 
Plan Funcţie caracteristică Polinom boolean 

{p1, Pa, Ps, P7} 10101010 Xo 
{p2, Pa, P6, P7} 11001100 X1 
{p4, Ps, P6, P7} 11110000 X2 
{po,P2,p4,p5} 01010101 1 + Xo 
{po, Pl, p4, Ps} 00110011 1 + Xl 
{po, Pl, P2, Pa} 00001111 1 + x2 
{pi, P2, Ps, P6} 01100110 Xo + Xl 
{p1,Pa,p4,p5} 01011010 xo +x2 
{p2, Pa, P4, Ps} 00111100 X1 + X2 
{p1, P2, P4, P7} 10010110 xo + x1 + x2 
{po,Pa,p4,p1} 10011001 1 + XO + X1 
{Po, P2, Ps, P7} 10100101 1 + Xo + X2 
{po, P1, P6, P7} 11000011 1 + Xl + X2 
{po,Pa,Ps,P6} 01101001 1 + XO + X1 + X2 

In particular, dreptele sunt 1 - spaţii afine, iar planele: 2 - spaţii afine. 
Pentru fiecare punct Pi avem un O - spaţiu afin, şi - în sfârşit - există un 
3 - spaţiu afin unic: ZJ. 

Orice spaţiu afin L poate fi descris de un cuvânt binar fL = h ... filo 
definit prin 

dacă Pi EL, 
altfel 

(0:'.Si:'.S7) 

Cuvântul fL ( sau funcţia booleană de trei variabile corespunzătoare) 
se numeşte funcţia caracteristică a spaţiului afin L ( tabelele anterioare 
listează aceste funcţii pentru O §i 2 - spaţii afine). 

Fiind date două spaţii afine L, L', intersecţia lor L n L' este caracte
rizată de produsul logic fLfv. 

Exemplul 3.21 Primele două plane din Tabelul 3.2 se intersectează pe 
dreapta {pa, p7}. Produsul logic al funcţiilor lor caracteristice este 

XoX1 = 10001000, 
care se poate verifica imediat ca fiind funcţia caracteristică a dreptei 

{pa,p7}. 
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Cazul m - dimensional 

Vom extinde construcţiile anterioare la un cadru mai general, cel al ge
ometriei euclidiene m - dimensionale hi nare. Punctele ( elementele lui 
Z:{1) pot fi renotate după extensia bina.răa indicilor; mai clar, vom scrie 
z;:- = {po, PI, ... , P2m_i} und<.' Pi reprezintă scrierea în binar (pe m 
biţi)a. numărului i (O :S i :S 2m - 1 ). Deci 

Po = OOO ... 00, PI= OOO ... Ol, ... ,P2n1-I = 111 ... 11. 

Definiţia 3. 7 Fie C un subspaţiu liniar r - dimensional al lui z;:- ş1 

a E Zf. Mulţimea 

Ca = a+ C = {a+ blb E C} 

se numeşte r - spaţiu afin modulo C În geometria euclidiană m - dimen
sională. 

Un ( m - 1) - spaţiu afin se numeşte "hiperplan". 

Dacă bI, ... , br este o bază a lui C, r - spaţiul afin Ca se notează 

El are 2r puncte ( date de variantele de alegere ale parametrilor binari 
ti, 1 :S i :S r). 

O altă modalitate de notare a r - spaţiilor afine se realizează cu 
ajutorul sistemelor de ecuaţii liniare: astfel, dacă spaţiul liniar C este 
definit ca mulţimea soluţiilor sistemului HxT = oT, atunci Ca este dat 
de mulţimea soluţiilor sistemului 

Acest sistem are m - r ecuaţii. ln particular, un hiperplan este definit 
printr-o singură ecuaţie: 

horo+ h1.r1 +,,. + hrn-J,l'rn-1 = C. 

Exemplul 3.22 Un O - spaţiu afin cuprindf un singur punct. Există 

deci 2m O - spaţii afine distincte: {po}, {pi} .... , {p2n1-I}-
Similar, orice 1 - spaţiu afin (sau "dreaptă") este o mulţime formată 

din două puncte 

a+ tb = { a, a+ b}, 

şi invus. orice mulţime de două puncte distincte formfa::ă un 1 - spaţiu 

afin. Există deci C]m 1 - spaţii afine. 
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Exemplul 3.23 F-ie P; spaţiul afin definit de ecuaţia Xi = l. Deci Pi 
este mulţimea punctelor Pk care au 1 pt poziţia i. De exemplu P0 = 
{p1,p3, ... ,p2m_i}. 

Fiecare P; este un hiperplan şi - deoarece p2i are un singur l pe poziţia 
i şi O în rfst, putem scrif 

P; = P2i + C 
unde C este spa(iul liniar definit de ecuaţia 1·; = O, (deci tot un hiper
plan). 

Propoziţia 3.6 E1·istă 2(2m - 1) hiperplane. 

Demonstraţie: Deoarece se pot construi 2m - 1 ecuaţii cu coeficienţi 

binari (nu toţi nuli) şi variabile x 0 , x 1 , ... , Xm-I, Zf are 2m -1 subspaţii 
C de dimensiune m - 1. Fiecare din ele are 2m-l puncte, deci vor exista 

?m 
--- = 2 spaţii afine modulo C. □ 2m-l 

Exemplul 3.24 Pentru i i- j, intersecţia Pi n P1 (mulţimea punctelor 

care au 1 pe po::iţiile i şi j) este un (m - 2) - spaţiu afin. Jntr-adevăr, 

dacă se ia a = p · · avem 21+2-l' 
P; n P1 = a+ C, 

unde C este determinat de ecuaţiile Xi = O, x 1 = O ( deci C are dimensi
unea m - 2). 

Definiţia 3.8 Funrf ia caracfuistică a unui r - spaţiu afin L este cuvân
tul binar fL = hm-1 ... filo definit prin 

dacă Pi E L, 
altfel 

Funcţia caractf'ristică poate fi interpretată ca un polinom boolean 
fi(x 0 , ... , .rm-l ). Din proprietăţile acestor polinoame rezultă 

aoa1 ... am-1 E L {::::::::;, 

Observaţia 3.2 

J. Singur·ul m - spaţiu afin ( Z;') are funcţia caracteristică 1 = 11 ... 1. 

2. Un hiperplan P; are funcţia fp, = x;. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



CAPITOLUL .J CLASE J)E roni:RI LINIA.RE 

:3. Fie L un hiperplan definit de ecuafia hoxo + ... hm-1Xm-1 = c. 
Funcţia sa caracteristică va fi un polinom boolean de gradul 1, 
anume 

_h(.ro, ... , ,rm-1) = ho:i·o + ... + hm-1,Tm-1 + c + 1. 

A ceastă relaţie rezultă din faptul că un punct a0 ... am-l este zn 
plan dacă şi numai dacă h0a0 + ... + hm_ 1am-l = c. adică 

fi(ao, .. •, am-d = 1. 

4- Pentru două spaţii afine L, L'. funcţia caracteristică a intersecţiei 
L n L' este fLfv. 

Astfel, pentru Pi n Pj ( care este un ( m - 2) - spaţiu afin} funcţia 
caracteristică este XjXj. 

Mai general, polinomul boolean Xj
1 

Xj
2 

... Xj8 este funcţia caracte
ristică a unui ( m - s) - spaţiu afin. 

Teorema 3.14 Funcţia caracteristică a unui r - spaţiu afin este un poli
nom boolean de gradul m - r. 

Demonstraţie: Un r - spaţiu afin L este definit ca soluţia sistemului de 
ecuaţii HxT = cT, sau, detaliind, 

m-1 
~ h· X - C L i1 J - ,, 1 s; i S m - r. 
j=O 

Aceste ecuaţii se pot scrie 
m-1 

j=O 

1 s; i s; m - r. 

Atunci. polinomul boolean de grad m - r 

m-r (m-1 ) 
f(.ro, ... , Xm-1) = II L hijl'1 + c, + 1 

t=l J=O 

poate fi considerat funcţia caracteristică a lui L. o 

Definiţia 3. 9 RM ( r, m.) este codul liniar gtnerat de toate funcţiile ca
racteristice ale spaţiilor afine de dimensi·une cel puţin m - r în geometria 
euclidiană m - dimensională peste Z2 . 

Faptul că aceasta coincide cu definiţia anterioară a codurilor Reed -
Muller rezultă din construţia spaţiilor afine: RM(r, m) conţine toate 
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funcţiile caracteristice ales - spaţiilor afine, unde s 2: m, - r. Faptul că 
aceste funcţii generează tot spaţiul R..M ( r, m) rezultă din Observaţia 3.2 
( 4). 

Exemplul 3.25 CodulR.M(l.3) 1:stf generat de funcţiile caracteristice 

ale tuturor planelor. Orice astfel de f11 ncţie este un polinom de trei vari
abile de gradul 1. 

· Codul RM (2, 3) este generat de funcţiile caracteristice ale tuturor 

planelor şi liniilor. Cum o linie este intersecţia a două plane, funcţia 

sa caracteristică este produsul a două polinoame de gradul 1, deci un 

polinom dt gradul 2 (cuvânt - cod din R..\.1(2, :3)). 

3.4.4 Decodificarea codurilor Reed - Muller 

Avantajul principal al codurilor Reed - Muller constă în facilitatea de
codificării, facilitate bazată pe o tehnică diferită de cea de pâ.nă acum. 
Această tehnică, numită decodificare majoritară nu apelează la ideea de 
sindrom, ci corectează direct biţii modificaţi, folosind diverse proprietăţi 
ale cuvântului recepţionat. 

3.4.5 Decodificarea majoritară 

Să prezentăm pe scurt principiile generale ale decodificării majoritare. 
Vom începe cu un exemplu foarte simplu: 

Exemplul 3.26 Fie codul binar cu repetiţie de lungime 2n + 1 

C={~,~}-
2n+1 2n+l 

Ca sistem de ecuaţii de control se poate lua 

Dacă Sf rfcepţionează cuvântul y = x + e, la înlocuirea lui m sistem, 
acesta devine 

Y1 + Yi = e1 + e;, 2 S i S 2n + 1. 
Dacă mai m uit de n din cele 2n expresii y1 + y; iau valoarea 1, aceasta 

înseamnă că: 
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• Au apărut mai puţin de n erori, printre care şi pe prima poziţie 
(ei = 1), sau 

• Au apărut mai mult de n erori. dar nu pe prima poziţie (ei= O). 

Din aceste două variante, prima este mai probabilă. Deci valoarea ma
joritară pe care o iau cele n valori y1 + Yi va fi valoarea lui ei. 

Definiţia 3.10 Fie An,k un cod liniar. Un set de ecuaţii de control pen
tru An,k este ortogonal pe mulţimea de poziţii P C { 1, 2, ... , n} dacă şi 
1111 mai dacă: 

1. Vi E P, termenul Xi apare ( cu coeficient nenul) în fiecare ecuaţie; 

2. Vi (ţ P, termenul Xi apare cel mult într-o ecuaţie. 

Decodificarea se realizează caracter cu caracter, după următorul pro
cedeu: 

Fie a = ai ... an cuvântul recepţionat şi i ( 1 ::; i ::; n) o poziţie. 
Se construieşte mulţimea maximală de ecuaţii de control ortogonale 
pe poziţia i. 
Fie ei valoarea obţinută în majoritatea acestor ecuaţii. Al i-lea 
caracter decodificat este a; + e;. 

Deci. dacă fiecare ecuaţie de control ortogonală pe poziţia i se scrie 
ai= f(ai, ... ,a; .. i,a;+ 1 , ... ,an), atunci decodificarea majoritară revine 
la a decodifica pe a; prin valoarea care apare cel mai frecvent în evaluările 
tuturor expresiilor f. 

Exemplul 3.27 Fie dualul (15. 11) - cod·ului Hamming Cll matricea de 
control 

( 

O O O O O O O 1 l 1 1 
O O O 1 l 1 1 O O O O 

H= O 1 1 O O 1 1 O O 1 1 
1 O 1 O 1 O 1 O 1 O 1 

1 1 1 
1 1 1 
O O 1 
O 1 O 

Pentru fiecare pereche de coloane distincte din H există o a treia coloană 
astfel încât suma celor trei coloane este O. Deci, fiecare cuvânt de pondere 
3 al codului Hamming dă o ecuaţie de control cu trei termeni pentru codul 
dual; în acest fel se obţine pentru fiecare caracter x; câte un sistem format 
din 7 ecuaţii ortogonale pe poziţia i. Astfel, 
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pentru .1·1 eh sunt: xi = .r2 + l'3 = .r 4 + .r5 = x6 + l'7 = Xs + x 9 = 
.f10 + J'11 = .f12 + l'13 = X14 + X15," 

pentru X2 : :r2 = X1 + X3 = X4 + ,r6 = X5 + X7 = Xg + X10 = Xg + X11 = 
X12 + X14 = X13 + X1s, etc. 

Codul are distanţa minimă d = 8; deci el poate corecta maxim 3 erori. 
Dacă în mesajul primit x apar cel mult 3 erori, atunci un sistem de 

ecuaţii ortogonal pe .r 1 va avea cel mult trei ecuaţii care să dea pentru x 1 

o valoare greşită şi cel puţin cinci cu valoarea calculată corect. Valoarea 
găsită majoritar va fi cea în care se decodifică primul caracter. 

Procedeul se reia pentru x 2 , x 3 , .... 

Să presupunem de exemplu că s-a recepJionat mesajul 
001011110101011. 

Pentru decodificarea primului caracter vom calcula sumele 

O+ 1, O + 1, 1 + 1, 1 + O, 1 + O, 1 + O, 1 + 1. 
Se obţin 5 valori de 1 şi două de O; deci, primul simbol este 1. 
Procedând similar pentru fiecare (folosind ecuaţiile ortogonale core

spunzătoare fiecărei poziţii), sr: ajunge la cuvântul 10101011010101010. 

Această metodă este nu numai uşor de implementat, dar are adesea şi alte 
completări (gen "bitul de testare a parităţii") care fac posibilă corectarea 
mai multor erori. 

În această lucrare vom construi trei algoritmi de decodificare a co
durilor R - M. Doi din ei sunt bazaţi pe modurile de reprezentare (ge
ometric şi algebric) ale acestor coduri; al treilea este un algoritm care 
foloseşte definirea recursivă a codurilor R - M şi este prezentat numai 
pentru cazul r = 1. Toţii algoritmii sunt foarte uşor de implementat, 
utilizarea unuia sau a altuia depinzând doar de criterii particulare în 
alegerea parametrilor codului. 

3.4.6 Algoritm geometric de decodificare majori
tară a codurilor R - 1\J 

Deoarece distanţa minimă a unui cod RM(r, m) este d = 2m-r, el va fi 
capabil să corecteze până la 2m-r-l - 1 erori. ln cele ce urmează vom 
presupune că s-a recepţionat cuvântul y = Y2m_ 1 ... Y1Yo, în care au fost 
modificate maxim 2m-r-l - 1 poziţii. Problema este de a determina 
pentru fiecare i (O ::; i ::; 2m - 1) dacă bitul Yi trebuie corectat sau nu. 
Sau -- altfel spus - de a vedea dacă poziţia lui y corespunzătoare O -
spaţiului afin {pi} trebuie corectată sau nu. 
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Pentru a folosi proprietăţile codurilor Reed - Muller exprimate de 
spaţiile afine, vom reformula totul în maniera următoare: 

Pentru fiecare s - spaţiu afin L (O ::; s ::; r + 1) vom cerceta dacă 
poziţiile cuvântului recepţionat y corespunzătoare punctelor lui L (adică 
acei biţi y; pentru care Pi E L) sunt modificaţi sau nu. 

Vom da întâi câteva noţiuni şi notaţii ajutătoare pentru a simplifica 
demonstraţiile. 

Definiţia 3.11 Fie G un grup, C un subgrup al său şi x E G. Se 

numeşte ''subgrup modulo C" al lui G mulţimea 
Cx = x + C = {x + aja E C}. 

Lema 3.3 Subgrupurile unui grup modulo un subgrup arbitrar C, au 

următoarele proprietăţi: 

1. Va E G, :lx E G, a E Cx; 
2. Dacă x =/= y atunci Cx n Cy = 0 sau Cx = Cy; 

3. Dacă a,b E C.- atunci a - b E C; 

4. VJ:, card(Cx) = card(C). 

Demonstraţie: Este lăsată ca exerciţiu. 

Teorema principală a acestui paragraf este: 

Teorema 3.15 Orice s - spaJiu afin din geometria binară m - dimen
sională este inclus fo exact 2m-s - 1 (s + 1) - spaţii afine distincte. În 

plus, orice punct din afara lui L se aftă în unul şi numai unul din aceste 

( s + 1) - spaţii afine. 

Demonstraţie: I: Să arătăm întâi că orice .5 - suhspaţiu liniar C <; Z2 
este conţinut în exact 2m-s - 1 subspaţii distincte de dimensiune s + 1. 

Orice ( s + 1) - spaţiu care conţine C este de forma 
C = C + tb = {a+ tbja E C. t = O, 1}, 

unde b (ţ_ C este un punct arbitrar fixat. Aceasta rezultă imediat din 
faptul că orice bază a lui C poate fi extinsă la o bază a lui C. 

Pentru două puncte b, b' (ţ C, spaţiile liniare C + tb şi C + tb' coincid 
dacă şi numai dacă b şi b' sunt în acelaşi subspaţiu modulo C (Lema 
3.3). 

')fi 

Din aceeaşi Lemă rezultă că sunt în total :_ subspaţii modulo C. 
2s 

Unul este chiar C, iar celelalte conţin numai puncte dinafara lui C. Deci 
există (înafară de C) 2m-s - 1 spaţii distincte C + tb pentru b (ţ C. 
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II: Orice s - spa~iu afin L = a+ C ( dim( C) = s) este conţinut în 
2m-s - 1 (s + 1) - spaţii afine distincte de forma a+ C. 
Cu I, orice spaţiu care conţine L este de forma b + C. Deoarece L este 
de forma a + ('. se obţine a E b + C, deci a - b E C, de unde rezultă 
(Lema 3.3) că punctele a, b sunt în acelaşi subspaţiu modulo C. 

III: Orice punct b r/. L = a+ C este într-un ( s + 1) - spaţiu afin care 
conţine L, anume a+ C unde C = C + t(b - a). 

Într-adevăr, alegâ.nd t = 1 ~i OE C, avem b =a+ [O+ (b - a)]. 
Pentru a verifica că C are dimensiunea s + 1 este suficient de arătat 

că b- ar/. C; dacă prin absurd b- a E C, atunci a+ (b- a)= b E C, 
conţradicţie. 

ln final, ar mai trebui arătat că acest ( s + 1) - spaţiu afin care îl 
conţine pe b este unic. Orice ( s + 1) - spaţiu afin care conţine a+ C are 
forma a+ C unde dim(C) = s + 1. Dacă b Ea+ C, atunci b - a E C, 
deci C conţine spaţiul liniar C + (b - a). Cum ambele spaţii au aceeaşi 
dimensiune (s + 1), ele coincid. □ 

Corolarul 3.2 Dacă numărul de erori din cuvântul recepţionat y este 
t < 2m-r- 1 , atunci pentru fiecare s - spaţiu afin L (OS s S r) majoritatea 
( s + 1) - spaţiilor afine care conţin L au aceeaşi paritate a erorilor ca L. 

Demonstraţie: Conform Teoremei 3. 1.5, un spaţiu afin L este conţinut în 
2m-r - 1 > 2t ( s + 1) - spaţii afine L', fiecare L' fiind unic determinat de 
un punct din afara lui L. Să considerăm toate punctele Pi {ţ. L pentru 
care caracterul y, este modificat. Lor le corespund cel mult t ( s + 1) 
- spaţii afine L'. Toate celelalte spaţii L' rămase au proprietatea că nu 
conţin nici un punct Pi din afara lui L pentru care y; este greşit. Deci 
aceste spaţii au aceeaşi paritate de erori ca şi L, iar numărul lor este cel 
puţin (2m-r - 1) - t > t, deci majoritar. D 

Algoritm de decodificare pentru R..,\-1 ( r, m ): 

1. (Iniţializare): La recepţionarea unui cuvânt y E Zf' se con
sideră toate (r + 1) - spaţiile a.fine L. Un spaţiu L se numeşte impar 
dacă yfLA = 1 ( reamintim, fL este funcţia caracteristică a spaţiului 
afin L ). ln caz contrar L este par. 

2. (Inducţie): Pentru fiecare s = r,r - 1, ... ,O unde (s + 1) -
spaţiile afine au fost definite drept pare sau impare, se consideră 
toate s - spaţiile afine. Uns - spaţiu afin L este pardacă majoritatea 
( s+ 1) - spaţiilor afine care conţin pe L sunt pare; altfel L este impar. 

3. ( Fina0: Pentru i = O, 1, ... , 2m - 1, se corectează Yi dacă ~i 
numai dacă O - spaţiul afin {pi} este impar. 
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Exemplul 3.28 Să considerăm R.M ( L 3) în care s-a recepţionat cuvân
tul y = 11101010. 

Tabelul 3.J: Primul pas al <lecodifică.rii lui 11101010 

Plan Paritate Plan Paritate 

{p1, p3, p5, p7} par {p1, p3, P4, P6} impar 

{p2, p3, P6, p7} impar {p2, p3, P4, Ps} par 

{p4, Ps, P6, P7} impar {po, p3, P4, P7} par 

{po. P2, P4, P6} impar {po, P2, Ps, P7} par 

{Po, Pl, p4, Ps} par {po, Pl, P6, P7} impar 

{po, Pl, P2, p3} par {p1, P2, P4, p7} par 

{p1, P2, Ps, P6} impar {po, p3, Ps, P6} impar 

Tabelul :3.4: Al doilea pas al decodificării lui 11101010 

Dreaptă Paritate Dreaptă Paritate Dreaptă Paritate 

{po,P1} par {p1,Ps} par {p3,p5} par 

{po, P2} par {p1,P6} par {P3,P6} impar 

{po.p3} par {p1. p7} par {p3, p7} par 

{po,p4} par {p2,p3} par {p4, Ps} par 

{po,Ps} par {p2, p4} par {P4,P6} impar 

{po,P6} impar {p2,p5} par {p4, p7} par 

{po, p7} par {p2,P6} impar {ps,P6} impar 

{p1,P2} par {p2, p7} par {p5,p7} par 

{P1,p3} par {p3,p4} par {P6· P7} tmpar 

{p1.p4} par 

La primul pas trebuie să dECidem planele (2 - spaţii afine) pare şi 

cele im part. De exemplu plan ul L = { P1, p3, p5. p7} este par deoarece 

yfL = 11101010 · 10101010 = O. Se obţine Tabelul 8.8. 
la pasul următor trebuie să decidem paritatea celor CJ = 28 drepte 

(1- spaţiu afin). Orice dreaptă este conţinută în 23
-

1 
- 1 = 3 plane dis

tincte. Dc exemplu, dreapta {po. P1} este conţinută în trei plane: 

{po,P1,p4,p5} (par), {po,P1,p2.p3} (par), {po,P1,P6,P7} (im-
par), deci, prin majoritatc, dreapta {po, p1} este pară. 
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ln mod similar Sf fjFCturn::ă calcufr!F pentru toate dreptele, obţinân

du-se Tabelul J. 4. 
Se poatF frece arnm la corectarea erorilor. RJ\-1 ( 1, 3) poate corecta 

ma.rim 2m-r-l - 1 = 23 - 1- 1 - 1 = 1 erori. {po} este conţinut în şapte 

drepte: şase pare şi una impară, deci y0 este corect etc. Singurul bit care 

trebuie corectat este y6 deoarece din cele şapte drepte care conţin {P6}, 
şase sunt impare. Cuvântul- cod trimis a fost deci 10101010. 

Algoritmul de decodificare se bazează pe următoarea observaţie: 

Fie codul 'R,.,'V( ( r, m) şi y E Z!f.' un cuvânt recepţionat. 

Un ( r + 1) - spaţiu afin L este par .ţ:::::} yfL = O. 

Intr-adevăr. dacă y este cuvânt - cod, atunci yfL = O (afirmaţie care 
se poate verifica uşor). Acum. dacă au fost perturbate un număr par de 
caractere din y, corespunzătoare unor puncte din L, valoarea produsului 
scalar yfL nu se modifică ( deoarece toate calculele se fac într-un corp de 
caracteristică 2). Pentru un număr impar de poziţii perturbate, valoarea 
produsului scalar este 1. 

3.4. 7 Algoritm algebric de decodificare majoritară 

În afară de algoritmul prezentat anterior, bazat pe reprezentarea geome
trică a codurilor R-M, se poate da şi o variantă algebrică de decodificare, 
folosind direct definiţia decodificării majoritare. 

In cele Ct' urmează să considerăm un cod RM ( r, m) fixat. El are 
k = l + C'~ + ... + C~, simboluri de informaţie şi lungimea n = 2m. 

XQ 

ln matricea Um.n = care conţine pe coloane toate ele-

Xm-1 

mentele spaţiului liniar Z;_', vom nota cu Ui (O S i S m - 1) coloanele 
care reprezintă baza (naturală a) lui z;:. Deci, orice coloană Wj (O S 
j S n - l) din Zf' se poate scrie 

rn-1 

Wj = L tijllj, 
i=O 

tij E {0,1}. 
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Orice cuvânt v E z; poate fi considerat indicatorul unei mulţimi de 
cu\·inte din Z;': a.cele coloane di11 U111 ,n care corespund poziţiilor din v 
undf' se află. valoarea. 1. 

Exemplul 3.29 Pentru orice j = O, ... , n - l, cuvântul 
ej = 00 ... 010 ... O, 

cu l pe poziţia j, corespunde cuvântului de pe coloana j din Um,n: 
Cuvântul 1 = 11 ... 1 corespunde întregului spaţiu Zf'. 

Propoziţia 3. 7 

m-1 

ej = IT [xi+ (1 + ti1)1], Vj, O::; j::; 2m -1. 
i=O 

Demonstraţie: Să arătăm întâi că Xi + ( 1 + t;1 )1 reprezintă indicatorul 
acelor coloane din U care au aceeaşi componentă i ca şi coloana Wj 
m-1 

L tijUj. Într-adevăr: 
i=O 

1. Da.că l;j = L atunci Xi+ (1 + t;j)l =Xi+ (1 + 1)1 = Xi, care este 
indicatorul mulţimii coloanelor cu 1 (ca. şi Wj) pe liniai. 

2. Dacă tij = O, atunci xi+(l+t;J)l =Xi+ 1, care are componentele 
lui Xi cu O şi 1 permutate, fiind deci indicatorul mulţimii coloanelor 
care au O (ca şi Wj) pe linia. i. 

m-1 

Cuvântul IT [xi+ (l + l;j)l] reprezintă indicatorul mulţimii acelor co-
i=O 

loane din matricea Um,n care au toate componentele egale cu cele ale 
coloanei Wj. Cum coloanele matricii Um,n sunt distincte, această mulţime 
este chiar {wj}, al cărei indicator este ej. O 

Fie mesajul de informaţie a 1a 2 ... ak E Z.}. Ele se codifică cu ajutorul 
(:2 111

• k) - codului Reed - Muller, în cuvântul - coci 

f = (fo,f1,•-•,fn-d = 
a11 + a2Xo + ... + am+1Xm-l + am+2XoX1 + • • • + akXm-rXm-r+l • • • Xm-1 · 

Putem enunţa acum rezultatul principal pe baza căruia se construie§te 
algoritmul algebric de decodificare majoritară pentru codurile R - M. 
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Teorema 3.16 Prntru fiecare componentă a 5 din mesajul de informaţie. 
can st Fnmul(tşff fa codifican - cu 'll71 produs de forma Xj

1 
Xj

2 
... Xir• 

cristă 2m-r sum( rli,-;j11nclf (cu fermtni diferiţi} egale cu a 8 , conţinând 

fiecare 2„ componcnft ale cuvântului - cod corespunzător f = fof1 ... fn-1 · 

Demonstraţie: Ţinând cont de Propoziţia 3.7, şi deoarece eo, e1, ... , en-l 
constituie de asemenea o bază pentru z;, putem scrie: 

7l-l n-1 m-1 

f = Uo, fi.•••, fn-1) = L f1ej = L fi IT [xi+ (1 + ti_;)l]. 
i=O J=O i=O 

Prin urmare, ca un produs de forma Xi
1 

... Xit să fie în această sumă, 
trebuie ca tij = O pentru i (ţ. {i1 , i 2 ... , it}. Dacă notăm 

m-1 

C(i1, .... i 1 ) = {pi p = L t;p2\ ti,, = O dacă i (ţ. { i1, ... , i 1}} = 
i=O 

= {pi p = ti1pi 1 + t,2p2i2 + ... + i;JP2iJ' tiqp E {O, l}, q = I, 2, ... ,j}, 

vom avea 

T 

f = (fo,f1,•• .. fn-d = L L 
t=l i1 <i2< ... <i, 

Pe de-altă parte, 

f = (Jo,•••• fn-d = 
011 + a2XO + ... + Clm+JXm-1 + Gm+2XoX1 + ... + GkXm-r ... Xm-1 · 

Prin identificare. rezultă că elementul a 5 • coeficient al produsului 

Xjl Xj2 ... Xir esle 

(l) 

Fie:: (ţ_ {i 1 , .... i,.}. Deoarece baza codului R;\lt(r, m) nu conţine monoa
me de forma Xi 1 ... XirXir+l' vom obţine prin codificare 

L 11 = O. (2) 
,iEC(i1, .. ,,ir,z) 

Însă, C( i1, ... , i,., z) = C( i1, ... , i,.) u [ C( i1 .... , i,.) + r] 
unde s-a. notat C' + t = {:r + tj :r E C}. Într-adevăr, putem scrie 
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C(it,···,ir,Z) = {jl j = li1 j2i1 + ... + ti,j2ir + l 2 j22
} = 

= Ul j = ti1j2i1 + ... + ti,j2ir} u Ul j = t;l)2ii + ... + t;,j2ir + 22
} = 

= C(i1, •••,ir) U [C(i1, ... , ;r) + 22
], 

·cele două mulţimi ale reuniunii fiind disjuncte. 

Deci relaţia (2) se scrie L fi+ L fi = O şi - ţinând 

cont de ( 1 ), avem 

fJ = o. (3) 

Din ( 1) şi ( 3) rezultă următoarea afirmaţie: dacă m = r + 1, pentru orice 
simbol de informaţie as, înmulţit la codificare cu un produs de forma 
Xj

1 
... Xir, există 2m-r = 2 sume disjuncte ((1) şi (3)), fiecare de câte 2r 

componente ale lui f. 
Aceste două relaţii se numesc relaţii de determinare a componentei 

Fie acum z1 , z2 tf_ { i1 , ... , ir}. Deoarece baza codului nu are produse 
de forma Xj

1 
... XirXi 

1 
Xj 

2
, vom avea 

r+ r+ 

(4) 

Dar C ( i1, . .. , ir, Z1, z2) = C( i1, ... , ir) U [C ( i1, ... , ir)+ 221
] U [C( i1, . .. , ir) 

+r2 ]u u[C(i 1 , ... ,ir)+221 +222
]. 

Deci ( 4) se descompune în 

I: .rj + L 11 + L .rj + L 1j = o 
jEC(i1 ..... i,) jEC(i1 .... ,i,.)+2'1 1EC'(i1 , ... ,i,)+2'2 JEC(i1 , ... ,i,)+2'1 +2•2 

ceea ce - ţinând cont de ( 1) şi ( 3) - devine 

as+ as+ as+ L fi = O, deci 
.iEC(i1 , ... ,i, )+2'1 +2•2 

( ,5) 

Am arătat astfel că, dacă m = r + 2. atunci există 2m-r = 22 = 4 
sume ((1), de două ori (3) pentru z 1 respectiv z2 , şi (5)) care dau pe as, 
fiecare sumă conţinând 2r componente ale lui f. Deci, pentru a8 există 

în acest caz patru relaţii de determinare. 
Teorema rezultă în continuare printr-un procedeu de inducţie finită. 

o 
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Să vedem cum se foloseşte Teorema 3.16 la decodificarea majoritară 
a mel urilor RePd - Muller: 

Din construcţia anterioară. pentru fiecare componentă a„ corespun
zătoare unui produs de forma Xj

1 
... Xir există 2m-r sume disjuncte, 

continând fiecarf' 2r componente ale lui f care - în absenţa erorilor -
vor fi toate egale cu a •. 

Deoarece sumele sunt disjuncte ( deci termenii lor sunt elemente diferi
te ale cuvântului - cod). o eroare singulară. va afecta numai o relaţie de 
determinare a lui as, Prin urmare. dacă în transmiterea cuvântului - cod 
f apar cel mult 2m-r-l - 1 erori independente, putem determina - prin 
majoritate - pe as, identificându-l cu valoarea a jumătate plus unu din 
relaţiile de determinare corespunzătoare. 

După ce se determină în acest mod coeficienţii tuturor produselor 
Xj

1 
... Xir. se scade din vectorul recepţionat combinaţia liniară 

În acest fel problema se reduce în continuare la decodificarea într-un cod 
R.1vf(r - 1, m); procedeul f'ste similar, fiind determinate aici componen
tele de informaţie care se codifică prin înmulţire cu produsele de forma 

Xh ... Xjr-l U1 < )2 < ... < )r-1), ş. a. m. d. 

Exemplul 3.30 Fit codul RM(2,4). El are lungimea n = 16, ordinul 

r = 2, k = 1 +CJ +CJ = 11 simboluri de informaţie şi n-k = 5 simboluri 
de control. Deci el cslf un ( 16, 11) - cod liniar. capabil să corecteze cel 
mult o eroare (pentru că 24

-
2

-
1 

- 1 = 1 ). 

OriN mesaj de informaţi c ( a 1 , a 2 •... , a 11 ) E ZJ 1 se codifică În cuvân-

t ul f = (}o, .... f1.s) = a11 + 02XQ + 03X1 + a4X2 + a.5X3 + a6XQXI + 
OîXOX2 + OgXQX3 + a9X1X2 + a10X1X3 + a11X2X3. 

Să stabilim de exemplu relaţiile de determinare pentru a9, care st 

codifică prin inmulţin cu x1x2. Trebuiesc calculate mulţimile: 

C(l,2) = {j\ j = t 1j2
1 + t21 22

, l;j E {O, l}} = {0,2,4,6} 
(' ( l. 2) + 2° = { 1. :3. 5. 7} 
C( l, 2) + 23 = {8, 10, 12, 14} 
C(l, 2) + 2° + 23 = {9, 11, 13, 15}. 

Deci relaţiile de determinare corespunzătoare lui a9 devin 

a9 = Jo + fi + f 4 + f 6 a9 = !1 + h + f .s + h 
a9 = fs + .f10 + !12 + f14 a9 = fg + .f11 + f13 + fi5 
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Dacă inffruine o eroare În timpul transmifuii ruvântului - cod f, va fi 
aftcfată o singură rtlaţir de determinan, ce/dalie frti rtlafii dând va
loarea corectă a lui a9 . 

După ce s-au determinat valorile a 6 , a;, a 8 , a9, a10. au, se trece la etapa 
a doua a decodificării, scăzând din cuvântul recepţionat combinaţia 

a6xox1 + a;xox2 + asxoxa + a9X1X2 + a10x1x3 + a11x2x3 
şi aplicând cuvântului obţinut procedeul de corectare a erorilor pentru 

roduJ R."1 ( l.-!). 
lnfinal, a 1 SE decodifică în codulRM(0,4), ceea ce înseamnă că el 

este egal cu valoarea majoritară (O sau 1) luată de biţii Jo, J1 , ... , f 15 . 

3.4.8 Decodificarea codurilor RM(l, m) 

P<"ntru cazul r = 1 se poate da şi un alt algoritm de decodificare, extrem 
de <"ficient. El foloseşte transformarea Hadamard pentru aflarea celui mai 
apropiat cuvânt - cod (în distantă Hamming). 

Vom da iniţial câteva noţiuni ajutătoare. 

Definiţia 3.12 Fie Am,n, Bp,q două matrici. Se defineşte produsul 
Kronecker Ax B ca fiind matricea Cmp,nq = [a;jB]. 

Acest produs este evident asociativ şi necomutativ; el va fi utilizat pe 
larg şi în cazul altor coduri. 

Exemplul 3.31 Fie H = ( ~ _! ) , /2 = ( ~ ~ ) . Atunci 

u 
1 o ~) u 

o 1 

/2 X H = -1 o 
Hxfi= 

1 o 
o 1 o -1 
o 1 -1 1 o 

Se consideră şirul de matrici definit 

unde H este matricea (Hadamard) definită în Exemplul 3.31. 

Exemplul 3.32 Fie m = 2. Atunci 

!} 
-1 

Hl = 12 X H X /1 = 12 X H, Hf = 11 X H X 12 = H X /2. 

Exemplul 3.33 Fie m = 3. Atunci: 
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1 1 o o o o o o 
l -1 o o o o o o 
o o 1 1 o o o o 

Hj = /4 X H X f 1 = o o 1 -1 o o o o 
o o o o 1 1 o o 
o o o o 1 -1 o o 
o o o o o o l 1 
o o o o o o 1 -1 
1 o 1 o o o o o 
o 1 o 1 o o o o 
1 o -1 o o o o o 

H;f = 12 X H X /2 = o 1 o -1 o o o o 
o o o o 1 o 1 o 
o o o o o 1 o 1 
o o o o 1 o -1 o 
o o o o o 1 o -1 

1 o o o 1 o o o 
o 1 o o o 1 o o 
o o 1 o o o 1 o 

3 H o o o 1 o o o 1 
H3 = 11 X X /4 = 

1 o o o -1 o o o 
o 1 o o o -1 o o 
o o 1 o o o -1 o 
o o o 1 o o o -1 

Modalitatea recursivă de construcţie a codurilor RM(r, m,) sugerează 

existenţa unui algoritm similar de decodificare. Acest algoritm există 

numai pentru R/vt ( 1, m) ~i îl prezentăm fără a demonstra corectitudinea 

lui. 
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Algoritm de decodificare a codurilor RM( 1, m ): 

Fie y E z;1 (n = 2m) cuvântul recep~ionat şi G(l,rn) matricea 
generatoare a codului. 

1. Se înlocuieşte O cu -· L în y: fi<=' y' noul cuvânt: 

2. Se calculează Y1 = y' H~,, Yi = Yi-1H:n (2::; i ::; m); 

:3. Se determină poziţia. j a celei mai mari componente (în val
oare absolută) a lui Ym· 

Fie v(j) E Z2 reprezentarea binară a lui j pe m. biţi (începând 
cu biţii cei mai semnificativi). Mesajul decodificat este: 

(l,v(j)) dacă a j - a componentă a lui Ym este pozitivă, 

(O. v(j)) da.că a j - a. componentă a lui Ym este negativă. 

Exemplul 3.34 Fie m. = 3 şi G( 1, 3) matricea generatoare a codul-ui 

RM(l,3). Să presupunem că s-a recepţionat cuvântul y = 10101011. 
Primul pas al algoritmului transformă acest cuvânt În 
y' = ( L -1, L -1.1, -1, L 1 ). Se calrnlrnză apoi: 

Y1 = y' HJ = ( O. 2, O, 2, O, 2, 2, O) 
Y2 = y1Hj = (O, 4, O, O, 2, 2, -2, 2) 
y3 = y2H'#, = (2, 6, -2, 2, -2, 2, 2, -2). 

Cea mai mare componentă a lui y3 este 6 pe poziţia l. Cum v( 1) = 
100 şi 6 > O, rezultă că a fost codificat mesajul de informaţie 1100. 

Dacă s-a recepţionat cuvântul y = 10001111, atunci 
y' = ( 1, -1, -1, -1, 1, 1, 1, 1) şi 

Y1 = y' HJ = (O. 2, -2. O, 2, O, 2, O), 
Y2 = y1Hj = (-2.2.2,2,4.0,0,0). 
Y3 = Y2Hl = (2, 2. 2, 2. -6. 2, 2, 2). 

Cea mai mart componentă a lui y3 (în l'<lloare absolută) este -6 aflată 
pe poziţia 4. Deoarece v( 4) = 001 şi -6 < O, mesajul transmis a fost 
0001. 
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3.5 Coduri MacDonald 

Fie An,k un cod liniar peste Z2 şi G matricea sa generatoare. 
Vom nota cu !lt/k,2L 1 o matrice care conţine toate coloanele nenule 

posibile de k elemente. care se pot construi peste Z2 . Ordinea acestor 
coloane este arbitrară dar fixată. Coloana i din matricea M se va numi 
coloană dF tip i. Pentru uşurinţa notaţiei. se admite aserţiunea că tipul 
de coloană i este reprezentarea în binar a numărului zecimal i. 

Deoarece codul An,k nu este influenţat de operaţiile elementare efectu
ate asupra coloanelor din matricea generatoare (în particular permutarea 
de coloane), este suficient să definim acest cod indicând doar numărul 
coloanelor de fiecare tip care intră în componenţa matricii generatoare. 

Se obţine astfel reprezentarea modulară a codului An,k: 

]V= (n 1 ,n2 , •.. ,n2k_ 1 ) 

unde ni este numărul coloanelor de tip i care apar (sau nu) în matricea 
G, 

2k -1 

Lni=n. 
i=l 

Exemplul 3.35 Să luăm k = 2, n = 3 şi matricea generatoare G 

(~: ~)-
Avem matricea M=(O 11) 

1 O 1 
( coloanele sunt reprezentările 

binal'f alr 111Lmerelor L 2, 3). 
Reprezentarea modulară a codului generat de matricea G este atunci 

N = (2, O, 1) (pentru că în G există două coloane de tipul 1, nici una de 

tipul 2 şi una de tipul 3). 

Să introducem matricea 

K are drept linii toate cuvintele nenule ale codului An,k· 

Fie - de asemenea -- matricea pătrată simetrică: 

Astfel, pentru Exemplul 3.3,5, 
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('= (~: ~)-
1 O 1 

Teorema 3.17 O listă a ponderilor cuvintelor codului An,k se obţine 

prin înmulţirea (în R) a matricii de ,·c pre::entare modulară cu matricea 
C: 

Demonstraţie: Să scriem matricea M sub forma unei matrici linie 

unde Vi ( 1 :S i :S 2k - 1) este coloana de tip i din matricea M. 
Matricea generatoare corespunzătoare reprezentării modulare N 

(n 1, n 2, ... , n 2k_ 1) este 

G = (v1, ... ,v1,v2, ... ,v2,--·,v2k-1,···,v2k_1), 
'-..,.-''-..,.-' 

n2k-1 

unde n1 + n 2 + ... + n 2k_ 1 = n. Se obţine deci 

C = 

V2k-1 V1 V2k-1 V2 ... V2k-1 V2k-1 
unde produsele scalare sunt efectuate în Z2 . 

(6) 

Acum, W = (w1,w2 , ... ,W2k_i) = (n 1 ,n2, ... ,n 2k_ 1 )C, înmulţire 
efectuată în R.. 

Prin identificare rezultă w; = n 1v1vi + n2V2Vi + ... + n2k_ 1v 2k_ 1vi. 

Deoarece toate produsele scalar<' VjVi sunt O sau 1. w; Pste un număr 
natural. El ~ste chiar ponderea cuvântului - cod care ocupă linia i în 
matricea J\'. lntr-adevăr, avem 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.5. CODURI MACDONA.LD 105 

produsele scalare fiind în Z 2 • 

Deci ponderea cuvântului situat pe liniai în matricea I{ este: 
VjYl + ... + VjYl + ... + VjV 2k_ 1 + ... + VjV2k_ 1 = n1VjV1 + .. , + 

112L1ViY2k-1· □ 
Ne punem problema de a determina un cod atunci când se dă vec-

torul ponderilor cuvintelor sale ( deci şi ponderea minimă. adică distanţa 
Harnming). Formal, din (6) se obţine 

N = wc- 1
, (7) 

înmulţire efectuată. în R. Formula este ?'devărată numai dacă se 
demonstrează că matricea C este inversabilă. In acest sens avem: 

Teorema 3.18 Matricea C este nesingulară. Inversa ei se calculează 

înlocuind În C pe O cu -1 şi Împărţind toate elementelt cu 2k-l. 

Demonstraţie: I: Fiecare linie ( deci şi coloană) din C conţine 1 pe 2k-l 
poziţii. Două linii (coloane) distincte din C au în comun 1 în 2k-2 poziţii. 

Într-adevăr, liniile lui C - la care se adaugă linia nulă - formează 
un spaţiu liniar cu 2k cuvinte binare. Să considerăm submulţimea liniilor 

2k 
care au l în componentele i şi j. Ele formează un subspaţiu liniar cu 

22 
= 

2k- 2 elemente deoarece, factorizând cu acest spaţiu se obţin patru clase de 
resturi, corespunzătoare componentelor ( i, j) de forma (O, O), (O, 1 ), (1, O), 
( 1. 1 ). 

Pentru a arăta că 1 apare pe fiecare linie din C de 2k-l ori se ra
ţioneazţ similar. 

II: In aceste condi~ii, putem scrie 

2k-1 2k-2 2k-2 

C2= 
2k-2 2k-l 2k-2 

= 2k-2(J + J), 

2k-2 2k-2 2k-1 

unde I este matricea unitate iar J este matricea pătrată cu toate ele
mentele egale cu 1, ambele de ordin 2k. 

Se mai observă că C J = 2k-l J. Deci 

1 = -
1
-(2c2 - 2k-• J) = -

1
-(2c2 - CJ) = c

2
c - J =cc-•. 

2k-l 2k-1 2k-l 

1 
De aici rezultă că. C este inversabilă şi c- 1 = 

2
k-l (2C - J). □ 
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Exemplul 3.36 Să luăm k = 3, n = .1. Vom ai1ea: 

M= ( ~ 
o o 1 l l 

l), 1 1 o o 1 
o 1 o l o 

1 o 1 o 1 o 1 
o l l o o 1 1 
1 1 o o 1 1 o 

C = 1'\1T M = o o o 1 1 1 1 
1 o 1 1 o 1 o 
o 1 1 1 1 o o 
1 1 o 1 o o 1 

1 -1 1 -1 1 -1 1 
-1 1 1 -1 -1 1 1 

c-1 = ~ 
1 1 -1 -1 1 1 -1 

-1 -1 -1 1 1 1 1 
4 1 -1 1 1 -1 1 -1 

-1 1 1 1 1 -1 -1 
1 1 -1 1 -1 -1 1 

Dacă luăm codul generat de matricea G = ( ~ ~ ~ ! ~ ) , el 
O O 1 O 1 

are reprezentarea modulară N = (1, 1,0, 1, l~LO). Vectorul ponderilor 
cuvintelor - cod este W = (2, 2, el, 3, 3. 3, 3). Intr-adevăr, cuvintele - cod 
sunt aşezate pe liniile matricii 

o o 1 o 1 
o 1 o o 
o 1 1 1 1 

K= 1 o o I l 
1 o l 1 o 
1 1 o o 1 
1 o o 

Să determinăm acum reprezentarea modulară a unui cod liniar binar în 
care toate cuvintele - cod au aceeaşi pondere w ( şi deci distanţa minimă 
va fi d = w). Vom avea prin ipoteză W = (w,w, ... ,w). --......-, 

2k-l 

După cum am remarcat în demonstraţia Teoremei 3.18, 1 apare pe 
fiecare linie din C în 2k-l poziţii. Rezultă (Teorema 3.18) că în c- 1 , 1 va 
apare pe fiecare linie (coloană) tot în 2k-t poziţii, în rest fiind -1. Deci 
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Problema enunţată are soluţie dacă w se divide cu 2k-l; în acest caz, 
reprezentarea modulară este de forma N = (r, r, ... , r), adică fiecare tip .._.,-, 

2k-l 

de coloană apare în matricea generatoare de r = w · 2-(k-l) ori. 

Plecând de la aceste considerente, MacDonald a introdus o clasă de 
coduri pentru care reprezentarea modulară este de forma Oi l1. Mai exact, 

11 

21c - 1 
2k - 2 
2k - 3 

d 
21c-1 
2k-l _ ] 
2k-l - 2 

N 
(1,1,1, ... ,l) 
(0,1,1, ... ,1) 
(0,0,1, ... ,l) 

Aceste coduri au proprietatea că prezintă o distanţă minimă. foarte apro
piată de marginea Plotkin. 

Să luăm de exemplu al treilea cod din tabelul de sus. Reamintim, 
marginea Plotkin este 

nqk-1 ( q - l) 
d S k l . 

q -

lu cazul codului MacDonalcl avem q = 2, n = 2k - 3, d = 2k-l - 2, 
deci 

nl-1(q - 1) (2k - 3)2k-1 k-1 2k - 2 
k - d = . k - ( 2 - 2) = 2k 1 < 1. 

q-1 2-1 -

3.6 Coduri Hadamard 

Am definit anterior matricile Hadamard pentru a putea construi un algo
ritm de decodificare al codurilor RM(l, m). De fapt matricile Hadamard 
pot fi utilizate în mod direct la construcţia de coduri. 

Definiţia 3.13 Se numeşte matrice Hadamard Hn o matrice pătrată de 
ordinul n c11 elemrnle l şi -] . ale cărei linii sunt ortogonale două câte 

două. 
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Teorema 3.19 Fiind dată matricea Hadamard Hn, (n par) se poate 
n 

defini un cod de distanţă minimă d = - , format din 2n cuvinte de 
2 

lungime n. 

DemonstrafiF: ln matricea Hn vom înlocui 1 cu O şi -1 cu 1. Vom nota 
V1, v2, .... Vn vectorii care formează liniile noii matrici. Codul căutat 
{'Ste 

C = {v1, v2, ... , Vn, -vi, -v2, ... , -v0 }. 

Acest cod ( care nu este neapărat liniar) are 2n cuvinte de lungime n. 
Mai trebuie arătat că distanţa sa minimă este n/2. 

Deoarece v şi -v diferă în toate componentele, distanţa Hamming 
dintre ele este n. Pe de-altă parte, din proprietatea matricilor Hadamard 
rezultă 

vi(±vj) = O, Vi,j E {1, ... , n}, i -=J j. 
Pentru ca această egalitate să fie adevărată, este necesar ca Vi şi Vj 

să coincidă în jumătate din componente şi să difere în cealaltă jumătate 
(atenţie, calculele se fac în R, nu în Z2 !). Rezultă că distanţa Hamming 

n n 
dintre cele două cuvinte este -. Deci d = -. □ 

2 2 
Pentru n = 32 un astfel de cod a fost folosit de programul spaţial 

Mariner. 

Teorema 3.20 Dacă Hn este matrice Hadamard, atunci 

H2n = ( ~: -~n ) 

este matrice lladamard. 

Demonstraţie: Evident, H 2n este o matrice 2n x 2n cu elemente ±1. Mai 
trebuie arătat că liniile sale sunt ortogonale două câte două. 

Avem: [vi, vil[vi, -vi]= ViVi - Vivi= n - n = O. 
De asemenea, pentru i -=J j, [vi, vi][vj, ±vj] = [vi, Vj] ± [vi, Vj] O± 
O= O. o 

Pe baza acestei teoreme, putem construi coduri Hadamard a că

ror distanţă să fie oricât de mare. Este suficient să găsim o matrice 
Hadamard iniţială, pe care (folosind Teorema 3.20) să o "dilatăm" ulte
rior cât este nevoie. O astfel de matrice Hadamard iniţială a fost dată în 
cadrul construcţiei codurilor RM: ea este 

H2 = ( ~ _: )-
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Pentru construcţia a.ltor matrici (şi coduri) Hadamard mai generale 
au fost elaboraif' diverse tehnici. llna din cele mai cunoscute este cea a 
lui Paley şi Hali. 

Definiţia 3.14 O mafricf pătrată l'vf de ordin n cu O pe diagonala prin

cipală şi ±1 înafara ei, astfel ca MMT = (n -1)/n, se numeşte matrice 

de conjunctură (conference malrix}. 

( -~ 

1 1 

-l l Exemplul 3.37 Matricile ( ~ ~)' o -1 
-1 1 o 
-1 -1 1 

sunt matrici de conjunctură. 

Fie q un număr prim impar: pe Zq 
reziduu \: astfel: 

{ O, 1, ... , q - 1} definim funcţia 

\(.T) = { 
-1 

o 
1 

dacă r = O 
dacă r este un pătrat nenul 
în rest 

Teorema 3.21 ivlatricea Paley Sq = (siJ) de ordin q definită prin Sij = 

,((q + i - j) mod q) (O::; i.j < q) verifică proprietăţile: 

Toaft calc-u.lth Sf fac tn Z: s-a notat cu lq matricea unitate de ordin q 

şi cu Jq matricea pr'itrată d[ ordin q având toate elementele egale cu 1. 

Demonstraţie: Este lăsată ca exerciţiu. 

Exemplul 3.38 

iar pentru q = 5, 
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o 1 -1 -1 1 
1 o 1 -1 -1 

Ss = -1 1 o 1 -1 
-1 -1 1 o 1 

1 -1 -1 1 o 
DF remarcat că S[ = -53 , S'[ = S'5 (conform Teoremei 3.21}. 
Matricea S folosită în de.finirea codurilor Golay ternare este matricea 

Pafry S5 (în care, deoarece se lucrează În Z3, -1 = 2). 

Teorema 3.22 Fie q un număr prim impar astfel încât q = 3 (mod 4). 
Atunci u·istă o matrice Hadamard de ordin q + 1. 

Demonstratie: Din ipoteză şi Teorema 3.21, se poate defini matricea 
Paley Sq de ordin q. Construim matricea M de ordin q + 1 astfel: 

Se verifică faptul că M este o matrice de conjunctură cu proprietatea 
MT = -M (q = 3 mod 4 conduce la relaţia SŢ = -Sq)- Fie H = 
lq+l + M. 

A W'm H HT = (/q+l + M)(/q+l + :\1f = (/q+l + M)(/q+l + MT) = 
lq+I + ~\! + MT + :\1 MT = lq+l + qlq+l = ( q + 1 )lq+t, deci orice două linii 
distincte ale lui H sunt ortogonale. Rezultă că H este matrice Hadamard 
de ordin q + 1. D 

Folosind acum Teorema 3.19, se pot construi coduri Hadamard de 
lungime q+ 1 unde q este număr prim care verifică condiţia q = 3 ( mod 4 ). 

Plecând de la matricile Paley se pot construi şi alte coduri Hadamard, 
modificând puţin Teorema 3.19 (pentru a admite şi coduri de lungime 
impară). 

Fie Sn o matrice Paley de ordin n ( conform Teoremei 3.21 ). Un 
cod Hadamard de ordin n poate fi definit cu O, 1 şi cu liniile matricilor 

t(.'i'" + ln + Jn), }(-5\ + ln + J,,). Acesta este un cod care conţine 
- - n - 1 
2n + 1 cuvinte - cod de lungime n şi are distanţa minimă d = -

2
-. 

Exemplul 3.39 Să considerăm q = 11. Matricea Paley asociată este: 
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o --1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 
o -] 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 

-1 o -1 -1 -1 -1 1 1 1 
-1 o -1 1 -1 -1 -1 1 1 

1 l -1 o -1 1 -1 -1 -1 1 
Su= 1 1 1 -1 1 o -1 1 -1 -1 -1 

-1 1 1 1 -1 1 o -1 1 -1 -1 
-1 -1 1 l 1 -1 1 o -1 1 -1 
-1 -1 -1 l 1 -1 1 o -1 1 

-1 -1 -1 l 1 1 -1 o -1 
-1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 o 

Pe baza ei se pot construi două coduri Hadamard. Primul se bazează pe 
o matrice Hadamard construită conforma Teoremei 3.22: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
-1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 
-1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 
-1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 
-1 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 

H= 
-1 1 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 
-1 1 1 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 
-1 -1 l 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 
-1 -1 -1 1 1 1 -1 1 l -1 1 -1 
-1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 1 -1 1 
-1 1 -I -1 -] 1 1 1 -1 l l -1 
-1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 1 1 

Acest cod are 24 cuvinte - cod de lungime 12 şi distanţă minimă 6 (pentru 
construcţie, vui Teorema 3.19). 

Al doilea cod Hadamard posibil este de lungime 11 şi are tot 24 cuvinte 
- cod: 
{00000000000, 10100011101, 11010001110, 01101000111, 10110100011, 
11011010001, 11101101000, 01110110100, 00111011010, 00011101101, 
10001110110, 01000111011, 00100011101, 10010001110, 01001000111, 
10100100011, 11010010001, 11101001000, 01110100100, 00111010010, 
00011101001, 10001110100, 01000111010, 11111111111,} 

Distanţa sa minimă este -5. 
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3. 7 Coduri produs 

Să considerăm un cod de 1 ungime n = ni n 2 • ln loc să scriem cu vin tele 
sale sub formă de linii de lungime n, le putem reprezenta ca matrici cu 
n I linii şi n 2 coloane. Un mod simplu de a realiza acest lucru este de 
a scrie cuvântul cod a = a0ai ... an-i ca o matrice X = [xij], O S i S 
ni - 1, O S j S n2 - 1, unde Xij = ain2 + j. Aceasta va fi numită scriere 
canonică. 

Definiţia 3.15 Fie Ci, C2 două coduri liniare de lungime ni şi respectiv 
n 2 . Se construieşte codul C de lungime ni ·n2 ca mai sus (folosind scrierea 
canonică). Spunem că C = Ci x C2 este codul produs al 1-ui C\ cu C2 dacă 

şi numai dacă C conţine toate cuvintele - cod în care scrierea canonică 
verifică proprietăţile: 

• Fiecare coloană a unei matrici este un cuvânt - cod din Ci; 

• Fiecare linif a unei matrici este un cuvânt - cod din C2 . 

De remarcat că prin permutarea lui Ci cu C2 se obţine un cod echivalent. 

Teorema 3.23 Dacă Ci este un (ni, ki) - cod liniar şi C2 este un (n2, k2 ) 

- cod liniar, atunci Ci x C2 este un (nin2, kik2) - cod liniar. 

Dtmonstraţie: Fie G; (i = 1, 2) matricile generatoare ale celor două 
coduri, pe care le presupunem în forma eşalonat canonică, deci Gi = 
[h,Bn,-k,]- Vom nota cu g~l) (1 S i S ki) respectiv g~

2
) (1 S i ~ k2) 

liniile celor două matrici. 
Definim matricile X;1 ( 1 S i S ki, 1 S j S k2 ) de dimensiune ni x n2, 

astfel: 

• Primele k 1 linii sunt O cu excep\ia liniei i care este gtl; 

• Primele k2 coloane sunt O cu excepţia coloanei j care este g~t)T 

• Pentru k > ki, linia k este g}~) gt\ 

• Pentru k > k2 , coloana k este g;!)g?iT 
Schematic, o astfel de matrice arată astfel: 
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o o o o 

1 X X X 

X;i = o o o o 
o .r o 

.r X 
o :r o 

Evident, Xij reprezintă un cuvânt - cod din C 1 x C2 şi orice alt cuvânt 
- cod este o combinaţie liniară formată din aceste matrici. Deci Xij (1 S 
i S /,. 1 , 1 S j S k2 ) constituie o bază a codului C1 x C2 . 

Submatricile formate din primele k1 linii şi k2 coloane formează mulţi-
mea mesajelor de informaţie. O 

Exemplul 3.40 Să considerăm codurile liniare binare C1 , C2 generate 
de matricile 

( 
1 O 1 ) 

Ci = O 1 l 

Deci n 1 = 3, n2 = 4, k1 
dimensiune 3 x 4: 

respediu G, = ( i ! ~ i ) . 
= 2, k2 = :3. Sunt 6 matrici Xij, toate de 

1 O 
o o 
1 O 

o o) ( o O 1 , X23 = O 
O 1 O 

o o o) O 1 O . 
O 1 O 

Să consideriim mesajul de informaţiE 101110 pe cart îl aşezăm sub 

forma unei matrici :2 x 3 : ( ~ ~ ~ ) . Matricea - cod va fi 

Xn + X13 + X21 + X22 ( H H ) + ( H H ) + 

(!H:)+Onn U!H) 
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Se observă că liniile sunt cuvinte - cod din C2 , iar coloanele sunt 

cuvinte - cod din C\. 

Propoziţia 3.8 Matricea generatoare a codului produs C1 x C 2 este G1 x 

G2 unde G 1 şi G2 sunt matricile generatoare ale celor două coduri, zar 
11 x II este produsul Kronecker. 

Dunonslraţie: Fie (n1 , A·i), (n2 , k2 ) cele două coduri, cu matricile ge
neratoare G1 respectiv G2, şi să considerăm matricea G1 x G2 obţinută 
prin produsul Kronecker. Dacă se ia linia k2 i + j din această matrice şi 
se reprezintă sub formă canonică ca o matrice n 1 x n 2 , se obţine exact 

matricea Xij din construcţia Teoremei 3.23. Cum Xij reprezintă o bază 
pentru codul C1 x C2 , rezultă că G1 x G2 este matricea sa generat.oare. 

Din acest motiv, în primii ani, codurile produs erau numite şi coduri 

Kronecker. O 

Exemplul 3.41 Matricea generatoare a codului produs C1 x C2 din Ex-

emplul 3.40 este: 

, ( G2 o G2) G = G1 X G2 = Q G2 G2 
1 o o 1 o o o o 1 o o 1 
o 1 o 1 o o o o o 1 o l 
o o 1 o o o o o o o 1 o 
o o o o 1 o o 1 1 o o 1 

o o o o o 1 o 1 o 1 o 1 

o o o o o o 1 o o o 1 o 
Se observă imediat că prin "plierea" celor patru linii din această matrice 

se obţin matricile Xij din Exemplul 3.40. 
Să considerăm din nou mesajul de informaţie 101110. Prin înmulţirea 

cu matricea G se ajunge la cuvântul - cod 101111000111 care - scris ca 

o matrice 3 x 4 - coincide cu rezultatul din E.remplul 3.40. 

Teorema 3.24 Distant,a minimă a codului C\ x C2 este egală cu d1 • d2 

(d1 şi d2 fiind distant,ele minime ale codurilor(:\ respectiv C2). 

Demonstraţie: Dacă C; are lungimea ni ( i = 1, 2), să considerăm o ma

trice X reprezentând un cuvânt - cod nenul din C1 x C2 (am văzut că 

asemenea cuvinte există). Putem găsi deci cel pu\in o linie cu minim d2 

elemente nenule. Fiecare astfel de element se află pe o coloană cu cel 
puţin d1 elemente nenule; deci matricea X are minim d1 · d2 elemente 
nenule. O 
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Exemplul 3.42 Cele două coduri din Exemplul 3.4 O au d1 = d2 = 2 
( se găsesc imediat cuvintele - cod şi se observă că ponderea lor nenulă 
minimă este 2). Deci codul produs va avea distanţa d = 2 · 2 = 4. De 
l'fmarcat că - deşi ('1 şi C2 nu pot corecta erori. C1 x C'2 este capabil să 
('0/'ffif ::t O f'/'O(1 /'f. 

Codurile produs - cu toate că au fost definite de la începutul anilor '60, au 
devenit foarte importante odată cu folosirea lor în transmisiile telefonice 
fără fir şi codificarea informaţiei pe CD - uri. Vom relua ulterior - pe 
larg - analiza acestor coduri. 

3.8 Coduri optimale 

Fie mulţimea C ~ z;. Se numeşte diametrul mulţimii C numărul 

d(C) = min{d(x,y)I x,y E C, x =J y}. 

De remarcat că, dacă C este cod liniar, atunci d( C) este chiar distanţa 
minimă a codului. 

Definiţia 3.16 C este mulţime optimală de distanţă minimă d dacă: 

ed(C)=d; 

• VxE z;\c. d(CU{x})<d. 

Exemplul 3.43 În zţ. următoarele mulţimi sunt optimale de distantă 
minimă 3: 

A= {000000.010101.101010,llllll} 
B = {000000,101010,011001,000111,110100,llllll} 

Definiţia 3.17 Se numeşte mulţime optimală cardinal maximală de dis
tantă d o mulţime optimală din z;, având un număr maxim de elemente. 

Vom nota acest număr cu a(n,d,q). 

Exemplul 3.44 Mulţimile date în Exemplul 3.4.'J sunt optimale dar .nu 
cardinal rnaxima!t pentru distanţa :3. O mulţime optimală cardinal ma

ximală din Z~ pentru d = 3 este: 
C = {000000,001011,010101,011110,100110,101101,110011,111000}, 

deci a(6, 3, 2) = 8. 
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Definiţia 3.18 Cn cod l-iniar C de distanţă minimă d este optimal dacă 
C' este nwlţimf optimală cardinal ma;rimală de distanţă d. 

Spunem că un astfel de cod satisface condiţia max - min, deoarece are 
un număr maxim de vectori aflaţi la distanţa minimă d. 

Nu se cunosc algoritmi de construcţie a unor astfel de coduri. În 
această secţiune vom da numai câteva condiţii necesare pentru definirea 
codurile optimale. 

Teorema 3.25 Intr-un cod optimal C de lungime n şi distanţă minimă 

d, 
a(n,d,q) S q · a(n - 1,d,q). 

Demonstraţie: Putem presupune - fără a micşora generalitatea - că 

primul caracter al codului este caracter de informaţie. 

Fie I< mulţimea cuvintelor din C care au O pe prima componentă. 
Cum C este cod liniar, iar pe prima componentă pot apare q caractere 
distincte, va rezulta 

card([\')= a(n,d,q)_ 
q 

J{ este un cod liniar cu distanţa minimă d, în care toate cuvintele -
cod au O pe prima poziţie. Dacă eliminăm această componentă, se obţine 
un cod din z;-1 , tot de distanţă d - cu acelaşi număr de cuvinte. Acest 
cod nu este neapărat optimal, deci condiţia va fi 

a(n,d,q) 
a(n - 1.d,q) 2 --

q 
Mai trebuie făcută. observaţia că a(n - 1, n - 1, q) = q pentru că un 

cod cu repetiţie este optimal, având distanţa minimă egală cu lungimea 
cuvintelor - cod. O 

Corolarul 3.3 Dacă j 2 d, atunci qn-ia(j,d,q) 2 a(n,d,q). 

Dunonstrn(ie: Din Teorema 3.25 rezultă inegalităţile: 

q · a(n - Ld,q) ~ a(n,d,q) 
q · a(n -2,d,q) 2 a(n - l,d,q) 

q · a(n - i,d,q) 2 a(n - i + 1,d,q) 

Prin înmulţire se obţine qi • a(n - i,d,q) 2 a(n,d,q), după care se face 
notaţia n - i = j. □ 
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Teorema 3.26 Fie An.k ~ z; un cod liniar optimal de distanţă minimă 
~ qd 

d. Daca n < --, atunci numărul k al simbolurilor de informaţie 
q - 1 

1•crifică i11egalitafro 
dq - 1 

k < n - --- + 1 + log d. - I q q-. 

Demonstraţie: Deoarece An,k este cod liniar, numărul de simboluri de 
informaţie va fi dat de relaţia a( n. d, q) = qk. 

Rescriem inegalitatea lui Plotkin (Teorema 2.10) sub forma d(qk -
1) :S nqk- 1(q - 1), sau 

sau 

dq 
Deoarece - din ipoteză - dq + n - nq > O, avem l :S ----

dq + n - nq' 

Fie 

dq 
a(n, d, q) :S d 

q + n - nq 

dq - 1 . f d . [dq - l l f { dq - 1} --=z+ un ei= -- , = --- . 
q-1 q-1 q-1 

Deci qd - 1 = ( q - 1 )i + ( q - 1 )J şi avem 
dq dq dq 

a(i,d,q)< .. - ( .- ( . 
- dq + 1 - zq dq - q - l )z 1 + q - l)f 

Folosind Corolarul 3.3 ~i i ~ d ( deoarece [dq -
1

] = [d + d -
1

] > 
q-1 q-1 

d), rezultă 

n-dq-1 +f 

a(n, d, q) :S qn-ia(i, d, q) :S l: (;-~ l)fqd. 

Dezvoltând în serie Taylor. ql :S 1 + ( q - 1 )f (f < 1) şi deci 

~ 
a( n, d, q) :S qn- q- 1 qd, 

sau qk :S qn- dr:/ qd, <le unde - prin logaritmare - se obţine relaţia din 
enunţ. D 
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3.9 Exerciţii 

3.1 Fie (8, 4) - codul Hamming binar e.rti11s. Decodificaţi cuvintele 
10101010 11010110 11111111. 

3.2 Construiţi codurile Hamming ternare pentru r = 2, 3 şi determinaţi 
decodificarea pe baza sindromurilor. 

3.3 Construiţi (5, 3) - codul Hamming peste Z4 . Determinaţi toate cu-
1•intele - cod şi tabela de decodificare rn sindromuri. Decodificaţi cuvin
telf." 11223, 3210122221100. 

3.4 Demonstraţi afirmaţiile din Corolarul 3.1. 

3.5 Arătaţi că C24 conţine un cuvânt cu toate componentele egale cu 1 
şi nici un cuvânt de pondere 20. 

Demonstraţi că n'UTnărătorul de ponderi al lui C24 este: 

1 + 759X 8 + 2576X 12 + 759X16 + x24
• 

3.6 De ce în Algoritmul D se face extensia cuvintelor la cuvinte de 
pondere impară ? Justificaţi prin exemple corectitudinea afirmaţiei. 

3. 7 În codul Golay extins C24 să st decodifice - dacă este posibil, cuvin
tele 

[111000000000, 011011011011] 
/111111000000, 101011100111 l 
[111000000000,110111001101] 
[000111000111, 101000101101 l 

[111111000000,100011100111] 
[111111000000,111000111000] 
[110111001101. ll 1000000000] 
[110000000000, 101100100000] 

3.8 Folosind C23 , decodificaţi cuvintele: 
[101011100000, 10101011011] [101010000001, l 1011100010] 
[100101011000, 11100010000] [Ol 1001001001, 01101101111] 

3.9 Fie H matricea de control a unui ( 4, 2) - cod Harnming ternar (Ex
emplul 3.4), I matricea unitate de ordin 4 şi J matricea de ordin 4 cu 
toate elementele 1. Să se arate că 

G=(J-1 I I) 
O H -H 
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generează un ( 12, 6) - cod liniar cu d 
lunar crfins). 

6 ( echivalent cu codul Golay 

3.10 Ce polinom boolean are ultima linie a tabelei de adevăr: 
(a) 10100110 
( b) 1010011010100110 
(c) 0101001110011100 

3.11 Scrieţi tabda df adevăr a polinomului boolean 1 + xo + x1x2: 

1. Ca. funcţie de trei variabile; 

2. Ca funcţie de patru variabile. 

3.12 Fiind dat codul RM ( 1, 3), codificaţi toate mesajele de informaţie 
posibile. 

Acelaşi lucru pentru. codul RM(2,3). 

3.13 Calculaţi numărul de 2 - spaţii afine în geometria euclidiană peste 
z;:. 

3.14 Este orice funcţie booleană funcţia caracteristică a unui anumit 
spaţiu a.fin '? Caracteri::aţi astfel de funcţii. 

3.15 Orice funcţie caracteristică a unui ( r + 1) - spaţiu afin aparţine 
codului dual lui RM(r, m). 

3.16 Să se arate că R.A-1(2, 5) este auto - dual. 
Să se determine toate codurile RM auto - duale. 

3.17 Reluaţi Exemplul 3.27. De ce sunt 7 ecuaţii ortogonale pentru 
fiecare Xi ? 

3.18 /n codul Hamming (15, 11) să se decodifice mesajele 
l 11100000000000, 011101000111001. 

3.19 Să se decodifice cuvântul 01111100 în RM(l,3). Verificaţi corec
titudinea decodificării. 

3.20 Să se scrie toate relaţiile de determinare din codul RM(2, 4). 

3.21 Să se decodifice 1111111011111111 in RM(2,4). 
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3.22 Arătaţi că oricF hiperplan L în geometria euclidiană peste Zf are 

drept complement Zf \ L tot un hipfrplan. 

3.23 Să se calcult:ze H~ pentru i = 1, 2, 3, 4. 

3.24 fo codul R.vt(l.4), să Sf decodijicf cuvintele: 

1011011001101001. 1111000001011111. 

3.25 Să se construiască vectorii ponderilor pentru codurile Hamming 

(7, 4) şi RM(l, 3). 

3.26 Folosind vectorul ponderilor. să se construiască numărătorul de 

ponderi al unui cod liniar. 

3.27 Să se construiască matricile generatoare şi matricile I{ pentru co

durile McDonald cu k = 2, 3, 4. 

3.28 Să se arate că dacă Hn este o matrice Hadamard, atunci Hn H';; = 
nln. 

3.29 Să st construiască o matrice Hadamard de ordin 20. 

3.30 Să se arate că matricea Hadamard H 8 generează (8, 4) - codul 

Hamming binar extins. 

3.31 Să se construiască codurile produs pentru codul cu repetiţie de 

lungime n (Ci} şi codul cu repetiţie de lungime p (C2 ). 

3.32 Să se construiască matricea generatoare a codului produs C x C 

unde Ceste codul Hamming (7,4). 
Aceeaşi problemă pentru codul R/vl ( 1. :3). 

3.33 Demonstraţi Teorema 3.21. 

3.34 Folosind matricile Paley, să se construiască codurile Hadamard de 

ordin ,5, 7 şi respectiv 10. 

3.35 Să sc a rate că un cod binar liniar optimal de distanţă minimă d 

are cel puţin 2d - 1 - log2 d simboluri de control. 
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Capitolul 4 

Circuite liniare şi extensii 
Galois 

4.1 Definirea circuitelor liniare 

În această secţiune presupunem că toate calculele se realizează într-un 
corp de caracteristică q (q număr prim). 

C n circuit liniar este un graf orientat, cu trei tipuri de noduri ( conec
tori): 

• sumator: este un conector cu cel puţin două intrări şi o ieşire. 

Efectul este acela de a scoate suma modulo q a elementelor aflate 
la intrare. Operaţia se execută instantaneu. Un sumator ( cu două 
intrări) se notează astfel: 

l 
-0-

• Multiplicator: este un conector cu o singură intrare şi o ieşire unde 
se obţine rezultatul înmulţirii cu c E Zq a elementului de la intrare. 
Operaţia se execută ( de asemenea) instantaneu. Notaţie: 

--0-
• Element dt înmagazinare: este un registru buffer cu o intrare şi 

o ieşire; efectul este întârzierea cu un tact a intrării: elementul 
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a E Zq intră în momentul (tactul) k şi iese în momentul (tactul) 
k + 1. Notaţie: 

Aceste trei tipuri de conectori se pot grupa arbitrar -- folosind eventual 
şi noduri obişnuite. Utilizarea lor conduce la obţinerea de circuite liniare 
care pot realiza automat operaţii uzuale cu polinoame: adunări, scăderi, 
înmulţiri şi împă.rţiri. 

In cele ce urmează, vom identifica un vector cu n + 1 componente 
a= (ao,a1 , . .. ,an) 

cu polinomul de gradul n cu o variabilă 
a(.r) = ao + a 1 X + ... + anXn. 

În cursul transmisiei mesajului a, ordinea de prelucrare (transmisie) 
se face după puterile descrescătoare ale lui X; deci, sensul de circulaţie 
a semnalelor va fi: 

an ----. 

4.1.1 Construcţia unor circuite liniare uzuale 

A. Circuit de înmulţire cu un polinom. 

Fie h(X) = ho + h1 X + ... + h„Xn un polinom fixat şi a(X) = 
a0 +a1X + .. . +akXk un polinom arbitrar. Coeficienţii ambelor polinoame 
pot fi luaţi într-un inel arbitrar ( din considerente pur aplicative, acesta 
este de obicei Z9 • dar construcţiile rămân valabile şi în cazul general). 

Cn circuit de înmulţire cu h(X) este: 

Figura 4.1: 

a ( X ) _____.___----o-l 

Iniţial elementele de înmagazinare conţin O; coeficienţii polinomului 
a(X) intră prin stânga jos - după puterile descrescătoare ale lui X - câte 
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unul la un tact, iar coeficienţii produsului ies în dreapta sus. Circuitul 
funcţionează n + k· + 1 tacţi; după k+ 1 tacţi, la intrare se introduc zerouri 
în cei n tacţi răma~i, până ce elementele de înmagazinare conţin din nou 
numai O. 

De remarcat că un element de înmagazinare funcţionează similar unei 
variabile de memorie ( introducerea unei valori face să dispară vechea 
valoare din locaţie). 

Circuitul lucrează după formula de înmulţire obişnuită: 

a(X)h(X) = aoho + ( aoh1 +a1ho)X + ... + (ak-1hn +akhn_i)Xk+n-l + 
h vn+k ak n•'l. • 

Exemplul 4.1 Să luăm polinomul h(X) = X 3 - 5X2 + 2 E Z[X] (vec

torul corespunzător este h = (2, O. -5, 1) ). Circuitul de înmulţire cu 

h(X) va fi: 

,------+1-------------+ 

G 0 
De remarcat că multiplicarea cu 1 se face prin arc simplu (fără conec

tor de înmulţire), iar multiplicarea cu O revine la suprimarea arcului. În 

ca::ul operaţiilor cu polinoam t din Z2 [ X], toţi multiplicatorii se reduc la 

ac( sft două ca::uri. 

Dacă dorim să înmulţim h(X) cu polinomul a(X) = 2X + 8 (vec

tor a = (8, 2)), circuitul liniar va funcţiona 5 tacţi (până când toate 

elementele de Înmagazinare revin la O); comportarea sa este relatată de 

tabelul: 

Sr. tact Intrare Inmagazinare Ieşire 

o o o o o o 
l 2 o o o 2 
2 8 2 o o -2 

3 o 8 2 o -40 
4 o o 8 2 4 
,5 o o o 8 16 

6 o o o o o 
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D . l" I . d t •) " 4 ') v 3 40 v 2 4 V 16. ' ' en, po znomu pro us es e -.'\ - -·'\ - .'\ + ,'\ + , .:;au. -- zn 

termeni de vectori, (16.4, -40, -2, 2). 

Aceeaşi operaţie -- de înmulţire cu un polinom fixat h(X) este realizată 
şi cu circuitul liniar: 

Figura 4.2: 

Exemplul 4.2 Circuitul liniar care realizează înmulţirea cu polinomul 

h(X) = 1 +X+ X 4 peste Z2 este 

~ 
deoarece vectorul corespunzător polinomului h(X) Este h = (1, 1,0,0, 1). 

B. Fie h(X) = h0 +h 1 X + .. . +hnXn şi g(X) = 9o+g1X + .. . +gnX 11 

două polinoame fixate. l1 n circuit liniar care să realizez<' operaţia 
a ( X) h (X) + b( X ) g (X) 

pentru două polinoame arbitra.re a( X). b( X), este: 

b(X)----------
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De remarcat că polinoamele g(X) şi h(X) pot avea grade diferite; în 
a,est rnz se alege II rn fiind gradul ,el mai man' şi se completează celălalt 
polinom cu coeficienţi nuli până la gradul ,i. 

Exemplul 4.3 Fie polinoamele g(X) = 1 + X2, h(X) = X+ X 2 + X 4 

cu coeficienţi în Z2: vectorii corespunzători vor fi h = ( O, 1, 1, O, 1), g = 
(I.O, 1,0,0), iar circuitul liniar care realizează expresia a(X)h(X) + 
b(X)g(X) este: 

C. Circuit liniar de împărţire cu un polinom. 

Fie polinomul (fixat) h(X) = h0 + h1 X + ... + hkXk, unde hk-=/:- O. 
Un circuit liniar care realizează împărţirea unui polinom arbitrar a( X) = 
a0 + a1X + ... + anXn la h(X) este: 

Figura 4.3: 

a(X) 

Iniţial. toate cele /..: elemente de înmagazinare conţin O. La intrare, 
timp de n + 1 tacţi se introdu~ coeficienţii polinomului a(X) (în ordinea 
descrescătoare a puterilor). ln primii k- tacţi, ieşirea va scoate numai 
O. Primul coeficient nenul apare la ieşire la momentul k + 1 şi este 
anhk 1 (operaţii în inelul coeficienţilor celor două polinoame) - coeficientul 
termenului xn-k din cât. 

Pentru fiecare coeficient qj al câtului, polinomul qjh(X) trebuie scăzut 
din deîmpărţit; această operaţie se realizează printr-un procedeu de co
nexiune inversă (feedback). 
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După momentul n + l ( când au intrat toţi coeficienţii polinomului 
a(X)) la ic~Îrf' s-a obţinut câ.tul q(X) c1l Îrnpăr(irii lui u(X) la h(.\"), iar 

î11 Plementele de înmagazinare se găsesc coeficienţii restului. 

Exemplul 4.4 Un circuit liniar de împărţire (peste Q) la polinomul 
h(X) = 2 + X este: 

E)------.----

Exemplul 4.5 Fie pol-inomul h(X) = l + X2 + X5 + X0 E Z2 [X]. Cir
cuitul ca re reali=ea=ă împărfirea cu acest polinom este: 

Să luăm polinomul a(X) = l + X 4 + X 5 +Xi+ X 9 + X 10 pe care-l vom 
împărţi (în Z2 ) la polinomul h()(). Se obtine câtul X 4 + X şi restul 
X5 + X3 +X+ 1. 

C1rc11it11/func(ionea=ă 11 tacţi. Etapelf, prin carr frfff circuitul pentru 
(ftctuarrn actAri împărţiri sunt repn-::rntate de tabelul urmâtor: 

Nr. tact Intrare Elemente de înmagazinare Ieşire 

o - o o o o o o -

1 1 1 o o o o o o 
2 1 1 l o o o o o 
3 o o l 1 o o o o 
4 1 1 o 1 1 o o o 
.5 o o l o l l o o 
6 1 1 o 1 o 1 1 o 
7 1 o 1 1 1 o o 1 
8 o o o 1 1 l o o 
9 o o o o l l l o 

10 o 1 o 1 o l o 1 
11 l 1 1 o 1 o l o 

\'retorii (1, 1, O, 1, O, 1) - de pe ultima linie - şi ( O, 1, O, O, 1) ( scris mai 
gros şi în ordine inversă pe ultima coloană} reprezintă restul 1 +X+ X 3 + 
X 5 nsptcfiv câtul X + X 4 împărţirii lui a(X) la h( X). 
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D. Circuitul liniar care realizează înmulţirea cu polinomul h(X) 
h0 + h1 X + ... + hnXn, urmată de împărţirea la polinomul g(X) 
9o + 91X + ... + g„X". este: 

· · · -· ------1---t -

Când gradele celor două polinoame sunt diferite, se construieşte întâi 
circuitul liniar corespunzător polinomului de grad maxim, după care se 
completează cu circuitul corespunzător celuilalt polinom. 

Exemplul 4.6 Să luăm polinoamele h(X) = 1 +X+ X 3
, g(X) = 2 + 

X + X 4 cu coeficienţi în Z3 . Circuitul liniar care realizează înmulţirea 
cu h(X) şi împărţirea la g(X) fsfe 

Deoarece calculele se fac în Z3 , -2 = 1, -1 = 2, şi 1-1 = 1. 
Pentru intrarea a(X) = 1 + 2X + 2X 2

, comportarea circuitului este 
următoarea: 

- o o o o -

2 2 2 o 2 -
2 l 2 2 2 2 
1 o o 2 o 2 

cern ce corespunde câtului 2 + 2X şi restului 2X 2
• 

De remarcat că primul coeficient ( de grad maxim} al câtului este scos 
de circuit cu o întârziere de grad(g(X)) - grad(h(X)) = 1 tact. 
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Exemplul 4. 7 Un circuit liniar pentru înmulţirea cu h(X) = 1 - X 2 + 
2X 4 şi fmpărţirea la g(X) = 3 - 2X + X 2

, ambele polinoame în Z[X], 
este: 

Fie intrarea a(X) = -2 +X; comportarea circuitului este: 

- o o o o -

1 1 o -7 4 2 
-2 -2 1 2 -7 o 

o o -2 22 -12 -7 
o o o 34 ~2 -12 

deci câtul este 2X3 - 7 X - 12 iar restul 34 - 2X. 
De remarcat că circuitul este lăsat să funcţioneze grad(h(X)) -

grad(g(X)) = 2 tacţi în plus (prin introducerea de O-uri), pentru golirea 
elementelor de înmagazinare necontrolate de Împărţitor. 

4.2 Extensii Galois 

Fie q un număr prim şi h(X) = h0 + h1 X + ... + hnXn E Zq[X]. Vom 
considera algebra polinoamelor modulo h(X). 

Fiind dat un polinom oarecare din Zq[X], clasa sa de resturi modulo 
h(X) se găseşte împărţind polinomul respectiv cu h(X). Restul împărţirii 
specifică clasa de resturi respectivă. 

Două polinoame cărora le corespunde acelaşi rest la împărţirea cu 
h(X) sunt echivalente, intrând în aceeaşi clasă de resturi modulo h(X). 

Fiecare clasă de resturi modulo h(X) se reprezintă prin polinomul 
(unic) de grad strict mai mic decât n, care aparţine acelei clase. Toţi 

aceşti reprezentanţi pot fi consideraţi ca polinoame de gradul n - 1, 
având eventual coeficienţi nuli. 
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Vom nota cu {J(X)} clasa ele resturi a polinomului f(X) modulo 
h(X). Deci {.f(X)} va corespunde unui vector (distinct) de lungime n, 
cu componente din Zq (prin completa.re eventual cu zerouri). 

Operaţiile în algebra claselor de resturi sunt: 

{a(X)} + {b(X)} = {a(X) + b(X)} 
c{a(X)} = {ca(X)}, cE Zq 

{a(X)}{b(X)} = {a(X)b(X)} 

toate calculele fiind făcute modulo h(X). 
Evident, {O} = { h(X)}, unde {O} este polinomul de grad n-1 cu toţi 

coeficienţii nuli (sau vectorul cu n componente zero). Vom nota {O} = O. 

Pentru un polinom s(X) E Zq[X], clasa de resturi modulo h(X) se 
obţine foarte uşor. Teorema împărţirii cu rest dă: 

s(X) = a(X)h(X) + r(X) unde grad(r(X)) < grad(h(X)) = n. 
Atunci: 
{s(X)} - {r(X)} = {s(X) - r(X)} = {a(X)h(X)} = {a(X)}{h(X)} = 
O, deci {s(X)} = {r(X)}. 

Să reluăm circuitul liniar de împărţire definit în Figura 4.3, în care 
facem următoarele modificări ( vezi Figura 4.4 ): 

• Se neglijează intrarea şi ieşirea; 

• La momentul iniţial elementele de înmagazinare conţin coeficienţii 
unui polinom b(X) = bo + b1X + ... + bn-lxn-l _ 

Figura 4.4: 

La următorul tact, în elementele de înmagazinare se obţin coeficienţii 
polinomului: 
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b'(X) = -hoh:;; 1bn-t + (bo - h1h:;; 1bn_i)X + (b1 - h2h;; 1 bn_i)X2 + 
... + ( b,,_2 - h n-1 h;;1 bn_i)xn-t = boX + b1 X 2 + ... + bn-1 xn - bn_ 1Xn -
h;; 1bn-1(ho + h1X + ... + hn_1xn-1) = Xb(X) - h:;; 1bn-1h(X). 

Dacă notăm o = {X} ( {X} este clasa de resturi modulo h(X) a 
polinomului X), din relaţia de mai sus se obţine: 

b'(a) = {b'(X)} = {Xb(X)} = {X}{b(X)} = {X}b({X}) = ab(a). 
Deci circuitul de împărţire cu polinomul h(X) poate fi utilizat pentru 

înrnulţirt::'a lui b(o) cu o. 

Teorema 4.1 /n algebra polinoamelor modulo h(X), grad(h(X)) = n, 
avem: 

1. h(o) = O unde o= {X}; 

î. h este polinomul de grad minim care are pF o ca rădăcină. 

Demonstraţie: 

1. Fie h(X) = ho+ h1X + ... + hnXn E Zq[X], hn -1- O. Vom avea 
h(o) = ho+ h1a + ... + hnon = ho+ hi{X} + ... + hn{X}n = 
ho+hi{X}+ ... +hn{Xn} = {ho+h1X+ ... +hnXn} = {h(X)} = o. 

2. Folosind acelaşi raţionament, se obţine pentru orice polinom f(X) 
cu grad(f(X)) < n, că f(a) = {f(X)} -1- O, deoarece toate poli
noamele neidentic nule de grad strict mai mic decât n aparţin la 
clase de resturi distincte. O 

Să presupunem acum că h(X) E Zq[X] este un polinom ireductibil 
de gradul n. Conform Teoremei 4.1, o= {X} este rădăcină a lui h(X). 
Acest element o poate fi considerat fie ca un polinom de gradul n - l 
( cu toţi coeficienţii nuli înafară de cel al lui X), fie ca un vector cu n 
componente (O, 1, O, ... , O). 

Vom nota cu GF(qn) mulţimea vectorilor din z,7, sau - echivalent: 
mulţimea polinoamelor de grad n - l cu coeficienţi în Zq, sau 

- mulţimt::'a claselor de resturi modulo polinomul h(X) E Zq[X] de 
gradul n, ireductibil peste Zq. 

GF(qn) se numeşte extensia Galois de grad na lui Zq. 

Spunem că G F( qn) se obţine prin adăugarea la Zq a unei rădăcini a 
polinomului h(X) E Zq[X] de grad n, ireductibil peste corpul de bază 
Zq. 
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Observaţia 4.1 Procedr:ul de trecere de la Z9 la GF(qn) estf. similar 

trecerii de la corpul numerelor reale R la cel complex C, prin adăugarea 

rădăcinii i = {X} în algebra claselor de resturi modulo polinomul 1 + X2
, 

il'fductibll pud< R. Putun considera mulţimea C a numtrtlor complexe 

fie ca mulţimea polinoamelor de grad 2 - 1 = 1, a+ bi cu a, b E R, fie ca 

mu[timea vectorilor (a, b) cu două componente reale. 

Dacă polinomul h(X) E Z9 [X] este ireductibil şi primitiv peste Z9 , 

puterile lui o= {X} vor genera toate elementele lui GF(qn) \ {O}, unde 
n = grad(h(X)). Acest lucru se poate realiza cu circuitul liniar din 
Figura 4.4, introducând la momentul iniţial în elementele de înmagazi
nare coeficienţii polinomului b(X) = 1 ( adică vectorul (1, O, ... , O)). Con
form celor observate mai sus, la momentul următor se obţine {Xb(X)} = 
{X}= o, după care urmează pe rând o2,o3

, ..• Cum h(X) a fost ales 
primitiv, el va genera toate elementele nenule din GF(qn). 

Exemplul 4.8 Fie polinomul 1 +X +X4 ireductibil peste Z2 şi o= {X} 
în algebra claselor de resturi modulo l + X + X 4

. Circuitul liniar can: 
va genera toate elementele nenule din GF(24

) este: 

00 - 1 1 o o o -
01 - o o 1 o o -
02 - 0'2 o o 1 o -
01 - 03 o o o 1 -
0'4 - l + o 1 1 o o -

5 - o + 0'2 o 1 1 o a -
06 - 02 + 03 o o 1 1 -
07 - 1 + o + 03 1 1 o 1 -
0'8 - 1 + 02 1 o 1 o -
0'9 - O: + 0:3 o 1 o l -

0:10 - 1 + o + 02 1 1 1 o -
011 - o + 02 + 03 o 1 1 1 -
0'12 - 1 + o + 0'2 + c? 1 1 1 1 -
013 - 1 + 02 + c? 1 o 1 1 -
014 - 1 + 03 1 o o 1 -
015 - 1 1 o o o -

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1:32 CAPITOLUL 4. CIRCUITE LINIARE .ŞI EXTENSII GALOIS 

unde, la moment-ul iniţial, în elementele de înmagazinare se aftă vectorul 
( L O, O, O). Conform Teoremei 4- 1, a este o rădăcină a polinomului 1 + 
X+ X4

, adică 

1 +O:+ 0:
4 = o. 

lăsând rircuitul să funcfionF:::e. în eltmentele de fomagllzinare se 
obţin toaft eltmentele lui GF('24

), pt cart lt interpretăm fie ca vectori cu 
patru componente peste Z2 , fie ca polinoame de gradul 3 în a cu coeficienţi 
în Z2 . 

Vedem deci că polinomul 1 + X + X 4 este primitiv, puterile lui a: 
epuizând toţi vectorii nenuli din GF(24

) = {0,0:0 ,0:, . .. ,o14
}. 

Exemplul 4.9 Tabelul din exemplul precedent descrie operaţia de înmul
ţire din extensia Galois G F(24

), generată de rădăcina a a polinomului 
primitiv 1 + X + X 4

. Dacă s-ar alege a: ca rădăcină a altui polinom 
primitiv - de exemplu 1 + X 3 + X 4

, se vor genera tot elementele lui 
GF(24

), dar în altă ordine. Lăsăm ca exerciţiu această generare. 

În GF(24
) se poate defini şi operaţia de adunare, însumând modulo 2 

componentele ctlor doi operan:::i. Astfel, dacă reluăm G F(24
) generat în 

E:remplul 4- 8 de rădăcina polinomului 1 +X+ X4, tabela de adunare va 
fi: 

+ u oro or a,2 a,3 a,4 a,5 a,6 a,7 a,8 a,9 a,10 0 1 I a,12 a,13 

o u oro or a,2 a,3 a,4 a,5 a,6 a,7 a,8 a,9 a,10 (>li a,12 a,13 

00 00 o ,,4 08 ev 14 o 010 013 09 02 07 05 012 0 11 06 

o a o 4 o o' ()9 00 02 O 11 c,14 010 03 08 06 a,13 a,12 

02 02 08 05 o 06 010 o 03 0'12 DO 011 a4 a9 07 014 

03 03 014 a9 06 o 07 0 11 02 o 4 013 o 012 09 OJO 08 

04 04 o DO 010 07 o 08 012 03 05 014 02 a,13 06 a,11 

05 05 OJO 02 o 0 11 08 o 09 0 13 04 06 DO 03 014 07 

06 06 013 0 11 03 0/2 012 09 o 010 014 03 07 o 04 DO 

07 o 7 09 014 012 04 03 0'13 a10 o 011 DO ()6 08 02 09 

08 Q8 02 010 oo 013 05 04 a14 0 11 o 012 o a7 09 03 

09 L\'9 t"• 7 03 011 o o 14 ,-.,6 05 00 0 12 o O: 13 02 08 al0 

(\,10 0-10 05 o~ 04 0 12 0,2 c./l 07 06 o al.) o 0 14 03 09 

011 011 012 0,6 09 Q5 013 03 a 08 07 02 014 o DO 04 

0 12 a,12 011 013 07 OJO 06 014 Q4 02 09 08 a,3 DO o or 
a13 013 06 012 a,14 08 0 11 07 DO 05 03 OJO 09 Q4 D o 
014 a,14 03 07 a,13 DO 09 a,12 08 D a6 04 Oli OJO a,5 02 

Fie acum a(X) = a0 + a1 X + ... + ak __ 1 xk-J E Zq[X]. Valoarea a(o) 
se obţine folosind circuitul de împărţire dat în Figura 4.3, cu următoarele 
observaţii: 

• Se ignoră ieşirea; 
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• Coeficien~ii lui a( X) se introduc la intrare în ordinea descrescătoare 
a puterilor; 

• Iniţial, elementele de înmagazinare conţin valorile (O, O, ... , O). 

Pentru calculul unei valori de forma a( a )aj (j 2 O fixat), se pot construi 
circuite liniare care să realizeze direct acest produs. 

Exemplul 4.10 Fie a E G F(24
) element primitiv, rădăcină a ecuaţiei 

1 + X + X 4 = O. Polinomul a(X) va avea atunci gradul maxim 3. Fie 
a(X) = a0 + a1X + a2 X 2 + a3 X 3

. Să construim un circuit liniar care să 
tfecf1teze a(a)ci. 

Folosind tabelul din Eu.mpl-ul 4- 8, avem: 
(ao + a1a + a20:2 + a30:3)o:5 = aoo:5 + a10:6 + a2c/ + a3O8 = ao(a + 

o:2) + a1(a2 + a 3) + a2(l +a+ a 2) + a3(1 + o:2) = (a2 + a3) + (ao + a2)a + 
(ao + a1 + a3)02 + (a1 + a 2)o:3 

Pentru acest polinom se va construi circuitul liniar: 

La momentul iniţial, în elementele de înmagazinare se găsesc coefici
enţii lui a(a); după un tact, aici vor fi coeficienţii polinomului a(o:)ci. 

4.3 Exerciţii 

4.1 Să se realizeze circuite liniare ( cu ambele modalită[i de construcţie) 
care să efectueze fomulţiri cu polinoamele: 

h(X) = 1 + 2X + 3X2 + 4X3 E Z[X], 
h(X) = 1 + 2X + X 5 E Z7 [X]. 

4.2 Să se reprezinte sub formă de tabel comportamentu,/ circuitelor re
alizate anterior, la înmulţirea cu polinoamele: 

a(X) = 2 + 5X + X 3
, a(X) = X - X 3 

- 2X4
, a(X) = O. 
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4.3 Se dă vectorul h = ( 1, O. O. - L O, l). Să se realizeze circuitul de 
înmu!Jire cu polinomul corespunzător şi să se reprezinte comportamentul 
circuitului la înmulţirea cu polinoamele a = ( 1) şi a = ( 1, 1, 1, O, O, O, 1). 

4.4 Să se realizeze un circuit liniar care realizează produsul a(X)g(X) + 
b(X)h(X) pentru polinoamele: 

g(X) = 1 +X+ X 3
, h(X) = 1 - 5X -2X 2 + 3X3

; 

g(X) = -4X 3 + X 5 
- 2X8

, h(X) = X 2 + 2X 4 + X 6
; 

g(X) = X - X 3 + 3X4
, h(X) = 2X 3 + X 5 + X 9

. 

4.5 Să se efectueze împărţirea în Q[X] prin polinomul h(X) = X 2 
-

2X + 1, a polinoamelor 
a(X) = X 5 

- 4X3 
- 2X + 5, a(X) = X+ 7. 

4.6 Aceeaşi problemă pentru polinoamele h( X) = 2X - 1 şi respectiv 
a(X) = X 3 

- 3. 
(1) În Q[X]; 
(2) În Z3 [X]. 

4. 7 Să realizeze un circuit care să efectueze (în Q) înmulţirea cu poli
nomul g(X) = l - 2X + X 3 şi împărţirea cu polinomul h(X) = g(X). 

4.8 Aceeaşi problemă pentru polinoamele: 
g(X) = X - 2X3 

- X4, h(X) = 2 +X+ X 3 în Z5 [X]; 
g(X) = -1 + X -X6

, h(X) = X 2 -4X 3 -2X 5 + 3X 7 în Z11 [X]. 

4.9 Să se rezolve problema enunţată în Exemplul 4- 9. 

4.10 Să se genereze toate puterile lui 0:, rădăcină a polinomului 
(1) l+X2 +X5 E Z2 [X] 
(2) 1 +X+ X 3 E Z3 [X]. 

4.11 Folosind elementele din Exemplul 4- 1 O, să se construiască circuite 
de generare pentru a(o)o, a(o)o 2 şi a(a)o7

. 

4.12 Să se construiască circuite de generare tn GF(25
) pentru a(o) şi 

a(o)o10
, unde o este rădăcină a polinomului l + X 2 + X 5 E Z2 [X]. 
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Coduri ciclice 

5.1 Relaţii de recurenţă liniară 

Teorema 5.1 Fie q un număr prim şi f(X) E Zq[X], grad(f(X)) = n. 

În algebra polinoamelor modulo f(X), fie I un ideal şi g(X) polinomul de 
grad minim a cărui clasă de resturi aparţine lui I : {g(X)} E J. Atunci: 

1. {s(X)} E / ~ g(X)ls(X); 

:2. g(X)lf(X). 

Demonstraţie: ( 1 ): Fie { s(X)} E J. Folosind identitatea împărţirii, avem 
s(X) = b(X)g(X) + r(X), grad(r(X)) < grad(g(X)). 

Trecând la clasele de rest uri respective, se obţine { 8( X)} = 
{b(X)}{g(X)} + {r(X)}. Cum {s(X)} E J, rezultă {b(X)}{g(X)} E J 
(deoarece I este ideal), deci {r(X)} E /, absurd, deoarece g(X) este 
polinomul de grad minim a cărui clasă de resturi aparţine idealului I. 
Singura variantă rămâne r(X) = O, adică s(X) = b(X)g(X). 

Reciproca este imediată, pentru că din s(X) = b(X)g(X) rezultă 
{s(X)} = {b(X)}{g(X)} E /. 

(2): Prin împărţirea polinomului f(X) la g(X) se obţine 
J(X) = c(X)g(X) + r(X) unde grad(r(X)) < grad(g(X)). 

Avem O= {f(X)} = {c(X)}{g(X)} + {r(X)}, de unde rezultă 
{r(X)} E J, absurd; deci r(X) = O. D 

T_eorema 5.2 În algebra polinoamelor modulo J(X), pentru orice ideal 
I există un polinom normat unir g(X) de grad minim, cu {g(X)} E J. 

Reciproc, pentru orice divizor normat al lui f(X) există un ideal gen
f rat de acel divizor. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



136 CAPITOLUL 5. CODURI CICLICE 

g(X) se numeşte generatorul idealului J şi scriem I = ( {g(X)} ). 
Demonstraţie: Fie h(X) un polinom de grad minim cu {h(X)} E J; 

vom nota g(X) = h:;;_ 1 h(X) unde hn este coeficientul termenului de grad 
maxim din polinomul h(X)). 

Să presupunem că g(X). g'(X) sunt două astfel de polinoame de grad 
minim, ale căror clase de resturi sunt în /. Conform Teoremei 5.1, g(X) 
şi g'(X) se divid unul pe altul şi - având acelaşi grad - diferă printr-o 
constantă. Polinoamele fiind normate, acea.stă constantă este 1. Deci 
g(X) = g'(X). 

Reciproc, fie g(X) un divizor normat al polinomului /(X) şi ( {g(X)}) 
ideal ul generat de el. Un element al acestui ideal este { a( X)} E ( {g( X)}), 
deci are forma {a(X)} = {b(X)}{g(X)} = {b(X)g(X)}. O 

Teorema 5.3 Fie q un număr prim, f(X) E Zq[X] un polinom normat 
cu grad(f(X)) = n şi fie f(X) = g(X)h(X). Dacă grad(h(X)) = k, 
atunci în algebra polinoamelor modulo f(X), idealul ( {g(X)}) are di
mensiunea k. 

Demonstraţie: Să observăm că vectorii ( asociaţi polinoamelor) 

{g(X)}, {Xg(X)}, ... , {xk-1
9(.x)} 

sunt liniar independenţi. Într-adevăr, pentru orice k elemente c0 , ... , ck-l 
E Zq, nu toate nule, avem c0 {g(X)} + c1 {Xg(X)} + ... + ck-l {Xk-l} = 
{(co+ c1X + ... + Ck-lxk-l )g(X)}-/= 0 
deoarece s-a obţinut un polinom de grad cel mult n-k+k-1 = n-1 < n. 

În acelaşi timp, pentru orice {s(X)} E ( {g(X)}) avem 
{s(X)} = {a(X)g(X)} = {(a0 + a1X + ... + ak-1xk- 1 )g(X)} = 
a0 {g(X)}+a1 {Xg(X)}+ .. . +ak-l {Xk-1g(X)}, unde unii din coeficienţii 
ao, a1, ... , ak-1 pot fi nuli. 

Deci vectorii de sus formează o bază a subspaţiului liniar ( {g(X)} ), 
care are deci dimensiunea k. □ 

Teorema 5.4 Fie f(X) E Zq[X] un polinom normat care se poate scrie 
ca PŢodus de două polinoame: f(X) = g(X)h(X). 

In algebra polinoamelor modulo f(X), 
{a(X)} E ({g(X)}) {=;> {a(X)} esteînspaţiulnulalidealului({h(X)}). 

Drnionstraţie: 

"=>": Fie {a(X)} E ( {g(X)}), deci a(X) = v(X)g(X). 
Fie de asemenea { b(X)} E ( { h(X)} ), deci b(X) = w(X)h(X). Vom 

avea a(X)b(X) = v(x)w(X)g(X)h(X) = v(X)w(X)f(X), deci 
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{a(X)}{b(X)} = {v(X)w(X)}{J(X)} = O. 

137 

" <ţ=. 11 : Să considerăm { a(X)} în spaţiul nul al idealului ( { h(X)} ). 
Atunci {a(X)}{h(X)} =O.adică a(X)h(X) = c(X)f(X) = c(X)g(X) 
h(X) de uudt' rezultă a(X) = c(X)g(X). Deci {a(X)} E ({g(X)}). O 

Definiţia 5.1 Se numeşte relaţie de recurenţă liniară egalitatea 
k 

L hjai+J = O, (1) 
J=O 

unde i ~ O, hk = 1, ho -=I O, hJ E Zq, ai+J E Zq. 

Relaţiile de recurenţă liniară se pot scrie şi 
k-1 

ai+k = - Lhiai+j, i = 0,1, ... 
j=O 

O soluţie a unei astfel de relaţii de recurenţă liniară este orice suc-
cesiune infinită de forma a0 , a 1 , ... , ap, . .. care verifică relaţia dată, cu 
h0 • h1 , ... , hk fixate, h0 -=I O, h1; = 1. Relaţia va determina succesiv pe 
a1; din ao, ... ,ak-1, apoi pe ak+l din a 1 , .•• ,ak ş.a.m.d. 

Altfel spus, "condiţiile iniţiale" a0 , a 1 , ... , ak-l determină o soluţie a 
relaţiei de recurenţă liniară. 

Observaţia 5 .1 

• Orice combinaţie liniară de soluţii ale unei relaţii de recurenţă 

liniară este tot o soluţie. 

• Soluţiile pentru care condiţiile iniţiale sunt respectiv 
(1,0, ... ,0), (0,l, ... ,0), ... ,(0,0, ... :l) 

determină orice altă soluţie. Deci, spatiul soluţiilor relaţiei de 
recurenţă ( 1) are dimensiunea cel mult k. 

Fiind date condiţiile iniţiale (arbitrare) a0 , a 1 , ... , ak-l, soluţia relaţiei de 
recurenţă liniară ( 1) corespunzătoare lor se poate obţine folosind circuitul 
liniar 
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m care, la momentul iniţial, în elementele de înmagazinare se găsesc 
ao,a1, ... ,ak-1• 

Să considerăm acum polinomul (fixat) h(X) E Zq[X], h(X) = h0 + 
h 1 X + ... + hkXk. h0 # O, hk = 1. şi fie n cel mai mic număr natural , 
pentru care xn - 1 se divide cu h(X). Notăm 

xn-1 
g(X) = h(X) . 

Pe baza acestor date construim relaţia de recurenţă liniară 

k-1 

a;+k = - L hjai+j, i 2 O 
j=O 

(2) 

(3) 

Propoziţia 5.1 Fie h(X) E Zq[X] un polinom normat Atunci există un 
număr natural n astfel ca h(X)\Xn - 1. 

Demonstraţie: Afirmaţia se bazează pe '' principiul cutid': fie n 1 , n 2 

( n 1 > n 2 ) cele mai mici numere cu proprietatea că xn1 - 1 şi xn2 - 1 
dau acelaşi rest la împărţirea cu h(X). Atunci xn2 (Xn1 -n2 -1) se divide 
cu h(X). Deoarece h(X) are termenul liber 1, el va divide xn 1 -n2 - 1, 
ş1 se 1a n = n1 - n2. 

Evident, prin construcţie n este minim cu această proprietate. 

Teorema 5.5 (a) Soluţiile relaţiei de recurenţă (3) sunt periodice, de 
perioadă n. 

( b) Mulţimea formată din prima perioadă a fiecărei soluţii, scrisă ca 
polinom a(X) = a0 xn-l + ... +a 11 _ 2 X +a11 _ 1 , constituie idealul ( {g(X)}) 
în algebra polinoamelor modulo xn - 1. 

DernonstraJic: (a): Vom arăta că oricărui element {a(X)} E ({g(X)}) 
cu a(X) = a0 xn-l + ... + a11 _ 2 X + an-l îi corespunde o soluţie periodică 

ao, a1, ... , an-I, ao, aI, ... , an-I, ao, ... 
a relaţiei de recurenţă (3). Evident, nu este obligatoriu ca toţi coeficienţii 
a; să fie nenuli, gradul real al polinomului J(X) putând fi chiar zero. 

Fie {a(X)}{h(X)} = {c(X)}. Vom nota c(X) = co+ cIX + ... + 
Cn-l·yn-l_ An,m: 

pentru k :s; p :s; n - 1 : Cp = hoan-1-p + h1an-l-p+l + . · · + 
hkan-1-p+ki (4) 

- pentru O :s; p < k : Cp = hoan-1-p + h1an-l-p+1 + ... + hpan-1 + 
hp+1ao + ... + hkak-p-1· (.5) 
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Conform Teoremei 5.4, dacă { a.(X)} E ( {g(X)}) atunci 
{a.(X)}{h(X)} =O.adică Cp = O (OS p S n -1). 
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Considerând ( a.i), ca o succesiune periodică, vom avea evident ai+n = 
a;. i = O, 1. .... Ţinând cont de aceasta. după introducerea lui Cp = O în 
(4) ~i (5) se obţine (3). 

(b): Idealul ( {g(X)}) are dimensiunea k = grad(h(X)) (Teorema 5.3) 
şi fiecare element al acestui ideal (polinom sau vector - după cum este 
scris) va da (conform cu (a)) o soluţie a relaţiei de recurenţă liniară (3). 
Dar spaţiul soluţiilor relaţiei (3) are dimensiunea cel mult k. Deci idealul 
( {g( X)} va da toate soluţiile relaţiei de recurenţă liniară ( 3 ). Mai trebuie 
arătat că perioada acestor soluţii este chiar n. 

Din cele de până acum a rezultat că perioada este cel mult n. Vom 
arăta că soluţia corespunzătoare clasei de resturi {g(X)} are perioada n. 

Să presupunem prin absurd că soluţia corespunzătoare lui {g(X)} are 
perioada m < n. Dar n este divizibil cum şi deci coeficienţii polinomului 
g(X) - considerat ca fiind de grad n - 1 (prin completare cu coeficienţi 

n 
nuli) formează - blocuri care se repetă. 

m 
Deci g(X) = q(X)( 1 + xm + x 2m + ... + xn-m) unde q(X) este un 

xn -1 
polinom de gradul m - 1. Relaţia se poate scrie şi g(X) = q(X) X . 

m -1 
Vom avea acum (Xn - l)(Xm - 1) = g(X)h(X)(Xm - 1) = 

q(X)h(X)(Xn -1) adică xm -1 = q(X)h(X), ceea ce contrazice condiţia 
că n este cel mai mic număr care verifică Propoziţia 5.1. 

Deci m = n. o 

Exemplul 5.1 Să considerăm polinomul h(X) = l +X+ X 2 + X 4 E 
Z2 [X]. Relaţia de recurenţă liniară asociată este 

a;H = ai+2 + ai+I + a; ( i 2: O) 
Circuitul liniar corespunzător are forma 

Cel mai mic n pentru care xn - 1 se divide cu h(X) este n = 7. Cum 

g( X) = X
7 

-
1 = X 3 + X + 1, rezultă că circuitul va genera cuvintele 

h(X) 
idealului ( {g( X)}). Fiecare cuvânt este caracterizat de cele patru valori 
binare iniţiale din elementele de înmagazinare. Vor fi deci 24 = 16 cu
vinte de lungime 7. Ele corespund tuturor polinoamelor de grad maxim 6 
din Z2[X], care se divid cu g(X). 
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Ieşire 

- 1 o 1 l 
1 o 1 1 o 
o 1 1 o o 
1 1 o o o 
1 o o o 1 
o o o 1 o 
o o 1 o 1 
o 1 o 1 1 

Df uemplu. prntru valorile iniţiale (LO, 1, 1), funcţionarea circuitu
lui timp de ş apt f tacti este dată în tabelul de mai sus. 

ln elementele de înmagazinare se regăsesc valorile iniţiale, iar la 
ieşire s-a obţinut polinomul f(X) = X 6 + X 4 + X 3 = X 3g(X). 

Exemplul 5.2 Circuitul liniar corespunzător polinomului h(X) = 1 + 
X 3 + X 5 + X 6 + X 8 E Z2 [X] este 

El dă soluţiile relaţiei de recurenţă liniară 

a, + ai+3 + ai+s + a;+6 + a;+s = O, 
x2.ss _ 1 

care formează idealul generat de polinom.ul g(X) = --- ideal com-
h(X) 

pus din 28 = 256 rnvinte de lungime 255. 

5.2 Definirea codurilor ciclice 

Fie n (n ~ 2) un număr natural. Să notăm cu An algebra polinoamelor 
din Zq[X], modulo Xn - l. După cum s-a convenit, identificăm cuvântul 
aoa1 ... an-1 cu vectorul (a0,a1, .... an_i) şi cu polinomul a(X) = ao+ 
a1X + ... + an-lxn-l E Zq[X]. 

ln cadrul dualismului vector - polinom vom face o deosebire: anu
larea produsului a două polinoamt> nu înseamnă ortogonalitatea vec
torilor corespunzători. Pentru această situaţie se folose§te următoarea 
propoziţie: 
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Propoziţia 5.2 Produsul a două polinoame fSte zero dacă şi numai dacă 
toate produself scalare dintrr vectorul unui polinom şi permutările ciclice 
ale vectorului cfiuilalt polinom. sunt zero. 

n-1 

Ucmonstrntic: Fie a(X), b(X) E Zq[X], a(X) = L a;X\ b(X) = -
i=O 

n-1 

i=O 
J n-1 

unde C,1 = L oib,1-i + L a1bJ+n-i = 
i=O i=.1+1 

= (ao,al,···,an-d. (bj,---,bo,bn-l,··•,bj+lf, 
§i Propoziţia rezultă din faptul că Cj = O \::/j. 

Definiţia 5.2 Un subspaţiu liniar Vn s;;; An se numeşte ciclic dacă 

==} 

o 

Teorema 5.6 Un subspaţiu liniar Vn s;;; An este ciclic dacă şi numai 
dacă este ideal. 

Demonstraţie: Înmulţirea cu clasa de resturi {X} înseamnă de fapt per
mutarea ciclică a componentelor cu o unitate spre dreapta, pentru că: 

"{:::=": Dacă \;~ s;;; An este ideal, atunci pentru orice v E Vn avem 
v' = {X}v E \;~ (s-a notat tot cu v clasa de resturi modulo xn - 1 
corespunzătoare polinomului ai cărui coeficienii sunt componentele vec
torului v). Deci \;~ este ciclic . 

• , ==} '': Presupunem că subspaţiul liniar Vn s;;; An este ciclic şi fie v E Vn. 

Atunci, din {X}v E l·~ rezultă {XJ}v E \1~, \::/j = 1, ... , n - 1. Deci 
{co+ c1X + ... + Cn-1xn- 1}v E v;i, adică Vn este ideal în An. □ 

Definiţia 5.3 Se numeşte cod ciclic un ideal propriu IC An. 

Codurile ciclice au fost introduse de Prange (1957), care a. evidenţiat 
bogăţia de informaţie rezultată din structura lor algebrică. 
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5 .3 Generarea cod urilor ciclice 

Pentru a construi un cod ciclic se foloseşte structura idealelor în algebra 
polinoamelor modulo xn - 1. Fie I un ideal proprie în An şi g(X) 
polinomul normat de grad minim cu {g(X)} E 1. Atunci (Teorema 5.1) 
{a(X)} E / dacă şi numai dacă g(X)\a(X). 

De asemenea, g(X)\Xn - 1. 
Oricărui divizor g(X) al lui xn - 1 (grad(g(X)) < n) îi corespunde 

un ideal propriu în An, generat de g( X). 
Pentru a da un cod ciclic este suficient să dăm generatorul său g(X), 

divizor al lui xn - 1. Fie g(X) = 9o + 91X + ... + 9n-kxn-k (k < n). o 
bază a idealului ( {g(X)}) se poate alege (Teorema 5.3) 

Matricea generatoare corespunzătoare codului ciclic va fi 
9o 91 9n-k O O 
O 9o 9n-k-1 9n-k O 

o 
o 

O O O 9o 91 • • • 9n-k 
Rezultă că un cod ciclic poate fi organizat ca un (n, k) - cod liniar, 

unde n estf' gradul polinomului xn - 1 iar k este gradul polinomului 
. }(11 - 1 

h(X)= g(X). 

Exemplul 5.3 Codul cu repttiţie este un cod ciclic al cărui polinom ge

nerator este g(X) = 1 +X+ X 2 + ... + xn- 1
. 

Exemplul 5.4 Să considerăm codul ciclic binar de lungime 7, cu poli
nomul generator g(X) = 1 + X 2 + X 3 (uezi şi Exemplul 5.1). El are 
matricea generatoare 

G=(H~i!H)-
0 O O 1 O 1 1 

Exemplul 5.5 Să considerăm n = 6 şi q = 3. Deoarece X 6 
- 1 = 

(X + 1 )3 (X + 2)3
, există 14 polinoame în Z3 [X] care divid X 6 

- 1, deci 
sunt posibile 14 coduri ciclice ternare de lungime 6. 

Unul din ele este de exemplu codul ciclic generat de polinomul g(X) = 
(X+ 1 )(X + 2) = 2 + X 2

, având matricea generatoare 
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( 

2 O 1 O 
O 2 O l 

G= O O 2 O 

O O O 2 
El este deci un ( 6, 4) - cod ffrnar. 

o o) o o 
I O . 

O 1 
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Idealul generat de {g(X)} este spaţiul nul al idealului ( { h(X)}) unde 
xn -1 

h(X) = g(X) . Acest ideal ( {h(X)}) se construieşte luând ca bază 

polinoame!<." 
{h(X)}, {Xh(X)} ... , {xn-k-1h(X)}. 

Ţinând cont de Propoziţia 5.2, putem construi matricea de control H a 
codului ciclic ( {g(X)}) luând ca linii ale matricii cele n - k polinoame 
de sus, cu ordinea componentelor inversată. 

Exemplul 5.6 Să reluăm codul din Exemplul 5.4- Deoarece X 7 
- 1 = 

(l + X)(l +X+ X 3 )(1 + X 2 + X 3
), pentru acest cod, avem 

h(X) = ( 1 + X)(l +X+ X 3
) = 1 + X 2 + X 3 + X 4

. 

Matricea generatoare a codului ({h(X)}) este 

(

1 O 1 I 1 O O) 
O 1 O 1 1 1 O , 
O O 1 O 1 1 1 

deci matricea de control asociată codului din Exemplul 5.4 va fi 

( 

O O 1 1 1 O 1 ) 
1-J= Ol I 1 O 1 O . 

1 1 1 O 1 O O 

Deoarece coloanele sale sunt nenule şi distincte două câte două, codul 
astfel construit este (7, 4) - codul Hamming binar. 

Exemplul 5.7 (6,4) - codul ternar din Exemplul 5.5 an drept cod dual 
(6, 2) - codul generat de polinomul h(X) = (l+X)2(2+X)2 = I +X2 +X4

. 

Deci matricea sa de control va fi 
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Pentru a obţine un cod ciclic sistematic, este convenabil să alegem o altă 
bază pentru idealul ( {g(X)} ). Să observăm că pentru i = n - k, n - k + 
1, ... , n - 1, putem scrie 

Xi= qi(X)g(X) + ri(X) cu grad(ri(X)) < grad(g(X)) = n - k. 

Deci {Xi-ri(X)}E({g(X)}), i=n-k.n-k+l, .... n-1. 
Această. mulţime de vectori este liniar independentă şi conduce la o 

matrice generatoare de forma 

G = [-R I] 

unde linia j din matricea R este vectorul coeficienţilor lui rj(X) pentru 
j = n - k, ... , n - 1. Codul obţinut este deci sistematic, iar matricea sa 
de control se scrie imediat: 

De remarcat că matricea HT are pe linii componentele resturilor ri(X) 
pentru i = O, 1, ... , n - 1. 

Exemplul 5.8 Să luăm din nou X 7 
- 1 = g(X)h(X) peste Z2 , unde 

g(X) = 1 + X 2 + X 3
, h(X) = 1 + X 2 + X 3 + X 4 (deci n = 7. k = 4). 

Avem 
xo Og(X) + 1 
xi Og(X) + X 
xz Og(X) + xz 
x3 g(X) + 1 + xz 
_}(4 = (l+X)g(X) + l + X + x2 

xs (1 +X+ X 2 )g(X) + 1 + X 
x6 (X+ X 2 + X 3)g(X) + X + xz 

Baza corespunzătoare idealului ( {g( X)}) este 

{1 + X 2 + X3
}, {l +X+ X 2 + X4

}, {l +X+ X 5
}, {X+ X2 + X 6

} 

<an conduce :.::n(cet TTT'! ar f )co~ si~t:.:l;~: 
O 1 1 O O O 1 

Matricea de control corespunzătoare se scrie simplu: 

(

1 o o 1 1 1 o) 
H3,7 = o 1 o o 1 1 1 = [/3 RL]-

0 O 1 1 1 O 1 
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5.4 Generarea automată a codurilor ciclice 

Codurile ciclice sunt coduri a căror implementare este mult facilitată de 
circuitele liniare. Cu ajutorul acestora se poate realiza automat codifi
carea, calculul sindromului, detectarea şi corectarea erorilor. 

In construcţia practică vom distinge două cazuri: 

5.4.1 Circuit cu k elemente de înmagazinare 

Este o metodă de generare a codurilor ciclice, avantajoasă dacă sunt mai 
puţine simboluri de informaţie decât de control : k < n - k. 

Fie codul ciclic ( {g(X)}) c An şi h()() = ·:~;/ =ho+ h1X + ... + 
hkXk cu h0 -=/- O, hk = 1. Conform Teoremei 5.5, idealul ( {g(X)}) este 
generat de circuitul liniar care construieşte soluţiile relaţiei de recurenţă 
liniară 

k 

L hjai+j = O. i = O, L ... 
J=O 

Mesajul de informaţie care trebuie codificat - conţinând k simboluri pe 
fiecare bloc - se introduce la momentul iniţial în elementele de înmaga
zinare ale circuitului, sub formă de "condiţii iniţiale". Lăsând circuitul 
să funcţioneze, obţinem după n momente cuvântul - cod corespunzător, 
aparţinând idealului ( {g(X)}) şi având pe primele k poziţii elementele 
de informaţie. 

Exemplul 5.9 Circuitul liniar construit în Exemplul 5.1 este un circuit 
de codificare pentru codul generat de polinomul g(X) = 1 + X + X 3

. 

Exemplul descrie şi un mod dt funcţionare pentru cuvântul de informaţie 
1011. 

Dacă .-.;-ar lua dn pt polinom grne rator 1 + X 2 + X 3 + X4, idealul 
genuat de el tsle dat de circuitul liniar 

d h( v) x1 - i - xz x3 
eoarece .'\ = 1 + X 2 + X 3 + X 4 - 1 + + . 
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5.4.2 Circuit cu n - k elemente de înmagazinare 

Este o strategie avantajos de utilizat în cazul n - k < k. 
Dacă interpretăm mesajul de informaţie ca un polinom de gradul 

k - 1, atunci codificarea se poate face utilizând un circuit de înmulţire cu 
polinomul generator g(X) (vezi Capitolul 4). La decodificare se recapătă 
mesajul iniţial ( dacă nu au apărut erori) folosind un circuit de împărţire 
cu g(X). 

Exemplul 5.10 Codul ciclic de polinom generator g(X) = 1 +X+ X 3 

poate codifica mesajele de informaţie folosind circuitul liniar: 

U3U2U1Uo ~ 
Astfel, mesajul de informaţie u = 1001 se codifică în v = 1100101, 

conform calculelor: 

t'(X) = u(X)g(X) = (1 + X 3 )(1 +X+ X3
) = 1 +X+ X 4 + X 6 

Pentru decodificare se foloseşte circuitul 

i· î'=--=t'u(X) 

v(X )-©--D--G)-o-----c:=:J--1 

Dczarnntajul unei asemenea metode îl constituie faptul că, nefiind un cod 
sistt>matic, prin codificare poziţiile de informaţie se pierd. Pentru a obţine 
un cod sistematic, procedăm în felul următor: mesajul de informaţie 
este considerat un polinom u0 (X) de gradul n - l având poziţiile de 
informaţie drept coeficienţii lui xn-k, ... , xn-I, iar restul coeficienţilor 
sunt O. Atunci avem u0 (X) = q(X)g(X) + r(X) cu grad(r(X)) < 
grad(g(X)) = n - k. de unde 

{uo(X)- r(X)} E ({g(X)}). 

{u0 (X) - r(X)} reprezintă un cuvânt - cod în care coeficienţii lui xn-k, 
... , xn-I sunt poziţiile de informaţie nealterate, iar coeficienţii lui r(X) 
cu sPmnul schimbat ( deci coeficienţii lui .X-0 , X 1

, ... , xn-k-I) sunt ca
racterele de control. 

Circuitul care realizează această codificare este următorul: 
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u(X) 

El funcţionează astfel: 

• Iniţial, cele 11 - I.: elemente de înmagazinare conţin O, întrerupătorul 
de ieşire este decuplat iar cel de feedback - cuplat. 

• Se introduc cele k elemente ale mesajului de informaţie atât în 
circuit cât şi în canalul de comunicaţie. După k momente, în ele
mentele de înmagazinare avem coeficienţii restului r(X). 

• Se decuplează feedbackul şi se cuplează circuitul la canalul de comu
nicaţie. 

• Coeficienţii restului - cu semn schimbat - se transmit m canal 
imediat după poziţiile de informaţie. 

DeoarPce provine din circuitul de împărţire cu g( X), acelaşi circuit poate 
fi folosit şi pentru detectarea erorilor la recepţie. Pentru aceasta, după 
decuplarea întrerupătorului de ieşire şi cuplarea celui de feedback, se 
introduce în circuit cuvântul recepţionat. Dacă la momentul n restul nu 
este nul ( cel puţin un element de înmagazinare conţine un element nenul) 
înseamnă că a apărut cel puţin o eroare în transmisie. 

Exemplul 5.11 Codul ciclic binar de lungime 7, generat de g(X) 
1 + X 2 + X 3

, poate fi construit folosind circuitul liniar: 

Să presupunem că vrem să transmitem mesajul de informaţie 1011. Pen
tru codificare, primii patru tacţi vor lucra cu următorul circuit liniar: 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



l48 CAPITOLUL 5. CODURI CICLICE 

('rmătorii lrfi tacfi vor lucra ctt nCflaşi cirrnit liniar, puţin modificat: 

Funcţionarea circuitului este descrisă de următorul tabel: 

Nr. crt. Intrare Ieşire 

1 1 1 o 1 1 
2 o 1 1 1 o 
3 1 o 1 1 1 
4 1 o o 1 1 
5 - o o o 1 
6 - o o o o 
7 - o o o o 

Deci prin canal este transmis cuvântul - cod 1011100 ( corespunzător poli

nomului a(X) = X 6 + X 4 + X 3 + X 2 
). Se observă că primii patru biţi 

sunt biţii de informaţie. 
La recepfif, cuvăntul 1011100 esff introdus În circuitul liniar (în care 

Sl ignoră legătura cu canalul de comunicaţie) , 

După ce funcţionează 7 tacţi, în elementele de înmagazinare ale circuit
ului rămâne OOO, deci cuvântul a fost transmis fără erori. Pentru de
codificare - codul fiind sistematic - se păstrează primii palm biţi, adică 
1011. 

5.5 Exerciţii 

5.1 Să se determine toate codurile ciclice de lungime n = 5 
(a) peste Z2 ; 

(b) peste Z3 . 
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5.2 Aceeaşi µroblf mă pentru codurile de lungime n = 6. 

5.3 Construiţi o bază pentru cel mai mic cod ciclic de lungime n care 
conţine cuvântul - cod v: 

(a) v = 1101000, n = 7; 
(b) v = 010101, n = 6: 
(c) V= 11011000. li= 8. 

5.4 Pentru fiecare din cuvintele de mai jos, găsiţi polinomul generator 
a.I celui mai mic cod ciclic care conţine cuvântul respectiv: 

010010, 01100110, 0101100, 
001000101110000, 00001001000000, 010111010000000. 

5.5 Să se afte polinomul generator al codului ciclic C, ştiind o bază S 
a sa.: 

(a) S = {010,011,111}; (b) S = {1010,0101,1111}; 
( c) S = {0101, 1010, 1100}; ( d) S = { 1000, 0100, 0010, 0001}. 

5.6 Intr-o codificare sistematică, codificaţi mesajele de informaţie date 

de polinoamele: 1 + X2
, X, X+ X2 + X 3 în cuvânte - cod al unui cod 

ciclic binar de lungime 7, cu polinomul generator g(X) = 1 + X 2 + X 3 . 

5. 7 Fie codul definit mai sus. 

Fiind date cuvintele - cod X2 + X 4 + X 5
, 1 +X+ X2 + X4, X 2 + 

X 3 + X 4 + X 6
. găsiţi mesajele, de informaţie corespunzătoare. 

5.8 Construiţi circuite liniare pentru codificare/decodificare ale codului 

ciclic binar de lungime 7 generat de polinomul g(X) = (1 +X 2 +X3 )(1 + 
X). 

5.9 Care este lungimea minimă a unui cod ciclic binar de polinom gene

rat or g (X) = 1 + X 2 + X 3 + X 4 '? 
Construiţi circu-ite liniare pentru codificarea şi decodificarea sa. 

5.10 Construifi un circuit liniar pentru codificarea ( 15, 11) - codului 
Hamm.ing binar. 

5.11 Construiţi circuite liniare pentru codificarea codului Golay binar 

(generat de g(X) = 1 +X+ X 5 + X 6 + X 7 + X 9 + X 11
) şi ternar (generat 

de g(X) = 2 + X 2 + 2X 3 + X4 + X 5 
). 
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5 .12 Const rui{i matricea dE control a codului ciclic binar de lungime n 
şi polinom generator g(X): 

n=6, g(X)=l+X2,· 
n = 8, g(X) = 1 + X 2

; 

n = 9, g(X) = 1 + X 3 + X 6
; 

n = 15. g(X) = 1 +X+ X 4
: 

11 = 1.5, g(X) = 1 + X 4 + .X-6 + XÎ + X 8
: 

n = 23. g(X) = 1 +X+ X 5 + X 7 + X 9 + X 11
. 

5.13 Sunt ciclice codurile liniare binare definite de matricile generatoare 
definite mai jos ? 

(! ~ ~ ! ~ ~ ~i (~ ! ! ! ~ ~ ~i 
1100101 0011110 
0010111 0001111 

5.14 A rătaţi că dacă polinomul generator al unui cod binar se divide cu 
polinomul 1 + X. atunci toate cuvintde sale au pondere pară. 

Reciproca este ad( vărată ! 

5.15 Arătaţi că dacă g(X) E Zq[X] generează un (n, k) - cod ciclic, 
atunci g(XP) generează un (pn, pk T - cod ciclic. 

5.16 A rătaţi că intersecţia a două coduri ciclice de aceeaşi lungime este 
tot 11n cod ciclic. 

Cart este polinomul său generator '? 

5.17 Daţi o condiţie necesară şi suficientă pentru polinomul generator 
al unui cod ciclic de lungime impară în care 11 ... 1 este cuvânt - cod. 
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Capitolul 6 

Decodificarea codurilor 
ciclice 

6.1 Corectarea erorilor independente 

După cum se ştie de la codurile liniare, o modalitate de caracterizare 
a tipurilor de erori_ care pot apare în transmisia mesajelor este dată pe 
baza sindromului. In cazul codurilor ciclice este convenabil să lucrăm cu 
un sindrom polinomial. 

Definiţia 6.1 Fie C un cod ciclic de lungime n, cu polinomul generator 
g(X). Se numeşte "sindrom polinomial" s(X) al cuvântului a de lungime 
n, restul împărţirii polinomului corespunzător a()() la g(X). 

Deci, dacă se transmite cuvântul - cod v(X) = q(X)g(X) şi se primeşte 
n(X). sindromul va fi 

s(X) = a(X) - l'(X), grad(s(X) < grad(g(X)). 

Observaţii: 

• Fie e eroarea generată prin transmiterea cuvântului - cod v. 

D<'oarece a(X) - e(X) este divizibil cu g(.)(), rezultă că. resturile 
împăr\irii lui a(X) şi c(X) la g(X) coincid. Deci se poate vorbi 
despre "eroarea - tip'' e. 

• Similar cu raţionamentul folosit la coduri liniare, vor fi considerate 
sindromuri toate polinoamele din Zq[X] de grad < n - k; pentru 
fiecare sindrom s(X) putem alege o eroare - tip e(X) de pondere 
minimă care corespunde acelui sindrom. 
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Structura algebrică a codurilor ciclice permite construcţia de metode 
noi de decodificare ( cu corectarea posibilelor erori aferente), adesea mai 
eficiente decât algoritmii similari de la codurile liniare. 

Vom începe cu prezentarea unui exemplu. 

Exemplul 6.1 Fie C codul Hamming binar de lungime 7, care are poli
nomul generator g(X) = 1 +X+ X3 (Capitolul 5. Exemplele 5.4 şi 5.6). 

Eroare - tip Sindrom 
o o 
1 1 
X X 
x2 x2 
x3 1 +x 
)(4 X +X2 
xs 1 +X+ X2 
x6 1 + x2 

Să considerăm că s-a recepţionat cuvântul a = 1011001; sindromul lui 
este restul împărţirii polinomu/ului X 6 + X 3 + X 2 + 1 la g(X), adică 
s(X) = X + 1. Se ştie că orice cod Hamming corectează o eroare, deci 
va fi util să avem un tabel cu sindromurile tuturor erorilor - tip e( X) = 
Xi (O :S i :S 6). Pentru că X + 1 este sindromul lui e(X) = X 3

, tragem 
conclu::ia că a fost perturbat al treilea bit şi vom decodifica 

a(X) - e(X) = 1011001 - 0001000 = 1010001. 

O dificultate în această metodă de decodificare - bazată pe sindrom -
constă în necesitatea de a lista toate erorile - tip corespunzătoare sindro
murilor. şi de a le parcurge la recepţia fiecărui cuvânt. O simplificare este 
însă propusă de Meggitt (1960), bazată pe structura ciclică a codurilor. 
Vom face corecţia numai pentru ultimul caracter ( coeficientul termenului 
de grad maxim) al cuvântului a recepţionat. După aceea s~ efectuează 
o permutare ciclică şi se studiază din nou ultimul caracter. ln acest fel, 
după n permutări ciclice, toate poziţiile au fost corectate. 

Metoda. prezintă două avantaje majore: 

1. Se foloseşte doar lista erorilor - tip reprezentate prin polinoame de 
grad n - 1. (Astfel, în Exemplul 6.1, o singură eroare - tip are 
gradul polinomului asociat n - l = 6). 
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2. Calculul sindromului se efectuează o singură dată- la început -
folosind circuitul liniar de împărţire cu g(X). După ce a funcţionat 
n momente. în elementele de înmagazinare se găseşte sindromul. 
După aceea Sf' nPglijează ieşirea şi se lasă să funcţioneze circuitul. 
La fiecare pas ( Capitolul 4, Figura 4.4) sindromul se înmulţeşte 
cu X, această operaţie având ca efect permutarea sa ciclică cu o 
poziţie. 

Pr~poziţia 6.1 Dacă un cuvânt a= (a0 ,a1 , ... ,an-i) are sindromul 
s(){). atunci permutarea sa ciclică are sindromul s'(X), care este restul 

împărţirii lui Xs(X) la polinomul grnerator g(X). 

Demonstraţie: Sindromul s( X) este definit prin identitatea împărţirii 
a(X) = q(X)g(X) + s(X), 

unde q(X) este câtul împărţirii lui a(X) la g(X). Deoarece se lucrează 
în algebra polinoamelor modulo xn - 1, permutarea ciclică a lui {a(X)} 
este {a'(X)} = {Xa(X)}, construit astfel: 

a'(X) = .\.:'a(X)-an-lxn+an-1 = Xa(X)-an_i(Xn-1) = Xa(X)
an-1g(X)h(X) = Xq(X)g(X) + Xs()() - an_ 1g(X)h(X) = Xs(X) + 
g(X)[X q(X) - an-1 h(X)]. 

Rezultă de aici că resturile împărţirii lui a'(X) şi X s(X) la polinomul 
generator g(X) sunt aceleaşi. O 

Se poate da acum 

Algoritmul de decodificare Meggitt pentru (n, k) - codurile 
ciclice binare: 

1. Se listează toate sindromurile corespunzătoare erorilor - tip 
e, reprezentate prin polinoame de grad n - 1; 

2. Cuvântul recepţionat a este introdus în circuitul liniar de 
împărţire cu g(X), care va funcţiona n tacţi; 

3. Dacă în elementele de înmagazinare se obţine un polinom care 
se regăseşte în lista de sindromuri, se modifică bitul cel mai 
din dreapta al cuvântului primit; 

4. Se permută ciclic cuvântul primit şi - în acelaşi timp - se lasă 
să funcţioneze un tact circuitul liniar (neglijând ieşirea), după 
care se reia Pasul (3). 

Se repetă acest procedeu de n - 1 ori. 
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Exemplul 6.2 Reluând codul Hamming binar din Exemplul 6.1, algo
ritmul va lucra astfel: 

- Singurul sindrom din listă este 1 + X 2 
( dF vector 101 J. 

- Dacă se reCFp(ionca=ă dr eumplu a = 1011001. el se introduce în 
circuitul liniar 

1011001 

După 7 tacţi, în elementele de înmagazinare se obţine sindromul 110. 
- 110 este diferit de 101 9singurul sindriom din listăO. deci a.6 a fost 

recepţionat conct. 

- Sc permută circular a în 1101100 şi se lasă circuitul să funcţioneze 
un tact; elementele de înmagazinare vor conţine acum 011. 

- Nici acest sindrom nu este pe listă, deci a.5 a fost şi el corect ş. a. m. d. 
Paşii de lucru ai algoritmului sunt reprezentaţi în tabloul: 

Pas Bit Sindrom 

7 a6 110 
8 as 011 
9 a4 111 
10 a3 101 
11 a2 100 
12 a I 010 
13 ao 001 

Deci singurul bit corectat (unde se transformă 1 În O) este a3. Mesajul 
primit se decodifică în 1010001. 

Exemplul 6.3 Să considerăm codul ciclic binar generat de polinomul 
g(X) = 1 + X 4 + X 6 + X 7 + X 8

. El este un (1.5, 7) - cod ciclic, de 
distanJă minimă d = 5 (după cum vom vtdea mai târziu) deci poate 
corecta cel mult 2 erori independente. Lista completă a sindromurilor 
(deci a tuturor erorilor - tip de pondere O, 1, 2) are C?5 + Cf5 + CJ5 = 
121 elemente. Folosind algoritmul Meggitt, rămân numai 15 sindromuri, 
listate în Tabelul 6.1 

Deci, la primirea unui cuvânt a de lungime 15, vom calcula sindromul 
şi -- dacă actsfa se aftă in Tabelul 6.1 vom modifica bitul a14 . Apoi se 

face o permutare ciclică şi se corectează a 13 ş.a. rn.d. 
Să presupunem că s-a recep-Jionat mesajul a = 011001000111011. 

Pentru decodificare, el este introdus în circuitul liniar asociat codului ( de 
împărJire cu g(X)) 
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Tabelul 6.1: 

Tip eroare Sindrom polinomial Sindrom 
X14 x1 + x6 + x5 + x3 000010111 

i + x14 x 1 + X6 + X 5 + X 3 + 1 10010111 
X+ x14 x 1 + X6 + X 5 + x 01000111 

x2 + x14 x1 + x6 + x5 + x3 + x2 00110111 
x3 + x14 x1 + x6 + x5 00000111 
X4 + x14 x1 + x6 + x5 + x4 + x3 00011111 
x5 + x14 x1 + x6 + x3 00010011 
x6 + x14 x1 + x5 + x3 00010101 
x1 + x14 x6 + x5 + x3 00010110 
xs + x14 X 5 + X 4 + X 3 + 1 10011100 
xg + x14 x1 + X 4 + X 3 + x + 1 11011001 

x10 + x14 X 3 + x 2 + x 01110000 
xu + x14 x 1 + X 6 + X 5 + X 4 + x 2 + x 01101111 
,1(12 + x14 x1 + X 6 + X4 + x 01001011 
x13 + x14 x1 + x4 + x3 + x2 00111001 

ioo1000111011 

care funcţionează 15 tacţi. La sfârşitul lor, în elementele de înmagazinare 
se află sindromul, cu valoarea s = 01001100. 

Pentru următorii paşi se obţin valorile 

Bit Sindrom Bit Sindrom Bit Sindrom 

a14 01001100 a9 10101011 a4 00101111 
a13 00100110 as 11011110 a3 10011100 
a12 00010011 a7 01101111 a2 01001110 
au 10000010 a6 10111100 a1 00100111 
a10 01000001 Cl5 01011110 ao 10011000 

Două din aceste sindromuri - cele corespunzătoare lui a 12 şi a3 - se află şi 
în Tabelul 6.1; deci aceşti doi biţi trebuie corectaţi ( prin complementare). 
Cuvântul - cod obţinut este 011101000111111. 

De remarcat că în Exemplul 6.3 decodificarea nu este completă: algo
ritmul Meggitt corectează în total 121 erori - tip. Privit însă ca un cod 
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liniar, tabela de decodificare va avea 215 /27 = 256 linii, ceea ce înseamnă 
că acest cod este capabil să corecteze mult mai multe erori. Cu algorit
mul Meggitt se vor corecta numai erorile independente simple sau duble, 
ignorând complet posibilitatea. existenţei altor tipuri de erori. 

Vom încerc?. în continuare să îmbunătăţim această situaţie. 

6.2 Pachete - standard de erori 

Fie C' <:;;; A. 11 un (n. k) - cod ciclic peste Z9 • capabil să corecteze terori. 

Definiţia 6.2 Pentru un polinom e(X) = X 5 e0 (X) E Zg[X] cu e0 (0) f= 
O, spunem că "lungimea pachet" a lui e este 1 + grad(e0 (X)). 

Cuvântule E z; este un "pachet - standard de lungime j" dacă gradul 

minim al tuturor polinoamelor {Xie(X)} (OS i S n - l) este j - 1. 

Dacă se trimite un cuvânt a şi se recepţionează v, spunem că erorile 
au afectat j poziţii consecutive, dacă eroarea - tip e = v - a este un 
pachet de lungime j. Acesta este un pachet - standard de j erori. 

Exemplul 6.4 Fie n = 7 şie= 0101100. Atunci e(X) = X +X3 +X 4 = 
X( 1 + X 2 + X 3

). Efectuând permutări ciclice, toate polinoamele obţinute 
a-u grad mai mare decât 3, înafară de {X6 e(X)} = {l + X 2 + X 3

}, care 
an gradul :3. Deci e este un pachet - standard de lungime 4. 

Dacă se ia e = 1000100, 1 + X 4 an' gradul 4, dar permutarea ciclică 
{X3 (1 + X 4 )} = {l + X 3 } an gradul 3, deci şi acesta este un pachet -
tip de lungime 4. 

Reamintim că la codurile liniare se construia. un tablou standard în care 
pe fiecare linie se aflau toate cuvintele cu acelaşi sindrom. Codul era 
corector de t erori independente dacă toate cuvintele din z; de pondere 
cel mult t erau pe linii diferite; aceste cuvinte constituiau reprezentanţii 
sindromurilor şi apăreau pe prima coloană, fiind considerate erori - tip 
pentru fiecare linie. 

Astfel de tabele se pot construi şi pentru codurile ciclice; aici se iau 
ca reprezentanţi pe fiecare linie. pachetele - standard de erori de lungime 
minimă. În acest fel, un cod liniar corector de t erori (independente) 
este corector de pachete de j erori consecutive, dacă toate cuvintele de 
lungime - pachet cel mult j sunt alese ca reprezentanţi. 
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Observaţia 6.1 

1. ('ondiţia ca j rrol'i sâ formf':::e un pachet - standard este mai res

trictivă drcât dacâ cele j erori sunt indtpendente. Un pachet de 

erori afectează cuvântul pe o porJiune fixată, de lungime j, pe când 
erorile independente pot apare oriunde în cuvânt. 

2. Când spunem că sunt afectate de erori j poziţii consecutive, aceasta 

nu însemnă că toate cele j po::iJii sunt greşite efectiv, ci doar că 

acrste j po:::iţii formează componentele unui pachet - standard de 
erori (unele din ele putând fi corecte). 

Definiţia 6.3 Un (n, k) - cod ciclic corectează pachetele de j erori con

secutive dacă orice pachet - standard de lungime cel mult j este selectat 
ca sindrom. 

Lema 6.1 Dacă un cod C este corector de t erori independente şi corec

tor de pachete de j erori consecutive, atunci t :S j. 

DemonstraJie: Exerciţiu. o 

Exemplul 6.5 Să considerăm toate pachetele - standard nenule de lun

gime cel mult 3 în Z?. Fiecare astfel de cuvânt este de forma { e(X)} = 
{)C1~0 (X)} cu O :S i :S 14 şi e0 (X) E {l, 1 + X, 1 + X2, 1 +X+ X 2

}. 

ln total sunt 15 · 4 = 60 astfel de pachete de erori. 

Exemplul 6.6 Fie g(X) = 1 +X+ X 2 + X3 + X 6 polinomul generator 
al unui ( 15, 9) - cod ciclic binar. El nu este un cod corector de 3 erori 
inrhprndenlf pentru că sunt 576 tipuri de erori de pondere cel mult 3 şi 
numai 215 /29 = 64 sindromuri. În schimb sunt numai 61 pachete - stan
dard de lungime maxim 3 ( Exemplul 6.5, la care se adaugă pachetul nul), 
deci acest cod poate corecta orice pachet de maxim 3 erori consecutive. 
Faptul că acesta este un cod ciclic corector de pachete de :3 erori con
secutive rezultă din calculul sindromurilor polinoamelor {Xie 0 (X)} unde 

O :S i :S 14 şi e0 ( X) E { 1, 1 + X, 1 + X 2
, 1 + X + X 2

}. 

6.2.1 Detectarea pachetelor de erori 

Teorema 6.1 Un ( n, k) - cod ciclic detectează orice pachet de maxim 
n - k erori. 
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Demonstraţie: Dacă { e(X)} este o eroare - tip de lungime cel mult n - k, 
atunci e(X) = X;e0(X) cu grad(e0 (X)) < n - k. Fie g(X) polinomul 
generator al cod ului, cu grad(g (X)) = n - k. 

Ştim că { e(X)} este cuvânt - cod ~ g(X)\e(X). 
Cum g(X)\Xn -1, el va fi prim cu X5; deci { e(X)} este cuvânt - cod 

dacă şi numai dacă g(X)\e0(X), absurd deoarece grad(e0(X)) < n- k = 
grad(g(X)). □ 

Teorema 6.2 Proporţia pachetelor - standard de j > n - k erori pe care 
nu le poate detecta un (n, k) - cod ciclic este 

q-(n-k-1) 

q-1 
q-(n-k) 

dacă j = n - k + 1, 

dacă j > n - k + 1. 

Demonstraţie: Fie {e(X)} = {)(5e0(X)} unde grad(e0 (X)) = j - 1. Să 
numărăm câte asemenea pachete - standard de erori sunt posibile. Ca 
prim şi ultim coeficient al lui e0 (X) poate fi orice element din Zq \ {O} 
(în număr de q - 1 ), iar coeficienţii intermediari pot fi orice elemente din 
Zq (în număr de q). Deci sunt (q - 1)2 q1- 2 pachete - standard de erori 
care încep şi se termină în aceeaşi poziţie. 

l1n pachet de erori {e(X)} nu este detectat de un (n,k) - cod ciclic 
dacă. şi numai dacă { e(X)} este cuvânt - cod, adică e0 (X) = g(X)h(X), 
unde grad(h(X)) = grad(e0 (X)) - grad(g(X)) = j - 1 - (n - k). Deci 
polinomul h(X) are j - n + k coeficienţi. Apar două situaţii: 

l. grad(h(X)) = O, adică j = n - k + 1. Atunci h(X) se reduce la o 
constantă şi există q- 1 asemenea polinoame h(X). Deci, raportul 
dintre numărul pachetelor - standard de lungime j nedetectabile 
şi numărul total al pachetelor - standard de lungime j care pot fi 
localizate este 

q - 1 q-(n-k-1) 

q - I 

2. Dacăgrad(h(X)) > O, adicăj > n-k+I, vom avea (q-1) 2qj-n+k- 2 

polinoame h(X) posibile (pachete - standard de lungime _j) nede
tectabile. Rezultă că raportul de sus este în acest caz 

( q - 1 )qj-n+k-2 - -(n-k) 
-( q---1-)2-q1----2- - q · 

o 
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Exemplul 6. 7 Codul ciclic dr.finit fn E.remplul 6.3 detectează orice pa
ciut dr ma.rim !-) crori ronsccufiPc. 

Dintre pachetfir - standard de 10 erori posibile care pot apare, doar 
1/27 nu pot fi detectate. iar dintre pachetele - standard de 11 - 15 6rori 
nu pot fi detectate l /28

. 

La codul ciclic definit fo Kcemplul 6. 6. proporţia este de 1 /25 erori 
nedectabilc de lungime 7 şi 1/26 erori nedectabile de lungimi 8-15 (codul 
detectează oricf pachet - standard de 6 erori). 

6.2.2 Corectarea pachetelor de erori 

Algoritmul de corectare a pachetelor - standard de erori este o variantă 
a Algoritmului Meggitt. 

Fie C = ( {g( X)}) un ( n, k) - cod ciclic binar corector de pachete de 
maxim j erori consecutive, şi v E z; un cuvânt recepţionat. 

1. Se calculează sindromul { s(X)}; 

2. Pentru fiecare i ~ O se calculează si(X) = Xi s(X) mod g(X), 
până se ajunge la un p cu grad(sp(X)) < j - 1. 

Atunci eroarea - tip este {e(X)} = {xn-psp(X)} şi se 
generează cuvântul - cod v + e. 

Exemplul 6.8 Conform E.remplului 6.6, polinomul g(X) = 1 + X + 
X 2 + X 3 + X 6 gfnerează un (1.5, 9) - cod ciclic binar corector de pachete 
- standard de 3 uori. Să folosim algoritmul Meggitt pentru a decodifica 
V= 111100100001010. 

s(X) = 1 +X+ X 2 + X 3 + X 6 + X11 + X 13 (mod g(X)) = 1 + X 3 + 
x4 + xs. 

s1(X) = .\s(X) (mod g(X)) = 1 + X 2 + X 3 + X 4 + X·5, 
s2 (X) = X2 s(X) (mod g(X)) = l + X 2 + X 4 + X 5

, 

s3(X) = X 3 .s(X) (rnod g(X)) = 1 + X 2 + X 5
, 

s4(X) = X 4s(X) (mod g(X)) = l + X 2
. 

S-a ajuns la grad(s4(X)) = 2 s; 3-1. Deci eroarea - tip este 
{e(X)} = {Xl5-4s4(X)} = {Xll + x13}. 

Cuvântul - cod transmis a fost 
a= v +e = 111100100001010 +000000000001010 = 111100100000000. 
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Exemplul 6.9 Codul cir/ic binar df_finit În El"fmplul 6.3 este de aseme
nea corector de pachete - standard de 3 erori. Să presupunem că s-a 
recepţionat rnvântul v = 010010110011001. Sindromul său este s(X) = 
v(X) (mod g(X)) = 1 + X 6 + X 7

. Căutiim o valoare a lui i astfel 
ca X's(X) să fie un polinom de grad cel mult 2. Se obţine X 5s(X) = 
1 + X + X 2

. Deci eroarea - tip este 

{t(X)} = {X 10 (1 + .Y + x 2
)} = {x 10 + x 11 + x 12

}. 

S-a transmis cuvântul - cod 
a= v+e = 010010110011001 +000000000011100 = 010010110000101. 

6.3 Exerciţii 

6.1 Dunonstm{i Lema 6.1 

6.2 Arătaţi că dacă un cod ciclic detectează o eroare - tip e, atunci 
detectează toate erorile - tip obţinute prin permutări ciclice ale lui e. 

6.3 Verificaţi că pachetele - standard ciclice de erori de lungime 3 din 
Z.} 5 au sindromuri diferite pentru codul din Exemplul 6.3. 

6.4 ..lctrn.;,i problunâ prntru codul ciclic binar definit în Exr:mplul 6.6. 

6.5 Arătati că g(X) = l + X 2 + X 4 + X 5 generează un (15, 10) - cod 
ciclic binar corector de pachete - standard de maxim 2 erori. Este acesta 
un cod corector de 2 erori independente '? 

6.6 Arătati că g(X) = l + X 3 + X 4 + X 5 + X 6 generează un (15, 9) -
rod riclir binar coretfor dt pachete - standard de maJ·im :3 erori. Este 
ansla un cod cortctor de 3 erori independente ·? 

6.7 Arătati că g(X) = l + X 4 + X 6 + X 7 + X 8 generează un (15, 7) -
cod ciclic binar corector de maxim 2 erori independente şi de pachete -
standard dr 4 erori. 

6.8 Fie codul din Exemplul 6. 6. Să se decodi.fia mtsaje!F: 
101101110001000, 0011011000L0101, 100110101010011, 
101101000010111, 000000111110000. 

6. 9 Fie (15, 10) - codul ciclic binar generat de g( X) = 1 + X 2 + X 4 + X 5
. 

Ce lungirnf au pachetele - standard de erori pe care le poate corecta ? 
Decodificaji mesajele: 
010101000010010, 
OOO 10001 Ol 001 Ol. 

011010010010100, 
000000011111001. 

001101000000100, 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Capitolul 7 

Alte definiţii ale codurilor 
ciclice 

Înafara definirii codurilor ciclice folosind noţiunea de ideal, se pot utiliza 
~i alte caracteristici pentru introducerea acestor clase de coduri. Pen
tru acea.sta vom trece în revistă la început câteva noţiuni algebrice ele
mentare. 

7 .1 Elemente primitive în extensii Galois 

În acest paragraf ne vom referi la un corp finit (F, +.·),în care s-au notat 
cu O respectiv 1 elf'mentelc unitate fa\ă de cele două operaţii. 

Definiţia 7.1 Un element a E F are ordin n (n 2: 1) dacă an 1 şz 
ak f. 1, 'vk, O< k < n. Vom scrie ord(a) = n. 

Propoziţia 7.1 Într-un corp finit (F.+.·): 
- Oriîf element nrn,ul are un ordin finit: 

- Dacă n = urd( a) atunci a, a 2 
•••• , an sunt distincte; 

- ak = 1 dacă şi numai dacă ord(a)\k (ord(a) este divizor al lui k). 

Demonstraţie: Fie a E F, a f. O. Cum F este un corp finit, dementele 
a, a2, a 3 , ••. nu pot fi toate distincte. Vom alege cel mai mic n pentru 
care există un număr i cu an+i = ai. Relaţia se poate simplifica (lucrăm 
într-un corp) cu ai şi se obţine an = l. Din construcţie, a, a 2

, ..• , an sunt 
distincte, deci n este ordinul lui r1. 
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Pentru k = ni avem ak = (an f = 1 i = I.' Reciproc, să presupunem 
ak = 1. Teorema împărţirii cu rest dă k = qn + r, O :S r < n. Avem 
1 = ak = aqnar = ar. 

Cum r < n rezultă r = O. o 

Definiţia 7.2 Un element a E F este primitiv dacă F* F \ {O} 
{ 2 "3 } 1, a. a , a·, ... . 

Observaţia 7 .1 Dacă F are r elemente, atunci un element este primitiv 
dacă şi numai dacă are ordinul r - l. 

Teorema 7 .1 Orice corp finit are cel puţin un element primitiv. 

Demonstratie: Deoarece F este finit (card(F) = r), se poate găsi un 
element a E F de ordin n maxim. Evident n :S r - 1. Mai trebuie arătat 
că n 2: r - 1. 

Fie b E F* un element arbitrar, de ordin s. Să-l descompunem pe s 
în factori primi: s = piqJ ... (p, q .... numere prime distincte). La rândul 
lui n = ptn' unde n' nu este divizibil cu p (iar t poate fi eventual zero). 

Să considerăm s' = s/t ( deci s = pi s') şi fie c = aP' bs
' E F*. Vrem 

să arătăm căcare ordinul m = pin'. Pentru aceasta, avem: 
cm= ap'mbs'm = ap'n'p'bP's'n' = (an)P'(bs)n' = lP'1n' = 1. 

Mai rămâne de arătat că cm' = 1 ====} m' 2: m. Este suficient să 
verificăm că pi şi n' sunt divizori ai lui m'; cum cele două numere sunt 
prime între ele, va rezulta că produsul rn = in' este de asemenea divizor 
al lui m'. 

• ') I t I 'b I I I ) 'b I I I b I I I l V Din l = (cm n = aP n m s m n = (an m s m n = s m n rezu ta 

(Propoziţia 7.1) că ordinul s = pis' al lui bdivides'm'n'; cum (t,n') = 1, 
rez~ltă pi Im'. 

ln plus, din 1 = (cm')P' = ap'p'm'bP's'm' = aP'p'm'(bs)m' = ap'p'm' 

rezultă că ordinul n = ptn' al lui a divide p1im'; deci n'lim', adică 
n'lm'. 

Cum n este cel mai mare ordin ale elementelor din F, avem ord(c) :S 
ord(a) sau m :S n, adică in' :S ptn'; deci i :S t, ceea ce înseamnă că pi 
divide n = ptn'. 

În mod similar, toţi factorii lui s sunt divizori ai lui n, deci sin. 
Am a.rătat următoarea afirmaţie: 

Vb E F* ====} ord(b)ln. 
Deci b este o rădăcină a polinomului xn - 1 = O, de unde rezultă că 

polinomul xn - 1 = O are r - 1 rădăcini, adică r - 1 :S n. □ 
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Fie (F, +, ·) un corp finit şi f(X) E F[X] un polinom arbitrar cu 
coeficienţi în F. Spunem că a E Feste rădăcină a lui .f dacă .f(a) = O. 

Se poate demonstra imediat afirmaţia: 

Propoziţia 7.2 Dacă un polino111 f arE rădăcinilf distinclf a 1 ,a2 , ... , 

a" atunci Fl este divi::ibil cu polinom.·ul (X - a 1 )(X - a2 ) ... (X - an)-

Exemplul 7 .1 Polinomul X 3 + 1 are o rădăcină 1 în Z2 . Deci X 3 + 1 
se divide cu X+ 1: 

X 3 + 1 = (X + 1 )(X 2 + X+ 1 ). 
Aceasta estf o factorizarr completă: deoarece X 2 + X + 1 nu are 

rădăcini tn Z2 , el nu poate fi descompus în produsul a do·uă polinoame de 

gradul 1. Acelaşi polinom X 3 + 1 are în Z3 pe 2 ca rădăcină triplă, deci 
aici putem scrie: 

X 3 + 1 = ( X + 1 )3
• 

Rezultă că factorizarea unui polinom depinde de corpul în care este 
definit. 

Din Teorema 7.1 şi Propoziţia 7.2 rezultă că dacă a E F este un 
element de ordin n, atunci xn - 1 se poate descompune în 

xn - 1 = (X - a)(X - a 2 ) ... (X - an). 

Definiţia 7.3 Un polinom f(X) E F[X] de grad n este ''ireductibil" în 
corpul F dacă nu st poate descompunF în produsul a două polinoame din 
F[X] de grad mai mic decât n. În caz contrar, f(X) este "reductibil". 

Observaţia 7.2 

• Orice polinom liniar esif' ireductibil. Pentru polinoame de grad cel 
puţin 2, Propoziţia 7.2 afirmă că un polinom ireductibil într-un 
corp nu are rădăcini în acel corp. 

Este inffresant că reciproca nu este adevărată decât pentru poli

noamele dF grad 2 şi 3. Astfel, polinomul f(X) = (X2 +X+ 1)2 E 

Z:.i[X], deşi nu are rădăcini în Z2 , este reductibil. 

• În R singurele polinoame ireductibile sunt de gradul 1 sau 2. Dacă 
un polinom are grad impar. el are sigur o rădăcină reală, iar dacă 
este de grad par, atunci are sau cel puţin o rădă~ină reală, sau cel 
puţin două rădăcini complexe de forma a ± ib. ln acest ultim caz, 
el se va divide cu ( x - a )2 + b2

, care este un polinom de gradul 2 în 

R[X]. 
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• ln corpul complex C, teorema fundamentală a algebrei asigură că 
orice polinom ireductibil are gradul 1. 

Definiţia 7.4 Carrrcffristica unui rorp finit F este cel mai mic număr 
dF termeni ai simit i S = 1 + 1 + ... + 1 cu proprietatea S = O. 

Propoziţia 7 .3 Caracteristica unui corp finit este număr prim. 

Demonstratie: Să considerăm elementele Si = 1 + 1 + ... + 1 de câte i 
termeni fiecare. Deoarece nu pot fi o infinitate de valori distincte, fie p 

minim cu proprietatea :3i, 5, = S;+p· Rezultă 571 = S,+p - S, = O; deci 
F are caracteristica p. 

Presupunem p = jt cu 1 :S j < p. Evident~ = Sjt = S1 + Sj + ... + Sj 
(t termeni). Deoarece j < p avem 51 #- O. Impărţind relaţia cu Sj se 
obţine O = 1 + 1 + ... + 1 = St, Deci t = p. □ 

Corolarul 7 .1 Orice corp de caracteristică q este o extensie a lui Zq. 

Demonstraţie: Exerciţiu. 

Corolarul 7.2 GF(qr) este un corp de caracteristică q. 

Demonstraţie: Reamintim că GF(qr) conţine toate polinoamele de grad 
cel mult r - 1 din Zq[X] (Capitolul 4). În particular, polinoamele de grad 
O (constantele) formează un sub corp izomorf cu Zq, care are caracteristica 
q. □ 

Propoziţia 7.4 Într-un corp de caracteristică q avem (a+ b )q = aq + bq. 

Demonstraţie: Se foloseşte binomul lui Newton, în care c; = O. Vk, O < 
k < q. o 

7.2 Polinoame minimale 

ln cele ce urmează vom restrânge studiul la cazul F = Zq, q număr prim. 

Definiţia 7.5 Fie (3 un element dintr-o e.rtensie a hti Zq. Se numeşte 
•·polinom minimal" al lui /3 polinomul normat g(X) E Zq[X] de grad 
minim, cu g((J) = O. 

Existenţa polinoamelor minimale este asigurată de Teorema 4.1, pe baza 
căreia s-au definit extensiile Galois. 
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Exemplul 7.2 Să considerăm extensia GF(23
) generată de rădăcina o: 

a plinonrnlui l + X + xi. Deoarece o: este primitiv, avem GF(23
) = 

{ O, 1, o:, o:2
, o:3 , o:4

, a 5
, a 6

}. Polinoamele minimale ale fiecărui element 
sunt date în tabelul: 

Element Polinom minimal 
o X 
1 1 + X 
n,ci:2,o:4 1 +X+ X 3 

0:3, 05, 06 1 + x 2 + X 3 

Propoziţia 7.5 Un polinom minimal g(X) E Z9 [X] este ireductibil peste 
Zq. 

Demonstraţie: Dacă ar exista descompunerea g(X) = u(X)v(X) cu 
u(X), v(X) E Zg[X], atunci vom avea u(/3) = O sau v(/3) = O, ceea 
ce contrazice definiţia polinomului minimal pentru /3. □ 

Corolarul 7.3 Dacă f(X) E Z9 [X] verifică f(/3) 
polinomul minimal al lui {3, atunci g(X)\f(X). 

O iar g(X) este 

De aici rezuftă că un polinom normat ireductibil peste Zq, care admite 
pe i3 ca rădăcină este polinom minimal al lui B. Acest polinom este unic. 

Teorema 7.2 Fie /3 E GF(l). Atunci există un polinom minimal al lui 
/3 de grad cel mult k. 

Demonstraţie: După cum rezultă din definirea extensiilor Galois ( Capi
tolul 4) şi Teorema .5.3 ( Capitolul 5) G F( qk) are dimensiunea k. O bază a 
lui este { 1}, {X}, ... , { X k- I}. Deci cele k + l elemente 1, /3, /32, ... , /3k E 
G F( qk) sunt liniar dependente. Relaţia lor de dependenţă conduce la 
construirea unui polinom de grad cel mult k pentru care fJ este rădăcină. 

□ 

Teorema 7.3 Elementele din z; sunt soluţiile ecuaţiei X 9-
1 

- 1 = O. 

Demonstraţie: Elementele nenule din Zq formează grup multiplicativ. 
Ordinul fiecărui element divide ordinul grupului, care este q-1 (Teorema 
7.1). Fie /3 E Zq \ {O}; subgrupul ciclic generat de fJ este l, /3, /32, ... , ;3t-I 
unde b1 = 1 şi t\q - 1. Deci /3q-l = 1. 

În plus, ecuaţia x 9- 1 - 1 = O are q - 1 rădăcini. D 

Teorema 7.4 ),:"m - l\X" - l {==:} m\n. 
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Dcmonsfrafie: ., .ţ:: ·•: Fie n = rnd. Cum } · - 1 divide pe Y'1 - 1, dacă se 

ia y = xm' vom avea X"' - llX rnd 
- 1. 

''⇒": Să presupunem că xm - llXn - 1 şi fie n = md + s, (.s < m). 
Avem xn - 1 = Xs(X rnd - 1) + xs - l = q(X)(Xm - 1) + r(X) cu 

grad(r(X)) = s < m. 
Pentru a verifica ipoteza, trebuie ca s = O, deci n = md. □ 

Teorema 7 .5 Fif f ( }() E Zq [X] şi I] o rădăcină a sa ( eventual dintr-o 
extensie a lui Zq). Atunci şi Bq este rădăcină a lui f(X). 

Demonstratie: Scriem f(X) = a0 + a 1X + ... + an,Yn. Cum Zq este corp 
de caracteristică q, este adevărată relaţia ( a + b )q = aq + bq (Propoziţia 
7.4). 

De asemenea (Teorema 7.3) Va E Zq \ {O} avem aq-l - l = O, deci 

aq = a. 

Atunci se poate scrie 
(f (X) )q = ab + a1Xq + ... + a~(Xn )q = ao + a1Xq + ... + anXnq = f(Xq). 

În particular, f(/3q) = (f (/3) t = O. O 

Teorema 7 .6 Orice polinom normat ireductibil peste Zq de grad m este 
un factor al polinomului Xqm - X. 

Demonstraţie: Dacă g(X) = X, afirmaţia este banală. 
Să presupunem că g(X) -=j: X şi fie /3 E GF(qm) o rădăcină nenulă 

a sa, deci g(/3) = O. Cum g(X) este ireductibil. el va fi chiar polinomul 
minimal al lui /3. Conform Teoremei 7.3, /3 satisface ecuaţia Xqm- 1 

- 1 = 
O, deci (Corolarul 7.3) Xqm-i - 1 se divide cu polinomul minimal g(X). 
o 

Teorema 7.7 Orice factor ireductibil g(X) E Zg[X] al lui Xqm - X arF 
gradul cel m uit m. 

Demonstraţie: Fie g(X)IXqm - X. ireductibil peste Zq, cu grad(g(X)) = 
k. Vom considera algebra polinoamelor modulo g(X), în care luăm a = 
{X}. Se ştie (Teorema 4.1) că g(o:) = O. l 1n elt>rnt>nt oarecare din această 

algebră este de forma 

A , {3qm q"' qm qm qm ( k-1 )qm q'" 
tunc1 = a 0 + a 1 a + ... + ak-l a = ao + a10: + ... + 

( qm)k-1 + + + k-1 /3 ak-1 o = ao a10 . . . ak-10 = ' , 
deoarece G F( qm) are tot caracteristica q ca şi Zq, iar o - fiind o rădăcină 
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a lui g(X) - este rădăcină şi a lui Xqm -X, deci aqm =a.de unde rezultă 
0.1~,n = 0:J Vj 2'. O. 

Am obţinut în final faptul că p este o soluţie a ecuaţiei Xq"' - X = O. 
Sunt posibile l asemenea elemente J3 distincte, iar cum ecuaţia are qm 
rădăcini. rezultă qk :S qm, deci k :S m. O 

Teorema 7.8 Fie /3 E GF(qm) de polinom minimalg(X).grad(g(X)) = 
I.· şi ord(J) = t. Atunci 

(i) tJqk-l; 

(ii) k este minim cu proprietatea (i). 

Demonstraţie: Ştim (Teorema 7.6) că g(X) este un factor al lui Xqk -X; 
deci f3qk = /3, de unde rezultă tJqk - 1. 

Să presupunem acum că există p < k cu tlqP - l. Atunci BqP-I = 1, 
adică J3 este o rădăcină a ecuaţiei XqP -X = O, deci g(X) este un factor al 
polinomului XqP -X. Conform Teoremei 7.7, rezultă k :S p, contradicţie. 
o 

Teorema 7.9 Fie polinomul g(X) E Zq[X], grad(g(X)) = m şi J3 E 
GF(qm) o rădăcină a sa. Atunci 3, 3q, {3q2 

•••• , Bqm-i sunt toate rădăci
nile l-ui g(X). 

Demonstraţie: Deoarece g(/3) = O, avem - conform Teoremei 7.5 - că 

{Jq, J3q
2

, ••• , f3qm-i sunt şi ele rădăcini ale lui g(X). De asemenea, conform 
Teoremei 7.6, /3 este rădăcină a lui Xqm - X, adică /3qm = (3. Mai 
rămâne de arătat că aceste rădăcini sunt distincte. Presupunem că există 
O :S i < j < m cu ;3q' = Jq1 

• Avem 

Deci /3 este rădăcină a polinomului Xqm+•-J - X şi - cu Teorema 7.7, 
grad(g( X)) = m :S m + i - j < m, contradicţie. O 

Din T~orerna 7.9 rezultă că luând extensia GF(qm)[X], g(X) se poate 
scne 

Teorema 7 .1 O Fie g( X) un polinom normat ireductibil peste Zq, 
grad(g( X)) = m, şi /3 E G F( qm) o rădăcină a sa. Atunci toate rădăcinile 
lui g(X) au acelaşi ordin. 
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Demonstraţie: Fie p = ord(/3), p' = ord(/3q1
) ( 1 < j < m) care - conform 

Teoremei 7.9 - este tot rădăcină a lui g(X). Avem: 

(;,ql r = (f3P)q
1 

= } şi deci p'lp, 

De asemenea, 

w· =ce,-)"= ( (i3'f-}' ( ( s0')") ,--, = 1 => plp' 

S-a mai folosit Teorema 7.8. conform căreia p divide qm - 1 dar nu 
di ,·ide nici un număr de forma q5 

- 1 cu s < m. 

Deci p = p'. O 

7 .3 Coduri ciclice definite prin rădăcini 

O altă. metodă de definire a unui cod ciclic constă în listarea tuturor 
rădăcinilor comune (eventual într-o extensie a lui Zq) ale cuvintelor - cod 
(considerate ca polinoame). 

Definiţia 7 .6 Fie a 1 , a 2 , ... , O'.r elemente dintr-o extensie a lui Zq. Co
dul ciclic C este format din toatt elementele. {f(X)} din algebra poli
noam rlor modulo Xn - l. cart admit pt a; ( 1 :::; i :::; r) ca rădăcini 

simple. 

De remarcat că, în această definiţie. n este deocamdată nedeterminat. 

Conform Corolarului 7.3, f(X) se va divide cu fiecare polinom mini
mal mi(X) corespunzător rădăcinii a; (1 :::; i :::; r). Deci polinomul 
generator al codului ciclic este 

g(X) = cmmmc { m 1 (X). m 2 (X ) .... , mr(X)}. 

Propoziţia 7.6 C = ( {g(X)} ). 

Demonstraţie: Exerciţiu. 

Deoarece polinomul generator g()() divide pe xn-1, rezultă că fiecare 
a; este rădăcină. a lui xn - 1. Deci ordinul ord( a;) al fiecărei rădăcini 
O'.; ( 1 :::; i :::; r) va divide pe n. O modalitate naturală de definire a lui n 
este atunci 

n = cmmmc { ord( ai), ord( a 2 ), ... , ord( O'.r)}. 
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Un caz particular important. este acela în care toate rădăcinile 
o 1 • o 2 •...• Or sunt puteri ale unui anumit element, adică 

O:i = o"'. 1 S i S r. 

169 

Fie p = ord(o:). Atunci polinomul minimal mi(X) al lui o:; va avea 
(Teorema 7.9) toate ră.dăcinile printre elementele o:u,, aqu,, aq

2
u,, .... 

Numărul factorilor lui g(X) şi gradul fiecărui polinom minimal mi(X) 
se vor deterrr:ina atunci din ordinul p şi din exponenţii u;, qu;, q2u;, ... 
( 1 S i S r ). lntr-adevăr, numărul claselor distincte de resturi modulo p 
din succesiunea 11;, qu;i ... va da gradul polinomului minimal m;(X). 

Exemplul 7.3 Fie o: E GF(24) primitiv, rădăcină a polinomului l+X + 
X 4 • ireductibil peste Z2 . Să definim un cod C care să aibă ca rădăcini 
o:. 0:2. 03, 0:4 • o:5. 0:6. 

Fiind primitiv, ord(o:) = :24 
- 1 = 15 (vezi şi Capitolul 4, Exemplul 

4.8). Fie m;(X) polinomul minimal al rădăcinii o:; (1 S i S 6). 
Rădăcinile lui m 1(X) sunt o:,a2 .a4,a8 (a16 = a), deci 

m1(X) = m2(X) = m 4(X) = (X - o:)(X - o: 2 )(X - o:4 )(X - a 8
). 

Acest polinom este cunoscut. anume 1 + X + X 4
. 

Rădăcinile lui m 3 (X) sunt c?.a6 ,a12 .a24 = el (o:18 = a 3
), deci 

m 3 (X) ude un polinom de gradul 4, egal cu m6 (X). Notăm m3(X) = 
a0 + a1X + a2X 2 + a3X3 + X 4

. Detaliind m3( a 3) = O, avem 

df und( se poate construi sislfmul de ecuaţii 

a0 + 1 = O, a3 + 1 = O, a2 + 1 = O, a1 + a2 + a3 + 1 = O, 

cu solujia ao = a1 = a 2 = a 3 = 1. deci m 3(X) = m 6 (X) = 1 +X+ X 2 + 
)(3 + )(4_ 

RădăcinilF lui m 5 (X) suni o",o10 (o:20 = ci). deci m 5(X) este un 
polinom de gradul 2 : m 5 (X) = b0 + b1 X + X 2

. Cum ms( el) = O, se 
obţine: 
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care are soluţia b0 = b1 = 1, deci m 5(X) = 1 + X + X 2
. 

Polinomul grn.crafor al rodului C' este 

g(X) = crn.mmc{m1(X), m 2 (X), m3 (X). m 4 (X), m 5(X), m6 (X)} = 

= mi(X)m3 (X)m 5 (X) = (1 +X+ X 4 )(1 +X+ )(2 + X 3 + X 4 )(1 +X+ 
x2

) = 1 + x + x 2 + X 4 + X 5 + X 8 + x 10
. 

De remarcat că era suficient să cerem doar ca o, o 3 , o 5 să fie rădăcini 

ale codului. 

Fie polinomul f(X) = ao + a1X + ... + Un-lxn-l E Zq[X] şi O O 

vdv • v A • Q j'( ) '}, n-1 ra acma a sa. tunc1 = o = a0 + a1o + a2o + ... + an_ 1a , sau 
- altfel scris: 

1 

= O. 

Deci cuvântul - cod corespunzător polinomului f(X) este în spaţiul 
nul al matricii 

(1 0 ... 0 n-1) ( 1). 

Aceasta este şi condiţia de divizibilitate a polinomului f(X) cu poli
nomul minimal m(X) al lui o. Mulţimea polinoamelor care o satisfac 
formează idealul generat de m(X). Dimensiunea acestui ideal este (Capi
tolul ,5) n - k unde k = grad(m(X)). Deci spaţiul liniar generat de 
matricea (1) are dimensiunea k. 

Prin urmare, a cere ca f(X) să admită pe o:1 , o:2 , ... , Or E GF(qm) ca 
rădăcini este echivalent cu a cere ca vectorul corespunzător să aparţină 
spaţiului nul al matricii 

1 02 n-1 
01 1 01 

1 02 Q2 n-1 

Hmr,n = 
2 02 

1 Cl'r 02 n-1 
T a„ 

Exemplul 7.4 Să re1•enim la E.umplul 7.;J. Polinomul {f(X)} aparţine 
codului respecti1• dacă şi numai dacă vectorul con:spun::ăfor este în spaţiul 

nul al matricii 

H = ( ! :3 :: :: :1
4
2 ~

5 
:: 

1 05 0'10 1 05 QlO 1 

014 ) 
012 = 
010 
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l o o o 1 o o 1 1 o 1 o 1 1 1 
o l o o 1 1 o 1 o 1 1 l 1 o o 
o o 1 o o 1 l o 1 o 1 1 1 1 o 
o o o 1 o o 1 1 o 1 o 1 1 1 l 
1 o o o 1 1 o o o 1 1 o o o 1 
o o o 1 1 o o o 1 1 o o o 1 1 
o o 1 o 1 o o 1 o 1 o o 1 o 1 
o 1 1 1 1 o l 1 1 1 o 1 1 1 1 
1 o 1 1 o 1 l o 1 1 o 1 1 o 1 
o 1 1 o 1 1 o 1 1 o 1 1 o 1 1 
o 1 1 o 1 1 o 1 1 o 1 1 o 1 1 
o o o o o o o o o o o o o o o 

S-a obţinut o matrice 12 x ] ,5, deşi - conform rezultatelor teoretice, 
n = 15, n - k = 10, k = 5 şi deci matricea de control a codului ar 
trebui să aibă dimensiunile ( n - k) x n = 10 x 15. Se observă însă că de 
fapt ultima linie este nulă, iar următoarele două linii sunt identice. Deci 
ultimele două linii se pot elimina, ele neoferind nici o informaţie asupra 
cuvintelor - cod. 

7.4 Coduri ciclice ireductibile 

Vom mai prezenta şi o a treia construcţie a codurilor ciclice, realizată de 
Edwin Berlekamp în 1968 ([10]). 

Definiţia 7.7 Fie polinomul Tr(X) = )( + )(q + Xq
2 + ... + Xq'-

1 
E 

GF(qr)[X]. Se numeşte "urma'' lui o: E GF(qr), expresia Tr(o:). 

Propoziţia 7.7 Tr este o aplicaţie: GF(qr)-+ Zq. 

Demonstratie: Trebuie arătat că Va: E GF(qr) avem Tr(a) E Zq. Pentru 
acea.sta. este suficient să arătăm că Tr( o:) verifică ecuaţia Xq - X = O. 
Folosind faptul că că. GF(qr) este corp de caracteristică q şi că. Va: E 
GF(qr) avem o:q' = o:, se verifică. imediat relaţia [T R(o:)]q = T R(o:). O 

Propoziţia 7 .8 Tr este aplicaţie liniară. 

Demonstraţie: Relaţia Tr( o+ /3) = Tr( o)+ Tr(/3) este uşor de verificat, 
deoarece se lucrează în corpuri de caracteristică q. □ 
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Propoziţia 7. 9 Pt nfru orier a E Zq c.ristă qr- l valori 0: E G F( qr) cu 

Tr(o) = a. 

Demonstraţie: Fiecare ecuaţie Tr(X) = a admite maxim qr-l rădăcini, 
iar numărul de elemente a posibile este q. Mai trebuie arătat că toate 
cele q ecuaţii au rădăcini distincte. Aceasta se poate deduce foarte simplu 
folosind derivata formală într-un corp dl:' caracteristică q: toate ecuaţiile 
a II ac!:'<:>aşi deri ,·ată: 1. O 

Teorema 7.11 Polinomul Tr(X) se poate descompune m GF(qr) m 

produs de polinoame minimale. 

Demonstraţie: Demonstraţia se bazează pe următorul algoritm: 

(1) Fie polinomul g(X) = Tr(X); 
(2) Se consideră n E GF(qr) cu g(n) = O. Deci g(X) este divizibil cu 

polinomul minimal m(X) al lui n. 
(3) g(X) := g(X)/m(X). Dacă g(X) = 1, STOP, altfel se reia pasul 

(2). 
Existenţa rădăcinilor pentru g(X) (pasul (2)) este asigurată de faptul 

că Î11 GF(qr) orice polinom ireductibil est<:> polinom minimal. 

Exemplul 7.5 Să considerăm GF(24
), deci q = 2, r = 4. Aici se poate 

verifica descompunerea 

Tr(X) = X +X 2 +X 4 +X8 = X(l+X)(l+X +X 2 )(l+X +X 4
), 

cart sunt toate polinoame minimale. 

Fie o E GF(24
) rădăcină (primitivă) a ecuaţiei 1 + X +X 4 = O. Deci 

toate clementelt nenule din GF(24
) se pot scrie ca puteri ale lui a. Vom 

folosi aceasta pentru a lista valorile funcţiei Tr : G F(24
) -+ Z2 : 

X Tr(X) X Tr(X) X Tr(X) X Tr(X) 

o o 0'.3 l 0'.7 1 0
11 l 

l o 04 o ns o 0'.12 1 
Q o 0'.5 o 0'.9 1 0'.13 1 

0'.2 o 0'.6 1 010 o 0'.14 1 

După cum se observă, sunt 8 = 23 valori O şi 8 valori 1. 

Putem da acum teorema principală care defineşte codurile ciclice 
folosind operatorul Tr: 
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Teorema 7.12 Fie n număr natural, q număr prim, k ordinul lui q 
modulo n (qk = 1 mod n) şi /J E (; F( qk) element primitiv df· ordin n. 

Atunci 

C = {c 0 = (Tr(o), Tr(o:d), Tr(oJ2), ... , Tr(oan- 1 ))\0: E GF(qk)} 

tsie un (n, k) - cod ciclic peslf Zq. 

Demonstraţie: Din Propoziţia 7 .8 rezultă că C este cod liniar. 
Se verifică apoi că c 0 0-1 E C este o permutare ciclică a lui Cc,; deci 

C este cod ciclic. Deoarece t3 este primitiv, înseamnă că polinomul său 

minimal rn(X) = h0 + h1 X + ... + hkXk are gradul k. Dacă Co, = 
(Co, C1, ... , Cn-1 ) , ave1n 

k 

L c;hi = Tr(o · m(/3)) = Tr(O) = O, 
i=O 

care constituie una din cele n - k ecuaţii de control pentru C. Deoarece 
m(X) este minimal ( deci ireductibil), h(X) = Xkm(X- 1

) este polinomul 

de control pentru C. Cum gradul lui este k, avem un (n, k) - cod ciclic 
peste Zq. O 

De remarcat că această teoremă defineşte numai codurile ciclice "ire
ductibile" ( care nu conţin subcoduri ciclice netriviale proprii), deci clasa 
lor este inclusă strict în clasa codurilor ciclice dată de cele două definiţii 
anterioare (prin ideale ~i prin rădăcinile polinomului generator). 

Exemplul 7.6 Sr1 considtrăm n = 15, q = 2, deci k = 4. În GF(24
) 

vom lua o, rădăcină a polinomului 1 + X + X 4
. Se ştie că el este un 

element primitiv. Aplicaţia Tr este Tr(X) = X + X 2 + X 4 + X 8 iar 
codul C este format din 16 cuvinte de forma 

(Tr(/3), Tr(l}o), ... , Tr(,Bo:n- 1
)), 'i/3 E GF(24

). 

Pentru (3 = O, 00 ... O E C; 
Pudru .3 = L (Tr( l ), Tr( o), .... Tr( on-l)) = 00010011010111 l. 
Celelalte 14 cuvinte sunt ptrmutările circulart ale acestuia. 

4 ( 1 l ) Polinomul de control al codului este h(X) = X 1 + X + X
4 

= 

1 + X 3 + X 4
, iar polinomul generator 
x16 _ x 

g( X) =-----=X+ X4 + xs + x1 + X9 + xio + xn + x12 
)(4 + )(3 + l ' 

al cărui vector corespunzător se obţine din construcţia de sus pentru (3 = 
o: 2 • Acesta este un ( 15, 4) - cod ciclic binar ireductibil. 

De remarcat că pentru n = 15 sunt numai două astfel de coduri, 
celălalt fiind codul dual (rădâcina polinomului l + X 3 + X4 este de aseme
nea primitivă}. 
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Exemplul 7.7 Fie q = 2, n = 7 (va rezulta k = 3). Aici Tr(X) = 
X +X2 +X4 şi - deoarece X8 

- X= X(X + l)(X3 +X+ l)(X3 +X2 + 1) 
- putem construi numai două (7, 3) - coduri ciclice binare ireductibile de 
lungimr 7: 

(1): Dacă alegem ca generator pentru GF(23
) pe o ca rădăcină a 

ernaţiei X 3 +X+ 1 = O, vom avea 

X Tr(X) X Tr(X) 
o o 03 1 
1 1 04 o 
o o 05 1 
02 o 06 1 

Codul ciclic are 8 cuvinte de forma 
Tr(/3)Tr(/3o )Tr(/3o2)Tr(/3o3 )Tr(/304 )Tr(/305 )Tr(/306) 

unde /3 ia toate valorile posibile din GF(23
): 

{0000000,1001011,0010111,0101110,1011100,0111001,1110010,1100101} 
Se observă că singurul subcod ciclic este cel trivial { 0000000}, iar 

ultimele 7 cuvinte - cod se obţin unul din altul prin permutări ciclice. 

Polinomul de control este h(X) = X 3 
( 1 + ~ + ; 3 ) = X 3 + X 2 + 1, 

iar polinomul generator g(X) = X( 1 + X)(l +X+ X3
) =X+ X 3 + X 4 + 

xs. 

(2): A doua posibilitate este să luăm o ca rădăcină a ecuaţiei X 3 + 
X 2 + 1 = O. Atunci 

X Tr(X) X Tr(X) 
o o ci o 
1 1 04 1 
o 1 os o 
02 1 06 o 

iar cele opt cuvinte - cod sunt 
{0000000,1110100,1101001,1010011,0100111,1001110,0011101,0111010}, 

Aici polinomul de control este h(X) = l + X + X 3 iar polinomul 
generator g(X) =X+ X 2 + X 3 + X 5

• 

Ceilalţi factori ireductibili ai lui X 8 
- X nu au rădăcini primitive. 
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7.5 Exerciţii 

7.1 Demonstraţi Corolarul 7.1. 

7. 2 Demonstraţi Propoziţia 7. 6 

7 .3 Construiţi următoarele corpuri: 
(a) GF(22

); 

(b) GF(23
) folosind polinomul 1 + X 2 + X 3 ; 

(c) GF(24
) folosind polinomul 1 + X 3 + X4; 

( d) G F(25
) folosind polinomul 1 + X 2 + X 5 . 

175 

7.4 Găsiţi o e.rte nsif a lui Z 2 în care X 9 -1 să se descompună în factori 
liniari. 

7.5 Găsiţi toate elementele primitive din GF(23 ) şi GF(24 ). 

7.6 Găsiţi toate elementele primitive din GF(32
) şi GF(52

). 

7.7 Construiţi GF(24
) ca o e:rfensie a lui GF(22 ). 

7.8 Fie o E GF(24
), rădăcină a polinomului 1 +X+ X 4

. 

Găsiţi polinoamele minimale al lui /3 = o 7 şi j3 = 0 10 . 

7.9 Găsiţi polinoamelt minimale al tuturor elementelor din: 
- GF(23

), generat cu 1 + X + X 3
; 

- GF(25
), generat C'll 1 + X 2 + X 5

; 

- GF(32
), generat cu 2 +X+ X 2

; 

- GF(52
), generat cu 3 + 2X + X 2

. 

7 .10 Orice element nenul din G F( qm) are un ordin prim cu q. 

7 .11 Găsiţi polinomul generator al unui cod ciclic binar de lungime 15, 
de rădăcini L o 5

, o7, o E G F( 24
) fiind rădăcină a polinomului 1 +X+ 

X4. 
Construiţi matricea de control a codului. 
Arătaţi că v(X) este polinom - cod dacă şi numai dacă ponderea w(v) 

este pară. 

7 .12 Găsiţi polinomul generator al unui cod ciclic binar de rădăcini 

o2,a3 ,o6 unde o E GF(23
) este rădăcină a polinomului 1 +X+ X 3

• 
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7.13 Să se descompună Tr(X) în produs dF polinoamF minimale ·În cor
purile: 

(a) GF(25
); (b) GF(32

); (c) GF(33
); (d) GF(52

). 

7.14 Folosind Teorema 7.12 să se construiască toate codurile ireductibile 

prntru GF(23
), GF(25

), GF(32
). 

7.15 Verificaţi că polinomul h(X) construit în demonstraţia Teoremei 

1.12 este polinomul generator al codului dual. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Capitolul 8 

Coduri BCH 

Codurile BCH constituie cea mai utilizată clasă de coduri ciclice. Ele au 
fost definite în mod independent de Bose şi Chaudhuri pe de-o o parte, 
Hocquenheim pe de-altă parte. N urnele de BCH (Bose - Chaudhuri -
Hocquenheim) a fost dat de Peterson, care s-a ocupat de ele în mod 
special, construind şi un algoritm de decodificare. 

8.1 Definirea codurilor BCH 

Definiţia 8.1 Fie q număr prim, m 0 , m, d numere naturale şi a E 
n F( qm). Un cod ciclic este cod BCH dacă este definit de rădăcinile 

polinomului grnfl·ator 

In majoritatea cazurilor studiate se consideră m0 = O sau m0 = 1. 

Teorema 8.1 Intr-un cod BCH. lungimea n a cuvintelor - cod este egală 

cu ordinul lui a. 

Demonstraţie: Fie t = ord(a). Conform construcţiei codurilor ciclice 
baza.tă pe rădăcinile polinomului generator (Capitolul 7, Secţiunea 7.3), 
lungimea n aA cuvintelor - cod este cel mai mic multiplu comun al ordinelor 
rădă.cinilor. ln cazul codurilor BCH avem 

deci on = 1. Prin urmare t\n şi n 2 t. 
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De asemenea, ( o1 )t 
adică n St. 

1 Vj = m 0 , mo + 1, ... , m 0 + d - 2, 

Rezultă n = t. o 

De remarcat că, dacă o este primitiv, atunci t = qm - 1. 

Teorema 8.2 Într-un cod BCH definit de rădăcinile amo, omo+l, ... , 

amo+d-2 (o E GF(qm)), distanţa minimă a codului este cel puţin d (şi 

[
d - ll deci codul poate corecta orice combinaţie de t S -

2
- erori). 

Demonstraţie: Un cod BCH este spaţiul nul al matricii 

1 Qmo (omo)2 (omor-1 

H= 
1 0 mo+l (omo+1)2 (omo+lr-1 

Să considerăm următorul determinant, obţinut prin alegerea arbitrară 
ad - 1 coloane din H: 

(omo )j' ( 0 mo )J2 ( Q:mo )Jd-1 

D= 
(omo+l )J1 ( 0 mo+l )12 ( amo+l )Jd-1 

( Q:mo +d-2 )ii (omo+d-2)h ( Q:mo+d-2 )ld-1 

1 1 

= amo(j1+i2+ ... +Jd-il 
0:JI o:J2 

( 0 J1 )d-2 ( ah )d-2 

= Q mo(j1 +J2+ ... + Jd-il II ( 0 J, _ 0 Jk) -ţ O 

i>k 

pentru că j; -ţ )k dacă i -ţ k. 

1 
QJd-1 

Deci orice submulţime formată cu maxim d - 1 coloane din H este 
liniar independentă de unde - conform Teoremei 2.4 ( Capitolul 2) 
distanţa minimă a codului este cel puţin d. □ 

Exemplul 8.1 Dacă se lucrează în binar. puterile pare. ale rădăcinilor 
se pot omite din listă ( dacă ai este rădăcină, atunci şi o 2

i este rădăcină -
conform Teoremei 7.9, Capitolul 7 ). Atunci un cod BCH binar corector 
de 3 erori este definit de rădăcinile {3, {33, /3 5

, unde /3 este un element 
primitiv dintr-o extensie a lui Z2 . De exemplu, dacă /3 = a, rădăcină a 
polinomului 1 +X+ X 4 , se obţine codul din Exemplul 7.3 (Capitolul 7 ). 
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Exemplul 8.2 F'if G F( 32
) generat de rădăcina a a polinomului ire

ductibil g( X) = 2 + X + X 2
. Deoarece ord( o) = 8, orice cod generat va 

avea lungimea n = 8. Să construim codul BCH de rădăcini o 2
, ci, o:4

. 

Polinoamele minimaif sunt: 

( V) 1 + v2 vd V • • 2 6 rn 2 ,'\ = .'\ cu ra ac1r1,1. o , o : 
( \•) •) + \" \'2 vd V ' ' 3 m :1 • = - . + . cu ra acrni n . o; 

m 4 (X) = l + X, numai cu rădăcina 0:
4

. 

Deci polinomul generator este 

g(X) = (1 + X 2 )(2 +X+ X 2 )(1 +X)= 2 + X 2 + X 3 + 2X 4 + X 5
• 

Codul este un (8, 3) - cod ciclic. Deoarece printre rădăcinile sale este 

şi o, se poate considera m 0 = 1, d = 5, deci codul poate corecta cel puţin 
două erori. 

Dt rrmarcat că dacă folosim acest cod drept cod liniar, cum ponderea 
minimă a cuvintelor sale este 4 (de exemplu 02010201 este cuvânt - cod), 
distanţa minimă este 4, deci codul nu poate corecta decât o singură eroare. 

În general, tratarea codurilor ciclice sub formă de coduri liniare scade de 
obicei puterea de corecţie a erorilor independente. 

;\J umerele m. m 0 • d, q formează parametrii codului BCH. Ideea gene
rală este de a-l mări pe d, pentru a putea corecta câte mai multe combi
naţii de erori independente. Acest lucru este adesea posibil, m şi q fiind 
alese arbitrar. 

Să observăm că pentru o ? G F( qm) primitiv, toate puterile lui o 
până la qm - 1 sunt distincte. ln cazul binar, avem următorul rezultat: 

Teorema 8.3 Fit m un număr natural oarecare şi o E G F(2m) primitiv. 
A tun ci există un cod BCH de lungime n = 2m - 1 care corectează orice 
combinaţie de t :'S 2m-l - 1 erori independente, folosind cel mult mt 
po::iţii de control. 

Demonstraţie: Fie codul binar definit de rădăcinile o, o 2
, ... , o 2

t. Acesta 
este un cod BCH pentru q = 2, m 0 = 1, d = 2t + 1, n = 2m - 1, cu 
distanţa minimă cel puţin 2t + 1. Pentru ca rădăcinile menţionate mai 
sus să fie distincte. trebuie ca 2t :S n - l = 2m - 2. 

Să observăm că orice putere pară a lui o este rădăcină a unui polinom 
minimal corespunzător unei puteri impare anterioare a lui o. Deci este 
suficient să dăm la început doar rădăcinile o, o 3 , ... , 0

2
t-l ale cuvintelor 

codului binar. Avem - după definiţie ( Capitolul 7): 
g(X) = cmm.mc{m1(X), m3(X), ... , m2t-1(X)}. 

Pe de - altă parte, m;(X)IXn - 1 = xr-i - 1 şi deci - conform 
Teoremei 7.7 (Capitolul 7), grad(mi(X)) :S m. Din cele două relaţii 
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rezultă grad(g(.'()) :S mt. Cum grad(g(X)) dă numărul de simboluri de 
control, teorema este demonstra.tă. O 

Exemplul 8.3 Să considerăm codul ciclic definit în Exemplul 7.3. Cons
trucţia sa este aceea a unui cod BCH binar cu n = 15 şi m = 4. El are 
2t = 6 adică t = 3, deci poate corecta orice combinaţie de maxim 3 erori 
independente. folosind m • t = 12 poziţii de control. 

De fapt. observaţiile de la Exemplul 7 .3 arată că numărul acestora 
poate fi redus la I O, ceea ce conduce la un ( 15, 5) - cod BCH binar. 

8.2 Algoritmul Peterson de decodificare 

Fie codul BCH definit de rădăcinile omo. omo+t, ... , om0 +2t-t (d = 2t + 
1), cu o E GF(qm). 

Un asemenea cod corectează orice combinaţie de maxim terori inde
pendente. Fie {/(X)} un cuvânt - cod transmis şi 

{r(X)} = {f(X) + e(X)} ={/(X)}+ {e(X)} 

secvenţa recepţionată, unde { e( X)} este vectorul - eroare. 
Avem, pentru j = m 0 .m0 + l, ... ,mo + 2t - 1: 

81 se numesc componentele sindromului. 
La decodificare, eroarea - tipe este determinată complet dacă se ştiu: 

• Valorile componentelor sale nenule Y; E Zq: 

• Localizările acestora X; E GF(qm) (O :S i :S w(e)). 

Un cuvânt din GF(qm) este un vector cu qm componente; vom nota 
poziţiile acestor componente folosind puterile lui o: pe poziţia i se află 
coeficientul lui oi-t (1 :S i :S qm), deci oi-tva localiza ai - a componentă 
dintr-un cuvânt. 

Deci, dacă au intervenit t erori, eroarea - tip este complet caracteri
zată de cunoaşterea celor t perechi nenule CVi, Xi) 1 :S i :S t. 

Putem conveni (evident) că 

X;= O. 

De remarcat că X; nu reprezintă oi ci un o:J arbitrar, care va trebui aflat. 
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Deci, a găsi pe { e( X)} revine la a determina 2t elemente X;, Yi ( 1 S 
i St), grupate în t perechi. Vom considera Y; = O Vi (t < i S qm - 1). 
Avem - conform notaţi ei polinomiale 

t 

Sj = e(o1
) = L Y;Xf. mo S j S mo + 2t - 1. 

i=l 

Atunci 

(S1 )q = (t l;Xf)q = t }/Xr = t riXfq = Sw 
i=l i=l i=l 

Deci, determinarea polinomului - eroare { e(X)} se reduce la aflarea 
solu ţii lor ( Y;, )C), 1 S i S t ale sistemului de ecuaţii 

t 

L Y;Xf = Sj, mo S j S mo + 2t - 1. (1) 
i=l 

Dacă au intervenit k (k < t) erori, se completează cele k perechi 
nenule (}i, X;) cu alte t - k perechi nule (O, O). De fapt, acest număr 
k nu este cunoscut apriori; de aceea, se pleacă de la t erori potenţiale 
( maximul pe care codul BCH îl poate corecta în mod cert), caracterizate 
de t perechi (r;, X;). Problema care se pune este deci de a-l determina 
pe k şi cele 2k necunoscute Y;, X; (1 S i S k). 

Orice metodă. ele corectare a erorilor revine la rezolvarea sistemului de 
ecuaţii ( 1), care este un sistem neliniar de 2t ecuaţii cu 2t necunoscute, 
problemă N P - completă. Să încercăm o abordare mai simplă a acestei 
probleme. 

Fie polinomul 
(X1 -X)(X2 -X) ... ( X1 -X) = ai +a1_ 1 (-X)+ ... +a1 (-X)1

-
1 +(-X)t, 

unde a1 sunt funcţiile simetrice date de relaţiile lui V iete. Dacă în această 
relaţie se ia X= X; (i = 1, ... , t), obţinem 

Xf + (-l)a1XJ-1 + ... + (-1)t-1a1-1Xi + (-1) 1at = o (1 s ist). 
Înmulţim cu Y;Xf şi sumăm dupăi. Se obţine: 

t t t 

L }iXj+t + (-1 )a1 L rixf+t-l + ... + (-1 )t-l at-1 L Y;Xf+ 1 + 
i=l i=l 

t 

( -1) ta t L Y; X ( = O, j = m0 , m0 + 1, ... , mo + t - 1, 
i=l 

relaţie care se poate scrie 
Sj(-1) 1at + Sj+1(-1)1- 1at-1 + ... + Sj+t-1(-l)a1 + Sj+t = O, 

mo S j S mo + t - 1. (2) 
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Algoritmul lui Peterson de corectare a k (k ::; t) erori într-un cod 
BCH este: 

1. Se rezolvă sistemul (2) în care necunoscutele sunt 
(-1 )Pcrp, 1 ::; p::; t; 

2. Se înlocuiesc valorile aflate în ecuaţia 

xi+ (-l)cr1x 1
-

1 + ... + (-l)i-lO"t-lX + (-lfcri :==' Q 

şi se află cele t rădăcini X1 , X2 •... , Xi E GF(qm) ale sale; 

3. Cu aceste valori introduse în sistemul (1), se determină din 
primele t ecuaţii valorile Yi, Y2 , ... , Yi E Zq; 

4. Dacă ( Y;. c,J•) ( 1 ::; i ::; k) sunt cele k ::; t valori nenule ale 
soluţiei obţinute, atunci: 

• Pentru k = O, cuvântul recepţionat este {r(X)} (fără 

erori); 

k 

• Pentru O < k::; t, fie e(X) = L Y;X 1
'. 

i=l 

Cuvântul - cod decodificat este {f(X)} = {r(X)} - {e(X1}. 

De remarcat că în cazul binar, pasul (3) nu mai este necesar, deoarece 
1·; = 1. Vi::; k. 

Pentru corectitudinea algoritmului, trebuie studiate compatibilităţile 
sistemelor de ecuaţii (1) şi (2). 

t 

Teorema 8.4 Sistemul L Y;Xf = S1 (rn0 ::; j ::; m 0 + t - 1 ), dt ne-
i=I 

nrnoscufF 1;. esfF compatibil dacă şi numai dar·ă au intervenit t erori. 

Demonstraţie: Considerat ca sistem în Y. sistemul este liniar; determi
nantul său principal este 
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ymo 
. 1 \""'O . 2 \mo . t 
ţmo+l 

• 1 
ţmo+l 

. 2 
)("'O+ l 

• t 
xmo+2 „ l xmo+2 

• 2 
xmo+2 , t 

xmo+t-1 „ 1 
\"'o+t-1 

• 2 
xmo+t-1 
• t 

1 1 1 
X1 X2 Xt 

xmo ţmo xmo x2 
• 1 • 2 · · · · t . l xi . 2 x-2 „ t 

vt-1 vt-1 xt-1 
,'\. l ,'\.2 t 

= X~ 0 x:;: 0 
••• x;n° II (Xi - Xj ). 

l :SJ<i:St 

Acesta este nenul numai dacă au intervenit t erori, pentru că atunci 
toţi Xi sunt distincţi şi nenuli. O 

Teorema 8.5 Matricea ~,f -
lVl -

Smo+t-1 Smo+t Smo+2t-l 

este nesingulară dacă au intervenit t frori şi este singulară dacă au in-
tervenit mai puţin de t erori. 

Demonstraţie: Ţinând cont de forma sistemului ( 1 ), este posibilă descom
punerea matricii M în produs de 3 matrici M = ABAT unde: 

l 1 
Y1 xrn o o 

X1 X2 X1 
x2 XJ x2 

o YiX;' o 
A= l • t B= 

x-1-1 xi-1 x-1-1 o o Y1XŢ' 
• l , 2 • t 

M este nesingulară dacă cele două matrici din descompunere sunt 
nesingulare. Matricea A este nesingulară dacă şi numai dacă valorile 
Xi ( 1 :S i :S t) sunt distincte şi nenule, deci dacă au intervenit t erori. 
Matricea B este nesingulară dacă toate elementele de pe diagonala sa 
principală sunt nenule, deci dacă toate perechile (Yi, Xi) 1 :S i :S t sunt 
nenule - adică au apărut t erori. O 

Aplicarea algoritmului Peterson se face în felul următor: 
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1. Folosind polinomul recepţionat { r( X)}, se determină 

S1 = r( o 1 ), j = m 0 , m 0 + 1, ... , mo + 2t - l. 

2. Se studiază compatibilitatea sistemului 

SJ(-l)tO"t + Sj+1(-l)t-lO"t-l + ... + Sj+t-1(-l)o-1 + SJ+t = o, 
mo :S j :S mo + t - 1. 

Da.că matricea 1\1 a acestui sistem este nesingulară, înseamnă că au 
apărut t erori. Dacă M este singulară, atunci se observă că <Yt = O 
( deoarece o-1 = X 1 X 2 ... Xi) şi - după ce se înlocuieşte o-1 = O -
se obţine un nou sistem liniar format din primele t - 1 ecuaţii, cu 
primele t - 1 necunoscute. 

Se studiază matricea acestui nou sistem. Dacă ea este nesingulară, 
înseamnă că au apărut t - 1 erori. Dacă şi aceasta este singulară, 
cum o-1_ 1 = O, se repetă procedeul. 

Primul sistem compatibil ( cu matricea nesingulară) care se obţine 
va da numărul k :S t de erori care au intervenit în transmisie, 
precum şi valorile 

(-l)o-1, (-1) 20-2,••·,(-llo-k. 

3. Se introduc valorile determinate mai sus în polinomul 
P(X) = xk + (-l)o-1xk-1 + ... + (-l)k-1a-k-1X + (-1la-k 

şi se află cele k rădăcini X 1,X2 , ... ,Xk E GF(qm) ale ecuaţiei 
P(X) = O (prin diverse metode, eventual chiar prin simpla verifi
care a ecuaţiei rn toate f'icmentele din G F( qm)). Aceste rădăcini 
vor da localizările erorilor. 

De remarcat că ordinea de notare a rădăcinilor X1 , X2 , ... , Xk este 
neesenţială. 

4. Se introduc aceste soluţii în ecuaţiile sistemului 
k 

'}-· \"1 -. . 1 k l ~ ; • i = S 1 , J = mo. mo + .... , rn0 + -
i=l 

şi se determină valorile erorilor Y1 , Y2, ... , Yk. 

k 

5. Se calculează astfel polinomul eroare e(X) = L ~X1•, unde Xi = 
i=l 

o:1• (i = 1, ... , k). Acesta se scade din polinomul recepţionat şi se 
obţine cuvântul - cod transmis: 

{r(X)} - {e(X)} = {r(X) - e(X)} = {f(X)}. 
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Exemplul 8.4 Fie codul BCH definit de rădăcinile o, a 2, a 3, a 4, a 5a 6 

unde a E GF(24
) este element primitiv, rădăcină a polinomului 1 +X+ 

X 4 (Exemplul 7.3, Capitolul 7 ). Am arătat (Exemplul 8.3) că acest cod 

este capabil să corecteze maxim 3 erori independente. 
Să presupunem că au apărut două erori, pe poziţiile a 3 şi a 10 ( adică 

pf po::ifiih -1 şi 11) ale cul'ânt11lui transmis. Ele sunt reprezentate prin 

polinomul eroare e(X) = X 3 + X 10 . 
Să calculăm sindromul (pentru operaţile folosite, a se vedea Exemplele 

4.8 şi 4.9, Capitolu,! 4}: 

S1 = r(a) = e(o) = o 3 + a 10 = a 12,· 
S2 = (S1)2 = o24 = o9; 

S3 = r(a 3
) = e(o3

) = o9 + a30 =el+ a 0 = o 7
: 

S4 = ( S2 )2 = a18 = o3; 

S5 = r(ci) = e(a5) = al5 + o50 = ao + a5 = o10; 

S _ ( c;. )2 _ Q.14 
6 - '---3 - • 

Observăm că într-o situaţie reală, nu se va şti unde sunt localizate 
aceste erori şi deci - în cazul fo care au intervenit două erori pe poziţiile 
o 3 şi 0 10 (cart nu st cunosc încă} - din vectorul recepţionat se obţine 

direct sindromul 

S = (S1,S2,S3,S4,Ss,S6) = (o12 ,o9,a7,o3,o10 ,a14 ), 
fără să ştim din combinaţiile căror localizări ale erorilor provin aceste 

componente ale sindromului. 
Să considerăm sistem ul dt ffuaJii 

adică 

{ 

510"3 + 520"2 + 530"1 54 
S20-3 + 530-2 + S40-1 Ss 
52a3 + S40-2 + 550-1 56 

{ 

o120"3 + o90-2 + o7 0"1 = ci 
ago-3 + o' o-2 + a7 0"1 = o10 

o 7 
0"3 + cia2 + a 10 a-1 = 0 14 

Inmulţim cele trei ecuaţii ale sistemului respectiv cu 
Q-7 = 0::8 0-3 = 012 0-10 = 05 

' ' 
şi obţinem: 
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Adunăm. prima ecuaţie la ultimele două şi atunci 

Deoarece a doua ecuaţie se obţine din prima prin înmulţire cu ci, ele nu 
sunt independente; deci au apărut mai puţin de 3 erori. Facem o-3 = O şi 
a doua ecuaţie va da o-2 = a 13

. Din prima ecuaţie a sistemului se ajunge 
ln o 0 + o-1 = o- 11

. adică o-1 = a 12
. 

lhci. în aCfsl ca:: I.: = 2, o- 1 = 0
12 

i:r2 = a 13
. Se ajunge la ecuaţia 

)(
2 + o-1X + o-2 = X 2 + 0

12 X + 0
13 = O. care are ca rădăcini X1 = 

,.,3 V = "'10 
L-< ' .'\, 2 L-< • 

Am redescoperit astfel cele două localizări ale erorilor. Codul fiind 
binar, corectarea se face imediat: se modifică ( din 1 în O sau din O în 1) 
biţii de pe poziţiile 4 respectiv 11 din cuvântul recepţionat. 

Exemplul 8.5 Fie codul BCH definit de rădăcinile a, a 2
, a 3

, o 4 unde 
o E G F(24

) este rădăcina polinomului 1 + X + X 4
. Acest cod are n = 

15, m 0 = 1, m 0 + 2t - 1 = 4, deci t = 2; codul poate corecta în mod sigur 
cel puţin două erori independente. Să presupunem că s-a recepţionat 
cuvântul 

r = 100100110000100. 
Să determinăm cuvântul - cod transmis. 
Polinomul corespunzător este r(X) = 1 + X 3 + X 6 + X 7 + X 12

. Com
ponentele sindromului sunt 

51 = r(a) = a 0
, 

s,_,, = r( a 3 ) = a·•, 

Trebuie rc::olvat sistemul 

{ 
5\ 0"2 + 520"1 = 53 

820"2 + 530"1 = 54 

S2 = r(o2
) = (51)

2 = a 0
, 

S,1 = r(a4
) = (52) 2 = a 0

. 

adică 

de unde se obţine o-1 = n°, o-2 = a. 
Polinomul de localizare a erorilor este X 2 + o- 1X + a 2 = X 2 +X+ a, 

cu 1·ădăcinilc X 1 = a 7
, X 2 = a 9

• Au apărut deci două erori, pe poziţiile 
8 şi 10. Pentru că suntem în cazul binar, r\ = Y2 = 1; vectorul - eroare 
obţinut este e(X) = X 7 + X 9

, deci cuvântul - cod transmis este 

adică f = 100100100100100. 
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8.3 Decodificarea codurilor BCH binare 

După cum s-a obsf'rvat. în cazul codurilor BCH binare este suficient să se 
localizeze eroarea; corectarea se face imediat prin complementarea biţilor 
aflaţi pe poziţiile respective. După determinarea valorilor o-1 , o-2 , .•. , o-1, 

algoritmul Peterson nu explicitează modul de rezolvare a ecuaţiei de lo
calizare al erorii, care uneori poate fi dificil de prelucrat. 

l' n procedc>u eficient de determinare a poziţiilor erorilor pentru co
durile BCH binare a fost realizat de Chien. 

Fie polinomul (de localizare a erorii): 

unde 
O"o = 1 

a1 = X1 + X2 + ... + Xt 

O"t = X1X2 ... Xi 

(operaţiile fiind efectuate în binar, semnul - este asimilat cu + ). 
Rădăcinile acestui polinom sunt inversele localizărilor erorilor xi-l 

(l'Si'St). 

Procedeul lui Chien de corectare a erorilor pentru codurile BCH 
binare, este următorul: 

Fie r = r 0 r 1 ... rn-l cuvântul recepţionat; componentele lui se vor 
decodifica pas - cu - pas (pe măsură ce sunt recepţionate). 

Să considerăm primul bit primit rn-l şi să cercetăm dacă el este corect 
sau nu. Aceasta este echivalent cu a verifica dacă an-l este o localizare 
a erorii, sau dacă o:-(n-l) = o: este o rădăcină a polinomului S(X) de 
localizare a erorii. 

Dacă o-1 o: + o-2 a 2 + ... + O"t0:
1 = 1 adică S(a) = O, atunci a intervenit 

o eroare pe poziţia o:n-l şi deci componenta rn-I trebuie corectată. 
Dacă o-1 o: + o-2 a 2 + ... + a1o:1 =/=- 1 adică S(o:) # O, atunci rn-1 s-a 

recepţionat corect. 
Procedeul se repetă: în general componenta recepţionată rn-s este 

corectă dacă o:-·(n-s) = o:5 nu este rădăcină a polinomului S(X), adică 

În caz contrar, rn-s va fi corectată în rn-s + 1 (mod 2). 
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Algoritmul lui Chien este deci: 

1. s := O: 

2. while s ::; n do 

(a) s := s + l; 
(6) Se calculează P := a 1a: 5 + a2a25 + ... + atats; 

(c) Se decodifică an-s := rn-s + V unde 

dacă P -/- I 
dacă P = 1 

Circuitul liniar care implementează acest algoritm este: 

0 0 ... 0 A 

Cele t circuite din stânga realizează la fiecare tact multiplica.rea cu ai. 

La momentul iniţial blocul A calculează suma a 1a + a 2a 2 + ... + 
a 1o 1 dând la ieşire valoarea 1 (scalar) dacă a.ceastă sumă este egală cu 
1 = (1,0, .... 0) şi O (scalar) dacă suma anterioară dă orice element din 
G F(2rn) diferit de 1. În funcţie de acest rezultat, componenta rn-l este 
schimbată, respectiv păstrată. 

La momentul următor, blocul A calculează suma a 1a 2 + a2a 4 + ... + 
aio:21

. Dacă această sumă este 1, ci-2 este rădăcină a polinomului de 
localizare a erorii S(X), deci a-2 = on- 2 este o localizare a erorii. În caz 
contrar, suma este diferită de 1. La ieşirea din blocul A se obţine scalarul 
1 respectiv O - componenta rn_2 fiind modificată respectiv păstrată. 

Exemplul 8.6 Fie a E GF(24
) primitiv, rădăcina polinomului 1 +X+ 

X 4
. Să presupunem că se ştiu a 1 şi a 2 . Circuitul care multiplică cu a este 

(Capitolul 4, Exemplul 4.8) circuitul de împărţire cu m(X) = l+X +X4 : 
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Ci reuit ul df Înmulţire cu o:2 este -- conform egalităţii 

0
2

(a1 + a20: + a30:
2 + a40:

3
) = a10:

2 + a20:
3 + a30:

4 + a4ci = a3 + (a3 + 
a 4 )o: + (a1 + a 4 )o:2 + a 2o:3 următorul (vezi şi Exemplul 4.10, Capitolul 4): 

Iniţial în elementele de înmagazinare ale celor două circuite se aftă o-1 

l'fSptcfi1• O"z. 

Pentru cazul binar vom nota cu 

Xn 

dispo::itivul ··sau" cart dă valoarea (scalar) O dacă şi numai dacă 

XI = X2 = ... = Xn = 0, 
Ş1 cu 

dispo::itivul ''no('. 
Atunci, circuitul de implementare a procedeului Chien de localizare a 

erorii este dat în Figura 8.1: 
În acest circuit, cele patru elemente de înmagazinare din stânga for

mează circuitul de Înmulţire cu o: (unde iniţial se introduce o-1), iar cele 
patru elemente din dreapta formează circuitul de înmulţire cu o:2

, aranjat 
în ordine inversă (unde o-2 se introduce iniţial de la dreapta spre stânga). 

De asemenea, există un element de înmagazinare care conţine numai 
valoarea binară 1, pe care o furnizează la fiecare tact. 

Iniţial, circuitul funcţionează odată la momentul O fără a introduce 
nimic de pe canal (pentru "amorsarea" în elementele de înmagazinare a 
coeficienţilor pentru o-1 o: respectiv o-2o:2). 
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Figura 8.1: 

1 

La momentul următor se începe procesul efectiv de decodificare. Dacă 
rn-l a fost perturbat. atunci an-l este localizarea erorii, adică a este 
r_,ădăcină a polinomului de localizare a erorii şi avem 1 + o-1 a+ o-2a 2 = O. 
ln acest caz, la intrarea în sumatorul "sau" este vectoru/O= (0,0,0,0), 
iar la ieşire scalarul O. După complementare se obţine scalarul 1, care se 
adună (pentru corecţie) la rn-l · 

Dacă rn-l este corect, la intrarea în sumator se obţine o valoare 
nenulă. deci ieşirea va fi 1 - care prin complementare este O şz rn-l 

rămâne nemodificat. 

8.4 Exerciţii 

8.1 Să se verifice valabilitatea descompunerii M = ABAT din demons
traţia Teoremei 8.5 

8.2 Fie a E GF(2m) (m > 2) primitiv. Să se arate că polinoamele 
minimale m 1(X) şi m 3 (X) au acelaşi grad. 

8.3 Construiţi un cod BCH binar corector de 2 erori, de lungime n = 11. 
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8.4 C'onstruiţi un cod BCH ternar de lungime n = 26 şi d = 5. 

8.5 Să se determine polinomul generator şi cel de control pentru codul 
BC'H binar corector de 3 erori de lungime 

(a)n=l5 (b)n=31. 
Codificaţi mesajul df informaţie 11 ... 1. 

8.6 Caracterizaţi codurile BCH care sunt conţin toate elementele exten
siei Galois GF(qm). 

8. 7 Dacă g(X) = 1 + X4 + X6 + X7 + X8 este polinomul generator 
al unui cod BCH binar de lungime 15. să se cerceteze dacă următoarele 
sec11enţe sunt cuvinte - cod: 

(a) 011001011000010; (b) 000111010000110; 
( d) 11111111111111 l. ( c) O 1110000001 OOO 1: 

8.8 Aflaţi rădăcinile polinoamelor cu coeficienţi în GF(24
) (o este rădă

cina polinomului 1 + X + X 4 J: 
x2 + o4 X + o13, x2 + a.1 X + o2, x20:2 +X+ os 

X 2 +X+ a 8
. X 2 + 0 6

, X 2 + o 2 X, 

8.9 Definim codul BCH de polinom generator g(X) = m1(X)m3 (X) 
peste GF(24

) folosind elementul primitiv a, rădăcină a polinomului l + 
X + X 4

. Se recepţionează cuvântul r şi se calculează sindromul r H. 
Ştiind acest sindrom, localizaţi - dacă este posibil - erorile în fiecare din 
următoarele cazuri: 

(a) 01000101; (b) 11101000; (c) 11001101; (d) 01000000; 
(e) 00000100; (f) 10100100; (g) 00111101; (h) 00000000. 

8.10 Pentru codul BCH definit în exerciţiul anterior, decodificaţi mesajele: 

(a) 110000000000000; 
(d) 110011100111000; 
(g) 101110000000000; 
(j) 010101001011000; 
(m) 111001011000000; 

(b) 000010000100001; (c) 010001010100000; 
( e) 110011100100000; (J) 111000000000001; 
(h) 101010010110001; (i) 010000100000000; 
(k) 110111011101100; (l) 1of110000001000; 
(n) 000111010000110. 

8.11 In codul BCH binar de lungime n = 15, corector de 3 erori (vezi 
Exonplelt 8.S şi 8.4). să se decodifice mesajele: 

(a) 001000100000000; ( b) 101011001000000. 
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8.12 /n codul BCH peste Z3 de lungime n = 8, corector de 2 erori, să 
se decodifice mesajele 

(a) 00100000; 
( d) 02020202; 

(b) 12121212; 
(e) 10201020; 

(c) 11211122; 
(!) 22110011. 

8.13 Fie o E G F(25
) primitiv, rădăcină a polinomului l + X 2 + X 5

. 

!:fr defincşlf un cod BCH de lungime n = 31 şi d = ,5. 

1. Să se construiască polinomul generator al codului: 

g(X) = m1(X)m3(X). 

2. Să se decodifice mesajul 10010110111100001101010101 ll ll l. 
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Capitolul 9 

Cod uri Reed - Solomon 

9.1 Definirea codurilor RS 

O clasă foarte interesantă de coduri ciclice a fost definită în 1960 de Reed 
şi Solomon. N urnite în articolul iniţial coduri polinomiale, Peterson arată 
un an mai târziu că ele sunt de fapt un caz particular de coduri BCH. 
Construcţia dată de autori a fost următoarea: 

Fie m 2: 2 şi a E GF(qm) primitiv (deci ord(a) = n = qm - 1). 
Dacă aoa1 ... ak-I E GF(qm)k este secvenţa de informaţie, se de

fineşte polinomul h(X) = ao + a1X + ... + ak_ 1xk-l E GF(qm)[X]. 
Codul polinomial va fi format de toate cuvintele de forma 

h(I)h(a) ... h(an-1). 

Teorema 9.1 Un cod polinomial este un cod BCH peste G F( qm), defi-
·t d vd V • ·1 2 n k ni e ra acini e o:, a , ... , a -

Demonstraţie: În algebra polinoamelor modulo xn - 1 (n = qm - 1), să 
considerăm clasa {.f(X)} asociată cuvântului- cod h(l)h(a) ... h(o:n-I ): 
.f(X) = h(l)+h(o:)X+ ... +h(an-1)xn-l = ao(l+X+x2 + ... +xn- 1 )+ 
a1(l + aX + a 2 X 2 + ... + a 11

-
1xn-1) + a2(l + a 2X + a 4 X 2 + ... + 

(a2xr-1) + ... + ak-1(1 + ak-1 X+ ... + (ak-1xr-1). 
Se ştie că toate elementele nenule din G F( qm) sunt rădă.cinile poli

nomului Xq"'- 1 
- l = xn - 1 = (X - 1)(1 +X+ X 2 + ... + xn- 1

), 

deci toate elementele din GF(qm) \ {O, 1} sunt rădăcinile polinomului 
1 +X+ X 2 + ... + xn- 1

. Reamintim, O = 00 ... O, 1 = 100 ... O. 
Prin calcul se obţine .f(l) = ao, f(a- 1

) = -a1, J(a-2
) = -a2, . .. , 

.f(a-(k-l)) = -ak-1 şi J(a- 1 ) = O dacă n - 1 2: j 2: k. 
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194 CAPITOLUL 9. CODURI REED - SOLOMON 

Dar cum an = 1, avem o:-j = an-j şi deci /(ai) = O, 1 S i ::; n - k. 
o 

In continuare vom numi aceste coduri Reed - Solomon, pentru care 
vom folosi următoarea definiţie: 

Definiţia 9.1 Fie a E GF(qm) primitiv. Un cod cod Reed - Solomon 
( RS) este un cod BCH de polinom generator g( X) E G F( qm )[X], definit 
prm 

Deci, diferenţa faţă de codurile BCH generale este aceea că un cod RS 
este definit direct pe extensie, nu pe corpul de bază. Astfel, la un cod 
BCH cuvintele - cod sunt din z;, pe când la un cod RS, ele sunt din 
GF(qmr. Cum şi GF(qm) este corp, toate proprietăţile codurilor BCH 
se păstrează şi în cazul codurilor RS. 

Deoarece au fost studiate ( şi utilizate) numai codurile Reed - Solomon 
de caracteristică 2, vom considera în continuare cazul q = 2. 

Exemplul 9.1 Fie G F(23
) generat de rădăcina a a polinomului 1 +X+ 

X3
, şi să considerăm codul RS definit de polinomul g(X) = (a+X)(o:2 + 

X)= a 3 +o:4 X +X 2 . Acesta este un cod ciclic de lungime n = 7, k = 5 şi 
d = 3. Folosind definiţia din Capitolul 5, secţiunea 5.3, se poate construi 
matricea generatoare a codului: 

a3 a4 1 o o o o 
o a,3 0:4 1 o o o 

G= o o a3 04 1 o o 
o o o 0:3 0:4 1 o 
o o o o 0'3 04 1 

Codul are 85 cuvinte, obţinute prin înmulţirea cu g(X) a tuturor poli
noamelor din GF(23 )[X] de grad cel mult 4 sau - echivalent - din înmul
ţirea cu matricea G a tuturor cuvintelor din GF(23

)
5

. 

De exemplu, codificarea mesajului de informaţie a = laOOo:3 , sau 
a(X) = 1 + oX + o3 X 4 este a(X)g(X) = 1 +a+ (a+ a2 )X2 + aX3 + 
(1 + n

2 )X4 + X 5 + (1 + a)X6 = o
3 + o

4 X 2 + o:X3 + ct6X 4 + X 5 + a
3 X 6 

(respectiv o:3 0o4ao6 lo3 
). 

O matrice de control foarte simplă se obţine folosind ( conform cu 7 .3, 
Capitolul 7) rădăcinile o şi o 2 ale cuvintelor - cod (reamintim, a 7 = I): 

( 
1 Q o 2 o 3 

H-- 1 a 2 o 4 0 6 
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Teorema 9.2 Distanţa minimă a unui cod RS este d = n - k + 1. 

Demonstraţie: Să notăm -- temporar - cu dH distanţa minimă a unui 
cod. Conform Teoremei 2.9 (Capitolul 2), dH :S n - k + 1. Cum într-un 
cod RS, grad(g(X)) = n - k = d - 1, vom avea d = n - k + 1. Din cele 
două afirmaţii rezultă dH :S d. Pe de-altă parte, din Teorema 8.2, cum 
codul RS este un caz particular de cod BCH, rezultă dH 2 d. □ 

Din această teoremă rezultă că un cod RS are distanţa maximă se
parabilă (se mai spune că este un cod DMS). 

9.2 Coduri RS scurte 

Deoarece o E GF(2m) este primitiv, toate cuvintele unui cod RS au 
lungimea n = 2m - 1 şi k = n - d + 1 = 2m - d simboluri de informaţie. 
Uneori însă sunt necesare coduri RS ale căror caracteristici să nu fie de 
această formă. Ele se obţin astfel: 

Fie C un (n, k) - cod RS de distanţă minimă d şi s (1 :S s < 2m - d) 
un număr întreg. Se construieşte codul RS scurt C( s) format din toate 
cuvintele lui C care au O pe ultimele s poziţii, după care aceste s poziţii 
se ignoră. 

Exemplul 9.2 Fie codul C dat de g(X) = o+ X, unde o este rădăcina 
ecuaţiei 1 +X+ X 2 = O care generează GF(22

). C are deci n = 3, k = 
2, d = 2 şi 16 cuvinte - cod. Codul C ( 1) se obţine luând toate cuvintele 
lui C care au O pe ultima poziţie (acestea sunt OOO,o10,o2 o0, loO), din 
care se elimină ultimul caracter. 

Deci C(l) = {00,ol,o2 o. Io}. 
Atenţie: Ultima poziţie nu înseamnă ultimul bit. Fiecare element din 

cuvânt are aici două poziţii binare. Astfel, cele patru cuvinte - cod alese 
din C au reprezentarea binară 

000000, 011000, 110100, 100100 
iar codul scurt, reprezentat în binar este C(l) = {0000,0110, 1101, 1001}. 

Din definiţie, 
C(s) = {b E Clgrad(b(X)) < n - s}. 

Dacă g(X) este polinomul generator al codului Reed - Solomon C, 
at unei C ( s) con ţine toate polinoamele de forma b( X) unde b( X) = 
a(X)g(X), grad(a(X)) < k - s = 2m - d - s (deoarece grad(g(X)) = 
d - 1 = n - k). 

De aici rezultă că matricea generatoare a unui cod RS scurt C( s) este 
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196 CAPITOLUL 9. CODURI REED - SOLOMON 

G= 

g(X) 
Xg(X) 

xk-s-1 g(X) 

obţinută din matricea generatoare a codului C prin eliminarea ultimelor 
s linii. Numărul de simboluri de informaţie este egal cu numărul de linii 
din G, deci ks = k - s = 2m - d - s. 

Să notăm acum cu d respectiv ds distanţele minime ale celor două 
coduri. Se observă că Vci,c2 E C(s), c~ = c100 ... o,c; = c200 ... 0 E 
C şi deci d(c1,c2) = d(c~,c;), adică ds ~ d. 

Pe de-altă parte (Teorema 2.9, Capitolul 2), ds ~ ns - ks + 1 = 
2111 

- 1 - s - ( 2m - d - s) + 1 = d, deci d s = d. 
Din cele arătate mai sus putem enunţa teorema: 

Teorema 9.3 Fie C un (n,k) - cod RS cu distanţa minimă d şi C(s) 
codul său scurt, cu parametrii ns, ks, ds. Atunri 

ns = 2m - 1 - S, ks = 2m - d - S, ds = d 
şi C(.s) este un cod DMS. 

Observaţie: Alte coduri scurte se pot obţine eliminând orice combinaţie 
fixă des elemente din cuvintele unui cod RS. Se poate vedea imediat că 
proprietăţile arătate mai sus nu se schimbă. 

Exemplul 9.3 Plecând de la codul RS din Exemplul 9.1, codul scurt 
C(2) va avea ca matrice generatoare matricea G fără ultimele două linii 
şi coloane, 

(°' 0:4 1 o n G= ~ 0:3 0:4 1 
o 0:3 0:4 

iar ca parametri n 2 = 5, k2 = 3, d2 = 3. 

9.3 Decodificarea codurilor RS 

Fiind cazuri particulare de coduri BCR, codurile RS se pot decodi
fica folosind direct algoritmul Peterson ( Capitolul 8, Secţiunea 8.2). Să 
reluăm detaliat pe un exemplu aplicarea acestui algoritm. 
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Exemplul 9.4 Fie g(X) = (1 + X)(a + X)(a 2 + X)(a 3 + X) unde a E 
G F(23

) este rădăcina (primitivă) a polinomului 1 + X + X 3 . Codul are 
distanţa minimă d = ,5, deci poate corecta cel mult 2 erori independente. 
Mai ştim că: 

ci= l + n, a 4 =a+ a2
, a 5 = 1 +o+ o2

, 0
6 = 1 + o:2

. 

Să presupunem că s-a recepţionat cuvântul r = o6 oo5 a 210o2
. Pentru 

decodificare se aplică următorii paşi: 
( 1): Se calculează cele patru sindrom uri: 

50 = v(o:0
) = 0

6 +o+ o:5 + a 2 + 1 +O+ a 2 = 1 + a 2 +a+ 1 +a+ 
0'.2 + 02 + 1 + 0'.2 = 1; 

51 = v(a) =ci+ o:2 + o7 + a 5 + a 4 +O+ a 8 = ci; 
52 = v(a2) = 0 6 + 0 3 + 0 9 + 0 s + 0 s + 0 + al4 = 0 3,-
53 = v(o3) = 0 6 + 0 4 + 0 11 + 0 110'.12 + 0 + 0 20 = l. 

(2) D l . . . ( So 51 ) ( 1 a
3 

) 2 eoarece rangu matrzcu 
51 52 

= 
03 

a 3 este , 

cuvântul r are două erori; cum distanţa minimă este 5, ele pot fi corec
tate. 

Adunând cele două ecuaţii, se obţine ( 1 + ci)a2 = 1 + o 3
, deci a 2 = 1. 

Înlocuind în prima ecuaţie, avem a 3 a 1 = a 3 + 1 = o:, de unde, prin 
înmulţire cu a 4 se ajunge la a 1 = a 5

. 

(4) Polinomul de localizare a erorii este a(X) = X 2 +a1 X +a2 = 
X 2 +a5 X+ 1. Prin încercări se obţine a(a) = a(a6

) = O, deci cele două 
erori sunt pe poziţiile X1 = a, X 2 = a 6

• 

( 5) Se rezolvă sistemul liniar ( ~: ~: ) · ( ţ: ) ( 1: ) ; 
detaliind, acesta se are forma: 

{ 
Yi 

aYi. 

Înmulţind a doua ecuaţie cu a şi adunând-o la prima, se obţine a 6 Y1 = 
a 5

, deci Yi = a 6
. După înlocuire în prima ecuaţie, se determină şi 

Yi = o2. 

(6) Rezumând, au apărut erorile a 6 pe poziţia 1 şi a 2 pe poziţia 
6. Deci eroarea este e = 0a6 0000a2, iar cuvântul - cod trimis a fost 

c = r + e = a 6 a 5o:5a 2100. 
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9.4 Altă construcţie a codurilor RS 

Plecâ.ri.d de la construcţia iniţială, se poate realiza şi o altă definiţie pen
tru codurile RS. Ea se ba.zea.ză pe o modalitate diferită. de reprezentare 
a cuvintelor din z;, anume considerând polinoamele ca funcţii (polino
miale). 

Definiţia 9.2 Fie S ~ GF(2m). Două polinoame p(X), q(X) reprezintă 
aceeaşi funcţie polinomială : S - G F(2m) dacă şi numai dacă V f3 E 
s, p(/3) = q(/3). 

Exemplul 9.5 FiP S = GF(23
), construit folosind rădăcina primitivă 

o a polinomului l +X+ X 3
. Definim funcţia f : S - Z2 prin 

X I o 1 Q: Q:2 Q:3 Q:4 Q:5 Q:6 

f(X) O O 1 1 O 1 O O 

Atunci .f ( x) se poate reprezenta prin 

Vf = f(O)f(l)f(o)f(o 2 )f(o3 )f(o4 ).f(o5 )f(o6
) = 00110100. 

Exemplul 9.6 Fie S = GF(23
) şi funcţia f : S - S definită Vf 

o 4 01o:2 1o00. Folosind metoda coeficienţilor nedeterminaţi, pe baza valo

rilor punctelor din S, obţinem reprezentarea lui f sub formă de polinom: 
f(X) = o4 + o:2x + a3 x2 + x3. 

Mulţimea. A= {f(X) E GF(2m)[X]lgrad(f(X)) ~ k-1} se poate struc
tura ca un spaţiu liniar de dimensiune k, cu baza { 1, X, X 2

, ... , xk-I }. 
Deoarece toate aceste polinoame pot fi considerate funcţii definite pe o 
anumită mulţime 5 ~ GF(2m), vom numi A ''spaţiul funcţiilor pe S". 

De remarcat că în această fază S' nu este definit explicit. 

Teorema 9.4 Fie mulţimea S, card(S) = n şi k ~ n. Mulţimea tuturor 

fu neţ iilor : 5 - G F(2m) reprezentate prin polinoame de grad ~ k - l 
formează un spaţiu liniar de funcţii, cu baza { 1, X, ... , xk-I}. 

Demonstraţie: Evident, orice polinom de grad cel mult k - l este gene
rat de {1, X, ... , Xk-I }. Tot ce trebuie arătat este că fiecare funcţie 
polinomială f : S - G F(2m) are o reprezentare unică sub formă de 
polinom. 

Să presupunem (prin absurd) că p(X) şi q(X) sunt egale ca funcţii pe 
S. Deci Vo E S, p(o) = q(a). Dar atunci p(X) - q(X) este un polinom 
de grad < k care are n (n 2: k) rădăcini, deci p(X) - q(X) = O, adică 
p(X) = q(X). o 
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Exemplul 9. 7 Fie S = G F( 23 ) construit folosind rădăcina o a ecuaţiei 
1 + X + X 3 = O, şi să considerăm toate polinoamele din GF(23 )[X], de 
grnd cel mult doi. O bază pentru acest spaţiu de funcţii este {1,X,X2 }, 

cu rtpn ::ent arca co IY:spu n::ătoare: 

1 
X 
x2 

11111111 
0100

2
0

3
0

4
0

5
0

6 

Olo2o 4ci-6oo3ci 

Atunri. orice polinom .f(X) = ao + a1X + a2X2 considerat ca o funcţie 
polinomială, poate fi reprezentat sub formă de vector prin 

vr=(aoa1a2)(~ 
1 1 1 1 1 1 ~) · 1 o 02 03 a4 as 

1 a2 04 ci-6 o Q3 ci 

Sunt 83 = 512 astfel de funcţii polinomiale. 

Teorema 9.5 Spaţiul funcţiilor pe S ~ GF(2m) (card(S) = n) al tu
t-uror polinoamelor din GF(2m)[X] de grad :S k -1 formează un (n, k) -
cod liniar DMS. 

Demonstraţie: Alegem o mulţime cu n elemente S ~ G F(2m), şi con
siderăm spaţiul liniar al tuturor funcţiilor polinomiale p : S -----+ GF(2m) 
de grad cel mult k - l. Lungimea fiecărui cuvânt - cod este n, iar dimen
siunea spaţiului este k (cu Teorema 9.4). Mai rămâne de arătat că acest 
cod este DMS (are distanţă maximă separabilă), adică d = n - k + l. 
Pentru aceasta, să observăm că orice polinom p(X) are maxim k - I 
rădăcini distincte; deci reprezentarea Vp are cel mult k - 1 zero-uri, 
adică w(vp) ~ n - k + l. În particular, d = min(w(vp) ~ n - k + l. Pe 
de-altă parte, conform Teoremei 2.9, (Capitolul 2) d :S n - k + 1, deci 
d=n-k+l. □ 

Fie n un divizor al lui 2m -1 şi S = {a E GF(2m)\on = l} mulţimea 
rădăcinilor de ordinul n ale unităţii din G F(2m ). Evident, 5 conţine 
toate rădăcinile din GF(2m) ale ecuaţiei xn + 1 = O şi- fiind un corp 
finit conţine cel puţin un element primitiv (Teorema 7.1, Capitolul 7). 

Teorema 9.6 Fie p(X),q(X) E GF(2m)[X] şi S ~ GF(2m) mulţimea 
rădăcinilor de ordinul n ale unităţii. Atunci p(X) şi q(X) reprezintă 

aceeaşi funcţie f: S-----+ GF(2m) dacă şi numai dacă 
p(X) = q(X) (mod xn + 1). 
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Demonstraţie: " {=
11

: Fie q(X) = h(X)(Xn + 1) + p(X). Atunci 
pentru orice a E S avem q(a) = h(a)(l +an)+ p(a). Dar 1 + on = O, 
deci q(a) = p(a). 

" ==}": Fie a E S primitiv. Deci orice element din S are forma 
0

1 (O :S i < n). Dacă. q(ai) = p(oi), atunci ai (O :S i < n) sunt rădăcini 
ale polinomului p(X) - q(X). Putem scrie atunci 

n-1 

p(X) - q(X) = h(X) IT (1 +ai)= h(X)(Xn + 1). o 
i=0 

Teorema 9. 7 Fie S mulţimea rădăcinilor de ordinul n ale unităţii din 
G F(2m). Atunci spaţiul funcţiilor tuturor polinoamelor din G F(2m )[X] 
de grad S k - 1 pe S formează un ( n, k) - cod ciclic peste G F( 2m). 

Demonstraţie: Să notăm cu C acest spaţiu liniar, şi [e S (ca în ipoteză) 
generat de un element primitiv a. Atunci, dacă p(X) E GF(2m)[X] este 
un polinom de grad cel mult k - 1, avem Vp = p(l)p(a) ... p(an-l) E C. 

Fie q(X) = p(aX). Cum grad(q(X)) :S k - 1, rezultă Vq E C. Dar 
q(l)q(a) ... q(an-1 ) = p(a)p(a2

) •.. p(an- 1 )p(l) E C, 
care reprezintă - conform definiţiei - un cod ciclic. o 

Exemplul 9.8 Să considerăm GF(23
) construit ca în Exemplul 9. 7 şi 

S spaţiul rădăcinilor de ordinul î ale unităţii, generat de a. Fie de 
exemplu p(X) = a 4 +a2 X +o3 X 2 +X3

, care are reprezentarea 0la2 1a00. 
Permutarea ei ciclică este la2 1a000. care corespunde funcţiei p(aX) = 
o 4 + o 3 X + o 5 X 2 + o 3 X 3

. 

Exemplul 9.9 Fie G F(24
) construit cu rădăcina a a ecuaţiei 1 + X + 

X 4 = O şi fie (3 = ci o rădăcină de ordinul 3 a unitătii. Deci S = 
{l,o.S,010 }. 

Pentru k = 1 se obţine un cod cu repetiţie de lungime 3. 
Pentru k = 2, codul este generat de toate polinoamele p(X) = ao + 

a1X E GF(24 )[X], considerate ca funcJii: S --+ GF(24
). De exemplu, 

pentru p(X) = 0
6 + 0 10 X, obţinem cuvântul - cod 

Vp = p(l )p( a5 )p( 010) = 07 al309. 

Definiţia 9.3 Fie polinomul V(X) = Vo + V 1X + ... + V n-1xn- 1 E 
GF(2m)[X] şi a E GF(2m) o rădăcină primitivă de ordinul n a unităţii. 
Spunem că u(X) = vo + v1X + ... + v 0 _1xn-l este "transformata" lui 
\/(X) dacă 

n-1 

V(a1) = L Viaji = v1, j = O, 1, ... , n - 1. 
i=0 
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Altfel spus, dacă. se notează cu 

1 1 1 1 
1 Q Q'.2 0 n-l 

]\1n,n = 1 02 Q'.4 0
2(n-l) 

1 Q'.n.-1 0 2(n-l) o(n-1)2 

atunci 
(Vo V 1 ... V n-1 )Mn,n = (vo V1 ... Yn-1)-

Matricea Mn,n este numită transformata Fourier finită. Ea este nesin
gulară, deci se poate scrie (Vo V 1 ... V n-d = (vo V1 ... v 0 ..,.i)M;,~ 
sau 

n-1 
vi= L VjO'.-ij = v(a-i). 

i=l 
Vom demonstra această formulă în mod direct, fără a folosi inversa 

matricii Mn,n· 

Teorema 9.8 Fie a E G F(2m) o rădăcină primitivă de ordin n a unită

ţii. Dacd Vj = \/( a 1 ) pentru V(X) = Vo + V 1X + ... + V n-lxn-l E 
GF(2m )[X], atunci Vi = v( 0:-i) unde v(X) = vo+v1X + ... +vn-1Xn-i. 

Demonstraţie: Deoarece o este primitiv, el generează grupul multiplicativ 
S = {l, a, ... , on-l }. Conform Teoremei 7.3 (Capitolul 7), orice element 
din 5 este rădăcină a ecuaţiei xn - 1 = O. 

Din (X - l)(xn-l + xn-2 + ... +X+ 1) = o rezultă că oP este 
rădăcină pentru X - 1 = O când p = O respectiv pentru (X - 1 )(xn-l + 
xn- 2 + ... +X+ 1 = O când p =/- O. Altfel spus, vm avea 

f 0 (k-i)j = { ~ (mod 2) :::~:~ ~ f ! 
J=O 

Atunci 

v(o-i) = I: VjO-ij = I: (I: Vkokj) Q-ij = I: vk (I: a(k-i)j) 

j=O 1=0 k=O k=O J=O 

vi. o 
Deci, fiind dat un vector de valori (vo,v1, ... ,v0 _1), se pot regas1 

coeficienţii polinomului V(X) = Vo + V1X + ... + V 0 _1xn-1, lucru 
esenţial În definirea unui algoritm de decodificare. 

Teorema 9.9 Fie S ~ GF(2m) mulţimea rădăcinilor de ordinul n ale 
unităţii din GF(2m), generat de rădăcina primitivă a E GF(2m). Spaţiul 
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liniar al functiilor polinomiale de grad < n - d + 1 pe S formează un cod 

ciclic DMS cu polinomul generator 
g(X) =(o+ X)(ci +X) ... (ci- 1 + X). 

DemonstraJie: Funcţia polinomială V (X) a cărei transformată corespun
n-1 

de lui t'(X) = a(X)g(X) este \/(X)= L v(on-i)Xi. Deoarece g(aP) = 
i=O 

O (1 ::=:; p ::=:; d - 1), vom avea v(on-i) = O pentru i = n - d + l,n - d + 
2, ... , n - 1. Rezultă că pentru orice i ( n- d + 1 ::=:; i ::=:; n - 1 ), coeficientul 
lui Xi din V(X) este zero, deci V(X) are gradul < n - d + 1. O 

Dacă se ia n = 2m - 1, se ajunge la o altă modalitate de construcţie a 
codurilor RS, bazată pe altă matrice generatoare ( deci o altă dispunere 
a. caracterelor de informaţie). 

Exemplul 9.10 Fie o rădăcina polinomului 1 + X + X3
, cu care se 

construieşte G F(23
). Considerăm codul RS de polinom generator g(X) = 

(1 + X)(o + X)(a2 + X)(a3 +X)= ci+ o 5 X + ciX2 + a 2 X 3 + X 4 

( carF corespunde reprezentării o 6 o 5 a 5a 2 100). Transformata lui g(X) 
6 

este polinomul G(X) = Lg(a7-i)Xi. 

i=O 

Pentru că g(a0 )g(a) .. . g(o-6
) = 00001004, avem 

G(X) = g(l)X0 +g(o1
- 1 )X +g(o7

- 2 )X 2 +g(a7
-

3 )X3 = a 4 X +aX2 +X3
. 

Se verifică uşor că G( X) este o funcţie polinomială cu reprezentarea 

G(a0 )G(o) ... G(o:6
) = a 6 (x5a5 a 2 100. 

Putem gândi acest cod RS ca spaţiul tuturor polinoamelor de grade 

1, 2 şi 3, adică 
{Xp(X)lp(X) E GF(23 )[X], grad(p(X)) < 3}. 

Baza pentru acest spaţiu liniar este {X, X 2
, X 3

}, iar matricea gene

rat oa ne se defineşte imediat: 

(

1 o 
1 o 2 

1 o 3 

Deci G( X) = o4 X + oX2 + X 3 va avea reprezentarea 

( o 4 o l) ( ~ : 2 :: :: :

4 

:: :: ) = ( 0 6 o 5 o 5 o 2 1 0 0). 
1 03 06 02 05 o C\'4 
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9.4.1 Algoritmul Berlekamp - Massey 

Fie g(X) polinomul generator al unui cod RS, c(X) = a(X)g(X) un poli
nom - cod transmis (care codifică mesajul de informaţie a(X)), şi v(X) = 
c(X) + e(X) polinomul recepţionat. Notăm V(X), C(X) şi E(X) trans
formatele lui v(X). c(X) şi respectiv e(X). Cum transformata Fourier 
finită este o aplicaţie liniară, se verifică imediat V(X) = C(X) + E(X). 

Deoarece g(X) are d - 1 rădăcini consecutive o:i (m0 :S i ~ m 0 + d -
2), sindromul polinomial s(X) va avea s(o:n-i) = e(o:n-i) = E; pentru 
n - m 0 - d + 1 ::; i :S n - m 0 . Deci sindromul va putea determina d - 1 
coeficienţi ai transformatei E(X). Pentru ceilalţi coeficienţi va trebui să 
reluăm polinomul de localizare a erorilor a(X) ( din algoritmul Peterson 
de decodificare a codurilor BCH). 

a(X) are proprietatea că a(o:k) =O{=::;>- ek -=I=- O. Deoarece E(o:k) = 
ek, vom avea a(o:k)E(o:k) = O Vk, deci - lucrând în algebra polinoamelor 
modulo xn + l: 

{a(X)}{E(X)} = O 

{a(X)}{E(X)} = { (ţa,x') (tEkx•)}. 
unde t = [(d - 1)/2]. Calculând în ambele relaţii coeficientul lui xt+k, 
se obţine: 

O"tEk + 0"1-1Ek+1 + ... + aoEk+t = O. 

Pentru că ştim deja d - 1 valori consecutive ale lui Ek, putem de
termina recursiv coeficienţii O";, pe care îi folosim la generarea tuturor 
valorilor Ek. 

De remarcat că în [7] se defineşte algoritmul Berlekamp - Massey sub 
o altă formă. 

Exemplul 9.11 Să reluăm codul RS definit în Exemplul 9.4, în care 
considerăm că s-a recepţionat rnvântul v = o:6 ao:5a 2 10a2

. Dwarece 
d = 5, avem t ::; 2 şi Eo = v(a0

) = 1, E6 = v(a) = a 3
, Es = 

v( a 2
) = a 3

, E4 = v( a 3
) = 1. Polinomul de localizare a erorii este 

a(X) = X 2 + a1X + a0 . Determinăm a0 , a1 ca în Exemplul 9.4 şi găsim 
a 0 = 1, a 1 = a 5

. Se poate determina astfel relaţia de recurenţă: 

Ek = a 5Ek+l + Ek+2· 
Deoarece (Eo, Ea. Es, E4) = (1, a 3

, a 3
, 1), vom avea: 

E3 = a:sE4 + Es = as + a3 = o:2' 

E2 = a 5E3 + E4 = a 5 
· o:2 + 1 = O, 
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E1 = n 5 E2 + E 3 =O+ o 2 = a 2
. 

Am determinat transformata lui t· (X). adică E (X) = 1 + o:2 X + 
0 2x3 + X4 + 0 3xs + 0 3X6. 

De aici rezultă e = (E(o:0 ),E(o).E(o2
), ... ,E(o:6

)) = Oo:6 00000:2 , 

deci cuvântul decodificat este 
c = v + e = ci(:l'n\.-?100. 

Pf dF-altă pa,fr. dacă s-ar fi folosit matricea generatoare din Exem
plul 9.1 O, nu ar mai fi fost necesar să st determine vectorul eroare e, ci 
doar să se calculeze toate valorile lui v(ci), O :S k :S 6, din care se obţine 
direct mesajul transmis; mai precis, se aftă transformata lui v(X), care 
se adună la transformata lui e( X): 

vov1 ... V5 = v( o:0 )v( ci)v( o:5
) ... v( a) = lcwa6 1o:3 o 3

, 

EoE1 ... E6 = lo20o21o3 o 3
, şi deci 

CoC1 ... C5 = Vo V 1 ... V 6 + EoE1 ... E6 = 0o4 o1000. 
S-a obţinut C(X) = o 4 X + oX2 + X 3. Deci caracterele de informaţie 

sunt ( o4, o, 1). De aici se obţine forma cuvântului - cod transmis 
C = 06050502100. 

9.5 Ştergeri 

O ştergere este o eroare detectată, pentru corectarea ei trebuind deter
minată doar valoarea erorii. Numărul locaţiei de ştergere este poziţia 
elementului perturbat. Acest număr este în general cunoscut ( din citirea 
fizică a mesajului primit sau din structura codului). 

Astfel, fie C un cod RS peste G F(2"') şi să considerăm codul C 
format din reprezentarea binară a cuvintelor codului C (fiecare element 
din GF(2m) se scrie ca un cuvânt binar de lungime m). Se defineşte 
şi codul ()' obţinut prin adăugarea câte unui bit de paritate la fiecare 
simbol din componenţa cuvintelor codului C. 

Exemplul 9.12 Să considerăm codul RS din Exemplul 9.2. Pentru a 
forma C'. se înlocuieşte fiecare element O, 1, o, a 2 respertiv cu OOO, 101, 
011, 110 (al treilea bit este bitul de paritate). 

Astfel, pentru ol0 E C avem 011101000 E C''. 

Deoarece fiecare element dintr-un cuvânt - cod c E C este reprezentat 
print~-un cuvânt binar de lungime m + 1, cuvântul - cod corespunzător 
c' E C' va avea lungimea (2m - l)(m + 1). Se observă că fiecare element 
nenul din c este înlocuit cu un cuvânt de pondere pară. Deci, c' va fi 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



9.5. ŞTERGERI 205 

format din :2m-1 cuvinte binare de lungimi m+ 1, fiecare de pondere pară. 
In acest fel, dacă în cuvântul recepţionat v' există un grup de pondere 
impară, ştim că a apărut o eroare printre cei m + 1 biţi corespunzători. 
Considerat din nou ca un cuvânt cu elemente din GF(2m), ştim că acest 
cuvânt are un element perturbat; nu cunoaştem valoarea erorii, dar ştim 
poziţia sa. Avem deci o ,. ştergere''. 

Exemplul 9.13 Reluând construcfia din exemplul anterior, să presu
punem că s-a primit 011100000. Deci, au apărut erori în al doilea grup 
de 3 bifi ( acesta are pondere impară}, aşa că o 1 este un numărul locafiei 
de ştergere. Ştiind acest număr, putem înlocui al doilea element cu O 
(uşurea::ă calculul sindromului}, şi vom încerca decodificarea lui v = oOO 
în cel mai apropiat cuvânt - cod din C, ştiind că poziţia erorii este X 1 = 
o. 

Teorema 9.10 Fie C un cod RS peste GF(2m) de distanţă minimă d, şi 

v un cuvânt recepţionat care are s ştergeri şi t erori care nu sunt ştergeri. 
Atunci v poate fi decodificat corect dacă 2t + s ~ d - 1. 

Demonstraţie: De remarcat că în Teorema 2.13 (Capitolul 2), o condiţie 
mai slabă ( t +s ~ d-l) asigură corectarea celor terori, şi detectează (nu
mai) celelalte s ştersături. Această teoremă realizează corectarea com
pletă a cuvântului. 

Fie B mulţimea poziţiilor ştersăturilor şi A mulţimea poziţiilor ero
rilor; deci A\ B este mulţimea poziţiilor erorilor care nu sunt ştersături. 

Definim aa(X) = Il(oi + X) ca fiind polinomul de localizare a ştersătu
iEB 

rilor. Atunci polinomul de localizare a erorilor se poate scrie 
a A(X) = aa(X)a A\a(X). 

Aflarea poziţiilor erorilor revine la determinarea rădăcinilor polino
mului 0".4\a(X). Pentru aceasta se poate folosi algoritmul Peterson de 
decodificare a codurilor BCH ( Capitolul 8), cu câteva schimbări, cores
punzătoare sindromurilor "modificate". 

Astfel, fie aa(X) = Bo + B1X + ... + Bs-lxs-l + xs şi O" A\a(X) = 
Ao + A1X + ... + At_ 1xt- 1 + Xt. 

Similar algoritmului Petersen, vom înmulţi ambii membri ai egalităţii 
aa(X)aA\a(X) = aA(X) cu !iXf (m0 ~ j ~ m0 +d-2) (reamintim, Xi 
corespund locaţiilor erorilor, iar }i sunt valorile acestor erori). 

Apoi se înlocuieşte X = X; şi se face suma după i = 1, ... , t + s. Se 
obţine 
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unde S~ sunt sindromurile modificate, de forma 

s: = BuSk + B1Sk+l + ... + Bs-lSk+s-1 + Sk+s· (2) 

Pentru că se ştiu valorile lui S1 pentru j = m 0 , ••. , m 0 + d - 2 iar 
Ba, B 1 , ... , Bs-l sunt cunoscute, se pot determina s; pentru m 0 :S j :S 
d - 1 - s. Deoarece 2t + s :S d - 1, deci 2t :S d - 1 - s, se poate rezolva 
sistemul ( 1) scris matricial 

'i' .._ mo s:no + 1 s:no+t-1 Ao s:no+t 
s:no+l s:no+2 S' A1 s:no+t+I mo+t (3) 

s:no+t-1 s:no+t Smo+2t-1 A1-1 Smo+2t 

cu t necunoscute A0 , A 1 , ... , At-l · 
După determinarea polinomului de localizare a eror1lor, algoritmul 

Peterson se poate aplica în continuare nemodificat. □ 

Fie C un cod RS peste GF(2m ), de polinom generator g(X) = (amo + 
X) ... (amo+d- 2 + X). Se transmite cuvântul - cod c şi se recepţionează 

v cu s ştergeri localizate în elementele mulţimii B = { X 1 , ... , X s}. 
Fie aa(X) = B0 + B 1X + ... + Bs_1xs-l + xs polinomul de localizare 

al ştergerilor. 
Polinomul de localizare a erorilor aA(X) = aA\B(X)aa(X) se poate 

construi aflând (7 A\a(X) = Ao + A1X + ... + At-lxt-l + X 1 astfel: 

1. Se calculează S1 = v( o:1) pentru j = mo, mo+ 1, ... , mo+ d-2; 

2. Se determină 53 ( m 0 :S j :S m 0 + d - 2 - s) cu relaţiile (2); 

3. Se rezolvă sistemul liniar (3) de necunoscute Ao, ... , A1_ 1 . 

Exemplul 9.14 Fie C codul RS peste GF(24
) construit de rădăcina a 

a ecuaţiei 1 +X+ X 4 = O, definit de polinomul generator g(X) = (1 + 
X)( o + X) ... ( o 4 + X) şi G'' codul binar asociat în care sunt codificate 

mesajele. S-a primit mesajul 

v' = 11101 11001 00101 00110 10010 o ... o, 
deci v = a 100o20a6 a 140 ... O. 
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Singura ştergere localizată este o:1 , deci O'B(X) = o:+ X. 
Trebuie să determinăm polinomul de localizare a erorilor. 
Din v(X) = o:10 + ci X 2 + c:i:-6 X 4 + o:14 X 5 calculăm sindromurile 

S - ,._,5 5 _ Q Cj _ A,3 c _ n,4 '-' _ A,3 
O - u • 1 - • ,_ 2 - u • ,_..,3 - '--' , '-'4 - '--' · 

207 

Deoarece B0 = o: şi s = 1. relaţia de recurenţă pentru sindromurile 
modificate este s; = B0S1 + Sj+l = o:Sj + Sj+l (Os j s 3). 

Se determină astfel Sb = o:6
• s~ = o:3

, s~ = O, s~ = o:11
. 

Deoarece d = 5 avem t = 2. deci sistemul (3) este 

( S'b S~ \ ( Ao ) ( 5~ ) s~ s; ) A.1 - s~ ' 
sau 

( :: ~

3 

) ( 1: ) ( o:~ 1 ) 

cu soluţia A0 = o:8
, A 1 = 0: 11 . 

S-a obţinut polinomul o-A\B(X) = o:8 + a 11 X + X 2
. Deci, 

0-.4.(X) = o-B(X)o-A.\B(X) = (0:+X)(o8 +011 X +X 2
) = (o+X)(o3 + 

X)(a: 5 + X). 
Rezultă că erorile sunt localizate pe poziţiile X 1 = o, X 2 = o3

, X 3 = o5
. 

Mai departe se lucrează pentru determinarea valorilor erorilor, folo
sind algoritmul Peterson (secţiunea 8.2, Capitolul 8} şi sindromurile ori-

ginale. Trebuie re(zot rr) ( r~ ) ( ~ ) 
0'2 06 010 Y3 03 

cu soluţia Y1 = 0
12

, Y2 = 1, Y1 = a 3
. 

Deci v(X) se decodifică in c(X) = v(X) + e(X) = ( 0 10 + o 2 X 2 + 
06 X4 + o~ 4 X 5

) + (a12X + X 3 + a 3X 5
), adică C = o 10o 12a 2la6 10 ... o, 

satt - în C': 11101 11110 00101 10001 00110 10001 O ... O. 

9.6 Exerciţii 

9.1 Construiţi matricea generatoare şi listaţi toate cuvintele - cod ale 
codului RS din Exemplul 9. 2. Scrieţi şi forma binară a acestor cuvinte. 

9.2 Fie codul definit de g(X) = (1 + X)(o + X)(o2 + X)(o3 + X), 
bazat pe extensia Galois GF(23 ) generată de o, rădăcină a polinomului 
1 +X+ X3

. 

l. Determinaţi n, k, d şi numărul de cuvinte - cod. 
2. Construiţi o matrice generatoare şi o matrice de control a codului. 
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3. Codificaţi mesajele de informaţie lOo:2, 111, o:2 o:4ci. 

9.3 Construiţi coduri RS c1t următorii parametri: 
(a)m=2, d=3, m 0 =2: (b)m=3, d=3, m0 =2; 
(c)m=3, d=,S, m 0 =0: (d)m=4, d=5, mo=0; 

( e) m = 5, d = 7, m0 = O. 

9.4 Pentru fiecare cod determinat la exerciţiul anterior determinaţi n, k 
şi numărul de cuvinte - cod. 

9.5 Fie codul RS de polinom generator g(X) = (l + X)(a + X)(o:2 + 
X)(a3 + X)(o:4 + X)(o:5 + X) E GF(24 )[X] unde a este rădăcina poli
nomului 1 + X + )C1

• Decodificaţi mesajele: 
(a) Oo:3 o:o:5 o:3 a 2 c:io:10o:OOOOOO; (b) lo:4 o:2 o:OO1Oo:o:5 o:3 a 2Oo:10o:; 

( c) aOo:7 Oa12 o::3o:3 1OOOOOOO. 

9.6 Fie codul RS generat de g(X) =(a+ X)(o:2 + X)(a3 + X)(o:4 + X) 
unde a E GF(24

) este rădăcina polinomului l +X+ X 4
. Decodificaţi 

TnF8ajde: 001a800o500000000; 
0o:100a6 a 130a8 a 11 a 3 a 5QQQQQ; a 40100a2a 5a 12al14Q0000Q. 

9. 7 Plecând de la codul RS din exerciţiul precedent, se formează co
dul scurt A( 4) de lungime n = 11 ( şi k = 7). Decodificaţi mesajele: 
001a8 00a50000; Oa10Oa6 a 13Oa8 a 11 a 3 a 5 O; a 4 0100a2 c:ia12a 1400. 

9.8 A rătaţi că transformata Fourier finită Mn,n este inversabilă. 

9. 9 Fiind dat G F( 23
) constrnit cu polinomul 1 +X+ X 3

, găsiţi matricea 
generatoare a unui cod DMS de lungime 7, pentru spaţiul funcţiilor definit 
pe S = GF(23

) \{O}, cu baza: 
(a) {X,X2,X3

}; (b) {l,X,X2,X3,X4
}; (c) {X,X2 ,X 3

}. 

A rătaţi că toate aceste coduri sunt ciclice. Determinaţi polinomul 
generator pentru fiecare cod. 

9.10 Fiind dat G F(23
) construit cu l + X + X3, determinaţi pentru 

fiecare G(X) reprezentarea vg: 

(a) G(X) =X+ aX3
; (b) G(X) = l + X 2 + X 4

. 

9.11 În aceleaşi condiţii din exerciJiul precedent, determinaţi G( X) 
ştiind valorile lui Vg: Vg = a 3aa4 Oa6 a 5 a2; vg = a 4 a 2ao3 Oa6 1. 

9.12 Folosind codul definit în Exemplul 9.14, decodificaţi mesajele: 
(a) 11101 11110 11010 00111 11110 10100 10110 10100 O ... O; 
(b) 11000 00000 01010 11111110110000010001 00101 O ... O; 
(c) 00000 10000 10000 10000 00101 10100 11101 O ... O. 
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Capitolul 10 

Alte clase de coduri ciclice 

10.1 Coduri Hamming ciclice binare 

Să considerăm spaţiul nul al matricii 

H = (1 o: ci ... an-1
), 

unde o: E GF(2P) este primitiv, deci n = ord(o:) = 2P - 1. 

Cum o: poate fi considerat ca un vector coloană cu p componente, H 
este o matrice p x (2P - 1) în care toate coloanele sunt distincte. Acesta 
este după cum se ştie (Capitolul 3. secţiunea 3.1) un (2P - 1, 2P - p - 1) 
- cod Hamming binar, construit însă ca un cod ciclic. 

Exemplul 10.1 Fie o E GF(23
). a rădăcină a polinomului ireductibil 

1 + X + X 3
. Am văzut că ord( o) = 7, deci o: este primitiv. Construim 

matricea 

(

1001011) 
H=(lo:o:2 o:3 o 4 c/'o6 )= O 1 O 1 1 1 O . 

O O 1 O 1 1 1 
Ea este matricea de control pentru un ( 7, 4) - cod H amming binar. 
Deci codul studiat în Exemplul 3.1 (Capitolul 3) poate fi tratat şi ca 

un cod ciclic, de polinom generator h(X) = 1 +X+ X 3
. 

Un cod Hamming ciclic binar se defineşte cerând ca orice polinom - cod 
{f(X)} să admită ca rădăcină un element primitiv o: E GF(2P). Genera
torul unui asemenea cod este chiar polinomul minimal al lui o: : g(X) = 
m(X). 

Deoarece şi o:2 este rădăcină a polinoamelor - cod (Teorema 7 .9, Capi
tolul 7), codul Hamming ciclic binar este un caz particular de cod BCH 
binar cu d = 3, capabil să corecteze o eroare. 
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Codificarea se realizează folosind un circuit liniar cu p = n - k ele
mente de înmagazinare (vezi secţiunea 5.4.2, Capitolul 5), corespunzător 
polinomului minimal m(X). Calculul sindromului cuvântului recepţionat 
{ r( X)} - adică r HT = r( a) se obţine folosind acelaşi circuit de împărţire 
cu m(X). Acest sindrom - în cazul în care este nenul, deci a intervenit o 
eroare simplă - este una din coloanele matricii H, adică una din valorile 
1,n,a2 , ...• an-l_ 

Pentru a afla care componentă a fost afectată de eroare, se poate 
folosi acelaşi circuit în felul următor: neglijăm intrarea şi lăsăm circuitul 
să funcţioneze, având iniţial în elementele de înmagazinare sindromul 
r(a), care este de forma 

a,1 ( Q < J ~ 2P - 2). 
La fiecare tact, circuitul înmulţeşte conţinutul elementelor de înmaga

zinare cu a; deci, după n - j = 2P - 1 - j momente, în elementele de 
înmagazinare se obţine 

j+2P-1-j _ 2P-1 _ n _ O _ l _ (l O O) a -a -a -a - - ', ... , . 

Cum componentele cuvântului recepţionat sunt scrise în ordinea des
crescătoare a puterilor (prima componentă este coeficientul termenului 
de rang maxim), înseamnă că va trebui să corectăm componenta n - j 
din cuvânt, înlocuind O cu 1 sau 1 cu O. 

Exemplul 10. 2 Fie o: E G F(24
), rădăcină a polinomului 1 + X + X 4

. 

Codul Hamming binar ( 15, 11), obţinut folosind ca rădăcină pe o: - deci 
de polinom generator g(X) = 1 +X+ X 4

, are matricea de control 

14 O 1 O O 1 l O 1 O l l 1 l O O 

(

1 O O O 1 O Ol l O 1 O 1 1 1) 

H=(lo ···o:)= O O 1 O O 1 1 O 1 O l l 1 1 O 

O O O 1 O O 1 1 O 1 O 1 1 1 1 

Circuitul care realizează (în funcţie de necesităţi) codificarea, calculul sin
dromului şi corectarea erorilor simple (vezi şi Capitolul 5, secti1mea 5.4.2) 
este: 

Intrare 2 .----, 

Intrare l 
Cana.I 1 
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Codificarea se obţine introducând la '' Intrare 1 '' mesajul de informaţie 
de lungime k, mesaj considerat ca un polinom de gradul n - 1 cu primii 
coeficienţi ( corespunzători termenilor de rang mare) elementele mesajului 
informaţional şi cu ultimii n - k coeficienţi nuli. 

La momentul iniţial în efrmentele de înmagazinare se află numai O, 
circuitul feedback este tnchis, iar circuitul spre canal este deschis. De 
asunenea. '"intrare 2 •· Fste ignorată. 

Simultan cu transmiterea pe canal, elementele de informaţie se in
troduc şi în circuitul liniar. După k momente, aici se a.fU poziţiile de 
control. 

ln acest moment se decuplează feedback-ul, se cuplează legătura spre 
canal şi se ignoră cele două intrări. Timp de n - k tacţi, elementele 
de control înmaga::inate sunt trimise pe canal, imediat după mesajul de 
informaţie. 

Pentru calculul sindromului: se neglijează canalul, se închide feed
back-ul, iar în elementele de înmagazinare se găseşte iniţial (O, O, ... , O). 
Cuvântul recepţionat este introdus prin "Intrare 2 ". După n tacţi, aici 
se va găsi r( o:). 

Pentru corectarta erorii: se neglijează cele două intrări, se închide 
feedback-ul şi se lasă să funcţioneze circuitul până când în elementele de 
înmagazinare se obţine vectorul ( 1, O, ... , O). Numărul de tacţi scurşi dă 

indicele componentei din mesajul recepţionat) care trebuie corectată prin 
complementare. 

Să considerăm spaţiul nul al matricii 

H = ( 1 a o:2 
1 1 1 

unde o: E GF(2P) este primitiv. H are p+ l linii şi n = 2P - 1 coloane (pe 
prima coloană, primele p poziţii formează vectorul 1 = o:0, iar pe a p+ l-a 
poziţie se află scalarul 1 E Z2 ). Codul obţinut este codul Hamming binar 
extins, capabil să corecteze o eroare şi să detecteze două erori (vezi şi 

Algoritmul B, Capitolul 3). 
Un asemenea cod se poate defini cerând ca orice cuvânt - cod {f(X)} 

să ai bă ca rădăcini a şi 1. Generatorul unui astfel de cod ciclic este 
g(X) = (1 + X)m(X), unde m(X) este polinomul minimal al lui 0:. 

Codificarea în acest caz se face - ca mai sus - folosind circuitul cu 
n - k + l = p + 1 elemente de înmagazinare. Pentru calculul sindromului 
cuvântului recepţionat {r(X)} se folosesc însă practic două circuite: unul 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



212 CAPITOLUL 10. ALTE CLASE DE CODURI CICLICE 

de împărţire la rn(X) (pentru calculul lui r(o)) şi altul de împărţire la 
1 + X (pentru r(l)). Discuţia este următoarea: 

• Dacă r( a) = r( 1) = O, atunci nu a intervenit nici o eroare (sau 
avem o eroare nedetectabilă); 

• Dacă r( o) -=/:- O, r( 1) -=/:- O, avem o eroare simplă care se corectează 
cu circuitul de împărţire cu m(X), după procedeul descris în Exem
plul 10.2; 

• Dacă r(a)-=/:- O, r(l) = O, atunci au fost detectate două erori. 

Exemplul 10.3 Să extindem codul Hamming binar din Exemplul 10.2. 
Vom avea polinomul generator 

g(X) = (1 + X)(l +X+ X 4
) = 1 + X 2 + X 4 + X 5

. 

Circuitul liniar care codifică mesajele de informaţie ( de lungime k = 
10) este: 

Sindromul se calculează cu ajutorul circuitului liniar de împărţire prin 
polinomul m(X) = l + X + X 4

: 

iar r(l) se obţine din circuitul de împărţire la 1 +X: 

Circuitul liniar construit pentru m( X) realizează şi corectarea erorilor 
simple. 

10.2 Coduri Hamming ciclice nebinare 

Codurile Hamming binan~ au fost definite sub formă liniară, ca un caz 
particular de coduri Reed - Muller sau sub formă de coduri ciclice. În 
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această ultimă situaţie, ele se pot implementa cu ajutorul circuitelor 
liniare şi -- fapt important - admit o variantă de generalizare naturală la 
cazul nebinar. 

Definiţia 10.1 Fie a E G F( qP) un element primitiv. Se defineşte codul 
Hamming ciclic C astfel: 

{.f(X)} E C {:::::::;> J(X) are rădăcina /3 = aq-l 

sau - echivalent - C are matricea de control H = (1 /3 /32 ••. 13n-l) unde 

n = ord(/3). 

În cazul q = 2 se obţine definiţia codurilor Hamming binare ciclice. 
Din 

qP-1 qP - 1 ,an= 1 = (o:)qP-l = (aq-l) q-·I rezultă n = --. 
q- 1 

Se observă imediat că H are un număr maxim de coloane distincte şi 
nenule. 

Propoziţia 10.1 (n,q- 1) = 1 dacă şi numai dacă (p,q- 1) = 1. 

Dnnonstraţie: Din q - l\qj - 1, (1 :::; j:::; p) rezultă qj = (q - l)sj + 1. 
Deci 

qP - l 
n = -- = qp-l + qP- 2 + ... + q + l = (q - l)(sp-1 + ... + s1) + p 

q - 1 
şi atunci 

(p, q - 1) = 1 {:::::::;> ( n, q - 1) = 1. o 

Teorema 10.1 Spaţiul nul al matricii H = (1 /3 /32 ... /3n-l) unde ţJ = 
aq- 1 , n = qP -

1 şi o E GF(qP) primitiv, are distanta minimă d ?:: 3 
q - 1 

dacă şi numai dacă (n, q - 1) = 1. 

Demonstrajie: "~": Să presupunem că există două coloane liniar de
pendente în matricea H. Deci Bi = af3j cu a E Zq, adică /3i-j = a. 

Elementele nenule din Zq sunt rădăcinile ecuaţiei xq-l - 1 = O (Teo
rema 7.~, Capitolul 7). Mai mult, ele sunt chiar primele q - 1 puteri ale 
lui an. lntr-adevăr, pentru orice s = O, 1, ... , q - 2 avem 

(a,ns)q-1 = (a,qP-lr = l5 = 1. 

Deci pentru orice a E Zq \ {O} există s (O:::; s < q-1) cu a= a,ns. Se 
poate scrie atunci f3i-j = ans, adică a,(i-j)(q-l) = ons ⇒ (i - j)(q -

1) = ns. 
Dar s < q-1 iar (n,q-1) = 1, deci i = j, de unde rezultă a= 

1, /3i = f3J, imposibil pentru H are toate coloanele distincte. Rezultă că 
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orice două coloane din H sunt liniar independente, adică (Teorema 2.4, 
Capitolul 2) d ~ ;3. 

"==> '': Dacă q - l şi n nu sunt prime între ele, atunci ecuaţia ante
rioară admite o soluţie cu i =J j; deci există două coloane distincte liniar 
dependente fJi şi (31 în matricea H. ceea ce contrazice faptul că d ~ 3. O 

Pentru operaţia <le codificare se foloseşte circuitul de împărţire cu 
polinomul minimal m(X) al lui /3 (care aici este chiar polinomul gene
rator al codului Hamming ciclic nebinar C). Acelaşi circuit va calcula 
sin~romul r(/3) al polinomului recepţionat {r(X)}. 

In cazul în care a intervenit o eroare, r(ţJ) este de forma b/31 (eroarea 
b a apărut pe poziţia /31). Funcţionarea secvenţială a circuitului liniar 
(ignorând intrarea) revine la înmulţirea succesivă cu /3. Deci, după n -
j tacţi, în elementele de înmagazinare se obţine vectorul ( b O ... O). 
Atunci, din componenta n - j a cuvântului recepţionat se va scădea 
eroarea b. De observat că - deoarece coloanele lui H sunt nenule şi 

distincte - primul tact în care se obţine un vector cu toate componentele 
nule înafară de prima, este n - j. 

Exemplul 10.4 Să considerăm p = q = 3 (astfel, (m, q - 1) = 1). 
Folosind rădăcina a a polinomului primitiv 1 + 2X + X 3 vom genera 
extensia GF(33 ). Fie /3 = aq-I = a 2 . Deoarece a 33

- 1 = a 26 = 1, 

avem ord(/3) = 13, deci n = 13. Pentru a construi polinomul minimal 
m(X) al lui /3, să observăm (Secţiunea 7.3) că el are ca rădăcini a2, a 6 

şi 0 18 (a54 = a 2 ). Deci m(X) =a+ bX + cX 2 + X 3
. Punând condiţia 

m( o 2
) = a+ ba2 + ca4 + 0 6 = O, obţinem Ecuaţia matricială: 

cu soluţia a = 2, b = C = 1. Deci m( X) = 2 + X + X 2 + X 3
. 

Codul Hamming ciclic ternar dt polinom generator g(X) = m(X) = 
2 + X + X 2 + X 3 are matricea de control 

( 

1 O O 1 2 O 2 O 1 1 1 2 l ) 
H = (1 o 2 a 4 

... a 24
) = O O 2 1 O 1 O 2 2 2 1 2 1 

O 1 1 1 2 1 1 O O 1 2 O 2 
Am definit astfel (13, 10) - codul Hamming ternar, evocat în Exemplul 

3.5 (Capitolul 3) relativ la Problema Pronosportului. 
Să considerăm mesajul de informaţie O 120120120. Pentru operaţia 

de codificare se va folosi circuitul (pentru detalii, a se revedea Capitolul 
5, secţiunea 5.4.2}: 
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0210210210 

( s-a ţin ul cont că se lucerază În Z3 , deci -1 = 2, -2 = 1). /n primii 
10 tacţi de funcţionare, biţii de informaţie sunt trimişi pe canal şi -
simultan - intră în circuitul liniar, a cărui funcţionare este (pe prima 
coloană se află informaţia, iar pe celelalte trei - conţinutul elementelor 
de fomagazinare}: 

o o o o 2 2 1 2 
1 1 2 2 o 2 o 2 
2 1 o 1 1 o 2 o 
o 1 o 2 2 2 1 o 
1 o 1 o o o 2 1 

În elemrntelt de Înmagazinare au rămas caracterele de control 021. Ele 
sunt trimise prin canal la tacţii 11 - 13 de la dreapta spre stânga, cu 
semn schimbat: în ordine -1 = 2, -2 = 1, -O= O. Deci cuvântul - cod 
transmis a fost a= 0120120120210. Se verifică imediat că aHT = O. 

La recepţie, primele 10 caractere sunt cele de informaţie. Pentru a 
verifica dacă av. apărut sau nu erori, se foloseşte acelaşi circuit, dar cu 
altă intrare: 

0120210210210 ~ 
Funcţionarea acestui circuit liniar timp de 13 tacţi, este dată de tabelul: 

o o o o 1 2 o 
o o o o 1 1 1 2 
1 1 o o 2 1 2 2 
2 2 1 o o 2 2 o 
o o 2 1 2 2 2 2 
1 2 2 1 1 o o o 
2 o 1 1 o o o o 

Sindromul a(a2
) obţinut este OOO, deci nu a apărut nici o eroare. Dacă 

s-ar fi recepţionat fosă cuvântul a1 = 0120120100210, după funcţionarea 
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circuitului timp de 13 tacţi s-ar fi ajuns în elementele de înmagazinare la 
220. Cum acesta este nenul, circuitul se lasă să funcţioneze în continuare 
(ignorând intrarea} până se ajunge la un sindrom de forma b00 cub f-. O . 
. Hai uart. funcţionarea circuitului va fi (pe prima coloană se numără 
tac{ii): 

o 2 2 o 5 1 o 1 
1 o 2 2 6 1 o 2 
2 2 1 o 7 2 2 1 
3 o 2 1 8 1 1 1 
4 l 2 1 9 1 o o 

Deci, după 9 tacţi s-a ajuns la 100. Corecţia se face astfel: din com
ponenta a 9 - a a cuvântului recepţionat se scade b = l, obţinându-se 
0-1=2(mod3). 

Observaţia 10.1 Definiţia codurilor Hamming ciclice nebinare nu este 
tchivalrntă cu cea a codurilor Hamming nebinare dată în Secţiunea 3.1.1 
(Capitolul 3}. Astfel, (4, 2) - codul Hamming ternar definit în Exemplul 
3.4, cu matricea de control 

este format din 9 cuvinte 

H=(Olll) 
1 O 1 2 

{0000, 1012, 2021, 0111, 1120. 2102, 0222, 1201, 2210}, 
care - evident - nu formează un cod ciclic. 

Deci între cele două definiţii ale codurilor Hamming nebinare (liniare 
şi ciclice) există doar o relaţie de incluziune strictă (orice cod Hamming 
ciclic este un cod Hamming liniar. dar nu şi invers). 

10.3 Coduri Goppa 

Această clasă de coduri a fost introdusă de Goppa În 1970. Deşi în 
general sunt coduri neciclice, ele constituie o generalizare a codurilor 
BCH şi constituie o punte între teoria codurilor şi criptografie. Din acest 
motive, prezentarea lor este deosebit de utilă. 

Fie q un număr prim şi g(X) E Zg[X]. Dacă a E Zq este un element 
cu proprietatea g( a) -/:- O, vom nota 
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Propoziţia 10.2 În algebra polinoamelor din Zq[X] modulo g(X), poli-
1 

nomul X _ a este inversul lui X - a. 

1 
Demonstraţie: Faptul că X _ a este polinom se verifică imediat. Pe de-

altă parte, (X - a) X~ a [g(a) - g(X)]g(a)- 1 = 1 - g(a)- 1g(X) = 
1 (mod g(X)). O 

Definiţia 10.2 Un cod Goppa de lungime n peste Zq este determinat 
prm: 

1. Un polinom g(X) E Zq[X] de grad t (t 2 2), definit peste o 
extensie G F( qm) a lui Zq; 

2. a1, a2, ... , an E GF(qm) cu g(ai) # O (1 ~ i ~ n). 
Codul conţine toate cuvintele v = v1 v2 ... Vn E z; pentru care este veri-

n 
V 

ficată egalitatea L X ~ ai = O. 
i=l 

Teorema 10.2 Codul Goppa conţine numai cuvintele v = v1v2 ... Vn 

( t'i E Zq) pentru care 
n 

L t\g(ai)- 1a/ = O, s = O, 1, ... , t -- 1. unde t = grad(g( X)). 
i=l 

Demonstraţie: Să explicităm polinomul 
1 

. Dacă g(X) = g0 + g1 X + 
X-a 

... + g1X 1 (g1 # O), atunci pentru orice a E GF(qm) cu g(a) # O, are loc 
descompunerea 

g(X) - g(a) vt-1 ( )Xt-2 ( 2 )Xt-3 
X_ a = 9t,'\. + agt+Yt-1 + a 91+a91-1 +91-2 + 

( 
t-1 t-2 ) ... + a 9t + a 91-1 + ... + 91 . 

Deci coeficientul lui xr- 1 (1 :::; p:::; t) în polinomul X 
1 

este 
-a 

t 

-g(at1 Lat-j9j• 

n 

Ecua~ia caracteristică" l\ = O a codurilor Goppa implică fap
L X-ai 
t=l 

tul că toţi coeficienţii lui xr- 1 
( 1 :::; p ~ t) sunt nuli. Deci 

n t 

L t\g(ai)- 1 L ait-j gj = O (1 ~ p ~ t). 
i=l J=p 
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n 

Cazul p = t conduce la gt L v;g( ai r l = 0 şi - deoarece gt -::p 0 
i=l 

n 

-- se obţine L vig(ai)- 1 = O. 
i=l 

n 

i=l 

n 

i=l 
n 

Cum a doua sumă este zero, iar 9t # o. va rezulta I:: v;g(air1ai = O 
i=I 

ş.a.m.d. 

Am obţinut echivalenţa 
n n 

"' v · L..,--'--o {=> 

i=l X - ai 
L Vig(ai)-1ai 5 = O (O :S s :St - 1). D 

i=l 

Corolarul 10.1 Codul Goppa determinat de un polinom g(X) de gradul 
t este un cod liniar cu matricea de control 

1 1 1 1 
g(a1) g(a2) g(a3) g(an) 

~ ~ ~ ~ 
H= g(a1) g(a2) g(a3) g(an) 

a t-1 
~ ~ ~ ~ 
g(a1) g(a2) g(a3) g(an) 

Demonstraţie: Scriind sub formă matricială relaţiile din enunţul Teoremei 
10.2, avem v HT = O, unde H este definită mai sus. □ 

Exemplul 10.5 Să conside.răm extrnsin G F(23
), grnFrată folosind ră

dăcina o. a pohnornului ireductibil 1 +X+ X 3 E Z2 [X]. Definim g(X) = 
1 +X+ X 2 şi luăm drept elemente ai cele 8 componente ale lui GF(23

). 

Valorile lui g( X) sunt 

a O I a a 2 
O' 

3 0:4 0:5 0:6 

g( a) 1 I o 5 a 0'5 o 6 o o· 

g(a)- 1 I I o.2 a:4 02 a o 04 

Se obţine un cod Goppa de lungime 8 cu matricea de control 

H = ( g~) g(l) g~) . . . 916

6
) ) = 

g(l) g(a-) g(a-6) 
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1 1 o o o o o o 
o o o 1 o 1 1 l 

( ~ 1 02 0:4 02 o Q 
o

4

) 
o o 1 1 1 o o 1 

1 3 6 0:5 0:5 06 03 o 1 1 1 1 1 1 1 o Q 

o o 1 o 1 1 o 1 
o o o 1 1 1 1 o 

Acest cod este format din numai patru cuvinte: 
{00000000. 00111111, 11001011, 11110100}. 

El are distanţa minimă 5: s-a obţinut deci un (8, 2) - cod binar corector 
de două erori. De remarcat că acesta nu este un cod ciclic. 

Observaţia 10.2 Să considerăm un cod BCH definit prin rădăcinile 
Q'mo 0 mo+l Qmo+d-2 ' ' ... ' , 

unde a E G F( qm) are ordinul n. Acest cod se poate scrie ca un cod Goppa 
astfel: Se ia polinomul g(X) = xmo+d- 2 şi elementele o 0 , 0-1 , ... , 

-(n- 1l u t · . - O 1 d - 2 . - O 1 - 1 · o . vom avea pen ru orice i - , , ... , şip - , , ... , n . 

( 0:-p)l 
· . = (op)mo+d-2-i = (omo+d-2-i)P. 
( 0 -p )mo+d-2 

Pc ba::a aceasta. codul Goppa rezultat are matricea de control 

1 0 mo+d-2 (omo+d-2)2 (amo+d-2r-1 

1 0 mo+d-3 ( O'mo+d-3)2 ( amo +d-3 r-1 

H= 

1 Q'mo ( 0 mo )2 (omor-1 

tal'f coincide cu matricea de control a codului BCH considerat, in care 
s-a efectuat o invtrsarf' a liniilor. 

Se poate arăta (Van Lint} că singurele coduri Goppa ciclice sunt co
durile BCH. 

Propoziţia 10.3 Codul Goppa binar de lungime n, determinat de un 
polinom de grad t peste G F(2m) are k ~ n - mt simboluri de informaţie 
şi distanţa minimă ~ t + 1. 

Demonstraţie: Matricea de control a codului Goppa binar are t linii în 
GF(2m), deci mt linii scrise în binar. Rezultă că numărul n - k de 
simboluri de control este cel mult mt : n - k :'.S mt. 

Pe de-altă parte, se arată uşor că orice combinaţie liniară de t coloane 
din H este liniar independentă. D 
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Ueci un cod Goppa este capabil să corecteze orice combinaţie de 
maxim t/2 erori independente. Această capacitate creşte semnificativ 
în cazul codurilor ireductibile. 

Definiţia 10.3 Fie g(X) un polinom ireductibil peste GF(qm). Codul 
Goppa determinat de g(X) şi de toate elementele lui GF(qm) se numeşte 
irechtctibil. 

Ideea de "ireductibil" este similară codurilor ciclice ireductibile (Capi
tolul 7, paragraful 7.4). Un cod Goppa este ireductibil dacă nu are sub
coduri Goppa proprii. 

Codul prezentat în Exemplul 10.5 este un cod Goppa ireductibil. Des
pre codurile Goppa ireductibile se poate prezenta următorul rezultat: 

Teorema 10.3 Un cod Goppa binar ireductibil, determinat de un poli
nom de gradul t poate corecta cel puţin t erori independente. 

Pentru demonstraţie va trebui să facem o construcţie suplimentară. 

Definiţia 10.4 Derivata formală a polinomului a(X) = a0 + a1X + ... + 
anxn este definită prin a'(X) = a1 + 2a2X + 3a3X2 + ... + nanxn-l. 

Lema 10.1 Pentru derivata formală sunt adevărate egalităţile: 

1. (a(X) + b(X))' = a'(X) + b'(X); 

2. (a(X)b(X))' = a'(X)b(X) + a(X)b'(X) 

Dt monslraţie: Exerciţiu. 

Observaţia 10.3 Noţiunea de "derivată formală" a mai fost evocată în 
demonstrarea Propoziţiei 7 .9 (Capitolul 7 J. 

Lema 10.2 lntr-un corp de caracteristică 2, derivata formală a unui 
polinom este un pătrat perfect. 

Demonstraţie: Deoarece pentru n par p;n )' = nxn-I = O, derivata 
formală a unui polinom va avea numai puteri pare. Cum fiecare coe
ficient se poate scrie ca un pătrat perfect (se lucrează într-un corp de 
caracteristică 2), avem J'(X) = Jl + n X 2 + !1 X 4 + ... şi, dacă se ia 
g(X) =Jo+ fiX + f 4 X 2 + ... , avem f'(X) = g2(X). □ 

Să revenim acum la Demonstraţia Teoremei 10.3: Fie g(X) E Z2 [X] 
un polinom ireductibil de grad t (t 2 2) pesteGF(2m) = {a1,a2, ... ,an} 
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(n = 2m ), o o rădăcină a lui g, şi v = v1v2 ..• Vn un cuvânt al codului 
Goppa, w(v) = s. Notăm Vi 1 , Vi2 , ••• , vi, biţii egali cu 1 din v. Deoarece 

n l'· s l 
v este cuvânt - cod, avem "\""' r 

1 = "\""' --- = O. Polino-
Lt ., - a· Lt X - a· 
t=l I p=l Ip 

mul .f(X) = (X - ai
1 
)(X - ai

2
) ... (X - ais) nu este divizibil cu g(X) 

(deoarece g(X) este ireductibil). Rezultă că, în algebra claselor de resturi 
Z2[X]/g(X), f(o) =J- O (Teorema 4.1) deci admite invers. Deci există un 
polinom r(X) cu {J(o)}{r(o)} = l. 

Să calculăm derivata formală. J'(X) = t J(X) . Făcând X = o 
X - aip 

p=l 

~i înmulţind relaţia cu r( o), obţinem 

{J'(o)}{r(o)} = t {!(:~~(o)} = t 
O 

_
1 

a· = O (mod g(X)). 
p=l Ip p=l Ip 

Aceasta înseamnă că g(X)\f'(X)r(X). Dar cum g(X) este ireductibil 
şi nu divide r(X) (deoarece r(o) =J- O), rezultă g(X)\f'(X). 

Deoarece suntem într-un corp de caracteristică 2, conform Lemei 10.2 
derivata formală este un pătrat perfect: f'(X) = h2 (X). Din faptul 
că g(X) este divizor ireductibil al lui h2 (X) rezultă g(X)\h(X). Deci 
g2 (X)lh2 (X) = f'(X). 

Se ştie că grad(f'(X)) = s - l şi s 2'. l; deci grad(f'(X)) 2'. 
grad(g2 (X)), adică s - 1 2:: 2t. Cum ponderea oricărui cuvânt - cod este 
2:: 2t + 1, rezultă că distanţa minimă a codului este cel puţin 2t + 1, deci 
codul corectează sigur t erori independente. □ 

Exemplul 10.6 Fie GF(24
) generat de rădăcina o a polinomului l + 

X + X 4 E Z2 [X]. Vom construi un cod Goppa ireductibil folosind el
ementele acestei extensii şi polinomul g(X) = l + X + X3

. Valorile 
polinomului sunt: 

a g(a) l a g(a) 1 a g(a) l a g(a) l 
0a) q(a) q(a) _q(a) 

o 1 1 03 04 011 07 05 010 OII 010 o·s 

1 1 1 Q4 013 02 08 OII 04 012 o 014 

o 07 08 05 05 0:10 09 02 013 013 05 010 

02 014 o 06 08 07 010 010 05 014 010 05 

Matricea de control a codului este dată în Figura 10.1: 
Acesta este un ( 16, 4) - cod liniar care are 16 cuvinte - cod: 

A= {0000000000000000, 0001100011010110, 0010011100101001, 
0011111111111111, 0100100110101111, 0101000101111001, 
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Figura 10.1: 
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0
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0
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0

13
0

5 
o
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o

14
o
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H= 010'.90'.3 014061013 020'.12071 0'.0110804 

Olo10o 5 020100'.50:4 Q9Q'.5Q:Q5 0'12 Q:8 06 0'.3 

1 1 1 o o o 1 1 1 1 1 o o 1 1 
o o o 1 1 o 1 1 1 1 o 1 1 o 1 
o o 1 o 1 1 1 o 1 o 1 1 1 o 1 
o o o o 1 o o 1 o o 1 o o 1 o 
o 1 o o 1 o 1 1 o 1 1 1 o o 1 
o o 1 o o o o o o 1 1 o 1 1 o 
o o o o o 1 o 1 1 1 o o o 1 1 
o o 1 1 1 1 o 1 o 1 1 o o 1 o 
o 1 1 o o 1 o 1 o o o 1 1 1 o 
o o 1 1 o 1 1 1 1 1 1 1 1 o o 
o o 1 1 1 1 1 o o 1 o 1 1 1 1 
o o o o o o o o 1 o o o 1 o 1 

0110111010000110, 0111011001010000, l 000001010011011, 
1001101001001101, 1010010110110010, 1011110101100100, 
1100101100110100, 1101001111100010, 1110110000011101, 
1111010011001011}. 

o 
1 
1 
o 
1 
1 
o 
o 
o 
o 
o 
1 

Distanţa minimă este d = 7, deci codul poatt corecta orice combinaţie 

de maxim 3 erori independente. 

Exemplul 10.7 Să considerăm corpul GF(23
), generat de o rădăcină a 

foi g(X) = 1 + X + X 3
. Deoarece g(X) are 3 rădăcini în GF'(23

), el nu 

va avea nici o rădăcină în corpul GF(25
) (GF(2 5

) nu este o extensie a 

lui GF(23
)), deci aici g(X) este ireductibil. 

Codul Goppa ireductibil corespunzător are n = 32, k ~ 32 - 5 · 3 = 
17, d ~ 7; deci este un (32, 17) - cod corector de 3 erori. 

O proprietate remarcabilă a codurilor Goppa este aceea că ele sunt 
asimptotic bune . 

Definiţia 10.5 Fie C1 , C2 , ... o secvenţă de (ni, k;) coduri de distanţe 

minime d;. Ele sunt asimptotic bune dacă există două numere reale pozi-

. ,Q ·' l 1· k; 1· d; (.l tive a, fJ, ast1e ca . 1m - = o, _ 1m - = fJ. 
,.-oo ni 1-+oo ni 
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Altfel spus, o secvenţă de coduri este asimptotic bună dacă odată cu 
creşterea lungimii cuvintelor - cod, rata de informaţie şi capacitatea de 
corectare a erorilor se stabilizează la valori pozitive. 

De exemplu. rndurile BC' H nu au această proprietate, deci nu pot 
fi folosite plecând de la fixarea arbitrară. a lungimii cuvintelor - cod. 
ln schimb, Mac\,Villiams şi Sloane demonstrează că există o secvenţă 
asimptotic bună de coduri Goppa binare ireductibile. Din păcate, această 
demonstraţie este doar existenţială, nu algoritmică. 

Decodificarea codurilor Goppa se face în manieră similară decodifică
rii rndurilor BCH. Astfel. fie C un cod Goppa definit de g(X) E Zq[X] 
(grad(g(X)) = t) şi a1,a2, ... a0 E GF(qm); considerăm cuvântul- cod 
v = Vov1 ... Vn-l şi fie r = ror1 ... rn-l cuvântul recepţionat după trans
miterea lui v. 

Vom nota cu e = r - v = e0 e1 ... en_i) secvenţa - eroare. 
Pentru t /2 :S; w( e) :S; t se poate folosi un algoritm de decodificare 

uzual (definit pentru codurile liniare). În practică însă - deoarece co
durile Goppa sunt asimptotic bune ~ se folosesc coduri (nu neapărat 
ireductibile) cu t = grad(g(X)) mare; conform Propoziţiei 10.3, ele 
pot corecta orice combinaţie de maxim t /2 erori independente. Vom 
prezenta un algoritm de complexitate mică, specific codurilor Goppa, 
care funcţionează în cazul w( e) < t /2. 

Fie M = {ilei f. O}. card(M) = j < t/2; considerăm sindromul 
polinomial 

n-1 

{s(X)} = '°' e; (mod g(X)). 
LX-a· 
i=O 1 

De remarcat că {s(X)} se poate determina prin calcul la primirea cuvân-
tului r. Se definesc polinoamele o-(X) ( de localizare a erorii) şi w(X) prin 

o-(X) = II (X - ai), w(X) = Le; II (X - ak)-
iEM iEM kEM\{i} 

Din definiţie rezultă că o-(X) şi w(X) sunt prime între ele. ln plus, 
grad(o-(X)) = j, grad(w(X)) < j. Între ele există relaţia 

n--1 

{s(X)}{o-(X)} =LX~ a· II (X - ai)= {w(X)} (mod g(X)). (1) 
i=O 1 iEM 

o-(X) şi w(X) sunt polinoamele normate de grad minim care verifică 
relaţiile de sus. lntr-adevăr, să presupunem că există o-1 (X) un polinom 
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nenul normat de grad < j şi w1 (X) polinomul corespunzător, astfel ca 

{s(X)}{o-1 (X)} = {w1 (X)} (mod g(X)). 

Fie d(X) = cmmdc(s(X),g(X)). Din relaţiile 
s(X)o-(X) = a(X)g(X) + w(X), s(X)o-1 (X) = b(X)g(X) + w1(X), 

rezultă că d(X) va divide şi polinoamele w(X), w1(X). Deci, 

{ 
s(X)} {w(X)} 
d(X) { o-(X)} - d(X) = O, 

{ 
s (X) } { w1 (X) } 
d(X) { o-i (X)} - d(X) = O ( 

g(X)) 
mod d(X) 

sau 

{ 
s(X)} {w1 (X)o-(X) - w(X)o-1 (X)} = O ( d (X)) 
d(X) { d(X)} mo g . 

Deci {w1(X)o-(X) - w(X)o-1 (X)} = O (mod g(X)). Deoarece polino
mul din membrul stâng are grad mai mic decât t, rezultă că membrul 
stâng este O. Apoi, cum cmmdc(o-(X),w(X)) = 1, deducem o-(X)lo-1 (X) 
-ceeacecontrazicefaptulcăgrad(o-1 (X)) < grad(o-(X)) şi {o-1(X)} ţ. O. 

Rezumând, procedeul de decodificare rapidă a mesajelor la codurile 
Goppa are loc astfel: 

1. Din mesajul recepţionat r se calculează sindromul s(X); 

2. Se determină polinomul normat o-(X) de grad minim < t/2 
care verifică relaţia ( 1) ( un algoritm eficient a fost dat de 
Berleka.mp ). 

Din rezolvarea ecuaţiei o-(X) = O se află locaţiile erorilor; 

:3. Se determină e; ( i E .\1) din relaţiile 

w(ai) = e; IT (ai - aj)-
jEM\{i} 

Pe baza acestor valori se construieşte secvenţa - eroare e; 

4. Cuvântul decodificat este v = r - e. 

Exemplul 10.8 Codul Goppa binar ireductibil definit în Exemplul 10.6 
poate corecta până la 3 erori independente (Teorema 10.3). Algoritmul 
construit asigură însă corectarea unei singure erori. Să exemplificăm 

funcţionarea lui. 
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Fie r = 1111 0101 1100 1011 cuvântul recepţionat. Calculul sin-
16 

dramului rsff 8(X) = L ,· r, = c?X 2 + o 13 X + o 3 (s-a ţinut cont 
. .\ - a, 
1=! 

că se lucrează 1'ntr-un corp de caracteristică 2). Deoarece nu este O, 
înseamnă că au apărut ernri. Din formulă, deoarece card(M) = 1, 
vom avea u,•(X) = 1, iar a-(X) = X + b, unde b trebuie determinat 
folosind relaţia ( l). Prin idrntificarea coeficienţilor se obţine o-(X) = 
X +ci; rnm a8 = o,6 , rezultă că a fost modificat al 8-lea bit din cuvântul 
rccFptionat. Fiind /11 binar. corectarea se reali::ea:;ă imediat şi sc obţint 
V= 111101001100 1011. 

10.4 Sistemul de criptare McElliece 

Criptografia (sau teoria ascunderii mesajelor) prezintă multe elemente 
comune cu teoria codurilor; de fapt, numeroase sisteme de criptare sunt 
numite şi coduri. Ambele se ocupă cu transmiterea de mesaje asupra 
cărora se aplică anumite transformări şi care la destinaţie se regăsesc 
prin transformări inverse. Scopurile diferă însă: dacă rolul codurilor 
corectoare de erori este de a corija modificări aleatoare care apar în 
tra11smiterea unui set de date printr-un canal, în criptografie ideea este 
de a proteja mesajul faţă. de persoanele neautorizate care-l pot inter
cepta, modifica şi utiliza. Un sistem de criptare (cu cheie publică) este 
în general cunoscut de toată lumea: oricine poate cripta un mesaj. Pen
tru decriptare însă, singura persoană care poate acest lucru este desti
natarul legal ( desemnat de obicei prin numele Bob); acesta este unicul 
<leţinător al cheii <le decriptare. Oricine altcineva poate doar eventual să 
"'ghicească" cheia: o metodă sistematică de a o afla conduce la algoritmi 
nepolinomiali (probleme N P - complete). 

Să privim procesul descris în această carte din punctul de vedere 
al criptografiei. În linii mari, acesta funcţionează astfel: dacă a este 
un mesaj de informaţie de k biţi, expeditorul (numit de obicei Alice) îl 
codifică într-un cuvânt de n biţi b = aG, unde G este matricea genera
toare a codului /1. 

Bob primeşte un mesaj r E Zf (eventual r = b) şi caută un cuvânt 
b' E A cu d(r, b') minimă posibil. Va decodifica r în b' după care va 
calcula un mesaj de informaţie a' astfel ca b' = a'G. 

Dacă Bob caută cuvântul - cod cel mai apropiat comparând r pe rând 
cu fiecare element din A, cum sunt 2k astfel de cuvinte, algoritmul va fi 
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exponenţial. deci nefuncţional. 
Se poate folosi o metodă alternativă de decodificare, bazată pc sin

drom. Se calculează întâi s = HrT. Dacă s = O, decodificarea lui r este 
tot r. Altfel, se încearcă toate cuvintele de pondere 1. Pentru fiecare 
astfel de cuvânt e se calculează HeT. Dacă s-a găsit un e cu HeT = s, r 
se decodifică în r - e. În caz contrar se încearcă cuvintele de pondere 
2, 3, ... , [(d - 1 )/2]. Dacă nu s-a găsit nici un cuvânt e cu HeT = s, se 
deduce că au apărut mai mult de [(d- 1)/2] erori în cursul transmisiei. 

Metoda prezentată funcţionează pentru toate codurile liniare. Pentru 
anumite clase speciale de coduri există algoritmi polinomiali de decodi
ficare şi corectare a erorilor: în cazul general însă, problema este N P -
completă. Algoritmul de criptare McElliece se bazează pe această idee. 
Trapa sa secretă o constituie o clasă de coduri .pentru care există algo
ritmi eficienţi de decodificare: codurile Goppa. In plus, există un număr 
mare de coduri Goppa neechivalente, având aceiaşi parametri n, k, d. 

Codurile Goppa binare recomandate de algoritmul McElliece au para
metrii n = 2m, d = 2t + 1, k = n - mt. Pentru o implementare eficientă 
McEliece sugerează m = 10, t = 50, ceea ce corespunde unui (1024, 524) 
- cod Goppa cu d = 101. Un text clar este o secvenţă de 524 biţi, iar un 
text criptat este o secvenţă de 1024 biţi. Cheia publică este o matrice 
binară de dimensiuni 524 x 1024. 

Algoritmul de criptare McEliece este următorul: 

Fie G matricea generatoare a unui (n, k) - cod Goppa A cu n = 
2m, k = n - mt, d = 2t + l. 
Se definesc: S o matrice inversabilă k x k pe:;te Z2 şi P o matrice 
de permutare n x n (matrice în care pe fiecare linie şi coloană există 
o valoare 1, iar restul elementelor sunt O). 
Fie G' = SGP şi K= {(G,S,P,G')} o cheie de criptare. 
G' este publică iar G, S, P sunt secrete ( cunoscute numai de Bob). 
Pentru K = (G, S, P, G') se defineşte criptarea mesajului a E z; 
pnn: 

tK(a,e) = aG' + e, 
unde e E z; este un cuvânt aleator de pondere t. 
Bob decriptează un mesaj b E Zf astfel: 

1. Calculează b1 = bP- 1
; 

2. Decodifică b1 obţinând b1 = a1 + e1 unde a1 E A; 
3. Calculează ao E z; astfel ca aoG = a1; 
4. Calculează a= a 0s-1

. 
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Exemplul 10.9 Vom e:rr.mplifica algoritmul pe un (8, 2) - cod Goppa cu 
d = 5. Acest cod - e:rtrem de mic (are doar 4 cuvinte} este generat de 
matricea 

G = ( ~ o 1 1 1 1 1 : ) · 1 o o 1 o 1 

Să pnsupunem că Bob alegf matricile 

s = ( ~ ~ ) cu 5- 1 
= ( : ~) 

Şl 

o 1 o o o o o o o o o 1 o o o o 
o o o 1 o o o o 1 o o o o o o o 
o o o o o o 1 o o o o o 1 o o o 

P= 1 o o o o o o o 
p-1 = o 1 o o o o o o 

o o 1 o o o o o o o o o o o 1 o 
o o o o o l o o o o o o o 1 o o 
o o o o 1 o o o o o 1 o o o o o 
o o o o o o o 1 o o o o o o o 1 

Mafl'icrn publică grnerată estt deci 

G' = SGP = (: 
o 1 o 1 1 1 ~) · 1 o 1 o 1 1 

Să presupunem că Alice vrea să cripteze textul clar a = (O, 1) folosind 
vectorul - eroare e = (O.O. 1,0,0, 1,0,0) (ales aleator) de pondere 2. Tex
tul criptat este b = aG' + e = (1, L 1, 1.0,0, 1,0). 

După recepţionarea mesajului, Bob calculează întâi 
b1 = bP- 1 = (1, 1, 1, 1, 1,0,0,0), 

pe care îl scrie sub forma a1 + e1 unde a1 = (1, 1, 1, 1, O, 1, O, O) este un 
cuvânt - cod, iar e1 = (O, O, O, O. 1, 1, O. O) # e (din cauza Înmulţirii cu 
p-1 ). 

Boh calculFazâ apoi mesajul ao = ( 1, 1), singurul cu proprietatea 

aoG = a1. 
Ultimul pas este determinarea lui a = 5- 1 ao = (O, 1), care este textul 

clar expediat de Alice. 

10.5 Exerciţii 

10.1 Să se construiască matricea generatoare a (13, 10) - codului Ham

ming ternar din Exemplul 10.4, 
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10.2 ln codul din Exemplul 10.4 să se codifice mesajele de informaţie: 
(a) 1122002211; (b) 0000111122; (c) 1020012210; 
(d) 2200211101; (e) 2222222222: (!) 0000000000. 

10.3 Să se construiască toate codurile Hamming peste Z3 şi Z5 . 

10.4 Demonstraţi Lema 10.1 

1 2t . . 

10.5 Pentru g(X) = x 2t arătaţi că -- = ~ a-1 x 1 -
1

• 
X-a 

j=l 

10.6 Găsiţi distanţa minimă a codului Goppa binar determinat de 
g(X) = 1 + X 2 şi de elementele 0,o-,o2 E GF(22

). 

10.7 Polinomul generator este g(X) = l+X 2 iar parametrii sunt cele 15 
eleme.nte nenule ale extensiei GF(24

), generată de rădăcina polinomului 
1 +X+ X 4

. Analizaţi codul Goppa binar astfel construit. 

10.8 Găsiţi o matrice de control a ( 16, 8) - codului Goppa binar ire
ductibil. dat de g(X) = o 3 +X+ X 2

, unde 0: E GF(24
) este primitiv. 

10.9 Pentru cod-ul Goppa definit în Exemplul 10.6 să se determine ma
tricea generatoare. 

10.10 Folosind codul Goppa construit în Exemplul 10.6, să se decodifice 
cuvintele. folosind algoritmi de decodificare. pentru codurile liniare: 

(a) 0110110010011110; (b) 0111011001000000; 
(c) 1011110101100100; (d) 1111111111111111; 
(e) 1011011111001011; (!) 1010010110000010. 

10.11 Pentru acelaşi cod Goppa, folosind algoritmul de. decodificare ra
pidă Berlekamp, să se decodifice cuvintele 

(a) 1101000101111001; (b) 1100101101110100; 
( c) 0011100011010110; ( d) 0001100010010110. 

10.12 Verificaţi că polinomul l +X+ X 2 este ireductibil în GF(25 ). 

Determinaţi parametrii şi matricea de control a codului Goppa ireductibil 
corespunzător. 

10.13 Să se construiască un sistem de criptare. McElliece pentru codul 
Goppa definit în Exemplul 10.5, cu matricile S şi P din Exemplul 10.9. 

10.14 Să se definească un algoritm de inversare a matricilor de per
mutare de dimensiuni 2m x 2m, m ::; 4. 
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Capitolul 11 

Coduri Preparata 

1n 1968 Preparata a introdus o clasă de coduri neliniare corectoare de 
două erori, care s-au dovedit foarte interesante prin proprietăţile şi prin 
legăturile pe care le au cu diverse alte coduri deja studiate. Ele sunt o 
combinaţie între codurile Reed - Muller şi codurile BCH corectoare de 
două erori. Definiţia pe care o vom folosi aparţine lui Baker şi permite o 
abordare mai simplă a algoritmilor de codificare/decodificare. 

11.1 Coduri Preparata extinse 

Să revenim la modalitatea de marcare a poziţiilor cuvintelor de lungime 
2r folosind elementek lui G F(2r ), aşa cum s-a definit în algoritmul de 
decodificare Peterson pentru codurile BCH (secţiunea 8.2, Capitolul 8). 
Deci: 

Fier 2: 2 un număr întreg, o: E GF(2r) primitiv, şi U ~ GF(2r); se 
notează x(U) cuvântul de lungime 2" definit prin 

1 pe poziţia i dacă ~i E U (O ~ i ~ 2r - 2), 
1 pe poziţia 2r - 1 dacă OE U, 
O în rest. 

Exemplul 11.1 Fie o E GF(23
) primitiv. Atunci 

x({O}) 
X ( { a 2

, a 5
, el}) 
x(0) 

Se definesc în mod natural operaţiile: 

00000001 
00100110 
00000000. 

U + /3 = {u + ,B\u EU}, /3U = {,Bu\u EU}, 
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U tl V = { u I u E U u V, u tf. U n V} . U, V <;;; G F ( 2r), /3 E G F ( 2r). 
Egalităţile de mai jos se verifică imediat: 

x(U) + x(V) = x(U~V), 
w(x(U)) = card(['). (1) 

Exemplul 11.2 Fie GF(23
) construit folosind rădăcina (primitivă) a a 

polinomului l +X+X3
, şi mulţimile U = {o2 ,a5 ,a6

}, V= {n5 ,0}. 
Atunci 

U + o 2 = {o2 + o2,ci + o2,o6 + o 2
} = {O,cx3,o0

}, 

a 2 U = {o2o2,o2o 5 ,o2ci} = {o4,o0 ,a}. 
x( U) + x(V) = 00100110 + 00000101 = 00100011 = x( { o2, 0 6

, o}) = 
=x(U~V). 

Definiţia 11.1 Fie r > 2 un numar impar. Codul extins Preparata 
P(r) este mulţimea cuvintelor de forma x(U)x(V) unde U, V<;;; GF(2r) 
verifică condiţiile 

(1) card( U) şi card(V) sunt numere pare; 

(2) Lu= L v; 
uEU vEV 

(3) ~u'+ (~ur = ~v
3 

Pentru uşurinţă vom nota cuvintele - cod cu [x(U), x(V)] (a se vedea 
şi codul Golay binar, secţiunea 3.2, Capitolul 3). 

Exemplul 11.3 În ipotezele din Eumplul 11.2, să considerăm U = 
{ o, o2, a 5

, O}, V = { a 0
, a, o2, o 3

, o:6, O}. Prima condiţie din definiţie este 
verificată. Pentru a doua condiţie avem: 

Lu = o+ o 2 + o 5 +O= 010 + 001 + 111 + OOO = 100 = o 0
, 

uEU 

LV= o 0 +o+o2 +o3 +o6 +0 = 100+010+001+110+101+000 = 
vE \i 

= 100 = o 0
. 

A treia condiţie este şi ea verificată deoartce 

L 'U3 = o 3 + 0
6 +o:+ o= 110 + 101 + 010 + OOO = 001 = o 2

' 

uEU 

Lv3 = o 0 +o3 +o6 +o2 +o4 +0 = 100+110+101+001+011+000 = 
vEV 

= 101 = 0
6 şi o 2 + (a0

)
3 = 0 6

. 

Deci [x(U), \(V)]= 0110010111110011 este cuvânt - cod în P(3). 
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Observaţia 11.1 

• Deoarece l\(U)I = lx(V)I = 2r, P(r) este un cod de lungime 2r+1
. 

• Faptul că O este sau nu un element al mulţimilor U sau V nu 
afectează cu nimic condiţiile 2 şi 3 din Definiţia 11.1. Acest ele
ment se introduce în cele două mulţimi numai pentru a asigura 
prima condiţie din definiţie. Rezultă că biţii de pe poziţia 2r - 1 
din x( U) şi \(V) sunt biţi de paritate (ceea ce justifică termenul 
de cod Pnparata "extins"). 

• Exponentul ':f din condiţia 3 ( Definiţia 11 .1) nu este esenţial. Dacă 
el se înlocuieşte cu s = 21 + 1 astfel ca aplicaţiile f,g: GF(2r)---+ 
GF(2r), f(x) = X 5

, g(x) = ,Ts-2 să fie bijective, toate proprietăţile 
se păstrează. 

Aceste codllri se numesc Coduri Preparata generalizate. 

ln schimb, este foarte important faptul că toate operaţiile sunt efec
tuate într-un corp de caracteristică 2. 

Lema 11.1 Fie [x(U),x(V)],[x(A),x(B)] E P(r) şi /3 = I:u. 
uEV 

Atunci [\(F~A + B), x(V~B)] E P(r). 

Demonstraţie: Vom arăta că noul cuvânt construit verifică condiţiile din 
Definiţia 11. 1. 

1. Deoarece card( U), card( V), card(A), card(B) sunt pare, se arată 
uşor că: 

card(V ~B) =card(\/)+ card(B) - 2 · card(\/ n B), 
card( U 6-A + J) = card( U ~ A) = card( U) + card(A) - 2 · card( Un 
A). (2) 

2. Să observăm întâi că dacă J, J ~ GF(2r), avem L x = L x + 
xEft:,.J xEI 

L x deoarece orice element ai E JnJ apare de două ori în membrul 
:rEJ 

drept şi niciodată în membrul stâng. iar o:; + o:; = O. Deci: 

L x = L (y + /3) = L y + /3 · card(U!lA) = LY + 
xEV t:,.A+/3 yEV t:,.A yEV 6.A yEU 

LY+o (deoarece card(U ~A) este par)= LY+ LY = L y. 
yEA yEV yEB yEV t:,.B 
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( )3 ( )3 
:3. L .r:

1 + L x = L (y + ,a)3 + L y 
rEU t.A+/3 xEU t.A+.il yEU t.A yE V t.B 

= L(Y+tn3+ L(y+i3)3+ (I: Y + I: y)3 = LY3+1i I: y2+ 
yEU yEA yEi· yEB yEU yEU 

a2 LY + /33card(U) + L y3 + /3 LY2 + /3 2 L Y + B3card(A) + 
yEI. yEA yEA yE.4. 

(~yr + (~yr (~y) + (~y) (~yr + (~yr 
Dar f3 = LY = LY, (1:: y)

2 

= LY2, iar card(U), card(V) 
yEU yEV yEV yEV 

sunt pare. Deci expresia de sus se reduce la 

LY3 +LY3
= L y3. □ 

yEV yEB 

Definiţia 11.2 Un cod C de lungime n este invariant la distanţă dacă 
pentru orice x, y E C, are loc relaţia 

Vi (O :S i '.S n). card({ald(a,x) = i}) = card({old(o,y) = i}). 

Exemple simple de coduri invariante la distanţă sunt codurile liniare. 
Ca o consecinţă imediată, pentru un cod invariant la distanţă care 

conţine cuvântul nul, distanţa minimă este ponderea minimă a unui 
cuvânt - cod nenul. 

Vom arăta în continuare că un cod Preparata are această proprietate. 

Lema 11.2 P( r) este invariant la distanţă. 

Demonstraţie: Pie cuvintele [\(U), x(V)], [x(A), x(B)] E P(r), aflate la 
distanţai unul de altul. Conform Lemei 11.1, [x(U,6.U +/3),x(V,6.V)] şi 
[x(U,6.A+ B),x(V,6.B)] sunt de asemenea cuvinte- cod; se verifică uşor 
că ele se află tot la distanţa i. Deoarece U ,6.U = 0 rezultă [x ( U ,6.U + 
/3), x( V ,6. V)] = O, deci [x( U ,6.A) + (3), x( V ,6.B )] are pondere i. □ 

Lema 11.3 Fie [x(U), x(V)] E P(r). Atunci P(r) mai conţine urmă
toarele cuvinte: 

(i) [x(V), x(U)]; 
(ii) [x(U + (3), x(V + (3)] pentru orice j3 E GF(2r); 

(iii) [x(f3U),x(f3V)] pentru orice (3 E GF(2r) \ {O}. 
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Dernonstra[ie: Se rezolvă similar demonstraţiei de la Lema 11.1. O 

Exemplul 11.4 Conform Exemplului 11.3, [x( U), x( V)] E P(3), unde 
U = {o,o2,ci,O}, V= {o0 ,o,o2,o3,o6,0}. 

Folosind Lema 11. 3 în care se ia /3 = o 3 , vom mai găsi drept cuvinte -
cod pe 

[\ (V),\( U)] = 11110011 01100101, 
h u · + J), \ ( i. + J) l = [ \ ( { o o, 0:5, 0:2' 0:3}), X ( { Q, ci, 05, o, Q4' Q3}) l = 

= 10110100 11011101, . 
[x(/3U),x(/3V)] = [x({a4,o5 ,o,O}),x({o3 ,o4,o5 ,o6 ,o2 ,0})] = 

=01001101 00111111. 

Putem folosi Lema 11.3 pentru a simplifica problema determinării 
distanţei minime a lui P( r). Pentru aceasta însă, este nevoie de un 
rezultat suplimentar (care justifică condiţia car să fie impar). 

Lema 11.4 Fie a E G F(2r) primitiv. Atunci a 3 este primitiv dacă r 
este impar şi nu este primitiv dacă r este par. 

Demonstraţie: Se ştie că oi este primitiv dacă şi numai dacă ( i, 2r - 1) = 
1. Avem 2r - 1 = (3 - lf - 1 = M3 + (-lt -1; deci pentru r impar 
2,. -1 = ..1\113-2 = M3+ 1, ceea ce înseamnă că o:3 este primitiv. Similar, 
pentru r par, 2r - 1 = M3, deci o:3 nu este primitiv. O 

Corolarul 11. 1 Dacă r 2: 2 este un număr impar, atunci pentru orice 
x E GF(2r) \ {O} există y unic (numit rădăcina cubică a lui x) astfel ca 
y3 = X. 

Teorema 11.1 P( r) are distanţa minimă d = 6. 

Demonstraţie: Deoarece P( r) este invariant la distanţă, el va conţine un 
cuvânt - cod [x(U), x(V)] de pondere d. Deci 

d = w(x(U)) + w(x(V)) = card(U) + card(V). 
Rezultă că d este număr par; mai trebuie verificat că d =/= 2, d =/= 4 şi 

există un cuvânt - cod de pondere 6. 
Să presupunem d = 2; atunci card(U) = 2, card(V) = O (Lema 11.3 

asigură că totul se poate reduce la acest caz). Folosind tot Lema 11.3 (ii), 

putem presupune că U = {O, x} cu x I O. Dar atunci Lu= O+ x = x, 
uEU 

ceea ce contrazice definiţia codurilor Preparata, pentru că V = 0. 
Să presupunem d = 4. Cu Lema 11.3 (i), aceasta ]nseamnă card(U) = 

4, card( I/) = O sau card( U) = card(V) = 2. In primul caz avem 
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U = {O,x,y,z} cu x,y,z f. O şi distincte. Ultima condiţie a definiţiei 
codurilor Preparata este: 

03 + x 3 + y 3 + z3 +(O+ x + y + z) 3 = O sau 
(x + y)(x + z)(y + z) = O ceea ce este imposibil, cele trei numere fiind 
distincte şi nenule. 

În a doua variantă, se poate considera U = { O, x}, V = {y, z}, toate 
cele patru elemente fiind distincte. Din definiţie rezultă 

03 + x 3 + ( O + x )3 = y 3 + z3 sau y 3 + z3 = O. 
Folosind acum Corolarul 11.1, din y 3 = z3 rezultă y = z, contradicţie. 
Să construim acum un cuvânt - cod de pondere 6. Fie x, y, z E 

GF(2,.) elemente distincte nenule. Există atunci (Corolarul 11.1) un 
element v E G F( 2r) unic cu v 3 = x 3 + y 3 + z3 . Dacă v = x, atunci 
v 3 = x 3 deci y 3 = z3 , ceea ce duce la contradicţia y = z. Deci v este 
distinct de x, y, z. 

Definim u = v + x + y + z. Se observă că u f. O (altfel 
v 3 + (x + y + z)3 = (x + y)(x + z)(y + z) f. O, 

deci - cu Corolarul 11.1 - v f. x + y + z). Fie acum U = {O, u}, 
V = { v, x, y, z}. Din construcţie, cum toate elementele sunt distincte, 
cuvântul [x( U), x( V)] are ponderea 6, şi se verifică uşor că este cuvânt -
cod. O 

Observaţia 11.2 Conform Definiţiei 10.5 (Capitolul 10}, codurile Pre-
d 6 

parata nu sunt coduri ''asimptotic bune'', deoarece lim ~ = Em - = O. 
l-->00 11.j i-->00 11.j 

Cum rata de corecţie a erorilor scade cu lungimea codului, este recoman-
dabilă folosirea codurilor Preparata de lungime mică. 

Exemplul 11.5 Să considerăm GF(23
) construit în Exemplul 11.2. Fie 

elementele x = o. y = a 3
, z = a 5

. Definim 
v 3 = x 3 + y 3 + z3 = o 3 + a 9 + a 15 = 110 + 001 + 100 = o 4 = (a6

)
3 

(deoarece a 1 = 1}, deci se poate lua v = a 6
. Mai departe, 

u = v + x + y + z = o:6 + a + a 3 + a 5 = a 4
. Acum, U = { O, u} = 

{0,a4
}, V= {v,x,y,z} = {a6 ,a,a3,a5

} şi se obţine [x(U),x(V)] = 
= 00001001 01010110, care este un cuvânt cod din P(3), de pondere 6. 

Teorema 11.2 Codul Preparata nu este cod liniar. 

Demonstraţie: Relaţia 

[x( U), x(V)] + [x(A), x(B)] = [x( u ~A), x(V ~B)] 
se verifică imediat. 
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Din demonstraţia Teoremei 11.1 am văzut cum se pot construi cu
vintele - cod [\(U), \(V)], [\'.(A), x(B)] E P(r) cu U = {O, ui}, V = 
{x1,y1.z1. vi}. A = {O, u2}. B = {x2,Y2,z2, v2}. Conform Lemei 
11.l, c = [\ ( U ~A+u1 ), \ ( V ~B)] E P(r). Facem următoarele observaţii 
( uşor de verificat): 

(1) card(U~A+ui):::;2; 
(2) d(c. [x(U ~A), x( V~B)]) s; 2 · card(U ~A+ ui) s; 4; 
(3) P( r) are distanţa minimă 6. 

Din e 1 e rez u 1 tă. că. [ \ ( U), \ ( V)] + [ \ ( A), x ( B)] fţ P ( r). 
Deci P(r) nu este cod liniar. o 

Ca o consecinţă a acestei teoreme, nu se poate da nici o dimensiune 
pentru P( r), deci se pare că nu se poate determina numărul de cu vin te 
- cod. Vom reuşi totuşi acest lucru în mod indirect, ca o consecinţă a 
schemei de codificare. 

11.2 Codificarea codurilor Preparata 

Fie a E GF(2r) primitiv şi să considerăm codul BCR de polinom gene
rator g(X) = m 1(X)m3 (X) unde m;(X) este polinomul minimal al lui 
n' (i = L3). Conform Teoremei 7.7 (Capitolul 7), grad(m1(X)) = 
grad(m3 (X)) = r. deci grad(g(X)) = 2r. Codul BCR astfel definit 
poate corecta m·axim 2 erori şi are matricea de control (transpusă): 

1 1 
Ql O' 

3 

HT = O' 
2 0'6 

0'2r -2 0'3(2'-2) 

Deoarece g(X) generează un cod ciclic, rezultă că orice submatrice a lui 
HT formată din 2r linii consecutive este nesingulară, deci inversabilă. Se 
defineşte matricea A ca submatrice a lui H 1 formată. din ultimele 2r linii, 
şi H' matricea rămasă din HT prin ştergerea lui A. 

Exemplul 11.6 În extensia GF(23
) generată de rădăcina a a polino

mului 1 +X+ X 3 vom avea 
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.4 = 

Q a:3 
a:2 a:6 
O:l 02 

04 a:5 
05 o: 

010 110 
001 101 
110 001 
011 111 
111 010 
101 011 

C'U 4-1 -
' -

001 011 
111 010 
011 101 
110 100 
101 110 
111 001 06 0'.4 

Ptnfru GF(25
) gtnerată de rădăcina o a polinomului 1 + X 2 + X 5 avem 

0'.21 0'.63 

0'.22 0'.66 

A= 

00011 01000 00111 00010 
10101 00001 00011 10001 
11110 00101 10011 00011 
01111 10001 11011 01010 
10011 00111 A _1 _ 01101 10101 
11101 11011 ' - 10101 11001 
11010 01100 00110 11111 
01101 10101 
10010 10011 
01001 01101 

11001 01110 
11000 00111 
10001 10100 

Fie a= [aL, aR) un cuvânt binar de lungime 2r+1 
- 2r - 2, unde 

laLI = 2r - 1. laRI = 2r - 2r - 1. În notaţie polinomială putem scrie 
aLJJT = [aL(o),aL(o3

)]. aRH' = [aR(a:),aR(o:3
)]. 

Se mai defineşte 
VR = [aL(o) + aR(a),aL(o3

) + (aL(a))3 + aR(ci)JA- 1
.' (3) 

Teorema 11.3 Fie r > 2 un număr întreg impar. Pentru orice cuvânt 
binar a. lai = 2r+l - 2r - 2, dacă \(U) = [aL,Pd, x(V) = [aR, VR,PR] 
11r1<h PI,, /JR suni biţii dt rontrol prnfl'll aL respectiv [aR, VR], atunci 
[\(l'). \(\ )] E P(r). 

DemonstraJie: [aR, vR]HT = aRH'+vRA = [an(o),aR(a3 )]+[aL(a)+ 
aR(o), aL(a3) + (aL(o)) 3 + aR(a3

)) = [aL(o), aL(a3) + (aL(o:))3]. 

Dar [aR, vR) = [L v, L v3
] • aL(o) =Lu, aL(o3

) + (aL(o))3 = 
vEV t•E\' uEU 

= L u:1 + (Lu) 
3

, ceea ce verifică condiţiile din Definiţia 11.1. 
uEU uEU 

Deci [x(U),x(V)] este cuvânt - cod în P(r). □ 

Corolarul 11.2 P( r) are 22•+
1 

-
2r- 2 cuvinte - cod. 
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Demonstraţie: În Teorema 11.3 există 22
r+i -

2r- 2 alegeri posibile pentru 
a. toate conducând la cuvinLe - cod distincte. O 

Putem da acum un algoritm de codificare a mesajelor de informaţie 
în codurile Preparata. 

Fie aL, aR cuvinte dP lungimi 2r - 1 respectiv 2r - 2r - 1. 
Fie VR definit de (3). 
Se construiesc PL· PR conform Teoremei 11.3. 
Atunci mesajul de informaţie a= [aL, aR] se codifică în 
[aL,PL,aR, VR,PR]-

Exemplul 11. 7 Să considerăm r = 3, aL = 0110010, aR = 1. Deci 

aL(o) =o+ o 2 + o 5 = o 0
, aR(o) = o 0

, 

aL(o3) = o3 + o6 + o1s = o2, aR(o3) = oo. 
Din (3) avem VR = [o0 + o 0

• o 2 + o 0 + o 0JA-1 = [OOO OOlJA-1 = 
= 111001 unde A- 1 este matricea din Exemplul 11.6. Atunci vom codifica 

a= [0110010 l] în c = [aL, PL, aR, VR, PR] = [01100010 1 1 111001 1]. 
Deci c = [x( U), x(V)] unde x(U) = 01100101, x(V) = 11110011, 

care coincide cu secvenţa - cod construită în Exemplul 11. 3. 

11.3 Decodificarea codurilor Preparata 

Cum P(r) are distanţa minimă 6, el poate corecta cel mult 2 erori. Fie b 
un cuvânt recepţionat; îl scriem b = [bL, PL, bR, PR] unde hL, bR sunt 
ambele de lungime 2r - 1 iar PL, PR sunt biţi de control a parităţii. Se 
calculează 

bLHT = [h(o ). br,(o3
)]. bRHT = [bR(o), bR(a3

)]. 

Apar mai multe cazuri, în funcţie de poziţiile unde apar erori. 

l. Dacă erorile apar pe poziţiile de control, atunci 
bi(o) = bR(a), 6i(o3) + (bL(o))3 = bR(a3

) 

(conform Definiţiei 11.1), ceea ce se verifică uşor. 

:2. Dacă există o eroare pe poziţia i în bR şi cel mult o eroare pe 
poziţiile de control atunci 

bi(o) = bR(o) + oi, bL(o3
) + (6i(o))3 = bR(o:3) + o3

i, deci 
(bL(o) + bR(a)) 3 = bL(o3) + (6i(o))3 + bR(o3). 

Dacă ultima relaţie este verificată, atunci se scrie o; = bL( o)+ bR(o) 
~i se schimbă bitul i din bR (plus cel mult un bit de control). 
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3. Dacă există o eroare pe poziţia i din hL şi cel mult o eroare pe 
poziţiile de control, similar cu cazul anterior (lucru posibil pe baza 
Lemei 11.3) se verifică relaţia 

(bR(o) + h(o))3 = bR(o3) + (bR(o))3 + bL(o3); 

în caz afirmativ, se calculează oi = bR(a) + bL(o:) şi se schimbă 
bitul i din hL (plus cel mult un bit de control). 

4. Dacă apar două erori în bR pe poziţiile i şi j, atunci: 

deci se determină ai+ o:1 şi o:3i + o:3i. Valorile i, j sunt determinate 
cu un algoritm similar celui de la codurile BCH. 

5. Dacă apar două erori în hL, invocând din nou Lema 11.3 putem 
aplica analiza de la cazul anterior. 

6. Dacă apar două erori: una pe pozi~ia i în hL şi una pe poziţia j în 
bR, atunci 

bL(o:)-t-o:i = bR(o:)+o:j, bz,(o:3)+o:3i+(bz,(o:) + o:i)3 = bR(a3)+o:3j_ 

Acest sistem de necunoscute ai şi o:1 se rezolvă astfel: din prima 
ecuaţie se scoate oi = bL( o:) + oi + bR( o) şi se înlocuieşte în a doua 
ecuaţie, ceea ce dă 

bL(o3) + o3i + (bz,(a) + ai)3 = bR(o:3) + (bz,(o:) + o:i)3 + (bL(a) + 
ai)2bR(a) + (bz,(o) + a')bR(a) 2 + bR(a)3

. 

După simplificări se ajunge la 

o3i + n2'bn(o) + ai(bR(o))2 + (bR(o))3 = 
= b!,(o::i) + bR(o:3) + bz,(o)2bR(o:) + bL(a)bn(o:)2, sau 

( el +bR( a) )3 = ( bz,( a?)+bR( o3) )+( bz,( o: )+bR( o) )3+bd o )3+bR( a )3
. 

Notând membrul drept al acestei expresii cu D., obţinem soluţia 
oi= bR(a) + ~l/3, aj = h(a) + D.1/3_ 

Deci locaţiile erorilor se pot determina în toate situaţiile posibile. Biţii de 
paritate pentru fiecare jumătate de cuvânt dau posibilitatea de a decide 
ce caz se aplică lui b. Putem da acum algoritmul de decodificare pentru 
codurile Preparata P(r): 
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Fie b = [bL. PL, bR. pn] cuvântul recepţionat. 
O. Se cakulează L1 = bi(n), L3 = bi(o3

), R1 = bR(o). 
R:i = bR( o 1

): 

1. Dacă L 1 + R1 = O §i L3 + Lf + R3 = O, atunci singurele erori 
posibile au apărut pe poziţiile de control. 

2. Dacă (L1 + R1 )3 + L1 + Lf + R3 = O, calculăm oi = L1 + R1. Se 
corectează poziţia i din bR şi cel mult un bit de control al parităţii; 
se cere retransmisia dacă ambii biţi de paritate trebuie modificaţi. 

:3. Dacă ( L1 + R1 )3 + R3 + Rf + L3 = O, calculăm ni = L1 + R1. Se 
corectează poziţia i din bL §i cel mult un bit de control al parităţii; 
se cere retransmisia dacă ambii biţi de paritate trebuie modificaţi. 

4. Dacă ambele jumătăţi ale lui b sunt de pondere pară §i 

x2+(L1 +R1)X + Lj + Li +LR1 + (L1 + R1)1 = (X +ai)(X +ai), 
1 + R1 

se corectează poziţiile i şi j din bL . 
. s. Dacă ambele jumătăţi ale lui b sunt de pondere pară şi 

x2+(L1+Ri)X+ R1+Ri+LR1+R(L1 +R1)1 = (X+ai)(X+ai), 
1 + 1 

se corectează poziţiile i şi j din hR. 
6. Dacă ambele jumătăţi ale lui b sunt de pondere impară, se 

calculează 

0/ = R1 + (Lf + R; +(Li+ R1)3 + L3 + R3 )
113

, 

nJ = Li + (L; + Rf + (Li + Ri)3 + L3 + R3 )
1!3

_ 

Se corectează poziţia i din bL şi poziţia j din bR. 
7. Dacă nu a apărut nici una din situaţiile anterioare, se cere 

retransmisia cuvântului. 

Exemplul 11.8 Să decodificăm următoarele cuvinte primite, despre care 

se presupune că au fost codificate folosind P(3), unde GF(23
) s-a generat 

cu rădăcina a a polinomului l + X + X 3
: 

I: b = 10010011 11100111. 
(O) [L1 , L1] = bLHT = 111 110, [R1 , R1] = bRHT = 101 110; 
(1) L1 + R1 = 111 + 101 = o # O; 
(2) ( L1 + R1 )3 + L1 + Lf + R3 = o 3 + o-

3 + o-
15 + o-

3 = o 0 # O; 
(3) (L1 + Ri) 3 + R1 + Rf + L1 = n 3 +ci+ o-

18 + o 3 = 0 6 # O; 
3 + 15 + 3 + 3 

(4) X·2 x· a a a a x2 x 6 +o +------- = +o +o = 
Q 

= (X+ o 2 )(X + o-4
). 

Deci b se decodifică în 10010011 11001111. 

II: b = 10100100 10001001. 
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(O) [L1,L3] = bLHT = [010,011], [R1,R3] = bRHT = [111,011]; 
( 1) L1 + R1 = 010 + 111 = 0

6 # O; 
(2) (L1 + R1 r3 + L3 + Lf + R3 = 0

18 + o 4 + o 3 + o1 = o:
6 # O; 

(3) (L1 + Ri)3 + R3 + Rf + L3 = 0
18 +el+ 0 15 + o4 = o2 # O. 

Ambele jumătăţi ale lui b au pondere impară, deci 
(6) 0 ; = 0 5 + (o3 + 0 15 + 0 18 + 0 4 + 0 4)1/3 = 0 5 + (o5)1/3 = 

= 0 5 + ( 0 12)1/3 = ci+ 0 4 = 0 o. 

S-a obţinut i = O. Se poate determina apoi imediat oi =o+ o4 = o2, 
dfCi j = 2. 

Cuvântul b se decodifică în 00100100 10101001. 

III: b = 10001000 11101001. 
(O) [L1,L3] = bLHT = [111,011], [R1,R3] = bRHT = [100,000]; 
(1) L1+R1=111+100=o4 /0; 
(2) ( L1 + Ri )3 + L 3 + Lf + R3 = 0

12 + o 4 + 0
15 + O = o 3 # O; 

(3) (L1 + Ri) 3 + R3 + Rf + L3 = 0
12 +O+ o 0 + 0:

4 = O. 
Calculăm oi = L1 + R1 = o4, deci i = 4. Dar modificarea bitului 4 în 

bL cere ca ambii biţi de control să fie modificaţi; deci se cere retransmisia 

cuvântului. 

Pentru codul Preparata obţinut prin relaxarea lui P( r), se poate 
aplica aceea~i strategie de decodificare folosită la codul Golay; cum acesta 
are d = .5, poate corecta de asemenea cel mult 2 erori independente. 

11.4 Coduri înrudite cu codul Preparata 

11.4.1 Codul Nordstrom - Robinson 

Să plecăm de la codul Golay binar extins C24 (a se vedea secţiunea 3.2.1, 
Capitolul 3), ale cărui cuvinte se pot scrie sub forma a = [a1, a2], unde 

la1 I = 8, la2 I = 16. Considerăm submulţimea G NR C C24 ale cărei 
elemente verifică condiţiile: 

1. Dacă a E G.V R atunci w(ai) E {O. 2}; 

2. Dacă a, b E GN R atunci d(a1, b1) ~ 2. 

Evident, G NR va avea 256 cuvinte. Pe baza lui se construieşte codul 

NR= {a2la = [a1,a2] E GNR}. 
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Acesta este un cod neliniar de lungime n = 16 şi distanţă minimă 

d = 6. N urnit codul Nă:;from - Robinson. el coincide cu codul Preparata 
P(:l). 

Un alt cod derivat din acesta este codul Nadler, construit astfel: se 
păstrează din NR doar cuvintele - cod care coincid pe ultimele două 
poziţii. Apoi la toate aceste cuvinte se şterg ultimele trei caractere (o 
dublă scurtare urmată. de o relaxare). Codul astfel obţinut este unic, are 
n = n. d = 5 şi 64 cuvinte - cod. 

11.4.2 Codul Kerdock 

Definiţia 11.3 Fie r 2 3, r impar. Un cod Kerdock K(r) este format 
din toate cuvintele de forma [x(U), x(V)] care verifică condiţiile: 

1. U, V C GF(2r); card(U) şi card(V) parc; 

L US= L vs= O; 
uEU vEV 

uEU vEV 

S-a notat cu w 2 ( s) ponderea reprezentării în binar a lui s. 
Se consideră prin convenţie 't/ s, o-s = O. 

Codul Kerdok K ( r) ( definit în 1972) este de fapt un subcod al codului 
Reed - Muller RM(2,r + 1): el este format din perechi de translatări 
de cuvinte din R.A-1(1,r) selectate în aşa fel ca să maximizeze distanţa 
minimă dintre două translatări. 

Este interesant că dintre toate codurile cu aceeaşi distanţă minimă, 
codul Kcrdok are numărul maxim de cuvinte - cod. 

!\ u vom detalia demonstraţii referitoare la proprietăţile acestor co
duri. Pentru informaţii suplimentare se pot folosi [4] şi [9], cu menţiunea 
că justificările pleacă de la o modalitate diferită de definire a codurilor 
K(r) şi P(r). Rezultatele sunt însă deosebit de interesante. Astfel: 

Teorema 11.4 K(r) este invariant la distanţă. 
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Teorema 11.5 Codurilr P(r) şi I<(r) sunt duale. 

Ca. o consecinţă imediată, P(3) este un cod auto-dual. 

11.5 Exerciţii 

11. 1 Demonstraţi: 
(a) Egalităţile (1) şi (2); (b) Lema 11.3; (c) Corolarul 11.1. 

11.2 Aplicaţi Lema 11.3 cuvântului - cod definit în Exemplul 11.4, folo-

sind (a)/3=ci; (b)/3=a; (c)/3=o6
• 

11.3 De ce [x(,BU), x(,BV)] nu este cuvânt - cod pentru ,B = O '? 

11.4 Arătaţi că cele trei cuvinte obţinute fn Exemplul 11.4 satisfac 

condiţiile definiţiei codurilor Preparata. 

11.5 Fie GF(23
) generat de rădăcina a a polinomului 1 +X+ X 3 . 

Folosind următoarele cuvinte x, y, z E G F(23 ) construiţi cuvinte - cod de 

pondere 6 din P(3): 

(a)(x=o, y=o2, z=o3
); (b)(x=o, y=o4, z=o6

); 

( c) (x = n°. y = o 3
, z = 0

6
). 

11.6 Fie GF(23
) construit cu 1 +X+ X 3

, iar A- 1 din Exemplul 11.6. 

Codificaţi următoarele mesaje folosind P(3): 
(a) aL = 1010100, aR. = 1; (b) aL = 1010100, aR = O; 
(c) aL = 1111111, aR = l; (d) aL = 1111111, aR = O; 
( e) aL = 0000000. aa = 1. 

11.7 Fie GF(25
) construit cu 1 +X2 + X 5

, iar A- 1 din Exemplul 11.6. 

Codificaţi următoarele mesaje folosind P( 5): 
(a) aL = 10100 ... O, aa = 000001000100 ... O; 
(b) aL = 10100 ... O, aa = 00 ... 0; 
(c) aL = 10100 ... O, aa = 111100 ... O; 
(d) aL = 0000 ... 0, aa = 100 ... 0. 

Care este lungimea lui aL ? dar a lui aa ? 

11.8 /n aceleaşi condiţii din Exemplul 11.8, să se decodifice cuvintele: 
10000001 11101000 00011010 01000010 00100101 10100100 
01010110 00011110 11101000 10001001 10011001 01010101 
01000111 11001000 10101101 11010000 11101110 01010101 

11.9 Construiti cele 64 cuvinte ale codului Nadler. 
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Coduri convoluţionale 

In cazul codurilor prezentate până acum, prin codificarea unui mesaj de 
informaţie de lungime I..: se obţine un cuvânt - cod de lungime n, ale 
cărui caractere nu depind decât de cele k elemente de informaţie curente. 
Avem de-a face cu un proces de codificare fără memorie, iar aceste coduri 
sunt numite şi coduri - bloc. 

P. Elias a introdus În 1965 o clasă de coduri, remarcabile prin siguran
ţa sporită pe care o asigură în transmiterea informaţiei: codurile convo
luţionale. În cazul lor, codificarea unui mesaj de lungime k se face ţinând 
cont şi de codificările mesajelor de informaţie anterioare. 

De remarcat că NASA şi Agenţia Spaţială Europeană folosesc în 
mod curent o combinaţie între aceste coduri şi codurile Reed - Solomon. 
Fie::are mesaj de informaţie este codificat iniţial cu un cod RS, apoi cu 
un cod convoluţional. 

12.1 Coduri liniare §i convoluţionale 

După mm am văzut (Capitolul 2), un (n, k) - cod liniar codifică un 
mesaj de informaţie u E z; într-un cuvânt - cod v = uG de lungime 
n (v E z;). Un cod liniar poate fi privit însă şi ca o aplicaţie care 
transformă mesaje sursă de I ungime i · k ( i = 1, 2, ... ) în mesaje - cod de 
lungime i · n. 

Exemplul 12.1 Codul gFnrrat de matricea 
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defineşte o funcţie astfel: 
a0a I a 2a 3 a 4a 5 ... 1-------4 aoa1a2xoa:3a4a5X1 ... 

unde 

O astfel de funcţie poate fi exprimată prin polinoame de grad nedeter-
minat. Astfel, fie a(X) = a0 + a1X + a2 X 2 + ... polinomul reprezentând 
mesajul sursă. şi u(X) = u0 +u1 X +u2X 2 + ... mesajul codificat. Atunci 
un cod liniar este o aplicaţie C definită C(a(X)) = u(X). O astfel de 
aplicaţie are următoarele proprietăţi: 

• C este liniară: 

C(a(X) + b(X)) = C(a(X)) + C(b(X)); 

C(ta(X)) = tC(a(X)). 

• C este invariantă în timp: întârzierea mesajului sursă cu k tacţi 
are ca efect decalarea răspunsului cu n tacţi: 

• C nu are memorie: codificarea unui mesaj sursă de lungime k nu 
depinde de mesajele sursă precedente. 

Aceste trei proprietăţi caracterizează complet codurile liniare. Dacă se 
renunţă la ultima condiţie, se obţine o nouă clasă de coduri, numite 
coduri convolutionale. 

Definiţia 12.1 Fie q un număr prim. Un (n, k) - cod convoluţional este 
o aplicaţie liniară C: Zq[X] ---+ Zq[X] cu proprietatea (de invarianţă de 
timp) 

Exemplul 12.2 Să considerăm circuitul liniar: 
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El reprezintă un ( 2, l) - cod convoluţional C. Acesta este liniar ( datorită 
rircudv.lui). invariant în timp ( o întârziere de l tact la intrare provoacă 
o intâr:::iere de 2 tac ţi la ieşire). 

De exemplu, pentru intrarea l se obţine l l la primul tact, 11 la al 
doilea tact şi Ol la al treilea ( după care urmează 0000 ... ) . Deci 

C(l) = 111101 = 1 + x + x2 + X 3 + xs. 
Datorită invarianţei în timp, avem 
C(X) = C(Ol) = 00111101, C(X2) = C(OOl) = 0000111101, ... 
( s-a ţinut cont de dualitatea de notare polinom - cuvânt). 
Datorită liniarităţii, răspunsul C ( 1) caracterizează complet codul. 
De exemplu, mesajul de intrare 101 se codifică prin 

C(lOl) = C(l + X 2
) = C(l) + C(X2

) = C(l) + C(OOl) = 11110100 ... + 
0000111101 ... = 1111101101. 

12.2 Coduri (n, 1) - convoluţionale 

ln cazul particular k = L codul C este complet determinat de ieşirea 
pentru mesajul de intrare 1. Notăm cu 

C(l) = go(X) 
polinomul generator al a.cestei subclase de coduri. Din invarianţa în timp 
rezultă 

C(X;) = xnigo(X), Vi ~ 1. 

Deci, pentru orice polinom a(X) = a0 + a1X + ... + apXP, avem 
C(a(X)) = a0C(l)+a1C(X)+a2C(X2)+ ... +apC(XP) = a0g0 (X)+ 

a1Xngo(X) + a2X2ngo(X) + ... + aPXnPgo(X) = a(Xn)go(X). 
Aceasta conduce la ideea că un ( n, l) - cod convoluţional este generat 

<le polinomul g0 (X) conform regulii 

(1) 

Invers, orice polinom g0 (X) E Zq[X] defineşte un (n, 1) - cod convolu
ţioual. 

Observaţia 12.1 Ideea de polinom generator este similară celei de la 
codurile ciclice, undf codificarea mesajului de informaţie a(X) revenea la 
Înmulţirea cu polinomul generator. La codurile convoluţionale nu există 
însă restricţie referitoare la gradul lui a(X) şi - în plus - la înmulţire se 
foloseşte a ( xn). 

Există o modalitate simplă de construcţie a unui circuit liniar, generator 
al unui astfel de cod. Vom descrie aceasta pentru cazul binar. 
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Polinomul g0 (X) se descompune în sume de n termeni consecutivi, 
fiecare sumă descriind modul de conectare al elementelor de înmagazi
nare. Astfel, fie m cel mai mic număr întreg cu proprietatea mn ~ 

grad(g0 (X)) < (rn + l)n. Atunci 
go(X) = (bo + b1X + ... + bn-lxn-l) + (bnXn + bn+lxn+l + ... + 

b Xr2n-l) + + (b xmn + b Vmn+l + + b xmn+n-1) (2) 2n-l · • · mn-' mn+l·'\ · • · mn+n-1 · 

(s-au completat eventual cu O coeficienţii lui go(X), până la bmn+n-l ). 

Numărul de m + 1 paranteze indică faptul că sunt necesare m elemente 
de înmagazinare (prima paranteză se referă la intrare). A i - a secvenţă 
de termeni descrie ieşirea celui de-al ( i - 1) - lea. element de înmagazinare 
( bP = 1 semnifică o legătură directă cu al p - lea element al ieşirii). Toate 
conexiunile care intră într-unul din cele n elemente ale bufferului de ieşire 
sunt în prealabil însumate. 

In plus, elementele de înmagazinare sunt legate între ele secvenţial. 

Exemplul 12.3 Să considerăm (2, 1) - codul convoluţional binar, de 

polinom generator g0 (X) = l+X +X2 +X5 = (l+X)+(X2 +0)+(0+X 5
). 

Circuitul liniar va avea două elemente de înmagazinare. Prima paran

teză, 1 + X. arată că ambii biţi de ieşire sunt legaţi de intrare, X 2 + O 
indică faptul că primul element de înmagazinare este legat direct doar de 
primul bit de ieşire, O + X 5 arată că al doilea element de înmagazinare 
este legat numai de al doilea bit de ieşire. 

Codificatorul este descris de circuitul liniar: 

Exemplul 12.4 Fie (3, 1) - codul convoluţional binar (deci cu 3 biţi de 

ieşire) generat de polinomul g0 (X) = 1 + X 2 + X3 + X 5 + X 6 + X 7 + 
X12 + )( 13 + )( 14

. Relaţia 3m ~ 14 < 3(m + 1) dăm = 4, deci vor 
fi necesare patru elemente de înmagazinare. Pentru a construi circuitul 

liniar, rescriem acest polinom astfel: g0 ( X) = ( 1 + O + X 2
) + ( X 3 + 

0 + X 5
) + (X 6 + X 7 +O)+ (O+ 0 +O)+ (X 12 + X 13 + X 14

). Se obţine 
codifi,catorul 
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Similar codurilor ciclice, plecând de la polinomul generator, se poate 
construi matricea generatoare a ( n, 1) - codurilor convoluţionale binare. 
Aceasta este 

G= 

9o(X) 
Xngo(X) 
x2ngo(X) 

Numărul liniilor ( şi deci şi al coloanelor) lui G nu este fixat, el depinzând 
de lungimea mesajului sursă. Astfel, pentru un mesaj de i caractere 
binare. matricea G are i linii şi 1 + grad(g0 (X)) + (i -1) · n coloane. 

Exemplul 12.5 Fie (3, 1) - codul convoluJional binar de polinom gene
rator g0 (X) = 1 +X+ X 3 + X 4 + X·5 + X8

. Pentru un mesaj sursă de 
lungime 3, matricea G va avea dimensiunea 3 x 15: 

(

1 1 O 1 1 1 O O 1 ) 
G= 1 1 O 1 1 1 O O 1 

1 1 O 1 1 1 O O I 

( spaJiile libere sunt completate cu O). Astfel, codificarea mesajului 101 
este 

( 1 O l ) · G = ( 11 O 11 1 111 11 1 001) . 

llnele aplica\ii folosesc o descompunere a polinomului generator g0 (X) 
în n polinoame, fiecare polinom corespunzând unei localii din bufferul de 
ieşire. Construcţia unei astfel de descompuneri este următoarea: 

Formula (2) - care stă la baza construcţiei circuitelor liniare cores
punzătoare unui ( n, 1) - cod convoluţional - se poate rescrie 

n-1 

go(X) = L (bi+ bn+ixn+i + ... + bmn+ixmn+i). 
i=O 
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Definim polinoamele subgeneratoare 

gb(X) = b; + bn+iX + • • • + b11in+ixm. 

Astfel, fiecare locaţie i a bufferului de ieşire depinde numai de polinomul 
subgenerator g~(X) şi de polincmul de intrare: pentru o intrare a(X), 
prin a i-a locaţie a bufferului de ieşire se obţin coeficienţii polinomului 
a(X)gb(X). 

Această observaţie conduce la o nouă reprezentare a operaţiei de codi
ficare pentru un (n, 1) - cod convoluţional. No_tând polinomul generator 
ca o secvenţă de polinoame subgeneratoare 

codificarea mesajului de informaţie a(X) poate fi scris ca o secvenţă 
formată din n componente (infinite) 

C(X) = (a(X)go(X),a(X)g1(X), ... ,a(X)9n-1(X)), 
ale cărui caractere se transmit în paralel în ordinea crescătoare a puterilor 
lui X. 

Exemplul 12.6 Fie (2, 1 )- codul convoluţional binar, având ca genera

tor polinomul g(X) = 1 +X+ X 2 + X 3 + X 6
. 

Trecând prin formula (2), F./ se poate scrie succesiv g0 (X) = ( 1 + 
X)+ (X 2 + X 3

) +(O+ O)+ (X6 + O) = (1 + X 2 + X 6
) +(X+ X 3

); 

de aici rezultă forma celor doi subgeneratori: gg(X) = 1 + X + X 3 şi 
g6(X) = 1 +X. gg "alimentează" prima celulă din bufferul de ieşire, iar 
96 - a doua celulă; se pot considera drept ieşiri paralele cele două săgeţi 
din dreapta circuitului. 

Mesajul a= 101 (sau - altfel scris - a(X) = I+ X 2
) este codificat în 

C(X) = ((1 + X 2 )(1 +X+ X 3
), (1 + X 2 )(1 +X))= (1 +X+ X 2 + 

,--~ 1 v v2 v3) ,'\.·' + ,'\. + ,'\. + ,'\. . 
Deci cuvântul - cod estt c = 11 11 11 Ol 00 10 00 .... 

12.3 Coduri (n, k) - convoluţionale 

Să dezvoltăm o descriere a codurilor ( n, k) - convoluţionale, similară celei 
date anterior pentru cazul k = I. Vom începe cu un exemplu: 
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Exemplul 12.7 Fif cirru-itcif liniare a două (2, 1) - coduri convoluţio
nah. C<ll'( au iqirea comună: 

La fiecare tact intrarea este formată din doi biţi care formează intrările 

în cele două circuite liniare. O întârziere cu doi tacţi la intrare generează 
o întârziere de doi tacţi la ieşire; deci, acesta este un (2, 2) - cod convolu
ţional. 

Pentru intrarea 10 ieşirea este 110101 (funcţionează doar circuitul 

superior). iar pentru Ol ieşirea este 010111 (numai pe baza circuitului 
inferio1'). Formal, 

C ( 1) = 1 + X + X 3 + X 5 = g0 (X), 
C(X) =X+ X 3 + X 4 + X 5 = g1(X). 

Folosind invarianţa z"n timp se pot determina şi alte ieşiri: 
C(X2i) = x2igo(X), C(X2i+1) = x2ig1 (X) Vi ~ l. 

Definiţia 12.2 Pentru un (n, k) - cod convolu,ţional, polinoamele 
g;(X) = C(Xi) (Os; i s; k - 1) 

se numesc "polinoame generatoare". 

Teorema 12.1 Un (n, k) - cod convoluţional de polinoame generatoare 
9i (X), ( O s; i s; k - 1) este determinat de funcţia de codificare 

C : Zq[X] - Zq[X] definită 
k-1 

C(a(X)) = L a(i1(Xn)9i_(X), (3) 
i=O 

unde pentru secvenţa a= a 0 a 1a 2 ... s-a notat a(i) = a;a;+kai+2k ... 
(O ~ i ~ k - 1), iar a(i)(X) este reprezentarea sa polinomială. 

Reciproc, fiind date polinoamele g;(X) i = O, 1, ... , k - 1 şi un număr 
n, formula (3) determină un (n, k) - cod convoluţional. 
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Demonstraţie: Vom începe prin a arăta ultima afirmaţie. Pt>ntru un 
i ( O S i S k - 1) fixat, conform relaţiei ( 1 ), avem 

a<il(X) f-+ a(i)(Xn)g;(X). 
Aplicaţia este liniară ( ca o compunere de transformări liniare) şi in

variantă în timp (pentru că defineşte un (n, 1) - cod convoluţiona.l). Deci, 

pentru orice secvenţă de intrare a putem scrie (Xka(X)) (i) f-+ Xna(il(X). 
Rezultă că ieşirea lui Xka(X) prin aplicaţia (3) este 

k-1 
xn L a(il(Xn)g;(X). 

i=O 

Să arătăm acum că un ( n, I,:) - cod convoluţional definit de aplicaţia C 
k-1 

din Definiţia 12.2 este identic cu cel dat de C'(a(X)) = L a(il(Xn)g;(X) 
i=O 

unde g;(X) = C(Xi) (O S i S k: - 1) sunt polinoamele generatoare. 
Deoarece C şi C' sunt ambele liniare, este suficient să arătăm că C(Xr) = 
C'(Xr) pentru orice r ~ O; atunci vom avea 

C(ao + a1X + a2X2 + ... ) = L arC()C) = L arC'()C) = C'(ao + 
r>O r>O 

a1X + a2X2 + ... ). 
Deoarece ambele aplicaţii sunt invariante În timp, ne putem restrânge 

la O S r S k: - 1. Pentru a = 00 ... 0100 ... (cu 1 pe poziţia r), este 
evident că a(r) = 100 ... şi a(i) = OOO ... pentru i # r. Deci C'(Xr) = 
9r(X) = C(Xr). □ 

Analog co_durilor ( n, 1) - convoluţionale, şi în acest caz se poate defini 
matricea generatoare, care este o reprezentare matricială a relaţiei (3). 
Liniile matricii sunt go(X),g1(X), ... ,gk_i(X),Xngo(X),Xngi(X), ... , 
considerate ca polinoame de grad neprecizat ( teoretic infinit). Pentru 
mesajul a = a0a 1 ... ar codificarea este 
aG = aogo(X) + ... + ak-I9k-dX) + xn[a.1cgo(X) + ... + a2k--19k-l (X)]+ 
.x2n[a2k9o(X) + ... + a3k-19k-1(X)] + · · · = (ao + akxn + a2kX2

n + 
k-1 

· · .)go(X) + ·. · + (ak-1 + a2k-lxn + ... )gk-1(X) = L a(ilp;n)gi(X). 
i=O 

Exemplul 12.8 Matricea generatoare a (2, 2) - codului convoluţional 
descris în Exemplul 12. 7 este 
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l 1 o l o 1 
o o 1 1 1 

l 1 o 1 o 1 

G= o l o 1 1 1 
1 1 o 1 o 1 
o 1 o 1 1 1 

( locurile goale sunt completate cu O). 

Pentru intrarea 101 ieşirea este 

(

1 1 o 1 o 1 o o) 
( 1 O 1) O 1 O 1 1 1 O O = ( 1 1 1 O O O O 1), deci 

O O 1 1 O 1 O 1 

c ( 1 + x2
) = 1 + x + x 2 + x 1

. 

S-a prezentat anterior modul de construcţie al unui circuit liniar pentru 
(n, 1) - coduri convoluţionale, plecând de la polinomul generator g0(X). 
În mod similar se determină circuitul liniar de codificare pentru un ( n, k) 
- cod convoluţional: 

1. Pentru i = O. 1, ... , k - 1 se construieşte circuitul liniar al ( n, 1) -
codului definit de a(X) - a(Xn)g;(X); 

2. Se foloseşte un buffer comun de ieşire ( de n simboluri) în care ajung 
rezultatele însumate ale celor k circuite liniare; 

J. Secvenţa de intrare este segmentată în blocuri de câte k simboluri, 
fiecare al p-lea simbol din bloc constituind intrarea în al p-lea circuit 
liniar (p = 1, 2, ... , k). 

Exemplul 12.9 Să construim circuitul liniar pentru (2, 2) - codul definit 
de polinoamele generatoare 

g0 (X) =X+ X 3 + X 4 + X 5
, gi(X) = 1 +X+ X 2 + X 4 + X 5 + X 6 + X 7

. 

Scriem g0 (X) = (O+ X) +(O+ X 3
) + (X 4 + X 5

) deci circuitul său 
liniar are 2 elemente de înmagazinare. Pentru g1 (X) = (1 +X)+ (X2 + 
O)+ (X 4 + X 5

) + (X 6 + X 7
) sunt necesare trei elemente de înmagazinare. 

Reprezentarea sa grafică este: 
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Definiţia 12.3 Un (n, k) - cod convoluţional are "memorie" N dacă 

Vi(0SiSk-1), grad(g;(X)) ~ Nn, 

iar N este maxim cu această proprietate. Numărul Nn se numeşte 
''lungimea restrânsă" a codului. 

După cum s-a văzut în secţiunea anterioară, un ( n, 1) - cod convoluţional 
de memorie N poate fi implementat cu o combinaţie de N elemente de 
înmagazinare. N este numărul de simboluri de ieşire care pot fi modifi
cate la schimbarea unui singur caracter de intrare. 

12.4 Coduri convoluţionale sistematice 

Un (n, k) - cod convoluţional sistematic are proprietatea că la fiecare 
ieşire a unui bloc de n caractere, pe primele k poziţii se găsesc simbolurile 
de infor-maţie. Vom da o construcţie directă a acestor coduri, plecând 
tot de similitudinea lor cu codurile - bloc. 

Fie n, k, N (k < n) numere naturale nenule. Considerăm sistemul de 
k(n - k) secvenţe cu N componente peste Zq: 

g(i,j) = go(i,j)g1(i,j) .. -9N-1(i,j), 1 S i S k, 1 S j S n - k. 

Aceste secvenţe se numesc subgeneratori. 
Considerăm matricea 

9=(1) 
9=(2) 

900( k) 
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undf' h este matricea unitate, 01; este matricea nulă ( ambele de ordin 

k)' 

9t ( 1, 1) 9t(l, 2) 9t( 1, n - k) 

Pt = 
9t(2, 1) 9t(2, 2) 9t(2,n - k) 

O:St:SN-1 

91(k, l) 9t(k, 2) gt(k, n - k) 
,ar 

900( i) = O ... 010 ... go( i, 1) ... go( i, n - k )O ... Og1 ( i, 1) ... gi( i, n - k) 
O ... 0gN-1(-i, 1) ... 9N-1(i, n - k)O... (1 :S i :S k). 

Cuvintele obţinute din primele Nn componente ale lui 900 ( i) ( 1 :S i :S k) : 
g(i) =O ... 010 ... 0go(i, 1) ... 9o(i, n-k)O ... 0gN-1(i, 1) ... 9N-1(i, n-k) 

se numesc generatori. 
Fie p un număr natural. Se defineşte operatorul 

flP 9rx ( i) = U 900 (i) 
pn 

care translatează 9o: ( i) cu p · n poziţii spre dreapta. 
În sfârşit, fie 

hPo OkPi OkP2 
hPo OkPi 

lkPo 

OkPN-1 

900( k) 
Dgoo(l) 

OkPN-2 OkPN-1 
OkPN-3 OkPN-2 OkPN-1 

matricea generatoa,re a unui ( n, k) - cod convoluţional. 

Observaţia 12.2 Evident, un (n, k) - cod convoluţional sistematic este 
un (n, k) - cod convoluţional. Invers, un (n, k) - cod convoluţional se 
poate transforma fotr-un cod sistematic adunând la fiecare polinom gwe-

mn+n-1 

rator g;(X) = L b;,,,XP polinomul 
p=O 
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m k-1 

g:(x) = L L(k-bi,np+j)xnp+j + biXi (O~ i ~ k-1). 
p=O j=O 

Deşi are - teoretic -- un numă.r infinit de linii şi coloane, fiind în formă 
canonică. se poate construi imediat matricea. de control a codului: 

-P.T o ln-k 
_pT 

1 On-k 
_pT 2 On-k 

Hx T 
--P.\--1 On-k 

a cărei transpusă este 

-Po -Pi 
fn-k On-k 

H'!o = -Po 
fn-k 

p_T - o 
_pT 

1 

-Pl-2 
-PJ;_l 

-P2 
On-k 

-Pi 
On-k 

ln-k 

On-k -P.T o 

On-k -PJ;_3 
On-k -PJ_2 

-PJ; -1 

-PN-1 

On-k 

fn-k 

On-k 

On-k 

On-k 

-PN-2 -PN-1 

On-k On-k 

Se verifică imediat egalitatea G00 H~. = O(X,• 

Să considerăm un mesaj de informaţie a. sub forma unei succesiuni 
(teoretic) infinite. El va fi "de::,compus" iniţial în blocuri de lungime k: 

Mesajul codificat se obţine similar codurilor liniare, prin înmulţirea lui 
a cu matricea generatoare: c = aG=; textul rezultat va fi descompus în 
blocuri de lungime n: 

Cp 

Ţinând cont de forma canonică a matricii Gc:,o, rezultă următoarele relaţii: 
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cp(i) = ap(i), (1 S i S k) 
k N-1 

cp(k + j) = L L ap_t(i)g1(i,j), (1 S j S n - k). (4) 
i=l t=O 

Aceeaşi formulă de codificare se poate scrie şi în alt mod: 
k k k 

C = aGoo = Lao(i)9-:x,(i)+ La1(i)Dg00 (i)+ I:=a2(i)D2g00 (i)+ ... , 
i=l i=l i=l 

deci 
k oo 

C = L L at(i)Dtg00 (i). (5) 
i=l t=O 

Exemplul 12.10 Să considerăm un (2, 1) - cod convoluţional binar cu 

N = 4 şi subgenerator g( 1, 1) = llOl. Generatorul va fi atunci g( 1) = 
110100001 iar matricea 

11 01 00 01 
ll Ol 00 01 

Goo = 11 Ol 00 Ol 

Dacă dorim să se transmită secvenţa de informaţie a = 10011 ... , ea va 

fi codificată în c = aG00 = 1101001010 ... 
Pentru a construi circuitul liniar de codificare, să observăm că gene

ratorul se poate scrie polinomial sub forma g0 (X) = 1 + X+ X 3 + X 8 . 

Sunt 4 elemente de înmagazinare şi vom avea 

~ 
Exemplul 12.11 Fie. (3, 2) - codul convoluţional binar cu N = 3 şi 

-,ubgeneratori g(l, 1) = 101, g(2, 1) = 110. Calculând generatorii, se 

obţine g(l) = 101000001, g(2) = 011001000 şi deci 

101 OOO 001 
011 001 OOO 

101 OOO 001 

G= = 011 001 OOO 
101 OOO 001 
011 001 OOO 
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Fie a = 11 00 10 ... o secvenţă de informaţie. Rezultatul codificării ei 
este c = aG00 = 110 001 100.... Se observă că În fiecare grup de 3 
caractere binare, pe primele două poziţii se află simboluri de informaţie. 

Pentru construcţia codificatorului. scriem cei doi generatori sub forma 
g0 (X) = 1 + .1( 2 + X 8

, g1 (X) =X+ X 2 + X 5
. Atunci 

12.5 Coduri convoluţionale arborescente 

Cuvintele unui cod convoluţional sistematic se pot reprezenta folosind 
un graf arborescent infinit, cu noduri situate la o distanţă de n poziţii 
şi cu qk descendenti din fiecare nod. Codificarea unui mesaj revine la 
parcurgerea unui drum în acest arbore. 

Pentru simplificare, să considerăm un ( n, 1) - cod convoluţional sis
tematic binar (generalizarea este imediată) de lungime restrânsă N. El 
este complet caracterizat prin n - 1 subgeneratori 

g(l.j) = go(l.j)gi(l,j) .. -9N-1(Lj), (l ~ j S n - 1). 

Codul are un singur generator, anume 
g(l) = lgo(L l)go(l,2) ... go(l,n -1)091(1, l)gi(l,2) .. -91(1,n - 1) 

... Og,v_i(l, 1) .. -YN-1(1, n - 1). 
Vom folosi notaţiile 

go = lgo(l, 1) ... go(l,n - 1), 
gp = 0gp(l, 1) .. . gp(l,n -1), (1 S p S N -1). 

Atunci g(l) =gogi ... gN-l, iar gp este a p - a. ramificaţie a lui g(l). 
Matricea generatoare a codului va fi - cu aceste notaţii: 

9oo(l) go g1 gN-1 O O 
Dgoo(l) O go gN-2 gN-1 O 

Goo = D2g00 (l) O O gN-3 gN-2 gN-1 

Fie a= a0a1a2 ... secvenţa de informaţie şi c = coc1c2 ... cuvântul 
- cod corespunzător, unde Cp = cp(l)cp(2) ... cp(n). Are loc egalitatea 
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c = coc1c2 ... = aG00 = aog00 (l) + a1Dg00 (l) + a2D2 goo(l) + ... (6) 
De aici rezultă că co = O dacă a0 = O şi co = go da.că a0 = 1. Cu alte 

cuvinte, codul poate fi partiţionat în două submulţimi de mărimi egale: 
o submulţime S0 conţine toate secvenţele care corespund lui a0 = O ( deci 
toate cuvintPle - rnd din 5 0 au acelaşi prefix O); cealaltă. submulţime 

8 1 conUne toate cuvintele - cod corespunzătoare lui a0 = I (deci toate 
cu vin tele - cod din 5\ au prefixul go). 

La rândul lui, 50 se împarte în două submulţimi egale 500 şi 5 01 . 500 

corespunde secvenţelor - cod pentru care a0 = a 1 = O ( deci toate cuvintele 
- cod din Sao încep cu 00). 5 01 conţine secvenţele cu a0 = O, a 1 = 1, deci 
cu prefixul 0go. Similar, 5 1 se partiţionează în 5 10 şi 5 11 , 5 10 fiind pentru 
a0 = 1, a 1 = O (deci cuvintele - cod din 5 10 au prefixul gogi); secvenţele 
din 5 11 încep cu prefixul go(go + g1) (go + g1 este suma modulo 2 bit
cu-bit a secvenţelor go şi g1, operaţie cunoscută şi sub numele de XOR). 

Acest procedeu continuă indefinit. 

Deci cuvintele - cod pot fi aranjate într-un arbore cu noduri de n 
caractere şi câte două. ramificaţii din fiecare nod. O ramificaţie este 
marcată de un cod - bloc de n caractere, corespunzătoare unui caracter 
de informaţie particular, iar întreaga secvenţă cod corespunde unui drum 
prin arbore (vezi Figura 12.1 ). 

Operaţia de codificare poate fi privită atunci ca un proces în care 
este trasat un drum particular în arbore, conform instrucţiunilor date de 
mesajul de informaţie. 

Exemplul 12.12 Să considerăm (3, 1) - cod-ul convoluJional binar cu 

N = 4, generat de g(l, 1) = 1011, g(l,2) = 1101. Generatorul codului 
este g(l) = 111 001010011, iar arborele de codificare este construit în 
Figura 12.2 

Dacă vom considtra de e:rrrnplu mesaj-ul de informaţie a= 1001 ... , 
secvenţa - cod generată va fi c = 111 001 010 100 .... 

Această construcţie se poate extinde la un (n, k) - cod convoluţional 
sistematic binar. Deoarece la momentul O există 2k secvenţe posibile 
de lungime k, toate cuvintele - cod se pot partiţiona în 2k submulţimi 
5 0 , 5 1 , ... , 5 2L 1 . Toate secvenţele din 5; încep cu acelaşi bloc, cores
punzător aceluiaşi mesaj de informaţie. Fiecare Si se împarte la rândul 
lui în 2k submulţimi, după tipul celui de-al doilea bloc de la tactul 1. Pro
cesul continuă în mod similar, până la epuizarea mesajului de informaţie. 
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Figura 12.l: 

o o 

~o o ~o o~ go 

o g1 
1 goS

-LJ_ go + g1 

o g2 

-[

o g,-c go+g2 
.___---=--1 ~ go 

Q g1 + g2 

go + g1 
go + g1 + g2 

Figura. 12.2: 

C 0001 : ~~~ 

OOO-[ OOO c ::: ~~----: m 
111 101 

llO-; 011 
L__ ----+- 100 

C 0101 : ~~~ 

111[ 001 C :::~ : ~~: 
110 110 

100 7 : ~~~ 
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12.6 Strategia de corectare a erorilor 

Algoritmii de decodificare pentru codurile convoluţionale folosesc în gene
ral aceeaşi strategie de la codurile liniare: cuvântul primit este decodificat 
în cel mai apropiat cuvânt - cod, în sensul distanţei Hamming. 

Specific acestei clase de coduri este faptul că nu se decodifică deodată 
tot cuvântul recepţionat. ci pas cu pas: la fiecare tact este decodificat 
un bloc de n caractere ( conţinutul unui buffer de ieşire) în k simboluri 
(mărimea bufferului de intrare). Distanţa Hamming (notată cu dH) pen
tru un ( n. k) - cod convoluţional se defineşte 

dH(a(X), b(X)) = d(aoa1 ... an-1, bobi ... bn-1)-

0bservaţia 12.3 /n cele ce urmează vom continua să identificăm sec
venţele de p + 1 caractere a = a0a1 ... aP cu polinoamele de gradul p 
a(X) = a0 + a1X + ... + apXP. Se va folosi adesea chiar notaţia {neam
biguă) a(X) = a. 

Fie a(X) mesajul sursă; un (n, k) - cod convoluţional C îl codifică în 
1,(X) = C(a(X)). Să presupunem că. se recepţionează cuvântul u(X). 
La primul tact se determină cel mai apropiat cuvânt - cod w(X) (cu 
dH(u(X), w(X)) minim), iar uou 1 ... un-I se transformă în wow1 ... Wn-l· 
Dacă decodificarea este corectă, atunci s-au determinat primele n carac
tere şi se pot găsi imediat caracterele de informaţie a0 a1 ... ak-I ( conţinu
t ul primei intrări). Se defineşte apoi 

u(X) := u(X) - C(ao + a1X + ... + ak-lxk-
1

), 

care aduce O pe primele n pozi~ii ale cuvântului recepţionat, se ignoră 
aceste prime n caractere şi procedeul continuă inductiv. 

Motivaţia constă în faptul că acum nu se lucrează cu v(X) = C(a(X)) 
CI CU 

v(X) - C(ao + a1X + ... ak-lxk-l) = C(a(X) - ao - a1X - ... -
Cl.k-lxk-l) = C(akxk + ak+Ixk+I + ... ) = C(Xk(ak + ak+1X + Uk+2X 2 + 
... )) = X"C(ak + (lk+Ix + ak+2X 2 + ... ). 
Exemplul 12.13 Să considerăm (2, 1) 
polinom generator g0 (X) = 1 +X+ X3

. 

C(O) = O 

C(l) = go(X) 
C(Ol) = X 2g0 (X) 

C(ll) = (1 + X 2 )go(X) 

- codul convoluţional binar, de 
Primele lui cuvintele - cod sunt 

000000000 .. . 
110100000 .. . 
001101000 .. . 
111001000 .. . 
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Dacă se primeşte - de exemplu - u = 11110001, vom determina cel mai 
apropiat cuvânt - cod, care este (1 + X 2 + X 4 )g0 (X), adică 11101001. 
Primul grup de n = 2 biţi este 11, deci primul bit de informaţie ( k = 1) 
este 1. Fie acum 

u : = u - C ( 1) = 11110001 - 11O10000 = 00100001. 
Se ignoră primele două simboluri din noul u şi se determină cel mai 

apropiat cuvânt - cod de 100001; acesta este OOO ... O; deci al doilea grup 
cadru este 00 - adică al doilea simbol de informaţie este O. 

Refacem u := u - X 2 C(O) = 00100001. Se şterg primele patru sim
boluri din u şi se caută cel mai apropiat cuvânt - cod de 0001. Acesta 
este din nou 00 .... Deci întregul mesaju se corectează în 11000000, care 
col'fspunde mesajului de informaţie 100, pentru că 

C(l + ox + ox2
) = 11000000. 

Definiţia 12.4 Pentru un ( n, k) - cod convoluţional se defineşte distanţa 
liberă prin 

Similar observaţiei de la codurile liniare, d1ib este cea mai mică pondere a 
unui cuvânt - cod C(a"(X)) cu proprietatea a~a~ ... ai_ 1 =/- O (s-a notat 
a"(X) = a(X) - a'(X) unde a(X), a'(X) sunt două mesaje de informaţie 
arbitrare distincte). 

Exemplul 12.14 Reluând (2.1) - codul construit în Exemplul 12.13, 
acesta art d1ib = 3, deoarece g0 (X) are ponderea 3 şi orice cuvânt C(a0 + 
a1 X + ... ) cu a0 =/- O are ponderea minim 3. 

Propoziţia 12.1 Un cod convoluţional corectează t erori dacă şi numai 
dacă d1;b > 2t. 

Df monstratie: Să presupunem d1;b > 2t. La primirea unui cuvânt v(X) 
cu cel mult t erori, există un cuvânt - cod u(X) = C(a(X)) aflat la 
o distanţă Hamming minimă de acesta: dH( u(X), v(X)) = s. Dacă 

u'(X) = C(a'(X)) este cuvântul - cod trimis prin canal (recepţionat 
drept v(X)), din ipoteză dH(v(X),u'(X)) :S: t. Deci, cu inegalitatea 
triunghiului, d(u(X),u'(X)) :S: s + t. Cum s este cea mai mică distanţă 
Hamming, avem s :S: t, deci d(C(a(X)), C(a'(X))) :S: s + t :S: 2t < d1ib· 
Din definiţia distanţei libere rezultă că primele k simboluri din a(X) au 
drept cel mai apropiat grup de k simboluri generat de cod grupul primelor 
k simboluri din a'(X), ceea ce permite decodificarea şi corectarea erorilor. 
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Pentru următoarde grupuri, procedeul decurge analog. 
Invers, să presupunem d1;b ~ 2t şi fie u(X) = C(a(X)), ·u'(X) 

C(a'(X)) cu dH(u(X).u'(X)) = dtib şi a 0 ... ak-l =/= a~ ... a~_ 1. Fie 
i 1,i2 , ... id1ib toţi in<liciij (O::; j::; n-1) pentru careuj =/= uj. Construim 
următorul cuvânt v = v0v 1 ... Vn-1: 

. _ { u1 dacă 1_1j = u: sau j = i2s+1, 
V; - I d V • • 

u · aca J = Z2s .1 

(0::;j::;n-1) 

AvemdH(u'(X),v(X))::; dH(u(X),v(X))::; t. Presupunem că a fost 
trimis u(X) şi recepţionat v(X). Atunci eroarea, care a modificat cel 
mult t simboluri - poate conduce la o decodificare incorectă, deoarece 
u'(X) este cuvântul - cod cel mai apropiat. 

Deci, în această ipoteză, codul nu va putea. corecta t erori. o 

Din analiza de sus rezultă. că un parametru important pentru un cod 
convoluţional este distanţa liberă, care specifică numărul maxim de erori 
care pot fi corectate. Din nefericire ([1]), nu se cunoaşte nici o metodă 
analitică de construcţie a unor coduri convoluţionale "bune", în sensul 
unei maximizări a d1ib pentru n şi k date. Folosind calculatorul, au fost 
găsite însă. o serie de astfel de coduri bune. Listăm câteva din ele pentru 
cazul binar şi k = 1: 

n d1ib go(X) 
2 5 110111 = 1 +X+ X 3 + X 4 + X 5 

2 6 11110111 
2 I l 101011011 
2 8 110111011011 
2 10 11011111001011 
2 10 111011110111 
3 8 11101111 l 
3 10 111011101111 
3 12 111011101011111 
el 10 111101111111 
4 l'.3 1111011110011111 

12.7 Decodificarea codurilor sistematice 

Păstrând similitudinea cu codurile liniare, să folosim şi la codurile convo
luţionale sistematice ideea de decodificare bazată pe calculul sindromului. 

Fie un ( n, k) - cod convoluţional sistematic, definit prin matricea 
generatoare G00 §i cea de control H00 , construite pe baza subgeneratorilor 
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de lungime .V g(i,j). 1 :S -i :S k, 1 :S j '.S n - k. Să presupunem că a 
este mesajul de informaţie, iar c codificarea sa. Se ştie că din relaţiile 
G00 H'I.:, = O şi c = aG00 se obţine cH'I.:, = O. 

La recepţie s-a primit secvenţa (infinită) r = c + e unde e este un 
vector - eroare. Ca şi la codurile liniare, sindromul va fi 

s = rHT = cHT + eHT = eHT. 
00 00 00 00 

Secvenţa recepţionată se poate structura în blocuri de n caractere: 

r = ro(l) ... r0 (n) r 1(1) ... r1(n) ... rp(l) ... rp(n) ... 

r 0 r 1 rp 

Similar se segmentează sindromul în blocuri de lungime n - k: 

s = s0 (1) ... s0 (n - k) si(l) ... s1(n - k) ... sp(l) ... sp(n - k) ... 

Sp 

Vom avea 
k k 

sp(j) = rp(k + j) - L rp(i)g0(i,j) - L rp_1(i)g1(i,j) - ... 
i=l i=l 

k 

- L rp-N+1(i)9N-1(i,j) (1 :S j '.S n - k). 
i=I 

Această relaţie se poate scrie şi sp(j) = rp(k + j) - Ap(j), unde 
N-1 k 

Ap(j) = L L rp-t(i)gt(i,j) este rezultatul codificării secvenţei 
t=O i=l 

r P(l) ... r p( k) folosind matricea G 00 , în funcţie de 

r p-d 1), .... r p-1 ( k), . .. , r,,_N + 1 ( 1) ... , r p-N +d k). 

Din act'ste relaţii, se poate deduce o formulă pentru calculul ele
mentelor sindromului, în funcţie de caracterele secvenţei - eroare: 

k k 

s,,(j) = ep(k + j) - L ep(i)go(i,j) - L ep-1(i)g1(i,j) - ... 
i=l i=l 

k 

- L tp-N+1(i)gN-i(i,j), (1::; j '.S n - k), 
i=l _ 

unde e = e0(1) ... e0 (n) e1(1) ... e1(n) ... ep(l) ... e,,(n) ... 

eo e 1 ep 

este secvenţa de eroare - tip, segmentată în blocuri de lungime n. Deci, 
pentru orice j = 1, 2, ... , n - k, putem scrie: 

k 

so(j) = eo(k + j) - L eo(i)go(i,j), 
i=l 
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k k 

s1(J) = e1(k + j) - L e1(i)go(i,j) - L eo(i)gi(i,j), 
i=l 

N-1 k 

s.T\·-1U) = <:_v-1(1.· + j) - L L ep(i)gN-p-1(i,j), 
p=O i=l 

N-1 k 

sN(j) = fN(j) - L L ep+1(i)9N-p-1(i,j), 
p=O i=l 

N-1 k 

SN+mU) = fN+m(k + j) - L L ep+m-1 (i)9N-p-1(i,j). 
p=l i=l 

De remarcat că secvenţa eo afectează numai primele N blocuri ale 
sindromului: so. s1, .... SN-l, deoarece apare numai în primele N(n - k) 
ernaţii din sistemul de sus. 

Pentru corectarea erorilor, se determină iniţial secvenţa eo; după 

aceasta, sindromul se recalculează scăzând din el com~onentele lui eo. 
Această operaţie se numeşte rearnnjarea sindromului. In paralel, eo se 
foloseşte la corectarea. primelor n caractere recepţionate; operaţia se re
alizează idt>ntic cu cea de la codurile liniare. 

În continuare, se va. folosi un nou sindrom, anume: 

s~(j) = O 
m-1 k 

s~(j) = em(k + j) - L L em-p(i)gp(i,j), 
p=O i=I 

(l:Sm:SN-1, l:Sj:Sn-k) 

s¼+m (j) = SN+m(j), Vm ~ O. 

De remarcat că secvenţa e 1 figurează numai în expresiile lui s;, s~, 
... ,sN unde si = s~(l) .. --~<(n - k) (1 S i S N). 

Deci aceste componente apar numai în N(n - k) ecuaţii. După de
terminarea lui e1 se corectează blocul r1 din secvenţa recepţionată, apoi 
se recalculează sindromul ş.a.m.d. 
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12.8 

CAPITOLUL 12. CODURI CONVOLUŢIONALE 

Algoritmul de decodificare Viterbi 

Cel mai cunoscut algoritm de decodificare pentru codurile convoluţio
nale aparţine lui Viterbi şi a fost folosit pe scară largă în comunicaţiile 
spaţiale. Astfel - ca să dăm numai un exemplu, staţia Voyager în mis
iunea sa din 1974 spre Marte, Saturn şi Jupiter, a folosit pentru trans
misii un (2, 1) - cod convoluţiona.l binar de polinom generator g0(X) = 
1 +X+ x2 + xs + X6 + x1 + xs + xio + xu + x12. 

ln descrierea algoritmului Viterbi vom folosi o reprezentare în reţea 
a codurilor convoluţionale, care reia sub o altă formă reprezentarea ar
borescentă. Din nou, ne vom mărgini la construcţii pentru ( n, 1) - coduri 
convoluţionale extensia. la cazul general fiind imediată. 

Definiţia 12.5 Se numeşte "stare" a unui circuit liniar, secvenţa conţi
nuturilor elementelor sale de înmagazinare la un anumit moment. 

lîn circuit liniar cum elemente de înmagazinare are qm stări posibile (se 
presupune că intrarea şi ieşirea sunt secvenţe de caractere din Zq ). 

Starea 00 ... O în care se află circuitul la momentul O se numeşte stare 
iniţială. 

Să notăm cu Q = zţ mulţimea celor qN stări posibile ale circuitului 
liniar asociat unui (n, 1) - cod convoluţional de memorie N. Comportarea 
acestui circuit poate fi exprimată prin două aplicaţii, caracteristice au
tomatelor Mealy. 

b: Q x Zq - Q (funcţia de tranziţie), 
A : Q X Zq - z; (funcţia de ieşire), 

definite astfel: 
Fie momentul i, în care automatul se află în starea S ~i primeşte la 

intrare caracterul a; atunci 
b(S. a) este starea în care trece circuitul la momentul i + 1, 
A(S, a) este secvenţa de n caractere care constituie ieşirea circuit

ului la momentul i. Iniţial A(S0 ,a) = C(a) (dacă 50 este starea iniţială). 

O diagramă reţea este un graf orientat infinit, care are ca noduri 
stările unui circuit liniar la fiecare moment (tact). Un nod marcat care 
corespunde unei stări S la momentul i, este legat direct cu alte q noduri, 
corespunzătoare stărilor circuitului la momentul i + 1: 
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8(S,q-1) 

>.(S,q-1) 

8(S, O) 

i + 1 

265 

Grafic, arcul S-----+ 8(S,p) va fi totdeauna trasat sub arcul S-----+ 8(5,p+ 
1) ( O ~ p ~ q - 1). Fiecare arc este marcat cu secvenţa de ieşire a 
circuitului pentru intrarea corespunzătoare. 

Exemplul 12.15 (2, 1) - codul convoluţional binar, definit de circuitul 

liniar 

are două stări posibile (după conţinutul elementului de înmagazinare); 

deci Q = {O, l}. 
Pentru intrarea i ( i = O, 1) ieşirea este secvenţa 

i1: dacă starea este O, 
i( l - i) dacă starea este l. 

Cele două aplicaţii 8 şi >. sunt definite 

8 O 1 
o o 
1 O 1 

>. O 1 
O 00 11 
1 01 10 

De aici rezultă imediat diagrama reţea a codului: 
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10 10 • 
01 01 

11 

o 00 00 

o 1 2 :3 4 

Exemplul 12.16 (2, 1) - codul convoluţional binar reprezentat prin cir
cuitul liniar 

are două elemente de înmagazinare, deci patru stări: Q = {00,01, 10, 11} 
Studiind comportarea sa, se construiesc cele două funcţii (reprezentate 
într-un singur tabel}: 

6 I>.. o 
00 00/00 
Ol 00/11 
10 00/ 10 
11 01 /01 

1 

10/11 
10/00 
11/01 
11/10 

St ajunge deci la diagrama nţea din Figura 12.3: 
Orice drnm prin reţea. care pleacă din momentul O conduce -- prin 

citirea marcajelor arcelor - la un cuvânt - cod. De exemplu, pentru in
trarea 100110, codul generat este C(lOOllO) = 11 10 11 11 01 01 (rea
mintim, spre dreapta pleacă totdeauna două arce, iar arcul pentru intrarea 
O este situat sub arcul pentru intrarea l). 

Invers, orice cuvânt - cod reprezintă marcajul unui drum în reţea. 

Codul generat de o secvenţă de intrare poate fi obţinut şi prin uti
lizarea directă a celor două aplicaţii. Pentru aceasta, va trebui să extin
dem funcţia de ieşire >.. : Q X z; - ( z; )'"' astfel: 

,\(S,ao) = ,\(S,a),\(6(5,a),o), Vo E z:. 
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Figura 12.3: 

11 

Ol 

11 11 

00 00 00 00 00 

o 1 2 3 4 ... 

Corectitudinea acestei extensii este imediată. 

Exemplul 12.17 Să reluăm exemplul anterior; pentru intrarea 100110, 
ieşirea va fi (reamintim, 00 este starea iniţială) 

A(OO, 100110) = A(00,l)A(8(00,1),00110) = llA(l0,00110) = 
1U(10,0)A(8(10,0),0110) = ll lOA(Ol,0110) = ll lOA(Ol,O) 
A(b(Ol,0),110) = 11 10 llA(OO, 110) = 111011A(00,l)A(8(00,1), 10) = 
111011 lU(lO, 10) = 1110 11 lU(lO, l)A(8(10, 1),0) = 1110 11 11 01 
,\(11, O) = 11 10 11 11 Ol Ol 

Să construim acum algoritmul de decodificare Viterbi. 
La recepţia unui cuvânt v = vov1 v2... vom căuta construcţia unui 

drum prin diagrama reţea, cât mai apropiat de v. 
Pentru fiecare moment i şi stare 5 vom lista drumurile active prin 

reţea până la starea S la momentul i. Un drum este activ dacă discrepanţa 
sa este minimă (prin discrepanţă se înţelege distanţa Hamming dintre 
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cuvâ.ntul - cod generat de drumul prin arbore şi cuvântul de aceeaşi 
lungime primit la intrare). Vom adnota fiecare stare S cu discrepanţa 
drumului activ de la sta.rea iniţială 50 la. S. Pentru calculul discrepanţei 
se poate imagina o formulă recursivă, definită astfel: 

di(S')= mm {di(S)+dH(,\(S,a),v)} (6) 
(S.a)EQxZq, 

8(S, a)= S' 

La primirea secvenţei v de n caractere, drumul activ - aflat în starea 
S - continuă cu arcul S - S'. marcat ,\( S, a) ( care a codificat caracterul 
de informaţie a E Zq ). Sunt păstrate ca drumuri active acele drumuri 
care determină pentru S' o discrepanţă minimă. 

Algoritmul va avea o durată de funcţionare finită numită fereastră de 
decodificare, pe care o notăm cu b ( deci va funcţiona b tacţi). 

Algoritmul Viterbi: 
Intrare: Secvenţa vov1 ... , 
Algoritm: 

1. Fie p := O şi So := 00 ... O starea iniţială a reţelei; 

2. Se marchează di(So) = O: 

3. for i := 1 to b do 

Pentru toate stările S accesibile la momentul p + i 
se determină di(S) folosind formula (6), şi se listează toate 
drumurile active care duc la S. 

4. Dacă toate drumurile active la momentul p+b încep cu acelaşi 
arc S0 - S1 , secvenţa de intrare Vp se corectează în marcajul 
Up al acestui prim arc ( §i se decodifică în primul caracter al 
lui S'i ). Altfel, eroarea nu este corectabilă., STOP. 

5. p := p + 1, S0 := S1 , salt la pasul 3. 

Exemplul 12.18 Să reluăm codul descris în Exemplul 12.16, împreună 
cu diagrama sa de reţea. Presupunem că s-a primit secventa 

V= 10010100101100000 ... 
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Deci 

vo = 10. V1 = 01. V2 = OL V3 = 00. V4 = 10. V5 = 11. V5 = 00 .... 
\/om lucra rn o fereastră dr decodificare b = 7. DetaliFm grafic numai 

procedura de decodificare a primului bloc (cazul p = O). 

i =o: • o 

i = 1 : ~ 
l 
1 

i = 2: ~ 
i = 3: 

i = 4: 

i = 5: 

i = 6: 

1 

3 
2 
2 

2 
1 
3 
3 

4 
4 
3 
3 

4 
4 
3 
4 

Se ajunge la concluzia că toate arcele active au acelaşi început: arcul 
marcat cu 11. Deci primul bloc vo = 10 se decodifică în 11, după care se 

ia ca nod iniţial S 0 = 1 O şi procesul se repetă. 

De remarcat că pentru o fereastră de decodificare b = 5, eroarea nu 
s-ar fi putut corrcta (primul arc nu este unic}. 
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ln această prezentare a algoritmului Viterbi, apare o problemă: cât 
de mare este fereastra b ? Cât de departe mergem prin diagrama reţea 
până să fim siguri că totuşi este posibilă corectarea erorilor ? 

Pentru aceasta să refacem sub o formă finită reprezentarea diagrame
lor - reţea. 

Vom construi un translator ( diagramă de translatare) asociat unui 
( n, 1) - cod convoluţional, astfel: 

Stările translatorului sunt N - tupluri (elemente din Z;1), fiecare stare 
reprezentând o situaţie posibilă a celor N elemente de înmagazinare. 
Practic, toate stările aflate pe aceeaşi linie în diagrama reţea se identifică 
printr-o singură stare, notată cu secvenţa aflată pe coloana de identificare 
a diagramei. 

O stare S = s1 ... SN-iSN este legată direct prin arcul marcat x = 
x1 ... Xn de starea S' = is1 ... SN-I dacă în circuitul liniar corespunzător 
codului, intrarea i E Zq conduce la modificarea conţinuturilor elementelor 
de înmagazinare, din ( s11 ... , s N) în ( i, s 1 , ... , SN-i) şi are ca efect ieşirea 
X. 

ln termeni de automat Mealy, 

8(S1 i) = S', ,\(S, i) = X. 

Exemplul 12 .19 Reţeaua codului definit în Exemplul 12.15 poate fi re
prc:rn tată .sub formă de diagramă de translatare astfel: 

11 
10 

Ol 
Pentru codul din Exemplul 12.16, reprezentarea finită este: 

Ol 10 

11 

00 

De remarcat că pe fiecare arc este suficient să marcăm doar secvenţa de 
ieşire; caracterul de intrare este reprezentat de primul caracter al stării 
in care intră arrnl rFspectiv. 

Definiţia 12.6 Se defineşte lungimea unui drum ca fiind numărul de 
arce care formează acel drum. 

Ponderea unui drum este suma pon.derilor marcajelor arcelor care 
formează drumul. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



12.9. C'ODl 1RT CONVOLli1'IONALE C'A'JA.STROFICE 271 

Reamintim, ponderea unui ruvânt este numărul de caractere nenule din 
cuvântul respectiv. 

Conform Definiţiei 12.4. distanţa liberă a unui cod este ponderea ne
nulă minimă. a unui nn·ânt cod - deci a unei secvenţe care marchează un 
drum prin diagrama de translatare. 

Propoziţia 12.2 Distanta liberă a unui (n, 1) - cod convoluţional este 
egală cu ponderea nenulă minimă a unui ciclu care trece prin starea 
iniţială 00 ... O a diagramei de translatare a codului. 

Demonstraţie: Este imediată. 

S . [dlib - ll Fie O = 00 ... O starea iniţială. Pentru once t, l ::; t ::; 
2 

, se 

defineşte d( t) ca fiind cel mai mic număr întreg pozitiv p cu proprietatea 
că orice drum So --+ S'i --+ ... --+ Sp-l, (So =/:- S1 ) are ponderea mai 
mare de 2t. Pentru determinarea algoritmică a lui d(t) se poate adapta 
imediat un algoritm similar din teoria grafurilor. 

Deoarece codul este liniar, valoarea lui d( t) este aceeaşi pentru orice 
stare S a diagramei de translatare. 

Acum, în condiţiile că pot apare maxim t erori, algoritmul Viterbi va 
funcţiona corect pentru o fereastră b = d( t) ( datorită Propoziţiei 12.1 ). 

Reluarea algoritmului Yiterbi la fiecare pas cu fereastra maximă d(t) 
este însă destul de costisitoare ca timp; de aceea, practic, se foloseşte o 
fereastră mobilă b ::; d( t) ~i algoritmul trece la faza de decodificare atunci 
când toate drumurile active selectate au acelaşi prim arc. Dacă s-a ajuns 
la b = t(b) şi nu s-a selectat un prim arc comun, algoritmul eşuează. 

12.9 Coduri convoluţionale catastrofice 

Dacă, este definit neglijent, un cod convoluţional poate conduce la urmă
toarea situaţie, complet nefericită: un mesaj în care a fost perturbat un 
număr mic de caractere generează prin decodificare o infinitate de erori. 

Vom considera din nou numai codurile ( n, 1) - convoluţionale binare. 
Pentru a vedea În ce constă problema, să luăm următorul exemplu: 

Exemplul 12.20 Fie (2, 1) - codul convoZ.Uţional binar, cu polinoamele 
subgeneratoare gg(X) = 1 + X3, gl(X) = 1 +X+ X 2

. El are N = 3, iar 
diagrama sa de translatan este 
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o 01 

Să presupunem că s-a transmis mesajul de informaţie a = 00 ... , 
căruia îi corespunde cuvântul - cod nul c = 0000.... La recepţie s-a 
primit un cuvânt cu primele trei simboluri greşite: v = 111000. . .. De
codificarea sa nu ridică nici o problemă, acesta fiind de asemenea cuvânt 
- cod, care marchea::ă drumul prin stările OOO - 100 - 110 - 011 - 101 -
110- .... 

Deci, în ipoteza generală admisă ( cea a decodificării cele mai proba
bile), n,u au apărut erori, şi mesajul decodificat este a'= 110110110 ... , 
care, diferă de a într-o infinitate de poziJii. 

1n acest mod, modificarea doar a primelor trei caractere a dus la 
:;;ifua(ia în cnrt are:c;fe erori se propagă într-o secvenţă infinită. 

Se observă din ac~st exemplu că tot necazul provine din faptul că dia
grama conţine două cicluri distincte cu ieşirea O: OOO- OOO şi 110 - 011 -
101 - 110. 

Definiţia 12. 7 Cn cod conroluţional se numeşte catastrofic dacă diagra
ma sa dr translatare con{inf două cicluri distincte de pondere ::ero. 

Observaţia 12.4 Orice cod convoluţional conţine un ciclu de pondere 
:::ero, anume bucla care pleacă şi intră în starea iniţială. Reamintim, 
ponderea unui drum este suma ponderilor marcajelor arcelor sale. 

Teorema 12.2 Un (n, 1) - cod convoluţional este catastrofic dacă şi nu
mai dacă cmmdc(gg(X), ... ,g3- 1 (X)) =/- l. 

Demonstraţie: Teorema rămâne valabilă dacă o demonstrăm pentru cazul 
n = 2. Fie deci un (2, 1) - cod convoluţional, de polinoame subgenera
toare gg(X), gJ(X). Pentru a marca un ciclu, un cuvânt de intrare tre
buie să fie de forma b(X)+xr a(X)( l+XP+X 2P+ ... ), cu grad(a(X)) < p. 
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Pentru a elimina din discuţie buda din starea iniţială 5 0 , vom consi
dera a( X) cj. O. Să presupmwrn că în diagrama de translatare a co
dului f'Xistă u11 ciclu de lu11ginw p şi pondere O. Atunci a(X)gg(X) 
şi a()()gJ(}() trehuie să se dividă cu 1 + XP, deci a(X) · g'(X) (unde 
g'(X) = cmmdc(gg()().gJ(X))) se divide cu 1 + XP. 

Dacă g'(X) = L, se ajunge la o contradicţie (deoarece a(X) are grad 
mai mic decât p şi nu este polinomul identic nul). Deci grad(g'(X)) 2 1. 
În acest caz, toate mesajele de informaţie b(X) + a(X) [g'(X)t ( 1 +XP+ 
X 2

P + ... ). (f 2 O) se codifică. identic. ceea ce va conduce la imposibili
tatea decodificării. 

Reciproca se demonstrează similar. o 

12.10 Exerciţii 

12.1 Construiţi un codificato,· pentru (2, 1) - codul convoluţional binar 

de polinom grnerator g0 ( X) = 1 + X + X3 + X 4 + X6 + X7 + X9
. Cât 

este N '? Codificaţi mrsajele 110, 0110, 1010. 

12.2 Construiţi o matrice generatoare pentru codul definit anterior. 

12.3 Construiţi im codificator penim (2, 1) - codul convoluţional ternar 

df polinom grnuato,· y0 (X) = 1 + 2X + 2X3
. 

Să st determinf o matrice grneratoare. 

Să se codifice mesajele 102, 200, 0120. 

12.4 Construiţi un codificator pentru un (3, 2) - cod convoluţional binar 

cu N = 2. 

12.5 Codificatorul din Exemplul 12„9 arc în total .s elemente de Înmaga
zinare. Construiţi un codificator pentru acelaşi cod, care utilizează doar 
4 elemente de înmaga::inarr,. 

12.6 Construiţi ·un codificator pentru (4,3) - codul convoluţional binar, 

de polinoame generat oare 

go(X) = 1 +X+ X3 + X·5 + X 6
, g1 (X) =X+ X2 + X3 + X4, 

g2(X) = 1 + x2 + X 3 + x-5 + X6
. 

12.7 Să se construiască matricea generatoare şi de control pentru (3, 2) 
- codul convolufional sistematic ternar de subgeneratori g(l, 1) = 1200, 
g(2, 1) = 2011. Să se codifict mesajele 11220, 1012, 2222. 

Să se desenf::t codificatorul acestui cod. 
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12.8 Aceeaşi problemă pentru ( 4, 2) - codul sistematic binar cu 
g(Ll) = 001, g(l,2) = 110, g(2,1) = 101, g(2,2) = 111. 

Să se codificr mrsajele 1100, 011, 001100. 
Să se construiască reprezentarea arborescentă. 

12.9 Să se demonstreze formulele (4). 

12.10 
(a) 
( b) 
( C) 

Determinaţi d1ib pentru fiecare din codurile următoare: 
gg(X) = 1 + X2

, gJ(X) = 1 +X+ X2,· 
gg(X) = 1 + _,· + X 2 + X 3

, gJ(X) = 1 + X 2 + X3
; 

gg(X) = l + X 3 + X 4
• 96(X) = 1 +X+ X 2 + X 4

• 

12.11 Folosind (2, 2) - codul convoluţional definit în Exemplul 12.16, şi 
fereastra de decodificare b = 7, decodificaţi ( cât este posibil} secvenţele 

V= 01000001000 ... , V= 11000110010010001110010 ... 

12.12 Trasaţi diagrama - reţea a (2,1) - codului convoluţional binar, 
gent:rat df g0 ( X) = 1 = X 2 + X 3 + X 4

• Folosiţi algoritm.ul Viterbi 
pentru decodificarea secvenţei v = 1000001000001000 ... 

12.13 Fie (2, 1) - codul convoluţional binar, generat de gg(X) = 1 + 
X + X 2 + X3, gJ(X) = 1 + X 2 + X 3

. Decodificaţi primele 4 caractere 
de informaţie ale cuvântul-ui recepţionat c = 11000000 ... pentru 

(a)b=2: (b)b=3: (c)b=4. 

12 .14 Demonstraţi Propoziţia 12. 2, 

12.15 Pentru codurile definite fo Exerciţiul 12.10, determinaţi diagra

mele de translatare şi d( t) pentru 1 :::; t :::; [ di;b 
2
-

1
] . 

12.16 Ct .';( inlâ111plă dacă S( încearcă să se determine d(t) pentru t > 

[ d1"\- 1] ! 

12.17 Construiţi un algoritm pndru determinarea lui d( t) în cazul unui 

[dn - l] (n, 1) - cod convoluţional (1:::; t:::; '
2 

dat). 

12.18 Puitru fiecare din codurile următoare, decideţi dacă sunt catas-
trofice sau nu. În caz afirmativ, determinaţi ciclurile de pondere O. 

(a) gg()() = 1 + X, gJ(X) = 1 +X+ X 2 + X 3
; 

(b) gg(X) = 1 +X+ X4, gJ(X) = 1 + X 2 + X4,· 
(c) gg(X) = 1 +X+ X2, g6(X) = 1 +X+ X 3 + X 4

• 
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Capitolul 13 

Supra - codificări 

Ideea de bază în teoria codurilor constă - după cum s-a văzut - în genera
rea de secvenţe care să poată păstra nealterată la transmisia prin canal 
cât mai multă informaţie. Atât codurile liniare ( care pot fi numite co

duri bloc datorită spargerii mesajului în mai multe submesaje de lungimi 
egale) cât şi cele convoluţionale satisfac această condiţie. 

Aplicaţiile actuale ale codurilor (telefonia mobilă, înregistrarea pe 
(·o - uri. poşta electronică) conduc la transmiterea cu viteze mari a unei 
cantităţi de mesaje. incredibilă acum câteva decenii. Tipurile de canal 
s-au modificat şi ele, apărând filtre de bandă care să elimine anumite 
perturbaţii. Mai mult, algoritmii de decodificare trebuie să fie rapizi, 
aceasta fiind uneori o cerinţă expresă a aplicaţiei. În aceste condiţii 
este adesea necesar ca asupra cuvintelor - cod să se aplice o codificare 
suplimentară - uneori un alt cod care să corespundă unor cerinţe sporite 
de securitate. Vom trata în acest capitol unele modalităţi de supra
codificare a codurilor ( bloc sau convoluţionale), folosite pe scară largă în 
acest moment. 

13.1 Transpunere 

O metodă eficientă de utilizare a capacităţilor de corectare a pachetelor 
- tip de erori de către codurile bloc este constă În "interpătrunderea" 

cuvintelor bloc; vom numi a.ceastă operaţie transpunere ( interleaving). 

În mod natural, mesajele de informaţie m1, m2, ... sunt codificate în 
cuvintele - cod ci, c2, ... şi transmise prin canal în ordinea codificării. 
Transmisia se poate realiza însă şi după o rearanjare a caracterelor din 
mai multe cuvinte - cod consecutive. 
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Formal, prin transpunere la adâncimea s se înţelege scrierea a s cu
vinte - cod ci, c2, ... , c 6 ca linii ale unei matrici 

Cu C12 C13 C1n 

){s,n = 
C21 C22 C23 C2n 

Csl Cs2 Cs3 Csn 

şi transmiterea a n mesaje de lungime s, formate din coloanele matricii 
Xs,n: 

... , 

Exemplul 13.1 Să considerăm un (6, 3) - cod liniar binar generat de 
matricea 

(

1 o o 1 1 o) 
G= O 1 O 1 O 1 

O O 1 O 1 1 

şi şase mesaje codificate c1, c2, ... , ca, unde 
C1 = 100110, C2 = 010101, C3 = 111000, 
c4 = 010101, cs = 100110, ca = 111000. 

Deci - scrisă la nivel de caracter - secvenţa transmisă este: 
100110 010101 111000 010101 100110 111000. 

Printr-o transpunere la adâncimea 3, forma mesajelor este: 
101 011 001 110 100 010 011 101 001 110 010 100, 

iar cu o transpunere la adâncimr:a 6: 
101011 011101 001001 110110 100010 010100. 

Ce efect are o transpunere la adîncimea s asupra capacităţii de corec
ţie de pachete de erori ale codului ? Răspunsul este dat de 

Teorema 13.1 Fie C un cod binar corector de pachete standard dt j 
erori. Dacă C u;le transpus la adâncimea s, atunci toate pachetele de 
cel mult sj erori pot fi corectate, fo ipoteza că fiecare cuvânt - cod este 
afectai de cel mult un pachet standard de j erori. 

Demonstraţie: Dacă primul caracter al cuvântului - cod c este al i - lea 
caracter transmis, atunci celelalte caractere apar pe poziţiile i + s, i + 
2s, ... , i + ( n - 1 )s. Orice pachet de maxim sj erori va produce un pachet 
de maxim j erori în c, deci c va putea fi regăsit la recepţie ( dacă el nu a 
mai fost cumva afectat şi de alte pachete de erori). O 
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Restricţia ca fiecare cuvânt - cod să fie afectat de cel mult un pachet 
de erori impune condiţia ca pachetele de erori să fie separate de perioade 
în care transmisia este corectă, perioade suficient de lungi pentru evitarea 
situaţiei c?' un bloc <le s cuvinte să fie afectat de două pachete distincte 
de erori. ln acest frl, crescând s, creşte şi lungimea pachetului de erori 
care poate fi corectat, dar creşte şi lungimea perioadelor necesare de 
transmisie fără erori. 

Exemplul 13.2 Codul din Exemplul 1.63.1 corectează o eroare. Folosind 
o transpunere la adâncimea :3, el poate corecta orice pachet standard de 
maxim 3 erori. 

13.1.1 Cadru de transpunere întârziată 

Un dezavantaj al transpunerii este acela că nu se poate face transmisia 
până nu au fost codificate toate cele s cuvinte, fapt care nu va permite 
folosirea directă a circuitelor liniare. Pentru a evita acest neajuns se va 
folosi un s - cadru de transpunere fotârziată, care aranjează caracterele 
codificate, nu sub forma unei matrici X. ci sub formă de "scară" - ca rn 
tabelul cu n linii şi (teoretic) un număr infinit de coloane: 

Cz,l C.s+l,1 Cs+2.1 

C1,2 Cz,2 

Czs+l,l 

Cs+l,2 

C1,3 

Czs+2,l 

Cs+2,2 

Cz,3 

C(n-l)s+l,1 

C(n-2)s+l,2 

C(n-3)s+l,3 

Deoarece transmisia se face pe coloane, spaţiile libere trebuiesc marcate. 
Acest lucru se realizează introducând pe aceste poziţii un caracter special 
* <t Zq. 

Exemplul 13.3 Să reluăm mesajul codificat c1, c2, ... , C6 din Exemplul 
13.1. Un 1 - cadru de transpunere întârziată va fi 

1 o 1 o 1 1 

* o 1 1 1 o 1 

* * o o 1 o o 1 

* * * 1 1 o 1 1 o 
* * * * 1 o o o 1 o 
* * * * * o 1 o 1 o o 
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Scvenţa de caractae transmise este 

1 * * * * * oa * * * * 11 O * * * O 1 O 1 * * 11111 * 100000 ... 

Dacă st foloseşte un 2 - cadru de transpunere întârziată, avem 

1 o 1 o 1 

* * o 1 1 1 o 1 

* * * * o o 1 o o 1 

* * * * * * 1 o 1 1 o 
* * * * * * * * 1 o o o 1 o 
* * * * * * * * * * o 1 o 1 o o 

iar secvenţa de caractere transmise este: 

1 *****O***** 10 ****Ol * * * *110 * * * 110 * * * ... 

Este uşor de găsit o teoremă analogă cu Teorema 13. l: 

Teorema 13.2 Fie C un cod capabil să corecteze toate pachetele de cel 
mult j erori consecutive. Dacă C foloseşte un s - cadru de transpunere 
întârziată, atunci se poate corecta orice pachet standard de maxim j ( sn + 
1) erori, în ipoteza că orice cuvânt - cod este afectat de cel mult un pachet 
standard de j erori. 

Dunonstraţie: Exerciţiu. 

13.1.2 Transpunere încrucişată 

Ca o altă facilitate, pentru codificarea unui mesaj se folosesc adesea două 
coduri. De exemplu, pentru codificarea muzicii pe compact - discuri se 
utilizează două coduri Reed - Solomon. iar NASA şi Agenţia Spaţială 

Europeană folosesc două coduri convoluţionale. 
Fie Ci două (ni, ki) coduri liniare (i = 1, 2). Transpunerea încrucişată 

a lui C1 cu C2 se realizează astfel: 
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1. Mesajele de informaţie sunt codificate cu C1 iar cuvintele -
cod rezultate sunt transpuse la adâncimea k2 • 

2. Coloanele obţinute în acest proces de transpunere ( care sunt 
de lungime k2 ) privitf' ca mesaje de informaţie - sunt co-
dificate de codul C2 . 

3. Cuvintele - cod rezultate sunt transpuse la o adâncime s -

fixată sau folosind un s - cadru de transpunere întârziată. 

Avantajul principal al celui de-a,l doilea proces de codificare este 
următorul: 

Fie d1 , d2 distanţele minime ale celor două coduri. C2 poate detecta 
d2 - 1 erori (nu ne punem problema corectării lor). Dacă s-au detectat 
erori pentru un cuvânt - cod din C2 , atunci toate caracterele acestui 
cuvânt sunt marcate şi trata.te drept simboluri care pot fi incorecte. Se 
consideră apoi cuvintele - cod clin C\. Dacă n1 -d1 + 1 caractere dintr-un 
cuvânt - cod din C\ sunt corecte, atunci se pot determina unic celelalte 
d1 - 1 caractere ( deoarece este imposihil ca două cuvinte - cod distincte 
din C'i să coincidă pe n 1 - d1 + l poziţii, ele diferind pe minim d1 poziţii; 

afirmaţia este bazată şi pe faptul că poziţiile caracterelor corecte sunt 
cunoscute). 

Deci. dacă. un cuvânt - cod din C't are cel mult d1 - 1 simboluri 
marca.te şi se ştie că. toate caracterele greşite sunt marcate, cuvintele -
cod pot fi decodificate corect. 

Cât de mare este un pachet de erori pe care îl poate corecta această 
schemă ? Să presupunem că C2 a fost transpus la adâncimea s, şi că 

orice cuvânt - cod (atât din C\ cât şi din C2 ) a fost afectat de cel mult un 
pachet de erori. Dacă apare un pachet de cel mult s(d2 -1) erori, atunci 
el va afecta maxim d2 - I simboluri din fiecare cuvânt - cod din C2 • Deci 
aceste erori vor fi detectate şi conduc la marcarea tuturor caracterelor 
cuvintelor - cod implicate. Dacă. s ,s; d1 -1,,atunci orice cuvânt - cod din 
G'1 are cel mult d1 - I simboluri marcate. In ipoteza că nu există decât 
maxim un pachet de erori care l-a perturbat, caracterele marcate pot fi 
corectate. 

Am arătat astfel: 

Teorema 13.3 Fie o codificare care foloseşte transpunerea încrucişată a 

(n1 , ki) - codului C1 cu (n2 , k2 ) - codul C2 , C2 fiind transpus la adâncimea 
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s ( s S d1 -1). Dacă fiecare cuvânt - cod Este afectat de cel mult un pachet 
standard de erori, atunci toate pachetele standard de erori de lungime 
maxim s( d2 - 1) pot fi corectate (d 1 , d2 sunt distanţele minime ale celor 
două coduri). 

Exemplul 13.4 Fie C\ şi C2 codurile binare, definite respectiv de ma-
tricile generatoare 

('o o o l 1 1 

n G,= u o o 1 1 D O 1 o o 1 1 o 
G1= O O 1 o 1 o 1 

1 o 1 o 
o o o 1 o 1 1 

o 1 o 1 

Deci, n1 = 8,k1 = 4,d1 = 4, n 2 = 6,k2 = 3,d2 = 3. 
Să codificăm mesajele de informaţie m1 = 1000, m2 = 1100, ma = 

1010 folosind o transpunere încrucişată a lui C 1 cu C2 , C 2 fiind transpus 
la o adâncime s = 3 = d1 - 1. 

Codificarea mesajelor de informţie cu codul A1 dă: 

c1 = m1G1 = 10001110, 
c2 = m2G1 = 11000011, 
ca = maG1 = 10100101. 

Transpunerea acestor cuvinte la adâncimea k2 = 3 conduce la mesajul 
111 010 001 OOO 100 101 110 011. 

Aceste 8 mesaje de informaţie sunt codificate cu C2 în: 

c~ = 111000. c2 = 0101 Ol. c3 = 001011, c~ = 000000, 
c~ = 100110, c6 = 101101, c7 = 110011, c8 = 011110. 

Ele sunt transpuse apoi la adâncimea s = 3 (c7 şi c8 vor fi transpuse 
împreună cu următorul cuvânt - cod c9, obţinute folosind mesajele de 
informaţie m4, ms, m5). Secvenţa de caractere transmise va începe cu 

100 110 101 010 001 011 011 OOO 001 Oll 010 001 ... 
Conform Teoremei 13.S, folosind C2 pentru a deteda d2 -1 = 2 erori, 

şi apoi C\ pentru a corecta toate caracterele marcate, se pot corecta în 
ansamblu toate pachetele de cel mult s(d2 - 1) = (d1 - l)(d2 - 1) = 6 
erori consecutive. 

De exemplu, să presupunem că primii 6 biţi au fost transmişi incorect) 
deci s-a primit mesajul 011 001 101 010 001 011 . . . . Eliminând ,fectul 

transpunerii la adâncimea s = 3, se ajunge la cuvintele 
001000 100101 111011 

{ care comparate respectiv cu c~, c2, c3 au erori fiecare pe primele două 
poziţii). Deoarece sindromurile sunt nenule, C2 va detecta erori în toate 
cele trei cuvinte, deci toţi cei 18 biţi sunt marcaţi (îi vom înlocui cu*). 
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Presupunând că nu mai sunt alte erori, după un procedeu similar se 
obţin cuvintele c~ ... . , c8, fără caractere marcate. 

Eliminând acum efectul transpunerii la adâncimea s = k2 3, se 
obf in cuvintele 

C1 = * * *01110, C2 = * * *00011, C3 = * * 100101. 
Există o modalitate un·ică de a ajunge la cuvinte - cod din C1 prin 

înlocuirea simbolului * cu caractere O sau 1. 

13.1.3 Aplicaţie la înregistrarea CD-urilor 

l 1na din cele mai frecvente utilizări a metodei de transpunere este şi 

modalitatea de înregistrare a muzicii pe compact discuri. Fiecare com
pact disc conţine o urmă spiralată în care au fost săpate unele şanţuri. 
O rază laser care "citeşte" urma, determină modificările de adâncime de
tectând pur şi ~implu schimbările de intensitate ale luminii reflectate de 
compact disc. In acest mod se obţine un şir de caractere binare, fiecare 
modificare de adâncime corespunzând lui 1 iar absenţa unei modificări -
lui O. 

De exemplu 

O O O O 1 O O O O O 1 O O O O O 1 1 O O 1 O O O 1 O 

La înregistrare, timpul este Împărţit în tacţi; o secundă conţine 44100 
tacţi. Fiecărui tact îi corespunde o secvenţă binară de lungime 16; în 
?'cest fel amplitudinea sunetului se va întinde pe o scală cu 216 valori. 
Inregistrarea stereo va necesita câte două măsurări de amplitudine la 
fiecare tact. 

Pentru cei 16 biţi se folosesc două elemente din GF(28
) numite octeţi. 

Deci -- într-o înregistrare stereo - la fiecare tact sunt realizaţi patru octeţi 
a 41 , a4t+l, a 41+2, a 4 t+ 3 · Cei 24 octeţi din şase tacţi consecutivi sunt grupaţi 
formând un mesaj de informaţie at = a24ta 24t+l ... a24t+23· Să considerăm 
un cod Reed - Solomon C cu n = 28 şi d = 5; construim codul scurt C1 = 
C(227) obţinut din toate cuvintele - cod din C care au zero pe ultimele 
227 poziţii, zero-uri care se ignoră. C\ are n 1 = 28, k1 = 24, d1 = ,5 
(Teorema 9.:3 Capitolul 9). În acest cod, at se codifică în Wt. 

Cuvintele - cod din C1 astfel ob\inute sunt aşezate într-un 4 - cadru de 
transpunere întârziată. Deoarece octeţii cuvântului - cod Wt apar în acest 
cadru pe poziţiile pe liniile 1, 2, ... , 28 şi pe coloanele t, t + 4, ... , t + 108, 
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vom renota w w1,1w2 ,t+4 ... w2s,t+ios- Deci, în general Wi,j este al i -
lea octet din cuvântul - cod Wj- 4 (i-l)· 

Fiecare coloană t din cadru, formată din octeţii w1,1w2,1 •.• , w28,1, este 
considerată. un mesaj de informaţie peste G F(28

) şi va fi codificată. din 
nou, folosind codul Reed - Solomon scurtat C2 = C(223) ( care are -
conform Teoremei 9.3 - n 2 = 32, k2 = 28, d = 5). 

La fiecare cuvânt - cod din C2 se adaugă la sfârşit un al 33 - lea bit 
de control. 

Din considerente fizice, nu este posibil ca în urma de pe compact disc 
sa fie modificări de adâncime prea apropiate. Este deci de dorit ca în 
reprezentarea binară a fiecărui cuvânt - cod, între orice doi 1 consecutivi 
să apară cel puţin două şi cel mult zece O - uri. Din nefericire, codurile 
Reed - Solomon nu au această proprietate, aşa că se foloseşte o supra -
codificare în modul următor. Există 267 cuvinte binare de lungime 14 
care au verifică condiţia cerută. Cei 256 octeţi din G F(28

) sunt codificaţi 
( pe haza unei tabele) în astfel de cuvinte de lungime 14. Procesul este 
numit modularea opt - paisprezece (EF M : eight - fourteen modulation). 
Apoi, pentru a asigura aceeaşi proprietate şi între cuvintele - cod, se mai 
adaugă la sfârşit încă trei biţi. Rezultă astfel că reprezentarea binară a 
fiecărui cuvânt - cod are lungimea 33 • 17 = 561. 

Din motive de sincronizare, la sfârşitul fiecărui cuvânt - cod se adaugă 
încă 27 biţi care au de asemenea proprietatea menţionată. Deci, în total, 
informaţia audio din 6 tacţi consecutivi este stocată într-o secvenţă de 
24 · 8 = 196 biţi care - la sfârşitul codificării - apare pe compact disc ca 
un cuvânt - binar de lungime 588. 

La decodificare, C2 este utilizat pentru corectarea unei erori; dacă 
se detectează mai multe erori într-un cuvânt, toţi octeţii acelui cuvânt 
sunt marcaţi (în conformitate cu regulile de transpunere În~rucişată) . 
Un octet este corect dacă şi numai dacă nu este marcat. In final, C1 

este folosit pentru corectarea a maxim 4 ştergeri, considerând drept toţi 
octeţii marcaţi. Un studiu detaliat ( [7]) arată că prin acest cod se poate 
corecta orice deteriorare a unui canal, având cel mult 2, 5 mm lungime. 

Am prezentat aici doar principalele aspecte ale procesului de co
dificare pe un compact disc. În practică mai apar şi alte operaţii de 
transpunere. De exemplu, octeţii aflaţi pe poziţiile impare în cuvintele 
- cod din C2 sunt deplasaţi cu n 2 = 32 poziţii, deci sunt amestecaţi 
cu octeţii de pe poziţiile pare din următorul cuvânt - cod. Aceasta va 
permite ca şi C2 să poată corecta o eroare independentă. 
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13.2 Coduri - tablou 

13.2.1 Definirea codurilor tablou 

ln secţiunea 3.8 (Capitolul 3) au fost definite codurile - produs. Deşi 

construcţia respectivă este cunoscută din anii '60, dezvoltarea acestei 
clase de coduri s-a realizat abia după trei decenii, odată cu introducerea 
pe piaţă a telefoniei mobile. Practic, orice cod - bloc poate fi generat 
finit recursiv, folosind o variantă de coduri - produs. 

Definiţia 13.1 c· n cod - tablou este un ( n 1 • n 2 , k1 · k2 ) - cod - produs, 

în care n 1 = k1 + 1, n 2 = k2 + 1 ( deci singurul simbol de control în cele 
două coduri componente este cel de control al parităJii}. 

Conform Definiţiei 13.1, un cod - tablou este echivalent cu codul generat 
de produsul Kronecker a două matrici de forma 

Gp,p+l = 

unde p = k1 respectiv p = k2 . 

1 O O 
O 1 O 

o o o 

O 1 
O 1 

1 1 

(1) 

Pn astfel de (n 1 · n2, k1 · k2) - cod are distanţa d = d1 · d2 = 2 · 2 = 4, 
deci corectează o eroare şi detectează două erori. Chiar dacă în scrierea 
liniară a cuvintelor - cod ultimul simbol de control se poate elimina ( el 
este de fapt suma modulo 2 a biţilor de control de pe ultima linie şi 

coloană) distanţa se reduce la 3, deci capacitatea de corectare a unei 
erori rămâne. 

Exemplul 13.5 Fit un (3, 2) - cod binar sistematic, generat de matricea 

( 
1 O 1 ) 

G= O 1 1 . 

Codul - tablou (3, 2) · ( 3, 2) = (9, 4) va avea ca matrice generatoare 

G' = G x G = ( ~ ! 
o o 

O O O 1 
1 O O O O 
O 1 O 1 1 
O O 1 1 O 

~ ~) 
O 1 
1 1 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



284 CAPITOLUL 1.3. SUPRA - CODIFICĂRI 

Dacă a = 1001 este un mesaj de informaţie, el se codifică în 
x = aG' = 101011110, 

sau .folosind .formn matricială: 
1 O 1 

x = O 1 l = 101011110, 
l l Q 

caracterele de control fiind subliniate, iar cuvântul - cod este transmis 
I-inie cu linie. 

13.2.2 Structura "reţea" a codurilor tablou 

ln cadrul codurilor convoluţionale s-a definit o structură de reţea pen
tru facilitarea codificării, decodificării, detectării şi corectării de erori 
(secţiunea 12.8, Capitolul 12). Această structură se poate extinde cu 
mici modificări şi la codurile liniare. 

Fie C un ( n, k) - cod liniar care se poate reprezenta printr-un cod 
- tablou. Lui i se asociază un graf orientat cu arce marcate. Vârfurile 
grafului sunt partiţionate în coloane V0 , Vi, ... , VNc-1 (Ne s; n + 1). O 
coloană V; conţine mulţimea stărilor (neprecizate momentan) în care se 
poate ajunge la momentul i. Fiecare arc U pleacă dintr-o stare Sj E V; 
şi ajunge la o stare Sm E ½+1 ( i ~ O); în acest caz, Sm este succesorul 
lui Sj, iar S1 este predecesorul lui Sm. Arcul este marcat cu o pereche 
8(U)/ >.(U), unde 8(U) E z; este un mesaj de informaţie, iar >.(U) E z; 
este mesajul - cod corespunzător ( de obicei ele se reduc la câ.te un singur 
caracter). 

Proprietăţi: 

(a) Vo = {So}, VNc-I = {SNc-d; deci, orice reţea pleacă dintr
o stare iniţială unică 50 ( rădăcina) şi ajunge de asemenea într-o stare 
unică SNc-I (ţinta); 

(b) Orice stare este accesibilă din rădăcină prin cel puţin un drum; 
( c) Din orice stare se poate ajunge la ţintă prin cel puţin un drum. 

Numim drum prin reţea un drum de la rădăcină la ţintă. Printr-o 
reţea se pot cataloga toate cuvintele unui cod liniar reprezentabil sub 
formă de cod - tablou. Orice cuvânt - cod corespunde unui drum unic 
prin reţea. Deci o reţea va conţine qk drumuri distincte. Fiecare astfel 
de drum are două marcaje: 

• concatenarea marcajelor de informaţie 8( U) ale fiecărui arc U al 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



13.2. CODURI - TABLOU 285 

drumului; această secvenţă. formează mesajul de informaţie (care 
trebuie codificată); 

• concatenarea marcajelor A( U) ale fiecărui arc U al drumului; ele 
formează cuvântul - cod care codifică secvenţa de informaţie. 

ln acest fel, operaţia de codificare sau decodificare (fără corectare de 
erori) se reduce pentru fiecare mesaj de informaţie (cod) la determinarea 
a.celui drum prin reţea, marcat de mesajul respectiv. 

Să considerăm numai (n 1 ·n2 • k1 -k2 ) - coduri tablou binare (generaliza
rea la cazul nebinar se face fără probleme deosebite). Pentru aceste coduri 
se pot construi evident mai multe structuri de reţea; vom considera aici 
numai reţele cu un număr minim de stări pe fiecare coloană. Construcţia 
unei astfel de reţele va necesita 

stări (reamintim, aici k, = n; - l. i = 1, 2). Procedura de generare ([8]) 
a reţelei este: 
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I. Fie 11 1 = min{n1 ,n 2 } (pentru cazul invers se procedează si
milar); 

2. Se determină numărul Ns de stări şi numărul Ne de coloane 
prin relaţiile 

N _ 2n1-l 
s - ' 

:3. Pentru fiecare coloană \;~ (O s; p < Ne - 1) se notează 
elementele (stările) sale prm (A)p (a 1a2 ••• ak1 )p, unde 
ai E Z2 ( 1 s; i s; k1 ); 

4. Rădăcina reţelei este (00 ... O)o, iar ţinta este (00 ... O)Nc-i; 

5. Pentru orice pereche de stări (A, B) E Vp x Vp+l (O s; p < Ne-
2), se marchează arcul corespunzător cu 8p(A, B)/ ,\p(A, B) 
definite 8p(A, B) = (A)p + (B)p+i, ,\p(A, B) = 8P(A, B)c1, 

unde c1 este bitul de paritate al secvenţei 8p(A, B), iar suma 
se realizează în Z2 ( operaţia X OR); 

6. Arcele care leagă stările A E Vivc-2 de ţintă au 8Nc-2(A, B) = 
c ANc-2(A, B) = (A)Nc_2 c1 unde c1 este bitul de paritate al 
secvenţei (A)Nc-2 care defineşte starea A. 

Există 2k1 •k2 drumuri distincte prin reţea, fiecare corespunzând unui 
cuvânt - cod unic. Procedura poate fi extinsă uşor la codurile produs cu 
mai multe simboluri de control. 

Exemplul 13.6 Să construim reţeaua asociată codului tablou (3, 2) · 
(3, 2) (deci n 1 = n 2 = :3, k1 = k2 = 2, d = 4). 

Ea are Ns = 2n1 -l = 23
-

1 = 4 stări distincte şi Ne = n2 + 1 = 3 + 1 = 
= 4 coloane. 

Fiecare stare este de forma ( a1a2 )p cu p = O, 1, 2, 3, şi a1 , a2 E Z2 . 

(OO)o şi (00)3 sunt fi rădăcina respectiv ţinta reţelei. 
Afarcajele arcelor sunt de forma bp(A, B)/ Ap(A, B), obţinute prin toa

te combinaJiile posibile ale lui ( a1 a2 )p şi ( a1 a2)p+1. 
Astfel, pentru p = O avem: 

80(00,00) = (OO)o+(OO)i = 00, 80(00,01) = (OO)o+(Ol)i = 01, 
80(00,01) = (00)0+(10) 1 = 10, 80(00, 11) = (OO)o+(ll)i = 11, 

iar fiecare arc va fi marcat cu o pereche de forma 
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unde c1 = a1 + a2. 

Pe nivelul p = 1, aralc sunt marcate prin perechi din tabelul următor: 

00 
Ol 
10 
11 

00 
00/000 
01/011 
10/ 101 
11/110 

Ol 
01/011 
00/000 
11/110 
10/101 

10 
10/101 
11/110 
00/000 
01/011 

11 
11/110 
10/101 
01/011 
00/000 

La ultimul nivel. pentru p = Ne - 2 = 2 vom avea 82(A, 00) = e şi 
Ă 2 (00,00) = OOO, Ă2(0l,OO) = 011, Ă2 (10,00) = 101, Ă2 (11,00) = 110 
(pe ultimul arc sunt numai simboluri de control). 

Reţeaua se poate reprezenta grafic ca în Figura 13.1: 

Exemplul 13. 7 Jn mod similar se construiesc codurile tablou obţinute 
prin produ::;ul a două (3, 2) · (n 2 , k2 ) - coduri bloc. Toate au acelaşi număr 
de stări .IV5 = 22 = 4. doar adâncimta (numărul de coloane) variind în 
functie de n2 ( Ne = n2 + 1). Reprezentarea grafică a reţelei este dată în 
Figura 13.2, marcajul nodurilor fiind realizat similar cu cel din Exemplul 
13.6. 

13.2.3 Decodificarea codurilor tablou 

Operaţia de codificare se realizează foarte simplu: fiecare mesaj de infor
maţie de k1 · k2 caractere, se scrie ca o secvenţă de k2 + 1 grupuri, primele 
k-2 grupuri având câte k1 simboluri. iar ultimul t:. Această secvenţă 

marchează prin reţea un drum unic (00 ... O)-A 1 - ... -ANc- 2 -(00 ... O) 
de la rădăcina 00 ... O la ţinta 00 ... O. Ceea ce se obţine prm con
catenarea ieşirilor 

Ăo(OO ... o, Ai)Ăi(A1. A2) ... ANc-2(ANc-2, 00 ... O) 
va fi un cuvânt - cod al (n 1 · n 2 , k1 · k2 ) - codului tablou reprezentat de 
reţea. 

Pentru decodificare se poate folosi o variantă a algoritmului Viterbi, 
cu mici modificări, datorate trecerii de la codurile convoluţionale la coduri 
- bloc (în particular, mod ului de definire a stărilor). 
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Figura 13.1: 
00 OOO f/OQO 

01/011 f/011 

10/101 f/101 

11/110 

Figura 13.2: 
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1. Cuvântul rf'cepţionat Pste împărţit în n 2 subcuvinte, fiecare 
având n 1 valori digitizate (vezi Exemplul 13.8) ale alfabetului 
- cod. 

2. La fiecare nivel p, pentru fiecare arc ( Ap, Bp+I) se calculează 
metrica arcului, care este distanţa euclidiană dintre al p+ 1-lea 
~ubcuvânt recepţionat şi Ap(Ap, Bp+d- Distanţa euclidiană 

dintre X = X1X2 ... Xn şi y = Y1Y2 ... Yn este 
dE(x,y) = (x1 - yi) 2 + (x2 - Y2) 2 + ... + (xn - Yn) 2. 

3. Pentru fiecare nod B al reţelei se determină metrica nodului 
B, astfel: 

( a) Metrica nodului rădăcină este O; 

(b) Pentru un nod Bp+t E Vp+I (p 2 O), metrica lui B este 
cea mai mică valoare a' sumei dintre metrica unui nod 
Ap E VP şi dE((A)p, (B)p+ 1 ), minimul fiind lual după 
toate nodurile din \I~. 

4. Arcul selectat în calculul metricii nodului se introduce într
un drum activ. iar toate celelalte arce de pe nivelul respectiv 
sunt eliminate. 

5. După ce s-a calculat metrica nodului ţintă, se consideră dru
mul activ corespunzător şi decodificarea se face prin con
catenarea sub-mesajelor de informaţie care marchează arcele 
acestui drum. 

Exemplul 13.8 Să reluăm codul - tablou definit în Exemplul 13.6. Pre
supunem că s-a transmis cuvântul cod a= 011101110 şi s-a recepţionat 
mesajul digitizat 

b'=0.2 O,! 0.4 0,3 0,10,91,0 0,9 0,6. 
Presupunând că orice simbol digitizat din intervalul [O, O; O, 5) repre

:::intă caracterul binar O, iar [O. 5; 1, O] reprezintă 1, putem con.sidera că 
s-a primit secvenţa b = 000001111 deci au apărut 4 erori. /ntr-o de
codificare obişnuită a codurilor liniare, deoarece d = 4, erorile nu pot fi 
corectate. Folosind structura de reţea însă, acest lucru este realizabil. Să 
detaliem paşii utilizaţi în decodificarea cuvântului b'. 

- Metrica nodului rădăcină (00)0 este O. 
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- Prima subsecvenţă de n 1 = 3 caractere primite este O, 2 O, 4 O, 4. 
- Se calculea::ă metricile celor patru arce care pleacă din rădăcină: 

dE((00)0 , (OO)i) = (O, 2-0, 0)2+(0, 4-0, 0)2+(0, 4-0, 0) 2 = O, 36; 
dE((00)0 , (Ol)i) = (O, 2-0, 0) 2 +(0, 4-1, 0)2+(0, 4-1, 0)2 = O, 76; 
dE( (00) 0 , ( lO)i) = (O, 2-1, 0)2 +(0, 4-0, 0)2+(0, 4-1, 0) 2 = 1, 16; 
dE((00)0 ,(ll)i) = (0,2-l,0)2 +(0,4-l,0)2+(0,4-0,0)2 = 1,16. 

-- Metricile celor patru noduri de pe nivelul 1 sunt chiar aceste valori. 

Următorul submcsaj primit este O. 3 0.1 O, 9. Pentru nodurile de 
pe nivelul 2, valorile calculate ale metricilor (metrica nodului predecesor 
plus metrica arcului} sunt: 

(OOh (Olh (10)2 (llh 
(00)1 1, 27 1,27 0,87 2,42 
(Ol h 1, 67 L 67 2,87 1,37 
( lO)i 1, 67 3,27 2,07 2,07 

(11 h 3,27 1,67 2,07 2,07 

- Minimul pe fiecare coloană ale acestor valori (scris ingroşat) repre
zintă metrica nodului respectiv. Deci nodurile (00)2 şi (Ol h au metrica 
1,27, (10)2 aremetrica0,87, iar(llh aremetrical,37. 

['ltima substcventă de frti caractere digitizate este 1. O O, 9 O, 6. 
Vaio-rile calculate ale metricilor (metrica nodului predecesor plus metrica 
arcului) drumurilor care ajung în nodul ţintă sunt: 

(OOh 
(00)2 3, 44 
(01)2 2, 44 
( 10)2 1, 84 
(11)2 1, 74 

Deci metrica nodului tintă este 1, 7 4.. Refăcând acum traiectoria în 
sens invers, se obţine drnmul activ (00)0 -(01)1 -(11)2-(00)3, reprezentat 
în figura 

0/101 

t/110 
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Prin concatcnarrn marcajelor arcelor df pe acest drum. rezultă cuvân
tul - cod 011101 L 10 ( care coincide cu mFsajul transmis a) şi decodificarea 
fui - mesajul de informaţie 0110. 

13.2.4 Coduri tablou generalizate ( G AC) 

Definit;ia codurilor - tablou se poate extinde pentru a cuprinde şi alte 
clase de coduri liniare (Hamrning, Reed - Muller) sau ciclice (BCH, Reed 
- Solomon); ceea ce se obţine este un cod - tablou generalizat (GAC -
Generalized Array Codes). 

Un G.4C este o sumă binară de două sau trei coduri - tablou, com
pleta.te eventual cu linii nule. Procedura de construcţie a unui astfel de 
(n, k) - cod Ceste: 

• Fie C'i un cod - produs prin înmulţirea Kronecker G Ai x G.42 , unde: 

G.4 1 este o matrice k1 x (k1 + 1) de tipul (1); 

G.4. 2 = (h2 1Jk2 ,n2 -k2 ) unde h 2 este matricea unitate iar J este 
o matrice cu toate elementele 1; 

• Fie C2 un cod - produs prin înmulţirea Kronecker G a1 x G B2 , unde: 

- G Bi este o matrice 1 x n 81 ( vector linie) cu toate elementele 
1. 
' 

- Ga2 = ( G3IG1) este o matrice ka x na2 unde G3 este o matrice 
cu coloane O sau 1, iar G4 este o matrice de tipul ( 1) cu ka 
linii. Coloanele lui G a

2 
pot fi eventual permutate. 

• Fie C3 un cod - produs prin înmulţirea Kronecker Gc1 x Gc2 , unde: 

- Gc1 = (00 ... Ol) are dimPnsiunea 1 x nc1 ; 

Gc2 = ( 11 ... 1) are dimensiunea 1 x nc2 ; 

• Codul C este C1 + C2 sau C1 + C2 + C3 unde suma se efectuează 
în Z2 : el ar<:' lungimea n. k = k.4 + ka respectiv k = k.4 + ka + 1 
simboluri de informaţie §i este generat de matricea 
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sau 

ln exemplele următoare vom prezenta sub formă de coduri G AC unele 
din cele mai cunoscute coduri - bloc (liniare sau ciclice). 

Exemplul 13.9 Să considerăm 

G4, = u ! ; t) , CA, = (I I), 

G B1 = ( 1 1 1 1), G B2 = ( o 1). 

Dimensiunile codul-ui sunt n = 4 · 2 = 8, k = 3 + 1 = 4. Matricea 
generatoare va fi 

G=(H!!Hl\). 
O 1 O 1 O 1 O 1 

Aceasta corespunde unui cod Reed - Muller RM(l, 3). Dacă se ignoră 

ultima coloană (de control), se obţine un (7,4) - cod Hamming binar. 

Aranjan.:a sub formă dt tablou a cuvintelor - cod din cele două coduri 

- produs componente este următoarea: 

Fie a = a 1 a 2a 3a 4 un mesaj de informaţie. Atunci cuvântul - cod x 
este dat prin: 

C/4)' 

X1 = 
a3 

p4 
a1 Pt + a4 

Pi 
P2 

X2 = 
p3 

Ps 

o a4 
o a4 
o a4 
o a4 

a2 P2 + a4 = ( a1, a4 + Pt, a2, P2 + a4, a3, p3 + a4, p4, p4 + 
a3 p3 + a4 

p4 p4 + a4 

unde p, = a; (1 ::; i::; :3) şi p4 = a 1 +a2 +a3 sunt simboluri de control. 

Exemplul 13.10 CodulR.:\lt(l,4) poate fi generat cu un codGAC ast
fel: 

( 

1 O 
G.4 1 = O 1 

o o 
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( 
O 1 O 1 ) 

GB2 = o o l 1 . 

Vn:i 11 = 4 · 1. I.· = ;3 + 2 = 5 şi 
l l 1 1 O O O O O O O O 1 1 1 1 
000011 LlOOOOLlll 

G = O O O O O O O O 1 1 1 1 1 1 1 1 
O 1 O 1 O 1 O 1 O 1 O 1 O 1 O 1 
O O 1 1 O O 1 1 O O 1 1 O O 1 1 

293 

Eliminând ultimul simbol de control (ultima coloană din matricea G) 

se ajunge la un (15, -5) - cod binar cu d = 7, care este un cod BC H. 
Fie a = a 1a 2a 3a 4as un mesaj de informaţie. Reprezentarea tabelară 

a cuvintelor - cod este: 
a1 P1 P1 P1 
a2 P2 P2 P2 

X1 = 
03 ])3 p3 p3 

p4 p4 p4 p4 

a1 P1 + a4 P1 + as P1 + a4 + as 

a2 P2 + a4 P2 + as P2 + a4 + as 
X= Xl + X2 = 

a3 p3 + a4 p3 + as p3 + a4 + as ' 

p4 p4 + a4 p4 + as p4 + a4 + as 
unde p; = ai (1 S i S 3), p4 = a1 + a2 + a3 sunt simboluri de control. 

Exemplul 13.11 Să plecăm de la următoarele matrici de bază: 

G A1 = GA, = ( ~ ~ ~ ! ) , 
O O 1 1 

G HI = G C'2 = (1 1 1 l ) , G B2 = G CI = ( o o o 1 ) . 
s( ob{int: (li) cod C = C1 +el+ C3 cu n = 4-4 = 16, k = 3-3 + 1 + 1 = 

11 şi malrict gen(ra/oan 
1 O O 1 O O O O O O O O 1 O O l 
O 1 O 1 O O O O O O O O O 1 O 1 
O O l l O O O O O O O O O O 1 1 
O O O O 1 O O 1 O O O O 1 O O 1 
O O O O O l O l O O O O O 1 O 1 

G= O O O O O O 1 1 O O O O O O 1 1 
O O O O O O O O 1 O O 1 1 O O l 
O O O O O O O O O 1 O 1 O 1 O 1 
O O O O O O O O O O 1 1 O O 1 1 
O O O O O O 1 O O O 1 O O O 1 
O O O O O O O O O O O O 1 1 1 1 
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El are d = 4 şi este echivalent cu un cod RM (2, 4). Dacă se elimină 
ultimul simbol de control, se obţine un ( 15. 11) - cod Hamming binar. 

Fie a = aia2 ... au un mesaj de informaţie. Cuvântul - cod x este 
format din: 

aI a2 a3 PI o o o a10 o o o o 
a4 as a6 P2 o o o a10 o o o o 

X1 = , X2 = o o o X3 = o o o o a7 as ag p3 a10 
p4 Ps P6 p; o o o a Io all au au au 

aI a2 a3 P1 +a10 

X = XI + X2 + X3 = 
a4 as a6 P2 + a10 
a1 as ag p3 + a10 

p4 + all Ps + au P6 + au P1 + aio + au 

Exemplul 13.12 Pentru (24, 12) - codul Golay binar extins se poate da 
următoarea reprezentare G AC: 

a.,= u o o o 1 1 1 

l} GA 1 = ( ~ o ! ) ' 1 o o 1 1 1 
1 o 1 o 1 1 1 

o o 1 1 1 1 

GB,= u 1 1 o 1 o 

D GB1 =(111), o 1 1 1 1 o 
o 1 o 1 1 1 

Gc1 = (O O 1) Gc2 = ( 1 1 1 1 1 1 1 1). 
Fie a = aI a2 ... aI 2 un mesaj de informaţie. 
Pentru obţinerea cuvântului - cod, avnn: 

a I a2 a3 a4 PI P2 P:i p4 
XI= a .'i a6 CI; (/8 Ps PG p7 Ps , 

pg P10 Pu P12 PI3 Pl4 PI~ Prn 

C1 ag C2 a10 C3 C4 a11 Cs 

X2 = C1 ag C2 a10 C3 C4 a11 C5 , 

C1 ag C2 a10 C3 C4 a11 Cs 

o o o o o o o o 
X3 = o o o o o o o o 

Cl1 2 a12 a12 a12 au au a 12 (L 12 

deci 
X = X1 + X2 + X3 = 

a1 + Ct a2 + ag au+ p3 C5 + p4 
ai;+ C1 a6 + a9 au+ P1 Cs + P8 

au+ pg + c1 a12+P1u+a9 a12 + a11 + P1s <L12+Prn+cs 
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Df remarcat manitTa mult mai simplă de codificare. ea înlocuind 
î11mulţiril, ru ndnniiri În 7q (ptntn.1 simbolurilr de control). 

13.2.5 Decodificarea codurilor GAC 

Pentru decodificare se poate folosi tot algoritmul lui Viterbi, aplicat unei 
structuri de reţea sub care se pot reprezenta aceste coduri. Structura de 
reţea se construieşte similar cu cea a codurilor - tablou. cu unele mici 
modificări datorate definiţiei cuvintelor - cod, ca sume de două sau trei 
alte secvenţe. Algoritmul este dat în Figura 13.3 

Vom considera reprezentarea cuvintelor unui cod GAC sub formă de 
tablou cu n 1 linii şi n 2 coloane. Fie ki numărul de simboluri noi de 
informaţie care pot apare pe linia i a cuvintelor - cod şi t = max { ki}. 

l,S:1,S:n1 

Figura 13.3: 

I. i\ umărul de coloa,ne ( adâncimea reţelei) este Ne = n 1 + 1, iar 
numărul de stări distincte este Ns = 21

• 

1. Fiecare stare de pe coloana p se notează ( a1 a2 ••• at)p unde 
a; E Z2 ( 1 S i S t). 

;3. Ră.dăci na reţf'lei f'Stf' ( 00 ... O )0 iar ţinta ( 00 ... O )n1 . 

4. Fiecare arc ( ,1P. Bp+ 1 ) de pe nivel ul p este marcat cu o pereche 
Dp(A,B)/>-.,,(A,B) unde Dp(A,B) este secvenţa de simboluri 
noi de informaţie de pe linia p (eventual t:), iar >-.p(A, B) este 
linia p a cuvântului - cod. 

:i. Dacă AP ~i Bp+J sunt lf'gate printr-un arc şi \8p(,1, B)\ = .':i, 

atunci Bp+l = Aµ+ Dp(A, B)ot-s_ 

6. Dacă construcţia codului GAC a folosit şi codul C3 , atunci 
fiecare nod de pe coloana n 2 este legat de ţintă prin două arce, 
marcajul celui de-al doilea arc fiind complementara marcaju
lui primului arc {pe acest nivel DnJA,00 . .. O)= t:). 
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n1 

În această construcţie de reţea sunt IT 2k, drumuri distincte, fiecare 
i=l 

din ele corespunzând unui cuvânt - cod. 
Operaţiile de codificare/decodificare (inclusiv aplicarea algoritmului 

Viterbi adaptat) sunt identice cu cele definite la codurile - tablou. 

Exemplul 13.13 Reluăm cod1tl definit în Exemplul 13.9. Pentru d se 

poate constr1ti o reţea în felul următor: 
Sunt necesare Ne = n 1 + 1 = 4 + 1 = 5 coloane. Pentru numărul de 

stări, să studiem forma de tablou a cuvintelor cod: 

a1 P1 + a4 
a2 P2 + a4 

X= 
p3 + a4 a3 

p4 p4 + a4 

ln această reprezentare, pe prima linie sunt două simboluri de infor
maţie (a1 şi a4}, pe a doua şi a treia câte unul (a2 respectiv a 3 , a 4 nefiind 
simbol nou), iar pe a patra linie. nici unul. Deci numărul de stări al 
rf'ţ elei este Ns = 22 = 4. fiecare, stare fiind reprezentată printr-o sec•;en
Ui <if t = 2 camctue binar( (00, Ol. 10, 11 ). 

Reprezentarea grafică a reţelei este: 

F1tncţia fJ este definită prin 
bo(00.B) = a1a4, h1(A,B) = a2, 82(A.B) = a3, b3(A,OO) = c 

Nodurih şi arcele sunt marcate, cu. valorilt date de tabeltle următoare: 
80 (A, B)/ ,\0 (A, B) 00 10 Ol 11 

00 00/00 10/11 01/01 11/10 
fJ1 (A,B)/,\1(A,B) 00 10 Ol 11 

00 0/00 1/11 
10 1/11 0/00 
Ol 
11 

0/01 1/10 
1/10 0/01 
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b2(A, B)/ >-2(A. B) 00 10 Ol 11 
00 0/00 1/11 
10 1/11 0/00 
Ol 0/01 1/10 
11 1/10 0/01 

(h(A, B)/ >.3(A, B) 00 
00 t/00 
10 t/11 pentru codul R.M ( 1, 3), 
Ol t/01 
11 t/10 

83 (A, B)/ >.3 (A, B) 00 
00 t/0 
10 t/1 pentru ( 7, 4) - codul H amming 
Ol t/0 
11 t/1 

Exemplul 13.14 Codurile R.M(l,4) şi (15,5) - BCH construite sub 
formă de G AC în Exemplul 13.1 O, sunt reprezentate ca reţea conform 

Figurii J.'J.4 

Figura 13.4: 

Adâncimea reţelei (numărul de coloane) este Ne= 4+1 = 5. Numărul 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



298 CAPITOLUL 13. SUPRA - CODIFICĂRI 

maxim de simboluri de informaţie noi se aftă pe prima linie a cuvintelor 
- cod (a 1 , a4 , as); deci reţeaua are Ns = 23 = 8 stări distincte. 

Funcţia 8 este definită 

80(OOO,B) = a1a4as, 81(A,B) = a 2 , 82(A,B) = a3, 83(A,OOO) = c 

iar functia ,\: 

Ao(OOO, B) = a1(a1 + a4)(a1 + as)(a1 + a4 + as), 

A1(A, B) = a2(a2 + a4)(a2 + as)(a2 + a4 + as), 

A2(A, B) = a3(a3 + a4)(a3 + as)(a3 + a4 + as), 

A3(A,OOO) = (a1 + a2 + a3)(a1 + a2 + a3 + a4)(a1 + a2 + a3 + as)(a1 + 

a 2 +a3 +a4 +as) pentru codulRM(l,4). Pentru (15,5) - codul BCH 
se elimină ultimul bit de control. 

Nodurile şi arcele sunt etichetate conform tabelelor: 

OOO 100 001 101 110 011 111 

OOO 000/0000 100/1111 001/0011 101 /1100 010/0101 110/1010 011/0110 111/ 1001 

6,/ >.., OOO 100 001 101 010 110 011 111 

OOO 0/0000 1/1111 

IU0 1/1111 0/0000 

001 0/0011 1/1100 

101 1/1100 0/0011 (i=l,2) 

010 0/0101 1/1010 

110 1/1010 0/0101 

011 0/0110 1 /1001 

111 1/1001 0/0110 

03/ >..3 0000 03/ >..3 0000 

OOO e/0000 OOO e/000 
100 e/1111 100 e/111 

001 e/0011 001 f/001 

101 e/1100 respectiv 101 f/110 

010 f/0101 010 f/010 

110 f/1010 110 f/101 

011 f/0110 011 f/011 

111 f/1001 111 f/100 
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Dr remarcat că această reţrn se poate reprezenta folosind numai 4 
s/âl'I În Inc dF 8: 

·• 
.___ ___ ,.,.__ _______ :•-----►-~ 

Cele două arce care leagă două noduri sunt marcate cu etichete comple

mentare. Excepţit fac arcelt de pe primul nivel, unde în definiţia funcţiei 
f,0 rste complementat numai primul bit (a 1 ); ceilalţi doi biţi de informaţie 
a 4a 5 sunt identici pentru jiffare perecht de arce şi formează marcajele 
nodurilor succtsoart de pe nivelul 1: 00,0l, 10, 11. 

13.3 RLL - coduri 

Sistemele de comunicare actuale ( telefonice, de înregistrare etc) - da
torită vitezei mari de lucru diferă substanţial de canalele clasice (bi
nar simetrice). Pentru acestea se folosesc filtre de bandă, capabile să 
elimine fenomenul de interferenţă. care apare. N urnite canale cu răspuns 
partial, ele corectează aceste interferenţe folosind algoritmi de tip Viterbi, 
incorporaţi prin rnnstrucţie. Reuşita decodificării corecte a cuvintelor 
recepţionat<> este asigurată de supracodificări ale mesajului sursă. În 
prezent sunt folosite trei tipuri de supracodificări, care asigură trans
miterea fără interferenţe (în anumite limite) a mesajului: acestea sunt 
codurile cu lungime limitată ~i codurile balansate pentru codurile - bloc, 
turbo-codurile pentru codurile convoluţionale. 

Definiţia 13.2 L-11 cod cu lungime limitată (RLL - Run Length Limited 
Codts), sau (do, k0 ) - cod, este un cod - bloc binar, cu proprietatea că 
orice două simboluri 1 consecutive sunt separate prin p zerouri, unde 

do S p S ko. 

Parametrul d0 este folosit pentru controlul interferenţei dintre sim
boluri (fenomen care apare la viteze de transmisie mari, apropiate de 
capacitatea df' sal maţ ie fizică a canalului); k0 impune numărul maxim 
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de zerouri care pot apare, pentru păstrarea unei rate de informaţie cât 
ma.i convenabile. 

Fie C un ( n, k) cod - bloc binar care poate fi reprezentat sub formă de 
(n1 · n 2 , k1 · k2 ) - cod - tablou. şic E z; un cuvânt binar (numit secvenţă 
df comutaţit". Codul C + c ={a+ cia E C} va fi tot un (n, Ic) - cod, cu 
restricţii RLL. 

Dificultatea acestei construcţii rezidă în modul de alegere a secvenţei 
c. De aceea, vom detalia procedura de supra - codificare pentru obţinerea 
de coduri RLL cu d0 = O: 

1. Fie C un (n 1 · n 2 , k1 · k2 ) cod - tablou binar. 

2. Se defineşte cuvântul de comutaţie c = c1 c2 ... c02 , unde 
Cj = Cit Ci2 ... Cin, ( 1 ~ i :S n2) este o secvenţă binară de 
comutaţie pentru linia i, definită astfel: 

dacă n 1 este par, atunci Ci are un număr impar de 1, 

altfel, Ci are un număr par de 1. 

3. Dacă a E C, a = ( ai1 )ij este un cuvânt - cod, supra
codificarea sa este a' = ( aij + c;1 );1, 1 ~ i :S n2, 1 ~ j ~ n 1 . 

Exemplul 13.15 Fie ( 16. 9) - codul tablou binar C\ construit în Exem
plul 1 :J.11. El are cuvintele - cod de forma 

a1 a2 a3 Pi 
a4 as a6 P2 a= 

P4 Ps P6 P1 
Drnann n 1 = 1 . .-,ecvenţa df comutaţif a fifcărei linii conţine un 

număr impar dt" 1. Vor exista opt variante posibile pentru Cj: 

0001 0010 0100 1000 1110 1101 1011 0111, 
deci se pot de.fini 84 secvrnţe de comutaţie distincte c. 

Dacă se ia de e:remplu c = 0100110110001110, codul RLL de.finit p( 
baza lui va conţine cuvintele - cod 

a1 a2 a:i P1 

a= 
a4 as a6 P2 
a7 a8 ag p3 
p4 Ps P6 p7 
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undf ~-a notat x = 1 - .r (reamintim. calculele se efectuează în binar). 

T~hnica descrisă mai sus se poate extinde la coduri GAC, conducând 
la supracodificări cu proprietăţi RLL optime ([8]). Generalizarea este 
următoarea: 

1. Dacă ni este par at unei Ci ( 1 :::; i :::; n 2) con ţine zero sau un 
număr impar de 1, altfel Ci (1 :::; i:::; n2 ) conţine un număr par 
nenul de l; 

2. Cuvântul de comutaţie c va conţine un număr par nenul de l; 

3. În general, Cj nu este cuvânt - cod al codului care formează liniile; 
dacă aceasta nu se poate evita, atunci Ci+l se alege de asemenea 
dintre cuvintele aceluiaşi cod. 

Exemplul 13.16 Fit 1m (8.4) - cod binar cart codificăfi,fcare mesaj de 
informaţie ai a2a3a4 în 

a1 a1 + a4 
CL2 

a= 
a2 + a4 

a3 a3 + a4 
p p + a4 

unde p = a1 + a2 + a3 (vezi şi Exemplul 13.9). 
Deoarece ni este par, alegem secventele de comutaţie Cj (1 :::; i :::; 4) 

cu număr impar de l, astfel încât numărul total de l din c să fie par. 
Putem lua de exemplu 

c1 = 10. c2 = 00, c3 = Ol. c4 = 00 
Deci c'llvântul de comutaţiF este c = 10000100 şi cuvintele - cod cu 

restricţia RLL sunt 

ai a1 + Cl4 

a2 a2 + Cl4 
a= 

Cl3 a3 + Cl4 

p p+ a,, 

Codificarea celor 16 mesaje de informaţie este dată de tabelul următor: 
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0000 - 10000100 1000 - 01000111 
0001 - 11010001 1001 - 00010010 
0010 - 10001011 1010 - 01001000 
0011 - 11011110 1011 - 00011101 
0100 - 10110111 1100 - 01110100 
0101 - 11100010 1101 - 00100001 
0110 - 10111000 1110 - 01111011 
0111 - 11101101 1111 - 00101110 

Am obţinut un (8,4) - cod binar care este un (0,4) - cod RLL; se poate 
demonstra că aceasta este valoarea minimă care se poate obţine pentru 
k0 În ca::ul (8, 4) - rodnrilor binart. 

Dacă se relaxea::ă codul prin eliminarea ultimului simbol de control, 
se ajunge la un (7,4) - cod Hamming binar cu k0 = 4. 

Pentru cuvântul de comutaţie c = 10 00 00 01 se obţine un (O, 6) -
cod RLL, lucru care se verifică imediat. 

Pentru decodificarea codurilor RLL se poate folosi structura de· reţea 
definită. în cazul codurilor G AC, cu o singură modificare: la adnotarea 
arcelor, se înlocuieşte >.p(A, B) cu >.p(A, B) + Cp. 

Exemplul 13.17 Să reluăm (8: 4) - codul G AC de mai sus, a cărui reţea 
este descrisă în Exemplul 13.13. Folosind cuvântul de comutaţie 
c = 00010001, se obţine un cod RLL cu aceeaşi structură dr reţea: 

iar marcajele arcelor: 

80/ >-o I oo 10 Ol 11 

10/11 01/01 11/10 00 00/00 

8if >.1 00 10 Ol 11 83/ A3 00 
00 0/01 1/10 00 t:/01 
10 1/10 0/01 10 e/10 
Ol 0/00 1/11 Ol t:/00 
11 1/11 0/00 11 t:/11 
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00 
10 
Ol 
11 

00 
0/00 
1/11 

10 
1/11 
0/00 

Ol 11 

0/01 1/10 
1/10 0/01 

303 

(pentru (7,4) - codul Hamrning binar se ignoră ultimul bit din >..3 ). 

De remarcat că fată de Exemplul 13.13 cuvântul de comutaţie a modifi
cat n·urnai marcajele nodurilor de pe nivelele 1 şi 3). 

13.4 Coduri balansate 

Codurile balansate reprezintă o clasă specială de coduri RLL, în care 
fiecare cuvânt - cod are un număr egal de O şi 1. Avantajele pe care 
le oferă această condiţie (siguranţă la transmiterea cu viteze mari a 
datelor, capacitatea de auto-control al tacţilor, posibilităţi de detectare 
~i corectare a erorilor comparabile cu codurile - bloc) o recomandă ca o 
măsură eficientă de supracodificare. 

Sunt multe modalităţi de transformare a unui cod - bloc binar într-un 
cod balansat; de exemplu dublarea fiecărui cuvânt - cod a cu o secvenţă 
identică (aa) sau cu caractere complementate (aa) conduc la coduri bal
ansate. Construcţia unui cod balansat prezentată în Figura 13.5 asigură 
posibilit.atea construcţiei unei reţele de decodificare în maniera celei din 
paragrafele anterioare. 

În construcţia algoritmului Balansat mai trebuie rezolvată problema 
alegerii lui n 1 . Aceasta se realizează folosind următoarea teoremă: 

Teorema 13.4 Fiind dat k, n 1 este de forma n 1 = 2s, unde s este cel 
mai mic număr pozitiv care verifică inegalitatea 

2k+2-4s < •) + ('s 
- - 2s· (2) 

Demonstraţie: Condiţia ca n 1 să fie par rezultă din cerinţa ca în u 
jumătate din cele n 1 funcţii g să fie fi şi jumătate să fie fi. Fie deci 
n1 = 2s. 

Din condiţia 2n 1 - 2 s; k rezultă k + 2 - 4s 2: O. 
Deoarece x este format din k + 2 - 4s caractere binare, sunt 2k+2

-
4

s 

secvenţe x posibile. Din acestea, 2k+2 - 4
s - 2 sunt construite folosind 

numai funcţia fi, deci trebuie să existe pentru ele cel puţin tot atâtea 
secvenţe a. Deoarece numărul secvenţelor binare o este C~5 , rezultă 

inegalitatea din enunţ. 
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Figura 13.5: 

Algoritm Balansat: 

Fie a = a 1a 2 ... ak E Z~ (k ~ 2) un mesaj de informaţie. Definim 
următorul cuvânt - cod tablou balansat asociat lui a: 
1. Se alege n 1 par nenul astfel ca 2n1 - 2 ::S k; se notează k1 = 
2n1 - 2, n = 4 · n 1 • · 

2. Se construieşte următorul cuvânt - cod tablou cu primii k1 biţi 

de informaţie: 

a1 a3 as aki-1 P1 

V= 
a1 a3 as ak1 -l P1 
a2 a4 a6 ak1 P2 
a2 a4 a6 ak1 P2 

n1-l n1-l 

unde p1 = L a2i-1, L a2i• 
i=l i=l 

Cuvintele de această formă, citite pe coloană, formează un ( n, k1 ) -

cod tablou balansat binar Cb, Cb este un cod - cadru, folosit pentru 
definirea caracterelor de control p1 şi p2 • 

3. Se definesc funcţiile fi, f 2 : Z2 ---+ Z! prin 
f1(x, y) = (1:, x, y, y), 
h(x, y) = (x I\ y, x I\ y, x I\ y, x I\ y), 

unde /\ este operatorul boolean de conjuncţie. De remarcat că 
v = fi ( a1, a2) fi ( a3, a4) ... !1 ( ak1 -1, ak1) fi (Pi, P2) • 

4. Se construieşte cuvântul - cod u folosind ultimele k-k1 caractere 
de informaţie x = ak1 + 1 ... ak astfel: 

1. Dacă x =O ... 00, atunci u = f1(a1, a2)f1(a3, a4) ... fi(p1,P2); 

2. Dacă x = O ... Ol, atunci u = /1 (a1, a2)fi(a3, a4) ... fi (P1, P2); 

3. În rest, u = g(a1,a2)g(a3,a4) .. . g(ak1-1,ak1)g(p1,P2), und~ 

( i) g este h sau h; fiecare din ele apare de un număr egal 
de ori ( câte ni/2 apariţii); 

( ii) Dacă se notează / 2 cu O şi h cu 1, lui u i se asociază o 
secvenţă o: de n 1 caractere binare, cu proprietatea că relativ 
la primele k1 caractere de informaţie, aplicaţia x 1--+ o: este 
izotonă faţă de relaţia de ordine lexicografică. 

5. Cuvântul - cod final se obţine prin scrierea pe fiecare linie a 
unei valori fi(x,y) din u. El aparţine astfel unui cod GAC C de 
dimensiuni n 1 x 4. 
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Condiţia de minim a.sigură unicitatea codificării. O 

De remarcat că. prin această metodă, operaţia de balansare nu păs
trează proprietatea de cod liniar sau ciclic. 

Exemplul 13.18 Să ,·onstruim un cod GAC balansat care să codifice 

k = 3 simboluri df informaţie. Folosind inegalitatea (2), se obţine s = l, 
deci n 1 = 2, k1 = 2, n = 8. 

Codul - cadru, care defineşte simbolurile de control, este ·un (8, 2) cod 

- tablou binar, având cuvintele - cod de forma (reamintim, reprezentarea 
dufăşurafă se faa pe roloa1H }: 

a1 PI 
ai" P1 = a1 a1 a2 a2 P1 P1 P2 P2, V= 
a2 P2 
a2 P2 

unde PI = a 1 , P2 = a2. Operaţia de codificare este reprezentată de tabloul: 

OOO -. 0101 0101 
010-. 0110 0110 
100 -. 1001 1001 
110 -. 1010 1010 

001 -. 0101 1010 
011-. 0110 1001 
101 -. 1001 0110 
111-. 1010 0101 

Exemplul 13.19 Pentru k = 4 simboluri de informaţie se obţine de 

asrnHnea s = 1 şi au/aşi (8, 2) - cod cadru, cu două simboluri de control. 

Cele două caractere de informaţie rămase, a 3a 1 asigură codificarea în 
felul urmâtor: 

o = 00 ====> u = !1 ( a 1, a2) f 1 (p1, P2); 
a= Ol ==> u = f1(a1,a2)f1(p1,p2): 
o:=10 ==} u=fi(a1,a2)fi(p1,P2); 

n = 11 ====> u = fi(a1,a2)fi(p1,P2). 
Tabdul următor conţine cele 16 mesaje de informaţie 

cuvintele - cod genr rate de Algoritmul Balansat. 

' ~ 1.mpreuna cu 

0000 ---+ 01010101 1000 ---+ 10011001 
0001 ---+ 01011010 1001 ---+ 10010110 
0010 ---+ 00011110 1010 ---+ 01001011 
0011 ---+ 11100001 1011 ---+ 10110100 
0100 ---+ 01100110 1100 ---+ 10101010 
0101 ---+ 01101101 1101 ---+ 10100101 
0110 -- 00101101 1110 ---+ 10000111 
0111 ---+ 11010010 1111 ---+ 01111000 
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S-a obţinut un (8,4) - cod balansat (care nu este cod liniar). Din studiul 

acestei tabele rezultă că am obţinut un cod cu distanţa minimă d = 4. 

Exemplul 13.20 Următor-ul cod balansat a fost studiat de Blaum ([3}), 

odată cu introducerea metodei de balansare prezentată mai sus. Pentru 

k = 9, singura valoare posibilă este s = 2, deci n 1 = 4, k1 = 6, n = 16. 
Cuvintele - cod cadru au forma 

a 1 a3 as P1 
ai a3 as P1 

V= , 
ai a4 a5 P2 
a2 a4 a5 P2 

unde p1 = a1 + a3 + a 5, p2 = a2 + a4 + a5. 
Procedura de codificare este dată de tabelul următor: 

a1asa9 U1U2U3U4 U5U5U7Ug U9U10U11U12 U13U14U15U15 

OOO f1(a1,ai) !1 ( a3, a4) f1(as, a5) f1(P1,P2) 
001 f1(a1,a2) f1(a3, a4) f1(as, a5) f1 (P1, P2) 
010 h(a1, a2) h(a3, a4) fi( as, a5) h(P1, P2) 
011 fi(a1, a2) fi(a3,a4) f2(as,a5) h(P1,P2) 
100 h(a1, a2) h(a3, a4) fi(a5,a5) h(P1,P2) 
101 fi(a1, a2) fi(a3,a4) fi(a5,a5) f2(P1,P2) 
110 fi(a1,a2) h(a3, a4) fi( as, a5) h(P1,P2) 
111 fi(a1,a2) fi(a3,a4) fi(as,a6) h(pi, P2) 

S-a obţinut astfel un (16, 9) - cod balansat cu distanţa minimă d = 8. 
Să codificăm de exemplu mesajul de informaţie a= 001101010. Pen

tru determinarea bitilor de control se construieşte cuvântul 
O 1 O 1 
1 O 1 O 

V= 0 1 1 0 

1 O O 1 
Deoarece a1 = O, a8 = 1, a9 = O, codul va fi generat folosind a treia 

linie din tabelul de sus: 

u = 0001 1000 1101 1011. 
Alte exemple de mesaje de informaţie şi codificările lor: 

000000000 =::;> 0101010101010101 
111111001 =::;> 1010101010100101 
000000101 =::;> 1110000100011110 
111111011 =:} 1000011110000111 
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Pentru realizarea unei structuri de reţea a codurilor balansate, difi
cultatea constă în faptul că act>ste coduri nu sunt liniare, deci algoritmii 
utilizaţi până acum nu funcţionează. Se va utiliza următorul algoritm 
(Figura. 1:3.6). specific codurilor balansate definite în acest paragraf: 

Figura 13.6: 

1. Pe ba.za algoritmilor anteriori, se construieşte structura de 
reţea Hb a codului - bloc cadru C\; fie k0 numărul ei de coloane 
( egal cu numărul de coloane din reprezentarea în tablou a 
cuvintelor - codului Cb, 

2. Se copiază reţeaua Rb de 2P - 1 ori, unde p = k - k1 este dat 
de pasul 3 al algoritmului Balansat; fiecare copie corespunde 
unei generări posibile a unui cuvânt - cod balansat. 

Toate subreţelele au o singură rădăcină şi o singură ţintă. 

3. In fiecare din cele 2P subreţele: 

(a) Arcul ((00 ... 0) 0 , Bi) de pe nivelul O se marchează cu 
80/Ao unde 80(00 ... 0.B) = a2n 1 -1 .,.ak, iar 
.\0(00 ... 0,B) = f1(a1.a2)-

(b) Arcul spre ţintă are 8k0 (A,00 .. . O)= E şi 

Ak0 (A,00 . .. 0) = g(p1 ,p2 ) (notaţiile sunt cele din algo
ritmul Balansat). 

4. În fiecare subreţea se defineşte valoarea 8) Aj (1 S j < ko) a 
arcului (Aj, B.1+1) astfel: b1(A, B) este valoarea nemodificată 
din Rb, iar ,\(A,B) = g(a2j+1,a21+2)-

Exemplul 13.21 Să reluăm (8,4) - codul balansat din Exemplul 13.18. 
După ce se construieşte rf;ţeaua (8. 2) - codului cadru - deoarece există 

doar un bit df informaţie suplimentar - avem p = 1, deci reţeaua se mai 
copiază de 2P - 1 = 1 ori. 

Sunt posibile două maniere de abordare: 
A. Dacă transmiterea datelor se face pe linii {specific codurilor ba

lansate), reţeaua codului cadru este cea prezentată în Figura 1."]. 7, poziţia 
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(a); din ea se obţine reţeaua ( b) a codului balansat. 

' 

00/0101 t/0101 
: 

01/0110 - t/0110 

10/1001 
: 

(/1010 

11/1010 , /1010 
~ 

(a) 

• 

Figura 1:3.7: 

000/0101 

010/0110 

100/1001 

110/1010 

41 

001/0101 

011/0110 

101/1001 

111 /1010 

(/0101 
-

(/0110 -

: t/1001 

: 
f/1010 

41 

t/1010 
-

f/1001 
-

f/011 O 

: t/0101 

(b) 

B. Dacă transmiterea se face pe coloane, apare o construcţie con
formă cu cea a reţelelor anterioare (definite pentru codurile GAG) şi vom 
avea situaţiile ( c) respectiv ( d). 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.3.4. CODURI BA.LANSA.TE 309 

00/00 f/11 0/00 

~ 0/00 f/11 0/00 c/11 1 

\ 0/0:---7 

10/11 f/00 

1/11 • • 
1/11~ f/00 J 01/01 f/10 f/10 

t 1/ I I f/U0 

11/10 • 
1/0l f/01 

(c) (d) 

Exemplul 13.22 Să construim reţeaua de (de)codificare pentru (16, 9) 
- codul balansat definit în Exemplul 13.20. Conform procedurii, sunt 
necesare 8 subreţele, câte una pentru fiecare linie din tabelul de codificare. 
Deoarece cuvintele - cod sunt citite pe linii, fiecare subreţea are câte 5 
coloane şi 4 stări. 

Pentru a7 = a8 = a9 = O (prima linie din tabel) subreţeaua construită 
plecînd de la (16, 6) - codul cadru din Exemplul 13.20 are structura 

unde marcajul arcelor este dat de tabela: 
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p fip/ .\P 00 01 10 11 
o 00 00/0101 01/0110 10/1001 11/1010 
1 00 00/0101 01/0110 10/1001 11/1010 

01 01 /0110 00/0101 11/1010 10/1001 
10 10/1001 11/1010 00/0101 01/0110 
11 11/1010 10/1001 00/0101 00/0101 

2 00 00/0101 01/0110 10/1001 11/ 1010 
Ol 01/0110 00/0101 11/1010 10/1001 
10 10/1001 11/1010 00/0101 01/0110 
11 11/1010 10/1001 01/0110 00/0101 

3 00 t/0101 - - -
01 t/0110 - - -

10 E/1001 - - -

11 t/1010 - - -

Pentru a7 = a8 = O, a9 = 1 ( a doua linie din tabel} se construieşte aceeaşi 
subreţea, tn care valorile funcţiei .\3 din marcajul arcelor ultimului nivel 
se complementează. Prin compunerea acestor două subreţele, se obţine 

un (16, 7) - codul balansat cu distanţa minimă d = 8. 
Celelalte 6 subreţele se definesc similar. Reţeaua finală a (16, 9) -

codului balansat cu d = 8 obţinută din compunerea lor, va avea 32 stări 
şi 5 nivele. 

13.5 Turbo - coduri 

ln ultimii ani, viteza tot mai mare de transmisie a datelor - aproape de 
capacitatea maximă a canalelor de comunicaţie - a condus la modalităţi 
noi de codificare. Turbo codurile sunt prezentate prima dată. în 1993 de 
Berrou, Glavier §i Thitirnajshima §i combină sub formă de reţea (minim) 
două coduri convoluţionale. Modalitatea de decodificare este total de
osebită de algoritmii cunoscuţi până acum (se folosesc capacităţi statis
tice de performanţă ale canalelor de transmisie). Ele asigură o rată de 
corectare a erorilor mult mai ridicată decât la codurile clasice; de aceea 
turbo codurile sunt folosite în transmisiile de pe staţiile cosmice automate 
lansate după anul 1993, precum §i canalele de satelit. 

13.5.1 Structura unui turbo - cod 

Un turbo - cod standard este reprezentat de Figura 13.8: 
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Figura 13.8: Turbo - codificator standard 

u = X
8 

Ip 

R 
xlP x2P 

' 

u' ,..___ ..... gi( X ) 
go(X) 1---~--

2p 

El foloseşte două (2, 2) - coduri convoluţionale ( care - fă.ră a micşora 
generalitatea - au fost considerate identice), separate printr-un bloc PN 
de permutare a celor N caractere de informaţie (N fiind o constantă 
fixată, dependentă de structura canalului de transmisie). Mesajul de 
informaţie este spart în blocuri u E zt: dacă se ignoră mecanismul de 
relaxare R, rata codificatorului este 1/3 (N simboluri de informaţie se 
transformă în cuvinte - cod de lungime 3N). Cele 3 ieşiri (xS, x 1P, x 2P) 
sunt apoi transmise pe coloană, ca un cod G AC. 

Codificatorul 

Pentru un (2, 2) - cod convoluţional, matricea generatoare poate fi con
siderată (într-o variantă simplificată, bazată pe structura de reţea a 
mesajelor) G = (g0 (X), g1 (X)). Codificatorul unui turbo - cod va folosi 
ca matrice generatoare o formă echivalentă recursivă: 

Din acest motiv, un codificator convoluţional pentru turbo - coduri este 
numit Codificator Sistematic Recursiv (RSE). 

Un mesaj de informaţie u(X) este codificat de codul convoluţional 
în u(X)G = (u(X)g0 (X), u(X)g1((X)). RSE va realiza aceeaşi ieşire 
pentru mesajul u'(X) = u(X)g0 (X ), deoarece se verifică imediat relaţia 
u(X)g0 (X)Gu = u(X)G. Vom numi totuşi "cuvânt - cod" perechea dE 
polinoame u( X )G ( deşi se mai efectuează o operaţie de înmulţire pentru 
obţinerea mesajului u'(X)). 
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Se observă că pentru un RSE, cuvântul cod are pondere finită dacă 
şi numai dacă mesajul de intrare se divide cu g0(X). 

Corolarul 13.1 Un mesaj sursă u' cu w( u') = 1 se codifică într-un 
cuvânt - cod de pondere infinită. 

Demonstraţie: Evident, deoarece u'(X) = XP nu se divide cu g0 (X). □ 

Corolarul 13.2 Pentru orice polinom netrivial g0 (X) E Zq[X] există o 
infinitate de mesaje sursă de pondere 2 care se codifică în cuvinte - cod 
de pondere finită. 

Dflnonstrafie: Pentru g0 (X) E Zq[X], g0 (X)-/- XP, există un n minim 
cu proprietatea g0 ( X) IXn -1 ( n este lungimea secvenţei pseudo-aleatoare 
generată de g0 (X) - a se vedea paragraful 5.1, Capitolul 5). 

Orice secvenţă u' de forma u'(X) = aXi(Xn - 1), a E Zq \ {O} are 
pondere 2 şi este divizibilă cu g0 (X), deci codificarea prin RSE va genera 
un polinom cu un număr finit de termeni. □ 

Exemplul 13.23 Fie g0 (X) = 1 +X+ X4, g1 (X) = 1 + X 2 + X 3 + X4 

polinoame din Z2 [X]. În mod uzual se foloseşte notaţia în octal; deci, 

cum go = 110012 = 31s, g1 = 101112 = 27s, vom avea (gogi)= (31, 27). 
Matricea generatoare este 

c = ( 1 + x2 + x3 + x4 ) 
R 1 1 +X+ X4 ' 

iar un circuit liniar care realizează acest RS E are forma: 

Pk 

(s-a notat cu uk simbolul de informaţie curent, iar cu Pk simbolul de 
control corespunzător). 

Cum g0 (X) este primitiv, lungimea secvenţelor este 24 
- 1 = 15. De 

exemplu, mesajul sursă u(X) = 1 + X 15 se codifică în (1 + X 15
, 1 +X+ 

X2 +X3 +X 5 +X 7 +X 8 +X 11
) = (1000000000000001, l ll lQlQ110010Q0Q). 

u(X) = X 7 (1 + X 15
) va genera acelaşi cuvânt - cod, cu o întârziere de 

şapte tacţi. 
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Permutatorul 

PN este un bloc de permutare. Cele N simboluri de informaţie care 
constituie intrarea în primul codificator RS E sunt rearanjate înainte de 
a intra în al doilea codificator. Din considerente practice este preferabil ca 
permutarea folosită să nu păstreze nici o ordine anterioară a simbolurilor 
( deşi acest lucru este uneori dificil, mai ales pentru cuvinte de pondere 
mică). De asemenea, N trebuie să. fie suficient de mare (în practică se 
foloseşte N 2:: 1000). Aceste două cerinţe - uzuale în criptografie - sunt 
necesare în obţinerea de performanţe ridicate la decodificare. 

Mecanismul de relaxare 

Dacă pentru transmiterea de imagini din spaţiu sunt folosite coduri cu 
rate mici de informaţie (fiecărui bit îi corespund cel puţin 3 caractere -
cod), în alte situaţii ( comunicări prin satelit de exemplu) sunt preferabile 
rate mari (cel puţin 1/2). Rolul mecanismului de relaxare (vezi paragraful 
2.7. Capitolul 2) este de a reduce periodic anumite caractere, pentru a 
scurta lungimea cuvintelor - cod. De obicei se elimină biţi de control; 
astfel, pentru a obţine o rată de informaţie 1 /2 se pot elimina toţi biţii 
de control pari de la începutul cuvintelor - cod şi toţi biţii de control 
impari de la sfârşitul lor. 

13.5.2 Decodificarea turbo - codurilor 

Din construcţie rezultă că un turbo codificator este liniar, deoarece toate 
componentele sale sunt liniare. Codificările RS E sunt implementate prin 
circuite liniare, permutatorul este liniar deoarece poate fi modelat printr
o matrice de permutare. La fel. mecanismul de relaxare nu afectează 
liniaritatea. deoarece din toate cuvintele - cod se şterg simbolurile de 
pe aceleaşi poziţii. Importanţa liniarităţii constă în faptul că se poate 
lua ca referinţă cuvântul - cod nul. De asemenea, toate construcţiile 
sunt prezentate pentru cazul binar, cu simbolurile ± 1 (în loc de { O, 1} ). 
Decodificatorul va lucra după principiul obişnuit al decodificării cele mai 
probabile. 

Din păcate, utilizarea algoritmului Viterbi nu este posibilă aici, din 
cauza operaţiei de permutare folosită în decodificare. Totuşi, pentru 
subsecvenţe stricte, un astfel de algoritm poate da rezultate. 

Primul algoritm de decodificare pentru turbo - coduri a fost propus de 
Berrou în 1993 ([13]), bazat pe ideile din [2]. Numit BC JR, el foloseşte 
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o decodificare caracter-cu-caracter (spre deosebire de algoritmul Viterbi 
care decodifică secvenţe - bloc de câte n caractere). 

Vom prezenta acest algoritm, deşi - conceptual - el este complet 
diferit de ceilalţi algoritmi de decodificare construiţi până în prezent. 
Volumul enorm de date transmise conduce la o nouă strategie de decodi

ficare, anume estimarea caracterelor corecte pe criterii statistice, folosind 
elemente de teoria probabilităţilor. 

ln cele ce urmează, se vor folosi următoarele notaţii: 

• Ei - notarea codificatorului RS E i ( 1 ~ i ~ 2); 

• Di - notarea decodificatorului i ( 1 ~ i ~ 2); 

• m - capacitatea de memorie (buffer) a codificatorului; 

• S - mulţimea celor 2m stări ale codificatorului; 

s ss s d "f · • x = x 1x 2 ... xN = u 1u 2 ... UN secvenţa e m ormaţ1e care se 
codifică; 

• xP = .rţ'.ri ... .r'/v cuvântul de control generat de codificator; 

• Yk = YkY~ o recepţie (posibil perturbată) a lui xtx:; 

N A l . • y 1 = Y1Y2 ... YN cuvantu recepţ10nat. 

Algoritmul BC.J R (iniţial şi modificat) 

O primă versiune a algoritmului se bazează pe decodificarea cea mai 
probabilă aposteriori ( M A.P - maximul apos teri ori). Se realizează de
codificarea 

uk = { +l dacă P('uk = +l\y) > P(uk = -1\y), 
-1 altfel 

Formal, Uk = sign[L(uk)], unde L(uk) este logaritmul raportului 
probabilită.ţilor de potrivire aposteriori, definit prin relaţia 

Dacă se ţine cont de faptul că se codifică în reţea, aceasta se scrie: 
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(

Lp(sk-1 = s',sk = s,y)/p(y)) 
L(uk) = log s+ , 

LP(Sk-1 = s',sk = s,y)/p(y) 
s-

(3) 

unde 

• sk E S este starea codificatorului la momentul k; 

• s+ este mulţimea perechilor (ordonate) ( s', s) corespunzătoare tu
turor stărilor de tranziţie (sk-l = s') - (sk = s) generate de 
Uk = +l; 

• s- este definită similar pentru uk = -l. 

Este posibil să simplificăm cu p(y) în (3); deci este necesară doar o 
formulă pentru calculul lui p(s',s,y). În [2], este construită o variantă 
sub forma 

p(s',s,y) = Cl'k-i(s') · î'k(s',s) · f3k(s), (4) 
unde: 

• 11.(s'.s) = p(sk = s.yk\sk-1 = s'); 

• ak( s) = p( Sk = s, Yt) este calculat recursiv cu formula 

ak(s) = L O'k-1(s1
) • ,k(s',s) 

s'ES 

cu condiţiile iniţiale a 0 (0) = 1. a0(s =/ O) = O 

( codificatorul pleacă din starea O). 

• ,dk(s) = p(yf~ 1\sk = s) are formula recursivă de calcul 

f3k-1(s') = L Bk(s) · ,k(s', s) 
-•ES 

şi condiţiile f3N(O) = 1, /3N(s #O)= O 

( după .V biţi de intrare codificatorul trebuie să ajungă la starea O; 
restricţia se realizează alegând corespunzător ultimii m biţi, numiţi 
biţ,i de încheiere). 

Aplicarea acestei variante de decodificare la turbo - coduri (algoritmul 
BC JR iniţial a fost definit în 1974) are un neajuns: simplificarea cu p(y) 
conduce la algoritmi numerici instabili. De aceea, Berrou ([13]) face o 
modificare a. algoritmului, în felul următor: 
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Se definesc probabilităţile (modificate) 
O'k(s) = O'.k(s)/p(yn, #k(s) = f,k(s)/p(yf+1IYf''). 

Prin împărţirea relaţiei (4) cu p(y)/p(yk) = p(yt- 1
) • p(yf+1 ly}), se 

ajunge la 
p(s',sjy) · p(yk) = Dk_i(s') · Îk(s',s) · ~k(s). 

Pentru că. p(y~) = L ak(s). valorile ăk(s) se pot determina din ok(s) 
sES 

pe baza formulei 

sau - folosind definiţia recursivă a lui ak(s): 

L ok-1(s') · 1k(s', s) L D'.k-1(s') · Îk(s', s) 
O (s) = s'ES = _s_'E_S _______ _ 

k L L ak-1(s') · rk(s', s) L L ok-1(s') · 1k(s', s)' 
sES s'ES sES s'ES 

ultimul rezultat fiind obţinut prin împărţirea numărătorului şi numitoru-
lui cu p(yt- 1 

). 

Definirea recursivă a lui Bk( s) se obţine plecând de la 

( 
1\. 1 k-1) _ ( k) P(Y~11Yt) _,"' ( ') ( , ) p(yf+11Yn 

p Y k Y1 - p Y1 . k-l - L L O'.k-1 S . tk S , S . k-1 

P(Y1 sES s'ES P(Y1 ) 

L L Ok-1 (s') · 1k(s', s) · p(yf+i IYt) 
sES s'ES 

şi folosind definiţia recursivă a lui /h_i(s), prin împărţire se ajunge la 
relaţia 

sES s'ES 

In final, algoritmul BC JR modificat va folosi valoarea L( Uk) dată de 
relaţia 

L(uk)=log s+ _ . (
L ăk_i(.s') · Î·k(s', .5) · i~k("')) 
L Ok-1(s

1
) • 1k(s', .5) · f,k(s) 

5-

(5) 

Condiţiile la limită pentru ok( s) şi ~k( s) sunt aceleaşi cu cele de la 
ok(s) respectiv ,3k(s). 

O altă versiune a algoritmului BC JR foloseşte informaţia apriori. 
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Pentru acesta. avt->111 

L( ) l (
P(yiuk=+l)) l (P(uk=+l)) 

llk = og ------ + og ----- . 
P(yiuk = -1) P(uk = -1) 

Deoarece în mod normal P(uk = +l) = P(uk = -1) (probabilitatea 
ca simbolul recepţionat să. fie +l este egală cu probabilitatea să fie -1), 
al doilea termen al sumei este zero în decodificatoarele uzuale. Pentru un 
tur ho - dPrndor rare lucrează rt->cursiv, D1 primeşte informaţie suplimen
tară. de la D2 , care serveşte ca informaţie apriori. Similar, D2 primeşte 

de la D 1 informaţie suplimentară ş.a.m.d. Ideea constă în faptul că D2 

poate da lui D1 informaţii despre uk la care acesta nu are acces ( de ex
emplu caracterele de control generate de E 2); acelaşi lucru îl realizează 
D1 pentru D2 . 

Un circuit de decodificare bazat pe algoritmul BC.J R este: 

ylP 
Ys 

y2P -------------

S-a notat cu Pj:/ inversa matricii de permutare PN din circuitul de co
dificare. L~ 2 este informaţia suplimentară transmisă de la D1 la D2 , iar 
L31 este cea transmisă de la D2 la D1 . Deciziile finale de decodificare pot 
veni fie de la D 1 , fie de la D2 . 

Mai rămâne de văzut cum se poate obţine această informaţie supli
mentară care circulă între cei doi decodificatori recursivi. 

Definiţia lui 1k(s',s) se poate rescrie 
1k(s',s) = P(sls') · P(Ykis',s) = P(uk) · P(Ykiuk), 

unde evenimentul uk corespunde tranziţiei s' .- s. Dacă se notează: 

L (uk.) = log ---- , e (P(uk = +l)) 
P(uk = -1) 

P+ = P(uk = +l), P_ = P(uk = -1), avem 

(i~PP!:;+) · JP+f P_ = P+ dacă uk = +I. 

( l~PP!;;+) · Jp_f P+ = P_ dacă"•=-] 
In această situaiie se obţine 
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[ 
( y k - u 1.Y ( l' - .r ~) 

21 
P(Yk luk) :x fJ:p - 20-2 - k 20-2 k = 

= exp - k k k k . exp k k 
[ 

(ys)2 + u2 + (yP)2 + (xP)2] [Uk. Yk +XP. YP] 
20-2 a-2 

B [
Yk. Uk + y~. X~] = k. exp 2 

O" 

deci 
I e Uk·Yk xk-yk 

[ 

s + p pl 
Îk(s ,s) ex Ak · Bk · exp[uk · L (uk)/2] · exp o-

2 
(6) 

Deoarece ,k(s',s) apare în (5) la numărător (unde uk = +1) şi nu
mitor ( unde Uk = -1 ), factorul Ak · Bk se va reduce fiind independent 
de uk. De asemenea, particularităţile de canal la transmisia lui ±1 dau 
rf'laţia a 2 = N0 /(2Ec) undf' Ec este energia de canal per bit. Din (6) se 
obţine 

Îk(s',s) ~ exp[uk · (U(uk) +Le· YZ)/2 +Le· Y~ · x:/2] = 
= e:rp[uk · (Le(uk) +Le· YZ)/2] · ,k(s',s), 

unde Le= 4:: şi ,Hs',.5) = exp[Lc · y~ · xU2]. 

Combinând această relaţie cu ( 5) se ajunge la 

(
L ()'k_i(s') · 1Z(s'. s) · J3.

1-k(8) · ck) 
5+ L( uk) = log · _ L 6k-1(s') · ,k(s'. s) · ;3k(s) · C\ 
s-

= Le· Yk + U(uk) + log 
8t 

-

(

LO'.k-1(s') · ,k(s',s) · ~k(s)) 

~ O'.k-1(s') · ,Z(s', s) · /3k(s) 

unde s-a notat ck = e:rp [uk · (Le( Uk) + Le· yf)/2]. 

(7) 

A doua egalitate rezultă deoarece Ck(uk = +l) şi Ck(uk = -1) pot fi 
scoase ca factor. Primul termen al sumei (7) este numit valoare de canal, 
al doilea reprezintă informaţia apriori despre uk (furnizată de un deco
dificator anterior), iar al treilea termen conţine informaţia suplimentară 
care se trimite la decodificatorul următor. Deci - de exemplu - la orice 
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itera.ţie, D 1 calculează. 

unde Lh ( uk) este informaţia suplimentară venită de la D2 şi L~2( uk) este 
al treilea termen din ( 7), folosit ca o informaţie suplimentară trecută de 
la D, spre D2. 

Formalizat, această variantă a algoritmului se poate scrie astfel: 

Algoritmul BC JR: 

1. (Iniţializare): 

. ~(l) _ ~(1) ·- { l pentru s = O 
D1.u0 (s)-BN(s).-

0 
t -J.Q 

· pen rus Î 

V21 (uk):=0, (k=l,2, ... ,N). 
_ (2) { 1 pentru s = O ~(2) (2) 

D2: u 0 (s) := 
0 

t -J. 
0 

, /3N (s) := âN (s), Vs. 
pen rus Î 

L~ 2 ( uk) se determină din D 1 după prima trecere, deci nu se 
iniţializează. 

-· , n-a itera 1e . ') ( '\ . ţ" ) . 

D 1 : pentru k = 1, 2, ... , 1\" 
- Se determină Yk := yf:y? unde Y!P sunt biţii de control 
recepţionaţi pentru E1 (posibil perturbaţi de canal); 
- Se determină îk( s', s) pentru toate tranziţiile posibile s' -----+ s; 

- Se determină o:~1\s), Vs. 

pentru k = N. N -1. ... ,2 se determină ~k~1 (s), Vs; 
pentru I.: = l, 2, ... , N se determină Lh( uk) cu valorile de 

probabilităţi asociate lui D1 . 

D2: pentru k = 1,2, ... ,N 
- Se determină Yk := y},N[k]Y!P; 
- Se determină îk(s', s) pentru toate tranziţiile posibile s'-----+ s; 

Se determină ot\s). V.s: 

pentru J..· = N, N - l. ... , 2 se determină ~k~ 1 ( s), V.9; 
pentru k = l, 2, ... N se determină r;1 ( uk) cu valorile de pro

babilităţi asociate lui D2 ; 

3. (După ultima iteraţie): 
Pentru k = 1, 2, ... , N 
-- Se determină Li(uk) :=Le· yf: + L;1 (up-1[k]) + L~ 2(uk); 

N 

- Dacă L1(uk) > O atunci uk := +1 altfel uk := -1; 
4. Stop. 
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Scrierea algoritmului a ţinut cont de unele ipoteze implicite. Astfel: 

• se presupune că cei doi codificatori lucrează corect, adică ultimii m 

biţi din mesajul de informaţie de lungime N se codifică astfel ca la 
sfârşit E 1 să ajungă la starea zero. 

• decodificatorii deţin toată informaţia referitoare la reţeaua de codi
ficare; astfel, ei au tabele complete cu simbolurile de informaţie şi 
de control pentru toate tranziţiile de stări s' ---+ s, matricile de 
permutare şi inversele lor. 

13.6 Exerciţii 

13.1 Fie codul generat de polinomul g(X) = 1 + X + X 2 + X 3 + X 6
. 

Codificaţi mesajele de informaţie 
m1 (X) = 1, m 2(X) = X2, m3(X) = 1 + X, 
m4(X) = 1 + X 2

, ms(X) = X 3
, m5(X) = 1. 

Determinaţi şirul de biţi transmişi dacă se foloseşte o transpunere la 
adâncimea s unde 

(a)s=l (b)s=2 (c)s=3. 

13.2 Demonstraţi Teorema 13.2 

13.3 Folosind codurile definite in Exemplul 13.4, să se codifice următoa-
rele mesaje de informaţie prin transpunerea încrucişată a lui A 1 cu A 2 : 

(a) m1 = 0110, m2 = 1011, ma= 1111, s = 2; 
(b) m1 = 0110, m2 = 1011. ma= 1111, s = 3; 
(c) m1 = 0010, m2 = 1111. ma= 1010, s = 3; 
(d) m1 = 1000, m2 = 0100, ma= 0010, m4 = 0001, ms= 0011, 

m5 = 0100 s = 3. 

13.4 Gii.siţi un n::ultat analog Teoremei 13.8 dacă pentru A2 se foloseşte 
s - cadrul de transpunere întârziată în loc de s - transpunere. 

13.5 Construiţi codurile (11,6) şi (6,3) GAC. 

13.6 Dacă mesajul de informaţie este a = a 1 a2a3a4a 5 = 01001, găsiţi 

codificarea sa .folosind un (15. -5) - cod GAC. 
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13. 7 Dacă rnesajul de informaJie este a = a1a2a3 a4a5 = 11011, găsi/i 
codificarea sa folosind un (1.5,5) - cod GAG. 

13.8 Justificaţi de ce codul Golay binar extins nu poate fi reprezentat 
folosind o descompunere tablm, de tipul 6 x 4. 

13.9 Construiţi reţeaua pentru ( 6, 3) - codul G AC cu d = 3. 

13.10 DeterminaJi nuărul de stări şi de coloane pentru următoarele co
duri GAG: 

(a)(16,10), d=4; (b)(11,6), d=3; (c)(63,42), d=3. 

13.11 /n diagrama - reţea a (20, 14) - codului GAG cu d = 4, determi
naţi marcajul arcului dintre codurile (00011)2 şi (10100)3. 

13.12 Arătaţi că diagrama reţea a (8,4) - codului GAG (d = 4} poate 
fi dedusă din reţeaua ( 6, 3) - codului G AC cu d = 3. 

13.13 .Wtsajul dt informaţie a = 0001 este codificat cu (8,4) - codul 
GAC având distanţa d = 4. La recepţie s-a primit secvenţa 

0,6 0,95 0,1 0,1 0,05 0,9 1,0 
A rătaJi că structura de reţea poate decodifica şi corecta cele două erori 

care au apărut fo transmisie. 

13.14 Construiţi un (3, 2)(3, 2) - RLL cod tablou şi calculaţi parametrii 
săi (do, ko)-

13.15 Construiţi un (12, 8) - cod GAG cu restricţii RLL şi calculaţi 

pentru el ( do, ko). 

13.16 Construiţi un GAC cod balansai pentru 
(a)k=lO; (b)k=13 .. 

13.17 Să se determine numărul minim de stări ale un·ui ( 4, 2)( 4, 3) -
cod tablou. 

13.18 Să Sf detcrmint 
pentru codurile tablou 

(a) (3,2)(6,5) 

n-u,nărul minim de stări şi număr11l de coloam 

(b) (3, 2)(100, 99) (c) (4,3)(7,6) 
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13.19 Mesajul de informaţie 001101 este codificat folosind un 
(3, 2)(4, 3) - cod - tablou. Dacă se recepţionează 

X =0,6 0,55 0,1 0,9 0,95 0,0 0,1 1,0 0,9 1,0 0,1 0,9 
arătaţi că algoritmul Viterbi poate efectua o decodificare corectă. 

13.20 Definiţi o secvenţă de comutaţie care transformă codul tablou 
(:3, 2)(3, 2) într-un cod RLL. Construiţi reţeaua acestui cod. 

13.21 Aceeaşi problemă pentru (12, 8) - codul GAG. 

13.22 Construiţi un (12, 5) cod balansat cu d = 6. Trasaţi reţeaua 

acestui cod. 

13.23 Fieg0 (X) = l+X+X3
, g1(X) = l+X2 +X4 +X5 dinZ2[X]. 

Construiţi circuitul liniar pentru codificatorul RS E. 

Codificaţi mesajele de informaţie l + X2 + X 3
, 1 + X 7

, X+ X 4 + X 5 • 

13.24 Aceeaşi problemă pentru polinoamele 

9o(X)=l+X3 +X4, g1(X)=X+X 3 +X6
. 

13.25 Să se construiască un turbo-codificator folosind codificatorii RS E 

din E:remplul 13.23, N = 3, matricea de comutaţie A = ( ~ ~ ~ ) 
O 1 O 

şi fără nucanism de relaxare. 
Să se codifice mesajul de informaţie 100 011 101. 
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Capitolul 14 

Coduri aritmetice 

14.1 Principii generale 

Construcţiile oferite în cadrul teoriei codurilor detectoare şi corectoare 
de erori pot fi utilizate şi în alte domenii, dinafara celor clasice ( de trans
mitere şi recepţie corectă a mesajelor). O aplicaţie legată de operaţiile 
aritmetice pe calculator este prezentată de van Lindt în [11 ]. 

Definiţia 14.1 Fit r ~ 2 un număr întreg fixat. r - ponderea aritmetică 

a unui număr întreg x este definită prin 

{ 
O dacă x = O 

W(r)(x)= t altfel 

unde t = min {p ta;· rn(i) = x, la;I < r, n(i) ~O}. 
•=l 

De obicei, r este asimilată noţiunii de bază de numeraţie . In practică se 
folosesc des cazurile r = 2, 8, 10, 16. 

Exemplul 14.1 
W(Jo)(-5) = 1, 
U'(w)(199) = 2, (deoarece 199 = 200 - 1 = 2 · 102 

- 1 · 10°), 
w(2)(-9) = 2, (dwarece -9 = -23 

- 2°), 
w( 2)(246) = 3 ( deoarece 246 = 256 - 8 - 2 = 28 

- 23 
- 21

). 

Propoziţia 14.1 
l. W(r)(-x) = W(r)(x); 
2. W(r)(;r + y) ~ W(r)(x) + W(r)(y). 
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Derryonstraţie: Este lăsată ca exerciţiu. O 

In cele ce urmează vom considera r ca o valoare fixată. Se nume&te 
distanţă aritmetică valoarea 

Propoziţia 14.2 
1. dA esft o distantă; 

2. d.4 este invariantă la translatare; 
3. dA(x, y) :'.S dH(x, y), unde dH este distanţa Hamming dintre două 
secvenţe numerice reprezentate în baza r. 

Demonstraţie: (1) Faptul că dA este o distanţă se verifică imediat din 
Definiţia 14.1 şi Propoziţia 14.1. 

(2) Deoarece dA(x + z, y + z) = W(r)(x + z - y - z) = W(r)(x -
y) = dA(x, y ), rezultă că distanţa aritmetică este invariantă la translatare 
(proprietate pe care distanţa Hamming nu o are). 

(3) Este lăsat ca exerciţiu. Precizăm că cele două numere reprezentate 
în baza r pot fi aduse la un număr egal de cifre completând eventual 
numărul mai scurt cu O-uri (nesemnificative) în faţă. O 

Definiţia 14.2 Fie a, b numere întregi pozitive. Se numeşte AN - cod, 
mulţimea finită Ca,b ={a· nlO :'.S n < b}. 

Ideea folosirii AN - codurilor în aritmetica calculatorului este următoa
rea: să presupunem că trebuie calculată suma n 1 + n 2 ( n 1 , n 2 numere 
pozitive, mici în comparaţie rn b); fie S suma lor. Cele două numere se 
codifică în a· n 1 ,a · n.2 E Ca,b· Dacă S' = O (mod a) atunci suma a fost 
efectuată corect şi ea este S diva. Dacă nu, Înseamnă că au apărut erori 
de calcul şi se ia ca rezultat acel număr n3 cu proprietatea că dA(S, a· n 3 ) 

este minimă. 
Pentru a corecta orice combinaţie de maxim t erori, este necesar ca 

Ca,b să aibă distanţa aritmetică 2". 2t + 1, deci orice număr din Ca,b are r 

- ponderea aritmetică minim 2t + 1. 

Teorema 14.1 Fie a un număr întreg.fixat şi .s = min{w(r)(a·n)ln i= O}. 
Atunci s :S 2. 

Demonstraţie: Cazurile a = O şi a = 1 sunt banale. Pentru a < O se 
va lucra cu -a. Deci rămâne de studiat numai cazul a > 1. Vom folosi 
Teorema lui Fermat: 
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Dacă (a, r) = 1 atunci rrt>(a) = 1 (mod a). 

(reamintim, </>(a) esle simbolul Euler). 

325 

Deci a I rrt>(a) - 1. Cum w(r)( r,t,(a) -1) = 2, afirmaţia este demonstrată 
pentru cazul când a şi r sunt prime între ele. 

Să presupunem acum că (a. r) = p > l. Vom avea a= a 1 ·p, r = r 1 ·p 
cu ( a 1 ,ri) = 1. A tun ci ( notând cp( ai) = n), putem scrie rn - 1 = 

= pn · rf - l = pn ( rf - 1) + (pn - 1). Se ştie că a1 I rr - 1. 
Dacă (a1,P) = 1 atunci a1 I pn - 1, deci a1 I rn - 1, sau a Ip· rn - p 

şi cum p < r, teorema este demonstrată. 
Dacă (a1 ,p) > 1, raţionamentul se reia şi el se va termina după un 

număr finit de paşi (deoarece a1 < a, p < r). □ 

14.2 AN - coduri ciclice 

Rezultatul menţionat în Teorema 14.1 conduce la o dificultate de alegere. 
O aritmetică a calculatorului eficientă recomandă alegerea unei valori 
mari pentru b. Pe de-altă parte Teorema 14.1 arată că în acest caz riscul 
de a avea r - ponderea aritmetică minimă cel mult 2 ( deci de a nu putea 
corecta nici o eroare) este mare. 

Problema se elimină dacă vom considera codurile AN modulare. Fie 
a, b numere prime şi m = a · b. Definim Ca,b ca subgrup al lui Zm. 
Acea.sta conduce la o altă definiţie a distanţei dintre două numere. Pentru 
determinarea ei, să luăm elementele lui Zm ca vârfuri într-un graf r mi 

:r, y E Zm sunt legate printr-un arc dacă şi numai dacă 
:3 c. j ( O < c < r, j ~ O). ;r - y = ± c · rj (mod m). 

Exemplul 14.2 Să considerăm a = 2, b = :3, deci m = 6. ln funcţie de 
ba:::a r, graful I'6 are una din f armele: 

r=2 r=3 r=4 
o o 

:'i ,5 

4 2 4 

3 3 3 

Definiţia 14.3 Distanţa modulară dm(x, y) dintre două numere x, y E 

Zm este lungimea drumului minim dintre x şi y în graful r m. 
Ponderea modulară a lui x E Z,,, este wm(x) = dm(x,O). 
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Exemplul 14.3 Pentru grafurile r 6 construite fo Exemplul 14, 2, cele 
trei tabelr cu distanţe sunt: 

r=2 r=3 r=4 
dm o 1 2 3 4 .s dm o 1 2 3 4 .s dm o 1 2 3 4 
o o 1 2 l 2 o o l 1 2 2 o o 1 1 1 l 

o 1 l 2 1 1 1 o 1 1 1 2 1 1 o 1 1 1 
2 1 1 o 1 1 2 2 1 1 o 1 1 1 2 1 1 o 1 1 
3 2 l 1 o 1 1 3 2 1 1 1 o 1 3 1 1 1 o 1 
4 1 2 1 1 o 1 4 2 1 1 1 o 1 4 1 1 1 1 o 
5 2 1 2 1 1 o 5 2 2 l 1 1 o 5 2 1 1 1 1 

De remarcat că alegerea lui m trebuie făcută cu grijă. De exemplu, dacă 
se iar= 3, m = 35 vom avea d35 (0, 12) = 1 deoarece 12 = 311 (mod 35). 
Practic însă, lucrând cu numere din Z35 , nu vom putea corecta erori pe 
poziţia corespunzătoare lui 311

. 

De aceea, aritmetica pe calculator consideră doar situaţia m = rn -
(n::::: 2), care elimină astfel de situaţii. 

Orice număr întreg nenul 1· admite o reprezentare unică 
n-1 

x = L c; · r' mod ( rn - 1), 
i=O 

cu O ~ c; < r nu toţi nuli. 

5 
2 
1 
1 
1 
1 
o 

Deci Zr"--l poate fi interpretat ca fiind mulţimea GF(rn) \ {O} a 
tuturor secvenţelor nenule de lungime n, peste alfabetul {O, 1, ... , r -1 }. 

Pentru a-b = m = r" -1. distanţa modulară devine distanţa obi§nuită 
în Zm §i (' a,b are un comportament similar unui cod liniar. 

Definiţia 14.4 Un AN - cod ciclic de lungime n şi bază r este un sub
grup multiplicativ C s;;; Zrn -1 . 

Evident, un astfel de subgrup este ideal principal în inelul Z,n_ 1 , deci 
există a. b E Z astfel încât a· b = rn - 1 §i C = Ca, adică: 

Ca = {a· k\k E Z, O ~ k < b}. 
Dacă x E Ca, atunci rx (mod rn - 1) este tot în Ca, deoarece acesta 

grupul multiplilor lui a; pe de-altă parte noul număr este o permutare 
ciclică a I ui x ( ambele fiind scrise în baza r). Numărul b = ( rn - 1) / a 
poate fi asimilat polinomului de control al unui cod ciclic. 

Exemplul 14.4 Fier = 2, n = 11. Atunci m = 211 
- 1 = 2047. Să 

considerăm a = 23, b = 89. Se obţine AN - codul ciclic format din 89 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



14.3. ,LV - CODl'RI CORECTOARE DE MAI MULTE ERORI 327 

mult·ipli ai lui 23 (până la 2047 }. Există 22 modalităţi de a semnala o 
eroare, fiecare din ele corespun:::ând unui număr de forma ±2i (O :::; j :::; 
11). Acestea s·unt t:racf toaff niimerele din Z23 \ {O}. Deci orice număr 

întrrg din intervahtl [O, 204 7] arF distanţa modulară O sau 1 de exact un 

cuvânt - cod. Acu;( AN - cod ciclic este pe·rfect şi poate fi considerat o 
generalizare a codurilor Hamming. 

În {11 J se face afirmaţia că nu există AN - coduri perfecte corectoare 
de o eroare pentru r = 10 sau r = 2k (k > 1). 

14.3 AN - coduri corectoare de mai multe 
. 

erori 

Pentru a construi AN - coduri capabile să corecteze erori multiple, va 
trebui definită o modalitate mai simplă de determinare a ponderii arit
metice sau modulare a numerelor întregi. 

Conform Definiţiei 14.1, orice număr întreg r se poate scrie sub forma 
W(T) 

J' = ~ a; . rn(i), 

i=l 

cu a;, n(i) numere întregi, la;\ < r, n(i) 2: O (O :::; i :::; w(r))- Această 
reprezentare are defectul că. nu este unică. De exemplu, pentru r = 10, 
numărul 99 se poate reprezenta în două moduri diferite: 

99 = 9 . 10 + 9 . 10°' 99 = 1 . 102 - 1 . 10°. 
Se poate obţine - prin impunerea de restricţii asupra coeficienţilor -

o reprezentare unică a numerelor întregi. 

Definiţia 14.5 Fie b, c E Z , \b\ < r, Ic\ < r. Perechea ( b, c) se numeşte 
admisibilă dacă fste adevărată nna din relatiile: 

(1) b-c=O: 
( 2) b · c > O şi \ t, + c \ < r; 

(:3) b· c < O şi \b\ > \c\. 

De rt>marcat că ambele perechi ( b, c), ( c, b) sunt admisibile numai m 
cazurile (1) sau (2). Cazul (3) nu permite comutativitatea relaţiei de 
admisibilitate. 

Exemplul 14.5 Pentru r = 2 este posibil numai cazul (1). Deci o 
00 

reprezentare x = ~Ci· i în care toate perechile ( ci+l, Ci) sunt admisibile, 
i=O 

nu are doi coeficienţi consecutivi nenuli. 
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00 

Definiţia 14.6 O reprezentare .r = L c; · ri cu c; E Z, Ic; I < r şi :3nx 
i=O 

c-u c; = O \:/i > n 1 .• se numeşte N AF (non-adiacent form) dacă pentru 
orice i ~ O, perechea ( Ci+l, c;) este admisibilă. 

Exemplul 14.6 Pentr-u r = 10 putem scrie: 

96 = -4 • 10° +O• 101 + 1 • 102 (cazul (1)). 
11 = l · 10° + 1 · 101 (cazul (2)), 
38 = -2 • 10° + 4 • 101 (cazul (3)). 

De remarcat că reprezentarea lui 96 = 6 • 10° + 9 • 101 nu este în 
forma N AF deoarece perechea (9, 6) nu este admisibilă. La fel pentru 
reprezentările celorlaltor numere. 

Teorema 14.2 Orice număr întreg x are o reprezentare N AF unică în 
baza r. Dacă aceasta este 

00 

x=I:c;-/, 
i=O 

atunc-i W(r)(x) = card({ili ~ O, c; =/- O}). 

00 

Demonstraţie Fie Lb; · r\ (lb;I < r) o reprezentare a lui x în baza 
i=O 

r, şi i cel mai mic număr cu proprietatea că perechea ( b;+1 , b;) nu este 
admisibilă. Putem presupune că b; > O ( altfel se va lucra cu -x ). Vom 
înlocui b; cu b~ = b; - r şi b;+1 cu b:+1 = b;+1 + 1 (dacă b;+1 + 1 = r, 
atunci b:+i = O şi facem deplasarea obişnuită de la adunare). 

Dacă b;+ 1 > O, atunci avem sa11 b:+i = O, sau b; · b:+i < O şi b:+i = 
= b;+ 1 + 1 > r - b; = lb:I ( deoarece perechea ( b;+ 1 , bi) nu era admisibilă). 

Dacă b;+ 1 < O, atunci sau b:+l = O, sau b; · b:+i > O şi lb: + b:+ I = 
= r -b; -b;+ 1 < r deoarece -b;+1 :S b; (perechea (b;+1,b;) nu era 
admisibilă). 

Deci. ( b:+ 1 , b;) este admisibilă, şi se verifică similar dacă ( b:, b;_ 1 ) este 
admisibilă. Procedeul continuă până se ajunge la i = O. 

Să arătăm acum că. reprezentarea N AF este unică. Presupunem că 
există x E Z cu două astfel de reprezentări: 

00 00 

x = L c; · ri = L c: • ri. 
i=O i=O 

Considerăm - fără a micşora generalitatea - că Co =/- c~ şi c0 > O; deci 
c~ = c0 - r. Atunci pentru c; sunt posibile trei valori: c1 + 1, c1 + 1 ± r. 
Dacă c; = c1 + 1 - r, atunci c1 ~ O, deci co+ c1 :S r - 1. Deoarece 
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c~ · c'1 > O. avem -c~ - c~ < r. <le unde r - c0 + r - c1 - 1 < r, deci 
4l + Ct > r - 1, contradicţie. 

Celelalte două cazuri se tratează similar. □ 

Reprezentarea. NA F a unui număr x se poate afla direct şi pe baza 
teoremei: 

Teorema 14.3 Fie x E Z, x 2'. O. Considerăm reprezentările în baza r 
a n11mcrclor 

OC 00 

( r + 1) · x = L a; · ri, x = L bi · ri, 
i=O i=O 

unde a;, b; E { O, 1, ... , r - 1}. Atunci reprezentarea N AF pentru x este 
<x, 

x = L(a;+ 1 - b;+t) · ri. 
i=O 

Demonstraţie: Ştim că pentru două numere naturale nenule a, r, [a/r] 
reprezintă câtul împărţirii celor două numere, iar a - [a/r] · r - restul. 

Din reprezenta.rea din enunţ, rezultă că fiecare coeficient a; se deter
mină prin adunarea coeficienţilor corespunzători ai numerelor x şi r · x, 

scrise în bazar. Să definim secvenţa numerică o:i, i :2: O astfel: 

O:o = O, O:; = [ o:;-1 + !i-1 + b;]. 
Atunci, conform observaţiei de la începutul de;monstraţiei, ai = O:i-l + 

b;_ 1 + b; - a;· r. Dacă notăm c; = a; - bi, avem c; = O:i-l + b;_ 1 - a;· r. 
Mai rămâne de verificat faptul că ( c;+1, Ci) este o pereche admisibilă. 

Relaţia \c;+ 1 +c;\ < r rezultă imediat din definiţia lui o:;. Să presupunem 
c; > O, c;+ 1 < O; atunci a; = O. Vom avea c; = a;_ 1 + b;-1, Ci+l = b; - r 
şi condiţia \c,+ 1 I > \c;\ este echivalentă cu 0';_ 1 + b;-1 + b; < r, adică 
o, = O. Celălalt caz se arată analog. D 

Exemplul 14. 7 Pentru a găsi reprezentarea N AF a numărului 98 in 

ba::a r = 10, avem 
98 = 8. 10° + 9. 101 +o. 102 +o. 103 + ... 

980 + 98 = 1078 = 8. 10° + 7. 101 +o. 102 + 1 . 103 

Dffi, 98 = (î - 9) · L0° + ( O - O) · 101 + ( l - O)· 102 = -2 + l · 102
. 

Similar situaţiei din paragraful anterior, să considerăm acum cazul 
reprezentării modulare. Vom lua deci m = rn - 1, (n 2: 2). 

Definiţia 14. 7 O reprezentare 
n-1 

x = L c; · ri (mod m) 
i=O 
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cu c, E Z. \c, I < r se numeşte (' N AF' ( cyclic N AF) pentru :r dacă 

Vi ( O s; i s; n - 1), ( c;+1 , ci) rste admisibilă ( se consideră Cn = eo). 

Din Teoremele 14.2 şi 14.3 rezultă un rezultat similar pentru reprezentă
rile CN AF: 

Teorema 14.4 Orire număr întreg x admite o reprezrntare C N AF mo
dulo 111. .4 crnstă rtpre ::entare este ·unică, exceptând ca::ul 

.r ţ O (mod m), (r + 1) · x = O (mod m), 
când sunt posibile două reprezentări. 

n-1 

Dacă x = L c; · ri (mod m), atunci 
i=O 

wm(X) = card( { ilO s; i < n, c; -I- O}). 

Demonstraţie: Construcţia este identică cu cea din demonstraţia Teore
mei 14.3. Unicitatea se arată similar cu cea din demonstraţia Teoremei 
14.2. Singura excepţie este cazul b;+1 = b; (mod m). În acest caz sunt 
posibile două reprezentări: 

X= bo+b1·r+ ... bn-1·Tn-l ŞI X= -b1-b2·r- ... -bn-1·Tn-l, 
ambele modulo rn. □ 

14.4 Coduri Mandelbaum - Barrows 

O clasă specială de AN coduri a fost definită de Mandelbaum şi Barrows, 
generalizată ulterior de van Lindt ( [11 ]). 

Iniţial este necesar un rezultat referitor la ponderea modulară în AN 
coduri ciclice, a cărui demonstrare se află în [11], pag. 127 - 128: 

Teorema 14.5 Fie CC Z/(rn -1) un AN - cod ciclic cu generator a şi 
b = (rn - 1)/a = card(C), cu proprietatea că \::Ix E Care o reprezentare 
C N AF unică. Atunci 

L ll"m(r) = n ([~] - [-b ]) • 
r+l r+l 

xEC 

Teorema 14.6 Fie b un număr prim care nu divide r, cu proprietatea 
că grupul multiplilor Zb este generat de r şi -1. Fie n un număr întreg 
pozitiv astfel ca rn = 1 (mod b) şi a = (rn - 1)/b. Atunci codul Ca C 
Z / ( rn - 1) al multiplilor lui a este un cod echidistant cu distanţa 

b: 1 ([:~\]-[r!1]). 
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Dunonstraţie: Fie :r E C 0 \ {O}. Atunci x = a· n (mod rn - 1) cu 
11 i= O (mod b). Din ipoteză rezultă că există j întreg cu n ± r1 (mod b). 
Deci wm(x) = wm(±r1 a) = wm(a). Aceasta arată că Ca este echidistant. 
Valoarea distanţei rezultă din Teornna 14.5. O 

Exemplul 14.8 Să considerăm r = 3, n = 4. Atunci rn -1 = 63 = 7-9. 
\lom alege a = 9, b = 7. Aceste numere verifică condiţiile Teoremelor 
14,5 şi 14,6. Codul C9 esif 

C9 = {09,18,27,36,45,54}. 

El este un cod echidistant, distanţa dintre două cuvinte cod fiind 

i([2J8] [i])=2 

14.5 Exerciţii 

14.1 Demonstraţi Propoziţia 14- l. 

14.2 Demonstraţi Propoziţia 14,2. ( 3). 

14.3 Calculaţi w(2), W(io) şi w( 16) pentru numerele 
(a) 100, (b) 32412, (c) 999, (d) 1024. 

00 

14.4 Fie x E Z. Un cod Booth esff o reprezentare x = L ci · i unde 
i==O 

c;E{-1.0.1}. 
l. Să st repre::inte în codul Hooth numerele 23, 455, 81, -6493; 
2. Să se arate că penfni 01-ice număr întreg, codul Booth este unic. 

14.5 Determinaţi AN - codurifr, ciclice din Z23-1 şi Z33_ 1 . 

Stabiliţi valorile a şi b penl/'11 fiffare din ele. 

14.6 C:rnerali::ati E.ffmplul 1 ,f.4- Găsiţi un AN - cod ciclic perfect 
corector de o eroare penh·u r = 3. 

14. 7 Scrieţi în forma N AF pentru r = 2, r = 10 şir = 7 numerele 
(a) - 15, (b) 32075, (c) 5665, (d) - 992. 

14.8 Completaţi demonstraţia Teoremei 14- 2, verificând unicitatea re
prezentării ,V AF in cazurile c; = c1 + 1 şi c'1 = c1 + 1 + r. 
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14.9 ln definiţia reprezentării N AF a numărului întreg x ( cu com

pletarea n0 = -1), să se arate că 
rk+2 

lxl<--. 
r + 1 

14.10 Considerăm rFprezentarea ternară modulo 36 
- 1. Să se deter

mine forma C N AF pentru numărul 455. 

14.11 Determinaţi cuvintele - cod din codul Mandelbaum - Barrows cu 

b= 11. r=:l. n=5. 
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