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1. INTRODUCERE
In prezenta lucrare încercăm, în principal, să venim în sprijinul stu
denților de la secțiile de Informatică ale Facultăților de Matematică, 
punându-le la dispoziție o serie de instrumente algebrice des utilizate la 
modelarea matematică a fenomenelor informatice. Prezenta lucrare nu 
se adresează însă numai studenților de la secțiile sus amintite, ci tuturor 
acelora interesați în studiul capitolelor speciale de algebră prezentate 
aici, precum și informaticienilor matematicieni în general. Scopul prin
cipal al lucrării este de a prezenta definițiile și teoremele din punct de 
vedere algebric. Totuși vom încerca să subliniem pe parcurs utilitatea 
faptelor prezentate în studiul informaticii, în măsura posibilului. Scopul 
principal al acestei lucrări este acela de a ” scuti” pe autorii lucrărilor 
de informatică teoretică de a începe invariabil cu preliminarii de teorie 
pur algebrică cum ar fi algebra universală sau teoria categoriilor.

In încheierea acestei scurte introduceri doresc sa dedic această lu
crare domnilor Profesor Doctor Virgil Căzănescu, Profesor Doctor Sergiu 
Rudeanu, Profesor Doctor Gheorghe Ștefănescu, Profesor Doctor Dragoș 
Vaida care au avut, printre alții, o contribuție esențială în îndrumarea 
mea către informatica teoretică.

Mulțumesc domnului Profesor Doctor Sergiu Rudeanu pentru pre
țioasele observații făcute în urma citirii manuscrisului.
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2. Elemente de algebră universală

2.1. M otivații pentru studiul algebrei universale
In algebra clasică întâlnim o mare varietate de strucuri cum ar fi semi- 
grupurile, monoizii sau grupurile. Toate aceste structuri sunt speci
ficate prin desemnarea unei mulțimi M și a unei operații binare * : 
M X M ^ M . însă inelele și corpurile sunt identificate prin specificarea 
suplimentară a unei a^oua  operații binare. O concluzie naturală este 
aceea de studia structuri algebrice generalizate, în care pe o mulțime 
dată să fie definite un număr arbitrar de operații, de un număr arbi
trar de argumente, nu neapărat două. Pentru un număr natural n, o 
operație n-ară pe o mulțime M  este o funcție f  : M n ^-M . O mențiune 
specială pentru cazul n = 0. M° este privit ca element neutru pentru 
produsul cartezian, în sensul că M °X A  este cardinal echivalent cu orice 
mulțime A. Din aceste considerente M° este interpretată ca o mulțime 
cu un element, deci o operație zero-ară este un element bine specificat 
al mulțimii M.

Dar în algebra clasică apar și alte structuri cum ar fi modulele 
sau spațiile vectoriale, în care apar două mulțimi suport și pe lângă 
operațiile interne aferente fiecărei mulțimi, o operație, produsul dintre 
un scalar și un vector, având operanzi de tipuri diferite. Din nou apare 
ca natural un alt nivel de generalizare, în care avem mai multe mulțimi 
suport și pentru fiecare tip de operație trebuie să specificăm, pe lângă 
numărul operanzilor și natura acestora, precum și natura rezultatului.

In informatică, în orice limbaj de programare, există mai multe 
tipuri de date, unele predefinite cum ar fi întreg, real, boolean, caracter, 
etc. In plus, programatorii pot defini noi tipuri de date (folosind type 
în PASCAL, typedef în C sau noi clase in limbajele orientate obiect 
cum ar fi C-|—|- sau JAVA). Scriind o funcție, procedură, metodă (în 
funție de limbaj) care admite n argumente de intrare de tipuri diferite si 
are o singură ieșire, indiferent dacă este vorba de valoare returnată sau 
de parametru de ieșire, putem spune că s-a definit o nouă operație in 
sensul prezentat mai sus. Aceste considerente argumentează interesul 
arătat pentru algebra universală de cercetătorii in domeniul informaticii 
teoretice.
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2.2 M ulțim i S-sortate
Considerăm o mulțime fixată S. Notăm cu S* monoidul liber gen
erat de S, adică mulțimea {siS2 ...s„|nGN, $i, s2 , ..., sn GS}. Notăm cu 
A cuvântul vid.

2.2.1 Definiție Se numește mulțime S-sortată o familie de mulțimi 
(X ^ e s  indexată după S. Aceata va fi notată cu X .

2.2.2 Notație Daca wES*, w = si, s2 , ..., sn și X  este o mulțime 
S-sortată, notăm cu X w =  XS lxX S2x ...x X Sn. X x este o mulțime cu 
un singur element.

2.2.3 Notație Fie X și X două mulțimi S-sortate. Notația XCX 
înseamnă că Xs c y s pentru orice sES.

Se observă ușor că proprietățile incluziunii de mulțimi se extind și 
asupra relației de incluziune între mulțimi S-sortate.

2.2.4 Notație Fie (V ) iți o familie de mulțimi S-sortate. Notăm 
cu n ,g /X ‘ mulțimea S-sortată, unde pentru orice sES, (A ie/^^s = 
n i € / Xj.In mod similar se pot defini reuniunea, diferența de mulțimi 
S-sortate, precum și alte operații cu mulțimile S-sortate, derivate din 
cele cu mulțimi.

Se observă ușor că proprietățile operațiilor cu mulțimi se extind și 
asupra operațiilor cu mulțimi S-sortate.

2.2.5 Definiție O mulțime S-sortată X se numește finită dacă X s 
este finită pentru orice sES.

2.2.6 Definiție O relație pe o mulțime S-sortată X este p = țps )sțs , 
o famile de relații pe mulțimile X s , adică pentru orice sES, ps QX s x X s 
este o relație pe mulțimea Xs . Relația p este de echivalență dacă pentru 
orice sES, relația ps este de echivalență pe X s . Dacă w = SiS2 ...sm ES*, 
x = ( i i , x 2 , ...,xm )E X w , y = (y],y2 , ..., ym )E X w , notația xpw y este 
echivalentă cu XipS iyi pentru orice i =  l,2....,m . Se observă că dacă p 
este relație de echivalență pe X, atunci pw este relație de echivalență 
pe X w .

2.2.7 Notație Clasa de echivalență a unui element x în raport cu o 
relație de echivalență p va fi notată cu [x]p sau mai simplu cu [r], dacă 
nu este pericol de confuzie.

2.2.8 Notație Dacă X este o mulțime S-sortată, p o relație de 
echivalență pe ea și y  o submulțime a lui X notăm cu

YP = ( { N J ^ O ^ s -
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Reamintim următorul rezultat din teoria mulțimilor care se extinde 
imediat la mulțimi S-sortate.

2.2.9 Lemă Intersecția unei familii arbitrare de relații de echivalență 
pe o mulțime dată este o relație de echivalență.

Lema de mai sus justifică faptul că următoarea definiție este corectă.
2.2.10 Definiție Fie X o mulțime S-sortată și y  o submulțime 

a lui X x X  (adică Ys C X s x X s pentru orice s€S). Numim echivalența 
generată de Y  intersecția tuturor relațiilor de echivalență pe X ce conțin 
pe Y. Observăm ca aceasta este cea mai mică relație de echivalență ce 
include pe Y  și va fi notată cu 0y.

2.2.11 Observație Fie X  o mulțime S-sortată ș iY ,Z o  submulțimi 
ale lui X xX . Atunci:

i) YQ Z  implică dyQOz
ii) Y  relație de echivalență dacă și numai dacă 9y = Y.
iii) {O^s = {(0,0)106X5} pentru orice SES.
Deci 00 este egalitatea și este cea mai mică relație de echivalență pe 

X care va fi notată cu A. Cea mai mare relație de echivalență pe X 
este X x X  și va fi notată cu Q.

în continuare vom prezenta o construcție analitică a echivalenței 
generate de o submulțime.

2.2.12 Teoremă Fie X o mulțime S-sortată. Pentru orice submulțime 
Y  a lui X xX  definim submulțimile R țY ), S (Y ),T (Y ), I(Y )  ale lui 
X x X  astfel:

Pentru orice s&S
-{ R țY )) 5 = {(x,x)\X e X s }
- (s(Yy)s = {(x,y)\{y,x)eY s }
- (T țY ))s = {(r,y)|există z e X s astfel încât țx ,z )eY s și (z ,y )eY s }
- i(Y )  = y u s (y )u s (y )u T (y )
Atunci 6y =  U“ 0^ (n )(^)-
Demonstrație Notăm cu Z = U“= o^ n \ ^ ) -  Evident I n țY )Q In + 1(Y) 

pentru orice n natural.(1)
”C”. Evident YC I(Y )Q Z . Este suficient să demonstrăm că Z  este 

relație de echivalență.
Reflexivitatea. Fie sGS și x 6 X s . Atunci (x, x )eR (Y )G I(Y )C Z
Simetria. Fie sES  și (x ,y )eZ s . Există n natural astfel încât 

(z,y)G/<n ’(y), deci (y,x)G/(n + 1)(y)CZ.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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Tranzitivitatea. Fie sES și (x, y), (y, Z)GZ S. Exista m, n naturale 
astfel încât (r,y)G lm (Y) și (y, z)G ln (Y). Fără a restrânge generali
tatea putem presupune m<n și conform (1) deducem că

( x ,y \  (y ,z )e In (Y )s , deci
(x, z ^ T ^ ^ Y ^ Q I ^ + ^ i Y ^ Q Z .
”D” Demonstrăm prin inducție după n că R n \Y )G 0 y  pentru orice 

n natural.
n = 0 Evident R ° \Y )  = YC0y.
n ^ n  + 1. Presupunem I^ {Y )C 0 y . Deoarece 0y este relație de 

echivalență atunci R (I^ (Y ))C 0 y , S ^I^^Y ^G G y  și T (R n \Y ))G 0y , 
deci I^+ ^Y jQ O y. .

2.2.13 Definiție Fie X ,Y  două mulțimi S-sortate. O funcție de 
la X  la Y, notată f  : X ^ Y ,  este o familie de funcții f  = ( f s )sES 
unde f s : X S^ Y S pentru orice sES. Dacă w = s1S2--.sn GS* vom 
nota cu f w funcția f w : X W^ Y W definită astfel f w (x^, 12, . .^ x ^  = 
(A i(^i) ; / S2(^2), / s„(^n) pentru orice x = (xi, x2 , ..., xn )GXw .

2.2.14 Notații Dacă f  : X ^ Y ,g  : Y ^ Z  sunt două funcții între 
mulțimi S-sortate, notăm cu g f  compunerea lor, adică funcția h : X ^ Z 
definită prin hs = gs f s pentru orice SES, mai precis funcția obținută 
prin compunerea "componentă cu componentă”. Funcția identitate a 
unei mulțimi S-sortate X , notată cu lx , este definită prin (1%)S = 
lx 4 pentru orice SES. O funcție f  : X ^ Y  între mulțimi S-sortate 
se numește bijectivă (respectiv injectivă, surjectivă) dacă pentru orice 
s€S, f s este bijectivă (respectiv injectivă, surjectivă). Dacă este bijec
tivă, funcția inversă este funcția f ~ x : Y-+X, definită prin ( f~ x)s = 
f s 1 pentru orice SES. Se observă ușor că regulile de calcul ale operației 
de compunere de funcții se extind si asupra compunerii de funcții între 
mulțimi S-sortate.

2.2.15 Definiție Fie f  : X -Y Y  o funcție între două mulțimi S- 
sortate. Imaginea sa este mulțimea S-sortată Im {f) = ț lm ț f s f) sțs-

2.2.16 Definiție. Dacă f  : X ^ Y  este o funcție între două mulțimi 
S-sortate definim nucleul lui f  relația binară pe X , notată prin ker(f), 
astfel:

a(kerf )b& f(a) = f(b)
2.2.17 Propoziție. Dacă f  : A —>B este o funcție între două mulțimi 

S-sortate, atunci kerțf)  este o relație de echivalență pe A.
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2.3. Signaturi și algebre
2.3.1 Definiție Se numește signatură sau tip de algebră multisortată o 
pereche £ = (S, (£w ,s)wGS*,ses) unde S  este o mulțime, numită mulțimea 
sorturilor, iar pentru fiecare w^S* și sES, £ WjS este o mulțime de sim- 
boli de operație și anume dacă w = S i,s2 , ...,sn , <7G£WJS reprezintă un 
simbol de operație cu n argumente, primul de sort Si, al doilea de sort 
s2 , s.a.m.d, iar rezultatul de sort s. Daca a € S WiS, spunem ca u are 
aritatea (w,s). Daca <7G£A)S spunem ca a este un simbol de operație 
zero-ară .

în continuare considerăm fixată mulțimea S.
2.3.2 Definiție Fie o signatură £  = (S, (Sw ,s)wes*,ses)- Se numește 

H-algebră o pereche /I = (A, (E^ S)w^s-,ses) unde A este o mulțime S- 
sortată, numită mulțimea suport, iar pentru fiecare weS* și s^S , £ ^ s 
este mulțimea operațiilor de aritate țw, s), mai precis mulțimile EWiS și 
S ^ s sunt in corespondență bijectivă, iar daca <J G£W)S atunci aA e ^ s 
este o funcție o"4 : A W—̂ AS. în cazul particular w = A, conform 2.2.2. 
elementele lui E4

S pot fi identificate cu elemente ale lui A s . Aceste 
operații se numesc operații zero-are.

2.3.3 Observație In cazul în care mulțimea S  are un singur element 
(cazul monosortat) notațiile se pot simplifica substanțial. Deoarece, în 
acest caz, E* este în corespondență bijectivă cu mulțimea numerelor 
naturale avem că signatura se reduce la o familie de mulțimi de simboli 
de operație indexată după mulțimea numerelor naturale, £  = (Sn )n€N> 
iar o algebră monosortată de tip £  este A = (A, (S„)n eN)> unde A 
este mulțimea suport, iar pentru fiecare cre£n , cr^eE^ este o funcție 
cr4  : A M A .

2.3.3 Exemplu Orice monoid (M, *,e) este o algebră monosortată 
de tip E, unde EQ = {e}, E2 =  (*  } iar pentru n^O, 2, En = 0.

Atenție! Nu orice algebră de tipul S prezentat mai sus este monoid. 
Un monoid este o algebră de tipul S care în plus trebuie să veri
fice ecuațiile asociativității și elementului neutru. Mulțimea numerelor 
întregi cu operația binară scădere si cu constanta 5 este algebră de tip 
£  dar nu este monoid.

In cele ce urmează vom considera, exceptând o mențiune expresă, 
£  o signatură fixată.

2.3.4 . Notație Notăm cu Alg s  clasa tuturor £ — algebrelor.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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2.4. Subalgebre, subalgebră generată de o submulțime

2.4.1 Definiție Fie A o S-algebră și BQA  o submulțime a lui A. 
Spunem că B  este o subalgebră a lui A dacă pentru orice wES*, SES, 

XEB W avem OA (X}E B S , cu alte cuvinte B  este parte stabilă a
lui A. în acest caz avem S-algebra (B, (E(WiS))®e S . s e S ) u n de pentru 
orice wES*,‘ sES, CT6 S W,S , X E B W , crB (x) = aA (x), Daca B  este sub
algebră a lui A și există sES astfel încât B S^ A S spunem că B  este 
subalgebră proprie a lui A.

2.4.2 Exemple
a) Fie (G ,*,€,') un grup unde * este operația multiplicativă, e ele

mentul neutru (operație de aritate zero), iar ' este operația unară de 
luare a inversului. Conform definiției 2.4.1 o submulțime H a lui G este 
subalgebră dacă și numai dacă

i) pentru orice x, yEH , avem x * yEH
ii) eEH
iii) pentru orice X E H, avem X 'E H
Se poate verifica faptul că noțiunea de subgrup este echivalentă cu 

cea de subalgebră definită la 2.4.1 (Exercițiu!). In mod analog se poate 
verifica faptul că noțiunea de subinel coincide cu cea de subalgebră.

b) Un caz interesant este noțiunea de submodul al unui modul M 
peste un inel A. Privim modulul ca o algebră cu două sorturi : scalarii 
reprezentați de elementele inelului A si vectorii reprezentați de ele
mentele lui AI. Un submodul este cazul particular de subalgebră în 
care submulțimea lui A este însăși A.

2.4.3 Observație Dacă B și C sunt subalgebre ale lui A și CQB, 
atunci C este subalgebră a lui B.

Demonstrație Fie wES*, SES, a E ^ w s , X E AW . Atunci crc (x) = 
OA {X )E B. ■

2.4.4 Definiție Fie KC Alg s  o clasă de X-algebre. K este închisă la 
formarea de subalgebre dacă pentru orice AGK, dacă B  este subalgebră 
a lui A atunci B E K.

2.4.5 Lemă Intersecția unei familii de subalgebre este subalgebră.
Demonstrație Fie A o E-algebră și (A1)^ / 0  familie de subalgebre. 

Fie wES*, sES, <jEY,WtS, xE{f}i e J A z)w . Deci xE^A1^  pentru orice iE l. 
Deci CTA (X)E A 1

S pentru orice iE l, de unde deducem că <7'4 (x) G(ni e /A’)s .
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Această lemă asigură corectitudinea definiției următoare.
2.4.6 Definiție Fie A o S-algebră și X o submulțime a lui A. Nu

mim subalgebra generată de X  în A intersecția tuturor subalgebrelor lui 
A ce includ pe X . Aceasta va fi notată cu < X >4 sau cu < X > dacă 
nu există pericol de confuzie.

2.4.7 Observație Dacă A este o S-algebră și X o submulțime a lui 
A, atunci < X > este cea mai mică subalgebră a lui A ce include pe

2.4.8 Definiție. Fie A o S-algebră și B o subalgebră a sa. B se 
numește finit generată dacă există o submulțime X finită a lui A astfel 
încât < X > =  A.

2.4.9 Observație Fie A o S-algebră și X, Y  două submulțimi ale 
lui A astfel încât X C Y . Atunci < X > C < y  >. (< V > este 
subalgebră ce include pe X).

2.4.10 Observație Fie A o S-algebră și B o submulțime a sa. 
Atunci B este subalgebră dacă și numai dacă < B >= B. .

2.4.11 Lemă Fie A o S-algebră. Atunci subalgebra generată de 
mulțimea vidă este cea mai mică subalgebră a lui A.

Demonstrație Fie B  o subalgebră a lui A. Atunci $QB. Conform 
2.4.9 și 2.4.10 avem < 0 > G < B > =  B. .

Vom prezenta în continuare o construcție analitică a subalgebrei 
generate de o submulțime .

2.4.12 Teoremă Dacă A este o S-algebră și X o submulțime a lui 
A. Definim șirul ascendent de submulțimi (X n )n e N ale lui A astfel:

X0>s = X5US^s pentru orice sE.S,
Xn+i,s = X n ŝU{crA (x ) \x eX ^ , aEYWtS, w^S*}, pentru orice seS.
Atunci < X > =  U^o^n-
Demonstrație Notăm Y  =  U ^ QX^. Evident, XGXo c y
”C”. Vom demonstra că Y  este subalgebră a lui A. Fie w = 

sis2 ...sm eS* (s^ s2 , ..., sm ES), seS , a e Y WiS, x = (x^ x 2 , x m )e Y w . 
Există atunci numerele naturale k1} k2 , ..., km  astfel încât siG X tb J1 , 
^2^Xk2rS2, ..., Xm E Xk^^- Fie n cel mai mare din aceste m  numere 
naturale. Atunci, evident, xEX™ și deci aA (x')eXn + itS C Y .

”D”. Vom demonstra prin inducție după n că Xn G < X > pentru 
orice număr natural n.

n = 0 Evident.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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n ^ n  + 1 Fie sES și uEXn + i jS. Dacă uEX n s , concluzia rezultă 
din ipoteza de inducție. Altfel, există wES*, X E X™, a E ^ WiS, astfel 
încât, u = oA {x). Conform ipotezei de inducție, xE < X  >w , de unde 
deducem că uE < X  >. .

Interpretare intuitivă și legătură cu informatica Pe scurt, 
teorema de mai sus afirmă că elementele subalgebrei generate de o 
submulțime sunt exact acele elemente care se pot obține în urma unui 
calcul oricât de complex, utilizând numai generatorii și operațiile alge
brei (inclusiv cele zcro-are).

In informatică, secvențele de calcul se pot reprezenta prin arbori.
Fie sES. Un arbore de sort s se construiește recursiv astfel:

- un singur nod, etichetat cu un element al mulțimii A s sau cu un 
simbol de operație zero-ară (7ESA,S-

- un arbore în care rădăcina este un nod etichetat cu un simbol 
de operație <T€ E W IS , unde w = SiSz.-.SmES*. Rădăcina are exact m 
descendenți și anume subarbori de sorturi S!,S2, ...,sm .

Rezultatul evaluării calculului reprezentat de un arbore de sort s 
este:

- dacă are un singur nod etichetat cu un element al lui A s atunci 
rezultatul este acel element

- altfel este rezultatul operației cu care este etichetată rădăcina, 
având drept argumentele rezultatele evaluării subarborilor rădăcinii.

Observăm că elementele mulțimii X n din enunțul teoremei de mai 
sus pot fi privite ca acele elemente care pot fi objnute printr-un calcul 
pornind de la generatori, calcul ce poate fi reprezentat printr-un arbore 
de adâncime cel mult n.

Următorul rezultat este un mod de raționament ce generalizează 
principiul inducției complete și este folosit foarte des în informatica 
teoretică..

2.4.13 Teoremă. Principiul inducției structurale.
Fie A o S-algebră, X  o submulțime a lui A, Y  = <  X > și pentru 

orice sES O funcție Ps : As —>{0,1}. (Poate fi constantă egală cu 1). 
Presupunem că:

i. Ps (x) = 1 pentru orice xE X s .
ii. pentru orice w = S\S2...sn ES*, sES, oEYWtS, x = ( i ] , ^ ,  ■••, xn )EAw , 

dacă pentru orice i =  l,2 ....,n , PS l(xi) = 1, atunci Ps (crA (x)) = 1.
Atunci pentru orice sES, yEYs avem Ps (y) = 1.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



10

Dem onstrație Pentru orice sES, notăm Z s = {x e A s \ps (x) = 1}. 
Conform ii., Z = (Zs )s e s este subalgebră a lui A. Conform i., conține 
generatorii, deci YQ Z. •

2.4.14 Exercițiu (Principiul inducției complete, caz particular al 
inducției structurale) Privim mulțimea numerelor naturale ca o algebră 
monosortată având o singură operație și anume cea unară de succesor 
ni— >n + 1. Să se demonstreze că mulțimea {0} generează pe N  și să se 
deducă principiul inducției complete ca un caz particular al inducției 
structurale.

Atenție Nu se poate folosi inducția completa pentru a demonstra 
că {0} generează pe N .

2.4.15 Definiție Fie A o E-algebră. A se numește minimală dacă 
A este singura sa subalgebră.
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2.5. Congruențe și algebre cât
2.5.1 Definiție. Fie A o S-algebră și p o relație de echivalență pe A. 
Spunem că p este congruență dacă pentru orice wES*, SES, crE^W)S și 
x,yE A w , xpw y implică crA (x)ps crA țy).

Cu alte cuvinte, o congruență pe o algebră este o relație de echivalență 
compatibilă cu operațiile algebrei.

2.5.2 Observație Pentru o operație zero-ară, proprietatea de la 
2.5.1 este verificată întotdeauna, ea rezultând imediat din proprietatea 
de reflexivitate a relației de echivalență.

2.5.3 Lemă. Fie .4 o S-algebră, p o congruență pe A, wES*, 
S E S, a e S Wi5 și x ,y e A w astfel încât [x]pW = [y]pW. Atunci [a4 (x)] = 
[a A (y)]P s-

Demonstrație [x]pW = [y]pW implică xpw y și deoarece p este con
gruență avem crA (x)ps (jA (y'), deci [(jA țx)]p!) = [crA (y)]Ps. .

Această lemă demonstrează corectitudinea următoarei definiții.
2.5.4 Definiție. Fie A o S-algebră, p o congruență pe A. Atunci 

algebra cât a lui A prin p , notată cu A/p, este :
- pentru fiecare s^S , mulțimea suport de sort s, este mulțimea factor 

(A/p)s a lui A s prin relația de echivalență ps .
- pentru orice wES*, S E S, CT€ S W JS și X.GAW , <xA p̂ ([x]pW) = [(xA (x)]ps
2.5.5 Exemple
a) Congruențele triviale : A și Q. De fapt A (respectiv Q) este cea 

mai mică (respectiv cea mai mare) congruență ce se poate defini pe o 
algebră.

Exercițiu Caracterizați algebra cât obținută prin factorizarea unei 
algebre la aceste două congruențe.

b) Exercițiu Folosim notațiile de la 2.4.2.
i)Fie H  un subgrup normal al lui G. Atunci relația p definită pe G 

prin x p y ^ ^ x y 'e H  este o congruență pe G.
ii)Dacă 0 este o congruență pe G atunci K  = [e] este un subgrup 

normal al lui G.
iii)Corespondențele stabilite la i) și ii) între mulțimea congruențelor 

pe G și mulțimea subgrupurilor normale ale lui G sunt bijecții inverse 
una alteia. Mai mult, grupul factor obținut prin factorizarea la un 
subgrup normal coincide cu algebra cât obținută prin factorizarea la 
congruența obținută conform i)
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Acest exercițiu demonstrează faptul că, în cazul grupurilor, factor- 
izarea în sensul definiției 2.5.4 coincide cu cea prezentată in mod uzual 
la studiul grupurilor.

c) Exercițiu Formulați și demonstrați un rezultat asemănător în 
cazul inelelor. (Corespondența bijectivă între idealele bilaterale și con
gruențele pe un inel)

d) Exercițiu Formulați și demonstrați un rezultat asemănător în 
cazul modulelor peste un inel privite ca algebre cu două sorturi, adică 
o corespondență bijectivă între submodule și congruențele pe modul 
cu proprietatea că pe sortul scalarilor echivalența este una trivială și 
anume egalitatea.

2.5.6 Definiție Fie KCAlgE o clasă de S-algebre. K este închisă 
la formarea de algebre cât dacă pentru orice AGK, și p congruență pe 
A, avem A /peK .

2.5.7 Definiție O S-algebră A se numește simplă dacă △ și Q sunt 
singurele congruențe pe A.

2.5.8 Observație Fie p ,r  două relații de echivalență pe o mulțime 
X , astfel încât pQr. Atunci pentru orice x ^ X  avem [x]p Q[x]T .

Demonstrație Fie u^[x]p , deci upx, de unde urx, deci ue[x]T . ■
2.5.9 Lemă Fie p și 0 relații de echivalență pe o mulțime X , ast

fel încât dCp. Definim pe X /0  relația p/0 astfel: [x]ep/0[y]e ^=^xpy. 
Atunci relația p/0 este bine definită și este o relație de echivalență.

Demonstrație. Fie x, y, x', y '^X  astfel încât x0x' și y0y', deci xpx' 
și ypy', de unde deducem că x p y ^ ^ x '  py\ deci relația este bine definită. 
Faptul că este relație de echivalență este evident. ■

Rezultatele de la 2.5.8 și 2.5.9 se extind cu ușurință la mulțimi S- 
sortate.

2.5.10 Lemă Fie A o S-algebră, p și 0 congruențe pe A, astfel încât 
0Qp. Atunci p/0 este o congruență pe A/0.

Demonstrație. Trebuie demonstrată compatibilitatea cu operațiile. 
Fie wES*, seS , CTGSW)S și [^]0 j[y]0&A/0w astfel încât [i]0p/0w [y]0 - 
Atunci xpw y, deci oA {x)ps oA {y), de unde [aA (x)]0 (p/0)s [aA (y')]0 , deci

2.5.11 Lemă Fie A o S-algebră, p o congruență pe A și X o sub- 
mulțime a lui A astfel încât < X  >= A. Atunci A /p  este generată de
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Dem onstrație Folosim teorema 2.4.12. Fie (X n )n E N Și ((X p )n )n e N 
șirurile ascendente de mulțimi S-sortate definite în enunțul teoremei. 
Demonstrăm prin inducție după n că (X p)n  = (X n )p .

n = 0 Evident.
n—̂ n + 1 Fie sES arbitrar.
(Xp )n + i)S =  (definiție)
(X p ^ sU ltr^ Q z J^ lz e X ^ c rG Z ^ ^ w G S * ^  (ipoteza de inducție 

și definiția operațiilor din algebra cât)
((Xn U u { M z ) ] P3 k € ^ ,  a e E w>i, W ES*}= (2.2.8)
((Xn )p)i U{o-4 (i)|rreX “ , <T6E W>S , wES*}p= (definiție)
( ( ^ n + l ) p ) S .

Prin urmare < X p >= U“= o ( ^ ) »  = (U“=o^n)P =  (< X >A)P = 
A p A/p. ■

2.5.12 Lemă Intersecția unei familii arbitrare de congruențe pe o 
S-algebră este congruență.

Demonstrație Fie A o S-algebră și (p^iei o familie de congruențe 
pe A  Fie p = C]i e I pl . Conform 2.2.9 p este relație de echivalență. 
Fie W ES*, sES, aE^ws și x ,yE A w astfel încât xpw y. Atunci pentru 
orice iE l avem x(p l )w y. Cum pl este congruență avem că aA (x) pl

saA (y) 
pentru orice iE l, deci a A {x)pso A {y). ■

Lema de mai sus justifică corectitudinea următoarei definiții.
2.5.13 Definiție Fie A o S-algebră și X o submulțime a lui A x  A. 

Numim congruența generată de X  intersecția tuturor congruențelor pe 
A ce includ pe X. Aceasta este cea mai mică congruență ce conține pe 
X și va fi notată cu px-

2.5.14 Observație Fie A o S-algebră și X, S  o submulțimi ale lui 
A xA . Atunci:

i) PX QP Y -
ii) X congruență dacă și numai dacă px = X .
iii) p  ̂ = △.
In continuare vom prezenta o construcție analitică a congruenței 

generate de o submulțime.
2.5.15 Teoremă Fie A o S-algebră și X o submulțime a lui A xA . 

Definim R (X ), S (X ),T (X )  ca la 2.2.12 și în plus Q(X) astfel: pentru 
orice sES :

(Q(X))S = {(a, 6)| există wES* ,oEHWtS, (X , y)E X w astfel încât a =
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cjA (x),b = aA (y)}
Fie I (X ) = XU R(X)U S(X)U T(X)U Q (X). Atunci
Px = U” 0 / (n) W -
înaintea demonstrației să explicităm notația { x ,y )^ X w . Fie w = 

s\S2---Sk- x = (xi, X2, ...Xk), y = (yi,y2, ■■■yk) sunt elemente ale lui Aw 
astfel încât (xi,yi)EX Si pentru orice i =  1, ...k.

Demonstrație Demonstrația este asemănătoare cu cea de la 2.2.12. 
Notăm cu Y =  U“ o^n \ ^ ) '  Evident, I n (X )C ln + 1 (X) pentru orice n 
natural. (1)

”C” . Evident, X Q I(X )Q Y . Este suficient să demonstrăm că Y 
este congruență. Faptul că este relație de echivalență se demonstrează 
ca la 2.2.12. Fie wES*, oEYWyS și (x ,y )e Y w . Există n natural astfel 
încât ( x j y j E l ^ ț X y .  Deci (<jA (x),(jA (y))e(Q (l(n \ x y ) s CY.

”D” Demonstrăm prin inducție după n că I ^ țX ^ C p x  pentru orice 
n natural.

n =  0 Evident, I^° \X ) = XQOx .
n —>n + 1. Presupunem I^^X ^Q p x-  Deoarece px este congruență 

avem R ( I^ ( X ) ) C P x , S ^ \ X ^ Q p x , T ^ ^ Q p x  și Q ^ X ^ Q 
px , deci /(n + 1)(X)Cpx . .

2.5.16 Definiție Fie A o S-algebră, p o congruență pe A, p^A . p 
se numește maximală dacă pentru orice congruență d pe A, O^A, pQO 
implică p = 0.
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2.6. Morfisme de algebre

2.6.1 Definiție Fie A ,B  două E-algebre. O funcție f  : A -^B  se 
numește morfism de algebre daca pentru orice wES*, SES, a 6 ^ WiS avem: 
f soA = v B f w . ’

Dacă w = sxs2 ...sn ES* ,x  = (x i,x 2 , ...,x n )E X w , ecuația de mai sus 
se scrie / S (GA (X 1 , I 2 , -  J n ) )  = ^ B (Ai (^i), Ă 2(^2), ■■■,fsn M Y

r

fig -1
2.6.2 Definiție Un morfism f  : A -^B  de S-algebre se numește 

izomorfism dacă există un morfism g : B ^ A  de S-algebre astfel încât 
g f  = 14  și fg  = 1B .

2.6.3 Lemă Fie f  : A -^B  un morfism bijectiv de S-algebre. Atunci 
inversa este tot un morfism de S-algebre.

Demonstrație Fie wES*, sES,(jț'B w ,s . f  morfism implică f sa A = 
a B f w . Compunem la stânga cu f ~ x și la dreapta cu ( / w )- 1  si obținem 
f - ^ 3  = GA ( r ) - f i  -

2.6.4 Corolar Un morfism f  : A ^ B  de S-algebre este izomorfism 
dacă și numai dacă este bijectiv și în acest caz morfismul g de la 2.6.2 
este unic și anume egal cu f ' 1.

2.6.5 Lemă Fie un morfism f  : A ^ B  de S-algebre. Atunci imagi
nea sa, Im (f)  = (Im (f s ))s e s, este subalgebră a lui B.

Demonstrație Fie w^S*, SE S,GE.^WJS , y E lm (f)w . Există deci 
x țA w astfel încât y = f w (x). Deci GB (y) = aB { fw (x)) = ( f  morfism) = 
f s (aA (x ))e Im (f s ). .

2.6.6 Definiție Fie KCAlgE o clasă de E-algebre. K este închisă la 
imagini de morfisme dacă pentru orice AGK, B  S-algebră și f  : A ^ B 
morfism avem Im (f)e K .

2.6.7 Definiție Fie KCAlgE o clasă de E-algebre. K este închisă 
la imagini izomorfe dacă pentru orice AGK, B  S-algebră și f  : A ^ B
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izomorfism avem Im (f)€ K .
Următoarea Iernă demonstrează faptul că două morfisme care coin

cid pe o submulțime de generatori coincid peste tot.
2.6.8 Lemă Fie două morfisme f ,  g : A —̂ B de S-algebre și X o 

mulțime de generatori pentru A. Atunci f  = g dacă și numai dacă 
pentru orice sES, X E X S avem f ^ x )  = gs (xY

Dem onstrație Afirmația "numai dacă” este banală.
Demonstrăm reciproca prin induție structurală (2.4.13) considerând 

pentru fiecare S E S ,X E A S , PS (X ) =  1 dacă sj numai dacă f s (x) = gs (x) 
și mulțimea de generatori X.

Afirmația i. de la 2.4.13, rezultă direct din ipoteză. Demonstrăm 
ii. Fie weS*, seS,crEEWiS, x e A w astfel încât f w (x) = gw (x). Atunci 
^ { f ^ 1^ )}  = &B (.gw (.x YY Deoarece f  este morfism avem f s {oA (x)) = 
g ^ ^ Y  ■

2.6.9 Lemă Compunerea de morfisme de S-algebre este morfism de 
S-algebre. .

r  5 ÎL

(TC - A

fig 2
Demonstrație. Fie f  : A ^ B  și g : B ^ C  două morfisme de E- 

algebre. Fie weS*, S €S,<J E'£W IS .
Atunci (g fY ° A = (gs f s ^ A = 9s(fs°A ) = (f morfism)
= gs (AB f  ) = (gs o B ) f w = (g morfism)
(^C 9w ) f w = ^ C (gw f w ) = o c ( g f r . .
2.6.10 Lemă Fie A o E-algebră. Atunci 1^ : A ^ A  este morfism de 

S-algebre.
Demonstrație. Pentru orice wES*, sGS, a€U WiS avem 1AS &A =
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?  = <74 ( u r .
2.6.11 Propoziție. Fie >1 o S-algebră. Atunci:
i) Mulțimea morfismelor de la A la A cu operația de compunere 

formează un monoid.
ii) Mulțimea izomorfismelor de la A la A cu operația de compunere 

formează un grup.
Demonstrație i) Evidentă.
ii) Imediată conform 2.6.4.
2.6.12 Propoziție. Fie A o S-algebră minimală (2.4.15). Atunci 

E  este singurul morfism de la A la A. .
Demonstrație Fie f  : A—>A un morfism de S-algebre. Cum A 

este evident generată de mulțimea vidă și f  și E  coincid pe mulțimea 
vidă, atunci conform 2.6.8 avem că /  = 1^. ■

2.6.13 Teoremă. Fie A, B  două S-algebre minimale. Dacă f  : 
A —̂ B și g : B ^ A  sunt morfisme de E-algebre, atunci f  și g sunt 
izomorfisme și inverse una alteia.

Demonstrație Conform 2.6.12 g f  =  E  și f g = l B - ‘
2.6.14 Teoremă. Dacă f  : A -AB  este un morfism de S-algebre 

atunci ker(f) este congruență pe A.
Demonstrație Conform 2.2.17 ker(f) este relație de echivalență. 

Fie wES*, SE S .OE'BW^, XEAW ,y ^ A w astfel încât x(ker(f))w y, adică 
f w (x) = / w (y), deci a B ( f w (x)) = <jB ( f w (y)). Cum f  este morfism 
avem f s (crA (x)) = fs^A^y}), pentru orice seS , deci oA (x }ker(f)aA (y). 
■

2.6.15 Lemă Fie un morfism f  : A ^ B  de S-algebre și C o subal- 
gebră a lui B. Atunci / - 1 (C) = {xEA\f(x)EC}, este subalgebră a lui 
A.

Demonstrație. Fie w^S*, sES, <J G£WJS, xE (f~ 1(C))w , deci 
f w (x)ECw . Atunci 
f s (aA (x)) = ( /  morfism)
^ B { fw {x }}^Cs (C subalgebră a lui B). ■
2.6.16 Exercițiu (Legătură cu structurile algebrice clasice) 

Fie f  : G i—>G2 un morfism de grupuri și e elementul neutru al lui G2 . 
Să se verifice că subgrupul normal obținut aplicând bijecția de la 2.5.5 
congruenței ker(f) este / - 1 ({e}). Formulați și rezolvați un exercițiu 
asemănător în cazul inelelor și modulelor peste un inel.
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2.6.17 Definiție Fie A o S-algebră și p o congruență pe A. Notăm 
cu [p] : A -^A /p  funcția defintă pentru orice seS , X E A S prin [p]^) = 
[x]pa numită surjecția canonică.

2.6.18 Lemă. Fie A o S-algebră și p o congruemță pe A. Atunci 
surjecția canonică este morfism surjectiv.

Dem onstrație.Surjectivitatea este evidentă.
Fie wES*, seS , aE £W'S , X^ A W . Atunci [p]s (ff4 (^)) = [<̂A ^ ) ] P = 

^ " ( W , . )  =  ^ ' M " w i -  '
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2.7. Teoreme de izomorfism
2.7.1 Teoremă (Teorema fundamentală de izomorfism sau prima 
teoremă de izomorfism). Fie f  : A ^ B  un morfism surjectiv de E- 
algebre. Atunci A /ker(f)  este izomorfă cu B.

Demonstrație. Definim funția -0 : A /k e r ( f)—>B astfel: pentru 
sES și X E A S fps([x ](ker(f)')3 ') =  fs(x )- V’ e s t e  corect definită. Intr-adevăr, 
dacă

x(ker(f)s )y, atunci f s (x) = f,(y).
i/) este morfism de E-algebre. Intr-adevăr, dacă wES*, S ES, CTGEW ;S, 

X EA W , atunci ÎM ^ ^ ^ M ^ / ) ) ” )) = ^ ([ff4 (i)]( t o ( / ) ) j ) =  fĂ ^ A (x )) =

V̂ este surjectivă. Intr-adevăr, dacă sES și yEB s , există X E A S astfel 
încât f s (x) = y, deci M x ] {k e r{ f^ J  = fs W  = V-

ip este injectivă. Intr-adevăr, dacă sES și x ,yE B s astfel încât 
M x ](ker(fpJ = ^s(.[y]{k e r{ f))J atunci f s (x) = f s ( y \  deci x(ker(f)) sy, 
de unde deducem

H ( ^ ( / ) ) s  =  ^ U r ( / ) ) s ' '

2.7.2 Propoziție O E-algebră A este izomorfă cu A/A.
Demonstrație Surjecția canonică este injectivă. Intr-adevăr dacă 

sES, x, yEA s avem [z] =  [r/] implică x = y. •
2.7.3 Propoziție Fie A o L-algebră minimală și p o congruență pe 

ea. Atunci A este izomorfă cu A/p dacă și numai dacă p = △.
Demonstrație ”dacă” Rezultă imediat din 2.7.2.
"numai dacă" Fie <p : A/p—>A izomorfism. Conform 2.6.12. <p[p] = 

h .  Deci surjecția canonică este injectivă. Fie sES, X , yEA s astfel încât 
xps y. Atunci [x]ps = [x]ps deci [p]s (r) = [p]s (0  de unde x = y. .

2.7.4 Teoremă Teorema a doua de izomorfism. Fie A o E- 
algebră și p, 0 două congruențe pe ea astfel încât pQ0. Atunci -0 : 
(A/0)/(p/0) : —̂ A /p  (2.5.9) definită pentru orice sES și X E A S prin 
V U M X / J  =  e s t e  izomorfism.

Demonstrație, ip este corect definită. Intr-adevăr dacă sES, 
x ,yE A s , [[x]0a}Ps/0s = [[y]0s}Pa/03 implică [x]03ps /0 s [y]03 deci xps y.

ip este morfism de E-algebre. Intr-adevăr, dacă wES*, S ES, <7GEW)S, 
X E A W , atunci ^ ( ^ ^ / ^ ( [ [ r r ] ^ ) )  ]{p/0}„ = M e r A / e ^ ] 0^ ] P3/0a) =

M ^ A ^ ) ] 0a]Pa/eJ  = l<̂A (x )]Pa = ^ A /p ({x ]p^  =  ^ ( ^ ( [ f c W ^ w ) ) -
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



20

Evident, ^  este surjectivă. Rămâne să demonstrăm injectivitatea. 
Fie sES, x, y ^A s astfel încât [x] = [y] deci xps y de unde [xj^Ps/Osi^]^- 
■

2.7.5 Definiție Fie A o E-algebră, B  o subalgebră a sa și p o 
congruență pe ea. Notăm cu p(B) submulțimea lui A definită astfel: 
P(B)S =  U tgfiJ^,-

2.7.6 Lemă Fie A o S-algebră, B  o subalgebră a sa și p o congruență 
pe ea. Atunci p(B} este subalgebră a lui A.

Demonstrație. Fie w =  S]S2 - .sn 65*, sES, CTG £ W )S ,
x = (xi,X2,—,x n )ep(B )w . Atunci pentru orice i =  l,...,n , există 

b ^ B ^  astfel încât XipS ibi. Deci <jA (x)psa B (bi, b2 , bn ) = beB s . Deci

2.7.7 Teoremă A treia teoremă de izomorfism Fie A o E- 
algebră, p o congruență pe ea și B  o subalgebră a sa. Atunci restricția 
lui p\a. B  notată cu p\B și definită prin (p\B)s =  {(r, y)€Bș\xp s y} este 
congruență pe B  și B /p\B  este izomorfă cu p(B)/p\p(B).

Demonstrație. Este evident faptul că p\B este congruență pe 
B. Definim -0 : B /p \B —>p(B)/p\p(B) astfel: fie sES  și beB s , atunci 
^(M tplfljJ =  [%|p(s))3

■0 este corect definită. Intr-adevăr, dacă sES, X, yEB s dacă x(p\B)sy 
atunci xps y deci x(p\p(B))sy.

ip este morfism. Intr-adevăr fie weS*, sGS, CTG E W )S , XEBW Atunci
^ s ^ 8 ^ ^ ^ ] ^  = M ^ B ^ ] P\B) = t ^ W U i e  = =

-0 este surjectivă. Intr-adevăr fie sES, y€p(B)s . Există atunci beB s 
astfel încât ypsb. Deci M b ] { p W s ) = [%|p(B)), = [y](p|p(B ))s

i]) este injectivă. Intr-adevăr fie seS , x, y ^ B s astfel încât [^](p |p(B j)a = 
M(p|p(B))s ’ d e c i  X P ^  d e  u n d e deducem M (p |B )j = M (p|B )s- ■
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2.8. Algebre produs
2.8.1 Definiție Fie (Ai)i e f  o familie de mulțimi. Numim produsul direct 
al familiei (Aj)iei mulțimea T\lE lAi = { f  : M U .e /A l/W E ^ .V ie f} 
De asemenea definim proiecția pe componenta j  ( j ț l )  Pj : W i^ iA ^ A j 
prin Pj(f) = f( j)-

2.8.2 Teoremă (Proprietatea de universalitate a produsului 
direct) Fie (A)ier o familie de mulțimi, B  o mulțime și pentru orice 
i ț i  o funcție fi : B ^ A i .  Atunci există o unică funcție g : B —>Y\i e I Ai 
cu proprietatea pjg = fj  pentru orice j ț l .  Funcția g se notează cu 
[fa]i e I  Și pentru orice x țB ,  j ț l ,  [ft]i E /(x)(j) = f^ x ) .

TA; f > -A ;
i ț i

O)
fig 3
Demonstrație. Fie j ț J ,  x ț B  atunci Pj([fa]i e I {xfa = [ ^ ^ / ( ^ ( j )  = 

fa^x). Reciproc, fie g : B~^fLcMi astfel încât pig = fa pentru orice 
i ț i .  Atunci pentru orice x țB ,  j ț l ,  avem fj(x) = pj{g{xfa = g(x)(j).

2.8.3 Corolar Fie (A ) i e / o familie de mulțimi, f ,g  : B —►ILe/A- 
Atunci p if = pig pentru orice i ț i  implică f  = g.

Demonstrație. Fie Ui = Pif = ptg, i ț i .  Atunci p if = uz , pig = Ui.
Conform 2.8.2 avem f  = g. •

Se verifică ușor că 2.8.1-3 se extind în mod natural și asupra mulțimilor 
S-sortate.

2.8.4 Teoremă Fie (A )^ / o familie de S-algebre. Există atunci 
pentru orice i ț i ,  w țS*, s țS ,  crțEWtS o unică operație f f ^ / 4 ' pe 
H if/A  astfel încât proiecțiile (pi)i^/ să fie morfisme.

Demonstrație. Fie i ț i ,  w țS* , s țS ,  o țH WyS. (pz)zci morfisme 
implică (pOsC^ie/^ = cr^^p^). Conform 2.8.3 crn^ /^  =  [^ '(p j")]^ ,, 
■

2.8.5 Teoremă Fie (A ),^  o familie de S-algebre, (pi)i^/ proiecțiile
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canonice, B  o S-algebră și pentru orice iE l un morfism S-algebre fi : 
B ^ A i .  Atunci [fi]i e I  : B —>ILG/A  este morfism de S-algebre

Demonstrație Fie wES*, SES, crEEWtS. Pentru orice j ț l , 
(pM [fi\ i e i)s° B  = (fj} so B = oA ] Uj}w = ^ P ^ l ^ e r ^  = 
(pj)s^ , A i ([fi]ie i)w - .
2.8.6 Observație Unica operație definită la 2.8.4 este operația ”pe 

componente”.
2.8.7 Definiție Fie KCAlgE o clasă de S-algebre. K se numește 

închisă la produse directe dacă pentru orice familie (4 ,)t€ / de S-algebre 
din K, algebra produs este tot din K.

2.8.8 Definiție Fie KCAlgE o clasă de S-algebre. K se numește 
varietate dacă este închisă la formarea de subalgebre, imagini de mor- 
fisme și produse directe.
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2.9. Algebre libere
2 .9.1 Definiție Fie KCAlgs  o clasă de S-algebre și X o mulțime S- 
sortată. O S-algebră X  astfel încât XCX este liber generată de X  dacă 
pentru orice S-algebră B GK și orice funcție f  : X —>B există un unic 
morfism f  : X ^ B  astfel încât f i  = f ,  unde i : X —>X este incluziunea.

2 .9.2 Lemă i). Dacă f ,g  : X ^ B  sunt morfisme de algebre astfel 
încât f i  = gi, atunci f  = g.

ii ). Algebra liber generată de o mulțime este unică abstrație făcând
de un izomorfism. .

■ y

fig- 4
Demonstrație i. este evidentă.
ii ) Fie B  altă algebră liber generată de X. Notăm cu j  : X ^ B 

incluziunea. Există atunci j  : X -y B ,g  : B —>X morfisme de algebre 
astfel încât j i  = j ,g j  = i. Atunci gji = gj = i ,jg j  = j i  = j. Conform 
i., g și j  sunt izomorfime inverse unul altuia. ■

In continuare vom demonstra existența algebrei libere în cazul K = 
AlgK. Vom folosi elemente de teoria limbajelor formale ([4]). Există și 
construcții care folosesc doar elemente de algebră ([16])

Fie X o mulțime S-sortată. Definim următoarea gramatică G inde
pendentă de context:

Mulțimea neterminalelor este S.
Mulțimea terminalelor este VT = Usf.țXUUwes-.sfS^w^
Mulțimea producțiilor:
Dacă xE X s avem producția s-^x.
Dacă <7GSW S și w = s1S2...sn avem producția s—>crs1s2 ...sn -
Observăm că spre deosebire de biblografia specifică teoriei limba

jelor formale, în acest material noțiunea de gramatică este generaliza
tă, în sensul că mulțimile de neterminale, terminale și producții nu mai 
sunt finite și nici nu definim simbol de start deoarece acesta nu prezintă 
interes în acest material.
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2.9.3 Observație G este neambiguă.
Demonstrație Se observă că în orice derivare stângă aplicarea a 

două producții distincte aceluiași cuvânt duce la cuvinte distincte for
mate din neterminale în final. ■

2.9.4 Notație. Pentru sES  notăm cu T (S ,X ) s = {w€V^|s=>w}.
T(E ,X ) este organizată ca S-algebră astfel:

DacăcrGSS1S2...SniS dacăw 1GT(S,X)S1,w2 eT (D ,X )S2, ..., wn e T ^ , X ) s 
atunci aT ^ , x \ w i , ...,w n ) = awi, ...,wn . Operația este corect definită. 
Intr-adevăr, dacă s ^ W i  pentru orice i =  1, ...n atunci s=>asi...sn =>
OWX...Wn

2.9.5 Teoremă. Fie AeAigE,^ : X —̂ A o funție. Atunci există un 
unic morfism ^  : T(D, X )—M astfel încât ^ |X  =  tp.

Demonstrație Definim pentru orice sES  și weT(S, X )s ^ s (w) 
după lungimea lui w prin:

Dacă w = xE X s atunci ^ s (w) = ^ ( r )
Dacă w = J GEA.S atunci ^ â (w) =  <JA .
Dacă (TGSS1...Sn,s și w = <jw1...wn w ^T fY ,, X ) Si pentru orice i = 

l ,...n  atunci ^ s (w) =  ^ ( ^ . ( « / ^ . . . . ^ ( w ^ ) .
Demonstrăm că ^  este morfism de algebre. Fie <7GDS1S2 . Jn)S,
WiGTțD, X )S1, W2 GT(D, X )S2, ..., wn eT(Z , X ) Sn . Atunci
^ s p E’x )(wi,...,w n )) = p s (awiw2 ...wn ) =
^ ( ^ n ^ ^ ^ s i ^ 2 )̂  ■■■’^sn(w 'i))- Unicitatea se demonstrează ușor 

prin inducție după lungimea cuvintelor. ■
2.9.6 Observație. T(D,X) este algebra liber generată în clasa tu

turor S-algebrelor de mulțimea X,
2.9.7 Lemă. Dacă clasa K este închisă la subalgebre, în sensul că 

orice subalgebră a unei algebre din K este tot în K, atunci algebra liber 
generată de X  în K este generată de X.

fig 5
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Demonstrație. Fie X  algebra liber generată de X , i : X —>X 
incluziunea, (X) subalgebra generată de X, j  : X —>(X) incluziunea, 
k : (X)—>X incluziunea. Evident k j = ly . Conform 2.9.2 k j = k j = 
ly , de unde deducem k surjectivă. ■

2.9.8 Observație. Algebra liber generată de mulțimea vidă este 
algebra inițială adică o algebră T  din clasa K cu proprietatea că pentru 
orice algebră A din clasa K există un unic morfism f  : T —̂ A. ■

2.9.9 Teoremă. Fie A o S-algebră cu proprietatea că pentru orice 
se S  card{Xs y>cardțAs). Atunci există o congruență p pe T (S ,X ) 
astfel încât A este izomorfă cu T(S, X )/p .

Demonstrație. Există o funcție surjectivă p : X —̂A, de unde 
rezultă că p : T(E, X ) —>A este morfism surjectiv. Din teorema de 
izomorfism avem T(E, X )/kerp  este izomorfă cu A. ■

Pentru K CA lg£  și (Xs)s e s definim:
= K = C]{kerp\A^K., p : T (S ,X )—>A morfism }
Dacă SES, (~ K )S = {(C t')eT(E , X)^ | pentru orice AGK, p : X ^ A 

avem p(t) = p(t’)}
2.9.10 Lemă. = K = ~ K -
Demonstrație. Fie sES. Atunci
(~ K )S = {(l, t ' ) ^ ^ ,  X)]\(t, t')6kerp  pentru orice AGK și orice 

morfism p  : T (S ,X )—>A}. în concluzie = K = ~ K ■
2.9.11 Notație. Pentru KCAlgE notăm cu 7k(S, X) = T(S, X ) /= K
2.9.12 Teoremă. Fie (Xs )s e S , KCA lgE . Atunci 7k(D ,X ) este 

liber generată în K de X /= K -
Demonstrație. Fie i : X —>T(E,X),j : X /= K —>T(S, X ) /= K 

incluziunile, p : X —>X/=K ,(? : T(E, X )—>T(S, X )= K surjecțiile ca
nonice. Fie o S-algebră AeK și a  : X /= ^ ^ A  o funcție. Există 
atunci un unic morfism fi : T ^ .X ^ ^ r A  astfel încât fii = ap. Fie a : 
7 K (E, X )—>A definită astfel: pentru orice seS, t€Tk(D, X )s , ă 'ț f t ] ^ ^ )  = 
fis (ifi. Cu alte cuvinte ăq = fi.

a  este bine definită. Fie s^ S  și (t,t')^(=K)s- Dar =xQkerfi, deci 
(t,t')E(kerfi)s de unde fis (t) = fis (t'Y
ă j  = a. F ieseS  ș ir€ X s . Atunci ă s (>s ([x])(=K)J  = « ^ ( P s ^ ) ) )  = 

ă s (gs (!s (i))) = ^ s (is (i)) = a s (jps {ry} = o s ([x](=  )•
ă  este morfism de S-algebre. Fie w = s1s2 ...sn GS*, sGS, CTGSW)S. 

Atunci « s t ^ ^ ’t M ^ l i s ] ^ , ...., [tn ]Sn) = « s (k W ) ( f i ,- ,in ) ] s ) =
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Ps (<JT* ^ 'X \ t i ,...trl} = ^ ^ ^ t ^ , . . . , ^ ^ ^  =
<jA (ăS1([ti])S1, ..., [in ])Sn) (toate clasele de echivalență sunt consider

ate în raport cu echivalența = K)-
Demonstrăm unicitatea lui OL. Xgenerează pe T (S ,X ). Este sufi

cient să demonstrăm că X /= K generează pe 7K (S,X). Pentru aceasta 
considerăm o subalgebră A a lui TK (S, X) ce include pe X /= K- Demon
străm prin inducție după lungimea lui ieT (S ,X ) că [t] e A s pentru 
orice sES. Fie m  un număr natural, w =  si...sn GS*,s€S,(r€LWiS1t = 
ti...fn GT(S, X )w astfel încât |t;|<m  pentru orice i e { l , ..., n}, Deci tt GdSi 
pentru orice ze{l,...,n}. Atunci [crti...tn ]=K =  ^ ( ^ ( [ i j ^ 
[in] =  Ks„)£^s- ■ ,

fig- 6 .
2.9.13 Definiție. O clasă K de algebre se numește varietate dacă 

îndeplinește următoarele condiții:
a) Dacă AeK  și BCA  subalgebră atunci B eK
b) Dacă ^  : A ^ B  este un morfism de S-algebre și AGK atunci 

Im^ipjEK.
c) Pentru orice familie de E-algebre din K produsul lor direct este 

în K.
2.9.14 Teorema lui Birkhoff. Fie KCAlgs  o varietate. Atunci 
TK (S,X)GK.
Demonstrație. Fie I  = {p\p congruență pe T (S ,X ) astfel încât 

există AeK cu proprietatea că T(S, X )/p  este izomorfă cu o subalgebră 
a lui A}. Conform teoremei de izomorfism avem că = K =  A{p|pGZ}.

Pentru orice pEl notăm cu ep : T k P , X )^ T (E , X }/p  funcția definită 
prin: pentru orice s e S ,x e X s , ep ([x]^K ) =  [r]p j . Deoarece = K QP
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avem că definiția este corectă. Putem atunci extinde în mod unic 
pe £p la un morfism de la TK (£ ,X ) la T(E, X )/p . Conform pro
prietății de universalitate a algebrei produs am definit un morfism 
^ T K ( X , X ^ n p e IT & ,X )/p .

€ este injectiv. Fie t, t 'E T x ^ ,  X ) s astfel încât ES (W_ ) =  s s ([t']_ ). 
Atunci pentru orice p e l  avem EJ([1]=  ) = EJ([1']=  ) deci [t] = ft'l 
pentru orice pEl, deci [t]_ = [t']_ .

Pentru orice p e l, T(E, X )/p e K , deci Y[p e IT(T,, X ) /p e K  și deoarece 
s este injectiv avem că TK (£, A'jgK. ■
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2.10. Clase ecuaționale de algebre
Considerăm X o mulțime fixată.

2.10.1 Definiție. Fie sES. Se numește ecuație de sort s o pereche
[L, R)ET(E,, X)^. Numim pe scurt ecuație o ecuație de orice sort 

sES. Notăm cu E qn (S ,X ) s mulțimea ecuațiilor de sort sES. Notăm 
cu E qn(S ,X ) = Us e S E qn(E ,X )s .

2.10.2 Definiție. Se numește teorie ecuațională orice mulțime 
E C E q n (E J ) .
2.10.3 Definiție. O ecuație (t,t') de sort s se numește validă intr-o 

S-algebră A dacă pentru orice funcție a : X ^ A  avem ă s (t) = ets (t'}. 
In acest caz notăm A\=t = t'.

2.10.4 Definiție. Dacă E C Eqn(E ,X ), o S-algebră A se numește 
model al lui E  (se notează A^=E) dacă A\=t = t' pentru orice (t, t'^EE. 
Notăm cu M od(E) modelele lui E, anume {AEAlgj;|A|=E}.

2.10.5 N otație. Fie K o clasă de S-algebre. (t, i')6Eqn(S , X ) s . 
Spunem că K |=t = t' dacă A\=t = t' pentru orice AGK. Pentru 
E C E qn(S ,X ), notăm K^=F dacă K |=/ = t1 pentru orice {t,t'}^E. 
Notăm prin Eqn(K)(S, X) = {eeEqn(S, X)|K|=e} teoria ecuațională 
a lui K. In concluzie o clasă K de S-algebre este clasă ecuațională dacă 
există E C Eqn(S ,X ) astfel încât K =  M od(E).
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2.11. Calcul ecuațional
2.11.1 Definiție. Fie s', s” E S, t'eT(E , X )s,, xE X s^ ,t” ET^E, X ) S". Notăm 
cu t'[x/P] termenul obținut în urma substituție lui x cu t” în t '. Fie 
a  : X ->T(E ,X ) definită astfel pentru orice sGS și yEX s :

a s (y) = P dacă s = s” și y = x, y altfel. Fie ă  : T^E, X )—̂ ( E ,  X) 
unicul morfism de algebre ce extinde pe a. Atunci evident t'[x/t"] = 
ă(t'). Demonstrație prin inducție structurală după t1. Exercițiu!

2.11.2 Definiție. Regulile calculului ecuațional. Fie E  o mulțime 
de ecuații și t = t' o ecuație. Spunem că. t = t1 se deduce din E  și 
notăm E\~t = t’, dacă t = t! E E  sau se deduce din următoarele reguli 
de deducție:

1 . reflexivitate 0H = t.
2 . simetrie E\~t = t1 implică EFt' = t.
3 . tranzitivitate E\~t = t’, E\~t' = t” implică E\~t = t”.
4 . Legea substituției. Dacă ti = t\ este o ecuație de sort s, iar 

t2 = t2 e s t e  o ecuație de sort s' și xE X s' și E\\~ti = t \ ,E 2Pt2 = t2 
atunci EiUE2 \~ti[x/t2] = t^x/t^].

Pentru F C E qn(E ,X ) notăm =fC T (E ,X )^ relația definită prin 
t= E t' dacă și numai dacă E ^t = t'. Evident, = f  este relație de 
echivalență.

2 .11.3 Lemă. Relația = E  este congruență.
Demonstrație. Fie sES, W = si...sn ES*, OEEW >S și pentru orice 

i = l,...n , ii,i'j eT (E ,X )Si astfel încât ti=E ti pentru orice i = l,...,n . 
Fie pentru orice i = l,...,n , XiET(E ,X)S i. Din reflexivitate avem 
oT (xi, ...,xn )=E oT {ii, .... Xn}. Conform legii substituției obținem că

2 .11.4 Definiție. Fie (P ,<),(Q ,< ) două mulțimi parțial ordo
nate. Se numește conexiune Galois de la P  la Q o pereche de funcții 
crescătoare (g,d), g : P ^ Q ,d  : Q ^ P  cu proprietatea că îp<dg și 
gd<ÎQ- comparația funcțiilor făcându-se punctual, adică f  <gE^ f  {x)<g{x) 
pentru orice x.

2 .11.5 Lemă. Fie (P ,< ),(Q ,< ) două mulțimi parțial ordonate și 
(g, d) o conexiune Galois de la P  la Q. Atunci d = dgd și g = gdg.

Demonstrație, d = d lQ >dgd și d = l P d<dgd de unde rezultă că 
d = dgd. Cealaltă relație se demonstrează analog. ■

2 .11.6 Lemă. Considerăm P(Eqn(S, X)) ordonată prin incluziune,
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iar P (A lg E ) ordonată prin incluziune inversă. Atunci funcțiile

Mod : P(Eqn(E, X))-EP(AlgE ) și Eqn : P(AIgL ) ^ ( E q n ( S ,  X)) 
formează o conexiune Galois. Mai precis:

i. Ei QE2 implică Mod(E2)^Mod(Ei).

ii. K I CK 2 implică Eqn(K2)GEqn(Ki)

iii. ECEqn(Mod(E))

iv. KCMod(Eqn(K))

v. Mod(E) = M od(Eqn(Mod(E))).

vi. Eqn(K) =  Eqn(Mod(Eqn(K))).

2.11.7 Lemă. Orice clasă ecuațională de S-algebre este varietate.

Demonstrație. Este suficient să verificăm condițiile a), b), c) de 
la 2.9.13. Fie E  o mulțime de ecuații.

a) . Fie i : X ^ T (S ,X )  incluziune. Fie j  : A ^ B  incluziunea, 
BeM od(E) și (t,t'}£E . F i e a : X —>A Atunci j a  : X —>B deci ja (t) = 
ja ft'}. Evident ja  = j ă  prin compunere la dreapta cu i. Cum ja (t) = 
ja { t ' \  avem jă (t)  = jă (t') deci â(i) = ă(t').

b) Fie ă€M od(E ), f  : A —̂ B un morfism surjectiv de E-algebre, 
(t, t’)eE , (3 : X ^ B  o funcție. Definim a  : X —̂ A cu proprietatea f a  = 
[3 astfel: pentru sES, X E X S alegem a ^A s astfel încât fls (x) = f s (a). 
Luăm a s (x) = a. Dacă i : X ^ T f T f X )  este incluziunea atunci fă i  = 
f a  = (3 deci f ă  = (3. Deoarece ă(t) = ă (t’) obținem /3(t) = (3(t'}.

c) Fie (Aj)j e j  o familie de S-algebre din M od(E), (t,t')^E , a : 
^ ^ r [ ; u ^ -  Ca să demonstrăm căa (t) = a(t') este suficient să demon
străm că pentru orice k ^ J  pk(ă(tf) = pk (ă(t')) unde pk : V[j e jA j-^A k 
este proiecția canonică. Dacă i : X —>T(S,X) este incluziunea, notăm 
ak = Pk^- Atunci Pkăi = pka = a k , deci ăk = Pkă de unde obținem că 
ft(ă (f)) = Pk(ă(t')). .

2.11.10 Lemă. Fie ECEqn(S,X). Dacă E H  =  t' dacă și numai 
dacă T (E ,X )/E £ ^  =  t'.
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fig. 7
a  : X ^ T { E ,X ) /= E . Definim a' : X —̂ ( S ,  X) astfel: pentru 

s^S , x 6 X s , fie a(x) = [t]=E - Luăm a'(x) = t. Evident [.]^E a' = a. 
Atunci [.]= Eâ' = ă  deoarece ambele morfisme coincid pe X. Deoarece 
E\~t = tr, E ha 's (x) = ă 's (x) pentru orice xE X s , conform substituției 
avem Ebct'^t) = oi s (t'), deci [ă's (t)]_E =  [â's (î')]= £ , de unde deducem 
ă s (t) = ă s (t'}.

”dacă” Presupunem E\~t = t' falsă și considerăm surjecția canonică 
de la T(E, X) la T(S, X ) /= E . Evident [ t ] ^ [ t '] ^ E , deci T(E, X ) /= E ^ t  = 
t' este falsă. ■

2.11.11 T eorem ă. Fie X o mulțime EC Eqn(X ,X ). Atunci pentru 
orice eeE qn(E ,X ) avem Ebe dacă și numai dacă M od(E)|=e.

D em on strație . ”numai dacă” . Fie d e M o d (E ) și o : X —>A. 
Dacă e^E  atunci evident A[=e. Evident A\=t = t, A\=t = t' implică 
A\=t' = t și A\=t = t', A\=t' = t” implică A\=t = t”.

Presupunem că A|=ti = tj și A\=t2 = t2 - Fie sES  sortul ecuației 
2̂ =  ^  ȘÎ xE X s . Definim 0 ,7  : X —>T(E, X) astfel: dacă S'ES și yEX s> 

0s\y )  =  2̂ dacă s' = s și y = x, y altfel, iar ^ s'{y} = <2 dacă s' = s 
și y = x, y altfel. Evident ă0  =  07, deci ă/3 = 07 (compunerea la 
dreapta cu incluziunea dă egalitate !). Atunci ă ( ti[x /t2]) = 5(^(1])) = 
ă W ^ = ă ^ t ^ = ă ( t \ [ x / ^

”dacă”. Evident, T(E, X ) /= E  este model al lui E. Fie (t,t')EE, 
deci T(X, X ) /= E \=t = t '. Aplicând 2.11.10 obținem E\~t = t '. ■
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3. Elemente de teoria categoriilor

3.1. D efiniții de bază
3.1.1 Definiție Spunem că s-a dat o categorie notată C dacă s-au definit: 

i) o clasă |C| numită clasa de obiecte a categoriei C
ii) pentru orice două obiecte A, B  ale lui C o mulțime C(A, B) numită 

mulțimea morfismelor de la A la B sau altfel zis de sursă A  și destinație 
B. Notația f  : A ^ B  este echivalentă cu feC (A ,B )

iii) pentru orice trei obiecte A, B, C ale lui C o operație de com
punere oABC : C(A, B)xC(B,C)-+C(A,C) de morfisme. (în continuare 
compunerea morfismelor se va nota prin simpla juxtapunere, adică dacă 
feC (A ,B ), gEC(B,C) atunci gfeC (A ,C ))

cu proprietățile :
a) compunerea morfismelor este asociativă, adică f(gh) = {fg)h 

pentru orice morfisme f ,g , h din C pentru care compunerea are sens.
b) pentru orice obiect >1 al lui C există un morfism U eC țd , A) astfel 

încât / l ^  = f ,  l^g  = g ori de câte ori compunerile au sens.
c) dacă A, B, A', B' sunt obiecte ale lui C astfel încât (A, B )^ (A ', B') 

atunci C(A, B}nC(A', B') = 0.
3.1.2 Observație Axioma c) de la 3.1.1 spune că în orice categorie 

nu există morfisme care au mai multe surse și destinații simultan. In 
cazul când C satisface doar a) și b) dar nu și c), situația se poate remedia 
ușor redefinind mulțimea morfismelor de la A la B ca fiind mulțimea 
tripletelor de forma (A, f ,  B) unde f^C (A , B), compunerea efectuându- 
se astfel: (B, g,C)(A, f ,  B) = (A ,g f,C ). Lăsăm pe seama cititorului 
verificarea corectitudinii definiției. In continuare dacă definiția unei 
categorii satisface axiomele a), b) dar nu și c) de la 3.1.1 presupunem 
implicit aplicat principiul expus mai sus.

3.1.3 Observație în orice categorie C, pentru orice obiect A al său 
morfismul L  de la 3.1.1 b) este unic și va fi denumit în continuare 
identitatea obiectului A

Demonstrație Fie u : A—>A un morfism cu aceleași proprietăți ca 
L  (3.1.1 b). Avem atunci u = UIA = I4. ■

3.1.4 Exemple Vom da doar obiectele, morfismele, modul de com
punere a acestora, lăsând pe seama cititorului verificarea corectitudinii 
definiției.
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i) Categoria Set. Obiecte: mulțimile. Morfisme: funcțiile. Com
punerea: compunerea funcțiilor.

ii) Categoria Top. Obiecte: spațiile topologice. Morfisme: funcțiile 
continue. Compunerea: compunerea funcțiilor.

iii) Categoria G rp. Obiecte: grupurile. Morfisme: morfismele de 
grupuri. Compunerea: compunerea funcțiilor.

iv) Fie K  un corp comutativ. Categoria V ectx- Obiecte: spațiile 
vectoriale peste K. Morfisme: morfismele de spații vectoriale. Com
punerea: compunerea funcțiilor.

v) Categoria Po. Obiecte: mulțimile parțial ordonate. Morfisme: 
funcțiile crescătoare. Compunerea: compunerea funcțiilor.

vi) Fie S o signatură. Categoria Alg£. Obiecte: E-algebrele. Mor
fisme: morfismele de E-algebre. Compunerea: compunerea funcțiilor.

A tenție! In literatura de specialitate se obișnuiește să se definească 
o categorie definind doar clasa de obiecte. Putem defini clasa de obiecte 
ca fiind clasa mulțimilor ca la i) dar cu aceeași clasă de obiecte putem 
defini la fel de bine alte categorii cum ar fi:

vii) Categoria Pfn. Obiecte: mulțimile. Morfisme: funcțiile parțiale. 
Compunerea: compunerea funcțiilor parțiale.

viii) Categoria R el. Obiecte: mulțimile. Morfisme: Relațiile binare. 
Compunerea: compunerea relațiilor binare, adică dacă pCA x B , OQBxC, 
dp = {(x ,z)e(A ,C )\3yeB (x ,y)ep , (y,z)eO}.

Observăm că pentru orice două mulțimi A, B ,
Set(A , B )C Pfn(A , B )C R el(ă , B) compunerea efectuându-se la fel 

în Set, P fn  și R el.
A ten ție! In literatura de specialitate exemplele de mai sus sunt cele 

mai frecvent enunțate. De aici există pericolul de a se trage concluzia 
complet greșită că în orice categorie obiectele sunt mulțimi înzestrate 
cu anumite structuri și că morfismele sunt funcții compatibile cu struc
turile respective. Următoarele două exemple vor demonstra exact con
trariul.

ix) Fie (P, <) o mulțime parțial ordonată. Definim categoria P  ast
fel: obiecte P, morfisme: pentru orice x ,y țP , P (x,y) = {(x, j/)} dacă 
x<y, ^ f o y )  = 0 altfel. Compunerea (y,z)(x,y) = (x,z). Observăm 
că în această categorie orice ecuație este verificată în sensul că orice 
două morfisme cu aceeași sursă și destinație coincid.

x) Fie (X, d) un spațiu metric. Definim categoria X astfel: obiecte
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X , morfisme x ,y ^ X , X (x ,y ) = {(x,a ,y)\a> d(x ,y)}. Compunerea 
(y, fi, z)(x, a, y) = (x ,a  + Ș, z).

3.1.5 Definiție Fie C o categorie. O categorie P  se numește subca- 
tegorie a lui C și se notează T>QC dacă :

o i ^ i m
ii) pentru orice 4 ,B G|P | avem D(A, B)QC(A, B)
iii) compunerea în P  se face ca și în C
O subcategorie P  a lui C se numește plină dacă pentru orice A, B E \D\ 

avem V(A, B) = C(A, B).
Atenție! Grp nu este subcategorie a lui Set, deorece pe aceeași 

mulțime se pot defini mai multe operații binare care să determine o 
structură de grup. La fel, Top nu este subcategorie a lui Set, Po nu 
este subcategorie a lui Set, etc. în schimb Rel este subcategorie a lui 
Pfn, care la rândul său este subcategorie a lui Set.

3.1.6 Definiție Fie C o categorie. Definim categoria C°, numită 
duala lui C astfel

o r i  = ICI
ii) pentru orice A, B E \C\, C°(A, B) = C(B, A)
iii) pentru orice A, B, CE \C\, fEC°(A, B) = C(B, A), gEC°(B, C) = 

C(C,B), goc . f  = fo c g.
3.1.7 Definiție Pentru orice definiție sau enunț într-o categorie ar

bitrară, definim duala acesteia definiția sau enunțul obținute din cele 
inițiale inversând sursa cu destinația la toate morfismele care intervin. 
Observăm că dualele sunt definițiile sau enunțurile inițiale exprimate 
în categoria duală.

3.1.8 Propoziție. (Principiul dualității) Dacă un enunț P  este 
adevărat în orice categorie atunci și duala sa P° este adevărată în orice 
categorie.

Demonstrație Fie C o categorie. Atunci P  este adevărat în C°, 
deci P° este adevărat în C. ■

3.1.9 Exemple (Continuare) a) Fie C, și P  două categorii. Cat
egoria produs CxT> se definește astfel:

- |C xP | = |C |x |P |
- dacă (A, B), {A', B ')e \C xV \ atunci (CxP)((A, B \  (A', B')) =
C (A,A’)xT>(B,B')
- dacă (J,g) : (A, B ) ^ ( A ', B') și (u,v) : (A', B ')—̂ (A”, B ”) atunci 

(u ,v)(f,g ) = (uf,vg), compunerile din membrul drept facându-se în C
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și respectiv T>.
b) Fie C o categorie A un obiect al său. Categoria virgulă a lui C 

prin A, notată prin C^A, se definește astfel:
-\CIA\ = { (B ,n \B e C t feC(.B ,A)}
■ ( C ^ B J ) ,  (C ,9 y) = {ueCf.B .C^su = f }
- compunerea morfismelor se face ca în C

4

fig- 8
Exercițiu Să se verifice corectitudinea operației de compunere a mor

fismelor definită mai sus.
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3.2. Obiecte și morfisme distinse

3.2.1 Definiție Fie C o categorie și feC (A ,B ). f  se numește:
a) inversabil la stânga dacă există gEC(B, A) astfel încât g f  = 1^;
b) inversabil la dreapta dacă există gEC(B, A) astfel încât fg  = \ B \ 
c) epimorfism dacă u f  = v f  implică u = v, 
d) monomorfism dacă fu  = f v  implică u = w,
e) izomorfism dacă există g^C(B, A) astfel încât g f  = IA , fg  = ^B -
3.2.2 Observație între noțiunile definite la 3.2.1 există următoarele 

relații:
i) a)=>d)
ii) b)=>c)
iii) a) și b) echivalent e)
Demonstrație i) Presupunem f u  = fv .  Compunem la stânga cu 

g și obținem u=v.
ii) Asemănător cu i).
iii) Evident, f  izomorfism implică f  inversabil atât la stânga cât 

și la dreapta. Invers, presupunem f  inversabil atât la stânga cât și 
la dreapta. Există deci g, hțC (B , A) astfel încât g f  = l.A ,fh = ^B - 
Rămâne să arătăm că g = h. Avem g = g ls  = g fh  = ^Ah = h. •

Exemple în Set monomorfismele și morfismele inversabile la stânga 
sunt injecțiile, iar epimorfismele și morfismele inversabile la dreapta 
sunt surjecțiile. Izomorfismele sunt bijecțiile. La fel în A lgs izomorfis
mele sunt morfismele bijective conform 2.6.4.

3.2 .3 Observație g de la 3.2.1.e), dacă există, este unic si va fi 
numit inversul lui f  și notat cu / - 1 .

Demonstrație Fie heC(B, A) cu aceleași proprietăți ca și g. Atunci 
ca și la 3.2.2.iii) avem g = g^B — g fh  = lAh = h •

Atenție! într-o categorie ale cărei obiecte sunt mulțimi înzestrate 
cu o anumită structură, morfismele funcțiile compatibile cu structura 
respectivă, iar compunerea morfismelor este compunerea funcțiilor (Set, 
Top, Po, Grp, A lgs etc) orice izomorfism este o funcție bijectivă, dar 
inversa nu este adevărată. Un morfism bijectiv este izomorfism dacă 
inversa sa ca funcție este tot morfism. Echivalența între noțiunile de 
izomorfism și morfism bijectiv are loc în categorii cum ar fi Set, Grp, A lgj 
dar nu în Top, Po.
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3.2.4 Definiție Două obiecte >1, B  ale unei categorii C se numesc 
izomorfe dacă există f  : A —tB  izomorfism.

3.2.5 Observație Dacă f  : A -^B  este izomorfism atunci / - 1  : 
B ^ A  este izomorfism.

3.2.6 Observație Dacă f  : A ^ B ,  g : B -^C  sunt izomorfisme atunci 
g f  : A ^ C  este izomorfism și (g f) - 1  = f - 1 g-1  (compunerea de izomor
fisme este izomorfism)

Dem onstrație Se demonstrează că (g f) - 1  = f - 1 g- 1 - ■
3.2.7 Propoziție Relația de izomorfism pe obiectele unei categorii 

este o relație de echivalență
Demonstrație. Evident, 1  ̂ este izomorfisn de la A la A. Con

form 3.2.6 relația de izomorfism este tranzitivă și conform 3.2.5 este 
simetrică. ■

3.2.8 Definiție Dacă f  : B ^ A ,  g : C ^ A  spunem că f< g  dacă 
există un monomorfism u : B ^ C  astfel încât gu = f .

3.2.9 Observație Compunerea oricăror două monomorifsme este 
monomorfism. Dual, compunerea oricăror două epimorifsme este epi- 
morfism

Dem onstrație Fie f  : A ^ B ,  g : B —>C monomorfisme. Pre
supunem g fu  = g fv . g monomorfism implică fu  = fu . f  monomor
fism implică u = v. •

3.2.10 Observație Relația < definită pe obiectele lui C^A la 3.2.8 
este reflexivă și tranzitivă.

Dem onstrație f  = f i B pentru orice morfism f  : B —>A. Pre
supunem f  : B -^A , g : C ^ A , h : D ^ A  astfel încât exista monomor- 
fismele u : B->C, v : C ^ D  astfel încât gu = f  și hv = g. Atunci 
hvu = gu = f  iar vu este monomorfism conform 3.2.9. ■

3.2.11 Definiție Pe C\.A definim relația f~ g< = ^f< g,g< f- Con
form 3.2.10 ~  este relație de echivalență. Clasele de echivalență se 
numesc subobiectele lui A.

3.2.12 Definiție a) Un morfism u : A ^ B  se numește principal dacă, 
pentru orice morfism f  : A -yB  există un morfism g : A—>A astfel încât 
f  = ug

b) Obiectul A este retractă a obiectului B  dacă există morfismele 
f  : A —>B, g : B ^ A  astfel încât g f  =  I4.

3.2.13 Propoziție i) Dacă f  : A ^ B ,  g : B -^A  astfel încât g f  = I4 
atunci f  este monomorfism iar g epimorfism și principal.
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ii) Dacă g : B ^ A  este principal și k : B-+A epimorfism atunci g 
este epimorfism.

iii) Dacă f  : A ^ B ,  g : B ^ A  astfel încât g f  = IA și g' : B ^ A 
principal atunci există f  : A —̂ B astfel încât g ' f  = I4

Demonstrație i) Conform 3.2.2 rămâne de demonstrat că g este 
principal. Fie h : B ^ A .  Atunci h = g(fh}.

ii) Presupunem ug = vg. Fie k' : B ^ B  cu proprietatea gk' = k. 
Atunci ugk' = vgk'. Deci uk = vk. Deoarece k epimorfism avem u = v.

iii) Fie s : B ^ B  astfel încât g's = g, deci g 's f = g f  = IA - -
3.2.14 Definiție Un obiect ± al unei categorii C se numește inițial 

dacă pentru orice obiect A al lui C există un unic morfism ±4 : ± —>A. 
Noțiunea duală este cea de obiect final, adică un obiect T astfel încât 
pentru orice obiect A al lui C există un unic morfism T A : A—>T

Exemple în Set mulțimea vidă este obiect inițial, pe când mulțimile 
cu un singur element sunt obiecte finale. în Pfn și Rel mulțimea vidă 
este atât obiect inițial cât și final. Grupul cu un singur element, ele
mentul neutru, este obiect inițial și final în Grp. Inelul întregilor este 
obiect inițial în categoria inelelor.

Fie (P, <) o mulțime parțial ordonată. în categoria P există obiect 
inițial (resp. final) dacă P  are un cel mai mic (respectiv cel mai mare) 
element.

Următoarea propoziție spune că obiectele inițiale (respectiv finale), 
dacă există, formează o clasă de echivalență în raport cu relația de 
izomorfism. (3.2.7)

3.2.15 Propoziție i) Dacă A, B  sunt două obiecte inițiale atunci ele 
sunt izomorfe.

ii) Fie 1  un obiect inițial și A un obiect izomorf cu el. Atunci A 
este obiect inițial.

Demonstrație i) Există morfismele f  : A -^B  și g : B ^ A .  Atunci 
g f  : A ^ A  deci g f  = I4 (A inițial). Analog fg  = 1B .

ii) Fie f  : l - > 4 ,  g : A—>± izomorfisme reciproc inverse și B  un 
obiect arbitrar. Atunci A^g : A—>B. Fie u : A ^ B .  Atunci UL A : 
-L—̂ B deci UL A =  J-B- Evident ±4 = /  și compunând la dreapta cu g 
obținem u = -Lsg. -
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3.3. Functori. Definiție și exem ple
3.3.1 Definiție Fie C,T> două categorii. Spunem că s-a dat un functor 
de la C la D notat F : C ^ D  dacă s-au definit:

- o funcție Fo : |C|->|P| numită acțiunea functorului pe obiecte
- pentru orice două obiecte A, B  ale lui C o funcție
FA B  : C(A, B)^T>(F0 (A), F0 (B)) numită acțiunea functorului pe 

morfisme cu proprietățile:
i) comută cu compunerea morfismelor, adică dacă f  : A -^B , g : 

B -^C  sunt morfisme în C atunci FA c(g f) = FB c(g)FA B (f).
ii) comută cu identitățile: pentru orice obiect A al lui C avem 

FA A (1A ) = 1 F O (4)- '

In cele ce urmează vom omite indicii lui F, desemnând prin F  atât 
acțiunea functorului pe obiecte, cât și cea pe morfisme. In acest fel, 
formulele de la 3.3.1 i) și ii) devin : F (gf) = F (g)F (f) și ^ ( l^ )  =  1 F (.4)

Exemple i) Fie C o subcategorie a lui B. Functorul incluziune 
i : C ^ V  este definit astfel: i(A) = A pentru orice obiect A al lui C și 
i( f)  =  f  pentru orice morfism f  al lui C.

ii) Functorul uituc U : Alg^—>Set5  definit astfel U (A ,E A ) = A 
pentru orice E-algebră A și U (f) = f  pentru orice morfism de E-algebre 
f . Analog se pot defini functori uituci de la Top la Set, de la Po la 
Set, de la Grp la Set, de la categoria Grp la categoria monoizilor, de 
la categoria inelelor la categoria grupurilor abeliene sau a monoizilor, 
etc. In esență un functor uituc ”uită” din proprietăți;

iii) Fie P, Q două mulțimi parțial ordonate și f  : P-^Q  o funcție 
crescătoare. Atunci se poate defini în mod unic un functor F  : P —>Q 
a cărui acțiune pe obiecte coincide cu f .
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3.4. Limite
3.4.1 Definiție O categorie C se numește categorie mică dacă obiectele 
sale formează o mulțime.

în cele ce urmează vom considera I o categorie mică și vom nota cu 
I  mulțimea obiectelor sale. De asemenea vom considera △ : I—>C un 
functor. Vom nota cu Ai =  A(i) pentru orice iE l.

3.4.2 Definiție Se numește con sau con proiectiv peste △ o familie 
(fi)izi de morfisme fi : A -^Ai (obiectul A se numește vârful conului) cu 
proprietatea că pentru orice morfism a : i ^ j  din I avem A (a)fi = fj. 
Conul se mai notează {A, (Jitiei).

A

fig- 9
3.4.3 Observație Proprietatea din definiția de mai sus este verifi

cată totdeauna pentru a  identitate.
Noțiunea duală se numește co-con sau con inductiv care se notează

fig. 10
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3.4.4 Definiție Fie (A, (fi)^ /), (B,(gi)i e I ) două conuri peste △. 
Se numește morfism de conuri de la (A, {fi)i^i} la (B, (gi)i^i) un mor- 
fism f  : A ^ B  din C cu proprietatea gif = fi pentru orice i ț i .  Fie 
(C, (hi)ie f) alt con peste A și g un morfism de conuri de la (B, (gi)iei) 
la (C, (hi)iE f). Compunerea morfismelor de conuri se definește ca fiind 
compunerea morfismelor f  și g efectuată ca în C.

3.4.5 Propoziție i) Compunerea de morfisme de conuri este tot 
morfism de conuri.

ii) I4 este morfism de conuri de la (A, (fi)i^i) la (A, (fi)i^ i\
Demonstrație i) Cu notațiile de la 3.4.4 avem hi(gf} = (hig)f = 

9îf = fi- ii) e s t e  evidentă. ■
3.4.6 Definiție Definim categoria conurilor peste A notată Cone(A) 

astfel:
- obiecte: conurile peste A
- morfisme: morfismele de conuri
- compunerea: compunerea morfismelor de conuri
3.4.7 Definiție Un con peste A se numește con limită sau limită a 

lui A sau limită proiectivă a lui A dacă este obiect final în categoria 
Cone(A). Noțiunea duală se numește co-limită a lui A sau limită in
ductivă a lui A. Cu alte cuvinte un con limită este un con (A, (fi)i^i) cu 
proprietatea că pentru orice alt con (B, {gifi^i) există un unic morfism 
u : B ^rA  astfel încât fiU = gt pentru orice iEl.

N

fig- 11
3.4.8 Propoziție (Teorema de unicitate a limitelor) Fie (A, {fi)i^i) 

un con limtă a lui △. Atunci orice alt con limită al lui △ este de forma 
(B, (ufi)ie j) unde u : A ^ B  este izomorfism în C.

Demonstrație Imediată din definiția limitei și din 3.2.15. ■
3.4.9 Exemple Lăsăm pe seama cititorului verificarea corectitudinii 

definițiilor.
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i) Fie I  o mulțime. Definim categoria I astfel:
- obiecte: elementele lui I
- morfisme: identitățile
A defini un functor △ de la I la o categorie C, revine la a defini 

doar acțiunea sa pe obiecte, adică o familie (A)ie/ de obiecte ale lui 
C. A defini un con peste △ revine la a defini o familie de morfisme 
(fi : A ^ A f ) ^ .  Limita unui astfel de functor se numește produsul di
rect al familiei (Ai)i e j adică un obiect Oie/A împreună cu o familie 
de morfisme (pi : I I i6 /A ^ A )îe /1 numite proiecțiile canonice cu pro
prietatea că pentru orice orice obiect B  al lui C și orice familie de 
morfisme țfi : B ^ A i ) ^  există un unic morfism f  : B ^ f [ i e I Ai astfel 
încât Pif = fi pentru orice ie i .

ii) Noțiunea duală celei de produs direct se numește sumă directă 
sau co-produs și celei de proiecție canonică injecție canonică.

iii) Dacă I  este mulțimea vidă atunci produsul direct (respectiv 
suma directă), dacă există, este obiect final (respectiv inițial) în C.

iv) Conform 2.8.2 categoria Set are produse directe.
v) Conform 2.8.5 categoria A lgs este cu produse directe ce se cal

culează la fel ca în Set. Același lucru se petrece și în alte categorii 
cum ar fi categoria monoizilor, grupurilor, inelelor, mai precis în orice 
subcategorie plină a lui A lgs ale cărei obiecte sunt o clasă ecuațională 
de S-algebre. La fel și în Po sau Top.

vi) Set are sume directe. Fie A ) i e / o familie de mulțimi. Definim 
reuniunea disjunctă a familiei (Af)i&[ notată LLg /A  mulțimea

{(a, Î )|I €/, a^Ai}. Injecțiile canonice ki : A - >LLG/A  sunt definite 
astfel ki(a) = (a,i) pentru orice i e i  și aeAi. Dacă B  este o mulțime 
și pentru orice i e i  fi : A ^ B  o familie de funcții, atunci funcția f  : 
^ t^ iA i-yB  definită prin f(a , i) = fața) este unica funcție g : [[t e /A i—>B 
cu proprietatea gki = fi pentru orice ie i .

La v) am arătat că în multe categorii produsele directe se calculează 
ca în Set. Situația nu se prezintă la fel în cazul sumelor directe.

vii) Fie Ab subcategoria plină a lui Grp ale cărei obiecte sunt 
grupurile abeliene. Ab este cu sume directe finite. De exemplu, fie 
Gi,i = 1,2 două grupuri abeliene. Folosim notația aditivă. Suma 
directă este formată din grupul produs GixG? (același obiect ca și la 
produsul direct!) și din injecțiile ki(x) = (x,0),k2(y) =  (0,?/). Dacă G 
este un grup abelian și fi : G ^ G  atunci f ( x ,y )  = f ^ x )  + fz(y) este
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unicul morfism g : G^xG^-^G  cu proprietatea gki = /, pentru orice 
z = 1, 2. Lăsăm pe seama cititorului cazul unui număr finit arbitrar de 
grupuri abeliene.

3.4.10 Definiție Dacă (A )j£ /, (B ^ ^ j  sunt două familii de obiecte 
pentru care există produsul direct cu proiecțiile canonice (pi)i£i și res
pectiv {qi)i e i și fi : A ^ B ,  i e i ,  definim W i^fi : rLe /A->ILez#i unicul 
morfism g : n i e /A ^ n ^ /5 ,  cu proprietatea qig = fiPi pentru orice ie i .

3.4.11 Definiție O categorie C se numește carteziană dacă are toate 
produsele directe finite (inclusiv obiectul final).

3.4.12 Definiție O categorie carteziană C se numește cartezian închisă 
dacă pentru orice două obiecte >1, B  avem un obiect notat B A  și un mor
fism 6A ,B : B A X A ^ B  astfel încât pentru orice obiect C și f  : C xA-+ B 
există un unic morfism f  : C -^B A astfel încât e A ^ f ' ^ A )  = f-

fig 12
3.4.13 Exemple (Continuare) i) Fie (P, <) o mulțime parțial or

donată, △ : I—>P un functor. Atunci un con (respectiv co-con) peste 
△ este un minorant (respectiv majorant) al imaginii functorului pe 
obiecte. Conul (respectiv co-conul) limită, dacă există, este cel mai 
mare minorant (respectiv cel mai mic majorant), adică infimumul (res
pectiv supremumul) imaginii functorului pe obiecte.

ii) Fie (P, <) o mulțime parțial ordonată. Categoria asociată P  este 
cartezian inchisă dacă și numai dacă P  este semilatice inferioară cu 
prim element si pentru orice a,beP  mulțimea {zeP\z/\a<b} are prim 
element. O asemenea mulțime parțial ordonată se numește algebră 
Heyting.

iii) Set, Grp, Po, sau mai bine zis orice categorie în care pentru 
orice două obiecte ale sale mulțimea morfismelor între ele este mulțimea 
suport al unui obiect al aceleiași categorii, este cartezian închisă.

iv) . Fie I  o mulțime cu două elemente a, b. In categoria I, în afara
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identităților, avem doar două morfisme i , j  : a ^b . A defini un functor 
△ : I—>C, revine la a da două obiecte A, B  împreună cu două morfisme 
f ,g  : A ^ B .  A defini un con peste △, revine la a da un obiect C și un 
morfism u : C ^ A  cu proprietatea că fu  = gu. în acest caz particular, 
conul (respectiv co-conul) limită se numește egalizatorul, respectiv co- 
egalizatorul morfismelor f ,  g. Mai precis, egalizatorul lui f ,  g este un 
morfism u : U-^A  astfel încât f u  = gu și pentru orice morfism h : C-^A 
cu proprietatea fh  = gh există un unic morfism 99 : C-^U  astfel încât 
u<p = h.

v) Categoria Set are egalizatori. într-adevăr, cu notațiile de mai 
sus, fie t/ =  {rG Â |/(r) = g{x)}, u : U ^ A  incluziunea. Dacă h : C-^A 
are proprietatea f h  = gh definim 99 : C-^U  prin ip(c) = h{c). într- 
adevăr (p(c)eU. 99 este unicul morfism cu proprietatea de la iv).

vi) Categoria Set are co-egalizatori. într-adevăr, cu notațiile de mai 
sus, fie p relația de echivalență generată de {(f(x ), g (x))^B 2 \xeA}, U 
mulțimea cât a lui B  obținută prin factorizare la p, u : B -^U , u(b) = 
[b]p . Dacă h : B ^ C  este o funcție cu proprietatea că h f  = hg, definim 
99 : U ^ C  prin p([b]p ) = h(b),bEB. <p este corect definită. într-adevăr, 
{ ( f( x ),9(x ))^B 2 \xeA}C.ker(h) deci pCker(h). p  este unica funcție 
if : U ^ C  cu proprietatea că ifu = h.

vii) Fie I  o mulțime cu trei elemente a, b, c. în categoria I, în afara 
identităților, avem doar două morfisme i : b—>a, i : c—̂a. A defini un 
functor △ : I —>C revine la a da trei obiecte A, B, C împreună cu două 
morfisme f  : B^>A, g : C ^ A .  A defini un con peste △ revine la a 
da un obiect X și două morfisme u : X ^ B ,  v : X —>C cu proprietatea 
că fu  = gu. Conul limită se numește pullback-ul morfismelor f,g . 
Noțiunea duală se numește pushout.

viii) Exercițiu Demonstrați că Set are toate pullback-urile și toate 
pushout-urile.

3.4.14 Teoremă. Fie (A, (fi)iei) con limită al unui functor △ : 
I—>C, g, h : B -yA  astfel încât fig = fih  pentru orice i€ l.  Atunci 
g = h. '

Demonstrație (B ^ fig )^ !)  este con, iar g,h  sunt morfisme de la 
la M, (/,)« ,). .

3.4.15 Teoremă (de completitudine). O categorie C cu produse 
directe si egalizatori are toate limitele.
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Demonstrație. Fie △ : I—>C un functor. Notăm cu H  mulțimea 
morfismelor din I. Pentru fiecare morfism a din H  notăm cu s(a) sursa 
și cu d(a) destinația sa (Mai precis a : s(a)—>d(a)). Fie (A, (pî)iți) 
produsul direct al familiei de obiecte ( A ) ^ /  și (B, (qa )a eH) produsul 
direct al familiei (Ad,(Q))aeH- Din proprietatea de universalitate a pro
duselor directe există morfismele f , g : A ^ B  astfel încât qa f  = Pd(a) ȘÎ 
qa g = /X(a)ps (Q) pentru orice a^H .

fig 13
Fie e : L ^ A  egalizatorul lui f,g . Demonstrăm că (L, {pie)i^i) este 

con. Fie a : s(a)~>d(a) un morfism din I. Atunci △(a)psțQ)e = qa ge = 
Qaf^ Pd(a)̂ --

Demonstrăm că (L,(pie)ie i) este con limită. Fie (C, (/i;)^/) un 
alt con. Fie p : C ^ A  unicul morfism cu proprietatea pip = pi pentru 
orice îG/. Demonstrăm că f p  = gp. Aplicăm 3.4.14. F iea^H . Atunci 
qa f p  = Pd(a)P = Pd(a) = A (a)p s(a ) = ^ (a )p s{Q}p = qa gp. Din propri
etatea de universalitate a egalizatorului avem ca există un unic morfism 
p' : C -^L  astfel încât ep' = p. Fie iEl. Avem Piep' = pip = pi, deci 
p' este morfism de conuri. Fie v : C ^ L  un morfism cu proprietatea că 
pentru orice iE l avem p ^ v  = pi. Atunci ev — p deci v = p '.•

3.4.16 Corolar. Set are toate limitele si co-limitele.
3.4.17 Exercițiu i) Fie △ : I—>Set un functor. Utilizând construcția 

din demonstrația teoremei 3.4.15, avem că limita lui △ este conul ce 
are drept vârf mulțimea A = {2;€nie/A |^(a)(^(i)) = ^(j)} pentru 
orice morfism a : i -^ j  din I, iar drept morfisme structurale restricțiile 
proiecțiilor pj : H ie/A - * ^  la A pentru orice j ^ J .
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ii) Conform 3.4.9-13, în multe categorii produsele directe și egal
izatorii există și se construiesc ca în Set. In concluzie, toate aceste 
categorii au limite care se construiesc la fel ca în Set.

iii) Caracterizați, utilizând construcția din demonstrația teoremei 
3.4.15 și principiul dualității, co-limitele în Set.

3.4.18 Propoziție. O categorie C cu obiect final T și cu pulback-uri 
are produse directe finite.

fir

c „

fig 14
Demonstrație. Fie >1, B  două obiecte ale lui C. Fie (C, f A : 

C -> A ,fB : C ^ B )  pullback-ul lui (T^ : A—>T, T B : B —>T). Demon
străm că (C, f A , / B} este produs direct al lui 4  cu B. Fie gA : D ^ A , gB  : 
D -^B  două rnorfisme din C.Atunci T A gA = T B gB deoarece T este 
obiect final. Din proprietatea de universalitate a pullback-ului avem că 
există un unic morfism u : D ^ C  astfel încât f A u = gA și f B u = gB - •

pAr (  ̂ £ &

fig- 15
3.4.19 Corolar. O categorie cu obiect final, pullback-uri și egaliza

tori are toate limitele finite (adică pentru I  finită și pentru orice i , jE l 
mulțimea I(zj') este finită).

3.4.20 Propoziție. Dacă A, B, C sunt obiecte ale unei categorii 
C, f  : B ^ A ,  g : C ^ A , (B xC ,p  : B x C ^ B .q  : B x C ^ C )  produs 
direct, (B xC ,p ,q) pullback-ul lui f ,g , atunci g monomorfism implică
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p monomorfism.
Demonstrație.Dacăpu = pv pentru u,v  : D —tB x C  atunci fpu  = 

fpv, ggu  = ggv - Deoarece g este monomorfism avem că qu = qv. 
Deoarece pu = pv, din proprietatea de universalitate a produsului direct 
avem că u = v. ■

fig- 16
3.4.21 Definiție Fie △ : J ^ C ,F  : C ^ V  doi functori, (A, { p ^ ^ j) 

con peste △. Se verifică că (F(A), (F(pj)je j)  este con peste FA. 
Spunem că F comută cu limitele dacă pentru orice functor △ : J ^ C 
și orice con limită (A, (pj^j^j) peste △ avem că (F(A), (F(pj)j^j) este 
con limită peste FA.
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3.5. Transformări naturale
3.5.1 Definiție Fie F,G : C^AD doi functori. Spunem că s-a dat o
transformare naturală sau un morfism functorial de la F  la G notată
T : F -^G  dacă pentru orice obiect A al lui C s-a definit câte un morfism
T (A) : F(A)—>G(A) cu proprietatea că pentru orice morfism f  : A ^ B
din C avem r{B )F {f} = G (f)rfA ).

GJA')

^ )  ....T u b )  ' ^ ^

fig. 17
3.5.2 Definiție Fie C, T> două categorii. Definim categoria Funct(C, T>) 

astfel:
- obiecte : functorii F : C—AD
- morfisme : un morfism de la F  : C-AD la G : C^AD este o trans

formare naturală T : F ^ G
- compunere : dacă T : F-^G, E : G ^ H , A obiect al lui C atunci 

M M )  = ^M kM )-
Compunerea este corect definită. Fie f  : A -^B  un morfism din C. 

Atunci H (f) £ (A)r(A) = E(B )G (M A )  = £ (B )r(B )F (f).

I !

fig- 18
Dacă F : C^AD este un functor, atunci 1^(4) = l ^ j  definește o 

transformare naturală de la F  la F.
3.5.3 Propoziție Fie C, V  două categorii. Atunci r : F ^ G  este
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izomorfism în Funct(C,P) dacă și numai dacă r(A) este izomorfism 
pentru orice obiect A al lui C.

Demonstrație ”numai dacă” . Fie E : G ^ F  inversa lui T . Atunci 
pentru obiect A al lui C avem E{A)T (A) = 1 ^ ) ,  T (4)E(A) = 1G(A)

”dacă” Pentru fiecare obiect A al lui C definim E(A) = r ' 1^ ) .  s 
este transformare naturală. Intr-adevăr fie f  : A ^ B  un morfism din C. 
Atunci G (f)r(A ) = r țB ) F ț f \  Prin compunere la stânga, respectiv la 
dreapta, cu E(B}, respectiv cu E{A), obținem că F ( /)E(A) = E(B)G (/). 
Evident, ET = lp  și TE = Ic ■

3.5.4 Definiție. Spunem că functorii F : C—FD și G : D ^C 
formează o echivalență dacă FG este izomorf cu 1® și GF este izomorf 
cu l c .

3.5.5 Propoziție. Fie H : A ^ B ,  F,G : B-+C,K : C—FD functori 
și T : F ^ G  o transformare naturală. Pentru fiecare obiect A al lui B 
definim țK r)țA ) = K (r(A)) și pentru fiecare obiect A al lui A  definim 
[rH ^A ) = r(H(Ay). Atunci K r : K F ^ K G  și T H : FH -^G H  sunt 
transformări naturale.

Demonstrație. Fie f  : A —>B un morfism din B. Atunci r(B )F (f) = 
G țf)TțAY  Aplicând functorul K  obținem țK T^țB ^K țF țf)} =

K (G (f))(K r)(A ).
Fie f  : A ^ B  un morfism din A. Atunci H țf}  : H (A)—>H(B), deci
G (H (fy)(rH )(A) = {rH }țB)F{H {f)Y  deoarece T este transfor

mare naturală. ■
3.5.6 Definiție. Fie F,G : B ^C  și K ,H  : C^FD doi functori, 

T : F ^ G , cr : H -^K  transformări naturale. Definim compunerea pe 
verticală a lui a cu T notată acn prin (crorj^B) = a(G(B))H(r{By) 
pentru orice obiect B  al lui B.

3.5.7 Propoziție. Cu notațiile de la 3.5.5, pentru orice obiect B  al 
lui B avem țoar^țB} = K(T(By)a(F(B)).

Demonstrație. Evidentă, deoarece a este transformare naturală.
■

3.5.8 Propoziție. Cu notațiile de la 3.5.5, aor este transformare 
naturală de la H F  la KG.

Demonstrație. Fie A, B  obiecte ale lui B și f  i A—>B un morfism.
Atunci țaor){B )H (F țf)) =

a(G (B ))H (r(B ))H (F (f)) =
a(G (B ))H (r(B )F (f)) =
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a(G (B))H (G (f))H (r(A)) = 
K (G (f))a(G (A))H (r(A)) = 
K (G (f))K (r(A )) (r(F(A)) = 
K (G (f))(aor)(A). .
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3.6. Săgeți universale și functori adjuncți

3.6.1 Definiție. Fie G : C^/D  un functor, D un obiect al lui T>. Numim 
săgeată universală pentru G, D un cuplu (u, Cp) unde CD este un obiect 
din C și u : D-^G(Cp) CU proprietatea că pentru orice obiect C  din 
C și /  : D—>G(C') există un unic morfism f  : C p ^ C ' astfel încât 
G ^ u  = f .

fig- 19
3.6.2 Propoziție. Unicitatea săgeții universale. Fie G : C^T> 

un functor, D un obiect al lui T>, (u, Cp) o săgeată universală pentru 
G,D. Atunci {v : D —>G(K),K} este săgeată universală pentru G ,D 
dacă și numai dacă există p : C p^rK  izomorfism astfel încât v = 
G(p)u.

Demonstrație. Notăm A(G, D) următoarea categorie:
- obiecte: {f,C ) unde C este un obiect al lui C iar f  : D —̂ G(C)
- morfisme u : (f, C )^ (g , C )  este un morfism u&C(C, C') CU propi- 

etatea că G (u)f = g
- compunerea mo^ismelor se face ca în C.

fig- 2 0  .
Compunerea este corect defintă. Intr-adevăr dacă u : (f, C )—t(g, C'), v : 

{g,C')—>{h,C”) atunci G (vu)f = G(v)G(u)f = G(v)g = h. Pentru
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orice obiect C al lui C Ic  : { f,G )—>(f,C} este morfism identitate.
Săgeata universală este obiect inițial în A (G ,D ). Enunțul rezultă 

acum din 3.2.15. ■
3.6.3 Teoremă. Fie G : C ^ V  un functor, D un obiect al lui T>. 

Atunci (u, CD) este săgeată universală pentru G, D dacă și numai dacă 
pentru orice obiect C al lui C există o funcție T (C) : H^D, G (C ))^C (C D, C) 
cu proprietatea că pentru orice morfisme f  : D—>G(C), h : C p-țC  avem 
G(r(C)(J))u = /  și r(C)(C(4)«) =  h. ■

Demonstrație. ”numai dacă”. Fie C obiect al lui C. Pentru orice 
f  : D ^G {C ), definim r^ C ^ f)  — f ,  f  fiind definit la 3.6.1. Dacă 
h : C p-tC  avem G(h)u = h. Concluzia rezultă din 3.6.1.

”dacă”. Fie C obiect al lui C și /  : D ^G {C ). Fie f  = r(C )(f). 
Atunci G (f')u  = f .  Am demonstrat astfel existența. Pentru unicitate, 
fie g : CD^ C  astfel încât G(g)u = f .  Este suficient să arătăm că 
g = f .  Avem că g = T ^ C ^ G ^ U) = T^C ^f) = f .  .

3.6.4 Exemple de functori (continuare). Fie C/D'C'/D' cate
gorii.

i. Home : C°xC—>Set definit astfel:
- Hom c (A ,B) = C(A,B).
- dacă f  : A '^ A .g  : B ^ B '  sunt două morfisme din C atunci 

Hom c(f,g) : Homc(A, B)->Homc(A', B') este funcția definită prin 
Homc (f,g)(u) = guf.

ii. Functorul identitate Ic : C^C  definit astfel :
- Ic (A) = A pentru orice obiect A al lui C.
- lc ( f)  = f  pentru orice morfism f  al lui C.
iii. Dacă Be\T>\ avem functorul constant K B : C^T> prin:
- K B (A) = B  pentru orice obiect A al lui C.
- K B (J) = ^B pentru orice morfism f  al lui C.
iv. Dacă F : C—FD, G : C'-FD' doi functori. Definim functorul 

F ^G  : C xC '-^V xD ' prin:
- (F xG )(A ,B ) = (F(A),G(B})
-(F x G )( f ,g )  = ( F ( f ) ^ W )
3.6.5 Exercițiu. Verificați corectitudinea deifinițiilor de la 3.6.4.
3.6.6 Teoremă. Fie G : C^FD, D eV , CD^C. Există u : D-^G(CD) 

săgeată universală dacă și numai dacă Homco(KcD x lc) este izomorf cu 
Hompo(K[)XG), ambii functori având sursa T>°xC și destinația Set.
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Demonstrație. ” numai dacă” Fie C'EC,D'E D. Definim funcția 
r(D', C ) : C(CD , C '^ D ( D , G (C)) prin r(D ', C '){f) = G (f)u .

T este transformare naturală. Intr-adevăr dacă f  : D " ^ D ',g  : 
C '^ C " ,a :  CD -+C' avem (Homv o(KD xG )(f, g ^ r ^ C ^ a ) )  =

(Homt)o(KD xG )(f, g))(G(a)u) = G(g)G(a)u = G(ga)u. Pe cealaltă 
parte avem

T (D \C " ^ H o m c ^ K c D x \ c ^ ^ ^
r(D ”,C")(ga) = G(ga)u.
Arătăm că pentru orice obiecte D', respectiv C  ale lui T>, respectiv 

C, T (D ',C ') este bijecție cu inversa r~ \D ',C ')(g ) = g pentru orice 
g : D-^G{C'Y într-adevăr T -^ D ^ C '^ T ^ D ^ C '^ f))  = G (]%  = f . 
r(Z> ',C ')(r-1 (£> ',C ')W )=G (5)u = 5

"dacă” Fie u = r(D ,C D )jlcp) : D->G(CD ). Fie /  : D-fG (C). 
Demonstrăm unicitatea. Fie f  : C ^-^C  astfel încât G (f)u  = f .  Cum 
T este transformare naturală avem că

(Hom v o(K D x G )(lD J ^ (T (D ^ C D ^ ^  = _ _
r(D ,C )(H om c (KcD x lc ) ( lD ,f) ) ( lc D), deci G (f)u  = r(D ,C )(f) 

de unde deducem că /  = r~ \D ,C )( f} . Demonstrăm acum existența. 
Atunci G (f)u  =

(Hom v o(K D x G )( lD J ) ( r (D ,C D )(lc D ) =
r(D ,C K H om c (K C D x l c ^ D J ^
T ( D ,C W  = r { D , C ^ T - \ D ^ f ) )  = ■
3.6.7 Teoremă. Dacă F : D ^ C  este un functor și pentru orice 

obiect C al lui C există (uc, Dc) săgeată co-universală (duala noțiunii 
de săgeată universală) atunci există un unic functor G : C ^ D  astfel 
încât

1) G(C) = Dc
2) H om ,c(Fxlc ') este izomorf cu Hom'p^DxG}
Demonstrație. Definim G(C) = Dc pe obiecte și pentru orice 

morfism f  : C -^C ' definim G (f) = fu c , adică uc'F(G (f)) = fuc-
Demonstrăm că G este functor. Fie g : C '^ C " . Atunci G(gf) = 

g fuc , deci uC"F(G(gfy) = gfuc- Dar
uc »F(G(g)G(f)) = uC"F{G{g))F{G{f)) = guC 'F (G {f)) = g fu c . 

G (lc) = uc- Dar evident avem ucF(uc) = uc- Dar UCF(1DC ) = uc, 
deci G (lc) =  1G(C)-

Arătăm că T : H om v(lT> *G )^H om c(Fxlc ) definită pentru orice 
g : D —tg(C) prin T(D,C)(g) = ucF(g) este izomorfism functorial. Din
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definiția săgeții universale avem că r(D , C) este bijecție pentru orice 
D,C.

Arătăm că r  este transformare naturală. Fie f  : D '^ D  și g : C ^ C 
două morfisme din V  și respectiv C și o  : D ^G (C '). Atunci

T {D \C '^H om v o ^ G ^ f , 9 ^  = r(D ',C ^G (g }a f}  = 
uc'F(G {g))F(a)F(f). Pe de altă parte
(Homc o (F x l c )')(f,g)(T(D,C')a) = (Hovac o(F x\c)}U , 9)(u c F ( ^  = 
guc F (a)F (f). Din definiția lui G avem că gue = uc'F(G(g)).
Rămâne să demonstrăm unicitatea lui G. Fie T izomorfismul de la

2) . Fie g : C ^ C ,  f  : D '^ D . Dacă a  : D ^G (C }  avem 
H om co^F xlc^f, g)(r(D, C ^a)} = gr(D, C )(a)F (f), 
T(D \C ')(H om T>o(lpxG)(f,g)(o’)) = T {D',C'){G{g)af'). Pentru

D = D', f  = 1D , D = G(C) și a  = lp  obținem
G(g) = T~\D,C'}(g(T{D,C}(\Dy)), ceea ce dovedește unicitatea 

lui G. .
3.6.8 Definiție. O pereche de functori F : T>^C,G : C-XD se 

numește adjuncție dacă H om co(F xlc ) este izomorfeu Hom-po(lv xG). 
In acest caz F  se numește adjunct la stânga al lui G, iar G adjunct la 
dreapta al lui F.

în cele ce urmează vom nota cu p  izomorfismul functorial între 
H om co(Fxlc) și Hom-po^l-DxG) iar adjuncția cu {F, G, pi}. De aseme
nea, vom nota pentru orice f  : F(A)-+B  cu p (f)  : A ^ G (B )  în loc de 
p(A, B )(f)  : A —̂ G(B), perechea (A ,B) fiind dedusă din context.

3.6.9 Teoremă. Orice adjuncție (F, G, p} determină
i) . O transformare naturală g : I c ^ G F  cu proprietatea că g(X} 

este săgeată universală pentru orice obiect X al lui C și dacă f  : 
F (X )—>A atunci p ( f)  = G (f)g(X).

ii) . O transformare naturală e : F G ^A v  cu proprietatea că e(A} 
este săgeată co-universală pentru orice obiect A al lui T> și dacă g : 
X ^ G (A )  atunci p~ x (g) = €(A}F(g}.

iii) Mai mult, (GE)(T]G) = 1G §i ^F )(F g )  = I r
Demonstrație. Pentru orice k^C{A, A'}, hGD(X', X}, feC (F (X }, A) 

avem p(fF (h)} = p ( f)h ,p (k f)  = G(k}p(f).
Definim g{X} = ^ (l^x ))- Arătăm că g este transformare natu

rală. Fie h : X '^ X .  Atunci G(F(h}}g(X'} = G{F(h))p{\F (X >)) = 
p (F (h )lF (X ’)} = p ( lF ( x ) F(h)) = p(yF W }h = g(X)h. Mai mult, 
^ ( f )  = ^ ( / 1 F (%)) =
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G U M 1 F(X }) = G ^ X ) .
Definim E(A) = p 1(1G(A))- Deci
1(7(4) = ^ (^ A) = G(EA )gG(A)- ■
3.6.10 Teoremă. Orice adjuncție (F,G,<p) este complet determi

nată de fiecare din următoarele elemente:
i) Functorii F,G și o transformare naturală r) : Ic ^ G F  astfel încât 

pentru orice obiect X  al lui C r](X) : X —>G(F(X)) este săgeată uni
versală de la G la Ă . p  este definită de 3.6.9.i).

ii) Functorul G : P ^ C  și pentru orice obiect X  al lui C un obiect 
F{X) al lui P  și o săgeată universală ^(X ) : X —>G(F(Xy) de la X 
la G. Functorul F  este definit pe morfisme astfel: pentru orice mor- 
fism h : X ^ X '  din C, F(h) este unicul morfism u : F (X }^ F {X '}  cu 
proprietatea G(u)r](X) = g{X')h.

iii) Functorii F,G și o transformare naturală E : F G ^ I D astfel 
încât pentru orice obiect A al lui P, E(A) : F {G (A ))^A  este săgeată 
universală de la F la A. este definită de 3.6.9.ii).

iv) Functorul F : C-XD și pentru orice obiect A al lui P  un obiect 
G(A) al lui C și o săgeată universală s^A) : F ^G ^A ^^ A  de la F  la A.

v) Functorii F,G  și două transformări naturale 77 : 1C—̂ GF,E : 
FG->1D care verifică 3.6.9 iii).

Demonstrație. Exercițiu. ■
3.6.11 Exemple, i) Fie P,Q  două mulțimi parțial ordonate. O 

adjuncție între categoriile mici asociate lor este determinată de două 
funcții crescătoare f  : P ^ Q ,g  : Q -^P  cu proprietatea că lp < g f  și 
fd ^ Q -  Se verifică ușor conform 3.6.10.v). Perechea (f,g )  este cone
xiune Galois(2.11.4). Multe alte alte proprietăți ale conexiunilor Galois 
se pot deduce din proprietățile functorilor adjuncți. Se poate consulta 
[13].

ii) Fie E o signatură și U : Alg^—>Sets  functorul uituc. Definim 
functorul liber L : Sets —>AlgE  astfel:

Pentru orice mulțime S-sortată A, L(A) = A, algebra liber generată 
de A. Notăm iA : A ^ A  incluziunea.

Fie f  : A -^B  o funcție. Atunci L (f) : A —̂ B este unicul morfism de 
algebre cu proprietatea L (f) iA = iB f .

Evident, 1^4  = 14I4 deci L(1A ) = l i ( 4).
Dacă f  : A-+B, g : B ^ C  atunci L (g)L (f)iA = L{g)iB f  = ic g f 

deci L(gf) = L(g)L(f),
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Definim i : l S e ts ^ U L  prin i(A) = i^- Pentru orice funcție f  : A ^ B 
avem L (f) i^  = ie f  (definiția lui L) deci i este transformare naturală. 
Definiția algebrei libere conduce la faptul că U, L sunt functori adjuncți. 
Analog se pot da exemple de adjuncții pentru varietăți.

3.6.12 Teoremă. Fie {F,G,p} o adjuncție de la C la T>. Atunci F 
comută cu co-limitele iar G cu limitele.

Demonstrație. Demonstrăm că G comută cu limitele. Fie A : 
J ^ D  un functor și (D,(p3)] e j) un con limită al lui A și (C ,(qj)jțj) 
un con peste GA. Este suficient să găsim un unic morfism u : C—̂ G(D) 
cu proprietatea că G(pj)u = qj pentru orice j ^ J .

Fie 99 : Hom-po^Fxl-D^^Homco^lc^G) izomorfismfunctorial. Pen
tru orice j e J  definim tj = p~x (C, D j^qj) : F (C )—>Dj. Demonstrăm 
că (F(C), (tj)je J ) este con peste A. Fie a : i—>j un morfism din J . 
//om c ((lc xG )(lc ,A(«))(((/’(C1 ^i))(ti)) = Hom c ^ c * G ) ( l c , A(a)}(q^ =

G(A(a))qi = qj = p(C, Dj)(tj). Pe de altă parte
q A jJ iD j^ H o m v ^ F x lT ^ lc ,^ ^ ^ ^  = <p(C, DJ )(A (a)t i ). Deoarece 

ip este izomorfism functorial avem tj = A(a}ti. Există deci un unic mor
fism u : F(C)-+D cu proprietatea că pjU = tj pentru orice j ^ J .  Fie q : 
Ic—̂GF transformarea naturală de la 3.6.10.i). Atunci G(pj)G(u)p(C) = 
G(pjU)T](C) = G^tj^p^C) = qj conform 3.6.9.i. Atunci G{u)p(C} : 
C —>G(D) satisface proprietaea dorită. Fie v : C —̂ G(D) cu propri
etatea că G(pj)v = qj pentru orice j ^ J . Fie £ : FG —t lv  transformarea 
naturală de la 3.6.9.iii. Atunci pje(D)F(v) = £(Dj)F(G(pjy)F(v) = 
£(Dj)F(G(pj)v) = £(Dj)F(qj) = tj conform 3.6.9.ii. Deci

<p(C, G(D'))~x (v) =(cf. 3.6.9.ii) £(D)F(v) — ude  unde v = <p(u) =(cf. 
3.6.9.i)G(u)r/(C) conform 3.6.10. ■

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



57

3.7. O teo rem ă de punc t fix în  teo ria  ca tegoriilo r și 
aplicații

3.7.1 Definiție. Fie C o categorie și F : C-^C un functor. Numim F- 
algebră o pereche (A, a) unde A este un obiect al lui C și a  : F (A )^ A 
un morfism din C. Definim categoria Alg(F) astfel:

- obiecte: F-algebrele
- morfisme: dacă (4, a), (B,(3) sunt două F-algebre un morfism 

de F-algebre f  : (A ,a )—>(B,Ș) este un morfism f  : A—>B din C cu 
proprietatea că f a  = ^ F { f \

W ----------± . ---------------.  A

F ^ ----------- --- > b

fig. 21
- compunerea morfismelor din Alg(F) se face ca în C. Verificăm 

corectitudinea definiției compunerii morfismelor din Alg(F). Fie f  : 
(A, a ^^ ^B , ^Y  g '■ (B, /?)—>(C, 7) morfisme de F-algebre. Atunci g fa  = 
g m f ^ F ^ F W ^ F t g f ) .

'Ffl) du __ Âr
î tf )
W - ----

M.0 ' 0

fig- 22
Se verifică imediat că I4 : (A, a )—>(A, a) este morfism de F-algebre.
3.7.2 Lemă. Dacă F-algebra (A, a) este obiect inițial în Alg(F) 

atunci a  este izomorfism.
Demonstrație. Există morfismul f  : (A, a)—>(F(A), F(a)). Evi

dent,
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aeA lg(F)((F(A ),F(a)),(A ,O !)), deci o/GAig(F)((A , a), (A a)), 
deci a f  = h .

Din condiția de morfism de F  algebre a lui f  obținem: f a  = 
F (a )F (f) = F (a f)  = F ( b )  = 1F ( 4 ) . .

Notăm cu CJ categoria mică atașată mulțimii ordonate a numerelor 
naturale. Un functor A : ai—>C este definit de un șir (d n )n >o de obiecte 
din C împreună cu un șir de morfisme ( fn )n>o din C astfel încât f n : 
A n —>An + i . Un co-con peste A este o pereche ((//n )n >oM) unde A este 
un obiect din C și ^ n : An ^ A  un morfism din C astfel încât ^ n +\fn = Mn 
pentru orice n.

3.7.3 Teoremă. Fie C o categorie cu co-limite și obiect inițial 1 . 
Dacă F  : C ^C  este un functor ce comută cu toate co-limitele, atunci 
există F-algebra inițială. In particular există un obiect /I al lui C 
astfel încât F(A) este izomorf cu A (cf. 3.7.2). F-algebra inițială se 
construiește astfel:

Pentru un obiect A al lui C notăm cu a^  : 1 —>A unicul morfism 
de la ±  la A. Fie functorul △ =  (F”(±), F n (ftF(jJ)n >o : u —>C având 
co-limita ((Mn )n>o, ^)- F-algebra inițială este (A, a) unde a : F (A)—>A 
este unicul morfism cu proprietatea aF(jj,n) = nn +i- ((F(^n ))n >0 , F(A)) 
este co-limită a lui FA).

Demonstrație. Fie (B ,^)  o F-algebră. Fie v = (vn : F n (± )—>B)n >0 
definit astfel:

ô = a B
i/n + i = ^F{un ).
Demonstrăm prin inducție după n că v este co-con, adică
Vn+xpn^ap^f) = vn pentru orice n natural.
Pentru n = 0, ^ i«F (i) =  ap deoarece morfismele din ambii membrii 

au sursa ±.
Presupunem afirmația adevărată pentru n. Atunci
vn ^ iF n ^ { a p ^ }  = /3F(vn + 1)F n + 1(ap(rf) = ^F{yn + xF n {ap{pff} = 
&F(vn ) = !/n + 1 .
Există atunci un unic morfism f  : A —̂ B astfel încât f  ̂ n = vn 

pentru orice n natural.
Arătăm că unicul morfism f  : A ^-B  cu proprietatea fp,n = vn 

este morfism de F-algebre, adică f a  = /3F(f). Pentru aceasta este 
suficient, conform 3.4.14, să demonstrăm că pentru orice n natural
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faF(fj,n ) = /3F(f)F(pn ). într-aevăr, fa F (p n ') = f n n+1 = un + i = 
ȘF(un ) = ( 3 F ( M  = Ș F ^ F ^ .

Fie f  : (A,a)->-(B,/3) un morfism de F-algebre. Demonstrăm prin 
inducție după n că f p n  = vn pentru orice n natural ceea ce dovedește 
unicitatea lui f .

Pentru n = Q. f / i 0 = fa ^  = ag = VQ. Presupunem că f p n  = vn . 
Atunci f g n+1 = fa F (jin ) = Ș F (f)F (p n ) = /3F(fnn ) = /3F^n) = 
^n+1-

In continuare vom demonstra teorema de punct fix a lui S. C. Kleene 
drept un caz particular al teoremei de mai sus.

3.7.4 Definiție. O mulțime parțial ordonată P  se numește cu- 
completă dacă orice șir crescător de elemente din P  are un cel mai 
mic majorant (supremum) în P  notat cu \l^= oxn .

3.7.5 Definiție. Fie P, Q două mulțimi parțial ordonate. O funcție 
f  : P —̂Q se numește w-continuă dacă aceasta comută cu supremu- 
murile, adică pentru orice șir crescător (zn )n >o ce are supremum, șirul 
fM n > o  are supremum și / ( V n ^ n )  = Vn > o fM -

3.7.6 Propoziție. Orice funcție f  : P ^ Q  w-continuă este crescătoare.
Demonstrație. Fie x, y ^P  astfel încât x<y. Considerăm șirul 

X, y, y, y, ■■■ Și obținem f(x )< f(y ). .
3.7.7 Teorema de punct fix a lui S. C. Kleene. Fie o mulțime 

parțial ordonată P  u-completă cu prim element ±  și /  : P ^ P  o funcție 
cj-continuă. Atunci Vn >o/n (-L) e8te  punct fix al lui f  și cel mai mic 
element al mulțimii {xEP\f(x)< x}.

Demonstrație. Aplicăm 3.7.3 categoriei mici atașate mulțimii 
parțial ordonate P  și endo-functorului determinat de f .  ■

3.7.8 Definiție Fie S o signatură. Definim functorul F  : Sets ->Sets 
astfel:

Pe obiecte: dacă F((A s )s e s) = ((Bs )ses) unde pentru orice s€S, 
B s =  Uw eS-,a6Ew, / W-

Pe morfisme: Fie f  : A ^ B .  Notăm pentru orice creEWiS, ia A : 
AW->F^(A) injecția canonică. Atunci F (f)  este unica funcție cu pro
prietatea F (J)ia A = ia B f w .

Verificăm corectitudinea definiției: Este evident că F  permută cu 
identitățile. Fie g : B ^ C .  Atunci F (g)F {f)iaA = F(g)ia B f w = 
i<,c 9w f w = ^ M r -
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Se observă că o F-algebră (A, a) este o S-algebră, unde pentru orice 
sES, W E S*, U E ^ W^ , aA = a s ia A . Atunci orice morfism de F-algebre 

este un morfism între S-algebrele corespunzătoare. Intr-adevăr, fie f  : 
(A ,a )—>(B,0) un morfism de F-algebre și sES,wES*,crE'£w ,s . Atunci 
f sa A = f sots iaA = PaF(f)s iaA = Ș siaB f w = a B  f w . Demonstrând 
că F  comută cu co-limitele (Exercițiu !), obținem existența E-algebrei 
inițiale.
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