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1. INTRODUCERE

In prezenta lucrare incercim, in principal, s§ venim in sprijinul stu-
dentilor de la sectiile de Informatica ale Facultatilor de Matematica,
punandu-le la dispozitie o serie de instrumente algebrice des utilizate la
modelarea matematica a fenomenelor informatice. Prezenta lucrare nu
se adreseaza insa numai studentilor de la sectiile sus amintite, ci tuturor
acelora interesati in studiul capitolelor speciale de algebra prezentate
aici, precum gi informaticienilor matematicieni in general. Scopul prin-
cipal al lucrdrii este de a prezenta definitiile gi teoremele din punct de
vedere algebric. Totusi vom incerca sa subliniem pe parcurs utilitatea
faptelor prezentate in studiul informaticii, in misura posibilului. Scopul
principal al acestei lucrari este acela de a ”scuti” pe autorii lucrarilor
de informatica teoretica de a incepe invariabil cu preliminarii de teorie
pur algebrica cum ar fi algebra universald sau teoria categoriilor.

In incheierea acestei scurte introduceri doresc sa dedic aceastd lu-
crare domnilor Profesor Doctor Virgil Cazanescu, Profesor Doctor Sergiu
Rudeanu, Profesor Doctor Gheorghe Stefanescu, Profesor Doctor Dragos
Vaida care au avut, printre altii, o contributic esentiald in indrumarea
mea citre informatica teoretica.

Multumesc domnului Profesor Doctor Sergiu Rudeanu pentru pre-
tioasele observatii facute In urma cttirti manuscrisului.
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2. Elemente de algebra universala

2.1. Motivatii pentru studiul algebrei universale

In algebra clasicd intalnim o mare varietate de strucuri cum ar fi semi-
grupurile, monoizii sau grupurile. Toate aceste structuri sunt speci-
ficate prin desemnarea unei multimi M gi a unei operatii binare * :
MXM—M. Insi inelele si corpurile sunt identificate prin specificarea
suplimentard a unei a<oua operatii binare. O concluzie naturald este
aceea de studia structuri algebrice generalizate, in care pe o multime
data sa fie definite un numar arbitrar de operatii, de un numar arbi-
trar de argumente, nu neapdrat doud. Pentru un numar natural n, o
operatie n-ard pe o multime M este o functie f : M®— M. O mentiune
speciald pentru cazul n = 0. M? este privit ca element neutru pentru
produsul cartezian, in sensul cd M°X A este cardinal echivalent cu orice
multime A. Din aceste considerente M? este interpretati ca o multime
cu un element, deci o operatie zero-ara este un element bine specificat
al multimii M.

Dar in algebra clasica apar §i alte structuri cum ar fi modulele
sau spaftiile vectoriale, in care apar doud multimi suport si pe langa
operatiile interne aferente fiecarei multimi, o operatie, produsul dintre
un scalar si un vector, avand operanzi de tipuri diferite. Din nou apare
ca natural un alt nivel de generalizare, in care avem mai multe mul{imi
suport si pentru fiecare tip de operatie trebuie sa specificam, pe langa
numarul operanzilor i natura acestora, precum si natura rezultatului.

In informaticsi, in orice limbaj de programare, cxisti mai multe
tipuri de date, unele predefinite cum ar fi intreg, real, boolean, caracter,
etc. In plus, programatorii pot defini noi tipuri de date (folosind type
in PASCAL, typedef in C sau noi clase in limbajele orientate obiect
cum ar fi C+4 sau JAVA). Scriind o functie, procedura, metoda (in
funtie de limbaj) care admite n argumente de intrare de tipuri diferite si
are o singurd iegire, indiferent daca este vorba de valoare returnata sau
de parametru de iegire, putem spune ci s-a definit o noua operatie in
sensul prezentat mai sus. Aceste considerente argumenteaza interesul
aratat pentru algebra universala de cercetatorii in domeniul informaticii
teoretice.
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2.2 Multimi S-sortate

Consideram o multime fixatd S. Notdm cu S* monoidul liber gen-
erat de S, adicd multimea {s13...8,|n€EN, 51, So, ..., S,€S}. Notdm cu
A cuvantul vid.

2.2.1 Definitie Se numegte mul{ime S-sortata o familie de multimi
(X;)ses indexatd dupd S. Aceata va fi notatd cu X.

2.2.2 Notatie Daca weS*, w = sy, S9, ..., 5p, §i X este o multime
S-sortatd, notdm cu X = X, xX,, x...xX;, . X* este 0 multime cu
un singur element.

2.2.3 Notatie Fie X si Y doua multimi S-sortate. Notatia XCY
inseamna ca X;CY, pentru orice s€S.

Se observa usor cd proprietitile incluziunii de multimi se extind si
asupra relatiei de incluziune intre mul{imi S-sortate.

2.2.4 Notatie Fie (X");c; o familie de multimi S-sortate. Notim
cu ;e;X* multimea S-sortatd, unde pentru orice s€S, (Nie;X)s =
Nie; Xt In mod similar se pot defini reuniunea, diferenta de multimi
S-sortate, precum si alte operatii cu multimile S-sortate, derivate din
cele cu multimi.

Se observa ugor ca proprietatile operatiilor cu multimi se extind si
asupra operatiilor cu multimi S-sortate.

2.2.5 Definitie O multime S-sortati X se numeste finitd daci X,
este finita pentru orice s€S.

2.2.6 Definitie O relaie pe o multime S-sortatid X este p = (ps)ses,
o famile de relatii pe multimile X, adica pentru orice s€S, p;CX;x X,
este o relatie pe multimea X,. Relatia p este de echivalen{d daca pentru
orice s€S5, relatia p, este de echivalenta pe X,. Dacid w = s;8;...5,€S5",
T = (Z1,T2y .. Tm)EXY, ¥ = (1, Y2, ..., Ym) EX™, notatia zp“y este
echivalenta cu z,p,,y; pentru orice ¢ = 1,2....,m. Se observa ca daca p
este relatie de echivalentd pe X, atunci p* este relatie de echivalenta
pe X%

2.2.7 Notatie Clasa de echivalenta a unui element z in raport cu o
relatie de echivalentd p va fi notatd cu [z], sau mai simplu cu [z], daca
nu este pericol de confuzie.

2.2.8 Notatie Dacid X este o multime S-sortatd, p o relatie de
echivalentd pe ea si Y o submultime a lui X notam cu

Y, = ({{wsl,. 19s€Ys}ses.
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Reamintim urmatorul rezultat din teoria mul{imilor care se extinde
imediat la multimi S-sortate.

2.2.9 Lema Intersectia unei familii arbitrare de relatii de echivalenta
pe o multime data este o relatie de echivalenta.

Lema de mai sus justifica faptul cad urmatoarea definitie este corecta.

2.2.10 Definitie Fie X o multime S-sortatd gi Y o submultime
a lui X xX (adicd Y;CX,xX; pentru orice s€S). Numim echivalenta
generatd de Y intersectia tuturor relatiilor de echivalenti pe X ce contin
pe Y. Observam ca aceasta este cea mai mica relatie de echivalentai ce
include pe Y si va fi notata cu fy.

2.2.11 Observatie Fie X o multime S-sortata gi Y, Z o submultimi
ale lui X xX. Atunci:

i1) Y relatie de echivalenti daca gi numai daci 6y =Y.

i) (6p)s = {(a,a)|a€X;} pentru orice s€S.

Deci 0y este egalitatea si este cea mai mica relatie de echivalenta pe
X care va fi notatd cu A. Cea mai mare relatie de echivalentd pe X
este X xX si va fi notata cu Q.

In continuare vom prezenta o constructie analiticid a echivalentei
generate de o submultime.

2.2.12 Teorema Fie X o multime S-sortatd. Pentru orice submultime
Y a lui XxX definim submultimile R(Y),S(Y),T(Y),I(Y) ale lui
X x X astfel:

Pentru orice s€S

- (R(Y))s = {(z,2)|z€ X,)
(S(V))s = {(2, )|y, 1)€Y,
- (T(Y))s = {(=z, y)|existd z€ X, astfel incat (z,2)€Y] gi (z,y)€Ys}
-I(Y) =YUR(Y)US(Y)UT(Y)
Atunci 8y = U, IM(Y).
Demonstratie Notim cu Z = (J2 (™ (Y). Evident I"(Y)CI™*1(Y)
pentru orice n natural.(1)
"C”. Evident YCI(Y)CZ. Este suficient si demonstrim cd Z este
relatie de echivalenta.
Reflexivitatea. Fie s€S gi z€ X,. Atunci (z,z)eR(Y)CI(Y)CZ
Simetria. Fie s€S si (z,y)€Z;. Existd n natural astfel incat
(z,y)eI™(Y), deci (y,z)eI™D(Y)CZ.
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Tranzitivitatea. Fie s€S si (z,v), (y, z)€Z,. Exista m,n naturale
astfel incat (z,y)el™(Y) si (y,z)€I™(Y). Fara a restrange generali-
tatea putem presupune m<n si conform (1) deducem ci

(z,v), (y,2)€I™(Y)s, deci

(z, 2)€T(IM(Y))CI™D(Y)C Z.

7 D” Demonstram prin inductie dupa n ca I(”)(Y)§0y pentru orice
n natural.

n = 0 Evident I®(Y) = YC6y.

n—n 4 1. Presupunem I™(Y)CHy. Deoarece @y este relatie de
echivalenti atunci R(I™(Y))Chy, SI™(Y))COy si TI™(Y))Chy,
deci I™*1)(Y)Cly. «

2.2.13 Definitie Fie X,Y doud multimi S-sortate. O functie de
la X la Y, notatd f : XY, este o familie de functii f = (fs)ses
unde f, : X;—Y, pentru orice s€S. Dacia w = $,53...5,€S* vom
nota cu f* functia f¥ : X¥—>Y" definita astfel f¥(x,zo,...,z,) =
(fs,(z1), fsp(22), .oy fs, (zn) pentru orice z = (1, Ta, ..., Tn)EX™.

2.2.14 Notatii Daca f : X—>Y, g : Y—Z sunt doui functii intre
multimi S-sortate, notdm cu gf compunerea lor, adica functiah : X -2
definita prin hy = g, f; pentru orice s€S, mai precis functia obtinutd
prin compunerea ”"componenta cu componentd”. Functia identitate a
unei multimi S-sortate X, notatd cu ly, este definitd prin (1x), =
1x, pentru orice s€S. O functie f : X—Y intre multimi S-sortate
se numeste bijectivd (respectiv injectivd, surjectivd) dacd pentru orice
s€S, fs este bijectiva (respectiv injectivd, surjectivd). Daci este bijec-
tivd, functia inversd este functia f~! : Y— X, definitd prin (f~!), =
/7! pentru orice s€S. Se observi usor ci regulile de calcul ale operatiei
de compunere de functii se extind si asupra compunerii de functii intre
multimi S-sortate.

2.2.15 Definitie Fie f : X—>Y o functie intre doud multimi S-
sortate. Imaginea sa este multimea S-sortatd Im(f) = (Im(f;))ses-

2.2.16 Definitie. Daca f : X—>Y este o functie intre doua multimi
S-sortate definim nucleul lui f relatia binard pe X, notata prin ker(f),
astfel:

a(kerp)bs f(a) = f(b)

2.2.17 Propozitie. Dacd f : A— B este o functie intre doud multimi
S-sortate, atunci ker(f) este o relatie de echivalenti pe A.
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2.3. Signaturi si algebre

2.3.1 Definitie Se numeste signaturd sau tip de algebrd multisortata o
pereche & = (S, (24 5)wes* ses) unde S este o multime, numita multimea
sorturilor, iar pentru fiecare w€S” si s€S, ¥, ; este o multime de sim-
boli de operatie si anume dacd w = sy, S, ..., Sp, 0EY,, ; Teprezintd un
simbol de operatie cu n argumente, primul de sort s,, al doilea de sort
S, s.a.m.d, iar rezultatul de sort s. Daca o€X, s, spunem ca o are
aritatea (w,s). Daca 0€L, ; spunem ca o este un simbol de operatie
zero-ara .

In continuare considerdm fixati multimea S.

2.3.2 Definitie Fie o signaturd ¥ = (S, (X4 s)wes ses)- Se numegte
¥-algebrd o pereche A = (A, (24 ;Juwes- ses) unde A este o multime S-
sortatd, numitd multimea suport, iar pentru fiecare weS* si s€S, Eﬁys
este multimea operatiilor de aritate (w, s), mai precis multimile X,, ; si
%3 . sunt in corespondentd bijectivi, iar daca 0€X,,, atunci JAGE{‘U,S
este o functie o4 : AY—A,. In cazul particular w = A, conform 2.2.2.
elementele lui Ef“,’s pot fi identificate cu elemente ale lui A;. Aceste
operatil se numesc operafit zero-are.

2.3.3 Observatie In cazul in care multimea S are un singur element
(cazul monosortat) notatiile se pot simplifica substantial. Deoarece, in
acest caz, ¥* este In corespondentd bijectivd cu multimea numerelor
naturale avem ca signatura se reduce la o familie de mul{imi de simboli
de operatie indexatd dupa multimea numerelor naturale, £ = (3,).en,
iar o algebri monosortati de tip ¥ este A = (A, (Z2)nen), unde A
este multimea suport, iar pentru fiecare c€X,, 04€L4 este o functie
o AT A

2.3.3 Exemplu Orice monoid (M, , €) este o algebrd monosortati
de tip £, unde Xy = {e}, £, = { * } iar pentru n#0,2, ¥, = 0.

Atentie! Nu orice algebra de tipul X prezentat mai sus este monoid.
Un monoid este o algebra de tipul ¥ care in plus trebuie si veri-
fice ecuatiile asociativitatii gi elementului neutru. Multimea numerelor
intregi cu operatia binara scddere si cu constanta 5 este algebrd de tip
Y. dar nu este monoid.

In cele ce urmeazi vom considera, exceptind o mentiune expresa,
Y o signatura fixata.

2.3.4. Notatie Notam cu Algs clasa tuturor ¥— algebrelor.
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2.4. Subalgebre, subalgebra generata de o submultime

2.4.1 Definitie Fie A o Y-algebrd si BCA o submultime a lui A.
Spunem ca B este o subalgebrd a lui A daca pentru orice weS*, s€S,
o€y s, TEBY avem o/ (z)€ By, cu alte cuvinte B este parte stabild a
lui A. In acest caz avem T-algebra (B, (S(u,s))5cge jcs5) unde pentru
orice weS*) s€S, 0€T, 5, t€BY, 0B(x) = 04(z), Daca B este sub-
algebra a lui A gi existda s€S astfel incat B;#A; spunem cd B este
subalgebra proprie a lui A.

2.4.2 Exemple

a) Fie (G, x,e,’) un grup unde * este operatia multiplicativi, e ele-
mentul neutru (operatie de aritate zero), iar ’ este operatia unara de
luare a inversului. Conform definitiei 2.4.1 o submultime H a lui G este
subalgebra daci g1 numai daca

1) pentru orice z,y€H, avem z * ye H

i) eeH

ili) pentru orice z€ H, avem z'€ H

Se poate verifica faptul cd notiunea de subgrup este echivalenta cu
cea de subalgebra definitd la 2.4.1 (Exercitiu!). In mod analog se poate
verifica faptul ca notiunea de subinel coincide cu cea de subalgebra.

b) Un caz interesant este notiunea de submodul al unui modul M
peste un inel A. Privim modulul ca o algebra cu doua sorturi : scalarii
reprezentati de elementele inelului A si vectorii reprezentati de ele-
mentele lui M. Un submodul este cazul particular de subalgebrd in
care submultimea lui A este insdsi A.

2.4.3 Observatie Daci B si C sunt subalgebre ale lui A si CCB,
atunci C este subalgebra a lui B.

Demonstratie Fie weS*, s€S, 0€X, ;, z€A¥. Atunci 6(z) =
o4(z)eB. «

2.4.4 Definitie Fie KCAlgy o clasa de X-algebre. K este inchisd la
formarea de subalgebre daca pentru orice A€K, dacd B este subalgebra
a lui A atunci BeK.

2.4.5 Lema Intersectia unei familii de subalgebre este subalgebra.

Demonstratie Fie A o X-algebra si (A*);cs o familie de subalgebre.
Fie weS*, s€85, 0€Xy 5, €(NiesAY)*. Deci z€(AY)¥ pentru orice i€l.
Deci 0 (z)€ A® pentru orice i€ 1, de unde deducem ci o4 (z)€(N;c;A%)s-
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Aceastd lema asigurd corectitudinea definitiei urmatoare.

2.4.6 Definitie Fie A o X-algebra si X o submultime a lui A. Nu-
mim subalgebra generata de X in A intersectia tuturor subalgebrelor lui
A ce includ pe X. Aceasta va fi notatd cu < X >4 sau cu < X > dacd
nu existd pericol de confuzie.

2.4.7 Observatie Daca A este o X-algebra si X o submultime a lui
A, atunci < X > este cea mai mica subalgebrd a lui A ce include pe
X.

2.4.8 Definitie. Fie A o ¥-algebra si B o subalgebra a sa. B se
numegte finit generatd daca existd o submultime X finita a lui A astfel
incat < X >= A.

2.4.9 Observatie Fie A o Y-algebra si X, Y doua submultimi ale
lui A astfel incat XCY. Atunci < X > C <Y > (<Y > este
subalgebri ce include pe X).

2.4.10 Observatie Fie A o X-algebrd si B o submultime a sa.
Atunci B este subalgebra dacd si numai dacd < B >=B. .

2.4.11 Lem3a Fie A o X-algebra. Atunci subalgebra generatd de
multimea vida este cea mai mica subalgebra a lui A.

Demonstratie Fie B o subalgebri a lui A. Atunci PCB. Conform
249si 2410 avem <) > C < B>=B. .

Vom prezenta in continuare o constructie analiticd a subalgebrei
generate de o submultime .

2.4.12 Teorema Dacia A este o X-algebra si X o submultime a lui
A. Definim girul ascendent de submultimi (X,),en ale lui A astfel:

Xo,s = X,UZ4, pentru orice s€S,

Xni1s = XnsU{o(z)|z€X?, 0€T, ;,wES*}, pentru orice sES.

Atunci < X >= U2 X,

Demonstratie Notim Y = ;2 X,. Evident, XCX,CY

?C”. Vom demonstra cd Y este subalgebrd a lui A. Fie w =
8182...5m€S* (81, 82, ..., Sm€ES), SES, 0€L, 5, T = (T1,Tgy ..., Tm)EY™.
Existd atunci numerele naturale k), ks, ..., k,, astfel incat z,€Xy, ,,,
T2€ Xk, 54y, Tm € Xk, smn- Ile n cel mai mare din aceste m numere
naturale. Atunci, evident, z€ X i deci 04(z)€X,41,CY.

72", Vom demonstra prin inductie dupa n ca X,,C < X > pentru
orice numar natural n.

n = 0 Evident.
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n—n + 1 Fie s€S5 si u€Xn41,. Dacd ueX, , concluzia rezultd
din ipoteza de inductie. Altfel, existd weS*, ze XY, o€k, ;, astfel
incat, u = 04(x). Conform ipotezei de inductie, 7€ < X >%, de unde
deducem ca ue < X >. .

Interpretare intuitiva gi legdtura cu informatica Pe scurt,
teorema de mai sus afirmad cd elementele subalgebrei generate de o
submultime sunt exact acele elemente care se pot obtine in urma unui
calcul oricat de complex, utilizind numai generatorii gi operatiile alge-
brei (inclusiv cele zero-are).

In informatici, secventele de calcul se pot reprezenta prin arbori.
Fie s€S. Un arbore de sort s se construieste recursiv astfel:

- un singur nod, etichetat cu un element al multimii A sau cu un
simbol de operatie zero-ara o€X, ;.

- un arbore in care radicina este un nod etichetat cu un simbol
de operatie g€, , unde w = $§;55...5,€S5*. Rdd&cina are exact m
descendenti gi anume subarbori de sorturi sy, s9, ..., Syn.

Rezultatul evaludrii calculului reprezentat de un arbore de sort s
este:

- daca are un singur nod etichetat cu un element al lui A; atunci
rezultatul este acel element

- altfel este rezultatul operatiei cu care este etichetatd ridacina,
avand drept argumentele rezultatele evaluarii subarborilor radacinii.

Observam ca elementele multimii X,, din enuntul teoremei de mai
sus pot fi privite ca acele elemente care pot fi objnute printr-un calcul
pornind de la generatori, calcul ce poate fi reprezentat printr-un arbore
de adancime cel mult n.

Urmatorul rezultat este un mod de rationament ce generalizeaza
principiul inductiei complete si este folosit foarte des in informatica
teoretica..

2.4.13 Teorema. Principiul inductiei structurale.

Fie A o X-algebra, X o submultime a lui A, Y =< X > si pentru
orice s€S o functie P; : A;—{0,1}. (Poate fi constantd egald cu 1).
Presupunem ca:

i. Py(z) =1 pentru orice z€X,.

il. pentru orice w = $;5;...5,€S5*, €S, 0€L, 5, z = (21, Ta, ..., L) EAY,
dacd pentru orice ¢ = 1,2....,n, P, (z;) = 1, atunci P,(c%(z)) = 1.

Atunci pentru orice s€S, y€Y; avem Py(y) = 1.
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Demonstratie Pentru orice s€S, notdm Z, = {z€A|p;(z) = 1}.
Conform ii., Z = (Z;);es este subalgebri a lui A. Conform i., contine
generatorii, deci YCZ.

2.4.14 Exercitiu (Principiul inductiei complete, caz particular al
inductiei structurale) Privim multimea numerelor naturale ca o algebra
monosortatd avand o singura operatie §i anume cea unara de succesor
n—n+ 1. Sa se demonstreze cd multimea {0} genereazi pe N si si se
deduca principiul inductiei complete ca un caz particular al inductiei
structurale.

Atentie Nu se poate folosi inductia completa pentru a demonstra
cd {0} genereazi pe N.

2.4.15 Definitie Fie A o X-algebrd. A se numeste minimalad daci
A este singura sa subalgebra.
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2.5. Congruente si algebre cat

2.5.1 Definitie. Fie A o ¥-algebra si p o relatie de echivalentd pe A.
Spunem ca p este congruentd daca pentru orice weS*, s€S, €L, ; §i
T,y€AY, Tp¥y implici o4(z)ps04 (y).

Cu alte cuvinte, o congruenta pe o algebra este o relatie de echivalenti
compatibild cu operatiile algebrei.

2.5.2 Observatie Pentru o operatie zero-ara, proprietatea de la
2.5.1 este verificata intotdeauna, ea rezultand imediat din proprietatea
de reflexivitate a relatiei de echivalenta.

2.5.3 Lema. Fie A o X-algebrd, p o congruenta pe A, we€S*,
S€S, 0€L, 5 §i 7,y€AY astfel incat [z],., = [y],.. Atunci [04(z)], =
[o4(y)],,,-

Demonstratie [z] . = [y],. implicd zp*y si deoarece p este con-
gruentd avem o”(z)p,04(y), deci [04(z)], = [0 (y)],,- =

Aceastd lema demonstreaza corectitudinea urmatoarei definitii.

2.5.4 Definitie. Fie A o X-algebri, p o congruentd pe A. Atunci
algebra cat a lui A prin p , notatd cu A/p, este :

- pentru fiecare s€.S, multimea suport de sort s, este multimea factor
(A/p)s a lui A, prin relatia de echivalenti p;.

- pentru orice w€S*, s€S, 0€L,, ; i TEAY, a"/”([x]pw) = [04(z)]

2.5.5 Exemple

a) Congruentele triviale : A si Q. De fapt A (respectiv Q) este cea
mai mici (respectiv cea mai mare) congruentd ce se poate defini pe o
algebra.

Exercitiu Caracterizati algebra cat obtinuta prin factorizarea unei
algebre la aceste doua congruente.

b) Exercitiu Folosim notatiile de la 2.4.2.

i)Fie H un subgrup normal al lui G. Atunci relatia p definitd pe G
prin zpy<=zy'€ H este o congruenta pe G.

ii)Dacd 6 este o congruentd pe G atunci K = [e] este un subgrup
normal al lui G.

iii)Corespondentele stabilite la i) si ii) intre mul{imea congruentelor
pe G si multimea subgrupurilor normale ale lui G sunt bijectii inverse
una alteia. Mai mult, grupul factor obtinut prin factorizarea la un
subgrup normal coincide cu algebra cat obtinutd prin factorizarea la
congruenta obtinutd conform i)

Ps
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Acest exercitiu demonstreaza faptul ca, in cazul grupurilor, factor-
izarea in sensul definitiei 2.5.4 coincide cu cea prezentata in mod uzual
la studiul grupurilor.

c) Exercitiu Formulati si demonstrati un rezultat asemanator in
cazul inelelor. (Corespondenta bijectiva intre idealele bilaterale i con-
gruentele pe un inel)

d) Exercitiu Formulati si demonstrati un rezultat aseméanator in
cazul modulelor peste un inel privite ca algebre cu doua sorturi, adica
o corespondentd bijectivd intre submodule gi congruentele pe modul
cu proprietatea cd pe sortul scalarilor echivalenta este una triviala si
anume egalitatea.

2.5.6 Definitie Fie KCAlgy, o clasd de Y-algebre. K este inchisd
la formarea de algebre cat daca pentru orice A€K| si p congruenta pe
A, avem A/peK.

2.5.7 Definitie O X-algebria A se numeste simpld dacd A gi 2 sunt
singurele congruente pe A.

2.5.8 Observatie Fie p, 7 doua relatii de echivalenta pe o multime
X, astfel incat pC7. Atunci pentru orice z€X avem [z] Cfz],.

Demonstratie Fie u€[z],, deci upz, de unde urz, deci u€[z],.

2.5.9 Lema Fie p si 6 relatii de echivalentd pe o multime X, ast-
fel incat #Cp. Definim pe X/6 relatia p/6 astfel: [z],0/6[yl,<==zpy.
Atunci relatia p/6 este bine definita si este o relatie de echivalenta.

Demonstratie. Fie z,y, ', y'€ X astfel incat z0z' si yfy', deci zpz’
si ypy', de unde deducem ci zpy<=x'py’, deci relatia este bine definita.
Faptul ci este relatie de echivalentd este evident. «

Rezultatele de la 2.5.8 gi 2.5.9 se extind cu usurintd la multimi S-
sortate.

2.5.10 Lema Fie A o ¥-algebra, p si 8 congruente pe A, astfel incat
6Cp. Atunci p/6 este o congruenti pe A/6.

Demonstratie. Trebuie demonstratd compatibilitatea cu operatiile.
Fie weS*, s€S, o€, s [z],, [y],€A/0" astfel incat [z],0/6"[y],-
Atunci zp¥y, deci 0*(z)ps04(y), de unde [04(z)],(p/0)s[o? ()], deci

o ([],) (p/0),4/%(a],). »

2.5.11 Lema Fie A o X-algebra, p o congruenta pe A si X o sub-
multime a lui A astfel incdt < X >= A. Atunci A/p este generati de
X,.
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Demonstratie Folosim teorema 2.4.12. Fie (X, )nen 51 ((Xp)n)neN
sirurile ascendente de multimi S-sortate definite In enuntul teoremei.
Demonstram prin inductie dupd n ci (X,), = (X5),.

n = 0 Evident.

n—n + 1 Fie s€§ arbitrar.

(Xp)nt1,s = (definitie)

(Xp)n,sI{o4?([2] u)|z€ XY, 0€Dy 5, wES*}= (ipoteza de inductie
si definitia operatiilor din algebra cat)

((Xn)p)sU{lo*(2)],,lz€ XY, 0€8, 5, wES*}= (2.2.8)

((Xn)p)sU{o?(z)|z€ XY, 0€%, 5, weS*} = (definitie)

(Xt 1)p)s:

Prin urmare < X, >= U2 (X,)n = (UpZoXn)p = (K X >4), =
A, =Alp. »

2.5.12 Lema Intersectia unei familii arbitrare de congruente pe o
Y-algebra este congruenta.

Demonstratie Fie A o X-algebri si (p*);c; o familie de congruente
pe A. Fie p = Nierp'. Conform 2.2.9 p este relatie de echivalenti.
Fie weS*, s€S§, 0€X, s 51 z,ye A" astfel incat zp*y. Atunci pentru
orice i€l avem z(p*)*y. Cum p* este congruenti avem ci o (z)p o4 (y)
pentru orice i€, deci 02 (z)p,;0"(y). =

Lema de mai sus justifici corectitudinea urmatoarei definitii.

2.5.13 Definitie Fie A o X-algebra si X o submultime a lui AxA.
Numim congruenta generatd de X intersectia tuturor congruentelor pe
A ce includ pe X. Aceasta este cca mai mica congruenta ce contine pe
X si va fi notata cu py.

2.5.14 Observatie Fie A o Z-algebra si X,Y o submultimi ale lui
AxA. Atunci:

i) px Cpy.

ii) X congruentd daci si numai dacd px = X.

i) pp = A.

In continuare vom prezenta o constructie analiticd a congruentei
generate de o submultime.

2.5.15 Teorema Fie A o X-algebrd gi X o submultime a lui AxA.
Definim R(X),S(X),T(X) ca la 2.2.12 si in plus Q(X) astfel: pentru
orice s€S :

(Q(X))s = {(a,b)| existd weS*, 0€5, ;, (z,y)€X" astfel incat a =
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oA (z),b = aA(y)}

Fie I(X) = XUR(X)US(X)UT(X)UQ(X). Atunci

px = U I™(X).

Inaintea demonstratiei si explicitim notatia (z,y)€X™. Fie w =
$189...8k. T = (Z1,Z2,.--Zk), ¥ = (Y1, Y2, .--Yx) sunt elemente ale lui A
astfel incat (z;,y;)€X;, pentru orice i = 1,...k.

Demonstratie Demonstratia este asemanatoare cu cea de la 2.2.12.
Notim cu Y = U2,I™(X). Evident, I"(X)CI™*!(X) pentru orice n
natural.(1)

”C”. Evident, XCI(X)CY. Este suficient si demonstram ci Y
este congruenta. Faptul cd este relatie de echivalentd se demonstreazi
ca la 2.2.12. Fie weS*, €%, ; si (z,y)€Y™. Existd n natural astfel
incat (z,y)eI™(X)¥. Deci (04(x), 0% (y))e(QUU™ (X)), CY.

” D" Demonstrim prin inductie dupd n cd 1™ (X)Cpx pentru orice
n natural.

n = 0 Evident, I9(X) = XC#y.

n—n + 1. Presupunem I (X)Cpx. Deoarece px este congruenta
avem R(I™(X))Cpx, S(I™(X))Cpx, T(I™(X))Cpx st QU™ (X))C
px, deci I™*)(X)Cpx. »

2.5.16 Definitie Fie A o X-algebra, p o congruenta pe A, p#£Q. p
se numegte mazimala daca pentru orice congruenta 6 pe A, 6#Q, pC8o
implicd p = 6.
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2.6. Morfisme de algebre

2.6.1 Definitie Fie A, B douid ¥-algebre. O functie f : A—>B se
numeste morfism de algebre daca pentru orice weS*, s€S, o€, ; avem:
fiot =oBfw.

Dacd w = $183...8,€S5*,z = (21, T, ..., To)EX"Y, ecuatia de mai sus
se scrie fo(0A(x1, T2, ..., T,)) = B(fs, (21), fs, (T2), .o fs,. (T0))-

A‘:' > b;”‘
¢ 5,
& o .8,
fig. 1

2.6.2 Definitie Un morfism f : A—B de %-algebre sc numegte
izomorfism dacd exista un morfism g : B— A de ¥-algebre astfel incat
9f =1lasi fg=1p.

2.6.3 Lema Fie f : A— B un morfism bijectiv de X-algebre. Atunci
inversa este tot un morfism de ¥-algebre.

Demonstratie Fie weS*, s€S,0€X,, ;. f morfism implicd f,o4 =
oB fv. Compunem la stanga cu f;! si la dreapta cu (f*)~' si obtinem
friaB = gA(fuyt. .

2.6.4 Corolar Un morfism f : A—B de ¥-algebre este izomorfism
daca si numai daca este bijectiv si In acest caz morfismul g de la 2.6.2
este unic si anume egal cu f~1.

2.6.5 Lema Fie un morfism f : A—B de ¥-algebre. Atunci imagi-
nea sa, Im(f) = (Im(fs))ses, este subalgebrd a lui B.

Demonstratie Fie weS*, s€S,0€%, 5, yeIm(f)*. Existd deci
€AY astfel incat y = f*(x). Deci 02(y) = 0P (f*(z)) =(f morfism)=
foloA(@)elm(f). »

2.6.6 Definitie Fie KCAlgy o clasa de X-algebre. K este inchisd la
1magint de morfisme daca pentru orice A€K, B Y¥-algebrdsi f : A>B
morfism avem Im(f)eK.

2.6.7 Definitie Fie KCAlgy, o clasd de X-algebre. K este inchisd
la 1magini izomorfe daca pentru orice A€K, B X-algebra si f : A—»B
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izomorfism avem Im(f)€K.

Urmatoarea lema demonstreaza faptul cd doua morfisme care coin-
cid pe o submultime de generatori coincid peste tot.

2.6.8 Lema Fie doud morfisme f,g : A—B de X-algebre si X o
mul{ime de generatori pentru A. Atunci f = ¢ dacd si numai daci
pentru orice s€S, z€ X, avem f (z) = g;(x).

Demonstratie Afirmatia "numai daca” este banala.

Demonstram reciproca prin indutie structurala (2.4.13) considerand
pentru fiecare s€S,z€ A,, Ps(z) = 1 dacd sj numai daci f;(z) = gs(z)
si multimea de generatori X.

Afirmatia i. de la 2.4.13, rezultd direct din ipoteza. Demonstram
. Fie weS*, s€S,0€%,,,, t€A¥ astfel incat f“(z) = ¢*(z). Atunci
aB(f¥(z)) = 0B(g¥(z)). Deoarece f este morfism avem f,(c4(x)) =
g:(04(x)). »

2.6.9 Lema Compunerea de morfisme de ¥-algebre este morfism de
Y -algebre. N

g ] YN

‘ | c
CON
N “—'b N

— N 'lbb

3 | . ER
C\b’ 0‘ A C),

fig 2

Demonstratie. Fie f : A>B si g : B—C doud morfisme de ¥-
algebre. Fie weS*, s€S5,0€k, ;.

Atunci (gf);0? = (gsf5)0? = gs(fs04) = (f morfism)

= g;(a® f*) = (9,07) f* = (g morfism)

(0%g*) f¥ = a%(g*f*) = 0%(gf)" =

2.6.10 Lema Fie A o ¥X-algebrd. Atunci 14 : A— A este morfism de
Y -algebre.

Demonstratie. Pentru orice weS*, s€S,0€%,,; avem 14,04 =
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O'A = UA(IA)w. ]

2.6.11 Propozitie. Fie A o X-algebra. Atunci:

1) Multimea morfismelor de la A la A cu operatia de compunere
formeaza un monoid.

ii) Multimea izomorfismelor de la A la A cu operatia de compunere
formeaza un grup.

Demonstratie i) Evidenta.

ii) Imediatd conform 2.6.4.

2.6.12 Propozitie. Fie A o X-algebrd minimala (2.4.15). Atunci
1,4 este singurul morfism de la A la A. «

Demonstratie Fie f : A—>A un morfism de ¥-algebre. Cum A
este evident generata de multimea vida gi f si 14 coincid pe multimea
vida, atunci conform 2.6.8 avem cd f = 14. «

2.6.13 Teorema. Fie A, B doud X-algebre minimale. Dacd f :
A—B si g : B> A sunt morfisme de ¥-algebre, atunci f si g sunt
izomorfisme si inverse una alteia.

Demonstratie Conform 2.6.12 gf =1, 51 fg=15. »

2.6.14 Teorema. Daca f : A—B este un morfism de X-algebre
atunci ker(f) este congruenti pe A.

Demonstratie Conform 2.2.17 ker(f) este relatie de echivalenta.
Fie weS*, s€S,0€%, ,, t€ A%, yc A" astfel incat z(ker(f))"y, adica
f¥(z) = f¥(y), deci c2(f¥(z)) = o®(f“(y)). Cum f este morfism
avem f,(04(z)) = fs(04(y)), pentru orice s€S, deci o4(z)ker(f)oa(y).

2.6.15 Lema Fie un morfism f : A—B de X-algebre si C' o subal-
gebrd a lui B. Atunci f~1(C) = {z€A|f(z)€C}, este subalgebri a lui
A.

Demonstratie. Fie weS*, s€S, c€X, ,, ze(f~1(C))¥, deci

f¥(z)eC®. Atunci

fs(o#(z)) = (f morfism)

aB(f¥(z))eC; (C subalgebri a lui B). a

2.6.16 Exercitiu (Legaturd cu structurile algebrice clasice)
Fie f : Gi—G4 un morfism de grupuri si e elementul neutru al lui Gs.
Sa se verifice cd subgrupul normal obtinut aplicand bijectia de la 2.5.5
congruentei ker(f) este f~!({e}). Formulati gi rezolvai un exercitiu
asemanator in cazul inelelor si modulelor peste un _meL

https://biblioteca-digitala.ro / https://dAibuc.ro. = —



18

2.6.17 Definitie Fie A o ¥-algebri si p o congruentd pe A. Notam
cu [p] : A—>A/p functia defintd pentru orice s€S, €A, prin [p|,(z) =
[z],, numitd surjectia canonicd.

2.6.18 Lemi. Fie A o X-algebra si p o congruemtd pe A. Atunci
surjectia canonica este morfism surjectiv.

Demonstratie.Surjectivitatea este evidenta.

Fie weS*, s€S, 0€Ly s, z€A. Atunci [p],(c4(z)) = [0%(z)],, =

a4%([z],w) = o4/*([p]"(2))- =
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2.7. Teoreme de izomorfism

2.7.1 Teorema (Teorema fundamentali de izomorfism sau prima
teorem3 de izomorfism). Fie f : A— B un morfism surjectiv de -
algebre. Atunci A/ker(f) este izomorfa cu B.

Demonstratie. Definim funtia ¢ : A/ker(f)—B astfel: pentru
SES §i T€A; Ys([T)(ker(py),) = fs(T)- ¥ este corect definitd. Intr-adevir,
daca

w(ker(£),)y, atunci f,(z) = f,(y).

3 este morfism de X-algebre. Intr-adevar, daca weS*, s€S, 0€X, ,
€AY, atunci ’v/)s(UA/ker(f)([I](ker(f))w)) = ’r/’s([UA(x)](ker(f))s) = fs(0(z)) =

aP(f*(z)) = P (W ([z]ker(syw))-

¥ este surjectivi. Intr-adevir, dacii s€S si y€B,, existd T€ A, astfel
incat fy(z) =y, deci wS([I](ker(f))s) = fi(z) =y

1 este injectiva. Intr-adevir, daci s€S si z,y€B;, astfel incat

¢s([‘r](ker(f))s) = d)s([y](ker(f))s) atunci fy(z) = fi(y), deci z(ker(f))sy,
de unde deducem

() ker (. = Whiker(ry, - =

2.7.2 Propozitie O X-algebrd A este izomorfd cu A/A.

Demonstratie Surjectia canonica este injectiva. Intr-adevir daci
s€S, r,y€A; avem [z], = [y], implicdz =y. .

2.7.3 Propozitie Fie A o X-algebrd minimald i p o congruenta pe
ea. Atunci A este izomorfa cu A/p daca si numai daca p = A.

Demonstratie "daca” Rezulta imediat din 2.7.2.

"numai dacd” Fie ¢ : A/p— A izomorfism. Conform 2.6.12. ¢[p] =
14. Deci surjectia canonica este injectiva. Fie s€S, r,y€ A, astfel incat
zpsy. Atunci [z}, = [z],, deci [p],(z) = [p],(y) de unde z =y. »

2.7.4 Teorema Teorema a doua de izomorfism. Fie A o -
algebra si p, 0 doud congruente pe ea astfel incat pC6. Atunci ¢ :
(A/8)/(p/0) : = A/p (2.5.9) definitd pentru orice s€S si €A, prin
¥s({[zly,],,6,) = 2], este izomorfism.

Demonstratie. 1 este corect definiti. Intr-adevir daci seS,
z,Y€As, [[7ly, 1, /6, = [[Us,)5, /6, implicd [z]g, ps/0s[yly, deci zpsy.

¥ este morfism de X-algebre. Intr-adevar, daca weS*, s€S, 0€X, ,
z€ A, atunci 9, (0O ([[2]0)) ), 00 = Vs[04 ([2]gu)],, 0,) =

¢S([UA(I)]03]pS/95) = [UA(l")]ps = UA/p([I]pw) = UA/p(’l’w([[f]ew](p/o)w))-
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Evident, 1 este surjectivd. Rimane sd demonstram injectivitatea.
Fie s€5, 1,y€ A, astfel incat [z], = [y],, deci zp,y de unde [z], p;/0;[x],, .

2.7.5 Definitie Fie A o X-algebra, B o subalgebrd a sa si p o
congruentd pe ea. Notidm cu p(B) submultimea lui A definitd astfel:
p(B)s = Uses, [b]p,-

2.7.6 Lema Fie A o ¥-algebra, B o subalgebra a sa si p o congruenta
pe ea. Atunci p(B) este subalgebri a lui A.

Demonstratie. Fie w = 5;55...5,€5*, s€S5, 0€X,,

z = (x1, T2, ..., Tn)EP(B)™. Atunci pentru orice ¢ = 1,...,n, exista
b;€B;, astfel incat z;p,.b;. Deci 04(z)p;0B(by,ba, ..., b,) = bEB,. Deci
o (z)€b],, =

2.7.7 Teoremid A treia teoremd de izomorfism Fie A o -
algebri, p o congruenti pe ea si B o subalgebra a sa. Atunci restrictia
lui p la B notati cu p|B si definita prin (p|B)s = {(z,y)€B?|zp,y} este
congruentd pe B si B/p|B este izomorfa cu p(B)/p|p(B).

Demonstratie. Este evident faptul ci p|B este congruenti pe
B. Definim ¢ : B/p|B—p(B)/p|p(B) astfel: fie s€S i b€ By, atunci
Y5 ([Blioi8),) = [lipioa).

o este corect definitd. Intr-adevir, dacd s€S, z, ye B, daci z(p|B)sy

atunci zp,y deci z(p|p(B))sy-
Y este morfism. Intr-adevar fie weS*, s€S,0€X,, ,, z€BY Atunci

¥ (aB718([2],15)) = ¥s([0® () 18) = (05 (@)1 = (7P (@) ) =
A BB (2],1,05,) = SOV (2 (2], 5)).

Y este surjectiva. Intr-adevar fie s€S, y€p(B),. Existd atunci b€ B,
astfel incat ypsb. Deci 9 ((bly15),) = [bl(pio(m)). = Wliotoay).

1 este injectivd. Intr-adevar fie s€ S, x, y€ B, astfel incat [I](plp(B))s =
[Y) p1p(8)),> deci zpsy de unde deducem [z], ), = [V](,p),- =
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2.8. Algebre produs

2.8.1 Definitie Fie (A;);c; o familie de multimi. Numim produsul direct
al familiei (A4,);c; multimea [1;c;4; = {f : IoUie Al f(i)€A;, VieT}
De asemenea definim proiectia pe componenta j (F€I) pj : [T;iefAi— A,
prin p,(f) = (j).

2.8.2 Teorema (Proprietatea de universalitate a produsului
direct) Fie (A;)ic; o familie de multimi, B o multime si pentru orice
i€l o functie f; : B—A;. Atunci exista o unica functie g : B—[];c;Ai
cu proprietatea p;g = f; pentru orice jel. Functia g se noteaza cu
[filic; 81 pentru orice € B, jEI, [fi];c,(T)(j) = f;(x).

TA, ok
rel 7 7 )
£
"‘Lei ) Pa
L

fig 3

Demonstratie. Fie jeJ, z€ B atunci p;([fi);c;(2)) = [filie,(2)(4) =
fi(z). Reciproc, fie ¢ : B—[];c;A; astfel incat p;g = f; pentru orice
i€l. Atunci pentru orice z€B, j€l, avem f;(z) = p;(g9(z)) = 9(z)(J)-

2.8.3 Corolar Fie (A;);c; o familie de multimi, f,g : B—[];c/ A
Atunci p; f = p;g pentru orice 2€] implica f = g.

Demonstratie. Fie u; = p;f = p;g, 1€1. Atunci p;f = u;, pig = u;.
Conform 2.8.2 avem f = g¢. »

Se verifica ugor ca 2.8.1-3 se extind in mod natural si asupra multimilor
S-sortate.

2.8.4 Teorema Fie (A;);c; o familie de >-algebre. Existd atunci
pentru orice 1€, weS*, s€S, o€¥, s 0 unicid operatie olliei4 pe
[Tic; A; astfel incat proiectiile (p;);cs sd fie morfisme.

Demonstratie. Fie i€l, weS*, s€S, 0€X, ;. (pi)ics morfisme
implica (pi)sanielA‘ = o4 (p?). Conform 2.8.3 olliert = [0 (P2 )ier-

2.8.5 Teoremad Fie (A;);c; o familie de X-algebre, (p;);c; proiectiile
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canonice, B o X-algebra gi pentru orice ¢:€] un morfism X-algebre f; :
B—A;. Atunci [fi],c; : B—[l;crAi este morfism de ¥-algebre

Demonstratie Fie weS*, s€S, o€, ;. Pentru orice j€lI,

(pj)S([fi]ieI)soB = (fj)soB = UAj(fj)w = UAjP;p([fi]iel)w =

A (FAPL

2.8.6 Observatie Unica operatie definita la 2.8.4 este operatia ”"pe
componente”.

2.8.7 Definitie Fie KCAlg; o clasa de ¥-algebre. K se numegte
inchisd la produse directe dacd pentru orice familie (A;);c; de X-algebre
din K, algebra produs este tot din K.

2.8.8 Definitie Fie KCAlgy o clasa de £-algebre. K se numegte
varietate dacd este inchisa la formarea de subalgebre, imagini de mor-
fisme si produse directe.
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2.9. Algebre libere

2.9.1 Definitie Fie KCAlgy, o clasd de Y-algebre si X o multime S-
sortatd. O L-algebrid X astfel incat X CX este liber generatd de X daci
pentru orice X-algebrd B€K si orice functie f : X — B existd un unic
morfism f : X — B astfel incat fi = f, unde 7 : X—X este incluziunea.
2.9.2 Lem3 i). Dacd f,g : X— B sunt morfisme de algebre astfel
incat fi = g1, atunci f = g.
ii). Algebra liber generatd de o multime este unica abstratie ficand

de un izomorfism. .
Ao

N — .~ X

fig. 4

Demonstratie i. este evidenta.

ii) Fie B altd algebrd liber generatd de X. Notdm cu j : X—B
incluziunea. Existd atunci 7 : X—B,g : B—»X morfisme de algebre
astfel incat ji = j, g7 = 1. Atunci gji = gj = i, jgj = ji = j. Conform
i., g si j sunt izomorfime inverse unul altuia. «

In continuare vom demonstra existenta algebrei libere in cazul K =
Algs,. Vom folosi elemente de teoria limbajelor formale ([4]). Exista si
constructii care folosesc doar elemente de algebra ([16])

Fie X o mul{ime S-sortata. Definim urmatoarea gramaticia G inde-
pendenta de context:

Multimea neterminalelor este S.

Multimea terminalelor este Vi = U;es XsUUyes- sesSw,s

Multimea productiilor:

Dacd z€ X avem productia s—z.

Daca c€¥,, s 51 w = 5152...5, avem productia s—0s15;...5,.

Observam ca spre deosebire de biblografia specifici teoriei limba-
jelor formale, in acest material notiunea de gramatica este generaliza-
ta, in sensul cd multimile de neterminale, terminale si productii nu mai
sunt finite gi nici nu definim simbol de start deoarece acesta nu prezinta
interes in acest material.
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2.9.3 Observatie G este neambigua.

Demonstratie Se observa ca in orice derivare stanga aplicarea a
doua productii distincte aceluiagi cuvant duce la cuvinte distincte for-
mate din neterminale in final. »

2.9.4 Notatie. Pentru s€S notim cu T(X, X), = {weV|s=w}.
T(XZ, X) este organizata ca ¥-algebra astfel:

Dacd 0€%;,5,. 5,5 dacd w1 €T (2, X)s,, we€T (X, X)sg, -, Wn €T (X, X)s
atunci oT®X) (wy, ..., w,) = owy, ..., w,. Operatia este corect definiti.
intr-adevér, dacd s;=w; pentru orice ¢ = 1,...n atunci s=0s;...5,=>
owy... Wy

2.9.5 Teorema. Fie A€Algs, p : X— A o funtie. Atunci existd un
unic morfism % : T(X, X)—A astfel incat | x = ¢.

Demonstratie Definim pentru orice s€S si weT(E, X); p,(w)
dupa lungimea lui w prin:

Daci w = z€ X, atunci g,(w) = p;s(z)

Daci w = 0€X, ; atunci p,(w) = 4.

Dacd o€X;, 5,5 i w = owy..w, w,€T (X, X);, pentru orice i =
1,...n atunci g,(w) = o?(@,, (w1), ..., B, (wa))-

Demonstrdm ca p este morfism de algebre. Fie 0€¥;;, s, .5,

w1 €T (EZ, X)s,, wo€T(Z, X )5y, -, W €T(5, X)s,,- Atunci

P, (cTEX) (wy, ..., w,)) = §,(ow ws...w,) =

o4 (@, (w1), P,,(w2), ..., B, (wn)). Unicitatea se demonstreaz3 ugor
prin inductie dupa lungimea cuvintelor. «

2.9.6 Observatie. T(X, X) este algebra liber generata in clasa tu-
turor X-algebrelor de multimea X,

2.9.7 Lema. Daca clasa K este inchisa la subalgebre, in sensul ca
orice subalgebra a unei algebre din K este tot in K, atunci algebra liber
generatd de X in K este generatd de X.

* > vy

v

n

fig 5

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



25

Demonstratie. Fie X algebra liber generati de X, i : X=X
incluziunea, (X) subalgebra generatd de X, j : X—(X) incluziunea,
k : (X)—X incluziunea. Evident kj = 1%. Conform 2.9.2 kj = kj =
1%, de unde deducem k surjectiva. «

2.9.8 Observatie. Algebra liber generata de multimea vida este
algebra inifiala adica o algebra T din clasa K cu proprietatea ca pentru
orice algebra A din clasa K exista un unic morfism f : T—A. «

2.9.9 Teorema. Fie A o ¥-algebra cu proprietatea ca pentru orice
s€S card(X;)>card(A;). Atunci existi o congruentd p pe T(X, X)
astfel incat A este izomorfa cu T(X, X)/p.

Demonstratie. Exista o functie surjectivd ¢ : X—A, de unde
rezultd cd @ : T(X, X)—> A este morfism surjectiv. Din teorema de
izomorfism avem T'(X, X)/kergp este izomorfd cu A. «

Pentru KCAlgs si (X;)ses definim:

=k = (Wkerp|A€K, p : T(E, X)— A morfism }

Daci s€S, (~k)s = {(t,t")€T(X, X)?| pentru orice AcK,p: X—A
avem B(t) = B(t)}

2.9.10 Lema. =K = VK-

Demonstratie. Fie s€S. Atunci

(~x)s = {(t,t")eT(Z, X)?|(¢,t')€kery pentru orice A€K gi orice
morfism ¢ : T(Z, X)—A}. In concluzie =k = ~x »

2.9.11 Notatie. Pentru KCAlgy notdm cu Tk (2, X) = T(E, X)/=k

2.9.12 Teorema. Fie (X;)scs, KCAlgs. Atunci Tk (X, X) este
liber generatd in K de X/=k.

Demonstratie. Fie 1 : XoT(X, X),7 : X/=x—-T(Z, X)/=k
incluziunile, p : X—=X/=k,q : T(E,X)->T(Z, X)=k surjectiile ca-
nonice. Fie o X-algebrd AcK si a : X/=k—A o functie. Exista
atunci un unic morfism 8 : T(X, X)—A astfel incat Bi = ap. Fie @ :
Tk (Z, X)— A definitd astfel: pentru orice s€S5,t€Tk (Z, X)s, @([t] =,),) =
B,(t). Cu alte cuvinte ag = 3.

@ este bine definitd. Fie s€S si (t,t')€(=k)s. Dar =x Ckerf, deci

(t,t')e(kerB)s de unde B, (t) = B,(t').

aj = a. Fies€Ssi z€X,. Atunci @;(j;([z])(=,,) = @:(Js(ps(z))) =
as(gs(15(2))) = B,(is(x)) = as(ps(z)) = O‘S([I](EK),)-

a este morfism de X-algebre. Fie w = s;5;...5,€5%,5€S,0€%,, ;.
Atunci @, (o« EX)([ty], | [ta),,s - [E],) = T([0TEX (8, .0 80)],) =
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B, (cTeEX) (1), t,) = 04(B,, (t1), - Bs, (tn)) =

oA(@s, ([t1))s, - [tn])s.) (toate clasele de echivalentd sunt consider-
ate in raport cu echivalenta =).

Demonstrdm unicitatea lui @. Xgenereazi pe T(Z, X). Este sufi-
cient si demonstrdm ci X/=k genereazd pe Tk (X, X). Pentru aceasta
considerdm-o subalgebri A a lui Tk (2, X) ce include pe X/=k. Demon-
stram prin inductie dupd lungimea lui t€T'(Z, X) cd [t], €A, pentru
orice s€S. Fie m un numair natural, w = s,...5,€5%,s€S,0€%,,,,t =
t1..t,€T(Z, X)¥ astfel incat |t;|<m pentru orice i€ {1, ...,n}, Deci t,€ A,,

pentru orice ¢€{1,...,n}. Atunci [ot;..t;]_ = UTK(E'X)([tI]=K ey
— s 8

fig. 6 .

2.9.13 Definitie. O clasd K de algebre se numeste varietate dacd
indeplineste urmatoarele conditii:

a) Dacd A€K si BCA subalgebra atunci BeK

b) Dacd ¢ : A—B este un morfism de X-algebre si A€K atunci
Im(p)eK.

c) Pentru orice familie de ¥-algebre din K produsul lor direct este
in K.

2.9.14 Teorema lui Birkhoff. Fie KC Algs. o varietate. Atunci

Tk (X, X)eK.

Demonstratie. Fie I = {p|p congruentd pe T(%, X) astfel incat
existd - A€K cu proprietatea ci T(X, X)/p este izomorfi cu o subalgebra
a lui A}. Conform teoremei de izomorfism avem cd =k = N{p|pel}.

Pentru orice p€l notdm cu e’ : Tk (X, X)—T (X, X)/p functia definitd
prin: pentru orice s€S,z€X;, €([z]-, ) = [z],. Deoarece =xCp
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avem ca definitia este corectd. Putem atunci extinde in mod unic
pe €” la un morfism de la Tx(%, X) la T(X, X)/p. Conform pro-
prietatil de universalitate a algebrei produs am definit un morfism
£ : Tk(Z, X)>[1,erT(E, X)/p.

€ este injectiv. Fiet, t'€Tk (X, X), astfel incat e,([t]-, ) = es([t'], )-
Atunci pentru orice p€l avem €f([t]-, ) = e5([t'], ) deci [¢], = [t]
pentru orice p€/, deci [t]., = [¢']-, .

Pentru orice pel, T'(X, X)/p€eK, deci [[,¢,T (2, X)/peK si deoarece
e este injectiv avem cd T (X, X )eK. »

Ps
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2.10. Clase ecuationale de algebre

Consideram X o multime fixata.

2.10.1 Definitie. Fie s€S. Se numeste ecuafie de sort s o pereche

(L, R)eT (X, X)2. Numim pe scurt ecuafie o ecuatie de orice sort
s€S. Notim cu Eqn(X, X); multimea ecuatiilor de sort s€S. Notam
cu Eqn(z’ X) = UseSEqn(E’ X)s

2.10.2 Definitie. Se numeste teorie ecuationald orice multime

ECEgn(%, X).

2.10.3 Definitie. O ecuatie (¢,t') de sort s se numeste validd intr-o
Y-algebrd A dacd pentru orice functie a : X —A avem a,(t) = a,(t).
In acest caz notim ARt = t'.

2.10.4 Definitie. Daci FCEqn(X, X), o Y-algebrd A se numegte
model al lui E (se noteazd A=FE) dacd A=t =t pentru orice (¢,t')€E.
Notim cu Mod(F) modelele lui E, anume {A€Algs|AEFE}.

2.10.5 Notatie. Fie K o clasi de 3-algebre. (t,t')eEqn(Z, X);.
Spunem cd Kt = t' dacd At = t' pentru orice A€K. Pentru
ECEqn(X, X), notim KEF dacd K|t = t' pentru orice (¢, t')eE.
Notdm prin Eqn(K)(Z, X) = {e€Eqn(X, X)|Ke} teoria ecuationald
a lui K. In concluzie o clasi K de Y.-algebre este clasd ecuationald daca
existdi FCEqn(Z, X) astfel incait K = Mod(E).
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2.11. Calcul ecuational

2.11.1 Definitie. Fie s, s”€S,t'eT(%, X)g, z€ X, t”€T (2, X)s». Notdm
cu t'[z/t"] termenul obfinut in urma substitufie lui x cu t” in t'. Fie
a: X—=T (X, X) definita astfel pentru orice s€S i yeX;:

as(y) =t" daci s = s” giy =z, y altfel. Fiea : T(X, X)-T(Z, X)
unicul morfism de algebre ce extinde pe a. Atunci evident ¢'[z/t"] =
@(t'). Demonstratie prin inductie structurald dupd t'. Exercitiu!

2.11.2 Definitie. Regulile calculului ecuational. Fie £ o multime
de ecuatii si t = t' o ecuatie. Spunem cid t = t' se deduce din E si
notam E+t = t') dacid t = t'€F sau se deduce din urmatoarele reguli
de deductie:

1. reflexivitate Ot = ¢.

2. simetrie E+t = t' implicd FHt' = t.

3. tranzitivitate F+t =t', E-t' = t” implicd EHt = t7.

4. Legea substitutiei. Daca t; = t| este o ecuatie de sort s, iar
ty = t, este o ecuatie de sort s’ si z€Xy si Eibt; = t), Eobty = 8,
atunci EYUFE )t [x/ts] = t[z/th].

Pentru ECEqn(Y, X) notdm =FCT(Z, X)? relatia definitid prin
t=Ft' dacd si numai daci E+t = t'. Evident, =F este relatie de
echivalenta.

2.11.3 Lem3i. Relatia =F este congruenti.

Demonstratie. Fie s€S, w = s5,...5,€5*, 0€X,, 5 51 pentru orice
i=1,..n, t;, ;€T (X, X),, astfel incit tiESE;ti pentru orice i = 1,...,n.
Fie pentru orice i = 1,...,n, 7;€T(3, X);,. Din reflexivitate avem
oT(zy,...,xa)=L0T (21, ..., zn). Conform legii substitutiei obtinem c&
ol (ty, o ta)=E0T (8], 1)) »

2.11.4 Definitie. Fie (P, <), (Q, <) doud multimi partial ordo-
nate. Se numegte coneziune Galois de la P la Q@ o pereche de functii
crescitoare (g,d), g : P—Q,d : @Q—P cu proprietatea ci 1p<dg si
9d<lg. comparatia functiilor ficindu-se punctual, adicd f<g& f(z)<g(z)
pentru orice z.

2.11.5 Lema. Fie (P, <),(Q, <) doud multimi partial ordonate si
(g9,d) o conexiune Galois de la P la Q. Atunci d = dgd si g = gdg.

Demonstratie. d = dlg>dgd si d = 1pd<dgd de unde rezulta ca
d = dgd. Cealalta relatie se demonstreaza analog. «

2.11.6 Lema. Consideram P(Eqgn(Z, X)) ordonata prin incluziune,
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iar P(Algs) ordonatd prin incluziune inversa. Atunci functiile

Mod : P(Eqn(Z, X))—P(Algs) si Eqn : P(Algs)—P(Eqn(%, X))
formeaza o conexiune Galois. Mai precis:

i. EyCE, implicdi Mod(FE,;)CMod(E).

ii. K,CK, implici Eqn(K,)CEqgn(K,)

iii. FCEqn(Mod(F))

iv. KCMod(Eqn(K))

v. Mod(E) = Mod(Eqn(Mod(E))).

vi. Eqn(K) = Eqn{(Mod(Eqgn(K))).

2.11.7 Lema. Orice clasa ecuationald de 3-algebre este varietate.

Demonstratie. Este suficient si verificim conditiile a), b), ¢) de
la 2.9.13. Fie E o multime de ecuatii.

a). Fie 1 : X>T(X,X) incluziune. Fie j : A—B incluziunea,
BeMod(E)si (t,t')eE. Fiea : X—A. Atunci ja : X — B deci ja(t) =
ja(t'). Evident ja = j& prin compunere la dreapta cu i. Cum ja(t) =
ja(t'), avem ja(t) = ja(t') deci a(t) = a(t').

b) Fie AeMod(F), f : A—B un morfism surjectiv de X-algebre,
(t,t")eE, B: X—B o functie. Definim a : X— A cu proprietatea fa =
B astfel: pentru s€S, z€ X, alegem a€A; astfel incat F,(z) = fs(a).
Ludm as(z) = a. Dacd ¢ : X—>T(X, X) este incluziunea atunci faz =

fa = B deci fa = B. Deoarece a(t) = @(t') obtinem B(t) = B(t').

c) Fie (A;);es o familie de X-algebre din Mod(FE), (t,t')€E, a :
X —]ljes4;. Casd demonstram cd @(t) = a(t’) este suficient sa demon-
strdm cd pentru orice k€J pe(a(t)) = pe(a(t’)) unde py : [1;c, A5 Ax
este proiectia canonicd. Dacd i : X—T(Z, X) este incluziunea, notam
o = pra. Atunci pyat = pra = oy, deci @y = pya de unde obtinem ca
pe(@(t)) = pe(@(t’)).

2.11.10 Lema. Fie ECEqn(X, X). Daci Et-t = t' daci si numai
daci T(Z, X)/=Fk=t = t'.
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Demonstratie. ”numai dacd”. Fie

% 2 > X
]

s 5705 %)

fig. 7 ,

a: X—T(Z,X)/=F. Definim o : X—T(Z,X) astfel: pentru
s€S,z€ X, fie a(z) = [t]l.g. Ludm o/(z) = t. Evident []_gd' = a.
Atunci [.]_g@ = @ deoarece ambele morfisme coincid pe X. Deoarece
FErt = t', F+a'(z) = @5(z) pentru orice € X, conform substitutiei
avem EFa/(t) = @'(t'), deci [@5(t)]_e = [@s(t'))_£, de unde deducem
a,(t) = a,(t).

"daca” Presupunem EFt = t' falsa i considerim surjectia canonica
delaT(X, X)1aT(%, X)/=F. Evident [t|_e#[t'|_k, deci T(E, X)/=F=t =
t' este falsa. «

2.11.11 Teorem3. Fie X o multime ECEqn(X, X). Atunci pentru
orice e Eqn(X, X) avem FEte daci si numai dacd Mod(FE)f=e.

Demonstratie. ”numai dacid”. Fie AcMod(FE) si a : X—A.
Daci ec E atunci evident Alze. Evident At = t, At = ' implica
At =tgi ARt =t AEt' = t” implicd A=t =1t".

Presupunem ci Alt, = t| si Aty = t,. Fie s€S sortul ecuatiei
to =t si z€X,. Definim 3,7 : X =T (%, X) astfel: dacd s'€S si yeXy
Bs(y) = tp dacd s’ = s si y = z, y altfel, iar vy (y) = t, dacd s' = s
si y = z, y altfel. Evident @f = @y, deci aff = ay (compunerea la
dreapta cu incluziunea di egalitate !). Atunci a(t;[z/t;]) = @(B(t,)) =
a(B(t;)) = a(3(t)) = a(tilo/t)).

"dacd”. Evident, T(X, X)/=% este model al lui E. Fie (¢,t')€F,
deci T(X, X)/=Ft = t'. Aplicand 2.11.10 obtinem E+t =1¢'. .
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3. Elemente de teoria categoriilor

3.1. Definitii de baza

3.1.1 Definitie Spunem ci s-a dat o categorie notatd C daca s-au definit:

i) o clasd |C| numitd clasa de obiecte a categoriei C

ii) pentru orice doud obiecte A, B ale lui C o multime C(A, B) numita
multimea morfismelor de la A la B sau altfel zis de sursa A si destinatie
B. Notatia f : A— B este echivalentd cu feC(A, B)

iii) pentru orice trei obiecte A, B,C ale lui C o operatie de com-
punere o p¢c : C(A, B)xC(B,C)—C(A,C) de morfisme. (in continuare
compunerea morfismelor se va nota prin simpla juxtapunere, adica daca
f€C(A, B), geC(B,C) atunci gfeC(A,C))

cu proprietatile :

a) compunerea morfismelor este asociativa, adicd f(gh) = (fg)h
pentru orice morfisme f, g, h din C pentru care compunerea are sens.

b) pentru orice obiect A al lui C existd un morfism 1,€C(A, A) astfel
incit fl4 = f, 149 = g ori de cate ori compunerile au sens.

c) dacd A, B, A’, B’ sunt obiecte ale lui C astfel incat (A, B)#(A’, B)
atunci C(A, B)NC(A', B') = 0.

3.1.2 Observatie Axioma c) de la 3.1.1 spune ca in orice categorie
nu existd morfisme care au mai multe surse si destinatii simultan. In
cazul cand C satisface doar a) si b) dar nu si ¢), situatia se poate remedia
ugor redefinind multimea morfismelor de la A la B ca fiind multimea
tripletelor de forma (A, f, B) unde f€C(A, B), compunerea efectuandu-
se astfel: (B,g,C)(A, f,B) = (A, gf,C). Lisim pe seama cititorului
verificarea corectitudinii definitiei. In continuare daci definitia unei
categorii satisface axiomele a), b) dar nu si ¢) de la 3.1.1 presupunem
implicit aplicat principiul expus mai sus.

3.1.3 Observatie In orice categorie C, pentru orice obiect A al siu
morfismul 14 de la 3.1.1 b) este unic si va fi denumit in continuare
identitatea obiectului A

Demonstratie Fie u : A—A un morfism cu aceleasi proprietati ca
14 (3.1.1b). Avem atunci u =ulg =14. «

3.1.4 Exemple Vom da doar obiectele, morfismele, modul de com-
punere a acestora, lasind pe seama cititorului verificarea corectitudinii
definitiei.
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i) Categoria Set. Obiecte: multimile. Morfisme: functiile. Com-
punerea: compunerea functiilor.

ii) Categoria Top. Obiecte: spatiile topologice. Morfisme: functiile
continue. Compunerea: compunerea functiilor.

iii) Categoria Grp. Obiecte: grupurile. Morfisme: morfismele de
grupuri. Compunerea: compunerea functiilor.

iv) Fie K un corp comutativ. Categoria Vectk. Obiecte: spatiile
vectoriale peste K. Morfisme: morfismele de spatii vectoriale. Com-
punerea: compunerea functiilor.

v) Categoria Po. Obiecte: multimile partial ordonate. Morfisme:
functiile crescatoare. Compunerea: compunerea functiilor.

vi) Fie ¥ o signaturd. Categoria Algy. Obiecte: Y-algebrele. Mor-
fisme: morfismele de ¥-algebre. Compunerea: compunerea functiilor.

Atentie! In literatura de specialitate se obignuieste sa se defineasca
o categorie definind doar clasa de obiecte. Putem defini clasa de obiecte
ca fiind clasa multimilor ca la i) dar cu aceeagi clasd de obiecte putem
defini la fel de bine alte categorii cum ar fi:

vii) Categoria Pfn. Obiecte: multimile. Morfisme: functiile partiale.
Compunerea: compunerea functiilor partiale.

viii) Categoria Rel. Obiecte: multimile. Morfisme: Relatiile binare.
Compunerea: compunerea relatiilor binare, adica dacd pCAx B, CBxC,
0p = {(z,2)€(A, C)|3yeB(z, y)€p, (y, 2)€0}.

Observam ca pentru orice doud mul{imi A, B |

Set(A, B)CPfn(A, B)CRel(A, B) compunerea efectuandu-se la fel
in Set, Pfn si Rel.

Atentie! In literatura de specialitate exemplele de mai sus sunt cele
mai frecvent enuntate. De aici existd pericolul de a se trage concluzia
complet gresita ca in orice categorie obiectele sunt multimi inzestrate
cu anumite structuri gi cd morfismele sunt functii compatibile cu struc-
turile respective. Urmatoarele doua exemple vor demonstra exact con-
trariul.

ix) Fie (P, <) o multime partial ordonati. Definim categoria P ast-
fel: obiecte P, morfisme: pentru orice z,y€P, P(z,y) = {(z,y)} dacd
z<y, P(z,y) = 0 altfel. Compunerea (y, z)(z,y) = (z,z). Observim
ca in aceastd categorie orice ecuatie este verificatd in sensul cd orice
doud morfisme cu aceeasi sursa si destinatie coincid.

x) Fie (X, d) un spatiu metric. Definim categoria X astfel: obiecte
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X, morfisme z,yeX, X(z,y) = {(z,a,y)|a>d(z,y)}. Compunerea
(v, 8,2)(z, @, y) = (z,0+ B, 2).

3.1.5 Definitie Fie C o categorie. O categorie D se numegte subca-
tegorie a lui C si se noteazd DCC daca :

i) [DIC|C|

i1) pentru orice A, BE|D| avem D(A, B)CC(A, B)

iil) compunerea in D se face ca gi in C

O subcategorie D a lui C se numeste plind daci pentru orice A, B€|D|
avem D(A, B) = C(A, B).

Atentie! Grp nu este subcategorie a lui Set, deorece pe aceeasi
multime se pot defini mai multe operatii binare care sa determine o
structura de grup. La fel, Top nu este subcategorie a lui Set, Po nu
este subcategorie a lui Set, etc. In schimb Rel este subcategorie a lui
Pfn, care la randul sdu este subcategorie a lui Set.

3.1.6 Definitie Fie C o categorie. Definim categoria C°, numitd
duala lui C astfel

i) |C°| = |C]

ii) pentru orice A, B€|C|, C°(A, B) = C(B, A)

iii) pentru orice A, B,C€|C|, feC°(A, B) = C(B, A),9eC°(B,C) =
C(C’ B)7 gOC°f = fOCg-

3.1.7 Definitie Pentru orice definitie sau enunt, intr-o categorie ar-
bitrara, definim duala acesteia definitia sau enuntul obtinute din cele
initiale inversand sursa cu destinatia la toate morfismele care intervin.
Observam ca dualele sunt definitiile sau enunturile initiale exprimate
in categoria duala.

3.1.8 Propozitie. (Principiul dualitatii) Daci un enunt P este
adevarat in orice categorie atunci gi duala sa P° este adevarata in orice
categorie.

Demonstratie Fie C o categorie. Atunci P este adevidrat in C°,
deci P° este adevarat in C. «

3.1.9 Exemple (Continuare) a) Fie C, si D doui categorii. Cat-
egoria produs CxD se definegte astfel:

- lexD| = [c|x|D|

- dacd (A, B), (A, B')€|CxD| atunci (CxD)((A, B), (A", B")) =

C(A, A"YxD(B, B)

- dacd (f,9) : (A,B)—=(A', B') si (u,v) : (4, B')—=(A”, B”) atunci
(u,v)(f, 9) = (uf,vg), compunerile din membrul drept facindu-se in C
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si respectiv D.

b) Fie C o categorie A un obiect al sdu. Categoria virguld a lui C
prin A, notata prin CJ A, se definegte astfel:

- [CLAl = {(B, )|BEC, feC(B, A))

- (CLA)((Ba f)’ (C’ g)) = {U’EC(B1 C)'QU = f}

- compunerea morfismelor se face ca in C

R U
P
C

fig. 8

Ezercitiu Sa se verifice corectitudinea operatiei de compunere a mor-
fismelor definitd mai sus.
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3.2. Obiecte si morfisme distinse

3.2.1 Definitie Fie C o categorie si f€C(A, B). f se numeste:

a) tnversabil la stanga daca existd geC(B, A) astfel incat gf = 14;

b) inversabil la dreapta daci existd geC(B, A) astfel incat fg = 1g;

c) epimorfism daca uf = vf implicd u = v;

d) monomorfism daci fu = fv implicd u = v;

e) izomorfism daci existd geC(B, A) astfel incat gf = 14, fg = 1p.

3.2.2 Observatie Intre notiunile definite la 3.2.1 existi urmitoarele
relatii:

i) a)=d)

i1) b)=c¢)

iii) a) gi b) echivalent e)

Demonstratie i) Presupunem fu = fv. Compunem la stinga cu
g i obtinem u=v.

ii) Asemanator cu i).

iii) Evident, f izomorfism implicd f inversabil atat la stanga cat
si la dreapta. Invers, presupunem f inversabil atit la stanga cat si
la dreapta. Existd deci g, heC(B, A) astfel incat gf = 14, fh = 1p.
Ramane si aritim ci g = h. Avem g = glg=gfh=14h="h.

Exemple In Set monomorfismele si morfismele inversabile la stanga
sunt injectiile, iar epimorfismele gi morfismele inversabile la dreapta
sunt surjectiile. Izomorfismele sunt bijectiile. La fel in Algs, izomorfis-
mele sunt morfismele bijective conform 2.6.4.

3.2.3 Observatie g de la 3.2.1.e), dacd existd, este unic si va fi
numit inversul lui fsi notat cu f~1.

Demonstratie Fie heC(B, A) cu aceleasi proprietiti cagi g. Atunci
ca i la 3.2.2.ii) avem g = glg =gfh=14h=ha.

Atentie! Intr-o categorie ale carei obiecte sunt mul{imi inzestrate
cu o anumita structurd, morfismele functiile compatibile cu structura
respectiva, iar compunerea morfismelor este compunerea functiilor (Set,
Top, Po, Grp, Algy, etc) orice izomorfism este o functie bijectivd, dar
inversa nu este adevarata. Un morfism bijectiv este izomorfism dacd
inversa sa ca functie este tot morfism. Echivalenta intre notiunile de
izomorfism i morfism bijectiv are loc in categorii cum ar fi Set, Grp, Algs
dar nu in Top, Po.
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3.2.4 Definitie Doua obiecte A, B ale unei categorii C se numesc
izomorfe dacad existd f : A— B izomorfism.

3.2.5 Observatie Daci f : A—B este izomorfism atunci f~! :
B— A este izomorfism.

3.2.6 Observatie Daci f : A— B, g : B—C sunt izomorfisme atunci
gf : A—C este izomorfism si (gf)™! = f~!g7! (compunerea de izomor-
fisme este izomorfism)

Demonstratie Se demonstreazi ci (gf)~! = f~lg7!. «

3.2.7 Propozitie Relatia de izomorfism pe obiectele unei categorii
este o relatie de echivalenta

Demonstratie. Evident, 1, este izomorfisn de la A la A. Con-
form 3.2.6 relatia de izomorfism este tranzitiva si conform 3.2.5 este
simetrica. =

3.2.8 Definitie Daca f : B—A, g : C—A spunem cd f<g daca
existd un monomorfism u : B—C astfel incat gu = f.

3.2.9 Observatie Compunerea oriciror doui monomorifsme este
monomorfism. Dual, compunerea oricaror doui epimorifsme este epi-
morfism

Demonstratie Fie f : A—»B, g : B—C monomorfisme. Pre-
supunem ¢fu = ¢gfv. g monomorfism implici fu = fv. f monomor-
fism implica u = v.

3.2.10 Observatie Relatia < definitd pe obiectele lui C| A la 3.2.8
este reflexiva si tranzitiva.

Demonstratie f = flg pentru orice morfism f : B—A. Pre-
supunem f : B—A, g : C—A, h: D—A astfel incat exista monomor-
fismele u : B—>C, v : C—D astfel incat gu = f si hv = ¢g. Atunci
hvu = gu = f iar vu este monomorfism conform 3.2.9. «

3.2.11 Definitie Pe C|A definim relatia f~g<—=f<g,¢9<f. Con-
form 3.2.10 ~ este relatie de echivalenta. Clasele de echivalentd se
numesc subobiectele lui A.

3.2.12 Definitie a) Un morfism u : A— B se numeste principal daca
pentru orice morfism f : A— B existd un morfism g : A— A astfel incat
f=ug

b) Obiectul A este retractd a obiectului B daci existd morfismele
f:A—>B, g: B> A astfel incat gf = 14.

3.2.13 Propozitie i) Dacd f : A5 B, g: B—A astfel incat gf = 1,4
atunci f este monomorfism iar g epimorfism si principal.
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i) Dacd g : B—A este principal §i k¥ : B—A epimorfism atunci g
este epimorfism.

i) Dacad f : A—»B, g : B—A astfel incat gf = 14 51 ¢ : B—A
principal atunci existd f': A—B astfel incat ¢'f' = 14

Demonstratie i) Conform 3.2.2 rdimane de demonstrat ci g este
principal. Fie h : B—A. Atunci h = g(fh).

ii) Presupunem ug = vg. Fie k' : B—B cu proprietatea gk’ = k.
Atunci ugk’ = vgk'. Deci uk = vk. Deoarece k epimorfism avem u = v.

iii) Fie s : B— B astfel incat g's = g, deci ¢'sf = gf = 14. »

3.2.14 Definitie Un obiect L al unei categorii C se numeste inifial
dacd pentru orice obiect A al lui C existd un unic morfism 1,4 : L —A.
Notiunea duali este cea de obiect final, adicd un obiect T astfel incat
pentru orice obiect A al lui C existd un unic morfism T4 : A>T

Exemple In Set multimea vidi este obiect initial, pe cind multimile
cu un singur element sunt obiecte finale. In Pfn si Rel multimea vid
este atat obiect initial cat gi final. Grupul cu un singur element, ele-
mentul neutru, este obiect initial gi final in Grp. Inelul intregilor este
obiect initial in categoria inelelor.

Fie (P, <) o multime partial ordonata. In categoria P existd obiect
initial (resp. final) dacd P are un cel mai mic (respectiv cel mai mare)
element.

Urmaétoarea propozitie spune ci obiectele initiale (respectiv finale),
dacid existd, formeazd o clasi de echivalentd in raport cu relatia de
izomorfism. (3.2.7)

3.2.15 Propozitie i) Dacd A, B sunt doua obiecte initiale atunci ele
sunt izomorfe.

ii) Fie L un obiect initial §i A un obiect izomorf cu el. Atunci A
este obiect initial.

Demonstratie i) Existd morfismele f : A—»B gi g : B> A. Atunci
gf : A5 A deci gf = 14 (A initial). Analog fg = 1p.

it) Fie f : 1 —>A, g : A1 izomorfisme reciproc inverse si B un
obiect arbitrar. Atunci Lpg : A>B. Fie u : A»>B. Atunci ulyk :
1l—Bdeciuly = 1p. Evident L4 = f si compunand la dreapta cu g
obtinem u = 1l gg. =
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3.3. Functori. Definitie si exemple

3.3.1 Definitie Fie C, D doud categorii. Spunem ca s-a dat un functor
de la C la D notat F' : C—D daca s-au definit:

- o functie F, : |C|—|D| numitd actiunea functorului pe obiecte

- pentru orice doud obiecte A, B ale lui C o functie

Fap : C(A, B)>D(F,(A), F,(B)) numitd actiunea functorului pe
morfisme cu proprietatile:

1) comutd cu compunerea morfismelor, adicd daca f : A—=B, g :
B—C sunt morfisme in C atunci Fac(g9f) = Fpc(9)Fas(f)-

i) comutd cu identitatile: pentru orice obiect A al lui C avem
Faa(1a) = 1g,(a)- -

In cele ce urmeazi vom omite indicii lui F', desemnand prin F atat
actiunea functorului pe obiecte, cit gi cea pe morfisme. In acest fel,
formulele de 1a 3.3.1 1) giii) devin: F(gf) = F(g)F(f) st F(14) = 1r(a)

Exemple i) Fie C o subcategorie a lui D. Functorul incluziune
i : C—D este definit astfel: i(4) = A pentru orice obiect A al lui C si
i(f) = f pentru orice morfism f al lui C.

ii) Functorul uituc U : Algg—Set® definit astfel U(A4,24) = A
pentru orice Y.-algebrd A §i U(f) = f pentru orice morfism de X-algebre
f. Analog se pot defini functori uituci de la Top la Set, de la Po la
Set, de la Grp la Set, de la categoria Grp la categoria monoizilor, de
la categoria inelelor la categoria grupurilor abeliene sau a monoizilor,
etc. In esentd un functor uituc ”uita” din proprietati:

iii) Fie P,@ doud multimi partial ordonate si f : P—Q o functie
crescitoare. Atunci se poate defini in mod unic un functor F' : P—Q
a cdrui actiune pe obiecte coincide cu f.
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3.4. Limite

3.4.1 Definitie O categorie C se numeste categorie micd daca obiectele
sale formeaza o multime.

In cele ce urmeazs vom considera I o categorie mici si vom nota cu
I multimea obiectelor sale. De asemenea vom considera A : I—-C un
functor. Vom nota cu A; = A(:) pentru orice i€l.

3.4.2 Definitie Se numegte con sau con protectiv peste A o familie
(f:)ier de morfisme f; : A— A; (obiectul A se numeste varful conului) cu
proprietatea ci pentru orice morfism « : i—j din I avem A(a)f; = f;.
Conul se mai noteaza (A, (fi)ier)-

& (e

fig. 9

3.4.3 Observatie Proprietatea din definitia de mai sus este verifi-
catd totdeauna pentru « identitate.

Notiunea duala se numegte co-con sau con inductiv care se noteaza

((Fdier, A).
] P
A

fig. 10
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3.4.4 Definitie Fie (A, (fi)ier), (B, (gi)ic1) doud conuri peste A.
Se numeste morfism de conuri de la (A, (fi)ier) la (B, (¢i)ier) un mor-
fism f : A= B din C cu proprietatea g;f = f; pentru orice i€/. Fie
(C, (h:)ier) alt con peste A si g un morfism de conuri de la (B, (¢:)icr)
la (C, (h;)icr). Compunerea morfismelor de conuri se definegte ca fiind
compunerea morfismelor f si g efectuata ca in C.

3.4.5 Propozitie i) Compunerea de morfisme de conuri este tot
morfism de conuri.

ii) 14 este morfism de conuri de la (A, (f;)ier) la (A, (fi)ier)-

Demonstratie i) Cu notatiile de la 3.4.4 avem h;(gf) = (h:g)f =
g:f = fi. ii) este evidenta. «

3.4.6 Definitie Definim categoria conurilor peste A notatd Cone(A)
astfel:

- obiecte: conurile peste A

- morfisme: morfismele de conuri

- compunerea: compunerea morfismelor de conuri

3.4.7 Definitie Un con peste A se numeste con limitd sau limitd a
lur A sau limitad proiectiva a lui A daca este obiect final in categoria
Cone(A). Notiunea duald se numeste co-limitd a lui A sau limitd in-
ductivd a lui A. Cu alte cuvinte un con limiti este un con (A, (f;)icr) cu
proprietatea cd pentru orice alt con (B, (g;)ies) existd un unic morfism
u: B— A astfel incat f;u = g; pentru orice 1€1.

- - > b
‘5\ :

k\ _ R

-

A,

fig. 11

3.4.8 Propozitie (Teorema de unicitate a limitelor) Fie (A, ( fi)ier)
un con limta a lui A. Atunci orice alt con limita al lui A este de forma
(B, (uf)ier) unde u : A— B este izomorfism in C.

Demonstratie Imediata din definitia limitei si din 3.2.15. «

3.4.9 Exemple Lasam pe seama cititorului verificarea corectitudinii
definitiilor.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



42

1) Fie I o multime. Definim categoria I astfel:

- obiecte: elementele lui /

- morfisme: identititile

A defini un functor A de la I la o categorie C, revine la a defini
doar actiunea sa pe obiecte, adicd o familie (A4;);c; de obiecte ale lui
C. A defini un con peste A revine la a defini o familie de morfisme
(fi : A2 A;)icr. Limita unui astfel de functor se numeste produsul di-
rect al familiei (A;);c; adicd un obiect [];c;A4; impreund cu o familie
de morfisme (p; : [1;c;Ai—Ai)ics, numite protectiile canonice cu pro-
prietatea ca pentru orice orice obiect B al lui C si orice familie de
morfisme (f; : B—A,;)ics existd un unic morfism f : B—[];c;A; astfel
incat p; f = f; pentru orice 1€1.

i) Notiunea duali celei de produs direct se numeste sumd directd
sau co-produs si celei de proiectie canonica injec{ie canonicd.

iii) Dacd I este multimea vidd atunci produsul direct (respectiv
suma directd), daci existd, este obiect final (respectiv initial) in C.

iv) Conform 2.8.2 categoria Set are produse directe.

v) Conform 2.8.5 categoria Algy este cu produse directe ce se cal-
culeaza la fel ca in Set. Acelasi lucru se petrece si in alte categorii
cum ar fi categoria monoizilor, grupurilor, inelelor, mai precis In orice
subcategorie plina a lui Algy ale carei obiecte sunt o clasa ecuationali
de ¥-algebre. La fel gi in Po sau Top.

vi) Set are sume directe. Fie (A;);c; o familie de multimi. Definim
reuniunea disjunctd a familiei (A4;);e; notatd I[;c;A; multimea

{(a,?)|i€l,a€A;}. Injectiile canonice k; : A;—]];c;A; sunt definite
astfel k;(a) = (a,%) pentru orice i€l si a€A;. Dacd B este o multime
gl pentru orice ¢€l f; : A;— B o familie de functii, atunci functia f :
l;c;Ai— B definita prin f(a,i) = f;(a) este unica functie g : [I;c;A:i— B
cu proprietatea gk; = f; pentru orice i€1.

La v) am ardtat ca In multe categorii produsele directe se calculeaza
ca in Set. Situatia nu se prezinta la fel in cazul sumelor directe.

vii) Fie Ab subcategoria plini a lui Grp ale cirei obiecte sunt
grupurile abeliene. Ab este cu sume directe finite. De exemplu, fie
G;,v = 1,2 doud grupuri abeliene. Folosim notatia aditivi. Suma
directd este formata din grupul produs G;xG, (acelasi obiect ca si la
produsul direct!) si din injectiile k;(z) = (z,0), k2(y) = (0,y). Dacd G
este un grup abelian si f; : G;—G atunci f(z,y) = fi(z) + fa(y) este
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unicul morfism ¢ : G;xG,—G cu proprietatea gk; = f; pentru orice
i =1,2. Lasim pe seama cititorului cazul unui numar finit arbitrar de
grupuri abeliene.

3.4.10 Definitie Dacd (A;)icr, (Bi)ier sunt doud familii de obiecte
pentru care existd produsul direct cu proiectiile canonice (p;);es §i res-
pectiv (¢ )ier §i fi : A;—>B;i€l, definim [;¢; fi : [licr Ai—1l;er Bi unicul
morfism g : [1;c;Ai—11;c; B; cu proprietatea ¢;g = f;p; pentru orice ¢€1.

3.4.11 Definitie O categorie C se numeste carteziand daca are toate
produsele directe finite (inclusiv obiectul final).

3.4.12 Definitie O categorie carteziana C se numegte cartezian inchisda
daca pentru orice doud obiecte A, B avem un obiect notat B4 gi un mor-
fism e4 p : B#x A— B astfel incat pentru orice obiect C si f : CxA—B
existd un unic morfism f’': C— B4 astfel incit ea g(f'x14) = f.

A . tan

9.‘#\;\\\. -k
Cxh

fig 12

3.4.13 Exemple (Continuare) i) Fie (P, <) o multime partial or-
donatd, A : I->P un functor. Atunci un con (respectiv co-con) peste
A este un minorant (respectiv majorant) al imaginii functorului pe
obiecte. Conul (respectiv co-conul) limitd, dacd existd, este cel mai
mare minorant (respectiv cel mai mic majorant), adica infimumul (res-
pectiv supremumul) imaginii functorului pe obiecte.

i1) Fie (P, <) o multime partial ordonata. Categoria asociata P este
cartezian inchisd dacd si numai dacd P este semilatice inferioara cu
prim element si pentru orice a, b€ P multimea {z€ P|zAa<b} are prim
element. O asemenea multime partial ordonatd se numeste algebrd
Heyting.

iii) Set, Grp, Po, sau mai bine zis orice categorie in care pentru
orice doua obiecte ale sale multimea morfismelor intre ele este multimea
suport al unui obiect al aceleiasi categorii, este cartezian inchisa.

iv). Fie I o multime cu doua elemente a, b. In categoria I, in afara
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identitatilor, avem doar doud morfisme i, j : a—b. A defini un functor
A : I-C, revine la a da doud obiecte A, B impreuna cu doua morfisme
f,g: A—>B. A defini un con peste A, revine la a da un obiect C si un
morfism u : C— A cu proprietatea ci fu = gu. In acest caz particular,
conul (respectiv co-conul) limitd se numeste egalizatorul, respectiv co-
egalizatorul morfismelor f,g. Mai precis, egalizatorul lui f, g este un
morfism u : U— A astfel incat fu = gu si pentru orice morfism h : C— A
cu proprietatea fh = gh exista un unic morfism ¢ : C—U astfel incat
up = h.

v) Categoria Set are egalizatori. Intr-adevir, cu notatiile de mai
sus, fie U = {z€A|f(z) = g(z)}, u: U— A incluziunea. Dacd h : C—A
are proprietatea fh = gh definim ¢ : C—U prin ¢(c) = h(c). Intr-
adevar p(c)eU. ¢ este unicul morfism cu proprietatea de la iv).

vi) Categoria Set are co-egalizatori. Intr-adevir, cu notatiile de mai
sus, fie p relatia de echivalentd generatd de {(f(z), g(z))eB?|z€A}, U
multimea cat a lui B obtinutd prin factorizare la p, u : B—U, u(b) =
[b]p. Daca h : B—(C este o functie cu proprietatea ca hf = hg, definim
@ : U—C prin ([b] ) = h(b),b€B. ¢ este corect definita. Intr-adevir,
{(f(z),g(z))eB?|zc A} Cker(h) deci pCker(h). ¢ este unica functie
Y : U—C cu proprietatea ci yu = h.

vii) Fie I o multime cu trei elemente a, b, c. In categoria I, in afara
identitatilor, avem doar doua morfisme 7 : b—a, 7 : ¢—a. A defini un
functor A : I—-C revine la a da trei obiecte A, B, C' impreuni cu doui
morfisme f : B> A, g : C—A. A defini un con peste A revine la a
da un obiect X si doud morfisme v : X— B, v : X—C cu proprietatea
cd fu = gu. Conul limita se numeste pullback-ul morfismelor f,g.
Notiunea duald se numeste pushout.

viii) Exercitiu Demonstrati cd Set are toate pullback-urile si toate
pushout-urile.

3.4.14 Teorema. Fie (A, (fi)ies) con limitd al unui functor A :
I-C, g,h : B—A astfel incat f,g = f;h pentru orice i€l. Atunci
g=h. '

Demonstratie (B, (f;g)icr) este con, iar g, h sunt morfisme de la
(B, (fig)ier) 1a (A, (fi)icr)- =

3.4.15 Teoremad (de completitudine). O categorie C cu produse

directe si egalizatori are toate limitele.
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Demonstratie. Fie A : I-C un functor. Notdm cu H multimea
morfismelor din I. Pentru fiecare morfism a din H notdm cu s(«) sursa
§l cu d(a) destinatia sa (Mai precis a : s(a)—d(a)). Fie (A, (pi)ier)
produsul direct al familiei de obiecte (A;);€1 si (B, (¢a)acn) produsul
direct al familiei (Ag4(a))acr. Din proprietatea de universalitate a pro-
duselor directe existd morfismele f,g: A— B astfel incat ¢, f = pa(q) i
gag = A(a)ps(a) pentru orice a€H.

,,/.,b‘ké\\\tob\
Pdear ) 9.4
e £ :
L
¥
Caely 9.4

!

Am A (&) '\A:qu)

fig 13

Fie e : L— A egalizatorul lui f, g. Demonstram ca (L, (p;e):cr) este
con. Fie a : s(a)—d(a) un morfism din I. Atunci A(a)psa)e = gage =
daf€ = Pd(a)e-

Demonstram ca (L, (p;e)ics) este con limitd. Fie (C, (u;)ier) un
alt con. Fie iz : C— A unicul morfism cu proprietatea p;;. = p; pentru
orice :€]. Demonstram ca fu = gu. Aplicim 3.4.14. Fie a€ H. Atunci
Qa1 = Dda) it = Hd(a) = A(@)fts(a) = A()Ps(a)tt = gagp- Din propri-
etatea de universalitate a egalizatorului avem ca existd un unic morfism
p' : C—L astfel incat ey/ = p. Fie i€l. Avem piep’ = p;u = p;, deci
i’ este morfism de conuri. Fie v : C—L un morfism cu proprietatea ci
pentru orice i€1 avem p;ev = ;. Atunci ev = g deci v = it/

3.4.16 Corolar. Set are toate limitele si co-limitele.

3.4.17 Exercitiu i) Fie A : I»Set un functor. Utilizand constructia
din demonstratia teoremei 3.4.15, avern cé limita lui A este conul ce
are drept varf multimea A = {z€[];c;A:i|A(@){z(?)) = z(j)} pentru
orice morfism « : t—j din I, iar drept morfisme structurale restrictiile
proiectiilor p; : [[;c;A;—A; la A pentru orice j€J.
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ii) Conform 3.4.9-13, in multe categorii produsele directe si egal-
izatorii existd gi se construiesc ca in Set. In concluzie, toate aceste
categorii au limite care se construiesc la fel ca in Set.

iii) Caracterizati, utilizand constructia din demonstratia teoremei
3.4.15 si principiul dualitatii, co-limitele in Set.

3.4.18 Propozitie. O categorie C cu obiect final T gi cu pulback-uri
are produse directe finite.

Q P‘ ; ,,./"/h \\-‘- N

fig 14

Demonstratie. Fie A, B doud obiecte ale lui C. Fie (C, fa :
C—A, fg : C—B) pullback-ul lui (T4 : A>T, Tg: B—>T). Demon-
strim cd (C, fa, fp) este produs direct al lui Acu B. Fiegs : D—A, gp :
D— B doui morfisme din C.Atunci T 494 = Tpggp deoarece T este
obiect final. Din proprietatea de universalitate a pullback-ului avem cad
existd un unic morfism u : D—C astfel incat fiu = g4 §i fpu = gp. =

o QA— e ‘pfb

A S

Ic P

fig. 15

3.4.19 Corolar. O categorie cu obiect final, pullback-uri si egaliza-
tori are toate limitele finite (adica pentru 7 finita si pentru orice i, j€I
multimea I(z, j) este finitd).

3.4.20 Propozitie. Daca A, B,C sunt obiecte ale unei categorii
C, f: BoA, g: C—A, (BxC,p: BxC—B,q : BxC—C) produs
direct, (BxC, p, q) pullback-wl lui f,g, atunci ¢ monomorfism implicd
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p monomorfism.

Demonstratie.Daci pu = pv pentru u,v : D—BxC atunci fpu =
fpv, gqu = gqu. Deoarece ¢ este monomorfism avem ci qu = qv.
Deoarece pu = pv, din proprietatea de universalitate a produsului direct
avem ca u = v. «

f 9

$ ) |

fig. 16

3.4.21 Definitie Fie A : 7—C, F : C—D doi functori, (A, (pj)jeJ)
con peste A. Se verificd cd (F(A), (F(p;)jes) este con peste FA.
Spunem ca F' comutd cu limitele dacd pentru orice functor A : J—C
si orice con limita (A, (p;)jes) peste A avem ca (F(A), (F(pj)jes) este
con limita peste F'A.
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3.5. Transformari naturale

3.5.1 Definitie Fie F,G : C—D doi functori. Spunem ci s-a dat o
transformare naturald sau un morfism functorial de la F' la G notatd
7 : F—G daca pentru orice obiect A al lui C s-a definit cate un morfism
7(A) : F(A)—>G(A) cu proprietatea ci pentru orice morfism f : A—»B
din C avem T(B)g(f) =G(f)T(A).

AT ML e
@ & P)

O ST e A,

fig. 17

3.5.2 Definitie Fie C, D doui categorii. Definim categoria Funct(C, D)
astfel:

- obiecte : functorii F' : C—D

- morfisme : un morfism de la F : C—>D la G : C—D este o trans-
formare naturald 7 : F—G

- compunere : daca 7 : F—G, € : G=>H, A obiect al lui C atunci
(e7)(A) = e(A)7(A).

Compunerea este corect definita. Fie f : A—B un morfism din C.
Atunci H(f)e(A)T(A) = E(B)G(@T(A) =¢e(B)T(B)F(f).

T T M)

) Wy

STy v
N R T
fig. 18

Dacad F : C—>D este un functor, atunci 1p(A) = 1p4) defineste o
transformare naturala de la F' la F.
3.5.3 Propozitie Fie C, D doua categorii. Atunci 7 : F—G este
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izomorfism in Funct(C, D) dacd si numai dacid 7(A) este izomorfism
pentru orice obiect A al lui C.

Demonstratie "numai dacd”. Fie € : G—F inversa lui 7. Atunci
pentru obiect A al lui C avem €(A)7(A) = 1pa), 7(A)e(A) = Lga

"dacd” Pentru fiecare obiect A al lui C definim e(A) = 771(A). ¢
este transformare natural. Intr-adevir fie f : A— B un morfism din C.
Atunci G(f)7(A) = 7(B)F(f). Prin compunere la stanga, respectiv la
dreapta, cu £(B), respectiv cu €(A), obtinem cd F(f)e(A) = ¢(B)G(f).
Evident, et = 1lpgiTe = 1lg =

3.5.4 Definitie. Spunem ca functorii F' : C—D si G : D-C
formeaza o echivalentd daca F'G este izomorf cu 1p §i GF este izomorf
cu ]-C-

3.5.5 Propozitie. Fie H : A—B,F,G : B—»C,K : C—D functori
si 7 : F—G o transformare naturald. Pentru fiecare obiect A al lui B
definim (K7)(A) = K(7(A)) i pentru fiecare obiect A al lui A definim
(tH)(A) = 7(H(A)). Atunci K7 : KF5KG si 7TH : FH—GH sunt
transformari naturale.

Demonstratie. Fie f : A— B un morfism din B. Atunci 7(B)F(f) =
G(f)7(A). Aplicand functorul K obtinem (K7)(B)K(F(f)) =

K(G(F)(KT)(A).

Fie f : A—» B un morfism din A. Atunci H(f): H(A)—H(B), deci

G(H(f))(tH)(A) = (tH)(B)F(H(f)), deoarece T este transfor-
mare naturald. «

3.5.6 Definitie. Fie F,G : B—C si K,H : C—D doi functori,
7 . F—>G,0 : H—K transformari naturale. Definim compunerea pe
verticald a lui 0 cu 7 notatd oot prin (0o7)(B) = o(G(B))H(7(B))
pentru orice obiect B al lui B.

3.5.7 Propozitie. Cu notatiile de la 3.5.5, pentru orice obiect B al
lui B avem (oo7)(B) = K(7(B))o(F(B)).

Demonstratie. Evidenta, deoarece o este transformare naturali.

3.5.8 Propozitie. Cu notatiile de la 3.5.5, go7 este transformare
naturald de la HF' la KG.

Demonstratie. Fie A, B obiecte ale lui B si f : A— B un morfism.
Atunci (oor)(B)H(F(f)) =

o(G(B)H(r(B)H(F(f)) =

o(G(B))H(T(B)F(f)) =
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3.6. Sageti universale si functori adjuncti

3.6.1 Definitie. Fie G : C—D un functor, D un obiect al lui D. Numim
sageatd universald pentru G, D un cuplu (u, Cp) unde Cp este un obiect
din C gi u : D—G(Cp) cu proprietatea ci pentru orice obiect C' din
Csi f: D>G(C') existd un unic morfism f : Cp—C' astfel incat
G(flu= /.

AL

\ /{f(“:n (CBB

P P

WL
Gteh

fig. 19

3.6.2 Propozitie. Unicitatea sagetii universale. Fie G : C—D
un functor, D un obiect al lui D, (u,Cp) o sigeatd universald pentru
G,D. Atunci (v : D-G(K), K) este sdgeatd universala pentru G, D
dacd st numai daci exista ¢ : Cp— K izomorfism astfel incat v =
G(p)u.

Demonstratie. Notam A(G, D) urmatoarea categorie:

- obiecte: (f,C) unde C este un obiect al lui C iar f : D—G(C)

- morfisme u : (f, C)—{(g, C') este un morfism ueC(C, C’) cu propi-
etatea cd G(u)f =g

- compunerea mohﬁsmelor se face ca in C.

- B ch

T G L)

T~ {

Fd q
NG

fig. 20
Compunerea este corect definti. Intr-adevir daci u : (f,C)—{g,C"),v :
(9,C")—(h,C") atunci G(vu)f = G(v)G(u)f = G(v)g = h. Pentru

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



52

orice obiect C al lui C 1¢ : (f,C)—(f, C) este morfism identitate.

Sigeata universala este obiect initial in A(G, D). Enuntul rezulta
acum din 3.2.15. »

3.6.3 Teorema. Fie G : C—D un functor, D un obiect al lui D.
Atunci (u,Cp) este sigeatad universald pentru G, D daca si numai daca
pentru orice obiect C al lui C exist3 o functie 7(C) : D(D,G(C))—C(Cp,C)
cu proprietatea ci pentru orice morfisme f : D—-G(C), h : Cp—C avem
G(r(C)(f))u=fsiT(CHG(h)u) =h. -

Demonstratie. "numai dacd”. Fie C obiect al lui C. Pentru orice
f : D=G(C), definim 7(C)(f) = f, f fiind definit la 3.6.1. Daci
h: Cp—C avem G(h)u = h. Concluzia rezulti din 3.6.1.

"dacd”. Fie C obiect al lui C s1 f : D—>G(C). Fie f' = 7(C)(f).
Atunci G(f")u = f. Am demonstrat astfel existenta. Pentru unicitate,
fie g : Cp—C astfel incat G(g)u = f. Este suficient s aritim ca
g=/f" Avem ca g = 7(C)(G(g)u) = T(C)(f) = f. «

3.6.4 Exemple de functori (continuare). Fie C,D,C', D' cate-
goril.

i. Home : C°xC—Set definit astfel:

- Hom¢(A, B) = C(A, B).

- dacd f : A/>A,¢g : B—B' sunt doua morfisme din C atunci
Homc(f,g9) : Homc(A, By—Homc(A', B') este functia definita prin
Home(f, g)(u) = guf.

ii. Functorul identitate 1¢ : C—C definit astfel :

- 1¢(A) = A pentru orice obiect A al lui C.

- 1¢(f) = f pentru orice morfism f al lui C.

iii. Dacd B€|D| avem functorul constant Kp : C—D prin:

- Kg(A) = B pentru orice obiect A al lui C.

- Kg(f) = 1p pentru orice morfism f al lui C.

iv. Daca F : C—»D,G : C'-D' doi functori. Definim functorul
FxG :CxC'—-DxD' prin:

- (FXG)(4, B) = (F(A),G(B))

3.6.5 Exercitiu. Verificati corectitudinea deifinitiilor de la 3.6.4.

3.6.6 Teorema. Fie G : C—D, DeD, CpeC. Existd u: D—-G(Cp)
sdgeatd universald daca gi numai dacd Homco(K ¢, x1¢) este izomorf cu

Hompo(KpxG), ambii functori avand sursa D°xC si destinatia Set.
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Demonstratie. "numai dacd” Fie C'e€C, D'eéD. Definim functia
(D', C") : C(Cp, C")=»D(D,G(C")) prin 7(D',C")(f) = G(f)u.

7 este transformare naturali. Intr-adevir daci f : D"—D',g :
C'—-C" a: Cp—C" avem (Hompo(KpXxG)(f,9))(v(D',C")(a)) =

(Hompo(KpxG)(f,9))(G(a)u) = G(9)G(a)u = G(ga)u. Pe cealalta
parte avem

(D", C")((Homeo(Kcy X 16)(f, 9)) (@) =

T(D",C")(g9a) = G(ga)u.

Aratam ca pentru orice obiecte D', respectiv C' ale lui D, respectiv
C, (D', C’) este bijectie cu inversa 77 1(D’,C')(g) = g pentru orice
g : D—=G(C"). Intr-adeviar 7=1(D/, C")(r(D', C')(f)) = G(f)u = f.
(D, C)(r (D', C')(g)) =G(@u=g

"dacd” Fie u = 7(D,Cp)(l¢,) : D—G(Cp). Fie f : D—-G(C).
Demonstrim unicitatea. Fie f : Cp—C astfel incat G(f)u = f. Cum
T este transformare naturald avem ca

(Hompo(KpxG)(1p, P)(r(D,Cp) (1)) = )

T(D, C)(HOmc(KgD ch)(lD, f))(lCD), deci G’(f)u = T(D, C)(f)
de unde deducem c& f = 771(D, C)(f). Demonstram acum existenta.
Atunci G(f)u =

(Hompo(KpxG)(1p, f)(r(D,Cp)(lcp) =

(D, C)(Home (K, x10) (10, F))(Lcy) =

(D, C)(F) = 7(D,C) (" (D,C)(f)) = f. -

3.6.7 Teorema. Daca F : D—C este un functor si pentru orice
obiect C al lui C existd (uc, D¢) sdgeatd co-universald (duala notiunii
de sdgeati universald) atunci existd un unic functor G : C—D astfel
incat

1) G(C) = D¢

2) Hom¢(F x1¢) este izomorf cu Homp(1lpxG)

Demonstratie. Definim G(C) = D¢ pe obiecte si pentru orice
morfism f : C—C’ definim G(f) = fuc, adici ue F(G(f)) = fuc.

Demonstram cd G este functor. Fie g : C'—>C"”. Atunci G(gf) =
9fuc, deci ucnF(G(9f)) = gfuc. Dar

uen F(G(9)G(f)) = ucnF(G(9) F(G(f)) = quorF(G(f)) = gfuc.
G(1¢) = TUe. Dar evident avem ucF(tdc) = uc. Dar ucF(lp,) = uc,
deci G(lc) = lG(C)-

Ardtdm cd 7 : Homp(lpxG)—Home(F x1¢) definitd pentru orice
g : D—g(C) prin 7(D, C)(g) = ucF(g) este izomorfism functorial. Din
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definitia sigetii universale avem ci 7(D,C) este bijectie pentru orice
D,C.

Arétdm cd 7 este transformare naturald. Fie f : D'—»Dsgig: C—C’
doud morfisme din D si respectiv C i a : D—G(C’). Atunci

(D', C")(Hompo(1pxG)(f, g)(e)) = (D', C")(G(g9)af) =

uc F(G(g9))F(a)F(f). Pe de altd parte

(Homeo(F'x1¢))(f, 9)((D, C)a) = (Homeo(Fx1c))(f, g)(ucF(a)) =

gucF(a)F(f). Din definitia lui G avem ci guc = uc F(G(9)).

Ramane si demonstram unicitatea lui G. Fie 7 izomorfismul de la
2). Fie g: C—C', f: D'-D. Daci a: D—G(C) avem

Homco(Fx1c)(f,9)(r(D,C)(a)) = g7(D, C) () F(/),

(D', C")(Hompo(1pxG)(f,9)(a)) = 7(D',C")(G(g)af). Pentru
D=D' f=1p, D =G(C) i @ = 1p obtinem

G(g) = 7 YD, C")(g(r(D,C)(1p))), ceea ce dovedeste unicitatea
lui G. «

3.6.8 Definitie. O pereche de functori F' : D—C,G : C—D se
numeste adjunctie dacd Homeo(F x1¢) este izomorf cu Hompo(lpx@G).
In acest caz F se numeste adjunct la stdnga al lui G, iar G adjunct la
dreapta al lui F.

In cele ce urmeazi vom nota cu ¢ izomorfismul functorial intre
Homeo(F x1¢) st Hompo(1pxG) iar adjunctia cu (F, G, ¢). De aseme-
nea, vom nota pentru orice f : F(A)—B cu ¢(f) : A—>G(B) in loc de
©(A, B)(f) : A>G(B), perechea (A, B) fiind dedusa din context.

3.6.9 Teoremai. Orice adjunctie (F, G, ¢) determina

i). O transformare naturald n : 1.0—>GF cu proprietatea ci n(X)
este sigeatd universald pentru orice obiect X al lui C si daca f :
F(X)—A atunci o(f) = G(f)n(X).

ii). O transformare naturald € : FG—1p cu proprietatea ca €(A)
este siageatd co-universala pentru orice obiect A al lui D gi dacd g :
X—G(A) atunci ™! (g) = e(A)F(g).

ili) Mai mult, (Ge)(nG) = 1¢ si (eF)(Fn) = 1p

Demonstratie. Pentru orice k€C(A4, A'), he D(X', X), feC(F(X), A)
avem o(fF(h)) = o(f)h, o(kf) = G(k)e(f).

Definim n(X) = ¢(1px)). Ardtdm ci 7 este transformare natu-
rald. Fie h : X'=X. Atunci G(F(h))n(X') = G(F(h))e(lrxny) =
o(F(R)1pixy) = o(rxF(R)) = ©(1px))h = n(X)h. Mai mult,
e(f) =o(flrx)) =
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G(Ne(lrx)) = G(fIn(X).

Definim e(A) = ¢! (1g(4)). Deci

lga) = pl(ea) = Gea)ng(a)- =

3.6.10 Teoremd. Orice adjunctie (F, G, ¢) este complet determi-
natd de fiecare din urméatoarele elemente:

1) Functorii F, G si o transformare naturala n : 1. —=GF astfel incat
pentru orice obiect X al lui C n(X) : X—>G(F(X)) este sigeatd uni-
versald de la G la X. ¢ este definitd de 3.6.9.i).

ii) Functorul G : D—C si pentru orice obiect X al lui C un obiect
F(X) al lui D si o sigeatd universald n(X) : X—>G(F(X)) de la X
la G. Functorul F' este definit pe morfisme astfel: pentru orice mor-
fism h: X—X' din C, F(h) este unicul morfism u : F(X)—>F(X') cu
proprietatea G(u)n(X) = n(X')h.

iii) Functorii F,G st o transformare naturali ¢ : FG—1p astfel
incat pentru orice obiect A al lui D, €(A) : F(G(A))—A este sigeatd
universali de la F la A. ¢! este definita de 3.6.9.ii).

iv) Functorul F' : C—D si pentru orice obiect A al lui D un obiect
G(A) al lui C si o sdgeatd universald (A) : F(G(A))—>A dela F la A.

v) Functorii F,G si doud transforméri naturale n : 1.—>GF,¢ :
FG—1p care verifica 3.6.9 iii).

Demonstratie. Exercitiu. «

3.6.11 Exemple. i) Fie P,Q doud multimi partial ordonate. O
adjunctie intre categoriile mici asociate lor este determinata de doua
functii crescatoare f : P—Q,g : Q—P cu proprietatea cd 1p<gf si
fg<1g. Se verificd ugsor conform 3.6.10.v). Perechea (f,g) este cone-
xiune Galois(2.11.4). Multe alte alte proprietdti ale conexiunilor Galois
se pot deduce din proprietatile functorilor adjuncti. Se poate consulta
[13].

ii) Fie & o signaturd si U : Algs—SetS functorul uituc. Definim
functorul liber L : SetS— Algy; astfel:

Pentru orice multime S-sortatd A, L(A) = A, algebra liber generati
de A. Notim i4 : A— A incluziunea.

Fie f : A~ B o functie. Atunci L(f) : A~B este unicul morfism de
algebre cu proprietatea L(f)iq = ipf.

Evident, IX'LA = iAlA deci L(lA) = 1L(A)-

Daca f : A=B, g : B—C atunci L(9)L(f)ia = L(g)igf = icgf
deci L(gf) = L(g)L(/),
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Definim ¢ : 1ges UL prini(A) = i4. Pentru orice functie f : A—>B
avem L(f)is = ipf (definitia lui L) deci 7 este transformare naturala.
Definitia algebrei libere conduce la faptul ca U, L sunt functori adjunct;i.
Analog se pot da exemple de adjunctii pentru varietati.

3.6.12 Teoremai. Fie (F, G, ¢) o adjunctie de la C la D. Atunci F
comutd cu co-limitele iar G cu limitele.

Demonstratie. Demonstram ci G comutd cu limitele. Fie A :
J—D un functor si (D, (p;)jes) un con limitd al lui A si (C, (g;)jes)
un con peste GA. Este suficient si giisim un unic morfism u : C—»G(D)
cu proprietatea ¢ G(p;)u = g; pentru orice j€J.

Fie ¢ : Hompo(F x1p)—Homco(1¢ X G) izomorfism functorial. Pen-
tru orice j€J definim t; = ¢~ !(C, D;)(g;) : F(C)—D;. Demonstram
cd (F(C), (tj)jes) este con peste A. Fie a : i—j un morfism din J.
Home((1exG)(1e, A@))((9(C, D)) (1)) = Home((1exG)(1e, Ala))(g:) =

G(A(a))g: = q; = ¢(C, D;)(t;). Pe de alta parte

©(C, D;)(Homp((Fx1p)(1lc, A(@))(t:)) = ©(C, D;)(A(a)t;). Deoarece
¢ este izomorfism functorial avem t; = A(a)t;. Exista deci un unic mor-
fism u : F(C)—D cu proprietatea ca p;u = t; pentru orice j€J. Fie
1¢—GF transformarea naturald de la 3.6.10.i). Atunci G(p;)G(u)n(C) =
G(p;u)n(C) = G(t;)n(C) = g; conform 3.6.9.i. Atunci G(u)n(C) :
C—G(D) satisface proprietaea doriti. Fie v : C—G(D) cu propri-
etatea ca G(p;)v = q; pentru orice j€J. Fie e : FG—1p transformarea
naturald de la 3.6.9.ili. Atunci pje(D)F(v) = e(D;)F(G(p;))F(v) =
e(D;)F(G(p;)v) = €(D;)F(q;) = t; conform 3.6.9.ii. Deci

o(C,G(D)) ' (v) =(cf. 3.6.9.ii) e(D)F(v) = ude unde v = p(u) =(cf.
3.6.9.1))G(u)n(C) conform 3.6.10. a
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3.7. O teorema de punct fix in teoria categoriilor si
aplicatii

3.7.1 Definitie. Fie C o categorie si F' : C—C un functor. Numim F'-
algebrd o pereche (A, @) unde A este un obiect al lui C si o : F(A)—A
un morfism din C. Definim categoria Alg(F’) astfel:

- obiecte: F'-algebrele

- morfisme: daci (4, a), (B, ) sunt doud F-algebre un morfism
de F-algebre f : (A,a)—(B, 3) este un morfism f : A—B din C cu
proprietatea cd fa = SF(f).

T o A
—HQ\% é 0
Py ok

y-

fig. 21

- compunerea morfismelor din Alg(F) se face ca in C. Verificim
corectitudinea definitiei compunerii morfismelor din Alg(F). Fie f :
(A, a)—(B, 8), g : (B, B)—(C,~) morfisme de F-algebre. Atuncigfa =
9BF(f) =vF(9)F(f) = vF(gf).

T R RN
Ea LY ; ;
Tf\m\!f.u._,,.__{ A / ?‘g
Q| |

2 ¥ - l%

O .
fig. 22

Se verificd imediat cd 1,4 : (A, ®)— (A, a) este morfism de F-algebre.

3.7.2 Lema. Daci F-algebra (A, a) este obiect initial in Alg(F)
atunci « este izomorfism.

Demonstratie. Existd morfismul f : (4, a)—=(F(A), F(«)). Evi-
dent,
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a€Alg(F)((F(A), F(a)), (A a)), deci afeAlg(F)((4,a),(4,a)),
deci af = 14.

Din conditia de morfism de F algebre a lut f obtinem: fa =
F(a)F(f) = F(af) = F(1a) = lpa)- =

Notdm cu w categoria mica atagatd multimii ordonate a numerelor
naturale. Un functor A : w—C este definit de un sir (4,)n>0 de obiecte
din C impreund cu un sir de morfisme (fn)a>o din C astfel incat f, :
A,—Ans1. Un co-con peste A este o pereche ((fn)n>0, 4) unde A este
un obiect din C §i p,, : A,— A un morfism din C astfel incat p, 1 fn = 1n
pentru orice n.

3.7.3 Teorema. Fie C o categorie cu co-limite §i obiect initial L.
Daca F' : C—C este un functor ce comuta cu toate co-limitele, atunci
existd F-algebra initiala. In particular existi un obiect A al lui C
astfel incat F'(A) este izomorf cu A (cf. 3.7.2). F-algebra initialad se
construiegte astfel:

Pentru un obicct A al lui C notdm cu a4 : L—A unicul morfism
de la L la A. Fie functorul A = (F™(L), F*(ar())n>0 : w—C avind
co-limita ((tn)n>0, A). F-algebra initiald este (4, a) unde o : F(A)—A
este unicul morfism cu proprietatea aF (n) = pint1- ((F(in))n>0, F(A))
este co-limitd a lui FA).

Demonstratie. Fie (B, 3) o F-algebrd. Fiev = (v, : F*(L)—=B)n>0
definit astfel:

Vg = Qg

Uny1 = BF(vy,).

Demonstram prin inductie dupa n ca v este co-con, adica

Vns1F™(ap(1)) = vn pentru orice n natural.

Pentru n = 0, vyap(1) = ap deoarece morfismele din ambii membrii
au sursa .

Presupunem afirmatia adevirata pentru n. Atunci

Vn2F™ (arp(n)) = BF(ns) FM  ar)) = BF (v F™(apy)) =

,BF(Vn) = Vny1-

Existd atunci un unic morfism f : A—B astfel incat fu, = v,
pentru orice n natural.

Ardtdm ca unicul morfism f : A—B cu proprietatea fu, = v,
este morfism de F-algebre, adicd fa = SF(f). Pentru aceasta este

suficient, conform 3.4.14, si demonstram ca pentru orice n natural
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



99

faF(/l'n) = ,BF(f)F(/Jn) Intr'aeVéra faF('un) = f/J'n+l = Vpt1 =
BE(vn) = BF(fun) = BF(f)F(itn)-

Fie f : (A, a)—(B, ) un morfism de F-algebre. Demonstram prin
inductie dupd n cd fu, = v, pentru orice n natural ceea ce dovedeste
unicitatea lui f.

Pentru n = 0. fug = fas = ap = vy. Presupunem ci fu, = v,.
Atunci fpny = faF(un) = BF(f)F(p) = BF(fun) = ﬂF(Vn) =
Vnt1-

In continuare vom demonstra teorema de punct fix a lui S. C. Kleene
drept un caz particular al teoremei de mai sus.

3.7.4 Definitie. O multime partial ordonatd P se numegte w-
completd daca orice gir crescitor de elemente din P are un cel mai
mic majorant (supremum) in P notat cu Vo2 ,Ty.

3.7.5 Definitie. Fie P, doua multimi partial ordonate. O functie
f + P—>Q se numeste w-continud dacad aceasta comutd cu supremu-
murile, adicd pentru orice sir crescdtor (z,),>o ce are supremum, girul
f(xn)nZO are supremuin §i f(VnZOxn) = VnZOf(-Tn)'

3.7.6 Propozitie. Orice functie f : P—(@) w-continui este crescitoare.

Demonstratie. Fie z,y€P astfel incit x<y. Consideram girul
Z,Y,Y,Y, ... 51 obtinem f(z)<f(y). =

3.7.7 Teorema de punct fix a lui S. C. Kleene. Fie o multime
partial ordonatd P w-completd cu prim element | gi f : P—P o functie
w-continua. Atunci V,-of"(L) este punct fix al lui f §i cel mai mic
element al multimii {r€P|f(z)<z}.

Demonstratie. Aplicdm 3.7.3 categoriei mici atagate multimii
partial ordonate P gi endo-functorului determinat de f. «

3.7.8 Definitie Fie £ o signaturi. Definim functorul F : Set®—Set®
astfel:

Pe obiecte: dacd F((As)ses) = ((Bs)ses) unde pentru orice s€S,
B, = Hwes-,aeEW,sA

Pe morfisme: Fie f : A—B. Notam pentru orice 0€X, s, 1,4 :
AY—Fx(A) injectia canonicd. Atunci F(f) este unica functie cu pro-
prietatea F'(f)i,a = i 8 f".

Verificdim corectitudinea definitiei: Este evident cd F' permutd cu
identitatile. Fie g : B—C. Atunci F(9)F(f)ic, = F(9)iogf* =
0% ¥ = 10c (9f)".
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Se observa ca o F-algebrd (A, a) este o ¥-algebrd, unde pentru orice

SES,WES*,0€L, 4, of = a;tq, - Atunci orice morfism de F-algebre
este un morfism intre ¥-algebrele corespunzatoare. Intr-adevir, fie f :
(A, a)—(B, B) un morfism de F-algebre si s€S,weS*, 0€X,, ;. Atunci
fsod = foasis, = BoF(f)sis, = Bsiogf® = dBf¥. Demonstrand
cd F comutd cu co-limitele (Exercitiu !), obtinem existenta 3-algebrei
initiale.
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