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Un grup de profesori preocupati de pregatirea
elevilor cu aptitudini deosebite pentru fizica a dorit sa
pund in valoare experienta acumulata in decursul mai
multor decenii de activitate.

Din aceasta intentie, a luat nagtere primul volum
- dintr-o serie ce se vrea cat fnai cuprinzatoare —
FIZICA PRIETENOASA - REZOLVAND PROBLEME
NU TOCMAI! SIMPLE-.

Particularitatea acestei noi carii de probleme de
fizica este aceea ca aduce rezoivari detaliate; rezolvari
pe parcursul carora se insista asupra temeiurilor fizice
care conduc la alegerea solutiei sau pe parcursul
carora se fac referiri clare sl directe la teoremele care
permit solutia. De asemeni adeseori rezolvarea se
construieste din aproape in aproape, rezolvand
variante ori chiar noi probleme. Autorii au dorit sa
demitizeze unele optiuni ‘“clasice” in rezolvari si
enunturi de probleme de fizica, opliuni care de prea
multe ori s-au dovedit nejustificate sl fara suport fizic.

Adaugand textele enunturilor in limba engleza -

principala limba de circulatie internationala in domeniul
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fizicii - s-a cautat o anumita familiarizare a cititorilor cu
termeni si sintagme specifice programelor scolare. In
acest mod - poate - pe parcursul a cateva volume se
va crea un mic lexic la indeména elevilor si profesorilor
lor. Daca acest punct de vedere va fi impartasit de
cititori, autorii promit sa insiste.

Lucrarea se adreseazad atat profesorilor cu
preocupdri in aria curriculara a fizicii gcolare, céat si
elevilor cu afinitdti catre aceasta disciplina fara a
exclude dintre cititori adultji care inca mai vor sa fie la
zi. Autorii spera ca , in timp, sa realizeze un ciclu de
lucrdri cuprinzand probleme noi si sa impund o
“scoald” de rezolvari - mai aproape de cititor, mai

aproape de profesor, mai aproape de péarinti.

Coordonatorul seriei,
Profesor universitar doctor Voicu V. Grecu
Decan al Facultatii de Fizica - Universitatea Bucuresti
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CAPITOLUL 1. MECANICA
Rostogolire cu si fara alunecare.
Rolling with and without slipping.

© CORNELIU APOSTOL STANESCU, 1999
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1.1 Two homogenous cylinders of identical
dimensions, made from the same bulk material but
presenting different surface roughness, are initially set
in contact and can roll on a ramp. Investigate their

possible motions.

1.1 Doi cilindrii - initial in contact - din acelagi material,
plini, omogeni, cu aceleasi dimensiuni dar cu o
prelucrare a suprafetelor diferita, se pot rostogoli pe un
plan inclinat. Sa se studieze migcarea celor doi
cilindrii

REZOLVARE

Vom nota, in mod uzual, cu o unghiul de inclinare
al ptanului.
1. Un prim caz, banal pentru problemele celor doi
cilindrii dar existent pentru rezolvarea completa, este
acela cand cilindrul din fata, cilindrul aflat mai jos, se
rostogoleste mai repede (ca celalalt).
2. Poate ca, inainte chiar de studiul miscarii s-ar putea
pune problema unei posibile pozitii (sau conditii) de

echilibru, care, daca este evident ca nu se poate
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realiza in cazul unui singur cilindru, nu mai este atat
de evident imposibila in problema. In spri-jinul acestel
aborddri se poate aduce imaginea a doua rotite
dinfate, angrenate si aflate pe o cremalierd ( sina
dintatd ) inclinatd - modelare care poate duce cu
gandul la existenta unei pozitii de echilibru.

3. O altd discufie va trebui facutd in legatura cu
alunecarea, rostogolirea fara alunecare respectiv
rostogolirea cu alunecare a celor doi cilindri, separat
sau in tandem.

4. In sfarsit, trebuie sa ne punem problema ce marimi
fizice ar caracteriza raspunsul la intrebarea, cum se
migca cilindrii? In mod sigur, fiind vorba de o
rostogolire, deci rotatie si translatie, trebuie sa aflam
acceleratiile celor doi cilindrii si acceleratiile lor
unghiulare. Alte marimi interesante se vor contura,
poate, pe parcursul rezovarii.

5. In continuare va trebui sa examinam cazurile in care
cei doi cilindrii se misca in contact, cu toate variantele
care se intrevad deja, respectiv amindoi nu aluneci,

unul alyneca tar celdlalt nu si cazul cand alunecé

9
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amandoi. Am considerat cunoscutd rezolvarea unor
probleme de rostogolire cu si fara alunecare sau cel
putin am anticipat-o.

6. In cazul ca acest echilibru (de la punctul 2) se
dovedeste imposibil, meritd sa apreciem de ce
imaginea propusa a fost eronata.

Deoarece problema presupune mai multe cazuri -
neenuntate explicit - este necesar sa fie alcatuit de la
inceput un plan al abordarii situatiilor previzibile,
urmand ca alte cazuri, care se contureaza pe
parcursul rezolvarii, sa fie examinate ulterior.

Deoarece prelucrarea mecanica, desigur, a
suprafetelor laterale - caci numai acestea intervin in
decursul  rostogolirii, este diferitd vom avea trei
coeficienti de frecare diferiti : p,, w, 1 pentru frecarea
dintre fiecare cilindru si planul inclinat respectiv pentru
frecarea dintre cilindri.

7. Dece atat de multe precautii? Pentru ca problema
are cateva variante de evolutie a migcarilor cilindrilor si
este preferabil sa le luam in seama intdi gandind si

apoi muncind.

10
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Sa rezolvdm cazul miscarii separate a celor doi
cilindrii, adica sa studiem migcarea unui cilindru pe un
plan inclinat - in agezarea unei posibile rostogoliri,
dupd cum precizeaza enunful. (Nu exageram cu
analiza dincolo de mentiunile enuntului, nefiind nici
necesar §i nici o nota bund.) Cei doi cilindrii se
deplaseaza separat. In acest caz este suficient sa
studiem migcarea unui singur cilindru. Deoarece este
o migcare de translatie si de rotalie simultan, vom

aplica teoremele lui Euler pentru migcarea rigidului.

._)
N

~

._)
v G

Fig.1.1. Rostogolirea unui cilindru pe planul Tnclinat

11
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av'z |2

Fig.1.2 Rostogolirea solidara a doi cilindri aflafl in contact

Prima teoremad, prea adesea confundatd cu legea a
doua a dinamicii - a lui Newton, spune ca acceleratia
centrului de masa a corpului (rigid sau nu - dar si a
unui sistem de puncte materiale ori de puncte
materiale si corpuri) este datd de suma vectoriald a
fortelor externe. Dupa cum se stie suma vectoriala a
fortelor interne este nula.

Cea de a doua teorema, restransa la migcarea de

rototranslatie a unui rigid, respectiv a unui corp al carui

12
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moment de inerfie nu se schimba in timpul acestei
migcéri, migcare denumité si migcare plan paralela, ne
da acceleratia unghiulara - a rigidului - prin suma
momentelor forfelor externe. Suma vectoriald a
momentelor fortelor interne este, de asemenea, zero.

Factorul de proportionalitate, in prima teoremd, este
masa corpului sau a sistemului. Era necesar sa
insistdm asupra cdarei acceleralii se aplicd teorema,
deoarece un corp in rotatie are mai multe acceleratii
(un camp, vectorial, al acceleratjilor).

In cea de a doua teorema, pentru rigid, factorul de
proportionalitate este momentul de inertie al corpului.
in acest caz, acceleratia unghiulari # este un invariant
al migcarii, adicd avem o singura valoare pentru tot
corpul. Viteza unghiulard & este, de asemenea, un
invariant. In schimb, sd remarcam ca atadt momentele
fortelor cat si momentul de ineriie depind de punctul
(polul) respectiv prin care trece axa fatd de care sunt
calculate. Pentru a evita alte teoreme si pentru ca nu

existd un castig major in evolutia calculelor, vom
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prefera sa ludm ca referintd centrul de masa si axa
care trece prin centrul de masa.

Deci, produsul dintre masa si acceleratia centrului
de masa este dat de rezultanta fortelor iar produsul
dintre momentul de inenrtie si acceleratia unghiulara
este egal cu momentul rezultant. Din respect pentru

Newton vom scrie egalitatile in ordine inversa.
> F, = ma,,
M, =ls

sau respectiv

(1.1a)

r =

J’iHEZ = m_jécm (1.1b)
|Mge, =1

Presupunerea noastra implicita - prin relatia dintre
acceleratia centrului de masa si acceleratia tangentiala
dar si indirect prin relatia cu acceleratia unghiulara - a
fost ca nu avem alunecare sau altfel spus, cilindrul
fnainteaza pe masura ce se rostogoleste, intocmai ca
o roata dintata pe o sina dintata (pe o cremaliera).

8y = oy = RE (1.2)
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Acest tip de abordare implica, prin inexistenta oricarei
alunecari, ca nici forta de frecare introdusa nu este
produsa de o frecare de alunecare. Daca facem apel,
din nou, ia imaginea cu roata dintata pe cremaliera -
simtim ca totul este ca si cum roata se propteste in
dinti (in asperitatile suprafetei) cremalierei, care
imping roata (cilindrul). Aceasta foria este deseori
numitd impropriu dar sugestiv, frecare staticad s$i o
regdsim ca forfd de tractiune la propulsarea
vehiculelor cu roti. De fapt nu este decat banala
reactiune definita de legea a treia a dinamicii {

Dar pentru ca aceasta fortd sa nu devina foria de
frecare la alunecare este necesar sa fie mai mica
decét pN, valoarea fortei de frecare la alunecare. Cu
conditia aceasta avem, in cazul cilindru pe plan
inclinat,

{G sin a - F, = ma,, (1.3)

RF, = I¢

sau

15
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( le la
mg sina
dcy = - 7
m + F
- , mR?
Deoarece pentru un cilindru plin I = 5

o 2g sina
- 3R

F, = %mg sin a

Comparand cu
F1alunecare = lu1N1 = ,U1mg cos a

deducem

%sina <u, cosa = lga<3yu,

sau sd nu existe o inclinare prea mare a planului. In

caz contrar, rostogolirea nu mai este solidard cu

inaintarea gi apare o alunecare.

In general, depdsind cadrul problemei pe care o
rezolvam, cilindrul se poate roti mai repede decit

inainteaza - este cazul rofilor de masind iarna pe

, gasim

ghiatd, sau se poate roti mai lent ori de loc - curn se

16
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petrece la o franare prea brusca, atunci cand un
automobil patineaza.

Daca in cazul nealunecarii forta de frecare este o
necunoscutd, inclusiv sensul ei, la alunecare sensul
forfei de frecare este opus migcarii relative a celor
doua suprafete in contact. In acelasi timp, valoarea
fortei este datd de relatia lui Coulomb (Amonton)
F=uN.

Aceasta relalie este necesara, deoarece s-a pierdut
0 ecualie, aceea care stabiiea legatura dintre
accelaralia tangentiald si acceleratia unghiulard. In
acest fel, in locul nacunoscutsi ~ apare & - accaleratia
unghiulara, celelalte relatii raméanand practic aceleasi.
Zouatile davin:

(G sina - F, =Gsina - u N, =mag,
RF, =iz

——

ot
F, = u,mg cos

gasim

P IOTER 17
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.- uAN, 2gcosa
| 3R (1.4)
acy =9g(sina - u,cosa)

Este important sa verificam daca sensul foriei de
frecare a fost bine propus, chiar daca in acest caz nu
existd prea mari indoieli. Ne mai propunem sa vedem
valoarea raportului dintre acceleratia liniara i cea
unghiularad, raport care ne va spune cine aluneca mai
repede. De asemenea, vom calcula valorile (maxime

ale) necunoscutelor, la limita trecerii in alunecare.

- 2gtga  _  2gu,
T3\l tgta 341+ 9y
{60 e = 2gtga __ - 2gu, (1.5)
3RY1+tg%a  BR\1+9u?
£ _2mgiga 2mg u,
tO,max(alune'care) - 2 = 2
3J1+tg%a  3.1+9,

si deoarece in acest caz tga > 3 u,

dcy Sina-p cosa

Rec 2
~ u,cos a
3 (1.6)
_3tga 3 _3 (rg_a_ ] 51
2, 2 2\ H -

18
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Cea ce confirma sensul fortei de frecare. O relatie
Re > a, ar fi insemnat o rotatie rapida, “in loc", cu
frecarea spre nainte.

Deoarece acceleratia centrului de masa este mai
mare decét acceleratia tangentiala (eR) rezultd, clar
sensul fortei de frecare - spre in sus, adica cilindrul
aluneca la vale, mai mult decat se rostogoleste, ceace
era oarecum previzibil deoarece odatd cu o mai mare
inclinare a planului apare alunecarea.

Chiar daca va parea evident dupa rezolvare ca
echilibrul nu este posibil, meritd sa verificam acest
detaliu, mai ales ca impresia este aceea a unei sanse
ca cele doua corpuri s& ramana in repaus, daca
inclinarea nu este prea mare !

Ecuatiile in acest caz sunt mai simple, respectiv
conditia pentru echilibrul fortelor si cea pentru
echilibrul momentelor, cu restrictia ca cele irei (patru)
forte de frecare sa fie marginite de valorile respective
de alunecare. Vom avea sase necunoscute, trei

normale gi trei forte de frecare.

19
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Gcosa+F-N,=0 F < uN
Gsina-F,+N =0 F, < u,N, (1.7)
R(F,-F)=0

si similar pentru al doilea cilindru.

Gcosa-F-N, =0

Gcosa-F,-N =0 F, < u,N, (1.8)
R(F,-F)=0
F=F =F, (1.9)

Se observa destul de usor ca cele trei F-uri (fortele de
frecare) sunt egale — din relatiile privind momentele - gi

{N1 =Gcosa+F

(1.10)
N,=Gcosa-F

gasim
JGsina-F+N:0
\Gsina -F-N=0

= N=0 = F=0

dar Gsina.= 0 , presupune o inclinare zero. Deci, 0
pozitie de echilibru nu existd pe planul inclinat.
Impresia, sd8 spunem experimentald, provine din, pe
de o parte, idealizarea acestei frecari statice impreuna
cu prezumptia unei totale nedeformabilitéafi a celor

doua suprafete in contact, prezumptie ireald, caci

20
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implica un contact - pe o linie fara grosime - pe o
suprafata zero deci cu o apasare de presiune (efort
unitar sau tensiune) infinita (!) iar pe de alta parte
desconsiderarea frecarii tehnice la rostogolire, bazata

tocmai pe deformabilitatea suprafetelor in contact.

Daca cilindrii se rostogolesc astfel incat raman in
contact - dar fara alunecare, fata de plan desigur, c&ci
intre ei avem neaparat alunecare -, se impune
evaluarea valorii normaleir dintre cilindri care
conditioneaza sgi existenfa unei forte de frecare,
asociata acestei apasari.

Sa& remarcam ca avem o singurd acceleratie liniara,

comuna gi, datoritd nealunecarii o singura acceleratie

2

unghiulara. Deoarece [ =

si aqy = R
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N +G sina+F, = mag,
-N+G sina+F, =mag,
R(F-F)=R(F, - uN) =

mR? ma_, R ,
A e (1.11)
R(Fz'F):R(Fz_/UN):
_mRzg_maCMR

2 2

si rezolvand in continuare gasim:

(F,=F,
{N:__Fi_macm (1.12a)

1+— +G smg_ma(ti]
2u
Gcosa-F+N, =0

Gcosa+F+N,=0

[F1 1-— +G sina = maCM(H —1——)

2u
[ (1.12b)
{ (1.12¢c)

din care deducem:

22
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2_2

F,=F, = 3—E—S";—mg sina
1+ —
H
1+1 ’ .
_ ”mgsina(——)=—m (1.13)
] 1 3 3
+._
U
Nz-(l—l)lmgsinazo
3 8/u

dar mai ales ca aceasta constatare se putea retine si
din observatia ca intr-una din relatii acceleratia avea
un coeficient (factor) care contine un semn minus, deci

care s-ar fi putut anula, ceace este absurd.

azgg sina (1.14)

constatare care se intrevedea fie din egalitatea
acceleratiilor cu valoarea de la rostogolirea unui singur
cilindru, fie din ultima pereche de relatii. Deci cei doi

cilindrii nu se jeneaza, reciproc, de loc.

23
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Daca amandoi cilindrii aluneca in timpul rostogolirii,
din examinarea solutiilor obtinute deja, se remarca
necesitatea ca cilindrul Tnaintas sa fie cel care
prezintd o frecare mai mare. Intradevar, acceleratia
mai mare apare la corpul cu frecare mai mica, deci
numai asa vor ramane in contact.

Reluand ecuatiile, cu o normald, ca interactiune intre
cilindri, vom avea drept necunoscute o acceleratie si
doua acceleratii unghiulare

(Gecosa+F-N,=0

{Gcosa—F+N2 =0

G sina-F,+N=ma_,,
G sina-F,-N=ma_,
R(F,-F ) = I¢,
R(F,-F)=Ie,

(1.14)

care ne dau valorile normalelor

G cos a

N 2+ )
;=
2'/1(/11 _/12)
N __2+/‘l(ﬂ1+#2)
, =
2'/1(/-‘1 _/-‘2)

(1.15)

G cos a

si dupa inlocuiri succesive, folosind :

24
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R(F1'F): le,

1.16

R(F,-F)= I, (1.16)
vom avea
N=—t1"H Geosa

2 pu(u, - p,)

Hi+ Uy

F = uGcos a

2— (s — py)
;. _ 9 cos g 2ttty ) - (py + )

2R 2 - plp, - u,)
v, = 9 cos g Z2He oy (g + )~ g + )

2R 2— pliey — pyp)

. ( 2 ] CcoSs &
a=gsing ————1|—-——
ppy — py) u

Se remarca unele dificultati, care fac problema,
oarecum, neliniard, In sensul mai modern al fizicii
neliniare (dinamica neliniard) - caci aceste expresii de
la numitor care se pot anula, din jocul valorilor
coeficientilor de frecare, obliga la reluarea problemei.
De fapt, regasim solutiile dela cazurile in care cei doi

cilindrii se migcau la fel.

25
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'n incheiere ar mai trebui examinate cazurile cand
numai unul din cilindri aluneca - si celalalt nu - sau
cazurile in care migcarea cilindrilor este de natura sa
schimbe sensul vre-uneia din foriele de frecare. in
aparentd cca 20 cazuri, in fapt mult mai putine!

Cateva observatii finale: la alunecare, centrul
instantaneu de rotatie - centrul vitezelor ar putea s& nu
mai fie in punctul de contact.

Deoarece factorul accelerafiei contine un minus la
numitor, puteam anticipa ca normala dintre cilindri este
nula la o rostogolire identica a acestora.
S-ar putea pune si intrebarea daca al doilea € ar
putea sa fie negativ - dar s& remarcam ca in aceasta
situatie sensul fortelor de frecare nu se schimba!
in concluzie, cazurile care trebuie discutate succesiv,
chiar daca unele pot aparea direct ca imposibile, sunt:
1. Rostogolirea unui singur cilindru:

1.1 Fara alunecare;

1.2 Cu alunecare:

1.1.1 Rostogolirea mai rapida decat alunecarea;

1.1.2 Rostogolirea mai lenta decat alunecarea;
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1.3 Echilibrul;
2. Rostogolirea a doi cilindri fara alunecare:
2.1 Al doilea mai lent;
2.2 Ambii fara alunecare:
2.3 Echilibrul;
3. Rostogolirea cu alunecare
3.1 Primul fara alunecare, al doilea cu alunecare:
3.1.1.Rostogolire mai rapida decét alunecarea
3.1.2.Alunecare mai rapida decat rostogolirea
3.2 Al doilea fara alunecare, primul cu alunecare:
3.2.1.Rostogolire mai rapida decat alunecarea
3.2.2.Alunecare mai rapida decat rostogolirea
3.3 Ambii cu alunecare:
3.3.1.1 Primul mai rapid, al doilea mai rapid;
3.3.1.2 Primul mai rapid, al doilea mai ient;
3.3.1.3 Primul mai lent, al doilea mai rapid;
3.3.1.4 Primul mai lent, al doilea mai lent.
dar relativ la fortele de frecare dintre cilindrii putem
avea pentru fiecare din cazurile 3.3.1-3.3.4 cate doua

situatii ale vitezei relative la contaactul celor doi
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cilindrii (sensul fortelor “F ™), in total 8 cazuri la care
adaugam cele 2x2 cazuri (3.1.1, 3.1.2, 3.2.1, 3.2.2).

Daca la rostogolirea fara alunecare forta de frecare
este o necunoscuta (forta de frecare de la contactul cu
planul inclinat, desigur), inclusiv semnul ei (semnul)
algebric, in cazul frecarii de alunecare trebuie sa
anticipam (sau sa discutam dezvoltand in doua cazuri)
sensul fortei de frecare la alunecare, respectiv sensul
vitezei relative la contactul respectiv.

Datoritd graficului cu derivata discontinua, forta de
frecare introduce o problemtica de tip “fizica neliniard”
sau “dinamica neliniara”. Fara a dezvolta acest subiect
acum, mentiondm ca sintagma “neliniar’ aici nu se
referd la o dependenta functionala alta decét polinom
de gradul |, ci la acest tip de comporiari la care se
schimba functia insasi (diode semiconductoare, dioda
Zenner, - exemple mai la indemana dar si curgerea
laminard/curgere turbulenta etc., etc., etc). incepand
cu aceste exemple “banale” cu frecari, remarcam
posibila complexitate a unor astfel de probleme sau de

comportari !
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Fara indoiala ca din cele — aparent — 20 de “cazuri”
cele mai multe se pot exclude pe baza unor
consideratii/rationamente logice, dar este tot atat de
adevarat ca excluderea din pornire (ab initio) a unor
cazuri, farda a patrunde intr-o problema poate pierde
unele rezolvari corecte sau unele aspecte. Este
preferabil — in intimitatea rezolvitorului sa& “taie —
repede — firul in patru” decat sd nu perceapa unele
aspecte ale solutiei.

La un concurs — in functie de exercitiul avut — se iau
decizii optime in relatia timp/punctaj. insa este picat
sa existe timpul necesar rezovarii dar nu si uzanta de
a analiza cerintele problemei/problemelor.

O schematizare a celor “20” de cazuri, pornind de la

sensul fortelor F,, F,, F si in paralel de la relatia a%
&

ar putea arata ca in Tabelul 1: Pentru o mai buna
evidentiere au fost puse in evidenta numai coloanele
“de interes”.

F<O desemneaza o forta stabilita de la inceput in

sens invers decét in Fig.1.2.
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Tabelul 1

3o yem | Fi F. |F
Codul |awew | @zew (& [E2| g | £2A [ yeziFig 12
11 gR |- - - <Ny |- |-
1.3.1 - - <t - U
1.3.2 - -t - >0 - -
12 [0 - 0!- - ? S
21 >62CM <a1CM
23 [0 0 010
221 >0
222 <0
311 >0
31.2 <0
3.2.1 >0
322 <0
<0
>1 >1
>0
>0
>1 <1
<0
>0
<1 >1
<0
30
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CAPITOLUL 2 MECANICA

Mecanica solidului rigid. Miscarea plan-paralela.
Mechanics of rigid body. Plan parallel motion.

© TIBERIUS OVIDIUS CHECHE, 1999
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2.1. A small body of
} mass m is initially

released from rest on

the inside surface of a

uniform thin sphere of

radius R and mass M,
at an angle a,, as
Fig.2.1.1 Un corp mic aflat ~ Shown in Fig.2.1.1 The
pe suprafata interioara a sphere is put on a

unai sfere subtiri.
horizontal plane.

Neglecting any friction determine ths velocity of the
sphere and the force acting on the horizontal plane as
function of angle « .

2.1, Un corp mic 92 masda m 32 afld inifial ' r3paus pa
suprafata intarioard a unej sfere subfiri d2 razd R 3
masd M, la un unghi «,, ca in Fig.2.1.1. 5fera este
asezatd pe un pian orizontal. Naglijdnd fracdrile
determinali viteza sfarei s/ forta zare aciionzazd

asupra planului orizontal, in funciie ds 2 .
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REZOLVARE:

I Metoda dinamica

Fortele care actioneaza asupra sistemului format

din sfera si corp se afla toate intr-un plan vertical. Ca o

consecinta a faptului ca inifjial toate punctele sistemului

se afid in repaus, migcarea corpului si a centrului de

masa al sferei se executa in acest plan (misgcare plan

paraleld).

Conform Fig.2.1.2, intr-un sistem de referinta

inerial (SRI), aflat in repaus fata de planul orizontal,

Fig.2.1.2  Reprezentarea
diagramei de forte (cazul
neglijarii frecarilor).

asupra sferei
actioneazda greutatea
G, reactiunea planului
orizontal N si forta de
actiuné din partea
corpului, N,', iar
asupra corpului
actioneaza  greutatea

—_

G, i reactiunea din
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partea sferei N, =-N,'. SRP este notat oxy. Pentru
sferd, legea intai a lui Euler, de migcare a centrului de
masa fata de SRI, se scrie:

G+N+N,'=Ma (2.1.1)

unde a este acceleratia centrului de maséa al sferei.

Ecuatia de miscare a corpuilui fata de SRI, se scrie:

G,+N,=ma, (2.1.2)
unde a, este acceleratia corpului.

Pentru sferd, notand cu / momentul de inertie al
acesteia fata de centrul ei si cu Q viteza unghiulara de
rotatie fatd de SRI, legea a doua a lui Euler in raport
cu centrul ei de masa se scrie:

Ik =M, . + M, + Mg =0 (2.1.3)
Obtinem, Q=ct=Q(0)=0, deci sfera nu se
roteste,neexistand nici o forfa care sa nu treaca prin
centrul ei.

S& consideram SL ortogonal ca in Fig.2.1.3, cu
axa OY trecand prin centrul de masa C al sistemului la

momentul initial si axa OX paralela cu planul orizontal
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trecand prin centrul sferei. Notand cu V si v, viteza

centrului sferei, respectiv componenta vitezei corpului
pe OX, legea de conservare a impulsului pe axa OX,
pentru ansamblul sfera-corp, se scrie:

MV+mv, =0 (2.1.4)

Fig.2.1.3 Reprezentarea marimilor cinematice pentru cele
doua sisteme de referinta.

Relatia (2.1.4) este valabild deoarece fortele N,, N’
sunt forte interne care nu pot modifica impulsul
sistemului, iar fortele externe actioneaza pe verticalg;

in consecintd pe OX impulsul se conserva si cum
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initial este nul (initial sistemul se afla in repaus) pozitia
centrului de masa C nu se modificd pe orizontala. in
SL ales X =0, adica:

MX, +mX_=(M+m)X,=0 (2.1.5)

unde X,,, X, sunt coordonata Centljului sferei, o(X,,),
respectiv a corpului, Q(X ), ca in Fig.2.1.3.

Sa consideram sistemul format din centrul de masa al
ansamblului sferd+corp (SC), un sistem format din

doua puncte materiale cu masele M, respectiv m.

Asupra acestuia actioneazd G, G, N (translatatd in
centrul sferei) si forfele interne N,' (translatatd in

centrul sferei) si N,. Acesta este ca un solid rigid

deoarece distania dintre cele doua puncte este o
constanta egaléd cu R. Vom asocia sistemului SC astfel

definit, un SRP notat Cx,y,, similar celui din Fig.2.1.2,
dar cu originea in C, ca in Fig.2.1.3. Axa z, este
perpendiculara pe planul Cx.y. si trece prin C. Pentru
SC legile lui Euler se scriu astfel.

Legea intai:
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G+N+G,=(M+m)a, (2.1.6)
Legea a doua, fata de Cx.y.:

leek =R, x(G+N)+R, xG, (2.1.7)
unde R = R,. - R,, vezi Fig.2.1.3.

Momentul de inerfie /I, , = 1. fatd de axa z., se scrie:
I, = Mp? + mq?® (2.1.8)

unde pzlﬁp,j si q:iﬁo. Considerente de simetrie

duc la anularea altor momente de inertie (centrifugale)

/ .tinand cont ca

XcZe ’I.chc
Y.(t)=-gsina(t),
relatia de legatura se scrie:

—_ 2-_ H
a, :aCJ=YCJ:d [- g sin a(t)]

J =

dt? (2.1.9)
qla’® sina - ccosa)l

Conform ec.(2.1.5) scriind : X, = -pcosa,

X, =qcosa se obtine:

Mp-mq=0 (2.1.10)
In plus:
p+g=R (2.1.11)
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Reunind relatiile utile se obtine sistemul:
(—G+N-G, =(M+m)a,

(Mp2 + qu)g =

g(- G + N)cosa + pG, cos a

18c :q(dzsina—dCOSa) (2.1.12)
Mp-mq=0

p+g=~R

E=a

Pentru a aduce sistemul (2.1.12) intr-o forma mai
accesibila sa consideram cazul m = M. Substitutiile
duc In fin2t 'a urmatoarea ecuatie diferentialsd de
ordinul doi, neliniara si neomogena:

4gcosa

2ii (1+ cos? o) - ¢ sin 2a = (2.1.13)

Variatia aft) se poate gasi printr-o metoda numerica.
Analitic putem gasi a(a). Pentru aceasta si facem
substitutia &® = z. Observam ca:

.9 .2 .
dz _da’ _da dadt ,, (2.1.14)
da da da dt da
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Cu ec.(2.1.14), ec.(2.1.13) se ftransformd intr-o o
ecuatie diferentiala de ordinul intdi neomogena:

2(1 + cos’® a)— zsin2qa =
da

4gcosa (2.1.15)

Rezolvarea se poate face cu metoda variafiei
constantelor. Sa consideram ecuatia omogena:

92 (11 cos? a)- zsin2a =0 (2.1.16)

da
Obiinem:
dz 2sina cosa d{cos’® o)

'z (1+cos?a) da:_mz_a) (21.17)

Prin integrare rezulta:

(2.1.18)

/

Ct
Z = 4 Z—T
l1+ cos® a)
Consideram Ct=Ci#{a) si introducem ec.(2.1.18) in

ec.(2.1.16). Se obtine:

‘;"f’ _4g9 ‘;;’S“ | (2.1.19) adica
o
Cle)-C, + 298N (2.1.20)

Constanta C,se gaseste din conditiile initiale ale

=]
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problemei, a(a, ) = 0, deoarece initial sistemul se afld

in repaus. Se obtine:
c,=_gsina (2.1.21)

R
fnlocuind ec.(2.1.20) si (2.1.21) in ec.(2.1.18) se
obtine:
.2 _4g sina-sina,

zZ= 2.1.22
“ R 1+cos’a ( )

Pentru a € (e,, 7 — a, ), deoarece a creste in timp, se

obtine:

[4g sina —sina,
VR 1+cos’a

(2.1.23)

w=aqa-=

Sistemul SC executd o miscare de oscilatie, punctul C
pastrandu-si poziiia pe orizontala X = 0 si osciland pe
vericala intre R(1-sina,/2) si R/2 faia de planul
orizontal. Migcarea poate fi astfel complet
caracterizatd, din ec.(2.1.12) obiinandu-se Nsi a..
Relatia dintre vitezele celor doua puncte ale SC:

Vv=V+akxR=V +wkxR (2.1.24)
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este sugeratd in Fig.2.2.3, unde v este tangenta la
traiectoria corpului in SL. Relatia dintre acceleratii se
scrie:
d=a,+dkxR-a*R
=a,+ckxR-w*R
Ec.(2.1.25), (2.1.1), (2.1.2), impreuna cu ec.(2.1.23) si

derivata temporala a lui (2.1.23) permit calculul

(2.1.25)

mérimilor 3, &, N,".

Sa raspundem insd la intrebarile din textul
problemei. Conform ec.(2.1.24), scriind
j =-Isina+dJcosa, se obtine:

V-V+wkxA=VT-aR] -

_ - (2.1.26)
(V+aRsina)l ~aRcosaJ
cu:
vy=V+aRsina (2.1.27a)
v, =—aRcosa (2.1.27b)

Din ecuatia de conservare a impulsului (2.1.4) si
ec.(2.1.27b) se obtine:
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V=-""’X:—M'" &R sina =
M tm_ (2.1.28)
. [sina-sina,
- gRsma\/ >
1+cos " a

ultima egalitate fiind valabild in ipoteza m = M. Pe o
alta cale vitezele pot fi gasite prin derivarea la timp a
coordonatelor: X, (t)= (Rcos a)/2, Y,(t)=0, X, =0,
Y.(t)=-(Rsina)/2, X,(t)=-(Rcosa)/2, Y,(t)=
- Rsina. Folosind prima gi a treia ecuatie a sistemului
(2.1.12), ec.(2.1.23) si derivata ei temporala, pentru m
= M, se obtine:

N=2m(g+a,)=

i
2mtg+g(d2 sina-& cosa) aCJ: (2.1.29)

3-cos’a+2sinasina,

2m 2 4
1+2cos“a+c05

Pentru a =, = z/2, corpul se afla in punctul cel mai
coborat, in repaus si N(z/2) = 2mg, asa cum este
firesc. Metoda de rezolvare dinamica a cautat sa
aplice conceptele de natura teoreticA in scopul
ilustrarii cat mai clare a acestora. Ecuatiile lui Euler

permit, in principiu, descrierea completd a miscarii
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unui solid rigid. Informatii asupra miscarii (mai putin
complete) pot fi obtinute insa si printr-o abordare
energetica.
b) Metoda energetica

in ipoteza neglijarii frecarilor, deoarece campul
gravitational este un c&mp conservativ energia
mecanicAd a sistemului, cineticda si potentiala
gravitationald, se conservd. Energia inijialda a
sistemului este numai potentiald gravitajionala. Luand
ca referinid de zero a energiei potentiale gravitationale
pianui orizoniai, ersigia poienpaia Yravaaionaid a
corpului este mgR(1-sing,). Energia potentiala
gravitationald a sferei se poate gasi insumand
energiile a doud zone sferice (calote la extremitati)
infinitesimale, simetrice fatd de planui orizontal care
trece prin centrul sferei, fiecare de masa dM. Centrul
de masa al celor doua sectoare se afla in centrul sferei
si dau energia 2gRdM. Extinzdnd suma pe intreaga
sferd se obline cd energia potentialda are valoarea
MgR . in consecinta energia initiald se scrie:

E, = MgR + mgR(1-sina,) (2.1.30)
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Pentru o pozitie oarecare, in SRI, avem urméatoarele
energii:

MgR - energia pot. gravitationala a sferei (2.1.31a)
mgR(1- sin a)- (2.1.31.b)

energia pot. gravitationald a corpului

ola), V (), N (w)

1 i 1 " 1 n 1 " | I | 1 |

00 05 10 15 20 25 30 35
a(rad)

Fig. 2.1.4 Variatiille unor marimi care caracterizeaza
miscarea analizata pentru datele numerice din text.

%mv2 - energia cinetica a corpului (2.1.31.¢c)
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1

5Mv2 - energia cinetica a lui C (2.1.31.d)
%IQ2 =0 in SCM (2.1.31.¢)

conform ec.(2.1.3))- energia cinetica a sferei

insumand relatiile (2.1.31a-e) si conform principiului
conservarii energiei egaland suma cu energia initiala
obtinuta in ec.(2.1.30) se obtine:

mgR(1-sina,) =

2.1.32
mgR(1-sina)+ %Mvz + -;—mvz ( )

Din ec.(2.1.4) si (2.1.27a) se obtin:

V=- ¢R sin a (2.1.33a)
+m

Vy = _Mv (2.1.33b)
m

Folosind v? =v,” +v,? si introducand ec.(2.1.33a, b),
(2.1.27b) in ec.(2.1.32) se obtine din nou relatia
(2.1.28). In concluzie, metoda energetica nu ofera in
mod direct informatii referitoare la fortele care apar in
migcare, spre deosebire de metoda dinamica, dar

necesitd un calcul accesibil elevilor de liceu. In
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Fig.2.1.4 sunt reprezentate graficele de variatie V(a),
N(a) si w(a) pentru: a, =0sim=M=0.1,R=1,
g = 10. Ele releva migcarea oscilatorie descrisa

analitic.
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CAPITOLUL 3 MECANICA
Trei cazuri cinematice remarcabile.
Kinematics of three remarcable cases.

© EMIL BARNA,1999
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3.1 A rigid rod of length | rests vertically in contact with
a wall (the rod lies along the Oy axis of co-ordinates).
Suddenly, the lower end of the rod begins to slide on
the floor (along the Ox axis of co-ordinates) with a
constant velocity v,. Specify the trajectory described by
the center of the rod and find its velocity as a function

of time.

3.1 O bard de lungime | std in pozifie verticald Ianga
un perete vertical (axa Y). La un moment dat capatul
de jos incepe sd alunece pe podea (axa X) cu viteza
constantd v, Determinall traiectoria descrisd de
centrul barei si stabili{l viteza acestuia in functie de

timp.
REZOLVARE

Textul problemei sugereaza o rezolvare pe cale
cinematica. Intradevér, dacd perechile de coordonate

(x,0) sl (0,y) precizeaza pozitiile capetelor A gl B ale
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barei, atunci centrul C al barei (vezi Fig.3.1.1) va avea

coordonatele x, =% sly, = JZL’ iar relatia
xZ+y2=1J? (3.1.1)
permite obtinerea imediata a traiectoriei punctului C
IE
xZ+yl="— (3.1.2)
4
Ay
|

A(x.0)

Fig. 3.1.1 Geometria pentru studiul
alunecarii barei

T |~

adica punctul C descrie un aic de carc de raza

Pentru determinarea vitezei punctului C vom folosi

relatia de definitie a vitezei
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dx, 1dx 1
1x —— =5 =3V

dt 2 dt

dy, d ? 2,42
V. = S N N V2 | 3.1.3
ﬁ" dt dt[ 4 ° (31.9)
_ 2vit
T T2

%—v§t2
incat

_ [v2 2 vol
V1 = V1x + V1y = W (314)

Din pacate rigurozitatea matematica a descrierii unei
probleme cinematice nu poate servi ca argument in
favoarea realitdtii ei fizice; solutia matematica stricta a
problemei cinematice poate duce la o situatie lipsita de
sens din punct de vedere fizic. |

Daca dorim sa calculam viteza centrului barei in
momentul t  cand ea devine orizontald (punctul C

atinge axa Ox) vom avea surpriza sa constatdm ca

. R | -
v,(t ) =w unde t = —. Pentru clarificarea cauzelor
v
0

50

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



nonsensului fizic al rezultatului obtinut trebuie facutd o
analiza dinamica a migcarii barei.

Asupra barei actioneaza greutatea G aplicata in

Fig.3.1.2 Geometria pentru studiul
dinamic
punctul C (daca bara este omogena), foriele de

reactiune a peretelui sl podelei Nx, respectiv Ny,

precum sl forta F, aplicatd capatului de jos al barei,
care asigura viteza uniforma de deplasare a acestui
capat.

Ecuatiile ce descriu translatia sunt
{Ox : N, -F=0

15
Oy: N,-G=0 (3.1.5)
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Ecuatia momentelor in raport cu capatul de jos al

barei, luat ca origine a sistemului de coordonate

inertial este

dzo 1 .
|——=—-—mglcos @ —-N_Isin0 3.1.6
e > Mg x (3.1.6)

2
unde m este masa barei iar [I=

exprima

momentul de inertie al barei in raport cu capatul A.

Conform conditjilor problemei

d(lcos @)
g =—— 27
dt (3.1.7)
dv,
dt
rezultand
v, =1Isin 0%?—
(3.1.8)

d?o __v,ctgf
dt? 1?2sin%0

astfel incat din relatia (3.1.6) se obtine

N ——11——2met g (3.1.9)
¥ 2 3glsin® g gcig o
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2

2v . o
Dacd N, >0, adica ——>-— < 1, atunci capétul
3glsin® 0

de sus ramane lipit de perete.

Deoarece la momentul initial (t=0) 8 = % pentru

ca problema sd aibd sens fizic trebuie satisfacuta
conditia
3g/

Vo < Vomar =175~ (3.1.10)

Daca v, > V.., atunci capatul de sus al barei

pierde contactul cu peretele vertical de la bun inceput.

Daca v, <v atunci contactul dintre bara sl

0 max >

peretele vertical continua pana la atingerea unui unghi
critic

10
2

3
9, = arcsin [2”} $CU%<0<E (3.1.11)

3g/

2 L. T . . .
In limitele E< 0 < 8,, descrierea cinematica a
alunecarii barei este corecta. Centrul de masa al barei

.. , .
descrie in acest interval un arc de cerc de raza E
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Este ugor de transpus intervalul de unghi in interval de
timp.

Incepand cu unghiul critic @, miscarea este descrisa
de ecuatia (3.1.6) In care N, = 0, in conditiile initiale

ce corespund unghiului critic.

3.2 A mobile A tracks a mobile B that moves at

constant speed Vo along a strait line. The speed of A is

also constant but keeps reorienting itself towards B

;o! ). Initially the distance between A and B is |,

while their velocities are orthogonal ( V1ivoe ). Find the

time lapse needed by A in order to caich B.

3.2 Un mobil A urmdreste un mobil B care se
deplaseaza pe o dreapta cu viteza constanta Vo.

Viteza mobilului A este constanta in modul ( M > ‘;o} )

sl orientatd in permanenfd spre mobilul B. La

momentul initial: vilvo, iar distanta dintre mobile este
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I . Determinafl timpul dupd care mobilul A ajunge

mobilul B (problema ogarului).

REZOLVARE

Figura 3.2.1 prezinta situatia la un moment . Pentru
rezolvarea problemei vom apela la un sistem de
coordonate polare cu originea in punctul A.

Vom nota distanta dintre mobile cu r gl unghiul facut

de catre vitezele celor doua mobile cu & .

/
Y S i 3,3.)9__
.7 B
re

Fig.3.2.1 Mobilul A urmareste
' mobilul B

55

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Folosind expresia vitezei in coordonate polare

obtinem
dar -
V,=—=r
dt
vV, =-V+V,c0s0

Vg:rg_g_:ré
dt

v, =-V,8in0

(3.2.1)

(3.2.2)

Ne intereseazad obtinerea unei relati de legatura

r =r(t). Pentru aceasta inmultim relatia (3.2.1) cu

vV +Vv,cosd, relatia (3.2.2) cu -V, sin @, dupa care

adunam noile forme. Obtinem

r(vpcos@+v)-rdv,sing
2 2

=V, -V

sau

Ejd?[r(v0 cos @ +v)|=vi-v?

Prin integrare se obiine

r(vocos@+v)-vl=(vi-vi)t

unde am folosit faptul ca r(0) = 1,0(0) = —

(3.2.3)

(3.2.4)

(3.2.5)

T
5 .
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Conditia de intalnire a mobilelor cere r(t’)=0,

ceea ce conduce la valoarea

o (3.2.6)

v?_v?
Folosirea altor coordonate in abordarea problemei

complica foarte mult calculul matematic.

3.3 A particle A (projectile) of mass m, having a

momentum 51 elastically collides with a particle B
(target) of mass m, that is at rest. Show that the

process can be represented by means of a graphical
construction that contains all the significant features of

the collision.

3.3 O particuld A (proiectil), de masa m, si avand
impulsul ,5, ciocheste perfect elastic o particula B
(lintd), de masa m, aflald in repaus. Ardlafl ca

rezultatul ciocnirii se poate ilustra printr-o constructie

geometrica interesanta (sl intuitivg).
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REZOLVARE

Consideram situatiile prezentate in figura 3.3.1.

(a) (b)
Fig.3.3.1 Geometria ciocnirii particulelor A gl B:
(a)initial; (b) final.
Legile conservarii energiei cinetice sl impulsului sunt

2 12 r2
Py _ P P (3.3.1)
2m, ?2m, 2m,

P =P +p; (3.3.2)

Substituind valoarea E =p, - p—; n ecuatia (3.3.1)

se obtine

— —/m, +im

PPy =Py —12?2 (3.3.3)
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Folosind definifia produsului scalar
p.pP, = p,p, cos 6, obtinem

P, = ﬂp, cos 6 (3.3.4)

m,+m,
Forma analitica obtinutd pentru impulsul particulei
linta sugereaza urmatoarea constructie grafica.
Dintr-un punct arbitrar O ducem vectorul ;_71‘ care
reprezintda impulsul particulei incidente. Construim un

m,p,
m,+m,

cerc de raza cu centrul pe dreapta suport a

vectorului p, astfel incat punctul O si aparting

cercului. Deoarece valoarea unghiului triunghiului
inscris Tn cerc care se sprijind pe diametru este egal

cu % toate segmentele duse din O la punctele

cercului satisfac relatia (3.3.4).

Segmentele dau de fapt impulsul particulei tinta
dupa ciocnire. Unghiul facut intre impulsurile 51 S p—2

este notat cu « (unghi de imprastiere), iar unghiul de
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deviatie a particulei proiectil este notat cu g. Pot fi

discutate doua cazuri:

1. Masa particulei proiectii mai mare decat masa
particulei tintda (m,>m,). In acest «caz

2m,
m,+m,

< 1 si constructia grafica este data in

2m
<« T2, —p

m1+m2

Fig.3.3.2 Geometria ciocnirii in cazul m, > m,
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figura (3.3.2).

- unghiul de imprastiere « variazd dela 0O la %;

- unghiul g maxim se obtine cand vectorul E’este
tangent la cerc;

- impulsul p] tinde catre valoarea maximi atunci
cand dupa ciocnire {inta se misca cat mai aproape
de directia perpendiculara.

2. Masa particulei proiectii mai mica decat masa

particulei tintd (m, <m,). In acest caz

Fig.3.3.3 Geometria ciocnirii in cazul m, < m,
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2m,
m,+m,
figura (3.3.3)
- unghiul de impragtiere variazd fintre limitele

>1 si constructia grafica este data in

7T .
—<a<7r,;
2

- unghiul de deviere g al particulei proiectil variaza

intre0si 7.

in cele doua cazuri studiate discutia a fost facuta
dupa parametrul @ ; valoarea concretd a acestuia nu
poate fi ob{inuta insa din legile de conservare.

Legile de conservare nu fac posibila rezolvarea
problemei ciocnirilor, dar permit analiza

particularitatilor fundamentale ale procesului.
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CAPITOLUL 4 CALDURA.

Aplicatii ale notiunii de entropie.
Entropy applications.
© Vlad Popa-Nita
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4.1. Show the Clausius equality for a system obeying
the equations of state: p = —%O’T4 and U=0oT*V (cis

a positive conslant).

Demonstrali egalitatea Clausius pentru un sistem

. 1 .
termodinamic cu ecuafia de stare: p = EJT“ si

U = oT*V (o fiind o constanta pozitiva).
REZOLVARE

Entropia - scurta prezentare.

Constatérile experimentale au generat formularea
primard a principiului doi: intr-o transformare ciclica
monoterma nu este posibil decét:

Q = L = O daca transformarea este reversibila si

Q =L < 0 daca transformarea este ireversibila.
Extinzand in cazul transformarilor ciclice biterme se
obtine relatia Clausius (independentda de natura
sistemului termodinamic).

ZLy 22 <0 (4.1)

1 2
unde Q,, Q, reprezinta caldurile schimbate de sistem

cu cele doua termostate de temperaturi T, si respectiv
64
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T,. Egalitatea are loc in cazul transformarilor
reversibile, iar inegalitatea pentru transformarea
ireversibila.

Generalizand relatia Clausius in  cazul
transtormarilor ciclice oarecare obiinem pentru o

transformare ciclica reversibila:

oQ

— =0 4.2
= (4.2)
iar pentru una ireversibila:

oQ,

11— <0 4.3
J== < (4.3)

Rezultatul (4.2) face posibila definirea unei
functii de stare S ( numita entropia sistemului) a cérei

diferentiala exacta este:
oQ
aS = —F- 4.4
T (4.4)
Variatia de entropie depinde numai de starile initiala si
finald si nu de starile intermediare:

i

(4.5)

Consecinta directa a rezultatului (4.5) este
constanta entropiei intr-o transformare adiabaticd
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reversibild. Considerand relatia (4.4) pentru un mol de
gaz ideal, obfinem succesiv:

_6q _ du+ pav dT av

ds =C —+Ff—v— (4.6)

T T YT
iar prin integrare:
s(T,v)=C,InT +Rinv +s, (4.7)

unde prin litere mici am notat marimile molare. Pentru
vmoli de gaz ideal, relatia (4.7) devine:
S(T,V)=v(C,InT +RInV —RlInv+s,) (4.8)
Subliniem faptul ca termenul -vRInv nu joaca nici un
rol intr-un proces in care v este constant, dar devine
esential intr-un proces in care se modifica v, De fapt
acest termen determind omogenitatea entropiei
(aS(v,V) = S(av,aV)) absenta Iui conducand la
paradoxul Gibbs.

Rezultatul important care decurge din relatia
(4.3) este:
fjﬁT”QL <S§, =5, (4.9)
ceea ce implica faptul ca intr-o transformare

adiabatica ireversibila entropia creste, astfel incat
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enuntul principiului 2 in formularea entropiei este
urmatorul: intr-o transformare adiabatica entropia nu
poate decat sa creasca sau sa ramana constanta.

Pentru rezolvarea problemei enutate, trebuie avut in
vedere ca o transformare ciclica, biterma, reversibila
(ciclul Carnot) este alcatuita din doua izoterme (1-2) si
(3-4) si doua adiabate (2-3) si (4-1). Pentru a
determina caldura schimbata de sistem cu exteriorul

procedam astfel:

Q=dU+6L=dU+ pdV = 4aT3VdT+gaT“dV (4.10)
Pentru o transformare izoterma d7T = 0 astfel incéat
6Q = gaT“dV ceea ce implica:

ZEO'T v, -v))
3

|
| (4.11)
1 :—4—JT4(V V,)

Din relatia (4.10) punand conditia oQ =0 obtnam

ecuatia diferentiala a adiabatei :

3dT 4V (4.12)
T Vv

jar prin integrare:
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TV = const. (4.13)
Cu ajutorul relatiilor (4.11) si (4.13) relatia Clausius

este imediata.

4.2. A thermodynamic system goes through two cycles
represented in figure, T is the absolute temperature
and S the entropy. During each cycle the absolute
temperature varies n-fold. Find the efficiency of each
cycle and compare  with the efficiency of the
reversible Carnot cycle belween the same extreme

temperatures.

Un sistern termodinamic efectueaza doua procese
ciclice reprezentate in figura 4.1. T este temperatura
absolutd si S este entropia. In cursul fiecdrui ciclu
temperatura se modificd de n ori. 548 se determine
randamentul fiecdrui ciclu si sd se compare cu
randamentul ciclului Carnot reversibil efectuat de

sistemn intre aceleagi temperaturi extreme.
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1 2 2
T 1
3
S S
(a) (b)
Figura 4.1.
REZOLVARE

Interpretarea geometrica a relaliei (4.4) este
urmatoarea: in diagrama 7-S, caldura schimbata de
sistem cu exteriorul intr-o transformare reversibila i—f
este datd de aria marginita de graficul transformarii,
axa S si dreptele S = S; i S = S. In cazul ciclului
reprezentat in figura 4.1 (a) sistemul primeste caldura
Q, = Qi = T,(5,-S;) i cedeaza caldura Q, = Qy =
(120(T,+T3)(S,-S,). Deoarece T,/T,= nrezultd imediat:

Ichd] n-1
== 4.14
n o o (4.14)

p
Analog in cazul transformarii ciclice din figura 4.1. (b),

sistemul primeste caldura Q,=Q,,=(1/2)(T;+T:)(S+S;)
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si cedeaza cidldura Q.=Q4=T,(S5,-S;) astfel incat
randamentul ciclului are valoarea:

p=n1 (4.15)
n+1

Randamentul ciclului Carnot care ar functiona
intre temperaturile T, si nT, ar fi evident cel mai mare
avand valoarea :

=1 (4.16)
n

4.3.Find the maximal work that can be obtained putting
together two vessels which contain identical ideal
gases with the adiabatic exponent y, at the same
temperature T,, with the same number of moles v, but

with different volumes V, and V,.

Determinalfi lucrul mecanic maxim care poate fi obfinut
reunind doud recipiente care contin gaze ideale
identice cu exponent adiabatic y, la aceeasi
temperatura T, , avand acelasi numdadr de moli v, dar

ocupéand volume diferite V, si V..
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REZOLVARE

Rezolvarea problemei are la baza urmatoarele doua

observatii:

i) lucrul mecanic maxim se efectueaza intr-o
transformare reversibila si

ii) deoarece in cursul procesului numarul de moli
nu este constant, termenul -vRInv din expresia
(4.8) devine esential.

Lucrul mecanic maxim se obtine intr-o transformare

adiabatica, reversibila, transformare definitd de

constanta entropiei. Considerand expresia (4.8)

precum si faptul ca entropia este functie aditiva de

stare, entropia starii inifiale este data de :

S, = v( 2R1lnT0 +RINV,V, — 2RIny + 2soJ(4.17)
}/_

Deoarece in starea finala sistemul are temperatura 7,
numarul de moli 2v si volumul V,+V,, entropia are

expresia:

S; :ZV[ il

InT + RIn(V, -V,)-Rlnv + Sojl (4.18)
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Egaland expresiile (4.17) si (4.18) obfinem noua

temperatura de echilibru:

y-1

2
T=T, ﬂy;z (4.19)
(v +V,)
iar

71

2vRT. VAVAVS 2
“2CAT. - T)="0 i —2 4.20
Lmax V( 0 ) }/_1 |i(\/1 +V2)2:| ( )

4.4. In the two halves of an adiabatic isolated vessel,
there are v moles of different ideal gases at same
temperature T.

a)What is the entropy change ideal gases allowed to
mixe?

b)Same question if the gases are identical.

In cele doud jumdtati ale unui vas izolat adiabatic de
mediul exterior se gdsesc cdte v moli de gaze ideale
diferite aflate la aceiasi temperaturd T. .

a) Determinafi varialia de entropie la indepartarea
peretelui despartitor.

b) Aceiasgi intrebare daca gazele sunt identice.
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Figura 4.2.

REZOLVARE

Problema constituie o aplicatie a expresiei (4.8) pentru
entropie. Lasand calculele ca exercitiu, mentionam
numai ca Tn cazul punctului (a) al problemei
AS5=S5,-5, =2vRIn2>0 ceea ce este adevarat
deoarece transformarea este adiabatica ireversibila, in
tmp ce in cazul (b) AS=S5,-S5, =0, evident

deoarece procesul este adiabatic reversibil.

4.5, Calculate the change in entropy when one mole of
an ideal gas is allowed to expand freely into double its

original volume.
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Determinali variafia de entropie la dublarea volumului
unui mol de gaz ideal in urma unei destinderi

adiabatice,in vid.

REZOLVARE

Destinderea adiabatica in vid (procesul Joule) este un
proces ireversibi. In cazul gazului ideal T, = T;
Folosind expresia (4.8) obtinem:

AS=S,-8§, = v(cv |n$+ anéj =RIn2>0(4.21)

i i
rezultat in concordanta cu principiul doi in formularea
entropiei.

Mentionm urmatoarea observatie: relafia (4.4)
permite calculul variafiei entropiei numai in cazul unui
proces reversibil. Pentru calculul variafiei entropiei in
cazul unui proces ireversibil, imaginam un proces
reversibil care decurge intre aceleasi stari inifiala si
finald ca cel ireversibil si calculam variatia de entropie
pentru acest proces. In virtutea faptului ci entropia
este functie de stare, variatia ei nu depinde de proces

ci numai de starea initiala si cea finala.
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CAPITOLUL 5. CALDURA

Functii de distributie.

Distribution functions.

© ANDREI PETRESCU, MIRCEA FRONESCU 1999
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5.1.An amount of gas contains N molecules. Let AN be
the number of gas molecules with the speed in the
interval (v,v+Av). In the figure, the dependence on
speed is presented as a histogram of the function

1 AN
)=N2ay

a) Specify the meaning of the aria between the graph
of function f (v), the axe of speeds, and the lines v=v;,,
V=V, '

b) Estimate the mean speed v,., and the quadratic
mean speed v, ,,; calculate the ratio (v, ,,/V eq)-

c) Represent the dependence on v of the number of

molecules having the speed > v as a histogram .

O cantitate de gaz confine N molecule. Fie AN
numdarul moleculelor gazului cu viteza cuprinsg in
intervalul (v, v + Av). In grafic, (Fig.5.1.), este
reprezentatd histograma dependentei de viteza a

1 AN

functiei fv ) = N Ap
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a) Precizali semnificatia ariei cuprinse intre graficul
functiei, axa absciselor si dreptele de ecuatiiv = v,, v =
Vv, (discufie: dupa valorile v,, v,).

b) Estimali viteza medie si viteza medie pdtraticd a
moleculelor gazului; calculafi raportul acestora
(Vo.m/Vmed)-

c) Reprezentali grafic histograma dependentei de
viteza v a fractiunii din numarul total de molecule cu

viteza > v.

f(v), (0,01 s{ml) | Av =50 m/s
0,32
0,24
0,16
0,08

0 100 200 300 400500 600 700 v(m/s)

Figura 5.1.
REZOLVARE
a) Aria cuprinsa intre graficul functiei, axa absciselor si
dreptele de ecualtii v = v,, v = v, reprezinta fractiunea
din numarul total al moleculelor avand viteza cuprinsa
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in intervalul (v, v,),functia f (v) fiind normata la unitate.
Daca v, = 0 si v, este finita, aria precizata va repre-
zenta fractiunea din numarul total al moleculelor avand
viteza mai mica decat v,.

Daca v, este finitd si v, — o, aria precizata va re-
prezenta fractiunea din numarul total al moleculelor
avand viteza mai mare decét v;.

Considerand v, = 0 si v, — oo, rezulta ca aria cuprinsa
sub graficul functiei trebuie sa aiba valoarea 1, fapt ce
poate fi verificat prin masurarea ariei.

b) Viteza medie si viteza patratica medie se calculea-

za folosind relatiile urmatoare:

Vo= if(vk WAV iV, = if(vk)v,fAvk (5.1)
Confor‘:r_w1 histogramei, putekr“n1 alege pentru valoarea vi-
tezei (v) fie extremitatea stangd a intervalului de
50 m/s, fie extremitatea lui dreaptd, fie un punct inter-
mediar, de exemplu mijlocul intervalului (Tabelul 5.1.)
Se observa ca raportul. v, ,,/V,,.; este supraunitar.
¢)Graficul este o functie descrescéatoare in scara, ale
carei valori se pot calcula; Astfel de rezultate sunt

prezentate de exemplu in Tabelul 5.2 si Figura 5.2.
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Tabelul 5.1

Nr. [fivisv| v | vitviov | VRv)sv | v | viv)sy | rivisv | v | vitwsv | V¥ fvsy
1.]0,005] O 0 0 25| 0,125 3,125 50 0,25 125
2.10,040 | 50 2 100 75 3 2285 100 4 400
3.] 0,000 1 100 9 900 125 11,25 | 1406,25 |150| 135 2025
4.10,130 |150| 19,5 2925 |175| 22,75 | 3981,25 | 200 26 5200
5.1 0,160 | 200 32 6400 225 36 8100 |250 40 10000
6.] 0,160 | 250 40 10000 | 275 44 12100 |300 48 14400
7.1 0,140 | 300 42 12600 |325| 45,5 14787,5 | 350 49 17150
8.] 0,100 } 350 35 12250 |375| 37,5 14062,5 | 400 40 16000
9.1 0,080 | 400 32 12800 425 34 14450 1450 36 16200

10.]| 0,050 {450 | 22,5 10125 }475| 23,75 |11281,25)500 25 12500
11.| 0,030 | 500 15 7500 1525| 15,75 | 8268,75 |550| 16,5 8075
12.] 0,010 | 550 55 3025 |575( 5,75 3306,25 | 600 6 3600
13.] 0,005 ] 600 3 1800 |625( 3,125 |{1953,125(650( 3,25 21125
z | 1,000 257,5 80425 282,5 93925 307,5 108675
Vmes (MO/S) 257,5 282,5 307,5
Vam (mOS) 283,6 306,5 3297
Vom
ot 1,101 1,085 1,072
Tabelul 5.2.

1,000; 0,995; 0,955;
0,275; 0,175; 0,095;

0,865; 0,735; 0,575; 0,415;
0,045; 0,015; 0,005; 0,000.

f)

1,00

0,75

0,50

0,25

0

A

(0,01 s/m)
|

Av =30 m/s

l

l(m/s)

100 200 300 400 300 600 700

Figura 5.2.
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5.2.There is one mole of ideal gas, having the
adiabatic exponent y = 1.5, in normal conditions. The
gas goes through the following transformations (as in
the figure): a compression at constant pressure (1—2),
an adiabatic reversible compression (2 —»3), a heating
at constant pressure 3—»4 and a free adiabatic
expansion in an empty vessel 4—1; during this last
transformation the gas makes a turbine turn.

a) Calculate the values of the parameters (p,V,T) in
the states 1,2, 3 and 4; put the results in the table.

b) Calculate the work, the variation of the internal
energy and the heat in the transformations 1—-2, 2—3,
34 and 4—1; put the results in the table.

c)  Suppose that during the adiabatic expansion, the
turbine rotor is blocked; after the gas reaches an
equilibrium state (5), it is cooled until it turns back to
the initial state. Calculate the thermodynamic

efficiency of the cycle 1525345551,

Un mol de gaz ideal (avand y = 1,5) se afla in conditii

normale de presiune si temperaturd. Gazul efectueaza
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urmatoarea succesiune de transformar: comprimarea
izobara 132, comprimarea adiabaticd reversibila
23, incalzirea izobard 3—4 si destinderea adiabatica
intr-un recipient vidat 4—1, in cursul careia pune in
miscare rotorul unei turbine (puteti identifica starile
indicate urmarind diagrama urmatoare).

p

Figura 5.3.
a) Calculati valorile parametrilor (p, V, T) in starile 1, 2,

3 si 4; trece}i rezultatele intr-un tabel de forma urma-

toare:
Tabelu| 5.3.
pkPa)l V(L) | T(K
1.
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b) Calculati lucrul mecanic, variatia energiei interne si
cdldura in transformarile 1—-2, 23, 334 si 4—>1;
treceli rezultatele intr-un tabel de forma:

Tabelul 5.4.

L (kJ) AU (kJ) Q (kJ)

152

c)Presupunem acum ¢4, in cursul destinderii
adiabatice, rotorul turbinei este blocat; dupa atingerea
unei stari de echilibru (5) gazul este ldsat sa se
rdceascd pana cand revine in starea inifiala.

Calculati randamentul  termodinamic al ciclului

1 >2—>3>4—>5->1. p

N
REZOLVARE M
a), b) Reprezentarea TR
ciclului este indicata in
figura 5.4: Y

2 1 [,V
0
Figura 5.4.

Valorile cerute sunt indicate in tabelele 5.5 — 5.8
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Tabelul 5.5 Tabelul 5.6.
P/P; vy, T, p(kPa)| V(L) T(K)
1 1 1 1 1 [101,3 | 22,42 273,15
2 1 2/3 2/3 2 [1013 | 14,95 182,10
3 8 1/6 4/3 3 | 8104 3,736 | 364,20
4 8 3/8 3 4 [ 8104 8,408 | 819,45
Tabelul 5.7. Tabelul 5.8.
L/p,V, |AUp,V,| Q/p,V, L) | AU(J) | Q(kJ)
152 -1/3 -2/3 -1 152 -0,757 -1,514 -2,271
2,3| -4/3 4/3 0 {2-3| -3,028 3,028 0
34| 5/3 10/3 5 34| 3,785 7,570 11,36
451 4 -4 0 41| 9,085 -9,085 0
c) Reprezentarea 3 4

noului ciclul este aratata in

figura alaturata, in care:

Ts=T,=3T, Ve = V,,
=3 py. Se observa ca L,
+ L23 + L34 + L45 + L51 = O:

deci randamentul va fi nul

(n =0).

Ds

()

v

Figura 5.5.
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5.3.. A molecular beamn contains molecules having the

mass m,, m,, myand the speeds v‘I ,V ) and ‘73 ; all the

molecules move in the same direction. The
concentration of molecules for each lype is
respectively n,, n,, and n;. The beam moves towards a
piston in motion; the angle between the direction of
beam and the perpendicular at the surface of piston is
a. The piston moves with the speed u, making the
angle S with the perpendicular at the surface of piston.
After the interaction with the piston a fraction f of
molecules of each kind remain sticked on the piston;
the others collide the piston perfectly elastic.

a) Calculate the speeds of the molecules after the
collision, knowing the values of the speeds and the
angles.

b) Calculate the expression of the pressure over
the piston due by the beam

Un fascicul molecular contine molecule cu masele m,,

m, gi m,, care au vitezele respectiv v‘l, \72 Si 53 de

valori constante si orientare comund. Concentratiile
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moleculelor de fiecare tip sunt, respectiv, n,, n, si n,.
Moleculele fasciculului se indreaptd spre un piston
mobil sub unghiul O fald de directia normalei la
suprafala acestuia. Pistonul se deplaseaza spre
molecule cu viteza u care face unghiul g cu directia
normalei la suprafata pistonului. {n urma interactiei cu
pistonul mobil, o aceeasi fractiune f din numarul
moleculelor de fiecare tip adera la suprafala sa, restul
ciocnindu-se perfect elastic cu acesta.

a) Calculali mdarimea gi orientarea vitezelor

moleculelor dupd interactiunea cu pistonul mobil,

cunoscand v, = 250 m, v, = 300 m, vy, = 350 m,
s s s

u= 10%, o= 60° si p = 30°.

b) Stabilifi expresia presiunii exercitate de
fasciculul molecular asupra pistonului mobil.
REZOLVARE:

b) Pentru moleculele care s-au ciocnit elastic,

componenta tangentiala a vitezei finale va fi

Vg =V, Sina, (5.2)
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iar componenta normala a vitezei finale va fi

Vnorm =V, COSa+2ucos B, cu j=123. (53)
Valoarea vitezei finale a acestor molecule va fi:

v, = \F/f + 4u® cos® B+ 4uv; cos fcosc . (5.4)

Expresia este:
v;sina _ tga
v, cosa +2ucos 1+_2;1003/3

(5.5)

tga} =

V;COsSa

Pentru aplicatia numerica:

- componentele normale ale vitezelor finale au,
respectiv, valorile: 142,3 m/s; 167,3 m/s; 192,3 m/s,

- componentele tangentiale ale vitezelor finale
au, respectiv, valorile: 216,5 m/s; 259,8 m/s; 303,1
m/s,

- marimile vitezelor finale au, respectiv, valorile:
259 m/s; 309 m/s; 359 m/s.

- tangentele unghiurilor dintre viteza finala si
normala la suprafata pistonului au, respectiv, valorile:
1,621,1,553; 1,576, corespunzand, respectiv,
unghiurlor: 56°41% 57°13% 57°36".
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Pentru moleculele care adera la piston

-

vitezele finale vor fi: ;,- =Uu.
b) Pentru stabilirea expresiei presiunii
exercitate de fascicului molecular asupra peretelui
mobil ne vom situa in referentialul in care pistonul este
in repaus.
Variatia impulsului moleculelor care se

ciocnesc elastic are expresia:

= 2mM,,(v; cos a +u cos f), (5.6)

ofastic

in timp ce varialia impulsului moleculelor care adera la

perete reprezinta jumatate din valoarea precedenta.
Numarul  moleculelor care ciocnesc

pistonul pe o suprafata de arie S intr-o durata At va fi,

pentru moleculele ce se ciocnesc elastic:

(1-F)n;S(v; cosa + ucos p)at (5.7)
Si
fn,S(v; cosa +ucos B)At, (5.8)

pentru moleculele care adera la perete.
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Calculand forta din principiul fundamental al
> dp .. .
mecanicii F = o si finand seama ca presiunea este

data de expresia P = % obtinem in final:

3
P=(2-f)> nm,(v,cosa+ucosB)*. (5.9)
j=1
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CAPITOLUL VI ELECTRICITATE.
Actiuni mecanice produse de forte de natura

electrica. _
Electrically produced mechanical actions.
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6.1. A point body of mass m electrically charged with q
is launched with the speed v towards a very far ring
of mass m uniformly charged with q; the launching
direction is normal on the plan of ring in his center.
Determine the littlest distance between the point body
and the ring. Can be neglected the gravitational

interaction?

Un corp punctiform de masd m si sarcind q este
lansat cu viteza v de la o distan{a foarte mare spre un
inel de masa m incdrcat uniform cu sarcina q; direclia
de lansare este perpendiculara pe planul inelufui in
centrul acestuia. 53 se determine distanfa minima
dintre inel si corpul punctiform. Se poate neglija

interactia gravitationald?

REZOLVARE
Anumite situatii reale sau imaginabile rational nu pot fi

descrise prin incadrarea intr-un singur capitol de fizica.
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Atunci cand mai multe fenomene pot avea loc simultan
inraurind evolutia unui sistem, trebuie considerat
raportul In care se afld diversele acliuni si - daca este
cazul - fenomenele care produc actiuni mai slabe pot fi
neglijate. Problema enuntatd mai sus, este in egala
masura o problema de electricitate si de mecanica; in
rezolvarea ei se iveste ocazia unei disculii referitoare
la tipurile fortelor care actioneaza intre corpuri.

Din experienta cotidiana sunt cunoscute o mare
varietate de forte; gravitafia - prin care pamantul
atrage toate obiectele care ne inconjoara, fortele care
apar la contactul solidelor si care le impiedica sa
interpenetreze, foriele elastice, fortele datorate
presiunii gazelor sau lichidelor, fortele de adeziune
aparute intre corpurile lipite, foriele de frecare care
produc rezistenfe la deplasarile reciproce, foriele
electrostatice , fortele magnetice, etc. In afara acestor
forle care actioneaza la nivel macroscopic, exista
altele care actioneazd la nivelul  microscopic al
atomilor si nucleelor. Astfel existd forie atractive si

repulsive intermoleculare, forte atomice care retin la un
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loc pariile constituente ale atomilor, forfe nucleare care
mentin stabilitatea nucleului. Existd si forte care
actioneazi la nivelul particulelor subnucleare atunci
cand acestea sufera coliziuni (cand sunt accelerate la
energii foarte mari).

in mod fundamental toate fortele pot fi grupate in patru
categorii:

1.Forta gravitationald. Aceasta este o forta de atractie
intre mase. Dacad am clasifica taria fortelor in functie
de actiunile lor asupra particulelor elementare, forta
gravitationald este cea mai slaba. Forta de atractie
gravitafionald intre doi protoni este de aproximativ
103N |, ceeace este complet nesemnificativ. Pe
suprafata Pamantului se simte actiunea gravitatiei
deoarece masa Pamantului este foarte mare.

2.Foria electromagnetica este o fortd atractiva sau
repulsivd care actioneaza intre sarcinile electrice.
Foriele electrice si cele magnetice considerate candva
ca fiind distincte, sunt actualmente grupate; forta
magneticd nu este altceva decat o fortd legatd de

migcarea sarcinilor electrice. In sensul stabilit anterior,
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forta electrici este o fortd de tirie medie. Intre doi
protoni vecini, forta electrica este de circa 90N. Dintre
toate foriele , cele electrice joaca rolul cel mai
important in lumea care ne inconjoara. Cu exceptia
atractiei gravitationale dintre Pamant si toate celelalte
obiecte (dar nu intre obiecte), toate foriele care
determind actiunile in lumea imediat inconjuratoare
sunt de naturd electrica. Foriele de contact intre
solidele rigide, fortele elastice, fortele de frecare,
fortele de presiune, foriele de adeziune, etc. nu sunt
decat forle de interactie electricd intre sarcinile
electrice care intra in structura atomilor.

3.Foriele tari actioneazd in interiorul nucleelor
atomice; ele sunt atractive sau repulsive. Aceste forte
reprezinta liantul nuclear impiedicAnd componentele
nucleare sa se apropie sau sa se departeze excesiv.
Acest tip de forfe se numesc tari pentru ca sunt cele
mai tari forie dintre cele patru tipuri. Pentru doi protoni
din nucleu, forta tare are o valoare de aproximativ
10000N.
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4.Foriele slabe se manifestd in unele dintre reactiile
dintre particulele elementare. Multe dintre reactiile
datorate forielor slabe sunt reactii de dezintegrare
radioactivd; ele sunt scinddri spontane ale unei
particule in alte cateva. Foriele de acest tip sunt
numite slabe pentru ca ele au - de exemplu- valori de
tipul 102N pentru protoni. Tabelul 6.1 cuprinde o
descriere a tariei si a distaniei pe care actioneaza

pentru cele patru tipuri de forte .

Tabelul 6.1

Fortd Actiune | Tarie Domeniu
|1 ] Gravitationala intre mase 10N | Infinit
\ 2 | Slaba Intre particule elementare § 10N <10""m
3 | Electromagneticd | intre sarcini electrice 10°N [nfinit
i 4 | Tare Intre particule nucleare 10*N 107"5m

Atat forta gravitationala cat si cea electomagnetica
actioneaza chiar si la distante foarte mari. Un exemplu
spectaculos este interactia dintre Pamant si Soare
care sunt separate prin sute de milioane de kilometri.
Ambele tipuri de forie sunt responsabile de actiuni la

distanta prin aparitia de cAmpuri. Desigur, si fortele tari
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actioneaz3 la distantd; domeniul de actiune al acestui
tip de for{d este insa foarte mic. Cele patru tipuri de
forte explica “structurarea” materiei.

Chiar inainte de rezolvarea problemei propuse trebuie
facutd o analizd a raportului celor doua forte de
interactie (atractia gravitafionala si respingerea
electrostaticd) aparute intre inel si corpul punctiform.
Admitand ca interactiile ar fi analoge celor apéarute
intre doud corpuri avadnd mase m=1kg si sarcini
electrice g=7uC, (ceea ce In conditiile enuntului pare

rezonabil), raportul 7 dintre forta de respingere

2

q

2
Are,r

electrostaticda F, =

A si forta de atractie
I < m? . . 9
gravitationala F, = k —- este pentru orice distanta r dat

/2

de:

qz
=———— 7=1348.10° (6.1)

7= 4-7-6, - k-m”

IRy

Acest  rezultat justifica neglijarea  interactiei
gravitationale fatd de interactia electrica in problema
considerata - chiar admitadnd ca cele doua corpuri ar

avea mase mult mai mari si incarcari electrice mult mai
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mici decat cele luate in considerare in estimarea de

mai sus.
Pentru rezolvarea problemei

propuse se analizaza

te|
|

o

miscarea corpului punctiform

d in campul electric al inelului.
h Calculul intensitdtii acestui

AL B A _
r 0 camp electric se poate face
Fig.6.1. tindnd cont ca, pentru doua

sarcini egale Q dispuse in punctele A i B ca in fig.6.1.

intensitatea £ a campului electric intr-un punct C aflat
pe mediatoarea segmentului AB este rezultanta

intensitafii campurilor electrice generate de cele doua
sarcini £, si E,.

Cum din motive evidente E, = E,, £ este colinear cu
mediatoarea segmentului AB. Componentele paralele
cu AB ale intensitatilor £, si £, se anuleazi reciproc
astfel incat:

Q -sing = Q:h (6.2)

4-7-5,-d? 2-7r-£0-(h2+r2)312

E=2
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Potentialul electric al punctului C este:

2-Q

V=———
4.-7-5,-d

(6.3)

Daca se divide mental inelul in 2n portiuni identice, pe
fiecare din acestea se afla sarcina g/2n ; fiecare dintre
« perechile » de sarcini diametral opuse genereazi
campul:

2. Aq_ .h
E perecre = 2.n (6.4)

pereche 12
4-7r-50(h2+r2)3

Sumand intensitdiile colineare ale campurilor produse
de fiecare din cele n perechi, in punctul aflat pe
perpendiculara pe planul inelului in centrul acestuia,
la distanta h de plan, intensitatea campului electric

este:

E_ = q-h (6.5)

inel 4‘7[-50-(h2+f2)3/2
in acelasi punct, potentialul campului electrostatic

creat de inel este:

2_q_n
2-n _ q (6.6)
4-7-gy-Vh2+r®  4d-;g-g,-Vh® +r?

V(h) =
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intrucat viteza initiala si forta de interactie sunt
colineare cu perpendiculara pe planul inelului in
centrul acestuia, migcarea corpului punctiform se va
desfagura de-a lungul acestei drepte.

Atunci cand corpul si inelul se afla la distan{a foarte
mare unul de altul, energia totald a sistemului este
datd de energia cineticdA a corpului punctiform

2
w, :m'TV (energia potentiala de interactie

cinetic
electrostaticad este nuld). Pe masura ce corpul se
apropie de planul inelului intensitatea cadmpului si forja
de interactie cresc ; viteza corpului scade iar viteza
inelului - initial nulda - creste. Cata vreme viteza
corpului este mai mare decét a inelului distanta dintre
obiecte scade; cand viteza inelului este mai mare
distanta dintre acesta si corp cregte. Minimul distanei
dintre cele doua obiecte se atinge atunci cand viteza
relativa a celor doua obiecte este nulda (cele doud
obiecte au viteze absolute egale). Legea de

conservare a impulsului scrisa pentru situatia in care
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cele doud obiecte au viteze v ’ egale se scrie sub

forma:
mv=2-m-v' (6.7)
si deci : v'=% (6.8)

in pozitia in care s-a realizat distanta minima, A,
energia totalda W(h,.») a sistemului, alcituitd din
energiile cinetice ale obiectelor si energia de

respingere electrostatica are expresia:

v 2
"(3)
W(hminim) = V(hminim) g+ 2- _—2— (6'9)

Tinand cont de relatiile (6.6) si (6.9) si de conservarea

energiei in sistemul considerat, se gaseste ca:

o

[ 2
hminim = 'I[_LZJ - f2 (6 10)
T-&y-M-v

|

2

g
re,mv

Daca

> >r distanta minima aparuta din relatia

(6.10) se realizeaza de fapt. Dupa atingerea distaniei
minime, inelul se deplaseaza cu viteza mai mare decét

corpul; in continuare, viteza inelului creste iar a
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corpului scade. Dupa un timp suficient de lung, corpul

va avea vitezd nula iar inelul se va deplasa cu viteza v.
2 v » N’ - .
Daca —q—2=r, corpul capata viteza egala cu inelul
7EGMV
chiar in situafia in care se afla in planul acestuia, in
centrul sdu. Ansamblul se va deplasa cu viteza v/2 un
timp indefinit ; situatia are semnificatia unei ciocniri

plastice.

2
Dacd —7 ~<r, distanta minima datd de relatia
nEGMV

(6.10) nu are sens; corpul trece prin centrul inelului si
situatia vitezelor egale nu se realizeaza. Dupa
trecerea prin centrul inelului, viteza corpului - care a
scazut pana cand corpul a atins planul inelului - incepe
s4 creascad datoritd respingerii electrostatice. In
acelasi timp viteza inelului care a crescut pana in
momentul in care particula a trecut prin planul inelului,
incepe sa scada. Dupd un timp suficient de mare,
cand distania dintre inel si corp este din nou infinita ,
viteza corpului este din nou v iar inelul este din nou in

repaus.
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6.2. A very small spherical body A of mass m,
electrically charged with q, hangs on an insulating
thread of length | = 1m. An other very small quy
electrically charged with -q is slowly brought nearer to
A so that the centers of A and B remain on the same
horizontal. When the distance between the bodies is
d =4cm and A is s<<l apart of his initial position, the
body B suddenly attracts A.

a) Determine the limits of stable equilibrium for the
body A.

b) The body A is put in a vertical glass tube closed at
the bottorn; then, on top of the body A, is placed an
identical body C. Determine the distance between A
and C bodies at equilibrium. The friction between

bodies C and the tube is negligible.

Un corp A de dimensiuni foarte mici, de masa m
si sarcind q este suspendat in centrul sdu de masd de

un fir inextensibil si izolator avand lungimea | = 1m. Un
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alt corp B avand de asemenea dimensiuni foarte mici
si sarcind -q este apropiat foarte lent de A astfel incat
centrele celor doua corpuri sunt tot timpul pe aceeasi
orizontald. In situatia in care distanta dintre corpuri
este d = 4cm si corpul A s-a deplasat fald de pozilia
sa initiald de echilibru cu s<<l, corpul A este atras
brusc de corpul B.

A.53 se determine limitele echilibrului stabil pentru
corpul A.

B,Corpul A este introdus intr-un tub de sticld asezat
vertical si inchis in partea inerioard ; apoi se introduce
deasupra corpului A un corp identic C. La ce indlfime h
se va afla corpul C fata de A la echilibru. Se neglijeaza

frecarea dintre corpul C gi tub.

REZOLVARE

Existda numeroase probleme de electricitate in
care se vorbegte despre pendule electrostatice ; in
enunturi se presupune — de reguld — ca pendulul este
in echilibru. Situatia de echilibru nu poate fi Tnsa

postulatd pentru orice situatie imaginabild. Oricine a
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facut un experiment de atractie electrostatica, chiar gi
unul simplu de atractie a unei mici bucatele de hartie
de cdtre un obiect de plastic electrizat prin frecare, a
constatat ca exista situatii de interactie cu echilibru gi
situatii in care atractia este « exploziva » , obiectele
electrizate lipindu-se brusc unul de altul.

Pentru situatia descrisa in
enunt, atunci cand particula B se
afla la distantd fixd D fatd de
verticala punctului de suspensie
al pendulului si pe orizontala

punctului A (de exemplu daca

particula B poate -culisa fara

frecare pe un suport vertical)

Fig.6.2. asupra pariculei A aflata la o

distanta variabila x < (0,0) fatd de

Ol (Figura 6.2) actioneaza forta de greutate si forfa
electrica determindnd momentul total fata de O:

2 2
GENI® - x® (6.11)

Mi{x) = _
(x) =mgx 4re(D - x)?
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in cazul in care - conform enuntului - D<</, (5.1)

devine:
_q® |4remg | 6.12
M(x)—4m_{ X (D_X)z] (6.12)

Momentul care actioneaza asupra pendulului pentru x
variind in domeniul O<x<D este negativ atat pentru
x>0 cat si pentru x—D; momentul atractiei
electrostatice domind momentul greutaiii in ambele
zone. Situatia de echilibru se poate realiza numai daca
exista pozitii in care M(x)=0. Functia

Fx) = Kx— —1 i = 27M9E
(D~ x) q

(maxim) pentru:

are un unic extrem

21
XE=D—3? (6.13)
Valoarea functiei f(x) in acest punct este:

|
e = f(xg) = ﬂ—[a’(ﬂj 3’] (6.14)

[y e

Daca valoarea maximd, f- , a funciiei f(x) este

negativa, momentul (6.12) este negativ pentru orice
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valoare permisa a distaniei x si nu exista pozifie de
echilibru pentru distanta D considerata. Dependenta
momentului de pozilie este reprezentatda pentru acest
caz de curba (a) din Figura 6.3.

Daca valoarea maxima fc a funciiei f(x) este pozitiva,

existd doud pozitii x, e(0,x:) si respectiv x, e(x.,D)in

800 T . T i
600}~ -
< 400 .
2
E!
£ 2001~ -
3
=
C
L\ L L
. 0.03 0.04 0.05
0 < 054
distanta(m)
Figura 6.3.

care momentul se anuleaza. Situatia este reprezentata
de curba (b) din Figura 6.3. In cazul In care fz = 0,

existd o unica pozitie, x = xz pentru care momentul se
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anuleazi. Situatia, reprezentatd de curba (c) din

Figura 6.3., se realizeaza pentru D, =%3%.Dacé in

(6.13) x<0 si deci f(x) este monoton descrescatoare
cum f(0)<0 pentru orice distanid inifiala, momentul
fortei electrice va fi dominant.

In concluzie, pentru distante D suficient de mari D>Do,
existd doua pozitii de echilibru dintre care aceea care
se realizeaza pentru distanfa mai mica este o pozitie
de echilibru stabil (deplasand corpul A din pozilia de
echilibru, momentul aparut tinde sa-l readuca in pozitia
de plecare). Pentru distanta D = D, existd o unica
pozilie de echilibru; delasarea oricat de mica faia de
aceasta pozitie produce deplasarea « exploziva » a
corpului A spre corpul B. Pentru distante D<D, nu
este posibila realizarea situatiei de echilibru a
pendulului datoritd tdriei interaciiei electrostatice.
Atunci cand, plecand de la infinit, corpul B este
apropiat foarte lent de corpul A, pendulul ia - pentru
distante D<D, - pozitii de echilibru stabil. Ultima pozitie

de echilibru posibila se realizeaza pentru D = D la
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distante mai mici echilibrul este imposibil. Situalia
descrisd in problema se referd la aceastd pozilie
pentru care simultan, momentul si derivata sa se
anuleaza. Impunand aceste doua conditii si folosind

notatiile din enun{: x =s, d = D,— s = 4cm rezulta:

2

q
M(s) = mgs - =0 6,15,
(s)=mg py—r (6.15)
/
ideci K =——. 6.16
S o (6.16)
: . o 2/
Din relatia (6.13) rezulta K = P (6.17)

Comparand relatiile (6.16) si (6.17) pot fi determinate
valorile s = 2cm si K = (1/32)10°m™.

Domeniul de stabilitate a echilibrului sistemului de
particule A,B avand geometria, masele si sarcinile
descrise In problema se realizeaza pentru distante mai
mari de 6 cm Tintre particula B si dreapta OI. Problema
se poate rezolva si prin analiza energiei potentiale a

sistemului :
2

W(x) = mgll P —x*|- EE(%T;) (6.18)

care devine - in conditiile enuntului :
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_ G (X
Wix) = 4re (K 21 D—x) (6.19)

Situatia « exploziva » descrisé 1n problema se
realizeaza pentru cazul in care cele doua derivate ale
energiei se anuleaza pentru aceeagi distania adica
pentru cazul in care energia ca functie de distanta are
un punct de inflexiune pe orizontala.

b) La inal{imea h conditia de echilibru inseamna:

2

q
maq = 6.20
9= 73 (6.20)
. 1
din care rezultd:h = — =4../2mm. 6.21
JK (6.21)

6.3. A very small magnet of mass m hangs on a thread
of length | = 1m. An other very small magnet B is
slowly brought nearer to A so that the axes of magnets
A and B remain on the same horizontal. When the
distance between the magnets is d = 4cm, and the
magnet A is s = 1cm apart of his initial position, the

magnet A is suddenly attracted by the magnet B.
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a) The dependence on distance of the force of
interaction belween the magnets is given by the
relation  f(x) = -K/x". Determine the condition of
equilibrium for the magnet A. Determine the limits of
the stable equilibrium for the magnet A. Using the
given data, determine the value of exponent n.

b)The magnet B is put in a vertical glass tube closed at
the bottom ; then on top of the magnet B is placed the
magnet A so that the magnets repulse. Determine the
distance between the magnets at equillibrium. The
friction between the magnet A and the tube is

negligeable ; the magnet A cannot turn inside of tube.

Un magnet A de dimensiuni foarte mici si de
masada m este atdrnat in centrul sdu de masa de un fir
avand lungimea I=1m. Apoi, un alt magnet B avand de
asemenea dimensiuni foarte mici este apropiat foarte
lent astfel incdt axele celor doi magneti sunt tot timpul
pe aceeasi orizontald. In pozifia in care distanta dintre

magnetii A si B este d = 4cm gi magnetul A s-a
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deplasat fald de pozitia intiald cu s=1cm, magnetul A
este atras brusc de magnetul B.

a) Se stie ca forfa de interactie dintre magneli depinde
de distanta dintre acegtia dupd relatia : f(x)=-K/x". Sa
se scrie condifia de echilibru pentru magnetul A. S3 se
determine limitele existenfei echilibrului stabil pentru
magnetul A. Utilizand datele din enunf sd8 se
determine valoarea exponentului n.

b)Magnetul B este introdus intr-un tub de sticld asezat
vertical si inchis in partea inferioard, iar apoi se
introduce magnetul A deasupra magnetului B astfel
incdt magnetii sa se respinga. La ce indllime h se va
afla magnetul A deasupra magnetului B in situalia de
echilibru?(Se neglijeaza frecarea dintre magnet si tub;

magnefii nu se pot rasuci in tub).

REZOLVARE

Daca magnetul B se afla la distanta fixa D<</ fata de
verticala punctului de suspensie al pendulului (Figura
6.4)., momentul care actioneazd asupra pendulului

este ( vezi si problema anterioars):
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(6.22)

M(x)=mgx — 0 fx)"

Interactia magnetica este
dominanta atat la valori mici cat si
la valori mari ale distantei corpului
| A fatd de verticala punctului de

suspensie al firului;

] g M(x —0) <0, M(x — D) <0

Figura 6.4. Existenta pozitiilor de echilibru este

posibilda numai dacd M(x)=0.

Intrucat derivata momentului:
Kin

M(x)=mg-———— 6.23
(X) mg (D _ x)n+1 ( ) '
are o unica solutie pozitiva:
1
kin
-p-| &1 .24
X =D [ng (6.24)

existenta pozitiei de echilibru este posibild numai daca
M(xz)>0. Ca si in problema anterioara in cazul in care
M(x:)>0 existd doua pozilii de echilibru, x, si x, din
care, in conditiile problemei, aceea care se realizeaza

corespunde unei distante x mai mici fatéd de verticala
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punctului de suspensie. Daca distanta D este mica si
M(xc)<0, nu existd pozitie de echilibru a sistemului.
Situatia de atractie «exploziva » din problema se
referd la situatia in care M(xg)=0, caz in care
deplasarea oricat de mica in orice directie a corpului A
produce atractia spre B. In conditiile enuntului, x = s,
D =s +diar relatiile (6.22) si (6.23) devin:

K
mgs-1—=0
g g

o (6.25)

- dn+1 =

din care rezulta prin imparire n = d/s =4

b) In situatia din problema:

_K h_& \f (6.26)

6.4.A. A body of mass m and charge q is suspended
at the end of an insulating thread of length | ; the other
end of the thread is fixed. The assembly is placed in a
uniform electrical 'fie/d of strength E, having a vertical
direction. Determine the period of the conic pendufum

buiit this way as a function of: the distance x between
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the rotation plane of the body and the fixing point and
the quantities m, g, E and g.

B. The dielectric properties of the substance are
related to the presence of permanent or induced
electrical dipoles - these being pairs of charges +q ,-q
separated by distance x. For each dipole we define the
dipole moment as a vector p, p =q-x, onented from
the charge -q to the charge +q. The dipole moment of
the volume unit is called polarization P. Applying an
electrical field of strength E on a material in which
appears the polarization P, between its characteristic
quantities there will be the relation: ¢E = ¢,E + P e and ¢,
being the dielectric constants of the material and of the
vacuum, respectively. Determine the light speed in the
atomic hydrogen in normal conditions of pressure (p,)
and temperature (T,). Consider that the electron
trajectory around the nucleus is circular of radius ag,
and that the application of the electrical field E doesn’t
change this radius. Also consider that under the action
of the electrical field the separation x of the centers of

positive and negative charges are very small, so that
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(x/agf ~ 0. The relative magnetic permeability of the
hydrogen u, = 1. There are known: T, = 273K, p, = 10°
N/m?, kg = 1,38062 102 J/K, az = 0,52917 107°m,
c=2,99792 10° m/s.

A. Un corp de masa m gi sarcind q este legat la un
capdt al unui fir de lungime I; celdlalt capdt al firului
este fixat. Ansamblul este situat intr-un camp electric
uniform de intensitate E, avdnd direcfie verticald. Sa
se determine perioada pendulului conic astfel construit
in funcfie de : distanta x dintre planul de rotatie al
corpului si punctul de fixare, mérimile m, q, E si g.

B. Proprietafile dielectrice ale substantei sunt legate
de prezenta dipolilor electrici permanenti sau indugi -
acegtia fiind perechi de sarcini +q, -q separate printr-o
distan{d x. Pentru fiecare dipol se defineste momentul
dipolar ca fiind un vector orientat de la sarcina -q la
sarcina +q de modul p = gx. Momentul dipolar al
unitdfi de volum se numeste polarizare P . La

aplicarea unui cdmp electric de intensitate E asupra

unui material in care apare polarizarea P , intre
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marimile care il caracterizeazd se stabilegte relafia :

eE=e,E+P, & si & find respectiv constantele

dielectrice ale materialului si vidului.

54 se determine viteza luminii in hidrogenul
atomic aflat in conditii normale de presiune (p,) si
temperaturd (T,). Se va considera ca electronul
descrie o lraiectorie circulara de raza ag in jurul
nucleului si cd raza acestei traiectorii nu se modific la
aplicarea campului electric E. Se va considera de
asemenea cd, sub actiunea campului electric
separarea x a centrelor sarcinilor pozitive si negative
este foarte micd, astfel incat (x/agff ~ 0. Pentru
hidrogenul atomic, permeabilitatea magnetica relativa
.este u, = 1. Se considera cunoscute:T, = 273K, py,=
10°N/mP, kg = 1,38062 10%J/K, ag = 0,52917 10°m,
c=2,99792 10°m/s.

REZOLVARE

intr-o modelare foarte simpld, se propune calculul
indicelui de refractie si a vitezei luminii in hidrogen;
Atomul de hidrogen, vazut in modelul Bohr, este

alcatuit din nucleu si un electron care graviteaza in
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jurul  nucleului pe o
traiectorie circulara ; la
aplicarea  unui camp
electric  exterior planul

traiectoriei electronului se

deplaseaza astfel Tincéat

Figura 6.5.

nucleul nu mai este continut
in acest plan. Daca - de exemplu - campul electric
exterior este pulsat, planul traiectoriei oscileaza de o
parte si de alta a nucleului rdmanand perpendicular pe
directia cAmpului electric; aceasta este modalitatea in
care se produce interactia dintre materie si campul
electromagnetic. Dipolii electrici aparuti datorita
deplasarii planului traiectoriei electronului fatd de
nucleu sunt responsabili de proprietatile dielectrice ale
materialului.
A. Pentru injelegerea comportamentului dipolilor
indusi, se incepe cu o modelare mecanica simpla.
Corpul de masa m si sarcind g este supus actiunii a
patru forte : tensiunea din fir 7, forta centrifugd F,

greutatea G, G=mg si forfa electricd F,., Fz = qE -
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ultimile dou actionand pe aceeasi directie. in functie
de sensul si modulul rezultantei R = G+ F, a acestor

doua forte migcarea circulara a corpului se desfagoara
intr-un plan care contine capatul fix P al firului (daca
R, = 0), intr-un plan aflat sub punctul Pdacad R, = G +
Fe, sau R, = G-F¢ (G>F¢) si respectiv intr-un plan aflat
peste punctul P daca R, = F¢ - G (G<Fy).

Daca r este raza traiectoriei circulare descrise de corp
iar x este distanta dintre planul traiectoriei gi punctul P,
conditia de stationaritate a migcarii pendulului conic

este :

r mao?r
tga=" = :
ga ~ 5 (6.27)

Perioada migcarii pendulului conic este datd de

expresia generala:
T =27 ™ (6.28)
R
Valorile explicite ale perioadei sunt date respectiv de:

T, =2g |— X (6.29)
mg + qgE

pentru cazul fortei electrice indreptate in jos,
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—og |[TX 6.30
T,=2z7 mg - qE ( )

pentru forta electrica indreptata in sus dar mai mica in

modul decéat greutatea si

Ty =2m | (6.31)
-mg+qE

pentru cazul in care forla electrica indreptata in sus
este mai mare decéat greutatea (caz in care panza
pendulului conic are varful in jos).

Daca G = Fr migcarea este circulara pentru orice o,

perioada miscarii fiind deci oarecare.

B. Cand se aplicda un camp electric extern de

intensitate £,  planul
orbitei  electronului  din
"":.. atomul de hidrogen se

- deplaseaza pe o distanta x
pe directia liniilor de camp;

traiectoria nu-gi modifica

forma. Analogia cu

pendulul conic de la punctul anterior al problemei se
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poate face prin punerea in corespondenta a tensiunii
din fir cu forta de interactie eectrostatica dintre nucleu

si electron. Stationaritatea sistemului se realizeaza

daca :
cosg = X, X, - X =X
I x®*+ai ag(x/a,)’+1 as (6.31)
eE Are,Eaj .
cosp =-— =
(€2 / 4, /) e

momentul dipolar aparut datoritd deplasarii planului
orbitei electronului este dat de :

p = xe = 4re,ayE (6.32)

Tinand cont de ecuatia de stare pentru gaz, p,V =

NkgT, (N fiind numarul de atomi ), polarizarea are

expresia :
p=LPo 4z Eal (6.33)
1o

Cum pe de alta pérte, asa cum rezulta din enunt;

P =gy(e, —1)E (6.34)
rezultd pentru permitivitatea dielectrica relativa a
gazului expresia:

pO 3
= 4rad +1 6.35
gr kBTo 8 + ( )
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Hidrogenul nu are proprietafi magnetice speciale (u, =

1), astfel c& , pentru datele numerice din enunt,

3
veS - ¢ _ »5{1-1~ﬂ3&](6.36)
VE U, 1+47za£,p0 2 kgly
kaTo

Rezultatul numeric rezultdand din formula (6.36),
v=2,99785 10° m/s, este intr-o concordants remarcabil
de bund cu masurdrile de indice de refractie pentru
hidrogen, certificand faptul ca modelul simplu propus

si utilizat in problema este corect.

6.5.A metallic ring of radius a, made by a wire of
diameter b, b<<a, rotates about an axis perpendicular
to an uniform magnetic field having the magnetical
induction B. The angular speed decrease slowly only
because of thermal dissipation of energy. Knowing the
density of ring material d , his electrical resistivity p
and the induction B of magnetic field, determine the
time it takes the angular speed to decrease to 1/e of its

original value.
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Un inel metalic de razi a,

facut din sdrmad sublire de

B
/Ll—_]\[\ diametru b, b<<a, se roteste
S Ne in jurul unui diametru intr-un
S~

camp magnetic uniform de

Figura 6.7. inductie B perpendicular pe
axa de rofafie. Viteza unghiulara scade foarte lent
exclusiv datorita disipdrii energiei prin efect Joule.
Daca se cunosc densitatea materialului inelului d si
rezistivitatea Ilui electricd p precum i valoarea
inductiei campului magnetic B, sd se determine timpul

in care viteza unghiulara a inelului scade de e ori.

REZOLVARE

Daca viteza unghiulara scade lent, se poate considera

ca in cursul unei rotatii ea este constanti. in aceste

conditjii si daca ¢ este unghiul dintre normala la planu!

inelului si directia cAmpului magnetic in pozitia inifiala,

fluxul magnetic prin inel ca functie de timpul t are

expresia:

O(t)=B-S=r-a%-B-cos(w-t+p) (6.37)
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Tensiunea electromotoare aparutad in inel va fi:
e=—%=7r~az~8-a)-sin(w-t+qp) (6.38)

Cum rezistenta firului inelului este:

(6.39)
7‘[._‘__
4
rezultd succesiv pentru cantitatea de caldura Q
aparuta in inel in unitatea de timp (puterea termica

medie disipata, ca modul) expresiile:

T a2 3 42 p2 3 T
O:J—-J'E—-dt=l-i—b—B—i-Isin2(a)-t+(p)dt
T R 16 o !
3.2 . g2, .3 T
O=»i-w~f(1—cos 2w -t + @))dt =
32 P 0
7z a b?-B? [DS-T
32 P
2 o3 p2 . p2 2
Q- 2B e e (6.40)
16 fe,
Pentru calculul  energiei
o () - , . .
i cinetice de rotatie a inelului
« (care este disipata prin
aparitia caldurii Joule) este
\ necesara cunoasgterea
Figura 6.8.
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momentului de inertie J al inelului care se roteste in

jurul unui diametru. Asa cum rezultd din Fig.6.8,

. R2

pentru portiunea de masd dm == b” d.a-da din inel,

aflatd la distantd r = a sin(a) de axa de rotatie,
momentul de inertie este dat de dJ=a’sin?(a)dm astfel

cd momentul de inertie al inelului este:

T(1 ~cos@-a)) da

3 2 2r 3
Jjra-b-d 'd[sir?(a)da=—”'a ébz’d
° 0 (6.41)

_=-p*.a.d_ma
4 2

J

unde m este masa inelului.
intrucat sciderea energiei cinetice de rotatie se face

lent, prin aparitia de caldura, se poate scrie ca:

AE,, =-Q-At (6.42)
sau,

2
E(J‘w Jz—Q:_K.wa (6.43)
at 2

care este o ecuatie diferentiald cu variabile separabile.
Din relatia (5.33) rezulta:

g@ = _Edtsau d—w = —g under=i (644)
w J @ T K
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Daca w, este valoarea vitezei unghiulare a inelului la
momentul initial, din integrarea ecuatiei (5.34) rezulta

legea de variaiie a vitezei unghiulare:

oty =w, € 7 (6.45)
Timpul in care viteza unghiulara a inelului scade de e

ori este chiar 7; expresia timpului cerut este :

rT=-

7?.b*-a°-d 16-p 4.d-p
4 Z2-p2-a°-B2 B? (6.46)

Pentru o situaiie fizica imaginabila, de exemplu un inel
de cupru pentru care d=8890kg/m® Si
p=17-10°Q-m dispus intr-un camp magnetic cu
B=0,02T, rezulta pentru timpul cerut valoarea r=1,5 s.
Pentru ca situatia din problémé sa se realizeze practic,
ar trebui ca perioada de rotatie T a inelului sa fie cu 2-
3 ordine de marime mai micé, adica T~ 10 ms; o astfel
de perioada conduce la o turatie de circa 100 rotafii/s
- valoare realizabila practic(turatia unui motor de

masina accelerat).
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CAPITOLUL 7. ELECTRICITATE
Campul electric in dielectrici.
Electric Field in Dielectrics. @ A macroscopic

approach.
© STEFAN ANTOHE, 1999
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7.1. A coaxial cable
having the length |
and the radius of
inner and outer
electrodes a and c,
res-pectively, has
the insula-tor
formed from two
cylin-drical sleeves

of dielectric whose

Fig.7.1 Sectiune transver-sala printr- aiative permittivity
un cablu coaxial cu dielectricul c s
stratificat are °n and °n

respec-tively. The
radius of cylindrical interface between them is b. a)
Find the capacitance per unit length; b) If the potential
difference between the electrodes is U, find the
surface density of polarization charge on the interface
between the two dielectrics. )

_———— :;
-
-.

tteemer”

7.1. Un cablu coaxial de lungime | are dielectricul
format din doud straturi cilindrice coaxiale cu
Electrodul central este de forma unui cilindru de raza a
iar cel exterior este deasemenea un cilindru coaxial cu
primul de razé c. Interfafa dintre cei doi dielectrici este
de forma cilindrica de raza b. Sid se determine
capacitatea pe unilatea de lungime a cablului. Dacd
intre electrozi este aplicatd tensiunea U sd se affe
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densitatea de sarcind de polarizare prezentd la
interfata dintre cele doua straturi dielectrice.

REZOLVARE

Conductorul central de razd a si camasa metalica
coaxialda de razd c¢ -constitue armaturile unui
condensator cilindric cu dielectric stratificat. Cand intre
armaturi se aplicd o diferentd de potential V, - V, pe
armatura interioara exista sarcina Q distribuita uniform
pe suprafata cu densitatea ¢ astfel incat Q = 2zao pe
fiecare metru de lungime. La o distanta r, oarecare de
axul condensatorului se determina inductia campului

electric, apeland la legea Gauss:

. oa
| a5 = 0,,,, = D2rr =20 = D(r) = &2

> r (7.1)
evident cu simetrie radiala.
D(r) fiind legat numai de sarcina libera o, rezulta
pentru cele doua medii dielectrice ecuatiile:
gogr, E1 = Eogrz Ez = D(f) = E =
r

E(r)= %8 E,(r)= od

Eo&, T EoEr, T (7.2)
Deci fara a se cunoaste distribufia sarcinii de
polarizare in cele doua medii dielectrice se poate
calcula campul electric in fiecare dintre ele.
Diferenta de potential intre arméaturi va fi:

T- - [ b 1 ]
V-V, = | Bai = _TEldf N gl—m—:—mﬂ
b 0

T 2 (73)
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ca urmmare capacitatea pe unitatea de lungime a
cablului devine:

C/le 0 2mcs, 2rgyE, €,

vi-v, 1 b 1 <] b ¢
— i ms) & dn—te In
O'atgrl lna+gr2 an a b

(7.4)

parametru foarte important de cunoscut atunci cand se
discuta performantele cablului folosit la transmisia
semnalelor de frecventa Tnalta.

b) Daca tensiunea dintre electrozi este U, electrodul
central poartd sarcina CU sgi atunci intensitatea
campului electric in fiecare strat va fi:

E (r) = —CU——r
]  27g.8, Ir”

=—————F respectiv E,(r) r
2reqE, Ir” -

X (7.5)

In mod corespunzator intensitatea de polarizare in

fiecare strat va fi:

(e, -)cu e, )eu

Plr)= —2”5,,7’ respectiv P,(r) = W

(7.6)

Cu acestea densitatea de sarcina de polarizare

de la interfata dintre cele doua straturi dielectrice este:

CU(En_l .9,2—1\

o T 2mbl e, e,
2reyt, €, U ( e -1 ¢ - 1) &le, —€,) U
b col ¢ e |7 b cb
In—+g_In~ g n In=+s, In-
g ln +e In g n e, iny 7.7)
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7.2. A solid dielectric sphere of radius a is uniformly
polarized having the polarization P. Find the electric
field stretch and the displacement vector , both inside
and outside the sphere.

7.2. O sfera dielectrica, de raza a este uniform pola-
rizatd, avdnd intensitatea de polarizare P. Sa se deter-
mine intensitatea cdmpului electric si inductia cdmpului
electric in interiorul si exteriorul sferei.

REZOLVARE

Consideram o]

dv sfera de raza a,
. R uniform polarizata

e LR : intensitatea  de
P oo polarizare fiind P,
o [ y orientatd  de-a
p=tza lungul axei Oz,

x & Fig.7.2. Calculul
campului electric

intr-un punct din

Fig.7.2 Sfera uniform polarizata exteriorul ei la o distanta

r > a se poate face
apeland la relatia: £=-gradV, iar pentru calculul
potentialului in exterior se apeleaza la principiul
superpozifiei. Elementul de volum dv' centrat pe
punctul T are momentul electric dp=Pdv' si conform
teoremei de echivalenta dintre un mic corp polarizat si
un dipol electric, el va crea in punctul M un potential
dat de:
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dp-R B Pdv'R

dv,(M) =

4mg,R? - 4me,R> (7.8)
in conditiile r >>a = r >> r' si deci R~ T rezulta:
4V (M) = Pdv'T B Pdv'7 2
P dme,r®  dmgyrt (7.9)
Potentia|ul in M creat de sfera polarizata va fi:
J‘Pdv ¢, 5 dve,
Samer’ ) dmer? (7.10)

in ecuatia (7.10), P se scoate in afara integralei, fiind
constant, iar integrala dupa dv' conduce la:

B 3 % pE, Pa'
P dme,r” 4 r’ B 3g,r” Cr 7.11)
_ ~4na’
unde P= P73 este momentul electric al sferei uniform
polarizatd. Cu acesta, campul electric in punctul M va
fi:

- b7 B2,
EM) = —gradVy = —grad{m): —gra morzj =

pcosf | 2pcosO _  psinf _
TN e )T amer T dmer 0T ke + Lo
: ' 3 (7.11)

deci in exterior sfera polarizata creazd un camp
electric similar cu cel al unui dipol de moment p plasat
in cen-trul sferei. Imaginea liniilor de camp in exterior
este aratatd in Fig. 7.3 a), ele avand comportarea
identica cu cea a liniilor de camp electric ale unui dipol
plasat in centru sferei, nu numai la distanta mare de
centrul sferei ci chiar panad la suprafata sferei,
macroscopic vorbind. Calculul campului in interiorul
sferei polarizate se face pe baza aceluiasi rationament
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si anume: se calculeaza mai intai potentialul si apoi

campul.

b)

Fig.7.3 Spectrul liniilor de cAmp Tn cazul unei sfere dielectri-
ce uniform polarizata, pentru: a) intensitatea campului elec-

tric E; b) pentru induciia cAmpului electric D.

Calculul potentialului se face apeland la ecuatia
Laplace AV, =0 pentru ca in interior nu exista sarcini

(polarizare uniforma si constanta, deci P, = ~divP = 0).

tz

Fig.7.4 Potentialul pe su-prafata
unei sfere dielectri-ce uniform
polarizata

Evident rezolvarea ecuatiei
Laplace se face tinand
seama de conditiile la limita
si anume faptul ca in toate
punctele de pe suprafata
sferei cunoastem potentialul
si campul exterior.
Poteniialul pe suprafata
sferei este:
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I_).Er

v = 5 =

"(a) dme,r’|

p. 47
P 3 _ Pcosa Pz

dme,a® 3e,  3e, (7.12)

in cazul acesta potentialul intr-un punct de pe
suprafata sferei nu depinde decéat de coordonata z, a
acelui punct, Fig.7.4:

P 3, (7.13)

Conform teoremei unicitalii, ecuatia Laplace in
interiorul suprafetei sferice, are o singurd solutie
pentru potentialul din interiorul ei si aceasta este data
de:

d*v, dv, '
F=0:>—(;,:—=C:>V”=CZ+C

Constantele C si C' se determina {inAnd seama ca
pentru z = O si pe suprafata sferei, (la z = +a):

v.(0)=0 V,(0)=0=C-0+C'=>C'=0
Deci potentialul in interiorul sferei polarizate uniform
este:
Pz
Yl =5, (7.15)

Din aceasta rezulta:

132

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



E --VV = év"'—_ i"_ _é__
nTo e &ez_ 3506:- 3¢, (7.16)

Deci campul electric in interiorul unei sfere uniform
polarizate cu P este:
P

Foo_t
i 3eg (7.17)

adica este si el un cdmp uniform daca P este uniforma,
si este orientat in sens opus lui P, ca in Fig.7.3 a).
Ecuatiile de trecere sunt pe deplin verificate in acest
caz. De exemplu la polul de sus al sferei, intensitatea
campului in exterior este data de componenta radiala
a campului de dipol conform ecuatiei (7.11):

4ma”
E_(a) 2pcos€~)' 2p 2P 3 2P
a = = = - =
Pt li=a 4mer® La dngoa’  dmega’ 3

iar componenta tangentiala este:

. r=a
psin®
3

=0
=0

E (r)=
w1 dmg,r

In interiorul sferei campul este de sens opus lui P si
are numai componenta radiala fiind:

Pl oo P

plea T 3g, (7.18)
iar componenta tangentiald este nuld. Asa cum
sugerau ecuatiile de trecere, componenta tangentiala
a campului este continua, in timp ce componenta
normald a campului este discontinua. Pe suprafata
componenta cAmpului este mai mare decat in interior
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si orientatd invers aga incat existda un salt al
componentei normale de:

ot -2 F )P
AE=L, a)_‘P' ¢ _350_ _350 & (7.19)

salt dat de prezenta sarcinii de polarizare pe suprafata
sferei, sarcind de polarizare avand densitatea
c,=Pn=P

In ceea ce priveste componenta normala a inductiei
campului electric, aceasta este continua la suprafata
sferei.

intr-adevar:
D W P) 5 2P
Dy = ok + P o5~ |+ P=—
B =g +P [2"’ 2P

exs 0™ ext ext 0 350 3

(7.20)

Componenta normala a inductiei campului electric la
suprafaja sferei, uniform polarizatd este continua,
spectrul liniilor de camp fiind aratat in Fig.7.3 b).

7.3. A sphere of radius a, from a dielectric material
characterized by dielectric constant s, is placed in an
uniform electric field E,. Find the electric field strength

E and the displacement vector D , both inside and
oultside the sphere.

7.3. A sfera de razd a , confectfionala dintr-un material
dielectric cu permitivitatea ¢, , este plasatd intr-un
cdmp electric uniform de intensitate E, Sd se
determine intensitatea campului electric E si inductia
electricd D in interiorul si exteriorul sferei dielectrice.
134

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



REZOLVARE

Sa consideram o sferda dielectricA de permitivitate
relativd gr plasata intr-un camp electric uniform de
intensitate E,, campul creat de exemplu intre placile
unui condensator plan avand ca dielectric vidul Fig.
100 + + + + + + + + + +
e
|

|
i

a) b)

m

Fig.7.5 Stera dielectrica plasata intr-un camp electric uniform
a); Spectrul liniilor de camp electric in interiorul si exteriorul
unei sfere dielectrice aflata Tntr-un camp electric uniform b).

7.5 a),b). Sursele acestui camp adica sarcinile de pe
placi trebuie sa fie situate departe de sfera astfel incat
ele s& nu se deplasaze cand introducem sfera
dielectrica. Atunci oricare ar fi cAmpul din vecinatatea
sferei, el va ramane practic E, la distanie mari.
Campul E nu mai este uniform in vecinatatea sferei
deoarece el este suma campului uniform E, al surselor
depédrtate si campul vectorial E, generat de sfera
polarizata:
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E=E,+E, (7.21)

Campul E, asa cum am arétat anterior depinde de
polarizarea P a sferei, care la r&ndul ei depinde de un
camp efectiv E din interiorul ei in care se afld. Deci P
va depinde de acest camp dupa relatia:

P=g,x.E=¢g,(¢e, - 1)E (7.22)
Inca nu stim care este campul total E, stim doar ci
ecuatia (7.22) trebuie sa se verifice in orice punct din
interiorul sferei. Dar daca polarizarea sferei in campul
E este P, atunci campul creat de polarizarea P,
presupusd uniforma in interiorul sferei este: Vezn
problema anterioara)

E __ P

P 3, (7.23)
Din ecuatiile (7.3.1), (7.3.2), (7.3.3) se obfine:
pop g o ale-lE_ o 3 -

R R S T (7.24)

S-a obtinut astfel cAmpul total din interiorul sferei in
functie de campul E, care a produs polarizarea ei.
Deoarece:

3
e,>1:—T2<1

r

adica: E<E, , deci sfera dielectricd a modificat starea
de camp electric in spatiul pe care-l ocupd. Acum
polarizarea sterei produsa chiar de acest camp este:

- -1
P= 50(5, - ])l' = 350[3}‘()

136

(7.25)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Campul total in exteriorul sferei se va obtine prin
insumarea vectoriala a cadmpului E, cu campul unui

_ =4nma’
dipol de moment P=P—5— plasat in centrul sferei.

Deci:

2pcosB_  psin® _
€ c

Lear :EO +

3 %r 3
4meyr 4nggr

De exemplu, in punctul de jos al sferei din Fig. 7.5. b),
(r=asi 0 =0)se obiine:

3 7 2p . = 3 - 2P
E.=Ey+ Y€ T Lyt =L+
471'50(1 47[500 350

iar P fiind dat de (7.23), rezulta:

B, —By+3, ot L, - o
= —J€ =
o 0 3, T %, 42 0 T g 42

EO > EO pentru €, >1

In apropierea sferei in exteriorul ei campul total este
chiar mai mare decat E, pentru e, >1. Evident pentru
distante mari fatd de sfera (r >> a), campul de dipol
scade rapid cu distanta si campul total se reduce la E,
adicd ramane un camp uniform asa cum s-a cerut.
Fig.7.5. b), arata spectrul liniilor de cAmp in acest caz.
Si aici se poate constata usor continuitatea
componentei tangentiale a lui E pe suprafata sferei si
discontinuitatea componentei normale. De exemplu
componenta normala a campului chiar in punctul de

jos al sferei este:
= 3e,
E

lr.u -
B

Eq

137

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



in timp ce in interior era:
E=—

~ - 3(£r— l) ~
B "Bmw=" 5 F
r=a r

r:a

0

™
o I"Ul

care este tocmai:
conform relatiei (7.25).

Discontinuitatea campu-
lui electric este data de
prezenia sarcinilor de po-
larizare de pe suprafata

42 deci existd o discontinuitate:
sferei.
Componenta normala a

inductiei  electrice la

Fig.7.6 Spectrul linilor de camp suprafaia sferei raméane

pentru inductia electrica constantd, Fig.7.6. in
po!anzata intr-un camp electric  interior:
uniform ~ o 3

D, =¢&E+P= 0, 4o

in exterior, D, =¢,E. =g, E=¢E, pentru r = a (pe
suprafata sferei). Se poate trasa si aici spectrul liniilor
de camp pentru p.
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7.4. Into a dielectric sphere of radius a, is uniformly
distributed the charge q having the volume charge
density p,. Find the energy stored in the electric field of
sphere

7.4. Intr-o sfera de razd a se afld sarcina q, distribuita
uniform cu densitatea de sarcind volumicd p, Sa se
calculeze energia stocatd in campul electric al acestei
distributii.

REZOLVARE

Intensitatea cdmpului electric in interiorul sferei, este
conform teoremei Gauss:
Pl

E,‘ = . N , .
3g,¢, iarin exteriorul ei
B - 20T
3e,r (7.26)
Deci:
por’
Lr<:s
| - Jl&eoar pl.r<a
w,=<ek” = ,
2 [ poa’
T pt.r>a
18¢,r (7.27)
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Energia stocata in campul

electric va fi:
W= J wdv =
ot spatiul in

care ¢ comp

_” JK 72 sinGdrdGde +
18 £oE,

000

T]"rlS —r’ sinBdrdBdgp =

a0 0

r
4 1 d
=17gp° ]“‘dr+a]l rJ_
Fig.7.7 Sfera dielectrica € L& o

uniform incarcatd cu den-  2zp24° e L q2 |
sitatea de sarcina volumi- 9, + 5¢,) 8ng,a * Se,
cap,

7.5. A sphere of radius a is filled with a dielectric of
relative permittivity & . Supposing that the sphere is
uniformly charged in volume with the charge q find: a)
the volume density of polarization charge p,; b) the
surface density of polarization charge s, at any point
on the surface, c) the total polarization charge QP.

7.5. O sferd de raza a, confectionata dintr-un material
dielectric omogen cu permitivitatea relativa ¢, este
uniform incarcata in volum cu sarcina electrica q. Sa
se calculeze: a) densitatea de sarcina de polarizare
din volumul sferei p,; b) densitatea de sarcind de
polarizare de pe suprafaja sferei ¢, c) sarcina tolala
de polarizare Q.
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REZOLVARE

Intensitatea campului electric in interiorul sferei, la
distanta r de centrul ei, este conform teoremei Gauss:
=, Pol .
E =——

3608, (7.28)

unde p, este densitatea de sarcinda volumica avand

valoarea:
_ 34
Po = 4a’ (7.29)
Intensitatea de pc(ﬂariz)are este:
5 = Po\&, -1
P= 50(5, - l)lz,. = —35, r (7.30)

Densitatea de sarcina de polarizare in volumul sferei
este:

(7.31)

Densitatea de sarcina
Fig.7.8 Sfera dielectrica de po|arizare de pe

incar-cata uniform in suprafata sferei este:
volum cu densi-tatea de

sarcind volumica p,
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g, -1 q ¢&, -1

op = Pr|_, = P 3¢, 4= dra’ £,
(7.32)
Sarcina totala de polarizare cin sfera este:
>
0, = V,Lppdv+sx_£m0',,ds= 4?:13 1;,5, 47;‘1 + 4;2 & ’ L =0
(7.33)

7.6. At the center of a dielectric sphere of radius a is
placed a point charge q. The sphere is formed from a
homogeneous dielectric with the relative permittivity ¢ _.
Find: a) the volume density of polarization charge p_;
b) the surface density of polarization charge o, at any
point on the surface; c) the tolal polarization charge
Q

.
7.6. In centrul unei sfere de raza a, confeclionata
dintr-un material dielectric omogen cu permitivitatea
relativa ¢, se afld sarcina punctiformd q. Sa se
calculeze: a) densitatea de sarcind de polarizare din
volumul sferei p,; b) densitatea de sarcind de
polarizare de pe suprafata sferei o, c) sarcina totala
de polarizare Q,,.

REZOLVARE

Intensitatea campului electric in interiorul sferei, la
distanta r de centrul ei, este conform teoremei Gauss:
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___ar
- 47r150£,r3 (7_34)

Intensitatea de polarizare este:

sl

i

P= 50(5, - I)E,. = q_(g,_—l)__

3 r
dre r (7.35)
Densitatea de sarcina de polarizare in volumul sferei
este:
L= l-¢ (r
Pp =—dl\’P=q 47[5" dn ;? =

1—5,[div? . J(i) o
1 dme, \ r’ T rera )
(7.36)

Densitatea de sarcind de polarizare de pe suprafata
sferei este:
g, -1

o,=Ph =
i rea q4mﬁ:ra2

(7.37)

Sarcina totald de polarizare din sfera este:

g -1  l-g 0
—+ =
‘‘‘‘‘‘‘ 9=

sfera & " (738)

in centrul sferei se afla o sarcina de polarizare egala si
de semn opuscu cea de pe suprafata sferei.

v,

sfem

S

1.7. The plane surface boundary from one
homogeneous dielectric of electric permittivity ¢, to a
second with ¢, carry the free charge uniformly
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distributed with the surface density o. The electric field
strength in the first dielectric is E, and forms with the
normal to surface the angle a, (Fig.7.9). Find the
magnitude of electric field E,, in second dielectric and
its angle a, with the normal to interface.

7.7. Suprafata de
separare pland, dintre doi
electrice ¢ si ¢, , poartd o
sarcind electricd uniform
distribuitd cu densitatea
de sarcind superficiala o.
Intensitatea campului
electric de o parte a
Fig.7.9 Suprafata dq suprafaIe/' esle E1 §l
separare dintre doud  formeazg cu normala la
medii dielectrice < ,
suprafata unghiul  a
(Fig.7.9). S4 se determine intensitatea campului
electric E, in dielectricul 2 gi unghiul a, pe care acesta
il formeazad cu normala al suprafata.

v o2

REZOLVARE

Folosind ecuatile de trecere pentru componenta
normald a inductiei campului electric si pentru
componenta tangentiald a intensitatii campului electric
rezulta:

&E,cosa, =¢ ll,cosa, +o

E,sina, = F,sina, (7.39)
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Rezolvand sistemul se obtine:

a, = arcclg| —ctg, + ——————
2 8 £, & & E sina,

sina,
E,=E ——
sina, (7.40)

7.8. The plates of a parallel-plate capacitor are of area
S, distance apart d and are at a potential difference U.
The space between the plates is then completely filled
with a dielectric whose relative permittivity increases
linearly from &r,, near a plate to ¢r, near the second
one. Find: a) the capacitance of the capacitor; b) the
volume density of polarization charge p, and the
surface densities of polarization charge o, , and

0., at any point on the faces of dielectric Fig.7.10; c)
the tolal polarization charge Q,,.

7.8. Spatiul dintre armdturile unui condensator plan,
avand aria armdturilor S, este umplut cu un dielectric a
cdrui constanta dielectrica variaza liniar de la ¢  langa
una din armaturi la ¢, langa cealalta armatura.
Distanta dintre armaturi fiind d, sd se afle:

a) capacitatea condensatorului; b) densitatea de sar-
cina de polarizare volumica, p,, si densitdtile de sar-
cind de polarizare o, , respectiv Opps de pe fetele
dielectricului paralele cu armatunle, cdnd intre
armaturi se aplicd tensiunea U; c¢) sarcina tolala de
polarizare a dielectticului.
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REZOLVARE

a) Capacitatea condensatorului este, prin definitie:

0

U
unde:

U= IE(x)d.x

0

(7.41)

(7.42)

Dar intensitatea campului electric la distanfa x de
prima arméturd a condensatorului este, Fig.7.10:

X |

Le

Fig.7.10 Dielectric in campul
electric al unui condensator
plan

B =

O-liber

£ (5 482" % x)

o d (7.43)
ca urmare tensiunea U pe
condensator este:

Q dx
£OS 8’1 B g’l
g +———

Q_d .5
£S5 E, —E, &,
Tinand seama de relatiile
7.41 si 7.42, capacitatea

condensatorului este:
&:OS(&:,2 - s,l)

‘, (7.44)

b) Daca tensiunea la care

se incarca condensatorul este U, sarcina de pe
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armaturile condensatorului este Q = CU si atunci
intensitatea campului electric dintre  armaturile
condensatorului este:

Ciper cu
E(x) = =
EnE, £ 5{8 + _gjl:&” .\’)
N d (7.45)
Cu aceasta intensitatea de polarizare P, devine:
j _ cU
P= Eo(gr(-l) - l)E(X) = ‘90(5r(“‘) - 1) £,5¢.(x) =
i)
) £(x) (7.46)

Densitatea de sarcind de polarizare in volumul
dielectricului,este:

(7.47)
DenSItayle de sarcinid de polarizare de pe fetele
dielectricului sunt:

) —1Ule, -¢,
Op, :—ﬁl_( 2 P)’_\:o :_Pz"l,w() =% E:IS' l (S (55 l\)

" u’ln( : J
£,

10l -o)

dmL"’n J (7.48)
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Avand densitatile de sarcina de polarizare in volum si
pe fetele dielectricului, ecuatiile 7.47 si 7.48, sarcina
totald de polarizare va fi:

TEOU(a,: —E,I)z dx
[ e -e V.

o)
d- lnL;rl—J Lsﬁ + y -— x)

55, U(z—:,_‘ —a,l) (‘91 -1 . l\z £OUS(£,: —5,|)2 . EOUS(Erz —5,1) :

€, - (e, ) (e )
de, ¢, lnL-~;J de, €. 1nL—i- J
2 1 grl 2 1 £,-I

QP = ijd"'F,[(O'PI: +O',,:’)d.f=
v

5 0

bl
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CAPITOLUL 8. ELECTRICITATE

Electrostatica. Sisteme de conductori.
Electrostatics. Interacting conductors.

© CRISTEA PETRICA, 1999
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8.1.Charge densities. Some explanations
Densitati de sarcind. Precizari

Generally, in electricity and magnelism we are
concerned with the generation of and with interactions
between charge densities and electric currents. In this
section, our aim is to establish what is meant by these
terms. Once we know what we are talking about, we
are recognizing charge densities by the effects they
produce. This is an important aspect, because just
such effects are to be used to make physical
measurements.

Densitdlile macroscopice de sarcind (liniare,
superficiale sau de volum) sunt functii de pozitie si de
timp (notate de obicei A(F,t),o (F,t), p(F,t)) care
caracterizeaza, intr-un sistem de referini{a dat si la un
moment de timp precizat, distributia, /a scard
macroscopicd, a sarcinii electrice. Ele sunt, prin
urmare, marimi locale, definite in mod "natural® ca:

lff)‘— ("l‘)- (f)—— (8.1)

unde AQ este sarcina electrica distribuita pe elementul
de curb& 4I, respectiv pe elementul de suprafata A4S,
sau in elementul de volum AV, reperate prin vectorul
de pozitie. Daca 4/, 45, AV au valori mult mai mici
decat lungimea, suprafata, respectiv volumul
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sistemului macroscopic analizat, atunci vom obfine o
descriere

rezonabild a distribuliei sarcinii electrice utilizand
relatiile (8.1). Cind densitdtile de sarcind nu depind de
timp ele se numesc stationare.

Acum, dorind s& marim acuratetea descrierii, ne
putem intreba daca are sens sa consideram densitatile
de sarcina ca limita a rapoartelor (8.1), cand 4/, AS, AV
tind catre zero. Sarcina electrica este cuantificata
(modulul cuantei de electricitate fiind egal cu sarcina e,
asociata protonului), asa ca, cel putin la prima vedere,
ar urma ca densitdiile de sarcind obtinute In urma
procesului matematic de trecere la limita au valori
infinit de mari. Acest impas nu este unul matematic; in
fizicd el comportd dificultdli conceptuale a céror sursa
este tendinta de a localiza (intuitiv, clasic) sarcinile. In
realitate putem discuta numai despre probabilitatea ca,
la un anumit moment, o cuantd de sarcina electrica séa
ocupe un anumit domeniu spafial. Acesta este un fapt
experimental, care trebuie acceptat, si ale carui
semnificafii au fost revelate prin analiza cuantica a
fenomenelor. Fard a intra in detalii, admifand ca
aceasltd probabilitate este o functie continua de pozitie
si de timp, proportionald cu médsura domeniului spafial,
putem intelege, intuitiv, densitatile microscopice de
sarcind, ca functii de pozitie si de timp, definite prin
limita rapoartelor (8.1), limitd care, in aceasta
acceptiune, are valori finite.
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8.2. Surface charge density. Avoiding the

ambiguities.
Densitati superficiale de sarcina. Evitarea

ambiquitatilor

O sursd frecventd de erori in rezolvarea
problemelor care implicd densitali supetficiale de
sarcina, o reprezinta abaterea (mai mult, sau mai putin
sesizabil3) de la definitia acestora. in continuare, vom
prezenta citeva dificultafl introduse de unele definitii
*originale® ale densitatii superficiale de sarcina.

8.1. Suppose we have an ideal conductor, with
an inner cavily, in electrostatic equilibium The cavity
contains a point charge at rest. In these conditions, we
also have two surface charge densities: one of them
on the inner surface and another on the outer surface
of the conductor. The discussion below shows that
some deviations from the correct definition of the
surface charge densily, not only produce confusion,
but lead to meaningless problems.

Sa consideram, ca prim exemplu, un conductor
aflat in echilibru electrostatic. Conductorul coniine o
cavitate in care se gaseste o sarcind punctiforma Q
(Fig. 8.1). Tn aceste conditi, sunt generate dous
distributii superficiale de sarcina: una pe fata interioara
(o)), alta pe suprafata exterioard (og). A defini o suma

de tipul o= o; + 0, este ceva fara noima, pentru ca

aceastda suma nu este o densitate superficiald de
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sarcind (suma de mai sus nu este, in general, o
marime locald).

Fig. 8.1 Sarcina punctiformd Q, in repaus n interiorul cavitdtii unui corp
conductor (neutru), aflat Tn echilibru electrostatic, genereaza pe suprafata
interioard (S) si exterioara (Sg) densitdtile superficiale de sarcind o] si og,
dependente de pozitia elementului de supratatd. Sarcina totald distribuita pe
fata interioard este -Q, iar cea de pe fafa exterioars Q. '

In orice punct al suprafetei interioare si exterioare

cimpul electric este calculat cu relafile

U7 (0 WU N (5 N o

E.(r)= nl.(r), E (r)= ne(r), unde n; gl
£

£ e
o o

ﬁe sunt versorii nomalelor locale la suprafata

interioara si exterioara (dirijate catre interiorul cavitatii,
respectiv. spre exteriorul conductorului). Daca
expresiile analitice care descriu forma suprafetelor
sunt cunoscute si pozitia sarcinii este precizata, legile
electrostaticii permit calculul densitétilor superficiale gi
deci al campurilor electrice in fiecare punct al
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suprafetelor. Nu este deci necesara introducerea unei
densitatl totale de sarcina superficiala.

8.2. We are considering now an endlessly
extended conducting plate (but with finite thickness !),
in electrostatic equilibrium. The left and right surface
charge densities are related to the electric field in the
left and right regions. Generally, these two densities
are different. Therefore, any question seeking for the
electric field, calculated with the "total charge density”
ogtaqg, without making additional assumptions, is a
meaningless question.

Dificultati similare apar gl atunci cand, aparent,
introducerea unei densitail superficiale totale de
sarcind nu contravine caracterului local rezultat din
definitia corectd. Sa consideram o placad metalica,
pland, extinsad infinit, aflatd in echilibru electrostatic
(Fig. 8.2). in cele ce urmeazi este important si ne
concentram atentia asupra modului in care sunt
modificate rationamentele uzuale, datoritd grosimii
nenule a placii conductoare. Acest sistem electrostatic
are de asemenea doud suprafete pe care, in general,
densitatile superficiale de sarcind (og Si og) au valori
diferite.

Unii autori de probleme, si uneori de manuale,
formuleaza enunturi (incorecte !) de forma:
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Fig. 8.2 O placd metalica, pland, infinitd, are doud supraiete. Spatiul este
impéartit in trei regiuni: cea din stinga, cea interioard (unde campul electric
este nul) si cea din dreapta.

"..stiind cd placa metalicd este incdrcata uniform cu
densitatea superficiald de sarcind o, sa se determine
campul electric in regiunea din stdnga si din dreapta”.

Are placa grosime nula? Daca nu, prin densitate
superficialda de sarcind Tncepem sa banuim, la
"indemnul® autorilor, ca ar trebui sa infelegem o suma
de tipul og + og . Chiar si asa, aceasta problema
simpld nu se poate rezolva decat facand ipoteza
suplimentara cd og = og = o/2. Precizarea ca placa
este incarcatd uniform nu justifica insa o asemenea
presupunere, pentru ca og + og=const, nu implica in
general og = og. Mai departe, utilizand teorema lui
Gauss, autorii obtin expresiile pentru campuri:

E =72rh

=F .
s,d d
26‘0

155

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Conchidem c& singura presupunere acceptabila
(compatibila cu rezultatul final obtinut de autori) este
aceea ca sarcina electrica este riguros distribuita intr-
un plan (caz in care placa nu mai este metalica !).

8.3. A fundamental principle: The principle of
superposition
Un principiu fundamental: principiul
superpozitiei liniare

In cele ce urmeaza, vom ilustra puterea acestui
principiu fundamental, cu ajutorul unui exemplu
simplu, important prin aplicatiile sale.

8.3. A physical law is usually established
experimentally, and only over a limited range of
situations. Because of this, a fair physicist always
exerts caution when a law is to be applied outside this
range. Even when we expect a law to be a good one,
we must have "an open eye" for the disagreements
with experiment which might, in some cases, indicate
its breakdown. Fortunately, even for high density of
electromagnetic energy, the principle of superposition
still applies, and there are little doubts about its
correctness. This principle states that, when more than
two point charges interact, to find the resultant of the
forces on any one charge, the vector sum of all the
individual forces due to all the others must be taken
into account.
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In the next, with the help of the example just
completed (8.2), an important application of the
superposition principle is presented. This example
deals with a system of two conducting parallel plates.
When applied, the principle of superposition shows
that the fields can be cancelled in regions outside the
plates, but reinforced between themn.

Sa consideram o placd metalicd, plana, infinit
extinsa, plasata in vid, in afara influentei unor camputi
electrice exterioare. Presupunem ca placa este in
echilibru electrostatic si este incircata electric. in
asemenea conditii, densitatile superficiale de sarcina
pe cele doua fete nu depind de pozitie si vor fi egale,
adica og = og. Cdmpul electric in exteriorul placii este,
in fiecare regiune, uniform gi are valoarea

o}
E =797 . Suprapunem, peste campul produs
s,d £, a -

de placa, un camp electrostatic exterior E'e uniform,

X1’
a carui directie este perpendiculara pe planul placii.
Dupa stabilirea starii de echilibru electrostatic, campul
electric, in fiecare regiune, este obfinut, conform
principiului superpozitiei liniare, prin adunarea celor
doua contributii, adica:

El -E %

s.d oxt -n (8.2a)

d

S qu
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Aceasta inseamnd cd noile densitafi superficiale de

sarcina o/ satisfac relatiile:
s,d
=/ G/ d _
ES,d =+—;—‘nd (82b)
0
Analizdnd ecuatiile (8.2a) si (8.2b), constatam ca
= .
Es,d =0 atunci cand
g
= _4.dp
oxt =T . n, (8.2¢)

o
in asemenea conditii, densitatea superficialé de
sarcind a fetei din stanga, sau a celei din dreapta,
dupa caz, se anuleaza (ecuatia 8.2b), iar densitatea de
sarcind a fetei din dreapta (sau din stdnga, dupa caz)
devine (datoritd conservarii sarcinii electrice):

/I _
0y =20 (8.2d)

Un cdmp exterior de forma (8.2c) poate fi produs
introduc®nd o noua placa metalica, paralela cu prima,

incarcata electric, avand pe cele doua fete, in absenta
celei dintdi, densitati egale de sarcind egale cu -0y

(Fig. 8.3). Sistemul astfel format este numit
condensator cu pldci plan-paralele. Repetand
rationamentul pentru a doua placa, ajungem, cum era
de asteptat, la concluzia ca intre armdaturile
condensatorutui cdmpul electric este uniform si are
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Fig. 8.3 Densitatile superficiale de sarcina asociate fetelor unui condensator
ideal, cu pl&ci plan-paralele, incarcat electric.

g

valoarea 2—dﬁ J’ iar in exteriorul condensatorului
8 2
o

campul electric este zero.

8.4. A reciprocation theorem
O teorema de reciprocitate

Sa consideram un sistem format din N sarcini
electrice punctiforme, aflate in repaus, in vid, distania
intre doud sarcini Qj, Oj, find notata R,'j. inlocuim
sarcina Q7 cu o sarcind punctiforma, arbitrara, Q'y,
plasatd in aceeasi pozitie si calculam energia
electrostatica de interactie a sarcinii Q'y cu restul
sarcinilor din sistem. Obtinem:

/ / /
Qla Q'a Qla
K ,; +K ’; 3+...K%=Q1/V1 (8.33)
12 13 N

1£9
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unde K:1/47n9O iar V1 reprezinta, potrivit principiului

superpozitiei liniare, potentialul punctului 1, suma a
potentialelor partiale KQi/R1; (i#1), generate in acelasi
punct 1, de restul sarcinilor din sistem. Dacd am fi
inlocuit sarcina Q2 cu o sarcind punctiforma, arbitrara,
Q', plasatd in acelasi punct, am fi obtinut:

/ / /
ola, <@la Qla
K /?2 1,k Ff 3+...K?2—N—=oév2 (8.3b)
21 23 oN

Repetand rationamentul pentru fiecare sarcina Qj a
sistemului initial, inlocuita cu o sarcind punctiforma,
arbitrard, Q', plasata in acelasi loc, obtinem cate o

ecuatie de forma (8.3). Suma tuturor termenilor din
N

membrul drept al egalitatilor are valoarea 3} Qi/ Vi'
i=1

Pe de altd parte, suma tuturor termenilor din membrul

stang al egalitatilor, poate fi scrisd, dupa cum se poate

verifica ugor prin calcul direct (grupdnd convenabil

termenii si folosind principiul superpozitiei liniare a

N
potentialelor), sub forma 3 ini/ . Asadar, trebuie
i=1
sda aiba loc egalitatea:
N o N
YyQV = T Q. (8.4)
. i i
i=1 I1=1
cunoscuta si sub numele de teorema de reciprocitate a
lui Green.
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Desi deosebit de simpld, aceasta teorema
importantd are consecinte interesante. Mai intdi, vom
arata ca valabilitatea teoremei poate fi extinsa la cazul
echilibrului electrostatic al unui sistem de N conductori
care interationeaza electric (Fig. 8.4).

Vom analiza doua stari de echilibru electrostatic
ale acestui sistem: in prima dintre ele, sarcinile
conductorilor sunt Q; si potentialele asociate Vj, iar in
cea de-a doua, sarcinile sunt Q} iar potentialele
corespunzatoare V. (atentie: odata precizate sarcinile,
potentialele sunt determinate; reciproc, odata precizate
potentialele, sarcinile sunt determinate). Consideram
pe suprafata fiecarui conductor "i" o suprafatd
infinitezimald dSj, sarcina de pe aceastda suprafata
fiind dQj (in prima stare), sau dQ’ (in a doua stare).
Pentru aceste sarcini infinitezimale (punctiforme) este
valabila teorema de reciprocitate, adica:

N o N /
y VdQ. = 3 v.dQ (8.5)

in oricare dintre cele doud stiri de echilibru
electrostatic, punctele apaninand unui conductor
arbitrar sunt echipotentiale si, prin urmare, pozitia pe
suprafatd a elementelor infinitezimale de sarcina este
irelevanta. Aceasta inseamna cd putem integra termen
cu termen in membrul stdng si in cel drept al egalitatii
(8.5), rezultatul final fiind, evident, o egalitate formal
identica cu egalitatea (8.4).
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Fig. 8.4 Sistem de N conductori care interafioneazd electric, aflati in
echilibru electrostatic.

Acesta este insa un rezultat mai puternic, pentru ca el
se extinde asupra unor sisterne arbitrare de conductori
aflati in echilibru electrostatic. in continuare, vom
utiliza aceastd teorema g! vd vom ardta cum putefi
obtine, pe o cale foarte simpla, rezultate relevante in
multe situatji electrostatice de interes experimental (sl
nu numail)

Consequences. Capacitance of a_conductor

without interaction with other bodies

Consecinte. Capacitatea electricd a

conductorului izolat

Primul exemplu se referd la notiunea de
capacitate electricd a unui conductor izolat.
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8.4. When an uncharged finite conductor remote
from other bodies is given a charge Q, its potential is
raised from zero to a certain value, V (we consider that
the potential vanishes at infinity). Prove that, for a
given conducting body, the value of the ratio Q/V is a
constant. This constant depends only on the geometry
and is called the capacitance of the conductor.

Consideram un singur conductor, izolat de
influente electrice exterioare (prin aceasta infelegem
ca potentialul conductorului depinde numai de sarcina
sa electricd). Fie doua stari de echilibru electrostatic,
caracterizate prin sarcinile si potentialele Q, V,
respectiv Q', V' Conform teoremei de reciprocitate, are
loc egalitatea:
av/ =q@'v (8.6)
Cum sarcinile in cele doua stari sunt arbitrare, rezulta
ca, pentru un conductor izolat, aflat in echilibru
electrostatic, raportul Q/V este o constanta specifica
sistemului. Aceasta constanta, notata, de obicei, C,
poarta numele de capacitate electricd a conductorului
izolat.

Qbservatie: Intrucét potentialul electric este determinat
pand la o constantd arbitrard (potentialul punctului de
referin{d), definifia C=Q/V este aplicabild doar daca ne
referim la situatia in care V=0 corespunde unei sarcini
nule pe conductor. In caz contrar, cu o altd alegere a
referintei potentialului, vom avea C=dQ/dV, adica
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variatia sarcinii conductorului este direct proportionala
cu variatia potentialului acestuia.

8.5. We know, in practice conductors are rarely
isolated, but are influenced by other systems which
could be of either conducting or insulating material.
Therefore, charges on any one of the bodies will affect
the charge distribution on all the others. In this case
we have a very complicated set of equations
describing how the potential and the polarization are
influenced.

Although the results of this application will not be
used until application 8.9, it is convenient to consider
them here for didactical purposes. We consider the
important situation where only one other conductor is
near enough to influence the original conductor. A
charge Q is given to the first conductor. Let, in this
situation, V, be the potential of the second conductor.
Suppose now we remove the charge from the first
conductor and transfer it to the second. In this new
situation, find the potential of the first conductor.

Fie doi conductori care interactioneaza electric.
intr-o prim& situatie de echilibru electrostatic, primul
conductor are sarcina Q, al doilea este neutru.
Poteniialul primului conductor este Vy, al celui de-al
doilea V2. intr-o alta situatie de echilibru electrostatic,
primul conductor este neutru iar al doilea poarta
sarcina Q (aceeasi cu cea pe care, in prima situatie, o
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purta primul conductor). Potentialele sunt V4,
respectiv V'o. Teorema de reciprocitate afirma ca are

loc egalitatea OV1/ + O-V2/ = O-V1 + OV2, adica:

! _
V1 = V2 (8.7)
Acesta este un rezultat foarte interesant. El nu poate fi
usor intuit si, aspect dosebit de important, este
independent de forma conductorilor.

86. Let us take N earthed, interacting
conductors in vacuum. A point charge q is placed
between the conductors. Find the induced charge on
any one of the conductors.

Consideram N conductori care interactioneaza
electric, legati la pdmént. Intr-un punct P al spatiului
dintre conductori, este plasata o sarcina punctiforma q.
Ce sarcini sunt induse pe fiecare din cei N conductori?

Ne concentram atentia asupra unuia dintre
conductori, de exemplu conductorul j (j=1, 2,...,N). Fie
0 a doua situalie electrostatica, in care doar
conductorul in cauza este deconectat de la pamant, iar
sarcina q este indepartatd. Folosim teorema de
reciprocitate si deducem egalitatea:

/ / / _
01 -O+02-O+...+QN -O+O-V)D =

= . . / /
—01 0+Q2 O+...+OjVj +qV’D

(8.8)

165

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Din aceastd egalitate se obfine imediat ca sarcina
indus& pe conductorul j are valoarea:

Q =-LF (8.9)

Pentru sisteme generale de conductori, acest
raport se calculeaza dificil (prin utilizarea metodelor
numerice). Insd, in unele cazuri particulare, calculul
este cu totul elementar. De exemplu, daca o sarcina
punctiforma g se afla la distanta r de centrul unei sfere
conductoare, de raza R, legata la pamant, V'p=KQ'r,
Vi=KQ7R, si prin urmare, conform cu (8.9):

Q= ——/riq (8.10)

Relatia (8.10) ne arata ca sarcina indusa pe
sfera conductoare, legata la pamadnt, este dependenta
de raza de curburd a suprafetei si are semn opus celui
al sarcinii inductoare. Modulul celor doua sarcini este
acelasi numai daca toate liniile de cdmp emergente
din sarcina inductoare intdlnesc suprafaia sferei
conductoare, adica atunci cand g este in interiorul
suprafetfei care delimiteaza corpul conductor (ce putefi
spune despre cazul in care q este localizata chiar pe
suprafata exterioard a sferei conductoare?). Va
propunem sa va g@nditl la situatia in care in punctul P
se gaseste un electron, sau un proton. Nu este
recomandabil sa lucram cu alte particule elementare
cu sarcina electrica, pentru cd, dupa cunostiniele
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noastre actuale, ele sunt singurele particule, cu
sarcind electrica, stabile. Orice alta particula plasata in
P se dezintegreaza dupa un timp foarte scurt 3l nu mai
putem vorbi de echilibru electrostatic. Cum putem
interpreta rezultatul (8.10)7?

8.8. Now let us apply the above method to some
special situations concerning two earthed conductors
where the induced charges Q, salisfy J., Q,=-q. For a
parallel-plate capacitor, a cylindrical capacitor or a
spherical capacitor the full calculation of Q, , is a
matter of straightforward algebra.

O situatie interesanta este generata de sistemele
cu doi conductori, in care, de exemplu, sarcinile Q17,
Qo, induse pe cei doi conductori legati la pamant
(V1=0, V2o=0), In prezenta unei sarcini inductoare q,
satisfac relatia Q7+Qo= -g (Fig. 8.5). Imaginam o a
doua situalie de echilibru electrostatic a acestui
sistem, situatie in care conductorii nu mai sunt legati la
pamant, dar au sarcinile @y, @2, iar in punctul P
sarcina este nuld, adicd ¢/=0. Conform teoremei de
reciprocitate, are loc egalitatea:

QY] +Q V) +qV), =Ql +0+QLe0+0eV, =0
(8.11a)

impreun4 cu ecuatia:
Q1+Qo=-q (8.11b)

167

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Fig. 8.5 in cazul in care sarcina inductoare se afld in interiorul regiunii
delimitata de suprafata exterioard a conductorului 2 si suprafata interioara a
conductorului 1, orice linie de camp emergentd din g va intersecta fie

suprafata conductorului 1, fie pe aceea a conductorului 2. Astfel, totdeauna,
= - (Qy+Q2). .

obtinem un sistem de doua ecuatii cu doua
necunoscute, @7, Q2. Solutia sistemului se obtine prin
calcule elementare. Pentru Q7 obtinem:

I\l
vl -v
Q=-qt—2 (8.12a)
v/ —v!
17"
iar pentru Q2:
I\l
vl _v
Q,=-qgt—1 (8.12b)
2 Tyl _y!
2 ™4

In cazuri particulare, relevante in aplicatii
practice, potentialele V7, Vo, V/p, in cea de-a doua
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situatie electrostaticd, se calculeaza simplu. Aceastd
situatie intervine ori de cate ori sistemul generat de cei
doi conductori are un grad inalt de simetrie spatiald. In
asemenea cazuri, teorema lui Gauss permite calculul
comod al dependentei campului electric de vectorul de
poziie, dependentd din care se obtine imediat
dependenta poteniialului de pozifie. Exemple de
asemenea sisteme sunt: sarcina plasata intre: a) doua
placi metalice, plan-paralele, legate la pamant; b) doi
cilindri metalici, infiniti, coaxiali, legati la pamant; c)
doua sfere metalice, concentrice, legate la pamant. in
aceste cazuri obtinem:

a) distanta intre placi fiind d, iar distanta de la
sarcina ¢ la prima placa x:

d-x X
s 02=-qa (8.13a)

b) razele cilindrilor fiind Ry, respectiv Ro

(R1<R2), iar g plasata la distanta rde axa comuna:
In R /r) In{F?1 /r)

E /R"] ﬁ/ = (8.13b)

c) razele sterelor fiind R, respectiv R2 (R1<R2),
iar g la distanta r de centrul comun:

R, -r R.\rr-R
Q,=-q ;}RZ = sz_qu(f_ﬁl; (8.13¢c)
g — My g — My

Daca in egalitatea (8.5) se adunad > Q;VjTh ambii
membri, se obiine:

01 =—-q
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N NN /
5 Q.(V.+V. ): > (o.+o.)v. (8.14)
joq A PPl i)
Asadar, daca sarcinile Qy, Q2, ..., QN, genereaza o
situatie in care potentialele cohductorilor sunt V7y,
Vo,.., VN, atunci sarcinile Qy+Qy, Qo+@2,...,
QN+Q/N, vor genera o situatie in care noile potentiale
vor fi V1+V/1, VorVlo, .., VN+V/N. Aceastd situatie
decurge din valabilitatea principiului superpozitiei
liniare. Rezolvarea multor probleme, aparent
complicate, devine deci deosebit de simpla in acele
cazuri in care se cunosc solutiile pentru starile care,
prin superpozitie, genereaza starea analizata.

8.9. We now return to a consideration of N
conductors interacting in vacuum. When applied, the
principle of superposition through potential coefficients
(elastances) or mutual capacitances completely
describes how the charges on any one of the bodies
are related with the potential of conductors.

Consideram din nou un sistem de N conductori
cu forma fixa, initial neutri, care interactioneaza
electric. Presupunem fixatd configuratia spatialda a
sistemului.

Dacd, intr-un mod oarecare, unul dintre
conductori, j, primeste o anumitd sarcina electrica,
aceasta va afecta, intr-un mod bine precizat
(dependent de configuratia geometrica a sistemului si
forma suprafetei conductorilor), potentialele V; ale
tuturor celorlalti conductori. O asemenea schimbare a
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starii electrostatice a conductorilor este masurata de
limita (AQj—0) raportului AVy/AQ; intre variatia AVj a
potentialului conductorului i, produsa de variatia 4Qj a
sarcinii conductorului j. Aceasta limitd are dimensiunile
(capacitate electricd)-1 si se numeste coeficient de
poteritial S,'j asociat perechii (i,j), sau elastanta
mutuald. Potrivit aplicatiei 8.5, elastaniele mutuale
satisfac egalitatea importanta Sjj=S;j;.

Folosind principiul superpozitiei liniare (in forma
8.14), deducem ca:

V1 = S1 101 + 82102 oot SN1QN

V2 = 81 201 + 82202 +. 4+ SN2ON (8.153)

VN = S1NO1 + S2N02 +...+SNNON

Elastantele mutuale sunt mdrimi pozitive. Acest
fapt poate fi infeles, observand ca, de exemplu, o
sarcina pozitiva, arbitrara, plasata pe oricare dintre
conductori, va conduce la marirea potentialelor
celorlalti  conductori. Putem inversa problema,
considerand ca necunoscute in sistemul de ecuatii
(8.15), nu potentialele, ci sarcinile conductorilor. in

asemenea conditii, obtinem:
O1=C V. +C Vs, +...+C, .V,

1171 2172 N1'N
02 = C1 2V1 + C322V2 +.+ CNZVN (8.15b)
QN = C1NV1 + C2NV2 + ...+CNNVN
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Cantitdtile Cj au dimensiunea de capacitate
electricd. Cand i=j, aceste constante se numesc
coeficienti de capacitate, sau self-capacitafi.

Astfel, Cjj (i=1...N) este definita ca raportul dintre
sarcina Qj si potentialul V; al conductorului "i", atunci
cand ceilalti conductori sunt prezenti, dar au potential
nu! (sunt legafi la pamant). Din aceastd definitie
decurge ca C;j>0. Daca i#j, coeficientii Cjj se numesc
coeficienti de inductie sau capacitati mutuale.

Din ecuatiile sistemului (8.15b) se observa cé
marimile Cjj reprezinta raportul dintre sarcina Qj
indusa pe conductorul j si potentialul V; al
conductorului i, cand toti ceilalti conductori, cu
exceptia lui i, sunt legati la paméant. Sarcina indusa are
totdeauna semn opus sarcinii inductoare, astfel c3,
totdeauna, Cjj<0. Tot din (8.15a) si (8.15b), deducem
ca Cjj sunt, in determinantul A al sistemului (8.15a),
cofactorii marimilor S,'j, divizali prin valoarea lui A,
adica, de exemplu:

Soo San Sno
c _11523 S33  Sns
11 Al ..
Sony Sany - Sl

(8.16.a)
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Spy S31 Sy
C12_621“% K 333 K
Sonv Sav Sww
unde:
Sy Spy Sne
ISz Sz - Sup .16
Siv: Son - Saw

8.10. Consider the situation where only one
other conductor is near enough to influence the first
conductor. Suppose that the charges on the two
conductors are equal (in magnitude) and opposite.
Such an arrangement is known as an capacitor or
condenser. Show that there is a constant C, so that
Q=C(V-V2) where Q=Q,. This constant also
depends only on the geometry and is called the
capacitance for a given pair of conductors. Describe C
in terms of self-capacitances and mutual capacitances.

Note that an experiment in which Q is measured
by a ballistic galvanometer and V,-V, by a
potentiometer can easily be performed in the
laboratory. Their proportionality, and thus the.
constancy of C can be verified with high accuracy.

In continuare vom studia un sistem de doi
conductori care interactioneaza electrostatic, sistem pe
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care 1l numim condensator electric. Vom considera ca
primul conductor poartd sarcina Q, iar al doilea o
sarcind egald in modul, dar de semn contrar, -Q.
Sistemul (8.15b) este format in acest caz din doua

ecuatii:
Q=C,V,+C,V
s, w1
—Q=C V4000V,

Ne intrebam daca exista o constanta C, specifica
sistemului format de cei doi conductori, astfel incét
Q=C(V1-V2). Inlocuind in ecuatiile (8.17), obtinem un
sistem liniar si omogen in necunoscutele V1, V2!

(Cyy-Clvy+{Cp+CV, =0 6.18)
(Cpy+ Oy +[Cpy—CIY, =0 '

Sistemul (8.18) are o soluiie diferitd de cea banald
(V1=0, V2=0), numai daca determinantul sistemului
este nul, adicd 4=0. Aceasta condiiie este satisfacuta
cand constanta C are valoarea:

o

_ OGS

c= 1122 (8.19)
11 222 0

Daca, in plus, conductorii sunt identici, atunci
C11=Co2. Obtinem:
C C

C = LE_Q_ (8.20)

Daca al doilea conductor este legat la pamant, atunci
V2o=0. In asemenea conditii, din (VI.18), deducem ca
C11=-C21. Din (8.20) rezulta imediat ca C=Cy .
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8.11. Making an estimate of elastances. In
principle, we can find the value of C for a given pair of
conductors by imagining a charge Q transferred from 1
to 2, and calculating the resultant potential difference.
However, in practice it is possible to carry out accurate
theoretical calculations only  for some simple
geometry. Suppose we have two conducting spheres
of radii R, and R,. The distance r between their
centers salisfies r»R, ,. In these conditions,
estimate the elastances.

Existd cazuri in care distania intre conductorii
care interactioneaza electric este mult mai mare decéat
propriile lor dimensiuni. in asemenea circumstante,
elastantele si coeficientii de capacitate se pot evalua
usor, cu precizie destul de mare, fara a apela la
metode numerice. Un asemenea exemplu este oferit
de doua sfere metalice, cu distanta rintre cenire, muit
mai mare decat razele lor A7 2. Neglijand contributiile
dipolare la valoarea poteniialului (acestea sunt
proportionale cu r2), potentialele sferelor incércate cu
sarcinile Q7, Qo, vor fi:

Q Q
V, K- 1iK_2
FI1 r
8.21
VoK 1iKk_2
2 ; ,

Comparand cu (8.14a), deducem ca elastantele au
urmatoareie expresii:
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1 1
S =K—=—=—+
11
R, C1
1
812:821:K; (8.22)
1 1
Spn=K—=—
22
Ay C

inlocuind egalitatile (8.21) in (8.15a), se
caleuleaz3 coeficientii de capacitate si de influenta:

_'2_,2(;1
C,= 1K X
k—z»r -C,C,
C,=C, = —K;QC2
1, (8.23)
’—(—é-r C,
C, = ER
—5 1" -CC,

in aceste conditii, relatiile (8.19) pot fi utilizate pentru a
evalua capacitatea C 2 si
conductori.

Trebuie sa observam ca, in general, uni
asemenea sistem nu reprezinta un condensator cu

influenia totala.

gtomu i fnrmf_\'} rh;) far=Y s ot

HER -+ = NI
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CAPITOLUL 9 OPTICA
Viteza de faza si viteza de grup; Interferenta
pachetelor de unda

Phase velocity and group velocity ; Interfernce of
wave packets.

© ANDREI BELEA, 1999
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9.1.A The propagation of a polychromatic wave (a
wave packet) in a dispersive medium illustrates the
difference between the group and wave velocity
concepts. Hereafter we shall symbolise them by U and
V respectively. Using o and k to mean the angular
velocity and the wave vector modulus, we note the

following definitions:

U:d_a)

dk (9.1)
v=2

k

If n represents the absolute refractive index of a
dispersive medium (n = ¢/V, ¢ being the speed of light
in vacuum) where a wave of wavelength A propagates,

show that the following relations hold

1.1 Jydn (9.2)
U V c dj
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Ao meaning the absolute (in vacuum) wavelength of
wave involved.

B. A point source emitting a polychromatic radiation is
used as primary source in a Young interferometer. Let
m specify the order of interference. We get a slate of
interference independent of A (an achromatic fringe)
for those orders of interference that satisfy the
following (achromatic) condition

am _
oA

The initial fringe system will undergo a displacement

0 (9.3)

when we cover one hole of the device by a plane-
parallel plate. Suppose that g means the thickness of
the plate, while n(i) describes its dispersion
properties. Show that one can manipulate the
expression obtained for the displacement of an
achromatic fringe, so as to emphasise on the fact that
the interference of wave packels cannot take place
unless there s simultaneous arrival of both
participants on the spot of interaction (one can speak

of space and time superposition).
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9.1.A. Propagarea unei radiatii policromatice (pachet
de undd) intr-un mediu dispersiv evidentiaza
deosebirea intre viteza de grup U si viteza de faza V.
Folosind pulsafia o si modulul vectorufui de unda k,

sunt valabile urmdtoarele definitii:

y-9e

dk (9.4)
v=2

Kk

Dacd c exprima viteza luminii in vid, n este indicele
de refractie absolut (n = ¢/V) al unui mediu dispersiv in
care lungimea de unda este simbolizata prin 2, iar A,
reprezinta lungimea de und4 in vid, demonstrafi ca au

loc relatiile

U:V(1+igg)

n

1_1 i dn (9:5)
U V ¢ dj

B. Un izvor punctiform, plasat in planul de simetrie al
unui dispozitiv Young, emite o radiatie policromatics.

Fie m un ordin arbitrar de interferenta. Vom obtine o
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stare de interferenfd independenta de A (franje
acromate) pentru toate ordinele m care satisfac
conditia de acromatism

om
2720 9.6

Dacéd acoperim una dintre fantele dispozitivului cu o
lama& transparenta de grosime e, confectionata dintr-un
material dispersiv avand n = n(4), sistemul de franje va
suferi o deplasare. Ardlali cd expresia deplasarii unei
franje acromate poate fi folosita pentru a evidentia ca
interferenta grupurilor de undd nu poate avea loc decat
dacd acestea ajung simultan in acelasi punct (suferd o

suprapunere spatio-temporala).

REZOLVARE

Pornind de la continutul conceptelor desemnate prin
viteza de grup si viteza de faza, lectura intregului text
al problemei propuse ne conduce la ideea ca intre cele
doua pani (notate A si B) existd o corelalie. Astfel,
prima parte avanseaza forma unor relatii clasice (care

trebuie demonstrate), in timp ce a doua parte,
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invocand propagarea grupurilor de unda, va implica

folosirea uneia dintre aceste legaturi.

9.1.A. Rezolvarea se bazeazd pe combinatia a trei

elemente: procedura de schimbare a variabilelor,

tehnica derivarii functiiior compuse si utilizarea unor

relatii fundamentale din optica fizica.

i) Demonstratia primei relatii propuse are loc in doua

etape:

- Incepem prin a schimba variabilele (k, @), din
definitia lui U, in (4,V) care reprezinta varabilele
expresiei (finale) care trebuie demonstratad. Vom

folosi urmatoarele relatii fundamentale

w=kV .
9.7
k-2 ©7)
A
De aici, avem succesiv
d d ‘ d
U=—wo=—(Vk)=V+k—(V
gk @~k V)=V rkgptv)
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- In ultima expresie, forma relatiei la care trebuie sa
ajungem sugereaza evidentiierea aparitiei vitezei de
faza V ca factor comun. Apoi, in paranteza care
rezultd, trebuie sa tinem seama de definitia indicelui

de refractie, n=c/V. Astfel, gasim
U= v(1-iivj —vi1- ,1(5)1(!)
V di V/dilc
(3]
di\n

in sfarsit, efectuand derivarea lui n’, ajungem la

(9.9)

urmatoarea relatie finala

Adn
U=v(+=— 9.10
(1+2 ) (9.10)

Acest rezultat scoate in evidentd doua aspecte:
5 . : , dn
- In medii nedispersive (n =const. = FTin 0),
viteza de grup este egala cu viteza de faza. O
consecin{d importantd este ca orice grup de unda isi
pastreaza indefinit de mult timp forma initiala (cu alte
cuvinte, in medii nedispersive, grupurile de unda nu

se “destrama”).
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* .. . , o - dn
- In medii cu dispersie normala (caz in care a1 < 0)

viteza de grup este intotdeauna mai mica decat viteza
de faza (U < V).
ii) Pornim de la relatia k = «/V, pentru a scrie

1 dk d ,o 1 od
U do da)(V) "4 cdw( ) ( )
unde am implicat si definitia n = ¢/V.
Pentru spatiul vid, notand prin k, modulul vectorului

de unda asociat pulsatiei o, avem

o= ck, = 7% (9.12)
/10
de aici
g __emcd A d (9.13)
do ®° di, @ dA,
incat, in final
A
lzl__oﬂ_ (9'14)
U VvV cdj,

b) Situatia descrisa in enuntul problemei este ilustrata
in desenul urmator. Potrivit teoriei ondulatorii, urmand

principiul lui Huygens, in prezenta sursei primare /,
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fantele /, si /, ale interferometrului Young devin sursele
unor unde sferice secundare. Acestea repetd
comportarea temporald a emisiei izvorului /. In cazul
problemei, deoarece sursa / este policromatica
urmeaza ca izvoarele /; si /, vor emite la randul lor cate
un pachet de unda. Ecranul E permite observarea
rezultatului produs de suprapunerea (coincidenta

spatiald) undelor provenite de la /, si /,.

-
-

-
[
—
N
— | —— —
-
—

Fig.9.1 Interferometrul Young

Comentariu:

in aranjamentul ideal (clasic) al interferometrului
Young, se foloseste ca sursa primara / un izvor
monocromatic. Din acest motiv i sursele secundare /,
si I, vor emite radiatii monocromatice. Potrivit analizei

armonice (Fourier), implicatia monocromaticitdtii este
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aceea ci cele trei izvoare emit unde care trebuie sa
dureze nelimitat in timp. Cu alte cuvinte, atunci cand
sursele /, /; si I, sunt monocromatice, emisia lor consta
din trenuri de unda infinit lungi (sursele se afla in regim
de emisie permanentd). Este deci intuitiv cd undele
care ajung in punctul M (sau in oricare alt punct al
ecranului £ ) vor coexista (adica, vor coincide spatio-
temporal) fir4 interventia nici unei conditii speciale. in
concluzie, pentru undele monocromatice coincidenta
spatio-temporalda a undelor in M se realizeaza in mod
automat.

in mod opus situatiei standard, atunci cdnd sursa /
este policromatica, emisia éi consta in trenuri de unda
cu lungime finitd. Acelagi lucru este avut in vedere
atunci cand se spune ca emisia unui izvor policromatic
constd in pachete de unda (expresie care sugereaza
la randul ei durata finitd a procesului de emisie).
Analiza armonica poate fi din nou invocata pentru a
sustine existenta unei legaturi stricte intre
policromaticitate si durata finitd in timp a semnalelor.

Urmand caracteristicile sursei primare /, sursele /, si /,
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vor emite pachete de unda. Pentru ca aceste pachete
sa aiba sansa de a interactiona (prin interferentd) in
punctul M al ecranului E, este evident ca ele trebuie sa
se “suprapuna”’. Din acest motiv studiul explicit al
conditiei de coincidenta spatio-temporala a pachetelor
de unda este semnificativ pentru caracterizarea
procesului de interferen{d in care acestea ar putea fi
implicate. Este interesant sa remarcam faptul cg,
atunci cand este vorba despre procese de interferenta
intre pachete de unda, avem la dispozilie doua cai
distincte pentru a analiza situatia fizica. Una dintre
acestea se sprijina pe conceptul de sistem de franje
acromate, si (in mod evident) se dezvolta in “interiorul”
teoriei ondulatorii. A doua reprezentare este de tip
“mecanicist”, apropiindu-se de stilul interpretarii teoriei
corpusculare a luminii. Din aceastd perspectiv,
procesul de interferentd poate avea loc numai acolo
unde se realizeaza coincidenia spatio-temporala a
pachetelor de unda. Asadar, partea a doua a

problemei pe care o analizim ne - propune sa
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demonstram echivalenta celor doua interpretari la care

ne-am referit.

Pentru a fixa ideile, s& admitem ca punctul M este
astfel situat pe ecranul E incét diferenta drumurilor
optice ale celor doud pachete de unda corespunde
unui maxim. Astfel
o=L -(L,-e)-n(i)e=mA (9.15)

Din aceasta relatie gasim ca ordinul de interferenta:m

se poate scrie ca
m - L -L, +le(1—n)

in punctul M, conditia de interferent & acromatica cere

(9.16)

am _

d/11 1 _dn (9.17)
—?[L1 -L, +e(1—n)]—z¢=:d—/1 =0
Observatii:

- Potrivit expresiei anterioare, in medii dispersive
(n = n(4)) nu exista o franja perfect acromata (a carei

existentd este legata de verificarea conditiei
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(gf—n-zo;v,l). Totusi, dacd folosim in mod explicit

functia de dispersie (de exemplu prin intermediul
relatiei Cauchy n = A+b/4?), atunci conditia dm/dA = 0
produce o valoare concretd a lungimii de unda A..
Spunem ca franja acomata se realizeaza in jurul
acestei lungimi de unda.

- Noténd cu [g] partea intreaga a expresiei g i

folosind forma explicitd a lui m gasim
m= [e@} (9.18)

Mediile de interes optic prezinta o dispersie mica. Din
acest motiv, relatia precedenta implica m = 0. Asadar,
franja acromata este cea de ordinul zero.

Pentru ca perechile de pachete de unda, emise de
catre fantele Young /, si /, sa& coincida spatio-
temporal in M, trebuie ca “timpii de zbor” pe distantele
L,si L,sa fie egali.

Expresia lui dm/di se poate pune sub forma

189

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



E_Lz—e+en(1)_igdn

c c c c di
L,-e n(A) Adn
= e(1- —— 9.19
c * c ( nd/i) ( )
_’-2—6‘4_3
c U

Or, asa cum am demonstrat anterior, in vid (mediu
nedispersiv) pachetul de undd se deplaseaza
pastrandu-si forma, cu viteza de grup U,, Trebuie

deci s& avem

Ui =V, =C (9.20)

In consecinta, relatia dedus# din ecuatia dm/di = 0
devine

L Loe.e

==+ 9.21
Uq U, U ( )

ceea ce exprima in mod exact conditia de egalitate a
timpilor de zbor pentru pachetele de unda care se
propaga pe cele doud cai ale interferometrului
specificate prin L, si L, Punand acest rezultat sub o
forma succinta, scriem

t, =t (9.22)

corespunzator interpretarii propuse in enunt.
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Amestecuri de lumina polarizata; Interferenta in
lumina polarizata
9.2. A parallel monochromatic light beam, produced as

S/

1

shown in the above figure, falls under an brewsterian
angle of incidence, on the optic prism ABC.

a) Let n mean the absolute refractive index of the optic
prism. Find the required value for the angle B so that
the transmitted beamn crosses BC at right angle;

b) Indicate a possible completion of the arrangement in
order to bring thee two beams, marked as 1 and 2, to
superposition and interference;

c¢) Using, in a symbolic manner only, the reflection and

refractive coefficients (Fresnel’s coefficients) for the
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amplitudes, write down the intensity ratio of the two
emerging beams 1,/ I,

d) Indicate the supplementary optical elements
required to be used in the initial arrangement, in order
to make the two emerging beams interfere with
modulation factor equal to unity (nil minima).

9.2. Fascicolul paralel monocromatic obtinut aga cum

1

| //

este ilustrat in figura aldturatd, cade sub incidenta
Brewster pe prisma opticd ABC.

a) Considerand cunoscut indicele de refractie n,
determinali unghiul B pentru ca fascicolul transmis sa

strabatad perpendicular fafa BC;
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b) Aratafi cum trebuie continuat aranjamentul pentru
ca fascicolele 1 si 2 sd se suprapuna si sa interfere;

c) Folosind formal coeficientii Fresnel de reflexie gi
transmisie pentru amplitudini, scriefi raportul de
intensitate intre cele doua fascicole 1,/ 1,;

d) Arétati ce suplimentari trebuie aduse schemei
experimentale pentru a obline interferenta cu grad de

modulare unitar (minime nule).

Rezolvare

Sursele uzuale de luminda emit unde policromatice,
incoerente si nepolarizate (lumind naturald). In aceste
conditii, problema pune in discutie o schema
experimentala care permite obtinerea unor fascicole
coerente (prin diviziune de amplitudine) capabile de a
produce fenomenul de interferenta.

Dupa cum este stiut, in cazul radiafiei luminoase,
pentru obfinerea fenomenelor de interferenta, nu este
suficient sa dispunem de douda (sau mai multe)
fascicole coerente (facicule care prezinta o diferenta
de fazad constantd in timp). Urmare a structurii

vectoriale a campurilor optice (in care vectorii de camp
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electric si magnetic transportali de undele luminoase
“vibreaza” intr-un plan perpendicﬁlar directiei de
propagare a undei), coerenta trebuie sa se asocieze
unor stdri de polarizare identice pentru undele
implicate (in acord cu observatiile experimentale ale lui
Fresnel si Arago).

Dacd ne referim la interferenta a doua unde
coerente, care au aceeasi stare de polarizare, dar
prezintd intensitati distincte, /, si /,, atunci variatia
intensitatii in campul de interferen{a este data de
urmatoarea relatie
I=1,+1,+2l1, cos(5) (9.23)
in care & exprima diferenta de faza existenta intre cele
doua unde in punctul de suprapunere (punctul de
calcul). Cazul cel mai favorabil pentru observarea
interferentei se realizeaza atunci cand cele doua unde
.coerente, polarizate similar, au intensitati egale. in
acest caz daca notam cu A amplitudinea uneia dintre
unde atunci intensitatea in campul de interferenta
variaza de la 0 la 4A? (respectiv de la O la 4/, pe scara

intensitatilor).
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Distributia intensitatji in campul de interferenta poate

fi prezentata si sub forma

I=( +1,X1+ mcos(5)) (9.24)
unde
JLT
m=2Y"12 (9.25)
I +1,

definegte gradul de modulare al franjelor.

Dupa cum observam, vizibilitatea cea mai bund a
campului interferential se obtine atunci cand m = 1
(minimele sunt nule). Aceasta valoare a lui m exprima
modularea totald sau unitara a franjelor si la acest
fenomen se refera ultimul punct al problemei.

Incidenta brewsteriana pe suprafaia de separare a
doua medii optice distincte are loc atunci cand are loc
relatia (legea lui Brewster)
tan(i,) = "2 (9.26)

1
in care n, si n, desemneaza indicele de refractie al
mediului de incidenta, respectiv al celui de emergenta,

lar i, exprima valoarea unghiului Brewster.
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Experimental (si in acord cu formulele lui Fresnel),
reflexia brewsteriand conduce la obtinerea unui
fascicol reflectat care este total polarizat. Starea de
polarizare este liniard. Vectorul electric al undei
reflectate oscileazd dupa o direciie perpendiculara pe
planul de incidentd. Din aceasta cauza, reflexia
brewsteriand  constituie una  dintre modalitatile
experimentale de obtinere a wunei radiati total
polariza{e in mod liniar.

a) Asociind invariantul Descartes n-sin(i)= const. cu
legea reflexiei brewsteriene putem arata ci in acest
caz, raza transmisa este perpendiculara pe raza
reflectata.
Potrivit indicafjilor figurii precedente, putem scrie
tan(i, ) = "2 - Sin(i,) (9.27)

n, sin(t)
sau, deoarece v+ i, = /2

cos(v) cos(v)
sin(v)  sin(t)

(9.28)
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Fig.9.2 Geometria reflexiei la unghi Brewster

incat unghiurile t si v trebuie sa fie egale. Aceasta
impune u = j, . Reconsiderand relatia v+i, = 7/2,
urmeaza ca Si u+v = a/2, asa incat TO este
perpendicular pe OR. Sa exploatam acest rezultat in
legatura cu prisma ABC, unde OR se confunda cu
directia fascicolului 71 iar OT cu cea a fascicolului 2.
Pentru ca fascicolul 2 sa traverseze perpendicular fata
BC a prismei trebuie ca unghiul B sa fie complementar
unghiului BOZ2, care potrivit discutiei precedente
coincide cu u. Asftfel, fascicolul 2 iese perpendicular pe
fata BC daca unghiul B este egal cu v, ceea ce revine
la a afirma paralelismul fetei BC cu directia razei

reflectate OR.
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b). Fascicolele 7 si 2 sunt obtinute prin divizarea
amplitudinii fascicolului care cade pe fata AB a prismei
optice. In mod suplimentar, fascicolele obtinute sufera
si fenomene de polarizare (mai corect spus, suferd o
“filtrare” a starilor de polarizare prin intermediul
fenomenului de reflexie la unghi Brewster). Ca urmare,
este suficient sa realizam o suprapunere spatiald a
celor doua fascicole emergente pentru a obiine
fenomene de interferentid. Una dintre modalitétile de a
realiza suprapunerea spatiald, este aceea de a folosi
doud oglinzi plane dispuse agsa cum este ilustrat in

figura de mai jos.

Fig.9.3.Completarea geometriei de interferenta
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Spatiul hasurat cuprinde zona de interferenta care este
limitatd de extensia laterala (deschiderea) fasciculelor.
c) Fascicolele care ajung in zona de interferentd
provin dintr-un fascicol primar de lumind nepolarizata
(este vorba despre fascicolul care cade pe fala AB a
prismei). Or, este stiut ca lumina nepolarizata poate fi
reprezentatd ca suprapunere a doua componente
ortogonal polarizate gi incoerente intre ele. Sa
desemnam prin o $i 7  componentele radiatiei
incidente pe fata AB care sunt polarizate in planul de
incidenta respectiv, perpendicular pe acesta.

Structura energetica a radiatiei nepolarizate provine
in parti egale din cele doua componente la care ne-am
referit mai sus. Drept urmare putem scrie
I,=1 =1/2 . (9.29)

Prin natura marimilor continute, relatia precedenta
favorizeazd continuarea discutiei cu referire la
coeficientii Fresnel energetici. Desemnand prin R si T
acesti coeficienti pentru reflexie gi transmisie, vom
utiliza indicii o si m pentru a identifica o anumita

componenta de polarizare.
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in cazul incidentei brewsteriene, fascicolul emergent
1 este format in intregime de radiatie polarizatd = .
Cantitativ, aceast fascicol emergent nu preia totusi

decét o parte din componenta 7, anume

1,=R_(i,)l, = %nn (i,)l (9.30)

Cealalta parte, adica
, 1 ,
= J[-RI= ST, (031

ajunge pe faja BC (in ipoteza unei prisme fara

absorbtie), pe care o strdbate in proportia (energetica)
oy = TUO =S TUOT (1) (9.32)

La incidenta Brewster, componenta o a radiatiei
incidente trece in intregime prin interfaia AB, incéat
avem

1 /
L =-—-T (i,)=— - (9.33
1o 2 a'(lb) 2 ( )

in timp ce prin BC nu strabate decét procentul

Loy =T2(O)1,, =S T2(O)1 9349

in acest fel deducem ci fascicolul 2, format energetic
din contributia aditivd a celor doua componente de
polarizare, va avea intensitatea
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I2 :IZU+I27r =

2 IT2(0) + TL(O)T, iy )1 (9.38)

Raportul de intensitati /, /I, se exprima mai intai ca

I R, (i,)
I, T.(0)+T.(O)T(i,)

(9.36)

iar apoi se aduc la o forma finala folosind
R(i)=r(i)r (i)

., _n,cos(t) . . .
T() = sosti) (T ()

(9.37)

in care r si t sunt coeficientii Fresnel pentru
amplitudini, iar () desemneaz& conjugarea complexa,
se ajunge usor la forma finald a raportului /; /l,.

d) Discutia anterioarda ne ajutd sa identificdm
elementele care, in cadrul aranjamentului propus de
textul problemei, se opun obtinerii a doua fascicole
emergente a caror interferentd sa prezinte un grad
unitar de modulare.Pentru fixarea ideilor, sa
presupunem ca am realizat montaju! descris la punctul
(b). Potrivit comentariilor de la punctul (c) este clar ca

in structura fascicolelor 1 si 2, polarizare de acelagi tip
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si coerenta nu prezintd decat componentele /; = R,
(i), si L, = T,0) T, (i,)l/2. Prin suprapunerea
fascicolelor 1 si 2, componentele mentionate, avand
intensitatfi inegale, vor forma franje cu o vizibilitate mai
micd decat cea optima. In plus, contrastul tabloului
interferential va fi diminuat in continuare prin
iluminarea uniforma produsd de catre componenta
incoerentd si polarizata ortogonal, care are
intensitatea /,, = T,(0) I/2. Astfel, pentru a obtine
interferenta cu grad de modulare unitar putem spre
exemplu sa intercalam un polarizor imediat dupa
lentila L. Tn acest fel, pierdem jumétate din intensitatea
luminoasa care ajunge pe fata AB a prismei, dar
castigam coerenia fascicolelor emergente 1 si 2.
Aceste doua fascicole trebuie aduse la aceeasi stare
de polarizare gi la aceeasgi intensitate, ceea ce se
poate realiza obligandu-le sa treaca printr-o pereche
de polarizori cu axele paralele si avand inclinari
convenabile pentru a compensa diferentele de

intensitate (legea Malus).
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10.1. Atomic hydrogen in gas state, forming a layer of
thickness d = 1 cm, is irradiated at normal incidence
with a flux of homogeneous and monochromatic
radiation with the frequency v = 2.46609 x 10" Hz and
energetic illumination E = 10 kW/n’. The coefficient of
linear attenuation in hydrogen is k = 100 m™ and the
average lifetime of the excited state of atomic
hydrogen is T =10"s. One can ignore: electron spin
and the diffusion of light. The electromagnetic wave is

given by the equation

E(z,t):Eo[;'cos(wt—%ﬂz—)+fcos(a)t—27”2_%)]

Find out the direction and the value of the magnetic

dipole moment per unit volume of hydrogen.

10.1. Hidrogenul atomic in stare gazoasa sub forma
unui strat cu grosimea d = 1 cm este iradiat la
incidentd normald cu un flux omogen de radiatie
monocromaticd cu frecvenfa v=246609x10"Hz gi
iluminarea energeticd E = 10 kW/m?. Coeficientul de

atenuare liniard prin hidrogen este k = 100 m’', iar
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timpul mediu de viald al starii excitate a hidrogenului
atomic este  r=10"s. Se pot ignora: spinul
electronului gi difuzia luminii. Unda electromagnetica
este descrisd de

E(z,t)=E [lcos(a)t——)+jcos(a)t—27ﬂz~Z)]

S48 se determine directia, sensul si marimea
momentului de dipol magnetic pe unitatea de volum al
hidrogenului.

R,,= 109677 cm’

g =9,273x10% J/T

h =6,625x10% J.s

¢ =2,998x10° m/s

e=271828....

lel=1,6x10"C

my=9,1x10°" kg

REZOLVARE

Unda electromagnetica descrisa de

E(z,t)=E [lcos(a)t———)+/cos(a)t—g;f—z—z)]
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este o unda circular polarizata. Daca este absorbita de
purtitorii de sarcind ea transferd acestora energie,
impuls si moment cinetic. Transferul de energie este
bine cunoscut; transferul de impuls explica fenomenul
de presiune a radiatiei. Sa aratam ca unda circular
polarizatd transferda moment cinetic unei particule de
sarcina q.
Inductia B este legatd de E prin relatia ¢cB=2xE
.unde 2 iese din
planul  hartiei.
Asupra
particulei \

wr
actioneaza foria g
F-qlE+vxB).
Sub  actiunea cB
acestei forie
particula se va
roti in planul Xx,y. Ea se va deplasa putin si in directia
+z din cauza presiunii radiatiei. Pe noi ne intereseaza

momentul fortei, 7 =rxF. Fie
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a);zw;xﬁ:w;xqf5+a);xq(;xl—3’).
v fiind tangent la traiectorie, este perpendicular pe
razd iar v=or. Se vede c& vx B are directia lui Z si
deci vx (szf?) are directia lui » dar sensul opus. Cum
r se roteste, si directia lui w;xq(;xﬁ) se va roti.
Media sa pe un ciclu va fi zero. Marimea wrxgE are

directia si sensul lui 2 si ramane constanta in timpul

rotatiei, iar modulul siu este wrE sau v-E.
va

Astfel, media in timp a momentului fortei
-\ /dL - =y 2 2 |dw
@)=( %)=l B)= 257 <d,>

Produsul scalar v-F. este puterea pe care unda o

[\ Y]

8

cedeaza particulei q. De remarcat faptul cd& numai
campul electric poate contribui la lucru mecanic, forta
magnetica Lorentz fiind perpendiculard pe viteza.
Deci, particula cu sarcina g care absoarbe energia W

de la o unda pland progresiva, circular polarizata,

absoarbe si momentul cinetic Z dat de

L
w
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unde @=+% , dupd cum polarizarea este in sensul
burghiului drept sau in sens contrar.

Considerand ca absorbtia luminii se face pe sisteme
cuantice, adica transferul de energie se face in poriii
AW =hw, odatd cu absorbtia cuantei se va absorbi

(transfera) si un moment cinetic ﬂ: h_a): h . Putem
@ @

spune ca fotonii descrisi de unda circular polarizata
poarta fiecare un moment cinetic i (=h/2x). Reamintim
ca energia fotonului este # w=hv, iar impulsul sau
ho _h
c A
Radiatia cu iluminarea energeticd E=10 kW/m?
corespunde unui flux incident de fotoni
E

Pp=—
La iesirea din mediul de hidrogen regasim un flux mai
mic

D=

Diferenta
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AD =, (1- )= %(I_e—kd)

reprezintd numarul de fotoni pe unitatea de timp si pe
unitatea de suprafatd care se absorb in hidrogen.
Remarcam ca frecvenia undei v este egala cu
frecventa tranzitiei intre starile cu n=71 si n=2 ale
atomului de hidrogen.Starea fundamentala este
caracterizata de n,=1 si /,=0 ( stare s); starea cu n,=2
poate avea atét /=0 cét si /=1 dar, pentru a conserva
momentul cinetic, A/ trebuie sa fie egal cu 7 intrucat
fotonul transfera momentul cinetic #.

Deci, populatia atomilor pe nivelul 2p creste in fiecare
secunda cu A@-S in volumul Sxd. O parte insa din
acesti atomi se dezexcita, timpul mediu de viata fiind r.
Fie dN, cresterea in intervalul dt a populatiei nivelului
2p datorita absorbtiei radiatiei, iar dN, descregterea
datorita dezexcitarii. Atunci

dN, = ADSdl,

dN2:—Mdz’
T
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unde dN, = —N@dt se obtine diferentiind expresia care
T

exprima evolutia in timp a populatiei nivelului 2p , daca

n-ar exista absorbtia de radiatie:

f

N(t)=N,e
Dar,

dV:dN1+dN2=(A¢S—LNg2}ﬂ.
T

in stare stationara %—7:0 , adicd N=A® ¢ S. Numarul

de atomi in starea 2p in unitatea de volum va fi

ﬁ=ﬂr=£1(1—45""‘") .
v d hv d

Cum fotonii transfera momentul cinetic pe directia de
propagare a undei, atomii din starea Zp vor avea
momentele cinetice orientate in aceeasi direciie.
Starea cu momentul cinetic orbital /=7 are si un

moment magnetic egal cu un magneton Bohr,

eh

Ug=—— , unde m, este masa de repaus a
2my,

electronului.
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Momentul dipolar magnetic pe unitatea de volum,

adica magnetizarea, va fi

_N E f(l_e—kd)ﬂBzgig(]_e-kd)'
0

M=3,5864x10° A/m.

10.2. [t is suspected that the cobalt is very poorly

mixed with the iron in a block of alloy. To see regions

of high cobalt concentration, an x-ray is taken of the
block.

a) Predict the energies of the K absorption edges of its
constituents.

b) Then determine an x-ray photon energy that would
give good contrast. That is, determine an energy of
the photon for which the probability of absorption by
a cobalt atom would be very different from the
probability of absorption by an iron atom.

10.2. Se crede ca intr-o piesd confectionatad dintr-un

aliaj de fier cu cobalt acesta din urma nu s-a

amestecat bine cu fierul. Pentru a vedea zonele cu
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concentratie mai mare de cobalt s-a efectuat, in raze

X , o radiografie a piesei.

AN

ev
104 10° 10°

a) Prezicefi energiile crestelor K de absorblie pentru
fiecare din cei doi constituenti.

b) Determinali apoi energia fotonului X care va
conduce la contrastul cel mai bun, adica determinati
energia fotonului péntru care probabilitatea de
absorbtie pentru atomul de cobalt este mult diferitd
de probabilitatea de absorblie pentru atomul de fier.

REZOLVARE

Dupa cum se stie, energia electronilor in atom este

cuantificatd. Tn cazul electronilor de pe péturile
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superioare, corespunzand numerelor cuantice
principale mari, prin tranzitii intre stari pot avea loc
emisii sau absorbtii ale radiatiei electromagnetice sub
form& de fotoni in spectrul vizibil sau ultraviolet. In
ceea ce priveste paturile interne cele mai apropiate de
nucleu corespunzand numerelor cuantice mici,
tranzitiile dintre ele dau nagtere fotonilor X . Emisia
fotonilor X conduce la un spectru de linii, numit gi
spectrul caracteristic. Absorbtia fotonilor X duce la
crestele de absorbfie.

Atunci cand fotonii X sunt trimisi pe un material, o
parte din ei trec prin material, o parte vor fi absorbifi
direct si o altd parte vor fi imprastiati Compton in mai
multe procese, pana la absorbiia completd. Sa
consideram cazul unor fotoni X cu energia foarte mare,
adicéd lungime de unda foarte mica. Acestia pot suferi
douad tipuri de interaclii cu atomii materialului, difuzia
Compton si efectul fotoelectric. Daca energia fotonilor
este mai mare decéat energia de legatura de pe prima
patura (patura K) se poate produce efect fotoelectric

prin scoaterea unui electron din aceastd patura.
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Probabilitatea de a produce efect fotoelectric depinde
slab de energia fotonului in acest domeniu, in schimb
probabilitatea efectului Compton cregte cu scéderea
energiei fotonului. Am avea astfel, la énergii
descrescande (de la dreapta la stanga) o crestere a
probabilitatii de absorbtie. Cand insa energia fotonilor
scade sub energia electronilor de pe patura K ,
probabilitatea de absorbiie scade brusc, intrucéat
efectul fotoelectric pe patura K nu mai este acum
posibil. Prin scidderea in continuare a energiei se
observa din nou o cregtere a absorbtiei pana la un
prag ce corespunde energiei electronilor de pe patura
L , si asa mai departe. Dupa cum se vede in figura,
avem niste creste de absorbtie. In cazul crestelor K ,
energia electronilor de pe aceasta patura este similara
celei a atomilor hidrogenoizi, considerand insa ca o
parte a sarcinii nucleului este ecranata. O aproximatiie
rezonabild ne spune ca in locul sarcinii nucleare +Ze
se poate considera +(Z-2)e .

In acest caz, energia paturii K va fi
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(z-2)°

2
n

eV=13,6(Z-2)’eV ,

Eg~136

unde 73,6 eV este energia de ionizare a atomului de
“hidrogen.
Este atunci nevoie, pentru a avea un contrast bun, sa
alegem energia fotonilor intre energiile crestelor K
pentru cele doua tipuri de atomi, adica de fier si de
cobalt. Fierul are Z=26 , iar cobaltul Z=27 . Dedi,
E.(Fe)=13,6x (26-2F=7,83x10% eV,
E.(Co)=13,6x (27-2)°=8,50x10" eV.
Deci, cel mai bun contrast se va obtine cu energia
fotonilor in jurul valorii de 8,2x10* eV, corespunzand
unei lungimi de unda de 1,5 A . In acest caz,
concentratiile mai mari de cobalt din aliaj vor aparea in
nuante de gri mai inchise. Sa nu uitdm ca o radiografie
X este 0 imagine negativa, adica transmisiei mari ii va
corespunde o impresionare (innegrire) mai puternica a

filmului.

10.3. A beam of hydrogern atoms, emitted from an

oven running at a temperature T=400 K, is sent
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through a Stern-Gerlach magnet of length X=1 m. The
atoms experience a magnetic field with the gradient of
10 T/m. Calculate the transverse deflection of a typical
atom in each component of the beam, due to the force
exerted on its spin magnetic dipole moment, at the
point where the beam leaves the magnet.

10.3. Un fascicul de atomi de hidrogen, emisi de un
cuptor incalzit la 400 K, este trimis printr-un magnet
Stern-Gerlach cu lungimea de 1 m. Atomii simt
actiunea unui cdmp magnetic cu gradientul de 10 T/m.
Calculafi deflexia transversald medie a atomilor din
fiecare subfascicul ce apare datoritd forfei exercitate
asupra momentelor magnetice de spin, in locul unde
fasciculul pardseste magnetul.

REZOLVARE

Intr-un camp magnetic extern de inductie Eenergia

potentiala a unui moment magnetic este
E,=-i-B.
Ea va depinde de orientarea momentului magnetic u

fatd de directia lui B. Fie aceast directie +z . In cazul
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particulelor cuantice, energia are un spectru discret si,
de asemenea, orientarile momentului magnetic vor
avea un spectru discret. Energia va fi E,=-u, B, unde
1, poate avea mai muite valori discrete.

Dupa cum se gtie, intre energia potentiala si for{a
exista relatia

F :_a'EP.
z dz

Daca B este omogen (nu depinde de 2) , nici energia
potentiald nu va depinde de z, iar asupra corpului nu
va actiona nici o for{d neta.

in caz contrar, apare forta

5.()

F, :,uz—d_

z

dB,(2)

]

Termenul reprezinta gradientul pe direclia z a

lui B . Asupra particulei de moment magnetic u va
actiona o forta ce depinde direct de gradientul lui B,

dar si de orientarea lui u fatd de B prin intermediul lui

Hz -
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Un magnet Stern-Gerlach este un electromagnet in
care piesele polare au un profil special, in asa fel incéat
sd se obtind un cAmp magnetic neomogen pe directia
z (vezi desenul).

Atomii de hidrogen in starea fundamentala au moment
cinetic orbital zero, iar momentul magnetic orbital este
tot zero. Singurul moment magnetic al atomului de
hidrogen in starea fundamentala este cel dat de spinul

electronic care are doua proiectii pe directia z (a

campului B), si anume, Fugy (ug este magnetonul
Bohr). Pot apdrea, astfel, doua forie egale si opuse ca
sens:

F,=*ug EB(:) .

z

Fiindca diferenia energetica intre cele doua stari este
foarte micd (in comparatie cu kT la temperatura de
400 K) cele doud pozitii ale spinului sunt egal
probabile si fasciculul ce tece prin magnet se va
despica in doua subfascicule.

Viteza longitudinala tipica a unui atom de masa M ce

traverseaza magnetul este
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&
Cuptor

Astfel

3kT
v, =1’— .
M

timpul petrecut de atom la trecerea prin magnetul de

lungime X este

_X__ X _ _x /M
v, [3kT 3KT
M

in acest timp ins&, datoriti fortei F, , apare o
acceleratie transversald a,=F/M , astfel incat atomul

va suferi o deflexie
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dB, .

s tap 1RXM_ g HX
To™ T oM 3kT T 6kT

107/ m=x0927x10°2 Am?x1m?

6x138x10°% J/K x400 K

— =+28x10°m

Separarea dintre cele douad componente este mai
mare de o jumatate de centimetru, deci este foarte

usor de observat.

10.4. A beam of hydrogen atoms in their ground state
is sent through a Stern-Gerlach magnet, which splits it
into two components according to the two spin
orientations. One component is stopped by a
diaphragm at the end of the magnet, and the other
continues into a second Stern-Gerlach magnet which
is coaxial with the beam leaving the first magnet, but is
rotated relative to the first magnet about their
approximately common axes through an angle a There
is a second diaphragm fixed on the end of the second
magnet which also allows only one component to
pass. Describe qualitatively how the intensity of the
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beam passing through the second diaphragm depends
on «

10.4. Un fascicul de atomi de hidrogen in starea lor
fundamentald sunt trimigi printr-un magnet Stern-
Gerlach care il despica in doua subfascicule dupa cele
doua orientari ale spinului. La iegirea din magnet unul
dintre subfascicule este blocat de o diafragmd iar
celalalt intrd intr-un al doilea magnet Stern-Gerlach
care este coaxial cu fasciculul ce pdrdaseste primul
magnet, dar este rotit fald de acesta cu un unghi « in
jurul axei, practic, comune. O a doua diafragma este
fixatd la capatul celui de al doilea magnet care lasd sa
iasa, iardsi, numai un subfascicul.

Descrieti, calitativ, cum va depinde de a fasciculul care

trece de cea de a doua diafragma.

REZOLVARE
Primul magnet Stern-Gerlach impreuna cu diafragma a
reusit s& prepare un fascicul Tn care toti atomii au spinii

electronilor cu aceeasi proiectie pe axa z. Fie ea +u; .
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Axa z’ a celui de al doilea magnet face unghiul ¢ cu

primul. Dacd o ar fi zero, si diafragma celui de al

a
zll

/{ '

doilea magnet ar avea aceesi orientare cu a primului,
toti atomii care ies din primul magnet vor iesi si din al
doilea. Fie /, intensitatea fasciculului de atomi care
intra in primul magnet. /,=//2 va fi intensitatea
fasciculului care iese din primul magnet. Dacd notam
cu ,(a) intensitatea fasciculului de atomi ce ies din cel
de al doilea magnet, rotit cu unghiul a fata de primul,
vom avea
IL,(a=0)=l,=1,/2

Fie a=n in acest caz orientarea momentelor

magnetice fatd de directia campului magnetic din cel
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de al doilea magnet va fi inversata. Deflexia va fi
contrara (fatd de sistemul laboratorului) celei de la
unghiul a=0. Fasciulul emergent din cel de al doilea
magnet va avea intensitatea

lo(a=n)=I =12,

intrucat, acum, si pozitia diafragmei este inversata.
. w 2 . .
Fie, acum, a=3 . In acest caz, directia momentelor

magnetice fa{a de cea a cAmpului magnetic este 90° .
Dar, fata de axa z’, care este noua axa de cuantificare,
fiind singura care introduce o directie privilegiatad in
spatiul, altfel, izotrop, pot exista doar doua orientari: fie
de-a lungul lui +2’, fie orientarea opusd, -z’ . Trebuie
sa admitem c3a, in acest caz, in medie, jumatate din
atomi vor avea proiectia spinului in sensul +2Z’ i
jumatate in sensul —z’.

Deci, prin diafragma vor trece /,/2 atomi,

L1

b@=ﬂﬂ=2 R

Evident, pentru =27 vom gasi situatia de la =0, iar

pentru a=37/2 gasim situatia de la a=7/2.
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Este usor de vazut ca se verifica relatia

L{a)=1, -cosz[%j .

10.5. Consider a body rotating freely about a fixed
axis. Apply the Wilson-Sommerfeld quantization rules,
and show that the possible values of the total energy
are predicted to be
gl n=0,123,..
21
where | is the rotational inertia, or moment of inertia,

about the axis of rotation.

10.5. 53 consideram un corp rigid ce se rotegte liber in
jurul  unei axe fixe. Aplicadndu-se regulile de
cuantificare Wilson-Sommerfeld, sd se arate ca

valorile posibile ale energiei totale vor fi

2 2
E:h; , n=0,123,...

unde | este momentul de inertie (inerfia de rotatie) in

jurul axei de rotatie.
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REZOLVARE

Generalizand conditiile de cuantificare ale lui Planck si
Bohr, in 1916 Wilson si Sommerfeld au stabilit regulile
de cuantificare. Ele se refera la sisteme fizice ale caror
coordonate sunt functii periodice de timp. Pentru

fiecare astfel de coordonata, q, exista cate o conditie

§ p,dq=n.h,
unde p, este impulsul asociat coordonatei respective
(de exemplu, pentru coordonata x, impulsul este
tocmai p,, pentru coordonata 6, impulsul va fi de fapt
momentul cinetic de-a lungul axei rotatiei in raport cu
), n, este un numar cuantic ce ia valori intregi, iar
§ Inseamna ca integrala se efectueaza pe o perioada
a coordonatei g.
Sa verificdm aceasta relatie in doua cazuri.

- Fie oscilatorul armonic liniar. Energia totala scrisa

in functie de pozitie si impuls este
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2

2
E-E +E, =P B
P 2m 2

care se poate scrie gi sub forma

2 2
X
P,

=1
2mE  2E/k

in sistemul de coordonate (x,p,) aceasta expresie este

o elipsa cu semiaxele a si b date de relatiile
a=.2E/k , b=~<2mE .
j; p.dx va reprezenta atunci aria elipsei care,

exprimata in functie de semiaxe, este mab . Deci,

frab:7r1}£2mE = 27rE\/E )
k k

Dar i\/E este frecventa de oscilatie v, deci
2r \m

E/v=nh sau E=n, hv.

- In cazul modelului Bohr, coordonata periodica este
unghiul @ ce descrie migcarea pe orbita circulara.
Asociat ei, impulsul generalizat este momentul

cinetic L=mvr, care este constant. Atunci,
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$Ldg = Zdee = szdﬁ =27l .
0 0

Deci, 2nl.=nh sau L=n h/2r=n %, sau tocmai regula
de cuantificare a lui Bohr.
In cazul unui corp rigid care se roteste uniform fati de
0 axa fixa, momentul cinetic este constant si se poate
aplica tocmai regula lui Bohr de mai sus.
Sa8 consideram  corpul
constituit din N puncte
materiale de mase m;
Energia cinetica de rotatje

2 2.2

, myv; ma;r,

va fi Y L=l
2 42

!

Dar w; este acelasi pentru

toate particulele. Deci, energia se poate scrie
602
E= —Z—Zm,rf Mérimea Ymri=1 este o
i i

caracteristicd a corpului si se numeste momentul de
inertie (sau inertia de rotatie). El joaca fatd de

migcarea de rotatie acelasi rol pe care masa il joaca
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fajd de migcarea de translatie. Momentul cinetic al

corpului va fi L= mar’ =l .

Deci,
2
E= iao2 = L
2 21
Aplicand regula de cuantificare, obtinem expresia
energiei
242
E =" 012
21

10.6. The ene;gy of a linear harmonic oscillator is

a) Show, using the uncertéinty relation, that this can

be written as

2
h? X

=+ .
327°mx? 2

b) Then show that the minimum energy of the

oscillator is hv where
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_1 |k
27

is the oscillatory frequency.

10.6.. Energia unui oscilator armonic liniar este

2 2
X

E=2 X |
2m 2

a) Sa se arate, folosindu-se relafia de nedeterminare,

ca aceasta se poate scrie sub forma

2 2
PR
327 mx 2
b) Aratali apoi ca energia minimad a oscilatorului este

hv, unde

1 [k
2

REZOLVARE

Relatia de nedeterminare a lui Heisenberg este
h_ h

AX > —
P 2 47r
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A . o
Fie Ax~—=— , unde A este lungimea de unda de
N4 d
. h .

Broglie, A =— . Atunci

p

A h 1 h p

>— = > —= )
Ap\/47r 4 P Ndrn A 4

Pentru o particuld libera, lui Ax~i ii corespunde

N4
: p
cel putin o abatere 4p ~ NS
/4

a) in cazul oscilatorului armonic liniar cuantic,
amplitudinea x este de ordinul lungimii de unda de

Broglie. Putem lua Ax~x si A4p~p , pentru ca atat

x>i cétgip>L Atunci p:L si
Vi Var ’ 4 mox
2 2
32z mx 2

b) Energia din cazul a) corespunde unei anumite
alegeri a nedeterminarii Ax~x . S& gasim acea
valoare a lui x pentru care energia ia cea mai mica
valoare. In acest caz, variatia lui E in raport cu x

trebuie sa se anuleze,
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=0=-— +hkx = 167°%kmx’=h?,

dE "
dx 16 w°mx

3

Valoarea minima a energiei va fi

h

2

Sau x" = .
4dr~km

_Wazkm  kh \/’ \F \/? hv
327°mh 87r\/ 87r 8 227r

De remarcat, ca in cazul clasic, atat p cat si x pot lua

valorile exacte p=0 si x=0, deci cu Ax=0 si Ap=0 . In
C - . hv
acest caz, valoarea minima a energiei este 0 si nu -

10.7. a) Show that the smallest possible uncertainty in
the position of an electron whose speed is given by
p=v/cis

B e (A

47zm0c c

where A. is the Compton wavelength h/mc .

b) What is the meaning of this equation for =0, for
p=17?

10.7. a) Ardtali cd cea mai micd nedeterminare
posibild a pozifiei unui electron a cdrui viteza este

p=v/c este

231

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3

h 5Bz A v?
Ax = — /- =Ll 12|
e 47zmoc( ﬂ)j 47[( czj

unde A este lungimea de undi Compton h/m,c .
c) Ce semnificatie are acesla relatie pentru =0 , dar
pentru =17
Rezolvare
Impulsul relativist este
myv B

p=mv= =myC .
JI1-p? 1-p°

Cu relatia lui Heisenberg,

h
Ax . =— ,
e 47[471113){

dar

APy = mocA[ g J Mo ax -
(-

i) sy

. m.c
Dar Aﬂmax=1 Sl Apma,\: = W .

Regasim relatia

3 3
w2 5]
47rm,, c
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A,

Daca p—0 atunci Ax , =— .
i

Daca —1 atunci A4x,,;,—0, dar si energia electronului

tinde la infinit, iar nedeterminarea impulsului infinit va fi

si ea infinita.

10.8. The highest achievable resolving power of a

microscope is limited only by the wavelength used;

that is, the smallest detail that can be separated is

about equal to the wavelength. Suppose we wish to

“see” inside an atom. Assuming the atom to have a

diameter of 1.0 A’ this means that we wish to resolve

details of separation about 0.1 A.

a) If an electron microscope is used, what minimum
energy of electrons is needed?

b) If a photon microscope is used, what energy of
photons is needed?

c) Which microscope seems more practical for this
purpose? Explain.

10.8. Puterea de rezolufie a unui microscop este

limitatd numai de lungimea de undi folositd, adica

detaliile cele mai mici pe care le putem sepama sunt
o
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aproximativ egale cu lungimea de unda. Dorim sa

“vedem” in interiorul atomului. Considerand cd atomul

are diametrul de 1,0 A , de exemplu, avem nevoie de o

putere de separare de cel putin 0,1 A

a) Pentru a putea folosi un microscop electronic care
va fi energia minimd a electronilor?

b) Daca folosim un microscop cu fotoni, de ce energie
a fotonilor avem nevoie?

c) Ce microscop pare mai ugsor de construit?

Rezolvare

a) Energia electronului care ar avea lungimea de unda

asociata (de Broglie) este

p2 hZ
min =—=———=241x10"" ] = 15,1keV
2m  2mA
b) Energia fotonului trebuie sa fie
he

E=7=2,0x 107" J=1243keV .

¢) Desigur cé este mai usor de accelerat electroni la

15 keV decét de accelerat tot electroni, dar la 125

keV, pentru a produce radiatji @jungime
“ 2017
de un_dgfe 014
Bh ----- TR

2 Rk Sl
34 catapLt R Tak

-\
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