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Un grup de profesori preocupaţi de pregătirea 

elevjlor cu aptitudini deosebite pentru fizică a dorit să 

pună în valoare experienţa acumulată în decursul mai 

multor decenii de activitate. 

Din această intenţie, a luat naştere primul volum 

- dintr-o serie ce se vrea cât !Jlai cuprinzătoare -

FIZICĂ PRIETENOASĂ - REZOLVÂND PROBLEME 

NU TOCMAI SIMPLE-. 

Particularitatea acestei noi cărţi de probleme de 

fizică este aceea că aduce rezoivări detaliate; rezolvări 

pe parcursul cărora se insistă asupra temeiurilor fizice 

care conduc la alegerea soluţiei sau pe parcursul 

cărora se fac referiri clare şi .directe la teoremele care 

permit soluţia. De asemeni adeseori rezolvarea se 

construieşte din aproape în aproape, rezolvând 

variante ori chiar noi probleme. Autorii au dorit să 

demitizeze unele opţiuni "clasice" în rezolvări şi 

enunţuri de probleme de fizică, opţiuni care de prea 

multe ori s-au dovedit nejustificate şi fără suport fizic. 

Adăugând textele enunţurilor în limba engleză -

principala limbă de circulaţie internaţională în domeniul 

-------· --- ------ ·------·--------------
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fizicii - s-a căutat o anumită familiarizare a cititorilor cu 

termeni şi sintagme soecifice programelor şcolare. În 

acest mod - poate - pe parcursul a câteva volume se 

va crea un mic lexic la îndemâna elevilor şi profesorilor 

lor. Dacă acest punct de vedere va fi împărtăşit de 

cititori, autorii promit să insiste. 

Lucrarea se adresează atât profesorilor cu 

preocupări în aria curriculară a fizicii şcolare, cât şi 

elevilor cu afinităţi către această disciplină fără a 

exclude dintre cititori adulţii care încă mai vor să fie la 

zi. Autorii speră ca , în timp, să realizeze un ciclu de 

lucrări cuprinzând probleme noi şi să impună o 

"şcoală" de rezolvări - mai aproape de cititor, mai 

aproape de profesor, mai aproape de părinţi. 

Coordonatorul seriei, 

Profesor universitar doctor Voicu V. Grecu 

Decan al Facultăţii de Fizică - Universitatea Bucureşti 
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CAPITOLUL 1. MECANICA 

Rostogolire cu şi fără alunecare. 

Rolling with and without slipping. 
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1. 1 T wo homogenous cylinders of identica! 

dimensions, made from the same bulk material but 

presenting different surface roughness, are initially set 

in contact and can roii on a ramp. Investigate their 

possible motions. 

1.1 Doi cilindrii - iniţial în contact - din acelaşi material, 

plini, omogeni, cu aceleaşi dimensiuni dar cu o 

prelucrare a suprafeţelor diferită, se pot rostogoli pe un 

plan înclinat. Să se studieze mişcarea celor doi 

cilindrii 

REZOLVARE 

Vom nota, în mod uzual, cu a unghiul de înclinare 

al planului. 

1. Un prim caz, banal pentru problemele celor doi 

cilindrii dar existent pentru rezolvarea completă, este 

acela când cilindrul din faţă, cilindrul aflat mai jos, se 

rostogoleşte mai repede (ca celălalt). 

2. Poate că, înainte chiar de studiul mişcării s-ar putea 

pune problema unei posibile poziţii (sau condiţii) de 

echilibru, care, dacă este evident că nu se poate 

------------------
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realiza în cazul unui singur cilindru, nu mai este atât 

de evident imposibilă în problemă. ln sprijinul acestei 

abordări se poate aduce imaginea a două rotiţe 

dinţate, angrenate şi aflate pe o cremalieră ( şină 

dinţată ) înclinată - modelare care poate duce cu 

gândul la existenţa unei poziţii de echilibru. 

3. O altă discuţie va trebui făcută în legătură cu 

alunecarea, rostogolirea fără alunecare respectiv 

rostogolirea cu alunecare a celor doi cilindri, separat 

sau în tandem. 

4. ln sfârşit, trebuie să ne punem problema ce mărimi 

fizice ar caracteriza răspunsul la întrebarea, cum se 

mişcă cilindrii? ln mod sigur, fiind vorba de o 

rostogolire, deci rotaţie şi translaţie, trebuie să aflăm 

acceleraţiile celor doi cilindrii şi acceleraţiile lor 

unghiulare. Alte mărimi interesante se vor contura, 

poate, pe parcursul rezovării. 

5. ln continuare va trebui să examinăm cazurile în care 

cei doi cilindrii se mişcă în contact, cu toate variantele 

care se întrevăd deja, respectiv amîndoi nu alunecă, 

unul ah,mecă tar celălalt nu şi cazul când alunecă 
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amândoi. Am considerat cunoscută rezolvarea unor 

probleme de rostogolire cu şi fără alunecare sau cel 

puţin am anticipat-o. 

6. ln cazul că acest echilibru (de la punctul 2) se 

dovedeşte imposibil, merită să apreciem de ce 

imaginea propusă a fost eronată. 

Deoarece problema presupune mai multe cazuri -

neenunţate explicit - este necesar să fie alcătuit de la 

început un plan al abordării situaţiilor previzibile, 

urmând ca alte cazuri, care se conturează pe 

parcursul rezolvării, să fie examinate ulterior. 

Deoarece prelucrarea mecanică, desigur, a 

suprafeţelor laterale - căci numai acestea intervin în 

decursul rostogolirii, este diferită vom avea trei 

coeficienţi de frecare diferiţi : µ1 , µ2 , µ pentru frecarea 

dintre fiecare cilindru şi planul înclinat respectiv pentru 

frecarea dintre cilindri. 

7. Dece atât de multe precauţii? Pentru că problema 

are câteva variante de evoluţie a mişcărilor cilindrilor şi 

este preferabil să le luăm în seamă întâi gândind şi 

apoi muncind. 
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Să rezolvăm cazul mişcării separate a celor doi 

cilindrii, adică să studiem mişcarea unui cilindru pe un 

plan înclinat - în aşezarea unei posibile rostogoliri, 

după cum precizează enunţul. (Nu exagerăm cu 

analiza dincolo de menţiunile enunţului, nefiind nici 

necesar şi nici o notă bună.) Cei doi cilindrii se 

deplasează separat. ln acest caz este suficient să 

studiem mişcarea unui singur cilindru. Deoarece este 

o mişcare de translaţie şi de rotaţie simultan, vom 

aplica teoremele lui Euler pentru mişcarea rigidului. 

Fig.1.1. Rostogolirea unui cilindru pe planul înclinat 
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➔ 
G ➔ 

G 
Fig.1.2 Rostogolirea solidară a doi cilindri aflatl în contact 

Prima teoremă, prea adesea confundată cu legea a 

doua a dinamicii - a lui Newton, spune că acceleraţia 

centrului de masă a corpului (rigid sau nu - dar şi a 

unui sistem de puncte materiale ori de puncte 

materiale şi corpuri) este dată de suma vectorială a 

forţelor externe. După cum se ştie suma vectorială a 

forţelor interne este nulă. 

Cea de a doua teoremă, restrânsă la mişcarea de 

rototranslaţie a unui rigid, respectiv a unui corp al cărui 
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moment de inertie nu se schimbă în timpul acestei 

mişcări, mişcare denumită şi mişcare plan paralelă, ne 

dă acceleraţia unghiulară - a rigidului - prin suma 

momentelor forţelor externe. Suma vectorială a 

momentelor forţelor interne este, de asemenea, zero. 

Factorul de proporţionalitate, în prima teoremă, este 

masa corpului sau a sistemului. Era necesar să 

insistăm asupra cărei acceleraţii se aplică teorema, 

deoarece un corp în rotaţie are mai multe acceleraţii 

(un câmp, vectorial, al acceleraţiilor). 

ln cea de a doua teoremă, pentru rigid, factorul de 

proporţionalitate este momentul de inerţie al corpului. 

În acest caz, acceleraţia unghiulară & este un invariant 

al mişcării, adică avem o singură valoare pentru tot 

corpul. Viteza unghiulară m este, de asemenea, un 

invariant. ln schimb, să remarcăm că atât momentele 

forţelor cât şi momentul de inerţie depind de punctul 

(polul) respectiv prin care trece axa faţă de care sunt 

calculate. Pentru a evita atte teoreme şi pentru că nu 

există un câştig major în evoluţia calculelor, vom 
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prefera să luăm ca referinţă centrul de masă şi axa 

care trece prin centrul de masă. 

Deci, produsul dintre masă şi acceleraţia centrului 

de masă este dat de rezultanta forţelor iar produsul 

dintre momentul de inerţie şi acceleraţia unghiulară 

este egal cu momentul rezultant. Din respect pentru 

Newton vom scrie egalităţile în ordine inversă. 

(1.1 a) 

sau respectiv 
r -

~ ~REZ = m!cM 

l M REZ = I& 

(1.1b) 

Presupunerea noastră implicită - prin relaţia dintre 

acceleraţia centrului de masă şi acceleraţia tangenţială 

dar şi indirect prin relaţia cu acceleraţia unghiulară - a 

fost că nu avem alunecare sau altfel spus, cilindrul 

înaintează pe măsură ce se rostogoleşte, întocmai ca 

o roată dinţată pe o şină dinţată (pe o cremalieră). 

â,ang = âCM = Ri (1.2) 

-----------·- ------ ----- ---- ----·-·--------- - - ---- -- - ----
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Acest tip de abordare implică, prin inexistenta oricărei 

alunecări, că nici forţa de frecare introdusă nu este 

produsă de o frecare de alunecare. Dacă facem apel, 

din nou, la imaginea cu roata dinţată pe cremalieră -

simţim că totul este ca şi cum roata se propteşte în 

dinţii (în asperităţile suprafeţei) cremalierei, care 

împing roata (cilindrul). Această forţă este deseori 

numită impropriu dar sugestiv, frecare statică şi o 

regăsim ca forţă de tracţiune la propulsarea 

vehiculelor cu roţi. De fapt nu este decât banala 

reacţiune definită de legea a treia a dinamicii ! 

Dar pentru ca această forţă să nu devină forţa de 

frecare la alunecare este necesar să fie mai mică 

decât µN , valoarea forţei de frecare la alunecare. Cu 

condiţia aceasta avem, în cazul cilindru pe plan 

înclinat, 

{
G sin a - F1 = ma cM 

RF1 = Ic 

sau 

(1.3) 
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F = Ic = lac,,,. 
1 R R2 

mg sina 
ac,,,= I 

m+­
R2 

T d r / mR2 Deoarece pentru un c, m ru P m = 
2 

2g sin a 
&= 3R 

F 
1 . 

1 =3mg sma 

Comparând cu 

F1alunecsre = µ 1 N 1 = µ 1 mg cos a 

deducem 

!sin a::;; µ 1 cos a ⇒ tga::;; 3µ1 
3 

, găsim 

sau să nu existe o înclinare prea mare a planuluL ln 

caz contrar, rostogolirea nu mai este solidară cu 

înaintarea şi apare o alunecare. 

ln general, depăşind cadrul problemei pe care o 

rezolvăm, cilindrul se poate roti mai repede decît 

înaintează - este cazul roţilor de maşină lărna pe 

ghiaţă, sau se poate roti mai lent ori de loc - cutn se 
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petrece la o frânare prea bruscă, atunci când un 

automobil patinează. 

Dacă în cazul nealunecării forţa de frecare este o 

necunoscută, inclusiv sensul ei, la alunecare sensul 

forţei de frecare este opus mişcării relative a celor 

două suprafeţe în contact. În acelaşi timp, valoarea 

forţei este dată de relaţia lui Coulomb (Amonton) 

F = µXN. 

Această relaţie este necesară, deoarece s-a pierdut 

o ecuaţie, aceea care stabilea legătura dintre 

3.cceleratia tangentială şi acceleraţia unghiulară. fn 

3cest fel, în locul necunoscutei F apare r: - accelenţi3. 

unghiulară, celelalte relaţii rămânând practic aceleaşi. 

JG sin a- F, = Gsin a -p1N 1 = mac.w 

1 RF, = Ic 

GU 

]ăsim 
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µ 1RN 1 2g cos a 
&=---=----

/ 3R (1.4) 

BcM = g(sin a - µ 1 cos a) 

Este important să verificăm dacă sensul forţei de 

frecare a fost bine propus, chiar dacă în acest caz nu 

există prea mari îndoieli. Ne mai propunem să vedem 

valoarea raportului dintre acceleraţia liniară şi cea 

unghiulară, raport care ne va spune cine alunecă mai 

repede. De asemenea, vom calcula valorile (maxime 

ale) necunoscutelor, la limita trecerii în alunecare. 

2g tga 2gµ1 

ao,max = 3.J1 + tg 2a = 3,../1 + 9µ/ 

6 _ 2g tga = 2gµ1 (t .S) 
o,max - 3R .J1 + fg 2a 3R ,../1 + 9 µ/ 

,=, _ 2mg tg a = 2mgµ, 
1,0,max(alunecare) - 3.J1 + fg 2a 3.J1 + gµ/ 

şi deoarece în acest caz tg a z 3 µ 1 

a cM sin a - µ 1 cos a 
= 

RE 2 -- µ cos a 
3 1 

= 3tga _ 3 = 3 ( tga _ 1J 
2µ1 2 2 µ1 

18 
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Cea ce confirmă sensul forţei de frecare. O relaţie 

RE> a, ar fi însemnat o rotaţie rapidă, "în loc", cu 

frecarea spre înainte. 

Deoarece acceleraţia centrului de masă este mai 

mare decât acceleraţia tangenţială (ER) rezultă, clar 

sensul forţei de frecare - spre în sus, adică cilindrul 

alunecă la vale, mai mult decât se rostogoleşte, ceace 

era oarecum previzibil deoarece odată cu o mai mare 

înclinare a planului apare alunecarea. 

Chiar dacă va părea evident după rezolvare că 

echilibrul nu este posibil, merită să verificăm acest 

detaliu, mai ales că impresia este aceea a unei şanse 

ca cele două corpuri să rămână în repaus, dacă 

înclinarea nu este prea mare! 

Ecuaţiile în acest caz sunt mai simple, respectiv 

condiţia pentru echilibrul forţelor şi cea pentru 

echilibrul momentelor, cu restricţia ca cele trei (patru) 

forţe de frecare să fie mărginite de valorile respective 

de alunecare. Vom avea şase necunoscute, trei 

normale şi trei forţe de frecare. 
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{

G cos a + F - N 1 = O 

G sin a - F1 + N = O 

R{F1 - F) = O 

şi similar pentru al doilea cilindru. 

{

G cos a - F - N 2 = O 

G cos a - F 2 - N = O 

R(F2 - F) = O 

F<µN 
F1 < µ 1N1 (1.7) 

(1.9) 

Se observă destul de uşor că cele trei F-uri (forţele de 

frecare) sunt egale - din relaţiile privind momentele - şi 

{
N 1 =_ G cos a+ F 
N 2 - Gcos a -F 

(1.10) 

găsim 

r Gsin a - F + N = O 
i ⇒ N=O ⇒ F=O 
L Gsin a - F - N = O 

dar Gsina = O , presupune o înclinare zero. Deci, o 

poziţie de echilibru nu există pe planul înclinat. 

Impresia, să spunem experimentală, provine din, pe 

de o parte, idealizarea acestei frecări statice împreună 

cu prezumpţia unei totale nedeformabilităţi a celor 

două suprafeţe în contact, prezumpţie ireală, căci 
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implică un contact - pe o linie fără grosime - pe o 

suprafaţă zero deci cu o apăsare de presiune (efort 

unitar sau tensiune) infinită (!) iar pe de altă parte 

desconsiderarea frecării tehnice la rostogolire, bazată 

tocmai pe deformabilitatea suprafeţelor în contact. 

Dacă cilindrii se rostogolesc astfel încât rămân în 

contact - dar fără alunecare, faţă de plan desigur, căci 

între ei avem neapărat alunecare -, se impune 

evaluarea valorii normalei dintre cilindri care 

condiţionează şi existenţa unei forţe de frecare, 

asociată acestei apăsări. 

Să remarcăm că avem o singură acceleraţie liniară, 

comună şi, datorită nealunecării o singură acceleraţie 

h. I ~ D / mR 2 • R ung 1u ara. eoarece = -- ş, acM = c 
2 
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N + G sin a + F1 = ma cM 

-N + G sin a+ F2 = macM 

R(F1-F) = R(F1 - µN) = lt: 

mR2 macMR 
=--&= 

2 2 
R(F2 -F) = R(F2 - µN) = IE 

mR 2 macMR 
=--&=---

2 2 

şi rezolvând în continuare găsim: 

{

rF
1

=F
2 

N = -:- m;;M 

F,( 1< J + G sin a = mac" ( 1 + 2~ J 

F,(1 + 2 J+ G sin c = ma(1- 2~] 

{
G cos a - F + N1 = O 

G cos a + F + N 2 = O 

din care deducem: 

22 
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2 2 .. -1 
3 6µ 

F1 = F2 = ---
1
-mg sin a 

1 + --
µ 

1 
1+-

µ . ( 1 ) mg sin a =--mg sma -- = -----
1+_!_ 3 3 

(1. 13) 

µ 

N = -(; - ; ) : mg sin a = O 

dar mai ales că această constatare se putea reţine şi 

din observaţia că într-una din relaţii acceleraţia avea 

un coeficient (factor) care conţine un semn minus, deci 

care s-ar fi putut anula, ceace este absurd. 

2 . a= -g sma 
3 

(1.14) 

constatare care se întrevedea fie din egalitatea 

acceleraţiilor cu valoarea de la rostogolirea unui singur 

cilindru, fie din ultima pereche de relaţii. Deci cei doi 

cilindrii nu se jenează, reciproc, de loc. 
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Dacă amândoi cilindrii alunecă în timpul rostogolirii, 

din examinarea soluţiilor obţinute deja, se remarcă 

necesitatea ca cilindrul înaintaş să fie cel care 

prezintă o frecare mai mare. lntradevăr, acceleraţia 

mai mare apare la corpul cu frecare mai mică, deci 

numai aşa vor rămâne în contact. 

Reluând ecuaţiile, cu o normală, ca interacţiune între 

cilindri, vom avea drept necunoscute o acceleraţie şi 

două acceleraţii unghiulare 

{

r G cos a + F - N 1 = O 

G cos a - F + N 2 = O 

G sin a - F1 + N = ma cM 

G sin a - F2 - N = ma cM 

R(F1-F) = 1&1 
R(F 2-F) = 1&2 

care ne dau valorile normalelor 

N 2+ µ(µ1 + µ2)G 
1 = 2-µ(µ

1 
_ µ

2
) cos a 

N -2+µ(µ1 +µ2)G 
2 = ------- cos a 

2-µ(µ1 - µ2) 

şi după înlocuiri succesive, folosind : 
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R(F1-F) = lc1 

R(F2 -F) = /&2 

vom avea 

N = µ 1 + µ 2 G cos a 
2- µ(µ1 - µ2) 

F = µ 1 + µ 2 µG cos a 
2-µ(µ1-µ2) 

(1.16) 

c
1 

= JLcos a 2µ 1 + µµ 1 (µ 1 + µ 2 )- µ(µ1 + µ2) 
2R 2 - µ(µ 1 - µ 2) 

1:,·2 =_!!_cosa - 2µ2 + µµ2 (µ1 + µ2 )- µ(µ1 + µ2) 
2R 2 - µ(µ1 - µ2) 

a= g sin c( ( 
2 

) -1)- cos 
6 

µ µ1 -- µ2 µ 

Se remarcă unele dificultăţi, care fac problema, 

oarecum, neliniară, în sensul mai modern al fizicii 

neliniare (dinamică neliniară) - căci aceste expresii de 

la numitor care se pot anula, din jocul valorilor 

coeficienţilor de frecare, obligă la reluarea problemei. 

De fapt, regăsim soluţiile dela cazurile în care cei doi 

cilindrii se mişcau la fel. 
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:n încheiere ar mai trebui examinate cazurile când 

numai unul din cilindri alunecă - şi celălalt nu - sau 

cazurile în care mişcarea cilindrilor este de natură să 

schimbe sensul vre-uneia din forţele de frecare. În 

aparenţă cca 20 cazuri, în fapt mult mai puţine! 

Câteva observaţii finale: la alunecare, centrul 

instantaneu de rotaţie - centrul vitezelor ar putea să nu 

mai fie în punctul de contact. 

Deoarece factorul acceleraţiei conţine un minus la 

numitor, puteam anticipa că normala dintre cilindri este 

nulă la o rostogolire identică a acestora. 

S-ar putea pune şi întrebarea dacă al doilea E ar 

putea să fie negativ - dar să remarcăm că în această 

situaţie sensul forţelor de frecare nu se schimbă! 

În concluzie, cazurile care trebuie discutate succesiv, 

chiar dacă unele pot apărea direct ca imposibile, sunt: 

1. Rostogolirea unui singur cilindru: 

26 

1.1 Fără alunecare; 

1.2 Cu alunecare: 

1.1.1 Rostogolirea mai rapidă decât alunecar-ea; 

1 .1.2 Rostogolirea mai lentă decât alunecarea; 
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1.3 Echilibrul; 

2. Rostogolirea a doi cilindri fără alunecare: 

2.1 Al doilea mai lent; 

2.2 Ambii fără alunecare: 

2.3 Echilibrul; 

3. Rostogolirea cu alunecare 

3.1 Primul fără alunecare, al doilea cu alunecare: 

3.1.1.Rostogolire mai rapidă decât alunecarea 

3.1.2.Alunecare mai rapida decât rostogolirea 

3.2 Al doilea fără alunecare, primul cu alunecare: 

3.2.1.Rostogolire mai rapidă decât alunecarea 

3.2.2.Alunecare mai rapida decât rostogolirea 

3.3 Ambii cu alunecare: 

3.3.1.1 Primul mai rapid, al doilea mai rapid; 

3.3.1.2 Primul mai rapid, al doilea mai lent; 

3.3.1.3 Primul mai lent, al doilea mai rapid; 

3.3.1 .4 Primul mai lent, al doilea mai lent. 

dar relativ la forţele de frecare dintre cilindrii putem 

avea pentru fiecare din cazurile 3.3.1-3.3.4 câte două 

situaţii ale vitezei relative la contaactul celor doi 
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cilindrii (sensul forţelor "F "), în total 8 cazuri la care 

adăugăm cele 2x2 cazuri (3.1.1, 3.1.2, 3.2.1, 3.2.2). 

Dacă la rostogolirea fără alunecare forţa de frecare 

este· o necunoscută (forţa de frecare de la contactul cu 

planul înclinat, desigur), inclusiv semnul ei (semnul) 

algebric, în cazul frecării de alunecare trebuie să 

anticipăm (sau să discutăm dezvoltând în două cazuri) 

sensul forţei de frecare la alunecare, respectiv sensul 

vitezei relative la contactul respectiv. 

Datorită graficului cu derivată discontinuă, forţa de 

frecare introduce o problemtică de tip ''fizică neliniară" 

sau "dinamică neliniară". Fără a dezvolta acest subiect 

acum, menţionăm că sintagma "neliniar" aici nu se 

referă la o dependenţă funcţională alta decât polinom 

de gradul I, ci la acest tip de comportări la care se 

schimbă funcţia însăşi (diode semiconductoare, dioda 

Zenner, - exemple mai la îndemână dar şi curgerea 

laminară/curgere turbulentă etc., etc., etc). Începând 

cu aceste exemple "banale" cu frecări, remarcăm 

posibila complexitate a unor astfel de probleme sau de 

comportări ! 
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Fără îndoială că din cele - aparent - 20 de "cazuri" 

cele mai multe se pot exclude pe baza unor 

consideraţii/raţionamente logice, dar este tot atât de 

adevărat că excluderea din pornire {ab initio) a unor 

cazuri, fără a pătrunde într-o problemă poate pierde 

unele rezolvări corecte sau unele aspecte. Este 

preferabil - în intimitatea rezolvitorului să "taie -

repede - firul în patru" decât să nu perceapă unele 

aspecte ale soluţiei. 

La un concurs - în funcţie de exerciţiul avut - se iau 

decizii optime în relaţia timp/punctaj. Însă este păcat 

să existe timpul necesar rezovării dar nu şi uzanţa de 

a analiza cerinţele problemei/problemelor. 

O schematizare a celor "20" de cazuri, pornind de la 

sensul forţelor F1, F2 , F şi în paralel de la relaţia BcM 
cR 

ar putea arăta ca în Tabelul 1: Pentru o mai bună 

evidenţiere au fost puse în evidenţă numai coloanele 

"de interes". 

F<O desemnează o forţă stabilită de la început în 

sens invers decât în Fig.1.2. 
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Tabelul 1 

I a2CM F1 I F2 F 
a1CM I Codul a,cM 82CM E1 E2 
&1R 

&2R vezi Fig.1.2 

1.1 E1R - - - <µ1N, - -
1.3.1 - - <1 - <0 - -

1.3.2 - - >1 - >0 - -
1.2 o - o - - ? - -

2.1 > 82CM <81cM 

2.3 o o o o 
--- -- --

2.2.1 >0 

2.2.2 <0 

3.1.1 >0 

3.1.2 <0 

3.2.1 >0 

3.2.2 <0 

<0 
>1 >1 ~ 

>0 

>0 
>1 <1 ~ 

I <0 
I 
I 

I >0 I 
I 

<1 >1 '----

I 
<0 

30 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



CAPITOLUL 2 MECANICA 

Mecanica solidului rigid. Mişcarea plan-paralelă. 
Mechanics of rigid body. Plan parallel motion. 

© TIBERIUS OVIDIUS CHECHE, 1999 
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M 

Fig,2.1.1 Un corp mic aflat 
pe suprafata interioara a 
unei sfere subtiri. 

2.1 . A small body of 

mass m is initially 

released from rest on 

the inside surface of a 

uniform thin sphere of 

radius R and mass M, 

at an angle a 0 , as 

shown in Fig.2. 1. 1 The 

sphere is put on a 

horizontal plane. 

Neglecting any friction determine ths velocity of the 

.:;phere and the force acting on the horizontaf plane as 

function of angle a . 

3uprafata jntarioară a unei sfare subtiri de rază R si 
, , J 

masă M, la un unghi V:i, ca În Fig.2. t. 1. 3f9ra este 

:1şezată ,0·9 un p!EJ.n orizontal. Nag/;jft.n) lr2cările 

determinati viteza sf9rei ;;i {orta -,;are :1C',ti·'.Jn<3ază 
, J , 

asupra planului o,-izantal, rn func{ie cf9 a. 
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REZOLVARE: 

I. Metoda dinamică 

Forţele care acţionează asupra sistemului format 

din sferă şi corp se află toate într-un plan vertical. Ca o 

consecinţă a faptului că iniţial toate punctele sistemului 

se află în repaus, mişcarea corpului şi a centrului de 

masă al sferei se execută în acest plan (mişcare plan 

paralelă). 

Conform Fig.2.1.2, într-un sistem de referinţă 

inerţial (SRI), aflat în repaus faţă de planul orizontal, 

asupra sferei 

acţionează greutatea 

G, reacţiunea planului 

1"""11.,;:....,..;;,.:.+-:.~....;.,....;;.,;....;.._,...,.;..;.4--+--J orizontal N şi forţa de 

Fig.2.1.2 Reprezentarea 
diagramei de forte (cazul 
neglijării frecărilor). 

acţiune din partea 

corpului, No', iar 

asupra corpului 

acţionează greutatea 

G0 şi reacţiunea din 
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partea sferei N
0 

= -N0 '. SAP este notat oxy. Pentru 

sferă, legea întâi a lui Euler, de mişcare a centrului de 

masă faţă de SRI, se scrie: 

(2. 1. 1) 

unde â este acceleraţia centrului de masă al sferei. 

Ecuaţia de mişcare a corpului faţă de SRI, se scrie: 

(2.1.2) 

unde â0 este acceleraţia corpului. 

Pentru sferă, notând cu / momentul de inerţie al 

acesteia faţă de centrul ei şi cu n viteza unghiulară de 

rotaţie faţă de SRI, legea a doua a lui Euler în raport 

cu centrul ei de masă se scrie: 

/Q k = MN. + MN +MG= o 
o 

(2.1.3) 

Obţinem, n = ct = n(o) = o, deci sfera nu se 

roteşte,neexistând nici o forţă care să nu treacă prin 

centrul ei. 

Să considerăm SL ortogonal ca în Fig.2.1.3, cu 

axa OYtrecând prin centrul de masă Cal sistemului la 

momentul iniţial şi axa OX paralelă cu planul orizontal 
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trecând prin centrul sferei. Notând cu V şi v x viteza 

centrului sferei, respectiv componenta vitezei corpului 

pe OX, legea de conservare a impulsului pe axa OX, 

pentru ansamblul sferă-corp, se scrie: 

MV+mvx =0 

-V 

(2.1.4) 

Fig.2.1.3 Reprezentarea marimilor cinematice pentru cele 
doua sisteme de referinta. 

Relaţia (2.1 .4) este valabilă deoarece forţele /V O , NO' 

sunt forţe interne care nu pot modifica impulsul 

sistemului, iar forţele externe acţionează pe verticală; 

în consecinţă pe OX impulsul se conservă şi cum 
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iniţial este nul (iniţial sistemul se află în repaus) poziţia 

centrului de masă C nu se modifică pe orizontală. În 

SL ales Xc =O, adică: 

MX M + mX m = (M + m )XC = o (2.1.5) 

unde XM, Xm sunt coordonata centrului sferei, o(XM), 

respectiv a corpului, Q(Xm), ca în Fig.2.1.3. 

Să considerăm sistemul format din centrul de masă al 

ansamblului sferă+corp (SC), un sistem format din 

două puncte materiale cu masele M, respectiv m. 

Asupra acestuia acţionează G, G0 , N (translatată în 

centrul sferei) şi forţele interne NO ' (translatată "în 

centrul sferei) şi N 0 . Acesta este ca un solid rigid 

deoarece distanţa dintre cele două puncte este o 

constantă egală cu R. Vom asocia sistemului SC astfel 

definit, un SRP notat CXcY c, similar celui din Fig.2.1 .2, 

dar cu originea în C, ca în Fig.2.1.3. Axa Zc este 

perpendiculară pe planul Cxcy c şi trece prin C. Pentru 

SC legile lui Euler se scriu astfel. 

Legea întâi: 
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G + N + GO = (M + m) ac 

Legea a doua, faţă de Cxcy c: 

IC C ii = Ro X (G + IV)+ R P' X <:t 
- - -

unde R = Rp. - R0 , vezi Fig.2.1.3. 

(2.1.6) 

(2.1.7) 

Momentul de inerţie lzczc = Ic faţă de axa Zc, se scrie: 

Ic= Mp2 +mq2 (2.1.8) 

unde p = IRp•I şi q = jfl0 J. Considerente de simetrie 

duc la anularea altor momente de inerţie (centrifugale) 

Ix z , Ir z . ţinând cont că 
C C C C 

Yc(t) = -q sin a(t), 

relaţia de legătură se scrie: 

_ - .. - d 2 (-qsina(t)] -
ac = acJ = YcJ = dt2 J = (2. 1.9) 

q(a 2 sin a -ă cosa)J 

Conform ec.(2.1.5) scriind :Xm = -pcosa, 

XM = qcosa se obţine: 

Mp-mq = O 

În plus: 

p+q=R 

(2.1.10) 

(2. 1. 11) 
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Reunind relaţiile utile se obţine sistemul: 

-G + N -G0 = (M + m)ac 
(Mp2 + mq2 )& = 

q(-G + N)cosa+ pG0 cosa 

ac= q(a 2 sina-ăcosa) (2.1.12) 

!Mp-rnq = O 
I 
ip+q=R 
; . . 
l& = a 

Pentru a aduce sistemul (2.1.12) într-o formă mai 

accesibilă să considerăm cazul m = M. Substituţiile 

duc în ţir:2! 12 următoa.rea ecuaţie diferent:a1e de 

ordinul doi, neliniară şi neomogenă: 

2 .. (◄ 2 ) • 2 • 2 4g cos a (2 1 13) a 1+ cos a -a sm a=---'---- .. 
R 

Variaţia a(t) se poate găsi printr-o metodă numerică. 

Analitic putem găsi â(a ). Pentru aceasta să facem 

substituţia a2 = z. Observăm că: 

dz_ = da
2
_ = ~a

2 
da dt = 2ă 

da da da dt da 
(2.1.14) 
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Cu ec.(2.1.14), ec.(2.1.13) se transformă într-o o 

ecuatie diferentială de ordinul întâi neomogenă: 

_d_z (1 + cos2 a)- z sin 2a = _4_g_c_o_s_a_ 
da R 

(2.1.15) 

Rezolvarea se poate face cu metoda vmiaţiei 

constantelor. Să considerăm ecuaţia omogenă: 

dz (1 + cos 2 a)-zsin 2a = O 
da 

Obţinem: 

(2.1. 16) 

dz _ 2sina cosa da __ d(cos 2 a) 
z - (1 + cos 2 a) - (1 + cos2 a) (2• t. 17) 

Prin integrare rezultă: 
...... 
\.,' 

7=-~--~ 

- (1+ cos2 a) (2. 1. 18) 

Considerăm Ct = Ct(a) ş, introducem ec.(2. i. i 8) în 

ec.(2.1.16). Se obţine: 

dCt 4gcosa · 
= 

da R 

r.( ) = C ...1- 4g sin a ..., a o . 
R 

(2.1.19) adică· 

(2.1.20) 

Constanta C
0 
se găseşte din condiţiile iniţiale ale 
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problemei,â(a0) =O, deoarece iniţial sistemul se află 

în repaus. Se obţine: 

C = -4g sin a (2.1.21) 
o R 

Înlocuind ec.(2.1.2O) şi (2.1.21) în ec.(2.1.18) se 

obţine: 

. 2 4g sin a - sin a 0 Z=a =------
R 1+cos 2 a 

(2.1.22) 

Pentru a E {a
0

, Jr - a0), deoarece a creşte în timp, se 

obţine: 

. / 4g sin a - sin a 0 

w = a = ~ R 1 + cos 2 a 
(2.1.23) 

Sistemul SC execută o mişcare de oscilaţie, punctul C 

păstrându-şi poziţia pe orizontală X= O şi oscilând pe 

vericală între R{1- sin a
0 

/ 2) şi R/2 faţă de planul 

orizontal. Mişcarea poate fi astfel complet 

caracterizată, din ec.(2.1.12) obţinându-se N şi ac. 

Relaţia dintre vitezele celor două puncte ale SC: 

v = V + âk x R = V + wk x R (2.1.24) 
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este sugerată în Fig.2.2.3, unde v este tangentă la 

traiectoria corpului în SL. Relatia dintre acceleratii se 

scrie: 

a = âo + ă k X fi - a2 fi 
= â0 + E k X fi - W

2 R 
(2.1.25) 

Ec.(2.1.25), (2.1.1 ), (2.1.2), împreună cu ec.(2.1.23) şi 

derivata temporală a lui (2.1.23) permit calculul 

mărimilor â, c\, iv0 '. 

Să răspundem însă la întrebările din textul 

problemei. Conform ec.(2.1.24), scriind 

J = -I sin a+ J cosa, se obţine: 

V = V + wk x R = V I - âR J = 

(V + âR sin a) I - âR cos a J 

cu: 

v x = V + aR sin a 

Vy = -âRcosa 

(2.1.26) 

(2.1.27a) 

(2.1.27b) 

Din ecuaţia de conseNare a impulsului (2. î .4) şi 

ec.(2. î .27b) se obţine: 
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V=-mvx =- m aRsina= 
M M+m 
r;;ci . sina-sinao 

-'\J,:,n sma 
1+ cos2 a 

(2.1.28) 

ultima egalitate fiind valabilă în ipoteza m = M. Pe o 

altă cale vitezele pot fi găsite prin derivarea la timp a 

coordonatelor:XM(t)=(Rcosa)/2, YM(t)=O, Xc =0, 

Yc(t)=-(Rsina)/2, Xm(t)=-(Rcosa)/2, Ym(t)= 

- R sin a. Folosind prima şi a treia ecuatie a sistemului 

(2.1.12), ec.(2.1.23) şi derivata ei temporală, pentru m 

= M, se obtine: 

N = 2m(g + ac) = 

2m[g+ ~(a 2 sina-ii cosa) ac]= (2.1.29) 

2 
3 - cos2 a+ 2 sin a sin a 0 mg------ ---

1 + 2 cos 2 a+ cos 4 a 

Pentru a= a
0 

= 1r/2, corpul se află în punctul cel mai 

coborât, în repaus şi N(n/2) = 2mg, aşa cum este 

firesc. Metoda de rezolvare dinamică a căutat să 

aplice conceptele de natură teoretică în scopul 

ilustrării cât mai clare a acestora. Ecuaţiile lui Euler 

permit, în principiu, descrierea completă a mişcării 
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unui solid rigid. Informaţii asupra mişcării (mai puţin 

complete) pot fi obţinute însă şi printr-o abordare 

energetică. 

b) Metoda energetică 

În ipoteza neglijării frecărilor, deoarece câmpul 

gravitaţional este un câmp conservativ energia 

mecanică a sistemului, cinetică şi potenţială 

gravitaţională, se conservă. Energia iniţială a 

sistemului este numai potenţială gravitaţională. Luând 

ca referinţă de zero a energiei potenţiale gra'✓itaţionale 

corpului este mgR(1- sina0). Energia potenţială 

gravitaţională a sferei se poate găsi însumând 

energiile a două zone sferice (calote la extremităţi) 

infinitesimale, simetrice faţă de planul orizontal care 

trece prin centrul sferei, fiecare de masă dM. Centrul 

de masă al celor două sectoare se află în centrul sferei 

şi dau energia 2gRdM. Extinzând suma pe întreaga 

sferă se obţine că energia potenţială are valoarea 

MgR. În consecinţă energia iniţială se scrie: 

E, = MgR + mgR(1-sina0) (2.1.30) 
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Pentru o poziţie oarecare, în SRI, avem următoarele 

energii: 

MgR- energia pot. gravitaţională a sferei (2.1.31a) 

mgR(1-sina)- (2.1.31.b) 

energia pot. gravitaţională a corpului 

--N{r1) 
6 -------,-'-,......~-----i ....... V(r1) 

- - - - - - Cil(rL) 

? 
~ 2 ,.._..__.,__ ____ ,.___~--

-;i 
~ o 1------------

,< 

~ -2 1-------'--c~------'-----

-4 1------------

oo 05 1.0 15 20 25 ao as 

r1(rad) 

Fig. 2.1.4 Variatiile unor marimi care caracterizeaza 
miscarea analizata pentru datele numerice din text. 

1 

2 
mv 2 

- energia cinetică a corpului (2.1.31.c) 

--------------·---
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_:!_ MV2 
- energia cinetică a lui C 

2 

_:!_ /Q2 = O în SCM 
2 

(2.1.31.d) 

(2.1.31.e) 

conform ec.(2.1.3))- energia cinetică a sferei 

Însumând relaţiile (2.1.31 a-e) şi conform principiului 

conservării energiei egalând suma cu energia iniţială 

obţinută in ec.(2.1.30) se obţine: 

mgR(1- sin a0) = 

mgR(1 - sin a)+ _! MV 2 + _! mv 2 

2 2 

Din ec.(2.1.4) şi (2.1.27a) se obţin: 

V m .R . =----a sma 
M+m 

MV 
Vx=-­

m 

(2.1.32) 

(2.1.33a) 

(2.1.33b) 

Folosind v 2 = Vx 
2 + Vy 

2 şi introducând ec.(2.1.33a, b), 

(2.1.27b) în ec.(2.1.32) se obţine din nou relaţia 

(2.1.28). În concluzie, metoda energetică nu oferă în 

mod direct informaţii referitoare la forţele care apar în 

mişcare, spre deosebire de metoda dinamică, dar 

necesită un calcul accesibil elevilor de liceu. ln 
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Fig.2.1.4 sunt reprezentate graficele de variaţie V(a ), 

N(a) şi m(a) pentru: a0 = O şi m = M = 0.1, R = 1, 

g = 1 O. Ele relevă mişcarea oscilatorie descrisă 

analitic. 
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CAPITOLUL 3 MECANICĂ 

Trei cazuri cinematice remarcabile. 

Kinematics of three remarcable cases. 

© EMIL BARNA,1999 
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3. 1 A rigid rod of length I rests vertical/y in contact with 

a wa/1 (the rod /ies along the Oy axis of co-ordinates). 

Suddenly, the /ower end of the rod begins to slide on 

the f/oor (a/ong the Ox axis of co-ordinates) with a 

constant velocity v0. Specify the trajectory described by 

the center of the rod and find its velocity as a function 

oftime. 

3.1 O bară de lungime I stă În pozipe verticală lângă 

un perete vertical (axa Y). La un moment_ dat capătul 

de jos Începe să alunece pe podea (axa X) cu viteza 

constantă v0. Determina/I traiectoria descrisă de 

centrul barei si stabiliţi viteza acestuia În funcţie de 

timp. 

REZOLVARE 

Textul problemei sugerează o rezolvare pe cale 

cinematică. Întradevăr, dacă perechile de coordonate 

(x,O) şi (O,y) precizează poziţiile capetelor A şi B ale 
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barei, atunci centrul C al barei (vezi Fig.3.1.1) va avea 

coordonatele x 1 = ; şi y 1 = ~, iar relaţia 

X2+y2=/2 (3. 1. 1) 

permite obţinerea imediată a traiectoriei punctului C 

2 2 l 2 

X1+Y1=4 (3.1.2) 

A(x.O) X 

Fig. 3.1.1 Geometria pentru studiul 
alunecării barei 

adica punctul C descrie un arc de cerc de rază !_. 
2 

Pentru determinarea vitezei punctului C vom folosi 

relatia de definitie a vitezei 
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dx 1 1 dx 1 
V lx = dt = 2 dt = 2 V o 

v = dy 1 = !!_( ✓'' -v'r'] 1r dt dt 4 ° 
(3.1.3) 

2vit 

încât 

V 1 = / V ;X + V ;y = V o I 
v 2✓/2 -v~t2 

(3.1.4) 

Din păcate rigurozitatea matematică a descrierii unei 

probleme cinematice nu poate servi ca argument în 

favoarea realităţii ei fizice; soluţia matematică strictă a 

problemei cinematice poate duce la o situaţie lipsită de 

sens din punct de vedere fizic. 

Dacă dorim să calculăm ·viteza centrului barei în 

momentul ( când ea devine orizontală (punctul C 

atinge axa Ox) vom avea surpriza să constatăm că 

v if t' ) = oo unde t' = -
1
- . Pentru clarificarea cauzelor 

Vo 
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nonsensului fizic al rezultatului obţinut trebuie făcută o 

analiză dinamică a mişcării barei. 

Asupra barei acţionează greutatea G aplicată în 

X 

Fig.3.1.2 Geometria pentru studiul 
dinamic 

punctul C (dacă bara este omogenă), forţele de 

reacţiune a peretelui şi podelei N x , respectiv N 1 , 

precum şi forţa F, aplicată capătului de jos al barei, 

care asigură viteza uniformă de deplasare a acestui 

capăt. 

Ecuaţiile ce desciiu translaţia sunt 

{
Ox: Nx - F = O 

Oy: NY - G = O 
(3.1.5) 
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Ecuaţia momentelor în raport cu capătul de jos al 

barei, luat ca origine a sistemului de coordonate 

inerţial este 

d 2 0 1 . l--
2 

=--mg/cos 0-Nxlsm 0 (3.1.6) 
dt 2 

m/2 
unde m este masa barei iar / = -- exprimă 

3 

momentul de inerţie al barei în raport cu capătul A. 

Conform condiţiilor problemei 

d{lcos 0) 
V o = - __:__d_t --'-

dvo = O 
dt 

rezultând 

r . d0 

!
V 0 =lsm0dt 

d 2 0 v 0 ctg0 
dt 2 - = - I 2 sin 2 0 

astfel încât din relaţia (3.1 .6) se obţine 

N = - - 1 - 0 mgctg 0 1 ( 2v
2 J 

~ 2 3g/sin 3 0 
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w N O d" w 2v~ 1 • w I Daca x > , a ,ca 3 < , atunci capatu 
3gl sin 0 

de sus rămâne lipit de perete. 

7! 
Deoarece la momentul iniţial ( f = O) 0 = - , pentru 

2 

ca problema să aibă sens fizic trebuie satisfăcută 

condiţia 

Vo < Vomax = ✓32gl (3.1.10) 

Dacă Vo > V O max' atunci capătul de sus al barei 

pierde contactul cu peretele vertical de la bun început. 

Dacă v O < v o max , atunci contactul dintre bară şi 

peretele vertical continuă până la atingerea unui unghi 

critic 

7! 
cu - < 0 < 1r (3. 1. 11) 

2 

În limitele 7f < 0 < 0 c, descrierea cinematică a 
2 

alunecării barei este corectă. Centrul de masă al barei 

descrie în acest interval un arc de cerc de rază 1 
2 
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Este uşor de transpus inteNalul de unghi în inteNal de 

timp. 

Începând cu unghiul critic 0 c mişcarea este descrisă 

de ecuaţia (3.1.6) în care N x = O , în condiţiile iniţiale 

ce corespund unghiului critic. 

3.2 A mobile A tracks a mobile B that moves at 

constant speed v o along a strait line. The speed of A is 

a/so constant but keeps reorienting itself towards B 

<Ivi > Iv o I). lnitially the distance between A and B is I, 

while their velocities are orthogonal (v-'- v o). Find the 

time lapse needed by A in order to catch B. 

3.2 Un mobil A urmăreşte un mobil B care se 
-

deolasează oe o dreaota cu viteza constantă Vo. ' , ' 

Viteza mobilului A este constantă În modul <ivi > Iv o I J 

şi orientată În permanenJă spre mobilul B. La 

momentul inifial: v .1_ v o , iar distanţa dintre mobile este 
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I . Determinaţi timpul după care mobilul A ajunge 

mobilul B (problema ogan,/ui). 

REZOLVARE 

Figura 3.2.1 prezintă situaţia la un moment t . Pentru 

rezolvarea problemei vom apela la un sistem de 

coordonate polare cu originea în punctul A. 

Vom nota distanţa dintre mobile cu r şi unghiul făcut 

de către vitezele celor două mobile cu 0. 

Fig.3.2.1 Mobilul A urmăreşte 
mobilul B 
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Folosind expresia vitezei în coordonate polare 

obţinem 

{ 

dr • 
V =-=r 

' dt 
V, = -V + V O COS 0 

{ 

d0 · 
V 0 =r-=r0 

dt 
v O = -v0 sin 0 

(3.2.1) 

(3.2.2) 

Ne interesează obţinerea unei relaţii de legătură 

r = r(t). Pentru aceasta înmulţim relaţia (3.2.1) cu 

v + v O cos 0 , relaţia (3.2.2) cu - v O sin 0 , după care 

adunăm noile forme. Obţinem 

f(V O COS 0 +V) - f 0 V O sin 0 

sau 

~ [r(v o cos 0 + V)]= V 5 - V 
2 

dt 

Prin integrare se obţine 

r(v O cos O+ v) - vi = (vi - v 2 )t 

(3.2.3) 

(3.2.4) 

(3.2.5) 

unde am folosit faptul că r(O) = l,0(O) = n. 
2 
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Condiţia de întâlnire a mobilelor cere r(t·) =O, 

ceea ce conduce la valoarea 

r· = Iv 
v2 -v2 

o 
(3.2.6) 

Folosirea altor coordonate în abordarea problemei 

complică foarte mult calculul matematic. 

3.3 A particle A (projectile) of mass m 1 having a 

momentum p 1 elastical/y colii des with a particle B 

(target) of mass m 2 that is at rest. Show that the 

process can be represented by means of a graphical 

construction that contains al/ the significant features of 

the collision. 

3.3 O particulă A (proiectil), de masă m 1 şi având 

impulsul p 1 ciocneşte perfect elastic o particulă B 

(Jintă), de masă m 2 aflată În repaus. Arătafl că 

rezultatul ciocnirii se poate ilustra printr-o construcfie 

geometrică interesantă (şi intuitivă). 
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REZOLVARE 

Considerăm situaţiile prezentate în figura 3.3.1. 

A B 

o~➔-~•· o 
P1 

(a) 

A ct1•, ➔ 
B ~'2 

(b) 

Fig.3.3.1 Geometria ciocnirii particulelor A şi 8: 
(a)iniţial; (b) final. 

Legile conservării energiei cinetice şi impulsului sunt 

p2 p'2 p'2 
_1_= _1_+_2_ 

2m 1 2m 1 2m 2 

(3.3.1) 

(3.3.2) 

Substituind valoarea p; = p 1 - p; în ecuaţia (3.3.1) 

se obţine 

(3.3.3) 
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Folosind definiţia produsului scalar 

(3.3.4) 

Forma analitică obţinută pentru impulsul particulei 

ţintă sugerează următoarea construcţie grafică. 

Dintr-un punct arbitrar O ducem vectorul p 1 care 

reprezintă impulsul particulei incidente. Construim un 

cerc de rază cu centrul pe dreapta suport a 

vectorului p 1 astfel încât punctul O să aparţină 

cercului. Deoarece valoarea unghiului triunghiului 

înscris în cerc care se sprijină pe diametru este egal 

7r 
cu - , toate segmentele duse din O la punctele 

2 

cercului satisfac relaţia (3.3.4). 

Segmentele dau de fapt impulsul particulei ţintă 

după ciocnire. Unghiul făcut între impulsurile p1 şi p 2 

este notat cu a (unghi de împrăştiere), iar unghiul de 
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deviaţie a particulei proiectil este notat cu p . Pot fi 

discutate două cazuri: 

1. Masa particulei proiectil mai mare decât masa 

particulei ţintă (m 1 > m 2 ). În acest caz 

2m 2 --- < 1 şi construcţia grafică este data în 
m1 +m2 

Fig.3.3.2 Geometria ciocnirii în cazul m 1 > m 2 
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figura (3.3.2). 

- unghiul de împrăştiere a variază de la O la ,r ; 
2 

- unghiul p maxim se obtine când vectorul p; este 

tangent la cerc; 

- impulsul p; tinde către valoarea maximă atunci 

când după ciocnire ţinta se mişcă cât mai aproape 

de dir_ecţia perpendiculară. 

2. Masa particulei proiectil mai mică decât masa 

particulei ţintă (m 1 < m2). În acest caz 

\ 
\ 

-

➔ 
P, 

...... .,. 
...... - - ... --

2m2 
mt +m2 P1 

Fig.3.3.3 Geometria ciocnirii în cazul m 1 < m 2 
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_ 2_m_2_ > 1 şi construcţia grafică este dată în 
m1 +m2 

figura (3.3.3) 

- unghiul de împrăştiere variază între limitele 

Jr 
-<a<1r; 
2 

- unghiul de deviere p al particulei proiectil variază 

între O si 1r . 

În cele două cazuri studiate discuţia a fost făcută 

după parametrul 0 ; valoarea concretă a acestuia nu 

poate fi obţinută însă din legile de conservare. 

Legile de conservare nu fac posibilă rezolvarea 

problemei ciocnirilor, dar permit analiza 

particularităţilor fundamentale ale procesului. 
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CAPITOLUL 4 CĂLDURĂ. 

Aplicaţii ale noţiunii de entropie. 
Entropy applications. 
© Vlad Popa-Niţă 
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4.1. Show the Clausius equality for a system obeying 

the equations of state: p = ; a-T4 and U = a-T 4V ( u is 

a positive constant). 

Demonstraţi egalitatea Clausius pentru un sistem 

1 
termodinamic cu ecuaţia de stare: p = -uT 4 şi 

3 

U = crT 4V (a- fiind o constantă pozitivă). 

REZOLVARE 
Entropia - scurtă prezentare. 

Constatările experimentale au generat formularea 

primară a principiului doi: într-o transformare ciclică 

monotermă nu este posibil decât: 

Q = L = O dacă transformarea este reversibilă şi 

Q = L < O dacă transformarea este ireversibilă. 

Extinzând în cazul transformărilor ciclice ·biterme se 

obţine relaţia Clausius (independentă de natura 

sistemului termodinamic): 

01 02 ---- + --- s; o 
T1 T2 

(4.1) 

unde 0 1, 0 2 reprezintă căldurile schimbate de sistem 

cu cele doua termostate de temperaturi T, si respectiv 
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T2. Egalitatea are loc în cazul transformărilor 

reversibile, iar inegalitatea pentru transformarea 

ireversibilă. 

Generalizând relaţia Clausius în cazul 

transformărilor ciclice oarecare obţinem pentru o 

transformare ciclică reversibilă: 

(4.2) 

iar pentru una ireversibilă: 

(4.3) 

Rezultatul (4.2) face posibilă definirea unei 

funcţii de stare S ( numita entropia sistemului) a cărei 

diferenţiala exactă este: 

dS = 5Qrev 
T 

(4.4) 

Variaţia de entropie depinde numai de stările iniţială şi 

finală şi nu de stările intermediare: 

S1 - S; = f~~fev (4.5) 
I 

Consecinţa directă a rezultatului (4.5) este 

constanţa entropiei într-o transformare adiabatică 
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reversibilă. Considerând relatia (4.4) pentru un mol de 

gaz ideal, obţinem succesiv: 

ds = 8q = du+ pdv = C dT + R dv (4_6) 
T T V T V 

iar prin integrare: 

s(T,v) = Cv lnT + Rlnv + s0 (4.7) 

unde prin litere mici am notat mărimile molare. Pentru 

v moli de gaz ideal, relaţia (4.7) devine: 

S(T, V)= v(Cv lnT + Rin V - Rlnv + s0 ) (4.8) 

Subliniem faptul că termenul -vR/nv nu joacă nici un 

rol într-un proces în care v este constant, dar devine 

esenţial într-un proces în care se modifica v, De fapt 

acest termen determină omogenitatea entropiei 

( aS(v, V)= S(av,aV)) absenţa lui conducând la 

paradoxul Gibbs. 

Rezultatul important care decurge din relatia 

(4.3) este: 

'st5Qirev s - s 
. T < t - i 
I 

(4.9) 

ceea ce implică faptul că într-o transformare 

adiabatică ireversibilă entropia creşte, astfel încât 
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enunţul principiului 2 în formularea entropiei este 

următorul: într-o transformare adiabatică entropia nu 

poate decât să crească sau să ramână constantă. 

Pentru rezolvarea problemei enutate, trebuie avut în 

vedere că o transformare ciclică, bitermă, reversibilă 

(ciclul Carnot) este alcatuită din doua izoterme (1-2) si 

(3-4) şi două adiabate (2-3) şi ( 4-1). Pentru a 

determina căldura schimbată de sistem cu exteriorul 

procedăm astfel: 

5Q = dU + oL = dU + pdV = 4a-T3VdT + 
4 

a-T4dV ( 4.10) 
3 

Pentru o transformare izotermă dT = O astfel încât 

dO = 4 
a-T 4 dV ceea ce implică: 

3 

i 4 4 ( ) j 01 = 3 a T1 V2 - ~ 

l 0 2 = 1 a~
4 (V4 - VJ 

(4. 11) 

Din relaţia (4. î O) punănd condiţia c'>Q = O obţnem 

ecuaţia diferenţială a adiabatei : 

(4.12) 

iar prin integrare: 
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T 3V = const. (4.13) 

Cu ajutorul relaţiilor ( 4.11) şi ( 4.13) relaţia Clausius 

este imediată. 

4.2. A thermodynamic system goes through two cycles 

represented in figure, T is the absolute temperature 

and S the entropy. During each cycle the absolute 

temperature varies n-fold. Find the efficiency of each 

cycle and compare with the efficiency of the 

reversible Carnat cycle between the same extreme 

temperatures. 

Un sistem termodinamic efectuează două procese 

ciclice reprezentate in figura 4. 1. T este temperatura 

absolută şi S este entropia. În cursul fiecărui ciclu 

temperatura se modifică de n ori. Să se determine 

randamentul fiecărui ciclu şi să se compare cu 

randamentul ciclului Carnat reversibil efectuat de 

sistem intre aceleaşi temperaturi extreme. 
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2 

T 

s s 
(a) (b) 

Figura 4.1. 

REZOLVARE 

Interpretarea geometrică a relaţiei (4.4) este 

urmatoarea: în diagrama T-S, căldura schimbată de 

sistem cu exteriorul într-o transformare reversibilă i--:>f 

este dată de aria marginită de graficul transformării, 

axa S şi dreptele S = S; şi S = S;- În cazul ciclului 

reprezentat în figura 4.1 (a) sistemul primeşte căldura 

OP = 0 12 = T,(S2-S1) şi cedează căldura Oe = 0 31 = 

(1/2)(T1+ T3)(S,-S2}. Deoarece T,IT3 = n rezultă imediat: 

'7 = 1- IOcedl = n -1 
QP 2n 

(4.14) 

Analog în cazul transformării ciclice din figura 4.1. (b), 

sistemul primeşte căldura 0p=012=(1/2)(T,+ T J(S2-S1) 
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şi cedează căldura Oc=O31= T,(S,-S:J astfel încât 

randamentul ciclului are valoarea: 

n-1 
TJ=­

n+1 
(4.15) 

Randamentul ciclului Carnat care ar funcţiona 

între temperaturile T1 şi n T1 ar fi evident cel mai mare 

având valoarea : 

n-1 
r;=­

n 
(4.16) 

4.3.Find the maximal work that can be obtained putting 

together two vessels which contain identica/ ideal 

gases with the adiabatic exponent y, at the same 

temperature T0, with the same number of moles v, buf 

with different vo/umes V, and V2 . 

Determinafi lucrul mecanic maxim care poate fi obfinut 

reunind două recipiente care confin gaze ideale 

identice cu exponent adiabatic r, la aceeaşi 

temperatura T0 , având acelaşi număr de moli v, dar 

ocupând volume diferite V, si V2. 
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REZOLVARE 
Rezolvarea problemei are la baza urmatoarele două 

observaţii: 

i) lucrul mecanic maxim se efectueaza într-o 

transformare reversibilă şi 

ii) deoarece în cursul procesului numărul de moli 

nu este constant, termenul -vRlnv din expresia 

(4.8) devine esenţial. 

Lucrul mecanic maxim se obţine într-o transformare 

adiabatică, reversibilă, transformare definită de 

constanţa entropiei. Considerând expresia (4.8) 

precum şi faptul că entropia este funcţie aditivă de 

stare, entropia stării iniţiale este dată de : 

S; = v( 2
R lnT0 +RlnV1V2 -2Rlnv+2s0 )(4.17) 

r-1 

Deoarece în starea finală sistemul are temperatura T, 

numărul de moli 2v şi volumul V1+ V2, entropia are 

expresia: 

S, = 2v[_B_lnT + Rln(V1 -VJ- Rlnv + s0 ] (4.18) 
y-1 
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Egalând expresiile (4.17) şi (4.18) obţinem noua 

temperatură de echilibru: 

(4.19) 

iar 

4.4. ln the two halves of an adiabatic isolated vessel, 

there are v moles of different ideal gases at same 

temperature T. 

a)What is the entropy change ideal gases allowed to 

mixe? 

b)Same question if the gases are identica/. 

În cele două jumăta[i ale unui vas izolat adiabatic de 

mediul exterior se găsesc câte v moli de gaze ideale 

diferite aflate la aceiaşi temperatură T. 

a) Determinaţi variaţia de entropie la Îndepărtarea 

peretelui despărţitor. 

b) Aceiaşi intrebare dacă gazele sunt identice. 
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v, V, T,Cv, 

Figura 4.2. 

REZOLVARE 

Problema constituie o aplicaţie a expresiei (4.8) pentru 

entropie. Lăsând calculele ca exerciţiu, mentionăm 

numai că în cazul punctului (a) al problemei 

flS = St - S; = 2vRln2 > O ceea ce este adevărat 

deoarece transformarea este adiabatică ireversibilă, în 

timp ce în cazul (b) flS = S, - S; =O, evident 

deoarece procesul este adiabatic reversibil. 

4.5. Calculate the change in entropy when one mole of 

an ideal gas is al/owed to expand freely info double its 

original volume. 
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DeterminaJi varia/ia de entropie la dublarea volumului 

unui mol de gaz ideal in urma unei destinderi 

adiabatice,in vid. 

REZOLVARE 
Destinderea adiabatică în vid (procesul Joule) este un 

proces ireversibi. În cazul gazului ideal T, = T, 

Folosind expresia (4.8) obtinem: 

11S = S, - Si = v(Cv ln T, + Rin V, J = Rln2 > O (4.21) 
Ţi v; 

rezultat în concordanţă cu principiul doi în formularea 

entropiei. 

Mentionm urmatoarea observaţie: relaţia (4.4) 

permite calculul variaţiei entropiei numai în cazul unui 

proces reversibil. Pentru calculul variaţiei entropiei în 

cazul unui proces ireversibil, imaginăm un proces 

reversibil care decurge între aceleaşi stari iniţială şi 

finală ca cel ireversibil şi calculăm variaţia de entropie 

pentru acest proces. În virtutea faptului că entropia 

este funcţie de stare, variaţia ei nu depinde de proces 

ci numai de starea iniţiala şi cea finală. 
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CAPITOLUL 5. CĂLDURĂ 

Funcţii de distribuţie. 

Distribution functions. 
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5.1.An amount of gas contains N molecules. Let !iN be 

the number of gas molecu/es with the speed in the 

interval (v,V+l).V). ln the figure, the dependence on 

speed is presented as a histogram of the function 

lt:i..N 
f(v) = N !iv • 

a) Specify the meaning of the aria between the graph 

of function f (v), the axe of speeds, and the lines v=v1, 

V=V2. 

b) Estimate the mean speed vmed and the quadratic 

mean speed vp.m.: calculate the ratio (vp_m/v meci 

c) Represent the dependence on v of the number of 

molecu/es having the speed 2 vas a histogram . 

O cantitate de gaz conţine N molecule. Fie /).N 

numârul molecule/or gazului cu viteza cuprinsâ În 

intervalul (v, v + !).V). În grafic, (Fig.5.1.), este 

reprezentata histograma dependentei de viteza a 

ri • ·r t w uncţ1e1 (v) = N l).v . 
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a) PrecizaJi semnificaţia ariei cuprinse intre graficul 

funcţiei, axa absciselor şi dreptele de ecuaţii v = v1, v = 

v2 (discuţie: după valorile v1, v:J. 

b) Estimaţi viteza medie şi viteza medie pătratică a 

moleculelor gazului; calculaţi raportul acestora 

(V p. m/V med)· 

c) Reprezentaţi grafic histograma dependentei de 

viteza v a fracfiunii din numărul total de molecule cu 

viteza 2":v. 

f(v) (0,01 s/m) 

O ,3 2 i--+--+--+--

0 ,24 t--+---+--

0, 16 

0,08 

~v = 50 m/s 

O 100 200 300 400500 600 700 v(m/s) 

Figura 5.1. 

REZOLVARE 

a)Aria cuprinsă între graficul funcţiei, axa absciselor şi 

dreptele de ecuaţii v = v1, v = v2 reprezintă fracţiunea 

din numărul total al moleculelor având viteza cuprinsă 
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în intervalul (v1, v2),funcţia f (v) fiind normată la unitate. 

Dacă v1 = O şi v2 este finită, aria precizată va repre­

zenta fracţiunea din numărul total al moleculelor având 

viteza mai mică decât v2 . 

Dacă v1 este finită şi v2 ➔ oo, aria precizată va re­

prezenta fracţiunea din numărul total al moleculelor 

având viteza mai mare decât v, . 

Considerând v, = O şi v2 ➔ oo, rezultă că aria cuprinsă 

sub graficul funcţiei trebuie să aibă valoarea 1, fapt ce 

poate fi verificat prin măsurarea ariei. 

b) Viteza medie şi viteza pătratică medie se calculea­

ză folosind relaţiile următoare: 

13 13 

V med= It(vk)vki'.vk;vpm. = It(v.1.Jv;6vk (5.1) 
k=1 b1 

Conform histogramei, putem alege pentru valoarea vi-

tezei (v) fie extremitatea stângă a intervalului de 

50 m/s, fie extremitatea lui dreaptă, fie un punct inter­

mediar, de exemplu mijlocul intervalului (Tabelul 5.1.) 

Se observă că raportul. vp_m_/vmed este supraunitar. 

c)Graficul este o funcţie descrescătoare în scară, ale 

cărei valori se pot calcula; Astfel de rezultate sunt 

prezentate de exemplu în Tabelul 5.2 şi Figura 5.2. 
78 
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Tabelul 5.1 
Nr. f(v)ov V V f(v)ov v2 f(v)ov V v f(v)ov v' f(v)ov V vf(v)ov v2 f(v)ov 

1. 0,005 o o o 25 0,125 3,125 50 0,25 12,5 

2. 0,040 50 2 100 75 3 225 100 4 400 

3. 0,090 100 9 900 125 11,25 1406,25 150 13,5 2025 

4. 0,130 150 19,5 2925 175 22,75 3981,25 200 26 5200 

5. 0,160 200 32 6400 225 36 8100 250 40 10000 

6. 0,160 250 40 10000 275 44 12100 300 48 14400 

7. 0,140 300 42 12600 325 45,5 14787,5 350 49 17150 

8. 0,100 350 35 12250 375 37,5 14062,5 400 40 16000 

9. 0,080 400 32 12800 425 34 14450 450 36 16200 

10. 0,050 450 22,5 10125 475 23,75 11281,25 500 25 12500 

11. 0,030 500 15 7500 525 15,75 8268,75 550 16,5 9075 

12. 0,010 550 5,5 3025 575 5,75 3306,25 600 6 3600 

13. 0,005 600 3 1800 625 3,125 1953,125 650 3,25 2112,5 

I: 1,000 257,5 80425 282,5 93925 307,5 108675 

v,..., (m/s) 257,5 282,5 307,5 

v,_. (m/s) 283,6 306,5 329,7 

~ 
1,101 1,085 1,072 v,. .... 

Tabelul 5.2. 

1,000; 0,995; 0,955; 0,865; 0,735; 0,575; 0,415; 

0,275; O, 175; 0,095; 0,045; 0,015; 0,005; 0,000. 

f{v) 

1,00 

0,75 

0,50 

0,25 

i'1v = 50 m/s 

l'{m/s) ____ _._....__._. 

O 100 200 300 400 500 600 700 

Figura 5.2. 
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5.2. There is one mole of ideal gas, having the 

adiabatic exponent r = 1.5, in normal conditions. The 

gas goes through the fol/owing transformations (asin 

the figure): a compression at constant pressure (1 ➔2), 

an adiabatic reversible compression (2 ➔3), a heating 

at constant pressure 3➔4 and a free adiabatic 

expansion in an empty vesse/ 4➔ 1; du ring this fast 

transformation the gas makes a turbine turn. 

a) Calculate the values of the parameters (p, V, T) in 

the states 1,2, 3 and 4; put the resu/ts in the table. 

b) Calculate the work, the variation of the internai 

energy and the heat in the transformations I ➔2, 2➔3, 

3-A and 4-----> 1; put th~ results in the table. 

c) Suppose that during the adiabatic expansion, the 

turbine rotor is blocked; after the gas reaches an 

equilibrium state (5), it is cooled until it tums back to 

the initial state. Calculate the thermodynamic 

efficiency of the cycle 1----->2----->3---;>4----->5-;> 1. 

Un mol de gaz ideal (având r = 1,5) se află În condifii 

normale de presiune şi temperatură. Gazul efectuează 
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următoarea succesiune de transfonnari: comprimarea 

izobara 1 ➔2, comprimarea adiabaticii reversibilii 

2➔3, Înciilzirea izobara 3➔4 şi destinderea adiabatica 

Într-un recipient vidat 4➔ 1, În cursul careia pune În 

mişcare rotorul unei turbine (puteţi identifica sfiirile 

indicate unnarind diagrama următoare). 

p 
'l ._ 

" 

l .. 
... 

o V 

Figura 5.3. 

a) Calculaţi valorile parametrilor (p, V, T) În stările 1, 2, 

3 şi 4; trecefi rezultatele Într-un tabel de forma urmă­

toare: 

Tabelul 5.3. 

p (kPa) V(L) T(K) 

1. . .. ... . .. 

... ... ... . .. 
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b) Calcula/i lucrul mecanic, varia/ia energiei interne şi 

ca/dura in transforma rile 1 ➔2, 2 ➔3, 3➔4 şi 4-+ 1; 

trece/i rezultatele intr-un tabel de forma: 

Tabel ul 5.4. 

L (kJ) L1U (kJ) Q (kJ) 

1 ➔2 ... ... . .. 

... ... ... . .. 

c)Presupunem acum ca, în cursul destinderii 

adiabatice, rotorul turbinei este blocat; dupa atingerea 

unei stari de echilibru (5) gazul este la.sat sa se 

raceasca pânâ când revine în starea iniJiala. 

CalculaJi randamentul termodinamic al ciclului 

1 ➔2➔3➔4➔5➔ 1. 

REZOLVARE 

a), b) Reprezentarea 

ciclului este indicata în 

figura 5.4: 

p 
. i. J ... 4 
- r 1 

" ·"' 
L. .. ii 

J 
11", ... 
ii 2 

o 

Figura 5.4. 

.. 

-
~ 

1 

Valorile cerute sunt indicate în tabelele 5.5 - 5.8 
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Tabelul 5.5 

plp, VN1 TIT, 

1 1 1 1 

2 1 2/3 213 

3 8 1/6 4/3 

4 8 3/8 3 

Tabelul 5.7. 

Up1V1 !!U /p1V1 Q/p1V1 

1 ➔2 - 1/3 - 2/3 - 1 

2➔3 - 4/3 4/3 o 
3➔4 5/3 10/3 5 

4-➔ 1 4 - 4 o 

c) Reprezentarea 

noului ciclul este arătată în 

figura alăturată, în care: 

Ts = T4 = 3T o, Vs = V1' Ps 

= 3 P1. Se observă că L12 

+ L23 + L34 + L4s + Ls 1 = O, 

deci randamentul va fi nul 

(17 = O). 

Tabelul 5.6. 

p(kPa) V(L) T(K) 

1 101,3 22,42 273,15 

2 101,3 14,95 182,10 

3 810,4 3,736 364,20 

4 810,4 8,408 819,45 

Tabelul 5.8. 

L (kJ) !!U(kJ) Q (kJ) 

1 ➔2 - 0,757 - 1,514 - 2,271 

2➔3 - 3,028 3,028 o 

3➔4 3,785 7,570 11,36 

4-► 1 9,085 - 9,085 o 

.... . 
2 „ I 

o 

Figura 5.5. 
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5.3 .. A molecular beam contains molecules having the 

mass m1, m2, m3 and the speeds v , v and v ; al/ the 
1 2 3 · 

molecules move in the same direction. The 

concentration of molecules for each type is 

respectively n1, n2, and n3. The beam moves towards a 

piston in motion; the angle between the direction of 

beam and the perpendicular at the surface of piston is 

a. The piston moves with the speed ii, making the 

angle j3 with the perpendicular at the surface of piston. 

After the interaction with the piston a fraction f of 

molecules of each kind remain sticked an the piston; 

the others col/ide the piston perfectly elastic. 

a) Calculate the speeds of the molecules after the 

collision, knowing the values of the speeds and the 

angles. 

b) Calculate the expression of the pressure over 
the piston due by the beam 

Un fascicul molecular confine molecule cu masele m1, 

m2 şi m3, care au vitezele respectiv v , v şi v de 
1 2 3 

valori constante şi orientare comună. Concentra/iile 
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moleculelor de fiecare tip sunt, respectiv, n
1

, n
2 

şi n
3 

. 

Moleculele fasciculului se indreaptă spre un piston 

mobil sub unghiul a fa/ă de direcpa normalei la 

suprafa/a acestuia. Pistonul se deplasează spre 

molecule cu viteza ii care face unghiul f3 cu direcţia 

normalei la suprafa/a pistonului. {n urma interac/iei cu 

pistonul mobil, o aceeaşi fracţiune f din numărul 

moleculelor de fiecare tip aderă la suprafaţa sa, restul 

ciocnindu-se perfect elastic cu acesta. 

a) Calculaţi mărimea şi orientarea vitezelor 

moleculelor după interac/iunea cu pistonul mobil, 

m m m 
cunoscând v, = 250 - , v2 = 300 - , v3 = 350 - , 

s s s 

u = 1 O m , a= 6Cf şi /3 = 3Cf. 
s 

b) Stabiliţi expresia presiunii exercitate de 

fasciculul molecular asupra pistonului mobil. 

REZOLVARE: 

b) Pentru moleculele care s-au ciocnit elastic, 

componenta tangenţială a vitezei finale va fi 

v~.TANG = vi sin a, (5.2) 
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iar componenta normală a vitezei finale va fi 

v·.NORM = v.cosa+2ucosp, cuj= 1,2,3. (5.3) 
J, 1 

Valoarea vitezei finale a acestor molecule va fi: 

v~ = .JvJ + 4u2 cos2 p + 4uvj cos pcosa. (5.4) 

Expresia este: 

._ visina _ tga ( ) 
tga. ---~----

2 
p. 5.5 1 vi cos a + 2u cos p 1 + _ u cos 

vi cosa 

Pentru aplicaţia numerică: 

- componentele normale ale vitezelor finale au, 

respectiv, valorile: 142,3 mls; 167,3 mls; 192,3 m/s, 

- componentele tangenţiale ale vitezelor finale 

au, respectiv, valorile: 216,5 m/s; 259,8 mls; 303, 1 

mls, 

- mârimile vitezelor finale au, respectiv, valorile: 

259 mls; 309 mls; 359 m/s. 

- tangentele unghiurilor dintre viteza finala şi 

normala la suprafaţa pistonului au, respectiv, valorile: 

1,521 ;1,553; 1,576, corespunzând, respectiv, 

unghiurlor: 56'°41'; 5~13'; 5~36'. 
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Pentru moleculele care aderă la piston 
➔ ➔ 

vitezele finale vor fi: vi = u. 

b) Pentru stabilirea expresiei presiunii 

exercitate de fascicului molecular asupra peretelui 

mobil ne vom situa în referenţialul în care pistonul este 

în repaus. 

Variaţia impulsului moleculelor care se 

ciocnesc elastic are expresia: 

(5.6) 

în timp ce variaţia impulsului moleculelor care aderă la 

perete reprezintă jumătate din valoarea precedentă. 

Numărul moleculelor care ciocnesc 

pistonul pe o suprafaţă de arie S într-o durată tit va fi, 

pentru moleculele ce se ciocnesc elastic: 

(1- f)niS(vi cosa+ u cos jJ)tit (5.7) 

şi 

fniS(vicosa+ucosp)tJ.t, (5.8) 

pentru moleculele care aderă la perete. 
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Calculând forţa din principiul fundamental al 

➔ 

mecanicii F = ~ şi ţinând seama că presiunea este 

dată de expresia P = Fn , obţinem în final: 
s 

3 

P = (2-tff,njm0/vj cosa+ ucos/3)2
• (5.9) 

j=1 
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CAPITOLUL VI ELECTRICITATE. 
Acţiuni mec;:anice produse de forţe de natură 
electrică. 
Electrically produced mechanical actions. 
© ADRIAN S. DAFINEI, 1999 
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6.1. A point body of mass m electrically charged with q 

is launched with the speed v towards a very far ring 

of mass m uniformly charged with q; the Jaunching 

direction is normal an the plan of ring in his center. 

Determine the lift/est distance between the point body 

and the ring. Can be neglected the gravitational 

1nteraction? 

Un corp punctiform de masă m şi sarcină q este 

lansat cu viteza v de la o distanţă foarte mare spre un 

inel de masa m Încărcat uniform cu sarcina q; direcfia 

de lansare este perpendiculară pe planul inelului În 

centrul acestuia. Să se determine distanţa minimă 

dintre inel şi corpul punctiform. Se poate neglija 

interacţia gravitaJională? 

REZOLVARE 

Anumite situaţii reale sau imaginabile raţional nu pot fi 

descrise prin încadrarea într-un singur capitol de fizică. 
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Atunci când mai multe fenomene pot avea loc simultan 

înrâurind evoluţia unui sistem, trebuie considerat 

raportul în care se află diversele acţiuni şi - dacă este 

cazul - fenomenele care produc acţiuni mai slabe pot fi 

neglijate. Problema enunţată mai sus, este în egală 

măsură o problemă de electricitate şi de mecanică; în 

rezolvarea ei se iveşte ocazia unei discuţii referitoare 

la tipurile forţelor care acţionează între corpuri. 

Din experienţa cotidiană sunt cunoscute o mare 

varietate de forţe; gravitaţia - prin care pământul 

atrage toate obiectele care ne înconjoară, forţele care 

apar la contactul solidelor şi care le împiedică să 

interpenetreze, forţele elastice, forţele datorate 

presiunii gazelor sau lichidelor, forţele de adeziune 

apărute între corpurile lipite, forţele de frecare care 

produc rezistenţe la deplasările reciproce, forţele 

electrostatice , forţele magnetice, etc. În afara acestor 

forţe care acţionează la nivel macroscopic, există 

altele care acţionează la nivelul microscopic al 

atomilor şi nucleelor. Astfel există forţe atractive şi 

repulsive intermoleculare, forţe atomice care reţin la un 
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loc părţile constituente ale atomilor, forţe nucleare care 

menţin stabilitatea nucleului. Există şi forţe care 

acţionează la nivelul particulelor subnucleare atunci 

când acestea sufera coliziuni (când sunt accelerate la 

energii foarte mari). 

în mod fundamental toate forţele pot fi grupate în patru 

categorii: 

1.Forţa gravitatională. Aceasta este o forţa de atracţie 

între mase. Dacă am clasifica tăria forţelor în funcţie 

de acţiunile lor asupra particulelor elementare, forţa 

gravitaţională este cea mai slabă. Forţa de atracţie 

gravitaţională între doi protoni este de aproximativ 

1 o·34N , ceeace este complet nesemnificativ. Pe 

suprafaţa Pământului se simte acţiunea gravitaţiei 

deoarece masa Pământului este foarte mare. 

2.Forţa electromagnetică este o forţă atractivă sau 

repulsivă care acţionează între sarcinile electrice. 

Forţele electrice şi cele magnetice considerate cândva 

ca fiind distincte, sunt actualmente grupate; forţa 

magnetică nu este altceva decât o forţă legată de 

mişcarea sarcinilor electrice. În sensul stabilit anterior, 
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forţa electrică este o forţă de tărie medie. Între doi 

protoni vecini, forţa electrică este de circa 90N. Dintre 

toate forţele , cele electrice joaca rolul cel mai 

important în lumea care ne înconjoară. Cu excepţia 

atracţiei gravitaţionale dintre Pământ şi toate celelalte 

obiecte (dar nu între obiecte), toate forţele care 

determină acţiunile în lumea imediat înconjurătoare 

sunt de natură electrică. Forţele de contact între 

solidele rigide, forţele elastice, forţele de frecare, 

forţele de presiune, forţele de adeziune, etc. nu sunt 

decât forţe de interacţie electrică între sarcinile 

electrice care intră în structura atomilor. 

3.Forţele tari acţionează în interiorul nucleelor 

atomice; ele sunt atractive sau repulsive. Aceste forţe 

reprezintă liantul nuclear împiedicând componentele 

nucleare să se apropie sau să se depărteze excesiv. 

Acest tip de forţe se numesc tari pentru că sunt cele 

mai tari forţe dintre cele patru tipuri. Pentru doi protoni 

din nucleu, forţa tare are o valoare de aproximativ 

10000N. 
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4.Forţele slabe se manifestă în unele dintre reacţiile 

dintre particulele elementare. Multe dintre reacţiile 

datorate forţelor slabe sunt reacţii de dezintegrare 

radioactivă; ele sunt scindări spontane ale unei 

particule în alte câteva. Forţele de acest tip sunt 

numite slabe pentru că ele au - de exemplu- valori de 

tipul 10·2N pentru protoni. Tabelul 6.1 cuprinde o 

descriere a tăriei şi a distanţei pe care acţionează 

pentru cele patru tipuri de forţe . 

Tabelul 6.1 

f Forţă Acţiune Tărie Domeniu 

!I 1 Gravitaţională Intre mase 10·34 N Infinit 
I 

ii 2 Slabă Intre particule elementare 10·2N <10-"m I 

! 

:13 t:lectromagnetică Intre sarcini electrice 102N Infinit i 
,1 4 Tare Intre particule nucleare 104N iQ" 15m I 

I i 

Atât forţa gravitaţională cât şi cea electomagnetică 

actionează chiar şi la distanţe foarte mari. Un exemplu 

spectaculos este interacţia dintre Pământ şi Soare 

care sunt separate prin sute de milioane de kilometri. 

Ambele tipuri de forţe sunt responsabile de acţiuni la 

distanţă prin apariţia de câmpuri. Desigur, şi forţele tari 
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acţionează la distanţă; domeniul de acţiune al acestui 

tip de forţă este însă foarte mic. Cele patru tipuri de 

forţe explică "structurarea" materiei. 

Chiar înainte de rezolvarea problemei propuse trebuie 

făcută o analiză a raportului celor două forţe de 

interacţie (atracţia gravitaţională şi respingerea 

electrostatică) apărute între inel şi corpul punctiform. 

Admiţând că interacţiile ar fi analoge celor apărute 

între două corpuri având mase m=1 kg şi sarcini 

electrice q=1 µC, (ceea ce în condiţiile enunţului pare 

rezonabil), raportul 77 dintre forţa de respingere 

electrostatică şi forţa de atracţie 

2 

gravitatională F
9 

= k '!'? este pentru orice distantă r dar 
.> r- ., 

de: 

17 = F,, = q
2 

• 17 = 1348 · 1 08 { 6. 1) 
F 4 · iT • e • k • m2 

' ' g o 

Acest rezultat justifică neglijarea interacţiei 

gravitaţionale fată de interacţia electrică în problema 

considerată - chiar admiţând că cele două corpuri ar 

avea mase mult mai mari şi încărcări electrice mult mai 

95 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



mici decât cele luate în considerare în estimarea de 

mai sus. 

E 

d 

h 

A o: 
r O 

Fiq.6.1. 

B 

Pentru rezolvarea problemei 

propuse se analizază 

mişcarea corpului punctiform 

în câmpul electric al inelului. 

Calculul intensităţii acestui 

câmp electric se poate face 

ţinând cont că, pentru două 

sarcini egale Q dispuse în punctele A şi B ca în fig.6.1. 

intensitatea E a câmpului electric într-un punct C aflat 

pe mediatoarea segmentului AB este rezultanta 

intensităţii câmpurilor electrice generate de cele două 
- -

sarcini E1 şi E 2 . 

Cum din motive evidente E1 = E2 , E este colinear cu 

mediatoarea segmentului AB. Componentele paralele 
- -

cu AB ale intensităţilor E1 şi E2 se anulează reciproc 

astfel încât: 

Q Q-h 
E=2·-----sina=------(62) 

4-Jr·&o -d2 2·Jr·&o -(h2 +r2)a,2 • 
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Potenţialul electric al punctului C este: 

V= 2-0 (6.3) 
4-n-&0 -d 

Dacă se divide mental inelul în 2n porţiuni identice, pe 

fiecare din acestea se află sarcina q/2n ; fiecare dintre 

« perechile » de sarcini diametral opuse generează 

câmpul: 

q 2-~--h 
E _ 2-n 

pereche - 4 (h2 2 \3 I 2 
·Jr·E0 +r J 

(6.4) 

Sumând intensităţile colineare ale câmpurilor produse 

de fiecare din cele n perechi, în punctul aflat pe 

perpendiculara pe planul inelului în centrul acestuia, 

la distanţa h de plan, intensitatea câmpului electric 

este: 

(6.5) 

În acelaşi punct, potenţialul câmpului electrostatic 

creat de inel este: 

q 
2·--•n 

V ( h) = 2 • n = q ( 6. 6) 
4-JZ"·&o • ✓h2 +r2 4-1r·&o -Jh2 +r2 
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întrucât viteza iniţială şi forţa de interacţie sunt 

colineare cu perpendiculara pe planul inelului în 

centrul acestuia, mişcarea corpului punctiform se va 

desfăşura de-a lungul acestei drepte. 

Atunci când corpul şi inelul se află la distanţă foarte 

mare unul de altul, energia totală a sistemului este 

dată de energia cinetică a corpului punctiform 

m-v2 

Wcinetic = -
2
- (energia potenţială de interacţie 

electrostatică este nulă). Pe măsură ce corpul se 

apropie de planul inelului intensitatea câmpului şi forţa 

de interacţie cresc ; viteza corpului scade iar viteza 

inelului - iniţial nulă - creşte. Câtă vreme viteza 

corpului este mai mare decât a inelului distanţa dintre 

obiecte scade; când viteza inelului este mai mare 

distanţa dintre acesta şi corp creşte. Minimul .distanei 

dintre cele două obiecte se atinge atunci când viteza 

relativă a celor doua obiecte este nulă (cele două 

obiecte au viteze absolute egale). Legea de 

conservare a impulsului scrisă pentru situaţia în care 
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cele două obiecte au viteze v ' egale se scrie sub 

forma: 

m-v=2-m-v' 

şi deci: v'= ~ 
2 

(6.7) 

(6.8) 

În poziţia în care s-a realizat distanţa minimă, hminim 

energia totală W(hm;n;m) a sistemului, alcătuită din 

energiile cinetice ale obiectelor 

respingere electrostatică are expresia: 

şi energia de 

(6.9) 

Ţinând cont de relaţiile (6.6) şi (6.9) şi de conservarea 

energiei în sistemul considerat, se găseşte că: 

- I( q2 J2 2 
hminim - li 2 - r 

~ TC • c0 • m • V 
(6. 1 O) 

2 

Dacă q 
2 

> r distanta minimă apărută din relaţia 
1re0 mv 

(6.1 O) se realizează de fapt. După atingerea distantei 

minime, inelul se deplasează cu viteză mai mare decât 

corpul; în continuare, viteza inelului creşte iar a 
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corpului scade. După un timp suficient de lung, corpul 

va avea viteză nulă iar inelul se va deplasa cu viteza v. 

2 

Dacă q = r, corpul capătă viteză egală cu inelul 
Jr& mv 2 

o 

chiar în situaţia în care se află în planul acestuia, în 

centrul său. Ansamblul se va deplasa cu viteza v/2 un 

timp indefinit ; situaţia are semnificaţia unei ciocniri 

plastice. 
2 

Dacă q 
2 

< r, distanta minimă dată de relaţia 
1r1:0mv 

(6.1 O) nu are sens; corpul trece prin centrul inelului şi 

situaţia vitezelor egale nu se realizează. După 

trecerea prin centrul inelului, viteza corpului - care a 

scăzut până când corpul a atins planul inelului - începe 

să crească datorită respingerii electrostatice. În 

acelaşi timp viteza inelului care a crescut până în 

momentul în care particula a trecut prin planul inelului, 

începe să scadă. După un timp suficient de mare, 

când distanţa dintre inel şi corp este din nou infinită , 

viteza corpului este din nou v iar inelul este din nou în 

repaus. 
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6.2. A very sma/1 spherical body A of mass m, 

electrical/y charged with q, hangs on an insu/ating 

thread of length I = 1 m. An other very sma/1 bo?y 

e/ectrical/y charged with -q is s/ow/y brought nearer to 

A so that the centers of A and B remain on the same 

horizontal. When the distance between the bodies is 

d = 4cm and A is s<<I apart of his initial position, the 

body B suddenly attracts A. 

a) Determine the limits of stable equilibrium for the 

bodyA. 

b) The body A is put in a vertical glass tube closed at 

the bottom; then, on top of the body A, is placed an 

identica/ body C. Determine the distance between A 

and C bodies at equilibrium. The friction between 

bodies C and the tube is negligible. 

Un corp A de dimensiuni foarte mici, de masă m 

şi sarcină q este suspendat in centrul său de masă de 

un fir inextensibil şi izolator având lungimea I= 1 m. Un 
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alt corp B având de asemenea dimensiuni foarte mici 

şi sarcină -q este apropiat foarte lent de A astfel Încât 

centrele celor două corpuri sunt tot timpul pe aceeaşi 

orizontală. În situa/ia În care distanta dintre corpuri 

este d = 4cm şi corpul A s-a deplasat fată de poziţia 

sa ini/ială de echilibru cu S<<I, corpul A este atras 

brusc de corpul B. 

A.Să se determine limitele echilibrului stabil pentru 

corpul A. 

B,Corpu/ A este introdus intr-un tub de sticlă aşezat 

vertical şi Închis În partea inerioară ; apoi se introduce 

deasupra corpului_ A un corp identic C. La ce Înăl/ime h 

se va afla corpul C fa/ă de A la echilibru. Se neglijează 

frecarea dintre corpul C şi tub. 

REZOLVARE 

Există numeroase prob_leme de electricitate în 

care se vorbeşte despre pendule electrostatice ; în 

enunţuri se presupune - de regulă - că pendulul este 

în echilibru. Situaţia de echilibru nu poate fi însă 

postulată pentru orice situatie imaginabilă. Oricine a 
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făcut un experiment de atracţie electrostatică, chiar şi 

unul simplu de atracţie a unei mici bucăţele de hârtie 

de către un obiect de plastic electrizat prin frecare, a 

constatat că există situaţii de interacţie cu echilibru şi 

situaţii în care atracţia este « explozivă » , obiectele 

electrizate lipindu-se brusc unul de altul. 

Fig.6.2. 

Pentru situaţia descrisă în 

enunţ, atunci când particula B se 

afla la distantă fixă D faţă de 

verticala punctului de suspensie 

al pendulului şi pe orizontala 

punctului A (de exemplu dacă 

particula B poate culisa fără 

frecare pe un suport vertical) 

asupra particulei A aflată la o 

distantă variabilă x e (o.o) faţă de 

Ol (Figura 6.2) acţionează forţa de greutate şi forţa 

electrică determinând momentul total fată de O: 

q2„JJ2 x2 
M(x) =mgx- -

41r&(O- x)2 
(6.11) 
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În cazul în care - conform enunţului - D<<I, (5.1) 

devine: 

M(x)=L[4:umg x - I ] 
47rc q 2 (O- x)2 

(6.12) 

Momentul care acţioneaza asupra pendulului pentru x 

variind în domeniul O<x<D este negativ atât pentru 

x ➔ o cât şi pentru x ➔ o ; momentul atracţiei 

electrostatice domină momentul greutăţii în ambele 

zone. Situaţia de echilibru se poate realiza numai dacă 

există poziţii în care M(x)=O. Funcţia 

f(x) = Kx - 1 • K = 
4Tlmgs are un unic extrem 

(O-x)2, q2 

(maxim) pentru: 

(6.13) 

Valoarea funcţiei f(x) in acest punct este: 

f, ~f(x,)~ m[i(~) -:~ J (6.14) 

Dacă valoarea maximă, fE , a funcţiei f(x) este 

negativă, momentul (6.12) este negativ pentru orice 
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valoare permisă a distanţei x şi nu există poziţie de 

echilibru pentru distanta O considerată. Dependenta 

momentului de poziţie este reprezentată pentru acest 

caz de curba (a) din Figura 6.3. 

Dacă valoarea maximă fE a funcţiei f(x) este pozitivă, 

există două poziţii x1 E (o,xE) şi respectiv x2 E (xE,o)în 

b 
600-

<I'. 400 
:j 

~ 
j:1 200~-

~ I 
o li------r------::;------=-----------, 

I 
~ a C 1 

-200 ~---L- - ______ , ____ __L_j 
o O.Ol O.D2 0.03 O.D4 0.05 

I) 

dislanta(m) 

Figura 6.3. 

care momentul se anulează. Situaţia este reprezentată 

de curba (b) din Figura 6.3. În cazul în care fE = O, 

există o unică poziţie, x = xE pentru care momentul se 
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anulează. Situatia, reprezentată de curba (c) din 

F. 6 3 r V t o 31 J21 o V A ,gura . ., se rea 1zeaza pen ru O = K ~K . aca m 

(6.13) xE<0 şi deci f(x) este monoton descrescătoare 

cum f(0)<0 pentru orice distantă initială, momentul 

forţei electrice va fi dominant. 

În concluzie, pentru distanţe O suficient de mari D>D0, 

există două poziţii de echilibru dintre care aceea care 

se realizează pentru distanta mai mică este o poziţie 

de echilibru stabil (deplasând corpul A din pozitia de 

echilibru, momentul apărut tinde să-l readucă în poziţia 

de plecare). Pentru distanţa O = D0 exist~ o unică 

pozitie de echilibru; delasarea oricât de mică faţă de 

această poziţie produce deplasarea « explozivă » a 

corpului A spre corpul B. Pentru distante 0<00 nu 

este posibilă realizarea situaţiei de echilibru a 

pendulului datorită tăriei interacţiei electrostatice. 

Atunci când, plecând de la infinit, corpul B este 

apropiat foarte lent de corpul A, pendulul ia - pentru 

distanţe 0<00 - poziţii de echilibru stabil. Ultima poziţie 

de echilibru posibilă se realizează pentru O = D0; la 
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distanţe mai mici echilibrul este imposibil. Situaţia 

descrisă în problemă se referă la această poziţie 

pentru care simultan, momentul şi derivata sa se 

anulează. Impunând aceste două condiţii şi folosind 

notaţiile din enunţ: x = s, d = 0 0 - s = 4cm rezultă: 

2 

M(s) = mgs - q 
2 

= O (6fj5) 
41rcd 

• d • K I 
ş, ec1 = d2s. 

Din relaţia (6.13) rezultă K = 2
~ 

d 

(6.16) 

(6.17) 

Comparând relaţiile (6.16) şi (6.17) pot fi determinate 

valorile s = 2cm şi K = (1/32)10'3m-2
. 

Domeniul de stabilitate a echilibrului sistemului de 

particule A,B având geometria, masele şi sarcinile 

descrise în problemă se realizează pentru distanţe mai 

mari de 6 cm între particula B şi dreapta Ol. Problema 

se poate rezolva şi prin analiza energiei potenţiale a 

sistemului : 

(6.18) 

care devine - în condiţiile enunţului : 
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~(X)=- K----q
2 

( x
2 

1 ) 
4n-& 21 O- x 

(6.19) 

Situaţia cc explozivă » descrisă în problemă se 

realizează pentru cazul în care cele două derivate ale 

energiei se anulează pentru aceeaşi distantă adică 

pentru cazul în care energia ca funcţie de distanţă are 

un punct de inflexiune pe orizontală. 

b) La înălţimea h condiţia de echilibru înseamnă: 

q2 
mg--­

- 4,rct,2 

din care rezultă: h = ~ = 4 --J2mm. 

(6.20) 

(6.21) 

6.3. A very small magnet of mass m hangs an a thread 

of length I = 1 m. An other very sma/1 magnet B is 

slowly brought nearer to A so that the axes of magnets 

A and B remain an the same horizontal. When the 

distance between the magnets is d = 4cm, and the 

magnet A is s = 1 cm apari of his initial position, the 

magnet A is suddenly attracted by the magnet B. 

108 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



a) The dependence on distance of the force of 

interaction between the magnets is given by the 

re/afion f(x) = -Klx1. Determine the condition of 

equilibrium for the magnet A. Determine the limits of 

the stable equilibrium for the magnet A. Using the 

given data, determine the value of exponent n. 

b)The magnet Bis putina vertical glass tube closed at 

the bottom ; then on top of the magnet B is placed the 

magnet A so that the magnets repuise. Determine the 

distance between the magnets at equillibrium. The 

friction between the magnet A and the tube is 

negligeable ; the magnet A cannot turn inside of tube. 

Un magnet A de dimensiuni foarte mici şi de 

masă m este atârnat În centrul său de masă de un fir 

având lungimea l=1m. Apoi, un alt magnet B având de 

asemenea dimensiuni foarte mici este apropiat foarte 

lent astfel încât axele celor doi magneţi sunt tot timpul 

pe aceeaşi orizontală. În pozifia În care distanta dintre 

magnefii A şi B este d = 4cm şi magnetul A s-a 
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deplasat faţă de poziţia inţială cu s= 1 cm, magnetul A 

este atras brusc de magnetul B. 

a) Se ştie că forţa de interacţie dintre magneţi depinde 

de distanţa dintre aceştia după reia/ia : f(x)=-Klx'. Să 

se scrie condiţia de echilibru pentru magnetul A. Să se 

determine limitele existenţei echilibrului stabil pentru 

magnetul A. Utilizând datele din enunţ, să se 

determine valoarea exponentului n. 

b)Magnetul B este introdus intr-un tub de sticlă aşezat 

vertical şi Închis În partea inferioară, iar apoi se 

introduce magnetul A deasupra magnetului B astfel 

Încât magneţii să se respingă. La ce Înă/Jime h se va 

afla magnetul A deasupra magnetului B În situa/ia de 

echilibru?(Se neglijează frecarea dintre magnet şi tub; 

magneţii nu se pot răsuci În tub). 

REZOLVARE 

Dacă magnetul B se află la distanţă fixă D<<I faţă de 

verticala punctului de suspensie al pendulului (Figura 

6.4)., momentul care acţionează asupra pendulului 

este ( vezi şi problema anterioară): 
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K 
M(x) = mgx- -(

0
-_-x)-" (6.22) 

Interacţia magnetică este 

dominantă atât la valori mici cât şi 

la valori mari ale distanţei corpului 

A faţă de verticala punctului de 

suspensie al firului; 

M(x ➔ O) < O, M(x ➔ O)< O 

Figura 6.4. Existenta poziţiilor de echilibru este 

posibilă numai dacă M(x)=O. 

Întrucât derivata momentului: 

M Kln 
(x) = mg- (o - xr1 (6.23) 

are o unică soluţie pozitivă: 
1 

X =0- -(
k/nJn+1 

E mg 
(6.24) 

existenţa poziţiei de echilibru este posibilă numai dacă 

M(xE)~. Ca şi în problema anterioară în cazul în care 

M(xE)>O există două poziţii de echilibru, x, şi x2 din 

care, în condiţiile problemei, aceea care se realizează 

corespunde unei distanţe x mai mici fată de verticala 
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punctului de suspensie. Dacă distanţa O este mică şi 

M(xE)<0, nu există poziţie de echilibru a sistemului. 

Situaţia de atracţie « explozivă » din problemă se 

referă la situaţia în care M(xE)=0, caz în care 

deplasarea oricât de mică în orice direcţie a corpului A 

produce atracţia spre B. În condiţiile enunţului, x = s, 

o = s +d iar relaţiile (6.22) şi (6.23) devin: 

{

mgs-1; = O 

Kln 
mg--=0 

dn+1 

din care rezulta prin împărţire n = dis = 4 

b) În situaţia din problemă: 

mg=~ ,h=v:g =d4f = ~cm. (6.26) 

(6.25) 

6.4.A. A body of mass m and charge q is suspended 

at the end of an insu/ating thread of length I ; the other 

end of the thread is fixed. The assembly is placed in a 

uniform electrica/ field of strength E, having a vertical 

direction. Determine the period of the conic pendulum 

built this way as a function of: the distance x between 
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the rotation plane of the body and the fixing point and 

the quantities m, q , E and g. 

B. The dielectric properties of the substance are 

related to the presence of permanent or induced 

electrica/ dipoles - these being pairs of charges +q ,-q 

separated by distance x. For each dipole we define the 

dipole moment as a vector p, p = q • x , oriented from 

the charge -q to the charge +q. The dipo/e moment of 

the volume unit is cal/ed polarization P. Applying an 

electrica/ field of strength E on a material in which 

appears the polarization P, between its characteristic 

quantities there wi/1 be the re/afion: sE = s0 E + P s and t-:0 

being the dielectric constants of the material and of the 

vacuum, respectively. Determine the light speed in the 

atomic hydrogen in normal conditions of pressure (Pa) 

and temperature (Ta)- Consider that the electron 

trajectory around the nucleus is circular of radius a8 , 

and that the application of the electrica/ field E doesn't 

change this radius. A/so consider that under the action 

of the electrica/ field the separation x of the centers of 

positive and negative charges are very sma/1, so that 
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(xla8f ~ O. The relative magnetic permeability of the 

hydrogen µ, = 1. There are known: T0 = 273K, Po = 1 a5 

Nlm2, k8 = 1,38062 10-23 J/K, a8 = 0,52917 10-10m, 

c=2,99792 1 (1 mls. 

A. Un corp de masă m şi sarcină q este legat la un 

capăt al unui fir de lungime I; celălalt capăt al firului 

este fixat. Ansamblul este situat intr-un câmp electric 

uniform de intensitate E, având direcţie verticală. Să 

se determine perioada pendulului conic astfel construit 

În funcţie de : distanţa x dintre planul de rotaţie al 

corpului şi punctul de fixare, mărimile m, q, E şi g. 

B. Proprietăţile dielectrice ale substanţei sunt legate 

de prezenta dipolilor electrici permanenti sau induşi -

aceştia fiind perechi de sarcini +q, -q separate printr-o 

distantă x. Pentru fiecare dipol se defineşte momentul 

dipolar ca fiind un vector orientat de la sarcina -q la 

sarcina +q de modul p = qx. Momentul dipolar al 

unitătii de volum se numeşte polarizare P . La 

aplicarea unui câmp electric de intensitate E asupra 

unui material in care apare polarizarea P , Între 
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mărimile care Îl caracterizează se stabileşte relaJia : 

eE = c0 E + P, c şi c fiind respectiv constantele 

dielectrice ale materialului şi vidului. 

Să se determine viteza luminii În hidrogenul 

atomic aflat În condiJii normale de presiune (pa) şi 

temperatură (T0). Se va considera că electronul 

descrie o traiectorie circulara de rază a8 in jurul 

nucleului şi că raza acestei traiectorii nu se modifică la 

aplicarea câmpului electric E. Se va considera de 

asemenea că, sub acJiunea câmpului electric 

separarea x a centrelor sarcinilor pozitive şi negative 

este foarte mică, astfel Încât (xla8 f z O. Pentru 

hidrogenul atomic, permeabilitatea magnetica relativă 

.este µr = 1. Se consideră cunoscute:T0 = 273K, Pa= 

1a5Nlrrl, k8 = 1,38062 10-23J/K, a8 = 0,52917 10-10m, 

c = 2,99792 1d3mls. 

REZOLVARE 

Într-o modelare foarte simplă, se propune calculul 

indicelui de refracţie şi a vitezei luminii în hidrogen; 

Atomul de hidrogen, văzut în modelul Bohr, este 

alcătuit din nucleu şi un electron care gravitează în 
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___ _i_.f.lt 
•. _j - . :_ 

I 

Fiqura 6.5. 

jurul nucleului pe o 

traiectorie circulară ; la 

aplicarea unui câmp 

electric exterior planul 

traiectoriei electronului se 

deplasează astfel încât 

nucleul nu mai este conţinut 

în acest plan. Dacă - de exemplu - câmpul electric 

exterior este pulsat, planul traiectoriei oscilează de o 

parte şi de alta a nucleului rămânând perpendicular pe 

direcţia câmpului electric; aceasta este modalitatea în 

care se produce interacţia dintre materie şi câmpul 

electromagnetic. Dipolii electrici apăruţi datorită 

deplasării planului traiectoriei electronului faţă de 

nucleu sunt responsabili de proprietăţile dielectrice ale 

materialului. 

A. Pentru înţelegerea comportamentului dipolilor 

induşi, se începe cu o modelare mecanică simplă. 

Corpul de masă m şi sarcină q este supus acţiunii a 

patru forţe : tensiunea din fir T, forţa centrifugă F, 

greutatea G, G=mg şi forţa electrică FE, FE = qE -
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ultimile două acţionând pe aceeaşi direcţie. În funcţie 
- - -de sensul şi modulul rezultantei R = G + FE a acestor 

doua forţe mişcarea circulară a corpului se desfăşoară 

într-un plan care conţine capătul fix P al firului (dacă 

R1 = O), într-un plan aflat sub punctul P dacă R2 = G + 

FE , sau R2 = G-FE (G>FE) şi respectiv într-un plan aflat 

peste punctul P dacă R3 = FE - G (G<FE)-

Dacă r este raza traiectoriei circulare descrise de corp 

iar x este distanţa dintre planul traiectoriei şi punctul P, 

condiţia de staţionaritate a mişcării pendulului conic 

este: 

tga=_!_ = mcv 2 r 
X R 

(6.27) 

Perioada mişcării pendulului conic este dată de 

expresia generală: 

(6.28) 

Valorile explicite ale perioadei sunt date respectiv de: 

T,=2Jr~ (6.29) 

pentru cazul forţei electrice îndreptate în jos, 
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T2 =2;r~ (6.30) 

pentru forţă electrică îndreptată în sus dar mai mică în 

modul decât greutatea şi 

T = 2Jr ~ 
3 ~ ~ 

(6.31) 

pentru cazul în care forţa electrică îndreptată în sus 

este mai mare decât greutatea ( caz în care pânza 

pendulului conic are vârful în jos). 

Dacă G = FE mişcarea este circulara pentru orice ev, 

perioada mişcării fiind deci oarecare. 

8. Când se aplică un câmp electric extern de 

-

.ţ·--·--a··. 
. - • -'. - . '.8 . - '· 

............. 

intensitate E, planul 

orbitei electronului din 

atomul de hidrogen se 

deplasează pe o distanţă x 

pe direcţia liniilor de câmp; 

traiectoria nu-şi modifică 

forma. Analogia cu 

pendulul conic de la punctul anterior al problemei se 
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poate face prin punerea în corespondentă a tensiunii 

din fir cu forţa de interacţie eectrostatică dintre nucleu 

şi electron. Staţionaritatea sistemului se realizează 

dacă: 

X X X X 
cos ip = - = --;=== = -,===== = -

I ✓ x2 + B~ Ba .J(x I Ba )
2 + 1 Ba 

eE 4;r.s-0 EB~ 
cos rp = ---- = ---

(e 2 
/ 4;rs0 /

2
) e 

(6.31) 

momentul dipolar apărut datorită deplasării planului 

orbitei electronului este dat de : 

(6.32) 

Ţinând cont de ecuaţia de stare pentru gaz, p0 V = 

Nk8 T0 (N fiind numărul de atomi ), polarizarea are 

expresia: 

(6.33) 

Cum pe de altă parte, aşa cum rezultă din enunţ: 

P = l'o(sr -1)E (6.34} 

rezultă pentru permitivitatea dielectrică relativă a 

gazului expresia: 

E = ___!!_p__ • 4 ml 
3 + 1 

r k T, a 
a O 

(6.35) 
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Hidrogenul nu are proprietăti magnetice speciale (µ, = 
1), astfel că , pentru datele numerice din enunţ, 

v = _c __ = c = { 1 _ __!__ 4Jra!Po)(6_36) 
~ 4 3 2 kT --.Jt;rµ, 1 + lu3aPo B o 

kaTo 

Rezultatul numeric rezultând din formula (6.36), 

v=2,99785 1a8 m/s, este într-o concordantă remarcabil 

de bună cu măsurările de indice de refractie pentru 

hidrogen, certificând faptul că modelul simplu propus 

şi utilizat în problemă este corect. 

6.5.A metal/ic ring of radius a, made by a wire of 

diameter b, b<<a, rotates about an axis perpendicular 

to an uniform magnetic field having the magnetica/ 

induction iJ . The angular speed decrease slowly only 

because of thermal dissipation of energy. Knowing the 

density of ring material d , his electrica/ resistivity p 

and the induction B of magnetic field, determine the 

time it takes the angular speed to decrease to 1 le of its 

original value. 
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-+ 
B 

Figura 6.7. 

00 

Un inel metalic de rază a, 

făcut din sârmă sub/ire de 

diametru b, b<<a, se roteşte 

În jurul unui diametru Într-un 

câmp magnetic uniform de 

induc/ie iJ perpendicular pe 

axa de rotafie. Viteza unghiulară scade foarte lent 

exclusiv datorită disipării energiei prin efect Joule. 

Dacă se cunosc densitatea materialului inelului d şi 

rezistivitatea lui electrică p precum şi valoarea 

induc/iei câmpului magnetic B, să se determine timpul 

În care viteza unghiulară a inelului scade de e ori. 

REZOLVARE 

Dacă viteza unghiulară scade lent, se poate considera 

că în cursul unei rotaţii ea este constantă. În aceste 

conditii şi dacă rp este unghiul dintre normala la planul 

inelului şi direcţia câmpului magnetic în poziţia initială, 

fluxul magnetic prin inel ca funcţie de timpul t are 

expresia: 

<t:>(t) = â • S = ,r • a 2 
• B • cos(w • t + rp) (6.37) 
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Tensiunea electromotoare apărută în inel va fi: 

e = - cJct> = ;r -a 2 
• B · m • sin(m • t + <p) 

dt 

Cum rezistenţa firului inelului este: 

2-;r•B 
R = p· b2 

1(. ----

4 

(6.38) 

(6.39) 

rezultă succesiv pentru cantitatea de căldură Q 

apărută în inel în unitatea de timp (puterea termică 

medie disipată, ca modul) expresiile: 

1 r e2 " aJ . b2 . 82 • OJJ r . 2 
O= --f--dt = ------· f sin (w-t+<P)dt 

T O R 16 p 0 

" 8 3 . b2 . 8 2 . w3 r 
O= -· -----· f (1- cos 2(rv -t + rp))dt = 

32 p 0 

" 8 3 . b2 . 8 2 _ cu3 
-·------T 
32 p 

;r2 8 3 _ b2 . 8 2 . ru2 
Q = -------= K ·(/)2 (6.40) 

16 p 

dm 

( 
Figura 6.8. 
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momentului de inertie J al inelului care se roteşte în 

jurul unui diametru. Aşa cum rezultă din Fig.6.8, 

pentru portiunea de masă dm = 1r • b
2 

• d. a -da din inel, 
4 

aflată la distanţă r = a sin( a) de axa de rotaţie, 

momentul de inertie este dat de dJ=a2sin2(a)dm astfel 

că momentul de inerţie al inelului este: 

1r-a3 -b2 -d2,r 1r-a3 -b2-d2,r 
J = ---J sirf(a)da = ---J (1-cos~- a)) da 

4 o 
8 

o (6.41) 
n2-b2-a3 -d m-a2 

J=----=--
4 2 

unde m este masa inelului. 

Întrucât scăderea energiei cinetice de rotaţie se face 

lent, prin apariţia de căldură, se poate scrie că: 

1_\Ecin = -Q • !l.f 

sau, 

d(J-{1)
2

) 2 
dt -2- = -Q = -K • m 

(6.42) 

(6.43) 

care este o ecuaţie diferentială cu vwiabile separabile. 

Din relaţia (5.33) rezultă: 

dw K da, dt J 
- = - -dt sau - = -- unde , = -

{I) J {I) ' K 
(6.44) 
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Dacă w0 este valoarea vitezei unghiulare a inelului la 

momentul iniţial, din integrarea ecuaţiei (5.34) rezultă 

legea de variaţie a vitezei unghiulare: 
I 

w(t) = w0 • e r (6.45) 

Timpul în care viteza unghiulară a inelului scade de e 

ori este chiar r; expresia timpului cerut este : 

7r2-b2-a3-d 
r=-----

4 

Pentru o situaţie fizică imaginabilă, de exemplu un inel 

de cupru pentru care d = 8890kg I m3 şi 

p = 1,7 -1 o~ n • m dispus într-un câmp magnetic cu 

B=0,02T, rezultă pentru timpul cerut valoarea r=1,5 s. 

Pentru ca situaţia din problemă să se realizeze practic, 

ar trebui ca perioada de rotaţie T a inelului să fie cu 2-

3 ordine de mărime mai mică, adică T::::: 1 O ms; o astfel 

de perioadă conduce la o turaţie de circa 100 rotaJiils 

- valoare realizabilă practic(turaţia unui motor de 

maşină accelerat). 
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CAPITOLUL 7. ELECTRICITATE 
Câmpul electric in dielectrici. 
Electric Field in Dielectrics. A macroscopic 
approach. 
© ŞTEFAN ANTOHE, 1999 
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Fig.7.1 Secţiune transver-sală printr­
un cablu coaxial cu dielectricul 
stratificat 

7.1. A coaxial cable 
having the length I 
and the radius of 
inner and outer 
electrodes a and c, 
res-pectively, has 
the insula-tor 
formed from two 
cylin-drical sleeves 
of dielectric whose 
relative permittivity 

are &rl and &r2 , 

respec-tively. The 
radius of cylindrical interlace between them is b. a) 
Find the capacitance per unit length; b) lf the potential 
difference between the electrodes is U, find the 
surface density of polarization charge an the interface 
between the two dielectrics. -

7. 1. Un cablu coaxial de lungime I are dielectricul 
format din două straturi cilindrice coaxiale cu 
permitivită/ile E,, şi E,2 aşa cum se arată in Fig.7. 1. 
Electrodul central este de forma unui cilindru de rază a 
iar cel exterior este deasemenea un cilindru coaxial cu 
primul de rază c. lnterfa/a dintre cei doi dielectrici este 
de forma cilindrică de raza b. Să se determine 
capacitatea pe unitatea de lungime a cablului. Dacă 
intre electrozi este aplicată tensiunea U să se afle 
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densitatea de sarcină de polarizare prezentă la 
interfaţa dintre cele două straturi dielectrice .. 

REZOLVARE 

Conductorul central de rază a şi cămaşa metalică 

coaxială de rază c constitue armăturile unui 
condensator cilindric cu dielectric stratificat. Când între 
armături se aplică o diferenţă de potenţial V1 - V2 pe 

' armătura interioară există sarcina Q distribuită uniform 
pe suprafaţa cu densitatea cr astfel încât Q = 2nao pe 
fiecare metru de lungime. La o distanta r, oarecare de 
axul condensatorului se determină inducţia câmpului 
electric, apelând la legea Gauss: 

f- - aa 
DdS = Qu,,,, ⇒ D2m- = 2m1a ⇒ D(r) =-

L r (7. 1) 
evident cu simetrie radială. 
D(r) fiind legat numai de sarcina liberă cr, rezultă 

pentru cele două medii dielectrice ecuaţiile: 

sasr E1 = sa&r E2 = D(r) = aa ⇒ , , r 

Ek)=~ si E2(r)=~ 
60 6,/ 606,2 r (7 .2) 

Deci fără a se cunoaşte distribuţia sarcinii de 
polarizare în cele două medii dielectrice se poate 
calcula câmpul electric în fiecare dintre ele. 
Diferenţa de potenţial între armături va fi: 

Ic - L r· - aal 1 b 1 c l 
v,-V~= Edr=JE1dr+ E2dr=-l-ln-+--ln-J 

E:o E:r a E:r b (7.3) a a b J 1 
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ca unnare capacitatea pe unitatea de lungime a 
cablului devine: 

Q 2~~ 2~~~ 
Cil=--= r o 1-= b ' ' 

V1-V2 11 b 1 cj 6 ln-+6 ln~ 
01 -ln-+-ln-- ,, ,, b 
~ a ~ b a (7.4} 

parametru foarte important de cunoscut atunci când se 
discută performantele cablului folosit la transmisia 
semnalelor de frecventă înaltă. 
b) Dacă tensiunea dintre electrozi este U, electrodul 
central poartă sarcina CU şi atunci intensitatea 
câmpului electric în fiecare strat va fi: 
- ( ) cu - ( ) cu 
El r = , T respectiv E, r = z T 

2trE:0E,Jr- - 2tr&0s,,,lr 

(7.5) 
În mod corespunzător intensitatea de polarizare în 
fiecare strat va fi: 
_ (E,, - 1)cu _ (E:,, -1)cu 
Pl(r) = ? r respectiv P,(r) = - , r 

21rE: /r- - 2,rE: Lr-
~ 0 

(7.6) 
Cu acestea densitatea de sarcină de polarizare 

de la interfaţa dintre cele două straturi dielectrice este: 

2TrE:0&,, &,, U ( &,, - 1 &,, - 1) &o{&,, - &,, ) U 
b c 2bl_& ___ &_)= b c b 

E ln -- + li ln -- r, r, li ln - + F, ln --
,, a r, b '• a ,, b (7. 7) 
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7 .2. A solid dielectric sphere of radius a is uniformly 
polarized having the polarization P. Find the electric 
field stretch and the displacement vector , both inside 
and outside the sphere. 
7 .2. O sfera dielectrica, de raza a este uniform pola­
rizată, având intensitatea de polarizare f:>. Sa se deter­
mine intensitatea câmpului electric şi induc/ia câmpului 
electric in interiorul si exteriorul sferei. 

REZOLVARE 

z 
dv' 

M 

Considerăm o 
sferă de rază a, 
uniform polarizată 

intensitatea de 
polarizare fiind P, 

v orientată de-a 
lungul axei Oz, 

x _ _,:--- Fig.7.2. Calculul 
câmpului electric 
într-un punct din 

Fig.7.2 Sferă uniform polarizată exteriorul ei la o distanţă 
r >> a se poate face 

apelând la relaţia: E = -gradVP, iar pentru calculul 
potenţialului în exterior se apelează la principiul 
superpoziJiei. Elementul de volum dv' centrat pe 
punctul r' are momentul. electric dp = Pdv' şi conform 
teoremei de echivalenţă dintre un mic corp polarizat şi 
un dipol electric, el va crea în punctul M un potenţial 
dat de: 
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(7.8) 

În condiţiile r >>a ⇒ r >> r' şi deci R ~ r rezultă: 

( )
- Pdv'r - Pdv' -

dV M - , - , er 
P 4rrE

0
r- 4rrE0 r- (7.9) 

Potenţialul în M creat de sfera polarizată va fi: 

V(M)=f Pdv'e~ =Pf d1,-e,2 (7 ◄ 0) 
P v 41u:0 r- v 4m,0 r . 1 

În ecuaţia (7.1 O), P se scoate în afara integralei, fiind 
constant, iar integrala după dv' conduce la: 

- 4rra 3 

p. ----- c - ' 
3 r p ·er Pa- -

VP(M)= , = ,=--,er 
4rrE0r- 4rrc0r- 3c 0r- 7.11) 

- 4rra 3 

unde P = P3- este momentul electric al sferei uniform 
polarizată. Cu acesta, câmpul electric în punctul M va 
fi: 

E(M)=-gradV =-gra [ p·r
1
)=-gra [ p·e,

2
)= 

P '\ 4n-&
0
r- al 4n-&0r 

{
pcos0)- 2pcos0-:; psin0 __ ,' _ ,. _ 

-gra 2 - , e, + , e0 - L,e, + E0 e0 
4n-&0r 4n-&0r 4m:0r (7. 11) 

deci în exterior sfera polarizată crează un câmp 
electric similar cu cel al unui dipol de moment p plasat 

I 

în cen-trul sferei. Imaginea liniilor de câmp în exterior 
este arătată în Fig. 7 .3 a), ele având comportarea 
identică cu cea a liniilor de câmp electric ale unui dipol 
plasat în centru sferei, nu numai la distanţa mare de 
centrul sferei ci chiar până la suprafaţa sferei, 
macroscopic vorbind. Calculul câmpului în interiorul 
sferei polarizate se face pe baza. aceluiaşi raţionament 
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şi anume: se calculează mai întâi potenţialul şi apoi 
câmpul. 

a) b) 

Fig.7.3 Spectrul liniilor de câmp în cazul unei sfere dielectri­
ce uniform polarizată, pentru: a) intensitatea câmpului elec-- -
trie E; b) pentru inducţia câmpului electric D. 

Calculul potenţialului se face apelând la ecuaţia 

Laplace ~ vPi = o, pentru că în interior nu exist~ sarcini 
(polarizare uniformă şi constantă, deci Pr = -divP = O). 

! z 
Evident rezolvarea ecuaţiei 

Laplace se face ţinând 

seama de condiţiile la limită 
şi anume faptul că în toate 
punctele de pe suprafaţa 

sferei cunoaştem potenţialul 
şi câmpul exterior. 

Fig.7.4 Potenţialul pe su-prafata Potenţialul pe suprafaţa 

unei sfere dielectri-ce uniform sferei este: 
polarizată 
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p. e, I 
Vju)=4 1 = 

Jr&or r=n 

- 4mz-1 

p. 3- e, Pcosu P: 
=--==--

(7.12) 

În cazul acesta potenţialul într-un punct de pe 
suprafaţa sferei nu depinde decât de coordonata z, a 
acelui punct, Fig.7.4: 

( ) 
Pz 

V a=-
p 3Eo (7.13) 

Conform teoremei unicităţii, ecuaţia Laplace în 
interiorul suprafeţei sferice, are o singură soluţie 
pentru potenţialul din interiorul ei şi aceasta este dată 
de: 
d 1 Vp dV 
-- =O ⇒ --_!'___= c ⇒ v = c~+c 
d: 1 dz " ~ 

Constantele C şi C' se determină ţinând seama că 
pentru z = O şi pe suprafaţa sferei, (laz= ±a): 
r V" (O) = O V r (O) = O = C • O + C' ⇒ C' = O 

~ Pz ⇒ Pa P 
lV)a)=3&o VP(a)==C·a= 3Eo ⇒ C= 3Eo (7.14) 

Deci potenţialul în interiorul sferei polarizate uniform 

este: 

V (z) = Jz 
P, 31::o (7.15) 

Din aceasta rezultă: 
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oV p 
E =-VV =-_P, e_ =--e = 

P, P, OZ " 3&o : 3&o 

p 

(7.16) 

Deci câmpul electric în interiorul unei sfere uniform 
polarizate cu P este: 
- p 
E =--

P; 3Eo (7.17) 

adică este şi el un câmp uniform dacă P este uniformă, 
şi este orientat în sens opus lui P, ca în Fig.7.3 a). 
Ecuaţiile de trecere sunt pe deplin verificate în acest 
caz. De exemplu la polul de sus al sferei, intensitatea 
câmpului în exterior este dată de componenta radială 
a câmpului de dipol conform ecuaţiei (7.11 ): 

E (a)[ = 2pcos~I 
P, r=a 41tE r 

O r=a 

iar componenta tangenţială este: 

( ) 
p sine Ir=• 

E r=-- =0 
Pr 41tE f3 

O 8=0 

În interiorul sferei câmpul este de sens opus lui P şi 
are numai componenta radială fiind: 

- I p E ---
P, ,~a 3& 

o (7.18) 

iar componenta tangenţială este nulă. Aşa cum 
sugerau ecuaţiile de trecere, componenta tangenţială 
a câmpului este continuă, în timp ce componenta 
normală a câmpului este discontinuă. Pe suprafaţă 

componenta câmpului este mai mare decât în interior 

-
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şi orientată invers aşa încât există un salt al 
componentei normale de: 

M = E (a)- E (a)= 
2P -(-_!_) = p 

P, P, 3&0 3&0 &o (7.19) 

salt dat de prezenţa sarcinii de polarizare pe suprafaţa 
sferei, sarcină de polarizare având densitatea 
cr =Pii=P p n. 

În ceea ce priveşte componenta normală a inducţiei 
câmpului electric, aceasta este continuă la suprafaţa 
sferei. 
Într-adevăr: 

- - - ( P J - 2P D. = & 0 E. +P= &0 -- +P=-
m, ml 3&0 3 

- - - (2PJ 2P D =& E +P =& - =-
w o w r.11 o 3&o 3 (7.20) 

Componenta normala a inducţiei câmpului electric la 
suprafaţa sferei, uniform polarizată este continuă, 

spectrul liniilor de câmp fiind arătat în Fig.7.3 b). 

7.3. A sphere of radius a, from a dielectric material 
characterized by dielectric constant .s-, is placed in an 
uniform electric field E0 . Find the electric field strength , 
E and the displacement vector o , both inside and 
outside the sphere. 
7.3. A sfera de rază a, confecţionată dintr-un material 
dielectric cu permitivitatea .s-, , este plasată intr-un 
câmp electric uniform de intensitate E0 • Să se 
determine intensitatea câmpului electric E şi inducţia 
electrică t5 in interiorul şi exteriorul sferei dielectrice. 
134 
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REZOLVARE 

Să considerăm o sferă dielectrică de permitivitate 
relativă gr plasată într-un câmp electric uniform de 
intensitate E0 , câmpul creat de exemplu între plăcile 
unui condensator plan având ca dielectric vidul Fig. 

+a, + + + + + + + + + + 

l 

O) 
l 

a) b) 

Fig.7.5 Sferă dielectrică plasată într-un câmp electric uniform 
a); Spectrul liniilor de câmp electric în interiorul şi exteriorul 
unei sfere dielectrice aflată într-un câmp electric uniform b). 

7.5 a),b). Sursele acestui câmp adică sarcinile de pe 
plăci trebuie să fie situate departe de sfera astfel încât 
ele să nu se deplasaze când introducem sfera 
dielectrică. Atunci oricare ar fi câmpul din vecinătatea 
sferei, el va rămâne practic E0 la distanţe mari. 
Câmpul E nu mai este uniform în vecinăt~tea sferei 
deoarece el este suma câmpului uniform E0 al surselor 
depărtate şi câmpul vectorial Ep generat de sfera 
polarizată: 

135 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



(7.21) 

Câmpul Ep aşa cum am arătat anterior depinde de 
polarizarea P a sferei, care la rândul ei depinde de un 
câmp efectiv E din interiorul ei în care se află. Deci P 
va depinde de acest câmp după relaţia: 
P = EoX)~ = Eo(Er - l)E (7.22) 

Încă nu ştim care este câmpul total E, ştim doar că 
ecuaţia (7.22) trebuie să se verifice în orice punct din 
interiorul sferei. Dar dacă polarizarea sferei în câmpul 
E este P, atunci câmpul creat de polarizarea P, 
presupusă uniformă în interiorul sferei este: Vezi 
problema anterioară) 
- p 
E =--

P, 3to (7.23) 

Din ecuaţiile (7.3.1), (7.3.2), (7.3.3) se obţine: 

- - P - .s-0 (&, - l)E - 3 -
E=E --=E ----⇒ E=--E 

o 3& o 3& E: + 2 o 
O O r (7.24) 

S-a obţinut astfel câmpul total din interiorul sferei în 
funcţie de câmpul E0 care a produs polarizarea ei. 
Deoarece: 

3 
E >l ⇒ --<l 

r tr + 2 

adică: E < E0 , deci sfera dielectrică a modificat starea 
de câmp electric în spaţiul pe care-l ocupă. Acum 
polarizarea sferei produsă chiar de acest câmp este: 

- ( )- (&-lJ-p = E:0 &, - 1 F = 3&0 -'- E
0 

E:, +2 (7.25) 
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Câmpul total în exteriorul sferei se va obţine prin 
însumarea vectorială a câmpului E0 cu câmpul unui 

- 4na 3 

dipol de moment P = P-3- plasat în centrul sferei. 
Deci: 

De exemplu, în punctul de jos al sferei din Fig. 7.5. b), 
(r = a şi 0 = O) se obţine: 

iar P fiind dat de (7.23), rezultă: 

- 2 f: -l - 3E - -
El,x, =Eo+-3to_r_Eo=_r_Eo>Eo pentru f:r>l 

r=a 3to tr + 2 tr + 2 

În apropierea sferei în exteriorul ei câmpul total este 
chiar mai mare decât E0 pentru E, > 1. Evident pentru 
distante mari fată de sferă (r >> a), câmpul de dipol 
scade rapid cu distanta şi câmpul total se reduce la E0 

adică rămâne un câmp uniform aşa cum s-a cerut. 
Fig.7.5. b), arată spectrul liniilor de câmp în acest caz. 
Şi a1c1 se poate constata uşor continuitatea 
componentei tangenţiale a lui E pe suprafaţa sferei şi 
discontinuitatea componentei normale. De exemplu 
componenta normală a câmpului chiar în punctul de 
jos al sferei este: 
- 3t -
E =-r-E 

t,.11 c- +2 0 
r=a "r 
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în timp ce în interior era: 

- 3E 0 E=--· 
ET + 2 deci există o discontinuitate: 

p 

care este tocmai: i::o 

conform relaţiei (7 .25). 

V 
Discontinuitatea câmpu­
lui electric este dată de 
prezenţa sarcinilor de po­
larizare de pe suprafaţa 
sferei. 
Componenta normală a 

Fig.7.6 Spectrul liniilor de câmp 
pentru inducţia electrică 
polarizată într-un câmp electric 
uniform 

inducţiei electrice la 
suprafaţa sferei rămâne 
constantă, Fig.7.6. În 
interior: 
- 3 -

/)int = &oE + P = 6 0 --2 Eo + 
&, + 

3&u{.s· ,-1) ~ 3&0&, - - -. 
---E =--E =&&E=&L 

f; +2 O & +2 O O r „ r 

În exterior, Dexl = EoEc,l = EoE,E = i::E, pentru r = a (pe 
suprafaţa sferei). Se poate trasa şi aici spectrul liniilor 
de câmp pentru o. 
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7 .4. Info a dielectric sphere of radius a, is uniformly 
distributed the charge q having the volume charge 
density p

0
_ Find the energy stored in the electric field of 

sphere 

7 .4. Într-o sfera de rază a se află sarcina q, distribuită 
uniform cu densitatea de sarcină volumică p 

0
. Să se 

calculeze energia stocată În câmpul electric al acestei 
distribuţii. 

REZOLVARE 

Intensitatea câmpului electric în interiorul sferei, este 
conform teoremei Gauss: 
- Por E---
; - 3coc, iar în exteriorul ei 

3-
- Poa r 
E =--

• 3c r 3 
o 

Deci: 

pt. r < a 

pt. r > a 

(7.26) 

(7.27) 
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... -----

---- -... 

Fig.7.7 Sferă dielectrică 
uniform încărcată cu den­
sitatea de sarcină volumi-
că P~ 

Energia stocată în câmpul 
electric va fi: 
W = J w,dv= 

tot spaliul ;,, 
c:an~ e 1~amp 

JJ2J 2 2 Por 2 --r sin/VrdBirp + 
o o o l 86 06 , 

JJ2J 2 6 Poa 2 
--~ r sinBirdBdrp = 

a o o 18&or 

4JTp; I 1 J 4 6J dr 7 =--l- r dr+a - 2 j= 
l 8&o &, o a r 

7.5. A sphere of radius a is fii/ed with a dielectric of 
relative permittivity E- . Supposing that the sphere is 

r 
uniformly charged in volume with the charge q find: a) 
the volume density of polarization charge pP; b} the 
surface density of polarization charge a P at any point 
on the surface; c) the total polarization charge OP. 

7.5. O sferă de rază a, confecţionată dintr-un material 
dielectric omogen cu permitivitatea relativă &,, este 
uniform Încărcată În volum cu sarcina electrică q. Să 
se calculeze: a) densitatea de sarcină de polarizare 
din volumul sferei pP; b) densitatea de sarcină de 
polarizare de pe suprafaţa sferei aP; c) sarcina totala 
de polarizare Q p· 
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REZOLVARE 

Intensitatea câmpului electric în interiorul sferei, la 
distanţa r de centrul ei, este conform teoremei Gauss: 

(7.28) 

unde p0 este densitatea de sarcină volumică având 

valoarea: 
3q 

Po = 4.ira·1 (7.29) 
Intensitatea de polarizare este: 

P-_ ( -l)E-o. _ p 0 (&,-l)_ 
- &o & ~- - r 

, ' 3&, (7.30) 

Densitatea de sarcină de polarizare în volumul sferei 
este: 

, 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

----- ... 

... ____ _ 

IE· 
I 
I 

Fig.7.8 Sferă dielectrica 
încăr-cata uniform în 
volum cu densi-tatea de 
s.arcină volumică P~ 

Pi, =-divP= 

1-& 
p, --' divr= 

o 3&,. 

]-&, -~ 1-&, 
Po 

6
_ - 4Jl"l.1.1 & 
r r 

(7.31) 

Densitatea de sarcină 

de polarizare de pe 
suprafaţa sferei este: 
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(7.32) 

Sarcina totală de polarizare din sferă este: 

I I 3q 1- &, 4JTn
3 q &, -1 2 

Q = p dv+ 17,ds=------+--, --4mi =0 
p p I 4JTn3 & 3 47Z"ll- & 

Vs/mi 5:r~ r T 

(7.33) 

7.6. At the center of a dielectric sphere of radius a is 
placed a point charge q. The sphere is formed !rom a 
homogeneous dielectric with the relative permittivity 1;,. 

Find: a) the volume density of polarization charge pP; 
b) the surface density of polarization charge aP at any 
point on the surface; c) the total polarization charge 
Qp. 

7.6. ln centrul unei sfere de raza a, confecţionată 
dintr-un material dielectric omogen cu permitivitatea 
relativa E-,, se află sarcina punctiformă q. Să se 
calculeze: a) densitatea de sarcină de polarizare din 
volumul sferei pP; b) densitatea de sarcină de 
polarizare de pe suprafaţa sferei aP; c) sarcina totala 
de polarizare Q p· 

REZOLVARE 

Intensitatea câmpului electric în interiorul sferei, la 
distanta r de centrul ei, este conform teoremei Gauss: 
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Intensitatea de polarizare este: 

- ( }- q(sr-1)_ 
P = & 0 &r -1 E; = 3 r 

4,wrr 

(7.34) 

(7.35) 

Densitatea de sarcină de polarizare în volumul sferei 

este: 

1- s (divr { 1 )) q--r -_1 + rgra ~ = 0 
4ff&r r r 

(7.36) 

Densitatea de sarcină de polarizare de pe suprafaţa 
sferei este: 

- I & -1 <7 =Pn =q_r_ 
p r=a 4ff& a2 

r 

(7.37) 
Sarcina totală de polarizare din sferă este: 

f f & -1 1-& 
Qp = ppdv+ apds+Q = q-r-+q-_ -'=o 

Pu1ccn1r1, S, Sr 
s,jva (7.38) 

în centrul sferei se află o sarcină de polarizare egală şi 
de semn opuscu cea de pe suprafaţa sferei. 

7.7. The plane surface boundary from one 
homogeneous dielectric of electric permittivity &

1
, to a 

second with E-2' carry the free charge uniformly 
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distributed with the surface density o. The electric field 
strength in the first dielectric is E

1 
and forms with the 

normal to surface the angle a
1 

(Fig.7.9). Find the 
magnitude of electric field E , in second dielectric and 2, 

its angle a
2 

with the normal to interface. 

Q. 

Fig.7.9 Suprafata de 
separare dintre două 
medii dielectrice 

7.7. Suprafaţa de 
separare plană, dintre doi 
dielectrici de permitivităţi 

electrice &
1 
şi &

2 
, poartă o 

sarcină electrică uniform 
distribuită cu densitatea 
de sarcină superlicială o. 
Intensitatea câmpului 
electric de o parte a 
suprafaţei este E

1 
şi 

formează cu normala la 
suprafaţă unghiul a

1 
(Fig.7.9). Să se determine intensitatea câmpului 
electric E

2 
in dielectricul 2 şi unghiul a

2 
pe care acesta 

Îl formează cu normala al suprafaţă. 

REZOLVARE 

Folosind ecuaţiile de trecere pentru componenta 
normală a inducţiei câmpului electric şi pentru 
componenta tangenţială a intensităţii câmpului electric 
rezultă: 
t:2 E2 cosa2 = t:J~· 1 cosa 1 + O' 

(7.39) 
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Rezolvând sistemul se obţine: 

a 1 = arcctg(2 ctg 1 + a_ ) 
- c 2 c ~EI sm a 1 

. , sina 1 E,=E,-.-
- sma 2 (7.40) 

7 .8. The plates of a parai/el-plate capacitor are of area 
S, distance apart d and are at a potential difference U. 
The space between the plates is then completely fii/ed 
with a dielectric whose relative permittivity increases 
linearly from E-r

1
, near a plate to E-r

2 
near the second 

one. Find: a) the capacitance of the capacitor; b) the 
volume density of po/arization charge Pp and the 
surface densities of polarization charge a Pt

2 
and 

oP
23 

at any point an the faces of dielectric Fig.7.10; c) 
the total polarization charge QP. 

7.8. Spaţiul dintre armăturile unui condensator plan, 
având aria armăturilor S, este umplut cu un dielectric a 
cărui constantă dielectrica variază liniar de la E-,

1 
lânga 

una din armaturi la E-f.?' Jânga ceafa/ta armătură. 
Distanţa dintre armături timd d, să se afle: 
a) capacitatea condensatorului; b) densitatea de sar­
cină de polarizare vo/umică, pP' şi densitătile de sar­
cină de polarizare oP

12 
respectiv oP;!.

3
, de pe feţele 

dielectricului paralele cu armătunle, când Între 
armături se .aplică tensiunea U; c) sarcina totala de 
polarizare a dielectt-Jcului. 
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REZOLVARE 
a) Capacitatea condensatorului este, prin definiţie: 

Q 
C = U (7.41) 

unde: 

U = j E(x)dx 
o (7.42) 

Dar intensitatea câmpului electric la distanta x de 
prima armătură a condensatorului este, Fig.7.10: 

u 
© © 

E(x) = '7iibu = 
606,(x) 

'7iiber 

6 -6 
& 6 + r2 rl X 

o rl d (7.43) 
ca urmare tensiunea U pe 
condensator este: 

U=Î-2_ dx = 
o &oS &,, - 6,, 

E,, + d X 

Q d & 
--/n-----'-1... 

6 0S s,, - 6,, s,, 
Ţinând seama de relaţiile 

7.41 şi 7.42, capacitatea 
condensatorului este: 

s0S(6, - 6,) 
C= 2 I 

6 
d ln ----2. 

&~ (7.44) 
Fig.7.10 Dielectric in câmpul 
electric al unui condensator 
plan 

b) Daca tensiunea la care 
se încarcă condensatorul este U, sarcina de pe 
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armăturile condensatorului este 
intensitatea câmpului electric 
condensatorului este: 

Q = CU şi atunci 
dintre armăturile 

cu 

(7.45) 

Cu aceasta intensitatea de polarizare P, devine: 

P = c0 {&,(x) - l)E(x) = c0(c,(x)-1) C\ -) = 
c0S&, .t 

-1 --cu( 1 ) 
s &,(x) 

Densitatea de sarcină de polarizare 
dielectricului,este: 

(7.46) 
în volumul 

. - CU l-:,, - &,
1 

pP = -divP = ----'--· ___,_ 2( ) = s d &, X 

(7.47) 
Densităţile de sarcină de polarizare de pe _ feţele 
dielectricului sunt: 

- (- -)I I E:,,·-1u(&,,-&,,) 
aP = -np P, - P1 = -P, = -&0 --- ( '\ 

i, - - .,=o _,,, ,=o &,, d 11t:::) 

(7.48) 
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Având densităţile de sarcină de polarizare în volum şi 
pe feţele dielectricului, ecuaţiile 7.47 şi 7.48, sarcina 
totală de polarizare va fi: 

f f 1&oU(&,, -&,,r dx 
Qp = ppdr+ (ap, + a,,,,)ds = ( , ( , 1 + 

V 5 ,_ -- o & I & - & I 

• d~ 1,6 :~J l&,, +~-
2 x) 
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CAPITOLUL 8. ELECTRICITATE 

Electrostatica. Sisteme de conductori. 
Electrostatics. lnteracting conductors. 

© CRISTEA PETRICĂ, 1999 
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8.1.Charge densities. Some explanations 
Densităţi de sarcină. Precizări 

Generally, in electricity and magnetism we are 
concerned with the generation of and with interactions 
between charge densities and electric currents. ln this 
section, our aim is to establish what is meant by these 
terms. Once we know what we are talking about, we 
are recognizing charge densities by the effects they 
produce. This is an important aspect, because just 
such effects are to be used to make physical 
measurements. 

Densită/ile macroscopice de sarcină (liniare, 
superficiale sau de volum) sunt funcţii de poziţie şi de 
timp (notate de obicei Â (r, t), a (r, t), p (r, t)) care 
caracterizează, într-un sistem de referintă dat şi la un 
moment de timp precizat, distribuţia, la scară 

macroscopică, a sarcinii electrice. Ele sunt, prin 
urmare, mărimi locale, definite în mod n naturar ca: 

1'!,.Q 1'!,.Q 1'!,.Q 
Ji,(f,t) = -, a(f,t) = -, p(f,t) = -

!'!.I 1'!..S !'!.V 
(8.1) 

unde L1Q este sarcina electrică distribuită pe elementul 
de curbă LJ./, respectiv pe elementul de suprafaţă LJ.S, 
sau în elementul de volum L1 V, reperate prin vectorul 
de poziţie. Dacă L1/, L1S, L1 V au valori mult mai mici 
decât lungimea, suprafaţa, respectiv volumul 
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sistemului macroscopic analizat, atunci vom obţine o 
descriere 
rezonabilă a distribuţiei sarcinii electrice utilizând 
relaţiile (8.1 ). Cmd densităfile de sarcină nu depind de 
timp ele se numesc staţionare. 

Acum, dorind să mărim acurateţea descrierii, ne 
putem întreba dacă are sens să considerăm densităţile 
de sarcină ca limită a rapoartelor (8.1 ), când L11, L1S, L1 V 
tind către zero. Sarcina electrică este cuantificată 

(modulul cuantei de electricitate fiind egal cu sarcina e, 
asociată protonului), aşa că, cel puţin la prima vedere, 
ar urma că densităţile de sarcină obţinute în urma 
procesului matematic de trecere la limită au valori 
infinit de mari. Acest impas nu este unul matematic; in 
fizică el comportă dificultăţi conceptuale a căror sursă 
este tendin/a de a localiza (intuitiv, clasic) sarcinile. În 
realitate putem discuta numai despre probabilitatea ca, 
la un anumit moment, o cuantă de sarcină electrică să 
ocupe un anumit domeniu spaţial. Acesta este un fapt 
experimental, care trebuie acceptat, şi ale cărui 

semnificaţii au fost revelate prin analiza cuantică a 
fenomenelor. Fără a intra în detalii, admiţând că 

această probabilitate este o funcţie continuă de poziţie 
şi de timp, proporfională cu măsura domeniului spa[ial, 
putem înţelege, intuitiv, densităţile microscopice de 
sarcină, ca funcţii de poziţie şi de timp, definite prin 
limita rapoartelor (8.1 ), limită care, în aceastâ 
accepţiune, are valori finite. 
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8.2. Surface charge density. Avoiding the 
ambiguities. 
Densităti superficiale de sarcină. Evitarea 
ambiguitătilor 

O sursă frecventă de erori în rezolvarea 
problemelor care implică densităţi superticiale de 
sarcină, o reprezintă abaterea (mai mult, sau mai puţin 
sesizabilă) de la definiVa acestora. În continuare, vom 
prezenta cîteva dificultăţi introduse de unele definiţii 

•originale• ale densităţii superficiale de sarcină. 
8.1. Suppose we have an ideal conductor, with 

an inner cavity, in electrostatic equilibrium The cavity 
contains a point charge at rest. ln these conditions, we 
a/so have two surface charge densities: one of them 
on the inner surface and another on the outer surface 
of the conductor. The discussion be/ow shows that 
some deviations from the correct definition of the 
surface charge density, not only produce confusion, 
bi.Jt lead to meaningless prob/ems. 

Să considerăm, ca prim exemplu, un conductor 
aflat în echilibru electrostatic. Conductorul conţine o 
cavitate în care se găseşte o sarcină punctiformă Q 
(Fig. 8.1). În aceste condiţii, sunt generate două 
distribuJii superficiale de sarcină: una pe fata interioară 
(o;), alta pe suprafaţa exterioară (oe)- A defini o sumă 
de tipul u= ai + ae este ceva fără noimă, pentru că 

această sumă nu este o densitate superficială de 
152 
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sarcină (suma de mai sus nu este, in general, o 
mărime local§). 

a 
e 

Fig. 8.1 Sarcina punctiformă Q, în repaus în interiorul cavităţii unui corp 
conductor (neuţru}, aflat în echilibru electrostatic, generează pe suprafaţa 
interioară (SJ şi exterioară (Se) densităţile superficiale de sarcină o; si 0 8 , 

dependente de poziţia elementului de suprafaţă. Sarcina totală distribuită pe 
faţa interioară este -Q, iar cea de pe fata exterioară Q. • 

În orice punct al suprafeţei interioare şi exterioare 
cîmpul electric este calculat cu relaţiile 

- a.(r) - a (r) 
E.(r) = - 1-n.(r), E (r) = e jj (r), unde n,. şi 

, 
6 

, e 6 e 
o o 

n
9 

sunt versorii normalelor locale la suprafaţa 

interioară şi exterioară (dirijate către interiorul cavităţii, 
respectiv spre exteriorul conductorului). Dacă 

expre8iile analitice care descriu forma suprafeţelor 

sunt cunoscute şi poziţia sarcinii este precizată, legile 
electrostaticii permit calculul densităţilor superficiale şi 
deci al câmpurilor electrice în fiecare punct al 
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suprafeţelor. Nu este deci necesară introducerea unei 
densităţi totale de sarcină superficială. 

8.2. We are considering now an endlessly 
extended conducting plate (but with finite thickness !), 
in electrostatic equilibrium. The left and right surface 
charge densities are related to the electric field in the 
Jeff and right regions. Generally, these two densities 
are different. Therefore, any question seeking for the 
electric fie/d, calculated with the "total charge density" 
a5+ad, without making additional assumptions, is a 
meaningless question. 

Dificultăţi similare apar şi atunci când, aparent, 
introducerea unei densităţi superficiale totale de 
sarcină nu contravine caracterului local rezultat din 
definiţia corectă. Să considerăm o placă metalică, 
plană, extinsă infinit, aflată în echilibru electrostatic 
(Fig. 8.2). În cele ce urmează este important să ne 
concentrăm atenţia asupra modului în care sunt 
modificate raţionamentele uzuale, datorită grosimii 
nenule a plăcii conductoare. Acest sistem electrostatic 
are de asemenea două suprafeţe pe care, în general, 
densităţile superficiale de sarcină ( 0 8 şi ad) au valori 
diferite. 

Unii autori de probleme, şi uneori de manuale, 
formulează enunţuri (incorecte!) de forma: 
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:,:.::·::·::.::,'·; 

as ----,3\t'0\Atf ;/ c;i 
- ;;:: ~~i~ 

Fig. 8.2 O placli metalică, plană, infinită, are douli suprafeţe. Spaţiul este 
împărţit în trei regiuni: cea din stânga, cea interioară (unde câmpul electric 
este nul) şi cea din dreapta. 

" .. . ştiind că placa metalică este incărcata unifonn cu 
densitatea superficială de sarcină a, să se determine 
câmpul electric in regiunea din stânga şi din dreapta". 

Are placa grosime nulă? Dacă nu, prin densitate 
superficială de sarcină începem să bănuim, la 
nîndemnu1• autorilor, că ar trebui să înţelegem o sumă 
de tipul os + ad . Chiar şi aşa, această problemă 

simplă nu se poate rezolva decât făcând ipoteza 
suplimentară că os = od = o/.2. Precizarea că placa 
este încărcată uniform nu justifică însă o asemenea 
presupunere, pentru că os + aer-const., nu implică în 
general os = Od- Mai departe, utilizând teorema lui 
Gauss, autorii obţin expresiile pentru câmpuri: 

Es,d = + 2; nd. 
o 
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Conchidem că singura presupunere acceptabilă 

(compatibilă cu rezultatul final obţinut de autori) este 
aceea că sarcina electrică este riguros distribuită într­
un plan (caz în care placa nu mai este metalică !). 

8.3. A fundamental principie: The principie of 
superposition 
Un principiu fundamental: principiul 
superpozipei liniare 

În cele ce urmează, vom ilustra puterea acestui 
principiu fundamental, cu ajutorul unui exemplu 
simplu, important prin aplicaţiile sale. 

8.3. A physical law is usually established 
experimentally, and only over a limited range of 
situations. Because of this, a fair physicist always 
exerts caution when a law is tobe applied outside this 
range. Even when we expect a law tobe a good one, 
we must have "an open eye" for the disagreements 
with experiment which might, in some cases, indicate 
its breakdown. Fortunate/y, even for high density of 
electromagnetic energy, the principie of superposition 
stil/ applies, and there are little doubts about its 
correctness. This principie states that, when more than 
two point charges interact, to find the resu/tant of the 
forces on any one charge, the vector sum of al/ the 
individual forces due to al/ the others must be taken 
into account. 
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ln the next, with the help of the example just 
completed (8.2), an important application of the 
superposition principie is presented. This example 
deals with a system of two conducting parai/el plates. 
When applied, the principie of superposition shows 
that the fields can be cancelled in regions outside the 
plates, but reinforced between them. 

Să considerăm o placă metalică, plană, infinit 
extinsă, plasată în vid, în afara influenţei unor câmpuri 
electrice exterioare. Presupunem că placa este în 
echilibru electrostatic şi este încărcată electric. În 
asemenea condiţii, densităţile superficiale de sarcină 
pe cele două feţe nu depind de poziţie şi vor fi egale, 
adică os = Od- Câmpul electric în exteriorul plăcii este, 
în fiecare regiune, uniform şi are valoarea 

a 
E d = +_sf_nd. ~uprapunem, peste câmpul produs 

s, & 
o 

de placă, un câmp electrostatic exterior Eext' uniform, 

a cărui direcţie este perpendiculară pe planul plăcii. 

După stabilirea stării de echilibru electrostatic, câmpul 
electric, în fiecare regiune, este obţinut, conform 
principiului superpozifiei liniare, prin adunarea celor 
două contribuţii, adică: 

(8.2a) 
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Aceasta înseamnă că noile densităţi superficiale de 

sarcină <J/ d satisfac relaţiile: 
s, 

(j'/ 

El =+~dr, (8.2b) 
s,d 1:: d 

o 
Analizând ecuaţiile (8.2a) şi (8.2b), constatăm că 

E1 d = O atunci când s, 

- (j'd-

Eext = ±·--;-nd (8.2c) 
o 

În asemenea condiţii, densitatea superficială de 
sarcină a feţei din stânga, sau a celei din dreapta, 
după caz, se anulează (ecuaţia 8.2b), iar densitatea de 
sarcină a feţei din dreapta (sau din stânga, după caz) 
devine (datorită conservării sarcinii electrice): 

I 
<J d,s = 2u d (8.2d) 

Un câmp exterior de forma (8.2c) poate fi produs 
introduc@nd o nouă placâ metalică, paralelă cu prima, 
încărcată electric, având pe cele două feţe, în absenţa 
celei dintâi, densităţi egale de sarcină egale cu -ud 

(Fig. 8.3). Sistemul astfel format este numit 
condensator cu plăci plan-paralele. Repetând 
raţionamentul pentru a doua placă, ajungem, cum era 
de aşteptat, la concluzia că intre armăturile 

condensatorului câmpul electric este uniform şi are 
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I 
a =O s 

Fig. 8.3 Densităţile superficiale de sarcină asociate feţelor unui condensator 
ideal, cu plăci plan-paralele, încărcat electric. 

a 
valoarea 2 _sJ_ nd, iar in exteriorul condensatorului 

E • 
o 

câmpul electric este zero. 

8.4. A reciprocation theorem 
O teoremă de reciprocitate 

Să considerăm un sistem format din N sarcini 
electrice punctiforme, aflate în repaus, în vid, distanţa 
între două sarcini Oi, Oj, fiind notată Rij. Înlocuim 
sarcina Ot cu o sarcină punctiformă, arbitrară, Q'1, 
plasată în aceeaşi poziţie şi calculăm energia 
electrostatică de interacţie a sarcinii Q'1 cu restul 
sarcinilor din sistem. Obţinem: 

o1o o1o o1o 
K 1 2 + K 1 3 + .. . K 1 N = o{ v1 (8.3a) 

R12 R13 R1N 
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unde K = 114ne iar V1 reprezintă, potrivit principiului o 
superpoziţiei liniare, potenţialul punctului 1, sumă a 
potenţialelor parţiale KQ;IR 1; (i*1 ), generate în acelaşi 
punct 1, de restul sarcinilor din sistem. Dacă am fi 
înlocuit sarcina 02 cu o sarcină punctiformă, arbitrară, 
0'2, plasată în acelaşi punct, am fi obţinut: 

o1o o1o o1 o 
K 2 1 +K 2 3 + ... K 2 N =0~V2 (8.3b) 

R21 R23 R2N 
Repetând raţionamentul pentru fiecare sarcină Oi a 
sistemului iniţial, înlocuită cu o sarcină punctiformă, 
arbitrară, Q';, plasată în acelaşi loc, obţinem câte o 
ecuaţie de forma (8.3). Suma tuturor termenilor din 

N 
membrul drept al egalităţilor are valoarea L o( V . . 

. 1 / / 
I= 

Pe de altă parte, suma tuturor termenilor din membrul 
stâng al egalităţilor, poate fi scrisă, după cum se poate 
verifica uşor prin calcul direct (grupând convenabil 
termenii şi folosind principiul superpoziţiei liniare a 

N 
potenţialelor), sub forma I Q .v! . Aşadar, trebuie 

. 1 / / 
I = 

să aibă loc egalitatea: 

N I N I 
I O.V.= I O.V. 
·1 11 ·1 11 
I= I= 

(8.4) 

cunoscută şi sub numele de teorema de reciprocitate a 
lui Green. 
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Deşi deosebit de simplă, această teoremă 

importantă are consecinţe interesante. Mai întâi, vom 
arăta că valabilitatea teoremei poate fi extinsă la cazul 
echilibrului electrostatic al unui sistem de N conductori 
care interaţionează electric (Fig. 8.4). 

Vom analiza două stări de echilibru electrostatic 
ale acestui sistem: în prima dintre ele, sarcinile 
conductorilor sunt Q; şi potenţialele asociate V;, iar în 
cea de-a doua, sarcinile sunt Q'; iar potenţialele 

corespunzătoare V';. (atenţie: odată precizate sarcinile, 
potenţialele sunt determinate; reciproc, odată precizate 
potenţialele, sarcinile sunt determinate). Considerăm 
pe suprafaţa fiecărui conductor 0 i" o suprafaţă 

infinitezimală dS;, sarcina de pe această suprafaţă 

fiind dQ; (în prima stare), sau dQ'; (în a doua stare). 
Pentru aceste sarcini infinitezimale (punctif9rme) este 
valabilă teorema de reciprocitate, adică: 

N I N I 
I: V. dQ. = I: V.dQ. (8.5) 

• ◄ 'I. ➔ I I 
I= I / = I 

În oricare dintre cele două stări de echilibru 
electrostatic, punctele aparţinând unui conductor 
arbitrar sunt echipotenţiale şi, prin urmare, poziţia pe 
suprafaţă a elementelor infinitezimale de sarcină este 
irelevantă. Aceasta înseamnă că putem integra termen 
cu termen în membrul stâng şi în cel drept al egalităţii 
(8.5), rezultatul final fiind, evident, o egalitate formal 
identică cu egalitatea (8.4). 
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Fig. 8.4 Sistem de N conductori care interaţionează electric, aflaţi în 
echilibru electrostatic. 

Acesta este însă un rezultat mai puternic, pentru că el 
se extinde asupra unor sisteme arbitrare de conductori 
aflaţi în echilibru electrostatic. În continuare, vom 
utiliza această teoremă şi vă vom arăta cum puteţi 
obţine, pe o cale foarte simplă, rezultate relevante în 
multe situaţii electrostatlce de interes experimental (şi 
nu numai!) 

Consequences. Capacitance of a conductor 
without interaction with other bodies 
ConsecinJe. Capacitatea electrică a 
conductorului izolat 
Primul exemplu se referă la noţiunea de 

capacitate electrică a unui conductor izolat. 
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8.4. When an uncharged finite conductor remote 
from other bodies is given a charge Q, its potential is 
raised from zero to a certain value, V (we consider that 
the potential vanishes at infinity). Prove that, for a 
given conducting body, the value of the ratio QN is a 
constant. This constant depends only on the geometry 
and is cal/ed the capacitance of the conductor. 

Considerăm un singur conductor, izolat de 
influenţe electrice exterioare (prin aceasta înţelegem 
că potenţialul conductorului depinde numai de sarcina 
sa electrică). Fie două stări de echilibru electrostatic, 
caracterizate prin sarcinile şi potenţialele Q, V, 
respectiv Q', V'. Conform teoremei de reciprocitate, are 
loc egalitatea: 

av1 = o1 v (B.6J 
Cum sarcinile în cele două stări sunt arbitrare, rezultă 
că, pentru un conductor izolat, aflat În echilibru 
electrostatic, raportul QN este o constantă specifică 
sistemului. Această constantă, notată, de obicei, C, 
poartă numele de capacitate electrică a conductorului 
izolat. 
Observatie: Întrucât potenfialul electric este determinat 
până la o constantă arbitrară (potenfialul punctului de 
referinţă), defini/ia C=ON este aplicabilă doar dacă ne 
referim la situaţia În care V=O corespunde unei sarcini 
nule pe conductor. În caz contrar, cu o altă alegere a 
referinţei potenţialului, vom avea C=dO/dV, adică 
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variaţia sarcinii conductorului este direct proporfională 
cu variaţia potenţialului acestuia. 

8.5. We know, in practice conductors are rarely 
isolated, buf are influenced by other systems which 
could be of either conducting or insu/ating material. 
Therefore, charges on any one of the bodies will affect 
the charge distribution on al/ the others. ln this case 
we have a very complicated set of equations 
describing how the potentia/ and the polarization are 
inf/uenced. 

Although the results of this app/ication wi/1 nat be 
used until application 8.9, it is convenient to consider 
them here for didactica/ purposes. We consider the 
important situation where only one other conductor is 
near enough to influence the original conductor. A 
charge Q is given to the first conductor. Let, in this 
situation, V2 be the potential of the second conductor. 
Suppose now we remove the charge from the first 
conductor and transfer it to the second. ln this new 
situation, find the potential of the first conductor. 

Fie doi conductori care interacţionează electric. 
Într-o primă situaţie de echilibru electrostatic, primul 
conductor are sarcina Q, al doilea este neutru. 
Potenţialul primului conductor este Vt, al celui de-al 
doilea V2. Într-o altă situaţie de echilibru electrostatic, 
primul conductor este neutru iar al doilea poartă 

sarcina Q (aceeaşi cu cea pe care, în prima situaţie, o 
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purta primul conductor). Potenţialele sunt V't, 
respectiv V'2. Teorema de reciprocitate afirmă că are 

loc egalitatea avj + O-V~ = O-V1 + av2 , adică: 
I 
~=~ ~n 
Acesta este un rezultat foarte interesant. El nu poate fi 
uşor intuit. şi, aspect dosebit de important, este 
independent de forma conductorilor. 

8.6. Let us take N earthed, interacting 
conductors in vacuum. A point charge q is placed 
between the conductors. Find the induced charge an 
any one of the conductors. 

Considerăm N conductori care interacţionează 

electric, legaţi la pământ. Într-un punct P al spaţiului 
dintre conductori, este plasată o sarcină punctiformă q. 
Ce sarcini sunt induse pe fiecare din cei N conductori? 

Ne concentrăm atenţia asupra unuia dintre 
conductori, de exemplu conductorul j U=1, 2, ... ,N). Fie 
o a doua situaţie electrostatică, în care doar 
conductorul în cauză este deconectat de la pământ, iar 
sarcina q este îndepărtată. Folosim teorema de 
reciprocitate şi deducem egalitatea: 

I I I 0 1 -0+O2 -0+ ... +QN -0+0·Vp = 

I I =O1 -0+Q2 -0+ ... +QjVj +qVP 
(8.8) 
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Din această egalitate se obţine imediat că sarcina 
indusă pe conductorul j are valoarea: 

vi 
Q. = _ _E_ q (8.9) 

J v( 
J 

Pentru sisteme generale de conductori, acest 
raport se calculează dificil (prin utilizarea metodelor 
numerice). Însă, în unele cazuri particulare, calculul 
este cu totul elementar. De exemplu, dacă o sarcină 
punctiformă q se află la distanţa r de centrul unei sfere 
conductoare, de rază R, legată la pământ, V'p=K01/r, 
V1=K01/R, şi prin urmare, conform cu (8.9): 

R 
Q = --q (8.10) 

r 
Relaţia (8.1 O) ne arată că sarcina indusă pe 

sfera conductoare, legată la pământ, este dependentă 
de raza de curbură a suprafeţei şi are semn opus celui 
al sarcinii inductoare. Modulul celor două sarcini este 
acelaşi numai dacă toate liniile de câmp emergente 
din sarcina inductoare întâlnesc suprafaţa sferei 
conductoare, adică atunci când q este în interiorul 
suprafeţei care delimitează corpul conductor (ce putefi 
spune despre cazul in care q este localizată chiar pe 
suprafaţa exterioară a sferei conductoare?). Vă 

propunem să vă g@ndiţl la situaţia în care în punctul P 
se găseşte un electron, sau un proton. Nu este 
recomandabil să lucrăm cu alte particule elementare 
cu sarcină electrică, pentru că, după cunoştinţele 
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noastre actuale, ele sunt singurele particule, cu 
sarcină electrică, stabile. Orice altă particulă plasată în 
P se dezintegrează după un timp foarte scurt şi nu mai 
putem vorbi de echilibru electrostatic. Cum putem 
interpreta rezultatul (8.1 O)? 

8.8. Now let us apply the above method to some 
special situations concerning two earthed conductors 
where the induced charges Qi salfsfy ,Ii Oi =-q. For a 
parai/el-plate capacitor, a cylindrical capacitor or a 
spherical capacitor the ful/ calcu/afion of Q 1 , 2 is a 
matter of straightforward algebra. 

O situaţie interesantă este generată de sistemele 
cu doi conductori, în care, de exemplu, sarcinile Ot, 
02, induse pe cei doi conductori legaţi la pământ 
(Vt=O, V2=0), în prezenţa unei sarcini inductoare q, 
satisfac relaţia 01+02= -q (Fig. 8.5). Imaginăm o a 
doua situaţie de echilibru electrostatic a acestui 
sistem, situaţie în care conductorii nu mai sunt legaţi la 
pământ, dar au sarcinile al1, al2, iar în punctul P 
sarcina este nulă, adică q/=O. Conform teoremei de 
reciprocitate, are loc egalitatea: 

I I I I I O 1 V1 + Q 2 V 2 + qV p = 0 1 •O+ Q 2 •O+ O• V p = O 

Împreună cu ecuaţia: 
01+02= - q 

(8.1 ta) 

(8. 11b) 
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Q=O 

Fig. 8.5 în cazul în care sarcina inductoare se află în interiorul regiunii 
delimitată de suprafaţa exterioară a conductorului 2 şi suprafaţa interioară a 
conductorului 1, orice linie de câmp emergentă din q va intersecta fie 
suprafaţa conductorului 1, fie pe aceea a conductorului 2. Astfel, totdeauna, 
q= - (01+02). • 

obţinem un sistem de două ecuaţii cu două 

necunoscute, Q1, Q2. Soluţia sistemului se obţine prin 
calcule elementare. Pentru Q1 obţinem: 

vi -vi 
0 1 =-q ~ 7 

V1 -V2 

iar pentru Oz 
vi -vi 

p 1 
Q2 = -q I I 

V2-V1 

(8.12a) 

(8.12b) 

În cazuri particulare, relevante în aplicaţii 
practice, potenţialele vi 1, vi 2, vi p, în cea de-a doua 
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situaţie electrostatică, se calculează simplu. Această 
situaţie intervine ori de câte ori sistemul generat de cei 
doi conductori are un grad înalt de simetrie spaţială-. În 
asemenea cazuri, teorema lui Gauss permite calculul 
comod al dependenţei câmpului electric de vectorul de 
poziţie, dependenţă din care se obţine imediat 
dependenta potenţialului de poziţie. Exemple de 
asemenea sisteme sunt: sarcină plasată între: a) două 
plăci metalice, plan-paralele, legate la pământ; b) doi 
cilindri metalici, infiniţi, coaxiali, legaţi la pământ; c) 
două sfere metalice, concentrice, legate la pământ. În 
aceste cazuri obţinem: 

a) distanţa între plăci fiind d, iar distanta de la 
sarcina q la prima placă x 

d-x x 
Q1 = -q-d-' Q2 = -q d (8.13a) 

b} razele cilindrilor fiind Rt, respectiv R2 
(R1<R2), iar q plasată la distanţa rde axa comună: 

1nlR2 Ir) lntA1 / r) a1 = -q t,:., )' a2 = -q t,:., ) (8.13b) 
lnv-12 / R1 lnv-11 / R2 

c) razele sferelor fiind Rt, respectiv R2 (R1<R2), 
iar q la distanţa rde centrul comun: 

Q ~ -q 11\R2 _,), Q ~ -q ~~ -R1) (8.13c) 
1 rR -R 2 r -R 

2 1 2 1 
Dacă în egalitatea (8.5) se adună I,QjVj îh ambii 

membri, se obţine: 
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~ a.(v. +v!)= ~ (a. +a()v. (B.14) 
i= 1 I I I i= 1 I I I 

Aşadar, dacă sarcinile Ot, 02, ... , ON, generează o 
situaţie în care potenţialele cohductorilor sunt V 1, 
V2, ... , VN, atunci sarcinile 01+d1, 02+d2, ... , 
ON+dN, vor genera o situaţie în care noile potenţiale 
vor fi V1+Vl1, V2+Vl2, ... , VN+VIN. Această situaţie 
decurge din valabilitatea principiului superpozijiei 
liniare. Rezolvarea multor probleme, aparent 
complicate, devine deci deosebit de simplă în acele 
cazuri în care se cunosc soluţiile pentru stările care, 
prin superpoziţie, generează starea analizată. 

8.9. We now return to a consideration of N 
conductors interacting in vacuum. When applied, the 
principie of superposition through potential coefficients 
(elastances) or mutual capacitances completely 
describes how the charges on any one of the bodies 
are related with the potential of conductors. 

Considerăm din nou un sistem de N conductori 
cu formă fixă, iniţial neutri, care interacţionează 

electric. Presupunem fixată configuraţia spaţială a 
sistemului. 

Dacă, într-un mod oarecare, unul dintre 
conductori, j, primeşte o anumită sarcină electrică, 

aceasta va afecta, într-un mod bine precizat 
(dependent de configuraţia geometrică a sistemului şi 
forma suprafeţei conductorilor), potenţialele Vi ale 
tuturor celorlalţi conductori. O asemenea schimbare a 
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stării electrostatice a conductorilor este măsurată de 
limita (.dQj~0) raportului ..1 V;l..1Oj între variaţia L1 Vi a 
potenţialului conductorului i, produsă de variaţia L1Oj a 
sarcinii conductorului j. Această limită are dimensiunile 
(capacitate electrică)-1 şi se numeşte coeficient de 
potenţial Sij asociat perechii (i,j), sau elastanţă 

mutuală. Potrivit aplicaţiei 8.5, elastanţele mutuale 
satisfac egalitatea importantă Sij=Sp. 

Folosind principiul superpoziţiei liniare (în forma 
8.14), deducem că: 

v1 = 811°1 + 8 21°2 + ••• + 8 N1°N 

V2 =S12°1 +S22°2 + ••• +SN2QN 
(8.15a) 

Elastanţele mutuale sunt mărimi pozitive. Acest 
fapt poate fi înţeles, observând că, de exemplu, o 
sarcină pozitivă, arbitrară, plasată pe oricare dintre 
conductori, va conduce la mărirea potenţialelor 

celorlalţi conductori. Putem inversa problema, 
considerând ca necunoscute în sistemul de ecuaţii 

(8.15), nu potenţialele, ci sarcinile conductorilor. În 
asemenea condiţii, obţinem: 
0 1 =C11v1 +C21v2 + •.• +CN1VN 

0 2 = c12v1 +C22v2 + ••• +CN2VN 
(8.15b) 

------- ----------- ----
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Cantităţile Cij au dimensiunea de capacitate 
electrică. Când i=j, aceste constante se numesc 
coeficienţi de capacitate, sau seif-capacităţi. 

Astfel, Cii (i=1 ... N) este definită ca raportul dintre 
sarcina Q; şi potenţialul V; al conductorului 11 i11

, atunci 
când ceilalţi conductori sunt prezenţi, dar au potenţial 
nul (sunt legaţi la pământ). Din această definiţie 

decurge că C;i>D. Dacă i:;i=j, coeficienţii Cij se numesc 
coeficienţi de inducţie sau capacită/i mutuale. 

Din ecuaţiile sistemului (8.1 Sb) se obseNă că 
mărimile Cij reprezintă raportul dintre sarcina Oj 
indusă pe conductorul j şi potenţialul V; al 
conductorului i, când toţi ceilalţi conductori, cu 
excepţia lui i, sunt legaţi la pământ. Sarcina indusă are 
totdeauna semn opus sarcinii inductoare, astfel că, 

totdeauna, C;psO. Tot din (8.15a) şi (8.15b), deducem 
că C;J sunt, în determinantul ~ al sistemului (8.15a), 
cofactorii mărimilor Sij, divizaţi prin valoarea lui ~. 
adică, de exemplu: 

8 22 5 32 5 N2 
1 5 23 5 33 5 N3 

C11 = L'l ... 
5 2N 5 3N ... 5 NN 

(8.16.a) 

172 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



521 531 5N1 
1 

c12 = c21 = - i1.. 
523 533 5N3 

52N 53N 5NN 
unde: 

811 8 21 8N1 

~= 
812 8 22 8 N2 (8.16b) 

81N 82N 8NN 
8.1 O. Consider the situation where only one 

other conductor is near enough to influence the first 
conductor. Suppose that the charges on the two 
conductors are equal (in magnitude) and opposite. 
Such an arrangement is known as an capacitor or 
condenser. Show that there is a constant C, so that 
O=C(V 1-V 2) where 0=0 1 . This constant a/so 
depends on/y on the geometry and is cal/ed the 
capacitance for a given pair of conductors. Oescribe C 
in terms of self-capacitances and mutual capacitances. 

Note that an experiment in which O is measured 
by a ballistic galvanometer and V 1 - V 2 by a 
potentiometer can easily be performed in the 
laboratory. Their proportionality, and thus the. 
constancy of C can be verified with high accuracy. 

În continuare vom studia un sistem de doi 
conductori care interacţionează electrostatic, sistem pe 
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care îl numim condensator electric. Vom considera că 
primul conductor poartă sarcina Q, iar al doilea o 
sarcină egală în modul, dar de semn contrar, -Q. 
Sistemul (8.15b) este format în acest caz din două 
ecuaţii: 

0 = c11v1 + c21v2 

- 0 = c12v1 + c22v2 
(8.17) 

Ne întrebăm dacă există o constantă C, specifică 
sistemului format de cei doi conductori, astfel încât 
O=C(V1-V2). Înlocuind în ecuaţiile (8.17), obţinem un 
sistem liniar şi omogen în necunoscutele V1, Vz 

l c11 - cJv1 + l c12 + c Jv2 = o 
( ) ( ) 

(8. 18) 
c21 +c v1 + c 22 -c v2 = o 

Sistemul (8.18) are o soluţie diferită de cea banală 
(V1=D, V2=D), numai dacă determinantul sistemului 
este nul, adică L1=0. Această condiţie este satisfăcută 
când constanta Care valoarea: 

2 
c11c22-c12 C = --·~~~-- (8.19) 

C 11 + C 22 + 2C 12 

Dacă, în plus, conductorii sunt identici, atunci 
C11=C22. Obţinem: 

C-
_C11-C12 

2 
(8.20) 

Dacă al doilea conductor este legat la pământ, atunci 
V2=D. În asemenea condiţii, din (Vll.18), deducem că 
C11= -C21. Din (8.20) rezultă imediat că C=CJ J. 

------·--------- ----
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8.11. Making an estimate of elastances. ln 
principie, we can find the value of C for a given pair of 
conductors by imagining a charge O transferred from 1 
to 2, and calcu/ating the resu/tant potential difference. 
However, in practice it is possible to carry out accurate 
theoretical calculations only for some simple 
geometry. Suppose we have two conducting spheres 
of radii R 1 and R 2 . The distance r between their 
centers satisfies r» R 1 , 2 . ln these conditions, 
estimate the e/astances. 

Există cazuri în care distanţa între conductorii 
care interacţionează electric este mult mai mare decât 
propriile lor dimensiuni. În asemenea circumstanţe, 
elastantele şi coeficienţii oe capacitate se pot evalua 
uşor, cu precizie destul de mare, fără a apela la 
metode numerice. Un asemenea exemplu este oferit 
de două sfere metalice, cu distanţa r între centre, muit 
mai mare decât razele lor R1 2- Neglijând contribuţiile , 
dipolare la valoarea potenţialului (acestea sunt 
proporţionale cu r2>, potenţialele sferelor încărcate cu 
sarcinile 01, 02, vor fi: 

o o 
V =K-1 +K__g_ 

1 R r 
1 

o o 
V =K-1 +K__g_ 

2 r R 
2 

(8.21) 

Cornparând cu (8.14a), deducem că elastantele au 
următoarele expresii: 
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1 1 
s11 = K R1 = c1 

1 
512 = 5 21 = K-;: 

1 1 
S22 =K-=­

R2 C2 

(8.22) 

Înlocuind egalităţile (8.21) în (8.1 Sa), se 
::.:::!c'..!!ează coeficienţii de capacitate şi de influenţă: 

(8.23) 

În aceste condiţii, relaţiile (8.19) pot fi utilizate pentru a 
evalua capacitatea r. ::i .;::i<::t0 m! d! !! format de cel dol 
conduciori. 

Tiebuie să observăm că, -:n ge~~p~, 
I 11v1U1 1 un 

asemenea sistem nu reprezmtă un condensator cu 
influentă totală. 
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CAPITOLUL 9 OPTICĂ 

Viteza de fază şi viteza de grup; Interferenţa 

pachetelor de undă 

Phase velocity and group velocity ; lnterfernce of 
wave packets. 

© ANDREI BELEA, 1999 
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9.1.A The propagation of a polychromatic wave (a 

wave packet) in a dispersive medium il/ustrates the 

difference between the group and wave velocity 

concepts. Hereafter we sha/1 symbolise them by U and 

V respectively. Using w and k to mean the angular 

velocity and the wave vector modulus, we note the 

following definitions: 

(9.1) 

lf n represents the absolute refractive index of a 

dispersive medium (n = cN, c being the speed of light 

in vacuum) where a wave of wavelength ;i, propagates, 

show that the fol/owing relations hold 

U = V(1 + ;i, dn) 
n d)l 

1 1 /40 dn 
---·----

u V c d)l0 
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A,0 meaning the absolute (in vacuum) wavelength of 

wave involved. 

B. A point source emitting a polychromatic radiation is 

used as primary source in a Young interferometer. Let 

m specify the order of interference. We get a state of 

interference independent of Â (an achromatic fringe) 

for those orders of interference that satisfy the 

fol/owing (achromatic) condition 

om= o (9.3) 
oÂ 

The initial fringe system wifi undergo a displacement 

when we cover one hale of the device by a plane­

parallel plate. Suppose that g means the thickness of 

the plate, while n(Â) describes its dispersion 

properties. Show that one can manipulate the 

expression obtained for the displacement of an 

achromatic fringe, so as to emphasise on the tact that 

the interference of wave packets cannot take place 

unless there is simultaneous arriva/ of both 

participants on the spot of interaction (one can speak 

of space and time superposition). 
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9.1.A. Propagarea unei radiafii policromatice (pachet 

de undă) Într-un mediu dispersiv evidenfiază 

deosebirea Între viteza de grup Uşi viteza de fază V. 

Folosind pulsafia OJ şi modulul vectorului de undă k, 

sunt valabile următoarele definiţii: 

1~~~; (9.4) 

Dacă c exprimă viteza luminii in vid, n este indicele 

de refracfie absolut (n = cN) al unui mediu dispersiv În 

care lungimea de undă este simbolizată prin A, iar A-0 

reprezintă lungimea de undă În vid, demonstraţi că au 

loc relaţiile 

U=V(1+Adn) 
n d)., 

(9.5) 
1 1 A-0 dn 

= -----u V c dAo 

B. Un izvor punctiform, plasat În planul de simetrie al 

unui dispozitiv Young, emite o radiaţie policromatică. 

Fie m un ordin arbitrar de interferenţă. Vom obţine o 
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stare de interferentă independentă de Â (franje 

acromate) pentru toate ordinele m care satisfac 

condifia de acromatism 

(9.6) 

Dacă acoperim una dintre fantele dispozitivului cu o 

lamă transparentă de grosime e, confecfionată dintr-un 

material dispersiv având n = n(Â), sistemul de franje va 

suferi o deplasare. Arătaţi că expresia deplasării unei 

franje acromate poate fi folosită pentru a evidenţia că 

interferenţa grupurilor de undă nu poate avea loc decât 

dacă acestea ajung simultan in acelaşi punct (suferă o 

suprapunere spafio-temporală). 

REZOLVARE 
Pornind de la conţinutul conceptelor desemnate prin 

viteza de grup şi viteza de fază, lectura întregului text 

al problemei propuse ne conduce la ideea că între cele 

două părţi (notate A şi B) există o corelaţie. Astfel, 

prima parte avansează forma unor relaţii clasice (care 

trebuie demonstrate), în timp ce a doua parte, 
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invocând propagarea grupurilor de undă, va implica 

folosirea uneia dintre aceste legături. 

9.1.A. Rezolvarea se bazează pe combinaţia a trei 

elemente: procedura de schimbare a variabilelor, 

tehnica derivării funcţiilor compuse şi utilizarea unor 

relaţii fundamentale din optica fizică. 

i) Demonstraţia primei relaţii propuse are loc în două 

etape: 

Începem prin a schimba variabilele (k, (J)), din 

definiţia lui U, în (Â, V) care reprezintă varabilele 

expresiei (finale) care trebuie demonstrată. Vom 

folosi următoarele relaţii fundamentale 

{

(J) = kV 

k = 2:rr 
Â 

De aici, avem succesiv 

d d • d 
u = dk (J) = dk (Vk) = V + k dk (V) 

(9.7) 

=V+ 2 :rr d (V)= V -Â ~ V (9.B) 
2 2nd{1) d2 

Â 
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- În ultima expresie, forma relaţiei la care trebuie să 

ajungem sugerează evidenţierea apariţiei vitezei de 

fază V ca factor comun. Apoi, în paranteza care 

rezultă, trebuie să ţinem seama de definiţia indicelui 

de refracţie, n=cN. Astfel, găsim 

În sfârşit, efectuând derivarea lui n·1, ajungem la 

următoarea relaţie finală 

Âdn 
U = V(1+---) 

ndÂ 
(9.10) 

Acest rezultat scoate În eviden/ă două aspecte: 

- În medii nedispersive (n =const. ⇒ dn = O), 
d}., 

viteza de grup este egală cu viteza de fază. O 

consecinţă importantă este că orice grup de undă îşi 

păstrează indefinit de mult timp forma iniţială (cu alte 

cuvinte, în medii nedispersive, grupurile de undă nu 

se "destramă"). 
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- În medii cu dispersie normală (caz în care dn < O) 
d}. 

viteza de grup este întotdeauna mai mică decât viteza 

de fază (U < \I). 

ii) Pornim de la relaţia k = wN, pentru a scrie 

__!_ = dk = _!!__(w) = __!_+ lV _!!__(n) 
U dw dw V V c dw 

(9. 11) 

unde am implicat şi definiţia n = cN. 

Pentru spaţiul vid, notând prin k0 modulul vectorului 

de undă asociat pulsaţiei w, avem 

2nc 
w=Ck0 =-

Âo 

de aici 

d 21rc d 
-=---=----

încât, în final 

1 1 Â0 dn 
-=------

u V c d,1,0 

(9.12) 

(9.13) 

(9.14) 

b) Situaţia descrisă în enunţul problemei este ilustrată 

în desenul următor. Potrivit teoriei ondulatorii, urmând 

principiul lui Huygens, în prezenţa sursei primare /, 
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fantele 11 şi 12 ale interferometrului Young devin sursele 

unor unde sferice secundare. Acestea repetă 

comportarea temporală a emisiei izvorului /. În cazul 

problemei, deoarece sursa I este policromatică 

urmează că izvoarele 11 şi 12 vor emite la rândul lor câte 

un pachet de undă. Ecranul E permite observarea 

rezultatului produs de suprapunerea (coincidenţa 

spaţială) undelor provenite de la 11 si 12 . 

M 

I 

Fig.9.1 Interferometrul Young 

Comentariu: 

În aranjamentul ideal (clasic) al interferometrului 

Young, se foloseşte ca sursă primară / un izvor 

monocromatic. Din acest motiv şi sursele secundare 11 

şi /2 vor emite radiaţii monocromatice. Potrivit analizei 

armonice (Fourier), implicaţia monocromaticităţii este 
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aceea că cele trei izvoare emit unde care trebuie să 

dureze nelimitat În timp. Cu alte cuvinte, atunci când 

sursele /, /1 şi 12 sunt monocromatice, emisia lor constă 

din trenuri de undă infinit lungi (sursele se află în regim 

de emisie permanentă). Este deci intuitiv că undele 

care ajung în punctul M (sau în oricare alt punct al 

ecranului E ) vor coexista (adică, vor coincide spaţio­

temporal) fără intervenţia nici unei condiţii speciale. În 

concluzie, pentru undele monocromatice coincidenţa 

spaţio-temporală a undelor în M se realizează în mod 

automat. 

În mod opus situaţiei standard, atunci când sursa I 

este policromatică, emisia ei constă În trenuri de undă 

cu lungime finită. Acelaşi lucru este avut în vedere 

atunci când se spune că emisia unui izvor policromatic 

constă în pachete de undă (expresie care sugerează 

la rândul ei durata finită a procesului de emisie). 

Analiza armonică poate fi din nou invocată pentru a 

susţine existenţa unei legături stricte între 

policromaticitate şi durata finită în timp a semnalelor. 

Urmând caracteristicile sursei primare /, sursele 11 şi /2 
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vor emite pachete de undă. Pentru ca aceste pachete 

să aibă şansa de a interacţiona (prin interferenţă) în 

punctul Mal ecranului E, este evident că ele trebuie să 

se "suprapună". Din acest motiv studiul explicit al 

condiţiei de coincidenţă spaţio-temporală a pachetelor 

de undă este semnificativ pentru caracterizarea 

procesului de interferenţă în care acestea ar putea fi 

implicate. Este interesant să remarcăm faptul că, 

atunci când este vorba despre procese de interferenţă 

între pachete de undă, avem la dispoziţie două căi 

distincte pentru a analiza situaţia fizică. Una dintre 

acestea se sprijină pe conceptul de sistem de franje 

acromate, şi (în mod evident) se dezvoltă în "interiorul" 

teoriei ondulatorii. A doua reprezentare este de tip 

"mecanicist", apropiindu-se de stilul interpretării teoriei 

corpusculare a luminii. Din această perspectivă, 

procesul de interferenţă poate avea loc numai acolo 

unde se realizează coincidenţa spaţio-temporală a 

pachetelor de undă. Aşadar, partea a doua a 

problemei pe care o analizăm ne • propune să 
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demonstrăm echivalenţa celor două interpretări la care 

ne-am referit. 

Pentru a fixa ideile, să admitem că punctul M este 

astfel situat pe ecranul E încât diferenţa drumurilor 

optice ale celor două pachete de undă corespunde 

unui maxim. Astfel 

<5 = L1 - ( L2 - e) - n( Â )e = m1 (9.15) 

Din această relaţie găsim că ordinul de interferenţă m 

se poate scrie ca 

L1 - L2 + e(1 - n) 
m=------

,1, 
(9.16) 

În punctul M, condiţia de interferentă acromatică cere 

dm 
= 

d,1, 

1 [ 1 dn - - L - L + e(1 - n)]- - e - = O 
Â,2 1 2 A dÂ 

(9.17) 

Observaţii: 

- Potrivit expresiei anterioare, în medii dispersive 

(n = n(J.,)) nu există o franjă perfect acromată (a cărei 

existenţă este legată de verificarea condiţiei 
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(dm =O;V,1,). Totuşi, dacă folosim în mod explicit 
dJ 

funcţia de dispersie (de exemplu prin intermediul 

relaţiei Cauchy n = A+b!J.2';, atunci condiţia dmldJ. = O 

produce o valoare concretă a lungimii de undă Âa­

Spunem că franja acomată se realizează în jurul 

acestei lungimi de undă. 

- Notând cu [g] partea întreagă a expresiei g şi 

folosind forma explicită a lui m găsim 

m = [ e::J (9.18) 

Mediile de interes optic prezintă o dispersie mică. Din 

acest motiv, relaţia precedentă implică m = O. Aşadar, 

franja acromată este cea de ordinul zero. 

Pentru ca perechile de pachete de undă, emise de 

către fantele Young 11 şi /2, să coincidă spaţio­

temporal în M, trebuie ca "timpii de zbor'' pe distanţele 

L1 şi L2 să fie egali. 

Expresia lui dm/d},., se poate pune sub forma 
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~ L2 - e en( :l.,) ).,e dn 
- = -- + --------''---------'- - - -
C C C C d)., 

= L2 - e + n( ).,) e(1- ;i, dn) 
c c n dÂ 

(9.19) 

=L2 -e+_! 
C U 

Or, aşa cum am demonstrat anterior, în vid (mediu 

nedispersiv) pachetul de undă se deplasează 

păstrându-şi forma, cu viteza de grup Uvid· Trebuie 

deci să avem 

uvid = vvid = C (9.20) 

În consecinţă, relaţia dedusă din ecuaţia dm/d;i, = O 

devine 

L1 L2 -e e 
--=--+-
uvid LJvid LJ 

(9.21) 

ceea ce exprimă în mod exact condiţia de egalitate a 

timpilor de zbor pentru pachetele de undă care se 

propagă pe cele două căi ale interferometrului 

specificate prin L1 şi L2. Punând acest rezultat sub o 

formă succintă, scriem 

(9.22) 

corespunzător interpretării propuse În enunţ. 
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Amestecuri de lumină polarizată; Interferenţa în 
lumină polarizată 
9.2. A parai/el monochromatic light beam, produced as 

1 

shown in the above figure, fa/1s under an brewsterian 

angle of incidence, on the optic prism ABC. 

a) Let n mean the absolute refractive index of the optic 

prism. Find the required value for the angle B so that 

the transmitted beam crosses BC at right angle; 

b) Indicate a possible completion of the arrangement in 

order to bring thee two beams, marked as 1 and 2, to 

superposition and interference; 

c) Using, in a symbolic manner only, the reflection and 

refractive coefficients (Fresnel's coefficients) for the 
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amplitudes, write down the intensity ratio of the two 

emerging beams I/ 12; 

d) Indicate the supplementary optica! elements 

required to be used in the initial arrangement, in order 

to make the two emerging beams interfere with 

modulation factor equal to unity (nil minima). 

9.2. Fascicolul paralel monocromatic obţinut aşa cum 

1 

este ilustrat În figura alăturată, cade sub incidenţa 

Brewster pe prisma optică ABC. 

a) Considerând cunoscut indicele de refracţie n, 

determinaţi unghiul B pentru ca fascicolul transmis să 

străbată perpendicular faţa BC; 

------------------·----------
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b) Arătaţi cum trebuie continuat aranjamentul pentru 

ca fascicolele 1 şi 2 să se suprapună şi să interfere; 

c) Folosind formal coeficienţii Fresnel de reflexie şi 

transmisie pentru amplitudini, scrieţi raportul de 

intensitate intre cele două fascicole /,I 12; 

d) Arăta/i ce suplimentări trebuie aduse schemei 

experimentale pentru a obţine interferenţa cu grad de 

modulare unitar (minime nule). 

Rezolvare 

Sursele uzuale de lumină emit unde policromatice, 

incoerente şi nepolarizate (lumină naturală). În aceste 

condiţii, problema pune în discuţie o schemă 

experimentală care permite obţinerea unor fascicole 

coerente (prin diviziune de amplitudine) capabile de a 

produce fenomenul de interferenţă. 

După cum este ştiut, în cazul radiaţiei luminoase, 

pentru obţinerea fenomenelor de interferenţă, nu este 

suficient să dispunem de două (sau mai multe) 

fascicole coerente (facicule care prezintă o diferenţă 

de fază constantă în timp). Urmare a structurii 

vectoriale a câmpurilor optice (în care vectorii de câmp 

193 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



electric şi magnetic transportaţi de undele luminoase 

"vibrează" într-un plan perpendicular direcţiei de 

propagare a undei), coerenţa trebuie să se asocieze 

unor stări de polarizare identice pentru undele 

implicate (în acord cu observaţiile experimentale ale lui 

Fresnel şi Arago). 

Dacă ne referim la interferenta a două unde 

coerente, care au aceeaşi stare de polarizare, dar 

prezintă intensităţi distincte, 11 şi 12, atunci variaţia 

intensităţii în câmpul de interferenţă este dată de 

următoarea relaţie 

I = / 1 + / 2 + 2N, cos( <5) (9.23) 

în care o exprimă diferenţa de fază existentă între cele 

două unde în punctul de suprapunere (punctul de 

calcul). Cazul cel mai favorabil pentru observarea 

interferenţei se realizează atunci când cele două unde 

.coerente, polarizate similar, au intensităţi egale. În 

acest caz dacă notăm cu A amplitudinea uneia dintre 

unde atunci intensitatea în câmpul de interferenţă 

variată de la O la 4A2 (respectiv de la O la 4/1 pe scara 

intensităţilor). 
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Distribuţia intensităţii în câmpul de interferenţă poate 

fi prezentată şi sub forma 

I = (I 1 + I 2 X 1 + m cos( t5)) (9.24) 

unde 

N, 
m = 2--'---

11 + /2 
(9.25) 

defineşte gradul de modulare al franjelor. 

După cum observăm, vizibilitatea cea mai bună a 

câmpului interferenţial se obţine atunci când m = 1 

(minimele sunt nule). Această valoare a lui m exprimă 

modularea totală sau unitară a franjelor şi la acest 

fenomen se referă ultimul punct al problemei. 

Incidenţa brewsteriană pe suprafaţa de separare a 

două medii optice distincte are loc atunci când are loc 

relaţia (legea lui Brewster) 

tan(ib) = n2 (9.26) 
n1 

în care n, şi n2 desemnează indicele de refracţie al 

mediului de incidenţă, respectiv al celui de emergenţă, 

iar ib exprimă valoarea unghiului Brewster. 

--------- -·~·---
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Experimental (şi în acord cu formulele lui Fresnel), 

reflexia brewsteriană conduce la obţinerea unui 

fascicol reflectat care este total polarizat. Starea de 

polarizare este liniară. Vectorul electric al undei 

reflectate oscilează după o direcţie perpendiculară pe 

planul de incidenţă. Din această cauză, reflexia 

brewsteriană constituie una dintre modalităţile 

experimentale de obţinere a unei radiaţii total 

polarizate în mod liniar. 

a) Asociind invariantul Descartes n • sin(i) == const. cu 

legea reflexiei brewsteriene putem arăta că în acest 

caz, raza transmisă este perpendiculară pe raza 

reflectată. 

Potrivit indicaţiilor figurii precedente, putem scrie 

sau, deoarece v+ ib = 1r/2 

cos(v) cos(v) 
=---

sin(v) sin(t) 
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Fig.9.2 Geometria reflexiei la unghi Brewster 

încât unghiurile t şi v trebuie să fie egale. Aceasta 

impune u = ib . Reconsiderând relaţia v+ib = n/2, 

urmează ca şi u+v = n/2, aşa încât TO este 

perpendicular pe OR. Să exploatăm acest rezultat în 

legătură cu prisma ABC, unde OR se confundă cu 

direcţia fascicolului 1 iar OT cu cea a fascicolului 2. 

Pentru ca fascicolul 2 să traverseze perpendicular faţa 

BC a prismei trebuie ca unghiul 8 să fie complementar 

unghiului 802, care potrivit discuţiei precedente 

coincide cu u. Astfel, fascicolul 2 iese perpendicular pe 

faţa BC dacă unghiul B este egal cu v, ceea ce revine 

la a afirma paralelismul feţei BC cu direcţia razei 

reflectate OR. 
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b) • Fascicolele 1 şi 2 sunt obţinute prin divizarea 

amplitudinii fascicolului care cade pe fata AB a prismei 

optice. În mod suplimentar, fascicolele obţinute suferă 

şi fenomene de polarizare (mai corect spus, suferă o 

''filtrare" a stărilor de polarizare prin intermediul 

fenomenului de reflexie la unghi Brewster). Ca urmare, 

este suficient să realizăm o suprapunere spaţială a 

celor două fascicole emergente pentru a obţine 

fenomene de interferenţă. Una dintre modalităţile de a 

realiza suprapunerea spaţială, este aceea de a folosi 

două oglinzi plane dispuse aşa cum este ilustrat în 

figura de mai jos. 

Fig.9.3.Completarea geometriei de interferentă 
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Spaţiul haşurat cuprinde zona de interferenţă care este 

limitată de extensia laterală (deschiderea) fasciculelor. 

c) Fascicolele care ajung în zona de interferenţă 

provin dintr-un fascicol primar de lumină nepolarizată 

(este vorba despre fascicolul care cade pe faţa AB a 

prismei). Or, este ştiut că lumina nepolarizată poate fi 

reprezentată ca suprapunere a două componente 

ortogonal polarizate şi incoerente între ele. Să 

desemnăm prin a şi 1r componentele radiaţiei 

incidente pe faţa AB care sunt polarizate în planul de 

incidenţă respectiv, perpendicular pe acesta. 

Structura energetică a radiaţiei nepolarizate provine 

în părţi egale din cele două componente la care ne-am 

referit mai sus. Drept urmare putem scrie 

fa = f,r = fi 2 (9.29} 

Prin natura mărimilor conţinute, relaţia precedentă 

favorizează continuarea discuţiei cu referire la 

coeficienţii Fresnel energetici. Desemnând prin R şi T 

aceşti coeficienţi pentru reflexie şi transmisie, vom 

utiliza indicii a şi n pentru a identifica o anumită 

componentă de polarizare., 
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În cazul incidenţei brewsteriene, fascicolul emergent 

1 este format în întregime de radiaţie polarizată 1r . 

Cantitativ, aceast fascicol emergent nu preia totuşi 

decât o parte din componenta n, anume 

/1 = R,Jib)I,, = !R,,(ib)I 
2 

Cealaltă parte, adică 

I,,, = ! [1- R,,(ib)JI = ! T,,(ib )I 
2 2 

(9.30) 

(9.31) 

ajunge pe faţa BC (în ipoteza unei prisme fără 

absorbţie}, pe care o străbate în proporţia (energetică) 

12,, = r:(0)12,, = ! r;(o)T,,(ib)t (9.32) 
2 

La incidenţa Brewster, componenta a a radiaţiei 

incidente trece în întregime prin interfaţa AB, încât 

avem 

l1cr = _ţ T(T ( i b )I=!__ . (9.33) 
2 2 

în timp ce prin BC nu străbate decât procentul 

(9.34) 

În acest fel deducem că fascicolul 2, format energetic 
din contribuţia aditivă a celor două componente de 
polarizare, va avea intensitatea 
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l2 = l2u + l21r = 

~ [T;{o) + r;(O)T,Jib)]I 
(9.35) 

Raportul de intensităţi 11 112 se exprimă mai întâi ca 

(9.36) 

iar apoi se aduc la o formă finală folosind 

{

R(i) = r(i)r.(i) 

T(i) = n2 cos(~) t(i)f (i) 
n1 cos(1) 

(9.37) 

în care r şi t sunt coeficienţii Fresnel pentru 

amplitudini, iar O desemnează conjugarea complexă, 

se ajunge uşor la forma finală a raportului 11 112 . 

d) Discuţia anterioară ne ajută să identificăm 

elementele care, în cadrul aranjamentului propus de 

textul problemei, se opun obţinerii a două fascicole 

emergente a căror interferenţă să prezinte un grad 

unitar de modulare.Pentru fixarea ideilor, să 

presupunem că am realizat montajul descris la punctul 

(b). Potrivit comentariilor de la punctul (c) este clar că 

în structura fascicolelor 1 şi 2, polarizare de acelaşi tip 
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şi coerenţă nu prezintă decât componentele 11 = Rll 

(ib)/71 si 1271 = T/(0) T;r (ib)//2. Prin suprapunerea 

fascicolelor 1 şi 2, componentele menţionate, având 

intensităţi inegale, vor forma franje cu o vizibilitate mai 

mică decât cea optimă. În plus, contrastul tabloului 

interferenţial va fi diminuat în continuare prin 

iluminarea uniformă produsă de către componenta 

incoerentă şi polarizată ortogonal, care are 

intensitatea l2u = Tu'(O) 1/2. Astfel, pentru a obţine 

interferenta cu grad de modulare unitar putem spre 

exemplu să intercalăm un polarizor imediat după 

lentila L. În acest fel, pierdem jumătate din intensitatea 

luminoasă care ajunge pe faţa AB a prismei, dar 

câştigăm coerenţa fascicolelor emergente 1 şi 2. 

Aceste ·două fascicole trebuie aduse la aceeaşi stare 

de polarizare şi la aceeaşi intensitate, ceea ce se 

poate realiza obligându-le să treacă printr-o pereche 

de polarizori cu axele paralele şi având înclinări 

convenabile pentru a compensa diferenţele de 

intensitate (legea Malus). 
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10.1. Atomic hydrogen in gas state, forming a layer of 

thickness d = 1 cm, is irradiated at normal incidence 

with a flux of homogeneous and monochromatic 

radiation with the frequency v = 2.46609 x 1015 Hz and 

energetic il/umination E = 1 O kW/nf'. The coefficient of 

linear attenuation in hydrogen is k = 100 m-1 and the 

average lifetime of the excited state of atomic 

hydrogen is r = 10-0 s. One can ignore: electron spin 

and the diffusion of light. The electromagnetic wave is 

given by the equation 

- - 2nZ - 2nZ 1r E(z,t) = E0 [icos(wt--)+ jcos(wt----)1 
A Â 2 

Find aut the direction and the value of the magnetic 

dipole moment per unit volume of hydrogen. 

1 O. 1. Hidrogenul atomic În stare gazoasă sub forma 

unui strat cu grosimea d = 1 cm este iradiat la 

incidenţă normală cu un flux omogen de radiaţie 

monocromatică cu frecvenţa v = 2,46609 x 1015 Hz şi 

iluminarea energetică E = 1 O kWlnf'. Coeficientul de 

atenuare liniară prin hidrogen este k = 100 m-1
, iar 
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timpul mediu de viaţă al stării excitate a hidrogenului 

atomic este • r = 10-0 s. Se pot ignora: spinul 

electronului şi difuzia luminii. Unda electromagnetică 

este descrisă de 

- - 27TZ - 27TZ 1r 
E(z,t) = E0 [icos(mt-T)+ jcos(mt-T-

2
)1 

Să se determine direcţia, sensul şi mărimea 

momentului de dipol magnetic pe unitatea de volum al 

hidrogenului. 

RH= 109677 cm·1 

µ 8 = 9,273x 10-24 JIT 

h = 6,625x10-34 J.s 

c = 2,998x1 (j3 m/s 

e = 2,71828 .... 

lei= 1, 6x10-19 C 

m0= 9, 1x10-31 kg 

REZOLVARE 

Unda electromagnetică descrisă de 

- - 2:nZ - 2JTZ 1r 
E(z,t) = E0 [icos(mt-T)+ jcos(mt-T-

2
)1 
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este o undă circular polarizată. Dacă este absorbită de 

purtătorii de sarcină ea transferă acestora energie, 

impuls şi moment cinetic. Transferul de energie este 

bine cunoscut; transferul de impuls explică fenomenul 

de presiune a radiaţiei. Să arătăm că unda circular 

polarizată transferă moment cinetic unei particule de 

sarcină q. 

Inducţia B este legată de E prin relaţia cB =ix E 

,unde 5 iese din 

planul hârtiei. 

Asupra 

particulei 

acţionează forţa 

F=q(E+~xB). 

Sub acţiunea cB 

acestei forte 

particula se va 

mr 
q 

roti în planul x,y. Ea se va deplasa puţin şi în direcţia 

+z din cauza presiunii radiaţiei. Pe noi ne interesează 

momentul forţei, ; =~xi=. Fie 
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v fiind tangent la traiectorie, este perpendicular pe 

rază iar V=OJr. Se vede că v x B are direcţia lui 2 şi 

deci v x (v x :S) are direcţia lui ; dar sensul opus. Cum 

; se roteşte, şi direcţia lui (J);xq(vxB) se va roti. 

Media sa pe un ciclu va fi zero. Mărimea OJ; x qE are 

direcţia şi sensul lui 2 si rămâne constantă în timpul 

rotaţiei, iar modulul său este OJrE sau v -E. 

Astfel, media în timp a momentului forţei va fi 

Produsul scalar v • F e este puterea pe care unda o 

cedează particulei q. De remarcat faptul că numai 

câmpul electric poate contribui la lucru mecanic, forţa 

magnetică Lorentz fiind perpendiculară pe viteză. 

Deci, particula cu sarcină q care absoarbe energia W 

de la o undă plană progresivă, circular polarizată, 

absoarbe şi momentul cinetic L dat de 

L=~w 
O) 
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unde rîJ = ±z , după cum polarizarea este în sensul 

burghiului drept sau în sens contrar. 

Considerând că absorbţia luminii se face pe sisteme 

cuantice, adică transferul de energie se face în porţii 

L1W = tui) , odată cu absorbţia cuantei se va absorbi 

(transfera) şi un moment cinetic L1W = nm = tz . Putem 
{J) {J) 

spune că fotonii descrişi de unda circular polarizată 

poartă fiecare un moment cinetic tz (=hl21r). Reamintim 

că energia fotonului este tz m=hv, iar impulsul său 

tzm h 

C Â, 

Radiaţia cu iluminarea energetică 

corespunde unui flux incident de fotoni 

E 
(J)o=-

hv 

E=10 kW/m2 

La ieşirea din mediul de hidrogen regăsim un flux mai 

mic 

Diferenţa 
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.d</J = <Pa (1- e-kd )= __§__ (1- e-kd) 
hv 

reprezintă numărul de fotoni pe unitatea de timp şi pe 

unitatea de suprafaţă care se absorb în hidrogen. 

Remarcăm că frecvenţa undei v este egală cu 

frecvenţa tranziţiei între stările cu n=1 şi n=2 ale 

atomului de hidrogen.Starea fundamentală este 

caracterizată de n1=1 şi 11=0 ( stare s); starea cu n2=2 

poate avea atât l=O cât şi 1=1 dar, pentru a conserva 

momentul cinetic, L'.1/ trebuie să fie egal cu 1 întrucât 

fotonul transferă momentul cinetic fz. 

Deci, populaţia atomilor pe nivelul 2p creşte în fiecare 

secundă cu L'.1</J·S în volumul Sxd. O parte însă din 

aceşti atomi se dezexcită, timpul mediu de viaţă fiind r. 

Fie dN1 creşterea în intervalul dt a populaţiei nivelului 

2p datorită absorbţiei radiaţiei, iar dN2 descreşterea 

datorită dezexcitării. Atunci 

dN1 = .d<l>Sdt, 

dN 
2 

= - N (t) dt ' 
r 
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unde dN
2 

= - N(t) dt se obţine diferenţiind expresia care 
T 

exprimă evoluţia în timp a populaţiei nivelului 2p , dacă 

n-ar exista absorbţia de radiaţie: 

Dar, 

dN=dN1 +dN2 =( ~<t>S-N~)))dt. 

În stare staţionară dN = o , adică N=L1<P T S. Numărul 
dt 

de atomi în starea 2p în unitatea de volum va fi 

N = ~<t> T=~2:.(1-e-kd). 
V d hv d 

Cum fotonii transferă momentul cinetic pe direcţia de 

propagare a undei, atomii din starea 2p vor avea 

momentele cinetice orientate în aceeaşi direcţie. 

Starea cu momentul cinetic orbital 1=1 are şi un 

moment magnetic egal cu un magneton Bohr, 

en 
µ 8 = -- , unde m0 este masa de repaus a 

2m0 

electronului. 
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• 
Momentul dipolar magnetic pe unitatea de volum, 

adică magnetizarea, va fi 

M _ N _ E r (l -kd) _ E e r (l -kd) --µs--- -e '!Ls---- -e . 
V hvd w2m0 d 

M=3,5864x10-8 A/m. 

10.2. lt is suspected that the cobalt is very poorly 

mixed with the iron in a block of a/Joy. To see regions 

of high cobalt concentration, an x-ray is taken of the 

block. 

a) Predict the energies of the K absorption edges of its 

constituents. 

b) Then determine an x-ray photon energy that would 

give good contrast. That is, determine an energy of 

the photon for which the probability of absorption by 

a cobalt atom would be very different from the 

probability of absorption by an iron atom. 

10.2. Se crede că Într-o piesă confecţionată dintr-un 

aliaj de fier cu cobalt acesta din urmă nu s-a 

amestecat bine cu fierul. Pentru a vedea zonele cu 
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concentraţie mai mare de cobalt s-a efectuat, În raze 

X , o radiografie a piesei. 

eV 

a) Preziceţi energiile crestelor K de absorbţie pentru 

fiecare din cei doi constituenţi. 

b) Determinafi apoi energia fotonului X care va 

conduce la contrastul cel mai bun, adică detenninaţi 

energia fotonului pentru care probabilitatea de 

absorb/ie pentru atomul de cobalt este mult diferită 

de probabilitatea de absorb/ie pentru atomul de fier. 

REZOLVARE 

După cum se ştie, energia electronilor în atom este 

cuantificată. În cazul electronilor de pe păturile 
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superioare, corespunzând numerelor cuantice 

principale mari, prin tranziţii între stări pot avea loc 

emisii sau absorbţii ale radiatiei electromagnetice sub 

formă de fotoni în spectrul vizibil sau ultraviolet. în 

ceea ce priveşte păturile interne cele mai apropiate de 

nucleu corespunzând numerelor cuantice mici, 

tranzitiile dintre ele dau naştere fotonilor X . Emisia 

fotonilor X conduce la un spectru de linii, numit şi 

spectrul caracteristic. Absorbţia fotonilor X duce la 

crestele de absorbţie. 

Atunci când fotonii X sunt trimişi pe un material, o 

parte din ei trec prin material, o parte vor fi absorbiţi 

direct şi o altă parte vor fi împrăştiaţi Compton în mai 

multe procese, până la absorbţia completă. Să 

considerăm cazul unor fotoni X cu energia foarte mare, 

adică lungime de undă foarte mică. Aceştia pot suferi 

două tipuri de interacţii cu atomii materialului, difuzia 

Compton şi efectul fotoelectric. Dacă energia fotonilor 

este mai mare decât energia de legătură de pe prima 

pătură (pătura K) se poate produce efect fotoelectric 

prin scoaterea unui electron din această pătură. 
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Probabilitatea de a produce efect fotoelectric depinde 

slab de energia fotonului în acest domeniu, în schimb 

probabilitatea efectului Compton creşte cu scăderea 

energiei fotonului. Am avea astfel, la energii 

descrescânde (de la dreapta la stânga) o creştere a 

probabilităţii de absorbţie. Când însă energia fotonilor 

scade sub energia electronilor de pe pătura K , 

probabilitatea de absorbţie scade brusc, întrucât 

efectul fotoelectric pe pătura K nu mai este acum 

posibil. Prin scăderea în continuare a energiei se 

observă din nou o creştere a absorbţiei până la un 

prag ce corespunde energiei electronilor de pe pătura 

L , şi aşa mai departe. După cum se vede în figură, 

avem nişte creste de absorbţie. În cazul crestelor K , 

energia electronilor de pe această pătură este similară 

celei a atomilor hidrogenoizi, considerând însă că o 

parte a sarcinii nucleului este ecranată. O aproximaţie 

rezonabilă ne spune că în locul sarcinii nucleare +Ze 

se poate considera +(Z-2)e . 

În acest caz, energia păturii Kva fi 
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unde 13,6 eV este energia de ionizare a atomului de 

• hidrogen. 

Este atunci nevoie, pentru a avea un contrast bun, să 

alegem energia fotonilor între energiile crestelor K 

pentru cele două tipuri de atomi, adică de fier şi de 

cobalt. Fierul are Z=26, iar cobaltul Z=27. Deci, 

EK(Fe)=13,6x (26-2f=7,83x1a4 eV, 

EK(Co)=13,6x (27-2f=B,50x1a4 eV. 

Deci, cel mai bun contrast se va obtine cu energia 

fotonilor în jurul valorii de 8,2x1a4 eV, corespunzând 

unei lungimi de undă de 1,5 Â . În acest caz, 

concentratiile mai mari de cobalt din aliaj vor apărea în 

nuanţe de gri mai închise. Să nu uităm că o radiografie 

X este o imagine negativă, adică transmisiei mari îi va 

corespunde o impresionare (înnegrire) mai puternică a 

filmului. 

10.3. A beam of hydrogen atoms, emitted from an 

oven running at a temperatu re T =400 K, is sent 
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through a Stern-Gerlach magnet of length X= 1 m. The 

atoms experience a magnetic field with the gradient of 

1 O Tim. Calculate the transverse deflection of a typical 

atom in each component of the beam, due to the force 

exerted on its spin magnetic dipole moment, at the 

point where the beam leaves the magnet. 

10.3. Un fascicul de atomi de hidrogen, emişi de un 

cuptor Încălzit la 400 K, este trimis printr-un magnet 

Stern-Gerlach cu lungimea de 1 m. Atom.ii simt 

acţiunea unui câmp magnetic cu gradientul de 1 O Tim. 

Calculaţi def/exia transversală medie a atomilor din 

fiecare subfascicul ce apare datorită forţei exercitate 

asupra momentelor magnetice de spin, În locul unde 

fasciculul părăseşte magnetul. 

REZOLVARE 

Într-un câmp magnetic extern de inducţie B energia 

potenţială a unui moment magnetic este 

EP=-µ·B. 

Ea va depinde de orientarea momentului magnetic µ 
faţă de direcţia lui B. Fie această direcţie +z. În cazul 
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particulelor cuantice, energia are un spectru discret şi, 

de asemenea, orientările momentului magnetic vor 

avea un spectru discret. Energia va fi EP=-µz B , unde 

µz poate avea mai multe valori discrete. 

Dupa cum se ştie, între energia potenţială şi forţă 

există relaţia 

dEP 
F=--

z dz 

Dacă B este omogen (nu depinde de z) , nici energia 

potenţială nu va depinde de z , iar asupra corpului nu 

va acţiona nici o forţă netă. 

În caz contrar, apare forţa 

F _ dBz(z) 
z - µz dz 

Termenul dBiz) reprezintă gradientul pe direcţia za 
dz 

lui B . Asupra particulei de moment magnetic µ va 

acţiona o forţă ce depinde direct de gradientul lui B, 

dar şi de orientarea lui µ faţă de B prin intermediul lui 
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Un magnet Stern-Gerlach este un electromagnet în 

care piesele polare au un profil special, în aşa fel încât 

să se obţină un câmp magnetic neomogen pe direcţia 

z (vezi desenul). 

Atomii de hidrogen în starea fundamentală au moment 

cinetic orbital zero, iar momentul magnetic orbital este 

tot zero. Singurul moment magnetic al atomului de 

hidrogen în starea fundamentală este cel dat de spinul 

electronic care are două proiecţii pe direcţia z (a 

câmpului B), şi anume, ±µ8 (µ8 este magnetonul 

Bohr). Pot apărea, astfel, două forţe egale şi opuse ca 

sens: 

F _ + dB(::) 
z - _µB d::: • 

Fiindcă diferenţa energetică între cele două stări este 

foarte mică (în comparaţie cu kT la temperatura de 

400 K) cele dou·ă poziţii ale spinului sunt egal 

probabile şi fasciculul ce tece prin magnet se va 

despica în două subfascicule. 

Viteza longitudinală tipică a unui atom de masă M ce 

traversează magnetul este 
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~ •,·· ................ .. 
Cuptor v~~~~~-:•._·_~ ... • .. • ........... .. 

Fanta ... 

Astfel 

v = ✓3kT. 
X M 

timpul petrecut de atom la trecerea prin magnetul de 

lungime X este 

X X {ftA 
f= v, = ✓3:: =X'/3/<T • 

În acest timp însă, datorită forţei Fz , apare o 

acceleraţie transversală az=F /M , astfel încât atomul 

va suferi o deflexie 
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2 _d_!!_z_ µ x2 

z = _!_ a ţ2 = _!_ Fz X M = ± dz B = 
2 x 2 M 3kT 6kT 

= + 10 T / m x 0,927 x 10-
23 

A.m
2 

x 1 m2 
= ±2 8 x 10-3 m 

- ex 1,38 x 10-23 J I K x 400 K • 

Separarea dintre cele două componente este mai 

mare de o jumătate de centimetru, deci este foarte 

uşor de observat. 

10.4. A beam of hydrogen atoms in their ground state 

is sent through a Stern-Gerlach magnet, which splits it 

info two components according to the two spin 

orientations. One component is stopped by a 

diaphragm at the end of the magnet, and the other 

continues into a second Stern-Gerlach magnet which 

is coaxial with the beam leaving the first magnet, but is 

rotated relative to the first magnet about their 

approximately common axes through an ang/e a There 

is a second diaphragm fixed on the end of the second 

magnet which a/so al/ows on/y one component to 

pass. Describe qualitatively how the intensity of the 
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beam passing through the second diaphragm depends 

on a 

10.4. Un fascicul de atomi de hidrogen În starea lor 

fundamentală sunt trimişi printr-un magnet Stern­

Gerlach care ii despică În două subfascicule după cele 

două orientări ale spinului. La ieşirea din magnet unul 

dintre subfascicule este blocat de o diafragmă iar 

celălalt intră Într-un al doilea magnet Stem-Gerlach 

care este coaxial cu fasciculul ce părăseşte primul 

magnet, dar este rotit faţă de acesta cu un unghi a În 

jurul axei, practic, comune. O a doua diafragmă este 

fixată la capătul celui de al doilea magnet care lasă să 

iasă, iarăşi, numai un subfascicul. 

Descrieţi, calitativ, cum va depinde de a fasciculul care 

trece de cea de a doua diafragmă. 

REZOLVARE 

Primul magnet Stern-Gerlach împreună cu diafragma a 

reuşit să prepare un fascicul în care toţi atomii au spinii 

electronilor cu aceeaşi proiecţie pe axa z. Fie ea +µ8 . 
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Axa z' a celui de al doilea magnet face unghiul a cu 

primul. Dacă a ar fi zero, şi diafragma celui de al 

(l 
I z, 

doilea magnet ar avea aceeşi orientare cu a primului, 

toţi atomii care ies din primul magnet vor ieşi şi din al 

doilea. Fie /0 intensitatea fasciculului de atomi care 

intră în primul magnet. l 1=fc/2 va fi intensitatea 

fasciculului care iese din primul magnet. Dacă notăm 

cu l2(a) intensitatea fasciculului de atomi ce ies din cel 

de al doilea magnet, rotit cu unghiul a faţă de primul, 

vom avea 

lia=0)=11=lcl2 

Fie a=n În acest caz orientarea momentelor 

magnetice faţă de direcţia câmpului ma~netic din cel 
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de al doilea magnet va fi inversată. Deflexia va fi 

contrară (faţă de sistemul laboratorului) celei de la 

unghiul a=O. Fasciulul emergent din cel de al doilea 

magnet va avea intensitatea 

12( a=,r)=l 1=lc/2 , 

întrucât, acum, şi poziţia diafragmei este inversată. 

Fie, acum, a= ,r . În acest caz, direcţia momentelor 
2 

magnetice faţă de cea a câmpului magnetic este 9(f1. 

Dar, faţă de axa z', care este noua axă de cuantificare, 

fiind singura care introduce o direcţie privilegiată in 

spaţiul, altfel, izotrop, pot exista doar două orientări: fie 

de-a lungul lui +z', fie orientarea opusă, -z' . Trebuie 

să admitem că, în acest caz, în medie, jumătate din 

atomi vor avea proiecţia spinului în sensul +z' şi 

jumătate în sensul -z'. 

Deci, prin diafragmă vor trece 1,12 atomi, 

Jia=,r/2)=!..J_=fo. 
2 4 

Evident, pentru a=2,r vom găsi situaţia de la a=O , iar 

pentru a=3rcl2 găsim situaţia de la a=rc/2. 
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Este uşor de văzut că se verifică relaţia 

I A a) = I 1 • cos 
2 (; ) • 

10.5. Consider a body rotating freely about a fixed 

axis. Apply the Wilson-Sommerfeld quantization rules, 

and show that the possible values of the total energy 

are predicted to be 

tz2n 2 

E=-
21 ' 

n = 0,1,2,3, .. .. 

where I is the rotational inertia, or moment of inertia, 

about the axis of rotation. 

10.5. Să considerăm un corp rigid ce se roteşte liber in 

jurul unei axe fixe. Aplicându-se regulile de 

cuantificare Wilson-Sommerfeld, să se arate că 

valorile posibile ale energiei totale vor fi 

-,._2 2 
E =-n_n_ 

21 ' 
n = 0,1,2,3, .... 

unde I este momentul de inerţie (inerţia de rotaţie) În 

jurul axei de rotaţie. 
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REZOLVARE 

Generalizând condiţiile de cuantificare ale lui Planck şi 

Bohr, în 1916 Wilson şi Sommerfeld au stabilit regulile 

de cuantificare. Ele se referă la sisteme fizice ale căror 

coordonate sunt funcţii periodice de timp. Pentru 

fiecare astfel de coordonată, q, există câte o condiţie 

~pqdq=nqh, 

unde Pq este impulsul asociat coordonatei respective 

(de exemplu, pentru coordonata x, impulsul este 

tocmai Px, pentru coordonata 0, impulsul va fi de fapt 

momentul cinetic de-a lungul axei rotaţiei în raport cu 

0), nq este un număr cuantic ce ia valori întregi, iar 

f înseamna că integrala se efectuează pe o perioadă 

a coordonatei q. 

Să verificăm această relaţie în două cazuri. 

- Fie oscilatorul armonic liniar. Energia totală scrisă 

în funcţie de poziţie şi impuls este 
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2 kx2 

E=E +E = Px +-
c P 2m 2 ' 

care se poate scrie şi sub forma 

2 x2 
-~+--= 1 
2mE 2E/k 

În sistemul de coordonate (X,Px) aceasta expresie este 

o elipsă cu semiaxele a si b date de relaţiile 

a = -J 2 E / k , b = -J 2mE . 

j Pxdx va reprezenta atunci aria elipsei care, 

exprimată în funcţie de semiaxe, este ;rab. Deci, 

J[llb=n-~=2n-E{f. 

Dar _!_ [k este frecvenţa de oscilaţie v, deci 
21r v;; 

- În cazul modelului Bohr, coordonata periodică este 

unghiul 0 ce descrie mişcarea pe orbita circulară. 

Asociat ei, impulsul generalizat este momentul 

cinetic L=mvr, care este constant. Atunci, 
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2tr 2tr 

p Ldq = f Ld 0 = L f d 0 = 2 n-L 
o o 

Deci, 2n-L=nh sau L=n h/2,r=n li, sau tocmai regula 

de cuantificare a lui Bohr. 

În cazul unui corp rigid care se roteşte uniform faţă de 

o axă fixă, momentul cinetic este constant şi se poate 

aplica tocmai regula lui Bohr de mai sus. 

Să considerăm corpul 

constituit din N puncte 

materiale de mase m; . 

Energia cinetică de rotaţie 

Dar a>; este acelaşi pentru 

toate particulele. Deci, energia se poate scrie 

2 
a) ~ 2 

E=-L,m;r, 
2 i 

Mărimea ~ m r2 = I este o L, I I 

caracteristică a corpului şi se numeşte momentul de 

inerţie (sau inerţia de rotaţie). El joacă faţă de 

mişcarea de rotaţie acelaşi rol pe care masa îl joacă 
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faţă de mişcarea de translaţie. Momentul cinetic al 

corpului va fi L = I,m;ev,;2 = ml 

Deci, 

E=!_m2 = L2 
2 21 

Aplicând regula de cuantificare, obţinem expresia 

energiei 

·• 

n2·ţz2 
En = -- , n = 0,1,2, ... 

21 

10.6. The energy of a linear harmonic oscillator is 

E= p2 +kx2 . 
2m 2 

a) Show, using the uncertainty re/afion, that this can 

be written as 

h2 x2 
E= 7 2 

+k-. 
321r-mx 2 

b) Then show that the minimum energy of the 

oscillator is hv where 
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V= 2~J! -
iS the oscillatory frequency. 

10.6 .. Energia unui oscilator armonic liniar este 

p2 x2 
E=-+k-

2m 2 

a) Să se arate, folosindu-se relaţia de nedeterminare, 

că aceasta se poate scrie sub forma 

h2 2 

E=---+k"!_ 
32tr2mx2 2 

b) Arătaţi apoi că energia minimă a oscilatorului este 

hv, unde 

REZOLVARE 

V=_!_ rr. 
2tr ~;; 

Relaţia de nedeterminare a lui Heisenberg este 

n h 
L1pL1x2--=-

2 4tr 
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Â Fie L'.1x ~ -- , unde Â este lungimea de undă de 
✓4i 

Broglie, Â = !!_ . Atunci 
p 

Â h l h p 
iJp -/4i?. 4;rr ⇒ L'Jp?. -/4i Â = -/4i • 

Pentru o particulă liberă, lui L1x ~ ~ îi corespunde 
-V 4;rr 

cel puţin o abatere L1p ~ /!;-- . 
-V 4;rr 

a) În cazul oscilatorului armonic liniar cuantic, 

amplitudinea x este de ordinul lungimii de undă de 

Broglie. Putem lua L1x~x şi L1p~p , pentru că atât 

Â At • p At . h . x> ~ ca ş1 p> ~ . unc,, p=- ş, 
....;4;rr -v4Tr 47l:X 

h2 2 

E=---+k!_. 
32;rr 2mx2 2 

b) Energia din cazul a) corespunde unei anumite 

alegeri a nedeterminării L1X~x . Să găsim acea 

valoare a lui x pentru care energia ia cea mai mică 

valoare. În acest caz, variaţia lui E în raport cu x 

trebuie să se anuleze, 
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dE =0=- h2 +kx ⇒ l61r2kmx-1 =h2' 
dx J6,r 2mx 3 

2 h sau x = -~= . Valoarea minimă a energiei va fi 
4,r-/km 

E = h
2 
4,r~ + kh = !2_ {k + !2_ {k = !!__i_ {k = hv 

327r 2mh 81r~ 8,r ·'{;;; 81r f;;; 2 21r f;;; 2 

De remarcat, că în cazul clasic, atât p cât şi x pot lua 

valorile exacte p=O şi x=O , deci cu L1x=0 şi L1p=0 . În 

acest caz, valoarea minimă a energiei este O şi nu h v . 
2 

10.7. a) Show that the smal/est possible uncertainty in 

the position of an electron whose speed is given by 

/J=vlc is 

( J

J 

h 2 12 ,\. v 2 

Llxmin = -(1- /3 r = - ✓ 1- 2 ' 
4mn0c 4,r c 

where Ac is the Compton wavelength h/m0c . 

b) What is the meaning of this equation for /J=O , for 

/J;:::1? 

10.7. a) Arătaţi că cea mai mică nedeterminare 

posibilă a poziţiei unui electron a cărui viteză este 

/J=vlc este 
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unde Ac este lungimea de undă Compton hlm0c . 

c) Ce semnificaţie are acestă relaţie pentru /3=0, dar 

pentru /3=1? 

Rezolvare 

Impulsul relativist este 

m0v /3 
p = mv = -J 1 _ /3 2 = m0c -J 1 _ /3 2 

Cu relaţia lui Heisenberg, 

h 
Ll.xmin = --- ' 

4niJpmax 

dar 

Regăsim relaţia 
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Dacă /J~O atunci Llxmin = _/4; . 
4n 

Dacă /3~ 1 atunci L1l<min~o , dar şi energia electronului 

tinde la infinit, iar nedeterminarea impulsului infinit va fi 

şi ea infinită. 

10.8. The highest achievable resolving power of a 

microscope is limited only by the wavelength used; 

that is, the smallest detail that can be separated is 

about equal to the wavelength. Suppose we wish to 

"see" inside an atom. Assuming the atom to have a 

diameter of 1.0 A, this means that we wish to resolve 

details of separation about O. 1 A. 
a) lf an electron microscope is used, what minimum 

energy of electrons is needed? 

b) lf a photon microscope is used, what energy of 

photons is needed? 

c) Which microscope seems more practicai for this 

purpose? Explain. 

10.8. Puterea de rezoluţie a unui microscop este 

limitată numai de lungimea de undă folosită, adică 

detaliile cele mai mici pe care le putem /eptţ/ia sunt 
• • I 
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aproximativ egale cu lungimea de undă. Dorim să 

"vedem" În interiorul atomului. Considerând că atomul 

are diametrul de 1,0 Â, de exemplu, avem nevoie de o 

putere de separare de cel pu/in O, 1 Â 

a) Pentru a putea folosi un microscop electronic care 

va fi energia minimă a electronilor? 

b) Dacă folosim un microscop cu fotoni, de ce energie 

a fotonilor avem nevoie? 

c) Ce microscop pare mai uşor de construit? 

Rezolvare 

a) Energia electronului care ar avea lungimea de undă 

asociată (de Broglie) este 

2 h2 

Em,·n = p___ = --- = 2 41 X 10-15 J = 15 /keV 
2m 2mJi.2 ' ' 

b) Energia fotonului 

he 2 14 E = - = ,O x 10- J = 124,3 keV . 
,1, 

trebuie să fie 

c) Desigur că este mai uşor de accelerat electroni la 

15 keV decât de accelerat tot electroni, dar la 125 

keV, pentru a produce radiaţii ~ungime 

de und~ e O, 1 Â. L_~ 
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