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INTRODUCERE

In aceastid lucrare vom prezenta principalele spatii de giruri ({7, ¢, co si lp)
si de functii { M(X), B(X), Coo(X), Co(X), V([0,1]), R([a,b]), C*([a,b]) si
LP) si vom studia completitudinea, separabilitatea, reflexivitatea si dualul lor.
Mentiondm ci o listd mult mai cuprinzitoare a spatiilor concrete din analiza
functionald impreuni cu proprietitile lor se poate gisi in [5].

Studiul acestor spatii concrete este important, in primul rind, deoarece orice
teorie se intelege prin exemple concrete.

In al doilea rind, spatiile de mai sus sunt extrem de utile in caracterizarea
spatiilor abstracte din analiza functionald si au anumite proprietiti de univer-
salitate. Jatd citeva rezulatate care sustin aceastd afirmatie.

Teorema. Daci (V,||.||) este un spatiu vectorial normat, atunci existd un
spatiu topologic compact separat X §i o aplicatie liniard f : V — C(X) astfel ca

£ @) = il

pentru orice T € V.

Teorema. Dacd (H,< .,. >) este un spatiu Hilbert separabil, atunci existi
o bijectie h: H — |2 astfel ca '

[A()I =[],

pentru orice x € H.

Teorem3 (Banach-Mazur) Pentru orice spatiuv Banach separabil X, ez-
istd o aplicatie liniard, surjectivd gi continud f:1' — X (adicd spativ Banach
separabil este un cit al lui [').

Teorema (L. Nachbin, D. Goodner, J.L. Kelley, M. Hasumi) Un
spativ Banach X are proprietatea cd pentru orice spatiu vectorial normat Y,
cu X CY, ezxistd o proiectie p: Y — X de normd 1, dacd §i numai daci el
este izometric izomorf cu C(K), unde K este un spatiu separat compact extrem
disconect.

o0
Teorema Fie X un spafiu Banach. Atunci pentru ca orice serie 5. z,
n=1

(e o)

din X, cu ) |z*z,| convergentd pentru orice z* € X*, si fie neconditionat
n=1

convergentii, este necesar gi suficient ca X s& nu "confind” cg.
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o0
Teorema Fie X un spatiu Banach. Atunci pentru ca orice serie Y. x5
n=|\

oC

din X*, cu Y |rjz| convergentd pentru orice x € X, sd fie neconditionat
n=1

convergentd, este necesar gt suficient ca X* sd nu "confind” 1.

Ultimele patru teoreme se gisesc enuntate si demonstrate in ” Sequences and
Series in Banach Spaces”, de Joseph Diestel.

Lucrarea contine de asemenea prezentarea teoremei Hahn-Banach, a con-
vergentei slabe si a convergentei slabe*, precumn si a celor trei principii funda-
mentale ale analizei functionale, anume, principul marginirii uniforme, teorema
graficului inchis si teorema aplicatiei deschise.

Nu arrinclus aici demonstratiile rezultatelor clasice, preferind si prezentdm
aplicatiile lor si exemplificiri.

. 3
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CAPITOLUL I

COMPLETITUDINEA UNOR SPATII CONCRETE

DIN ANALIZA FUNCTIONALA

BREVIAR TEORETIC

Definitie. Fie X o muliime nevidd. Se numegte topologie pe X o familie
de submul{imi ale lui X notatd T care verificd urmdtoarele trei aziome:

1)0, Xer

2) Dl, D] €T zmplzcd D] ﬂDl eT

8) Dacd D; € 7 pentru orice i € I, atunci iLGJIDi €T.

Definitie. Se numegte spatiu topologic un dublet (X,7), unde T este o
topologie pe mullimea X. Cind nu ve fi pericol de confuzie, vom omite T din
aceastd definilie.

Definitie. Se numegte metricd pe multimea X o functie d: X x X — R,
care satisface urmdtoarele conditii:

1) d(z,y) = 0 dacd gi numai dacd = = y.

2) d(z,y) = d(y,z) pentru orice z,y € X.

3) d(z,y) < d(z, z) + d(z,y) pentru orice z,y,z € X.

Definitie. Se numeste spatiu metric un dublet (X, d), unde d este o metricd
pe muliimea X. Cind nu va fi pericol de confuzie, vom omite d din aceastd
definitie.

Definitie. Jirul (z,,)n>1 din spatiul metric (X, d) se numegte Cauchy dac&
pentru orice € > 0 existd n, € N, n, > 1 astfel incit mn € N, m,n > n,
implicd d(z,n, x,) < €.

Definitie. Un spaliu metric se numeste complet dacd orice gir Cauchy de
elemente din spaliul respectiv este convergent.
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Propozitie. Dacd sirul (zn)n>1 din spaiul metric (X.d) este Cauchy
atunci el este mdrginit.

Propozitie. Dacd (X,d) este un spatiu metric complet, atunci o sub-
mul{ime A a lui X este inchist dacd §i numai dacd este completd (i.e. spatiul
metric (A,da) este complet).

Definitie. Fie X un spatiu vectorial peste corpul K. Se numeste normi pe
X o functie p: X — R, care satisface urmatoarele conditei:

1) p(z) = 0 dacé §i numai dacd z = 0.

2) p(az) = |a| p(z) pentru orice a € K i arice z € X.

3) p(z + y) < p(x) + p(y) pentru orice =,y € X.

Definitie. Fie X un spaliu vectorial peste corpul K. Se numegte spativ
vectorial normat un dublet (X, p) unde p este o normii pe X . In cele ce urmeazi
vom nota p(z) = ||z|| pentru orice z € X, iar cind nu este pericol de confuzie
vom spune cd X este un spativ normat (in loc de (X, |.|| este un spatiu normat).

Definitie. Fie X un spatiu vectorial normat peste corpul K. Definim dis-
tanta dintre elementele z,y € X prin d{z,y) = ||z —y|l. Funciia d astfel
definitd este o metricd pe X numitd metrica canonicd. Prin urmare, oricdrui
spatiu vectorial normat i sunt asociate in mod canonic o structurd metricd §i
o structurd topologicd.

Definitie. O norma ||.|| definitd pe un spatiu vectorial se numegte completd
dacl metrica asociald ei este completd.

Definitie. Un spatiu vectorial normat se numegte spat{iu Banach dacd norma
sa este completa.

Nota istorica. Stefan Banach s-a niscut intr-un mic sat nuinit Ostrowsko
la 50 de kilometri in sudul orasului Cracowia, din Polonia, la 30 martie 1892. A
urmat cursurile gcolii primare din Cracowia iar in 1902 incepe studiile la gim-
naziul Henryk Sienkiewicz din Cracovia. Printr-o intimplare fericitd unul dintre
colegii lui Banach a fost Witold Wilkosz care de asemenea se pregitea si devind
profesor de matematicd. Gimnaziul respectiv nu era unul dintre cele mai bune
si drept urmare Wilkosz s-a mutat la un altul. Banach insd rdamine la Henryk
Sienkiewicz dar va avea in continuare strinse legdturi cu Wilkosz. De-a lungul
primilor ani la acest gimnaziu Banach primeste note excelente la matematici.
Totusi trece examenul de final fird strilucire. La terminarea gimnaziului atit
Banach cit si Wilkosz doreau sa studieze matematica dar amindoi au simtit ci

5
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nimic nou nu mai este cu putintd in matematica, asa ci au ales si studieze alte
domenii: Banach ingineria, iar Wilkosz limbile orientale. Faptul c& doi viitori
extraordinari matematicieni au luat aceastil decizie arati ci nu a existat nimeni
care si-i indrume in mod adecvat. Banach pirdseste Cracovia si se mutg la Liov
unde devine student la Universitatea Tehnici. Este aproape sigur ci, fird nici
un ajutor material din partea familei, Banach s-a intretinut din lectii particu-
lare. Acest fapt trebuie ci i-a solicitat foarte mult timp cci i-a fost necesar mai
mult timp decit in mod normal pentru a absolvi aceste studii. Banach nu era
apt din punct de vedere fizic pentru satisfacerea stagiului militar datoritd unor
grave probleme de vedere ce i-au afectat ochiul sting. In timpul primului razboi
mondial a contribuit la constructia de drumuri si a predat la diverse scoli din
Cracovia. De asemenea a audiat diverse cursuri de matematici la Universitatea
din acest oras. O intimplare neobignuitd avea si aibd un efect major asupra
carierei sale. Steinhaus, care igi satisficea serviciul militar, era pe cale si ocupe
un post la Universitatea Jan Kazimierz din Liov dar locuia incd la Cracovia
asteptind numirea. Obignuia si se plimbe pe strizile Cracoviei pe inserate. Jati
ce relateazi el insusi in memoriile sale: ” In timpul unei astfel de plimbiri am
auzit cuvintele ” misura Lebesgue”. M-am apropiat de banca din parc si m-am
prezentat celor doi tineri ucenici in matematici. Cei doi erau Stefan Banach si
Otto Nikodym. De atunci ne-am intilnit regulat si am decis si infiint&m o soci-
etate de matematici”. Steinhaus i-a comunicat lui Banach o problem4 la care
se gindise fird succes. Dupi citeva zile Banach a avut ideea principald pentru
problema respectivd iar cei deci au scris un articol pe aceastd temd. Rizboiul a
intirziat publicarea acestui prim articol al lui Banach care a apdrut in Buletinul
Academiei din Cracovia in 1918. Din acest moment Banach a publicat articole
importante de matematici intr-un ritm sustinut. Lui Banach i s-a oferit o poz-
itie de citre Lomnicki la Universitatea Tehnicd din Liov. Aici gi-a sustinut teza
de doctorat sub indrumarea lui Lomnicki in 1920 (tezi care este consideratd
uneori ca marcind nasterea analizei functionale) iar in 1922 Universitatea Jan
Kazimierz din Liov i-a acordat "habilitation” pentru o tezi in teoria mdisurii.
in 1924 Banach a fost promovat ca profesor plin si a petrecut anul academic
1925 la Paris. Anii dintre cele dou3 rdzboaie mondiale au fost extrem de plini
pentru Banach. In 1929 impreuni cu Steinhaus a infiingat Studia Mathematica
(a cdrei politici editoriald era concentrarea pe cercetirile de analizi functionala
si alte domenii conexe). in 1931 impreun# cu Steinhaus, Knaster, Kuratowski,
Mazurkiewicz si Sierpinski a infiintat a serie de Monografii Matematice. Primul
volum din aceast3 serie, intitulat ”Teoria operatorilor liniari”, a fost scris de
Banach si a aparut in 1932. In 1927 Kuratowski a ocupat o pozitie la Universi-
tatea Tehnica din Liov unde a lucrat pini in 1934. Impreuns cu Banach a scris
in acestd perioadd citeva articole. Modul in care Banach lucra era total necon-
ventional. i plicea si faci matematici impreund cu colegii sii intr-o cafenea
din Liov. latd ce spunea Ulam: " Era dificil si stai in cafenea sau si bei mai
mult decit Banach. Discutam probleme propuse chiar acolo, adeseori cu nici un
rezultat chiar dupi citeva ore de gindire. A doua zi Banach apirea cu citeva mici
foi de hirtie continind schema demonstratiei pe care o gisise”. In 1939 Banach
a fost ales pregedintele Societdtii Poloneze de Matematici. La inceputul celui de
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al doilea rizboi mondial Liovul a fost ocupat de citre trupele sovietice. Banach
era in relatii bune cu matematicienii sovietici, vizitind Moscova de citeva ori.
A fost bine tratat de cdtre noua administratie sovieticd si chiar numit decanul
Facultétii de Stiinte al Universititii, acum renumiti Ivan Franko. Dupi ocu-
parea Liovului de citre trupele naziste in iunie 1941 Banach a triit in conditii
dificile. A fost arestat sub invinuirea de trafic de valuta german pentru citeva
sdptdmini. A supravietuit unei perioade in care membrii Academiei Poloneze
erau omoriti (conducitorul s&u de doctorat, Lomnicki a murit in tragica noapte
de 3 iulie 1941). Se imbolndveste si moare la Liov la data de 31 august 1945.

Banach a fondat analiza functionali moderni si a avut contributii majore
la dezvoltarea teoriei spatiilor vectoriale topologice. In teza sa de doctorat din
1920 a definit axiomatic ceea ce ast¥zi numim spatii Banach. Aceasti idee a
fost introdusa si de citre alti matematicieni aproape in acelasi timp (de exemplu
de citre Wiener) dar acestia nu au dezvoltat teoria. Numele de spatii Banach
se datoreazd lui Fréchet. Importanta operei lui Banach consti in faptul ci a
dezvoltat o teorie sistematici a analizei functionale avind drept bazi lucririle
lui Volterra, Fredholm si Hilbert in domeniul ecuatiilor integrale.

Banach este autorul unor rezultate fundamentale privind spatiile vectori-
ale normate (teorema Hahn-Banach, principiul mirginirii uniforme (Banach-
Steinhaus), teorema aplicatiei deschise, etc). Paradoxul Banach-Tarski (o sferd
poate fi impdr{itd in dou& submultimi care pot fi combinate astfel incit si rezulte
doud sfere, fiecare identici cu cea initiald), a ciirui demonstratie foloseste ax-
ioma alegerii, a determinat mul{i matematicieni si se intrebe dacd utilizarea
amintitei axiome este legitimi, fiind o contributie majori la dezvoltarea teoriei
axiomatice a multimilor.

Exemple fundamentale: Spatiile vectoriale R §i C inzestrate cu norma
modul sunt spatii Banach. In cele ce urmeazd, vom nota prin K oricare dintre
aceste doud spalii vectoriale normate.

Propozitie. Dactd (X, ||.||) este un spativ Banach, atunci un subspativ Y a
lui X este inchis dacd §i numai dacd este Banach.

Definitie. Fie (zn)n>1 un gir de numere reale. Numdrul x € R se numeste
punct limitd al sirulut (T,)n>1 dacd existd un subgir (T, )i>1 al girulut (2n)n>
care are limita . Vom nota cu L((z,)n>1) mulfimea tuturor punctelor limitd
ale sirului (Tn)n>1.

Definitie. Fie (z,)n>1 un sir de numere reale gi I* € R. Urmatoarele
afirmatit sunt echivalente:

a) I* =inf sup zi.
n2l k>n

7
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b) I* = lim sup zy.
n—00 g5y
¢) (pentru orice ¢ > I* existd n. € N, n. > 1 astfel ca pentru orice n € N,
n > n, avem T, < c) §i (pentru orice ¢ < [* gi orice n* € N, n» > 1 ezista
n€ N, n>n astfel ca z, > c).

@) I* = sup L((zn)n>1)-

I* se numegte limita superioard a girului (Tp)n>1 §i Se noteazd lim z, sau
- n—oo

lim sup z,.

Definitie. Fie (z,)n>: un §ir de numere reale §i [, € R. Urmadtoarele
afirmatii sunt echivalente:

a) l, =sup inf xz.
) : nzpl k>n

b)l, =1 i .
)1 = Jim, jof =

¢) (pentru orice ¢ < I, eristd n. € N, n, > 1 astfel ca pentru orice n € N,
n > n. avem T, > ¢) §i (péntru orice ¢ > l, gi orice n* € N, n* > 1 eristd
n€N, n>mn astfel ca z, < c).

d) I, =inf L((zn)n>1)-

l. se numeste limita inferioard a girului (T,)n>1 §t se noteazd lim x, sau

n—oo
lim inf z,,.

Remarca.

lim inf z,, < lim sup z,

Propozitie. Fie (z,,),>1 un gir de numere reale. Atunci lim z, eristd
- n—oo

dacd §i numai dacd lim inf r, = lim sup T,. In acest caz cele trei limite
coincid.

Propozitie. Fie ) x, o serie convergentd de numere reale. Atunci girurile
n>1
(Tn)n>1 §t (Th)n>1, unde 7, = 3 x4k, sunt convergente cdtre 0.
k>n

Definitie. Fie X o muljime, (Y, d) un spafiu metric, f : X — Y o funclie si

(fn)n>1 un gir de functii definite pe X cu valori in Y. Spunem cd girul (fa)n>1

8 .
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converge uniform cdtre funciia f dacd pentru orice € > 0 ezistd n, € N astfe
ca pentru orice n € N, n > n, st orice £ € X avem

d(fn(-’”), f(fl?)) < E.

Remarca. Dacd spatiul metric (Y,d) este R sau C cu distania euclidi-
and, faptul cd sirul (fn)n>1 converge uniform cdtre funclia f este echivalent cu

Jim || fn = fll =0, unde ||F|| = sup |F(z)]-

Propozitie. Fie un X spaliu topologic, (Y,d) un spativ metric, f: X - Y
o funciie §i (fn)n>1 un gir de functii definite pe X cu valori tn Y care converge
uniform cdtre f. Dacd toate functiile f, sunt continue in punctul o € X,
atunci f este continud in punctul zo. In particular, dacd toate functile f, sunt
continue, atunci f este continud.

Propozitie. Fie X o mullime, (Y,d) un spatiu metric, f : X — Y o funciie
§i (fr)n>1 un gir de funclii definite pe X cu valori in Y care converge uniform
cdtre f. Dacd toate funciiile f, sunt mdrginite, atunci f este mdrginitd.

Propozitie. Fie f,g: I — R doud functii, unde I este un interval mdrginit
din R §i (fn)n>1 un gir de functii definite pe I cu valori in R care converge
uniform cdtre f. Dacd toate functiile f, sunt derivabile gi ( f,ll)nzl converge
uniform cdtre g, atunci f este derivabild g f =g

Propozitie. Fie f : [a,b] — R o functie §i (fa)n>1 un gir de functii defi-
nite pe |a,b] cu valori in R care converge uniform cdtre f. Dacd toate functi-
tle f, sunt integrabile Riemann atunci f este integrabild Riemann gi in plus

b b
[f(@)dz = lim [ fu(x)dz.

Definitie. O mullime A dintr-un spatiu topologic X se numegte multime
=]

rard dacd A = 0.

Definitie. O multime A dintr-un spatiu topologic X se numegte multime
de prima categorie dacd se poate reprezenta ca reuniune cel mult numdrabild de
multimi rare.

9
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Definitie. O mul{ime A dintr-un spatiuv topologic X se numeste mulfime
de categoria a doua dacd nu este de categoria intii.

Teorem3 (Baire). Orice spativ metric complet este de categoria a doua.

Not# istoricid. René-Louis Baire s-a ndscut la 21 Ianuarie 1874 la Paris.
In 1886 pe cind avea 12 ani a cistigat o bursi care i-a permis si capete o bun
cducatie, in ciuda conditiilor materiale precare oferite de familia sa. A fost un
student eminent al liceului Lakanal. In 1890 studiazi timp de un an la sectia
speciali de matematicd a liceului Henri IV. Apoi trece admiterea atit la Ecole
Polytechnique cit si la Ecole Normale Supérieure. Alege si studieze la cea din
urmi. Aici audiazi cursurile lui Goursat si pe cele ale lui Hermite, Picard
si Poincaré la Sorbona. La un examen, avind si demonstreze continuitatea
functiei exponentiale, in mijlocul demonstratiei isi di seama ci ”"demonstratia
pe care o invitase la liceul Henri IV era pur gi simplu un artificiu deoarece nu
se sprijinea suficient pe definitia functiei”. Ca rezultat imediat a urmat o noti
ce nu l-a multumit pe Baire si decizia de a studia din nou mai atent cursul
de analiz¥ matematicid cu accent pe conceptul de continuitate al unei functii
generale. A obtinut un post la un liceu din Bar-le-Duc care, desi ii asigura
securitatea financiary, nu-l1 multumea cici nu avea ocazia si fie in contact cu
lumea universitard. Aici lucreazi in teoria functiilor si asupra conceptului de
limit4 elaborind o tez# despre functii discontinue pe care o va sustine in 1899,
din comisie ficind parte Darboux si Picard. A studiat gi in Italia unde a legat o
strinsd prietenie cu Volterra. Chiar inainte de a-si sustine doctoratul, sinitatea
ii era zdruncinatd. Dup# aceea nu a mai putut contribui la progresul matematicii
decit foarte scurte perioade. A continuat si predea la diverse licee, iar in 1901
devine conferentiar la Universitatea din Montpellier. In 1904 primeste o bursi
Peccot care ii permite si predea la College de France. in 1905 se mutX la
Universitatea din Dijon, unde in 1907 este numit profesor. Datorit st4rii mai
mult decit precare a sin#titii sale, cere un concediu pentru a se reface. Nefiind
in stare s¥-si reia activitatea, se retrage la Geneva, unde i se si acordf titlul
de Cavaler al Legiunii de Onoare si de membru al Academiei de Stiinte. Se
pensioneazd in 1925 si moare la 5 Iulie 1932.

Baire a ficut un pas decisiv in fundamentarea riguroasi a conceptului de
functie si continuitate. A vizut cu claritate ci o teorie a multimilor infinite era
fundamentald pentru analiza reald. Denjoy a fost cel mai faimos student al lui
Baire.

SPATII DE SIRURI

Spatiul [*° al girurilor mirginite

10
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Definitie. Mul{imea
1 = {x = (Ca)n>1 C K | (Cu)n>1e5te mdrginit},

fnzestratd cu adunarea uzuald e girurilor §i tnmullirea uzuald a girurior cu
scalari, este un spatiu vectorial.

Acest spatiu vectorial poate fi inzestrat cu urmdtoarea normd (se verificd cu
ugurintd aziomele normei)

lzll = l(¢a)n1ll = sup|¢al -
n>1

Propozitie. Spatiul normat (I*°,||.||) este spatiu Banach.

Demonstratie. Pentru a demonstra ci (I°°,]|.||) este spatiu Banach vom
considera (Z,)n>1 un sir Cauchy arbitrar de elemente din [*° si vom ar#ta ci
existd z € I*° astfel ca lim z, = z (in norma descrisd mai sus).

n—oo

Ezistenta girului z. Justificare. z, fiind un element al lui [°°, este un sir;
sd-1 notdm z,, = ((F)k>1-
Deoarece sirul (z,)n>1 este Cauchy

(V) e >0 (3) n. € Nastfel ca (V) m,n € N, m,n > n, avem ||z, — zn| <e.

Drept urmare, intrucit, in conformitate cu definitia normei unui sir din {°°,
avem

ICI? - CIT' S ”xn - Im” )

pentru orice k € N gi orice m,n € N, m,n > n., deducem ci urmitoarea relatie
este adevirati

(V) e>0 (3) n. € Nastfel ca (V) m,n € N, m,n > n, avem |( — (| <,
*)

pentru orice k € N.
Asadar, pentru orice k € N, sirul (¢7)n>1 este Cauchy.
Cum K este spatiu Banach, deducem ci existd limita lim (i} care va fi
n—oo

notatX cu (.
Deci

lim C,? = ék,
n—oo

pentru orice k € N.
Fie x = (C’C)’\‘Zl-

Afirmatie. T = (Ch)ik>1 € 1*°. Justificare. Deoarece girul (r,)n>1 este
Cauchy, el este mirginit. Asadar existd M, numdr real, astfel ca

llzall < M,

11
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pentru orice n € N.
Avind in vedere faptul ¢ ||z,|| = [|({Z)e>1]| = sup|(;| deducem ci
k21

ISl < M,

pentru orice k,n € N.
Drept urmare, pentru orice k € N, avem

Gkl = | Jim ¢z| = lim I¢z1 < M.
n—oo n—oo

Asadar, £ = ((k)e>1 € ™.
Afirmatie. lim z,, = z. Justificare. Din relatia (*) avem, prin trecere la
n—oo

limit4 dupi m, c&

(V) e>0 (I) n. € Nastfel ca (V) n € N, n > n, avem |(f — (k| <€,
pentru orice k£ € N, de unde,

(V)e>0 (3) n. € Nastfel ca (V) n € N, n > n, avem ||z, — z|| < e.

Aceastd ultimi relatie arati ci lim ||z, — z||, adici lim z, = .
. n—oo n—oo

Spatiul ¢ al girurilor convergente

Definitie. Multimea
c={z = ((n)n>1 € K | ((n)n>165te convergent},

inzestratd cu adunarea uzuald a girurilor §i tnmullirea uzuald a girurilor cu
scalari, este un spaliu vectorial.

Acest spatiu vectorial poate fi inzestrat cu urmdtoarea normd (se verificd cu
ugurini{d ariomele normei)

izl = [{(¢a)nzall = sup |¢al.
n>1

Remarca. c¢ este un subspafiu al lui I°° (cHci orice sir convergent este
mairginit).

Propozitie. Spatiul normat (c,|.||) este spatiu Banach.

Demostratie. Vom arita cd c este inchis.
Dorim deci sd ardtim cd ¢ = c.

12
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Dupi cum se cunoagte, este suficient si demonstrdm incluziunea ¢ C ¢
(cealaltd incluziune fiind valabili intotdeauna datoritd definitiei inchiderii unei
multimi).

In acest scop vom considera = = ((x)x>1 € € §i vom ariita ci = € c.

Din caracterizarea inchiderii unei multimi in spatii metrice, decurge existenta
unui §ir (z,)n,>1 de elemente din ¢, astfel ca lim z, = z (in norma lui c).

mn—o0

Dacd £, = ({{)k>1, atunci faptul ¢ £ = lim z,, se scrie astfel

(M) e>0 (3) n.€Nastfel ca (V) n € N, n>n, avem |z, — z{| < ¢.

Drept urmare, intrucit, in conformitate cu definitia normei unui sir din c,
avemn ci pentru orice n > n. si pentru orice k € N

166 = Gkl < llxn — 2,
obtinem relatia
(V) e>0 (3) ne € Nastfel ca (V) n € N, n > n, avem |(} — (k] <,

pentru orice k € N.
Pe de alt¥ parte, sirul z,, = ({{*)x>1 flind din ¢, este convergent, deci este

Cauchy.
Asadar

(V) e>0 (3) ke € Nastfel ca (V) k,l €N, k,l > k. avem |(c — (| <.
Atunci, pentru orice k,[ € N, k,[ > k. avem
G = Cel < ICk — Gl + 168 = ¢ 1 — Gl < 3e.

Aceast¥ ultimi relatie aratd ci girul £ = ({k)x>1 este Cauchy, deci, K fiind
spatiu Banach, este convergent, i.e. = € c.

Spatiul ¢ al sirurilor convergente citre zero

Definitie. Multimea
co = {Z = ({n)n>1 € K | (Cn)n>1este convergent cdtre zero}

inzestratd cu adunaree uzuald a girurilor §i inmultirea uzuaeld a girurilor cu

scalari este un spaliv vectorial.
Acest spatiu vectorial poate fi inzestrat cu urmdtoarea normd (se verificd cu

ugurintd ariomele normei)

izl = 1(¢n)n21ll = sup[¢al.
n>1
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Remarci. ¢y este un subspaliv al lui c.

Propozitie. Spatiul normat (cp, ||.||) este spafiu Banach.

Demostratie. Vom arita cid cg este inchis.

Dorim deci sa ardtdm cd ¢g = ¢p.

Dupi cumn se cunoaste, este suficient si demonstrdm incluziunea ¢g C c¢o
(cealalts incluziune fiind valabild intotdeauna datoritd definitiei inchiderii unei
multimi).

in acest scop vom considera T = ({x)k>1 € Co §i vom ardta ci = € cp.

Din caracterizarea inchiderii unei multimi in spatii metrice, decurge existenta

unui sir (x,),>1de elemente din ¢y astfel ca lim z, = £ (in norma lui c¢g).
- n—oo

Dacs z, = (()x>1, atunci faptul ci £ = lim z, se scrie astfel
- n-—00

(V) e>0 (3) ne € Nastfel ca (V) n €N, n > n, avem |z, —z| <e.

Drept urmare, intrucit, in conformitate cu definitia normei unui sgir din c,
avemn ci pentru orice n > n, si pentru orice k € N

¢k = Gkl < llzn — =1,
obtinem relatia
(V) e>0 (3) n. € Nastfel ca (V) n € N, n > n. avem |(f — (x| < e,

pentru orice k € N,
Pe de alti parte, sirul z,,, = ({;*)x>1, fiind din ¢o, converge citre 0.
Asadar

(V) e >0 (3) ke € Nastfel ca (V) k € N, k > k. avem |(7¢]| <e.
Atunci, pentru orice k € N, k > k. avem

Ikl < G = Cel + I | < 2e.

Aceastd ultimi relatie arati ci sirul z, = ({x)x>1 converge citre 0, i.e.
T € Cg.

Spatiul /g al girurilor cu suport finit

Definitie. Multimea

10 = {'T = (Cn)nzl Q K I existd ng € N
astfel ca pentru orice n € N, n > ngavem ¢, = 0},
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inzestratd cu adunarea uzuald a girurilor §i tnmulfirea uzuald a girurilor cu
scalari, este un spaliv vectorial.

Acest spatiu vectorial poate fi inzestrat cu urmdtoarea normd (se verificd cu
usurintd ariomele normei)

”I” = ”(Cn)nZl“ = Sgl? ICnI -

Remarci. ly este un subspaliu al lui cgp.

Propozitie. Spatiul normat (ly, ||.||) nu este spatiu Banach.

Demostrafie. Vom arsta cd ly nu este inchis.

Mai precis, vom arita ci Iy = cg.

Cum [y C cg deducem ci [y nu este inchis, deci nu este spatiu Banach.
Deoarece lg C ¢y deducem ci

lo C % = co. *)
Pe de alti parte daci considerim z = ({k)x>1 € cp atunci
(V) e>0 (3) k. €« Nastfel ca (V) k € N, k > k. avem [(i| < —;—
Atunci girul z, = ({1, ..., (., 0,...,0,...) € lp si

€
iz =zl = |10, .., 0, Gk 415 Chp 42, --» Sk - )| = sup |Cif < 5 <&
K>k,

Asadar, pentru orice € > 0 existd z, € [y astfel ca ||z — z¢|| <e.
Altfel spus, T € lo.
Drept urmare, cum z a fost ales arbitrar in ¢y, avemn ci

¢ Clo. (**)
Din (*) si (**) rezultd ci ly = cp.

Remarca. Un alt mod de a justifica faptul cd lg nu este spatiu Banach este
de a construi un gir Cauchy de elemente din ly care nu este convergent.

Spre exemplu sirul (zn)n>1, unde z, = (3,5, ..., 2,0,0,...,0,...) € lo are
proprietatea ci pentru orice n,p € N,

1 1 1 1
”ITL+P - 1‘11” = ”(0)0- ““10) 2n+1 ) 2n+2 Yyt 2n+p’0’ "'101 )“ = 2n+1 N
Deoarece lim 54+ = 0 deducem ci
n— 00

1
Me>0 (B)nEENastfelca(V)nGN,nanavemW<e.
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Drept urmare
(V) e >0 (3) n. € Nastfel ca (V) n,p € N, n > n, avem (|znyp — zn|| < €.

Deci girul (xn)n>1 este Cauchy.
Pe de altd parte, nu existd z = ((y, ..., (., 0, ...,0,...) € lp astfel ca lim z, =

n—oc
z, adicd astfel ca lim ||z, — z| =0.
n—00

Intr-adevir, in caz contrar se ajunge la urmitoarea contradictie: pentru
n > k, avem

1 1 1 1 1
”I"—IHZ H Cl) C?v"') <k‘2k+]’2k+2""’2—n’0""'0"') 2 W

Prin trecere la limit# in aceastd ultim3 relatie obtinemm urmitoarea con-
tradictie

0= nll_.ﬂgo ”.’L‘n - :L'” Z Em

Spatiul ?

Definitie. Pentrul < p < oo, mul{imea

P ={z = (¢n)n>1 C K| Z [¢a]? < o0},

n=1

inzestratd cu adunarea uzuald a girurilor i inmullirea uzuald a girurilor cu
scalari, este un spaliu vectorial.
Acest spaliu vectorial poate fi tnzestrat cu urmdtoarea normd

lzll, = 1(¢n)n2all, = Zlcn 7)5.

Se verifica cu ugurin{d primele doud aziome ale normei. Cea de a treia az-
iomd decurge indatd (prin trecere la limitd) din urmdtoarea inegalitate cunoscutd
sub numele de inegalitatea lui Minkowski:

QIGF + )P < Zml" )7+ Q).

=1

Remarca. [P este o submulfime al lui ¢ cdci dacd = (Cn)n>1 € IP atunci,

(o o)
cum Y [(al|P < 0o rezultd cd ({n)n>1este convergent cdtre zero.
n=1
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Propozitie. Spatiul normat (IP, ||||p) este spatiu Banach.

Demostratie. Pentru a demonstra ci este ({7, ||.]| ) spatiu Banach, vom con-
sidera (i, )n>; un sir Cauchy arbitrar de elemente din P §i vom arita cd existi
T € IP astfel ca lim z, =z (in norma |}.||,,).

n-—oo
Eristenta girului x. Justificare. z, fiind un element al lui [P, este un sir; si-]
notim z, = (¢¢)k>1-
Deoarece sirul (z,)n>1 este Cauchy

(V) e >0 (3) nc € Nastfel ca (V) m,n€ N, m,n > n, avem |z, — zmfl, <e.

Drept urmare, intrucit, in conformitate cu definitia normei unui sir din [P,
avem

(o e}
iz~ P < S16R = ¢ = (e = zmll,)P,
k=1
pentru orice k € N si orice m,n > n., obtinem urmitoarea relatie

(V) e >0 (3) n. € N astfel ca (V) m,n € N, m,n > n. avem

IR =P < DOIR = PP = (len — 2mll,)? < €7, *)
k=1

pentru orice k € N, de unde
(VYe>0 (3) n. € Nastfel ca (V) m,n € N, m,n > n, avem |( — (| <e.

pentru orice k € N.
Asadar, pentru orice k € N, sirul (¢?)~>1 este Cauchy.
Cum K este spatiu Banach, deducem ci existd lim ¢ care va fi notati cu

n—oo
Ck-

Deci
lim (¢ = (k,
n—00

pentru orice £ € N.
Fie £ = (Ck)x>1.

Afirmatie. * = (Ck)k>1 € IP. Justificare. Din (*), fixind n = n,, prin trecere
la limitd dupd m ob{inem c&

o0
D IR = Gl < e”,
k=1

deci z,, — T € [P.
Pe de altd parte z,, € (P.
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Cum [P ecste spatiu vectorial, rezultd ¢ ©,, + (zn, — ) = —z € [P, deci

x €lP.
Afirmatie. lim z, = z. Justificare. Din relatia (*) avem, prin trecere la
n—oo

limit& dup& m, ci
(V) e >0 (3) n. € Nastfel ca (V) n € N, n > n, avem

Sk = Gl = (llzn - 2l )P < &,
k=1

pentru orice k € N, de unde,
(V) e>0 (3) ne € Nastfelca (V) n€N, n > n. avem |[|zn —z||, <e.

Aceastd ultimi relatie aratd ¢ lim ||z, — z||, =0, adicd lim z, = z.
n—oo n—oo

Diverse

1. Dacd p < q atunci [P C 19.
. oo
Demonstratie. Intr-adevir, dacd = = (z,)n>1 € [P atunci, cum Y |z,|° <
n=1
oo rezultd ci (z,)n>1 este convergent citre zero.
Drept urmare existd n; € N astfel ca pentru orice n € N, n > n, si avem

|zn| < 1.
Atunci pentru n € N, n > n; avem

|zn|? < |zal?.
Conform criteriilor de comparatie pentru serii de numere reale gasim ci
(o @)
Y |Ta)? < 0o, deci z € 19.
n=1
Cum z a fost ales arbitrar in [P afirmatia este demonstrati.
2. Frtep>1 gi z € IP. Atunci
lim |zf|, = |||,
q—o0
ultima normd fiind norma in [*°.
Demonstratie. Fie £ = (Tn)n>1-
Daci ||z]| = O concluzia este imediat4.

S4 presupunem deci ci ||z|| > 0.
Atunci, pentru orice o > 0 astfel ca a < ||z|| = sup |z,|, multimea
n>1

Sa={n€Nlzal > a} £ 0.
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n=1

oC
In plus, cum lim z,, = 0 (cici seria Y |z,/” < oc) deducem c# exista

n-—oc

no € N astfel ca pentru orice n € N. n > n, sii avem
Tn ¢ Sa-

Asadar S, este nevid¥ si finiti.

Atunci
o0
llzll§ = z |zn|? > aPcardS,,
n=1
deci
o N
||I||q > a(cardSy)9,
de unde

liminf ||z|, > liminf a(cardSc,)ﬁ =a.
Cum « a fost ales arbitrar cu propritatea cd a < ||z||, deducem urm#toarea

inegalitate
liminf |||, > ||| (1)

Pe de altX parte, si presupunem ci ||z|| = 1.
2.
Intrucit Y |z,n|” < 0o, lim 7, =0, unde 7, = Y |z|?, deci pentru orice
n=1 n—oo k>n
e > 0 existd ng € N* astfel ca
oo

Z |zn|P < €

n=no+1

st
lzn| <1,

pentru orice n € N, n > ny.
Cum |z,|? < |z.|? pentru orice n € N, n > ng, deducem ci

oo

> Jmal’<e

n=ng+1

Atunct

oo
1
lzlly = O lzel®)s
k=1

ng

<O 1zl +€)e < (nollzll® + )7 < (no +€)7,
k=1
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de unde
limsup ||z||, < limsup(no + 5)711 =1,
adica
limsup ||z|, < 1.

Pentru z oarecare, cum ﬁ are norma 1, avem ci

. T
lim sup H_Iﬂ

<l
q

deci
limsup |z, < [l2]|. (2)

Din (1) si (2) g¥isim concluzia, anume ci

lim ||z]|, = ||| -
g—00

3.

a) P C 1.

b) P = ¢g, unde inchiderea lui [P este consideratd in norma din [*°.

Demonstraiie.

o ]
a) Dacd = = (zn)n>1 € [P atunci ) |z,|P < oo, deci lim z, = 0, adici
- n=1 n—oo

T € cg C I

Deci

PCcCI™
b) Drept urmare
P C 5 = co. (1)

Pe de alti parte, daci £ = (Zn)n>1 € co putem considera girul zx =
(Iﬁ)nzl = (II!I21 "'ka—-]70101 "'101 ) S lp'

Atunci

lz — zk|| = sup |zal,
n>k
deci
lim ||z — zx|} = lim sup [z,| = limsup|z,| = lim|z,| = 0.
k— o0 k—'°°n2k
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Drept urmare

lim zy = r,
k—oo

deci = € IP.
Asadar

Co g l_P (2)
Din (1) si (2) rezulti concluzia.

Remarca. IP nu este inchis (cu privire la norma din [°°) tn I°.
Justificare. IP # co cici sirul (1, X, X, ..., L, ...) € co — IP deoarece seria
27 3» np

o0
Y 1 este divergenti.

n=1

SPATII DE FUNCTII

SPATII DE FUNCTII MARGINITE

In cele ce urmeazi vom considera ci X este un spatiu topologic local compact
(faptul c& X este local compact va fi folosit numai in studiul lui Co(X)).

Spatiul M(X) al functiilor mirginite

Definitie. Multimea
M(X) ={f:X — K| feste marginitd},

inzestratd cu adunarea uzuald a functitlor gi fnmultirea uzuald a functiilor cu
scalari, este un spaliu vectorial.

Acest spatiu vectorial poate fi inzestrat cu urmdtoarea normd (se verificd cu
ugurin{d ariomele normet)

171l = sup | f(z)].
zeX
Remarcd. Norma de mai sus se mai noteazd || f||_..
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Propozitie. Spatiul normat (M(X),||.1]) este spatiu Banach.

Demonstrafie. Pentru a demonstra ci (M(X).||.]|) este spatiu Banach, vom
considera (f,)n>1 un gir Cauchy arbitrar de elemente din M(X) si vom arita
cli existd f € M(X) astfel ca lim f,, = f (in norma descrisd mai sus).

n—oo

Eristenta functiei f. Justificare. Deoarece sirul (fn)n>1 este Cauchy
(V) e >0 (3) n. € Nastfel ca (V) m,n € N, m,n > n, avem ||f, — fnll <e.

Drept urmare, intrucit, in conformitate cu definijia normei unei functii din
M(X), avem

|fn(2) = fn(2)] < 1 fro = fiml

pentru orice z € X si orice m,n > n., deducem ci urmitoarea relatie este
adeviratid

Me>0 (3) n. € Nastfel ca (V) m,ne€ N, m,n > n,
avem
[fa(z) — fm(z)| <, *)

pentru orice z € X.
Asadar, pentru orice = € X, sirul (fo(x))n>1 este Cauchy.
Cum K este spatiu Banach, deducem c# existd lim f,(z) care va fi notati
n—oo

cu f(z).
Deci

Jlim fa(@) = f(2),

pentru orice r € X.
Fie f : X — K, definiti de relatia de mai sus.

Afirmatie. lim f, = f. Justificare. Din relatia (*) avem, prin trecere la
In— 00

limit4 dupi m, ci
(V) e >0 (3) n. € Nastfel ca (V) n € N, n > n, avem |fn(z) — f(2)| < &,
pentru orice r € X, de unde
(V)e>0 () n.eNastfelca (V) ne N, n>n, avem |[f, - f|l <e.
Aceastdl ultimi relatie aratd ci nli—~n;o | fn ~ fll = 0, adici nllngofn =f.

Afirmatie. f € M(X). Justificare. lim |[f, — f|| = 0 exprimi exact faptul
n—oo

ci sirul (fn)n>1 converge uniform ciitre f. Atunci, cum f, este mirginitd
pentru orice n € N, f este mirginiti.
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Spatiul B(X) al functiilor mi3rginite gi continue

Definitie. Mul{imea
B(X)={f:X — K| feste mdrginitd gi continud},

inzestratd cu adunarea uzuald a functiilor gi inmultirea uzuald a funcfiilor cu
scalari, este un spafiv vectorial.

Acest spatiu vectorial poate fi inzestrat cu urmdtoarea normd (se verificd cu
ugurintd aziomele normei)

£l = sup |f(=)].
z€X

Remarci. B([a,b]) se mai noteazd C([a,b]).
Remarci. B(X) este un subspatiu al lui M(X).

Propozitie. Spatiul normat (B(X),|.||) este spatiu Banach.

Demostratie. Vom arita c B(X) este inchis.

Dorim deci s3 aritd3m ci B(X) = B(X). L

Dupd cum se cunoagte este suficient si demonstrdm incluziunea B(X) C
B(X) (cealaltd incluziune fiind valabild intotdeauna datoriti definitiei inchiderii
unei multimi).

In acest scop vom considera f € B(X) si vom arita ci f € B(X).

Din caracterizarea inchiderii unei mul{imi in spatii metrice, decurge existenta
unui §ir (fn)n>1, de elemente din B(X), astfel ca ,}L“;Ofn = f (in norma lui
B(X)).

Asadar

(V) e>0 (3) n. € Nastfel ca (V) n € N, n > n, avem ||f, — f]l <e.

Drept urmare, intrucit, in conformitate cu definitia normei unei functii din
B(X), avem

|fn(z) = f(2) < Ifn = £l
pentru orice T € X si orice n > n,, obtinem urmitoarea relatie
(V) e >0 (3)ne € Nastfel ca (V) n € N, n > n, avem [f,(z) — f(x)| <e,

pentru orice * € X, ceea ce exprimi exact faptul c& sirul (f,)n>1 converge
uniform citre f.
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Atunci, cum pentru orice n € N, f,, este mirginitd si continui, f este
marginitd si continui, adici f € B(X).

Spatiul C,(X) al functiilor continue si nule la infinit

Definitie. Mul{imea

Coo(X) ={f: X — K| feste continud gi nuld la infinit, i.e.
(V) € > Qexistd Aco submultime compactd o lui X astfel ca

| f(z)| < epentru orice T ¢ A.},

inzestratd cu adunarea uzuald a functiilor §i fnmulfirea uzuald a functiilor cu
scalari, este un spatiu vectorial.

Acest spatiu vectorial poate fi inzestrat cu urmdtoarea normd (se verificd cu
ugurintd aziomele normet)

£l = sup |f(z)].
zeX

Remarcad. Co(X) este un subspativ al lui B(X) cdci f este mdrginitd
atit pe X — A, (din definitie) cit gi pe A, (fiind continud pe aceastd multime
compactd).

Propozitie. Spatiul normat (Coo(X),||-||) este spativ Banach.

Demostratie. Vom arita ci Coo(X) este inchis.

Dorim deci s arfitim ci Coo(X) = Coo(X).

Dupi cum se cunoagte este suficient si demonstrdm incluziunea Coo(X) C
Coo(X) (cealaltd incluziune fiind valabili intotdeauna datorit¥ definitiei inchiderii
unei multimi).

In acest scop vom considera f € Coo(X) §i vom ar#ita ci f € Coo(X).

Din caracterizarea inchiderii unei multimi in spatii metrice, decurge existenta
unui sir (fa)n>1 de elemente din Co(X) astfel ca nlimoofn = f (in norma lui
Coo(X))-

Cum Coo(X) C B(X) deducem (folosind din nou caracterizarea inchiderii
unei multimi in spatii metrice) ¢ f € B(X) = B(X), asa cum am vizut maij
sus.

Drept urmare rdmine si aritim cd f este nuld la infinit.

Fiee > 0.
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Atunci, cum lim ||f,, — f|| =0, rezulti ca
71— 00

(V)e >0 () n. € Nastfel ca ||fu, — Il < %

Pe de altd parte, cum f,, € Coo(X), existd A, o submultime compacti a lui
X astfel ca

[fre(@)] < 3,

pentru orice = ¢ A..
Atunci, pentru orice z ¢ A, avem

£

@ < 1) = Fae (@) + L (@] < W = FH+ @] < 5+ 5 =

In concluzie f € Coo(X).

Spatiul Co(X) al functiilor continue si cu suport compact

Definitie. Mul{imea

Co(X) ={f: X — K | feste continud gi cu suport compact,
i.e. ezistd Ao submullime compactd a lui X astfel ca

| f(z)| = Opentru orice = ¢ A},

inzestratd cu adunarea uzuald a funcliilor §i inmullirea uzuald a functiilor cu
scalari este un spafiu vectorial.

Acest spatiu vectorial poate fi tnzestrat cu urmdtoarea normd (se verificd cu
ugurin{d axiomele normei)

I £1] = sup | f(x)].
zeX

Remarci. Co(X) este un subspafiu al lui Coo(X).

Propozitie. Spatiul normat (Co(X), ||||) nu este spatiu Banach.

Demostratie. Vom arita ci Co(X) nu este inchis.

Mai precis, vom ardta cd Co(X) = Coo(X).

Cum Co(X) C Coo(X) deducem ci Co(X) nu este inchis, deci nu este spatiu
Banach.
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Deoarece Co(X) C Coo(X) deducem ci

Pe de altd parte, fie f € Coo(X).

Atunci pentru € > 0 existd A, (pe care, pentru simplitate o vom nota cu A)
o submultime compactd a lui X astfel ca

|f(z)] <e,

pentru orice z ¢ A.
Deoarece X este local compact, orice punct a € A are o vecinsitate compacti,
pe care o vom nota cu U,.
o

Deoarece familia (U, )a¢ 4 constituie o acoperire cu mul{imi deschise a multimii
compacte A, deducem ci existd p € N si a3, ..., ap € A4 astfel ca

o] =]
AC Uny U... UU,.

Sinotdm U = U,, U...UU,, §i C=U,, U...UU,,.
U este multime deschis iar C este muljime compact4.
Evident ACU CC.

In continuare vom folosi urmatorul rezultat (vezi Marius Radulescu si Sorin
Ridulescu, Teoreme si Probleme de Analizd Matematici):

Fie X wun spafiu topologic local compact, K o mulitme compactd gt V o
mullime deschisd astfel ca K C V C X. Atunci eristd o funciie continud
f: X —[0,1] astfel ca fix =1 gt fix_v =0.

Atunci, conform cu rezultatul mentionat, existi o functie continug h: X —
[0,1] astfel ca hj4 =1 gi hyx_y = 0.

Fie acum functia ¢ = hf.

Evident functia g este continui.

Mai mult, dacd = ¢ C atunci z ¢ U deci h(z) = 0, de unde g(z) = 0.
Agadar g € Co(X).
Pe de altd parte

(@) —g@) =1/ (@)1 - A=) = { _ |f(25,d§°f, zaeci-lA..r ¢ A

Drept urmare

|f(2) — g(z)| <,

pentru orice z € X, de unde
sup |f(z) — g(z)| = If — gll <e.
rzeX

Deci f € Co(X).
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Asadar

de unde

Spatiul V([0,1]) al functiilor cu variatie mirginit

Definitie. Mul{imea
V([0,1)) = {f:]0,1] = R | feste cu varialie mdrginitd},

inzestrald cu adunaree uzuald a funclislor §i inmulfirea uzuald a functiilor cu
scalari, este un spatliu vectorial.

Acest spatiu vectorial poate fi inzestrat cu urmdtoarea normd (vom verifica
imediat cd intr-adevdr este normd)

1Al = 1O} + V().

Remarci.

1 n—1
1. Sa ne reamintim ca V(f) = sup { > |f(zit1) — f(z:)| | unde A
0 A€D([0,1)) i=0
este 0 =19 <) <..<zn=1}

2. Evident, faptul cd am ales intervalul [0,1] nu este esential; se poate
considera mai general spatiul functiilor cu variatie mdrginitd pe intervalul |a,b|.

3. V([0,1]) este o submullime a lui M([0,1])

Propozitie. Spatiul normat (V((0,1]),).Il) este spatiuv Banach.
Demostratie. Pentru inceput si ardtdm ci ||.|| este o norma.

A1) Daca ||f|| =0 atunci f =0.

Intr-adevir, daci || f]| = 0 atunci |f(0)| + \;/(f) =0, deci f(0) = 0si \g(f) =

Dar, pentru orice t € [0, 1],

1(8) = fO) = SO < 17@) = FO)+ [f(1) = fF()] < %(f) =0

cici 0 = zp < z; =t < 9 = 1 este o diviziune particulars a lui [0, 1].
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Asadar f(t) = 0 pentru orice t € |0,1], i.e. f=0.
A2) Dacd a € R atunct |af]| = |a| || f]|-

intr-adevir,

ol = 1 f (O)1 + V(ef) = o FO)] + ol V(1) = lad (7O} + V(1)) = le 111,

unde am folosit proprietiile modulului gi ale variatiei unei functii.

A3) [If +all <171+ ligli-
Aceasty inegalitate decurge indat din inegalitatea triunghiului pentru modul

si din urmitoarea inegalitate referitoare la variatia sumei a dou# functii

(f+9) V(N +V ().

o~

Pentru a demonstra ci (V([0,1]),]l.||) este spatiu Banach vom considera
(fa)n>1 un gir Cauchy arbitrar de elemente din V([0,1]) si vom ardta c¥ ex-
istd f € V([0,1]) astfel ca lim f, = f (in norma descrisi mai sus).

n—00

Eristenta funciiei f. Justificare. Deoarece girul (f,)n>1 este Cauchy
(V) >0 (3) n. € N astfel ca (V) m,n € N, m,n > n, avem ||fn — fim|| <.

Drept urmare, intrucit, in conformitate cu definitia normei unei functii din
V([0,1]), avem

Hfn(t) = fm(8)] < [fn(0) = S (0)] + |(fn(t) — fm(2)) — (fn(0) = fm(0))] <

<110 = fon(O)| 4 Y (fr = ) = =

pentru orice t € [0,1] si orice m,n > n,, deducem ci pentru orice t € [0,1],
urmitoarea relatie este adeviiratd

(V) e >0 (3) n. € Nastfel ca (V) m,n € N, m,n > n. avem |fa(1) — fm(t)| <e.

Asadar, pentru orice t € (0,1], sirul (f(t))n>1 este Cauchy.
Cum R este spatiu Banach, deducem ci existd lim f,(z) care va fi notatd
n—oo

cu f(x).
Deci

Jim f(z) = f(@),
pentru orice ¢ € [0, 1].

Fie f : X — R, definiti de relatia de mai sus
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Afirmatie. ,}H&f” = f. Justificare. Deoarece girul (f;)n>1 este Cauchy
(V) e>0 (3) n. € Nastfel ca (V) m,ne N, m,n > n, avem [|fn — fill <e,
de unde, in conformitate cu definitia normei unei functii din V((0, 1]),
(V)e >0 (3) n. € Nastfel ca (V) n,m € N, n,m > n, avem

r—1

1£a(0) = SO + Y [(fa(®is1) = fn(®is1)) = (fa(:) = fm(@:))] <€,

=0

pentru orice diviziune A € D([0,1]), unde A este 0 =29 < z1 < ... <z, = L.
Din aceastf ultimi relatie, prin trecere la limit& dup4 n, obtinem

(M) e>0 (3) n. € N astfel ca (V) m € N, m > n. avem

1£(0) - 0)| + Zl (Tit1) fm(zi+1)) = (f(z:) = fm(z))| <,

1=0

pentru orice diviziune A € D([0,1]), unde A este 0 =zg < z; < ... <z, = 1.
Drept urmare

(M) e >0 (3) n. € N astfel ca (V) m € N, m > n, avem

1
1£(0) = fm(O) + V(f = fm) = If = fmll <& *)
Aceasti ultimi relatie aratd ci lim ||f, — f|| =0, adicd lim f, = f.
Afirmatie. f € V([0,1]). Justificare. Din (*) decurge cd
1
V(f = fn) <e=1f(0) = /. (0)],
deci functia f - f,, € V([0,1)).
Cum f,, € V([0,1]) si V([0,1]) este spatiu vectorial, deducem ci f €
([0, 1)).
Remarca. Consideratiile de mai sus sunt valabile §i in cazul in care [0,1]

este inlocuit cu un interval arbitrar [a, b], situatie in care V([a, b]) se mai noteazd
cu BV ([a,b]).

Spatiul R([a,b]) al functiilor integrabile Riemann
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Definitie. AMuwl{imea
R(la.b])) = {f: |a,b] = R | feste integrabild Riemann},

inzestratd cu adunarea uzuald a funcliilor gi inmultirea uzuald a funciiilor cu
scalari, este un spativ vectorial.

Acest spatiu vectorial poate fi inzestrat cu urmdtoarea normd (se verificd cu
usurinid axiomele normei)

Ifll = sup [|f(z)].

z€[a,b]

Remarci. R([a,b]) este un subspafiu al lui M([a,b]).

Propozitie. Spa§iﬁl'ﬁor'rnat (R([a,b]), |- este spatiu Banach.

Demonstratie. Pentru a demonstra ci (R([a, b)), ||.||) este spatiu Banach vom
considera (fn)n>1 un gir Cauchy arbitrar de elemente din (R([a, b)), ]|.||) si vom
arita ci existd f € R([a,b]) astfel ca lim f, = f (in norma descrisd mai sus).

n—oo

Ezistenta functiet f. Justificare. Deoarece sirul (f,)n>1 este Cauchy
(V}e>0 (3) n. € Nastfel ca (V) m,n € N, m,n > n, avem ||fr — fm] < e

Drept urmare, intrucit, in conformitate cu defini{ia normei unei functii din
R(|a, b]), avem

lfn(l') - fm(I)l < ”fn - fm”

pentru orice z € [a,b] si orice m,n > n., deducem ci urmitoarea relatie este
adeviratd

(V) e >0 (3) n. € N astfel ca (V) m,n € N, m,n > n, avem |fn(z) — fm(z)| <e,

*)

pentru orice z € [a, b].
Asadar, pentru orice z € [a, b], sirul (fn(z))n>1 este Cauchy.
Cum R este spatiu Banach, deducem ci existd lim f,(z) care va fi notati
n-—oo

cu f(z).
Deci

lim fu(r) = f(z),

n— oo

pentru orice z € [a, b].
Fie f : [a,b] — R, definitd de relatia de mai sus,

Afirmatie. lim f, = f. Justificare. Din relatia (*) avem, prin trecere la
n—oo0

limitd dups m, ci
(V) e>0 (3) n. € Nastfel ca (V) n € N, n > n. avem |fn(z) — f(z)| <,
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pentru orice = € [a,b], de unde,
V) e>0 () n.eNastfelca(V)ne N, n>n, avem |f, - f|l<e.
Aceastd ultimi relatie arati ¢ lim ||f, — f|| =0, adici lim f, = f.
n—oo n—oo

Afirmatie. f € R([a,b]). Justificare. lim ||f, — f|| = 0 exprimi exact
n—00
faptul c# sirul (f,)n>1 converge uniform citre f. Atunci f este integrabila
Riemann.

Spatiul C™([a,b]) al functiilor de clasi C"

Definitie. Multimea
C™([a,b]) = {f: [a,b) — R | feste de clasa C™},

inzestratd cu adunarea uzuald a functiilor §i inmulfirea uzuald a functiilor cu
scalari, este un spafiu vectorial.

Acest spatiu vectorial poate fi inzestrat cu urmdtoarea normd (se verificd cu
ugurinid axriomele normet) -

| f]l = max sup |f(i) z ,
7l 0<i<nzg(q,b) (@)

Propozitie. Spatiul normat (C"*([a,d]),||.||) este spatiu Banach.

Demonstratie. Pentru a demonstra ci (C™([a,b]),||.]|) este spatiu Banach
vom considera (f,)n>1 un gir Cauchy arbitrar de elemente din C™([a, b]) §i vom
arita ci existd f € C"([a,d]) astfel ca lim f, = f (in norma descrisi mai sus).

Ezistenta functiei f. Justificare. Deoarece girul (f,)n>1 este Cauchy
(V) e >0 (3) n. € Nastfel ca (V) m,ne N, m,n>n, avem ||f, — fmll <e.

Drept urmare, intrucit, in conformitate cu definitia normei unei functii din
C™(|a, b}), avem

FO@) = f(@) < N fn = fmll

pentru orice z € [a,b], orice i € {0,1,2,...,n} si orice m,n > n., obtinem
urmitoarea relatie

(V) e >0 (3) ne € Nastfel ca (V) m,n € N, m,n > n, avem |f(z) — f)(z)| < e.

*
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pentru orice x € [a, b]. .

Asadar, pentru orice z € [a,b] si orice 7 € {1,2....,n}, sirul (f,(,l)(r)),,Z, este
Cauchy.

Cum R este spatiu Banach, deducem ci existd limita 1}Lmooffli)(r) care va fi

notatd cu g;(x).
Deci

Jim £9(z) = gi(=),

pentru orice z € [a, b].
Fie f =go = lim f, :[a,b] = R
Afirmatie. lim f, = f. Justificare: Din relatia (*) avem, prin trecere la
n—oo

limitd dup&d m, ci

(V) e >0 (3) n. € Nastfel ca (V) n € N, n > n, avem |f{(z) - g,—(z:)l <E,

pentru orice € [a,b] si orice i € {0,1,2,...,n}, de unde, pentru orice i €
{0,1,2,...,n}

()¢ >0 (3) n. € Nastfel ca (V) n € N, n > n, avem sup ”f,(f) - gi” < €.
z€{a,b)
**)

Aceastd ultimi relatie aratd ci lim Ilf,(f) - g,-” = 0, adici girul (fn)n>1
n—oo -

converge uniform citre g;, pentru orice ¢ € {0,1,2,...,n}.
Atunci functiile g; sunt derivabile si g; = g;1+1 pentru orice i € {0,1,2,...,n—
1}

Asadar f este de n ori derivabilisi f(¥! = g; pentru oricei € {0,1,2,...,n—-1}.
Mai mult, deoarece f,(#) este functie continud pentru orice m € N deducem
ci f(") este functie continui, deci f € C*([a, b]).
Relatia (**) aratd ci nlirrgo Ifa = fll =0.

Spatiul Cg°(R) al functiilor indefinit derivabile cu suport compact

Definitie. Multimea
Ci°(R) = {f:R — R feste de clasd C*®gi cu suport compact},

inzestratd cu adunarea uzuald a functiilor §i fnmultirea uzuald a functiilor cu
scalari, este un spaliv vectorial.
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Acest spaliu vectorial poate fi inzestral cu urmdloarea normd (se verificd cu
usurinid ariomele normei)

I fIl = sup | f(=)|.
z€R

Propozitie. Spatiul normat (C§°(R), ||.||) nu este spatiu Banach.

Demonstratie. Fie, pentru orice n € N,

En = {f € Cg°(R) | supp (f) € [-n,n]}.

E.,, este un subspatiu inchis al lui C§°(R) cici dacd f € C§°(R) atunci conform
cu caracterizarea inchiderii unei mul{imi in spatii metrice, existd (fm)m>1 un
sir de elemente din C§°(R) astfel ca lim ||f,, — f|| = 0, deci (fm)m>1 converge

m—00 -

uniform citre f, deci f € C(R)
Mai mult

Supp(f) g mglsupp(f‘M) g [—TL,TL],

adici f € C§°(R).
Este clar ca

Co (R) = nL>J1En.

S& presupunem acum ci (C§°(R), ||.||) este spatiu Banach.
Conform teoremei lui Baire existi mg € N astfel ca

-2
Emy #£0.
Cum E,,, este multime inchis#, deci E,,, = E,,, obt{inem ci
o
Emg £ 0.
Deci existd fo € C§°(R) si r > 0 astfel ca

Br(fO) g Emo.

Deoarece E.,,, este un subspatiu al lui C§°(R) rezulti ci
BT(fO) - fO = BT(O) - Em,o

si deci
~B,(0) = B,.(0) € Em,,

pentru orice r > 0.
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Drept urmare

U Br.(0) = C§°(R)  Enm,.

Asadar
Ce(R) € By,

ceea ce, evident, este o contradictie.
In concluzie (C§°(R), ||.||} nu este spatiu Banach.

SPATIILE LP(Q2),p>1

Fie 2 un domeniu din R™ gi p > 1.
In cele ce urmeazd vom lucra cu integrala Lebesgue.

Definitie. Mul{imea

LP(Q) = {f : @ — K| feste mdsurabild si /|f(z)|”dz < oo},
Q

inzestratd cu adunarea uzuald a funciiilor gi tnmullirea uzuald a funcliilor cu

scalari, este un spatiu vectorial.
De fapt, pentru a fi rigurogi, trebuie sd meniiondm cd elementele lui LP(S2)

sunt clase de echivalen{d de funciit safisfdcind relalia de mai sus, doud funciii

fiind echivalente dacd sunt egale aproape peste tot.
Acest spaliu vectorial poate fi inzestrat cu urmdtoarea normd

111, = { / f(@)P dz}3.
Q

Multimea

L™(Q) = {f: Q = K| feste mdsurabild §i esential mdrginitd,

i.e. existd M € Rastfel ca |f(x)| < Mpentru aproape toli =z € Q},

inzestratd cu aedunarea uzuald a functitlor §i inmulfirea uzuald a funciiilor cu

scalar, este un spafiu vectorial.
Din nou, pentru a fi rigurogi, trebuie s& mentiondm cd elementele lui L=(Q)

sunt clase de echivalenid de funclii safisfdcind relatia de mai sus, doud functii

fiind echivalente dacd sunt egale aproape peste tot.
Acest spatiu vectorial poate fi inzestrat cu urmdtoarea normd

I fllo = esssup|f(z)| =inf{M € R||f(x)| < Mpentru aproape toti = € 1}.
T€EN
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Propozitie. Spatiul normat (L”(Q).H.“p), unde 1 < p < o, este spatiu
Banach.

Propozitie. Pentru 1 <p < 00, Co(f?) este densd in (LP(2).||.]],)-

Remarci. Se constatd astfel, intrucit Co(2) C LP(Q?), cd Co(NR) nu este un
subspafiu tnchis al lui (LP(Q), ||.[|,), deci (Co(),[|-Il,,) nu este spatiu Banach.
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CAPITOLUL 11

TEOREMA HAHN-BANACH

Unul dintre cele mai importante rezultate din analiza functionali se referd
la extinderea unei functionale liniare gi continue ¢ : Y — K, unde Y este un
subspatiu al unui spatiu vectorial normat X, la o aplicatie f : X — K care
si fie de asemenea liniar3d si continull §i care si aibd aceeagi normi ca si g.
Aplicatia g poate fi ugor extinsi la o aplicatie liniard pe X. De asemenea,
datorit3d continuitd{ii uniforme a lui ¢ pe ¥ o putem extinde la o aplicatie
continui pe Y iar apoi la X folosind teorema lui Tietze. Nu este ins¥ deloc
evident ci se poate obtine o extensie care si fie simultan liniard i continui.
Acest lucru este afirmat de teorema Hahn-Banach.

Forme echivalente ale teoremei Hahn-Banach sunt date de urméitoarea

Propozitie. Fie X un spatiu vectorial (real).

Atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

a) Teorema Hahn-Banach, adicd: Fie p: X — R func{ionald subliniard (i.e.
pentru orice T,y € X gi orice t € R, avem

p(z +y) < p(z) + p(y)
§i
p(tx) = tp(z) )

st f: Xo — R o functionald liniard, unde Xy este un subspatiu vectorial al lui
X, astfel ca

f(z) < p(x)

pentru orice r € Xo.
Atunci existd o funclionald liniard F : X — R astfel ca

Fix, = f
51
F(z) < p(z)

pentru orice x € X.
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b) Pentru orice p1, p2 : X — R funclionale subliniare g1 orice f : X — R
SJunctionald liniard astfel ca

f<p1+pe,
ezistd f1, fo: X — R funciionale liniare astfel ca
f=hHh+1
g1
fi £p1, f2 < pa.

¢) Pentru orice p, q: X — R, q functionald supraliniard (i.e. pentru orice
z,y € X si orice t € R, avem

q(z) + q(y) < 9z +v)
st
q(tz) =tq(z) )
tar p subliniard astfel ca
q<p,
eristd f: X — R, funclionald liniard astfel ca
g<f<p

Demonstratie:

a) = b) Fie functionala subliniard p: X x X — R dati de

p(z1,72) = p1(z1) + pa(z2)

pentru orice (zy,z3) € X x X.
S4 considerfim urmitorul subspatiu al lui X x X:

Xo = {(z,z) |z € X}
si functionala liniard fy : Xg — R dat¥ de
fo(z,z) = f(z)

pentru orice = € X.
Din teorema Hahn-Banach rezultd existenta unei functionale liniare ¢ : X x
X — R astfel ca

g<p
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si
9ix, = fo-
Atunci vom considera {unctionalele liniare f;, fo : X — R date astfel:
fi(z) = g(z,0)
sl
fa(z) = 9(0.2)

pentru orice ¢ € X.
Avem

9(z,y) = 9((z,0) + (0,9)) = g(2,0) + 9(0,3) = f1(z) + fa(y)

pentru orice (z,y) € X x X.
Deoarece g|x, = fo §i g < p, avem pentru orice r € X:

g(I:I) = fO(I7I) = f(l‘) = fl(x) + f2(z)1

9(,0) = fi(z) + £2(0) = fi(z) < p(z,0) = p1(z) + p2(0) = p1(z)

si
9(0,z) = /1(0) + fa(z) = fa(x) < p(0,x) = p1(0) + p2(z) = p2(2),
deci
f=h+te
i
f<p, f<pa

b) = ¢)

Fie p; s1 p2 functionalele subliniare date de p; = —q, p2 = p.
Atunci

f=0<p1+po
deci, conform cu ipoteza, existd f;, fo : X — R functionale liniare astfel ca
‘ 0O=f=hH+1
si

fi==f2<p1, f2 <pa,
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de unde
g=-m<fa<pa=p

si alegem f = f5.
c) = a)

Fie X un spatiu vectorial real, Xy un subspatiu al s¥u, f : Xo — R o
functionals liniari si p : X — R o functionald subliniari astfel ca

f<p

pe Xo.
Construim r,s : X — R astfel:

r(z) = yien;O{P(I +y) - f(v)}
si
s(z) = sup {f(y) — p(y — z)}

YEXo

pentru orice € X.
Aplicatiile r si s sunt pozitiv omogene, cici pentru orice a > Osiz € X
avem:

r(az) = inf {plaz +y) -~ fv)} =

. y Y
inf afp(e+ L) - ;) =ainf (pa+¥) - f()) = ar(z)
Aplicatia s este supraaditivi deoarece avem:

f)—ply—z1) + f(2) —p(z —22) = f(y+2) —ply— 1) — p(z —22) <

<fly+z)-ply+z—(z1+22)) < s(z1 +z2)
pentru orice =1,z2 € X si y,z € Xp, de unde
s(z1) + s(zg) < s(x1 + 2)

pentru orice r;,z € X.
Aplicatia r este subaditivd deoarece avem:

r{zi+x2) <plzi+z2+y+2)— fly+2) <

< p(e1 +y) - f(y) +p(z2 + 2) - f(2)
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pentru orice 1,72 € X §i ¥,z € Xo, de unde
r(zy + x2) < r(z1) +7(22)

pentru orice 1,z € X.
In plus, s < r deoarece

p(z+y) = f(y) = (f(2) —p(z —z)) 2 pz+y) - fly+2) 20,
deci
pz+y) - f(y) > f(2) —p(z — )
pentru orice y, z € Xo, deci

sup {f(z) —p(z — z)} < inf {p(z+y) - f(v)},
2€Xo v€Xo

de unde
s(z) < 7(z)

pentru orice z € X.
Atunci existd F': X — R functionali liniarX astfel ca

s<F<r
si avem
F(z) < r(z) < p()
pentru orice = € X si

f(z) = f(z) - p(0) < Sup {f() - ply —2)} = s(z) < F(z) <

<r(z) = inf {p(z+v)~ ()} <p(z - 2) - f(-2) = f(2)
pentru orice x € Xy, deci
F‘lxo = f
Remarcd. Teorema Hahn-Banach este validd gi in cazul complez, adicd
avem:

Fie X un spatiu vectorial complez, p o seminormd pe Xsi fo o funclionald
liniard, definitd pe un subspatiu vectorial Xg al lui X, care satisface conditia

|fo(z)| < p(),
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pentru orice x € Xp.
Atunci fo se poate prelungi, pe tot spatiul X, la o funclionald liniard f
satisfdcind conditia

|f ()] < pl(z),

pentru orice T € Xg.

Definitie. Fie X un spatiu vectorial normat peste K. Atunci X* = {f :
X — K | f este liniard §i continud} cu norma

11l = sup{|f(=)| | ll=]| <1}

este un spafiu vectorial normat complet, numit dualul lui X.

Teoremd. Fie X un spaliu vectorial normat peste R, E o submulfime
nevidd deschisd §i convezrd a lui X iar Y un subspaliu al lui X astfel ca ENY =
f. Atunci eristd H un subspafiv mazimal propriu inchis al lui X astfel ca
Y CHg ENH = 0. Altfel spus, existd f € X*, astfel ca fiy = 0 dar
f(z) # 0 pentru orice z € E.

Teorema Hahn-Banach (de separare). Fie X un spatiu vectorial nor-
mat peste K iar E; §i Eo doud submultimi ale lui X nevide, conveze cu E;
deschisd. Atunci eristd f € X §i a € R astfel ca

Re f(z1) < @ < Re f(z2),
pentru orice Ty € Ey g1 z9 € Es.

Teorema Hahn-Banach (de extindere). Fie X un spatiu vectorial nor-
mat, peste K, §i Y un subspafiv al lui X. Atunci pentru orice g € Y™ ezistd
f € X* astfel ca

fir =9
§t
A= ligll-

Remarca. Nu eristd nici un operator liniar V : ¢ — cg astfel ca
Vizg)==z
pentru orice T € co §i
V)l < il
pentru orice T € ¢, adicd teorema Hahn-Banach nu este valabild pentru operatori

liniari (in acest caz prelungirea se poate face, dar fdrd pdstrarea normei).
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Intr-adevir, s presupunem ci existi un operator liniar V : ¢ — ¢ astfel ca
Viz) ==«
pentru orice r € ¢qg §i
V@I <=zl

pentru orice x € c.
Atunci, pentru orice £ = (Tn)n»1 € ¢, notind 1 = (1,1,1,...,1,...) avem,
deoarece £ — ( lim z,)1 € ¢,
mn—o00

V(z) =z — (lim 2,)1 + ( lim z,)V(1).

n—00 — 00

Deoarece V(1) = (an)a>1 € ¢p existd n; € N* astfel ca

Ianl| < 5.
Fie y = (0,0, ...,0, % -1, % - 1,% —1,...) unde % — 1 este pe pozitia n,.
Avem evident lim y, = —1, deciy € csi ||y|| = 1.

n-—o00

Prin urmare

Vi) =y+1-V(1) =

=(1,1,...,1, 1 1"~)_(an)n21)

2
1

[XRN ]

2
2

deci

IV = sup (V@)nl > |V @))as| =2 am, > 2= 5 = 5

de unde
3
V> 5 > 1=yl
Prezentim in continuare citeva consecinte ale teoremei Hahn-Banach (de
extindere).

Corolar. Fie X un spatiu vectorial normat peste K si a € X —{0}. Atunci
eristd f € X* astfel ca

f(a) = el
§1
171l =1
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Corolar. Fie X un spaliu vectorial normat peste K.

a) Fie Y un subspativ al lui X §i a € X. Atunci a € Y dacd si numai daca
pentru orice f € X* astfel ca fly =0 avem f(a) = 0.

b) Fie {z:,22,...,Tn} o multime liniar independentd din X. Atunci existd
fi f2. - fn elemente din X* astfel ca

wy_y 1, pentruj=¢
fj(x’)_{O, pentru j # i °

Remarca. Primul punct al corolarului de mat sus este important in teoria
aproximdrii in spatii vectoriale normate. El afirmd cd pentru a justifica aproz-
imarea unui element a € X cu elemente dintr-un subspativ Y al lui X, este
suficient sd se arate cd orice orice f € X* se anuleazd in a, dacd se anuleazd
pe Y.

Vom exemplifica remarca de mai sus cu urm#toarea:
Teoremi. Fie {t,t2,...,tn,...} 0 mullime densd in (0,1] gi, pentru fiecare
j €N fie
1, pentru0 <t <y
fi(t) ={ 0, pentrut; <t<1’

Atunci orice f € L%([0,1]) poate fi aprozimat cu combinatii liniare de fi,

f2’ R | fn‘ et
Demonstratie. Fie X = L2([0,1]) i F € X*.
Fie g € X astfel ca

1

F(N = [f@a(e)s
0
pentru orice f € X.
Dacd F(f;) = 0 pentru orice j € N*, adici 7g(:c)d:c = 0, atunci considerim
functia °

t

2(t) = / 9(z)dz.

0

Functia z este continu si 2(t;) = 0 pentru orice j € N*.

Deoarece {t),12,...,tn, ...} este o multime dens# in [0, 1], rezultd cd z = 0, de
unde ¢ = 0 a.p.t., deci F' =0.

Conform cu corolarul de mai sus, orice element al lui X = L2([0, 1]) este din
inchiderea spatiului generat de fy, fa, ..., fa, .- -
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In continuare dorim si studiem cind are loc unicitatea in teorema Hahn-
Banach. Pentru aceasta avem nevoie de urmitorul concept:

Definitie. Un spatiu vectorial normat se numeste strict conver dacd pentru
orice ,y € X astfel ca ||z|]| = |lyll =1 §i = # y avem

<1

:c+y‘

Remarci. Din punct de vedere geometric, X este strict convez dacd mijlocul
oricdrui segment ce unegte doud puncte distincte de pe sfera unitate din X nu
se afld pe aceasta.

Remarca. K™ gi (I?,||.]|,), pentru p € (1,00), sunt strict convezre. Pentru
p =1 sau p=o0, (I?,|.[|,) nu este strict convez.

Teorem3 (Taylor-Foguel, 1958). Fie X un spafiv vectorial normat.
Atunci orice aplicatie liniard gi continud de la un subspatiu ol lui X in R are o
unicd prelungire liniard gi continud la X, care pdstreazd norma, dacd §i numai
dacd X* este strict conver.

Demonstratie. Daci X* este strict convex, Y este un subspatiu al lui X iar
g € Y~, s& considerdm fy, f € X* astfel ca f;y = g si || fil| = ||g]| pentru orice
i€ {1,2}.

Atunci -L;Q € X" si Lith y =, deci

2 |
Hi+ fa
< [|——==1l.
ol < |2
Pe de alti parte
fi + || _ WA+ L
< 5= = ||gll-
2 2
Prin urmare
A+ S
loll = [| 252

Faptul c& X* este strict convex ne asigurd ci f; = fo.

Reciproc, s3 presupunem ci orice aplicatie liniard si continu, de la un sub-
spatiu al lui X in R, are o unic3 prelungire liniari. Presupunem prin reducere
la absurd ci existd f1,f» € X* astfel ca f; # fo si

Hi+fo
2

1Al = [172)) = H -1

Fie
Y ={ze€X| fi(z) = fox)}.
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Vom arita ci ||f1|y” = ||f2|y” = 1, ceea ce constituie o contradictie, deci
X este strict convex.
Deoarece f; # f2 existd a € X astfel ca fi(a) =1 # fa(a).

Deoarece “'L;Ll” = 1 existdl un §ir (zn)n>1 de elemente din X astfel ca
lznll =1,
pentru orice n € N* si
nli_.rr;o | f1(zn) + fa(zn)] = 2.

Cum |f1(zn)| € 1si |fa(z,)| €1, putem presupune, trecind la un subsir al
ui (Zn)n>1 §i multiplicind cu un scalar corespunzitor, ci

nlin;ofl(zn) = lim fo(z,) = 1.

Pentru orice n € N* considerim

fl(xn) — fa(zn)
1-— fg(a) )

Atunci lim k, = 0 gi existd ng € N* astfel ca pentru orice n € N, n > ng
n—oo

kn =

si avem
|z — kna| # 0.
Pentru n € N, n > ng fie
Tn — kna
Yn = g -
lzn — knall
Avem
fa(zn)—fa(a)fi(zn
fl(y ) = fl(zn) — kn = ) 1_;2(0) l =
" lzn — kna| lzn — knal|

— f2(In) - knf?(a)

ll€n = knall

= fa(yn),

deci y, € Y si ||yn|| = 1, pentru n € N, n > ny.
De asemenea, deoarece lim k,, = 0 si lim fi(z,) = lm fo(z,) = 1, de-
n—oo n— o0

n—oo

ducem ci
lim fi(yn) = lm fa(yn) =1,
n—oo n—oo

deci || fuy || = | fav ]| = 1.
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Remarc3. Din teorema de mai sus rezultd cd pentru X = (K".|.||,) sau
X =(Il,), p € (1,00), orice aplicatie liniard gi continud, de la un subspatiu
al lui X in R, are o unicd prelungire la X, lintard si continud, care pdstreazd
norma.

Remarcd. Pentru p =1 sau p = 00 acest fapt nu mai este valabil.
Fie X = R? .
Pentru p = 1 considerdm
Y ={(z1,0) |z, € K}
sig:Y — R dati de
9((¥1,0)) = 1,

pentru orice (y;,0) € Y.
Atunci f1, fo : X — R, date de

H((y1,92)) =91 + 2
st
fl((ylyyZ)) =YY

pentru orice (y1,¥2) € X, sunt extinderi continue ale lui g, ce conservi norma
lui g.

Pentru p = oo considerdm
Y = {(z1,21) | 1 € K}
sig:Y — R datd de
9((v1, 1)) = v,

pentru orice (y;,y1) € Y.
Atunci fi, fo : X — R, date de

H(y1,92)) =0
si
fa((v1,92)) = v2

pentru orice (y1,y1) € X, sunt extinderi continue ale lui g ce conservi norma
lui g.

Remarca. Pot erista o infinitate de extindert continue care conservd norma.
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De exemplu, pentru X = C([0, 1]), Y subspatiul lui X care constd in functiile
constante gi ¢ : Y — R datd de

9(f) = £(0),
pentru orice g € Y, pentru orice t € [0,1], aplicatia F; : X — R dati de
F(f) = f(@),

pentru orice f € X, este o extindere continui a lui g, care conservi norma lui
g.

Iati un alt rezultat in aceastd directie:

Propozitie. Fie X un spatiu vectorial (real), Xo un subspativ al sdu, p :
X — R functionald subliniard gi f : X9 — R functionald liniard astfel ca

f<p
pe Xo.
Atunci sunt echivalente:
a) Existd o unicd functionald liniard F : X — R astfel ca
F<p
$§t
Fix,=f.
b) Functionala g: X — R datd de
g(z) = inf {p(z +y) - f(¥)},
v€Xo

pentru orice T € X, este liniard.
Demonstralie. S& observim pentru inceput c3

9(z) <p(z —z) - f(-7) = f(z)

pentru orice £ € Xg si ci g este subliniar.

a) = b)
Pentru zy € X definim functionala liniard f*° : Rzg — R dati, pentru orice
A €eR, de

f(Azo) = Ag(zo),
care are proprietatea cii, pentru orice A € R,

¥ (Azo) = Ag(xo) < g(Az0),
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deci existd o functionald liniard Fy, : X — R astfel ca

Fry < g
si
Frolrzo = f*°,
deci
Fzo(z0) = g(z0)-
In plus, pentru orice y € Xg, avem
Fro(y) < 9(y) < f(v),
de unde
0< f—Fr,
pe Xo.
Atunci f = F,,, cici altminteri ar exista u € Xp, astfel ca
0 < (f = Fzo)(w),
de unde

(f = Fzo)(Mu) = A(f = Fo)(u) <0,

pentru A < 0, deci Au ¢ Xo, ceea ce contrazice faptul cd X este un subspatiu

al lui X.
Conform ipotezei avemn

Fr, = Fy,

pentru orice g, 7, € X.
Atunci

g(az + :By) = Fa:+ﬁ‘y(ar + ﬂy) = aFaI+ﬂy(I) + ﬁFa:+By(y) =

= ag(x) + Ba(y),

pentru orice x,y € X si orice «, 8 € R, deci g este liniari.

b) = a)
Fie o functionald liniard F : X — R astfel ca

F<p
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si
Fix, =1
Atunci, pentru orice z € X i y € X avem
F(r) = F(r+y) - F(y) = F(z +y) - f(y) < p(z +y) - f),
deci
F(z) < inf {p(z+y) - )} = 9(2),
de unde, ca mai sus, se arati ci g = F, deci g este unici.

Prezentim in continuare citeva aplicatii ale Teoremei Hahn-Banach.

LIMITE BANACH

Prezentim o generalizare a conceptului de limit4 a unui sir de numere reale
datorati lui Banach.
Deoarece aplicatia lim : ¢ — R dati de

lim (2,)n>1 = nli_.rgorn,

pentru orice (Z,),>1 € ¢, are urmitoarele propriet#ti:
i) lim(1,1,1...,1,...) = 1.
i1) lim (z£,)n>1 > 0 pentru orice §ir (z,),>1 cu z, > 0 pentru orice n € N*.
iii) im (z1, 22, ..., %5, ...) = lim (22,23, ..., Tn, ...), Pentru orice (Tn)n>1 € ¢,
este naturald urm#toarea:

Definitie. O limitd Banach este o aplicatie liniard f : [ — R avind
proprietdtile:

i) f(1,1.1..,1,...) = 1.

i) f ((Tn)n>1) > 0, pentru orice §ir (To)n>1, cu T, > 0, pentru orice
n € N*.

i) f (xy,x9,...,Tp,...) = f (T2,23,...,Zn, ...), pentru orice (Tp)n>1 € [*°.

Remarci. ||f]l = 1.

Intr-adevir, deoarece pentru orice sir (Tr)nz1 € 1*°, sirul

[(@n)nzall (111,10 ) = (Zn)n2s

are toate elementele pozitive, de unde, folosind i) si ii) avem

|f((In)7121)| < ”(In)n}_l” -
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Folosind iarisi i) rezultd cit ||f]| = 1.

Remarcd. f(z,)n>1 = lim o, pentru orice (Tn)n>1 € ¢, deci intr-adevdr
> m >

[ este o generalizare a limitei.

Intr-adevir,

fl(@n)n>1) = f((Tn)n>1 — (nli_.rr;or,,)(l, 1,1.,1,..)+ (nangoxn)(l, 1,1..,1,...)) =

= lim z, + f((zn)n>1 — (lim z,)(1,1,1...,1,...)) = lim z,,
n-—oo - n—00 n—oo

deoarece

0< Hf((xn)'n‘zl = (lim za)(1,1,1.,1, ...))” <

< ”(:;,I)n21 — (lim 2a)(1,1,1.., 1, )” = 0.

Teoremd. Fristd o limitd Banach.
Demonstratie. Fie urm3toarea multime nevidi, convexi si deschisi a lui [*°:

E = {(zn)n>1 € I°° | existd € > 0 astfel ca ¢ < x,, pentru orice n € N*}.
Fie urm#torul subspatiu al lui [°°:
Y ={(z1 — 22,22 — 23,...,Tn — Tng1,...) | (Tn)n>1 € I}

Atunci ENY = 0.

Drept urmare, existd f € (I°°)* astfel ca fjy =0 dar f(z) # 0 pentru orice
zeFE.

Impartind eventual pe f cu o constant¥, putem presupune ci

f(,1,1..,1,..)=1.
Deoarece fjy = 0 rezults ci
f(-Tlem '-',Inv ) = f(I2113) sty I‘nv )1

pentru orice (Zn)n>1 € I,
Fie (zn)n>1 € {°° cu z, > 0 pentru orice n € N*.
Dacd f((zr)n>1) <0, am avea

(Tn)n>1 — f({zn)n>1)(1,1,1..,1,..) € E|

deci am obtine contradictia

0= f((za)n>1 — f{(Zn)n>1)(1,1,1..,,1,..)) £ 0.
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Definitie. Un gir (zn)n>1 € I se numegte aproape convergent dacé toate
limitele Banach iau aceeasi valoare in (,)n>.

Exemplu. Sirul (1,0,1.0,...) este aproape convergent (toate limitele Banach
lutnd valoarea % in (1,0,1,0,...)) dar nu este convergent.

EXISTENTA FUNCTIILOR GREEN

Fie D un domeniu mirginit din R? avind frontiera T format dintr-o reuni-
une finitd de curbe simple netede inchise, ce nu se intersecteazi. Se stie ci, daci
u este armonicd pe D (i.e. Au =0 1in D) gi are o extindere continui la DUT,
atunci ea isi atinge maximul §i minimul pe T.

Definitie. Fie D un domeniu mirginit din R? avind frontiera T formatd
dintr-o reuniune finitd de curbe simple netede inchise, ce nu se intersecteazd §i
w € D. O funclie Green pentru D, cu singularitate tn w, este o funciie G(.,w)
continud pe D UT — {w}, care se anuleazi pe T §i care are proprietatea cd
aplicatia z — G(z,w) + b—glér;w[ are o prelungire armonicd in D.

Remarca. Daca ezisti o functie Green pentru D cu singularitate tn w
atunct ea este unicd datoritd proprietitilor de mazim gi minim ale functitlor
armonice.

_ _log|z

Exemplu. Pentru D discul unitate din R? §i w = 0 avem G(z,0) T

Nota istorica. George Green s-a niscut in 1793 la Nottingham, in Anglia.
A studiat matematicile pe cont propriu in timp ce lucra la moara deginuti de
familia sa. In 1827 publici lucrarea intitulatd "An Essay on the Application
of Mathematical Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism” care
contine rezultatul cunoscut astizi sub numele de teorema lui Green si a cirei
imensd importanti nu a fost recunoscutd imediat. Prin intermediul unui prieten,
Bromhead, Green va publica alte dou# articole despre electricitate in Cambridge
Philosophical Society (in 1833 si 1834) si unul despre hidrodinamici in Royal
Society of Edinburgh (in 1836) iar la indemnul acestuia, la virsta de 40 de ani,
devine student la Cambridge si continu si publice in Cambridge Philosophical
Society articole despre reflectia si refractia luminii gi sunetelor. A murit in 1841.

Teorema (Lax, 1952). Pentru orice domeniu D ca cel descris mazi sus,
existd o funclie Green, cu singularitate in w.
Demonstratie. Fie K = R, X = C(T) si

Y ={f € X | f are o extensie continud f la DUT care este armonicd pe D}.
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Dacd f € Y, o astfel de extensie f este unici.
Fixdm w € D si considerim ¢, : Y — R dati de

gu(f) = f(w).

Aplicatia g,, este liniar4 si continui, cu ||gy|| = 1.
Cu teorema Hahn-Banach de extindere gisim F,, € X* astfel ca

leY = Gw
si
| Fwll = llgwl| -
Fieze R2-T.
Pentru t € T considerdm
_log|z —¢|
f:(t) = or
Atunci f, € X.
Daci z ¢ D atunci
N log|z —w
gw(.f:) = fZ(w) = %
Daci z € D atunci definim
H(er) = Fw(f:)
s
log|z — w]
G(z,w) = H(z,w) — — o

Vom arita ci G(.,w) este functia Green pentru D cu singularitate in w.
Pentru aceasta este suficient si aritdm ci H(.,w) este armonici in D si ci
pentru tg € T
. log|z —w
lim H(z,w) = M

z—to 2w

existd uniform

. . . . . . 1 h—t|-1 —t

Deoarece F,, este liniari si continu# jar lim 2812+ ,{ og|z—t]
R0

in raport cu ¢, avem

(8%/0x% + 8%/8y?)H(z,w) = (8%/8z% + 8%/ 9y?)Fo(f.) =
= F,((6%/92* + 8%/8y*)(.)) = Fu(0) =0,
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deoarece f, este armonici pe D.

Fietoe Tsize D.

Fic t € T cel mai apropiat de z iar 2 simetricul lui z fati de tangenta in ¢
laT.

Daci® z este suficient de aproape de tg, atunci 2 ¢ D si z este aproape de

to.
Avem deci
log |z’ — wl
Fulf) = gulfs) = ——,
de unde
. _log|to — w|
tm Folfy) = =5 —
Pe de alt3 parte
IFw(fZ) - Fur(fz’)l < ”fz - fz’ ”oo
si
Bim 7 = fullo =0,
deci
. _ log|to — w|
A ) = =

TEOREMA LUI NAKANO
Teoremd. Fie X un spatiu vectorial normat peste R, Xo un subspatiu al
sdu, fo: Xo — R liniard i p: X — R, subaditivd, astfel ca
fo<p

pe Xo §t pentru orice £ € X avemn
}i{%p(/\:r) =0.
Atunci ezistd o functionald liniard f: X — R astfel ca
f<p
g1
fixe = fo
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Demonstratie. Fie ¢ : X — R, dati de

_ . p(n)
a(z) = inf BT,

pentru orice z € X.
Avem, pentru orice z € X si orice n € N*,
fo(nz) _ p(nz)
fo(z) <=,

n n
deci
fo@) < ing PED — gz,
Asadar
fo<g
pe {Yo.

In continuare vom arita ci q este subliniard, de unde, folosind teorema
Hahn-Banach, se deduce concluzia.
S4 ardtim pentru inceput ci

q(r +y) < q(z) +q(y),

pentru orice z,y € X.
Intr-adevar

)= inf POEHY) o pEY)

9z +y neN- n = nl—~r2° n -
< lim p(nz) + lim p(ny) = inf p(nz) + inf p(ny) = q(z) + q(y),
n—oo TN n—oo M neN* n neN* n

unde am folosit faptul ci daci sirul de numere reale pozitive (z,),>; satisface
relatia

Tntm S In + Tm,

pentru orice n,m € N*| atunci are limit4 si

. ITI. . Iﬂ
lim — = inf —.
n—oo N neN N

S4 ardtdm acum ci
g(az) = aq(z),

pentru orice £ € X §i orice a € R,.
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Intr-o primi etapad vom arita ci

q(mz) = mq(z),

pentru orice £ € X si orice m € N.
Intr-adeviar

g(mz) = inf P2 _ i POMT)
neN- n n—oo n

=m lim p(nmz) :mlimM =m inf p(nz) = myq(z).
n—oo NIM l—o0 neN* n

Vom arita acum ci
q(rz) = rq(z),
pentru orice £ € X si orice r € Q.

Fier=2 mmneN, n#0.
Avem

q(rz) = o(Tz) = mq(Z) = Tng(Z) = rng(Z) = rq(a).

Ca un ultim pas aritim ci
q(az) = aqg(z),

pentru orice z € X si orice a € R;.
Existd (7n)n>1, (Sn)n>1 giruri de numere rationale astfel ca

Sp<a< Ty
si
lim s, = limr, = a.
n—oo n—oo

Avem

g(az) = glaz — s,z + s,z) < q(z{a — s5,)) + q(sax) <

< p(z(a — sa)) + snq(x),

de unde, prin trecere la limit¥,

q(az) < aq(z)

nq(z) = q(ra7) = q((rn — @)z + az) < ¢((rn — @)x) + g(02),
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de unde, prin trecere la limit#,
g(az) > aq(x).
Asadar
g(az) = aq(z).

Prezentim acum o conditie suficienti ca o functionald liniard si fie combi-
natie liniard a unui numdr finit de functionale liniare.

Propozitie. Fie X un spatiu vectorial normat peste K, f, g1, 92, --., gn :
X — K aplicatii liniare astfel ca

.IPWlKeT g; € Ker f.
1=
Atunci eristd aq, ...,an, € K astfel ca
f=og1 + ...+ angn.
Demonstratie. Fie g : X — K™ dati, pentru orice z € X, de

9(z) = (91(2), .- gn(2))

si Xo = g(X) subspatiu al lui K.
Aplicatia h : Xg — K dati, pentru orice z € Xy, de

h((g1(x), ..., gn(2))) = f(z)

este liniar} si bine definit4, deoarece ﬂ Ker g; C Ker f.

Conform teoremei Hahn-Banach ex1st5 o aplicatie liniard H : K* — K astfel
ca Hix, = h.
Atunci, pentru orice z € X,

f(z) = k((91(2), -, gn(7))) = H((91(2), ., gn(2))) =

H(gl (I)€1 +..+ gn(‘r)en) =01 (I)H(el) +...+ gn(:r)H(en)y

de unde, notind oy = H(ey),..., an, = H(e,), gisim concluzia.

ALTE REZULTATE

1. Fie X un spatiu vectorial normal, Y un subspafiu al sdu g1 g € Y~.
Fie f € X* o extindere a lui g a cdrei existen{d este asiguratd de teorema
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Hahn-Banach. Dacd pentru orice a € Y, eristd h, € X*, astfel ca hay =0 g2
ha(a) #0, atunci f+ hq € X*, (f + ha)jy = g, dar este posibil ca ||f + hol| #

llgll-

2. Lema de renormare a lui Clarkson: Fie X un spaiiu vectorial
normat separabil cu norma ||.||. Atunci eristd o normd echivalentd pe X cu
care aceste devine strict conver. Mai precis, dacd (Tp)n>1 este o mullime densd
in {z € X | ||z|| = 1}, atunci, pentru orice n € N* existd f, € X* astfel ca

”fﬂ” = f'n.(zn) =13

[e <] 2
lally = llall + (> U=y
n=1

este o normd pe X, echivalentd cu ||.||, astfel ca (X, ||.|ly) este strict conver.

3. Fie X un spatiu vectorial normat peste K, (Ta)aca 0 familie de elemente
din X gt (ka)aca 0 familie de elemente din K. Atunci eristd f € X* astfel ca
f(za) = ka, pentru orice a € A, dacd gi numai decd existd M € R astfel ca

Zaa ke Zaaza

a a

<M

’

unde sumele sunt finite §i considerate dupd toate alegerile posibile ale lui o € Agi
aq € K.

4. Fie X un spafiu vectorial normat peste R gi p: X — R.

Atunci sunt echivalente:

a) p este liniard

b) p este subliniard gi ezistd in mod unic f : X — R liniard, astfel ca f < g.
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CAPITOLUL III

SEPARABILITATEA UNOR SPATII CONCRETE

DIN ANALIZA FUNCTIONALA

BREVIAR TEORETIC

Definitie. O familie B de multimi deschise ale unui spafiu topologic (X, 1)
se numeste bazd a topologiei T dacd indeplinegte urmdtoarele afirmatii echiva-

lente:
a) orice deschis D € T se poate scrie ca o reuniune de elemente ale lui B.
b) pentru orice x € X gi orice V € V(z) ezisté W € B astfelcaz e W C V.

Definitie. Fie X o muliime. O relatie R pe X se numegte relatie de ordine
dacd:

a) (z,z) € R pentru orice x € X.

b) (z,y) € R si (y,2) € R implicd (z,z) € R.

¢) (z,y) € R §i (y,z) € R implicd z = y.

Relatia de ordine R va fi notatd cu <.

Definitie. Se numegte multime ordonatd un dublet (X, <) format dintr-o

multime X §i o relalie de ordine < pe X. Cind nu eristd pericol de confuzie,
vom nota X in loc de (X, <).

Definitie. FElementul a al multimii ordonate X se numegste mazimal dacd
r € X gi x> a implicd z = a.

Definitie. Fie X o multime ordonatd si A o submullime nevidd a sa.

Multimea A se numegte majoratd dacd existd = € X astfel ca > a pentru
orice a € A.

Definitie. Multimea ordonatd X se numegte total ordonatd dacd pentru
orice T,y € X avem una din urmdtoarele doud posibilitati: = > y sau y > x.
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Definitie. O mullime ordonald se numegte inductiv ordonatd dacd orice
submultime fotal ordonatd a sa este majoratd.

Lema lui Zorn. Orice multime inductiv ordonatd are un element mazimal.

Not# istoricd. Maz Zorn s-a ndscut in 1906 in Germania. A primit titlul de
doctor in 1930 avindu-1 drept coordonator pe Artin. In 1933 pariseste Germania
datoritd conjuncturii politice. Lucreazd pe rind la universitatea Yale (1934-
1936), California, Indiana. A murit in 1993.

Teorem3. (Weierstrass). Orice functie continud f : |a,b] — R are urmd-
toarea proprietate: pentru orice € > 0 existd un polinom p cu coeficienli reali,
astfel ca

sup |f(z) —plz)| <.
z€{a,b]

Noti istoricd. Karl Theodor Wilhelm Weierstrass s-a niscut in 1815 in Os-
tenfelde, Bavaria. Intre 1829 si 1834 urmeazi cursurile gimnaziului catolic din
Paderborn, unde cap#ti o instructie matematici mult peste ceea ce se astepta
la acel nivel (citea regulat Crelle’s Journal). In 1834, la insistentele tatalui siu
si impotriva vointei sale de a studia matematica, se inscrie la universitatea din
Bonn pentru a studia dreptul, finantele si economia. Rezultatul acestui conflict
a fost o perioads de 4 ani de via{d ugoars, nededicatd studiului acestor stiinte.
A studiat ins¥ matematica pe cont propriu. In 1839 se inscrie la Academia
din Minster, unde il intilneste pe Gudermann, care l-a incurajat puternic in
studiile sale matematice. In 1841 este numit profesor la gimnaziul din Miin-
ster, iar in 1842 la cel din Deutsche Krone unde std pind in 1848, cind se muti
la colegiul Hoseanum din Braunsberg. A publicat citeva articole referitoare la
functii abeliene in revista acestui gimnaziu, care nu au avut ecou. Dupd ce in
1854 publici in Crelle’s Journal articolul ”Zur Theorie der Abelschen Functio-
nen”, Universitatea din Konisberg ii decerneazi titlul de doctor. Dup4 o numire
la Technische Hochschule din Berlin, Universitatea din Berlin ii ofera ceea ce
dorea de mult, anume un post de profesor. In 1861 accentul pus pe rigoare il
va conduce la descoperirea celebrului exemplu de functie continui care nu este
derivabili in nici un punct, exemplu ce a produs stupoare la accea dati. Lista
studentilor lui Weierstrass este numeroasi: Cantor, Frobenius, Holder, Hurtwiz,
Klein, Kneser, Lie, Mertens, Minkowski, Mittag-Leffler, Schwarz, Stolz. A murit
in 1897 la Berlin.

Definitie. Un spatiu topologic (X,7) se numeste separabil dacd eristd o
submultime numdrabild densd in X.

Definitie. Un spaliu vectorial normat X peste corpul K se zice cd admile
baz& Schauder dacd existd un §ir (tn)n>1 de elemente din X astfel ca pentru
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orice ¥ € X existd un unic §ir (,)n>1de elemente din K astfel ca
oo
x :Z CnZn.
n=1

Propozitie. Un spafiu vectorial normat X peste corpul K care admite bazd
Schauder este separabil.

Demonstratie. Deoarece cazul complex se reduce imediat la cel real, si
considerdm un spatiu normat X peste corpul R care admite baza Schauder
(en)nzl-

Fie

n
A= {Z prer | n € N*, p, € Q, pentru orice k € {1,2,...n}}.
k=1

A este numdarabili (cici este o reuniune numéirabild de multimi numdarabile).
S& ardtidm acum ci A este densi in X.
In acest scop trebuie sa aritim cX pentru orice £ € X si pentru orice € > 0
existi z € A astfel ca
”:c - z:l ” <eE.

Deoarece X admite baz¥ Schauder, existd un sir ({,,)n>1 de elemente din K
astfel ca
oo
z :Z Cneﬂ!
n=1

n
adicd, notind z, =) {,ex,
k=1
z=lim z,,
n—oo

ceea ce este echivalent cu

lim ||z, — z| =0.

n—co

Asadar existd ng € N astfel ca

€

”Ino - 1:” < 9

Pentru orice k € {1,2,...,np} fie p, € Q astfel ca

Cho = Pkl < 50—
I k kl 2n0||€k”
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Atunci pentru ' = Z prer € A avemn
=1

oo bt o] <

o no
E Crek— E PrEk
k=1 k=1

<+ Z €k — oicl llexll < 2+ Z g ” Hek” =¢.

Demonstratia este astfel incheiati.

&
< =
_2+

Nota. Matematicianul Per Enflo a ardtat cd existd spatii vectoriale normate
separabile (chiar complete) fird bazd Schauder.

Noté istorica. Julius Pawel Schauder s-a ndscut la 21 septembrie 1899,
la Liov. In 1917 este inrolat in armata austro-ungari. Este luat prizonier de
citre italieni, dar dup8 prabusirea Imperiului Austro-Ungar se inroleazi intr-o
noud armatd polonezi organizati in Franta. Se intoarce in Polonia in 1919.
Aici frecventezd Universitatea Jan Kazimierz din Liov lucrind pentru teza sa de
doctorat sub indrumarea lui Steinhaus. Dup4 sustinerea doctoratului, in 1923,
predi la o gcoald generali si lucreazi pentru o companie de asiguriri. In 1927
a scris un articol intitulat ” Contributions to the theory of continuous mappings
on function spaces” pe baza ciruia i s-a permis si predea la Universitatea din
Liov. In 1932, beneficiind de o bursi Rockfeller, merge la Leipzig si Paris. Aici,
impreund cu J. Leray scrie un articol (" Topologie et équations fonctionelles”)
de mare importantd, pentru care primeste, in 1938, Grand Prix Internationaux
de Mathématique. Cariera sa se apropie de final odatd cu cel de al doilea
rizboi mondial. In 1939 trupele sovietice ocupi Liovul. Schauder este bine
vizut de administratia sovietics, care il numeste profesor la universitate (acum
rebotezati Ivan Franko). In 1941 armata germani cucereste Liovul si incepe
exterminarea evreilor. Nu se cunosc exact circumstantele in care Schauder a
murit in septembrie 1943.

Propozitie. Fie (X,d) un spativ metric.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. (X,d) satisface azioma a doua de numdrabilitate (i.e. este cu bazd
numarabild).

2. (X,d) este separabil.

3. Orice multime din X care este c-discretd (i.e. pentru orice r.y € X,
T # y, avem d(x,y) > €) este cel mult numdarabila.
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Demonstratie.

1) = 2) Fie (A,)n>1 o bazd numirabild a Jui X. Pentru orice n € N* si
consideram a,, € A,. Multimea numirabili A = {a, | n € N} este densi in
X. Intr-adevir, pentru orice z € X si orice V € V,, existd ng € N* astfel ca
z€ Ay, CV,deci VNAF#D, deoarece an, € ANV.

2) = 1) Fie A = {a, | n € N}" dens# in X.

Atunci {B(an, £) | m,n € N, m,n > 1} formeaz¥ o bazi numirabila a lui

Intr-adevar, daci z € X §i V € V,, existd r > 0 astfel ca
z € B(z,r) C V.

Fiem e N, m>1astfel ca L < 3.
Cum z € X = A rezults ci existd n € N astfel ca

1
dlan,z) < —.
(an,2) < =

Atunci
r

B(a,,2
z € B(a 3

) C B(z, ).
Intr-adevar, daci d(z,a,) < 2% atunci

d(z, z) < d(z,a,) + d(an,2) < g + 2% =T
Drept urmare avem
r

1
ny c 1112
z € B(a m)_B(a 3

) S B(z,r)c V.

2) = 3) Fie A = {a, | n € N} dens# in X.
Fie B o submultime e-discrets a lui X.
Pentru orice r € B avem

B(z,g)ﬂA # 0.

Fie a; € B(z, §) N A arbitrar, dar fixat.

Atunci aplicatia f : B — A, datd de f(z) = a., este injectivd (cici z # y
implici d(z,y) > €, deci B(z,5) N B(y, §) = 0, de unde a; # ay), deci B este
cel mult numirabils.

3) = 2) Pentru orice ¢ > 0 s3 considerim
M(e) = {B C X | B este e-discreti}.
M(e) este inductiv ordonatd, deci, conform cu lema lui Zorn, admite un ele-

ment maximal notat C(e) (care, conform ipotezei, este o multime numarabili).
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Atunci multimea C = Y C(}) (care este numirabils, fiind o reuniune
n>1

numdrabild de mul{imi numar—abile) este densd in X.
Intr-adevir, pentruz € X — Csin € N, n > 1 avem

C(}) c C(-) Uz},
deci
!

1)Uz} ¢ M()

(ciici alminteri se contrazice maximalitatea lui C(1)).
Drept urmare existd =, € C(2) astfel ca

1

3=

d(z,z,) <

deci

z = lim z,,
n—oo

cuz, € C(2)C C, deunde z € C.

Evident ¢ daci z € C, atunci z € C.

Asadar concluzionim ci multimea numirabil C este densd in X, deci X
este separabil.

SPATII DE SIRURI

lm

Propozitie. |°°(cu norma descrisd in primul capitol) este neseparabil.
Demonstratie. S& considerim urmitoarea submultime a lui [°°:

A = {(¢a)n>1 | pentru oricen € N, n > 1, ¢, € {0,1}}.

Atunci cardinalul lui A este 2% = ¢, deci A nu este numarabili.
Pe de altd parte, A este l-discrets, ciici pentru orice dous siruri diferite

(Cn)nZl $i (nn)HZl avem
”((ﬂ)nzl - (nn)nzl” =1,
intrucit pentru cel putin un ng € N, g > 1, (ng # Mng-

Prin urmare [*° nu este separabil.
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Propozitie. ¢ (cu norma descrisd in primul capitol) este separabil.

Demonstratie. Vom arita ci ¢ admite bazi Schauder, deci este separabil.

Afirmdm cd (ep)n>0, unde eg = (1,1,...,1,....) si pentrun € N, n > 1,
en = (0,0,..,0,1,0,....), unde 1 este pe pozitia n, formeazi o bazi Schauder

pentru c.
Intr-adevir, fie £ = (Ck)k>1 € ¢ §i (o = klim (k.
— 00
Atunci

z — (Coep + Z(Ck — ¢o)er)|| = 11(0,0,...,0, ¢ = Cos Gnr2 — Cov ) =

k=1
= sup [Ck —Col,
k>n+1
de unde
n]—l—ongo z — (Coeo + Z(Ck —Colex)|| =
k=1
= lim |¢n — Col = Ji.ﬂ;oKn -Gl =0.
Asadar

T =Coeo + Y _(¢n — Co)en,
n=1

fapt care aratsi ci (e.)n>o0 formeazi o bazi Schauder pentru c.

Co

Propozitie. ¢y (cu norma descrisd tn primul capitol) este separabil.

Demonstratie. Vom arita ci cg admite bazi Schauder, deci este separabil.

Afirmam cid (en)n>1, unde pentrun € N, n > 1, e, = (0,0,...,0,1,0,....), 1
fiind pe pozitia n, formeazi o bazi Schauder pentru c.

Intr-adevir, fie z = (Ck)e>1 € co.
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Atunci

= ”(010| "'101Cn+l-,<n+2a )” =

n
T - ZCkek
k=1

= sup |k,
k>n+1
de unde
n
lim z—Z(kek = lim sup |¢k| =

n—oo st n—o0Ok>n ]
= lim |(x| = lim [¢a) = 0.

n—oo n— oo

Asadar

2= (¢n)en,
n=1

fapt care arati ci (e,)n>1 formeazi o bazd Schauder pentru cg.

lo

Propozitie. ly (cu norma descrisd in primul cepitol) este separabil.

Demonstratie. Vom arita ci lg admite bazi Schauder, deci este separabil.

Afirm3m ci (en)n>1, unde pentrun € N, n > 1, e, = (0,0,...,0,1,0,...), 1
fiind pe pozitia n, formeaz3 o baz3 Schauder pentru lg.

Intr-adevir, fie = (k)k>1 € lo-

Atunci existd ng € N astfel ca pentru orice k € N, £ > ng avem ( = 0.

Drept urmare

no
I = E Ckek,
k=1

fapt care arat3 ci (en)n>1 formeazi o bazd Schauder pentru lp.

P

Propozitie. [P, oo > p > 1, (cu norma descrisd in primul capitol) este
separabil.
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Demonstratie. Vom arita ca [P admite bazd Schauder, deci este separabil.

Afirm#m ci (en)n>;, unde pentrun € N, n > 1, e, = (0,0,...,0,1,0, ...}, 1
fiind pe pozitia n, formeazi o bazi Schauder pentru {P.

intr-adevir, fie z = (Ck)i>1 € 1P

Atunci

n

T - ZCkek

k=1

= “(0,0, "')Ox Cn+11<n+2y )”p =

P
[e]

=Y 1a)e.

k=n+1

o=}
Intrucit (Ck)k>1 € [P, seria ). |(n|” este convergentd, deci

n=1

oo
; P _
Jim, 2 1el” =0,

=n+1
deci
' n
nli_{g)| T — Z(kek =0.
k=1 P
Asadar

I = Z(C‘n)eny
n=1

fapt care arati ci (e,)n>; formeazi o bazd Schauder pentru (P.

SPATII DE FUNCTII

M(X)

Propozitie. M(X) (cu norma descrisd in primul capitol) este separabil
dacd gt numai dacd multimea X este finitd.

Demonstratie. Este evident ci ne putem restringe, fird pierderea general-
itatii, la cazul K = R.
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Daci X este finitd, atunci multimea numirabild
A={f: X - R|f(z) € Q pentru orice x € X}

este densd in X, deci M(X) este separabil.
Dacd X este infinitd, atunci multimea

A={pp: X >R|EC X} C M(X)

este nenumirabild, cici card A = card P(X) > R si este 1-discretd deoarece
pentru E, F C X, astfel ca E # I avem

lee — ¢rll =1,

intrucit existd un element zg care este in una dintre cele dou mul{imi, dar nu
este in cealalts, deci

[(pE — @r)(z0)| = 1.

Asadar, in acest caz, M(X) nu este separabil.

B([0,1])

Propozitie. B([0,1]) (cu norma descrisd in primul capitol) este separabil.
Demonstratie. Multimea

A={d ra'|neN,reQ

i=1

este evident numdrabili (fiind o reuniune numirabild de multimi num¥rabile).
Vom ardta ci A este densd in 5B((0,1]).
Conform teoremei lui Weierstrass, pentru orice f € B([0,1]) si orice € > 0,
T

existi n € N*si p: [0,1] — R, p(z) = Y_piz’, cu p; € R pentru orice
=1

i€{1,2,..,n}, astfel ca
€
Ir-pll <5
Pentru orice ¢ € {1,2,...,n} existd r; € Q astfel ca

£
— | <
|p1 7'1| om

Atunci, considerind

n

q= Zrizi € A,

i=1]
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avem

lp —qll = sup | lp(x) — q(z)| =

z€l0,1

Z(Th —73)

=1

= sup
z€[0,1]

Z — 7y < - (2)

Din (1) si (2) obtinem
€ €
If =gl <lf=pl+lp-gll<g+5=¢
fapt care arat# ci A este densd in B({0, 1]).

Remarci. In fapt B([0,1]) este cu bazd Schauder.

De exemplu sirul (z,)n>0 dat de £g = 1, zo(t) =t pentru orice t € (0,1] si

0, daca t ¢ (3252, %%Tl)

2
.’L'2n+m(t) = { 1 dacﬁ t= 1,’.1.,_] N
liniar¥ pe [22T+ 12;22T+ 11] si 22T+—11 1'2?1%

unde n € N, m € {1, 2, ...,2"}, constituie o bazd Schauder pentru B([0, 1]).

V((0,1])

Propozitie. V([0,1]) (cu norma descrisd in primul capitol) nu este separa-
bil.
Demonstratie. Multimea

A= {‘P[O,t] : [0, 1] —RJte [0, 1]} C V([O, 1])

este nenumdrabild, cici card A = card|0,1] = ¢ > R i este 1-discretd deoarece
pentru t,t € [0,1],t#¢ avem

1
“*P[o,t] - ‘P[o,:’}” = ‘g(‘P[o,t] - 90[0,1']) =1

Asadar V([0, 1]) nu este separabil.

R([0,1])

Propozitie. R([0,1]) (cu norma descrisd in primul capitol) nu este separa-
bil.
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Demonstratie. Multimea
A= {p (0.1 = Rt € [0,1]} € R(0.1]
este nenum3irabili cici card A = card[0,1] = | > Nsi 1-discrets deoarece pentru
t,t €[0,1),t#¢t, avem
”‘plO,ll - ‘P[o,z’]“ =1

Asadar R([0,1]) nu este separabil.

c™([0,1))

Propozitie. C*([0,1]) (cu norma descrisd in primul capitol) este separabil.
Demonstratie. Multimea

A= {Zria:i |ne N, r, e Q}
i=1

este evident numrabili gi densd in C™*([0, 1]). Argumentele sunt identice cu cele
de la studiul separabilitatii lui B([0, 1]).

SPATIILE LP(Q)

Propozitie. LP(2), 1 < p < 00 (cu norma descrisd in primul cepitol) este
separabil iar L°°(§)) (cu norma descrisd in primul capitol) nu este separabil.

Demonstratie. Acesta este un rezultat clasic de teoria masurii (pentru detalii
vezi R. A. Adams, Sobolev Spaces). Amintim aici numai faptul ci multimea
numirabild

A= {xg_f|m € N"iar f este polinom in R™ cu coeficienti din Q},
unde

0 = (z € Q) d(z, Fr(Q) 2 —si [lzl| < m},

1
m
este densd In LP(Q).

Pe de alti parte multimea

A={puy: Q- K[t} C LOQ)

este nenumairabil¥ si 1-discreta.
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Asadar L>(Q) nu este scparabil.

Remarci. L7([0,1]), 1 < p < oo, este cu bazd Schauder.
De exemplu sirul (¢,,)n>; dat de z; = 16
V27, dack t € 2252, %)

Tonim(t) = { V27, dacite [E;‘T‘,‘, =)
0, in rest

unde n € N, m € {1,2,...,27}, constituie o bazd Schauder pentru L?([0, 1]).
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CAPITOLUL IV

FORMA APLICATIILOR LINIARE $SI CONTINUE

PE ANUMITE SPATII CONCRETE DIN ANALIZA FUNCTIONALA

BREVIAR TEORETIC

Definitie. Fie (X,d) i (Y,p) doud spatii metrice. Se spune cd o functie
f : X — Y este uniform continud dacd pentru orice € > 0 erxistd § > 0
astfel ca pentru orice =1, To € X cu proprietatea cd d(zr),r2) < 6, avem

p(f(z1), f(z2)) < e.

Teorema. Fie (X,d) gt (Y, p) doud spatii metrice g1 f: X — Y o funclie
continud. Dacd (X,d) este compact, atunci f este uniform continud.

Definitie. O funciie ¥ : [a,0] — R se numeste absolut continud dacd
pentru orice € > 0 ezxistd n > 0 astfel ca pentru orice sistem [tj,t;] C [a, 8],
(7 € {1,2,..,n}), de intervale tnchise care au in comun cel mult ectremitdiile
§t pentru care

n

Yt —t5) <m,

i=1

avem

i‘w(t;—) _ w(tj)’ <e.

Definitie. Fie X si Y doud spalii vectoriale normate i F : X — Y o
aplicatie liniard. Atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

a) F este continud.

b) F este continud in origine.

c) existd un deschis nevid din X pe care F este mdrginitd.

d) existd M > 0 cu proprietatea cd pentru orice © € X avem

IF (@)l < M=l
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sup ||[F(x)|| < oo
l=ii<1

f)

sup ||[F(z)| < oo.
[lz)l=1

Norma lui F este definitd de

IFll = sup [[F(z)ll =
=<1

=inf{M | ||F(z)|] < M ||z|| pentru orice z € X}.

Remarcd. Pentru Xsi Y spatii normate, vom folosi urmdtoarea notatie

LX,Y)={f: X Y| feste liniard gi continud}

Teoremi (Hahn-Banach). Fie X un spafiu vectorial normat peste K, Y
un subspativ al lut X §i f:Y — K o aplicatie lintard gi continud. Atunci existd
F: X — K o aplicatie liniard gi continud, astfel ca Fy = f gi || f| = ||F]|.

Not# istoricd. Hans Hahn s-a n3scut in septembrie 1879 la Viena. Aici stu-
diazi la Technische Hochschule, unde este prieten bun cu Tietze. A mai studiat
de asemenea la Strasbourg, Milnchen si Gottingen. In 1921 se aldturd corpului
profesoral din Viena. A fost printre primii care au studiat teoria multimilor
si analiza functionald. A adus contributii importante in domeniul calculului
variational, dezvoltind ideile lui Weierstrass. A murit in iulie 1934.

Propozitie (Inegalitatea lui Hélder) Dacd 1 < p < oo, ,1, +5 =1 gi a,
ay,..., an, 1, Ca,..., (n € C, atunci

S laallel < O lasl) O 1P
=1 1=1 =1

Not# istoricd. Otto Ludwig Hélder s-a ndscut in decembrie 1859 la Stuttgart.
A studiat la Politehnica din Stuttgart si la Universitatea din Berlin (unde i-a
audiat pe Runge, Weierstrass, Kronecker si Kummer). A obtinut titlul de doctor
in 1882 la Universitatea din Tiibingen cu o teza ce investiga functiile analitice.
Dupd o perioadd petrecuts la Leipzig este numit lector la Gottingen unde, da-
toritd influentei lui Klein, devine interesat de teoria grupurilor. In 1889 i se
oferd un post la Tiibingen pe care-1 ocupi abia un an mai tirziu, datoritd unor
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probleme de siinitate. A studiat problema convergentei seriilor Fourier, ocazie
cu care a descoperit inegalitatea prezentatd mai sus, si tcoria grupurilor. A
murit in 1937 la Leipzig.

Definitie. Fie H un K-spaliu vectorial. Se numegte produs scalar pe H o
aplicatie o : H x H — K care are urmdtoarele proprietdii:

a) ¢(x,y) = ¢(y,x) pentru orice z,y € H.

b) o(xr +y. 2) = ¢z, z) + p(y, z) pentru orice z,y,z € H.

c) glaz,y) = ap(z,y) pentru orice x,y € H gt orice a € K.

d) p(z,z) > 0 pentru orice x € H — {0}.

De reguld vom nota p(z,y) =< z,y > pentru orice z,y € H.

Definitie. Se spune cd norma spatiulut vectorial normat (H,||.||) provine
dintr-un produs scalar < .,. > dacd

Izl = V<z,2 >

pentru orice T € H.

Definitie. Se numegte spatiu prehilbert un spativ vectorial normat in care
norma provine dintr-un produs scalar.

Definitie. Se numegte spatiu Hilbert un spatiu prehilbert complet.

Nota istoricd. David Hilbert s-a niscut in ianuarie 1862 la Konigsberg,
unde a urmat gimnaziul §i facultatea, obtinind titlul de doctor in 1885. Minkowski
a fost unul dintre bunii lui prieteni. In 1885 se muti la Universitatea din Géttin-
gen unde rdmine pini la sfirgitul carierei. La inceput Hilbert a lucrat in teoria
invariantilor, descoperind celebra teoremi a bazei. Apoi atentia lui s-a indrep-
tat citre geometrie. Un studiu sistematic al axiomelor lui Euclid l-a condus la
prezentarea geometriei sub form# axiomaticX, abordare care a avut o imensi in-
fluentd asupra acestui domeniu. La cel de al doilea congres al matematicienilor
de la Paris a propus o listd de 23 de probleme, unele nerezolvate pind ast¥zi.
Studiile sale in domeniul ecuatiilor diferentiale au condus la notiunea de spatiu
Hilbert. Printre studentii sii amintim pe Weil si Zermelo. A murit in februarie
1943, ca cetdtean de onoare al oragului Konigsberg.

Definitie. Fic un inel ¥ (i.e. X este o clasd nevidd de pdrii ale unes
multimi X care este fnchisd la reuniuni finite gi la diferente). O functie de
multime pozztwd §1 numdmbil aditivd definitd pe . (i.e. o functie p: ¥ — R,

astfel ca p( U An Z 1(Ayn) pentru orice gir (Ap)nen- de mulfimi mutual

disjuncte din ¥ cu proprietatea cd OJIAn € X) se numegte mdsurd pozitivd pe
n=
.
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Definitie. Mdsura pozitivd . se numeste finitd dacd
n(A) < 00

pentru orice A € ¥.
Dacd pentru orice A € ¥ existd un §ir (An)nen- de mullimi din ¥ astfel ca

o)
AC U A,
n=1

§i
1(An) < oo,
pentru orice n € N, spunem cd u este o-finitd.

Observatie. Datoritd unor rezultate de teoria mdsurii se poate presupune cd
mdsurile pozitive sunt definite pe o o-algebrd (i.e. un inel de multimi inchis la
reuniuni numdrabile care contine spatiul total X ) gi sunt complete (i.e. p*(A) =
0 tmplicd A € T, unde u* este mdsura exterioard asociatd lui p).

Definitie. Se numegte spaliu mdsurabil o pereche (X,X) unde X este o
mul{ime nevidd iar ¥ este o o-algebrd de pdrti ale lui X. Elementele lui 3 se
vor numi multimi mdsurabile.

Definitie. Vom numi spativ cu mdsurd un triplet (X,Z,u), unde X este
o mullime nevidd, 3 este o o-algebrd de pdrti ale lui X §i p este o mdsurd
pozitivd gi completd.

Definitie. Fie (X, L) un spatiu mdsurabil. O funclie p : X — R se numegte
(X)-etajatd (sau simpld) dacd existd o partitie finitd (A;)i<icn, Ai € L, a lui
X, §i numerele reale oy, ag, ..., an astfel ca

n
Y= ZaiXA.-
=1

Observatie. Orice funciie (L )-etajatd se poate scrie in mod unic sub forma
de mai sus cu ay, ag, ..., o, distincte §i Ay, Aa, ..., A, neuvide.

Definitie. Fie (X,X) un spatiu mdsurabil. O functie f : X — R se numeste
(X )-mdsurabild dacd pentru orice a € R avem {z € X | f(z) < a} € .

Teoremi. Fie (X,%) un spafiu mdsurabil. O functie f : X — R este
(X )-mdsurabild dacd §i numai dacd este limita unui gir (pn)n de functii reale
etajate.

Daca f > 0 putem alege @, > 0 gi girul (pn). crescdtor.
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Dacd f este mdrginitd, se poate alege girul {pn), uniform convergent cdtre

f.
Definitie. Fie (X,X, ) un spaliu cu mdsurd. Dacd functia (¥ )-etajata

@ = Y.a;Xa, este pozitivd, atunci elementul din R,, dat prin
=1

Zai“(Ai)i
i=1

(cu conventia 0eoo = 0) se numegte integrala lui p in raport cu p §i se noteazd

/(,Od[.L.

Vom spune cd ¢ este integrabild in raport cu p dacd

/(pd,u < 0.

Definitie. Fie (X,X,p) un spafiu cu mdsurd. Dacd funclia mdsurabild
f: X — R este pozitivd, atunci elementul din R,, dat prin

/fdy = sup{/(,adp |0 < ¢ < f, petajatd},

se numegte integrala lui f in raport cu p.
Vom spune cd f este integrabild tn raport cu p dacd

/fd/.t(OO.

Dacd A € ¥ atunci [ xafdy se numegte integrala lui f pe A §i se noteazd

[ fdu.

Vom spune cd f este integrabild pe A dacd
/ fdu < oo.
A

Definitie. Fie (X, X, u) un spafiu cu masurd. O funclie mdsurabild f :
X — R se numeste integrabild dacd |f] este integrabild, deci daca

[ifldn < .
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In acest caz, numarul real

[ ran- / fHu - / [ du

se numegte integrala lui f in raport cu .
Dacd A € ¥ spunem cd f este integrabild pe A dacd funclia xaf este

integrabild.
/f_du= /XAfd#-
A

In acest caz,

Teorema de Convergenti Monotoni a lui Lebesgue Fie (X,%, u) un
spatiu cu mdsurd §i (fo)n>1 un §ir crescdtor de functii mdsurabile §i pozilive
convergent punctual la functia f.

Atunci [ este mdsurabild gi pozitivd $i avemn

/ fdp = lim / fadp

Teorema de Convergentd Dominat3 a lui Lebesgue Fie (X, %, 1) un
spativ cu mdsurd §i (fu)n>1 un gir de funclii mdsurabile, astfel incit existd o
functie reald p-integrabild g cu proprietatea

|fnl £ g a.p.t.,

pentru orice n € N*.
Atunci, dacd (fn)n>1 converge p-a.p.t. la o functie f, f este p-integrabild

/ fdp = lim / Fadp.

Not# istorici. Henri Léon Lebesgue s-a niscut in iunie 1875 la Picardie,
Franta. A studiat la Scoala Normald Superioars in perioada 1899-1902. Este
autorul uneia din cele mai remarcabile cuceriri ale analizei moderne, anume
teoria integralei care-1 poart3 numele, teorie ce a permis un studiu mai profund
al seriilor Fourier. In 1910 este numit la Sorbona. A murit in iulie 1941 la Paris.

5t

Teorema Lebesgue-Vitali. Fie (X,X, ) un spaliu cu mdsurd, iar f o
functie reald p-integrabild.
Atunci pentru orice € > 0 existd § > 0 astfel ca

AeXsi py(A)<é = /fd,u <.
A
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Nota istorica. Giusseppe Vitali s-a niscut in august 1875 la Ravenna,
Italia. A absolvit cursurile Scolii Normale Superioare din Pisa in 1899. A
fost asistentul lui Dini pentru doi ani, dupi care, in perioada 1904-1923 preda
la liceul C. Colombo din Geneva, unde principala ocupatie a sa nu mai este
matematica, ci politica, de partea socialigtilor. Cind in 1922 fascisgtii vin la
putere, cariera sa politica este terminati si se intoarce la studiul matematicii.
Ocupi pe rind diferite pozitii la universititile din Modena, Padova si Bologna.
Lui ii dator&m notiunea de functie absolut continu# si multe rezultate funda-
mentale din teoria misurii. A murit in 1932.

Teoremi. Dacd functia ¢ : o, 8] — R este absolut continud, atunci ezistd
o functie integrabild ¢ : [a, B] — R astfel ca

t

w(t) = [lt)dt +v(a).

a

SPATII DE SIRURI

Teorem3. Dacd (an)n>1 € 1! atunci formula

f(l' = (Cn)nzl) = anlLII;OCn + ZanCn;

n=1

unde a € K, definegte o functionald liniard si continud pe c.
Reciproc, pentru orice functionald liniard gi continud pe c, existd (an)n>1 €
I! i a € K astfel ca

f(x = (Cn)nzl) = anli_.H;OCn + ZanCn)

n=1

pentru orice £ = ((n)n>1 € C.
In plus,

171 =lead + Y lanl.
n=1

Demonstratie. Este evident ci formula

J(@ = (Gdnz1) = @ fim Gt ) Jans,

n=1

defineste o functionala liniari pe c.
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Din inegalitatea

< (lef + Z |evn | )SUP [Cnl s

n=1

a lim Cn + ZanCn

n—00

n=1

rezulti ci f este continui si
o0
1< lad + D el
n=1

Reciproc, fie f o functionald liniar¥ si continu3 pe c.
Fie zo = (1,1,...,1,...), zn = (0,...0,1,0, ...}, unde 1 este pe pozitia a n-a.
Fier = (Cn)nzl € csi (o = lim (n.

Atunci
oo
T = (oTo + Z(Cn -
n=1
deoarece
n
lim |z — Cozo = ) (G = Go)zsf| = lim sup |G — ol =
n—oo im1 0 >n41
= lim |(, — (ol = lim ¢ — (o] = 0.
n—oo n—oo
Atunci

f(z) = f(Cozo + Z —Co)Tn) =

= COf(IO + Z Cn — ) = Goaxg + Z(Cﬂ - CO)any
n=1

n=1
unde am notat ap = f(zo) §i @n = f(zna).
. o0
In continuare vom ar#ta ci seria ) o, este absolut convergentX.

n=1
Fie z;, = (sign{a,), sign(ay), ..., sign(ay), 0, 0, .....).
Evident, acest sir are limita 0 si norma 1.
Atunci

f(z) = Z |exs],

de unde

k
fz) = Z il = 1 ()l < 1 fHl zell = 11 £
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oo
pentru orice & € N*, ceea ce aratd ci seria Y «, este absolut convergenti, deci
n=]

sirul (@n)n>1 € 11

Notind
a=ag — Zai,
i=1
obtinem
> o]
f(I = (Cn)nZl) =alim ¢, + ZanCn-
n—oo nel
S4 considerdm y, = (sign(ay), sign(as), ..., sign(ag), sign(a), sign(a),

sign(c),.....). Evident, acest gir are limita sign(a) si norma 1.
Atunci

k [= 2]
floe) =lal + Y lail +sign(a@) Y ai < IIfll llyell = 151,

=1 i=k+1

pentru orice k£ € N*, deci

(o o] .
lo + > Jeu| < Il
=1

o0
unde am tinut cont ¢ lim ) a; =0.
k—coi—k11

Din cele de mai sus rezultd ci

o0
171 = ol + 3 el
i=1

Corolar. Datoritd teoremei lui Hahn-Banach, acelagi rezultat este valabil
dacd c este tnlocuit cu ¢cq sau cu lg.

Teoremi. Dacd (on)n>1 € I atunct formula

flz = (¢a) n>1 ZanCm

n=1

defineste o functionald liniard si continud pe .
Reciproc, pentru orice functionald liniard §i continud pe [', existd (0 )n>1 €
[ astfel ca

f(l‘ = (Cn n>] ZanCm
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pentru orice T = (Cn)n>1 € 1.
In plus,

I £Il = suplan| = [[(an)n21ll-
n>1

Demonstralie. Este evident ci formula

f(T = (Cn n>1 ZanCn;

defineste o functional# liniard pe {}.
Din inegalitatea

[o o]
> anén| <
n=1

rezulti ci f este continui si

< ZlCn SUP,anI

n=l1

I£ll < sup|an|. (1)
n>1

Reciproc, fie f o functionali liniari si continu pe (1.
Fie z, = (0,...0,1,0,...), unde 1 este pe pozitia a n-a.
Fie z = (Cn)nzl S ll.

Atunci
o0
= Z(.:nxn
n=1
deoarece
lim I—ZQ:E, = llm Z |G| = 0.
n—oo '—n+l
Atunci

= f(ZCnxn) =

= Z f(rn ZCnanx
n=1

unde am notat «,, = f(z,).

Fie z,, = (0, 0, ..., sign(a,), 0, 0, .....), unde sign(a,) este pe pozitia n.
Evident ||z,|| = 1.
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Atunci

f(l'n) = |a'nl )

de unde

f(@n) = lan| <A fllzall = 11111,

pentru orice n € N*.
Deci

sup |an| < [IfIl. (2)
n>1

Din (1) si (2) rezultd cad .

sup |an| = || fII.-
n>1

Teorem3. Fie p,g > 1 astfel ca %+ % = 1. Dacd (0on)n>1 € 19, atunci
formule

f(-r = Cn n>] ZanCny

definegte o functionald liniard §i continud pe [P.
Reciproc, pentru orice functionald liniard gi continud pe [P, eristd (an)n>1 €
19 astfel ca

f(I = Cn n>l ZanCny

pentru orice T = ((n)n>1 € IP.
In plus,

I£1l = (Zmnl"%: l(cn)nz1ll, -

Demonstratie. Este evident ci formula

f(I = Cn n>] zanCny

definegte o functionald liniar4 pe [P.
Din inegalitatea lui Holder rezultd ca

Y anta| < Zml) Z|<n

n=1 n=1

T:
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adici

o0
1
F@1 <O lanl)s 2l ,
n=1
deci f este continui si

oo

1
1115 (3 lanl?.

Reciproc, fie f o functionali liniari si continui pe [P.
Fie z,, =(0,...0,1,0,,,,), unde 1 este pe pozitia a n-a.
Fie z = (Cn)nzl € [P,

Atunci

(<]
T = ZCnfrny
n=1

deoarece

= lim ( S 6P =0,

lim
n—oo
i=n+1

T— ZClIz
i=1

(o]
cici seria ) [¢n|” este convergenti.
n=1
Atunci

= f(Zann) =

= ZCnf(In) = ZCnan)
n=1

unde am notat o, = f(z,).
. —2 -2 -2
Fie z,, = (|au|" 2@, |oo|* 2 a3, ..., |an|" 2@, 0, 0,...).
Atunci

f(zn) Zlajl

de unde

n n

1

o) = Yl < NSl zall, = 11O lesl®)?,
7j=1 j=1

pentru orice n € N*.
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Asadar

n

D lesl = legl)' 7 < 11,

pentru orice n > 1.
Din relatia de mai sus deducem cid

3 lawl®s < IS, (2)
n=1

deci (an)n>1 € 19.
Din (1) si (2) rezults ci

O laal)s = I1£1I-
n=1

Teoremi. Fie ¢ = (1,0,0,...,0,.), e = (0,1,0,0,...,0,..), ..., en =
(0,..0,1,0,0,...,0,..), unde, in e,, 1 este pe pozitia n.

Dacd 1y este inzestrat cu norma ||.||p, cul < p < oo, atunci aplicatia
F:(lo)* — 19, unde % + % =1, datd de

'r(f) = (f(e])y f(e2)1 seey f(e‘n.)y )1
pentru orice f € (lo)*, atunci F este liniard, surjectivd gi

IFHIg =11l

pentru orice f € (lg)*.
Demonstratie. Dacid f € (lp)* atunci

Il = 11(f(en)n21ll, -

Intr-adevir, pentru orice = = (Zn)n>1 € lp avem

= |73 znen)| = | S znf(en)| <

n=1

oo

Z |znl [f(ea)] < lizll, I(f(en)n21ll,

deci
11 < N(FCemnzi -
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Pe de altd parte, pentru p = 1, avem
|f(en)l < 1IN,
pentru orice n € N*  deci
I(f(ennzall, < IS1I-

Pentru 1 < p < 0o, s# considerdm sirul (z, = (:1:3'1)1-21),121 de elemente din
lp dat de

i 0, f(ej)=0sauj>n
= { f(epl”

Ty in caz contrar
J

Atunci
o0 ) n
Sl = Sl
7=1 i=1

deoarece pq = p + g, deci
n
1
lzall, = (3 17(e)I)3,
Jj=1

pentru orice n € N*,
Prin urmare

S IF eI = £(za) < Iflzall, = 1A (S 1£(eI)3,
i=1

i=1

pentru orice n € N*, de unde, deoarece 1 — - = ¢, avem

)T <A,

pentru orice n € N*, deci
(S (en)nz1lly < LIl
Asadar
I(f(en)nz1ll, = NIF1-

Pentru p = oo demonstratia este aseminitoare.

Este evident cl F este liniard, iar afirmatia de mai sus arati ci

IF (MG = 1Al
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F este de asemenea surjectivd deoarece dac y = (y;);>1 € (9 atunci definim
fy:lo — R prin

fy(z = (2)521) = ) <595,
7=1

pentru orice z = (z;);>1 € lo.
Atunci

1fy (@) < Ml Hlyllg »

pentru orice x € lg, deci f, € (lp)”.
In plus,

f(fy) =Y.

Remarcd. Un rezultat asemandtor are loc pentru (K™, |.||,,).

SPATII DE FUNCTII

S4 reamintim urmitorul rezultat clasic de teoria misurii.

Teorema (de reprezentare a lui Riesz). Fie X un spaliu topologic
separat local compact. Atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

a) F: Co(X) — C este liniard gi continud.

b) existd o unicd mdsurd complezd Radon pe X astfel ca pentru orice f €
Co(X) sd avem

F(f) = [ f(t)dpu(t).
|
Mai mult,
ILEN = el (= |l (X) = sup > [u(Ee)),
k=1

unde sup este considerat peste toate partilizle finite{ Ey, Ea,.... E,) ale lui X,
FE; fiind multimi Borel, pentru orice ¢ € {1,2,...,n}.

Vom demonstra aici un caz particular al acestui rezultat, anume cel in care
X =[0,1].
In acest caz, misura u este determinatd de o functie cu variatie mirginiti.
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Teoremii. Dacd ¢ este o funclie reald cu varialic marginitd pe [0, 1], atunci
formula

1

f(z) = / 2(t)do(t),

0

defineste o functionald liniard gi continud pe spafiul C([0,1]) = {f: [0,1] = R |
f este continud}.

Reciproc, pentru orice functionald liniard si continud f, pe spatiul C([0,1]),
existd o functie reald ¢ pe [0,1], cu varialie mdrginitd, astfel ca

1

f(z) = / 2(t)d(2),

0

pentru orice z € C[0,1].
In plus

1
1Al = V(o)

Demonstratie. Evident, formula

1
f(z) = [z(t)dp(?),
/

defineste functional liniar3 pe spatiul C([0, 1]).
Din inegalitatea

Jetev)] < y(e) sup lato),
A te(0,1]

rezulti ci f este continui si

1Al < V). 1)

Reciproc, fie f o functionali liniari si continu pe spatiul C(|0, 1}).

Avind in vedere teorema Hahn-Banach, f se poate prelungi pe spatiul M([0,1])
cu pistrarea liniarit3{ii, continuit3tii si normei.

Vom nota aceastd prelungire tot cu f.

Pentru orice t € (0,1} vom considera functia z, = xjo,) : [0.1] — {0,1} iar
prin zg vom indica functia identic nuld pe [0, 1].

Fie ¢ : [0,1] — R datd de

w(t) = f(z).
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Vom ariita cd ¢ este cu variatie mirginiti.
In acest scop sd considerdm o diviziune oarecare a segmentului (0. 1], anume

O=to<ti < ... <ty =1.
Notind
o; = sign(p(t;+1) — ¢(t;))

si considerind

n—1
y= Z:aj(.zlJ+1 ~z,),
=0

avem c& y € M([0,1]), [lyll = 1 si

@) = 3 el - o).

7=0

Atunci
n—1
F@) =" leltivr) — et) < 11wl < 1A
7=0

Asadar p este cu variatie mirginitd si

V(o) < Il @)

Fie acum un element arbitrar = € C([0, 1)).
Cum [0, 1] este compact §i z este continui, = este uniform continui, deci,
pentru orice € > 0 existd n > 0 astfel ca pentru oricet , ¢t € [0, 1] astfel incit

’t' - t”’ <7

avem
|x(t’) - z(t”)‘ <e. (3)
Fie o diviziune oarecare a segmentului [0, 1], anume
O=tg<t1 <...<ty, =1,

astfel ca

tiv1 =t <m,
pentru orice 7 € {0,1,2,...,n — 1}.
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Pentru j € {0,1,2,...,n — 1} si considerdm s; € [t;,t;+1] si s¥ punem
n—1
v=Y x(s;)(2t,,, — 2t,)-
=0

Evident v € M([0, 1]) si, datorit4 relatiei (3),
|lz(t) — v(t)] <,
pentru orice ¢ € [0, 1], deci
|z —v| <e.
Drept urmare
1f(z) = f) < I fIHle = vl < [Iflle,

deci
n-—1
f(I) - Zx(sj)[sotjﬂ - ‘ptj] < ”f”Er
j=0

fapt care aratd ci

1

f(z) = / 2(t)dp().

0

Din (1) si (2) avem ci

1
171l = V(o).

Definitie. O functie f € BV ([a,b]) se numegte normalizatd dacd f(a) = Ogi
f este continud la dreapta pe (a,b). Multimea tuturor funcliilor cu variatie
mdrginitd pe |a,b] care sunt normalizate se noteazd cu NBV ([a,b]).
NBV(|a,b]) cu norme

b
171 = V),
devine spatiu normat.
Teoremd. Aplicalia F : NBV([a,b]) — (C([a,}]))*, data de

F(g) = Fy,
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pentru orice g € NBV ([a,b]), unde

b

Fy(1) = [ sds

a

pentru orice f € C(|a,b]), este liniard, izometricd §i surjectivd.

Corolar. O funciie g € NBV([a,b]) este crescdtoare dacd gi numai dace
F, € (C([a,b]))* este o functionald pozitivd.

SPATIILE L?

In primul capitol am prezentat spatiile L? intr-un cadru particular.
Vom prezenta in continuare forma functionalelor liniare si continue pe L? in
cadrul general.

Fie (T, R, 1) un spatiu cu misuri.
Pentru 0 < p < 0o definim

LP(p) = {f : T — R f este p-misurabil¥ si /|f|pd,u < oo}.

Nu vom face distinctie intre dous functii p-egale a.p.t.
Pentru 0 < p < 1, LP(u) devine spatiu metric complet cu metrica

4(7,9) = 1 = lll, = [ 1f = oP du
Pentru 1 < p < 0o, LP(u) devine spatiu Banach cu norma
1, = [ 177 du.
Fie

L*(u) = {f: T — R |f este u-misurabild si

Ifllec = esssup f =

=inf{sup{|f(t)| |t €T - M} | M € R astfel ca u(M) = 0} < oo}.
L>°(u) devine spatiu Banach cu norma

1fll,o = esssup f.
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In cele ce urmeazi vom presupune ci u este o-finitd.

Teoremi (Day). Fie 0 < p < 1. S4 presupunem cd& u are proprietatea lui
Darbouz, adica pentru orice A € R cu 0 < p(A) < 0o gi orice 0 < A < p(A),
existd B € R, B C A astfel ca u(B) = A (de ezemplu mdsura Lebesgue pe un
interval n-dimensional are aceastd proprietate).

Atunct, dacd F : LP(u) — R este liniard gi continud, avem F =0.

Teoremi. Fie 1 < p < 0o §i q astfel ca
LP(u) — R este liniard §i continud, eristd g
f € LP(n) sd avem

+% = 1. Atunci dacd F :

1
P
€ L9(u) astfel ca pentru orice

F(f) = / fodu.

In plus
IEN = llgllg -

Remarc3. Nu orice functionald liniard gi continud pe L°°(p) este generatd
de un element din L'(u).

In cele ce urmeazi vom demonstra rezultatele de mai sus pe un caz particular,
anume acela in care T = [0, 1], R este multimea multimilor misurabile Lebesgue
din [0,1] iar p este misura Lebesgue.

Teoremid. Dacd ¢ € L*=([0,1]) atunci formula

1
F(f) = / oror
0

definegte o functionald liniard gi continud pe L'([0,1]).
Reciproc, pentru orice functionald liniard gi continud F, pe L'([0, 1)), existd
o funciie ¢ € L*([0,1]) astfel ca

1
F(f) = / F(t)plt)dt, *)
0

pentru orice f € L'([o,1]).
In plus

IEN = Nl lloo -

Demonstrafie. Este evident ci formula

F(f) = / f(®)p(t)at,
]
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defincste o functionald liniara pe L'([0, 1]).

Din inegalitatea
1
<|[reset| ol
0

1
/ F(t)p(t)de
0

rezultd ci f este continui si
IFI < el o - (1)

Reciproc, fie F o functionali liniar# si continu¥ pe L([0,1]).

Pentru orice t € [0, 1] vom considera functia z, = xjo,¢ : [0,1] — {0,1} iar
prin zp vom indica: functia identic nuld pe [0, 1].

Fie ¢ : [0,1] — R dati de

Y(t) = F(z).

Vom ar#ta ci i) este absolut continui.

S4 considerdm sistemul (t;,t;/] C (0,1], (¢ € {1,2,...,n}), de intervale inchise
care au in comun cel mult extremitiile.

Dac¥ punem

o; = sign(y(t;) — Y(t:)),

atunci
> |w) - wie)| = Za,[w — (L) =
j=1
= ZO’i[F(Zt;) ZtJ ] = F(ZO’, Z!._, <
7j=1
.S “F” Zai(zt; - Z!J) -(Zl; (S) — Zt] (S)) ds S
j= =1
<IFIY (8 —t5)
j=1
Asadar

> [wle) — w(e)| < IFI (G ~ 1),
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relatie care aratX ca y este absolut continu.
Atunci exista o functie integrabild ¢ : [0.1] — R astfel ca

t

() = / S(1)dr + H(0).

0

pentru orice ¢ € [0, 1].
Deoarece ¥(0) = F(z0) = F(0) = 0 putem scrie

1

F(z) = / 2(s)(s)ds.

0

Fie acum-f o funct,ie in scard, adici de forma

Zat[zt = 21, (s)),

unde
O=tg<t)<..<t,=1

Atunci
] 1

F(f) = Za [ s)ds = [[a0., ()e(s)ds) =

0

1, 1
= [ aulante) = 2 (e Mptedds = [ (o)ot)ds
0 1]

deci (*) este valabild pentru functii in scari.

Daci f este o functie m3surabild si mirginit3, atunci existd un sir (fn)nen
de functii in scari uniform marginit (adicd existd M € R astfel ca pentru orice
n € N si orice t € [0, 1] avem |f,(t)| < M) care converge a.p.t. cétre f.

Drept urmare, avind in vedere Teorema de Convergentd Dominati a lui

1
Lebesgue, ( fn)nen converge in L1([0, 1)) catre f (adicd lim [|fa(s) — f(s)|ds =
n——'ooo

0).
Deoarecce F este continui, rezultd ci

F(f) = F(lim f») = lim F(fa) =

= lim fn ds—/f(s

n—oo
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unde am aplicat iarési Teorema de Convergentd Dominati a lui Lebesgue.
Deci (*) este valabild si pentru functii misurabile si mirginite.
Fie acum s € (0,1) si ¢ > 0 astfel ca s + ¢ € (0,1).
S4 consideram

daci s<t<s+¢

1

ty={ ¢’
fo(t) = { 0, daciO0<t<ssaus+¢p<t<l.

fo este misurabili si mirginitd, deci, conform cu cele de mai sus avem

s+¢

1 1
|F(fo)l = | | fo()e(t)dt| = < | | o(t)dt|.
o -3

]

1
Pe de alt¥ parte || fol| = [ |fo(t)| dt = 1, deci
0

s+¢

/¢mﬂSHﬂWhW4WW

s

1

[E(foll = 5

adicd, avind in- vedere ci ¥(t) = _tfcp('r)dr,
0
[¥(s +¢) —v(s)| <IFll¢ = IFIl(s + ¢) — s

Cum s si ¢ au fost alese arbitrar, decurge ci 1 este Lipschitz.
In plus, deoarece i admite derivat3 a.p.t. egald cu ¢, rezulti ci

el < IIFIl

a.p.t., deci

lello < IFN- (2)

Deci ¢ este o functie (m3surabili) mirginitd a.p.t.
Fie acum f € L!([0,1)).
S considerdm

_ f(t), dacy |f(t)| < n
12 =1 (gign f()n, daca |f(1)] = n.

Este clar ci sirul (f,)nen- de functii misurabile si mirginite converge a.p.t.
ciitre f.

In plus

al < 1S

orice n € N*.
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Drept urmare, avind in vedere Teorema de Convergentd Dominatd a lui
1
Lebesgue, ( fn)nen- converge in L({0, 1]) citre f (adic& lim [|f.(s) — f(s)|ds =
ﬂ—*wo
0).

Deoarece F este continui, rezultd ci

F(f) = F(nli.n;of") = nlLII;oF(fn) =

1 1
= Jim [ fa(shetedds = [ rpeto)ds,
0 0

unde am aplicat Teorema de Convergentid Dominat a lui Lebesgue.
Deci (*) este valabild pentru orice functie f € L!([0,1]).
Din (1) si (2) rezultd

11 = ello -

Teoremd. Fie g > 1si p astfel ca -1,; +5 = 1. Dacd ¢ € L9([0,1]), atunci
formula

1

F(f) = / F()pt)at,

0

defineste o functionald liniard §i continud pe LP([0,1]).
Reciproc, pentru orice functionald liniard gi continud F pe LP([0,1]), cu
p > 1, existd o functie ¢ € L([0,1]) astfel ca

1
F(f) = / f(t)e(t)dt, *)
0

pentru orice f € LP([0,1]).
In plus

IEN = llell, -

Demonstratie. Este evident c¥ formula

defineste o functional liniard pe L?((0, 1]).
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Din inegalitatea lui Holder avem

/f(t (t)dt <(/|f |”dt%/ @17 dt)s = 111, el

de unde rezulti ci f este continui si

IFIl < ( / Pl dt)t = llgll, (1)
0

Reciproc, fie F o functionald liniara gi continui pe LP([0,1]), cu p > 1.

Pentru orice ¢ € [0,1] vom considera functia z; = x(o,¢ : {0,1} — {0, 1} iar
prin zo vom indica functia identic nul¥ pe {0, 1].

Fie ¢ : [0,1] — R dati de

Y(t) = F(z).

Vom arita ci 1 este absolut continui.

S& considerdm sistemul [t;,t] € [0,1], (i € {1,2,...,n}), de intervale inchise
care au in comun cel mult extremititile.
Daci punem

o; = sign(P(t;) — ¥(t:))

atunci

il vt )|—Zm[wt)— )] =

u'[\/]:

z[F(Z' = F(z,)) = F(Zai(zt; —-z;)) <

P

n 1 n
< IPN Yootz = 2)| = IFIC[ [t 6) = 2, 6| o) <
j=1 » o |3=1

< |IF) (Z(t )¥.

Asadar
S|t — wien)| < IR - 103,
Jj=1 i=1
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relatie care aratii ci 1 este absolut continud.
Atunci existi o functie integrabild ¢ : [0,1] — R astfel ca

t

w(t) = / S1)dr + (0.

0

Deoarece (0) = F(z9) = F(0) = 0 putem scrie

F(z) = / 2(s)p(s)ds
0

Fie acum f o functie in scari, adici de forma

f(s) = Zallzt (s) =z, (s)],

unde

Atunci

Zal( / 2, (s)p(s)ds — / 11 (8)p(s)ds) =

=1

1 n 1
- / (3 alz1,(5) - 2, ()])(s)ds = / f(s)p(s)ds
0 0

deci (*) este valabild pentru functii in scari.

Daci f este o functie misurabild si m#rginitd, atunci existi un sir (f,,)nen
de functii in scar¥ uniform mirginit (adici existd M € R astfel ca pentru orice
n € N i orice t € [0,1] avem |f,(t)] < M) care converge a.p.t. citre f.

Drept urmare, avind in vedere Teorema de Convergent® Dominatd a lui

1
Lebesgue, ( fn)nen converge, in LP([0,1}), citre f (adicd lim [ |fn(s) — f(s)[" ds =
n—'wO

0).
Deoarece F' este continui, rezulti ci

F(f) = F(nlLr&fn) = nh—vmooF(fn) =

= lim ] fa(s)p(s)ds = ] f(s)p(s)ds
0 0
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unde am aplicat iardsi Teorema de Convergentsi Dominata a lui Lebesgue.
Deci (*) este valabild si pentru functii mésurabile si mirginite.

S4 considerim acum pentru orice n € N*
onlt) = { k()" (), daca |io(t)" <
" (sign f(t))nv, dacd |p(t)|7' >

=

-

n
n

Fiecare functie ¢, este misurabild si mirginiti.

Avem
pn(t)p(t) = len(t)| lp(t)] >

> oa®)] lon(D)TT = lea(t)' "7 =,
= lea ()77 = lea(®)IP,

si deci avem
1

1
[1en@P e < [enttroterat = Fon) <
0 0

1
1
<IFN([lenP ).
0
Drept urmare, din relatia de mai sus, rezulti ci

([ loa®)P dt)s <|IF).
/

S4 observdm acum ci
le(t)?,  dack |p(t)P9 <n

o ()P — 1 1
fen (" = { (sign f(t))n?, daca |p(t)P9 V) >n.

y

Evident, lim [¢,(t)]7 =
gentd Monotond a lui Lebesgue, gisim

deci sirul (|¢n(t)|”)nen este crescitor.
le(2)]? a.p.t., deci, folosind Teorema de Conver-

1
([ le@)dt)s < ||IF|. (2)
/
Deci ¢ € L7([0,1]).
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Fie acum f € LP((0,1]).
S4 considerdm, pentru orice n € N*, functiile misurabile gi mirginite,

£8), daci |f(t)] < n*

PO=1 Gign ft)nt, dack [f(®)] = nb.

S4 observam ci

[fa@®)P < If ()P,

pentru orice n € N* i orice ¢ € [0,1].
Pentru orice n € N si considerim multimea

An={t€[0,1]||f(t)] 2 n¥}.

Deoarece f € LP([0,1]), rezultid ci lim u(A,) = 0, unde u este misura

Lebesgue.
Avem

lim [If = fall, = lim (/If fa®)Pdt)b =

lim ( /If(t)—fn(t)|”dt lim (/]f(t )P dt)r + lim ( /|fn ()P dt)? <

<2lim ([ 1£OF )} =

An

datoritd Teoremei Lebesgue-Vitali.
Deci

lim f, = f,

in LP([0,1]).
Deoarece F este continui, rezultd ci

F(f) = F(lim fa) = lim F(fx) =
= lim [ f®(0)dt = [ f(E)p(tyat
t oo |
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ultima egalitate fiind justificat¥ de urmitoarea relatie:

1

‘ﬂm—hmwmm
0

1

1
/f(t)up(t)dt - /fn(t)cp(t)dt
0

0

lim <

= lim
n—o00 n—00

1
< Jim 170 = fu®)eto)l e < Jim 17 = Fol ol =0,
0

unde am aplicat inegalitatea lui Holder.
Deci (*) este valabild pentru orice functie f € L'([0, 1]).
Din (1) si (2) rezultd ci

IFN = ltell, -

Asa cum am mentionat avem urmitoarea

Remarci. Nu orice functionald liniard gi continud pe L°°(u) este generatd
de un element din L'(u).

Intr-adevir, aplicatia liniard si continua F : C([0,1]) — R dati de F(f) =
f(1) poate fi extinsi cu ajutorul teoremei lui Hahn-Banach la o aplicatia liniars
si continud F : L*°([0,1]) — R.

Atunci nu existd ¢ € L'([0,1]) astfel ca

pentru orice f € L*([0, 1}), cici in caz contrar, considerind pentru orice n € N*
urmitoarele elemente din L°°([0, 1])

0, dacd 0 <

t <1
falt) ={ nt-n+1, dacil-21<t

-1
<1
ajungem la o contradictie astfel:
1
lim F(f,) = lim /fn(t)cp(t)dt,
n—oo n—00

0

adici

1= lim [ fu(t)p(t)dt =0,

n—oo
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ultima egalitate decurgind din teorema de Convergentd Dominatid a lui
Lebesgue cu ajutorul urmaétoarele observatii:
i} pentru orice n € N*
[fnel < el
i) p € L([0,1]) si
i) lim f,p=0.
n—oo

ALTE REZULTATE

Teorema. Fie H un spatiu Hilbert. Dacd y € H, atunci formula
Fz)=<z,y>,

pentru orice ¢ € H, definegte o funclionald liniard gi continud pe H.
Reciproc, pentru orice funclionald liniard §i continud F pe H, existé y € H
astfel ca
F(z)=<z,y >
pentru orice ¢ € H.
In plus
IEN = llvll-

Teoremd. Fie p : P(X) — R o funclie aditivd §i mdrginitd. Atunci
formula

F(f) = / £(s)du(s),
X

defineste o functionald liniard gi continud pe M(X).
Reciproc, pentru orice funclionald liniard gi continud F pe M(X), ezistd
i P(X) > R o functie aditivd §i mérginitd, astfel ca

F(f) = / £(s)du(s),
X

pentru orice f € M(X).
In plus

IFI = i) = sup 3 |u(ED),

i=1

unde sup este considerat pentru toate partitiile lui X.
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Teoremd. Fie p o misurd regulatd Borel pe [a,b] si ag, a1, ..., an_1 € R
Atunct formula

n—1 b
F(N =Y aif D@+ [ 106)duts)
=0 a

defineste o functionald liniard gi continud pe C™([a, b]).
Reciproc, pentru orice funciionald liniard §i continud F pe C™(|a,b]), existd
p o misurd regulatd Borel pe [a,b] si ag, ay, ..., an_1 € R, astfel ca

F() =Y af(” / £ (s)du(s

pentru orice f € C*([a,b]).
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CAPITOLUL V

REFLEXIVITATEA UNOR SPATII CONCRETE

DIN ANALIZA FUNCTIONALA

BREVIAR TEORETIC

Definitie Fie (X,d) si (Y, p) doud spatii metrice. O bijectie f: X — Y se
numegte izometrie dacd pentru orice r,y € X avem

p(f(z), f(y)) = d(z,y).

Definitie. Doud spalii metrice se numesc izometrice dacd ezistd o izometrie
intre ele.

Definitie. Fie X un spaliu vectorial normat peste K. Atunci
X*={f:X — K| f este liniard gi continud},
cu norma

/Il = sup{lf ()| | ll=ll < 1},

este un spafiu vectorial normat complet, numit dualul lui X.
Dualul lur X*, notat X**, este numit bidualul lui X.

Definitie. Fie X un spatiu vectorial normat i x € X. Aplicatia j, : X* —
K datd de

pentru orice f € X*, apartine lui X** gi

7=l = ll=Il -
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Definim J: X — X™* prin
J(I) = jIy

pentru orice T € X.
Aceastd aplicalie J se numegle scufundarea canonicd a lut X in X**.

Definitie. Un spatiu vectorial normat X se numegte refleriv dacd scufun-

darea canonicd a lui X in X** J: X — X**, este surjectivd (deci bijectivd,
cdci injectivitatea este automatd).

Remarca. Prin urmare, dacd X este refleriv, J este o izometrie intre X gi
X*.

Remarcd. Definilia de mai sus cere in mod ezxpres ca izometria dintre X
§i X**sd fie J g1 nu altd aplicatie. R.C. James a ardtat cd spativl Banach

X={z€co||zll <o0},
unde

’ ’
Izl = ll(@n)n21ll =

n
1 . .
:Sup{[Z(IP;H - $P1)2 + (IPn+l -~ Tp, )2]2 In eNSil<p €. Pn+1}v
=

.
cu norma ||.|| , este izometric cu bidualul sdu, dar cd J nu este izometrie.

Remarcd. Putem reformula definifia spatiului reflexiv astfel: un spatiu
vectorial normat X se numegte refleziv dacd pentru orice aplicalie liniard gi
continud F pe X*, eristd ¢ € X astfel ca F = j;.

Remarca. Dacd X este refleriv atunci, fiind izometric cu X** care este
Banach, este Banach. Pe de altd parte, aga cum vom vedea mai jos, ezistd spati
Banach care nu sunt reflezive.

Propozitie. Fie X un spafiu vectorial normat reflexiv. Atunci:
a) orice subspatiu inchis al lui X este refleziv.

b) X* este refleriv.

c) X este separabil dacd §1 numai dacd X* este separabil.

S¥ reformuldm in termenii de mai sus rezultatele obtinute in capitolul prece-
dent ( X ~ Y semnifici faptul ca X i Y sunt izomorfe):

(lo)* ~ 1!
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(C(la,b]))* ~ NBV(a, b])

(1) ~ 1

(IP)* =19, pentrup > 1si 2 + ¢ =1
(LY)* ~ L=

L[P)* ~ L9 pentrup>1sii4+1=1
plaq

SPATII DE SIRURI

Propozitie. Spatiile ly, co §i ¢ nu sunt reflerive.
Demonstratie. S& presupunem, prin reducere la absurd, ci ele sunt reflexive.
Atunci

lo = (lo)"™ = ((lo)")" = (I')” = I*°,

co = (co)™ = ((c0)™)" = (I)* > 1
si
c~(c) = ((e)")" ~ (I")* ~I>=.
Deci am avea lg >~ [°°, ¢g = I si ¢ ~ [*°, ceea ce constituie o contradictie

intrucit pe de o parte ly, cg si ¢ sunt separabile, iar pe de alti parte [ nu este
separabil.

Propozitie. Spatiul {° nu este refleriv.

Demonstratie. S presupunem, prin reducere la absurd, ci este reflexiv.
Atunci, c fiind un subspatiu inchis al siu, este reflexiv. Asa cum am vizut mai
sus, acest fapt este fals.

Propozitie. Spatiul (P, pentru p > 1, este refleziv.

Demonstratie. Fie q astfel ca 1 + % =1

Am vizut in capitolul precedent c aplicatiile F: {7 — (IP)* si G : IP — (19)*
date de

F(y)(z) = G(@)(y) = ) _Zn¥n,
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unde £ = (Zn)n>1 € 1P, ¥y = (Yn)n>1 € 9, sunt surjective.

Pentru a ar#ta ci [P este reflexiv vom demonstra c¢a J : 7 — ([P)** este
surjectivi.

Fie deci un element arbitrar F € (IP)**.

Vom arita ci existd z € [P astfel ca J(z) = F.

Deoarece F o F' € (19)*, exist} z € [P astfel ca F o F = G(z).

Fie acum un element arbitrar din f € (I?)*. Atunci existd un unic y € {9
astfel ca F(y) = f.

Avem

F(f) = F(F(y)) = (F o F)(y) = G(=)(y) =

= F(y)(z) = f(z) = 5=(f) = J(=)(f)-

Cum f € (I{P)* a fost ales arbitrar, deducem ci F = J(z), ceea ce incheie
demonstratia.

SPATII DE FUNCTII

Propozitie. Spatiul C([0, 1]) nu este reflexiv.
Demonstrafte. S3& presupunem, prin reducere la absurd, cii este reflexiv.
Atunci, deoarece C([0, 1]) este separabil si

C([0,1])" ~ V([0,1}),
V([0,1]) ar fi separabil, fapt care constituie o contradictie.

Propozitie. Spatiul V([a,b]) nu este reflexiv.

Demonstratie. S3 presupunem, prin reducere la absurd, ci este reflexiv.
Atunci, dualul siiu, C([a, b]) este reflexiv, fapt care, asa cum am vizut mai sus,
constituie o contradictie.

SPATIILE L?

Absolut aseminitor cu modul in care am ficut-o pentru (P, se arati ci:

Propozitie. Spativl LP([a,b]) (saw mai general LP), pentru p > 1, este
refleriv.

Propozitie. Spatiul L'(|a,b]) nu este refleziv.
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Demonstralie. Sa presupunem, prin reducere la absurd, ci este reflexiv.
Atunci,

J(L'([a.B])) = ((L'(la,b]))")" = (L%([a,B]))",

ceea ce am vizut in capitolul precedent ci nu este adevirat.

Propozitie. Spatiul L™([a,b]) nu este refleziv.

Demonstratie. S# presupunem, prin reducere la absurd, ci este reflexiv.
Atunci, C([a,b]) fiind un subspatiu inchis al s3u, este reflexiv. Asa cum am
viizut mai sus, acest fapt este fals.

ALTE REZULTATE

Definitie. Un spatiuv vectorial normat X se numegte uniform conver dacd
pentru orice € > 0 existd § > 0 astfel ca pentru orice ,y € X astfel ca ||z| £ 1,
lyll <1 5t llz - yll 2 ¢, avem [|=32|| <1-6.

Teorema (Milman) Un spaliu vectorial normat uniform convezx este re-
flexiv. '

Remarcd. Asa cum a ardtat Day, reciproca acestei teoreme nu este valabild.
Cu alte cuvinte, ezistd spatii reflexive care nu sunt uniform conveze.

Teoremai (Clarkson) Spatiile [P gi LP sunt uniform conveze, dect reflezive.

Propozitie. Orice spatiu Hilbert este uniform convex, deci reflexiv.

Propozitie. Nici un subspatiu infinit dimensional al lui 1! (deci ' tnsusi)
nu este refleziv.

Acest rezultat decurge din urméitoarele:

Teoremai (Eberlein) Un spatiu vectorial normat este reflexiv dacd i numai
dacd orice gir mdrginit al sdu are un subgir convergent in topologia slabd.

Propozitie. Pentru un gir (z,,)n>1 € I' urmadtoarele afirmatii sunt echiva-
lente:

a) (Tn)n>1 converge cdtre T tn normd.

b) (xn)n>1 converge cdtre T in topologia slabd.

Teoremi (Riesz) Fie X un spatiu vectorial normat. Atunci B(0,1) este
compactd dacd $i numai dacd X este de dimensiune finitd.

- 106

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Noti istorici. Frigyes Riesz, niscut la Gyor, Ungaria, in 1880, a studiat
matematicile la Budapesta (unde obtine doctoratul in1902}, Gottingen gi Ziirich.
Dupa doi ani petrecuti in invatimintul liceal, obtine un post in invatimintul uni-
versitar. Riesz a fost unul dintre fondatorii analizei matematice. In 1907-1908
a descoperit vestita teoremi de reprezentare a functionalelor liniare gi continue
(pe L?). A introdus notiunea de convergent4 slabi si a lucrat in teoria operato-
rilor. In 1911 este numit la Universitatea din Koloszvar (Cluj) care se muti la
Szeged in 1920. Aici, in 1922, impreund cu Haar, infiinteazi Institutul Matem-
atic Janos Bolyai si revista Acta Scientiarum Mathematicarum in care publici
multe articole. In 1911 este numit la Universitatea din Budapesta. Celebra
teoremd Riesz-Fischer (1907) este fundamentald in analiza Fourier a spatiilor
Hilbert si in mecanica cuantici. A contribuit de asemenea la teoria ergodici,
teoria seriilor ortonormale si la topologie. Cartea sa, "Legon’s d’analyse fonc-
tionnelle”, scrisi impreuns cu studentul siu Szokefalvi-Nagy, este una dintre
cele mai clare expuneri ale analizei functionale scrise vreodati. A fost membru
al Academiei Ungare gi al Academiei Franceze de Stiinte, iar in 1949 a primit
premiul Kossuth. A murit in 1956.

Propozitie. Spatiile M(X) si C*([a,b]) nu sunt reflexive (cdci un spatiu
refleziv este complet in topologia slabd, proprietatea de care cele doud spatii nu
se bucurd).

107

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



CAPITOLUL VI

CONVERGENTA SLABA SI CONVERGENTA SLABA*

BREVIAR TEORETIC

Definitie. Un gir (z,)n>1 de elemente dintr-un spatiu vectorial normat X
converge slab cdtre x € X dacd
lim z*(z,) = =" (),
n—oco

pentru orice * € X*. In acest caz = se numegte o limitd slabd a lui (Tn)n>1-
Scriem

In —> T
in X.

Teorem3. Fie (Tn)n>1 § (Yn)n>1 doud giruri de elemente dintr-un spativ
vectorial normat X . Atunci:

a) Dacd pentru z gi y din X avem z, 2z iz, >y, atunci T =y, adicd
un §ir ce converge slab are limitd unicd.

b) Dacd avem z,, >z, yn > yin X gi k, — k in K, atunci n+yn — t+y
§i knTn > kx, adicd operatiile de spafiu vectorial ale lui X sunt compatibile cu
convergenta slabd.

¢) Dacd r, — = in X, atunci =, > z, dar reciproca nu este adevdratd.
Totugi, dacd x, > T atunci T € co{r,,z2,...,Tn,-..}, adicd inchiderii conveze
a lut {ry,z9,...,Tn,...}.

Teoremd. Fie (1,,)n>1 un gir de elemente dintr-un spativ vectorial normat
X size X. Atunci z, > = in X dacd §i numai dacd

i) (Tn)n>1 este mdrginit.

i) eristd S o submultime a lui X* astfel ca inchiderea spatiului generat de
S este X*, i.e. spanS = X*, st

lim z*(z,) = =7(z),
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pentru orice r™ € S.

Definitie. Fie X un spatiu vectorial normat gi X* dualul sdu. Un sir
(z3.)n>1 de elemente din X* converge slab* cdtre * € X* dacd
lim ) (z) = " (x),
n—oo

*

pentru orice = € X. In acest caz z* se numeste o limitd slabd* a lui (z3)n>1-
Scriem

in X*.

Teorema. Fie X un spatiu vectorial normat gi X* dualul sdu, iar (z,)n>1
§t (yn)n>1 doud giruri de elemente din X*. Atunci:

a) Dacd pentru z* gi y* din X avem z, Lt g T 2 y*, atunci =* = y*,
adicd un gir ce converge slab* are limitd unicd.

b) Dacd avem z, > z* g yr S y* in X* dar k, — k in K, atunci
oyt Syt s knzt > kz*, adicd operatiile de spatiu vectorial ale lui
X* sunt compatibile cu convergenta slabd™.

- s " —
¢) Este posibil ca =}, — z* tnsd sd avem z* ¢ co{z},z3, ...z, ...}.

Teoremda. Fie (x})n>1 un gir de elemente din X* iar z* € X*, unde X

este un spatiu normat. Atunci ¥ 5 z* in X* dacd §i numai dacd:

i) (z})n>1 este mdrginit in X*.

it) eristd S o submultime a lui X astfel ca inchiderea spafiului generat de S
este X, i.e. spanS = X gi nlingoz;(x) = z*(z) pentru orice z € S.

Teoremi (Banach). Fie X un spatiu vectorial normat separabil. Atunci orice gir
mdrginit din X* con{ine un subgir slab* convergent.

Remarcd. Are loc un rezultat mai general, anume:

Teoremi (Alaoglu). In orice spatiu vectorial normat, sfera unitate inchisd

este slab® compactd.

Definitie. Pentru f € L'(|—n, 7)) definim seria Fourier a sa ca fiind seria
formald

S fment,

n=—oo

unde

f(n) = % / f(s)e=i™ds
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este coeficientul Fourier de ordin n al lui f.

Noti istoric3. Jean Baptiste Joseph Fourier s-a niiscut in 1768 la Auxerre,
in Franta. Din 1870 frecventeazi Ecole Royale Militaire din Auxerre. In 1783
primeste primul sfu premiu pentru un studiu de mecanici. In 1787 Fourier se
dedici vietii monahale mergind la min3stirea benedectini din St Benoit-sur-
Loire. Interesul siu pentru matematicH este insi prezent si in aceasti perioad4.
In 1790 devine profesor la Ecole Royale Militaire din Auxerre. Conflictului sau
interior referitor la calea pe care o va urma (matematica sau teologie) i se adaugd
un nou element in 1793 cind se implicd in politicd, al&turindu-se Comitetului
Revolutionar local. Desi datoritd terorii generate de revolutia Francezi doreste
sd se retragd din astfel de activitiiti, acest lucru este imposibil. Mai mult, pe
motive politice este arestat. Din 1794 studiazi la Ecole Normale din Paris unde
sunt profesori Lagrange, Laplace si Monge. Pred# la Collége de France si la
Ecole Centrale des Travaux Publiques condusi de citre Lazare Carnot i Gas-
pard Monge, care curind isi schimbi numele in Ecole Polytechnique. In 1797
ii succede lui Lagrange la catedra de analizd si mecanici. In 1798 se alitura
armatei lui Napoleon in invazia Egiptului unde ocupi diverse pozitii adminis-
trative pind in 1801 cind se intoarce la postul de profesor de analizii de la Ecole
Polytechnique. La cererea lui Napoleon preia postul de prefect la Isére. Aceasta
(1804-1807) este perioada in care lucreazi la teoria propagirii cildurii, rezul-
tatul fiind memoriul intitulat ”Despre propagarea c#ldurii in corpuri solide”,
memoriu de o importantX capitald, dar care la vremea respectivii a fost foarte
controversat. Lagrange si Laplace au avut obiectii asupra dezvoltirii functiilor
in serii trigonometrice. Din 1817 devine membru al Académie des Sciences. A
murit in 1830.

o -
Remarcd. Convergenfa seriei Fourier Y. f(n)e™™ cdtre f(t), pentru
n=—o0o
orice t € |—m, 7|, este una dintre problemele fundamentale ale teoriei seriilor
Fourier. In 1926 Kolmogorov a prezentat un ezemplu de functie din LY([~m, 7))
a cdrei serie Fourier este divergentd in orice punct din [—x,w|. Chiar dacd f
este continud pe [—m, w|, seria Fourier poate s& nu conveargd cdtre f, pe |—m, 7],
asa cum vom vedea in capitolul VII. Carleson (1966) si Hunt (1968) au ardtat
cd dacd f € LP([-m,7]), unde 1 < p < oo, atunci seria Fourier a lui f converge
catre f a.p.t in [—m, 7.

Not3i istoricd. Andrey Nikolaevich Kolmogorov, niscut in 1903, la Tam-
bov, Rusia a studiat la Universitatea de Stat din Moscova intr-o perioadi cind
aici se aflau si Luzin, Egorov, Suslin, Aleksandrov, Uryshon si Stepanov. In
perioada 1925-1929, sub indrumarea lui Luzin, isi elaboreazi teza de doctorat.
In 1925, impreun# cu Khinchin, publicd un articol care va fi baza calcului sto-
castic. Devine, din 1931, profesor la Universitatea din Moscova. Monografia
sa asupra tcoriei probabilititilor, "Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung”, apArutd in 1933, pune bazele teoriei axiomatice a probabilitdtilor. Devine
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seful Departamentului de Statisticd si Probabilit{i de la Institutul de Matem-
atici al Academiei de Stiinte. In 1941 publici doux articole despre teoria tur-
bulentelor care sunt de o importanti covirsitoare. In 1954 studiazi sistemele
dinamice in relatie cu miscarea planetelor, demonstrind rolul vital al teoriei
probabilitdtilor in fizicd. A definit, in 1936, grupul de coomologie al unui grup
topologic local compact si a avut multiple contributii la teoria coomologiei.
Doul articole ale sale, apirute in 1953 i 1954, despre teoria sistemelor dinam-
ice cu aplicatii in dinamica Hamiltonians, au pus bazele KAM{(Kolmogorov-
Arnold-Moser)-teoriei. A avut mari contributii la cea de a sasea problemi a
lui Hilbert si a rezolvat-o complet pe cea de a treisprezecea. A fost mebru al
Academiei de $tiinte a URSS, a primit Premiul de Stat in 1941, Premiul Lenin
in 1965 si Premiul Lobachevsky in 1987. A murit in 1987.

Definitie. Pentru m'€ N gi t € [—m, ] definim nucleul Dirichlet de ordin
m prin

D (t) = Z e,
Remarca.

sm®) = 3 flm)e /f(s ot = 5)ds

sin(m+3)¢ dacd t #0

D,.(t) = sint
® {2m-i2-l, dacd t =0.

Una dintre caracteristicile neplicute ale nucleelor Dirichlet este ci ele nu
sunt pozitive.

Chiar considerind valoarea lor absolut4, ele nu au un comportament mulfu-
mitor, adici avem:

Teorema.

iim_ [ D (0] dt =

Notai istoricd. Johann Peter Gustav Lejeunne Dirichlet s-a niscut in febru-
arie 1805 la Diiren, Franta (acum in Germania). Merge la gimnaziu in Bonn
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incepind din 1817, dar dupd doi ani frecventeazi un alt colegiu din Kéln. Se
hotirdgte si-si continue studiile la Paris unde frecventeazi cursurile de la Collége
de France si de la Faculté des Scientes unde are ca profesori pe Fourier, Laplace,
Legendre si Poisson. Din 1823 Dirichlet este luat in ocrotire de cétre generalul
Foy (o figurd celebrd din armata francezi in timpul rizboaielor lui Napoleon). in
iulie 1825 prezint# la Academia din Paris primul lui articol, asupra teoremei lui
Fermat, care-l va face faimos. In acelagi an generalul Foy moare, iar Dirichlet se
hot#riste si se intoarcd in Germania. Predi la universititile din Breslau(1827),
Colegiul Militar si Universitatea din Berlin (1828-1855). A fost un bun prieten
al lui Jacobi pe care l-a si insotit in Italia (1843) in perioada de convalescentd
a acestuia. In 1855 i se oferk catedra lui Gauss de la Gottingen. A avut nu-
meroase contributii la teoria numerelor, a introdus notiunea moderni de functie,
iar studiile sale despre stabilitatea sistemului solar l-au condus la celebra prob-
lem& a functiilor armonice care au conditii date pe frontieri. De asemenea este
faimos pentru stabilirea conditiilor pentru convergenta seriilor trigonometrice,
publicate in 1828 in Crelle’s Journal. A murit in 1859 la Géttingen (Germania).

Definitie. Pentru m € N* gi t € [—2m,2n) definim nucleul Fejér de ordin
m prin
Arcosmt - gaci t #0, 2, — 27

— m(l—cost)’
km(t) = { m, daci t =0, 2w, —2m.

Remarca. Pentru t € |—m, 7| avem

a = s1+s2+...+5m = % / f(s)km(t — s)ds'

m

iar kn,-urile sunt pozitive.

Teoremi (Fejér, 1904). Fie f:[—m, 7] — R continud cu f(-n) = f(m).
Atunci (am)m>1, §irul mediilor aritmetice ale sumelor partiale ale seriei Fourier
a lut f, converge uniform cétre f, pe |-, ).

Nota istoricd. Lipdt Fejér (numele siu real este Leopold Weiss) s-a niscut
la Pécs, Ungaria, in 1880. Intre 1897 si 1902 a studiat matematica si fizica la
Budapesta si Berlin unde a fost studentul lui Schwarz. Teorema referitoare la
teoria seriilor Fourier care-i poartd numele, publicatd in 1900, constituie baza
tezei sale de doctorat pe care a sustinut-o in 1902 la Budapesta. Intre 1902 si
1905 predi la Universitatea din Budapesta, apoi, intre 1905 si 1911 la Koloszsvar
(Cluyj), iar din 1911 pin la moartea sa, in 1959, din nou la Budapesta. Princi-
palul siu domeniu de studiu a fost analiza armonici dar a publicat de asemenea
un articol important despre functii intregi (impreuns cu Carathéodory, in 1907)
si unul despre transforméiri conforme (impreuni cu Riesz, in 1922).
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Lema Riemann-Lebesgue. Dacd f € L'({—7,7]) atunci

lim f (n)=0
§ .
lim f(n)=0.

Dacd f (n) = 0 pentru orice n € Z, atunct f = 0 a.p.t., i.e. coeficientii
Fourier ai lui f determind pe f.

Noti istoricd. Bernhard Riemann (1826-1866) a fost unul dintre matem-
aticienii de frunte ai secolului al XIX-lea. In scurta sa carier4, el a introdus idei
de o importanti fundamentali in analiza complexd, analiza reald, geometria
diferentialX, teoria numerelor si alte domenii ale matematicii. Cercetirile sale
de geometrie diferentiala au constituit baza matematici pentru teoria generals
a relativitatii.

Numele lui Riemann este legat de (probabil) cea mai importanti conjecturs
nedemonstrati inci a matematicii zilelor noastre, si anume ipoteza lui Riemann,
care este de o importanta fundamentald pentru distributia numerelor prime.

Riemann s-a n&scut in 1826 in {inutul Hanovrei, mai tarziu parte din Germa-
nia. Tatal s¥u era un preot luteran. Inci de la o virsti fragedi el isi manifest
interesul pentru istorie si matematics, fiind incurajat de cdtre familia sa in
acest sens. La varsta de 14 ani intri la gimnaziul din Hanovra, iar doi ani mai
tarziu este transferat la gimnaziul din Liineburg, unde ii este descoperit remar-
cabilul talent matematic. Schmalfuss, directorul gimnaziului, ii d4 lui Riemann
o carte de teoria numerelor scrisi de Legendre. $Sase zile mai tarziu, Riemann fii
inapoiazi cartea de 859 pagini spunind: "Este o carte minunati! Am terminat-
0.” Si o terminase. In 1846, Riemann se inscrie la Universitatea Gottingen.
Conform dorintelor tat3lui siu, incepe facultatea de teologie, dar se transferd
curand la facultatea de filosofie pentru a studia stiintele si matematica.

Cu toate ci Gauss se afla si el la Universitatea din Gottingen in aceastd
perioadd, probabil ci nu a avut nici un contact personal cu Riemann. Abilitatea
lui Riemann i-a atras insi atentia altui matematician de la Gottingen, Moritz
Stern. Dup4& un an, Riemann se transfers la Universitatea din Berlin, unde poate
beneficia de indrumdrile lui Jacobi, Steiner, Dirichlet si Eisenstein. Dirichlet a
fost cel care l-a influentat cel mai mult pe Riemann si care avea si devini
colaboratorul s¥u. In 1850, Riemann se intoarce la Gottingen, unde isi va petrece
tot restul carierei.

Dizertatia lui Riemann, alcatuitd sub supravegherea lui Gauss in 1851, avea
ca subiect fundamentarea analizei complexe. Ea introduce mai multe idei de im-
portantd fundamentals, cum ar fi definitia aplicatiei conforme si simplu conex-
itatea. Acestea sunt necesare unuia dintre principalele sale rezultate: orice
domeniu simplu conex al planului complex, avand cel putin doud puncte pe
frontierd, poate fi transformat conform in discul unitate.
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Urmitorul pas in cariera academict a lui Riemann este calificarea ca Pri-
vatdozent (lector). Pentru aceasta, el trebuia s& prezinte un Habilitationss-
chrift (eseu) i un Habilitationsvortrag (prelegere). Ambele s-au dovedit a fi
opere matematice. Pentru Habilitationsschrift, Riemann a ales ca subiect seriile
Fourier, prezentind eseul complet in anul 1853. Cu toate ci seriile trigonomet-
rice fuseserd indelung folosite in astronomie, problema gasirii solutiilor ecuatiei
undelor, care pot fi reprezentate prin astfel de serii, a constituit subiectul unor
largi dezbateri in secolul al XVIII lea, implicindu-i pe D’Alembert, Euler si altii.
Problema de bazid era lipsa unei fundamentiri a analizei matematice. Fourier
facuse in mod extensiv uz de seriile trigonometrice in rezolvarea ecuatiei cél-
durii, dar a ficut foarte putine pentru a rezolva aspectele fundamentale. Eseul
lui Riemann a constituit un considerabil progres in aceasta problemd, in primul
rand prin aceea ci a dat primul criteriu de integrabilitate a unei functii (sau,
cum spunem astiizi, integrabilitate Riemann), si apoi prin obtinerea unei conditii
necesare pentru ca o functie integrabil¥ Riemann si poat4 fi reprezentata printr-
o serie Fourier.

Pentru Habiltationsvortrag-ul sju, Riemann a propus trei teme, gi contrar
agteptdrilor sale, Gauss a ales-o pe cea de geometrie. Prelegerea lui Riemann
"Despre falsele ipoteze aflate la baza geometriei” a fost sustinuti pe 10 iu-
nie 1854. Aceasts oper# extraordinari introduce (ceea ce acum se numeste)
suprafata Riemann n-dimensionala si tensorul siu de curburd. Rezultatele sale
sunt folosite in teoria generald a relativititii a lui Einstein saizeci de ani mai
tarziu. Prohabil c& singura persoani din audienti care aprecia adincimea operei
lui Riemann era Gauss, care ficuse munci de pionierat in geometria diferentiali.
Un raport al prelegerii lui Riemann nu a fost publicat decat in anul 1868, dupi
moartea sa.

Cu toate ci Privatdozent-ul putea colecta taxe de la studenti, postul nu era
previzut cu salariu. Cu ajutorul lui Dirichlet, Riemann obtine un post mirunt
platit. El nu devine profesor asistent decat in anul 1857, an in care isi publici
cercetdrile sale legate de functiile abeliene. Functiile abeliene fuseseri studiate
de citre Abel si Jacobi; ele sunt o generalizare a functiilor eliptice. Riemann
dezvolts o teorie geometricd foarte puternici care rezolvi mai multe probleme
remarcabile din acest domeniu. Opera sa il recomandd pe Riemann ca pe un
mare matematician, dar nu fird a-i fi controversat acest titlu. El foloseste in
mod extensiv, fard demonstratie, un principiu variational, numit principiul lui
Dirichlet. Weierstrass avea indoielile sale in legitur3d cu acest principiu, care,
dupd moartea lui Riemann, cade in dizgratie. Aceastd stare de fapt a avut insi
consecinte fructuoase. Mai multi matematicieni au gisit cu succes demonstratii
ale rezultatelor lui Riemann f&r4 a folosi principiul lui Dirichlet, iar principiului
in sine i-a fost datd o demonstratie riguroasi in anul 1899 de catre Hilbert.

In 1859, Dirichlet, care era succesor la catedra lui Gauss din 1855, moare in
urma unei boli grave. Riemann este numit in locul sdu. In acelasi an, el este
ales membru corespondent al Academiei de Stiinte din Berlin. Ca nou membru,
lui Riemann i se cere si trimitd Academiei un raport al activitiitii sale recente.
Raportul trimis de Riemann, numit "Despre num&rul numerelor prime mai mici
decat un numar dat”, este de o importantd fundamentals in teoria numerelor.
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Riemann arati ci diverse rezultate legate de distributia numnerelor prime erau
strans legate de proprietitile analitice ale functiei zeta. Unele dintre rezultatele
sale au fost stabilite in mod riguros de citre Hadamard si Vallée-Poussin in
1896, dar ipoteza lui Riemann a rimas nedemonstrati.

EXEMPLE REFERITOARE LA CONVERGENTA SLABA

1. Pentru X = K™, X™ se identifici cu K™. Daci r; este datd de

*

z; (1, Tn) = T5,
. . S
pentru orice (1, ..., Tn) € K™, atunci (zT%, ..., z7") = 2., — = = (21, ..., Tn) daci
si numai daci z}(z7*,...,z') = z7* — z; pentru orice j € {1,2,...,n}, ceea ce
inseamnd ci z,, — z.
Deci in K™ convergenia slabd coincide cu convergenta in normd.

2. Fie X = (,|i,), cul <p < oo.

Vom demonstra pentru inceput urm#torul rezultat cunoscut sub numele de
Lema lui Schur: =, = 1 in [! dacd §t numai dacd T, — z in I
Intr-adevir, in caz contrar exist¥ un sir (zn = (I;'l)jZI)nZI de elemente din

I! astfel ca z, — 0 in {!, adicd
oo
nli—{gozm-?yj =0,
i=1

pentru orice sir y = (y;);>1 de elemente din [*°, dar existd €9 > 0 astfel ca

oo
> 127 > eo,
j=1

pentru orice n € N*,
Pentru orice j € N*, fie 7 € (I')* datd de

(T, Ty ) = 25,

pentru orice (z1,...,Zn,...) € I}, care corespunde sirului y = (0,0,....0,1,...) €
1*°, unde 1 se afli pe pozitia j.
Atunci lim z7 = 0 pentru orice j € N*.
n— 00
Punem np = mg = 0 si definim inductiv girurile de numere naturale (nx)r>0
$i (Mmy)k>o astfel: dacd ng_; g1 my_; au fost definite, fie ny cel mai mic numir
natural strict mai mare decit ng_, astfel ca

Mgy

|I’-“‘|<6—O
&
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si fie m; cel mai mic numair natural strict mai mare decit my._, astfel ca

£
! 0
E :r;“| < =
. ]
J=my+1

Definim un sir y = (y;);>1 de elemente din {° astfel: pentru my_; + 1 <
7 < my, unde k este un numir natural, punem:
0, daci z;-’“’ =0
%= daca 2™ #0
—h, dacd 7] #0.

3

Atunci
ME—)
Zx"*yJ |27 <22 |z7¢| + 2 Z |z |<
j=mx+1
Drept urmare
o=y €0 _ €0
sz Y; >€0—?—€,
7=1

ceea ce contrazice faptul ci
o
. n
kll.n;ozzj ‘v =0.
=1

S& consideradm acum cazul in care 1 < p < oo.
Alegind S = {z} | j € N*}, unde

z3(x1, - T,y ) = T5,

pentru orice j € N* si orice (z4, ..., Zn, ...) € [P, gdsim ci:
Tn = (T7)j>1 2z = (z5)551 In P dacd si numai dacd (Zn)n>1 este mdrginit
g¢ lim =7 = z; pentru orice j € N*.
n—oo-

Intr-adevir, spanS = (IP)* cici F : 19 — (IP)* datd de
F((z5)520)(8)521) = >_z59;,
7=1

pentru (z;);>1 € 19 si (y;);>1 € IP, este o izometrie liniard surjectivi.
Dar

F(ej) ==z
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pentru orice j € N* si {ey,...,cn, ...} formeazi bazi Schauder pentru I9.
Deci, dac #* € (IP)*, cu F(2) = 2, unde « = (v;),;>1 € 19, atunci

oo oo
* -
z :F(i zje;) = E T,
=1 =1

adici spanS este dens in (IP)*.

Remarci. Dacd 1 < p < 0o sd observam cd T, = x in IP nu implicd
T, — x in IP; de ezemplu e, = 0 in [P dar ||en”’J =1, deci e, » 0 in [P,

Notd istoricad. Issai Schur (10 ianuarie 1875, Mogilyov, Bielorusia - 10
ianuarie 1941, Tel Aviv, Palestina) a frecventat Gimnaziul din Lipaja, Letonia.
Din 1894 studiazd la Universitatea din Berlin avind ca profesori pe Frobenius
si Burnside, fondatorii teoriei reprezentdrilor de grupuri, obtinind doctoratul
in 1901. In 1903 devine lector la Universitatea din Berlin iar apoi, intre 1911
si 1916, profesor la Universitatea din Bonn. Se intoarce la Universitatea din
Berlin unde este profesor pin¥ in 1935 cind este indepirtat pe motive rasiale.
I-a avut ca studenti pe Richard Brauer si Kurt Hirsh. In 1922 devine membru
al Academiei Prusace. In 1939 emigeazi in Palestina.

3. Fie X = L? = LP([a,b]) cu 1 < p < o0.

Deoarece (LP)* = L9, unde %+ % = 1 si pentru ci functiile simple sunt dense
in LP, rezulti ci:

z, > x tn LP dacd §i numai dacd ([zall,)n>1 este un gir marginit gi
lim [z,(t)dt = [z(t)dt pentru orice multime mdsurabild E C [a, b].
nTeop E

Spre exemplu, fie f, : [-7, 7] — R dati de
fn(t) — eint,

pentru orice t € [—7, 7], unde n € Z.
Lema Riemann-Lebesgue ne asiguri ci pentru orice f € L!(|—m,7]) avem

—111.!.
In[—-00271' /f dt =

Decoarece ||fn||p = 1 pentru orice 1 € p < oo si orice n € Z, conchidem ci

fo > 0in LP|—7, 7)) cind |n| — oo 5i 1 < p < co.

4. Vom arita ci:
fa > f in C((a.b]) dacd §i numai daca (|| fu]l)n>1 este un sir marginit gi
lim fu.(t) = f(t) pentru orice t € [a, ).

Fie f, = f in C(la, b))
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Atunci (||fall)n>1 este un sir mirginit iar ¢ € [a,b] defineste un element
fi € (C([a,b]))" dat de

pentru orice f € C([a,b]).
Drept urmare

lim fo(t) = lim f7(fa) = £ (z) = f(2),

pentru orice t € [a, b].
Reciproc, fie

”fn” a

pentru orice n € N si

lim fo(t) = f(t),
n—o0
pentru t € (a, b].
Dacy f* € (C([a,b]))* atunci existd y o functie cu variatie mirginiti pe [a, b]
astfel ca

f*(f) =7fdy

pentru orice f € C([a, b]).
Putem presupune fird pierderea generalititii ci y este crescitoare.
Atunci

b
() = £ ()] = / falt) — f()dy| <

b
< / |a(t) — £(D)] dy.

Dar

lim fn(t) = f(2),

n—oo

pentru orice ¢ € [a,b] si

n(t) = SO <@ + 1O < a+ I f]]-
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Drept urmare, conform teoremei de convergentd dominati (aplicati masurii
Lebesgue-Stieltjes definiti de y) avem ci

lim f‘(fn) = f‘(f)v

n—oo

deci f, = f in C([a,b]).

Remarci. f, > f nu implicd cd fr, — f in C([a, b))
De exemplu fie

nt, 0<t<?i
falty={2-nt, L1ct<?
0, %<t§1

Atunci f, € C([a,b]), ||fr]| = 1 pentru orice n € N i

lim fp(t) =

,
n—oo

pentru orice ¢t € [0, 1].
Drept urmare f, = 0, dar f, - 0 in C([a,b]

ALTE REZULTATE

5. 20 = (()j>1 2z = ({;);>1 in lo sau co dacd §i numai dacd

(Izal)nz1
este mdrginit g1
lim (7 = (;
n—oo

pentru orice j € N*.

6. z, = ((7)j>1 Sz = ((;)j>1 In ¢ dacd gi numai dacd

(“In“)nzl
este mdrginit,
lim (7' = (;
n—oo

pentru orice j € N* gi

n—00j—00

lim lim (7' = lim (;.
j—o0
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EXEMPLE REFERITOARE LA CONVERGENTA SLABA”

Remarci. Ipoteza de separabilitate din teorema lui Banach este esentiald.

Spre exemplu, fie X = [*°. Pentru = € X si n € N* considerim z], € ({*°)*
dati de

zn((¢5)521) = n,

pentru orice ({;);j>1 € I*°
Avem

lzzll = 1,

pentru orice n € N*, deci (z},)»>1 este mirginit.

(£7.)n>1 nu are ins¥ nici un subsir slab* convergent.

Intr-adevir, pentru orice subsir (z}, )m>1 allui (z,)n>1 filez = ((5);>1 €1
dat de

pentru j = n,, cu m impar
in rest )

1
CJ'Z{O’

Atunci
Th () =Cn, =1
pentru m impar si
z;,,.(z) =(n, =0

pentru m par, deci z;, (z) nu converge slab”.
Acest fapt are loc pentru ci [* nu este separabil.

Remarcad. Chiar dacd X* este separabil, este posibil ca un gir mdrginit din
X sd nu aibd subsiruri slab convergente. Altfel spus, nu eristd un analog al
teoremet lui Banach pentru convergenfa slabd.

Intr-adevir, fie X = lo.
Atunci X* este separabil deoarece se identifici cu 1.
Pentru orice n € N* considerim

zn=(1,1,..,1,0,0,....),

care are 1 pe primele n pozitii.
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Evident
lzall = 1.

Fie acum zo = (y1,¥2, -1 ¥ny, 0,0,...0,..) € lp arbitrar.
Fie m € N*, m > ng.
Atunci pentru (z,,)* dat de

(2m)"((G)iz1) = Gm,
pentru orice ({;);>1 € X, avem
(Tm+1)"(zn) =1
pentru orice n > m+ 1 si
(Zm+1)"(z0) =0,

deci nici un subsir al lui (z,),>; nu poate fi slab convergent citre z.
Deoarece xg a fost ales arbitrar, gisim c3 sirul (z,),>1 nu are nici un subsir
care converge slab.

APLICATII ALE TEOREMEI LUI BANACH

O prim3i aplicatie a teoremei lui Banach este urmitoarea:

oo .
Teorem3. Sd considerdm seria formald ), kne*™, unde k, € K. Pentru
n=—oo

meZgite|—m 7| fie

sm(t) = Z ke
§1
(so+ ... + sm)(2)
— :

an(t) =

Fie 1 < p < oo.
Dacd (am)m>1 este mdrginit in LP((—m, 7)), atunci existd [ € LP([—m, 7))
o0 .
care are seria Fourter Y. k,e'™.
n=—oo
Demonstratie. Fie 1 < ¢ < oo astfel incit
F: LP([—m, 7)) — (L9([—m, 7])*, dati de

+ - = 1. Am vizut ci functia

141
P a

F(f)(g) = / f(t)g(t)dt,
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pentru f € LP(|—7,%]) si g € LI([—7.7]) cste o izometric surjectiva.

Deoarece (a,,)m>1 este mirginit in LP([—7, 7)), rezultd c& (F(am))m>1 este
mirginit in L([—7, n])*.

Deoarece L9(|—7, m]) este separabil pentru 1 < ¢ < oo, conform teoremei lui
Banach, existd f € LP([—m, 7)) si un subsir (F(am,));>1 al lui (F(am))m>1 asa
incit

Flam,) S F(f)
in (LO([—m,7]))".

Pentru n € Z, functiile g,(t) = e*™, t € [—m, 7|, sunt in LI(|—, 7)), de
unde

jli'ngoF(amj)(gn) = F(f)(gn)-

Dar
ki

F(am,-)(gn) = /amj (t)e—intdt =

-7

In|
m; — [nl)k, = 27k, (1 — ,
j( j = Inl) ( J_)

L

care tinde la 27k, cind j — oco.
Astfel, pentru orice n € Z,

F(f)(gn) = /f(t)e—""‘dt = nky,.

oo .
Aceasta demonstreaz¥ ci seria Fourier a lui f este Y k,e™.
n=-—0o0
Remarca. Reciproca teoremei precedente este de asemenea adevdratd. Spre

o) .
ezemplu, pentru LY([-m,7]), o serie formald > kne™ este seria Fourier
n=—oo
a unet functii din L'([-m, 7)) dacd §i numai dacd girul mediilor aritmetice al
sumelor sale partiale converge in L!(|—m,]).

In continuare prezentim o aplicatie a teoremei lui Banach in teoria proba-
bilitagilor.

Definitie. O functie y: R — R care este mdrginitd, crescdtoare §i continud
la dreapta se numeste functie distribulie.

Remarci. Dacd f este o variabild aleatoare (i.e. o funclie mdsurabild)
definitd pe un spaliu probabilistic §i dacd pentru orice t € R, y(t) defineste
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probabilitatea ca f sd file mai micd sau egald cu t, atunci y este o functie
distributie.

Principiul lui Helly. Fie (y,)n>1 un gir de functii distributie astfel ca
yn(a) = 0 §i ya(b) = 1 pentru orice n € N*. Atunci ezistd un subgir (yn,);>1
st o functie distribulie y cu proprietatea y(a) =0 gi y(b) = 1 astfel ca

lim yn, (t) = y(t),
j—oo
pentru orice t, punct de continuitate al lui y.
Demonstratie. S& observim ci y, € NBV{a,b] = {y : [a,] = R | y(a) =0,
b

y este cu variatie mirginiti §i y continui la dreapta pe (a,b)} si V(yn) = 1.
Dar NBV([a,b]) se identifici cu (C([a, b]))
Atunci, conform cu teorema lui Banach, exist4 un subsir (y,,);>1 i y astfel
ca

yﬂj _)y

in NBV ([a, b)).
Fie ¢y € (a,b).
Pentru m € N suficient de mare definim

1, a<t<tg
fm®)={ mto—t)+1, to<t<to+Li .
0 to+ 4 <t<b

Atunci fr, € C({a,d]), 0 < fr <1 sl avem

hm fmdyn] /fmdy

Dar
b to to
/fmdyn_-,- > /xmdyn,- = /dyn,- = Yn, (to) — yn; (@) = yn,(to)
a a a
si
to+ & to+ 4

/fmdy— /fmdy< /dy=y(to+%)—y(a):y(to+—;;)-

a

Deci

- 1
.hm yTlJ‘ (to) S y(to + —),
Jj—o0 m
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pentru m suficient de mare.
Similar gisim ci

. 1
lim yn; (t0) > y(to — —),
j—oo m
pentru m suficient de mare.
Drept urmare

lim  y(t) < limyn,(to) < T yny(te) < lim  y(2).
t—to j—c0 jveo t—to

t <o t> 1o
Daci y este continuii in ¢y € (a,b) relatia de mai sus arati ci exists
lim yn; (o) = y(to)-
j—oo

Cazurile tg = a si g = b sunt similare.

Deoarece y, este crescitoare pentru orice n € N si multimea punctelor de
continuitate ale lui y este densi in [a, b], rezultd cd y este de asemenea cresci-
toare.

Asadar y este distributie.

Mai mult, y(a) = 0 si y € NBV ({a, b]) deoarece

b b
y(b) = /dy = lim /dynj = lim (yn,(b) — yn,(a)) =1-0=1.
J—00 J—00

a

Not3 istoricd. Eduard Helly (1 iunie 1884, Viena, Austria - 28 noiembrie
1943 in Chicago, Illinois, SUA) a studiat la Universitatea din Viena unde obtine
titlul de doctor in 1907 cu o tezd despre ecuatiile Fredholm sub indrumarea lui
Wirtinger si Mertens. Merge apoi la G6ttingen unde studiazi cu Hilbert, Klein,
Minkowski si Runge. Se intoarce la Viena, unde se intretine din diverse activititi
mirunte i reugegte si demonstreze (in 1912, deci cu multi ani inaintea lui Hahn
si Banach), intr-un caz particular, rezultatul cunoscut ast3zi sub numele de
teorema Hahn-Banach. In timpul primului rdzboi mondial este ranit pe front si
este luat prizonier de ¢itre armata rusi. Se intoarce la Viena abia in 1920 dup
multi ani petrecuti in taberele de prizonieri din Siberia gi in spitale. Lucreazi
la o banci, apoi ca agent de asigur#ri. In 1938, din motive de persecutie rasiala,
emigreazd in America. Aici, cu sustinerea lui Einstein, primegte un post la
Paterson Junior College din New Jersey. In 1941 se mut la Monmouth Junior
College, New Jersey iar apoi este angajat ca matematician de citre Signal Corps
din Chicago. 1 se oferi un post la Illinois Institute of Technology, dar la scurt
timp dupd aceasta moare in urma unui atac de inimi. Este celebru datoritd
unei teoreme publicatd in 1923, care afirmi ci dacd n submultimi convexe ale
unui spatiu euclidian de dimensiune d, cu n > d + 1, au proprietatea ci orice
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colectie de d + 1 submultimi au un punct comun, atunci existi un punct comun
tuturor celor n submultimi. In 1912 a publicat rezultatul amintit mai sus.

ALTE REZULTATE

1. z; 5 z* in (K™)* dacd §i numai dacd =¥, — z* in (K™)*

2. Fiel < p < o0, iar g conjugatul sdu. Atunci v, = ((7);> So=

(¢j)j>1 in 19 = (IP)*dacd gt numai dacd

(Iznllg)n>1
este mdrginit g1
Jm =6

pentru orice j € N*,

3. Fiel < p < 00, iar q conjugatul sdu. Atunci f, L f in L([a, b)) =
(L?([a,b)))" daca §i numai dacd

(1 fnllgdn21

este mdrginit §i

pentru orice multime mdsurabild E C [a,b].
4. f, 5 fin NBV([a,b]) = (C([a,b]))* dacd §i numai dacd

b
(V(fa)nz1
este mdrginit §1

lim fa(t) = f(t),

n—oo

pentru orice t care este punct de continuitate pentru f.

5. Fie f € L®(|-m,7]) $t x, girul mediilor aritmetice ale sumelor partiale

ale serier Fourier a lui f. Atunci z, Eat [ in L=®(|-m, 7)) = (LY(|-=, 7]))".
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CAPITOLUL VII

PRINCIPIILE FUNDAMENTALE ALE ANALIZEI FUNCTIONALE

PRINCIPIUL MARGINIRII UNIFORME

Dacid F este o multime de functii intre doua spatii metrice, s& spunem X
si Y, atunci mirginirea uniformf a lui F este, in general, o conditie mult mai
puternicd decit mirginirea punctuald. De exemplu, fie X = [0,1], Y = R si
F = {Fa}n>1 unde

Atunci F,(0) = 0 si

pentru t # 0 si n € N*,
Drept urmare F este mirginitd punctual dar, deoarece

SUp IFn(t)I =n,
te(0,1)

nu este mirginitd uniform.

Teorema lui Arzela-Ascoli afirmi ci, daci X este compact si F este echicon-
tinu# in orice punct din X, atunci F este mirginitd uniform daci si numai daci
este marginitd punctual. Din nefericire ipotezele din acest rezultat referitoare
la compacitate si echicontinuitate sunt rare in cazul in care X este un spatiu
vectorial normat. Din acest motiv avemn nevoie de un alt set de conditii din
care 58 se deducd mérginirea uniformi din mirginirea punctualX a unei familii
de aplicatii liniare si continue pe X.

Teorema (Principiul mirginirii uniforme al lui Banach-Steinhaus).
Fie X un spa{tu Banach, Y un spativ vectorial normat i F o familie de aplicalii
liniare gi continue de la X la Y. Atunci, fie eristd o submul{ime D a lui
X densd in X astfel ca, pentru orice * € D, mullimea {||F(x)||}rer este
nemdrginitd, fie {||F||} rer este mdrginitd.
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Remarci. Din punct de vedere geometric teorema de mai sus are urmd-
toarea interpretare: fie orice F € F duce inchiderea bilei unitate a spalivlw
Banach X intr-o bild fizatd din Y cu centrul in 0, fie existd x € X astfel ca
nict o bild din Y nu confine multimea {F(2) | F € F}.

Remarcii. Teorema de mai sus furnizeazd conditit pentru ca mdrginirea
punctuald sd implice mdrginirea uniformd, deoarece faptul cd {||F||}rexr este
mdrginitd echivaleazd cu mdrginirea uniformd a multimii {||F(z)|| | F € F} pe
bila unitate.

Noti istoricd. Hugo Dyonizy Steinhaus, ndscut in 1887 la Jaslo, in Austria
(acum in Polonia), a studiat la Liov, Miinchen i Géttingen, fiind influentat din
punct de vedere matematic de citre Bernstein, Carathéodory, Courant, Her-
glotz, Hilbert (conducitorul siu de doctorat), Klein, Koebe, Landau, Runge,
Toeplitz i Zermelo. Cea mai puternici influen{3 asupra sa va veni insi de
la Lebesgue, prin cele doud cir{i fundamentale ale sale, anume "Legons sur
I'intégration et la recherché des fonctions primitives” si "Lecons sur les séries
trigonométriques”. Dupi ce isi va satisface serviciul militar in legiunea poloni
se muti la Cracovia. Impreund cu Nikodym si Banach pune bazele Societatii
Poloneze de Matematici. In 1916 devine asistent, iar apoi, in 1920, profesor
la Universitatea Jan Kazimierz. El este primul care, in 1923, publici in Fun-
damenta Mathematicae, un articol in care este prezentatd o riguroasi teorie
a probabilitatilor bazatd pe teoria misurii in cazul aruncirii unei monezi. A
fost de asemenea primul care, in 1925, a definit si discutat conceptul de strate-
gie in teoria jocurilor. Impreuns cu Banach infiintezi o noui revistd, Studia
Mathematica. A scris, impreuns cu Kaczmarz, in 1937 o importanti carte de-
spre teoria seriilor. Dupd perioada extrem de grea din timpul celui de al doilea
rizboi mondial, se mut4 la Universitatea din Wroclaw. Este primul care a con-
struit un exemplu de serie trigonometrici divergent in orice punct, dar ai cirei
coeficienti tind c#tre zero. A murit in 1972.

Remarcs. Conditia ca X sd fie spaiu Banach este esentiald.
De exemplu, pentru X =l 5i f, € X*, date de

fn (CJ J>1 ZCJa

pentru orice n € N*, s& fixdim = = ({;);>1 € lp §i s¥ alegem 1 astfel ca
G =0,

pentru orice 7 > m.
Atunci

[ £ (G520 < m[(G5) 2l

pentru orice n € N* si orice (¢;);>1 € lo.
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Pe de altd parte, se verifict imediat ci

”fn ” =n,

pentru orice n € N*.
Astfel multimea {|f,((¢;)j>1)|}nen- este mirginiti pentru orice (¢;);>1 € lo,
dar familia {||f,||}nen- este nemirginiti.

Corolar. Fie X un spativ Banach, Y un spatiu vectorial normat §i (F)n>1
un gir de aplicafii liniare §i continue din X in Y astfel ca girul (Fn(x))n>1
converge pentru orice x € X. Notind F(z) = lim F,(z) avem:

n-—oo

a) F este liniard gi continud gt

IFll < lim |[Fu]l < sup [|[Fn|| < oo.
neN-

n—oo

b) dacd E este o submultime total mdrginitd a lui X, atunci (Fo(Z))n>
converge uniform cdtre F(z) pentru orice z € E.

Demonstratie. Omitem demonstratia punctului a).

b) Considerind eventual F,, — F in loc de F,, putem presupune ci F = 0.

Cum F este o submultime total mirginitd a lui X, pentru orice € > 0 existd
me N*siz; € E, j€ {1,2,..,m}, astfel ca pentru orice x € E existd z; astfel
ca

lzj — z|| < e.
Deoarece
nlLII;OFn(zj) =0,
pentru orice j € {1,2,...,m}, existd ng € N* astfe] ca
[ Falz;)ll <&,

pentru orice n € N*, n > ng si orice j € {1,2,...,m}.
Fie acum z € FE si alegem j € {1,2,...,m} astfel ca

lzj — z|| <e.
Atunci
| Fa(@)ll < [[Fnfz = z)|| + | Fn(zi)l| < (_Séllg_ | Fnll + 1)e,

pentru orice n € N*, n > ng.

Deoarece sup ||F,]| < oo rezultd ci (F,(z))n>1 converge uniform cétre 0
neN-
pentru orice T € F.

Corolar. Fie X wun spaliv vectorial normat i E C X. Atunci E este
mdrginitd dacd §i numai dacd ™ (E) este mdrginitd pentru orice z* € X*.
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Demonstratie. Fie E C X mirginitd. Atunci existd « € R astfel ca
Izl < a

pentru orice x € F.
Pentru z* € X* avem

lz* (@) < llz7| =]l < efl=”]]

pentru orice ¢ € E, deci £*(E) este mirginiti.
Reciproc, s presupunem ci z*(E) este mirginits, pentru orice z* € X*.
Pentru z € F fixat si considerim F; : X* — K dati de

Fp(2”) = 27(z),

pentru orice z* € X*.
Evident F; este liniard si mai mult, deoarece,

|Fz(z™)] = |27 ()| < llz* [l ll=]l,

pentru orice z* € X*, deducem ci F; este continud si ||F¢|| < ||z||. Dar se
cunoagte ci existd z* € X* cu |jz*|| = 1 i z*(z) = ||z]. Acest lucru implicd

£zl = izl -
S4 considerdm in continuare
]'-: {FI}IEE'
Pentru orice z* € X* avem
sup |Fp(z")| = sup|z”(z)| < oo
T €F zeE
din ipotezi.
Conform principiului mirginirii uniforme avem

sup || Fe|| = sup [|z|| < oo,
F.eF € E

adicd F este mirginiti.

Remarcd. Corolarul de mai sus are urmdtoarea interpretare geometricd:
fie E C X, dacd pentru orice hiperplan inchis H din X, existd a > 0 astfel ca
E se afld intre hiperplanele H — o i H + a, atunci E se afld intr-o bild.

Corolar. Fie X gi Y spatii vectoriale normate i F : X — Y o aplicaie
liniard. Atunci F este continud dacd §i numai dacd y* o F € X* pentru orice
yreyY*.
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Demonstratie. O aplicatie liniard F: X — Y este continud dacd si numai
dacd multimea

E={F(zx)eY|ze X, |z| < 1}
este ma.rginita in Y, dac& si numai dacii multimea
Yy(E)={(y" o F)(z) €Y |re X, ||| <1}
este mirginitd in K, pentru orice y* € Y=, daci si numai dacd
y* o Fe X"

pentru orice y* € Y*.

APLICATII ALE PRINCIPIULUI MARGINIRII UNIFORME

Definitie. Fie X un spativ vectorial normat peste C §i D o mulfime de-
schisd din C. O funclie F : D — X se numegte analiticd pe D dacd pentru
orice zg € D eristd

lim F(z) - F(Zo).

z—20 Z— 20

Teorem3 (Dunford, 1938). Fie X un spatiu Banach peste C, D o multime
deschisd din C §i o functie F: D — X. Atunci I este analiticd pe D dacd §i
numai dacd x* o F' este analiticd pe D pentru orice * € X".

Demonstratie. Dacd F este analitici pe D, atunci continuitatea lui z* € X*
implic& ci z* o F' este analitici pe D, pentru orice z* € X*.

Reciproc, presupunem cd z* o F este analitici pe D, pentru orice 2* € X*
st fie 29 € D.

Deoarece X este complet, este suficient s3 aritdm ci

lim G(z,w) =0,

z,w—zo

unde

Glo.w) = FX2) = Flzo)  Fw) — Fzo)

Z2— 20 w— 2p

Deoarece D este deschisd, existd r > 0, astfel ca

DT(Z()) g D.
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Fie v:[0,1] — D dat de
v(t) = zg + re?™it,
Fie z* € X*. Deoarece x* o I este analiticd pe D, avem in virtutea teoremei
lui Cauchy

(z* o F)(2) = _L/WO—F)(S)ds_

2m s—z
i

pentru orice z astfel ca 0 < |z — zp| < 7.
Formulele similare pentru (z* o F)(z) si (z* o F)(w) arati ci

. _ 1 [ (@ oF)(s)(z-w)
(z* 0 G)(z,w) = o / (s—2)(s — w)(s — zo)ds,

pentru 0 < |z — 2| <761 0 < |w— 2| < 1.

Dar z* o F este continud, deci mirginits, pe .

Drept urmare, pentru £ = {F(s) | s € v} avem c& z*(F) este mirginiti
pentru orice £* € X*, deci E este mirginiti.

Fie a > 0, astfel ca

IF(s)ll <

pentru orice s € «.

Dac# considerdm z,w € C astfel ca |z — 2| < § si |w~ 2| < 3, atunci
|s —z| > 5 si |s —w| > 5, pentru orice s € 7.

Asadar avem

1l ||z alz—w da|z — w]|z*
G s el vty deleulle)
Pentru z,w € C cu |z — 2| < § §i |w ~ 20| < §, existd z* € X*, astfel ca
' (G(2,w)) = [|G(z, w)||
si
2"l = 1.
Folosind acest z* in inegalitatea precedentd, gisim

da|z - w|
6w < 2222

Deoarece « si v sunt constante, avem

lim G(z,w)=0.

z,w—2zo
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CALCULUL APROXIMATIV AL INTEGRALELOR

Fie f : [a,b] — R o functie continud. Deoarece, in general, este dificil si se

calculeze exact f f(z)dz, in practics, se folosesc diverse aproximairi ale acestei
a

integrale. Aproximiri primitive precum Lb—_ﬂ)_(.L(ng_f@) (metoda trapezului) sau

(b—a)(f(a)+ LG+

6

+/ () (metoda lui Simpson) sunt utile in unele situatii. S-au
b
considerat insi si alte siruri de aproximare pentru [ f(z)dz.

a
Mentiondm citeva dintre ele: pentrun € N*sime N, 0 <m < n fie

tm,n =a+ M
n
Formula trapezului compusi:
b- tn n,n
T.(f) = (n—a)(-f(—Ql) + f(tnn) + oo+ f(tnno1) + —f(tQ' )).

Formula lui Simpson compusa:

Son(f) = %[(f(tzn,o) +4f(tan1) + f(t2n3) + ... + f(t2n,2n-1))
+ 2(f(t2n,2) + ftan,a) + ... + f(t2n,2n—2) + f(t2n,2n)))-

Noti istoricd. Thomas Simpson, niiscut la Market Bosworth, Leicester-
shire, Anglia, in 1710, este cunoscut datoritd metodei sale de integrare numerici.
Prima sa slujbd a fost de tes#itor, perioad4 in care scria cirti si oferea lectii pri-
vate de matematicd. A studiat de asemenea teoria probabilitatilor, iar in 1740
scrie " The Nature and Laws of Chance”. A scris de asemenea " The Doctrine
and Application of Fluxions” (1750). In 1754 devine editor al Ladies Diary.
Moare in 1761.

Formula lui Newton-Cotes:

n

Nn(f) = (b — a) chn,nf(tn,m)7

n

m=0
unde

) m'/tt—l {t—m+1){t—m—1)..(t - n)dt.

0

Cm,n = '
m! 'n -
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Nota istoricd. Isaac Newton, fiul unui fermier bogat dar complet need-
ucat, s-a niscut in 1643, la Lincolnshire, Anglia. Frecventeazd Free Grammar
School din Gratham. Din 1661 frecventeazi cursurile de la Trinity College, Cam-
bridge. Interesul lui Newton pentru matematici este stirnit in 1663, an in care,
cumpirind o carte de astronomie, nu o poate intelege datoriti slabei pregitiri
matematice. Datoritd unei epidemii, In 1665, se intoarce la Lincolnshire, unde,
intr-o perioadd de doi ani pune bazele noilor sale idei din matematic#, fizic, op-
tici si astronomie. In 1669 i se ofera postul de Lucasian Profesor, lisat liber de
cidtre Barrow. A stabilit ci, in contradictie cu ceea ce se credea pini atunci, lu-
mina nu este format dintr-o singuri entitate de bazi, ci este un mixaj de diverse
tipuri de raze. Public# aceste concluzii, in 1672, in " Philosophical Transactions
of the Royal Society”. In 1687 scrie "Philosophiae naturalis principia mathemat-
ica”, recunoscut ca fiind cea mai importanti carte gtiintifici scrisi vreodata si
care-] propulseazi in postura de lider international in cercetarea stiingific. In
1701 preia o functie guvernamentald la Londra. Regina Anne ii acords in 1705
titlul de Sir. A murit in 1727.

Not3 istoricd. Roger Cotes s-a niiscut in 1682, la Burbage, Anglia. Studi-
az¥ la Trinity College, Cambridge. La 26 de ani devine profesor de astronomie
si filozofie experimentald. Intre 1709 si 1713 Cotes se ocupi cu publicarea celei
de a doua editii a operei " Principia” a lut Newton. A publicat un singur articol,
intitulat "Logometria”, dar a descoperit o teoremd importants despre rddicina
de ordin n a unit#tii, a anticipat metoda celor mai mici pitrate si a descoperit o
metodi de a integra fractiile rationale cu numitorul binomial. A murit in 1716,
la Cambridge.

Formula lui Gauss:

Gal) = 6-a) s (PSP, 1+ 222

unde t,, t9, ..., t, sunt ridicinile polinomului Legendre de ordin n, anume
dr 2 n
Plt) = gagian 1)
si
1
din

ERCETA AT
pentru orice m € {1.2,...n}.

Nota istoricd. Johann Carl Friedrich Gauss s-a niscut la Brunswick, Ger-
mania, in aprilie 1777. Inca de la 7 ani i-a uimit pe dascalii sii cu abilitiile
sale matematice. In 1888 intra la gimnaziu iar din 1792, cu sprijinul material al
ducelui de Brunswick-Wolfenbiittel, urmeazi Brunswick Collegium Carolinum.
In 1795 merge la Universitatea din Gottingen unde devine prieten cu Farkas
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Bolyai. prietenic ce va dura peste ani. Ducele de Brunswick continu si-1 spri-
Jine material in decursul pregitirii tezei sale de doctorat sub indrumarea lui
Pfaff. In 1801 publici carte " Disquisitiones Arithmeticae”. In 1807 devine di-
rectorul observatorului astronomic din Gottingen iar in 1809 publici o a doua
carte, intitulatd ”Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis
Solemambientum”. Contributiile lui Gauss la astronomia teoretici iau sfirgit
in 1817 desi va face observatii astronomice pini la virsta de 70 de ani. A mai
publicat ” Disquisitiones generales circa seriem infinitam”, " Methodus nova inte-
gralium valores per approximationem inviendi”, ”"Bestimmung der Genauigkeit
der Beobachtungen”, " Theoria attractionis corporum sphaeroidicorum ellipti-
corum homogeneorum methodus nova tractata”, "Disquisitiones generales circa
superficies curva”, ”Uber ein neues allgemeines Grundgesetz der Mechanik” si
"Principia generalia theoriae figurae fluidorum in statu aequilibrii”. I se oferd
o pozitie la Universitatea din Berlin, pe care insi o refuzi. In 1831 la Géottin-
gen este numit fizicianul Wilhelm Weber, impreuns cu care Gauss incepe un
studiu al magnetismului terestru, descoperd legea lui Kirchhoff si construiegte o
variantd primitivd a telegrafului. A murit in februarie 1855.

Este important de stabilit in ce conditii aceste siruri de aproximatii converg
b

ciitre [ f(z)dz, pentru orice f € C([a, b]).

Vom prezenta un criteriu care rdspunde la problema de mai sus.

Pentru orice m, n € N* considerim ponderile k, ,, € R si nodurile ¢, , €
(a, b].
Presupunem c¥, daci dous noduri coincid, atunci si ponderile corespunzi-

toare coincid.
Fie X =C([a,b]) §i Fn: X — R datd de

Pn
Fn(f) = an,mf(tn,m)y
m=1}

unde f € X si p, € N*,
Atunci (Fy.)n>1 se numeste un gir de formule cuadratice.

Dorim si vedem in ce conditii

def

b
Jim £,(9) = [ f(a)de ! P,

pentru orice f € X.
Evident F si F}, sunt liniare si

IF] =b-a.
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Afirmatie.

Pn

”Fn” = Z lkn,mlv
m=1

pentru orice n € N*.
Intr-adevir, pentru f € X avem

Pn
IXG DT

m=1
Pe de alti parte fie fo € X datX de

o B O, dacid kn,m =0
Jo(tn,m) = { ]::_-:, dacd kp,m #0°

iar intre noduri functia este liniari.
Atunci

I foll < 1

si
Pn
Fa(fo) = lknml
m=1

ceea ce incheie demostratia afirmatiei.

fnainte de a prezenta rezultatul principal al acestei sectiuni, anume teorema
lui Polya, vom demonstra urmitoarea:

Teorem3. Fie X un spaliu vectorial normat 31 Y un spafiu Banach.
a) Fie Xq un subspaliu dens al lui Xgi Fo € L(Xo,Y). Atunci existd o
unicd aplicatie F € L(X,Y) astfel ca
Fix, = Fo.
Mai mult
| FIl = [IFoll -

b) Fie E o submultime a lut X astfel ca spanE este dens in X gi (F,)n>1
un gir de elemente din L(X,Y) pentru care existd o > 0 astfel ca

IFxll < e,

pentru orice n € N*,
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Daca, pentru orice x € E, (F,(z))n>) converge, atunci existd F € L(X,Y)
astfel ca

lim F,, (z) = F(z),

pentru orice z € X.

Demonstratie. a) Fie z € X. Atunci existd un §ir (,)n>1 din Xg astfel ca
Imz, =z.
n—oo

Deoarece pentru orice m,n € N* avem
1Fo(za) = Fo(zm)ll < |Foll llzn — zmll,

deducem ci girul (Fo(zn))n>1 este Cauchy.
Cum Y este spatiu Banach, (Fo(Za))n>1 este convergent.

Fie
nlergoFo(zn) =y.
Definim F: X — Y prin
F(z) =y.

Se verificii ugor ci F' este bine definit, liniari si
I Foll = IFl-

Unicitatea lui F' decurge din densitatea lui Xo in X si din continuitatea lui
F.

b) Fie X¢ = span{ E}.

Deoarece, pentru orice n € N*, F,, este liniar, (F,(z)).>1 converge pentru
orice g € Xp.

Fie

lim Fn(l‘o) = Fo(l‘o).
n—oo
Deoarece
[Fo(zo)ll = lim [|Fn(zo)ll < lim {|Fnl|[|Zoll < allzoll,

pentru orice rg € Xg, rezultd ci Fy € L(Xp,Y).
Folosind a), gdsim F € L(X,Y) astfel ca

ﬂxo = Fo.

Fieacumz € X sie > 0.
Alegem zg € Xg astfel ca

lz =zl <€
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$i ng € N*, astfel ca pentru orice n € N*, n > ng sii avem
|1 Fn(zo) — F(zo)l| <e.
Atunci, pentru n > ng avem

| Fn(z) — Fz)|| <
< [[Fn(z) = Fa(zo)ll + | Fr(zo) — Fu(zo)ll + | F(zo) — F(z)|| <
< [Falllz = zoll + | Fa(zo) = Fa(zo)ll + I Fl Iz — zol| <

<ac+e+|Flle=(a+1+]|F|)e,
fapt care arati ci

lim F,(z) = F(z),

n—oo

pentru orice z € X.

Teorem# (Polya, 1933). Fie X = C((a,b]) i (Fp)n>1 un gir de formule
cuadratice.

Dacd F(f) = 7'f(z)dx, atunci

lim Fu(f) = F(1),

pentru orice f € X, dacd §i numai dacd

2
lim Fa(f;) = FUfy),

pentru orice j € N, unde f;(z) =27, §i
b)

Pn

sup Z [kn,m| < 00.

nGN',ﬂl=1

Demonstratie. Dacd lim F,,(f) = F(f), pentru orice f € X, atunci a) este
n—oo
evident satisficuti.

Pn
De asemenea, datoritd faptului ci | F,J| = 3~ |kn,m| §i unui corolar de mai
m=1

sus, b) este satisficuti.

Reciproc, presupunem c a) si b) sunt satisficute.

Teorema lui Weierstrass ne asigurd ci spatiul generat de {fo, fi,..., fa, .-}
este dens in X.
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Drept urmare lim F,(f) = F(f) pentru orice f € X, avind in vedere teo-
n—oo

rema precedent.

Not3 istoricd. George Pélya s-a ndscut la Budapesta, in 1887. Initial s-a
inscris la Universitatea din Budapesta ca si studieze dreptul. Se plictiseste si se
hotariste si studieze lingvistica. Pentru a intelege filozofia, a studiat matemat-
ica. Primeste un doctorat in matematici in 1912. In 1913 merge la Gottingen,
unde intilneste pe Hilbert si pe Weyl, iar in 1914 la Ziirich. In 1924 se afli in
Anglia unde lucreaz impreuns cu Hardy si Littlewood la cartea, publicati in
1934, despre inegalitiiti. A publicat articole despre serii, teoria numerelor, com-
binatorici, astronomie, probabilitati si functii integrale. A emigrat in SUA unde
dupi o perioadi de doi ani petrecutd la Brown University se muti la Stanford.
A murit in 1985.

Remarcid. Dacd toate ponderile ky ., sunt pozitive, conditia b) de mai sus
este de prisos, cdct

Dn

Z lkn,m] = anm = F(1) "= F(1),

conform conditiei a), deci
Pn

0 3 ol < oo
nGN’

Acesta este spre ezemplu cazul cu formula lui Gauss.
Mai mult, in acest caz, se poate ardta cd

Fn(fj) = F(f])

pentru orice n € N* astfel ca j < 2n — 1, deci
b
lim F,(f) = /f(:c)dr

pentru orice f € C([a.b]).
Remarci. In cazul formulelor lui Newton-Cotes, ponderile sunt mizte, iar
Polya a ardatat cd existd o funclie continud pentru care nu avem

b

Jim () = [ fa)de.

a
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In cazul formulelor compuse pentru trapez si Simpson este adevdrat cd

b

lim F.(f) = /f(a:)d:z

n—oo
a

pentru orice f € C(|a,b]).

DIVERGENTA SERIILOR FOURIER PENTRU FUNCTII CONTINUE

Teoremd. Fie X = {f € C([-m,7]) | f(r) = f(—m)}. Atunci eristd o
submultime densd D in X, astfel ca, pentru orice f € D, girul sumelor partiiale
in 0 pentru seria Fourier a lut f diverge.

Demonstratie. Pentru m € N gi f € X, fie F;,,(f) valoarea in zero a sumei
partiale de ordin m a seriei Fourier a functiei f.

Atunci

Fnlf) = / §(2)Don(z)dz,

unde D,, este nucleul Dirichlet de ordin m.
Evident F,, este o functionali liniars pe X.
Vom ariita ci

1Dy
b

unde ||.||, reprezint4 norma din L!({-,=]).
Intr-adevir,

EAGIE / @) ID()ldz < 5= 11 Dol
pentru orice f € X.
Pe de altd parte, fie multimea inchisi
E = {z € |-m,7] | Dn(z) > 0},

si, pentru orice n € N*,

v 1-nd(z,E)
Jnle) = 1+ nd(z, F)

pentru z € [—m, 7).
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Atunci

[l <1,

falz) =1
pentru orice z € F, si
lim f.(z) = -1
n—oo

pentru orice z ¢ E.
Atunci, conform teoremei de convergentd dominat,

. 1
lim Fn(f) = 27/ | D)) dz.

Drept urmare

| Dl
”Fm“ = #
Dar
Jim_ 1Dl = co.
deci

sup |[F|| = oo.
meN

Prin urmare existd o multime densd D in X, astfel ca, pentru orice f € D,
avem

sup | Frn(f)| = oo,

meEeN
adici pentru orice f € D, sirul sumelor partiale in 0 pentru seria Fourier a lui
f diverge.

Remarcd. Discutlia de mai sus aratd forta metodelor de analizd functionald
in tratarea problemelor de analizd clasicd. Totusi trebuie mentionat cd aceste
metode nu sunt constructive gi cd ele nu produc exemple concrete. De exemplu,
discutia de mai sus nu d& nici o indicatie despre cum se giseste o functie continui
2m-periodicl, a cirei serie Fourier este divergenti intr-un punct.

Astfel de exemple se cunosteau de mult timp, spre exemplu pentru m, n € N*
sit € [—m, 7] fie

n . .
Q(m,n,z) =sin mtzsm_JI

=1 7
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s1

unde B =n, = 2r°.
Atunci f € C([—-n, 7)), f(—n) = f(nm), dar seria Fourier a lui f in 0 diverge.

Precizim un alt rezultat datorat lui Pal(1914) si Bohr (1935): Daca f €
C([-m, 7)) i f(—7m) = f(m), atunci existd un homeomorfism h : [-m, 7] —
[, 7] astfel ca seria Fourier a lui foh sd fie uniform convergentd pe [—m,n).

METODE DE SUMARE

Deoarece serii divergente apar in multe contexte, este de dorit si avem o
definitie mult mai generald pentru suma unei serii. Spre exemplu, chiar daci
seria Fourier a unei functii continue periodici de perioadi 27 este divergenti,
am viazut ci sirul mediilor aritmetice ale sumelor partiale ale seriei Fourier ale
functiei f converge uniform pe [—m, 7. Intr-o astfel de situatie am dori si
spunem ci [ este suma generalizatd a seriei Fourier a lui f.

(e o]
Definitie. Fie ) an o serie formald, unde a, sunt date, §i sd considerdm
n=1

Sm=aj+ay+..+anm

girul sumelor partiale.
S& considerdm o matrice infinitd M = (kn m)mneNe-

[e ]
Dacd pentru orice n € N*, seria ) ky man converge cdtre t, gi lim t, =t,
m=1 n—oo

o0

atunci seria Y a, se numeste sumabild prin metoda M, iar t se numegte suma
n=1

et generalizatd.

Remarcid. Metoda uzuald de sumare corespunde matricii unitate, in timp
ce sumarea prin medii aritmetice a sumelor partiale corespunde matricit

1 0 0 0
I3 00 .
(1 1 )
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Aici ko = %, pentru m < n, §i kn,, =0, pentru m > n, deci

adici media aritmeticX a primelor n sume partiale S, Sa2, ..., Sn.
Aceasta este cunoscutd sub numele de metoda de sumare a lui Cesaro.

Definitie. O metodd de sumare M se numeste permanentd dacd orice serie
convergentd este sumabild prin M §i dacd suma generalizatd coincide cu suma
uzuald. Altfel spus o metodd de sumare M este permanentd dacd §i numai dacd
transformarea datd de

Mz =y,

o0
unde £ = (Tn)n>1 §1 Y = (YUn)n>1, CU Yn = D knmTm, duce T€Ecin y € c cu
m=1
lim y, = lim z,.

n—oo n—oo
Prezentidm in continuare un criteriu pentru ca aceasta si se intimple.

Teoremi (Toeplitz, 1911). Pentru ca metoda de sumare M = (knm)m, neN-
sd fie permanentd este necesar gi suficient ca M s4 satisfacd urmdtoarele conditii:
[o o]
a) s= sup 3 |knm|<oo.
neEN® m=1
b) lim knm = 0 pentru orice m € N*.

c) 71121010219”,,—1

Demonstm§ze. = Pentru n € N* §i £ = (z,)n>1 € ¢, definim

o o)

fa(@) = (M2)a = Y knmom.

m=1

Atunci f,, este liniari si

”fn” = Z |kn,m| -
m=1

Pentru orice £ € ¢ avem

Mz = (fi(2), folz), ) € ¢,

deci (fn())n>1 este convergent.
Drept urmare

s = sup || fn]l < oo,
neN*
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adicd conditia a) este satisficuti .
Pentru m € N* avem e, € ¢, deci Me,, € c si

lim kp m = lim (Men)n, = lim e,y(n) =0
n-—00 n—oo n—oo

ceea ce demonstreazi b).
Deoarece e = (1,1,....) € ¢, avem Me € csi

n— 00 n—00

lim > knm = lim (Me), = lim e(n) =1,
m=1

ceea ce demonstreazi c).
<= Fiex = (z,)n>1 € c
Pentru m € N* avem

> lknmzml < 3 hnml Izl < sl

m=1 m=1
o0
Deoarece, din a), s < 00, Y knmZm converge.
m=1
[e o
Fie yn = > kn mom limita sa.

m=1
Avem

Mr=y= (yn)nZI-
Vom aritaciy € csicd limy, = lim z,.
n-—00 n—oo
Fie limz, =ksie=(1,1,...)€c
n—oo

Pentru orice € > 0 existd mg astfel ca

sup |z, — k| <e.

m>mg

Avind in vedere b) si ¢), existd ng € N*, astfel ca pentru orice n > ng

™o

Z lknm| < €

m=1

e o)

> knm—1

m=1

<eE.

Atunci

o)

Z kn,mzm -k

m=1

,yn_klz <
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oG

D ke — 1

m=1

oo

Z kn,m(-Tm - k)

m=1

< + k| <

mq

> knm(zm — k)

m=1

<

oo
| D knm(@m — k)| + 1kl <

M=Mo+1

< lla - kell e + se + k| e = (Ilz — kell, + 5 + [k]e.

Deciy€csi limy, =k= limz,.
n—oo n—oo
Remarca. Dacd intrarile matricii M sunt pozitive atunci, avind in vedere
¢), conditia a) este de prisos.

Noti istoricd3. Otto Toeplitz s-a niiscut la Breslau, Germania (acum Wro-
claw, Polonia) in 1881, unde a urmat gimnaziul §i universitatea. Obtine titlul
de doctor in matematici in 1905, iar in 1906 merge la Géttingen unde se impri-
eteneste cu Hellinger. In 1913 i se oferi un post la Universitatea din Kiel iar
in 1928 este numit la universitatea din Bonn. Este concediat pe motive rasiale
in 1935, iar in 1939 emigreazd in Palestina, unde contribuie la fundarea Univer-
sitdtii din Ierusalim. A murit in 1940. A dezvoltat o teorie generald a spatiilor
infinit dimensionale si a criticat opera lui Banach ca fiind prea abstracti. A scris
o excelentd carte de istoria matematicii " The Calculus: A Genetic Approach”.

ALTE REZULTATE

1. Fie X un spaliu Banach gt Y un spativ normat. Pentru m,n € N* fie
Fon € L(X.Y).
Daca pentru orice m € N* existd ., € X astfel ca

sup [|[Fnm(zm)l| = oo,
neN-*

atunci ezistd x € X astfel ca

sup [|Fpm(z)|| = oo,
neN-

pentru orice m € N*,
2. Fie X,Y, Z spatii normate 5i F: X xY — Z astfel ca, definind
Fi(y) = F(z,y) = F¥(z),
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aplicatitle F, s1 FY sunt liniare, pentru orice x € X §i y € Y. Dacd X sau
Y este Banach §i orice F,, © € X, FY, y € Y este continud, atunci F este
continud. In acest caz existd a € R astfel ca

I1E(z, vl < alizlllyll,

pentru orice t € X, y €Y.

TEOREMA GRAFICULUI INCHIS

Daci (X,d;) si (Y,d2) sunt dou# spatii metrice gi considerim pe X x Y
metrica dati de

d((z1,9), (z2,52)) = di(z1,1) + da(T2,12),

pentru orice (r1,y1), (z2,92) € X x Y, atunci graficul unei functii F: X - Y
este inchis (in X x Y') daci si numai dac¥ pentru orice sir (zp)n>; din X,z € X
siy €Y astfel ca

limz, ==z
n—oo

lim F(z,) =y,
n—00
rezultd F(z) =y.
In particular, daci F este continui, atunci graficul lui F este inchis.
Reciproca nu este adevirat3, in general, de exemplu F : X = R—Y = R,
datd de
1 t40
— i
fO=1¢ ¢Zo>

are graficul inchis, dar nu este continud.

Teoremi (a graficului inchis, Banach, 1932). Fie X 1 Y spatiz Ba-
nach i F: X — Y o aplicatie liniard care are graficul inchis. Atunci F este
continud.

Corolar. Fie X g1 Y spatii Banach gt F: X — Y o aplicatie liniard. Dacd
graficul lui F este tnchis gi F este bijectie, atunci F este un homeomorfism.

Corolar. Fie (X, ||.l;) st (X, ||.|l,) spatit Banach. Dacd existd o > 0 astfel
ca

llzlly < elizlly,
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pentru orice x € X, atunci eristd 3 > 0 astfel ca
llzll, < Bll=(l, .

pentru orice T € X.

Remarca. Ipoteza de completitudine din teorema graficului inchis sau din
cele doud corolarii nu poate fi omisd.

Spre exemplu, pentru X = C!([0,1]) si Y = C([0,1]), aplicatia F: X - Y
dati de
F(f)=1,

pentru orice f € X este liniar¥, dar nu este continui.
Totusi f are graficul inchis.

Pe de alt¥ parte, fie X = C([0,1]) cu normele .||, si ||| .-
Evident

11 < 1 lloo s

pentru orice f € X.
Totusi nu existd § € R astfel ca

Il < BISN,

pentru orice f € X, cici pentru orice n € N*, considerind

n?t

fn(t) = { n _OT’

t
t

K

St<
<t<

R R=]
—d

avem IIfn"] =lg ”fn”oo =7
Acest fapt arati ci (C([0,1]),][.]|,) nu este spatiu complet.

APLICATII ALE TEOREMEI GRAFICULUI INCHIS

1. Fie X = L'(|-m, =) inzestrat cu o normd ||.|| astfel ca (X, ||.||) este spatiu
complet §i pentru orice n € Z aplicatiile liniare F,, : X — R date de

Flf) = 57 [ fe e,

pentru orice f € X, sunt continue.
Atunci ||.|| este echivalentd cu ||.||, pe L'([-=, 7).
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Intr-adeviar, fie X; = (LY([—,7),|.|l,) si s& consideram Id : X; — X.
Vom arita ci Id are graficul inchis.
Fie (fn)n>1 din X1, f € X1 §i g € X astfel ca

lim f, = f

§i
Jlim 1d(£,) = g.
Atunci, pentru orice m € Z,
lim Fn(fa) = Fnl/)
si
lim Frn(fr) = Fin(9).

n—oo

Drept urmare

Fou(f) = F(9),

pentru orice m € Z, adic¥ coeficientii Fourier ai lui f si g sunt egali, deci f = g.
Deoarece Id este bijectie, conform cu corolarul de mai sus, Id este un home-
omorfism liniar, adic# cele dous norme sunt echivalente.

2. Vom prezenta o conditie suficientd pentru ca o aplicatie liniari pe anumite
spatii Banach de siruri s fie continui.

Mai precis, fie X unul dintre spatiile [P, 1 < p < 00, ¢ sau ¢g cu normele
cunoscute, g1 F: X — X liniard.
Sd consideram S : X — X, unde

S(z1,z9, ..., Tn,...) = (0,71,Z2, ..., Tn, -..)-
Atunci F este continud dacd §i numai dacd FS = SF.
Tntr—adevﬁr, pentru m,n € N* definim f,, m : X —» K
fn,1ll(I1)I2!"'1Iny"') = InF(en)m

pentru orice £ = (I1,2,...,Zn,...) € X.
Aplicatiile f, ,, sunt liniare si continue, c#ci

|fnm(@y, 22, @) S (@) nza [HIF(en)]-

Vom arita ci F are graficul inchis.
Fie in acest scop z, = (27)j>1 € X si y = (yn)n>1 € X astfel ca

limz, =0
n—oo
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lim F(z,)=y.

Vom aridta cd y = 0.
Pentru m fixat si n € N* avem

m
ITn = Zm;ej + Sm(Zn,m),

i=1

unde z, n, € X este definit prin

(Zn,m)jZI = 1‘:1,+j7

pentru orice j € N*,
Deoarece SF = F'S avem FS™ = S™F, pentru orice m € N*.
Pentru n € N* avem

F(zp)m = (ZI;F(ej) + S™(F(znm))m =

=1

deoarece operatorul S™ introduce zerouri pe primele m pozitii.
Deoarece f; ., este continu¥ si lim z, = 0, gisim c&
n—0oo

lim F(zn)m = lim Y f;m(za) =D _fim(0) = 0.
7j=1

T1— 00
i=1
Pe de alt¥ parte, deoarece lim F(z,) =y, avem

n—oo

lim F(zp)m = Ym.-

n—0o0

Prin urmare
Ym = 0,

pentru orice m € N*  adici y = 0.
Asadar F are graficul inchis, deci, intrucit X este spatiu Banach, conform
cu teorema graficului inchis, F este continui.

3. Definitie. Fie T o multime iar X un spaliu vectorial de functii ce au
domeniul T §i codomeniul K. Dacd ||.]| este o normd pe X astfel ca (X,|.]|)
este complet §1 pentru orice t € T, aplicatia lintard F; : X — K, datd de
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pentru orice f € X, este continud, atunci (X, ||.||) se numegte un spativ Banach
de functiz.

Remarca. [In cazul in care T este un spatiu metric, M(T) gi B(T), cu
norma cunoscutd, sunt spaiii Banach de functi.

Teoremd. Fie X §i Y spalii Banach de func{ii si fo : T — K astfel ca
fof € Y pentru orice f € X.

Considerdm aplicatia F : X — Y datd de F(f) = fof.

Atunci F este continud.

Demonstratie. Evident F este liniari.

Aridtim ci F are graficul inchis.

In acest scop, fie f, € X astfel ca

lim f, =0

n—00

gl
lim F(fa) = fofn = v
Deoarece X si Y sunt spatii Banach de functii, deducem ci
lim fa(t) = £(2)
si

lim fo(t) fa(t) = y(2),
—00
pentru orice t € T.
Deci
y(t) = folt) (1),
pentruorice t € T, i.e. y = fof = F(f).
Teorema graficului inchis ne asigurd ci F este continui.
4. Proiectii pe subspatii inchise.

Fie Y si Z subspatii ale unui spatiu vectorial X, astfel ca X =Y + Z si
Y nZ={0}.
Atunci orice £ € X are o descompunere unici

r=y+z,

cuy€eYsizeZ.
S4 considerdm aplicatia P : X — X, datd de P(z) = y.
Este imediat ci P este liniari,

P*=Pp,
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ImP=Y

st
Ker(P) = Z.
Reciproc, dacd P : X — X este o aplicatie liniari astfel ca P? = P, atunci
X =ImP + Ker(P)
s

Im Pn Ker(P) = {0}.

Dacs in plus ||.|| este o norm# pe X, pentru care P este continui, atunci
Ker(P) este evident inchis.

De asemenea Im P este inchis, cici Im P = Ker(Idx — P).

S4 presupunem ci X este un spatiu Banach, iar Y si Z sunt subspatii inchise
ale lui X, astfelca X =Y +Zsi Y NZ = {0}.

Pentru z € X, fie P(z) =y,undez=y+zcuyeY s z€ Z.

Vom arita ci P este continui.

Pentru aceasta este suficient si ardtdm ci P are graficul inchis.

Fie in acest scop (Zn)n>1, T §i y elemente din X astfel ca

limz, ==z
n-—oo

si

lim P(z,) =y.

n—oQ

Deoarece z = y + (z — y), pentru a arita ci P(z) = y, este suficient si
aritdimcAy €Y siz —y € Z.
Dar

lim P(z,) =y,

n—oo

unde P(z,) € Im(P) =Y si Y este inchis, deci y € Y.
De asemenea

lim z, — P(z,) =z — y,

n—oo

unde z,, - P(z,) € Ker(P) = Z si Z este inchis, deciz —y € Z.

Definitie. Dacd X este un spafiu vectorial normat gi P : X — X liniard
si continud satisface P> = P, atunci P se numeste proiectie.

Remarcia. Am vdzut cd, dacd X este un spaliu Banach, atunci proieciiile
corespund descompunerilor lui X de forma X =Y + Z, unde Y §i Z sunt
subspatit inchise ale lui X cu Y NZ = {0}.
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Se ridic urmitoarea problemi: dat fiind un subspatiu inchis Y al unui spatiu
vectorial normat X, existd un subspativ inchis Z allui X astfel ca X =Y +27Z
siYNz={0})?

In general raspunsul este negativ.

Este cunoscut cd cp nu are complement tn 1%°gi cd C([0,1]) nu are comple-
ment in B([0,1]).

Avem insi:

Propozitie. Dacd Y este un subspa{iu inchis finit dimensional al unui
spatiu vectorial normat X, atunci ezistd un subspatiu tnchis Z al lui X astfel
ca X=Y+ZsgYNZ={0}.

Demonstratie. Fie {y1, y2, ..., yn} o bazd a lui Y.

Atunci existd z7, z3, ..., T, € X* astfel ca

vy g 1 ,dacii=7j
25 (v:) = { 0 ,dacii#j’
Fie Z = {z € X | zj(x) = 0, pentru orice j € {1,2,...,n}}.
Atunci Z este inchis si Y N Z = {0}.

De asemenea, dacd = € X, atunci

y=zi(x)n +z3(z)ye + ...+ (D)yn €Y

T-y€Z.

Asadar X =Y + Z.

ALTE REZULTATE

1. Fie X,Y,Z spatii Banach, G: X — Z gi H:Y — Z liniare si continue.
Presupunem cd pentru orice z € X, ecuatia G(x) = H(y) are o solutie unicd
y €Y. Atunci aplicatia F: X — Y, datd de F(zx) = y, este linard gi continud.

2. Fie ||| o norma pe C([a,b)), astfel ca (C([a,b)),||.||) este complet si pentru
orice (fu)us1, ] € C(la,b]) cu

lim ”fn - f” =0,
n—oo
rezulld

lim fa(t) = £(2),
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pentru orice 1 ¢ |a.bl.
Atunci ||.|| este echivalentd cu ||| -

3. Fie ||.|| o norma pe C'([a,b]), astfel ca (C'([a,b]),||.]l) este complet g
pentru orice (fa)ns1,/ € C1(la,b]) cu

lim ||f, — fl| =0,
mnm—0C
rezultd
lim f,(a) = f(a)
n—oo

§1

lim f,(t) = f (t),

n—oo

pentru orice t € [a,b).
Atunci ||.|| este echivalentd cu ||fl| + ”f”

o e]
In particular || f|| = |f(a)| + “f’” este echivalentd cu || f]|, + ||f’“ .
o0 oo

4. Fie Y si Z subspalii inchise ale unui spaliu Banach X astfel ca YNZ =
{0} dar Y nu este inclus in Z.
Atunci Y + Z este inchis dacd §i numai dacd

d(y, 2)

inf ———= > 0.
vevyez |yl

TEOREMA APLICATIEI DESCHISE

O functie continui si bijectivi intre doud spatii metrice nu este in general
deschisi. Rezultatul urmitor arati ci acest lucru este imposibil dacd functia
este liniard, iar domeniul si codomeniul siu sunt spatii Banach.

Teorema (a aplicagiei deschise, Banach, 1932). Fie X §i Y spalii
Banach si F : X — Y o aplicatie liniard. Atunci F este continud §i deschisd
dacd g1 numai dacd F este surjectivd §i are graficul tnchis.

Corolar. Fie X §i Y spatit Banach $i F : X — Y o aplicatie liniard g1
continud. Atunci F~1 eristd §i este liniard si continud dacd si numai dacd F
este bijectivd.

Remarci. Ipotezele de completitudine asupra spaliilor X §i Y in rezultatele
de mai sus sunt esenfiale.
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De exemplu, pentru X = C'([0,1]) cu |Ifll, = Ifllo + “f” , pentru orice

f € C'([0,1]), este spatiu Banach, dar ¥ = C'(|0,1]), cu ||.||,, nu este spatiu
Banach.

Aplicatia Id : X — Y, datd de Id(f) = f, pentru orice f € X, cste continu,
bijectivd dar nu este deschis, deoarece F~! nu este continui.

Pe de altd parte, fie Y un spatiu Banach arbitrar infinit dimensional si si
alegem {Ya}aca 0 bazd a lui Y cu, ||ya|| = 1, pentru orice a € A.

Fie X multimea tuturor functiilor din A in K care, cu exceptia unei sub-
multimi finite a lui A, sunt nule in toate elementele lui A. Atunci X cu adunarea
§i Inmultirea cu scalari a functiilor este un spatiu vectorial normat, cu norma
datid de

1= 17 (@)l

acA

Acest spatiu vectorial normat nu este complet.
Intr-adevir, fie {a;, ag, ..., &p, ...} 0 submultime infinitd a lui A. Pentru
n € N* definim

7, dacia=a;sij<n

falo) = { 0, in rest
Pentru n > m avem
| -y
Ifn - fm” - Z E)
j=m+1

de unde rezult¥ indat¥ ci (f,)nen- este sir Cauchy.
Acest sir nu este convergent deoarece, in caz contrar, existd f € X astfel ca

lim fﬂ:fa

n—00

adicd
lim fa(a) = f(a),

pentru orice o € A.

Dar pentru orice j € N* gin > j avem f,(a;) = 2% deci f(aj) = 2% # 0, de
unde f ¢ X.

Asadar X nu este Banach.

Fie F: X — Y dati de
F(f) =Y f(@)¥a-

a€A
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Evident F este liniar# si continui deoarece

IEAHI < D 1@ yall = Y 1/ (@)] = I £]

a€A acA

pentru orice f € X.

F este bijectivd dar nu este deschisi deoarece in caz contrar F ar fi un
homeomorfism liniar de la X la Y, fapt care este fals, ciici X nu este Banach,
iar Y este Banach.

APLICATII ALE TEOREMEI APLICATIEI DESCHISE

SOLUTII APROXIMATIVE PENTRU ECUATII DIFERENTIALE

S4 considerdm ecuatia neomogend de ordin n cu coeficienti variabili
an(t)zV(t) + ... + ao(t)z(t) = y(2),

cu t € |a,b], unde a; € C([a,b]), pentru orice 5 € {0,1,2,...,n}.

Fie S multimea conditiilor initiale sau a conditiilor la frontierd (de exemplu,
z(a) = z(M(a) = ... = 2™ (a) = 0 sau z(t;) = z(t2) = ... = z(t,) = 0, unde
a=1t <..<t,="b), astfel ca, pentru orice y € C([a, b]), existd o unicd solutie
z € C(|a, b]) care satisface ecuatia de mai sus si conditiile S.

Adesea este posibil s se giiseasci solutiile numai pentru anumite functii din
C([a,b]) (de exemplu pentru polinoame).

Fie deci y € C([a,b]) §i (Pn)nen+ un sir de polinoame astfel ca

lim P, = v.
n— oo

Se ridic& urmitoarea intrebare: dacd z, este solulia ce corespunde lut P,

iar z este solutia ce corespunde lui y, este adevdrat cd lim z, = x?
n—oo

Raspunsul este da.
Intr-adevir fie

X ={z € C"([a,b]) | z satisface conditiile S}

cu
n
Il = 3 |«
m=0 o
51 Y = C([a, b]) cu norma obisnuiti.
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X si Y sunt spatii Banach.
Fie FF: X — Y dati de

F(z) = anx™ + .. + apz

pentru orice x € X.

F este liniard si, datorits ipotezelor despre existenta si unicitatea solutiilor,
F este bijectie.

De asemenea F este continui, cici

[1F(2)lloo < (llanlloe + - + llaolleo) ]l -

Atunci F~! este continui, ceea ce incheie demonstratia.

RECIPROCA LEMEI LUI RIEMANN-LEBESGUE

Am vizut ci, dac f € L}([-m,n]), atunci | llim f(n) =0.
n|—oo
In cele ce urmeazi studiem problema inverss, anume, dacd (yn)necz € K
are proprietatea cd llim yn =0, existd f € LY(|-m, x]), astfel ca f(n) = y(n)

pentru orice n € Z.?

Fie X = L'([-m, 7)) s1 Y = {(yn)nez | | llim ¥ = 0} Inzestrat cu norma
n|—o0
l(¥n)nezll = suplyal.
neZ
Atunci X si Y sunt spatii Banach, iar aplicatia F': X — Y, dati de

F(f) = (f (n))nez.

este liniari si injectivi.
De asemenea F' este continu, deoarece
f(n)

| F()Il = sup <
nez

f” ‘
1

Daci F ar fi surjectivi, atunci F~! ar fi continu. Dar daci (D, )mez cste
sirul nucleelor Dirichlet, atunci

F(D,,)=1(..0.1,1,...1,0,.),
unde 1 apare numai pe pozitiile de la ~m la m, deci
NE(Dm)ll =1,
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in timp ce

lim |[Dpll; = oc,
m—0oC

fapt care contrazice continuitatea lui F~!.

Drept urmare F' nu este surjectivi, deci reciproca lemei lui Riemann-Lebesgue
nu este valabila.

CONTINUITATEA COEFICIENTILOR FUNCTIONALI

PENTRU O BAZA SCHAUDER

Presupunem c# spatiul Banach X admite o bazi Schauder (z,)nen--

S4 presupunem in plus ci ||z,]| = 1, pentru orice n € N*.

Atunci, pentru orice £ € X, existd in mod unic un §ir (a,(z))nen- din K,
astfel ca

T = Zaj(x):l:_,-.

i=1
Definim z7 : X — K prin

73 (z) = aj(z),

pentru orice T € X.
Aceastd functionald se numeste al j-ulea coeficient functional pentru baza
Schauder aleasd.

Aratam cd z; € X*, pentru orice j € N*, §i cd ezistd a > 0, astfel ca

L3
Z;

<a

pentru orice j € N*.
Intr-adevir, fie
oo
Y = {y = (Yn)nen- | Zyja:]- converge in X},
i=1

inzestrat cu norma

i
Iy = (Wn)nen-Il = sup || v;z;
teN" (155
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Fie F: Y — X dati de

F(y = yn nGZ ZUJTJ’

pentru orice y € X.
Atunci F este liniarl, surjectivi si continu¥l, cici

1
1F(y = (gn)newe)ll = Jim |3 “yz;) <
i=
i
< sup (1Y yias)l = [yl
eNs 15 .
Y este un spatiu Banach.
Pentru a justifica aceasta, si observim ci
J Jj-1
I3l = llyszsll = D _vszi — Y _wizs|| < 2llyll-
=1 =1

Fie acum (yn = (¥2)jen- )nen- un sir Cauchy de elemente din Y.
Pentru m,n, j din N* avem

Iygl - yfnl <2 ”yn - ym” .
Drept urmare (7 )n,en- este sir Cauchy, pentru orice j € N*, deci existd
. i d
lim y2 ief Yj-
n—oo
Aritim in continuare ci
lim yn =y = (y;)jen--
n—oo

Intr-adevir, deoarece (y,,)nen- este un sir Cauchy, pentru orice € > 0, existi
ny € N*, astfel ca, pentru orice n,m > n; avem

1
llyn — ymll = sup ||> (¥ - vh)z;|| <.

€N =1

Prin trecere la limitd dupi m, obtinem
i
sup Z(y{l —-y)x,l| <e.

ieN® |9

A r3mas de ariitat ciy € Y.
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Deoarece

”F(yﬂ) - F(ym)” < ”yn - ym“

pentru orice m si n din N*, deducem ci (F(yn))nen- este un sir Cauchy din
spatiul Banach X, deci existi x € X astfel ca

lim F(y,) = z.
n—oo
Fie ny € N*| astfel ca, pentru orice n > ny avem
1F(yn) -zl <e.

Fie ng = max{n,,ny} §i ig astfel ca pentru orice ¢ > 7y si avem
i
F(yn,) = ) vhozif < e
i=1
Atunci pentru i > ip avem

i oo oo [
2= x| < ||z = D vhoms|| + D _themi — D _vheTi|| +
j=1 j=1 i=1 j=1

Il 4 i

+ (D oz = > vzl <e+ete=3e

Drept urmare

a0
T = E YiTs,
j=1

adicd y = (y;)jen- €Y.
Asadar Y este spatiu Banach.

Atunci F~1: X — Y este continud.
Pentru = € X dat de

oo
T = Zaj(:r)mj
=l

avem

[25(@)] = laj(2)] < 2li(a1(2), a2(2), .. )l =
=2{|F @ < 2{|F7H] Nl

ceea ce aratd ci 7 € X" pentru orice 7 € N* si

=51 < 2|1 F7|
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pentru orice j € N*.

ECUATII OPERATORIALE

Teorema aplicatie deschise are o importanti considerabil¥ in rezolvarea ecuati-
ilor operatoriale.

Fie X si Y spatii Banach, iar F : X — Y o aplicatie liniari §i continui. 53
presupunem ci F este surjectivi, deci pentru orice y € Y ecuatia operatoriali

F(z)=y

are o solutie in X.

Teorema aplicatiei deschise ne asigur8 ci imaginea prin F' a bilei unitate din
X contine o bild inchisi derazi e > 0din Y.

Atunci pentru orice y € Y, ﬁ are norma ¢, deci existi £ € X cu ||z]| < 1

astfel ca F(z) = ﬁ'n, adicd

F(#)WJ-

Asadar am gisit ci de fapt ecuatia F(z) = y are o solutie zg = ﬂl}u, care
are proprietatea ci ||zo|| < I [|y||.

Prin urmare, conchidem cd de fiecare datd cind ecuatia operatoriald F(z) =
y are o solulie tn X, pentru orice y € Y, ea are de fapt o solutie a cdrei normd
este mai micd decit ||y|| inmullitd cu o constantd, care este independentd de
yeyY.

ALTE REZULTATE

1. Orice spatiu Banach separabil este liniar homeomorf cu 1! /Z, unde Z
este un subspaliv inchis al lui I'.

2. Fie Y si Z subspalii inchise ale unui spatiu Banach X, astfel ca X =
Y + Z. Atunci ezistd a > 0, astfel ca orice € X are o reprezentare de forma
r=y+z,unde y€Y,z2€Z ¢

vl + llzll < all=f|-
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