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I N T R O D U C E R E

A. Născut la 17 decembrie 1842 la Nordfjordejet în Norvegia, M arius 
Sophus Lie a studiat matematica la Christiania (actualmente orașul Oslo), 
în 1865 trece examenul de profesor pentru învățământul secundar, și intră în 
contact cu lucrările lui lulius Plucker asupra complexelor de drepte, fapt care 
avea să-i reveleze vocația pentru cercetare. Primește o bursă de călătorie și, 
în 1869, pleacă la Berlin, unde îl întâlnește pe Felix Klein (1849 - 1925); cei 
doi vor dura o lungă și fructuoasă prietenie și colaborare. Astfel, ei pleacă 
la Paris unde descoperă lucrările lui Evariste Galois (1811 - 1832) și Camille 
Jordan (1838- 1921), care îi influențează profund; lucrează împreună în teoria 
invarianților, în Analiză și Geometrie diferențială și se pare că din această 
perioadă datează ideile lui Lie asupra grupurilor de transformări. într-un 
memoriu comun din 1870, Lie și Klein studiază sistematic subgrupurile cu 
un parametru ale grupului proiectiv al planului și orbitele acestor subgrupuri 
("curbele W") regăsind astfel, în cadrul teoriei grupurilor, proprietăți ale 
curbelor clasice {y = c- xm , spirala logaritmică, etc.).

La declanșarea războiului franco-prusac (1870), Klein se întoarce în Ger
mania, iar Lie pleacă (pe jos!) în Italia. Este arestat din greșeală ca spion 
german și încarcerat, până la intervenția lui Gaston Darboux (1842 - 1917), 
care îl disculpă.

în ianuarie 1871 este numit profesor la un colegiu din Christiania; în ace
lași an își susține teza de doctorat la Universitatea din Christiania, 
intitulată: "Asupra unei clase de transformări geometrice". Lucrarea pune 
bazele teoriei transformărilor de contact (care generalizează simultan trans
formările geometrice punctuale și transformarea prin polare reciproce). în
cepând cu 1872 lui Lie i se creează o catedră la Universitatea din Christiania, 
pe care o va ocupa până în 1886, dată la care Lie este chemat la Leipzig ca 
profesor de matematică (la catedra lui Klein) și ca director al Institutului de 
Geometrie.

Teoria grupurilor Lie a fost construită începând din 1873, pe când Lie 
era la Christiania; ajuns la Leipzig, Lie colaborează cu Erns Engel la demon
strarea teoremelor fundamentale ale teoriei sale.

Numit profesor extraordinar la Christiania, Lie moare în 1899, la câteva 
luni după întoarcerea în țară; numele său rămâne profund legat de teoria 
grupurilor Lie, teorie centrală în matematica modernă, la intersecția
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analizei, algebrei și geometriei și fundamentală pentru modelele actuale ale 
fizicii teoretice.

în afara acestei contribuții majore trebuie amintită și abordarea de către 
Lie a "problemei spațiului’’, care i-a adus autorului, în 1898, premiul Lobacevski 
decernat de Universitatea din Kazan pentru cercetări de Geometrie, de 
preferință neeuclidiană.

Henri Poincare (1854 - 1912) analizează astfel opera lui Lie: "Lie a 
cercetat în ce mod să se combine diferitele mișcări posibile ale unui sistem 
oarecare, sau mai general, diferitele transformări posibile ale unei figuri. 
Dacă se consideră un anumit număr de transformări și se combină acestea 
în toate modurile posibile, mulțimea tuturor acestor combinații va forma un 
grup. Fiecărui grup îi corespunde o geometrie și a noastră, care corespunde 
grupului deplasărilor unui corp solid, nu este decât un caz foarte particular. 
Dar toate grupurile ce se pot imagina vor poseda anumite proprietăți comune, 
care limitează capriciul inventatorilor de geometrii; aceste proprietăți au fost 
cele pe care Lie le-a studiat toată viața ”.

B. Ideea de grup, dominantă în matematica modernă, pare a fi demult 
prezentă în geometrie , implicată în conceptul intuitiv de mișcare rigidă. 
Definirea riguroasă a noțiunii de grup aparține matematicianului francez E. 
Galpis, care a utilizat-o în teoria rezolvării ecuațiilor algebrice prin radicali. 
Aplicații ale noțiunii de grup în geometrie se întâlnesc la A. Cayley (1821 
- 1895) și J. Sylvester (1814 - 1897). Introducând noțiunea de geometrie 
cu grup fundamental, F. Klein a formulat în 1872 celebrul său "Program de 
la Erlangen", conform căruia, geometria este mulțimea figurilor și a propri
etăților invariante față de un anumit grup de transformări.

Lie abordeză studiul general al grupurilor de transformări, care depind 
continuu de r parametri și acționează într-un spațiu cu n dimensiuni. Tratatul 
său ” Theorie der Transformationsgruppen" (T. I, II, III, Leipzig 1889, 1890, 
1893) publicat în caloborare cu F. Engel, conține un studiu sistematic al 
problemei, în anumite condiții de analiticitate. Prezentăm pe scurt ideea lui 
Lie după G. Vrănceanu (1900 - 1979), [77] și M. Țarină (1932 -1992), [73].

în spațiul numeric Rn al variabilelor x \  se consideră o familie Gr de 
transformări Sa ce depind de parametrii a1, ...,ar și sunt date de ecuațiile:

(O-1 ) y' = f ( x 1,x 2 ,...,x n ;a1,a 2 ,...,a r ),(S a )

unde f \ . . . , f n  sunt funcții analitice. în raport cu operația de compunere 
(prin definiție asociativă) familia Gr formează un grup, adică:
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i) produsul a două transformări din familie aparține familiei, deci

(V)Sa , St, € GT ^  Sa Sb — Sc £ Gr -

ii) familia Gr conține transformarea identică, SQ E G T -
iii) orice transformare Sa € Gr admite o inversă Sa 1 și aceasta aparține 

familiei, deci:

(V) Sa € Gr, (3) S ^  e Gr cu Sa S f '  = S ^ S a = So .

Parametrii c \.. . ,c r ai transformării produs Sc = SaSb sunt dați de relațiile.

ch ^ ^ a ' , - - - , ^ 1, . . . , ^ ,  h e  { l,2 ,...,r}

unde funcțiile y?1,^ 2 , ...,^ r sunt, de asemenea, presupuse analitice.
Dacă în formulele (0.1) funcțiile din membrul drept se dezvoltă în serii 

de puteri într-o vecinătate corespunzătoare transformării identice (obținute 
pentru a1 =  ... = ar  = 0) se obține :

y l = x l + Ch ah + ^ h k a h a k  + •••

în acest mod se pun în evidență operatorii d iferențiali (ai ” transformărilor 
infinitezimale" ):

(0.2) ^ = C ^  . h e { l ,2 , . . . , r )

despre care se arată că satisfac ecu ațiile  de stru ctu ră  :

[Afc, Afc] c hkXs,

unde în membrul stâng figurează paranteza P oisson  a operatorilor (0.2), 
iar ch

s
k sunt constante numite con stan tele  de structură.

întrega teorie a lui S. Lie se bazează pe proprietățile operatorilor (0.2) 
și ale constantelor de structură. în dezvoltarea ei se pot distinge mai multe 
etape:

I. Etapa clasică, caracterizată prin contribuțiile aduse de S. Lie și unii 
dintre elevii săi, dintre care amintim pe F. Engel, W. Killing, L. Maurer, A. 
Mayer, K. Umlauf, F. Schur. în toate aceste cercetări, grupul Gr se identi
fică cu sistemul operatorilor Xh, în baza rezultatelor obținute privitoare la
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determinarea unui grup prin acești operatori sau prin constantele de struc
tură (Teoremele lui Lie). Se rezolvă unele probleme legate de structura unui 
grup Lie. Astfel, plecând de la studiul ecuației caracteristice asociate unei 
transformări infinitezimale a unui grup, Killing obține clasificarea cunoscută 
a grupurilor Lie simple. Se descoperă apoi rolul pe care grupurile integrabile 
(rezolubile) îl joacă în integrarea ecuațiilor diferențiale, rol analog grupurilor 
rezolubile din teoria lui Galois. Rezultate pe această linie au obținut E. 
Picard, E. Vessiot, E. Levi, L. Bianchi.

II. A doua etapă în dezvoltarea teoriei grupurilor Lie este marcată de 
cercetările lui Elie Cartan (1869 - 1951), începând cu teza sa de doctorat: 
"Sur la structure des groupes de transformations finis et continue ” (Paris, 
1891), publicată în anul 1894. în teza sa de doctorat, E. Cartan reia multe 
dintre rezultatele anterioare completându-le și demonstrându-le într-un mod 
riguros. Ca și în alte capitole ale geometriei diferențiale, E. Cartan aplică în 
studiul grupurilor Lie metoda reperului mobil, elaborată ca un instrument 
general de studiu. Astfel, dacă pe varietatea M  acționează grupul de trans
formări G, atunci în raport cu un reper fix (absolut) R Q cu originea în punctul 
x € M, unei transformări Sa E G îi corespunde un reper Ra cu originea în 
Sa (x). Deplasarea infinitezimală a reperului Ra la o variație infinitezimală a 
parametrilor a = (ah ) corespunde transformării S^Sa+da §i este determinată 
de formele Pfaff a>s (a,da), numite componentele sale relative.

Acestea dau variația coordonatelor unui punct fix față de R  prin sistemul 
r

(0.3) d i1 + ^ J u j s (a,da)X sx l = 0,
S=1

care, prin natura problemei, trebuie să fie complet integrabil. Condițiile de 
integrabilitate ale sistemului (0.3) se scriu sub forma

(o,4) .
p.q=i

unde dws este diferențiala exterioară a lui ws . Condițiile (0.4) se numesc 
ecu ațiile  de stru ctu ră  M aurer-C artan.

III. A treia etapă în dezvoltarea teoriei grupurilor Lie este etapa actuală. 
Cercetările actuale își au originea în cele mai sus menționate și au evoluat în
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două direcții importante:
IIIp Algebrizare. O structură de bază care s-a degajat din studiul 

grupurilor Lie a fost aceea de algebră Lie, termenul fiind introdus în anull939 
de geometrul H. Weyl (1885 - 1955) în legătură cu teoria reprezentărilor. 
Există o strânsă legătură între proprietățile unui grup Lie și cele ale algebrei 
sale Lie. Aceasta este furnizată de ap licația  exp on en ția lă , multe dintre 
rezultatele clasice putând fi ușor interpretate în acest sens. De altfel, studiul 
general al algebrelor Lie constituie un capitol special al algebrei multiliniare, 
cu multiple și interesante aplicații. O algebră Lie peste corpul K  este o 
A' —algebră L înzestrată cu o operație A —biliniară L x L  —> L, (x, y} * [s, y] 
care satisface proprietățile:

[I , I/] + [I/ , I ] =  0, ( y ) x ,y e L 
[I ,[!/,2]] + [Î/,[Z, I ]] + [Z,[I ,!/]] = 0, ( \ /)x ,y ,z E L .

Menționăm că multe dintre proprietățile algebrei Lie a unui grup Lie 
decurg nemijlocit din teoria clasică, fiind implicit conținute în acestea.

III2 . Globalizare. în primele decenii ale secolului nostru se pun și se 
rezolvă diferite probleme legate de topologia grupurilor Lie. Astfel, a 5-a 
problemă a lui D. Hilbert (1862 - 1943), din lista prezentată la Congre
sul Mondial al matematicienilor ținut la Paris în 1900, se referă la posi
bilitatea de a construi teoria grupurilor Lie fără ipoteze de derivabilitate 
asupra funcțiilor de compunere. Rezultate parțiale în această direcție au 
fost obținute de către L. Brouwer, pentru grupurile abeliene. Ulterior J. von 
Neumann rezolvă problema pentru grupuri nilpotente (în 1933), iar L. Pon- 
treaghin pentru grupurile compacte (în 1934). Alți matematicieni au căutat 
o rezolvare a problemei în condiții mai generale. Cercetări în acest sens au 
fost întreprinse de A.Gleason, D. Montgomery, L. Zippin [36]. Unul dintre 
rezultatele obținute, considerat ca o rezolvare satisfăcătoare a problemei lui 
Hilbert are următorul enunț:

” Un grup continuu, conex, local conex, local compact și de dimensiune 
finită este un grup Lie".

în prima jumătate a secolului nostru întreaga teorie a grupurilor Lie a fost 
reconsiderată din punctul de vedere al structurilor matematice de bază. Ast
fel grupurile topologice au fost studiate de O. Schreier în 1925. în deceniul al 
patrulea, odată cu elaborarea conceptului de varietate diferențială, noțiunea 
de grup Lie se definește într-un mod general și intrinsec. Este vorba de un 
grup G, care are o structură de varietate analitică reală astfel încât operația
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grupală
G x G ^ G ,  (x,y) ^  xy

este aplicație analitică.
în același context se precizează ideea de acțiune a unui grup Lie într-o 

varietate analitică, revenind astfel pe un plan superior la noțiunea de grup 
Lie de transformări considerată la începutul teoriei.

Această viziune este în acord cu spiritul actual potrivit căruia matematica 
actuală se caracterizează prin studiul structurilor mixte: algebrice, topologice 
și diferențiale. Studiul acțiunii unui grup Lie într-o varietate analitică se leagă 
strâns de unele probleme de topologie și geometrie diferențială, ca de exemplu 
de teoria spațiilor simetrice ale lui E. Cartan sau de aceea a spațiilor omogene. 
Există, de altfel, importante aplicații ale grupurilor și algebrelor Lie în diverse 
ramuri de știință (mecanică analitică, teoria particulelor elementare, etc.).

în țara noastră cercetări legate de teoria grupurilor Lie au fost întreprinse 
de profesorul G heorghe V rănceanu și urni dintre elevii săi.

Astfel, Gh. Vrănceanu a enunțat o serie de teoreme privind grupurile Lie, 
finite și continue, în care, printre altele, a precizat numărul N  — n, pe care 
l-a numit clasa grupului Gr , din grupurile Lie finite și continue.

în lucrarea ” Clasificarea grupurilor Lie de rang zero" ("Studii și cercetări 
matematice”, voi. I. fasc. I, 1950, p. 46-86), Gh. Vrănceanu continuă și 
adâncește cercetările lui Killing și Umlauf. Astfel, Gh. Vrănceanu, pornind 
de la ecuațiile de structură ale unui grup Gr scrise sub forma stabilită de Car
tan și folosind metoda tensorială, aduce la forme canonice anumite mărimi 
ce se formează din tensorul de structură al grupului.

Interpretând apoi din punct de vedere grupai cazul în care vectorii simt 
nuli, Gh. Vrănceanu rezolvă problema clasificării grupurilor Lie de rang zero. 
Metoda aceasta a fost apoi folosită de A. Dobrescu la clasificarea grupurilor 
Lie reale cu patru parametrii.

în legătură cu transformările generate de r transformări infinitezimale 
asociate unui grup Lie Gr , Vrănceanu a demonstrat teorema: "Partea conexă 
a grupului centro-afin G4 este în întregime generată de transformări 
infinitezimale”.

Menționăm și faptul că Gh. Vrănceanu și I. Matei au efectuat clasificări 
ale algebrelor Lie reale de dimensiune 4, respectiv 5, prin metode directe.

Alte rezultate interesante obținute de Gh. Vrănceanu sunt legate de 
grupurile discrete de mișcări ale spațiilor euclidiene sau cu curbură constantă.

Dintre rezultatele referitoare la grupurile de mișcări ale spațiilor Riemann

14

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



pot fi citate cele obținute de Gh. Vrănceanu și K. Teleman. Plecând de la 
studiul lui Vrănceanu despre grupurile de mișcare tranzitive ale spațiilor V4 , 
K. Teleman a studiat grupurile de mișcare tranzitive ale spațiilor riernanniene 
V5 . K. Teleman a numit spațiu  K  separabil, un spațiu Riemann Vn al 
cărui grup de mișcare are ca invariant două sau mai multe sisteme Pfaff. 
Apoi a stabilit teorema: ” Condiția necesară și suficientă ca un spațiu Vn 
cu grup de mișcare tranzitiv să fie separabil este ca grupul de stabilitate al 
unui punct din Vn să fie reductibil ” . în continuare K. Teleman a clasificat 
spațiile Riemann V5 cu grupuri de mișcări tranzitive. Arată, de exemplu, că 
în spațiul euclidian E^ există un singur grup neseparabil G3 ; de asemenea, 
arată că spațiile V5 nu pot avea un grup tranzitiv cu 8 parametrii.

într-un alt memoriu (publicat în 1954), K. Teleman a arătat că spațiile 
simetrice V2p(A), studiate anterior de Gh. Vrănceanu, sunt spații ale lui 
Riemann ireductibile V2p, cu curbură variabilă, având un grup maxim de 
mișcări cu p2 + 2p parametrii.

în ceea ce privește grupurile de mișcări ale spațiilor cu conexiune afină, 
amintim rezultatele obținute de Gh. Vrănceanu, V. Dumitraș, M. Țarină.

în ultimii ani au apărut lucrări referitoare la grupurile și algebrele Lie- 
Banach. în țara noastră grupurile Lie-Banach au fost studiate de Gh. 
Gheorghiev, A. Bejacu [4], M. Craioveanu.

Recent, G. Pripoae [61] a stabilit următoarea teoremă: "Fie G un grup 
Lie conex de dimensiune n > 3 ■ Presupunem că pentru orice două câmpuri 
stâng invariante X  și Y , câmpul [X, Y] este o combinație liniară de X 
și Y . Atunci orice metrică pseudo-riemanniană stâng invariantă pe G are 
curbura secționată constantă”. Acest rezultat constituie o generalizare a unor 
teoreme bine cunoscute ale lui Milnor (în cazul Riemann) [31] și Nomizu (în 
cazul Lorentz) [48].

Rezultate privind algebrele de deformare asociate unui grup Lie au fost 
obținute de A. Bejancu [6] și L. Nicolescu [41], Caracterizări ale metricilor 
pseudo-riemanniene bi-invariante pe un grup Lie au fost obținute de L. Nico
lescu [42],

Pseudoconexiuni pe un grup Lie au fost studiate de V. Obădeanu [61].

Monografia de față este rodul cursurilor opționale de Grupuri Lie ținute 
de autor în ultimii 25 ani la Universitatea București. Ea prezintă rezultatele 
fundamentale dintr-un domeniu care cunoaște o perioadă de reînflorire. Pe 
capitole, cartea conține:

1. Generalități asupra grupurilor și algebrelor Lie (subgrupuri cu un
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parametru, aplicația exponențială).
2. Subgrupuri Lie (teorema Cartan, teorema Chevalley).
3. Operatori diferențiali stâng invarianți pe grupuri Lie.
4. Algebra înfășurătoare universală a unei algebre Lie (teorema Birkhoff- 

Witt).
5. Determinarea unui grup Lie de către algebra sa Lie (formula Campbell- 

Hausdorff, teorema fundamentală a lui Lie).
6. Reprezentări de grupuri Lie. Aplicații la grupurile Lie semi-simple.
7. Grupuri Lie de transformări (spații omogene, teoremele lui Lie).
8. Conexiuni liniare și pseudoconexiuni invariante pe un grup Lie 

(conexiunile Cartan-Schouten, conexiuni invariante pe spații reductive).
9. Metrici pseudo-riemanniene bi-invariante pe grupuri Lie (teorema lui 

Nomizu, teorema lui Milnor, teorema lui Pripoae).
10. Structuri aproape simplectice și structuri aproape complexe stâng 

invariante pe grupuri Lie (teorema Medina-Revoy).

Ultimele trei capitole sunt în mare măsură inedite, ele oglindind pre
ocupări ale autorului de a investiga proprietățile  geom etrice  (conexiuni, 
curbură) ale grupurilor Lie.

Unele rezultate au apărut până acum doar în periodice, iar sinteza lor 
într-o monografie reprezintă o premieră.

Demonstrațiile sunt foarte detaliate, iar numeroase exemple și exerciții 
completează în mod armonios textul.

Cartea se adresează în primul rând studenților facultăților de matematică 
din anii terminali și cercetătorilor. Cu puțin efort, cartea este accesibilă și 
fizicienilor teoreticieni și tuturor celor interesați într-o abordare riguroasă și 
sistematică a grupurilor Lie.

Autorul
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C A P I T O L U L  I

GENERALITĂȚI ASUPRA GRUPURILOR ȘI ALGEBRELOR LIE

§ 1. DEFINIȚII ȘI NOTAȚII

Primul paragraf al lucrării conține generalită ți privind varietățile 
analitice, conexiunile  liniare și m etric ile  R iem ann  p e  varietăți analitice. 
Parcurgerea acestui paragraf ușurează familiarizarea cititorului cu notațiile 
ce vor fi utilizate în paragrafele următoare. Demonstrațiile propozițiilor din 
§ 1 pot fi urmărite în [17], [18], [19], [27].

1.1. DEFINIȚIE. Fie M un spațiu topologic separat și cu bază numărabilă 
și fie A = {a,b,...} o mulțime oarecare de indici. Se numește stru ctu ră 
analitică  pe M o familie A  = {(Ua ,h a ) | a G A}, unde Ua este o mulțime 
deschisă din M, iar ha este un homeomorfism de la Ua într-un deschis ha (Uf) 
din Rn , astfel încât sunt îndeplinite următoarele proprietăți:

i) familia {Ua \ a E A} de deschiși din M  formează o acoperire deschisă' 
a lui M,

ii) pentru orice a,b € A, pentru care Ua QUb f= 0 , aplicația

hb o h ; 1 : ha (u a n  ub) -o hb (ua n  u b) 

este analitică.
iii) pentru orice pereche (U,h) formată dintr-o mulțime deschisă U din 

M și un homeomorfism definit pe U cu imaginea într-un deschis din R71, cu 
proprietatea că pentru orice (Ua , ha ) e A  care verifică Ua HU ^  0 , aplicația

h o h f 1 : ha (Ua H U ) ^ h ( U a n  U)

este analitică, există indicele b e A astfel încât (U,h) = (U ^h f).
OBSERVAȚIE. Condițiile i), ii) definesc un atlas analitic  pe spațiul M, 

iar iii) reprezintă o proprietate  de m axim alita te  sau de com p letitu d in e 
a atlasulu i.
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O pereche (Ua ,h a ) din atlasul A  se numește hartă. Aplicația hb o h ^ 
este numită ap licația  de identificare pentru Ua și Ub.

1.2. DEFINIȚIE. Se numește var ieta te  analitică  un spațiu topologic 
separat șTcubâzănumărabilă care este înzestrat cu o structură analitică.

1.3. OBSERVAȚIE. Fie țU,h) o hartă a varietății M  și fie p e  M. 
Dacă se notează cu x \p ) , ...,xn (p) coordonatele punctului h{p) în Rn , se 
spune că acestea sunt coord on ate le  loca le  ale punctului p în harta (U ,h). 
Funcțiile

x l : p E U —> xȚp) G R, z =  1,2, ...,n

se numesc fu ncțiile  coord on ate  asociate hărții țU ,h ) . Spațiul Rn  se nu
mește spațiu l de m odelare, iar numărul natural n este d im en siu n ea  va
r ietă ții M.

1.4. DEFINIȚIE. Fie M  (resp. M ') o varietate analitică reală de dimen
siune n (resp. n1) și fie

f  : M  ^  M'

o aplicație continuă. Se spune că f  este o ap licație  analitică  dacă pentru 
orice p E M există o hartă (U,h) a varietății M  și o hartă țU', h') a varietății 
'M' cu p € U, h(p) E U', astfel încât aplicația

h 'o f o h - 1 : h ț u n f ~ \ u ' ^  -> h \ u 'n  f țu ) ) 

este analitică.

1.5. Se notează cu F țM )  inelu l funcțiilor reale analitice  definite 
pe varietatea analitică M. Dacă p este un punct din varietatea M, atunci 
mulțimea TPM, formată din aplicațiile v: F fM )  —> R care verifică condițiile:

(vti) v este aplicație R-liniară;
(vt2) v țfg ) = v țf) gțp) + fțp)v(g) (V) f ,g E  F țM f

este un spațiu liniar real de dimensiune n, numit spațiu l vectorilor  tan- 
gen ți la varietatea M  în punctul p.

1.6. Prin V (M) vom nota mulțimea aplicațiilor

X  : X{M ) ^  F(M )

care verifică condițiile:
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i) X  este o aplicație R—liniară;
n ) X ( f g ) = X ( f ) g  + fX ( g ) .  . . , .

O astfel de aplicație se numește câm p de vectori tan gen ți la varietatea 
M, deoarece pentru fiecare punct p din M,aplicația

X p : X(M ) -> R

definită prin

X p ( f)  = x m p )

este un vector tangent în punctul p la varietatea M.
Se constată ușor că A* (M) este un m odul p este  inelu l F ( M \ 

Dacă X ,Y  e X  (M ), atunci aplicația

[X,Y] : X (M ) ^  X (M )

definită prin

[X ,Y ] ( f)= = X (Y (J ))-Y (X (jy ) , .

este un câmp de vectori, numit paranteza P oisson  a câmpurilor X  și Y.

1.7. Fie p e M. Prin T*M  se notează dualul spațiului tangent TPM  (T*M 
este numit spațiu l cotangent în punctul p).

Prin A1 (A/) vom nota mulțimea formată din aplicațiile:

ev : X  (M) ^  F(M )

care sunt ^ (A /)—liniare (A^M) se numește spațiu l l-form elor  pe va
rietatea Af). Orice l-formă ev asociază fiecărui punct p din M  un vector 
cotangent ev (p) € T*M. Este ușor de văzut că X X(M) are o stru ctu ră  de 
^(A f) — m odul.

Observație, i) Fie U o mulțime deschisă în varietatea analitică M. Atunci 
U are structură de varietate analitică de dimensiune egală cu dimensiunea 
varietății M.

ii) Fie (U, h) o hartă a varietății analitice M  și fie z 1, x2 , ..., x n funcțiile 
coordonate asociate hărții (U ,h). Atunci {gfr, ^ ,  ■••) ^ r }  este  o bază  în
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F {U )-m odulu l X  (U ) , iar { ^ r  lP , ^  IP’ ^  IP} ESTE ° BAZĂ A 
spațiului liniar TPM.

1.8. DEFINIȚIE. Fie r și s două numere naturale. Se numește câmp 
tensoricd de tip (r, s) pe varietatea analitică M orice aplicație 
^ țM )  — multiliniară

T  : A1 (M) x ... x A1 (Mj x X ț M ) x  . . .x  X  (M) -4 ^ țM ) , 

unde produsul direct conține de r ori factorul A1 țM) și de s ori factorul 
X  (M ) , dacă r + s > 1.

Pentru r și s fixați, spațiul câmpurilor tensoriale de tip țr, s) se notează 
prin T f(M ) și este un F țM } —modul. Prin convenție, T^țM ) = T(M ).

Observație. Proprietăți de algebră liniară permit identificarea câmpurilor 
tensoriale de tip (r, s) cu aplicațiile ^ (M )—multiliniare:

T  : X  țM) x ... x X  (M) X  (M) x ... x  X  {M ), 

unde în cele două produse directe avem s și respectiv r factori. -

1.9. Fie M  și M' două varietăți analitice și-fie

f  -.M -> M'

o aplicație analitică. Fie p E M. Considerăm aplicația

f ^ p : TPM  - .  T f ( p }M'

definită prin

M X M ' )  = X „ ( f  O /) , (V) f  e  T ( M '\

Aplicația f„ p este numită diferențiala aplicației f  în punctul p. Este 
ușor de constatat că f ^ p este o aplicație liniară. De asemenea, se arată ușor 
că dacă f  este o aplicație constantă, atunci f t p  = 0, oricare ar fi p G M.

1.10. Fie M  o varietate analitică reală de dimensiune n și fie T M  = 
=  U TpM. Atunci T M  este o varietate analitică reală de dimensiune 2n. 

p&M
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Fie M  și M' două varietăți analitice și fie 

f  :M  M'

o aplicație analitică. Atunci aplicația

f ^ . X p ^ T M ^  fi, {Xp ) = f ^ p {Xp ) e TM '

este o aplicație analitică.

1. 11. PROPOZIȚIE. Fie M, Mi, M2 trei varietăți analitice de dimensiuni 
finite.

i) Fie f i  : M  —> Mi, f 2 : M  —> M2 două aplicații analitice. Atunci 
funcția

fi : M  -^ Mi x M2

definită prin

f  {x) = {fl{x) , f 2 {x)) _

este o aplicație analitică.
ii) Dacă f  ; M —> Mi și h : Mi —> M2 sunt două aplicații analitice, 

atunci
iii) {ho f \  = ht o f t
ii?) (Idu)* — IdTM .

1.12. Fie M x N  produsul varietăților analitice M  și N.
1.12.1. PROPOZIȚIE. Considerăm aplicațiile

TTM  : M  X N  ^  M, TTN  : M  X N  ^  N

definite prin:

^M {x,y) = x, irN { x ,y )= y

( ^ M și irN  sunt numite proiecțiile canonice/ Atunci, pentru orice
{a, b) E M  x N, aplicația

v G T ^  { M x N ) - ^  {{irM )t  (v ), {nN \  (v)) e  Ta M  © TbN
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este un izomorfism liniar.
1.12.2. PROPOZIȚIE. Fie Q o varietate analitică fi fie

f  :M  x N  ^ Q

o aplicație analitică. Fie (a,b) E M  x N  . Considerăm aplicațiile

f b : M ^ Q ,  f a : N - ^ Q

definite prin:

ffic) = f(c,b), f a (d) = f(a ,d).

Dacă v= (va ,v 6) E T(a,bfiM  x N ), atunci

W  = ( f ^ a )  + ( f a U ^  ■

1.13. DEFINIȚII. Fie M, M' două varietăți analitice fi fie

f  :M  ^ M '

o aplicație analitică.
i) Fie p E M. Spunem că f  este imersie (resp. submersiej în punctul 

p dacă aplicația liniară

K P : Tp M  ^  Tf W M'

este injectivă (resp. surjectivă).
ii) Fie p E M. Spunem că f  este difeomorfism local în punctul p 

dacă aplicația liniară f , p este izomorfism de spații vectoriale.
iii) Aplicația f  se numește imersie (resp. submersie^ dacă f  este imer

sie (resp. submersie) în orice punct p E M.
iv) Aplicația f  se numește difeomorfism local dacă f  este difeomorfism 

local în orice punct p E M.

1.14. DEFINIȚIE. Fie M, M 1 două varietăți analitice și fie

f  :M  M'
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o aplicație analitică. Dacă f  este difeomorfism local și dacă este aplicație 
injectivă, atunci f  se numește difeomorfism ^analitic^ de la M  la M .

1.15. DEFINIȚIE. Fie M o varietate analitică. O varie ta te  im ersată 
este o pereche țN ,p^ unde A este o varietate analitica, iar

p  : N —> M

este o aplicație analitică astfel încât aplicația

p . : T N  -^ TM

este injectivă.
Observație, a) Deoarece aplicația

'F^P TPN  ^  T ^ M

este injectivă, rezultă că dim N  < dim M.
b) Dacă țN, p) este o varie ta te  im ersata  în varietatea analitică M, 

atunci aplicația

<p : Fi —> <p țN)

este bijectivă. Această bijecție definește o structură de varietate analitică pe 
p (N) astfel încât aplicația

p :  N - ^ p ( N )

devine difeomorfism.

1.16. DEFINIȚIE. O subvarietate a varietății analitice M  este o vari
etate imersată (N ,p) astfel încât

p ; N  -+ p(N )

este un homeomorfism, unde p țN ) este dotată cu topologia de subspațiu a lui 
M . Dacă N  este o submulțime a lui M , iar p  = i este aplicația incluziune, 
atunci vom spune simplu că N  este subvarietate  a lui M .
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1.17. PROPOZIȚIE, a) Fie (N ,i) o subvarietate a varietății analitice 
M. Considerăm o varietate analitică Q și fie aplicațiile

V .Q -+  N, i f - Q ^ M ,

astfel încât următoarea diagramă este comutativă

Următoarele afirmații sunt echivalente:
(&i) ip este aplicație analitică, 
( QQ)  ip este aplicație analitică.

b) Fie Ni și N2 două subvarietăți ale varietății analitice M și fie

i k ‘ N k ^ M

aplicația incluziune (k  = 1 ,2 / Presupunem că există o aplicație bijectivă

<p : N2 ^  Ni

astfel încât ii o ip — i2 . Atunci <p este difeomorfism analitic.

1.18. DEFINIȚIE. Prin varie ta te  cât a varietății analitice M  înțelegem 
o varietate analitică N  împreună cu o aplicație analitică surjectivă

n: M  N,

astfel încât ir este submersie.

1.19. PROPOZIȚIE, a^ Fie (N ,TT) o varietate cât a varietății analitice 
M  și fie Q o varietate analitică. Considerăm aplicațiile:

<p:M ^ Q ,  ^ - . N ^ Q

astfel încât diagrama
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este comutativă.
Următoarele afirmații sunt echivalente:

(a^) fi este aplicație analitică,
(a2) p  este aplicație analitică.

b/ Fie {Nx ,x fi  ,{N2,^2) două varietăți cât ale varietății analitice M, 
astfel încât există o aplicație bijectivă

p : N x N2

cu p o x\ — 1̂ 2. Atunci p  este difeomorfism analitic.

1.20. DEFINIȚIE. Fie M, M ' două varietăți analitice, X  € X țM }, 
X 1 E X țM ') fi fie f  : M  ^  M 1 o aplicație analitică. Câmpurile X  fi X ' se 
numesc / —corelate  dacă

f ^ f A X p ) ,  ^ P ^ M .

fie
1.20.1. Exemplu. Fie U o mulțime deschisă în varietatea analitică M  și

i : U  — M

aplicația incluziune. Un câmp X  E X țM }  induce un câmp X  \V E XțU) prin 
formula

^  \u (p) = X p , (Y jpE U .

Câmpul X  \v  se numește restricția lui X  la U. Este evident că câmpurile 
X |u  și X  sunt i —corelate.

1-20.2. PROPOZIȚIE. Fie M, M ' două varietăți analitice fi fie 
f  : M  M 1 o aplicație analitică.

25

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



i) Două câmpuri X  6 X țM ) și X ' e X(M ') sunt f-corelate dacă și 
numai dacă

X \ f ' ) o f  = X ( f o f ) ,  M f ' ^ M f i

ii) Fie X  G X(M ) și X ' 6 X(M ') două câmpuri f-corelate. Dacă 
Y  G X{M ) și Y ' G X(M ') sunt alte două câmpuri f —corelate, atunci:

ii!) pentru orice A ,6 G R câmpurile aX  + bY E X (M ) și
aX ' + bY' G X(M ') sunt f —corelate;

U2) pentru orice f  G ^ ( M 1) câmpurile ( f  o fi) X  E X (M ) și 
f 'X '  G X(M ') sunt f —corelate;

ii3) câmpurile de vectori [X,Y] G X(M ) și [X',Y'] G X (M ') sunt 
f —corelate.

iii) Dacă aplicația f  este surjectivă, atunci pentru orice X  E X  (M) există 
un câmp X ' G X{M'} astfel încât câmpurile X  și X ' sunt f —corelate.

1.21. PROPOZIȚIE. Fie M și M' două varietăți analitice și fie

f  : M M '

un difeomorfism analitic. Considerăm aplicația: '

f i  : X (M ) X (M ')

definită prin

f i ( X ) ( f ( p ) )  = fi,P (Xpfi M X E X (M), M P C M .
Atunci:

i) f ' ( X ) ( f )  = X ( f o f i o f - \  M f '£ F ( M ' f i

ii) dacă M" este varietate analitică și dacă

f  :M ' M"

este un difeomorfism analitic, atunci

U ' ° f \  = f > f i

no ( A f ^ c r 1).
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iv) (IdM ), = Idx(M )
) f t (h X) = ( h o f - l ) f . ( X ) , ^ ) h e ^ m .

1. 22. Fie M x N  produsul varietăților analitice M  și N. Se știe că 
T (M  x N) = TM  x TN. Fie X  G X { M \ Y  G X (N ). Considerăm câm
purile vectoriale

i\fX , i ^ Y  G X țM  x N)

definite prin

( i^X ) țx,y) =  (X (z) ,0),
(zN y)(x ,y) = (0 ,y (y )), (V )(x ,y )G M  x N.

Atunci:
i) Câmpurile vectoriale IM X  și X  sunt TTM~ corelate.
ii) Câmpurile vectoriale i^ Y  și Y  sunt TT̂ - corelate.
iii) Pentru orice /  G 5 {M) și orice h E F (N )  avem:

^NlX} ( /  o 7TM ) =  X (/) o n M , (iN Y) ( f  O 7TM ) =  0
^ NY) {h O 7rw ) = Y  (h)o 7TN , (iM X ) (h o %N ) =  0

iv) Dacă Z  G X țM  x N) și dacă

Z țfo 7 r M ) = 0, Z { h o n N ) = Q, ^ f ^ ^ ț M ^  ^ h & ^ ț N ) , 

atunci Z  = 0.
v) pentru orice f  E F  (M x N) avem:

(iM x )  ((iN Y) (/)) = (iN y )  ( ( ^ x )  ( /) ) .

1.23. DEFINIȚIE. Se numește conexiune liniară pe varietatea analitică 
M  orice aplicație :

V : (X, Y) G X țM ) x X țM )  ^  V (X, y ) = Vx y  6 X țM )

cu proprietățile:
0 ^ X+Y Z =  ^ x Z  + X yZ
ii) V X (Y  + Z) = V X Y  + V X Z
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iii) X f X Y  = f X x Y
iv) X x f Y  = f X x Y  + X ( f ) Y 

oricare ar fi X ,Y , Z E X {M fi W f e X ( M y

1.24. Unei conexiuni liniare V pe o varietate analitică M  îi corespund 
două câmpuri tensoriale T și H de tip (1,2) și respectiv (1,3), numite torsi
unea și respectiv curbura conexiun ii V . Aplicațiile

T  : X (M ) x X (M ) ^  X(M )

Și

R : X (M ) x X(M } x X(M ) ^  X (M )

sunt definite prin formulele:

T (X ,Y )  = X x Y - X y X - [ X , Y ]

R (̂ X ,Y ) Z = X  x X y  Z — X y X x  Z — X  ̂ x,Y\Z ■ .

1.25. Un alt câmp de tensori care se asociază unei conexiuni liniare V 
este câm pul tensoria l al lui R icci S, de tip (0,2), definit prin:

S (X,K) = trace(: Z ^  R (Z , X ) Y),

unde R  este curbura conexiunii V.

1.26. Considerăm o conexiune liniară V pe varietatea analitică M. Fie U 
un deschis din M  și fie (ei, eg,..., en ) un reper pe U. Introducem componentele 
F**. ale conexiunii V prin

^ e ^ j  = F * ^ .

în raport cu reperul (e^ eg,..., en ) , componentele torsiunii T  și respectiv ale 
curburii R  se definesc prin:

T  (et , e j) =  ^ k  , 
R  (e kț e h) e j =  Rjkhe i ■

28

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Au loc egalitățile:

T'jik   ~   p1  ij  k  ~  p1  ik j  ’ 

K ,)+ W i  -  w  ■

Componentele tensorului lui Ricci S  se introduc prin:

S ( ^ j J ^ k ^  F j k

și verifică egalitățile:
n

R j k  = 

i= l

1.27. DEFINIȚIE. Fie V o conexiune liniară pe varietatea analitică M

c: I  Q R

o curbă analitică regulată. Vom nota cu

c : I  ^ T M

câmpul vectorial tangent curbei. Curba c se numește V —autoparalelă dacă 
există o funcție

a :  I  -* K,

astfel încât

V tc(t) = a (t)c{t) , ( V ) tE l .

Observații, i) Se arată ușor că printr-o schimbare convenabilă de parametru 
pe curba c se poate face ca în ultima formulă membrul drept să devină nul.

ii) Două conexiuni liniare simetrice V și V pe o varietate analitică M, 
admit aceleași curbe autoparalele dacă și numai dacă există o 1—formă w pe 
M  astfel încât să avem formula lui Weyl:
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v x y  = v x y  + u (x) y  + ^  (y) x , (v) x , y  G X (M ).

1.28. DEFINIȚIE. Fie M  o varietate analitică. O m etrică  pseudo- 
riem anniană pe M este un câmp tensorial g € T® (M) care satisface 
condițiile:

(i) g (X, Y ) = g  (Y, X ), (V) X ,Y  c X (M )
(ii) Pentru orice p E M, aplicația

gp : Tp M  x TPM  —> R

este o formă biliniară nedegenerată și indexul lui gp este același, oricare ar 
fi p E M.

O varietate  pseudo-riem anniană este un cuplu (M ,g), unde M  este 
o varietate analitică, iar g este o metrică pseudo-riemanniană pe M.

Observație. Dacă în definiția 1.28. înlocuim condiția (ii) prin:
(ii’) gp este pozitiv definită, ^ p  G M, atunci g se numește m etrică 

R iem ann pe M, iar perechea (M,g) se numește spațiu  R iem ann. •

1.29. Fie (M,g) o varietate pseudo-riemanniană și fie (ei, 62,..., en ) un 
reper pe un deschis U al lui M. Componentele metricii g se definesc prin:

g (e i> e j) =  gij-

Condițiile (i) și (ii) din definiția 1.28 ne arată că:

9 i j  =  g j i

și că matricea || g^ || este nedegenerată.

1-30. PROPOZIȚIE. Pe o varietate pseudo-riemanniană există o unică 
conexiune liniară satisfăcând următoarele două condiții:

i) T (x ,y )  = v x y - v y x - [ x , y ]  = o, (v )x ,y  G A Ț M );
ii) ^ x g) (y, Z) = X (g  (Y, Z)) -  g (V X Y, Z) -  g (Y, V X Z) =  0, 

M X ^ z e x ț M ) .

Observație. Conexiunea liniară V ce satisface condițiile (i) și (ii) din 
propoziția 1.30 este dată de formula:
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2g(X x Y,Z) = X (g (Y ,Z ))  + Y ( g [ X , Z ^ - Z ( g { X , Y ^ -
- g  (Y, [X, Z]) -  g (Z, [Y, X]) + g (X, [Z, Y ] ) .

Conexiunea liniară V ce satisface condițiile (i) și (ii) din propoziția 1.30 se 
numește conexiunea L ev i-C iv ita  asociată lui g.

1.31. Considerăm o varietate pseudo-riemanniană (M ,g ) . Fie V conexi
unea Levi-Civita asociată lui g, R câmpul tensorial de curbură al conexiunii 
V, S  tensorul lui Ricci.

1.31.1. Spațiul (M,g) se numește cu curbură constantă  dacă R satis
face egalitatea:

R ( X ,Y ) Z  = K  (g (Z, Y) X  -  g (Z, X) Y ) , (V) X , Y , Z E X  (M)

unde K  este un număr real.
1.31.2. Spațiul {M,g) se numește spațiu  E instein  dacă există o funcție 

X E X  (M) astfel încât S  = Xg.

1.32. Fie V și V două conexiuni liniare pe o varietate analitică M  și fie 
A — X — X ET2 (M ) . Dacă se definește produsul a două câmpuri de vectori 
X ,Y  E X  (M) prin formula:

X * Y  = A ( X ,Y \

atunci X  (M) —modulul X  (M) devine o X  (M) —algebră. Această algebră 
se numește algebra de deform are asociată cuplului de conexiuni liniare 
(V, V) și va fi notată prin U (M, A) .

1.32.1. Un element X  E U (M ,A) se numește câm p 2-n ilp oten t dacă 
A (X ,X )  = 0.

1.32.2. Un element X  E U (M ,A ) se numește câm p principal dacă 
există o 1 —formă cu pe M astfel încât

A (Z ,X ) =a>(Z)X, ^ ) Z E X (M ).

Dacă cu =  0, atunci X  se numește câm p special.
1.32.3. Un element X  EU  (M ,A) se numește câm p aproape principal 

dacă există o funcție f  E X  (M) și o 1—forma cu pe M  astfel încât
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A (Z ,X } = f Z  + u (Z )X , M Z e X ( M ) .

Dacă iv =  O, atunci X  se numește câm p aproape special.

1.33. Fie (XI, g) o varietate Riemann și 4  G T ^X I). Un element 
X  ^ U  (M, A) se numește câm p distins dacă:

g (A (Z, X ^ Y j + g  (Z, A (Y, X)) = 0, (V) Y, Z  E X  (M ) .

1.34. DEFINIȚIE. Fie (XI, g) și (M ',g') două varietăți pseudo-riemanniene. 
Un difeomorfism analitic

h i XI ^  XI'

se numește izom etrie dacă:

gP (Xp ,Yp )= g 'h M  (ht (X p ) ,h .  ( Y ^ ,

pentru orice p 6 XI și orice vectori tangenți X p ,Yp E TpM.

1.35. Fie M  o varietate analitică și Â G T ^ M }. Un element F E T^țM ) 
se numește derivare în algebra U (M, A) dacă:

F (A (X, Y)) = A ( F ( X ) ,Y )  + A (X, F (Y )) , (Y )X ,Y  E X  (M ) .

1.36. Fie V și V două conexiuni liniare pe varietatea analitică M  și 
A = X -  X  E TJ(XI).

Perechii de conexiuni (V, V) îi asociem câmpurile tensoriale p, K  E T ^ M ) 
prin:

4K (X, Y ) Z  = A (X , A (Y, Z)) -  A(Y, A (X, Z))

2 p (X ,Y )Z  — X X X YZ — X YX X Z + X X X Y Z — X YX X Z  — 

~^[X,Y]Z — X[x,Y]Z-
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K  se numește câm pul tensoria l al curburii de  deform are, ja r p se nu
mește câm pul tensorial al curburii m ixte  al perechii (V ,V ). Au loc 
identitățile:

2p + 4K = R -\- R

m 
p + K = R

2p = 4 R - R -  R

unde R, R respectiv R  sunt câmpurile tensoriale de curbură ale conexiunilor 
V, V respectiv V= |  (V + V) .

1.37. Fie M  o varietate analitică reală de dimensiune n înzestrată cu o 
formă diferențială exterioară fi, de gradul doi, nedegenerată. Atunci se spune 
ca varietatea M  este cu stru ctu ră  aproape sim plectică .

Se arată ușor că dacă varietatea M  admite o structură aproape simplec
tică fi, atunci n =  dim M  este un număr par 2m, iar fi poate fi scrisă sub 
forma canonică:

f i  =  w 1 A wm + 1  +  ... +  wm  A w2 m ,

unde o;1, ...,w2m sunt 1—forme liniar independente.

1.38. Fie (M, fi) o varietate aproape simplectică. Dacă 2—forma fi este 
închisă, adică dfi = 0, atunci spunem că fi definește o stru ctu ră  sim plec
tică  pe M, sau că perechea (M, fi) este o varieta te  sim plectică.

Fie M  o varietate analitică reală cu n dimensiuni și fie T*M = |J  T*M, 
peM

unde T*M  este spațiul cotangent în punctul p E M. Se arată ca fibrarea 
cotangentă T*M  are o structură simplectică naturală.

1.39. Fie (M, fi) o varietate aproape simplectică. O conexiune liniară V 
pe varietatea M  se numește conexiune aproape simplectică (sau conexiune 
compatibilă cu structura aproape simplectică fi) dacă

Vx fi =  o, (V) X G X  (M ) .
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o
1.40. Fie (M, Q) o varietate aproape simplectică și fie V o conexiune 

liniară arbitrară fixată pe M. Notăm cu ^  € T ^ M )  operatorul lui Obata, 
adică:

= ^ ( I ®  I  -  g ® g ) ,

unde I  este tensorul lui Kronecker, g € T ^ M )  este câmpul tensorial definit 
de coeficienții gij ai formei Q într-o hartă locală pe M, iar g G T f(M )  este 
definit prin

gg =

Atunci familia tuturor conexiunilor aproape simplectice pe M  este dată de 
formula:

0 1 /  /  o \  \vxy = vx r + ̂ (I v x 9 h  r  + w  PC n ,

unde Q G T fțM )  este un câmp tensorial arbitrar.
Fiind dată o varietate aproape simplectică (M, Q), se demonstrează .că 

există o conexiune aproape simplectică simetrică dacă și numai dacă dQ =  0.

1.41. Fie M  o varietate analitică înzestrată cu un câmp tensorial 
F e T ^ M ) .

DEFINIȚIE. Se numește p seu d ocon exiu n e p e  M  o aplicație

DF :X (M )  x X  (M) ^ X ( M ) ,  (X, Y) D F Y

care satisface condițiile:

DF
x + h Y  = fD F  + hDF , M f i h e F ț M ) ,  M X 'Y e X ț M ) -

D F f Y  = f D F Y + ( d F f ) ( X ) Y ,  M X , Y Z X ( M ) ,

unde (dF f )  (X) = F (X) ( f ) , (V) X  e X  (M ).

1-42. DEFINIȚIE. O structură aproape complexă pe varietatea analitică 
M este definită de un câmp tensorial J  G F fțM ) cu proprietatea J 2 = —I, 
unde I este tensorul lui Kronecker. O varietate analitică M  înzestrată cu o 
structură aproape complexă J se numește varietate  aproape com p lexă  și 
se notează cu țM ,J ) .
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Observație, i) Pe o varietate aproape complexă (M, J) se definește ten - 
sorul lui N ijenhuis N  prin:

N (X. Y) = \J(X), J(Y)\ - J ( [ X ,  J(Y)]) -  J ([J(X ),Y ]) -  {X, Y ] .

Structura aproape complexă este integrabilă dacă și numai dacă N  = Q.
ii) O conexiune liniară V pe varietatea aproape complexă (M, J) se nu

mește J —conexiune dacă (X x J) (Y) = 0, (V) X ,Y  € X  (M ) .
Se demonstrează că orice J —conexiune liniară pe varietatea aproape com

plexă (M, J} este de forma:

o \X x Y  = V X Y  + -  ( Vx  J \  (J  (Y)) + Q ( X , Y ) - J  (Q (X, J  (Y ))),

o
unde V este o conexiune liniară fixată, iar Q 6 ^ ( M )  este arbitrar.

1.43. DEFINIȚIE. O varietate aproape complexă (M, J) dotată cu o 
metrică Riemann g astfel încât

s M X ) ,  J(Y )) = g(X, Y), (V) X,Y<E X (M ) ‘

se numește varietate aproape herm itiană.

1-44. DEFINIȚIE. O varietate aproape hermitiană (M ,J,g) se numește 
varietate  K ăhler dacă:

X x J = Q, ( ^ X e X ( M )

unde V este conexiunea Levi-Civita asociată lui g.
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§ 2. DEFINIȚIA GRUPULUI LIE. EXEMPLE

2.1. DEFINIȚIE. Fie G o mulțime arbitrară. Presupunem că:
i) mulțimea G este înzestrată cu o strucură de grup

p : țx,y) E G x G p (x ,y ) E G,

ii) mulțimea G este înzestrată cu o structură de varietate analitică reală, 
de dimensiune finită n.

Tripletul format din mulțimea G și cele două structuri se numește grup 
Lie de dimensiune n dacă operația p este o aplicație analitică a varietății 
analitice produs G x G pe varietatea analitică G.

2.2. EXEMPLE:
2.2.1. Rn  înzestrat cu structura canonică de varietate analitică reală și 

cu structura de grup aditiv este un grup Lie.
R” este un grup Lie conex, abelian, necompact, de dimensiune n. Ele

mentul neutru al grupului este e = (0,0, ...,0 ).
2.2.2. în mulțimea G =  R2 \{0} se poate introduce o structură de grup 

cu ajutorul numerelor complexe de modul nenul. Definim înmulțirea a două 
numere complexe:

1 - 2  / z1 . /2z = a + ia , z = a + za

prin:

zz = a a — a a  + z(a a + a2a fi

Se verifică ușor că mulțimea G înzestrată cu legea de compoziție

p : G  x G  ^ G

definită prin:

P ( ( f l\ a 2) , (a' , a ' ^  = (a 1 a '1 — a2a? ,0'0?  4- a2a '^

este un grup. Este evident că G este o varietate analitică reală de dimensiune 
doi.
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Deoarece aplicația p este analitică rezultă că G este un grup Lie de di
mensiune 2. Grupul Lie G este conex, abelian, necompact. Elementul neutru 
al grupului G este e = (1,0).

2.2.3. Dacă în exemplul precedent considerăm numere complexe de modul 
1, se obține o structură de grup Lie pe cercul S1 (de rază r = 1) din planul 
euclidian. Cercul S 1 este un grup Lie compact, abelian, conex, de dimensiune 
unu. Elementul neutru al grupului este e =  (1,0).

2.2.4. în mulțimea G = R4 — {0} se poate introduce o structură de grup 
Lie cu ajutorul cuaternionilor de modul nenul. Definim înmulțirea a doi 
cuaternioni:

q = x x + x 2i -I- x 3j  + x 4k 
q = x + x i + x j  + x  k

prin:

qq' = x"' + x"2i + x"3 j  4- x”* k ,

unde:

x"' =  X 1X z1
— X 2X x2 — X 3 ! ^ — x4x'4

X"2
=  X X — x4x'3 4- x^x'2 4- x 2x'x

X"3 1 /3 =  X X -1- x^x'1 4- x4x'2 — x 2x x4 

x"* =  X 4X x1 + x 1^ 4 4- x 2x'3 — X~3X — x2 

Se verifică ușor că mulțimea G înzestrată cu legea de compoziție:

p : G  x G  -^ G

definită prin:

n \ ( x , x  , x , x * ) , l x  ,x  ,x  ,x  H =  Ix  ,x  ,x  ,Z )

este un grup necomutativ. Este ușor de văzut că G este varietate analitică 
reală de dimensiune patru. Deoarece aplicația p  este analitică, rezultă că 
G este grup Lie de dimensiune patru. Acest grup Lie este conex, neabelian, 
necompact. Elementul neutru al grupului G este e = (1,0,0,0).

2.2.5. Considerând în exemplul precedent cuaternioni de modul 1 se 
obține o structură de grup Lie pe sfera unitate S 3 (ca subgrup al grupu
lui cuaternionilor nenuli).
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Grupul Lie Sieste compact, neabelian, conex, de dimensiune trei. Ele
mentul neutru al grupului Lie S3 este e =  (1,0,0,0).

2.2.6. Considerăm mulțimea:

Se verifică ușor că mulțimea G înzestrată cu legea de compoziție:

p - .G x G - * G

definită prin:

p ((x, y) (x', y')) = (xx' + yy', xy + x'y)

este un grup. Elementul neutru al grupului G este e =  (1,0). Este ușor de 
văzut că G este o varietate analitică reală de dimensiune doi. Deoarece p 
este aplicație analitică, rezultă că G este grup Lie de dimensiune doi.

Acest grup Lie este neconex, abelian, necompact.
2.2.7. Fie A1n (R) mulțimea matricelor pătratice de ordinul n cu elemente 

în R. Considerăm mulțimea: -

GL (n,R) =  {a e  A4n (R) | deta /  0}.

Asociem fiecărei matrice || a  ̂ || punctul (a},...,a ? ,..., a*,..., a") G R”2 . în 
acest fel GL(n,R) apare ca mulțime deschisă în R”2 . Rezultă că G L(n,R ) 
este varietate analitică reală de dimensiune n2 . Mulțimea GL (n, R) împreună 
cu operația de înmulțire a matricelor este un grup. Elementul neutru al 
grupului GL (n,R) este matricea unitate de ordinul n. Deoarece aplicația:

p : (a, b) G GL (n, R) x GL (n, R) —> ^ {a, b) = ab e GL (n, R)

este analitică, rezultă că GL (n,R) este grup Lie.
Grupul Lie GL(n,W) este neconex, necompact, neabelian (dacă n > 1). 

Dimensiunea grupului Lie GL (n, R) este n2 = dim R”2 . Grupul Lie GL (n, R) 
este numit grupul liniar general real.

2.2.8. Mulțimea G =  R^ a numerelor reale strict pozitive, împreună cu 
operația:

p : (x,y) e G x G p(x, y) = xy e G
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este un grup. în plus, G are o structură canonică de varietate analitică de 
dimensiune unu.

Deoarece aplicația p este analitică, rezultă că G este grup Lie de dimen
siune unu.

2.2.9. Considerăm mulțimea G =  R — { —1}-Se verifică ușor că mulțimea 
G înzestrată cu legea de compoziție

p : G x G —̂ G , p(a, b) = ab + a -\- b

este un grup. Elementul neutru al grupului G este e =  0. Este ușor de 
văzut că G este varietate analitică reală de dimensiune unu. Deoarece p este 
aplicație analitică, rezultă că G este grup Lie de dimensiune unu.

Acest grup Lie este neconex, abelian, necompact.
2.2.10. Considerăm mulțimea:

G =  {(x, y, z) e  I 3 | (y2 -  z ^ x  ^  0}

și aplicația
p : G  x G  ^ G

definită prin:

p ((x, y, z), (x ',y , z')) = (xx',yz' + y'z, yy’ + zz').

Se constată ușor că mulțimea G înzestrată cu legea de compoziție p este un 
grup. Elementul neutru al grupului este e = (1,0,1). Este evident că G este 
varietate analitică reală de dimensiune trei.

Deoarece p este aplicație analitică, rezultă că G este grup Lie de dimen
siune trei. Acest grup Lie este neconex, abelian, necompact.

2.2.11. Fie mulțimea R2 și aplicația

^ : R2 x R2 -4 R2 ,

unde:

( a"1 =  a 1 +  a'1 e~a2 
{ a"2 = a2 + a'2

Se constată ușor că (R2 ,^) este grup. Elementul neutru al acestui grup este 
(0,0). Este evident că R2 este varietate analitică de dimensiune 2. Deoarece
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p  este aplicație analitică, rezultă că p determină pe varietatea R2 o structură 
de grup Lie.

2.2.12. Considerăm varietatea analitică R4 și aplicația

p : R4 x R4 -> R4

definită prin

= ^ e ^ '  + a '1, a2e ka ' +  a'2 , a3 4- a13, a4 +  a!* — ha1 a eka ^

unde k și h sunt parametrii reali arbitrari. Se constată ușor că (R4 ,^) este 
grup. Deoarece p este aplicație analitică, obținem că legea p determină pe 
varietatea R4 o structură de grup Lie.

2.3. OBSERVAȚIE. Considerăm mulțimea G = R și aplicația:

p : G x G —► G,

definită prin:

pțx, y) =  y x 3 + y3 .

Se verifică fără dificultate că p este o lege de grup în mulțimea G. în plus, 
G este varietate analitică de dimensiune n =  1. Aplicația p nu este analitică. 
Rezultă că aplicația p nu determină o structură de grup Lie pe varietatea G.
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§ 3. PROPRIETĂȚI IMEDIATE ALE 
GRUPURILOR LIE

3.1. PROPOZIȚIE, i) Fie G un grup Lie. Pentru orice a E G, aplicațiile:

La : x  E G -+ La (x) = ax € G

Și

Ra : x E G —» Ra (r) = xa E G

sunt difeomorfisme analitice. La (respectiv Ra) se numește tran sla ția  la 
stân ga  (respectiv la dreapta,) a grupului Lie G definită de elementul a E G.

ii)  Mulțimea translațiilor la stânga ale grupului Lie G, înzestrată cu legea 
de compunere obișnuită a funcțiilor, formează un grup (numit prim ul grup 
al param etrilor al lui G).

iii) Primul grup al parametrilor al grupului Lie G este izomorf cu grupul 
G.

Demonstrație, i) Notăm cu e elementul neutru al grupului G. Pentru 
orice a € G avem:

La o L ; 1 = L ; 1 o L a = Le = IdG .

Rezultă că aplicația La este inversabilă și (La )- 1  =  La -i. Ținând seama de 
propoziția 1.11 i), obținem că aplicația

x £ G —* ța, x} £ G x G

este analitică. Deoarece pentru orice a € G, La este compunerea aplicațiilor 
analitice:

G G x G G
x —> ța,x) —> p{a,x) = ax = La (x),

rezultă că aplicația La este analitică. Am obținut că pentru orice a E G, apli
cațiile La și (La ) 1 = La-i sunt analitice, deci La este difeomorfism analitic.

Analog se arată că Ra este difeomorfism analitic, oricare ar fi a E G.
ii) Verificările sunt triviale. Elementul neutru este translația L e = IdG -
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iii) Fie h aplicația care asociază fiecărui punct a ^ G  translația la stânga 
La . Deoarece

h(ab) = Lab = L a o Lb = h(a) o h(b),
rezultă că h este homomorfism de grupuri. Homomorfismul h este injectiv 
deoarece h(a) = h(b) implică La = Lb, adică a = b. Deoarece h este surjectiv 
rezultă că h este izomorfism de grupuri.

3.2. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie. Aplicația de inversare

j  : x e G —» j(x) = x - 1  e  G

este un difeomorfism analitic.
Demonstrație. Deoarece j  ° j  =  Ide, rezultă că aplicația j  are inversă și 

j - 1  = j. Mai rămâne să arătăm că aplicația j  este analitică.
Considerăm aplicația:

ip: G x G —̂ G x G

definită prin:

^ , y )  = ( ^ , ^ , y ) )  = (x ,L x (y)).

Este evident că p  este aplicație bijectivă. Deoarece p este aplicație analitică 
rezultă că și p  este analitică. Matricea iacobiană a aplicației p  este:

Av) =
I 0

OiP d2p

unde I  este matricea unitate de ordinul n =  dim G, iar dj (respectiv d2 ) este 
derivata Frechet parțială în raport cu x (respectiv cu y).

Pentru x fixat, aplicația:

Lx  : y € G -> L ^ y )  = p(x, y) € G

este un difeomorfism analitic. Rezultă că aplicația:

(L .) . ■. X  (G) ^  X  (G)

este un izomorfism liniar. Rezultă că matricea aplicației liniare (L ^ ,  este 
nesingulară. Deoarece avem {Lx )t  = d2p, rezultă că și matricea J(p) este
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nesingulară. Aceasta ne arată că inversa y? 1 a aplicației <p este analitică. 
Aplicația

p - 1 ■. G x G -^ G x G

este dată prin:

P ~ \x ,y )  = { x ^ ^ y f i

Fixând al doilea argument y = e obținem aplicația analitică

(x,e) ^  <̂- 1  (x,e) = (x ,x~ l ) =  (z, j(z)).

Deoarece ip~x este aplicație analitică, rezultă că și componenta a două este 
analitică, deci aplicația j  este analitică. Prin urmare, aplicația j  =  >- 1  este 
un difeomorfism analitic.

3.3. PROPOZIȚIE. Fie G o varietate analitică de dimensiune finită 
înzestrată cu o structură de grup

p : (x,y) e G x G —̂ p(x, y) = xy e G.

Următoarele afirmații sunt echivalente:
(i) G este grup Lie.
(h) Aplicația

(x,y) e G x G —̂ xy - 1  e G

este analitică.
Demonstrație, (i)=>(ii). Deoarece G este un grup Lie, aplicația p  este 

analitică. De asemenea, aplicația de inversare x —> x~ l este analitică.
Rezultă că aplicația

(x, y) E G x G —► xy  ̂ £ G

este analitică, ea fiind compunerea aplicațiilor analitice

(x,y) £ G x G —► (-^^y )̂ ^  G x G —♦ xy  ̂ £ G.

(ii)=>(i). Deoarece aplicația
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(x,y) e G x G xy 1 € G

i) Cilindrul real cu două dimensiuni R x S 1 este un grup Lie de dimensiune 
doi.

ii) Torul T n =8* x „, x S \  este un grup Lie de dimensiune n. Torul T n

de n ori
este un grup Lie abelian, compact și conex.

este analitică rezultă că aplicația y —> y - 1  este analitică, ea fiind compunerea 
aplicațiilor analitice:

y e G (e,y) e G x G y - 1 E G.

Aplicația p este analitică deoarece ea este compunerea aplicațiilor analitice:

G x G ^ G x G ^ G 
(x,y) (x.y - 1 ) -4 x ^ - 1 )- 1  =  xy.

Prin urmare, G este grup Lie.
Q.E.D.

Construcția unor grupuri Lie, plecând de la grupuri Lie date, este indicată 
în următoarele trei propoziții.

3.4. PROPOZIȚIE. Produsul direct a două grupuri Lie este un grup Lie.
Demonstrație. Fie G și G' două grupuri Lie. Mulțimea G x G1 are o 

structură de grup (produsul direct al grupurilor G și G1) și o structură de 
varietate analitică reală (produsul varietăților analitice reale G și G').

Deoarece aplicația

(G x G') x (G x G') G x G' 
(fa x '} , (y,y’y) -> (xy,x'y')

este analitică, rezultă c& G x G' este un grup Lie. Dimensiunea acestui grup 
este dim G + dim G'.

Q.E.D.

Observație. Folosind propoziția 3.4 obținem ușor alte grupuri Lie.
De exemplu:
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Notație. Dacă G este un grup Lie, atunci prin Ge se notează mulțimea 
punctelor din G care pot fi unite cu elementul neutru e E G printr-un drum 
continuu conținut în G (G£ se numește componenta conexă a unității).

3.5. PROPOZIȚIE. Ge este grup Lie de dimensiune egală cu n = dimG.
Demonstrație. Fie x ,y  E Ge . Există drumurile continue

f e,x  : [0,1] -> G, f e,y : [0,1] -  G

astfel încât:

fe,x (0) = f e,y  (0) =  e, f e,x  (1) = x, f e y (1) =  y.

Definim drumul continuu

k ,Xy : [o, 1] ^  G

prin formula:

fe,xy (t) = fe,x (0 fe,y (t) ■

Deoarece

fe,xy (0) = e și fe,xy (1) =  ^y

rezultă că xy E Ge . Definim acum drumul continuu

f e ^  : [0, 1] ^  G

prin formula:

fe,!-* (t) =  j  O f e x  (t) ,

unde j  : x E G —> jțx ) = x ^ 1 g G este aplicația de inversare.
Deoarece

fe,x-^ (0) = e si f eiX-i (1) =  X- 1 ,

rezultă că x G Ge . Prin urmare, Ge este subgrup al grupului G.
Vom arăta acum că Ge este mulțime deschisă în varietatea G. Fie x  C Ge . 

Există drumul continuu f e x  : [0,1] —> G cu proprietatea că:
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fe,xW  =  e, /e,z(l) = *•

Fie (U,h) o hartă locală a varietății G astfel încât x G U. Dacă U nu este 
mulțime conexă, atunci vom urma calea descrisă în continuare. Mulțimea 
h(U) fiind deschisă în Rn , rezultă că putem alege o sferă deschisă Sh(x ),r 
de centru h(x) și de rază r suficient de mică, astfel încât Sh(x ),r C h(U). 
Deoarece Sh(x ),r este mulțime conexă rezultă că și mulțimea U' = h~\Sh(x )tT} 
este conexă.

Vom înlocui perechea (U,h) prin perechea (U',h') unde hr = h \u< .
Prin urmare, de fiecare dată putem să alegem o hartă (U, h) în jurul 

punctului x astfel încât U să fie mulțime conexă. U fiind mulțime conexă, 
rezultă că pentru orice y € U există un drum continuu

^  : [0,1] ^  G,

astfel încât:

A,3/(0) = *  Și f ^ M  = y-

Definim aplicația:

f e ,y : [0,1] ^  G

prin formula:

fe.yțt) —
f e . x ^  ,dacă 0 < i < | 
fx,y (2t -  1) ,dacă |  < £ < 1.

Deoarece avem:

f e ,y ^ ) = fe ,x ( l ) = f x ,y (0)=X , 
fe,y (0) — fe,x (0) =  e, 
fe,y<X) = fx,y(X) = y

rezultă că f e<y este un drum continuu care unește punctul y cu e. Aceasta 
ne arată că y G Ge . Rezultă că t/ C Ge . Deci pentru un punct arbitrar 
x e  Ge există o mulțime deschisă U care conține punctul x și U C Ge . 
Prin urmare, Ge este mulțime deschisă în varietatea G. Rezultă că Ge este 
varietate analitică reală de dimensiune n =  dimG.
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Deoarece restricția unei aplicații analitice la o mulțime deschisă este o 
aplicație analitică, obținem că aplicația:

țx, y )E G e x G e —* xyE  Ge

este analitică. Prin urmare Ge este un grup Lie.
Q.E.D.

3.6. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie de dimensiune n și fie 
TG = |J  Ta G, unde TaG este spațiul liniar tangent la varietatea G într-un 

Q^G
punct oarecare a E G. Atunci pe TG se poate introduce o structură de grup 
Lie de dimensiune 2n.

Pentru demonstrație vom folosi următoarea Iernă:

3.7. LEMĂ. Fie G un grup Lie. Pentru a,b E G considerăm aplicațiile 
analitice:

ka : x E G ^  ka țx) = (a,x) E {a} x G 
ib '■ x E G ^  ib^) = (x,b) E G x {b}.

Fie p operația grupală în G. Atunci: '
i) Au loc egalitățile:

P O ka L a} p O îb — Rb^

unde La (resp. Rb) este translația la stânga (resp. la dreapta) a grupului Lie 
G definită de elementul a (resp. b).

ii) Pentru X a E TaG, Yb E TbG, au loc egalitățile: 
(ii’) țka )t  (Yb) = (0Q, Yb) , (i6). (X )  =  (X a , 06) , 
(ii”) țR b\  (X a ) + (La fi (Yb) = p, {Xa , Yb) , 
(ii’” ) (L^O . o țRa^ ) t  țX a ) + fi  țX a ) =  0o- b 

unde 0x  este vectorul nul al spațiului liniar tangent TXG, iar

j  : x E G —̂ j țx )  = x ' 1 E G

este aplicația de inversare în grupul G.
Demonstrația lemei 3.7. i) Deoarece pentru orice x E G avem

p o ka țx) = p (a, x) = ax — La (x), 
p o ib(x) = p(x, b) = xb = Rb(x),

47

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



rezultă:

^  O ka — ^ a  Șl ^   ̂ b̂ ^b •

ii) Considerăm o curbă analitică

7 : R ^ G

astfel încât 7 (0) = 6 și 7 (0) = Yb, unde 7 (0) =  7, (j^ |t=o) •
Fie aplicația

(3 : R ->G x G,

definită prin

0(t) = ka oy(t) =  (a,7W ) •

Deoarece aplicațiile ka și 7 sunt analitice, rezultă că (3 este o curbă analitică.
Din egalitatea (3 (t) = (oa ,7 (t)) , obținem:

^(0 ) =  (0a , 7 (0)) = (0 a ,H ).

Pe de altă parte, avem:

y a t  J  /

= (fcj* (7 (0)) =  (ka UYb).

Rezultă

( U ( n )  = (oa , / â).

Analog se obține:

B W  = (X ,o t ).

Ținând seama de relațiile stabilite mai sus, avem:
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(Rb\ ( M  + ( J M Y b) = ^ o i b)t (X a ) + ( n ° ^ W  =
= nA X a -,̂ h) ^  ^ ^ a iY ^ }  = n^Xa^Y^}.

Rămâne să mai stabilim formula (ii’” ). Definim aplicația

f  - .G ^ G ,

prin formula

/(x) = n °  (IdG x j)(x ,x ).

Pentru orice x E G avem:

f(x )  = n ^G ^x)) = x j(x) = xx - 1  = e,

unde e este elementul neutru al grupului G. Rezultă fA X x ) =  0e , oricare ar 
fi Xx € TXG. Avem deci:

0e =  M* O (IdTG X j t )(X a ,X a ) = n A X a J ^ X ^

și, folosind relația (ii’), rezultă

(Rj ( o ))4 X J  +  (Lo )* ( j .(X J )= 0 e ^

Aplicând (La -i), ultimei reiatii, se obține (ii”’).
Q.E.D.

Demonstrația propoziției 3.6. Vom reaminti construcția fibratului tan
gent T M  în cazul varietății M = G. Fie (U,h) o hartă locală a varietății 
G. Notăm cu x ^ x 2 , ...,xn funcțiile coordonate asociate hărții (U^h). Definim 
aplicația

H : TU = \ J  TaG -^  h(U) x Rn , 
aeu

prin formula

H(x.) = ()i(«),x;r . . j ;) ,
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unde

X a  X a dx i '“ '

Avem:

H (X a ) = H (X b) o  (h (a ),X o
l , . ..,X :)  = (h(b),Yb\ . . . ,Y b

n ) .

Ultima egalitate implică h(a) = h(b) și X* = Yj, i =  1,2, ...,n, deci X a = Yb .
Prin urmare, H  este aplicație injectivă.
Deoarece pentru orice (u, v1 ,..., vn ) G h(U) x Rn  putem construi un vector 

tangent în a la G prin formula X a =  u’^ -  |o , unde a =  /i- 1 (u), rezultă că H 
este o aplicație surjectivă.
Pe mulțimea TU  introducem topologia pentru care H  este homeomorfism 
(deci o mulțime din TU  este o mulțime deschisă dacă și numai dacă imaginea 
ei prin H  este mulțime deschisă în h(U) x Rn C R2 n).

Fie (U, h) o altă hartă a varietății G astfel încât U HU ^  0 . Avem:

H(TU  n  TU) = H(T(U  n  U)) = h(U D U )x  F ,

deci H(TU Ci TU) este mulțime deschisă în R2 n . Deoarece H  este homeo
morfism, rezultă că TU  D TU  este mulțime deschisă atât în TU  cât și în 
TU.

Definim acum deschișii lui TG. O mulțime V  C TG  este mulțime deschisă 
dacă și numai dacă oricare ar fi harta (U, h) a varietății G, cu TU Q V ^  0 , 
mulțimea H(TU  D V) este o mulțime deschisă în h(U) x Rn .

Deci hărțile pe TG  vor fi perechi de forma (TU, H). Este evident că reuni
unea domeniilor acestor hărți ne dă TG, din cauză că reuniunea domeniilor 
hărților lui G ne dă G.

Considerăm două hărți arbitrare (TU, H) și (TU, H) astfel încât
TU  A TU  7̂  0 . Să arătăm că aplicația

H o H - 1 H ( T U n T U ) = h ( U Q U ) x R n ^ H ( T U Q T U )  = 
= h ( u n u )  x r

este analitică. Fie a E U r\ U. Rezultă: u = h(a) G h (U H U) . Fie 
V1 ,?;2 , . . . , / G R .  Avem:
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H o H - 1 (u .v 1 H o H - 1 ( h ( a ) ,v \ v 2 , . . . ,v n ) =

H

(Tio h 1 (u ) ,v 1 , . . .,v n ) ,

unde ^  =  ^ 1 0  v j  (am notat cu x \ x 2 , . . . ,x n  (resp. x 1 , x 2 , ...'X*1) funcțiile 
coordonate asociate hărții (U, h) (resp. (U, h} ) ). Am obținut deci

H o H  \ u , v \ . . . , v n ') = ( h o h  1 (u ) ,v 1 , . . . ,v n ) ,

ceea ce ne arată că aplicația H  o H ~ x este analitică.
Deoarece spațiul topologic G  este separat, rezultă că și T G  este separat.
Deci T G  este varietate analitică de dimensiune 2n.
Vom arăta acum că dacă

f i : (a,b) (E. G x  G —> fi(a, b) — ab E G

este legea de grup în mulțimea punctelor lui G, atunci aplicația:

^ ,  : (X a ,Y b) e T G x T G ^  f i .( X a ,Y b ) e T G

este o lege de grup în mulțimea punctelor lui TG .
Deoarece fi este asociativă, rezultă

f io  (fi x  Ido ) = f io  (Id G  x  fi).

Această relație implică

^* o (fi, o Id T G ) = f i ,o  (Id T G  o f i j ,

ceea ce arată că operația fi„ este asociativă.
Folosind acum formula (ii”) stabilită în Ierna 3.7, obținem pentru orice 

a e  G și orice X a 6 Ta G, egalitățile:

^ (0 e ,X o ) =  (^ ^ (O e )  +  (L e ) t (X a ) =  Oa  +  X o  =  X o ,
M .(^.O e) =  (.ReKQCO +  (La ).(Oe ) = X o  +  0o  =  X o .

51

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Rezultă că vectorul 0e este elementul neutru în raport cu legea p,*.
Ținând seama de formulele (ii”) și (ii’” ) stabilite în Ierna 3.7, avem:

ZZ+O\(JCa ), JCa ) = (RaM jĂXa» + ( L ^ ) ^
= -(R M < L a - 'U R a- 'U X « V  + (Ra-r)t (X a ) =
= - ( L a-^M X a) + (La- ^ ( X a ) = (La- ^ ~ X a + X a ) = 
= 0e .

Analog obținem n*(Xa , j„(Xa y) =  0e . Prin urmare, j*(X a ) este simetricul 
elementului XQ în raport cu legea /i*. Rezultă că /z* este o lege de grup în 
mulțimea punctelor lui TG.

Ținând seama de 1.10, obținem că structura de grup a lui TG este 
compatibilă cu structura de varietate analitică reală a lui TG, adică aplicația

ț i ^ - .T G x T G T G ,

este analitică. Prin urmare, TG  este grup Lie de dimensiune 2n.
Q.E.D.
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§ 4. ACȚIUNI ALE GRUPULUI ADITIV LIE R 
ÎNTR-0 VARIETATE ANALITICĂ

4.1. DEFINIȚIE. Fie M o varietate analitică. Se numește acțiune a 

grupului aditiv Lie R în varietatea M orice aplicație

7 : R xM  —► M,

care verifică condițiile:
( a j  7 este o aplicație analitică,
(a2) ^(t,^ țt',py) = ^{t + t',p), (V)t,t' G R, (V)p G M,
(a3) 7(0, p) = p, W p  G M.

4.2. PROPOZIȚIE. Fie

7 : R xM  —► M

o acțiune a grupului aditiv Lie R în varietatea analitică M. Atunci:
i) Pentru orice t G R aplicația

y t : p e  M  -> 7 ( (p) =  7(£,p) G M

este difeomorfism analitic.
ii) Mulțimea {7t | t G R} formează un grup în raport cu compunerea 

difeomorfismelor lui M.
iii) Fie p E M și aplicația

7p : £ G R —> yp (t) = 'yfap) G M.

Mulțimea

Hp = {« G R | 7P (0 =  P}

este subgrup închis al grupului Lie R ( Hp  se numește grupul de stabilitate 
al punctului p în raport cu acțiunea 7. Imaginea aplicației 7p se numește 
orbita punctului p în raport cu acțiunea 7).

Demonstrație.
i) Aplicația 7t este analitică, deoarece am fixat un argument într-o apli

cație analitică de două argumente. Pentru orice t, f  G R avem
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7t ° 7t' =  7t+ t'

Rezultă:

7t ° 7-t = 7o = I d M Și 7-t ° 7t = 7o =  I d M-

Rezultă că aplicațiile 7 t și 7_ t sunt inverse una alteia, deci (7t )- 1  =  7-t- 
Deoarece 7 t și (7t )—1 sunt analitice, obținem că 7( este un difeomorfism 
analitic.

ii) Verificările sunt triviale.
iii) Deoarece 7p (0) =  7(0, p) =  p, rezultă 0 G Hp . Dacă t ,t ' E Hp , rezultă

7P (* + 0  = 7 ( t  +  < P ) =  7(«) 7 « ? ) )  = A t,P ) = P,

ceea ce ne arată că. t + t1 E Hp . In continuare avem:

i) Deoarece p' E Im7p ,rezultă că există t' E 7^(R) astfel încât:

P' = 7P (^) =  7(^',P) = 7AP) ^ P  = 1-AP')-

Fie q E 7p,(R)- Rezultă că există i G R astfel încât: -

<1 = lA * )  = A ^ P') =  7(*,7t'(p)) =  A ^ A t ',p ) )  =
= 7 ^  +  ^ p )  = 7 P (« +  0  e 7 P W -

7P ( - 0  =  7(-«,P) = 7 (-t,7 (t,P )) = 7 ((-<  + t),p) =  7(0,p) = P,

adică —t G Hp . Rezultă că Hp este subgrup al grupului R. Deoarece mulțimea 
punctelor t G R cu proprietatea că 7(t,p) =  p este o mulțime închisă în R, 
obținem că Hp este subgrup închis al grupului Lie R.

4.3. PROPOZIȚIE. Fie y : $L x M  —> M  o acțiune a grupului (aditiv) 
Lie R în varietatea analitică M.

i) Fie p,p' G M. Dacă p  G Im7p , atunci 7p (R) =  7P'(R)-1

ii) Fie Hp grupul de stabilitate al unui punct p E M  față de acțiunea 7. 
Dacă Hp =  R, atunci orbita ce conține punctul p se reduce la un punct.

Demonstrație.
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Fie z G 7P W - Rezultă că există s 6 R astfel încât:

2 = 7p (s) = 7(s,p) = 7(s ,7-t'(p')) = 7 (s ,7 ( - f ',P')) - 
= 7(5 -  t',p') = 7p<(s -  t') G 7P-W -

Rezultă 7p (R) =7P'W -
ii) Din Hp = R, rezultă yp (t) =  p, pentru orice t G R, deci 7p (R) =p.

4.4. EXEMPLE.
4.4.1. Fie aplicația

7 : R x S2 ^  S2

definită prin

7(t, ( z \ z 2 ,z 3)) = ( i 1 cost — z ^ in Ț z 1 sint + z 2 c o s t,!3),

unde (z1)2 + (z2)2 + (z3 )2 = 1.
Se verifică fără dificultate condițiile (a^ , (a2), (a3) din definiția 4.1, deci 

7 este o acțiune a grupului aditiv Lie R în varietatea S2 . Se vede că acțiunea 
7 definește grupul rotațiilor sferei S2 în jurul axei Oz3 .

4.4.2. Considerăm varietatea analitică R" și aplicația

7 : R x Rn -♦ Rn

definită prin

7(t, (z1, ...,zn )) = (z1 + tv1, ..., zn + tvn ),

unde v = (v \ .. . ,v n ) este un vector fixat în Rn . Se verifică ușor condițiile 
(aj), (a2 ), (a3) din definiția 4.1, deci 7 este o acțiune a grupului aditiv Lie 
R în varietatea Rn . Se vede că acțiunea 7 definește grupul translațiilor 
spațiu lu i vectorial Rn după d irecția  vectoru lu i v.

4.5. PROPOZIȚIE. Unei acțiuni 7 : IR. x M —> M i se poate asocia în 
mod canonic un câmp de vectori tangenți la varietatea M.

Demonstrație. Pentru p e M  avem aplicația analitică

7p : R ^ M ,7 p (t) = 7(1,p).
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Defin m vectorul tangent X p G TPM  prin formula

Rămâne să arătăm că aplicația (p —> Xp) : M  —> T M  este analitică.
Fe p G M  și fie (U, h) o hartă în jurul punctului p. Deoarece 7 este 

anali'.ică, rezultă că 7 este continuă, deci V  =  7 - 1 (^) este mulțime deschisă 
în R x M. Deoarece 7(0, p) = p, rezultă că mulțimea V  conține punctul 
(0,p). Există mulțimea deschisă W = I * U', unde I  este un interval deschis 
ce conține 0 G R, iar U’ este o vecinătate deschisă a punctului p, astfel încât 
W C V. Când vom scrie în coordonate acțiunea 7 ne vom limita la punctele 
lui W.

Pentru (t,q) G W, avem ^{t,q) G U.
Fie x1, xn funcțiile coordonate asociate hărții (U,h). Scriem în coordo

nate locale relația X g =  (7,)* (^  |f= 0) , pentru (t,q) G W. Obținem:

X', = X , H  = (7,). ( ^  | J  (z‘) = ^  |<_o (1‘ H .) = ^  l.-o (YC.Q» , 

unde funcțiile 7’(.,Q) = 7 , : /  —> R simt definite prin 7’(.,g)W =  7‘(L9) = 
=  x ’°7(i,?) =  7 ^ ) .

Acum este ușor de văzut că funcția (q —♦ X q) : [ / ' —> R este analitică 
în jurul oricărui punct din U'. în particular, această funcție este analitică în 
jurul punctului p. Cum punctul p a fost ales arbitrar, obținem X  G X{M}.

4.6. DEFINIȚIE. Fie 7 : R x M —► M  o acțiune a grupului (aditiv) Lie 
R bi varietatea analitică M. Câmpul de vectori:

G Tp M  G T M

construit în propoziția 4-5 se numește câmpul de vectori tangenți asociat 
acțiunii 7.

4.7. EXEMPLE.
4.7.1. Considerăm aplicația

7 : R x R2 —» R2

56
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



definită prin

7(t, ( i 1 , ! 2)) =  (x1 cost -  rr2 s in i ,! 1 sini + x2 cost).

Se verifică fără dificultate că 7 este o acțiune a grupului Lie R în varietatea 
analitică R2 .

Pentru p =  ( i j^ o )  € R2 — {0}, obținem curba analitică

7p : R —► R2

definită prin

7p (t) = ( ijco st — absint, absint +  Tgcost).

Prin urmare, orbita punctului p este un cerc cu centrul în origine și de rază 
\ / ( 4 ) 2 +  (2 o)2 ' Din 7p (0) = p = (xj,x^) e R2 — {0}, rezultă cost =  1, 
sint = 0, adică Hp =  {2fc7r | k E Z}.

Prin urmare, grupul de stabilitate al oricărui punct p G R2 — {0} este 
submulțimea discretă Hp = 2TTZ  a lui R, deci un grup Lie de dimensiune 
zero. Grupul de stabilitate al punctului p =  0 =  (0,0) este Ho =  R, iar 
orbita ce conține punctul p = 0 = (0,0) se reduce la acest punct.

Pentru a determina câmpul A' de vectori tangenți la R2 , asociat acțiunii 
7, vom folosi formula:

X p  =  ( 7 p ) * (d i  |i= 0 )  '

Componentele X 1 și X 2 ale câmpului (p —» Xp ) sunt date de:

r w  = = (7p). (A | A  (?) = A |,.o (? O 1 ) = ^

unde i G {1,2} și unde

7P W =  (7p(^),7p(t)) = ( ijco st -  iQ sin t,iJs in t +  i^cost), 

cu p =  (iJ,T 2) e  R2 . Rezultă

dt ^ °  0 ’ dt l*=°—^0-
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Avem deci X 1 (p) =  — XQ =  “ ^  (P) ^  AC2 (p) — x0 — x (p), (V)p G R , 
adică X 1 = - x 2 și X 2 =  x 1.

Prin urmare, câmpul X asociat acțiunii 7 se scrie

2 9  1 5

X =  ~ x  +  x

4.7.2. Considerăm aplicația

7 : R x Rn ^  n r

definită prin

7 (t,(x 1 ,...,x n )) =  (e ^ 1, ...,e‘xn ).

Se verifică fără dificultate că 7 este o acțiune a grupului aditiv Lie R în 
varietatea analitică Rn .

FieX = X 1^  câmpul de vectori tangenți asociat acțiunii 7, deci pentru
i G {1,2, ...,n} avem:

^ ( p )  =  * P (*’) =  (?P )* lt=o) ( ^ )  =  |t=o ( ^  o 7P ) 

= x 0 ) ^ =  u n d e  x i =  ^ . ^

Deci cimpul asociat acțiunii 7 este X =  x’^7.

4.8. DEFINIȚIE. Fie M  o varietate analitică și fie X  G X^M}. Se 
numește tra iectorie  a câmpului X  orice curbă analitică

c: I  Q R ^  M

astfel !.ncât c (t) =  Xc(t), oricare ar fi t E I.

OBSERVAȚIE. Fie (x1 , x2 , ..., xn ) un sistem de coordonate locale în jurul 
punctului c(t). Avem:

^cW —  ^ ( c ț t ) ) ^  |c (t) , 
C  W  =  ( c  W )  ^ i  |c(t) •
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Egalitatea c (t) =  X c t̂) implică:

f  d \  , d , , , \ dcl (t}X^ o c(t) =  (c (t)) =c (t) ( f )  =  c. Q— \t J  (z‘) =  -  |t (x o c) =  —----- ,

unde am notat c' =  ?  o c. Am obținut sistemul de ecuații diferențiale ale 
traiectoriilor câmpului X  :

dc^t) 
dt

= X 1 o c(t), z = 1,2, ., n.

4.9. PROPOZIȚIE. Fie X  un câmp de vectori tangenți la varietatea 
analitică M  și fie J\, J2 două intervale deschise ale lui R, astfel încât 
0 G J] A d2 . Fie

M  , h :  J2 -+ M

două traiectorii ale câmpului X , astfel încât 7](0) =  72(0)- Atunci

71 |jinj2= 72 |jinj2 • '

Demonstrație. Deoarece 7j (0) =  72 (0), rezultă că mulțimea

J  = {t e  Ji n  J 2 1 7 i(*) =  72W}

este nevidă. Deoarece 7! și 72 sunt aplicații analitice, rezultă că 7j și 72 sunt 
aplicații continue. Folosim următoarea teoremă de topologie generală 
[46]:

"Fiind date două aplicații continue 7i, 72 : Z —> M, unde M  este un 
spațiu topologic separat, punctele t € I  în care 7j(t) = 72 (t) formează o 
mulțime închisă în I  ”.

Dacă luăm I  = Ji H J2 , rezultă că J  este o mulțime închisă în J^n  J2 .
Fie to G J, deci 7 ^ 0 )  =  72 (t0). în plus, curbele 7] și 72 verifică sistemul 

de ecuații diferențiale ale traiectoriilor câmpului X. Rezultă că există un 
interval deschis I ' , care conține punctul to, astfel încât 7j |j '=  72 |r  . Deci 
pentru un punct arbitrar t0 G J  am găsit o vecinătate deschisă I ' C J. 
Rezultă că J  este mulțime deschisă în Ji O J2 .

în plus, mulțimea J x A J2 este conexă. Rezultă J = J  ̂Q J2 , adică
7i |jinj2= 72 |jiOJ2 • Q.E.D.

59

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



4.10. PROPOZIȚIE. Fie X  6 X (M ) și fie c : I ^  M  o traiectorie a 
câmpului X. Considerăm translația r a : R —► R, r a (t) = t + a. Atunci:

(i) (r .) . (£  U )  =  ^  k w
(ii) Curba ĉ  = c o r a : T^ ^ )  —̂ M este o traiectorie a lui X .
(iii) Dacă câmpul X  este asociat acțiunii 7 : R xM  —> M, atunci, pentru 

orice p G M, curba

^P : R ~^M ,yp {t) = ^ p )

este o traiectorie a câmpului X.
Demonstrație, (i) Pentru o funcție oarecare f  G 5(R ) avem:

(r.) . ( 1 . = , )  ( / )  =  M  ( f  » r .)  =  f  k m  ^  U= 4  k w  (/)■ 
\d t  J dt dt dt dt

(ii) Pentru orice b € r a
l (I), avem:

(iii) Evident, 7p (0) = p, 7p (t) = 7(t,p). Avem:

deci 7p o r a (0) =7p (a). Pe de altă parte,

7P o rfit)  = 7 p (t + a) = - f ^ ^ p ) )  = y ^ f i t ) .

Rezultă:

; p (a) = 7 p  o ra (0) =77 (o p ) (0) = (77(o,p )) . ( ^  |t=o) = X 1(a<p) =  X7 p (a ).

4.11. PROPOZIȚIE. Fie X  G X(M ) și fie

7 : R xM  -> M, 7' : R x M ^  M,

două acțiuni. Dacă X  este un câmp asociat atât acțiunii 7 cât și acțiunii 
7', atunci 7 =  7'.
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Demonstrație. Fie p e M. Conform propoziției 4.10, curbele

7p ,7p : ® M

sunt traiectorii ale câmpului X. în plus, 7p (0) = 7p (0) =  p. Conform 
propoziției 4.9, rezultă 7 = 7'.

4.12. DEFINIȚIE. Fie M o varietate analitică și fie X  E X țM fi Dacă 
există o acțiune

y  :R x M  M,

astfel încât câmpul de vectori asociat acțiunii 7 este X , atunci X  se numește 
câm p com plet.

OBSERVAȚIE. Din cele arătate mai sus rezultă că există o corespondență 
biunivocă între mulțimea câmpurilor vectoriale complete pe varietatea M  și 
mulțimea acțiunilor grupului aditiv Lie R în varietatea M.

Acțiunile grupului aditiv Lie R într-o varietate analitică se mai numesc 
grupuri de transformări cu un parametru. _

4.13. EXEMPLU. FieX  =  x l  ̂  ^ A(Rn ). Asociem câmpului X  sistemul 
de ecuații diferențiale ale traiectoriilor:

dx* ■
^ — = x , z = 1,2, ...,n.

Prin integrare, obținem:

x* =  e'c*, c‘ - const., z = 1,2,..., n.

Dacă notăm x*0 =  x’(0), rezultă că traiectoria centrată în punctul
Po =  (^o, ...,15) € Rn este curba parametrizată

7P0 : R Rn

definită prin:

7w (i) =  ( ^ , . . , 1 ^ ' ) .

Variem punctul pQ în Rn și obținem aplicația
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7: R x nr ur
definită prin

7(t, (x1 , ..., xn )) = {x1et , ...,Xn et ).

Aplicația 7 este o acțiune a grupului aditiv Lie R in varietatea R". Câmpul 
de vectori asociat acțiunii 7 este (a se vedea exemplul 4.7.2) X  = x*-^. Este 
clar că câmpul X  este complet.

OBSERVAȚIE, i) Fie X  G X(M } un câmp complet. Notăm cu

7 : R xM  —► M

acțiunea al cărui câmp de vectori asociat este X. Se mai spune atunci că 7 
este grupul de transformări cu un parametru asociat lui X.

ii) în general, un câmp X G X țM )  nu este complet, deci nu totdeauna se 
poate găsi o acțiune 7 a grupului aditiv Lie R în varietatea analitică M, astfel 
încât X  să fie câmpul de vectori asociat lui 7. Din acest motiv se introduce 
următoarea definiție:

4.14. DEFINIȚIE. Considerăm o varietate analitică M. Fie U o mulțime 
deschisă în M, e > Q, IE = (—E, E) și aplicația

7 : {t,p) £ IE x U  ^ p )  =  7 ( (p) G M.

Spunem că 7 formează un grup de transform ări locale  cu un param etru 
dacă verifică următoarele condiții:

fgli,) 7 este aplicație analitică,
( gl2) pentru orice t ,s  £ IE cu t + s £ IE și ^ (p )  G U, (V)p G U, avem 

7t+ s = 7 t°  7S>
(gU  7o(p) =  7(0, p) = p, (V)p G V.

OBSERVAȚIE, i) O acțiune a grupului aditiv Lie R într-o varietate 
analitică M  definește un grup de transformări locale cu un parametru pe 
orice deschis U C M.

ii) Fie ^  : IE x U -» M  un grup de transformări locale cu un parametru 
și fie p un punct în U. Considerăm aplicația analitică
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yp : t e l £ ^  -yp (t) = ^ p )  e M.

Cu ajutorul formulei X p =7p (0) asociem grupului de transformări locale cu 
un parametru un câmp X  de vectori tangenți la varietatea U.

4.15. PROPOZIȚIE. Fie M  o varietate analitică și fie Y  G X^M ). 
Pentru orice PQ G M, există o vecinătate U a lui po, un număr E > 0 și un 
grup de transformări locale cu un parametru

I£ x U —>■ M, Ie = ( -s ,s ) ,

astfel încât Y  \u este câmpul de vectori asociat lui 7.
Demonstrație. Fie po G M  și fie V o vecinătate de coordonate în jurul 

punctului PQ astfel încât:

r^Po) = ... = Xn (po) = 0.

Fie Y  |v= Y ’(x1,x 2 , ..., xn )-£i restricția lui Y  la V. Considerăm pe V  sistemul 
de ecuații diferențiale:

±  = Y \ f \ t f i . . . ,F ( t ) f i  i = l,2 ,...,n ,

unde f*(t) (i = 1,2, ...,ri) simt funcții necunoscute.
Conform unei teoreme de ecuații diferențiale ([21], [32]), există funcțiile 

analitice f z(t,p), i =  1,2, ...,n, cu p = ( x \ x 2 , ...,xn ) G V, | f |  < 6, 
\t\ < E, funcții ce formează o soluție unică a sistemului dat când p este fixat 
și satisface condițiile inițiale:

f \0 ,p )  = x \  i = l,2 ,...,n .

Notăm: Ie = ( - E,E), U = {p e M  \ \x^ < 6, i = l,2 ,...,n} . Definim 
aplicația 7 : I£ x U —> M  prin formula

? ( M  = ( / 1( « ,p ) , - , / n (i,p)).

Vom verifica condițiile:
(gli) 7 este analitică,
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(gl2 ) (V)t, s e  Ie c u t  + s e  I£ , ^ (p )  E U, ( ^ p  E U ^  y t+ s =  7t ° 7S,
(gb) 7o(?) = P> (V )P ^ U -
în adevăr, condiția (gh) este verificată deoarece, din teorema de ecuații 

diferențiale folosită, funcțiile f z(t,p) sunt analitice, oricare ar fi z G {1, 2,..., n}
Condiția (gl3) este verificată datorită condițiilor inițiale impuse. Avem: 

?(o,P) = ( / ‘(o ,p ) ,- ,r (o ,p ) )  = ( ? , . . , x n ) = p.
Să verificăm condiția (gl2 ). Fie t ,s  E I£ cu t + s E I£ , ^ s (p) E U, (V)p G U.

Atunci funcțiile:

9 \t)  = f ( t  + s,p), i = l,2 , ...,n

reprezintă, de asemenea, o soluție pentru sistemul de ecuații diferențiale dat 
cu condițiile inițiale:

P’(°) =  f '& P ), i = l,2 ,...,n .

Pe de altă parte, soluția sistemului fiind unică, trebuie să avem:

9z(t) = f'(t,h (s ,p )), i = l,2 ,...,n ,

unde

h'(s,p) = ^ (0 )-

Rezultă hz(s,p) = f z (s,p~), deci h(s,p) = 7(5,p) =  7 s (p). Prin urmare, 
f x(t +  s,p) =  f \ t ,  ^ (p )), adică 7(t + s,p) = 7(t,7 s (p)), sau

7t+ s (p ) = 7 i ° 7 a (p) ,

deci și condiția (gl2) este verificată.
Grupul local de transformări

7 : I£ * U M

induce pe U un câmp de vectori Y  prin

Fp = W- ( ă |1=0) •
Avem:
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W )  = W .  ( ^  l -o )  ( /)  = ^  l-o  ( /  ° U  = ^  Io l-»=

= ^ ( * W .... ^ ^ “ W ) '

Deci Y p (f) = YpUY Rezultă Y p = Yp , oricare ar fi p G U, deci Y  \u= Y  \v  .

4.16. EXEMPLU. Considerăm câmpul vectorial

x  =  A  + ... +  +  e ' x" A  e  *  (R n ) •
dx l dx 1 dxn

Asociem câmpului X  sistemul de ecuații diferențiale ale traiectoriilor: 

dx} dxn ~x dxn  n= =  =  1, ----- = e . di-------------dt----------dt
Prin integrare, obținem:

x 1 = t + c1 , ...,xn l —t + cn \  x” = ln(t + cn ),

unde c1 , . . . ,^  sunt constante reale, iar t G Z — (—cn ,+oo).
Dacă notăm z ’(0) =  ZQ, rezultă că traiectoria centrată în punctul

Po =  (ZQ,ZO,...,ZQ) G R", este curba parametrizată 7^  : Z —> Rn  definită 
prin:

7 ^ (0  =  7(CPo) = ( ^  + U-",^o 1 + t,ln(t + e^))

Variem punctul po în Rn  și obținem aplicația

7 : Z x R" —♦ R”

definită prin

7(t,(z 1 ,...,z n )) = (z1 + t,.. . ,x n  1 + t,ln(t +  e1"))

Deoarece aplicația 7 nu poate fi prelungită la o acțiune R x Rn  —> R", rezultă 
că X  nu este câmp complet (7 este doar grup de transformări locale cu un 
parametru).
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§ 5. ALGEBRE LIE. DEFINIȚIE. EXEMPLE. 
CONSTANTE DE STRUCTURĂ

5.1. DEFINIȚIE. Se numește algebră Lie peste corpul comutativ K, o 
mulțime L, înzestrată cu o structură de K —spațiu vectorial și cu o aplicație:

[ , ] : ța, b) E L x L —> [a, 6] E L,

satisfăcând următoarele condiții:
(a.1.1.) [Aa + pb, c] =  A[a, c] +  p[b, c], (V)A, p E K, (V)a, b,c E L,
(a.1.2.) [a, 6] + [b, a] =  0, (V)a, b E L,
(a.1.3.) {[a,b],c] + [[b,c],a\ + [[c,a],6] = 0, (V)a,6,c G L.

5.2. EXEMPLE DE ALGEBRE LIE.
5.2.1. Spațiul euclidian R3 , împreună cu operația

[ , ] : (a, 6) G R3 x R3 —> [a, 6] = a x b E R3 ,

este o algebră Lie reală de dimensiune trei (am notat a x b  produsul vectorial 
obișnuit al vectorilor a, 5 G R3 ).

în adevăr, condițiile (a.1.1.) și (a.1.2.) se verifică imediat. Pentru a
verifica condiția (a.1.3.) se folosește egalitatea

a x țb x c) = — < a,b > c+ < a,c > b,

unde < a,b > este produsul scalar al vectorilor a,b E R3 .
5.2.2. i) Fie A o algebră asociativă peste corpul comutativ K  și fie ab 

produsul elementelor a,b E A. Atunci spațiul vectorial A, împreună cu 
operația

[ , ] • (a,b) E A x A  —̂ [a,b] = ab — ba E A,

este o algebră Lie peste corpul K.
ii) Fie M țn, K) algebra matricelor pătratice de ordinul n cu elemente în 

corpul comutativ K  și fie glțn, K) algebra Lie construită la punctul i), unde 
A = Mțn, K). Atunci multiplicarea lui glțn, K) este dată în baza sa canonică 
{ ^ }  Prin:
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unde Ej este matricea cu toate elementele nule, în afara celui de pe linia i și 
coloana j, care este egal cu 1.

5.2.3. Fie X(M ) mulțimea câmpurilor de vectori tangenți la o varietate 
analitică M. Se verifică fără dificultate că mulțimea X (M ), împreună cu 
operațiile de adunare a două câmpuri de vectori și de înmulțire a unui câmp 
de vectori cu un scalar este un spațiu vectorial real. Ca operație de înmulțire 
în X(M ) vom considera paranteza Poisson a două câmpuri de vectori definită 
prin

[X, W )  = X ( Y ( fn  -  Y (X (f)) , (V)/ e  X(M ).

în acest fel X(M ) devine o algebră Lie reală, deoarece paranteza Poisson 
este antisimetrică, R—liniară în fiecare argument și satisface identitatea lui 
Jacobi:

[[X,Y],Z] + [[Y,Z],X] + [[Z,X],Y] =  0, (y )X ,Y ,Z E  X (M ).

5.2.4. Considerăm spațiul vectorial real Rn și aplicația [,] : Rn  x Rn  —► Rn 
definită prin [x, y] =  0, oricare ar fi vectorii x ,y  E Rn . Este ușor de văzut că 
spațiul vectorial R", cu croșetul astfel introdus, devine o algebră Lie reală de 
dimensiune n. '

5.3. DEFINIȚIE, i) Se numește subalgebră Lie a algebrei Lie L, un 
subspațiu vectorial L' al lui L, astfel încât a,b E L' implică [a,b] E L'.

ii) Fie L' o subalgebră Lie a algebrei Lie L. L' se numește ideal, dacă 
a E L', b E L implică [a, b] E L1.

5-4. PROPOZIȚIE. Fie L o algebră Lie peste un corp comutativ K  și fie 
E i,...,E r E L. Dacă [Ei,Ej] E sp (E i,..., Er ) pentru orice i , j  E {1,2, ...,r}, 
atunci sp(E i,..., Er ) este o subalgebră Lie L' a lui L (se mai spune că 
E i , ..., E r generează liniar subalgebră L').

Demonstrație. Fie X ,Y  E sp(Ei, ...,ET). Avem:

Rezultă
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deci sp(E i,..., E r ) este o subalgebră Lie.

5.5 . DEFINIȚIE. Fie L o algebră Lie (peste corpul comutativ K )  cu n 
dimensiuni și fie {E b ... ,E n } o bază în spațiul vectorial L.

Relațiile [E^Ej] = c ^ E k se numesc ecu ațiile  de stru ctu ră  ale algebrei 
Lie L, ‘.ar scalarii ck

} e  K  se numesc con stan te le  de structură ale algebrei 
Lie L relative la baza considerată.

OBSERVAȚIE. Fie {Ei, ...,E „}, { E { ,..., E'n } două baze ale algebrei Lie 
L. Fie P] k  și c'-k constantele de structură  ale algebrei Lie L  relative la cele 
două bize considerate, deci:

|E „ E j ] = c ‘ E i , [E '.E ’] ^ ^ .

Dacă E  ̂= a3E s , atunci obținem:

C i j a k  —  C k r a i a j '

5.6 PRO PO ZIȚIE, i) Considerăm o algebră Lie L de dimensiune fin ită 
n  și fie { E i , ..., E n } o bază în L. Constantele de structură c k̂  (relative la baza 
considirată) sunt antisimetrice în indicii j  și k și satisfac relațiile pătratice 
ale lui Lie:

ck  cs + c
k cs + ck  c3 - =  0

ii) Presupunem că dimensiunea algebrei Lie L este doi. Atunci, într-o 
bază convenabilă a lui L, ecuațiile de structură ale lui L  au una din formele 
canonice următoare:

(ii’) [ E ^ H O ,  ( v n j e ț i ^ } ,
(ii’ ) [^ ii Ei] =  [E2 , E 2] =  0, [Ei, E 2] =  E 2 .
Demonstrație, i) Din [Eb  Efi + [Ej, E J =  0, obținem c^ + c^ =  0. Apoi, 

din identitatea lui Jacobi

[[E„ E J , E k ] +  [[E,, E k ] ,E t ] + [[Ek , E J, Efi =  0,

se obțin, fără dificultate, relațiile pătratice ale lui Lie.
ii) Avem:

[E1( E J  =  [E2 , E 2] =  0, [Eb  E 2] =  C[2 E I +  c ^ E ,.
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Vom căuta o bază în care toate constantele sunt zero sau unu.
Dacă c}2 = Cj2 = 0, obținem algebra Lie comutativă (ii’).
Dacă c}2 = 0, C;2 7̂  0, atunci alegând baza {E ^E ^}  unde E'̂  = ^ E i , 

E2 = E2, obținem:

K , q  = K « ; i = o. K , ^ ]  = ^ ,

deci forma canonică (ii”). Analog se studiază cazul în care c}2 ^  0, Cj2 =  0.
Ultimul caz pe care îl discutăm este c}2 7̂  0, Cj2 7̂  0. Atunci, alegând 

baza:

^1 — ~ E \ ,  E2 — C\2E\ + Ĉ 2E2, 
CI 9

vom avea:

adică forma canonică (ii”).
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§ 6. ALGEBRA LIE A UNUI GRUP LIE

6.1. DEFINIȚIE. Fie G un grup Lie. Se numește câm p de vectori 
stân g  invariant pe grupul Lie G, un câmp X  de vectori tangenti la vari
etatea G satisfăcând condiția

(La U X )= X >  ^ ) a E G ,

unde La este translația la stânga a grupului Lie G, definită de elementul 
a E G.

OBSERVAȚIE, i) în definiția câmpurilor stâng invariante analiticitatea 
câmpurilor poate fi omisă, aceasta rezultând ca o consecință.

ii) Analog se definesc câm purile vectoria le  drept invariante pe un 
grup Lie.

iii) Dacă notăm cu L(G) mulțimea câmpurilor vectoriale stâng invariante 
pe grupul Lie G, avem L(G) C XțG).

6.2. PROPOZIȚIE. Mulțimea LțG) a câmpurilor de vectori stâng in
variante pe grupul Lie G este o subalgebră Lie a lui X(G} (L(G) se mai 
numește algebra Lie a grupului Lie G).

Demonstrație. Dacă X ,Y  E LțGfi avem pentru orice a,b E G :

(La )t (X  + Y )(L a (b)) = (La f i ț țX  + Y fib ^  = țLa )t țX b + Yb) =
= ( L M X b) + (La fi(Yb) =
= (La )t (X )(L a (b)) + (La )t (Y)(L a (b)) =
= X (L a {b)) + Y{La {b)) =
= țX  + Y )(L a țb)fi

^ i  X + Y  E L(G). Analog se arată că dacă c €  R, atunci cX  E L(G).
în plus, dacă X ,Y  E LțGfi avem

țLa fiț[X ,Y]) = [ ( J M X M L M Y f i  = [X ,Y]y M a E  G, 

adică [X,Y] E L(G).

6-3. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie. Algebra Lie L(G) a grupului Lie 
G este de dimensiune finită n =  dim G.
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Demonstrație. Fie e elementul neutru al grupului G. Vom arăta că 
aplicația

f : X e  L{G) -  f (X )  = X^e) = X e G TeG

este un izomorfism de spații vectoriale reale.
Pentru orice X ,Y  e L(G) și orice fci, fc2 G K, avem:

f ^ X  + k2Y) = (kxX  + k2Y)(e) = W W  + W Q O .

deci f  este o aplicație liniară. Deoarece

(L J4 X ) =  X ,(L a ) . ( r )  =  K

pentru orice a,b E G, avem:

(L .).(X )(£ .W ) = (L.).(X») =  XfL.OT) =  X(ab).

în particular, pentru b = e, obținem:

(La ).(X)(a) =  (La ).(X e ) = X(a), (V)a G G.

Analog se obține:

(La ) .(r)(a )  =  (La ).(Ye ) =  m  (V)a € G.

Dacă f ( X )  = f (Y )  <̂  X e = Ye , rezultă X(a) = Y(a) pentru orice a E G, 
deci X  = Y. Prin urmare, aplicația f  este injectivă.

Fie ve E Te G. Pentru orice a E G, construim vectorul X a € Ta G prin 
relația

X(a) =  (La ).(ve ) G TaG.

Fie fi operația grupală în G. Ținând seama de formula

^ a , Y b) = (La )*(Yfc) +  ( ^ ) .( X a ), (V)O,6 G G, 
(V)Xa G Ta G, M Y b G TbG,

stabilită în Ierna 3.7, obținem:
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X(a) = (Lo ).(ve) = ^(O a ,ve ), (V)a G G.

Folosim acum următorul exercițiu: ”Fie M, Mi, M2 trei varietăți analitice și 
fie:

f i '.  M ^  Mi, f 2 : M ^ M 2

două aplicații analitice. Definim aplicația

f  :x  E M -^ f(x )  = (/i(z), A ^ ))  € Mi x M2 .

Atunci f  este analitică”.
Dacă luăm M = G, Mi = M2 = TG  și

A (a) = 0a G TaG, f 2 (a) = ve E TeG, (V)a E G,

obținem aplicația analitică

a E G  —> (0a , ve ) E T G  x TG.

Folosim acum următorul exercițiu: ”Dacă M  și M 1 simt două varietăți 
analitice și

< p-.M -*M '

este o aplicație analitică, atunci aplicația

V ,: X p E T M -+  ^ X p ) E TM '

este analitică”.
Aplicația a —► X (a) este analitică, deoarece ea este compunerea aplicați

ilor analitice:

G -> TG x T G  ^ T G ,
a  - *  ( O a ^ e )  ^  ZX,(Oa ,V e ) =  ( ^ a ) * ( ^ e )  =  X ( a ) .

Prin urmare, X  G X(G). Să arătăm că X G L(G). Pentru orice a,b E G, 
avem:
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M f i X ^ a ) (Lb)t (X Lb_1{a}) = (Lbfi(X b- .a ) =  (Lb)* W M 
( ^ ( ( L ^ ) . ^ ) )  = (Lb o Lb- lo ).(ue ) = X(a),

deci (Lb)fiX ) = X , (V)b 6 G, adică X  G L(G).
în plus, f ( X )  = X e = ve . Prin urmare, pentru orice vector tangent

X e G TeG, există un câmp X  G L(G) astfel încât:

X(a) = (La )t (Xe ), (V)«G G.

Rezultă că aplicația f  este surjectivă. Prin urmare, spațiile vectoriale L(G) 
și TeG sunt izomorfe. Avem dim L(G) = dim TeG = dimG = n.

Observație. Fie R(G) mulțimea câmpurilor de vectori drept invariante pe 
grupul Lie G. Procedând ca în propoziția anterioară, vom obține că spațiile 
vectoriale TeG și A(G) sunt izomorfe. Pentru un câmp drept invariant 
Y  G R(G) vom obține formula

y(6) = (Rb)4 y e), (V)6G G ,

unde R b este translația la dreapta a grupului Lie G definită de elementul 
b ^ G . ■

6.4. PROPOZIȚIE. Orice grup Lie este o varietate paralelizabilă.
Demonstrație. Din propoziția 6.3 rezultă că varietatea G admite n câm

puri de vectori E\, E2 , ..., En liniar independente. Deci varietatea G este 
paralelizabilă.

6-5. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie și fie {E^, E2 , ..., En } o bază în 
algebra Lie L(G) a grupului Lie G. Orice câmp X  G Ț(G) se scrie sub forma 
X  = f'E i, unde f 1 G ^(G ), z =  1,2, ...,n.

Demonstrație. Deoarece câmpurile E 1,E 2 , ...,E n  sunt independente, vec
torii E fia ),E 2 (a), ...,E n (a) sunt liniar independenți, oricare ar fi a G G.

Deoarece dim Ta G =  n, rezultă că vectorii E ^afi E2(a),..., En (a) formează 
o bază în TaG. Fie X  G X(G). Avem

(6-1.) X(a) = X^Efiafi
Vom arăta că funcțiile:

(a ^ )  .G -+ R
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sunt analitice.
Fie a G G și fie (U,h) o hartă a varietății G cu a eU . Notăm c u ? , . . . , r n 

funcțiile coordonate asociate hărții (U,h). Avem X  = X x^ ,  Ej = E^g^. 
Pentru orice b E U rezultă

k= A ^ W ^  I.

sau
(6.2.) X’(l) = A ;£ jH ) , i= l , . . ,n .

Deoarece vectorii Ei (&),..., En (b) sunt liniar independenți (V)6 G U, rezultă 
că:

D(b) =  det(^(&)) 7̂  0, (V)b G U. Folosind regula lui Cramer din (6.2), 
obținem:

Deoarece funcțiile b —»• Dk (b) și b —> D(b) simt analitice, iar D(b) 7̂  0, 
(V)b G U, obținem că funcțiile (b —>■ Xb) : U —> R sunt analitice în jurul 
oricărui punct din U, în particular în jurul punctului a. Cum punctul a a fost 
ales arbitrar în G, rezultă că funcțiile (b —> Aj) : G —> R, sunt analitice.

Definim funcțiile f J : G —> R, j  =  1, ...,n, prin fi(b) = Xb și folosind 
(6.1) rezultă X (a) =  f j (a)Ej(a), (V)a G G, adicăX = f^E ^  unde f i  G F(Gfi 
j  = l....,n .

6.6. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie și X  € X(G). Următoarele 
afirmații sunt echivalente:

(i) X  este câmp stâng invariant,
(ii) X(a) = țLafițXe), oricare ar fi a € G,
(iii) Xțb) = (Lba~1)*(Xa ), oricare ar fi a,b E G.
Demonstrație. (i)=>(ii) Deoarece avem (La )t (X) = X , (V)a G G, rezultă 

(La ) .A )(L a (e)) =  X {L a {e)fi ^ ) a  G G, adică (ii).
(ii)=>(iii) Ținând seama de (ii), pentru orice a,b E G avem:

X{b) = {Lba- ifi  o (La fi< M  =  ( ^ - ^ ( X ) .

(iii)=>(ii) Se ia a = e în (iii).
(ii)=>(i) Pentru orice a,b e  G avem:
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(La fi(X fib) = (La U X a- ib) = (La ) .o ( L a_lbM ^ ^
= X ^ .

Q.E.D.

6.7. PROPOZIȚIE. Fie X  E L(G) și fie f  E ^(G ). Atunci:
i) dacă există un punct a € G astfel încât X(a) =  0, atunci X(b) = 0, 

oricare ar fi b E G.
ii) X  se anulează într-un punct a E G dacă și numai dacă X  este câmpul 

nul.
iii) dacă X  ^  Q, câmpul f X  este stâng invariant dacă și numai dacă 

f  =const.
Demonstrație, i) Se folosește formula:

Xlfi) = ( L ^ f i ^ f i  M a ,b E G .

ii) Se obține ușor din i).
iii) Presupunem că f X  E L(G), deci

( I M f X ^ f X ,  (y)aE G .

Rezultă

IM .(fX )(L '(l> )) = (fX )(L .(b)) 

sau

f lb f iL ^ X h )  = f(ab)X ab ,

pentru orice a,b E G. în particular, pentru b = e, obținem /(a) =  /(e), 
(V)a G G, adică f  =const.

Reciproc, dacă f  =const., atunci f X  E L(G).
Q.E.D.

6-8. PROPOZIȚIE. i) Câmpurile de vectori stâng sau drept invariante 
pe grupul aditiv R" sunt câmpurile constante.

iQ Algebra Lie L(Rn ) a lui Rn se identifică cu algebra Lie comutativă Rn .
Demonstrație, i) Fie x \ x 2 ,...,x n funcțiile coordonate ale varietății Rn .
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Folosim formula

X(a) = (La )t (Xe ), (V)a G Rn ,

unde e =  (0,0, ...,0). Obținem:

X (a)(?) =  ( L j . ț X ) ^ )  = Xe ( ?  o La ).

Pentru orice a' G Rn avem:

(?  o La )(a') =  / ( a  +  a') =  ? (a )  • 1 +  ? (a ') , 

deci

i 'o L a  =  ? ( a ) - l + ? .

Rezultă

X (u)(?) = X ^  o Lo ) =  ? (a )X e (l) + Xe (? )  = Xe (? ).

Dacă înlocuim X cu X ^ ^ j ,  unde X J G 5 (R n ), obținem X l (a) =  X ’(0), 
oricare ar fi a G Kn , ceea ce ne arată că X* =const., i =  1, ...,n.

ii) Evident, [X,Y] =  0, oricare ar fi X, Y G L(Rn ). Prin urmare, algebra 
Lie L(Rn ) se identifică cu algebra Lie comutativă Rn  (exemplul 5.2.4).

6.9. EXEMPLU. Considerăm grupul Lie GL(n,R). Vrem să construim 
câmpurile de vectori stâng și drept invariante pe grupul Lie GL(n,R).

Fie i '  funcțiile coordonate ale varietății GL(n,R), deci

x^ : a = ||a£|| G GL(n,R) —> x’(a) =  a* G R.

Formula X(a) =  (La )*(Xe ) ne conduce la

X (a)(z') =  (£ a )4X e )(x}) =  Xe (x‘ o La ).

Pentru orice a' G GL(n,R) avem:

{x  ̂o La^a!) = x^aa') = x'k (a)xj(a'), 

deci
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x’ o La — x k (d)xk .

Rezultă

X ^ x } )  = X e (x} o La ) = X e (x{(a)x j
k ) = x ^ X ^ ) .

înlocuim X  = ț s ^ ,  unde ^  G 7(G L(n,R )) și obținem:

^ = x \ ( a ^ ( e ) ,  (V)aGGL(n,R).

Deci un câmp stâng invariant pe GL(n,R) se scrie X  = ^ (e )x k - ^ .  Știm că 
aplicația:

f  : X  E L(GL (n, R)) —* f ( X )  = X e E TeGL(n, R)

este un izomorfism liniar. Mai știm că vectorii ^  |e formează o bază în 

spațiul tangent în elementul neutru e = ||<5’ || G GL(n,R). Dacă notăm
X- = avem:i 1  d X j  ’

/(X /)  =  X/(e) =  x‘ ( e ) A

Prin urmare, cele n2 câmpuri Xț formează o bază în algebra Lie L(GL(n, R)) 
a grupului Lie GL(n,W).

Trecem acum să construim câmpurile de vectori drept invariante pe grupul 
Lie G£(n,R). Un câmp drept invariant este un element Y  E <f(GL(n,R)) 
care verifică formula

Y(a) = (RO),(K ), (V)a G GL(n,R),

unde Ra este translația la dreapta a grupului Lie GL(n, R) definită de ele
mentul a E GL(n,W). Folosind ultima formulă, avem:

Y ^ x ' - )  = (Ra ).(Ye )(xi) = Ye ^  o Ra ),
Xj o Rata1) = x^R ad) = x ^ d }  = x k (a')Xj(d).

Rezultă că
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^  o R a = xț(a}xk
l , 

deci, pentru orice a € GL(n,R), avem:

y W l t ')  = ^  o « ,)  =  K ( x » 4 )  = î 'W Y eM ) 

Scriind câmpul Y  G A'(GL(n,lR)) sub forma

Y  = < ^ <  B Î e ^ G L tn ,» ) ) ,

din egalitatea

obținem:

sau

y « ( * ; ) = * » K(4).

^ “W ]  = x ^ ^ S ’

ijW  = iJW’îlW-
Rezultă că:

y W  = ^ (6 )^ (0 )—  |o ,(V)a G GL(n,R).

Deci un câmp drept invariant Y  se scrie

^ = ^ K " ,
unde am folosit notația:

h d
= X J1 d̂x~̂Î

Aplicația

f : Y e  R(GL(n,R)} -> f(Y )  = Ye e Te (GL(n,R))
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este un izomorfism liniar. Avem:

m ‘) = x* «4 '*

Deoarece vectorii ^ -  |e formează o bază în spațiul tangent în elementul 

neutru e =  ||^ || e GL(n,R), rezultă că cele n2 câmpuri Y^ formează o 
bază în algebra Lie R(GL(ri,R')') a câmpurilor de vectori drept invariante pe 
grupul Lie GL(n,R).

OBSERVAȚIE. Fie {X’} și {Y/} (i,j  =  1,2, ...,n) bazele algebrelor Lie 
L(GL(n,R)) și R(GL(n,R)) obținute în exemplul 6.9.

Obținem

Avem:

[XJ, X*] =  X j, dacă k ^  j  (i nu sumează 1) 
[XJ,X/] = —X/, dacă i ^  l (j nu sumează !) 
[X],X(] = XJ — X ‘, (iși j  nu sumează !) 
[X?, X^] = Fh X^ — f>^Xh

l , (iși h nu sumează !).

Dacă h ^  i, rezultă [X/, X^] =  0.
Dacă h = i, rezultă [X’, X£] = 0.
Prin urmare, algebra Lie L(GL(n,R)) de dimensiune n2 admite o subal- 

gebră comutativă de dimensiune n (generată de X ^ X ^ ,  ...,X^).
Analog arătăm că operatorii K /,..., Y"  formează o bază a unei subalgebre 

Lie comutative a algebrei Lie R {G L(n,R )\

610. DEFINIȚIE. Fie G un grup Lie, L(G) algebra sa Lie. Se numește 
derivare a algebrei Lie L(G) orice endomorfism

D : L(G) ^  L(G)

cu proprietatea

D([X, Y]) = [D(X), Y] + (X, D(Y)], (V)X, Y  e  L(G).
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OBSERVAȚIE. Mulțimea derivărilor algebrei Lie L(G) poate fi struc
turată ca spațiu vectorial real. Introducând croșetul a două derivări prin

[D, D'] = DD1 -  D'D,

unde DD' = DoD', se constată ușor că spațiul vectorial al derivărilor algebrei 
Lie L G) devine o algebră Lie reală. Această algebră Lie o vom nota cu 
DerHG).

6.11. PROPOZIȚIE. [X,Y] =  0, (V)X G L(G), (V)Y G R (G \ 
Demonstrație. Fie X  G HG), Y  G R(G). Definim câmpurile

ÎRX ^ LY e X(G X G) prin relațiile:

iR X(a,b) =  (0,X(6)), iL Y(a,b) = ( y » ,0 ) .

Folosind formula

^ . ^ ^ a ,Yb) = (La ).(Yb) + (Rb)A X a ),

stabilită în Ierna 3.7, obținem:

^ .( a ,b)(iR^(a,b)) — /J‘»,(a,b)(0, X b) — (La )t (X b) =
= (La \ o ( L b),(X e ) = (Lab).(X e ) =

^ab X ^ a^ ,

^ H ^ Y M )  = ^ ,( Q,fc)(K ,o) = (Rfc).(K ) =
= (RbHy)(Rb(a)) = Y(ab) = Y ^ .

Prin urmare, câmpurile Ai și i^ X  sunt /i—corelate. De asemenea, câmpurile 
Y  ^ \ IL Y  simt //-corelate. Folosind propoziția 1.12.2, rezultă că câmpurile 
PC V ] și [inX ,iL Y] sunt ^ —corelate, deci

[X, Y ](H ^  b)) = ^ RX, iL Y](a, b)).

Folosind propoziția 1.22.v), obținem

PC*1GAa >&)) =  0, (V)Q,6 G G.
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Deoarece p este aplicație surjectivă, obținem 

[ ^ / ]  =  o.

6.12. EXEMPLU. Ne propunem să determinăm algebra Lie a grupului 
Lie G =  R \  { — 1} (a se vedea exemplul 2.9.).

Legea în raport cu care G devine grup este

G x G —* G, (o, a ) —> oo -\- a -\- a .

Fie x funcția coordonată a varietății G.
Fie { £ }  baza canonică a ^ (G )—modulului A(G). Un element

X  =  f ^  ^  ^(G ), unde f  € ^(G ), este câmp stâng invariant dacă și numai 
dacă avem

X(a) =  (La )*(Xe ), (V)a G G,

unde e =  0 este elementul neutru al grupului G. Aplicând vectorul X(a) 
funcției coordonate x, obținem

(*) X ^a^x) = X e (x o La ), (V)a G G.

Pentru orice a' G G, avem

x o La (a') = x{a)x(a!) + x(a) + x(a').

Rezultă

x o La = x(a)x +  i(a ) • 1 +  z.

Calculăm membrul drept din (*). Avem

X e {x o L a ) = X e (x(a)x + x(a) ■ 1 + x) = x[a)X e (x) + x(a)X e (l) + X e (x) = 
=  (^W  + l)X e (i).

Membrul stâng din (*) este:

*  W  0 )  =  ^ )  (a) (z) = f M ^  la (z) = f ( a ) .
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Ținând seama de (*), rezultă că pentru orice a e G, avem:

X(a) = (x(a) + l)X e (x )^ -  \a . 
ax

De aici rezultă

X =  (z +  l)fc^-, 
ax

unde k = X e (x) este o constantă reală.
Prin urmare, un câmp stâng invariant X  pe grupul Lie G se scrie X  = kE, 

unde am notat

E  = (X +

Fie L(G) algebra Lie a grupului Lie G. Știm că aplicația

h : L(G) TeG, h(X) = X e

este un izomorfism liniar. •
Deoarece h(E) = ^  |e , iar { ^  |e } este bază în Te G rezultă că {E} este 

bază în algebra Lie L(G).

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



§ 7. HOMOMORFISME ȘI IZOMORFISME DE 
GRUPURI LIE.

7.1. DEFINIȚIE. Considerăm două grupuri Lie G și G'. Vom spune că 
aplicația

h - .G ^ G '

este homomorfism (respectiv izomorfism^ de grupuri Lie, dacă h este 
o aplicație analitică (resp. difeomorfism analitic) pentru structurile analitice 
și un homomorfism (resp. izomorfism) pentru structurile grupale.

7.2. EXEMPLE.
7.2.1. Considerăm grupurile Lie aditive IR și IR2 . Aplicația

h : (x, y) G R2 -> hțx, y) = x

este un homomorfism (surjectiv) de grupuri Lie. Aplicația h nu este izomor
fism de grupuri deoarece h nu este injectiv. Deci h nu este izomorfism de 
grupuri Lie. •

7.2.2. Fie R grupul aditiv Lie al numerelor reale și IRȚ grupul multiplicativ 
Lie al numerelor reale strict pozitive. Se constată fără dificultate că dacă 
a > 0 și a 7̂  1, atunci aplicația

x G R ~^ax  G RȚ

este un izomorfism de grupuri Lie.
7.2.3. Fie R grupul aditiv Lie al numerelor reale și fie GL(3, R) grupul 

multiplicativ Lie al matricilor de tip (3,3), nedegenerate, cu elemente numere 
reale. Se verifică ușor că aplicația

/i:R ^ G L (3 ,R )

definită prin:

1 t
0 1
0 0

22(1 + £) 
4t
1

este un homomorfism de grupuri.
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în plus, se obține ker/i =  {0}, deci homomorfismul h este injectiv.
Deoarece aplicația h este analitică, rezultă că h este homomorfism injectiv 

de grupuri Lie.
7.2.4. Fie 1  grupul aditiv Lie al numerelor reale și fie grupul Lie S 1 

considerat în exemplul 1.2.3. Se constată ușor că aplicația:

h : t E M. —>h(t) = (cos27rt,sin27rt) € S 1

este un homomorfism surjectiv de grupuri Lie.
în adevăr, pentru orice t ,t ' E ^. avem:

h{t + t1) = (cos2?r(t +  t'),sin27r(t + t')) G S 1.

Pe de altă parte, făcând produsul elementelor h(t), h(tf) E S \  obținem 
h{t)h(t') =  (cos27r(<+t'),sin27r(t+t/)). Cum h este aplicația analitică rezultă 
că h este homomorfism de grupuri Lie. Este ușor de văzut că h este aplicație 
surjectivă.

7.2.5. Fie G un grup Lie. Se numește automorfism al grupului Lie G, 
orice izomorfism de grupuri Lie

h . G ^ G .

Mulțimea automorfismelor unui grup Lie, împreună cu operația de com
punere a automorfismelor, constituie un grup, notat cu AutG.

Fie a E G și fie aplicația

Ia : x E G Ia {x) = axa- 1  E G.

Deoarece Ia = R a-i o La , rezultă că Ia este izomorfism de grupuri Lie. Ia 
se numește automorfismul interior al grupului Lie G definit de elementul 
a E G.

PROPOZIȚIE, i) Mulțimea automorfismelor interioare ale grupului Lie 
G constituie un subgrup al grupului AutG.

ii) Grupul automorfismelor interioare ale unui grup Lie G este izomorf 
cu grupul G dacă și numai dacă centrul lui G se reduce la elementul unitate 
e al lui G.

Demonstrație, i) Fie Ia și 1̂  două automorfisme interioare ale grupului 
Lie G definite respectiv de elementele a E G, b E G. Pentru orice x E G, 
avem:
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Ia ° Ib(x) — a(bxb *)a 1 =  (ab)x(ab) 1 = Iab(x\

Deci compunerea Ia o Ib = Iab este automorfismul interior al grupului Lie G 
definit de elementul ab e G. în continuare, pentru orice x E G, avem:

la ^ 0  Ia(x) Ia-i(axa ’) = a \a x a  l )a =  (a xa)x{a ’a) =
exe = x = Ia o Ia -i (x).

Prin urmare, Ia-i este automorfismul interior invers lui Ia . Deci mulțimea 
automorfismelor interioare ale lui G este un subgrup al lui AutG.

ii) Considerăm aplicația

h : G —> AutG

definită prin

h(a) = Ia .

Este ușor de văzut că h este un homomorfism al grupului G în grupul auto
morfismelor interioare. Știm că centrul grupului G este mulțimea

C = {a E G \ ax = xa, (V)x G G}.

Nucleul homomorfismului h este mulțimea

Ker /i = {a G G | Ia (x) = x, ^ } x  G G}.

Pentru orice x E G, avem:

Ia (x) = x ț> axa 1 = x <$■ ax = xa.

Prin urmare, Ker h = C. Rezultă că h este izomorfism între grupul G și 
grupul automorfismelor interioare ale lui G dacă și numai dacă centrul lui G 
se reduce la elementul unitate al grupului G.

7.2.6.1. OBSERVAȚIE. Fie G un grup Lie, a E G, h E TeG. Fie
X  G L(G), Y  G R(G), astfel încât X(e) =  h, Y(e) = (Ia )t (h). Atunci avem:
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Y(0 = W.(K) = (U(W *W ) = ( ^ ° ( ^ l o y*W  =
= (La M h) = (La ) .(X e )= X (a ) .

Prin urmare, Y(a) = X(a).

7.3. PROPOZIȚIE. Fie

h :G  ^ G '

un homomorfism de grupuri Lie. Atunci:
i) h(e) = e', unde e (resp. e1) este elementul neutru al grupului G (resp. 

G').
ii) ho j  = j '  o h, unde j  (resp. j ')  este aplicație de inversare în G (resp. 

G')-
iii) hoLa = Lh(a)°h, hoR a = Rh(a)°h, unde La (resp. Ra) este translația 

la stânga (resp. la dreapta) a grupului Lie G definită de elementul a E G.
iv) h, : TG —> TG' este un homomorfism de grupuri Lie.
v) Dacă h . G -+ G' este un izomorfism de grupuri Lie atunci aplicația

h . : T G ^  TG'

este un izomorfism de grupuri Lie.
Demonstrație, i) Din egalitatea hțe) = h(e)h(e), obținem

^(^(^(e)) - 1  = /z(e),

adică hțe) = e'.
ii) pentru orice x E G, avem

h o jțx )  = h țx -^ ș i  j  o hțx) =  (/i(r))-1.

Deoarece

h țx -'jh țx ) = h țx ^ x }  = h(e) = e' = h(x)h(x~x), 

rezultă

^ O - 1 ) =  țh țx ))-1,
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adică

ho j  = j '  o h.

iii) Pentru orice x E G, avem:

h o La (x) = h(ax) = h(a)h{x) = Lh(a) ° h(x),

deci ho La = Lh(a) o h. Analog se obține ho R a = R ^  o h.
iv) Fie p (resp. p’) operațiagrupalăîn G (resp. G'}. Pentru orice a,b E G 

și orice X a G TaG, Yb G TbG, avem:

h ,o p t (X a ,Yb) = h t ((La )t (Yb) + (Rbfi(X a)) =
= (h o L a ),(Yb) + {h o R b) ,(X a ) =
= (Lh(a) ° h)t (Yh) + (Rh(b) ° h)t (X a ) =
= (Lh(a))t (h^(Yb)) 4- (Rh(b))*(h*(Xa y) =
= ^ S h ^ X a ) ^ ^ ) } .

Rezultă că h, este un homomorfism de grupuri. Deoarece h este aplicație 
analitică, rezultă că h, este analitică și deci h„ este homomorfism de grupuri 
Lie.

v) Presupunem că h este un izomorfism de grupuri Lie. Deoarece h este 
difeomorfism analitic, din egalitățile

h o h^ 1 = Id e ,ș i  hF1 o h = Ido,

obținem:

h* o (h~A)t  = IdT G>și (h- 1 )* o h t = IdT G-

Prin urmare, aplicația analitică h* este inversabilă și inversa ei

ț^ ,) - 1 =  ( / r 1)* : TG' TG

este, de asemenea, analitică. Deci h* este izomorfism de grupuri Lie.

7.4. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie și fie proiecția canonică

v . T G ^ G ,  TT̂ )  =  x, (V)i e  G, ^ ) X x G TXG.
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Atunci:
i) 7r este un homomorfism de grupuri,
ii) 7T este aplicație continuă,
iii) aplicația ir este analitică, 
iv) % este homomorfism de grupuri Lie. 
Demonstrație, i) Fie p operația grupală în G. Avem

K  o p fiX x ,Yy ) = p țx,y), M x , y e  G, (?)X x £ TXG, ^ ) Y y e Ty G.

Prin urmare, % este homomorfism de grupuri.
ii) Fie U o mulțime deschisă în G. Să arătăm că 7r- 1 ([/) este mulțime 

deschisă în TG. Vom folosi hărțile lui TG  și G indicate în propoziția 3.6.
Fie {(Ua , ha) | a e A} un atlas pe G. Acestui atlas îi corespunde un atlas 

{(TUa , Ha ) \ a £ A} pe TG. Mulțimea TUa = ^ ^ (U a ) este deschisă în TG. 
Din egalitatea:

c/= U ^ n t U
aeA

rezultă .

< 1([/) =  U ’r - 1 ([ Z n ^ 
a^A

Deoarece diagrama

^ - \ U a ) -------—------ ~ha (Ua ) x R?

^ ----------- K---------- >>.(U.)

este comutativă, rezultă

k - 1(^a)= V O 7 ri ° H a , 

unde

^1 : ha (Ua ) x R n -> ha (Ua )
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este proiecția canonică pe primul factor. De aici rezultă că 7r l^ - i^ )  este 
continuă, deci 7r_ 1 ({/ D Ua ) este mulțime deschisă în 7r- 1 (t/a ). Rezultă că 
mulțimea

I j T r - ^ n f / J  =  7T -1 (C /)

este mulțime deschisă în TG  și deci TT este aplicație continuă.
iii) Egalitatea 7r |ir- 1(i/o)= h”1 ° T̂  o Ha stabilită la punctul precedent ne 

arată că aplicația TT este analitică.
iv) Rezultă din punctele i) și iii).

7.5. DEFINIȚIE. Fie L și L' două algebre Lie peste corpul comutativ K. 
Aplicația

h :L ->  L'

se numește homomorfism (respectiv izomorfism  ̂ de algebre Lie, dacă 
h este homomorfism (respectiv izomorfism) de spații vectoriale și

hț[a,b]) = [țhța) ,h(b}], (y)a,b 6 L.

7.5.1. EXEMPLU, i) Considerăm pe dreapta reală câmpurile:

v — v ~ v  2 j  * -^ 2  j  j -^3  — •
dx dx dx

Avem relațiile:

[^b^2 ] =  A’i, [Xb X3] =  2X2 , [X2 ,X 3] = X3 .

Conform propoziției 5.4, rezultă că câmpurile Xi, X2 , X3 generează liniar 
algebra Lie

L =  {^X i + C2X 2 +  C3X 3 | c1, c2 , c3 G R} .

Se constată ușor că dimensiunea algebrei Lie L este trei.
ii) Considerăm câmpurile XJ, Xg, X3 e X(R2) date prin:

Y 1 _  „ 2  ^  Y' _ 1 & Y' _ 1 ^  2 ^

ux 1 dx2 d x 1 dx2
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Avem relațiile:

K ,x g  = -x ;, [x;,x;i = 2x;, |x;,xa = -2x;.
Conform propoziției 5.4, rezultă că câmpurile XJ, X 2 , X'3 generează liniar 
algebra Lie

L' = { / / ]  + / X '  + / X '  I c'1, c'2 , c'3 G R}.

Se constată ușor că dimensiunea algebrei Lie L' este trei.
iii) Algebrele Lie L și L1 simt izomorfe deoarece aplicația h : L —> L', 

h(Xi) = X 2 , h(Xz) = -IX 3 , h(X 3) =  -^X J este un izomorfism liniar și 
satisface condițiile hț[Xi,Xj]) = [h(Xi), h(Xj)], pentru orice i , j  G {1,2,3}.

7.5.2. Fie glțn, R) algebra Lie considerată în exemplul 5.2.2, unde K =  R 
și fie L(GL(n,R)) algebra Lie a grupului Lie GL(n,R). Notând cu {X’}i<jj<n 
baza canonică a spațiului vectorial L(GL(n,R)), se obține fără dificultate 
următorul izomorfism de algebre Lie:

h :a  = \\a}\\ G ^ (n ,R ) h (a) = a}X( G L(GL(n,R)).

în adevăr, este evident că h este izomorfism de spații vectoriale reale. Pentru 
orice a,b E gl {n, R ) , avem:

[h (a), h (6)] = [a*Xf, 6*X£] = a #  [X/, X£] = a #  (^XȚ -  8 ^  =
= a W W  -  ^ X l  = c ^ X '  -  a ^  =
= (ab^ X[ -  (6a)* X j

k = (ab -  ba)* X j
k =

= MM])-

7.6. PROPOZIȚIE. Fie L(G) (resp. R(G)) algebra Lie a câmpurilor 
invariante la stânga (resp. la dreapta) pe grupul Lie G și fie

j : G - + G

aplicația de inversare. Atunci aplicația

j ,  : X(G) XțG)
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definește un izomorfism între algebrele Lie L(G) și R(G).
Demonstrație. Deoarece j  este difeomorfism rezultă că fi : X(G) —> X(G) 

este un izomorfism de algebre Lie. Pentru X  € L(G) avem

(Ra fi (fi (X)) =  (Ra o j f i (X )  = (j o L a->fi(X) = fi(L a^ f i ( X )  = fi(X fi

Rezultă fi(X )  G R(G), deci j t (L(G)) C R(G). Analog obținem 
JĂR(GY  C L(G).

Cum j 2 = Ido, rezultă că j* stabilește un izomorfism între algebrele L(G) 
și R(G).

OBSERVAȚIE. Știm că orice difeomorfism

h : M  ^ M '

induce un izomorfism de algebre Lie h* : X (M ) —> X (M 'f  Această propri
etate nu este adevărată în cazul în care h nu este difeomorfism. în schimb, 
vom stabili un analog al acestei proprietăți în cazul în care h se înlocuiește 
cu un homomorfism h : G G' de grupuri Lie.

7.7. PROPOZIȚIE. Fie h : G —> G' un homomorfism de grupuri Lie și 
fie L(G} (resp. L(G'}) algebra Lie a lui G (resp. G'). Pentru orice câmp 
X  G L(G) există un unic câmp X 1 € L(G'), astfel încât

(7.1) X '( f ')  o h = X ( f  o h), M f '  G ^(G 'Y

Demonstrație. Fie X  G L(G). Definim aplicația

prin formula

(7.2) X'(b) = (Lbfi(h t (X e )), (^ b  G G',

unde e este elementul neutru al grupului Lie G. Este evident că h*(Xe ) este 
un vector tangent la varietatea G' în elementul neutru e' = h(e). Se constată 
ușor că aplicația b -> X'(b) este analitică. Prin urmare, X ' G X(G'). Se 
arată ușor că X ' G HG'). Să arătăm acum că X ' construit prin formula 
(7.2) verifică (7.1).
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Pentru orice a E G, avem:

m f î o h W  = X 'țf'K hța)} = X'h{^
= (Lh M  o H ^ X ^ f }  = (h o La) .țX e )(f'} =
= h ^ L M ^ f )  = U X ^ f }  = X a ( f  o h) =
= X (f'o h )(a ) ,

deci X ' verifică (7.1). Să stabilim acum unicitatea lui X '. Presupunem că ar 
mai exista un câmp Y' E L(G'} cu proprietatea că:

(7.3) Y '( f ')  o h = X ( f  o h), (V)/' G ^ G '} .

Pentru orice f '  G ^ țG 1), din (7.3) rezultă:

( Y \ f }  o ^ (e )  = X ^  o ^ (e )  =  X e ț f  o h) = h .țX M f) -

De asemenea, avem:

(Y 'W )  o />)W =  Y 'tf'W A e)) = Y M ') . '

Pentru orice f  G ^ (G 1), rezultă

Y ^ f '}  = h t {Xe}(f'} = X ' ^

deci r ;  = X'e l. Cum X ', Y ' G L(G'}, rezultă că X ' = Y '.
Notație. Câmpul X ' E HG'} construit prin formula (7.2) va fi notat în 

continuare prin h„(X). Cu această notație formula (7.1) din propoziția 7.7 
se scrie

(7.1') h ^ X ^ f 1) o h = X ț f  o h), (V)/' G X{G’},

iar formula (7.2) devine

(7 2') M*)((>) = (£t ).(MX)), (V)» e C.

7.8. PROPOZIȚIE. Fie h : G —> G' un homomorfism de grupuri Lie.
Atunci aplicația
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K - . X E L(G) h ^X }  e L(G')

este un homomorfism de algebre Lie (h t  : L(G) —> L(G') se numește homo- 
morfismul canonic asociat homomorfismului de grupuri Lie h : G —̂ G').

Demonstrație. Pentru orice fci, ^  f K ș i  orice X , Y E L(G), avem:

h ^ X  + k2Y) = k^h^X ) + k2h J Y ).

Deoarece câmpurile [/^(X), /i*^)] §i h t ([X, Y]) sunt stâng invariante, pentru 
a stabili egalitatea

M P C y]) = [M * ) ,M y )L

este suficient să arătăm că

(7.4) M [ * .n ) ( O  =  I k . f f l A M W .

în adevar, folosind formula

(7.5) M  * )( / ')  oh = X ( f  o h), (V)/' e  ^(G '),

avem:

H .f f l , / . . ( y ) ] H ( / ')  = W A ) M / 1,( r ) ( /- ) )  -  (h .(Y ))..(h .(x )(! '))  =
= h .(X ') (h .(Y )( f) )  -  h.(Y t ) (h .(X ) ( f) )  =
= X .(h .(Y ) ( f)  o A) -  Y . ( W ) ( f ’) o A) =
= X . ( Y ( f  o A)) -  Y .{ X { f  o A)) =  [X, Y ] . ( f  o A) =
= A . ( [X ,n ) (n  = A.([X,r])(A(e))(/') =
= M I X W X / ' ) ,  M f e x t G ' ) ,

deci egalitatea (7.4) este verificată.

7.9. PROPOZIȚIE. Fie

h - G ^  G'și h' :G ' -* G"

două homomorfisme de grupuri Lie. Atunci
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h'oh-. G-+G "

este un homomorfism de grupuri Lie și avem:

{h! o h)* = h'* o h t .

Demonstrație. Pentru orice f"  G ^(G ") și orice X  G HG), avem:

(h 'o h fi(X fif" )o (h 'o h )  = X ( f o ( h , o h ^  = X ^ f " o h ') o h )  =
= (ht ( X ^ f " o h ^ o h  =
= m h A X m f > h > h  =
= ( h [ o h ^ X f i f" ) o ( h 'o h ) .

Deci (h' o h), = h* o h*.

OBSERVAȚIE. Se arată ușor că (Ido)* = Id L (Gy

7.10. PROPOZIȚIE. Dacă h : G ^  G' este un izomorfism de grupuri 
Lie, atunci:

h . : X  E L{G) h ,(X ) e L(G')

este un izomorfism de algebre Lie.
Demonstrație. Din relațiile:

ho h 1 = Id&și h 1 o h = IdG , 

obținem:

h* o ( I r 1), = Id L (G>), (h^1), o h ,=  Id L (Gp

Deci aplicația h, este inversabilă și (/i*)- 1  =  (h ^ ) ,.  Rezultă că h, este un 
izomorfism de algebre Lie.

7.11. OBSERVAȚIE, i) Conform notațiilor tradiționale folosite mai sus 
simbolul h, desemnează fie homomorfismul de algebre Lie
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h, : L(G) U G ’},

fie homomorfismul de grupuri Lie

h t : T G ^  TG’.

ii) Fie h : G ^  G1 un homomorfism de grupuri Lie și fie
h, : L(G) —> H G 1) homomorfismul canonic asociat homomorfismului h. 
Ținând seama de formula (7.2), avem:

h t (X)(h(a)) = h .(X a ), M a  G G.

în adevăr, pentru orice a e G, avem:

h,(X)(h(a)) = ( L ^ M ^ e »  = (Lh^ 
= {h O L M X e )  =  h, O {La f i(X e) = h t (X a ).

7.12. Fie V  un spațiu vectorial real de dimensiune finită n și fie gl(V) 
spațiul vectorial al endomorfismelor lui V. Considerăm aplicația

[ , ] : glțV) x gl(V) gl(V)

definită prin

[h, h'] = hh' -  h'h,

unde hh' = h o h'. Se constată ușor că spațiul vectorial gl{V) cu croșetul 
astfel introdus devine o algebra Lie reală de dimensiune n2 .

PROPOZIȚIE. Fie V un spațiu vectorial real de dimensiune finită n. 
Notăm cu G L iy) grupul endomorfismelor nesingulare ale lui V. Atunci GL(V) 
este un grup Lie. In plus, algebrele Lie LțGLțV)) și gl(V) sunt izomorfe.

Demonstrație. Fie {/i, / 2 , • A} o bază în V și fie /i G gl(V). Punem

h(fj) = x ] W fi , j  = 1,2, ...,n ,
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unde x^h)  e R ( i ,j  =  1,2, ...,n). Considerăm aplicația

Jf : 9l (v ) gKn ^

definită prin

J;W = k (* ) || .
Este ușor de văzut că. Jf este un izomorfism de algebre Lie. Restricția apli
cației Jf la GL(V) este un izomorfism de grupuri

Jf : GL(V) -> G L (n ^ ) .

Deoarece Jf este aplicație bijectivă, rezultă că există o unică structură de 
varietate analitică pe GL(V), în raport cu care Jf devine difeomorfism. Ur
mătoarea diagramă

GL(V) x GL(V) GL(V)

Jf X  Jf

GL(n, R) x GL(n, R )----- —------ GL n, R)

este comutativă. Avem

Jf O p = p' O (Jf X Jf),

unde p (resp. p') este operația grupală în GL(V) (resp. GL(n,R)). Rezultă 
că aplicația

P = J f 1 O p' O (Jf X Jf)

este analitică, deci GL(V) este grup Lie.
Deoarece aplicația
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J f  : GL(V) -» GL(n,W) 

este izomorfism de grupuri Lie, rezultă că aplicația 

(Jf ). : L(GL(V)) ^  gl(n,R) 

este un izomorfism de algebre Lie. Deoarece aplicația

J ^ 1 : gl(n,R) ^  gl(V) 

este un izomorfism de algebre Lie, rezultă următorul izomorfism de algebre 
Lie

J i '  o (J ,) . : L(G L(V» ^  gl(V).

Dacă { f ,  f , - - ,  fn} e s te  ° altă bază a lui V, atunci, în mod analog, se 
obține izomorfismul de algebre Lie următor

J f : g l ( V ) ^ g l ( n ,R ) .  .

Fie A eG L (V )  astfel încât

^ f )  = f ,  i=  L 2 ,...,n .

Atunci Jf și J f  sunt legate prin ecuațiile

W  = J f(A )J f(h )J f \A ~ l ).

Deoarece aplicația

a e GL(n,R) ^  Jf ,(A) a J f(A ~ ')  e GL(n,R) 

este un izomorfism de grupuri Lie, rezultă că structura analitică a lui GL(V) 
este independentă de alegerea bazei în V. în plus, izomorfismul de algebre 
Lie

J f 1 O (Jf ). : L(GL(V)) ^  gl(V) 

nu depinde de alegerea bazei în V.
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7.13. DEFINIȚIE. Fie G un grup Lie și fie h E TeG.
i ̂  Câmpul unic X  E L(G) cu X(e) = h se numește câmp vectorial 

stâng invariant generat de h.
ii,) Câmpul unic Y  E R(G) cu Y(e) = h se numește câmp vectorial 

drept invariant generat de h.
7.13.1. Am văzut în propoziția 7.6 că izomorfismul de algebre Lie

J. : X{G) -  X(G1

se restricționează la un izomorfism

j .  : L(G) -> R(G).

Fie h E TeG și fie X  E HG ), Y  E R(G) astfel încât X{e) = Y(e) = h.
Atunci, folosind formula

J* (M  + ( L ^ ) .  o (Ra-F)t (X a ) = 0a -., Xa  E TaG, a E G

(stabilită în Ierna 3.7), obținem:

j t (X a) = - ( L a - ^ o ( R a- ^ X a ) = - ( L a- ^ o ^ ^

~(Ra~l ° Ra-1 ° La)*(Xe ) = — (La -1 O La O Ra- l) t ^Xe ) = 

= - { R a - ^ e ^ - Y ^ .

Avem, deci

sau

M )  = - Y ( a ~ i \

Î Ă X K j ^  = - Y I M Y  M a E G .

Rezultă

3 ^  = -Y .

7.13.2. Am văzut în propoziția 6.3 că spațiile vectoriale TeG și L(G) sunt 
izornorfe. Introducem o structură de algebră Lie în TeG prin formula:
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[h,h’] = [X J '](e ) , W h,h!  e  TeG,

unde X , X ' 6 L{G), X(e) = h, X'(e) = h'.
Izomorfismul liniar existent între TeG și R(G) determină o altă structură 

de algebră Lie pe TeG'.

[h,h']~ = [Y,Y'](e), (Y)h,h' G TeG,

unde Y, Y ' 6 R(G), Y(e) = h, Y \e )  = h'.
Conform cu 7.13.1, avem:

[h, h']~ = -[h, h'], ( ^ h , h' G TeG.

Este ușor de văzut că aplicația:

h e T eG -+ - h e  TeG

este un izomorfism între aceste două algebre Lie. .
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§ 8. SUBGRUPURILE CU UN PARAMETRU 
ALE UNUI GRUP LIE. APLICAȚIA EXPONENȚIALĂ

8.1. DEFINIȚIE. Un subgrup cu un p a ram etru  al unui grup Lie G 
este un homomorfism al grupului aditiv Lie al numerelor reale R în G, adică 
o aplicație analitică

p : R -+G,

astfel încât

p(t + s) = p(t)p(s), ^ } t ,  s e R.

8.2. PROPOZIȚIE. Fie p : ^  —* G un subgrup cu un parametru al 
grupului Lie G. Atunci lui p i se asociază un câmp stâng invariant X  G L(G). 
In plus, X  este complet, fiind asociat acțiunii

a : RxG-*G

definită prin

a țt, a) = apțt).

Demonstrație. Deoarece p : R —>G este homomorfism avem 

p{t + t') = p ț tM t’), p(0) = e.

Considerăm vectorul

e  TeG.

Cu ajutorul vectorului X e construim câmpul stâng invariant X  e L(G) prin

X W  =  (L .).(X .)  =  (L .), (p . 1 , ^ 1

Deci lui p i-am asociat un câmp stâng invariant X  prin formula
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(8.1) X(a) = (La o p ) ( ^ \ t=0

în plus, vom arăta că X  este complet și că este asociat acțiunii 

cu: R xG —>G

definită prin

o(t, a) = ap(t).

în primul rând să verificăm că aplicația a  este o acțiune. Aplicația

KxG-»G, ( t ,a ) -> a

este analitică. De asemenea, aplicația

R xG —> R, (t, u) —► t

este analitică. Rezultă că aplicația

R xG —*G x R, (t,u) —> (u, t)

este analitică. Aplicația
a  : R xG —>G

este analitică, deoarece ea este compunerea aplicațiilor analitice

R xG  -+ G X R ' ^ G X G A G

(<,a) —+ ( a , t ) — > (a,p(t)) -^ ap(t) = a(t,a),

unde p  este legea de grup în G.
Pentru orice a e G și orice t, f  e  R avem:

a(0, a) =  ap(0) = ae = a,

a(t, ^ ' ,  a)) = «(<', a)p(t) = ap(t')p(t) = ap(t + t') = a(t + t', a), 

deci a  este o acțiune.
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Acțiunii a  i se asociază un câmp de vectori tangenți varietății G care, în 
orice punct a g G, ne dă vectorul

unde aa (t) = a(t,a). Vom arăta că câmpul a e G (a a ), ( f t |t=o) G TG, 
asociat acțiunii a , este tocmai câmpul X  G L{G), dat prin (8.1). Deoarece 
a o (t) =  a (t,a ) =  ap(t) = La ( p ^  = (La o p)(t), rezultă

(a .) . ( ^  | J  = (L„op). ( ^  | J = M 
\a t  /  \d t  /

deci câmpul X  este complet, el fiind asociat acțiunii a.
Q.E.D.

8.3. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie și fie X  E H G ). Atunci X  este 
complet. în plus, există un singur homomorfism de grupuri Lie p :R  G cu 
proprietatea că grupul de transformări cu un parametru asociat lui X  este

cu : K xG —̂ G

definit prin

a(t, a) = ap(t).

Demonstrație. Fie X  € L(G). Alegem un grup de transformări locale cu 
un parametru al câmpului X

(3:I£ x U  ^ G ,

unde U este o vecinătate deschisă a lui e 6 G, iar Ie = (—e, e), e > 0. Pentru 
a E U  curba

/3a :Ie-> G , 0 a (t) = 0(t,a)

este traiectorie a câmpului X  (centrată în punctul a), deci

(8.2)
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cu condiția inițială

(8.2') Pa (ty = (3 (M  = a.

Pentru a = e, din (8.2) rezultă:

( O  ( ^  '0  =  X /3 ' W

cu condiția inițială /3e (0) = e. Dacă aplicăm (La ). obținem

(  ̂b)) = ( ^ W
și, ținând seama că X  este stâng invariant, rezultă

(8.3) (La o 0 e ^  ^  Q  =  X L aO f)M

cu condiția inițială

(8.3/) La o ^ e (0) = a. '

Relațiile (8.2) și (8.3) ne arată că pentru a E U, curbele

La o 0 e : I £ ^  Gși 0 a : I £ -* G

sunt traiectorii ale câmpului X, iar relațiile (8.2’) și (8.3’) ne arată că aceste 
traiectorii satisfac aceeași condiție inițială

£>.(O) = L .o f t(0 ) .

Conform propoziției 4.9, rezultă

La o 0 e ^  = 0 a (t), (v)t e  l £ , (V)a E U.

Am obținut formula

(8.4) 0(t, a) = a0(t, e), (V)t E I£ , aE  U.

Fie ti,t2  G I£ cu ti+ t?  E I£ . Deoarece 0  este un grup de transformări locale 
cu un parametru, avem:
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0{h  +  *2, e) =  0 ^ , 0 ^ ,  e)) -  0 (t2 , 0 ^ ,€ » .

Folosind (8.4), avem

0(ti + *2, e) =  0(t2 , e)0(tu  e) =  0 (t l ,e)0(t2 , e)

sau

M  + t 2 , e ) = 0 M P M  = ( 3 M 0 M -

Definim funcția

a : I£ -+G

prin formula

^(t) = /3e (t).

Fie s ,t  E I£ cu s + t € I£ . Rezultă

cr(s + t) = cr(s)cr(i).

Am obținut astfel un homomorfism local cr al unei vecinătăți Ie a lui 0 € IR 
în grupul G. Vom prelungi acest homomorfism la IR prin:

n factori

unde n este un număr natural suficient de mare pentru ca — să fie în intervalul
Ie - n

Deoarece a este homomorfism local, definiția lui p este independentă de 
alegerea lui n. In adevăr, fie m un alt număr natural suficient de mare astfel 
ca — să fie în intervalul I£ . Atunci
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Fie t, t' € K. Alegem un număr natural n € N, suficient de mare, astfel ca ^,
-n ,’  ^n  să fie în intervalul I£ . Atunci 

deci p este un homomorfism global al lui R în G.
Din considerațiile de mai sus, este clar că cr este restricția homomorfis- 

mului p la / E.
Cu ajutorul lui p prelungim pe fi prin

a(t,a) = ap(t).

Este evident că a este acțiune a grupului aditiv K în varietatea G. Să veri
ficăm că câmpul stâng invariant X  este asociat acțiunii a. Avem:

Am obținut:

unde Y  € L(G) este câmpul de vectori asociat acțiunii a. Avem X ,Y  e  L(G) 
și X e = Ye . Rezultă că. X  = Y. Prin urmare, orice câmp X  e L(G} determină
o acțiune unică a  : R x G -> G astfel încât

8.3.1. Notație. în continuare, pentru a pune în evidență faptul că sub- 
grupul cu un parametru a e este determinat de câmpul stâng invariant X, 
vom folosi notația a e = px .
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Este ușor de văzut că dacă

cu : R x G —> G

este acțiunea asociată câmpului stâng invariant X, atunci avem:

a(t,a) = apx (t) = RP x W (a),

unde RP x (t) . G —> G este translația la dreapta a grupului Lie G definită de 
elementul px W  € G.

Observație. Fie L(G) algebra Lie a unui grup Lie G. Știm că un subgrup 
cu un parametru al lui G este un homomorfism de grupuri Lie p : R —» G. 
Notând cu T mulțimea subgrupurilor cu im parametru ale lui G, din ultimele 
două propoziții rezultă următoarea bijecție

i ^ . r - ^  L(G).

Pentru un subgrup cu un parametru oarecare p E V, elementul v^p} € L(G) 
este câmpul stâng invariant asociat acțiunii

cu: R x G —+ G

definită prin

a(t, a) = ap(t).

în notațiile din propoziția precedentă avem

^ ( X ^ P x ,  (V )X eL(G ).

8.3.2. EXEMPLU. Fie L(Rn ) algebra Lie a grupului Lie aditiv Rn . Ne 
propunem să determinăm grupul cu un parametru asociat unui câmp oare
care X G L(Rn ) și să punem în evidență subgrupurile cu un parametru ale 
grupului Lie Rn .

Știm că un câmp X 6 L(Rn ) se scrie

A = a — , a =  const., i =  1,2, ...,n.dx'
Traiectoriile câmpului X sunt date de sistemul:
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dx1
—  = a , t = 1,2, ...,n. 
dt '

Rezultă x z = ^ t  + b*, unde U sunt constante, i = 1,2, ...,n. Dacă notăm
x  ̂=  i'(0 ), obținem & = Xg. Deci traiectoria centrată în punctul

Po = ( 4 - ^ Q)

este curba parametrizată

Ofpo : R —> Rn

definită prin

««(O = (a‘t +  4 , - , ^  + 12) ■

Variind punctul po G Rn , obținem acțiunea

a  : R x Kn F  .

dată prin

a(t,p) = ^ t  + x \  ...,an t + xn ),

unde p — ( i 1 , ...,xn ) € Rn .
Pentru p = e = (O,..., 0) G Rn obținem:

a e (t) = (a1t, ...,an t).

Rezultă că subgrupurile cu un parametru ale lui Rn  simt date de

t G R —> (a1^  an t) € Rn .

Prin urmare, subgrupurile cu un parametru ale lui Rn se identifică cu dreptele
din Rn  ce trec prin origine.

8.4. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie ș i f i e p : ^ - + G o  curbă analitică
în G cu p(0) =  e. Notăm X e —p (0). Următoarele afirmații sunt echivalente:

(i) p este subgrup cu un parametru
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(ii) p satisface ecuația diferențială

(8.5) p (t) = (Lp W ) t (X e ).

Demonstrație. (i)=>(h)- Deoarece p este subgrup cu un parametru avem 
Lp^  op — p o L t . Folosind această egalitate, obținem:

(L p ^ ^ X e )  = (L p ^ ^ O p , ( — |t=o) -  (Lp{t]Op)t  f — |t= 0

(ii)=>(i). Fie X  G LțG} câmpul stâng invariant generat de X e , adică 
Xța) = (La )*(X)- Câmpului X  îi corespunde subgrupul cu un parametru 
cr : R —+ G, precum și acțiunea a  : R x G —> G astfel încât a a (0) = X ța) și 
a e (t) =  ațt).

Rezultă <7 (0) = â e (0) = X(e). Folosind aceasta, se obține:

(ba (t))»(Xe ) — (La (tf)tO(j, ( — |t = oJ — (La (t) o a), ( — |t= 0

unde am folosit egalitatea La (t) o a = a o L t și faptul că G L(R). Am 
obținut:

(8.6) â  (t) = (La ( t )) .(X e )

Din (8.6) și (8.5) vedem că curbele analitice p ș i cr verifică aceeași ecuație 
diferențială de ordinul unu, cu aceeași condiție inițială cr(0) =  p(0) =  e.

Prin urmare, avem p = cr, deci p este subgrup cu un parametru al grupului 
Lie G.
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Observație. Ținând seama de identificarea L(G) —> TeG, X  —> X e , rezultă 
că v  poate fi privită și ca o bijecție între f  și TeG, dată de p —> X e ,
X e  — d l |t=0—P (0)-

8.5. PROPOZIȚIE. Fie X  G L(G) și fie a : R x G —̂ G acțiunea 
determinată de câmpul X , adică a verifică condițiile:

(8-7) a(t,a) = aae țt), (a e )*( —) =  X,

unde « c : R -» G este un homomorfism de grupuri Lie. 
Pentru £ G R definim aplicația

7£ : R x G —* G,

prin

y f i s ^ )  = a(st,a).

Atunci aplicația 7 t este acțiune. în plus, aplicația (7£)e : R —̂ G, 
(7t)e (s ) — a e (ts) este homomorfism de grupuri Lie. Dacă Y  este câmpul 
stâng invariant determinat de (7f )e , adică

atunci Y  = tX.
Demonstrație. Este evident că 7( este analitică și 7ȚO, a) =  a(0, a) = a. 
în plus, avem:

7t(s i +  s2 ,a) = a țsfi + s2t,a) = a țs \ t , a{s2t , a}) = 7 f («i, 7£(s2 , a)), 

în continuare, rezultă:

(?t)e (5 i +  «2) =  7t(s i + S2,e) = ațs^t + s2t,e) = a^s-^ + s2 t) = 

= a e (S 1 t)a e (s2t) =  (7t)e («1) (7f)e ($2),

unde am folosit relația

(8-8) (7t)e («) =  a e țstfi

109

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Mai departe, avem:

(  d \  , x ( d(st) d \  , x ( \  _

=  i w , ( î ( d j ) = i x ' 

Am obținut egalitatea:

(8.9) Y  -  tX .

8.6. Observație. Din relația (8.8) avem:

(8-8') (7 J e ( l ) = a e (0.

Dacă notăm a e = px , (7 t )e = pY , atunci (8.8’) se scrie

(8.8") M l )  =  PxW
sau, folosind (8.9), avem:

PtxW  =  PxttY 
în plus, din relația (8.8) obținem:

(8-10) pt x (s) = px (st).

8.7. DEFINIȚIE. Fie G un grup Lie, L(G) algebra sa Lie. Se numește 
aplicație exponențială, aplicația

exp : X  e L(G) —> exp X = px (l) G G, 
unde px  : R -» G este homomorfismul de grupuri Lie generat de câmpul X.
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8.8. PROPOZIȚIE. Fie X  e L(G). Dacă px  : R —̂ G este subgrupul cu 
un parametru generat de câmpul X, atunci:

i? exp tX  = P x^y
ii) Au loc următoarele egalități:

n') (exptX)(expsX) = exp(t + s)X ,
ii”7 expO = e,

iii) Dacă a :R x G - + G  este acțiunea determinată de câmpul X , atunci 
ocit^a) =  Rexptx(pfi

Demonstrație, i) Ținând seama de formula (8.8”), obținem:

exptX =  px {t).

ii) (exptX)(expsX) = Px(t)Px(s ) =  P x^  + S ) =  exp(t + s)X, adică (ii’). 
Folosind (ii’), obținem:

(expX)(exp(-X)) = expO =  px (0) = e.

iii) Se folosește propoziția 8.8 i) și punctul 8.3.1.

8.9. PROPOZIȚIE. Fie h : G —+ G' un homomorfism de grupuri Lie 
și fie h t  : L{G) —> L(G') homomorfismul canonic de algebre Lie asociat 
homomorfismului h. Atunci diagrama

G ----- ----- - G'

exp exp

M G )— ~ L ^

este comutativă.
Demonstrație. Fie X  € L(G). Dacă notăm h o px  = Pxr, atunci avem:

( ^ ) = ^h ° P ^ *  ( ^ } = h * ( P x f i  6 )9  = M *)- 
y \u ,L  /  \CLV /

Din egalitatea
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Ph.(x)W — ho  px (t), (V)t 6 R

rezultă

Ph.(X)(l) — ^ (Px(W  > 

sau

exp/i»(Ă) =  hțexpX ).

Cum X  a fost ales arbitrar, rezultă:

exp oh* = h o exp .

Observație. Se știe că spațiul vectorial real n —dimensional Te G are struc
tură de varietate analitică reală. Mulțimea L(G) are structură de varietate 
analitică reală.

8.10. PROPOZIȚIE. Fie L(G) algebra Lie a unui grup Lie G și fie e 
elementul neutru al grupului G.

i) Aplicația exponențială exp : L(G) —> G este analitică.
ii) exp*0 = Id L (G ).
iii) Aplicația exponențială realizează un difeomorfism analitic al unei 

vecinătăți a lui 0 E L(G) pe o vecinătate deschisă a lui e E G.
Demonstrație, i) Fie X  E L(G) și fie px  : R —> G homomorfismul de 

grupuri Lie determinat de câmpul X , deci

Rezultă

(Px)* (Px(t)) -  Xpxh)
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sau

deci px  este o traiectorie a câmpului X. 
Considerăm funcția

p : R x L(G) G 

definită prin

p(t,X ) = Px(t)-

Avem:

dp(t,X) 
dt Xp^xy = (Lpft'X))' (X e ).

Vom arăta la început că aplicația p este analitică pe o mulțime de forma 
IE x UQ, unde IE = ( - E, E), £ > 0, iar UQ este o vecinătate deschisă a lui 
0 E L(G).

Alegem o hartă locală (U,h) în jurul punctului e E G și fie x \ x 2 , ...,xn 
funcțiile coordonate. Deoarece operația de grup

p : G x G G

este analitică, rezultă că p este o aplicație continuă, deci p~ \U }  este o 
mulțime deschisă în G x G. Deoarece p(e, e) — e E U, rezultă că
(e,e) E p ^ țU ). Prin urmare, există o mulțime deschisă U' x U' în jurul 
punctului (e, e), astfel încât U' x U' G p -^U ). (Evident, putem lua U' C U, 
în caz contrar alegem U' RU  drept U1).

Presupunem că p(t,X ) 6 U', deci:

p(p (t,X ),x ) = L p ^x^x )  E U, (V)x E U'.
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Scriind acum ecuația

(811)
^ ^  = (Lx ,,x)).(X.)

în sistemul de coordonate locale considerat, avem:

(8-11')
d ^ X )  _  ^ ? 

dt dx^ \(pd^M X 3 .

Introducem funcțiile analitice de 2n variabile

^  : h(U') x h(U') -> R, i = l ,n ,

prin

• du? •
^ ^  »-’>̂  ,^  i " ' ^  ) Qx  ̂ ^x l , "’x n ,e l’*’,en) ^ ’

unde e1, ..., en  sunt componentele elementului neutru e.
Din (8.11') rezultă că p este soluția sistemului

^ M ^ ' M W ) , ! , 1 .....x ; ) ,  i - l , 2 , . . . , n ,

verificând condiția inițială

p’(0, X ) = e \  z =  1,2, ...,n.

Aplicând un rezultat binecunoscut de ecuații diferențiale, obținem analitici- 
tatea funcției p pe o vecinătate deschisă de forma

IE x UQ a lui (0,0) e R x L(G).

Pentru t oarecare din R alegem un număr natural m G N astfel încât — G Ze . 
Deoarece px  este homomorfism, avem:

p (t,X ) =
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Astfel se obține că aplicația p este analitică, pentru orice ( t,X )  din IR x UQ.
Vrem să arătăm că p este analitică în jurul unui punct (t, X) G R x MG). 

Fie (t,X )  G R x L{G). Există s G R astfel încât sX € UQ- Ținând seama de 
formula (8.10), avem:

ceea ce ne arată că p este analitică în jurul punctului (t,X )  G R x L(G). 
Rezultă că aplicația

exp : X G L(G) expX =  p(l,X ) G G

este analitică.
ii) Avem aplicația exp : L(G) = TeG —> G și vrem să calculăm exp, 0 X, 

unde

(exp)*o = TQL(G) —► Te G, e =  expO.

Dacă identificăm pe L(G) cu T0L(G), vom arăta că

exp, 0 : X G L(G) Xe G TeG.

Știm că expiX = p(t,X ). Rezultă:

Pentru X G L(G) considerăm următoarea curbă:

7 : i € A =  (-1 ,1 ) 7 (0 =  iX  G L(G).

Curba 7 verifică condițiile:

7(0) = o e  HG ), i(0) =  7. |,_„= X
y CuC y Cit
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Deci X  este tangent la curba parametrizată 7(t) =  tX, în punctul t -  0. 
Considerăm acum curba

7' = expo7 : ( — 1,1) —> G,

7'(t) =  exp 07(4) =  exptX =  px W  € G.

Avem:

7 (0)

e x P*,7 (0) °7*,o

=  (exp 07),

=  exp*>07(0) =  exp,0 X.

Pe de altă parte, avem:

7 (0) = 7 '. \a t  /  \  ut /
-^P x  (°) ^ e •

Prin urmare, am găsit:

exp*,0 X

și, deoarece avem identificarea L(G} = TeG, rezultă că:

e x P*,o =  IdL (Gy

iii) Deoarece exp, 0 =  Id L(G), rezultă că exp,0 are determinantul egal 
cu 1. Vom putea aplica teorema de inversare locală. Rezultă că există o 
vecinătate VQ a lui 0 6 L(G), astfel încât aplicația

e x P*,x : TX L^G) —> Te x p X G

are determinantul nenul pentru X  E Vo . Atunci pe Vo putem să inversăm apli
cația exponențială, deci există un difeomorfism exp |y0 între VQ și o vecinătate 
deschisă We =  exp Vo a lui e e  G.
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Observație. Orice vecinătate deschisă W  a lui e, cu proprietatea că apli
cația exponențială stabilește un difeomorfism între W  și U — exp- 1  W  se 
numește vecinătate normală.

Se notează cu log : W -^ U inversa aplicației exp 11/ . Avem:

exp o log =  Idw , log o exp =  Id y .

Identificând algebra Lie L(G) cu R", se obține că perechea (IV, log) este o 
hartă a varietății G în jurul elementului e G G, cu log e = 0. Coordonatele 
locale în harta (IV, log) vor fi numite coordonate canonice sau normale.

8. 11. PROPOZIȚIE, i) Fie h i,h 2 : G —> G' două homomorfisme de 
grupuri Lie și fie L(G) (resp. L(G')) algebra Lie a lui G (resp. G'). Dacă

(8.12) (h,). = (h2 ). : L(G) L(G'),

atunci

hi(x) = h2 (x), ^ } x  G Ge ,

unde Ge este componenta conexă a unității e € G.
ii) Fie h : G —> G' un homomorfism de grupuri Lie. Dacă

h t  = 0: L{G) L(G'),

atunci

h(x) = e', (y)x G Ge .

iii) Fie G și G' două grupuri Lie. Presupunem că G este conex și simplu 
conex. Dacă h' : L(G) —> L(G'} este un homomorfism de algebre Lie, atunci 
există un unic homomorfism de grupuri Lie h : Gr —► G* cu proprietatea 
h' = h t .

Demonstrație, i) Vom folosi egalitatea
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h o exp = exp oh*.

Fie W  o vecinătate normală de coordonate. Pentru orice x =  expX G W, 
avem:

h ^x ) = ^  oexpX  =  expo(/n).(X) =  exp o(h2)*(^) = h2 oexpX  - 
= h2 (x).

Deoarece W  este deschisă în G și hi(x) = h2 (x), (V)x G W, rezultă

hfix) = h2(x), (V)x E W  r\ Ge C Ge

și, folosind următoarea teoremă: ”Fie M  și M' două varietăți analitice și 
fie f i, f 2 '■ M ^  M' două funcții analitice. Presupunem că M  este conexă. 
Dacă fifix) = f 2 (x), pentru orice x e  U (=mulțime deschisă în M ), atunci 
fi  = f 2 ”, obținem:

hițx) = h2 (x), (V)x G Ge .

ii) Dacă luăm în formula (8.12)

hi = h, h2 (x) = e', (V)x G G,

obținem h(x) = e', oricare ar fi x G Ge .
iii) A se vedea [10] sau [31].

8.11.1. Aplicație. Fie G un grup Lie conex și simplu conex. Atunci 
aplicația

h : Aut G —̂ h, e Aut L(G)

este un izomorfism de grupuri.
în adevăr, deoarece G este conex, egalitatea (fii), = (h2), implică hi = h2 

(propoziția 8.11.i)), deci aplicația h —> h,este injectivă. Folosim propoziția

118

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



8.11.iii) și obținem că, oricare ax fi E GAut L(G), există un unic
h 6 Aut G, astfel încât h* = h'. Prin urmare, aplicația h h, este surjectivă. 
Din egalitățile

(hi o h2)t = ( h ^  o (h2)„  (h -1), =  h ; \

rezultă imediat că aplicația

h G Aut G —+ h, G Aut HG)

este un izomorfism de grupuri.

OBSERVAȚIE. 1) Am văzut că aplicația exponențială a grupului Lie G 
realizează un difeomorfism între o vecinătate Vo a lui 0 în L(G) și o vecinătate 
We a lui e în G. Inversa aplicației exponențiale

log : We Vo

este, de asemenea, difeomorfism.
Fixăm o bază {Ej, ...,E n } în algebra Lie HG). Identificăm L(G) cu R" 

prin

HG) ^ r ,  x  = x ^  ( x 1, . . , / " ) .

Dacă x = expX = expX’E, G We , atunci avem:

log a; = logoexp A =  Id Vo(X) = X  = ( X \  ...,X n ).

Rezultă că punctul x =  expA^E, G We are coordonatele locale (X 1 , ...,X n ) 
în harta normală (We ,log).

Este evident că, fixând o altă bază în H G ^  punctul x =  expX G We va 
avea alte coordonate normale (canonice).

2) în continuare vom fixa o bază { E i,..., En } în algebra Lie HG)- Dacă 
X  = X l Ei G Voi atunci spunem că (X 1, . . . ,^ " )  sunt coordonatele canonice 
(normale) ale punctului x  =  exp X  G We C G.
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în cele ce urmează vom micșora vecinătatea VQ astfel încât dacă X £ VQ 
să avem — X G VQ. (Dacă nu se întâmplă aceasta, atunci alegem în VQ O sferă 
deschisă S  de centru O și rază E, conținută în VQ, și înlocuim Vo cu sfera S}. 
în baza relației expX exp(—X) =  e, obținem că inversul i - 1  al elementului 
x =  expX este z - 1  = (expX)- 1  =  exp(—X). Dacă x  are coordonatele 
canonice (X 1 ,...,X n ), atunci i -1  are coordonatele canonice (—X 1 , —X n ).

8.12. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie. Notăm cu h : ^  -^ G un 
homomorfism de grupuri topologice. Atunci h este analitic.

Demonstrație. Este suficient să demonstrăm că h este analitic pe o vecină
tate a lui 0 G R și, apoi, procedând ca la propoziția 8.3, rezultă că h este 
analitic.

Fie (IV, log) o hartă normală în jurul lui e G G, astfel încât dacă x  e  W, 
atunci și r - 1  G W. Fie x1 , ! 2 , ...,xn  coordonatele canonice în harta (IV, log). 
Dacă x  =  exp X  € W, atunci

xp =  exppX, ^ p  G N.

Fie p G N astfel încât xp G W. Deoarece

zȚexppX) = p i ‘(expX),

rezultă

x \ x p ) = px*(x').

Fie E > 0 astfel încât

h ^ W ,  M t E ( - E ,E ) = I £ .

Fixăm to G (0,s). Evident, h(to) G W, deci și

h e IV, W q  G N*.

Deoarece h este homomorfism, avem:
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de q ori

= h (to) e w .

Rezultă

x z (h(t0 )) = x 1

De aici obținem:

(HW’WO-CO)

? ( X W  =  ^ W o ) ) ,  (V)geN*.

Alegem p e  N astfel încât ^ 0 < E. Avem:

T‘ (',(ll')) = -^ (^^o ))- 
Q

Rezultă

(8.13) x '(h(rtQy) = rx’(h(t0))

pentru orice număr rațional r G (0,1). Fie t G (0,1). t este limita unui șir 
(r m)m€N de numere raționale. Scriem formula (8.13) pentru fiecare termen 
al șirului:

(8.14) x z{h{rm tQy) = rm x z(h(tQy), i = l,2 ,...,n .

Trecem la limită. în membrul drept apare tx z(h(to)). în membrul stâng, din 
(8.14), limita comută cu h și cu x l (deoarece sunt aplicații continue).

Obținem:

(8.15) x z o h(tt0) = tx l o h(t0 ), z =  1,2,..., n ,
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pentru orice t € (0,1). Observăm că (8.15) este adevărată pentru t — 1. 
De asemenea, (8.15) este adevărată pentru t =  0, deoarece

x’ o /i(0) = x'(e) =  z ’(expO) = 0.

Am obținut că (8.15) este adevărată, pentru orice t G [0,1]. Vom arăta că 
(8.15) este adevărată și pentru t G [—1,0). Fie t G ( — 1,0), deci —t G (0,1), 
și, scriind (8.15) pentru —t, avem:

(8.15/) x \ h ( - t t 0)) =  - t ( z W o ) ) -

Avem formula:

(8.15") x'fh^-tto)) = - x \ h ( t t Qy).

în adevăr, oricare ar fi f  G ( - E,E) =  / e , avem

h(t' -  t') = h(0) = e = h (t')h (-t'),

și deci h (-t ')  = (h(t'}) \  Prin urmare, obținem:

x W - t ' ) )  =  z W ') ) - 1  = - ^ ( O ) ,

adică (8.15") este adevărată. Rezultă că (8.15) este adevărată, pentru orice 
t G [—1,1]. Din (8.15) avem:

h l (tt0) = t h \ t 0 ).

Deci componentele h* = x* o h ale aplicației h apar ca aplicații liniare în t, 
cu t G [—1,1]- Rezultă că h este aplicație analitică pe intervalul ( —10 , t 0)- 
Deoarece h este homomorfism, rezultă apoi ușor că h este aplicație analitică 
pe R.

8.13. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie, L(G) algebra sa Lie. Fie
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L(G) — Li © 1/2

o descompunere a lui L(G) în sumă directă de subspații vectoriale. Definim 
aplicația

<p : L(G) -^  G

prin relația:

p ( X x © X 2 ) =  e x p X ie x p X 2 , X  € L ^  i e  {1,2}.

Atunci:
i) p  este analitică,
ii) ^*,0 =  Id L (G),
iii) p  realizează un difeomorfism analitic al unei vecinătăți a lui 0 G L{G}, 

pe o vecinătate a lui e e  G. .
Dem onstrație, i) Fie pi : L țG ) —> Li, i e  {1,2} proiecția lui L(G) pe L,, 

deci

Pi(Xi ® X2) — X i, i G {1,2}.

Observăm că avem

p țX i  ® X 2 ) =  /i(expX b expX 2 ),

unde p :  G x  G G este operația grupală. Rezultă:

^ © X a )  = / i( e x p o p 1 (X 1 ® X 2 ),expop 2 (X 1 ® X 2 ) ) .

Definim acum funcția

: L(G) - ^ G x G
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prin formula

-0(Xi ® X2) = ((expopj x (expop2))(Xi © X 2 ,X i © X 2 ).

Deoarece expop^ este analitică, pentru i € {1,2}, rezultă că tp este analitică 
și deci <p = p o -0 este analitică.

ii) Să arătăm că <p,0 =  IdL (G y E suficient să arătăm că ip,0 |Lfc= ik, 
k € {1,2}, unde ik : Lk —̂ L(G) este incluziunea. Pentru k = \, avem:

<p(Xi) =  expA\ expO =  exp A\, X\ E L^.

Dar exp*0 = IdL (G). Rezultă <pt 0  |L1 =  i^  Analog <pt 0  |L2=  Î2 . Prin urmare, 
^*,0 =  I d L(G) •

iii) Rezultă din primele două puncte.

8.14. PROPOZIȚIE, i) Fie G un grup Lie și fie L(G) algebra sa Lie. 
Atunci, oricare ar fi f  E X(G) și oricare ar fi X  E L(G), avem:

(8.16) J"(/(exP tX)) =  (X”*(/))(exptX),

unde

x“(/) = xc; (x(/)) •)•
m

ii) Pentru t suficient de mic are loc formula Taylor:

(8.17) /(exp tX ) = £ - ( X > '( / ) ) ( e ) , 
p=o p '

unde X  E L(Gfi f  E X(Gfi X ° ( f)  = f .
Demonstrație, i) Deoarece X  E L(G), avem:

d \ 
d i)
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unde px  : R —> G este subgrupul cu un parametru generat de câmpul X. 
Rezultă

(Px)*
d \ 
dt / (PxW) ~  X P x (t),

sau, folosind observația 7.11 ii), obținem:

Dacă aplicăm acest vector unei funcții arbitrare f  € X(G), obținem

1
dt |t ( /  ° Px) ~ X P x (t)(f}

sau

^ ^ -  = ( X ( f» ( p x (D), 
dt

adică tocmai formula (8.16), pentru m =  1.
Presupunând formula (8.16) adevărată pentru m = k, rezultă:

^ « 1  =  ^  ( ^ ^ )  =  > ( / ) ( e x P ( X)) 
dtK+l dt \d t K J dt

și, folosind (8.16), obținem

dk + \ f ( e x p t X ^  <Y l Y k ( f ^ ( f Y \ ^ Ț 1 --------------- =  ( M *  (/)))(exptX ),

deci (8.16) este adevărată, pentru orice m € N.
ii) Notăm ^(t) = f(exp tX ). Este evident că ip este analitică. Scriem 

formula clasică a lui Taylor pentru funcția analitică <p :

(8.18) p(t) = ^O ) + ^ ^ . t2 d2ip 
't= 0  +  2! |t=o +•••
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Deoarece avem:

v(O) =  /(e x p l))= :/( t ) =  ( W ) H

$  k-o= (X ’ (/))(e xp tX ) |t. „ =  ( W W ) .

din (8.18) se obține (8.17).

8.15. EXEMPLE.
8.15.1. Am văzut în exemplul 8.4 că unui câmp
X =  ^ ^  G L(Rn ) i se asociază subgrupul cu un parametru

«e =  PX  : R ~ ► R”,

P x^) = (a ^> •••> an )̂-

Avem expX =  px (l) =  (a1, a2 , ..., an ). Rezultă că aplicația exponențială 
pentru grupul Lie Rn  este

exp : X =  a1—-  G L(Rn ) —» expX =  (a1, a2 , ...,an ) G Rn . 
ox1

Prin urmare, aplicația exponențială a lui Rn se identifică cu identitatea lui 
Rn .

8.15.2. Ne propunem să scriem aplicația exponențială a grupului Lie 
G£(n,R). Considerăm funcțiile

^  : G L ^ R )  -+ R, i , j  =  l,2 ,...,n ,

definite prin
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unde a = ||a’ || .

Am văzut că un câmp X  G L(GL(n,R)) se scrie X  = a^Xq , unde

9 q dxh
a '

iar a’ = X(x^)(e) sunt constante reale. Folosind aceasta în formula (8.16), 
pentru m — 1 și f  = x^, obținem

dfexptX Y  „ .
d t

3 = a ^ x p t X \

sau

dY _
= Ya, dt

unde Y  = Y(t) = ||(exp tX )’-1| , iar a =  ||a* || este o matrice constantă. Avem:

r(0 ) =  e x p 0 = ||6 * ||= J .

Soluția ecuației diferențiale matriceale ^  =  Ya, 7(0) =  I, este:

t t 2
exp tX  = I + —a + —a2 +  ...

Rezultă:

v  a r a  aexpX = e = / + _  +  _  +  ...

Algebra Lie L^G L ^n ,^)  se identifică cu algebra Lie gl(n,R) prin izomorfis
mul de algebre Lie următor:

a = ||a’ || G ^ (n ,R ) a}X{ G L(GL(n,R)).
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Rezultă că aplicația exponențială a grupului Lie GL(n, R) este

exp : a 6 ji(n ,R ) —> expa =  e“ G GL(n,W).

Acest rezultat motivează denumirea de ” aplicație exponențială” .
8.15.3. Considerăm grupul Lie G = R2 -  {0} (a se vedea exemplul 2.2.2).

Legea în raport cu care G devine grup este

((a1, a2), « a ' 2)) G G x G (a"1, a"2) G G,

unde

a"1 =  a1^ 1 — a2 a'2
a"2 = a 1^ 2 +  a2^ 1

Ne propunem următoarele:
i) Să construim câmpurile vectoriale stâng invariante pe grupul Lie G.
ii) Să scriem o bază în algebra Lie L(G) a grupului Lie G și să găsim 

constantele de structură ale algebrei Lie L(G) relative la baza considerată.
iii) Să determinăm grupul de transformări cu un parametru al unui câmp 

oarecare X  6 L(G).
iv) Să determinăm subgrupurile cu un parametru ale grupului Lie G.
v) Să scriem aplicația exponențială pentru grupul Lie G.
vi) Să studiem aceleași probleme pentru grupul Lie S 1 (considerat în 

exemplul 2.2.3).

i) Fie i 1 , x 2 funcțiile coordonate ale varietății G. Atunci { ̂ , ^  } formează 
o bază în 5(G )-m odulul ^(G ). Un câmp X = G X(G) este stâng 
invariant dacă

(8.19) X(a) = (La \ ( X e ), (V)aGG,

unde e =  (1,0) G G este elementul neutru al grupului G, iar La este translația 
stângă a grupului Lie G, definită de elementul a e G. Aplicând vectorul (8.19) 
funcției coordonate x 1, obținem
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(8.20)

Pentru orice a E G, avem

X ^ a )  = X e (x' o L a ).

x* o L a (a') = x^aa ') = a’f i , i G {1,2} , 

sau, pe larg:

x 1 o La (a') = x x {d)xx {a'} — x 2 {a)x2 {a')
x 2 o L a (a') = x 1 (a)x2 (a'') + x 2 (a}xx (a} 

Rezultă

x 1 o L a = x x {a)xx — x 2 (a)x2

x 2 o L a = x 1 (a)x2 +  i 2 ( a ) i ’

și, înlocuind în (8.20), obținem:

X ^ a )  =  ^ '( ^ X ^ e )  — x 2 (a )X 2 (e)
X 2 (a) = ? ( a ) X 2 (e) +  ^ ( a J X ^ e ) .

Rezultă

X  =  ( x w 1 -  * W )  ~  +  ( ^ w  +  * W )  A 
\J JU (Jjb

sau X  = X t (e)E i , unde

^ 1 = ^ + ^

& 2 ~ ^ ă r î  +  ̂ ă ^ ’

ii) Știm că aplicația

f - . x e  L(G ) f ( X )  =  X (e) G Te G
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este izomorfism de spații vectoriale. Deoarece f(EÎ) = E^e) = ^  |e , rezultă 
că {E ^ .E ^  este o bază în algebra Lie L(G). Deoarece [Ei,Ej] = 0, rezultă 
c k̂ = 0, oricare ax fi i , j ,k  E {1,2}. Rezultă că L(G) este o algebră Lie 
comutativă.

iii) Vrem să determinăm grupul de transformări cu un parametru al unui 
câmp oarecare

X  — o)E\ + o? E2 E L(G)j G\  O? G R.

Scriem sistemul diferențial de ecuații al traiectoriilor câmpului X:

Dacă notăm

A -

atunci sistemul precedent devine

(8.21)

Soluția ecuației diferențiale matriceale (8.21) este de forma

(8.22) Y  = etA C,

unde C = || 2̂ || este o matrice constantă.
Dacă notăm

I  = 1 0
0 1 J  =

0 -1
1 0

atunci avem:
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A = a1!  + a2 J.

Din (8.22), avem:

(8.22') Y  = el a leta 2 jC.

Deoarece J 2 = —I, rezultă:

V  2! 4!

= I  cos ta2 + Jsin ta2 .

Y  J  [ ta2 t \ a 2)3 t5 (a2)5

3! +  5!

Rezultă că (8.22') se scrie:

Y  =  efal (I cos ta2 + J  sin ta2)C

sau

! c1

| c2
X 1

ta1 cos ta2 — sin ta2

X 2
= e sin ta2 cos ta2

De aici obținem:

J  x 1 =  eta l (c1 costa2 — c2 sin ta2) 
( i 2 =  et°l (c1 sin ta2 +  c2 costa2).

Dacă notăm XQ = x^O), XQ =  x2 (0), obținem că traiectoria centrată în
punctul po = (^o, x o) ^ R2 -  {0} este curba

Opo : R R2 -  {0}

definită prin
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a ^ ț t )  =  p a l (x j cos ta 2 -  XQ sin ta 2 ) , e t a ‘ (x j sin ta 2 +  x§ cos ta 2

Variind punctul p0 ^  G =  R 2 -  {0}, obținem acțiunea

o : R x G  —> G

definită prin

a (t,p ) = a p (t) =  fe i a ‘ (x 1 co sta 2 -  x 2 sin ta 2 ), e t a l (x 1 sin ta 2 +  x 2 co sta 2

unde p  =  (x 1 , x2 ) € G.
iv) Pentru p = e = (1,0), obținem a e (t) =  ^e10’ costa 2 , et a l  sin ta 2 

subgrupurile cu un param etru ale lui R 2 — {0} sunt de forma:

deci

t G R  —► (e to * costa 2 ,e ta l sin ta 2 ) G R 2 — {0}.

Dacă a 1 =  0, a 2 =  0, atunci obținem subgrupul constant

t G R —*e =  (1,0) G R 2 -  {0}.

Dacă a 1 =  0, a 2 ^  0, 
este cercul unitate S 1 .

atunci subgrupul cu un param etru corespunzător

Dacă a 1 /  0, a 2 =  0, atunci subgrupul cu un param etru corespunzător
este semiaxa pozitivă

t G R —►(e 'a l ,0 )

Dacă a 1 ^  0, a 2 /  0, obținem spirale exponențiale.
v) Aplicația exponențială a grupului Lie G este definită prin

expX  =  px ( l)  =  a e (l).
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în cazul de față avem:

X  = ayEi + a^E^ € L(G) -^ exp X  = ^e“’ cos a2 , e0 ’ sin a2^ G R2 — {0}.

Observăm că aplicația exponențială realizează difeomorfismul local

z G C ^  e2 G C*

al grupul Lie aditiv complex C pe grupul multiplicativ Lie C* al numerelor 
complexe nenule.

vi) Algebra Lie a cercului unitate S 1 este RE2 |$i= L^S1).
Grupul cu un parametru al unui câmp X ' G L(S 1) este o : R x S 1 —► S 1 , 

dat prin

a (t, (x1 , x2)) = (x1 cos ta2 — x2 sin ta2 , x 1 sin ta2 + x2 cos ta2) ,

cu (x1)2 + (x2)2 =  1. Subgrupurile cu un parametru ale grupului Lie S 1 sunt 
de forma t G R —► (cos iu2 , sin ta2) G S 1. Aplicația exp : L^S1) —> S 1 este de 
forma a G R —> (cos a, sin a) G S 1, unde am identificat L^S1) cu R.

8.16. Exercițiu. Fie G un grup Lie, L(G) algebra sa Lie și fie
L(G) = Li ® ... ® Lfc o descompunere a algebrei Lie L(G) în sumă directă de 
subspații vectoriale. Definim aplicația <p : L(G) —» G prin
<p(Xi ® ... ® X k ) =  (exp Xi)...(expX fc), Xi G Li, i G {1,..., A;}.

Atunci:
i) 92 este analitică,
") ^«.o =  IdL (G),
iii) 92 realizează un difeomorfism analitic al unei vecinătăți a lui 0 G L(G) 

pe o vecinătate a lui e G G.
Indicație. A se vedea propoziția 8.13.
Observație. în particular, dacă subspațiile Li sunt subspațiile

generate de vectorii unei baze, adică Li = {rEi | r G R}, ({Ei, ...,E n } bază 
n

în L(G)), atunci aplicația L(G) -^ G, X  = ^ L E i  —> exp t IE J ... exp tn E n i=l
se restricționează la un difeomorfism al unei vecinătăți a lui 0 G L(G) pe o 
vecinătate a lui e G G.
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8.17. Ne propunem, în continuare, să determinăm subgrupurile cu un 
parametru ale grupului Lie S 3 (a se vedea exemplul 2.2.5) și să scriem apli
cația exponențială a grupului Lie S 3 .

Considerăm grupul Lie G = R4 — {0} (a se vedea exemplul 2.2.4). Pro
cedând la fel ca la 8.5.3, obținem baza {Ei, E2, E 3 , E^} în algebra Lie L(G), 
unde

_  1 $  2 ^  3 5  4 ^
£ 1  =  1  +  x  +  x  +  x

ax 1 ox1 ox3 ox4

&  2 $  1 $  4  3  3 d
E 2 =  ox1 

+  x
ox z dx3 dx4 

v  3 5  4 ^  1 ^  2
E3 =  -  x  +  x  x

ox 1 ox1 dx3 ox4 
_  4 ^  3 5  2 $  j  5

^ 4  =  ~ X Ă ~ î+ X 'Ă -2 ~ X ^ + X ^-4- ox 1 ax2 dx3 dx4

Câmpurile E2 , E3 , E4 sunt definite pe G, deci și în punctele sferei S 3 . în 
plus, E 2 | j3 ,  E3 |s a, E4 |5 3 sunt tangente sferei S3 . Rezultă că algebra Lie a 
grupului Lie S 3 este

L^S^) — {a?E2 1^3 -\-a3 E 3 I53 -ț-a4 E4 |sa 1 a2 ,a3 ,a4 ^  R } .

Fie X  € L(S3y, deci X  se scrie

X  = (~a2x 2 -  a3x3 -  (^x4 ) - ^ - + (a2! 1 -  a3x 4 + a4x 3 )-țț-r + 
dx 1 ' dx2

+(a2x4 +  a3^  -  a4
x

2) ^ -  + ( - a
2x 3 + a3x 2 + a4x x} ^ —. 

dx3 ’ dx4

Ecuațiile diferențiale ale traiectoriilor câmpului X  sunt

(8.23)

' ^  = - a 2x 2 -  a3x 3 -  a4x 4 

^  = a2x 4 -  a3x 4 +  a4z 3 

<  =  a2z4 +  a V  -  r fx 2 

^  =  - a ¥  +  a ¥  +  a4
I

1.
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Derivând în (8.23), și ținând seama de (8.23), obținem

(8.23') — - + QV  = 0, i e  {1,2,3,4},

unde a 2 = (a2)2 + (a3)2 + (a4)2 - Din (8.23') obținem:

(8.24)

x1 (t) = A1 cos at + 4 2 sin at 
x 2 (t) = B 1 cos at + B 2 sin at 
x 3 (t) = C 1 cos at + C2 sin at 
x 4 (t) = D 1 cos at + D2 sin at

Ne interesează traiectoria centrală în elementul neutru
e =  (e1 , e2 , e3 , e4 ) = (1,0,0,0). Din z’(0) = e1, i e {1,2,3,4}, obținem:
4 1 =  1, B 1 =  C 1 = D1 = 0. Folosind aceasta, din (8.24) obținem

{
x ^ t)  = cos at +  A2 sinat 
r 2 (t) = B 2 sin at 
x 3 (t) = C2 sin at 
x4 (t) = D2 sin at,

unde constantele A2 , B 2 , C2 , D2 vor fi determinate astfel încât să fie satis
făcute ecuațiile (8.23).

Notăm px  : R —> S3 subgrupul cu un parametru generat de câmpul stâng 
invariant X.

Dacă a  =  0, atunci X = 0 și rezultă ^ ( t )  =  1, i 2 (t) =  0, x 3 (t) =  0, 
x4 (B) =  0, deci obținem subgrupul constant

t e R e = (l,0 ,0 ,0) e S3 .

Dacă a ^  0, atunci din (8.24') obținem:

(8.25)

^ -  = —a  sin at + aA 2 cos at

at
= a B 2 cos at 

at
= aC 2 cos at 

at
= aD 2 cosat.
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Folosind (8.25), obținem:

, x dx1 । dx2 . dx3 . dx4 2(8.26) —  |t= 0 = A2a, —  |t= 0 =  B 2a, —  |t= 0= C2a, —  |t= 0= D2a.
du du dL du

Pe de altă parte, din (8.23) și (8.24') rezultă:

, dx1 , „ dx2 . 9 dx3 . , dx4 . 4(8 ’2 $ )  ~XT |t=o=  0, -3— |t=o=  a  , —rr  |t=o— & , —r r  |t=o— a  • 
du du du du

Din (8.26) și (8.26') rezultă A 2 = Q, B 2 = ^ , C2 = ^ , D2 = ^ . Obținem 
subgrupul cu un parametru generat de câmpul X  G L(S3 ) ca fiind curba 
parametrizată px  : R —> S 3 , px  (t) =  (cos a i, ^  sin ai, Ț  sin a t, ^  sin ai).

Folosind ecuațiile parametrice ale curbei px  : R —> S3 ,

x 1 =  cos at

Px

9 a 2 •x = — sin at

Q n 3 •x = —a  sin at 

v x4 = —a  sin at 

se observă că imaginea aplicației px  se află în hiperplanele
Hi : a3x 2 — a2x 3 = 0 și W2 : a2x 4 — a4x 2 =  0. Dar px (R) c  S3 , deci 
px (R) c  H1QH2DS3 . în concluzie subgrupurile cu un parametru al grupului 
Lie S 3 sunt cercuri.

Aplicația exponențială a grupului Lie S 3 se scrie

exp : L(S 3) —> S 3 , expX = px (l) =  (cosa, — șina, — șina, — șina), 
a  a  a

8.18. PROPOZIȚIE. Fie G și G' două grupuri Lie și h : G G' un 
homomorfism injectiv de grupuri Lie. Atunci:
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i) homomorfismul de algebre Lie h, : L (G) —> L {G') este injectiv.
ii) aplicația h este scufundare.
Demonstrație. Fie W  o vecinătate normală a unității e' a grupului Lie 

G'. Deoarece h este aplicație continuă, rezultă că h- 1  {W ) este vecinătate a 
unității e a grupului Lie G. Prin urmare există o vecinătate normală W  a 
unității e G G, cu proprietatea că hțW )  C  W .

Fie U o vecinătate a lui 0 E L (G ), și U1 o vecinătate a lui 0 G L (G '), cu 
proprietatea că restricțiile

exp : U ^> W, exp : U' -* W'

sunt difeomorfisme analitice.
i) Fie X G L (G ), astfel încât h* (X) = 0. Deoarece U este vecinătate a 

originii în L (G ), rezultă că există A G R*, cu proprietatea că AX G U. Cum 
h, este liniară, avem:

h, (AX) = Ah* (X) =  0.

Rezultă:

h o exp (AX) =  exp oh, (AX) =  exp (0) = e' =  h o exp (0).

Aplicația h o exp : U —> G' este injectivă, fiind o compunere de aplicații 
injective. Din AX,0 E U și hoexp(AX) = hoexp(O), rezultă AX =  0, adică 
X = 0.

Rezultă Ker h* = {0}, deci h, este aplicație injectivă.
ii) F ie f  :L  (G) ^  TeG, f  (X) = X e și f  : L  (G') ^  T^G', f  (X') =  X^. 

Știm că f  și f  sunt izomorfisme liniare.
Fie u E TeG, astfel încât h* e (u) = 0. Fie X = / - 1  (u) E L (G ). Avem:

h,.c o /  (X) = h,.e (Xe ) = h, (X) (e') =  / '  o h. (X ) .

Rezultă că:

/ 'o h ,  (X) =  h,.e (Xe ) =  h,,e (u) =  0,
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deci X  cKer ( f  o h*) = {0} . Prin urmare, aplicația h*<e : Te G —> TeiG' este 
injectivă, ceea ce ne arată că h este imersie în punctul e.

Fie a E G. Avem:

^  O L a ^h(a) ® ̂ "

Rezultă:

h*,a ® ( ^ a ) » ^  ( ^ M a ) ) *  e' °  ^*>e '

Deoarece La și Lh(a) sunt difeomorfisme, rezultă că (La ) , e și (Lh(a)) t e , sunt 
izomorfisme liniare. Rezultă că aplicația

h^a  ( ^ M 11) ) *  e ' °  ^*,6 °  ( ( ^ a ) * ^  )

este injectivă, fiind o compunere de aplicații injective. Rezultă că h este 
imersie în punctul a E G. Cum h este imersie în fiecare punct din G, rezultă 
că h este imersie. Cum h este imersie injectivă, rezultă că h este scufundare.
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§ 9. GRUPURI LIE LOCALE. HOMOMORFISME 
DE GRUPURI LIE LOCALE

9.1. DEFINIȚIE. Se numește grup Lie local o varietate analitică reală 
G, înzestrată cu un element distins e E G, cu o vecinătate deschisă Ue a lui 
e și cu două aplicații analitice

p :U e x U e ^ G ,  j : U e -+Ue

care satisfac următoarele condiții:
(gl 1) există o vecinătate deschisă Vi 

pfx, e) = pfe, x) = x, (V)x G Vi.
(gl 2) există o vecinătate deschisă V2 

dacă p(x,y) 6 V2, p(x,z) E V2 atunci

a lui e cu Vi C Ue și astfel încât

a lui e cu V2 G Ue și astfel încât

p(x, p(y, z)) = p(y(x, y ^ z ) , (V)x, y ,z  E V2 .

(gl 3) există o vecinătate deschisă V3 a lui e cu VA G Ue și astfel încât 
M(^,j(^)) = p(j(x),x), ^ } x  € V3 .

Notație. Un grup Lie local îl vom nota prin (G, Ue ,e).

9.2. OBSERVAȚIE.
9.2.1. Orice grup Lie este, în același timp, și un grup Lie local.
9.2.2. Reciproca afirmației de la 9.2.1 nu este adevărată.
9.2.3. Un grup Lie G definește pe orice vecinătate deschisă a elementului 

său netru e un grup Lie local.
9.2.4. In continuare, pentru simplificarea notațiilor, convenim să punem 

^ , y )  = xy, j(x ) = x~1.

9.3. PROPOZIȚIE. Fie (G, Ue , e) un grup Lie local.
ij Există o vecinătate We a elementului distins e, astfel încât, pentru orice 

x ,y ,z  E We , să avem:

xe = ex = x, x(yz) = (xy)z, xx 1 = x ^ x ,  a; G We => x - 1  G We .
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ii) Pentru XQ, ZQ G We fixați, ecuația x^y = ZQ are soluție unică yo G We .
Demonstrație, i) Vom folosi definiția 9.1. Putem presupune că vecină

tatea deschisă Ue este simetrică, în caz contrar alegem Ue D U^1 drept Ue - 
Definim We =  Vi O V2 O V3 . Este evident că We este vecinătate deschisă a lui 
e, și că sunt satisfăcute cerințele de la i).

ii) Este ușor de văzut că yo = X^ ZQ este soluție a ecuației date. In adevăr, 
avem:

xoyo = zo^o^o) =  ( V Q1) ^  =  ezo = 20

Presupunem că ecuația x oy = ZQ are două soluții yo,y'o € We . Atunci, ținând 
seama de punctul precedent, din egalitatea x oyo = xoy'Q rezultă yo = yo-

9.4. DEFINIȚIE. Fie (G,Ue ,e) și (G',U'e,,e') două grupuri Lie locale. 
Se numește hom om orfism  local al grupului Lie local (G, Ue , e) în grupul 
Lie local {G',U'e,,e') orice aplicație analitică f  : We —> G', unde We C Ue 
este o vecinătate deschisă a lui e în G, cu f(e) = e' și astfel încât, dacă 
x ,y ,x y  e We , atunci f(x ) f(y )  = f(xy ).

9.5. Exemplu. Fie (G,Ue ,e) un grup Lie local. Atunci Ido : G G, 
x —> x  este un homomorfism local.

9.6. Observație. în legătură cu posibilitatea prelungirii unui homomor
fism local se demonstrează următoarea teoremă: ”Fie G și G' două grupuri 
Lie. Presupunem că G este conex și simplu conex. Atunci orice homomorfism 
local

f : W e ^  G',

unde We este o vecinătate deschisă a lui e în G, se poate prelungi în mod 
unic la im homomorfism de grupuri Lie h : G G' ”. Demonstrația acestei 
teoreme poate fi urmărită [73].
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C A P I T O L U L  II

SUBGRUPURI LIE

§ 1. SUBGRUPURI ÎNCHISE. TEOREMA LUI CARTAN.

DEFINIȚII, i) Se numește subgrup Lie al grupului Lie G, orice pereche 
(H ,i), unde

1) H este grup Lie,
2) i : H G este un homomorfism injectiv de grupuri Lie.

ii) Fie G un grup Lie și fie H un subgrup (în sens algebric) al grupului G. 
Dacă H este mulțime închisă în G, atunci H se numește subgrup  închis.

TEOREMA LUI CARTAN. Fie H un subgrup închis al grupului Lie G. 
Atunci spațiul topologic H (cu topologia indusă) admite o structură analitică 
unică în raport cu care H este un grup Lie. Cu această structură, incluziunea

i . H ^ G

este un homomorfism de grupuri Lie și perechea {H,i} este un subgrup Lie. 
Mai mult, H  este subvarietate a varietății G.

Pentru a demonstra teorema Iui Cartan vom da câteva propoziții pregăti
toare.

1.1. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie și fie H G G un subgrup închis. 
Presupunem că ti (z =  1,2,...) este un șir de numere reale și hi (i = 1,2,...) 
este un șir de vectori din TeG, astfel încât:

(1) ti 0, dar ti ^  Q, i — 1,2,...
(2) hz ^ h ( E  TeG)
(3) exptihi E H, i = 1,2,...
Atunci expth E H, oricare ar fi t E R.
Demonstrație. Considerăm două cazuri:
a) Șirul (^)i>i conține un subșir de numere pozitive și atunci pe ( i j ^ i  îl 

înlocuim cu acel subșir.
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b) Șirul (ti)i>i nu conține un subșir de numere pozitive. Atunci el conține 
un subșir de numere negative. Considerăm în locul șirului (ti)i>i acel subșir 
de numere negative. Să arătăm că șirul (-ti),> i verifică cele trei condiții din 
ipoteză.

(1’) —ti —> 0, însă —ti /  0, i =  1,2,...
(2’) h t ^ h ( e  TeG)
(3’) exp(-tihi) = ( e x p t ih ^ 1 și, cum H  este subgrup, rezultă că 

exp(-tihi) G H.
Deci șirul (—t j ^ i  verifică cele trei condiții din ipoteză. Această obser

vație ne arată că putem presupune de la bun început că șirul (t;)i>i este 
un șir de numere reale strict pozitive. Pentru demonstrarea propoziției este 
suficient să arătăm că exp th € H, pentru un t > 0.

Fixăm un număr real pozitiv t > 0, și fie rii numărul natural definit prin:

ti

De aici rezultă:

t ti ̂C TLiti < t.

Deoarece ti —> 0, avem

lim nit, =  ti—>oo

și, cum lim/ij = h, rezultă că lim n^/ij există și WOO Î-+OO

lim riitihi =  lim riiti lim hi = th.i—*oo t—>oo i—>oo
Deci avem

th =  lim(n i t i /ii ). t—>oo

Știm că exp este analitică, deci exp este continuă. Din ultima egalitate 
rezultă:
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expth =  exp [^ (n ^ / i ,)  = lim expnitihi = lim (exp £ihj)n i . 
î— *OO 2— >00 W O O

Prin ipoteză exptihi G H. Rezultă (exptihi)n i G H. Cum H  este închis, 
rezultă că lim(exptihi)ni 6  H, deci expth  G H. 

î—»oc
Am arătat că expth  G H, pentru t > 0. Pentru t  =  O, avem expO • h = 

exp O = e E H. Fie t < 0. Atunci —t > O și obținem e xp (-th )  G H  sau 
(expth)-1  G H, și cum H este subgrup, rezultă expth  G H. în concluzie, 
expth  G H, ( V ) t  G R .

1.2. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie și fie H un subgrup al grupului 
G. Notăm:

S(H) =  {a : R -^G  | a  analitica, o(0) =  e, a(R) C H}\
F = { h E T eG \h  = â(0), o G S(H)}.

Atunci F este subspațiu vectorial al spațiului TeG.
Demonstrație: Fie h, k E F. Să arătăm c& h + k E F. Fie a, 0  E S(H) cu

â(0) =  h, J(0) =  k.

Definim aplicația

7 : R ^ G

prin

7(0 = a (*W )-

Avem 7(t) =  p(a(t),0(t)) sau ^(t) = p o (a x 0)(t,t). Deci 7 =  p  o a, cu 
<r(t) = (a x 0)(t, t).
Aplicația 7 este analitică. De asemenea, avem 7(0) =  a(0) • Z?(0) =  e. în 
plus, din 0(t), a(t) G H, rezultă y(t) G H  (pentru că H  este subgrup). Prin 
urmare 7 G S(H).

Avem:
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deci

7(<) =  M*,<7(t)<7(0-

D in  a ( t)  =  (a ( t) ,/3 ( t) )  re z u ltă

^ W  =  ( â ( t ) , 0 ( t )

și deci

<r(0) =  a ( 0 ) ,^ ( 0 )  =  ( h ,k ) .

V rem  să  calcu lăm

7(0) =  M*,<7(O)^(O ) =  ^ . e ) ^ , ^ .

C alcu lăm  m ai în tâ i / ^ ( e ^ / h ,  Oe ). P e n tru  a c ea s ta  luăm  o c u rb ă  în  G  x  G , 
ta n g e n tă  la  vecto ru l (h , 0e ) în  p im c tu l (e, e) :

t  €  R  —► ( a ( t ) ,  e) G G  x G.

D eoarece

M H ) , e )  =  « W -

rez u ltă

M.,(a (t),e) (â (* ),0 e )  =  â (t).
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Deci avem:

M * ,(a (0 ) ,e )  ( â ( O ) , O e )  =  â(0) 

sau

^»,(e,e) ^ i  O e ) =  h.

Analog obținem

M * ,( e , e ) ( 0 e , f c )  =  k.

Prin urmare, avem:

7(0) = M * A e , e ) ( ^ ° e ) + M * >(e ,e ) ( O e , k )  = h + k 

și deci

^(0) = h + k, 7 G  S(H), adică h + k E F.

Să arătăm că Xh € F, (V)A € R. Considerăm curba

6  : R G 

definită prin

S(t) =  a(At).

Este evident că <5 este analitică. în plus, <5(0) =  e și Im <5 C H. Rezultă 

6 E S(H). Să calculăm 6(0). Avem:

^  =  6 * & ° )  =  “ ’ ( ^ d ^ d T x t }  1°) = Q* 1°) = Â °) = Xh' 
X^du J  y dv dyAb) J  y d y ^ t j  /
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Prin urmare, Xh G F. Rezultă că F  este subspațiu vectorial al spațiului 
tangent TeG.

1.3. PROPOZIȚIE. Fie H un subgrup închis al grupului Lie G și fie F 
subspațiul construit în propoziția precedentă.

Atunci

expth  e H, (V)t e  R, (^)h e  F.

Demonstrație. Reamintim că inversa aplicației exponențiale

exp : Vo C L(G) = TeG -^ We C G, 

am notat-o cu log, deci

log : We -^  VQ.

Avem:

exp o log =  Id W e , log o exp =  Id Vo ■

Fie h E F. Știm c& h = a(0), cu a  € S(H}- Deoarece a  : R —>G este 
analitică, rezultă că a  este continuă și deci o - 1 (We ) este mulțime deschisă 
în R. Prin urmare, există £ > 0, astfel încât oricare ar fi t G R cu |t| < £, să 
avem a(t) € We .

Dacă punem

h(t) =  log a(t),

atunci avem:

A(0) =  loga(0) =  loge =  0 =  (0, ...,0).

Am definit deci o curbă analitică
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h : ( - E,E) -> Vo,

cu proprietatea că a(t) = exph(t), t G (—E,E). Rezultă:

â(t) =  e x p ^ m /i(t).

De aici obținem:

â(0) =  exp,>h(0) h(0) =  exp,i0 /i(0) 

sau

^ =  «(0) = h(0).

Deci putem scrie:

. v MO-^(o)h = h(0) = hm-------- -— .v 7 t—o t — O

Obținem:

h = l im ^ ^  = limz/i 
t—*0 t i—>oo

De fapt am ales un șir (ti)»>i de numere reale care tinde la zero

(1”) t; =  -  —> O, însă ti 0.

Dacă notăm hi = i h [ ^  pentru orice i = 1,2,..., atunci avem:
hi G TeG = L(G). De fapt, avem un șir (/ii)1=i,2,... de vectori din TeG, cu

(2”) h i ^ h e  TeG.
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Deoarece tjhi =  ^ (7) , avem

exptihi =  exp/i(-) = a ( - )  G H, 

deci

(3”) exptihi G H.

Din (1”), (2”) și (3”) vedem că putem să aplicăm propoziția 1.1. Rezultă 
expth  G H, (V)t G R. în concluzie, avem

expth  G H, {V)t G R, ^ ) h  G F.

1.4. PROPOZIȚIE. Fie H un subgrup închis al grupului Lie G. Fie 
F  C TeG definit ca în propoziția 1.2 și fie L G TeG un subspațiu complemen
tar lui F în TeG, deci TeG = L ®  F. Atunci există o vecinătate VL a luj 0 
în L, astfel încât:

exp h $ H, h E VL , h 0.

Demonstrație. Să presupunem că proprietatea nu este adevărată, adică 
să presupunem că oricare ar fi vecinătatea VL a lui 0 în L, există un vector 
h 6 VL , astfel încât h Q și exph G H.

Construim un șir (/i,),^  de vectori nenuli din L cu proprietatea că hi —> 0 
și exp hi G H, în felul următor: alegem o normă pe L, adică o aplicație

Ih tcL -IW Ie R ,
care să fie compatibilă cu topologia lui L. Aceasta o putem realiza luând o 
bază {Ei, ...,E r } în L, deci orice vector h € L se scrie

r

h = ^  h ’E s
3=1
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și punând

IM = v W + ^ + W
Cu ajutorul normei astfel introduse, definim sfera deschisă Bk(k G N*) de 
centru O și rază |  în felul următor:

B t  = { h s L \  W  < f i -

Bk sunt mulțimi deschise în L. în fiecare Bk există un vector nenul hk astfel 
încât exphfc 6 H. Dacă facem pe k să tindă la infinit, obținem hfc —► 0 
(deoarece ||/ik|| < £). Deci am construit un șir (hji>i de vectori din L cu 
proprietățile

hi —+ 0, hi ^  0, exph, G H.

Pentru fiecare termen al șirului (hi)i>x notăm

1

“ Hi^
Rezultă:

ll*<M = 1.

Deci fiecare vector tihi = ki aparține sferei unitate

S--1 = {h G L I HM =  1}.

Deoarece Sr - i  este compactă, rezultă că Sr _] este mărginită. Cum 
ki G S,.-!, oricare ar fi i = 1,2,..., rezultă că șirul (fcj^i este mărginit 
(în norma introdusă mai sus). Conform lemei lui Cesaro [47], șirul (A;,)^] 
conține un subșir convergent (către un element h G Sr _x , deci h e  Lși h ^  0). 
înlocuim șirul inițial (k^ prin acest subșir convergent al său. în definitiv am 
obținut un șir de numere reale (^,>1 (unde ^ =  H^H) și un șir de vectori 
( ^ ) Î>I , K G TeG satisfăcând următoarele condiții:

149

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



l ) i  =  I I M - O , dar ^ 0 , i  = 1,2,...
2) k ^ h e  TeG,
3) exp ^fcj = exp ^ • £ A  = exp hi G H. 
Aplicând propoziția 1.1, obținem:

expth  6 H, (V)t 6 R.

Considerăm curba

ot : R —► G

definită prin a(t) = expth. Evident, a  este analitică. în plus, 
a(0) = expO =  e și a(R) C H, deci a  G S(H). Deoarece

â(0) =  h,

rezultă c& h E F, ceea ce este absurd, căci h ț L ,  h ^ 0 ș i L Q F  = {0}. • 
Prin urmare, există o vecinătate Vi a lui 0 în L astfel încât

exp h £ H, h € Vi, h ^  0.

1.5. PROPOZIȚIE. Fie H un subgrup închis al grupului Lie G și fie F 
subspațiul vectorial construit în propoziția 1.2. Alegem un al doilea subspațiu 
L C TeG astfel ca TeG = L ® F. Considerăm aplicația

ip : L x F  G

definită prin

<p(k, h) =  exp k exp h.

Atunci există vecinătățile deschise Vp C L, Vp (Z F  ale lui 0 în L (resp. F), 
și mai există o vecinătate deschisă U G G a lui e în G, astfel încât:
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i) <p induce un difeomorfism analitic între VL X Vp și U. Cu alte cuvinte, 
ip se restricționează la un difeomorfism

p ■. VL X V p u .

ii) U V\ H = exp(Vp).
Demonstrație, i) Aplicăm propoziția 8.13 (cap. I). Rezultă că există 

vecinătățile deschise VL C L, Vp C F ale lui 0 în L și F, și mai există 
o vecinătate U a lui e în G astfel încât aplicația <p : VL x Vp —> U este 
difeomorfism analitic. în virtutea propoziției precedente, putem alege VL 
astfel încât expk ^ H, oricare ar fi k E VL — {0}.

ii) Din propoziția 1.2 rezultă exp(F) C H. Dar Vp C F, deci obținem 
exp(Vf) C H.

Știm că, <p : VL * Vp -+ U este difeomorfism analitic. Rezultă

y? (0 x Vp) = exp(V» C U.

Prin urmare, exp(Vp) C H QU.
Fie x E H nU. Deoarece x E U, putem scrie

x = expk exp h, k G VL , h G Vp.

Rezultă expk = x(exp h)~l .
Din exph  G H, rezultă (exp/i)- 1  G H. Deoarece x E H, rezultă că
expk = xțexph)- 1  G H. Deci expk E H, k Q VL -

Aplicăm propoziția precedentă și avem că singurul element k G VL CU 
proprietatea că exp k E H este k = Q. Avem deci

x  =  exp 0 exp h ~  e exp h = exp h, h € Vp,

adică x  G exp(V». Cum x a fost ales arbitrar, rezultă H n U  C exp(Vp). în 
concluzie

H C\U = exp(Vp).
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1.6. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie și fie H un subgrup închis al său. 
Atunci:
i) H admite o structură de varietate analitică,
ii,) Multiplicarea în H este aplicație analitică în raport cu structura de 

varietate analitică reală a lui H construită la punctul i).
Demonstrație. Vom folosi notațiile din propoziția precedentă.
i) Alegem o bază { E i,..., En } în TeG, astfel încât {E ^,..., E r } să fie bază 

în L și {Er + i ,..., En } să fie bază în F. Pentru orice X  € TeG, avem X  = X l Ei. 
Spațiul tangent TeG se identifică cu Rn  prin
X  = X l Ei E TeG —> (X 1 , . . . , ^ )  € Rn . în acest fel L se identifică cu 
mulțimea {(X 1,...,X n ) 6 R” | X r+ 1  =  ... =  X n =  0} = Rr , iar F  se 
identifică cu mulțimea {(X1 , . . . , / 71) £ Rn  | X 1 =  ... =  X r =  0}, care se 
identifică cu Rn - r .

în acest mod VL X  VF se identifică cu un deschis din R”. (VF se identifică 
cu un deschis din Rn - r ).

Pentru a E H construim o hartă (Ua , V'a) a  varietății G în jurul punctului 
a, astfel: Ua = La (U), unde La este translația stângă a grupului G definită 
de a G //,iar U este vecinătatea lui e considerată în propoziția precedentă.

Deoarece U este mulțime deschisă în G, iar La este difeomorfism, rezultă 
că Ua este mulțime deschisă în G.
Cu ajutorul difeomorfismului tp din propoziția precedentă, construim apli
cația ipa astfel:

^ a = V 1 o La-i :Ua ^ V L x VF .
Deoarece La-i și i^"1 sunt difeomorfisme, rezultă că ^ a este difeomorfism. 
Prin urmare, perechea (U a ,^)  este hartă a lui G compatibilă cu structura 
analitică reală a lui G.

H  are topologia indusă de topologia lui G. Pentru a E H  construim o 
hartă (W o,^) pe H, astfel:

Wa = Ua n  H, ț a = ^ a \Wa .
Este evident că Wa este mulțime deschisă în H. Deoarece ^ a este injectivă, 
rezultă că £a este injectivă. Avem:

= <p~' (exp(VF )) =  9?’ 1 o ^  (0 x V» =  0 x VF .
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Dar O x Vp este în bijecție cu Vp, deci rezultă că £a : Wa —> Vp este bijecție. în 
continuare vom folosi următoarea proprietate de topologie generală: ”Fie X 
și Y  două spații topologice și fie /  : X —» Y un homeomorfism. 
Pentru Z G X, definim funcția h : Z  —̂ f(Z ) , prin h(p) = f(p). 
Atunci h este homeomorfism între Z  și f{Z} (Z  și f(Z )  sunt luate 
cu topologiile induse)”.
Dacă luăm:

f  = ^ a . h  = ^ X  = Ua , Z = Wa , Y  = VL x Vp, f(Z }  = Vp,

rezultă că aplicația £a : Wa Vp este homeomorfism. Prin urmare, am 
obținut că perechea (Wa ,£a ) este hartă pe spațiul topologic H.

Este evident că reuniunea domeniilor hărților de forma (Wa,£a ), a G H, 
este H. Fie acum două hărți (Wa ,£a ) și (M4,^), cu Wa HW b 0 .
Să arătăm că aplicația

^b o C 1 : C (tK  n  Wb) -  ^ ( ^ a  n  w b)

este analitică. Vom folosi faptul că aplicația

(1.1.) ^ b o v^;1 : iM u a n  u b) ^ b(Ua n  u b)

este analitică. Aplicația (1.1) este reprezentată analitic prin relațiile:

x1' = ^ ( x 1, ..., x T,XT+\ ...,xn ), i = l ,r ,
x ,a = ^ ( x 1 , ...,x r ,x r+ 1 , ...,xn ), a = r + l,n ,

unde n — r = dimF. Este evident că funcțiile ^ \  ...,^ r ,il)r+ 1 , ...,Tl}n  sunt 
analitice în jurul oricărui punct p G ipa (Ua C\ Ub) G VL xV p.

Fie p € ^a (Wa D Wb) G Vp. Avem ^b o ^ ( p )  G Vp. Rezultă că atunci 
când trecem de la ipa la £a va trebui să luăm în (1.1’)

x 1 = ... = z r  =  0, x’1 = ... = x r  =  0.

Atunci formulele
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(1.1”) x ,a = ^ Q(O,...,O,xr+ 1 ,...,x n ), a  = r + l , . . . ,n

arată că aplicația ^ o ^ 1 este analitică (am fixat r argumente într-o apli
cație analitică de n argumente). Prin urmare, H  are structură de varietate 
analitică reală de dimensiune n — r.

ii) Fie x E Wa , y E Wb, z = xy E W ^. Privim pe x, y și z = xy ca 
elemente din G, deci x E Ua , y E Ub, z = xy E U^. Știm că operația grupală

(1.2.) p : (x,y) E G x G z = pțx, y) = xy E G

este o aplicație analitică. Aplicația (1.2) este reprezentată analitic prin re
lațiile:

(1.2’) z1 =  p \ x \  . . . , x \ x T+\  . . . , x \ y \  ...,yT ,y r + \  ...,yn \  i =  l ,2 ,...,n  ,

unde funcțiile p? simt analitice. Dar x ,y ,z  E H, deci:

I 1 =  ... = x T = y1 = ... = yr = z 1 = ... = Zr = 0

și, din (1.2’), obținem:

(1.2”) z“ =  p°(0 ,...,0 ,z r + 1 , . . . , ^ 0 , . . . ^  a  = r +  l,...,n .

Formulele (1.2”) ne arată că multiplicarea în H  este analitică, și deci H  este 
un grup Lie.

1-6.1. OBSERVAȚIE. Din construcția structurii analitice pe H rezultă că 
Te H = F, și deci F  este algebra Lie L(H) a grupului Lie H. Deci h E L(H) 
dacă și numai dacă exp th E H , t E ^ .

1-7. PROPOZIȚIE. Fie G și G' două grupuri Lie și h : G G' un 
homomorfism de grupuri. Următoarele afirmații sunt echivalente:
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(i) h este homomorfism de grupuri Lie,
(ii) pentru orice homomorfism continuu h' : R —>G, aplicația 

ho h1 : IR —> G1 este homomorfism continuu.
Demonstrație. (i)=>(ii) Deoarece h este analitic, rezultă că h este con

tinuu, și deci h o h' este continuu.
(ii)=>(i) Fie {E } ,...,E n } o bază în algebra Lie L(G} a grupului Lie G.

Pentru orice i E {1,..., n}, aplicația

pEt : R —̂G, pEfit) = exptEi

este un homomorfism de grupuri Lie, deci pE  este aplicație continuă,
(V) i E {1, ...,n}. Ținând seama de (ii), avem că h o pE , : R —>G' este ho
momorfism continuu, (V) i E {l,...,n}. Folosind propoziția 8.12 (Cap. I), 
obținem că ho pE . este homomorfism de grupuri Lie. Aplicația

f  :R"-*G", / ( t i , . . . , t n ) = ho p ^ ț t ^ - h 0  pE^tn) 

este analitică.
Folosind 8.16 (Cap. I), rezultă că aplicația

n

HG} —> G, X  = ^ ^ t jE i  — > (expt1E 1)...(exptn E n ) 
i=i

se restricționează la un difeomorfism ip : U ^» W, unde U este o vecinătate 
a lui 0 în L(G), iar W  este o vecinătate a lui e în G. Algebra Lie L(G) se 
identifică cuR n  (n =  dimG), prin 0 : R" —+ LțGfi QțG,..^ tn } = X  = ^  ^H - 
Rezultă că aplicația

<po0-.d \U } - ^ W , p o e i t ^ .^ tn }  = (exp t'E ^H exp tnE n)

este difeomorfism, ea fiind compunerea difeomorfismelor
( * b - A )  e  d~\U} - ^  X  = ^ t i El GH (p^X} = exp t l E 1...exptn En E W.

i=i
Pentru b E W, avem: b =  (exp/iE 1)...(exptn E n ) € W. Rezultă
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f  ° (<p ° 6) 1 (b) = f o ^ o O )  1 ((expixE^ ...(exptn En )) = f  (G ,...,^ )  = 
= ho pE1 (ti) ...h o pEn (t„) = h (ex p fiE j ...h (exptn E n ) = 
= h(b).

Rezultă că aplicația h :W  ^  G! este analitică.
Pentru a E G, avem:

h(ax) = h(a)h(x) = L ^  o h(x), ^ } x  G W.

Observăm că aW = La (W) = mulțime deschisă în G, și a G aW. Avem deci: 
h \a w= Ln(a) o h \w ■ Cum h |w este analitică, iar Lh(a) este difeomorfism, 
rezultă că h \aw este analitică în fiecare punct al lui aW. Deoarece { a lV } ^ 
formează o acoperire deschisă a lui G, rezultă că aplicația h : G —> C  este 
homomorfism de grupuri Lie.

Observație. Fie G și G' două grupuri Lie și

h -.G -* G '

un homomorfism continuu. Folosind propoziția precedentă, obținem că h 
este homomorfism de grupuri Lie.

1.8. Demonstrația teoremei lui Cartan.
Deoarece H  este subgrup închis, conform propoziției 1.6 rezultă că H  este 

grup Lie. Deoarece incluziunea

i . H ^ G

este un homomorfism de grupuri topologice, conform propoziției precedente, 
rezultă că i este un homomorfism de grupuri Lie. Deoarece i este homo
morfism injectiv de grupuri Lie, rezultă că perechea (H, i) este un subgrup 
Lie al grupului Lie G. Deoarece i este imersie injectivă, rezultă că H  este 
subvarietate a lui G.

în continuare vom demonstra unicitatea structurii analitice pentru care 
H este grup Lie. Să presupunem că am putea defini pe H  două structuri
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analitice .41 și .42 în raport cu care H devine grup Lie. Notăm Hi = (H, Xi) 
și Hz = țH ,Az)- Știm că pe Hi și Hz avem aceeași topologie și anume 
topologia indusă de topologia lui G. Este evident că aplicația

ld ^  : Hi —> Hz, x —> Id ^  (x) = x,

este un homeomorfism. în plus, Id^ : H  ̂ Hz este un izomorfism de 
grupuri. Utilizând observația de la sfârșitul propoziției 1.7, rezultă ușor că 
dacă două grupuri Lie sunt izomorfe (ca grupuri abstracte) și homeomorfe 
(ca spații topologice), atunci ele sunt analitic izomorfe. Prin urmare, apli
cația IdH : Hi Hz este un difeomorfism analitic. în concluzie structurile 
analitice .41 și 42 coincid. Am obținut astfel unicitatea structurii analitice 
pe H, pentru care H  devine grup Lie.

Q.E.D.

1.9. APLICAȚII ALE TEOREMEI LUI CARTAN.

1.9.1. PROPOZIȚIE. Fie H un subgrup compact al grupului Lie G și-fie 
i : H  G aplicația incluziune. Atunci perechea (H ,i) este subgrup Lie al 
lui G. .

Demonstrație. Deoarece H  este compact, rezultă că H  este închis și, 
conform teoremei lui Cartan, perechea țH, i) este subgrup Lie.

1.9.2. PROPOZIȚIE. Fie M  o varietate analitică și fie

a :R  x M  M

o acțiune a grupului aditiv Lie R în varietatea M. Fie p € M  și fie:

Hp = {t € R  \ațt,p) = p}

subgrupul de stabilitate al punctului p în raport cu acțiunea a . Atunci (Hp , i) 
este subgrup Lie al grupului Lie R (cu i : Hp —>■ R am notat aplicația 
incluziune).

Demonstrație. Evident, Hp este subgrup închis al grupului Lie R. Con
form teoremei lui Cartan, (Hp ,i) este subgrup Lie.
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1. 9.3. PROPOZIȚIE. Fie G și G' două grupuri Lie și fie h : G —> G' un 
homomorfism de grupuri Lie. Notăm cu Ker h nucleul homomorfismului h. 
Atunci

i) Ker h este grup Lie,
ii) L(Ker h) =Ker h t , 

unde

h. : L(G) L(G')

este homomorfismul canonic de algebre Lie asociat homomorfismului h.
Demonstrație, i) Este evident că Kerfi =  {x E G | h(x) =  e'} este sub- 

grup al grupului G. Deoarece h este aplicație analitică, rezultă că h este con
tinuă. Prin urmare, Ker/i =  fi- 1  ({e'}) este mulțime închisă în G. Deoarece 
Ker/i este subgrup închis, rezultă că Kerfi este grup Lie.

ii) Fie X  E L(Kerh). Rezultă că X e E Te (Kerh). Prin urmare, există o 
curbă analitică a  : R —̂ G cu o(0) =  e, a(R) cKer/i și astfel încât 
â(0) = X e . Din a(t) EKerh, (V)t E R, rezultă hoa(t} = e', (V)t E R, ceea ce 
implică (h o a ), =  0, adică h* o a t  = 0. De aici obținem h, o a * ^  |£=0) =  0 
sau h t (X) = 0, deci X  EKerht . Am obținut L(Kerh) cKer/i,.

Fie acum X  EKerht . Deoarece X  E HG}, el determină un subgrup cu 
un parametru px  : R —> G, care verifică relația

Deoarece X  EKerht , avem h t (X} =  0.
Ultimele două egalități ne arată că avem

unde ho px  : R —̂ G' este un homomorfism de grupuri Lie. Deoarece {^} 
este o bază în algebra Lie L(R), rezultă că avem (h o px )t  = 0. De aici, 
folosind propoziția 8.11 (Cap. I) și faptul că grupul Lie R este conex, obținem 
h ° PxW  =  e \  W^ £ K. Rezultă px (R) cKer/z. în definitiv am obținut o 
curbă analitică px  : R —> G cu px (0) =  e, px (R) cKerh. Rezultă că
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Px € S(Kerh). Deoarece px (0) = X e , rezultă X e € Te (Kerh), adică 
X  € L(Kerh). Am obținut Kerh, C L(Kerh). Rezultă:

L(Kerh) = Kerh,.

Observație. Fie i :Kerh —> G incluziunea. Atunci, conform teoremei lui 
Cartan, perechea (Kerh,z) este subgrup Lie al lui G.

1.9.3’. EXEMPLU. Considerăm grupul Lie G =  R4 — {0} (a se vedea 
exemplul 2.2.4 din Cap. I). Fie varietatea G' =  R — { — 1}, înzestrată cu o 
structură de grup Lie, pentru care aplicația

h :G  ^  G', h(x) =  ||x||2 -  1

este homomorfism de grupuri Lie.
Din h(xy) = h(x) * h(y) rezultă

IMI2 - 1 = (IMI2 - 1) * (IM2 -1) •
Dacă notăm a =  ||i || — 1 și fe = ||y|| — 1, atunci obținem legea de grup pe 
G' = R -  {“ O

a * 6 =  (a +  1)(6 4- 1) — 1, 

adică

a*b  = ab + a + b.

Observăm căG ' = R — { —1} este tocmai grupul Lie considerat în exemplul 
2.2.9 din Cap. I.
Este ușor de văzut că nucleul homomorfismului h este

Kerh =  S3 .
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Conform propoziției anterioare, sfera S3 este grup Lie (a se vedea și exemplul 
2.2.5 din Cap. I).

1. 9.4. PROPOZIȚIE. Fie A o algebră reală (în general neasociativă) de 
dimensiune n, a cărei multiplicare o notăm cu

(a, b) -^ a* b.

Notăm, de asemenea, cu V spațiul vectorial real corespunzător algebrei 
A, cu GL(V) grupul automorfismelor spațiului vectorial V, cu EndV alge
bra endomorfismelor spațiului vectorial V, și cu G(A) subgrupul lui GL(V) 
constituit din automorfismele algebrei A. Fie

g(A) = {x e EndV : (xa) * b + a* țxb) = x(a * b}, (^)a, b £ A}.

Atunci:
i) g(A) admite o structură canonică de algebră Lie reală, de dimensiune

ii) G(A) este un grup Lie a cărui algebra Lie este g(A).
Demonstrație, i) Este evident că gțA) este un subspațiu vectorial real al 

lui EndV. Să arătăm acum că, oricare ar fi x, y G g(A'), avem

[x,y] = x y - y x  £ g(A).

în adevăr, putem scrie pentru orice a,b € A :

(xy)(a*b) = ((xy~)a) * b+ (ya) * (xb) + (xa) * (yb) + a* ((xy)b), 
(yx^a  *b) = ((yx)a) *b + (xa) * (yb) + (ya) * (xb) +  a * ((yx)b),

de unde obținem:

[x,y](a*b) = ([x,y]a) * b + a * ([x,y]b),

adică [x,y] G g(A). Observăm că g(A) este o subalgebră Lie a algebrei Lie 
asociată algebrei asociative EndV  (a se vedea exemplul 5.2.2, Cap. I).
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ii) Fixând o bază {eb ...,en } în V, grupul GL(V) se identifică în mod 
canonic cu grupul Lie GL(n,R).

Un element x 6 GL(V) este, prin definiție, automorfism al algebrei A, 
dacă:

(1.3.) (xa) * (xb) = x(a* b), (y )a ,b € A .

Fie i ] , . . . ,^ , . . .  un șir de automorfisme ale algebrei A, convergent către 
un element x  e GL(V). Din relațiile

(xr a) * (xTb) = x r (a * b),

rezultă (1.3), deoarece aplicațiile:

G(>1) — > A  y — > (ya) * (yb), 
G(A) — > A, y — >y(a*b)

sunt continue, pentru orice a,b E A. Am arătat astfel că G(A) este un siib- 
grup închis al lui GL(V).

Conform teoremei lui Cartan, (G(A),i) este subgrup Lie al grupului Lie 
GL(V). (i : G(A) —> GL(V) este incluziunea).

Să notăm cu L(G(A)) algebra Lie a lui G(A). Pentru a arăta că 
L(G(A)) C g(A), considerăm o curbă analitică

C : I E = ( - £ ,e ) - .G (A ) ,

cu C(0) =  I  (= elementul neutru al grupului G(d), sau al grupului GL(V)). 
Deoarece C(t) G G(A), rezultă:

(C(t)a) * (C(t)b) = C (t^a  * b), (V)a, b e A,

deci

C(t)a \ * (C(t)b) + (C(t)a) * C(t)b = C ^ a  * b), (Y)a,b e  A,
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Făcând £ = O, și ținând seama de faptul că C(O) =  I, obținem

C(O)aj * b + a* yC(Q)bj =  C(0)(a * b), (V)a,b E A,

deci vectorul C(0), tangent în punctul I  la grupul G(A), aparține algebrei 
Lie g(A). Rezultă L{G(A)) C g{A).

Să stabilim acum incluziunea inversă. în acest scop vom folosi anu
mite dezvoltări în serie. Toate seriile care apar sunt uniform convergente. 
Stabilirea convergenței uniforme a seriilor respective este elementară și se 
bazează pe folosirea următoarelor norme:

- pentru un vector oarecare a = al ei E V, punem:

H  = Ekl.
1=1

- pentru o transformare liniară oarecare x E EndV, xei = x^ej, punem:

Ikll = s u p £ | ^ | . 
j  i=i

Introducem acum constantele de structură ale algebrei A, în baza considerată:

Cj *e k = c^ei.

Pentru orice a,b E A, avem:

Ila rii E ^ - - ' ‘ ‘ l < 

"VIMI ■ 11611.

E ̂ ^
i=l i=l

unde M  = sup ||C‘fc|| . în plus, amintim că: 
i,j,k

IM I < INI • H  , (V)x e EndV, (V)a E A, 
IMI < INI • IMI, (V )x,yE  EndV.
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Pe de altă parte, avem:

I r (a *b) = ^  C r ^ ^  * C ^"^) ’ 0 )^  G G ^ ) ’ (V)a, b 6  A - 
s=0

Ne propunem să arătăm că, oricare ar fi x G g^A), elementul

6̂  = 7 + -  + ... +  — + ...

se găsește în G(A). în adevăr, pentru orice a,b £ A, avem:

De aici rezultă că subgrupul cu un parametru

t — > etx

al lui GL(V) este, pentru i  6 g(A), de asemenea subgrup cu un parametru 
al grupului G(A).

1.9.5. PROPOZIȚIE. Fie Hi și H2 două subgrupuri închise ale unui 
grup Lie G.

Atunci:
i) Hi, H2 și Hi H Hi sunt grupuri Lie, 
ii) L (Hi n H ^ = L(Hi) O L(H 2).

Demonstrație, i) Se aplică propoziția 1.6.
ii) Vom demonstra egalitatea prin dublă incluziune.
Fie h G L(H \ D H i) . Folosind propoziția 1.3 rezultă că există o curbă 

analitică a  : R —>G cu a(0) = e, a(R) C 77j O H2 , â(0) =  h. Din 
a(R) C Hi D Hi rezultă că a(R) C Hi și a(R) C Hi, deci a  G S(Hi) 
și a  G S(Hi). Cum h = â(0) rezultă că /i G L(Hi) și h e L(H 2), adică 
h G L(Hi) O L(H2). Am obținut:
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L(H I HH 2) C L(H I )Q L (H 2).

Fie acum h € L(H i)r\L(H 2). Considerăm curba c : R —>G, c(t) =  expth. 
Este evident că c este aplicație analitică. Avem c(0) =  e și c(0) =  h. Să 
arătăm că imaginea aplicației c este inclusă în H I QH2 . Din h G L(H I )C\L(H2 ) 
obținem h G L(Hi) și h E L(H2). Aplicând propoziția 1.3, obținem 
expth  G Hi și expth  G Hz, ^ t  G R, deci expth E Hi Q Hz, (^)t G R. 
Prin urmare, c(t) E Hi Q Hz, (V)t G R. Rezultă că c G S(Hi A Hz), și cum 
c(0) = h, obținem h G L(Hi A Hz).

Prin urmare, avem:

L(Hi A Hz) = L(Hi) A L(H2).

1.9.6. Fie G un grup Lie și fie AutG  grupul automorfismelor grupului 
Lie G. Notăm cu L{G) algebra Lie a grupului Lie G. Prin automorfism 
al algebrei Lie L(G) înțelegem un izomorfism al algebrei Lie L(G) pe.ea 
însăși. Mulțimea automorfismelor algebrei Lie L(G), împreună cu operația 
de compunere a automorfismelor, constituie un grup notat AutL(G).

PROPOZIȚIE, ij AutL(G) este subgrup Lie al grupului Lie GL(L(G)).
ii,) Algebra Lie a grupului Lie AutL(G) este algebra Lie a 

derivărilor algebrei Lie L(G).
Demonstrație, i) Vom arăta că AutL(G) este subgrup închis al grupului 

Lie GL(L(G)).
Fie A, B E AutL(G), deci A, B  sunt liniare, inversabile și 

A ([X, y]) = [A(X), A(y)Ț B([X, Y]) = [B(X), B(Y)]. Este evident că AoB 
este liniară și inversabilă. în plus, avem:

A o B([X, Y]) =  A(B([X, V])) = A([B(X), B(y)]) =  [A o B(X), A o B(y)].

Rezultă că A o B G AutL(G). Pentru orice X =  A(X '), Y  = A(Y') avem

A - ] ([x ,y ]) = A -1 ([A (x '),A (y /)]) =  A -1 oA ([x / ,y ']) = [x ',y ']  = 
=  [A-1 O A(X'), A -1 O A(y')] = [A-1 (X ), A -1 ( y )],
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deci X- 1  € AutL(G) și deci AutL(G} este subgrup al grupului GL(L(G)).
Să arătăm acum că AutL(G) este mulțime închisă în GL(L(G\). Fie un 

șir (A);>i de elemente din AutL(G'), convergent către un element
A G GL(L(G)). Avem

A([X,Y]) = l im A ^ X .y jH  lim [A i(X ),A (y)] = 
►oo i— *oo

= lim A (X ), lim A (y )l =  [A{X),A(Y)], 
»oo *oo J

deci A G AutL(G), adică AutL(G) este subgrup închis în GL(L(G)). Prin 
urmare, AutL(G) este grup Lie.

ii) Vrem să dovedim egalitatea L(AutL(G)) = DerL(G).
Știm că dacă H  este subgrup închis al grupului Lie G, atunci

h G L(H) O  expth  6 H, (V)t G R.

Fie D G L(AutL(G)) O  exptD  G AutL(G), (V)t G R. Pentru orice 
X ,Y  E L(G) și orice t G R, avem: '

(exptD)([X,y]) =  [(exptC)(X),(exptD)(y)] o

tm

E ^ cm(î yi)= E^w-Esi^w «
m =0 Lp=0 ”  ț= 0  _

t™ 0 0  țp+<]

m = 0  m = 0  pA-q—m

oo

m =0

00 m

E E  .
771=0 p=0 ' ^ '

De aici rezultă (V)X, Y  G L(G)
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D "(|X ,Y |) = » . ! ^ ^  [ ^ ( X I D ^ Y ) ]  •
P=O

Pentru m =  1, obținem

D([X,Y]) =  [X,D(y)] +  [ D ( X ) ,n

deci D este o derivare a algebrei Lie L(G). Am obținut

L(AutL(G)) C DerL(G}.

Fie acum D G DerL(G). Avem

D([X, Y}) = [X, D(Y)] + [D(X), Y], (V)X, Y  6 L(G).

Vom stabili prin inducție egalitatea

TlL ।

(*) Dm ([X, Y]) = £  ^  [D ^X ), .

Pentru m = 1 egalitatea (*) este adevărată, deoarece D este o derivare { 
algebrei Lie L(G). Presupunând egalitatea (*) adevărată pentru m, deducem

Dm + \[X ,Y ]) = D(Dm ([X,Y])) = D ml 
pl(m — p)!

[Dp (X ),D m ~p (X)]

= E  ( [ ^ w . . o ”- w ] ) =

= E ^ T T j !  { [ ^ ( ^ i - 'D ^ ' l ^ ]  + [Op+ 'W ,.D "-W )]}  =

166

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



m\ 
p\(m  — p)!

[W ) .B - M ' ( n ] + E ^  r (X ) ,D - (y ) ]  =

771 ।

V + [x,5m+1(y)] + [Dm+1(x),r] +
p!(m — p)! L

771— 1

ml
“  p!(m -p )!

[ D ^ X l D ^ ț Y ) ]  = [X ,D m + \ Y ) \  + [D^W .y] +

y  „ J P W g - ^ n l + E ; — s r — n »  [o, m ; P - “ 1(n^ p ! ( m - p ) ! 1 J (s — l)!(m — s +  1)1

771 ।

= [x,p-«(y)| + [f l- m , r ] + £ ( ^ ^  +

m  Z i  1 M  7714"1 / -\|

+  5 2 - Î F ^ - ^ M [p PW ’pm^  = y  ,z ' 1M [Dp (X ),D m - p + 1(Y)]^7  ̂p!(m — p + 1)! L J ^ p ! ( w i - p + l ) -  J

și deci egalitatea (*) este adevărată, (V)m G N. Scriem (*) sub forma
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> " W y » = 2 ^  i ^ x i ^ - w ]  ,

sau, pentru (V)< 6 R,

^ o - ( [ x , y | )  =  5 2  - ^ — ;; [D^ X ^ D^ Y )] . 
m! = ^ p ! { m - p ) ! 1

De aici rezultă

oo

m=0

00 m  j.m
E  E  T F ----- M [ ^ M '  D " ' ’ l r )l -
- '„ t ^ P ^ m - p V  L

sau

(exptD)([X,Y]) =
’ 00 00 '

_p=0 9=0 .

Avem deci egalitatea

(exptD)([X,y]) =  [(expi-OXA), (exptD)(E)].

Este evident că exptD  este liniară. în plus, exptD  este inversabilă. în 
adevăr, din egalitatea

exptD  exp(-tD ) =  e

rezultă că exptD  este inversabilă, și (exptD)- 1  =  e x p ( - tD ) . Rezultă că 
exptD  € AutL(G), (V)t e  R, adică D e L^AutL^G)). Am obținut

DerUG) C L(AutL(G)).

Prin urmare avem: DerL(G) = L(AutL(Gy).
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§ 2. GRUPURI LIE CLASICE 
ȘI ALGEBRELE LOR LIE

2.1. SUBGRUPURJ ÎNCHISE ALE GRUPULUI LIE GL(n,R).
2.1.1. Grupul liniar special real.
PROPOZIȚIE, i) Mulțimea

SL(n,W) =  {A G G L ^ R )  | detA =  1}

poate fi organizată ca grup Lie (numit grupul liniar special r e a l /
ii) Algebra Lie L(SL(n,R)) a grupului Lie SL(n,R ) este algebra Lie 

sl(n,R) a matricelor de urmă nulă din gl(n,R).
Demonstrație, i) Este evident că SL(n,R) este o mulțime închisă în 

varietatea GL(n,R). în plus, SL(n,R) este subgrup al grupului GL(n,R), 
deoarece dacă A ,B  E SL(n,R), atunci det(AB - 1 ) =  det A detB - 1  =  1, deci 
A B~ X G SL(n,R). Conform teoremei lui Cartan, rezultă că SL(n,R) este 
grup Lie.

ii) Am văzut în cap. I, ex. 8.15.2 că algebra Lie #Z(n,R) a grupului Lie 
GL(n,R) este algebra matricelor pătratice de ordinul n, în care se introduce 
croșetul:

[A,B] = A B -  BA.

Observăm că dacă matricele A și B sunt de urmă nulă atunci matricea [A, B] 
este, de asemenea, de urmă nulă. Prin urmare, putem considera subalgebra 
Lie sl(n,R) a algebrei Lie gZ(n,R) constituită din toate matricele de urmă 
nulă. Vom arăta că sl(n,R) = L(SL(n,R)).
Pentru a arăta că L(SL(n,R)) =  sZ(n,R) considerăm o curbă analitică

C : R ^S L (n ,R ),

cu

C(0) =  /„ =  ||,5 '||.
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Deoarece C(t) e SL(n, R) rezultă

detC(t) = d e t ||q ( t ) | | =  1,

deci

4 ( d e t | |C ‘( t ) | |) = 0

sau, pe larg:

Făcând t =  0 și ținând seama de faptul că CJ(0) =  6*, rezultă:

C'M  . 
CM .

• C M 
• C M +

.  2

C M  ■

• ^ ( 0 
•  2

• C M +... +
c;w ■ 
C M  ■

•• c ^ )
= 0

CM C M  ■ CM C M •• ^ ( 0

i 1
^ ( 0 )  ... Cn (0)

0 1 ... o

o 1

sau

(2-1)

1
2

0
2

^ ( 0 )  ...C n (0)

o 1

1
O 1

0

0

& 0 )  ... CJO)

^ ( 0 )  +  ...+  & )  = 0.

=  0.

Deci vectorul C(0) tangent în punctul In  la grupul SL(n, R) verifică (2.1).
Rezultă că L(5L(n,R)) C s/(n,R).

Considerăm acum o matrice de urmă nulă A e s/(n,R). Este evident că 
J4 G pZ(n,R). Am văzut că aplicația exponențială a grupului Lie GL(n, R)

exp : j!(n ,R ) —► GL(n,R)
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se scrie

A r
A expyî = eA = In + — + ... -\----r +

Considerăm curba analitică

c : R ->GL(n,R), 

definită prin:

c(t) = eA t .

Avem c(0) =  In - Notăm

w(t) = det c(t) = deteÂ t.

Este cunoscută ([23], pag. 140) următoarea formula a lui Liouville:

= (TrA)w(t).at

Deoarece TrA  = 0, din ultima formulă rezultă w(t) = k (=const.), adică:

det eAt = k, (V)t G R.

Pentru t = 0, din ultima egalitate obținem:

k dete'4 0 = d e t/n = det ||5’ || =  1, 

deci dete41 =  1, adică eA l G SL(n,R). Prin urmare, curba analitică

c : t G R  ^ c (t)  = eA t G GL(n,R)

are imaginea în SL(n,R) C GL(n,R). Curba analitică
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c : R —>GL(n,R)

verifică condițiile:

c(0) = Zn , Im c C SL(n,R)
^c  । deA t . .

c(0) = 37 t=o= —7T lt=0= A.dt dt

Rezultă că A G L(SL(n,R)), deci s/(n,R) C Z ^S L ^ R )). Prin urmare, 
L(SL(n(R)) =  s/(n,R). Dimensiunea grupului Lie SL(n,R) este 
dimSL(n,R) = dimL(SL(n,R)) = dims/(n,R) = n 2 — 1.

Observație. Fie aplicația h : A4n (R) —> R”2 , h (a) =  (bi, 62, - ^ n 2 ) > unde 
a =  (a ,j), bi+ (j_i)n =  a-ij- Este ușor de văzut că h este bijecție. Această 
bijecție permite să dotăm mulțimea AAn (R) cu o topologie în raport cu care 
h este homeomorfism.

în plus, rezultă că există o unică structură analitică pe AAn  (R ), în raport 
cu care h devine difeomorfism.

2.1.2.Grupul ortogonal.
PROPOZIȚIE, i) Mulțimea:

O(n) =  { d €  G L ^ R )  | AT A = In }

( T A este transpusa matricei A) poate fi organizată ca grup Lie (numit grupul 
ortogonal).

ii) Algebra Lie L(O(n)) este algebra Lie o(n) a matricelor antisimetrice 
din gl(n,W).

Demonstrație, i) Este evident că In € O(n). Dacă A ,B  E O(n), avem:

(AB)T (AB) = A B T B T A = AIn  T A = AT A = In ,

deci AB E O(n). Din AT A = In , rezultă T A = d - 1 . Ultima egalitate, împre- 
unăcu T (AT A) =  In , ne conduc la ̂ Â - 1 ) A- 1  = In , deci d " 1 G O(n). Rezultă 
că O{n) este subgrup al grupului GL(n, R). în continuare vom ține seama de
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ultima observație. Aplicația $  : G L(n,R) —> _Mn  (R ), $  (A) =  A T A, este 
continuă. Rezultă că ({/n }) = O (n) este mulțime închisă în GL (n ,R ). 
Deoarece O(n) este subgrup închis în grupul Lie GL(n,R), folosind teorema 
lui Cartan, obținem că O^n) este subgrup Lie.

ii) Observăm că dacă matricele A ^i B  sunt antisimetrice, atunci și ma
tricea

[A,B] = AB  -  BA

este antisimetrică. Prin turnare, putem considera subalgebra Lie o(n) a al
gebrei Lie j/(n,K ), constituită din toate matricele antisimetrice. Vom arăta 
că L(Q{n)) = o(n).

Pentru a arăta că L(O(n)) C o(n), considerăm o curbă analitică

c : R —> O(n),

cu c(0) =  In . Avem:

c{t)T c(t) = In-

Prin derivare, se obține:

c(f)r c(t) + c(t)Tc’(t) =  0

sau, folosind faptul că c(t) = ||c’ (t)|| , avem:

n  . n
1 2  s ( * ) 4 W  +  £  c j ( t ) c j t )  =  o . 

i = l  i = l

Pentru t = 0, avem c’(0) =  6), deci

n  n
£ c /0 ) c i ( 0 )  +  £ c ’< ( 0 ) = 0 , 
i = l  2=1
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sau

(2.2) c,(O) + ct (O) = O.

Vectorul c(i), tangent curbei c(t), ne dă în t = 0, matricea c(0) = c > )

Prin urmare, vectorul c(0) = ’> ) , tangent în In la varietatea O(n),

verifică (2.2). Rezultă că

L(O(n)) C o(n).

Considerăm acum o matrice A 6 o(n) C gl(n,R). Am văzut că aplicația

exp : ^Z(n, R) —> GL(n,R)

se scrie

A —> exp A =  eA .

Considerăm curba analitică

c : i € R i-> c(t) = exp At = eA t G Gl(n, R).

Avem c(0) =  In . Vom arăta că curba c are imaginea în O(n). Deoarece 
matricea A este antisimetrică, avem T A = - A ,  deci T {At) = -A t .  Rezultă:

exp(-A t) =  expr (At) =  e7"^^ =T  (eA t) =T  (expAt).

Ținând seama de egalitatea exp(-A i) =T  (expAt), obținem:

c(t)T c(t) =  (expAt)r (expAi) =  exp Ai exp(-A t) =  exp(At -  At) =  expO =  In

deci c(i) G O(n). în plus, avem:
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C^  =  ~dT = 0~

Curba analitică

c : IR —> GL(n, IR)

verifică condițiile:

c(0) = I, Imc C 0(n), c(0) =  A

Rezultă că A e L(O(n)), deci o(n) C L(O(n)). în concluzie, avem:

L(O(n)) = oțn).

Dimensiunea grupului Lie Oțn) este

dimO(n) - dimL(O(n)) dimo(n) = ——— -.

2.1.3. Grupul special ortogonal.
PROPOZIȚIE, i) Mulțimea

SO(n) = { A E Oțn) | detA = 1}

poate fi organizată ca grup Lie (numit grupul special ortogonal).
ii) Algebra Lie LțSOțn)) este algebra Lie o{n) a matricelor antisimetrice 

din gl(n,W).
Demonstrație. Avem SO (n) = O țn)DSL (n, IR). în continuare se folosește 

propoziția 1.9.5.

2.1.4. Grupul ortogonal de tip {p, q); p,q € N, p + q = n.
Considerăm forma biliniară simetrică
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< , >: Rp+9 x Rp+9 -+ R

(2-3) x, y  > =  - ^ 'y 1 -  -  Xp yp + xp + 1yp + l +  ... +  xp+ qyp+ q .

Endomorfismele spațiului Rp+q care invariază forma biliniară (2.3) se numesc 
transformări ortogonale de tip (p,q).

Dacă privim pe x și y ca vectori coloană, atunci (2.3) se scrie în notație 
matriceală:

(2.3') ( <  % ,y  > )  — ^ p ^ g V i Ip,q

în (2.3'), (< x ,y  >) este o matrice cu o linie și o coloană.
Dacă A este matricea unei transformări ortogonale generale de tip (p,q), 

atunci avem:

< A x ,A y>  = < x ,y > ,  (V)x,y G Rp+9 o
&  T (Ax)Ip<qAy =T  x lp<qy, (V)x, y € R ^ 9 O
o  T xT AIp ,qAy =T  x lp,qy, (V)x, y € R ^ 9 o T  AIp<qA = Ip ,q

De aici rezultă că det A /  0, deci A G GL(p + q, R).

PROPOZIȚIE, i) Mulțimea

O(p, q) = {A E GL(p + q, R) |T  AIp,qA = IP:q}

poate fi structurată ca grup Lie (numit grupul ortogonal de tip (p, <7)). 
ii) Mulțimea

°(P, q) = {A ^ gl(p + q,W) \T  AIp<q + Ip ,qA = 0} 

poate fi structurată ca algebra Lie.
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iii) L(O(p,q^ = o(p,q).
Demonstrație, i) Fie A ,B  G O(p,q), deci

T AIptgA = Ip^ \  T BIptgB = Iptg.

Rezultă

T {AB)IPtg(AB) =T  B T AIp<qAB =T  B Ip ,qB = Ip ,q .

Rezultă AB G O (p,q\
Fie A G O(p,q), deci T AIp ,qA = IPiq. Rezultă că T AIp<q = Ip<qA~x . Avem 

T { A ^ ) I PtqA~1 =  ^ A ) - 1  AIPig = IPtg, deci A- 1  e O (p,q\ Am arătat că 
O(p, q) este subgrup algebric al grupului GL{p +  ?,K).

Fie funcția

0  : GL(p + q, IR) —► Alp+țțR), 0(A) —T  A Ip q A.

Este evident că 0  este continuă.
Rezultă că O(p,q) =  0 " 1({Zp g }) este mulțime închisă în GL(p + g, K). Am 
arătat că O(p, q) este subgrup închis în GL(p + q, R). Rezultă că O(p, q) este 
grup Lie.

ii) Fie A ,B  G o(p,q). Se constată ușor că A +  B, AA 6 o(p,q), [A,B] G 
o(p,q), C^M € R, deci o(p,q) este o subalgebră Lie a algebrei Lie gl(p + q,W).

iii) Pentru a stabili incluziunea L{O{p,qy) C o(p,q}, considerăm o curbă 
analitică c : R -^0{p, q), cu c(0) =  Ip+q . Din T c(t)Ip ,qc(t) = Ip q , deducem

T c ^ I p>qc(t} +T  c(t)Ip>gc(t) = 0, (V)t G R.

în particular, pentru t = 0, rezultă

(2.4) T c(0)Ip,q + /M c(0) =  0,

unde am folosit c(0) =  Ip+q =T  c(0). Deoarece vectorul c(0), tangent în 
elementul neutru I^ g  la varietatea O(p,q), verifică (2.4), rezultă că:
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(2.5) L ^ O ^ q ))  C o(p,q).

Considerăm acum o matrice A G o(j>,q) G gl(p + q,R). Știm că aplicația 
exponențială a grupului Lie GL(p + g, R) este

X  ^ ql(p A q, R) —* exp X. = e^ € GL^p + q,R).

Considerăm curba analitică

c : R ^  GL(p + q, R), c(t) = exptA  = et A .

Avem c(0) =  Ip+ q . Vom arăta că curba c are imaginea în O(p,q). Observăm 
că avem formula

(2.6) Ip,qA k = { - ^ k (r A)k I1 (Y)k € N.

în adevăr, pentru fc =  1 formula (2.6) este adevărată, deoarece A G o(p,q). 
Presupunând (2.6) adevărată, rezultă

Ir ,,Aw  = (IM Ak )A = ( - l ) \ T A fy I p.,A) = ( - l ) k ^
= (-1)‘+‘(TX)‘+V,,„

deci formula (2.6) este adevărată, (V)k G N. 
Folosind formula (2.6), rezultă:

T (exptA)Ip g  = Ip<qexp(-tA ).

De aici, rezultă

T c (t )I P,qc(t) =T  (exptA)Ip<q(exptA') =  7p g  exp(-M ) expM  = Ip<q,

ceea ce ne arată că curba c are imaginea în O(p, q). în plus, avem c(0) = A. 
Curba analitică c : R ~^GL(p +  g, R) verifică condițiile
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c(0) =  Ip+q, c(R) C O(p,q), c(0) =  A.
Rezultă că A € L(O(p,q}), deci o(p,q) C L(O (p,q)) și, folosind (2.5), 
obținem: L (O (p, q)) = o (p, q ).

Observație, i) Avem 0(0, n.) = O(n).
ii) grupul 0(1, 3) se numește grupul lui L orentz, și intervine sistematic 

în teoria relativității restrânse.

Exercițiu, i) Să se determine algebra Lie a grupului Lorentz 0(1,3).
ii) Considerăm matricea

= —̂ 2 + Il^E^I^z,

unde E} sunt matricele din baza canonică a spațiului vectorial AA(R). Să se 
calculeze exp X.

2. 1.5. Grupul Lie GL(n,C}0 C G L (2n,R ).
în continuare vom nota cu In matricea unitate de ordinul n, adică

A. = (^).
Considerăm următoarea matrice de ordinul 2n :

O In
~In O

Notăm GL(n, C)o = {A € GL(2n,R) | A J = JA},

L = { A E gl(2n,W) | A J  = JA}.

PROPOZIȚIE, i) GL(n, C)o este subgrup Lie al grupului Lie GL(2n,R).
ii) L este subalgebra Lie a algebrei Lie gl(2n,W).
iii) L(GL(n,C)o) = L.
Demonstrație, i) Este ușor de văzut că

An € GL(n, C)o
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Fie A ,B  E GL(n,C)o. Avem (AB)J = A JB  = J(AB), deci
AB  G GL(n,C)o.

Fie A G G L(n,C)Q. Deoarece J 2 = —/ 2n, rezultă

r ’j  = ( J - M ) - 1 = ( - J A ^ 1 = ( - A J ) - 1 = - J - ' A - 1 = JA ~ y

și deci A- 1  G GL(n,C)o- Prin urmare, GL(n,C)o este subgrup al grupului 
G L (2n,l). Deoarece G L(n,C)Q este subgrup închis, conform teoremei lui 
Cartan, GL(n, C)o este subgrup Lie.

ii) Pentru orice A ,B  € L, avem A + B E L, AA G L, (V)A G R, deci L 
este subspațiu vectorial al lui j! (2 n ,l) . Pentru A,BE L avem

[A,B]J = (AB -  B A}J = A B J -  B A J  = A JB  -  B JA  = JA B  -  JB A  = 
= J(A B  -  BA) = J[A,B]

și deci [A, B] G L. Prin urmare, L este subalgebră Lie a algebrei Lie p/(2n, R ).
iii) Fie A G L(GL(n, C)o ). Rezultă că există o curbă analitică

a : R —»GL(2n,R),

cu

a(0) = I 2 n , â(0) = A, a(R) C GL(n, C)o .

Din egalitatea a(t)J  = Ja(t), (y)t G R, prin derivare, rezultă
oJt)J = Jojt). Pentru t =  0, obținem A J = JA, adică A E L. Am stabilit 
incluziunea

L(GL(n,<C)o) C L.

Să stabilim acum incluziunea L G L(GL(n,C)o)- Fie A E L. Definim 
curba

a  : R —>GL(2n,R), a(t) =  exp At.
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Este evident că a  este aplicație analitică. De asemenea, avem a(0) =  Fn, 
A(0) =  4 . în plus, deoarece J  comută cu puterile lui A și cu / 2n ; rezultă:

a(t)J  = (expAt)J = J(expAt) = J a ( t \

Prin urmare, avem o(R) C GL(n, C)o, ceea ce ne arată că A € L(GL(n, C)Q). 
Am arătat că:

L C  L(GL(n,C)o ).

Am obținut egalitatea:

L = L(GL(n,C)0).

2.1.6. Grupul liniar general complex.
PROPOZIȚIE. Fie GL(n, C) grupul multiplicativ al matricelor pătratice 

nesingulare de ordinul n peste C (C este corpul numerelor complexe).
Atunci:

h : GL(n,C) ^  GL(2n,R), h(A) = B
C

- C
B

Vom arăta că h este homomorfism injectiv de grupuri. Deoarece 
h(A) = h(A') implică A = A1, rezultă că h este injecție.

i) GL(n,C) este subgrup Lie al grupului Lie GL(2n, R).
ii) Algebra Lie a grupului Lie GL(n,C) este algebra Lie gl(n,C) 

considerată în exemplul 5.2.2 (ii), (Cap. I).
Demonstrație, i) Fie A = (a^) e GL(n,C).
Punem

a k =  bk + ^k  £ C,

unde i 2 = —1, cȚfr{ G R. Fie B = (b^) și C =  (c{) . Considerăm aplicația
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Fie A =  (a{) , A' = (ak ) € GL(n, C); avem 0^ = 1  ̂+ ic^, dk = bk + ick .
Notăm 3 = ^ , 0 =  (4 )  , B' = (b^) , C  = {c^) . Avem

(AA'Yk = aja^ = (b>T + zcO ^  +  id ^  = W k -  4 c k + i { 4 ^  + 4 ^  .

Am obținut egalitatea

AA' = BB' -  CC' + i(B C  + CB').

Rezultă

B B ' - C C  - B C - C B ' 
BC' + CB' B B 1 -  C C

De asemenea, rezultă:

h(A)h(A) ^  p  J { ^ c  Q‘ B B ' -  C C  - B C  -  C B ’ \ 
B C  + CB' B B ' - C C

Am obținut h(AA') = h(A)h(A'), adică h este homomorfism de grupuri.
Din ultima egalitate rezultă h(In ) = h (A A - 1 ) = h^A^h^A- 1 ), și cum 

h(In ) = h(In + z • 0) = ( ' obținem det/i(/n ) =  1. Prin urmare,

avem det h(A) ^  0.
Vom arăta (prin dublă incluziune) că

h(GL(n,C)) = GL(n,C)o-

Fie A E GL(n, C), deci A = B + iC, unde B ,C  E GL(n, K). Avem

h(A )J =

Jh(A) =

(  B  - C \ (  0 In \
C B ) \ - I n  0 J

/  0 / n \  /  B - C  \
\  - /n  0 C B J

( C B \ 
\~ B c  )
( C B \ 
\~ B c  )
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Rezultă că h(A)J = Jh(AY  deci h(A) e GL(n,C)0 . Am obținut: 

h(GL(n,C)) C GL(n, C)o-

f  B D \Fie A 6 GL(n,C)o C GL(2n,R). Avem A = ( E  ) ' u n d e

B, D ,C ,E  e A4n (R) și det A ^  0. Știm că A J = JA, deci

Din ultima egalitate, rezultă

C = —D, B = E. Avem deci

A = (  ^  = h(B + iC), B + iC e G L (n ,C \

A G h(GL(n,Cy), și deci

GL(n,C}0 C h(GUn,<C)Y

în concluzie, h(GL(n,C)) = GL(n,<C')0 . 
Deci aplicația

h : GL(n,C) -> GL(n, C)o

este un homomorfism bijectiv. Rezultă că GL(n, C) se identifică prin h cu 
GL(n, C)Q C GL(2n,K). Prin urmare, putem considera GL(nyC) ca sub- 
grup Lie al grupului Lie GL(2n, R). Grupul Lie GL (n, C) este numit grupul 
liniar general com plex.

ii) Considerăm algebra Lie gl(n,C) (a se vedea exemplul 5.2.2, Cap. I), 
și fie aplicația

h : gl(n,<C') -» jI(2n,R), h(A) = h(C + iD) =
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unde A = C + iD E gl(n,C). Se constată ușor că h este homomorfism injectiv 
de spații vectoriale, și că avem h(gl(n,C)) = L, unde
L = {X  E gl(2n,R) | J X  = X J} .

Pentru A = C + iD, B = E + iF  E gl(n, C), avem:

[h(A),h(B)] = h(A)h(B) -  h(B)h(A) =

CE - DF -CF - DE \ _ ( EC - FD -ED - FC 
DE + CF -DF + CE ) \ FC + ED  -FD + EC

( CE - D F - EC + FD ED + FC - C F  - DE  \ 
\ DE + C F - F C - ED -DF + CE + FD - EC )

= h([A,B]).

Prin urmare, h este izomorfism de algebre Lie între gl(n,C') și L. Deci 
L(GL(n,C)) -  L{GL(n,C)o) = L ~  gl(n,CY

în concluzie, L(GL(n,Cy) = gl(n,C).

2.2. SUBGRUPURI ÎNCHISE ALE GRUPULUI LIE G L(n,C )-
în cadrul acestui subparagraf vom considera următoarele subgrupuri Lie: 
- grupul liniar special complex,
- grupul unitar,
- grupul special unitar,
- grupul unitar de tip (p,q).

2.2.1. Grupul liniar special complex.
Considerăm mulțimea

SL(n,C ) GL(n,C) | d e tA =  1}.

Dacă A^B E SL(n,C), atunci AB E GL(n, C) și avem

d e t( /5 )  = det A det B — 1.

Rezultă AB E SL(n,C).
Din det A = 1, rezultă det A- 1  =  1, deci A- 1  € SLțr^C). Prin urmare, 

SL(n, C) este subgrup al grupului GL(n, C). Deoarece SL(n, C) este mulțime
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închisă în varietatea GL(n,C), rezultă că SL(n,C) este subgrup închis al 
grupului Lie GL(n, C) și, conform teoremei lui Cartan, SL(n, C) este subgrup 
Lie (numit grupul liniar special complex). Algebra Lie a grupului Lie 
SL(n,<C) este

L (SL {n ,O ) = sl(n,C) = {A G gl(n,C) | Tr A = 0}.

2.2.2. Grupul unitar. Fie mulțimea

U{n) = {A G G L ^ C )  I A"1 =  A},

unde A este conjugata matricei transpuse lui A. Dacă A, B E U(n), avem:

AB = T (AB) = T B T A = T B T A = B Â  = B ^ A - 1 = (A B )~ \ 
A^  =  î p  =  ( T ^ - 1 = p x T 1 =  r 1 =  (A -1) - 1.

Rezultă că AB  G U{n) și A- 1  G U(n). Prin urmare, U(n) este subgrup al 
grupului GL(n, C). In plus, U(n) este mulțime închisă în varietatea GL(n, C). 
Conform teoremei lui Cartan U(n) este subgrup Lie al grupului Lie GL(n, C) 
(numit grupul unitar). Algebra Lie a grupului Lie U(n) este

L{U(n)) =  u(n) = {A G gl(n,C) | A + A =  0}.

2.2.3. Grupul special unitar. Fie mulțimea

SU(n) = {A G U(n) | detA =  1}.

Se constată cu ușurință că SU(n) este subgrup închis al grupului Lie U(n). 
Folosind teorema lui Cartan rezultă că SU(n) este subgrup Lie (numit grupul 
special unitar). Deoarece SU(n) = SL(n,C) QU(n), rezultă
L(SU(n)) = L(SL(n, C))QL(U(n)), și deci algebra Lie a grupului Lie SU(n) 
este
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LțSUțn)) = su(n) = {A E gl(n,C) |T r J4 =  0, A + A = 0}, 

unde A este conjugata matricei transpuse lui A.

2.2.4. Grupul unitar de tip (p,q). Definim forma biliniară

< , >: Cn x Cn  —> C

prin

(2.7) < x ,y > =  -x ^ y 1 -  . . . - i ^  +  ^ j T 1 + ... + x ^ ^ ,

unde p + q = n-, x ,y  € Cn .
Dacă privim pe x și y ca vectori coloană, atunci (2.7) se scrie în notație 

matriceală

(2.7') (< x, y ^ = T  x lp^y, Ip<q =  ^ ô / ,  )  '

Endomorfismele spațiului Cn , care invariază forma biliniară (2.7), se numesc 
transform ări un itare de tip  (p,q). Notăm cu A matricea asociată unei 
astfel de transformări. Avem < Ax^Ay > — < x ,y  >, (y)x,y  6 Cn , sau 
T {Ax)IPtqAy =T  x lp<qy, (Y)x,y e C", ceea ce implică

T xT AIp<qAy =T  x lp q y, (V)r, y e  C .

De aici, rezultă: T  AIp q A = Ip<q. Ultima egalitate implică detA ^  0, deci 
A e G L (n ,C ). ' ’

PROPOZIȚIE, i) Mulțimea

U M  = {A e G L țn X )  r  AIp>qA = Ip ,q }

poate fi organizată ca grup Lie (numit grupul unitar de tip (p, q)), unde 
p,q E N și n = p + q.
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ii) Mulțimea

uțp, Q) — { ^  ^  dKn ’ ^ )  \T  AIp,q + Ip,qA — 0}

poate fi structurată ca algebră Lie, unde p + q — n.
iii) L(U(p,q)) =uțp,q).
Demonstrație, i) Notăm p + q = n; considerăm funcția

0  : GL(n,C) M n (C), 0(A ) =T  A IPiqA.

Este evident că 0  este continuă. Rezultă că Uțp,q) = 0 ~ 1({IP,q}) =mulțime 
închisă în GL(n,C). Pentru A,BE Uțp,q), avem

T țAB)Ip tqĂB =T  B T AIp,qA B =T  BIp,qB = Iptq,

deci AB  e Uțp,q). Pe de altă parte, din A € U(p,q), rezultă

AIp^qA — ^p^ SaU AIp g  Ip,qA .

Folosind ultima egalitate, obținem:

T țA - l )IPigĂ~1 = {T A )- xIp<gA~X = ^ A ) - 1 T AIPiq = Ip ,q.

Rezultă A~x EU(p, q), deci U(p, q) este subgrup închis al grupului GLțn, C). 
Observăm că dacă p = 0 și q = n, atunci lQ,n = In și U(0,n) = U(n). 
ii) Este ușor de văzut că dacă A ,B  E uțp, q), atunci

A + B, XA, [A,B] 6 uțp,q), (V)A E R, deci u(p,q) este subalgebră Lie a 
algebrei Lie glțp + q,<C.).

iii) Se arată (prin dublă incluziune) că L(U(p,q)) = u{p,q).

2.3. GRUPURI SIMPLECTICE.
2.3.1. Grupul simplectic real.
Prin structură sim p lectică  pe un spațiu vectorial real V

(dimV = 2n) înțelegem o aplicație R—biliniară < , >: V x V —> R, care 
îndeplinește următoarele condiții:
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(i) este antisimetrică, adică < x ,y  > + < y ,x  >= O, (\/')x,y G V, 
(ii) este nedegenerată, adică dacă < x ,y  > =  O, (V)y € V, atunci r  =  O.
Dacă V  =  R2 n , definim grupul sim plectic real

Sp(n,R) =  {A G G L ( 2 n ^  |< A x,A y >=< x ,y > , W x ,y  e R2 n }.

Considerăm în R2n o bază {e1; ...,e2 n} astfel încât

Ci j  ĵ

1, dacă j  — i = n 
— 1, dacă i — j  = n 
0, dacă j  — i ^  ±n.

Atunci matricea structurii simplectice este J  = f > unde In  este

matricea unitate de ordinul n. Rezultă

Sp(n,R) = {A G GL(2n,R) |T  A JA  = J},

unde T A este transpusa matricei A.

în cele ce urmează ne propunem să arătăm că mulțimea Sp(n, R) poate 
fi organizată ca grup Lie, și apoi să determinăm algebra Lie a grupului Lie 
Sp(n,R).

Fie A, B € 5p(n,R), deci T A JA  =T  B JB  — J. De aici rezultă

T (A B)J(A B ) =T  B(T AJA)B =T  B JB  = J,

deci A B  G 5p(n,R). Pe de altă parte,

T (A- I )/(A- 1) = C A ^-^ J A -^  = ( ^ - V A J ) = J ,

de unde rezultă că A-1  G Sp(n,R).
Fie Ai 6 Sp(n,R), i G {1,2,...}, cu limA; = A. Din relațiile i—*oo

T AiJAi = J,
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prin trecere la limită, obținem

T AJA = J,

adică A E Sp(n,R). Prin urmare, Sp(n,R) este subgrup închis al grupului 
Lie GL(2n,R). Conform teoremei lui Cartan rezultă că Sp(n,R) este grup
Lie (numit grupul sim plectic real).

Notăm

sp(n,R) = {A E gl(2n,R) |T  A J  + JA  = 0}.

Observăm că dacă A, B E sp(n,R), deci dacă

T AJ + JA = 0, TBJ + JB  = 0,

atunci [A,B] = AB — BA E sp(n,R). în adevăr, avem

T [A,B]J + J[A,B] -  T (AB -  B A )J  + J(A B  -  BA) =
= T B (T AJ) - t  A ^ B J )  + J^AB) -  J(BA) =
= - T B (JA )+ T A (JB) + J (A B ) -J ( B A )  =
= J(BA) -  J^AB) + J(AB) -  J(BA) = 0.

Așadar putem considera subalgebra Lie sp(n,R) a algebrei Lie pZ(2n,R).
Vom arăta că L(Sp(n,R)) = sp(n,R). Considerăm o curbă analitică

c : R —>Sp(n,R),

cu c(0) = l2n- Pentru orice Z € R, avem:

T c(t)Jc(t) = J.

Rezultă:

T c(t)Jc(t) +T  c(t)Jc(t) =  0.
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Pentru t = O, avem:

T c(0) J  + Jc(O) = 0.

în concluzie, vectorul c(0) tangent în I^n la varietatea Sp(n, R) verifică relația 
din definiția lui sp(n,R).

Fie X  G L(Sp(n,R)). Atunci 3 curba c : R —>Sp(n,R), astfel încât
X ^ )  =  c(i). în particular, X /2n =  c(0) verifică

T X h „J + J X ,2 n =0.

în baza izomorfismului natural între L(5p(n,R)) și 7/2 n(Sp(n,R)), rezultă 
că X  verifică relația

T X J  + J X  = 0,

deci L(Sp(n,R)) C sp(n,R).
Considerăm acum o matrice A G sp(n,R) C pZ(2n,R). Se știe că aplicația

exp : j/(2n,R) —> GL(2n,R)

se scrie

A —> exp A — eA

Considerăm curba analitică

c : / G R -^c(t) = exp Ai = eA t G GL(2n,R),

unde

eAt =  / 2n +  ^  +  /  +  ...
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Avem c(0) = hn- Vom arăta că imaginea aplicației c este în Sp(n,R). 
Deoarece A £ sp(n,R), avem:

T AJ + JA  =  0.

Prin inducție după n se arată că

f A ^ J  = ( - i y j A n .

Calculăm

(exp(r A))J = (I2n + ^ T A + -t T A 2 + ...)J = J - - J A + - J A 2 + . . . ^ 

= Jexp (-A t).

De aici, rezultă:

T c(i) ■ J ■ c(t) = T (exp(At)) Jexp(At) =  (exp(r At)) Jexp(At) = 
- J(exp(-A t)) exp(dt) - J.

în concluzie, c(t) € Sp(n,R). Pe de altă parte,

c^  = at 1*=°= A
Curba analitică c : R —> GL(2n,R) verifică condițiile c(0) = lin,
Imc C Sp(n,R), c(0) = A. Rezultă că A £ L(Sp(n,R)), deci
sp(n, IR) C L(Sp(n,R)). Am obținut: L(Sp(n,R)) = sp(n,R). Avem:

dim Sp(n, R) = n(2n +1).

2.3.2. Grupul simplectic de tip (p,q). Fie p,q e N .  Considerăm matricea

K = \ 0 4,9 | j  _  I ~ 4  0
p'q \  -4 ,9  o )  ’ p 'g ^ 0 4
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PROPOZIȚIE, i) Mulțimea

Sp(p,q,R) = {A e GL(2(p + q),W) \T  A K PiqA = K p „}

poate fi structurată ca grup Lie (numit grupul s im p lectic  de  tip  (p, g)). 
ii) Mulțimea

sp(p, g,R) = {A e gl(2(p + g),IR) \T  AK Ptq + K p<qA = 0}

poate fi structurată ca algebra Lie reală.
iii) L(Sp(p,q,JR)) = sp(p, g,R).
Demonstrație, i) Fie A, B E Sp(p,q,R), deci

A ,B e  GL(2(p +  g),R)și T  AK p ,q A = KPiq, T B K p<qB = K p<q.

Rezultă T țAB}K p^ A B }  =T  B T AK M AB =T  B K p ,qB = K p>q, deci 
AB  G Sp(p,q,R).

Din A G Sp(p, q,R), deducem: K p q A = (T  A)~1K Ptq.
Folosind ultima egalitate, deducem

T țA - ^ K ^ A - '  = ^ A ^ K ^ 1 = K p<qAA~x = Kp,q ,

ceea ce ne arată că A- 1  € Sp(p, g, R).
Prin urmare, Sp(p,q,R) este subgrup al grupului GL(2(p + g),R).

Definim aplicația $  : GL(2(p + g),R) —► A42(? + g )(R), prin

O(A) =T  AK p ,qA.

Este evident că $  este aplicație continuă.
Rezultă că Sp(p,g,R) = $ -1  {{Kp q }) =mulțime închisă în GL(2(p + g),R). 
Deoarece Sp(p,q,W) este subgrup închis al grupului Lie GL(2(p +  g),R), 
rezultă că Sp(p, q, R) este grup Lie.
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ii) Fie A ,B  E sp(p,q,Wp Atunci A + B, XA E sp(p,q,l^.), (V)A € R. în 
plus, deoarece K p q A = —T AK p g  și K p q B = —T B K p q , rezultă:

T [A, B]Kp>q + K Ptq[A, B] = T ( A B - B A ) K Pig + K p ,q ( A B - B A )  =
= T B T AK p,g - T  A T B K Pig + K p ,qAB -  K p>qB A  =
= KM BA -  K PiqAB + K p<qAB -  K p>qBA = 0.

Deducem că [A,B] E sp(p,q,W), și deci sp(p,g,R) este o subalgebră Lie a 
algebrei Lie gl(2{p + g), R).

iii) Fie c : R —> Sp(p, g,R) o curbă analitică, cu c(0) = l2(p+q). Avem:

T c(t}Kp,qc(t} = K p ,q , ^ ) t  E R.

Prin derivare, obținem:

T c(t)KP,qc(t) +T  c(t)KPtqc(t) = 0, (V)t e R.

Pentru t = 0, obținem:

T c ^ K p<g + K p,qc(0) =  0.

Ultima egalitate ne arată că

W P ^ . R ) )  C sp(p, g,R).

Procedând ca la punctul 2.3.2, obținem: sp(p, q, R) C L(Sp(p, q, R)). Prin 
urmare, avem: L(Sp(p,q,W)} = sp(p,g,R).

2.3.3. Grupul simplectic complex.
Considerăm forma biliniară antisimetrică

< , >: C2" x C2n —* C, definită prin
< x ,y  >= x 1yn+1 — y 1x n+1 + ... + xn y2n — x 2nyn ,

sau, în scriere matriceală,
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(< x ,y  >) =T  xJy, unde J  = [ T A  •

Endomorfismele spațiului C2n care invariază forma < , > se numesc tran s
form ări sim plectice. Mulțimea lor se notează Sp(n, C) și avem:

5p(n,C) = {A G GL(2n,C) F  A JA  = J}.

Se arată că Sp(n,C) poate fi structurat ca grup Lie (numit grupul sim - 
p lectic  com plex).

Algebra Lie a grupului Lie Spirt, C) este:

L iS p in ^ y )  = sp(n,C) = {A E gl(2n,C) \T  A J  + JA  = 0}.

2.4. GRUPURI DE TRANSFORMĂRI CARE INVARIAZĂ O FORMĂ 
BILINIARÂ NEDEGENERATĂ.

2.4.1. Fie V  un spațiu vectorial real de dimensiune n ș i B : V x V - * R 
o formă biliniară nedegenerată. Notăm H (B) = { f  ■ V —̂ V \ f  este liniară 
și B { f (x ) , f  (y)) = B (x, y ) , (V) x ,y  € V}. Fie {ei,..., en } o bază în V  și 
fie 5 G AAn (K) matricea lui B  în baza considerată, deci g = (g^), unde 
gij = B (e i,e j), (V )i,j E { l,...,n} . Condiția de nedegenerare a lui B  se 
scrie:

B (x, y) =  0, (¥)y E V  implică x = 0.

Fie x = x l e, E V, astfel încât B (x,y) = 0, (V) y E V. Scriind y sub forma 
y = y'ei, obținem:

B (x ,y ) = 0, (Vjy E V  & B (x 'e^ tfe j) =Q, ( y \  ...,yn ) E W 1 &
<=> x ^ B ^ ^ j )  = 0, ( \ f)y \ . . . ,y n  E R &  g ^ y !  = 0, (W )y\...,y ‘ 

9ij% fi» j  € {1,..., n) .

Deoarece B (x, y} = 0, (V) j/ G V implică i  = 0, rezultă că sistemul gijXi =  0, 
j  E {1, ...,n} are numai soluția banală x 1 =  ... = i n  =  0, deci det {g^) ^  0, 
adică g este inversabilă.
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Fie f  : V —* V o aplicație liniară și fie A =  (a’ ) matricea lui f  în baza 
{ei,..., en ) , deci /  (e,) = a ^ .  Pentru x = x ^ i, y = y ^  6 V  avem:

B ( f ( z ) ,H y ) )  = B ^ y ^ B ^ x ^ J ^ e ^ B ^
o  x ^ B  (a^ek, a ^  = x lyi gi j  O  x ^ a ^ a ^ k r  = x l y3gi j  o 
^  (fii ^j9kr 9ij) x yi 0.

i) Fie A, B e H (g). Atunci

T  (AB) g (AB) =T  B  ^A g A ) B =T  BgB = g,

deci AB E H (g).
Fie A E H (g), deci T AgA = g. Rezultă

Observăm că avem:

f  G H ( B ) ^ B ( f ( e t ) , f ( e J )) = B (e t ,e j ) , (V )iJ  e  { l ,. . ,n }  O
«- B (a^ek ,a }

r er ) = g^, (V) z, j  G {1, ...,n} O
O  ațargkr = 9ij, (V) z j  G { 1 , n} o
O  (T A gA )..=  gijy  ^ i , j e { \ . , . . . , n } ^

O  T AgA = g.

Dacă f  e H (B ) , atunci T AgA = g și deoarece g este inversabilă, rezultă că 
A este inversabilă, deci A G GL (n ,R ). Prin urmare H (B) se identifică cu 
mulțimea matricelor din GL (n ,R ), cu proprietatea că T AgA = g.

Vom nota:

H(g) = { A e G L ( n ,R ) \ T  AgA = g}- 
h(g) = {A  G s/(n ,R ) |T  Ag + gA = 0} .

PROPOZIȚIE.
i) H (g) poate fi structurat ca grup Lie;
ii) h (g) este subalgebră Lie a algebrei Lie gl (n, R ) ;
iii) Algebra Lie L (H (gfi) a grupului Lie H (g) este h (g ).
Demonstrație.

195
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



T  ( r 1) g A ^  =T  (A” 1) ^A g A )  A"1 =T  ( A ^ T  Ag (AA"1) = T  (AA"1) g = g,

deci d " 1 € H (g) . Rezultă că H (g) este subgrup al grupului_GL_(n, R ) .
Fie H (g) închiderea lui H (g) în G L (n ,R ), și fie d  € H (g). Deoarece 

GL (n,R) are bază numărabilă, rezultă că există un șir (A JieN  de elemente 
din H (g), cu proprietatea că A = limdj. Deoarece A, G H (g), rezultă că 

î — > 0 0

T AigAi = g, oricare ar fii e N. Atunci:

T AgA =  ( limT d 1 ) g ( lim A j =  lim (T  A^gAi) = lim j =  g, 
\ i —»oo /  \ i —*oo /  i —>oo Î - + OO

deci A G H (g) . Rezultă că H (g) C H (g), și cum H (g) C H (g), avem 
H (g) = H (gY deci H (g) este subgrup închis al lui GL (n ,R ). Din teorema 
lui Cartan rezultă că H (g) este grup Lie.

ii) Fie A, B E h (g ) , deci T Ag+gA = O și T Bg+gB  =  0. Pentru k } , k2 G R, 
avem:

T  (kiA + k2B) g + g (h A  + k2 B) = k{Ag + k%Bg + h g A  + k2gB =
=  ^i (T  Ag + gÂ) + k2 (T  Bg + gB^ = 0.

Rezultă kxA + k2 B e h (g ) , deci h (g) este subspațiu vectorial al lui gl (n, R ) .
In continuare, avem:

T [A,B]g + g[A,B] = T  (AB -  BA) g + g (AB -  BA) =
= T B T A g - T  AT Bg + g A B - g B A  =
= - T BgA +T  AgB + gAB -  gBA = 
= g B A ~ g A B  + gAB — gBA = O.

Prin urmare, [A,B] G h(g) și deci h(g) este subalgebră Lie a algebrei Lie 
gl (n, R ) .

iii) Fie A G L (H (g)). Atunci există o curbă analitică c : R -^G L  (n,R) 
cu proprietățile c (0) =  / n , c (0) =  A, c (R) C H (g). Rezultă T c (t) gc (t) = g, 
(y)t G R. Prin derivare, obținem: T c(t)gc(t) +T  c(t)gc(t) =  0, (V) t G R.
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Pentru t = O, deoarece c(0) = In și c(0) = A, obținem T Ag + gA = 0, deci 
A E h {g ). Am obținut: L {H {g)) C h (g ) .

Reciproc, fie A E /i (^ ), deci T Ag + gA =  0. Rezultă T A = —gAg~ i . Prin 
inducție, obținem: (T  A )k = { - \ ) k gAkg~x .

Considerăm curba c : R —> GL(n, R), c(t) =  exptA. Evident, c este 
analitică. Avem c(0) = In , c(0) = A. în plus, pentru orice t E R, avem:

0 0  ( — A ™
T c(t) = T  {exptA) = exp(tT A) = e xp (-tg A g ^ 1) = (gAg~l )m

m = 0

= t ^ 9- ^ t ^ A^ = 9(^ ^ ^ ^
m = 0  \ m = 0  /

Rezultă
T c{t)gc{t) = (g exp{-tA )g  J) gc{t) = gexp{-1A) exptA  = gexp0 = g,

ceea ce ne arată că c{t) e  H {g), (V) t 6 R, și deci A =  c (0) € L{H  {g)). 
Obținem că h{g) G L {H {g)).

în concluzie, L {H {g)) = h{g ).

2.4.2. OBSERVAȚII.
2.4.2.1. Dacă B  este o formă bilinară simetrică, atunci:

9 i j  = B{e i ,e j ) = B{e j ,e t ) = g} z ,{V )i,j E { l,- .,n }  ,

deci g =T  g, ceea ce ne arată că g este simetrică. 
Condiția T Ag + gA =  0 se mai scrie:

T A T g + gA = 0 <^T  {gA) + gA = 0 o  gA este antisimetrică.

Fie I  forma biliniară simetrică pentru care baza { e^ ..., en } este ortonor- 
mată, deci I  {e^e^) = 5^, {^ ) i ,j  E {1, ...,n} . Atunci matricea corespunză
toare în această bază este In . Rezultă că

o{n) = h {In ) = { A e  gl (n,R) |r  A + A =  0}
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este subalgebră Lie a lui gl (n, R ) , și anume este algebra Lie a grupului Lie

0 (n )  = H (In ) =  { 4 e G L (n ,R )  \T  AA = In }

(grupul ortogonal de ordinul n, considerat la 2.1.2).
Dacă notăm epq =  (<5rp <5sg)1 < r s < n  > ^ ^  P̂ Q ^  {1, •••,” } > atunci o bază în 

algebra Lie o (n) este formată din matricele:

{̂ pg Cqp | 1 < f  < 9 < 71} ,

deci dimensiunea algebrei Lie o (n) este "^^ ^ . Prin urmare, 
dimO(n) =  ^ .

Revenind la cazul formei biliniare simetrice B, observăm că. A € h(g) O 
gA e o(n).

Fie tp : gl (n, R) —♦ gl (n, R ) , p (A) = gA. Observăm că p  este un izomor
fism liniar și că h (g) =  </?—1 (o (n )). Rezultă că dimensiunea lui h (g) este tot 
^ ^ A l  șj deci dimensiunea grupului Lie H (g) este 2̂ZA1

Fie acum p, q e N cu p + q = n și IPtq = ( ^ p M  . Fie Bp>q forma 

biliniară simetrică, care în baza {ej, ...,en } are matricea Ip,q . Atunci

O(p,q) = { A e  G L ^ n ,^  \T  A Ip,q A = IPtQ} = H (Ip ,q ) 

este grup Lie de dimensiune A^zAl, c a r e  ^  c a  a ige br â Lie pe

o(p,q) = {A  e g l  (n, R) |r  AIp<q + Ip>qA  =  0} = fi (IPiq) .

O (p, q} este grupul ortogonal de tip (p, q) (a se vedea 2.1.4).
2.4.2.2. Dacă B  este o formă biliniară antisimetrică, atunci

9n = B (e i,e j)  = - B  (e^e^  = - g j i , (y ) i ,j  e  {l,...,n} , 

deci T g = -g . Prin urmare, g este antisimetrică. Atunci condiția 
T Ag + gA = 0 se mai scrie:
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—T AT g + gA = O o  - T  (gA) + gA = O ^  gA este simetrică.

Fie S = {A E gl ( n ^ )  \T  A = A} . Atunci S  este subspațiu vectorial al 
spațiului vectorial gl (n,R) și o bază în S  este formată din matricele:

{epq + eqp \ 1 < p  < q < n }\J  {epp | p G {1,...,«}} ,

deci dimensiunea lui S  este + n = n ^ ^ .
Deoarece h(g) = p - 1  (S ) , rezultă că dimensiunea lui h(g) este n^ 2

+ 1^. 
Prin urmare, dimensiunea grupului Lie H (g) este ^ A l l .

Considerăm n = 2m și B forma biliniară antisimetrică care, în baza

{^i, e2m } , are matricea J = \ I '
Obținem grupul simplectic real

Sp (m, R) =  {A G GL (2m, R) |T  A JA  = J} 

(a se vedea 2.3.2). Algebra sa Lie este:

sp (m, R) = £ (Sp (m, R)) = {A € gl (2m, R) |r  A J + JA  = 0} .

Dimensiunea grupului simplectic real Sp (m, R ) , este: M 2” +1) = m  (2m +  1).
Considerăm n = 2m și m = p + q, cu p,q E N. Fie B  forma biliniară 

antisimetrică care, în baza {ei, ...,e2m} are matricea:

p'9 -  o J ■

Obținem atunci grupul simplectic de tip (p,q) (a se vedea 2.3.3):

Sp(p,g,R) =  {A e GL (2m,R) |T  AK p<qA = K p,g } .

Dimensiunea grupului Lie Sp (p, q, R) este m (2m + 1). Algebra sa Lie este:

sp(p ,î,R ) = L(Sp(p,q,RY) = {A G ^(2m ,R ) \T  AK Ptq + K p q̂A Q} .
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2.5. GRUPURI UNITARE.
2.5.1. Fie V un spațiu vectorial complex de dimensiune n și

B : V x U -> C

o formă hermitică nedegenerată, deci care are proprietățile:
i) B (Ax + y y , z) = XB (x, z) + yB  (y, z ) , (V) x, y, z G V, (V) A, ^ G C.
ii) B (y, x) = B (x, y), (V) x, y G K
iii) B (x, y) =  0, (V) y G V implică x =  0.
în loc de B  vom folosi și notația < , >, deci B (x, y) =< x, y >,

(V) x, y G V.
Notăm

U (B) = { / : V ^  V | /  este C—liniară și
< f  W  , f  (yj >=< x ,y  >, W x , y ț V } .

Fie {ei,..., en } o bază a lui V  și fie gij = <  e,, ej >G C, (V) i , j  G {1, ...,n} . 
Notăm g = (g^) G M n (C ). Avem:

9 j i  — ^  ^j > ^i >  — <  ^ i j ^ j  >  — 9 i j t

deci T g = g. Rezultă g — g, unde g = T g =T  g. 
Dacă x =  x’ei și y =  y ^ j ,  atunci:

< x ,y  >=< x ^ e ^ e j  >= x ^  < e^ej > =  x ^ g ^ .

Dar < x,y > =  0, (V) y G V o  gl j x i yJ =  0, (V) ( y \ . . . ,y n ) G C” O  gi j x i =  0, 
(V) j  G {1, ...,n} .
Acest sistem are numai soluția banală dacă și numai dacă g este inversabilă. 
Deci condiția iii) implică g inversabilă. Prin urmare, g G G L (n ,C ).

Fie /  : V —> V o aplicație C -liniară și x = x i ei , y = y^ej G V. Atunci:

< f { x Y f  (y) >=< x , y >&< f  ^ e ^  , f  (y^ej > = <  x ^ ,  ^ e j  > o 
O  x V  < f  (Ci) , f  ( e j  > =  x ^  < et , e, > O
^  {< f  ^ i)  , f  (^j) > -  < ei,ej >} x 1̂  = 0.
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Rezultă că, f  E U (B) o <  f ( x ) , f  (y) >=< x ,y  >, ^ } x , y  E V  O 
< f ^ i ) , f ( e } ) >=< el ,eJ >, (V)zJ =  l,n .

Fie J4 = (a’) € M n (C) matricea lui f  în baza {e1 5 en } , deci 
f  (e j = a^e^. Rezultă:

< /  W  J ^ i )  >=< t ' , , ^ .  >= a ^ .  = (T  A )' (9 )„ (A )' = (T  AgA) i } .

Prin urmare, f  E U (B) o <  f  (e j , f  (ej)>=< ei,ej >, (V )i,j =  l ,n  <=>
<=> ^ A g Ă ).. = 9a, (V) i j '  =  î ^  o T AgA = g.

Dacă f  € U (B) atunci T AgA = g, și cum g este inversabilă, rezultă că 
A este inversabilă, deci A G G L (n ,C ) . Prin urmare U (B) se identifică cu 
mulțimea

U(g) = { A e G L (n ,C )  \T  AgA = g } .

2.5.2. PROPOZIȚIE.
i) U (9) poate fi organizat ca grup Lie.
ii) Mulțimea u(g) = {X  E gl {n, C) |T  Xg + gX  =  0} poate fi organizată 

ca algebră Lie.
iii) Algebra Lie L (U (g)) a grupului Lie U (g). este u (g ).
Demonstrație, i) Fie A, B E U (g), deci T AgA — g și T BgB = g. Rezultă:

T  (AB) gAB = T B T AgA B =T  BgB = g, deci AB e U (g); 
T ( A - ' ) g ( Ă ^  = ( T A y ^ W - ' ^ A y 1 . T A g Ă ( Â ^ ^ 

deci A-1  € U (g).

Rezultă că U (g) este sugbrup în GL (n, C ) .
Fie A EU (g). Deoarece GL (n,C) are bază numărabilă, rezultă că există 

un șir (A ) i€N  , cu proprietățile:
a.) Ai E U (g), deci T A tgAi = g, (V) z e N;
b) lim A  = A.

i—><x>

Rezultă că limT d, =T  A și limd; = A, și avem: 
t ~ K »  î— >00

T AgA = l lim r A ] J l i m A )  =  lim (T AigAA = limp =  g, deci A E U (g). 
XÎ— >00 /  \ w w  / i— >00 '
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Prin urmare, U (g) C U (g), și cum U (g) C U (g), rezultă U (g) = U (g). 
Prin urmare, U (g) este subgrup închis al grupului Lie GL (n, C ) . Conform 
teoremei lui Cartan, rezultă că U (g) este grup Lie.

ii) Fie X ,Y  G u(g), deci T Xg + gX  = 0 și T Yg + gY  = 0. Avem 
T (X  + Y )g + g (X  + Y) =T  X g+ T Y g+ gX + gY  = 0. Rezultă X +  Y  G u (g ) .

Este evident că AX G u (g ) , (V) A G C, deci u (g) este subspațiu vectorial 
al spațiului vectorial gl (n, C ) .

Fie X ,Y  G u (g ) . Avem:

T [X ,Y]g + g [X y ]  = T ( X Y - Y X ) g  + g ( X Y ^ Y X )  =
= T Y T X g - T  X T Yg + g X Y  -  g Y X  =
= - T Y g X + T  X gY  + g X Y  -  g Y X  =
= g Y X  -  g X Y  + g X Y  -  g Y X  = 0,

ceea ce ne arată că [X, Y] G u (g ). Prin urmare u (g) este subalgebră Lie a 
algebrei Lie gl (n ,C ).

iii) Vom arăta că L (U (g)) = u (g ) , prin dublă incluziune.
Fie X  G L (U (g)) C gl (n ,C ). Atunci există o curbă analitică

c : R —>GL (n, C ) , cu c (0) = In , c (0) = X e , c (R) C U (g).

Rezultă T c (t) gc (t) = g, (V) i G R. Prin derivare obținem:

T c(t) gc (t)+ T  c(t) gc(t) = 0, (V) t G R.

în particular, pentru i =  0, obținem T X eg + gX e =  0, și cum X  G gl (n,C) , 
rezultă T Xg + gX  = 0, deci X  G u (g ) . Am obținut L(U  (g)) C u  (g).

Fie X  G u ^g ). Considerăm aplicația c : R —̂ G L(n,C ), c(t) = exptX . 
Este evident că c este analitică și că c(0) = In , c(0) = X. Deoarece

T c(t) = T (exp £X) =  exp tT X = exp (- tg X g  ') = £  ^ -  (gXg 1) r = 
r=0 ’

^ ( e x p ț ^ - f X ) ) ^ 1
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Și

c (t) = exp tX  =  exp tX ,

rezultă:

c(t}gc(t} = g (e x p ( - tX y )g  'g exp tX  = g (exp ( - tX } }  exp tX  = 
= gexpO = g, (V) t € R.

Am obținut c(t) £ U (g), (V) t € R, adică c (R) C U (g). Rezultă
X  £ L (U (g ) ) ,d e c iU ( g ) c L ( U ( ^

în concluzie L (U (g)) = u (g ) . Q.E.D.
2.5.3. Observație. Ținând seama de egalitatea T g = g, condiția

T X g + gX  =  0 se mai scrie sub forma:

T X T g + gX  = 0 ^ T  (gX) + (gX) =  0 O  _
gX  £ u (n) = (A  £ gl (n,C) |T  A + A = 0} .

Dar u (n) este un subspațiu vectorial real al spațiului vectorial gl (n, C ) . Dacă
notăm Epq = (6pr6qs)r s=p^ , atunci o bază în u (n) este dată de:

{Ep(l -  E q p \ p < q } u { i  (E ^ + Egp) | p < g} U {iEpp | p =  l,n }  .

Atunci dimensiunea lui u (n) ca spațiu vectorial real este 
f c l l  +  f c l l  +  n  =  n 2

Fie aplicația h : gl(n,C ) —> g l(n ,C ), h (x) = gx. Atunci h este un 
izomorfism de spații liniare reale, și deoarece u(g) = h~1 (u (n)), rezultă 
că u (g) are aceeași dimensiune (ca spațiu vectorial real) ca și u (n ) , deci 
n2 = d im u(p ).

Prin urmare, U (g) este grup Lie de dimensiune n2 .

2.5.4. Fie p,q £ N, p + q = n. Pentru g = Ip q  = 

grupul unitar de tip (p, q ),
0

U (p,q) = {A  £ G L  (n,C) |T  AIp<qA = Ip ,q } .

0
9

, obținem
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Up<q este subgrup Lie al grupului Lie GL(n,<C). Dimensiunea grupului Lie 
U (p, q) este n2 . Algebra Lie L (U (p, q)) a grupului Lie U (p, q) este:

u(p,q) = { ^  ^  9  ̂(«,C) |r  X I p q  + Ip ,qX  = 0} (a se vedea și 2.2.4).

Dacă p = Q, q = n, atunci Io,n  = In și obținem grupul unitar:

U (n) = { A e G L  (n,C) \T  AA = In } (a se vedea și 2.2.2).

U (n) este subgrup Lie al lui GL (n, C ) . Dimensiunea grupului Lie U (n) este 
n2 . Algebra Lie L (U (n)) este u (n ) .
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§ 3. TEOREMA LUI CHEVALLEY

Fie G un grup Lie și H  un subgrup închis al său. Definim o relație de 
echivalență în G :

a ^  există y E H  astfel încât a = by.

O clasă oarecare de echivalență o notăm cu a = aH. Notăm

G /H  = {aH \ a e G } .

Considerăm aplicația

TT: G ^  G /H

definită prin

7r(a) = aH = a.

Este evident că proiecția canonică % este aplicație surjectivă. Cu ajutorul 
aplicației 7r introducem o topologie pe G/H. Spunem că o mulțime Q C G /H 
este mulțime deschisă, dacă TT’ 1^ )  este deschisă în G. Fie Q, Q C G/H, 
astfel încât mulțimile îr- 1 (Q), TT- 1 (Q) sunt deschise în G. Rezultă că 
7r_ 1 (Q n Q) = TT^țQ) O v r 1 (Q) =mulțime deschisă în G.
Rezultă că Q n Q este mulțime deschisă în G/H. Fie Qi C G/H, i G I, 
astfel încât TT- 1 ^ )  este mulțime deschisă în G, pentru orice i € I. Deoarece 

avem TT- 1  |J Q I =  U ^ ' ( f t )  =mulțime deschisă în G, rezultă că |J  Qi 
\ i ț l  /  iți iei

este mulțime deschisă în G/H. Deoarece ir~\G /H } = G și 7r- 1 (0) =  0  sunt 
mulțimi deschise în G, rezultă că G /H  și 0  sunt mulțimi deschise în G/H, 
și deci avem într-adevăr o topologie pe G/H.

Din felul în care am introdus topologia pe G /H  rezultă că aplicația TI 
este continuă.

PROPOZIȚIE. Aplicația 7r este deschisă.
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Demonstrație. Va trebui să arătăm că dacă D este mulțime deschisă în 
G, atunci 7r(D) este mulțime deschisă în G/H. Vom stabili formula

(3.1) ^ l M D )) = □  Da.
a^H

în adevăr, fie z G 7r- 1 (7r(D)). Rezultă ÎT(Z ) G 7r(Z?), deci există y E D, 
astfel încât 7r(z) = Trțy), sau x = y, sau xH  = yH. Există a € H, astfel încât 
x = ya, y E D. Deci x  6 Da.

Rezultă: z G U Da. Am obținut: îr’ ^TrțD)) C U Da.
aeH  a^H

Să stabilim incluziunea inversă. Fie z G |J  Da. Există b E H, astfel 
a&H

încât x 6 Db. Rezultă că există y € D, astfel încât x = yb. Ultima egalitate 
implică 7r(z) =  rvțy), unde y e  D, ceea ce arată că z G 7r“ 1(7r(Z>)), și deci 
U Da C Tr'^TrțD)). Deci formula (3.1) a fost stabilită. Deoarece translația 

a^H 
la dreapta

Ra : x E G —̂ Ra (x) = xa € G

este difeomorfism analitic, iar D este mulțime deschisă în G, rezultă că 
Ra (D) = Da este mulțime deschisă în G, deci și (J Da =  7T_ 1 (7T(D)) este 

aeH
mulțime deschisă în G/H, ceea ce ne arată că aplicația ir este deschisă.

OBSERVAȚIE. Din cele de mai sus rezultă că topologia lui G /H  are o 
bază numărabilă. Mai mult, deoarece H  este închis în G, rezultă că. G /H 
este un spațiu Hausdorff. Ultima afirmație rezultă din propoziția de mai jos.

3.1. PROPOZIȚIE. Următoarele afirmații sunt echivalente:
(i) G /H  este separat;
(ii) H este închis.
Demonstrație. (i)=>(ii). Deoarece G /H  este separat, rezultă că orice 

punct din G /H  este o mulțime închisă. în particular, clasa e a elementului 
neutru e e G este o mulțime închisă în G/H. Deoarece 7r : G ^  G /H  este 
aplicație continuă rezultă că 7r- 1 (e) = H este mulțime închisă în G.

(ii)=>(i). Considerăm aplicația
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a : G x G G, o{x,y) = x 1y.

Aplicația cr este analitică, deoarece ea este compunerea aplicațiilor analitice

G x G  j ^  G x G  ^ G
(x,y) — > { x - \ y } — > p (x~ \y}  = x~ l y,

unde p este operația grupală în G, iar j  este aplicația de inversare în G.
Rezultă că cr este continuă, deci ( ^ ( H )  este mulțime închisă în G x G. 

Se observă că a~ l țH) este tocmai graficul relației de echivalență definită de 
H, adică

= {(x,y) E G x G \ x ~  y}.

Fie x, y E G /H  cu x ^  y. Rezultă (x,y) ^  a ^ țH )  (deoarece în caz 
contrar avem crțx,y} ^  H O  x~1y 6 H, adică există b € H, cu x~ xy = b ^ 
<5 y = xb ■& y ~  x &  y = x}. Prin urmare, (x,y) G G xG X a^țH )  =  mulțime 
deschisă în G x G. Există vecinătățile deschise U, V cu x € U, y € V, 
(U x V) n ( ^ ( H )  = 0  și, cum G este separat, putem alege U și V  astfel 
încât să avem U H V  = 0 . Deoarece 7r este deschisă, rezultă că 7r(t/) și 7r(V) 
sunt vecinătăți deschise ale lui x și y, iar intersecția 7r([/)O7r(V) este vidă. în 
adevăr, să presupunem că nțU) D ?r(V) ^  0 , deci există z G TT(t7) O 7r(V) => 
=> z G r/U) și Z G 7r( V). Rezultă că există a e U , b e V  cu z = 7r(a) = 7r(b). 
Din 7r(a) = TT(6) rezultă a ^ b  G H, adică a ța ,^  G H. deci (a ,6) G cr^țH ). 
Cum (a,b) e U x V, rezultă {a,b} E țU x V) r\<x~\H), ceea ce nu se poate, 
pentru că (U x V) CScr^țH} = 0 .

în acest paragraf ne propunem să demonstrăm următoarea teoremă:

TEOREMA LUI CHEVALLEY. Fie G un grup Lie și H un subgrup 
închis al său. Există o unică structură analitică pe G/H, astfel încât proiecția 
canonică

TT : a E G 7r(a) = aH  G G /H

este analitică și G /H  este varietate cât a lui G. Dimensiunea varietății G /H 
este
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dim G /H  = dim G -  dim H.

Vom stabili, la început, câteva propoziții ajutătoare.
3.2. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie și H un subgrup închis al său. 

Notăm:

S(H) =  {o : R —> G | aanalitică, a(0) =  e, a(R) G H}, 
F = { h e T eG \h  = â{Q\ a e  SțH )}.

Alegem un al doilea subspațiu L C TeG, astfel încât TeG = L ® F.
Considerăm aplicația

r . L x H -+ G

definită prin

r{k,y) = (expk)y, k e  L, y E H.

Atunci există o vecinătate W^ a lui 0 în L, astfel încât r  se restricționează 
la un difeomorfism analitic

T .W L X H -+ Q ,

unde Q este o mulțime deschisă în G.
Demonstrație. Din propoziția 1.5, rezultă că există vecinătățile VL a lui

0 în L, VF a lui 0 în F  și U a lui e în G, astfel încât:
i) Aplicația

(k,hf E L x F  exp k exp h € G

se restricționează la un difeomorfism <p : Vc x VF U
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ip(k,h) = expkexph, k E VL , hE V p .

ii) U O H = exp(V».
Pentru A G G și B G G, vom folosi notația:

A~'B  = {a~'b E G \a E  A, bE B} GG.

La început, vom arăta că putem găsi o vecinătate WL a lui 0 în L, astfel 
încât

WL G VL și (expW i)-1 expW L G U.

Considerăm aplicația

p : k E VL p(k) =  exp k E U.

Este evident că aplicația p este continuă. Mai considerăm aplicația

a : (x,y) E U x U cr(x, y) = x~xy E G.

Deoarece aplicația a este continuă, rezultă că cr~l (U) este mulțime deschisă 
în U x U. Deoarece cr(e,e) = e E U, rezultă că (e,e) E cr^țU). Deci putem 
găsi o vecinătate deschisă de forma U1 x U' a. punctului (e,e) în a ^ l (U), 
astfel încât U' să fie mulțime deschisă în U (în a - 1  (U) putem lua ca bază de 
vecinătăți mulțimi de forma U' x U'). Definim acum mulțimea W L astfel:

w L = p - \u ') .

Din egalitatea p(0) = e, rezultă că 0 6 WL- Deoarece U1 este mulțime deschisă 
în U, rezultă că p~1(U') = WL este mulțime deschisă în VL . Un element 
oarecare x E (exp WL)~* exp WL se scrie:

x =  (exp k )- 1 exp h, k ,h  E WL ,
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sau:

x = (p(k)) 'p(h) = °(pW ,p(h)).

Deoarece k, h E WL , rezultă că p(k), p(h) € U', deci a(p(k),p(h)) E U. Prin 
urmare, am micșorat vecinătatea VL , astfel încât să ajungem la o vecinătate 
WL , cu

(exp WL) 1 exp WL C U.

Să arătăm că aplicația T este injectivă. Pentru ki, k2 E WL și yi,yz E H, 
avem:

T (k i,y^  = r(k2 ,y 2) <=> (expk^yi = (expk2 )y2 <  ̂y2y ^  =
= (expfo) 1 exp Ap

Deoarece (exp WL)^1 exp WL C U, rezultă (exp A2)1 e x P 1̂ G U. Prin 
urmare, y2y ^  € U. Dar y2y ^  E H. Rezultă y2y ^  € U n  H și, folosind 
egalitatea U n  H = exp(Vp), obținem y2y ^  G exp(Vp). Prin urmare, există 
h E VF , astfel încât y2y ^  = exph. Din egalitățile

exp h = y2y x 'și (exp k2) 1 exp kj = y2y l \

rezultă exph  =  (expk2)~[ expk l t  sau expk2 exph = expAp Prin urmare, 
avem:

^ (k 2 , h) = exp k2 exp h =  exp k} = ^(k} , 0).

Deoarece ip este injectivă, rezultă k2 = k x ș\ h = 0. Rezultă y  ̂ = y2 , și 
deci aplicația r este injectivă pe WL x H. Rămâne să mai arătăm că T este 
difeomorfism local în orice punct din WL X H.

Diagrama
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WL X

SP

^ W L x VF )

este comutativă.
în adevăr, pentru k E W^ și h E VF , avem:

T o (IdwL x exp) (k, h) = r (k, exp h) =  exp k exp h = <p (k, h ) .

Rezultă r  o (IdwL x exp) = <p. Prin urmare, aplicația

r  = ^ o  (IdWL x exp)- 1  :W L x (U QH) ^ (W L x VF ) 

este difeomorfism analitic.
Să dovedim că T este difeomorfism local în orice punct din W^ x H. Pentru 

aceasta introducem o familie {Va | a E H} de submulțimi ale lui WL X H, în 
felul următor:

Va = WL x (U H  H)a = WL x Ra (U n  H}.

Dacă z € U Ra (U O H), atunci există b E  H, astfel încât x E Rb(U A H). 
a^H

Rezultă că există y E U Ci H, astfel încât x = Rb(y), deci avem x = yb.
Deoarece y E H și b E H, rezultă x E H. Am obținut, deci:

U Ra (U C H ^ C H .
a eH

Fie x E H. Deoarece e E U Ci H, rezultă x = Rx (e), deci x = R X(U CH). 
Rezultă x E  |J  Ra (U C H ), și deci H  C U R a ( U c H \

a^H a^H
Am stabilit egalitatea

^  = U  R a ( U C l H ) .

aEH

De aici rezultă:
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U  ^  =  ^  X U  R a (U DH) = WL X H. 
aGH a ^ H

Dacă notăm V  ̂ = T (K), și ținem seama de faptul că aplicația r  este injectivă, 
obținem:

U  K  = < W L x H).

Să arătăm că, oricare ar fi a € H, mulțimea Va este deschisă în W^ x 
este mulțime deschisă în G, iar r  realizează un difeomorfism între Vo și V̂ .

Pentru a = e, din comutativitatea diagramei, rezultă că T realizează un 
difeomorfism între Ve = W^ x (U Q H) și ^(W ^ x VF ) =  V^. Să considerăm 
cazul a ^  e, a E H. Pe H  avem topologia indusă de topologia lui G, deci 
U C\ H  este mulțime deschisă în H. Pentru a E H, aplicația

R a : x E H Ra (x) = xa E H

este difeomorfism analitic. Rezultă că Ra (U D H) este mulțime deschisă în 
H. Prin urmare, obținem că, pentru a E H, mulțimea

Va = WL x Ra (U n  H)

este mulțime deschisă în WL X H.
Următoarea diagrama

este comutativă, (V)a€ G.
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în adevar, fie x = (k,ya) 6 VQ = WL x țU C H}a, k G WL , y € U C\ H, 
a E H. Avem:

Ra-i o r{x) = Ra -i ((exp k)ya) =  (exp k)y, 
T o (IdWL x Ra-i)(x) = r(k ,y) = (expk)y,

deci diagrama de mai sus este comutativă.
Știm că mulțimea Ve = WL * (U C H) este deschisă în WL x H. Folosind 

penultima diagramă, rezultă că mulțimea

K  = r(Ve ) = ^ W L x VF )

este deschisă în G. Deoarece translația la dreapta R a-i : G —> G este difeo- 
morfism analitic, rezultă că mulțimea

K  = R a m

este deschisă în G. Din comutativitatea ultimei diagrame rezultă că
r  : Va V  ̂ este difeomorfism analitic.

în concluzie, aplicația r  este injectivă și realizează un difeomorfism local 
în jurul oricărui punct a G WL X  H, deci T este difeomorfism. în plus, mai 
rezultă că mulțimea

U v>  «
aEH

este deschisă în G.

3.3. PROPOZIȚIE. Menținem notațiile din propozițiile anterioare. Con
siderăm aplicația:

a : W L ^  G/H,

definită prin:

a(k) =  7T o exp k.
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Atunci:
i) Următoarea diagramă este comutativă:

WL x H------ --------► Q

7T j 7T

WL ----------------G /H
Q

(am notat T̂  : WL * H -> WL , r x (k,y) = k, proiecția pe primul factor).
ii) Aplicația a este homeomorfism între WL și Q/W L) = rțQ) =mulțime 

deschisă în G/H.
iii) Q = QH.
iv) TT- 1 ^ ^ ) )  =  Q.
Demonstrație, i) Pentru orice (A;, y) G WL X  H, avem:

r o r (k ,y )  = nțțexptyy} = wțexpk} = a(k} 
ao iri{k ,y ) = ațk).

ii) Deoarece aplicațiile 7r și exp sunt continue, rezultă că a  este aplicație 
continuă. Să arătăm că a  este aplicație deschisă. Fie K  o mulțime deschisă 
în WL - Deoarece ÎT] este aplicație continuă, rezultă că ^ ' ( K )  este mulțime 
deschisă în WL X  H. Deoarece T este difeomorfism și 7r este aplicație deschisă, 
rezultă că mulțimea

7T o r  ( ^ '( / f ) )  = O  O ^ ( TT^ / C ) )  =  a(K)

este deschisă în G/H, deci a  este aplicație deschisă.
Din comutativitatea diagramei mai rezultă a(W L ) = ^(Q) =mulțime 

deschisă în G/H.
Să arătăm că a este injectivă. Presupunem că avem:

Q (^i) =  a (A2), k\,k2 € WL -

Aceasta implică TT O ex p ^  = 7r o expA2 , deci există b e H, astfel încât 
e x p ^  =  (expfc2)&, adică dacă și numai dacă r(k!,e) = r țk ^ ,^ . Deoarece T
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este difeomorfism, rezultă k } = k2 și b = e, deci a  este injectivă. 
Rezultă că aplicația:

a : WL - .  a țW L ) = 7r(Q)

este bijectivă. Deoarece a  este continuă și deschisă, rezultă că a  este home- 
omorfism.

iii) Deoarece Q = Qe, e E H, rezultă Q C QH. Să stabilim incluziunea 
QH  C Q. Fie x E QH, deci x se scrie x = ya, cu y € Q și a € H. Deoarece 
y E Q = T (WL x H), rezultă că există k E W^ și b E H, astfel încât 
y = r(k,b) = (exp k)b. Rezultă:

x = ((expk)b)a = (expkfiba) = rțk,ba) E Q

și deci QH <E Q. Prin urmare, avem QH = Q.
iv) Este evident că Q C 7r’ 1(7r(Q)). Să arătăm că 7T- 1 (7T(Q)) C Q. Fie 

x E 7r- 1 (7r(Q)). Rezultă TT(I ) G TT(Q), deci există y E Q, astfel încât
7r(x) = 7r(y). Rezultă că există b E H, astfel încât x = yb și, folosind punctul 
iii), rezultă:

x = yb E QH = Q,

deci x E Q. Am obținut egalitatea: 7r '(^(Q)) =  Q.

Notație. Q = n(Q) = ațW Q  =mulțime deschisă în G/H.
Observație, i) Cu ajutorul homeomorfismului a  definim o structură de 

varietate analitică pe Q. Vom folosi următorul exercițiu:
”Fie M o varietate analitică reală și fie M' o mulțime arbitrară. Pre

supunem că avem o aplicație bijectivă a : M  —̂ M'. Atunci există o unică 
structură de varietate analitică reală pe M', astfel încât a să devină difeo
morfism”.

Deoarece aplicația

a :W L -+Q
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este bijectivă, rezultă că există o unică structură de varietate analitică pe Q, 
astfel încât a să devină difeomorfism.

ii) Pe Q avem două topologii:
- topologia 7  indusă de TT : Q —> Q, _
- topologia 7 ' indusă de structura de varietate analitică reală a lui Q.
Am văzut mai înainte că OL este homeomorfism dacă considerăm pe Q 

topologia 7 . Din faptul că a este difeomorfism, rezultă că a este homeo
morfism și relativ la topologia 7 '. Rezultă 7  = 7 '. Deci l-am făcut pe a 
difeomorfism și în raport cu 7 .

iii) Din comutativitatea ultimei diagrame, obținem egalitatea:

7T |Q =  a  O 7TI O T

Deoarece r  este difeomorfism, 7  ̂ este aplicație analitică și a  este difeomor
fism, obținem că 7r |Q este aplicație analitică.

3.4. Fie a E G. Considerăm aplicația

Ta : G /H  ^  G /H

definită prin

Ta (bH) = (ab)H.

PROPOZIȚIE. Definiția aplicației Ta este independentă de alegerea repre. 
tontului din clasa b.

Demonstrație. Presupunem că

bH = b'H.

Rezultă

Ta țbH) = (ab)H = ațbH) = ațb'H) = (ab')H = Ta (b'H), 

unde am folosit asociativitatea operației de înmulțire în grupul G.
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PROPOZIȚIE, i) Următoarea diagramă este comutativă:

G ---------------^G /H

La Ta

G ----------------G /H
7T

ii) Ta este homeomorfism.
Demonstrație, i) Pentru orice b E G, avem:

Ta o ^ b )  = Ta (bH) = (ab)H, 
7T o La (b) = 7r(ab) = (ab)H.

Prin urmare, avem TT o La = Ta o TT.
ii) Să arătăm că Ta este aplicație bijectivă. Avem:

Ta oT a-^bH ) = Ta ((a- l b)H) = (aa- l b)H = bH, 
Ta- io T a (bH) = Ta -i^ab}H) = ța^ab)H  = bH.

Prin urmare,

Ta o Ta-i = Ta-i oT a = Idc/H-

Rezultă că aplicațiile Ta și Ta-i sunt inverse una alteia, deci

(7L)-1 =  Zk-!-

Deoarece aplicația 7r este continuă și deschisă, iar La este difeomorfism, 
rezultă că Ta este aplicație continuă și deschisă. Prin urmare, aplicația Ta 
este homeomorfism.

3.5. PROPOZIȚIE. Folosim notațiile din propozițiile anterioare. în plus, 
pentru a € G, considerăm mulțimea Qa = Ta (Q) și aplicația
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a a = Ta o a : WL Qa .

Atunci^
i) Qa este mulțime deschisă în G/H,
ii) a a este homeomorfism. _
Demonstrație, i) Știm că Ta este homeomorfism și că ațW Q  = ?r(Q) =  Q 

este mulțime deschisă în G/H. Atunci Qa = Ta (Q) este mulțime deschisă în 
G/H.

ii) Deoarece a : W^ —> Q este difeomorfism, iar Ta este homeomorfism, 
rezultă că aplicația a a este homeomorfism.

Observație. Reamintim că am ales o bază {E^, E2, ■■■, En ] în spațiul tan
gent TeG, astfel încât {Ei, E2,..., E r } să fie bază în L, iar {Er + ] , E r + 2 , ..., En } 
să fie bază în F. Spațiul tangent Te G se identifică cu Rn prin:

X  = x ^  e TeG (z1 , . . .^ " )  e  r .

în acest fel L se identifică cu mulțimea

{(z1, ..., zn ) e  Rn | z r+ 1  =  ... = z” = 0},

iar F  se identifică cu mulțimea

{ ( z \ . . , z n ) € R n | z ’ =  ... =  /  =  0}.

Rezultă că WL se identifică cu o mulțime deschisă din Kd im G - d >m w _  jjr
Din propoziția 3.5, rezultă că aa este un homeomorfism între WL (=mulțime 

deschisă în Rr ) și Qa (=mulțime deschisă în G/H).

3.6. PROPOZIȚIE. Familia

«  ̂~  {(Qa, a a J) I a  G}

este un atlas analitic pe G/H.
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Demonstrație. Știm că pentru orice a E G, Qa este mulțime deschisă în 
G/H, iar aplicația

^ ■ . Q a ^ ^ \ Q a ) = WL

este un homeomorfism între Qa și WL (=mulțime deschisă în ]Rd im G -d im w ). 
Avem:

U ^  =  U T » W  =  U ( Ț “ o ^  =  U ^ o L ^  = 

a^G  a^G  aEG a^G

= U  TT(aQ) = U  a ^Q )  = | J  a I 7r(Q) =  GQ. 
CLG G  a ^G  \a ^ G  /

Să arătăm că GQ = G/H. Este evident că GQ C G/H. Să stabilim 
incluziunea inversă. Fie o clasă a = aH E G/H, cu a E G. Deoarece e E Q 
și e =  7r(e) = H, rezultă a = aH = a?r(e) € GQ. Prin urmare,

U  ^  =  c / H - 

a^G

Fie a,b E G, astfel încât Qa n  Qb ^  0 . Aplicația de identificare

“ t 1 °Oa : a Q \Q a  n  Qb) -> a b \ Q a D Qb)

este dată prin

a
b  ̂ °  a o. = (Tb o a ) 1 o (Ta  o a) = a  1 o (Tb-i o Ta ) o a  = a  1 o Tb- ia o a  = 

=  a - 1  o (7|,-ia  o 7r) o exp =  a - 1  o (TT o L b- i a ) o exp .

Știm că aplicațiile a - 1 , Lb- ia , exp și TT |Q sunt analitice. Rezultă că aplicația 
de identificare a b ^ota este analitică. Rezultă c&G /  H  este varietate analitică 
reală de dimensiune egală cu dim G — dim H.

Observație. Deoarece pentru a E G, perechea (Q a ,^ ;1) este hartă a 
varietății G/H , rezultă că aplicația
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&a = Ta O a :W L -> Qa

este difeomorfism analitic. Deoarece a  : WL —* Q este difeomorfism analitic, 
rezultă că și aplicația

Ta = aa o oT1 ; Q -> Qa

este difeomorfism analitic.

3.7. DEFINIȚIE. Varietatea G /H  se numește spațiu omogen.

3.8. PROPOZIȚIE, i) Următoarea diagramă este comutativă:

WL x H ------------ .  Q ------ --— ► aQ
7T1 7T 7T

a Ta
WL -------------- - Q ------------ - Qa

ii) Proiecția canonică

x : G - ^  G /H

este analitică și de rang maxim în fiecare punct.
Demonstrație, i) Pentru (k,y) 6 WL x H, avem:

^ ° r { k ,y )  = xț(expk)y) = ((expk)y)H = (expk)H, 
a o x x țk ,y )  = a(k) = x  o exp k = (exp k)H.

Pentru x E Q, avem:

7T o L a {x) = x(ax) = (ax)H, 
Ta o x{x) = Ta (xH) = (ax)H.
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Pentru (k,y) G W L  X  H, avem:

-noLa or(k ,y) = n o La ((expk)y) = 7r(a((expk)y) = (a(expkY)H, 
T a o a o jr^k iy )  = Ta o &(k) = Ta o ir(exp kj = Ta ((exp k)H) = (a(exp k))H.

ii) Din primul pătrat rezultă că aplicația

7T |Q =  a  O 7T1 O T

este analitică și de rang maxim în fiecare punct al lui Q. Deoarece La este 
difeomorfism, rezultă că L^Q ) = aQ =mulțime deschisă în G. Deoarece TT 

este aplicație deschisă, rezultă că ^{aQ} = Qa =mulțime deschisă în G/H.
Din al doilea pătrat obținem:

^  |aQ °La Ta O 7T |Q .

Rezultă că aplicația

TT \aQ= T a O7T \Q o L a - l  '. aQ  —> Q a

este analitică și de rang maxim în fiecare punct al lui aQ.
Deoarece {aQ}a^G formează o acoperire deschisă a lui G, rezultă că aplicația:

T T : G ^  G /H

este analitică în jurul oricărui punct a € G. în plus, ÎT este de rang maxim 
în fiecare punct al lui G. Deci 7r este submersie.

3.9. Demonstrația teoremei lui Chevalley. Din propoziția 3.6. rezultă că 
G /H  este varietate analitică reală și

dim G /H  = dim G — dim H.

Folosind propoziția 3.8 obținem că proiecția canonică TT este analitică și de 
rang maxim (submersie), adică G /H  este varietate cât a lui G.
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Unicitatea. Presupunem că .4' și >1" sunt două structuri analitice pe 
G/H, pentru care 7r este submersie analitica. Atunci aplicația

IdG /H  : (G /H ,A ) -> (G /H ,A")

este bijectivă, iar diagrama

(G.X)

(G/W. ^  ~ r a ^ ----- ~WH ’ •4">
este comutativă. Pe baza unei teoreme din analiza pe varietăți, rezultă 

că IdG /H este difeomorfism, deci A' = A".
Q.E.D.

3.10. Reamintim că dacă H  este un subgrup închis al grupului Lie G, 
atunci H  are structură de grup Lie, și avem:

L(H) = Te H = F,

unde

F = { h e T eG \h  = â(0), a  6 S(H)},
S^H) =  {a : R ^ G  | a  este analitică, a(0) = e, a(R) c  H}.

Am văzut că proiecția canonică TT : G ^  G /H  este analitică și de rang 
maxim. Rezultă că oricare ar fi a e  G, aplicația

7r.,a : TaG -  T< a } (G/H) 

este surjectivă. Pentru a = e, obținem aplicația

7rs e  : TeG = L(G) -^ T ^G /H Y e  = 7r(e) =  H.
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PROPOZIȚIE, i) Cu notațiile de maz sus, avem

F = Ker7r*,e .

ii) Aplicația 7r. e induce un izomorfism liniar

U G )/F  ^  T ^G /H ).

Demonstrație, i) Fie h E F. Rezultă că există o aplicație a 6 SțH ), astfel 
încât h =  â(0). Avem:

Deoarece Im n C H și nțH) = H, rezultă

7r o a{t) = 7r(a(t)) = H = e, {^)t G R, 

deci TT o a :1R —> G /H  este aplicație constantă. Rezultă

7rt<ețh) = (TT O a)„ 0

adică h GKer7r, e , și deci F  cKer7r* e .
Aplicația 7r,e fiind surjectivă, rezultă că avem

dimlm7r*ie = dimTg(G/H) =  dimL(G) — d im F

Din teorema de homomorfism de la spații vectoriale rezultă că avem urmă
torul izomorfism liniar:

Im7r,e =  L(G)/KerTr^e.

Rezultă că dimKer7r*)e = dimF. Cum F  GKer7r, e , obținem
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F = Ker7r*e =  LțH).

ii) Folosind punctul precedent, obținem că aplicația 7r*e induce un izomor
fism liniar între LțG} /  L{H) și T ^G /H Y

3.11. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie și H un subgrup închis al său. 
Presupunem că H este subgrup normal, adică aH = Ha, oricare ar fi a E G. 
Atunci:

i) Există o structură de grup Lie pe G/H, astfel încât proiecția canonică 
7T : G ^  G /H  este homomorfism de grupuri Lie.

ii) L(G /H ) = L(G )/L(HY
Demonstrație, i) Fie p : G x G —̂ G  operația grupală în G. Definim 

aplicația

fi: G /H  x G /H  ^  G /H

prin

fi^(aYTr(bY = TtțpțafiY-

Se constată ușor că fi este bine definită. De asemenea, se verifică ușor că fi 
este o lege de grup în mulțimea G/H. Este evident că 7r este homomorfism 
de grupuri. Se verifică ușor comutativitatea următoarei diagrame:

G x G ---------- -— ► G

7T X 7T

G /H  x G/H- FI— - G/ H

Avem: TT o p = fi o țjr x 7r). Deoarece ir x ir este submersie analitică 
surjectivă, iar 7r o p este analitică, rezultă că fi este aplicație analitică și deci 
G /H  este grup Lie. Aplicația TT este homomorfism de grupuri Lie.

ii) Folosind propoziția 3.10 ii) rezultă că
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U G /H ) & U G )/L(H ).

3.12. PROPOZIȚIE. Fie G și G' două grupuri Lie și h : G G' un 
homomorfism de grupuri Lie. Atunci h(G) este grup Lie.

Demonstrație. Fie yi,y2 € h(G). Există 11,12 £ G cu proprietatea că 
h țx ^  = y^, h(x2) = y2- Deoarece h este homomorfism de grupuri, avem

y\P2 = h(x } )h(x2) = h(x ix 2 ) 6 h(G).

Analog se arată că dacă y G h(G), atunci și y- 1  G h(G). In concluzie, h(G) 
este subgrup al grupului G'.

Vom studia în continuare două cazuri.
Cazul I . Aplicația h este injectivă. Este evident că aplicația

h : G —* h(G) este bijectivă. Rezultă că există o unică structură de vari
etate analitică reală pe h(G), astfel încât aplicația h : G h{G) să devină 
difeomorfism.

Fie p (resp. p') operația grupală în G (resp. G'). Următoarea diagramă 
este comutativă:

G x G ---------- ------- - G

hxh Si ^ h

h{G) x h(G)------ ? -----^h G)

în adevăr, pentru orice (a, b) e G x G, avem

p' o (h x  h){a, b) = p'(h(a), h(b)) = h(a)h(b) = hțab) = ho pța, b).

Rezultă p' o (h x h) = h o p. De aici obținem egalitatea

h  \h(G)xh(G)= h o  p o ț h x  h ) " 1 .
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Deoarece h și țh x h)~ l sunt difeomorfisme analitice, iar aplicația p este 
analitică, obținem că aplicația p' |h(G)xh(G) este analitică. Prin urmaie, struc
tura de varietate analitică și structura de grup a lui h(G) sunt compatibile, 
deci h(G) este grup Lie de dimensiune egală cu dimensiunea varietății G.

Cazul I I . Aplicația h nu este injectivă. Am văzut în propoziția 1.9.3 
(cap. II) că Kerh este subgrup închis. Pentru orice y GKerh, și orice x E G, 
avem

h țxyx^ 1) = h(x)h(y)h(x~1) = hțx^e'hțx- 1 ) = h(x)h(x^1) = 
= hțxx~ x} = h(e) =  e',

unde e (resp. e') este elementul neutru al grupului G (resp. G'). Rezultă că 
avem

xyx  1 G KerA, x E G, y € Kerh.

Prin urmare, Kerh este subgrup normal și, conform propoziției precedente, 
există o structură de grup Lie pe G/Kerh, astfel încât proiecția canonică 
TT : G —> G/Kerh este homomorfism de grupuri Lie.

Considerăm aplicația h' : G/Kerh —» G', astfel încât următoarea dia
gramă să fie comutativă

G /K er h

Avem deci h' o TT = h. Aplicația h' este bine definită, căci

x = y ^ h { x }  = h(y).

în adevăr, din x =  p rezultă 7r(x) =  7r(y). De aici obținem h' o 7r(x) 
= h' o 7r(y), adică h(x) = h(y).

Reciproc, din h(x) = h(y) rezultă:
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e1 = hțxfih(y)) 1 = h(x)h(y ^  = hțxy ’).

Prin urmare, xy~ l GKerh. Aceasta implică e =  7r(ij/_ 1 ) =  TT̂ TT̂ - 1) = 
= 7r(x)(7r(y))- 1 . Prin urmare, avem %($) = 7r(y), adică x = y.

Ținând seama de propoziția 1.19 (Cap. I), rezultă că aplicația h' este 
analitică. Deoarece avem

h\x)h!(y) = h(x)hțy) = h(xy) = h'(xy)și h'(e) = h(e) = e', 

rezultă că h' este homomorfism de grupuri Lie. Homomorfismul h' este in- 
jectiv, deoarece

h'(x) = h'{y) => h(x) = h(y) => x = y.

Aplicând Cazul I , rezultă că h(G) = h' (G/Kerh) este grup Lie.

3.13. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie, și fie Ge componenta conexă a 
varietății G, care conține elementul neutru e. Atunci:

i) Ge este subgrup Lie al grupului G.
iij Ge este subgrup normal.
iii; H G e ) = L{Gfi
Demonstrație, i) Am văzut în Cap. I (Propoziția 3.5) că Ge este grup Lie 

de dimensiune egală cu n = dim G. Deoarece Ge este subvarietate deschisă a 
lui G, incluziunea i : Ge G este aplicație analitică, și deci perechea (Ge ,i) 
este subgrup Lie al lui G.

ii) Avem aGe = Gea, (V)a 6 G, deci Ge este subgrup normal.
iii) Incluziunea i : Ge -^ G este imersie și submersie. Rezultă că 

Te țGe ) = TeG, și deci L(Ge ) = L(G).
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§ 4. PROPRIETĂȚI TOPOLOGICE ALE 
SUBGRUPURILOR GRUPULUI LINIAR

GL (n, K) (K  = R sau C)

4.0. Reamintim că se numește drum , unind punctele a și b în spațiul 
topologic X , orice aplicație continuă c : [0,1] —> X , cu c(0) = a, c(l) = b.

Spațiul topologic X  se numește liniar conex  (sau con ex  prin arce), 
dacă oricare două puncte ale lui X  pot fi unite cu un drum în X.

4.1. PROPOZIȚIE.
i) Grupul Lie SU (n) este liniar conex.
ii) Grupul Lie U(n) este liniar conex.
iii) Grupul Lie SO(n) este liniar conex.
iv) Grupul Lie O(n) nu este liniar conex. 

Demonstrație.
i) Știm că mulțimea

SU(n) = { A e  U{n) | detA = 1}

poate fi structurată ca grup Lie (a se vedea 2.2.3, Cap. II). Fie A 6 SU(n). 
Deoarece det A =  1, rezultă că există o matrice unitară S  6 SU(n), astfel 
încât matricea B = S A S - 1  să fie o matrice diagonală de forma

A1 +  ... + A„ = 0.

Definim aplicația /3 : [0,1] —> GL(n, C) prin

3(<) = [0,1].

Pentru orice t G [0,1], avem:

(W)«tȚ -  E  ^ ( ‘ w ;  ^ ^ = E w » :  ( « o ) ’ = 
p—1 P=1

n n
=  £  6Pe ^ P 6 P e - ^ p  =  £  ș p ș p ^ i t ^ - x , , )  =

p = i  p = i
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Am obținut egalitatea T  (3(t)(3(t) = In . De aici rezultă faptul că imaginea 
curbei (3 se află în U(n), deci (3(t) G U(n), (V)t € [0,1]. Deoarece
Ai + ... +  An = 0, obținem

det^(t) = e2^ 1..^ 2” ^" =  e ^ ^ + ' ^ d  =  j

adică^(f) G SU(n), (V)t G [0,1]. în plus /3(0) = In și (3(1) = B.
Prin urmare, (3 : [0,1] —> GL(n,C) este un drum continuu a cărui imagine 
este în SU(n), care unește In = (3(0) cu B = (3(1).

Fie aplicația a : [0,1] —> GL(n,C) definită prin

a(t) = S ^ ^ S .

Pentru orice t G [0,1], avem

deto(t) = (detS)’ 1 det /3(t) det S = det/3(t) = 1,

ceea ce ne arată că a(t) G SL(n,C), (y)t G [0,1].
Deoarece (3(t) G U(n) și S G U(n) rezultă

T a ( tW t j  =T  ST (3(t) ^ s y 1 ( s y ' w y ^  S T /3(t)0(t)S =T  S S  = In , 

ceea ce ne arată că

a(t) G U(n), (\/)t G [0,1]

Am obținut faptul că

a(t) G SU(n) = U(n) A SL (n } C), (V)t G [0,1]

Prin urmare, a : [0,1] —> SU(n) este un drum continuu ce unește
a(0) =  S ~ ^ (0 )S  = In  cu a (l)  = S ^ p ^ S  = S~ l B S = A.

în concluzie, orice element al lui SU(n) poate fi unit cu In  printr-un drum 
continuu conținut în SU(n). Rezultă că grupul Lie SU(n) este liniar conex.
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ii) Se procedează ca la punctul precedent, doar că S, B G U(n) și nu mai 
apare condiția A] +  ... +  An  =  0.

iii) Fie A € SO(n), deci T AA = In și det A = 1.
Există o matrice B 6 SO(n), cu proprietatea că C = B~ l AB  este de forma 
C = diag (/p ,r l t  ...,rq), unde avem:

r i  =
cos 2îrAj — sin 2^Xj 
sin 27rAj cos 2TTAJ

p + 2q = n.

Considerăm aplicația /3 : [0,1] —> GL(n,R), definită prin:

0W  = diag (Ip ,r A t ) , - ^ A t ) ) ,

unde

rj(t) =
cos 2irtXj 
sin27rtAj

— sin 2jrtXj 
cos 2ntXj

Este evident că (3 este un drum continuu și că /?(0) =  In , /3(1) = C. Pentru 
orice t € [0,1], avem (3(t) G SL(n, R), căci

det/3(t) = det Ip • det r^ t)... det r,(i) =  1.

Avem

T [3(t) • (3 ^  = diag ^ I p • Ip ,T r i (t) • r^ t) , ...,t  rq A) ■ rq (t)) = In ,

ceea ce ne arată că (3(1} G O(n), (y)t G [0,1],
Prin urmare, [3 este un drum continuu ce unește In cu C și este conținut 

în SO(n) = 0^3) n  SL(n, R).
Fie a  : [0,1] ^  GL(n,R), a(t) = B /3 (t)B -\

Avem a(0) = B In B~' = In , a (l)  =  BCB” 1 = A. Prin urmare, a  este un 
drum continuu ce unește In cu A. Deoarece (V)t G [0,1], avem:

deta(t) = det B  det /3(t) det B - 1  = 1;
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rezultă a(t) € SL(n,R).
Din T ațt)a țt) = (T  B)~' T  (3{t)T  B • B(3(t)B~' =  / n , rezultă că 

o(t) e  0(n). Prin urmare,

o(t) € 0(n) D SL(n,R) = SO(n), (V)t € [0,1]

Rezultă că orice element din SOțn) poate fi unit cu In printr-un drum con
tinuu conținut în SO(n). în concluzie, SOțn) este liniar conex.

iv) Fie A = ^ ^ 1 1̂ j  6  Oțn). Este evident că det A = —1. Pre

supunem că Oțn) ar fi liniar conex. Atunci ar exista o aplicație continuă 
a  : [0,1] —> O(n), astfel încât a(0) = In și a ( l)  = A.

i) Fie X  un spațiu liniar conex. Vom arăta că două puncte arbitrare din
X  aparțin aceleiași componente conexe.

Fie x ,y  e X.
Fie c : [0,1] —> X un drum continuu cu c(0) = z și c(l) = y. Deoarece

imaginea continuă a unei mulțimi conexe este mulțime conexă, rezultă că
c([0,1]) este mulțime conexă. Deoarece x ,y  e  c([0,1]), (V)z,y e X  rezultă 
că X  are o singură componentă conexă.

Fie A : [0,1] —► R, A(t) = det a(t). Atunci A(t) /  0, (V)t € [0,1], A(0) = 1, 
A(l) = d e ta (l)  = det A = —1 și A este continuă. Aceste condiții sunt 
incompatibile. Deci grupul Lie Oțn) nu este liniar conex.

4.2. DEFINIȚIE. Fie X  un spațiu topologic.
i) X  se numește conex dacă X  nu se poate reprezenta ca reuniune 

a doi deschiși (sau închiși) disjuncți, nevizi.
ii) X  se numește local liniar conex dacă X  admite un sistem fun

damental de vecinătăți liniar conexe.
iii) X  se numește local conex dacă admite un sistem fundamental 

de vecinătăți conexe.
iv) Fie x E X. Componenta conexă a lui x în X  este reuniunea 

tuturor submulțimilor conexe ale lui X  care conțin pe x.

4.3. PROPOZIȚIE.
i) Orice spațiu liniar conex este conex.
ii) Orice spațiu conex și local liniar conex este liniar conex.

Demonstrație.
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ii) Fie i  e X  și Xz  =  {y £ X  | 3w : [0,1] -^ X continuă, astfel încât 
07(0) =  x, 07(1) = y} componenta liniar conexă a lui x.

Arătăm că X x este mulțime deschisă, adică (V)y 6 X x , există V vecinătate 
deschisă a lui y astfel încât V  C X x .

Fie y € X x . Evident, din construcție X x  = X y .
Cum X  este local liniar conexă, rezultă că există V  vecinătate deschisă, 

liniar conexă astfel încât V Q X y .
Așadar V C X x .
De asemenea, X \  Xx este mulțime deschisă.
Fie z G X \  Xx . Atunci X2 n X x =  0 .

Presupunem prin absurd că 3u G X Z C\ X x . Atunci

3OJ : [0,1] -> X  astfel încât 07(0) - x, w(l) =  u
3 Î? [0,1] —> X astfel încât 77(0) =  u, 7/(1) =  z.

Rezultă că 07*7/ : [0,1] —> X, 07*77(0) =  1,07*77(1) = z și z G X x . Contradicție.
Pentru orice z G X \  Xx , avem X z C X  \  X x  mulțime deschisă. Deci 

X = Xx U (X \  Xx ). Contradicție, X fiind conexă.
în concluzie, X \  Xx =  0  și X =  Xx , așadar X este liniar conexă.

4.4. EXEMPLE.
4.4.1. Considerăm mulțimea G =  R \{ - 1 }  (a se vedea exemplul 2.2.9, 

Cap. I). Știm că G, înzestrat cu legea de compoziție

fi : G x G —> G, /i(a, b) = ab + a + b,

este un grup. Deoarece G este varietate analitică de dimensiune unu, rezultă 
că G devine grup Lie de dimensiune unu. Deoarece avem

G =  ( — 0 0 , — 1 ) U  ( — 1, + 0 0 ) ,

rezultă că grupul Lie G nu este conex.
4.4.2. Considerăm mulțimea G = R4 \  {x3 =  -1}  și aplicația 

fi : G x G —> G definită prin:
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M -

z"' = Z1 4“ z'* + J^x''
z"2 = z 2 + z'2 4- 2Z 2 Z /3 + z 2 (z '3)

z"3 =  z3 +  z '3 4- z 3z '3

z"4 = z4 + z'4 4- 2Z 4 Z '3 4- z4 (z  j

Este evident că G = R4 \  {(z1,z 2 ,z 3 ,z 4 ) € R4 | z 3 =  —1} este mulțime 
deschisă în varietatea R4 , deci G este varietate analitică de dimensiune pa
tru. Se constată ușor că p este o lege de grup în mulțimea punctelor lui G. 
Deoarece aplicația p este analitică, rezultă că G este grup Lie de dimensiune 
patru. Notăm:

Gi = { ( z ^ z ^ z ^ z 4) G R4 | z3 < —1}, 
G2 = { ( z ^ z ^ z ^ z 4) G R4 | z3 > —1}.

Este evident că Gj și G2 sunt mulțimi deschise în G. Deoarece avem 
G =  Gi U G2, rezultă că grupul Lie G nu este conex.

4.4.3. Știm că varietatea

G = {(*, y) € R2 | z 2 -  y2 ^  0}, 

înzestrată cu legea de compoziție

p : G x G ^  G, p ( ( x ,y ) , (z',y')) = (zz' 4- yy',xy' 4- z'y),

devine un grup Lie de dimensiune doi. Este evident că:

Ci = {(z, y) e R2 | Z2 -  y2 < 0}și 
G2 =  {(z,y) G R2 | z2 -  y2 > 0}

sunt mulțimi deschise în G. Deoarece avem G =  Gi U G2 rezultă că grupul 
Lie G nu este conex.

4.5. PROPOZIȚIE. Grupul Lie GL(n,W) nu este conex.
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Demonstrație. Știm că varietatea

G Lțn,R) = {a G M n (R) | deta ^  0}

înzestrată cu operația de înmulțire a matricelor devine un grup Lie de di
mensiune n2 (a se vedea exemplul 2.2.7, Cap. I). Este ușor de văzut că

G L (n,R )' = {a G GLțn, R) | det a < 0}și
GL(n,R)+  = {a G G£(n,R) | det a > 0}

sunt mulțimi deschise în GL(n,R).
Deoarece GL(n,R) =  GL(n,R)“ U G L(n,R)+ , rezultă că grupul Lie 

GL(n,R) nu este conex.

4.6. OBSERVAȚII.
4.6.1. Folosind propozițiile 4.3 i) și 4.1 rezultă că:

i) grupul Lie SU(n) este conex,
ii) grupul Lie Uțn) este conex,
iii) grupul Lie SO(n) este conex.

4.6.2. Grupul Lie O(n) are două componente conexe; componenta conexă 
a unității grupului Lie O(n) este SOțn).

4.7. DEFINIȚIE. O submulțime Y  a unui spațiu topologic X  se nu
mește com pactă  dacă fiecare acoperire deschisă a sa conține o subacoperire 
finită. In particular, X  este compact, dacă orice acoperire deschisă a sa are 
o subacoperire finită.

4.8. OBSERVAȚIE.
i) O submulțime Y  a spațiului topologic X  este compactă dacă și 

numai dacă Y  este compact ca spațiu, cu topologia indusă.
ii) Imaginea continuă a unui spațiu compact este un spațiu compact.
iii) Fie X și V două spații topologice. Atunci produsul X  x Y  este 

compact dacă și numai dacă X și F  sunt spații compacte.
iv) O mulțime a lui Rn este compactă dacă și numai dacă este 

mărginită și închisă.
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4.9. PROPOZIȚIE.
i) Grupul Lie Kn (a se vedea exemplul 2.2.1, Cap. I) este necompact.
ii) Grupurile Lie IR  \  {0} și R  \  {0} (a se vedea exemplele 2.2.2 și 

2.2.4, Cap. I) sunt necompacte.
2 4

iii) Grupurile Lie S  și S  (a se vedea exemplele 2.2.3 și 2.2.5, Cap. 
I) sunt compacte.

1 3

iv) Grupul Lie GL(n,R) (a se vedea exemplul 2.2.7) este necompact.
v) Grupul Lie O(n) este compact.
vi) Grupul Lie SO(n) este compact.
vii) Grupul Lie U(n) este compact.
viii) Grupul Lie SU (n) este compact.

i) - iv) Evident.
v) Fie A = (a‘) G O(n). Condiția T AA = In  se scrie

n

£ a )a ii = 6jk-
Î=1

De aici rezultă:

(OJ)2 +  ...+  (Oj")2 = l, (V ) ;e { l ,2 ..... n}.

Prin urmare, trebuie să avem:

- l < a ’ < l ,  (V)zJ € {l,2,...,n}.

Rezultă că O(n) este mărginit.
Deoarece O{n) este închis în GL(n, R), rezultă că O{n) este compact.
vi) Deoarece SO(n) este submulțime închisă în compactul O(n), rezultă 

că SO{n) este compact.
vii) Fie A = (aL) 6 U(n). Condiția A~^ =  X se mai scrie sub forma 

T AĂ = In , sau sub forma:

^ 0 ^  = 6^, (V)z,j e {l,...,n}. 
k=l

Demonstrație.
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Rezultă

|« i|2 = 1, deci |a-| < 1, (V)i, k 6 {1, ...,n}.
*=i

Prin urmare Uțn) este submulțime mărginită în GL(n,C). Cum U(n) este și 
închisă, rezultă că U (n) este compactă.

viii) SUțn) este închis în compactul U(n). Rezultă că SUțn) este com
pact.

4.10. DEFINIȚIE. Fie X  un spațiu topologic și fie c,c' : [0,1] —> X 
două aplicații continue, astfel încât dțO) = c(l). Se numește compunerea 
drumurilor c și c' un drum notat c * d, definit prin formula

c * dțt) = c(2t), dacă 0 <  2t < 1 
d ( 2 t -  Ifidacă 1 < 2t < 2.

4.11. DEFINIȚIE. Fie X  un spațiu topologic și fie c,d  : [0,1] —+ X două 
aplicații continue cu c(0) =  c'(0) și c(l) = c'(l). Vom spune că c și c' sunt 
omotope (se scrie c ^  d ) dacă există o aplicație continuă
6: [0,1] x [0,1]- X ,  astfel încât să avem:

i) 6(t,0) =  c(t), (V)t€[O,l],
ii) 6(t,l) = c'(t), (V)t€[O,l],
iii) 6(0, s) = c(0) = c'(0), 6(1, s) =  c(l) = c'(l), (V)s 6 [0,1],

4.12. OBSERVAȚIE.
i) Omotopia drumurilor este o relație de echivalență. Clasa de echivale 

omotopică a unui drum c : [0,1] —> X o vom nota prin [c],
ii) Reamintim că dacă X este un spațiu topologic și T 0 € X, atunci

un drum c : [0,1] —> X este închis în punctul x0 e  X  dacă c(0) = c(l) = x0 .
iii) Fie X un spațiu topologic și x0 € X un punct fixat. Să 

considerăm mulțimea n(X,zo) a claselor de drumuri închise în punctul 
^o £ X. Definim legea de compoziție

*: n(x,x0) x n(x,x0) —► n(x,z0)
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prin [c] * [c1] = [c * c'], unde [c],[c'] G II(X, x0). Se constată că perechea 
(n(X, x0 ),*) este un grup. Acest grup se numește grupul Poincare al 
spațiului X cu punctul bază x0 . Elementul neutru al acestui grup este 
[EI 0 ] = 1IO , unde

E IO : [0,1] -  X, Ex ^  = x0 , ^ t  G [0,1].

iv) Dacă X este spațiu topologic liniar conex, atunci grupurile fundamen
tale în puncte diferite sunt izomorfe, printr-un izomorfism de conjugare.

într-adevar, fie x0 , xi G X și o : [0,1] —+ X drum continuu, a(0) =  Î Q , 
o(l) = Xp

Aplicația

a* : IIi(X,xo) —> ni(X,X!)

definită prin

“ • ( H ) ^ ^  ^ c r o a ] ,  (V) [cr] G Iii(X ,x 0),

este un izomorfism de grupuri.
v) Fie X și y  două spații topologice și f  : X  —̂ Y  aplicație continuă 

astfel încât /(xo) = yo
Aplicația

/ ^ n ^ x ^ o j ^ n ^ , ^ ) ,

definită prin

f#  M  = l f ° ^ ] ,

este homomorfism de grupuri.

4.13. DEFINIȚIE. Fie X  un spațiu liniar conex. X  se numește simplu 
conex dacă grupul Poincare fI(X, x0) este trivial, (V)x0 G X.

4.14. Fie X  și Y  două spații topologice și fo, f i  '■ X  —> Y  două aplicații 
continue. Aplicațiile f 0 și / j  se numesc omotope dacă există o aplicație 
continuă
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F : X  x [0,1] Y,

astfel încât (V)z e X  să avem F(x,0) = fo(x) și F (z ,1) = fi(x ) (F  se 
numețte omotopie a lui fo cu fi  și se notează F ■. fo ~  fi)-

4.15. EXEMPLE.
4.15.1. Considerăm spațiul topologic Rn și aplicațiile fo, fi  : R” —> Rn , 

fo(x) = x, fi(x )  = 0, (V)z G Rn . Definim aplicația F  : R" x [0,1] —> Rn , prin 
F (x,t) = (1 — t)x, (V)i G Rn , (V)t € [0,1]. Deoarece avem
F(z,0) =  x =  f 0 (x) și F(x, 1) = 0 =  /i(z ), (V)z G R" rezultă c& F : f 0 fi-

4.15.2. Considerăm aplicațiile continue fo, f i  '■ R" —* Rn - Definim apli
cația F  : Rn x [0,1] Rn , prin

F(z, t) = (1 -  F)fo(x} + tfi(x ), (V)* G [0,1], (V)z G R".

Este evident că F(z,0) = fo(x) și F(x, 1) =  f i ț x f
Prin urmare, F  este omotopie a lui fo cu f i , deci F : fo — fi-

4.16. DEFINIȚIE. Un spațiu topologic X  se numește contractibil dacă 
aplicația identică Idx  este omotopă cu o aplicație constantă X  —> {z0 }. O 
omotopie dintre aceste două aplicații se numește contracția lui X în ZQ.

4.17. Exemplu. Spațiul R" este contractibil la orice zo G Rn .
în adevăr, este ușor de văzut ca aplicația

F :R "  x [0,1] —► Rn , F(x, 0  =  (1 -  t)x + tx 0

este o omotopie între Id^n și aplicația constantă Rn  —> {z0 }, (V)z0 G Rn .

4.18. PROPOZIȚIE. Fie X un spațiu contractibil. Atunci:
i) X este spațiu liniar conex,
ii) X este spațiu simplu conex.

Demonstrație. Deoarece X este spațiu contractibil la z0 G X, rezultă că 
există o aplicație continuă

6 : X  x [0,1]
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astfel încât

b(x, 0) = x, b(x, 1) = rr0 .

i) Fie două puncte arbitrare 11,12 € X. Definim aplicația

f n m  : [0,1 H X

prin

. . f ^ x i > ^ ) , dacă 0 < £ < | 
J x l t x 2 { t )  = |  b(x2 ,2 -  2£), dacă |  < £ < 1.

Deoarece avem

A I ,X2 (0) =  b (i1,0) =  ii§i
A i , ^ 1 ) =  K I 2,0) =  I 2 ,

rezultă că f X i^ 2 este un drum continuu care unește punctele i i  și x 2 . Deci 
X este liniar conex.

ii) Vom folosi următoarea teoremă de topologie:
”Fie X ,Y  două spații topologice și f , g : X ^ Y  aplicații continue, astfel 

încât f ( x 0) = g(x0 ) = y0 .
Dacă f  și g sunt omotope, atunci f# ,g#  : f i i ț ^ io )  ~* fiiț^ l/o ) sunt 

egale.”
Deoarece Idx  ~  eI 0 , unde EXO : X  —̂ { r0 }, £I 0 (x) = zo> rezultă că 

(Idx)#  = Az0)#  , deci

n i(x , TQ) n^l^oji ̂ O) — b c

Așadar X  este simplu conex.

4.19. PROPOZIȚIE. Grupul Lie Rn este simplu conex.
Demonstrație. Se aplică punctul ii) din propoziția anterioară și exemplul 

4.17.

4.20. PROPOZIȚIE. Pentru n >2, sfera S n  este un spațiu simplu conex.
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Demonstrație. Fie UN = S n \ { N }  și Us = S n \{ S } ,  unde N  — (0, ...,0 ,1) 
și S = (0, ...,0, -1 ). Știm că UN și Us  sunt homeomorfe cu Rn (prin proiecții 
stereografice). Deci UN și Us sunt contractibile. Conform propoziției 4.18, 
UN ^ U s  simt simplu conexe. în plus, UN UUS este homeomorf cu Rn \ {0}, și 
pentru n > 2, Kn \  {0} este un spațiu liniar conex. Vom folosi în continuare 
următoarea teoremă de topologie: ”Fie X  un spațiu topologic, liniar conex 
și fie X^ X2 două subspații deschise, liniar conexe, astfel încât X — Xj U X2 
și [/ = X] P X2 este o mulțime nevidă, liniar conexă. Dacă Xi și X2 sunt 
simplu conexe, atunci X este simplu conex.”

Luând X  = S n , X^ = UN , X 2 = Us obținem că S n  este un spațiu simplu 
conex.

4.21. Corolar. Grupul Lie S 3 este simplu conex.

4.22. PROPOZIȚIE. Grupul Lie SU(n) este simplu conex.
Demonstrație. Am văzut la punctul 2.2.3 că SU(n) este grup Lie. Fie H 

subgrupul lui SU (n) format din matricele de forma ^ =  ^ Q u J  ’ u n de  u 

este o matrice de ordinul n — 1. Vom arăta că H  este izomorf cu SU(n — 1). 
în adevăr, dacă h E G = SU(n), atunci avem hh = In (h este conjugata 
matricei transpuse lui h) și deth = 1. Rezultă uu = 1 și detu =  1, deci 
u 6 SU(n — 1). Prin urmare, avem următoarea aplicație bijectivă:

H -  SU(n -  1), (  J 0 j  ^  «.

Se știe că spațiul cât G /H  este homeomorf cu sfera unitate S  din spațiul 
complex Cn ([35], p. 278). Dar S  este homeomorfă cu S 2 n - 1 , deci spațiul cât 
G /H  este homeomorf cu S2 n -1  (a se vedea și Cap. VII, punctul 1.12.6).

Pentru a arăta că G este simplu conex vom folosi faptul că S'Țn > 1) este 
conex și simplu conex. De asemenea, vom mai folosi următoarea teorema de 
topologie:

”Fie G un grup topologic conex și local conex, iar H  un subgrup închis 
local conex al lui G. Presupunem că G este local simplu conex (adică fiecare 
punct are o vecinătate simplu conexă) și că H  și G /H  sunt simplu conexe. 
Atunci G este simplu conex.”

Avem SV(1) = {A} și deci SU(1) este conex și simplu conex. în 
continuare avem

240
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



SU(2)/SU(X) -  s 3

și, cum S 3 este conex și simplu conex, obținem că SU (2) este conex și simplu 
conex. Procedând prin inducție după n, și utilizând cele de mai sus, obținem 
că SU(n) este simplu conex.
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C A P I T O L U L  III

OPERATORI DIFERENȚIALI STÂNG INVARIANȚI 
PE UN GRUP LIE

§ 1. OPERATORI DIFERENȚIALI PE O VARIETATE ANALITICĂ

1.0. Fie doi multiindici:

a  =  (a b a 2 , - ,a n )  G Nn , 0 = (0 ^ 0 2 ,- M  G Nn .

Atunci:

a + 0 = («i + 0 x ,a 2 + 0 2 , a n  +  0n) ^ N".

N orm a m ultiindicelui a. este numărul întreg pozitiv

| « |  = 0 1  +  a 2  +  ••• +  « n -

Se spune că a < 0  dacă și numai dacă a z < 0 i f  oricare ar fi z G {1,2,..., n}.

1.1. Fie M  o varietate analitică cu n dimensiuni și fie ^ (M )  inelul funcți
ilor reale, analitice definite pe M.

DEFINIȚIE. Se numește opera to r diferențial de rang  r pe M  orice 
aplicație

care, pentru orice hartă (U, h) a varietății M, se scrie sub forma

DU) \u= 2 2  a °D ° ( /  W ’ ( W  e  F(M ),
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unde aa e ^(U ), a  =  (an  a 2 , - ,  <*n) € N”, x \ x 2 ,...,x n sunt funcțiile coor
donate asociate hărții (U,h), iar

5101
Da =  d Ț ^T W ^^^

1.2. DEFINIȚIE. Fie D un operator diferențial de rang r pe varietatea 
analitică M, și fie (U,h) o hartă a varietății M. Se numește restricția lui 
D la U un operator diferențial

D' : iF(U) ^  FțU)

astfel încât

D (n  = £  a M n ,  W f  e r(U). 
M<r

Notație:

D' = D \^u) •

1.3. PROPOZIȚIE. Fie M  o varietate analitică conexă. Fie Di și D2 
doi operatori diferențiali pe M. Considerăm o hartă locală [U,h) a lui M. 
Dacă Di \r(u)~ D2 \T (U ) I atunci Di = D2 -

Demonstrație. Pentru orice funcție f  € F (M ), avem:

D l(f) |(/= Dl |^([/) ( f  |(/) = D2 |^(l/) ( f  Iu) = D2 ( f)  Iu .

Prin urmare, funcțiile D i,D 2 6 F (M ) coincid pe o mulțime deschisă U a lui 
M. Deoarece varietatea M  este conexă, rezultă D i{f) = D2ț f) ,  oricare ar fi 
f  G F ( M f  Obținem deci Di = D2 .

1.4. OBSERVAȚIE. Este ușor de văzut că dacă D este un operator 
diferențial de rang r, atunci D este operator diferențial de rang r ', oricare ar 
fi r ' > r. De aceea se introduce următoarea
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DEFINIȚIE. Se numește ordinul unui operator diferențial D cel mai 
mic rang al lui D.

Notație. Mulțimea operatorilor diferențiali pe varietatea analitică M  se 
notează cu OD(M). In cele ce urmează vom folosi notația a! =  a 1!...an !, 
oricare ar fi o = (a^  ...,an ) € Nn .

1.5. PROPOZIȚIE. Fie D,D' € ODțM). Presupunem că D (respectiv 
D') este de ordin r (respectiv r'). Atunci D o D' este operator diferențial de 
ordin r + r'.

Demonstrație. Pentru orice hartă (U, h) a varietății M  și orice f  G F țM ), 
avem:

DU) |U = £  W .  u  w  , D '(f) |„= £  ^ D M  |„), 
|a|<r la'l^r'

unde aa ,a'Ql G F(U), iar Da ,D Q> sunt operatori locali (construiți la punctul
L1)~- . .în continuare vom folosi form ula lui Leibniz:

Da (h'h")= £  ^ D ^ ) D W W ) W  W U ) - 
0'+0"=a P  ’

Pentru orice funcție f  G P (M f  avem:

[D o D '(f)) |„= (D (D' (f))) |„= D \r m  (D  ( f)  |„) =

^ 2  aa Da  I )  aa ,DQ> { f  |n) 
la l^r  \la / l^r/

= £  aa Da {al
Q>DQ. ( f \ lJ)) =

l°l<r|a'l<r'

l“'l<r ' 
P'+P"=a

— 52 a °p lțfit> țD p '(a a')Dp>' O
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unde a" = /3" 4- a', și unde am folosit notația

an 
a "

Egalitatea

( D o p ( f » l u =  5 2  a ^ D ^ U  M 
l a ' ^ r + r '

ne a ra tă  că D o D 1 este un operator diferențial de ordin r + r’.

1.6. PR O PO ZIȚIE . Mulțimea O D țM ) a operatorilor diferențiali pe 
varietatea M  poate fi structurată ca algebră peste corpul IR al numerelor 
reale, operațiile fiind:

i) adunarea operatorilor

(P  + D ) ( P  = D U ) + D \ f ) ,  f  e  r { M ) ,

ii) înmulțirea unui operator cu un număr real

{X D )țf) = X D țffi  A G R , f & F ( M f i

iii) înmulțirea operatorilor

(D D ')( f)  = D o D V ) ,  f E ^ M f i

Dem onstrație. Se verifică fără dificultate că operațiile definite conduc la 
elemente ale lui O D țM ). De asemenea, se verifică ușor axiomele unei algebre.

Algebra O D țM )  este asociativă. Ea are element unitate

S [0] : f  € f ( M )  ^  S [o |( / )  = f e  ^ { M f
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unde [0] =  (0,0,...,0) G Nn .

1.7. APLICAȚII.
1.7.1. Forma generală a unui operator diferențial de ordinul zero.
Fie M  o varietate analitică reală. Presupunem că M  este conexă.
Fie D G 0D (M ) un operator de ordin zero. Atunci, oricare ar fi harta 

(U,h) a varietății M, și oricare ar fi /  G F (M ), avem:

D (f)  |u= “;o]P[o| ( f  |u) =  a[o]/ Iu,

unde ap] G F(U), iar Dp] — 5[o] k(u) • Dacă luăm

f  = Ijvf : % G M  —> lw (r) =  1 G R,

atunci obținem ap] =  P(1M ) |y . Este ușor de văzut că avem

D (f) = af, M f  G F(M ),

unde a = D ț ! ^  G FIM ). Prin urmare, operatorul diferențial D de ordinul 
zero se scrie

D = a,

unde a G F țM ).
1.7.2. Forma generală a unui operator diferențial de ordinul unu.
Fie D G 0D (M ) un operator de ordinul unu. Intr-o hartă locală (U, h) a 

varietății M, operatorul D se scrie, oricare ar fi /  G F țM ) :

D (/) |u= a[o]-D[O] ( f  |u) + a*gffi(f 1^ =  a l°l  ̂ 1̂  + a ' fa i^ f  W ’

unde r 1 , ^ ,  ...,xn  sunt funcțiile coordonate atașate hărții (U, li),
a \ a 2 , ...,an  G F{U), ap] = D(1A/) |UG F(U). Fie (U,h) o altă hartă a 
varietății M. Atunci avem:

D (f)  lu= W  lă + ? A  ( /  y , (V)/ e  r ( M \
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unde ă (0) = D(1M ) 1̂ , ă 1 ,^ 2 , . . . , ^  G X(U) și unde ^ , ̂ 2 ,..., sunt funcțiile
coordonate asociate hărții (U,h) . Presupunem c& U C\U ^  0 .

Atunci, pe U nU , avem:

a [0] l( /n ir _  a [0] lu a t / -  ^ (^ M ) b n l /  •

Rezultă că pe U H U avem:

d 
dx i

Obținem

a  “  d ^ a  ’

ceea ce ne arată că a1 ,a2 , ...,an  sunt componentele unui câmp X  de vectori 
tangenți varietății M. Putem deci să scriem operatorul D sub forma:

D (f) = a f  + X ( fY  ( y ) f e ^ M ) .

sau

D = a + X,

unde a (respectiv X )  este privit ca operator diferențial de ordin zero (respec
tiv unu).
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§ 2. ALGEBRA OPERATORILOR DIFERENȚIALI 
STÂNG INVARIANTI PE UN GRUP LIE

2.1. Fie G un grup Lie, LțG) algebra sa Lie, ODțG) algebra operatorilor 
diferențiali pe varietatea analitică G. Am văzut că X G L{G) O  (La ), (X) = 
= X, (V)a G G. Se constată ușor că un element X este câmp stâng invariant 
pe grupul Lie G dacă și numai dacă oricare ar fi /  G F\G ), avem:

X ( f o L a ) = X ( f ) o L a , ^ ) a E G .

DEFINIȚIE. Fie G un grup Lie. Un operator D G OD(G) se numește 
s tâ n g  invariant dacă (V)/ G F(G), avem:

D (f o La ) = D (f) o La , ^ ) a e G ,

unde La este translația la stânga, definită de elementul a € G.

2.2. PROPOZIȚIE. Mulțimea J{G) a operatorilor diferențiali stâng in- 
varianți este o subalgebră a algebrei OD{G).

Demonstrație. Fie D, D' G J{G}. Pentru orice f  G FțG fi și orice a e G, 
avem:

(D + D ' f i f o L J  = D ț fo L a ) + D y o L a ) = D ț f ) o L a +  D \ f ) o L a = 
= (D (f) + D '( f) )o L a = (D + D ') ( f ) o L a ,

deci D + D' e J(G). Analog obținem XD G J(G), (V)A G R. Să arătăm acum 
că produsul operatorilor diferențiali stâng invarianți D și D' este un operator 
diferențial stâng invariant. Pentru orice f  G ^(G ), și orice a e G, avem:

{ D D 'f i fo L J  = D o D '( fo L a ) = D (D '( fo L a )) = D (D '( f)o L a ) = 
= D (D '(f)) o La = (D D ')(f) o La .

2.3. Observație.
2.3.1. S|o] G J(G). în adevăr,
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S|0] ( / O L Q) =  / o L a , (V )/G ^(G ), W a e G , 
S l0]( f ) o L a = f o L a , (V ) fE ^ (G ) ,(V )a e G .

Deci J(G) este o subalgebră cu element unitate S|o|.
2.3.2. Pentru orice D G J(G), avem:

D (f)(x) = D (f)  o L t (e) = D (f  o L ^ e ) .

Rezultă că dacă știm cât este D (f)(e), pentru orice f  G ^ (G ), atunci știm 
cât este D (f)(x), oricare ar fi z G G și oricare ar fi /  G E^G).

2.3.3. Este evident că L^G) C J^G). Rezultă că suma și produsul a 
oricăror câmpuri stâng invariante se află în J(G).

2.4. OBSERVAȚIE. Fie {E^ En } o bază în algebra Lie L(G} a grupu
lui Lie G. Un câmp X  G L(G) se scrie X  = X l Ei, unde X 1 sunt constante 
reale. Știm că X G J(G). Rezultă că X p G J(G).

Vom pune în evidență o formula asemănătoare binomului lui Newton 
generalizat.

Punem

(2-1) ( r E . ) p = £  ( x Ț 1 ... (x n )Q- s Q, 
|o|=P

unde o = (a b ...,a n ) G Nn , iar Sa este o sumă de produse de operatori 
Ei. Vom indica (prin inducție) cum se calculează SQ- Este evident că pentru 
P =  0 se obține operatorul stâng invariant S[Oj (=elementul unitate al algebrei 
J(G)). Observăm că pentru p = 1 membrul stâng din (2.1) se scrie

X 1E 1 +... + X n En ,

iar membrul drept din (2.1) se scrie

X 1S[1) +  ... +  X "S ln],
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unde [i] =  (O,..., 0 ,1, O,..., 0) este multiindicele cu toate componentele nule în 
afară de componenta de pe locul i, care este egală cu 1. Este evident că dacă 
luăm S|i] =  Ei, i =  1,2, ...,n, atunci egalitatea (2.1) este adevărată pentru 
p =  1.

Scriem (2.1) pentru p — 1 :

(2-1') ( x ^ y  1 =  5 2  ( ^ ^ ^  -  (x n )l3n s 0-
\p\=p-̂

Vrem să găsim relația care există între Sa , cu |a| =  p, și Sp, cu |/3| = p — 1,
știind că (2.1') implică (2.1), unde

(YCEiY = (X 'Ei) {X j E jY  V 

înmulțim (2.1') cu X 'E i și rezultă

(X 1E i ) p =  5 2  5 2  (X 1)01 . . . ( X ^ X ^ . S p . 
i=l |/3|=p-l

Se observă că operatorul EiSp este de ordinul p. Membrul drept din ultima 
egalitate trebuie să coincidă cu membrul drept din relația (2.1). Rezultă că 
trebuie să avem

(2.2) 5 2  (x ‘) a i  • • • ( ^ T " 5 »
H=p

5 2  {X xf \ . . { X n Y - X xEiSp + 
l/3|=p-l
+ . . .+  5 2  {X XY ' . . . { X n Y n X n En Sp.

I0I=P-1

Fixăm un multiindice a  =  (a b  ...,a n ) , cu |a | = p. F ieii, ...,i t e {1, ...,n}, 
astfel încât i T < i2 < ... < i t și a^ ^  0, ...,a It /  0.

Considerăm următorii multiindici de lungime p — 1 :

/5 = a  -  [îi], ...,/3 = a -  [it] 
’l it
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în membrul stâng al relației (2.2) coeficientul monomului

este Sa . Pentru a scrie coeficientul monomului (X*1)0 '1 ... (X ! t)Q,‘ din mem
brul drept al relației (2.2), suntem conduși să considerăm suma următoare:

(X ^)4» ...(X ^)^ X ^ E ^ +  ... + (X*1) 1' ,..(X ’') ' ‘ X ^E ^Sp. 

care mai poate fi crisă sub forma

( X ^ p  ... ( X ^ p  E^Sp + ... + EUS0

Rezultă că trebuie să luăm

(2.3) SQ — E^Sp + ... + E l t Sp.

Aceasta este formula de recurență care permite să trecem de la Sp cu 
\/3\ = p -  1, la Sa  cu |a | = p.

2.5. APLICAȚIE. Fie o =  [Î I Î 2] (respectiv a  = [iiiîb]) multiindicele ale 
cărui componente sunt nule în afară de a^ =  a>2 =  1 (respectiv
a il = a i2 = a i3 =  1). Ne propunem să scriem operatorii Sa , unde a  este 
unul dintre multiindicii următori:
1) a  =  [ii], 2) a  = [M2], 3) a  = [21^3] •

1) Este evident că S(,] = Ei.
2) Considerăm următorii multiindici de normă unu:

P = a -  [ii] = [Î2] , (3 = a -  [Î 2] - [Î I ] .
i i  12

Conform ultimei observații, rezultă că avem:

* ^ |u i2 1  =  Ei\Sp + Ej2Sp = Eil Ej2 + E ^E ^.
■1 '2

252
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3) Considerăm următorii multiindici de normă doi:

(3 = a -  [ i j  =  [1213] ,0  = a -  [z2 ] =  [21*3] ,0  = a -  [23] =  [ ^ 2 ]  • 
îl J2 ’3

Folosind formula (2.3), rezultă că avem:

^ l ' i ^ ’al E ^S^  F  Ei^Sp F  E13S ̂  E i^S^i^  "F Ei2S^1i3j "F F i jS l i j j j ]
•1 '2 '3

= E i l Ei2Ei3 + E ^E ^E ^  + E ^E ^ E ^  -F
+Ei2Ei3Ei3 F  E ^E ^E ^  F  E ^E ^E ^ .

2.6. Operatorii SQ introduși la 2.4 sunt operatori stâng invarianți pe 
grupul Lie G, deoarece ei apar ca sume de produse de câmpuri vectoriale 
stâng invariante.

PROPOZIȚIE. {SQ}QeNn constituie o bază în algebra J(G).
Demonstrație. In primul rând vom arăta că orice operator stâng invariant 

se exprimă în funcție de Sa . Fie (lVe , log) o hartă normală în jurul elementului 
neutru e e G, și fie x1 , ..., xn coordonatele canonice asociate hărții (We , log).

Fie Ei, ...,E n câmpurile vectoriale stâng invariante pe G, definite prin:

Ei(e) = -Q— |e ,i = 1,2, ...,n.

Este evident că {£ b  E2, .., En } este o bază pentru algebra Lie L(G) a grupu
lui Lie G. Știm că coordonatele canonice ale unui punct x = expx'E , G Ŵ  
sunt x l .

Fie D € J(G). Avem:

(2.4) D i f W  = £  a „(e)0 o  ( f  [ , .)  (e), (V)/ e  ^(G ),
|a|<r

unde

(M> D^ e} = ( w ^ F r « )  <e>

253

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



(am notat Da (f) în loc de Da  ( f  |we))-
în continuare vom folosi următoarea convenție: dacă ((7, h) este o hartă 

a varietății G, și dacă f  € F(G), atunci scriem:

(2.5') f(p) = f o h ~ 1 (h(P )), M p  e u .

Dacă luăm h = log, h r 1 = exp, din (2.5) avem:

(2.6) DQ(f}(e) =  ^ ^ y s i  ^ M ^ ^ ^  (expz Ei) l ^  = I n=0 .

Pe de altă parte, formula lui Taylor

f ( e xp lX ) = '^ - ,X 'U ) M >
p=0

pentru t = 1 și X  = x1E i} se scrie:

0 0  1
(2.7) f ^ P ^ E t) =  ^ -  (? £ ,) "  (/)(e).

p=o

Ținând seama de egalitatea

^ •E ,) r  =  E  ( ' T  -  s -
N = P

și de formula (2.7), egalitatea (2.6) devine
0 0  i

Da (f)(e) = Q  / n \ a n  W  Tj ( X 1 )  * Sp(f}(e } |z i  =  ...= x" = 0

sau
0 0  1

M D - ( / )W  =  H «. W ) ( e )  k
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în membrul drept din (2.8) vom deriva termen cu termen și calculăm în 
punctul x 1 =  0, ...,xn = 0. Vom obține de fiecare dată zero, în afară de cazul 
în care a = (3. Din (2.8) găsim:

(2.9) O . ( / ) ( e ) = ^ S . ( / ) ( e ).

Din (2.9) și (2.4) rezultă:

(2.9') £ > (/)«  = £  « . W ^ S o l / I W ,

Deoarece D, Sa  sunt operatori stâng invarianți, pentru orice a € G și orice 
/  6 E(G), avem:

D {f o La ) = D (f)  o La , SQ( f  o L a ) = SQ( f)  o La .

în relația (2.9') luăm în locul funcției /  funcția f  o La , și obținem:

D (f  o L ^ e )  =  £  « . W q ^ S . ! /  ° « W 

l“l<r

sau

(2.10) D W a )  =  £  c . î l t ^ S . f / K a ) , 
»  | a | !

unde ca  = aa (e) sunt constante reale. Deoarece egalitatea (2.10) are loc 
(V)/ e  5(G ), rezultă:

D  \ Ca |Q |i S -

Rezultă că operatorii diferențiali stâng invarianți pe G sunt generați de 
operatorii Sa  (care se exprima în funcție de E ^  ...,E n ). în definitiv, putem
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spune că operatorii diferențiali stâng invarianți pe grupul Lie G sunt generați 
de câmpurile vectoriale stâng invariante.

Până acum am arătat că {SQ} a e r  constituie un sistem de generatori 
pentru algebra J(G).

Să arătăm acum că orice număr finit de elemente din {SQ}QgNn sunt liniar 
independente. Fie

Sa,-.., Sa {^a}oENn j

unde Sa Sa simt distincte.1 ’ k
Presupunem că există Ai,..., Ăt  G R, astfel încât

XySa +  ... 4- A^Sa — 0. 1 k

Fie (144,log) o hartă în jurul elementului neutru e G G, și fie x 1 ,...,x n 
funcțiile coordonate asociate hărții (W4, log) • Din ultima egalitate avem:

AlSa |^(we) +... +  XkSa | (̂lVe) =  0.

Pentru orice funcție f  G ^(G )  avem:

(2.11) A ^ C / »  +  ... +  At 5o(/)(e) =  0.

Din (2.9) și (2.11) rezultă:

(2.12) ^ D a  ( /)  (e) + ... +  p.k Da ( /)  (e) = 0,

unde am notat:
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Putem să renumerotăm multiindicii a , ..., a astfel încât să avem:1 k

a < ... < a 
i ~  k

Considerăm funcția analitică

/i : H4 — R

definită prin:

(2.13) f ^ x )  = (x1)0 ' . . . ( x n f "  , x e W e .

Luând în (2.12), în locul funcției f  funcția J\ definită prin (2.13), și folosind 
convenția (2.5'), obținem:

Mi ^ i 1)”1 . . . d [ x ^
z 1 =  ...=x"=0

Se observă că toți termenii sunt nuli în afară de primul termen, din care 
obținem:

/j.1a 1 l...an l = 0.

Din ultima egalitate rezultă ^j = 0, ceea ce implică A; =  0. Repetăm 
raționamentul, luând în (2.12) în locul funcției /  funcția analitică

A : We R

definită prin
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Va rezulta A2 =  0. Analog obținem A3 =  ... =  At = 0. Rezultă că {Sa }QeNn 
constituie o bază în algebra J(G).

2.7. Menținem notațiile de la 2.4; deci avem relația

(2.3') SQ = E ^Sa-^] + ... + E i t SQ_\it]

PROPOZIȚIE.
i) în membrul drept al formulei (2.3') sunt ^ ^ i  termeni.
ii) Fiecare termen din membrul drept al formulei (2.3') are exact |a| 

factori E t .
Demonstrație, i) Pentru |a| =  1 afirmația este evident adevărată, căci 

avem a  = [zfc] și S^] = E i k .
Presupunem acum că membrul drept al formulei (2.3/) are ^ ^  termeni, 

pentru orice a  = ( a i , ..., a n ) 6 Nn cu |a | = p — 1. Fie a  =  ( a i , ..., a n ) G Nn 
cu |a | = p, fie i l t  ...,it € {1,...,n} cu 1 < ^  < ... < i t < n, și fie 
a^ ^  0, ...,a it ^  0. Avem formula:

Sa Ei1Sa —[il ] + ... + Eit SQ—[it]-

Din ipoteza de inducție avem că pentru orice k € {1,..., t} fiecare Sa-;^] are 
un număr de termeni egal cu

__________ (P~ 1)!__________
Qjj!...a,fc l ! (a ^  — l)!tt,fc+]!...a:it !

Rezultă că Sa va avea un număr de termeni egal cu

( P ~ ^  , , ( P - 1 ) !  =  ( P - 1 ) !
(a h  -  l) !a i 2 !....a i ( ! a ^ J - a ^ J  (a it -  1)! a i l ! . . . a j 

= H !
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ii) Fie wk = E i k Sa _[ik], k e {1,...,/} un termen din membrul drept al 
formulei (2.3')- Vom arăta că wk are |a| factori Ei.

Pentru |a| = 1 afirmația este adevărată.
Presupunând că afirmația este adevărată pentru multiindici a cu 

|a | = p  -  1, se obține ușor că afirmația ii) este adevărată pentru multiindici 
de lungime p.

2.8. Lemă. Pentru orice a = (cii, ...,a n ) € Nn , avem formula:

lai!(2.14) Sa  = — ;----- -E™' ...E°n + termeni de ordin mai mic decât | a | .
a i! ...a n !

Demonstrație. Pentru |a | = 0 egalitatea este evidentă.
Presupunem că formula (2.14) este adevărată pentru multiindici de lungime 

p — 1. Vom arăta că (2.14) este adevărată pentru multiindici de lungime 
p. Fie a  =  (a 1 ( ...,a n ) e Nn cu |a | = p, și fie i i , . . . , i t e { l,...,n} , cu 
1 < ii < ... < it < n și astfel încât a^ /  0, ...,a it ^  0. Avem:

Sa E i y S a —^i^ p  ... 4“ Fzit 5 a _[j(| —

(p !)•_____  p 0 '! 1 p 0 ' !  P ° 't

-  l) !a l 2 !....a,t ! 11 ”  -

_____ E°»

+termeni de ordin mai mic decât p
~ f f  ( a ^ ^ ' - ' E ^ . E ' ; ^ ^

+ termeni de ordin mai mic decât p.

+

în continuare vom folosi formula:

Eii- -Eit — Ei2EixEi3 ...Eit + [Ei l ,E i2]E l3 ...E l t .

Cu ajutorul acestei formule noi, putem muta operatorii E i k (k ț  {1,..., t}) de 
pe primul loc pe locul pe care-1 dorim, modificându-se doar termenii de ordin 
mai mic decât p. Obținem:
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s a  = - ^ - ^ < 1 . . . < " ( a îl + ... + a J  + 
a l l \....ai l \ 1 1

+termeni de ordin mai mic decât p,

și deci am obținut:

Sa = ------ '-----E?1 ...E°n +  termeni de ordin mai mic decât p.
a l x \....ai t \

Prin urmare, formula (2.14) este adevărată (V)a G Nn .

2.9. Menținem notațiile din Lema 2.8.
PROPOZIȚIE. {E^.-.E^"  | ft] ,...,a n € N} constituie o bază în algebra 

operatorilor diferențiali stâng invarianți pe grupul Lie G.
Demonstrație. Vom arăta (prin inducție după |a |) că

{E^1 ...E ^  | a 1; ...,a n  G N} constituie un sistem de generatori pentru J(G). 
Știm că {SQ | a  G Nn } constituie sistem de generatori pentru J(G). Vom 
folosi formula (2.14).

Pentru |a | = 0 afirmația este evident adevărată.
Presupunem că {E^1 ...E°n | « i + ••• + a n <p — 1} constituie un sistem de 

generatori pentru operatorii stâng invarianți de ordin mai mic sau egal cu 
p — 1. Vom arăta că {E “l ...E^" | a^ + ... + an <p} constituie un sistem de 
generatori pentru operatorii stâng invarianți de ordin mai mic sau egal cu p. 
Fie D G J(G}, un operator de ordin p. Știm că D se scrie

|o |< P

unde da G R. Scriem formula (2.14) sub forma

lai'
SQ = — +

unde M Q  este un operator stâng invariant de ordin mai mic decât p. Din 
ipoteza de inducție avem:
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Ma = ^  C a X ’ - ^ n " - 

|0I<P“ 1

Din ultimele două egalități avem:

S
a i ! - « n !

+ £  CQ^ . . . E^ .
\p\<p-l

Rezultă că operatorul D se scrie

D = £  Aa E ^ . . .E ^ ,
H < p

și deci {E“'...E “n | a  =  (a b  ..., a n ) € Nn } constituie un sistem de generatori 
pentru J(G).

Să arătăm acum că orice număr finit de elemente din
{E^.-.E^" | a i , . . . ,a n 6 N} sunt liniar independente. Fie elementele dis
tincte

E ? ...E ? ,...,E °* ...E ?  G { E ^ . . .E ^  | a b . . , a n  G N} .

Putem presupune (eventual în urma unei renumerotări a multiindicilor că 
avem

i
a 
»+i

Presupunem că există numerele reale Ab  ..., A*; G IR, astfel încât

Ol an Ol o n

A l^ / ---En + ... + X^Ef ...En =  0.

Folosind formula (2.14), avem:

0 =  ^ 5 a  +  ...+  giS a  +  termeni de ordin mai mic decât 
1 k a 

i
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a i ! . . . a n ! _
unde am folosit notația ^  = A, ' । ।' , i E {1,..., &}. Deoarece orice operator

D € J(G) de ordin r se scrie D = ^  cpSp, rezultă egalitatea:

[J-lSa + + PlcSa + ^  CpSp = 0.

Folosind ultima egalitate și urmând o cale analoagă cu cea folosită în demon
strația propoziției 2.6, se obține ^  = ... = fj,k = 0, adică Ai =  ... = At = 0, 
ceea ce ne arată că operatorii

a i  an a i  « n

sunt liniar independenți. Prin urmare, { E f1...E°n | a: = (a i , . . . ,a n ) G Nn } 
constituie o bază în algebra J^G).
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C A P I T O L U L  IV

ALGEBRA ÎNFĂȘURĂTOARE UNIVERSALĂ 
A UNEI ALGEBRE LIE

§ 1. CONSTRUCȚIA ALGEBREI ÎNFĂȘURĂTOARE UNIVERSALE. 
PROPRIETATEA DE UNIVERSALITATE.

1.1. DEFINIȚIE. Fie g o algebră Lie reală, și fie A o algebră asociativă 
peste corpul R. O aplicație liniară

h :g  A

se numește L-hom om orfism  dacă

h ([x, y]) = h(x)h(y) -  h(y)h(x), ^ } x , y E g.

Observație. Am văzut mai înainte că dacă A este o algebră asociativă 
peste corpul numerelor reale, atunci spațiul vectorial real A, împreună cu 
operația

[ , ] : (a,b) E A x A —> [a,b] = ab — ba E A

este o algebră Lie reală (am notat cu ab produsul elementelor a,b E A). Este 
ușor de văzut că L-homomorfismul h : g —> A este un homomorfism de 
algebre Lie.

1.2. Fie g un spațiu vectorial real de dimensiune finită n. Notăm

T r (9) — 9 ® ■•■ ^  9̂ — { f  '■ 9 x  ■ x  9, —* R | /  este poliliniară}.
de r  ori de r  ori

Fie x r E T r (gfi ys E T s {gY Notăm cu xr ® ys produsul tensorial al 
aplicațiilor xT și ys , adică aplicația
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x r ® y s : g x  . „ x  ĝ R 

de r+s ori

definită prin formula:

XT ® y s (u i , - .« r iM 'l ,  ..., w s ) =  x r  (ur,..., ur ) ys (w 1 ; w s ) .

Este evident că x r ® y s E T r + s(g). 
oo

Notăm T(g} = ®  T r (g \ unde T°(g) = R, T ^g ) = g. 
r=0

T(g) este un spațiu vectorial real în mod natural. Un element x E T(g) 
se scrie sub forma

I  =  I 0 + l l  +  -  +  ^ r +

unde x0 G T°(g) =  R, xi G T \g )  = g, x 2 E g ® g = T 2 (g \ și unde toți x r 
sunt nuli, în afara unui număr finit. Operațiile în raport cu care T(g) este 
spațiu vectorial sunt:

a) adunarea

(x, y) G T(g) x  T(g) x + y = x 0 + y0 + x^ + yi + ... E T(g),

b) înmulțirea cu un scalar

(A ,x) G R  x  T(g^ —► Ax =  Axo G Axi 4 -... G T(g^.

Mai mult, T(g) este o algebră. înmulțirea a două elemente x ,y  E T(g) se 
notează x ® y și se face după regula de înmulțire a polinoamelor. T^g} este 
o algebră asociativă cu element unitate 1 G R.

Algebra T(g) se numește algebra tensorială a spațiului vectorial g.
Exercițiu (proprietatea de universalitate a algebrei T(g)). Notăm cu

<p : g —> T(g) incluziunea. Fie A o algebră asociativă cu element unitate e. 
Atunci, pentru orice aplicație liniară h : g —> A, există un unic homomorfism 
de algebre asociative h : T^g} —> A, astfel încât
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h o  p> = hș\ /i(l) =  e.

1.3. Definiție. Fie A o algebră și J  G A  un subspațiu vectorial. J  se 
numește ideal stân g  dacă x  E J  implică x y  E J, (y \y  E A.

Analog se definește idealul drept. Un ideal care este în același timp 
stâng și drept se numește ideal bilateral.

1.4. C onstrucția  algebrei înfășurătoare universale a unei a lgebre 
Lie.

Fie g o algebră Lie reală, și fie T(g) algebra tensorială a spațiului vectorial 
g. Considerăm mulțimea

M  = {x ® y — y 0  x  — [x,y] \ x ,y  E g} C T(g), 

și fie J  idealul bilateral generat de M . Un element oarecare z E J  se scrie

T
z = ^  a i® b i®  Ci, 

i=l

unde ai G T(g), bi este generator (b, G M }, Ci G T(g), iar r este un număr 
natural oarecare (este evident că numărul r  diferă de la un element la altul). 

Notație. U(g) = T (g ) /J  (factorizare ca spațiu vectorial).
DEFINIȚIE. Algebra factor U(g) = T (g } /J  se numește a lgebra în

fășurătoare universală a algebrei Lie g.
Evident, U(g) este o algebră asociativă, cu element unitate 1. Operațiile 

în raport cu care U(g) este algebră sunt definite prin relațiile:

x + y = x  + y 
Xx = Xx 
xy  = x  ® y .

Se constată ușor că cele trei operații nu depind de alegerea reprezen
tanților.
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1.5. PROPOZIȚIE. Fie ip : g ^  T(g) incluziunea, și fie

p: x e  Tțg) —> pțx) = x = x + J  tU (g ) 

homomorfismul canonic (de algebre asociative). Atunci aplicația

i = po <p : g -> U(g)

este lin L —homomorfism.
Demonstrație. Deoarece i este compunere de aplicații liniare, rezultă că 

i este liniară. Pentru orice x ,y  E g, avem:

x 0  y — y 0  x — [x,y] G J.

Rezultă că pțx 0  y — y 0  x — [x,y]) =  0.
Deoarece p este homomorfism de algebre asociative, rezultă:

p ^ M y )  -  p(yM x) -  p(^> y]) = o,

sau

p M ^ )  p (F ^ )  -  P M y ))  p (F (X )) -  P W ^ ,y ] ) )  = o,

și, înlocuind po <p = i, obținem că i este un L —homomorfism.

1.6. PROPOZIȚIE, (p roprie ta tea  de universalita te  a algebrei 
înfâșurătoare  universale). Fie g o algebră Lie, Tțg) algebra sa ten- 
sorială, Uțg) = T{g)/J algebra înfășurătoare universală a algebrei Lie g, 
i = p o (p : g —̂ Uțg) L—homomorfismul din propoziția anterioară.

Considerăm o algebră asociativă A cu element unitate e. Atunci, pentru 
orice L—homomorfism h : g —> A, există un unic homomorfism de algebre 
asociative h : Uțg) —̂ A, astfel încât

h o i  = hși /i(l) =  e.
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Demonstrație. Aplicăm proprietatea de universalitate a algebrei T(g). 
Rezultă că există un unic homomorfism de algebre asociative

h : T(g) -  A,

astfel încât

ho tp = hși h(l) =  e,

sau

h{x) = h(x), (V)x € jși /i(l) =  e.

Vom arăta că h duce pe J  în elementul nul din A. Fie b un generator al 
lui J, deci b este de forma:

b = x<S>y —y 0 x  —[x,y] ,x ,y  e  g.

Deoarece h este homomorfism, iar h este L-homomorfism rezultă:

h(b) = h (x 0  y — y 0  x — [x,y]) =
= h { x ) h { y ) - h ^ h ^ x ) - h { [ x ,y ] )  =
= h(x)h(y) -  h(y)h(x) -  h([x, y]) = 0.
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Deci fi duce un generator al lui J  în elementul nul din A.
Fie acum un element oarecare z E J, deci z se scrie sub forma

2  =  y ^ Q j  ® b i ®  Ci, 

i= l

unde ai, Ci E T(g), bi este un generator al lui J, iar r este un număr natural 
oarecare. Deoarece h este homomorfism de algebre asociative, avem:

h(z) =  7 ^  h(ai)h(bj)h(ci) = 0, 
i=l

unde am folosit faptul că bi este generator pentru J  și h^b^ =  0. 
Definim aplicația

h : U(g) ^  A,

prin formula

h(x) = h(x).

Este ușor de văzut că definiția aplicației h este independentă de alegerea 
reprezentantului din x.

în adevăr, fie z +  j  G x, unde j  E J. Avem:

h(x) = h(x + j') = h(x) + h(j) — h(x).

Din faptul că h(J} =  0, rezultă că h se factorizează la un homomorfism

h : T (g )/J  ^  A.

Din faptul că h(l) =  e, rezultă că h(l) = e.
Să verificăm comutativitatea diagramei. Pentru orice x E g, avem:
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h o i(x) = h o p o  p(x) = ho p(x) = h(x) = h(x) = ho  p(x) = h(x), 

deci h o i = h. _
Singurul lucru pe care-1 mai avem de arătat este unicitatea lui h. Să 

presupunem că mai există o aplicație

h' : U(g) ^  A,

astfel încât h' o i = h și h'(l) = e. Din proprietatea de universalitate a 
algebrei T(g) rezultă că există un unic homomorfism de algebre asociative 
h : T(g) A, astfel încât

ho p = hși h(l) =  e.

Folosind egalitatea h' o p o <p = h, rezultă că h1 o p = h. Prin urmare, 
pentru orice x € T(g), avem h' op(x) = h(x), sau h'(x) = h(x), (^)x € U(g). 
Rezultă h' = h.

Q.E.D.

1.7. PROPOZIȚIE. Algebra U(g) este determinată până la un izomor
fism de proprietatea de universalitate.

Demonstrație. Presupunem că există un L—homomorfism i' : g A' 
(= algebra asociativă cu element unitate e') satisfăcând următoarea propri
etate de universalitate: pentru orice L—homomorfism h : g —> A (=algebra 
asociativă cu element unitate e), există un unic homomorfism de algebre 
asociative h' : A' —> A, astfel încât h' o i' = h și h'(e') = e.

Vom demonstra că algebra A' este izomorfă cu U(g).
Deoarece A' este algebra asociativă cu element unitate e', iar i1 : g A' 

este L —homomorfism, din proprietatea de universalitate a algebrei U^g), 
rezultă că există un unic homomorfism i' : U(g) ^  A1, astfel încât să avem:

(1.1) i'o  i = i'^i i'^1) — e'.
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9

Deoarece U (g) este o algebră asociativă cu element unitate 1, iar
i : g —> U(g) este un L—homomorfism, din proprietatea de universalitate 
a algebrei A', rezultă că există un unic homomorfism i : A1 ^  U (g\ astfel 
încât să avem:

(1.2) i o i' = i, i[e') =  1.

Din (1.1) și (1.2), rezultă:

i o i' = Id ^ ^ ș i  i' o i = Id# .

Rezultă că aplicația i este inversabilă și (i) 1 = i '. Deoarece homomorfismul 
i : A' —> U(g) este bijectiv, rezultă că algebrele A' și U(g) sunt izomorfe.

Q.E.D.

1.8. OBSERVAȚIE. Pentru r ^  s avem:

r ( 5 ) n r ( 5 ) =  {0 } =

=spațiul vectorial format din elementul 0 6 T(g) (pe T r (g) și T s (g) le privim 
scufundate în T (g )\
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Această proprietate nu este adevărată pentru U{g\ în sensul că dacă r și 
s sunt distincte, atunci p (T r (g)) Dp(Ts (g)) este, în general, diferit de {0}. 
Pentru a ne convinge de aceasta să urmărim exemplul de mai jos.

Fie x ,y  € g, cu [x, y] ^  0. Avem: x ® y — y ® x — [x ,y] G J. Rezultă:

p(^M y) -  p(y}p(x ) = P^ ^ y])-

Avem:

[z, y] 7̂  0, p([x, y]) G p (T^g)) și p(x)p(y) -  p(y)p(x) G (7 % ))  .

Deci, în general, p(T r (g)}F\p(Ta (g)) este definit de {p(0)}. Prin urmare, U^g) 
oo

nu este egal cu ^ p ( T r (g)fi 
r=o

Introducem pentru fiecare r  de la 0 la oo următorul subspațiu vectorial:

(
r  \®  ^ ( s ) )  • 

h= 0  /

Elementele lui UT(g) se numesc elementele de rang r în U(g). Avem:

^ W  = U ^ M , 
r=0

u ^ g )  c  (/■(<>) c  ... c  t r ( 5 ) c

1.9. Menținem notațiile de la observația 1.8.
LEMĂ. Fie II grupul permutărilor indicilor 1, 

vectorii x \ ,...,x r G g, avem

p (x } ® ...®  Xr ) =  ~j? T̂r(l) ® ...® X
\7ren

unde y G Ur ~1(g).

r. Atunci, oricare ar fi

^(r)^ +  y,
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Demonstrație. Fie S submulțimea lui II a permutărilor de forma:

(1.3) {1,..., s — 1, s , ..., r} —> {1,..., s — 2, s, s — 1, s + 1,..., r}.

Se constată ușor că II este generat de S. Pentru TT G II, avem
TT = ak  o ... o CTJ, unde <7i, ...,crk G S. Presupunem că ff] este transpoziția
(1.3). Dacă pe elementul

i s ® i s_i -  i s_] ® x s -  [ij, i s_]) G J

îl înmulțim la stânga cu i i® .. .® i s_2, și la dreapta cu r s + i® ...® i r , obținem
un element din J  pe care-1 notăm cu —«i, deci

- U i  =  Z i  ®  . . .  ®  X s _ 2  ®  X s  ®  I s _ ]  ®  I s + i  ®  . . .  ®  X r  -  X !  ®  . . .  ®  X r  —

- l !  ®  . . .  ®  X s _ 2  8  [X s , Z s - J  ®  X s + 1  ®  . . .  ®  X r .

De aici rezultă

^ 1  ®  . . .  ®  z r  -  I a i ( i )  ®  . . .  ®  I f f l ( r )  = U 1  +  i)b

unde ui G J, Vi = -x ^  ® ... ® x s_2 ® [ x ^ x ^ ]  ® r s+1 ® ... ® z r  G ^ - ^ g ) . 
Aplicăm același raționament elementelor

2/1 =  M ) >  "> V r  =  ^ ( r ) ,

și obținem

^ l ( l )  ®  • "  ®  ^ i f r )  —  a 'cr2 ocr1 (1) ®  ••• ®  ^a2O<7i(r) =  ^ 2  +  V 2 ,

unde u2 E J, v2 e  T r~1 (g). Repetăm raționamentul și vom obține în final

I< rk _ 1 o...o<ri(l) 8  ••• 8  ^<rfc_ 1 o...o<71 ( r )  ~  ^ ( 1 )  ®  •■• ®  ^ ( r ) =  U k  +  V k ,
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unde uk 6 J, vk E T r 1 (g), 7r = crk o ... o aj.
Folosind ultimele egalități, obținem

X1 ®  . . .  ®  X r  -  X „ (p  8  . . .  ®  X ^  =  U^ +  V„,

k k A

unde u^ = Ui E J, vv  = ^ V i  € T r - 1  (g), 7r — crk o ... o <ri € II. în 
i=i j=i

continuare, obținem

P (Xj ® ... ®Xr ) = p  (z^i) 8  ... 8  Xw(r )) + p (v^

unde p (v ^  E p (Tr ~1 (g)), deci p ^ )  E U ^ 1 (g ).
Scriem ultima egalitate pentru toate permutările 7r € II și, apoi adunând, 
obținem

r\p(x l 8  ...® x r ) = ^ p ( x n W  ® ... 8 ^ ( r )) + y u

unde yi = ^ p ^ )  £ Ur ~1 (g). Am obținut tocmai formula ce trebuia 
Tren

stabilită, unde y = ~pyi £ Ur ~1 (g ).

1.10. în continuare vom nota cu S T (g) mulțimea tensorilor simetrici din 
T T (g ) , deci

S T (d) — {t E T r (g) | t este simetric} .

oc
Notăm S (s) =  ®  S r (g). Evident, S {g) este subspațiu vectorial al algebrei 

r = 0
T  (g) (numit subspațiul vectorial al tensorilor simetrici).

LEMÂ. Menținem notațiile de mai înainte. Fie q restricția la S  (g) a 
proiecției canonice

p : x € T (g )  p(x) = x e  U (g).
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Atunci q este aplicație surjectivă.
Demonstrație. Vom arăta prin inducție că aplicația

oo oo

]  : S(S) =  ®  ?  (j) -  »  (S) = U  ^  <3)
r=0 r— 0

este surjectivă.
Pentru r = 0 se observă că q stabilește o surjectie între

S° țg} = T° (g) = R și U° (g) = q (R ), deoarece q duce elementul 1 din T  (g) 
(1 € S (g)) în elementul 1 din U țg) (1 se gaseste în U° țg) = q (R)).

Un element oarecare din U° (g) se scrie sub forma A • 1, cu A G R, și avem:
A -Î = A -9 (1) =  9 (A 1 ) . _

Presupunem acum că q stabilește o surjectie între S° (^) ® ... ® S T~i (g) 
și Ur ~x (g ) . Să arătăm că q stabilește o surjecție între

S° țg) (p)și Ur  țg).

Fie x E T° ($) ® ... ® T r țg}. Elementul x se scrie

x = x' + ^  ^ix \ ® ••• ® X r̂  
i

unde

x' e T ° ( g ) ^ . . . e T r ~1 (g), At G R, x\, ...,x r
l  £ T 1 (g ). 

Atunci p țx) se scrie:

P(x) = p  (x') + ^  ^iP (X \ ® ® < ) •
i

Deoarece p țx') G Ur ~1 (g ), din ipoteza de inducție rezultă că p (x') se scrie:

p W = q ț x " ) ,  x " E Q ) S h {g). 
h=0
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Rezultă:

p(x) = q (x") + ^  Xip (rri ® ... ® x \) .

Mai rămâne să demonstrăm că pentru orice element i i  ® ... ® i r , unde r
x ly ...,x r  € g, există z € (& S h (g ), astfel încât

h=0

p (x x ® ... ® x r ) = q ( z ) .

Din Ierna 1.9 știm că avem

p (x i ® ...® x r ) = p I ^ ^ ( i )  ® ...® x < r} j +  3/, 
\  TTGII /

unde y G Ur ~l (g). Din ipoteza de inducție, avem:

r— 1

y = q (y1) , cu y  € ^ S 4 (g).
h=0

Rezultă că putem scrie

p ^ ! ® . . .® ^ )  = p(yi) + q(y') ■

Deoarece y-̂  G S r (g), avem

p {y^  = q (y i) ,

și deci obținem

p{xi ® ... ® x T) = q ( z ) ,

r 
unde am notat z = y  ̂ + y' e ^  S h (g). 

h=0
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Prin urmare, aplicația

q - s ^ ^ u ^
este surjectivă.

1.11. Fie g o algebră Lie reală și fie { E i,..., En } o bază a spațiului vectorial 
g. Fiecărui multiindice a  = (o i,...,a n ) , a  € Nn cu ja| =  r, îi asociem un 
element Eo  G S r (g ), în felul următor:

construim un șir de indici i i , ..., ir cu 1 < ii < ... < iT < n, astfel:

( i i ,..., i r )

unde, dacă ak = 0, atunci subșirul în care se repetă k de ak ori dispare, și 
apoi punem:

^ “ “  r l 5 2  ^MD ® ® ^MO ^  $  (#) ’ 
Tren

unde fi este grupul permutărilor indicilor 1, ...,r.

Exercițiu. {Ea  | |a | = r} este o bază în S r (g ).

1.12. Fie {E i,..., En } o bază în algebra Lie g, și fie

p : x E T(g) -^ p(x) = x E E (g)

homomorfismul canonic de algebre asociative considerat mai sus.
Notăm fi = p (E i), oricare ar fi i G {1, ...,n} .
Fiecărui multiindice a  = (ai, ...,o n ) G Nn îi asociem un element 

f a € U (g), prin formula:

fa = ^ a i - ( f n r '
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PROPOZIȚIE. Mulțimea { fa }Q^ n formează un sistem de generatori pen
tru U (g ).

Demonstrație. Fie indicii i^ .- .^ r  € {l, -,n}  construiți la 1.11, unde
r = \a \. Avem:

A  = ( /O -  ■•(/»)”" = f h - k  = p (E „ )^p {E ,r ) = p { E „ ® ..^ E „ ) .

Folosind Ierna 1.9, obținem

unde f ^ e U r  1 (g ) . Deoarece aplicația

g : S ( g ) ^ E ( g )

este surjectivă, rezultă că ultima egalitate se poate scrie sub forma

A = P (E J +«(/:>
r - l

unde f ” E ^  S h (g ) . Deoarece Ea  6 S r (g ) , rezultă 
h=0

r - l

(1-4) f a  = q(E a  +  f ^ ,  f ^ ^ S h țg), unde |a | =  r.
h=0

Să arătăm acum că {/Q}QeNn formează un sistem de generatori pentru 
U (g) . Știm că {Ea | a  G N", |a | =  r} constituie un sistem de generatori pen
tru S r (g). Notăm

E'Q = EQ + f ^

Vom arăta prin inducție că {E^}Q6Nn este un sistem de generatori pentru 
S(s) =  ® S r (<7).

r=0
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Pentru r =  O, afirmația este evidentă, deoarece E\o] =  1, iar S° (g) =  R.
Presupunem că { ^ I ^ N» , cu |a | < r  -  1, formează un sistem de 

r—1
generatori pentru ^  S h (g), și să arătăm că {£a}Q eNn > c u  H  — r > formează 

h=0 T
un sistem de generatori pentru ®  S h (g ).

h=0 T— 1
Fie o e Nn , cu |a | = r. Atunci /"  € ®  Sh (g ) . Din ipoteza de inducție, 

h=0 
avem

/ >  E  c ^ ,

\0\<r-l

unde cQg sunt constante. Rezultă:

E a  =  E'a ~  ^  CaflE'p .

P 
\P\<r-\

Folosind ipoteza de inducție, și din faptul că {^a}a € Nn , cu |a | =  r, formează 
un sistem de generatori pentru S T (g), rezultă că {-^a}QGNn , cu |a| < r, 

T
formează un sistem de generatori pentru ®  S h (g ).

h=0
In concluzie, { ^ } oGN„ este un sistem de generatori pentru S(g) = 0  S h (g ). 

h=o
Deoarece aplicația q : S  (g) —> U (g) este surjecție liniară, rezultă că {/a}aGNn , 
unde f Q = q (E'o ) , este sistem de generatori pentru q (S (g)) = U (g ).
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§ 2. TEOREMA BIRKHOFF-WITT

TEOREMĂ. (Birkhoff-W itt). Algebra operatorilor diferențiali stâng 
invarianți pe grupul Lie G este izomorfă cu algebra înfășurătoare universală 
a algebrei Lie L(G) a lui G.

Demonstrație. Am văzut că orice câmp stâng invariant X  E L (G) poate 
fi privit ca un operator diferențial stâng invariant de ordinul unu.

Fie J  (G) algebra operatorilor diferențiali stâng invarianți pe grupul Lie 
G. Considerăm incluziunea

j : X e L { G ) ^ j { X ) = X e J ( G ) .

Pentru orice X ,Y  E L (G) avem:

j  ([X, Y]) = |X, Y ] = X Y - Y X ^  j  (X) j  (Y) -  j  (Y) j  ( X ) , 

deci j  este un L—homomorfism.
Fie T  (L (G)) algebra tensorială a spațiului vectorial L (G ) , și fie [7 (L (G)) 

algebra înfășurătoare universală a algebrei Lie L (G ). Considerăm incluzi
unea : L (G) —> T  (L (G )), și fie

P : X e T ( L ( G ) ) ^ X = p ( X )  e U (L (G )) 

homomorfismul canonic. Atunci i = p o <p : L (G) -^ U țL (G)) este un 
L —homomorfism.

Conform proprietății de universalitate pentru U (L (G )), există im unic 
homomorfism de algebre asociative
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~ j:U ( L ( C ) ) ^ J { G ) ,

astfel încât:

3 ° i  = w 3  ( î )  =  5(0] ,

unde S[o] este elementul unitate al algebrei J (G ),

S[o] - . f ^ G ) ^  S[0| ( f)  = i . f  = f e ^ ( G ) .

Vom arăta că j  este izomorfism.
Este suficient să arătăm că j  duce o bază a lui U (L(G)) într-o bază a lui 
J  (G ). Vom arăta că j  duce {/q }q€N „ (unde /[0] =  1, n =  dim £(G )) într-o 
bază a lui J  (G) , apoi vom arăta că {/q }q€N „ este bază în U (g).

Am văzut că dacă { E i,..., E n } este o bază fixată a algebrei Lie L (G ), și 
dacă notăm fi = p iE f) , i =  l,...,n , atunci pentru orice multiindice 
a  = (au, a n ) G Nn luăm

/a H A P 1 •••(/")“" ,

unde produsele sunt în U (g). Avem:

7 (/a) = J ( ( / i ) Q^ . ( A ) Q" ) = J ( ^ ^
=  (J (A))01 ••• (J ( fn Y T  = (3 O P {Ex^  ... Q  O P  ( E ^  =
= (j o p o ^ E ^ E . . ^  o p o P (En y)an =
= ( j o i  (E ^ ) 0 1 ... (3 O i (En ))an = (j { E ^ r  -  U ( E ^ r  =
= E ^ . . .E ^ .

Am obținut egalitatea:

(2.1) 3 ( f Q) = E r ...E ° ”.
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Cu ajutorul formulei (2.1) se arată ușor că orice număr finit de elemente 
din { /Q}Q€Nn sunt liniari independente. Fie k elemente distincte

fa, fa  G {/alaeN" '
1 k

Presupunem că există numerele reale Ai,..., Aj € R, astfel încât să avem:

Al/a + • •• + ^kfa =  0. I k

Aplicând j ,  obținem:

(2.2) A j  ( /„ )  + ... +  Xk j  ( /« )  =  0.

Folosind (2.1), (2.2) și propoziția 2.9 din capitolul precedent rezultă 
Ai = ... =  A*, = 0, deci f a , ...,fa  sunt liniar independenți.

1 k
Folosind propoziția 1.12 rezultă că { /Q}Q€Nn formează o bază în algebra 

U (L (G )). Deci homomorfismul de algebre asociative j  : U (L (G)) —> J  (G) 
duce baza {/q }qGN„ a lui U (L (G)) într-o bază a lui J (G ). Rezultă că j  este 
un izomorfism de algebre.
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C A P I T O L U L  V

DETERMINAREA UNUI GRUP LIE DE CĂTRE 
ALGEBRA SA LIE

§ 1. FORMULA TAYLOR.

1.1. OBSERVAȚIE. Fie G un grup Lie de dimensiune n, L (G) algebra sa 
Lie, (We ,log) o hartă a varietății G în jurul elementului neutru e al grupului 
G.

Pentru X  și Y  fixați în L (G ) , considerăm funcția

tp : I£ x I£ —> G, Ie — ț—E, E) , E > 0 

definită prin:

9? (t, s) = exp tX  exp sY.

Fie f  E ^  (We ) . Considerăm funcția analitică de două variabile

1p = f  ° V : Ie X Ie ~ > R.

Este cunoscută de la analiză formula clasică a lui Taylor pentru funcții 
analitice de două variabile

(1-1)
tp s9 d ^ ^
p! q\ dtPds^ p,q=o ’

|t  =  3 =  0 •

1.2. PROPOZIȚIE, (formula Taylor). Cu notațiile de mai sus, avem

(1. Ț) f  (exp tX  expsY) = —X p Y q ( f)  (e ),
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unde am folosit notația X  (f) = X  l^ ț^ j (f) ■
Demonstrație. Fie a  : I. x We —> G un grup de transformări locale cu un 

parametru al câmpului X. Pentru x € We curba

a x : Ie -> G, a x (t) = a (t,x )

este traiectorie a câmpului X , deci

&x (t) = X Qx^ ,  (V) t e  Ie .

De aici rezultă

(O.). ( ( / )  =  ( / ) ,

sau

= X  (f) (a ( t ,x ) ) .
at

Folosind ultima egalitate, rezultă:

(xexp tX ) = (xae (t)) = (a (t,x )) = X  ( f) (a ( t ,x ) )  = 
at at at

= X  (f) (xae (t)) = X  (f) (x exp t X ) .

Am obținut formula

(1-2) ^ - f  (xexp tX ) = X  (f) ( x e x p tX ) .
at

înlocuind în (1.2) funcția f  cu X  (f)  , X 2 ( f ) , . .^ X 9 -1  ( f ) , obținem 
egalitățile:

$t X  (f) (xexp tX ) =  X 2 (f) (xexp tX )
(1-2') ..............................................................

T tX ^ 1 W  (xexp tX ) = X q (f) ( x e x p tX ) .
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Pe de altă parte, derivând relația (1.2) în raport cu t și ținând seama de
(1.2’), rezultă

(L 3 ) ~ ^ f ( x e x p tX )  = X 2 ( f ) (x e x p tX ) .

Analog obținem:

(1.4) — f(x e x p tX )  = X g ( f ) (x e x p tX ) .

Pentru t = s și X  = Y, relația (1.4) se scrie:

(1.4') —  /  (xexpsY) = Y9 (/) (xexpsY ).

Considerăm acum funcția h E X  (We) , definită prin:

(1.5) h(x) = —  (/(xexpsY ) |s= 0 ) = Y q ( f ) (x ) .

Scriem relația (1.4), pentru p = q și f  — h :

dp
(1.6) - ^ h ( x e x p tX )  — X p (h) ( x e x p tX ) .

Pentru x  =  e și t =  0, din (1.6) avem:

(1.7) — h ^ x p t X n ^ X ^ h n e ) .

Pentru x  =  expiX, relația (1.5) se scrie:

(1-5') dq
h (exp tX ) = -j-^ f (exptX  expsY) |5 =  0  •

Folosind relațiile (1.5') și (1.5), din (1.7) obținem:
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dp  /  dq \(e x p  t X  e x p  s / ) l*=° ) ।i = 0 =  X P Y q  W  (e ) • 
dtp  \  dsq /

Deci am a ră ta t că

(1-8) |t_ s_0 = X p Y q ( f )  ( e ) . d tp dsq 1 u  M  /

Din (1.8) și (1.1) se obține formula lui Taylor (1.1').
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§ 2. FORMULA CAMPBELRHAUSDORFF

în cele ce urmează vom nota cu G un grup Lie de dimensiune n, J  (G) 
algebra operatorilor diferențiali stâng invarianți pe G, U (L (G)) algebra în- 
fășurătoare universală a algebrei Lie L (G) a grupului Lie G.

Fixăm o bază { E i,..., En } în algebra Lie L(G) a grupului Lie G. Fie 
(We , log) o hartă locală a varietății G în jurul elementului neutru e al grupului 
G. Fie x ,y  e We . cu xy G We .

Avem:

x = expx zE t , y = e x p y ^ i, xy =  exp (xy)1 E^

Fie 6 \  ...,0n funcțiile coordonate canonice, deci

^ :U / e ^ R ,  d^x) = x \ i  =  U

Avem: 01 (xy) = (xy)1 . Scriem formula lui Taylor (l.V) pentru /  =  O1, 
t = s = 1, X  = x l Ei, Y  = yl Ei :

00 1 1

p,?=o

Ținând seama de formulele

H = P  |(3|=?

unde x a  = 0 1)01 ... (xn )a " , y? = ( y ^  ( y ^  , iar a  = (a b  . . , a n ) ,
0 =  (Pi, ■■■i0n) ^ n > din (2.1) obținem:

(2.2)

Deoarece {SQ}QSN„ constituie o bază în algebra J  (G ), rezultă că avem
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(2.3) Sa Sp — ^  ^ p S l ’
\y\<\a\+\0\

unde s ^  sunt constante reale.
Datorită faptului că algebrele U (L(G)) și J  (G) sunt izomorfe (teorema 

Birkhoff-Witt), rezultă că putem să calculăm produsul Sa Sp în U ^ ( G ) ) . 
Prin urmare, coeficienții s^p depind de algebra Lie L (G ). Ținând seama de 
(2.2) și (2.3) , obținem:

(2-4) M 1 N ^ W ^ *Qy ^ a pS. ( ^ ) (e ).

Folosind formula

D>W (£) = 7 F S’(/)(') ’ M / E 7 W ’
din (2.4) rezultă:

w  w= E s r v , - ^ D’(#') w 'bl<N+b3| 1 N

Deoarece avem:

D-, (»’) (e) = { 1, dacă 7 = [i]
0, dacă 7 ^  [i]

din (2.4') rezultă:

(2.5) w  =  E
a,|0eN "

H  + I0I>1

1 1
M W x a yl3sW 

afi'

Formula (2.5) ne arată că legea de grup a lui G este determinată în vecină
tatea elementului neutru e al grupului G de către algebra Lie L (G) a Iui G. 
Scriem pe larg formula (2.5), și avem
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(2.6) (xy)z =  ^ [ o ^ V ' + ^ ' l ^

+ ^ s w x[0]y13 + s m ^ 1̂ 1 +

+ termenii de ordin mai mare sau egal cu trei, 

unde |a | =  |/?| = 2. Deoarece 5[0] este operator identitate, avem egalitățile:

^ l ^ l  =  ^W’ $b)$[°l =  l̂il>
5 Q 5|0] =  Sa, Sf0]Sp = Sp.

Din ultimele egalități obținem:

(2 -6') s b][o|= ^> s jo][k]= ^L

p.s') 4  = °’ 4 =
unde |a | =  1̂ 1 = 2. Pentru calcularea coeficientului ^ HA,] , sGriem

^ b l^ l  =  5 2  s b']W^’
N<2 

sau

(2-7) S ^ S ^  =  •sjj[fc]‘5[o] + s ^ t ]^ ]  +  ( s b]W^/l'l ~*~ ^ IH ^ 0 )  ’ 

unde multiindicele a  are toate componentele nule, în afară de una singură 
care este egală cu doi.

Pe de altă parte, din egalitatea

[ E ^ E ^ E ^ - E ^ ,
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obținem:

EjE k = -  [Ej,Ek] + -  (EjE k + E k E j) .

Ultima egalitate se poate scrie sub forma

(2.8) S’ySii] = -Cjk S[i] + -S \jk\,

unde Cjk sunt constantele de structură ale algebrei Lie L (G ), relative la baza 
fixată { E i,..., En } .

Relațiile (2.7) și (2.8) ne arată că avem

(2 -9 ) s blW =  2C^ '

Deoarece r ^  = Î / ^  =  1, x^ = xl , y^  = y1, din (2.6), (2.6Z) și (2.9) obținem:

(2.10) (x y f = x l + y l + ^ c '^ y *  +

+termenii de ordin mai mare sau egal cu trei.

Formula (2.10) este numită formula lui Campbell-Hausdorff. Ea exprimă 
operația de înmulțire în grupul G (în vecinătatea elementului neutru), în 
funcție de croșet.

Dacă înmulțim formula (2.10) cu Ei și sumăm în raport cu i, obținem:

(2.10') Z -  x  + Y  + h x , Y ]  +

+ termenii de ordin mai mare sau egal cu trei, 

unde X  = x l Ei, Y  = y'Ei, Z  = (xy)' E^
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§ 3. GRUPURI LIE LOCAL IZOMQRFE 
TEOREMA FUNDAMENTALĂ A LUI LIE

3.1. DEFINIȚIE. Două grupuri Lie G și G' se numesc local izomorfe 
dacă există vecinătățile deschise U a lui e E G, U' a lui e1 E G1 și un 
difeomorfism f  : U -^ V , astfel încât:

(a) x, y, xy € U implică f  (xy) = f  (x) f  (y) 6 U1,
(b) x', y’, x'y1 E U'implică (x'y') = f -1  țx') f~ } țy') E U.

în cele ce urmează, ca aplicație a teoremei lui Birkhoff-Witt, dăm următoarea 
teoremă:

3.2. TEOREMA (LIE). Fie G și G' două grupuri Lie și fie L (G) și 
L (G') algebrele lor Lie. Următoarele afirmații sunt echivalente:

(i) Gși G'sunt local izomorfe,
(ii) L (G) și L țG'} sunt izomorfe.

Demonstrație: (i) => (ii). Deoarece G și G' sunt local izomorfe, există 
vecinătățile deschise U a lui e G G, U1 a lui e' G G' și un difeomorfism 
f  : U ^  U1, astfel încât să avem (a) și (b).

Vom asocia fiecărui câmp X  € L (G) un câmp X ' E L țG '}. Fie
X  E L (G ). Atunci X  \V E X  (U ). Rezultă că f .  țX  1̂ ) G X  {U’) . Vom arăta 
că f ,  (X  |u) se prelungește la un unic câmp X 1 £ L (G '). în adevăr, deoarece 
X  E L (G ), el determină un unic grup de transformări cu un parametru 
o : RxG  —> G, o (t, a) = aae (t) unde

a e : t G R —>ae (t) — a țt,e) E G

este un homomorfism de grupuri Lie, și avem:

.1
dt

Rezultă că există un interval I£ = ( - E/ )  , e > 0, astfel încât
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a e |/£ : Ie ^ U c G

este un homomorfism local. Definim aplicația

ă - .I E -* U , c G '

prin formula

ă  = / o a e |/; •

Pentru orice t,t! G Ie i cu t + 1' G I£ , avem:

0 (1+ 1 ') = f o a .  |;, (t +  (') =  f ( a ,  |,r  ( l)a , |(. (t')) = 
=  / ( a .  k  W ) / ( a e |,. ( 0 ) = 5 ( < ) ă ( 0 ,

deci

ă : I £ -+ U 'c G '

este un homomorfism local. Homomorfismul local ă  se extinde la un unic 
homomorfism

a'e, : R -^G'.

Considerăm acum grupul de transformări cu un parametru

a ' : RxG ' -> G',

definit prin

a' {t,a '}= a 'a 'el ( t ) .
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Fie X ' câmpul stâng invariant asociat acțiunii a', deci

X ' = M .
d \ 
dt /

Avem:

X ' \w= K k  \ u '= ^  = U ° * e l/J  =\d t J \  ut /  \ ^  /

Deci X ' are proprietatea

X ' \w= f* (X  |u ) .

în plus, câmpul X ' cu această proprietate este unic. în adevăr, să pre
supunem că există X " € L (Gf) cu

x"\v .= !.{x M.
Rezultă X"  (e') =  X ' (e') și deoarece X 1 și X"  sunt câmpuri stâng invariante, 
obținem X" = X '.

Notăm cu h aplicația care asociază (pe calea de mai sus) fiecărui câmp 
stâng invariant X  € L (G) câmpul stâng invariant

X 'e H G ’), cu X ' ^ / . ( X  1^).

Vom nota h (X ) = X '. Să arătăm că aplicația

h: X  e L ( G ) h ( X )  e L (G '), 

unde

h (X ) lv .= f . ( X M
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este un izomorfism de algebre Lie.
Pentru orice A1; A2 € R, și orice X ,Y  E L (G ) , avem:

MA J  + A2y ) |^ =  A ((A X  + A2K) |a) = f .  ( ^ x  |a +A2y  |a) = 
= A1A (X la) + A2A (y  la) =  AX (X) |a' +AX (K) |a '= 
H A ^ W  + Â V)) it/' •

Rezultă:

h ( ^ X  + A2y ) (e') = (AX (X) + A2A (y)) (e')

și deoarece h (AiX + A2y ) , AX (X) +  A2/I (y) € L (G ), obținem

h (A X  + A2y ) = AX (X) + A2h ( y ) ,

adică aplicația h este liniară.
Deoarece f  este difeomorfism, rezultă că f  este imersie (<=> f* este 

injecție). Pentru X ,Y  E L(G) au loc implicațiile:

h (X ) = h (Y )  ^ M X ) |a '= M y ) k '  ^ f . ( X ^ )  = f t ( Y ^ )  =>
=> X |a=  y  |a => X (e) =  y  (e) => X =  y.

Prin urmare, aplicația h este injectivă.
Deoarece U și U' simt difeomorfe rezultă că dimf/ = dim(/', deci și 

dimG =  dimG'. în definitiv avem o injecție liniară h : L (G) —> L (G') între 
două spații vectoriale de aceeași dimensiune. Rezultă că h este izomorfism 
liniar.

Să arătăm că h este izomorfism de algebre Lie. Pentru X ,Y  € L (G) 
rezultă [X, Y] E L (G ), și avem:

h ([x, r ] )  |„.= f .  (|X, y) |„) = f .  ([X | „ , r  |„]) = 
=  IA (*  W , A ( i  W] = [» W  Iu-, h (Y) M  = 
=  [h (x ),/> (y )) |„ . .

Rezultă:

=  !'>(*),'> (1)1 (e'b

Deoarece câmpurile h ([X, y]) și |/i (X ) , h (y)] sunt stâng invariante, obținem:

M [x ,y ]) =  [M X )x (y ) ] ,
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deci h este izomorfism de algebre Lie.
(ii) => (i). Presupunem că G și G' sunt două grupuri Lie ale căror algebre 

Lie L (G) și L (G1) sunt izomorfe.
Fie { E i , En } (respectiv { E { , E ^ } )  o bază în algebra Lie L (G) 

(respectiv L (G')).
Identificăm algebrele Lie L (G) și L (G') prin izomorfismul dat; atunci

E( = Ei, i E {1, ...,n} .

Fie VQ O vecinătate suficient de mică a lui 0 în L (G) =  L (G1) , cu proprietatea 
că X E VQ => —X  6 V01 ȘÎ astfel încât să avem difeomorfismele:

exp : Vo ~ ► M4 = exp VQ 
exp' Vo ^  W ,̂ = exp'Vo .

Fie log (respectiv log') inversa aplicației exp (respectiv exp'). Evident că 
(We,log) și (W^,,log') sunt hărți ale lui G, respectiv G'. Definim aplicația

f - ^ . ^  W'e,

prin formula

f  (expx*E^ = exp'x*Ei.

Este evident că punctul x = expx l E2 E We are aceleași coordonate canonice 
ca și punctul x' = f  (x) = exp' x*Ei. De asemenea, este evident că f  este 
inversabilă. Să arătăm că f  este difeomorfism analitic.

Considerăm aplicația

log' o / o log-1 : log (w e n  p 1 (W^,)) ^  log' (W', n  f  (We ) ) .

Deoarece / - 1 (W',) = We , f  (We ) =  IV'„ log We = log' W', =  Fo , avem:

log' o /  O log 1 : Vo -> VQ.
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Pentru orice x'Ei 6 VQ, avem:

log' o f o log 1 (x'Ef) = log' of  (exp x l Ef) =  log' (exp' x 'E ^  = x l E t .

Rezultă că log' o f  olog- 1  = Id Vo. Deoarece Id Vo este aplicație analitică rezultă 
că f  este aplicație analitică. Analog obținem că f~ ' este aplicație analitică. 
Prin urmare f  : We W f este difeomorfism analitic.

Notăm cu p : G x G G, respectiv p' : G' x G' —̂ G', legea de grup în 
G, respectiv G'. Este evident că aplicațiile p și p' sunt continue.

Deoarece p' (e', e') = e' și W f este vecinătate deschisă a lui e' în G', 
rezultă că p '^  (W f) este vecinătate deschisă a lui (e', e') în G' x G'. Rezultă 
că există o vecinătate deschisă Uf a lui e' conținută în W f, astfel încât

(e'.e') e  U'c, x U'„. a  ^  (W ^  , a d i c ă / ( ^  * U'e} C W^.

Fie Ue = f~ r (U f) . Deoarece f  : We —> W f, este difeomorfism analitic, și 
din f  (e) =  e' rezultă că Ue este vecinătate deschisă a lui e în We . Deoarece 
aplicația p : Ue x Ue G este continuă, rezultă că p ^ 1 (Uf) este mulțime 
deschisă în Ue x Ue . Deoarece (e, e) € p~ l (U f), există o vecinătate deschisă 
Ue C Ue cu (e, e) e Ue x Ue C p - 1  (U f). Avem deci:

p (x ,y )  G Ue , (V )x,y  G Ue .

Fie Uf = f  \Uej ■ Este evident că Uf este vecinătate deschisă a lui e' în Uf. 
în plus, f  -. Ue —> Uf este difeomorfism analitic.

Vom arăta c & f  : Ue ^> Uf, verifică condiția (a) din definiția 3.1.
Fie x ,y  e  Ue cu xy € Ue . Avem x' = f  (x) E Uf, y' = f  (y) G Uf. 

Rezultă x'y’ = f  (x) f  (y) e p' ( u f ,  Uf') C W f, deci putem aplica formula 
Campbell-Hausdorff (2.5).

Pentru grupul G avem formula:

M 1 =  2 2 
a ,P C N n 

H+I0I>1

1 1
1  y s a0 -
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Pentru grupul G' avem:

W ) '  =  5 2
a,0€Nn

|o| + |3l>l

1 1
N W

X  y  S a 3 '

Deoarece algebrele Lie L (G) și L (G') sunt izomorfe, rezultă că și algebrele 
J (G) și J (G1) sunt izomorfe.

Deoarece algebrele J (G) și J  (G') sunt izomorfe în ultimele două for
mule, apar aceleași constante s ^  (deoarece le-am calculat cu ajutorul aceleași 
baze). In plus, avem:

x ,a =  (z '1) 01 ... (x ' " p  =  (z1)*1 ... (z")°" = zQși ^  = / .

Rezultă

(i'y'Y = (xy)1

sau

(J (x ) f  W Y  = (xy? .

Deoarece xy  și f  (xy) au aceleași coordonate canonice, din ultima egalitate 
rezultă

( f ( x ) f ( y ) y  = ( f M Y , 

adica:

f  (x ) f ( y )  = f  M  •

Prin urmare, aplicația f  verifică condiția (a) din definiția 3.1. 
Să arătăm în continuare că difeomorfismul

f - .U e ^  U’e,
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verifică condiția (b) din definiția 3.1.
Fie x' ,y' G U ,̂, cu x'y' e U'e,. Notăm x = / - 1  (x1) e ( ^ 0  =  ^e §*

Rezultă xy G Ue . Ue G We , deci vom putea utiliza formula lui Campbell- 
Hausdorff (2.5). Procedând ca mai sus, rezultă că

deci f  : Ue U'e, verifică condiția (b) din definiția 3.1. Prin urmare, 
grupurile Lie G și G' sunt local izomorfe.

3.3. Enunțăm în finalul acestui paragraf o teoremă importantă de grupuri 
Lie.

TEOREMĂ (Lie). Fie g o algebra Lie reală finit dimensională. Atunci 
există un unic grup Lie G simplu conex, a cărui algebră Lie este izomorfă 
cu g.

Demonstrația acestei teoreme a fost dată de Ado și poate fi urmărită în 
,38].

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



C A P I T O L U L  VI

REPREZENTĂRI

§ 1. REPREZENTĂRI. GRUPUL LINIAR ADJUNCT.

Fie G un grup Lie, L (G) algebra sa Lie. Fie V  un spațiu vectorial de 
dimensiune finită.

1.1. DEFINIȚIE. Se numește reprezentare a grupului Lie G pe spațiul 
vectorial V, un homomorfism de grupuri Lie

h :G  -+ G L(V },

unde GL (V) este grupul Lie al endomorfismelor nesingulare de la V în V.

1.2. OBSERVAȚIE. Dacă h : G GL (V) este o reprezentare a grupului 
Lie G pe spațiul vectorial V, atunci se obține homomorfismul de algebre Lie

h. :L (G ) L (G L (V )),

care este numit derivata reprezentării h.

1.3. DEFINIȚIE. Se numește reprezentare a algebrei Lie L(G) pe 
spațiul vectorial V, un homomorfism de algebre Lie

L(G) L (G L (V )).

1.4. OBSERVAȚIE. Derivata reprezentării h : G GL{V} este o 
reprezentare a algebrei Lie L (G) pe spațiul vectorial V.
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1.5. Fie x E G. Automorfismul interior (considerat în exemplul 7.2.5 din 
cap. I)

Ix y £ G Ix (y) = xyx~' E G

definește automorfismul interior

A d x  = (Ix )t  .L ( G ) - ^  L(G )

al algebrei Lie L (G ).

PROPOZIȚIE. Aplicația

Ad : G Aut L (G ), x —> Ad x

este homomorfism de grupuri Lie.
Demonstrație. Din egalitatea Ix o Iy = l x y , (V) x ,y  E G rezultă

(W . ° ( /,) . =  M .  ,

adică

(Ad x) o  (Ad y) = Ad (xy ) ,

deci Ad este homomorfism de grupuri.
Să arătăm acum că aplicația Ad este continuă în elementul neutru 

e E G. Din egalitatea Ix (y) = x yx ~ \  rezultă lim ^ =  Ido- De aici obținem 
z —»e

lim (Ix )t  = Iduc) = (lefi , adică limAd x = Ad e și deci aplicația Ad este 
z —*e z —*e
continuă în e.

Să arătăm acum că aplicația Ad este continuă într-un punct XQ E G. 
Observăm că x  tinde către xQ dacă și numai dacă ra ^ 1 tinde către e. Avem

lim Ad x = lim ((Ad x) o  (Ad Î Q 1 )  O (Ad io)) =

=  lim ((Ad XXQ ' )  o  (Ad r 0)) =  Ad x 0 , 
ZXQ »e
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deci aplicația Ad este continuă în punctul XQ. Rezultă că Ad : G —> AutL (G) 
este homomorfism de grupuri topologice. Folosind propoziția 1.7 (cap. III), 
obținem că aplicația Ad este homomorfism de grupuri Lie.

1.6. OBSERVAȚIE. Deoarece

A d :G  AutL (G)

este homomorfism de grupuri Lie rezulltă (conform propoziției 3.12, cap. II) 
că Ad G este grup Lie.

1.7. DEFINIȚIE. Grupul Lie Ad G se numește grupul liniar adjunct.
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§ 2. REPREZENTĂRI ADJUNCTE.
APLICAȚII LA GRUPURILE LIE ABELIENE

2.1. OBSERVAȚIE. Menținem notațiile din § 1. Aplicația
Ad : G —> GL (L (G)) este o reprezentare a grupului Lie G pe spațiul vectorial 
L (G ).

2.2. DEFINIȚIE. Reprezentarea

A d - .G ^ G L țL țG ))

se numește reprezentarea adjunctă a grupului Lie G.

2.3. PROPOZIȚIE. Aplicația

ad : L ț G ) ^  gl (L (G )), (ad X ) (Y) = [X, Ț]

este un homomorfism de algebre Lie.
Demonstrație. Este evident că pentru orice X ,Y  E L (G) și orice A € R, 

avem:

ad (X  + Y) = ad X  + ad Y, 
ad AX = Ăad X

Folosind identitatea Jacobi, obținem:

țad ([X, Y])) {Z) =  [[X, Y],Z] = [X, [Y, Z]] -  [Y, [X, Z]] =
= ța d X )ț[Y ,Z ] )- ța d Y ) ț[ X ,Z ] )  = 
= (a d X  a d Y - a d Y  ad X ) (Z) = 
= [ad X ,a d Y ] (Z ) .

Am obținut egalitatea

ad ([X,Y]) = [adX ,adY]

și deci aplicația ad este homomorfism de algebre Lie.
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2.4. DEFINIȚIE. Reprezentarea ad a algebrei Lie L (G) pe spațiul vecto
rial L (G) definită prin

{ad X) (Y) = [X, Y ] , (V) X, Y e L {G},

se numește reprezentarea ad junctă  a lui L (G ).

2.5. PROPOZIȚIE.
i) Ad» = ad-,
ii) Pentru orice X  E L (G) avem:

exp {ad X ) = Ad (exp X ) .

Demonstrație.
i) A se vedea [31], p.178.
ii) Se folosește formula

h o exp = exp oh»,

unde h : G -^ G' este un homomorfism de grupuri Lie.

2.6. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie, x  £ G și fie automorfismul 
interior:

h - y  E G —> Ix y = xyx 1 6 G.

Următoarea diagrama este comutativă:

L{G )--------------------- .  L{G)

exp

Demonstrație. Știm că h = Ix este homorfism de grupuri Lie. Se folosește 
formula h o exp = exp oh».
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2.7. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie, L (G) algebra sa Lie. Urmă
toarele afirmații sunt echivalente:

(i) Reprezentarea adjunctă a lui G este trivială (i.e. Ad x = IdnG), 
(V) Z G G).

(ii) Câmpurile de vectori invariante la stânga și cele invariante la dreapta 
coincid.

Demonstrație. (i)=>(ii). Deoarece Ad x = Id^a), rezultă (Ix ) t  =  IdnG), 
unde

Ix : y e G -^ Ix (y) = xyx  1 e G.

(i) G este abelian.
(ii) Reprezentarea adjunctă a lui G este trivială.
(iii) Câmpurile vectoriale stâng invariante și cele drept invariante coincid.
(iv) Reprezentarea adjunctă a lui L (G) este trivială.
(v) Algebra Lie L (G) este abeliană.
Demonstrație, (ii)o(iii). Propoziția 2.7.
(iv)-»(v). Propoziția 2.8.
(i)=>(ii). Deoarece G este abelian, rezultă: Ix (y) = xyx~ l = y. Obținem 

Ix = IdG , deci Ad x = (Ix \  = Id L (G ).
(•O^W- Din Ad x = Idup), (V)z G G, rezultă țlx \  = ( Id e ) , . Deoarece 

G este conex, obținem Ix = Ide, deci Ix  (y) = y o  xyx~ } = y ^  xy = yx.

Folosind egalitatea Ix = Lx o R x -i, obținem: (Lx^  o {Rx - i) t = Id L(Gy De 
aici rezultă: (Lx )t  = {Rx ) , , (V) z 6 G.

(ii)^(i). Din egalitatea țLx ) t  = (R x fi rezultă (Lx  o R x - i) t  = (IdG \  = 
= IdL (G), adică Ad x = (Ix fi = Id^c)-

2.8. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie, L (G) algebra sa Lie. Urmă
toarele afirmații sunt echivalente:

(i) Reprezentarea adjunctă a lui L (G) este trivială (i.e. ad X  = 0, 
M X e L țG f i ) .

(ii) Algebra L (G) este abehană.
Demonstrație, (i)o(ii). ad X  = Q O  (ad X ) (Y) =  0 o  [X Ț ] = 0.

2.9. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie conex, L (G) algebra sa Lie. 
Următoarele afirmații sunt echivalente:
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(iv)=>(ii). Deoarece ad X  = 0, (Y) X  € L (G ), rezultă: ad = 0 o
<=> Ad* = 0. Deoarece G este conex, din ultima egalitate obținem (propoziția
8.11 ii), cap. I) Ad x = Id L(G), (V) x E G.

(ii)=>(iv). Din Ad x = Id L (G), (V)z G G, rezultă că Ad t  = 0, adică 
ad = 0, deci ad X  = 0, Y )  *  £ L {G).
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§ 3. FORMA KILLING. GRUPURI LIE SEMISIMPLE

3.1. DEFINIȚIE. Fie G un grup Lie, L{G) algebra sa Lie. Se numește 
form a Killing a algebrei Lie L {G) aplicația

B K  :L{G ) * L { G } -^  R,

definită prin

B K  (X, Y) = T r {{ad X ) o {ad Y ) ) ,X ,Y E L {G).

3.2. PROPOZIȚIE, i) Forma Killing este o aplicație biliniară simetrică, 
invariantă la toate automorfismele algebrei Lie L (G ).

ii) Pentru orice câmpuri X ,Y , Z E L {G), avem:

B K  ([X, Y ] ,Z )  = B K  (X, [Y, Z]).

Demonstrație, i) Este evident că avem:

ad {k^X + k2Y) = ^ a d  X  + k2ad Y, (V) k^  k2 € R, (V) X ,Y  E L {G}.

De aici rezultă ca B K  este biliniară. Pentru orice X ,Y  E L (G ), avem

B K  {X ,Y ) = Tr{{ad X ) o {ad Y)) = Tr {{ad Y) o {ad X )) = B K  {Y, X)

și deci aplicația B K  este simetrică.
Să arătăm că B K  este invariantă la automorfimele lui L {G), adică să 

arătăm că

B K  {h (X ), h (U)) =  BK  {X, Y ) , { ^ )X ,Y E L {G),
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unde h este un automorfism al algebrei Lie L (G ).
Fie h : L (G) —> L (G) un automorfism, adică h este un izomorfism liniar 

care comută cu croșetul. Pentru X .Y  € L (G ), avem:

(h o (a d X ))(Y )  = h([X,Y]) = [h (X ),h (Y )] = (a d h (X ))(h (Y ))  = 
= ((a d h (X ))o h )(Y ) .

Am obținut egalitatea:

ho(ad X} = (ad h (X ))o h .

De aici rezultă

ad h (X) = ho (ad X ) o h~} .

In continuare avem

B K (h (X ) ,h (Y ))  = T r ((a d h (X ))o (a d h (Y )))  =
= Tr (h a (ad X ) o h ^ x o ho  (adY) o h~x) =
= Tr ((h o (ad X ) o (ad Y)) o A- 1 ) =
= Tr (h~ 'o (h o (ad X ) o (ad Y))) =
= Tr ((ad X ) o (ad Y)) =
= B K (X ,Y ) ,

unde am folosit egalitatea

Tr (ST) = Tr (T S ) ,

cu T și S endomorfisme.
ii) Vom folosit proprietățile urmei

Tr (S + TU) = T rS  + Tr(TU ) = T rS  + Tr (UT) = Tr (S + U T ).
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Ținând seama de identitatea lui Jacobi, pentru orice câmpuri 
X ,Y ,Z  G L (G }, avem:

(ad [X, Y]) (Z) = [[X, Y ] ,Z \ = [X, [Y, Z]] -  [Y, [X, Z]] =
= ((ad X )  o (ad Y)) (Z) -  ((ad Y)  o (ad X )) (Z) =
= [ad X , ad Y] (Z ) .

Am obținut egalitatea ad [X,Y] = [ad X ,ad  Y] pentru X ,Y  E L (G ) . De 
aici rezultă:

B K ([X ,Y ],Z ) = Tr((ad [X ,Y ] )o (a d Z ))= T r ([a d X ,a d Y ] o a d Z )  =
= T r ((ad X )  o (ad Y) o (ad Z) -  (ad Y)  o (ad X )  o (ad Z)) 
= T r ((ad X )  o (ad Y )  o (ad Z) — (ad X} o (ad Z) o (ad Y)) 
= Tr ((ad X )  o [ad Y, ad Z]) = T r ((ad X )  o (ad [Y, Z])) = 
= B K (X ,[Y,Z]).

3.3. DEFINIȚIE. Fie L C L (G ). L se numește ideal dacă L este 
subspațiu vectorial și dacă (V) X  E L, (V)Y E L (G ), avem [X, Y] € L.

Un ideal L G L (G) se numește propriu  dacă L ^  L (G) și L ^  {0} .

3.4. DEFINIȚIE. O a lgebră Lie se numește sim plă dacă este ne- 
abeliană și nu conține ideale proprii.

3.5. DEFINIȚIE. O a lgebră Lie se numește sem isim plă dacă forma sa 
Killing este nedegenerată.

3.6. DEFINIȚIE. Un g rup  Lie se numește sim plu (respectiv semisim- 
p lu j dacă algebra sa Lie este simplă (respectiv semisimplă).

3.7. EXEMPLU. Fie G =  R4 \  {0} grupul Lie din exemplul 2.2.4 (cap. 
I). Ne propunem următoarele:

(i) Să scriem o bază în L (G ).
(ii) Să arătăm că grupul Lie G nu este simplu.
(iii) Să scriem forma Killing a lui G și să arătăm că G nu este grup Lie 

semisimplu.
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(i) Legea în raport cu care G devine grup este:

2 3 Z z1 z2  z3  G / z 1 _zz2

I (a , a , a ,a ) , la  ,o ,o ,a  I I -» la  ,a zz3 a

unde

a"1 = a1 a'1 — a 2 az2  — a a — a^c^
a"2 =  a3 a'4 — a 4 az3  + a1 a'2 + a^a'
a"3 = a4 a'2 — a 2 az4  + a ^ '3 + a'1 a'
a"4 = a2 a'3 — aA3 aZ2 + a1 a'4 + a4a'

G este mulțime deschisă în varietatea R4 , deci G este varietate analitică 
de dimensiune patru. Structura de grup și structura de varietate analitică
ale lui G sunt compatibile. Deci G este grup Lie de dimensiune patru.

Fie x 1 (i =  1,2,3,4) funcțiile coordonate asociate hărții (G ,Id o ).
Atunci { £ î ,  ■■■i^} formează o bază în X (G )—modul A (G ). Un câmp 
X  = X 1^  E X  (G ), unde X 1 E X  (G ), este stâng invariant dacă

X (a) = ( W X f ), (V )aG R 4 \{ 0 } ,

unde e =  (1,0,0,0) este elementul neutru al grupului G și unde La este 
translația stângă a grupului Lie G definită de elementul a E G. Aplicând 
vectorul X (a) funcției coordonate z’, obținem:

(*) X  (a) (z l ) = Xe (z‘ o La ) , (V) a G R4 \  {0} .
Pentru orice a' G R4 \  {0} , avem:

x l o L a (a') = x 1 (aa) = a”\  i E {1,2,3,4} ,
sau, pe larg:

z 1 O L a {a') =  z 1 (a) z 1 (a') -  z 2 (a) z 2 (a') -  z 3 (a) z 3 (a') -  z4 (a) z 4 (a')
z 2 o La (a') = z 3 (a) z 4 (a') -  z 4 (a) z 3 (a') +  z 1 (a) z 2 (a'j +  z 1 (a') z 2 (a)
z 3 o L a (a') =  z4 (a) z 2 (a') -  z 2 (a) z 4 (a'j +  z 1 (aj z 3 (a'j +  z 1 (a'j z 3 (aj
z 4 o L a (a') = z 2 (a) z 3 (a'j -  z 3 (aj z 2 (a'j + z 1 (aj z 4 (a'j +  z 4 (a) z 1 (a'j
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Rezultă:

x 1 o L a = x 1 (a) x 1 -  x 2 {a) x 2 -  x 3 (a) x3 -  x 4 (a) x 4 
x 2 o L a = x3 (a) x 4 — x4 (a) x3 +  x 1 (a) x 2 +  x 2 (a) x 1 
x 3 o L a = x 4 (a) x 2 — x2 (a) x4 +  x 1 (a) x 3 4- x 3 (a) x 1 
x 4 o L a = x 2 (a) x 3 — x3 (a) x 2 +  x 1 (a) x 4 +  x4 (a) x 1

Calculăm membrul drept din (*). Avem:

X  (x1 o L a ) =  x 1 (a) X I  -  x 2 (a) X 2 -  x 3 (a) X 3 -  x 4 (a) X 4 
X e (x2 o La) = x 3 (a) X 4 — x 4 (a) X 3 +  x 1 (a) X 2 +  x 2 (a) X^ 
X e (x3 o L a ) =  x4 (a) X 2 -  x 2 (a) X 4 +  x 1 (a) X 3 +  x3 (a) X } 
X e (x4 o L a ) =  x2 (a) X 3 -  x 3 (a) A 2 +  x 1 (a) X 4 +  x4 (a) X ^

Rezultă că pentru orice a e  G, avem:

x  (a) =  X - (a) / -  |„= X .  ( ?  o L .) A  |a = 
ax 1 v ' d x 1

(x 1 (a) X', -  x 2 (a) X 2 -  x3  (a) X 3 - ^ ( a )  X.1 ) A  I. +

+  (x3 (a) X ‘ -  x 3 (a) X 3 +  x 1 (a) X 2 +  x 2 (a) X,1) A  |a  +

+  ( ^  (o) X 2 -  x 2 (a) x :  +  x 1 (a) X 3  +  x 3 (a) X j ) A  | .  +

+  (x2 (a) X 3 -  x 3 (a) X 2 +  x ‘ (a) X ‘ + x 1 (o ) X j)  A  |o .

Rezultă că orice câmp stâng invariant pe grupul R4 \  {0} se scrie sub forma

X  = X i (e )E i ,
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unde:
i  5  o 3 5  4  9

Ei =  1  + ^ T i  +  x  +  x
d x 1 d x 2  d x 3  d x *

£ 2  =  ~ X  +  X 
d x 1 d x 2  d x 6  d x *

£ 3  =  - I n  n  n
d x 1 d x 2  d x 3  d x *

4 a  o a  2  a  x d
d x 1 d x 2  d x 3  d x *

Fie L (G) algebra Lie a grupului Lie G =  R4 \  {0} . Știm că aplicația

f : X e L ( G ) ^ f ( X )  = X e e T eG

este un izomorfism liniar.
Deoarece f  (Ei) = Ei (e) = ^  |e , rezultă că {E^ E 2 , E^, E4} formează o 

bază în algebra Lie L (G ).
Fie c^  constantele de structură ale algebrei Lie L (G) relative la baza 

{Ei, E 2 , E3 , E 4 } , deci [Ej,Ek ] = c^Ei. Parantezele Poisson [Ei y Ej] nenule 
sunt:

[ ^ 2 ,  E3] = 2E4 , [E2, E ^ = —2E3, [£3, E4] =  2E2 .

Rezultă că constantele de structură sunt nule în afară de:

c 34 ~  c 42 _  c 23 ~  c 43 —  c 24 —  c 32 —

(ii) Notăm L = {aEi | a  € R} . Vom arăta că L este ideal propriu, adică 
L / L ( G ) ș i L / { 0 } .

în adevăr, fie X = aEi e L și Y  = f i  Ei E L (G ) , unde a, f i  6 R. Atunci 
[A, F] =  [aE4,fiEi] = 0, deoarece [Eb ^ ]  =  0, (V) i 6 {1,2,3,4} .
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Deoarece L(G) este neabeliană și conține ideale proprii rezultă că algebra 
Lie L (G) nu este simplă. Prin urmare G = R4 \  {0} nu este grup Lie simplu.

(iii) Vrem să scriem forma Killing

B K  : L (G } x L (G } -+ R
B K (X ,Y ) = Tr (Z ^  ((ad X ) o (ad Y)) (Z))

Fie A1, ..., An 1—formele duale câmpurilor E \ , ..., En , deci A1 (Ej) =  6’. Atunci 
B K (X 1Y) = Al ( ( (a d X )o (a d Y ))(E i )).

Fie X  = a1 Ei, Y  = (YE,, unde a 1, (31 € R, Z G { !,...,n} . Avem:

(ad Y )(E i ) = [Y,E1] = (3i [ ^ , ^  =  0.

Rezultă că:

(ad X ) o (ad Y} (E ^  =  0.

In continuare avem:

(ad Y) (E2) =  [V, E 2] =  ^  [Et , E2] = 2 (p4E3 -  f E Ă 
(ad Y) (E3 ) = [Y, E3] = V  [Et , E3] =  2 (02E4 -  /î4^ 
(ad Y) (E4 ) = [F, E4] =  /?’ [Ei, E4] = 2 ((33E2 -  0 2E 3)

((ad X )  o (ad Y)) (E2) = 2 (ad X ) ^ E 3 -  /33E 4) =
= 2/J4 (ad X ) (E3) -  2/33 (ad X ) (E4) =
= 4 ^  (a 2F 4 -  a 4E 2) -  4^3 (a 3E 2 -  a

2E3) =
= -4  (a 4/?4 + a 303) E 2 + 4a2/33E3 + 4a2^ E 4

((ad X ) o (ad Y)) (E3) = 2(32 (ad X ) (E4) -  2(34 (ad X ) (E2) =
= 402 (a3E 2 -  a 2E 3) -  4/î4 (a 4E3 -  a 3£ 4) = 
= 4a30 2E 2 -  4 (a2^ 2 +  a4^ 4) E3 + 4a3(3^4
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((ad X} o (ad Y)) (E4) = 2/33 (ad X ) (E2) -  2^2 (ad X ) (E3) =
= 403 (n4 E3 -  a 3 E4) -  4/?2 (n2E4 -  a 4 #2) = 
= 4oâ02 E2 + 4a4/?3 E3 -  4 (a 2/?2 +  a 3/?3) E4 .

Scriem acum forma Killing:

BK  (X , Y) =  A1 (((ad X) o (ad Y)) (E J) + A2 (((ad X) o (ad Y)) (E2)) + 
+A3 (((ad X) o (ad Y)) (E3)) + A4 (((ad X) o (ad Y)) (E4)) = 
=  - 4  (a 4/?4 +  a 3/?3) -  4 (a2/?2 +  a 4/?4) -  4 (a 2^ 2 + o3/?3) .

Prin urmare, forma Killing a grupului Lie G =  R4 \  {0} se scrie:

BK  (X, Y) = - 8  (a 2/?2 +  a 3^ 3 +  a 4/?4) •

Observăm că A2 (X) = A2 (a^Ej =  a'A2 (E,) =  a ^ 2 = a 2 , deci avem:

BK  (X, Y) =  - 8  {A2 (X) A2 (Y) + A3 (X) A3 (Y) + X4 (X) A4 (Y)} .

Rezultă că forma Killing căutată este:

BK  -  - 8  (A2 ® A2 + A3 ® A3 + A4 ® A4)

Observăm că avem:

B K  (E 1,Y ) = 0 ,  (V)Y & L(G ).

Prin urmare, forma Killing este degenerată. Rezultă că grupul Lie 
G =  R4 \  {0} nu este semisimplu.

3.8. EXEMPLU. Ne propunem să arătăm că sfera S3 este un grup Lie 
simplu și semisimplu. Mai întâi vom determina L (S3) .
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Fie G = R4 \  {0} cu structura de grup Lie folosită în exemplul precedent 
și fie G' = R \ { —1} cu structura de grup Lie din ex. 2.2.9 (cap. I). Am văzut 
în exemplul 1.9.3’ (cap. II) că aplicația

h - .G ^ G ',  h (x) = ||x||2 -  1

este un homomorfism de grupuri Lie și că avem:

S3 = Kerh.

Conform propoziției 1.9.3, capitolul II, rezultă că:

L (S3) =  Ker/i..

Fie {Ei, E 2 , E 3 , E 4 } baza algebrei Lie L (G) determinată în exemplul an
terior. Avem:

E, X 1 X2 X3 x4
d

d
x
 
1

E 2 —x2 X1 x4 — X3
d

d
x
 
2

E 3
— —x3 —x4 X1 X2 • d 

dx3

E, —x4 X3 — X2 X1 d 
dx*

Deoarece Ej e E (R4 \  {0}) rezultă că h. (Ei) e E (R\ { -1}), (V) z 6 {1,2,3,4} 
Prin urmare, există constantele reale c^ i e  {1, 2,3,4} , astfel încât

^* (Ei) ~ CiE, unde {E} este baza algebrei Lie L (G') determinat în exemplul 
6.12 (cap. I),

^ ^ ^ ^ ^ R f - 1})-

Trebuie determinate constantele ci,c2 ,c3 și c4 .
Din egalitatea h t  (E } ) = c^E, rezultă:

h t (E J  (/ ')  oh  = C1E  ( f )  o h, (V) f  e F  (G ').
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De aici și din formula

h. (E ^  (/') oh  = E A f '° h ) ,  (V) f  e F  (G ').

(stabilită în propoziția 7.7, cap. I), rezultă:

c1E ( f ' ) o h  = E 1 ( f 'o h ) ,  (V ) / 'G ^ (G ') .

Pentru orice b 6 S 3 , obținem:

C1E ( f )  {h (b)) = E. ( f  o h) (b), (V) f e ^  (G'}. 

în particular, dacă luăm

f  : C  ^  R, f  (i) = t,

rezultă

Ci (1 + h(b\) =

sau ci ||fe||2 =  2 ||b||2 , ceea ce ne arată că avem Ci =  2. 
Observăm că pentru k € {2,3,4} avem:

E fc(fr)(M 2 - l ) = 0 ,  (V)6G S3.

Rezultă C2 =  C3 = C4 =  0. Aceasta ne arată că avem:

h* (E2 I53) — h„ (E3 I53) = h t  (Ei I53) =  0.

Prin urmare, avem:

E2 |s3 > E3 |S3, E4 I53G Ker/i* =  L (S 3} .
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Cum cele trei câmpuri sunt liniar independente, rezultă că {£2 |$3,E 3 \s3,E4 |ss} 
formează o bază în algebra Lie L (S3) =Ker/i*. Avem deci

L (S3) = {X = c?E2 \s3 +a3E3 |S3 +a4E4 \s 3 \ a 2 ,a 3 ,a 4 G R} .

Constantele de structură c ^  ( i ,j ,k  G {2,3,4}) ale algebrei Lie L (S 3 ) sunt 
nule în afară de c34 = c3

2 = — C43 = — c24 = — 032 = 2.
Vom arăta acum că S3 este un grup Lie simplu. Pentru aceasta vom arăta 

că L (S3 ) este o algebră Lie simplă, adică L (S3) nu conține ideale proprii. 
Pentru simplitatea scrierii vom nota Ei în loc de Ei |$ 3 , Î G {2,3,4} .

Să presupunem că există un ideal L C L (S3 ) , L /  {0} .
Fie X  = a2E 2 + a3E 3 + a 4E4 e L, X  ^  0. Presupunem că a 2 ^  0. Deoarece 
L este ideal, avem [X, E3] G L, deci 2a2E4 — 2a4 E 2 G L. Cum L este ideal, 
rezultă

[2o2£ 4 -  2a4E2 ,E 2] e L,

adică 4a2E 3 G L. Deoarece a 2 7̂  0, rezultă E 3 G L. Cum E 3 e L, avem 
[ £ 3 ,  £ 2 ]  =  —2E4 G L, adică E4 G L. Rezultă [ £ 4 ,  £ 3 ]  =  —2E2 G L, adică 
E2 G L. Am obținut £ 4 ,  £ 2 , £ 3  G L, adică L = L (S3) . Prin urmare algebra 
Lie L (S 3) nu conține ideale proprii și deci S 3 este grup Lie simplu.

Pentru scrierea formei Killing a grupului Lie S3 vom folosi formula

BK (X,Y)= b  ^ ^ L
i,j,k ,s= 2

4 4
unde X = £  a*Ei, Y  = ^ 0 ' Ei e L  (S3) .

i= 2  i= 2
Obținem la fel ca în exemplul precedent:

BK  (X, Y) = - 8  (a2(32 + a 30 3 + a 4^ )  .
4

Pentru orice b  =  ^  fi1 Ei G L (S3) , avem:
1=2

B K  {Ei,Y) = - ^ ,  i e  {2,3,4}.

316

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Rezultă că

BK  (X, Y) = 0, (V) X e L (S3) < ^Y = 0L(S3).

Prin urmare, forma Killing a grupului Lie S 3 este nedegenerată. Rezultă că 
S 3 este grup Lie semisimplu.

Observație, i) Fie {E 4, E2 , E3 , E 4} baza algebrei Lie L (R4 \  {0}), 
obținută în exemplul 3.7. Baza algebrei Lie L (S3 ) se poate obține imediat, 
observând că câmpurile E2 , E3 , E4 sunt definite pe R4 \  {0} , deci și punctele 
sferei S 3 . în plus, E2 \S 3,E3 \s3,E4 I53 sunt tangente sferei S 3 , deoarece 
făcând produsul scalar al vectorului x = (x1 , x2 , x3 , x4 ) (care indică vectorul 
de poziție al unui punct oarecare din S3) cu Ei (53 (x) , i  G {2,3,4} , obținem:

< E2 |S 3 (X) , x > = <  E3 |S3 (X) , x > = <  E4 |5 3 (X) , x > =  0.

ii) Fie G un grup Lie de dimensiune n și fie { E i,..., En } o bază în algebra 
Lie L (G ).

Notăm cu cl̂
k constantele de structură ale algebrei Lie L (G) relative la 

baza considerată. Pentru X =  a 1 Ei, Y  = ^ E j  G L (G }, vem:

(ad Y) (Ek ) = [Y, Ek ] = ^  [E„ Ek ] = ^ c } k E s ,

(fad X) o (ad Y)) (Ek ) = [X, (ad Y) (Ek )] = [cSEi,/3j cs
j k E s] = a ^ ^ c ^ E ^

Fie A1 , ..., An  l-formele duale câmpurilor E u  ..., En , deci A1 (Ej) = 6). Atunci 
forma Killing

B K  L (G) x L ( G ) R , 
B K (X ,Y ) = Tr ((ad X ) o (ad Y ) ) ,

se scrie
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BK  (X, Y) = X  ^(ad X ) O (ad Y)) (E i)).

Pentru X  = <XEi, Y  = ^  Ei avem:

Deoarece avem a ’ = A’ (X ) , f i  = X* ( Y ) , rezultă

BK  (X, Y) = X  (X) X  (Y) c * ^ ,  (V) X ,Y e L ( G ) , 

adică obținem că forma Killing se scrie:

B K  = X '® X ’<'j k d‘,.
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C A P I T O L U L  VII

GUPURI LIE DE TRANSFORMĂRI

§ 1. ACȚIUNI ALE UNUI GRUP LIE ÎNTR-0 
VARIETATE ANALITICA. SPAȚII OMOGENE

Importanța grupurilor de transformări în geometrie a fost pusă în evi
dență încă din secolul trecut, în lecția inaugurală a lui Felix Klein, ținută în 
anul 1872 la Universitatea din Erlangen, lecție intitulată ”Studiu comparativ 
asupra celor mai noi cercetări geometrice”, cunoscută și sub denumirea de 
”Programul de la Erlangen”.

1.1. DEFINIȚIE. Fie G un grup Lie și M  o varietate analitică. Se 
numește acțiune la dreapta a grupului Lie G în varietatea analitică M 
orice aplicație

T : M  x G  M,

care verifică următoarele condiții:
( a j  T  este o aplicație analitică,
(a2) T  (T (p, a) ,b) = T  (p, ab), (V) a,b e G. (V) p e M,
(a3) T  [p, e) = p, (V) p E M.
Grupul Lie G se numește grup Lie de transformări la dreapta pe 

varietatea M.
Analog se definesc acțiunile la stânga și grupurile Lie de transformări 

la stânga.

Observație. Acțiunile la dreapta și la stânga pot fi puse în corespondență 
în modul următor:

Fie T  ■. M  x G —> M  o acțiune la dreapta. Atunci aplicația

T' : G x  M  M

definită prin
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T ’ ^ p )  = T (p ,a ~ 1) , ^ p ^ M ,  (V) a e  G

este o acțiune la stânga.
în adevăr, aplicația T' este analitică, fiind compunere de aplicații analitice, 

în continuare avem:

T' (e,p) = T  (p, e ^ )  = T  (p, e) =  p, (V) p e M .

în plus, pentru orice a,b € G și orice p 6 M, rezultă:

T'(ab,p) = T ( p A a b Y ' ) = T ( p , b - \ - ' ) = T ( T ^
= T ( r ( b ,p ) ,a - 1)= T '(a ,T '(b ,p ) ) .

Prin urmare, aplicația T 1 este acțiune la stânga a grupului Lie G în vari
etatea M.

Analog se poate defini o acțiune la dreapta, plecând de la o acțiune la 
stânga.

1.2. EXEMPLE. -
1.2.1. Fie G un grup Lie. Multiplicarea în grupul Lie G

P G x G ^ G
(a, b) —> p (a, b) = ab

este o acțiune la stânga (sau la dreapta) a grupului Lie G în varietatea 
analitică G.

1.2.2. Fie grupul Lie G = G L(n,R ) (considerat în cap. I ex. 2.7), și 
varietatea analitică M  = Rn . Definim aplicația:

T  : GL(n,R) x R " ^  Rn

prin

T  (a, x) = ax,
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adică, dacă z G Rn este vectorul (z2) și a G G L(n,R) este matricea ||a’ || , 
atunci T  (a,x) G R" este vectorul (a’zJ ) .

Se verifică ușor condițiile (ai), (aj) și (aa) din definiția acțiunii la stânga.
Acțiunea T  se scrie explicit:

x ' = a1̂ , z G {1,..., n}

(acțiunea canonică a grupului GL (n,R) în varietatea R").
1.2.3. Considerăm acțiunea la stânga

T : O (n) x Rn ^  R”

definită prin

T (a , (z1 , . . . ,^ ) )  = ( a ^ , . . . ^ ! ^

Se constată ușor că sfera unitate

S "-1 =  {z =  (z1, . . .^ " )  GR n | ||z|| =  1} 

este invariantă în raport cu acțiunea T, adică

T ( a , x ) e S n ~ \ (V)Z G S "-1.

în adevăr, dacă notăm

x' = T  (a,x) =  ^z'1, ...,z '" j

atunci avem:

/ l | 2 ^ z 'J  + . . .+  ( z ')  = a^x1̂ ! 1 + ... + a îx ia^xj  = 
n

^ a ^ a ^ x 1! 1 = bi j x i x j  =  ||z||2 =  1.
fc=i
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Acțiunea T  induce o acțiune la stânga

T' :O (n )x  S ”" ' S n ~x

a grupului ortogonal O (n) în varietatea S n  1.
1.2.4. Fie G un grup Lie. Atunci aplicația

T : G x G - + G

definita prin:

T  (a, b) = aba 1

este o acțiune la stânga a grupului Lie G în varietatea G.
în adevăr, din faptul că aplicațiile G x G —> G, (a,b) ^  ba~x și

G x G G, (a,b) a sunt analitice, rezultă că aplicația G x G G x G, 
(a,b) —> (a,ba~l ) este analitică. Aplicația T  este analitică, deoarece ea este 
compunerea aplicațiilor analitice:

G x G  G x G ^ G
(a,b) —> (a^ba-1} [i (ayba-'} = aba~r = T  (a,b)

(am notat cu /z operația grupală în G). 
Pentru orice a,b,c E G, avem:

T  (a, T  (b, c)) =  aT (b, c) a 1 = abcb 1a 1 = (ab) c (ab) 1 = T  (ab, c ) . 

în plus, pentru orice a E G, avem:

T  (e,a) =  eae- 1  — a.

Prin urmare T  este acțiune la stânga a grupului Lie G în varietatea G.
1.2.5. Fie G un grup Lie. Atunci aplicația
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T : ( G x G ) x G ^ G

definită prin:

T  ((a, b),c) = acb~\ (a ,b }eG  x G , c e G

este o acțiune la stânga a grupului Lie G x G în varietatea G.
1.2.6. Fie G un grup Lie și M  o varietate analitică. Atunci aplicația:

T : ( M x G ) x G  M x G

definită prin:

T  ((x, d) ,b) = (x, ab) , (x,a) € M  x G, b € G

este o acțiune la dreapta a grupului Lie G în varietatea M  x G.
1.2.7. Fie G un grup Lie, V un spațiu vectorial de dimensiune finită și fie

h .G - ^ G L ( V )

o reprezentare a grupului Lie G pe spațiul vectorial V, adică h este un homo- 
morfism de grupuri Lie (G L (y)  este grupul Lie al endomorfismelor nesingu
lare de la V în V). V  are o structură naturală de varietate analitică reală.

Definim aplicația

T . G x V ^ V

prin formula

T  (a, v) = h (a) v, a E G, v € V.

Știm că h este aplicație analitică. Deoarece h (a) este aplicație liniară, rezultă 
că aplicația T  este analitică.
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Pentru orice v € V, avem:

T{e,v) = h{e)v = v.

Pentru orice a,b E G și orice v E V, rezultă:

T  (a, T{b,v)} = h (a) T  {b, v) = h (a) h (b) v = h (ab) v = T  (ab, v ) .

Prin urmare aplicația T  este o acțiune la stânga a grupului Lie G în varietatea 
analitică V.

1.3. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie, M  o varietate analitică și fie

T :  M x G M

o acțiune la dreapta a grupului Lie G în varietatea M. Atunci aplicația

T , : T M x T G ^  TM

este o acțiune la dreapta a grupului Lie TG în varietatea analitică TM .
Demonstrație. Știm că aplicația T  este analitică. Rezultă că și aplicația 

T. este analitică.
Fie p operația grupală în G. Atunci

p t :TG  x T G  TG

este operația grupală în TG. Deoarece T  este acțiune la dreapta, avem:

T  (T (x,a) ,b) = T  (x,p(a,bfi), (V )a ,b eG , l ^ ) x e M .

Rezultă egalitatea:

T  o (T  x Ido) = T  o țId M  x p ) .
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Din ultima egalitate, obținem:

Tt  o (T* x Idrc) = T t O (IdrM x p f ) .

Pentru orice X x € TM , Ya G TG, Zb G TG, obținem:

T t (T, (X x ,Ya ) , Zb) -  T. (X x , ^  (Ya , Zb^ .

Știm că vectorul 0e G TeG este elementul neutru în raport cu legea p* (cap.
I, propoziția 3.6.). Folosind egalitatea

T  (x, e) =  x, (V) x € M, 

obținem:

T t (X x ,Oe ) = X x , M X x ț T M .

Rezultă că aplicația T. este o acțiune la dreapta a grupului Lie TG  în vari
etatea T  M.

1.4. PROPOZIȚIE. Fie T  : M  x G —> M  o acțiune la dreapta a grupului 
Lie G în varietatea analitică M.

i) Pentru orice a € G, aplicația

Ta : x E M  Ta țx) = T  {x, a) E M

este difeomorfism analitic (Ta se numește translația la dreapta).
ii) Mulțimea translațiilor la dreapta {Ta | a G G} poate fi structurată ca 

un grup, operația de înmulțire fiind definită prin relația:

Ta ■ Tb = Tb oT a = Tab.

Acest grup va fi notat prin T  (G, M ) .
iii) Fie x € M, și aplicația
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TX :G -+ M

definită prin:

Tx (a) = T  țx,a)

Aplicația Tx este analitică. (Imaginea aplicației Tx se numește o rb ita 
punctului x în raport cu acțiunea T).

iv) Fie x E M. Mulțimea

Hx = {a e G \ Ta (x) = x}

este un subgrup Lie al grupului Lie G. ( Hx se numește subgrupul de s ta 
b ilita te  al punctului x în raport cu acțiunea T ).

Demonstrație.
i) Aplicația Ta este analitică, deoarece am fixat un argument într-o apli

cație analitică de două argumente. Pentru orice a,b e G, avem:

Ta ° T b = Tba.

Rezultă:

Ta ° Ta-i = Te = Idwși Ta -i oTa = Te = Id ^ .

Rezultă că aplicațiile Ta și Ta-i sunt inverse una alteia, deci (Ta)^1 = Ta-i. 
Deoarece Ta și țTa )~} sunt aplicații analitice, rezultă că Ta este difeomorfism 
analitic.

ii) Verificările sunt triviale.
iii) Aplicația Tx este analitică, deoarece am fixat un argument într-o apli

cație analitică de două argumente.
iv) Pentru orice a,b E Hx , avem:

Tab-' (z) =  Tb-1 O Ta (x) = Th-1 (x) = Tb-1 (Tb (x)) = Te (x) = x.
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Prin urmare, ab-1  E Hx , adică Hx este subgrup al grupului G.
Deoarece aplicația Tx este analitică, ea este continuă. Rezultă că 

T~ x ({^}) =  Hx este mulțime închisă în G. Conform teoremei lui Cartan, Hx 
este subgrup Lie al grupului Lie G.

1.5. PROPOZIȚIE. Fie T  ; M x G —> M o acțiune la dreapta a grupului 
Lie G în varietatea analitică M.

i) Fie x ,x ' E M. Dacă x' 6 Im 7^, atunci lm T x  =  ImT^/.
ii) Fie Hx subgrupul de stabilitate al unui punct x € M, în raport cu 

acțiunea T. Dacă Hx = G, atunci orbita ce conține punctul x se reduce la 
un punct.

Demonstrație.
i) Deoarece x' E ImT I ț  rezultă că există a' G G, astfel încât:

x' = Tx (a) = Td  (x) și x =  Ta,-i (x')

Fie y G Im 7^. Rezultă că există a E G, astfel încât:

y = Tx '(a) = T (x \a )  = T{Ta' ț x ) ,a ) = T ( T ( x ,a ') ,a )  = 
= T  (x, a a) = Tx ța1 a) G ImTȚ

Fie z G Im 7^. Rezultă că există c E G, astfel încât:

z = Tx (c) = T țx ,c )  = T (T al- 1 ț x ') ,c ') = T ( T ( x ' ,  0’̂ , 0 ^ 

= T  (x ^ a '^c ^  = 7^ (^ " ’c) G Im 7^.

Rezultă:

ImT^ =  ImT^.

ii) Din Hx  = G rezultă Ta (x) = x, pentru orice a E G, deci Im 7^ =  {x} . 
Observație. M  este reuniunea disjunctă a orbitelor punctelor sale.

1-6- DEFINIȚIE. Fie T  : M  x G —> M  o acțiune la dreapta a grupului 
Lie G în varietatea analitică M.
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i) Se spune că grupul G acționează efectiv asupra lui M, dacă relația 
Ta = Te implică a = e.

ii) Spunem că grupul Lie G acționenează tranzitiv în varietatea M, 
dacă pentru orice x ,y  E M, există a E G, astfel încât Ta (x) = y.

iii) Spunem că grupul Lie G acționează simplu tranzitiv în varietatea 
M, dacă pentru orice x ,y  E M, există un unic element a E G, astfel încât 
Ta (i) =  y.

iv) Spunem că grupul Lie G acționează aproape liber în varietatea 
M, dacă pentru fiecare x E M  grupul său de stabilitate Hx  este discret.

v) Spunem că grupul Lie G acționează liber în varietatea M, dacă 
relația Ta (x) = x, pentru cel puțin un punct x E M, implică a = e.

1.7. PROPOZIȚIE. Fie T  ; M x G -^ M  o acțiune la dreapta a grupului 
Lie G în varietatea M. Atunci

He = { a E G \T a = Id M }

este divizor normal al lui G.
Demonstrație. Pentru orice a,b E He , avem:

Tab-̂  = Tb-i ° T a = (Tb) 1 oT a = țId M y x o Id M  = Id M .

Prin urmare, avem ab~x E He .
Fie a E He , b E G. Avem

Tbab~} =  Tb~i o Ta o Tb = Tb-i o Id ^  oT b = Tb~i o Tb =
= Tbb-i = T e = Id M ,

și deci bab } E He . Rezultă că pentru orice b E G, avem

bHe b-x G He ,

și deci He este un divizor normal al lui G.

1-8- PROPOZIȚIE. Fie T  : M  x G —+ M  o acțiune la dreapta. Dacă 
grupul Lie G acționează simplu tranzitiv, atunci translațiile Ta (a ^  e) nu 
au puncte fixe.
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Demonstrație. Presupunem Ta (x) = x. Deoarece acțiunea este simplu 
tranzitivă, folosind Te (x) = x, (V) x E M, obținem a = e.

1. 9. Exemplu. Fie M  = R^ = (0,OG) și G =  R* = R \ {0} . Este 
evident că M  și G sunt varietăți analitice reale de dimensiune unu. G, 
împreună cu operația de înmulțire, formează grup cu elementul neutru e = 1. 
Deoarece operația grupală este analitică, rezultă că G (înzestrată cu cele două 
structuri) este grup Lie.

Considerăm aplicația

T : G x M ^  M, T (a ,x ) = a1

Ne propunem să arătăm că:
i) T  este acțiune la stânga a grupului Lie G în varietatea M]
ii) acțiunea T  este efectivă;
iii) T  este acțiune tranzitivă;
iv) acțiunea T  nu este simplu tranzitivă;
v) T  nu este acțiune aproape liberă.
Soluție:
i) T  este aplicație analitică. Pentru orice a,b £ G, și orice x E M, avem:

T ^ T ^ T ^ . ^ ^ ^ T ^ .

în plus, T  (e,x) — ^ — x, (V) x E M. Rezultă că aplicația T  este acțiune .
ii) Ta = Te ^  Ta (x) ^ T ^ x ^ ^ x e  M  ^ T  {a, x) = T  (e, x ) ,

(V) x E M <  ̂ ^  = Ț, (V) r  E A/ o  a2 = 1 o  a = ±1. Prin urmare, acțiunea 
T  nu este efectivă.

iii) Pentru orice x ,y  E M, există a e  G, cu y = T  (a,x) <& y = ^  & 
<  ̂a2 = A Deci acțiunea T  este tranzitivă.

iv) Din rezolvarea punctului precedent rezultă că T  nu este simplu 
tranzitivă.

v) Știm că T  este acțiune aproape liberă dacă subgrupul de stabilitate al 
oricărui punct x e  M  este trivial, deci Hx = {e}, (V) z E M, unde

Hx = { a e G \  T (a ,x ) = x } .

Avem:
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T {a ,x ) = x, (y)x  e M &  ^  = x, (ffi)x E M  & a=  ±1.

Rezultă că acțiunea T  nu este aproape liberă.

1. 10. PROPOZIȚIE. Fie T  : M  x G —> M  o acțiune la dreapta și fie 
T  (G, M) grupul translațiilor la dreapta.

i) Aplicația

h : G ^ T { G ,M )

definită prin

h (a) = Ta

este un homomorfism de grupuri.
ii) Dacă acțiunea T  este efectivă, atunci h este izomorfism de grupuri.
iii) Există un izomorfism între grupul translațiilor T  (G, M) și grupul 

factor G /H e .
Demonstrație.
i) Evident.
ii) Pentru orice a,b E G, avem:

h(a) = h (b) <5 Ta = Tb <̂> Tab-i — Te O  ab  ̂ = e ^  a = b.

Prin urmare homomorfismul h devine izomorfism.
iii) Se aplică proprietatea de universalitate a grupului factor.

1.11. PROPOZIȚIE. Fie T  : M  x G —> M  o acțiune la dreapta. Dacă 
grupul Lie G acționează tranzitiv, atunci orice două subgrupuri de stabilitate 
sunt conjugate.

Demonstrație. Fie x ,y  E M, și fie Hx , Hy subgrupurile lor de stabilitate 
în raport cu acțiunea T. T  fiind tranzitivă, există a E G, astfel încât

T  (x,a) = y.
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Avem:

Hy = HT(x,a) = {b 6 G \ T  (T (x, a),b) — T  (x, a)} .

Deoarece T  este acțiune, egalitatea

T (T (x ,a ),b ) = T (x ,a )

se scrie

T  (x, ab) = T  (x, a ) ,

sau

T  (x, (a b cT ^  = x.

Rezultă că b G Hr(x ,a) dacă și numai dacă aba- 1  G Hx , adică dacă și numai 
dacă b G a~i Hx a> deci

= a~x Hx a.

OBSEVAȚIE. Fie T  : M x G —> M  o acțiune la dreapta a grupului Lie 
G (dimG = r) în varietatea analitică M  (dimM = n). în coordonate locale 
acțiunea lui G pe M  este dată prin

yr = T z (x 1, ...,xn ,a \  ...,ar } , i = 1,

unde x 1 , . . . , ! 71 sunt coordonatele punctului p G M, y \ . . . , y n sunt coordo
natele punctului T  (p, a) în hărți locale pe M, iar a 1, ..., ar sunt coordonatele 
elementului a G G, într-o hartă locală în vecinătatea elementului neutru 
e G G, astfel că coordonatele lui e în această hartă locală sunt nule. Este 
evident că T 1 sunt funcții analitice, (V) i = 1,..., n.

1.12. Prezentăm în continuare câteva definiții și observații referitoare la 
spațiile omogene.
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1.12.1. Reamintim că o acțiun e (la stânga) T  ■. G x M —> M se numește 
tran zitivă  dacă (V)pl ț p2 € M, (2) a E G, astfel încât T  (a,pf) = p2 .

DEFINIȚIE. O varietate analitică, M  pe care acționează un grup Lie G, 
astfel încât acțiunea este tranzitivă, se numește spațiu  om ogen al lui G.

1.12.2. EXEMPLE.
i) G este spațiu omogen al său.
ii) Dacă H  este subgrup închis al grupului Lie G, atunci G /H  este vari

etate analitică reală. Aplicația

T : G x  G /H  -^ G/H, T  ța, bH) = abH

este acțiune. Această acțiune este tranzitivă, deoarece oricare ar fi a,b G G, 
avem T țba~\aH ) = bH. Prin urmare G /H  este spațiu omogen al lui G.

1.12.3. Fie T  : G x M ~> M  o acțiune a grupului Lie G în varietatea 
analitică M. Fie p e M, și fie

Hp = { a e  G \ T (a ,p) = p}

subgrupul de stabilitate al punctului p. Știm că Hp este subgrup închis. Con
form teoremei lui Chevalley, G/H p este varietate analitică reală. Obținem o 
aplicație naturală

f  : G /H p ^ M ,  f  țaH J = T  ța ,p ). 

Această aplicație este bine definită, deoarece

aHp = bHp ^ b  ^H p = Hp ^  b-'a  e  Hp ^  T  ( f r ^ p )  = p.

Folosind aceasta, avem

Tța ,p) = T(bb ^ p )  = T (b ,T (b ~ 1a,p)) = T (b ,p), 

deci T  (a,p) = T  țb ,p), adică f  țaHp) = f  țbHp ) .
Să observăm acum că următoarea diagramă este comutativă:
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în adevăr, pentru orice a E G, avem:

f  o ir (a) = f  (aHp ) = T  (a, p) = Tp (a) .

1.12.4. PROPOZIȚIE. Fie T  : G x M  ^  M  o acțiune tranzitivă, p E M 
și Hp subgrupul de stabilitate al punctului p. Atunci:

i) aplicația f  : G/H p —> M, f  (aHp) = T(a ,p) este un difeomorfism 
analitic.

ii) aplicația G —̂ M, a —̂ Tp (a) este submersie analitică.
Demonstrație, i) Aplicația f  este injectivă, deoarece avem:

f(aHp) = f(b H p ) ^ T ( a ,p )  = T ( b ,p ) ^ T { b - i a,p) = 
= T  ( I T \T  (a,p)) = T  ( b ^ T ^ p ) )  = T  (e,p) = p,

deci b ^a  E Hp . Din b~1aHp = Hp , rezultă aHp = bHp , și deci aplicația f 
este injectivă.

Deoarece G acționează tranzitiv pe M, rezultă că aplicația f  este surjec- 
tivă. Obținem deci că varietățile M  și G/ Hp sunt difeomorfisme.

1.12.5. Observație, i) Din această propoziție rezultă că un spațiu omogen 
se poate scrie mereu sub forma G/H, unde G este un grup Lie, iar H este 
un subgrup închis al acestuia, (a se vedea definiția 3.7, cap. II).

ii) Rezultate similare obținem în cazul acțiunilor la dreapta.
1.12.6. EXEMPLE. (Sferele ca varietăți cât).
Avem:
(1.1) S n = O (n + l)  /O  (n) = S O (n+  1) / SO (n ) ,
(1.2) S2n+1 = U (n + l) /U  (n) = SU (n + 1) /SU  (n ) ,
(1-3) S4n+ 3  = S p (n+  1) /S p (n ) .
în adevăr, considerăm acțiunea O (n +  1) x R"+1 —> Rn+1 (a se vedea 

exemplul 1.2.3). Această acțiune induce o acțiune a grupului O (n +  1) pe 
sfera unitate S n  C Rn + 1 . Este ușor de văzut că această acțiune este tranzitivă.
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Fie punctul p =  (1,0, ...,0) € S n , și fie Hp subgrupul de stabilitate al 
punctului p.

Fie A G Hp . Avem pA = p. Scriem A sub forma A = ^ ^  ^ ^ , cu a G R, 

d matrice de tipul (n ,n ) , d G A4n x n  (R ), b G A4nX i (R ), c G Alixn (R) •
Fie On = (0,..., 0) vectorul cu n componente nule. Avem:

Rezultă c =T  On și (Pd = In , deci d G O (n ). Prin urmare, grupul de 
stabilitate al punctului p este:

Hp = j A G O (n + 1) | A =  ( J ° ) , d G O (n) |  ~  O (n ) .

Deci avem Sn  = O (n + 1) /O  (n ), adică prima egalitate din (1.1).
Analog pentru SO (n +  1) se consideră izometriile lui Rn+1 care păstrează 

orientarea. Grupul Lie SO (n +  1) acționează tranzitiv pe Sn , iar grupul de 
stabilitate în acest caz este izomorf cu SO (n ).

Observăm că (1.2) este cazul analog celui anterior, în care se consideră 
Cn+1 ~  R2 n + 2 .

Pentru (1.3) se utilizează corpul cuaternionilor H, iar Sp(n) corespunde 
izometriilor lui Hn cu produsul scalar

(?, q'} = £  qtq,

Pentru a încheia justificarea, observăm că:

~  1nK4n+4
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§ 2. CÂMPURI DE VECTORI 
ASOCIATE UNEI ACȚIUNI

2.1. Fie T : M x G —* M o acțiune la dreapta a grupului Lie G în 
varietatea analitică M, și fie X  un câmp stâng invariant pe grupul Lie G, 
deci X  E L (G ). Definim aplicația

X  : M  - ^ T M

prin formula

(2.1) X„ = (Tr \  (X .) ,

unde Tp (a) = T  (p, a ) , p € M , a E G. Se constată ușor că aplicația

( p ^ X p )-. M -+  TM

este analitică. Rezultă c& X  e X  (M ).

DEFINIȚIE. Câmpul de vectori X  se numește câm pul fundam ental 
de vectori tan gen ți generat de X.

2.2. LEMÂ. Fie T  : M  x G —> M o acțiune, și fie Y  E L {G ). Atunci, 
pentru orice f  e T  (M ), avem

(2.2) Y ț f ) o T p  =  Y ț f o Tp), M p  CM ,

unde Y  este câmpul fundamental de vectori tangenți generat de Y. 
Demonstrație. Observăm mai întâi că are loc egalitatea:

(2.3) TT (Pia) = Tp o La , M P ^M, M a ^ G .

In adevăr, pentru orice b e G, avem:
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TT M  m  = T (T (p ,a ) ,b )  = T  (p. ab) = Tp (ab) = T„oL„ (b).

Folosind formulele (2.1) și (2.3) rezultă, (V)a 6 G:

Y ( ! ) o T p (a) = Y (!) (T(p,a)) = YT M  (!) = (TT M \ (Y^ (!) = 

= (Tr  o L J . (Yc ) (!)  = (Tp ). (Ya ) (!) = YP ( ! °  Tp ) = 
=  y ( /o T p )(a ) .

2.3. PROPOZIȚIE. Menținem notațiile de mai sus. Aplicația

u :L (G ) ^ X ( M ) ,  u țX )  = X

este un homomorfism de algebre Lie.
Demonstrație. Pentru orice X ,Y  E L (G ) , și orice Ci, c2 € K, avem:

u {cxX  + c2Y) (p) = (C1X + c2Y )p = (Tp \  ((C1X  + C2Y) (e)) =
= {Tp \  țcxX e + c2Ye ) = C1 (Tp \  {X J  +  c2 (Tp ), (K) =

= cxX p + C2YP = (c^X + c2Y ^  (p) —

= (ciu(X) + c2u (y ))(p ) ,

deci

u țc\X  + C2Y) = cyu (X) +  c2 (K ).

Să arătăm acum că pentru orice X ,Y  E L (G ), avem:

(2.4) M X ) ,u (y ) ]  =  u([X ,K]).

Vom folosi formula (2.2) stabilită în Ierna precedentă. Pentru orice 
f  € iF (M ), și orice p G M, avem:
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[«W^MWW = x , y ] f  (/) = x ,  (y  ( n )  -  n  ( *  (/)) =

= (K ) . (X)) (Y u i )  -  ((T,). (y.)) ( x  (n )

= x . ( y ( / ) o T p) - y ( x ( / ) o 7 ; )  =
= x e (y ( /o T p) ) - y e (x ( /o T p )) =
= 1-̂ ’1 ' ^
= fx,y]p (/) = [x ,y |( /)(p )  =
= « ( |x ,y ])(n (p ) ,

și cum punctul p și funcția f  au fost alese arbitrar, obținem egalitatea (2.4), 
deci u este homomorfism de algebre Lie.

2.4. PROPOZIȚIE. Fie T  : M x G ^  M  o acțiune la dreapta a grupului 
Lie G în varietatea analitică M, și fie X  E L (G ). Definim aplicația

a : R x M  —> M

prin a (t, p) = T  (p, exp t X ) . Atunci:
i) a este o acțiune la stânga a grupului aditiv Lie R în varietatea M.
ii) Dacă Y  este câmpul de vectori asociat acțiunii a, adică

YP = (*P).

atunci Y  = X , unde X p = {Tp \  țX e ) .
iii) Dacă acțiunea T  este efectivă atunci aplicația

u: LțG) ^  X {M ), u ( X ) = X

este homomorfism injectiv de algebre Lie.
iv) Dacă acțiunea T  ste liberă, atunci oricare ar fi X  £ L (G )\{0) , avem 

X p ^  0, (V)p G M.
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Demonstrație, i) Fie px  : R —> G homomorfismul de grupuri Lie generat 
de câmpul X. Avem

a (t,p ) = T o  (IdM  x px ) (p, t)

și deci aplicația a  este analitică.
Pentru t, f  G R avem:

a ( t ,a ( t ' ,P y) = a (t,T (p ,e x p t'X ))  = T (T (p ,e x p t'X ) ,e x p tX )  = 
= T  (p,exp(tr + t) X ) = a ( t '+ t ,p ) .

în plus, avem OL (0, p) = T  (p, e) = p, adică a  este o acțiune la stânga a lui R 
în M.

ii) Pentru orice p G M, avem:

Rezultă Y  = X . _
iii) Fie X =  0. Ecuațiile diferențiale ale traiectoriilor câmpului X se scriu 

^ -  =  0, i G { l,...,n} , n =  dimM. Rezultă x* — cl , i E { l,...,n} . Dacă 
notăm x 1 (0) = XQ, rezultă x l = x*0 . Rezultă că traiectoria centrată în punctul 
Po =  (rj, . . . ,X Q) este curba parametrizată

a po : R -»  M, am  (t) =  ( i j , ..., i j )  .

Variem punctul po în M  și obținem acțiunea

a : R x M  —> M, a (t,p) = p, (V) t G R, (V)pG M.

Din a (t,x) = x  avem T  (x ,exp tX ) = x, sau Te x p lx (x) = Te ( x ) . Deoarece 
egalitatea are loc oricare ar fi x G M, rezultă Te x p tx  = Te . Cum acțiunea T 
este efectivă, rezultă exptX  =  e. Deoarece ultima egalitate are loc pentru
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orice t G R, obținem X = 0. Prin urmare, din X  = u (X )  =  0, am obținut 
X = 0, deci aplicația

u : L ( G ) ^ X ( M ) ,  X ^  u (X) =  X

este injectivă.
iv) Fie X  E L (G ), X /  0 și X = u (X) E X  (M ) . Presupunem că există 

p0 € M, astfel încât XPo =  0. Atunci a (t,p0 ) = Po, sau T  (p0 ,exptX ) = p0 . 
Rezultă Te x p tX  (po) =  Po, adică exptX 6 Hp o .

Știm că acțiunea T  este liberă, adică grupul de stabilitate Hp al oricărui 
punct p E M  este Hp = {e} . Rezultă exptX  =  e, (V) i G R, adică X = 0, 
ceea ce este absurd.

2.5. OBSERVAȚIE.
2.5.1. Din propoziția anterioară (punctul iii)) rezultă că dacă grupul Lie 

G acționează (la dreapta) efectiv pe varietatea M, atunci aplicația

u: L(G) ^  X (M ) , X ^ u ( X )  = X

este un homomorfism injectiv de algebre Lie. în acest caz algebra Lie L (G) 
se identifică cu subalgebra Lie u (L (G)) a lui X  (M ) .

2.5.2. Fie T' : G x M ^  M  o acțiune la stânga a grupului Lie G în 
varietatea analitică M. Presupunem că acțiunea T 1 este efectivă, adică relația 
Ta = Te implică a = e. Este evident că pentru orice p E M, aplicația

T ^ - .G ^ M , r ;  (a) = T '(a ,p ), a E G 

este analitică. Considerăm aplicația

u ' : L ( G ) ^ X  (M ) ,

X ^ X  = u '(X ) ,

unde câmpul X  este definit prin

^ = K G ^ - W P S M .
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Se constată ușor că aplicația u' este un homomorfism de spații vectoriale. 
Definim aplicația

T  : M x G ^  M,

prin formula T(p ,a) = T '(a ~ \p ) ■ Este ușor de văzut că aplicația T  este 
acțiune efectivă la dreapta.

Fie aplicația

w. L(G) ^  X (M ) , u (X )  = X ,

unde X p = (Tp )t  (X e ) , Tp (a) = T  (p, a ) , a € G, p £ M .
Deoarece acțiunea T  este efectivă, rezultă că aplicația u este un homo

morfism de algebre Lie.
Deoarece avem T(p,a) = T '(a~ 1,p ), rezultă egalitatea T? = Tp o j. 

Folosind formula

j .  (X a ) + (La-Y). o ( R ^ ^ ^  (X J  =  0a- b

stabilită în Ierna 3.7 (cap. I), avem j* (X e ) = —X e . 
Folosind ultimele două egalități, obținem:

x r  =  K ) .  (V.) =  K » ? ) .  (X.) =  -  (2y , (X.) = -x „ . 

Prin urmare obținem:

Pentru X ,Y  E L (G) avem

l« 'W ,« '(y ) ]

[X ,Y ] = -[X ,Y ] = - U'([X ,Y ]'I ,
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adică u' este antihomomorfism de algebre Lie.

2.6. Exemple.
2.6.1. Fie G un grup Lie. Știm că multiplicarea în grupul Lie G,

y : G x G —> G, y(a,b) = ab

este o acțiune la stânga (sau la dreapta) a grupului Lie G în varietatea 
analitică G. Ne propunem să determinăm câmpurile fundamentale de vectori 
tangenți când y  = T  este acțiune la dreapta. Avem T  : G x G ^  G, 
T  (x, a) = xa. Rezultă Tx (a) = xa = Lx (a ) , (V) a 6 G. Prin urmare avem 
Tx  = Lx , (y)x  e  G. Rezultă:

X x = (Tx ), (X e ) = (L J , (Xe ) =  x Xf (V)x e G.

Obținem X  = X , (V) X  E L (G ).
2.6.2. Considerăm transformările planului K2 în el însuși, date prin ecuați

ile

(2-5)
y l = ax1 + bx2 
y2 = cx1 + dx2

unde a, b, c, d e  R și ad — bc = 1. Vom arăta că (2.5) sunt ecuațiile unui grup 
Lie de transformări la stânga (numit grupul centroafin  unim odular), și 
vom determina algebra sa Lie.

Condiția ad—bc = 1 implică faptul că numai trei parametrii sunt esențiali. 
Dacă scriem transformările (2.5) sub forma

(2-5')
|  y 1 = (a + 1 ) ?  +  bx2 , 
( i/2 = cx1 +  y ^ x 2 ,

atunci transformarea identică se obține pentru a = b = c = 0.
Transformările (2.5’) sunt definite într-o vecinătate a elementului neutru 

e =  (0,0,0). Notăm cu T^a,b,c) transformarea (2.5’). Fie 7 } ^ ^ )  transfor
marea de parametrii a', b', d . Vom arăta că compunerea celor două transfor
mări T(a,b,c) și T^a^b',^ este o transformare de aceeași formă. în adevăr,
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y'1 =  (a' +  l ) y 1 +  b'î/2 =  (a' +  l ) ( a + l ) ?  +  (a' +  l ) ^ 2 +

-l-b'cx1 +
b '( b c + l )  2 --------- X .

1 +  a

Deci

y'1 =  (a'a + a + a + b'c +  1) x 1 + (a' +  1) b +
^ + 1 ) 1 x 2 

1 +  G

în  continuare avem:

y'2 = c'y1 + = c' (a + 1) x 1 +  c'bx2 +  c +  x 1 + 
a ' +  1

bc +  1 b' d  +  1 2
------------------ r 1  •a +  1 a ' +  1

Deci

y'2 c'b +
bc +  1 b'c' +  1
a +  1 a' +  1

x2

Am obținut

y '1 = (a" +  1) x 1 +  b"x2 

/ « c ' V  +  ^ + ^ f e i l ) ^

unde

(2.6)

a" = a'a + a' + a + b'c 

b" -  (a' +  1) b +  » 

c" = d ( a  + l) + c-b ^ .
v ' a'+l

Un calcul simplu ne a ra tă  că transform area T ^ i ^ n ^  este de aceeași formă.
Căutăm  inversa transformării T\a ,b,c)- Făcând a" = b" = c" = 0 în for

mulele de mai sus, obținem:
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1 +  G

Prin urmare inversa transformării de parametrii (a, b, c) este o transformare 
de aceeași formă, de parametrii

bc — a

în definitiv avem un grup Lie G, de dimensiune trei, care acționează la stânga 
pe R2 (legea de grup este dată de formulele (2.6)). Formulele (2.5’) mai pot 
fi scrise sub forma

deci este vorba de un grup Lie G care acționează la stânga pe R2 . Să arătăm 
că acțiunea T  este efectivă (i.e. T(a,b,c) =  T^o.o) =>a — b = c = O). Relațiile

(a + l ) i '  +  bx2 = x 1

cx l + â+rLx 2 - x 2 , (V) z 1 , ^ 2 6 R

se scriu

De aici obținem a = b = c = 0, adică acțiunea grupului Lie G în varietatea 
R2 este efectivă.

Vrem să determinăm algebra Lie a grupului Lie G.
Reamintim că dacă T  : M  x G —> M  este o acțiune la dreapta a grupului 

Lie G în varietatea analitică M, atunci aplicația

u : L (G ) -> X (M ) , u (X ) = X
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este un homomorfism de algebre Lie, unde câmpul X  € X  (M) este definit 
prin

X(p} = X p = (Tp )t e (X e ).

în plus, dacă acțiunea T  este efectivă, atunci homomorfismul u este injectiv 
și, în acest caz, algebra Lie L (G) se identifică cu subalgebra u (L (G)) a lui 
X (M ) .

în cazul în care T  acționează la stânga, atunci aplicația u este antihomo- 
morfism de algebre Lie (adică u este aplicație liniară și
u {[X, y]) = — [w (z ) , u (y)]), iar dacă T  acționează efectiv, aplicația u este 
injectivă.

Fie (a, b, c) un sistem de coordonate locale în jurul elementului neutru e 
al grupului Lie G. Notăm cu ^ X ,X ,X ^  baza algebrei Lie L (G ) , care în e 
ne dă:

) ( e )  da ^ ' * ( e )  “  db |e’ £  ( e )  ~  dc le ’

■Determinăm câmpurile X ,X ,X  e X  (M) cu ajutorul formulei

K  = (^p)t ,e p e R 2 , i e  {1,2,3}.

Fie x \ x 2 funcțiile coordonate ale varietății M  =  R< Avem:

Xp  (X) = X’ =  (Tp ) G j  ( ^ )  = X, (a? o TX . 
i i \  i /  i

Rezultă

Rezultă
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Rezultă

i dx1 dx2

7  db K  p>

5p = ^  I" o2 ° A) = o-

fo 1 ’
^  -  |  |. y  o Tp) = O,

Ș  = ^ k C A W

Rezultă

Printr-un calcul simplu, se obține:

i
Câmpurile X , AC, JC generează liniar o subalgebră Lie L (de dimensiune 3) a 
algebrei Lie X  (R2) .

Conform observației anterioare, algebra Lie L (G) se identifică cu alge
bra Lie L = u(L(G )) (u este antihomomorfism). Parantezele Poisson ale 
câmpurilor din baza algebrei Lie L (G) sunt date de

2.6.3. Fie M  o varietate analitică reală, dim M  = 2 si fie X b  X2 € X  (M) 
exprimate local prin

345

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1 dx 1 ’ 2 dx2

Avem [Xi,X 2] =  A2 , deci câmpurile Ai și X2 generează liniar subalgebra 
Lie de dimensiune doi

L =  { A ^ i + A2A2 | A1 , A2 e  R} .

Ne propunem să determinăm grupul Lie de transformări la dreapta pe M 
care are algebra Lie izomorfă cu L.

Aflăm acțiunea generată de Ap Scriem ecuațiile diferențiale ale traiec
toriilor câmpului Ai :

—  = 1, —  = 0, c u ? ( 0 )  =  4  x2 (0) = 4

Rezultă:

X1 = t + XQ, X2 = XQ.

Deci traiectoria centrată în punctul io este curba

a i Io : R M, 
« i I0 W =  (t + 4> *o) •

Variem punctul r 0 în M  și obținem acțiunea

a i (t, (Î 1,?)) =  (t +  z 1 , ? )  .

Pentru câmpul A2 avem de integrat sistemul:

c u i l (°) =  4  *2 (0) =  4
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Rezultă:

x 1 =  x j, x2 =  e ^ t  +  XQ.

Prin urm are traiectoria centrată în punctul (XQ,XQ) este curba

Obținem acțiunea:

«2 : R x M  —► M, 
a 2 ( t , ( x \ x 2y) =  ^ e ^ t  +  x2 ^ •

Am obținut deci acțiunile:

« [,« 2  - R x M  —> M, 
cii (b , (z 1 ,^ 2 )) =  (b  +  ^ ' . x 2 ) , 
«2 (b , ( i 1 , 1 2 )) =  ^ ' , ^ ’b  +  i 2^ .

în  continuare avem:

02 (b> a i (b , ^ >l 2 ) )) =  ^2 (b> (ti +  1 >l 2 ) ) =  ^ b  "t x^ >e < 1 + l 2̂ +  i 2 ^ = 

=  ( i i  +  x 1 , et x t 2ex l  +  x 2 )  .

Notăm ti =  a, e l l t2 = b. Obținem ecuațiile grupului Lie de transformări (la 
dreapta):

T ( y 1 = x*  + a 
(a ’6) \  y 2 = fee11 +  x 2 .

Fie o a  doua transformare T ^  ^ .  Avem
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T ^ )  o T{a^  (z) = T w )  ( z 1 +  a, bex l + z 2)  =

= ^ i  +  a  +  a ', b'ex l+ a  + bex ' + z 2) =

= ^z1 + a + a', (b'ea + b) ex + z2  ̂ =

=  T(a",b"} ( $ ) ,

unde

a" = a + a1 
b" = b'ea + b.

T  fiind acțiune la dreapta, avem:

T ^ ' ^ )  °  T(a,b) =  T(a,b)(a',b')-

Rezultă că înmulțirea în grupul Lie căutat este:

(a ,6 )» « !> ')  =  (a + a',b + b'ea ).

Elementul neutru al grupului este e =  (0,0), iar (a,!))’ 1 = (—a, —be~a ) .
Grupul Lie căutat este R2 , cu legea

(a ,6) • (a ',b') = {a + a',b + b'ea ) .

Să arătăm că algebra Lie a grupului Lie R2 obținut este izomorfă cu L. Fie
z \ z 2 funcțiile coordonate ale varietății R2 . Vom folosi formula:

X  (a) =  (La ), (Xe ) .

Avem:

r ( a ) = X ( a )  ( x ^ X ^ o L j .
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Legea de grup este dată  de:

|  a"1 =  a 1 +  a '1 
[  a"2 =  a2 +  a!2 ea ' .

Avem:

x 1 o L a (a') = x 1 (aa1) =  a"1 =  x 1 (a) +  x 1 ( a ') , 

x 2 o L a (a') =  x2 (a) +  x2 (a') e1 ' ( a ) .

Rezultă:

x 1 o L a 
x 2 o L a

x 1 (a) • 1 +  x 1 , 
x 2 (a) • 1 +  x 2eI ^ “\

în continuare obținem:

X  (x 1 o L a ) =  X j,

X e (x2 o L a ) =  X e ( i 2 ex 1 ^  =  e ^ X 2 .

Avem deci:

Rezultă că un câmp X  E L  (R2 ) se scrie

- i A 
e ^ x 1

d
dx 2 ’

sau

X  - c'Ei,
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unde

Acum este evident că algebra Lie L este izomorfă cu L (R2) .

E, =
d

d x 1 ’

E , --= e -- 
dx2 ’
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§ 3. TEOREMELE LUI LIE.

în acest paragraf prezentăm cele trei teoreme clasice ale lui Lie. Pentru 
aceasta folosim [48], [49], [55].

Fie T  : G x M  M o acțiune la stânga a grupului Lie G (dim G = r) în 
varietatea analitică M  (dim M = n).

Fie f  : U G și h : V -^ M  parametrizări pentru G și M, unde U 
este mulțimea deschisă în Rr , V  este mulțime deschisă în Rn  și astfel încât 
e e W  =

Considerăm elemente a,a' E W  și x E D = h ( V ) , astfel încât aa' E W 
și T  (a, x) , T  (a', x) E D.

Știm că operația grupală

H : G x G G, c = /J, (a, b) = ab E G

este aplicație analitică. Aplicația ^ este reprezentată analitic prin relațiile

cl = fi1 (a1, ..., ar , b1, b r } , i € {1,..., r} ,

unde funcțiile /? sunt analitice.
Acțiunea

T  : G x M  —> M, y = T  (a,x) = ax

este reprezentată analitic prin relațiile:

(3.1) y ^ T ^ a 1, . . . , ^ 1, . . . , ^ ) ^  { l,...,n} .

Presupunem, în cele ce urmează, că avem dată o acțiune analitică a grupu
lui Lie G (dim (7 = r) în varietatea analitică M  (dimAf =  n). Păstrăm 
notațiile anterioare. Indicii i , j ,k ,m ,l ,h ,s  vor lua valori cuprinse între 1 și 
r, iar indicii A, 7 vor lua valori cuprinse între lși n.
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3.1. Teorema I (S. LIE). Există funcțiile ^  {y) & ^  (a ) , a s tf e l  î n c â t  d i n 
(3.1) avem

(3-2) da1 J

unde ^  verifică relațiile

(3-3)

iar UĴ  satisfac ecuațiile lui Maurer-Cartan

cu c(s constante reale (numite constantele de structură ale grupului). 
Demonstrație. Fie y = ax, z = by = bax = cx, unde am notat c = ba. 
în coordonate locale avem:

= T x ța,x)-,
= T^țb ,y) = 'T (c ,x ) - 
= pi (b, a ) .

Fixăm elementele x  6 M, c E G. Deoarece z = cx rezultă că avem și z fixat. 
Lăsăm să varieze elementele a,b,y, legate prin formulele:

z = by, c = ba.

Diferențiem relațiile

z^ = T { b ,y ) ,  c ^ p i f r a )

și ținând seama că am fixat z și c, deci dz1 = 0, dc1 = 0, obținem:
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(3-5)
A T I  d T 1 \

Și

(3.6) (6, a) dtf + (b, a) da? = 0.
v 7 dbl da^

Matricea ( )X ^  /l<7,A<n 

biană a aplicației

este nesingulară, deoarece ea este matricea iaco-

y -^ T (b ,y )  = by, 

care este un difeomorfism, având ca inversă aplicația

/  b ^y '.

Matricea
biană a aplicației

este nesingulară; deoarece ea este matricea iaco-

b —> y  (b,a) = ba

care este un difeomorfism, având ca inversă aplicația

b' b'a~x .

F i e ( S )  inversa matricei ( ^ )  , ș i f i e ( ^ )  inversa
/l<Ă,7 <n /l<A,7<n \ d b J l<i,l<r

matricei ^ J ^ . ^  • Dacă înmulțim relațiile (3.5) cu ^ ,  iar relațiile (3.6) 

cu | ^  și dacă sumăm, obținem:
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dT x dT^ i
= o;

d b , + i ^ - ^ M d a >  = °- 
da3

Introducem notațiile:

(3.7) dyx = F ^ b ^ d ^ -
(3.8) dtf = Gj

l (b,a)daj .

înlocuim (3.8) în (3.7) și obținem:

Deoarece c = ba, avem b = ca- 1 , deci

(3.9) dyx = F x (ca~ \y) G] (ca~\i

Alegem c =  a și notăm

(3.10) (* (s) =  f;Ă ( e , j ) ,» ; ( a )  =  C

Ținând seama de (3.10), din (3.9) obținem:

dyX = ^  (y)^} (a) daJ .

Avem deci

(3.11) ^  =  f.Ă W « ‘ W ,

adică tocmai (3.2).
Dacă derivăm în raport cu a1, din (3.11) rezultă:

.) da?.

) (e ,a ).

354

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



d 2 y x  ^ d y ^  . Ag j 
d a 1 da i dy^  d a 1 3 ’ d a 1

Ținând seama de (3.11), avem:

(3-12)

Deoarece avem

d 2 y x 

da 1 da i
+ f x 

d y G m  1 1 1

d u} 

d a 1

d 2 y x  d 2 y x

d a 1 d a i da i d a 1 '

din (3.12) obținem:

d £ x  x d u}
d y ^ m  1 3 d a 1

^t
d y ’

Adu] 
d a i '

sau:

(3.13) d y ^ 1 d y ^ m )  3 1 \ d a i d a 1 )

Considerăm acum acțiunea la stânga p  : G  x  G  —  ̂ G  d a tă  de legea de 
grup a lui G. Fie u \ . . . , u r  coordonatele locale în G  date de param etrizarea 
f .  Aplicând dem onstrația de mai sus, obținem

unde y^  (u) =  Țt̂  (G U ) Pi ( e ,u ) , (a se vedea notațiile introduse la (3.7) și 
2 i

(3-8))

uA (a) =  p l (e, a) p  (e, a ) , 
D
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și unde am folosit notațiile ^  =  ^  (derivarea făcându se după primele 
i

r  componente), și yh = ^ r  (derivarea făcându-se după ultimele T compo- 
2

nente).
Deoarece matricele ( M/ ) §i ( ^j ) sunt inversabile, rezultă că și (w) (a)) 

_ Vi /  V2 /
este inversabilă. Fie ui inversa lui ui.

înmulțim relațiile (3.13) cu i^w , §* sumând, obținem:

(3-14) d y ^ s d y ^ k \ ^
3wJ\ 
da1 /

~ 7  ~l^ s -

Notăm

(3.15) ?ks =
d ^ 
da1 dai J

Vom arăta că cks simt constante. Repetând raționamentul pentru acțiunea 
p,: G x G G, obținem

unde 77 (u) este inversa matricei u> (U) . Prin urmare, matricea (77̂  (w))1 < / l i< r 
este nesingulaă, deci 77̂  sunt liniar independente. Derivăm (3.16) în raport 
cu aJ .Membrul stâng din (3.16) nu depinde de a?, deci obținem:

Deoarece yĂ sunt liniar independente, din (3.17) obținem

* = 0
dai ’

adică cl
ks sunt constante. Acum relațiile (3.14) devin tocmai (3.3).
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D acă înmulțim (3.15) cu u k u ț  și sumăm, obținem:

du} 

da1

du} 

dai
= ci

adică tocmai ecuațiile lui Maurer-Cartan.

3.2. Teorema II (S. LIE). Dacă se introduc câmpurile ^  de vectori tan- 
genți la M , definite local prin

dyx '

f i formele P faff u l  pe G, definite local prin

u l =  u^da^,

atunci avem:

du z =  ~ ^ c z
k u 3 A u k .

2 3

Dem onstrație. Avem:

[ i.- ij = ^ f e ) ~ ^ ^  =  ^ ( ^ J " ^ ( ^ j  =

^ d y x dy^ ^ 3 dyx dyi d y i dyx  dy^dyx

P  dy^ dy^ 1 dyx  y i ^ k )  dyx

=  4 ^ -
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Diferențiind relațiile u/ = u^da?, obținem:

du*
k j  i 1

-—̂ -dak f\ da3 = - 
da k 2

dej- 
da k

M A
dej /

dak A da3

—j ^ k ^ j d ^  A  da:> =

- ■ U s ^ A u A

3.3. Teorema III (S. LIE). Constantele de structură ale grupului sunt 
antisimetrice

c}k = ~ c kr 

și satisfac relațiile pătratice ale lui Lie:

^ c k
s

h  + (fs k ch
s

j + c\h ci
s
k  =  0.

Demonstrație. Știm din teorema II că [ ^ ,^ ]  =  ^h^s- Paranteza Poisson 
fiind antisimetrică [ ^ ^ J  = - [ ( t , ^ ] ,  rezultă cjt ( s = - c s

k h ^ s . Deoarece 
^1 ) . . . ,^  sunt liniar independenți, obținem:

c hk — c kh-
Pentru stabilirea relațiilor pătratice ale lui Lie vom folosi identitatea lui 

Jacobi:

[[«„€,] . î j + [M J  ,«j + [IUÎJ .ej = o-
De aici rezultă:

^ | { , . «  + ^ M  +  4 [ € , î , ] = o , 
sau

& A  + c p d i  + cs
k iCsj) th  = O-

Deoarece ^ ,  ...,( r  simt liniar independenți, obținem relațiile pătratice ale lui 
Lie.
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C A P I T O L U L  VIII

CONEXIUNI LINIARE ȘI PSEUDOCONEXIUNI 
INVARIANTE PE UN GRUP LIE.

§ 1. CONEXIUNI LINIARE STÂNG 
INVARIANTE PE UN GRUP LIE. 

CONEXIUNILE CARTAN-SCHOUTEN.

1.1. DEFINIȚIE. Fie G un grup Lie și fie X  o conexiune liniară pe G. 
Spunem că V este conexiune stân g  invariantă pe G, dacă:

(1-1) ( l . ) . ( M  =  W > M . ( n 1 (V )^,V  e A-(G), a e  <7.

Observație. Analog se definesc conexiun ile  lin iare drept invariante. 
O con ex iu n e liniară pe grupul Lie G care este simultan stâng și drept 
invariantă se numește bi-invariantă.

1.2. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie și fie { E \,..., En } o bază în 
algebra Lie L (G ).

Considerăm o conexiune liniară V pe varietatea G. Următoarele afirmații 
sunt echivalente:

(i) V este conexiune stâng invariantă pe G,
(ii) X x Y  ț L { G ) , W X , Y  țL { G } ,
(iii) VE i^ -G L (G ) ,(V )z ,jG { l,.. . ,n } .
Demonstrație, (i) => (ii). Deoarece V este stâng invariantă, avem (1.1). 

în particular, pentru X ,Y  e L (G ) , din (1.1) obținem

( Q ( V x b )  = Vx r ,  ^ ) a E G ,

ceea ce ne arată că X x Y  G L (G ).
(ii) => (iii)- Deoarece X x Y  E L (G ), oricare ar fi X, V E L țG ), rezultă 

X E iEj E L (G ), oricare ar fi i, j  G {1,..., n} .
(iii) ^  (ii)- Fie ^> Y  E L (G ), deci X  = a'E^, Y  = UE^, unde a1, ..., an , 

b1, ..., bn sunt constante reale. Din X ^ E j  E L {G ), obținem 
a ^ X ^ E ,  E L (G ), adică X x Y  E L(G ).
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(ii) => (i). Vom folosi formulele:

(La ) A fX )  = ( f o L a- l ) (L a )^(X )

(La )t (X )( f ')  = X ( f ' o L a ) o L a-i,

unde f J ' e E ( G ) , X e X ( G ) , a e G .
Fie X, Y  e X  (G ). Avem X  = X ^ ,  Y  = Y 3Ej, unde

X \ . . . . X n , Y \ . . . , Y n  e E ( G ) .  Rezultă:

v (y .(x ) (La )t  (Y) = X(La).(x>Ei) (La \  (Y 3 Ej) =
=  ^ ( X ^ L  - ^ E i  ^ j  °  L a ~ l>) E j  =

= (X‘ O 4 - 0  (Y 3 O La-i) V E^  + (X* o La - i)E i (Y 3 O La - i)E j =
= (X^Y3 o L ^ V ^ E j  + (X* o La- ^  ((La ), (E^) (Y3 o La-.) Ej =
= (X 'Y 3 o La-i) V E iEj + (X { o L ^ )  (Ei (Y 3 o L ^ )  o L ^ )  Ej = 
= (X 'Y 3 o L ^ )  X E^  + (X* o L a->) (Ei (Y 3 ) o La^ )  Ej.

Pe de altă parte, avem:

( L J J V XF) = ( L ^ x ^ E ^
= (La ), (X 'Y 3V E .E} ) + (La )t  (X  (Y 3 ) Ej) =
= (X l Y 3 o La-i) V E^  + (X  (Y 3) o L a- ^  Ej =
= (X l Y j  o La- ^  X E ,Ej + (X* o L ^ )  (Ei (Y 3) o L a- .)  Ej.

Prin urmare, avem

V(L.).m  (£«). (V) =  (L J . (Vx y ) , M X , Y e X ( G ) ,  ( V ) a e c , 

adică V este o conexiune stâng invariantă pe grupul Lie G.

1.3. PROPOZIȚIE. Fie V o conexiune liniară pe un grup Lie G. Definim 
conexiunile liniare
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‘V, SX  :X { G )x  X țG ) -^ X{G)

prin:

l X x Y  = X Y X  + [X,Y], *V =  ^ ( V + ‘ V ), (Y )X ,Y  e X ( G ) .

( ‘V este transpusa conexiunii V, iar s V este conexiunea simetrică asociată 
lui V). Dacă V este stâng invariantă, atunci și conexiunile liniare l X și 
SV sunt stâng invariante.

(i) există și sunt unice conexiunile liniare:

X ,X ,X  ■. X[G ) x X  (G) - ^ X ( G ) ,

care pe L (G) sunt definite prin:

(1.2) V ^ E ^ O ,  ( V ) z je { l , . . . ,n } .

(1-2') V ^ E ^ f E ^ E , ] ,  (V ) M € { l , . . ,n } .
(1.2") X ^ E ^ ^ E ^ E f i ,  (V )M € { l,.. . ,n } .

. —  4“ o

(ii)c onexiumle liniare V, V, V sunt stâng invariante.

Demonstrație. Este evident că ‘V și SV sunt conexiuni liniare pe G. 
Deoarece V este stâng invariantă, avem (V) X ,Y  E: X  (G) :

‘V (L.).m  (La), ( r )  =  V (1 . M y ) (Lo ) .(X ) +  [(La ) .(X ) ,(L Q) .(y ) | =
=  (L .).(V y X  +  |X ,y ]) =  (L .) .( ‘Vx y ) ,

adică * V este stâng invariantă. Analog demonstrăm că conexiunea liniară 5 V 
este stâng invariantă.

1.4. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie, L (G) algebra sa Lie.
Considerăm o bază {Ei, ...,En } a spațiului vectorial L (G ). Atunci:
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(iii ) conexiunile liniare V ,V și V admit aceleași curbe autoparalele.
(iv) avem formulele:

T  (E„ E ^  = - T  ^  E ^  =  [E,, E^ , T  = O,

unde T ,T  și T  sunt respectiv câmpurile tensoriale de torsiune ale conexiu- 
-  +  O

nilor V ,V  și V.
Demonstrație.

i) Presupunem că V este o conexiune liniară pe G. Fie X  = X ’EZ, 
Y  = Y j Ej două câmpuri din X  (G ), deci X ',Y ^  G F  (G ), i , j  = l,...,n . 
Avem:

VX K =  ^ x ^ E ,  = X V ^ E j  + X  {Y ^  Ei 

și, folosind (1.2), obținem formula:

(1.3) X x Y  = X ( Y ] )E j z  (V )X ,Y  = Y lE l e X (G ).

Se verifică fără dificultate că aplicația

X  :X (G } x X ( G ) - * X ( G ) , 

definită prin formula (1.3), este o conexiune liniară pe G. 
Unicitatea lui V este evidentă.
Presupunem acum că V este o conexiune liniară pe G. Pentru orice câm

puri X  = X ^ i ,  Y  = Y 'E ' e X  (G ), avem:

^ x Y  = X x ^ y ] Ei = X ^ X ^ E ,  + X  (Y^) E} .

Ținând seama de (1.2'), obținem formula:

(1.4) X x Y  = X ^  [E„ E,] + X  ( r )  Ei.
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Se verifică fără dificultate că aplicația

V : * (G ) xX[G^) ^ X [ G ) ,

definită prin formula (1.4), este o conexiune liniară pe G. 

Unicitatea lui V este evidentă, 
o

Presupunem acum că V este o conexiune liniară pe G. Pentru orice câm
puri X  = X l E t , Y  = Y ^  e X ( G ) ,  avem:

X x Y  = X 1Y ] X E ,E3 + X  (Y j ) Er

Ținând seama de (1.2"), obținem formula:

(1.5) Vx r  = ^X 'Y ^  [Ei, E ^ + X  { Y ^  Ej.

Se verifică ușor că aplicația

V : *  (G) x X [ G )  ^ X ( G ) ,

definită prin formula (1.5), este o conexiune liniară pe G. 
O

Unicitatea lui V este evidentă.
ii) Deoarece Ei E L (G ), rezultă [Ei, Ej] € L (G) și deci

X E tE3 e L [ G ) , X E lEj e L (G ) ,  X E ,Ej E L(G ).

Folosind propoziția 1.2, obținem că conexiunile liniare V, V, și V sunt 
stâng invariante.

— +  o — +  O

iii) Fie SV, SX, SV conexiunile simetrice asociate lui V, V și V.
Pentru orice X  = X 'E i, Y  = Y'Ei G X  (G ), avem:

s X x Y =  sX x Y =  s X x Y  = l { X ( Y ^ E i + Y ( X i ) E l + [X ,Y]}.
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Folosind observația 1.27 ii) cap. I, rezultă că conexiunile liniare V, V, și V 
admit aceleași curbe autoparalele.

iv) Se folosesc formulele de la 1.24 (cap. I).

Observație, i) Conexiunile V, V, și V au fost considerate de E. Cartan și 
J. Schouten, de aceea sunt numite con exiu n ile  C artan-Schouten .

- 4 - o —  +  o

ii) Fie R, R și R  câmpurile tensoriale de curbură ale conexiunilor V, V, V. 
Atunci obținem:

R = 0 = R, R (E^ E ^  Ek = ^  [[E„ E} ] , E k ]

1.5. PROPOZIȚIE. Fie V și V două conexiuni liniare simetrice pe un 
grup Lie G.

Presupunem că V  și V  admit aceleași curbe autoparalele, adică există o 
1—formă u  € A1 (G ), astfel încât să avem formula Weyl:

(i.6) V X Y  = v x y  + u>(x)y + cu(y)x, (v) x , y  G A  (G ).

i) Dacă V  și a> sunt stâng invariante, atunci și V este stâng invariantă. 
ii) Dacă V  și V  sunt stâng invariante, atunci și u  este stâng invariantă. 
Demonstrație.
i) Se știe că 1—forma u> este stâng invariantă dacă o; (X) =const., 

(V) X G £  (G ). Fie { E i,..., En } o bază în algebra Lie L (G ). Deoarece V și 
a> sunt stâng invariante, avem:

(1-7) ^ E.EJ G L (G ), a> (Ef) = const., ( ^ ) i , j  G {l,...,n} .

Folosind relația (1.6), rezultă:

(1-8) ^EiEj = V E iEj + u>(Ei) Ej + u>(Ej) Ei.
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Din (1.7) și (1.8) obținem X ExEj G L (G ), adică conexiunea V este stâng 
invariantă.

ii) Deoarece V și V sunt conexiuni stâng invariante, avem:

(i-9) ( Q ( v % n  =  v x K  ( W v x y = V X Y, ^ ) X . Y E L(G).

Din (1.6) și (1.9) obținem:

(1.10) v x y  = X X Y  + ( ^ ) . ( ^ (X )Y  + u ( Y ) X ) , ^ X , Y E L (G ), (v) a e  G .

Din (1.10) și (1.6) rezultă, pentru orice a G G, relația:

(1.11) (La \  (ev (X) y  + ^  (y) X) = u; (X) y  + ^  (y) x ,  (v) x ,  y  G L  (G ).

Relația (1.11) ne arată că:

(i.i2) w ( x ) y +  w ( y ) x  G L (G), ( v ) x ,y G £ ( G ) .

în particular, pentru Y  = X, din (1.12) obținem

w (X )X e L (G ) , (V )X G L(G ),

ceea ce ne arată că u (X ) =const., (V) X G L{G ), adică 1—forma u> este 
stâng invariantă.

1.6. PROPOZIȚIE. Fiecărei conexiuni liniare stâng invariante pe un 
grup Lie G îi corespunde o unică aplicație ^ —biliniară 
L{G} x LțG ) —» L(G) și reciproc, fiecărei aplicații R —biliniare 
L(G ) x L (G) —> L (G) îi corespunde o unică conexiune liniară stâng 
invariantă pe grupul Lie G.
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Demonstrație. Fie V o conexiune liniară stâng invariantă pe G. Pentru 
orice X ,Y  G L (G ), câmpul vectorial

b (X ,Y ) = X x Y

este stâng invariant și este evident că aplicația

b : (X ,Y )  e L (G )  x L (G ) -^ b (X ,Y ) = X x Y  e L (G )

este R —biliniară.
Reciproc, Re b : L (G) x L (G) —> L (G) o aplicație R—biliniară și să 

arătăm că există o unică conexiune liniară stâng invariantă V pe G, cu

V x Y  = b (X ,Y ) , M X ,Y E L ( G ) .

Alegem o bază { E i,..., En } în L (G ) . Notăm

b(E l ,E j ) = b^Ek .

Presupunem că conexiunea liniară V există. Vom scrie

V £ i ^  =  b^Ek.

Să căutăm o formulă pentru V. Fie X  = X i E i ,Y  = Y l Ei e X  (G ), unde 
X 1, Y^ G E  (G ), i , j  G {1, ...,n} . Avem:

V xF  =  X X .E I Y^E} = X ^ V ^ E ,  + X  (Y^) Ej = X ' Y ^ E ,  + X  (Y ^  Ej.

Se constată cu ușurință că aplicația

X : X ( G )  x X ( G ) ^ X ( G ) 

definită prin
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V X Y  = X 'Y ] bl
k
} Ek + X  (Y ^  Ej, (V) X  = X ^ ,  Y  = Y l E, E X  (G)

i) Se procedează ca la propoziția 1.4 i).
Pentru X  = X 1Ei, Y  = Y l Ei E X  (G ), se obțin formulele următoare:

X  {Y ^ Ep 

X i Y j b(E i ,E j ) + X { Y ^ E j -, 
^ X t Y^b(E i ,E J ) + X ( Y ^ ) E j .

este o conexiune liniară pe varietatea G. Unicitatea lui V este evidentă. Prin 
urmare aplicației R-biliniare b îi corespunde o unică conexiune liniară stâng 
invariantă V pe grupul Lie G.

1.7. PROPOZIȚIE. Fie {E } ,...,E n } o bază în algebra Lie L (G) a unui 
grup Lie G, și fie

b :L țG )x L (G )-+ L (G }

o aplicație ^ —biliniară. Să se arate că:
i) există și sunt unice conexiunile liniare

V, V, V : *  (G) x X ț G ) ^  X  (G ), 

care pe L (G) sunt definite prin:

^ . ^  =  0, V ^ E ^ b ^ E f i ) ,  V E 'E ^ b ț E ^ E f i G

pentru orice indici i , j  E {l,...,n} .
ii) dacă aplicația 1RL—biliniară b este antisimetrică, atunci conexiunile — + o

liniare V, V, V admit aceleași curbe autoparalele. — + o
iii) conexiunile V, V și V sunt stâng invariante. 

+ 0
iv) curburile conexiunilor V și V sunt, în general, distincte.
Demonstrație.

367

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



-  + O -  +
ii) Fie SV, SV și SV conexiunile simetrice asociate respectiv lui V, V și

V. Pentru orice X = X ’E,, Y  = Y 1EZ € X  (G ), avem:

(i.i3)  s v x y  = |{ x ( y ^ ) F J + y ( x l ) E t +  [ x ,y ] } ;

(i.i4) 4 x y  = | { ( ^  + 6 y * ’y ^ + * M

(1.15) 4 x r  =  U i  (6‘ + 6^) X'Y>Ek + X  (Y ') E, + Y  (X ') E, + \X ,Y \

Folosind formulele (1.13), (1.14) și (1.15), obținem că dacă aplicația 
IR—biliniară b este antisimetrică, atunci

— +  o
5V =  s v  = s v

— +  o

ceea ce ne arată că conexiunile V, V și V admit aceleași curbe autoparalele.
iii) Se folosește propoziția 1.6.
iv) Avem:

R (E z ,E ^ E k

R (Ei, Ej) E k

^E,br
j k E r — X E jbr

lk E r -  ^7cr.ETE k = 

( ^  -  W jT -  ^ )  E„

2 (V^J*^ -  ^7E j^ ik ^ r  \  — ^ ^ E r ^ k  =

J {t'ikb’r -  W i ,  -  Z ^ k )  E„

unde cj
l
k  simt constantele de structură ale algebrei Lie L (G) relative la baza 

considerată. Dacă notăm

R (E i,E j)E k — R k -E s ,

R (E i,E j)E k = R kijE a,

atunci avem:
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+s

( 1 .1 6 ) ^  = b ^ - b ^ - c ^

Din (1.16) și (1.17) obținem iv).

1.8. OBSERVAȚIE, i) Fie X  E TeG. Știm că există un unic câmp 
X  E L (G ), astfel încât X  (e) = X. Deoarece X  (a) = (La )t ( X ) , (V) a 6 G, 
rezultă X  (a) ( f)  = (La )t (X) ( f ) , (V) /  e (G ) , adică

X ( f) (a )  = X ( f o L a ), ^ ) f E ^ { G ) ,  (V jaE G .

Fie 7 : R —>G o curbă analitică, astfel încât:

7(0) = e, 7(0) = X.

Din egalitatea:

rezultă pentru orice a E G, și orice f  € F  (G) :

X f J o L J  = (L«). (X) ( /)  = (LG o 7 ). ( ^  |,_0 )  ( /)  =

=  di 't=0 ^ L a  ° ^ ( Z))) =  | ^ ' ’ (a 7 (i))}  •

Am obținut deci egalitatea:

-^ (-f) (O = { ,  (V )aeG , ^ f E ^ G } .
) t=o

~ ii) Fie X, V 6 TeG ș i f ie X ,Y  E L (G ), cu X  (e) = X , Y  (e) =  Y. Atunci
X ,Y ] E L (G).
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Vectorul X, V (e) îl vom nota cu [X, V ]. Este clar că spațiul vectorial
TeG cu operația (X, Y) [X, V] este o algebră Lie reală.

1.9. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie. Există o corespondență bijectivă
între mulțimile:

{V : X (G) x X (G) —> X (G) | V este conexiune stâng invariantă pe G} ,
{6 : TeG x TeG TeG | b este R-biliniară} ,

dată de

b (X ,Y ) = ( ^ X ^ ț e ) ,  W X , Y e T eG.

Fie X  G TeG. Următoarele afirmații sunt echivalente:
(i) b (X ,X )  = 0,
(ii) curba autoparalelă t —> 7^ (t) este un homomorfism analitic al lui R 

în G, unde 7^ este curba X  — autoparalelă ce trece prin e și este tangentă 
vectorului X.

Demonstrație. Vom urma aceeași cale ca la demonstrația propoziției 1.6.
Dându-se o aplicație R —biliniară

b :T eG x  TeG TeG

definim V prin

(1.18) X ^ E ^ b ț E ^ E ^ ,  M z j e  { ! ,...,n ],

unde {E j,..., En } este o bază în Te G, iar Ei E L (G ), Ei (e) = Ei, 
(V)Î € { l,...,n} . Fie X ,Y  E Te G și fîe X  = X ^ ,  Y  = Y ^ ,  unde 
X 1, Y J 6 X  (G ). Dacă notăm b (Ei, Ej} = b^Ek, atunci obținem formula:

(1.19) X ^ Y  = X^Y^bl
k
] E k + X { Y l )E„  (V )X ,y e X (G ).

Se constată ușor că V, definită prin formula (1.19), este o conexiune liniară 
stâng invariantă pe G. Unicitatea lui V este evidentă.
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Reciproc, fiind dată o conexiune liniară stâng invariantă V pe G, definim 
aplicația

b :T eG x  TeG -^ TeG

prin formula

b (X ,Y ) = ( ^ ^  (e).

Este evident că b este 1-biliniară. ~
Fie X  e TeG și fie X G L (G ), cu X  (e) =  X. Local, știm că există 

traiectorii ale câmpului X , adică există £ > 0, și

r : [o ,e ] - G ,

cu

(1.20) F(0) =  e, f ( s )  =  X r ( s ) , (V)sG[0,e],

Prin inducție, definim F (t) pentru t > 0 prin formula

(1.21) T (i) =  T (ne) F (t — ne), dacă t € [ne, ne + e ], n G N.

Pentru t G [ne, ne + e] avem

(I-2 1 ') W , ° r (‘) =  r » i - « ( | ) ,

unde L( r (ne^-i (resp. L^n e) este translația stângă a grupului Lie G (resp. R) 
definită de elementul (F (ne))- 1  G G (resp. -n e  G R). Din (1.21') obținem

(1.21") r ( t )  = Lr ( n e ) o F o L _ n e (t).

Știm că curba analitică F verifică condițiile:

371

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



(1.22) f(0 ) = e, f  (s) = X r ( s ) , (V)sG[O,e]

Deoarece t G [ne,ne + e], rezultă t — nE E [0,e] și, folosind (1.22), obținem:

(1-23) r  (t ne) — uYr(t_nej.

Folosind propoziția 4.10 i), cap. I, avem:

(1-24) t —ne •

Ținând seama de relațiile (1.21"), (1.23) și (1-24), rezultă:

Deoarece X  G F (G ), avem:

r ( t )

Am obținut egalitatea

r  (t) = X r ( t ), (V) t E [ne, ne + e], n G N.

Prin urmare (1.20) este adevărată, pentru orice s > 0.
(i) => (ii). Deoarece 6(X, X) = 0, rezultă ^V^X^ (e) =  b (X ,X )  =  0. 

Deoarece V* X  G L (G ), egalitatea ^V^X^ (e) =  0 implică V ^X  =  0, adică
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câmpul X  este V — autoparalel. Prin urmare arcul de curbă F (t) (t > 0) este 
un arc de curbă V —autoparalelă.

Din unicitatea curbei V-autoparalele ce trece prin punctul e = T (0) și 
este tangentă vectorului X 6 TeG, rezultă

r ( t )  = 7 x ( 0 ,  W > o

(7X  este curba V -  autoparalelă ce trece prin punctul e = 7 (0) = 7X  (0) și 
este tangentă vectorului X  € TeG).

Se știe că pentru fiecare conexiune liniară V, avem 7X  (—i) =  7_x  ( t ) . 
Deoarece b (—X , —X) = 0, rezultă că 7X (t) este definită pentru orice t G R. 
Să arătăm că aplicația analitică

7x : ^  ~*G

este homomorfism de grupuri.
Fie s > 0 și fie curbele:

^ 7 x ( i  + s), ^ 7 x ( s ) 7 x W -

Ambele curbe trec prin punctul 7X (s ) . în acest punct curba t -4 7X  (t +  s) 
este tangentă vectorului 7X (s ) , iar curba t —> 7X  (s) 7X  (0  are ca vector 
tangent, vectorul (^7 x (s )), (X ). Folosind relația (1.20), avem:

( ^ w ) .  w  =  Ă x w  = i x  M  ■

Deoarece conexiunea V este stâng invariantă, curbele

7x (* + s) și t -» 7 x  (s) 7 x  (t)

sunt curbe V-autoparalele. Deoarece ambele curbe V-autoparalele trec 
prin punctul 7X  (s) și sunt tangente vectorului

7x (s ) = (-^7x0))* (^ )  =  A x W ’
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rezultă

1 j (l +  s) =  7 I W l I (‘ ) ,  M s > « ,  ( V ) ie R .

Ținând seama de egalitatea

7 -x  (t) =  7x (“ O >

obținem:

7 x (s  + 0  = 7 x (s )7 x W , (V )s,tG R .

Prin urmare curba autoparalelă t y x  (0 este subgrup cu un parametru.
(ii) => (i). Fie h : R —>G un subgrup cu un parametru al grupului Lie G, 

astfel încât

h (0) =  X.

Deoarece h (t + s) = h(t) h (s ) , obținem:

h (0) = e, h (s) =  Â\(s), (V) s G R.

In particular, dacă curba autoparalelă t —> 7^ (i) este subgrup cu un parametru, 
avem

V ^X  =  0

pe curba 7X  ( t ) . Rezultă:

b (X ,X ) = ( v * x )  (e) =  0.

COROLAR. Fie X  G TeG. Atunci există un unic subgrup cu un parametru 
h : R —*G, astfel încât h (0) =  X.
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Demonstrație. Fie V o conexiune liniară, pe G, pentru care b (X, X) = 0 și 
fie t —> y x  (t) curba V-autoparalelă ce trece prin e și este tangentă vectorului 
X. Atunci h = y x  este un subgfup cu un parametru al lui G, cu proprietățile 
cerute în corolar.

în adevăr, din propoziția anterioară, avem

7% ( S ) —  ^ 7 x (s )’

unde X e L (G ), X  (e) = X. Deoarece ^x  (0) = X7 x (0 ) = Xe =  X, avem 
îi (0) = X.

Din h(0) =  e, ^(0) =  X și b (X ,X )  =  0 obținem că t ^  h (t)  este o 
curbă V — autoparalelă. Deoarece există o unică curbă V —autoparalelă ce 
trece prin e și este tangentă vectorului X, obținem h = y x .

1.10. Vom prezenta în continuare un exercițiu rezolvat.
Exercițiu. Considerăm mulțimea G = R4 — {x3 =  — 1} §i aplicația 

p : G * G —+ G definită prin:

x"' = X1 + X/l + X1! '3

(i) Să se arate că G cu legea dată este un grup Lie.
(ii) Să se determine câmpurile vectoriale stâng invariante Ei, E2 , E3, E4 care în elementul neutru e al grupului G iau valorile ^  |e , ^  |e> ^3 |e» 

dx4

(iii) Să se afle constantele de structură relative la baza considerată.
(iv) Să se determine grupul de transformări cu un parametru al unui câmp 

oarecare X  € L(G ).
(v) Să se afle subgrupurile cu un parametru ale grupului Lie G.
(vi) Să se scrie aplicația exponențială pentru grupul Lie G.

—  +  o(vii) Se consideră pe G conexiunile liniare V, V, V definite prin relațiile 
— +  o

(1.2), (1.2') și (1.2"). Să se arate că V, V, V admit aceleași curbe 
autoparalele.

x"2 =  x2 + x'2 + 2X2X'3 + x2

| x"3 = X3 + x'3 + X3X/3

/  \  2I x"4 =  x4 + x'4 + 2X4X'3 +  x4
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(viii) Să se scrie ecuațiile parametrice ale curbelor autoparalele ale 
conexiunii V.

Rezolvare.
(i) Evident, R4 — {x3 =  —1} este o mulțime deschisă în varietatea R4 , deci 

R4 — {x3 =  — 1} este o varietate analitică de dimensiune patru. Se constată 
fără dificultate că p este o lege de grup în mulțimea punctelor lui G.

Elementul neutru al grupului G este e =  (0,0,0,0). Deoarece p este 
aplicație analitică, rezultă că G este un grup Lie de dimensiune patru.

(ii) Fie Ei ți G {1,2,3,4}) câmpurile de vectori stâng invarianți care 
verifică condiția E t (e) = ^? |e ■ Avem:

E .w  =  ( l . ) . ( ^  I . ) ,  i e  (1,2,3,4}.

De aici rezultă E? (a) = Ei (a) (x^) = (La)* ( ^  |e ) (x^), deci

(*') El (a) = — |e ^  o L a ) , i , j  G {1,2, 3,4} .

Pentru orice a' G G, avem xl o La (a') = x’ (aa'), i G {1,2,3,4} . Folosind 
(*), rezultă:

(x1 o L a) ța') = x 1 (aa') =  x1 (a) +  x 1 (a') +  x 1 (a) x3 (a ') ,
(x2 o L a) (a') = x2 (aa') = x2 (a) + x2 (a') +  2x2 (a) x3 (a') 4- x2 (a) (x3 (a'))2

(x3 o La) (a') = x3 (aa') = x3 (a) +  x3 (a') +  x3 (a) x3 (a') ,
(x4 oL„)(a') = x4 ( a a ')= x 4 (a) +  x4 (a ')+ 2 x 4 (a)x3 (a') + x4 (a)(x 3 (a'))2

De aici obținem

x 1 o L, 
x2 o L, 
x3 o L, 
x4 o L.

= x1 (a) • 1 4-x1 4-x1 (a)x 3 ,
= x2 (a) • 1 +  x2 +  2X2X3 +  x2 (a) (x3) 2 ,
=  x3 (a) • 1 +  x3 + x3 (a)x 3 ,
=  x4 ( a ) - l + x 4 +  2x4 (a)x3 + x4 (a)(x 3) 2

Folosind acum relațiile (*'), avem: E^ (a) =  ^  |e (x1 o La ) =  1. Analog 
găsim E^ (a) =  0, E 3 (a) = 0, E 4 (a) = 0. în continuare obținem:
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E\ (a) = O, El (a) =  1, E^ (a) = O, E 4 (a) =  O,
El (a) =  z 1 (a ) , El (a) =  2z2 (a ) , E 3 (a) = 1 +  z 3 (a ) , E 4 (a) = 2x4 (a ) ,
El (a) =  O, El (a) -  O, E 3 (a) = O, E 4 (a) =  1.

Prin urmare, câmpurile vectoriale stâng invariante căutate sunt.

E 1  â z 1 ’

E2 =
E3 =  + 2 x 2^  + (1 + z 3) + 2 z 4 ^ ,

dx 1 dx2 v ' dx3 dx4

(iii) Este evident că Ei, E2 , E3 , E4 formează o bază în algebra Lie a câm
purilor vectoriale stâng invariante pe grupul Lie G. Avem:

[ E ^ E ^ ^ E ^  [E2 ,E 3] =  2E2 , [E3 ,E 4] =  -2 E 4 ,

deci constantele de structură relative la baza {Ej, E 2 , E3 , E4 } sunt:

cr 1
1 3 —-   C 31 -—  1 r 2 -  - r 2 -  r 4 -  - r 4 -  2c 23 —  c 32 —  c 43 —  c 34 —

celelalte fiind zero.
(iv) Vrem să determinăm grupul de transformări cu un parametru al unui 

câmp oarecare X  = a'E^ + a2E 2 + a3E3 + a4E4 6 L (G ), unde 
a1, a2 , a3 , a4 € R. Ținând seama de relațiile de mai sus, câmpul X  se scrie:

X = G? + “’*’) A  + (“2 + 2 a V )  A  + »3 (1 +  x3) A  + (“" + 2 - V )  A -
v 7 dx 1 x ' dx2 v ' dx3 v ' dx4

Scriem ecuațiile diferențiale ale traiectoriilor câmpului X  :
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(**)

x 1 (t) =  a 1 +  ^ z 1 (t) 

x 2 (t) = a2 + 2a3x 2 (t) 

x 3 (t) =  a 3 (1 +  i 3 (t)) 

x 4 (t) =  a 4 +  2a3z 4 ( t ) .

Cazul a3 =  0. Din (**), obținem:

{
x 1 (t) =  aH + b1 
x 2 (t) = a2 t + b2 
x 3 (t) =  b3 
x 4 (t) =  a4 t + b4 ,

unde b1 , b2 , b3 , b4 sunt constante reale. Dacă notăm  ZQ =  x 1 (0), obținem
bz = XQ, i G {1,2,3,4} . Deci traiectoria centrată  în punctul po =  (^o> x 0’ ^0’ x o 
este curba param etrizată

a w  : R  G, a po (t) =  (a 4  +  i j ,  a2t +  Zg, ZQ, a4 t +  Zg) .

Variind punctul p 0 € G, obținem acțiunea a  : R  x G -> G, dată  prin

(* * *) a  (t,p ) = a p (t) =  (a 1  ̂+  z 1 , a 2 t +  z 2 , z 3 , a4 t +  z 4 ) , 

unde p =  (z 1 , z 2 , z 3 , z 4 ) € G.
Cazul a3 ^  0. Sistemul (**) se scrie

z 3 =  a 3 (z3 +  1)
z 4 =  2a3 ( x 4 4- .

De aici rezultă
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' x i (t) =  ^e'*3 -  £ 
x2 (f) =  b2e2t“3 -  ^ 
x3 (f) = b3eta3 — 1

, x ' ^ b W ’ -■ £ ,,

unde b1 , b2 , b3 , b4 e R. Dacă notăm XQ = x' (0), obținem:

^ = 4  + ^  ^ o ^ ’ 53 =  x o + b ^  = ^ + £ 3 -

Deci traiectoria centrată în punctul p0 = (XQ, XQ, XQ, XQ) este curba parametrizată 
apo : R —+ G, definită prin:

Variind punctul p0 € G, obținem acțiunea a  : R x G —> G, dată prin

unde p — (x1, x2 , x3 , x4 ) € G.
(v) Pentru p = e =  (0,0,0,0), din (* * *) și (* * *'), obținem următoarele
v j  Dacă 03 = 0, atunci subgrupul cu un parametru generat de câmpul 

X  este:

px  =  a e : R —> G, px  (t) = (ta1 ,ta 2 ,0 ,ta 4y) .

v2) Dacă a3 /  0, atunci subgrupul cu un parametru generat de câmpul 
X  este px  : R —> G,
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(vi) Știm că aplicația exponențială exp : L(G) ^  G este dată prin 
expX = px  (1), unde p.Y : R ^  G este subgrupul cu un parametru 
generat de câmpul X.

v i j  Dacă a3 =  0, atunci exp X =  (a ^ a 2^ , ^ ) .
vi2) Dacă a3 /  0, atunci obținem:

(vii) Se folosește propoziția 1.4. 
(viii) Avem:

A  = E^
=  E 2 ’ dx2

= - J — ( - x l E l - 2 x 2E 2 + E 3 - 2 x 4 E4) 
dx3 1 +
±  = Pdx4 4 ’

Notăm cu f ^  componentele conexiunii V, deci:

=  “ ^A Ă - *-
ax' OX 3  J  O X K

Avem:

r 1 — - r 2  — - r 4  — r 3  — -
1  31 -  32 -  2  1  34 -  1  33 -  i  +  x 3>

componentele nescrise fiind nule.
Ecuațiile diferențiale ale curbelor autoparalele ale conexiunii V simt:
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d2x } 1 dx1 dx3

dt2 1 + x3 dt dt
d2x 2 2 dx2 dx3

dt2 1 + x3 dt dt
d2x 3 1 / dx3 \?
dt2 \ + x3 \  dt /
d2x4 2 dx3 dx4

dt2 1 + x3 dt dt

Ecuațiile parametrice ale curbelor autoparalele situate în planul x3 = a3 
(= ct. 7̂  —1) sunt

{
x1 — a11 + a'1 
x 2 = a2t + a'2 
x3 = a3

x4 = a4t 4- a'4

unde

(a1) 2 + ( a 2) 2 + ( a 3) 2 + ( a 4) 2 > 0 .

Ecuația a treia a sistemului se poate scrie sub forma:

(
•3 \ x i

1 + x3 J 0

De aici rezultă:

.3
X

------ ;  = a (= c t.) .1 + x3 v '

Din a treia ecuație a sistemului rezultă:

x 3 =  e a t + b _ 1 )  a ^ b e R
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Vom presupune a ^  0. înlocuind valoarea lui a;3 în prima, a doua și a patra 
ecuație a sistemului, obținem:

, i  =  a i ^ ^ i 
x2 = a

2e*a t+ b }+b2 

x < = a V ( Q‘+b) + 64

unde a1 ,a 2 ,a4 ,b \b 2 ,b4 € R.

(i) => (ii). Deoarece V este bi-invariantă, avem

v ^ j . w  ( ^ k  (y) =  ( J U . ( v x y ) ,
v w . w (Lo) ,( y )  =  ( L j j V x y ) ,

pentru orice a G G, și orice X ,Y  G X  țG ). 
Pentru X ,Y  E L (G) și a G G, avem:

Făcând schimbarea de parametru s = at + b, ecuațiile parametrice ale 
curbelor autoparalele ale conexiunii V se scriu:

x 1 =  a^e3 + b1

x 2 = a2e2s + b2

x 3 - es — 1
x4 =  a4e2s + b4

1.11. PROPOZIȚIE. Fie V o conexiune liniară stâng invariantă pe 
grupul Lie G și fie b : L țG) x L (G) —* L (G) aplicația R-bilimară dată de 
b (X ,Y ) = V xY , ( \F )X ,Y e L (G fi

Următoarele afirmații sunt echivalente:
(i) conexiunea V este bi-invariantă;
(ii) aplicația b este Ad G—invariantă, adică satisface relația

(A d a )țb (X ,Y ))^b ((A d a )(X ),(A d a )(Y )) , ț ^ a ^ G ,  ^ ) X , Y e L { G f i

Demonstrație.
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b((Ada) (X ),(A da)(Y )) = ^(Ada)(x) (Ada) (Y) —
=  V (R a _ i ) t o(La ) .(X ) ( ^ a - 1 )* 0  ( ^ “ )* ^  =

= v ( C ) ' w ^ “" ^ ( y )  =  t ^ *  ( V x K )  =

= (Eo-> o L j  (Vx y ) =  (Ada) (V X Y) =

= (A da)(b(X ,Y )).

(ii) => (i). Fie {Ei, ...,E n } o bază în L (G ). Pentru X = E l și V = E} , 
din (ii) obținem

b ((Ada) (E ^ , (Ada) (Ej)) = (Ada) (b (E,, Ej)) , 

sau

V ^ MEO (E J .  (Ej) = (E J . (V E^ )  , (V) a € G.

Pentru X ,Y  G X  (G ), avem X  = X 'E t , Y  = Y^Ej. unde X ^ - . X ”, 
y 1, . . . , / "  € 5 (G ). Utilizând formula

(H J . ( fX )  = ( f  o Eo - J  (E J .  ( X ) , (V) /  G E (G ) ,

obținem

Vm,).!*) (R J . m  =  V („ .U x.R ) (R .). {Y^E,) =
=  ^ ( X ' o R ^ ^ R . J / E i )  ( ^  0  E a-\) (Ea)* (Ej) =

= ( X ^  O R ^ ) ^ ^ ^  (Ra )t (Ej) +

+ (X* o Ea - J  { (E J . (EJ (Y> o Eo - J}  (E J .  (E J =

= (X 'Y i  o E a - J  (E J .  (V K <EJ  +  (X' o Ea - J  { ^  (V j o R ^ }  (RJ* (Ej) =

= (X 'Y ’ o E a - J  (E J . (V F .EJ + {X (U j o Ea - J  (E J .  (E J  ,

unde am utilizat formula (Ra )t  (X) (f) = X  ( f  o R a ) o E a -i.
Pe de altă parte, pentru orice a G G și orice X ,Y  E X  (G ), avem:
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W . ^ x Y )  = (R a ').^x -B .Y j Ej ) = (R .) .{ X , Y ^ E ,E J + X ( Y ’)E i } = 
= (X ‘Y ‘ o S . . , )  ((R .). ( y E iEs »  +  {X (V’) o K -  } (R J . (Ej

Acum este ușor de văzut că avem

V (flo). (x ) ( U ( n  = ( U ( V x n >  M a e G ,  W X , Y e X ( G ) , 

adică conexiunea V este drept invariantă. în concluzie, V este o conexiune 
bi-invariantă.
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§ 2. ALGEBRE DE DEFORMARE ASOCIATE 
UNUI GRUP LIE.

în acest paragraf vom nota cu G un grup Lie de dimensiune n și cu L (G) 
algebra Lie a lui G. Fie {Fb ...,En } o bază fixată în spațiul vectorial L (G ).

2.1. Am văzut în paragraful precedent că există și sunt unice conexiunile 
liniare stâng invariante V, V și V pe G, care pe L (G) sunt definite prin

V E^  =  0, V E.E, = [Et , E fi , V E iEj =  h ^ ,  Efi

oricare ar fi indicii i , j  G {1, ...,n} .
- - o + + o

PROPOZIȚIE. Considerăm câmpurile tensoriale A = V —V ,A  = V —V,
A — X  — X  E Tf (G ). Atunci:

(i) toate elementele algebrei de deformare U ^G, A^ simt câmpuri 2—nilpotente;

G, A ] sunt câmpuri 2—nilpotente;
(iii) toate elementele algebrei de deformare IA (G, A) sunt câmpuri 2—nilpotente;
(iv) Următoarele afirmații sunt echivalente:

(a) Algebra U ^G, A^ este asociativă;

\
G, A I este asociativă;

(c) Algebra IA (G, A) este asociativă;
O

(d) Curbura conexiunii V este nulă.
Demosntrație. Pentru orice X = X l E l f Y  = Y 'E i G X  [G], avem:

(2.1) A  (x , y )  = x ’y> [Et , Efi =  2A (x , y )  = -2Ă  (x , y ) .

De aici obținem
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A (X, X ) = A (X. X ) = A (X, X ) =  0, (V) X G A (G ), 

adică tocmai (i), (ii) și (iii).
(iv) Fie R e T ^  (G) câmpul tensorial de curbură al conexiunii V. Avem:

R (E i,E j)E k  = X E ,X E ]E k -  X E jX E iE k ~ X\E „E3]Ek =

= ^ E i l E j ,E k \ - - X E j [Ei ,E k ] - X ChE hEk =

= ^  [E,, E h] -  J c i  [Ei, Ek \ -  ^ C ^ E .  =

= 1 ( C ^  -  C ^ C ^  -  I C ^ C ^  E„

Folosind relațiile pătratice ale lui Lie:

+ c ^  + c ^  = o, 

obținem formula:

(2.2) R l E . ^ E ^ X c ^ E . .

(a) o  (b) o  (c). Se folosesc egalitățile (2.1).
(c) o  (d). Algebra U (G,A) este asociativă dacă și numai dacă oricare 

ar fi i , j ,  k E {1,..., n} , avem:

A (E iy A (Ej, E k ^  = A (A  (E ^ E j) , E J  , 

sau

(2.3) [Ei ,[E j ,E k ]] = ([Ei,Ej ] ,E k ].

Ținând seama de identitatea lui Jacobi, din (2.3) rezultă că
[[Ei,Ek \,E j] =  0, sau Cfk C^ = 0. Aceste egalități, împreună cu (2.2), ne 

o o
arată că avem R (E,, Ej) E k =  0, oricare ar fii, j ,k  E {1,..., n} , adică R = 0.
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o + + O
Corolar. Considerăm câmpurile tensoriale A =  V — V, A =  V — V, 

4  =  V — V E T? (G ) , unde V, V și V sunt conexiunile Cartan-Schouten 
considerate în propoziția anterioară. Următoarele afirmații sunt echivalente:

(i) algebra Li (G, A) este asociativă;

(ii) curbura mixtă p asociată perechii I V, V 1 este nulă;

(iii) curbura de deformare K  asociată perechii I V, V ] este nulă;

(iv) algebra Li [ G ,A \  este asociativă;

(v) curbura mixtă p asociată perechii I V, V ] este nulă:

(vi) curbura de deformare K  asociată perechii I V, V ) este nulă;

(vii) algebra Li yG, Â J  este asociativă;

(viii) curbura mixta p asociată perechii ( V, V ) este nulă;
+ o

(ix) curbura de deformare K  asociată perechii ^V, V J este nulă. 

Demonstrație. Folosind (2.1), rezultă:

A (Ei, Ej) =  24 (E , E ^  =  —24 (Ei, E,) = [E, Ej] .

De aici obținem:

(2.1') K (E i,E j)E k = 4E (E „ E j )E k = 2K (E i ,E j )E k = 
=  ^ [ F . , ^ ] , ^ ] .

(i) O  (iii) o  (iv) «■ (vi) o  (vii) o  (ix). Se folosesc relațiile (2.1') și 
propoziția anterioară.

(O ^  (ii) ^  (v ) ^  (viii). Prin calcul direct găsim

p (Ei, E ^  E k = ^ [Ek , [E, Ej]] și p = 2p = 2p = 2R,
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unde R este câmpul tensorial de curbură al conexiunii V. Utilizând ultimele 
relații și propoziția 2.1, obținem rezultatul căutat.

2.2. Am văzut în paragraful precedent că dacă

b :L (G )x  L{G) -> L(G )

este o aplicație R-biliniară, atunci există și sunt unice conexiunile liniare 
stâng invariante V, V și V pe G, care pe L (G) sunt definite prin

V E E ^ O ,  V E ' E ^ b ț E ^ ,  ^ E iE j  = h { E i ,E j ),

pentru orice indici i , j  G {1

PROPOZIȚIE. Menținem notațiile de mai sus.
-  -  o +  Ț  o -Ț —

(i) Dacă notăm A =  V — V, A =  V — V, A = V — V, atunci următoarele 
afirmații sunt echivalente:

(ii) algebra A  tG , A } este comutativă și asociativă;

(i2) algebra IA yG, A j  este comutativă și asociativă;
(ia) algebra IA (G,A) este comutativă și asociativă;

+  o  4- o(i4 ) b este simetrică și R  = 2R, unde R (resp. R) este câmpul + o
tensorial de curbură al conexiunii V (resp. VȚ

(ii) Dacă notăm b(Ei,Ej) = b^E^, atunci următoarele afirmații sunt 
echivalente:

(iii) G I G, A 1 este o algebră Lie;

(ii2) A  ^G, A j  este o algebră Lie;
(iia) IA (G, A) este o algebră Lie;
^ V  ^  +  $  =  0 Si ^ 6 - ,  + bl,b‘, + ^  = 0.

(iii) Următoarele afirmații sunt echivalente:

(iiii) toate elementele algebrei A  l G, A \ sunt câmpuri speciale;
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(iiis) toate elementele algebrei IA A j  sunt câmpuri speciale;

(iiia) toate elementele algebrei LI (G, A) sunt câmpuri speciale;
(iii4) b = 0;

(iii5) V = V;
(iii6 ) V = V;

(iii7 ) V =  V.
Demonstrație. 

— +
(ii) (i2) o  (ia). Se folosesc egalitățile A = —2/1 =  2/1.
(ii) o  (i4 ). Dacă algebra U (G,4) este simultan comutativă și asociativă, 

atunci trebuie să avem:

(2.4) ^  = bk
j t , b ^  -  b̂ k bh

Tj =  0.

Ținând seama de (1.16), (1.17) si (2.4), rezultă că algebra 7/ ^G, 4 ^  este 

simultan comutativă și asociativă dacă și numai dacă b este simetrică și 
+ O
R  = 2R.

(ii) Pentru orice X ,Y  € L {G), avem formulele:

24 (x , y ) = - 2 4  (x , y ) =  - b ^ x ^ E k  =  - 4  (x , y ).

(iii) «■ (ii2) ^  (iii), (ii4) *> (iii)- Evident.
(iii) <=> (iii)- Deoarece algebra Li ^G ,A ^  este anticomutativă, rezultă 

^ i  bji =  0- Identitatea lui Jacobi

4  ( x ,  4  (y, Z )) + 4  ^y, 4  (Z, X ))  + 4  ( z ,  4  (X, y )^  = o 

ne conduce la br
j k bfr  + br

k ibs
j r  + b ^  =  0.

(iii) Se folosesc relațiile 4  = 24 =  —24.

2.3. Menținem notațiile de la 2.2.
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PROPOZIȚIE. Fie X  E X  (G ). Următoarele afirmații sunt echivalente:
(i) X  este câmp principal în algebra LI ^G, A ^ ;

\
G, A \  ■,

(iii) X  este câmp principal în algebra LI (G, A ) .

Demonstrație. Se folosesc egalitățile A = —2A = 2.4 și definiția 1.32.2 
din capitolul I.

2.4. Menținem notațiile de la 2.1.
PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie conex. Următoarele afirmații sunt 

echivalente:
(i) Grupul G este abelian;
(ii) Reprezentarea adjunctă a lui G este trivială;
(iii) Algebra LI ^G, A ^  este abeliană;

\
G, A \ este abeliană;

(v) Algebra U (G, A) este abeliană;
(vi) Algebra L (G) este abeliană;
(vii) Reprezentarea adjunctă a lui L (G) este trivială;
(viii) Câmpurile stâng și drept invariante coincid;
(ix) Toate elementele 7  (G) -modulului T^ (G) sunt derivări în algebra 

G (G ,A);
(x) Toate elementele J- (G) —modulului T^ (G) sunt derivări în algebra 

U ( G , A^ ;

(xi) Toate elementele LF (G) —modulului 7^ (G) sunt derivări în algebra 
U ( G, i j .

Demonstrație. Se folosesc rezultatele din § 2 (cap. VI) și 1.35 (cap. I).
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§ 3. CONEXIUNI LINIARE INVARIANTE 
PE SPAȚII REDUCTIVE.

Fie G un grup Lie și H  un subgrup închis al său. Notăm cu L (G} și 
L (H} algebrele lor Lie.

3.1. DEFINIȚIE. Spațiul omogen G /H  se numește reductiv dacă există 
un subspațiu M  G L (G) astfel încât să avem:

i) L(G} = M ® L(H }-,
ii) (Adh}(M} C M, (V}hE H.

3.2. OBSERVAȚIE, i) în continuare presupunem că H  este normal, 
adică aH = Ha, (V) a E G. Atunci G /H  admite o unică structură de grup 
Lie, astfel încât proiecția canonică

7T : G —> G/H, a a = aH

este homomorfism de grupuri Lie. Putem identifica M  cu L (G/H} ~  7? (G /H }. 
ii) Fie Ta : G /H  G/H, Ta (bH} = abH.
Avem egalitatea Ta o ir = n o L a . Ta este analitică, (V) a E G. Deoarece

(Ta } = Ta-i rezultă că Ta este difeomorfism analitic.
Pentru orice a E G, considerăm aplicația:

Da : G /H  G/H, Da (bH} = bHa = baH.

3-3. PROPOZIȚIE. Fie H un subgrup închis și normal al grupului Lie 
G. Atunci:

i) următoarea diagramă este comutativă

G /H ----------- -----------.  G /H

ii) Da este homeomorfism;
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iii) Da este difeomorfism.
Demonstrație.
i) Da oTr (b) = Da (bH) = baH = % {ba) = v o R a {b). Avem deci

TT O Ra = Da o 7T, (V) a E G.

Da o Da^  (bH) = Da (ba^H ) = (ba^) aH = bH, 
Da-i o Da (bH) = Da -i (baH) = (ba) a ^ H  = bH.

Rezultă
Da-i o Da = Da o Da-i = Id G /H , deci aplicațiile Da și Da-i simt inverse 

una alteia și avem (Da)-1 = Da-i. Rezultă că Da este aplicație bijectivă. 
Deoarece ÎT este continuă și deschisă, iar R a este difeomerfism analitic, rezultă 
că Da este aplicație continuă și deschisă, deci Da este homeomorfism.

iii) Deoarece 7voRa este analitică, iar 7r este submersie analitică surjectivă, 
egalitatea Da o TT = ir o R a ne arată că Da este analitică, (V) a G G și deci Da 
este difeomorfism analitic.

3.4. OBSERVAȚIE, i) Deoarece G /H  este grup Lie, există un izomorfism 
liniar între Te (G/H) și L (G /H ), unde e = 7r(e).

Deoarece aplicația 7r,e : TeG —> Tg(G/H) este surjectivă, rezultă că pen
tru orice vector X  e T^ (G /H ), există X  G TeG, astfel încât X  =  7r, e (X ) . 
Ținând seama de izomorfismele L(G) ~  TeG și L (G /H ) ~  Te (G /H ), 
rezultă că există X* G L(G) și X* G L (G /H ), astfel încât X* = X și 
X~ =  X. Avem deci X~ = 7r* e (X*).

ii) Din egalitățile Ta o TT = TT o La și Da oyr = ir o Ra obținem

(Ta )t  ? O7T̂ e = 7T» a O (£,<,)„ e Și
(Da )t<-O7Tt>e = 7rtia  O (Ra )t  e .

iii) Fie h E H și X* G L (G /H ). Atunci, folosind ultimele două egalități, 
obținem:
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(O*-.). ( n ) ^  (x:) (D * -.) .(A ).o > r„ (X ;) =

( D ^ ) .  o 7T* e O (Lh )t e  (X*) = 
x t o (R h - .) t o (L h ) ^ ( X : )  = 
%* O (Adh) (X*) = (Adh) ( x ^  ,

unde

(Adh) ( x ^  = 7T*,e O (Adh) (X *) , (V) h € H.

Am obținut următoarea egalitate:

(Adh) ( X ^  = (D ^ ) ^  o (Th \  ( X ^  , (V) h G H.

iv) Aplicația T  : G x (G/ H) —+ G/H, T  (a,bH) = Ta (bH) = abH este o 
acțiune la stânga a grupului Lie G în varietatea G/H. Rezultă că aplicația

T  H x (G/H) ^  G/H,
T(h,bH ) = Th (bH) = hbH = hHb = Hb = bH

este o acțiune la stânga a grupului Lie H  în varietatea G/H.
v) Aplicația D : (G/H) x H —+ G/  H, D (bH,h) = bhH este o acțiune la 

dreapta a grupului Lie H în varietatea G/H.

3.5. DEFINIȚIE. Fie V  : X  (G/H) x X  (G/H) X  (G/H) o conexiune 
liniară pe G/H.

3.5.1. Spunem că V este invariantă pe G /H  (față de difeomorfismul 
Th )  dacă:

(Th ) . ( V x Y) = VțT M X , ( n ) , ( Y ) ,  M h t H ,  (V )X ,Y  e X ( G /H ) .

3.5.2. Spunem că V este invariantă pe G /H  (față de difeomorfismul 
Dh) dacă: -
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(O*). (VxV) = 7(0,.,. w  (D l). (Y ), (V )h e H , ( V ) X .Y e X ( G /H ) .

3.5.3. Spunem că V este b i-invariantă pe G /H  dacă este invariantă 
atât față de Dh , (V) h e H, cât și față de Th, (V) h E H.

3.6. PROPOZIȚIE. Fie G /H  un spațiu reductiv. Există o bijecție 
între mulțimea conexiunilor bi-invariante pe G /H  și mulțimea aplicațiilor 
R —biliniare

a : M  x M  ^  M, M = L {G/H) 

ce satisfac condiția:

{Adh) ța țX, E)) =  a  țțAdh) (X ), țAdh) (V )), (V) /i G H.

(ultima egalitate ne spune că a este AdH — invariantă).
Demonstrație. Fie V o conexiune bi-invariantă pe G/H. Definim aplicația 

a : M  x M —» M  prin:

^ X ’Y ^ > W  ^ , y ^ ^  = L (G/H) ~  Ts  (G /H ).

Să arătăm că a  este A d H - invariantă. Fie h e H. Avem
( A d h ) ^ a ^ X \ Y ^  = țA d h )[y^ .Y * Y e = țDh - l ) ^ ț T h ) , ( y ^ Y * Y  =

= ^ h ~’)* ^ ( T h),(x') (y^* ^Y * ^ s  =

=  ( y  (Adh)țx-) (^dh) ^ ^ j . =

= a ^ A d ^ ^ X ^ ț A d h ^ Y ^ , 

adică a  este AdH—invariantă.
Considerăm acum o aplicație a  : M x M  -> AȚ R-biliniară, AdH-invariai 

Vom arăta că aplicației a  i se poate asocia, prin relația

a ( x * , y * )  =  V r . y ,  (V )X * ,Y * eM ,
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o conexiune liniară V bi-invariantă pe G/H.
Considerăm o bază ^E ț,...,E *^  în L (G /H ), unde p = dimG — dimH. 

Definim

X^-E* = a ( E ^E * ^  , i , j  E p} •

Fie X \Y *  E L (G /H } . Avem X* = X ' 1 E* și Y* = Y*3E ^  unde 
X ' \ Y *3 E ^ { G /H ) . Avem: V ^ F *  = X * Y * 3^ ^  + X* ( p J ) E*. 

Deoarece V ^ E *  E M  = L{G /H ) rezultă că V este stâng invariantă, adică 
invariantă față de difeomorfismul Th, (V) h E H.S& arătăm în continuare că V 
este drept invariantă, adică invariantă față de difeomorfismul Dh, (V) h E H. 
Fie h E H. Avem:

(Dh- . \ ( v ^ . ^ )  = ( D , - ^  ( X ' ^ V ^  + X* ( ^ )  E*) = 

= (X*'Y*3 O Dh) o [Dh^ \  o (Th \  ( V E-E?) +

= ^ ^  ° ^  ^ ^ ^  { D h ^ '  ^  + 
+ ( x * ( Y ^ o D h y D h -E)t ( E ] y  ■

Pe de altă parte, avem:

V ( * ’ ’ o D h ) ( £ > „ - ! ).(E;) ( Y * ° E*) (D h~')t (E ^ j -

= ( x - 'o D h )  ( Y *3 o Dh )  ^ ^  (Dh - ^  (E j)  +

+ ( / • '  o D A  (Dh -i), ( E ;}  ( Y *3 O D ^  (Dh - 1)t  ( E ;}  =

= ( x ^ 3 o Dh )  ^ h_ ^  ^ ) t  ( E ; )  - ^
+ (%*' O Dh \  ( E * ( Y *3} O D ^  (Dh _i)t  ( E *) =

=  ^ *  ^  ° ~ h '  v ( p ' > - i ) . ( ^ )  ( D h ~ i y > *  H +

+ (%* ( p J )  o Dh } ( D ^ ) ^  ^  .
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Am obținut egalitatea

(V)/> e  H, ^ )X - ,Y -  <E L{G/H),

ceea ce ne arată că V este invariantă și față de difeomorfismul Dh, (V) h E H.
Prin urmare, V este bi-invariantă.

3.7. PROPOZIȚIE. Fie V o conexiune liniară bi-invariantă pe spațiul 
omogen reductiv G/H, și fie a : M x M  —> M  aplicația R— biliniară asociată 
lui V. Atunci expresiile tensorului de torsiune și de curbură în punctul 
e = 7F (e) sunt date de

T (X ,Y ) = a ( X ,Y ) - a ( Y ,X ) - [ X ,Y ] u -, 
R (X ,Y )Z  = a (X ,a (Y ,Z ) ) -a (Y ,a (X ,Z ))~

-a(.[X ,Y]M ,Z ')- \[X ,Y ] L m ,Z

unde indicele M  marchează componenta în descompunerea
L{G) = M ® L ( H ) , iar X ,Y ,Z  E M.

Demonstrație. Se folosesc formulele de definire ale tensorilor de torsiune 
și de curbură, precum și formulele:

\X ,Y ] = (^ .r]M + |x , r k w ,
a (X ,Y )  =

3-8- OBSERVAȚIE. Fie G /H  un spațiu omogen reductiv, deci

LțG ) = M ® L {H } , țA d h ) țM )c M , (V )hE H .

Considerăm o conexiune liniară bi-invariantă V  pe G /H  și fie
oi . M  x M  M  aplicația R—biliniară asociată lui V. Atunci imaginile 
subgrupurilor cu un parametru

Px : R —>G, X  E M
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prin proiecția canonică TT : G —> G /H  sunt curbe autoparalele dacă și numai 
dacă a  satisface condiția:

(3.1) a (X ,X ) = 0,(V)X G M.

în adevăr, (3.1) are loc dacă și numai dacă câmpul X  G L(G} ce generează 
subgrupul cu un parametru px  : R —>G satisface egalitatea V x X  =  0.

3.9. PROPOZIȚIE. Pe un spațiu reductiv G /H  există o unică conexi
une liniară simetrică V pentru care imaginile prin ^  -. G G /H  ale sub- 
grupurilor cu un parametru ale lui G sunt curbe V —autoparalele. Aplicația 
^.— biliniară asociată lui V este dată de:

(3.2) Q ( x ,y )  =  b x , r ) „ .

Demonstrație. Este evident că din a (X, X) =  0, rezultă

(3.3) o (X ,y )  + o (y ,X ) =  0,

deci a  este antisimetrică. Condiția T =  0 se scrie:

(3.4) a ( X ,Y ) - a ( Y ,X )  = [X,Y]M .

Din (3.3) și (3.4) se obține (3.2).
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§ 4. PSEUDOCONEXIUNI INVARIANTE 
PE GRUPURI LIE.

4.1. DEFINIȚIE. Fie G un grup Lie și A E 7* (G}. Câmpul tensorial 
A se numește stâng invariant dacă:

{ ^ X E X{G}, M a e G .

4.2. DEFINIȚIE. Fie G un grup Lie, A 6 7^ (G) și DA  o pseudo- 
conexiune pe G. DA se numește stâng invariantă dacă:

i) A este câmp tensorial stâng invariant;
ii) pentru orice a E G și orice X ,Y  E X  (G ), avem:

(4.1) ( £ J .  (D *Y) = D ^ , . m  (£a ). ( Y ) .

Observație. Analog se definesc pseudoconexiunile drept invariante. 
O conexiune pseudoconexiune pe grupul Lie G, care este simultan stâng și 
drept invariantă se numește bi-invariantă.

4.3. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie cu n dimensiuni și fie { E i , E n } 
o bază în algebra Lie L (G) a grupului G. Fie DA o pseudoconexiune pe G. 
Dacă câmpul tensorial A E 7* (G) este stâng invariant, atunci următoarele 
afirmații sunt echivalente:

(i) Pseudoconexiunea DA este stâng invariantă;
( i i ) D ) ! y e £ ( G ) ,( V ) X ,y e £ ( G ) ;
(iii)D âE J e £ ( G ) , ( V ) ț , J G { l .....n }.
Demonstrație, (i) => (ii). Deoarece pseudoconexiunea D A este stâng 

invariantă, avem (4.1).
în particular, pentru X ,Y  E L(G) din (4.1), obținem:

<M.(DA
X Y)=  D ^ ,_ m  (£ .) . ( Y ) , (V) o G G.

(ii) => (iii). Deoarece DX Y  e L (G ) , oricare ar fi X, V G £  (G ), rezultă 
£ > â ^ e £ ( G ) , ( V ) i J e { l , . . . , n } .
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(iii) => (ii). Fie X, Y G L (G ), deci X  = al E t , Y  = V E ^  unde a 1,..., a", 
b1, ...,bn sunt constante reale. Din X  E tEj G L (G ) , obținem 
a*VVE iEj E L (G ), adică VX Y G L (G ).

(ii) => (i). Trebuie să arătăm că:

( M .  W Y )  = D ^ m  ( M .  (Y) , M X . Y e X  (A /).

Fie X ,Y G X  (M) două câmpuri arbitrare. Avem X  = X l Ei, Y  = Y j Ej, 
unde X \Y >  £ E  (G ), (V )i,j G { l,- .,n } .

Pentru orice a e G, avem:

(W. (D $Y) (La ). (D*.B Y ‘E,) = (L .). ( X ' D ^ E , )  =
(L .). (X 'Y ’ D ^E ,) + (L.)_ (X 'A  (E,) (Y ’ ) E,) =
(X<Y^ o L .-,) ((L J . (D ^ E ^ )  + (X-A (E,) (Y*) o L .- .)  E, =
(X ‘Y ‘ o L„-,) D ^ E , + (X ‘A(Et) (Y ’) o L .-.)  Et .

Pe de altă parte, avem:

^(L a),(X) (Lah (^ )  — D(La).(x i E i) ^o)*  ( ^ ^ j )  —

= D tx>oLa^ E . ( Y 3 ^ ^ ^

= (X i o L a- i )D ^ i (Y j  o L ^ E ^
= ( X ^  o L ^ )  D ^E j  + (V A  (Ei) (Y>) o La- ^  E^

Acum este ușor de văzut că am obținut (i).

4.4. OBSERVAȚIE. 4.4.1. Pseudoconexiunile invariante pe un spațiu 
omogen reductiv au fost studiate de R. A. Marinosci.

4.4.2. Rezultate noi privind pseudoconexiunile invariante pe grupuri Lie 
au fost obținute de V. Obădeanu [49].
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C A P I T O L U L  IX

METRICI PSEUDO-RIEMANNIENE 
INVARIANTE PE UN GRUP LIE

§ 1. METRICI PSEUDO-RIEMANNIENE 
STÂNG INVARIANTE ȘI BI-INVARIANTE

PE UN GRUP LIE.

1.1. DEFINIȚIE. Fie G un grup Lie de dimensiune n și g o metrică 
pseudo-riemanniană pe G.

Spunem că g este metrică stâng invariantă dacă oricare ar fi 
X ,Y  E L (G) funcția

g ț X . Y y . G - K  a ^ g { X ,Y ) ( a )

este constantă.
Observație. Analog se definesc metricile drept invariante.

1.2. DEFINIȚIE. O metrică pseudo-riemanniană pe grupul Lie G se 
numește bi-invariantă dacă ea este simultan stâng și drept invariantă.

1.3. PROPOZIȚIE. Fie g o metrică pseudo-riemanniană pe un grup Lie 
G. Următoarele afirmații sunt echivalente:

(i) metrica g este stâng invariantă;
(ii) toate translațiile la stânga sunt izometrii, adică

9((L a )t țX ) ,{ L a )A Y ) )o L a = g { X ,Y ) ,  (V) X, F  G A (G ), (V )aeG .

Demonstrație, (i) => (ii). Fie {E l t ...,E n } o bază în algebra Lie L țG) a 
grupului Lie G și fie X, F  E X  (G) două câmpuri oarecare. Avem X = X i E t 
și F  =  Y^Ej, unde X ',Y ^  € E (G ) , (Y )i,j  € { l....,n } . Pentru oricare 
a,b e  G, rezultă:
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g ((La \  (X ), (La )t  (V)) o L a (b) = g ((La ), (X 'E ,) , (La \  ( Y ^ )  (ab) =
= g ((X l o La- , ) (La )t  (E ^ , (Y ’ o La - , ) (La )t  (E,)) (ab) = 
= ((X 1 o La-i) (Y 1 o La-i))(ab)g(E l ,E :i)(ab) =
= X ' (b) Y^ (b) g (Ei, E ^  (b) = g (X, Y ) (b),

unde am folosit egalitatea g (Ei, Ej) (ab) = g (Ei,Ej) (b), (V) a,b E G. 
Prin urmare, am obținut

g((L a U X U L a U Y ) ) o L a = g (X ,Y ) ,

oricare ar fi X, K E X  (G) și (V) a € G.
(ii) => (i). Deoarece toate translațiile la stânga sunt izometrii, pentru 

orice X ,Y  E X  (G) și orice a E G, avem:

g((L a \ ( X ) , ( L a )t (Y ) )o L a = g (X ,Y ) .

în particular, pentru X ,Y  € L (G) din egalitatea anterioară rezultă:

g (X ,Y ) (a b )= g (X ,Y ) (b ) , (^ )a ,b ^ G .

în particular, luând b — e, obținem:

g (X, Y ) = const., (V) X ,Y  ț  L(G ).

1-4. PROPQZIȚIE. Fie {E^,..., En } o bază în algebra Lie L (G) a grupu
lui Lie G.

i) Există și este unică metrica Riemann

g : X ( G ) x X ( G ) ^ E ( G ) ,

care pe L (G) este definită prin:
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(1-1) 9 (Ei, Ej) — 6ij\

ii) Metrica Riemann g definită prin formula (1.1) este stâng invariantă;
iii) Fie V conexiunea Levi-Civita asociată metricii Riemann g.

Considerăm conexiunea liniară

V  : X ( G ) x X ( G ) ^  X  (G ),

definită prin

V E.E3 = 0, W i , j e { l , . . . , n } .

Notăm A =  V — V. Următoarele afirmații sunt echivalente:
(iii!) V =  V;
(iii2) Algebra Lie L (G) este abeliană;
(iiia) Reprezentarea adjunctă a lui L (G) este trivială;
(iii4 ) Toate elementele algebrei de deformare U (G,A) sunt câmpuri 

speciale.
Demonstrație, i) Presupunem că g este o metrică Riemann pe varietatea 

G. Fie X ,Y  € X  (G ). Avem

X  = X ^ ,  Y  = Y j E j f

unde X 1 , . . . ^ ” , Y x , . . . ,Y n  € E (G ) . Folosind formula (1.1), rezultă:

g (X ,Y )  = g ( X i E i ,Y^E j ) = X iY^g(E i ,E j ) = X i Y ^ i j  =

Am obținut formula

(1.2) g ^ X ^ ^ X ^  + ^  + X ^ .

Ținând seama de formula (1.2), rezultă:
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(1.3) g (X ,Y )  = g (Y ,X )
(1.4) g (X ,X )  = (X 1) 2 +  ... +  (X")2 > O
(1.5) g {X ,X )  = O o X  = 0.

Din (1.3), (1.4) și (1.5) rezultă că aplicația

g : X (G ) x X (G ) ^{G }

definită prin formula (1.2) este o metrică Riemann pe varietatea G. Unicitatea 
lui g este evidentă. în adevăr, dacă g' este o altă metrică Riemann ce verifică 
(1.1), obținem:

g' (X, Y) = X ^  + ... + X n Y n , (V) X ,Y  E X(G).

Rezultă g' = g.
ii) Se folosește formula (1.1) și definiția 1.1.
iii) Pentru orice X ,Y , Z  E X  (G ), avem:

2 g ^ x Y,Z ) = X (g (Y ,Z ))  + Y ( g ( X ,Z ) ) - Z ( g ( X ,Y »  +
+ g ( \X ,Y } ,Z ) + g ( lZ ,X ] ,Y ) - g  ([Y, Z ] ,X ) .

în particular, pentru X  = Ei, Y  = Ej ș\ Z  = E k , obținem:

2g(V E iEj ,E k ) = E i (6j k ) + Ej (6i k ) - E k (6i j ) +
+g {[Ei, E ^ ,E k )+ g  {[Ek , Ei] ^ - g  {[E ^E ,], Ei) .

Dacă notăm:

V E ,E> =  B ‘ & ,  [£,.£,] = C’.E,,

atunci obținem:

^ sk = C * ^  + Ck’ tds j -  Ca
j k 6s l ,
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sau

(1.6) B * = i ( C i - ^  +  ^ ,

(iiii) =>(iii2). Din V = V obținem B^ = 0 și, ținând seama de (1.6), 
rezultă:

(1.7) C j - ^  +  C j - O .

Din relațiile (1.7), obținem:

(1.7') C‘k -  C i  +  C j =  0.

Adunând relațiile (1.7) și (1.7/), rezultă:

(i-8) q k = o.

Relațiile (1.8) ne arată că algebra Lie L (G) este abeliană.
(iii2) => (iiii). Este evident că relațiile [Ej,Ek] =  0 implică C*k = 0 și 

deci B j
l
k  = 0, adică V = V.

(iii2) => (iha). Se folosește propoziția 2.8 (Cap. V).
(iiii) => (iii4)- Se folosește definiția 1.32.2.

COROLAR. Dacă grupul Lie G este conex, atunci următoarele afirmații 
sunt echivalente:

(i) V =  V;
(ii) Algebra Lie L (G) este abeliană;
(iii) Reprezentarea adjunctă a lui L (G) este trivială;
(iv) Câmpurile vectoriale stâng invariante fi cele drept invariante coincid;
(v) Reprezentarea adjunctă a lui G este trivială;
(vi) G este abelian;
(vii) Toate elementele algebrei de deformare IA {G, A) sunt câmpuri spe

ciale.
Demonstrație. Se folosește propoziția anterioară și propoziția 2.9 (Cap. 

V).
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Observație. Rezultate similare, precum și alte rezultate referitoare la 
algebra de deformare Li (G, A) pot fi urmărite în [26].

De asemenea, studiul unor obiecte geometrice în algebra de deformare 
asociată unui cuplu de conexiuni liniare stâng invariante pe un grup Lie, 
poate fi urmărit în [54].

1.5. PROPOZIȚIE. Fie { E i,..., En } o bază în algebra Lie L (G) a grupu
lui Lie G. Atunci:

(i) există o unică metrică pseudo-riemanniană de signatură

, cu proprietatea că
v ori (n —̂ ) ori

9 (^ i, E j) bijEj,

unde

1, dacă j  = iz + 1, ...,n 
— 1, dacă j  = 1,..., iz;

(ii) metrica pseudo-riemanniană de la punctul precedent este stâng 
invariantă;

(iii) conexiunea Levi-Civita V asociată metricii pseudo-riemanniene g 
este stâng invariantă. Dacă considerăm conexiunea V definită prin

V ^ E ^ O ,  (V )M 'G {l,...,n} ,

și dacă notăm A = V  — V, atunci următoarele afirmații sunt echivalente: 
(inO V =  V;
(iii2 ) Algebra Lie L (G) este abeliană;
(iii3) Reprezentarea adjunctă a lui L (G) este trivială;
(iii4) Toate elementele algebrei de deformare U (G,A) sunt câmpuri 

speciale.
Demonstrație. Se procedează ca la propoziția 1.4.

Observație. Rezultate similare pot fi formulate și pentru metricile pseudo- 
riemanniene drept invariante.

406
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.6. PROPOZIȚIE. Fie g o metrică pseudo-riemanniană pe un grup Lie 
G și fie V conexiunea Levi-Civita asociată lui G. Dacă metrica g este stâng 
invariantă, atunci conexiunea V este stâng invariantă.

Demonstrație. Știm că conexiunea Levi-Civita asociată metricii g este 
definită prin formula

(1.9) 2g(V x Y ,Z ) = X (g (Y ,Z ))  + Y ( g ( X ,Z ) ) - Z ( g ( X ,Y ) )  + 
+g (X, [Z, Y]) + g (Z, [X, Y]) -  g (Y, [X, Z]).

Fie { E ^ ..., En} o bază în L (G ). Dacă în (1.9) luăm X  = E t , Y  = Ej, 
Z = Ek, atunci obținem

(1.10) 2 g (X E Ev Ek) = E l (gj k) + E3 (gtk ) - E k ( g î j ) + g (E l ,[Ek,E3]) + 
+g(Ek,[E l ,E ] ] ) - g ( E J ,[E i ,Ek]),

unde

9 i j  =  d i ^ i i E j )  € R.

Fie Cjk constantele de structură ale algebrei Lie L (G ) , și fie F’fc componentele 
conexiunii V, deci:

(1.11) \E3 ,E k \= e 3 kE., V E ]E k = r j k E l .

Din (110) și (111), rezultă:

(1.12) 2 ^ 5 ^  =  gisck3 + gksc ij — 9jsc ik-

Deoarece gi3 , ckj sunt constante, din relațiile (1.12) obținem F? =const. și, 
folosind relațiile (1.11), obținem X  E iE3 6 L (G ), adică conexiunea V este 
stâng invariantă.

Observație. In mod analog se demonstrează că unei metrici pseudo- 
riemanniene, drept invariante i se asociază o conexiune Levi-Civita drept
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invariantă. în concluzie, unei metrici bi-invariante i se asociază o conexiune 
Levi-Civita bi-invariantă.

1.7. PROPOZIȚIE.
(i) Fie G un grup Lie și B : L^G) x L(G) —> R o formă R-biliniară, 

simetrică, nedegenerată. Atunci există o unică metrică pseudo-riemanniană 
stâng invariantă

g : X ( G ) x X ( G ) ^ ^ ( G )

cu aceeași signatură ca a lui B, astfel încât ge = B  (adică g, pe L {G}xL (G ), 
coincide cu B ).

(ii) Fiind dată o metrică pseudo-riemanniană stâng invariantă pe G, 
există o unică aplicație B : L țG ) x L(G) —> R, cu proprietățile de la (i), 
care să genereze pe g.

Demonstrație.
(i) Definim aplicația

g : X ț G ) x X { G ) ^ ^ { G )

prin formula

^ X Ț J ț ^ - B ^ U X a ) , ^ ) , ^ ) ) ,  M X , Y ț X ț G ) ,  a ^ G ,

unde (La-i)* : Ta G -» Te G. Deoarece B  este simetrică, rezultă că și aplicația 
g este simetrică. Verificăm că g este J- (G) —liniară în primul argument. 
Pentru X ,Y  € X  {G), f  € ^  (G) și a € G, avem:

g ( fX ,Y ){ a )  = B ț ț L ^ A f ^ X ^ A L ^ ^ Y ^ ^ 
= f ( a ) g țX ,Y ) ța )  = ț fg țX ,Y ) ) ța ) .

Am obținut egalitatea:

f f ( fX ,Y )  = f g ( X ,Y ) ,  f e ^ ( G ) ,  X ,Y ^ X ( G ) .
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Analog obținem:

g (X  + Y ,Z ) = g (X ,Z )+ g (Y ,Z ) .

Prin urmare, g este E  (G) —liniară în primul argument. Cum g este simetrică, 
rezultă că g este E  (G) —biliniară.

Să arătăm acum că g este nedegenerată. Presupunem că g {X ,Y )  =  0, 
( ^ Y  e X  (G ), deci

g (X ,y )(a )  = 0, ^ Y e X ( G ) ,  (V) a e G.

Rezultă

B ((£„-, ) J X a ) ,(L o- i ) J K ) )  =  0, (V )y e A (G ) ,  (V )aeG .

Deoarece B  este nedegenerată, iar

(Lo - ). (TOG) = TeG=L (G ), (V) a € G,

rezultă

( L a - O J X ^ O ,  (V )aeG ,

deci X a =  0, (V) a e  G, adică X = 0.
Prin urmare, g este metrică pseudo-riemanniană pe G.
Verificăm că metrica g este stâng invariantă. Fie { E j,..., En } o bază în 

algebra Lie L (G ) . Pentru X ,Y  6 A (G ), avem: X  = X l E t , Y  = Y^E, cu 
x \Y >  e E ( G ) ,  (V )i,j e { l,...,n} .

Avem

g (X ,Y )(a )  = B ( (L ..-0 J X J , (£ .- ,) . (ya )) =
= B ((La^ t (X i (a) E x (a)) , (La - ^ t (Y^ (a) Ej (a)))
= X ' ^ Y ^ B ^ e ^ E ^ e Y ) .
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Rezultă

g (X ,Y )  = B ^ Y 3 ,

unde am notat B^ = B (Ei (e), Ej (e)) G R.
Pentru X ,Y  E L (G ), avem X  = X i E l , Y  = Y ^ ,  cu X* =const., 

Y j  =const., ( ^ ) i , j  G {l,...,n} . Rezultă g (X, Y) =const., (V) X ,Y  E L (G ) , 
adică metrica g este stâng invariantă.

Singurul lucru pe care-1 mai avem de demonstrat este unicitatea lui g. Fie 
g ș ig  două metrici pseudo-riemanniene stâng invariante, astfel încât

g k (G )xL (G )= 9 L (G )X L(G) •

Pentru X  = X 2Ei, Y  = Y J E} E X  (G ), avem

g (X, Y) = X ^ g  (Ei, E ^  = X ^ g  (Et , E ^  = g (X, Y ) , 

deci g = g.
Dacă X  E L (G ), avem (La- i) t  (X a ) = X e . Rezultă ge = B.
(ii ) Fie g o metrică pseudo-riemanniană stâng invariantă pe grupul Lie 

G. Se constată ușor că aplicația B = g \L (G )X L(G) verifică proprietățile de la 
punctul (i).

Observații, i) Datorită izomorfismului TeG L (G ), pentru X  E L (G) 
am identificat X  cu Xe .

ii) O propoziție analoagă poate fi formulată și pentru metricile pseudo- 
riemanniene drept invariante.

1.8. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie conex, g o metrică pseudo- 
riemanniană stâng invariantă pe G. Notăm cu B : L (G) x L (G) —> R 
aplicația R-biliniară, simetrică, nedegenerată asociată lui g (conform 
propoziției anterioare).

Următoarele afirmații sunt echivalente:
(i) Geodezicele prin e sunt subgrupuri cu un parametru;
(» )B (X ,[ X ,Y \)= 0 , M X ,Y e L ( G ) - ,
(iii) B (X, [Y. Z]) = B ([X ,Y ], Z ) , (V) X ,Y ,Z e L (G Y ,
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(iv) g este invariantă față de translațiile la dreapta;
(v) g este invariantă față de aplicația de inversare;
(vi) g ț ț l a \  (X ), ț la )t (Y)) o l a = g (X, Y) , { V ) X ,Y e L  (G ), (V) a € G,

unde Ia : G —> G, Ia (x) = axa \  a € G;
(vii) g (fadX) ( Y ) , Z) + g (Y, țadX) {Z}} = O, (V) X ,Y ,Z E L (G ).
Demonstrație, (i) => (ii). Deoarece geodezicele ce trec prin e sunt sub- 

grupuri cu un parametru, avem

V ^ e x p t X  = 0, (V )X G L(G ).
exp tX

Rezultă Vx X = 0, (V) X G L (G ).
Metrica g, fiind stâng invariantă, induce o conexiune Levi-Civita V stâng 

invariantă. Conexiunea stâng invariantă V este determinată de o aplicație 
R —biliniară:

b: L(G) x L(G) L(G ), b{X ,Y ) = X x Y.

Prin urmare, avem:

b (X, X ) =  0, (V) X G L (G ). 

Deoarece V este conexiune metrică, avem:

Z țg (X, Y)) = g (V Z X, Y )+ g  (V Z Y, X ) , (V) X, Y, Z G *  (G ).

Metrica g, fiind stâng invariantă, avem g (X, Y) =const., (V) X ,Y  e L (G) și 
deci avem Z țg (X, Y)) = 0, (V) X ,Y ,Z  e L  (G ). Rezultă

g (V Z X , Y) + g (V Z Y, X ) = 0, (V) X ,Y ,Z E L (G ),

adică

(1.13) B țb țZ ,X ) ,Y )  + B țb țZ ,Y ) ,X )  = O, ț ^ X , Y , Z  e L țG ).
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Pentru Z = X  de aici, avem

B (X ,6 (X ,y )) =  0, (Y )X ,Y  E L(G ),

unde am folosit egalitatea b (X, X )  = 0.
Conexiunea V, fiind simetrică, avem

V z X - V x Z = [Z,X], M X ,Z e L ( G ) ,

adică

b (Z, X ) - b  (X, Z) = [Z, X ] , (V) X, Z 6 L (G ).

Rezultă

B {b (Z, X ) -  b (X, Z) -  [Z, X ] , X) =  0, (V) X ,Z e L ( G ) .

De aici, dacă ținem seama de egalitatea B (b (Z, X ) , X) = 0, 
(V) X, Z  e L (G ), obținem

B ([Z ,X ],X ) =  0, ( V )X ,Z e L (G ) ,

adică tocmai (ii).
(ii) => (i). Presupunem (ii) indeplinită. Pentru Z = X  din (1.13), rezultă:

(1.14) B ( b (X ,X ) ,Y )  + B ( b (X ,Y ) ,X )  = 0, (V )X ,Y  e L (G ) .

Din relația (1.13), pentru Y  = X , obținem:

B (b (Z, X ) , X) = 0, (V) X ,Z  E L (G }.

Cum conexiunea V este simetrica, ultima egalitate se scrie

B ( b (X ,Z ) ,X )  + B ([Z ,X ] ,X )  = 0, (V )X ,Z e L (G )

și ținând seama de (ii), obținem:

B (b (X ,Z ) ,X )  = 0, ( Y ) X ,Z e L ( G ) .
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De aici și din relația (1.14), rezultă

B (6 (X ,X ),y )  = O, ( ^ X , Y E L{G)

și deoarece B este nedegenerată, obținem b (X, X ) =  0, (V) X € L (G ) , adică 
V^X = 0, (V) X 6 B (G ), ceea ce este echivalent cu faptul că geodezicele 
prin e sunt subgrupuri cu un parametru.

(ii) => (iii). Știm că

B(W ,[W ,y]) = 0, (y )W ,Y  e L(G ).

Rezultă că avem:

B (X  + Z,[X  + Z, Y]) =  0, (V) X ,Y ,Z  E L  (G ).

De aici, pentru orice X ,Y , Z E L (G ), rezultă

B (X, [X, V]) + B (X, [Z, Y]) + B (Z, [X, Y]) + B (Z, [Z, Y]) =  0

și, folosind (ii), obținem

B (X, [Z, Y]) + B (Z, [X, Y]) =  0, (V) X , Y , Z E L (G ), 

adică tocmai (iii).
(iii) => (ii). Pentru Z = Y, din (iii), obținem

B ( [ x ,y ] ,y )  =  o, ( v ) x ,y e L ( G ) ,

adică tocmai (ii).
(iv) => (v). Deoarece g este stâng invariantă, rezultă că translația la 

stânga La este izometrie, (V) a E G. Condiția (iv) arată că Ra este izometrie, 
(V) a E G. Folosind formula

j .  (X J  + ( R ^ l  o (La^ t  (X a ) =  0o -i,
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stabilită în lema 3.7 (Cap. I), obținem că și aplicația de inversare este o 
izometrie, adică g este invariantă față de aplicația de inversare.

(v) => (iv). Presupunem că avem îndeplinită condiția (v), deci că j  este 
o izometrie. Deoarece La este izometrie, pentru orice a E G, rezultă că și 
translația la dreapta

Ra = j °  La-i o j

este o izometrie, (V) a E G, adică g este invariantă față de translațiile la 
dreapta.

(iv) => (vi). Avem: Ia = La o R a-i, (V) a E G.
Deoarece g este invariantă față de translațiile la stânga și la dreapta, 

rezultă:

3 ((/o ) , ( x ) , ( / a ) . ( y ) ) o / a =
= g « L J .  o ( R ^  (X ), (La ) t  o ( R ^ ^  (Y)) o (La o Ra- ^ 
= g « R a- ^  (X ) , ( R ^ ) ,  (Y)) o R ^  = g (X, Y ) .

(vi) => (iv). Se folosește egalitatea Ia = La o Ra -i, a e G.
(vi) => (vii). Vom folosi formula [29]:

(adX) (Y) = -  |t= 0 {Ad (exp tX ) (Y ) ) .

Pentru orice X ,Y ,Z  6 L (G ), avem

g ((adX) (Y) ,Z ) = — |t= 0 g {Ad (exp tX ) {Y ), Z) =

d ,
= di l‘= 0 9  Â d  ^ X p  ^~t X ^  A d  (e x P tX ) (y ) ’A d  (e x P (~ t X ) (X))) =

d ,
=  dt ,t= 0 9  ^ A d  ( e x p  ^~ i X ^  ^  =  ~ 9  <r ’ (a d V  W > ’ 

unde am folosit (vi) și egalitățile:
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Ada = (Ia )t , exp(< + s)X  = e x p a e x p sÂ , expO = e.

(vii) => (vi). Prin ipoteză, avem:

g ((adX) (Y) ,Z ) = - g  (Y, {adX) (Z )) , (V) X ,Y , Z e L  (G ).

Ținând seama de egalitatea Ad o exp = exp oad, pentru orice 
X ,Y , Z € L (G ), rezultă:

g (A d (e x p X )(Y ) ,Z ) = g (exp (adX) ( Y ) , Z) =

\ k = 0  ’ /
=  5 ( ^ < ^

fc=0 \  /

\  k= o  ’ /

= g (Y, exp (-adX } (Z)) = 
= p (y M d (ex p (-X ))(Z )) = 
= j ^ M ^ e x p X r ’ țZ )).

Am obținut egalitatea

g (A d (e x p X )(Y ) ,Z )  = g (Y, Ad (exp X ^ 1 (Z)) ,

pentru orice X ,Y , Z  G L (G ), și, deoarece aplicația exponențială realizează 
un difeomorfism analitic între o vecinătate V a lui 0 € L (G) și o vecinătate 
deschisă IV a elementului neutru e E G, rezultă relația

g ((A d a )(Y ) ,Z )= g (Y ,(A d a - 1) (Z)) ,

pentru orice a EV. Deoarece varietatea G este analitică și conexă, conform 
principiului prelungirii analitice, ultima egalitate se extinde la întreg G. Dacă 
în ultima egalitate luăm
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Y  = Ad (a"1) (X ),

obținem

g {(Ada) o Ad (a - 1 ) (X) , Z) = 5 ({Ada ')  (X ), (Ada ')  (Z)) , 

adică

g (X, Z) = g ((A der1) (X ) , (Ada~r) (Z)) .

(vii) o  (iii). Pentru orice X ,Y , Z  € L (G ), avem

g (X ,(a d Y )(Z )) + g ((a d Y )(X ) ,Z )  = g (X,(Y, Z]) + g ([Y, X ] , Z} = 
= B (X ,[ Y ,Z ] ) -B ( [ X ,Y ] ,Z ) ,

și este ușor de văzut că avem (vii) O  (iii).

1.9. Observație. Fie {Eb ...,E n } o bază în algebra Lie L(G ). Atunci 
egalitatea (ii) din propoziția anterioară se scrie

B (E^ [Ei, E ^  -  0 «  c^B  (Ei, E k ) = 0 ^  <*gk i = 0,

unde gik = B (E„ Ek ) .

1.10. OBSERVAȚIE. Am văzut în propoziția 1.4 că pe orice grup Lie 
există o metrică Riemann stâng invariantă. Acest rezultat rezultă și folosind 
teorema Birkoff-Kakutami și teorema Myers-Steenrod-Palais [26]. în adevăr, 
teorema Birkoff-Kakutami ne asigură că pe orice grup topologic G cu bază 
numărabilă (în particular, pe orice grup Lie) există o funcție distanță 
d : G x G —» R, cu d (La (x ) , La (y)) = d (x, y ) , (V) a ,x ,y  G G, iar topologia 
spațiului metric (G, d) coincide cu topologia inițială a grupului topologic G.

Pe de altă parte, fie (M,g) și (M ',g’) două spații Riemann, și d (resp. d') 
distanța indusă de g (resp. g1). Dacă f  : M  M' este o izometrie surjectivă 
în sensul distanței, adică
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d' ( f  (x) , f  (y)) = d{x ,y), ( y ) x ,y e M ,

atunci (conform teoremei Myers-Steenrod-Palais) rezultă că f  este izometrie 
în sensul metricei, adică f  este un difeomorfism analitic și

9 'U A * )  J A Y ) ) °  f  = 9 (X ,Y ) ,  M X , Y £ X ( M ) .

Deci pe orice grup Lie G există o funcție distanță față de care translațiile 
stângi sunt izometrii, adică pe G există o metrică Riemann stâng invariantă.

1.11. In legătură cu existența metricilor Riemann bi-invariante, avem ur
mătoarea

PROPOZIȚIE. Pe orice grup Lie compact G există o metrică bi-invariantă.
Demontrație. Din propozițiile 1.4 și 1.7, avem că pe G există cel puțin o 

metrică Riemann go stâng invariantă. Definim funcția 
g - .X (G )x X (G )-+ :F (G ) ,

g (X, Y) = j g 0 ( ( R ^  (X ), (Ra ), (E)) dp (a ).

G

Se verifică, prin calcul direct, că g este metrică Riemann bi-invariantă.
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§ 2. CURBURA GRUPURILOR 
PSEUDO-RIEMANNIENE.

2.1. DEFINIȚIE. Un grup Lie G împreună cu o metrică 
pseudo-riemanniană bi-invariantă se numește grup pseudo-riem annian.

2.2. OBSERVAȚIE. 2.2.1. Fie g o metrică pseudo-riemanniană stâng 
invariantă pe un grup Lie G și B : L (G) x L (G) —> IR forma biliniară, 
simetrică asociată lui g. Folosind propoziția 1.8 și observația 1.9, obținem că 
următoarele afirmații sunt echivalente:

(i) (G, g) este grup pseudo-riemannian;
(ii) B  (X, [X, Z]) = 0, (V) X ,Z e  L(G);
(iii) B (X, [Y, Z]) = B ([X ,Y ] ,Z ) ,  (V) X , Y , Z ț L  (G );
(iv) geodezicele prin e sunt subgrupuri cu un parametru;
(v) g este invariantă față de aplicația de inversare;
(vi) g ((/a). ( X ) , ( / J .  ( Y ) ) » r  = g (X ,Y ) ,  (V) X ,Y e L ( G ) ,  (V) a 6 G, 

unde Ia : G —̂ G, Ia (x) = axa \  a € G;
(vii) g ((adX) ( Y ) , Z) + g (Y, (adX) țZ)) =  0, (V) X , Y , Z ^ L  (G );
(viii) chg^ =  0, unde eh sunt constantele de structură ale algebrei Lie 

L (G) relative la o bază {E i,..., En } , iar gij = g (Ei, E j) .
2.2. 2. Un grup Lie G împreună cu o metrică Riemann bi-invariantă se 

numește grup riem annian.

2.3. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie, g o metrică 
pseudo-riemanniană stâng invariantă pe G, V conexiunea Levi-Civita a spați
ului pseudo-riemannian (G ,g), și fie B și b aplicațiile R —biliniare definite 
pe L (G) x L (G) cu valori în IR, respectiv L (G) asociate lui g, respectiv V. 
Dacă notăm

a (X ,Y )  = ^ { b ( X ,Y ) - b ( Y ,X ) } , 

S ( X ,Y )  = U b ( X ,Y )  + b )Y ,X )} ,

atunci, oricare ar fi X ,Y , Z ,W  £ L (G ), avem.:
(i) 9  {V X Y, Z) = l{ g  (IX, Y ] ,Z ) - g  ([Y, Z] ,X )  + g ()Z,X] ,Y )}  ■, 
( ii)a (X ,y )  = l [ X ,r ] ;
(iii) B ( S { X ,Y ) ,Z )  = i { B  ()Z, X \ ,Y )  + B(X,[Z,Y])}-,
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(iv)

g (X ,R (Z ,W )Y )  =  i { s ( r , ( |Z ,U '] ,X |) - S ( |(Z ,W |>r | , X ) -

- 9 ( n y ,x ] ,z ] .n ')  + g ( ( (y ,x ) ,iv ] .z ) )  +

+ j  {9([Z, Y] , [IV, X |) -  9 ([W, Y ] . [Z,X))} +

+ l s  (|y, x ]  ,[ z ,w \)  + g (S (X , W) , 3 ( z , r ) ) -

- 9 ( s ( x , z ) , s ( t v , y ) ) ,

unde R € T j (G) este câmpul tensorial de curbură al conexiunii V. 
Demonstrație, (i) Pentru orice câmpuri X ,Y , Z  E X  (G ), avem:

2g (?  x Y Z )  = X (g (Y ,Z ))  + Y ( g ( X ,Z ) ) - Z ( g ( X ,Y ) ) - 
-g (Y ,[ X ,Z ] ) -g (X ,[Y ,Z ] )  + g (Z ,\X ,Y ]).

Pentru X ,Y ,Z  € L(G) avem g (Y, Z) =const., deci X (g (Y ,Z ))  =  0. 
Rezultă:

g ^ X Y, Z) = ^ { g  ({X, Y ] , Z ) - g  (X, |y, Z]) + 9 ([Z ,X |, y ) } .

(ii) Conexiunea V, fiind simetrică, avem:

V x Y - ^ y X  = [X,Y], ( V ) X ,Y e L ( G ) .

Rezulți a (X, Y ^ ^ b ( X ,  Y ) -  b (Y, X )) = ț  ( y x Y  -  V Y X )  =  1 [X, y | .
(iii) Deoarece S (X, V) =  |  (X x Y  + X̂ Y X )  , rezultă

B  (S  (X, Y ) ,Z } = g ( S  (X, y ) , Z) = \g  (V X Y, Z )  +  | s  (V r X, Z) ^

= i  {»([X, y ) , Z) -  9 (X, [y, Z]) + 5 ([Z, X ] , y ) +
+ 9 ([y, x | , Z) -  9 (y, (X, Z]) + 9 ([Z, y ] , X )) =

=  i{ 9 ( x ,[ z ,y j )  + 9 (y , |z ,x ] )} .

(iv) Se folosește identitatea lui Jacobi, precum și formulele:
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R ( X ,Y ) Z  = V xV yZ -  V y V /Z  -  Vix^jZ;
2a (X ,Y )  = b ( X ,y ) - b ( y ,X ) ;
2 S (X ,y ) = b{X ,Y ) + b{Y ,X ).

2.4. PROPOZIȚIE. Fie (G,g) un grup pseudo-riemannian. Notăm cu 
V conexiunea Levi-Civita a spațiului pseudo-riemannian (G,g) și fie 
R € T$ (G) câmpul tensorial de curbură al conexiunii V. Pentru orice câm
puri X , Y, Z E L (G ), avem:

(i) VX E + VyX =  0;
(ii) v x y  =  | [ x , y ] ;
(iii) R { X ,Y ) Z  = - l[ [X ,Y ] ,Z ] -
(iv) g (X, R (Z, W) Y) = ^g ([X, Y ] , [Z, W ]).
Demonstrație, (i) Deoarece metrica g este bi-invariantă, conform obser

vației 2.2, avem

B (X, [Z, Y]) + B (Y, [Z, X]) = 0, (V) X , Y , Z e L  (G ), 

unde B  este aplicația R-biliniară definită pe L (G) x L (G ), asociată lui g. 
Folosind propoziția anterioară (punctul (iii)), obținem:

B (S (X, Y ) ,Z ) =  0, (V) X . Y . Z ^ L  (G ).

Deoarece B  este nedegenerată, avem S  (X, Y) = 0, (V) X ,Y  € L (G ), adică

Vx y  + V r X =  0, (V )X ,Y  E L(G ).

(ii) Din punctul precedent rezultă V x y  = - X Y X, (V )X ,Y  E L{G ). 
Deoarece conexiunea V este simetrică, avem

X x Y - X Y X  = [X ,Y], (V )X ,Y E L(G),

și deci obținem 2V X Y  = [X, Y ] , adică (ii).
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(iii) Vom folosi identitatea lui Jacobi și egalitatea stabilită la punctul 
precedent. Pentru orice câmpuri X ,Y ,Z  E L (G ) , avem:

R ( X .Y ) Z  = V x V r Z - V r Vx Z - V l v | Z =
= b x  |y, zi -  b ,  p<, z | -  V|W l z  =

= 1 |x , (y, Z]1 - 1  |y, (x, Z|] - 1  ((x, Y ],Z ] =

= - 1  |x , (z, rj) -  i  [y, |x , z]| -  1 |z, (y, xj) - 1  [z, (y, x)j = 

= - i |z , ( y ,x |]  = Ț ( [ x ,y ] ,z | .

(iv) Ținând seama de punctul precedent, avem:

9 (X, R (Z, IV) Y ) = - i 9  (X, [[Z, IV], y]) = t  B (X, (y, (Z, W]]).

Deoarece metrica g este bi-invariantă, conform observației 2.2, avem:

B (X, [Y, [Z, W]]) = B ([X, Y ] , [Z, W ]), (V) X ,Y ,Z ,W E L (G }.

Rezultă g (X, R (Z, W) Y) = ^g ([X, Y ] , [Z, W ]), adică (iv).

2.5. Menținem notațiile de la 2.3.
PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie și g o metrică Riemann stâng 

invariantă pe G. Fie U,V E L (G) două câmpuri ortonormale, adică 
g (U, U} = g (V, V) = 1, g (U, V) = 0. Atunci:

(i) curbura secționată a 2—planului generat de U și V este

1 3
Kv*v = j ( j ( r V ] , I ' | , V ) + J ( » ,K [ t ',V |] ) ) - j« ( |( / ,V |, | t / ,V |)  + 

+ g ( S ( U ,V ) ,S ( U W ) - g (S (U JJ),S (V ,V y );

(ii) dacă (G, g) este grup riemannian, atunci

Ku^ = \g([u,v],[u,v]);
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(iii) curbura secționată a grupului riemannian (G,g) este nenegativă și 
este nulă dacă și numai dacă algebra Lie L țG) este abeliană.

Demonstrație, (i) Știm că avem

g< y,R (V ,V )V )
g (U .U )g (V ,V )-g (U .V ) 2 '

Deoarece câmpurile U și V  sunt ortonormale, rezultă

K u ^v  = g (U ,R țU ,V )V )

și ținând seama de propoziția 2.3 (punctul (iv)), rezultă:

K ^ v  = g (U ,R (U .V )V ) = ^ {g (V ,U U ,V ] ,U ])-g (U l/.l '] ,V ] ,U )- 

-g([[V ,U ],U ],V) + g{[[V,U\,V],U) + g([U ,V],[V ,U m  + 
+ ( j  (IK U], [U, V]) + g (S (U ,V ) ,S  (U, V »  - g ( S ( U ,U ) ,S  (V, V »  .

De aici, dacă ținem seama de faptul că croșetul este anticomutativ, se obține 
ușor (i).

(ii) Dacă scriem relația (iv) din propoziția anterioară pentru Z = X  = U, 
Y  = W  = V, rezultă:

« v ^v  = g{U ,R  (U, V) V) = ^g ț\U, V ], [U, V]).

(iii) Vom folosi faptul că g este metrică Riemann. Avem:

^ v  = ^ ( [y ,V ] ,[ [ / ,V ])> 0 .

Rezultă Ku^v  =  0 o  g ț[U,V] ,[U,V]) = 0 &  [U,V] = 0, adică dacă și 
numai dacă algebra Lie L (G) este abeliană.

Observație. Din punctul (iii) al ultimei propoziții rezultă că un grup 
riemannian are întotdeauna curbură secționată pozitivă. Vom vedea mai 
târziu că există grupuri Lie înzestrate cu metrici Riemann stâng invariante, 
dar care nu sunt bi-invariante și a căror curbură secționată este negativă.
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2.6. PROPOZIȚIE. F-ie (G,g) un grup pseudo-riemannian. Atunci 
tensorul lui Ricci este dat de relația

RR \L(G)= ~ ^ K ’

unde Ric |L(G) este restricția la L{G) a tensorului Ricci., iar B K  este forma 
Killing a algebrei Lie L (G ).

Demonstrație. Se știe că

Ric (X, Y} = T r țZ  -+ R (Z, X ) Y ) .

Conform propoziției 2.4 (punctul (iii)), rezultă

R ( Z ,X ) Y  = - f i [ Z ,X ] ,Y \ .

Prin urmare, pentru orice X ,Y  E L (G ), avem:

R ic{X ,Y ) = — T rțZ -+ [[Z ,X ],Y ]) =

= - ^ T r  țZ  -^ (adY) o (adX) țZ)) =

= -^ T r ț(a d Y )  o (adX)) = ~ B K (X ,Y ) .

2.7. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie semisimplu, B K  forma Killing a 
algebrei Lie L (G) și metrica pseudo-riemanniană g pe G, definită prin:

(2-1) g {X ,Y ) = B K {X ,Y ), M X , Y e L ( G ) .

Atunci (G,g) este un spațiu Einstein.
Demonstrație. Grupul Lie G fiind semisimplu, avem că B K  este 

nedegenerată. B K  este o formă biliniară, simetrică, nedegenerată. Este 
evident că g definit prin formula (2.1) este o metrică pseudo-riemanniană 
stâng invariantă pe G. Știm că forma Killing verifică relația:
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(2 .2) B K  ([X, Y ] ,Z ) = BK  (X, [Y, Z ]), (V) X, V G L (G ).

Din (2.1) și (2.2) rezultă

g ([X, Y ] ,Z )  = g (X, [Y, Z]), (V) X . Y . Z ^ L  (G ), 

și folosind observația 2.2, obținem că metrica g este bi-invariantă. Conform 
propoziției anterioare, avem:

R ic ( X ,Y ') = l-g (X ,Y 'h  W X ,Y e L ( G ) .

Știm că g, Ric G TȘ (G) §’ c ă  varietatea G este paralelizabilă.
Fie { E i,..., En } o bază în L (G ). Pentru X ,Y  € X  (G ), avem X  = X x E^

Y  = Y j  Ej cu X*, Y j  e F  (G ). Rezultă:

Ric (X, Y) = Ric ^ E ^  Y^Ej) = X ^ R i c  (E^ E J  =
= X ' Y i ' - g ^ E ^ l g l X . Y ) .

Prin urmare, (G,g) este un spațiu Einstein.
Observație. In încheierea acestui paragraf prezentăm:
i) exemple de grupuri riemanniene cu curbură nulă (ex. 2.8 și 2.9);
ii) exemple de metrici Riemann stâng invariante care nu sunt bi-invariante 

(ex. 2.10 și 2.13);
iii) exemplu de grup riemannian cu curbură neconstantă (ex. 2.11);
iv) exemplu de grup Riemann cu curbură constantă pozitivă (ex. 2.12);
v) exemple de metrici Riemann stâng invariante cu curbură constantă 

negativă (ex. 2.10 și 2.13).

2.8. EXEMPLU. Considerăm grupul Lie G =  IR2 — {0} (a se vedea ex. 
2.2.2 (Cap. I)). Am văzut în ex. 8.15.3 (Cap. I) că o bază în algebra Lie 
L (G) a grupului Lie G este {EI ,E 2} , unde

£i

E2

1 2x  XoXx l+ 
x

a x1

2 1
- z ox 1 dx2
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Din ultimele două egalități rezultă:

dx x (x!)2 + (x2 )2 1 (x1)2 +  (x2 )2 2

dx2 (x1)2 + (x2)2 1 (x1)2 +  (x2)2 2

Considerăm pe G metrica Riemann

g : *  (G) x A' (G) —> ^ ( G ) ,

definită prin

g (Ei, E ^  = 6i:i.

F i e  9 v=  9 ( £ , £ ) ■  Avem:

Pn

Pi 2

922 —
1

(x1)2 + (x2)2 ’
P21 = 0.

Simbolurile lui Christoffel construite cu ajutorul lui gij sunt:

1
11
2
11

1
22
1
12

2
12 '

1
'  21

2
21 (xi)2 +  (x2 )2 ’

22 (x1)2 + (x2)2 '

Deoarece R ^  2 =  0, rezultă că R n  12 =  0 și deci (G,g) este un spațiu cu
curbură constantă nulă.

Observații, i) Un calcul simplu ne arată că avem [Et , Ej] =  0, 
^ i . j  G {1,2} , deci algebra Lie L(G) este abelianZ. Conform unei 
propoziții anterioare, conexiunea Levi-Civita V asociată metricii g este dată 
de ^EiEj =  0, (V )i,j 6 {1,2} . Rezultă
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R (E t , Ej) Ek = ^E ,^E jEk — ^E j^E i^k  ^\E,,E;\Ek — O,

ceea ce ne arată că

R ( X ,Y ) Z  = 0, ( y )X ,Y ,Z  e  X  (G ),

adică R = 0.
ii) Deoarece algebra Lie L (G) este abeliană, iar relația

B (X ,[Y Z ]) = B ([X ,Y ] ,Z )

este satisfăcută (Y )X ,Y ,Z  G L(G ), conform propoziției 1.8 obținem că g 
este metrică bi-invariantă pe G. Conform unei propoziții anterioare, câmpul 
tensorial de curbură este dat de relația

S (R (W ,X )Y Z )  = -^ g ([W ,X ] ,lY Z ] ) 

și este ușor de văzut că obținem R = Q.

2.9. EXEMPLU. Considerăm mulțimea

G = {(x, y, z) G R3 | (y2 -  z2) x  /  0} 

și aplicația p : G * G -+ G definită prin

p ((x, y, z ) , (x1, y', z')) = (xx1, yz' + y'z, yy' + zz') .

Se constată ușor că p este o lege de grup în mulțimea G. Evident, G 
este varietate analitică reală de dimensiune trei. Deoarece p  este aplicație 
analitică, rezultă că varietatea G cu legea dată este grup Lie de dimensiune 
trei.

O baza în algebra Lie L (G) a grupului Lie G este {Ei, E 2 , E3 } , unde [31]:
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£i

E2

£3

1  d x ^
3 9 2 9

1  dx2 +  x oxA

2 9 3 5

dx2 oxA

Se constată ușor că algebra Lie L (G) este abeliană.
Relația B (X ,[Y ,Z]) = B ([X ,Y ] ,Z )  (din propoziția 1.8) este satisfă

cută (V )X ,Y ,Z  G L(G }. Prin urmare, g este metrică bi-invariantă pe G. 
Conform unei propoziții anterioare, câmpul tensorial de curbură este dat de 
relația

9 (R (W, X ) Y, z )  = - ± 9  (|W, X ), [Y, z j ) ,

și este ușor de văzut că obținem R = 0.

2.10. EXEMPLU. Considerăm aplicația R2 x R2 -4 R 2 ,

unde

( a"' =  a 1 + a '1 k “2 
|  a"2 = a2 + a'2 fc > 0, A: ^  1.

Ne propunem următoarele:
(i) Să arătăm că legea dată determină pe varietatea R2 o structură de 

grup Lie.
(ii) Să determinăm câmpurile vectoriale stâng invariante.
(iii) Să scriem o bază {£1,E 2}în algebra Lie L (G) a grupului Lie (7 = R2 , 

și să se afle constantele de structură relative la baza considerată.
(iv) Să precizăm dacă spațiul Riemann (G,g) este cu curbură constantă, 

unde g este metrică Riemann stâng invariantă definită prin g (Ei, E ^  = bij.
Soluții, (i) Se verifică ușor că legea dată determină pe varietatea R2 o 

structură de grup Lie. Elementul neutru al grupului Lie G este e = (0,0).
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Aplicația de inversare j  : G —> G se scrie: j  (a) = a 1 =  ^—a 1^ , —a2J , 
unde a = (a1, a2) 6 G.

(ii) Fie x \ x 2 funcțiile coordonate ale varietății R2 , și fie { ^ ,  ^2} baza 
canonică a X  (R2 ) —modulului /V (R2) . Un câmp X  = X’^  G X  (R2) este 
stâng invariant dacă

(*) X (a) =  ( W X e) , (V )a e R 2 ,

unde e = (0,0) € R2 , iar La este translația stângă a grupului Lie R2 definită 
de elementul a €  R2 . Folosind (*), avem:

(*') X  (a) (x1) =  X e (xl o La ) , (V )aG R 2 .

Pentru orice a! G R2 , avem 2? o La (a') =  x‘ (aa') =  a"\ i G {1,2} , sau pe 
larg:

x 1 o La (a') 
x 2 o La (a')

x 1 (a) +  x 1 (a') p l 2 W; 
x2 (a) +  z 2 (a ' ) .

Rezultă:

x 1 o La = x 1 ( a ) - l + x 1fc l 2 (“b 
x 2 o La = x2 (a) • 1 + x2 .

Folosind (*'), avem:

x ‘(a)
X 2 (a)

X e (x1 o La ) = X ^ ^ -
X e (x2 o La } =  X 2 .

Obținem:

Rezultă că orice câmp stâng invariant pe grupul Lie R2 se scrie sub forma 
X = X 1 (e) k ^ ^  +  X 2 (e) ^ ,  sau X  =  X ‘ (e) E^ unde
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E2 dx2

(iii) Știm că aplicația:

f  : X  e L (G )-^  f ( X )  = X  (e) e  TeG, G =  R2

este izomorfism de spații vectoriale. Deoarece f  (Ei) = Ei (e) =  ^  |e , rezultă 
că {E I ,E2} formează o bază în algebra Lie L(G ) a grupului Lie G = R2 . 
Avem [EI ,E2] = (In fc)^ . Deci constantele de structură ale algebrei Lie 
L (G) relative la baza considerată sunt nule în afară de c}2 =  —c21 =  In k.

Folosind rezultatele de la punctul (ii), avem

unde {Ei, £2} este baza algebrei Lie L (G) determinată mai sus. Componen
tele gij = g ( ^ ,  ^ )  ale lui g sunt:

9 i i  — ^ 2 l  > 912 — 921 =  0 ,  g22 =  L

Simbolurile lui Christoffel de prima speță sunt toate nule în afară de

|12,1| = |21,1| -  - |1 1 ,2 | =  Â:2 l 2 lnfc.

Deoarece avem #n  = Ar2*2 , p12 = g21 = 0, g22 =  1, rezultă că simbolurile lui 
Christoffel de speța a doua sunt toate nule în afară de:

Calculăm £ 212. Avem:
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-̂ 212 —
dx 1 dx2 +  11 22 +  21

2
22

1
12

1
21

1
22

2
21

= — (In k)2 .

Rezultă:

R1212 — 911R212 ~  ~ ^ 2x Gn  &) •

Deoarece 9-^922 — (g^)2 = k2x\  rezultă:

-R1212 = K  (911922 — (312)2) >

unde K =  -  (In k)2 . Prin urmare, (R2 ,5) este un spațiu cu curbură constantă 
negativă. .

Observație. La același rezultat se putea ajunge mai simplu. Fie V
conexiunea Levi-Civita asociată metricii g, g {Ei, Ej) = 6ij. Avem:

g ^ E ^ E . )  =  | { 5 ([E1,E 1] , E i ) - 9 ([E1,E i] ,E 1) + s([E b ^^ 

=  0 =  5 ((-ln fc )E 2 ,E 1),

g^E iE -tiE z) = -  {g ([Ei,.Ei], E2) — g ([E i,£2] >Ei) + g ([E2 , E J , Ei)} =

= ^ { - g  ((In k ^ E ^ - g  ((In k) E ,, E .)} =

=  5 ((-ln fc )E 2 ,E 2).

Am obținut:

g ( ^ ^ E ^  = g ( ( -  In k) E2 , E ^  , (V) z e  {1,2} .

Rezultă:
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^ (V E.E! +  (ln /c)E 2 ,E J  =  O, (V)zG {1,2}.

Deoarece metrica g este nedegenerată, obținem V f,E i = — (In fc) Ei- Analog 
obținem:

X E }E2 = (In A:) E i,
X E 2E } = V £ 2 £ 2 = 0.

Partea simetrică a conexiunii V este:

S (E i,E i) = - ( In A W , 
S (E 2 ,E 2) = 0;
S ț E ^ E ^  =  S (E 2 ,E 1) =  i(lnA :)E 1.

Folosind o propoziție anterioară, obținem:

K E ^ E? — ([[Ei, E 2] , E i] , E2) + g (E ^  [E^ E 2])} —

- - g  ([E!, E2] , [En E2]) + g (S (E I , E2) , S ( E ^ E ^  -

- g ( S ( E 2 ,E 2) ,S ( E 1,E 1)) = - \ n 2 k.

Rezultă că varietatea Riemann [G, g) este un spațiu cu curbură constantă 
negativă — (In fc)2 .

Observație. Conform unei propoziții anterioare, metrica g nu poate fi 
bi-invariantă, deoarece curbura secționată este negativă. Acest exemplu ne 
oferă o metrică stâng invariantă care nu este bi-invariantă. Este ușor de 
văzut că acest lucru putea fi verificat direct, arătând de exemplu că există 
X ,Y  e L (G ), astfel încât
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mx.tx.yn^o.

în adevăr, luând X  = E^ și Y  = E2} avem:

g (E^ [ E ^ E ^  =  Infc ^  0.

(știm din ipoteză că k ^  1).

2.11. EXEMPLU. Considerăm grupul Lie G = R4 — {0} (a se vedea 
exemplul 3.7 din Capitolul V). Am văzut că constantele de structură ale 
algebrei Lie L (G) relative la baza fixată {Fi, E?, E3 , E^} sunt toate nule, în 
afară de c |4 =  c 2̂ =  c 3̂ =  -c^3 =  - c | 4 =  - c | 2 =  2.

Considerăm pe G metrica g definită prin

g^E ^E j) = 6i:h i , j  e {1,2,3,4} .

Știm că metrica g este stâng invariantă. Vom arăta că g este bi-invariantă. 
Vom demonstra că condiția

4
( * )  5 2 c ^ = 0

k = l

este verificată, ( y ) i , j  G {1,2,3,4} și, conform observației 1.9, va rezulta că 
g este metrică bi-invariantă.

Deoarece gij = bij, condiția (*) se scrie

(*0 c ij5ij + ^ ij^ j + c ^3 j + ^ b 4j =  0.

Condiția (*') este evident satisfăcută, deci g este bi-invariantă. Rezultă că 
(G,g) este un grup riemannian.

Observații, i) Grupul Riemann (G,g) nu este varietate cu curbură con
stantă.

în adevăr, să presupunem că spațiul (G,g) este cu curbură constantă. 
Rezultă că există A 6 R, astfel încât
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K ^ v  = k, M U ,V E X ( G ) .

Conform unei propoziții anterioare, avem:

f e r ^ n l ^ V l J t / . V I ) .

Folosind această formulă, obținem:

K E2AE3 = ~g (2E4,2E4) = 1,

K E^E? = ^ ( [ S l , ^ ] , ! ^ ! , ^ ] )  = 0-

Egalitățile

E E2AE3 =  Iși K E1^E2 =  0

contrazic presupunerea că spațiul (G, g} este cu curbură constantă.
ii) Grupul Riemann (G, g) nu este varietate Einstein.
In adevăr, să presupunem că (G, g) este un spațiu Einstein, deci există 

c 6 R, astfel încât

(*) R ic (X ,Y ) = c g (X ,Y ), (V )X ,Y  e X ( G ) .

Conform unei propoziții anterioare, avem

Ric k(G)= ~ \ b K '

unde B K  este forma Killing a algebrei Lie L (G ). Conform exemplului 3.7 
(Cap. V), rezultă

Ric \L(G)= 2 (A2 ® A2 +  A3 ® A3 +  A4 ® A4) ,
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unde A1, A2 , A3 , A4 sunt l-formele duale câmpurilor E I ,E 2 ,E 3 ,E 4 , adică 
X ^E j) = 6}, (V )i,j € {1,2,3,4} . Prin liniaritate, obținem:

Ric =  2 (A2 ® A2 + A3 ® A3 + A4 ® A4) .

Pentru X  = Y  = E i, din ultima egalitate și din (*), rezultă:

c = Ric (E l t  Ei) =
= 2 {A2 (Ei) A2 (Ei) +  A3 (Ei) A3 (Ei) +  A4 (Ei) X4 (E ^ }  =  0.

Analog, pentru X  = Y  = E2 , obținem c = Ric (E2 , E 2) — 2, ceea ce 
contrazice presupunerea că (G, g) este spațiu Einstein.

2.12. EXEMPLU. Considerăm grupul Lie S 3 . Știm că o bază în algebra 
Lie L (S3) este (a se vedea exemplul 3.8, Cap. VI) alcătuită din câmpurile 
E2 |S3, E3 |S3, E4 |S3 . Considerăm metrica Riemann g pe S 3 , definită prin:

g (Ei \S 3,Ej |S3) = h j, i , j  G {2,3,4} .

Este evident că metrica g este stâng invariantă. Vom arăta că g este 
metrică bi-invariantă. Acest lucru rezultă ușor dacă ținem seama de faptul 
că condiția

3 
c ^9kj = 0 

fc=i

este întotdeauna verificată (c* sunt constantele de structură ale algebrei Lie 
L (S3) relative la baza considerată).

Prin urmare, (S3 ,g) este grup Riemann de dimensiune trei. Vom arăta 
că grupul riemannian (S3 ,g) este o varietate cu curbură constantă pozitivă. 
Dacă notăm E, = Ei \s*, i ^  {2,3,4} , atunci, folosind propoziția 2.5, rezultă:

K E^ E3 = -g([E 2 ,E 3],[E2 ,E 3]) = ^g (c4
23E4 ,c4

3E 4) 

= ^g (E 4 ,E 4) = l.
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Analog obținem:

K E^ E  ̂— K E^ E  ̂ — 1-

Prin liniaritate se obține

K X Ŷ — 1,

oricare ar fi câmpurile necoliniare X ,Y  E X  (S3) . Rezultă că (S3 ,g) este un 
spațiu cu curbură constantă pozitivă K  = l.

2.13. PROPOZIȚIE. Considerăm un număr întreg n > 1 și mulțimea

01 C G L(n,W ),

unde v este un (n — 1) — vector coloană, iar In _l este matricea unitate de 
ordinul n — 1. Atunci:

(i) G este grup Lie;

(ii) matricele Ej = Cj o , j < n ș i E „
bază în algebra Lie LțG} a grupului Lie G (am notat cu {ei, ...,£„_!} baza 
canonică a spațiului Rn - 1 );

(iii) dacă considerăm pe G metrica Riemann stâng invariantă g, definită 
prin g[E i,E j) = bij, atunci spațiul Riemann (G,g) este cu curbură 
secțională constantă negativă;

(iv) (G,g) nu este grup riemannian.
Demonstrație, (i) Este evident că In  G G. Fie 4 b 4 2 G G. Avem

A1A2 —
V +  S!U S^In-l
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și este evident că AM 2 , A f1 € G. Rezultă că G este subgrup algebric al 
grupului GL (n ,R ). Este ușor că G este varietate analitică reală. Operația 
grupală

V . G x G  -+G, M ( A M 2) = A IA2

este o aplicație analitică, deoarece componentele sunt funcții analitice. Deci 
G este grup Lie.

(ii) Notăm

0 
s l n —l

| u G Rn \ s  G R > C pZ (n,R) = L (G L (n ,R )).

Vom arăta că L{G) = L. Arătăm mai întâi că L(G) C L. Pentru aceasta 
considerăm o curbă analitică

s 
^ W

0
S(i)/n-l

cu proprietatea că c (0) = e = /n . Avem:

cW  =
/ O  0
\ v ( t )  s ( i ) / n - i

Rezultă ^(0) =  (  . ^  ; (0 )°/ n  i )  • Știm că c(0) € TeG = L (G ). Am 

obținut L (G) C L.
Să arătăm acum c&L C L {G ). Considerăm o matrice A € L. Este evident 

că A € gl (n, R) =  L {GL (n, R )). Știm că aplicația exponențială a grupului 
Lie GL (n, R) este

exp:^Z(n,R) -+ G L ^ R ) ,  expA = / n +  -  + ,.. +  £  +  ...
1! r!

Considerăm curba analitică
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c : R -^GL  (n, R ) , c (t) =  exp At.

Este evident că c (0) = In și c (0 = A ) . Vom arăta că c (t) € G, (V) t E R. 
Deoarece A E L, avem:

A = (  ^ V G R, Î I G R "-1 . 
y V Sin—]. J

Se verifică prin inducție că avem:

= < o 0 Y
y vsn 1 sn l n _i /

Rezultă

t t>rc(t) =  exp At =  I + —4  + —.A? + ... ^— -Ar + ... = 1! 2! r!

și cum els > 0, obținem c (t) € G. Curba analitică

c : R —»G, c(t) =  expM

verifică condițiile

c (0) = / n , c (0) = A, Im c C G.

Rezultă c& A E L {G), deci L Q L (G ). Prin urmare, L (G) = L. 
(iii) Pentru orice i , j  € {1, ...,n — 1} , avem:

[Eb  Ej] = E ^  -  E ^  =  0, [En , Ej] = Ej.
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Fie V conexiunea Levi-Civita a spațiului Riemann {G ,g), unde 
g {Ei,Ej) = 8i:j, cu i , j  G {1, ...,n — 1} , și fie a, respectiv S  partea 
antisimetrică, respectiv partea simetrică a conexiunii V.

Cazul I. i , j  G { l , . . . ,n — 1} , z 7̂  j. Avem a{E t ,E j) =   ̂ [E ,,^ ]  =  0. 
Pentru k ^  n, rezultă:

g {S {E i,E j) ,E k ) = 1-{g {[E k ,E i],E j) + g{Ei,[Ek ,E j ])} = 0, 

g{S{E l ,E J ) ,E n ) = h g { [ E n ,E t],E j) + g{Ei,[En ,Ej])} =

= ^ { g ^ E , )  + g{E x,E j)} = 6xj = Q.

Rezultă g {S {Ei, E j) , E s ) = 0, (V) s G {1,..., n } , deci avem

g {S {E „ E j) ,X ) = 0, { \ f )X e L { G ) ,

și cum g este nedegenerată, obținem S {E^Ej) = 0. Prin urmare, avem:

^ ^ E ,  = a {Ex, Ej) + S {E t , Ej) = 0.

Cazul II. i = j  E {1,..., n — 1} . Avem a {E,, Ej) = |  [Eiy Ej] =  0. Pentru 
k ^  n, rezultă:

g {S {Ex, E j) ,E k ) = ^  {<7 ([Et , E x] ,E t )+ g  {E„ [Ek , E,])} = Q = g {En , E k ) .

In continuare, avem:

g {S {Ex, Ej) ,E n ) J  {g  {[En , Ei] ,E ,)+ g  {E„ [En , Ei])} = l = g  {En , E n ) .

în definitiv am obținut relațiile:

g {S (Ex, E x) ,E s ) = g  {En , E s ) , (V) $ G { 1 , n} .
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De aici rezultă S (Ei, E ^ = En . Obținem ^  E iEi — En . Din cele două cazuri 
considerate rezultă:

V ^ E ^ ^ E n ,  M i , j  e { l , - , n -  1}.

în mod analog, se obține:

^ E iEn  = -E ,, ( ^ i e  { l , . . , n - l } ;
V E nE s = 0, (V ) s e { l , . . ,n } .

Calculăm curbura secțională a 2—planului generat de Ei și En , folosind 
formula pusă în evidență în propoziția 2.5. Avem:

K E.*En = \ { g  ([^ ., En ], Ei] ,E n ) + g (Ei, [En , (Ei, En ]])} - 

-  -g  ([Ei, En ] , [E„ En \) + g (S  (E„ En ) , S  (Ei, En )) - 

- g ( S ( E l ,E 1) ,S ( E n ,E n ^  = - l .

Analog se arată că și în celelalte cazuri curbura secțională este constantă, 
egală cu —1.

(iv) Observăm că avem g (Ei, [Ei,En ]) = -1 , deci condiția (ii) din 
propoziția 1.8 nu este îndeplinită. Aceasta ne arată că metrica g nu este 
bi-invariantă și deci (G,g) nu este grup riemannian.

2.14. Fie G un grup Lie și fie {Eb  ...,£ n } o bază în algebra Lie L (G ). 

Considerăm conexiunile liniare V, V, V definite prin:

-  + o i
V E. ^  = 0, ( V ) i , j£ { l , . . . ,n } .
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Fie g metrica stâng invariantă pe G, definită prin g (Ei, Ej) = bij. Notăm cu 
V conexiunea Levi-Civita asociată lui g. Fie câmpurile tensoriale 
_ + - +  - - 0 + + 0  +
A, A, A, A', A', A' G Tș (G) definite prin A = V -V ,X  = V -V , A = V —V, 
-  -  + + o
A' = V  — V, A' — V  — V, A' = V  — V. Avem formulele

A (E t ,E } ) 
2g(A’(E i ,E j ) ,E k ) 

ty  ^A' (Ei, E j) , E ^ 

2g(A , (E l ,E J ) ,E k )

= 2A (E ^ E J  = -2 A  (E„ E J  = [Ei, E} ] ;
= g (E^ (Ei, Ek] ) - g  ([Ei, E,] ,E k ) - g  (Ei, [Ek , E ^ 

= g ([E„ E ^ ,E k ) + g ( E ^ ,  E k [) -  g (E„ [Ek , E ^ 

= g(E j ,[El ,E k]) -  g (E i ,[Ek ,E j ]).

Este ușor de văzut că algebrele de deformare IA (G, A) ,IA ( G ,A \  ,U  (G ,A 

sunt anticomutative, iar algebra IA (G, A 1) este comutativă.

PROPOZIȚIE. Considerăm algebrele de deformare IA [ G, A' ] ,IA \ G, A 1 ] ,

IA (G, A ') , IA [G, A )  , IA [G, A ) , IA (G, A ) . Următoarele afirmații sunt echiva

lente:
(i) toate elementele algebrei LA (G, A) sunt câmpuri distinse;

(ii) toate elementele algebrei IA ( G, A j sunt câmpuri distinse;

(iii) toate elementele algebrei IA ( G ,A \  sunt câmpuri distinse;

(iv) toate elementele algebrei IA ^G, A 'J sunt câmpuri distinse;

(v) pentru orice i , j ,k  € { l,...,n } , avem c k̂ +  ĉ , =  0, unde c^  simt 
constantele de structură ale algebrei Lie L (G) relative la baza { £ i,...,E n }.

(vi) metrica g este bi-invariantă.
Demonstrație, (i) => (v). Pentru orice X ,Y ,Z  E X  (G ), avem

9 (^  (Z, X ) ,Y ) +g (Z, A (Y, X)) =  0. în particular, pentru Z = Ei, X  = Ej, 
Y  = E k , obținem (v).

(v ) ^  W- Din (v) rezultă ck lbs j + cs
} lbsk =  0, sau

9([E k ,E ,],E J )+ g (E k ,[E} ,E t]) = Q.
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De aici obținem

g (A (E k , E ^ , Ej) + g (E k ,A  (E ^E ^ ) = 0, (V) i, j , fc e  {1, - , n} ,

adică (i).
(i) o  (ii) o  (iii). Evident.
(iv) <=> (v). Algebra U (G ,A) este comutativă. Rezultă că toate ele

mentele algebrei IA (G, A') sunt câmpuri distinse dacă și numai dacă
A' = o o  ^  +  4  =  0.

(v) o  (vi). Se folosește observația 2.2.

2.15. Exercițiu. Fie R4 cu structura canonică de varietate analitică reală.
Considerăm aplicația

^ : R4 x R4 ^  R4 ,

definită prin

unde

( a" = cAeka + a' ,
I a"2 =  a V “, 3 + a '2 ,

| a"3 =  a3 +  a'3 ,
[ a"4 = a 4 +  /  -  hcAa^e1™' ,

(k și h sunt parametrii reali arbitrari). Se cere:
i) Să se arate că legea dată determină pe varietatea R4 o structură de 

grup Lie. Acest grup Lie va fi notat în continuare cu G.
ii) Să se scrie o bază {F;, E?, E3 , E4 } în algebra Lie L (G) a grupului Lie 

G și să se afle constantele de structură ale algebrei Lie L (G) relative la baza 
considerată.

iii) Să se determine grupul de transformări cu un parametru asociat unui 
câmp stâng invariant X  € L (G ) .

iv) Să se afle subgrupurile cu un parametru ale lui G.
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v) Să se scrie aplicația exponențială a grupului Lie G.
vi) Fie a, b, c, d e { -1 ,1} . Considerăm metrica pseudo-riemanniană stâng 

invariantă g pe G (a se vedea propoziția 1.5) definită prin: g^E ^E ^) = a, 
g {E2 . E 2) = b, g {E3 , E3) = c, g {E4 , E4) = d, g {Ei, E^) = 0, unde i ^  j.

v ij  Să se afle componentele gtJ = g (^7, 5^7) ; i , j  e  {1,2,3,4}.
vi2) Să se determine componentele conexiunii Levi-Civita a spațiului 

pseudo-riemannian (G ,g).
via) Să se calculeze simbolurile lui Riemann de prima speță și componen

tele tensorului Ricci.
vi4 ) Să se afle scalarul de curbură.
vi5) Să se arate că metrica g este bi-invariantă dacă și numai dacă G este 

grupul Lie aditiv R4 ( o  k = h = Q).
vii) Fie g' și g" două metrici pseudo-riemanniene de signatură (a,b,c,d) 

pe G, obținute ca la punctul vi), corespunzătoare valorilor k',h ' și respectiv 
k", h" ale parametrilor k,h. Să se demonstreze că următoarele afirmații sunt 
echivalente:

(viii) g' și g" conduc la aceeași conexiune Levi-Civita.
(vii2 ) g' și g" conduc la același tensor de curbură.
(vii3 ) g' și g" conduc la același tensor Ricci.
(^4 ) g' ȘÎ g" admit aceleași geodezice.
(vii5) k' = k" și h' = h".
Soluție, i) Se constată ușor că (R4 ,p) este grup. Elementul neutru al 

acestui grup este e =  (0,0,0,0). Aplicația de inversare este definită prin 
j  (a) = ( —a1e~ka3 ,a2eka3 , —a3 , —a4 + h ^ a 2^ , unde a = (a1, a2 , a3 , a4) 6 G. 

Se observă că componentele aplicației p sunt analitice, deci p este aplicație 
analitică. Prin urmare, legea p determină pe varietatea R4 o structură de 
grup Lie. Vom nota cu G acest grup Lie. G este conex, necompact. Avem, 
evident, dim G = 4. Se observă că G este abelian dacă și numai dacă 
k = h = 0, și în acest caz G coincide cu grupul Lie aditiv R4 .

ii) Fie r ’, i 2 ,a;3 , i 4 funcțiile coordonate asociate hărții (G ,IdG ) pe G. Un 
câmp X =  X 'A  g â 1 (G) este stâng invariant dacă și numai dacă

X  (a) = (La U X e ) , (V)U GG.
De aici rezultă:

x  (a) (^ )  =  X e (?  o L a) , (V) a 6 G, i G {1,2,3,4} .
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Pentru orice a = (a), a2 , a3 , a4 } , a' = (a1 , a' , a' , a' j E G, avem:

x l o La {a') = x l (ii(a ,a '^ = a"\ i 6 {1,2,3,4}-

Rezultă:

x l o L a (a') = x1 (a) e ^ 3^  + x1 (a')
x 2 o L a (a') = x2 (a) e~kx3^  + x2 (a')
x 3 o La (a') = x3 (a) + x 3 (a')
i 4 o La (a') = x4 (a) + x4 (a') -  hx 1 (a) x 2 (a') ek x^ .

Pentru orice a e G, avem:

x1 o Lo =
X2 O La = 
x3 o La = 
x4 o La =

= x1 (a) ekx3 +  x1

= x2 (a) e~kx3 +  x2

= x3 (a) • 1 + x3

= x4 (a) • 1 + x4 — hx' (a) ekx3x2 .

Folosind egalitățile X 1 (a) = X e (xl o La ) , (V) a € G, obținem:

^ ’ H 
x 2 W
* 3 H 
x* («)

x1 (a) k X 3 + X 4 
- k x 2 (a) X 3

e + X 2
e 

x 3

X 4 -  hx1 (a) X 2 .

Avem deci

^ ^ ^ ^ ^ - ^ Ă
+ X ’dî? + X̂ ‘ ~ h X eX') g^'

unde X e = X g ^  \e . Deci un câmp X  E L (G) se scrie:
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X  = X ^E . + X 2
e E2 + X 3E3 + X 4E4 ,

unde

1 d i '
O i d

E 2 =  dx2 dx*
E 3  ~  k x  d ^ ~ k x  dx2 +  dx3

E 4  dx4 ’

Știm că aplicația f  : L(G) -> TeG, f  (Y) = Ye este un izomorfism de spații 
vectoriale reale. Avem: f  (EJ = E ^e) = ^  |e , Î  G {1,2,3,4} • Deoarece 
{ ă ? k ^  k ă ?  k ă ?  le} este bază în TeG, rezultă că { E ^ E 2 , E3 , E^} este 
o bază în L (G ). Avem:

[ £ 1 , ^ 2 ]  — —hEi, [EI ,E 3] — kEi, [E2,E3] — —kE2,
[^ ,£ 4 ] =  [E2 ,E 4] =  [E3 ,E 4] = 0.

Constantele de structură ale algebrei Lie L (G ) , relative la baza
{Ei, E2, E3 , E4} sunt nule, în afară de

C 21 =  — c 12 =  ^> c 13 -  — C 31 =  ^> c 23 =  — c 32 —  ^ -

iii) Fie X  = a'E i + a2E2 + a3E3 + a4E^ G L (G ), unde a1, a2 , a3 , a4 sunt 
constante reale. Scriem câmpul X  sub forma:

% = ( . '  + a V )  A  + (a2 -  a W )  A  +  a3 A  +  M  _ B^ )  ®
7 d x 1 v 7 dx2 dx3 v 7 dx4

Ecuațiile diferențiale ale traiectoriilor câmpului X  sunt:
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x1 (t) =  a 1 + a^kx1 (t) 

x 2 (t) = a2 — a3kx2 (t) 

x 3 (t) =  a3

x4 (t) = a4 — a2hx x ( t ) .

Cazul a3 = 0. Din (*), rezultă:

{
z 1 (t) = a 1  ̂+  b \
x 2 (t) = a2t + b2 ,
x3 (/) = b3 ,
x4 (t) =  —^ ^ a 2^ 2 +  (a4 — a2^ ^  t + b4 ,

unde b \b 2 ,b3 ,b4 sunt constante reale. Dacă notăm z’ (0) = ZQ, obținem 
bl = XQ, i e  {1,2,3,4} . Prin urmare, traiectoria centrată în punctul 
Po = (^o, ^0) x o> x o) e  & este c u r ba parametrizată a ^  : R -> G, dată prin

Variind punctul po € G, obținem acțiunea asociată lui X  :

a  :R  x G G,

dată prin:

(**) a (t,p ) = ap (t) = (a't + x ^ a h  + x 2 ,x 3 ,

— ^ ^ h t 2 + (a4 -  a2h x ^  t +  z 4),

unde p = ( z ^ z ^ z ^ z 4) 6 G.
Cazul a3 7̂  0. Vom studia două subcazuri:
Subcazul k = 0. Din (*) rezultă
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{
i 1 (i) = aH + b \ 
x2 (t) = a2t + b2 , 
x 3 (t) =  a3t + b3 , 
x4 (t) = — ~t2a1a2h + (a4 — a2hbr ) t + b4 ,

unde b1^ 2 ^ 3 ^ 4 sunt constante reale. Dacă notăm ZQ =  r '( 0 ) ,  obținem 
6’ = x ^ i  E {1,2,3,4} • Prin urmare, traiectoria centrată în punctul
Po =  ( r o ,^ ) 1 ^ 1 ») £ G este curba parametrizată apo : R —> G, dată prin:

a po (^ ) — ah  +  zj, a2t + XQ,a3t + XQ, — ^ t 2a)a2h + (a4
a2h x ^  t -\- XQ

Variind punctul p0 € G, obținem grupul de transformări cu un parametru, 
asociat câmpului X  E L (G ), ca fiind aplicația a  : R x G G, 
a (t,p) = ap ( t ) , dată prin:

(**') a (t,p ) = (ah + x 1 ,a2t + x2 ,a3t + x 3 ,

— ~t2a1a2h + (a4 — a2h x ^  t + z 4 ), 

unde p =  (z1, z 2 ,z 3 , z4 ) G G.
Subcazul k ^  0. Sistemul (*) se scrie:

z 1 (t) =  a3k ( z 1 (1) + ^ 

I 2 W = ~o?k (z 2 (<) -  â ) 

z 3 (t) - a3

, z 4 (t) = a4 — a2hx1 ( t ) .
De aici rezultă:

' z 1 (t) =  b h ^  -  ^ , 
z 2 (i) = b2e~a3kt + 
z 3 (/) = a3t + b3 ,

. 2:4 W =  ( /  + 1 ? )  t ~  ^ e a3kt + b4 ,
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unde b \b 2 'b\b*  sunt constante reale. Dacă notăm x1 (0) = Z Q , obținem:

b1  = X °1 + k ^ b>2  = X °2 ~ k ^ ' bL3  = X 3°' bL4  “  X4°  +■  ^  f / 01  +I  fĉ 3

Prin urmare, traiectoria centrată în punctul po = (^o^O’^o^o) ^ & ^ 
curba a po : R —► G, având ecuațiile parametrice:

Variem punctul p0 în G și obținem grupul de transformări cu un parametru 
asociat lui X, ca fiind aplicația a  : R x G —> G, dată prin:

(**") a (t,p )

unde p =  (x1 , x2 , x3 , i 4) € G.
iv) Utilizând relațiile (**), (**') și (**"), obținem următoarele rezultate: 
ivi) Dacă a3 =  0, atunci subgrupul cu un parametru generat de câmpul 

X  este:

Px — ote : R —► G, Px (̂ ) =  ( a1 ,̂ a2t, 0, — ̂ a ^ 2^ 2 +  a4t

iv2) Dacă a3 ^  0 și k = 0, atunci subgrupul cu un parametru generat de 
câmpul X  este:

Px - » e  :R ->  G, Px (t} ~ aH, a2t, a3t, - - t 2a l a2h + a4t 
2

iv3 ) Dacă a3 ^  0 și k ^  0, atunci subgrupul cu un parametru 
Px =  a e : R G, generat de câmpul X, este dat prin:
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Px ( )̂

v) Ținând seama de rezultatele de la punctul precedent, avem: 
v j  Dacă a3 =  O, atunci

expX =  px  (1) = a 1, a2 ,0, — ̂ ^ ^ h  + a4

v2) Dacă a3 ^  O și k =  O, avem:

expX = a 1, a 2 , a3 , — - a ^ h  + a4

v3 ) Dacă a3 ^  O și k ^  O, avem:

expX

vi) Folosind rezultatele de la punctul ii), rezultă:

A  = E 1 '

ax 2 = E 2 + hx xE 4 , 

7o—x^  = —kx^Ei — kx2E 2 + E 3 — khx1x 2E4 , 

dx* E *'

vi^ Egalitățile anterioare ne conduc la:
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5n = a, g22 = b + h2 [x^y d, g44 — d, gi3  — -a k x y , 

g24 — hdx , 512 =  ĝ  ̂ ~  O, g23 ~ bkx H- dkh {x j x , 
g34 = kdhx l x 2 , g33 = c + ak2 (x1) 2 +  bk2 (x2) 2 + dk2h2 (x1) 2 (x2) 2 .

vi2) Deoarece det (g2 j) e  { - l , l } ,d in  vi]), rezultă:

g11 =  a + ck2 (x1) 2 , g12 = - c k fx 'x 2 , g13 = c k x \ 
g24 = -b h x \  g14 = g34 = 0, g23 = —ckx \
g22 = b + ck2 (x2) 2 , g33 = c, g44 = d + bh2 (x1) 2 .

Simbolurile lui Christoffel de speța a doua f ’r  construite cu g, sunt date prin:

r h  = —ack2x \  r?2 = ^-bdh2x \  r l .  =  - -b d k h x 1, PL = ack2x \ 
11 7 IZ Q  7 Q  7 10 '

r f 4 =  - - d b ^ x 1, r j ,  =  ack3 (x1) 2 , r^4 =  -bdkh2 (x1) 2 , r l  = - -a d h ,

r 2
4 =  ^bdh, r ^  = —ack, F^  = bck,

^33 =  —k2x } ^1 + ack2 (x1)2 4- adh2 (x2) 2 — bck2 (x2) 2 } , F^ =  — ̂ adkhx2 ,

r 2
2  =  —bck2x 2 , r 3

3 = bck2x 2 , r 2
3 = kx 1! 2 ^ b d h 2 — ack2 ^  ,

1 ,  = c i3 { 4 ( ? ) !  -  a ( x f )  , I* = - l u  [dh.2 ( j f  +  2 r f  ( i 2) 2 } ,

F ^  =  — k2x 2 {1 + bck2 (x2) 2 + bdh2 (x1) 2 — ack2 (x1) 2 } ,

T^ = kx 1 x 2 {bck2 — adh2 } , r ^  = x 1 {bck2 — adh2 } ,
TI3 = ^khx 2 {1 -  bdh2 (x1) 2 } , I t  = ack2x2 , r 4

2 = ±dh [d -  bh2 (x1) 2 } , 

r*3 = b ^ h x ^ 2 ^b + d h 2 {x1) 2 ^ , v 4
3 = ^dkhx x ^d + b h 2 { x ^ y y 

(componentele nescrise sunt nule).
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vi3 ) Simbolurile lui Riemann de prim a speță, nenule, sunt:

^1212 =  abck2 -  - d h 2 + -b h 4 (z 1) 2 , R1213 =  l  abck2 -  3dh2 + bh4 
4 4 4 1 J

1 1 5  1 1  i^1214 = -b h 3x \  R }223 = k x 1 < abck2  h 2 > + -b k h 4 (x 1) , 
4 [ 4 J v '

#1234 = - ^ b k h 3 ( i 1 ) 2 ,

#1313 — —ak2 +  (x2 ) 2 ^abck4 — ^dfc2 /i2 ^  +  ( x ^ 2 ) 2 +  ^bk 2 h4 (x 1! 2 ) 2 ,

#1314 = ^ b k ^ x 'x 2 , #1323 =  ^ 2x 'x 2 ^4abck2 — 5dh2 + bh4 (x 1) 2 } ,

#1324 = ~ ^ d k h ,  #1334 =  — ̂ k 2h x 2 ^2d + bh2 (z 1) 2 } , #1414 =  ^6/i2 ,

#2424 = ^ a h 2 , #1434 =  — \b k h 2x \  #1423 =  — - k h  [2d — bh2 , 
4 4 4 1 v 7 J

#2323 =  —bk2 — ^ d k 2 h2 (z 1) 2 +  abck4 (x 1) 2 +  ^bk 2 h4 (z 1) 4 ,

#2334 = ^ k 2h x } ^2d — bh2 (z 1) 2 } , #2434 =  ^ a k h 2x 2 ,

#3434 =  ^A:2 /i2 {b (x 1) 2 +  a  (x2 ) 2 } .

Componentele nenule ale tensorului Ricci sunt:

#  11 = —^bdh2 , R 44 = -abh 2 , R ^  = -b d k h 2x \  R24 = -a b h 3! 1 , 
2 2 2 2

#  22 =  — 2 ^ 2 { °^  ~  a ^  ^ ^ 2 } ’ ^ 23 =  ~ ^ k h 2x 2 [ad  — abh2 ( z 1) 2 } ,

#  33 =  — 2 ^ 2 {^ +  bdh2 (z 1) 2 +  adh2 (z 2) 2 — abh4 (z 1) 2 (z 2 ) 2 |  ,

#  34 =  -a b k h 3! ^ 2 .

vi4 ) Scalarul de curbură este

p = -^-abdh 2 — 2ck2 .

450

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



vis) Este evident că metrica g este stâng invariantă. Presupunem că g 
este bi-invariantă. Atunci, folosind propoziția 1.8, avem:

g ([X, Y ] ,Z ) + g (Y, [X, Z]) =  0, (V) X , Y , Z e L  (G ).

Pentru X  = E t , Y  = Ej, Z  = E s , obținem:

c^g (Er , E s ) +  cr
isg (Ejy  E r ) = 0.

De aici rezulta k = h = 0.
Reciproc, dacă h = k = 0, atunci metrica g este bi-invariantă.
vii) Vom utiliza relațiile stabilite la punctul vi)
(v i is ^ tv i i jJ ^ v ii îJ ^ v iis ) ,  (vii5)=>(vii4 ), (vii1)=>(vii4 ). Evident, 

(vii4 )=>(viii). Fie T'* și T"/ simbolurile lui Christoffel de speța a doua, 
construite cu ajutorul lui g' și respectiv g". Prin ipoteză, g' și g" admit
aceleași geodezice, deci avem formulele lui Weyl

r"; = r'; + ̂  + 6>7,
unde wk sunt componentele unei 1 - forme. Dacă în ultimele formule facem 
i = j  și sumăm, obținem:

4
£ ( r " ' - r ' ; )  =  ( „  +  !>  ^ , . 

i = l

Utilizând expresiile obținute pentru simbolurile lui Christoffel, din ultimele 
relații rezultă u  = 0, ceea ce ne arată că r 'zs' =  P 'j, adică (v iij.

(vii3)=>(vii5 ). Egalitățile R't j = R'^ implică k' = k" și h' = h".
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§ 3. REZULTATE RECENTE PRIVIND METRJCILE 
PSEUDO-RIEMANNIENE STÂNG INVARIANTE 

PE UN GRUP LIE DIN CLASA a.
TEOREMA LUI MILNOR. TEOREMA LUI NOMIZU. 

TEOREMA LUI PRIPOAE.

3 .0. în acest paragraf prezentăm câteva rezultate recente legate de cur
bura secțională a unei varietăți cu metrică pseudo-riemanniană indefinită (de 
signatură ( — ,...,+ ,..., —)).

Aceste rezultate sunt legate de numele lui J. Milnor [31] și K. Nomizu 
[48]. Rezultatul principal al paragrafului este conținut în teorema 3.7 și a 
fost obținut de G. Pripoae [61].

Fie (M, g) o varietate diferențiabilă n —dimensională cu o metrică pseudo- 
riemanniană, de signatură ( —,..., + ,...) (excludem cazul pozitiv definit). Un 
vector X  € TXM  se numește spațial, temporal, respectiv luminos (nul), după 
cum

g (X, X) > 0, g (X, X )  < 0, resp. g (X, X ) =  0.

Un subspațiu se numește nedegenerat de signatură 7 dacă restricția lui g la 
el este nedegenerată și are signatura 7.

3 .1. LEMĂ. Dacă {X ,Y }  este bază a unui 2—plan 7r C TX M, atunci 7r 
este nedegenerat dacă și numai dacă

(3.1) ^ ( x , x ) ^ ( y , y ) - ^ ( x , y ) 2 / o .

Demonstrație. Suficiența. Fie relația (3.1). Presupunem, prin absurd, că 
g ITT este degenerată, deci că există w € TT, nenul, cu

(3-2) g (W, X ) = 0, (V) X  E TT.

Completăm pe IV până la o bază a lui 7r, {W ,V} . Din (3.2) rezultă

9 ( W W g ( V ,V ) - g ( W ,V ) 2 = Q,
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ceea ce contrazice ipoteza (3.1).
Necesitatea. Presupunem că TT este nedegenerat și că

(3.3) g ( X ,X ) g ( Y ,Y ) - g ( X ,Y f  = Q.

Notăm cu

U = g ( Y ,Y ) X - g ( X ,Y ) Y .

Evident

g(U ,Y )= O ,

iar din (3.3) rezultă g(U ,X) =  0. Notăm cu n 1  complementul ortogonal al 
lui % relativ la restricția lui g la TXM. Cum 7r este nedegenerat, rezultă și ÎT1 
nedegenerat, iar U £  TT1 . Pede altă parte, prin definiție, U E n, deci 17 =  0.

Am obținut că X  și V sunt proporționali, în contradicție cu faptul că 
{X, y} este bază.

în concluzie, (3.3) este falsă.

Observație. Pentru un 2—plan nedegenerat, curbura secțională se de
finește prin

g ( X ,X ) g ( Y ,Y ) - g ( X ,Y ) 2 ’

unde {X,Y} este bază a lui TT. Se arată imediat că această mărime este 
independentă de bază. Fie R Q un tensor de tip (1,3) definit prin:

R0 (X ,Y )Z  = g ( Y ,Z ) X - g ( X ,Z ) Y ,  X ,Y , Z e T x M.

3.2. LEMĂ. Toate 2—planele nedegenerate în TXM  au curbura secțională 
egală (cu c) dacă și numai dac%

R = cR0 .
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Demonstrație. Dacă R = cR0 , este evident că are loc K  (TT) -  c, pentru 
orice 2-plan nedegenerat TT.

Reciproc, presupunem că avem K  (TT) = c, pentru orice 2—plan nedegen
erat 7T C TXM.

Dacă {X, Y} este bază a lui TT, atunci:

(3.4) g (R (X, Y) Y ,X ) = g  (cR0 (X ,Y ) Y, X ) .

Dacă X și y  sunt liniar dependenti, evident că relația (3.4) este ade
vărată.

Presupunem că {X ,y} este bază pentru un 2-plan degenerat TT. Folosim 
Ierna 3.1. Deoarece g (X, X) g (Y, Y ) -  g (X, Y )2 este un polinom în compo
nentele lui X și y  (relative la o bază fixată în TXM \  mulțimea zerourilor lui 
este rară, adică complementarea ei este densă), deci există X n ,Yn G TXM, 
X n -> X ,Y n ^  y, astfel ca rrx  = sp {X n ,Yn } să fie nedegenerat. Trecând la 
limită în

(3.4') g (R  (Xn , Yn ) yn , Xn ) =  g (cR0 (X n ,Yn ) Yn, X n ) , 

obținem că (3.4) are loc pentru orice X, Y e TXM. Aplicăm acum rezultatul 
clasic din demonstrația teoremei Schur (vexi [26], I, p. 198-200).

3.3. Observație. La fel ca în cazul riemannian se demonstrează teorema 
lui Schur: ”Dacă (M,g) este o varietate pseudo-riemanniană, conexă, de 
dimensiune n > 3 și orice punct este punct de izotropie (adică curbura 
secțională în punctul respectiv este aceeași, oricare ar fi 2—planul 
nedegenerat), atunci (M,g) este cu curbură secțională constantă”.

3.4. Definiție. Fie G un grup Lie necomutativ de dimensiune n > 3. 
Spunem că G este din clasa cr dacă pentru orice două câmpuri stâng in
variante X ,Y  e  L (G ), [X, Y] este combinație liniară de X  și Y.

3.5. TEOREMA LUI MILNOR [31]. Orice metrică Riemann stâng in
variantă pe un grup Lie din clasa cr are curbura secțională constantă k. Dacă 
G este conex, atunci k = 0 dacă și numai dacă grupul este abelian, și k < 0 
dacă grupul este neabelian.
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Demonstrație. Fie g o metrică Riemann stâng invariantă pe un grup Lie 
G de clasă a. Fie l : L (G) —> R, liniară, astfel încât

[X, Y] = l ( X ) Y  - l  (V) X, (V) X ,Y  e L (G ) .

Alegem o bază ortonormată {E i y ..., En } în L (G) relativ la g, deci 
g (E^ Ej) = 5^, și fie {w1, ...,wn } baza duală din (L (G))*. Deoarece 
l G (L (G))*, există Zi, ...,/n € R, astfel încât

l = l \ ^  + ... + ln u)n .

Vom nota l' = l]E\ + ... + ln En . Fie c^ constantele de structură ale algebrei 
Lie L (G) relative la baza {E j,..., En } . Avem:

[Et ,Ej] = c^E k ,
[E^Ej] = l(E i )E j - l ( E j )E i = li Ej - l j E i .

Rezultă

C i ^ f y i - t f l j ,  ^ i . j . k E  { l , . . ,n } .

Fie V conexiunea Levi-Civita asociată lui g. Dacă notăm

^ E^  = r ^ E k ,

atunci avem:

r p =  |  ( 4  + ^kj + < )  = |  (W k  -  6i k lj + Sijlk -  6̂ 1, + 6 ^  -  6*1^ = 

= t i j l k - ^ l j .

Am obținut:

r* =  6 ^  -  6 ^ .
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F o l o s i n d  a c e a s t a ,  o b ț i n e m :

^ E i ^ E j B k  =  ^ E i  ( ^ Tj k ^ r )  — ^ j k ^ i r ^ s  — ( ^ j k l r  F j l k )  ( f i r i *  ^ I r )  E s

n \
b jk l i l s  — S i j l k l s  — ^ j k ^ i 52 ̂  ̂+ ̂ ^ k  j E s .

A n a l o g  o b ț i n e m :

(
n  \

^ ik ^ j^ s  ^ i j l k ^ s  ^ i k ^ j  ^  ^ r^ r F  ^ j ^ d k  j  E s . 

r = l  /

î n  c o n t i n u a r e ,  a v e m :

V[E.,E3]Ek = V crjE r E k = c ^ E ,  = (6 ^  -  ^  (5r k ls -  6r
s lk ) E s =

=  ( S j k k l s  ~  S j l i l k

F i e  R  c â m p u l  t e n s o r i a l  d e  c u r b u r ă  a l  c o n e x i i m i i  V  :

R  ( E i ,  E j )  E k  =  ^ E^ E j E k  — V  E J \7 E E k  — V [ E i t E j ] E k .

Ț i n â n d  s e a m a  d e  c a l c u l e l e  d e  m a i  s u s ,  o b ț i n e m :

71

R  ( E ^ E j )  E k  =  ^  l r l r  ( b i k E j  -  6 j k E i ) . 

r = l

D a r

n  n  n / n n

E l r l r  = 52 6 r i l z lr = 52 ̂  ̂  E J  U r  = 4  £  l r E r , 52 l i E i 
r = l  Î , r = l  i , r = l  \ r = l  i = l

=  g ( l , , l ' )  =  \\l , \\2 .

A m  o b ț i n u t :
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R (&, E ^  E k = ||i'||2 {<7 (Ei, E k ) E3 -  g (E3 ,E k ) E,} .

Rezultă:

R (X, Y ) Z  = lini2 {9 (x , Z )Y  - g ( Y ,Z ) X } ,  (V) X , Y , Z ț X  (G ).

Fie R  6 T^ (G ), definit prin R (X, Y, Z ,W ) = g (X, R (Z, W) Y ) . Rezultă:

R (X ,Y ,X ,Y }  = g ( X ,R ( X ,Y ) Y )  = \\l, \\2 g ( X ,g ( X ,Y ) Y - g ( Y ,Y ) X )  = 
=  imi2 { ( 5 ^ n ) 2 - 9 ^ j ) s ( ^ / ) b

Pentru doi vectori liniar independenți XQ, Ya G TaG, notăm ir = sp (X a , Ya ) .
Curbura secțională K (TT) este:

R (X a ,Ya ,X a ,Ya ) 
ga (X a , X a ) ga (Ya , Y J  -  ga (X a , Ya ) = -\\l’\\2 -

în concluzie, spațiul Riemann (G, g) are curbura secțională constantă 
negativă K  = — ||('||2 . Avem K  — 0 < ^ l ' = 0 o l  = 0< ^ [X,Y] =  0, 
(V) X ,Y  E L (G) o  L (G) este abeliană G <>ex G este abelian.

Dacă G este neabelian, atunci l ^ Q o l ' ^ Q o K  < 0 .

3.6. Observație. Dacă g este o metrică lorentziană (adică de signatură 
( — ,+ ,...,+ ))  pe grupul Lie G G cr, stâng invariantă, atunci o teoremă da
torată lui K. Nomizu [48] ne asigură că g este, de asemenea, cu curbură 
secțională constantă, dar nu neapărat negativă. Prezentăm în continuare o 
generalizare a teoremelor Milnor și Nomizu.

3.7. TEOREMĂ (G. PRIPOAE) [61]. Orice metricăpseudo-riemanniană 
stâng invariantă pe un grup Lie conex din clasa a are curbura secțională con
stantă.

Demonstrație. Pasul I . ([31], p. 312-313). Fixăm pe X G L(G ). Apli
cația ad (X) induce o aplicație liniară (notată la fel) de la L (G) / RX în el 
însuși, cu proprietatea că fiecare vector este dus într-un multiplu de-al său. 
(Am notat cu RX subspațiul generat de X). Deci
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[X,Y] = h (X ,Y ) -Y ,

pentru orice Y  £ L(G) / K X - Arătăm că h nu depinde decât de X.
Fie Y ,Z  e L (G) / RX liniar independenți. Din egalitățile evidente

h (X ,Y  + Z ) - ( Y  + Z) = [X ,Y  + Z] = h ( X ,Y ) - Y  + h (X, Z) ■ Z,

re7Ai\tă. h (X ,Y )  = h ( X ,Z ) .
Analog rezultă că h (X, aY) = h (X, Y ) , pentru orice a £ R. în concluzie, 

h nu depinde decât de X. Putem calcula h (X} = (n — 1) • trace ad ( X ) .
Se observă deci că h depinde liniar de X. Schimbăm rolurile lui X și Y și 
calculăm [X, Y] modulo RY Pentru X și Y liniar independenți, rezultă că 
/i € A1 (G) și

(3.5) [X,Y] = h (X )-  Y - h ( Y ) X ,  X ,Y  e L (G ).

(formula este în mod evident adevărată și pentru X, Y liniar dependenți).
Pasul II. Presupunem că g este metrică de signatură 7. Fie 7r un 2—plan 

nedegenerat și {u, v} o bază ortonormală a lui 7r, CU U, V e L (G ).
Considerăm {e1 ; ..., en } o bază ortonormală a lui L (G ), cu ej u y e2 := v. 
Deci g (e,, ej) = e^ij, unde primele 7 constante £; sunt (—1), ultimele (n — 7) 
fiind (+1). Notăm C^ constantele de structură asociate acestei baze, adică 
satisfăcând relația

[e O e j] ~  ^ij ’ e k-

Determinăm forma generală a curburii secționale K  (TT) N= K  (ei,e2) . 
Formula lui Koszul pentru conexiunea Levi-Civita a unei metrici stâng in
variante este

2g(X x Y ,Z )= g ([X ,Y ] ,Z )  + g ( [ Z ,X ] ,Y ) - g ( [ Y ,Z ] ,X ) , 

unde X ,Y , Z E L (G ). în particular,
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^ e ^ j  =  ~ E k  ( C i j  • ^ k  +  C k l  ■ E j C ) k  ■ E i)  • e k .

Calculăm K  (e!,e2) . Avem:

A _  g (n (e i ,e 2)e 2 ; ei) _
6 1 ,6 2  ^ (e i,e i)-5 (e 2 ,e2)

= £1̂ 2 -9 (Ve ]V e2e2 -  V e2V e ie2 -  V [eiie2je2 , ej) .

De aici obținem:

(3.6) K (e b e2) = EI E2 ■ y j { - C ^ 2  ( - C j 2  ■ E k  +  C 2 k  ■ E } +  C k l  ■ E2 ) - 
k = l

— 4 ’ £k ( ^ 2  ‘ £ k  ~  ^ k  ' £ 1  +  ^  ' £ 2 ^ ’

‘ ( ^ 2  ' £ k +  & 2k  ’ £ 1 —  ^ k l  ' e 2 ) ~  E ]E 2 Ek • C%2  ’ C fc l} -

Pasul III. Relația (3.5) se mai scrie

(3.5') C ^ = h ^ - h ^ ,

cu notația hi = h (ei). Remarcăm faptul că C z
k = 0 pentru i ^  j  ^  k ^  i, 

și că hi = Clj pentru j  ^ i  (fără sumare!). 1—forma h este stâng invariantă, 
deci

||/i||2 := ^  (hi)2 • Ei =  const. 
i= l

înlocuind (3.5') în (3.6), obținem:

-"  (Cu) • £i + ( c y  • £2+ y  Ek • c k2
K > 3

£1 ( ^ i ) 2  +  £2 • ( h z ) 2  +  ^  Ek • ( h k ) 2

k>3
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Rezultă că curbura secționată depinde numai de structura de algebră Lie și 
de metrică, și că este independentă de alegerea 2—planului ÎT . Din teorema 
Schur, rezultă afirmația teoremei.

3.8. Observație, (i) Ipoteza "metrică stâng invariantă’’ este necesară. în 
adevăr, dacă aplicăm o transformare conformă (neomotetică) a unei metrici 
stâng invariante pe G E cr, noua metrică nu mai este, în general, stâng 
invariantă, iar curbura secțională nu mai este constantă.

(ii) Pe un grup Lie G E cr, o distribuție (în sens Chevalley) generată 
de orice r câmpuri de vectori independenți din L(G} definește o foliație 
r —dimensională (2 < r < n ) . Grupurile Lie din clasa a au și alte proprieăți 
interesante: de exemplu, sunt singurele grupuri Lie care admit metrici 
riemanniene, stâng invariante, cu curbură secțională de semn constant ([22]).
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C A P I T O L U L  X

STRUCTURI APROAPE SIMPLECTICE ȘI
STRUCTURI APROAPE COMPLEXE^ 

STÂNG INVARIANTE PE UN GRUP LIE

în capitolul precedent am studiat comportarea matricilor pseudo - 
riemanniene stâng invariante pe grupuri Lie. Acest studiu se poate relua 
pentru orice G—structură stâng invariantă, în particular - așa cum vom vedea 
în continuare - pentru structurile simplectice și Kahler (precum și generalizări 
ale lor).

§ 1. STRUCTURI APROAPE SIMPLECTICE 
STÂNG INVARIANTE. TEOREMA MEDINA - REVOY.

Fie G un grup Lie cu n dimensiuni, L (G) algebra sa Lie și Q G A2 (G) o 
2—formă diferențială nedegenarată pe G.

1.1. DEFINIȚIE. Q se numește structură aproape simplectică stâng 
invariantă dacă Q este invariantă la translațiile la stânga, adică,

Q ((£ a ) .(X ) ,(L a ) ,(y ) )o L a =  Q (X ,y ), (V) X, V G X (G ), (V)aGG.

Dacă, în plus, Q este închisă, ea se numește structură simplectică stâng 
invariantă pe G.

Observație. Analog se pot defini structuri simplectice invariante la dreapta.

1.2. DEFINIȚIE. O structură simplectică pe grupul Lie G se numește 
bi-invariantă dacă ea este simultan stâng și drept invariantă.

1.3. EXEMPLE.
1.3.1. Fie IR2* cu structura canonică de grup Lie abelian și Q G A2 (R2k) , 

definită prin

Q = dx1 A dxk+1 + ... + dxk A dx2 k .
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Atunci Q este o structură simplectică bi-invariantă pe R2 1 .
1.3.2. Fie G un grup Lie de dimensiune n = 2m și { E i,..., E 2m } o bază în 

algebra sa Lie. Fie {u1 ,. . . ,^ 2m } baza duală în A1 (G ), formată din l-form e 
stâng invariante, și verificând relațiile

( ^ ) = «j

Atunci

Q = u? A wm +1 + ... + wm  A w2m

este o 2—formă nedegenerată, stâng invariantă pe G, deci definește o struc
tură aproape simplectică stâng invariantă pe grupul Lie G.

1.4. OBSERVAȚIE.
1.4.1. Fie Q o 2—formă nedegenerată pe grupul Lie G. Atunci următoarele 

afirmații sunt echivalente:
(i) Q este o structură aproape simplectică stâng invariantă pe grupul Lie 

G;
(ii) Q (X, Y) = constant, (V) X ,Y  € L (G );
(iii) £l(Ei,Ej) = constant, ^ } i , j  E { l,...,n} , unde {E i,...,E n } este o 

bază fixată în L (G ).
1.4.2. Ca o consecință a rezultatului precedent avem: mulțimea struc

turilor aproape simplectice pe un grup Lie G este în corespondență bijectivă 
cu mulțimea 2—formelor alternate, nesingulare pe L (G ).

Analog, mulțimea structurilor simplectice pe G este în corespondență 
bijectivă cu mulțimea 2—formelor alternate, nesingulare și închise pe L (G ).

1.5. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie înzestrat cu o structură aproape 
simplectică Q stâng invariantă. Atunci:

i) există o unică conexiune liniară stâng invariantă ^  pe G care satisface 
egalitatea

(1.1) Q (X x Y, Z) = -Q  (Y, [X, Z]), X ,Y ,Z e L ( G ) ;

ii) conexiunea V este plată;
iii) conexiunea V este simetrică dacă și numai dacă Q este simplectică;
iv) dacă Q este simplectică, atunci V%Q =  0 dacă și numai dacă algebra 

Lie L (G) este abeliană.
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Demonstrație, i) Pasul 1. Presupunem că V există. Fie { E i,..., En ) o 
bază a lui L (G) și A, B ,C  E X  (G ). Avem A = A 'E t , B = BJ Ej, C  = C k E k , 
cu A 1, B 3 , C k E E  {G). Determinăm operatorul V prin relația

(1.2) ^ [ X A B,C ) = ~A 'C k ^ (B .{E ,.E k]) + A (B 3 ) n ( E J ,C ).

Să verificăm faptul că operatorul V clin (1.2) satisface cele patru axiome 
din definiția conexiunii liniare (Koszul). Liniaritatea în prima variabilă și 
aditivitatea în a doua variabilă sunt evidente.

Fie f  E E  (G ). Atunci avem:

U (V A fB ,C )  = - X G k fQ (B ,[E l ,E k]) + A (B 3) /Q ( E J ,C) + A ( f ) ^ ( B ,G ) 

= ^ ( f ^ A B + A ( f)B ,C ) .

Am obținut egalitatea:

Q ^ A fB ,C )  = Q ( fV A B + A (J) B, C ) .

Deoarece Q este nedegenerată, deducem:

V A fB  = f V A B + A ( f ) B .

Pasul 2. Definim conexiunea liniară V prin relația (1.2). Se verifică ușor 
egalitatea (1.1), pentru orice câmpuri de vectori X ,Y ,Z E L (G ).

Pasul 3. Arătăm că conexiunea liniară V este stâng invariantă. Fie 
{E } ,...,E n } o bază în algebra Lie L(G ). Dacă punem V E iEj = B3 E S, 
^ (E i,E j)  = Q,j, atunci avem:

a ^ E ^ E ^ r 3̂

Pe de altă parte, avem:

^ ( V E iE} ,E k ) = -Q (E t ,[EJ ,E k j).
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Rezultă

r^  = - f i  (E^ [Ej t E k \) t f s = const.,

unde ( ^ s ) 1 < t s < n  este inversa matricei (HijlKyXn-
Deoarece’ r,s”= const., rezultă că conexiunea V este stâng invariantă.
Pasul 4 (Unicitatea). Presupunem că mai există o conexiune liniară V 

care verifică (1.1). Atunci obținem:

Q VA B,C = a ( V A B ,C ) ,(y )A ,B ,C  e X ( G } .

Deoarece fi este nedegenerată, obținem V =  V.
ii) în continuare, folosind relația (1.1) și identitatea lui Jacobi, rezultă:

n (R (X ,Y )Z ,W )  =  Q(V x V y Z ,W )-Q (V y Vx Z ,lU ) -Q ( V [ x ,y]Z,iy) =
= - f i  (VyZ, [X, IV]) +  fi (V X Z, [Y, W]) +  fi (Z, [[X, Y ] , W] 
=  fi (z, [Y , [X, w]]) -  fi (z, [X, [y, IV]]) +  o  (z, [[X, y ] , w]) 
=  fi (Z, [[X, y ] , W] + [[y, IV], X] + [{w, x ] , y]) =
=  Q (Z ,0 )= 0 .

Am obținut egalitatea:

Q (R (X, y ) Z, W) =  0, ( ^ )X ,Y ,Z ,W  e L(G ). 

Deoarece fi este nedegenerată, obținem:

R  (X, y ) Z =  0, (V) X , Y , Z e L  (G ),

adică R = Q.
iii) Folosind din nou relația (1.1), rezultă:

^ Î (T (X ,Y ) ,Z )  =  Q(V x y ,Z ) -Q ( V y X ,Z ) - Q ( [ X ,y ] ,Z )  =
= - f i  (y, [X, Z]) + fi (X, [y, Z]) + fi (z, [x, y]) = 
= d ^ (X ,Y ,Z ) .
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Din egalitatea Q (T (X, Y ) , Z) = dU (X, Y, Z) , (V) X ,Y ,Z  E X  (G ), rezultă 
că Q este simplectică dacă și numai clacă conexiunea V este fără torsiune.

iv) Presupunem că Q este simplectică. Atunci, pentru orice
X ,Y , Z E L (G ), avem:

(VX Q) (Y, Z) = -dQ  (X, Y ,Z ) - Q  ([Y, Z ] ,X )  = -Q  ([Y, Z ], X ) .

Din (VX Q) (Y, Z) = -Q  ([Y, Z ] ,X ) ,  (V) X ,Y ,Z  E L (G ), deducem că
V A Q =  0 dacă și numai dacă [Y, Z] = 0, (V) Y, Z  E L (G ), deci dacă și numai 
dacă algebra Lie L (G) este abeliană.

Observație. Din propoziția anterioară rezultă că pentru o structură sim
plectică Q putem defini o conexiune canonică local euclidiană, care generează 
o structură afină invariantă pe G.

1.6. TEOREMA MEDINA - REVOY. Fie G un grup Lie , < , >  o 
metrică pseudo-riemanniană bi-invariantă și SI o structură simplectică stâng 
invariantă pe G.

Atunci există o metrică stâng invariantă g pe G, de același indice ca 
< , >, având drept conexiune Levi-Civita exact conexiunea canonică asociată 
lui Q.

Demonstrație. Fie D E T^ (G) câmpul de tensori definit prin

Q(X,Y) = <  D (X ),Y  >, (V )X ,Y E L (G ) .

Deoarece Q și < , > sunt nedegenerate, rezultă că D este inversabilă. 
Observăm că

X a = D ^  oad (a )oD , aE  L (G)

definește o conexiune liniară pe G, invariantă la stângă.
Deoarece metrica este bi-invariantă, rezultă că avem:

ad (a) ( X ) ,Y  > + < X ,ad (a) (Y) >= 0.

Folosind aceasta și definiția lui D, avem:
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Q (V X Y,Z) =  n ( D - } o a d ( X )° D ( Y ) ,Z )  = < a d (X )o D (Y ) ,Z  >= 
= <[X ,D (Y )],Z > = - < L>(Y ),[X ,Z ]>= 
= -Q ( y ,[ x ,z ] ) .

Deducem că V este exact conexiunea asociată în mod canonic lui Q (conform 
cu (1.1)). Definim g E 7^ (G ) , prin:

g (X ,Y )  = < D ( X ) ,D ( Y ) > .

Deoarece Q este stâng invariantă, rezultă că D este stâng invariant. Folosind 
aceasta și faptul că < , > este bi-invariantă, rezultă că g este stâng invariantă.

Câmpul tensorial D este nedegenerat, deci g are același indice ca și
< , > . în continuare să calculăm ^xg -  Avem:

(V x g)(Y ,Z ) V x g (Y, Z ) - g  (X x Y, Z) -  g (Y, V X Z) =
- < D  (V X Y) ,D ( Z ) > - < D ( Y ) ,D  (V X Z) >=
-  < ad (X) o D ( Y ) , D (Z) > -  < D ^ Y ^ a d ^ o  D (Z)
- < { X ,D  (Y)] ,D ( Z ) > - < D ( Y ) ,  [X, D (Z)] >=
0.

Deoarece Q este structură simplectică, conform propoziției 1.5 iii), rezultă 
V simetrică; fiind conexiune metrică, rezultă că V este exact conexiunea 
Levi-Civita asociată metricii stâng invariante g.
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§ 2. STRUCTURI APROAPE COMPLEXE 
STÂNG INVARIANTE PE GRUPURI LIE

2.1. Fie G un grup Lie și J  G T / (G) o structură aproape complexă, 
adică J 2 = —6, unde 6 este tensorul lui Kronecker. în acest caz dimensiunea 
grupului Lie G este, în mod necesar, pară.

DEFINIȚIE. Structura aproape complexă J se numește stâng 
invariantă dacă

(La U J )  = J, W a e G .

2.2. DEFINIȚIE. Fie G un grup Lie. Dacă g este o metrică pseudo- 
riemanniană stâng invariantă pe G, iar J este o structură aproape complexă 
stâng invariantă pe grupul Lie G, atunci spunem că G este înzestrat cu 
o structură aproape hermitiană stâng invariantă. (In acest caz Q, 
definită prin

Q (x , y )  = g ( j  ( x ) , y ) , (v) x ,  y  G L  (G ),

este o structură aproape simplectică stâng invariantă).
Observație. Analog se definesc celelalte structuri derivate stâng invariante 

(aproape Kăhler, complexe, Kăhler, local conform Kăhler și altele).

2.3. OBSERVAȚIE.
2.3.1. Fie (G, g, J) un grup Lie cu o structură Kăhler invariantă la stânga.
Atunci

Q (x ,y )  = 5 ( j ( x ) , y )

definește o structură simplectică Q invariantă la stânga pe grupul Lie G.
2.3.2. Din faptul că J este structură aproape complexă stâng invariantă 

pe G, rezultă că J  duce câmpuri de vectori stâng invariante în câmpuri de 
vectori stâng invariante. Deci:

X e £ ( G ) ^  J (X )  E U G ).
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2.4. PROPOZIȚIE. Fie G un grup Lie și g o metrică Riemann bi- 
invariantă pe G. Considerăm o structură aproape complexă stâng invariantă 
J pe G, astfel încât (G, g, J) să fie varietate Kăhler.

Atunci conexiunea liniară V asociată formei simplectice Q 6 A2 (G ), 
Q (X, Y) = g (J  (X ), Y) este exact conexiunea Levi-Civita asociată lui g. In 
plus, conexiunea V este plată.

Demonstrație. Este o consecință a teoremei Medina-Revoy.
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