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Introducere 

Cartea aceasta nu este nici mai mult nici mai puţin decît anunţă 
titlul ei: o culegere de ,probleme. Conţine, în cea mai mare parte, 
rezulta.te clasice selecta.te, mai alea, din lucrlrile [Ca.) 1i [Va). 

Am încercat să evit intersecţiile mari cu texte accesibile în limba 
română. Nu am inclus, de aceea., exerciţii standard care apar, de obicei, 
ca exemple în cursurile utilizate acum la noi. 

Cartea. se adresează în primul rind studenţilor din primul semestru 
al anului al doilea.. Ea se vrea. un complement, sper util, al cursu
lui, un ajutor pentru seminar, iar nu o colecţie exha.ustivl de rezul
ta.te în domeniu. Materialul acoperl programa cursului de Geometrie 
diferenţiall (vezi, de exemplu, [Ia]). O bunl parte din el a fost parcursl 
în cadrul seminariilor ţinute la grupele de cercetare. Soluţiile prezen
tate, cu puţine excepţii, fac apel numai la noţiunile teoretice predate 
în această perioa.dl. Sper ca. cele cîteva probleme care depăşesc cadrul 
strict al programei să trezeascl interesul pentru lecturi ulterioare. 

Cer iertare cititorului pentru el, din motive tehnice, am renunţat 
la. ilustraţiile care, fad. îndoială, ar fi uşurat parcurgerea. textului. 
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CAPITOLUL 1. CURBE REGULATE 

1.1 Curbe în E 3• 

Nota.ţii: 

'Y : I -+ E3, curbă parametri.za.tă regulată, de clasă C00 

s, parametrul canonic pe curbă 

t, vectorul tangent 

n, vectorul normal principal 

b, vectorul binormal 

k, curbura. 

r, torsiunea. 

În lipsa. unei alte precizlri, curbele considera.te IIÎDt presupuse para,
metriza.te canonic; vectorii tangent, normal principal, binormal ca. 1,1i 

curbura şi torsiunea. IIÎDt funcţii de a. Vom omite, în general, scrierea. 
argumentului pentru a.ceste funcţii. · 

1.1.1 Să „e parametrizeze canonic curba 

-y(t)=(e1 cost, e1 eint, e1
), tER 

~i „ă .!e calculeze curbura ~i tor.!iunea ei. 
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Soluţie Avem 

i(t) = (e1coet-e'sint, e1 cost+e1 eint, e1
) 

deci I r(t) I= ./le'. Atunci funcţia lungime de arc este s(t) = ./Je' şi 
inversa ei t( a) = 7i 1n s. Deci, parametrizarea canonicl a curbei este: 

8 8 8 . 8 8 

-r( a) = ( J3 cos 1n ./3' ./3 ein 1n ./3' ./3 ), a E R+ 

Atunci: 

t =·i(s) = (~(coeln .ia-sinln .ia), 

1 8 • 8 1 
./3 ( cos 1n ./3 + sin 1n ./3), ./3), 

i'(s) = (-!(coeln ...!... + einln ...!... ) !(cosln ...!... - einln ...!... ) O) 
8 ./3 ./3 I 8 ./3 ./3 I 

deci, 

k(s) =I..,,, I= ./2 
8 

şi vectorii normal şi binormal sînt, respectiv: 

n=(--
1
-(~oeln...!...+sinln...!...) -

1
-(coeln...!...-einln...!...) O) ./2 ./3 ./3 , ./2 ./3 ./3 I 

b = t x n = -
1
-(coeln ...!... - sinln ...!...) 

./6 ./3 ./3' 
1 8 • 8 2 

- ./6( cos 1n ./3 + sin 1n ./3 ), ./6) 

În fine, toreiunea este: 

db. 1 
r(a) = - < -d, n >= - r,; 

s v3a 

1. l.:l Sti r,0n.,ideră curba de interJecţie dintre un cilindru ~i o J/eră 
(fereastra. Vivia.ni), descmă prin: 

z2 + y2 + z2 = a2, z2 + 1l - ay = O, a> O. 

Să Je determine punctele ei regulate :i să 8e g~ea8că ecuaţia tangentei 
în punctul M(a/2, a/2, a/../2). 
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Soluţie Imaginea curbei pe sferă. e foro1L .ă din pa.tru a.rce delimi
ta.te de punctele A(O, a, O), B(O, O, a), C(O, O -a). Matricea. ja.cobiană. a 
aplicaţiei F: R3-+ R2, F(x,y,z) = (x2 +1l t-z2 = a 2, 2:2+y2-ay) a.re 
rang ma.xim (2) în orice punct al domeniulw de definiţie cu excepţia. lui 
A. Acesta e singurul punct singular. Pent; u a găsi ecuaţia. tangentei 
pa.rametriză.m curba.. Pentru a.ceasta. pornin, de la. ecuaţiile parametrice 
ale sferei (coordona.te sferice, fie ele t, v) ş1 le impunem să. verifice şi 
ecuaţia. cilindrului. Un calcul simplu cond1, ;e la sin t = sin v. Atunci 
ecuaţiile parametrice a.le ferestrei Viviani v,•c fi: 

x=±asintcost, y=asin2 t, 2 =±acost. 

Ecuaţia. tangentei în punctul M este: 

X-!! Y-!! Z " 
__ 2 = __ 2_ = -- :.1 

o .,fi. -] 

1.1.3 Se con.sideră curba dată ca inter3ecJ,e a cilindrilor 

Să 3e 3crie ecuaJiile tangentei şi ale pla11ulu1 03culator în M(r../i./2, 
r../i./2, r../i./2). Să 3e calculeze curbum şi ir·3iunea în ace3t punct. 

Soluţie Observăm că. x = ±z, deci ccua.( ifo parametrice a.le curbei 
sînt: 

x = r cost, y = r sin t, z = ± sin t. 

Punctul M corespunde lui t = ,r / 4 şi x = . Atunci ecuaţia. tangentei 
în M rezultă 

:z;-!fl y-ot'i 2-!Li. 
---2- = 2 = ___ 2_ 

1 -1 l ' 

iar ecuaţia planului osculator este x ·= z. entru a calcula. curbura şi 
torsiunea folosim formulele într-o parnrnet.r, 1.arc oa.reca.re şi obţinem în 
M k = 4./(3./Jr), T = O. 

1.1.4 Fie I o curbă fără puncte de inftexi,. ne şi a imaginea ei -'ferică 
{curba -'ferică de3cri3ă de vectorul paralel u cel tangent unitar al lui 

.,). Să 3e gă.,eaJcă parametrul natural 11e ,r ,j săi „e calculeze curbura. 
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Soluţie Fie a pare.metrul natural pe,. Atunci o(s) = t(s) şi da/ds = 
k(a)n(a). Deci I da/da I= k. Parametrul natural pe a este u = s/k 
(k ':/: O pentru că, nu are puncte de inflexiune). Curbura lui o este 
I cflo/du2 1- Avem: 

cfla d d ds 
du2 = du n = dsndu° = k(-kt(s) + rb(s)). 

Deci curbura lui o este k✓k2 + r 2• 

1.1.5 Să se arate că există un vector d (numit vectorul lui Darboux) 
a.,tfel incit formulele lui Frenet se pot pune 3ub forma: 

dt dn db 
ds = d x t, ds = d x n, ds = d x b 

Soluţie Considerăm reperul Frenet ataşat punctului curent de pe curbă 
şi exprimăm vectorul d în a.cest reper: 

d= at+bn+cb 

cu a, b, c funcţii de s. Primele do1Jă. ecuaţii devin, respectiv: 

kn = -bb+cn 

-kt + rb = ab - kt 

de unde scoatem 
a = r, b = O, c = k 

Se verifică imediat că vectorul 

d = rt+kb 

satisface şi a treia ecuaţie clin enunţ. 

1.1.6 Să 3e arate că dacă toate normalele unei curbe parametrizate 
trec printr-un punct fix, atunci imaginea curbei e.,te conJinută într-un 
cerc 1i n,,cip~. 

Soluţie Condiţia clin enunţ e echivalentă. cu ,(s) + r(s)n(s) = ct. 
Derivînd şi folosind formulele lui Frenet se obţine r = ct., T = O şi 
k = 1 / r. Reciproca e banală. 
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1.1.7 Să „e arate că dacă toate planele nonnale la o curM parametri
zată trec printr-un punct fix P, atunci imaginea curbei e.,te conţinută 
într-o .,/eră cu centrul în P ~i reciproc. 

Soluţie Condiţia impusă. e echivalentă cu ,(a)+ r(a)b(a) +p(a)n(a) = 
P = ct. Prin derivare găsim 

t + r'b - rrn + p'n + p(-kt + rb) = O. 

Deci: 
1 - pk = O,p' - rr = O, r' + pr = O. 

Atunci, din a doua relaţie avem pp' = rpr şi din a treia rr' = -rpr. De 
aici deducem rr' + ni = O, adică. r 2 + p2 = ct .. Dar r 2 + p2 =I ,( s) - P I 
ceea ce încheie demonstraţia. Reciproca este evidentă. 

1.1.8 O curM „ferică e.,te un arc de cerc dacă 1i numai dacă are 
curbura corutantă. 

Soluţie Necesitatea este evidentă.. Reciproc, presupunem I curbă 

sferică şi cu curbura constantă. Atunci, conform problemei anterioare 
şi cu aceleaşi notaţii, p = 1/k = ct. deci rr = O şi r' + pr = O ceea ce 
implică r = O, adică I e o curbă plană. Cum singurele curbe plane cu 
curbura constantă BÎnt arcele de cerc, soluţia e completă. 

1.1.9 O curbă 1 8e nume1te elice dacă tangenta în orice punct face 
unghi corutant cu o direcţie fixă. Pre„upunînd toniunea nenulă pe8te 
tot, 8ă se demon.,treze echivalenţa unnătoarelor afinnaţii: 

i) 1 e elice; 
ii} k/r = ct.; 
iii) toate nonnalele 8Înt paralele cu un plan fix; 
iv) toate binonnalele fac unghi corutant cu o direcţie fixă. 

Soluţie Fie a versorul direcţiei fixe din enunţ. Avem < a, t > = cos 8, 
cu 8 un unghi constant. Derivînd aici şi folosind pri.ma formulă Frenet 
găsim a .L n, deci i) => iii). În plUB, avem a = t cos 8 + bsin 8. 
Derivînd şi această relaţie, din prima şi a treia formulă Frenet rezultă 
k/r = tan8, deci i) => ii). Celelalte implicaţii se demonstreazl si.mila.r. 

Să mai observăm că un exemplu de elice necirculară a apărut în 
exerciţiul 1.1.1: acolo k/r = -~-
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1.1.10 Fie -y : I - E 3 o curbă regulată parametrizată, nu neapărat 
canonic, cu curbura şi torsiunea nicăieri nule. -y se numeşte curbă 
Bertrand dacă eristă 71 : I - E 3 asf el incit nonnalele în fiecare t E J 
să fie coliniare. -y1 se numejte vecină. Dcrtra.11d a lui -y. Să se arate că: 

i)-y1(t)=1(t)+rn(t) cur=ct. 
ii} -y e curbă Bertrand da·că şi ru~mai dacă 

Ak(t) + Br(t) = 1, t E J (l.l) 

cu A, B constante nenule. 
iii) Dacă -y are cel puJin două vecine Bertrand, atunci are o infini

tate de vecine Bertrand şi e o elice cir·culară. 

-
Soluţie Fără a restrînge generalitateu., putem presupune 'Y p11.Iametri-
zat.ă canonic (parametrul s nu va fi, îusă., panunetru canonic şi pe -y1 ). 

Derivînd ( 1.1) obµnem: 

'Yi = 11 - r(s)k(s)]t(s) + r'(s)n(s) + r(s)r(s)b(s) 

Cum n e normal şi la. 71 , < ii_, n >= O. Deci, ecuu.tia. anterioară 
implicl r' = ct, adică. i). Fie, în contwuare, s 1 parametrul canonic pe 
'Y1• Avem: 

Deci 

Pe de altă parte, 

Avem, aşa.dar: 

< t, t 1 >= cos 8 = ct. 

d71 d11 ds 
cos8=<-d -d ,t>=(l-rk)-d, 

S 111 S1 

sin O =I< t x t1 >1=1 rrd
4

" I -
s1 

1- rk B 
--=ct.=-

rr r 
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şi luînd A = r obţinem ( 1.1). Reciproc, în ( 1.1) punem A = r şi 
definim -y1 = 'Y + :n. Avem: 

d11 ds = (1 - rk)t + r,b = B,t = r(Bt + rb). 

Deci, un vector tangent la -y1 , de lungime 1 este: 

În fine, 

ceea ce demonstrează ii). Pentru a. proba iii) observ! întîi că o elice 
circulară, de ecuaţie (a.cos(s/c),cos(s/c),bs/c) cu a.2 + b2 = c?- este o 
curbă. Bertrand. Pe de altă. pnxte, dacă 'Y are două vecine Bertrand 
distincte, atunci exist! constantele ren.le nenule r, r 1 a.î. 1- rk = crr şi 
1-r1 k = c1 r1 r cu c =,f c1• Derivind aceste relaţii glsim k' = ct., -r' = ct .. 
Dar; conform Teoremei fundamentale a teoriei curbelor, elicea circulară. 
e singura curbă. cu torsiune şi curhurii. constante. 

1.1.11 Se nume.!c curbe C.c.~aro curbele ale căror tor„iune ~i curbură 
.!a.ti.,fac o relaţie de forma: 

a.k2 + 2bkr + cr2 + 2dk + 2e, = O, 

unde a., b, c, d, e .!Înt corutante reale. Să se arate că dacă normalele 
principale ale unei curbe 'Y .!înt binormalcle alteia, atunci 'Y e curM 
Ce„aro. 

Soluţie A doua curbă din enunţ nre ecuaţia. 

11(s) = -y(s) + >.n, 

s parametru natural pe -y. Punem dsif ds = <p. Dcrivru:n şi obţinem 

varphit 1 = (1 - .H)t + >.'n + >.rb. (1.2) 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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Pe de altl parte, planul oscu.la.tor al lui -y1 e paralel cu planul recti.fiant 
al lui 'Y (în punctele core.spunzltoa.re), deci eeu&ţia. anterioa.ră implică 
).' = O, a.dică ). = ct. Derivînd în ecuaţia ( 1.2) găsim 

(1 - >.k)k - >.r2 = O, 

ceea. ce încheie demonstraţia.. 

1.1.12 Fie -y1 o curbă regulată §i -y2 , -y3 curbele definite prin 

-y2(8) = j b1(8)ds 

-y3(s) = -y1(s) cos 8 +-y2(8) sin 8 

unde 8 e.,te un unghi constant. 
i) Să se găsească triednsl Jirenet pentru -y2 §i -y3 în funcJie de cel al 

foi "fi• 
ii) Să se arate că dacă -y1 are curbură constantă, atunci -y2 are 

tor.siune constantă, iar -y3 e.,te o curbă Bertrand. 

Soluţie Avem t 2 = bi, deci şi 8 2 = 8 1. Apoi kzn2 = -r1n1, de unde 
n 2 = -cni,kz = -er1 ,(f' = ±1). Cele două normale au acelaşi sens 
dacă şi numai dacă r1 e negativă. Vectorul binormal este b:i = -di 
şi r2 = ek1 ceea ce demonstrează şi prima. a.firma.ţie de la ii). Pentru 
-y3 se obţine t3 = t 1 cos 8 + bi sin 8, deci 8 3 = s1. Derivînd aici găsim 
k3n 3 = (k1 cos 8 - r1 sin 8}n1, de unde k3 = e( k1 cos 8 - r 1 sin 8) şi 
n 3 = eni,"3 = t 3 x n 3 = e(cos8b1 - sin8t1). Din a treia formulă 
Frenet rezultl acum r3 = cos8r1 +sin 8k1, deci ek3 cos 8 + r3 sin 8 = k1, 

ceea ce a.rată că dacă k1 = ct., atunci -y3 e o curbă Bertrand. 

1.1.13 Fie 'Y o curbă cu torsiunea nicăieri nulă. Să se arate că: 
i) Vectorul binormal b determină univoc curbura §i modulul torsiu

nu. 
ii} Vectorul normal principal determină univoc curbura §i tor.siunea. 

Soluţie Din a treia ecuaţie a lui Frenet, db/ds = -rn deducem I 
r l=I db/ds I, deci modulul şi , în consecinţă, pă.tratul torsiunii sînt 
determina.te. Derivind incA o da.tă găsim: 

~b = krt - r'n - r 2b 
ds2 
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şi deci: 
,p b - I r' 12 - T4 

k2 = =;;;-r'--------
r2 

9 

Rămîne să determin!m Ir' 12 pornind de la b şi I T 1- Avem I r' l=I 
~ I ceea. ce încheie demonstraţia. punctului i). Pentru ii), observ!m 
întîi că 

d ,P ! < n X ;;;n, ;;;-rn > _ r 

I f.n 12 - (~)2 + i 
De &ici, prin integrare, se determină raportul k/r. Cum k e pozitiv, 
avem astfel determ.ina.t şi semnul torsiunii. Pe de altă. parte I dn/ds 12= 
k2 + r 2

, relaţie din care se determină k. 

1.1.14 Forma canonică locall a unui arc de curbi. Să. 8e 8crie ecuaţiile 
unui arc de curbă regulată. într-o vecinătate a unui punct s0, mportate 
la axele triedrului Frenet în -y(s0). 

Soluţie Presupunem, ca de obicei "Y parametriza.tl canonic. Mai mult, 
putem presupune s0 = O. Dezvoltlm funcţia "Y în serie Taylor în jurul 
lui O. Avem: 

82 83 
7(s) = -y(O) + s-y'(O) + 2 -y''(O) + 6 -y'"(O) + R, limR=O ,....o 

Dar -y'(O) = t,-y''(O) = kn,-y'"(O) = k't+k(-kt+rb) (cu toate funcţiile 
din membrul drept calculate în O) şi deci: 

83 „2 s3 s' 
-y(s) - -y(O) = (s - 6 k2)t + (k2 + k' 6 )n + kr6 b + R 

Facem acum o trllJllllaţie a reperului din E3 a. î. -y(O) = O. Atunci 
coordonatele lui -y(s) în reperul Frenet în punctul -y(O) sînt: 

{ 

x(s) = s - ¼k2 s3 + R.. 
y(s) = lks2 +k'¼s3 +J4 
z(s) = f krs3 + R, 

cu R.., J4, R, de acelaşi ordin de mărime cu 8 3 . 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



10 

1.1.15 Pentru orice s0 E. I exută un subinterval J care-l conJine şi 
0,3t/el incit ry(J) Je aftă de o singură parte a planului rectifiant. 

Soluţie Este o aplicaţie directă a formei canonice loca.le. Într-adevăr, 
cum k > O, y(s) ~ O pentru s suficient de mic şi y(s) = O dacă. şi numai 
da.că s = o. 

1.1.16 Planul osculator în s0 e poziJia limită a planului detenninat de 
t §i -y(so + h) cînd h-+ O. Să se deducă de aici că planul osculator în 
s0 e poziJia limită şi pentru planul detenninat de punctele -y(s0 ),-y(s0 + 
h1), ry(so + h2) cînd h1, h2 tind la O. 

Soluţie Luînd s0 = O şi ry(O) = O, un plan care trece prin t a.re, în 
reperul Frenet, ecuaţia z = ci.J sau y = O. Aceasta. din urmă este 
ecuaţia. planului rectifia.nt şi iese din discuţie (motivaţi !). Da.că z = cy 
trece prin -y(h) atunci: 

hi,'+ z -6- ... 

C = -y = ~ + lc'h' + ' 
2 6 ••• 

deci c -+ O cind h -+ O. A doua. cura.eteriza.re se obţine din .prima. 
observînd că, atunci cind h 1 -+ O, coarda determinată de -y(s0 ) şi ry(so+ 
h1) tinde la tangenta în s0 • • 

1.1.17 Fie k(s0 ) ':f O. Să se arate că în planul osculator în punctul 
-y(s0) exi.ttă un unic cerc care a1·e un contact de ordinul S cu curba {in
ter3ectează curba în trei puncte confundate). Cercul ace3ta „e numeşte 
cerc oscu.la.tor sau de curbură; raza sa este 1/k(so) # 3e numeşte raza. 
de curbură.. 

Soluţie Ca ma.i sus, presupunem s0 = O şi -y(s0 ) = O, CoDBiderăm E 3 

raportat la reperul Frenet în punctul ry(O). Cercul căutat trebuie să 
fie tangent ·curbei în ry(O), deci va. avea centrul pe direcţia. normală. la. 
curbl. Ecuaţia unui cerc din pl..wul oscula.tor în ry(O) este: 
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punctele de intersecţie cu curba Rînt soluţiile ecuaţiei: 

x(s)2 + (y(s) - R)2 = R2 

11 

Înlocuim aici x( s ), y( s) clin forma cnnonică locală ncglijînd termenii de 
grad mai ma.re sau ega.l cu trei: 

2 

(s2 + 0(2)) + (k ·; - R + 0(2))2 = R2 

s2(1 - Rk) + 0(2) = O 

Avem contact de ordinul trei dn.cK şi numai da.că. 1 - Rk = O. Deci, 
cercul cerut există. şi o.re ra7.n. egn.\:i. cu inversul curburii în punctul 
considerat. În particular, run r,it~it., Mtfcl, o interpreta.re geometrică. a 
curburii. 

1.1.18 Cercul osculator în s0 c ponţi/I limită a cercului detenninat de 
punctele -y(s0 ),-y(s0 + h1),-y(s0 + h2 ) cînd hi,h2 tind la O. 

Soluţie Poziţia. li.mită 11. cercului considerat e un cerc din planul os
cula.tor ( cf. problemei 1.1.16) cn.rc nrc conta.ct de ordinul trei cu "'( 
în -y(s0) (prin construcţie). Dar cercul oscula.tor este unic cu a.cea.c;tl 
proprietate. 

1.1.19 Fie k(s0 ) i= O,r(s0 ) =/: O. Exi3tă o unică sferă (numită sferă. 
oscula.toa.re care are un contact de ordinul patru cu curba În -y(so)- Raza 
ei C.!te J R2 + (R'T)2, unde R = 1/k(s0 ), T = 1/r( s0). 

Soluţie Centrul sferei căutate i;c vn. n.flo. în pla.nul norme.I. Cu conven
ţiile din problema. precedentă., t.c1111.ţin. sferei este: 

X 2 + (Y - A)2 + (Z - B)2 = r 2 

cu A2 + B 2 = r 2 • punctele ci de int<'.rsccţic cu 7 vor fi soluţiile ecua.ţiei: 

X(s)2 + (Y(s) - a)2 + (Z(s) - B)2 = r 2 

Înlocuim a.ici x(s),y(s),z(s) din fo~a canonică locală, dezvoltăm pl..
tratele şi pă.stră.m doar termenii de grad m;u mic i;au cga.I cu 3. Obţi

nem: 
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Existenţa. unui contact de ordinul patru este echivn.lentl cu anularea 
coeficienţilor lui 8

2 şi 8
3

• Găsim, astfel, A= f = R,B = -k'/(k2r) = 
IrT. 

1.1.20 Fie I cu tor„iune ~i derivata curburii nicăieri nule. Atunci 
imaginea lui I e„te „ituată pe o .,/eră dacă ~i numai dacă R2 + ( J1T)2 

= ct. (cu R = 1/k,T = 1/r.) 

Soluţie Da.că Im(,) se aftă pe o sferă., atunci acea.sta este chiar sfera 
· osculatoare în fiecare punct, deci expresia. din enunţ este constantă.. 
Reciproc, să considerlm curba descrisă de centrelor sferelor osculatoare: 

c(8) = 1(8) + Rn + /(Tb 

Avem 
c'(8) = (Rr + (TJ()')b 

şi , pe de altă parte, derivînd R2 + (IrT)2 = ct. obţinem: 

Rr + (TJ()' = O 

deoarece am presupus ~ =f:. O. Deci c 8) = c = ct. şi Im(,) se aftă. pe 
sfera de centru c şi rază. R2 + (R'T)2. 

1.1.21 Să „e arate că planele normale la curba 

,(t) = (asin2(t),asin(t)cos(t),acos(t)) 

trec prin origine. Să „e calculeze curbura ~i tor„iunea lui 1 ~i „ă „e 
arate că e o curbă „ferică. · 

Soluţie Curba nu e parametrizată canonic. Se utilizează. formulele 
care exprimă. elementele triedrului Frenet, curbura. şi torsiunea într
o parametrizare oarecare. lntima. afuma.ţie rezultă a.plicind criteriul 
a.nterior. 

1.1.22 Să „e arate că integrarea „i.,temului de ecuaJii diferenţiale re
prezentat de formulele lui F\-enet „e poate reduce la integrarea unei 
ecuaţii Riccati cu coeficienţi complec-,i . 

Să „e aplice acea„tă metodă pentru determinarea arcelor de curbă 
cu curbura ~i toniunea corutante. 
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Soluţie Fie t = (t1,t2,t3),n = (ni,n2,n3),b = (b1,b2,b3). Punem: 

t;+Hn; l+bi 
Pi= = 1 - bi t; - ✓-=-f n; 

_ 1 t; - ✓-=în; 1 + b; 
Pi = q; = 1 - bi = ti + ✓-=-f n; 

cui = 1,2,3. Se a.rată. a.cum că. funcţiile p;,qi sînt soluţiile ecuaţiei 
Riccati: 

dy ✓-=î 2 „ ✓-=î 
ds = -

2
-ry - v-1 ky- -

2
-r 

Arcele de curbă. cu curbura şi torsiunea constante sînt arce de elice 
circule.ră.. 
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1.2 Curbe în l 2• Proprietăţi locale. 

În acest paragraf, în liJ ,sa unei alte menţiuni, , : I -+ E2 va fi o 
curbă pla.nl pa.rametrizatl :ll.D.onic, k curbura. ei (cu semn). 

1.2.1 Fie T dreapta tang ntă în p = ,(so) la 1 . Fie L o paralelă la 
n(a0) la dutanţă d de p. } 'ie h lungimea segmentului detenninat pe L 
de p ~i intersecţia cu T. S, • .,e arate că 

k(so) I= lim 
2

h 
h-+O d2 

Soluţie Presupunem s0 ,: •I. Alegem un sistem de coordona.te cu ori
ginea O în p şi cu e.xele ori,·ate.te, respectiv, dupl t(s0 )), n(s0). Atunci 
ecuaţiile canonice loca.le 111, lui, (vezi probleme. 1.1.14) vor fi: 

ks2 

x(s) = 9 - Rz, y(s) = ±2 + R,, 

cu Rz, R,, tinzînd Ie. zero •>de.tă. cu s2 şi eemnul lui y depinzînd de 
orienta.re. Atunci: 

I k Ic= Jim ~Jy(s) I= lim 2h_ 
-o s2 1-+0 d2 

1.2.2 Fie 1 : ( a, b) -+ E'2 Presupunem că cxută s0 E ( a, b) astfel ca 
dutanţa I ,(so) I de la ori.1inea lui E 2 la imaginea lui I să atingă un 

maxim în s0 • Să se arate c,f I k(so) I~ 1/ 1-y(so) I-

Soluţie Fie r = d(O,,(s .. ). Atunci cercul de centru O şi razii. r e 
tangent la., în ,( s0 ) şi nn ·1ai ta.ie curba în alt punct. Ma.i mult, orice 
segment O,(s), s suficient de 11.propiat de s0 , întilneşte ace.st cerc în 
interiorul segmentului. Se !>oa.te e.plica. acum rezultatul din problema. 
a.nterioa.rll.. 
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1.2.3 Fie F(x,y~a) = O o familie de curbe diferenţiabile regulate in
dexată după parametrul a. Să „e determine (dacă emtă) o curbă tan
gentă tuturor curbelor din familia dată (mfăşurătoa.rea familiei coruid
erate). 

Soluţie Să presupunem existenţa. înfăşurătorii G şi fie x = x(a), y = 
y( a) coordonatele unui punct curent M de pe G, punct de contact cu 
curba Ca din familia da.tă. Tangenta în punctul M la Ca a.re coefi
cientul unghiular -:: /:. Coeficientul unghiular al tangentei în M la 

înfăşurătoarea G este ~ / :=. Cei doi coeficienţi unghiulari trebuie să. 
fie egali, deci: 

8F8x + 8F8y = O 
ax 8a 8y aa 

Dar coordonatele lui M verifică identic şi ecuaţia. familiei da.te, adică 
trebuie să avem F(x(a),y(a),a) = O. Derivăm a.ici în re.port cu a şi 
ţinem seama de ecuaţia. anterioară: Găsim, în fine, ecuaţiile înfăşură
toarei: 

8F 
F(x,y,a)=O, Ba =0. 

Ecuaţia ei implicită se obţine prin eliminarea parametrului a. Să ob
servăm că, pentru o curbă plană., planul osculator coincide cu planul 
curbei. Atunci orice curbă plană e înfăşurătoarea cercurilor ei oscula
toare ( vezi problema. 1.1.17). 

1.2.4 Să „e determine înfă~urăfoarea unei familii de drepte variabile 
pe care axele de coordonate determină un „egment de lungime corutantă 
l {astroida.J. 

Soluţie Să notăm cu A, respectiv B intersecţiile unei drepte din familie 
cu axele Ox, Oy. Para.metrizînd dreptele da.te după unghiul 8 = OAB 
ecuaţia familiei de drepte va fi 

z sin 8 + y cos 8 = I sin 8 cos 8 

iar derivata ei în raport cu 8 (cf. problemei 1.2.3) 

xcos8 - ycos 8 = l cos 28. 
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De aici glsim imediat ecuaţiile pa.ra.metrice a.le BBtroidei: 

x = l cos3 O, y = l sin3 8 

şi ecuaţia implicită 

xl + yl = 1l 

ea.u, ~că, 11ub formă raţională.: 

1.2.5 Fie 'Y : J -+ E 2 o curbă plană şi t un parametru arbitrar pe ea. 
Presupunind curbura nicăieri nulă, se poate defini curba: 

1 
{3(t) = -y(t) + k(t) n(t) 

numită evoluta. lui 'Y· 
i) Să se arate că tangenta în t la evoluta lui 'Y este normala în t la 

'Y· (Deci evoluta unei curbe este înfăşurătoareJJ normalelor ei). 
ii} Se coruideră normalele în două puncte vecine, diferite, t1 , t2 ale 

lui 'Y· Să se arate că atunci cînd t 1 -+ t 2, punctul de intersecţie al 
normalelor converge la un punct de pe imaginea evolutei. 

Soluţie Să presupunem 'Y pa.ra.metriza.tă canonic. Atunci, din formulele 
lui Frenet pentru o curbă plană. (-}.t = kn, f.n = -kt) găsim: 

d/3 k'(a) 
-=---n 
ds k(s)2 

ceea. ce probează i). Pentru ii) găsim întîi relaţia. dintre pa.ra.metrul 
ca.nonic a pe 'Y şi pa.ra.metrul ca.nonic S pe evolută. Considerlm /3 ca. 
funcţie de s prin intermediul lui S. Prin deriva.rea ecuaţiei din enunţ 
obţinem: 

d/3 dS k'(s) 
dS ds = - k(a)2 n(s) 

Cum I ~ 1=1 n(s) I= 1, rezultă. 

dS k'(s) 
= ds - k(a)2 
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de unde, prin integra.re şi după orienta.rea convenabilă a evolutei, S = 
R +acu a= ct. şi R = I/k. Atunci lungime& arcului de pe evolutl 
/3(t1)/3(t2 ) este R(t1) - R(t2). Rezultl că, atunci cind t1 -+ t2, arcul 
/3(t1)/3(t2 ) tinde la un punct ceea ce demonstrează. ii). 

1.2.6 Să se determine evoluta unei elipse. 

Soluţie Considerăm elipsa raportată la axele sa.le, descrisă de ecuaţiile 

x(t)=acost, y(t)=bsint. 

Atunci ecuaţia normalei este 

a(x - a cost) sin t + b(u - bsin t) cost= O. 

Pentru a afla înf'aşurătoarea acestei famili de drepte derivăm în raport 
cu t ecuaţia. anterioară: 

a(x - acost)cost + b(y - bsint)sint = O 

şi eliminăm t intre ecuaţia obţinută şi cea a normalei la elipsă.. Găsim 
eCW1.ţia implicită: 

(ax)f + (by)f = ci, c2 = a2 
- b2 

Curba aceasta se numeşte astroidă alungită. 

1.2. 7 Să se determine evoluta cicloidei descri.,e parametric prin: 

x(t) = a(t - sin t), y(t) = a(l - cost) 

Soluţie Se obţine /3(t) = (a(t +sin t), -a(I -cost)), deci tot o cicloidă. 

1.2.8 Curba /3 se numeşte evolventă. a curbei 'Y dacă 'Y este evoluta lui 
/3. Să se determine ecuaJiile evolventei. Să se observe că o curbă dată 
are o infinitate de evolvente. 

Soluţie Dacă se parametrul canonic pe evolventa /3 1 ţinînd seama. de 
relaţia liniară care există intre lungimile de arc pc curbă şi pe evolută 
(vezi soluţia problemei 1.2.5), se obţine: 

/3(s) = "f(s) + (a - s)t, a= ct. 

Cum a e o constantă arbitrară, provenind dmtr-o integra.re, există o 
familie infinită de evolvente, parametriza.tă după a. 
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1.2.9 Să „e arate că evoluta tra.ctricei 

este catenara: 

t 
-y(t) = (cost,cost+lnta.n 2) 

/J(t) = (cosh t, t) 

Să „e calculeze curbura tractricei şi „ă „e arate că .9egmentul de pe 
tangenta la tractrice determinat de punctul de contact şi inter„ecJia cu 
Oy are lungime corutantă. 

Soluţie Calcul direct. 
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1.3 Curbe în E 2• Proprietăţi globale. 

1.3.1 Fie AB un Jegment de lungime s•rict mai mică decât l şi C 
o curbă care uneşte punctele A şi B în a•tfel ca împreună cu AB să 
mărginească o arie maximă. Atunci C e 1J I arc de cerc care trece prin 
A şi B. 

Solutie Observăm întîi că. există w1 ce1c c în care AB e o coardă şi 
unul dintre arcele a, b determina.te de ea. a. e lungimea. l. Fie acesta ar
cul a. Considerăm curba. închisă fonnaU din arcele b şi C. Aceasta. 
e diferenţia.bilă doar pe porţiu.w dar, e>- -uninînd demonstraţia. lne
galităJii izoperimetrice, se consta.tă că. c , plica.bilă şi unor asemenea. 
curbe. Fixăm a.cum arcul b şi lăsăm C să ,'R.l'ieze în mulţimea. tuturor 
curbele de lungime l ca.re unesc A cu l: Din teorema. menţionată 
rezttlU. că. cercul este curba. din acea.stă o, wţime care mlrgineşte aria. 
cea mai mare. Cum b e fix, avem el arcul le cerc a este soluţia. proble
mei. 

1.3.2 Fie -y o curbă conţinută în interi, ·rul unui cerc C de roză r. 
Să se arate că exi.,tă cel puţin un punct p, 'Y în care curbura Jatuface 

I k I~ 1/r. 

Soluţie Considerăm familia. cercurilor co„ccntrice cu C, interioare lui 
şi conţinînd lm-y. Este o familie care dep„1ue continuu de parametrul 
a E !O, rJ, ra.za. unui cerc din familie. i ic f(p, a) funcţia cu valori 
pozitive care asociazăunui punct p de pe 'Y ;i cercului de rază a distanţa 
de la. 'Y la. acest cerc. Se vede uşor că . · 1\ continuă, deci îşi atinge 
minimul ÎD cel puţin un punct (p0 ,a0). C rcul de rază a0 este tangent 
la "( în p0 • Intuitiv, "strîngem" cercul ( pină atinge prima. oară -y. 
Acum enwiţul rezultă din problema. 1.2. J 

1.3.3 Fie o(s) E !O, 2,r) unghiul onentut /intre axa Ox şi t(s). Acea.s
tă funcţie nu e continui! În punctele în cur tangenta la curM e paralelă 
cu Ox. Să se arate că pe orice subinterval , nchiJ la, bJ C I exi.,tt! funcţii 
continue 8( s) care satu/ac relaţia 8( 11) = o s) + 2m( a ),r, cu m( s) întreg. 
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O a.temenea funcJie e complet determinată de alegerea arbitrară a lui 
m(a). Două a.,emenea funcJii diferă prin 21rh, cu h constantă întreagă. 

Soluţie Funcţia t( s) e uniform continuă pe [a, b]. Există., deci, 6 > O 
atfel ca I s - s' I să implice că. t( s') aparţine semicercului deschis cu 
centrul în t(s) (unde am not&t la. fel tangenta. unitară. la curbă. şi raza. 
vectoare · paralelă. cu ea în cercul unita.te centrat în origine). Alegem 
acum o di.viziune a < s1 < ... < sn < b a intervalului [a, b] de normă 
strict inferioară lui 6. Definim O(a) fixînd în mod arbitrar un m(a) 
întreg. Există. o unică. funcţie O(s) pe (a, s1], continuă, de formă o(s) + 
2m(s)1r şi asfel încît I O(s) - O(a) I< 1r/2. Această din urma. condiţie 
poate fi îndeplinită. datorită felului în ca.re a fost a.leasă. di.viziunea. Pe 
de altă. parte, dacă. a.r mai exista. o funcţie 8' cu aceleaşi proprietăţi am 
avea: 

I B(s) - B'(s) l<I B(s) - O(a) I+ I B'(s) - O(a) I< 1r 

deci cele două. valori O(s),O'(s) nu pot măsura acelaş unghi o(s). Deci 
există. o unică. funcţie 8( s) ca mai SUB. Continuitatea ei este cla.ră.. 
Cunoaştem acum valoarea m(s1). Cu ea. reluăm construcţia. pe inter
valul (si, s2] şi aşa. mai departe. Deci 8 poate fi de.finită. într-un număr 
finit de pa.şi. Dacă 8( s) şi 8' ( s) sînt două. astfel de funcţii, diferenţa. lor 
e o funcţie continuă. cu valori întregi, deci constantă.. Acum soluţia e 
completă.. 

De fapt, e adevărat mai mult: 

1.3.4 Există o funcJie unghiulară 8 (notaJiile din problema anterioară) 
diferenţiabilă pe întreg interoalul de definiţie. 

Soluţie Funcţia 8 construită în problema precedentă. verifică. ecuaţiile: 

de unde 

dx dy . 
8 ds = cos8, ds = sin 

y' 
8 = arctan

x' 
deci este local deriva.bilă.. Din formulele lui Frenet rt>ia1ltll wrnn 

k(s) = d8 
ds 
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Considerăm acum curba. da.tă. -y şi-i ca.lculă.m curbura. (în acest calcul nu 
intervine funcţia. unghiulară.). Construim un nou arc de curbă. 11 astfel: 
detcn:oinăm întîi o funcţie unghiulară. diferenţia.bilă. prin formula 

B~(s) = 8(s0 ) + 1• k(s)ds; 
•o 

punem apoi: 

x1(s) = x(s0 ) + 1• e,os81(s)ds 
•o 

Y1(s) = y(so) + 1• sin81(s)ds 
•o 

Prin constructie acea.stă. curbă. are funcţia unghiulară. diferentiabilă. 
Pe de altă. parte, din Teorema fundamentală a teoriei curbelor, avînd 
aceea.şi curbură. şi intersettîndu-se în s0, -y şi 11 coincid. 

De acum încolo vom considera. functia. unghiular~ 8 diferentia.bilă.. 

1.3.5 O curbă plană diferenJiabilă şi închisă e convexă dacă şi numai 
dacă e simplă şi curbura ei are .temn e,onstant. (O curbă e e,onvexă 
dacă tangenta în orice punct la.,ă curba de o singură parte a ei). 

Soluţie Fie L lungimea totală. a. curbei ,. Deoarece k = 8' pe IO, L], k 
nu schimbă semnul dacă şi nu.mai da.că. 8 e monotonă. 

Să presupunem curba simplă şi , fi.xînd convenabil orientarea., k ~ O. 
Dacă., prin absurd, , nu e convexă, fie a0 astfel ca. dreapta tangentă. T 
în acest punct mai ta.ie curba în cel puţin alt punct. Fie h : Io, L) -+ R 
funcţia ca.re măsoară distanţa de la ,(s) la T, cu semne diferite în cele 
două. semiplane determinate de T. h e continuă. şi îşi atinge maximul 
şi minimul în puncte afla.te în semiplane diferite. Tangentele Ti, T2 

în aceste puncte sînt paralele cu T şi cel puţin două. din aceste trei 
tangente au aceeaşi orientare. Pe de altă. parte, dacă t(s1) = t(s2), 

t(s) = ct. pe lsi, a2] şi deci, 11•••••1 e un segment de-a lungul căruia 
exifită'. o tangentă unică. Vedem astfel că. , s-ar afla. de o singură'. parte 
a lui T, în contradicţie cu alegerea făcută.. Unde a.m folOBit simplitatea 
curbei,? 

Reciproc, presupunem -y convexă.. Dacă., prin absurd, exifită. 8 1 < 
so < s2 astfel că 8 e crescă.toa.re pe !s1, s0} şi descrescătoare pe Iso, 8 2], 
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glsim două. puncte vecine cu s0 , s~ < s0 < s'{ cu 8(sD = 8(s1)- Cum 
indicele unei curbe simple închise este 1 (vezi Teorema tangentelor, de 
exemplu în !Mal), există un punct s'{' cu 8(sD = -8(s~1

). Dar o curbă. 
convexă. nu poate a.vw. trei tangente paralele deoarece una dintre ele 
le-ar separa. pe celelalte două. Două dintre aceste tangente trebuind 
să. coincid!, obtinem o dreaptă care e tangentă curbei Îil două puncte 
distincte. Datorită. convcx.ită.tii rezultă acum că. 1 e un segment între 
aceste puncte. Deci 8(s) = ct. pc !s'1,s'{l, în contra.dicţie cu alegerea. 
punctelor s~, s'{. 

1.3.6 Să se arate că interiorul unei curbe simple, închise, convexe este 
o mu/jime convexă. 

Solutie Fie, prin absurd, p, q două puncte din interiorul lui , astfel că. 
segmentul pq intersectează. Im,. Atunci dreapta. D determinată de p şi q 
taie curba în cel puţin patru puncte. Oricntînd sistemul de coordonate 
în aşa. fel ca D să. fie paralelă cu Ox, vedem că. există. trei tangente 
para.lele cu D. Dar, după cum am văzut în demon.straţia. problemei 
anterioare, ~a. ceva nu e posibil pentru o curbă convexă. decit da.că. cele 
trei tangente coincid ( ca drepte). Nici acest lucru nu e posibil, deoarece 
nu toate trei se a.flă. uitr-un acel5.5i semiplan determin.a.t de D. 

1.3.7 O curM închisă, cu curbura 3trict pozitivă şi cu cel puJin o 
autointersecJie are indicele mai mure sau egal cu 2. 

Solutie Fie L lungimea totală a curbei şip un punct de autointersecţie. 
Putem presupune p = ,(O). Deci există. s0 E (O,L) cu ,(O)= ,(s0 ) = 
,(L)'. Cum curbura. este pozitivă, 0(s0) > 8(0) şi 8(L) = 8(0) + 271". 
Există., deci, un punctp' = -y(s 1 ), s 1 < s0 , în ca.re 8(s 1) = 8(0)+11", adică. 
tangenta. în y e paralelă cu una. <liutre tangentele în p. Atunci variaţia 
totală. a. unghiului pe arcul pp'p = 1(0),(s 1),(so) este 1r+8(s0 )-9(0) > 
1r. Cum variaţia unghiului pe celălalt o.re închis de curbă cu capă.tul în 
p (arcul caz:e nu-l cantine pc p') este cel puţin 71" (acele.şi raţionament 
ca mai sus dacă mai există o 11.utointcrsccţie etc.) varia.ţia total! a 
unghiului pe , va. ti > 21r. Dar variaţia. totala e un multiplu intreg de 
2,r, indicele curbei. Deci indicele este cel puţin 2. 
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1.3.8 Fie 1 : R-+ R o curbă plană, regu/. ,t11, simplă. Dacă: 
i) curbura lui I e strict pozitivtr, 

23 

ii) lim.-±oo I 1(s) I= <Xl (adică 'Y s~ :ztinde indefinit în ambele 
direcJii), atunci curbura ei totală J k( s )d.~ , ,r. 

Soluţie Să presupunem, prin absurd, contr ,riul: curbura. totală e strict 
superioară lui ,r. 

Arătăm întii că. există. cel puţin două J • mctc în care tangentele la 
curbă sînt paralele. Fie S = {( si, s 2 ); 81, 8 ''= R, s 1 < 82} şi / : S -+ 

R,f(si,s2 ) = B(s2 ) - B(s1). Deoa.rece k( ) > O, f ia nwna.i valori 
pozitive. Da.că /(81,s2) < 1r pentm or,c si,82, atunci J k(s)ds = 
lim., .• ,-±00 k(8)ds = lim,1 ,,,-±00 /(s1,82) : 1r, contradicţie. Fie, deci 
P = ,(s1 ), Q = 1(s 2 ) punctele în care t:u, ~c•utcle la. curbă T1, T2 sînt 
paralele. Cum 8 e o funcţie strict crcscăt • ,a.re ( k > O), T1 şi T2 sînt 
invers orienta.te. Da.că. a.r mai exista o t.a, gentă. pa.ralelă cu ele într
un punct s3 E (s1,s2 ), atunci 8(s1 ) =- B(s) sau 8(s2 ) = B(s3 ) şi deci 
B(s) ar fi constantă pe [81, 8 3] sau pe [s3 , · 2]; în a.cest caz curba a.r fi 
segment de dreaptă. pe unul din cele dou,~ intervale, contra.dicţie cu 
ipoteza de curbură strict pozitivă. Deci, , (11.re 8 1 şi s2 nu mai există 
nici o tangentă paralelă. cu T1 , T2 şi porţi,u, ~ de curbă dintre P şi Q e 
cuprinsă în banda determina.tă de cele dou:( tangente. 

Studiem acum comporta.rea lui 'Y cinci ~ -+ <Xl. Cum 8 e strict 
crescătoare, curba se îndepărtează de drca .. >ta T2 apropiindu-se de T1 . 

Da.că T1 sa.u o dreaptă paralelă cu T1 ar fi a.• imptotă pentru,, am avea, 
pentru 8 > 8 2 , B(s) < 8(s1) + 1r şi totodah, 8(8) > 8(s2 ) = 8(s 1) + 1r, 

contradicţie. Deci există un punct R = -y(., 1) în care I taie T1 • 

Pe de altă parte, pe arcul de curbă di,.tre -<Xl şi s1 avem B(s) < 
8{s1). Deci, ca ma.i sus, nici o pa.ralelă. J., T1 nu poate fi asimptotă 
{caz în care 8(8) > 8(s1)). Deci I taie dn L)'ta. T1 într-un punct M = 
,(so)- Cum 'Y nu a.re a.utointersecţii, M i;e i.flă între P şi R. Există, în 
consecinţă., un punct s4 E (so, s 1)astfel înci• t.a.ngenta în ele paralelă ~i 
la. fel orienta.tă cu T1 . Atunci, între 8 4 şi b,, curba este un segment de 
dreaptă, contradicţie. Demonstraţia. e a.cu· 1 completă. 

Obsevaţie. Partea fina.lă a. demonstraţi, 11.dmite şi următoarea vari
antă (nu e unica!): considerăm arcul ele ,:c,c C prin M şi R e&re arc îu 
punctele rC6pcctive vectorii tangenţi t(s0 ) 1 t(s3). RezultăcăC e astfel 
orientat încît să aibă curbură. pozitivă. C, rba compusă din arcul C !ii 
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arcul lui 'Y cuprins intre T1 şi T2 este simplă., închisă. şi are curbură strict 
pozitivă. Deci e convexă (conform problemei 8.llterioare), contra.dicţie 
cu faptul că. T1 o taie în trei puncte distincte. 

Următoarele două. probleme fac parte din articolul (Da.]. 

1.3.9 Orice cerc sau dreaptă S în plan determină exact două compo
nente conexe Di, D2 cu proprietatea că Di = D; ( aceasta rezultă din 
Axioma de separare în plan cînd S e o dreaptă şi din Teorema lui Jor
dan cînd S e cerc). Spunem că o mulJime A din plan are proprietatea 
(Cf} dacă Aî\Di e conexă prin arce pentru orice cerc sau dreaptă S (cu 
alte cuvinte, orice cerc sau dreaptă separă A în cel mult două părţi). 

Să se arate că cercurile, discurile închise şi semiplanele închise au 
(C2). 

Soluţie Un cerc A intersectează. un alt cerc sau o dreaptă în cel mult 
două. puncte. Deci A î\ Di poate fi un a.re închis de cerc, întregul cerc 
A sau multimea. vidă. Toate a.ceste mulţi.mi sînt conexe prin arce. Fie 
a.cum A un disc închis şi p, q în A î\ Di. Atunci segmentul (pq] taie D2 
după un sement deschis (ab) ale cărui ca.pete sînt pe S (segmentul va 
fi vid dacă S e o dreaptă). Da.că S e cerc, atunci unul dintre arcele ab 
de pe el trebuie să fie în A, pentru că un cerc are (C2). Atunci putem 
uni p şi q prin drumul format de segmentul (pa], arcul ab şi segmentul 
lqbJ. Demonstraţia pentru semiplanul închis e analoagă.. 

1.3.10 O curbă C simplă, închisă care are (C2} e un cerc. 

Soluţie Fie p E C şi O(p) cercul osculator în p. Raza. sa este 1/k(p). 
Cum O(p) a.re contact de ordinul 2 cu C în p, urmează că pentru orice 
alt cerc S ta.ngent la C în p există. o vecinătate U a. lui p în C astfel 
ca U - {p} C Di pentru o componentă conexă D;, complementară. lui 
S. Putem descrie fa.milia. de cercuri t&llgente la C în p prin S(p, k) = 
cercul cu centrul p + (1/k)n(p) şi rază I 1/k I- Astfel S(p, O) reprezintă. 
ta.ngenta. la C în p şi S(p,k(p)) = O(p). Deoarece curbura. unei curbe 
închise e mărginită, cercurile S(p, k) cu I k I suficient de mare vor 
intîlni C numai în p. Să. notăm k1(p),,½(p) cele două numere reale cu 
proprietatea că S(p, k)nC =/; {p} da.că k1(p) < k < k2 (p) şi S(p, k)nC = 
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{p} dacă k < k1(p) ea.u k > k2(p). Deci C e cuprinsă. intre cercurile 
tangente S(p,k1(p)) şi S(p,k2(p)). Dar, deoarece Care (C2), k1(p) = k. 
Într-a.devăr, în caz contrar D;(p, k(p))nU = {p} pentru o vecinătate U 
a lui p în C. Atunci D;(p, k(p)) n ( C - U) e nevidă., altfel am putea găsi 
o valoare mai mare pentru k1(p). Dar asta înseamnă. că D;(p,k(p))nC 
e neconexă, contradicţie. Cu un raţionament similar se arată. că şi 
~(p) = k(p), deci C care stă. intre S(p,k1(p)) şi S(p,k2(p)) trebuie sl 
coincid! cu O(p). 

Observaţie Rezultatul ră.mîne a.devărat şi pentru curbe continue 
(cf. loc. cit.). 

Problema care urmează a fost propusă în [Jo). Prezentăm soluţia 
autorului. 

1.3.11 Fie 'Y o curbă plană simplă, închi.,ă cu curbura nenulă. Fie 
a parametrul canonic pe 'Y şi L lungimea curbei. Dacă A este aria 
interiorului lui 'Y şi R = 1/k, atunci: 

1 [L L {L 
A$ 2 Jo R(s)ds + B }o I R'(s) I ds. 

Soluţie Conform observaţiei de după problema 2.2.30, există un cerc 
de rază r $ L/4 care include C. Putem presupune că centrul acestui 
cerc se află în originea reperului. Atunci 

L 
1-r(s) I$ r < 4 , O 5 s 5 L. 

Aplicind formula lui Green obţinem: 

A=~ 1\xy' - yx')ds = -~ 1L < n,-y > ds. 

Cum n(s) = R(s)'Y"(s), avem mai departe: 

A=~lLR<-(',-y>= 

= ~1L R [< Y,Y > -1,i,i >] ds. 
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Despărţim integrala. de m1>, i;us într-o diferenţă. de două. integra.le; pc 
cca de-a doua o integrăm I ,·in părţi. Rezultă: 

11'; 11L A= - 1lds -1- - < -y',-y > /(ds. 
2 o 2 o 

Dar 
1 

I< î
1 y l:51 i lh l:5 4 < 4' 

de unde rezultă inegalitate , propusă. Să mai observăm că inegalitatea 
din enunţ devine egalitate daci. şi numai dacă r' = O, adică. da.că. şi 

numai da.că. 'Y e un cerc. 
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CAPITOLUL 2. SUPRAFEŢE 
REGULATE 

Notaţii: 

S, supre.faţă regulată de clMă. C00 

(U, h), pa.rametrizare locală. cu coordonatele u, v E U 

h,,, h,,, derivatele pnrţinle nlc lui h în raport cu u, v 

g = (g;;), prima. f~rrnă fundn.mcntn.lă. 

b = (b;1), a doua formă fundamentală 

K, H, curbura gaussi11.Dă, curbura medie 

k1, k2, curburile principale 

k9 , Tg, curbura geode7.ică, torsinnea geodezică 

S2, sfera de rază 1 cu centrul în origine 

2.1 Exemple. Generalităţi. 

27 

2.1.1 Să „e arate că unnătoarcle „11bmulJimi ale lui E 3 „înt „uprafeJe 
regulate ~i „ă „e indice o p11rQmctriz11rc în fiecare caz: 

1. Cilindrul circular drept de rază r; 
2. Torul T2, generat prin rotaJia unui cerc S 1 (r) de rază r in jurul 

unei drepte chn planul „ă11, .,ituate la di„tanţă a > r de centrul cercului; 
3. Elip„oidul de „emiaze a, b, c. Care c„tr. numărul minim de hărţi 

nece„are pentru a-l acoperi? 
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Soluţie Cilindrul circular d1: rază. r este mulţimea 

{(x,y,z) E R: j x 2 + y2 = r 2
} 

şi poate fi acoperit cu o singură. para.metrizare: 

f(u,v) = (rcosu,rsinu,v), (u,v) E R2
• 

Considerăm cercul S 1 în pia.nul yz, cu centrul în (O, a, O) şi-I rotim 
în jurul axei Oz. Torul T2 este mulţimea soluţiilor ecuaţiei 

z2 = r2 - ( Jx2 + y2 - a)2. 

Deci T2 este J- 1(r2 ) undef : R3 -+ Re dată. prin 

f(x,y,z) = z2 + ( Jx2 + y2 - a)2. 

Cum punctele de forma (O, O, z) nu sînt pe tor şi 

[ 
2y( ..fe+yi- a) 2x( ..fe+yi- a)] 

df = 2z, r.:,:-;-::,_ , r.:,:-;-::,_ 
V x2 + y2 V x2 + y2 

se constată că r 2 e o valoare regulată pentru f. Deci T2, preimaginea 
sa, e o eu.pra.faţă. regulată.. El poate fi acoperit cu trei parametrizări 
loca.le de forma: 

h(u,v) = ((rcosu+a)cosv,(rcosu+a)sinv,rsinu), O< u,v < 27r 

Elipsoidul de ecuaţie 

x2 y2 z2 
a2 + b2 + c2 = 1 

este preimaginea lui 1 prin funcţia f : R3 -+ R, 

x2 y2 z2 
f(x,y, z) = a2 + b2 + c2 

pentru care 1 este valoare regulată. Elipsoidul este o submulţime com
pactă a lui R3, deci poate fi acoperit cu cel puţin două hă.rţi. De 
exemplu, cu două hărţi geografice de tipul: 

h(u,v) = (asinucosv,bsinusinv,ccosv), O< u < ?r,0 < v < 271" 
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2.1.2 Fie Pun punct care se depla.,ează pe axa Oz pornind din (O, O, O) 
şi Q un punct care se deplasează cu aceeaşi viteză ca şi P, pe o paralelă 
la axa Oy, pornind din (a,0,0),a =f O. Să se descrie printr-o ecuaţie 
implicită locul dreptei determinate de P şi Q. Este aceasta o suprafaţă 
regulată? 

Soluţie Ecua.ţiile parametrice a.le dreptei ca.re uneşte punctele P(t) = 
(0,0,t) şi Q(t) = (a,t,O) este x/a = y/t = (t - z)/t. Eliminînd 
para.metrul t se obţine ecuaţia implicită xy+xz-ay =Oca.re reprezintă 
un paraboloid hiperbolic. Deci e o suprafaţă regula.tă. 

2.1.3 Să se -arate prin calcul că dacă prin punctul M al suprafeJei S 
trece o dreaptă d care e conţinută în întregime în S, atunci d C TMS. 

Soluţie Putem presupune că d este axa. Oz. Atunci ecua.ţia lui S va fi 

F(x,y,z) = xf(x,y,z) + yg(x,y,z) = O, 

cu f, g indefinit diferenţia.bile. Ecua.ţia. pla.nului tangent în M = 
M(0,0,a) va fi: 

XF.,(M) + YF11 (M) + (Z - a)F.(M) = O. 

Cum F.(O, O, a) = O, ecuaţia. se reduce la. X F.,(M) + Y F11(M) = O ceea. 
ce demonstrează enunţul. 

2.1.4 Fie S o suprafaţă regulată şip E S. Să se arate că există o 
vecinătate V a lui p în S · care este graficul unei funcJii explicite avînd 
una dintre formele x = h(y,z), y = g(x,z), z = f(x,y). 

Soluţie Fie cp : U -+ S, U deschis în R2
, o pa.rametrizare a lui S 

în jurul lui p. Notînd componentele lui cp cu x( u, v ), y( u, v ), z( u, v) şi 
q = cp- 1(p), ştim că măcar unul dintre determinanţii ia.cobieni ~8(", 

~ 
~"'••j, ~V••~ e nenul în q. Fie, de examplu, primul dintre ei diferit de 
O fu q şi ufi: ,r proiecţia. lui R 3 pe pla.nul xy. Aplicăm Teorema funcJiei 
inver.•e lui ,r o cp şi ,din presupunerea făcută, deducem existenta unor 
vecinătăţi V. a lui p, Vi a lui ,rocp( q) între care ,rocp este un difeomorfism. 
Deci restricţia. lui V = cp(V.) e bijectivă şi există (,ro cpt 1 

: Vi -+ V. 
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diferenţiabilă. În plus, cum '{' e homeomorfism, V e vecinătate a lui p 
în S. Compunem acum funcţia (1r o '{')~ 1 cu (u,v) 1-+ z(u,v) şi găsim 
el V e graficul funcţiei z = z(u(x,y),v(x,y)) = f(x,y). Celelalte două 
cazuri se tratează. asemănă.tor. 

2.1.5 Să se arate că un con circular drept cu o pînză nu e o suprafaţă 
regulată. 

Soluţie Fie conul descris de ecuaţia implicită 

z = Jr.2 + y2, (x,y) E R2
• 

Dacă. ar fi o suprafaţă. regulată. ar fi, în vecinătatea punctului (O, O, O), 
graficul unei funcţii diferenţiabile avînd una dintre formele 11 = h(x, z), 
z = g(y, z), sau z = f ( z, 11}. Al treilea caz nu poate avea loc pentru că 
/ ar trebui să coincidă, pe o vecinătate a lui (0,0,0} cu Jx2 + 112 ca.re 
nu e diferenţiabilă în (O, O). Primele două forme se exclud, de asemenea, 
pentru el proiecţiile conului pe planele de coordonate xz, respectiv yz 
nu sînt bijective. 

2.1.6 Să se arate că un con cu două pînze nu e o suprafaţă regulată. 

Soluţie Fie C un con cu două pînze şi , presupunînd că este suprafaţă. 
regula.tă, h : U -+ R:' o parametrizare în jurul virfului V ( cu U deschis 
în R2). Fără a restringe generalitatea putem presupune că U este un 
clise deschis centrat în origine şi h(O, O}= V. Cum h este continuă, h(U) 
este o mulţime conexă care conţine V. Pe de altă parte, U\ {(O, O)} 
e, încă, o mulţime conexă în timp ce imaginea. sa prin h, h(U)\ V e 
neconexă.. Aceasta e o contradicţie deoarece h e continuă. 

2.1.7 Dacă S se poate reprezenta ca preimagine de valoare regulată 
prin două funcţii diferenţiabile, atunci diferenţialele lor sînt dependente 
în orice punct din S. 

Soluţie Fie fi, '2 : R3 -+ R diferenţiabile şi a1 , a 2 va.lori regulate pen
tru fi, /2 astfel încit S = / 11 (a1) = / 2-

1 (a2). Vaca d./ip este indepen
dentă de d'2P în orice punct p E S, atunci ( a 1, a2 ) este valoare regulată 
pentru funcţia/: R3--+ R2, f = (/1,/2 ). În consecinţă. J- 1(a1,a2 ) este 
o curbă regulată. Dar J-1(a1 ,a2 ) = S, contradicţie. 
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2.1.8 Fie S o suprafaţă şi F: R3 -+ R o funcţie diferenţiabilă. Dacă 
p E S e un punct regulat al lui F şi în acelaşi timp, un punct de extrem 
al lui F15, atunci TpS coincide cu spaJiul tangent la mulţimea de nivel 
a lui f prinp {adicăTpS=TpF- 1 (F(p))). 

Soluţie Fie (U, h) o pa.rametriza.re locală a lui S în jurul lui p, h(0, O) = 
p. Restricţia / a lui F la S se exprimă., pe imaginea lui U, prin 
f(x,y,z) = F(x(u,v),y(u,v),z(u,v)). Cum pe punct de extrem al lui 
f, df(p) = O. Dar df(p) = (< dF(p),hu(0,0) >, < dF(p),hu(0,0) >). 
Rezultă. că dF(p) e perpendicular pe hu(O,O) şi pe h.,(0,0), deci e per
pendicular pc TpS. Cum dF(p) este normal şi la F-1(F(p)), soluţia e 
completă. 

2.1.9 Fie S o suprafaţă regulată şi p0 t S un punct din R:'. Să se 
arate că cel mai scurt segment care uneşte p0 cu S, dacă emtă, CJte 
perpendicular pe S. Aceeaşi proprieta_te are loc pentru cel mai lung 
segment între p0 şi S. 

Soluţie Considerăm funţia cliferenţiabilă /: S-+ R dată prin /(q) =li 
q - Po 11- Dacă PoP este un cel mai scurt (sau un cel mai lung) segment 
de la p0 la S, atunci p e un punct de extrem pentru /. Deci df (p )w = O, 
pentru orice vector w din TPS. Fie w vectorul viteză al unei curbe 1 
pe S: w = ,'(O). Dar: 

df(p)w = (I o-y)'(O) = :t 11-r(t) - Poli (O)= 2 < p- Po,w >. 

Deci segmentul p - p0 e perpendicular pe orice vector din TpS, ceea. ce 
trebuia. demonstrat. 

2.1.10 Banda lui Mobius. Este suprafatp obţinută prin identificarea 
laturilor opwe ale unui triunghi după ce, în prealabil, una dintre ele a 
fost simetrizată f aJă de mijlocul ei. Să se scrie o parametrizare pentru 
această suprafaţă şi să se arate că e neorientabilă. 

Soluţie Pentru a o parametriza. considerăm cercul x2 + y2 = 4 şi seg
mentul deschis AB în planul yOz descris de ecuaţiile y = 2, I z I< 1. 
Rotim mijlocul c al lui AB în jurul lui Oz şi , în acela.şi timp, rotim 
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segmentul AB în jurul lui c în pia.nul zOc. Mişcarea. trebuie astfel 
făcută incit atunci cînd c a a.coperit un unghi u, AB să se fi rotit cu 
u/2. Drept rezultat, cînd c revine în poziţia iniţială., AB e-a rotit cu 
180°. Se obţine pa.ra.metrizarea.: 

h(u,v) = ((2-vsin i)sinu, (2-vsin i)cosu, vcos i) 

cu (u,v) E (0,211") x (-1,1) şi u măsurat dinspre a.xa Oy. Se a.coperă 
asfel toată suprafaţa în afara punctelor corespunzătoare lui u = O. 
Pentru a o a.coperi complet considerăm şi pa.ra.mctrizarca: 

k(ip,8) = ((2- Bsin(~ + I))cosip, 

-(2 - Bsin(~ + f))sin<p Bcos(~ + f)) 
4 2 ' 4 2 

unde, a.cum, I() e mMUrat dinspre a.x.a. Ox şi B = v. A doua. parametri
zare nu a.coperă. punctele cu u = 1r /2, dar acestea se află în imaginea 
primeia. 

Intersecţia celor două hărţi este reuniunea. mulţimilor S1 , S2, unde 

11" 
S1 = {h(u,v); 2 < u < 211"} 

11" 
S2 = { h( u, V) i o, tL < 2} 

Schlmbll.rile de coordonate sînt, respectiv, ( <p, B) = ( u - 11" /2, v) în S1 şi 
( <p, B) = (311" /2 + u, -v) în S2• Schimbarea de coordonate se face, deci, 
cu determine.nt pozitiv în S1 şi cu determinant nega.tiv în S2. Aceasta 
nu este, însă, suficient pentru a conchide că Banda. lui Mobius nu e 
orientabilă. Să presupunem că există un cîmp diferenţia.bil de vectori 
normali unitari N : S -+ R 3

• Putem presupune că în orice punct 
a.coperit de h avem 

N(p) = h„ x hu 
I h„ X h,,, 

unde indicele inferior reprezintă derivata parţială. L11. foi. pc im11.g1ne,a 
lui k vom avea. 

N(p) = k,,, X Ic, 
I k,,, X Ic, I 
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Cum jacobianul schimbării de coordo1111.te va. fi -1 în S 1 sau S2, rezultă. 
că. N(p) = -N(p) dacă p e din acea componentă a intersecţiei. Dar 
normala UllÎtară nu se poate anula pentru că supra.faţă. e regulată.. Deci 
Banda. lui Mobius nu e orienta.bilă. 

Exemplul acesta. sugerează următoarea generaliza.re a cărei demons-
traţie o lăsăm în seama cititorului: 

2.1.11 Fie S o suprafaJă regulată acoperită cu vecinătăJile de coor
donate Vi., Vi. Dacă Vi. n Vi are două componente conexe S1, S2 şi 
jacobianul schimbării de coordonate are semn diferit pe S1 şi pe S2. 
Atunci S e neorientabilă. 

2.1.12 Să se arate că există suprafeJe regulate descrise ca 1-1(a) cu 
f diferenJiabilă şi a valoare critică pentru f. 

Soluţie Considerăm / : R3 -+ R, f(x,y, z) = z3
• Avem df(z,11,i) = 

(0,0,2z) deci rg(dfc0,0,0)) = O. Cum (O,O,O) E J- 1(0), O nu e valoare 
regulată. Totuşi, S = 1-1(0) = {(x, y, O)} = planul xOy e o supra.faţă. 
regula.tă. 

Următoarele două. probleme vor pune în evidenţă condiţii suficiente 
ca o suprafaţă. regulată. să nu fie soluţie a. problemei anterioare. Mai 
precis, se va vedea că. orientabilitatea şi compa.citatea sînt 5Ufi.ciente ca 
S să. fie preimaginea unei valori regulate printr-o funcţie diferenţia.bilă.. 

2.1.13 Existenţa vecinătăţilor tubulare pentru suprl!,feţe compacte 
orientabile. Fie S o suprafaţă regulată, compactă, orientabilă. Atunci 
există c > O astfel incit, cînd p şi q sînt din S, segmentele nonnale de 
lungime 2c, centrate în p şi q, să fie disjuncte. 

Soluţie Pasul 1. Construcţia locală. Fie h : U -+ S o pa.ra.metrizare în 
jurul unui punct p = h( u0 , v0 ). Construim o vecinătate tubulară. a unei 
vecină.tă.ţi WP a. lui p în S. Fie F : U x R -+ R3 dată prin: 

F(u, v, t) = h(u, v) + tN(u, v) 

unde N(u, v) e vectorul normal unitar la S în h(u, v). Ja.cobianul lui F 
se calculează. uşor şi se obţine J(F) =I h„ X h„ li O. Conform teoremei 
funcţiei inverse există o vecinătate paralelipipedică. de forma 

uo - 6 < uo + 6, uo - 6 < u0 + 6, -cp < t < cp, 
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în U x R pe ca.re restricţia lui F e bijecţie cu inversa. diferenţia.bilă.. Fie 
WP imaginea. prin Fa. dreptunghiului 

Uo - O < Uo + 6, Uo - O < Uo + 6. 

Cum F e bijectivă., segmentele de pe normală cu centrele în q clin W şi 

de lungime < 2cp nu se pot intersecta. Să observăm că. orientarea lui 
S nu a. intervenit la. a.cest pas. · 

Pasul 2. Globalizarea construcţiei. Familia de vecină.tă.ţi {Wp} 
acoperă S. Cum Se compactă., există un număr 6 (numărul Lebesgue 
al familiei) cu proprietatea. că de îndată cep, q E S sînt la. distanţă ( eu
clidiană) inferioară. lui, atunci p şi q sînt în aceea.şi Wp. Îtr-adevăr, în 
caz contrar am putea construi două şiruri infinite de puncte {pn}, { qn} 
cu d(pn, qn) < 1/n, Pn, qn nea.parţinînd acelei.aşi mulţimi Wp. Fie p şi q 
respectiv punctele limită ale celor două şiruri (ele există. pentru că Se 
compactă). R.ezultăp = q E W,,. (pentru un a.numep0) şi atunci, într-o 
bilă. centra.tă în p, de rază convenabilă. pentru a. fi în întregime inclusă în 
W,,., vor exista puncte Pn, qn clin cele două şiruri; contradicţie. Folosind 
clin nou compacitatea. lui S, alegem un număr finit, fie Wi, ... , Wn ca.re 
încă a.cop eră S. Fie acum E: orice număr mai mic <lecit min { E: 1, ... , E: n, f}. 
Vom a.răta că un E: asfel ales satisface condiţia. clin enunţ. Fie, deci, p.q 
din S. Da.că: ele sînt în aceea.'ji W, nu mai e nimic de demonstrat. Dacă 
p E W,, q E W;, i I j, atunci d(p, q) ~ 6. Da.că. segmentele de normală 
cu centrele în p şi q, de lungime 2c s-ar întîlni într-un punct r, atunci: 

2c ~ d(p, r) + d(q, r) ~ d(p, q) ~ 6 

contra.zicind alegerea. lui E:. Enunţule, acum, complet demonstrat. 

2.1.14 Orice Juprafaţă regulată, S, compactă şi orientabilă e preimag
inea unei valori regulate printr-o funcţie diferenţiabilă definită pe un 
deJchi., conex V :) S din R:1. 

Soluţie Fie V o vecinătate tubulară a. suprafeţei S (vezi construcţia. 
R.11terioa.ră.). Fixăm o orienta.re pe S şi definim {I : V -+ R prin g(p) = 
distant orienta.tă de la. p la. piciorul unicei o.ormale la S ca.re trece prin 
p. Evident g-1 (0) = S. Considerăm clin nou funcţia. F dată. prin 
F(u, v, t) = h(u, v) + tN(u, v). Ea era. inversabilă pe un paralelipiped 
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Q, cu E < t < E şi F(Q) = V. De.că notlm componentele lui F- 1 

cu (u = u(x,y,z),v = v(x,y,z),t = t(x,y,z)), atunci g(x,y,z) = 
t(x,y,z). Deci g e diferenţiabilă.. Oe valoare regulat! pentru că dF- 1 

e nesingularl în t = O. 

2.1.15 Fie V un de„chu pe S §i Xi, X2 două cîmpuri vectoriale dife
renţiabile pe U, liniar independente în p E U. Să „e arate că că emtă o 
vecinătate W a lui p §i o parametrizare cu imaginea W, 0-'tfel ca liniile 
de coordonate „ă fie tangente cîmpurilor Xi, X2 • 

Soluţie Fie U C V o vecinătate deschisă. pe ca.re sînt definite integralele 
prime locale /1, /z ale lui Xi, X2. Fie cp : U -+ R2 definită prin cp(q) = 
(/1(q),/z(q)). Atunci: 

dcp,X1 = ((d/i),X1,(dh),X1) = (O,a), 

dcp,X2 = ((d/i),X2, (dh),X2) = (b, O). 

Cum X 1, X 2 sînt liniar independente în p, rezultă a I O, b I O; deci, 
dcp, I O, astfel că cp e difeomorfism local în p. Atunci există o vecin&ta.te 
deschisă W' a lui cp(p) în R2 aplicată difeomorf prin h = cp-1 pe o 
vecinătate W a lui p, W C V. Atunci h e o parametriza.re avînd 
curbele de coordonate / 1 = ct., Iz = ct., ceea ce trebuia demonstrat. 

2.1.16 Să „e arate că în jurul oricărui punct al unei „uprafeţe regulate 
exută parametrizări ortogonale. 

Soluţie Fie p E S şi (U,h) o parametriza.re locall oarecare în jurul 
du. E suficient să aplică rezultatul anterior pentru cîmpurile X 1 = hu, 
X2 = -(g12/gu)hu + hv ca.re sînt ortogonale. 
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2.2 Proprietăţi metrice. Curbura gaus
siană 

2.2.1 Să se arate că într-o parametrizare ortogonală (i.e. 912 = O} 
curbura 9au.,siană Je calculează cu formula: 

K= 8,, +- 8u 1 (a ~ a ~ ) 
2✓911922 8v ✓911922 8u ✓911922 · 

În particular, într-o parametrizare izotermă (9n = 922 = ..>., 912 = O) 
avem: 

1 
K = -

2
>.2 b.log .X. 

Soluţie Calcul direct, utilizînd ecuaţia lui Gauss şi Teorema Egregium. 

2.2.2 Să 3e Jcrie ecuaJiile lui C:odazzi într-o parametrizare izotermă. 

Soluţie Fie (U, h) o parametrizaxe izotermă.: 9 11 = 922 = ..>., 912 = O. 
Coeficienţii Christoffel iau forma.: 

r1 _ ! 118911 r1 _ ! 118911 r1 __ ! 118922 
11 - 29 au I 12 - 29 8v I 22 - 29 au I 

r2
11 

= _ !
9

22 8911 r2 _ 1 22 8922 r1 1 22 8922 
2 av I 12 - 29 au I 22 = 29 8v • 

Pc de altă parte, cum 911 = 922 = ..x- 1 , curbura medie este: 

1 
H = -

2 
-(bn + b22). 

922 

Atunci ecuaţiile lui Coda.zzi devin: 

!_ bu - b22 + 8b12 _ >. 8H 
au 2 av - au' 

a bu - b22 _ ab12 = ->. âH. 
8v 2 au av 
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2.2.3 Fie p un punct în care K(p) -:/- O şi V o vecinătate a „a pe 
ca,·e K păstrează semn constant. Fie A aria unei regiuni B din V care 
conţine punctul p şi A' aria imaginii lui B prin aplicaţia lui Gatus pe 
sfera unitate. Atunci 

K(p) = lim A', 
A-O A 

unde limita e luată după un şir de regiuni Bn care converge la p. 

Soluţie Fie (U, h) o pa.ra.metriza.re a cărei imagine cuprinde V. Atunci, 
da.că. D = h-1(B), avem 

A = fv I hu X hv I dudv. 

Cum aplicaţia lui Gauss poate fi privită. ca. o pa.rametriza.re locală. a 
imaginii sale pe S 1

, N : U -+ S 1 , avem şi : 

A' = fv I Nu X Nv I dudv. 

Folosind formula lui Weingarten, deducem că. 

Notăm daria regiunii D şi aplicînd teorema de medie pentru integrala 
dublă obţinem: 

lim A' = lim A' /d = limct-o(l/d) ID K I hu X hv I dudv = K(p). 
A.....O A d.....O A/d limct-o(l/d) ID I hu X hv I dudv 

2.2.4 Fie p un punct eliptic al unei suprafeţe S. Atunci p are o 
vecinătate situată de o aceeaşi parte a lui T,S. Fie p un punct hiper
bolic .. Atunci orice vecinătate a sa e situată de o parte şi de alta a lui 
T,S. Să se arate, prin exemple, că reciproca nici unuia dintre rezul
tatele anterioare nu e„te adevărată. 

Soluţie Fie (U, h) o pa.rametriza.re în jurul lui p, h(O, O) = p. Con
siderăm funcµa d: Im(h)-+ R da.tă prin 

d(q) =< h(u,v) - h(O,O),N, > 
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Existenţa. unei vecină.tă.ţi a lui p situate de o singură. parte a lui T,S 
revine la existenţa. unei vecină.tă.ţi pe care d păstrează. semn constant. 
Dezvoltăm h în serie Taylor în jurul lui (O, O): 

h(u,v) - h(O,O) = huu+huv+ ½(huuU2 + huuUV + huuv2
) +0(2) 

Atunci: 

d(q) = ½(bnu2 + b12uv + b22v2) + 0(2) = 
1 = 2b(w, w) + 0(2), 

unde w = huu + huv. Rezultă. că.dare semnul lui b(w,w). Dacă. 
p e eliptic, atunci curburile principale au acelaşi semn; cum acestea 
reprezintă. extremele curburilor norma.le în p, curburile norma.le în orice 
direcţie tangentă în p au acela.şi semn. Dar curbura normală în direcţia 
w este b( w, w). Deci b( w, w) păstrează. semn constant pe o vecinătate 
a.lui p. Ana.log se raţionează. cînd p e hiperbolic. 

Punctele unui cilindru circular drept sînt, toate, parabolice ( cur
burile principale sînt O şi 1/ R). Cu toate acestea, cilindrul se află. de o 
singură parte a planului tangent în orice punct. 

Considerăm suprafaţa. z = x3 - 3xy2• Se consta.tă. uşor că. punctul 
(O, O, O) e planar, dar în orice vecină.ta.te a sa se află puncte de ambele 
plrţi a.le planului tangent. Vezi, de asemene&, şi exerciţiul 2.2. 7. 

2.2.5 Să „e arate că într-un punct hiperbolic direcţiile principale „înt 
bi.,ectoarele unghiurilor făcute de direcţiile a.,imptotice. 

Soluţie Fie p E S. Indicatoare& Dupin în p este mulţimea de vectori 
w E T,S care verifică. b(w,w) = ±1. Raportăm T,S la reperul ortonor
mat forma.t de vectorii principali e1,e2 • Atunci indicatoarea lui Dupin 
ia forma: 

±1 = b(w, w) = b(ae1 + /Je2 , ae1 + /Je2 ) = k1a 2 + k2/J2. 

Deci indicatoare& lui Dupin e, în general, o reuniune de conice în T,S. 
Dacă. p e UD punct hiperbolic, atunci k1 ki < O şi indicatoare& lui Du pin 
e o reuniune de două. hiperbole avînd asimptote comune. E clar, de 
„omonoa, ~ d..irooţiilo aa.imptotfoo Îl:1 p aint aa.imptotofo i.udfo4to&r0i 

{de-a lungul lor, curbura normală e zero). Pe de altă parte, ecuaţiile 
asimptotelor sînt y = ±.,ff;/Flc; deci demonstraţia e completă.. 
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2.2.6 Să se arate că dacă curbura medie este nulă într-un punct nepla
nar, atunci există în ace,t punct două direcţii a,imptotice ortogonale. 

Soluţie H(p) = O şip neplanar implică faptul că. p e hiperbolic. Deci 
curburile principale sînt nenule, egale şi de semn contrar. Am văzut în 
exerciţiul anterior că. direcţiile asimptotice în p sînt asimptotele indica
toarei lui Dupin. Tot din exerciţiul anterir deducem că. ecuaţiile acestor 
asimptote sînt y = ±x, deci asimptotele sînt perpendiculare. 

2.2. 7 Să se arate că dacă o ,uprafaJă e tangentă unui plan de-a lungul 
unei curbe C, atunci punctele acelei curbe sînt parabolice ori planare. 

Soluţie Evident C e o curbă plană. Vectorul ei normal principal în 
orice punct al ei este în planul tangent la suprafaţă (care e constant de
a. lungul lui C, fie el 71") si proiecţia. lui pe vectorul normal la. suprafaţă. e 
nulă. Deci curbura. normală în direcţia. ta.ngentl la. C e nulă.. Pe de altă. 
parte, C are o vecină.ta.te situată de o aceea.şi parte a. lui 71", deci curburile 
normale în orice punct al lui C a.u a.cela.şi semn. Atunci una dintre 
curburile principale de-a lungul lui C este O, ceea ce demonstrează 
afirmaţia. 

Situaţia din enunţ este exemplificată de cercul paralel superior de 
pe un tor. 

2.2.8 DaJi exemple de suprafeJe care au puncte parabolice izolate. 

Soluţie Fie S o suprafaţă ca în enunţ. Presupunem că punctul pa
rabolic izolat e (O, O, O) şi că S se explicitează. într-o vecinătate a sa. 
sub forma. z = f(x,y) cu /(0,0) = 0,/z(0,0) = 0,/iO,O) = O (adică 
planul xOy e tangent la. S în origine). (0,0,0) e punct parabolic izolat 
dacă /;,, + /;.,, ,f. O în (O, O) şi /;,,/;11 - /;11 = O dacă şi numai da.că. 
x = y = O. Putem căuta/ sub forma f(x,y) = a(x) + b(y) + xy. 
Condiţiile găsite devin :a!,, + b!11 ,f. O şi a,,,,b1111 = 1 doar în (O, O). 
De exemplu, a,,,, = cos x, b1111 = cos y sînt soluţii convenabile, furnizînd 
pa.rametriza.rea. f(x, y) = cos x+cosy+xy-2; de asemenea. a,,,, = x-1, 
bllll = y - 1 cu Ix I< 1, I y I< 1. 

2.2.9 Să se arate că se arate că curbura medie H În p e dată de 
formula: 
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unde kn(6) e curbura normală într-o direcţie care face unghiul 6 cu o 
direcJie fixă. 

Soluţie Putem presupune (eventual, în urma unei izometrii în E3) că. 
direc~a. fixă este e1 1 direcţia. principală. corespunzătoare curburii prin
cipale k1. Atunci (relaţia. lui Euler): 

kn(B) = k1 cos2(8) + k2 sin2(8). 

Acum relaţia din enunţ rezultă imediat. 

2.2.10 Să se calculeze coeficienţii primei ~i celei de-a doua forme fun
damentale, curburile principale, curbura gau.ssiană ~i curbura medie 
pentru suprafaţa lui Enneper: 

Să se arate că liniile de curbură sînt curbele coordonate. 

Soluţie Prin ca.leul direct: 

bu = 2, 622 = -2, b12 = O, 

k1 = -k2 = 2(1 + u2 + v2r 2
, 

K = -4(1 + u2 +v2>-4
, H = O. 

În pa.rticula.r, s11pra.fa.ţa. lui Enneper e minimală. Ecuaţia liniilor de 
curbură elite, în general: 

În cazul nostru devine: 

cu soluţiile u = ct., v = ct .. 
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2.2.11 Doi uectori tangenJi w 1 , w2 în p .!e nume„c conjugaJi dacă < 
dNpwi, w2 > = O. Două direcJii „e zic conjugate dacă e:rută o pereche 
de uectori tangenJi conjugaţi ~i paraleli cu direcţiile date. 

Să „e arate că dacă p e neombilical ~i 8, cp .!înt, re„pectiv, unghiurile 
făcute de două direcţii tangente r 1, r 2 cu t1ectorul principal e1 ( core
„punzător curburii principale k1}, atunci r1, r 2 „int conjugate dacă ~i 
numai dacă 

k1 cos 8 cos <p + k2 sin 8 sin cp = O. 

Soluţie În reperul ortonorma.t format de vectorii principali ei, e2 vec
torii w 1, w2 se exprimă prin: 

w1 = cos 8e1 + sin 8e2, , W2 = cos cpe1 + sin cpe2 . 

Cum dNpe 1 = k1e1, dNpe2 = /c.ie2 , ei BÎnt conjuge.ţi dacă şi nu.ma.i dacă 

O=< dNPw1 , w2 >=< k1 cos 8e1 + k2 sin Oe, cos cpe1 + sin <pe2 >= 

= k1 cos 8 cos cp + k2 sin 8 sin cp. 

2.2.12 (Beltrami-Enneper) Fie -y o curbă Mimptotică cu curbură ni
căieri nulă pe o suprafaţă S. Să se arate că modulul torsiunii lui 1 
e.!te 

IT I= \1-K. 
Soluţie Fie pun punct pe -y. Curbura normală. in pe zero ('Y e asimp
totică.), deci vectorul normal principal al lui I e ortogonal pe vectorul 
normal la supra.faţă.. Astfel pia.nul oaculator e normal la Np şi obţinem 
N' = rn. Dacă e1 , e2 sînt direcţiile principale în p, 8 unghiul dintre e1 

şi tangenta la -y şi k1 , k2 curburile principale în p, atunci (vezi exerciţiul 
anterior): 

r 2 =I N' 12= k~ cos2 8 + ki sixh/. 

Cum o direcţie asimptotică e conjugată cu ea însă.,i, avem: 

k1 cos2 8 = -k2 sin2 8. 

De aici obţinem 

2 k2 . 2 8 
k1 

cos 8=-k k, Slil =--k k, 
2- 1 1- 2 

reia.ţii care, înlocuite în formula lui r ne da.u r2 = -k1k2, 
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2.2.13 Dacă suprofeJele regulate S1 , S2 se intersectează după o curbă 
regulată C, atunci curbura k a lui C în p satisface relaJia: 

k2 sin2 8 = k!1 + k~2 - 2k,,1 kn2 cos 8, 

unde k,,; sînt curburile nonnale în p de-a lungul tangentei la C pe S;, 
iar 8 e unghiul dintre vectorii nonnali NP1 , Np2 la cele două suprafeţe. 

Soluţie Fie T1 = kn1Np2,T2 = k..2N„1. Atunci: 

I T1 -T2 l=I< kn,N„1 > Np2- < kn,Np2 > Np1 I= 

= ✓k~l + k~2 - 2kn1kn2 COS 8. 

Pe de altă. parte, vectorii Npi, Np2, n fiind unitari, avem: 

I sinB l=I Np1 x Np2 l=I n x (Np1 x Np2) I= 

=I< n,Np2 > Np1- < n,Np1 > Np2 I, 

ceea ce încheie demonstraţia. 

2.2.14 (Joa.chimstahl) Fie două suprofeJe regulate S1,S2 care se in
tersectează după o curbă regulată C şi fac unghiul B(p) în fiecare p E C. 
Dacă C e linie de curbură pe S1, atunci 8 e constant dacă şi numai 
dacă C e linie de curbură şi pe S2 • 

Soluţie Fie t vectorul viteză. al curbei, presupus vector principal pe 
S1 • Derivăm relaţia< N1,N2 >= cosB şi ţinem seama că. dN;,,t = 
~(C(t)). Cum dN1t e coliniar cut, obţinem: 

8 = d. # N1 .L dN2t, 

adică dN2t e tangent la S 1 • Da.r singura direcţie tangentă ambelor 
suprafeţe t ceea ce încheie demonstraţia. 

2.2.15 Să se arate că meridianele torului sînt linii de curbură. 

Soluţie Un meridian al torului e intersecţia torului cu un plan care trece 
prinaxa de rotaţie. Cum în plan orice direcţie e principală, meridianul 
respectiv e linie de curbură în planul considerat. Pe de altă parte, 
planul a.cesta e ortogonal torului. Aplicind rezultatul anterior, deducem 
că meridianule linie de curbură şi pe tor. 
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2.2.16 Se con.,ideră suprafaţa parametrizată 

h(u, v) = (sin ucos v, sin usin v, cosu + log tan i + ip(v)), 

cu <p o funcţie diferenţiabilă. Să se arate că liniile de coordonate v = ci.. 
sint linii de curbură. 

Soluţie Observăm întîi că., dacă notăm (x(u),y(u),z(u)) o curbă t1 = 
ci.., atunci exist! A = - ta.n v astfel ca Ax + y = O. Deci fiecare curbă 
t1 = ci.. e plană. şi planul care o conţine, 'lrv, trece prin e,xa Oz. Calculind 
vectorul normal unitar la suprafaţa. dată şi făcînd produsul scalar cu 
vectorul normal unitar la planul 'lrv găsim cos 8 = ip'(l + ip12)-

1l2
• Deci 

'lrv taie suprafaţa sub un unghi constant. Ţinînd seama că orice curbă 
plană. e linie de curbură în plan, putem aplica. din nou rezultatul 2.2.14. 

2.2.17· (Dupin) 7rei familii de suprafeţe formează un sistem triplu 
ortogonal în U C E3 dacă prin fiecare p E U trece cite o singură 
suprafaţă din fiecare familie şi dacă cele trei suprafeţe care trec prin p 
sint două cite două ortogonale. Să .!e arate că suprafeţele unui sistem 
triplu ortogonal se intersectează după linii de curbură. 

Soluţie Fie S1, S2, S3 cele trei suprafeţe care trec prin p şi C1 = S2 n S3 
etc... Fie r12 , r13 torsiunea geodezică. a curbei C1 pe S2 , respectiv pe 
S3 • Fie N„12 , (respectiv N„13 ) vector unita.r tangent la. S2 , (respectiv 
S3) şi ortogonal pe C1 (vezi construcţia triedrului Da.rboux). Atunci 

. dNi 
T1; =< Tt,Ngli >, i = 2,3 

Cum N2 l. N 3 , deducem r12 = r13 • Fie r1 această valoare comună. 
Analog a.rătăm că. torsiunea geodezică. a lui C2 (respectiv Ca) e aceeaşi 
pe S1 , S3 (respectiv pe S1, S2). Fie aceste valori r2 , r3 • Folosind din nou 
faptul că. vectorii Ni sînt ortogonali doi cîte doi, deducem T1 + Tz = O, 
r2+r3 = O, r1 +r3 = O. Deci torsiunea geodezică. a curbelor de intersecţie 
e nulă. pe fiecare suprafaţă'. ceea ce înseamnă că. C1 sînt linii de curbură.. 

2.2.18 Să se calculeze coeficienţii primei ~i celei de-a doua forme fun
damentale, curburile principale şi curbura gawsiană pentru o suprafaţă 
de rotaţie. Aceleaşi cerinţe pentru o suprafaţă dată explicit. Să se 
observe, în particular, că meridianele şi paralelele unei suprafeţe de 
rotaţie sînt linii de· curbură. 
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Soluţie Fie 

h(u,v) = (ip(t1)cosu,ip(t1)sinu,!/J(t1)), 

( unde ip > O şi t1 e parametru canonic pe curba generatoare : <()12 + !/J12 = 
1) o pa.rametriza.re locală pentru o suprafaţă. de rotaţie. Avem: 

hu = (-ip sinu,'{) cos u, O), 

h., = (ip'cosu,'{)'sinu,Tt,'), 

N = (1/J' cos u, ,J/ sinu, -<()'{)
1
), 

911 = ip2, 912 = o, 922 = 1, 

h11 = (-ipcosu,-'{Jsinu,0), 

h12 = (-'{)1 sinu,'{)' cosu,0), 

h < 
li li • .J,11) 22 = ip cos u, ip sm u, 'I' , 

bu = -ip<()', b12 = O, b22 = '{)11 !/J' - ip'!/J11
, 

k - !/J' k - ,,_,,, ,.,," 
1 - --, 2 - '{) 'I' - '{) 'I' , 

ip 

Tt,'(ip''!/J' - '{J'!/J") 
K = - ---'-'-----'----'-. 

'{) 

Derivînd relaţia ~ + !/J12 = 1 şi înlocuind în ultima formulă găsim: 

'{)" 
K=--. 

'{) 

Pentru o suprafaţă da.tă. explicit prin h(u,v) = (u,v,f(u,v)), obţi
nem: 

hu = (1,0,/,.), h., = (0,1,h.,), 

1 
N --- ✓1 + /; + /~ ( - , .. , - J., 1), 

911=1+/;, 912=/a/u, 922=1+/';,, 

huu = (0,0,/uu), hu., = (0,0,/u.,), h.,., = (0,0,/.,.,), 
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2.2.19 Să .!e cla.!ijice .!uprafeţele de rotaţie cu curbură gau.uiană con
.!tantă 1, Q .!OU -1. 

Soluţie Problema revine la clasifica.rea curbelor genera.tos.re ,(v) = 
(f(v),g(v)) cu f > O şi Jt?. + gt?. = 1 (putem presupune curba. pa-
rametrizată canonic. Din problema. anterioară. ştim expresia. curburii 
ga.ussiene: 

!' K=--. 
f" 

Deci, în genera.I, / e soluţie a ecuaţiei diferenţiale: 

iar g este 

g(v) = lu Jl - ft?.(t)dt, 

cu v astfel ca radicalul de sub integrală să aibă sens. 
Pentru K = 1, soluţiile lui (*) sînt: 

Dacă introducem, în plus, restricţia. ca supra.fa.ţa. să ta.ie ortogonal 
pia.nul xOy, găsim soluţia generală. sub forma: 

,(v) = (Ccosv, 1" J1 - C2sin2(t)dt, C = /(O). 
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Pentru K = O se obţine f" = O deci / e liniară.. Supra.feţele de 
rota.ţie cu curbură gaussiană nulă sînt, deci: cilindri, conuri (mai puţin 
vîrful) şi plane. 

Pentru K = - I, (*) furnizează: 

f(v) = C1eu + C2e-u, C; = ct. 

Atunci forma generală a lui I e una dintre următoarele trei: 

1(v) = (C cosh v, lu J1 - C2 sinh2(t)dt, 

,(v) = (C sinh v, 1" J1 - C2 cosh2(t)dt, 

-y(v) = (e", lu ✓1 - e21dt. 

Observăm că ultima ecuaţie găsită. e cea a tractricei. Deci supra.fa~ 
generată., în acest caz, este pseudosfera. 

2.2.20 (Kashdan-Wa.rner) Fie S o suprafaţă de rotaţie avînd curba 
generatoare (O, cp(v), tp(v)), v E IO,l], cu cp(O) = cp(l) = O, ~ > O. 
Pentru ca S să fie regulată ~i în poli, cerem, în plus, ca cp'(O) = 1, 
cp'(l) = -1. Să se arate că: 

1' K'cp
2
dv = O. 

SIJ. se deducă de aici că nu effltă suprafeţe de rotaţie compacte cu cur
bura gaw.9iană monoton crescătoare. 

Soluţie Avem (d. 2.2.18) vi'= -Kcp. Atunci 

(cp12 + kcp2
)' = 2cp'cp" + K'cp2 + 2Kcpcp' = K'cp2

• 

Integnnd acea.stă relaţie o obţinem pe cea. d.ill enun~. Ultiwa. a.tln.na.~it 

este, acum, evidentă da.că ţinem seama că, S fiind compactă., are cel 
puţin un punct eliptic (în ca.re K e strict pozitivă.), deci K e strict 
crescătoare. 
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2.2.21 Să „e arate că orice „uprafaJă compactă are un punct eliptic. 
În particular, nu exi.,te suprafeţe compacte cu curbură gaw„iană „trict 
negativă. 

Soluţie Fie So suprafaţă. compactă. Atunci există. o sferă S(O,R) 
în care S este inclusă. Micşorînd progresiv ra.za acestei sfere, găsim 
o alta., S', concentrică, de rază r :5 R care e tangentă într-un punct 
p la. S ( aici folosim din nou compacita.tea lui S). S şi S' a.u ~i 
direcţie normală N în p. Un plan prin N intersectează. S' după un cerc 
ma.re C' şi S după o curbă plană C. Cum Cc, pe o vecinătate a lui 
p, în interiorul lui C', curbura sa în p e mai mare sau egală cu 1/r. 
Deci toate curburile normale sînt strict pozitive, astfel că p e un punct 
eliptic. 

O altă soluţie se poate obţine după. cum urmează: se consideră un 
punct Po în afara. lui S şi funcţia diferenţia.bilă f : S-+ R, J(p) = ½ I 
p - Po 12 . Se ara.tă că punctul q0 în care f are un maxim local ( acesta 
există pentru că S c compactă) e eliptic. 

2.2.22 Să „e arate că în jurul unui punct neombilical exi.,tă o para
metrizare cu linii de curbură. 

Soluţie Fie p un punct neombilical pc S şi (U, h) o pa.rametrizare 
oarecare în jurul său. O curbă -y(t) = h(u(t),v(t)) e linie de curbură 
dacă şi numai dacă 

dN-y(t) = k(t)i(t). 

Echivalent: 

912b11 - g11b12 , + 912b12 - g11b22 'k 1 

det(g )2 u det(g )2 v v · 

Eliminăm k intre aceste ecuaţii şi obţinem ecuaţia. liniilor de curbură 
sub forma: 
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Deoarece p e neombilical, opera.torul Weinga.rten a.re valori proprii dis
tincte. Cu alte cuvinte polinomul det(b;; - >.9;;) a.re discriminantul 
nenul: 

(911622 + 611922 - 2912b12)2 - 4det(9)det(6) f. O. 

Aceasta asigură descompunerea ecuaţiei liniilor de curbură în două 
ecuaţii: 

Au.' + Bv' = O, 

Au.' + Cv' = O, 

cu A, B, C soluţii ale sistemului: 

A(B + D) = b22911 - 611922, 

BD = b22912 - 612922-

Fieca.re dintre cele două ecuaţii diferenţiale găsite anterior defineşte cite 
un cimp vectorial X 1, X2 . Acestea sînt independente, iar traiectoriile 
lor sînt linii de curbură. Nu ne ră.mîne acum <lecit să aplicăm rezultatul 
din problema 2.1.15. 

2.2.23 Să se arate că în vecinătatea unui punct hiperbolic există pa
rametrizări cu liniile de coordonate asimptotice. Să se construiască 
efectiv o asemenea parametrizare pe paraboloidul hiperbolic z = x 2 

- y 2
• 

Soluţie Fie p E Sun punct hiperbolic şi (U, h) o pa.ra.metriza.re iniţială. 
în jurul său. Utilizăm aceeaşi metodă ca în exerciţiul anterior: descom
punem ecuaţia liniilor asimptotice: 

b11u12 + 2612u'v' + b22v12 = O 

în produsul a. doi factori liniari: 

(Au'+ Bv')(Au' + Cv') = O. 

Acest lucru e posibil deoarece condiţia. de hipcrbolicitate în p e echiva
lout.'l cu bî2 - b11 ½i > O. Doci ocu<>ti<> liniilor a.simptotico furni?oeu<Ă 

două ecuaţii diferenţia.le linia.re: 

Au.' + Bv' = O, Au.' + Cv' = O, 
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fiecare dintre ele determinînd un cîmp diferenţiabil de direcţii, indepen
dente pe vecinătatea considera.tă. Se aplică acum, din nou, rezultatul 
2.1.15. 

Fie h(u,v) = (u,v,u2 -v2 ) pa.rametrizare (globală) a paraboloidului 
hiperbolic. Folosind formulele din problema 2.2.18, obţinem: 

Atunci ecuaţia liniilor asimptotice este: 

Ea se factorizează în 

u' ±v' = O. 

Aceste două. cimpuri de direcţii au curbele integrale: 

u ±v = ct. 

deci functiile / 1 ( u, v) = u + v, '2( u, v) = u - v sînt integrale prime 
pentru ele. Punem 

u = u + v, V= u - V 

şi obţinem pa.rametrizarca (globală.) căuta.tă.. 

2.2.24 Să se arate că, în jurul fiecărui punct, orice suprafaţă regulată 
se poate explicita sub fonna: 

unde am pus: 

â â â 
bu2 = ây k1, b122 = âx k2, bi22 = ây k2, 

k1, k2 fiind curburile principale în punctul considerat. 
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Soluţie Fie p un punct al suprafe~i considerate. Se ştie că există 
o parametriza.re locală ( U, h) în care S are forma explicită h( u, v) = 
(u,v,f(u,v)) (după o eventuală. rotaţie a. axelor reperului fix din E3). 
Putem, de asemenea, presupune că. reperul Oxyz are centrul în p = 
h(0,0) = (0,0,0) şi a.xa Oz e orienta.tă după. vectorul normal în p, NP. 
Folosind expresia lui N găsită în exerciţiul 2.2.18 deducem că, deoarece 
NP e orientat pe Oz, avem 

Dezvoltăm h(u,v) în serie Ta.ylor în jurul lui (0,0): 

h(u., v) = h(0,0} + huu + h„v + ~(huuU2 + 2hu„UV + h,,,,v2+ 

¼(huuuU3 + 3huuvU2
V + 3hu1111uv3. + h.,,,.,v3

) + 0(3) 

unde toţi coeficienţii sînt calculaţi în p. Vom avea.< h(u, v), NP >= z. 
Pe de altă. parte: 

< h(u,v),Np >= ~(b11u2 + 2b12uv + b22v2
} + +¼( < h,,,,,,,NP > u3+ 

+3 < huuv, Np > u.2v + 3 < hu,,.,, Np > uv3 + < h,,.,.,, Np > v3
) + 0(3). 

Pentru calculul produselor scalare din rîndul al doilea al formulei pro
cedăm astfel: 

Dar: 

aşa incit 
a a 

< huuu,Np >= âu < huu.,Np >= âubu. 

Analog găsim: 
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a 
< huuu, NP >= av 612, 

â 
< huuu 1 Np >= âv 622, 

În sfirşit, orientăm acum a.xele Ox,Oy dupa. direcţiile principa.le în p. 
Atunci b12(p) = O, 611 (p) = k1, b22 (p) = k2 ceea. ce încheie demonstra.ţia. 

2.2.25 Să se arate că două suprafeţe cu aceeaşi curbură 9aussiană 
constantă sînt local izometrice. 

Soluţie Vom a.răta că în vecinătatea. oricăru.i punct curbura gaussia.nă 
determină. univoc coeficienţii pri.mei forme funda.menta.le. 

Fie p E S. Considerăm în jurul său o parametriza.re semigeodezică, 
1.e. 

8922 
911=1, 922=0, 922(0,v)=l, ·au lu=o=O. 

În a.ceastă parametrizare curbura gaussiană se exprimă astfel: 

1 a2 

K = -----,/giî 
ffe8u2 

Deci, pentru K = ct., 922 e soluţia ecuaţiei diferenţia.le: 

a2 
au2 ffe + K ffe = O. 

Pentru K > O a.ceasta. are soluţia generală: 

v'9i,'i = c1(v) cos( v'Ku) + c2 (v) sin(v'Ku) 

care, laolaltă. cu conditiile initiale impuse, furnizeazl: 

922 = cos2(v'Ku). 

Pentru K < O se obţine 

9 22 = cosh2(-v'I<u), 

iar pentru K = O găsim 922 = 1. 
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2.2.26 Să se arate că curbura geodezică a unei curbe pe o suprafaţă 
se poate exprima numai în funcţie de coeficienţii primei forme funda
mentale. 

Soluţie Fie 'Y o curbă pa.rametrizată canonic pe supra.faţă. S. Putem 
presupune că ima«inea. sa este situa.tă în imaginea unei pa.rametrizări 
(U, h ). Deci 1( s) = h( u( s ), v( s )). Pentru comoditatea. scrierii vom nota 
acum u1 = u, u2 = v şi vom folosi convenţia de suma.re a lui Einstein. 
Curblll'B. geodezică a lui 'Y e, prin definiţie, 

unde (a, b, c) reprezintă produsul mixt al vectorilor a, b, c. Datorită. 

prezenţei lui N, în produsul mixt anterior se poate înlocui 71 cu partea 
sa tangentă.. Folosind formula lui Ga.uss deducem pentru aceasta.: 

Atunci: 

[
du1 

( 2 dui dui) du2 
( 1 dui dui )] = I h, X h2 I ds rij ds ds - ds r,, ds da . 
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În fine, 

ceea. ce încheie demonstraţia.. 
Următoarele probleme (cf. !Ca.]) sînt aplica.tii ale Teoremei lui 

Gauss-Bonnet. 

2.2.27 Fie S o suprafaţă orientabilă cu curbura gaussiană nepozitivă 
~i '}'1, -y2 două geodezice care izvoră.,c din acela~i punct p. Atunci ele 
nu se pot întilni din nou într-un punct q astfel incit să mărginea.scă o 
regiune simplă (i.e. homeomorfă cu un disc) D a lui S. In particu
lar, pe o astfel de suprafaţă nu există geodezice simple, închise care să 
mărginească regiuni simple. 

Soluţie Da.că afirmaţia. nu e adevărată. putem aplica. Teorema. GaUBs
Bonnet regiunii simple D a cărei caracteristică. Euler-Poinca.re e 1. 
Notînd 81, 82 unghiurile exterioare ale lui D avem: 

Dar cele două geodezice nu pot fi tangente nici în p nici în q (pentru 
că. sînt distincte); deci unghiurile 8; sînt strict inferioare lui rr. Curbura. 
gaussiană. fiind nepozitivă, integrala. ei este nepozitivă. şi membrul stîng 
al egalităţii de mai sus e strict inferior lui 2rr, contra.dicţie. 

2.2.28 Fie S o suprafaţă cu curbură gaussiană strict negativă, home
omorfă cu un cilindru. Atunci ea conJine cel mult o geodezică închisă 
simplă. 

Soluţie Un cilindru e, topologic, un plan din ca.re s-a eliminat un punct. 
Fie, deci, / un homeomorfism a.I lui S pe un plan P fără. un punct q. 
Fie Co geodezică simplă., închisă pe S. Conform rezultatului anterior, 
C nu poate mărgini o regiune simplă. pe S. Atunci f(C) e frontiera 
unei regiuni simple a. lui P ca.re conţine q. Fie acum C' o a doua 
geodezică. simplă., închisă. a. lui S. Da.că C n C' =I- 0,. intersecţia are 
loc în cel puţin două. puncte şi determină cel puţin trei regiuni închise 
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mărginite de arce din C, C'. Punctul q se află. în imaginea a numai uneia 
dintre aceste regiuni, deci două. dintre ele sînt simple, contradicţie cu 
rezultatul 2.2.27. Deci C n C' = 0. Ca mai sUB, f(C') e frontiera unei 
regiuni simple a lui P care conţine q. Atunci f(C) şi /(C') detrmină. 
o regiune homeomorfă cu o coroană circulară. D, centrată în q. Avem 
x(D) = O şi 

O> J, K = 27rx(D) = O, 
/-l(D) 

contradicţie. 

2.2.29 (Jacobi) Fie -y : J -+ R:' o curbă regulată, !Jimplă, închi.,ă 
cu curbură nenulă. Fie n (I) imaginea curbei de!Jcri!Je pe !!/era S2 de 
vectorul normal unitar al lui -y (acea.!Jta !le numeşte indicatoarea nor
malelor). Dacă n(I) e Jimplă, atunci împarte S2 în două regiuni de 
arii egale. 

Soluţie Presupunem 'Y parametrizată. canonic cu s şi fie i parametrul 
canonic pe curba sferică. n(s). Atunci curbura geodezică. a lui n(s) este 

Avem: 
d d ds ds 
-n = -n- = (-kt- rb)-
ăs ds ăs ăs' 

,fl ( ) ,fl ( 1 1 ) (d8) 2 

( 2 2) (d8) 2 

-n = -kt - rb - + -k t - r b - - k + r n - , 
ăs2 ăs2 ăs ăs 

(ds) 2 I 
ăs = k2 + r 2 ' 

unde ' reprezintă. deriva.rea în raport cu s. În final, pentru curbura 
geodezică, obţinem formula: 

- ds ( d ( ds) 
3 

, , ) k,=cts < kb-rt),cl$n>= <lY (-kr -kr = 
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Aplicăm acum Teorema Gauss-Bonnet uneia dintre regiunile mhginite 
de n(I) (fie ea D) pe S2 (ţinînd seama de K = 1): 

271" = f Kdu + f k9as = f du= aria(D). lv }BD lv 
Cum aria. sferei este 471", soluţia e completă.. 

Următorul rezultat este o genera.liza.re a teoremei lui Fenchel şi a. 
fost demonstrat întî de B. Segre în [Se]. Ulterior, a fost redemonstrat, 
independent, în [Ru-Sa.]. Prezentăm demonstraţia din a.l doilea articol. 

2.2.30 Fie C o curbă închisă pe S2 avînd lungimea totală L < 271". 
Atunci există un punct m E S2 astfel incit distanţa sferică de la m la 
orice punct al curbei să fie $ 271". Egalitatea are loc dacă şi numai dacă 
C e un arc de meridian de lungime L/2 parcurs în ambele sensuri. 

Soluţie Fie d distanţa. sferică. Pentru a, b E S2, d( a, b) este lungimea 
geodezicei minimale între a şi b, adică lungimea arcului scurt de merid
ian dintre a şi b (pe care îl vom nota. simplu ab). Fie m mijlocul unui 
arc ab ( acesta există. şi e unic. Să dovedim întî că dacă d( a, b) < 7r, 

a.tunci 
2d(m,x) $ d(a,x) + d(b,x) (2.4) 

pentru orice punct x E C. Pentru acea.sta, fie x' simetricul lui x faţă. de 
m. Din relaţiile evidente d(x',a) = d(x,b), 2d(m,x) < 7r şi d(x',x) = 
d(x',m) + d(m,x) = 2d(m,x), rezultă. 

2d(m,;) = d(x',x) $ d(x',a) + d(a,x) = d(a,x) + d(x,b). 

Fie acum a, b E C puncte ca.re împart C în două. a.rce de aceeaşi 
lungime L(ab) = L(ba) = 1/2L. Cum d(a,b) $ L(ab) şi L $ 271", de
ducem d(a,b) < 71". Deci putem a.plica. observaţia. anterioară mijlocului 
mal arcului (scurt) ab şi unui punct x situat pe a.rcul ab. Presupunem 
2d( m, x) < 71" şi a.vem: 

L(ax) ~ d(a,x), L(xb) ~ d(x,b), 

1 
L(ax) + L(xb) = L(ab) = 2L, 

(2.5) 
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de unde rezultă. 
1 

d(m,x) S 4L. 

Astfel, funcţia / : C -+ R, f ( x) = d( m, x) nu ia. valori în intervalul 
deschis (L/4, rr/2). Dar f e continuă. şi C conexă.; atunci d(m,x) S L/4 
pentru orice x din C sau d( m, x) ~ 1r /2 pentru orice x din C. Al doilea. 
caz e, evident, exclus pentru că 2d(m,a) = d(a,b) < rr. 

Dacă. există. un m cu d(m,x) = L/4, atunci avem egalităţi şi în 
( 2.5). Atunci ax şi xb sînt arce de meridian, iar relaţia. ( 2.4) implică 
x'x = x'a + ax, deci a, b sînt pe arcul de meridian determinat de x şi 
x'. Demonstraţia e completă. 

Observaţie În demonstra.ţie nu s-a.u folosit toate proprietăţile lui 
S2. O examina.re a.tentă a. soluţiei ara.tă că (în afara. genera.liză.rii imedi
ate la. n dimensiuni), rezultatul rămîne adevărat dacă se înlocuieşte S2 
cu un spaţiu metric oarecare (M, d) căruia i se poate atruja. un număr 
pozitiv cu proprietăţile: a) orice pereche ( a, b) cu d( a, b) < r a.re exact 
un mijloc m; b) pentru orice m E M, bila de centru m şi rază. r /2 
admite o izometrie involutivă. (simetrie) în ea însă.şi ca.re interschimbă. 
două. puncte da.că şi numai dacă m e mijlocul lor. Desigur, în locul 
lungimii a.reului se poate lua o funcţională aditivă definită. pe o clasă 
convenabilă de curbe, continuă într-un sens ca.re se poate preciza. şi a. 
cărei valoare pe un a.re ab să fie ~ d( a, b ). În particular, rezultatul este 
adevărat pentru curbe plane. 

Următoarele două. probleme constituie genera.li.zări a.le inegalităţii 
izoperimetrice la curbe pe supra.feţe. Rezulta.tele fac parte din articolul 
!Re]. 

2.2.31 Fie So suprafaţă (U, h) o parametrizare locală a sa, -y o curbă 
regulată mărginind un domeniu Jordan R în U a cărei imagine r prin 
h e o curbă regulată, simplă, închisă, de lungime L pc S. Fie A aria 
domeniului mărginit pe S de r. Atunci, pentru orice punct h0 de pe r 
are loc inegalitatea: 

L2 
- 4,rA - 4,r l HJdet(g) < h- h0 ,N > dudv ~ O; (2.6) 
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inegalitatea de mai sus devine egalitate dacă şi numai dacă 

< r(a)- f{O),N(s) >= O, f(s)- f(O) = /(s)sin 7,, (2.7) 

pentru orice s, unde f e o soluJie a ecuaJiei diferenJiale: 

f' = Î,N X f. (2.8) 

În particular, dacă are loc egalitatea pentru o c"urbă r de-a lungul 
căreia cimpul vectorial nonnal N e constant, atunci r e un cerc de 
rază L/(21r). 

Soluţie Fie, pentru început, h1 un vector constant a.rbitra.r şi h1 = 
h - h0 • Formula lui Green ne dă: 

iL < h1xh',N > ds = li< h1 X hv,N >u - < h1 X hu,N >vJdudv. 

Pe de altă parte: 

=< h1 X hv,Nu > - < h1 X hu,Nv > +2 < hu X hv,N >, 
de unde, exprimînd derivatele lui N cu formula Weinga.rten: 

= 2HJdet(g) < n,h1 > +2Jdet(g). 

Cum A= JR Jdet(g), avem relaţia: 

A=~ r < h1 x h',N > ds - f HJdet(g) < N,h 1 > dudv. (2.9) 
2}o JR 

De a.cum încolo vom presupune că h0 este vectorul constant r(O) = 
f(L). Atunci, deoarece h; = h' şi I h' I= 1, rezultă din ( 2.9) că 
membrnl stîng a.I inegalităţii ( 2.6) este: 

J = L 1L [1 h; 12 
-

2
; < h1 x h;,N >] ds, 
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unde h(s) = h(u(s),v(a)) = r(s). 
Fie acum / 0 (s), a= 1,2,3 trei soluţii reale ale ecuaţiei ( 2.7), alese 

astfel ca. matricea F = coll/1, '2, '3] să fie ortogonală în s = O. Da.r, 
dacă./., '6 sînt soluţii ale lui ( 2.7), atunci (/./.)' = /~'6 + /.,/{, = O; 
în consecinţă. F e ortogonală. pe întreg intervalul !O, L]. Se poate, deci, 
defini unic funcţia vectorială w = (wi,w2 ,w3) prin ecuaţia: 

3 

h1 = /6w6 = Lfawa, b = 1,2,3 
a=l 

În plus, din h1(0) =O= h1(L) avem w0 (0) = w(a(L) = O, ia.r ortogo
nalitatea lui F implică. I w 12 = I h1 12 . Obţinem, acum, următorul şir 
de egalităţi: 

h; = f~w 0 + f.w: = 

= y; < N x f.,,w. > +f.w: = y;(N x h1) + f.w:, 

2 

I hi 12=; I N X h1 1
2 +2y; < N X h1,fa > w:+ I w' 1

2
, 

< h1 X h~,N >=< N X h1,h; >='EI N X h1 12 + < N X h1,g0 > w:, 
2 

I h1 12 -2y; < h1 x h~,N >=I w' 1
2 

- ~ 2 I N x h1 1
2= 

I 2 71"
2 

2 71"
2 

2 
=I W I - L2 I W I + L2 < N, h1 > , 

Deci J satisface inegalitatea 

J ~ 1L [1 w' 12 
- ~: I w 12] ds, (2.10) 

cu egalitate dacă. şi numai dacă < N, h1 >= O pe I0, LJ. Folosim acum 
următorul rezultat demonstrat în !Ha-Li-PoJ, pag.185, 164: dacă r, e o 
/u.ncJ;o cu ••alon rea/.,, ab31alut c-ont;nuă pc /D, L), can, vonfică rr(D) -
r,( L) = O, cu derivata de pătrat integrabil pe ace.!t interval, atunci 

1L k2 
- ~:,,

2
] ds ~ o 
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cu egalitate dacă ~i numai dacă 71(s) = cein T· Pentru demonstra.ţie 
se foloseşte identitatea.: 

12 71"2 2 ['11"'72 11"8]1 [ I '11"'7 71"8]1 
77 - L2 77 = L cot L + 71 - L cot L 

şi faptul că, în condiţiile da.te, 77( s) = O( ..fi) cînd s -+ o+ şi 77( s) = 
O(✓L-s) cînd s-+ L-. Revenind la. inegalitatea. ( 2.10), în virtutea. 
rezultatului citat, membrul său drept e nenegativ şi egal cu O dacă şi 
numa.i dacă w = csin(1rs/L), unde c = (ci,c2 ,c3 ) e un vector constant. 
Avem, deci, .T ~ O, cu egalitate dacă şi numa.i da.că relaţia ( 2. 7) a.re 
loc cu !. = Iaca. 

În fi.ne, să presupunem că are loc egalitatea. în ( 2.6) pentru o curbă. 
r de-a lungul căreia N e consta.nt. Atunci r e o curbă pla.nă. Fie p, 
q vectori unitari definiţi de relaţiile: < N,p >= O, q = N x p. Se 
vede uşor că funcţiile la, soluţii a.le ecuaţiei ( 2.8), cu proprietatea. că 
matricea F e ortogonală în s = O se pot alege de forma: 

7rS • 7rS 
h(s) = pcos(y) + qsm(y), 

7rS • 7rS 
h(s) = qcos(y)-psm(y)-

De asemenea, soluţia cea ma.i generală I a lui ( 2.8) cu < N, I >= O 
pe !O, L] e de forma 

l(s) = A [pcos(c:r+ 7,) + qsin((c:r+ 7,)], 
unde A, c:r sînt constante rea.le, A~ O. Din h(s)- h0 = f(s)sin(1rs/L) 
rezultă A = L/1r, astfel căra.re ecuaţia. 

r(s) =ho+~ [pcos(o + '7) + qsin((a+ '7)] sin(;), 

deci re un cerc de rază L/(2,r) şi centru 

O= h0 + ~(-psin a+ qcos o). 
2,r 

Demonstraţia e, în sfirşit, completă. 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



60 

2.2.32 În acele11,1i ipoteze din problema anterioară, dacă S e, în plus, 
minimală, atunci 

L2 
- 4,rA ~ O; 

egalitatea are loc numai dacă r e un cerc şi S e di.,cul mărginit de el. 

Soluţie Inegalitatea din enunţ rezultă imediat făcind H = O în inegali
tatea ( 2.6). Dacă. L2 -41rA = O, atunci avem egalitate în ( 2.6) pentru 
orice ~ pe r. Rezultă, în particular, < h( s) - ~. N >= O, deci N e un 
vector constant No de-a lungul lui r. Demonstraţia anterioară arată că 
r e un cerc de raz! L/(21r). Dara Ao e aria discului D mărginit de r, 
atunci A0 = L2/(41r) = A. Ră.mîne de văzut că acest lucru nu e posibil 
decît dacă S coincide cu acest disc. Folosim din nou formula lui Green 
pentru discul D: 

A0 = ~ 11L < h(s) x h'(s),No > dsl = ll < h„ x hu,No > dudvl; 

Acum inegalitatea lui Schwartz arată că A= Ao = JD I h„ xhu I dudv 
dacă şi numai dacă hu X hu = N0 pc întreg D deci S coincide cu D. 

Observaţie Inegalitate izoperimetrică pentru curbe pe suprafeţe 
mini.male a fost demonstratll. întîi de T. Carleman, în Math. Zeitschrift 
(1921), folosind teoreme de reprezentare pentru suprafeţele minimale. 
Soluţia de mai sus are avantajul elementaritll.ţii. Menţionăm că o inega
litate izoperimetrică pe suprafeţe de curbură gaussiană negativă a fost 
demonstrată de E.F. Beckenbach şi F. Ra.d6 în Transactions A.M.S. 
(1933). 
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2.3 Caracterizări ale sferei 

2.3.1 O suprafaţă compactă cu curbură gaussiană pozitivă e homeo
morfă cu o sferă. 

Soluţie Conform Teoremei Gauss-Bonnet, cara.cteristica Euler-Poinca
re a suprafeţei e strict pozitivă. Sfera c singura suprafaţă. compa,ctă. cu 
a.ceastă proprietate. 

2.3.2 Dacă toate punctele unei suprafeţe regulate, conexe S sînt om
bilicale, atunci S e o porţiune de sferă sau de plan. 

Soluţie Fie p E S şi (U, h) o parametrizare locală în jurul lui p astfel 
ca. V = Im( h) să fie conexă. În fiecare q E V curburile principale sînt 
egale: k1(q) = ~(q) = k(q). Conform Teoremei lui Rodriguez, valo
rile proprii ale operatorului Weingarten sînt egale. Deci, diferenţiala. 
aplicaţiei lui Gauss este, în fiecare punct, proporţională cu operatorul 
identic: dN9 = k(q)l. Avem, deci: 

Derivăm prima ecuaţie în raport cu v, a doua. în raport cu u şi ţinem 
seama "că. derivatele mixte de ordinul 2 sînt egale. Scă.zînd ecuaţiile 

obţinute găsim: 

şi de a.ici 
ku = k., = O. 

Deci k = ct. pe V. 
Da.că k = O, atunci N., = N., = O, adică N = No = ct. pe V. 

Rezultă imediat 
< h(u,v),N0 >= ct. 

ceea cc înseamnă că V fa.cc parte dintr-un plan. 
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Dacă. k =/:- O pe V, atunci punctul O= h(u,v) - fN(u,v) c fix şi 

2 1 I h( u, V) - o I = k2 

adică. V este inclusă în sfera de centru O şi rază 1/k. 
Aceasta rezolvă problema loca.I. Fie acum r un punct diferit de p. 

S, fiind conexă, c şi conexă prin a.rec. Considerăm o curbă care uneşte 
p cu r şi o acoperim cu o mulţime finită de domenii de parametrizare V; 
(se poate, deoarece curba e compactă în .R3). Acum, dacă o aseme
nea vecinătate e inclusă într-un plan (respectiv într-o sferă), toate 
vecinătăţile din acoperire trebuie să fie incluse în acelaşi plan (respectiv 
în aceeaşi sferă). În particular, p şir fac parte din acelaşi pla.n (respec
tiv în aceeaşi sferă). Cum r a fost ales arbitrar, problema e complet 
rezolvată. 

2.3.3 Să se arate că singura suprafaţă conexă, închisă în E 3, ale cărei 
primă şi a doua f onne fundamentale sînt, respectiv, a doua şi prima 
fonnă fundamentale ale unei alte suprafeţe este sfera. 

Soluţie Să presupunem că. există un punct p E S neombilical. Conform 
problemei 2.2.22 există o pa.rametrizare cu linii de curbură în jurul său. 
Intr-o asemenea pa.rametrizare g12 = O, b12 = O, curburile principale 
sînt: 

k1 =~. 
911 

iar ecuaţiile lui Codazzi devin: 

8b11 = ! 8911 (k k ) 
av 28v 1 + 2

, 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

Prin ipoteză b;;, respectiv 9;; sînt coeficienţii pri.mei, respectiv celei de
a doua forme fundamentale ale unei alte suprafeţe (în particular forma 
a doua fundamenta.Iii. e pozitiv definitll, lleci cwuw0<1. ga.u„11i,wlC o ntrjct 

pozitivă.; asta implică, · deja, că. suprafaţa e horncomorfă cu o sferă, 
dar vrem să. arătăm mai mult: că e chiar o sferă). Aceasta va avea 
curburile principale 1/k1 , 1/k2 • În plus, ecuaţiile Codazzi ale a.cestei a 
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doua. supra.feţe se obţin din cele ele pri.meia. inversînd rolurile lui b;; şi 

Deci: 
8g11 = ! 8g11 (..!.._ ..!.._)(k k ) 
8v 4 8v k1 + Te,. 1 + 2 

' 

8g22 = ! 8g22 ( ..!.._ + ..!.._ )(ki + k2). 
8u 4 8u k1 k2 

Deoarece k1 -::/ k2 , relaţiile anterioare implică: 

8911 = 8922 = o 
8v 8u · 

Pe de altă parte, într-o pa.rametriza.re ortogonală. (în particular în una 
cu linii de curbură), curbura gaussiană e dată. de formula. (vezi problema. 
2.2.1): 

K= 8v +- 8u 1 (8 ~ 8 ~ ) 
2✓911922 8v ✓911922 8u ✓911922 · 

Suprafaţa. noastră are, deci, curbura ga.ussiană nulă pe deschisul con
siderat, contradicţie cu K > O. Rămîne că. p e ombilical. Astfel S a.re 
toate.punctele ombilicale. Cum nu poate fi plană (K > O}, conchidem 
că S e o porţiune dintr-o sferă E. Fiind regula.tă., S e deschisă în E, 
în timp ce fiind închisă în E3 e închisă şi în E. Cum sfera e conexă., S 
coincide cu E. 

2.3.4 O suprafaţă compactă, conexă S cu curbura 9aussiană constantă 
este o sferă. 

Soluţie Demonstraţia pe ca.re o prezentăm este datorată lui S.S. Chem 
(cf. (Ca]). Prima demonstraţie a fost dată. de H. Liebmann în 1899. 

Observăm întî că S, fiind compactă, a.re cel puţin un punct eliptic 
(cf. 2.2.21); în acest punct K > O, deci K e pozitivă peste tot. 

Fie acum k1 , k2 curburile principale ale lui S. Cu convenţia k1 ~ k2, 
acestea sînt funcţii diferenţia.bile pe S. Datorită compa.cităţii, există 
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un punct p în care k1 îşi atinge un maxim local. Cum k1 k2 = K = 
ct. > O, k2 a.re în p un minim local. Vom a.răta că p e un punct 
ombilical. În caz contrar, există în jurul său o para.metrize.re cu linii de 
curbură. Curburile principale şi ecuaţiile lui Codazzi sînt da.te, a.cum, 
de formulele ( 2.11), ( 2.12), ( 2.13). Derivăm prima. ecuaţie din ( 2.11) 
în raport cu v, pe a. doua în raport cu u şi găsim: 

8k1 l 8911 
9118v = 2 Bv (k2 - k1), 

8k2 l 8922 
922 au = 2 au (k1 - k2)-

Înlocuim aceste expresii în formula curburii gaUBsiene din ( 2.2.1 ); rezul
tatul se poate pune sub forma: 

-2K = 82
911 + 82

922 + A 8911 + B8922 911922 8v2 8u2 8v au ' 

unde A, B sînt functii diferenţia.bile a.le căror forme exacte nu au im
portanţă pentru discuţia noastră. Calculînd şi derivatele parţiale de 
ordinul doi ale curburilor principale în funcţie de cele ale coeficienţilor 
primei forme funda.mentale, formula. de mai sus devine: 

2911 82k1 2922 82 °k-i 8k1 8k2 
-2K911922 = --k k -8 2 + -k k -8 2 + a-8 + /3-8' 

1- 2 V 1- 2 U V U 

unde a, /3 sînt irelevante. Evaluăm egalitatea de mai sus în p. Derivatele 
parţiale a.le curburilor principale se anulează. în p deoarece acesta e 
punct de extrem local pentru amîndouă.; ~(p) < O pentru că p c 

maxim local a.I lui k1 şi ~(p) > O pentru că p e minim loca.I al lui k2. 
Atunci membrul drept al ultimei egalităţi e strict pozitiv, în timp ce 
membrul stîng e negativ. Am ajuns la o contradicţie care a.rată că p e 
ombilical. 

Fie, acum, q ::/ p. Avem şirul de inegalităţi: 

k1(p) ~ k1(q) ~ k2(q) ~ k2(p). 

Cum k1(p) = k2(p), rezultă k1(q) = k2(q), deci şi q e ombilical. Su
prafaţa. este, deci o porţiune de sferă şi argumentul utilizat în fine.Iul 
demonstraţiei problemei anterioare a.rată. că S e o sferă. 
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2.3.6 O Jupraf aţă compactă, conexă S cu curbura gawJiană Jtrict 
pozitivă şi curbură medie con.,tantă eJte o Jferă. 

Soluţie E suficient să. observăm că. în demonstraţia anterioară constan
ţa lui K a intervenit numai prin aceea că. a. asigurat că funcţia. k2 (k1) 

e descrescătoare. Ori, acest lucru e implicat şi de ipotezele K > O, 
n=ct. 

2.3.6 (H. Hop!) O JuprafaJă regulată cu curbură medie conJtantă care 
e homeomorfă cu o sferă es_te o Jferă. 

Soluţie Fie (U, h) o pa.rametrizare izotermă pe S. Pentru u, v E U, 
punem ( = u + iv şi considerăm funcţia complexă r.p : U -+ C dată 
prin: 

(() ( ) 
bu - b22 .b . r.p = r.p U, V = 

2 
- t 12 = '{)1 + t/;?2• 

Atunci ecuaţiile lui Coda:izi (vezi exerciţiul 2.2.2) se scriu: 

ar.pi ar.p2 - >.an 
8u - av - 8u' 

81;?1 + 8r.p2 = ->.an, 
av au av 

deci (;? c analitică (adică satisface condiţiile Cauchy-Riema.nn) dacă şi 
numai dacă H = ct. 

Pc de altă parte, considerînd h şi N ca funcţii de (, din formula lui 
Gauss deducem următoarea expresie pentru r.p: 

1;?(() = -2 < h<,N< >, 

unde f = ½(! - ii;;). 
Fie ac\llll / : V C C --> U C C o funcţie bijectivă dată prin 

f(TJ = x + iy) = u + iv =. Considerînd f ca o schimbare de coordonate 
pe S, se observă că noua parametriza.re e izotermă. dad. şi numai dacă. 
/ e analitică şi J'(TJ)-::/- O (vezi problema 2.4.12). Punînd t/J(TJ) = -2 < 
(hf)~, N~ > deducem că pe intersecţia domeniilor acestor para.metrizări 
are loc relaţia: 

(2.14) 
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În particular, sfera S2 se poate acoperi (cu proiecţia. stereografică) cu 
două. parametriză.ri izoterme. Pe intersecţia domeniilor lor (sfera mai 
putin polii), relaţia dintre parametrii complecşi corespunzători este 
11 = 1/(. Atunci, dacă. pe fiecare vecinătate considerată. există functfile 
analitice cp((), ,P(TJ) care satisfac ( 2.14), teorema lui Liouville demon
strează. că cp(() = O (şi deci t/J(q) = O. 

Consideră.ro acum un difeomorfism conform f : S --+ S2. Existenta, 
sa rezultl din Teorema de uniformiza.re pentru supra.feţe riemanniene. 
Fie (, '7 parametrii complecşi pe S2 construiţi mai sus şi (, rj cei cores
punzători prin 1-1 pe S. Am văzut că H = O implică tp(() analitică. 
La fel pentru t/J(rj). 1n plus, acestea sînt legate prin ( 2.14). Mutindu-ne 
din nou pe S2, deducem if' = O, ip = O. Ţinînd seama de definiţia lui 'f' 
obţinem b11 = b22, b12 = O. în orice punct al lui S. Cum şi 911 = g22 , 

b12 = O (parametrizarea e izotermă), am ajuns la. concluzia că fiecare 
punct e ombilical. Demonstraţia e completă.. 

Următoarele trei probleme fac parte din articolul jSaJ şi caracter
izează. sfera ca o supra.faţă. care "conţine multe cercuri". 

2.3. 7 Spunem că o suprafaJă S are Proprietatea cercurilor n-tangente 
în punctul P, în direcţia t (pe scurt, proprietatea t-n}, dacă există o 
direcJie tangentă t la S în P as/el incit n plane distincte, dar nu mai 
multe, trecînd prin t, intersectează S după n cercuri, fiecare în unul 
dintre aceste plane. Altfel spus, există n arce distincte de cerc pe S, 
tangente în P. De exemplu, orice cilindru circular drept are t-J! pentru 
orice punct P şi orice direcţie tangentă t normală la generatoarea prin 
P. 

Să se arate că, local, în jurul unui punct cu proprietatea t-oo pentru 
o singură direcţie tangentă t, suprafaţa e.ste o sferă sau un plan. 

Soluţie Fie O punctul care are proprietatea t-oo. Vom ară.ta că toate 
punctele unei vecină.tă.ţi V ale lui O sînt ombilicale. Putem raporta E 3 

la un reper triortonormat centrat în O asfel ca e1 să fie orientat după 
direcţia tangentă t. Fie 81 unghiul dintre planul { e1, e2 } şi un plan 
oarecare 1r din fascicolul prin t. Atunci vectorul WJ.ita.r 
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laolaltă cu e1 constituie un reper în O pentru planul ,r. Se poate, deci, 
parametriza fascicolul prin t dupa 81. 

Centrul C al cercului prin O tangent la t în planul ,r( 81) e dat, 
vectorial, prin OC = c(81) = r(81)E;,(81). Cum orice punct dintr-o 
vecinătate V, suficient de mică, în jurul lui O, se va a.fla pe unul dintre 
cercurile care trec prin O (O are t-oo), local S se poate parametriza 
prin 

h(81, 82 ) = c(81) + r(81)( e1 cos 82 + E;,(81) sin 82) = 

= r(81 )(e1 cos 82 + (1 + sin 82)Ei.(81)). 

Dacă, în plus, alegem e2 pe direcţia normalei la S în O, atunci r(0) = 
R.o,1 e raza de curbură a secţiunii normale în O pe direcţia. t. Deci, 
conform Teoremei lui Mcusnier, 

r(81) = R.o,1 cos(81). 

Să observăm că avem .E;(81) = e2 x E;,(81). Astfel, punînd E3 = 
,Ei obţinem un triedru triortonorma.t {ei,E;,(81),E3{91)} cu e1 vector 
constant şi Ei, E3 sa.tisfăcînd acee&ji ecuaţie diferenpală 

E'' +E =0. 

Determinăm a.cum coeficienţii primei şi celei de-a doua forme fun
damentale pentru para.metrizarea. h. Un calcul direct conduce la 

911 912 922 

deci fiecare punct al lui V e ombilical. Rezulta.tul anterior încheie 
demonstraţia. 

2.3.8 O !luprafaţă regulată conexă ale cărei puncte au proprietatea t-E 
în orice direcţie e!Jte o !!/eră !Jau un plan. 

Soluţie Din nou vom arăta. că fiecare pW1ct c ombilical. Fie p un punct 
arbitrar pe S, t un vector unitar tangent în p şi o pa.ra.metriza.re locală 
în jurul lui p de tipul celei găsite în problema 2.2.24. Fie ei, e2 versorii 
direcţiilor principale Ox, Oy respectiv şi e3 versorul directiei norma.le 
(Oz). Atunci t se scrie: 
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şi orice plan prin t e normal pe vectorul Ullitar 

n = (e3 X t) cos/3 + e3 sin/J = 

= -e1 sin a cos /3 + e2 cos a cos /3 + e3 sin /J. 
Atunci ecua~ unui plan din fascicolul de suport t se scrie: 

-:,; sin CltCOS /J + y COS CltCOS /3 + Z SW/3 = 0. 

Să observlun că dacă a = f + br, atunci t = e1 deci, schimbînd între 
ele direcţiile principale, putem presupune 0t =f. J(mod,r). La. fel, dacă. 
/3 = i + k,r, atunci n coincide cu e3 şi planul în ca.uză este cel tangent în 
p. Putem, a.stfel, admite şi /3-:/= i(mod,r). Atunci un plan din fascicol 
are ecuaţia: 

mx -y + >.z = O (2.15) 

unde 
m =ta.na= d., >. = -secatan/J. 

Putem considera. >. drept para.metru a.l fascicolului . 
. Fie 'Y curba de intersecţie a planului ,rÂ din fascicol cu S. O de

scriem, local, prin: 

1 2 1 3 () 
y = P1X + 2P2X + 6p3X + o 3. {2.16) 

Atunci ( 2.15) devine: 

1 1 2 1 3 ) 
z = -:x-(CP1 - m)x + 2p2x + 6p3:,; + 0(3 ). (2.17) 

Substituim ( 2.16) şi ( 2.17) în ( 2.3) şi identificăm coeficienţii formei 
găsite cu cei din dezvolta.rea. ( 2.17). Rezultă: 

P1 =m, 

P2 = >.(an + a22m2
), 

p3 = >.(3a22m>.(a11 + a22m2)+ 

+(bm + 3b112m + 3b122m2 + b222m 3
)). 
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Dacă. 'Y e un cerc, el coincide cu cercul osculator în p şi , deci, stă. 

pe sfera. Meusnier în p corespunzătoare direcţiei t. Acea.sta. este sfera. 
tangenta la S în p, cu centrul pe norma.la. NP şi de rază. egală cu inversul 
curburii norma.le în direcţia t; deci a.re ecuaţia 

x2 + y2 + z2 - 2R.,,1z = O. 

cu R.,,1 ca în problema. anterioară. Atunci dezvoltă.rile ( 2.16) şi ( 2.17) 
trebuie să satisfacă. acea.stă. ultimă ecuaţie: 

2 1 )2 (p 1 )3 (1 = P1 - "5:,R.,,,1P2 X + 1P2 -
3

) R.,,,cP3 X + ... = 0. 

Aşadar, coeficienţii acestei dezvoltări trebuie să. fie nuli: 

2 1 
1 + P1 - "5:,R.,,cP2 = O, 

1 
P1P2 -

3
) R.,,1P3 = 0. 

Se verifică uşor că prima ecuaţie e identic satisfăcută ( este chiar formula 
lui Euler). Folosind valorile lui p; găsite anterior, a doua. ecuaţie devine: 

3m(au + a22m2)(a11 - 022)) 

- (1 + m2)(bm + 3b112m + 3b122m2 + b222m3
) = O. (2.18) 

Cum Sare proprietatea t-2 în p, există două plane din fascicol ca.re ta.ie 
suprafaţa. după. cite un cerc. Atunci ( 2.18) e sati.sf'acută. pentru două. 
valori diştincte ale parametrului ). Deci: 

m(a11 + a22m2 )(au - a22) = O, 

(1 + m2)(b111 + 3b112m + 3b122m2 + b222m3
) = O. 

Mai mult, proprietatea t-2 are loc în orice direcţie tangentă. t; aceasta 
însea.mnll. că ecuaţiile anterioare sînt satisfăcute pentru orice m. Rezul
tă: 
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Pri.ma. rele.ţie e suficientă. pentru ceea. ce a.vem de a.răta.t: într- adevăr, 

ea. e echivalentă cu 

adică. p e un punct ombilical. Cu aceasta demonstraţia e completă.. 

2.3.9 Fie p un punct eliptic al suprafeJei regulate S. Dacă p are pro
prietatea t-n pentru orice n finit ~ 2 intr-o singură direcJie neprinci
pală, atunci e un punct ombilical. 

Soluţie Este o aplicaţie a ecuaţiei ( 2.18). Cum te o direcţie neprin
cipală avem: 

O < m = tan o < oo. 

Cum pe eliptic, a 11 şi a22 au acelaşi semn; deci: 

Ca în demonstraţia anterioară, ( 2.18) e satisfăcută. pentru cel puţin 
două valori ale parametrului ~ şi ecuaţia anterioară implică., din nou, 
au= a22• 

În aceea.şi ordine de idei se înscriu şi problemele următoare, extrase 
din articolul (Ta]. 

2.3.10 Fie S o suprafaţă simplu conexă. Dacă două cercuri pe ea au 
un singur punct comun p, atunci ele sint tangente in p. 

Soluţie Fie C1,C2 cele două cercuri şip= C1 n C2 • Cum Se simplu 
conexă, S-C1 = S1 US2, S1 nS2 = 0. Pe de altă pa.rte, dacă. intersecţia 
dintre C1 şi C2 nu e transversă. (deci dacă p nu e punct de tangenţă) 
C2 n S1 i= 0 şi C1 n S1 =/= 0. Atunci C2 - p = (C2 n S1 ) u (C2 n S2 ) ceea. 
ce contrazice faptul C2 - p e conexă. 

2.3.11 Fie C1, C2, C3 trei cercuri pe o suprafaţă S a:itfel că oricare 
·două sint tangente sau au două puncte comune. Atunci ele fac parte 
dintr-o sferă :iau dintr-un plan. 
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Soluţie Avem de ana.lizat numai următoarele patru cazuri posibile, în 
funcţie de poziţiile relative ale celor trei cercuri. 
(i) Dacă cele trei cercuri sint tangente într-un punct p, atunci ele se 
a.flă pe sfera de curbură (sfera lui Meusnier, care poate fi chia.r un plan) 
în direcţia tangentei lor comune. 
(ii) Fie C 1 tangent cu C2 în p şi C3 avînd două puncte comune cu măcar 
unul dintre ele. Atunci C1 şi C2 etau pe o sferă eau pe un plan M cu 
care C3 va avea trei puncte comune, deci C3 CM. 
(iii) Oricare dintre cele trei cercuri au două. puncte comune. Cum C1 

taie C2 în două puncte, ele stau pe o sferă. sau pe un plan, fie a.cestea. 
M. Da.că. ( C1 U C2) n C3 a.re cel puţin trei puncte, atunci C3 e conţinută 
în S. Da.că intersecţia de mai sus e formată numai din două puncte, 
fie ele p, q, atunci tangentele la C1 , C2 , C3 în p (reep. q) fac parte din 
T,M = T,S (resp. T9M = T9S). Deci C3 stă pe M. 
(iv) Cele trei cercuri sînt tangente două cite două. Fie M sfera sau 
planul care conţine C1 şi C2 , p; = C3 n C;, ( i = 1, 2) şi t; dreapta 
tangentă la C; în p;. Cum C3 e determinat de tangentele t 1 , t2 şip; E t;, 
C3 e inclus în M. 

2.3.12 Fie S o suprafaţă şip un punct al ei. Dacă există trei cercuri 
pe S prin p, oricare două tangente sau intersectîndu-se în două puncte, 
dar nu toate trei tangente, atunci p e ombilical. 

Soluţie Conform rezultatului anterior, cele trei cercuri stau pe o sferă 
sau pe un plan. Sînt posibile doar următoarele două cazuri. 
(i) Oricare două dintre cele trei cercuri nu sînt tangente. Fie, atunci, 
q =I p unul dintre punctele de intersecţie. CoDBiderăm o inversiune de 
pol q care duce p în p' şi traDBformă cele trei cercuri în trei drepte 
prin y sau în două drepte şi un cerc, de asemenea tă.indu-se în p'. 
Să observăm că planul osculator al cercului prin p' coincide cu planul 
tangent al imaginii lui S în p'. Aceasta înseamnă că direcţia tangentă 
la cerc în p' e asimptotică. De asemenea, cele două sau trei drepte 
obţinute în p' sînt linii asimptotice. Avem deci, în orice caz, trei direcţii 
asimptotice prin p'. Fiind nulă pe trei direcţii independente, forma a 
doua fundamentală. e nulă. în p'; în particular y e un punct geodezic. 
Cum inversiunea e o transformare conformă, p va fi şi el ombilical. 
(ii) Da.că două dintre cercurile în p sînt tangente, aplicăm o inversiune 
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ca ma.i SUB; obţinem două drepte şi un cerc prin p', cercul fiind tangent 
uneia dintre drepte. Se poate arăta că direcţia tangentă a.cestui cerc 
e direcţie principală în p'. Atunci curbura gall66iană. e zero. Da.r cum 
exiBtă. două direcţii asimptotice în p', a.cesta e, ca mai sus, un punct 
geodezic. Cu a.cel.aşi argument, p e ombilical. 
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2.4 Clase speciale de suprafeţe. 

2.4.1 Fie h(t, v) = a(t) + vw(t) o :mprofaJă riglată cu a(t).curbă di
rectoare, I w(t) I= 1 şi w'(t)-::/:- O. 

i) Să se arate că există pe suprafaJă o curbă b(t) care nu depinde 
de alegerea directoarei a şi astfel incit < b', w' >= O. (b se numeşte 
linia de întoarcere şi punctele sale se numesc puncte centrale). punc
tele singulare ale suprafeţei, dacă există, sînt pe linia de întoarcere şi 
sînt definite de >.(t) = O. 

ii) Să se arate că că b' x w = >.w' cu >.(t) = <~;,~.;;;,> (>. se numeşte 
parametru -de distribuţie). 

Soluţie Cum b trebuie să stea pe suprafaţă. o definim prin: 

b(t) = a(t) + u(t)w(t), 

ecuaţie în care urmează. să. determinăm u. Avem: 

b' = a' + u' w + uw', 

ia.r condiţia din enunţ devine: 

O=< b',w' >=< a',w' > +u < w',w' >. 

Putem, deci, defini u prin: 

u= 
<a',w' > 
<w',w'> 

Să arătăm a.cum că b nu depinde de alegerea lui a. Fie a1 o e.ltă curbă. 
directoare, adică: 

h(t, v) ~ a(t) + vw(t) = a1(t) + sw(t) 

cu s = s(t). Notăm b1 linia de întoarcere asociată. lui a 1 ; din formulele 
anterioare deducem: 

< a- a1,w' > 
b- b1 = (a - a 1) + ----'---w. 

<w',w' > 
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Pe de altă parte 
a - a1 = (s - t)w(t), 

de unde: 

b b _ [c ) < ( V - 8 )w' 1 W
1 >] _ Q 

- 1- S-V +--'---'----- W-, 
<w',w' > 

ceea ce încheie demonstraţia punctului i). Pentru ii) considerăm b 
drept curbă directoare şi avem: 

h, = b' +uw', hu = w, 

h, x h,. = b' x w + uw' x w. 

Din relaţiile < w', w >=O,< w', b' >= O deducem b' x w = >.w' pentru 
o anume funcţie >. ca.re se găseşte făcind în relaţia anterioară produsul 
scala.r el ambilor membri cu w'. Acum putem scrie: 

I he X hu 12=1 >.w' + uw' X w 12= 

= ).2 I w' 12 +u2 I w' 12.= (>.2 + u2) I w' 12. . 

Deci punctele singulare sînt caracteriza.te de >.2 + u2 = O, adică se a.flă 
pe linia de întoarcere u = O şi anume doar în punctele cu >.(t) = O„ 

2.4.2 Să se arate că o suprafaţă riglată are, în punctele regulate, cur
bură gaussiană negativă. Să .!e arate că liniile u = ct . .!Înt a.!imptotice. 
În particular, o suprafaţă riglată nu are puncte eliptice; deci nu poate 
fi compactă. 

Soluţie Avem: 
he= b' +uw', hu = w, 

h 11 = b" + uw", hu;. = O, h1,. = w'. 

Coeficienţii primei forme fundamenta.Ie sînt: 

911 =< b',b' > +u2 
912 = O, 922 = 1, 

iar cei ai celei de-a doua forme fundamentale: 

b
22 

= O, b _ < ~ x h,., h„t > _ < b' x w, w' > 
12 

- I h1 X h„ I - I h1 X hu 12 
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Curbura gaussia.nă se anulează numai de-a lungul a.celor generatoare 
ca.re te.ie linia. de întoarcere în puncte singulare. Deoarece b22 = O 
e cla.r că t = ct. sa.tisfa.ce sistemul de ecuaţii al liniilor asimptotice. 
Deoarece prin fiecare punct al suprafeţei trece o linie de coordonate 
t = ct., rezultă. că în fiecare punct există o curbură normală nulă; 
deci curburile principale nu pot fi, amîndouă., de a.cela.şi semn. Aceasta. 
arată ca nu pot exista puncte eliptice. Pentru ultima afirmaţie se aplică 
exerciţiul 2.2.21. 

Rezultatul următor se constituie într-o reciprocă. parţială a. celui 
dinainte. 

2.4.3 O suprafaţă local plată (i.e. K = O peste tot) fără puncte 
planare e riglată şi are un plan tangent foi de-a lungul oricărei gener
atoare (adică S e desfl4urabilă). Reciproc, o suprafaJă riglată al cărei 
plan tangent e constant de-a lungul oricărei generatoare e local plată. 

Soluţie Fie p E S. Cum p nu e planar, putem presupune k1 = O, 
k2 i- O. Atunci p nu e ombilical, deci există. o parametriza.re (U, h) în 
jurul să.u a.le cărei linii de coordona.te sînt linii de curbură. Fă.cînd, 

eventual, schimbarea de coord111ate t = t, u = f g~2(0, u)du, putem 
presupune k1 = O de-a lungul liniilor t = ct. şi u para.metru canonic pe 
t = ct. Astfel avem g12 = b12 = O şi conform formulei Weinga.rten: 

N1 = -k2h1, Nu = o, < Ni, hu >= o. 
De a.ici, prin diferenţiere, deducem b22 =< N, huu >= O. Derivăm < 
Ni, hu >= O în re.port cu u, folosim Nuu = N1u = O şi N1 = -k2 h1 şi 
obţinem < hi, huu >= O. Avem, apoi: 

8 < hu,hu > 
ât = 2 < h,., h21 >= -2 < hi, huu >= o, 

deci < h.,, h., > nu depinde de u ( considerăm U conex). Cum u e 
parametrul canonic pc t = ct., avem < h.,, hu > (O, u) = 1. Deci 
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< hu, hu >= 1. Derivînd aici rezultă.< hu, huu >= O. În concluzie, vec
torul huu este nul (avînd proiectia. nulă pe vectorii liniar independenti 
h„ h,., N). Integrăm de două ori şi glsim h = a(t) + uw(t), ceea cc 
trebuia demonstrat. Observăm că generatoarele sînt date de t = ct. 
Atunci, cum N,. = O, N · e constant de-a lungul oricărei generatoare, 
deci planul tangent e constant de-a lungul unei generatoare. 

Reciproc, avem Nu = O din ipoteză. şi N,. = -lh„ din formula lui 
Weingarten. Deci h„ e vector propriu al operatorului Weingarten, core
spunzător valorii proprii k1 = O. De aici rezultă. K = O. 

2.4.4 Fie p un punct al unei 3uprofeJe S local plate. E po3ibilă una 
dintre unnătoarele 3ituaţii: 

i) p aparţine unei vecinătăJi de3chi3e a lui S care face parte dintr-un 
plan; 

ii) p aparţine unei vecinătăţi de3chi3e a lui S care face parte dintr
un cilindru; 

iii) p aparţine unei vecinătăJi de3chi3e a lui S care face parte dintr
un con; 

iv) p aparţine unei vecinătăţi de3chi3e a lui S care face parte dintr-o 
3uprafaţă generată de tangentele la o curbă 3paJială; 

v) p e limita unui şir de puncte care 3ati3fac una dintre condiJiile 
ii) - iv). 

Soluţie Să presupunem, întî, c! p e planar. Dacă există o vecinătate 
a sa formată. numai din puncte pia.nare, sîntem în cazul i). Dacă 
nu, atunci p e limita unui şir de puncte neplanare (pentru că fiecare 
vecină.ta.te a sa conţine puncte neplanare) şi ne aflăm în cazul v). 

Fie, acum, p nepla.nar. Conform rezultatului anterior S e riglată: 
loca.I punem h(t, u) = a(t) + uw(t) cu liniile de coordonate linii de 
curbură. şi u parametru canonic pe a. Putem, de asemenea, presupune 
k1 = O, k2 > O. Rezultă., în plus, b12 = 912 = O. Atunci: 

w' = aa' + /Jw. 

Înmulţim scalar cu w şi dedu,:em /3 = O. Adică: 

w' = aw', a=< a',w' >. 
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Dacă a = O pe 'o vecinltate deschisă. a lui p, avem w = ct. şi vecinltatea 
in ca.uzl fa.ce parte dintr-un cilindru ( care e, prin definitie, o supra.fa.ţi 
riglat! cu generatoarele paralele). Aceasta e situatia ii). Dacl a(p) = O 
dar în orice vecinltate a lui p sint puncte în care a nu se anuleazl, p 
e limita unui şir de puncte de acest tip, a.diel situaţia v). Fie acum 
a :/, O pe o întreagl vecinltate a lui p. Determinlm o curbl ca.re e 
ta.ngentl în fiecare punct la generatoarele lui S. Aceasta ar trebui sl 
aibl o ecuaţie de forma: 

-y(t) = a(t) + c(t)w(t). 

Vectorul ei ta.ngent e coliniar cu w dad. şi numai da.el c = -a = - < · 
a', w' >. Sînt de considerat urmltoarele trei situaţii: 

1. ,y = O pe o vecinătate a lui p {a.dicl -y(t) e un punct fix). Atunci 
aceastl vecinltate fa.ce parte dintr-un con. Acesta este cazul iii). 

2. ,y(p) :/, O. Acesta este cazul iv). 
3. ,y(p) = O şip e limita unui şir de puncte cu "I:/: O. Acesta e, din 

nou, cazul v) ceea. ce încheie demonstratia.. 
Observaţie Folosind proprietlţile aplicaţiei exponentiale se poate, de 
fapt, demonstra şi un rezultat global: O JuprafaJă completă (în .9en.sul 
că orice geodezică .se poate prelungi la intreg R) ~i local plată e.5te un 
plan .sau un cilindru. 

2.4.5 O curM C pe S e linie de curbură dăcă ~i numai dacă normalele 
la S de-a lungul lui C generează o JuprafaJă de.sfă~urabilă. 

Soluţie Fie (U,h) o parametrizare locall pentru S. Putem presupune 
el C se a.fll în întregime situat! în imaginea. lui U ( discuţia este locall). 
Fie -y(t) = h(u(t), u(t)) o pa.rametrizare a lui C. E clar el normala 
N(t) la S în lungul Iul C genereazl o suprafa.tă, riglat& care se poate 
parametriza prin: 

h1(t,e) = -r(t) + eN(t). 

Această supra.fa.ţi. va fi desflşura.bilă dacă şi numai da.el planul tangent 
de-a lungul oric:lrei generatoare e constant. Ori, e uşor de vlzut el 
aceasta e echivalent cu 

det(,y,N,N') = O. 
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Dacl C e linie de curburl, a.tunci, din Teoreme. lui Rodriguez, N' e 
colini&r cu i şi rela.ţia. anterioară e satisflcutl. Reciproc, cum i e 
perpendicule.r pe N care, la rindul lui, e perpendicule.r pe N' rlmine el 
i trebuie să fie coliniar cu N' şi Teorema lui Rodriguez se aplicl din 
nou. 

2.4.6 Să se arate că o geodezică plană e linie de curbură. 

Soluţie De-a lungul UDei geodezice vectorii normal principal şi nor
mal le. suprafaţă sînt colinie.ri. Atunci normala le. aupra!aţl generea.il 
UD cilindru. Dar cilindrul este o suprafaţă desflşurabilL Rezultatul 
anterior încheie demonstraţia. 

2.4. 7 Să se arate că nonnala principală şi binonnala unei curbe regu
late nu pot de.,crie suprafeţe deJfăşurabile decit dac! e vorba de o curbă 
plană. 

Soluţie Normala principală (respectiv binormala) curbei 7 genereazl 
aupra!a.ţă h(t, u) = -y(t)+un (respectiv h(t, u) = -y(t)+ub). Condiţia ca. 
această suprafaţă să fie des~urabil! este det( i' n' I n) = o {respectiv 
det(-y',b',b) = O}. Ambele ecua.ţii conduc la T = O. 

2.4.8 Să se arate că elicoidul 

h(u,v) = (vcosu, vsinu, au) 

şi catenoidul 

h(u,v) = (acoshvcosu, acoshvsinu, av} 

sint suprafeţe minimale local izometrice. Să se detennine liniile asimp
totice şi liniile de curbură ale elicoidului şi liniile asimptotice ale cate
noidului. 

Pentru elicoid glsim : 

911 = 1, 912 = O, 922 = u2 + a2
, 

a 
bu = b22 = O, b12 = - ./f+vi'' 

1 +v2 
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Pentru catenoid: 

911 = 922 = cosh2 v, 912 = O,_ 

deci pa.rametrizarea dată este izotermă (adică 911 = 922,912 = O). Se 
ştie, în plus, că într-o parametrizare izotermă. vectorul curbură medie 
este: 

H = huu + h,,,,_ 
2911 

Se verifică imediat că, pentru catenoid, huu + h,,,, = O, adică vectorul 
curbură medie e nul şi suprafaţa. rezultă mini.mală. O izometrie locală 
între catenoid şi elicoid este 

f(h(u,v)) = (h(u,sinhv)). 

Liniile asimptotice ale elicoidului sînt u = ct., v = et. ( chiar curbele de 
coordona.te), iar liniile de curbură sînt: 

log(v + ✓v2 + c:2) ± u = ct. 

Liniile asimptotice ale ca.tenoidului au ecuaţiile 

U ±V= et. 

2.4.9 Să se determine toate suprafeJele de rotaţie minimale. 

Soluţie Căutăm o curbă C da.tă. pintr-o funcţie y = f(x) care, rotită 
în jurul lui Oz, să descrie o supra.faţă mini.malll.. Cum pe o suprafaţă 
de rotaţie curbele paralele şi· cele meridiane sînt linii de curbură ( cf. 
2.2.18), curbura curbei y = f(x) este egală şi de semn contrar cu cur
bura. normală a. cercului generat de rotaţia. punctului f(x). Curbura lui 
Ceste 

y" 
(1 + y'2)3/2' 

iar curbura normală a cercului paralel este proiecţia. pe vectorul normal 
unitar Na curburii cercului (1/y). Avem, astfel, ecuaţia: 

y" 1 
(1 +y12)3/2 = -ycoscp, 
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unde 'P e unghiul dintre norma.la la auprafa~ şi norma.la la cerc, adică 
unghiul dintre N şi perpendiculara din /(x) pe Ox. Observînd că 
cos (ţ) = -CfJs8, unde ta.n 8 = y', ecuaţie. anterioară. devine: 

y'' 1 1 
(1 + 112)3/2 = y (1 + y•2)1/2. 

Există cel puţin un punct pe C unde /' ( x) -:/- O. Într-o vecinătate a unui 
asemenea punct, ecuaţia de mai sus se poate înmulţi cu y' şi capă.tă 
forma: 

2y'y" 2y' 
l+y12=y 

Punem aici z = 1 + y12 şi obţinem: 

z' 2y' 
= z y 

de unde: 
logz = log(ky)2

, k = ct. 

Rezultă 

1 + y12 = (ky)2. 

Prin integrare se găseşte, în fine: 

1 
y = k cosh(kx + c), c = ct. 

Deci, în vecinătate.a unui punct în care f'(x) -:/- O curba căutată e un 
llnţişor (sau catenară). Dar atunci singurul punct în care /' = O e 
x = O. Dacă cerem, în plus, ca BUprafa~ să fie conexă, ca rezultă 
un catenoid. Deci singura suprafaţă de rota.ţie minimală, conexă c 
catenoidul. 

2.4.10 Să ,e arate că, în afara planului, ,ingura ,uprafaJă minimală 
riglată e elicoidul. 

Soluţie Fie 

h(t, u) = 7(t) + uw(t), I w l=I i I= 1, < i, w >= O, 
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o parametrizare locală a. unei suprafeţe rigla.te minimale ca.re nu e un 
plan. Prin ca.leul direct se obţin următoarele expresii pentru coeficienţii 
primei şi celei de-a doua forme fundamentale: 

911=1+2u<,',w'>+u2 <w',w'>, 912=0, 922=1, 

b11 = g~i112 < (,'' + uw") x (,' + uw'), w >, 

b -1/2 , _1 b O 
12 = 911 < W X ·r I W >, 22 = . 

Atunci H = O implică b11 = O. În acest caz ecuaţia liniilor asimptotice 
se reduce la b12t'u' = O. Cum suprafaţa nu este un plan, avem b12 -:/
O, deci curbele de coordonate printr-un punct q sînt linii asimptotice 
(ortogonale). Una dintre ele, t = ct. este generatoarea prin acel punct. 
Atunci cealaltă linie asimptotică nu poate fi o dreaptă. Există, deci, 
un punct pe ea cu torsiunea. nenulă. Pe de altă parte, curbura normală 
a unei linii asimptotice fiind nulă., vectorul normal principal la. curbă 
e perpendicular pe normala la suprafaţă. Astfel, planul osculator la. o 
linie asimptotică e chiar planul tangent la suprafaţă.. Conchidem că., în 
cazul nostru, generatoarele t = ct. sînt normalele principale ale curbelor 
u = ct. Aceasta însca.mnă că u = ct. e o familie infinită de curbe 
Bertrand. Dar singura. curbă care are o infinitate de vecine Bertrand 
e elicea circulară. Aceasta rezolvă problema. local. Dar cum elicea 
circulară a.re torsiune constantă, două astfel de elici care se intersectează 
trebuie să coincidă, ceea ce încheie demonstraţia.. 

2.4.11 (reprezentarea. Weierstra.ss a unei suprafeţe minimale.) 
Fie (U,h), h(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) o parametrizare locală a 
unei suprafe1e S. Identificăm (u, v) din U cu numărul complex ( = 
u + iv şi punem 

Să se arate că parametrizarea h e izotennă dacă şi numai dacă 

<pi+ <p~ + <p~ = o. (2.19) 

În acest caz suprafaţa e minimală dacă şi numai dacă <p; sînt analitice. 
Reciproc, fie D C C un deschis conex şi simplu conex şi <p1 : D -+ C, 
j = ~, olomorfe, verificînd ( !U9} şi 

(2.20) 
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Soluţie Urmăm soluţia. din monogra.fi.e. !Os]). Considerăm o pa.ra.metri
za.re izotermă. şi funcţiile a.na.litice '{); definite mai sus; a.cestea satisfac 
( 2.19}. Punem: 

I = 'P1 - i'P2, g = '{)3. 
'{)1 - 1'{)2 

(g există pentru că supra.faţa. e regulată). Se verifică WjOr că: 

1 ( 2) i ( 2) 
'{)1 = "i/ I - g ' 'P2 = 2 / I + g ' '{)3 = I g. 

De asemenea., g e meromorfă. iar / e analitică. şi a.re un zero de ordin 
cel puţin 2m în fiecare punct în care g a.re un pol de ordin m. Functia 
>. (factorul conform} ca.re apa.re în expresia. primei forme funda.menta.le 
dintr-o para.metriza.re izotermă va. fi: 

iar vectorul norma.I a.re expresia: 

( 
2Re(g) 2Jm(g) I g 12 -1) 

N= l+lgl2'l+lgl2 'l+lgl2 . 
Deci, supra.fa.ţa. nefiind plan, g' nu poate fi identic nulă. Ţinind seama 
că (vezi problema. 2.2.1} 

avem 

K = - [ I / I ti ~
1

1 ~ 12) 2 ] 

2 

Cum g' e a.nlitică şi neidentic nulă, ea. a.re numai zerouri izola.te. 

2.4.14 Să .!e arate că .!uprafaJa lui Scherk 

( 
( + i ( + I ( 2 + 1 ) 

h(u,v) = arg-(., arg(--, log 1-(2 I 
-, -1 -1, 

(unde ( ,/; ±1, ±i şi arg( e unghiul orientat dintre axa reală şi () e 
minimală. 
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Soluţie Utilizăm caracteriza.rea. din probleme. 2.4.11. Un calcul ele
mente.r conduce la: 

Avem, deci: 

( +i 2u 
tanarg-- = ----, 

( - i u2 + v2 -1 

( + 1 -2v 
tan arg--=----, 

( -1 u2 + v2 -1 

(2 + 1 1 (u2 -·v2 + 1)2 + 4u2v2 
log I (2 - 1 I= 2 log (u2 + v2 - 1)2 + 4u2v2. 

2 2i 4( 
'PI = - 1 + (2 , Cf'2 = - 1 - (2' rp3 = 1 - (4. 

Se verifică fără. dificultate că rp~ + rp~ + 'Pi = O şi rp; sînt analitice (nu 
depind de () ceea ce arată că supra.faţa. lui Scherck e minima.Jă.. Să. 
me.i observă. că o reprezenta.re explicită. pentru a.ceastă. supra.faţă. este 
z =log~. 

2.4.15 Nu exi.,tă suprafeţe minimale compacte în E3. 

Soluţie Orice suprafaţă. compactă. în E 3 are un punct eliptic ( cf. prob
lemei 2.2.21); în acest punct curburile principale sînt nenule şi de 
a.cela.şi semn, deci curbura medie nu se poate anule.. 
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