LIVIU ORNEA

CURBE I SUPRAFETE REGULATE

EDITURA UNIVERSITATII BUCURESTI
1995



BIBLIOTECA CENTRALA
UNIVERSITARA
Bucuresti




LIVIU ORNEA

CURBE SI SUPRAFETE REGULATE
CULEGERE DE PROBLEME

EDITURA UNIVERSITATII BUCURESTI
~1995-

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Referenti stiintitic.: Prof. dr. Stere lanus
Conf. dr. Adriana Turtoi

'/ f ; 3
THXU0 -
/,. S P ’7/. .
DVe&r ! &/
il -.«.‘...';’?‘ﬁ‘.. 405 =

Toate drepturile sunt r zervate Editurii Universitatii Bucuresti.
Orice reproducere sa traducere, fie §i parfiald, precum
sicontrafacerile de orice tip intrd sub incidenta Codului Penal.

ISBN-973--575-029-5

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Introducere

\

Cartea aceasta nu este nici mai mult nici mai pufin decit anunti
titlul ei: o culegere de probleme. Contine, in cea mai mare parte,
rezultate clasice selectate, mai ales, din lucririle {Ca] si [Va].

Am incercat si evit intersectiile mari cu texte accesibile in limba
romand. Nu am inclus, de aceea, exercitii standard care apar, de obicei,
ca exemple in cursurile utilizate acum la noi.

Cartea se adreseazi in primul rind studentilor din primul semestru
al anului al doilea. Ea se vrea un complement, sper util, al cursu-
Iui, un ajutor pentru seminar, iar nu o colectie exhaustivil de rezul-
tate in domeniu. Materialul acoperd programa cursului de Geometrie
diferential¥ (vezi, de exemplu, [Ia]). O bun¥ parte din el a fost parcursi
in cadru] seminariilor tinute la grupele de cercetare. Solutiile prezen-
tate, cu putine exceptii, fac apel numai la notiunile teoretice predate
in aceastd perioadd. Sper ca cele citeva probleme care depdgesc cadrul
strict al programei si trezeascd interesul pentru lecturi ulterioare.

Cer iertare cititorului pentru c&, din motive tehnice, am renuntat
la ilustratiile care, f&rd indoiald, ar fi ugurat parcurgerea textului.
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CAPITOLUL 1. CURBE REGULATE

1.1 Curbe in E5.

Notatii:
7 : I — E3, curbd parametrizatd regulatf, de clasf C*°
8, parametrul canonic pe curbi
t, vectorul tangent
n, vectorul normal principal
b, vectorul binormal
k, curbura
T, torsiunea

In lipea unei alte preciziri, curbele considerate sint presupuse para-
metrizate canonic; vectorii tangent, normal principal, binormal ca si
curbura gi torsiunea sint functii de s. Vom omite, in general, scrierea
argumentului pentru aceste functii. '

1.1.1 S& se parametrizeze canonic curba

7(t) = (' cost, e'sint, e'), t€R

#t 34 se calculeze curbura g1 torsiunea es.
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Solutie Avem
v(t) = (' cost — e'sint, e'cost+e'sint, e')

deci | (t) |= V3 e* ¢’ Atunci functia lungime de arc este s(t) = V3 ¢! si
inversa ei t(s) = 7- In 8. Deci, parametrizarea canonic# a curbei este:

- (Z5feosla 7z —sinln 22),
%(cosln 75 +sinln f) \/—),
¥'(s) = (—%(cos].n % +sinln %), cosln ﬁ ~sinln \/Lg)’ 0)
deci,
k) =17 1= L2

gi vectorii normal gi binormal sint, respectiv:

. 8 1 8 . 8
n=(—f(coshf+smm—¢—§-), ﬁ(cosln-ﬁ—smln%), 0)
1 8 . 8
b=txn=76(coaln%—smln%),
1 ] . 8 2
—%(coelnﬁ+smln%), %)
in fine, torsiunea este:
(1
T(’)—— ds’ = \/58

1.1.2 Se eonsiderd curba de intersectie dintre un cilindru gi o sferd
(fereastra Viviani), descrisd prin:

224y’ +22=a? zP+y*—ay=0, a>0.

Sd se determine punctele es requlate 3i sd se g&seascd ecuafia tangentes
in punctul M(a/2,a/2,a/V2).
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Solutie Imaginea curbei pe sferf e forme 4 din patru arce delimi-
tate de punctele A(0,q,0), B(0,0,¢), C(0,0 -a). Matricea jacobiani a
aplicatiei F : R* = R?, F(z,y,2) = (z*+1? +2® = a?, 22 +y? —ay) are
rang maxim (2) in orice punct al domeniulw de definitie cu exceptia lui
A. Acesta e singurul punct singular. Pent:u a gisi ecuatia tangentei
parametrizim curba. Pentru aceasts pornio. de la ecuatiile parametrice
ale sferei (coordonate sferice, fie ele ¢, v) § le impunem s¥ verifice gi
ecuatia cilindrului. Un calcul simplu condu e la sint = sinv. Atunci
ecuatiile parametrice ale ferestrei Viviani vic fi:

z =asintcost, y =asin’t, 2 = +acost.

Ecuatia tangentei in punctul M cste:
X-3 _ Y - 3 - % -
0 V2 -1

1.1.3 Se considerd curba datd ca intersectie a cilindnlor

s
2

2 2

::2+y1=r , yz+z2 =re
54 se scrie ecuafiile tangentei gi ale planulus osculator in M(rv2/2,
rv'2/2,7v2/2). S se calculeze curbura gi >rsiunea in acest punct.

Solutie Observdm ci z = =%z, deci ecua{-ile parametrice ale curbei

sint:
z=rcost, y=rsint, 2z = ksint.

Punctul M corespunde lui ¢t = 7/4 gi z = . Atunci ecuatia tangentei
in M rezultd

s _y-of .-t

1 - -1 7

iar ecuatia planului osculator este £ = z. " entru a calcula curbura §i

torsiunea folosim formulele intr-o parametr.zere oarecare §i obtinem In
Mk=4/(3/3r), r=0.

1.1.4 Fie v o curbd fdrd puncte de inflexi.ne 31 a imaginea ei sfericd
(curba sfericd descrisd de vectorul paralel u cel tangent uniter al lui
y). S8 se gliseascé parameirul natural pe v 1 3& 1 se calculeze curbura.
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Solutie Fie s parametrul natural pe . Atunci a(s) = t(s) 5i da/ds =
k(s)n(s). Deci | da/ds |= k. Parametrul natural pe a este 0 = s/k
(k # 0 pentru c& 7 nu are puncte de inflexiune). Curbura lui « este
| d*a/da? |. Avem:

LPa d d ds
a?z'_ﬁn z; 7= k(—kt(s) + 7b(s)).

Deci curbura lui ar este kv'k? 4 72.

1.1.5 54 se arate ¢ eristd un vector d (numit vectorul lui Darboux)
astfel incit formulele lui Frenet se pot pune sub forma:

dt dn ab
E;—d d—s—d)(ﬂ, -E—dxb

Solutie Considerim reperul Frenet atagat punctului curent de pe curbé
gi exprimim vectorul d in acest reper:

d=at+bn+cb
cu a,b, ¢ functii de s. Primele doui ecuatii devin, respectiv:
n=—-bbt+cn
—kt +7b=ab—kt

de unde scoatem
a=71, b=0, c=k

Se verifici imediat ci vectorul
d=71t+kb
satisface gi a treia ecuatie din enunt.

1.1.6 S4& se arate cd dacd toate normalele unei curbe parametrizate
trec printr-un punct fir, atunci imaginea curbes este confinutd intr-un
core gi reciproc.

Solutie Conditia din enunt e echivalenti cu v(s) + r(s)n(s) = ¢t
Derivind gi folosind formulele lui Frenet se obfine r = ct.,7 = 0 i
k =1/r. Reciproca e banali.
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1.1.7 S& se arate cd dacd toate planele normale la o curbd parametni-
zatd trec printr-un punct fiz P, atunci imaginea curbei este confinutd
intr-o sferd cu centrul in P i reciproc.

Solutie Conditia impusg e echivalentd cu v(s) + r(s)b(s) + p(s)n(s) =
P = ct. Prin derivare gisim

t+r'b—rrn+pn+4p(—kt+7b)=0.

Deci:
1-pk=0,p —rr =0, +pr=0.

Atunci, din a doua relatie avem pp’ = rpr gi din a treia rr' = —rpr. De
aici deducem rr' +pp’ = 0, adici r?+p? = ct.. Dar r2+p? =| y(s) - P |
ceea ce incheie demonstratia. Reciproca este evidentd.

1.1.8 O curbd sfericd este un arc de cerc dacd §t numai dacd are
curbura constantd.

Solutie Necesitatea este evidenti. Reciproc, presupunem -y curbi
sfericd gi cu curbura constanti. Atunci, conform problemei anterioare
gl cu aceleagi notatii, p = 1/k = ct. deci r7 =0 §i r' + pr = 0 ceea ce
implic& 7 = 0, adici e o curbd plani. Cum singurele curbe plane cu
curbura constantd sint arcele de cerc, solutia e complet&.

1.1.9 O curbd v se numegte elice dacd tangenta in orice punct face
unght constant cu o direcfie fizd. Presupunind torsiunea nenuld peste
tot, sd se demonstreze echivalenfa urmdtoarelor afirmatii:

i) v e elice;

i) kit =ct.;

ii1) toate normalele sint paralele cu un plan fir;

iv) toate binormalele fac unghi constant cu o direclie fizd.

Solutie Fie a versorul directiei fixe din enunt. Avem < a,t >=cos#,
cu 8 un unghi constant. Derivind aici gi folosind prima formulX Frenet
gisim a 1 n, deci ) = iii). In plus, avem @ = tcosf + bsiné.
Derivind gi aceastd relatie, din prima gi a treia formuli Frenet rezulti
k/T = tand, deci i) = it). Celelalte implicatii se demonstreaz¥ similar.

S& mai observim ci un exemplu de elice necirculard a apirut in
exercitiul 1.1.1: acolo k/r = —/2/3.
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1.1.10 Fie v : I — E® o curbd regulatd parametrizatd, nu neapdrat
canonic, cu curbura §i torsiunea nicdiert nule. 7 se numegte curbd
Bertrand dacd ezistd 7, : I — E® asfel incit normalele in fiecaret €
34 fie coliniare. 7, se numegte vecind Bertrand a {us . S4 se arate cd:

) n@)=v(t) +m(t) cur=ct.
i) «v € curbd Bertrand dacd gi riumai dacd

Ak(t)+Br(t)y=1tel (1.1)

cu A, B constante nenule.
i11) Dacd 7 are cel pujin doud vecine Bertrand, atunci are o infini-
tate de vecine Bertrand i e o elice circulard.

Solutie Fiérd a restringe generalitatea, putem presupune 7 pn.rametfri-
zath canonic (parametrul s nu va fi, insi, parametru canonic gi pe 71).
Derivind ( 1.1) obtinem:

% =11 = r(@)E@)]e(s) + ' (s)n(s) + r(s)r()b(s)

Cum n e normal §i la 75, < 7], >= 0. Deci, ecusfia anterioard
implick ' = ct, adic ¢). Fie, in continuare, s, parametrul canonic pe
7. Avem:

d ds;
0=—<tt, >=<kn,t; >+ <t,—n >
ds ds
Deci
<t,t; >=cosf =ct.

Pe de alt parte,

d’)’l ds

cosf =< —— dsd

d
t>=(1- rk)d—;,

. ds
sinfd =<t x ty >|=|rr— .
g =[< ¢ x 6y >|=| 177 |

Avem, agadar:
1-rk B
=ct. = —
rT r
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gi luind A = r obfinem ( 1.1). Reciproc, in ( 1.1) punem A = r gi
definim v, = v+ rn. Avem:

d7‘ = (1=-rk)t +r7b = Brt = 7(Bt + rb).

Deci, un vector tangent la v, de lungime 1 este:

Bt + rb d‘)’l

-

in fine,

a1t

s v B? +r2(d3

ceea ce demonstreazd if). Pentru a proba iif) observ intii cX o elice
circular¥, de ecuatie (a cos(s/c),cos(s/c),bs/c) cu a? 4+ b? = & este o
curbid Bertrand. Pe de altd parte, daci v are doui vecine Bertrand
distincte, atunci existf constantele reale nenule r,ry 21, 1—rk =cerrgi
l1—rik = ¢;ry7 cu ¢ # ¢;. Derivind aceste relatii gésim k' = ct., 7’ = ct..
Dar, conform Teoremet fundamentale a teories curbelor, elicea circulard
e singura curbi cu torsiune gi curburi constante.

db
+ -d—sr) = Mn(s).

1.1.11 Se numesc curbe Cesaro curbele ale cdror torsiune gt curburd
satisfac o relatie de forma:

ak? + 2bkt + cr? + 2dk + 2er =0,

unde a b, c,d,e sint constante reale. Sd se arate cd dacd normalele
principale ale unet curbe v sint binormalele alteia, atunci 7 e curbé
Cesaro.

Solutie A doua curbd din cnunt arc ecuatia
m(s) =7(s) + An,
s parametru natural pe 4. Punem ds;/ds = . Derivim §i obtinem

varphit; = (1 — Ak)t + X'n + A7b. (1.2)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



8

Pe de altd parte, planul osculator al lui 7, e paralel cu planul rectifiant
al lui 4 (in punctele corespunzitoare), deci ecuatia anterioard implick
X =0, adici A = ct. Derivind in ecuatia ( 1.2) gisim

(1= X}k — At =0,
cees ce incheie demonstratia.

1.1.12 Fie 43 o curbd regulatd gi 12,7; curbele definite prin
12(8) =/b1(a)d3

73(s) = 11(s) cos § + v2(s) sin §
unde @ este un unghi constant.
1) S& se gdseascd triedrul Frenet pentru 7, gi s in funclie de cel al
lut .
i) S& se arate c& dacd v, are curburd constantd, clunci v; are
torsiune constantd, iar -y este o curbd Bertrand.

Solutie Avem t; = by, deci gi 83 = 5;,. Apoi kyn; = —7ym,, de unde
ny = —eny, k2 = —en, (€ = £1). Cele douil normale au acelasi sens
dack gi numai daci 7; e negativl. Vectorul binormal este by = —et;
gi 73 = ek, ceea ce demonstreazd gi prima afirmatie de la ii). Pentru
73 se obtine ty = ¢, cosd + by sinf, deci 83 = s;. Derivind aici gisim
ksny = (kycosd — nsin6)n,;, de unde ky = e(k; cos§ — 7y 5in ) gi
ny = eny, by = ¢y x ny = ¢g(cos b, — sinft,). Din a treia formuld
Frenet rezultd acum 13 = cos 81, + sin 0k;, deci cky cos 8 + ry6in 8 = k&,
ceea ce aratd cX dacd k) = ct., atunci 73 e o curbi Bertrand.

1.1.13 Fie 7 o curbd cu torsiunea nicdiers nuld. S& se arate cd:

i) Vectorul binormal b determiné univoc curbura $i modulul torsiu-
nii.

ii) Vectorul normal principal determiné univoc curbura gi torsiunea.
Solutie Din a treia ecustie a lui Frenet, db/ds = —rn deducem |
7 |=| db/ds |, deci modulul gi , in consecint{i, pétratul torsiunii sint
determinate. Derivind fncé o daté ghsim:

&
Eb krt — T n-—7T b
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g1 deci:
b T -
72
Rimine s& determinim | 7' |* pornind de la b gi | 7 |. Avem | 7 |=|
('T?-'- | ceea ce incheie demonstratia punctului {). Pentru ii), observim
intii ci
<nxgnfn> &
inlf @
De aici, prin integrare, se determing raportul k/r. Cum k e pozitiv,
avem astfel determinat gi semnul torsiunii. Pe de alti parte | dn/ds [=
k? + 72, relatie din care s¢ determini k.

1.1.14 Forma canonicX localX a unui arc de curbd. S& se scrie ecuatiile
unut arc de curbd regulatd intr-o vecindtate a unui punct 8, raportate
la azele triedrului Frenet in y(so).

Solutie Presupunem, ca de obicei v parametrizati canonic. Mai mult,
putem presupune 8o = 0. Dezvoltim functia « in serie Taylor in jurul
lui 0. Avem:

2 3
1) =20 +s7 O+ 57O+ 7" O +R,  lmR=0
Dar +/(0) = t,v"(0) = kn,v"(0) = k't + k(—kt +b) (cu toate functiile
din membrul drept calculate in 0) si deci:

3 2 3 3
¥(s) = 7(0) = (s — %k"')t + (k’7 + k’%)n + k-r%b +R

Facem acum o translatie a reperului din E* a. i. (0) = 0. Atunci
coordonatele lui 7y(s) in reperul Frenet in punctul 4(0) sint:

z(s) = s—3k*'s*+R,
{ y(s) = %Iw2 +Kis*+ R,
z(s) = gkt + R,

cu R,, R, R, de acelagi ordin de mirime cu s°.
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1.1.15 Pentru orice s¢ € I ezistd un subinterval J care-l conjine 3
astfel incit y(J) se aflé de o singurd parte a planului rectifiant.

Solugie Este o aplicatie directd a formei canonice locale. Intr-adevir,
cum k > 0, y(s) > 0 pentru s suficient de mic gi y(s) = 0 dacd gi numai
dack s =0.

1.1.16 Planul osculator in 3¢ e pozifia limitd a planului determinat de
t 3iy(s0+ k) cind h — 0. S& se deducd de aict cd planul osculator in
89 € pozifia limit§ gi pentru planul determinat de punctele vv(so),¥(s0 +
k1), (80 + ha) cind by, ks tind la 0.

Solutie Luind s, = 0 gi 4(0) = 0, un plan care trece prin t are, in
reperul Frenet, ecuatia z = cy sau y = 0. Aceasta din urm¥ este
ecuatis planului rectifiant gi iese din discugie (motivati!). Dac z =
trece prin (k) atunci:

krhd
z s T

C = —_—
kh? k'hd
y HlpERg

deci ¢ — 0 cind b — 0. A doua caracterizare se obtine din prima
observind ci, atunci cind hy — 0, courda determinatk de (so) gi v(s0+
h,) tinde la tangenta in s;.

1.1.17 Fie k(so) # 0. S& se arate ¢ in planul osculator in punctul
7(80) ezistd un unic cerc care are un contact de ordinul 3 cu curba (in-
tersecteazd curba in trei puncle confundate). Cercul acesta se numegte
cerc osculator sau de curburd; roza sa este 1/k(sq) §i se numegte raza
de curburd.

Solugie Ca mai sus, presupunein s = 0 §i (sg) = 0: Considerim E?
raportat la reperul Frenet In punctul 4(0). Cercul ciutat trebuie si
fie tangent ‘curbei in 4(0), deci va avea centrul pe directia normali la
curb&. Ecuatia unui cerc din planul osculator in v(0) este:

{ (X*+(Y —R)* = R
Z 0
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punctele de intersectic cu curba sint solutiile ecuatiei:
z(s)* + (y(s) - R)* = R?

Inlocuim aici z(s), y(s) din forma canonicd locald neglijind termenii de
grad mai mare sau egal cu trei:

(s2+0(2) + (k% ~R+0(2))}=R?

8’ (1 = Rk) +0(2) =0

Avem contact de ordinul trei daci gi numai daci 1 — Rk = 0. Dedi,
cercul cerut existf gi arc raza egali cu inversul curburii in punctul
considerat. In particular, am gisit, astfel, o interpretare geometrick a
curburii.

1.1.18 Cercul osculator in sq e porifia limitd a cercului determinat de
punctele ¥(80), (50 + h1), 7(80 + h2) cind hy, hy tind la 0.

Solutie Pozitia limitX a cercului considerat e un cerc din planul os-
culator (cf. problemei 1.1.16) care arc contact de ordinul trei cu
in y(so) (prin constructie). Dar cercul osculator este unic cu aceasts
proprietate.

1.1.19 Fic k(8g) # 0,7(s0) #£ 0. Eristd o unicd sferd (numitd sferd
osculatoare care are un contact de ordinul patru cu curba in y(8). Raza

ei este \/R*+ (R'T)?, undec It =1/k(3),T = 1/7(s0).

Solutie Centrul sferei ciutate sc va afla in planul normal. Cu conven-
tille din problema precedentd, ¢cuatia sferei este:

X 4 (Y AP +(Z- B =1
cu A% 4 B? = r?, punctele ci de intersectic cu v vor fi solutiile ecuatiei:
X(s)*+ (Y (s) —a)* +(2(s5) - B’ =1

Inlocuim aici z(s), y(s), z(s) din forma canonicd.locald, dezvoltdm p&-
tratele gi p&str&m doar termenii de grad mai mic sau egal cu 3. Obti-
nem:

h
(KA+ k-rB)% +(1-kA)s?+0(3) =0
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Existenta unui contact de ordinul patru este echivalenti cu anularea
coeficientilor lui s §i s*. Gisim, astfel, A =} = R,B = —K [(k*r) =
RT.

1.1.20 Fie v cu torsiune 91 derivata curburit nicdiery nule. Atunci
imaginea lui 7y este situatd pe o sferd dacd yi numai dacé R + (R'T)?
=ct (cu R=1/k,T=1/7.)

‘Solugie Daci Im(7) se afli pe o sferd, atunci aceasta este chiar sfera
osculatoare in fiecare punct, deci expresia din enunt este constantd.
Reciproc, si considerfm curba descrisd de centrelor sferelor osculatoare:

c(s) =(s)+ Rn + R'Tb
Avem
d(s) = (Rr+ (TR)')b
gi , pe de alti parte, derivind R? + (R'T)? = ct. obtinem:

Rr+(TR)Y =0

deoarece am presupus k' # 0. Deci ¢(s) = ¢ = ct. i Im(7) se afli pe
sfera de centru c si razd \/R? 4 (R'T)2.

1.1.21 Sd se arate cd planele normale la curba
v(t) = (a sin*(t), a sin(t) cos(t), a cos(t))

trec prin origine. Sd se calculeze curbura §i torsiunea lui v 9t sd se
arate cd e o curbd sfericd.

Solutie Curba nu e parametrizatf{ canonic. Se utilizeazi formulele
care exprimé elementele triedrului Frenet, curbura gi torsiunea intr-
o parametrizare oarecare. Ultima afirmatie rezulti aplicind criteriul
anterior.

1.1.22 S4& se arate cd integrarea sisternulut de ecuafit diferentiale re-
prezentat de formulele lui Frenet se poate reduce la integrarea une:
ecuatti Riccati cu coeficienti complecss .

Sd se aplice aceastd metodd pentru determinares arcelor de curbd
cu curbura g1t torsiunea constante.
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Solu;ie Fie t = (tl,tz,tg),ﬂ = (nl,nz,ng),b = (bl,bg,bg). Punem:

__t;+v—1n.-_ 1+b.
pi= 1= -—t,'—v—lﬂ.'

_ 1_t.-—v—1n.- 1+bu‘

p.-=a-— 1-b _t.-+v—1n.-
cuti=1,2,3. Se arati acum ci functiile p;, ¢; sint solutiile ecuatiei

Riccati:
V=i V=
£iﬂ:—ryz—\/—_lky— 11’
ds 2 2
Arcele de curbi cu curbura gi torsiunea constante sint arce de elice
circulari.
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1.2 Curbe in I 2. Proprietiti locale.

In acest paragraf, in lipsa unci alte mentiuni, v : I — E2 va fi o
curb¥ planX parametrizati :anonic, k curbura ei (cu semn).

1.2.1 Fie T dreapts tang ntd in p = v(so) la . Fie L o paraleld la
n(s0) la distantd d de p. 1'ie h lungimea segmentulut determinat pe L
de p 3i intersecfia cu T. S se arate c&

. 2h
k(o) = fim Z7
Solutie Presupunem g := ). Alegem un sistem de coordonate cu ori-
ginea O in p gi cu axele ori-atate, respectiv, dupl ¢(so)), n(se). Atunci
ecuatiile canonice locale wl lui y (vezi problema 1.1.14) vor fi:

z(8) =93 - R., y(8)= :tk—2JZ + R,

cu R., R, tinzind la zero »datd cu s? gi semnul lui y depinzind de
orientare. Atunci:

Lk fo i 2181 2

- =0 31 2—0 d2 :

1.2.2 Fie v :(a,b) — E* Presupunem cd crisid sy € (a,b) astfel ca
distanfa | y(s0) | de la ori.iinea lui E? la imaginea lui v s& atingd un
mazim in so. S& se arate i | k(80) [> 1/ | ¥(80) |-

Solugie Fie r = d(O,7(s.). Atunci cercul de centru O gi razi r ¢
tangent la 7y in y(8g) §i Du 1ai taie curba in alt punct. Mai mult, orice
segment O+(s), 5 suficient de apropiat de sq, intilnegte acest cerc in
interiorul segmentului. Se noate aplica acum rezultatul din problema
anterioard.
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1.2.3 Fie F(z,y;a) =0 o familie de curbe diferentiabile regulate in-
dezatd dupd perametrul a. S& se determine (dacd eristd) o curbd tan-
gentd tuturor curbelor din familia datd (infiguritoarea familiei consid-
erate).

Solutie Si presupunem existenta infiguritorii G gi fie z = z(a),y =
y(e) coordonatele unui punct curent M de pe G, punct de contact cu
curba C, din familia datf. Tangenta in punctul M la C, are coefi-
cientul unghiular —%{-/ %E. Coeficientul unghiular al tangentei in M la
infaguritoarea G este % / g.—f- Cei doi coeficienti unghiulari trebuie s&
fie egali, deci:

0Pz OFdy _

0z 8a Oy da
Dar coordonatele lui M verifici identic gi ecuatia familiei date, adicl
trebuic si avem F(z(a),y(a),a) = 0. Derivim aici in raport cu a si
tinem seama de ecuatia anterioard. Gisim, in fine, ecuatiile infigurd-
toarei:

F(z,y,e¢) =0, Z—: =0.

Ecuatia ei implicitd se obtine prin eliminarea parametrului a. Si ob-
servim ci, pentru o curbd pland, planul osculator coincide cu planul
curbei. Atunci orice curbi plan¥ e infiguritoarea cercurilor ei oscula-
toare (vezi problema 1.1.17).

1.2.4 5S¢ se determine infdgurdtoarea unei familis de drepte variabile
pe care azele de coordonate determind un segment de lungime constantd
[ (astroida).

Solutie S& notim cu A, respectiv B intersectiile unei drepte din familie
cu axele Oz,Oy. Parametrizind dreptele date dupd unghiul § = OAB
ecuatia familiei de drepte va fi

zsinf + ycosf = [sin O cos §

iar derivata ei In raport cu 8 (cf. problemei 1.2.3)

zcos6 — ycos§ = lcos26.
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De aici glisim imediat ecuatiile parametrice ale astroidei:
z=1Icos’8, y=1sin’4
gi ecuatia implicitd
I S
sau, inci, sub formi rationalé:
(2 +9* - 1)’ +27%2%* = 0.

1.2.5 Fie y:I — E*® o curbd pland i t un parametru arbitrar pe ea.
Presupunind curbura nicdieri nuld, se poate defini curba:

B(8) = 7(t) + %n(t)

numitd evoluta lui .

t) S& se arate cd tangenta in t la evoluta lui vy este normala in t la
v. (Deci evoluta unei curbe este infdyurdtoarea normalelor et).

it) Se considerd normalele in doud puncte vecine, diferite, t;,t; ale
lui 7. S4& se arate cd atunct cind t; — t;, punctul de intersectie al
normalelor converge la un punct de pe imaginea evolutei.

Solutie S& presupunem + parametrizati canonic. Atunci, din forrnulele
lui Frenet pentru o curbi plank (4t = kn, £n = —kt) gisim:

dp K (s)

ds ~  k(s)?

n

ceea ce probeazd ¢). Pentru if) ghsim intii relatia dintre parametrul
canonic s pe 7 §i parametrul canonic S pe evoluti. Considerim [ ca
functie de s prin intermediul lui S. Prin derivarca ecuatiei din enunt

obtinem:
a5 __ ko),
dSds =~ k(s)? s
Cum | £ |=| n(9) |= 1, rezults
s __K@)
ds  k(s)?
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de unde, prin integrare gi dup& orientarea convenabil& a evolutei, S =
R+acua=ctgi R=1/k. Atunci lungimea arcului de pe evolutd
B(t1)B(tz) este R(t;) — R(tz). Rezultk ci, atunci cind t; — ¢;, arcul
BA(t1)p(t;) tinde la un punct ceea ce demonstreazd ¢f).

1.2.6 Sd se determine evoluta unei elipse.
Solutie Considerim elipsa raportatd la axele sale, descrisi de ecuatiile
z(t) = acost, y(t)=bsint.
Atunci ecuatia normalei este
a(z —acost)sint + b(y — bsint) cost = 0.

Pentru a afla infisuridtoarea acestei famili de drepte derivim in raport
cu t ecuatia anterioari:

a(z —acost)cost + b(y — bsint)sint =0
gi elimindm ¢ intre ecuatia obtinuti gi cea a normalei la elipsi. Gisim
ecuatia implicita:
(az)§ + (by)g =ci, F=a-
Curba aceasta se numegte astroidd alungitd.
1.2.7 S4 se determnine evoluta cicloidei descrise paﬁ:metn'c prn:
z(t) = a(t —sint), y(t) = a(l — cost)
Solutie Se obtine A(t) = (a(t+sint), —a(1 —cost)), deci tot o cicloidi.

1.2.8 Curba [ se numegte evolventd a curbei v dacd v este evaluta lui
pB. Sd se determine ecuatiile evolventei. Sd se observe cd o curbd datd
are o tnfinitate de evolvente.

Solutie Dac} s e parametrul canonic pe evolventa f, {inind seama de
relatia liniard care existi intre lungimile de arc pe curbd gi pe evolutd
(vezi solutia problemei 1.2.5), se obtine:

p(8)=v(s)+(e— )¢, a=ct.

Cum a e o constanti arbitrar, provenind dintr-o integrare, exist& o
familie infiniti de evolvente, parametrizatd dupd a.
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1.2.9 Sd se arate cd evoluta tractricei
t
7(t) = (cost,cost+1nta.n§)

este catenara:
p(t) = (cosht,t)

Sd se calculeze curbura tractricei gi sd se arate cd segmentul de pe
tangenta la tractrice determinat de punctul de contact 31 intersecfia cu
Oy are lungime constantd.

Solutie Calcul direct.
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1.3 Curbe in E?. Proprietiti globale.

1.3.1 Fie AB un segment de lungirne sirict mas micd decit | §i C
o curbd care unegte punctele A i B in a-tfel ca impreund cu AB sd
mdérgineascd o arie mazimd. Atunei C e vt arc de cerc care trece prin
A g B.

Solutie Observim intli cd existd un cerc ¢ in care AB e o coardX si
unul dintre arcele a,b determinate de ea a- e lungimea I. Fie acesta ar-
cul a. Considerim curba inchisi forinats din arcele b §i C. Aceasta
e diferentiabild doar pe portiuni dar, ¢»aninind demonstratia Ine-
galitdtis izoperimetrice, s¢ constati ci ¢ . plicabild gi unor asemenea
curbe. Fixém acum arcul b §i lisdm C si varieze in multimea tuturor
curbele de lungime [ care unesc A cu £ Din teorema mentionati
rezultd ci cercul este curba din aceastf piul{ime care méirginegte aria
cea mai mare. Cum b e fix, avem c& arcul -le cerc a este solutia proble-
mei.

1.3.2 Fie v o curbd continutd in tnteri.rul unui cerc C de rezd r.
54 se arate cd ezistd cel pufin un punct p- <y in care curbura satisface
| k> 1/r.

Solutie Considerim familia cercurilor coi:centrice cu C, interioare Jui
gi continind Im~y. Este o familie care dep-ade continuu de parametrul
a € [0,r], raza unui cerc din familie. *ic f(p,a) functia cu valori
pozitive care asociaziunui punct p de pe -y ;i cercului de raz¥ o distanta
de la « la acest cerc. Se vede ugor ck ' » continuk, deci isi atinge
minimul in cel putin un punct (pg,ae). C rcul de razd oo este tangent
la v in po. Intuitiv, "stringem” cercul ( pind atinge prima oard 7.
Acum enuntul rezultf din problema 1.2.]

1.3.3 Fie a(s) € [0,27) unghiul ortentat lintre aza Oz gi t(s). Aceas-
td functie nu e continud in punctele in car tangenta la curbé e paraleld
cu Oz. 54 se arate cd pe orvce subinterval inchis [a,b] C I existd funcfis
continue §(s) care satisfac relatia 8(s) = o s)+2m(s)m, cu m(s) intreg.
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O asemenea functic e complet determinatd de alegerea arbitrard a lui
m(a). Doul asemenea funcit diferd prin 27h, cu h constantd intreagd.

Solutie Functia ¢(s) e uniform continui pe [e,b]. Existd, deci, § > 0
atfel ca | 8 — &' | 63 implice cil ¢(s') apartine semicercului deschis cu
centrul in t(s) (unde am notat la fel tangenta unitar¥ la curbi gi raza
vectoare - paraleli cu ea in cercul unitate centrat in origine). Alegem
acum o diviziune ¢ < 8; < ... < 8, < b & intervalului [a,b] de normi
strict inferioarf lui 6. Definim #(a) fixind in mod arbitrar un m(a)
intreg. Exist% o unicd functie 8(s) pe [a, 8,), continui, de form3 o(s) +
2m(s)x si asfel incit | 8(s) — 6(a) |< 7/2. Aceasti din urmd conditie
poate fi indeplinitd datoritd felului in care a fost aleasd diviziunea. Pe
de alti parte, dacd ar mai exista o functie & cu aceleagi proprietfiti am
avea:

| 6(s) - &(s) <1 8(s) — 6(c) | + 1 €(s) — 6(c) |< =

deci cele doud valori 8(s), #(s) nu pot mésura acelag unghi a(s). Deci
existé o unici functie 8(s) ca mai sus. Continuitatea ei este clari.
Cunoagtem acum valoarea m(s;). Cu ea reluim constructia pe inter-
valul [s,, 8] si 852 mai departe. Deci 8 poate fi definit% intr-un numar
finit de pagi. Dacd 6(s) si ¢'(s) sint doud astfel de functii, diferenta lor
e o functie continui cu valori intregi, deci constanti. Acum solutia e
completd.
De fapt, e adevdrat mai mult:

1.3.4 Ezistd o functie unghiulard 6 (notatiile din problema anterioard)
diferentiabild pe intreg intervalul de definifie.

Solutie Functia # construitd in problema precedentd verific ecuatiile:

dz _

dy .
= = = = ]
T cosd, sin

ds

de unde ,

6 = arctan ¥y
xl
deci este local derivabil. Din formulele lui Frenet rezultX acum
dé
k(8) = —
(8) =7,
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Considerim acum curba dati - gi-i calculdm curbura (in acest calcul nu
intervine functia unghiulard). Construim un nou arc de curbi 7, astfel:
determinim intii o functie unghiulary diferentiabild prin formula

01‘(3) =6(s) + ./“ k(s)ds;

punem apoi:
z,(8) = z(so) +/ cosf(s)ds
%0

v1(3) = y(s0) +/ sind,(s)ds
[
Prin constructie aceasti curbi are functia unghiulari diferentiabild.
Pe de alti parte, din Teorema fundamentald @ teoriei curbelor, avind
acecasi curburi gi intersettindu-se in sy, 7y si 7 coincid.
De acum incolo vom considera funcfia unghiulard 8 diferentiabili.

1.3.5 O curbd pland diferenfiabild gi inchisd e convezd dacd §i numas
dacd e simpld gi curbura ei are semn constant. (O curbd e converd
dacd tangenta in orice punct lasd curba de o singurd parte a ei).

Solutie Fie L lungimea totald a curbei 7. Decarece k = ¢ pe [0,L], k
nu schimbé semnul dacd gi numai dack 6 e monoton.

S& presupunem curba simpli i , fixind convenebil orientares, k > 0.
Daci, prin absurd, 4 nu e convexi, fie s, astfel ca dreapta tangentd T
in acest punct mai taie curba in cel putin alt punct. Fie k : [0, L} - R
functia care m#soard distanta de la vy(s) la T, cu semne diferite in cele
doud semiplane determinate de T. h e continud gi igi atinge maximul
gi minimul in puncte aflate in semiplane diferite. Tangentele T},T;
in aceste puncte sint paralele cu T gi cel putin doudl din aceste trei
tangente au aceeagi orientare. Pe de alti parte, daci t(s;) = t(s3),
t(s) = ct. pe [s), 8] §i deci, 1, ,.,) € un segment de-a lungul ciiruia
existd o tangenti unici. Vedem astfe] ci -y s-ar afla de o singuri parte
a lui T, in contradictie cu alegerea ficutd. Unde am folosit simplitatea
curbei 77

Reciproc, presupunem 4 convexi. Daci, prin absurd, existi s; <
Sp < s astfcl ci 6 e cresciitoare pe [s;, 3] 51 descreschtoare pe [sq, 32,
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gisim doud puncte vecine cu 3¢, ) < 50 < §f cu 6(s}) = 6(s]). Cum
indicele unei curbe simple inchise este 1 (vezi Teorema tangentelor, de
exemplu in [Ma)), existd un punct s}’ cu 8(s}) = —8(s}’). Dar o curbd
convexf nu poate avea trei tangente paralele deoarece una dintre ele
le-ar separa pe ceclelalte douf. Doui dintre aceste tangente trebuind
84 coincidX, obtinem o dreaptd care ¢ tangentd curbei in douX puncte
distincte, Datoriti convexitdtii rezulti acum ci 4 e un segment intre
aceste puncte. Deci 8(s) = ct. pe [s}, s7], In contradictie cu alegerea
punctelor s, 57.

1.3.6 54 se arate cd inleriorul unet curbe simple, inchise, conveze este
o muljtme convezd.

Solutie Fie, prin absurd, p, ¢ doui puncte din interiorul lui -y astfel ci
segmentul pq intersecteazd Imy. Atunci dreapta D determinatidepsig
taie curba in cel pufin patru puncte. Orientind sistemul de coordonate
in aga fel ca D si fie paraleld cu Oz, vedem ci existd trei tangente
paralele cu D. Dar, dupi cum am vizut In demonstratia problemei
anteriocare, aga ceva nu e posibil pentru o curbi convexd decit dack cele
trei tangente coincid (ca drepte). Nici acest lucru nu e posibil, deoarece
nu toate trei se afli intr-un acelssi semiplan determinat de D.

1.3.7 O curbd inchisd, cu curbura strict pozitivd gi cu cel pujin o
aulointersectie are indicele mai nare sau egal cu 2.

Solutie Fie L lungimea totall a curbei gi p un punct de autointersectie.
Putem presupune p = 9(0). Deci existd s, € (0, L) cu ¥(0) = 7(s0) =
7(L). Cum curbura este pozitivd, 8(so) > 8(0) si 8(L) = 6(0) + 2.
Exist¥, deci, un punct p’ = ¥(s,), 81 < 3¢, in care 6(8,) = 8(0)+, adici
tangents in p’ e paraleld cu una dintre tangentele in p. Atunci variatia
totalk a unghiului pe arcul pp'p = ¥(0)y(s1)7(s0) este w+6(sy) —8(0) >
7. Cum variatia unghiului pe celilalt arc inchis de curbi cu capétul in
p (arcul care nu-l contine pe p') este cel putin 7 (acelagi rationament
ca mai sus dack mai existd o sutointersectie etc.) variatia totalf a
unghiului pe 4 va i > 2x. Dar variatia totali e un multiplu fotreg de
27, indicele curbei. Deci indicele este cel putin 2.
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1.3.8 Fie v: R — R o curbd pland, regui.itd, ssmpld. Dacd:

1) curbura lui v e strict pozitivd,

i) im, 40 | 7(8) |= oo (adicd v se atinde indefinit in ambele
directit), atunci curbura ei totald [ k(s)ds . n.

Solutie S3 presupunem, prin absurd, contr \riul: curbura totald e strict
superioard lui «.

Ardtim intii ci existd cel putin doud j» micte In care tangentele la
curbd sint paralele. Fie $ = {(51,92);91,5 € R,8; < s} 61 f: S —
R, f(s1,52) = 6(s2) — 8(s1). Deoarece k( ) > 0, f ia numai valori
pozitive. Dacd f(s1,32) < = pentru orc 3,8, atunci [ k(s8)ds =
lim,, .,—t00 £(8)ds = lim,, .3 100 f(81,92) . 7, contradictie. Fie, deci
P = v(51),Q = 7(s2) punctele in care tan gcntele la curbd 73, T; sint
paralele. Cum @ e o functie strict cresciitoare (k > 0), T i T sint
invers orientate. Daci ar mai exista o ta: gentd paraleli cu ele intr-
un punct sy € (8y,32), atunci 8(s,) = 8(s.) sau 0(sy) = 9(s3) i deci
6(s) ar fi constantd pe s, 33] sau pe [s3, -3); in acest caz curba ar fi
segment de dreaptd pe unul din cele doun intervale, contradictie cu
ipoteza de curburi strict pozitivd. Deci, ratre 3, gi 8, nu mai existd
nici o tangentd paraleli cu T3, T; gi portiunea de curbd dintre P gi Q e
cuprinsd in banda determinati de cele dov:i tangente.

Studiem acum comportarea lui y cind s — oo. Cum 8 e strict
crescitoare, curba se indepirteazi de dresota T, apropiindu-se de Tj.
Dacl T sau o dreapté paraleld cu T ar fi a: imptotd pentru v, am avea,
pentru s > $;, 8(s) < 8(s,) + 7 §i totodat:, 6(s) > 0(s;) = 8(s1) + =,
contradictic. Deci existd un punct R = () in care v taie Tj.

Pe de altd parte, pe arcul de curbd dii.tre —co gi s; avem 8(s) <
0(s1). Deci, ca mai sus, nici o paraleld ). T} nu poate fi asimptotd
(caz in care 8(s) > 8(s;)). Deci 7 taie dre ipta T} intr-un punct M =
7(80). Cum 7 nu are autointersectii, M se i intre P gi R. Existi, in
consecintd, un punct s, € (89, 81)astfe] inc* tangenta in el e paraleld gi
la fel orientatd cu 7). Atunci, intre s, §i s, curba este un segment de
dreaptd, contradictie. Demonstratia e acu: 1 completi.

Obsevatic. Partea finald a demonstrati: : admite i urméitoarea vari-
antd (nu e unica!): consider&m arcul de cc.z C prin M gi R care are iu
punctele respective vectorii tangenti ¢(sq) « £(s3). Rezulti ci C e astfel
orientat incit si aib& curbur} pozitivi. (% .cba compus¥ din arcul C si
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arcul lui 4 cuprins intre T} gi T este simpli, inchisd gi are curburd strict
pozitivi. Deci e convexi (conform problemei auterioare), contradictie
cu faptul ci T} o taie in trei puncte distincte.

Urmétoarele doud probleme fac parte din articolul {Ba).

1.3.9 Orice cerc sau dreaptd S in plan determind ezact doud compo-
nente coneze Dy, D, cu proprietatea cd D; = D; (aceasta rezultd din
Azioma de separare in plan cind S e o dreaptd gi din Teorema lut Jor-
dan cind S e cerc). Spunem cd o mulfime A din plan are proprietatea
(C2) dacd AND; e conezd prin arce pentru orice cerc sau dreaptd S (cu
alte cuvinte, orice cerc sau dreaptd separd A in cel mult doud pdrti).

Sd se arate cd cercunile, discurile inchise gi semiplanele inchise au

(C2).

Solutie Un cerc A intersecteazi un alt cerc sau o dreapti in cel mult
douX puncte. Deci A N D; poate fi un arc inchis de cerc, intregul cerc
A sau mul{imes vidi. Toate aceste mul{imi sint conexe prin arce. Fie
acum A un disc inchis gi p,q in AN D;. Atunci segmentul [pq] taie D,
dupi un sement deschis (ab) ale cirui capete sint pe S (segmentul va
fi vid dack S e o dreaptd). Dack S e cerc, atunci unul dintre arcele eb
de pe el trebuie si fie in A, pentru ci un cerc are (C2). Atunci putem
uni p gi ¢ prin drumul format de segmentul pa], arcul ab gi segmentul
{gb]. Demonstratia pentru semiplanul inchis e analoagi.

1.3.10 O curbd C simpld, inchisd care are (C2) e un cerc.

Solutie Fie p € C i O(p) cercul osculator in p. Raza sa este 1/k(p).
Cum O(p) are contact de ordinul 2 cu C in p, urmeazd c& pentru orice
alt cerc S tangent la C in p existi o vecinitate U a lui p in C astfel
ca U - {p} C D; pentru o componenti conexi D;, complementard lui
S. Putem descrie familia de cercuri tangente la C in p prin S(p,k) =
cercul cu centrul p+ (1/k)n(p) gi razd | 1/k |. Astfel S(p,0) reprezinti
tangenta la C in p si S(p,k(p)) = O(p). Deoarece curbura unei curbe
inchise e mdérginitd, cercurile S(p,k) cu | k | suficient de mare vor
intilni C numai in p. S4 not3m k,(p), k2(p) cele doui numere reale cu
proprietatea ci S(p, k)NC # {p} dacd k,(p) < k < k2(p) 61 S(p, k)NC =
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{p} daci k < ki(p) sBau k > ky(p). Deci C e cuprinsa intre cercurile
tangente S(p, k1(p)) si S(p, k2(p)). Dar, deoerece C are (C2), k\(p) = k.
Intr-adevir, in caz contrar D;(p, k(p)) NU = {p} pentru o vecinitate U
aluipin C. Atunci Di(p, k(p))N(C —U) e nevidi, altfel am putes gisi
o veloare mai mare pentru k;(p). Dar asta inseamn¥ cX D;(p, k(p))NC
¢ neconexi, contradictie. Cu un rationament similar sc aratf ci gi
ka(p) = k(p), deci C care sti intre S(p, k1(p)) si S(p, k2(p)) trebuie sX
coincidX cu O(p).

Observatie Rezultatul ramine adevirat si pentru curbe continue
(cf. loc. cit.).

Problema care urmeazi a fost propusi in [Jo]. Prezent&m solutia
autorului.

1.3.11 Fie v o curbd pland simpld, inchis@ cu curbura nenuld. Fie
s parametrul canonic pe v 31 L lungimea curbei. Dacd A este aria
interiorului lui v 3¢ R = 1/k, atunci:

1 [t L[t
AS—/ R(a)ds+—/ | R'(s) | ds.

Solutie Conform observatiei de dupi problema 2.2.30, existi un cerc
de razi r < L/4 carc include C. Putem presupune ci centrul acestui
cerc se afli in originea reperului. Atunci

L
) Isr< 3, 0Ss<L.

Aplicind formula lui Green obtinem:

1 [t 1 f*
A= —/ (zy — yz')ds = ——/ <mn,y>ds.
2Jo 2 Jo
Cum n(s) = R(s)Y"(s), avem mai departe:

1

L
a=; [ R<vir>=
2Jo

= %/;LR [< 7,7 > —d%,q/,-/ >] ds.
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Despértim integralae de me: sus intr-o diferentd de doud integrale; pe
cea de-a doua o integrim 1 vin pirti. Rezulta:

1 [" 1t
A=—/ 'tds-}--/ <v,v> Rds.
2 Jo 2 Jo

Dar ]
<o rIsty lvIs4<s,

de unde rezulti inegalitate . propusi. Si mai observim ci inegalitatca
din enunt devine egalitate daci si numai daci r' = 0, adici dacd si
numai daci - e un cerc.
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CAPITOLUL 2. SUPRAFETE
REGULATE

Notatii:
S, suprefatd regulati de clasi C™
(U, k), parametrizare locali cu coordonatele u,v € U
hy, he, derivatele partiale ale lui h in raport cu u,v
9 = (9i;), prima formi fundamentald
b = (bis), a doua formi fundamental
K, H, curbura gaussiani, curbura medie
ki, k3, curburile principale
kg, 7,5, curbura geodezici, torsinnca geodezici

S?, sfera de razd 1 cu centrul in origine

2.1 Exemple. Generalitati.

2.1.1 54 se arate cd urmdtoarcle submulgimi ale lui E3 sint suprafete
requlate 31 sd se indice o pargmetrizare in fiecare caz:

1. Cilindrul circular drept de razd r;

2. Torul T, generat prin rotafia unui cerc S*(r) de razd r in jurul
unet drepte din planul sdu, situate la distan{d a > r de centrul cercului;

3. Elipsoidul de semiazc a,b,c. Carc este numdrul minim de hérji
necesare pentru a-l acoperi?
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Solutie Cilindrul circular de razi r este multimea
{(z,y,2) € R*; 2> + y* = r?}
gi poate fi acoperit cu o singurd parametrizare:
f(u,v) = (rcosu,rsinu,v), (u,v)€ R%.

Considerdm cercul S! in planul yz, cu centrul in (0, ¢,0) gi-l rotim
in jurul axei Oz. Torul T2 este mul{imea solutiilor ecuatiei

22 =r? — (/22 4 42 - a)?

Deci T? este f~!(r?) unde f : R* — R e dati prin

f(xayaz)=zz+(\/x2+y2—a’)z

Cum punctele de forma (0,0, z) nu sint pe tor gi

2y(\/a:z +y2 - a) 2z(\/z2 4+ y? — a)
VT +y? Vi +y?
se constatd cii r? e o valoare regulatd pentru f. Deci T2, preimaginea

sa, e o ruprafati regulati. El poate fi acoperit cu trei parametriziri
locale de forma:

df =

h(u,v) = ((rcosu+e)cosv,(rcosu+a)sinv,rsinu), 0<u,v<2n

Elipsoidul de ecuatie

zz y2 2

=+ b2 + - = =1
este preimaginea lui 1 prin funct.ia. f:R > R,
22yt 2

f(x)ylz)=_+bz +;2'

pentru care 1 este valoare regulatd. Elipsoidul este o submul{ime com-
pactd a lui R®, deci poate fi acoperit cu cel putin doud hirti. De
exemplu, cu doud hérti geografice de tipul:

h(u,v) = (asinucosv,bsinusinv,ccosv), 0 <u<m0<v<2n
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2.1.2 Fie P un punct care se deplaseazd pe axa Oz pornind din (0,0,0)

#1 Q un punct care se deplaseazd cu aceeagi vitezd ca 91 P, pe o paraleld
la aza Oy, pornind din (a,0,0),a # 0. S se descrie printr-o ecuafie
tmplicitd locul dreptei determinate de P i Q. Este aceasta o suprafatd
requlatd?

Solutie Ecuatiile parametrice ale dreptei care uncgte punctele P(t) =
(0,0,t) si Q(t) = (a,t,0) este z/a = y/t = (t — z)/t. Eliminind
parametrul ¢ se obtine ecuafia implicitd zy+zz—ay = 0 care reprezinti
un paraboloid hiperbolic. Deci e o suprafati regulati.

2.1.3 Sd se arate prin calcul cd dacd prin punctul M al suprafefe: S
trece o dreaptd d care e confinutd in intregime in S, atunci d C Ty S.

Solutie Putem presupune cil d este axa Oz. Atunci ecuatia lui S va fi

F(zvyrz) = zf(:c,y,z) + yg(::,y,z) =0,

cu f, g indefinit diferentiabile. Ecuatia planului tangent in M =
M(0,0,a) va fi:

XF(M)+YF,(M)+(Z — a)F,(M) =0.

Cum F;(0,0,a) = 0, ccuatia se reduce la X F,(M)+ Y F, (M) =0 ceea
ce demonstreazd enuntul.

2.1.4 Fie S o suprafe}d requlatd gt p € S. Sd se arate c& ezistd o
vecindtate V a lui p in S care este graficul unet functit explicite avind
una dintre formele z = h(y, z), y = g(z, z), z = f(z,y).

Solutie Fie ¢ : U — S, U deschis in R?, o parametrizare a lui S
in jurul lui p. Notind componentele lui ¢ cu z(u,v),y(v,v), 2(u,v) gi
g = p~}(p), stim c3 mécar unul dintre determinantii iacobieni %:—{%,

;ﬂ(?‘ﬁ, %EL:))- e nenul in ¢g. Fie, de examplu, primul dintre ei diferit de
0 in q 5i fie 7 proiectia lui R® pe planul zy. Aplicim Teorema functiei
tnverse lui 7 o p gi ,din presupunerea facuti, deducem existenta unor
vecindtii V; alui p, V; a lui mop(q) intre care woyp este un difeomorfism.
Deci restrictia lui V = ¢(V}) e bijectivi gi existi (ro@)™!: Vo3 = W
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diferentiabils. In plus, cum ¢ € homeomorfism, V e vecin&tate a lui p
in S. Compunem acum functia (7 0 ¢)™! cu (u,v) — z(u,v) §i gisim
ck V e graficul functiei z = z(u(z,y),v(z,¥)) = f(z,y). Celelalte doud
cazuri se trateazd aseménitor.

2.1.5 S4 se arate cé un con circular drept cu o pinz& nu e o suprafafd
regulatd.

Solutie Fie conul descris de ecuatia implicit&

z=+/z2+42, (z,y) € R%.

Dack ar fi o suprafati regulaty ar fi, in vecin&tatea punctulti (0,0,0),
graficul unei functii diferentiabile avind una dintre formele y = k(z, z),
z = g(y, z), sau z = f(z,y). Al treilea caz nu poate avea loc pentru ci
f ar trebui sd coincidi, pe o vecinitate a lui (0,0,0) cu 1/z2 + y? care
nu e diferentiabild in (0,0). Primele douf forme se exclud, de asemenes,
pentru cX proiectiile conului pe planele de coordonate zz, respectiv yz
nu sint bijective,

2.1.6 S4 se arate cd un con cu doud pinze nu e o suprafajd regulatd.

Solugie Fie C un con cu dous pinze i , presupunind cX este suprafatd
regulatf, h : U — R? o parametrizare in jurul virfului V (cu U deschis
in R?). Fird a restringe generalitatea putem presupune ci U este un
disc deschis centrat in origine gi £(0,0) = V. Cum h este continuk, h(U)
este o multime conext care confine V. Pe de alt& parte, U\{(0,0)}
e, incd, o multime conex} in timp ce imaginea sa prin k, A(U)\V e
neconexi. Aceasta e o contradictie deoarece h e continui.

2.1.7 Dacd S se poate reprezenta ca pretmagine de valoare requlatd
prin doud funciii diferentiabile, atunci diferenfialele lor sint dependente
in orice punct din S.

Solutie Fie fi, fa : R* — R diferentiabile gi a,, a; valori regulate pen-
tru fy, f, astfel incit S = f;'(e;1) = f, '(g2). Dack dfy, este indepen-
dentd de df,, in orice punct p € S, atunci (a,, ;) este valoare regulati
pentru functia f : R* — R?, f = (f1, f). In consecintk f~(a,, ;) este
o curbd regulati. Dar f~'(a;,a;) = S, contradictie.
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2.1.8 Fie S o suprafajd 3i F : R° — R o functie diferenjiabild. Dacd
p € S e un punct regulat ol lui F gi in acelags timp, un punct de extrem
al lui Fs, atunci T,S coincide cu spatiul tangent la multimea de nivel
a lui f prin p (adicd T,S = T,F~1(F(p))).

Solutie Fie (U, k) o parametrizare locald a lui S in jurul lui p, 2(0,0) =
p. Restrictia f a lui F la S se exprimi, pe imaginea lui U, prin
f(z,y,2) = F(z(u,v),y(u,v), z2(u,v)). Cum p e punct de extrem al lui
f, d(p) = 0. Dax df(p) = (< dF(p), hu(0,0) >, < dF(p),h(0,0) >).
Rezultd ci dF(p) e perpendicular pe k,(0,0) i pe k,(0,0), deci e per-
pendicular pe T,S. Cum dF(p) este normal gi la F~1(F(p)), solutia e
completa.

2.1.9 Fic S o suprafatd regulatd 3i py € S un punct din RY. S¢ se
arate cd cel mai scurt segment care unegte po cu S, dacd eristd, este
perpendicular pe S. Aceeagt proprietate are loc pentru cel mai lung
segment intre py 91 S.

Solutie Considerim funtia diferengiabild f : S — R datX prin f(g) =||
q — po ||- Dacd pop este un cel mai scurt (sau un cel mai lung) segment
de la po la S, atunci p e un punct de extrem pentru f. Deci df (p)w = 0,
pentru orice vector w din T,S. Fie w vectorul vitezd al unej curbe y
pe S: w = +/(0). Dar:

F@w =(f 07O = 17O ~po || ) =2 <p—po,w>.

Deci segmentul p — pg e perpendicular pe orice vector din 7,5, ceea ce
trebuia demonstrat.

2.1.10 Banda lui Mobius. FEste suprafats obfinutd prin identificares
laturilor opuse ale unui triunght dupd ce, in prealabil, una dintre ele a
fost simetrizatd fatd de mijlocul ei. Sd se scrie o parametrizare pentru
aceastd suprafald gi sd se arate cd e neorientabild.

Solutie Pentru a o parametriza considerim cercul z2 + y® = 4 gi seg-

mentul deschis AB in planul yOz descris de ecuatiile y = 2,| z |< 1.

Rotim mijlocul ¢ al lui AB in jurul lui Oz g , in acelasi timp, rotim
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segmentul AB in jurul lui ¢ in planul z0c. Migcarea trebuie astfel
ficutd incit atunci cind c a acoperit un unghi u, AB &% se fi rotit cu
u/2. Drept rezultat, cind c revine i pozitia initiald, AB s-a rotit cu
180°. Se obtine parametrizarea:

h(u,v) = ((2 — vsin ;)si.nu, (2 — vein %)cosu, vcos ;)

cu (u,v) € (0,27) x (-1,1) i v misurat dinspre axa Oy. Se acoperi
asfel toatd suprafata in afara punctelor corespunzitoare lui u = 0.
Pentru a o acoperi complet considerim gi parametrizarea:

TP
k(p,8) =((2- Gsm(z + 5)) cos p,

T " N T
(2 05111(4 + 2))sm¢.0cos(z+5))

unde, acum, ¢ e misurat dinspre axa Oz gi § = v, A doua parametri-
zare nu acoperd punctele cu u = 7/2, dar acestea sc afli in imaginea
primeia.

Intersectia celor doud hirti este reuniunea multimilor S;, S,, unde

8, = {h(u,v); % <u<2r}

Sz = {h{u,v); 0,u < %}

Schimbérile de coordonate sint, respectiv, (¢,8) = (v — 7/2,v) In S §i
(p,8) = (37/2 + u,—v) in S,. Schimbarea de coordonate se face, deci,
cu determinant pozitiv in S; §i cu determinant negativ in S,. Aceasta
nu este, insd, suficient pentru a conchide ci Banda lui Mébius nu e
orientabild. S& presupunem c3 existi un cimp diferentiabil de vectori
normali unitari N : § — R3. Putem precsupune ci in orice punct
acoperit de h avem

hyxh
N — u v

(r) f hy X By |

unde indicele inferior reprezinti derivata partiali. La fel, pe imaginea
lui k vom avea k. x ko
X
N(p) = —eX %o
®) | ko x Ko |
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Cum jacobianul schimbdrii de coordounate va fi —1 in S sau Sz, rezultd
ci N(p) = —N(p) dack p e din acea componenti a intersectiei. Dar
normala unitar nu se poate anula pentru cf suprafatd e regulatd. Deci
Banda lui Mébius nu e orientabild.

Exemplul acesta sugereazd urméitoarea generalizare a cirei demons-
tratie o lisim In seama cititorului:

2.1.11 Fie S o suprafa}d regulatd acoperitd cu vecindtdfile de coor-
donate Vi, Vo. Dacd V; NV, are doud componente coneze S), Sy §i
jacobianul schimbdrii de coordonate are semn diferit pe S, gi pe S,.
Atunci S e neorientabild.

2.1.12 54 se arate cd ezistd suprafete requlate descrise ca f~1(a) cu
f diferentiabild gt a valoare criticd pentru f.

Solutie Considerim f : R* — R, f(z,y,z) = 2°. Avem df(z,,) =
(0,0,22) deci rg(df(0,0,0)) = 0. Cum (0,0,0) € f~'(0), 0 nu e valoare
regulati. Totusi, S = f~'(0) = {(z,v,0)} = planul Oy e o suprafati
regulati. '

Urmétoarele dou# probleme vor pune in eviden{d conditii suficiente
ca o suprafati regulati si nu fie solufie a problemei anterioare. Mai
precis, se va vedea ci orientabilitatea gi compacitatea sint suficiente ca
S si fie preimaginea unei valori regulate printr-o functie diferentiabila.

2.1.13 Existenta vecinititilor tubulare pentru suprafete compacte
orientabile. Fie S o suprafa}d regulatd, compactd, orientabild. Atunci
ezistd € > 0 astfel incit, cind p g1 ¢ sint din S, segmentele normale de
lungime 2¢, centrate in p gi q, sd fie disjuncte.

Solutie Pasul 1. Constructia locald. Fie h : U — S o parametrizare in
jurul unui punct p = h(ug,v). Construim o vecindtate tubulari a unei
vecinititi W, aluipin S. Fie F: U x R — R? dat& prin:
F(u,v,t) = h(u,v) + tN(u,v)

unde N(u,v) e vectorul normal unitar la § in A(u,v). Jacobianul lui F
se calculeazi usor si se obtine J(F) =] ky x h, |# 0. Conform teoremei
functiei inverse existd o vecinitate paralelipipedici de forma

wp—6<ug+6 u—6<u+86 —e <t<e,
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in U x R pe care restrictia lui F' e bijectie cu inversa diferentiabild. Fie
W, imaginea prin F' a dreptunghiului

Y—0<u+6 yy—6<y +6

Cum F e bijectivd, segmentele de pe normali cu centrele in ¢ din W si
de lungime < 2¢, nu se pot intersecta. Si observim ci onenta.rea. lui
S nu a intervenit la acest pas.

Pasul 2. Globalizarea constructiei. Familia de vecindtiti {W,}
acoperd S. Cum S e compacti, existd un numdr § (numirul Lebesgue
&l familiei) cu proprietatea c& de indat¥ ce p,¢ € S sint la distantd (eu-
clidiani) inferioard lui, atunci p §i ¢ sint In aceeasi W, ftr-adevir, in
caz contrar am putea construi doud siruri infinite de puncte {p,}, {¢a}
cu d(pn,gn) < 1/n, pn,¢n neapartinind aceleiasi multimi W,. Fie p 5i ¢
respectiv punctele limitd ale celor doul giruri (ele existd pentru ci S e
compactd). Rezultd p = ¢ € W, (pentru un anume po) §i atunci, intr-o
bil¥ centrat in p, de razi convenabild pentru a fi in Intregime inclusd in
Wy, vor exista puncte p,, ¢, din cele doud giruri; contradictie. Folosind
din nou compacitatea lui S, alegem un numdér finit, fie Wy, ..., W, care
inc¥ acoperd S. Fie acum ¢ orice numir mai mic decit min{e,, ..., €n, g}
Vom arita cd un € asfel ales satisface conditia din enunt. Fie, deci, p.q
din S. Daci ele sint in aceeasi W; nu mai e nimic de demonstrat. Dacd
pEW,, g€ W;, i+#j,atunci d(p,q) > 6. Daci segmentele de normali
cu centrele in p i ¢, de lungime 2¢ s-ar intilni intr-un punct r, atunci:

2 2 d(p,r) +d(q,r) 2 d(p,q) 2 6
contrazicind alegerea lui €. Enuntul e, acum, complet demonstrat.

2.1.14 Orice suprafa}d requlatd, S, compactd gi orientabild e preimag-
inea unes valori regulate printr-o funcfie diferenfiabild definitd pe un
deschis conez V O S din R°.

Solutie Fie V o vecinitate tubulari a suprafetei S (vezi constructia
anterioarf). Fixidm o orientare pe S gi definim ¢ : V — R prin g(p) =
distant orientatd de la p la piciorul unicei normale la S care trece prin
p. Evident ¢7'(0) = S. Considerdm din nou functia F dati prin
F(u,v,t) = h(u,v) + tN(u,v). Ea era inversabili pe un paralelipiped
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Q cue <t<egi F(Q) =V. Dac notdm componentele lui F~!
cu (u = u(z,y,2),v = v(z,y,2),t = t(z,y,2)), atund ¢g(z,y,2) =
t(z,y, z). Deci g e diferentiabily. 0 e valoare regulatf pentru c& dF~!
e nesingulard in t = 0.

2.1.15 Fie V un deschis pe S 3i X, X; doud cimpuri vectoriale dife-
rentiabile pe U, liniar independente in p € U. S& se arate cd cd ezistd o
vecindtate W a lui p gt o parametrizare cu imaginea W, astfel ca liniile
de coordonate sd fie tangente cimpurtlor X,,X,.

Solutie Fie U C V o vecinitate deschisd pe care sint definite integralele
prime locale f;, f; ale lui X;, X,. Fie ¢ : U — R? definitd prin p(q) =
(fi(g), f2(g)). Atunci:

d‘PPXI = ((dfl)pxh(dfz)t*xl) = (0:' a),

dpp Xz = ((df1)p X2, (df2),X2) = (,0).
Cum X,, X; sint liniar independente in p, rezultd a # 0, b # 0; deci,
dy, # 0, astfel ci ¢ e difeomorfism local in p. Atunci existd o vecinitate
deschisf W' a lui p(p) in R? aplicatd difeomorf prin & = ¢~! pe o
veciniitate W a lud p, W C V. Atunci h e o parametrizare avind
curbele de coordonate f) = ct., f, = ct., ceea ce trebuia demonstrat.

2.1.16 54 se arate cd in jurul oricdrut punct al unei suprafete regulate
existd parametrizdrs ortogonale.

Solutie Fie p € S si (U,h) o parametrizare local® oarecare in jurul

siu. E suficient s& aplicd rezultatul anterior pentru cimpurile X, = h,,
X2 = —(g12/911)hy + h, care sint ortogonale.
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2.2 Proprietati metrice. Curbura gaus-
siana

2.2.1 54 se arate cd intr-o parametrizare ortogonald (i.e. g2 = 0)
curbura gaussiand se calculeazd cu formula:

1 § dm 8 fm
K=- I S T I
2\/911922 Ov V911922 bu V911922

In particular, intr-o perametrizare izotermd (911 = g22 = A\, g12 = 0)
avem:

1
K= —WA log A
Solutie Calcul direct, utilizind ecuatia lui Gauss gi Teorema Egregium.
2.2.2 S4 se scrie ecuafiile lut Codazzi intr-o parametrizare izotermd.

Solutie Fie (U,h) o parametrizare izotermi: gy = ga2 = A, g12 = 0.
Coeficientii Christoffe] iau forma:

d 1,0 1,0
I\il=_ nd%m T, = ~g' 1 oy _ 19922

29 By 29 5y 2T 79 By

1 45091 1 209 1 5,092
M =_- 22__1__ 11 = 22 Il = 22
n 29 B 29 G 2739 o
Pe de alti parte, cum g'! = g?2 = A~!, curbura medie este:

1
H= 2—9;((71‘ + bzz).

Atunci ecuatiile lui Codazzi devin:
9 b —by + b2 3H

du 2 EJ_ Bu
Obu—bn 0b:_ _,0H
dv 2 du ov
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2.2.3 Fie p un punct in care K(p) # 0 §i V o vecindtate a sa pe
care K pdstreazd semn constant. Fie A aria unei regiunt B din V care
contine punctul p gi A' aria imaginii lui B prin aplicafia lui Gauss pe
sfera unitate. Atunci

A

unde limita e luatd dupd un gir de regiuni B,, care converge la p.

Solugie Fie (U, 1) o parametrizare a cérei imagine cuprinde V. Atunci,
daci D = h~'(B), avem

A=/ | hu x hy ! dudu.
D

Cum aplicatia lui Gauss poate fi privitd ca o parametrizare locald a
imaginii sale pe !, N: U — S, avem gi :

A'=/ | Nu x N, | dudv.
D

Folosind formula lui Weingarten, deducem ci
|Nex N, |=K | hy x hy|.

Noté&m d aria regiunii D gi aplicind teorema de medie pentru integrala
dubli ob{inem:

! d img_, hy X hy | dud
A Afd  limgo(1/d) [, K | hy x Iuv=K(P)‘

im — =

A=A d-0 Afd  limg_o(1/d) [, | hu x hy | dudv
2.2.4 Fie p un punct eliptic al unei suprafefe S. Atunci p are o
vecindtate situatd de o aceeagi parte a lui T,S. Fie p un punct hiper-
bolic.. Atunci orice vecindtate a sa e situatd de o parte gi de alta a lui

T,S. Sd se arate, prin ezemple, cd reciproca nici unuia dintre rezul-
tatele anterioare nu este adevdratd.

Solutie Fie (U,}) o parametrizare in jurul lw p, k(0,0) = p. Con-
siderdm functia d : Jm(h) — R datd prin

d(q) =< h(u,v) — h(0,0), N, >
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Existenta unei veciniétiti a lui p situate de o singurd parte a lui T,S
revine la existente unei veciniititi pe care d pastreaz¥ semn constant.
Dezvoltim h in serie Taylor in jurul lui (0,0):

h(u,v) — B(0,0) = hyu + hyv + %(hwu’ + hustt + hoot?) + O(2)

Atunci : ]
| d(q) = E(buuz + brouv + bagv?) + O(2) =

1
= Eb(w, w) + 0(2),

unde w = h,u + hyv. Rezulti ci d are semnul lui b(w,w). Daci
p e eliptic, atunci curburile principale au acelagi semn; cum acestea
reprezinti extremele curburilor normale in p, curburile normale in orice
directie tangentX in p au acelagi semn. Dar curbura normalX in directia
w este b(w, w). Deci b(w,w) pistreazd semn constant pe o vecinitate
alui p. Analog se rationeazi cind p e hiperbolic.

Punctele unui cilindru circular drept sint, toate, parabolice (cur-
burile principale sint 0 gi 1/R). Cu toate acestes, cilindrul se afli de o
singurd parte a planului tangent in orice punct.

Considerim suprafata z = z3 — 3zy®. Se constati ugor ci punctul
(0,0,0) e planar, dar in orice vecinitate a sa se afli puncte de ambele
pérti ale planului tangent. Vezi, de asemenea, gi exercitiul 2.2.7.

2.2.5. S& se arate cd intr-un punct hiperbolic directiile principale sint
bisectoarele unghiurilor ficute de directisle asimptotice,

Solutie Fie p € S. Indicatoarea Dupin in p este mul{imea de vectori
w € T,S care verifick b(w,w) = +1. Raportim T,S la reperul ortonor-
mat format de vectorii principali ¢,,e;. Atunci indicatoarea lui Dupin
ia forma:

+1 = b(w, w) = b(ae; + fe;, ae; + feg) = kya® + ko f°.

Deci indicatoarea lui Dupin e, in general, o reuniune de conice in T,S.
Dacl p e un punct hiperbolic, atunci k1 k; < 0 §i indicatoarea lui Dupin
e o reuniune de doud hiperbole avind asimptote comune. E clar, de
asomonoa, cd dirootiilo asimptotico in p sint asimptotole indicatoarci
(de-a lungul lor, curbura normali e zero). Pe de alti parte, ecuatiile
asimptotelor sint y = +/k;/v/—k; deci demonstratia e completi.
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2.2.6 5S¢ se arate cd dacé curbure medie este nuld intr-un punct nepla-
nar, atuncs existd in acest punct doud direcfis asimptotice ortogonale.

Solutie H(p) = 0 si p neplanar implick faptul c& p e hiperbolic. Deci
curburile principale sint nenule, egale i de semn contrar. Am vizut in
exercitiul anterior ci directiile asimptotice in p sint asimptotele indica~
toarei lui Dupin. Tot din exercitiul anterir deducem c& ecuatiile acestor
asimptote sint y = 4z, deci asimptotele sint perpendiculare.

2.2.7 5d se arate cd dacd o suprafa}d e tangentd unus plan de-a lungul
unei curbe C, atunci punctele acelei curbe sint parabolice ori planare.

Solutie Evident C e o curbi pland. Vectorul ei normal principal in
orice punct al ei este in planul tangent la suprafatd (care e constant de-
& lungul lui C, fie el 7) si proiectia lui pe vectorul normal la suprafati e
nuli. Deci curbura normali in directia tangent& la C e nuli. Pe de alti
parte, C are o vecingdtate situati de o aceeagi parte a lui 7, deci curburile
normale in orice punct al lui C au acelagi semn. Atunci una dintre
curburile principale de-a lungul lui C este 0, ceea ce demonstreaza
afirmatia.

Situatia din enun{, este exemplificatd de cercul paralel superior de
pe un tor.

2.2.8 Dajt eremple de suprafeje care au puncte parabolice izolate.

Solugie Fie S o suprafati ca In enun{. Presupunem ci punctul pa-
rabolic izolat e (0,0,0) si ci S se expliciteazd intr-o vecindtate a sa
sub forma z = f(z,y) cu f(0,0) = 0, £.(0,0) = 0, £,(0,0) = 0 (adici
planul zOy e tangent la S in origine). (0,0,0) e punct parabolic izolat
daci f2, + f2, # 0 in (0,0) si f2f2 — f, = 0 dacd gi numai dack
z = y = 0. Putem ciuta f sub forma f(z,y) = a(z) + b(y) + zy.
Conditiile gisite devin :a2_ + b2, # 0 si a,.b,, = 1 doar in (0,0).
De exemplu, a., = cos z, b, = cosy sint solutii convenabile, furnizind
parametrizarea f(z,y) = cos z+cos y+zy—2; de asemenea a,, = z—1,
by=y—lcu|z|<1,{yl<].

2.2.9 54 se arate cd se arate cd curbura medie H in p e datd de
formula:

1 w
== g
H "/0 ka(9)d8
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unde k,(6) e curbura normald intr-o direcfie care face unghiul 6 cu o

directie fizd.

Solutie Putem presupune (eventual, in urma unei izometrii in E%) c&
directia fixi este e;, directia principald corespunzitoare curburii prin-
cipale k;. Atunci (relatia lui Euler):

kn(8) = k; cos?(8) + kz sin®(8).
Acum relatia din enunt rezultd imediat.

2.2.10 S¢ se calculeze coeficientii primei gi celes de-a doua forme fun-
damentale, curburile principale, curbura gaussiand gi curbura medie
pentru suprafafa lui Enneper:

3 3

h(u,v) = (v — % +uv?, v— % +uly, u?—oh).

Sd se arate cd lintile de curburd sint curbele coordonale.
Solutie Prin calcul direct:
gu=gn=>01+v*+v*)? gn=0,
by = 2, by = -2, b1 = 0.
ky = —ky = 2(1 4+ u® 4 0%)72,
K=—-41+d*+v8)™, H=0.

In particular, suprafata lui Enneper e minimal3. Ecuatia liniilor de
curburi este, In general:

(br2g11 — bu1gr2)(u') + (baagny — br1gaz)uw'v’ + (baegrz — bragaa)(v')* = 0.
In cazul nostru devine:
41+t +)' =0,

cu solutiile u = ct., v = ct..
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2.2.11 Dot vectori tangenfi w;,w, in p se numesc conjugafi dacd <
dNpw,,wy > = 0. Doud direcfii se zic conjugate dacd eristd o pereche
de vectori tangen{i conjugafi 31 paraleli cu directiile date.

54 se arate c& dacd p e neombilical 31 0, ¢ sint, respectiv, unghiurile
fdcute de doud direcfii tangente r|,ro cu vectorul principal e, (core-
spunzdtor curburit principale k,), atunci ry,r, sint conjugate dacd gi
numat dacd

k) cosfcosyp + kysinfsinp = 0.

Solutie in reperul ortonormat format de vectorii principali e;, e; vec-
torii w;, w, se exprimi prin:

w; = cosfe; +sinfe,, ,wy = cos e, + 6in pe,.
Cum dN,e; = kie1, dNyey = kye,, ei sint conjugati daci gi numai daci
0 =< dNpwy, wy >=< ky cosfe; + kj sin fe, cos pe; + sin pe; >=
=ky cos @ cosp + k; 6in f6in ¢.

2.2.12 (Beltrami-Enneper) Fie oy o curbd asimptoticd cu curburd ni-
cdieri nuld pe o suprafa}d S. S& se aerate cd modulul torsiunii lus -y

este
|7|=v-K.

Solutie Fie p un punct pe 7. Curbura normala {n p e zero (7 e asimp-
toticd), deci vectorul normal principal al lui 7 e ortogonal pe vectorul
normal la suprafatd. Astfel planul osculator e normal la N, gi obtinem
N' = rn. Daci ey, e, sint directiile principale in p, f unghiul dintre e,
gi tangenta la v gi k;, k; curburile principale in p, atunci (vezi exercitiul
anterior):

72 =| N' [*= k} cos® 6 + ksin’ 6.

Cum o directie asimptoticd e conjugatd cu ea insisi, avem:

k, cos? @ = —k, sin% 4.
De aici obtinem
k
2 2 < 2 1
-2 f=——
cos” 0 g sin o
relatii care, inlocuite in formula lui 7 ne dau 72 = —k; k,.
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2.2.13 Dacd suprafetele regulate Sy, S, se intersecteazd dupd o curbd
regulatd C, atunct curbura k a lui C in p satisface relatia:

k?sin? 6 = k2, + k2, — 2kp kg co8 6,

unde k,; sint curburile normale in p de-a lungul tangentei la C pe S;,
iar 6 e unghiul dintre vectorii normali Np,y, Np; la cele doud suprafefe.

Solu;ie Fie T1 = nlN,,z,Tz = kn2Nyl‘ Atunci:
IT] -T; |=|< kﬂ,N,,] > N’.z— < kn, sz > Npl l=

= /K2, + K2, — 2kaikny cos .
Pe de altd parte, vectorii Ny, Np2,n fiind unitari, avem:
[ sind |=] Np1 X Nya |=| 1 x (Np1 X Np2) |=
=|< n, N,,z > Npl— < n,Npl > N,z |,
ceea ce incheie demonstratia.
2.2.14 (Joachimstahl) Fie doud suprafefe requlate Sy, S» care se in-
tersecteazd dupd o curbd requlatd C gi fac unghiul 8(p) in fiecarep € C.

Dacé C e linie de curburd pe S), atunci 8 e constant dacd 3i numai
dacd C e linie de curburd gi pe S,.

Solutie Fie t vectorul vitezd al curbei, presupus vector principal pe
Sy. Derivdm relatia < N, N; >= cosf gi tinem seama ci dN,t =
4% (C(t)). Cum dNit e coliniar cu ¢, obtinemn:

8 =ct. & N; LdN,t,

adici dN,t e tangent la S|. Dar singura directie tangenti ambelor
suprafete ¢ ceea ce incheie demonstratia.

2.2.15 Sd se arate c¢d meridianele torulut sint lintt de curburd.

Solutie Un meridian al torului e intersectia torului cu un plan care trece
prinaxa de rotatie. Cum in plan orice directie ¢ principald, meridianul
respectiv e linie de curburd in planul considerat. Pe de alti parte,
planul acesta e ortogonal torului. Aplicind rezultatul anterior, deducem
cd meridianul e linie de curburi gi pe tor.
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2.2.16 Se considerd suprafata parametrizatd
h(u,v) = (sinucosv, sinusinv, cosu 4+ logtan ; + ¢(v)),

cu i o functie diferenfiabild. 5S4 se arate cd liniile de coordonate v = ct.
sint linit de curburd.

Solutie Observim intii ci, daci not&m (z(u),y(u), 2(v)) o curbd v =
ct., atunci existd A = —tan v astfel ca Az + y = 0. Deci fiecare curbi
v = ¢t. e pland gi planul care o contine, 7, trece prin axa Oz. Calculind
vectorul normal unitar la suprafata datd gi ficind produsul scalar cu
vectorul normal unitar la planul 7, gisim cos @ = ¢'(1 + ¢?)~Y/2. Deci
n, taie suprafata sub un unghi constant. Tinind seama c& orice curbd
plani e linje de curburd in plan, putem aplica din nou rezultatul 2.2.14.

2.2.17 (Dupin) Tret familii de suprafete formeszd un sistem triplu
ortogonal in U C E°® dacd prin fiecare p € U trece cite o singurd
suprafatd din fiecare familie gi dacd cele trei suprafefe care trec prin p
sint doud cite doud ortogonale. S& se arate cd suprafefele unui sistem
triplu ortogonal se intersecteazd dupd linii de curburd.

Solutie Fie ), S, Sy cele trei suprafete care trec prin p i C), = S; NSy

etc... Fie 1y, m torsiunea geodezicd a curbei C; pe S,, respectiv pe

Ss. Fie N3, (respectiv N, 3) vector unitar tangent la S;, (respectiv

S3) §i ortogonal pe C) (vezi copstructia triedrului Darboux). Atunci
dN;

T =< -zu—,Ngl,' >, t=2,3

Cum N; L Nj, deducem 7, = n5. Fie 7, aceastd valoare comund.
Analog aritim ci torsiunea geodezicd a lui C, (respectiv Cy) e aceeasi
pe S, Ss (respectiv pe Sy, S;). Fie aceste valori 75, 75. Folosind din nou
faptul c& vectorii N; sint ortogonali doi cite doi, deducem 7, + 7, =0,
72+7y = 0, 1473 = 0. Deci torsiunea geodezici a curbelor de intersectie
e nuld pe fiecare suprafatd ceea ce inseamni ci C; sint linii de curburi.

2.2.18 54 se calculeze coeficientit primei gt celes de-a doua forme fun-
damentale, curburile principale gi curbura gaussiané pentru o suprafafd
de rotafie. Aceleagi cerinfe pentru o suprafatd datd ezplicit. Sd& se
observe, in particular, ¢d meridianele gi paralelele unet suprafefe de
rotafie sint linti de curburd.
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Solutie Fie

h(u,v) = (p(v) cos u,p(v) sin u, (v)),
(unde ¢ > 0 gi v e parametru canonic pe curba generatoare ; ¢+ ¢ =
1) o parametrizare locald pentru o suprafati de rotatie. Avem:

h, = (—psinu,pcosu,0),

h, = (¢' cos u, ¢ sin u,¢'),
N = (¢ cosu, 9’ sinu, —py'),
m=¢ g2=0, gn=1,
ki = (—ypcosu, —psinu,0),
hiz = (—¢'sinu, ¢’ cos u,0),
ha = (" cos v, " sin u, ¥"),

by =—p¢', bia=0, bp=¢"Y - 'Y,
J
k= "i, k2 ="y — @'y,
@
K _ _¢I(¢”¢l — Sol‘ll)").
)
Derivind relatia ¢? 4 ¥ = 1 i inlocuind in ultima formulX gisim:

"

4

"

Pentru o suprafatd dati explicit prin h(u,v) = (u,v, f(u,v)), obti-
pem:

hy = (1,0, fu)v hy, = (O,I,hu),

1
N e —Jur — u)] )
NSy AN
gll=1+f3a gl2=.fufv| 922=1+f3v
huu = (anu fuu)v huu = (01 0; fuu), hlm = (0)0) fvv);
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K= dirr

bll =

2.2.19 54 se clasifice suprafefele de rotafie cu curburd gaussiand con-
stantd 1, 0 sau —1.

Solutie Problema revine la clasificarea curbelor generatoare y(v) =
(f(v),9(v)) cu f > 051 f?+ g7 = 1 (putem presupune curba pa-
rametrizati canonic. Din problema anterioard gtim expresia curburii
gaussiene:

fl
K=-=—.
f”
Deci, in general, f e solutie a ecuatiei diferentiale:
+) f"+kf' =0,
iar g este

so) = [ "I P,

cu v astfe]l ca radicalul de sub integrald si aibi sens.
Pentru K =1, solutiile lui (*) sint:

f(v) =Cicosv+ Cysinv, C;=ct.

Daci introducem, In plus, restrictia ca suprafata si taie ortogonal
planul zOy, gésim solutia generald sub forma:

7(v) = (Ccos v,_/ov V1 - C?sin’(t)dt, C = f(0).
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Pentru K = 0 se obtine f* = 0 deci f e liniar®. Suprafetele de
rotatie cu curburd gaussian& nuld sint, deci: cilindri, conuri (mai putin
virful) si plane.

Pentru K = —1, (*) furnizeazi:

f('l)) = C]Cu + Cze-”, C.' = ct.

Atunci forma generald a lui v e una dintre urmitoarele trei:

7¥(v) = (C cosh v,/ \/1 — C%sinh*(t)dt,
0

7(v) = (C'sinh v,/ /1 — C?cosh?(t)dt,
o

7(v) = (c",‘/: V1 — e?dt.

Observim c& ultima ecuatie gisiti e cea a tractricei. Deci suprafata
generatd, in acest caz, este pseudosfera.

2.2.20 (Kashdan-Warner) Fie S o suprafafd de rotafie avind curbe
generatoare (0, ¢(v), ¥(v)), v € [0,1], cu p(0) = (1) =0, ¢ > 0.
Pentru ca S sd fie regulatd 31 in poli, cerem, in plus, ca ¢'(0) = 1,
¢'(I) = —1. 84 se arate cd :

1
/ K'p*dv = 0.
0

Sd se deducd de aici cd nu ezistd suprafefe de rotafie compacte cu cur-
bura gaussiand monoton crescdtoare.

Solutie Avem (cf. 2.2.18) ¢" = —K . Atunci
(9 + k) = 209" + K'9* + 2Kpyp' = K'¢".

Integrind aceasté relagie o obginem pe cea din enung. Ultiina afirinagic
este, acum, evidentd daci tinem seama cd, S fiind compactd, are cel
putin un punct eliptic (in care K e strict pozitivd), deci K e strict
cresciitoare.
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2.2.21 Sd se arate cd orice suprafajd compactd are un punct eliptic.
In particular, nu eziste suprafete compacte cu curburd gaussiand strict
negativd.

Solutie Fie S o suprafati compacti. Atunci existi o sferi S(O, R)
in care S este inclusi. Micgorind progresiv raza acestei sfere, gisim
o alta, S', concentrici, de razi r < R care e tangenti intr-un punct
pla S ( aici folosim din nou compacitatea lui S). S §i S au aceeasi
directie normali N in p. Un plan prin N intersecteazi S’ dupX un cerc
mare C' gi S dupi o curbi plani C. Cum C e, pe o vecinitate a lui
p, In interiorul lui C’, curbura sa in p e mai mare sau egald cu 1/r.
Deci toate curburile normale sint strict pozitive, astfel ci p e un punct
eliptic.

O alti solutie se poate obgine dupd cum urmeazi: se consideri un
punct po in afara lui S §i functia diferentiabild f : S — R, f(p) = 3 |
P — po [* . Se arati ci punctul go in care f are un maxim local (acesta
existd pentru ci S e compacty) e eliptic.

2.2.22 S4 se arate cd in jurul unui punct neombilical eristé o para-
metrizare cu linii de curburd.

Solutie Fie p un punct neombilical pe S gi (U,h) o parametrizare
oarecare in jurul siu. O curbi ¥(t) = A(u(t), v(t)) e linie de curburd

daci gi numai daci
INY(8) = k(B (2).
Echivalent:

Grabia — gaabu , | g12b22 — gzabr2 , N
=k
det(g)? ¢ det(g)? v “

gizbnn —gnbiz , . g12b12 —guba ,,
det(g)? v+ det(g)? vko.

Eliminim k intre aceste ecuatii gi obtinem ecuatia liniilor de curburd
sub forma:

(512911 — b1 g12) (') + (baagns — br1g22)u'v’ + (baagra — bragee)(v')? = 0.
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Deoarece p e neombilical, operetorul Weingarten are valori proprii dis-
tincte. Cu alte cuvinte polinomul det(b;; — Ag;;) are discriminantul
nenul:

(911022 + 111922 — 2012b12)" — 4det(g)det(d) # 0.

Aceasta asigurd descompunerea ecuatiei liniilor de curburi In douid
ecuatii:
Au' + Bv =0,

Ad +Cv' =0,
cu A, B, C solutii ale sistermului:
A= biagi — bugr,

A(B + D) = by911 — b11g2a,
BD = by3912 — b1292.

Fiecare dintre cele doud ecuatii diferentiale gisite anterior definegte cite
un cimp vectorial X;, X;. Acestea sint independente, iar traiectoriile
lor sint linii de curburi. Nu ne rimine acum decit & aplicim rezultatul
din problema 2.1.15.

2.2.23 Sd se arate cd in vecindlatea unui punct hiperbolic ezistd pa-
rametrizdri cu liniile de coordonate asimptotice. S& se construiascd
efectiv o asemenea parametrizare pe paraboloidul hiperbolic z = 22 — 2.

Solutie Fie p € S un punct hiperbolic i (U, h) o parametrizare initiald
in jurul siu. Utilizdm aceeagi metoda ca in exercitiul anterior: descom-
punem ecuatia liniilor asimptotice:

bnu'z + 2b12u'v' + bzzvn =0
in produsul a doi factori liniari:
(A’ + Bv')(Au' + Cv') = 0.

Acest lucru e posibil deoarece conditia de hiperbolicitate in p e echiva-
lont& cu b}, — b),b3y > 0. Doci ocuatia liniilor asimptotico furnizeasz¥

doud ecuatii diferentiale liniare:

Au' +Bv =0, AU +Cv =0,
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fiecare dintre ele determinind un cimp diferentiabil de directii, indepen-
dente pe vecindtatea considerati. Se aplici acum, din nou, rezultatul
2.1.15.

Fie h(u,v) = (u,v,u? —v?) parametrizare (globald) a paraboloidului
hiperbolic. Folosind formulele din problema 2.2.18, obtinem:

by = —byy = 2(1 4 4u? + 4v*)"V2) by, = 0.
Atunci ecuatia liniilor asimptotice este:
2(1 4 4u® + 40%) V2 (u? —v?) = 0.
Ea se factorizeazi in
u £V =0
Aceste douid cimpuri de directii au curbele integrale:

utv=ct

deci functiile fi{u,v) = v + v, fo(y,v) = u — v sint integrale prime
pentru ele. Punem

u=u+v, v=u-v

gi obtinem parametrizarca (globald) cidutatd.

2.2.24 54 se arate cd, in jurul fiecdrui punct, orice suprafafd regulatd
sc poate explictta sud forma:
1 1
z= a(antz + azzyz) + +§(bn].‘ts + 3b]12I2y + 3b122$y2 + bzzzya) + ...
' ’ ' (2.3)

unde am pus:

a

an =k, e =k, b= akl,
bz = —ky, bias = —k =2
112 3y 1 %1 = ok, b2z 3y 2y

ki, k; fitnd curbunile principale in punctul considerat.
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Solutie Fie p un punct al suprafetei considerate. Se gtie ci existd
o parametrizare locald (U, k) in care S are forma explicitd h(u,v) =
(4,v, f(u,v)) (dupd o eventuali rotatie a axelor reperului fix din E?).
Putem, de asemenea, presupune ci reperul Ozyz are centrul in p =
L(0,0) = (0,0,0) si axa Oz e orientati dupd vectorul normal in p, N,.
Folosind expresia lui N gisits in exercitiul 2.2.18 deducem ci, deoarcce
N, e orientat pe Oz, avem

fulp) = fulp) = 0.
Dezvoltim h(u,v) in serie Taylor in jurul lui (0,0):

h{u,v) = h(0,0) + hyu + h,v + %(h,mu2 + 2R uv + hy v+

%(h.,.,.,u.J + 3h g0 4 hypuv? + hypt?®) + O(3)

unde toti coeficientii sint calculati in p. Vom avea < h(u,v), N, >= z.
Pe de elti parte:

1
< h(u,v),N, >= i(b“u2 + 2bjauv + byv?) + +E15-(< Ruuuy Np > w4

+3 < Byguy Np > 620+ 3 < hyyy, Np > ut®+ < by, N, > %) + O(3).

Pentru calculul produselor scalare din rindul al doilea al formulei pro-
ceddm astfe]:

< hyuuy Ny >= S < htt, Ny > — < by, Nu(p) > .

du
Dar 1
N“ = o \" Juw ™ vuno »
aga incit
7] a
< huuupr >= a < huu, Np >= a—ubu.
Analog gésim:
g
< huuui Np >= %bllv
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d
< h‘uu\an >= _a;b121
< hyouy Np >= —a—b
vouy 4 V¥p - 6‘U 22-

In sfirgit, orientim acum axele Oz, Oy dupa directiile principale in p.
Atunci by2(p) = 0,b11(p) = ki, ba2(p) = ks ceea ce incheie demonstratia.

2.2.25 Sd se arate cd doud suprafefe cu aceeagt curburd gaussiand
constantd sint local izometrice.

Solutie Vom arita ci in vecinitatea oricirui punct curbura gaussiand
determin& univoc coeficientii primei forme fundamentale.

Fie p € S. Considerim in jurul siu o parametrizare semigeodezici,
le.

0922
=1 =0 =1, = [4=0=0.
[} y 922=0, ¢22(0,v) =1, 2u [u=o

In aceasty parametrizare curbura gaussiani se exprimi astfel:

_1 &
\/922 du?

Deci, pentru K = ct., g2, e solutia ecuatiei diferentiale:

v 922

aa—;@ + K\/922 =0.
Pentru K > 0 aceasta are solutia generali:
Viz = ¢1(v) cos(VKu) + ¢5(v) sin(VKu)
care, laolalti cu conditiile initiale impuse, furnizeaz¥:
923 = cosz(\/I_(u.).
Pentru K < 0 se obtine
922 = cosh?(—vVKu),

iar pentru K =0 gisim ¢g5 = 1.
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2.2.26 S4 se arate cd curbura geodezicd a unei curbe pe o suprafafd
se poate ezprima numai in funcfie de coeficientii primei forme funda-
mentale.

Solutie Fie 7 o curbi parametrizati canonic pe suprafati S. Putem
presupune ci imaginea sa este situati in imaginea unei parametriziri
(U, k). Deci (s) = h(u(s), v(s)). Pentru comoditatea scrierii vom nota
acum u! = u, u? = v gi vom folosi conventia de sumare a lui Einstein.
Curbura geodezici a lui 7 e, prin definitie,

kﬂ =< '7”)NXt>= (Nvt); )

unde (a,b,c) reprezinti produsul mixt al vectorilor a,b,c. Datoritd
prezentei lui N, in produsul mixt anterior se poate inlocui 7" cu partea
sa tangenti. Folosind formula lui Gauss deducem pentru aceasta:

d?ut . du® du!
tg( ) ( I\u ds ds )hlt
Atunci:
ky = —hzl(hl X hz,

du? du? dy' ) duf du
T (F+ -':'d—sz)"

d?u? , du' du’
+ ( &7 Thigy ds)h‘) =
1 du? du® duw’
= —_—— <h1 x hz, ds (I"J ds ds ) hl x h2+
du? du' du
+ ds (P.,dsd>h¢xh>

du! [, duf du du® (_, du’ du’
= ot |3 (08 5) - % (WEE)]
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In fine,
| by X hg P=| hy "] ha [* = < Ry, hy >*= det(g)?

ceea ce incheie demonstratia.
Urmitoarele probleme (cf. [Ca)) sint aplicatii ale Teoremei lui
Gauss-Bonnet.

2.2.27 Fie S o suprafald orientabild cu curbura gaussiand nepozitivd
91 1,72 doud geodezice care 1zvordsc din acelagi punct p. Atunci ele
nu se pot intilni din nou intr-un punct ¢ astfel incit sd mdrgineascd o
regiune simpld (i.e. homeomorfd cu un disc) D a lui S. In particu-
lar, pe o astfel de suprafafd nu eristd geodezice simple, inchise care sd
mdrgineascd regiunt simple.

Solutie Daci afirmatia nu e adeviratd putem aplica Teorema Gauss-
Bonnet regiunii simple D a cdrei caracteristici Euler-Poincaré e 1.
Notind 6,, 6, unghiurile exterioare ale lui D avem:

/K+91+02=27T
D

Dar cele doui geodezice nu pot fi tangente nici in p nici in ¢ (pentru
cil sint distincte); deci unghiurile 6; sint strict inferioare Jui . Curbura,
gaussiand fiind nepozitivd, integrala ei este nepozitiv gi membrul sting
al egalititii de mai sus e strict inferior lui 2, contradictie.

2.2.28 Fie S o suprafa}é cu curburd gaussiand strict negativd, home-
omorfd cu un cilindru. Atunci ea conjine cel mult o geodezicd inchisd
simpld.

Solutie Un cilindru e, topologic, un plan din care s-a eliminat un punct.
Fie, deci, f un homeomorfism al lui S pe un plan P fird un punct gq.
Fie C o geodezicd simpli, inchisi pe S. Corform rezultatului anterior,
C nu poate méirgini o regiune simpld pe S. Atunci f(C) e frontiera
unej regiuni simple a lui P care contine ¢. Fie acum C’' o & doua
geodezicd simpld, inchisd a lui S. Dacd C N C' # @, intersectia are
loc In cel putin doud puncte si determind cel putin trei regiuni inchise
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mérginite de arce din C, C’. Punctul ¢ se afli in imaginea a numai uneia
dintre aceste regiuni, deci doué dintre ele sint simple, contradic{ie cu
rezultatul 2.2.27. Deci CNC' = @. Ca mai sus, f(C') e frontiera unei
regiuni simple a lui P care contine g. Atunci f(C) gi f(C") detrmind
o regiune homeomorf& cu o coroani circulard D, centratd in ¢. Avem
x(D) =0 i

0> / K =2xx(D) =
(D)
contradictie.

2.2.29 (Jacobi) Fie v : I — R® o curbd requlatd, simpld, inchisd
cu curburd nenuld. Fie n(I) imaginea curbei descrise pe sfera S* de
vectorul normal unitar al lui v (aceasta se numegte indicatoares nor-
malelor). Dacéd n(l) e simpld, atunci imparte S* in doud regiuni de
arii egale.

Solutie Presupunem <y parametrizati canonic cu s si fie 5 parametrul
canonic pe curba sferici n{s). Atunci curbura geodezici a lui n(s) este

k, =< —; nxin>
g = d§z"' & .

Avem:
d "= d ds
ds ds

:_2211—( kt — rb)d_z-}-( —K't — ’b)( ) —(k2+7'2)n(%)2,

s\ 1
di) ~ k*41?’

unde ' reprezint3 derivarea in raport cu s. In final, pentru curbura
geodezici, obtinem formula:

= (—kt - Tb)-—-,

- ds d ds vy L
k,—£<(kb—rt),2§—n>=( ) (=kr' - K1) =

__fk—k’-rg d ¢ (‘r)ds
TR o B & E
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Aplicim acum Teorema Gauss-Bonnet uneia dintre regiunile mirginite
de n([) (fie ea D) pe S? (iinind seama de K = 1):

27r=/}'(d0'+/ E,d’.?:/ do = aria(D).
D 8D D

Cum aria sferei este 47, solutia e completi.

Urmaétorul rezultat este o generalizare a teoremei lui Fenchel gi a
fost demonstrat inti de B. Segre in [Se]. Ulterior, a fost redemonstrat,
independent, in {Ru-Sa]. Prezentdm demonstratie din al doilea articol.

2.2.30 Fie C o curbd inchisd pe S* avind lungimea totald L < 2x.
Atunci ezistd un punct m € S? astfel incit distanta sfericé de lam la
orice punct al curbet sd fie < 2x. Egalitatea are loc dacd gt numat dacd
C e un arc de meridian de lungime L/2 parcurs in ambele sensurt.

Solutie Fic d distanta sferici. Pentru a,b € S?%, d(a,b) este lungimea
geodezicei minimale intre a si b, adici lungimea arcului scurt de merid-
ian dintre a i b (pe care il vom nota simplu ab). Fie m mijlocul unui
arc ab (acesta existi gi e unjc. S3 dovedim inti ci daci d(a,b) < =,
atunci

2d(m,z) < d(e,z) + d(b,z) (2.4)

pentru orice punct z € C. Pentru aceasta, fie ' simetricul lui z fatX de
m. Din relatiile evidente d(z’,a) = d(z,b), 2d(m,z) < = s d(z',z) =
d(z',m) + d(m, z) = 2d(m, z), rezultd

2d(m, z) = d(z', z) < d(z', a) + d(a,z) = d(a, z) + d(z,b).
Fie acum a, b € C puncte care impart C in doud arce de aceeasi
lungime L{eb) = L(ba) = 1/2L. Cum d(e,b) < L(ab) 5i L < 2w, de-
ducem d(a,b) < m. Deci putem aplica observatia anterioard mijlocului

m al arcului (scurt) ab gi unui punct z situat pe arcul ab. Presupunem
2d(m,z) < 7 gi avem:

L{az) > d(a,z), L(zb) > d(z,b), (2.5)

L(az) + L{zb) = L(ab) = -;-L,
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de unde rezultd
d(m,z) < %L.

Astfel, functia f : C — R, f(z) = d(m,z) nu ia valori in intervalul
deschis (L/4,7/2). Dar f e continui gi C conexd; atunci d(m,z) < L/4
pentru orice z din C sau d(m,z) > 7/2 pentru orice z din C. Al doilea
caz e, evident, exclus pentru cf 2d(m,a) = d(a,b) < 7.

Daci existd un m cu d(m,z) = L/4, atunci avem egalitifi gi in
(2.5). Atunci ez gi zb sint arce de meridian, iar relatia ( 2.4) implici
'z = z'a + az, deci a, b sint pe arcul de meridian determinat de z gi
z'. Demonstratia e completd.

Observatie In demonstratie nu s-au folosit toate proprietiile lui
52, O examinare atentd a soluiei arati ci (in afara generalizirii imedi-
ate la n dimensiuni), rezultatul rimine adevirat daci se inlocuicste S?
cu un spatiu metric oarecare (M, d) cilruia i se poate atasa un numi r
pozitiv cu proprietdile: a) orice pereche (a,b) cu d(e,b) < r are exact
un mijloc m; b) pentru orice m € M, bila de centru m gi razi r/2
admite o izometrie involutivi (simetrie) in ea insigi care interschimbi
dou3 puncte daci gi numai dac€ m e mijlocul lor. Desigur, in locul
lungimii arcului se poate lua o functionald aditivi definitd pe o clasi
convenabilid de curbe, continud intr-un sens care se poate preciza gi a
ciirei valoare pe un arc ab si fie > d(a,b). In particular, rezultatul este
adevirat pentru curbe plane.

Urmaitoarele doud probleme constituie generaliziri ale inegalitatii
izoperimetrice la curbe pe suprafete. Rezultatele fac parte din articolul
[Re).

2.2.31 Fie S o suprafajd (U, h) o paremetrizare locald a sa, 7y 0 curbd

regulatd mdrginind un domeniu Jordan R in U a cdrei imagine I’ prin
h e o curbd regulatd, simpld, inchisd, de lungime L pe S. Fie A aria
domeniului mdrginit pe S de I'. Atunct, pentru orice punct ho de pe T’
are loc inegalitatea:

L* —47A - 47r/ H./det(g) < h — ho, N > dudv > 0; (2.6)
R
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tnegalitatea de mat sus devme cgahtate daca #t numat dacd
< I'(s) = T(0),N(s) >=0, I'(s)—T(0) = f(s) in ~ -f, (2.7
pentru orice s, unde f e o solutie a ecuafiet diferenfiale:

f= %N x f. (2.8)

In particular, dacd are loc egalitatea pentru o curbd T de-a lungul
cdreia cimpul vectorial normal N e constant, atunci ' e un cerc de

rezd L[(2r).

Solutie Fie, pentru inccput, k; un vector constant arbitrar gi hy =
h — hqy. Formmula lui Green ne dai.:

L
/ <h1xh’,N>ds=/[< hy x hyy N >, — < hy x by, N >,) dudv.
0 R

Pe de alti parte:
<hy xhy,N>, —<hy xhyyN >,=

=< hy XhyyNy>—<hyxh,N,>+42<hyxh,N>,

de unde, exprimind derivatele lui N cu formula Weingarten:
< hy x hu,N >y — < hy % hu,N o=

= 2H/det(g) < n,hy > +2+/det(g).
Cum A = [, \/det(g), avem relatia:

L
A= —/ <hyxh' ,N>ds— / H/det(g) < N,hy > dudv. (2.9)
0 R
De acum incolo vom presupune ci hg este vectorul constant I'(0) =

I'(L). Atunci, deoarece b} = k' gi | h’ |= 1, rezulti din ( 2.9) c&
membrul sting al inegalititii ( 2.6) este:

J=L/ []h’ -2 <h,xh;,N>]ds,
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unde h(s) = h(u(s),v(a)) =I'(s).

Fie acum f,(s), e =1,2,3 trei soluiii reale ale ecuatiei { 2.7), alese
astfel ca matricea F' = collfy, fa, f3] i fie ortogonald in s = 0. Dar,
dacd f,, fu sint solutii ale lui ( 2.7), atunci (fufsY = fifs + fufi =0;
in consecintd F e ortogonald pe intreg intervalul (0, L]. Se poate, deci,
defini unic functia vectoriald w = (w;, ws, w;) prin ecuatia:

3
hy=fowy =) faws, b=1,2,3

a=1

In plus, din ky(0) = 0 = hy(L) avem w,(0) = w(a(L) = 0, iar ortogo-
nalitatea lui F implici | w |* = | h; |2. Obtinem, acum, urmitorul gir
de egalititi:

hy = fawa + faw, =

<N X fa,we > +fot, = %(N x k1) + fat,

Sk

2
»|h,’|2=-;7|Nxh1]2+2%<Nxh,,f,,>w;+|w’|2,

<h,xh'l,N>=<Nxh,,h’,>=%|Nxh, 2+ < N x hy, g0 > wl,

2
| hy 2 -2% <hyx KN >=| v |’—%|Nxh1 [=

2 2
=|w’|2—%2—|w|2+%<N,h, >,
Deci J satisface inegalitatea
L n?
J> / [| w |? -1z | w |2] ds, (2.10)
0

cu egalitate dacd gi numai daci < N,k, >= 0 pe [0, L]. Folosim acum
urmétorul rezultat demonstrat in [Ha-Li-Po|, pag.185, 164: dacdn € o
Sunctio cu valors reale, absalut continud po [0, L), carc verificd n(0) —
n(L) =0, cu derivata de pdtrat integrabil pe acest interval, atunci

g ” 7r22
-/;[r/ —ﬁr]]dszo
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cu egalitate dacd gi numai dacé n(s) = csin 7*. Pentru demonstratie
se folosegte identitatea:

L L

gi faptul ci, in conditiile date, 7(s) = O(\/3) cind s — 0% si n(s) =
O(V'L — s) cind s — L~. Revenind la inegalitatea ( 2.10), in virtutea
rezultatului citat, membrul s8u drept e nenegativ gi egal cu 0 daci si
numai daci w = csin(rs/L), unde ¢ = (¢1,¢2,¢3) € un vector constant.
Avem, deci, J > 0, cu egalitate daci gi numai dac3 relatia ( 2.7) are
loc cu f = fac,.

In fine, s3 presupunem ci are loc egalitatea in ( 2.6) pentru o curbi
I’ de-a lungul cdreia N e constant. Atunci I' e o curbid pland. Fie p,
g vectori unitari definifi de relatiile: < N,p >=0,¢ = N xp. Se
vede ugor ci functiile f,, solutii ale ecuatiei ( 2.8), cu proprietatea ci
matricea F e ortogonald in s = 0 se pot alege de forma:

fils) = N(s),

fals) = peos(F) + gsin(F),

2 2 4 1]
7t - %nz = [ﬂcotﬁ] + [r]'— ™ ot 22

f(s) = qcos(% - psi.n(%).

De asemenea, solutia cea mai generald f alui (2.8) cu < N,f >=0
pe [0, L] e de forma

f(s)=2x [pcos(az+ %) + gsin((a + %)] )

unde A, « sint constante reale, A > 0. Din h(s) — hg = f(s) sin(7xs/L)
rezultd A = L/m, astfel ci I are ecuatia

L s . s.\1 . 8
I'(s) = ho + . [pcos(a + f) + gsin((a + T)] sm(-f),
deci I' e un cerc de razi L/(27) si centru
O=he+ %(—ps'ma + gcosa).

Demonstratia e, in sfirsit, complet.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



60

2.2.32 JIn aceleagi ipoteze din problema anterioard, dacé S e, in plus,

minimald, atunci
L} —4nA >0

egalitatea are loc numai dacd T e un cerc 3i S e discul mdrginit de el.

Solutie Inegalitatea din enunt, rezulti imediat ficind H = 0 in inegali-
tatea ( 2.6). Daci L — 47 A = 0, atunci avem egalitate in ( 2.6) pentru
orice kg pe I". Rezultd, in particular, < h(s) —he, N >=0, deci N e un
vector constant Ny de-a lungul lui I". Demonstratia anterioar arati ci
T e un cerc de razd L/(2x). Daci A, e aria discului D mirginit de T',
atunci 4y = L?/(47) = A. Rimine de vizut ci acest lucru nu e posibil
decit daci S coincide cu acest disc. Folosim din nou formula lui Green
pentru discul D:

L
Ag = % / < h(s) x K(s), No > ds
0

=|/ < hy X by, Ny > dudv|;
D

Acum inegalitatea lui Schwartz arati c A = Ao = [, | hu xh, | dudv
daci gi numai daci h, x k, = Ny pe intreg D deci S coincide cu D.

Observatie Inegalitate izoperimetrici pentru curbe pe suprafete
minimale a fost demonstratd intii de T. Carleman, in Math. Zeitschrift
(1921), folosind teoreme de reprezentare pentru suprafetele minimale.
Solutia de mai sus are avantajul elementarititii. Mentiondm ci o inega-
litate izoperimetrici pe suprafete de curburd gaussiani negativi a fost
demonstrati de E.F. Beckenbach gi F. Rad6 in Transactions A.M.S.
(1933).
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2.3 Caracteriziri ale sferei

2.3.1 O suprafajd compactd cu curburd gaussiand pozitivd e homeo-
morfd cu o sferd.

Solutie Conform Teoremei Gauss-Bonnet, caracteristica Euler-Poinca-~
ré a suprafetei ¢ strict pozitivi. Sfera e singura suprafatii compactd cu
aceasti proprictate.

2.3.2 Dacd toate punctele unei suprafefe requlate, conere S sint om-
bilicale, atunci S e o porfiune de sferd sau de plan.

Solutie Fie p € S si (U, h) o parametrizare locald in jurul lui p astfel
ca V = Im(h) 68 fic conexi. In ficcare ¢ € V' curburile principale sint
egale: ki(g) = k2(q) = k(g). Conform Teoremei lui Rodriguez, valo-
rile proprii ale operatorului Weingarten sint egale. Deci, diferentiala
aplicatiei lui Gauss este, in fiecare punct, proportionald cu operatorul
identic: dN, = k(¢)I. Avem, deci:

N, = khy, N, = kh,.

Derivim prima ecuatie in raport cu v, a doua in raport cu u §i {inem
seama ci derivatele mixte de ordinul 2 sint egale. Scizind ecuatiile
obtinute gisim:

kohy = kuh,

g1 de aici

Deci k =ct. pe V.
Daci k =0, atunci N, = N, = 0, adicA N = Ny = ct. pe V.
Rezultl imediat
< h(u, v}, Ny >=ct.

cecea cc inseamnd ci V' face parte dintr-un plan.
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Daci k 3 0 pe V, atunci punctul O = h(u,v) — 1 N(u,v) e fix gi

1
| h(w,8) =0 = 15

adici V este inclusd in sfera de centru O si razi 1/k.

Aceasta rezolvi problema local. Fie acum r un punct diferit de p.
S, fiind conexi, e gi conexi prin arce. Considerim o curbi care unegte
P cu r gi 0 acoperim cu o multime finitf de domenii de parametrizare V;
(se poate, deoarece curba e compactd in R*). Acum, daci o aseme-
nea vecinitate e inclusi intr-un plan (respectiv intr-o sferd), toate
vecindtitile din acoperire trebuie s fie incluse in acelagi plan (respectiv
in aceeagi sferd). In particular, p si r fac parte din acelagi plan (respec-
tiv in aceeagi sferi). Cum r a fost ales arbitrar, problema e complet
rezolvati.

2.3.3 54 se arate cd singura suprafafd conezd, inchisd in B3, ale cdrei
primd i a doua forme fundementale sint, respectiv, a doua gi prima
formd fundamentale ale unei alte suprafefe este sfera.

Solugie Si presupunem cX existd un punct p € S neombilical. Conform
problemei 2.2.22 existd o parametrizare cu linii de curburd in jurul siu.
Intr-o asemenea parametrizare ¢, = 0, b; = 0, curburile principale
sint:

k= bi, ky = bﬂ, (2.11)
imn 922
iar ecuatiile lui Codazzi devin:
ab 18
=3 9“ k(b + ko), (2.12)
8 18
abf -"” T2 (ks + ko). (2.13)

Prin ipotezd b;;, respectiv g;; sint coeﬁcxcn;u primei, respectiv celei de-
a doua forme fundamentale ale unei alte suprafete (in particular forma
a doua fundamentali e pozitiv definitd, deci curbura gaussiand o astrict
pozitivl; asta implicd, deja, ci suprafata e homeomorfi cu o sferi,
dar vrem s aritim mai mult: ci e chiar o sferi). Aceasta va avea
curburile principale 1/k;, 1/k,. In plus, ecuatiile Codazzi ale acestei a
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doua suprafete se obtin din cele ale primeia inversind rolurile lui b;; gi
o a 138by,,1 1
gn 11
ERE R TR
Qo 10w 1, 1
Ou 2 0u 'k k)
Deci:
dgn _ 1dgn 1
dv 4 Ov k1
0922 _10g922,1 | 1
—a—u- = ZE‘ k—l + -’;)(kl + kz).
Deoarece k; # k,, relatiile anterioare implici:

+ %)(kl + k),

O _ 992 _
v du )

Pe de alti parte, intr-o parametrizare ortogonald (in particular in una
cu linii de curbur), curbura gaussiand e dati de formula (vezi problema
2.2.1):

1 a 108 F) 8922
K=- -3
2/7ug9n \Ov/gngn Ou./angx

Suprafata noastrd are, deci, curbura gaussiand nuli pe deschisul con-
siderat, contradictie cu K > 0. Rimine cd p e ombilical. Astfel S are
toate punctele ombilicale. Cum nu poate fi plani (K > 0), conchidem
c& S e o portiune dintr-o sferd ¥. Fiind regulatd, S e deschisi in L,
in timp ce fiind inchis3 in E® e inchis% gi in . Cum sfera e conexi, S
coincide cu T.

2.3.4 O suprafald compactd, conezd S cu curbura gausstand constantd
este o sferd.

Solutie Demonstratia pe care o prezentim este datoratd lui S.S. Chern
(cf. [Ca]). Prima demonstralie a fost dati de H. Liebmann in 1899.
Observdm inti ci S, fiind compacti, are cel putin un punct eliptic
(cf. 2.2.21); in acest punct K > 0, deci K e pozitivd peste tot.
Fie acum k;, k; curburile principale ale lui S. Cu conventia k, > k,,
acestea sint functii diferentiabile pe S. Datoritd compacitdtii, existd
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un punct p in care k; igi atinge un maxim local. Cum kik;, = K =
ct. > 0, k, are in p un minim local. Vom aréta ci p e un punct
ombilical. In caz contrar, exist4 in jurul sfu o parametrizare cu linii de
curbur&. Curburile principale gi ecuatiile Jui Codazzi sint date, acum,
de formulele ( 2.11), ( 2.12), ( 2.13). Derivim prima ecuatie din { 2.11)
in raport cu v, pe a doua in raport cu u §i gisim:

6k1 1 agn
k, —
gu—4,— dv =37 —~—(k2 1)
Ok 1 7]
P o 2 922 ( ky — ks).
Inlocuim aceste expresii in formula. curburu gaussiene din ( 2.2.1); rezul-
tatul sc poate pune sub forma:
32911 32922 g1 3922
) = =~ 22
Konan=Z7+ 57 +4%5, 8%,
unde A, B sint functii diferentiabile ale ciror forme exacte nu au im-
portantd pentru discutia noastri. Calculind gi derivatele partiale de

ordinul doi ale curburilor principale in functie de cele ale coeficientilor
primei forme fundamentale, formula de mai sus devine:

_ 291 8%k 2922 Ok, Ok, Ok,
ZKg“gn - —kl - kg ov? kl - kz Ju? + QE + b—u_’

unde o, g sint irelevante. Evaluim egalitetea de maisusin p. Derivatele

partiale ale curburilor principale se anuleazi in p deoarece acesta e
punct de extrem local pentru amindous; %",L(p) < Opentruci pe
maxim local al lui k; §i %’T“’}(p) > 0 pentru cX p e minim local al lui k,.
Atunci membrul drept al ultimei egalititi e strict pozitiv, in timp ce
membrul sting e negativ. Am ajuns la o contradictie care arati ci p e
ombilical.

Fie, acum, q # p. Avem girul de inegalitifi:

ki(p) 2 ki(g) > ka(q) 2 ka(p).

Cum ki(p) = ka(p), rezultd ki(gq) = k2(g), deci si ¢ ¢ ombilical. Su-

prafata este, deci o portiune de sferd §i argumentul utilizat in finalul

demonstratiei problemei anterioare aratd ci S e o sfera.
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2.3.6 O suprafatd compactd, conexd S cu curbura gaussiand strict
pozitivd gi curburd medie constantd este o sferd.

Solutie E suficient si observam ci in demonstratia anterioard constan-
ta lui K a intervenit numai prin aceea ci & asigurat cX functia k(%)
e descrescitoare. Ori, acest lucru e implicat gi de ipotezele KX > 0,
H=ca.

2.3.6 (H. Hopf) O suprafafd regulatd cu curburd medie constantd care
e homeomorfd cu o sferd este o sferd.

Solutie Fie (U, /) o parametrizare izotermd pe S. Pentru u,v € U,
punem ¢ = u + tv §i considerim functia complexid ¢ : U — C datd

prin:
by — b . .
GP(C) = (v, U) =22 2 2 _ thyy = 1 + 12

Atunci ecuatiile lui Codazzi (vezi exercitiul 2.2.2) se scriu:

9y, Oy, oH

1 _“¥2

du v Bu’
001, Bpa__,0H

dv du 8’
deci ¢ ¢ analitici (adici satisface conditiile Cauchy-Riemann) daci si
numai daci H = ct.
Pe de altd parte, considerind h gi IV ca functii de (, din formula lui

Gauss deducem urmitoarea expresie pentru ¢:
p(¢) = -2 < h¢, Ne >,

unde a% = %(b% -iZ).

Fieacum f : V ¢ C — U C C o functie bijectivi datd prin
f(n =z +1iy) = u+iv =. Considerind f ca o schimbare de coordonate
pe S, se observi ci noua parametrizare e izoterm& daci gi numai dacd
f e analitici i f'(n) # 0 (vezi problema 2.4.12). Punind ¢(n) = -2 <
(hf)n, Ny > deducem ci pe intersectia domeniilor acestor parametriziri
are loc relatia:

2
e(C) = ¥(n) (Z—Z) : (2.14)
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In particular, sfera S se poate acoperi (cu proiectia stereografic) cu
doud parametriziri izoterme. Pe intersectia domeniilor lor (sfera mai
putin polii), relatia dintre parametrii complecsi corespunzitori este
n = 1/(. Atunci, dacd pe fiecare vecinitate considerat existi functiile
analitice p((), ¥(77) care satisfac ( 2.14), teorema lui Liouville demon-
streazd c& ¢(¢) = 0 (gi deci ¥(n) = 0.

Considerim acum un difeomeorfism conform f : § — S%. Existenta
sa rezultd din Teorema de uniformizare pentru suprafete riemanniene.
Fie ¢, 7 parametrii complecsi pe S? construiti mai sus gi (, 7 cei cores-
punzitori prin f~! pe S. Am vizut ci H = 0 implici ¢(() analitici.
Le fel pentru ¢(7). In plus, acestea sint legate prin ( 2.14). Mutindu-ne
din nou pe $?, deducem ¢ = 0, ¢ = 0. Tinind seama de definitia lui ¢
obtinem by; = b, bj3 = 0. In orice punct al lui S. Cum gi g1; = g2z,
b12 = 0 (parametrizarea e izotermi), am ajuns la concluzia ci fiecare
punct e ombilical. Demonstratia e completd.

Urmitoarele trei probleme fac parte din articolul [Sa] si caracter-
izeazd sfera ca o suprafa{i care "contine multe cercuri”.

2.3.7 Spunem cd o suprafa{d S are Proprietatea cercurilor n-tangente
in punctul P, in directia t (pe scurt, proprietates t-n), dacd existd o
direcfie tangentd t la S in P asfel incit n plane distincte, dar nu mai
multe, trecind prin t, intersecteazd S dupd n cercuri, fiecare in unul
dintre aceste plane. Altfel spus, existd n arce distincte de cerc pe S,
tangente in P. De ezemplu, orice cilindru circular drept are t-2 pentru
orice punct P gi orice direcfie tangentd t normald la generatoarea prin
P.

Sd se arate cd, local, in jurul unui punct cu proprietatea t-0o pentru
o singurd directie tangentd t, suprafafa este o sferd sau un plan.

Solutie Fie O punctul care are proprietatea t-oo. Vom ardta ci toate
punctele unei vecinititi V ale lui O sint ombilicale. Putem raporta E?
la un reper triortonormat centrat in O asfel ca e, si fie orientat dupi
directia tangenti t. Fie 6, unghiul dintre planul {e;,e;} §i un plan
oarecare 7 din fascicolul prin . Atunci vectorul unjtar

E, = e;co88, + egsin 6, = Ey(6,),
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laolaltd cu e, constituie un reper in O pentru planul 7. Se poate, deci,
parametriza fascicolul prin ¢ dupa 6,.

Centrul C al cercului prin O tangent la t in planul m(8,) e dat,
vectorial, prin OC = ¢(8;) = r(8,)Ey(6). Cum orice punct dintr-o
vecinitate V, suficient de mic&, In jurul lui O, se ve afla pe unul dintre
cercurile care trec prin O (O are t-oo), local S se poate parametriza
Prin

h(gl, 02) = c(ﬁl) + r(ﬂl)(el cos 92 + Ez(al)sm 02) =
= r(6,)(e1 cos 87 + (1 + sin 6,) E5(6,)).

Daci, in plus, alegem e, pe directia normalei la § in O, atunci r(0) =
Ry, e raza de curburd a sectiunii normale in O pe directia t. Deci,
conform Teoremei lui Meusnier,

r(6,) = Ry, cos(f).

Si observim cd avem Ej(8)) = e; x Ey(6;). Astfel, punind E; =
E; ob{inem un triedru triortonormat {e;, E3(6,), E3(6;)} cu e, vector
constant gi Fy, E3 satisficind aceeasi ecuatie diferentiald

E'+E=0.

Determinim acum coeficientii primei gi celei de-a doua forme fun-
damentale pentru parametrizarea h. Un calcul direct conduce la

by _ b 1

bu
g iz g2 Vi g2’

deci fiecare punct al lui V e ombilical. Rezultatul anterior incheie
demonstratia.

2.3.8 O suprafald regulatd conezd ale cdret puncte au proprietatea t-2
in orice direcfie este o sferd sau un plan.

Solutie Din nou vom arita ci fiecare punct e ombilical. Fie p un punct
arbitrar pe S, t un vector unitar tangent in p gi o parametrizare locali
in jurul lui p de tipul celei gésite in problema 2.2.24. Fie e,,e; versorii
directiilor principale Oz, Oy respectiv gi e3 versorul directiei normale
(Oz). Atunci t se scrie:

t=e¢e;cosa + e;5in a,
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gi orice plan prin ¢ e normal pe vectorul unitar
n=(eyxt)cosf+eysinf=

= —¢;sinacos f + e; cos acos § + ey sin J.

Atunci ecuatia unui plan din fascicolul de suport ¢ se scrie:
—zsinacos f 4+ ycosacos B+ zsin f = 0.

S¥ observim ci daci a = § + km, atunci t = ¢, deci, schimbind intre
ele directiile principale, putem presupune a # J(modx). La fel, dacd

B = §+kn, atunci n coincide cu e, gi planul in cauzi este cel tangent in

p. Putem, astfel, admite gi § # §(modr). Atunci un plan din fascicol
are ecuatia:
mz—y+iz=0 (2.15)

unde
m=tana =ct., A= —secatanp.

Putem considera A drept parametru al fascicolului.
. Fie 74 curba de intersectie a planului m, din fascicol cu S. O de-
scriem, local, prin:

1 1
y=pz+ 5}721:2 + gpa::’ +0(3). (2.16)

Atundi ( 2.15) devipe:
1 1, 1
2= 3((pr = M)z + 5p2z” + £paz’ + OQ3))- (2.17)

Substituim ( 2.16) gi ( 2.17) in ( 2.3) i identificim coeficientii formei
giisite cu cei din dezvoltarea ( 2.17). Rezulti:

P =m,
p2 = Man + apm?®),
Pa= /\(Sanmk(an + azzm2)+

+(bu1 + 3b112m + 3bygam? + bymyn®)).
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Daci v e un cerc, el coincide cu cercul osculator in p gi , deci, std
pe sfera Meusnier in p corespunzitoare directiei t. Aceasta este sfera
tangenta la S in p, cu centrul pe normala N, gi de razi egali cu inversul
curburii normale in directia t; deci are ecuatia

?+y*+ 22 - 2R, 2 =0.
cu R, cain problema anterioari. Atunci dezvoltérile ( 2.16) si ( 2.17)

trebuie s satisfacd aceastd ultimi ecuatie:

1 1
(1=p} - XR;u.th)i’:2 + (p1p2 — 3—/\1?-,,,11-73):!:a +..=0.

Asadar, coeficientii acestei dezvoltdri trebuie s fie nuli:

1
1+4pf - XRy.tpz =0,

1
P1p2 — 3—/\-Rp.tps =0.

Se verificd ugor c& prima ecuatie e identic satisficuts (este chiar formula
lui Euler). Folosind valorile lui p; gésite anterior, a doua ecuatie devine:

3m(ay + azem?®)(en — az)A
= (1 + m?)(byny + 3b112m + 3bygam? + bygym®) = 0. (2.18)

Cum S are proprietatea t-2 in p, existd doud plane din fascicol care taie
suprafata dupi cite un cerc. Atunci ( 2.18) e satisfacutd pentru doud
valori digtincte ale parametrului A. Deci:

m(en + anmz)(au —agz) =0,

(1 + m?)(biny + 3biiam + 3biagm? + byyem®) = 0.

Mai mult, proprietatea t-2 are loc in orice directie tangentd t; aceasta
inseamni ci ecuatiile anterioare sint satisficute pentru orice m. Rezul-
ta:

a = @z,

binn = bz = biag = byzp = 0.
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Prima relatie e suficientd pentru ceea ce avem de ardtat: intr- adevir,
ea e echivalentd cu
ki(p) = k2(p),

adici p e un punct ombilical. Cu aceasta demonstratia e completa.

2.3.9 Fie p un punct eliptic ol suprafefei regulate S. Dacd p are pro-
prietatea t-n pentru orice n finit > 2 intr-o singurd direcfie neprinci-
pald, atunci e un punct ombilical.

Solutie Este o aplicagie & ecuatiei ( 2.18). Cum t e o directie neprin-
cipald avem:
0<m=tana < co.

Cum p e eliptic, ay; §i aj; au acelasi semn; deci:
ay + a.nm2 # 0.

Ce in demonstratia anterioarX, ( 2.18) e satisficutd pentru cel putin
douk valori ale parametrului A gi ecuatia anterioari implicd, din nou,
a1 = @22.

In aceeasi ordine de idei se inscriu gi problemele urmitoare, extrase
din articolul [Ta).

2.3.10 Fie S o suprafafd simplu conezd. Dacd doud cercuri pe ea au
un singur punct comun p, alunci ele sint tangente in p.

Solutie Fie C),C; cele doud cercuri si p = C; N C,. Cum S e simplu
conexil, S—C) = 5;US;, $;NS; = @. Pe de altd parte, daci intersectia
dintre C; gi C; nu e transversi (deci dacd p nu e punct de tangenti)
Can] # 0 ﬁi Cl nSl # @ Atunci Cz —pP= (Cznsl)U(C;vnSz) ceca
ce contrazice faptul C; — p e conexi.

'2.3.11 Fie Cy, C,, Cy trei cercuri pe o suprefatd S astfel cd oricare
doud sint tangente sau au doud puncte comune. Atunci ele fac parte
dintr-o sferd sau dintr-un plan.
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Solutie Avem de analizat numai urmitoarele patru cazuri posibile, in
functie de pozitiile relative ale celor trei cercuri.

(i) Dacli cele trei cercuri sint tangente intr-un punct p, atunci ele se
afli pe sfera de curburd (sfera lui Meusnier, care poate fi chiar un plan)
in directia tangentei lor comune.

(ii) Fie C| tangent cu C; in p gi C avind doud puncte comune cu mécar
unul dintre ele. Atunci C, gi C; stau pe o sferd sau pe un plan M cu
care Cy va avea trei puncte comune, deci C3 C M.

(iil) Oricare dintre cele trei cercuri au doud puncte comune. Cum C,;
taie Cy in doui puncte, ele stau pe o sferd sau pe un plan, fie acestea
M. Daci (C,UC;)NC; are cel putin trei puncte, atunci Cs e continutd
in S. Daci intersectia de mai sus e formatf numai din dou& puncte,
fie ele p, g, atunci tangentele la C;, Cz, Cs in p (resp. ¢) fac parte din
T,M = T,S (resp. T,M = T,S). Deci Cs sté pe M.

(iv) Cele trei cercuri sint tangente doud cite doud. Fie M sfera sau
planul care contine C, s5i Cy, p; = C3NC;, (i = 1,2) gi ¢; dreapta
tangentd la C; In p;. Cum Cj e determinat de tangentele ¢, ¢, gi p; € t;,
Cyeinclusin M.

2.3.12 Fie S o suprafafd gi p un punct al ei. Dacd ezisid trei cercun
pe S prin p, oricare doud tangente sau intersectindu-se in doud puncte,
dar nu toate trei tangente, atunci p e ombilical.

Solutie Conform rezultatului anterior, cele trei cercuri stau pe o sferd
sau pe un plan. Sint posibile doar urmaitoarele doui cazuri.

(i) Oricare doud dintre cele trei cercuri nu sint tangente. Fie, atunci,
¢ # p unul dintre punctele de intersectie. Considerdim o inversiune de
pol ¢ care duce p in p' gi transformi cele trei cercuri in trei drepte
prin p’ sau in doui drepte gi un cerc, de asemenea tdindu-se in p'.
Si observdm ci planul osculator al cercului prin p’ coincide cu planul
tangent al imaginii lui S In p’. Aceasta inseamnpi ci directia tangentd
la cerc in p’ e asimptoticd. De asemenea, cele doud sau trei drepte
obtinute in p’ sint linii asimptotice. Avem deci, in orice caz, trei directii
asimptotice prin p’. Fiind nuld pe trei directii independente, forma a
doua fundamentali e nuld in p’; in particuler ¢’ e un punct geodezic.
Cum inversiunea e o transformare conformi, p va fi si el ombilical.

(ii) Dacs dou dintre cercurile in p sint tangente, aplicim o inversiune
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ca mai sus; obtinem douX drepte gi un cerc prin p’, cercul fiind tangent
uneia dintre drepte. Se poate arita cii directia tangent& acestui cerc
e directie principalk in p’. Atunci curbura gaussiani e zero. Dar cum
existd doud directii asimptotice in p’, acesta e, ca mai sus, un punct
geodezic. Cu acelegi argument, p e ombilical.
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2.4 Clase speciale de suprafefe.

2.4.1 Fie h(t,v) = a(t) + vw(t) o suprafatd riglatd cu a(t).curbd di-
rectoare, | w(t) |=1 gt w'(t) #£0.

i) Sd se arate cd ezistd pe suprafajd o curbd b(t) care nu depinde
de alegerea directoarei a gi astfel incit < b',w' >= 0. (b se numeyte
linia de intoarcere gi punctele sale se numesc puncte centrale). punc-
tele singulare ale suprafetet, dacd eristd, sint pe linta de intoarcere gt
sint definite de A(t) =0.

ti) Sd se arate cd cd b’ X w = Aw' cu A(t) = %ﬁ*ﬂ,? (A se numegte
parametru-de distribufie).

Solutie Cum b trebuie si stea pe suprafatd o definim prin:
b(t) = a(t) + u(t)w(t),
ecuafie In care urmeazi si determinim u. Avem:
b =a +vw+uw,
iar conditia din epunt devine:
0=<¥t,v>=<d,v'>+u<uv v >.
Putem, deci, defini u prin:

<a,w' >
b= ————,
<w,uw >

S& ardtim acum c& b nu depinde de alegerea lui a. Fie a; o alt& curbd
directoare, adici:

h(t,v) = a(t) + vw(t) = a1(t) + sw(t)

cu 5 = s(t). Notim b, linia de intoarcere asociatd lui a,; din formulele
anterioare deducem:

<a-—-a,w >
b—-b=(a—a))+ ———————
1= 1) <w, w >
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Pe de alt parte
a —a; = (s — thw(t),
de unde:
- )
b by = [(3_0)+5wz] w=0,
<w,w >
ceea ce incheie demonstratia punctului ). Pentru if) considerfm b
drept curbi directoare gi avem:
hie=bt 4+uv', h,=w,
hexh,=b xw+uw xw.

Din relatiile < w',w >=0,< v',¥ >=0 deducem ' x w = Aw’ pentru
o anume functie A care se gisegte f&cind in relatia anterioard produsul
scalar al ambilor membri cu w'. Acum putem scrie:

| hex h, |2=| 2 +uw xw |2=
=X2|w‘ |2+u2|w’ |2=('\2+“2)|w’ Iz'
Deci punctele singulare sint caracterizate de A? + u? = 0, adici se afli

pe linia de intoarcere u = 0 gi anume doar in punctele cu A(¢) = 0..

2.4.2 S¢ se arate cd o suprafald riglatd are, in punctele regulate, cur-
burd gaussiand negativd. 54 se arate cd liniile u = ct. sint asimptotice.
In particular, o suprafatd riglatd nu are puncte eliptice; dect nu poate
fi compactd.

Solutie Avem:
b=V +uw', h, =w,
hy=b"+uw”, hy=0, hy=w'.
Coeficientii primei forme fundamentale sint:
g =<b,b' >+u? g12=0, gn=1,
iar cei ai celei de-a daua forme fundamentale:

<hexhyht> <V xww>
[hexhy | |hex by ?
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(deoarece by; = 0 nu mai e necesar calculul lui b;;). Atunci:

2
A <O0.

K=-tagamy <

Curbura gaussiani se anuleazi numai de-a lungul acelor generatoare
care taie linia de Intoarcere in puncte singularc. Deoarece by;; = 0
e clar ci t = ct. satisface sistemul de ecuatii al liniilor asimptotice.
Deoarece prin fiecare punct al suprafetei trece o linie de coordonate
t = ct., rezultd ci in fiecare punct existi o curburi normali nuld;
deci curburile principale nu pot fi, amindoud, de acelagi semn. Aceasta
arati ca nu pot exista puncte eliptice. Pentru ultima afirmatie se aplick
exercitiul 2.2.21.

Rezultatul urmitor se constituie intr-o reciprocé parfiald a celui
dinainte.

2.4.3 O suprafafd local platd (i.e. K = 0 peste tot) fdrd puncte
planare e riglatd gi are un plan tangent fiz de-a lungul oricérei gener-
atoare (adicd S e desfdgurabild). Reciproc, o suprafafd riglatd al cdrei
plan tengent e constant de-a lungul oricdrei generatoare e local platd.

Solutie Fie p € §. Cum p nu e planar, putem presupune k; = 0,
k; # 0. Atunci p nu e ombilical, deci existi o parametrizare (U, k) in
jurul sdu ale cirei linii de coordonate sint linii de curburd. Fécind,
eventual, schimbarea de coordgnate = t, @ = [ ¢%,(0,u)du, putem
presupune k) = 0 de-a lungul liniilor ¢t = ¢t. gi u parametru canonic pe
t = ct. Astfel avem g)3 = b3 = 0 51 conform formulei Weingarten:

N¢ = —kzh(, Nu = 0, < N(,h.u >= 0.

De aici, prin diferentiere, deducem by =< N, hy, >= 0. Derivim <
Ny, by, >= 0 in raport cu v, folosim Ny, = N, = 0 §i Ny = —kahy i
obtinem < A, h,, >=0. Avem, apoi:

< hyhy>
at
deci < hy,h, > nu depinde de u (considerdm U conex). Cum u e

parametrul canonic pe t = ct., avem < h,,hy, > (0,u) = 1. Deci
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< hy, hy >=1. Derivind aici rezulty < h,, hy, >= 0. In concluzie, vec-
torul h,, este nul (avind proiectia nuli pe vectorii liniar independenti
hi,hy, N). Integr¥m de doud ori §i glsim h = a(t) + vw(t), ceea ce
trebuia demonstrat. Observim ci generatoarele sint date de t = ct.
Atunci, cum N, = 0, N'e constant de-a lungul oricirei generatoare,
deci planul tangent e constant de-a lungul unei generatoare.

Reciproc, avem N, = 0 din ipotezi gi N, = —!lh, din formula lui
Weingarten. Deci h, e vector propriu al operatorului Weingarten, core-
spunzitor valorii proprii k; = 0. De aici rezultd K = 0.

2.4.4 Fie p un punct al unei suprafete S local plate. E posibild una
dintre urmdtoarele sttuafis:

i) p apartfine unei vecindtdfi deschise a lui S care face parte dintr-un
plan;

t1) p aparfine unet vecindtdti deschise a lut S care face parte dintr-
un cilindru;

tit) p apartine unet vecindtdfi deschise a lui S care face parte dintr-
un con;

tv) p apartine unes vecindtdfi deschise a lut S care face parte dintr-o
suprufald generald de tangentele la o curbd spafiald;

v) p e limita unus gir de puncte care satisfac una dintre condifiile

1) - ).

Solutie S& presupunem, inti, c& p e planar. Dac¥ existd o vecinitate
a sa formati numai din puncte planare, sintem in cazul i). Daci
nu, atunci p e limita unui gir de puncte neplanare (pentru ci fiecare
vecinétate a sa confine puncte neplanare) si ne aflim in cazul v).

Fie, acum, p neplanar. Conform rezultatului anterior S e riglata:
local punem h(t,u) = a(t) + uw(t) cu liniile de coordonate linii de
curburi gi u parametru canonic pe a. Putem, de asemenea, presupune
k‘ = 0, kz > 0. Rezultii, in plus, blz =012 = 0. Atunci:

v = ad + fw.
Inmultim scalar cu w gi deducem § = 0. Adici:

w=aw, a=<d,u' >.
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Dacia=0 pe‘o vecinfitate deschisi 2 lui p, avem w = ct. gi vecin¥tatea
in cauz¥ face parte dintr-un cilindru (care e, prin definitie, o suprafats
riglatd cu generatoarele paralele). Aceasta e situagia ii). Dack a(p) =0
dar in orice vecin¥tate & lui p sint puncte in care o nu se anuleaz¥, p
¢ limita unui gir de puncte de acest tip, adick situatia v). Fie acum
a # 0 pe o intreag¥ vecin&tate a Iui p. Determinim o curb¥ care e
tangentX in fiecare punct la generatoarele lui . Aceasta ar trebui s
aib o ecuatie de forma:

7(t) = a(t) + c(t)w(t).

Vectorul ei tangent e coliniar cu w dacf gi numai dack ¢ = —a = — <’
¢/, v’ >. Sint de considerat urmitoarele trei situatii:

1. o/ =0 pe o vecinitate a lui p (adicX (t) e un punct fix). Atunci
aceasty vecinfitate face parte dintr-un con. Acesta este cazul iii).

2. 7(p) # 0. Acesta este cazul iv).

3. 7/(p) =0si p e limita unui gir de puncte cu o/ # 0. Acesta e, din
nou, cazul v) ceea ce incheie demonstratia.
Observatie Folosind propriet¥iile aplicatiei exponentisle se poate, de
fapt, demonstra i un rezultat global: O suprafatd completd (in sensul
cd orice geodezicd se poate prelungi la intreg R) 31 local platd este un
plan sau un cilindru. .

2.4.5 O curb& C pe S e linie de curburd dacd g1 numai dacd normalele
la S de-a lungul lui C genereazd o suprafa(d desf8gurabild.

Solutie Fie (U, 4) o parametrizare local¥ pentru S. Putem presupune
ck C se aflf in intregime situatd in imaginea lui U (discutia este localg).
Fie 4(t) = h(u(t),v(t)) o parametrizare a lui C. E clar cX normela
N(?) la S in lungul lul C genereaz o suprafatd riglat¥ care se poate
parametriza prin; '

Ba(t,€) = 7() + EN (D).

Aceastd suprafat¥ va fi desfégurabild daci i numai dac planul tangent
de-a lungul oriclirei generatoare e constant. Ori, e ugor de vEzut cX
aceasta e echivalent cu

det(v,N,N') = 0.
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Dack C e linie de curbur¥, atunci, din Teorema lui Rodriguez, N' e
coliniar cu 4/ gi relatia anterioar¥ e satisfEcut¥. Reciproc, cum 4/ e
perpendicular pe N care, la rindul lui, e perpendicular pe N’ rémine ci
«/ trebuie s¥ fie coliniar cu N’ i Teorema lui Rodriguez se aplicX din
nou.

2.4.6 Sd se arate cd o geodezicd pland e linie de curburd.

Solutie De-a lungul unei geodezice vectorii normal principal i nor-
mal la suprafatd sint coliniari. Atunci normala la suprafatf genereazd
un cilindru. Dar cilindrul este o suprafatf desfigurabilf. Rezultatul
anterior incheie demonstratia.

"2.4.7 S4 se arate ¢ normalas principald gt binormala unei curbe regu-
late nu pot descrie suprafete desfSgurabile decit dacd e vorbae de o curbd
pland.

Solutie Normala principald (respectiv binormala) curbei v genereazi
suprafatd h(t, u) = 7(t)+un (respectiv A(t, u) = 4(t)+ub). Conditia ca
aceastd suprafat¥ s¥ fie desfigurabilf este det(y,n’,n) = 0 (respectiv
det(7,b',b) = 0). Ambele ecuatii conducla 7 =0.

2.4.8 S& se arate cd elicoidul
h(u,v) = (vcosu, vsinu, au)
# catenoidul
h(u,v) = (acoshvcosu, acoshvsiny, av)

sint suprafefe minimale local izometrice. S& se determine liniile asimp-
totice gi lintile de curburd ale elicoidului gi liniile asimptotice ale cate-
noidului.

Pentru elicoid g¥sim :

=1 gi2=0, g =u’+d

a

Vit
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k] = —kz = a(uz + 0.2)-_2, H=0.
Pentru catenoid:
gun =g = COS}:l2 v, 12 = O,'

deci parametrizarea dati este izotermi (adicd g11 = 912,912 = 0). Se
stie, in plus, ci intr-o parametrizare izoterméd vectorul curburd medie

este:
- hllll + hlJlJ

H=
291

Se verifici imediat ci, pentru catenoid, h,, + hy = 0, adici vectorul
curburd medie e nul §i suprafata rezultd minimali. O izometrie locald
intre catenoid i elicoid este

f(ﬁ(u, v)) = (h(u,sinhv)).

Liniile asimptotice ale elicoidului sint « = ct.,v = ct. (chiar curbele de
coordonate), iar liniile de curburi sint:

log(v+ Vvl + &) tu=ct
Liniile asimptotice ale catenoidului au ecuatiile
utv=cl
2.4.9 S4 se determine toate suprafefele de rotajie minimale.

Solugie Ciutim o curb& C dati pintr-o functie y = f(z) care, rotitd
in jurul lui Oz, si descrie o suprafat® minimali. Cum pe o suprafati
de rotatie curbele paralele gi cele meridiane sint linii de curburd (cf.
2.2.18), curbura curbei y = f(z) este egald §i de semn contrar cu cur-
bura normali a cercului generat de rotatia punctului f(z). Curbura lui
C este

"

¥ ___
(14 y2)3/2°

iar curbura normali a cercului paralel este proiectia pe vectorul normal
unitar NV a curburii cercului (1/y). Avem, astfel, ecuatia:

"

Yy
(1 + yn)a/z
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro

1
= ——Cos ¢,
y



80

unde ¢ e unghiul dintre normala la suprafati gi normala la cerc, adici
unghiul dintre N gi perpendiculara din f(z) pe Oz. Observind c&
cosp = —cosf, unde tan § = ', ecuatia anterioard devine:

1 1
(1 + y:z)a/z - Yy (1 + ylz)l/z'
Existi cel putin un punct pe C unde f'(z) # 0. Intr-o vecinitate a unui

asemenea punct, ecuafia de mai sus se poate inmulfi cu y’ si capitd
forma:

2'y" _ 2_yl
1+4y?2  y
Punem aici z = 1 + y”? §i obtinem:
Z_%
z oy’
de unde:
log z = log(ky)?, k =ct.
Rezultd

1+y? = (ky)*.
Prin integrare se gésegte, in fine:

y= -’lzcosh(k:: +c), c=ct.

Deci, in vecinitates unui punct in care f'(z) # 0 curba ciutati e un
lEntisor (sau catenari). Dar atunci singurul punct in care f' = 0 e
z = 0. Daci cerem, in plus, ca suprafati si fie conexi, ea rezulti
un catenoid. Deci singura suprafati de rotatie minimali, conexi e
catenoidul.

2.4.10 54 se arate cd , in afara planului, singura suprafajd minimald
riglatd e elicotdul.

Solutie Fie

h(t,u) = () +vw(t), |wl=|Y =1, <¥,w>=0,
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o parametrizare locali a unei suprafete riglate minimale care nu e un
plan. Prin calcul direct se obtin urmatoarele expresii pentru coeficientii
primei gi celei de-a doua forme fundamentale:

m=1+2u<y,v' >+ <v v >, g2=0, g5n=1,
bll = 9;11/2 < (’)ﬂ + uw") X (7/ + uw'))w >
blzzgl—ll/2<wl)(’)/,w >, b22=0.

Atunci H = 0 implici b;, = 0. In acest caz ecuatia liniilor asimptotice
se reduce la by;#'v' = 0. Cum suprafata pu este un plan, avem b, #
0, deci curbele de coordonate printr-un punct g sint linii asimptotice
(ortogonale). Una dintre ele, t = ct. este generatoarea prin acel punct.
Atunci cealalti linie asimptotici nu poate fi o dreapti. Existd, deci,
un punct pe ea cu torsiunea nenuld. Pe de altd parte, curbura normald
a unei linii asimptotice filnd nuld, vectorul normal principal la curbd
e perpendicular pe normala la suprafati. Astfel, planul osculator la o
linie asimptoticd e chiar planul tangent la suprafati. Conchidem ci, in
cazul nostru, generatoarele t = ct. sint normalele principale ale curbelor
u = ct. Aceasta ingseamnd ci u = ct. e o familie infinitd de curbe
Bertrand. Dar singura curbi care are o infinitate de vecine Bertrand
e elicea circulari. Aceasta rezolvd problema local. Dar cum elicea
circulari are torsiune constanti, douX astfel de elici care se intersecteazi
trebuie 64 coincid&, ceea ce incheie demonstratia.

2.4.11 (reprezentarea Weierstrass a unei suprafete minimale.)
Fie (U, k), h(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(v,v)) o parametrizare locali a
unet suprafefe S. Identificdm (u,v) din U cu numdrul complez {( =
t + v gt punem

‘Pl(() =TIy — iyu, ‘PZ(C) = Yu — iyur 303(() =Zy — 12,

5@ se arate cd parametrizarea h e izotermd dacd gt numai dacd
Pl +ps+pi =0 (2.19)
In acest caz suprafata e minimald dacd g1 numai dacd ¢, sint analitice.

Reciproc, fie D C C un deschis conex gi simplu conez 3i p; : D — C,

7 =1,3, olomorfe, verificind ( £.19) si

ler P+ @2 P+ s ’= F #£0. (2.20)
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



84

Solutie Urm&m solutia din monografia [Os]). Considerim o parametri-
zare izotermd gi functiile analitice ¢; definite mai sus; acestea satisfac
(2.19). Punem:

¥s

1~ 12
(g exist} pentru ci suprafata e regulaty). Se verifici ugor ci:

f=p1—ip, g=

1= %f(l -9%), P2 = %f(l +9%), v3=fg.

De asemenea, g € meromorfi iar f e analiticd si are un zero de ordin
cel putin 2m in fiecare punct in care g are un pol de ordin m. Functia
A (factorul conform) care apare in expresia primei forme fundamentale
dintr-o parametrizare izotermé va fi:

,\=[|f|(1-2klylz)]2,

iar vectorul normal are expresia:

N=(2Re(y) 2Im(g) 19l —1)
+gP 1+ g P 1+ g2/

Deci, suprafata nefiind plan, ¢’ nu poate fi identic nuli. Tinind seama
ci (vezi problema 2.2.1)

Alog A
K=——%"
avem 2
K=_[ 4]¢'| “] _
[F1A+[g1)

Cum ¢' e anliticd §i neidentic nuld, ea are numai zerouri izolate.

2.4.14 54 se arate cd suprafaja lui Scherk
¢+ (+1 ¢t +1
h(u,u):(ar_q(_i, g 103[(2_1 |

(unde ( # £1,%i 3i arg( e unghiul orientat dintre azc reald §i () e
mintmald.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



85

Solutie Utilizim caracterizarea din problema 2.4.11. Un calcul ele-
mentar conduce la:

tanar C+ 2u
g( Tete-1
tanarg ¢+ il
( T+ -1
o IC2+1| 1 (u —v? +1)% + 4u?e?
& 2-1" 2 (112+u’—1)2+4,‘.142::2
Avem, deci:
2 2% 4

301=-1—+—Cz. ‘P2=—1—_?. <Pa=m-

Se verifici fird dificultate ci p? + % + ¢3 = 0 §i ¢; sint analitice (nu
depind de () ccea ce arati ci suprafata lui Scherck e minimali. Si
mai observii cd o reprezentare expliciti pentru aceasti suprafa{d este
z =log =X,

conz’

2.4.15 Nu eristd suprafete minimale compacte in E°.
Solutie Orice suprafati compactd in E* are un punct eliptic (cf. prob-

lemei 2.2.21); in acest punct curburile principale sint nenule gi de
acelagi semn, deci curbura medie nu se poate anula.
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