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PREFAŢĂ 

Prezenta culegere de probleme se adreseaz4 tuturor studenţi/or din 
Facultatea de Chimie dar mai ales studenţilor anului II de la secţia de Chimie
.fizică care urmeazd cursul de optică. Deasemenea culegerea conţine probleme 
legate de optica cristalelor lichide fiind în acest fel util4 şi studenţilor din 
anul IV chimie-fizicd ce urmeazd cursul de cristale lichide. Ea poate fi folosit4 
în aceeaşi măsura şi de studenţii de la alte facultăţi din învăţdmântul superior 
care urmea:cI un curs defizic4. 

Lucrarea este structurată după programa ana/iticd a cursului de optic4 
şi conţine şapte capitole (Unde electromagnetice în vid, Starea de polarizare a 
luminii, Optica mediilor izotrope, Optica mediilor anizotrope, Interferenţa 

luminii, Difracţia luminii, Optică geometrică). Fiecare capitol al culegerii 
conţine un numdr de probleme rezolvate şi altele propuse spre rezolvare. 
Autorii s-au străduit să realizeze o culegere de probleme cu dificultate 
graduală, de la probleme care solicită mai puţin imaginaţia la probleme cu 
grad de dificultate mai ridicat. Multe probleme sunt însoţite de o reprezentare 
şi interpretare grafică a rezultatelor, graţie utilizării unor programe de 
aplicaţii matematice pe calculator. ln lucrare mdrimile vectoriale sunt 
reprezentate prin litere îngroşate (bold). 

Culegerea conţine în proporţie de mai mult de 50% probleme originale, 
iar capitolul „ Optica mediilor anizotrope" este alcdtuit din probleme create 
special, fiind destinat studenţilor de la cursul de Cristale lichide sau tuturor 
acelora care doresc sd aprofundeze aspecte ale opticii materialelor anizotrope. 

Considerând cd această culegere de probleme corespunde unei 
necesităţi resimţite de studenţii Facultăţii de Chimie, autorii au convingerea cd 
ea le vafi de un rea/folos în înţelegerea fenomenelor optice. 

Autorii 
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1. UNDE ELECTROMAGNETICE IN VID 

PROBLE1\1E REZOLVATE 

1.1. Utilizând setul de ecuaţii ale lui Maxwell, scrise pentru 
câmpul electromagnetic în vid, să se găsească ecuaţia de propagare a 
undelor electromagnetice în vid. 

Rezolvare: 
Ecuaţiile lui Maxwell pentru vid (p = O, j = O) sunt: 

aH 
VxE =-µ0 - (I.I.I) 

at 

aE 
VxH=E0 at (1.1.2) 

V•E=O (1.1.3) 

V·H=O (1.1.4) 
Pentru a obtine ecuaţia de propagare a câmpului electric E al undei 

electromagnetice se va proceda la eliminarea lui H din relaţiile (1.1.1) -
(1.1.2), aplicând operatorul rotor ecuaţiei (1.1.1): 

Vx{VxE)=-µ0 :t(VxH) (1.1.5) 

Ţinând cont că, pentru orice vector C, există relaţia: 
Vx(VxC) = V(V ·C)- (V• V)C 

vom putea scrie că: 
V x (V x E) = V(V • E)-:-- (V· V)E 

Deoarece V• E = O rezultă că 

V x (V x E) =-(V· V)E = -V2E (1.1.6) 

7 
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Pe de altă parte, utilizând relaţia (1.1.2) avem că: 

a a2 E 
µo at(V X H) = µoEo atT (1.1.7) 

Înlocuind ( 1.1.6) şi ( 1.1. 7) în relaţia ( 1.1.5) se obţine ecuaţia de 
propagare: 

(1.1.8) 

sau: 

(1.1.9) 

unde c = (E0µS112 este viteza undelor electromagnetice în vid. 
O ecuaţie de propagare similară se obţine, prin acelaşi procedeu, şi ptntru 
câmpul H al undei electromagnetice: 

2 a2H -V H-E0 µ0 - 2 -O (1.1.10) 
at 

1.2. Să se arate că dacă câmpurile 
electromagnetice sunt date de expresiile: 

E(r,t) = Eoei(mt-u) 

H(r,t) = Hoei(ml-kr) 

E şt H ale undei 

(1.2.1) 
(1.2.2) 

unde ro este frecventa unghiulară a undei, k vectorul de undă, iar 
vectorii E0 şi H0 sunt vectori constanţi care nu depind de coordonate şi 
timp, atunci: 

1) ecuaţiile lui Maxwell au forma: 
kxE = µ0 oiH 

k xH =-E0roE 

k·E=O 

k·H=O 

2) E.ik, Hl.k 
3) E.LH 

\ 
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Rewlvare: 
1) Dacă câmpurile E(r,t) şi H(r,t) sunt date de expresiile ( 1.2.1-

1.2.2), unde r:cxez l yey +xez , k= kxe11 +kyey t "2ez , eu ey, ez - versom 
direcţiilor x,y,z, atunci 

ŞI 

V· E = -ikE ( 1.2.3) 

aE =iwE 
at 

(1.2.4) 

Astfel acţiunea operatorului V se reduce la înmulţirea cu -1k iar a 
operatorului alat la înmulţirea cu iw. În acest caz ecuaţiile lui Maxwell 
( 1.1.1-1.1.4) devin: 

sau: 

-i(k X E) = -iµ 0 coH 
-i(k X H) = ÎE 0 WE 

-ik•E = O 
-ik·H = O 

kxE=µ 0 wH 
k xH = -e0 wE 
k-E=O 
k-H=O 

(1.2.5) 
(1.2.6) 
(1.2. 7) 
( 1.2.8) 

(1.2.9) 
(1.2.IO) 
(1.2.11) 
(1.2.12) 

2) Din (1.2.11) şi (l.2.12) rezultă că E.lk, H.lk, adică 

transversalitatea undelor electromagnetice. 

3) Din (l.2.9) rezultă că H este perpendicular pc planul 

determinat de vectorii k şi E, adică E.111 (ortogonalitatea câmpurilor 

E ~i H). 

1.3. Să se găsească soluţia ecuaţiei de propagare: 

(1.3.1) 

111.:111rn u f1111Lp1: scalară <l>(z,t) Je formă 11a1..:car1: 

l) 
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Rezolvare: 
Vom rezolva problema pentru un caz general când cll(z,t) are o 

formă arbitrară, nu neapărat periodică. În acest caz, Beând schimbarea de 
variabile: 

; = z - ct si T\ = z + ct 
obţinem: 

aq, = aq, a;+ aq, aT\ = aq, + aq, 
az a; az aT\ az a; aT\ 

aq, = aq, a;+ aq, aT\ = -c aq, +c aq, 
at a; at aT\ at a; aT\ 

Se împart membrii relaţiei (1.3.4) cu "c": 
! aq, =- aq, + aq, 
c at a; aT\ 

(1.3.2) 

(1.3.3) 

(1.3.4) 

(1.3.5) 

Dacă se scad relaţiile (1.3.3) şi (1.3.5) şi respectiv se adună,se obţine că: 

adică 

Atunci: 

aq,_1aq,= 2 aq, aq,+1aq,= 2 aq, c ) 1.3.6 
az C at al; az C at aT\ 

a 1 a a 
----=2-
az cat a; 

a 1 a a 
-+--=2-
az cat aT\ 

( 
a 1 a y a 1 a ) a2 1 a2 

az cat)laz+cat =az2 c2at2 

(1.3.7) 

(1.3.8) 

Ţinând cont de relaţiile (1.3.6) - (1.3.8) avem că: 

a2 q, __ 1 a2 q, -4i__(aq,)- o 
az2 c2 a t2 - a; d'T\ -

(1.3.9) 

În acest fel, rezolvarea ecuaţiei (l.3.1) o înlocuim prin rezolvarea 
ecuaţiei: 

4i__(aq,) = o a; d'T\ (1.3.10) 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



astfel că prin integrare se obţine: 

cJ> = cJ>1(l;)+ «1>2 (T\) 
sau: 

(1.3.11) 

(1.3.12) 

Funcţiile <1>1 şi <1>2 au o formă arbitrară. Funcţia <1>2 reprezmtă o 
undă progresivă, care se prppagă cu viteza "c" în sensul pozitiv al axei 
Oz. Funcţia <1> 1 reprezintă unda regresivă, care se propagă cu viteza "c" în 
sensul negativ al axei Oz, iar expresia (1.3.12) descrie o superpoziţie a 
celor două unde. 

Dacă soluţiile <1> 1 şi <1>2 ale ecuaţiei de propagare sunt funcţii 

armonice, atunci unda se numeşte armonică plană, iar unda progresivă 
poate fi pusă sub forma: 

$2(z-ct) = $2[-{1-~)] =Ac~+-:)] (l.3.13) 
I 

1.4. Să se găsească soluţia ecuaţiei de propagare pentru câmpul 
electric al unei unde electromagnetice care se propagă în direcţia Oz, 
utilizând metoda separării variabilelor. 

SA se arate că suprafaţa de undă este plană. 

Rezolvare: Pentru undele care se propagă în direcţia Oz ecuaţia de 
propagare (1.1.9) se scrie sub forma: 

a2E 1 a2E 
-2 --2 -2 =0 (1.4.1) 
az C at 

Câmpul electric E al undei electromagnetice oscilează, dat fiind 
proprietatea de transversalitate a undelor electromagnetice, în planul xOy 
perpendicular pe direcţia de propagare Oz. Pentru a simplifica problema 
vom considera o direcţie de oscilaţie a câmpului E bine determinată, 
astfel că vom lucra în continuare cu o funcţie scalară E(z,t). 

Aplicând metoda separării variabilelor putem scrie : 
E(z,t) = f(z) g(t) 

11 
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Prin urmare: 

a2E(z, t) _ ( ) a2f(z) 
2 -gt 2 ' az az 

a2
E(z, t) = f(z) a2

g(t) 
at2 at2 

înlocuind (l.4.2) în ecuaţia de propagare (1.4.1), se obţine: 

a2r 1 a2g 
g---f-=0 

az2 c2 at2 

Împărţind (1.4.3) cu produsul funcţiilor f(z)g(t): 

1 a2r 1 1 a2g 

f az2 =~ g at 2 

sau 

c2 a2r l a2g 2 
--= --= const.= -co 
f az2 g at2 

Se obţin astfel ecuaţiile: 
a2r ro2 
-+-f=O 
az2 c2 

a2 
~+co2g = o 
a1 2 

(1.4.2) 

(1.4.3) 

(1.4.4) 

(1.4.5) 

Dacă se notează ro2 /c2 = k2
, unde k este numărul de undă, atunci 

soluţiile ecuaţiilor ( 1.4. 5) sunt: 
ikz ikz f(z)=A 1e +B1e-

g(t) = A2eirot +B2e•irot 
(1.4.6) 

unde Ai, Bi, A2, Bi sunt constante. Soluţia generală poate fi pusă sub fonna: 
E(z, t) = f(z)g(t) = E

0
e±i(rot±kz) (1.4. 7) 

unde E0 este amplitudinea undei. Funcţia (1.4.7) descrie, în general, o 
undă armonică plană, de pulsaţie ro care se propagă în direcţia Oz. 
Funcţia E(z,t) = E

0
ei(mt • kz) descrie o undă progresivă, care se propagă 

îndepărtându-se de sursă, iar funcţia E(z,t) = E0 ei(mt + kz) reprezintă o undă 
regresivă (reflectată) care se apropie de sursă. 

12 
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Alte forme ale funcţiei (1.4.7) sunt: 
E ( z, t) = a cos( rot - kz) 

E(z, t) = b sin(rot-kz) (1.4.8) 

b) Locul geometric al punctelor din spaţiu, pentru care faza undei 
este constantă, se numeşte suprafată de undă . 

Se observă că faza undei, cp = ( wt -kz), este constantă ( q> = const.) 
1 ""fi A 1 a un moment t 1xat, m puncte e pentru care z = const. 

Prin urmare,suprafeţele de undă, în cazul propagării undei în 
direcţia Oz, sunt planele z = const. (z=z11 z=2i etc.) şi unda descrisă prin 
(l,4,7) este o undă plană. 

1,5. Sl1 se găsească soluţia ecuaţiei de propagare a undelor sferice, 
emise de o sursă punctiformă în vid. Să se arate că forma suprafeţelor de 
undă este sferică. 

Rezolvare: 
Utilizând expresia laplaceanului în coordonate sferice, ecuaţia de 

propagare a undelor electromagnetice este: 

1 [ a ( 2 a J 1 a ( • a J 1 a
2 

] 1 a
2
E ~ a;:- _r a;:- + sin0 ae SmS· ae + sin2 0 acp 2 E-~ at2 = O 

Dacă propagarea are loc într-un mediu izotrop în toate direcţiile, E 
nu mai depinde de 0 şi cp ci numai de r. 

Ecuaţia de propagare a undelor devine în acest caz: 

(1.5.1) 

Deoarece: 

_I ~(r2 aEJ=-1 ( 2r· aE +r2. a
2
EJ=.!_·~(rE) 

r2 ar ar r2 ar ar2 r ar2 

ecuaţia (1.5.1) devine: 

a2 r a2E 
-(rE)--•-.=0 
ar2 c2 at2 (1.5.2) 

13 
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Făcând substituţia U = rE şi observând că: 

a2E a2 

r·-=-(rE) 
at2 at2 

se obţine: 

(1.5.3) 

care reprezintă o ecuaţie analoagă cu (1.3.1) sau (1.4.1). Prin urmare, 
soluţia ecuaţiei (1.5.3) va fi de forma: 

U(r, t) = aei(o:t±kr) 

de unde: 

E(r,t)= U =!·ei(o:t±kr) 
r r 

(1.5.4) 

Locul geometric al punctelor pentru care faza undei este constantă la un 
moment ''t" fixat este r = const. şi reprezintă o sferl, de unde şi 
denumirea de unde sferice. 

1.6. Câmpul electric al unei unde electromagnetice oscilează în 
planul xy iar direcţia de propagare k a undei este Oz. Se cere: 

14 

a) expresia câmpului electric al undei; 
b) să se calculeze rot E; 
c) să se găsească expresia câmpului magnetic H al undei; 
d) să se găsească expresia vectorului lui Poynting S ; 
e) să se deseneze vectorii E, H, S şi k în sistemul de axe xyz; 

Rezolvare: 
a) Expresia vectorului E(z,t) este: 
E(z,t) = Ex ex+ Ey ey = E0xcos(rot-kz) ex+ E0ycos(cot-kz) ey 
unde ex şi ey sunt versorii direcţiilor Ox si Oy. 
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b) Rotorul vectorului E este în general: 

unde componentele vectorului rot E sunt: 
E aE aEy R ___ z ---
X - ay az 

RE - aEx aEz 
y - az - ax 

RE - aEy aEx 
z - ax -ay 

Prin urmare, utilizând relaţiile (l.6.2.), se obţine: 

adică 

Ri = -kE 0y sin(cot-kz) 

R~ = kE0x sin(rot-kz) 

R~ =0 

E E 
rotE = Rx ex +Ry ey 

c) Tinând cont de ecuaţia lui Maxwell: 
aH 

rotE =-µ 0 at 

vom scrie că: 

(1.6.1) 

(1.6.2) 

(1.6.3) 

(1.6.4) 

(1.6.5) 

15 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



de unde: 

H = --
1
-JR Edt 

X µO X 

H = --
1
-JR Edt 

Y µo Y 
(1.6.6) 

1 J E Hz=-- Rzdt 
µo 

Prin integrare se obţine: 

{l.6.7) 

adică: 

H(z, t) = Hxex + Hyey = 

= -H0 x cos(rot- kz)ex + H 0y cos1-kz)ey 
(1.6.8) 

z 

s 

H y 

Fig.1.6 

16 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



d) Vectorul lui Poynting S, în cazul problemei noastre, este: 

ei: ey 

S=EXH= Ex Ey 
Hx Hy 

ez 
O = (ExHy -EyHx)ez = 
o 

k(E~x + E~y) 2 = ------=--cos (rot-kz)ez 
coµo 

Valoarea medie a densităţii fluxului de energie este: 

unde 
* 2 2 I = E E = E0 x + E0y 

este intensitatea undei. 

(1.6.9) 

(1.6.10) 

(1.6.11) 

e) În fig.1.6 este prezentată dispoziţia vectorilor E, li, S, k în raport 
cu sistemul de axe xyz, în care direcţia de propagare a undei este Oz. 

1. 7. Într-un mediu izotrop se propagă o undă electromagnetică 
după o direcţie k, aflată în planul xy. Câmpul electric al undei oscilează 
după direcţia Oz. Se cere: 

a) expresia câmpului electric E al undei; 
b) să se calculeze rot E; 
c) să se giisească expresia câmpului magnetic H al undei; 
d) să se găsească expresia vectorului lui Poynting şi valoarea 

medie a densităţii fluxului de energie transportată de undă; 
f) să se deseneze vectorii E, H, S şi k în sistemul de axe xyz; 
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Rezolvare: 
a) Deoarece propagarea are loc după o direcţie aflată în planul xy, 

produsul scalar kr este kr=kxx + kyy, iar expresia câmpului electric E al 
undei, polarizată după Oz, va fi: 

sunt: 

adică 

(1.7.1) 

b) Ţinând cont de expresiile (1.6.2), componentele vectorului rotE 

R~ = kyEo sin[Cllt-(kxx+kyy)] 

R; = -kxEo sin[Cllt-(kxx+kyy)] 

R~ =O 

(1.7.2) 

(1.7.3) 

" c) Componentele vectorului H se determină utilizând relaJiile 
(1.6.6). Astfel: 

kyEo 
Hx =--cos[rot-(kxx+kyy)] 

coµo 
k E 

Hy = _ __LQ_cos[Cllt-(kxx + kyy)] (1.7.4) 
coµo 

d) Vectorul lui Poynting este: 

ex ey ez 
S=EXH= O O E2 = 

Hx Hy O (1.7.5) 

=:--EzHyex +E 2 Hxey = Sxex +Syey 

iar valoarea instantanee I S I , este: 

18 

ISl= ✓S~+s; = E~ ✓k~+k; cos2[rot-(kxx+kyy)] 
coµo 
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z 

E 

y 
H 

s 
X 

Fig.1.7. 

Valoarea medie a densităţii fluxului de energie este: 

E2 ---1 1 

(S)=-0 .Jki +k~ -f cos2[wt-(kxx+kyy)}jt = 
COflo t o 

e) în fig. I. 7. este prezentată dispunerea spatială a vectorilor E, H, 
S şi k. 

1.8. Câmpul magnetic al unei unde electromagnetice care se 
propagă în vid, în direcţia Oz este: 

H{z, t) = H0 cos(oot- kz)ex (1.8. l) 
Se cere: 
a) să se găsească expresia câmpului E electric al undei; 
b) să se calculeze divE; 
c) să se găsească expresia vectorului lui Poynting şi să se prezinte 

dispoziţia spatială a vectorilor E, H, S şi k; 

Rezolvare: 
a) Ţinând cont de ecuaţia lui Maxwell: 

aE 
rotH=e0 -

at 
(l.8.2) 

19 
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vom putea determina componentele câmpului electric E al undei: 

E = -
1 J (rotH)dt (1.8.3) 

Eo 

Componentele vectorului rotH se determină astfel: 

ex ey ez 

rotH= 
a a a H H -- =Rx ex +Ry e ax ay az 

Hx Hy Hz 

unde 

RH _ aHz _ aHy 
X - ay az 

RH = aHx _ aH2 

y az ax 
R H - aHy - aHx 

z - ax ay 
Utilizând relaţiile (1.8.4) se obţine: 

Rtl =0 

R~ = kH0 sin(cot-kz) 

R~ =0 

Prin urmare 

1 J H kHo Ey = - Ry dt = ---cos(cot-kz) 
Eo creo 

adică: 

E(z, t) = -E0 cos(cot- kz)ey 

H 
Y +Rz ez 

(1.8.4) 

(1.8.5) 

(1.8.6) 

(1.8. 7) 

unde E0 = kl-fo/c.oe0 este amplitudinea câmpului electric. 

b) Pentru calculul divergenţei vom utiliza relaţia: 

divE = aEx + aEy + aEz 
ax ay az (1.8.8) 
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Prin urmare, în cazul problemei date: 
aE 

divE=-y-=0 
ay 

ceea ce indică un câmp fără surse. 

(1.8.9) 

c) În cazul acestei probleme, vectorul lui Poynting este dat de: 

ex ey 

S=ExH= O Ey 

Hx O 

kH2 -
= --0 cos2 (rot.:... kz)ez 

Oleo 

(1.8.10) 

În figura 1. 8 este prezentată dispunerea spaţială a vectorilor E, H, 
S, k într-un sistem de axe xyz. 

z 

s 
k 

E 
y 

H 
X 

Fig.1.8 

1.9. Să se scrie expresia câmpului electric al unei unde 
electromagnetice plane de frecvenţă unghiulară ro ce se propagă în vid: 

a) în direcţia Oy şi este polarizată după Ox; 
b) în direcţia Oy şi este polarizată după Oz; 
c) în direcţia Oy şi este polarizată în planul (xz); 
d) în direcţia Ox şi este polarizată după Oz; 
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Rezolvare: 
a) Câmpul electric al undei va depinde în acest caz de coordonata 

y ş1 de timp şi poate fi exprimat prin: 

E{y, t) = E
0
xei(rot-ky) · ex (1.9.1) 

unde ex este versorul direcţiei Ox. 

b) Expresia câmpului electric al undei este: 

E{y, t) = E
02

ei(ox-ky) · ez 

unde ez este versorul direcţiei Oz. 

c) Deoarece E oscilează în planul (xz), vom avea: 
Ea = Exex + Ezez 

de unde: 

ŞI 

( ) ( ) i(rot-ky) 
E y, t = E0 xex + E02ez e 

E 
tg0=_fil_ 

Eox 
d) În acest caz: 

( ) i(ox-kx) 
E x, t = E02e • ez 

(1.9.2) 

(1.9.3) 

(1.9.4) 

1.10. Care sunt valorile maxime ale câmpurilor ekctric ş1 

magnetic în cazul unui fascicul laser cu intensitatea de: 
a) 1013 W/m2 (laser cu C02) 

b) 10·3 W/m2 (laser cu He-Ne) 
Se dau: e0 =8.85. 10·12 Fim, J.10 =4 1t10"7 H/m. 

Rezolvare: 
Intensitatea radiaţiei, reprezentând energia transportată de unda 

electromagnetică în unitatea de timp pe unitatea de suprafală, este dală de 
modulul vectorului lui Poynting S. 

Valoarea medie în timp a acestei energii este: 

(S) = ½ JF.E~ (1.10 I I 

unde E0 este amplitudinea undei, iar I = E/ este intensitaka undt:i. 
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Prin mmare: 

(1.10.2) 

Prin calcul se obţine: 
a) E0 =8.68. 107 V/m şi 

Ha= (E0 / µ0 )1'2 E0 = 2.29 105 A/m sau B0 = µ0 Ha=0.287 T 
b) E0 = 0.868 V/m şi B0 = 2.9 10·9 T. 

În cazul a) câmpul electric este foarte intens ceea ce explică 
utilizarea radiaţiei laserului cu C02 în aplicalii tehnologice, iar câmpul 
magnetic are o valoare obişnuită. 

In cazul laserului cu He-Ne, valorile câmpurilor electric ş1 
marrnetic sunt mult mai slabe, neproducând efecte de încălzire. 

1. 11. Să se scrie expresia intensităţii undei rezultate din 
suprapunerea a două unde electromagnetice de aceeaşi frecvenţă, care se 
propagă în direcţia Ox, ţinând cont de direcţia lor de polarizare: 

a) după direcţii paralele; 
b) după direcţii ortogonale; 
c) după direcţii care formează un unghi cx=x/3 între ele. 

Rezolvare: 
Ţinând cont de starea de polarizare, câmpurile electrice ale celor 

două unde sunt: 

E - E i( Olt - kx I ) 
1 - 01e 

i( rot-kx ) E 2 =E02e 2 (1.11.1) 
Intensitatea undei rezultante este: 

I=(E; +E;)(E1 +E2 )=E51 +E52 +2·E01 ·E02 cos[k(x 2 -x1)] 

In expresia intensităţii intervine produsul scalar E01 E02• Dacă a este 
unghiul dintre planele de oscilaţie ale câmpurilor E1 şi E2, atunci: 

E01 • E02 = E01E02 cosa (1.11.3) 
Şl 

I= Eoi2 + E02 
2 + 2E01E02 coscxcos(k • ~) 

unde am notat cu L\.x = x2 - x1 diferenţa de drum optic. 

(1.11.4) 
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a) oscilaţii paralele: dacă direcţiile de oscilaţie ale câmpurile E1 şi 

E2 sunt paralele, a = O şi în acest caz: 

I= Eo.2 + E0/ + 2E01Eo2 cos(k • fuc) (1. 11.5) 

b) dacă câmpurile E1 şi E2 sunt ortogonale ( a = rr.12) , atunci: 

I= Eo12 + Eo/ (1.11.6) 

c) dacă planele în care oscilează câmpurile E1 şi E2 fac între ele un 
unghi a= 1tl3, atunci: 

I= Eo.2 + E0/ + E01E02 cos(k • &c) (1.11. 7) 

I 1(kAx) 

I]( kA x) 

20 

10 

s L..--~'---L------' ......... -----' ........ --__, 

o s 10 

kAx 

Fig.1.11 

lS 20 

În fig.1.11. este prezentată dependenţa I=I(kL\x) şi anume l 1=1 1(kL\x) 

pentru a 1=O (curba continuă), l2=Ii(kL\x) pentru ai=rr.13 (curbă punctatll), 

I3=IJ(k&c) pentru a 3=1t/1.9 (reprezentată cu punct-linie). S-a considerat 

E01=2V/m, E02=3V/m. Se constatli cli pentru o valoare kL\x fixatli (adică 

într-un anumit punct unde se produce superpoziţia undelor) valoarea 

intensităţii depinde semificativ de unghiul a, adică de direcţiile de 

oscilaţie ale câmpurilor. Deasemenea şi valorile maxime ale lui I depind 

de valorile lui a. 
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1.12. Douli unde coerente (ro1=00i=co), de amplitudini a1 şi a:i se 
propagă pe aceeaşi direcţie, Oz. Câmpurile electrice ale celor două unde 
oscilează dupll aceeaşi direcţie şi sunt: 

( ) 
i(rot-kz ) 

E 1 z, t = a1e . 1 (1.12.1) 

( ) 
i(wt.-kz -ffl ) E 2 z,t = a2e 2 "I". 

Se cere: 
a) Să se determine intensitatea undei rezultate din suprapunerea 

celor două unde într-un punct, până la care undele au străbătut distanţele 
z1 respectiv Zi• 

Care sunt valorile maxime şi minime ale intensităţii ? 
b) Pentru ce valori ale /lz = Zi -z1se obţin maximele şi minimele de 

intensitate dacă %= O. Să se reprezinte grafic I= l(k/lz) pentru cpg= O, rr/3, 1t. 
c) Care este intensitatea medie a undei rezultante dacA. undele sunt 

necoerente? 

Rewlvare: 
a) Intensitatea undei rezultante se defineşte ca fiind: 

I=E* ·E (1.12.2) 
Oscilaţiile fiind paralele, câmpul electric al undei rezultante este: 

E=E1 +E2 =[a1e-ikz, +a2e-i(kz2+q,.)}irot (1.12.3) 

tar 

E* =Ei* +E2* =[a1eikz, +a2ei(kz2+cp.)Je-irot 

Efectuând calculele se obţine: 

I= E* · E = a12 +a/+ a1a2ei(kAz+cp.) + a1a2e -i(kAz+<p.) 

sau: 

I= a12 +al +2a1a2 cos(kllz+cp0) 

Dacă cp0 = const., atunci: 

I= I max= a/+ al +2a1a2 = (a1 + a2)2 

pentru (kAz+cp0 ) = 2n1t şi 

I= Imin = a12 +al-2a1a2 =(a1 -a2)2 

(1.12.4) 

(1.12.5) 

(1.12.6) 

(1.12. 7) 

25 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



pentru (kAz+((>o) = (2n+l)7t. Dacă ţinem cont că intensităţile celor două 
unde sunt 11= a/ şi 12= a/ atunci ecuaţia (1.12.~) se mai scrie: 

I =11 +12 +2.JfŢ,; cos(k·Az+cp0) (1.12.8) 

b) Dacă cp0 = O, atunci: 

Imax =l1 +l2 +2.JfŢ,; (1.12.9) 

pentru: 

k-~z=2n7t sau Az= 201
t =2n 'A. 

k 2 
respectiv: 

pentru: 
Imin =l1 +l2 -2.JI1l2 

'A. 
k • Az = (2n + l)1t sau Az = (2n + 1)-

2 

(1.12.10) 

25...------,------r------,-----, 

s 10 

kâz 

Fig. 1.12 

15 20 

În fig.1.12. este prezentată dependenţa l=l(kAz) şi anume 
l 1=1 1(kAz) pentru cp0 =O (curba continuă), l2=Ii(kAz) pentru <Po=1t/3 (curba 
punctată), l3=IJCkAz) pentru cp0 =1t (cw-ba linie-întrerurtă). S-a considerat 
a1=2V/m, a2=3V/m. Se constată că pentru o valoare kAz fixată (auieli 
într-un anumit punct unde se produce superpoziţia undelor) valoarea 
intensităţii depinde semificativ de mărimea fazelor iniţiale. Valorile 
maxime ale lui I nu se modifică. 
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c) Dacă cp0 = (?o(t) şi variază aleatoriu şi foarte rapid în timp,., undele 
sunt necoerente. Atunci intensitatea undei rezultante va varia în timp 
datorită termenului cos(ki\z+<p0) din expresia (1.12.5). Valoarea medie a 
intensităţii, evaluată pe un interval de timp 't >> T (T-perioada undelor), 
este: 

(1.12.11) 

Deoarece valoarea medie a cosinusului este nulă pe durata unei 
perioade de variaţie a sa, obţinem că: 

(1.12.12) 

În acest caz intensitatea I are aceeaşi valoare în orice punct din zona de 
interferenţă, suprapunerea undelor dând o interferenţă nestaţionară. 

1.13. Două unde electromagnetice având aceeaşi amplitudine a, 
dar frecvenţe diferite ro1:;t:O>i, se propagli în aceeaşi direcţie Oz şi au 
aceeaşi fază iniţială. Câmpurile electrice Ei(z,t) şi Ez(z,t) ale celor douli 
unde oscileazli după aceeaşi direcţie. 

Să se găsească intensitatea undei rezultate din suprapunerea celor 
două unde. 

Rezolvare: 
I. In punctul unde are loc superpoziţia, câmpurile electrice ale 

celor două unde sunt date de expresiile: 

E ( t) - i(oo 1t-k 1z1 ) 

1 z1, - ae 

E2 (z2 't) = aei(ro2t-k2z2) (1.13.1) 

Dacă introducem notaţiile: 

c:o=(ro1 +ro2)/2, k=(k1 +k2)/2, z=(z1 +z2)/2 
Ac:o=c:o 1 -c:o2, Ak=k1-k2, Az=z1-z2 (1.13.2) 
avem că: 

Ac:o 
C:01 = c:o+-2 , 

/ll 
, z1 =z+-

2 
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Mo 
ro2 =ro--2 , 

iar unda rezultantă este: 
E=E1 +E= 

(1.13.3) 

( 
Aco Ale t:.z. ) ·( Aco Ale t:.z. ) i (co+-)t-(k+-)(z+-) 1 (co--)t-(k--)(z--) 

= a[ e 2 2 2 + e 2 2 2 ] = 

= ae 4 e 2 2 2 + e 2 2 2 
i(cot-kz- AkAz)[ i(Aco t- kAz _ zAk) -i(Aco t- kt:.z. _ zAk)] 

Utilizând formulele lui Euler se obţine: 

(
A(J),t-A(kz)J { cot-kz- AkAz) 

E=2acos ---- e 4 
2 

(1.13.4) 

care reprezintă o undă de frecvenţă Cll care se propagă în direcţia Oz, 
având o amplitudine variabilă: 

A= 2aco{-A(l},_t --2 A_('--kz....;_)] (1.13.5) 

Intensitatea undei rezultante este: 

,.. 2 2 [Aw.t-A(kz)] I = E • E = 4a cos 
2 

(1.13.6) 

II. Dacă utilizăm pentru câmpurile E1 şi Ei expresiile : 
EI ( z I , t) = a cos( Cll I t - k Iz 1 ) 

E2 (z2, t) = acos(w2t - k2z2) 
(1.13.7) 

şi calculăm (E1+E2) folosind relaţiile (1.13.2)-(1.13.3), vom obţine: 

(
Awt-A(kz)) { AkAz) E1 +E2 =2acos 

2 
co Cllt-kz--

4
- (1.13.8) 

Se observă ca se obţin aceleaşi expresii (1.13.5) şi respectiv (1.13.6) 
pentru amplitudinea şi intensitatea undei rezultante, ca şi în prima 
variantă. 
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Relaţia (l.13.6) arată că într-un punct fixat din spaţiu, intensitatea 
variază periodic în timp, cu frecvenţa Aco, ceea ce reprezintă un fenomen 
de modulaţie în amplitudine (fenomenul de bătăi). 

În figura 1.13 este prezentată, prin curba continuă, dependenţa de 
timp a valorilor câmpului rezultant E(t) (relaţia 1.13.8), prin curba 
punctată, dependenţa de timp a amplitudinii A(t) (relaţia 1.13.5), iar prin 
linie întreruptă l(t) (relaţia (1.13.6). Aceste reprezentări grafice au fost 
făcute pe calculator, alegându-se, pentru o mai bună vizualizare, 
frecvenţe unghiulare mici şi anume co1 =20rad/s, 00i=23rad/s, astfel ca 
Aco=3rad/s. 

Se poate constata din fig.1.13 formarea grupurilor de undă. Durata 
unui grup este -r-l/Av=21t/Aco, adică în cazul acestei probleme 
-c=21t/3=2.09s. 

4 
/ ' ' ' ' \ { \ / 

' \ { \ I I 
\ I I { I 
I I I I I 
I { \ I I 
I I I I I 
\ I I I I 
I I I I I 

2 I I I I I 

E(I) I { I I I 
I I I I I 
I I \ I 

'•\ • .. \ I I li 

A(I) 
·, I I 

,.. 
\ { \ ,,. I I 

\ 

1(1) 
o 

\ 

---i~--~---~--~~---~--~-----' 
o 2 3 4 6 

Fig.1.13. 

1.14. a.Să se găsească relaţia dintre câmpul electric şi câmpul 
magnetic al undei electromagnetice armonice plane de frecvenţă 

unghiulară co, care se propagă în vid. 
b. Să se determine raportul intensităţilor celor două câmpuri în 

cazul: 
1) propagării undelor în vid; 
2) propagării într-un mediu cu constantele e.-=5 (indice de refracţie 

n = 2,236) şi ~=1. 
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Dacă: 

Rewlvare: 

E(r, t) = E 0 exp[i(rot-kr)] 

H(r, t) = H 0 exp[i(rot-kr)] (1.14.1) 

sunt expresiile câmpurilor electric şi magnetic ale undei electromagnetice, 
atunci ecuaţiile lui Maxwell (pentru vid) pot fi scrise sub forma: 

VxE =-i (kxE)= -iroµ 0 H 

Vx H = -i (k xH) = iroe0 E (1.14.2) 

sau: 
k xE = roµ 0 H 
k X H = -CllE0 E (1.14.3) 

Ţinând cont de proprietatea de transversalitate a undelor 
electromagnetice, vom putea scrie: 

kEo = WJ.loHo 
k:H 0 = CllE 0 E 0 (1.14.3) 

Deoarece k = role, obţinem că: 
(O 
-E0 = roµ 0 H0 (1.14.4) 
C 

şi înlocuind c = (e0 µo)" 112 rezultă: 

,le; Eo = .jµ; Ho (1.14.5) 
sau: 

Eo = ~Ho (1.14.6) ve;; 
Înlocuind e0 = 8.85. 10·12F/m, µ0= 41t. 10·7 H/m se obtine: 

Eo = 3 767 · 102 V/ A H ' (1.14.7) 
o 

b. Intensităţile câmpurilor 
electromagnetice stau în relaţia: 

IE - E~ - µo 
IH - I-J~ - Eo 

ceea ce înseamnă că: 

IE = l,42.I05IH 

30 

electric ~1 magnetic ale undei 

(1.14.8) 
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2) (1.14.9) 

adică: 

IE= 2,84.104 IH 

Se constată ca intensitatea câmpului electric al undei 
electromagnetice în vid sau într-un alt mediu nemagnetic este mult mai 
mare decât intensitatea câmpului magnetic asociat. 

1.15. O undă electromagnetică plană se propagă în direcţia Oy şi 
este polarizată după direcţia Ox, în raport cu un sistem de axe (xyz). 

a) Să se scrie expresia câmpului magnetic al undei; 
b) Care este valoarea instantanee a câmpului electric şi a câmpului 

magnetic al undei electromagnetice în punctele de coordonate y1=10. l m 
şi y2=10.2 m de sursă, la momentul de timp t = 0.001s dacă: E0 =l0V/m, 
iar frecvenţa undei este de 1,5. 108 Hz. 

_ c) Care este valoarea medie a densităţii fluxului de energie 
transportată? 

Rezolvare: 
a) Expresia câmpului electric al undei este: 
E(y, t) = Eo cos( rot - ky) • ex ( 1. 15 .1) 

În acest caz câmpul magnetic al undei va fi polarizat în direcţia Oz şi are 
expresia: 

H(y, t) = Ho cos(cot- ky)· ez (1.15.2) 

unde eu ez sunt versorii direcţiilor Ox şi Oz, k = role şi Ho=(e0 /µ 0 )112E0 

(vezi problema 1.14.) 

b) La momentul t = O, 00 I s şi y 1 = 10, 1 m se obţine prin calcul, 
utilizând relaţia (1.15.1) şi (1.15.2), E(t) = 9,511 V/m, H(t) = 0.025 A/m. 
?entru t = 0,001s şi y2 = 10.2m, E(t) = 8,09 V/m, H(t) = 0.021 A/m. 

c) Valoarea medie a densităţii fluxului de energie transportată 
(valoarea medie a vectorului lui Poynting) este: 

(S)= &Ei(cos2 (cot-ky))=_!_ {e;E/ (1.15.3) 
v~ 2v~ 
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Înlocuind datele numerice se obţine: 
<S> = O, 133W/m

2 

1.16. a) Să se calculeze care este durata At a unei oscilaţii 

electromagnetice de frecvenţă v0 pentru ca abaterea Av să fie de 20%. 
b) Ce lărgime are pachetul de unde, dacă unda se propagă cu 

viteza se grup vg= 3. 108m/s. Să se efectueze calculele pentru cazurile: 
J a) V0 = 5.10 Hz; 

b) V"'= 5. 107
Hz; 

) 14 
C V O = 5 .10 Hz. 

Rezolvare: 
a) Ţinând cont de problema 1.13, durata At a unui grup de unde se 

obţine cu condiţia: 
1 At=- (1.16.1) 

Av 
Degarece Av = 20% v0 = 0.2 v0 , obţinem: 

At=-
1

-
0.2v0 

b) Lărgimea Al a unui grup este: 
V 

Al =vgAt=_!. 
Av 

Efectuând calculele, se obţin 

următor: 

vo(Hz) Â(m) 

5.103 6.10\60 km) 
5.101 6 
5. 1014 0,6.10"6(0,6 µm) 

rezultatele 

At(s) 

10·3 
10•7 
10•14 

(1.16.2) 

(1.16.3) 

prezentate în tabelul 

Az(m) 

3.10\300km) 
30 
3.10"6(3 µm) 

1.17. Un laser cu He-Ne emite o radiaţie cu Â.0 = 6328 A şi lărgime 
spectrală AÂ = 0,02 A, care se propagă cu viteza c -' 3.108 m/s. Să se 
determine: 

a) gradul de monocromaticitate al radiaţiei; 
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b) durata dt trenurilor (grupurilor) de unde corespunzăto<1rc; 
c) lungimea trenurilor de undă emise; 
d) care trebuie să fie diferenţa µe drum între bra!de unui 

interferometru Michelson pentru ca să se obtină o figură de interferenţă 
sta)ionară. 

Rewlvare: 
a) Gradul de monocromaticitate al undelor este: 

/:J... -6 
- = 3 1 • 10 
Â. I 

o 
(1.17.1) 

b) Durata .M a trenurilor de undă se obţine cu relaţia (vezi 
problema 1.16): 

l 
dt=-

&v 

unde: ldvl = ----;-/:J... = 1,5 • 10
9 

s-l = 1,5 GHz 
Â.o 

Efectuând calculele se obţine: dt = 6, 7.10-
10

s. 

c) Lungimea trenurilor de undă (lungimea de coeren)ă) este: 
d 1 = c • dt = 20 cm 

d) Pentru a se obţine o figură de interferenJA staţionarA este 
necesară îndeplinirea condiJiei de coerenţă spaJială a undelor 
monocromatice, ceea ce înseamnă' că difcren\a de drum între cele două 
braţe ale interferometrului Michelson să nu depăşeascA lungimea de 
coeren\ă dl. Dacă diferenţa de drum între cele două braţe ale 
interferometrului depăşeşte lungimea dl a unui tren de unde atunci nu va 
mai avea loc suprapunerea unor trenuri de undă "gemene", adicA rezultate 
din divizarea a<.:claşi tren de undă. 

1.18. Într-un experiment de interf eren)ă Young în luminA 
monm:romalidi de lungime de undă A.01 lumina trimisă de fanta primarA 
S, de lălime reglabilă a, cade pc fantele S 1 şi S2 ale dispozitivului Young, 
situate la Jislan\a d una de alia şi la distanţa L fa\ă de fanta S (lig.1.18.a) 
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Să se analizeze coerenţa luminii transmise de S, în planul fantelor 
Si,S2. Caz particular: d = 0,6 mm, L = Im, Â.0 = 600 nm. 

Rewlvare: 
Vizibilitatea franjelor de interferenţă, produse cu ajutorul 

dispozitivului Young, depinde de coerenţa perturbaţiilor ce provin de la 
fantele S

1 

, S2 . Factoml de coerenţă ''fii al perturbaţiilor de la S
1 

şi S
2

, 

depinde de distanţa d dintre cele două fante, de dimensiunea "a" a sursei 
primare S şi de distanţa L dintre planul sursei S şi planul fantelor S I şi S2 
În cazul unei surse S filiforme şi de lărgime "a", factorul de coerenţă la 
cele două puncte S 1 şi S2, este dat de relaţia: 

L 

X 

Fig. 1.18.a 

smu 
Y12 = 1tad =-u

Â. 0 L 

y 

(1.18.1) 

Dacă d şi L sunt date, atunci variaţia factorului de coerenţă depinde doar 
de lărgimea "a" a sursei S. 

Valorile nule ale lui y12 se obţin pentru: 

1tad 
sinu= O sau -- = n1t (1.18.2) 

Â. 0 L 
adică pentru val01ile lui "a" date de relaţia: 

• Â.
0

L 
a=n--

d 
(1.18.3) 
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În fig .. 18.b. este reprezentat y12 în funcţie de a. Dacă a<< Â.0 L/d, 
perturbaţiile ce provin de la S1 şi S2 au o coerenţă foarte bună şi în figura 
de interferenţă, produsă cu dispozitivul Young, se obţine o vizibilitate 
bună a franjelor. 

Dacă "a" creşte se produce o deteriorare a vizibilităţii franjelor de 
interferenţă datorită diminuării coerenţei perturbaţiilor care provin de la 
S1 şi S2. Coerenţa devine nulă pentru a= Â0 L/d, când franjele se şterg, ca 
apoi să reapară la creşterea lui "a", contrastul lor atingând un maxim 
pentru a = 3Â.0 L/2d şi dispar din nou pentru a = 2Â.0 L/d şi reapar dacă 
a=5Â.0L/2d etc. 

1 -------,------,------r-----, 

-o.5---~---~---------
0 0.00:2 0.004 0.00d 0.008 

.. 

Fig. 1.18.b 

In consecinţă coerenţa undelor, ce se propagă de la sursele 
secundare S 1 şi S2, este realizată dacă lărgimea fantei primare este: 

a<< "-oL a=~ ÂoL 
d ' 2 d ' 

-~ AOL 
a- ' ... 

2 d 

adică în cazul problemei noastre pentru valorile a<< 1mm, a = 1,5mm, 
a=2,5 mm. 
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1.19. Un fascicul paralel de lumină, care provine de la un laser cu 
He-Ne (Â.=623,8 nm), cade sub incidenţă normală pe o fantă 

dreptunghiulară de lăţime b=0,2 mm. Se cere: 
a) să se găsească expresia intensităţii luminii în figura de difracţie 

Fraunhofer; 
b) să se determine lărgimea maximului central al figurii de 

difracţie, care se obţine pe un ecran aflat la distanţa L=2m de fantă; 
c) care este lărgimea unghiulară ~m,m+I a maximelor cuprinse între 

două minime de difracţie (m+l) şi m; 
d) să se determine valorile maxime ale intensităţii maximelor de 

difracţie de ordinul m=l,2 .. 6. 

Rewlvare: 
a) Să considerăm că lumina se propagă în direcţia y, normală la 

planul xz al fantei de lăţime b (fig.1.19.a). Să notăm cu ex. unghiul după 
care este difractată lumina de către fantă. In conformitate cu principiul 
Huygens-Fresnel, sursele secundare coerente (surse dreptunghiulare de 
lungime egală cu lungimea fantei şi lăţime dx), aflate în planul fantei, 
emit unde secundare. 

z X 

b 

Fig. 1.19.a Fig. 1.19.b 

Aceste unde secundare au amplitudinea a=E
0
dx/b şi aceeaşi fază 

iniţială (<p0 =0). Unda secundară emisă de către o sursă secundară "i" 
J 

aflată la distanţa x de marginea A a fantei, are, în raport cu sursa din 
A(<i>A=wt), faza <l>i=wt-<pi, unde cpi=ki8i=21to/Â., iar 0/'---l{sincx. este diferenţa 
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de drum optic a undelor care provin de la A şi "i" ( fig.1.19. b ). În acest fel 
unda emisă; sub un unghi a., de o sursă secundară "i" va fi descrisă de 
expresia: 

dE( x, a.) = Eo cos( cot -
2

1t x sin a. )dx 
b 'A. 

(1.19.1) 

Expresia undei rezultante se obţine însumând contribuţiile tuturor surselor 
secundare, adică efectuând integrala: 

b 
E(c:x) = Eo f cos(cot-

2
1t xsinc:x)dx = 

b 'A. o 
. (1th . ) (1.19.2) 

sm -smc:x b 
= E O b'A. cos( cot - ~ sin a.) 

1t . 'A. 
Tsmc:x 

Amplitudinea rezultantă este: 

• (1th • ) sm Tsmc:x 
Eocx = Eo b 1t . 

-smc:x 
'A. 

(1.19.3) 

iar valoarea intensităţii luminii în figura de difracţie, care este dată de 
pătratul amplitudinii I(c:x)=(E0 ,J2, va fi: 

• 2(1tb • ) sm -y:smc:x 

I(c:x) = Io 2 

(
1th • ) 
Tsmc:x 

(1.19.4) 

unde I0 =(E0 )2. In figurile 1.19 .c. şi 1.19 .d sunt reprezentate grafic 
func1iile E(c:x) şi I(c:x), simulate pe calculator, utilizând datele de intrare 
b=0,6. 10-5m, 'A.=0,6. 10-6m, E0 =2V/m. Pentru a putea fi mai bine 
vizualizate a fost luată valoarea b=0,6. 10-5m. Pentru b=0,2 mm, 
maximele de difracţie devin foarte dese şi din acest motiv greu de 
vizualizat. Se poate constata o variaţie a intensităţii luminii în figura de 
difrac1ie în funcţie de unghiul a.. Există unghiuri pentru care intensitatea 
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luminii în figura de difracţie este nulă şi alte unghiuri pentru care I(cx):;t:0, 
cu alte cuvinte fenomenul de difracţie redistribuie, după fantă, 
intensitatea luminii incidente, în mod preferenţial. Totuşi cea mai mare 
parte a intensităţii se regăseşte în maximul central. 

b) Poziţia minimelor în figura de difracţie este dată de condiţia 
l(cx)=0, ceea ce conduce la: 

sina=±mA m=0,1,2.. (1.19.5) 
b 

Prin urmare unghiul cx1 la care apare primul minim (m=l) este: 

cx 1 = asin(A) = 0.18° (1.19.6) 
b 

iar lărgimea unghiulară a maximului central de difracţie va fi 
~o=2cx1=0,36°. 

Dacă imaginea de difracţie este prinsă pe un ecran, aflat la 
distanţa L de fantă, atunci separaţia dintre centrul maximului central şi 

primul minim este, de o parte şi alta a axului figurii, de Ltgcx1. Prin 
urmare pe ecran maximul central are o lăţime L\x=2Ltgcx1=1.3 cm. 

E(o) 

o 

-)'------'-----' 
-1 o 

,u(o) 

Fig. 1.19.c 

J(a)2 

o ~-..._..,,._.L....L..>L..,.,___._ _ __, 
-1 -o., o 

au( o) 

Fig. 1.19.d 

0.5 

c) Lărgimea unghiulară ~m.m+ 1 pentru un maxim secundar este: 

~m.rn+l = arcsin[(m + I) ~]-arcsin[m ~] (1. 19.7) 

Efectuând calculele rezultă că toate maximele de difracţie au aceeaşi 
largime unghiulară şi anume ~=0,003°. În fig.1.19.e sunt prezentate 
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dependenţele lui a şi A în funcţie de m. Se constată pentru a(m) o 
dependenţă liniară iar A(m)=const=0,003°. 

o.o-------.---..----, 

a(m) 
- O.O 
A(m) 

O'---~---~ 
o 2 4 6 

m 

Fig. 1.19.e 

o_-,,----,----.----, 

I(P) O.I 

m 

Fig. 1.19J 

d) Valorile maxime ale l(a) variază în funcţie de a şi sunt date de 
expresia: 

sin
2

( ~ sinP(m)) 
Im(P) = Io 2 

( ~ sinP(m)) 

(1.19.8) 

unde am notat cu P(m) = [a(m+l)+a(m)]/2, unghiul de difracţie care 
corespunde valorilor maxime ale l(a) : 

• ("A (2m+ 1)) P(m) = arcsm b 
2 

(1.19.9) 

In fig.1.19.f este reprezentată Im(P) în funcţie de m. Se constată 
scăderea valorilor maximelor de intensitate corespunzătoare diferitelor 
maxime de difracţie. Raportul I(P)llo este. de 1, 0.045, 0.016, 0.008, 
0.005, 0.003, 0.002, pentru m=0(maxim central),1,2, ... 6. 

1.20. Un fascicul paralel de radiaţie monocromatică cu lungimea 
de undă "A=0.6µm cade normal pe o reţea de difracţie care are un număr 
de N=103 trăsături transparente pe o distanţă L=IOmm, fiecare trăsătură 
având lălimea b=0,002mm. Să se determine: 

a) constanta reţelei; 
b) lărgimea maximului central de difracţie şi lărgimea unui maxim 

principal de interferenţă. Câte maxime principale de interferenţă se 
formează în maximul central de difracţie; 
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c) să se reprezinte grafic funcţia l(ex), de distribuţie a intensităţii 
luminii în figura de difracţie, în funcţie de unghiul ex utilizând valorile 

Â=0,6µm, a=0,0lmm, b=0,002mm şi N=4. 

Rezolvare: 
a) constanta reţelei "a" este '. 

L 10mm 
10

_2 
a=-=--= mm 

N 103 
Prin urmare reţeaua are pe o distanţă "a" o parte transparentă b=0,002mm 
şi o parte opacă p = (a-b) = 0,008mm. 

b) Distribuţia intensitătii luminii în figura de difracţie este dată de: 

• 2 ( 1tb • ) • 2 ( 1tN a • ) sm -~ sm ex sm T sm ex 

I(ex)=I 0 2 ( ) 1tb . 2 1ta . 
( T sin ex) sm T sm a 

(1.20.1) 

Expresia (1.20) conţine doi factori şi anume 
lctirr(ex)==l0 {sin2[(1tbsinex)/Â]}/[(1tbsinex)/Â]2 datorat difracţiei pe o fantă şi 
Iintert<:a)=sin2[(1tNasinex)/Â]/[sin2(1tasinex)/Â] datorat interferenţei multiple. 
Minimele de difracţie se obţin din condiţia Ictirr(ex)=0: 

. Â 
smex = m-

b 
m =±1, ±2, ... (1.20.2) 

Maximul central de difracţie este cuprins între minimele de difracţie 

pentru care m = ±1, adică lărgimea unghiulară a maximului central de 
difracţie va fi L1ctier= 2Alb=0,6 rad. 

Maximele principale de interferenţă din figura de difracţie se 
obţin punând condiţia ca numitorul funcţiei linieri ex) să se anuleze, adică: 

• kÂ k ±2 smex = - = ±1, + ,... (1.20.3) 
a 

iar minimele nule de interferenţă cu condiţia lintcrt<:ex)=0: 
. n Â 

smex = -- n = 1, 2,... (1.20.4) 
Na 

Între două minime nule există un maxim secundar de lărgime L1m'-''IJNa. 
Între două maxime principale consecutive există (N-1) minime nule şi 

40 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



(N-2) maxime secundare. Un maxim principal de interferenţă, care se 
obţine atunci când k = n/N devine un număr întreg, are lărgimea 

unghiulară Apr= 2Â/Na. In cazul problemei noastre Apr= 1,2. 104 rad. 
În maximul principal de difracţie se f01mează un număr (2k-1) de 

maxime principale de interferenţă. Valoarea lui k se obţine punând 
condiţia ca maximul de interferenţă de ordin k să coincidă cu primul 
minim de difracţie : 

• Â kÂ sma.=-= -
b a 

adică k = ~ 
b 

ceeace în cazul problemei nostre revine la k = 5 şi prin urmare se vor 
forma în total 2k-l =9 maxime principale. 

c) Graficul funcţiei I(a.) dată de (1.20. I) este prezentat în 
fig.1.20. Aşa cum s-a văzut la punctul b al problemei, între două maxime 
principale consecutive există (N-1) minime nule şi (N-2) maxime 
secundare, de lărgimi unghiulare Asec=Â/Na. Aceasta înseamnă că pentru 
valori mari ale lui N numărul de maxime secundare creşte foarte mult şi 
Aaec se micşorează, adică nu mai pot fi văzute distinct în grafic. De aceea 
pentru reprezentarea grafică din fig.1.20 s-a utilizat N=4. În acest caz 
numărul de maxime secundare este N-2=2, aşa cum se poate constata şi 
din grafic, iar numărul de maxime principale este 2k-l = 9, unde k=5. 
Curba punctată reprezintă contribuţia fenomenului de difracţie pe o fantă 
care determină modularea intensităţii in figura de difracţie .. 

150 

l(o) 

100 
I clil•l 

,o 

o L---'--.LU.-.L.l....l..L>-J.-.....L.>-.,"--"" ......... '--'-Wi..UJl..l'---'-""WW>Jc.J>....L.l...-L......cL>...L.L.>.......4J.._.........1 _ __J 

-O 7 -o.6 -O., -0.4 -0.l ·-O.l -O.I O O.I 0.2 0.l 0.4 o., 0.6 0.7 

Fig. 1.20. 
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1.21. Un dispozitiv Young are distanţa între fante a = 0,8mm. 
Dacă se lucrează cu lumină având )..=0,65µm, figura de interferenţă are 7 
maxime (franje). Se cere: 

a) Să se determine :ărgimea ba unei fante; 
b) Să de reprezinte grafic funcţia I(cx) de distribuţie a intensităţii 

luminii în figura de interferenţă. 

Rezolvare: 
Figura de interferenţă care se obţine cu ajutorul unui dispozitiv 

Young este rezultatul a două efecte: fenomenul de interferenţă, 

determinat de interferenţa fasciculelor monocromatice care provin de la 
cele două fante şi fenomenul de difracţie produs de difracţia pe o fantă. 
Fenomenul de difracţie face ca intensitatea luminii în figura de 
interferenţă să fie modulată, adică să scadă de la centrul figurii spre 
marginea până la anularea ei. În fapt, franjele de interferenţă care se 
observă experimental reprezintă maximele principale de interferenţă 

cuprinse în maximul principal de difracţie (problema 1.20). În cazul 
dispozitivului Young, care poate fi tratat ca o reţea cu N=2 fante, 
distribuţia intensitătii luminii este dată de o relaţie asemănătoare cu 
(1.20.1), unde N=2: 

• 2 ( 1th • ) • 2 ( 21ta • ) sm Tsmcx sm Tsmcx 
I(cx)=l 0 2 

(
1th ) • 2(1ta • ) Tsincx sm Tsmcx 

(1.21.l) 

Expresia (1.21.1) conţine factorii Idifr(cx)=I0 {sin2[(1tb/)..)sincx]}/ 
/[(1tb/)..)sincx]2 datorat difracţiei pe o fantă şi Iinteti<X)={sin2[(21ta/A)sincx]}/ 
/{sin

2
[(1ta/A)sincx]} datorat interferenţei. Maximele de interferenţă de la 

cele două fante se obţin cu condiţia: 
. ).. 

smcx = n- (l.21.2) 
a 

iar minimele de difracţie, ca şi în cnul difracţiei pe o fantă, cu condiţia: 
. . ).. 

smcx = mb (1.21.3) 
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Numărnl de franje de interferenţă este 2k-1 unde k = alb (vezi problema 
1.20). Prin urmare 2k-1=2a/b-1=7, de unde rezultă b=0,2mm. 

b) În fig.1.21 este reprezentată funcţia l(cx.), dată de (1.21.1). S-au 

utilizat ca date de intrare N=2, a=0,8mm, b=0,2mm, Â.=0,65µm. Se 
constată existenţa în maximul central de difracţie a 7 maxime de 
interferenţă. Celelalte maxime de interferenţă, care apar în celelalte 
maxime de difracţie, sunt de intensitate foarte mică şi din punct de vedere 
experimental reprezintă doar o lumină parazită. 

30 

1(11) 20 

o L-----'--':::.....:..........:....,,_____,_---1.,__,___,_..L..J..__,_---"_..._-""-'"'L...>...:::..l---' 
-0.008 -0.006 -0.004 -0.002 O 0.002 0.004 0.006 0.008 

11 

Fig.1.21. 

PROBLEME PROPUSE 

1.22. Să se găsească soluţia ecuaţiei de propagare pentru câmpul 
electric al unei unde electromagnetice care se propagă în direcţia Ox, 
utilizând metoda separării variabilelor. 

R: E(x, t) = E
0

e±i(o:t±kx) 

1.23. Să se determine raportul intensităţilor câmpurilor E şi H în 
cazul propagării unei unde electromagnetice într-un mediu cu constantele 
tr=IO şi ~=I. 

R: 1,42. 104 V/A. 

1.24. O undă electromagnetică plană se propagă în direcţia Oy şi 
este polarizată după direcţia Oz, în raport cu un sistem de axe (xyz). 
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a) Să se scrie expresia câmpului magnetic al undei; 
b) Care este valoarea instantanee a câmpului electric şi a câmpului 

magnetic al undei electromagnetice în punctele de coordonate y1=10.2 m 
şi y2=10.5 m de sursă, la momentul de timp t = 0.001 dacă: E0 =20V/m, 
iar frecvenţa undei este de 1,5. 107 Hz. 

c) Care este valoarea medie a vectorului lui Poynting? 
R: b) E1 = -19,961 V/m, Hr -0,053A/m; E1 = -19,754 Vim, 

H1= -0,052A/m; c) <S> = 0.531W/m. 

1.25. Câmpul • electric al unei unde electromagnetice este 
E(y,t)=E0cos(wt-ky) şi oscilează după Oz. Să cere: 

a) expresia câmpului magnetic al undei; 
b) vectorul lui Poynting; 
c) să se calculeze <S>. 
R: b) S = (e0/µ 0 )112E/cos(wt-ky)ey, b) <S> = (e/µ0 )112 (E/)/2. 

1.26. O undă electromagnetică se propagă după o direcţie k, aflată 
în planul yz. Câmpul electric al undei oscilează după direcţia Ox. Se cere: 

a) expresia câmpului electric E al undei; 
b) să se găsească expresia câmpului magnetic H al undei; 
c) să se găsească expresia vectorului lui Poynting şi valoarea 

medie a densităţii fluxului de energie transportată de undă; 
d) să se deseneze vectorii E, H, S şi k în sistemul de axe xyz; 

1.27. Câmpul electric al unei unde electromagnetice oscilează în 
planul yz iar direcţia de propagare k a undei este Ox. Se cere: 

a) expresia câmpului electric al undei; 
b) să se calculeze rot E; 
c) să se găsească expresia câmpului magnetic H al undei; 
d) să se găsească expresia vect.orului lui Poynting S ; 
e) să se deseneze vectorii E, H, S şi k în sistemul de axe xyz; 

1.28. Câmpul magnetic al unei unde electromagnetice care se 
propagă în vid este: 

H(z, t) = H 0xcos(cot - kz) :.. + H 0ycos(cot - kz)ey 

Se cere: 
a) să se găsească expresia câmpului E electric al undei; 
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b) să se calculeze divE; 
c) să se găsească expresia vectorului lui Poynting şi să se prezinte 

dispoziţia spaţială a vectorilor E, H, S şi k; 

1.29. Să se determine valorile maxime ale câmpului electric şi 

magnetic în cazul unui fascicul laser cu intensitatea de 0.5 mW/m2
, care 

se propagă: 
a) în vid (e0=8.85. 10-12 Fim, µ0 =4 1t10-7 H/m); 
b) într-um mediu cu constantele Er = 10, ~ = 1. 
R: a) E = 19,41 V/m, H = 0,052 A/m 

b) E = 10,91 V/m, H = 0,092 A/m. 

1.30. Un câmp electromagnetic care se propagă în spaţiul liber are 
câmpul electric de valoare E= 1 0V /m . Să se determine: 

a) valoarea câmpului magnetic al undei; 
b) valoarea medie a densităţii fluxului de energie transportată de undă. 
R: a) H=0,027 A/m; b) <S>=0,133 W/m2

. 

1.31. O sursă spectrală emite o radiaţie cu mngimea de undă de 
6000 A, cu lărgimea spectrală /11,. - 0,02 A. Să se determine: 

a) gradul de monocromaticitate /1)../)..; 
b) d11rata /1t 1renurilor de undă, corespunzătoare acestei radiaţii; 
c) şi lungimea /11 a trenurilor de undă. 
R: /1)../)..=3,33. 10-6 At ---= 6. 10-10s, /11 = 18 cm. 

1.32. O sursă spectrală emite o radiaţie de frecvenţă v=6. 1014Hz 
cu un grad de monocromaticilate /1v/v.=2. 10-6

. Să se determine: 
a) lărgimea spectrală /1v; 
b) durata trenurilor de undă /1t, corespunzătoare acestei radiaţii. 
R: /1v=l,2.109 Hz; b)/1t=-8,33.10-10s. 

1.33. O sursă spectrală emite o radiaţie de frecvenţă v=7,5. 1014Hz 
cu un grad de monocromaticitate /1v/v:=l,5. 10-6

. Să se determine: 
a) lungimea de undă A a radiaţiei ; 
a) lărgimea spectrală 11v; 
b) dunta tre,mnlor de undă /1t corespunzătoare acestei radiaţii. 
R: A0 400nm; b) /1v--=l, 125. 109 Hz ; c) /1t=8,889. 10-10s. 
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1.34. Să se găsească intensitatea undei rezultate din suprapunerea a 
două unde electromagnetice având aceeaşi lungime de undă, Â.=600nm şi 

care au între ele o diferenţă de drum optic, ~r = 1mm, ţinând cont de 
direcţia lor de polarizare: 

a) după direcţii paralele; 
b) după direcţii ortogonale; 
c) formează un unghi a.=1t/3 între ele. 

2 2 Se dă: 11'--'-lOW/m , 12::.6W/m . 
2 2 2 R: a) 1=8,254 W/m , b) 1=16W/m , c) 1=12, 127W/m . 

1.35. Un fascicul paralel de lumină cu lungimea de undă 

Â.=600 nm cade, sub incidenţă normală, pe o fantă dreptunghiulară de 
lăţime b=--0,02 mm. Se cerc: 

a) să se determine lărgimea llx0 a maximului central al figurii Ul.! 

difracţie, care se obţine pe un ecran aOat la distanţa L=2m de fantă; 
b) care este lărgimea unghiulară ~ 12 a maximului de Jilracţic 

cuprins între minimele m== 1 şi m= 2 şi care este lărgimea lui, llx, obţinută 
pe ecranul aflat la distanţa L =2m. 

R: a) 12 cm; b) ~ 12 ,_ 0,03 rad, ~x = 6,013cm. 

1.36. Să se detcnnine intensitatea l(a) a undei difractate de dHre o 
fantă îngustă de lăţime b dacă pc fantă cade un fascicul de lumină 

monocromatică de lungime de undă Â, a cărui direqie formează unghiul 
a.0 cu normala la fantă. 

R: l(a) = l0sin
2u/u2, unde U"'-1tb(sina.-sina0)/ A. 

1.37.Asupra unei diafragme circulare de diametru d=c: 0,9mm cade 
normal o radiaţie cu lungimea de undă Â.=600 nm, de la o sursă aOată la 
distanţa R =-- 0,5m. La distanţa r-= 1, 7m se află un ecran pe care se prinde 
figura de difracţie Fresnel. Să se determine câte zone Fresne) sunt 
cuprinse în deschiderea diafragmei. 

R: n-=-5 

1.38. Un fascicul paralel ,fo radiatie monocromalii.:ă cu lungimea 
de undă Â 0,6µm i.:adc normal pc o rc1ea de difracţie care arc un număr 
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de N= 103 trăsături transparente pe o distanţă 1=5mm, fiecare trăsătură 
având lăţimea b=0,00lmm. Să se determine: 

a) lărgimea maximului central de difracţie; 
b) lărgimea unui maxim principal de interferenţă; 
c) câte maxime principale de interferenţă se formează în maximul 

central de difraciie; 
R: a) 1,2 rad; b) 1,4. 104 rad; c) 9. 

1.39. Un fascicul paralel de lumină, care conţine lungimile de 
undă Â.1=0,6µm, Â.1=0,55µm, cade normal pe o reţea de difracţie care are 
constanta reţelei a=0,00lmm. Să se determine: 

a) poziţia maximelor de ordinul k=lşi k=2 pentru cele două 
lungimi de undă; 

b) unde se văd mai bine separate liniile corespunzătoare 

lungimilor de undă Â.1 şi A-i• 
R: a) sina1=0,6 rad, sinexi=0,55rad pentru k=l ş1 sina1= 1,2 rad, 
sinexi=l,lrad pentru k=2; b) A1 = 0,05 şi A2 = 0,1; 

1.40. Un dispozitiv Young are distanţa dintre fante a=0. 9mm. 
Care este lăJimea b a unei fante dacă figura de interferenlă contine 11 
franje. 

R: b=0,15mm 
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2. STAREA DE POLARIZARE A LUMINII 

PROBLEME REZOLVATE 

2.1. O placă de sticlă cu indicele de refracţie n9=l,5 se află în aer. 
a) care este unghiul de incidenţă Brewster ie la suprafaţa de 

separare aer-sticlă pentru lumina care se propagă din aer în sticlă; 
b) care este unghiul de incidenţă Brewster i' e , precum şi unghiul 

limită iL dacă lumina se propagă din sticlă în aer. 

Rewlvare: 
a) Deoarece lumina incidentă vine din aer (n8 = 1) la suprafaţa de 

separare dintre aer şi sticlă, unghiul Brewster se determină cu relaţia: 
. ns 

tg1 8 =-= 1,5 
na 

de unde: ie = arctg(l ,5) = 56°20° . 
Lumina nepolarizată, incidentă sub unghiul ie după reflexie devine total 
liniar polarizată (fig.2.1 a). 

aer n 
B 

n aer • 

sticlă ns n sticlă s 

a) b) 

Fig. 2.1 
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b) Dacă lumina se propagă din sticlă în aer (fig. 2.1. b ), atunci: 
• 1 Da 1 

tg1 8 =-=-
n8 1,5 

de unde 

i'a = arctg-
1
- = 33° 40 

1,5 • 

Unghiul limită iL se obţine din legea refracţiei : 
n 8 sini 1 = na sin i 2 

cu condiţia ca i1 = iL, i2 = 90°. Prin urmare: 
. . Da 1 

SIDIL =-=
n8 1,5 
o ' de unde iL = 41 20 . 

2.2. Care este intensitatea luminii transmise de un polarizor dacA 
pe el cade luminA liniar polarizată, în condiţiile în care: 

a) polarizorul nu absoarbe lumină (polarizor ideal); 
b) polarizorul absoarbe o fracţiune " tP "din lumina incident!. 

Rezolvare: 
a) ConsiderAm el lumina se propagă după direcţia Ox (fig 2.2) 

perpendicular pe planul yOz al polarizorului, iar polarizorul transmite 
numai radiatiile polarizate după direcţia Oz. Să notăm cu 8 unghiul dintre 
direcţia vectorului electric E al undei incidente şi direcţia Oz. 

z 

E 

y 

X 

Fig. 2.2 

Dacii notăm cu E0 amplitudinea undei incidente, atunci polarizorul va 
transmite doar componenta Ez = E0 cos8. 
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Intensitatea luminii transmise de polarizor este dată de pătratul 
amplitudinii undei: 

lt (0) = Ii cos2 0 
2 

unde li= E0 • 

Dacă e = O, atunci 11 = llO) = l0 care reprezintă intensitatea luminii 
liniar polarizate, incidentă pe polarizor. 

b) Dacă polarizorul nu este ideal atunci pentru 0 = O, 11 (O) '# IiCO), 
adică este transmisă doar o fracţiune tP din Ii (O) şi anume: 

t = lt(O) 
P Ii(o) 

unde tP - coeficientul de transmisie al polarizorului pentru componentele 
paralele cu Oz. În acest caz: 

lt (0) = tpli cos2 0 . 

2.3. Un fascicul de lumină nepolarizată de intensitate Ii = 0.4 
W/m2 cade pe un polarizor (P1) a cărui direcţie de polarizare este Oy. Un 
observator vede lumina transmisă printr-un al doilea polarizor (P2) a cărui 
direcţie de polarizare este orientată la 35° (în sens trigonometric) faţă de 
Oy. Fiecare polarizor are un coeficient de transmisie tP = O, 75. Se cere: 

a) care este intensitatea fasciculului de lumină transmis de către 
ansamblul celor doi polarizori şi care este starea ei de polarizare; 

b) care este intensitatea luminii după polarizorul (P2) dacă în 
fasciculul incident lumina este liniar polarizată după Oy; 

Rezolvare: 
a) Să considerăm că fasciculul incident vine din direcţia Ox 

(fig.2.3) şi cade pe polarizorul (P1) care are direcţia de polarizare Oy. 
Câmpul electric în unda incidentă este E = E0cos(rot-kx), fiecare vector 
E0 putîndu-se descompune în 

E0 = E0 y +Eoz 

Primul polarizor (P1) va transmite doar componentele de amplitudine 
E0 y= E„ polarizate după Oy. 

Dacă (P 1) ar fi ideal, atunci ar tramsmite: 
2 I. 

I -E - I I - I --
2 
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z 

X 

Fig. 2.3 

Deoarece polarizorul absoarbe o parte din aceasta, înseamnă că de fapt : 
1 2 

I1 = 2tp Ii= 0,5·0,75· 0,4 = 0,15 W / m 

Fasciculul de intensitate 11 şi liniar polarizat după Oy cade pe al doilea 
polarizor (P2). Acesta va transmite numai componenta: 

E2 = E1cos(cx.) = E1cos35° ' 
iar intensitatea 12 a luminii transmise va fi: 

I2 =tpI1cos 2cx.=0,75-0,15•cos 235° =0,075W /m 2 

b) In acest caz : 
2 I1 = tpli = 0,75-0,4 = 0,3 W Im 

I2 =tpl1cos2cx.=0,75·0,3·cos235° =0,151W/m2 

2.4. Un fascicul de lumină având intensitatea totală Ii=0,9 W/m2 

conţine lumină liniar polarizată în proporţie de 25% şi lumină 

nepolarizată 75%. Fasciculul cade pe un polarizor (P) ideal (tp=l), care 
are direcţia de polarizar.e orientată la 45° în raport cu direcţia de oscilaţie 
a componentelor polarizate ale fasciculului. Care este intensitatea luminii 
transmise de polarizor? 

Rezolvare: 
Fasciculul incident are intensitatea: 
Ii =lip+ lin 

unde lip= 0.25Ii 0= 0.225 W/m2 este intensitatea componentei polarizate 
şi 1;11 =-0 O. 75Ii =-= 0.675 W/m2 este intensitatea componentelor nepola1izate. 
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Dacă a = 45° este unghiul făcut de direcţia de oscilaţie a 
vectorului electric în unda incidentă liniar polarizată şi direcţia de 
polarizare a polarizorului, atunci intensitatea componentei polarizate, 
transmise de către polarizor, va fi: 

2 2 ltp=lipcos a=0,112 W/m 

În cazul luminii nepolarizate, polarizorul va transmite: 

ltn = 1in = O 3375 W / m 2 

2 ' 
În consecinţă, intensitatea luminii transmise de către polarizor este: 

2 lt = ltp + ltn = 0,45 W / m 

şi conţine lumină liniar polarizată în proporţie de 

It = 0,25 {25%) 
t 

şi lumină nepolarizată 

!m_ = O, 75 (75%) 
l1 

In concluzie polarizorul (P), orientat aşa cum se precizează în problemă 
la a=45°, nu modifică proporţia componentelor polarizate respectiv 
nepolarizate din lumina transmisă, în raport cu situaţia iniţială. 

2.5. Două unde electromagnetice liniar polarizate, coerente şi 
care oscilează în fază, se propagă în aer în aceeaşi direcţie Ox. Prima 
undă este polarizată după Oy iar cea de-a doua undă după direcţia Oz. 

Să se determine: 
a) intensitatea undei rezultante; 
b) starea de pola1izare a undei rezultante; 
c) ce se întâmplă dacă diferenţa de fază a celor două unde este de 180°? 

Rezolvare: 
a) Câmpurile electrice ale celor două unde ortogonale sunt, la 

acelaşi moment de timp, descrise de: 
E1 = E01 cos(wt - kx)ey 
E1 = E02cos(rot - kx)cz 

unde cy , Cz sunt versorii direcliilor după care sunt polarizate cele douA 
unde (fig.2.5). 
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z 

E 

Fig. 2.5 

În urma superpoziţiei celor două unde, câmpul rezultant este: 
E = (EO1 ey + E O2eJ cos(cot - kx) = E0 cos(rot - kx) 

şi are amplitudinea: E 0 = (EO/ + E O/)1'2 

Intensitatea undei rezultante este l0 = 101 + 102 , unde l0 = E/ , l01 = E 0 / 

şi 102 = E02
2

• 

b) Unda rezultantă este liniar polarizată. Câmpul electric E al 
undei rezultante oscilează după o direcţie care face unghiul 0 în raport cu 
direcţia Oz, astfel ca: 

tg0 = E1 = Eo1 
E2 Eo2 

c) Dacă diferenţa de fază a celor două componente este de 180° 
atunci: 

E1 = E01cos(rot - kx)ey 
E2' = E 02cos(rot - kx+1t)ez= -E01cos(rot - kx)ez 

astfel că: 
E' = (EO1 ey - E O2ez)cos(rot - kx) 

iar amplitudinea este E0 '= (E0/ + E0/)1'2 

Câmpul electric rezultant va oscila, în acest caz, după o direc1ie 
caracterizată de: 

tg0 '=-(Eo1J 
Eo2 

Câmpul rezultant E' este simetric cu E în raport cu axa Oz. 
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În concluzie,se poate spune că o undă liniar polarizată poate fi 
reprezentată de suma vectorială a două unde liniar polarizate, coerente, 
care oscilează în fază (sau antifază) şi care sunt polarizate după două 
directii ortogonale. 

2.6. Două unde liniar polarizate după două direcţii ortogonale, 
notate cu Ox 1 şi Ox2 au aceeaşi lungime de undă. Undele se propagă în 
direcţia Ox3 au amplitudinile E01 şi E02 şi o diferenţă de fază cp. Se cere: 

a) să se analizeze starea de polarizare a undei rezultante dacă cp are 
o valoare oarecare; 

b) să se analizeze cazul cp = rt/2 şi cp = rt; 
c) să se analizeze cazul: E 01 = E02 , pentru cp = rc/2. 

Rezolvare: 
a) Câmpurile electrice ale celor două unde sunt date de expresiile 
E 1 = E01 cos(wt-kx3) (2.6.1) 

E2 = Eo2 cos(wt-kx3 ±cp) = 
= Eo2[cos(wt -kx3)coscp + sin(wt- kx3)sincp 

(2.6.2) 

Din prima relaţie (2.6.1) avem cos(wt - kx3) = E1/E01 şi înlocuind în 
(2.6.2) vom obtine că: 

Ei = _§_ coscp + ~ sincp 
Eo2 Eo1 V

1

-~ 

sau: 

E2 E1 -~ E12 . -----coscp =+ 1--- smcp 
Eo2 Eo1 Eoi2 

(2.6.3) 

Ridicând la pătrat relatia (2.6.3), se obţine: 

E 2 E 2 EE E 2 
- 2-+-1-cos2 cp-2 1 2 coscp =(l--1-)sin2 cp 
Eo/ Eo/ Eo1Eo2 E01

2 

sau: 

(2.6.4) 
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Expresia (2.6.4) descrie o elipsă (fig.2.6.a). Axele principale OX 1 şi OX2 

ale elipsei sunt rotite cu un unghi ex în raport cu direcţiile Ox 1 şi Ox2 ale 
câmpurilor E1 şi E1. Prin urmare vârful vectorului E=E1+E2 rezultat din 
superpoziţia celor două unde descrie o elipsă ca în fig.2.6.a. Din acest 
motiv se spune că unda este eliptic polarizată. Luând în considerare 
unghiul 0 făcut de vectorul E cu axa Ox1 şi ţinând cont de relaţiile 

(2.6. 1) - (2.6.2) avem: 

tg0 = E2 = ( Eo2 ][ coscp + tg( cot - kx 3 )sincp] 
E1 Eo1 

(2.6.5) 

Dacă cp = const. şi studiem evoluţia vectorului E într-un punct din 
spaţiu (xrfixat) atunci se observă din relaţia (2.6.5) că unghiul 0 variază 
în timp, în funcţie de valoarea expresiei tg(cot-kx.3), adică vectorul E se 
roteşte la dreapta (lumină eliptic polarizată dreapta O'-) sau la stânga 
(lumină eliptic polarizată stânga a+) cu frecvenţa co. 

b) Dacă cp = 1ri2 atunci, ţinând cont de relaţia (2.6.4), obţinem că: 

Fig. 2.6.a Fig. 2.6.b 

E 2 E 2 
_2_+_1_=1 

2 2 
Eo2 Eo1 

(2.6.6) 

care reprezintă expresia unei elipse care are axele principale OX1 şi OX2 
(fig 2.6.b.) 
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Dacă <p 1t obţinem: 

2 2 
~+~+2 E1E2 = O 
E0/ E 0/ Eo1 Eo2 

sau: 

(2.6.7) 

ceea ce înseamnă că unda rezultantă este liniar polarizată, după o dire<.:lie 
pentru care: tg0 :::.. -(E0/Eo1)-

c) Dacă E02 = E01 = E0 şi <p - 1t/2, obţinem: 

2 2 
E2 +~=1 (2.6.8) 
El Ea2 

care reprezintă expresia unui cerc de rază E0. 

În acest caz vorbim de lumină circular polarizată, care rezultă din 
superpoziţia a două unde ortogonale coerente, de amphtudini egale şi care 
se propagă îr: act:eaşi direcţie: 

E 1 = E 0 cos( OJt - kx 3) 

E2 =Eocos(wt-kx3±1t/2)=+Eosin(wt-kx3) (2.6.9) 

2.7. Să se arate că prin suprapunerea a două da1d-: c11c Iar 
polanzate dreapta şi stânga, având aceeaşi frecvenţă şi amplituJine se 
obţine o undă liniar polarizată. 

Rezolvare: 
În cornormitate cu relaţia (2 6.9) de . , problema 2.6, o undă 

circular polarizată-dreapta, care se propagă după o direcţie Ox, v avea în 
planul yOz componentele: 

E~ = E0 cos(wt - kx}ey 

E~ = -Eo sin(wt - kx)ez (2.7.1) 

sau: 

I 2. 2) 
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În cazul und(;i circular polarizate-stânga se obţine, în mod similar: 

E 5 = E 0[cos(rot- kx)ey + sin(rot - kx)ez] (2.7.3) 

Prin urmare, unda rezultantă va avea câmpul electric: 

E =Ed+ Es = 2Eo cos(rot + kx)ey (2.7.4) 

care reprezintă câmpul electric al unei unde liniar polarizate după direclia 
Oy şi de amplitudine 2E0 (fig.2. 7). 

I! 

··-... E 

Fig. 2.7 
.q 

2.8. Să se scrie expresia câmpului electric al unei unde 
electromagnetice plane de frecventă unghiulară co ce se propagă în vid: 

a) în directia Oy si este polarizată după Ox; 
b) în directia Oy si este polarizată după Oz; 
c) în directia Oy si este polarizată în planul (xOz); 
d) în directia Ox si este polarizată după Oz. 

Rezolvare: 
a) E(y,t) = E0 cos (cot-ky)el[ 
b) E(y,t) = E0 cos (cot-ky)ez 
c) E(y,t) = (EoXel[ +EozeJ cos (cot-ky) 
d) E(x,t) = E0 cos (cot-kx)ez 

2.9. a) Care trebuie să fie grosimea minimă a unei plăcuţe de cuarţ 
care are indicii de refrac1ie ordinar n0= 1,54424 şi extraordinar 
ne= 1,55335 la lungimea de undă A.=589 nm, pentru ca aceasta să 

transforme o undă liniar polarizată în undă circular polarizată? 
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b) Pentru ce grosime a plăcii starea de polarizare a undei având 
Â.=589 nm rămâne nemodificată? 

Rezolvare: 
a) O placă confecţionată dintr-un material birefringent transfmmă 

o undă liniar polarizată în două unde: o unda ordinară şi o undă 

extraordinară, liniar pohrizate în plane perpendiculare şi în acelaşi timp 
introduce şi o diferenţă de fază <p între acestea: 

21t 
<p = Td(ne - no) 

Pentru ca unda liniar polarizată să se transforme într-o undă circular 
polarizată, este necesar ca defazajul să fie <p = 1t/2 şi în acesi ca:z,d=dmin : 

21t 1t 
<p =-dmin(ne - no)= -

Â. 2 
adică: 

dmin = ( ) = 0,0162 
4 ne - n0 

mm 

b) Pentru ca starea de polarizare a undei incidente pe placă să nu 
fie alterată este necesar ca: <p = 2m1t (m=l,2 .. ). 

Prin urmare, grosimea cea mai mică care îndeplineşte această 

condiţie (pentru Â.=589 nm)) se obţine din: 
21t 

<p=Td(ne -n0 )=21t 

adică 

d = ( ) = 0,064 
ne - no 

mm 

PROBLEME PROPUSE 

2.10. Un fascicul de lumină nepolarizată, de intensitate Ii = 0.4 
W/m2, se propagă pe direclia Oz şi cade pe un polarizor (P1) a cărui 
direcţie de polarizare este Ox. Un observator vede lumina transmisă 
printr-un al doilea polarizor (P2) a cărui direcţie de polarizare este 
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orientată la 30° faţă de Ox (fig.3. I). Fiecare polarizor are un coefa:i,nt de 
transmisie tp= 0,75. Se cere: 

a) care este intensitatea 12 a luminii transmise de către ansamblul 
celor doi polarizori şi care este starea ei de polarizare; 

b) care este intensitatea luminii după polarizorul (P2) dacă lumina 
incidentă este liniar polarizată după Ox; 

2 2 R: a) 12 = 0.084 W/m, b) 12 = 0.169 W/m 

2.11. Un fascicul de lumină având intensitatea totală 11=0,9 W/m2 

conţine lumină liniar polarizată în proporţie de 25% şi lumină 
nepolarizată 75%. Fasciculul cade pe un polarizor ideal, care are direcţia 
de polarizare orientată la 30° în raport cu direcţia de oscilaţie a 
componentelor polarizate ale fasciculului. 

a) Care este intensitatea totală 11 a luminii transmise de polarizor? 
b) Care este proporţia T P de lumină polarizat! respectiv 

nepolarizată T n, transmisă de acest polarizor. 
R: a) 11 = 0.507 W/m2

, b) TP = 33 %, Tn = 66 %. 

2.12. Două unde electromagnetice liniar polarizate, coerente şi 

care oscilează în fază, se propagă în aer în aceeaşi direcţie, Oz. Prima 
undă este polarizată după Ox şi are amplitudinea de IO Vim, iar cea de-a 
doua undă după direcţia Oy având amplitudinea de 15 V/m. S! se 
determine: 

a) amplitudinea E0 a undei rezultante; 
b) intensitatea I a undei rezultante; 
R: a) E0 = 18 V/m, b) I= 325 W/m2

. 

2.13. Două unde liniar polarizate după două direcţii ortogonale 
Ox şi Oy au aceeaşi frecvenţă ro. Câmpurile lor electrice au amplitudinile 
E0K = 10 V/m şi Eoy = 5 V/m şi o diferenţă de fază cp = 1t/6. Se cere: 

a) să se scrie expresia câmpurilor Ei: şi Ey; 
b) să se compună cele două câmpuri ortogonale; 
c) să se analizeze cazul cp = 1Cl2. 

R: b) E/ /100 + E/ /25 - (2ExE/50)cos(1t/6) = sin2(1t/6) 
c) E/1100 + E//25 - (2EKE/50) = 1 
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2.14. Care trebuie să fie grosimea minimă a unei plăcuţe de cuarţ 
care are indicii de refracţie ordinar n0=1,644 şi extraordinar ne=l,553 la 
lungimea de undă Â.=589 nm, pentru ca aceasta să transforme o undă 
liniar polarizată în undă circular polarizată? 

R : d = 1. 618 µm 

2.15. Să se scrie expresia câmpului electric al unei unde 
electromagnetice plane de frecventă unghiulară oo ce se propagă în vid: 

a) în directia Ox si este polarizată după Oy; 
b) în directia Ox si este polarizată după Oz; 
c) în directia Oz si este polarizată în planul (xOy); 
d) în directia Oy si este polarizată după Oz. 
R: vezi problema 2.8. 

2.16. O undă electromagnetică de frecvenţă oo se propagă în 
direcţia Oz şi este circular polarizată-dreapta. Să se găsească expresia 
componentelor K1 şi Ey ale câmpului electric al undei. 

R: vezi problemele 2.6, 2.7. 

2.17. O undă electromagnetică de frecvenţă oo se propagă în 
direcţia Oz şi este circular polarizată-stânga. Să se găsească expresia 
componentelor E. şi Ey ale câmpului electric al undei . 

R: vezi problemele 2.6, 2.7. 

2.18. Intr-un mediu birefringent o undă se descompune într-o 
componentă ordinară de amplitudine a0 şi o componentă extraordinară de 
amplitudine ae. Să se afle care este starea de polarizare a undei, la ieşirea 
din material, dacă: Â.=0,435nm, grosimea materialului este d=2mm, iar 
birefringenţa materialului la Â.=0,435nm este .L\n=0.322. 

E: eliptic polarizată. 

2.19. O placă de sticlă cu indicele de refracţie n8=l,45 se află în 
aer. Care este unghiul de incidenţă Brewster ia la suprafaţa de separare 
aer-sticlă pentru lumina care se propagă din aer în sticlă. 

R: 55,4° 

2.20. O placă de sticlă cu indicele de refracţie n
9
=1,45 se află în 

aer. Care este unghiul de incidenţă Brewster ia, precum şi unghiul limită 
iL dacă lumina se propagă din sticlă în aer. 

R: iB = 34,6°, iL= 43,6°. 
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3. OPTICA MEDIILOR IZOTROPE 

PROBLEME REZOLVATE 

' 3.1. Să se deducă ecuaţia de propagare a undelor electromagnetice în: 
a) medii dielectrice izotrope; 
b) medii conductoare izotrope. 

Rezolvare: 
a) Ecuaţiile lui Maxwell (3.1.1) pentru medii dielectrice izotrope 

(j=O, p=O) sunt asemănătoare cu cele pentru vid cu deosebirea că în loc 
de constantele E0 şi µ0 apar, constantele e=E0 Ey şi µ =µ0 µr ale 
dielectricului. 

au 
VxE=-µat 

aE 
VxH=e

at 

V-E=O 
V-H=O 

(3.1.1) 

Prin urmare, procedând la fel ca şi în cazul undelor electromagnetice în 
vid (problema 1. 1.), se obţine ecuaţia de propagare a câmpurilor E şi H 
ale undei electromagnetice în mediul dielectric şi izotrop: 

a2E 
V2E-eµ-=O (3.1.2) 

a1 2 

2 a2H 
V H-eµ-

2 
=0 (3.1.3) 

at 
l C 

iar viteza de propagare a undei va fi v - -- - --=== 
- Je,µ- .Jerµr 
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Dacă considerăm că mediul este nemagnetic (~=1), indicele de 
refracţie al mediului va fi: 

n = ~ = ,Je; (3.1.4) 
V 

b) Pentru medii conductoare omogene şi izotrope ecuaţiile lui 
Maxwell sunt: 

an 
VxE=-µat 

Vxn=j+e~~ (3.1.5) 

V·E=O 
V-n=O 

Aplicând operatorul rotor primei ecuaţii (3.1.5): 

Vx(VxE)=-~ Vx ~~) 
şi ţinând cont că 

V x (V x E) = -V 2 E 
şi 

-µ Vx- =-µ-(Vxn)=-µ--µe-. ( 
an) a aj a2

E 
at at at at2 

iar j=aE ( a- conductivitatea materialului), vom obţine : 

2 aE a2E 
V E-µa--µe-

2 
=0 (3.1.6) 

at at 
3.2. O undă electromagnetică de pulsaţie ro se propagă într-un 

mediu conductor cu conductivitate electrică a, permitivitate electricA e şi 
permeabilitate magnetică µ . Se cere: 

a) să se arate că intensitatea undei se atenuează în mediu, după o 
lege exponenţială; 

b) să se găsească expresia indicelui de refracţie şi a coeficientului 
de absorbţie pentru mediul conductor în funcţie de ro, a, e, µ. 

c) expresia intensităţii undei electromagnetice în medii conductoare. 
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Rewlvare: 

a) În cazul mediilor conductoare izotrope, ecuaţia de propagare a 
câmpului electric al undei electromagnetice într-o direcţie dată, de 
exemplu Oz, va fi (vezi problema 3.1): 

a 2E aE a2E 
---µa--µe-=O 
az2 at at2 

Sli consider!m o soluţie a acestei ecuaţii, de forma: 

( ) 
i(kz-rot) E z,t = E0e 

Introducând expresia (3.2.2) în ecuaţia (3.2.1) vom obţine: 

k2E = icoµaE + co2µeE 
sau 

(3.2.1) 

(3.2.2) 

(3.2.3) 
Aceasta înseamnă că mărimea k este complexă, având o parte reală k' şi 
una imaginară k", putând fi pusă sub forma: 

k = k'+ik" (3.2.4) 
Inlocuind în (3.2.2) expresia (3.2.4) pentru k, obţinem că soluţia ecuaţiei 
(3.2.1) va putea fi scrisă sub forma: 

E(z, t) = Eoei[(k'+ik")z-rot] 

sau 

(3.2.5) 

Se observă că amplitudinea undei în mediul considerat este: 
k" A= E0 e- 2 (3.2.6) 

adicl scade exponenţial pe măsură ce unda pătrunde în mediu. 
În acest caz, intensitatea undei va fi: 

I = A2 = E2
0
e-2k"z (3 2 7 ) .. a 

sau 
I= 10 e-cxz (3.2.7b) 

unde a = 2k'' este coeficientul de absorbţie al mediului. 
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Dacă se defineşte o adâncime de pătrundere 6 a undei în mediu ca 
fiind distanta pe care intensitatea undei scade de "e" ori, atunci: 

I E e -2k"(z+6) 1 
_1_= o =-
11 E e-2k"z e 

o 

de unde se obţine 
1 6=- (3.2.8) 

2k" 

b) Având în vedere relaţia (3.2.3), pentru k şi ţinând cont că: 
(I) (I) 

k = - = n- (3.2.9) 
V C 

vom obţine că: 
(1)2 

- n2 = ro 2µe + icoµa (3.2.10) 
c2 

Aceasta înseamnă că şi indicele de refracţie n poate fi scris sub 
forma unui număr complex: 

n =nr+ ix (3.2.11) 
unde nr este indicele de refracţie propriu zis al mediului iar X este un 
indice de extincţie. 

Pentru a găsi expresiile lui Dr şi X să observăm că: 

n2 = (n; -x2)+2inrx 

şi ţinând cont de relaţia (3.2.1 O) obţinem: 

n; -x2 = eµc 2 

nrx = µa c2 
2ro 

Rezolvând sistemul de ecuaţii (3.2.13) - (3.2.14) rezultă: 

n, ={½•{ J1+ -~~2 +!Jr 

x={½•µ(g-1)f 
64 

(3.2.12) 

(3„2.13) 

(3.2.14) 

(3.2.15) 

(3„2.16) 
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Pentru medii conductoare µ = µ0 , e = E0 Er, meO şi ţinând cont că 
c2 = l/e0µ0 obţinem că: 

n, =[ ~( e; +~ +E, Jr (3.2.17) 

X= [ ~ ( e; + e~~2 -e, Jr (3.2.18) 

Din relaţiile (3.2.17)-(3.2.18) rezultă ci nr si X depind de 

frecventa ro a undei. Absorbţia în conductoare există şi nu se poate anula 
decât dacă CJ' = O, după cum se poate verifica uşor. 

La frecvente foarte mari, în domeniul optic (1014 Hz), deoarece 

a2 << e2ro 2 , se poate scrie că: 

~=l+_!_~ 
v•-t-;Q"" 2e2ro2 „ 

astfel ci relaţiile (3.2.15)-(3.2.16) devin: 

nr = c eµ(l + ~

2 

2 J 
4e ro 

(3.2.19) 

X= CCJ' /µ 
2roVe 

(3.2.20) 

c) Ţinând cont de relaţia (3.2.7b), coeficientul de absorbţie pentru 
medii conductoare în domeniul frecvenţelor optice va fi: 

O) V X 
a= 2k"= 2-x = 41t-x = 41t- (3.2.21) 

C C Â.o 

unde Â.0 este lungimea de undă a radiaţiei în vid. 
Se observă că a depinde de lungimea de undă a radiaţiei în vid. 

Prin urmare, intensitatea undei electromagnetice care se propagă într-un 
metal va fi: 

47t 
--xz 

I(z) = I(O)e Â.. (3.2.22) 
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3.3. Un material are conductivitatea a = O, 1.o.-1m-1 şi constanta 
dielectrică e.-=50, constantă în domeniul de frecvente până la 108 Hz. 

Să se afle, prin calcul, dacii materialul este conductor sau dielectric 
la frecvenţele v1= 1041-Iz şi v2 = 108Hz. 

Rezolvare: 
Dacă mediul este caracterizat prin mt:O, atunci k2 este o mărime 

complexii (problema 3.2.): 

k
2 

=ro
2
eµ+ioµa=ro

2
µ[e+i:J (3.3.1) 

- dacii a>> roe sau (a/roe) >> 1, mediul este conductor şi k este 
complex. 

- dacii a<< roe sau (a/roe) << I, mediul este dielectric şi k este real. 
În cazul problemei avem: 

E = E0 Er = 8,85 • 10-12 
• 50 = 4,42 • 10-10 FI m 

a) pentru frecvenţa v1=104Hz şi a=O, 1.o.-1m-1
: 

~ = 3,6 • I 03 adicii mediul este conductor. 
(l)lE 

b) pentru v1=108Hz 

~ = 0,36 mediul se comportii ca un dielectric. 
Cll2E 

40.....----~----, 

(Iii 

Fig.3.3 

Pentru a înţelege mai bine acest lucru am reprezentat în fig.3.3 
funcţia f(ro)=a/roe pentru domeniul de frecvenţe investigat. Funcţia scade 
rapid odată cu creşterea frecvenţei. La frecvenţe v < 3,5. 107Hz materialul 
este conductor (a/roe >> I), iar la frecvente v > 3,S. 107Hz are un 
comportament dielectric ( a/roe << I). 
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3.4. În teoria elaborată de H.A.Lorentz şi P. Drude se admite că 
fiecare atom conţine un număr de oscilatori electronid egal cu numărul de 
electroni de valenţă. Sub influenţa unor radiaţii electromagnetice, ac-c~1i 
oscilatori intră în oscilaţie forţată. Ecuaţia de mişcare a unui electron, sub 
acţiunea unui câmp electric E, ţinând cont şi de amortizare e1,'te: 

d 2x dx 
m-

2 
:::::~eE-y--Kx (3.4.1) 

dt • dt 
unde m este masa, respectiv e-sarcina electronului, r -coeficientul de 
amortizare al mişcării, K-constanta elastică, iar E se consideră orientat în 
direcţia x. Să se găsească: 

a) soluţia ecuaţiei de mişcare dacă câmpul electric este 
E = Eoe-irot 

b) expresia cunstantei dielectrice fr pentru un material dielectric şi izotrop. 

Rewlvare: 
a) Dacă se împarte ecuaţia (3.4. 1) cum, se poate scrie d: 

d2x dx 2 e 
-

2 
+2P-+w0 x =-E (3.4.2) 

dt dt rn 

unde am utilizat notaţiile: 2P=y/m, w/=Klm, c110-frecvenţa oscilaţiilor 
libere. 

Soluţia generali a ecuaţiei (3.4.2) are forma: 
X =x0 + Xp 

unde x0 est~ soluţia ecuaţiei omogene: 

d 2x dx 2 
- 2 +2P-+w0x = o 
dt dt 

iar xP este o soluţie particulară. 
Să considerăm soluţia x0 de forma 

x = ae-ilill 
o 

Înlocuind (3.4.5) în ecuaţia (3.4.4) obţinem: 
w2 +2iPw-w~ =O 

care are soluţiile: 

001 = -i~+ ✓(I)~ -~
2 

002 = -iP- ✓w~ -P 2 

(3.4.3) 

(3.4.4) 

(3.4.5) 

(3.4.6) 

(3.4. 7) 
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Prin unnare: 

xo = e -~t [ Ae -it.Jw;-~' + Beit.Jw;-~'] (3.4.8) 

Relaţia (3.4.8) descrie nişte oscilaţii amortizate, de frecvenjă 

ro
11 

= .Jro~ - ~ 2 
, a clh'or amplitudine scade exponenţial datorim 

factorului e -~t . Frecvenţa acestor oscilaţii este mai miel decât frecvenţa 
ro0 a oscilaţiilor libere. 

Soluţia particulară va avea forma termenului liber, adică 

xp = Ce-irot (3.4.9) 

şi punând condiţia ca xP să satisfacă ecuaţia (3.4.2) obţinem că: 

C = [ eEo ] (3.4. JO) 
m (Cll6 -Cll 2)-2iCllP 

Fiind un număr complex, C va putea fi scris sub forma:• 

C = ce-io (3.4.1 la) 
unde 

şi 

2co~ 
tg6 = 2 2 

Cllo - (J) 

Prin urmare 
x ( t) = ce-i(llll+a) 

p 

(3.4.11.b) 

(3.4.1 l.c) 

(3.4.12) 

In fig.3.4.a este reprezentată dependenţe lui c1 dată de (3.4.1 l.b ), în 
funcţie de Cll, pentru trei valori P1i !li, P3 (care trebuie să fie de ordin de 
mărime 1014

), E0 =5kV/m1 frecvenţa de rezonanţă ffi0 =7. 1014Hz. Se poete 
observa că amplitudinile c ale oscilaţiilor sunt foarte mici, c prezintând un 
maxim doar în vecinătate.a rezonanţei, .pentru ro=Cll0 • 
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Sub formă trigonometrică, soluţia generală (3.4.3) a ecuaţiei 

(3.4.2) este: 

x( t) = ae-111 cos( tJro~ - 00
2 

) + c cos(rot + o) (3.4.13) 

Primul termen în (3.4.13) descreşte în timp, astfel că după un interval 
suficient de lung de timp rămâne numai termenul: 

x(t)=xp(t)=ccos(rot+o) (3.4.14) 

Acest lucru poate fi văzut şi din reprezentările grafice din fig.3.4b, 
unde este reprezentată dependenţa de timp a soluţiei Xo(t) şi din fig.3.4.c unde 
am reprezentat Xp(t). Se poate constata amortizarea în timp a lui Xo(t). 

2•10-15 .-----r-----.---""T"""----. 

l . .5'10-l5 

C 1(c.J) 

c3'c.:i) 1'10-15 

o -"TT"""--rr-----'-,-r--~rr-----y-r' 

3'10 

l,J 

Fig. 3.4.a 

s ,-----.----~ 

•i"' AAMMM 
-i,-_ ___._ __ __. -5 ____ __.__ ___ _ 

o O.OOS O.Ol O 0.005 O Ol 

Fig. 3.4.b Fig. 3.4.c 
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b) Pentru a găsi expresia constantei dielectrice E,- se ţine cont de 
faptul că sub acţiunea câmpului electric E=El'°1 al undei 
electromagnetice mediul se polarizează. Inducţia electrică în cazul unui 
mediu izotrop este: 

D = E0 ErE = E0 E + P (3.4.15) 

Densitatea de polarizare a mediului are valoarea 

P = Np = Nex 

Prin urmare: 

(3.4.16) 

(3.4.17) 

Tinând cont doar de oscilaţiile forţate xP ale sistemului, se obţine: 

1 
Ne Ce -iCJt 

1 
Ne 2 1 

Er= +----= +--
Eo E 0e-icot mEo [ ( co5 - co 2 )- 2icop] 

(3.4.18) 

3.5. Constanta dielectrică E,- a unui mediu dielectric izotrop este 
dată de relalia (vezi problema 3.4.): 

Ne2 1 
Er=l+-[ ] 

mEo ( co5 - co 2 )-2icop 
(3,5.1) 

a) dacă pt,-ntru domeniul vizibil al spectrului, indicele de refractie 

complex este n • = ,Je; şi poate fi pus sub forma n • = n + i X, sA se găsei:!Scă 
expresiile lui n şi X pentru cazul gen(,"fal şi pentru domeniul de absorb~e; 

b) să se reprezinte grafic dependenţa indicelui de refracţie n de 
frecvenla radiatiei; 

c) să se găsească expresia intensităţii câmpului electric precum şi 
intensitatea undei electromagnetice de frel:venţă ro care străbate un strat 
absorbant de grosime d şi indice de refracţie complex o•. 
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Rez.olvare: 
a) Indicele de refracţie n• = (er)112 al unui mediu dielectric este: 

n• -(1 + Ne2 1 )112 = 
- mE 

O 
[{ ro! - ro2) - 2iro~] 

I Ne 2 1 
=)+--------= 

2 mE0 [{ ro! - ro2 )- 2iro~] 

= 1 + _!_ Ne2 [ { ro5 - co
2
) + 2iroj3 ] 

2 me0 {coi-co2)2 + 4co2p2 
(3.5.2) 

Din relaţia (3.5.2) se observă că n • este o mărime complexă, care 

poate fi scrisă sub forma n"' = n + i X, de unde rezu 1 tă: 

(3.5.3) 

(3.5.4) 

Partea reală a indicelui complex n • este indicele de refracţie n al 
materialului. Dependenţa de frecvenţii a lui n determinli dispersia undei 
electromagnetice în mediu. 

Coeficientul X, de1,endent şi el de frecvenţă, caracterizează 

absorbţia mediului (vezi pct.c). 
În domeniul de absorbţie (co=co0) : 
n = 1 

Ne 2 I 
x=--

me0 4ro 0 p (3.5.5) 
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b) Din rclatia (3.5.3) se observă că pentru domeniul de 
transparentă a mediului (în afara benzii de absorbţie) avem: 

- pentru co>> co0 , n < 1 
- pentru ro<< ro0 , n > 1 
- la frecvenţa de absorbţie co=ro0 , n = 1. 

Aceste concluzii pot fi urmărite şi cu ajutorul fig.5.1. În fig.5.1 sunt 
prezentate graficele funcţiilor n(ro) ( curba continuă) şi x(co) (curba 
punctată), simulate pe calculator. 

' ' ,, •' •' '' o I 

4 I\ 
I ' 

n(w) 
I 
I 

X(w) ' ' l I 

' ' ' 
' ' . 

o - - - .. ---· ~ 

-1: 
o 10 15 lO 

w 

Fig. 3.5 

Se poate constata că în vecinătatea benzii de absorbţie, indicele de 
refracţie n prezintă o anomalie: în exteriorul benzii de absorbţie n creşte 
odată cu creşterea frecvenţei ( dispersie normalA) iar în interiorul benzii de 
absorbţie n descreşte cu creşterea frecvenţei (dispersie anomali), 

c) După trecerea printr-un strat de grosime d, intensitatea 
,;fit; !rului electric al undei electromagnetice este: 

E _ E i(kn°d-wt) 
- 0 e (3.5.6) 

unde E0 este intensitatea câmpului electric incident. 

Uacă n"' = n + iX. atunci: 

E = C -k xct. i(l.ud-wt) 
L·- 0 e e (3.5. 7) 
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unde k = w/c, iar nd este drumul optic străbătut de unda electromagnetică 
în mediu. Intensitatea undei la ieşirea din mediu va fi: 

I= Ioe-2kxd (3.5.8) 

iar exponentul poate fi pus sub forma: 
4x 4x 

ad= 2kXd = ~Xd a(Â0) = ~X (3.5.9) 
o o 

de unde se observă dependenţa coeficientului de extincţie a de lungimea 
de undă a radiaţiei în vid şi de natura materialului. 

3.6. Pe o suprafaţă plană de sticlă cu indicele de refracţie n= 1,5 
cade un fascicul de lumină sub incidentă normală (i=O). Care este 
proporţia de lumină reflectată şi refractată la suprafata de separare aer
sticlă? 

Rezolvare: 
Raportul dintre intensitatea luminii reflectate IRn şi a celei 

incidente Ii se numeşte coeficient de reflexie al mediului al doilea în 
raport cu primul mediu: 

R=Iren (3.6.1) 
Ii 

Raportul dintre intensitatea luminii refractate (sau transmise, la 
suprafaţa de separare) lt şi a celei incidente Ii se numeşte coeficient de 
transmisie: 

T = !.t (3.6.2) 
Ii 

Dacă mediul al doilea este perfect transparent (nu absoarbe), 
atunci: 

T+R=l (3.6.3) 
La incidenţă normală, dacă lumina vine din mediul cu indice de 

refracţie n1 şi se refractă pe mediul al doilea care are indicele de refracţie 
n2 , atunci: 

R =(n2 -n1 )2 
n2 + n1 

(3.6.4) 

În cazul problemei n2=1,5 ŞI n1=naer=l . 
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Prin urmare: 

R=(l,S-l)
2 

=0,04=4% 
1,5 + l 

Aceasta înseamnă că la incidenlă normală Ir=0,04.Ii şi este transmis în 
material l1=0,96.li . 

3.7. Care este indicele de refracţie n al unui material izotrop 
pentru ca, la incidenţă normală, la suprafaţa de separare aer-material, 
intensitatea luminii reflectate să fie: 

a) l 0% din intensitatea radiaţiei incidente; 
b) 2,8% din intensitatea radiaţiei incidente; 
c) să se compare rezultatele obţinute la punctele a) şi b) ale 

problemei cu cele obţinute în cazul reflexiei pe sticlă (problema 3.6). 

Rewlvare: 
a) Utilizând relaţia (3.6.4) din problema 3.6, şi notând cu n8 

indicele de refracţie al materialului şi n1= 1, se poate scrie di: 

n -I 

( 
. J2 

Ra = ;:· + 1 = 0,1 

Efec.:t uând calculele se obţine 116 =I, 924. 

b) Dacă notăm cu nb indicele de refracţie al celui de-al doilea 
material şi n1--I, avem că: 

Rb=(nb-1]2 =0,028 
nb + 1 

de unde rc,~ultă că nb=l,40. 

c) În cazu I reflexiei pe sticlă, care are indicele de refracJie 0
1 
=I, 5 

se obţine că R9--0,04 (vezi problema 3.6.). 
/,sta înseamnă că: 

R11 > Rs > Rb 

rnr intre mdicii de refr_aclie există relaţia: 
na> ns> nh 

Pentru a ilustra mai bine acest lucru am reprezentat, în fig.3. 7, 
dependenta factorului de reflexie R de indicele de refracţie n al 
materialului. Se poate constata că R creşte odată cu creşterea indicelui 
de refracţie. 
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Obs: o comparatic între materiale este posibilă numai dacă rapurtarea se 
face la aceeaşi lungime de undă, din cauza dependenţei indicilor de 
refracţie de lungimea de undă. 

u 2 2.5 

n 

Fig. 3.7 

3.8. Pe o suprafaţă plană de sticlă, cu indicele de refracţie n9=l,5 
este depus un strat de MgF2 de grosime d, având indicele de refracţie 
n,==1,38 corespunzător lungimii de undă Â.=550nm. 

Pe suprafaţa stratului de MgF2 cade, sub incidenţă normală, un 
fascicul de lumini monocromatică cu Â.=550nm. 

a) care trebuie sll fie grosimea minimă ~in a stratului de MgF2 

pentru ca intensitatea I a fasciculului reflectat să fie minimă şi care este 
raportul I/li , unde Ii este intensitatea fasciculului incident; 

b) care este grosimea dmax a stratului de MgF2 pentru ca 
intensitatea luminii reflectate sl fie minimă şi care este raportul I/li în 
acest caz? 

Se neglijează absorbţiile materialelor. 

Rezolvare: 
Fasciculul de lumină incident, de intensitate Ii, suferă la suprafaţa 

de separare aer-MgF2 o reflexie (fasciculul 1) şi o refracţie (fasciculul 2) 
după cum se poate observa în fig 3.8. 

La suprafaţa de separare dintre stratul de MgF2 şi sticlă, fasciculul 
2 suferi o reflexie (fasciculul reflectat 3) şi o refracţie (fasciculul 4). 

Fasciculul 3 se va refracta din nou la suprafaţa de separare 
dintre aer şi stratul de MgF2 dând fasciculul 5 iar prin reflexie 
fasciculul 6, s.a.m.d. 

75 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Observatorul va vedea rezultatul interferenţei dintre fasciculele 1 
şi 5. Intensitatea luminii transmise la suprafaţa de separare aer-MgF2 la o 
incidenlii normalii este: 

l2 =Trali =(1-Rra)li (3.8.1) 
iar pentru lumina reflectatii: 

11 = Rrali (3.8.2) 
unde 

Rra = (nr -
0

a J
2 

= 0,025 (3.8.3) 
nr +na 

este fctorul de reflexie, la incidenţii normalii, la suprafaţa de separare între 
aer (n8=1) şi MgF2 (nr=l,38). 
Prin urmare: 

11 = 0,0251i 

l2 = (1 - 0,025)1i = 0,9751i (3.8.4) 

fascicul 

fascicul reflectat 

incident 

n. aer 

n, MgF2 

n, molă 

fascicul 
tJan&mi& 

Fig. 3.8 

La suprafata de separare MgFrsticlii se va reflecta fasciculul, care 
va avea intensitatea: 

unde 
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este factorul de reflexie la incidenţă normală, pe suprafaţa de separare 
dintre MgF2 şi sticlă. Prin urmare: 

l3 = 0,002 l2 (3.8.7) 
iar restul 

l4 = 0,998 l2 
este transmisă de sticlă (fasciculul 4). 

La suprafaţa de separare MgF2-aer, din fasciculul 3 o parte va fi 
transmis sub forma fasciculului 5, de intensitate: 

l5 =Tarl3 =(l-Rar)l3 (3.8.8) 
iar 

(3.8.9) 

ŞI 

Tar = 1- Rar = 0,975 (3.8.10) 

Prin urmare: 
l5 = 0,975 • 13 = 0,975 • 0,002 • 12 = 0,975 • 0,002 • 0,975 • li = 0,002 • li 
Obs: în fasciculul 6, reflectat la suprafaţa de separare MgFi-aer, 
intensitatea luminii va fi: 
16 =Rarl3 =RarRrsl2 =0,025·0,002·0,975·1i =4·10-5Ii 

Se observă cil fasciculele 6, 7 s.a.m.d., reflectate multiplu, la 
suprafeţele de separare, au o intensitate tot mai mică şi nu vor fi luate în 
considerare. 

In urma interferenţei dintre fasciculele 1 şi 5 va rezulta: 

I= l1 +15 +2..jITs coscp (3.8.13) 

unde cp este diferenţa de fazA dintre undele coerente I şi 5. 
Deoarece fasciculul 5 a străbătut de două ori stratul de Mgf 2 şi că 

atât I cât şi 5 au pierdut prin reflexie o fază 1t, vom avea: 
41t 

cp=T·d·nr (3.8.14) 

a) Pentru ca intensitatea rezultantă I să fie minimă este necesar ca: 
cp = (2k + l)1t , k = 0,1,2, ... (3.8.15) 

Grosimea minimă drnin a stratului de MgF2 se obţine dacA punem condiţia 
cp ·-1t: 

47t 
- • d min • n f = 7t 

t-.. 
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Â 
dmin =--= 0,1 µ.m 

4nr 
În acest caz: 

Imin = l1 + l5 -zAA = 0,013-Ii 

şi 

Imin = O 013 
I· , 

I 

(3.8.16) 

(3.8.17) 

(3.8.18) 

b) Pentru a obţine o intensitate maximi, în urma interferen1ei 
fasciculelor 1 şi 5, este necesar ca: 

cp = 2k1t (3.8.19) 

Grosimea dmau cea mai mică, se obţine cu condiţia cp =21t şi prin 
urmare: 

Â 
dmax =--=0,2µm 

2nr 
În acest caz intensitatea luminii va fi: 

Imax =l1 +l5+2AA =0,041·1i 
adică se obline un raport 

1
max = O 041 
I· , 

I 

Obs. Imax se poate obline şi pentru alte grosimi: 
D=k ·dmax 

iar Imin pentru grosimi: 
d = (2k + 1)· dmin 

(3.8.20) 

(3.8.21) 

(3.8.22) 

3.9. O lamă de grosime d=3mm este fAcutl dintr-un material care 
are, la lungimea de undă 'A.=656,3nm, coeficientul de ab1mrbţie 

cx=0,03mm·1 şi indicele de refracţie n=l,571. SA se determine: 
a) factorul de reflexie Ral materialului la Â.=656,Jnm; 
b) factorul de transmisie T al materialului la Â.=656,3om; 
c) factorul de absorbţie A al materialului la Â.=656,3nm. 
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Rezolvare: Dacă I0 este intensitatea luminii incidente şi Ir este 
intensitatea luminii reflectate pe suprafaţa I: 1 (aer-lamă) de intrare în 
lamă, atunci fracţiunea R=I/10 : 

R=(:::r 
este reflectată. Restul intră :n material şi o parte din intensitatea luminii 
va fi absorbită, altă parte va fi transmisă prin cealaltă faJă I:.i a lamei. 
Intensitatea luminii transmise de plăcuţă este: 

11 = (1- R)e-adl0 

iar plăcuţa va transmite o fracţiune T=I/10 din intensitatea iniţială. Dacă 
ţinem cont că : 

R+T+A=l 
atunci: 

A=l-R-T 
Efectuând calculele se obţine: R=0,049 T=0.869 A=0,082. 

3.1 O. Un fascicul paralel de lumină cu intensitatea I0 şi lungimea 
de undă A. este trimis perpendicular pe o placă cu grosimea de 2 cm. 
Intensitatea fasciculului scade de patru ori în raport cu intensitatea 
fasciculului incident. 

Care este coeficientul de absorbţie al materialului? 

Rezolvare: 
Legea Bouguer-Lambert cu privire la absorbţia luminii de către un 

strat absorbant de grosime d, este: 
1=1

0
e-ad 

unde I0 -intensitatea radiaţiei incidente, I-intensitatea radiaţiei transmise, 
a-coeficientul de absorbţie al substanţei. 

În cazul problemei Ijl = 4,de unde: 
1 10 I -I 

ex= -ln-- = -ln4 = O 69 cm 
d I 2 ' 

3.11. Pentru eliminarea reflexiilor care pot apare la suprafaţa 
materialelor este mai comod să se măsoare absorbţia luminii de către acelaşi 
material dar pentru grosimi diferite, la o anumită lungime de undă A.o-
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Dacă intensitatea luminii transmise de un strat absorbant de 
grosime d1 este 11() .. 0 ), iar cea transmisă de un strat absorbant de grosime 
d2 este li(A.0), intensitatea fasciculului incident rămânând aceeaşi, se cere: 

a) expresiile intensităţilor l 1(Â.0), şi li(Âo), ţinând cont de 
fenomenele de reflexie şi absorbţie; 

b) care este coeficientul de absorbţie al materialului dacA l2=1/8 
iar d1=2 mm şi d2=4 mm. 

Rezolvare: 
a) Dacă intensitatea Ir a luminii reflectate pe suprafaţa de intrare a 

stratului absorbant (fig.3.11) este: 
Ir = Rio 

unde R este coeficientul de reflexie, l0 -intensitatea luminii incidente, 
atunci intensitatea luminii care intră în probă este: 

10 -lr =1 0 (1-R) (3.11.1) 
şi care va fi absorbită conform legii Bouguer-Lambert. Ţinând cont că 
este acelaşi material, coeficientul de absorbţie va fi acelaşi şi prin urmare: 

11 = 10 (1- R)e-ad, 

l2 = 10 (1 - R)e-ad, (3.11.2) 

I 
o 

IJl-R) _ Il 
I -
r . 

d 

Fig.3.11 

b) Dacă se face raportul celor două intensitAţi se obtine: 
12 -cx(d -d ) -=e > I 

11 
de unde 
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3.12. O soluţie, care conţine un colorant în concentraţie c şi coeficient 
de extincţie molară k, se află într-o cuvă aşezată în canalul de probă al unui 
spectrofotometru cu două fascicule. Grosimea stratului absorbant este d, iar 
pereţii cuvei au o grosime x şi coeficient de absorbţie ex. 

În canalul de referinţă al spectrofotometrului se aşează o cuvă 
identică cu prima, conţinând solventul pur, care are un coeficient de 
extincţie molară ks- Se cere: 

a) expresiile intensităţilor Ir şi IP transmise de cuva cu solvent 
respectiv de cuva cu substanţa de studiat. 

b) expresia extincţiei E măsurate de spectrofotometru, dacă un 
astfel de spectrofotometru măsoară direct ln(I/Ip) 

Se neglijează reflexiile pe perelii cuvelor. 

Rewlvare: 
a) Dacă l0 este intensitatea radiaţiei incidente, aceeaşi în canalul de 

probă şi canalul de referinţă şi se iau în consideraţie absorbţiile produse de 
substanţa din cuve şi de pereţii cuvelor prin care trece lumina, avem că: 

Ip = loe -2cxx-(kc d-k,c;d) (3.12.1) 

Ir =loe-2ax-k,c,d (3.12.2) 

unde c8 ' reprezintă concentraţia solventului în cuva cu colorant. 

b) Coeficienţii de extincţie molară depind de lungimea de undă la care 
se face măsurătoarea. Pentru aceeaşi lungime de undă, raportul I/Ip este: 

Ir _ kcd+k,d(c;-c,) 
- - e (3.12.3) 
Ip 

Dacă experimental se asigură condiţia cs=cs· şi solventul are o absorbţie 
neglijabilă, adică ks << k, în domeniul spectral studiat (care este banda de 
absorbţie a colorantului), atunci extincţia colorantului este: 

I 
E(:\.) = ln-' = k(A)cd (3.12.4) 

I 
p 

3.13. în canalul de probă al unui spectrofotometru cu două 
fascicule se aşează o cuvă de grosime d care conţine un amestec de trei 
componente, de concentraţii Ci, c2 , c3 şi coeficienţi de extincţie molară k„ 
k2, k3 corespunzători unei lungimi de undă date Â.. În canalul de refcrinlă 
se allă o cuvă identică cu compusul I. Să se găsească expresia extincţiei 
I: ln(l/lr), măsurate de spectrofotometru. 
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Rezolvare: 
Dacă x este grosimea pereţilor cuvei şi ex coeficientul lor de 

absorbţie, 10 -intensitatea radiaţiei im:idente pe probă, atunci intensitatea 
fasciculelor transmise de cuvele aflate în canalul de probă respectiv de 
referinţă sunt: 

l 

-2cxx-Ik 1c1d 
Ip = l 0 e ; 

Ir= Ioe-2cxx-k1c;d 

de unde 

E=ln(::)=(k2c2 +k3c3)d+k1(c1 -cj)d 

(3.13.1) 

(3.13.2) 

(3.13.3) 

3.14. O lamă de grosime d, confecţionată dintr-un material optic, 
absoarbe în proporţie de 75% un fascicul de radiaţie optică cu lungimea 
de undă 11.1 şi în proporţie de 50% dacă lungimea de undă a radiaţiei este 
Ati_. Dacă coeficientul de absorbţie al materialului este, la lungimea de 
undă Ai, cx1=5cm·1 să se determine valoarea coeficientului de absorbţie al 
materialului la lungimea de undă Ati_. Reflexiile se neglijează. 

Rezolvare: 
Intensităţile I 1 şi 12 ale fasciculelor transmise de probă, 

corespunzătoare lungimilor de undă 11.1 şi respectiv Ai sunt: 

I I -cx d 
I = 01e 1 

I I -cx d 
2 = 02e 2 

(3.14.1) 

(3.14.2) 

Conform datelor problemei, la 11.1 proba absoarbe 75% din 10 1, ceea ce 
înseamnă că transmite 25% din 101 . Analog, la lungimea de undă Ai va 
transmite 50% din 102 (în ambele cazuri s-a considerat că reflexiile sunt 
neglijabile). Prin urmare: 

...!l_ = e -cx1d = O 25 
l01 , 

(3.14.3) 

...!1._ = e -cx,d = O 5 
l02 , 

(3.14.4) 
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de unJe 

~ = ln(l / 0,25) = 
2 

a 2 ln(l / 0,5) 

şi rezultă că ai= 2,5cm-1
. 

3.15. Un fascicul paralel de lumină cade, sub un unghi de incidenţă 
i=50° pe o prismă echilateră (unghiul prismei A=60°). Prisma este făcută 
dintr-o sticlă flint şi este înconjurată de aer. Care este unghiul cu care sunt 
deviate, faţă de direcţia incidentă, radiaţiile de lungime de undă Â.1=486, 1 nm 
(n1=1,664) şi Âi=656,3nm (n2=1,644) la ieşirea din prismă. 

Rezolvare: 
Drumul razelor luminoase prin prismă este prezentat în fig.3.15. 

Fig.3.15. 

În conformitate cu legea refracţiei, la faţa de intrare a prismei 
avem pentru radiaţia cu Â.1=486, 1 nm: 

. S 1,000 . 500 sm =--sm 
1,664 

de unde rezultă 0 = 27,41°. Unghiul de incidenţă pe faţa a doua a prismei 
este <1>=60° -0 = 32,59°. Aplicând legea refracţiei : 

nsin<I>=siny 
obţinem că y-=63,67°. Unghiul de deviaţie, 6( 486, 1 nm) este: 

6(486, 1nm) = 61 + Bi= (50-0)+(y-<I>) = 53,67° 
Procedând la fel şi pentru radiaţia de lungime de undă 

f..i=656,3nm, se obţine 6(656,3nm)=51,25°. Prin urmare radiaţia cu 
lungimea de undă 486, 1 nm (albastru-verzui) este deviată cu 2,42° mai 
mult decât radiaţia cu "'2=656,3nm (roşu). 
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PROBLEME PROPUSE 

3.16. Pe o suprafaţă plană a unei plăci de material cu indicele de 
refrac\ie mediu n= 1,45 cade un fascicul de lumină sub incidenţă normală 
(i=0). Care este procentul de lumină reflectată. de această suprafaţă? 

R: 3,4%. 

3.17. Un material optic reflectă 4,8 % din intensitatea fasciculului 
incident de lungime de undă A.=435 nm, care cade pe suprafaţă sa. Care 
este indicele de refracţie al materialului? 

R: n=l,56 

3.18. Care trebuie să fie indicele de refracţie al unui material 
pentru ca să. reflecte 22 % din intensitatea fasciculului incident? 

R: n=2,767 

3.19. Un fascicul paralel de lumină cu intensitatea 10 şi lungimea 
de ,undă A este trimis perpendicular pe o placă cu grosimea de 2 mm. 
Intensitatea fasciculului transmis de placă reprezintă 30% din intensitatea 
fasciculului incident. Care este coeficientul de absorbţie al materialului 
pentru această lungime de undă? 

R: 0,602 mm-1
. 

3.20. O placă are grosimea d şi este făcută dintr-un material care 
are coeficientul de absorbţie cx=0,48mm-1 pentru lungimea de undă 
A=435nm. Un fascicul paralel de lumină cu lungimea de undă A.=435nm 
este trimis perpendicular pe o placă. Măsurându-se factorul de transmisie 
al plăcii se găseşte valoarea T= 11 / l0 = O, 14. 

a) Care este grosimea d a materialului ? 
R: d=4,lmm 

3.21. Dintr-o sticlă optică se fac două plăcuţe cu grosimile 
d1=2mm şi d1 =3mm. Pentru a evita influenţa reflexiei pe suprafa\a 
plăcuţelor, se măsoară transmisia celor două plăcuţe, la aceeaşi lungime 
de undă (A=550nm) şi se găsesc valorile I/l0 =0,045 şi lifl 0 ---'0,032. Să se 
determine coeficientul de absorbţie ex al sticlei optice la/\."' 550nm. 

R: cx=0,341 mm-1
. 
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3.22. O sticlă optică are o absorbţie foarte mică în domeniul 
vizibil al spectrului (111= 0,05.10 ). Dacă indicele de refracţie mediu al 
materialului este n=l,445, să se determine: 

a) fracţiunea din intensitatea I0 a luminii incidente care este 
reflectată; 

b) fracţiunea din intensitatea I0 a luminii incidente care este 
transmisă. 

R: a) R=0,033; b) T=0,917. 

3.23. Un placuţă de grosime d=6mm, este făcută dintr-un material 
optic care are indicele de refracţie n= 1,517 şi coeficientul de absorbţie 
a=0,03mm·1 la lungimea de undă Â.=589, 1nm. Să se determine: 

a) factorul de reflexie Ral materialului pentru Â.=589, 1 nm; 
b) factorul de transmisie T al materialului pentru Â.=589, 1 om; 
c) factorul de absorbţie A al materialului pentru Â.=589, 1 om. 
R: a) 0,042; b) 0,8; c) 0,158. 

3.24. Să se determine coeficientul de transmisie al unui sistem 
format din două lame de sticlă lipite, cu glicerină ( n= 1,471). 

R: 0,91. 

3.25. Pe o lamă de sticlă a fost depus un strat subţire de In2O3. 

Observând lama se constată că ea reflectă o radiaţie roşie (A.=600 nm). 
Stiind că indicele de refracţie al In2O3 este n=2 la )..=600 nm, să se 
determine: 

a) cum se explicJ apariţia acestei reflexii selective; 
b) care este grosimea stratului de In2O3 care determină reflexia 

selectivă a radiaţiei cu Â.=600 om; 
c) care sunt coeficienţii de reflexie ai radiaţiei cu Â.=600 nm la 

suprafaţa de separare aer-ln2O3 şi respectiv In2Orsticlă şi comparaţi 

aceste valori cu cele corespunzătoare reflexiei pe sticlă. 
R: b) O, 15µm; b) O, 11 şi 0,02. 

3.26. Un material are conductivitatea o = 0,3n·1m- 1 şi constanta 
dich,-ctrică Er=75, care rămâne constantă în domeniul de frecvenţe până la 
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108 Hz. Să se afle, prin calcul, dacă materialul este conductor sau 
dielectric la frecvenţele: 

a) v1= 103Hz; 
b) v2 = 108Hz. 
R: a) conductor; b) dielectric. 

3.27. Un material are constanta dielectrică fi.=2,5 constantă în 
domeniul de frecvenţe cuprins între v1= 106Hz şi v2 = 10

9
Hz şi 

conductivitatea O' = 0,03.{f 1m-1
. Să se analizeze comportamentul acestui 

material ( conductor sau dielectric) : 
a) la frecventa v1= 106Hz; 
b) la frecventa v2= 109Hz; 
c) de Ia ce frecvenţă se modifică comportamentul 

conductor/dielectric al materialului? 
a) conductor; b) dielectric; c) 2. 108Hz. 

3.28. Să se găsească expresia indicelui de refracţie : 

. (o+A) sm --
2 

n = sin(~) 

care rezultă din !tiudiul mersului razelor printr-o prismă optică, unde A este 
unghiul refringent al prismei, iar 6 unghiul de deviaţie minimă al prismei. 

3.29. O prismă are unghiul A=60°. Se determină experimental 
unghiul de deviaţie minimă 6 al prismei şi se găsesc valorile 61=53,67° 
pentru Â.1 =486, 1 om şi 6:z=51,25° pentru A1=656,3nm. Să se determine 
valorile indicilor de refracţie n1 şi n2 ai materialului din care este făcută 
prisma, corespunzători lungimilor de undă Â.1 şi Âi_. 

R: n1=1,674, n2=1,651. 

3.30. Transmisia unei cuve cu grosimea d=lcm, care conţine solutia 
unui colorant în concentraţie de c=4. 10-3mol/l, este T 1=0,247 la lungimea de 
undă Â.1 şi T2°-0,449 la lungimea de undă Âi_. Să se determine coeficienţii de 
extincţie molară k1 şi k2 corespunzători lungimilor de undă Â.1 şi Âii-

R: k1:.::: 3,5.102 l.mor1 cm-1, k2=2.102 l.mor1 cm-1
. 
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3.31. O substanţă care are coeficientul de extincţie molară 

k=--=5. 1 o3t.mor1cm·1, corespunzător lungimii de undă 11.=560nm, este 
dizolvată în concentraţie c=4. l 02mol/1 într-un solvent care nu arc 
absorbţie la lungimea de undă A. Ştiid că grosimea cuvei este d=0, 1cm, să 
se determine: 

a) transmisia substanţei; 
b) extincţia E=kcd a substanţei. 
R: a) T=0,819; b) E=0,2. 

3.32. Să se determine concentraţia c a unei substanţe care are la 
]...::.:550nm coeficientul de extincţie molară k(11.)=2. 1021.mor1cm·1 iar 
transmisia unei cuve de soluţie cu d=lcm este T=0,83. 

-4 R: c=9,3. 1 O mol/I. 

3.33. O cuvă cu grosimea d conţine o soluţie etalon cu o substanţă 
în concentraţie c0 =l % şi produce, la lungimea de undă A, o extincţie E0 • 

O cuvă identică dar conţinând o soluţie a aceleiaşi substanţe în 
concentraţie c, necunoscută, produce o extincţie de 5 ori mai mare. Să se 
determine concentraţia c. 

R:5% 

3.34. Care este viteza de propagare a luminii în medii cu indicii de 
refracţie: 

a) n=l,5 (sticlă); 
b) n=l,33 (apa); 
c) n=l,650 la 589,1 nm (sticla'flint); 
d) n=l,575 la 589,1 nm (sticla flint). 
R: a)2.108 m/s; b)2,256.108 m/s;c) 1,818.108 m/s; d) l,9.108 m/s; 

3.35. O radiaţie are lungimea de undă în vid 11.0= 0,6 µm. Care vor 
fi lungimile de undă în medii cu indicii de refracţie : 

a) n1=1,5 (sticlă); 
b)n2=1,33 (apa); 
c) n3=1,650 la 589, 1 nm (sticla flint); 
d) n4= 1,575 la 589, 1 nm (sticla flint). 
R: a) 0,4 µm ; b) 0,451 µm ; c) 0,364 µm; d) 0,381 µm. 
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4. OPTICA MEDIILOR ANIZOTROPE 

PROBLEJVIE REZOLVATE 

4.1. Să se arate că în cazul propagării unei unde electromagnetice 
plane într-un mediu dielectric anizotrop: 

a) vectorii D,E, şi K sunt coplanari; 
b) vectorii D şi E nu sunt coliniari. 

Rezolvare: 
Ecuaţiile lui Maxwell, în cazul propagării unddor 

electromagnetice într-un mediu dielectric anizotrop (p=O, j=O) sunt : 
au 

VxE=-µat (4.1.1) 

VxH= an 
at 

V·D=O 
V•H=O 

(4.1.2) 

( 4.1.3) 
(4.1.4) 

Pentru a găsi relaţia între vectorii D, E, H, k, vom scrie ecuaţiile 
lui Maxwell sub o altă formă, ţinând cont că în cazul undelor 
electromagnetice plane acţiunea operatorilor rotor şi divergenţă se reduce 

la înmulţirea vectorială, respectiv scalară cu -ik iar a operatorului ~ la 
dl 

înmulţirea cu iro. 
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În acest caz,ecuaţiile (4.1.1) - (4.1.4) devin: 
kxE=roµH 
kxH = -roD 
k·D=0 
k·H=0 

(4.1.5) 
(4.1.6) 
(4.1.7) 
(4.l.8) 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Relaţiile ( 4.1. 7) - ( 4.1.8) exprimă transversalitatea vectorilor D şi 
H, adică 

D..Lk şt H..Lk. (4.1.9) 
Vectorii D şi H se vor afla în planul frontului de undă, iar k 

indică direcţia normală la suprafala de undă. 
Din ecuaţiile ( 4.1.5) şi ( 4.1.6) rezultă că: 
D ..L H şi E ..L H ( 4.1.10) 
Din relaţiile ( 4.1.9) şi ( 4.1.10) se observă că vectorul H este 

perpendicular pe vectorii D,E şi k, adică vectorii D,E şi k sunt coplanari. 

b) Deşi D şi E sunt coplanari, numai D este perpendicular pe 
k (relaţia 4.1.9) şi prin urmare D şi E nu mai sunt coliniari (fig.4.1). 

D 

k 

H 

Fig. 4.1 

4.2. Un cristal uniax negativ are axele principale Xi, X2 şi X3 şi 

axa optică (a.o) în direcţia X2. Cristalul este tăiat paralel cu axa optică 
(secţiunea X1 X2) şi are grosimea d. Pe cristal cade un fascicul de lumină 
normal la secţiunea X1 X2 a cristalului.Se cere: 

a) să se construiască elipsoidul indicilor de refracţie ai cristalului; 
b) să se caracterizeze undele ce se propagă în cristal, dacă unda 

incidentă are direcţia X3, iar direcţia vectorului electric oscilează după 
direcţia X1 respectiv după X2 ; 

c) ce se întâmplă dacă vectorul electric în unda incidentă oscilează 
după o direcţie oarecare, aflată în planul X1 X2; 

d) ce se întâmplă dacă unda incidentă pe suprafaţa cristalului are 
dirccJia de propagare X2. 
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Rezolvare: 
a) Deoarece cristalul este uniax negativ, având axa optică (a.o) în 

direcţia X
2

, el va prezenta indicii de refracţie principali: 
n1 =n3 >n2 

astfel ca dn = n 2 - n I < O 
unde n 1 = n 3 sunt indici de refracţie ordinari, iar n2 este indice de 
refracţie extraordinar şi are valoare minimă. 

În raport cu sistemul de axe propriu (cristalografic) Xi (i=l,2,3) al 
cristalului, elipsoidul indicilor de refracţie este cel prezentat în fig.4.2.a. 
Acesta este un elipsoid de rotaţie având ca axă de rotaţie, axa X

2

, semiaxa 
mare are mărimea n

1 

iar semiaxa mică mărimea n
2

, deoarece n
2

<n
1

. 

Ecuaţia elipsoidului indicilor de refracţie este, pentru cazul general: 
2 2 2 

X~ +X;+ Xi = I (4.2.1) 
n1 n2 n3 

În cazul nostru, deoarece n 1 = n 3 -:;:. n 2 ecuaţia ( 4.2.1) devine: 

x2 +x2 x2 1 
2 

3 +-f = 1 (4.2.2) 
n1 n2 

V 

(a.o) (a.o) 

Fig. 4.2.a Fig. 4.2.b 

b) Stării de polarizare a unei unde ce se propagă prin cristal i se 
asociază o anumită valoare a indicelui de refracţie a cristalului, în functie 
de direcţia de oscilaţie a vectorului D al undei respective în cristal. Astfel, 
în cazul unei unde electromagnetice care se propagă după direcţia X3 şi 
are vectorul electric polarizat după Xi, unda care se propagă în cristal este 
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o undă ordinară, cristalul va prezenta un indice de refracţie ordinar n0 =n1 

iar viteza de propagare a acestei unde în cristal este: 
C C 

VJ =-=-=v0 (4.2.3) 
n1 no 

Dacă vectorul electric D al undei are direcţja de oscilaţie X2, unda 
respectivă este o undă extraordinară, cristalul prezintă un indice de 
refracţie extraordinar ne=n

2
, iar viteza de propagare a undei în cristal este: 

C C 
V2 =-=--=Ve (4.2.4) 

n2 ne 
în cazul cristalelor optic negative, deoarece n2<n1 rezultă că v2>v1. 

Elipsoidul vitezelor (sau elipsoidul Fresnel) este prezentat în 
fig.4.2.b şi este de asemenea un elipsoid de rotaţie, având semiaxele 
principale v1=c/n„ v

2
=c/n

2
, şi v

3
=c/n

3
. Deoarece axele principale Xi ale 

elipsoidului indicilor şi ale elipsoidului vitezelor coincid, înseamnă că 
vitezele Vi, v2, şi v3 reprezintă vitezele undelor a căror vectori D şi E 
coincid. Prin urmare, vitezele de fază (cu care se propagă D) şi vitezele 
radiale (de grup) cu care se propagă câmpul E coincid în cazul că aceşti 
vectori oscilează după aceleaşi direcţii. Deoarece direcţiile vectorilor I) şi 

E nu coincid în mediul anizotrop, direcţiile Xi reprezintă în fapt direcţiile 
componentelor Ei ale vectorului intensitălii câmpului electric în 
materialul anizotrop. 

b) Dacă unda incidentă se propagă după direcţia normală (X
3

) la 
suprafaţa cristalului, atunci câmpul electric al undei va fi polarizat în 
planul X1X2. Fie o stare de polarizare descrisă prin vectorul Ei , orientat 
ca în fig.4.2.c. În raport cu sistemul de axe X1X2 se poate scrie că: 

Ei = E1 + E2 (4.2.5) 
unde E

1 
este câmpul electric al undei ordinare, E

2 
este câmpul electric al 

undei extraordinare. 
În cristal se vor propaga două unde cu stări de polarizare 

ortogonale, având viteze diferite v0 '#ve ş1 vor străbate drumuri optice 
diferite: 

d0 = n0 d si de= ned (4.2.6) 
Câmpurile electrice ale celor două unde au amplitudinile: 
• E0 1 = E0 i cosa 

E 0 2 = E 0 i sin a (4.2.7) 
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şi vor fi descrise de : 
E 1=E01 cos(wt-kd0 ) e1 

E2=E01 cos(wt-kde) e2 (4.2.8) 

Fig. 4.1.c 

unde am notat cu Ci, c2 versorii direcţiilor X1 şi X2. Trebuie obs1:rvat că 
cele două unde descrise de (4.2.8) sunt coerente, provenind din aceeaşi 
undă datorită birefringenţei cristalului. La ieşirea din cristalul de grosime 
d, între cele două unde va exista un defazaj: 

<p = k(de-d0 ) = 21td(nc-n0 )/A ( 4.2.9) 

d) Dacă lumina incidentă are direcţia x2, care este direcţia axei 

optice, nu se va mai produce birefringenţa. Aceasta înseamnă că prin 

cristal se va propaga o singură undă ( ordinară), deoarece oricare ar fi 

direcţia de polarizare al vectorului E în unda incidentă, cristalul prezintă 

doar un singur indice de refracţie n0 =n 1=n3. 

4.3. Un cristal uniax negativ are axele principale Xi, X2, X3 şi 

axa optică (a.o) în direcţia X2. Cristalul este tăiat paralel cu axa optică 
(secţiunea X 1 X2) şi are grosimea d. Pe cristal cade un fascicul de lumină 
normal la secţiunea X1X2 a cristalului. Vectorul electric în unda incidentă 
arc o direcţie, aflată în planul X1X2, aşa cum este prezentat în fig.4.2.c. 
Se cere să se găsească componentele Di ale vectorului inductie electrică 
D, în raport cu sistemul de axe Xi ale cristalul anizotrop. 
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Rewlvare: 
Relaţia care leagă componentele Di de componentele Ei ale 

câmpului electric al undei E în mediul anizotrop este : 
Di =EijEj (4.3.1) 

unde Eij sunt compontntele tensorului permitivitate electrică. În sistemul 
axelor principale Xi ale crist1lului, matricea tensorului Eij este diagonală: 

e = (E6
1 

E~2 ~ J (4.3.2) 
0 0 E33 

unde Eii sunt valorile principale ale lui Eij· 
În cazul problemei (fig.4.2.c) componentele câmpului electric 

sunt E1 şi E
2

, iar X
2 

este axă de simetrie astfel că e33=e
11

. Relaţia ( 4.3.1) 
devine: 

(4.3.3) 

adică: 

(4.3.4) 

4.4. Axele principale ale tensorului Ejj a unui cristal uniax negativ 
sunt (Xi), unde X2 este axa optică (a.o). Pe cristal cade un fascicul de 
lumină sub un unghi de incidenţă i:;e0: 

a) să se arate care sunt în acest caz indicii de refracţie ordinar şi 
extraordinar ai cristalului; 

b) să se facă reprezentarea spaţială a vectoriloe D0 , H0 , E 0 şi De, 
He, Ee pentru undele ordinară şi extraordinară ce se propagă prin cristal. 

Rewlvare: 
Dacă Xi, X2, X3 sunt axele principale ale tensorului Eij , atunci 

valorile principale ale permitivităţii sunt: 
2 2 2 

Eu= n1 , ei2= n2 , E33= n3 , 
Pentru un cristal uniax negativ, indici principali de refracţie ni, n2, n3 au 
proprietatea că n1=n3>n2 . 
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Deoarece i:;t:0 vom nota cu x3 o direcţie de propagare a frontului dl! 
undă în cristal. Să considerăm că direcţia x3 se află în planul secţiunii 
principale X

2

X
3

. Planul x
1

x
2

, perpendicular pe x
3

, este planul frontului de 
undă în care se află vectorii D şi H ai undei electromagnetice. Intersecţia 
acestui plan cu elipsoidul indicilor de refracţie este o elipsă, care are 
semiaxele OA=n1 şi OB=n (fig.4.4.a). 

Semiaxa OB a elipsei este orientală în direcţia x2, care se află în 
planul secţiunii principale ce conţine axa optică, şi prin urmare 
componenta De a vectorului inducţie în mediul anizotrop va fi orientată în 
această direcţie. Cristalul va prezenta în acest caz un indice de refrac1ie 
extraordinar ne=n, cu proprietatea că n3>ne>n2. Semiaxa OA este în 
direcţia Xi, perpendiculară pe planul secţiunii principale, astfel că 
indicele de refracţie ordinar al cristalului este n0 =n1, iar componenta D0 

va oscila în direcţia X1. 

X 
J 

(a.o) X 2 

Fig. 4.4.a 

X 
l 

Fig. 4.4.b. 
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In figură este analizat cazul când direcţia x3 este în planul secţiunii 
principale. In consecinţă , prin cristal se vor propaga două unde, deoarece 
orice vector D în unda incidentă poate fi descompus în doi vectori: D0 , 

corespunzător undei ordinare şi care oscilează în direcţia X(==X 1 şi De, 
corespunzător undei extraordinare şi care oscilează în direcţia x2 în planul 
scc\iunii principale. 

Starea de polarizare a vectorilor (D0 , H0 , E0 ) şi CDe , He , Ee) a 
celor două unde este prezentată în fig.4.4. b. 

4.5. Direcţia de propagare a razei de lumină într-un mediu este 
dată de direcţia vectorului Poynting. Să se stabilească relaţia vectorială 
între direcţia de propagare a undei electromagnetice, definită prin 
vectorul de undă k şi direcţia vectorului lui Poynting, definită prin 
versorul u (vector rază), în cazul: 

a) mediilor izotrope; 
b) mediilor anizotrope. 

Rewlvare: 
a) Vectorul lui Poynting : 
S=ExH (4.5.1) 

este perpendicular pe planul vectorilor E şi H ai undei electromagnetice, 
ceeace înseamnă că E J_ u şi H J_ u. În cazul mediilor izotrope, datorită 
transversalităţii undelor electromagnetice avem deasemenea că E J_ k şi 

H J_ k de unde rezultă că u li k (fig.4.5.a) 
b) În cazul mediilor anizotrope, ecuaţiile lui Maxwell se scriu sub 

forma (vezi problema 4. I) : • 
kxE=wµH 
kxH=-wD 

k·D=O 
k·H=O 

ceea ce înseamnă că : 
DJ_k H J_ k D J_ H E J_ H 

Vectorii D, E şi k sunt coplanari, dar E nu mai este perpendicular pe k, 
ca în cazul mediilor izotrope (fig.4.5.b). În acest caz, vectorul lui 
Poynting S=ExH se va afla în planul dete1minat de vectorii D, E şi k dar 
dircctia sa, definită de versorul u, nu mai coincide cu direcţia dată de k. 
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Vectorul k dă direclia normalei la frontul de undă (D, H), în timp cc 
vectorul u (sau S) dă direcJia razei (~au a transportului de energie) care se 
propagă ptin mediu. Aceste direcjii nu se mai confundă într-un medi11 
anizotrop, aşa cum se întâmplă într-un mediu izotrop. 

E 

k s k 
u 

H 
H s 

(a) (b) 

Fig. 4.5. 

4.6. Să se construiască : 
a) elipsoidul inJicilor de refraqic; 
b) elipsoidul vitezelor; 

în cazul unui material optic uniax pozitiv, la care axele principale ale 
tensorului permitivitate electrică Eij sunt X/i=l,2,3) şi X1 este direcţia 
axei optice (a.o). 

Rewlvare: 
a) Dacă considerăm X3 axă optică (a.o) a materialului şi n1, n2, n3 

valorile principale ale indicilor de refracţie, pentru un material uniax 
pozitiv vom avea : 

n I -" 02 < 03 (4.6. l) 
Ecuatia elipsoidului pentru acest caz este: 

x2+x2 xi 
I 2 +-3- = l 

2 2 
n I n 3 

(4.6.2) 

iar birefringenta maximă este: 
~n -'" nrn 1 >O (4.6.2) 
Elipsoidul indicilor de refractie va fi în acest caz un elipsoid de 

rotatie având X3 ca axa de rotaţie. O rază care se propagă în cristal după 
direcţia axei optice X3, este polarizat!l în planul X1X2. În acest caz 
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indiferent de direcţia de oscilaţie a vectorului electric D (respectiv E) al 
undei electromagnetice în planul X1X2, cristalul va prezinta un singur 
indice de refracţie deoarece n1=n2, de aceea secţiunea elipsoidului 
indicilor de refracţie în planul X1X2 va fi un cerc. În planele X1X3 sau 
X2X3 secţiunile elipsoidului vo~ fi elipse cu semiaxa mare n3 şi semiaxă 

mică n1=n2 (fig.4.6.a). 
b) Într-un material anizotrop componentele E1 ale intensităţii 

câmpului electric care oscilează în direcţiile Xi se propagă cu vitezele 
V('c/ni. În această situaţie vitezele vi cu care se propagă componentele E1 
sunt viteze radiale sau de grup pentru că reprezintă viteze de ·propagare 
ale energiei. Vitezele cu care se propagă componentele D1 sunt viteze de 
fază pentru că reprezintă viteza de propagare a frontului de undă (D,H). 
Dacă componentele E1 şi Di, oscilează după aceleaşi direcţii Xi, atunci 
valorile principale ale vitezelor de grup şi de fază coincid. 

Având în vedere relaţia (4.6.1) dintre indicii de refracţie 
principali, relaţia corespunzătoare dintre vitezele V{''c/ni într-un material 
uniax pozitiv va fi : . 

V1 = V2 > V3 

Razele ordinare, care sunt linear polarizate în planul X1X2 se vor propaga 
cu aceeaşi viteză (v1=v2), indiferent de direcţia de oscilaţie a vectorului 
E0 al undei din planul X1X2. Din acest motiv secţiunea elipsoidului 
vitezelor în acest plan este un cerc. 

Razele extraordinare, în care vectorul electric oscilează în planul 
scc1iunii principale a materialului (care conţine direcţia X3) se vor propaga cu 
o viteză ve (v3 < Ve < v2), astfel că în planul X1X3 sau X2X3 secţiunile 
dipsoidului vitezelor vor fi elipse cu semiaxele v2 şi v3 (fig.4.6.b ). 

(a.o) 

(a) (b) 
Fig. 4.6. 
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4.7. Un strat sublire de cristal lichid, uniax poz1ttv, are axek 
principale Xi (i=l,2,3). Axa optică (a.o) a cristalului este X3, iar stratul ,h.: 
cristal are faţa de intrare perpendiculară pe axa optică. Lumina cade p1,; 
cristal ast Fel încât planul de incidenţă coincide cu planul sectiunii 
principale a cristalului, care conţine direcţia axei optice. Să se analizeze 
birefringenţa produsă de acest cristal, precum şi starea de polaiizart: a 
undelor ce se propagă prin cristal, dacă : 

a) unghiul de incidenţă i = O; 
b) unghiul de incidenţă i 'i:- O. 

Rezolvare: 
Pentru un cristal uniax pozitiv, cu axa optică (a.o) în direcţia X3, 

elipsoidul indicilor de refracţie este prezentat în fig.4.7.a, având o1 = n2 < n3. 

Dacă cristalul are faţa de intrare în planul X1X2, direcţia X3 a axei opli~c 
coincide cu normala la faţa de intrare a cristalului. 

a) Dacă i = O, frontul de undă se află în planul X1X2. Intcrsc~1ia 
acestuia cu elipsoidul indicilor este un cerc, deoarece o1 = n2. prin urmare 
în acest caz nu se produce birefringenţa cristalului, deoarece An.:.._n 1-n2 - O, 
pentru orice direcţie de oscilaţie a vectorului electric în unda incidentă în 
planul X1X2. 

b) Să analizăm cazul în care raza incidentă, aflată în planul de 
incidenţă X2XJCcare este şi planul secţiunii principale a cristalului) cade 
sub un unghi de incidenţă i 'i:- O (fig.4.7). Să notăm cu x3 dircqia razei 
incidente. 

• j 

1 

Fig. 4.7. 
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Pentru a explica starea de polarizare a undelor care se propagă în 
cristal să observăm că secţiunea x1x2 în elipsoidul indicilor de refracţie, 
perpendiculară pe direcţia x3 este o elipsă, cu semiaxele OA=n1 şi OB=n. 
Indicele n1 este un indice ordinar pentru că corespunde unei direcţii de 
oscilaţie a vectorului electric (D0 ), perpendiculară pe axa optică, iar n este 
un indice extraordinar deoarece corespunde unei direcţii de oscilaţie CDe) 
aflată în planul secţiunii principale X2X3. Birefringenţa cristalului este, în 
acest caz .!\n = n-n1 >O. 

Indicele n are, în funcţie de unghiul de incidenţă, valori n1<n<n3. 

Se poate constata din fig.4. 7. că dacă unghiul de incidenţă i se 
micşorează, n se micşorează, iar .!\n scade până când se ajunge la situaţia 
i'.\n = O, prezentată la punctul a. Dacă unghiul i creşte şi .!\n creşte. 

4.8. Un strat subţire de cristal lichid uniax pozitiv are direcţia axei 
optice în planul de separare aer-cristal. Să se analizeze starea de 
polarizare şi mersul razelor prin cristal, dacă unghiul de incidenţă este 
i#l, iar planul de incidenţă este perpendicular pe planul secţiunii 

principale a cristalului. 

Rezolvare: 
Să considerăm Xi, sistemul de axe principale ale cristalului şi X2 

axă optică (a.o). Suprafaţa de separare aer-cristal este X1X2, planul 
secţiunii principale X2X3 iar planul de incidenţă este X1X3 (fig.4.8.a). 

pla11ul sectiu.a.ii 
p.011.cipale 

(a) 

Fig. 4.8. 

(b) 
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Direcţia razei incidente este x3 şi se află în planul de incidentă 
X1X3. Intersecţia planului x1x2, normal la direcţia x3, cu elipsoidul 
indicilor de refracţie reprezintă o elipsă (fig.4.8.b) cu semiaxele n2 (indice 
extraordinar) şi n1 (indice ordinar) . În cristal se propagă două unde: unda 
ordinară având vectorul E0 polarizat în direcţia x1 şi vectorul Ee polarizat 
în direcţia x2=X2 Deoarece planul de incidenţă X1X3 coincide cu pianul 
perpendicular pe secţiunea principală atunci, indiferent de unghiul de 
incidenţă, vectorul E0 se va afla în acest plan. Secţiunea elipsoidului 
indicilor în planul X1X3 este un cerc de rază Di, iar în planul X2X3 o 
elipsă cu semiaxele n1 şi n2. 

Dacă construim secţiunea X2X3 a elipsoidului vitezelor obţinem 
fig.4.8.c. 

Fig.4.8.c. 

Deoarece n2 > Di, vitezele sunt v2 < v3. Deasemenea, dacă aplicăm 
legea refracţiei la suprafaţa de separare aer-cristal avem: . . . 

SID 1 = n1Sl0 r 0 . . . 
SID 1 = D2SID re 

vom obţine că unghiurile sub care sunt refractate cele două raze sunt în 
relaţia re< r0 (fig.4.8.c). 

4.9. O peliculă de cristal lichid uniax pozitiv de grosime d=0,2mm 
are axa optică în direcţia X2. O radiaţie monocromatică cu lungimea de 
undă Â.=589nm, liniar polarizată în planul X1X2 este trimisă, sub 
incidenţă normală, pe direcţia X3 perpendiculară la faţa X1X2 a 
cristalului. Câmpul electric al undei are amplitudinea A==2 Vim şi 
oscilează după o direcţie care face un unghi cx=45° cu axa X1. Indicii de 
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refracţie principali ai cristalului lichid la )..=589nm sunt n1=n3=1,50 şi 

n2=1,55. Să.se determine: 
a) vitezele principale v1 şi v2; 

b) valoarea drumurilor optice ale razelor ordinară şi extraordinară; 
c) di fercnţa de fază a celor două raze. 
d) amplitudinile razelor ordinară şi extraordinară. 

Rewlvare: 

x.l 

X 

(a.o) (a.o) 

a) Câmpul electric în unda incidentA pe cristal oscileaz!l în planul 
X1X2 după o direcţie care face unghiul cx=45° cu axa X 1(fig.4.9). Prin 
urmare prin cristal se vor propaga douăraze: raza ordinar!l cu vectorul 
intensitate a câmpului electric Ei, care oscilează în direcţia X1 şi raza 
extraordinar!l cu E2, care oscileazii în direcţia X2. Cele două raze se vor 
propaga cu vitezele: 

v1 = c/n1 = 2.108m/s 
v2 = c/n2 = l,935.108m/s 
b) Drumurile optice străbătute de cele două unde sunt: 
d1 = n1d = 0,3 mm 
d2 = n2d = 0,31 mm 
c) Diferenţa de fază este: 

21t 
cp = Td(n2 - n1) = 106,675 rad 

d) Amplitudinile celor două unde sunt: 
A1=Acos45°=1,41 V/m 
A2=Acos45°=l,41 V/m 

101 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



4.10. O celulă conţine o peliculă de cristal lichid uniax pozitiv cu 
grosimea d=20µm, axa optică Oz şi faţa de intrare xy. Cristalul lichid are 
indicii de refracţie principali nz=l,658, nx=ny=l,486 pentru lungimea de 
undă 11.=589 nm. Pe cristal cade, sub un unghi de incidenţă i=30° în raport 
cu Oz, un fascicul de lumină monocromatică având 11.=589 nm. Să se 
determine: 

a) valoarea indicilor de refracţie ordinar şi extraordinar ai 
cristalului lichid la 11.=589 nm, pentru acest unghi de incidenţă; 

b) diferenţa de drum optic dintre razele ordinară şi extraordinară; 
c) diferenţa de fază corespunzătoare. 

Rezolvare: 
În fig.4.1 O. este prezentat elipsoidul indicilor de refracţie pentru 

un cristal uniax pozitiv care are axele principale x,y,z, şi axa optică în 
direcţia z. Elipsoidul are axele principale nx=ny<nz, fiind un elipsoid de 
rotaţie cu axa de simetrie z. Pentru o direcţie de propagare z' care face un 
unghi i=30° cu axa z, secţiunea principală care se obţine intersectâ"d 
elipsoidul cu planul x'y' (perpendicular pe direcţia de propagare z') este 
o elipsă cu semiaxele nx şi n. Prin cristal se vor propaga două unde: unda 
ordinară, având vectorul electric orientat după direcţia x şi o undă 
extraordinară cu vectorul electric polarizat în planul yz al secţiunii 
principale (orientat în direcţia y'). Cristalul va prezenta în acest caz un 
indice ordinar de refracţie n0 =nx şi un indice extraordinar n, pe care 
urmează să-l determinăm. 

z (a.o) 

Fig. 4.10. 
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Coordonatele punctului A al secţiunii yz a elipsoidului sunt: 
x=0 
y = n cos 1 

z = n sm 1 

Prin urmare ecuaţia elipsoidului indicilor va fi: 

y 2 z2 n2 cos2 i n2 sin2 i 
I= 2+2 = 2 + 

0
2 

Dy Oz Dy z 

de unde rezultă : 

DyDz. 
o=--;::======= 

/n 2 cos2 i + n2 sin2 i '\J z y 

Înlocuind datele problemei se obţine n = 1,524, astfel că 
birefringenţa este .l'.\n = n-ny = 0,038, spre deosebire de valoarea maximă a 
birefringenţei Anmax = 0z-ny= O, 172, care se obţine atunci când i = 90°. 

b) Diferenţa de drum optic este: 
(n- n )d 

6 = :' = 0,87µm 
COSI 

c) Diferenţa de fază între undele ordinare şi extraordinare este: 
21t 

cp =To= 9,348rad 

4.11. Un fascicul paralel de lumină monocromatică cade, sub 
incidenţă normală, pe o lamă de cuarţ de grosime d, tăiată paralel cu axa 
optică. Fasciculul incident pe lamă este linear polarizat (cu ajutorul unui 
polarizor) având vectorul electric E1 orientat sub un unghi <X. în raport cu 
axa optică a cristalului. Dacă 0 0 şi ne sunt valorile principală ale indicilor 
de refracţie ordinar şi extraordinar ai cristalului, corespunzători unei 
lungimi de undă Â., se cere: 

a) să se analizeze starea de polarizare a luminii la ieşirea din lama 
de cuarţ; 

b) să se determine starea de polarizare a luminii transmise de lamă 
dacă cx.=30°, d=lmm, n0 = 1,5442, ne=l,5533 la Â.=589nm iar 
amplitudinea câmpului incident este A= 1 V/m; 
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c) care trebuie să fie, în condiţiile date, grosimea minimă dmin pe 
care trebuie să o aibli cristalul pentru ca să producă lumină liniar 
polarizată. 

Rewlvare: 
Sil considerăm un sistem de axe xyz - sistemul axelor principale 

cristalografice şi ale elipsoidului indicilor de refracţie - unde z este 
direcţia axei optice (a.o) a cristalului. Fasciculul de lumină incident are 
direcţia de propagare x, iar vectorul electric în unda incidentă este E1 , 

orientat sub un unghi a. în raport cu axa z (fig.4.1 I.a) 

z (a.o) 

y 

Fig .. 11.a 

a) În cristal E1 se descompune în componentele Ee şi E0 , care 
oscilează după douli direcţii ortogonale, paralel respectiv perpendicular la 
axa optică, astfel ci1: 

E, = Ee + Eo ( 4.11. 1) 
Dacă la intrarea în cristal (x=O) : 

E1 = A coswt 
atunci la ieşire din cristal avem : ( 

E0 = A0 cos(wt-kx0 ).j 

Ee = Aecos(wt-kxe).k (4.11.2) 
unde j, k sunt versorii direcţiilor y şi z după care sunt polarizate undele, 
x0 =dn0 şi xe=dne sunt drumurile optice corespunziitoare razelor ordinară şi 
extrordinară, iar amplitudinile undelor sunt: 

A0 == Asina 

(4.11.3) 
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Datorită drumurilor optice diferite, între cele două unde apare 
un defazaj: 

(4.11.4) 

unde Lin=nc-no este birefringenţa cristalului. Prin urmare putem scrie că: 

E0 = A0 cos(rot).j 
Ee = Aecos(rot-<p).k 

(4.11.5) 
(4.11.6) 

Dezvoltând cos( rot-<p) din ( 4.11.6) şi ţinând cont din ( 4.11.5) cil 
cos(rot) = E/Ao, vom obţine: 

(4.11.7) 

Ridicând ( 4.11. 7) la pătrat obţinem: 

E2 E2 E E 
_e +-0 -2 e O cos<p = sin2 <p 
A2 A2 A A e o e o 

(4.11.8) 

Expresia ( 4.11. 8) descrie o elipsă a cărei formă şi orientare depind 
de valorile lui a şi <p. În funcţie de valorile defazajului <p, care este la 
rândul său dependent de lungimea de undă a radiaţiei incidente, pot apare 
următoarele situaţii: 

cu 

1) dacă <p = m1t (m=±l, ±2, ±3:.), atunci relaţia (4.11.8) devine: 

Ae Ee = ±-E0 (4.11.9) 
Ao 

A 
tg0=±-e 

Ao 
(4.11.10) 

adică lumină iese din cristal linear polarizată, având vectorul electric E1 

orientat sub un unghi ±(90° -0) în raport cu axa optică a cristalului. În 
fig.4.11.b, c sunt prezentate cele două posibilităţi de orientare a 
vectorului electric în unda transmisă şi care este linear polarizată. 
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z z z 

y 

y y 

(b) (c) (d) 

Fig. 4.11. 

2) dacă <p = 2m1t+1t/2, expresia ( 4.11. 8) devine : 
2 2 

Ee + Eo = 1 (4.11.11) 
A2 A2 e o 

adică la ieşirea din cristal lumină este eliptic polarizată. Vectorul E, se 
rot~şte cu frecventa oo, descriind o elipsă (fig.4.11.d) dată de ( 4.11.11 ). În 
funcţie de sensul de rotaţie lumina va fi eliptic polarizată dreapta sau 
stânga, acest lucru depinzând de semnul birefringenţei An ( cristal pozitiv 
sau negativ). 

b) Dacă d=lmm, a=30°, n0 = 1,5442, ne=l,5533 la Â==589nm, 
atunci se obţine prin calcul: An=0,009, <p=97,07rad, adică cp=6l,8(1t/2), 
Ae=0,86V/m, A0= 0,5V/m. Prin urmare, având în vedere cA Ae "# Ao, iar cp 
nu este un număr par de (1t/2), radiaţia având Â=589nm va fi eliptic 
polarizată la ieşirea din cristal. 

c) Grosimea minimă dmin pe care trebuie să o aibA cristalul pentru 
ca să producă lumină liniar polarizată se obţine din condiţia: 

"A. 
cp = 1t ⇒ dmin =----

2(ne - n0) 

4.12. O celulă de cristal lichid este aşezată între doi polarizori. 
primul polarizor transmite pe celulă o radiaţie linear polarizată, având 
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vectorul electric orientat sub un unghi cx.=45° în raport cu axa optică a 
cristalului lichid. Al doilea polarizor funcţionează ca analizor, 
transmiţând doar componentele paralele cu axa sa optică. Radiaţia 

incidentă pe celula de cristal lichid de intensitate 0,5m W /m2 este o 
radiaţie monocromatică având lungimea de undă Â.=589nm, pentru care 
cristalul lichid are indicii de refracţie principali n0 =1,486 şi ne=l,586. 
Stratul de cristal lichid are grosimea d=20µm, iar direcţia axei optice 
(a.o) este Oz şi se află în planul feţei de intrare a celulei. 

Să se analizeze starea de polarizare a luminii transmise de stratul 
de cristal lichid şi să i se determine intensitatea: 

a) înainte de analizor; 
b) după analizor, dacă axele optice ale polarizorului (P) ŞI 

analizorului (A) sunt paralele; 
c) după analizor, dacă axele optice ale polarizorului (P) ŞI 

analizorului (A) sunt ortogonale. 

Rezolvare: 
a) Pe faţa (y,z) a celulei cu cristal lichid (CL) cade fasciculul de 

lumină care are direcţia x (fig.4.12.a). Câmpul electric E1 al unei 

incidente, linear polarizat de către (P), se descompune în interiorul CL în 

componentele E0 şi Ee ortogonale (fig.4.12.b) şi de amplitudini: 

A0 =Asin(45°) 
Ae = A cos( 4 5°) 

unde A este amplitudinea câmpului electric în unda incidentă şi care se 

determină din relaţia A2=2S(µ/E 0)1'2 , unde S este densitatea fluxului de 
energie transportată de către fascicul. Efectuând calculele se obţine : 

A0 =A~ •. 0,434V/m 

Prin CL se va propaga o undă ordinară şi o undă extraordinară 
între care va apare o diferenţă de fază cp. În conformitate cu problema 
4.11, diferenţa de fază a celor două unde la ieşirea din stratul de CL este: 

27t 
<p = k(xc - x0 ) = Tddn = 2 l,335rad 
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(a.o) z 

y 

(a) 

(a.o) z (A) 
(P) 

y 

(b) 
Fig. 4.12. 

(a.o) z (P) 

(A) 

(c) 

ceea ce arată că radiaţia având Â.=589nm iese din stratul de CL de 
grosime d=2Oµ polarizată eliptic. 

b) Dacă stratul de CL este asezat între polarizor şi analizor iar 
axele optice ale acestora sunt paralele (A) li (P), atunci după cum se poate 
vedea din fig.4.12.b., câmpul E1 al undei incidente se descompune în: 

unde: 
E1=Ec+ Eo 

Ec=Accos( wt-kxc).k 
E0 =Aecos( wt-kx.0).j 

cu A0 =Ae= O,434V/m şi <p = 21tdAn/Â. determinat anterior. 
După analizor vor trece doar componentele E1 şi E2, paralele cu 

axa optică a analizorului, astfel că E1es în unda transmis! de analizor va fi: 
E1es= E1 + E2 

unde: 
E1 = A1cos(wt-kxc), A1=Acoscx= Acos2cx 
E2 = A2~os(wt-kx0), A2-=Asincx= Asin2cx 

Din superpoziţia celor două componente care oscileazll după aceeaşi 
direcţie rezultă că intensitatea undei transmise de către analizor va fi 

2 2 
Ipar =A 1 +A 2 +2A 1A 2 cosq>= 

= A 2 cos 4 ex+ A 2 sin 4 ex+ 2A 2 sin 2 ex cos2 a cos <p = ( 4. 12. 1) 

= 10 (1- sin 2 2exsin 2 <p) 
2 

unde I0 =-A2
. Utilizând datele problemei se obţine Ipar=O, l l

0
. 
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c) Dacă polarizorul şi analizorul sunt încrucişali (A).l(P), atunci 
conform fig.4. 12.c, după analizor vor trece doar componenetele: 

E18 = B1cos(wt-kxe), unde B1=Acosa.sinex= (A/2) sin2ex 
Eia = B2cos(rot-kx0), unde B2"0 Asinacosex= (A/2)sin2ex 
La ieşirea din analizor: 
E1es= E1 - E2 

şi va fi polarizat după direcţia (A). Inlcnsilalea undei rezultante va fi: 

2 2 A
2 

. 2 
I perp = B 1 + B 2 - 2B 1 B 2 cos cp = - (1- cos cp) sm 2a 

2 (4.12.2) 

I I ·22 .2cp 
perp = 0 sm ex sm 2 

Ţinând cont de datele problemei se obţine, în acest caz Iperp=O,896 l 0 • 

4.13. Utilizând rezultatele obţinute la problema precedentă ( 4.12), 
să se studieze modul cum variază intensitatea luminii transmise de 
analizor pentru: 

a) o lamă izotropă din punct de vedere optic; 
b) o lamă făcută dintr-un material uniax din punct de vedere optic, 

dacă este aşezată între polarizori încrucişaţi şi rotită de la ex=O la ex=360°. 
I 

Rezolvare: 
Vom utiliza relaţia: 

I I ·22 ,2cp 
perp = 0 sm ex sm 2 

a) Dacă lama este izotropă aturn;:i ~n=O, cp=O şi prin urmare pentru 
orice unghi a, Iperp=O. 

b) Dacă lama este uniaxă din punct de vedere optic, atunci pentru 
o radiaţie de o anumită lungime de undă, cp=const. şi factorul 
sin

2
( cp/2)=const. şi nu afectează valoarea intensităţii Iperp· Dacă ex variază 

de la 0° la 360° se observă că: 

lperp=l0 sin2( cp/2) 

lp~rp=O 

pentru a=1t/4, 31t/4, 51t/4 ... (2m+ 1) 1tl4 

pentru ex=O, 1t/2, 1t, 21t, ...... 2m 1tl4 

În fig.4. 13 este prezentată dependenţa Ip~rp= f(ex) la cp = const. 
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a 

Fig. 1.13. 

4.14. O radiaţie electromagnetică linear polarizată, cu ajutorul 
unui polarizor (P), este trimisă pe un strat de cristal lichid nematic 
(CLN), orientat uniaxial. Axa optică a CLN este orientată sub un unghi 
a=30° în raport cu direcţia vectorului E1 al undei incidente linear 
polarizate.Grosimea stratului de CLN este d=30µm. CLN prezintă la 
temperatura de 30°C o birefringenţă: 

a) dn 1-0, 17 pentru Â. 1- 0,6µm; 

b) dn2=0,27 pentru "-2=0,4µm; 
Se cere: 
1) Să se găsească starea de polarizare a luminii la ieşirea din 

stratul de CLN pentru cazurile a) şi b); 
2) Care este intensitatea luminii liniar polarizate transmise de un 

analizor liniar (A), aşezat după CLN, dacă (A) şi (P) sunt încrucişaţi. 

RezlJ/vare: 
1.a) Pentru dn1:cc0,17 pentru Â. 1=0,6µm, defazajul dintre unda 

ordinară şi extraordinară la ieşirea din CLN este: 
21t 

<i>t = -d&i1 = 171t 
Â.1 

astfel că radiaţia de lungime de undă Â.1=0,6µm va ieşi din stratul de CLN 
linear polarizată. 

11 O 

1 b) Pentru dn2-"'0,27 pentru Â.z=-0,4µm: 
21t 

<i>2 = -ddn 2 =40,51t 
Â.2 
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ceea ce înseamnă ca radiaţia cu A:i=0,4µm va ieşi din stratul de CLN 
eliptic polarizată, deoarece <pi este un număr impar de rc/2, iar 
amplitudinile undelor ordinară şi extraordinară sunt diferite: 

Ao=Asin30°=0,5A 
Aoe=Acos30°=0,86A 

2) Dacă (A).l(P), atunci intensitatea transmisă de către (A) va fi 
(vezi problema 4.12): 

I= 10 sin2 2cx sin2 <p 
2 

Dacă cx=30° vom obţine pentru: 
a) Â1=0,6µm, cp=l 7rc, 11 = 1/4 
b) ~=0,4µm, cp=40,51t, 12 = 10 /8 

Prin urmare, stratul de CLN, aflat între (A).l(P), va transmite diferit 
diverse lungimi de undă în funcţie de valoarea raportului tin/Â al CLN. 

4.15. Pe o lamă de cuarţ de grosime d=3mm şi tăiată paralel cu 
axa optică, cade perpendicular un fascicul de lumină albă, linear 
polarizată cu ajutorul unui polarizor liniar P.Lumina care iese din lamă 
trece apoi printr-un al doilea polarizor A, încrucişat cu primii (Al.P), apoi 
este analizată cu ajutorul unui spectroscop. 

Câte benzi întunecate (minime de transmisie) se vor observa în 
spectrul luminii albe, între lungimile de undă Â.1=0,589µm şi 

Ai=0,486µm, dacă indicii de refracţie principali ai cuarţului, pentru aceste 
lungimi de undă sunt : 

Â.(µm) 
0,589 
0,486 

Reznlvare: 

no 

1,5442 
1,5497 

1,5533 
1,5589 

tin 
0,0091 
0,0092 

Dacă lama este aşezată între (Al.P), atunci intensitatea luminii 
transmise de analizorul A este: 

I= I sin2 2cx sin 2 <p 
o 2 

unde <p-~2rrdLln/A. 
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În spectrul luminii albe, obtinut cu un spectros1.:op, vor apare 
benzi negre din cauză că pentru anumite lumgimi de undă intensitatea 
luminii transmise de analizor este nulă. Acest lucru se produce dacă: 

. 1tdi\n 
0 sm--= 

'A. 
adică pentru 

1tdi\n = k1t 
'A. 

Minimele apar pentru acele lungimi de undă pentru care: 

k = di\n 
Â. 

este un număr întreg. Calculând valorile k 1 şi k2, corespunzătoare celor 
două lungimi de undă Â.1 şi 'A.i se obţine k 1= 46,35 şi k2=56,8. Valorile 
întregi k1= 46 şi k2=56 se obţin pentru lungimile de undă de 0,593µm şi 

respectiv 0,492µm, adică în intervalul de lungimi de un~ă 'A.1 - Ai, k poate 
lua un număr de 10 valori întregi (k=47, 48, ... 56). Din acest motiv, în 
spectrul luminii albe vor apare 1 O benzi negre, care nu sunt datorate unor 
fenomene de absorbţie deoarece cuaqul este transparent în domeniul 
vizibil al spectrului. 

4.16. Un fascicul de lumină albă traversează o lamă de calcit C de 
grosime d, aflată între doi polarizori, P şi A, încrucişaţi (Al_P). Axa 
optică a lamei se află la un unghi cx=45° faţă de axele optice ale 
polarizorilor. După ce iese din analizorul A, fasciculul de lumină 

traversează o reţea de difracţie R care are N=500 trăsături/mm şi o lentilă 
convergentă L cu distanţa focală f=-: 1 m. Imaginea de difracţie se obţine pe 
un ecran alb E, plasat în planul focal al lentilei L (fig.4.16). Să se 
determine: 

a) la ce distanţă r1 şi respectiv r2 de maximul central al figurii de 
difracţie se află punctele M şi N, unde se formează maximele de ordinul I 
corespunzătoare lungimilor de undă Â. 1=0,589µm şi 'A.i=0,768µm, în 
absenţa lamei şi polarizorilor; 

b) prin introducerea sistemului format din lama de calcit şi 
polarizorii încrucişaţi, se constată că în punctele M şi N se formează 
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franje întunecate (minime). Cunoscând că între M şi N există 41 minime 
să se determine grosimea d a lamei. Pentru calcit indicii de refracţie 
principali sunt: 

Â(µm) 
0,589 
0,768 

Rezolvare: 

no 

1,6583 
1,6497 

ne 

1,4864 
1,4829 

.L\n 
-0, 1719 
-0, 1668 

a) Distanţele ri de la maximul central la maximul de ordinul k din 
ligura de difracţie, obţinută pe ecranul E, pentru lungimile de undă Â.i 
(lig.4.16) se obţin cu ajutorul relaţiilor: 

q = f tgq, i = f sin q, i 

sin <pi = kNÂ.i 
astfel că: 

ri = fkN)..i 
Utilizând datele problemei se obţin, pentru k=l, distanţele r1=29,5cm şi 
r2 •0 38,4cm. 

L E 

d 

p C A 'R f 

Fig. 4.16. 

b) În prezenţa sistemului format din lama de cakil şi cei doi 
polarizori încrucişaţi vor fi transmise de către sistem numai acele radiaţii 
pentru care : 

I I 
. 2 

2 
. 2 1td.L\n 

= 0 sm ex sm --
).. 
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este maximă. În cazul radiaţiilor având Â.1=0,589µm şi A.i=0,768µm st: 
vor obţine minime dacă este îndeplinită condiţia : 

. 2 1tddn 
0 sm --= sau 

Â. 

1tddni 
---'- = IDj1t i = 1,2 

A· I 
Utilizând datele problemei se obţine că: 

m 1 = 0,292 d m2 = 0,217 d 
Între M şi N se obţin (m 1-m2) = 41 minime. Cunoscând acest lucru 
putem scrie că : 

(
dn1 dn2) m1 -m2 = --- d =0,075 d 
Â.1 Â.2 

de unde se obţine că d = 0,546 mm. 

4.17. Pe o celulă cu cristal lichid nematic (CLN), căreia îi ataşăm 
un sistem de axe XYZ, cade un fasciculul de lumină care are direcţia Z si 
este liniar polarizat după direcţia (P) în planul (X,Y) (fig.4. l 7a). Sub 
acţiunea unui câmp electric aplicat pe celulă, orientarea moleculelor de 
CLN poate fi modificată astfel că directorul n al matricii CLN (axa 
optică a.o.) face un unghi 0 cu planul (X,Y). Birefringenţa optică dn a 
CLN depinde de unghiul 0 iar lungimea de undă transmisă de către 
matricea de CLN (culoarea CLN) este funcţie de acestă înclinare a 
moleculelor în raport cu planul (X,Y). Se cere: 

a) să se găsească expresia dependenţei de unghiul 0 a birefringenţei 
optice a CLN precum şi a intensităţii luminii transmise de cristalul lichid; 

b) să se reprezinte grafic dependenţa de unghiul 0 a indicelui de 
refracţie extraordinar, a birefringenţei CLN precum şi a intensităţii 
luminii transmise de CLN, astfel orientat. 

Rezolvare: 
a) Matricea de CLN, aşa cum este prezentată în fig.4.17.a. va fi 

birefringentă. Prin cristalul lichid se vor propaga două unde: unda 
ordinară polarizată în direcţia X, perpendicular pe planul (Y,Z), şi o undă 
extraordinară polarizată în planul (Y,Z), care este planul secţiunii 
principale. Vom nota cu x,y,z, axele principale ale elipsoidului indicilor 
de refracţie ai CLN care, din cauza înclinării directorului n fală de planul 
de intrare (X, Y) al celulei, vor fi diferite de axele sistemul XYZ, ataşat 
celulei. Axa z descrie orientarea directorului n (sau a axei optice a.o). 
Elipsoidul indicilor de refractie arc, pentru o matrice uniaxială de CLN, o 
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simetrie rotaţională în raport cu direcţia 11. Valorile principale ale 
indicilor de refracţie le vom nota cu n0 şi ne, unde n0 =--nx=ny şi nc=nz. Dacă 
dircctia fasciculului incident pe celulă este Z, atunci în planul (X,Y) 
secţiunea elipsoidului indicilor, perpendiculară pe direcţia incidentă, este 
o elipsă având semiaxa mare de valoare n (care este un indice 
extraordinar), şi semiaxa mică n0 , aşa cum se poate vedea din fig.4.17.b. 

In planul (Y,Z) sectiunea principală a elipsoidului (care conţine 
axa optică z) este elipsa de semiaxe De respectiv n0 • Mărimea ..1nmax=ne-no 
reprezintă valoarea maximă a birefringentei CLN, pentru situatia în care 
moleculele ar avea o orientare planară cu directorul n paralel cu axa Y, în 
timp ce în cazul problemei noastre birefringenţa este ..1n(8) = n(8)- n0 • 

z 
n (a.o) 

X 

Fig. 4.17.a 

Fig. 4.17.b 
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Ecuaţia elipsei din planul (y,z) este: 

2 2 y2 
-+- = 1 (4.17.1) 
n2 n2 

e o 

Pentru a afla pe ..1n(0) = n(0) - n0 , trebuie să determinăm pe n(0). 

Componentele y, zale punctului M sunt: 
z = n cose (4.17.2) 

y = n sine 
Inlocuind pe y si z în relatia ( 4. 17 .1) se obtine: 

n
2 

sin
2 

0 + n
2 

cos
2 

0 = l (4.17.3) 
n2 n2 

o e 

Prin urmare 

2(sin
2 

0 cos
2 
e]-1 n -

2
-+ 

2 
- (4.17.4) 

no ne 

Şl 

n(0) = no ne 

✓n~ sin2 e+ n~ cos2 0 

Birefringenţa va fi: 

(4.17.5) 

..1n(0)=n(0)-n 0 =no(J "• -1](4.17.6) 
n2 sin2 e+ n2 cos2 0 e o 

Intensitatea luminii transmisă de analizor va fi (vezi problema 4.12): 

1(0). .. ) = 10 sin2 2a· sin2 cp(iÂ) (4.17.7) 

unde defazajul q, este: 

(e Â) = 21tdAn(0,Â.) 
cp , Â. (4.17.8) 

Se observă că I= 1(0,Â.), ceea ce explică culoarea texturilor cristalelor 
lichide. La o lungime de undă fixată intensitatea luminii transmise 
depinde numai de 0. Deasemenea dacă 0=0, An = ne - 110 va fi maximă, 

iar la 0 = 1t/2 An = O (extincţie). 
b) În figurile 4.17.c, 4.17.d şi respectiv 4.17.c sunt prezentate 

dependenţele de unghiul 0 pentru indicele de refrac1ic extraordinar 
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n(0),birefringenţă ~n(0) precum şi pentru intensitatea luminii transmise, 
la două lungimi de undă Â.1 = 0,6 µm şi Âi = 0,45 µm. Pentru 
reprezentarea grafică au fost utilizate ca date de intrare valorile : 

nc(11.1) = 1,68 no(11.1) = 1,53 

ne(Â.-i) = 1,75 noCÂ.i) = 1,55 
d=l2µm cx.=45°. 
Funcţiile care descriu indicii de refracţie ( 4.17.5), birefringenţele 

(rel.4.17.6) şi intensităţile (4.17.7), corespunzătoare celor două lungimi 
de undă au fost notate cu indicii 1 şi 2. 

Se observă din fig.4.17.d că birefringenţa scade odată cu creşterea 
unghiului 0, astfel încât la 0 = 7t/2 birefringenţa ajunge la valoarea zero. 

• ..... ..... 

1.5 .....___., _ __._ _ __.____. 

O 0.5 l.S 2 

9 

Fig. 4.17.c 

0.2....,..---.-----.----.---, 

O.I 
An:i(9) 

o '--~-~-----..-J 

O 0.5 l.S 2 

9 

Fig. 4.17.d 

Pentru o lungime de undă d~ intensitatea luminii transmise 1(0) variaz.ă 

periodic, în functie de 0, ca în fig.4.17.e. După cum se vede culoarea cristalului 
lichid poate să rezulte dintr-o combinaţie de lungimi de undă transmise. 

o '-------'---'-'---.1..>..L..----'--'-'---'-'--'-......._---'___.__ _ ___,__,,___ _ ____J_ _ __J 

O 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2 1.4 1.6 

8 

Fig. 4.17.e 

4.18. Într-o celulă de cristal lichid nematic (CLN) cu ordonare 
răsucită, axele lungi ale moleculelor sunt paralele cu planul electrozilor 
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dar efectuează între aceştia o rotaţie de rri2. Să se găsească expresia 
intensităţii luminii transmise de o astfel de celulă, atunci când este aşezată 
între polarizori încrucişaţi. 

Rezolvare: 
Să considerăm că planul celulei este xy, iar fasciculul de lumină 

incident are direcţia z şi este liniar polarizat cu ajutorul polarizorului (P). 
Să considerăm der.semenea că vectorul electric E în radiaţia linear 

polarizată, incidentă pe celulă, are orientarea dată de axa optică a 
polarizorului (P) şi face un unghi cx.0 cu axa x0 • În primul strat de molecule 
directorul are direciia axei x0 , în stratul al doilea directorul va avea direcţia 
X1, şi aşa mai departe (fig.4.18). Rotaţia directorului matricii de CLN în jurul 
axei z, reprezintă în fapt rotaţia sistemului de axe (x,y) legat de un strat 
molecular, până când, după o rotaţie cu un unghi total ~ = rr/2, axa Xn va 
avea direcţia axei y 0 • Să considerăm că rotaţia, de la un strat de molecule la 
altul, se face cu un unghi ex.. 

Vectorul electric E, de amplitudine E, incident pe primul strat 
molecular va fi descompus în componentele Ex (o) ( extraordinară) şi Ey <0

> 

(ordinară), care au amplitudinile: 

E (o) = Ecos a 
X O 

Fig. 4.18 

E (o) = Esin ex, y o (4.18.1) 
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Vectorii E11 (o) şi E/°> se vor descompune la rândul lor fiecare în alte două 
componente în raport cu sistemul de axe (Xi,Y/{ legat de stratul molecular 
următor şi se vor obtine în final vectorii E11< şi E/> s.a.m.d. Deoarece 
este vorba de o rotatie a sistemului de axe, amplitudinile Ex (I) şi Ey (I) se 
obţin cu ajutorul transformării: 

( :r:: )- (-~i:i:. :~:~ )( :r::) ( 4.18.2) 

unde matricea: 

R = ( co_scx sin ex) 
-smcx cosa 

prezentă în relatia ( 4.18.2) reprezintă matricea de rotaţie de la sistemul 
(x0 ,y0 ) la (x1,y1). În mod similar se procedează atunci când trebuie să 

ohline1 !1~):(~;~t~~;~j :~:;) = ( ~~i:i:. :~:~ r ( :~:;) 
Procedând la fel şi mai departe se poate scrie că: 

( :f :} (-~i:i:. :~:~ r( :r::) ( 4.18.3) 

unde n este numărul de straturi care fac rotatia cu un unghi ex. Dacă 
rotatia totală reprezintă Clm= TC/2, se poate observa că ex = TCl2n. Prin 
calcul se obtine că: 

(
cosa sincx)

0 
(O 1) 

-sincx cosa - -1 O (4.18.4) 

indiferent de numărul n. Prin urmare: 

(4.18.5) 

Componentele care trec de analizorul (A) vor fi: 

E(n) E(n) (o) . 1 . 
al = x coscx0 = Ey coscx 0 = Ecoscx 0 smcx 0 = -Esm2cx0 

2 

E~~) = E~n)sincx 0 = -E~0 >sincx 0 = -Ecosa0 sincx
0 

= _ _!_Esin2cx
0 2 
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Prin urmare intensitatea undelor transmise de către analizorul (A) va fi: 
I= (E(n))2 + (E(n)) 2 -2E(n) E(n) cos ,n = , 

al a2 al a2 "' 

=_!_E 2 sin 2 2a 0 (1-cos<p) 
2 

adică: 

(4.18.7) 

unde q, reprezintă defazajul total dintre undele extraordinare şi ordinare la 
ieşirea din celulă. Acest defazaj are valoarea cp = 2m:1An!Â., unde An = De-Do 

este birefringenta, iar De, D0 sunt valorile principale ale indicilor de 
refracţie. Se poate constata că expresia ( 4.18. 7)- este aceeaşi cu expresia 
(4.12.2), obţinută la problema 4.12. 

Aşa după cum se poate vedea şi din fig.4.18, rotaţia cu un unghi a 
a directorului straturilor nematice determină o rotaţie corespunzătoare a 
vectorilor electrici ai undelor care se propagă în cristal, de la un strat la 
altul. Dacă a 0 =0, atunci E,/°> = E, E/°) = O şi se poate constata, din 
( 4.18.5), că: 

E (n) = O E (n) = -E (o) 
X , y X 

adică radiaţia, care fa intrarea în celulă este liniar polarizată în direcţia x, 
la ieşirea din celula cu structură răsucită va fi polarizată după o direcţie y, 
perpendiculară pe aceea avută la intrarea în celulă. 

4.19. Două lame anizotrope de cuarţ, de grosimi d1=2mm şi 

respectiv d2= 1 mm, sunt lipite una de alta şi sunt astfel tăiate încât să aibă 
axele optice AO 1 şi AO2 ortogonale. Pe pachetul de lame se trimite, 
perpendicular pe axele lor optice, un fascicul de lumină monocromatică 
liniar polarizat astfel ca vectorul electric E1 să facă un unghi a=30° în 
raport cu axa AO 1. Se cere: 

a) dă se determine starea de polarizare a undelor ce se propagă 
prin cele două lame; 

b) să se calculeze diferenţa de fază totală, produsă de cele două 
lame, dacă pe lame este trimis un fascicul de lumină cu lungimea de undă 
Â.=589nm, pentru care cuarţul prezintă indicii de refracţie principali 
n0 =1.5442 şi ne=l,5533. 
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Rezolvare: 
a) În fig.4.18 este prezentat sistemul de axe xyz, ataşat sistemului 

de lame: axa optică AO 1 este orientată după Oz, iar axa AO2 după Ox. 
Fasciculul are direcţia incidentă Oy şi este liniar polarizat în planul xz. 
Vectorul Ei în fasciculul incident este orientat sub un unghi cx=30° în 
raport cu axa Oz. 

z (ao 1) 

! 
(ao2) y 

(aol) X 

Fig. 4.19. 

În prima lamă se vor propaga două unde: unda ordinară în care 
vectorul E01 oscilează în direcţia Ox şi unda extraordinară având vectorul 
Ee1 polarizat după Oz. În lama a doua, datorită ortogonalităţii axelor 
optice (aol) şi (ao2), unda ordinară cu E01 din prima lamă devine unda 
extraordinară (Ee2) în cea de-a doua lamă şi invers, unda extrordinară 
(Ee1) devine undă ordinară (E02) în lama a doua. În raport cu sistemul de 
axe considerat vom putea scrie : 

Ell = Eol = EeJ 
Ez = Ee1 = Eo2 

b) La ieşire din sistemul celor dou!l lame, diferenţa totală de drum 
optic va fi: 

6=6z-6x 
unde 

6x = n0 d1 + n1d2 

6z = nedl + Dod2 

şi prin urmare: 
6 = (n0- n0 )(d1- d2) 

Efectuând calculele se obţine 6 = 9, lµm. 
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Diferenţa de fază va fi: 
21t 

<p = T6 = 30,91t (rad) 

Prin urmare, la ieşirea din sistemul de lame lumina va fi eliptic polarizată 
deoarece defazajul <p :I: m1t, iar amplitudinile celor două unde sunt 
Az=Acos(30°), Ax=Asin(30°), adică Ax:t:Az. 

4.20. Două lame de cuarţ sunt tăiate sub forma unor pene şi 
aşezate ca în fig.4.20.a., formând un dispozitiv numit compensator. Axele 
optice ( ao 1) şi ( ao2) ale celor două pene sunt ortogonale. Lungimea 
penelor este 1 = 5cm şi 8 = 5°. 

Pe acest dispozitiv este trimis, sub incidenţă normală, nn fascicul larg 
de lumină monocromatică cu lungimea de undă Â. = 589nm, pentru care 
cuarţul prezintă indicii de refracţie principali Da=l,5442 şi De = 1,5533. 
Lumina transmisă de către compensator este analizată cu ajutorul unui 
analizor liniar A, aşezat după compensator. Să se analizeze imaginea care 
se obţine privind prin analizor şi care corespunde unor stări de polarizare 
diferite pentru diferite zone ale compensatorului. 

Rezolvare: 

D D' 

;:

z (aol) 

p X y 

C' (ao2) 

B' 

Fig. 4.20.a. 

Să considerăm din fasciculul incident o rază de lumină care cade 
nom:ial pe faţa de intrare ABCD a compensatorului, într-un punct P, aflat 
la distanţa AP=x. Fenomenele care se produc sunt aceleaşi ca şi cele 
prezentate în problema 4.19. Prin urmare diferenţa dintre fazele undelor 
ordinară şi extrordinară, la ieşirea din compensator va fi: 

2m~n(d 2 -d 1) 
<p = ).. (4.20.1) 
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Pentru o lungime de undă dată ')..., An are o valoare bine determinată, 
astfel că defazajul cp poate să varieze doar în funcţie de diferenţa (d1-d2). 

Din fig.4.20.a. se observă că: 
d1 = X tg,8 

d2 = (1-x) tg8 ( 4.20.2) 
de unde 

d1-d2 = (2x-l) tg8 (4.20.3) 
21tAn(2x - l)tg8 

cp = ---- (4.20.4) 
Â. 

Defazajul mai poate fi pus sub forma: 
cp= ax-b, 

d 
41t An tg8 b __ 21t An tgS 1 

un e· a-----• - ')... Â. 

Utilizând datele problemei se obţine a = 5,41t b = 1351t. 

(4.20.5) 

Din relaţia ( 4.20. 5) se poate constata că cp variaz!i liniar cu 
distanţa x. Deasemenea, în absenţa absorbţiei cuarţului ('}...=589nm se afl!i 
în afara benzii de absorbţie), amplitudinile celor două unde sunt egale. În 
consecinţă, în urma interferenţei celor două unde emergente din 
compensator şi polarizate după două direcţii reciproc perpendiculare, pot 
rezulta diferite stări de polarizare (vezi problema 4.11): 

a) lumină linear polarizată cu vectorul electric orientat ca în 
fig.4.20. b - stare de polarizare pe care o vom nota cu E1 - dacă: 

cp = axm(I) - b = 2m1t, m=0,1,2... (4.20.6) 
Această stare se obţine pentru poziţiile date de: 

x <
1
> = 2m1t/a + b/a m 

sau x (I)= O 37m + 25 m , 

(4.20.7) 

Lumina care trece prin anumite zone ale compensatorului, caracterizate 
de Xm <

1
> devine linear polarizată (starea E1). Aceste zone sunt echidistante 

deoarece pentru două zone succesive avem: 
(1) 1t b 

xm+l = 2(m+ 1)-+
a a 

xg> = 2m 7t +~ 
a a 

astfel că: 

âx(l) = 27t = O 37 mm , 
a 

(4.20.8) 
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Aceste stări pot fi analizate cu ajutorul unui analizor liniar: dacă axa 
optică a analizorului este paralelă cu direcţia de polarizare E„ atunci se 
vor observa o serie de maxime şi minime sub forma unor benzi luminoase 
(maxime) şi întunecate (minime), separate prin Lix.<1

> (fig.4.20.c). Între un 
maxim şi un minim separaţia este de TC/a = O, 185mm. 

z (ao 1) 

E:z 

---'7'1E--_,. (ao2) 
X 

b.. ,l 1) 

-a!Jil~L 

Fig. 4.20.b. Fig. 4.20.c. 

b) lumină liniar polarizată, având vectorul electric E2, simetric cu 
E1 în raport cu axa optică (ao2), dacă: 

cp = axm(l) - b = (2m+1)1C, m=0,1,2... (4.20.9) 
adică pentru: 

Xm (l) = (2m+ 1 )1C/a +b/a ( 4.20.10) 
Separaţia dintre aceste zone va fi deasemenea: 

,&c(2) = 21C = O 37 mm 
' a 

adică Lix.(1) = Lix.(2). 

Orientând axa optică a analizorului astfel ca să fie selectată starea 
de polarizare E2 (AIIE2), se va obţine o figură asemănătoare cu aceea 
obţinută în cazul a) dar complementară, adică maximelor de la cazul b) le 
corespund minimele din cazul a) . 

c) pentru situaţia intermediară: 

cp = ax~) -b = (2m+ 1); (4.20.11) 

adică pentru zone caracterizate de: 

124 

X~) =(2m+l)~+~ 
2a a 

(4.20.12) 
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lumina emergentă din compensator va fi circular polarizată (o). în tabelul 
următor este prezentată evoluţia stării de polarizare a luminii în funcţie de 
defazajulcp, produs de variaţia distanţei x. 

defazajul O 1r:/2 

starea de (1) (o) (2) (o) 
polarizare o ' o 

PROBLEME PROPUSE 

(1) (o) (2) 

_,,,, o ' 

4.21. O celulă conţine o peliculă de cristal lichid uniax pozitiv cu 
grosimea d=30µm. Cristalul lichid are indicii de refracţie principali 0z=l,678, 
nx=ny=l,495 pentru lungimea de undă Â.=550 nm. Să se determine: 

a) viteza undei ordinare şi extraordinare; 
b) drumurile optice străbătute de cele două unde. 

8 8 
R: a) Vz=l,788. 10 m/s, vx=2.10 m/s; b) 50,34 µm, 44,85 µm. 

4.22. Un fascicul paralel de lumină monocromatică cade, sub 
incidenţă normală, pe o lamă de cuarţ de grosime d=lmm, tăiată paralel 
cu axa optică. Fasciculul incident pe lamă este linear polarizat (cu 
ajutorul unui polarizor) având vectorul electric E1 orientat sub un unghi 
cx.=30° în raport cu axa optică a cristalului. Dacă n0= 1,544, ne=l,655 
sunt valorile principale ale indicilor ·de refracţie ordinar şi extraordinar ai 
cristalului, pentru lungimea de undă Â.=500nm, iar amplitudinea câmpului 
electric al undei incidente este A=lV/m să se determine: 

a) diferenţa de drum 6; 
b) diferenţa de fază q> şi ecuaţia elipsei de polarizare a luminii, 

transmise de lamă. 
R: a) 6=0, 111mm; b) cp=l,34. I03rad. 

4.23. O peliculă de cristal lichid uniax pozitiv de grosime 
d-:0,2mm are axa optică în direcţia X2. O radiaţie monocromatică cu 
lungimea de undă ).,=550nm, liniar polarizată în planul X1X2 este trimisă, 
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sub incidenţă normală, pe direcţia X3 perpendiculară la faţa X1X2 a 
cristalului. Câmpul electric al undei are amplitudinea E0=2 V/m şi 

oscilează după o direcţie care face ua unghi a=rr,/3 cu axa X1. Indicii de 
refracţie principali ai cristalului lichid la Â.=550nm sunt n1=n3=1,51 şi 

n2=1,55. SA se determine: 
a) vitezele principale v1 şi v2; 

b) birefringenţa t.n a cristalului; 
c) diferenţa de fazii q> a celor douA raze, ordinară şi extraordinară; 
d) amplitudinile A1 şi A2 ale razelor ordinarii şi extraordinară. 
R: a) v1=1,987. 108m/s, v2=1,935. 108m/s; b) L\n=0,04; c) 

q,=91,39rad; d) A1=1V/m, A2=1,732V/m 

4.24. O celulă conţine o peliculă de cristal lichid uniax pozitiv cu 
grosimea d=30µm, axa optică Oz şi faţa de intrare xy. Cristalul lichid are 
indicii de refracţie principali nz=l,678, nx=ny=l,495 pentru lungimea de 
undă Â.=550 nm. Pe cristalul lichid cade, sub un unghi de incidenţii i=x/3 
în raport cu Oz, un fascicul de lumină monocromatică având Â.=550 nm. 
Să se determine: 

a) valoarea indicilor de refracţie ordinar şi extraordinar ai 
cristalului lichid la Â.=550 nm, pentru acest unghi de incidenţii; 

b) diferenţa de drum optic 6 dintre razele ordinarii şi extraordinară; 
c) diferenţa de fază q> corespunzătoare. 

R: a) n0 =1,495, ne=l,626; b) 6=7,86µm; c) q,=89,8rad. 

4.25. O celulă conţine o peliculă de cristal lichid uniax pozitiv cu 
grosimea d=20µm, axa optică Oz şi. faţa de intrare xy. Cristalul lichid are 
indicii de refracţie principali 0z=l,565, nx=ny=l,490 pentru lungimea de undă 
Â.=550 nm. Pe cristal cade, sub un unghi de incidenţă i=Jt/6 în raport cu Oz, 
un fascicul de lumină monocromatică având Â.=550 nm. SA se determine: 

a) valoarea indicilor de refracţie ordinar şi extraordinar ai 
cristalului lichid la Â.=550 nm, pentru acest unghi de incidenţă; 

b) diferenţa de drum optic 6 dintre razele ordinară şi extraordinarA 
la o incidenţă i=1t/6; 

c) diferenţa de fază q> corespunzlltoare i=1t/6. 
R: a) n0 =1,490, ne=l,508; b) 6=0,41µm; c) q,=4,68rad. 
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4.26. Un material optic uniax po21ttv are indicii de refracţie 

principali n 1=1,495 (indice ordinar) şi n2=1,688 (indice extraordinar) 
corespunzători lungimii de undă 11,=435 nm. Să se determine: 

a) care trebuie să fie grosimea minimă a materialului pentru ca să 
producă lumină linear polarizată; 

b) care trebuie să fie grosimea minimă a materialului pentru ca să 
producă lumină circular polarizată. 

R: a) 1, 127µm; b) 0,563µm. 

4.27. O celulă de cristal lichid este aşezată între doi polarizori. (P) 
şi (A) Polarizorul (P) transmite pe celulă o radiaţie linear polarizată, 
având vectorul electric orientat sub un unghi cx.=45° în raport cu axa 
optică a cristalului lichid. Al doilea polarizor (A) funcţionează ca 
analizor, transmiţând doar componentele paralele cu axa sa optică. 

Radiaţia incidentă pe celula de cristal lichid este monocromatică având 
lungimea de undă Â=435nm, pentru care cristalul lichid are indicii de 
refracţie principali n0 =1,45 şi ne=l,68. Stratul de cristal lichid are 
grosimea d=IOµm, iar direcţia axei optice (a.o) este Oz şi se află în planul 
feţei de intrare a celulei. 

Să se analizeze starea de polarizare a luminii transmise de stratul 
de cristal lichid şi să se determine intensitatea luminii: 

a) după analizor, dacă axele optice ale polarizorului (P) şi 

analizorului (A) sunt paralele; 
b) după analizor, dacă axele optice ale polarizorului (P) ş1 

analizorului (A) sunt ortogonale. 
R: a) 0,884 10 ; b) 0,616 I0 • 

4.28. Într-o celulă de cristal lichid nematic (CLN) cu ordonare 
răsucită, axele lungi ale moleculelor sunt paralele cu planul electrozilor 
dar efectuează între aceştia o rotaţie de rc/2. Să se găsească expresia 
intensităţii luminii transmise de o astfel de celulă, atunci când este aşezată 
între polarizori paraleli. 

R: I=Io[l-sin22cx sin2(<p/2)] 
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5. INTERFERENŢA LUMINII 

PROBLEME REZOLVATE 

5.1. SA se arate că dacă în faţa uneia dintre fantele dispo:zitirniui 
lui Young se aşeazA o lamA plan-paralelă de grosime e şi de indic1: de 

refracţie n constant, cu feţele perpendiculare pe direcţia razelor ck 
lumini, atunci imaginea de interferenţă observată pe un ecran paralei cu 
planul fantelor se deplasează către partea unde a fost introdusă p1al.'a 

dielectrică cu distanţa Ax=ei(n-l)IA., undei reprezintă interfranja. 

D 

Fig. 5.1 

Rezolvare: 
Se va ţine cont de ipoteza utilizată în dispozitivul lui Y l 1ung: 

D>>2a. D reprezintă distanţa dintre planul fantelor ~i ecranul pe 

care se observă figurile de interferenţă, iar 2a este distania dintre ,·~-1,: 

douA fante. 
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În cazul în care lama plan-paralelă nu este introdusă în calea 
fasciculului de lumină, diferenţa de drum optic este 6=r2-ri, sau: 

B=S2P-S1P=JD2 +(x+a) 2 -JD2 +(x-a)2 :," 

1 (x+a)
2 

(x-a)
2] = I+--- 1----

2D2 2D2 

O= 2ax 
D 

Din condiţia de obţinere a maximului de interferenţă: 6=U, ke Z, 

se deduce poziţia acestui maxim de ordin k: xk
0 

= k DA , precum şi 
2a 

. fi . ă . DA mter ranJa corespunz toare: 1 =-. 
2a 

În cazul în care se introduce lama plan-paralelă, diferenţa de drum 
optic se modificli corespunzător: 

61=(S 2P)-(S1P)=r2 -(fi -e+ne)=(r2 -fi)-e(n-1)=6-e(n-1) 

Impunând şi în acest caz o condiţie-de maxim similară, rezultă: 6ă=U, 
keZ, 

2ax 
(r2 -r1)-e(n-l)=kA => __ k -e(n-l)=kA => 

D 
D 

xk = -[kÂ. + e(n-1)] 
2a 

kDA e(n-l)D A e(n-l)D A 
X =--+-'---'---•-=X +----·-

k 2a 2a A ko 2a A ' 
unde xko reprezintă maximul de ordin k în absenţa lamei. Distanţa cu care 
s-a deplasat maximul de ordin k în prezenţa lamei este LU.k: 

e(n -l)D A e . 
fuc =xk -xko = 2a • A= A (n-1)·1. 

Cum i, e, A, (n-1) sunt pozitive, rezultă că LU.k>O, ceea ce înseamnii că 
imaginea de interferenţă se deplasează elitre partea unde a fost introdusă 
lama cu feţe plan-paralele în calea undelor de lumină. 

5.2. Un dispozitiv de tip Young cu trei fante echidistante (fanta 
din mijloc se situează pe axul de simetrie al dispozitivului) de lărgimi 
egale cu a este iluminat cu o radiaţie monocromaticii paralelă, cu 

129 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



lungimea de undă Â.. Franjele de interferenţă se captează pe un ecran E 
aflat la distanta D (D>>a) faţă de planul fantelor. Să se determine 
distribuţia maximelor şi minimelor intensităţii luminoase pe ecran funqic 
de distanta .x faţA de axa de.simetrie a sistemului interferenţial. 

Fig. 5.2 

Reu,lvare: 

p 

Diferenţa de drum optic dintre oscilaţiile generate de douA fante 
consecutive are valoarea: 

X 
6=a

n' 
care s-a calculat la dispozitivul Young prezentat în problema 5.1. 

Sursa secundarl corespunzătoare fantei FI prezintA faţA de F2 un 
defazaj înainte cu: 

21t6 
q,= T, 

pe când fanta sursă secundari F3 prezintă fată de F2 un defazaj în urmi de 
aceeaşi valoare q,. 
În punctul P interferA undele de ecuaţii: 

E1 = E0cos(rot+q,) 
Ei= E0coswt 
E3 = E0cos( rot-q,) 

Unda rezultantă în P va fi: 
Er.z = E0nzCOSo>t = E1 + Ei + E3, unde: 

Er.z = E1 +Ei+ E3 = E0(cos(o>t+q,) + cosrot + cos(rot-cp)) 
ERz = E0( l+~cosq, )coso>t = E0( 3-4sin2(q,/2) )cosrot. 

Prin urmare, amplitudinea undei rezultante în punctul P este: 

E_ = E,( 3 - 4 sin' i) 
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21t6 21ta 
în care faza q, este: q, = --= --x . 

Â. w 
Deoarece I-E'_ avem: I= 1,{ 3 -4sin 

1 ~} 

Maximele principale se obţin pentru cp=2k1t, ke Z. În acest caz lp=910, iar 
poziţiile acestora vor fi date de: 

DU 
X1r. =--, keZ. 

a 
Maxime secundare se obţin pentru q,=(2k+ I )1t, ke Z. În acest caz J.=10, iar 
poziţiile acestora vor fi date de: 

x,=~(k+n 

Minimele se obţin pentru: cp=21t/3, cp=47t/3,... cu <pe î0,21tş. În 
acest caz Im=O, iar poziţiile acestora vor fi date de: 

Â.D . 2Â.D „
0 2 Xm =- ŞI Xm =--, CU (J)El , 7tŞ. 

Ja 3a 
Cu toate acestea, distanţa dintre două maxime principale, adică 

interfranja, are aceeaşi valoare DN'a ca în cazul în care sistemul 
interferenţial ar avea numai două fante cu distanţa a între ele (dispozitivul 
de tip Young clasic). 

5.3. Se dau doul surse luminoase coerente S1 şi S2 aşezate ca în 
figura urmltoare. Se ştie că D>>Â., a=mÂ.>>Â., me Z. Se cere: 

a) sil se descrie ansamblul figurilor de interferenţi de pe ecran; 
b) distania de la centrul A al ecranului (E) pânl la maximul vecin 

celui centrat. 
E 

lf---=--~-----o=-------11 
A(Xm) 

Fig. 5.3 
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Rezolvare: 
a) Condiţia de formare a maximului de interferenţă este impusă 

diferenţei de drum optic: drd 1=mÂ., me Z, care pentru cazul particular 
din figură S2A=d2, S1A=di, devine a=mÂ.. În punctul A central se va 
forma maximul de ordinul m, iar figurile de interferenţă vor fi coroane 
circulare cu centrul în A. 

b) Următorul cerc luminos se va situa la distanţa dată de relaţia: 
d2-d1=(m-l)Â. 

sau din triunghiurile dreptunghice ce se formează se poate scrie relaţia: 

✓(m'A. + d) 2 + x~_1 -.Jn 2 + x~_1 = (m-l)Â. 
Ţinând cont de condi~ile impuse de problemă D>>~ a>>~ se ajunge, în final, la: 

x._, = ✓2D(D:m).J sau x._, se 20:i.(~ +1)-
5.4. Două surse punctiforme monocromatice coerente, S1 şi S2, 

sunt aşezate pe axa optică a unei lentile subţiri L având distanţa focală f. 
În focarul lentilei, perpendicular pe axa optică principală, se află un ecran 
E de observare. Oscilaţiile sursei S1 sunt defazate cu cp înaintea 
oscilaţiilor sursei S2. Se cere: 

a) Să se arate că locul geometric al punctelor pentru care diferenţa 
de fază cp e constantă, este o hiperbolă; 

b) Să se determine distanţa până la axa optică a lentilei, a 
punctelor de pe ecran în care se obţin maxime de interferenţă; 

c) Să se determine forma şi dimensiunile caracteristice franjelor 
de interferenţă care se obţin în cazul în care se scoate lentila L; 

d) Ce valori trebuie să aibă defazajul cp pentru ca în centrul ecranului 
să apară un maxim de interferenţă ( dacă se înHUură lentila ca la punctul b )? 

y 

E 
L 

Fig. 5.4.a 
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Rewlvare: 
a) Ecua\iile undelor care interferă în punctul P(x,y) sunt: 

E1 =E0 sino{t- ~) 

E 2 = E0 sin w( t - ~ ) 

Di fcren\a de fază dintre aceste două oscilaţii este: <p = co {r1 - r2 ) =const., 
C 

rezultă că Llr = r 1-r2 = 2T\ = constant şi: 

.J (X+ d) 2 + y 2 - .J~c x---d-)2_+_y_2 = 2T\ => 

x2(d2 _ T\2}_ T\2Y2 _ T\2(d2 _T\2) = o 
notând 1;2=d2-T\2, rezultă: • 

x2 y2 
---=1 
T\2 1;2 ' 

care este ecualia unei hiperbole cu semiaxa reală T\, semiaxa imaginară I; 
şi semidistanţa focală d. 

b) Fazele a două unde coerente ce pleacă de la sursele S1 şi Si sunt: 

<p 2 = w( t - ~) + <p şi <p1 = w( t - : ) , iar diferenţa qe fază va fi: 

(I) 27t 
..1<p = <p2 -<p1 = -(r1 -r2)+ <p = -;-(r1 -r2)+ <p 

. C /1, 

Din figură rezultă că diferenţa de dru~ O este egală cu a·cos8, deci: 
21t 

Ll<p = - a cos 0 + <p. Se impune, apoi, condiţia pentru obţinerea 
Â. 

maximului de interferenţă: 
27t 
-acos8+<p=2m1t, meZ 

Â. 

Aflând astfel cos8, se poate, determina conform figurii, poziţia 

maximului de ordin m de interferenţă faţă de axa optică principală a 
lentilei, xm=ftg8: 

I 1 41t2a-2 ---

X =f·tg8=f✓---l=f -----1 meZ, 
m cos2 8 Â:(2mx- <p) 2 

' 
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franjele luminoase (maximele de interferenţă) sunt cercuri concentrice de 
raze Xm cu centrele pe axa optică a lentilei. 

c) Dacă scoatem lentila, conform figurii 5.4.b. rezultă: 

rl -r2 =.Jco+a)2 +x~ -.Jo2 +x~ 

Acp= 
2
;[.Jco+a)2 +x~ -.Jo

2 
+x~]+cp. 

E 

Fig. 5.4.b 

Se pune condiţia de maxim de interferenţă: 

X = m 

2
1[ [.Jco + a)2 + X~ -.J02 +X~]+ <p = 2m1t 

A. 

[[2Da+a
2 

-(_!:_(2m1t-cp)J
2

] 1t ]

2 

-D
2 

21t A(2m1t-cp) 

Franjele luminoase vor fi cercuri concentrice având centrul pe axa optică 
de rază Xm. -

d) Diferenţa de fază dintre cele două unde care interferă în centrul 
ecranului este: 

21t 
Acp=Ta+cp. 

Punând condiţia de maxim de interferenţă avem: 

âq, = 2m,c => q, = 2,c( m - ~ } 

5.5. Două izvoare punctiforme necoerente, monocromatice, 
identice, S I şi S2, se găsesc la o distanţă 2d unul fată de celălalt. 
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Fasciculele de luminA care provin de la aceste izvoare sunt împărţite în 
douA cu ajutorul a douA oglinzi plane paralele O' şi O" (v. figura 5.5.a.). 

SA se stabileascA condiţiile de observare a franjelor de interferenţă 
pe un ecran situat la distanţa D de planul surselor S1 şi S2. Se realizează 
condiţia D>>2d. 

S •. 2 - --
s· 

Fig. 5.5.a 

Rezolvare: 

Ecran 

Pe ecran se observ! două sisteme de franje de interferenţi\ 

provenite de la izvoarele coerente S1' şi S1" şi, respectiv, Si' şi Si'', 
imaginile izvoarelor S1 şi S2 în oglinzile O' şi O". 

Notez cu 2L distanţa dintre izvoarele coerente. 
Pe ecran se va obţine o distribuţie de intensitate I provenitli din 

sumarea distribuţiilor de intensitate lt ş 12 date de cele două perechi de 
izvoare coerente. 

Distribuţia de intensitate pe ecran provenită din interferenta 
undelor de la S2' şi S2'' este: 

l2 = 21a(1 + cos 
4:;t) 

Distribuţia de intensitate pe ecran provenit! din interferenţa undelor de la 
S 1' şi S 1'' este deplasat! cu 2d faţă de cele corespunzătoare primei figuri 
de interferenţi\ provenită de la S2 ' şi Si'': 

I _ 21 (t 41tL(x - 2d)) 
I - o + cos AD 
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Sursele S 1 şi S2 fiind necoerente, intensitatea totală se obţine însumând 
relaţiile anterioare: 

( 
41tLx 41tL(x - 2d)) 

I = 11 + 12 = 210 2 + cos ÂD + cos Â.D 

lnterfranja i este: 
. DÂ. 
1=-

21 
Notez apertura de interferenţă cu 2a: 

I 
tga=

0 

I 21 ( 2 2mc 27t(x-2d)) = 0 +cos-.-+cos .. 
1 1 

• ·1· â d 1 • b 2 a+b a-b b • ş1 utt 1zez n re aţ1a: cos a+ cos = cos--cos-- o ţm: 
2 2 

( 
21td 21t(x-d)) 

I= 410 I+ cos-i-+ cos i . 

Stabilesc maximele şi minimele de interferenţă (condiţiile), pentru care: 

21t(x-d) 21td . 21t(x-d) 
cos . =I, dacă cos-.->0 ş1 cos . =-1, dacă 

1 1 I 

21td 
cos-.->0. 

1 

Valorile maxime şi minime ale intensităţilor globale vor fi: 

1_ =41,Hcos27dl) 

1 •• = 41,Hcos 
2~1} 

Functia de vizibilitate este: V= 
1

max -lroio = Icos 
2

7tdl illT graficul 
1max+Jmin i ' 

functiei V= Icos 
2~1 va fi: 
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V 
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' 

\ 
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I 
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2 

I 
I 

I 

\ I \ 
\ I \ 
' I I 

\ I I 

\ I \ 
\ I \ 
\ I \ 
\ I \ 
\i/ \ 

I/ 

2'< d/1 

~ 
Fig. 5.5.b 

Pentru a observa franjele de interferenţă cu un contrast bun, V trebuie sl fie 
apropiatde I. Această condiţie se realizează atunci când avem succesiv: 

(21td/i)➔O, adică 2d<<i, 

(21td/i)➔1t, adică 2d=i, 

(21td/i)➔21t, adică 2d=i, ş.a.m.d.p .... 

Franjele de interferenţă se şterg (maximele dintr-o figură de interferenţă 
se suprapun peste minimele celeilalte) dacă: 

(2ml/i)➔ 1t/2, adică 2d=i/2, 

(21td/i)➔31t/2, adică 2d=3i/2, 

(21td/i)➔51tl2, adică 2d,..5i/2, ş.a.m.d.p .... 

Din condiţiile pentru minime şi maxime: 

( 
21t(x -d)) ÂD 

cos i =-1 ⇒ x=(2m+I)41 +d, meZ. 
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În rezolvarea problemei am folosit: 
. DÎi. 
t=--

21 ' 

k = 2rc 
')..' 

§: 21 . A.. DÂ . . 1 21 (I 41tlx) 
u= x-, 1 = x +i -xm = UA =-, ŞI pnn urmare: = 0 +cos--- . 

D m 21 AD 

5.6. Într-o experienţă de tip Lloyd (figura 5.6.) o undă luminoasă 
emisă de sursa S interferă cu o undă reflectată de oglinda O. Franjele de 
interferenţă apar pe un ecran E aflat la distanţa l=IO0cm faţă de sursa S. 
Pentru o anumitll distanţii a sursei faţă de planul oglinzii o interfranjă are 
valoarea i=0.25mm. Dacă se îndepărtează sursa S faţă de planul oglinzii 
cu h=0,60mm interfranja scade de m=l,5 ori. Să se calculeze lungimea de 
undă a radiaţiei luminoase emisă de sursa S. 

A 

Fig. 5.6 

Rewlvare: 
Dispozitivul descris este analog cu cel din experienţa lui Young în 

care cele două surse coerente sunt sursa S şi imaginea sa S' din oglinda O. 
Când distanţa de la S la O este x, distanţa dintre cele două surse S 

şi S' este 2x, iar interfranja este i=Âl/2x. 
Dacă se indeplirteazll sursa la o distanţii x+h faţă de planul oglinzii 

O, interfranja devine i'=Âl/2(x+h), unde i'=i/m. Din aceste ultime relaţii 
se poate deduce lungimea de undă a radiaţiei utilizate: 
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5.7. Să se determine unghiul obtuz al biprismci Fresnel, dacă în 
cazul în care distanţa de la sursă la biprismă este I, iar distanţa de la sursă 
la ecran este L, interfranja pentru lumina cu lungimea de undă Â este j. 
Indicele de refracţie al materialului din care este confecţionată 

bi prisma este n. 

L 

Fig.5.7 

Rezolvare: 
Imaginile sursei S în biprismă reprezintă două surse virtuale, S1 şi 

S2. Radiaţiile ce provin de la cele două surse sunt coerente şi produc 
franje de interferenţă. Se consideră că înălţimea biprismei dusă din vârful 
corespunzător unghiului obtuz este neglijabilă în comparaţie cu distanţa 

de la sursă la biprismă. În acest caz se poate scrie relaţia: d/2=l'tgex sau 
d=2tex dacă unghiul ex este foarte mic. Imaginile sursei, S1 şi S2, se pot 
lua în calcul drept cele două surse coerente ale dispozitivului lui Young. 

Dacă unghiul de incidenţă i1 şi de emergenţă i2 pe o prismă sunt 
foarte mici (sin i

1

= i„ sin i
2

= i
2

, legea refracţiei devine: i
1

=nr„ i
2

=nr
2

) unghiul 
ex dintre raz.a incidentli şi cea emergentă este ex=i1+ir(r1+r2)=(n-l)(r1+r2), 

unde r
1 

este unghiul de refracţie pe prima faţă a prismei, iar r
2 

este unghiul de 
incidenţă pe interfaţa sticlii-aer. Cum r1+ r2=yse poate scrie cli ex=(n-l)y. 

Distanţa dintre sursele virtuale S
1 

şi S
2 

este d=2exl=2')'(n-l)l. 
Diferenţa de drum dintre undele ce interferă în punctul P este: 

6=xd/L (conform calculelor ce rezultă din studiul interferenţei cu ajutorul 
unui dispozitiv de tip Young). 
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Punând condiţia de maxim de interferenţă: kA=xd/L=2yl(n-1 )x/L, 

. ri·· . Â.L D •• mter ranJa J este: J = xk+I - xk = ----. e a1c1 se poate scoate 
2y(n-1)1 

h. I Â.L ung rn y. y=--- Rezultă că unghiul obtuz al biprismei, P, se 
2j(n -1)1 

calculează astfel: 
Â.D 

P=1so 0 -2y=rc---
l(n-l)j 

5.8. Dispozitivul interferenţial având la bază bilentilele lui Billet 
se obţine prin tăierea unei lentile subţiri de rază R şi distanţă focală f, 
după un plan trecând prin axa optică a sistemului. Cele două semilentile 
depărtate la distanţa b se lipesc cu o pastă opacă şi primesc lumină de la o 
sursă punctiformă S, monocromatică, aşezată pe axul optic principal. 
Imaginile reale ale sursei S vor constitui două surse coerente care vor 
genera fenomenul de interferenţă observat pe ecranul E aflat la distanţa d 
faţă de bilentilă. 
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d 

Fig.5.8 

Cunoscându-se Â., b, f, R, d, x 1 <O, să se determine: 
a) distanta S1S2=a; 
b) mărimea interfranjei, i; 
c) lărgimea câmpului de interferenţă L din planul ecranului; 
d) numărul total al franjelor luminoase observate pe ecran. 
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Rezolvare: 
a) Folosind formula lentilelor se poate calcula distanţa x2 la care 

se formează imaginile reale ale sursei S. 
1 1 1 f • X1 ---=- => X2 =--

X 2 X 1 f f +x 1 

Triunghiurile SO1O2 şi SS 1S2 sunt asemenea, rezultând: 

~- X1 => a =-h X2 -xi 
a X 2 -X1 X 1 

b) Distanta dintre sursele coerente Si, S2 şi ecran este: D=d-x2. 

Mărimea interfranjei se obţine cu ajutorul relatiei cunoscută de la 
dispozitivul lui Young: 

. Â.D 
1=-

a 
c) Triunghiurile S010 2 şi SAB sunt asemenea, obtinându-se: 

L d+jx1l d+lx1I 
-=-----'----'- => L=b----'-----'-
b lx1l lx1I • 

d) Numărul franjelor luminoase ce se pot observa pe ecran sunt: 
L 

N=-:--
1 

5.9. O placă este confecţionată dintr-un material cu indicele de 
refracţie n=l,54 şi este iluminată cu lumină albă, normal la suprafaţa 
plăcii. Să se determine grosimea plăcii pentru care lumina reflectată de ea 
apare de culoare roşie. 

Rezolvare: 
Pentru ca lumina reflectată de cele două fete ale plăcii dielectrice 

să pară roşie este necesar ca să se impună conditia de maxim de ordinul 
întâi (m=l) pentru o lungime de undă din domniul spectral roşu 

(A."660+ 750nm): 

Â. 
6 = 2nd + - = mÂ. 

2 
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Pentru maximul de ordinul întâi m= 1: d = .!:_, iar pentru domeniul 
4n 

spectral ales Â.=660+ 750nm, se obţine: d66onm =O, 1071 µm ~I 

d1sonm=0, 12 I 7µm. Deci: 
0,1071µm s; d :5 0,1217µm. 

5.10. Un flux de lumină monocromatică cu lungimea de undă A, 
provenind de la o sursă îndepărtată cade pe o pană de sliclă, unghiul făcut 
cu normala fiind foarte mic. O lentilă cu distanţa focală f proiectează 
figura de interferenţă pe un ecran aflat la distanţa d faţă de pană. 

Interfranja observată pe ecran este i. Să se determine unghiul u al penei 
dacă se cunoaşte indicele de refracţie al sticlei, n, din care este 
confecţionată pana optică. 

Fig. 5.10 

Rezolvare: 
Relaţia care exprimă diferenţa de drum optic a undelor ce foterf eră în 

cazul lamei cu feţe plan paralele este (cazul luminii reflectate): 
Â. 

6 = 2dn+- (1). 
2 

Unghiul fllcut de raza incidentă cu normala la suprafaţa 
reflectătoare a penei optice este aproape nul şi deci se poate considera 
cazul incidenţei normale. Luând două grosimi învecinate dk şi dk+l se 
poate calcula distanţa dintre franjele de interferenţă localizate pe pană: 
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Â. 
L\x = dk+l - dk = - (2). 

2cxn 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



P.: baza formulei de mărire a lentilelor se poate scrie: 

~= &c =~ (3), 
i d2 

unele d1 este distanţa de la ecranul E la lentila L şi d2 este distanta de la 
lentilă la pana optică. Ţinând cont că d2=d-di, formula lentilelor subţiri se 
sem.:: 

1 1 1 
-+-=- ⇒ 
d2 d1 f 

_1 +-1-=_!_ (4). 
dl d-d. f 

Eliminând d1 din ecuaţiile (4) 
următoare: 

şi (3) rezultă pentru &c, expresia 

&c . d+ ✓d 2 
-4fd 

= 1 d± ✓d 2 -4fd. 
Utilizând acum relaţia (2) se poate determina unghiul ex cerut: 

Â Â d ± .J d 2 
- 4df 

ex= --= -- . ---,===· 
2nAx 2ni d + .J d 2 

- 4df 

5.11. Cu ajutorul unei lentile planconvexe cu raza de curbură R frlaite 
mare, aşezată pc o placă de sticlă plană se obţin în lumină monocromatică 
franje de interferentă de egalii grosime, localizate (inelele lui Newton), care 
pot fi observate în reflexie, cu o lunetă. Cunoscându-se unghiul de incidenţă i 
al fasciculului de lumină paralelă, de lungime de undă Â., să se determine 
diametrul inelului întunecat de ordin de interferenţă k. 

o 

R 

D A 

Fig. 5.11 

Rewlvare: 
Cu dispozitivul prezentat în figura de mai sus se formează franje 

Jc interferenţă de egală grosime care apar într-un strat de aer cuprins între 
suprafa\a plană de sticlă şi lentila plan-convexă. Spaţiul de aer va avea 
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forma de pană optică cu unghi variabil simetrică în jurul punctului A <.k 
contact dintre lentilă şi placă. Zonele de egală grosime din pana de a<.:r 
vor forma cercuri de rază r avâcd centrul în punctul A. Consider 
grosimea AB=CD a penei de aer locale egală cu e. Razele de lumină 
pătrund sub unghiul de incidenţă egal cui şi se reflectă pe suprafata plăcii 
de sticlă sub acelaşi unghi ( deoarece raza de curbură R este foarte marc). 
Se observă: 

CB2= DA 2=r2=0C2 -O B2= R 2-(R-e )2=e(2R-e) 
Deoarece 2R>>e, rezultă că este valabilă aproximatia următoare: 

2 r2 
r === 2Re ⇒ e = - . 

2r 
Întrucât pierderea de semiundă are loc la reflexia pe suprafaţa de separaţie a 
stratului de aer cu faţa de sticlă, semiunda se va lua cu semnul plus, astfel că 
diferenţa de drum optic, fiind vorba de o lamă de aer (n=== 1 ), este: 

6=2ecosi+).. 
2 

Conditia pentru obtinerea minimelor de interferenţă (inel întunecat) este: 

6 = (2k + 1/•, ke Z, deci: 
2 

2ecosi + Â. = (2k+l)Â. ⇒ e=~. 
2 2 2cosi 

În continuare se explicitează raza inelului întunecat: 

rk = .J~ = .JkAAseci . 
COSI 

Diametrul inelului întunecat de ordin de interferenţă k (dk=2rk) va fi: 

dk = 2.JkR~ = 2.JkAAseci. 
COSI 
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PROBLEME PROPUSE 

5.12. Să se studieze interferenţa a două unde coerente pe un plan 
paralel la linia care uneşte cele două surse care emit undele. 

R: Punctele care au aceeaşi stare de oscilaţie se află pe pânza unui 
hiperboloid de revoluţie cu două pânze care au focarele localizate pe 
cele două surse coerente. Distribu~a intensităţii undelor pe plan este: 
1=4Iocos227ep, unde p==&'Â reprezintă ordinul de interferenţă. 

5.13. Să se studieze interferenţa a două unde coerente pe un plan 
perpendicular pe dreapta care uneşte cele două surse care emit undele. 

R: Locul geometric al punctelor care au aceeaşi stare de oscilaţie îl 
reprezintă o familie de cercuri concentrice cu centrul situat pe 
dreapta ce uneşte sursele. Ordinul de interferenţă este maxim centru şi 
scade cu creşterea distanţei faţă de centru. 

5.14. Pe ecranul unui dispozitiv interferenţial de tip Young se 
obtin simultan imaginile de interferenţă corespunzătoare radiaţiilor optice 
cu lungimile de undă de 11.1=400nm şi, respectiv, 11.i=600nm, provenite de 
la două surse punctiforme aşezate pe axa de simetrie a dispozitivului. 
Discutaţi cele două i.nagini de interferenţă în interdependenţă, dacă 
distanţa dintre fante este de 1,5mm, iar distanta de la planul fantelor la 
ecran este de 2m. 

R: i1=0,53mm; i2=0,80mm; Condiţia pentru suprapunerea franjelor 

l . k1 3n N . d' . . d ummoase: - = - , ne , tar 1stanţa mmtmă e suprapunere 
k2 2n 

faţă de axa de simetrie: Ym=n·t,6mm. Pentru suprapunerea 
franjelor întunecoase nu se poate îndeplini nici o condiţie. Pentru 
suprapunerea unei franje luminoase peste una întunecoasă din 
cealaltă imagine de interferenţă este valabilă doar condili,,: 
3k2=2k1+1. 

5.15. într-o experienţă cu un dispozitiv Young cele două fante 
sunt iluminate cu o radiaţie monocromatică de lungime de undă 

A -587,6nm. Dacă se introduce o plăcuţă dielectrică de grosime e şi indice 
de n.:frac.:ţie n= l ,5 în dreptul unei fante se constată că franja centrală 
luminoasă ocupă locul celei de a cincea franje întunecoase. Se mută, în 
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continuare, plăcuţa în dreptul aceleaşi fante, dar de partea cealaltă a 
planului fantelor. Se cere: 

a) Să se calculeze grosimea ea plăcuţei dielectrice; 
b) Să se calculeze diferenţa (Ay) dintre poziţia faţă de axa de 

simetrie a franjei luminoase de ordinul zero, după ce se mută plăcuţa şi 
poziţia ei anterior mutării plăcuţei; 

c) Să se precizeze cum se poate stabili experimental poziţia franjei 
centrale luminoase de ordinul zero, ştiindu-se că în lumină 
monocromatică aceasta nu se deosebeşte de franjele luminoase 
învecinate? 

R: a) e=5,288µm; 
b) Ay=0; 
c) Se realizează experienţa cu lumină albă. 

5.16. Pe ecranul unui dispozitiv Young se obţine imaginea de 
interferenţă a unei surse de radiaţie de tipul arcului electric de carbon. 
Cunoscând că distanţa dintre fantele dispozitivului este de 1,5mm, iar 
distanţa dintre un ecran şi planul fantelor este de 1,5m, se cerc să se 
discute jmaginile de interferenţă obţinute, ştiindu-se că acestea pot ii 
percepute separat numai pentru radiaţia optică cu lungimile de undă 
cuprinse între 400nm şi 700nm. 

R: imin=0,4mm; imax=0, 7mm; 
Ordinul de interferenţă, pentru care interfranja de ordin k a 
radiaţiei cu Amax se suprapune peste franja de ordin k+ 1 a radiaţiei 
cu Amin• este k=l,33; Imaginea de interferenţă apare ca o 
distribuţie continuă de culori. 

5.17. În calea unuia dintre fasciculele din dispozitivul 
interferenţial de tip Young se aşează un tub cu lungimea de 2cm, având la 
capete lame cu feţe plan-paralele de sticlă şi se observă figura de 
interferenţă când tubul este umplut cu aer. Apoi se umple tubul cu clor şi 
se observă o deplasare a figurii de interferenţă cu N=20 franje. Sursa de 
lumină emite o radiaţie cu Â.=589nm. 

a) Să se calculeze indicele de refracţie al clorului cunoscându-l pe 
cel al aerului, naer=l,000276; 

b) În ce sens se deplasează franjele de interferenţă când se umple 
tubul cu clor? 

R: a) n =1 000865· 
CI ' ' 

b) Franjele se deplasează spre maximul central şi se mii.:şorcază. 
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5.18. Distanţa dintre două surse monocromatice şi coerente ce 
emit o radiaţie cu lungimea de undă Â.=500nm este d=2mm. Pentru a 
mări interfranja ce se poate observa pe un ecran la valoarea i= I 0mm se 
aşează între planul surselor şi ecran o lentilă convergentă subţire cu 
distanta focală f=5cm. Distanţa dintre lentilă şi ecran este D=2m. Să se 
calculeze distanta a dintre planul surselor de lumină şi lentilă. 

R: a= Â.D +id .. ~= 1 02439. 
D+f Â. ' 

5.19. Un dispozitiv de tip Young este iluminat cu două radiaţii 
monocromatice apropiate Â.1 şi Âi• Să se stabilească expresia intensităţii 
rezultante într-un punct al câmpului de interferenţă şi să se calculeze 
perioada de vizibilitate în cazul în care lungimile de undă sunt: 
Â.1:c::0,486µm şi Â.i=0,434µm (liniile hidrogenului). 

R: Intensitatea rezultantA: I = 1{ I+ V • cos 
2
;,

6
]. unde: 

V= cos 7t
6r reprezintă factorul de vizibilitate. Perioada de 
Âo 

vizibilitate este: P = Âo i0 , unde i0 este interfranja medie, 
M 

'\ - Â, + Â.2 • A'\ - '\ 1 "'o - -'---=--, tar oA-A1-'"2· 
2 

5.20. Cum se modifici! interfranja observată pe un ecran în cadrul 
unui dispozitiv interferenţial de tip Young dacă planul fantelor este rotit 
faţă de cel al ecr(Jnului cu un unghi ex. 

R: Sursele secundare nu mai sunt în fază. Centrul sistemului de franje nu 
se modifică. Valoarea interfranjei creşte invers proporţional cu coscx. 

5.21. Pentru a măsura lungimea de undă a unei radiaţii luminoase 
se utilizcazA un dispozitiv Young. Sursa este plasată la o egală distanţă de 
(;ele două fante depărtate între ele cu a==(l,00±0,0l)mm. Franjele de 
intcrlcren\ă sunt observate pe un ecran paralel cu planul fantelor aflat la o 

147 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



distanţă D=(], 000±0, 001 )m de aceasta. Se măsoară distanţa dintre franj a 
centrală şi a 50-a franjă, găsindu-se L\==(25,0±0, l)mm. Calculaţi lungimea 
de undă obţinută prin această metodă şi eroarea absolută. 

R: Â.=0,5µm; AÂ.=0,008µm. 

5.22. Se utilizează un dispozitiv interferenţial de tip Young 
observându-se pe un ecran franjele de interferenţă. Ecranul se află la 
distanţa D=(l 00,0±0, l)cm. Lărgimea a n=20 interfranje consecutive este 
h=(4,21±0,0l)mm. Cunoscând lungimea de undă a radiaţiei 

monocromatice utilizate Â.=0,589µm, să se calculeze eroarea relativă cu 
care este cunoscută distanţa s dintre cele două fante ale dispozitivului. 

R: s=2,798mm; (As/s)= 0,003395. 

5.23. Să se determine unghiul obtuz al biprismei Fresnel, dacă în 
cazul când distanţa de la sursă la biprismă este 1, iar distanţa de la sursă la 
ecran este L, intcrfranja pentru lumina cu lungimea de undă Â. este i. Indicele 
de refracţie al materialului din care este confecţionată biprisma este n. 

R: ~ =1t- Â.D 
l(n - l)i 

5.24. Pentru realizarea unei experienţe, în lipsa unei biprisme 

Fresnel s-a luat o lentilă plan-convexă, subţire şi s-a detaşat din porţiunea 

centrală materialul pe o grosime d. S-au unit cele două părţi rămase ale 

lentilei, obţinându-se, astfel, o biprismă Fresnel subţire. De o parte a 
prismei astfel obţinute s-a aşezat, pe axa optică, o sursă punctiformă de 

radiaţie optică cu lungimea de undă de 500nm, iar de cealaltă parte s-a 

aşezat perpendicular pe axa optică a sistemului, un ecran plan. Ştiind că 

distanţa focală a lentilei plan-convexe subţiri este de 50cm, iar valoarea 
interfranjci este egală cu 0,5mm precum şi faptul că interfranja nu se 

. modifică atunci când ecranul se depărtează sau se apropie de biprismă, să 
se calculeze valoarea lui d. 

R: d=-Â.D/i=Â.f/i=0,5mm 
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5.25. Două oglinzi plane fac un unghi a. Pe acestea cade lumină 
de la o sursă punctiformă monocromatică situată la o distanţă r de linia de 
intersecţie a oglinzilor. Lungimea de undă a luminii este Â. Lumina 
reflectată de oglinzi dă o figură de interferenţă pe un ecran plan care se 
află la o distanţă L de linia de intersecţie a oglinzilor. Să se determine 
intcrfranja figurii de interferenţă observată pe ecran dacă se consideră că 
unghiul a este apropiat de I 80°. 

R: 
Â(L+r) 

1=------'-----'--
2rsin(1t-C() 

5.26. Într-o experienţă de interferenţă co oglinda Lloyd, sursa 
extinsă de lumină monocromatică aflată în spatele unei fante de lărgime s 
reglabilă, este aşezată la o distanţă h==5cm faţă de oglinda plană 

orizontală şi la distanţa D=lm faţă de ecranul plan pe care se observă 
franjele de interferenţă. Să se evalueze lărgimea maximă a fantei pentru 
care pe ecran sc mai pot observa N=40 franje de interferenţă. 

R: Smax=0,675mm. 

5.27. Două oglinzi Fresnel plane fac între ele un unghi cx=l 79°59' 
şi sunt iluminate cu o sursă punctiformă monocromatică de lungime de 
undă Â=0,582µm. Franjele de interferenţă sunt observate pe un ecran 
plan. Se cere: 

a) Să se determine numărul de franje luminoase pe centimetru, 
când sursa de lumină se află în planul ecranului; 

b) Să se calculeze numărul' de franje luminoase pe centimetru 
atunci când tot sistemul interferenţial se introduce în apă (indicele de 
refracţie al apei este n=4/3). 

R: a) N8=5 franje luminoase pe centimetru; 
b) Nb:.::6 franje luminoase pe centimetru. 

5.28. Planele a două oglinzi Fresnel fac între ele un unghi 
CX'-'0,001 radiani. La distanţa r=60cm de muchia comună a celor două 
oglinzi sc aşează o sursă punctiformă şi monocromatică, S. Franjele de 
interferenţă sunt observate pe un ecran plan, paralel cu planul care 

149 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



cuprinde imaginile sursei S, situat la o distanţă d=2,4m Je intersecţia 
celor două oglinzi. Se cere: 

a) Dacă se observă că 10 intcrfranje ocupă pe ecran 12mm, să s1: 

determine lungimea de undă a luminii întrebuinţate; 
b) Dacă unghiul celor două oglinzi este măsurat exact, distanţele r 

şi d sunt măsurate cu o eroare absolută de maxim 1 mm, iar lungimea 
celor 10 interfranje cu o eroare de maxim 0,01mm, să se determine cu ce 
precizie se determină lungimea de undă calculată; 

c) Dacă se înlocuieşte sursa S cu o alta, S', care emite lumină 
monocromatică cu lungimea de undă Â.'=0,6µm, să se precizeze în ce sens 
şi cu cât trebuie deplasat ecranul paralel cu el însuşi pentru ca interfrnnja 
să aibă aceiaşi valoare ca la punctul a). 

R: 
n 

a) Â. = 2cx-- =0,48µm; 
d+r 

b) AÂ.=0,0012µm; 
c) Ad=-0,6m. 

5.29. Se realizează o experienţă de interferenţă cu ajutorul 
oglinzilor Fresnel iluminate cu o lumină monocromatică cu Â.=0,49µm. 
Imaginea de interferenţă se observă pe un ecran perpendicular pe planul 
mediator al segmentului ce uneşte cele două surse-imagine secundare 
aflat la distanţa d=2m de intersecţia celor douli oglinzi. Cunoscând 
valoarea interfranjei i=0,25mm şi distanţa r=lm dintre sursa de lumină şi 
muchia comună a celor două oglinzi, să se calculeze: 

a) Distanţa a dintre cele două surse-imagine secundare; 
b) Lărgimea câmpului de interferenţă; 
c) Unghiul ex dintre cele două oglinzi. 

R: a) a=5,88mm; 
b) L=--11,76mm; 
c) cx=10'6". 

5.30. Se reatizeazli o experienţă de interferenţii cu ajutorul 
bilentilelor Billct. Cunoscându-se distanţa de la sursa de lumină 
monocromatică şi punctiformă ce emite o radiaţie cu lungimea de undA 
)..-,600nm, x1 "=-72cm, raza lentilei subţiri R=3cm, distanta focală a lentilei 
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f=40cm, distanta cu care se îndepărtează cele două părţi ale lentilei 
b=-l,6mm _şi distanta de la lentilă la ecran d=l,6m, să se calculeze: 

a) Distanţa a dintre cele două surse-imagine secundare; 
b) Valoarea interfranjei; 
c) Lărgimea câmpului de interferenţă; 
d) Numărul de franje observate pe ecran. 

R: a) a=0,36cm; 
b) i=O, 1166mm; 
c) L=5,155mm; 
d) N=44. 

5.31. Se realizează o experienţă de interferentă cu ajutorul oglinzii 
Lloyd. Cunoscându-se înălţimea la care se află sursa punctiformă şi 

monocromaticii cu Â.=600nm faţă de suprafaţa plană a oglinzii aşezate 
orizontal, h=lOcm, lungimea oglinzii d=lOcm, distanta de la sursă la 
capiltul cel mai apropiat al oglinzii faţă de sursă, b= I o✓s şi distanţa de la 
sursă la un ecran plan aşezat perpendicular pe planul oglinzii D=lm, să se 
calculeze: 

a)Valoarea interfranjei; 
b) Lărgimea câmpului de interferenţă; 
c) Numărul franjelor observate. 

R: a) i=3µm; 
b) L=16,66cm; 
c) N=5,55· t 04 franje. 

5.32. Se realizează o experienţă de interferentă cu ajutorul 
biprismei Fresnel. Cunoscându-se distanta de la sursa punctiformă şi 

monocromatică de lungime de undă Â.=600nm la ecranul plan pe care se 
vizualizează figura de interferenţA, D=2,32m, indicele de refracţie al 
materialului din care este construită biprisma, n=l,5, valoarea interfranjei 
măsurate pe ecran i=O, 1166mm, şi lărgimea câmpului de interferenţii 

L-=5, 155mm, să se calculeze: , 
a) Unghiul de refringenţă al prismei; 
b) Distan1a dintre bi prismă şi ecran. 

R: a)yc-25'16"; 
b) 169,58cm. 
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5.33. Care trebuie să fie grosimea e a unei pelicule de solulie d1.: 
săpun cu indicele de refracţie n= 1,38, pntru ca să apară neagră atunci 
când este iluminată cu radiaţia galbenă a sodiului cu lungimea de undă 
Â.=589,3nm în următoarele cazuri: 

a) iluminarea se face sub unghiul de incidenţă de 60°; 
b) iluminarea se face sub unghiul de incidenţă căruia ii 

corespunde unghiul de refracţie de 60°; 
c) iluminarea se face normal. 

R: a) e=0,27k µm, ke N; 
b) e=0,427k µm, keN; 
c) e=0,213k µm, keN. 

5.34. O peliculă subţire dintr-un material transparent, omogen şi 

izotrop arc grosimea e=lµm şi indicele de refracţie n=l,4. Calculaţi 

lungimea de undă a radiaţiei optice monocromatice, incidente sub unghiul 
de 30° care determină la suprafaţa de incidenţă maxime de interferenfă de 
ordinul patru. 

R: Â.=747nm. 

5.35. O pană optică, obţinută dintr-un material oplic transparent, 
omogen şi izotrop cu indicele de refracţie n=l,5 este iluminată nonnal cu 
o radiaţie optică a cărei lungime de undă este Â.=600nm. Cunoscând 
distanţa dintre două franje întunecoase vecine, egală cu 0,5mm, calculaţi 
unghiul penei optice. 

R: c:x=4· 10-4rad. 

5.36. Un strat subţire de apă de indice de refracţie n=4/3 şi de 
grosime e=3•tff7m se află în aer. Dacă stratul este iluminat cu lumină albă 
la incidenţă normală, ce culoare va apărea în lumina reflectată? 

R: galben-verde. 

5.37. O peliculă de săpun este iluminată cu o radia\ic 
monocromatid cu lungimea de undă Â.=750nrn. Care este grosimi:a 
minimă pc care o poate avea pelicula, ca să mai apară franje de 
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interferenţă în reflexie, dacă indicele său de refracţie este n=l,3, tar 
pelicula se află în aer? 

R: d . = ~, pentru r=0° (razele cad perpendicular pe pelicula de 
m,n 4n 

săpun). 

5.38. O lamă cu feţe plan-paralele de grosime e=0, 1 mm şi indice 
de refracţie n=l,5 este iluminată cu un fascicul convergent de lumină 
monocromatică de lungime de undă 1..=546nm, sub o incidenţă medie 
i0 =45°. Razele reflectate cad pe o lentilă cu distanta focală f=25cm a cărei 
axă optică face unghiul i0 cu normala la lamă. Planul focal al lentilei 
poate li explorat cu ajutorul unui ocular. Să se calculeze: 

a) Interfranja; 
b) Numărul de franje vizibile în câmpul ocularului dacă acesta are 

un câmp vizual cu diametrul de 1cm (în planul focal al lentilei). 

R: a) Interfranja, j=l,8mm; 
b) N""5. 

5.39. Se produc inelele lui Newton între suprafaţa unei lentile 
convexe de rază R=lm şi suprafaţa unei lentile concave de rază R'=2m. 
Dacă lungimea de undă a radiaţiei utilizate este A.=500nm, se cere să se 
calculeze: 

a) Diametrul inelului al 10-lea întunecos prin transmisie; 
b) Diametrul inelului al 10-lea întunecos prin reflexie. 

R: a) 0=6, 16mm; 
b) D=6,32mm. 

5.40. Să se determine distanţa fu dintre al 20-lea şi al 21-lea inel 
luminos a lui Newton, dacă distanţa dintre al 2-lea şi al 3-lea inel este de 
1 mm. Inelele se observă în lumină reflectată. 

R: Lk=0,313mm. 

5.41. Determinaţi grosimea minimă a unei pelicule cu indicele de 
refracţie n= 1,33, astfel încât radiaţia cu lungimea de undă 1..1 ==640nm, să 
prezinte un maxim de interferenţă în urma reflexiei, iar radiaţia cu 
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Â.z""400nm sli prezinte un minim de interferenţă, unghiul de incidenţă 
fiind i=30°. 

R: e=0,649µm. 

5.42. O lentilă este acoperită cu o peliculă subţire de indice de 
refracţie n=l,38 în scopul micşorării .reflexiei. Care trebuie să fie 
grosimea peliculei pentru a produce un minim de reflexie pentru radiaţia 
cu lungimea de undă Â=550nm? • 

R: e=10"7m. 
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6. DIFRACŢIA LUMINII 

PROBLEME REZOLVATE 

6.1. Care este ordinul maxim al spectrului ce poate fi observat 
în cazul di fracţiei luminii cu lungimea de undA Â.0-=500nm, pe o 
reţea de difracţie având N=200 trăsături pe distanţa de 1cm, la 
incidenţă normală? 

Rewlvare: 
Din condiţia de obţinere a unui maxim de difracţie, rezultă: 

1 _'\ 

1 
.. ±. I 1_'\ sincp k sincp 

IV\, = a sm I sm cp ==> IV\, = N ==> = N~ . 
1 o k = - = 100, pentru m=90 . 

max NÂ. .,.. 

6.2. Un fascicul luminos cade în incidenţii normalii pe o reţea de 
difracţie. Maximul de difracţie de ordinul doi pentru radiaţia cu 
A1=-c650nm se obţine sub un unghi 01=45°. SA se determine în cazul 
radiaţiei cu J...i=500nm, unghiul sub care se obţine maximul de difracţie 
de ordinul trei. 

Rewlvare: 
Impunând condiţia de maxim în cele dou!l cazuri, rezultA: 

dsin01=k111.1 ⇒ d=(k1Â.1)/sin01 

dsin02=k2J...i ⇒ d=(k2J...i)/sin02 

sin0if sin01 =(k2J...i)/(k I Â.1) 

sin02=0,815892 
82=54°40'32". 
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6.3. Fie o reţea de difracţie cu constanta a=l,5µm. Să se 

determine dispersia unghiulară D = de corespunzătoare max:imului de 
d).. 

difracţie de ordin maxim al radiaţiei cu )..=530nm, în cazul în care lumina 
cade pe reţea: 

a) sub incidenţă normală; 
b) sub un unghi de incidenţă i=45°. 

Rewlvare: 
a) Scriind condiţia de maxim de difracţie: a•sin0=U şi derivând în 

raport cu A se obţine: 
d0 k d0 k 
-cos0=- ⇒ D=-=-
d).. a d).. acos0 

Pentru a afla ordinul maxim de difracţie se pune condiţia: 0=1t/2. Deci: 

dsin(1t/2)=kmA ⇒ km=a/)..=2,83 ⇒ km=2 

Pentru km c2 ⇒ sin8 "k..()Ja) ⇒ cos 8 = ✓I -c•~m J ⇒ 
cos0:.c:O, 7075 

D=l,8841 o-3rad/nm=6,48' /nm. 
b) În cazul i:;t:O, scriind diferenţa de drum şi impunând condiţia de 

maxim se obţine: 
B=a· I sini±sine I =k).. 

a(sin45° I sin90°)::::~).. ⇒ ~=4,8, dar ~e Z, ⇒ krn=4 

a(sin45° -sin90°)-=kmA ⇒ km=0,83 

a(sin45°+sin0)=kmA ⇒ sin0=(kmÂ.-a•sin45°)/a 

sin0 =km0Ja)-sin45°=0, 708 ⇒ cos0=0, 705878. 

D = km ⇒ D=3,777"10-3rad/nm ⇒ 0=12,99' /nm. 
a cose 

6.4. Pc o re1ca de difracţie cade normal un fascicul paralel de 
lumină cu lungimea de undă )..=-=500nm. În apropierea reţelei se allă o 
lentilă care proiectează figura de difracţie pe un ecran plan situat la 
distan1a L 'Im faţă de lentilli. Distanţa dintre maximele de intensitate de 
ordinul întâi aflate pc ecran este egală cu a=20,2cm. Să se determine: 

a) constanta d a re1elei de difracţie; 
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b) numărul n de trăsături pe centimetru; 
c) numărul de maxime date de reţeaua de difracţie pe ecran; 
d) unghiul maxim <i>max de deviere a fasciculului corespunzând 

ultimului maxim de difracţie. 

Rezolvare: 
Maximele de ordinul întâi se află de o parte şi de alta a maximului 

central de ordinul zero. 

• 
Fig. 6.4 

a) d'sin<p=kÂ. şi în acest caz k=l, sin<p""tg<p deoarece a/2<<L, iar 
tg<p=a/2L. Rezultă d=2L)Ja=4950nm. 

b) Numărul de trăsături pe centimetru este: 
n=l/d=2,02·to5m· 1

• 

c) Pentru deteminarea numărului de maxime se consideră că 
unghiul maxim de deviere a fasciculului nu poate depăşi 90°. 

koiax= d•sin<p/Â.=9,9. 
Cum k trebuie să fie întreg urmează că kmax=9. Numărul de maxime pe 
ecran se calculează ţinând seama că în dreapta şi în stânga maximului 
central se află kmax maxime. Deci N=2~ax+l=l9. 

d) sin<pmax=~ax)Jd deci tpmax=arcsin(~8/d)=65,4°. 

6.5. O re}ea de difracţie plană având 5000 de trăsături şi lăţimea 
de 4cm este iluminată normal cu lumină albA, al cărei spectru este cuprins 
între 380nm şi 760nm, imaginea de interferenţă-difracţie obţinându-se pe 
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un ecran aşezat în planul focal al unei lentile convergente cu distanţa 
focală de l m. Să se calculeze: 

a) lungimea de undă a radiaţiei optice al cărei maxim luminos <le 
ordinul al doilea se obţine la distanţa de I 0cm faţă de axa optică a lentilei; 

b) lungimea de undă a radiaţiei optice al cărei maxim luminos de 
ordinul întâi se obţine la distanţa de 7,5cm faţă de axa optică a lentilei; 

c) distanţa pe ecran dintre maximul luminos de ordinul întâi ~i 
maximul luminos de ordinul al doilea obţinute în lumină albă. 

Rezolvare: 

a) n- 0 L/N, 

x' 
"A.'=--=400nm • 

k'fn ' 

I -, 
I 

' ' 

Fig. 6.5 

_!_sin ex= k'A' 
' n 

x" 
b) analog A"= -- = 600nm • 

' k"fn ' 

sincx-=tga, tgCX'-0 X/f, k'-2, 

c) Maximul luminos de ordinul întâi cel mai îndepărtat faţă de axa 
optică a reţelei de difracţie corespunde radiaţiei roşii cu lungimea de undă 
Â.r=-760nm. Distanţa la care se formeazli acest maxim este: 

xr=fnÂ.r=9,5cm. 
Maximul luminos de ordinul al doilea cel mai apropiat de axa 

optică a reţelei de difracţie corespunde radiaţiei violete cu lungimea de 
undă Îo.y 0c:380nm. Distanţa la care se formează acest maxim este: 

Xv =-2fnAy =,9 ,5cm. 

Deoarece ~x;c: Xv-xr=0, rezultă că maximul luminos de ordinul 
întâi obţinut în lumina albă considerată se continuă cu maximul luminos 
de ordinul al doilea, după care începe suprapunerea maximelor de 
difracţie. Rezultatul implică aproximaţiile făcute. 
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6.6. O lentilă cu distanţa focală f=40cm formează o figură de 
difracţie Fraunhofer a unei fante cu lăţimea b=0,3mm. Să se calculeze 
tlistanta de la prima bandă întunecată şi de la următoarea franjă luminoasă 
până la axa lentilei dacă 1..=6· 10·1m, iar lentila este aşezată aproape de 
fantă. Fasciculul incident este normal pe suprafaţa fantei. 

Rewlvare: 
În figura de difracţie dată de o singură fantă, unghiurile de 

difracţie corespunzătoare intensităţii nule sunt date de: 
b•sin0=k.A., k=l, 2, 3, ... 

Prima franjă întunecată apare pentru k= 1, adică: 
sin0=ÎJb=2· 10·3 ⇒ 0""2· 10·:iradiani. 

Dacă prima franjă se află la distanţa x faţă de axă, atunci 0""x./f şi 
x:=0,8mm. 

Unghiul de difracţie corespunzător primei franje luminoase din 
stânga sau dreapta franjei centrale este dat aproximativ de: 

b•sin0 1::cc(3/2)A, de unde 01=3·10·1radiani şi x1""01f=l,2mm. 

6.7. Figura de difracţie a două fante de lăţime b=20µm iluminate 
cu o radiaţie monocromatică şi aflate la distanţa d=O, 1 mm se obţine pe un 
ecran aflat la distanţa D=40cm de planul fantelor. Se cere: 

a) Să se calculeze lungimea de undă a luminii utilizate dacă 
distan\a dintre franje este de 0,25cm; 

b) Care este distanţa liniară de la maximul central la primul minim 
al anvelopei franjelor? 

Rewlvare: 
a) Dispozitivul interferenţial descris este de tip Young. Cunoscând 

• • fi • • • AD l 'I 6 25 •7 ex presta mtcr ranJct 1 = - , rezu tă că /\,= , • 10 m. 
d 

b) Primul minim de difracţie apare când sin p = O , sau P=1t, unde 
p 

R b1tsin e . .,1· X • A d : fi_."\ IL--3 1310-2 Di .. ., = A , 12u1c11 alunet can stnu-=Nu= , • . stanţa ltmară cerută este 

a=Dlg0""0-0= 1,24cm. 
În maximul central al anvelopei franjelor apar N=2a/i"" 10 franje. 
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6.8. Să se calculeze dispersia unghiulară a spectrului vizibil de 
ordinul întâi produs de o reţea de difracţie plană care are 15000 de 
trăsături pe inch (1 inch=2,54cm) dacă se trimite lumina albă sub 
incidenţă normală pe reţea. 

Rewlvare: 
Constanta reţelei va fi d=2,54/15000=1,69·to-4cm. Unghiul de 

difracţie pentru violet în ordinul întâi este: 

sin 0 = Â,v = 0,237, de unde 0v=13°14', 
V d 

iar pentru roşu în ordinul întâi este: 

sin 0 = ~ = 0,414 , de unde 0r=24°30'. 
' d 

Lărgimea unghiulară a spectrului vizibil de ordinul întâi este: 
cx.=0r-0v = J 0°50'. 

Unghiul de difracţie de ordinul trei în violet este: 
. 0 JÂ,v 12 . 10-7 

sm =--=---, 
V d d 

iar unghiul de difracţie de ordinul doi în roşu este dat de: 

sin 0 = 3Â., = 14 • 10-1 

' d d 
Se observă că sin0r>sin0v, indiferent de valoarea lui d. Deci, 

întotdeauna spectrul de ordinul trei în violet va acoperi spectrul de 
ordinul doi în roşu. 

6.9. O undă plană monocromatică (Â.=600nm) este incidentă pe L''' 

ecran pc care se găseşte o diafragmă circulară. Un paravan se află la 
distanţa bcc:2m în spatele diafragmei. 

Pentru cc diametru D al diafragmei iluminarea în punctul de 
intersecţie al axei fasciculului cu paravanul este maximă? 

Rewlvare: 
Iluminarea în punctul de pe paravan este maximă dacă din 

acest punct se poate construi pe suprafaţa diagramei o singură zonă 

Fresnel, adică: 
D=-2r=2(hAt2 , cu a=00, rezultând prin înlocuire: D::..:2,J9•tff3m. 
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6.1 O. La 2m de o sursă punctiformă de lumină monocromatică cu 
A.=546, 1nm se află un ecran cu o deschidere circulară de rază egală cu 
0,5mm. Să se precizeze, de-a lungul dreptei ce trece prin sursă şi centrul 
deschiderii, poziţia punctelor în care intensitatea luminoasă este minimă 
sau maximă. 

Rewlvare: 
Unda luminoasă este caracterizată de amplitudine şi fază. Se 

presupune cunoscută relaţia dedusă la curs care leagă razele zonelor 
rrcsncl de numerele de ordine: ,, 

pk=~, 

p~(a+b)=abkA 

ap; + bp; -abkA = o 
b(akÂ-p~) = ap! 

I ak/\.-p 2k kÂ. 1 
b = ap~ = P! - -; 

I kÂ. I 
b= P! -; 

Există două cazuri distincte: 
I) k=nr. impar; indiferent de valoarea lui k, contribuţia este a unei 

singure zone şi în punctul de observaţie e un maxim; 
k=l ⇒ ·b=593mm. 

2) k=nr. par; undele emise se anulează două câte două pnn 
interferenţă, rezultând minime; 

k=2 ⇒ b=258mm. 

6.11. Cât de mare este distanţa care se obţine între componente pe 
negativul fotografiei în spectrul de ordinul întâi dat de un spectograf cu o 
rc\ea ce arc 3937 linii pe un cm şi care are un obiectiv cu distanţa focală 
f 50cm, dacă se fotografiază linia galbenă a dubletului de sodiu cu 
A. 1 589,0nm şi Ati=589,6nm? 
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Rewlvare: 

_I 
D 

-; 

Fig. 6.11 

Confonn figurii: D=ftg<p 

Dispersia liniară este: dD = f 
1 

d<p 
d11. cos2 <p d11. ' 

dispersia unghiulară, 

dD =f kn 
d11. cos2 <p' 

dD-=::fknd11.. 

dq, 
unde 

d11. 
reprezintă 

Deci: k.:...:1, f=-50cm, n=3937 trăsături/cm, d11.=0,6nm, rezultă: 

dD=0,12mm. 

PROBLEME PROPUSE 

6.12. O undă electromagnetică este incidentă normal pe o reţea de 
difracţie cu constanta a=4·I0-4cm. 

Să se calculeze lungimea de undă a radiaţiei dacă unghiul dintre 
direcţiile spectrelor de ordinele doi şi trei este o:=2°30'. Se consideră că 
unghiurile de difracţie sunt mici. 

6.13. Să se calculeze lungimea de undă cea mai marc care poate fi 
observată în spectrul de ordinul patru obţinut cu o reţea de difracţie care 
arc 5000 linii/cm. Lumina este mcidenHi normal pe suprafa\a rctelei. 

R: Â..nRK 500nm. 
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6. 14. O undă plană monocromatică cu Â.=500nm este incidentă pe 
o reţea de difracţie cu 500 trăsături/mm. Să se calculeze: 

a) ordinul maxim al spectrului care poate fi observat când unda 
este incidentă normal pe reţea; 

b) acelaşi ordin dacă unda este incidentă sub unghi 00=30° pe reţea. 

R: a) k:.::4; 
b) k=-6. 

6.15. Un fascicul luminos este incident normal pe o reţea de 
difracţie. Unghiul de difracţie pentru radiaţia cu lungimea de undă 
A. 1- 650nm este egal pentru ordinul doi cu 01=45°. 

Să se determine unghiul de difracţie pentru radiaţia cu lungimea 
dl! undă Â.i':c500nm în ordinul al treilea. 

R: 02=-54,67°. 

6. t 6. Pe o reţea de difracţie cu constanta de 200 linii/mm cade 
normal un fascicul de lumină emis de un tub de descărcare cu hidrogen. 
Să se calculeze unghiul minim făcut de direcţia fasciculului incident cu 
axa tubului spectrometrului pentru ca în câmpul vizual să se observe 
coincidenţa a două maxime de difracţie a liniilor I-I"' cu Â."'=656,32nm şi 

I I~ cu Â.j(A 10,2nm. 

R: 0min=41 o. 

6.17. Limitele spectrului vizibil sunt Ay=400nm şi 1..r=780nm. Să 
se calculeze lărgimea unghiulară a spectrului de ordinul întâi obţinut cu 

ajutorul unei reţele de difracţie plană cu constanta N0=400 linii/m, dacă 
lumina cade normal pe reţea. 

R: ex 8°55'. 

6. t K. Asupra unei reţele de difracţie plane, construită pentru a se 

utiliza în infraroşu, se trimite normal o radiaţie cu lungimea de undă 
egală cu 1200nm. Cunoscând că reţeaua are 200 linii/mm, să se calculeze 
unghiul sub care se formează maximul de difracţie de ordinul al doilea şi 
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să se arate dacă reţeaua permite şi obţinerea maximului de difracţie de 

ordinul al cincilea, când se utilizează aceeaşi ra~liaţie optică. 

R: a.'--'30°; nu se poate forma. 

6.19. O reţea de difracţie plană cu constanta egală cu 10-6m este 
iluminată sub un anumit unghi de incidenţă constant, cu radiaţia optică 
monocromatică a cărei lungime de undă este egală cu 500nm. Maximul 

~ 

luminos de o'rdinul al doilea se obţine sub unghiul de difracţie numeric 
egal cu unghiul de incidenţă. Să se calculeze: 

a) unghiul de incidenţă; 
b) numărul total al maximelor luminoase care se pot forma. 

R: a) i 0 30°; 
b) kmax"·-5. 

6.20. Un fascicul paralel de lumină monocromatică de lungime de 
undă Â.0=-650nm este incident normal pe o reţea de difracţie plană a cărei 
constantă este egală cu 1 0µm. Imaginea de interferenţă-difracţie se obţine 
pc un ecran plan aşezat în planul focal al unei lentile convergente cu 
distanţa focală f:c 0,25m. Se cerc să se calculeze: 

a) unghiul de difracţie corespunzător maximului luminos de 
ordinul al doilea; 

b) distanţa pe ecran dintre poziţia maximului luminos central şi 
poziţia maximului luminos de ordinul întâi; 

c) numărul total al maximelor luminoase care se pot forma. 

R: a) sina.-=-0, 13; 
b) yc·6,5cm; 
c) kmax 31, dar, practic, nu se vor observa toate. 

6.21. O reţea de difracţie cu lăţimea de 4cm şi cu 1200 de linii pe 
milimetru este destinată să funcţioneze în domeniul lungimilor de undă 
cuprinse între 380nm şi 760nm. Considerând că radiaţia optică este 
incidentă normal pc reţeaua de difracţie, să se calculeze: 

a) lărgimea unghiulară a spectrului de ordinul întâi; 
b) puterea de separare a reţelei pentru lungimea de undă de 500nm; 
c) puterea de separare maximă. 
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N ~, o ·, :,rn-: 

h )-(.'\.. -'•} l 4,8· to4·k; 

c) () 11)\,,,, 0 tJ,·tos_ 

6.22. O sursa dl! lumină monocromatică punctuarn c11 li:1. ·;;., 
undă t,_::_ 500nm se află la distanta a:::.6, 75m de un parava!i în c.1, ~: , 1. • ! 
practicată o apertură cu diametrul D 1=4,5mm. Cum s.:: va. IT!i'.d\ :; '.': 
iluminan;a într-un punct situat pe axa de simetrie a ;ii:~,-.:rnului : 
diametrul aperturii este mărit la valoarea Dr=5,2mm. 

R. llumin~r,-:'. Jcadc. 

6.23. Lumina provenită de la o lampă cu vapori de Na e:·;-._ 

incidentă pc;o reţea de difracţie plană cu 104 linii pe inch. Sh se calcukr. 
distanţa unghiulară dintre liniile D1 (A1=="589nm) şi D2 (!1.1== ,89,6nm) _', · 
i:rectrul de ordinul întâi observat r.:a un sistem telescopic. ~-"' •-un,::-
h.:fenta focală a ohiectivului, i~L 2 k,n ~ea :" .,xu!?.r,tlt•i. (._ 
; ,;, ~c::c-;ulu1 tclcscc,p;c_ 

6.24. La un dispozitiv interferenţial o,' i:f: \ ;H11,; ... _ 

fantelor este a= 1 mm, iar distanţd dintre ele r:stc d-=1,:•i..·• '". C':::. : : i;. • : , , ,.- -

de interferenţă sunt cuprinse în max:irnul c~nhal d~ (·; ; •• ,.,-t: ':' i • -~ • 
maximul secundar de difracţie? 

R: Nr·" 5 franje, N,=2,5 franje. 

L 2S. O radiaţie luminoasă monocromaticll a, .. , r. ,i..11,,•111;•:,; iî • 

LtnJă A ,:de· ?n incidenţă normală pe o reţea de difra1,;ii,·:. :-;, :;:; ::-1.;11t' .. 

,:1i\/:,:-;i? ~.:,,i„j•.iiara. a reţelei în funcţie de unghiul d~ 1.~: ·,-

R: 
. d0 tg0 
D=-=-dA. A • 

fl.l6. Dându-sr• n r-:\ea de difracţie cu 4000 ii~; ii"m, c! ' • 

,: .. , t~i'.i·,< 0
:' • • ; ·11: p!i .> ::c i"~!;,,_:u întreg sp0..:trnl 'ii;,j; ;·, 1-'.-:'..-:; 

R: -~ ;,rdinc. 
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6.27. O reţea de difracţie are 3000 linii/cm. Pentru cc lungime de 
undă din spectrul vizibil se poate observa fenomenul de difracţie în 
ordinul cinci? 

R: Â.<660nm. 

6.28. O reţea de difracţie de 2cm are 6000 linii. La ce unghiuri 
vor apărea fascicule de intensitate maximă dacă radiaţia incidentă pe retea 
are lungimea de undă Â.=589nm? 

R: 0=0°; 0=±10°10'; 0=±20°41 '; 0=±32°; 0=±44°58'; 0=±62°04'. 

6.29. O reţea de difracţie are 3000 linii/cm şi este iluminată cu 
lumină albă sub incidenţă normală. Se formează un spectru la 30cm 
depărtare de reţea. Dacă în ecran se face un orificiu pătrat cu latura de 
1cm, având latura dinspre maximul central la 5cm de acesta, ce ordin de 
mărime au lungimile de undă ale radiaţiilor care trec prin orificiu? 

R: 0,555µm<Â.<0,666µm. 

6.30. Constanta unei reţele de difracţie este a=3µm ,\.ceastă rqca 
este aşezată normal în cale unui fascicul de lumină monocromatică. Pe un 
ecran se formează franje de difracţie. Unghiurile de difracţie ce corspund 
la două maxime vecine de pe ecran, sunt cp 1=23°15' şi (J)i=36°52'. Se cerc 
să se calculeze energia fotonilor din fasciculul de lumină considerat. 

R: E=2,0l 75eV. 

6.31. Să se determine distanţa focală a unei plăci zonale pentru 
lumină monocromatică cu Â,c:..=500nm care cade normal pc placă în li.mnă 
de fascicul paralel, în cazul în care raza inelului al cincilea al acestei plăci 
este de 1,5mm Cc se întâmplă dacă spaţiul <lintre placa zonală ~i ecran 
este umplut cu un mediu al cărui indice de refracţie este n? 

R: f- O, 9m; f creşte deoarece A ~'A,jn. 

6.32. O sursă punduală S monocromatică (A 55011m) ilt?111i11ca1ă 

un ecran aflat la distanţa de L-'--11 m de sursa S. Între s111 sa S ~i l~cran la 
ţ,/2 se aşează un paravan cu o gaură cu dia111ctru d I , ,111 ('11111 va fi 
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iluminarea în centrul figurii de difraclie obţinută pe ecran, faţă de ca1.ul 
când lipseşte paravanul? 

R: Iluminarea în prezenţa paravanului va fi mai mare decât în absenţa sa. 

6.33. Să se calculeze raza unei deschideri circulare tăiată într-un L'Cran 
şi care corespunde la 4 zone Fresnel, ştiind că dstania dintre ecran şi izvorul 
de lumină monocromatică cu Â.=490nm este de 100cm, iar distanla dintre 
cnan şi locul unde se observă figura de difraclie ~1e de 25cm. 

R: pk-=0,6mm. 

6.34. O placă zonală dă o imagine a unei surse îndepărtate la 3m 
de ca. Imaginea se obţine la 2m de suprafata plăcii. Unde se va obţine 
imaginea sursei dacă ea se deplasează la infinit? 

R: b:.::1,2m. 

6.35. O placă metalică subţire are o gaură cu diametrul de 4mm. 
Pc placă cade normal un fascicul de lumină cu lungimea de undă 

Â,-,5oonm. O lentilă cu distanţa focală de 1 m este aşezată în imediata 
apropiere a plăcii şi proiectează figura de difracţie pc un ecran. Cc va li 
în centrul figurii de difracţie, pată luminoasă sau întunecată? 

R: Pată întunecată. 

6.36. Să se calculeze lărgimea maximului central al figurii de 
difracţie obţinute cu ajutorul unei fante cu lărgimea a0c::0,04mm pe planul 
căreia cade normal un fascicul paralel de lumină monocromatică cu 
A 523nm, ştiind că figura de difracţie se observă în planul focal al unei 
lentile cu distanţa focală f=5cm. 

H: L 1,3074mm. 

6.37. Linia galbenă a sodiului cu X= 5893 A este un dublet cu 
lărgimea de 6 A. Care trebuie să fie numărul minim de trăsături pe care 
trebuie să Ic aibă reţeaua pentru a rezolva acest dublet în spectrul de 
ordinul al doilea? 

R: N 491 trăsături. 
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6.38. Lungimea reţelei de difracţie este de 15mm, iar perioada de 
5µm. Care este ordinul minim al spectrului pentru care două linii 
spectrale care se deosebesc cu IA se obţin separate, dacă liniile se găsesc 
în domeniul roşu extrem al spectrului vizibil 0 .. =700nm). 

R: k··3. 

6.39. Pe o placă transparentă s-au flicut zgârieturi care formează 
reţele de difracţie pc ambele feţe. Pe placă cade lumină monocromatiL:ă 
sub incidenţă normală. Prin ce se deosebeşte acţiunea asupra luminii a 
unei asemenea plăci în comparaţie cu o placă de aceeaşi grosime dar care 
arc numai pc o faţă zgârieturi? Să se studieze două cazuri: 

a) grosimea plăcii este cu mult mai mare decât constanta re\elci; 
b) grosimea plăcii este egală cu constanta re1elci. 

R: a) Lumina trece prin cele două reţele formând acelaşi spectru de 
difracţie ca şi lumina care trece prin placa cu o singură re1ea. 
b) Afară de lumina care trece în direclia normalei va mai tre(·c 
lumină numai în acele direcţii care satisfac relaţia: 

kl A e· coscp=--, 
k2 n 

unde: ki, k2 e Z, iar n este indicele de refractie al plăcii, e este 
grosimea plăcii. 

6.40. O reţea plană are N=-c 100 trăsături. Se cere: 
a) Care este puterea de separare a reţelei pentru spectrul de 

ordinul întâi? 
b) Această reţea poate să separe în spectrul de ordinul înlâi 

două radiaţii cu lungimile de undă de 435nm şi, respectiv, 435±5nm? 

Dar radiaţiile cu lungimea de undă de 570nm şi, respectiv, 570±5nm? 
De cc? 

R: a) P 100; 
b) Reţeaua poate separa radiaţiile cu A 435nm şi A 4.151:.511111, dar 

nu poate separa radiatiilc cu A 570nm şi A 570±:inm 

6.41. Intervalul dintre direqiilc maximelor prim.:ipale de ordinele înlâi şi 

al doilea, difraclale de o rc\ea plană, este L\(/) 21° Dispersia unghiulară a 
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rcJclci în ordinul întâi este (dq>/d11.)1=1, I minute/nm. Să se calculeze 
lungimea de undă a radiaţiei folosite. 

R: Â.'- 1050nm. 

6.42. O reţea de lungime L=5cm, cu constanta n=500 mm-1
, este 

iluminată sub incidenţă normală cu un fascicul paralel de lumină, de 
lungimea de undă Â.=500nm. Să se calculeze: 

a) ordinul maxim de difracţie; 
b) unghiurile de difracţie pentru primele două ordine; 
c) dispersia unghiulară pentru primele două ordine; 
d) puterea de rezoluţie şi intervalul spectral liber în ordinul întâi; 
e) dacă fasciculul difractat de reţea trece printr-o lentilă 

convergentă cu distanţa focală f=5m, ce distanţă există în planul focal, în 
ordinul întâi de interferenţă, între două maxime, corespunzătoare unor 
lungimi de undă care diferă cu O, 1nm; 

t) cu cc eroare se fac determinările absolute ale lungimilor de 
undă, dacă precizia de măsurare a poziţiilor este o zecime din mărimea 
petei de difracţie? Se dă diametrul lentilei D=5cm. 

R: a) mmax=4; 
b) q, 1=141)28', Cj)i=301); 

c) (dq>1/dÂ.)=l,7 minute/om, (dq>ifdÂ.)=4 minute/om; 
d) (ÎJL\Â.)1=2,5'104, 6Â.1=500nm; 
e) L\x1=0,58mm; 

t) eroarea relativii e= aÂ. =7,8'10-6. 
Â. 
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7. OPTICA GEOMETRICA 

PROBLEME REZOLVATE 

7.1. a) Pe fundul unui vas de adâncime h ce conţine un lichid de 
indice de refracţie absolut n este aşezată o sursii de lumină punctuală. Pe 
suprafaţa apei pluteşte o plac! circulară opacă, astfel încât centrul său se 
află deasupra izvorului (fig. 7.1.a). Să se determine raza minimă pe care 
trebuie să o aibă această placă pentru ca nici o razA de lumină să nu poatA 
ieşi prin suprafaţa apei. 

b) Considerăm cii se îndepărteazli placa, sursa se acoperă cu o 
pâlnie de unghi 20, după care se umple vasul cu apă până la vârful 
acesteia. Sli se precizeze în ce condiţii sursa este vizibilii. 

Rewlvare: 
a) Pentru ca sursa sli nu fie vizibilă la suprafaţa apei, trebuie ca 

unghiul de incidenţă al luminii emise ,Je aceasta la suprafaţa de separare 
apă -aer sA fie egal sau mai mare decât unghiul limitli, pentru ca lumina să 
se reflecte total: i~l. 

h 

170 

I 

'A 
.iilltn::::IUI!llll 

"~-~:c:::/:/~~iiiiii\iiiiiiiiiiiii~iiiiiii 

r"": """"" ::::::" "" :,:::. :: : ::,: : :: ::::1:.; 111,ill!!illi

1

illll

1

111

1

11111ili

1

li!

1

111! 
s 
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s 

Legea refracţiei în punctul A: 

Rezultă: 

Fig. 7.1.b 

n sinl = 1. 
• 2. > 1 sm 1_-2 . 

n 

D. 

. R sini 
Din figură avem că: tg1 = - = -.==== . 

h .J1-sin 2 i 
h 

Combinând cele două relaţii, obţinem: R 2: ,.......,..---; . 
vn 2 -l 

minimă a razei va fi: 
h 

Rmin = .J n 2 -1 • 

Deci, valoarea 

b) Sursa este vizibilă dacă în B nu se produce fenomenul de 
reflexie totală 

• 2 • .,, 1 ✓1 -2 • 1 
Slil 12 ~- <=> -COS 12 ~-

n n 
Legea refracţiei în A: sini 1 = n sinr1 . Din figură: r

1 
= 90°-(0+i

2
). Deci: 

sinr1 = sin(90°-(0+i2)) = cos(0+i2) = 

• e···e~ e 1 ·e = COSl2COS - Slill2SlD = cos --sm . 
n n 

Deci: 

sini1 =.Jn 2 -lcos0-sin0. 
Situaţia cea mai nefavorabilă în cazul refracţiei este: 

0:1max = 90°-0 => sin i1== cose. 
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Din ultimele două relaţii obţinem: 

cose=~ cos0-sin0. 
Condiţia de vizibilitate a sursei va fi: 

tg0 ~ .J n 2 
- 1 - 1. 

7.2. Fie două medii optice, 'O' şi '2', caracterizate de indicii de 
refracţie n0 şi n2 (n0<n2). în interiorul lui '2' şi în contact cu 'O' (ca în 
figură), se află o fibră optică cilindrică, dreaptă şi uniformă, de indice de 
refracţie n1 (n1>n2). Considerând raza SO, care se refractă în punctul O, 
aflat pe axa optică a fibrei şi în planul diafragmei de intrare a luminii, se 
cere să se calculeze unghiurile limită imax şi rmax pentru care fibra este un 
ghid de lumină. Se consideră că axa optică şi diafragma de intrare a 
luminii sunt perpendiculare şi că diametrul fibrei este mai mare decât 
lungimea de undă a radiaţiei luminoase. 

Rewlvare: 
Deoarece diametrul fibrei este mai mare decât lungimea de undă a 

luminii, putem neglija fenomenele de difracţie şi propagarea luminii în 
fibră se poate trata numai din considerente de optică geometrică. Pentru 
ca fibra să fie un ghid de lumină în sensul propagării acesteia, este 
necesar ca lumina să nu părăsească fibra, deci raza incidentă trebuie să se 
reflecte total pe suprafaţa interioară a fibrei: 
n1 sina~n2. 

:: :--: :.:-:-:-:-:-: ::-·,·.·.·.·.·.·.·.·.·.·.·. ··.·.·,·.·.·.·.· . .. . . . - .... . . . .. . . . . .. . .. . . .. .. . . . 

s '------------------·----- -- --- -----

Fig. 7.2. 

Dar a" 90°-r şi condilia se rescrie: cosr~n2/n 1. 

Legea refraqiei în O: n0 sini= n1 sinr. 
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Din rezolvarea ecuaţiilor de mai sus obţinem: 

sini :5:-
1
-.Jn~ - n; 

no 
Unghiul maxim de incidenţă va fi: 

. . l.j2 2 
•max = arcsm - n1 - n2 • 

no 
Unghiul maxim de refracţie va fi: 

,_ =arcsin ✓l-( :: J. 
Raza considerată se va reflecta în punctul A sub un unghi egal cu 

ex, va intersecta axa optică sub unghi egal cu r, astfel că următoarea 
reflexie va avea loc sub un unghi de incidenţă egal tot cu ex ş.a.m.d. În 
concluzie, unghiul de incidenţă va avea aceeaşi valoare pentru toate 
reflexiile succesive pe întreaga lungime a fibrei. 

7 .3. O rază de lumină monocromatică traversează o lamă de sticlă 
cu feţe plan-paralele de grosime d şi indice de refracţie n. Se presupune 
cunoscut unghiul de incidenţă i şi că lama se află în aer. Cerinţe: 

a) Să se arate că raza emergentă este paralelă cu cea incidentă. 
b) Care este distanţa dintre punctul de incidenţă şi cel de emergenţă? 
c) Cu cât a fost deviată raza incidentă faţă de drumul pe care ea l-ar fi 

parcurs în absenţa lamei? Care este valoarea maximă a acestei deviaţii? 

Rezolvare: 
a) Aplicând leg~a ~efracţ~ei în pu~ctele ~ ş~_B: 

sm 1 = n smr ; n sm r = sm 1 

oblinem i = i', ceea ce implică paralelismul razelor incidentă şi emergentă. 

d 

n 

Fig. 7.3. 
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smr 
b) Din geometria figurii obţinem: BC = dtgr = d ---.==== ş1, 

✓1- sin 2 r 
utilizând relaliile de mai sus, rezultă: 

BC = d sm 1 . 
f 2 • 2 • vn -sm 1 

c) Aplicând teorema sinusului în triunghiul ABD obţinem, după 
prelucrări: 

sin(i-r) sinicosr-cosisinr sini(✓n 2 -sin2 i -.Ji -sin 2 i) 
BD= d---= d-------= d-----;====---

cosr cosr .Jn2 -sin2 i 
Am utilizat şi relaţiile: 

d = AB cosr; cosi= ✓1- sin 2 i; cosr= ..!...Jn 2 
- sin2 i. 

n 
BD va avea valoarea maximă pentru (sini)max=l, adică imax=90°, şi 

anume BDmax = d. 

7.4. O rază de lumină cade sub un anumit unghi de incidenţă pe o 
sferă plină transparentă de indice de refracţie absolut n. Să se afle 
valoarea unghiului de incidenţă astfel încât deviaţia unghiulară să fie 
maximă şi să se calculeze această deviaţie. 

Rezolvare: 

Fig. 7.4. 
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Legea refracţiei în punctul P: sini = n sinr. 
Se observă că: cxe (0;1t/2); re (O; arcsin(l/n)) şi că: r =(a./2)+(i-r) 

de unde: ex = 4r-2i. 
Deci: cx=4r-2arcsin(nsinr), care, derivat în raport cur, ne conduce 

la 
dcx = 4 _ 2 n cosr 

dr .JI-n2 sin 2 r 

D. l d . . l x • ✓4-n2 . m anu area envate1 rezu ta: sm r = --2- ş1 
3n 

. . ( . ) . ✓4-n' la=a ... = arcsm n sm r = arcsm 
3 

Deviaţia unghiulară maximă va fi: 

n' H-n2 cxmax = 4 arcsin -- - 2 arcsin -- . 
3 

7.5. Pe fundul unui bazin pfin cu apă cu adâncimea de 1.5m se 
află o monedă. Cu cât pare mai ridicată moneda faţă de fundul bazinului 
în situaţiile: 
a) se priveşte sub un unghi de incidenţă de 60°; 
b) se priveşte sub incidenţă normală. 

Rezolvare: 

B 
I 

h h -'--IA' 

' 

' 
Dapa 

A 

Fig. 7.5.a Fig. 7.5.b 
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·IT'a 5rncă mone,;,: ; ;::.'~ 1!1 i Jnctul A se aLh ':, m1e1~;,x,1r1 

L"~'!1~\r'.r lle lumină care pmnc1-;,; Lii-; /. ~i :,;t1ltră refractie p·~ :..uprafaîti ·., 

:;;cparare apă - aer. lmagiq1:a A' h 1u1 1 , est--~ virtuală. 
Deplasarea faţă de fundul bazinului va fi: A,\'-h-A'O'. 
Din considerente g,;\1metric\; şi din legea refr,1, !iei rezultă succesiv 

A'O'=O'O tga=h tgr tg(90°-i)=h tgr ctgi. 

A'O'= E_ cosi = h cosi 

n cos r .J n 2 
- sin 2 i 

Rezultă: AA'= h _ h cosi 

.Jn 2 
- sin2 i 

AA' '---=0.63m. 
b) La incidenJă normală se poale lucra în aproximaţie gaussiană 

Considerând că suprnfa1a de separare apă-aer este un dioptru plan 
transparent (R=00

), avem: 

-:ţ- -- ~•ţ:"._. ==O:::'} A' B = h ·:, __ I _ :::::;, AA' _: h - A'B-= 11( 1- -
1-J. 

,\ B h ._, __ ,. 1__ n•P• 

7.6. L:\ l'.C distanfă :·,1ră •ie o oglindă ~ferică concavă trebuie aşezat 
un obiect, pcrpendi:.:uli-jr p~ axă optică princ:.ipală, pentru a avea: 

a) o imagin.: rii.4umflHi de 5 on nu,_ mică decât obiectul; 
b) o imagir,t răst-.imat/l de 5 uri n1ai mare decât obiectul; 
c) o imagine dr.eapti\ de j ud mai marc decât obiectul? 

Se cunoaşte raza o~~linzii R=6m. Care este natura imaginii în i.:cle ITci situaji1? 

]7(, 

Re:.olvare: 
Oin rd qiili! nr:'inzil,)r sferice: 

) I 

i; =---
X 

1 1 2 
-+-== -
x x· R 
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a) Obiectul se află la o distanţă mai mare decât raza dioptiului din 
care face parte oglinda. 

Fig. 7.6.a 
X8 =- l 8m. Imaginea este realii. 

b) Obiectul se află între centru şi focarul oglinzii. 

A' 

li R t---=-----1 

·,,: 

Fig. 7.6.b 

xb=-3.6m. Imaginea este realii. 
c) Obiectul se aflli între focar şi vârful oglinzii. 

~ 
.,-.-;:::;--, I 

.- ---:::.-:,,-,- I 
_..--;:-_ _.,.,, I 

__.-io=-7'1'/ I 

Fig. 7.6.c 

x~ =-2.4m.Imaginea este virtuală. 

:a' 

A'I 

Observaţie: S-a ţinut cont de convenţia geometrică de semn. 
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7.7. În ce condiţii o oglindă convexă poate da o imagine reală? 

Rezolvare: 

C 

Fig. 7.7. 

Există situaţia, prezentată în figură, pentru care o oglindă convexă 
poate da o imagine reală a unui obiect. Astfel, pentru un obiect dat AB, 
A'B' reprezintă imaginea reală şi răsturnată creată de oglinda concavă 
0 1. Dacă la o anumită distanţă de 0 1 se plasează oglinda convexă 0 2 

astfel încât să coincidă axele lor optice principale, imaginea obiectului 
AB nu va mai fi A'B', ci A"B", al cărei punct A" se găseşte la intersecţia 
razei A'M' (raza A'M' este perpendiculară pe 0 2 în M şi nu este deviată 
de oglinda convexă) cu raza N"N. Raza NN' este paralelă cu axa optică a 
sistemului şi va fi reflectată de oglinda convexă astfel încât prelungirea ei 
(NF) să treacă prin focarul F. Deci A" va fi imaginea reală a punctului 
virtual A'. 

În concluzie: 
a) A"B" este reală dacă obiectul virtual A'B' este plasat între 

focar şi vârful oglinzii convexe. 
b) Dacă A'B' se află în focar, imaginea reală A"B" se va fonna 

la infinit. 
c) Dacă A'B' se află faţă de vârful oglinzii 0 2 la o distantă mai 

mare decât distanţa focală, atunci imaginea A"B" va fi virtuală. 
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7.8. Se aşează faţă în faţă două oglinzi sferice concave cu 
distanţele focale f1 = 6cm şi respectiv, f2 = 9cm, astfel încât axele lor 
optice principale să coincidă şi distanţa dintre ele să fie D = 50cm. 
Să se calculeze: 

a) unde trebuie aşezat un obiect, perpendicular pe axa optică 

comună, pentru ca imaginile sale în cele două oglinzi să fie reale şi să se 
obţină în acelaşi loc pe axă; 

b) dacă mărimea obiectului este y1 = 2cm, care este mărimea 
imaginii finale? 

Rewlvare: 
Fie x1 distanţa de la obiect la oglinda 0 1. Imaginea dată de aceasta 

se va afla x' 1 faţă de 0 1 şi devine obiect pentru oglinda 0 2 situat faţă de 
aceasta din urmă la x2. Pentru-ca imaginea finală să coincidă ca poziţie cu 
imaginea intermediară trebuie ca imaginea intermediară să se formeze în 
centrul oglinzii 0 2. 

Din rezolvarea sistemului de ecuaţii: 
1 1 1 
-+-=
X1 x; f1 

1 1 1 
-+-=
X2 X~ f2 

D =x; +x2 

obţinem x1 = 7.38cm; x' 1 = 32cm. În aceste condiţii, mărirea liniară 
transversală a imaginii finale va fi p = 4. Deci, imaginea finală va avea o 
înălţime y2 = py1 = 8cm. 

7.9. În faţa unei oglinzi sferice concave cu raza de curbură R=4m, 
se aşează, perpendicular pe axa sa optică principală, o oglindă plană. Un 
punct luminos plasat între cele două oglinzi emite un fascicul, şi prin 
reflexie succesivă pe fiecare din ele, se formează imaginea în planul ce 
conţine punctul luminos-obiect. Distanţa dintre vârful oglinzii concave şi 
planul ce conţine punctul este de d=3m. Să se determine distanţa D dintre 
oglinda plană şi vârful oglinzii concave. 
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Rezolvare: 

Fig. 7.9.a 

a) Presupunem că fasciculul luminos se reflectă mai întâi pe 
oglinda concavă. Imaginea sa în această oglindă va fi reală şi se va situa 

la distanţa x = Rd de vârful oglinzii concave, deci la 3m fală Je 
2d-R 

obiect şi va fi obiect pentru oglinda plană. Deoarece oglinda plană dă o 
imagine situată în planul obiectului, înseamnă că ea este aşezată la 
jumătatea distanţei dintre imaginea dată de oglinda concavă şi plauul 
obiectului, deci la D = 1.5m + 3m = 4.5m faţă de vârful oglinzii concave. 

b) Presupunem că fasciculul luminos se reflectă mai întâi pe 
oglinda plană. Imaginea sa în această oglindă va fi virtuală, se va alla la 
distanţa 3+2(D-3) = 2D-3 de vârful oglinzii concave şi va constitui obicei 
pentru aceasta din urmă. Aplicând formula oglinzilor sferice ob!incm 
D = 4.5m, ca şi în cazul anterior. 

Fig. 7.9.b 
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7.10. Două oglinzi sferice, una concavă şi alta convexă, cu razele 
R1=R2=1m se aşează la distanţa d=lm una de cealaltă. Pe axa principală 
comună celor două oglinzi, la distanţa p=O. 75m de oglinda concavă, se 
află punctul luminos S. Razele de lumină emise de acesta sosesc pe 
oglinda convexă după ce se reflectă pe oglinda concavă. Unde se va 
forma imaginea punctului S? 

Rezolvare: În absenţa oglinzii convexe, imaginea punctului S în 

oglinda concavă se va forma la distanţa p'= Rp = 1.5m de vârful ei. 
2p-R 

C2 

Fig. 7.10. 

După introducerea oglinzii convexe şi în condiţiile numerice ale 
problemei, se observă că punctul· corespunzător distanţei p' este tocmai 
focarul oglinzii convexe, deci raza de lumină se va reflecta paralel cu axa 
optică principală a sistemului. Imaginea punctului S după reflexie pe cele 
două oglinzi se va forma la infinit. 

7.11. Un obiect se află la distanţa d1=kif (k1> 1) de vârful 
unei oglinzi concave de distanţă focală f. El se apropie de vârful 
oglinzii în mişcare rectilinie şi uniformă, cu viteza Vi, până la distanţa 
d2=-=k2f (k2<k1). Să se determine valoarea lui k1 pentru care imaginea se va 
forma la infinit. Unde se va afla obiectul în acest caz şi ce valoare are 
rapo11ul (vifv1)? 
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Rewlvare: 
Poziţiile imaginii se obţin din formula oglinzilor sferice scrisă 

pentru cele două poziţii ale obiectului: 

A' 

r 
d d 1----''--+---------i 

X 

Fig. 7.11. 

1 1 1 flc1 -+-=-=>X=--
d1 X1 f I k, -1 

1 1 1 flc2 -+-=-=>X =--
d2 X2 f 

2 
k2 -1 

Vitezele de deplasare a obiectului şi a imaginii sunt: 

_ ld2 -d,I _ d, -d2 _ f(k, -k2) 
v, - - -

t t t 

v = lx2 -x,I = X2 -x1 = k1 -k2 f 
2 

t t (k1 -1)(k2 -1) t 

d d • V2 -
1 s b k 1 l e un e. - - ( )( ) . e o servă că pentru 1 ➔ raportu 

V1 kl -1 k2 -1 

vitez.elor tinde la 00• Imaginea se va fom1a la 00, iar obiectul se va afla în focar. 

7.12. În faţa unei lentile convergente de vârf V, la o distanţă mai 
mare decât distanţa ei focală, se plasează un obiect în formă de triunghi 
dreptunghic, m( <BAC)=90° şi astfel încât cateta AB este perpendiculară 
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pe axa optică principală a lentilei. Se dau: VA=25cm, AB=4cm, 
AC=6cm. 

a) Să se determine, analitic şi grafic, poziţia imaginii obiectului. 
b) Să se calculeze raportul S al suprafeţelor imaginii şi obiectului. 

Rezolvare: 
L 

Fig. 7.12r 

Imaginea obiectului se află la distanţa x' A, care se determină din 
formula lentilelor: 

1 1 1 
---=-
X

1
A XA f 

Numeric: x'A=l l.lcm. 

Din calculul ariilor triunghiurilor obiect ş1 imagine obţinem 

raportul: 

S= SA'B'C' = 0.194. 
SABC 

7.13. Distanţa dintre un obiect luminos şi un ecran este L=60cm. 
O lentilă aşezată între acestea dă pe ecran o imagine a obiectului în două 
poziţii, distanţa dintre ele fiind 1= 10cm. 

a) Care este distanţa focală a lentilei? 
b) Care sunt coordonatele acestor două poziJii? 
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Rezolvare: Din formula lentilelor şi din figură 
p 

- 11:, :a:; 
E 

h 1, 

-x, ' , q, 

L 
:ici_ 

Fig. 7.13. 

obţinem sistemul de ecuaţii: 

L=-x 2 +x~ 

L=-x 1 +x'1 

-x 2 =-x 1 + l 
1 1 1 
---=-x; X 1 f 

1 1 1 
---= 
X 2 X 2 f 

Rezolvarea acestuia ne conduce la: 
L2 -12 

f=---
4L 

(1.2) _ L + ✓L2 -4Lf 
X2 -

2 
Valorile numerice corespunzătoare sunt: f' 14.58cm; x1 - -25cm 

ş1 -35cm; x2 = 25cm şi 35cm. 

7.14. În faţa unei lentile convergente se află un ubicct cu inăljimca 
y1=10cm. Imaginea obiectuh1i formată pe un ccrnn arc înăljim~a 
y2=-40cm. Dacă îndepărtăm obiectul cu 10cm fa\ă de k11tilă, inăljimca 
imaginii se micşorează de două ori. Să se calculeze dislan1a lticală a knliki. 
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Rewlvare: Din formulele lentilelor şi condiţiile problemei 

L 

B2 
·-=------'ll,=----';t'----t-,.. 

Y1 

Fig.7.14. 

obţinem sistemul de ecuaţii: 
1 1 1 
---=-
x; x 1 f 

1 1 1 
-----
X~ X 2 f 

' ' 
X2 Y2 -=-
X2 Y1 

, Y2 
Y2= 2 
x 2 = X 1 + 10 

a cărui rezolvare ne conduce la f = 40cm. 

7.15. În ce condiţii o lentilă divergentă poate da o imagine reală? 

Rewlvare: 
Pesupunem că AB este imaginea reală a unui qbiect, creată de o 

lentilă l.:onvergentă. Aceasta va deveni obiect pentru lentila divergentă L 
t.:an; se plasează în drumul razelor ce vin de la obiect. 
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Pe de o parte, dintre toate razele care cad pe lentila L, raza care 
trece prin centrul optic al lentilei va fi nedeviată după refracţie. 

L 

F' 

Fig. 7.15. 

Pe de altă parte, o rază care este paralelă cu axa optică a 
sistemului, va fi refractată de L astfel încât prelungirea ei să treacă prin 
focarul F'. Aceste două raze se intersectează în B'. Deci, A' B' este 
imaginea reală a obiectului AB. 

Discuţie: 
a) Dacă obiectul se află la o distanţă mai mică decât dista111a 

focală a lentilei, imaginea sa este reală. 
b) Dacă obiectul se află în focarul lentilei, imaginea se fonnează 

la infinit. 
c) Dacă obiectul se află la o distanţă mai mare decât distanţa 

focală a lentilei, atunci imaginea va fi virtuală. 

7.16. Cu ajutorul unei lentile convergente se obţine pe un ecran 
imaginea clară a unui obiect luminos, aflat pe axa optică a lt!ntilei. Dacă 
între lentilă şi ecran se plasează o lamă de sticlă (n = l.5) cu foţe plan-
paralele, de grosime d = 3cm, să se determine în ce sens şi cu cât trebuie 
deplasat ecranul pentru ca pe el să se poată reobţine imaginea clară a 
obiectului. 

Rezolvare: 
În absenţa lamei, imaginea obiectului A I B1 va ti A2B2. După 

introducerea lamei, imaginea va fi A3B3. Deci, ecranul lrl!buie deplasat 
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spre dreapta cu distanţa BiB3. După cum se vede din figură: BiB3 = MD - ED. 
Din considerente trigonometrice în triunghiul MDN şi aplicând legea 
refracţiei în punctul M, se obţine succesiv: 

tgr = ED ⇒ED=MD tgr :MD sinr =MD_!__ 
tgi MD tgi sin i n 

Cum MD = d, obţinem: B2B3 = d - din; BiB3 = 1cm. 

Fig. 7.16. 

7.17. a) Lumina care pleacă dintr-un punct P se refractă pe un 
sistem optic centrat format di două lentile convergente L1 şi Li şi apoi se 
reflectă pe o oglindă concavă O. Unde trebuie plasată această oglindă 
pentru ca după reflexie pe ea şi refracţie înapoi pe L1 şi Li, imaginea 
finală să se formeze tot în P, oricare ar fi distanţa dintre cele două lentile. 

b) Se dă un sistem optic centrat format dintr-o lentilă biconvexă 
Li, una biconcavă Li, aflate la o distanţă de 50cm, ambele având câte 
două dioptrii şi o oglindă plană plasată la distanţa d de L2. Să se 
determine d astfel încât imaginea reală unui punct luminos P aşezat în 
faţa lui L1 la I 00cm se formează în planul punctului. 

Rewlvare: 
a) Pentru ca distanţa dintre cele două lentile să nu aibă nici o 

influen\ă asupra poziţiei imaginii finale, plasăm punctul P în focarul
obiect al lentilei L1. Astfel, toate razele care cad pe L1 se refractă paralel 
cu axa optică ş apoi vor trece prin focarul imagine al lentilei L2. Dacă 
centrul oglinzii O va coincide cu acest focar, razele vor cădea normal pe 
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oglindă şi se vor întoarce pe acelaşi drum pe care au venit, deci imaginea 
se va forma tot in P. 

Fig. 7.17.a 

b) Lentila divergentă (biconcavă) este plasată în focarul lentilei 
convergente (biconvexă). Dacă pe axă se plasează un punct la dublul 
distanţei focale, imaginea lui se va forma tot la dublul distanţei focale, 
deci în focarul lentilei divergente. După refracţie pe Li, fasciculul va 
deveni paralel şi d poate lua orice valoare. 

L1 Lz 

----
100cm 

50cm d 

Fig. 7.17.b 

7.18. Se pun în contact coaxial douli lentile biconvexe identice cu 
raza de curbură R = 20cm şi confecţionate din sticlă (n81 = 1.5). Spaţiul 
dintre ele se umple cu apă (napA = 4/3). Un obiect cu înălţimea de 6cm se 
află la 30cm de sistem. Calculaţi înălţimea imaginii formate de sistem. 

Rezolvare: 
Distanţa focală a sistemului optic format rezultă din suma 

convergenţelor: 

.!. = _!_ + _!_ + _!_ = 2(n 11 - 1)(_!_ + _!_) + ( n•P• - 1J(-_!_ _ __!_). 
F f1 f 2 f 3 R R n

11 
R R 
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Aplicând formulele lentilelor: 
1 1 1 
---=-

~=~=II_ 
X1 Y1 

obţinem: F = 0.09m; x2 = Im; y2 = -20cm. 

7.19. Pe un banc optic sunt plasate o lentilll convergentă cu 
distanţa focală f1 ~ d şi una divergentă cu distanţa focală f2 ::;; fi, d fiind 
distanţa dintre lentile. Pe lentila convergentă cade un fascicul de raze 
paralele. Să se calculeze distanţa D cu care se deplasează punctul de 
convergenţă al fasciculului ce iese din lentile convergentă datmită 

prezenţei lentilei divergente. 

Rezolvare: 
În lipsa lentilei divergente, punctul de convergenţă este chiar 

focarul F 1 al lentilei convergente. Lentila divergentă va deplasa punctul 
de convergenţă într-un punct P astfel încât F 1 P = D. Se aplică formula 
lentilelor în care se ţine cont că F 1 este obiect pentru lentila divergentă, 
iar P este imaginea lui F 1: 

1 1 1 
---+----=--

fi - d f1 - d -:-- D f 2 

care se rezolvă în raport cu D şi se obţine: 

D= (f1 -d)2 _ 
f2 + d-fl 

Dacă d = fi, D = O şi poziţia punctului de convergenţă nu se 
modifică. 

Dacă d = O şi f1 = f2, cele două lentile devin acolate şi razele ies 
dm lentila divergentă cu acelaşi diametru cu care au intrat în cea 
convergentă. 

Dacă f2 + d =- fi, focarele celor două lentile coincid şi P se 
deplasează la infinit. 

I )acă f2 + d > fi, focarul F2 se află dincolo de F 1, punctul P de 
deplasează în sensul propagării razelor şi este real. 

Dacă f2 + d < fi, adică D < O, F2 este în faţa lui F1 şi punctul P se 
lkplascază în sens opus propagării razelor. 
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7 .20, Stabiliţi legătura dintre mărirea longitudinal! y ş1 c.ea 
transversală ~ la o lentilă. 

Rewlvare: 
Considerăm un segment aflat pe ax.a Ox cu capetele x1 şi x2• 

Imaginea sa va un segment pe axa Ox cu capetele x' 1,2 == f<1,,i/(f+x1,2)
Mărirea longitudinală va fi: 

y= x'2-x\ =(~-~) l =-f ___ f_=~
1
~

2
• 

x2 - x1 f + X 2 f + X1 X2 - X 1 f + X1 f + X2 

Deci, mărirea longitudinali este egalA cu produsul măririlor 
transversale ale capetelor segmentului. 

Pentru un segment foarte scurt avem: ~1 =M ~ 2 => 'Y = W. 

7.21. Dacă x' şi x' 0 sunt-imaginile lui x şi x0, arltaţi că imaginea 
dreptei y = m (x-Xo) printr-o lentilă este dreapta y' = m (xJf + l)(x' - x' 0), 
iar printr-o oglindă este dreapta y' = m (x0/f - l)(x' - x' 0). 

Rewlvare: 
Utilizând relaţiile lentilelor, după transformări succesive, se abţine: 

J - x' 1 fx' Jx' y- x' J x ) 
y'= yj3 = m(x-x0)f = if-x' - 1 _ ;,

0 

J = 1_1 + / x'-x'o). 

Analog, în cazul oglinzii, se obţine: 

, ( fx' fx'o )( x'-f) (Xo i){ , , ) y=m----- ---=m-- x-x 0 . 
x'-f x' -f f f o 

7 .22. Obiectivul unui aparat de fotografiat este format din două 
lentile lipite: L1 - biconvexii şi simetrică, cu un indice de refracţie 
n1 = 1.52 şi Li - menisc divergent, cu un indice de refracţie n2 = 1.68. Faţa 
comună are raza de curbură R Sistemul are distanţa focală F = 20cm. 

Să se calculeze: 
a) raza R; 
b) distanţele focale ale lentilelor; 
c) dacă iniţial aparatul este pus la punct pentru"", sA se calculeze 

cu cât trebuie deplasată placa fotografică pentru a obţine pe ea imaginea 
clară a unui obiect aflat la x1 = 1.5m distanţii. 
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Rezolvare: 
a,b) Fie C1 = 1/f1 convergenţa lui L1 şi½= l/f2 convergenţa lui Li
Din rezolvarea sistemului de ecuaţii: 

2 
C1 = (n1 -l)R 

C = (n -1)(-
1 

_ _!_) 2 2 2R R 
1 

C1 +C2 =-
F 

obţinem: R = 14cm; f1 = 13.16cm; f2 = -41.18cm. 
1 1 1 

c )- = - - - ⇒ x 2 = 23.08cm; Placa trebuie deplasată cu 
f X2 X1 

x2-F = 3.08cm. 

7 .23. Un miop priveşte printr-un instrument optic după un 
hipermetrop. Va trebui să tragă sau să împingă ocularul instrumentului? 

Rezolvare: 
Imaginea virtuală dată de instrument trebuie să se fom1eze la 

punctum proximum al ochiului în fiecare caz. Dacă notăm cu Am şi Ah 
distanţa maximă de vedere clară pentru miop, respectiv pentru 
hipermetrop şi cu dm şi dh distanţa dintre imaginea- dată de obiectiv şi 
ocular pentru miop, respectiv pentru hipermetrop, formula lentilelor 
se va scne: 

1 1 .1 1 1 
=---=---

f dm Am dh Ah 

Cum Am < Ah obţinem dm< dh, deci miopul va împinge ocularul. 
Dacă însă punctum remontum al miopului este mai îndepărtat decât 
punctum proximum al hipermetropului, miopul va trage ocularul. 

7 .24. Obiectivul şi ocularul unui microscop au distanţele focale 
f = 2mm şi F = 2cm şi se află la o distanţă L = 16.2cm. Se cer: 

a) puterea microscopului; 
b) grosismentul pentru un ochi normal cu distanţa minimă de 

vedere clară 6 = 25cm şi pentru un miop cu 61 = 10cm. 
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Rezolvare: 
a) Intervalul optic .Ll dintre focarul-imagine al obiectivului şi 

focarul-obiect al ocularului este: .Ll = L - (F+f) = 14cm. 

Puterea microscopului este: P = ~ = 3500dioptrii. 
Ff 

b) Grosismentul este O = PB: pentru un ochi normal O = 875; 
pentru miop 0 1 = 350. 

7.25. Ştiind puterea separatoare a unui ochi normal J3 = 2', să se 
determine distanta dintre două puncte vecine pe care ochiul le poate 
separa, observându-le printr-o lupă cu convergenţa C = 50dioptrii. Se 
cunoaşte distanta minimă de vedere clară dm = 25cm. 

Rewlvare: 
B' 

Fig7.25. 

Unghiul sub care se vede imaginea virtualii A'B' pentru ochiul 
plasat în O este tgcx = A'B'/A'O. Pentru A'O ~ dm putem aproxima 
tgcx =ex.Punctele A' şi B' se pot vedea distinct dacii ex 2: ~. deci A'B' 2: J3A'O. 

Exprimând A'B' din asemllnarea triunghiurilor F' A'B' şi F'OI 

A'B'= AB * F' A' 
f 

obţinem: 

AB 2: f (1 - OF' ) 
C F'A' 
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astel că distanţa minimă dintre punctele A şi B pentru care acestea sunt 
încă vizibile este: 

(AB) . =~(1- OF') 
mm C F'A' • 

Putem avea situaţiile: 
a) Ochiul se află în focarul F' ,adică OF' = O, deci (AB)min = WC. 
b) Ochiul se află între F' şi O, adică OF'< O, deci 

(AB) -~(1- F'O )-~[1- 1 l 
min - C F'O+OA' - C l+ OA' • 

F'O 
Ochiul se poate deplasa din F' în O şi, deci, F'O poate creşte de la O la 
f = 2cm. Distanţa OA' poate varia de la dm la infinit. Pentru o valoare 
dată a lui OA', raportul OA' /F' O scade regulat de la infinit la ~/2 când 
F' O creşte de la O la 2cm. Rezultă că OA' /F' O este minim când este egal 
cu dm/2 (dm =OA'= 25cm.) 

7.26. Cu un obiectiv constituit dintr-o lentilă subţire L1 de distanţă 
focală f1 = 30cm, se vizualizează un obiect rectiliniu AB sub un diametru 
aparent o:= 0.02rad. 

a) Care este mărimea imaginii date de obiectiv? 
b) Se ataşează o lentilă divergentă Li cu distanţa focală f2 = 12cm 

pentru a obţine un teleobiectiv care să dea o imagine de 3 ori mai mare 
decât cea anterior obţinută. Unde trebuie plasată această lentilă şi care 
este distanţa de la L1 la imaginea finală? 

Rezolvare: 

F B B 

f 

Fig. 7.26. 
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a) A1B1 se află în planul focal al obiectivului, deci A1B1 = af1 = 0.6cm. 
b) Rezolvând sistemul de ecuaţii: 

X 2 =3X1 

1 1 1 
---=-
X2 X1 f2 

şi folosind notaţiile din figură, obţinem: x1 = 8cm, x2 = 24cm. 
Cum A1B1 se află la f1 de Li, distanţa dintre cele două lentile 

este L1 Li = 22cm, iar distanţa de la obiectiv la imaginea finală este 
L1B2 = f - x1 +x2 = 46cm. 

7 .27. Un ochi miop are punctum remontum la distanţa Am = 41 cm, 
iar punctum proximum la dm = 16cm. Pentru corectarea miopiei, la 
distanţa 1 = 1cm faţă de centrul optic al ochiului se plasează o lentilă 
divergentă. Care este în acest caz distanţa minimă de vedere clară? 

Rezolvare: 

Figl.27. 

Se observă că distanţa focală a lentilei L1 trebuie să fie egală cu 
distanşa de la centrul optic O la punctum remontum (PR): f = Dm - I. 

Faţă de L1 punctum proximum (PP) se află la distanţa: p = dm - 1. 
Fie p' distanţa de la L1 la imaginea (virtuală) punctului proximum: 

p'=_!p__= (Dm -lXdm -1). 
f-p D -d m m 

Faţă de ochi, imaginea punctului proximum se va afla la distanţa 
d' m = p' + l, ceea ce reprezintă distanţa minmă a vederii clare în acest caz. 
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PROBLEME PROPUSE 

7.1. Suprafaţa I, separă două medii, caracterizate de indicii de 
refracţie absoluţi ni, respectiv n2 (n1> n2). Venind din mediul 1, pe 
suprafaţa I., cade o rază de lumină astfel încât raza reflectată este 
perpendiculară pe raza refractată. Ştiind că 11=(sin 1)/(sin i), 1 fiind 
unghiul limită de incidenţă, să se calculeze indicele de refracţie relativ al 
acestor două medii. 

R: n21 = ✓112 -1 

7 .2. Pe un sistem, situat în aer, de lame plan-paralele cu indicii de 
refracţie absoluţi n1> n2> n3 cade o rază de lumină. Sub ce unghi de 
incidenţă trebuie să cadă raza de lumină pe suprafaţa primei lame pentru 
ca ea să se reflecte total pe suprafaţa celei de-a treia lame? 

R: i1 < arcsin(n3) 

7.3. Pe o lamă cu feţe plan-paralele (n=l.5), cade sub un unghi de 
incidenţă de 60° o rază de lumină monocromatică. Să se afle grosimea 
lamei ştiind că la ieşirea din lamă raza de lumină este deplasată cu 16mm. 

R: d = 22.62mm 

7 .4. Un observator priveşte un punct luminos printr-o cuvă 
paralelipipedică din sticlă, plină cu apă (n=4/3), de grosime d=20cm. 
Punctul se află la distanţa x1= -30cm de prima faţă a cuvei. Neglijând 
grosimea pereţilor cuvei, să se determine: 

a) poziţia imaginii punctului luminos când este privit prin cuvă; 
b) distanţa dintre obiect şi imagine. 

R: a) Imaginea se află la 45cm faţă de a doua faţă a cuvei. 
b) Imaginea este mai aproape de cuvă cu 5cm. 

7.5. O rază de lumină trece din sticlă (n91=1.5) în apă (n0P1=1.33). 
Unghiul de incidenţă al razei de lumină care cade pe suprafaţa de separare 
sticlă-apă este de 30°. 

a) Să se determine unghiul de refracţie. 
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b) Să se determine unghiul minim de incidenţă pentru care raza 
suferă fenomenul de reflexie totală. 

R: a) sinr ::0.564; b) sinl = 0.886 

7 .6. O rază de lumină monocromatică cade sub un unghi de 
incidenţă de 30° pe o coală de hârtie aflată pe o masă. Pata de lumină 
rezultată se va deplasa dacă pe hârtie se pune o lamă de sticlă plan -
paralelă cu grosimea de 5cm. Care este valoarea acestei deplasări? 

R: 1.12cm. 

7. 7. Fie două oglinzi plane perpendiculare între ele şi un punct 
luminos P aflat între ele. 

a) Să se construiască imaginile acestuia. Să se arate că imaginile 
împreună cu punctul P sunt situate pe un cerc. 

b) Aceeaşi problemă în cazul în care oglinzile fac între ele un 
unghi de 60°. 

R: a) Punctul P şi imaginile sale reprezintă vârfwile unui dreptunghi. 
b) Punctul P şi imaginile sale reprezintă vârfurile unui hexagon. 

7.8. Să se arate că se poate fotografia o imagine care se vede 
într-o oglindă plană. 

7.9. Perpendicular pe axa optică a unei oglinzi concave cu raza de 
6m se află un obiect. Ştiind că imaginea sa se formează la 50cm faţă de 
centrul de curbură al oglinzii, şi anume între focar şi centru, să se 
calculeze de câte ori este mai mică imaginea decât obiectul. 

R: ~ = 516. 

7.10. O oglindă concavă dă o imagine răsturnată de 3 on m111 

mare decât mărimea unui obiect aflat pe axa sa optică principală. 
a) Ştiind că distanţa obiect-imagine este de 28cm, să se dclt:nnine 

raza de curbură a oglinzii. 
b) Dacă se aşează obiectul la o distanţă de Hkm de vârful 

oglinzii, care este noua distanţă dintre obiect şi imagine? 

R: R - 21 cm; xi-o •• 220cm. 
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7.11. Fie un sistem optic centrat format din două oglinzi concave 
cu razele de curbură R1 şi R2 aşezate faţă în faţă la o distanţă d. Pe axa 
optică comună se află un obiect astfel încât modulele mărimilor 

imaginilor sale în cele două oglinzi sunt egale. Să se determine distanţa 
de la obiect la prima oglindă. 

R: 
R1(d-R2 ) 

X - ---'---'----='-'--

I - 2(d-R2)-R1 

7.12. Un obiect cu înălţimea h= l 0cm se aşează la o distanţă 

x1=5m în faţa unei oglinzi sferice concave cu raza R=2m, perpendicular 

pe axa sa principală. 
a) Să se determine poziţia şi mărimea imaginii. 
b) Dacă în focarul oglinzii concave, sub un unghi de 45° faţă de 

axa optică principală se aşează o oglindă plană cu faţa reflectătoare 

îndreptată înspre oglinda concavă, să se determine noua mărime a 

imaginii şi să se precizeze unde va trebui să plasăm un ecran pentru a 

prinde această imagine. 

R: a) x' 1 = 1.25m; y2 = 2.5cm; 
b) Imaginea obiectului în oglinda concavă va deveni obiect virtual 
pentru oglinda plană, care va da o imagine reală, egală şi simetrică 
de înălţime y2 = 2.5cm. Deoarece oglinda plană este înclinată cu 
45° faţă de axa optică principală, imaginea dată de aceasta este 
paralelă cu axala distanţa 25cm de axă. Deci ecranul trebuie plasat 
la 25cm faţă de axă. 

7.13. Cu o oglindă sferică cu raza de curbură de 40cm urmărim să 
obţinem imaginea reală a unui obiect de două ori mai mică decât acesta. 
Ce tip de oglindă trebuie să folosim, unde trebuie aşezat obiectul şi unde 
se va obţine imaginea? 

R: Oglindă concavă; obiectul trebuie aşezat la 60cm faţă de vârful 
oglinzii, iar imaginea se formează la 30cm faţă de vârf, între 
centru şi focar. 
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7.14. Un obiect se află situat între două ecrane E1 şi E2 la o 
distanţă d=20cm de ecranul E1. Distanţa dintre ecrane este D=80cm. Pe 
ax.a de simetrie a sistemului se plasează o oglindă convexă astfel încât imaginea 
virtuală este de două ori mai mică decât obiectul şi se va forma în acelaşi plan în 
care se află ecranul Ei- Să se determine raza de curbură a oglinzii. 

R: 26.6cm. 

7.15. Fie un dioptru sferic care separă aerul de un mediu 
necunoscut. Să se determine indicele de refracţie al acestuia şi care este 
distanţa la care se formează imaginea unui obiect aflat în stânga 
dioptrului la 20cm, ştiind că raza de curbură a dioptrului e~te R = -15cm, 
iar mărimile obiectului şi imaginii sunt 5, respectiv 15cm. 

R: n = 1.5; imaginea se formează la 90cm în dreapta dioptrului. 

7.16. Fie o sferă de rază R şi indice de refracţie n. La ce distanţă 
de ea trebuie aşezată o sursă punctiformă pentru ca imaginea acesteia să 
se formeze de cealaltă parte a sferei şi la aceeaşi distanţă? 

R: x = R/(n-1) 

7.17. În faţa unei oglinzi concave 0 1 cu distanţa focală f1=60cm 
se aşează un obiect cu înălţimea de 20cm la distanţa x1 = -80cm. 

a) Să se determine poziţia, înălţimea şi natura imaginii formată de 
oglinda 0 1. 

b) Coaxial cu 0 1 şi în faţa ei se aşează la distanţa d=220cm o 
oglindă convexă 0 2 cu distanţa focală f2=40cm. Să se determine poziţia, 
înălţimea şi natura imaginii formate de sistemul de oglinzi 0 1-02. 

R: a) Imaginea este reală, răsturnată, are o înălţime de -80cm şi se 
formează lax' 1 = -240cm în faţa oglinzii 0 1. 
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b) Imaginea formată de oglindă 0 1 este obiect virtual pentru 
oglinda 0 2. Noua imagine se va forma în faţa lui 0 2 la distanţa 

x' 2 = -40cm, este reală, răsturnată faţă de obiect şi are înălţime 
de -160cm. 
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7 .18. Un obiect înalt de 6cm este aşezat perpendicular pe axa 
optică a -unei oglinzi convexe cu raza R=0.4m şi la distanta de -0.3m de 
vârful oglinzii. Să se determine, analitic şi grafic, poziţia, natura şi 

mărimea imaginii. 

R: Imaginea se formează între focar şi vârful oglinzii, lax' 1=0.12m 
de acesta din urmă, este răsturnată şi are o mărime de 22.4cm. 

7.19. Să se determine distanţa focală a unei oglinzi concave fiind date: 
a) mărirea liniară transversală ~1=-2, pentru o distanţă obiect

imagine 1=15cm; 
b) pentru o anumită poziţie a obiectului mărirea transversală este 

~ 1=0.5 şi pentru o altă poziţie a obiectului, deplasată cu 1=5cm faţă de 
prima, mărirea liniară transversală este lli=-0.25. 

R: a) f=-I0cm; b) f=-2.5cm 

7.20. Într-o oglindă sferică concavă, aşezată în poziţie orizontală, 
se pune o mică cantitate de apă. Ştiind raza de curbură a oglinzii 
R=-16cm şi indicele de refracţie al apei n=4/3, determinaţi distanţa focală 
a sistemului apă-oglindă. 

R: f=R/(2n)=-6cm. 

7.21. a) O lentilă groasă din sticlă (n = 1.5) are suprafeţele sferice 
convexe cu razele R1 =25cm şi R2 = 5cm. Calculaţi grosimea lentilei 
pentru care ea este un sistem afocal. 

b) Aceeaşi problemă pentru cazul în care R2 = -5cm. 

R: a) 60cm; b) 90cm. 

7 .22. a) Ştiind raza emergentă din figură, să se construiască raza 
incidentă pentru L 1 -lentilă convergentă; Li-lentilă divergentă. 
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Fig. 7.22a 

b) Pentru lentilele de la punctul a), să se construiască raza 
emergentă, cunoscând raza incidentă din figură. 
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Fig. 7.22b 

R: 

Fig. 7.22a r 
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12 

Fig. 7.22b r 

7 .23. Se dă sistemul din figură. Să se construiască grafic imaginea 
punctului P. 

F' F' 2. l 

Fig. 7.23 

R: 

Fig. 7.23 r 
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7 .24. Un fascicul delimitat de razele marginale din figură cade pe 
o lentilă divergentă. Aflaţi grafic unde se focalizează acesta. 

F' F 

Fig. 7.24 
R: 

Fig. 7.24 r 

7.25. Un fascicul paralel de raze (1) şi (2) cade pe o cutie în care 
se află într-un caz o lentilă convergentă şi în altul una divergentă. Ştiind 
că razele (3), (4) sunt razele marginale ale fascicului emergent, să se 
găsească grafic poziţia focarelor lentilei în fiecare caz. 

( 1) 

( 2) 

Fig. 7.25 
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R: 

( 1) 
... ... 

(2) 
..... 

............. 

Fig. 7.25a r 

( 1) _,,,. .,.,. 

(2) 

Fig. 7.25b r 

7.26. O lentilă din sticlii (nst=l.5) are în aer (nacr=l) distanţa focnll 
facr=l0cm. Să se calculeze distanţa focalii. a lentilei când: 

a) lentila se află în api!. (napa=4/3); 
b) lentila se află într-un mediu de indice de refracţie n=l.63. 

Ce observaţi? 

R: 

n,1 ·-1 
f8D8 n 
---L.:.. = .... ⇒ fapa = 35.3cm 

r.... n,t -1 
Ilapa 

n.1 -1 

f mediu = n .... f 86 4 ⇒ mediu = - . cm 

r.... ~-1 
n 
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Lentila depinde şi de 11atum mr,diului în care ea este introdusă (în 
afară de formă şi natura materialului din care este confecţionată). O aceeaşi 
lentilă poate fi convergentă într-un anumit mediu şi divergentă în altul. 

7.27. O lentilă convergentă dă pe un ecran imaginea de mărime 
"a" a unui obiect. Ţinând fixe ecranul şi obiectul, se apropie lentila de 
ecran şi se găseşte că la o a doua imagine clară a obiectului mărimea ei 
este "b". Să se calculeze înălţimea reală a obiectului. 

R: (ab)112 

7 .28. Se aşează un obiect în faţa unei lentile convergente. Pe un 
ecran se obţine imaginea clară a obiectului, mărirea liniară fiind p1• Se 
îndepărtează obiectul cu distanţa d faţă de poziţia iniţială şi se reobţine 
imaginea clară a obiectului deplasând ecraP,ul. Cunoscând şi în acest caz 
mărirea liniară, p2, să se determine distanţa focală a lentilei. 

R: f = P1P2 d 
P1 -P2 

7.29. Când distanţa de la un obiect la o lentilă convergentă este 
x1=30cm, atunci înălţimea imaginii sale este y2=10cm, iar când distanţa 
este x' 1=24cm, înălţimea imaginii sale este y' 2=15cm. Care este distanţa 
focală a lentilei? 

R: f:: 6cm. 

7 .30. Pe un banc optic se aşează un bec, o lentilă şi un ecran pe 
care se obtine o imagine pusă la punct a filamentului becului. Dacă se 
deplasează becul spre ecran cu 40cm, pe acesta va apărea imaginea clară 
şi micşorată a filamentului. Cunoscând că distanţa de la bec la ecran a 
fost de 80cm, să se calculeze distanţa focală a lentilei. 

R: f=15cm. 

7.31. Folosindu-se o lentilă convergentă din sticlă (n81=3/2) se 
obţine imaginea reală a unui obiect la distanţa de 10cm de lentilă. 
Cufundând întregul sistem în apă (napa=4/3), fără a modifica distanţele, se 
obţine o nouă imagine la distanţa de 60cm de lentilă. Calculaţi distanţa 
focală a lentilei. 

R: f=9cm. 
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7 .32. Pe un banc optic, între o sursă şi un ecran se plasează un 
sistem centrat format dintr-o lentilă divergentă şi una convergentă. Să se 
determine distanţa focală a lentilei divergente, dacă distanţa de la un 
obiect la sistem este de 60cm, de la sistem la ecran 40cm, iar distanţa 
focală a lentilei convergente este de 10cm. 

R: f=-12cm. 

7 .33. O lentilă plan-concavă are raza de curbură de 10cm şi 

indicele de refracţie de 1.5. Un obiect înalt de 8cm se află în faţa lentilei 
la o distanţă de 20cm. 

a) Să se determine, analitic şi grafic, poziţia, natura şi mărimea . . .. 
imagmn; 

b) Aceeaşi problemă ca la punctul a) în situaţia în care de lentilă 
se alipeşte o altă lentilă, identică cu prima, cu concavităţile faţă în faţă, 
iar golul format se umple cu apă (napA=4/3). 

R: a) Imaginea este virtuală, dreaptă şi mai mică decât obiectul; 
x1=-2cm,y2=4cm; 
b) Imaginea este virtuală, dreaptă şi mai mică decât obiectul; 
x' 1=-2cm,y'2=4.8cm. 

7.34. Se argintează pe faţa concavă o lentilă subţire plan-concavă 
cu indicele de refracţie n=l.5. înaintea feţei argintate se deplasează un 
obiect rectiliniu, perpendicular pe axa principală, până când imaginea 
obţinută, răsturnată faţă de obiect, se află în prelungirea acestuia. În acest 
caz, obiectul şi imaginea se găsesc la distanţa d=50cm faţă de lentilă. Se 
roteşte lentila cu 180°, fără a-i schimba distanţa faţă de obiect. Care este 
poziţia şi natura noii imagini formate? (Se neglijează fenomenele de 
reflexie pe faţa plană, considerându-se doar razele centrale). 

R: I.Sistemul se comportă ca o oglindă concavă, obiectul şi imaginea 
aflându-se la egală distanţă faţă de oglindă. 2. Sistemul se 
comportă ca unul format din două lentile divergente şi o oglindă 
convexă. Imaginea se află la distanţa x'=12.5cm. 

7.35. Se dau două lentile subţiri cu distanţele focale f1=10cm şi 
f2=-8cm. Ce distanţă focală trebuie să aibă o a treia lentilă pentru ca, 
alipită lor, să formeze un sistem optic cu distanţa focală f=5cm? 

R: f3=4.4cm 
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7 .36. Ştiind că distanţa focală a unei lentile convergente este t: 
calculaţi poziţia obiectului pentru care mărirea liniară ~ este cuprinsă 
între 2 şi 3. 

R: 4f/3<X1<3f/2 

7 .37. În faţa unei lentile divergente cu distanţa focală f se plasează 
un obiect în poziţiile: 

a) x1=2f; 
b) X1=25f. 

Descrieţi comparativ imaginea obiectului (poziţie, natură, mărime în 
raport cu obiectul). 

R: Pentru x 1 .:..ckf, din formula lentilelor se obţine: x2=kf/(k+ 1) ş1 

~=1/(k+ 1). Se discută în funcţie de valoarea lui k. 

7.38. T rn fascicul paralel de raze şi paralel cu axa optică principală 
cade mai într fi:! o lentilă divergentă cu distanţa focală f, apoi pe una 
convergentă cu dis;:hnţa focală 2f, ieşind din sistem tot paralel cu axa 
optică. Care este di stai, i 8. dintre lentile? 

R: Lentilele se află b di.stanţa f una de cealaltă. 

7.39. n lentilă sferică concavă este formată dintr-o lentilă subţire 
de sticlă (n5{ 1.5) simetrică biconvexă căreia i s-a argintat una din 
suprafeţe. Să se calculeze distanţa focală ştiind că raza de curbură a 
suprafeţelor lentilei este R==40cm. 

R: f=-l0cm 

7.40. O lentilă biconvexă din sticlă cu indicele de refracţie n = 1.5 
are raza de curbură a feţelor /R/ = 12cm. Lentila se aşează între un obiect 
luminos şi un ecran. Distanţa obiect-ecran este d = 60cm. Să se 
determine: 

a) Poziţiile lentilei în care se formează imagini reale şi clare pe ecran. 
b) Raportul dintre mărimea imaginii şi a obiectului, corespunzător 

condiţiilor punctului a). 

R: a) f = 12cm; x1 ~ -I !cm şi -49cm; x2 = 49cm şi I 1cm; 
b) ~ -' -4.46 şi -0.224. 
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7 .41. O lentilă convergentă subţire cu distanţa focală f : 5cm se 
aşează orizontal la 40cm deasupra fundului unei cuve. La 30cm deasupra 
lentilei, pe axd ei prine,ipală, se află un obiect luminos P. Se toarnă apă în 
cuvă până ce imaginea P' a lui P de află pe fundul cuvei. Care este grosimea 
stratului de apă, dacă se cunoaşte indicele de refracţie al apei n =-- 4/3? 

R: 40cm; stratul de apă trebuie să atmgă suprafaţa inferi ră a 
lentilei. 

7.42. Un punct luminos A se află pa axa princip Jă a u ei kntile 
convergente subţire de 5dioptrii, la 25cm de centrul ei opt ic Ci. De 
cealaltă parte a lentilei, la 50cm se află o oglmdă plană, înclinată cu 45° 
pe axa principală a lentilei. La 80cm de punctul de intersecţie o al oglinzii 
cu axa principală a lentilei, pe o duecţie ce face cu ea 90°, se află centrul 
optic al unei alte lentile convergente subţin de 4dioptrii. Se cere: 

a) Poziţia imaginii finale A' faţă de Ci-
b) Până la nivelul B aflat la 75cm sub½. se introduce apă; unde se 

formează acum în apă imaginea finală A" 1? 
c) Înlăturând apoi apa, unde trebuie aşezată lent la ½. pentru ca 

imaginea A" să fie tot A' 1? 

R: a) CiA" = 150cm; b) d = 25cm; c) lentila½. trebuie apr p1ată !e 
A1 cu 0.5cm. 

7.43. O lentilă plan-convexă are raza de curbură R = 10cm şi 
n c=c 1.5. La 15cm în faţa feţei convexe a lentilei se aşează un obiect AB 
înalt de 5cm. Se cere: 

a) Poziţia, natura şi mărim a imagin'i; 
b) Dacă obiectul rămâne la aceeaşi distanţă faţă de lentilă şi se 

argintează faţa plană a lentilei, să se afle poziţia, natura şi mărimea 
imaginii finale în acest caz. 

R: a) Imaginea este virtuală, dreaptă, se află la -60cm de lentilă şi 
are o înălţime de 20cm; 
b) Imaginea este reală, răsturnată, se află la 3 0cm de lentilă şi arc 
o înălţime de 10cm. 

7.44. Cu aJuto 1.11 unc lcn ilc converg, ntc ubţiri d,: sli lă (Il,;1 3/2) 
se obJinc imagmca reală a unui obiect situat la o distanţă de lOf...m de 
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lentilă. Fără a schibma d1slanţa dintre ele, se cufundă obicdul şi lentila î11 

apă (n8 = 4/3) şi se obli ne o nouă imagine la o distanţă de 60cm de lentilă. 
Aflaţi distanţa focală a lentilei. 

R: 9cm. 

7.45. Se argintează două lentile plan-convexe, una pe faţa plană, 
iar cealaltă pe faţa convexă. Presupunând că în ambele cazuri lumina cade 
dinspre faţa neargintată, să se calculeze raportul distanţelor focale c1I~ 

oglinzilor astfel obţinute. Indicele de refracţie al lentilelor este n. 

R: f1/f2 = (n-1)/n. 

7.46. Un menisc convergent (lentilă convex-concavă) are rnzek 
de curbură R şi respectiv 3R. Când suprafaţa concavă se argintează, 

convergenţa devine nulă. Considerând că lumina cade pe faţa rnnvexă, să 
se determine indicele de refracţie al mate1ialului din care este 
confecţionată lentila. 

R: n = 3/2. 

7.47. a) Dreapta de ecuaţie x-+2y-1=0 constituie l)bicd p,:nlrn o 

lentilă a cărei distanţă focală este f. Să se arate că imaginea acestei drepte 

este dreapta de ecuaţie (f+l)x'+2fy'+f:-=0. 

b) Dacă lentila se înlocuieşte cu o oglindă sferică cu raza de 

curbură R, să se arate că imaginea dreptei de la punctul a) esk dreapta de 

ecuaţie (2-R)x'+2Ry'-R=0. 

R: Vezi problema rezolvată 7.21. 

7.48. O lupă are distanţa focală f-"- 5cm. Se ccn.:: 

a) puterea lupei; 

b) distanţa faţă de centrul lupei la care trebuie pl,1si1l 1111 obiect 

pentru ca imaginea să se fo1meze la distanţa minimă de VL·den.: clară; 

c) dislan\a faţă de centrul lupei la care trebui.: pl,1sal obiectul 

pentru ca imaginea să fie de k 4ori mai man: decât nhicc111l 

U: a) P • 20dioptrii; h) x 1 • 0.041m; c) x1 0.037.'rni 
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7.49. Distanţa focală a obiectivului unui microscop este 
f

0
b = 3mm, iar a ocularului f0 c = 5cm. Ştiind că intervalul optic al 

microscopului este e = 2cm, să se allc puterea şi grosismentul 
microscopului. 

R: a) P = 133dioptrii; b) G =-- 33. 

7.50. Un observator vede clar obiectele care se află la mai mult de 
40cm faţă de ochii săi. 

a) Ce devin pentru observator limitele vederii distiilcte, când 
priveşte prin ochelari ale căror lentile sferice au o convergenţă C = 1 
dioptrie? 

b) Pentru o persoană limitele vederii distincte sunt 11 cm şi 

1 O 1 cm. Ce devin aceste limite când persoana respectivă foloseşte ochelari 
ale căror lentile au o convergenţă C' = -1 dioptrie? 

Distanţa ochi - centrul optic al lentilei este în ambele cazuri d = 1cm. 

R: a) Ochelarii cu convergenţa C = ]dioptrie sunt lentile convergente 
cu distanţa focală f = 1 m. 
Limitele vederii distincte se oblin din: 

1 I I 
-+-=
X x' f 

a1) Pentru vederea la infinit (x' = 00 ), x = f = 100cm; obied ul 
trebuie să se afle la distanţa x+d = 101cm. 
a2) Când imaginea se formează la distanţa minimă de ochi ( 40cm), 
aceasta se formează de fapt .la distanţa de 39cm în faţa ochelarilor. 
Imaginea dată de ochelaii este virtuală: x' = -39cm şi x = 28cm. 
Deci obiectul trebiue să se afle la 29cm în faţa ochelarilor. 
Limitele devin deci 29cm şi 101cm. 
b) Ochelarii cu convergenţa C = -1 dioptrie sunt lentile divergente 
cu distanta focală f = -1 m. 
h1) Imaginea care se formează la 11cm în faţa ochilor, deci la 
10cm în faţa ochelarilor este o imagine virtuală: x' -_ -10cm şi 
x = 11.1cm. Deci, obiectul se află la 12.1cm în faţa ochilor. 
h2) Când imaginea se formează la 1 O I cm faţă de ochi, adică la 
I 00cm faţă de ochelari, ea se află de fapt în focarul-imagine. 
Limitele vederii distincte vor fi 12cm şi infinit. 
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7.51. Pentru un miop, distanJele maximă şi minimă de ved1.:n: 
distinctă sunt: t:,,, = 50cm şi 6 - 7cm. El foloseşte ochelari care îl permit să 
vadă obiectele aflate la infinit. Care este convergenţa lentilelor ochelanlor 
şi ce devine noua distanţă minimă de vedere clară? 

R: Pentru corijarea miopiei se folosesc ochelan cu lentile de distantă 
focală astfel încât să rezulte pentru un obiect de la infinit o 
imagine virtuală situată la distanţa maximă de vedere clară: 

1 I 1 f A f 2d' •• - =---⇒ = -u, = - 1optn1. 
f 00 f:,,_ 

Fie D noua distan\ă 111inimă de vedere clară (cu ochelari). Un 
obiect situat la D trebuie să dea o imagme virtuală aflată la 
distanţa min"mă de vedere clară 6 a ochiului fără ochelari: f- -f:,,,; 

x' = 6; x = D. 

D =. M..:._ • D 8.14cm. 
A-6' 

7.-i2. De la o distanţă de. l ')Om se fotografiază o clădire care pe 
fotografie, are înălţimea de 5cn1. Dad Ji~:tirnta focală a obicei ivulm 
aparatului fotografic este de 15cm, afl::qi înlHt imea reală a clădirii. 

R: Imaginea se formează practic în focar; clădirea are 31 25cm. 

7.53. Fie un sistem optic alcătuit dintr-un obiectiv cu distanţa 

focală f0 b = 2mm şi un ocular cu foc = 3cm. La diatanţa a = 3mm de 
obiectiv se plasează un obiect La ce distanţă x trebuie să se afle cele 
două lentile una de cealaltă, pentru ca un observa or a cărui distanţă 

minimă de vedere dis'inctă este d = 27cm să vadă clar imaginea 
obiectului? Se presupune că ochiul observatorului coincide cu centrul 
optic al ocularului. 

R: x 33mm. 

7.54. Se încearcă vizualizarea unui obiect terestru cu o lunetă 
astronomică montată pentru vedere netă la infinit. Se constată că pentru a 
vedea net imaginea obiectului, distanţa ocular-obiectiv trebuie mărită cu 
1cm La ce distanţă de obiectiv se află obiectul ştiind că distanţa focală a 
ob1ect1vulu1 este d, 120cm? 

R: x - 145.2 
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7.55. Se fotografiază un obiect de la distanţele d1--90cm şi 

d2=165cm. Înălţimea pe fotografie a obiectului este de h1=4cm, respectiv 
h2=2cm. Care este distanţa focală a obiectivului? 

R: f= 15cm. 

7 .56. Se focalizează un aparat fotografic pentru un obiect situat la 
distanţa d = 5cm. Ştiind distanţa focală a obiectivului f = 20cm, calculaţi 
până la ce diametru D poate fi diafragmat acesta pentru a înregistra clar 
obiecte situate până la distanţa d' = 0.5cm, dacă puterea de rezoluţie a 
filmului este a = 0.1mm. 

R: D = 21.6mm 

Fig. 7.56 

7.57. Un diapozitiv cu aria S = 432mm2 este proiectat pe un ecran 
aflat la distanţa x• = 20m de obiectiv şi acoperă o arii:: d' = 2.76m2

. Care 
este distanţa focală a obiectivului? 

R: f = 24.7cm. 

7 .58. La un aparat de proiecţie distanţa obiectiv-ecran este 
x• = 4m. Se lipeşte de obiectiv o lentilă cu distanţa focală f = 4m. Cu cât 
trebuie deplasat ecranul pentru a obţine o imagine clară? 

R: -2m. 

7.59. O lupă are mărirea ~ = 5 pentru un ochi normal (distanţa 
optimă de vedere clară este de 0.25m). La cc distanţă optimă de o foaie 
de hâ11ie trebuie ţinută lupa pentru ca razele solare să carbonizeze hâ11ia? 

R: 6.25cm. 
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7 .60. Obiectivul unui aparat fotografic conţine o lentilă divergentă 
cu distanţa focală f1 = -50mm şi una convergentă cu f2 = 80mm. Să se 
calculeze distanţa la care trebuie aşezată lentila convergentă faţă de 
peliculă pentru a obţine imagini clare ale obiectelor de la infinit, 
cunoscând că lentila divergentă se află la 1 = 45cm faţă de peliculă. 

R: d2 
- d(l-f1) + fi(l-f1) = O; d1 = 40cm; d2 = 10cm. 

~ L2 

Fig. 7.60 

7.61. Un obiect se află la distanţa x = 5.6mm faţă de obiectivul 
unui microscop care are distanţele focale f0 b = 5.4mm şi f0 c = 20mm. 
Aflaţi mărirea microscopului pentru un ochi normal, precum şi distanta 
obiectiv-ocular. 

R: ~ = 364; 1 = 17cm. 

7 .62. O lunetă este alcătuită din două lentile convergente aflate 
una de cealalată la o distanţă 1 = 1.2m. Un fascicul paralel de diametru 
D = 30mm iese din lunetă tot paralel dar de diametru d = 10mm. Care 
sunt distanţele focale ale lentilelor? 

R: [1 = 90cm; f2 = 30cm. 

D d 

Fig. 7.62 
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7.63. O lunetă astronomică şi una terestră au aceeaşi lungime 
1 = 40cm şi acelaşi grosisment I G I = 9. Aflati distanţele focale ale 
lentilelor ce alcătuiesc lunetele. 

R: Pentru luneta astronomică vezi figura de mai sus, caz în care se 
obţine: f1a = 36cm; f28 = 4cm Pentru luneta terestră avem figura: 

Fig. 7.63 

şi se obţine: f11 = 45cm; f21 = -5cm. 
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