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INTRODUCERE

Cartea de fafi se adreseazi studentilor care urmeaza cursul de “Fundamentele Geometriei ~
din anul 1V incercand s reactualizeze eleganta si ingeniozitatea geometriei sintetice ca punct de start
in conturarea a ceea ce ar putea fi o teorie a centrelor de greutate.

Prin conginutul sdu, cartea pune la dispozigia studentilor un material clar,ugor asimilabil, util
studiului §i insugirii geometriei, necesar completdrii cunogtingelor, rechemandu-i in cadrul intim si plin
de surprize frumoase gi interesante al figurii atat de clasice (intrate in istoria geometriei)
triunghiul, precuni’si in interiorul confratelui sau tridimensional tetraedrul.

Astfel studentul are ocazia, prin acest curs, si redntilneasca notiuni de geometrie familiare lui,
insa tratate dintr-un punct de vedere inedit,am putea spune. Pentru injelegerea textului stundentul are
nevoie de un bagaj de cunogtinge caracteristic analizei matematice (siruri, topologii, continuitate,
derivabilitate, diferentiabilitate) cat si de cateva cunogtinie de geometrie clasica, intratd in uitare de
cativa vreme.

Fara a urma programa analitica a unei trepte de invafdmant, lucrarea contine nofiuni care sunt
incluse in programele de invathmant ale liceelor i facultdfilor, nopiuni ce sunt lirgite §i aprofundate in
cadrul celor patru capitole care determmi structura carfii :

I Geometria triunghiului.

I1. Geometria tetraedrului.
111 Clase de puncte generate de o functie.
V- Probleme nedite.

Expunerea metodici insofitd de exemple si probleme, permite o parcurgere ugor ascendenta.
Daci -in primele doud capitole se simte probabil un ugor regret dupi paradisul pierdut al clasicei
geometrii a triumghiului §i respectiv a tetraedrului, in capitolul 111 este prezentatd succint ideea care sta
la baza Wcrarii de faps. in final este realizata o selectie de probleme non-standard cu scopul de a
semnala i limitele aborddrii pe baza ideii de clasd de centre de greutate generate de o functie.

Sperdm ca rezultatele originale si converteascd entuziasmul cititorului intr-o premiza a largini
cadrului propus de noi in capitotut 1.

In inchieiere nu avem decit si dorim mult succes studentilor in studiul intimitigii mulimii de
puncte din interiorul triunghiului i tetraedului, sperind din toatd inima ca o parte din cei pasionapi de
geomeuie si continue a dezvilui multe alte taine ale acestor clase de puncte.

Dorim si mulfumim in incheiere domnului profesor Marin Stasei pentru sprijinul acordat.

AUTORIL
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CAPITOLUL I. GEOMETRIA TRIUNGHIULUI

1. CLASE DE PUNCTE. ( Exemple. Proprietii{i topologice.)
1.1. DEFINIREA CLASELOR DE PUNCTE J[(x. Y, z).

Sa consideram pe (0, +oo) urmitoarea relape %
(D) ¥ (x4,%,, ‘;)6(0 + 00, (y, .y, Yy ) (0, ted
(X4, X2,X5) ~ (¥, ,y,_,y3)< *53u£0 ai In’“-q lny'-\ ¥i,je{l, 2, 3).

Lema 1.1. Relagia “ ~ " defintd de (1) este o relatie de echivalentd pe (0, + 00)
Demonstratia este imediata.

Fie 1% (0, +°°)s/ ~ mulfimea factor determinatd de " ~ " gi fie W un sistem de
reprezentanti.

S$a consideram acum un triunghi ABC oarecare ascutitunghic, si fie
Q& IntAABC. Fie (A4} = AQNBC, {B,} = BQNAC, {C,} = CQNAB.

[N &‘ < 4«':3 A 4.

Definigia 1. Dacax,y, z€ R“~ si keR] spunem ci Q este punct de tip (x, y, z) de rang k i
notaim " Q= k - (x, y, z) " daca:

eA. \; )“. B, _kx )"‘. A\c. _\\4\

Fie ./{(x Yy, z) mulpmea pimctelor de np (x,y,2). Decn.
(A (x, v, 2*Y (Qelnt BABC |3 keR a1 Q ¥k - (x, y, 2))

Teoremi. {H(x, y, z) | (X, y, Z)EW} este o partifie a lui IntAABC}

Demonstratie.

Trebuie deci si aratim ci:

AN (xi,y:,zy) W,i=1, 2ai ﬂ(x,,y‘ ‘)n_/{(x y .z ) F ¢nvem
Hix,, U N

b) (x y, z) = Int AABC.

« vi)t

a) Daci reugim si demonstrim ci
Q¥ (x .y .z JERTY,i=1,2avem: (X4,¥40Z,) ~ (XY, ,2,)&>
JL(x..n Z, 5 =M(x,5,,2.)

atunci punctul a) devine evident adevirat, deoareue W fiind un sistem de reprezentanti avem ca
(X4,¥,02,) ~ (X Yo sZa ) (XY Lz )EW i = |,2( am notat cu ~ ~ " negarea propozipiei drepte
din (1), deci faptiul ca¥ & £0,3 5 j {l 2,3)ai ..)
Fie (x_,y; _z-L)e(R‘:) ,J =1, 2. Facem mai intii observatia ca :
B¢ x,y,z€ R':‘f((x. y,z) ¥

7
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Fie deci QGJ{(.\. Y, Z,) derang k € R l)arﬂ{x. Yo oZ,) ﬂ(‘;-)'z .z, ), deci
Qe M, y.z) 71K ER™ ai. Q¥ K -(x,,Y, .z,). Conform definitiei 1 avem:

0 SRR SR A

A a8 TN T\(va
Fie s % #0 (k.1 0sik,#0). Din relatiile (4) obginem:
2 *a .
“‘“T:t“\“%.=’\“%‘:=“ \'\-q: )\.\Y_;‘:u\\“:l:

st analog:

. R N} X, 5 zi_. ta A/ - Y, . * — Wa
\h—-i-‘ze(\'\..ﬁ.)\f\ —{:_“‘“T ) \"\-J—_.d\l'\_i )\\'\ ._\._ug\“___ x

22 |8 R .Y K \'A ‘L

s deci (x,.y, ,7‘) “(X0.Y, Z,)
Demonsttim acum : (x,,y, ,14) ~ (Xy ,¥, .z, ) implica fapwl ca A% £ 0 cain (1), Este
suficient sa ardtim ci:

MQ=k (N, .2,) 72 QP ok - (X, ,Z,) (5)
ceea ce inscamnd de fapt ¢i /{(x. Y Z, )g#x‘,y& Z,)  (5)
Fie k €R oarecare i Q =k - (x, YaoZy) (6).

Awnci: Q2 uk - (x,.y,.2,) «
Intr-adevar : din (6) rezulta %&"\%‘T

i o = R4 - “7-7 ‘*—\“ deci: &t‘—.—ki\
Dar (x,.Y, .Z,) ~ (X_.¥y.2,) =2 In qi‘f—«ln—\’—‘- Lo\T) - eci T T\Y "

L S

Analog : Qe [ \%w " AC Y \mw
SN —k“) * et _:ﬂ .

Deci conform definigiei 1 avem (6°) . Dar (6°) => th((xl,yt Z,)= (5).

A$ndar\/l(x‘ Va2 )G ./"((x‘,y‘_,z.).

Analog se aratd ¢a :

(6)

(59 (xl.y._.Z.)gJ‘[(X. e 0Z4)
dect in concluzie :f[(x, Ya o Zy) = ‘/Z(x,_.y,_.z,_).

b) Fie Q €Ilnt AABC. Se verificd imediat ¢ :
M Q-1 -(% 1.__%"-),

dccioeﬂ(&,«,&) <R URGe
GhT AL

Dar W find sistem de reprezentangi avem ci 3(xo,y, ,2,) Wai :
(::1 4 %‘ﬁ‘:)"‘\"by-»‘O)
deci conform (D)Ji\%%t,l . %‘\_é) —Jz (Xo)Yo r2Zo), deti Q&u"‘ No Yo 124 ) LU
(XY, Zo) €W, deci Q v L/t(x, y.z) =7 IntaABCC UJ'((X. y .z).

w e w [CRRSTEN]

Reciproca este evidenta:
QG(.,',.)&{I{(.\ Y. 2) =2 3(Xo Y, Zo) €EW ali. Qe./fxo__v. o) CInt AABC conform defimprer (1)
a mulpmilor J(x. y. z). Deci \‘,wa, y. z) G Int BABC.
In concluzie . U ‘/ﬁx, y.z) = IntAABC.

Gy ew
QLD

Observana 1. La punctul a) s-a ardtat de fapt ci :

8y 20 ERY avem eb Hixey, 200 Mgy, 22) £ >

(Nq.Y, 2Z¢) J[(\,_.y,_.z‘)‘)(x,.y. Zy) (X LYen7y)

8
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Observafia 286> 051 ¥ (x,y,2)  (R}) avem :
(8) Mix.y .z) - SN Ay, A7)
(8) QYK -(x,y, 2)¢=> Q= k - (Ax Ay A7)

Observatia 3.8 x > 0 J{(\_ X)) =G siGRk-(x, X, Xx)¥ke R"

Lema 120 Fie Q €ImtaABCai 3x,y z€ R: s 3 kK, .k, GR"ali
O7ki-(xovo2)1=12 At K, # k,<=> Q=G&=>x=y =z
Demonstrapia este banala,

Lema 1.3. Relagia de echivalentd “ ~ ~ definitd de (1) induce pe Int & ABC o relapie de
cchivalenga ™ * definita asttel:

. 5 Q,,Q,.€ 5ABC avem
Q=05 3(n y, 2) &(RY) ai Q€Mix.y.2).i=1,2.

Aceastd lemi este o consecintd directd a teoremei anterioare, demonstrarea sa fiind banala.

In continuare inventariem citeva din punctele celebre din universul tnunghiului, reamintind
¢a notapule pentru aceste puncte sunt cele uzuale.

Propozitie.

1 (iG(f{ﬂfx > 0 (X, x, x) de rang oarecare, nenul ;
le«féu‘ b, ¢)derang I;
Ke Ala, b, ¢) de rang 2
Rel/?ﬂ. b, ¢) de rang 3,
Meufla, b, ¢) de rang -1;
HeHgz A, tg B, 1g C) de rang 1;
. ()E-/((\m 2A, sin 2B, sin 2C) de rang 1;
(p ap-b p-c)derang -1;
.l\t\f()-n p-b,p-c)derang 1,
J{(M) smgaﬂ-oz \\'\K‘.Q&_‘_})
V-3 ot B
J(_( k\; ;" & 2 CL*_\"I%"—-\"I % :‘_\‘{_*_L_ _\.2_) e mq_«aﬂ
12 (1).Q. G‘Mh ¢, a) de rang 2 =
(1), € N(c. a, b) de rang -

Nu vom demonstra toate cele douésplczcce puncte ci doar afirmatile 7, 10 sil2: prima
deoarece prezintd tehinica, iar celelalte trei deoarcce aici tehnica nu este suficienta find necesare
cateva artificii.

Demonstratie.

W\JC"J'_‘o?)lJ

oc‘

)Ac rov\%l\'

By

\q. 4.2,
B ) LYY c fis

7. Aplicim teorema smusurllor in triunghiurile BAA | si (‘AA,‘ $i obpimem:
AR Ac
A, ———ﬁ"“ ct s AL =S"AAC
Sin B Ay . . '/":‘(_
Dat BALA + m = 180", deci sin I;\\A sin /\/7.' Objmem:
BA I PR %ko\,

A o 7~
S ALAC

3
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Fie DE(BC), AD1BC.
Cum AD si AO sunt izogonale (vezi de exemplu [7], pg. 64) avem:

P N e A ) ~
A,AC = BAD =90 -B =>sin BAA, = cos B

A~ NS ~ - I o /N L~ L )
Dar: BAA, = A-A,AC =A-90 +B =90 -C=>sin BAA, = cos C. Deci.
BAr _ 2R3IWT weQ DAL _ stuwa2g
AC 2RSNY o B 7 AC T TSu a8
Analog: QB4 _ sw2A Qa _: w2

.

Bak . Sw2C ' Q% T ateik
Conforin definitiei 1 avem deci ca Q = | - (sin 2A, sin2B, sin 2C)
10. Reamintim cum se obgine punctul T al lui Torricelhi (pentru detalii a se vedea [9], pg
118 - 122). 5 ~ B

4iq \.3.
3 9
Pe laturile triunghiului ABC se construiesc triunghiurile echilaterale BxC, CA. ATl in
exterior. S-a demonstrat ci AN BROCT # @ iar dach notim cu T punctul comun celot trei
drepte, atunci T are in plus proprietatea ci (T, B,o¢,C), (T, C,F, A). (T, A, &, B) sunt respectiv
concichee, deci practic ci: o~ AN
(9) BTC=CTA=A1B =120
Si revenim la problema noastra. Deoarece T, B,%, (’I&ml conciclice rezulta:
~ ~ . BIx=BCx=60"si CT&=CBR=60"
Deci BTAy = A TC = 60 => TA, = bisectoare in ABTC, deci:
Obtinem: .
s)
1‘el#)14§ )—“.-c) de rang 1 =T J{TA, TB, TC) de rang -1

Trebuie si calculdin distangele de la T la varfun pe care le vom nota astfel:
x=TA, y =TB, z=TC. Teorema lui Pitagora generalizata,aplicatd in triunghiunle BIC, C1A,
91 ATB fumnizeazi primele trei ecuatii din sistemul de mai jos
y"+ yz + 2= a*
(10) X“+xz+2A=b%
X+ Xy + yL= o
Xy +yz + zx =“—g§ S
Ultima ecuatie se objine astfel. . . ) . .
S -G [BIC] +G[CTA] + GATB] = Y2300 o XE 30120, AYSNAT ¢
Deducem ci- *

_3Q@ A A M-UWE' S

(1) x*+y* 42 3
) T a4+ T g )T et
(1) x+ytzs= a )_5
Scizind prima ecuagie din a doua obtinem:
YUt yz-xtoxz = a = (y - XMy FX) Pz (y -
(y-x)p(x+yrz)y=a-W=>y-x -:—9\'5'—‘ >y N

s

2
=a"-b >

—

c,

tX

“l

Analog:
: d-
2w —g— X

Y

10
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Dar 20‘-\0‘—(‘.\=s=>‘=4°l+bt+c}-2&
S ’ 3>

x :-!':—[——~—L°*‘° e W3y Uwc—m]-——— A+ @) W38\ =

Xx+tytz=s=> 3x+ =>

. 5 . )
A-3-25¢ conh 4203 ke SuR) = L R

- 2¥3 oot fo \A £ @S .
-—JS— BRSNCE AN )‘th =3 2&;:—)‘
Analog: 7_6 aba s\v&B‘\WO )

SR i e

2= 'Z.\ri qkt &\&(-* w)

Decr QSM( y, z) = ‘/Zkl 3 Q\’c 5“&*"6) z\fisﬁsbc §\!\@TG ) 2(&5& .M
Q‘osemu\.ua QGJ[("“ Skggg) :.mf&« 23} sw\E+ !)

de rang -1

de rang -1,
Q.ED.
Pentru a demonstra 11 avem nevoie de urmatoarea lema:

kc»«w‘))

Lema 1.4. Daci Q® k - (x, y, z) lard, d_, d. , reprezintd distanjele de la Q la latunile

BC, CA si respectiv AB atunci:

S X
do=-2_ .25 . X 29 _ 29
o 1*\ O b} db—-zx‘-T’ Ae_-—zh\’:‘v——g- -
Demonstratie.
A
C
4
S,
al I 4‘3 AL,
B b Q Ay £
Fie D= prga A, Q Nl Q. Din asemianarea triunghiurilor ADA , i OQ‘A lvem:é‘
\'N - -
Dar relapa lwi Van Aubel: AR Ag‘ \_) t ) =t ~
Q Nq B;\ I\
x* x*
Deci: Ao‘: hWo = —= -2

R A o

Analog se demonstreaza celelalte doua relatii.
QE.D.

;\—“2

QN
A

Observania 4. In cazul in care (Q este punct de rang k ” clasic *, dect Q ¥k - (a, b, ¢) avem:

LBy, . O I - L : )

_

s = 'E"-s =
relapie care figureazi in [9). pg. 60, unde sunt facute si unele particularizin ale lui k |

11
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Sa demonstram acum punctul 11 al propozipie anterioare.

A

PN s

8 ENTF

in fig 1.5 am notat D = prgcH, E = pry W, F = pro O. Trapezul HDFO este dreptunghic

iar WE este linie mijlocie, deci

Dar: Il&f((m A tgb, tg C) de rang 1
O€ N(sin 2A, sin 2B, sin 2C) de rang 1, conform punctelor anterioare.

Aplicind lema 1.4 deducem:
< :
wee_x‘.g:_«_____[-_jg_ o S\N2TA
& T2 Thrah  Zswd
v A asaad tosh & ;%Q .;'2%’:‘__
Zx~"2 ["ﬁ.’ e \'%Q ~ (AP S SURY W Q\’%B x 230 B e
Am folosit relaiile cunoscute: tg A +tg B +tgC=1gA "tgB -tg C;
sion 2A + sin 2B + sin 2C = 4 sin A sin B sin ¢
st am notat W=k - (x, y, z), cu intenia de a determina convenabil k, x, y §i z.
Avem in continuare:
22 cost - cosh . .‘_z Sl w3 ReosC -+ st A «.os&_):

Re e X
=" 3 S R st T2 sl

w E =(HD + OF)

= \_2- .. X4t R o x|
T AW s\ 2R 2ac¢ 2a% X'y et
A

—-——__’-——zaq\ogtsm&.[o ~(- P b d- \YX PARS U0, B (L ‘“ m>\ R oy

Analog: v
Fm= ABNaE + et - (at-e?))
E: 2 b 22
s Ale (at +b)-(a"-b*)')

Alegem k = | i determindm x, y, z
Cum ax + by + ¢z = 2§, obfinem:
25 _ 2% by o, SR o\
$=%x *_:LZ\L*’Z& s

unde §=Za[a (vt H. ) - (a* - c?)Y]
Dect: Z“" S‘

3 A
Dect: x = N[a*(b™ + ¢*) - (b* - c")"] TaT X = 'g.-[!’“(b’" tch)-(b™- C.')ll

st analoagele
12
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Obpnem in cnn_(igunrc: 2S .
QeM{FHar@- + &) - @) ). bt + M) -t -t
.?‘_*..[c"(al" + ) - (ar- b‘)‘)) de rang 1

Obserrvatia 2

QEM(a (B + &) - (Bt - &), bMa® + &) - (> V) |
(bR - (a*-bY) ) derang 1

QE.D.

c $1q.1.6.

12. Demonstrim doar relatia (1) care corespunde situatiei din fig. 1.6, deci pentru care :
Sp p
x
SLAB =S, BC =8 (A 2w .
5 G v o A v : . nek
Speram si nu se faci nici o asociere intre® 2= centrul cercului Fuler i 0™~ masura
P §
unghwlui Brocard.
Conform relatiei (7) avem:

NQ & Int A ABC: Q=1 _(gc. 2R L’*;)
In cazul nostru: Cat o)
BAC . Sww o dwee 1 saw .
Al T WG VARG W) M T e T T Wy
Dar: .
S —w) st A S
S T B Wl T e
Obginem:
WY
Bhy _C b B
AAC ® o~ A o~
Analog:
TR, swalCWw)  ostu M a & & .
AT TSGR fww B ek T g
Dect: % N Observata 2
_YL(::.[ _l% l.%; e Q=1 -(a* &, b"a", c"b‘)"g-;\; 1 - (b—‘_ G.'L' ;l) =

-41\-‘-’:( -2)-(b,c a),
QED.
Am folosit aici :
Observana 5. Q=K -(x,y, z) «»Q=1- (x‘,y“.z")
Inchciem paragraful cu incd doud leme Prima se referd la o proprietate punctuald in
clasele JUN. y. 7) iar a doua fumnizeaza o informatie asupra cardinalitagii unei clase ‘/(,(\_ y, 2).
lLemal.S Fie Q‘_ Qze,_/f(x, y, z). Atunci :
[QL™ki-(x,y,2),i=1,25ix, v, znu coincid toate] =¥ Q, = Q&=k, = k, |

13
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Lema l.6NX vy, z€ R:. mulpinile \/Z(.\, y, z) st R sunt echipotente.

Demonstratie. .

Fie f‘:j[(.\. y.z) >R, fA(Q) = kQ.\f-Qe,,/ﬁx. y, ), unde k‘ este un numar a i
Q= kg- (XY, 2).

Observatia 3 i lema 1.2 asigurd faptul ¢ f este bine definnd.

[njectivitatea lui f, e data de lema 1.5, iar surjectivitatea de definiia lui \/Z(\', y. 2)
(vez (1))

Deci f, este bijectivi.

Stim ca R este echipotentd cu orice [a, bJC R.

Avem deci: card R™ card R = card [1, 2] < card R‘;‘i conform teoremei
Cantor-Bemstein card K™ = card R, cu alte cuvinte existd o functie bijectiva f; R >R (Am notat
cu s 7 relagia definita pnn card A < card B dacd §i numai dacd A este echipotentd cu o
submulpme a lui B | unde A §i B sunt mulfimi oarecare. Se aratd cd " <7 este o relagie de ordme
totald in mulpmea numerelor cardinale).

Fie acum h: /{(x. y. 2)-=>R k(Q)=f,° f,(Q), ‘*QG‘MX, y, z). Cum f‘ £, sunt bijectin,
rezultd ca h este bijecpie, de unde conciuzia.

Observatia 6 ¥ Q& Int A ABC avem :

a)3Ax,y,zx0aix+y+z=151Q=21-(x,y, z);
b)Ix.v.z>0ai xyz=1-(x,y, 2).
Totul rezultd din observatia 2, luind N convenabil.
Observatia 7. Daca Q€ IntAABC atunci :
Q1 -(x" v, M)e=2QFk-(x,y, 2).

Lema 1.7 card R card W.

Demonstratie.

Fie £: KW, £(x) = ( €,.8,. ) unde (a,8,.5,)&W aii

(@880 - (x. 1,2) (M)

Aratam ¢ : (1) definipia este buna;

(1) feste mjectivi. "
(1) Relagia ™ ~ 7 este relapa de echivalentd pe (R%) deci  ( cx:_,B‘,(‘)e\V cu proprictatea (%)
Daca (x, 1, 2) ~ (@, B,. )€ W si (x, 1,2) ~ (B, §,) &W, awuci
(x,.8,.8)~ ((z,.ul.s;);:.;;;L-&‘,;;;;q?((r«_a,\,i‘,):(mxl\l,{)
(i) £(x¢) = f(x)= (@ BY) (& BF)~(x ,1,2)i=T2=>
>, L) (xp L) =>Tarf0al
In xy= In %‘ ¢ In %5 =t x,
In -);_—‘- “atin l} deci =1 §x, =x,.
In -;_- aln Ai'
Deci card R = card Ry« card W,
QED
Observana S. Daci «r, 3 &(0, @), ¢ # B, atunci mulfimile:
W, = (I an B) [ x (0. =)} U (L, 1, 1))
Wi ((dCy, B) [ ye (0. =)} UL 1, 1)}
Wa ((( B z) | ze(o,w)} O ((1, 1, 1))
sunt sisteme de reprezentangi pentru relagia (1), tar demonstrapia este suficient de simpla
Observana 9. Dacd W este un sistem de reprezentanti pentru relagua (1) atuna
card Wo-card R

14
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1.2. PROPRIETATI TOPOLOGICE ALE CLASELOR

/’j{‘ Ny, 7)

. 2
Consideram spapul  R™ cu topologia uzuali (H..Illl‘l‘nlllll cd lopologu uzuala pe R este

definita de una din normele echivalente || (x,, ..., x ) llg ‘ " L\')?
cup oz Usaufi(x,, . x) ] = max ([x,l . x|} pentru detalii vezi 6] pe. 29
In continuare se va lucra cu norma euchdiand || ||, cup =2

Lema 2.1 X, y,z>0: (X, y, z) nu este densa in Int & ABC
Demonstratie
Uubzam urmatoarea generalizare a relapier Leibmiz (vezi lema 5.1) :

NX,y, z>0. 8Kk A0 NMEInAABC aven:
k3

A W%
(1 Q=K -(x,y,2) 22 x"MA ~—Z‘QE]N—:"—— + (Zx‘)hl()’",

% ‘ C }iq. IS

Presupunem prin absurd ca exista x, y, z > 0 a.i clasuﬂ(x, y, z) este densd in

Int & ABC, dect pentru care are loc relaia:

()N M e mAABC ¥e >0 Hxy. 250D (Me) 46
Alegem un M&Int AABC a.i Mﬁ/ﬁx, y, z) . Acest lucru este posibil deoarece card W » card R
st {(/UX, y, z) } este o partific a lui Int AABC, deci alegem un triplet :
(N4.¥4. 2, )EW - ((x,y,2)} §i luam de exemplu M™ | - (X, Ya-Z,) (vezi lema 1.7 §i teorema din
pamyalu“ 1). Conform (2) avem ci :

(B)NE >03k¢ERai MQ <E,

unde Q punctul de rang k in clasa J((x y.z), deci Q >k - (\ y, z)
Fie € = mmn (d (M, BC), d (M, AC), d (M, AB)}. Din (3) rezulta:
3()\‘5./‘[(\ y.z)ai M()‘. . Q3 ke-(x,y, 7)
Fie €, n.f’/ 0(Qy=M =» Me‘/ﬁ\ y, z), contradictie).
Din (3) rezulta 3 ()s/((x, y, z)ai MQ“ g, Q‘: k- (x.y, 2).

A

15
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Obginem astfel un sir (Q )vodt._puncle distincte cu proprietatea ca :
(¥ 30 M()‘ e S af'—'—‘%_&'i,wj >1.

Avem dect:
(5) lim M() == 1,=0 (deoarecc Ilm =0).

Rescriem dt,lll?l’( 1) sub forma :

m m &"\
y 3
6) MQ* - X MA - ZS T
(6) ‘“Z MW S KZ
Cazul 1. Daca girul (k,))__ este marginit, atunci conform lemei Cesaro el admite un subgir

ny,e
convergent. Pentru a nu mai complica notatia vom presupune ci chiar (k ), este convergent si fie

LER limna sa. Ilecand la limita in (6) avem:

1))
—llm n MQuy.= ——-——-‘MAL Z-&lt‘},—_"‘ MQ => M =Q_=1-(x,y, z) =7 Me‘/((x Y, z)
conlmdlqle Doty \Zv)

Cazul 2. Daca girul (k,)) . este nemérginit, atunci el este nemarginit superior sau inferior,
deci are un subgir convergent sau la + « sau la - © Sa presupunem, fira a restrange generalitatea
cé avem chiar lim ko= + «.

(nul’lO*x\y<z e

(L) A A N o
i = 2 = 2] MO 2
Avem: MQ\;Z_ TONE )‘“ -MA— 5.)"" aand 1:1:1_‘M() MC
\'i) 3z z
=>M = C &Int £ABC, contradictie.
Cazul 2.2. 0<x<y=z

¥
\‘) Mp.} 4 MBRME g (8 Q) \}i‘)

Atunci : MQ = B
tunci \_L\"\ klz " + 2 (l*&%)KN]L

S X L
si deci < 0 = lim MQY = “E’,f‘“- o =7 MB"+ MC™= 3 (vesi fig. 19,)
I
-3
.
4\'%' 1.9
Q ', C

Dar - BM*+ CM*- 2 BM-MC cos BMC = =BC"=
2|}M M( wsnf?-—“ 0 7BM(>90 7BM FOMTs BCT SR
Dar BM +C M 1 , deci 9;- >a , absurd.
Cazul 2.3. 0 < x=y=z
In acest caz O« Q *“l # J, contradictie. ;
Decrdacin, y, znu Lmnud toate trei, presupunerea (2) tacuta este falsa g dect f[(\' y, z)
nu e densa in lnt AABC

16
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7 atunci fic M mijlocul segmentului AG s fie €- -L(aM Avem:

Dacix =y
DM € )nﬂ(\ Xx) DM EHN(G) - V‘n.lulm g.’!}((\ X, \)nu densa in Int AABC.
Qr D
) Lema 2.2, Fie f Ji(\. v.7) > R 1(Q)~dg(Q) ,V(\)G‘/‘((\, y. 7)., unde
da(Q ) este distanfa de la Q la BC yix <y ~ zsau x > y > z. Atunci f este mjectivi,

Demonstratie.

Fie Q™ ki-(x,y.2) 1= 1.2 $! presupuncm f(Q‘ ) = l'(Q‘_) Atunci:
¥4 / Xy L X a3
LSRC N W WL SRR ET N T SR N T
ZX‘\A —z“‘- A (=2 Al 1‘)\*\%)l. - ‘-'{VT)\‘*.%\“ (__>\ %\ o tﬁ— _k;—\ -

Fieg: R—»R.g“(\)ﬂll* B cua>lgib>lsaua<lgib<l
g N) = fma+binb.
Presupunem a > 151 b > 1 Awnar g, (x) > 0 oricare ar fi x de unde rezultd g este strict
crescatoare, deci fimd §i contnua rezultd ¢i este injectiva.
Pentrua =L > 1gab - 3— > Lresulti g este mjectivd de unde obginem ci
Qq= Q, deci ¢ feste injecunvi %

QED.
Lema 2.3, Oncare ar fix, y, z > 0 avem ca j&\ y. z) nu este desclusa in R"
\ cu topologia uzuala.
Demonstratie.
Vom presupune x <y <z, A

b

-~ FAokp#

C ;\3 4o

o/

ﬂ(x y, z) = desclum’iC >V()€\1\ y,2z): J((\ y, z) = vecimdtatea lmi Q =2
3D =discin R ai Q EI)CJ((\ y. 2).
Fied || BC,Q&€dsi (M, M_) =dOFrD. (um Q¢Fr D -2QM, > 0.
Fie M nylocul lni QM. DeciQM 40 >Q / M (7)
st de asemenca ¢ Y\é.‘ l)C./((x y,z), QM || BC. Dar din QM || BC resulta
do(Q) = da(M) na2 >Q = M. contradicpie (7)

QED.

Lema 2.4.(A B, C)f\j{(X. y.z) 4 (Ifdacé [ {x.y.z} |22
Demonstrape.
Sa presupunem X <y 7,
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“onform lemet 5.1 avem:
Con unn(qg)mu avem AQ‘.: @ E ‘*QIY ity S_ )y ax
8 [N e

unde, reamitim, Q ¥ k- (X, y, z). KER* . Deci :
% e S *
ohe e T (3

b+ T

Funcpia: 1 (=0, 0)—=R .

A “ =\
o el T4
este evident continua pe (=, 0) st avem : hm f(k) =D 0
Dect V‘£>03kia| MK <Kkg: f(k) €. Deci contonu(lO)
V‘€.>03k c7Z%ai vk« ‘Kt AQ <R 4= =>NE> 03 k¢ ez” aiYk<k¢:QeD(A & >

CONE>0:D (A, € ){\J{(\ v,z) t ¢ sicum A € Int AABCDJ((\ y, z) rezulta ci A este punct
de acumulare pentru JUx. y, 2), deci AE.;Z(\ y. z).

Acum dacid x ¢ y ~ z analog se aratd (facand kK = +o) ci LEJ((‘( y, Z).

Dar: (A. B, C\H~x.v.2) 7 .
QED.

Consecinga 2.5. ./‘((\ y. z) nu este inchisi in R cu topologia uzuald daca

(10) AQ =

79

card {x.y.z} »2.
Demonstratie.
\ema.y

./Z(\ y. z) = inchisa &> J((\ y.z) = f((x y, z) ======(A, B, C)ﬂf{(‘( y, z) # (b
Jluvl)cb&am(/\ B, C}0\Int AABC # ¢ . contradictie. ”
QED.

Observagia 2.6. ./((x. X, X) = (G} este singura clasi inchisa.

Teoremi. ¥x, y,z>0: J‘((x. y, z) este 0 mulfime RARA in Rcu topologia uzuala.

Demonstratie.

Conform [7] , pg. 17 : 7 O mulfime A din spagiul topologic X este mugime rard , dacd §i
numai daci oricare ar fi mulfimea deschisd nevida D, exista 0 mulpime deschisa nevida V astfel
incat VED si VNA = ¢ .

Fie deci D o mulpime deschisi in R*. Daci D - Int AABC # ¢alum.| existd
Mg €D - Int & ABC. Din faptul ¢ D este deschisa ;l Mg € D rezultd ci existd € > 0 aga incit
dNul de centru My, si raza €4 este conpinut in D.

Fic £~ 4 min (d (M, AB), d (M,. AC), d (M, BC), &} . Atunci -

D (Mg, & )N\ Int AABC = ¢ DM, , &) CDsiD(M,, £,) este evident deschisa.
A
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Daca @ 7 DC Int AABC s presupunem prin absurd ca
(11) ~VCD, V deschisi Vn‘/l(x, y.2) + @
Fie MED. Cum D este deschisa rezulti ¢a exista €. 0 ai D(M,&,)CD.
Fied | BC, M€Dsi (M, M,)=dOFr D(M,E,). Cum M, M,& D (M, E,) rezultd ca
M,. M, €D . (12)
Aratam c¢i M, | M,ﬁ/éx, y, z). Sa presupunem M‘fo,(x, y, z) ; din demonstrafia lemei 2.1
avem:
(13) 3€,>0ai DM, ENA(xy, 2)=0.
Si cum M, € D rezulti ci existd €,> 0ai D (M, E)CD si conform (11) avem:
(14) DM, EQNN(x, y, 2) + P
Fie Ef min (€, &} > 0. Deci D(M,,§)SD (M, ,€,)siD (M, ,E)cD (M, &)
Conform (13) avem:
(15) DM, &0 Hix, y, 22D (M, E)NHx.y, 2) = Bsi
D (M,,&a)gl) (M,,&)CD giconform (I1)avem :
(15") D (M,, g)nf(x, y, 2) ¢ B,
contradictie (157). Deci M € N(x, y, z) . Analog:
(16) Mye J(x,y, 2) siM# M, .
Cum d || BC §i M,, M, & d, reluind ragionamentul din lema 2.3 obginem ca M,= M, contradictie
(16). Deci D deschisa in plan 3 VS D deschisa a.i. Vn./'((x, y, z) = ¢ =7J((x, y, z) este RARA
in plan.
QE.D

In continuare sunt reprezentate cateva clase de puncte /[{(x, y, z) , realizate cu ajutorul
calculatorului,

19
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2 3 3
M(35.00,5.00,2.00)> M(3.00,1.00,32.00)>
1
2 3 2 3
M<4.00,1.00,2.00> M<0.50,10.01,24.00>
1
2 3 2 3
M{(9.00,18.00,7.00)> M<4.00,0.11,3.00>
20
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>_

1
2 3

2 3
MC(4.00,0.91,2.73) M(4.00,6.91,39.73)>
1
/\\
2 3 2 3
M14.00,0.91,2.30)> M<4.00,5.91,72.73)
1 1
2 3 2 3
M(4.50,1.91,3.30) MC(7.00,5.10,7.73)>
21
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2 2
/Q / | \
3 4 3 4q

M¢2.00,0.70,2.30,8.00)> M(4.00,6.91,9.30,4.00)>
2
1
3 4 4
M¢14.00,0.91,8.00,9.00> M¢4.00,5.10,72.73,10.00>
2 2
1 b §
3 4 3 4q

M<¢3.00,1.91,3.00,3.00)> M(2.00,2.00,10.00, 10.900)>

22
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3 4 3 4
M(2.67,4.70,12.80,81.00) 1M¢0.03,6.10,35.30,7.00>

49 3 4
M(0.40,0.91,81.00,19.00), M0.04.35.00,0.72,1.00)

/ \ -\,

4 3
M(0.30,9.81,3.70,3.00) M¢2.74,12.00,1.98,1.00)
23
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1
3
6
4
S S
MC 1,23, S5, 7, 9,11 M<C 3,25, 7, 9,11, 1)
1 1
3
(3 6
q
S
MC 7, 9,11, L, 3, 5 MCS, 7, 9.14, 1, 3
. 1
3
\
6 _,_‘—;)6
N
S

24
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@

MC 2, _4,12,81,10, 49

"‘1% 1, 1, 1,10, 9
1

MC 3, 3, 4, 4, 5, 5

™

L L4 3. 6, 5, 7,

I

MC 4. 2;5 2, 1,10,10>
1

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Mc12,.3, 1, 8,10, 4> MC 3,16, 5.17,12.10
1 1
o
3 3
\
\ /_)6
4 / a
NG
MC 7, 1,2, 3, 9,9 n(3 1. 8,10, 4
2 ? g 1. o
1
///
3\
a e €
- '/
N
s
MC 3,13,14, 4, S5, 9 M 1, 2, 3, 4. 5, 6>
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2. PUNCTE IZOTOMICE. PUNCTE IZOGONALE.

- -

L Fie ABC un triunghi ascutitunghic g cevianele AA", BB, CC’" concurente in punctul
Q'€ nt AABC. Vom presupune cid Q'3 k - (x, y, z) , deci ci:

B"‘ _( ) _Q_j‘_‘_z\_‘s_)‘ e _\-1-) “Y,*>0 ,xaR"
Fie A", B C” simeuicele punctelor A’, B, C fajide Ag s rspecnv B, § C, unde am notat cu
A,.B, (. mgloacele laturilor BC, AC §i AB

Definitia 1.
a) Cevianele AA’, AA” se numesc izotomice ( analog BB’ si BB", CC’ i CC").
b) Punctele Q" §i Q" se numesc izotomice ({ Q") = AA"NBB"NCC").
Teorema 1. Daci Q= k - (x, y, z) iar Q este izotomicul siu, atunci:
Qm(-k)-(x,y,2).
Demonstratie.
Fara a restrange gcneraluatea si considerdim cazul din figura de mai sus. Cu noumle
uzuale avem: BA" = BA,- AjA" =3--A,A =A'C
AC=A A" +AC =+ A'A.=3-+ A'’A=BA".

Deci: L LN Y TN
ATTRRT -"-\T)
Analog: _Q&._‘_ _\_l)_‘. P _k\'_ o
QA \x/ S T ) .
Obginem: Q"= ( -k) - (x, y. 2).
QE.D.
Observatia 1. S-a presupus implicit cd x, y, z nu sunt toate identice (Q° # G). Daci Q G
atunci evident A” = A" =A gi analoagele, deci izotomicul lui G este G.
Observatia 2. Teorema | arati cd punctele izotomice sunt de acelagi tip ( fac parte dm
acecasi clasd /{(x, y, z) iar suma rangurilor lor este nul).
Propozitia 1. Daci notdam cu Q , punctul de rang k dintr-o clasi J‘Qx, , Z) atunci:
D[AkER"2i Q\Qu || BCJ<=>[¥keR*: QQ,|| BC)e=>[x={yz]
2)[+k €R*: Q,, Gsi Qsunt coliniare ]<=>[J k€R*:Q,, G Q‘sunt coliniare J¢=>
<=>l(x=y)V(y=2z)V(z=x)]

27
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Demonstratie.

l)Avem "Q kQ (3
% — =3 %N Y*S Y -\-I
QU Qu I BC=> got-= gt S TR o

unde A, 2=t AQ,NBC, k @ R*.
Dacip,,p, ,p, sunt propoditiile logice din concluzie, avem deci R <P, R P,
de unde: p, <=>p <=>
2)Siprmnpunempmtbsndci AkeR*ai Q, G i Q sunt coliniare iar x #y ¥z # x
Daci de exemplu Q,Q,J| BC atunci .

AQe AG  AQx
AMQe A QA

@*-n

&
ry*+z0=2x" si x=\yz, deci (y{ -z“)-0<->x=y=z,contndic;ie

A
\
a. \“
[ [ OB, A ©

Deci Q, Q. nu este paraleli cu nici o laturd a triunghiului. Fie (M) = Q,_Q.‘[\BC ( vez figura de
mai sus ). Aplicind teorema lui Menelaosin AAA A, |i transversalei MG obfinem:

Mhe A6 Aaw Non bbel WAt mAR WA an®
Mh "CTA Qe e =T =7 A T AW T T
MAK _ MAe x= MA x"

ke~ 20l “ a2 =7 M e T Travow®
Aplicim teorema lui Menelaosin AA A gi transversalei MQ:

M~& *-u.Q-s AQw \MNJN - x® w* g 1‘*—'&‘ A =m>
"~-\& Q- Quh ™ =A ? Pl s *\ “ TS w e

= XS ) Ky =0 (K- Yy (R ZN) =0 => x =yt snux=z =X =2z saux =y
contndncpe

Deci dacd p_, p,, p‘sum cele trei afirmatii avem: p, =» p‘ﬂp Dar p, =p, ( rezultd din

observatia 2). Deci p, =>p_ =p_ =>p, .
QE.D.

IL. Definigia 2.

a) Cevianele AA’, AA” (vez fig. 2.1) se numesc izogonale daci BAA A/R

b) Punctele Q’, Q" < Int & ABC se numesc izogonale dacd §i numai dacd AA AA” gi
respectiv BB, BB" si CC’, CC” sunt perechi de ceviane izogonale

Lema 1. ( vez [5]) Dacd AA",AA" sunt ceviane izogonale, atunci:

® ~\ .
nNT 2"& '{‘_)
Demonstratia este imediati.
Teorema 2. Dacd Q Sk - (x, y, z) iar Q' este izogonalul siu, atunci:
QE1-(a X, By &Y
Demonstratie.
Din lema 1 avem:

5’*'_\__).__.___. P %“-_if:_
. ) \ ) NS
si analoagele. Obginem: Q"= 1-(a x, by, cz"Y).
QED

28
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Aplicatii.
1. Daca Q'\= H atunci, ium H=1-(tgA, tgB,tgC)avem:
W o b < N oteos x
R e A L -
Qo R—-("‘t sintA cosh | wgd s'm’:& wos® 5 Yyl sinte m\c) -
sinh sSw\y [N
=>Q"= | - ( sin 2A, sin 2B, sin 2C) (conform observatiei2)= Q" =0.
2. DaciQ ' =G=1-(1,1,1)avem:
QRI- (a1 I I =2Q s 1-(d, b, cM)=>Q ¥2-(a,b,0)
(observatia 7 paragraful 1.1) => Q" =K = punctul lui Lemoine de intersectie al simedianelor.

3. Daca Q' =T=(-1)-
(punctul lui Torricelli) atunci: “ . .
o = '\_(0,_ smL:H._o_) , B x\v\l:*EO) , - s«\&:«g}) -

5’\‘\{*“\' ') an(B+6S) stalease)
a > [§ 3 [

=>Q ¥ -(sinAsin(A+60"),sinBsin(B +60"),sin C sin (C +60%)) =>
Q=] 4-}- cos ( 2A +60%), - cos (2B + «so‘),‘T -cos(2C +60%)) .
4. Daci Q' este un punct de rang k in sensul clasic, deci Q" =k - ( a, b, ¢) atunci :
Q" = (2-k)-(a, b, c), rezultat citat i in [9] pg. 64.
Ardtaim in continuare ci a, b, c) este singura clasi de puncte din interiorul unui
uiunghigare isi confine punctele izogonale.
Propozifia 2. Fiex,y,z >0gi|{a,b,c}| »2. Dacd Q este punctul de rang k in
j[(x, y, z) notam cu QK izogonalul sdu. Atunci:
[3 keR* Qe(x, v, k> Wk eR*: Qe H(x, y, D)<= [Hx v, 2) =S (a,b, )]
Demonstratie.
Fiep,, p, by cele trei propoztii de mai sus.

P, =y :3keR= QeMixy, 1) =>(xy, D2 (@ X By", Y =>

_ 1 =X - %
=>3 %0 In =¢In—§_?‘—=d(21n7\-+ kln—y-)

X
X
g = (2l g+ ki)

In 5= (2 I+ k)
Deci A o«€#0: (1 +dk)ln-:—= Zdln-% si analoagele.

i X
Fieot =—35—#0 (ct#0! si &ABC = neechilateral),

1Y .
Avem: In& = o In—}—‘, In%—-=d.' ln—’%_—; ln—g\.—=¢' ln-%- , deci: (x,y,z)= (a,b,c),de

ylnde : ./{(x, y,z) = .f((u' b, ¢).
In concluzie: p, =p, =>p_ =p, .

QED.

29
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3. CONFIGURATII REMARCABILE.
3.1. CONDITH DE COLINIARITATE.

S& considerim un triunghi ascutitunghic ABC i punctele Q;, Q2, Q3 in interiorul siu.
Ne punem problema determinirii unei conditii necesare si suficiente ca punctele Q), Q2, Q3 si
fie coliniare.

Fie {A;} = AQ:nBC, {B;} = BQinAC,{C;}=CQinAC, i = 1,2,3 (vezi fig. 3.1).

fig. 3.1
Vom aborda analitic problema coliniaritagii celor trei puncte Q1,Q2,Q3. Ne vom prevala
de urmitorul rezultat (vezi manualul de "Geometrie Analitici" , clasa a XI-a, pg. 39, Editura
Didactica i Pedagogica, Bucuresti, 1987) :
Lema 3.1. "Fie punctele distincte M |,M;,..., M, avind vectorii de pozitie

— >
OM,, ..., OM, si numerele reale m;,...,m, cu proprietatea ci m;+...+m, #0. Puncul G
definit prin:

> — —_— —
OG ___m.OM. +m;0M;+.. +m,OM,

m;+tmy+ .. +tm, -

se numegte centrul de greutate al sistemului de puncte (M, M3, ..., My) relativ la sistemul de
ponderi (M), My, ...,my, ).
Dacd Mi(x;,yi), 1=1,2, ...,nsi G(x,y), atunci:

myx; +myX; +..+ mgXq | o mp+tmp+ .. +m,
m; +may+ . +tmy ’ m;+my+ . +m,

X =

AQ©. ha)

Q,
N X

B D C
(-c cosB0) [0, 0) (b cosC,0)
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Lema3.2. Dacixy.z - 0sikeR™5iQ € Int AABC astfel incit Q ~ K - (X,y,2)
atunci Q este centrul de greutate al sistemului de puncte (A,B,C) relativ la sistemul de ponderi (
Xt oyt zY

Demonstratie.

Fie O un punct in planul triunghiului (vez fig. 3.3).

fig. 3.3

Vom arita ca:
> -— — —
: xX OA + yX OB + 2*OC
0Q =

Xk + yK + zK

(§)]
Avem:

—emp —r — —> —> —
Zxf0A =X xk (OQ + QA) =ZxF0A=C xH0Q+Zx*QA (2

Conform relagiei Von Aubel avem:

AQ v [ AB; _)’”
2 (— St ) = A= E Ay
()I-unem
— g"_‘) k —> -
AQ = Z (AB+BA1)
X

Dar:
BA, _ A BA, _
A= RSN o BAI= BC:’BA' ‘*‘BC
Dec
_--)I yr 4z = o )’ *zk—’ s RO
A(\)__Z_T( +;T*?BC =>AQ AB+Zx BC =
o & s gkt TP x (2 - - K 2 X A |
AQ=3"T AB+ BA+AC):AQ= rAB+ R AL @)
Rezuha.

.k?— Xty _—)+ xtzt _C)

X Q—Z AB > A (4)
Analog

k?— Xyt 13—/:+ ¥z ?3—(‘)

y* BQ z T ®)
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k z°X zy
7 0Q=4% CA++L; CB (o)
Din (5), (6), (4) objinem:

Din (2) $i (7) rezulta:

—> T
% x 0A = (X x%) OK = 0Q = &2
QED

Lema 3.3. Daci, Q € Int AABC, Q =k - (X,Y,Z iar xOy este un reper cattezn

oarecare in planul tnunghiilui, atunci avem:

; ; X x k ok
X Coxax gyt exe 2t o YaXtygyitycz
Q ka "y'k+z‘“ y x'l+y'k+z'k

unde am notat cu (XM, Y ar ) coordonatele punctului M din planul triunghlui relativ la xOy
Demonsiragie
Totul rezulta din lema 3.1 gi lema 3.2
Putem acum sd demonstram urmatoarea:
Feorema . Daca X;, Si, z; >05ik; € R*,i=1.2 30O, ¢ Int AABC asfel

i=1,2 atunci

>

incat (,)l ja kl - (X., yp zZ;

k[ kl k)
X1 ¥y %
@ 5 2 k k.
Q1. 2, Q3 sunt coliniare <> x'z(‘ Yy z,' 0
ky ki Kk,
X3 Y3 73
Demonstragie
Consideram reperul XDY unde ) = prge A (vea ftig 3.2)
Avem
,\l.l ’\IGI |
(%) Qy, Q) Qv - colimare ¢ | Xg, Ya, 11=0
X(;| y(iz |
Xy x ¥ X'
Dindema 35 avem: X = = ﬁ—k Yo = '.yA ,i=1,2,3
' RN ' z "i‘
Dai a0 ya=h,
Nn ccos B Vo =:()
Ne =beosClye=0
Dect
) _-ucusByr'*bcmCl:i
] N i=1,2,
y — hlx-‘
Q, 3] x:‘i

Dhin (8) 91 (9) rezulta

1 k k
< cosBy,' +bcos Cz' h,x;' l)

zx z x

2y Q2 Q3 colimare < (

1=1,23
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wB ki ki ki ki kK
" W Lk k 8B ki _
b cosCz' -c cos ByY x;' L x)' wC 21 Yy Xi Yo t7

~ ks N k - Ky . gB _k; k> k2 ’kz ’k
beosCzy -ccos Byy x3' Zx)' |=0& | B2y -y)' Xy y)'+ 2,
~ Lk k k ky gB _k ky _ky _k
beosCzy'-ccos Byy' x3° Z x3 ':_L 73 - Y3’ X3' ¥y +25
Kok kg ok
zp Xy, tz

Ky _ky

1
%

ky

2Rsin(,‘cos|i=()<:32RsinCcosB(::-%H) 2 x5 YWy =0

'k, k; ky ky
zy X3 y;+z;
Kok Uk K kK
Z, X ), X1 Yy 7
, Ka _ky k| — k2 ky k| =
iz 7y |0 x vy 7, 0
ke _k ky kK
Z3 X3 Ya X3 Y3 Z3
Consecinga . Avem:
1 1 1
. BC, BC; BGy
Qi, Q2, Qs, =coliniare < | TA Ta Ga [ =0 (10)
BA, BA: BA,

Demonstratie:
Conform relapei (7) din paragraful 1, avem:

V Qe MAABC: Q~1- (X1 1, 2

QE.D.

- . . BC, _ _BA, . _ .
Aplicam teorema de mai sus pentru K, = 1ix; =z yi =1,z L 1=1,23.
;

TACe
Prelucrand determmantul din teorema obginein (10).

Aplicatii '
1. H, G, O sunt coliniare
Demonstragie
Conform propoztiei din paragraful 1 avem:
H~1-(tgA tgB,tgC)
Gel-(1,1,1)
O=1-(sin2A, sin2B, sin2C)

1 1
gA 1igB 1l |=
sin 2A sin 2B sin 2C

tgB-tgA tgC-tgA | _
sinB-smA sinC-sinA

] .

Z;;—é cos C

= 2sin (B-A) sin (C-A) - c 5
-COos8 - COS

cos A

=0 = G, H, O coliniare

2 N, L G sunt colmare.
Demonstratie
Contorm propozgiei din paragraful | avem:
N=1-(p-a, p-b, p-¢)
I=1l-(ab,c¢)
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Gal-(1,1,1)

Deci avem:

p-ap-bp-c ppp
a b ¢ |=|labc|=0=N,I G =coliniare
1 1 1 111
QED
3 (Generalizare 2) Daca x,y,z sunt trei numere reale §i strict pozitive care pot fi laturile
unui triunghi, iar p) oot (x+y+2)/2 awnci: Qy, G, Q;sunt coliniare, unde iar .
Demonstratie .

Se aplica teorema anterioard.

4. G, 1, K sunt coliniare daca gi numai dacd ABC este isoscel.
Demonstragie .
Conform teoremei anterioare §i propozitiei din paragraful 1, avem:

111
G, LK, =colinigre <> | a b ¢ | =0 (ndemondes (v _a)(c-b)(b-2a)=0¢>

a? b? ¢?
<> AABC = isoscel. ‘
QED.
5.K, O, l'.'sum coliniare dac gi numai dacd AABC este isoscel.
Demonstratie
Ca mai sus avem:
0, I, K coliniare &>
sin A sinB sin C acosA bcosB ccos C
< | a b ‘¢ =0 a b c =0
a? b ¢ a? b’ c?
1 1 1 . . . .
_ smB-sinA smC-simA | _
< 4 5 ¢ *0e B A C-cosA | ¢
Cos - COoS (MO - C
cos A cos B cos C
sin 254 in $2 5in B =0 A =Bv C=Av C =B & AABC = isoscel
QLD
6. (O noud demonstratie la propozipia 2.1.2)
Daca Q = K - (X, y, Z) iar Q' este izotomicul sau, atunci:
Q, G, Q =colmiare @ x=yvy=zvz=x.
Demonstratie
o I yEoxk Z% oy
Q G, Q colinmare <> | X Yy Z =0 | woyv a a0 |[=0<
L1 ol e
Mg xt yk x* 2 |
< (y* - x¥) (2% - a%) Ik lk =0 xk=yb vzt =xbyyb= g (A
(xyz) AN
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SOX=yVvy=2zZvz=X
d QE.D.

7. Daci ABC este un triunghi ascutitunghic atunci:
T sin2A cos 2A sin(B-C)=0
Demonstratie .
Sa ardtim mai intdi ci daca Q = 1- (X, Y, 2) iar Q' este izogonalul siu, atunci:
(11)  Q, G, Q sunt coliniare <> X a’yz(y -z) =0
Din teorema avem:

111
' y-X z-X
Q,G,Q=coliniare <> | X Y Z [ =0 | a2y 2002, | =0
a? b ¢ Xy Txz
X Yy z

< (y - X) (c3xy - a%zy) = (z - X) (b?xz - a’yz) > c2xy? - c2x?y - a’zy? = bxz? -

-b2x%z - alyz? <> alyz (y-z) + b2xz (z-x) + c¢3xy (x -y) =0

Acum, daci Q=H=1-(tg A, tgB,tg C), (11) devine
(12)Ta’tgBtgC(tgB-tgC)=0

deoarece izogonalul lui H este centrul cercului circumscris O i gtim (aplicatia 1) ci H, G, O sunt

coliniare. Prelucrand (12) obyunem concluzia.
QE.D.

8. Daca Q = k - (X, y, z) iar Q', Q" sunt izotomicul §i respectiv izogonalul siu, atunci:
13) Q, Q’, Q" =coliniare <> x* (b2 -c?) + y* (c?-a*) +z¥* (a®-b}) =0
Demonstratie
Avem conform teoremelor 1 si 2 din paragraful 2 ca:
Q=~(-k)-(xy2)

Q" ~]- (azx—k, bzy-k’ czz-k)

inlocuind in teoremi si prelucrand convenabil determinantul obginem (13).
Q.E.D.

9. Daci ABC este un triunghi ascutitunghic neisoscel, s se arate cé existi un punct
Q € Int AABC \ {G, 1} a.i. Q, Q', Q" si fie coliniare, unde Q', Q " sunt izotomicul gi respectiv
izogonalul lui Q.

Demonstratie Cazul Q € {1, G} nu prezinti interes deoarece Q"=1=Q/Q'=G=Q
Daca avem de exemplu a < b < ¢ atunci un punct Q cu proprietatea din enunt este:

Qzl-(l,2, S 41

-a?

Pleciind de la (13) se aratd mai mult, ca existi o infinitate de puncte in interiorul triunghiului care
se afld pe dreapta ce unegte punctul izotomic si cel izogonal punctului dat.
De exempl, in ideea a <b < ¢, avem:

. c2-b? 2, b2-a? 3
VXx,2>0:Q~1- x,Jﬁx +;,—:;z L Z

se afla pe dreapta Q'Q".
Observatie.
Daca A %2 {Q e AABC|Q, Q’, Q" = coliniare|} atunci, cu ajutorul teoremei
Contor - Bernstein se poate arita ci:
card A =card R

cu alte cuvinte existd suficient de multe puncte Q situate pe dreapta care uneste punctele izotomic
st izogonal corespunzitoare lui.
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3.2. CONDITII DE CONCICLICITATE.

Teoremi. Fie ABC un triunghi oarecare §i si considerim patru puncte distincte
Q‘, Qr Q,, Q, in interiorul sdu. Dacd Q~ k- (x{,y;,z()cukE€R* & XY % >0, i=14
atunci: Q,, 2,Q§,QH sunt conciclice dacd gi numai dacd A =0, unde: .

a y““z‘,‘“b’l xf“ 2o+ @ xSayka
A A A JA
X y"*z"‘
A Yo" % "W <
Xq +y‘k+z‘
S S
% K\z‘x
not R Xa, Ky
A Xz 7Yy TZq
a Ky K a X, 2 L3
ay, Zyp+b x": zgte x‘:‘yll
%3 K,Z&l
X3 Yy 2y . % %
Xy tyy tZy
N T P L T L
ket 0N Z x>z My
XQ'Yy Zy
Xy +y“ tzy
Demonstratie.

Vom considera un reper cartezian cu centrul in unul din vérfurile ascutite ale triunghiului
ABC, fie acesta B .

N

Alcos B hq)

)
|
| Qvﬁ)\h)

1 .
8(0,0) Cla,0)
Din lema 3.3 avem ci, dacid Q <k - (x, y, z), atunci:
A 8 w 'S w W “
X :KA'X XY 4+ e Z R Yo Y e 2
aQ X+ YEx2% P A

’ Yq:

sicumincnzulnoslm:x,_=ccosB,yk=hQ,xb=y‘=0,x¢=|,yq=0,obﬁnem:
“ w
_ccosB- X" *a-2 oy X+
o= PR I PASNLVPTS

at 4 C — bt h 29

st inlocuind cos B = o ,hq=—5—, obpinem:
= Attty a
a * Ay T Za
(1)
w
- L L2
Ya© XX A Y* « 2% a

Fie acum Q‘, Qz‘ Q!' Q.1 patru puncte distincte in interiotul triunghiului
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QT ki-(x y .z ) cuk #05ix,¥,2>0, (¥)ie(l, 23,4}
Q,. O‘L' Q,. Q,, sunt conciclice dacd §i numai daci :

Ly RS
Xa,*Ya, Xa, Yau !

X tYE  Xq, Y 1
Q. Q. v IR -0 )
T LN

xQ‘+ y‘is Xa, Ya, 1
N 1

xQn.+ th xQ‘n Yau 1

Din (1) 5i (2) rezulti cd Q Q . Qs' Q sunt conciclice daci i numai daca:

A A A
Q"(z—«lﬁ[((l‘-+c’~_b’~)-x +2a" z‘() +16 S* x ] Xa\" Yay II.“T\.\ 0>

[ A . :
l ‘Q'W(( a-bad) xF 28288 41680

it A4S W\ il
,_q"{;'in[(n"wrc"-lf‘)x +2a 2] -z—,}‘—‘-x.\.;-a 1 =KL 0¢=>
{((l"+c"-b")x“+2a"z“) + 168 “‘] [(a* + - bY)x( +2a%20)

(xS (BT

vern~ 0

Inmulpm coloana 3 cu (a + ¢ -b ) si 0 scidem din coloana 2. Obfinem ci Q Qqu Q‘. Q‘
sunt coaciclice daca si numai daci:

(ot c™bY) xy +28°25) #1687 x ¥ 2y (Tt (ZATh (zx“ﬁ.rgu
Mt e &abhy xS+ 22t + 16 8" “] “(Zx\“) y‘(Zx:“) L(fo‘)‘ .l—
Dar : I(>S =2ab+2b0&+24¢ ¢ -(a' b +c") cum se poate verifica imediat,

din formula lui Heron ( vez giproblema 1 din culegerea ~ Probleme de geometric ™ de
Pumser-Popa ) si deci vom avea cd Q,, Q,, Q‘, Q,, sunt conciclice daci §i numai daci:

||4¢"c‘xt“+4az +4a (@ +c-b )x‘ z *‘(Zx ) y“(Zx“) 2 Ex NS 0=
1.}““:,( b X 8 Xy (ZxM) ,.\“(Zx'(“) 2R (P )u\"* ﬁ?
Tat 2t v -t & -y @A) v @Y 28 ET g Gy,
R A T AN £ 1 B -2 BN 02D N L

QED.
Prn " C, @ C, - *C," am notat faptul ci ~ iumulfim coloana 2 a determinantului cu c* i o
scadem din coloana 1 “s.am.d.
In contmuare sunt prezentate cateva reformuliri ale teoremei mai sus enuntate, care in
funciie de context, se pot dovedi mai avantajoase fajd de forma determinantului care apare in
teorcina
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Corolar 1. in conditiile din teorema anterioara, QA " QL, Q., Q,‘ sunt conciclice dacé si

numai daca:
o
x:l y:: z :l
x:’ y:“‘ z : s
Y I
Demonstratie.

Se foloseste relatia c. 2) din lema 5.1.

N

1 2 2
X 'AQQ*‘ y:‘ﬂ ‘BQ,+ zr“ CQ,

A

%a
Xa

AQ .t BQL+ 2t CQY
T 2
X3 AQpHy* BQy* 23 CQ,

X Ao SN RO L5 a2
Xy AQ.ty, N BQ 2z M CQ

Corolar 2. Q o Qi, Q‘, Q,‘ sunt conciclice daca gi numai daci:

X :4 y:‘\ . Z:"
Sl S
X :s y:s z:"
S

WG

\H
Corolar 3. Dacidg ,d, ,d¢

(ZxY)
((Zxfe)
s '(Zx")
% (ZxE)

! sunt distantele de la Q; la laturile BC i respectiv CA i

AB,i= ﬁ , atunci Q“_ Qx, Q‘. Q_ sunt conciclice daci §i numai dac:

gobe g g

O T bt

PRI

g g
Demonstratie.

Totul rezulta din lema 1.4." si corolarul 2.

LY
0Q}
S

0Q,

X

0Q,

S

0Q,

Propozitia 3.1. ( cercul lui Brocard; vezi §i 8.7, 8.8 pg. 83 din [3]). Punctele Q, , X0,
eentrul corcului vircumscris O gi punotul simedian K sunt patru puncte conciclice.

Demonstratie.

Conform propozigiei din paragraful 1 avem:

K=2-(a b,c¢)

O =1 - (sin 2A, sin 2B, sin 2C)

R (-2)-(b,c,a)
A (-2)-(c,a,b),

si deci conform teoremei K, O, Q,, ), sunt conciclice daca §i numai daci:
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a b ¢ Zab et
(Za*)
Q. \ '
sin2A  sin2B  sin2C Za_sin 2B sin 2C z—q-i\-‘l.:—?-l—‘ﬂﬂ-!»
ZsinZA =0¢=== ==>
b ct i atatc?
% Zb*
-2 a-l b’ =atat ~
2t
.‘L bl c'. 3 ‘bt 2
zZa
2sinAcosA 2snBcosB 2sinCcosC 28
=0<==>
ac ab b e a'b &t
ab* bct cat sbc
a* b <t 3atb
(2 aY)
a b+c-at b, & +c-b o, amtbt-
R 2bc R 2ac R 2ab 28 =0 <&==>
a c ab b ™ Pl
s b & ctat &b
at-(Za%) be- (2 bY) (2 cY) 3abct
S0+ BN @ A-E) M@ b-d)  (@SR)abel  canen
=0&===>
a & b at b* c* abct
a l; b ¢ c a- b
dtab+ad Sh+b+E b+ 340
-a+ab+ad ab-b+b & AT +BE-& abc Q‘,,'(‘“_‘
= (G===>
a c* ‘at bt b* v a‘b ¢
a b b c cta* a*b'ct
39
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240 +24 & 2480 +28& 280 +20% 440
I R L o
act ab b*c* a b ct -
&b b*c? ¢a bt
evident (L, =2L4+2L,)
Q.E.D.

4. PROBLEME.
4.1. PROBLEME DE CONCICLICITATE .

Fie Q,, Q, doud puncte in interiorul triunghiului ABC si punctele:
( A:) = AQi(1BC;
{B;) =BQ:NAC;
{C;}=CQ,NAB, i=12

Lemi. Fie A,, A,€(BC),B,,B,c(AC),C,, C, c( AB) conciclice. Atunci:
AA,NBB, NCC,# B «=> AA, BB, \CC,# B
Demonstratie.
Scriind puterile punctelor A, B, C faga de cercul celor gase puncte date avem (vez fig 4.1)
AB,*AB, = AC, AC,
BC,-BC, =BA,BA,
CAyCA, =CB,'CB,
Obginem:
BAs CBy  AC: :(B_A_L.QE; A x)“
AC BA CB AC BA CB
st aplicam reciproca teoremei Jui Ceva.
QE.D.
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Teoremi. Fie A, B, C, triunghiul pedal asociat punctului Q&f((x, y, z) de rang k unde

X,¥,z> 0y k=0 Notam:
kS

o=

X
a~ . . e . e

xSyt Tyt M ) Tzt (YY)
Fic A,, B, C, punctele in care Cq circumscris triunghiului A, B, C, taie a doua oara laturile BC
si respectiv AC i AB. Daca A, €(BC ), B,€(AC), C, €( AB ) atunci:

1.%,B,7 pot fi laturile unui triunghi nedegenerat;

2. punctul { Q') = AA, VBB, O CC, (care existd conform lemei anterioare ) satisface
relapia:

Q-1 A A A
N=xx®x ¢ ' - x% ‘N*‘—u’)
Demonstratie.

Notam : u=BA ,, v=CB,, w=AC, (vezfig 4.1). Dacip_,p,, p, sunt puterile
punctelor A, B, C fati de cercul Cq atunci:

pa=uBA,=(c-w)BC, utatw=x'c
(1) { pe=v-CB,=(a-u)-CA, => () uB+v=+va

pa=w-AC,=(b-v)AB, vi'+w=1"b

K':EQ—‘:Q_- _xé(. l‘ﬁ
®Ag o ™ N X

unde:

g_tﬁ«__q_'i)‘ 214)‘(
LR, o X ';v*\’\
L S
re =T ) Ak

VA
Observam ca ®L B U‘ = 1. Rezolvand sistemul (2) obtinem:

u=%[x‘c-d‘i\b+a]
v=—;_-[ﬁ‘a--t‘3‘c+b]

w=g [I'b-e'8' +¢]

Mai concret:
2 % X, %
gy (x5 2N 0y ) - BTN (2 Xy M) (2 v
LS
ay 2z (x™+2%) (" +y")

si analoagele.
Deci :
B k\_ O -
AC “a-u —
= %Xfl:"‘:* 25) (< y ) - B 2y xS (S 2+ Sy (2 ) ()
Ay N 2 (Y B ) (Y ) - SNy ) ()

a'l. bk v
—‘iu_(__‘L LS m. 3 ‘C \4 {
— Xy YY) Syt %=
a- b . > T o4 -7

P T T R N
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Sa observim ciu = A, B > 0 ==>o+ i>p i analog % +B >T si ® 4T >, deci-(@.(' sunt
laturile unui tiunghi nedegenerat. Deci:

BAx __ #—9+f |

AL ~ ok AB-T

CBz _ %«+® =Y
B,A  —%ABa¥

ACa _ —otAPay
C,B ® -3y

Qo=1- A A A
%4 2+F P x-BPxg 'Twxrm-yg

si deci :

Q.ED.
Concluzie.
Daca Q = k(- (x;, Yo z), 1= 1,25, 8;, f\ sunt definite, respectiv ca in teorema de
mal sus, atunci:
1. daca =, ,®, , ¥, sau «,, ®,, %2 nu pot fi laturile unui triunghi atunci Cq‘=f qu;

L L )

2. dacd Cqtaie laturile triunghiului ABC doar in interiorul acestora i = 1,2 atunci:
ad CGS:=>( Xeo Yoo zz)':( syt Byt f‘\’.(q- §4+ Ya\'.,(l+ sq" {4)
si coeficientul din definipia relagiei de echivalenta ( vezi paragraful 1 ) este : = = -k,

Aplicatie. Sa se arate ci mijloacele A,, B,, C, ale laturilor triunghiului si picioarele
A,. B, . C, ale mdltimilor unui triunghi ascutitunghic, sunt sase puncte conciclice.

Demonstratie.

Se arata ugor ci deoarece triunghiul ABC este ascutitunghic, simetricul A" al lui A | fata de
mediatoarea lui B ,C . se aflain (ED ) C(BC ), unde E = pr“C., D = prg B,, deci A’ € G-
De asemenea, o - _a-. , @ = _b- § — _c*. sunt laturile unui triunghi nedegenerat, deoarece

2 2
triunghiul ABC este nedegenerat .
Conform teoremei de mai sus:

A
Q:«_( 1 i | Ly L ,) ==
a+b +cet  a-bt+ct a+b-c
Q'-v 2abe . , 2abc s 2abc -
—\ =& +b +¢ a-bt+c a+b-c
Q~4_( L b ., ) Q:q_ngéi&A_, 2z SnB m_;mc\‘
cos A cos B cos C cos A cos B cos C

= Q= 1-(tgA,tgB,1gC)=> Q' =H,deci A’=A,,B'=B,,C" =C,.
Pentru rezolvarea completa a problemei studiate, este necesar s se rezolve complet
urmatoarele doua probleme:
Problema 1. Dacax,y,z>0iara,b, csunt laturile unui triunghi, in ce condiii
ot (& &

x(ytz) V y(x+z) "z(xFy)

sunt laturile unui triunghi ?
Problema 2. Daci Q=k -(x,y, z)in ce condifii avem:
CaNABC(AB); CqNBC C(BC); Cq N AC C.(AC)?
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4.2. PROBLEME DE LIMITA.

Lema 1. Fie triunghi ABC §i Q un punct oarecare in interiorul su astfel incit Q €1ﬂ(x y,
z) de rang k si fie (A4} = AQOBC, (B,) =BQN AC, {C,}=CQ N AB . Asadar Q= k - (x, y,
zZ)cux,y,z>0g k #0. Au loc rel:mlle
o) BA= 2%, . Ag= 2.
y'+z* y'+zt

b) AA = Vs *(hUL aL

y +z"

AQ =ib‘z“+s‘4 LS

x | S 3 w
Qa, -_i!z_Z. +c 3 t b,ig_au_;_,
4z )( XC+yt 2t
¢) Pentru orice puncltM dm planul mungluulm ABC ayem: . s « 5
(1) X -AM'+y" BM + 2% CM"= x*-AQ +y* BQ +2° CQ + (x*+y* + ) MQ

2 A A
(2) x‘-AQl+ y‘~ BQ +250Q = = t"*v\(a y‘z‘** b Xzt X y\)
Demonstratie.
C
ad_ma._ 0
a) Rezulta din faptul cd Q= k - (x, y, z) ====> i C‘ ?(

b) Formula pentm AA\ se obfine npllcand relapia lui Stewart :
AA-BC = AB AC‘AC ‘BA,-BA.-A,C ‘BC
st inlocuind cu formulele de la a) . Celclalte doui fomxule se ob;m utilizand relagia lui Van Aubel:
AQ. _AB. _ACs. y'+zN Z
QAL B.C C,B x*
¢) Demonstratia relatiei (1) poate fi obfinutd urmand procedeul din [ 1 ]. Relapn (2) se
obtine utilizand punctul b) .

QED.
Lema 2. Daci {A,} = AA,N\B c. {B..) =BB,\ A,C,, {C,) =CC,(\ A,B, atunci:
B*A-L y
A C, Xtz

st analoagele.
Demonstratie.
Utilizand tegrema sinusurilor avem:
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Ao, = ALAC. g, A ,mmha < NGy

sin AA, sin AA, Ty
)
Cum /\//\?3. + m, = 180" = sin A/A?i‘ = sin AA,C, obfinem:

BiAr.  sinAAC. . ABa
mely .
A.Ca sinBAA,  ACa

D AR =200 n KA D, ; sin CAR, =28 s A2 70

ar : sin A =~ -sin AB sin o s AC.

Deoarece sinAA,B=sinm obfinem: < "

ByAz _CA1 c. ABs. _lema I. Ayt Loy rzs oo bzt Ky xtey®
A Ca AB b AC, yo+z® azt b xX+z% oy~ xS+

QE.D.

Consecinga 1. Daca Q,%_  k-(x,y, z) atunci Q l-(yk+z X+ 2 Y Mo % )

~~
aR’c ANR L,

unde Q oy k - ( x, y, z) semnifica faptul ca Q este un punct de tip J(( X, y, z) de rang Kk in

triunghiul o« @ J,

L. not g 3 ! s 7 & nok
Propozitia 1. Dacd Ugq === aria triunghiului pedal A, B, C asociat lui Q iar § === aria
triunghiului ABC atunci, in ipoteza Q= k - (x, y, z) , avem:
2(xyz )"

-
(x"+y9) (¥ +2N (2

To =

Demonstratie .

Avem: ‘)-Q‘—‘ S-V[ABC,]-V[C,AB,]- N[ B,CA ] =

—~g-~BA BC sinB+AC -AB smnA+B C-CA sinC
2

Din lema 1 obpinem :
® .

- -—Z ;,;“ ;: S X sz 5—23—9i"1ﬁ= X
X +y N 2

::3[;\__ = x5 .} 2(xvz) 3.9
(YN (2 (25 xN) | T (MY (Y 2 (2N
QED.

Teoremi. Fie Q&€ Int AABC . Daci Ag= A, Bo=B, Co=Csi {An) = Aa.Q VB Ca-y
{B) " BaQNA  Cat, {Ca)=Ca.Q0N A B, _, siavem:

QAA':E,Q.\k -(X'“, y’“,ll'\), ¥n >0
awnci : ¥V n 3(x,, Yoo Zo) ~ (Xn, Yeor Zn) A Qbkﬁnt. 1 -(x‘, Yar Zw) $i:

L limx,, limy,, hm z., existd si in plus hm X = hm ) Yn = limzy |

l'\-oio ‘\-v N-sco
2. Daca G,\=== aria triunghiului A B, C, n30avem : lll’_l'l.. ..l‘.ﬂ.-.—.-i—
Demonstratie.

1. Fie Q €Int AABC, Q=k - (x, y, z)
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=0, *a e=Cy

. % - \S w
Conform consecingei 1 avem: QA?‘ cl-(y+tz ,xtz, x ty)
. : s A%y e
Putem deci scrie: Q=1 - (.\", y*, %)
~
Quiite! - (X0 e 24)

Yo et Ko AVa net net Ay
cul X, = °-L\l',)’ == z..z == 7 unde : X ==X , Yo = Yy Ze= - Z .

In general, daca = - (> i. conform consecintei 1, avem:
In general, daca QAA,\Q,\(,\| (X, Vo> Z4) atunci, co t

etz xtz. 2x e Q. = L[ datRa Xev®a  Aeavy
Qkkh.‘gh‘(_!‘ (Y“ Zor XQ'Zps Zy x,\) QAK\..\‘“\‘L( 2 ’ ™ 2 T

 Ynx 2y

siluam: X, = — AntEs - ITntn

T &= 3T ) T =z

Acest mic artificiu este util deoarece se stie ca sirurile (x,),,, (y,\),. (Za)y €U X,,Yq.2e €R
care satisfac relapile de recurenta (3) , sunt convergente si au limita comuna Xe X Ys¥¥( rezultatul
aparpine lui Eugen Onofrag.) 3

Obginem in final ca k = 1§ A limx = limy, =limz,

- N oe N-por

2 DeciQ=1-(Xa,¥Yn 2),VneN.

Conform propoztier | avem:
T = 2ZXnNntn R
WAL (x'\‘\yns\\’v\*tn\ktn* lvu\

Obginem, yinand cont de (3):

Wnat . 2%¥nYa2n s:.)W'“‘:‘L‘ R _dn | _%q
Ta 8‘“\“\\1«‘«1»«\ “n Y "an Maaa Tnea

Dar k#0six,y,z>0=>x",y*, 2" >0¢= =i =1l = g Seisthe 5 g
AT §iX,y,2>0=>x,y",z >0¢>x,,y,,2.>0 :!u_.r.)_x,\ '1\121‘!.\ 'I\IE‘..'\ C—

Maimult x, y,., z.> 0 ¥ao
Deci lim B2 = lim x-

=1 gi analoagele.

Ny KR4 neor “‘i':\.‘a«
Treci B iy . . Tt A
recand la hmitd in (4) obfinem: lim =% ¢
e T4

Q.E.D.

Observatie. O formulare mai sugestiva a punctului 2 al teoremei de mai sus este

urmatoarea : daca Q & Int &ABC |, T ( Q );\gi aria triunghiului obinut ca mai sus:
({Apat =AQNB _C_ etc. ). Atunci :
» " ST ' \LQ) A
oy plS A el Sy
VQ&int ABL’.I\IT,. Taia) g
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APLICATIL
1. Fie Ay(Q), B, (Q), C.( Q) varfurile triunghiului obtinut ca in teorema:
A(Q)=A, B (Q)=B,C(Q)=CA  (Q)=A( Q )Q(\B“( Q) C,( Q') etc. atunci:

Q=G - centrul de greutate al triunghiului ABC ]4<=>[3 n&N a.i. Q = centrul de greutate al
triunghilui A (Q ) B, (Q)Cu(Q) ]4=> [ ¥ neN avem Q = centru de greutate in triunghiul
ALQ)B(Q)C(Q)]

Demonstratie.

E suficient si aratam ca :

[3ngeNai Q= centrude greutatein ~ A.f Q) B, SQ)C SQ)]<-> [VneN avem: Q =
centru de greutate in & A (Q)B(Q)C (Q)].

Din ipoteza avem: Xo = Yo Z,, Utlhzand relatiile de recurenfa: x, = J‘{—‘-’ etc.
obginem imediat, prn inducgie, ca ¥ n?n =YW= Zo§18poich VD n, X\ = Y=z, Deci
¥ neN: x= yo= 25> Q = banicentru in AA'\( Q)B. (Q)C\(Q).

QE.D.

2. [ Q = centrul cercului inscrisin & A B, C, ]<=> [ Q = H = ortocentru in A ABC ].

Demonstratie.

"K== " Este evidenta.

"==>" FieQ~1-(x,y, z)al Q este centrul cercului inscris in A A,B,C,. Cum
QA;-“\(l-(y+z,x+z,x+y)st§~‘c (B‘C‘,A.C.,AC ‘)avem

modulo o constanta :

- » Ex
Y+Z—84 Cu_ (K“‘I)U“'i‘)
x+z=A C = €

O+ XY + 2)

S

xty=AB = T {v ’

(venlcma")dn.underezulli(x+y)(x+z)(y+z) Ex=E~Ey=>
=>2(b*+c)x+2b y+2c z=2a"x+2(a"+c )y+202 2a%x+2b" y*"’(a +bY)z =>

=>(b +c*-aY)x=(a"+c*-bY)y=(a+b*-)z Zave —>
CosA. . x = CosB.y ncosC.y _J x . _y . _z '“d-x
a b c tigA 1 gB  1gC

Dec QF 1-(x,y,2)=2Q% 1 -(AgA, 2gB, xgC)=> QT1-(1gA,gb, 1gC)
=>Q=H
QE.D.
3. Daca W este centrul cercului lui Euler, atunci : [ W = centrul cercului inscris in
triunghiul pedal corespunzator ]<=> [ A ABC este echilateral ] .
Demonstratie.
" ===>" Din exercifiul anterior obinem: W= H . Dar W este mijlocul lui OH si deci
obu'nem H=W=G=0,iarH=G"- 5 A ABC = echilateral.
"&===" Evident.
QE.D.
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4. (D. M Bitnep, " Sirunn ”, problema 2.43 pg. 219 ).
“ Se considera girul de tnunghiun ( taen Undeto = ABC giundet, = A B, C, se obtine din

Caoi= A Ba_y Cq-y in felul urmator: A .este intersectia bisectoarelor exterioare ale
umchnunlor B.\_. i Cazsr. B este intersectia bisectoarelor exterioare ale unghiunlor C._, si
Ay, dar C_gste intersectia bisectoarelor exterioare ale unghiurilor A, _ si B _, . Sa se exprime
unghiurile A, B,.. C,, respectiv in functie de A, B, C . " Sasearateci: [3ne Nai AA B, Cy=
= echilateral ]<=>[¥ ne Navem A A B ( .= echilateral | <=>[A ABC = echilateral ].

4.3. PROBLEME DE CONCURENTA.

Teoremi. Fie Q € Int AABC iar A,.B,, C,, sunt proiectiile lui Q pe laturi.
Dacd Q=K - (x,y, z) atunci: AA, Y BB, N CC, + B>

a L

a b ct

% a% 22% =0

ax*(cosA-cosBcosC) by (cosB-cosAcosC) cz(cosC-cosBcosA)
Demonstratie.

Dinlema 1.4 rezulia :

da=tqa- ,-ﬁ__-..’S SV 28 L2, 28,
2" L b’ DA
si din lema | din paragraful 4.2 avem :
Q_\lbz + &y +(b+ & -a )yt i analoagele.

s x"
Deci :
BA"=BQ"-QA1‘=—AT\-{C‘x“ +aZ (At -b )x - A "s X =

(Zx\)ll(d‘ *'r) S W R - o b Pl

Dar:c +a -b =2accosB ;

2
O D Y 2
ar=¢C - -——7..,_—B—= ¢“(1-sin* B )=c"cos™ B. Rezulta:

b .
BAI‘_'(—.‘ZQ)‘[ cteost BXM +a 2 2accos Bz *]= (E-ﬁ[ccosBx"faz ] =
() @®A=CcosBx taz .

N

Analog:
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_bcosCy +az"
(2) QA =becosCy *az,

w
X +y +2°

Deci :
(3) BAs_ccosBxi+az,
A.C bcosCy +az"
Analog deducem:

CBa.—acosCy +bx"
B.A  ccosAz*+bx"®
ACs._bcos Az +cy™
CsB  acosBx%+cy%
Conform reciprocei teoremei lui Ceva avem :

o DAy UBy A
AA ,ABB,NCC, # B &> 4= o Q:‘-g >
<=>(ccosBx"+2z%(acosCy“+bx*)(bcosAz™+cy)e=>
<=>(bcosCy“+az")(cosAz"++bx%)(acosBx*+c y<) ¢=>
<==>a ¢cos B cos C X"y + b c cos B cos A X2+ b c*cos B x*“y* + a*b cos C cos A 2y"+
+ a%ccosCz y ™ +ab'cos A 2*x"=b c*cos A cos C x*y*+ b*a cos C cos B x"2*"+
+b"c cos C x*"2°+ a*c cos A cos B y* 2"+ a c* cos A y*“x*+ a*b cos B y* 2" %==>
¢==> ac*(cosBcosC-cosA)x“y*™+bc'(cosB -cosAcosC)x"y*+
+ b%c (cos B cos A - cos C ) X**z%+ a b*( cos A - cos B cos C ) x"Z*"+
+a*b(cosCcosA-cosB) y“2*+a%c(cosC-cos Acos B )y " z"= 0 ¢&==>

X
at b ™
% w A% =)

ax(cosA-cosBcosC) by“(cosB-cosCcosA) ¢ z%(cosC -cosA cosB)

QE.D.
Propozitie. Fie Q € Int AABC i A,, B, , C, proiectiile lui Q pe latuii . Fie
{A,)=AQNB.C, ,{B,})=BQNAC,,{C,})=CQNA,B, . Awnci :
AA,0B,B,NC,C, B> AA,NBB,NCC, #+ B

Demonstratie. | P

LN
ﬁji‘n Sin AB,‘_ ABq .
A.C, sin!(i ¢ AC,
o

Deci :
BiAw — dv. . ABy,
ALCa de ACa
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Obgmem i final:

ByAa | CaBa | AyCao - dy. de da AB. CaB. AsC. _ ABa,, CAa. BCa,
AC, B,A, (C,B, de da de AC, BA, (B, B,C AB CA
st aphcam reciproca teoremet lui Ceva

QED.

Consecinga 1. Daci (K - ( x, y, z) atunci, cu notapile din propozipia anterioard, avem:
AANB B, NC,C #PerAA (\BB,,(\L( £ Pi===>

ut b? ¢t
" y'ng Pl =0
ax"(cosA-cosBceosC) b y‘(cos B-cosCcosA) ¢ z%(cos C - cos A cos B)

Consecinga 2. Daca Q= k- (x,y, z)iar {Q } = AA, ) BB, N CC,, unde A,.B,,.C,

sunt protecqule lui Q pe laturi, alunu " .
QA —{acosBxtoy", ) coos ﬁ&g_ll‘_.)
beosAz +cy” becosCy +taz
Demonstratie.
Relagia (7) din paraguful I ne asigur ca, in condigia @ # AA, (BB, NCC, ={Q'}, avem
BCa. BAa,
o d=- ( " )
Intocuind (5) §1(3) in (6) objinem cum.luzm.
QED.

Lema. l)ad Q= k ( X, Y, z) in A AB( iar A, B, C, este triunghiul podar asociat lui Q,

atunci: ) S(a Xt y L),
Ak‘b.t,
Demonstratie.

Fie (A} = A, QOC,B, iar B, C, analoagele ( vez fig. de mai jos)

Utilizand teorema sinusurilor, obginem:

ByAx. — ByAs. | sin AsAsB
Dy Ax. — DaAg. | S0/ Da,
AL, A, sin A%K:t
Dar patiulaterele BA ,QC, si CB,QA, sunt inscriptibile,” deci:
N
sin A, A, ,‘~stCB =%E

smm‘ —meB =9—E

Dear
BiAw = BeAs OB . OBs _sinC.._y". 28, Zx%, 0. SZ.
A,C, QC A,C, QC, sinB Zx b z- 28 bty
Analog:
. - 2
CBa _ax . ; ACa _by"%
B,Ay ¢z% (B, a‘x"
Rezalta

Q =  1-(ax“py" 2z

AhBr QED.
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APLICATIL

1. Dreptele care unesc vérfurile unui triunghi cu punctele de tangenti ale cercului inscris cu
laturile triunghiului sunt concurente ( in punctul I'" lui Gergonne ).
Demonstratie.
Consideram Q =1~ 1 - ( 3, b,c)
b

a ¢
A" xvﬂ yxt z""
ax*(cosA-cosBcosC) by*(cosB-cosCcosA) o0z"(cosC -cosA cosB)| z=c. k=1

( primele doui linii coincid ). Din teorema rezulta concluzia.
QE.D.

2. Propozitie. Fie Q € Int N\ ABCsi Ay, By, C, proiectiile sale pe laturi. Daca triunghiul
ABC este echilateral , atunci: AA, M BB, M CC, # @ 4> Q se afld pe una din inalfimile
triunghiului.

Demonstratie .
Daca Q~k-(x,y,z)cuk=0six,y,z>0, obfinem:
1 1 1
AA,NBB,NCC, #+P & D=0 | x* y* z —oc—)(z X*)(Z2-y*)(y*-2%) =0
Xyt z‘
ﬁ% Z=Xsauz=ysauy =X
Q.E.D.

3. Daca A,, B,, C, sunt proiectiile centrului de greutate G pe latunle triunghiului ABC,
atunci: AA, N BB, NCC, # @ &> A ABC este isoscel.

Demomlru[le
Conform teoremei avcm(Cz== 1-(1,1,1)): AA,NBB,NCC, #¢ &=
at b c* g
| 1 1 =0 &>
a(cosA-cosBcosC) b(cosB-cosAcosC) c(cosC-cosBcosA)
1 0 0
sin A (snB-sin A)(sinB +sin A)  (sin C -sin A) (sin C + sin A)|—
a(vos A - cos B cos C) sin 2B - sin 2A + cos C- sin 2C + sin 2A +cos B -
-(sin A cos B - sin B cos A) .(sin A cos C -sin C cos A)
sin (B -A)sinC . sin(C-A)sinB =0
sin (B - A) (cos C - sin C) sin (C - A) (cos B - sin B) |
IsinC sin B
&= sin(B - A)sin (C - A) =0 &==
lcosC cos B
. ) AN A A A A
&3 sin(B-A)sin(C-A)sin(A-B)=04=> A=BsauB =CsauC =A &> NABC = isoscel

QE.D.
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4. Daca A, , B, , C, sunt proiectiile punctului Lemoine K pe laturile triunghiului ABC,

atunci: AA, (BB, N CC, # P¢==> B ABC = isoscel.
Demonsiratie.

Analog camaisus(K=2-(a,b,c)): AAA(\ BB, NCC, # B ==

at b* o™
at bY cY = 0L===>
a*(cos A-cosBcosC) b*(cosB-cosAcosC) c3(cosC -cos A cos B)

|1 1 . 1

| sin*A sim B | sin C =0

< g s » W
l%sm 2A -sin A cos B cos C %sm 2B -sin B cos A cosC 5 sin 2C - sin C cos A cos B

= sin (B - A)sin (C - A) sin ( B - C) = 0 <==> OABC = isoscel.
QED.

5. Fie .’{ mul{imea punctelor din interiorul triunghiului ABC cu proprietatea ci dreptele
care unesc virturile triunghiului ABC cu proiectiile punctelor pe laturile triunghiului sunt respectiv
concurente. Deci:

A = Qe Int AABC|AA N BB, (\CC, # @, A, = pracQ, By =pro Q, C.=proqQ ) si
notim AA, 0\ BB, N CC,={Q’} . Atunci: [ 3Q e.;ta.i. Q' = centru de greutate in triunghiul

podar al lui Q |é===> [ He u‘] unde H’ gk izotomicul ortocentrului H. in plus: card J{ <1,
unde: g‘_ {Qe | Q = centru de greutate in triunghiul podar asociat lui Q}.
Demomtrane
Fie Qea‘: Avem, din consecinta 2 gi lema 1.2 :
[ Q" = centru de greutate in mungluul podar asociat lui Q ] ¢===>
{aLOsBx fcy =bcosAz *cy P axs by cz® (=>
ccosBx"+az"=b cosCy*+az" cosA cosB cosC

X
===>1g Ax"=1g By =g Cz" ot X\ . Deci: x = >\k( &;A) etc.

Qxk-(x,y 20> Qak-(N( lgA)_‘,)\" (th)—k N(gCy )<—==
&===> Q= (-1)-(1gA, 1gB, 1gC)&==>Q=H". Cum Qe.A(==> Q =H’ evident:

ACIH) = cad A< 1.
QED.

6. Fie Q @ Int & ABC iar A B, C, triunghiul siu podar. Atunci: [ Q = centru de greutate
in 5 A,B,C, ]<=> Q=K ( punctul lui Lemoine ). *

Demonsrratie.
Daca Q =k - ( x, y, z) atunci conform lemei precedente din acest paragraf , avem:
Q =~ 1-( a‘x-‘,b‘y'\ L&z,

- Y\ X
-w

. %, = t
Deci : Q = centru de greutate in AA,B,C,&=>a X = by =&z ::=)\'#0@='>

P \\_Q‘ PO R . .
=X ERXLY TX .z =% . Avemin continuare : T o
Q= k-(xy z)¢= = Qx1-(x*, y* ‘)‘-’QM(Q N -%\-)‘—’

= Q=1-(a%, b, c")¢==>Q=x2- (abc)c—"Q K.
QE.D.
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4.4.0 PROBLEMA DE EXTREMUM.

In cele ce urmeazi ne referim la urmatoarea problema:
Fie M un punct in inlerioml triunghiului ascutitunghic ABC si fie
2=t 4(M,BC),

y,,=“2=d(M, AC),

2,7 4(M, AB).
Definim funcgia :
S R'%Int AABC >R, S (¢, B, 3,0, M) = Xy +B y" +3 2]}
Si se studieze existenfa punctelor de extremum gi natura acestora pentru o= , ® , ¥ , n & R fixate
iar M varind in interiorul triunghiului ABC.

Sa trecem ( sumar ) in revistd citeva situapi particulare ale parametrilor o< | B | 3 .
situafii prezentate dealifel sub forma de probleme sau note in Gazeta Matematici:
| Daca AB=BC=CAsic=9=% =n=1atunci:
S(LL L IL,M)=x,*Yyutz,=constant(=h )
2. Dacak=a,® =b ¥ =c, n=1atunci
S(a,b,c,1,M)=S[ABC ] = constant
3 (loan Tomescu , 9539, G.M. 4/ 1969 ) Daca %=% = § = 1 atunci:
min { hg, hy, h }<S(1L, 1,1, 1,M)€max {h_,h_ h.}
4. ( Florn Parvulescu, apud [10], pg. 221 - 223).
Fie AA" BB, CC’, ceviane oarecare in triunghiul ABC. Fie M €Int A ABC si
MA™ ||AA’, MB"||BB, MC"||CC" cuA"€(BC),B"&€(AC),C&(AB).

' NS ¢
Atunci :
min { AA", BB", CC'} MA" + MB” + MC" < max { AA", BB', CC")
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5.8 (1, 11,2, M) =x{,+ Yo, + 2y, are ca punct de minim punctul K al lui Lemoine
( vezi de exemplu [9] ).

Lema 1. Fie f: Int AABC = R® , f(M)=( Xns ¥a» Zw) - Atunci:
f este injectiva dar nu este surjectiva .

Demonstratie.
Fie M, M, € IntA ABC.

F(My) = F(M) = (Xuag Yo Zm) = (Xing Yap Zn) <
Xma ™ Xmp Ya ™ Yo 204
Xn= Xy <==> MM, || BC )
Youi© Y E2MaM, || AC == BC || AC, absurd.

presupunem M, # My

Deci M= M, ==> = injectiva.
Evident ca fuu este surjectiva. De exemplu, pentru (hg + 1, by, he ) nu existd

MEtAABC ai xw=hq+ L y,=h ,z.=h
QED.

Lema 2. O conditie necesard pentru existen{a unui punct de extremum este ca :
sgnol = sgnP = sgn 3
Demonstratie.
Utilizim metoda multiplicatorilor Lagrange ([4) pg. 682) .
Fie ‘P:(R:)‘ =R Y(xy,z)=ax+by+cz-2T[ABC]
U: Rt =R u(x,y,z)=xx"+8y"+§ 2"+ )\’\Q(x,y,z)
Daca existh un punct de extremum, atunci:

Q(xy,2)=0
%%(x,y,z)=0
%s(x,y,z)=0
%ﬁi(x,y,z)=0

Rezulta:
axtby+cz=2Y[ABC]

anx '+ Xa=0

Boy ™t +Xb=0
TanZ " +Xhc=0
Deci, daca n # 0, obfinem:
o By =~;,"_1( - _&)
a b c n

greum X, y, 2> 0 gia, b, c > 0rezulta sgnX=sgn® = sgn ]
QED.
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Lema 3. Daci S (o« , ®, § , n) are un punct de extremum atunci:
( I) dacine (0,1)si o, B ,§ >0 punctul este de minim;
( II) dacin €R-[0,1)si «,® ,F >0 punctul este de maxim;
(1) dacin (0,1)si o, % ¥ >0 punctul este de maxim;
(IV) dacaine R-[0,1)si &« ,B , T >0 punctul este de minim.

Observatie.
Cazul n = 0 este neinteresant deoarece ¥ Me IntAABC :
S(k,p,¥,0M)=c+P +¥ = constant.
Analog cazul L =8 =% =0
$(0,0,0,n,M)=0,% M€ Int AABC.
Demonstratie. —91
(X, Y » %) este punct de maxim / minim dupd cum W Zax '3)’ Yo » Z, ) este
negativa / pozitivd. Dar:
W (xy,z)=n(n-1)(cxV2+p y" 3272
Conform lemei 2 avem sgn< = sgn B = sgn
Daci o« ,p ,3">0rezulti : 3 x> 0 de unde rezultd W <0&> ne (0,1).
Dacix ,p <0 rezulta : Zo(x“"‘( 0 de unde rezulti ¥ <0 &> ne R-(0,1).
QE.D.

Teoremi. Fie < 3 ,# € Rsine R* ﬁxnte,&Pf #0sin# 1. Atunci:
(I) dacd {sgnec, sgnp , sgni‘} are mai mult de un element, atunci S (< , p ,3, n)nu are

puncte de extremum.
__L%_(_;_; . b, ) este :

([l)ahfel,
(IL l)punctdemnmmpenth(e' B ,¥,n)daca (o, p *‘>Os|n>l)sau
(ot ,P M <0sin<l1);
(IL. 2) punct de maxim daca (<, p ,¥ >0sin<1)sau(ot,P ,8<0sin>l)iar
Q de acest tip §i rang este unicul punct de extremum.
Demonstratie.
Ca i in lema 2 obfinem: 1
ax+by+cz =28, S22 G ABC]
anX+21a=0
foy™' +2ab=0
Fnz"'+ Ac=0
Rezulta :
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i
Xy = - ("‘Lln-l -L,.ZS
o) ") e ()

*) W Y= - (—g—:):-l _l‘l.zs
8 P () e ()

.
(ﬁ
= ..28
Zo L
n- b.\n- -l
L a(& +b ( ) Lo (T)
Daci (X, , ¥, , Zo) este punct de extremum pentru f( x,y, z) =« X" +P y™" +¥ z", unde
f:(R"‘)’-o R, arétim ca existd un punct M € Int A ABC ai. X\, =Xg, Y = Vo » 2y~ % -
Dmlemal4 stim ca daca Q=~k-(x,y, z)atuncn
S
d = .28 .4 -—¥ .28,d 2" 28
ar Zx a S5k b D3 S
unde dg, dy , d. sunt distangele de la Q la laturi.
Pentru cax, ,Y,,z, date de ( * ) si fie distantele unui punct Q la laturi este suficient sa
1

L. _1. i
existe _L) n-1 (_b;)n-l , /e \n-1 ;darpentmcisgno(=sguP=sgn"
£ 3 +
avemcix, >0,y >0, z >0 FieM,€ IntAABC,

M o TT-T’(A:’ b, c“)

< P+

Conform lemei 1. 4 avem:

L
A(_L)_; n-1
) < Y= E_,______%..zb;

P
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S presupuncm & , B, ¥ > 0, atunci exista (_A*) n-1 (_t_)_) .n—-—l ) (_;:_\) n-1

st din (*) 1 (**) avem ¢ :

X = Xo

gy Yo~ Yo

20~ 2
I.ema | asigurd unicitatea lui Q , finand cont de (***) . Punctul M fiind un punct de extremum
pentru S («. B, ¥, n, - ) el este punct de maxim dacd « , & > 05in <1 girespectivde minim
dacd o P ,¥ <Osin> 1 (lema3). Acum dacd «,p ,¥ <0 s3 observam ca:

S(«,p, ¥, n.M)=-S(-«,-8,-%,n,M), ® MeIntA ABC.

Deci-&, -B, -¥ > 0 si conform celor de mai sus S (-& ,-p, -3, n, - ) are punct de maxim
daci n > 1 gi respectiv minim dacid n < 1. Cum insd evident orice punct de maxim pentru
S(e, B, ¢, n, -)este punct de minim pentru S (-« , -p , -3, n, )i invers, obfinem
concluza.

QE.D.

Observatia |.

Daci & PB¥ =0 atunci de exemplu € =0 sistemul din lema 2 ne conduce la A =0
(a doua ccuatic ) si B= ¥ =0 (ultimele doud ecuatii ) . Deci oﬂpf 0 implicd <= P = T=0
deci S («,p ¥, n, -)=0=constant.

Daci {«. p , ¥} are cel putin doui elemente distincte dintre care unul este nul, atunci
S(£,8,¥,n, -)nuare puncte de extremum.

Obsenatia 2.
Daci n = 1 sistemul din lema 2 ne conduce la :

o« _ B X notAP

a b c -
sidec: S(&,p .3, =uS(ab,c I,M)=u(ax,+by,+c-z,)=2uF[ABC],
M Me IntbABC dec: acust caz nu prezinta interes.
Conchidem deci cd dacan = 1 §i card & .,___*,__4} 32 atunci S (<, B, +,a,)

nu are puncte de extremum , iar in acest caz contrar, S (£, B, ¥, 1, - ) este constanta.

APLICATIL

1. Daca ABC este un triunghi echilateral 5i S (M ) 2% ¥ +y% + 2% ke R- {0, 1}
atunci G este un punct de minim pentru S ( M ) daca k > 1, respectiv minim dacd k < 1.

Demonstratie.

Conform teoremei, aplicatd in cazul € = B = 3= 1, avem cid Q € Int A ABC punct de
extremum pentru S ( M ) $:

Q~____-..(__.,_b_ L\) a=b= c\Q,., L_(/\\q\q) lemal2,, Q=G .

1 11
QED.
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2. Propozigie. Fie Qe Int A ABC i fie A, B, €, triunghiul shu podar. Dacine R- (0, 1)
§i. S(M) dsi AQ" \,,‘ ¢ H()“ y: t (‘Qn 12‘, unde x sunt distantele de la
M€ Int AA By Cy la latarile triunghiului A B, C4 atunci:
[ S (M )are un punct de extremum chiar punctul Q | =3 Q ,,.ﬂ 1 -(ab,c).
Demonstratie.
Fies ,p, + > 0 s1sa consideram (7) S (M ) = «- "n+ B yn +fz:,n£ll- {0, 1}
Conform teoremei avem ca S ( M ) are ca punct de extremum e:muul
Q = (Q:).L QA Qi?Q_L)
AA BC‘ n- l B
Dai Q,Qy= AQ -sin A
Q Q3= BQ -sinB
QiQZ: CQ sin C

M Ym I

Dect:
' ) AQ sm ___A,—BQ sin }_L _an_g >
Q AAbC. n-l ( 0 oo I3 n )
® Q (AQ a ;,__CLL.QQ_L",;
oA QC n~l B 3

Dacd « = AQ', B=BQ", 3 = CQ" avem:

9) — -(a,b, ¢c)

~ 1
aapc, N-1
Avem : Q = Q’ dacd §i numai dac existd A > 0 ai ( vez lema din paragraful 4. 3 )

T%T 2 -k
a =Xa*x

h'ﬁ-( =Abl y-‘( . ﬁ

-
¢ =t
( —
b
x‘(=)a n-4 %—%
L n-
= =26 " e ¢y =an” =
2D
=1 ™ z* —)\cnw
| g
Dect Q= k-(x,y,z) <> Qzl-(x‘, L)(::) Q:, -(abc)
QED.
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3. Fie ABC un triunghi si fie o Yo Znq distanfele de la M € Int A ABC la laturile
triunghiului. Sa se arate ci:

a)S(M)= { N Y +.\| z,, are ca punct de maxim punctul antibisector;
_1__+_4_ 1

b)S(M)= X +—— are ca punct de maxim punctul antisimedian ( creaie a
T Zn
domnului Voda in [ 10] pg. 177);
c)S(M)= x::\ * y':' + z:" are ca punct de minim punctul K al lui Lemoine;
d) S (M) =x[Xgq+ YTt 2%, are ca punct de minim punctul R al lui D"Ocagne;

-4 - -
e)S(M)=a. \)a N x:,+b~%‘ y:+c~%~z:, are ca punct de
maxim /minim punctul I al lui Gergonne dupd cum n< 1 saun 3> 1;
f)S(M)=ax{+by]+czy, are ca punct de maxim/ minim centrul cercului inscris |
dupid cumn < 1 saun > 1;

g)S(M)= J'x:\*r b“y: +C ':‘ are ca punct de maxim/ minim centrul de greutate G daca

n < I, respectivn > 1;

n n n
h)S(M)= -i— + é%—)‘(-&z— are ca punct de maxim / minim punctul de rang k “clasic”

cuk= nz:,‘., (n#-l) dupécumn>lsaun<l
i) S ( (a) in-)"+(-—ﬂ)are ca punct de maxim / minim punctul de rang 2D __

n # 1, in sens “clasic”, dacd n < 1, respectivn > 1;
HS(M)=a"(ctgA y X+ b ( ctg B )n—l.y:‘ +(agC) z:are ca punct de
maxim / minim ortocentrul H daca n < 1, respectivn > 1.

Demonstratie.
Se aplica teorema pentru valoni convenabile ale parametrilor.
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CAPITOLUL II. GEOMETRIA TETRAFDRULUL

DEFINIREA CLASELOR J‘((x, ¥, z, v) IN TETRAEDRU.

Definirea claselor de puncte in tetraedru suntem in masuri si o facem, optional, astfel:

(1) in paralel cu demersul facut pentru triunghi;

(i1) bazandu-ne pe demersul facut pentru triunghi. §

Abordarea de tip (i) se bazeazi desigur pe definirea unei relatii de echivalenia "~ pe 4 ',
(0,00) 2= A ;

(1) ¥ )7m - O )LJ\?‘G'A avem:

at - T b R _x';___ Vi
[CSOE N M A TR Jx %0 Q.L.'J-\.‘se\\‘i TN X; = oL \r\ql:‘ ]

ar o clasa de puncte %“hxr"s“‘«) va fipentru un tetraedru A,A, A A, dat:
(2) _/Z(x.,x,_,x,_\'“)F {Q<lnt A A A A, \3 keR™: QX(k; X, ,x‘,x‘,x.,)} unde notam:
(3) Q= (ki X\, Xp.X3.%,)¢=> A ®an _{\(L * AaBay _( w\®
[ T) ? 3:.. A _\—‘1‘\) e\’t. »
unde Q;=ALQN(Ay A, A,),i=14 ] k, 1 distincte dous cite doua si:
@) By=AnAQ= ANAQ, , LRETI-{ig]. (vezifig1)

Bineanteles, trebuie demonstrate o serie de mici leme care si dea coerenta definifier (2)
(de pilda. ultima egalitate din relagia (4)). Vom prefera in continuare abordarea de tip (ii).

Fie deci un tetraedru A, A, Ay A si fie Q €(AyA A, ). if]jk]], jk] distincte doud cate
doua asa incat: AQ,N AQ,N AQ,NAQ, = Q). ___

Definitia 1. Vom spune ci punctul Q este de rang k si de tip (x,,X,,Xy,X, ) cu x>0, i=1,4
daca i numai daci: INCY YN

(5) N1 e'l-__4 Q= (k; XyX X))

deci daca §i numai daca punctele Q determinate de intersectia dreptei A Q cu planul determinat
de celelalte puncte ale tetraedrului este punct de rang k de tip (X5, % %)
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Lema 1 Defingia este corectd: dacd (xy), ‘—“E‘,{sl ke R st daca
QAN G ) atner AQNAQ NAQAAQ, #
I)I'IIMDII.\II'IIIIt

Ay

F'\%‘Z

Sa ardtam de pilda ¢d A, QNAQ, # a
e |B,§

A QNA, \ B = A QNAA
Avem: Q =~ k(k Xa.Xj. \.‘) > Ay _kh_)

S MM

Qu = (hix X)) =2

k“\ s\:l>
BAA A kT
Cdeer AaBa _ AyBy et
gidecr 23598 o 2OL . =B T= By .
B4 Ay Ba Ay S

Rezultd ¢ punciele Ay A3.Q4.Q, sunt coplanare cu Que(A{By,). Xi\j} ll "} deci A\ QNA,Q,
Concurenga tuturor celor patru drepte este acum banala.
Definigia 2

QED
. Numim clasa punctelor de up ('q)L -‘GA in tetraedrul Ay A, Ay Amuljimea
puncielor Q€Int Ay A, AJA pentru care exasta k‘ER aga ncat Q= (kq:uxy,X,X, X, ) §1 0 notam
(N NN YY)

Fie Xy euk" Defimm

X y< >./Y('<) ./ll(v)

Y
Observane Relapa definna de (0) este relagie de echivalena pe ,/( .
Lema 2. Oricare ar fi xeAastfel illcﬁh/((x X, X, X)
greutate al tetraedrulu

{_(i], unde cu G notam centrul de
Demonstrapie

(0)

Cu notagnle dn definifia | avem ¢a Q, ,Q,.Q,.Q sunt cenure de greutate in triunghnle
AA LA, i deci -(x. X,

gt deci: Q™ 1- (x, x, x) ete. conform rezultatelor din prima parte a lucrdrii noastre
D lema 1 g1 defimipia 1 rezulta ceea ce avem de demonstrat

QED
Fie W oun sistem de reprezentanp pentru relagia definitd de (6). Vom demonstia in
contmuare 1

Feorema |, L./T(\)} Lste o partigie pentru Int A, A, AA
Demonstratie.
Ardtam ca

(MM x. yeW x#y =7\/((x)ﬂfﬂy) 2 V{
() \ v - LA AL AA
XeW

Fie Q€S nHiy) >3k, k, € R aga incit

Q= (ky;x),
(9)

Q= (ki y)
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Conform (5) rezultd. dacd x = (v NN XY = (Y, WY WY Y, )

{Ql hyo \ X))
(10)

() ha YO Yl M)
st conform proprietaglor x,hsclm din lruouu avem

(NCNN ) = O ey ) Vlfklla‘lel-‘
deci CEE) oAleaX X )___/(1\ y )

b’h'«‘ \

Fie acum un punct LY

12y Q.€ Jv)-Hiw.
§t fie Q= AJ QUVALA{AL), ) £ [k i1} Dacd Qu=(kgix) atunci Qu 3 (kwixg.xy.xy)
Conform (1) rezulta:

(1) 3Ky 0 ai Q= (hyiya Yy %)
Analog: A ky #0ai O™ (k\,‘._v1 Wy N 32304
Atatam ca

'\0"

(1) Ky,= kye kyy= kg2 Ky,

lntr-adevar avem: A, O‘iﬂ A.‘Q‘Aﬂ'\ A) = Ul“;/ ¢ sidn(12)

3
A Bay = j_I_ S Yg)‘“_ -
__——_—5._3 "% = K \Il) _(—;Tl == K"_K’“ g‘&.

Deci relagia (14) este adevarati y conform definiper | rezultd: Qy = (kyly) deci ()‘é./r(y).
contradicpe (12)

DeciA(x)SHMy)

Analog: J{(y)SA(x). Rezulia f{(x) ‘/[())

Demonstrim acum relajia (8)

Incluziunea U ./((\)C Int A A, A A rezultd din definipia muluuulmj(_(x) Vom arita
"I contnuare’

(15) Int AL A, AL A S s ix):

FleQeEnt A AL A A, {()} A() n(A A AL, indicii i, k, | distincp doi cate dor i

B Byo= Ay () NAA, =A, ()\f\/\ Ay

ke
TT ae %
S X A B —
(16) x - (_A) NECNR
-;\:‘: Ay e;l
Avem:

~ . :
_ (17) Q7™ - (N XXXy,
Fste suficient si aratam ca. de pilda:

(18)
AqBay ..

® ESY h‘\ *3
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deoarece din relagiile analoage lui (18) vom obgine Q, o~ (1, x,,%,,X N i analog pentru 0,.Q, s
respectiv Q  si conform definipiei 1 va rezulta (17). & MMhy

Avem:
Kl‘:_)\__ AaBaytAaB, = Ay®yy

A3BarA3Bay = AR,
Ky AWBaCe A By s Ay By

AaBan * BBy s Ay Ry —

AvBau \* [ AL B . M.BA.&)_(M-&A . k\%">
SN A T\AL B A8, By Qi A

Dar, conform teoremei lui Ceva aplicatd in triunghiurile A, A4 A si respectiv A, Ay Ay,
avem
A Bay CAGBa | Ay Bas

ALBu Bauf g A =4
ArBauy A By . Ay Ba> A ,
GanAu By Ay L-TENETY
st dece \
# deci o\ (A Bw) — AvBay _ )
7\5 %5“ Au Bau Ay XS

Cu accasta consideram teorema demonstrata

QFD.

in demonstragia teoremei anterioare am reusit stabilirea unor rezultate utile pentiu cele ce
urmeaza.

Corolar 1. 1. Aplicagia f[(\,‘,‘(,,x, ‘(.,)-..,I\(Q )g,u\akto Q ”(K. ,,,.x,‘,x,) j#mn, p\
f(Qy): (QS')\ P vkER

este o byecpe (,\‘Innd punctul de up (x.x, X, ) derang kin AA A A jﬂl k I}
Corolar 1. 2. Oncare ar l'n Q< Im A‘A A /\“ avem:

R
Ay OS5 N; i W __L_L‘ T Ay h\ )
(19) Qﬁ(l'lst‘ MM) L“ mB;A \_ﬂ B T

Studiem in continuare cateva proprietipi generale ale claselor J{(x), x € ._}‘.
Lema 3. Fie \G.A stk #0,Q =(k;x). Atunci:
(1) ¥ X>0:Q=(k;\x)

(2) NN >0:0= (kr; xP
(3) X >0 M(x) = M(x) = Nx).
Observane. Daca x = (x ). n.\)“ ———()\x‘)u“‘sl X)"("U\.rr.
Demonstragia lemei 3 este mmhali
Corolar 3.1. Din (19) i lema 3 (2) rezulia: oncare ar i Q€ Int A, A, A A avem
5 ~N(d N &)B:\u . A]B\w
Q0 Qua JT Py ey Ty )

vy AuBy
Lemad. Fle Q€Int AAA\A(si k k€ R™, x,y e;‘_\'
Avem

() Q= (kix)i=12=k,=k

2) Q ~(k..x)wQ ~(k,.>)¢>x By §ia(x, y)-
Observatie. Notam

oK (x, y ) numarul o< din relagia (l) (ouvemm oK (N, y) = -0~
daci x Ay.
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Demonstratie
(1) Evident
(2) Fie {Q ) - AQQ(A‘AKAL) Conform definigiei 1 avem :
QU™ (hyixg X X ) st QU™ (ks Yy Y V) si deci (X XX ) -"()cl Yy N ), oricare ar fi) ¥
distncte din {1, 2, 3, 4) daca yi numai dacd existd o< o
LY

\f\—i—:":&‘\f\li: g\’c.

Analog \w ¥ — \n W
Xw Y

st obymem, in ipoteza ca (X ) an (¥i )i sunt distincte, o= oLy elc.
Obginem in final definijia relaper ~ . Reciproca este banala.

QED.
Lema 8. Daca Q ~ (k; x) atunci :
MA@ Yy, v)=yel ai 2y~ ;;ak.‘ Q¥ (K y).
)Ty, = 1.
(2) B(Y,‘ Yo Y, ) ve r(“ ai : a) analoé“
b)ﬁ;)’a =1
Demonstratie. e
Rezulta din lema 3 Juand : .
(1) y\-»'»-iti—,i;lg‘ DN :=<Z X¢
X | Y
lxA .
X{ _\
IS
?) yomeh ' i=ld

QED
Teorema 2. Fie A A A A un tetraedru. Atunci :
1) G~ (h, X, X), x> 05k £0;
i) O (1 (R R) (a13) 3
) I (LTS Ty ) H
iv) daca A A A A  este ortocentric atunci H= (v, A T 19 I

Demonsirafie

‘F\%. %,
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i) Cu notatiile din fig. 4 avem, presupunand O ~ (1, (x‘_)‘_
004 _ OAl "Non Adoel " %A

AL ALA, AQ — A KaEKy L]
oYY 2%

K\
y=A

Dar: 00, = JR"— R} si deci, nomnd §= \i\xk

Tinand cont de lema 4 rezultd concluzia. ask:
iv) Se aratd imediat ¢ dacd H{ = pryn At atunci Hi este ortocentru in
O AyAA( (vezi de pilda * Geometria planului si spaiului euclidian”)

Ay

Ay F:’\%,‘S_

Ban
Ay
Daca H= (k; (x; )h“) atunci deducem: HH, = —-h 4
' 3

5
A H \:*X.#‘\_h
$i: " % . ack F i
IIH;—:AlII-A,.H. 1(1-—5_‘)|.1] (h-hY) ,‘3-—-/\(/\3 it
Obtinem :
A
Xhy = W — ._S_""“- WX x‘t“ Lty =>

s\
O T 3 s S 2% ha
‘\‘*hu—\\l_ . .s\ S
Analog : LSS S G X Wy — RN 4 L Ran,
. AR 3‘. —_——

‘X‘{ W= "\-‘;\) - %’Q‘«h« - Y\t\“) =Q¢=>

Deci :
‘\-l O0c¢=> Xhy = RNy Sos X nx k=0

1(*«\\«-—\\\'\1) ‘—R«VM + Kty
= -

Y
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)
Deducem — HiT, - 22

=> HH, =HHR =>
o Xu ha
B - 2D

i
AHHLB LS AR = qBA}“lE\'\B\s W=D A, B A= isosu-\ -

/
NUTAMAN =T A AA =D éﬁ\—-:}“\—{: 2> Naz=hy.

Analog hy by b . *

Cum A = 12,3 4} rezulta N7 Xy =X
Dar:3V = haT, - h, ¥y . <
A A A A este ortocentie daca i numai dacd Ty =N =Ny =Ty deci b, - h:;t\
Rezulia
(Nt Xk =8 g #xX !} Ny ' Ny =>Xq(1-h) = x(1-h+ 1 +]) =>
=> X4 N }.:Q\‘ '
Observatie : =

h - 1 =>x3 =x¢ 0. contiadicpe teorema 1.
Deci:  H=(L300, 1. 1) sau HZ (L (hj) Q== (0L (G)j)
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CAPITOLUL 1. CLASE DE PUNCTE
GENERATE DE O FUNCTIE

Vom prezeuta in cele ce urmeazid o tentativd de generalizare a rezultatelor dim eapuolele
sutenoare. Ne intereseazd stabilirea unui cadru comun gi cat mai pufin restrictiv pestro wopiumle de
clase de puncte aga cum sunt detinite peitru triunghi gi respectiv tetraedru

Dach reugim sa depagim intimidtirea firesc produsa de relatiile de echivalentd :

(N oYy 2 ~x 0y, . 7,)

peutiu triunghi i cea Lolespnnn«me pentru tetrgedru vom olmmn ci, in fond, o clasi de puncte

(x, y, z) reprezinta locul geometric al centrelor de greutate corespunzitoare virfurilor
triunghiolui relativ la sistemul de ponderi ¥, <, z%), cind k parcurge R, - {0} (Restricgia
k # 0 apasc datorith ambijiei noastre de a realiza o partitie a interiorului triunghiului, iar k - 0 pentmu
ca altfél obymem puncie dn afara interiorului.) e asemenea #(x, y, z, w) reprezinta pentru tetraedru
locul geometric al centrelor de greutnte corespunziitoare varfurilor acestuia relativ In vistemul
de ponderi (x*, y*, 2%, w*) cind k parcurge de asemenea R - {0}, O justiticare-a celom atinmute
pentru triungly poate fi duta plecand, de exempha, de la rezultatele din capitolnd 1. lemek: 3.2 31 3.3

Din punciul de vedere al observapilor anterioare, este deci fireasca o abordase ca mat jos

Fiem,ne N*g A - {\‘_ x,,)cll ’s(x L Xg y€ R wﬁelgk un mterval.
Congideram mulpiuea de funcgii F, ([ f: R -» R )pe care dcllmm
sFya=+ G | s(f)=Nhg , unde
he R~ R he(y) lpafCy) , ¥ yeR iar "
G={h|h R- R}siln=1l,|,.“,|)GR.
Consideram, de asemenea :
CF, —» ?(It“)

C(f)=(ye K" 3 zc Rai s(f)(z)#(\,yx fz)

s{f)(z)

Pin defimpe, C ( ) repreama mul;imen centrelor de glemme ale panciclor din A volutiv fa
sistemul de ponden (f, (x ). fy(x). . wixnarf=(f oy ) Spunem 0a € (1) exte
clasa centrelon de greutate generate de f penuu A

Avem evadent urmatoarea :

Proporifia 1. Dacé DPI" (1)c FA
DPF (l) ( fiy |fe FA Imfc(0,0)" s { diferenprabils }
atunci: ¥ fe DPF, -"ﬂgun“blmll ai €(f) Img unde ICR este un intervill

Anulog pentru: ol
I)NI (1) =ty ut |fe Fy o ImfC (. 0)" si f diferemiabiti}
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Propuetap interesante se pot obgine considerind clase specinle de funcqii “generatoare  de
ponden pentiu A, ca de pilda - n
LI‘F(K‘) (f (f]( W.eI)PFlaa—(nl s )ER g

b=(b,.. . .b, ye RN ai fi(x)- apx+bi %1 T.n}
FORD) =40 (f ], 0, _helwl [3a-(a,. ,8)€(K)
fi(x)=a . Mi-Tngsi¥x€R)

Pentiun 3gim=2sx Xy Xg. Xy ncgolmmre obgimem pentru FE, (R3)U H: (R*)
" teoria " triunghiului jar pentru n SAm=3GN, X)X, Xy necoplanare I Fa des,ne teona

273
tetracdinhu
&
Observatia 1. Pentru g‘ R K" g () s!-* cufe I)l'l'A avem:
+ s(& Y (t)

Limg, - C(f)
2 g eqe diferentiabila

Observatia 2. Un calcul rapid ne conduce la .

g'i ('FE(‘GN:’-A“’ B (R, . 8w
s(H(y) GOy
Aj“)=( (s(f)(v) l‘(l))g=l.m

Propozijia 2. Fie f € LPTA( I)Lf(x) ax'b .abe ( ll")“ Atunci

N

%
1gg este regulath ¢ > & | x, FRLL), ()

X
2. C (1) este inclusd intr-o hipersferda € card C ()= 1
Observatie. Notam u, vectorul (u,u, ... u)e R™,
Demaonstratie.
Evidema=(a,,.. An )G(R‘)n,“ =(b,,..., b.) e(R} )"‘ > g‘cmhi
Avem : existd t €l puna sn_ngular pentru gg dnd $t numai daca By(te) - 0 ceenve este
echivalent cu ( g ) () =0 ¥j=1m undcg =((&) e ,(g‘]m)

Dar, daca x, = (x,, Xeg =+ Ko )eR™, k=T,n, avem:

unde : a8 - “‘Z snb"’-—tz‘Zh;.

Deci: Xie L
J 1, punct singular <= S~ ANLTR Mji=Lan &2 a] x|~ Mj=ln &
< A
1

1
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X a

— ‘ - .

£ a Xy al = (a In)ﬁ , de unde concluzia.
Xn a

2.7 &=" Evident
=» " Cum (*) ne asigurd, conform 1, de regularitatea lui g rezulta ca ¢ suficient sa
ardtam ca. toate hiperplanele normale au un punct comun unplica card C () | ( vea g propozpa
L4dn [ 15]) biey = ( Yo ¥ punctul comun hiperplanelor normale. Deci:

m

2 (y; -g; (g (1)=0 ¥i€l

Rezulta: pA
Sy — (R xia)tih )] z-_,.h-u)_ Mgl
] attb (atib)*

Dupa cateva prelucran banale obpmem :

(Z(v a- > %t ‘)(Z'x a;-a)t 0%:()( h-b)(ij‘ul-u) 0

t.
deci, daca o 72 X:- ., atunci:
] N (

2 (yju- k) (K-a)=0
2y -1 )(&-a)=0
i

sl

Inmulpnd ultima relagie cu a $i scizand-o din cea anterioard objinem:

X

] .
Z( Lt a) (L -n) 0<>Z(,c-a) S0 &> Lca MjerEll (R L),
i x
contradicie.

Deci ( * ) nu e regulatd gi din demonstragia de la | obyinem ca toate punctele lui g sunt
singulare ¢
ge (1) ((ge)(t). ... (gg) (t)=0 Mt
Deci exista ce K ai g (t)-¢,Mtel
Rezulta. C () { ¢}
QED

Nu vom msista asupra familiei | I'I"A ( 1) deoarece am vrut doar sa dam un exemplu de
proprictate remarcahli
Desigur, acum se pot pune numeroase probleme.

Prohlome:

L. Daca definim f~1, & 2 C(f,)=C(f;)pentruorice £, f, € A unde .
AC DEA (1) = { [ € K| f difereniabila )
atnct © ~ 7 este evident relapie de echivalenjd. Se cere sd se pund in evidenjd un sistem de
reprezentanti pentiu A |

4
2. Dacal - [« P | sase determine l‘{ (&,p)-f[‘g; g" (t)|ldt ,pentivfe 1 I’I‘A( 1)

Sa se studieze apoi existenfa in R pentru max I/{ (<,p) .

{eLPPZ(l
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3. Sa se realizeze o “teorie " a poliedrelor convexe pe baza mulfimii FF ( R‘ )UFF (R*)
cwACR , analoagh capitolelor I gi 11

4. Studiati cazul in care A nu este discreti.

69
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CAPITOLUL 1V.
PROBLEME INEDITE.

Prezentam in incheiere zece probleme pentru rezolvarea cirora exploatarea ideii de clasa
de puncte suntem convingi ca ar fi sterila §i chiar enervantd. Acest capitol se vrea deci un mic
semnal pentru a marca limitele abordarii propuse in paragrafele anterioare.

1) Arataji ca peatru orice numir natural m existd m puncte in plan, astfel incat oncare
trei puncte nu sunt colintare $i distanta dintre oricare doud puncte este un numar natural.

Demonstratie K 2 ’
Fie m un numar natural fixat; din relagia ‘——ln )+ ~——= |, valabila pentru orice n
N"44 n+d
. . o 2n -1
natural, rezulta ca exista unghiul 9 astfel incat sinf= ;‘{"Z s cosf = —r“z
+

Deoarece hm E‘n—i =0, rezultd ca exista n astfelincit 0<2mY <-i . Consideram cercul
Nae
2
de razi 1 - £ ; 4 avand centrul O si alegem pe acest cerc punctele Ay A,, .., A, _astfel incat

ALO 2ke. Rezultd e Ag A = 2rsin (i-j|9) = ( n*+ 1) sin (|i- I‘P) Pnn inducpie dupa m
putem am(a ¢d daca m este n.uuml atunci numerele ( 02 + l) sin m® gi (n*+ 1) cos m® sunt
intreg.

QED

2) Prin punctul O din spapu wrec dreptele d BL YT d, 995 , doud cite douid
perpendiculare. Pe dreapta d 4 se considerd un punct oarecare A 4 diferit de O. Arétagi ¢ se pot
alege punctele A pe dreptele d ¢ respectiv, pentru i = 2, 3, .| 1995 astfel incdt sk avem
urmatoarele 1995 de perechi de du.pu pempendiculare: A, A _[_ d, AlA,'_L dy, s AALLd:

A.g” ‘s”i ‘1”‘ nuA -Ld N 1“5‘ 1—Ld ®

Demonstratie.
. o - . = 2
Fic e un versor pe dreapta dg, i = 1, ..., 1995, astfel incat OA = a; ¢;, a; ER. Notam
L= s S . I3 el o - < ins :
<; e g2 opentiui -l 1994 6l g g = < €44 €4 > . unde < v, W > inscamnd piodusul

scalar al vectorilor v gi w. Condipile de perpendiculantate ale dreptelor A, A "si d; sunt
(5} L
() = B % "M Say %7 9,
sau
9 4 > =
. (2) ﬂ(_.l Cica T 8{44 Cian

Putim lua arbitrar numarul a, g apoi putom aloge numoicle a,, 8¢, .. H” a . —
astel incat sa fie sanstacate cele 1995 de relagii (1), cu exceppia. eventual a uneia a‘m o 1 Ciggs.
Dar aceastd uluma egalitate rezulta prin inmulfirea membri cu membru a urmitoarelor 1994 de

relagn.
ax._ G, , A5._C). ..., M99F __.Ci99m .

2
a, Cy ay (% I"g_’ Cie94
81 . Cesas. . 84 _Ca , .., A1924 _€4992 .
%995 ¢y i, € 992 °4096
ED.

3) Pe un cerc se considerd 3k puncte astfel incat cele 3k arce formate au wimatoarca
proprietate. k dintre ele au lungimea 1. alte k au lungunea 2, iar celelalte k au lungimea 3 Aratap
ci dintre cele 3k puncte exista doua puncte diametral opuse

0
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Demonstratie

Demonstram prin reducere la absurd. Pentru aceasta colordm cu negru celcf}\k puncte §i
impargm cercul in arce de lungime 1, marcand noile puncte cu culoarea rogu. Fie AC un arc de
lungime 2 avand capetele colorate cu negru gt mylocul B colorat cu rogu. Punctul diametral opus
lur B este punctul B colorat cu negru. Presupunem ci pe arcul AB a cirui lungime este 3k -1,
avem n, arce de lungime 1, n,arce de lungime 2 §in, arce de lungime 3. Atunci pe afcul C vor
fi n, arce de lungime 3, punctele diametral opuse extremitafilor arcelor de hmg_lme 1 fiind
colorate cu rogu Rezulta ca ny=k-ny st aceastd egalitate este in contradictie cu egalitatea !
k-1 = n,+ 2n, + 3:\5.

= QED.

4) Fie P un punct in interiorul unui poligon convex cu 2n laturi A, A, ... A, Ardtafi ci
existd o laturd a poligonului A A, ... A, care nu are puncte interioare comune cu nici una dintre
dreptele PAy PA,, .., PA, .

Demonstratie.

Sunt posibile urmatoarele cazuri:

a) Punctul P este situat pe o anumita diagonalda AB. Atunci dreptele PA §i PB coincid §i nu

intersecteaza nici o laturd intr-un punct interior laturii. RAman 2n -2 drepte care pot intersecta

2|‘1 -2 latn. Ay Ag
P‘L
A, 4\
As ' hs
A, Ag

b) Punctul P nu este situat pe nici o diagonala a poligonului A WA Agy. Considerdm
diagonala A, A, ,. De fiecare parte a ei sunt situate n laturi. Presupunem ci punctul P este situat
in interiorul poligonului A, ...A,_, ( vezi figura de mai sus.) . Atunci dreptele PAM‘, PA ., s
PA,,,, PA,, in numir de n + 1, nu pot intersecta laturile AnMAnw.’ Anor_ Am,3 i 555 % AmAi‘
Rezulta ca celelalte drepte pot intersecta cel mult n - 1 dintre aceste n laturi.

QE.D.

5) In plan se dau n cercur, n > 5, cu proprietatea cd oricare trei cercuri au un punct
comun. Si se arate ci toate cercurile au un punct comun.

Demonstratie..

Notim cu C,, C,, Cy, C,, ..., G, , cele n cercuri si fie A punctul comun cercurilor
€, .Cy.Cy i B, C, D punctele in care cercurile C, si C,,Cosi CL’ Ca si Cd se intersecteazi a
doua oard respectiv.

Presupunem ci existd un cerc care nu trece prin A. Atunci € trece prin punctele B, C si
D. Fiecare pereche de puncte dintre punctele A, B, C, D este perechea de puncte de intersectie a
doua dintre cercurile C, , C, ,C;, ¢ . Rezultd ci cercul C trece printr-un punct din fiecare
pereche de puncte dintre punctele A, B, C, D. Pe de altd parte, cercul Cg nu poate trece prin trei
dintre punctele A, B, C, D, deoarece fiecare trei dintre aceste puncte, determind unul din cercurile
(.G G .6 Deci cercul ¥ nu trece prin oricare doua dintre aceste puncte. Contradictie.

QED.
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6. Se considerd un poliedru convex avind fegele triunghiuri oarecare. Aratapi ca fiecare
muchie a poliedrului poate fi colorata cu una din culorile rosu sau albastru, astfel incat in final,
orice doud varfuri ale poliedrului pot fi unite prin muchii care sunt colorate cu rogu si prin muchii
care sunt colorate cu albastru.

Demonstratie.

Fie A un varf oarecare al poliedrului i AA,, AAZ, ..., AA , muchiile care pornesc din A.
Coloram cu albastru muchia AA 4§i cu rogu muchiile AA , , ..., AA_ ; muchiile liniei frante A, A,
... Ay se coloreaza cu albastru, iar muchia A, A, cu rogu. Consecutiv coloram muchii ale fejelor
vecine cu fefele colorate. Dacd o fagd noud are doua muchii deja colorate, atunci muchia a treia
poate fi colorata cu orice alta culoare, iar daca este colorata numai o muchie, atunci celelalte doua
muchii le coloram cu culon diferite.

Q.E.D.

7. Se considera toate tetraedrele AXBY circumscrise unei sfere date. Aratap cd pentiu
A si B fixate, suma A A A N
m(AXB )+ m(XBY)+m(BYA)+m(YAX)
nu depinde de alegerea punctelor X si Y.

Demonstratie.

Fie A", B', X', Y punctele de tangenta ale sferei cu fejele BXY , XYA, YAB, ABX
respectiv. Observim ci A XY'B= A XA'B, A AY'X = A AB'X, etc. (teorema 1. L1 )
Folosind congruen(a acestor perechi de triunghiuri, obfinem ci suma ciutata este egald cu:

* AN LN
m(AY'B)+m(AX'B)=2m(AX'B),
care evident nu depinde de punctele X §i Y.
QE.D.

8. Fie ABCDA'B'C'D’ un cub avind muchia de lungime 1. Cercul C4 este inscris in
patratul ABCD, iar cercul C, este circumscris triunghiului ACB’. Determinagi cea mai mica
distanta dintre punctele celor doua cercuri.

Demonstratie.

Cele doua cercuri sunt situate pe doud sfere concentrice: sfera circumscrisa cubului gi sfera
tangenta la muchiile cubului. Cea mai mica distanid dintre punctele celor doud cercuri este egala
cu diferenta razelor celor doua cercuri, adicd cu W3 -N2 ) / 2.

QE.D.

9. Virfurile tetraedrului KILMN sunt situate in interiorul, pe fefele, sau pe muchiile
teraedrului ABCD. Aratati ca suma lungimilor muchiilor tetraedrulii A B'C'D’ este mai mici
decat 4/ 3 din suma lungimilor muchiilor tetraedrului ABCD.

Demonstratie.

Fie KLLM faja tetraedrului KLMN care are cel mai mare penmetru. Notam cu A | B, C,
D’ protectiile ortogonale ale punctelor A, B, C, D respectiv pe planul KLM gi cu I poligonul ale
carw varfun sunt proiectiile punctelor K, L., M, N pe planul KLM. Notam de asemenea cu
Prsio suma lungimilor celor sase segmente avind capetele in punctele R, S, T gi Q. Urmatoarcle
inegahtagi sunt evidente : Pximn < 2PxuM |, Prim < l|’,‘ , Pr‘ <23Pascp , Panscep < Pasep

QLD
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10. Fie Ky muliimea vérfurilor unui tetraedru regulat avand volumul 1. Multimea K4 este
formata din punc(ele mulimii K, i din punctele care se obfin luand simetricele punctelor din Ko
fata de unul din ele. in toate modurile posibile. in mod aseminitor din mulfimea K4 se obfine
multimea K, din K , se obine K, , s.a.m.d. se obfine K,,. Notam cu M,, cel mai mic poliedru
convex care conp'ne punctele multimii K,

a). Cate fege are poliedrul M4 i ce sunt aceste fete ?

b). Cit este volumul poliedrului M 4 ?

¢). Cit este volumul poliedrului M ?

Demonstratie.

Multimea K4 contine pe lingi multimea K, , incd 12 puncte care pot fi reprezentate
construind un cub L, in care A, B, C, D sunt varfuri nealaturate $i un cub 1.4 omotetic cu L,
prin omotetia de raport 3 i avind centrul in centrul lui L, . In cubul L4 punctele A4, B, C,, l),
sunt varfuri corespunzitoare virfurilor A, B, C, D. Analizind figura observam ci M, are 14 fete:

o dreptunghiuri §i 8 triunghiuri echilaterale, iar volumul M 4 se obfine scizind din volumul lui Ly
care este egal cu 81, \olumele a 8 piramide: 4 - (1/2) + 4-4 = 18, deci este egal cu 63. Volumul
lui M, este egal cu (5 PG 1y
QE.D.
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