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INTROOUCE'RE 

Cartea de fa1ll se adresează studenţilor care um1ează cursul de "fundamentele Geometriei • 
din anul IV încercând sli reactualizeze eleganta si ingeniozitatea geometriei sintetice ca pw1ct de start 
in conturarea a ceea cc ar putea fi o teorie a centrelor de greutate. 

Prin 1:onţi1111t11l sliu, cartea p1me la dispoziţia studenţi.lor un material clar, uşor asimilabil, util 
swdiului şi iusuşirii geometriei, necesar completării C1Wl>~n1elor, rechemându-i în cadml intim şi pliu 
,Ic surprize frumoase şi interesante al figurii atât de clasice (intrate în istoria geometriei) 
tri11nghiul, prccti,i1.'şi in interiorul i:'ollfratelui său tridimensional tetraedrul. 

Astfel studenn,I are ocazia, prin acest ·curs, să reântâlnească noţiwii de geometrie familiare lui, 
in;;j traine dtlltr-un punct de vedere inedit;am putea spw1e. Pentm în1elegerea textului st1Wdentul are 
nevoie de ·u·n b~gaj de ··cilifoştî111e cir.acteristic analizei matematice (şiruri, topologii, continuitate, 
dcrh0 abililate, "dife~i:tl~abilitate) cât şi de câteva cwioştin1e de geometrie clasică , intrată în uitare de 
catăva vreme. 

' Fără a un_!\irj>rograma ailalitică a w1ei trepte de iuviiţlmânt, lucrarea conţine noţiw1i care sunt 
incli1se în programele de lnvlţământ ale liceelor şi facultăţilor, noţiuni cc sw1t lărgite şi aprofimdate în 
cadroi celof. patru capitole care determină structura cărţii : 

·• f Geometria triunghiului. 
·. IJ : Ckdmetria tetraedrului. 
· Ul1 €fese ·de puncte generate de o funcţie. 

-W-."Problcme inedite. 
Expunerea metodicHnsoţită de exemple şi probleme, permite o parcurgere uşor ascende111ă . 

Oad • în primele dol!i capitole se simte probabil wi uşor regret dupi paradisul pierdut al clasicei 
geometrii a triunghiului şi respectiv a tetraellrului, în capitolul m este prezentală succinl ideea care stă 
la baz.a lucrării de fa1li . În final este tealizati o selecţie de probleme non-standard cu scopul de a 
semnala şi"limi1ele abordării pe ba~ ideii· de,-clasă de centre de greulate generate de o funcţie . 

Sperăm ca rczultatele ·origina'le să-converteasci entuziasmul cititomlui într-o premiză a llirgirii 
ciufrulu~ propus de noi. in clieitotu.1 III . 

, • . lu, i11i,hi<;iere ou avi:m-decât sA dorim ll)ult succes studC11ţilor in studiul intimitliţii mulţimii de 
punc1e dip ii.1le_tjo,l"tiqu11ghju(ui şi .tetn~ului, sperin<tilin tolli inima ca o parte din cei pasionap de 
gcomct,ic să continue a_ dezvălui m.u,l!e:alte taine .ale acestor clase de pm1c1e . 

. Do.~m si ~nullUmirn în îndieiere 'itimnqlui profesor Marin Stasei pentru sprijinul acordat. 

AUTO RII. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



CAPITOLUL I. GEOMETRIA TRIUNGHIULUI 

t. CLASE DF: Pl lNCTE. ( Exem11le. Proprietllli topologice.) 
I.I. DEFINIREA CLASELOR DE PUNCl'E J{_(x, y, z). 

Să considerăm pe (O, +ool unnătoarea - relaţie : 
~ ~ 

( l) 'r (x, ,x.,_ ,x~ )E(O, + oo) , (y, ,y~ ,Y:1,) (O, 1- ..., : 
( ) ( \L~\::i..,-10 ' I"''- J':l:.-t ·· '123) x, ,x.,x~ - Y, ,Y L'y~ ,-- :i "" a.1. n ;:r- oe n ..,. • 1, J e, . . . 

Lema t. I. Relaţia • - • defintă de (I) este o relaţie \le echivalenţă pe (O, + oo f. 
l)cmonstraţia este imediată . 

Fie l n~ (O, +oof / .:, mulfimea factor determinată de • - • şi fie W un sistem de 
reprezentanţi . 

Să considerăm acum un triunghi ABC oarecare ascuţitunghic , şi fie 

QE lnt6.ABC. Fie (A~) = AQ0BC, {B~) = BQ()AC, (C,) = CQCIAB. 
,., 

DefiniCia I. Dacă x, y, z 6- R: şi h -( spunem că Q este pm1ct de tip (x. y, z) de rang k şi 
notăm · Q"' k - (x , y, z) • dacă : 

e,~. =.I~)""· c:~, =-'~)""· ~ -=-'~) .... 
Â,C \'f I \?,,,,, \c. I C,~ \-,,. 

Fie/4x, y, z) mulţimea punctelor de tip (x, y, z) . Deci: . 

( l ' )./{(x; y, z)"~t {Q ~ Int C.ABC I 3 k~Ra.î. Q "'k - (x, y, z) l 
Teoremă. (){(x, y, z) I (x, y, z)&W) este o panipe a lui InthABC) . 
Demonstraţie. 

Trebuie deci să arătăm că : 

Jl 
a)\1-(x~y~ ,z,.) W, i _= 1,2 a.i. Jf.(x, ,Y, ,z,)f\Jf.(x ,y ,z ) f ,;J avem 

(x, ,Y, ,z4 ) - J{_(x.,_ ,y.,_ ,z.,_), 
b) V (x, y, z) ~ Im AABC. 

\. .. ,..,, .. ,~'-' 
a) Dacă reuşim să demonstrăm că : 

(2)'1/'(xl ,yl ,zJ E: (R:)\; i = Î:Î avem: (x,,y, .z,) - (x ... y._ ,z, )Ca='> 

J{ (x,,y, ,z,) =J{(x.,yL,za ) 
a11111d punctul a) devine evident adevă rat, deoarece W fiind w1 sistem de reprezentanţi avem că 

( x, ,y, ,z, ) ~ ( xL ,YL ,z. ). 't (x , ,y, ,z._) E:: W, i = 1,2 ( am notat cu ·· - - negarea propoziţiei drepte 

din ( l ), d.:ci fapt iul că 1t oi. f O, "3 i" j .._E:( I , 2, 3) a.î . ... ). 
Fie (x, ,Yl ,z~) E (R~) , j = I . 2. facem mai intâi observa pa că : 

(3) 'f x, y, z E R': :J((x, y, z) 'f ~-

7 
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Fie deci Q(:J{_(x, .y, .z,) de rang k,t R~ Dar J{ (x, .y, .z,) = j{_ ( x1 .y._ .z1 ) , deci 

Qtc JfJ. "' · y .z ) ~111.., E: R" a. i. Q '3 k._ - (x. ,y._ .z1 ) . Con fonu defini1iei I avem :· 

( •I) ~~,~)~½f' i <:e.. =l~) .. '=l"''' · .r..t.i. -\"· ) .. ~," .. ) .... 
... ,t. '1, 'h e.,-. ~~ •~ I c.• e, - li°; -r~ 
Fie,( :~ ~IO (ki. ~ O şi k, 10). Din relapile (4) obpnem: 

şi unalog: 

şi deci (x, .y, .z,) - (x._ .yL .z 1 ) . 

Dc111onstră111 acum : (x 4 ,y4 ,z
4

) ~ (xa.,Y._,z 1 ) implică faptul că 1o(I O ca in (1).Estc 
sufic ient să arătăm că : 

>+ Q,; k - (x1 ,y, ,7.
4

) = ) Q """'k -(xa. ,Y._ ,z._) (5) 
cecu cc în seamnă de fopt căÂ(x,.y, .z,)~.Mxa. ,Ya.,z._) (5 ' ), 

Fie kE-R•oarecarc şi Q'-'k -(x, ,y. ,z,) (6). 

Atonci : Q:::Sak-(x._ .y .. . z~) I (6 ' ) 
intr-adc\'ăr : din(<>) rezultă ~-::.\ ~~ )" · 

Dar (x, .}~ ,z,) - (x.-y ... z._) = , ln ~ = • ln -t = 7' ~ = \ ~:) , deci : 

Analog : ~::.I"•)"'' i, ~t.. :. I~\,.. .. 
~.... \-a.~ ~ <:.,e. , .... , • 

Deci confo1111 defini\iei I avem (6 ' ) . Dar (6 ' ) =:> Q'-J{(x .. . y._ ,z1) = 
AşadarJ((x, ,y4 ,z4 )C,.j((x •. yL'z 1 ). 

Analog se arată că : 

>I (~") (xt,Y1.,z1)<"::J6.x. ,Y, ,z,), 
deci in condu~je :/((X. ,y4 .z,) = ./t<x •• y'l. ,z._). 

b) Fie Q E: lnt t.ABC. Se verifică imediat ci : 

(7) Q ~ I -~ ~ I I!..,.,) 
deci Q~ Jll~¼ ., t>t-.,) "-.k' ' ""•t ' 

t,~• ''i:t 
• 

(5 ' ). 

Dar W fii nd sistem de re1>rezentanp avem că ?i(x 0 ,y., ,z
0

) W a.i.: 

( :; , ', ~)~~ ..... 'I •• ~) 

<Io i vnnfonll ( >Jf. ( ~ . I , ~ ) -Jt (1<o ,)'o ,z 0 ) , dct>i Q~J/J.-~. ,)., ·"•) c u \c.,.. "'-,C.. 

(x. ,y • . z0 ) €: W . deci Q U Â<x. y ,z) = 7 lntbABC" Ufl4. x. y .z) 
\.'-,"f,t\,i\SI \•.,.~c.,-.i 

Rc.:ipro.:a este evidentă : 

Q ~.Y,,,._.t,fa x, y. z) =7' 3 (x0 ,y0 ,Z0 ) t W a.i. Q~x0 ,y. , 7. 0 ) C. lnt ÂABC rnnfo r111 ,k li11 1pc1 (I · I 
~ 111111\inulorJ(( .x. y, z). Deci ._, , ~,JX, y. z)~ lot "ABC. 
ln cond u~.ic : V ~x. y. z) ~ lntl>AOC. 

u .... ,.,"= ..... 
Ob." "'T",tw I. I.a 1n111ctul a) s-a arătai de fopt că : 

""(' \ .y, .1 . .)€:(R:) avem că : JfJ.x, , y • . z, )OJtix • . y._ ,z1 ) I if, -:> 

Jf.( x/;;:~, ) -· }t_( x< .y.,_ .z. I' ~> (x, .Y, .z,) ~ (x l .y._ .Z t) 
l ~ ' ' ' 

8 
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Oh,a ,·,1 /Îil Z."10( > O şi "1- (,, " · 7.) (R:) avem : 
( 8 ') J{( x. y .z) - J(_('>,x . >.y, >-.z) 

(lr-) () ~ k - (x , y, z)(=:> Q ~ k - (>-x ,>-y .>-z) 

Ohscn ·,rţw 3. -.J x > O : Jlh .. ,, x) = { G) şi G"" k - (x, x, x),v k €; R'.' 
l.<·111:1 1.2. Fie() <;;.lntoABC a.î. ?i x, y ,z ER:şi 3 k. ,k„1;.R„ 11 .î. 

(_) ~ k,_- (x . y.~.). i = l . 2. Arunci : k.t kz.<.~ > Q ~ G.C.= >x = y 0~ 7 .. 

I k 11rn11'tr:qia ..:s1,: hanală . 

Lcurn 1.3. Rdaţia de cchivalcnlă • -· - dd'inită de (I) induce pe 1111 b AOC o rela1ie de 
..:d1i, ·.olc1:1ă - • definită nstfd: 

, >J Q, .Q-i. E- 6ABC avem 
-l•..-. .. JJ, 

Q:--Q.._<.= "> ](x, y, z) <:.-(R.) a.Î Q~E:-JUX , y, 7.), i = I, 2. 
Această lemă este o consecintă directă a teoremei anterioare, <lemonstrarea sa fiind banală . 

in co111i1111arc inventarie m dtcva din punctele cdebrc din universul uiunghiului, reamintind 
d 1101:qid.: pcntru aceste puncte sunt cele uzuale. 

l'ropozi1ic. 

G <:.J{'<l x >O : (x, x, x) de rang oarcca,c. 11e1111l ; 

2 I ~J/Ja. b, c) de rang I : 
3. KE:J((a . b, c) de rang 2; 
4 . REJf(a , b, c) de rang 3; 

5. M',,vtfa . b. c ) de rang - I ; 
o llfoj{( tg A, tg B, tg C) de rang I ; 
7. (.>E:,kîsin 2A, sin 28 , sin 2C ) de rang I ; 
8. ~J((p-a. p- b. p - c) de rang - I ; 
9. N<cJ(), - a. p • b, p - c ) de rang I ; 

10. T~Jtl -.'"V-ts.ll) "°'"'\~•~o) ~i...,\..<.~~o)) ..\ . 
I I. 1-/ \ "-°' • Io I <:. ,. 'r<>-"-~ -\ I 

uJ '-v L a:"' 'b'-..,c.>. -\ '2. ~~'b-.. c.-... '- Io-... -.... ) 
...... c_'- ) ~~°l > <>+ ._t; .._2_ \t, ~"-~A •, 

o. <-'- o..'-\,,'- -, QI,, \l ., 
I~ (i).U..,E:Jf.{b, .:, a) de rang -2; 

(ii)..U~lcj{(c, a, b) de rang -2. 
Nu vom d..:111onstra toate cel~ dou:isprezc.:e puncte ci doar afimrn~ile 7, 10 sil2 : prima 

J,·o :11 c<:c prc7j111ă tehnica, iar celelalte trei deuarc.:c ai..:i tehnica nu este sufi ..: i entă fiind necesa re 
i;at~va artiti~ii . 

!Jt'111on~1raţ1e . 

7. Aplidm teorema sinusurilor îrt triunghiurile BAA, şi(' AA ~ şi ohrinem : 
. ,.r-... ,r--.. 

_.,...___ 
lh, lli\~i\ 

~,., : ";)IY\ ~ • C -.,_i • C. - ~-,,.... ,.,,A,Q I 
' . ,., .... - ,,...._ .t:, 

'::,\Y\ ' ,., ..... "'"',c... 

9 
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Fie DE(BC). ADlBC. 
Cum AD şi AO sunt izogonale (vezi de exemplu (7 J, pg. 64) avem : 

,.--._--...... o"- /"... ,.._ 
A~ AC = BAD = 90 - B ~-> sin BAA ~ = cos 8 

/'--,. "~ ....... ·" . r-... ~ " 
Om : DAA4 - A - A

4
AC = A - 90 + B = 90 - C =-;. sin BAA~ = cos C. Deci . 

~'-~ 2.~~iu...~ ~~Q. 'bi\~ ~h„'l.~ 
~= e..~~i"'~ •~=;;, ~c = ~,u.'2...I 

Analog: ~- ~•"-''--"'. ~--~ • 
\'!,~ ... - "'Î'°'l..C. I ~~e,- ~\....,'2..6.. 

Confonn dcfinipei I avem deci cii O '!:l I - (sin 2A, sin 28, sin 2C ) 
10. Reamintim cum se obpne punctul Tal lui TorriceUi (pentrn de111lii a se vedea [91. pg 

I 18 - 122 ). $ .,.------,..-- ~ 

°' ~'3- ,.~. 

Pe lanirile triunghiului ABC se construiesc triunghiurile echilaterale Rac.C. C~A. A { li i11 
exterior. S-a demoustrat că A<lln Be,C\C f " ~ iar dacli ootlm cu T punctul comw1 ,·du, 11 ei 
drepte, atuod Tare in plus proprietatea _el (T, B, O(, ,C), (T, C, , , A). (T, A, ! , B) stmt 1cs,H:-1i, 
concidi.:e, deci practic că : ---. .,......,.._ --"-

(9) BTC = CTA = ATD = 120° 
Să revenim la problema noastrl. Deoarece T, 8 ,0t., C sunt conciclice rezuhl: 

~ = BCo(.= 6<î şi & = ~ = 60. - -----Deci BTA, ~ A, TC = 60• => TA~ ~ bisectoare in ÂBTC, deci: 

Obtinem: ( \ , ) \s> N 
TE: ;"-lTi,l"i=t. derang l=">TE.tl(TA, TB, TC),krang - 1. 

Trebuie să calculăm distantele de la T la vârfuri pe cart: Ic: vom nula astfel: 
x = TA. y ~ TB, z = TC. Teorema lu i Pitagora generaliza t :i, mplicată în t1iu11gl1i11 rilc LI I l' . ("I A, 

~i A T B fumizează primele trei ecuatii din sistemul de mai jos: 

{

y1. + yz + z-. = a'-
( 10) x" + xz + z ... = b~ 

x'" + xy + y4 = c,., 
xy + yz , - zx = "-VS S 

I Jltima erna\ie se obţine ast fol. . • 
3 

S ~ IJ [UTC] +q [CTA J + G'[ATBJ = 'f~ '!,2."' i"Lo + l\:t :1 \ "' 12.0•+ 11.:y 1,, ,"' ,'LO \-
Oetlu..:cm d i· 2 1- ~ c. · 

(li) xa + y2 + z'- = 3~~ ~'b"'--T ~---)-4'13" ~ 

. ( o.'>-+ b"-~c:"l- +a.~~ )t """'t 
( 1: ) .x •yt- z = a ::::::::. !, 

Sch:1ud prima c..:ua1ic din a doua ob1i11 em: 
} L a y L. - xL - xz = a" - hL = :>( y - x)-(y + x ) t z(v - x) = aL • b' _, .,. 

( 
, 'a. • o."L- \a' - 'a.' -'o" 

( y - ~ )- '.\ t- )' f- l. ) -· :, -- h ~) y - )( = - '!>- - ~ )' ~ - ~ I '( 

A11a h1g: 

10 
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Q.E.D. 
Pentru a demonstra 11 avem nevoie de următoarea lemă : 

Lema 1.4. Dacă Q::: k - (x, y, z) iar d~ , d_, d,, , reprezintă dista111ele de la Q la laturile 
!IC. CA şi respect iv AB atunci: 

o .. =..L.2'=> ., 'l'.,_.,..... o... 

Demo11srraţ1e . 

Deci : 

·\nalog , c d~monstreazli celelalte două relaţii. 

QE.D. 

Oh,,·1vaţ1t1 .J. În cazul in care Q este punct de ran~ k · clasic · , deci Q-:::, k - (a , b, .:) avem: 

~ •~•l·°'••• lt 1, 1) ,cz\i~ : , L 
q.~-, - b::_-, = c;:; ... _, 

rda1ic care fig111c :iză in ['J[ . . pg: 60, unife•suin lăc,,te şi miele panicularizliri ale lui k 

1.1 
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Să dcmonslrăm acum punctul 11 al propozj pei a111erioan:. 

În fig. 1.5 am notai D = pracH, E = pr"-vJ, F = pr.,.O. Trapezul HDFO este dreptunghic 
iar w E este linie mijlocie. deci : 

u., E = ţ(HD + OF) 
Dar: 11 t.!/..(tg A. tg b, lg C) de rang I 

OEJ((sin 2A, sin 28, sin 2C) de rang I , confonu punctelor anterioare. 
Aplicând lema 1.4 deducem : 

-,.._"-- t.':> " 2.~ l~ """"" <i.\<\L"', 1 · IJJE:=z..,_ ... ·o:--=-y·,:;:-· ~~ .. 2-..,,, ... 'l.-A. =7 

_L - -~-J !o~ ~ 'l.~ ..... '°~o..,.._ 1- .Lf c:..l..~-L~ ~ 2. ... ~\S~\~~1. 
~')<. .... -z.L¼&.~e.¼,c.. " ... , ... ~\., .... ~"'"'<.. -'2..L -~ ~~ 

Am folosit relaţiile cunoscute: tg A + tg B + tg C = tgA · tg B · tg C; 
sinn 2A + sin 2B + sin 2C = 4 sin A sin B sin c 

şi am 1101a1 w::: k - (x, y, z). cu inten!ia de a determina convenabil k. x, y şi z. 
Avem în continuare: 

L ==-.L . .i~-..-cc..o ... ~-\-" oo-:.t..- - ' .t,-z...,,,"'._u.-:.~c..o..,<: ~ "''-'-..._<.A)),..,)::. 
~ ..,,.... 2 ,:,;,..., 'il. ~-u..c. - z.,r "''"-.. . 

_ 1 L °' c} .. 2-_"'l. ~ ......... _....... °' \,'-.,c-~ 1-
- l.. '\î -:, \u..b.. l2' z. R ' l.<>-~ • 'l.c:.lo -+~• •L'oL _J-

:::. no. .. : T=-, ..... ~ to."-l..,...._ c. .... >l.~ ~"{_.., ..... H~-~n = )-,tc}l'o'\-~)-\.'-..._ ~)1, ~ ~ gQ.o. .... ~ l,, ..... 

Analog: y..., 
~ = ni"(a~ +c .. ) - (8 .. -c"l. >1-J 
..... 
i_'-;..= A (ci.(al. + h1.)-(1._- bi.)-a.J 

Alegem k = I şi determinăm x, y, z. 
Cum ax ~ by + cz = 2S, obpnem: 

a_~ =~"r~+~ - A I 
,,J; L x }:'.~ "1:.'I.. ~ !: - '=> 

unde S
1 

=L,1[a'(b..._ + c") -(a,.. -c1.)°'-J 
Deci: L ..._ =. ~~• 

"l.. l. 2..~ '2.~ 1. 
Oc~i: ·c - >-.la-..(b t c'-)-(b'- -ct. ) ]~ =) x = v[a,..(b1.. tc~) -(b ... - c'-) I 

1'l 

şi a11alua~dc 
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"t-S .._ 
~[b ... (a'2. + c'-) - (a'- - c'-) J. 

de rang I 

Ohsarrnţia Z 
~======> QE-Â(a'-(b.._ + C) - (bt. - c'-). b'-(a'- + c'-) - (a'- -c'-) 

~1...(a..._ ; b'--) - (a..__ - I/-) ) de rang I. 
Q .E.D 

~JL-'...__ __ ,.._ ____ ~~ 

~, 
12. D.:monstrăm doar rclatia (i) care co resp~situatiei din fig . 1.6, deci pentru care : 

fLAD =-1.'iJK =n. CA gg"w 
... "' ~ \-

Sperăm să nu se facă nici o asociere intre~ ~'te" centrnl cercului Euler şi o:,~ ~ - măsura 
ungh iului Brocard. · 

Confonn relaţiei (7) avem: ~'•) 
,.,_ Q<;;-1111.6..ABC: · o,.,1_f%<:• ,'\, a...c:.. 

fn cazul nostru: \ c, ,.,_ , 

~"-• = ,;,.,v-.v-, • ~"• • '!>·,-..c.. I ~ ~~"-"-' 
""•~ :,\.._ I:':, :,,,..._\,., -w) . ,.__,._•-::... ~ • ,:,;..._ V.-=) 

Dar: 
-:,,-...\...._ - w} = ~\~),,. o..'-

,:,\-... ...,,_.. ~, ..... ~ \,1"'-C:... = ~ 

QE.D. 
Am folosit aici : 

9bs.-n-tl/w 5. Q,::i k - (x. y, z) -o:::. I - (x'-,y"' ,z._) 
lnd1cicm paragraful cu încă două leme. Prima se refora la o proprietate ptmctuală în 

dasdc• JtJ...__ y. z) iar a doua fumizează o informa1ie asupra cardinalită\ii unei clase ./(.( x. y , z). 
l.cm a I. 5 Fie Q 1. Q 1 1:oA:'(x. y. z). Atunci : 

I()~~ k,- (x, y. z). i = I , 2 şi x. y. z nu coincid toate)~Q, = O.~k. = k, J 

13 
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Lema I. 6 'T x. y, z e R';.. mulţimile J(_(x. y, z) şi R swll echipolente. 
De111011s1rn1tl!. · 

Fi.: f~ : }(,ix. y. z) -+R_.. f 41(Q) = kG,.'+-O'=Âx. y, z). tmde k.,_ este un nu111:\r a.i. 

Q"" k'l- (x. y. z). 
Observafia 3 şi kma 1.2 asigură faptul că f este bine definită . 

h~ecti,itatca lui f, e dată de lema U . iar surjecti,itatea de ddini\ia lui ./L(x, y. z) 
( vezi (I ')). 

Deci f
1 

este bijectivă . 

Ştim că R estc echipolentă cu orice [a. blC R. 
Avem deci: c;ud R•'.~ card R = cant [ I , 2) , card R\i confonn teoremd 

Cantor-Bernstein card R- = card R. cu alte cuvinte există o funcţie bijccti,·ă I~: R"' .... R. (A.111 1101111 
cu -...: - rdapa definită p1in card A ..;, card B dacă şi nunmi dacă A est.: cd1ipo1<·11tii .:11 o 

s11hm11lfim.: a lui B . unde A ~i 13 sunt mulfimi oarecare. Se arată că • ..;, - e,,1e o rela)ie de ,,1<1111e 
totala în mul\imea numerdor car<linale ). 

Fie acum h: }(_(x. y. z) ➔ R. k (Q) = ft. 0 f~(Q). 'iQe)((x, y, z). Cum r,. ,f2. sunt hiJe,\ii . 
remită că h este bijec\ic. de unde conciuzia. 

Obsermfia 6 .~ Q G lnt I::,. ABC a,·em : 

a)3 x. y, z ~ O a.i. x + y + z = I şi Q:::. 1- (x, y, z); 

b)3x. y. z>Oa.i. xyz = l-(x, y. z). 
Totul n:zuhă din observa fia 2. luand >. convenabil. 
Obs1'1Tar1n 7. Dacă QE: lnt6.ABC atmu:i : 

Q ~ I - (x ... y" , :t..,)~Q =- k - (x. y, z). 
Lema I. 7 card R ~ card W. 
01?1111l/ 1Slraţit' . 

Fie f : R:-w . f(x) = ( <1: ,.a ... \_) unde (ct,..a„J.,.)~W a.i. 
(u .. . a .. J-.) ~ (x. I, 2) (•) 
Arătăm d : (i) ddini\ia cste bm1ă ; 

(ii) f este injec1ivă . 

(i) Rc.:la)ia - ~ - es1e rcla)ia de echivakn)ă pe (R:r deci ( ct •• a.J .. )e.W Cil l'"'l'lie1a1ca(•1 

Dacă (x . I , 2) ~ (o:lJ \ . ~)6 \V şi (x, I ,:! ) ~ (c.t,.: B-. , (1.)E:W, atunci 

(cr, .L\ . g;) ~ (a-1.~ .t) .:':'-~f ~~t7.;"~,;i;._)I? (d', ,B~ ,-f,) = (a:~ D1. . {) 
(ii) f(,,) = f( x1) ; (ct: a. n ~ (~ B. f) ~ (x , 1,2) i ~ D ~> 

=>(x, . I . '.! ) - ( x L. 1.2) =.,:l cr /Oa.i. 

l11 x 1 ; ln f = ..t ln 1r = tr ln x ,_ 
ln ~ " cr in l'- 1 dc.:i , r ~ l şi x. = x 

ln 't" cr in -t 
D~ci card R ~ .::ml R :..; card \V . 

Obsen·"ţw S. Oad cr, f\ ~(O. o.>), t1' -/, fJ. atunci mul)imile: 
W, ~ ( (x. r:f, D) I x<:c.(O. ,») ) Vt(l . I, I) ) 

\V,,_ -- ( ( tf. y, ~ ) I YE:(0. u,)) \J ( (l . I . I)) 

w.., ,. ( (cr. B. z)lzE(o,u,)}\J {(I. I . I) ) 
suni ~is1c111c de rqm.: Lc111an1i pcnuu rda1i11 (I). iar de111011slrn\i11 csh: sufo:icnl de ,i111pl :\ 

Obw n-"fw 9. Da, ă W este 1111 sistem 1k n:prcLc111a111i penim I daJta (I) 1111111,i 
•·:ird \V · card R 
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1.2 . rnor1tu: L\ p TOl'Ol .0(;10~ A l ,[ n .ASF: I .Olt 
A{(,. y, 7.) 

Consid erăm spapul R'2. cu topo lc•gia uzualii (rcan~utim că, topologia uzua lă pe R este 
dd,nit :i de una din nnnnde ed,iva lcnte li (x , , .. . . x ,,) li~" l ~ \)(. li');; 
~" p ~ I sau li (x, . ... . x) I~ = max (lx, I, ... . Ix . I); pent ru detalii veri (<•I pg. 29 
111 , 0111 inuarc se va luna cu nonna euclidi a nă li · li , cu p = 2. 

Lema 2. 1.'I/ x. y, z >0 : ~(x. y. z) uu este densă in lnt t:,. ABC 
De111u11straţ1e. 

l1 11l11ă n1 unuătoarea genPralizare a rdaJici I eilrniz. ( ven l.:ma 5. I) : 

->.J. x. y, 1. >O. -./-k /- O , i+ME:lntÂABC avc1u; .._ .., ..._ 
"' _ _ -c- , -. _ Z,a 'I 1, _ ., . MQt. . (I) Q k - ( x, y,z)c;,LxMA - ~X"' ➔ (Z.x) 

l'1 esupt111cm prin absurd că există x, y. z > O a.i. clasaJi_(x, y, l.) este cknsă in 
ln t l::. ABC , deci pentru care are Im: relati .i : 

(:!)'f ME; huÂ AOC , ',/'t, > O Jl(x, y. z) IÎD (M. E.) i ~ 
Alegem un M ~ lnt ti.ABC a.i. M f}ux , y, z) . Acest lucn, este posibil deoa rece card W ➔ card R 

şi tA!x , y, z) ) este o pan iţ.ic a lui 1111 AABC, deci alegem un 11iplct : 

( x, .y , .z1 )E-W - ( (x , y,z)) şi luăm de exemplu M ~ I - (x , .y ~-z ,) (vez:i lema I. 7 şi teorema din 
paragrafu l I) Confonn (2) av.:m că: 

(3)"rE. > 0 3k'-E:R a.i. MQ..:-t, 
1111,le Q"- ptmctul de rang k în clasa J{_( x, y. z), deci Q.,""' k - (x. y, z). 

Fie €.o • min ( d (M . BC), d (M. AC). d (M . AB)) . Din (3) rt:zult ă : 

3 V-..6 Â( x, y. z) a i. MQ.._:- 1;, . Q._~ k0 - (x . y, z) . 
he E.. ~~/ O (Q-.,: M = ~ M"='Ja x, y, z). contradiqie). 

Din (:1) 1.:zult:i '3 Q,;:AJ. x. y, z) a.i. MQ.., < f... , Q ~ c:: k, - (x. y. z). 

,., 

C, 
~ 

/ 
<:. 
,::_ 

15 

t i3 t 8. 
I l' 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



O ht inc,11 a~1fd 1111 şir (Q._) 
0
de p11nc1e distincle cu proprietatea că : 

. ".,.. E.. . - 'l'\Q Yi~ . 
(4)-.f 11 ~0 . MQ._,:: ~ .. ;; 2.." c11 E~ - 7.. ,'-d-J;!, I. 

Ave111 dec i: 
(5) J~'!. MQ..._~f= l, = O (deoarece lim ~ ~ O). 

1<. escrien, acun, ( I) sub fornta : n-o-

~4°'\ "'"' .... 19\ ,_ _ y.., ,. r._.C::y e 
(6 ) MQ._;;- Z: )<.' "'-+'1'-~1."-" ·MA - \L ..,._ ....... f 
Cn: 11/ / . Dacă şimi (k ,..)".,.este mă rginit , atunci coufonn lemei Cesaro el admit <" un suhşi r 

co 11 vcrgc111 . Pentru a 1111 mai complica nolafia vom presupune că chiar (k,J" este convergenl şi fi e 
i E: R limita sa. Trecând la limit ă în (6) avem: 

o = lim MQ ..... ~ .. . , .... ·' L ·MA'-- i:..~ 1't)\· ~1 MQ\. =") M = o,~ 1-(x , y, z) q M ~J({x , y, z) 
co,"-r7i<lic tie. L..'l---+ 'j -1:c \1:. ._. 

Ca: 11/ 2. Dac ă şirul (k,..)" este n emă rginit , atunci el este nemărgini! superio r sau in ferior, 

dec i nr.: un subşir conve rg.:nt sau la + oo sau la - oo Să presupw1em, fă ră a restrânge genera lit atea 

că avem chiar lirn k"= + oo. 

Cn: 11/2.J :'°O< x ~y < z \ )'""" 
• I -,.2)"-" .. ...- .... 'f ~ \ ~ L O.. • T --- -o- .... ,. 

Avem: MQ, =I_ --------MA- ------· " -- O = lim MQ ~ MC = 
... \~f"+\if'' l_L\ir'T : "-- ~ 

Alunei : MQ 

C: 

Da r : li M1. + CMt. - 2 BM · MC cos Î3Mt = BCt. = a-.. =:,, 
~ ~ -G.'\. ......--- 4 .._ '1.. L 'I.. 

2 BM ·MC.:c, s DMt.. = ~ , O =7D MC > 90 = 7 DM I C M > BC ~ a 
'1.. 'L o..." l. 

Dar l:IM •CM ~ ,:-, deci ~ > a , absurd. 
Cn: 11! 2. J. o ,- " = y = z 

ln acest caz 0-.;" o~.+i-;. j , conl rad icpe. 
Deci dacii ., . y, z nu rni11 cid 1oa1c 1rc i, presupunerea (2) f:kulil c,t,· fa ls~~• dcn .Jt( x. y. z) 

llll t: d ensă iu lnt t,. i\ ne. 

1G 
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I >a d x ~ y 1 :111111,·i fi e M 111ijlo,·11I scg1111.:111ului AG şi fie f ~ \ <,M Avc 111 : 

ll(M. €. )(l}(_(x. x. x) I) (M . ( )(\ ( (i) - 0 rezuh:i dJ{(x . x. x) 1111 e 1lc11 ,;:\ in 1111.b ABC. 
0 I' ll 

l .1•111:i 2.2. Fie f .J1(, . y. 1)-+ R. f (Q ) - d,(Q) ,'+ QEJ(.(x . y. 1.) . un.te 

d .. (Q) c,;ie <list:111(;1 de la() la IIC ~ix ..: y , z sau x > y > z. A1w1ci f .:sic i11jc,·1i, :\ . 
D ,' fll(JIIS fr(lltl' . 

Fie g : R-+R. g,._(:") =a"' + b" cu a > I şi b > I sau a , I ~i b < I. 
!!~,._(:-.) ~ :f' lu a , h" lu h. 

l'rcs11p1111c111 a > I şi b > I . A11111ci ~ ... ( x) > O oricare ar fi x de unde rc1.11hă g cslc s1rict 
crcsdlloarc . deci fiind şi ,·,1111i1111 il rc,.uh:i .:ă c,h: i11jc,ti, ·ă . 

Pentru a := {- > I ş i h :- l > I rc,uh ,i ~ : ste injccti\'ll de unde oh1i11cm d 
o~ ~ Q I\ dccl di f c,;tc IIIJCCII\ ă . ... •;: 

Q.E. D 
l.1•11111 2.3. Oricare ar fix . y. 1. > O a,·e111 cil /4x. y. z) 1111 este 

cu topologia uzuarn . 
,lcschisii in R' 

D,·11101 1S/J'{lţll' . 

Vo111 presupune x < y < z. · A.-

A(x, y, z) ; d eschisă <r> ~ o e:Âx. y, z) :/4x. y, z) = vccină t :ltca lu i o _.,. 
1 D ; discin R' o.i. Q '= DCJ((x. y, z) . . 

Ficd li UC, Qed şi ( M,.M_ ) = dÎ\ Fr D. Cu111 Qf;Fr D ~,-QM, > O. 
Fie M mijlocul lui OM\ · Deci QM -J O-> Q IM {7) 

şi de asc111c11ca : M '- DCÂ( x, y. z ) ; QM li llC Dar din QM ii BC rc,.uhă 
d.._(Q) ~ d.,(MJ L:~~.L'\ O ~ M. co111r:idiq1c (7) 

I.emu 2A. ( A. O. C Jf\J{(x . y. z) I ~ dacă I ( x. y. z ) 13> :! . 
D.-111 1J1L\' /J'{lf l t.' . 

S:i 1>rc,up1111c111 x < y .;, z. 
,.. 

c:. 
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Conform k111ci 5. 1 avem : 11. "'-"- 1. .,_.._ r .,_ 1 .._) ,._ 
(9) AQ'" = oe -\-C.: 't +\.\;4-c--Q 'f l:"-

._ ~ xw..+ 't"'-+c-"-)\. 

tmtk rc;1 111 inti111 . Q.._"" k - ( x. y, z). k €:R• . Deci : 

este e,i,knt continu i, pc( -<>>. O) şi a,·c m : lim f(I,.) = ~ = O 

Dc.: i "re. > O 3 kl a.i. 'V k < kl : f(k) < f. . Deci confonu ( 10) : 

~ t. > O 3 kt '= z" :1 .i. 'efk < k'- : AQ ..._ < î.<.=>'«c > 0 :3 k'-~z" a.i. '<t-k < kl :Q.._tD (A, E. )<-=- ,> 

<->+t > O : I) (A. l )(\J((x. y. z) I i/1 şi cum Ai. lnt t:.ABC:>J((x, y, z) rezultă că A este puuct 

de acumulare pcntnt .Ju..x. y. 7.). deci A €-}6:x . y. z) . 

A,11111 dad x" y ..: z analog se arată (făcând k- +ao) că C EJ((x, y, z). 

Dar : {A. n. C}(\fijx. y. ~-> I 0. 
QED. 

Consccinta 2.~. fi( x. y. z) nu este inchisă în R cu topologia uzuală dacă 
card { x . y. z} > ::! . 

D,,mon 5trm,e. 

Jt..(x. y. z) = închisă <'...=> Â(x. y. z) = }(_(x, y, z) 2~~~;_;: { A. B, C} () fi<x, y, z) + (/J 
'ii~==:~=,·= ( A. B C) n lnt t.ABC f </J coutradiqie. 
vl\1,1, t)<:kţt:11,t,( ' · • 

QED 

Obscrrn\ia :? .6. Jt..(x . x. x) = { G) este singura clas.'i înd1isă . 
Teoremă. "1 x. y, z > O: Jf.( x, y, z) este o mulpmc RARĂ în R ·cu to1>ologia uzuală . 
Dc11101L1· 1rnţ1e. 

Confonn [7] . pg. 17 : • O mul\ime A din spaţ.iul topo logic X este mupme rară , dacă şi 
nu mai dad ori,a rc ar fi 111ul1i111ca deschisă m:vida D, există o mulpme deschisă nevidă V astfel 
încâ t Vl;D şi vn A = 0 ·. 

Fie dc.: i D o 11111l1i n1 c d eschisă in R .,_ . Dacă D - lut .t>. ABC f 9' atunci există 
M 0 ~I) - lnt D... ABC. Din fap tul că D este deschisă şi M 0 E: D rezu lt ă cll există E.. > O aşa încât 
disnil ds: centru M 0 şi rază to este conpnut in D. 

Fie t., ~ i: rnin ( d ( M0 , AB), d (M 0 • AC). d (M 0 • BC). I:.., } . Atunci : 
D (M 0 , E., )('\ 1111 .t,ABC = s6, D (M

0
• C-1) CD ş i D (M 0 , t_.) este evident deschisă . 

A 

d 

·18 
I 
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Dacă 9-S / DC lnl MBC să presupunem p,in absurd că 
(11) >,t-V<;;_D, V d.:schisii : V(lÂJx, y, z)t 0 

Fie ME:.D. Cum D este deschisă rezu lt ă d ex i st ă E.,> O a.i. D(M, E.,.)C.D. 

Fie d li IIC, M '= D şi ( M, . M1 ) = d () Fr lJ (M ,E.,). Cum M, , M,_~ D (M, f,.,) rezu ltă că : 

M, . M1 1i::D . (1 2) 
Arătăm că M, , ML'1/lr x, y, z). Să presupunem M,'-./ti.x, y, z) ; din demonstraţia lemei 2. 1 

ave1u : 

(13) 3€-i>Oa î. D(M~.c,)"1((x, y,z) =0 . 

Şi cum M, ~ D rezult ă cii există tL> O a.î. D (M, . E,)CD şi coufom1 ( 11) avem: 
( 14) D (M • • E,)n}((x, y, z) f ~ 

Fie ()= miu { €,, ttl > O. Deci D (M, . E3)S:D (M, , €.~) şi D (M. , €,)~D (M ,.~) 
Coufonu (13) avem : 

(15 ' ) D(M. ,€.1)/)Jf.cx, y, z)G.D (M. , E.,)O)f(x.y,z) = ~ şi 
D (M, . l\)f,D (M, , e._)C D şi confonn ( 11) avem : 

(I '.I") D (M, , s>nJ(,(x, y. z) ta s6, 
contradicţie ( 15 ' ). Deci M,E.Jt_( x, y. z) . Analog: 

( 16) ML'=..Â(x. y, z) şi M~;' M 2 . 

Cum d li BC şi M1 , M. E:: d, reluând ra ţionamentul din lema 2.3 obţinem că ţ',\ = M, contradicţie 
( Io). Deci o+D deschisă în plan ;a V~D deschisă a.i. y(l}(_(x, y, z) = (/) =7Jf( x, y , z) este RARĂ 
in plan. 

QE.D. 

În continuare sulll reprezentate câteva clase de puncte ,;/((x, y, z), realizate cu ajutornl 
calculatorului. 

19 
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1 1 

2 3 2 3 
N(5.00,~.00.2.00) N<5 . 00,J..00 , 32.00> 

1 1 

2 3 2 3 
H<4 . 00,J..00 , 2 . 00> N<0.~,10.01 , 24.00> 

1 J. 

2 3 a 3 
H <9.00 , J.8.00,7 . 00> N(4 . 00 , 0 . J. J. ,3 . 00> 
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.1 .1 

2 3 2 3 
H<4.00,0.9.1,2.73) H<4.00,6.9.1,39.73> 

.1 .1 

2 3 2 3 
H<.14 . 00 , 0 . 9.1,2.30) H<4.00,5.9.1,72.73) 

.1 .1 

2 3 2 3 
H<4.:S0,.1.9.1,3.30) H<7.00,5 • .10,7.73> 

21 
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3 4 
H<2.00,0.70,2.30,8.00) 

2 

3 4 

H<14.00,0.91,8.00,9.00) 

3 4 

H(3.00,1.91,3.00,3.00) 

2 

H<4.00,6.91,9.30,4.00> 

2 

3 4 

H<4.00.~.10,72.73,10.00) 

2 

3 4 
H<2.oo,2.oo.10.oo,10.oo> 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



2 

H<2.67,4.70,12.80,81 . 00> 

2 

3 4 
H<0 .4o.o .91.01.00.19 .oo>. 

2 

l 
3 4 

H<0.30 , 9.81,3.70 , 3.00> 

'2.'3 

2 

3 4 

H<0.03,6.10,~.30,7.00> 

2 

3 4 
H(0.04,~.00,0.72,1.00> 

2 

4 

N<2.74,12.00,1.9B,1.00) 
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5 

H< 7:;! 9,11, 1. 3, 5> H< 5. ~, 9, l.J., J., 3> 

3 3 

6 

5 5 
H < 9 .1 1 , 1. 3, '!'I . 7> t1(J 1. 1. 3. 5 , 7 . 9 ) 

24-
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2 2 

3 3 

6 6 

:5 :5 
H< 2,

2
4,J.2,0J.,J.0, 4) H< 3,

2
6, :5, 7, J., J.> 

J. 

3 3 

6 6 

J. • J. , J. , J.O , 9 > H( 2. J.. J.O , J.O > 

3 3 

---- 6 

t1( 3, 3. 4. 4, :5, :5) H( 3, 4, :5, 3, 4, :5) 

'2.5 
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2 

3 3 

------------- 6 6 

5 
M( 12.

2
3, 1, 8,10, 4) M< :5 .17, .12, J..l > 

"\~\ 
1 

3 

.~~. 6 

5 :-; 

Ht 7:t 1. 2, 3, 9, 9) N< 3,~, 1, 8, 10. ,1 > 

/ V 3 3 

\ 
\ 

6 6 

M< 3 , 13,14, 4, :5, 9) H< l.. 2 . 3, 4 , 5 , 6) 
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2. PUNCTE IZOTOMICE. PUNCTE IZOGONALE. 

I. fie ABC un triunghi ascuptunghic şi cevianele AA', BD', cc· concurente în punctul 

Q '€lnt~ABC. Vom presupune cli Q' ::S k-(x, y, z), deci ci: 

~-I~).,.· c.~1 _I_?,._\"-. . ,-,t!_I~)"' -..,'1,'"><> ,"'c..Q• ._,c. -\'1 • ~-\:,,I• c,-\":ll 
fie A", B', C' simetricele punctelor A ', B ', c· fali de A 0 şi respectiv B,. şic. unde am notat cu 
A • . 0.. .~ mijloacele laturilor BC, AC şi AB. ' 

C 

Defmiţia 1. 
a) Cevianele AA', AA' se numesc izotomice ( analog 88 ' şi 8B", CC' şi CC-). 

b) Punctele Q' şi Q" se numesc izotomice ( ( Q'} = AA'() ee·flcc- ). 
Teorema I. Dacli Q'c:s k • (x, y, z) iar Q' este izotomicul slu. atunci: 

Q·• ( - k) - (x. y, z). 
Demonstraţie. 

Firi a restrânge generalitatea , si consideriro cazul din figura de mai sus. Cu notaţiile 
uzuale avem: BA" = BA. -A 0 A' = ~-A.A' - A 'C 

AT = A.A"+ A 0 C = =f-+ A"Ao~ t + A 'A = BA'. 
Deci: ~- ~c. _ f'i \"__( • -"-

~ . C. - 'e>_,.,. - \â1 -r-d 
Analog: 

~-=l~)-"'· 
~•/1., e- I 

Obpnc:m: Q' =: ( -k) - (x, y. z). 
Q.E.D. 

Obsen•aţia 1. S-a presupus implicit ci x, y, z nu sunt toate identice (Q' 'I- O). Daci Q = G 
atunci evident A" = A · =A şi analoagele, deci izotomicul lui G este G. 

Obsen''!(ia 2. Teorema I arati ci punctele izotomice sunt de acelaşi tip ( fac pane din 
acec:aşi clasă J'{(x, y, z) iar suma rangurilor lor este null). · 

Propoziţia 1. Dacli notim cu Q.., punctul de rang k dintr-o clasl .l'f<x. .2'.!... z) atunci: 
1)['3 k e R• a.i. Q..,._Q.._ li BC Jc.=<>['tk~R• : Q..,Q..,.11 BC )<--> [ x-,fyi] 
2) f >-r k e R • : Q._, G şi Q--sunt coliniare )'=>[3 k~R• : Q~, O şi Q....sunt coliniare)<--> 

<~.., l( X z y ) V ( y = z ) V ( z = X ) ] • 

2.7 
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Demo,utrafie. 

l) Avem: ,._Q. '-r'l ~ " .. ... _.. ~ 
Q Q li DC<=">~= -,i, c.:"- 't ~~ -~c::) 'A.,,i'fa, 

-li. .. Q......... °Q:;"C.., ~- ')C."" • • 

unde A.,.~ AQ,J)DC, k Q R*. 
Daci p ~ , Pa. , p~ sunt propozipile logice din concluzie, avem deci ~ <.-=> p

1 
='>ll => p" , 

de unde: p
4 

<==">p.._,->~ . 
2) Si presupunem prin absurd ci ~ k & R • a.i. Q .. , G ei Q.., sunt coliniare iar x # y la z ;. x 

Daci de exemplu Q„Q.JI DC atunci 

~ q.. ..c. .. -.... "' ., 2 "' . .r::::'. d . I \ iJ"' ()(. dic . ~=~=~, ... ->y +z - X ŞI x=-.yz, ect \Y -z - ->x=y"'Z,CODlrl pe 

to\ ~ ._._ "° ,.__..._ C. 

Deci Q.., Q.... nu este paraleli cu nici o laturi a triungbiului Fie ( M) .. Q._ Q.J\BC ( vezi fisura de 
mai sus ). Aplicind teorema lui Menelaos în AAA..,A.,. ei transversalei MG obpnem: 
~--... ~-~- \ ........ ..\.&\ :") ~ ......... C, ~- "' ...... - 2."A .... 
),\ .,_ ~ "'- Q..,.,._ - t'\"-o 'f"'+~"' ..._,._ - ""'9-""'--. "t..,,..~-1•"'=> ..... ....~ ....... """"' ..... . 
,-, .. - 1"'\9'\9' - ----- li&, - -= -----~ - z.,,..,J,.- 'f"..-i:.i.-l.)1.1.. ~- .., ... ,.. ... _...,c 

Apliclm teorema lui Menelaoa în AA A şi tramvenalei MQ: 

~. 1. .... q_!S.. ~""- _" -.a. .. \.J • ')C... • ~. '1 ... +c"'.:." -» 
tH,...., Q.,..,a,. ~ ... - .., ... ,..,. .. _.,_.., 'f-,.,, .. ~-

- x'":. (y""+ z.,) x.,+ y._ z.,_ O ,q( x..,-y._ ),( x'"- z .. )- O ="> x .... y„sau x'- z' ...,x = z sau x =y 
contradicţie. -

Deci daci p~, p~, p~sunt cele trei afirmaţii avem: p~ =7 p~ "'>p ' . Dar p~ =>p~ ( rezulti din 
observaţia 2). Deci p~ "">p~, =">p; . ' 

QE.D. 
IL Dermiti• 2. . .,......._ 
a) Cevianele AA', AA" (vezi fig. 2.1) se numesc ir.ogonale daci DAA" = ~ -
b) Punctele Q ' , Q" 41. Int A ABC se numesc ir.ogonalc dacii şi numai daci AA ',AA" şi 

respectiv DD',BB" şi CC', CC" sunt perechi de ceviane izo1onale, 
Lema 1. ( ven [5]) Daci AA' ,AA." aunt ceviane ir.ogonale, atw1ci: 

~- ~-'t)" 
#,,'C. 1-."'C.. ~ 
Demonstraţia este imediatl. 

Teorema 2. Daci Q · -::i k -(x, y, z) iar Q" este izogonalul său , 111unc1: 

Demo,utraţie. 

Din lema I avem: 

Q~,.1-( .. - b'"' ,:-1. ax, y,cz, 

t, ~· =' ~)'L. .. ·~ _I~\'". I 'I ) ... =.,. 'c.... - ~l:- ... 
,._. c.. t"b t. ..,, X 1o J \ ~ ,,; c. \. ... 'r- ... 

şi analoagele. Obţinem : Q"-.::: I - ( ... x .. , b'-y"', c" zj. 

28 
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Aplico Iii. 

1. Da.:ă Q' = H atunc~ cum H ~ I - ( tg A. tg 8 , tg C) avem: 

Q
11

~ 1-'~•~•~)-? Q."""' o\ - f.o.'-u,,.~ ~'laio!!, '-'-lla„C) =-
\-t~"- +'%6 -+ec. - ~ \ ,\f'\k. ' ,\ne. • ,t"c , 

ci.·~ ~ - ("~ "'" .... (.0\,11, .. it '!> i" ... e. U:,I,~ ~1!.' \.if'\'Lt. t.o~~) -::. ~ ~i.,.,.. ' "'"'~ .. '!,\'f\C. -

= > Q"<::: I - ( sin 2A. sin 2B, sin 2C) (conform observaţiei 2) = o· a O . 

2. DacăQ ' = G::t 1 - (1 , I, !)avem: 

Q" "' I - ( â' r•, b' r', c" r'') .,, Q".: I - (a'- , b'- , c') =>Q- =i 2 - ( a, b, c) 
( observaţia 7 paragraful 1.1 ) => Q" = K = punctul lui Lemoine de intersecţie al simedianelor. 

J. DacăQ " = T'Z( - 1)_1 '!> i1\l~·-+ 1.ct) , "'"'\~-+<.()) \ ,,1\\<:.~._,., .. )) 
(punctul lui Torricelli) atunci: \ o.. \, · <I. 

Q• ~ '\ _( ,._ ~\'l"\l,t-.+i..o•) 'b"- '-\,{e,.~i..o•) ~ "'"~<:.~i..i)) ~ ,o o. , Io ~ t. -

=, Q" ~ I - ( sin A sin ( A + 60• ), sin B sin ( B + 60• ), sin C sin ( C + 6<:r)) - "> 

=> Q- ~ I -(i;:- cos ( 2A + 60'), i:' · cos ( 2B + 60•),"t" - cos ( 2C + 60•)) • 

4. Dacă Q' este Wl punct de rang k în sensul clasic, deci Q" ~ k • ( a, b, c) atunci : 

Q- ~ ( 2 - k) - (a, b, c). rezultat cita! Ji în (9] pg. 64. 
Arătăm în continuare că Jt( a, b, c) este singura clasă de puncte din interiorul unui 

uitU1ghipre îşi conţine punctele izogonale. 

J.I Propozi1io 2. Ft x, y, z > O şi I { a, b, ~} I ~ 2. Dacă Q este punctul de rang k în 
v(.(x, y, z) not ăm cu Q 1ZOgonalul său . Atunci: · 

[3 ke.R• : Qe;.J((x, y, z))(-=> [>fk e,R•: Q\,Jl(x. Y, z)J<-~c.h'k Y, z) - Jt.(a, b, c)]. 
De111011straţie. 

Fie p4 , p._ ,Pi, cele trei propozipi de mai sus. 
k CcR• Q"' J(_ '- ... '--" '- -, P, =>pS : :! : E. (x, y, z) => (X, y, z) ~ (a X , li y , C z J - > 

=> -, '1 'b,. '('"' ... li. 
-::i c.<, °;I, O: ln - = c(lo ~ = d.( 2 ln-+ k ln-) 

IC. o. IC. • ~ '1 

li C\ • 
ln Ţ = ct( 2 ln T + k lnŢ) 

~ ~ y 
'11 -y-= a':( 2 ln~ + k lnT) 

Deci :\ c( + O: ( I +- dk) ln ~ = 2<:t hi~ şi analoagele. 

(el./ O ! şi C:. ADC = neechilatera~). 

Avem. lu~ = c:(Jo.Y. - ln ~ = cx:1nL - ln_s._ = ....,' ln „ dec,··(x y z)- (a b c) de 
~ "' . -.. * , ._ .... T , . , , "' , , , 

unde : J1..(x, y, z) = Jf.(a, b, c). 
În ~oncluzie: p """ ='> p = p 

'L. . .," • 1. • 

Q.E.D. 
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3. CONFIGURATU REMARCABILE. 

3.1. CONDITD DE COLINlARITATE. 

Sl cousiderlm un triunghi ascupnmgbic ABC şi punctele Q,, Q2, Q3 în interiorul slu. 

Ne pw1e111 problema detenninirii wiei condiţii necesare şi suficiente ca punctele Q,, Qz, Q3 si 
fie coliniare. 

Fie (Ai} • AQinBC, {Bd= BQinAC,{Ci}=CQ;nAC, i = l,2,3 (vezi fig. 3.1). 

A 

B,.___..____._ _ __,_ __ ~c 
A, A„ A2 

fig. 3.1 
Vom aborda analitic problema coliniaritipi celor trei puncte Q, ,Qz,Q3 . Ne vom prevala 

de unnitorul rezultat (vezi manualul de „Geometrie Analitici" , clasa a XI-a, pg. 39, Editura 
Didactici şi Pedagogici, Bucureşt~ 1987) : 

Lema 3.1. .. Fie punctele distincte M 1,M2, ... ,Mo avind vectorii de poziţie 
-➔ --➔ 
OM 1, .. . , OMn şi numerele reale m 1, ... ,m 0 cu proprietatea el m,+ .. . +m0 ~ - Punctul G 
definii prin : 

--+ - -- -­OG m10M1 + m10M1+ ... +m0 0M0 

m1 + rn1 + ... + 111 0 

se nwneşte centrul de greutate al sistemului de puncte (M 1 , M2, ... , M 0 ) relativ la sisfemul de 

ponderi (m 1, m2 , . . . , nln ). 

Daci Mi(Xi, Yi), i = 1,2, ... ,n şi G (x,y), atunci: 

X _ m1x1 +m2X2 + ... + m0 x0 • _ m1 + m1 + ... + m. 
- m 1 + m1 + ... + m. ' Y - m, + m2 + ... + m0 

X 

8 C 
(- c cosB,O) (b cosC,O) 
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l .em:o 3.2. Oad x,y.z c- O şi k E R • şi Q E (ni MBC astfel incâ1 Q"" k - {x,y,z) 
a11111 ci (.) est.: ,e111rul d~ i:treutale al sist.:mului de: pw1cte (A,B,C) relativ la sistemul de: ponderi ( 

xk,/ ,zk) 
lh m,•11stra/ic:. 
Fu: O 1,11 p1111,·1 i11 pla11u l lri,mghiului (vezi fig. 3.3). 

fig. 3.3 

(3) 

Re:rnhă . 

A1111log: 
~ l k ~ . l k ~ 

yk BQ = ~ BA + 1....:_ BC (5) L xk L xk 
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~ kk~ kk~ 

zk CQ = ~ CA+ .!:-1_ CB L xk L xk 
(t>) 

Dia (5), (6), (4) obţinem : 

(7) 

0 I· I) 

1.ema 3.3. Dacă , Q E lnt LiABC, Q:::: k - (x,y,z iar xOy este 1111 rep.: r c;i11c1.11111 

oarecare in plunul 1riw1ghi11l111, arun ..: i avem: 
XA x• k t x„y"l + , ,. z•k YA x•l • Ye y'k + Yc z•k 

X - · y -
Q - x•k t y'k + z' ' ' Q - x•k + y•k + z•k 

unde am nolat w (XM, Y~• I coordonatdc pU11ctului M din planul triw1gl1111l11i r.·l11 1i1 IH , i 11 
n,mwn,truţie 

Totul rc7llh il <lin lema 3. I şi lema 3.2 
t•u1em acum si demonsrrăm unnltoarea: 

_ . l'con:ni ;i. Dacă X;, ti, Z; > O şi k; E R ~ , i = 1. 2, 1 iar(), 

111.:at Q, "' k, - ( x„ Y;, z;J, t = I, 2. ,atunci: 

c 1111 6Al3C' a,1lel 

k 1 k 1 k 1 
X1 Y1 2 1 

<) ,. V i. l,h sunt coliniare<=> x~ ' y~ 1 z~ ' o 

X~
1 

y~I 2~ I 

l>,·monstraţii, 

l co11 , 1d .: 1ii 111 rereml XllY unde l) "- pi fl< A (vezi fig. 3.2) 
A, c.: 111 

~ ,,, YG 1 

pq(.), , o ~. (), - l'11l 11uarc ~ x,;, YG, 

llu, :\ 11 O, yA= h. 
'! 11 , · "' li , ~-11 = O 
,,. = h l ' O S C . Yc = O 

lle,r 

1>111 ix l ~i l '' l 1o· 111hă 

XG, Yo, 

= O 

i = I, 2, 

(), lh , V 1 culmiare <=> li(. "" co,By: • + ~-cos C .;, 

. i: •• 

3'2. 
'. 

I) ,-u.J = O 
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tg D k, k, k, k k 

h cos C z ~ I - C cos 13 Vk 1 :-/' l: x~' tgC Z1 - y I X1 Y 1
1 
+ 2 1

1 

• I I 

b cosC2~' -c cos B y~' 
k L Xk1 =o <=) tg B k, k, x~' y~' + z~' xi' • 2 tgC 2 2 - Y2 

b cose 2~' - c cos B y~ ' 
k, L 

k, lg O k1 k1 k, k k 
X3 X3 tgC 23 - YJ X3 y/ +z/ 

2 R sin C cos 13 =O<=> 2 R sin C cos B (::~ + I) 

k1 k, 
21 X1 

k1 k, 
Zz X2 

k k, 
2/ X3 

k xţ• y~' 
k, k k, 

ZI I X1 y/ 21 

<=) 
k, k, k; =o<=) X k, k1 k, =O z2· Xz Y2 , 2 Y2 2z 
k k, k I 

Z3 I X3 Y J 
k1 

X3 
k, 

YJ 
k, 

23 

Consed11ţă . Avem : 

Q1, 02, Q1 , =coliniare<=> 
BC1 ne, !IC , 

= O C1A C,A C,A 
BA, DA, BA, 

A1C A,C Ai( 
/l,•mmistr11(ie: 

Coutcmn relaţiei (7) din paragraful I, avem: 

'v' Q E lnt6.ABC : Q"' I - (~~~- I.!~;) 
A11lii.:âm 1eorc:ma de: mai sus pentru k i = I i X;=~\ ; y, = I , Z; = !~ , i = I, 2, 3. 
Prelu.:rând determinantul din teoremă ob!int:,n ( 10). 

A11licaţii 

I. li, G, O suni coliniare. 
/Jemmutruţie 

Conform prop,,7jp,:i din paragraful I avem: 

H "' I - ( tg A, tg B, tg C ) 
G"' I - ( I , I , I) 
O "' I - ( sin 2A, sin 28, sin 2C ) 

li : I I I lg 8 - lg A 1° C · lg A 
tg A lg 8 lgC = . . -0 

• I= 
sin 2A sin 28 sin 2C sm B - sm A sm C - stn A 

"' 2sin (13 -A) sin (C-A) - 1-1 co: 8 co: c I = O ⇒ G, H, O coliniare cos A - cos C - cos B 

2. N, I. G sw,1 coliniare. 
Dem rm .,tra(ie 

Cu11fon11 prupo;,j1iei din paragraful I avem : 

N :::: I - ( p-a. p-b, p-c ) 
I ::::: I - l a, b, c ) 

Q.E.D. 

Q.E.D. 

Q.E.D. 
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G s:: I - ( I, I , I ) 
Deci avem: 

p - a p - b p- c 

a b c 
p p p 
a b c =O ⇒ N, I, G = coliniare 

I I I 
QE.O. 

3 (Generalizare 2) Dacă x,y,z sunt h·ei numere reale şi strict pozitive care pot 6 lacurile 

unui 1riu11gbi, iar p I noi. (x + y + z) / 2 atunci: Qt, G, Qz sunt coliniare, unde iar . 
Demonstra(ie . 
Se aplică teorema anterioară . 

4. G, l , K sunt coliniare dacă şi numai dacă ABC este isoscel. 
Demo11stra1ie . 
Conform teoro:mei anterioare şi propozipei din paragraful I, avem: 

•,. 
G, I, K, = colini<1te (::) a b C = o ( Vao

d
em,ou

d
•) (c - a) (c - b) (b - a)= o(::) 

a2 b2 c2 
<=> MBC = isoscel. 

5. K, O, , ··sunt coliniare dacă şi numai dacă ~ABC esle isoscel. 
Demo11str,;(ie 

Ca mai ~us avelll : 
O, I, K coliniare<=> · 

sin A sin B sin C a cos A b cos B C cos C 
a b c a b C 

a2 c2 a2 b2 c2 

I 
<=> a b c 

cos A cos B cos C 

= 0 <=> I sin B - sin A sin C - sin A I = 0 
cos B - cos A cos C - cos A 

sin ~ s in ~ s in c · 8 =O<=> A= Bv C = Av C = f3 l l A 

6. (O n ou ă d emonstraţie la propoziţia 2. 1.2) 

Dacă Q "" k - (x , y, z) iar Q' ~ste izotomicul său , atunci: 

Q. G, Q' = rnliniare <=> x = y v y = z v z = x . 
Demututmfie 

Q, G, Q' coliniare<=> 

I 
X y Z 
I I J. 

'<I.: y• z• 

Q.ED. 

Q I .D. 
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e:>x=yvy=z v z=x 

7. Daci ABC este un triunghi ascuptunghic arunci: 

L sin 2A cos 2A sin (B - C) = O 
Demonstraţie . 
Să arătăm mai intâi că dacă Q "" 1- {x, y, z) iar Q' este izogonalul său, atwici: 

( 11) Q, G, Q' sw1t coliniare<;:::> L a2yz(y - z) = O 
Din teoremă avem: 

I . I y-x z-x I 
Q, G, Q' = coliniare <;:::> X Y Z = O <:=:> b2, • •'Y ,2x _ •'• = O <=> 

1 2 b1 ~ -xy-- --xz--
• y z 

Q.E.D. 

<=> (y - x) (c 2xy - a2zy) = (z - x) (b2xz - a2yz) ~ c 2xy 2 - c 2x 2y - a2zy 2 = b2xz2 
-

- b2x 2z - a 2yz2 e:> a2yz (y- z) + b2xz (z - x) + c 2xy (x -y) = O 
Acum, dacă Q = H"" I - (tg A, tg 8, tg C), (11) devine 

(12) L a2 tg B tg C (tg B - tg C) = O 
deoarece izogona Iul lui H este centrul cercului circumscris O şi ştim (aplicatia I) ci H, G, O sunt 
coliniare. Prelucrând (12) obµnem concluzia. 

Q .E.D. 

8. Dacă Q <:< k - {x, y, z) iar Q ', Q" sunt izotomicul şi respectiv izogonalul său, arunci: 

(13) Q, Q' , Q" = coliniare e:> x2k (b2 - c 2) + y 2k (c 2 - a2) + z2k (a 2 - b2) = O 
Demonstraţie 

Avem conform teoremelor I şi 2 din paragraful 2 că : 

Q',,. (- k) - (x y z) 
Q",,. I - (a2x-k, b2y-k, c•z-k) 

înlocuind în teoremă şi prelucrând convenabil determinantul obtinem ( 13 ). 
Q .E.D. 

9. Dacă ABC este w1 triunghi ascuprunghic oeisoscel, să se arate el există un punct 

Q e' lnt 6.ABC \ (G, I) a.î. Q, Q', Q" să 6e coliniare, w1de Q', Q "sunt izotomicul şi respectiv 
izogonalu.l lui Q. 

Demonstraţie Cazul Q E {I, G} ou prezintă interes deoarece Q" = I = Q /Q' = G = Q 
Dacă avem de exemplu a < b < c arunci un punct Q cu proprietatea din enunţ este: 

Q "' I -(I, 2, J :~ ~ :: + I) . 
Plecând de la ( 13) se aratii mai mult, că există o infinitate de puncte în interiorul triunghiului care 
se află pe dreapta ce uneşte punctul izotomic şi cel izogona( punctului dat. 

De exemplu, în ideea a < b < c , avem: 

( 
2 b2 2 2 ) V x, z > o : Q,,. I - x L:...._ x2 + ~ z 2 z 

, el _ 12 . el _ 1 1 , 

se află pe dreapta Q'Q". 
Obser1•aţie. 

Dacă A ""'· {Q E t.ABC I Q, Q', Q" =coliniarei} arunc~ cu ajutorul teoremei 
Con1or • Bernstein se poate arăta că : 

card A = card R 
cu alt<! cuvinte există suficient de multe pw1cte Q situate pe dreapta care uneşte punctele izotomic 
şi i;,.ogonal corespunzătoare lui. 
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3.2. CONDIŢO DE CONCICLICITATE. 

Teoreml. Fie ABC un triunghi ouecare şi si considerlm patru puncte distincte 

Q, , <?2.• Q!i: Q„ în interioNl si~. ':)•ci Ql-:- kl - ~x, ,y._ ,zl) cu k E. R• şi x-,,YvZi. > O, i • 1,4 
atunci: Q,.~

2
.Q~,Q._ sunt conctclice daci şi n~at daci A = O, unde: . 

a1 yv.,. zv.,. + b• x'I(.. z"'-+ c1 x'•yr..~ 
4 4 4 4 'I 4 

~mo,utraţie. 

Vom considera un reper canezian cu centrul în unul din vârfurile ascuJite alo triunghiului 
ABC, fie acesta B . 

B{o ,o ~lo. ,o) 
Din lema 3.3 avem el, daci Q C::: k - (x, y, z), atunci: 

... .... l(. ... ...., ....,.... ~ 

)(. 'JC.111 · ). ~ ..,._f> •'f + "'s ' 2 )', _ '&,• ')(.. ~ I!) , I -+ '1c: 2 
... X."-+ ..., ... -+2"' q - )l."-\"""'f"'-..... 't. 

şi cum .în cazul nostru: x,. - c cos B, y._ = h, . X t, = Y& = O, x .., = a, Yc = O , obţinem: 
... . ... 

C·C:Of>~· ')I, -+ Q , i!: L_ , y.. ... 

¾- ...... "" .. a. • "~ = -.., .... "~---.,,..-,.. + I +,: 1_ ,,,_ ... ..... '1\1,, 2, .... 

. • . a. ... + c.._ - o• 2. ~ . ~ 
ş1 mlocumd cos B = 2. o. c , h, =-O:- , oblJDem: 

( o...._ -1- c"-- 'i>'}ic."'-+2. o.-... ,1:,Y-. .\ 

{

)( q = ,,:~- + ..., ......... c.... . Îcl 

(1) 

,.. ... -~ 
Yo = ,._;: ,.....,..: ...,. 1,«. o. -

Fie acum Q , Q , Q , Q._ patru puncte distincte în interioml triw1gbiului. 
4 1 l , 
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()~""k,-(x .y ,z) cuk,fOşi x, , y,.z1 > 0, ('-')i<:;{1.2, 3,4} 
(), . ()"l. . Q~. Q „ sunt conciclice dacii şi numai daci : 

... + 'l 
xQ, Ya., x~,. YQ., 

X..._ + }'.-._ xa,. Yc.ta. Q._ Q._ 
= O (2) 

x' + ..._ 
~, YQ!> X~I, YG., 

.. 'I. 
X~~+ YQ~ XQ,, YQ„ 

Din (I) şi (2) rezuhl că Q, , Q1., Q~, Q._ sunt conciclice dacli şi numai daci: 

I i.~'('î..~~•t[((aL+c.,.-bl.) - x~'+2a„z~ 1>°'' + l6S~ - x'7
1

) x.._,. y <l.', 

4 ~ L .. "' O(,• .,. ,C, •j +16SL · x~,c.,J 
~ -~((I - t, ·4C ) · x,' + 2 I Zl' 

Im a'-+ c'"-b .. )x~• + 2aLz~1 )l. + 16 s'- •x~'l J (( .~ + c"-b'")x~• + 2 a'z~') 

(~x~')x~' (L x~•)'-1 1 .. -:.,,=0 

Înmnlţuu c1>loau1 3 cu ( aL + cL- b'") şi o scădem din coloana 2. Obţinem cli Q,., Q~. Q,, Q't 
sunt conciclice· daci şi numai daci: 

I. 1. L '-i 1. "- I. 'l 'I..'¼ ~ ... . ,._ . 'o;: "-l C.· ~ . 
ll ((a i- c -b ) · x 1 +2 1 z, 1)+16S ·x 1'] z, (~x;')x, '(L.. x 1 ) (~x,')~~~i;=> 

jl(((l,l- b'-) x ~' +2 a" z~;+ 16S"x~"-.] x ~1 {~x 1'
1

) yJ~xt') z,(Lx~1),~=0 
,l. .... ... ... ... .. .. .. .. .. ' ' . 

Dur : 16 S = 2 a b + 2 b c + 2 a c - (a + b + c ) cum se poate verifica imediat, 
din fo rmula lui Heron ( vezi ş i problema I din culegerea • Probleme de geometrie • de 
Pimscr-Popa) şi deci vom avea el Q,, Q._, Q'!o, Q._ sunt conciclice daci şi numai daci: 

Q.E.D. 
Pnu - C, - c. -c'-c1.· am notat faptul el· înmulţim coloana 2 a determinantului cuc'- şi o 

~, .1Jc111 d111 .:olo~na I - s.a.m.d . 
lu .:011111111ar.: SWII pr~zeota1e câteva refonnullri ale teoremei mai sus enuntate, care in 

fuu,pc de .:0111cx1. se pol dovedi mai avantajoase faţj de fo1ma determinantului care apare in 
h:u1c.: 1ua. 
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Corolar I. În condiţii le din teorema anterioarl, Q , Q , Q. , O sunt conciclice daci si °' L ~ ""'\ ~ 
numai dacă : · ,,. 

x';" ..... c., ""' '\. -... 'I. li. I. 
Y, z, X . AQ + y . BQ + z • . CQ 

" " " '\ \ " 
Xv..._ .... ... .... .... ... '\. 'C. °\. .. Y._ z1. x._ ·AQ ,+ Y .. • · BQ .. + z._ • · CQ, 

= O 
li.~ y"'-• z ... , 'C. '- ... I. li. °1 x, X I . AQ + y • . BQ + z I . CQ 

• ' I I I '\ '\ J 

x~'t Y:;" z"-', ..... .. .. I.. 'C. I. 
X " . AQ + y .. . BQ + z ' . CQ 

't .. .. .. .. .. 
Demonstraţie. 

Se foloseşte relaţia c. 2) din lema S. I. 

Corolar 2. Q , • Q._, Q,, q~ Şlflt conciclice daci şi numai daci: 
.. • 

"-• ... " z'!-" OQ" . (1.x .__.) 
X-I Y, " . ' 

11., "-1.. "' ""'- OQ: · (1.x~) x._ Y._ : z~ 
o .... , y .. ~ z.._• OQ~ -(Zxt.•) x, 

I ' .. 
.. \ ~ 1t.., x-. y„ z„ 

Coro.lar 3. Daci d ~), d~\ , d~•\ sunt distan1ele de la Ot la laturile BC şi respectiv CA şi 
AD, i = G , atunci Q,. Q.._. Q

1
• Q „ sunt conciclice daci şi numai daci: 

'-.•t 
d~\ d~~, OQ~ d.,. 

l'-\ i .. , dt,J OQ~ d.., .. .. 
t"I 

= O 
d.._ I d~\I d~> OQ~ 

\ .. , 
l"' dl"' oo.: d„ Io .. 

Demo11Straţie. 

Totul rezultă din lema I .4 . · şi corolarul 2. 

Propozitia 3.1. ( cercul lui Brocard; vezi şi 8.7, 8.8 pg. 83 din [3]). Punctele n., , n. .. 
contnil o o roului oirouu1s ii,; O Şi punctul simecllan K sunt patru puncte coockUce. 

Demonstraţie. 

Confom1 propoziţiei din paragraful I avem: 
K"'2-(a, b,c) 
O"-' I - (sin 2A, sin 28, sin 2C) 

.il,<>! (- 2 ) - ( b, c, a ) 

.n.t"' (- 2 ) - ( c, a, b ), 
şi deci confonn teoremei K, O , o .• , Sl.1.. sunt conciclice dacii şi. numai daci : 
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.. b.._ 1. z. .... ~c-.. a C 

(1: .... ) 

sin 2A sin 28 sin 2C 'Z.. a'- ~io 2B ~io ;K ~« ~,"~9 '-Î."'J.C. -1.~ 

%•'"'-"" -z. '!.•f\ 2. ,._ =O'- ==~~== > 
-'l. -'l. _,. 

~ •• ă„c-1 b C I 
Z. b-'l. 

-'l. 
_,._ b-~ Za._!_., b""" C a 

::!!. c-.. 

.... ba. .. .iDLl ... C 
'l.. ... 

2 sin A cos A 2 sin B cos B 2sinCcosC 2S 
= o<.= '> ....... a'b.._ b._c.._ 1'b'c-.. I C 

a.._b.._ b..._c' c ... .... a' b" J 

..... b._ .... K.Ju..' C 

( ~ ... ) 
..! • lt + ,;;.'- - ... J!. a'- + c'-- b.._ ..c. 1...._+b .. -c ... 
R 2bc R 21c R 21b 2S = O <.==') 

.. ... :- b..._ b._ c'- 1'- b ... c' I C 

.. .. 
a b b" c'- c'- .... 1'- b'- c„ 

... . (Z a'-) b\ (Z b'-) c"'-(l c") 3 l b ... c..._ 

'I. 'I. t.. '- b.._(i"+ c"' - b") c1(1'- + b'-- J-) (4 SR) abc a (b + c - a) ,1.t.>-1\~ll 

,. 
1"'b"'c' 

= 0'-==":i' 
c"- b'- .... b.._ c..._ a a 

..... b.._ ~ ... ... a'-b ... c" I b C a 

.~ + l~ + l c" a"~ + b" +b"? 1'-ţ + b'- ~ + c' 3 ... ~ ? 

- ~ + .... b" +: ~ a' b - b ~ + b'- c'- 1' J + b' i - c.._ a' b" c' ~, ..... c. ... c.. .. 
= o<.e-== > .... c .... . a'- b'" b"'- c..._ a'"b'"c' a 

a'- b._ b._ c-.. c ....... i"b ... c'-
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2 a"-~ + 2 a'- c'- 2 a'- b
2 

+ 2 tr" c'- 2,c .. +2b,_c-. 4 a,..b2. c.._ 

- a~ + a'- b2 + i" c-.. a>-b'--b" + b._c.._ ia.c-.. + b._c ... -c„ 1.._b1..c • 

.-.. c"l. a'-b>- b2 c1. a„ b-. c'-

~ b2. b'-c2 ci'- 1-,.b.._c„ 

evideul ( L1 = 2 L~ + 2 L\) 
Q.E.D. 

4. PROBLEME. 
4.1. PROBLEME DE CONCJCLICITATE. 

I 

Fie Q~ , Q
1 
două puncte lti~nterioml 1riunghiului ABC şi punctele: 

. I A;} =AQinoc; 
{Bd = BQ, ()AC; 
{ °C, I = CQJ\AB. i = 1,2 

" 

= O 

Lemă . Fie A, , A~ E( BC ). B, . 81.f'..( AC), C,, <:;_~(AD) coociclice. Anu1ci: 
AA,ntrnJ,cc~ ,I j1l 4==> AA'-1) B81. (\CC.1.+ ~ 
Demonstraţie . 

S~riind puterile punctelor A, B, C faţă de cercul celor şase puncte date avem ( vezi fig. 4 I) 

AB,: AB, = AC, AC„ 
BC, · BC,. = DA 1 · BA, 
CA; CAL = CB, · CB„ 

Obµnem: 

M.i . CB1. . AC1 =(BAJ.. Qh. _A{;-..)- 1 

A,C I\A C.B Af. B~ C.._B 
şi aplicăm reciproca teoremei lui Ceva. 

Q.E.D. 
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Tt>oremă. Fie A, B • C, t1i unghiul pedal asociat pw1c1ului Q ~(x, y, z) de rang k unde 

x, y, z > O şi k = O. N~tăm : 1. .._ 

0(-::. a , ~-:::: .. b._ .. 1 ţ-=. .._ 
x (y"+z") y (x + z) z"' (x +y") 

Fie A~, B.._ , C, pw1c1ele in care C~ circumsc,is 1riw1ghiului A, B, C, taie a doua oară laturi.le BC 
şi respectiv AC şi AB . Dacă A„ E:.( BC ), B-. €c (AC), C.. €: ( AB) atunci : 

1.0(,P,{ pot fi laturile w1ui triunghi nedegenerat; 
2. punctul { Q ' } = AA„n BI\. () cc .. (care există conform lemei anterioare) satisface 

rela\ia: I ~ 11 ) 

Q' - I - \ -o<.-<t ~ "' 6' ' o< - \?. ... ~ ' "'- °" ~ - t{ 

Demo11s tra,tie. 
Notăm : u = BA,., v = CB1_, w = AC._ ( vezi fig . 4. I) . Dacă P,. , Pa , Pc sw11 puterile 

ptmctelor A, B, C faţă de cercul C~ atunci : 
\ I 

unde: 

{ 

p-.= u· BA, = ( c -w )·RC, 
(1) p .. = v-CB, = (a-u) · CA, 

p,.= w -AC, = ( b-v )·AB, ~

U + o< W = e<. C 
I I 

(2) U ~ +V = f 8 

vf +w= f 1b 

I I I 
Observăm că o( \,\ ţ = I. Rezolvând sistemul (2) obţinem : 

A, I ,,I 
u = -r-[e<.c - o( b+a] 

~ { ' I \ w = î:[ b-l\ta + c) 

Mai concret: 
a1 /"z"(x"'+ z") (x., + y"'\ - b1 x'- z"(y ... + x"') (y .. + z") + c'-x"' y"'{z .. + x"') (z"'+ y"-l 

a y'z"(x"'+ z"') (x ... + y") 
şi analoagele. 

Deci : 

1. _ _ _ a __ . 

- .i:J.i"+ z•) 
- - a'-

x"(y"· + z•) 
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Să observăm că u = A._B > O == >o( + 6 > ~ şi analog ol +\I > f şi \'> + l >o< , deci r1..;~/ sunt 
la111rile unui 1riu11ghi ncdcgeuernt. Deci: 

şi deci: 

BA1. _ .._-~..,.f . 
A„C - "" 4 e.-{" 

CB 7. _ "'--\"~--{ 
B._A - -o<.-\~4[ 

AC1- _o1.-\~..,.f 
C„B "'--'?"'"! 

Q' ~ I I ,\ --=~------
\ -ol. ... ~ .... ir ) "" - ~ ...... "{" 

Co11c/1i=ie. 

Q .E.D. 

Dai;ă Q ;:: k\ - ( x; , y 1 , z J, i = 1,2 şi o< , , \!.; , i\ sw1t definite, respectiv ca în teo rema de 
mai sus, atw1ci: 

I. dacă"'-, , ~. , i, sau ~. l,, f, nu pot fi laturile Ullui triUJ1ghi atunci Cq,;4 Cea._; 

2. dacă C~, taie laturile triungl1iului ABC doar în interiorul acestora i = 1,2 atunci : 

şi cocficie111ut din dcfinitia relatiei de ccl1ivalen\ă ( vezi paragraful I ) este : "' = - k ~ 

Aplic:atie. Să se arate că mijloacele A 0 , 8 0 , C„ ale laturilor triUJ1ghiului şi picioarele 
A,. B,. C , ale inălfimilor w1ui t1iungl1i ascufitw1gl1ic, SUlll şase puncte conciclice. 

De111011.Hraţie. 

Se arată uşor că deoarece triunghiul ABC este ascuţÎtUJ1gbic, simetricul A · al lui A 0 fată de 
mediatoarea lui B.C.se află in (ED) C( BC ), UJ1de E = pr 11 ~C. ; D = pr,.,B. ,'deci A' €.¼. ­
De: asemenea, o1. :. L , ~ "'° _.!L. , f-::. ~ sunt laturile UJ1ui triw1gbi nedegenerat, deoarece 

2 2 2 
triunghiul ABC este nedegenerat . 

Conform teoremei de mai sus: 

o'::::1 -(_a" +~' + c"' a.._-b" + c' a ... + b~ -c") = > 

Q•~. ( ~ , 2abc 2abc ·) = > , ~ -, - -a" + b'" + c" a'" - b" + c" a ... + b"- - c..., 

Q .:::,1 -( ......J___. , _!!_. , ~ ) Q::: "\ - I 2.· R ~ , u ..s.i!Ll1. , 2. ~ _M,11.{; \ 
cos A co B cos C ' cos A cos B cos C I 

== o·-:::: 1-(tg A, tg B, tgC) =" Q '= H,deci A ' = A~ , B·= B~ , C' = C,. 
Pentru rezolvarea completă a problemei studiate, este necesar să se rezolve cornpl~t 

următoarde două probleme: 
Problema I. Dacă x , y , z > O iar a , b , c sunt laturile UJ1ui triunghi, în ce condifii 

o."- 'o"- ~ ... 

x (y + z) 1 y (x + z) ' z (x + y) 
swll lamrilc 1urni triunghi ? 

Prnblcma 2. Dacă Q-== k - ( x, y , z) în ce condiţii avem: 
C,J'\AB C.( AB); Cqr\BC C.( BC) ; C~ () AC C.( AC) ? 
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4. 2. PROBL.EME DE LIMITĂ. 

Lema 1. Fie triunghi ABC şi Q un punct oarecare în interiorul său astfel încât Q e-J({x, y, 
z) de raog k şi fie (A 1 ! = AQ() BC, (B,,} = BQ (\ AC, {C.} = CQ (\ AB . Aşadar Q ~ k -(x, y, 
z) cu x, y, z > O şi k A O. Au loc relaţiile : 

.,,_) e"' - -.!..L · "'r - J..L... -y .. +zv.. , • -y"+z..._ 

\.I '1. '1.11. t. L"- 'I. 1,.. "l. ..... 
b) .,.,_,._ V b z + c y +_{l>__:t_L:, a ) y z . 

• y .... + z ... 

'41.I. .. 1.t.l. L ~'- -.-., AQ - b z + c y + Oi + c - a I y z . 
x,,_+y"'.- z._ . 

x c. ~ b„ r + c--1-- + ,I~ + CL - a> v'"z"'. °'"· i[ (y"-+z )(x"+ y'+z") 
c) Penim orice punct M din planul triunghiului ABC avem : 'l. 

-.. t. ..., '- ' ._ ._ 1,. -. :'I,..,. ' t. ._ -. "") MQ (I) x · AM +y ·BM + z · CM = x ·AQ +y ·BQ + z · CQ t-(x + y + z 

-.. .. ,., I.. .... '2. ~ '-"- ......... , ...... 
(2) x · AQ + y · BQ + z · CQ = .,. ( a y z + b x z + c x y ) 

"- ~'f ... -+c" 

Demonstraţie. 

~oc_ ___ _,,.._ ___ _.;a.c 

"'· . ~ hţ tH,◄ t,"-
a) Rezulti dm faptul că Q - k -(x, y, z) ===='> "-•C. =~ 
b) Formula.._Peotru AA 1se obţine apli~ând relaţia lui Stewart : 

AA, · BC = AB · A.C + AC · BA_-BÂ. · A„C · BC 
şi înlocuind cu formulele de la a) . Celelalte două formule se obţin utilizând relaţia lui Van Aubel: 

,AQ_. _Alh. ~ y"' + z'-. 
QA. B,C C,B x"' 

c) Demonstraţia relaţiei (I) poate fi obţinută urmând procedeul din [ I ]. Relaţi~ (2) se 
ohiine utilizând pw1ctul b) . 

Q.E.D. 
Lema 2. Dacă {At} = AA, C\ 8 4 C,, (B._} = 88/\ A ,C, , {C.J =cc.('\ A 4 B„ atunci: 

Jh.Ai _ x .. + y ... 

AC - "' .. 
, . '- ~ X + Z 

şi analoagele. 
Deinonstraţie. 

Utilizând tt,9.rema sinusurilor avem: 
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"' "Co,: '_t\1.6._C. -~,'i ~1.C.."'~'~ . ~~ 
Slll MJJ. 9111 AA'I. '-• 

lllll Q. + Q. - I ser - sin M), - sin ĂÂ:; <I obţinem : 
B Ai._. 
A._C„ 

----. 
şjn~' • _A.lh 
sin BAA~ AC~ 

. ,r-.._CAA - ~,<: ,,....__ 
Slll A - b . SID AA„C . 

Deoarece sin ÂA) = sin 0 obţinem: 
Jh...tu.- CA 1. _L .A!h..,_ lema 1 . 
A._C • - A.B b AC. 

Q E.D. 

C . I D • Q ~ k ( ) · . Q ,::, I ( ,._ "- "- "-- "'- "') onsec1111:1 . aca A-.fl.c. • x, y, z ahmc1 c..,,,.,ţ., · y + z , x + z , y + x 

unde Q - k - ( x, y, z) semnifică faptul că Q este Wl punct de tip }(_( x, y, z) de rang k u1 
t:.<(g.f 

triunghiul "'- i {. 

r . . D - rr "0\ . • gJ . I . d I A BI C . I . Q . S no\- . ropoz11ia I . aca uQ === ana tnWJ uu u1 pe a , • , asociat ua iar == ana 
t1iw1ghiului ADC atunci, în ipoleza Q-=:c k - (x, y, z) , avem: 

~Q. 2 (x y z }" , . ~ 
( x._+ y._) ( y .. + z,c.) ( z"'+ x.._) 

Demonsrraţle . 
Avem: \ÎQ.. = S - ~ [ A,BC. J -~[ C• AB•] - -:.[ B, CA.l = 

_ '<> _ BA · BC sin B + AC · AB sin A + B C · CA sin C , 
Diu lema I obpnem : - 2. 

'\ " ._ . B ._ "-1 ._ "l '::) - - °' ___LL.. • ~ . ">i" ~ = ~ - L a c s111 •• x z x + z _ 
,_ L.. y"- + z._ x"' + / _ 2 TT·( x ... + y._) -

Q.E.D. 

Teoremă . Fie Q 6 lnt O.ABC . Dacă A0 = A, B.,= B, C,.= C şi {A"} = A"_,Q 0. B" _' C,. _, 
(B"I = B"..,.Q C"\ A"·' C,, _, , (Cn } = C"_~Q f\ A"..,B,._, şi avem: 

1 . limx~ , lim y" , limz„existăşiînplus lim x" = lim y,, = lim z". f\-• ... ..,... "-... "-OP (\-o. n .... oo 

2 D r. "f\at . . . . . (i",. ~• i; 
. acă \J.,.,=== ana tnw1gb1u lu1 A"B"C~ , n10 avem : hm ~= 

".., .. \11\ 

Demonstraţie. 

I. Fie Q clnt AABC, Q""' k - (x, y, z) 
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Co11fom1 co11seci111ei I avem: Q.6..~ t. I - (y"-+ z.._ , x.._ t- z.._ , x' +- y' ). 
Pull!lll deci scrie: o~ I - (x ... , y ... , z') • ' • 

Q,._._7t,c:... I -(x, , y,. z 4 ) 

Acest mic artificiu este util deoarece se ştie că şinui le (x .,).,, (y ,.).,. (z.,)., cu x. ,y • .z. E: R 
care satisfa c re lapile de recureuţă (3) , Slull convergente şi au limita comwiă -...., ... 'f,.-!,( rezultatul 

apa1µ11e lu i Eugen Onofraş. ) li 

Obµnem în final că k.,= I şi 3 Jjm x.._= Jim y., = lim z„ "_.. ...__ " ... -
2 DeciQ""'l-(x-.,y ... ,z J , -VntN . 

Conform propozi~iei I avem : 

i:r - i~ .. ~ .. ~... ~ 
... ,,- ( ......... '1.,)\'1 ... -+e.,)\.~ ...... -,. ... r " 

Obţinem. ţin ând cont de()): 

Dar: k ,I. O şi x, y, z > O => x'-, y" , z" > O•= ~ x . , Y. , z. > O = >liro x., = lim y ... = lim•.;= ""
0 

... ~"._ )0 
Mai inuit x", y.._ , z"> O Y n. "_.. "_.. "_,, .. 

Deci Jim -f»" = Jim x ,; - . "-- = I şi analoagele . 
t\~.. .. ..... "--- "'~-:. ...... "" 

Tre..:iind la limit ă w (4) obţine1n : lim ~~=: 
.... ~- "' 

Q .E.D. 

Observn\ie. O fonnulare mai sugestivă a punctului 2 al teoremei de mai sus este 

11n11ă 1 oar.:a : dacă Q 6' Inc C.. ABC , ~"( Q ) .!'.!?ţ aria triungltiului ob!Î.llut ca mai sus: 

(( A"..,I = A „Q f\B,_ C" etc. ) . Atunci : (._Q) 
V Q ~lnt b ABC, Jim ~:. -ţ , 

"-- q-.,\.0.) 
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APUCAŢII. 

I. Fie An( Q ), B" ( Q ), C,J Q ) vârfurile triunghiului obţinut ca în teoremă : 

A
0

( Q) = A, 8
0

( Q) = B, C0 ( Q) = C, A,..,,( Q) = A,,.( Q) Q~B"( Q) C.,,( Q) etc. atunci: 

[Q = G ~i~ ccn1111l de greutate al triunghiului ABC]<=) [ 3 11 €:N a.î. Q = ceotml de' greutah! al 
triunghiului A"( Q ) B" ( Q ) C"( Q ) ]<-="> [ V 11 € N avem Q = centru de greutate în triw1ghiul 
A j Q) B"( Q) C"( Q) ]. 

Demonstraţie. 

E suficient să arătăm că : 

[ '3 n., ~ N a.î. Q = centru de greutate în A"J Q) B~J Q) Cni Q) ](=> [ V n E- N avem : Q = 
cenrrn de greutate în I::,. A 0 ( Q) B"( Q) C.,( Q)] . 

Din ipota,i avem: x.,.= y,;; z"• Utilizând relaţiile de recurentă : x" .. ~ ~ etc. 
obţinem imediat. prm inducţ:ie , că 'V u-;,11., : x.,.= y.,= z" şi apoi că Vo ~ n. : x,.= y"= z.,. De~i 
V ne.N: x ..;= y ... = z:;='> Q = baricentru în l:::,,.A..,_( Q) B ... ( Q) C"( Q) . 

Q.E.D. 

2. ( Q = centml cercului înscris în t::.. A
4
B

4 
c. ]<=> [ Q = H = ortocentru îu .o..ABC ]. 

Demomlraţie . 

· <- · Este e\~dcntă . 

· => · Fie Q - I - ( x, y, z) a.î. Q este centrul cercului înscris în 6..A. B.C • . Cum 
Q ,=:, 1 -(y+z,x+z,x+y)şiQ-:::: l-(B0 C, , A,C,,A.CA , AAB,.)a vem, 

Â .. "~ .. t" t:..A.i.·~~"c.. ,,. 

modulo o constant ă : 

E„ y + z = B. c. = -\.-:--.._-..,-...,,..,.K-.._-... --,-i:--) 

x + z = AC 

( vezi lema 2) de unde rezultă : ( x + y) ( x + z) ( y + z) = E,.= E-,= E,.._= > 
='> 2 ( b'- + c"- ) x + 2 b' y + 2 c'- z = 2 a'" x + 2 ( a'- + c'") }' + 2 c'"z = 2 a'x + 2 b,._y + 2 ( a'- + b'-) z => 
= > ( b'" + c"-- a'-) x = ( a,. + c'" - b'-) y = ( a'" + b'-- c') z I-"- _...._ 

'1.<:> ... ~ -, 

~ • 1' -=. ~'1 -=. ~ c => _x__. ....L..,. _L... ~t ),._ 
a b c tg A tg B tg C 

Dec,. (.) ~ I • ( x, y, z ) => Q '.!:,' I - (),. tg A , >- tg 1:l , >-. tg ' ) => Q "' t - ( tg A , 1g U , tg C ) 
=> Q = li 

Q.E D 
3. Dacă \JJ este centrul cercului lui Euler, atunci : [ w = centrul cercului înscris în 

triunghiul pedal corespllllzător ]<='> [ A ABC este echilateral ] . 
Demonstraţie. 

• =-=> ·· Din exerciţ:iul auterior obţinem : W = H . Dar U.J este mijlocul lui Ol-I şi d.:1;i 
obţ:inem : H = \J,.) = G = O, iar H = G => A ABC = echilateral. 

·= ·· Evident. · 
Q E.D 
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4. ( D. M Bătinciu . • Şiniri · , problema 2.43 pg. 219 ). 
• Se consideră şin,I ck tnu11ghi111i ( tnl„c;1-1 unde 10 = ABC şi uude t" = A,..B„C._ se obpne din 

t "-,= A.._ .. D" _' C" ., în felul unuător: A "este intersecpa bisectoarelor exterioare ale 
unghiurilor D, _. şi C " - ' . D" este interseqia bisectoarelor exterioare ale unghiurilor C ,-~ şi 
A"·•, iar C~_rstc intcrscqia bisc~toarelor exterioare ale w1ghiurilor An-, şi R n-\ . Să se exprime 
ungloiu,ile A". U" . C'" rc,vet: ti v în func ţie de A, B. C . • Să se arate că : ( 3 o c. N a.i. A A,B._ C.,.,. 
= ed,ilateral ] <=> [ V ne N avem A A„ 8 " C " = echilateral ] <= > ( A ABC = echilateral ]. 

4.3. PROBLE~I[ DE CONCURENŢĂ. 

Teoremă . Fie Q €: lut A ABC iar A~ , B, , C~ . sunt proiecpile lui Q pe laturi. 
IJ11că Q<::rk - ( x, y. z ) atunci: AA , () BD~ I\ CC. f ~'-="> 

x'l.."-l
a.._ 

a x "' ( cos A - cos 8 cos C ) 
De111011srraţie . 

Din lema 1.4 re7.11ltă : 

bi. 
._._ 

y „ 
b y ( cos B - cos A cos C ) 

' ~Q " 2 "'- ~ S <lo..-- A.-.2_,_ . .! - - Y~ ~ -
,-~x" a "'-'l...y". b ' 

şi din lema I din paragraful 4.2 avem : 

c'­
z'-"-

c z "-( cos C - cos 8 cos A ) 

d Iii. "" .. 1.11(, ' bL "l 1. ... "'-A Q Y z + C Y + + c · a l y 2. şi analoagele. 
LX" 

o~ci : . ... 
BA'- - aQ'- QA-.. _ ~ f '- n '- ' ' ._ '- '- ,. -. 4~ '-'" ~- · , - ~ ex + az + (c+a-b)xz- ~ x ] -

- ~ I ~ i.~-.. > ..... .._ .... ... ... ... ..... 
- (L 'f..')' ( c - cF x + a z + ( c + a • b ) x z J 

Dar : c'- + ;;- • b" = 2 ac cos B ; 

.. 1t'i>' .. ~ci,;.,'-~ .... . .. ... ... 
c · ci'( = c • 

0
.._ - c ( I - sm B ) = c cos B. Rezultă : 

DA,. - ' I .. ... B .... " .... ,. " I\ ._ • '-' - l'~- .._,1._ c cos x + a z + 2 ac cos B x z ] ~ lL"-qf c cos 8 x + a z ] => 

Analog: 

c cos B x .. + a z'" 
x"-+y'" + z' 
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Deci : 

b cos C { + a z"-. 
x" + y + z._ 

( a) Jlfu...._c cos B x .. + a z"'. 
A. C - b cos C y"- + a z' 

Analog deducem: 
..Clh4-~s C y"-+ b x'". 
B"A -ccosAz"+bx"' 

.A.0.....- b cos A z"'+ c y"'. 
C,B a cos B x._ + c y"-

Conform reciprocei teoremei lui Ceva avem : 

AA.nee.ncc, 1 f5tr>t= ~._c..~ . ~ . -~ <.-=> 
.... ~""' c.& 

<='> ( c cos B x"+ a z._) ( a cos C y ... + b x') ( b cos A z.._+ c y"') <=> 
<= '> ( b cos C y .. + a z"') ( cos A z""+ + b x"-) ( a cos B x,._+ c y"') '- => 

< ==> a c"·cos B cos C x ... y" .. + b" c cos B cos A x'-.. z"'+ b c'-cos B x' .. y"' + a"-b cos C cos A l ... y"-+ 
+ a"c cosC 'l!."'y"'+ a b'cosA z' .. x"'= b c"'cosA cosC x"'y"-+ b'-a cos C cosB x"'z'-,.+ 
+ b" c cos C x•._z._+ a'-c cos A cos B / .. z ... + a c"cos A y"· .. x"+ a"b cos B y"'z'~==> 
<=='> ac._( cos B cos C - cos A) x._y'"-+ b c'( cos B - cos A cos C) x'"'y"+ 

x"._ 

+ b" c ( cos B cos A - cos C ) x',,.z._+ a b"( cos A - cos B cos C ) x"z,....+ 
+ a"b ( cos C cos A - cos B ) y "i.'c.+ a t.c ( cos C - cos A _cos B ) y'""z"'-= O'-= '> 

b'­
y'-' I 

a-i. 

a x "--( cos A - cos B cos C ) b y"( cos B - cos C cos A ) 
::... l = o 

c z•( cos C - cos A cos B) 

Q.E.D. 
Propozi1ic. Fie Q E: lnt A.ABC şi A4 , 8 4 , C, proiectiile lui Q pe latu1i . Eie 

(A .. ) = AQfl B,C, , ·( B._) = BQ n A ,C 4 , { C.._) = CQ f'IA,B, . Atunci : 
A,A .. () B,B.._()C,Ci, * 0<1='> AA,1() ee.. n c~ 1 fi> 

Demonstraţie . , 

,.. 

Din teorema sinusurilor aplica tă în 6. AB, A1. şi în A AC~ A 1 obpncm: 

Dar: 

Deci : 

lh.~ - ~ ..Af!.L 
Aa.C• - de • AC. 
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()hpn cn, în fi11al · 

!I, /\, . l', lh • A, ~~ , = 1!,.,. !k. 4!!--. AJ! , . • = B • • ~1.. Jl 
AL( ', IJ.._/\, c.o. <l, dA d1o AC. 

.!L 
BA, B. C A, B c .A 

şi apl1d i111 ocnpruca 1co1t:111c1 lui Ce,a 
QF D. 

Consecinta I . Dad ()=:I< - ( x. y, z) allwci, cu ootapile dm propoziţia anterioară . avem 
A. A, n B. I\_ n c. c. .. t 0 <~>AA, n Bf\ n cc , "I!'.)<==> . 

I 
a'· h .,_ c'-
\ 'l.'IC. y~--- z.' .. 

a x"(cos /\ - cos R cos C) b y"(cos El - cos C cos A) c z"(cos C - cos A cos B) 
= O 

('un~ecinţa 2. Oacă Q"' k - ( x, y, z) iar ( Q' } = AA, ('i BB• ('\ CC, , unde A• . B, . C.., 
, 11111 proicqnlc lui Q pc laniri, alunei: 

Q'~1 - (a o · Bx• ~ L '\ ~ Bx .. +az" •) 
r-v b cosAz.., +c y"'' 'b cosCy"' ➔ az' 

l),;111 1J11S/raţ1e. 

Rela\ia (7) di11 paragraful I ne asigură că , îo conditia </) f- AA/\ 884 n cc4 = (Q"}, avem 

lb) Q'-;:::.~-(ll • • ,-\,BA ) 
C, A A,C 

Înloc11i11d (5) şi (3) ÎJ1 (6) ob1iuem concluzia . 
Q.E.D. 

Lemă. o~că Q"' k - ( x, y, z) în 6. ABC ia r A• B• C4 este triunghiul podar asociat lui Q, 
a11111ci () "' I - (a'-·": ' , b' y'. c1 i "-). 

A..1-..,e,c.. . 

/)emo115/raţ1e. 

Fie (A._} = A• Q n C ,B, iar B.._ , C, analoagele ( ve7j fig . de mai jos) 

B 1.::::.:__...:..:~Jl._---__,:::,i11, c ... 
I ili liLiind teorema sin usurilor, obpnem: --

• 

B fu.._ Jh..&.... _Ş.Ul~• , 
A._C, - A•C• • s;;;- Ă.._A,C, 

l>a, pa1111ln1erele BA.QC. şi CB.QA
11 

sunt inscriptibile; deci: 

. ~ . ,,,-..._ G e,~ 
SIO ALA, D, = Slll QCB, =QC 

l>c~, 
sin ~. = sin QBC. = ~ ~ 

l:!i ih.-=6.•A.!. . • .ill!. ~ . Q!b, _ .m 
ALC~ QC A.c, oe~ -sinB 

Analu g· 

Kc1.11 ll a 
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APLICATll. 

I. Dreptele care unesc vârfurile unui triunghi cu punctele de tangenţi ale cercului îuscris cu 
laturile triw1ghiului sunt concurente ( în punctul r lui Gergonne ). 

t:," XU'-

Demonstraţie. 

Considerăm Q = I "' I - ( a, b, c ) 
b._ 

y'" 9 
82. 

a x~(cos A-cos B cosC) b y .. (cos B - cos C cos A) 

( primele două linii coincid ). Diu teoremi rezultă concluzia. 
Q.E.D. 

2. Propozitie. Fie Q E lnt L:\_ABC şi A 1, 8 1 , C, proiecţiile sale pe laturi. Daci triw1gbiul 
ABC este echilateral , atunci: AA, (") BB• Îl CC1 I fli # Q se afli pe una din înăltimiJe 
triunghiului . 

Demonstraţie . 
Dacă Q"' k - ( x, y, z) cu k = O şi x, y, z > O , obJinem: 

AA,{\BB,nCC, i<0#t...=o~ x1..._ yl.._ z",,. = O~>(z ... -x.,.)(z ... -/)(y"-- z"-) = O 

1

1 I I I , 
. x"- y"- z"- "-•D 

t.1 z = x sau z = y sau y = x. 
Q.E.D. 

3. Dacă A, , B, , C, sunt proiecţiile centrului de greutate G pe laturile triunghiului ABC, 
atw1ci: AA, () BB, flCC , t ~ ~ I::. ABC este isoscel. · 

Demonstra fie . 

Conform teoremei avem ( G "' I - ( I, I, I )) : AA, (\ BB, ('\ CC, t (/J ~ 

I 
az. b1. cz. - I 
I I I =04'"> 
a (cos A - cos B cos C) b (cos B - cos A cos C) c ( cos C - cos B cos A) 

1

1 
sin A 
o ( u:; A - eos D cos C) 

o 
(sin B - sin A) ( sin B + sin A) 
sin :.rn - sin 2A + cos C · 

-(sin A cos B - sin B cos A) 

~sin C - sin A) (sin C + sin A>/ =- n 
sin 2C + sin 2A + cos 8 · 

. (sin A cos C - sin C cos A) 

I sin (B -A) sin C 
sin (B - A) (cos C - siu C) 

sin(C-A)si.118 l=O 
sin (C - A) (cos B - sin B) 

I 
sin C 

~ sin (B - A) siu (C - A) 
cose 

sin B I 
= O~=~ 

cos B 

/\.I\ AA A/\ 
~'-} sin (B - A) sin (C - A) sin (A - B) = O~ A = B sau B = C sau C = A<.=~ ~ ABC = isoscel 

Q.E.D. 
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.i. Dacă A, . B • . c. suni proiecţiile punctului Lemoine K pe laturile triunghiului ABC, 
atunci: Ar\ 1 n UU, f\ CC. I~<=='> A ADC = isos..:el. 

De11101ts1rn11e. 
Analog ..:a mai sus (K"' 2 - ( a, b, c)) : AAJ' BB. () CC. I 0~ 

I 
a.., 
a~ 

a\(cos A - cos B cos C) 

b" 
b~ 

b"(cos B - cos A cos C) 

c... I c~ 
c'(cos C - cos A cos B) 

I I 
I sin.,, A sin' B . sin C = O 

Tsin 2C - sin C cos A cos B I½ sin 2A - sin A cos B cos C ;_ sin 28 - sin B cos A cos C 

sin (B - A) sin (C - A) sin ( B - C) = O<-== 6ABC = isoscel. 
Q.ED. 

5. Fie .Â. mul\imea punctelor din interiorul triunghiului ABC cu proprietatea ci dreptele 
care uuesc vă , tu rile triunghiului ABC cu proiecţiile pw1ctelor pe laturile triunghiului sunt respectiv 
co11cure111e. Deci: 

.Â. = {Qe lnt AABC I AA/'\ BB, ('\CC• -#~. A• = pre,e,Q, B, = pr.,._Q, C, = pr .,~Q} , şi 

notăm AA. ('\ BB, ('\CC• = {Q '} . Atunci: [ 3Q E:..Â: a.i. Q ' = centru de greutate iu triunghiul 

p<Htar al lui Q ]<=== > [ l·!'lc ÂJ , unde H' ~~t izotomicul ortocentrului H. În plus: card Â1< I, 

unde: J.,1 = {QeÂI Q' = centru de greutate iu triunghiul podar asociat lui Q} . 
De11101LStratie. 
Fie QE.<Jt .· Avem, din consecin\a 2 şi lema 1.2 : 

[ Q · = centru de greutate în triw1ghiul podar asociat lui Q ] < - > 

a COS X + C y = COS Z + C y <==> !.1L_;__ ..ll._J'._._ ~ <:_~"'> 
{ 

B .. .. b A ..... ... ... h , ,... "-

ccosB x" + az .. = b cosC y"+az.._ cosA cosB cosC 

<== > tg Ax .. = tg 8 -y°" = tg c.z .. .!'~>-. . Deci: x = )... .... \~,.;)"'etc. 

.. _ .. "- _ ,._ ,._ -'f. .... ~ 
Q"' k -(x, y, z)<=='> Q::,k-('>-: ( tgA) ,X · (tgB) .X (tgC) )<-==== 

<===> Q"' (- 1) - ( tg A. tg B, tg C) <-= -,. Q = li' . Cum Qe...Â..<= > Q = H' evident: 

iÂ.s;(H'} = card.,{. "" I. 
Q .E.D. 

6. Fie Q G lot l::. ABC iar A,B, C, triunghiul sAu podar. Atunci: [ Q = centru de greutate 
in t::. A,B,C, J.c.==> Q = K ( punctul lui Lemoine) . . 

Demo11Straţie. 

Dacă Q"' k - ( x, y, z) atw1ci conform lemei precedente din acest paragraf , avem: 
Q "' I - ( a.._ x-... , b" y" , c" z""< ) . 

"'"•'•t. 
D 

. Q . .._ _., .._ .... .._ _., no\ , 
ec1 : = centrudegreutatem AA,B,C, '-=='>a x = b y =c z === r,, 4-0'-"='> 

"" ~ .. \:,l.. w. ~ . 
, ~⇒ x =1' ; y =~ ; z = '"R" . Avem în conunuare : " .., :i.. 

Q "' k - ( x, y, z)'-= '> Q" I - ( x.,. y .... z") <== '> Q" I - ( ~ , ~ , c,._ )t=='> 
Q::, I - ( a"- , b", c"-) <=='> Q:::, 2-( a, b, c)<-== '> Q =K . 

Q .E.D. 
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4.4. O PROBLEMĂ DE EXTREMUM. 

În r,ele ce um1ează ne referim la următoarea problemă : 
Fie M w1 punct in interiorul triw1ghiului ascu~tunghic ABC şi fie 

x.._ l:l~t d ( M, BC ) , 

na\-
y.., = = d ( M , AC), 

z.., J'~t d ( M, AD ). 
Definim fimqia : 

S : R'Y- lnt ~ABC ~R, S (o<. ,Y, , i , n, M) = o<. x':.,+ ~ y; +i z~ 
Să se studieze existenJa punctelor de extremum şi natura acestora pentru o<. , \!> , "6 , n E; R fixate 
iar M varimd in inte riorul triw1g.hiului ABC. 

S ă trecem ( sumar ) in revistă câteva situaţii particulare ale parametri.lor o<.. , 'f, , lS , 11 

situaJii p1 ezentate dealtfel sub fom1ă de probleme sau note în Gazeta Matematică : 

I Dacii AB „ BC „ CA şi o( = ţ, = l = n = I atunci: 
S( I . I , 1.· 1, M) = x"'+y.._ +z .._= constant( = h ) 

2. Dacă o<, = a , \!> = b, i = c , n = I atunci: 
S ( a, b. c, I. M ) = ~ [ ABC ] = constant · 

3 ( Ioan Tomescu , 9539, G.M. 4 / 1969) Dacă o< =~ = f = I atunci: 

min ( h o., h~. he} < S ( I, I, I, I, M )< max { h. , h,., he} 
4. ( Florin Pârvulescu, apud [10) , pg. 22 1 -223). · 
Fie AA ·. 88 ·, CC', ceviane oarecare în triunghiul ABC. Fie M E: lnt A ABC şi 

MA" li AA" , MB" li 88 ' , MC" 11 CC' cu A" E.( BC) , B"G( AC), C"G( AB ). 

C 

Atunci : 

min { AA ·, 88' , CC'}< MA" + MB"+ MC" < max { AA ' , BB ', CC'} 
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5. S ( I, I. I. 2, M) = x ~ 1- y~ + z~ are ca punct de minim punctul K al lui Lemoine 

( va.i <Ic exemplu l'>I ). 

1.ema I. Fief : lnt~ABC - R.!> , f( M) = ( x,.. X. , z,..) . Atunci: 
f este injecti vă dar uu e~1e surjectivă . 

De11101 tslraf1e. 

Fie M , , M.._ E: 1111 t:, ABC. 

f( M.) = f( M i )<=> ( x'"', ~,' ~) = ( x.._l.~1..' ~ <.=~> 
x"'-< = x)I,_, Y1-1, = y..,,_ , zl<I, = z..,._ 
x-,. = x,,.,.<= '> M, M1 li BC } 
y,.,~ y,,., <= > M. M-. li AC - ~ BC II AC • absurd. 

p1c:supu11e111 M, f M1. 

Deci M • = M 1 = > f = injectivă . 

C. 

Fu,tent că fuu este su rjectivă . De exemplu, pentru ( h,. + I, h.., , he) nu existl 
MEl11t ~AliC a.i.x.., = h.,. + l ,y"' = h ,z..,= h . 

Q.ED. 

I .ema 2. O condiţie necesară pentru existenţ.e unui pllllct de extremum este ca : 
sgn o< = sgn'p = sgu "ă 

Demomrraţie. 

Utilizăm metoda multiplicatorilor Lagrange ([4] pg. 682) . 
Fie IJl : ( R! J1 -+ R, ~ ( x, y, z ) = ax+ b y + c z - 2 q-[ ABC) 

U : Rt - R, u ( x, y, z) = C>( x"' + ~ y" + 6 z" + }..•-\) ( x, y , z) 
Dacă există WJ punct de exu-emwu, alllllci: 

kezuhă : 

Oeci, Jacă II f O , obţinem : 

~ ( x, y, z) = O 

'du _ g;-( X, y, z) - 0 

~( X. y, z) = O 

;: ( X, y, z) = 0 

{ 

a x + b y + c z = 2 'f [ ABC J 
oc.n x,.,_'+ Aa = O 
pny'-• + >--b = O 
f D -f--A. + A C= 0 

,-,/V"- ◄ \s "- ◄ r "- • ~ " ) ~ =-~ -:;::. il__.. :i ~ 
a b c n 

şr c11111 x, y, z > O ş i a, b, c > O rezultă sgn o<. = sgn ~ = sgn -f 
Q.E.D. 
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Lema 3. Dacă S ( o( , ~ , [ , n ) are un punci de extremum atunci: 

( J) dacă ne ( O, I ) şi o<. , y. , &" ? O punctul este de minim; 

( II) dacă n E: R - [ O, I ) şi o<.. , " , r ;i,. O punctul este de maxim ; 
( lll) dacă nea( O, I) şi 01. , il, f >,;.O punctul este de maxim; 
( IV) dacă n E- R - [ O, I ) şi ol.. , ll , f ?O punctul este de minim. 

Observaţie . 

Cazul n = O este neinteresant deoarece :V- ME: lnt~ABC : 
S (oe.~ ;t, O, M) =OC: +~+-I-= constant. 

Analog cazul o_ = \ţ = f- = O : 
s ( O, o, o, n, M ) = o ' V- ME Int ~ ABC. 

Demo11Straţie. -;).,_ 
( x, , y

0 
, 2i:,) este punct de max.iru / minim dupi cum 'li" = L c)x ~ Y ( x 

O
, y

0 
, z

0 
) este 

negativă / pozitivă . Dar: 
'-V ( x, y, z) = n ( n -I ) (ce xn-1+ ~ y'H+ t- zn-t) 

Conform lemei 2 avem sgn..:. = sgo , = sgn -1-. 
Daci <A. , ~ ,r > O rezultă : L_oe,!'·2> O de unde rezultă 'Y < O~ n E ( O, I ) . 

Daci oC , ,._. ,r < O rezultă : ~ ccx"·x O de WJde rezultă 'Y' < O 4'~ n e R - ( O, I ). 
Q.E.D 

Teoremă. Fie oe , t , -I-e R şine R • lixate,Cl(.P t- I O şi n ~ I. Atwici : 
( I) dacă {sgnoC , sgo ~ , sgnl-} are mai mult de un element, atunci S ( c(_ , p , 1-, n ) nu are 

puncte de extremum. 
(ll) altfe~ 

Q ~c ni-?)-(~·+ 'T') este : . 
(II. I) punct de minim pentru S ( ~ , p , f , n ) daci ( .i , ~ , t > O şi n > I) sau 
(ol. , ~ , '/- < Oşin < I) ; 
(II. 2) punct de maxim daci (a(, P , f > O şi n < I ) sau ( o< , P , f < O şi n > I) iar 

Q de acest tip şi rang este unicul punct de extremum. 
Demo11Slra(ie. 
Ca şi în lema 2 obţinem : ;t 

{ 

a x + b y + c z = 2 S , S oo · <T[ ABC ) 
o( n {'-• + A a = O 
p n y0

· ' + ~ b = O 
--I-n z"· '+ ).c = O 

Rezultă 

~ xn-4 = ~ = tzn-1 
a b c 

....L 
t~1 u - 1 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



( . ) 

_L 

(: ·) n - I 
-------------- . 2 S 

_L, _L _L 

o•(: ) n- I+ b{; ~ n - ~c•(t) n - I 

_L 

/~ ·)n-1 
------ ~~~r __ .__ _ ____ . . 2 S 

_L, _L _L 

<\ !: 1 n- I+ b{ i) 11 - ~ ~{ Ţ) n - I 

_L 

(
; \ n - I ________ .,__~J.__ ____ _ . . 2 S 

_ l. _L _L 

Q•(:_ ~ 0
- t.. b· ( ~ ~ n - t.. c{ T) n - I 

Dacă ( x,, , y
0 

, z 0 ) este punct de extremum pentru f ( x, y. z) = o< x' + ~ y" + 't z" , w1de 
f: ( R!f - R, arătăm că există un punct M e lut ll ABC a.i. x"' = x 0 , y,., = y0 , z"' = z

0 
. 

Din lema 1.4 ştim că dacă Q "' k - ( x, y, z) atunci : 

d=~· ll· ~=-L . ll. J=__L· is 
.o.. L x"' a b L x„ b ' L x"' c 

unde d.., , db , <le sunt distanţele de la Q la laturi. 
Pentru ca x

0 
, Y. , z0 date de ( • ) să fie distanţele unui punct Q la laturi este suficient să 

_L _L _ I . 

existe (~) n - I , ( ~ 0 n - I , (.f) n - I ; dar pentn1 că sgn.C. = sgu ~ = sgn I 

avem că x > O , Y. > O , z > O. Fie M0 E: lut l::,. ABC , 

o o OM ~ - 1-~ - (L , ..L,~) 
0 u - 1 .I.. ~ 'li--

Conform lemei I. 4 avem: 

( .. ) 
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Să presupunem d. , r , t > O , atunci există 

şi din(*) şi(**) avem că : 

_L 

11 - I 

I .cma I asigură w1icitatea lui Q , ţinând cont de ( .. *) . Puncnd M fiind un p,uict de cxtremum 

pcntrn S (o( . r, . t , n. · ) el este pw1ct de maxim dacă <>(, ~ ,f- > O şi n < I şi respectiv de minim 
dacă ,1. • r, , t < O şi n > I ( lema 3). Acum dacă • , r, , t < O să observim că : 

S ( "- , J!> ,t , 11 . M) = - S ( -,c , -/!, --1-, n , M), "I-- M € lntll ABC. 

Deci - d:. , - ~ , - t > O şi confonn celor de mai sus S ( - <l. , - fi , - I- , n , · ) are punci de maxim 
dad n > 1 ş i respectiv minim dacă n < I. Cum însă evident orice pw1ct de maxim pentru 
S ( ~ . ~ , ~ , n , · ) este pw1ct de minim pentru S ( - .: , - r, , - -t , n , · ) şi invers, obţinem 
concluzia . 

Q.E.D. 

Obsen·atia I. 
Dac:i d. ~ -1- = O atunci de exemplu d:. = O sistemul din lema 2 ne conduce la ~ = O 

( a doua .:cuHµc ) şi ţi = -t = O ( ultimele două ecua ţii ) . Deci .,_ r, ~ = O implică oe. = f, = i" = O 

deci S ( ~ . ţ!> , r . n . · ) = O = constant. 
Dacă (oe . ~ • t- } arc cel putin două elemente distincte dintre care wml este nu~ atunci 

S ( ~ • ~ , -t , 11 • · ) nu are puncte de extremum. 

Obsen.-aţia 2. 
Dadi n = I sistemul din lema 2 ne conduce la : 

.!S. = ~ :: .:t,_ ~ p. 
a b c 

şi deci : S ( <( , ~ , t, 1 , M ) = u·S ( a, b, c, I , M ) = u·( a-xM + b.y., + c -z11 ) = 2-u-lî [ ABC] , 
M ME 1111 t.ADC deci acest caz nu prezintă interes. 

Conchidem deci că dacă n = I şi card 1 ~, ~, .!..) ➔2 atunci S (oe,~, T , a, · ) 

\. a b c 
nu are pw1cte de extremum. iar iii acest caz contrar, S (d: , ~ ,t , I , · ) este constanti . 

A l 'LICA î'II, 

I. Dacă ABC este w1 triunghi echilateral şi S ( M) .Mt. x~ + y~ + z~ , ke R - { O, I} 
atunci G este un punct de minim pentru S ( M) dacă k > I , respectiv minim dacă k < I. 

Demonstra/ie. · 
Conform t~oreme~ aplicată în cazul ~ = ~ = f = I , avem că Q € Int t:,. ABC punct de 

extremum pentru S ( M t şi : 

Q ~ ........L... -(L . .!L...,_, L \ 
k - I I I I } 

Q.E.D. 
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2. l'rnpo,i tl~. Fie() 1111 {:}, AII C' ii liu A
1 

ll1 C~ 1ri11nshiul sAu podAr. DncA ne R- (O, I} 

, rlcf " " " n " n · I I ş1 S ( M ) ••• AQ , Xi-, ,. li<) . Yi-, Q • z11 , unde xM, y M , zM sunt d1stR111c e de a 
ME 1111 I::,. A1 B1 Ci la lnturilc 1ri1111 ghi11l11 i A 1 B1 C1 a111 nci: 

I S ( M ) are 1111 (llUl CI ci.: extremuni chiar punctu l Q J a ~ Q"' n -t · ( a, b, c) . 
o~mons1raţ1e . n -
f ie aC , r, , t > O şi să considerăm (7) S ( M ) = .C· x~ + ~-y~ + 'I: z~ , ne R - { O, I}. 

Confon11 teoremei avem că S ( M ) are ca punct de extremum ounctul: 
I ( n n "') Q '.:::'., _ ..!L.... _ ~ • ..Q&L, 

t.A ,P>,C, 11 - I <( • ~ ~ 
Da , 0 1.~ = AQ · sin A 

01 Q~ = BQ · si11 B 

Deci: 
Q

1
Q 2.= CQ · sin C 

( 8) 

f>--- ---J:L- - - ----~-c. 
I 

Dacă <A- = A<J' , fi = 8 (/'. l = CQ" avem : 

(9) Q' "' n ~ 
1 

- ( a, h, c) 
6A,f>,C , 

Avem : Q = o· dacă şi numai dalcă 3?-:-_ă : : 08 : ~-~vezi lema din paragraful 4. 3 ) 

h n - 1 = ,\ bL y· " ~ 
..!L 

c n -1 = ). c• z· K 

t\ 
I( 2. - n=T 

X =). a 

k 2. - ~ , 
y = ,l. b 

2 _ __Q_ 

z"' = ;\ c n-1 n=1.. 
z"- = )\ c n-1 

Dc.:t<) a:: k - (x, y,z ) <r=} Q •d-( x\ y"-, zlt) <=? Q"' ~-::_~ -( a, b,c) 

Q.E.D 
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3. Fie ABC un 1riw1glu şi fie x , y , z dista111ele de la M E. Int b. ABC la latu ri le . . . s 11 M 11 
tnu11gl11ulu1 . ă se arate că: 

a) S ( M ) = fx;, + ~ + ...Jz;:; are ca punct de maxim punctul antibisector; 

bs M) i 1 { d · uJ ·· di ( · ) ( = X + 7 + -
2 

are ca punct e maXIIll punct anUSune an creape a 
l'I '"' t1 

domnului Vodă iu [ 10] pg. 177); 
c ) S ( M ) = x~ + y:;_ + z~ are ca punct de minim punctul K al lui Lemoine; 
d) S ( M ) = x11~ + Y,.;..J"Y;; + ~ -.Jz;; are ca punct de minim punctul Ral lui D 'Ocagne; 

e)S(M) = a-~ · ~+b-~ - y~+c -~ · z"r,. are ca punct de 
maxim /111iuim ptmctul r al hu Gergonne după cum n~ I sau n ➔ I ; 

f) S ( M ) = a x;?. + b y~ + c z~ are ca punct de maxim/ minim centrul cercului înscris I 

după cum 11 < I sau 11 > I ; 
g) S ( M) = i x~ + b"y~ + J'z~ are ca punct de maxim/ minim centrul de greutate G 4acă 

n < I, respectiv 11 > I ; 
n n n 

h) S ( M ) = ( ~ 1 t ( ~J+ ~ ~jare ca pw1ct de maxim / minim punctul de rang k "clasic~ 

2n 
cu k = ~ ( n -f - I ), după cum n > I sau n < I ; 

i) S ( M ) = (-:ff + ( iţ-)" + (~)"are ca punct de maxim / piini.m p1mctuJ de rang : ~ t , 

u f I, în sens -clasic", dacă 11 < I , respectiv n > I; 

. S ( n n-1 o n n-1 'l .n ( C n -1 n d J) M) = a .( ctg A) • x11 + b • ( ctg B ) . yM + c • ctg ) . ~ are ca punct e 
maxim/ minim ortoce111rul li dacă n < I, respectiv n > I. 

Demonstraţie. 

Se aplică teorema pentru valori convenabile ale parametrilor. 
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CAPITOLUL 11. GEOMETRIA TETRAEDRULUI. 

DEF'INIREA CL\ SELOR)l(x, y, z, v) IN TETRAEDRU. 

Definir.:a claselor de puncte ia te1raedru sunlem în măsură să o fac.:m. op{ional, astfel : 
(i) ia paralel cu demersul făcui pentru tri1wghi; 
(ii) bazându-ne pe demersul fă..: ul pentru triunghi. ., 
Abordarea de tip (i) se bazează desigur pe definirea unei rcla{:ii de echivalentă• rv,," pev{ , 

(O , o0)."ot .A,. , 
( 1)...,_/ x.,},.: , (Yt· ). -

1 
E:. A" avern : '-... ,, \. ... ,'\ c./t. 

tX. · ) - "-' '"·) · - <. d-.';. .:> 1 O( ..;. 0 O..\. . "'- \.;~to ~ : \.--~')(~.:O( \....,~ 
\. '-•'·"" "\..1" \--:.\,~ - :J ~ -1 "'fl 

iar o clasă de puncte ./{(x, ,x,. .x~.x .,) va fi.pentru un tetraedru A,A._A)A„ dat : 
(2) J(_ (x, .x._ ,x,.x .,):= l Q<c lat A , A„A ,A, \ 3 k~R'" : <r(k: x, ,x,. .x. ,x, )3 unde nolăm : 
(3) Q~(k:x,,x,. .x • . x~)~=, ..,,~~ .... -:::.l~)"' 

1 
"'•"''-=!~)" e.'t:c. . , 

"''- .. X.. -e., .. "'· \ ---~ 

1Wde Q, =A„Q(l(A1 A-.,Ad, i=M ,j, k, I distinc1~ două câte două şi : 
(4 ) B,·l = A,/)A .._Ql = A,ln Al Q.._ , l,k~l,4-{iJ l. (vezi fig. I) ,..~ 

A~ 
Bineânteles, trebuie demonstrate o serie de mici leme care să dea coerentă definitiei (2) 

(de pildâ ullima egalitate din rela{:ia (4)). Vom prefera i1.i continuare abordarea de tip (ii). 
Fie deci 1m tetraedru A , A, A, A ~ şi fi e Qi. E.(Ai A.._Al). iflj,k.1] . j ,k,I disti11c1e două câ te 

două aşa incât : AQ/\ AQ„I\ AQ/l AQ., = lQ 1. _ 
Defioitia 1. Vom sp1We că p1Wctul Q este de rang k şi de tip (x, ,x , ,x),x._) cu x .. -:. o, i= l ,4 

dacă şi numai dacă: A"'•"'--"' 
(5) ',/ i'=l;î Q1.~ (k;x) ,x.,,xl) , 

deci dacă şi numai dacă punctele Qi. de1erminate de intersec{:ia dreptei A ·1. Q cu planul determinat 
de celelal1e punc1e ale 1erraedruJui este punct de rang k de tip (x1 ,x,...xL). 
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;,..~ 

Să arătăm 1k p1IJă cil A~Q,OA'-Q.._/ /3. 
1"1c t11,l - ' '1<.>.n A, A, . l'1i.\ ~ A,Q„nA\A~ 
(\, ~ ( I.. ; X1,XJ .x,) ·> ~lt,4 - '~)"' o.-.,,,.... ~-, l<,\ 

Q._ ~ (1.. , x, .x , .x -,) ~ > "•%'- -::.\ :")"" A"-,,._,._, 1,,_._., ' 

şi dcâ ~ ~ li., 't> .. =-'::> 
~. .... t. .. ~ .. 

,-ol. 
~---:. e.-.. = ~,'\ 

Rc,u lt ii d punctele A, .A2_.0~ .Q2. sunt coplanare cu ~~(A._nl,). liJ \ "' l1 .2J deci A,Q,/)AL()'t. · 
Co11.: 11 rc11i,1 1uturo1· .:clo1 pnlrn Jn:pte este acum banală . 

. " Ql '.. D 
l)cfini1iu 2. Numim dasa punctelor de tip (x l \.~ EĂ in lctraedml A I A1. A, A,mulµmea 

1H111 r1du1 ()E 1111 A, i\ 1 A, A, pcutm care există k,tR" aşa incit Q"' (k~ :x, ,x , ,x, .x ,) şi o notăm 
Âh, .,._ .x, .x.,) 

(<> ) 

Fie X, \"',..K Definim: 
. x Y <- • >Â(x) =Â( y). " 

O h.1.-r,·111,., Rd:11111 ,kli 1111 â Jc (ll ) este relaţie Je cd11valen1ă pe ..Â. • 
I.cm:, 2. 01icarc ar li x~.Â astfcl indt){{ x. x. x, x) ~ [uJ, 1mde cu G no1i111 centrul de 

grc111a1 c al h:lracdrului 
/ ) , ·11101L\'fr"/1t1 

Cu 1101a1i1lc din ddinitia I avem cil Q, ,Qi_,Q) .Q, s1u11 .:ent re de greutate în 1ri1111gl1111nle 
A._A,A, . .. ~i deci · Q, ~ I - (x . x, x) etc. confonn rezuhatdor din prima pane a lucrlhii noastre 
1>111 lema I ~i ddi11 i1ia I reLUltă ceea ce a\'Clll de demonstrat. 

Q E I> 

Fie W 1111 sis1cm de rcpre1.enta111i penim relat-ia definiti de (o). Vom de1111111 s11a în 
t,;OIHlllllill-.! ~ 

I c11rc 111:1 1.{./u x)l ~sie o paniţie pentru l111 A, ALA,A, . 
I )t' IIIOll.\ ll"ll/ l t! . .. ... ..:,, 

Ar :\t :\m di 

(7)'1 x. vE:W. x I y =:>Â( x)fl}(j y ) " ,/. 
(li) U)t~) = 1111 A,A~A.A, . 

... w 

h d)e}u, 11\J(( y ) :,3 k, .k
1 

€:- R~ aşa înciit : 

lQ~_- (k, ; x) , 
( 9 ) 

() - (k1 : y ) . 
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he a.:um un punci H 
(12) Q,tJ!h) - ./t( y) . 

şitieQ~= A~Q • .f)(A~A ;At),j ţ[k . i . 1} Dad (),._""'( l.., :x) atun .:i · 
Conform ( 11 ) re711hă : 

( I 3) :1 k~, ,/ O a.i. t).,"'- (1.. 1,:y .. ,y1 ,y., ). 
Analog: 3 k,-.1 O a.î. Q„1-,,, (k1rY1. .y, -Y~ ). j ~ 2. ~. -I 
1\1 /uiirn că : ~ 

. (l •I) k,, = kh· kl,= k,:
0 

l,,'1 · 

lntr-adedr a,•em: A\ Q,./IA~Q-./\ A~A :!> ~ t11 0 \/ ,/ şi din ( I 2)-

~ _f-1!_)"'),_,'fl)lc.l_,_..., \(. -\f..~ ,.\._, 
'bo,.,,. - \ '11. - \ 'j,. - , '1\ - ,., 

De-:1 rela\ia ( 14) cs1c adcvărarii ~• wnfonn ddini\rci I reiuirii . Q.._ C::(kl:y) deci Q.E.Jt(y) . 
.: ,11111adi, µc ( 12) 

l>cciÂ(~)~v) 
A11alog.J((y)~(x). Re,uhă ,/(l ,) j(Jy) 
I lcrnonstrăm acum reliqia ( 8) 

Incluziunea V ./tJx) t;;;, lnt A, A LA~A„ rezultă din dcfiniJia mul1i111ilorj((x). Vom uAta 
în l..'. ,11111uuare · J.4 VJI 

(I~) 1111 A, A,A)A.,~ ~J<.C x): 
rie Qt lnt A,A,A,A.,. [<)..) AQJ\(1\ i A._A, ). indicii i. j , k. I distincii doi câte doi şi 

B,j O 81, = A, ().i (\ A„A~ ~ A, Q, (\ A.._AL . 
he: 

( 16) X 

Avt!1n : 

( 17) o~ 1- (x, .x,..x ~,x.,). 
Fsre suficient să arătăm că . de pild ă : 

( 18) 

61 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



dconn:cc din rda1jilc analoage lui ( 18) vom oh1ine Q, ~ (I; xt ,x1,x,) şi analog pe111nt ()i.,0_, şi 
re, pcc11,· Q „ şi confomr dcfini1rci I va re:i:ulta ( 17). ~ ~.,._,.._" 

Avem : 

( ~)'= A,e.,-.•~.e. ... - ~,.e..-. A1e. .... ·~,13 .. " • A.,l!:.~., 
\ )'.~ 1>. .. ~,~• .. -.b,"•~ .. e,~., s:i,.,e.,,.,•',.,1!>,l,•-,,..~~-. -

f>ar. confonu teoremei lui Ceva a1,1lica1ă în triunghimile A 1 A~A„ şi respecti \' Az.A~A-. 
il\Clll 

şi deci-

Cu aceasta con siderăm teorema dc111011 s1rn1ă . 

Q.t-: I>. 

in demonstratia 11:orcmci anterioare am reuşit stabilirea unor rezultate utile peutrn cele ec: 
un11c ;11â. 

Corolar I. I. Aplirntia r J{1x.,x,.x1 ,x.,)- \\QkJ1. ,,J :ll<~o. o.,~(1<.;Jt.,.' Xn ,,cp),i 'i'm.n, i, \ 
f(Q~) ~ (~~~y, , '+kEaR -

este o bijcqic , (>i._liuul pun-tul tic: tip (x, .x., ,x~) de rang k în A A,A.._A1. , jfÎ! , k, t} 
('orolar I. 2. Oricare ar li Q.:.. lnt A4 A,A~A~ avem: 

(19) ()'::Jlt[-,-, "i~i,1~ ,TT-.l"'>'-"î~ \\Î .&~li\ţ l·TT ~e.1~,\) \ ' ·,-1,, t-., " '1• 'l\?1 ,-..._e,hj '\),r) "-~~1'1,1 ) 1 ..... ~i.~,l 
Srudicm în co111i11uarc ciikva prop1ic1ăµ generale ale claselor Jf.C x), x & ..,f•. 
1.cma 3. Fie Xt.Â\i k / 0,Q='(k ;x). Alunei: 

(I) "1- ).. > O: Q -;:::(k; >.x) ' 
(2) '.J).. > O: Q-:::::(k>-.;x~) 
(3) '+ A > O: Jl( x) = J(\_" x) = Ji.(x>'). ...t 

Obserrnt1e. Dacăx = (x.). n,>-.x "" (Axd, "şixll=-( x~ I - re-
.. . . ,., \.'L •., \.•,,'t 

D.:111ons1ra 1ia lemei 3 .:st.: im ediată . 

(20) 

, ·,.ro lur J , I. Oiu ( 19 ) ~I lema J l Z) rc:zuhii : oricare ar fi QE lnt A , A,A,A" ave1n: 

- ,l,,)~i. 
<)~H • . \ I -- , ··•, ~---~ ,..,,~1, 

Lema 4. Frc Q "- 1111 A,A,A,A-. şi 
Avem : 

n ~-,'!>\,.) 
\ -='< ,._" ~1.. . 

k,. k, E: R. ' X, y E.,l" 

(I) Q~(k,;x), i = 1,2 ~k, = k~ 
(2) Q,:: (k 4 ;x) şi Q ~ (k 1 , y)~> x -,.y şi (11.(x , y) = :: 

Obserm.t1e. Notăm o< (x. y ) numărul 1><. din relaţ ia (I) Conven1111 ~ (>- , y ) : ~ - o--

dacă x .t,y. 

6'l. 
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/)e111v11s1raţ1e 

( I) Evid~nt. 

(:!) Fit: tQ ,f ~ AQfl(AiA0l). Confonn definiJiei I avem : 

()c~ (1,, 4 ;x1 ,x._.xL) şi 0~"" (kL : y1 ,Y.._ .yl) şi deci (xJ ,x._.x,) ~,()(
1 

,Y.._ ,yl ), oricare a1 fij 

di, 1111 ~1e J in (I . :!. 3, 4 ) dadl şi numai dacă există o<, ,1,. o : 

1.-. ~ -:: o<. · I" .':h. ~\-c.. 
'I(... \ "" 

\"' ~' -::_C)(. l \.._.::ti .. ~.. '/, 
Analog . 

şi ohti11em , in ipoteza că (x, I; • .;,.• (y, ), • .;. sunt distincto:, -< ,= ot~ etc. 

( >h1i110:m in final dcfini1ia rda\ici ~ . Reciproca o:ste banală . 

QE.D. 

l .t- 11111 ~- Dacă Q"" (k : x) arunci : 

(I) ::\(y, ,Y1. ,Y• ,y~) ~ y~Â~ a.i. · 

(:!) 3 (y, ,Y, ,y
1 

,y~) ~ Y" ,.(_~ ai 

De11101L1· rraţie. 

Re.rn hă din lema 3 luand : 
"- -Y, = .,!I-l , i = 1.4 
z._ tl ,,, 

(I) 

('.!) 

)._ := ~ X 2.._ , l 
I~, 

T„o,·ema 2. Fio: A ,A._A 1A, un tctracdm. Atum:i : 

i) Î, <::- (k ; x,x,x,x), -...,. x > O şi k / O; 

ii)()':: ( I; ('iJJ~'-al),,~); 
iitJ I - (l ;<r,;1"1.~l:'-~ ) ; 

Q.E.D. 

iv) dacă A, A '-A\A._ este onocentric arunci H::! ( .. 1.·,~,.~,.,.\,,\) . 

/ le1110 11.<1raf1e 
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Ti11â11d cont de lema 4 rezultă concluzia. t: 
iv) Se arată imediat că dacă li,~ prl"l"""'-f' i. atunci Hi. e~1e 01toce11tru în 

A Ai A.._ A~ ( \'ezi d.: pildă · Geometria planului şi spaµului euclidian"). 

/,.-4 

S4 
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Dcd11L·c 111 

~L._ , .._, A--.:,= ~C"'-,"- '-"'"°1 =-'> 
Aual,,g h,_-' b"!. -- li„ 

Cum A = ;~,3 . 4 1 rcrnhă ,'l.i x ... = :o1., . 
!)ar : JV ·" h, <:fi - h ._ 'l"t.. . · ~ 

,\, ,\ L ·\~ -\-.este 0 11,•c~11111c ,Iad şi uumai dad "î", ~"f'._=-~ţ =-~-. . deci h, 0 h?h 
Rau l1ă · 

(,, ➔ x 1 ).h ; s 

-:::.'") X"I 

Obsumtie : 
h - I => ,\ : "-. - O. con11ad1c~e teorem a I . 

De,i: (1:::.(1 . ~=~ · l , 1 . 1) sau II Z (- L; (h;\,,J<=>ll::::(1 , (~)j, r,.) 

6'5 
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CkPITOl,UL I 11. CLASE D'R PUNCTE 
GENEIMTE DE O .FLJNCŢl·E 

t 

V 0111 prezcute in cele ce unnC'll7'.A o tentativi de generalizare a re"".adonelor din ea11.itolele 
anleno111 e. Ne in.tcreseu.i stal>iliroia umri Gadiu comun şi t:ât mai puţin n:stoicriv peolNJ m>1iturile de 
da;ie d<· 1>um.:1e 8,jll cont sw,t ,h:linite 11e1$ru triunghi şi resr>ectiv tetraedm . 

I )acil reuşim să depă,iim in1i111id11rea firesc produsă de relaţiile de ech-ivalc:nţi : 

(;,1,Y4 ,z4 )"'(,x1. , Y2 , z1.) 
p-.c11Du t11unl_lhi şi cee <:01espuw,Atoan: pentru tcwiredrn vom ohserv1 Ci, îo fond, o c1asA de pmiete 
.,A{ ( 'il. y, z) reprezinta locul ,reometrie al c:entr-elor de greutate corespunziro11re v-ât:liuli1or 

triqnghiolui r-cl11tiv 111 §i.1temul de ponderi j.x-«, y"', z"' ), ciod k pan:111gc R. - ~O) (.Re!lriepa 
k I O l!_l)IU~ datorit:i amhiţiei noastre de a realiza o partiţie a interioruhri triungh:iulu.i, ia, k .> O penim 
că al( d oh1i11em p11n<·1.: .lin afara int.eriorului.) I>.: asemenea Afix, y, z, w) reprem1ti pentru tctraalru 
locul geo.m~trit· al rent,·clor dt greut11le corespunzitoare vârfurilor acestui-. relate\' Iii N.iss.mul 

ele pondrr•i (~"-, y"', :,"', w"'). ciinJ I.. p,11.:,.,.ge Jo ascmumea R+ - (O} . O jWltilh:ar I Oda• •fi11t1•le 
pe,nru tnunµln poate li d11tii pJerlintl . J e cs.:1111,hs, d'C la re?.ull!Wele dm t:apiwln1 J. lomelt- ~.2 ~ J .3 

D111 111111<:1111 de , edc, e al 11l1"Cf"a\1ilor anterioare , est-e d.:oi nre1sci o abordat:e ca mai i,N. 

I-ic: m, n Q N• i;i A '" (x \ . .. , x n} c R"", ~ !I~ (1<6 , .. . . xn )'E R-~ fie I{. R 
Con.sidi:rJm mlllţimea dt flllluţii t'1 ° I f i f : R -• R") pe car<l definim : 

s · f 11 ➔ (j . s- ( f) z llţ UJ1dc 
hţ . R _. R , hf ( y ) - 1: f,( y) , "v-- yc; R iar . 

<i ~ ( h Jh· R-- R} şi I"' • ( I , 1, ... , 1)6Rn 

IDI ink!t val. 

f')in defuriţie, C ( f) rep,ezimă mutţimea ...entrelor dt g1eot111c ale p,rm-0tdo, dm A~-
sistemul ti c po11de1i ( f4 ( x ,. f ._ ( x , .... • f.., ( x )) <».I' f - ( f, • f ,_ • . , f n unem ,Ni f I j .,,.,e 
clasa t: currclo, de g1uutale generate def petttrn A . 

atunci : 

,\ vem c:,cidcnt 11m1ătoarea : 

Propo:,ilia I. Daci OPF ~ ( I ) C FA . 

DPF,._ (!)~~-t ( qi I flo fi,. . Im fc( o. oo )° şi fd.iu,renţiab:lll) 
'v'- fe l>PF,.,-+ 3 g curl,A iu R"'a .i. C ( f) - Im g, unde Ic; R este 11n inter,,fl 
Analog pentru : el i 

ONF A (I)=.!,,; ( IJ . if € PA . Im fc ( -«>. O)° şif difercnţiahiflit .r 
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1'11,1111c:1ip interes,1111.: se P•" ohpne considerând .:lase: speciHI.: •le funqii • J!.cnerah•M• ~ •le 
pu111 l.· 11 11ent111 A, ca de pildi · n . 

Ll'F,._cR~) lf (f,j ). ,..,,eDPF„J3a = (a , . , an IER~• 
• (o,-) ,. ,,n " I 

h ~ (b 4 .. .. . b.,)E Rnai l;_ (x) - ai...l\+hi_,....,_, • . ni 

FI-~ ( R: ) = I f ( r, 1(.,-\>, • .;11€ 01'1~ 13 a = ( •• . . . •n )El'<)ş, 
t\. ( .x ) = -~ ' ,\I, i C T.n şi 1-1 X€ R ) . 

Pc:nllu 11 3 şi m = 2 şi x 4 • " 1 . x~ nc:.:oliniare obţinem pentru fi ',._ ( Kt )U F.F,_ ( R ~ ) 
1eoria • tri11nghi11•ui iM1 pen1111 11 - 4. m = J şi x, . x

1 
• x~ . xAI 11,icoplauue IT_.. Jes.:1ie ·1eo11• 

teloa •·••• .. lu.i . 

"' x' Hl) 
Obsen•111i11 I. Penin, llţ : R -• R . !\ ( t) - s({ )( t) cu f E Ul'l'11, avem: 

Im iţf - C ( f I _ 
2 11, este di feren1iah i lă 

Oh~ei-va1i• 2. lin calcul rapid ne condu ·e la . 

I', op..-~ili• 2. F,.: f f Ll'F A ( I ,. f ( X ) · Î X I I, . îi . b E ( ft. ~ )" A11111ci 

... , ~· "~''"' .. i lHf(I' '"'" (.' 
2. C ( f) este inclusl ir11r-o hip.:rsfc:ră (-* card (.' ( f) = I 

Observaţie. NotAm u„ vectorul ( u, u . .... u )€ R". 
Or111111«fra(il' . 
r..c~ - n - n 
cvmenl a = ( •• ,·· ·.a., )E'( R:) • b ~ ( b, , .... , h.,) E( R!) : = > @.f cmliă 
A vem : existA ••EI punct ~ular pc:ntru gf daci şi uumai ,Iad gi (1.) · O . <:cea , . ., cslc 

e,hi, MIOOI CIi ( K4 ţ (1•) = 0 ,\I, j ~ I ,m . w~e g - ((gţ)1 , . .. , (gJ. ~) 
Dar, daci x~ = (x,, .x~c . . \ ..,) E R , k = T;îi . avem: 

( s,): (lo) =(~(?-x1• a. -a) 
n l n QX -t- ~} • 

w1de : I .rQt L, H · ŞÎ h ~~ ""i"° h. 
i• t l. ~ L • 

Deci: 

3 10 •""''' singular ~ 
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(ii · I 
O 

)n , de unde eoncluziu . 

2. • <.-= • I' \'ident. 
· ~ ·> · C11111 ( • ) ne asigură . confonn I . de r.:gularit11tea lui !!.f. remită c ă c sutkient să 

uriithm că : toate hipcrplanele nornule au un punct comun implici card C ( f) · I ( vc , .1 şi propo✓J~a 

14 <1111 I I ~ I) . I ic y ~ ( }i , .. . , Y..,) piu1etu.l comun hipcrplandor 1101111111.:. IJ.:ci : · 

"' L ( Y· - g . ( t )) g', ( I ) = o '.y IE I 
J. • ~ l J J 

Rem hă : 

( '>J. - <i: X" !l ·\1 •· by bi~x „a·- 11)- o L J J'- L.J. _ -- - • - _ ,L_ ~,. ~ • - - -

i I a I I b ( a I I b ):i. 

Dupâ câtc,a p1d11c1 ă 1i hunalc oh ţ111 e111 : 

( L. ( y . a - ~ x .. a. ) ( ~ x .. a, - a )) I ~ ::> ( yJ. b - h ) ( .._....l "i·,· ai - a ) · O 
J I l J' l T J' T 4-

Jeci. dad o('. ~f~ ~ x„ a . atunci : 
j L JL l ' <;'" 

4- ( yia - ,,(\)("-; - a) = 0 
şi J 

4- (yj - I )(.CJ°·•) = 0 
I 

În111ulţ111d 11lti111a 1da1ic cu a şi scănind -o din cea anterioară ubtinem : 

~( - cC. • a)(.C - 0) 0 O<.-} L,(oC-a):i. = O ~~ .C - = a ~j<-4 a(~4î (ă ln)n, 
i i J j 1 J xj 

rnntradie ţic . 

l>cei ( • ) nu e regulată şi din demonstraţia de la I ohţinem că toate punctele lui g{ 
si11g11l.1re : 

gi ( l) - (( Sţ ),( t) .. • ( Sţ l.,( I)) = O .Y t . 
Oct: i există ce tt'a .i. g.ţ ( t) ~ c, -'v'-1 € I. 
Rezultă . C ( f ) ( e ) . 

Q .1' I). 

SWll 

Nt, von, in , ista as11p1 a familiei Ll'F ..._ ( I ) deoarece am vrui doar să dim uu exemplu de 
prop, icrnte re111arcalu l:i . 

Desigur, ac111n se pul IJIIIH! numeroase probleme. 

I. Dac ă dd111i111 f
1 

__, f._ ~ ~ C ( f,) = C ( I~) 11e11tru ori..:c f, . f,. € A unde : 
Ac I >F.-. ( I ) ~ ( f E- I~ I f clifcren1iahilă ) 

at11111.;i • ~ · est.: evi,knt rel111i.i de ed1ivalcnţă . Se cere să se 1>i111ă î.n evidentă iu1 sistem de 
1c111.:Lenrn111i pcnt111 A I~• 

~ 

2. Dacă I ~ I ..: , r, I ,ă se detennine l .f (.: , ~) = [ li g~ ( t ) li dt • pentru f e I l'l ·A ( I ). 

Sii se stud ia . .: apoi cxistcn1a in R pentru max I. f (.i:, f> ) 
+e LP~(I) 
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J. Si se realizcu o "teorie· a poliedrelor convexe pe baza mulJimii EF,,. ( Rţ )UEF.._ ( R~) 
cu A C ~ , analoagi capitolelor I şi li. 

4. Studiati cazul în care A nu este discreti . 
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CAPITOLUL IV. 
PROHLEME INEDITE. 

Prezentăm in încheiere zece probleme pentru rezolvarea clrora exploatarea ideii de clasă 
de puncte s1mtc111 couvinşi că ar li sterili\ şi chiar enervanti . Acest capitol se vrea deci WI mic 
seumal peutru a marca limitele abordi11ii propuse in paragrafele anterioare. 

I) A, iH~li d peu1111 oriee numă r natural m existi m puncte in plan, asdel incit oricare 
trei puncte nu su111 coliuia1 c şi distanta dinrre oricare doul puncte este un nwnlr natu1al . 

Demo11s rraltl' . 2 & 1. 

Fie m un n~mărnatu1al foat; din rda1ialn~:.~ -1 (;,; ... ~) ~ I . valabilă pentru orice n 

I I
• • . . 

1
. 

1
.,, ,.

1 
• • . LD 1n „ n._-,t 

natura . rezu ta ca es1s1a 1mg 1111 „ aslic 111 cal sm T = nL ... -1 , cos-i = "i + ,t 

Deoarece lim • \n, = O, re zultă c ă ex i stă n astfd încât O< 2 m 'f <l . Considerlm cen:ul 
n .. • n •1 , 

\ 

de raz.i 1 ~ n ~ 1 a\'ând centrul O şi alegem pe ac..,st cerc punctele A.,A, , ... , A,,, . 1astfel iul.Cât 
A"Ji).._, 2k'f. Rezultă că · A, Aj ~ 2r sin ( I i - j l 'f'l = ( n1 + I) sin ( I i-j 1-4f). Prin induqie după m 
p111cn1 a, il ta di dacă III este na1111al, atunci 1111111erck ( ,i1 + I) sin m'P şi ( u'- + I) cos m'f' sunt 
Înlreţ1 . . 

Q.E.D. 

2) l'rin punctul O din spa11u trec dreptele d 1 , d 2. , ... , d o,s , două cite două 
perpeudk ula,e . Pe dreapta d 1 se con sidcră un punct oan:care A 1. diferit de O. Arătap ci se pol 
alege punctele A t pe dreptele di. rcspe, ti v. penim i = 2. 3, ... , 1995 astfel incit · să avem 
um1A1oa1de 1995 dc perechi ,Ic d,cptc perpcndi i.:ulan:: A" A

3
l_ d2. . A,_Ai, .l ,13, .. , A,.,.\.J. d; : 

A19u 1\,,,.J__ <ţ,>1· A,,., A11_ d,~s , A,us- A1 J_ di . 
[)<'111011slr11ţ1 e. -

h .: e, un versor pe dreapta di , i = I, .. . , 1995, astfel in i.::i t OA, = a, e1, a, E R. Not ăm 

c, •· · e ~, c,,/ · ven11u i ~ I, . , 1994 ş i c,,,s = < e,05, et > . unde -= v, w > inscamu ll p1odusul 
scalar al vei:torilur v şi w . CundiJiilc de perpendicularitate alc dn:ptelo, A,., A,,, şi d, suni. 

( I) < a,_1 c,. , - •••• e,.,, c, > •· O, 
sau 

(2 ) a l- 4 el· • = al + • c,: ... 
Putm Iun :.1h i1rn~ n ,tt 11in 1I u,_ -,i apHi 1u 1t"111 • I ~li> 1.11u uu1 Ic, "' J' a, , ... , a4~•u • a,., , , ca, 9 94 

astld inc:i t să fie satisfikute .:cit: 1995 J„ relaţii (I), .:u exccp1 ia. eventual a uneia · a, .. ,.: .... - a 1 · c , tH . 

Da, această uhnuă egalitate rezuhă v, iu in111ul1irea 1ne111hru cu membru a unniwa, etu, 1'194 de 
relap, . 

31. l U . =~ > 
a, c, a.,. c„ 8 199_, c,,e• 
-~• •= .i<.! tJL JH = -~ 1,., . . . • _IUU..!,__ == .icilll.... 

a, •• s ci 8 1. C3 

3) Pe 1111 <'cr<: se considc,~ J k puncte astli:I i11 d 1 .:ele 3k arce fon11a1 c au u1111ă111a1 ca 

p1oprietalc. ~ dintre ele au lungimea 1. ahc k au l1111gm1ca 1, iar celelalte k au lu11 i;1111ca 3 Ariuap 
di di111re cele lk puncte e x i stă duuit v1111c1e diametral opuse. 

70 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



L ),· 1110,1.i-rrnlle. 
lk111 011strii;n prin n·d uccrc: la absurd . l'cn1ru aceasta colorăm cu negru cele Jk puncte şi 

i111p:'irp111 cercul in arce de lungim.: I. mardnd noile puncte cu culoarea roşu . Fie AC' un arc de 
h111 ţ_! 1111c 2 a, ând c:1pc.:1cl.: colorat..: cu ntgru ~i mijlocul B · colorat cu roşu . Punctul diametral opus 
h11 11 · .::-te purn:tul [l co lorat cu n.:gru. Presupunem că pe arcul !\.8' a cărni lungime este Jk - l, 
u,en1 n~ arc.: de lun gun.: I. ni.arce de lungime 2 şi n~ arce de IWJgime J . Atunci pe arcul'Bc'vor 
fi 11 

1 
arce d.: lun gim.: 3. puncte!.: diametral opuse e:\.1:remităplor arcelor de hmgime I fiind 

c1>loratc cu ro~u Remită că n >-= I.. - "t şi această egalital~ este iu contradicţie cu egalitatea 
JI.. - I = n 1 + 2112.+ Jn~ . 

Q.E.D. 

4) Fie P un punct în interiorul unui poligon convex cu 2n laturi A4 A2. ... A,_,,.Arătaţi ci 
.::-.istă o latură a poligonului A A ... A care uu are puncte interioare comune cu nici una dintre 

I :Z... Ul 
dreptele PA1 , PA1 . . .. , PA1.n. · 

Demo11srra.t1e. 
Sunt posibile um1ătoarele cazuri: 
a) Pw1ctul Peste situat pe o anurui1ă diagonală AB. Atwici dreptele PA şi PB coincid şi nu 

intersectează nici o latură într-un puuct interior laturii. Rămân 2n -2 drepte care pot intersecta 
211 -2 laniri. 

A.7 A, 
b) Punctul P nu este situat pe nici o diagonală a poligonului A t Az. .. . A,n . Considerăm 

diagonala A 1. A nt-t · De fiecare parte a ei SW1t situate n laturi. Presupun.ero că punctul P este situat 
in interiorul poligonului At ... An .. ◄ ( vezi figura de mai sus.) . Atunci dreptele PAn+i' P~•.a' ... , 
PAv, , PAt , în număr de n + 1, nu pot intersecta laturile An+ţ A,,+2., A,,. t. A 11 .. ~ , . .• , Ai.nAt . 
Rezultă că celelalte drepte pot intersecta cel mult n - 1 dintre aceste n laturi. 

Q.E.D. 

5) În plan se dau n cercuri, n ~ 5, cu proprietatea ci oricare trei cercuri au un punct 
co111W1. Să se arate că toate cercurile au un punct comun. 

Demomtraţie .. 
Notăm cu C, , C1 , c,, c,. , ... , Cn , cele n cercuri şi fie A punctul comun cercurilor 

c. ,C2. ,C~ şi B, C, D punctele în care cercurile Ci şi Ca., Ce.. şi C;, C3 şi C1 se intersecteazi a 
doua oară respectiv. 

Presupunem cll există w1 cerc '-t care nu trece prin A. Atunci 't trece prin punctele B, C şi 
D. Fiecare pereche de pw1cte dintre punctele A, B, C, D este perechea de puncte de intersecţie a 
două dintre cercurile C1 , Cz. ,C3 , --& . Rezultă ci cercul Cs- trece printr-un punct. din fiecare 
perc:che de pw1cte dintre punctele A, B, C, D. Pe de altii parte, cercul Cs- nu poate trece prin trei 
dintre pw1c1ele A, B. C. D. deoarece fiecare trei dintre aceste puncte, determină unul din cercurile 
C1 . C2 . C~. '(; . Deci cercul ţ nu trece prin oricare două dintre aceste puncte. Contradicţie . 

O.E.D. 
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6. Se consideră un poliedru convex având feţele triw1gl1iuri oarecare. Arătap că fi c.;are 
muchie a poliedrului poate fi colorată cu ,ma din culorile roşu sau albastru, astfd încât în final , 
orice două vârfori ale poliedrului pot fi unite prin muchii care simt colorate cu roşu şi prin muchii 
care sunt colorate cu albastru . 

Demonstraţie. 

Fie A w1 vârf oarecare al poliedrului şi AA4, AA2 , ... , AAn muchiile care pomesc din A. 
Colorăm cu albastru muchia AA,işi cu roşu muchiile AA 2. , ... , AA,.; muchiile liniei fiânte Az.A~ 
... An se colorează cu albastru, iar muchia A 4 A t. cu roşu. Consecutiv colorăm muchii ale fe1elor 
vecine cu fetele colorate. Dacă o fală nouă are două muchii deja colorate, atunci muchia a treia 
poate fi colorată cu orice altă culoare, iar dacă este colorată numai o muchie, atunci celelalte două 
muchii le colorăm cu culori diferite. 

Q.E.D. 

7. Se consider ă toate tetraedrele AXBY circumscrise unei sfe re date . Arătati că pe111111 
A şi D 6xa1e, suma A A A /'--

m ( AXB) + m ( XBY) + m ( BYA) + m ( Y AX) 
1111 depinde de alegerea punctelor X şi Y. 

Demonstraţie. 

Fie A ' , o·, x·, y · p,mctele de ta11ge111ă ale sferei cu fetele BXY, XYA, YAB . AB>. 
respectiv. Observăm că 6. XY 

I D s /l XA 
I 

B, 6. AY 
I X „ /1 AB I X, etc. ( teorema L LI ) 

Folosind congruenta acestor pered,i de triunghiuri, obţinem că suma clutatâ e,1e ega lă cu: 

A A A 
m ( AY 'B) + m ( AX 'B) = 2m ( AX 'B ), 

care eviden t nu depinde de punctele X şi Y. 
QED. 

8. Fie ABCDA 'D'C 'D ' w1 cub având muchia de lungime I. Cercul C1 este înscris în 
pătratul AI.ICD, iar cercul C 2. este circumscris triunghiului ACB ·. Detennina\Î ·cea mai nucă 
distantă dimre punctele celor două cercuri . 

Ottmonstra(i~. 
Cdc două cercuri sunt situate pe două sfere concentrice: sfera circumsc risă cubului şi sfera 

t.u1gentâ la muchiile cubului . Cea mai mică tl&1anţj diuLre punctele ce lor două ce,curi este egală 
cu diforcnta razelor celor două cercuri, adică cu (.J1 - .f2 ) / 2 . 

QED. 

9. Vârfurile telraed111lui KLMN sunt si1ua1e în iuterioml, pe fe1ele, sau pe muchiile 
tetraedrului ABCD. Arăla\Î că suma lungimilor muchiilor tetraedrului A B'CD' este mai ruid 
decit 4/ ::l <fi11 um~ lungimilor muohiilor lotra„Jmlui AOC D. 

Demonstraţie. 

Fie KLM fata tetraedrului KLMN care are cel mai mare perimetru . N111ă1n cu A , U , C', 
o· proiec\Îile ortogonale ale pw1ctelor A, 8 , C. D respectiv pe planul KLM şi cu r poligonul 3le 
cărui varfi,ri sw11 proiecJiile punctelor K. L, M , N pe plNnul KLM. NotAru de asemenea cu 
P1is r<i suma lungimilor celor şase segmente având capetele în punctele R, S. 1 şi Q. l/nnă 1oard~ 
inegal.11 ii 1i sunt evidente : PKJ .MN ~ 2PKLM , PK1.M $ ţ . Pr ~ 2/3 PA'B"<:Tr , PA 11 <: ·n < PAocD 

QE. D. 
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l'I. Fie K0 mulJimea vârfurilor unui tetnedru regulat având volumul I. Mul1imeu Ki este 
fom1ată din p1mctele mul~imii K 0 şi din punctele care se obtin luând simetricele punctelor din K 0 

foJă de unul din ele. in toate modurile posibile. În mod asemănător din mulţimea K 1 se obţine 
mulJimea K 1 , din K 1. se ohJine K~, ş . a . m . d . se obţine ~ . Notăm cu Mn cel mai mic poliedru 
convex ca re con).ine p1mctcle mulţimii Kn. 

a). Câte fe1e are poliedrul M1 şi ce sunt aceste feţe? 
b). Cât este volumul poliedrului M 1? 
c). Cât este volumul poliedrului M"? 
Demonstraţie. 

Mulţimea K 1 conţine pe lângă ~ulţimea K 0 , încă 12 ptmcte care pol fi reprezentate 
construind un cub l. 0 in care A, B, C, D sunt vârfuri nealăturate şi w1 cub I.~ omotetic cu L0 , 

prin omotetia d.: rapolt 3 şi având centrul în centrul lui L,, . In c1,bul L 4 punctele A~ , 8 1 , C1 , 0 1 
sunt vârfuri core~-punzătoare vârfurilor A, B, C, D. Analizând figura observăm că M I arc 14 fe1e : 
" dreptunghiuri şi 8 triunghiuri echilaterale, iar volumul M 1 se obţine scăzând din volumul lui L1 
care este egal cu 81 , vo lumele a 8 piramide: 4 · ( I /2 ) + 4 · 4 = 18, deci este egal cu 63. Volumul 
lui Mn este egal cu ( S -1"- 3" .. 1) I 2. 

Q.E.D. 

73 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



BIBLIOGRAFIE. 

11 UĂNDILĂ, V. , ·o generalizare a unei relatu a lui Leibniz şi aplicarea ei la calculul 
distan1elor dintre tuicle puncte remarcabile ale unui triunghi·, G. M. 2, 1985. 

I 21 COLOJOAR,\, L , "Anali1.ă matematici · . Editura Didactici şi Pedagogici Bucureşti, 
1983. 

I JI LALESCU, Tr., "Geomeuia triunghiului · , Editura Tineretului, 19511. 
I -tl NICOLESCU, M.; I\IARCUS, S.; DINCULEANU, N., •Aoatizi matematică ··, 

Editura Didactică şi Pedagogici Bucureşti, 1966. 
I ~I OPREA, N., -Ceviane de rang k ·, G.M. 8, 1989. 
I 6) P~P. I., "Topologie al~tbrică ·, Editura Ştiinpfică Bucureşti, 1990. 
I 71 R.\DlJLESCU, S.; R,\DI ILESCU, M ., "Teoreme şi probleme de analizl matematică 

Editura Didactică şi Pedagogică Bucureşti. 1982. 
I 81 Ţ[NA, M., "Utiliz.area rclati,:i de echivalentă în fixarea unor nu~uni de geometrie", 

G . M 2-3 . 1982. 
I 91 VODĂ. V.Gh . . "Triunghiul - ringul cu trei col1Uri ·, Editura Albatros, 1979. 
1101 VODĂ, V. Gh., "Vraja geometriei demodate ·. Editura Albatros, 1983. 
li li VR,\CIU, C.; NĂST,\SESCU, C; NITĂ, C. . "Bazele algebrei · , Editura Academiei 

R.S .ll , 1986. 
I 121 7.f.T[L, S. I .. "Navoia Cil11iome11ia Trcungolnika · , lzdanie vtorn ie, Ucipedghiz, 

Moskva. 1962. 
IIJI l'RASOLOV, V . V., · zadaci po planimetrii ", Moskva, Nauka, 1981>. 
1141 VAS ll .lEV, N. U.; [GOKOV, A. A., ·zadaci vsesuiuznii matematiceskih olimpiad 

Moskva . Nauka, 19118. 
11 :-1 NI( 'UI .ESCU, J •• / PRIJ•OAE, G., · neomellie U~re1111ală •• r1vograflll U111vers11 Ap1 

Bucureşti , 1992. 

74 

VERIFICAT 
2017 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



- - --------------
liparul s-a efectuat sub c-da nr. 139/1994 
la TifDOQfOfia Editurii UniversitOfii Bucureşti 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



DATA 
RESTITUIRI I , 

1. 3 n Mi 200; 

1 - Jo_ ?nn? 
. _ 1} l~N~~~~· 

L f· 1'1/-111. LUIJ'f . 

,: _, .. 

~ 

. . 
-

- . ' 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



/ 

iSBN 973-9160-96~ 1:.e1 izob 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro


	00000
	00000b
	00000b1
	0000
	0001
	0002
	0003
	0004
	0005
	0006
	0007
	0008
	0009
	0010
	0011
	0012
	0013
	0014
	0015
	0016
	0017
	0018
	0019
	0020
	0021
	0022
	0023
	0024
	0025
	0026
	0027
	0028
	0029
	0030
	0031
	0032
	0033
	0034
	0035
	0036
	0037
	0038
	0039
	0040
	0041
	0042
	0043
	0044
	0045
	0046
	0047
	0048
	0049
	0050
	0051
	0052
	0053
	0054
	0055
	0056
	0057
	0058
	0059
	0060
	0061
	0062
	0063
	0064
	0065
	0066
	0067
	0068
	0069
	0070
	0071
	0072
	0073
	0077
	0077_i0000
	0078



