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PIS.A'!A 

Aoe■t can■ • f••t redactat p• ,'b••• hoţi:J..lo·r 'ţinute de au

~or la ~•cul'9t•• ·-"• -1Mt.aet1«a, lac•pld :idta '<UU'l }1"974, de oind Oero•

t!lrlle operaţiOAalA -:au ·foat ·-tatroduff, o• "di-aeip.lid obligatorie de 

11 t udiu, latU. la ■eo.ţia ele ,ID1'oraatiol, ,._,01 ,ip lt · .-.oţla de -llate■aticl. 

Dllpl oua-=--'- _fi flr••o, latr-un -aa-...nea ·1ntarval de ti■p, 

conţinutul ou.rwlul a •ai•' 4• la .aa 1• "811, 9ai alea :pinl la defini

U varH waol prop-_. .aalUloe-oMln, aproktl cl• •ll.:&.I. 

ID luor.aroa 4• 'faţa au 411 ~••' ·to c-lu■• ·toate problea11le car• 

au tacut obi■otul ·leoţUlor _preclat• ln ·to.ţi -ace,u_ anit unele capitole 

oua ar fia prograaana paru■tricl, prograaarea etocbaatiol, teoria ato

curilor, prea•n~•• alt.H11at1•-• ta progruel• din unii ·ani, au fost eli 

a inate pANltN a p■r.dt• ua atudlu ••1 apro!UDdat al oelor platr ate în 

actuala redactare. Ao■aata represintl o elnt••• a ■ater1alului predat 

în ultiaii trei ani wai••raitarl. 

Exista u•l• 41f•r•ţ• notabil• tntre cursul ■orie ,1 cel 

vorbit. 

Pe 4• o parte, luqrarea t~ateul •10 eztenao• unele probleae 

oar e nu au fost predat■, af■otlv, la wd~ eni ■au, chiar Diciodata, 

din motive care ţlD, oxolu■i• clo buc•tul ele tiep (convergenţa unor al

gori tai, pro bleaa traaaporwrllor., •eorl.a Jocurilor in f or me, tinaa.) . 

Pe de altl parte, lucrarff ••t• lipalU 4• oo■entar11 aeup~a aonţinutu

lui intuitiv ti ~resa•tlc al aoţiwdlor -d•fi111••• sau de cele asupra 

1o t erpratlr11 r■sl&lta,elor l\&ncleaenţ-al• d•onstrate • .A.ae■enea co■entar11 . 

care ocupi ueori ua ·epaţi\l 4011tul 4• uplu b oaclrul orelor de cura 

Qi ae■inar, ata\ aeo•••r.• ••·"na o waa tnţel--s•r• a -teoriei ■ate■atic• 

~ Corcetlr11 operaţloaal•~ • ·•rtpali •1 ti a i■portanţei i■plicaţiilor 

sal• practice. 

De as„eoea u -tos, 0■1„ exerciţiile ti exe■pliticlrile, 

reco■andiDd c1Utor1ler 0111„erilo de probl"• elaborate de col egii 
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au,orului din catedra 4e :tnroraatio& şi Calculul probabilitAţilor a 

faoult&ţii de ·Mateaaticl. 

ln siste■atisarea ■aterialului s-a adoptat, bineînţeles, 

punctul de vedere al aate■aticianului asupra Cercet1r1i operaţionalei 
~ . 

4iterenţierea problemelor dupl ■odelul ■atematic car~. le reprezint&. 

8-a aJuns, astfel, la o str.ucturare a cursului î.n trei ■ari parţi. 

Pri■a şi cea ■ai a■pl& parte este consacrata prograalrii 

■ate■atice ti a !ost subi■pArţitA 1ri trei oapitole1 progra■area con

vez&, programarea discretl ti programarea dinamici. Accentul a fost 

pus pe partea algorit■icl, ur■Arindu-se ta■iliarisarea absolvenţilor 

,acultlţii de •tematici cu ideiie ■aJore car~ atau l~ basa tehnicilor 

nu■erice utilisate î.n ~e•olvarea problemelor de opti■isare cu res

tricţii. 

Capitolul dediqat teoriei Jocurilor este axat pe ideea in

veatig&rii logice a conţinutului conceptului de optimalitate, î.n con

diţii din oe î.n ce ■ai oo■plexe. Obiectul principal al teoriei Jocuri

lor fiind definirea şi 4eterlllinarea comportamentului optimal in situa

ţiile cqntliotuale sau co■petiţionale 1 au fost preaentate diferite teo

retislri ale acestui concept - cu resultate consistente privind exis

tenţa ,1 ■odalitlţile de determinare - menite s~ acopere domenii cit 

■ai vari·ate ale relaţiilor sociale. 

Ulti■a parte a cursului,. intitulat •■odele ale teoriei ao
teptlrii• es11e şi cea ■a1 dificil&, recl-e.atJMl cunoşt11nţe •••eudoe 

de teoria probabilitlţilor. Introducerea acestui capitol a fost posi

bili datorita existenţei unui puternic cura de Teoria probabilitlţilor, 

predat 1n paralel ou cel de Cercetlri operaţionale. 

Tin1D4 aea■a de ditioultlţile· specifice acestui domeniu, 

preferat analiaa aprofundata a unui nu■Ar redus~• modele (practic, 

unul ln doua variante ale eale), î.n locul unei treceri ln reviat& a 

unui nu■l.r ■ai ■are de ■odele renectî.nd situaţii concrete, calitativ 

diterite. 
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CAPITOLUL I 

fROGIUMARE.A. CONVEXA 

§ 1, FORMULAREA. PNOBLDlEI, SOLUTII. 

In accepţiunea curentl, o problema de programare convexa 

cere determinarea maximului (minimului) unei funcţii concave (convexe) 

pe o submulţime ~~nve:xll a spaţiului euclidian real. Caraoteriatioile ge

nerale ale problemelor programlrii matematice impun oa acest domeniu al 

fle definit prin egalitlţi sau inegalitlţi liniare, ori, prin condiţii 

de nenegativitate (nepozitivitate) asupra unor tu.neţii concave (convea•~ 

Modelul tipic al unei asemenea probleme e3te1 

(CG) sup. f(x) , unde X• {x ~ Rn I gj(x) ~ O; j•l,2, .. ,, ■ j 
u:X 

f fiind o funcţie concavi iar gj funcţii convexe (J•l,2,,,., ■) pe Rn. 

Deoarece egalitlţile pot !1 echivalente ou perechi de ine

galitlţi prin transformlri algebrice elementare, enunţul (CO) nu poate 

! 1 socotit restrictiv pentru cla~J de probleme ma1 sus menţionatl, 

Detin1t1a I,l,l. x €X se numeşte soluţie posibili a problemei de 

programo.re matematici oonvexl .(CO). 

Propozitia I.l.l, Mulţimea soluţiilor posibile ale proble

mei ~CG), X este convex4 (daci nu este vid&). 

Notind ~ • sup, t(x), atunci, 
x€X 

Definitia I.1.2. Daci v< ~-o, xf:X cu proprietatea, 

f(x) .v se numeşte soluţie optimi a problemei de programare oonvexl 

(CG ), 

Vom nota, în•cele ce u..raeazl, cu (;) mulţimea soluţiilor 

optime ale problemei. 

Propozitia I.l,2, CJ este o ■ulţime convex&. 

fropozitie I.1,3, Daci ~<+o<> şi teste strict concavi, 

atunci CJ· este formata dintr-un aingur punct. 
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In !ormullrlle echivalente ale proble■ei de progra~are eon

Ttd, 1D caret este preaupuaa convex& -(~robleme de ■inia), unicitatea 

1oluţiei opti■a eate i0■pli-eatl d-e i-potesa ccmvexitllţii stricte. 

Bxigenţele · unor da■onatŢaţH din acest capitol, impun re

formularea proble■ei de progra■are, prin elillinarea restricţiilor ino

perante. I~tr-adevAr, este ~osibil, ca .printre restricţiile problemei 

al existe unele, care ignorate fiind ·al nu Afecteae soluţiile optime 

ale problemei (d:aol 8.4este soluţii exiatl). ·Ou menţiunea ci procesul 

constructiv expus tn continuare, nu ·•ah utilizat in abordarea numericii 

a proble■ei progra■lrii ••ateaatic•~ deaonatrl■ exiatenţa toraei reduse 

a probleaei (00). 

Fie i El/ 

Se definesc, r :ecursi-v·, tn ·• -pa9i, •auba11J:ţ.i■i-le1 

J{O) 2 iJ(l) 2 ••• 2 J(■) • J' 

unde, J(O) • J • { 1,2, ••• ,m} • iar J(.lt) se obţine la paaul lt aatfela 

a) Daci exista .,;,c. ~ a0 aatfe'l incî't a 

iaplicl1 

atuncia 

reaultla 

atunci a 

(I.1.1) 

(I.1.2) 

J(.lt) • J(k-1). 

b) Daca orioare ar fi x verificiDda 

gJ x) ~ O, J G J(k-l) 1 Jej 

t(x) ~ t(i) , 

J(k) • J(k-1) 't k) 

In final, J' • J(a) are proprietaţilea 

Oricare ar fi k E J', eµatl ~ astfel incit, 

~ixk) · ( O, J(;" .J'"tk\ 1 g.lt(xk)> O, f(xk)> f(i). 

Oricare ar t1 x,gix> .( O, J ~ J' , iapliol f(x) ~ ~(i). 
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1, 
Notind .x' -f X€" a0 tgj(x) ~ o, j € J'J 

este qor de veri!icat cl1 

sup. !(x) • sup. !(x) x, X' ltEX 

Porma redusl _a problemei (CG) este, prin de!iniţie, proble■a 

de progra■are ■ate■aticl, avînd aceleaşi soluţii opti■e ca 91 proble■a 

originari, 

eup • .t(x) 
XEX' 

§ 2. OARACTERIZARE.l OPTIMULUI 

4 <. , I 

Publicate la inceputul deceniului al şaaelea, lucrlril• lui 

u.w. ~uhn şi W.A. Tucker privitoare la condiţiile neceaare şi euticiente 

pentru existenţa optimului ln problemele de programare neliniari convexl, 

reprezintl, in eaenţl, contribuţia cea ■ai importantl, adusl pini în pre

zent, la constituirea suportului teoretic general al progra■lrii ■ate■a

tice , 

Di!eritele variante, cunoscute in momentul de taţi, cautl 

al ae adapteze în modul cel mai adecvat tipurilor particulare de proble

me şi sint punctul de plecare al ■ajoritlţii al~oritmilor specifici e- , 

laboraţi. 

Subliniem raptul ol su!icienţa condiţiilor de opti■ presen

tate în cele ce urmeazl nu face apel la proprietlţi da convexitate con

cavitate, fiind deci valabili pentru clase ■ult mai generala da proble

me de programare matematici. 

Datoritl rolului deosebit pe oare 11 joacl, în multe ■odele 

particulare, restricţiile liniare, le vo■ evidenţia in fcr■ularea pro

blemei. 

Fie deci problema programlrii ■atematice, 

(C) aup. !(x) , unde X• { x € a° I gj(x) , Oa j ~ J 1 • 1 l,2, ••• ,-i} 
x~x 
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biz) , Oa J~ _J2-={l,2, •• ~ ,a2 t J , hJ fiind funoţ111• liniar• afine, 

biz) • (aJ)'z - bJ (aJ ~ gD, bJ € R). 

undea 

2.1. Criterii de opti•~litate tn ab■uţa d1ferenţ1ab1l1t&ţ11 

Aaooin proble■ei (C) . (unoţ1•- lut Lagrange (lagrangee.nul) 1 

L(lq u, v) • f(x) - u1's{x) - T!h{x) , U E I •i I T E R • 2 

g(x)• 

1!2re■a I, 2.1 i E ir1 eate. ■oluUe optial a prob.le■ei ( O) 

daci exiatl u ~ O ,1 •>o, a■tt_el. tnpî.t .1 

(L) L(xatf,•), L(i1u,i), L(iau,v), odoare ar f1. x rsir1,u~o,v,o 

De■onat'raţie 1 

(I.2.1) 

şi ... - v, 

(I.2.2) 

Inegalitatea 'din dreapta ae poate scriea 

(u - u)'?g(x) + (T - ilh(i) ~ O 

Pentru fiecare ,1 • 1,2, ••• ,a1 ae poate lua u • u + e.1 ~ O 

obţintnd.1 

s,1Ci) ~ o, J • 1,2, ••• ,~1• 

.PunlD4 u • ~ ş1 v •V+ •J ~ o, J • L, 2 , ••• , ■2 , 1negalitatea 

(I.2.i) i■pliolla 
(I.2.}) h,1(i) ~ Oa ,1 • l,2, ••• ,a2 
Din (4) şi (5) resultll cil i f X • Tot di~ (3), pentru u • v • O ae 

obţine şia 

u'f g(i) + ;'lh(i) ~ O 

ceea oe t■preun& ou (I.2.2) (I.2.}) 91 · ou ipotesa ii ~o, •~O, conduce 

laa 
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Atunci inegalitatea atîng!l din (L) se poate scrie: 

r{i) ~ t(x) - uTg(x) - vTh(x) , oricare ar Ci x E Rn. 

In particular, dacii x "X , rHultl de aici 1 

r('i) ~ r(x) 

inegalitate care demonstreazl optimalitatea lui i. 

Referindu-se la condiţia (L) vo~ spune o! punctul (i1u,v) 

eote punct-şa al legrangeanului asociat problemei (O), 

Teorema 1.2.2. Dac! gJ sint convexe, (J • 1,2, ••• , ■1 ) şi t 

este concavă şi dac41 

(I.2.4) exlst!l x0 {X astfel înoît g(x0
) < o, 

atunci,pentru fiecare soluţie optimii ia problemei (C) erlst!l u ~ O 

ş i v ~ O astfel încît condiţia (L) s!l fie satistlcut!l. 

Demonstraţie a 

Consider!l.111 problema în forma redus!! asociatll: 

sup. r(x) , 
XEX' 

:X 1
., { x E: a0 I gJ (x), o, J 6- J i , hJ(x) , 0J 

J E J2 ! 

, atunci r(i). aup. t(x) 91 condiţia 
XERn 

(L) este satisf!lout! pentru u • v • O. 

Presupunem Ji V J2 1' ~. 
l!' ie ~ulţimea1 (y) 

X -{ 11 

t 

Datorită ipotezelor de converltate-ooncavltate ae poate ve-
■ '+m'+l 

rifi oa ou uşurinţ!l el X este o mulţime convexl (nevid&) din R 1 2 

In plus, deoarece pentru orice x 1: X', r(i) > t(x), rezultA ci. O/ J< • 
Atunci conform propoziţiei A. l. 12 existl un hiperplan oe trece prin 

origine, care las!l pe X 
111 

de o aceeaşi parte a sa, adicl exiatl p E R , 
m' 

R 2 ( T T ) 1 î ~ q c. , r ~ R, p ,q ,r „ o, astfel nc ... t, 
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pTy + 4'• + l't ~o, oricare ar fi (: )c 'J( • 

Pentru fiecare x € if- 1 definia, 

7J•s/xhJ E Ji,•J•hJ(xhJ e:. J2,t-t(i) - f(x) + t. ,(~>o) . 

Olar, ( :} .J( 91 deci 1 

~ p 4e;J(x) + ~ g 4b,.(x) + r(f(i) - t{z)) ~ - t. r 
J'-J' " JEJ' "" 1 2 

81 de aici, deoarece ~ este arbitrar poaitiYa 

(I.2.6) 

f1 x. 

81 remarci■ oa p,q şir atnt nenegatiTi. Intr-ade•lr, 
I 

dac& prin abaurd, unul dint.re aoet.1ti coeficienţi ar tl 11egat-1'••·· ai• p11tea 

fi alea un punct din X 011 oompon•nta coreBpllDaltou• atlt ele •an 

tnctt inegalitatea (I. 2. 5) ea !ie contrastai.. ( X er,te neailrgino, eu

perior pe fiecare componentl). 

Mai ault, (qT,r) ~ o. Intr-adevlr, ln cas contrar, p ~ O 

91 (I.2.6) devine, 

> P,1B;1Cx) ~ O, oricare ar fi x. 
J C. Ji 

In particular, aceastl inegalitate ar fi verifioatl ,1 

de x0
, ceea oe ar contrazice flagrant ipotesa (I.2.4). 

In sftrşit vom ver~fica car> O. Daci J2 • ~, aceasta 

rezulta din afi.rt1aţia precedenta. Pentru caaul_J2·;, raţiona■ prin re

ducere la absurd. Daci r • O (I.2.6) ae scrie, 

~ p g (x) + ->-----__,..- qJhJ(x) ~ . o, oricare ar fi :sE-if-. 
JE:J' JJ JEJ' l · 2 

Dar pentru soluţia posibili x0 este ad~vlratl 91 inegali

tatea de aena contrar 91 deci, 
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Ou• toţi tenenii acestei sume sînt nepozitivi , result& 

cA toţi aînt nuli. Tinînd sea■a şi de ipoteza (I,2 , 4) , dsduca■ de al ei i 

( I. 2. 8) 

p• O 

~ q~h~(x0
) - o 

j E J2 " " 

şi atanoi (I.2.7) devine, 

(I. 2.9) 

, Prin so&derea egalit4ţii (I.2.8) din (I.2,9) obţinem, 

ca erect, 

Deci, 

(I. 2 . 10) 

;s;- q ◄ (aj)T(x - x0
) ~ O , oricare ar t1 x, oeea oe 

j E: J2 " 

.>- q ◄ (a.1)T • o, şi ■ai departe, din (I.2.8), 
j E. J2 " 

~ q◄b ◄ (x) • o, oricare ar ti x fir Rn. 
j t:J2 "" 
Fie acum pentru fiecare .1 fiJ2, convexul închia, 

precum şi mulţimea convex&, 

t'- {x c; a°I gj(x) ~ o, .1 E Ji, f(i) - !(x)<' oJ 
Se verific& imediat c&, ~ şi f\ 'G'~ s1nt mulţimi disjuncte, 

j ~ J2 " 
nevide, dar, pentru fiecare j ~ J21 
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Rezultl atwioi. tn baza celei de a doua teoreme d~ lnter

••o,ie a mulţimilor convexe (propoziţia 1.1.15) ci ~ nu este coaţi 

lll&III tn I.:.__/ ',eJ. E.xiatJ. deoi ·• x~ ,,e .... , U ~J• adicl1 
" € J2 J ~ J2 

Ori. aceaata ar implica, 

ln contradicţie cu (I.2.10) 

Yalaitatea ipotezei de abaurd fiind astfel doveditl. 

nota■ uJ • pj/r ~ o, J E Ji• i • qJ/r ~O, 

din (I.2.6). 

J i J2 91 atunci rezulta 

(I.2.11) ~ uJg~(x) + z=_ •~b~(x)-;, !(x) - t(i) • pentru 
J € Ji ~ J ~ J2 ~ ~ 

orice x. 

Ou• ,1 ·inegalitatea contţarll eete adevArats.. deq~rece 
I , 

i € X • 1n relaţia de mai sus pute■ pune egalitate 91 atunoi (I. ~:ll ) 

se poate transcrie, 

(I.2.12) 

Pe de altl parte. pentru orice u ~ o. v ~ o. rezultl 

banal oi inegalitatea, 

(1.2.1,) 
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I.a final definind u.1 • o. pentru .1 ~ Ji,Ji şi vJ • O 

p0u ·..ru jfJ2 ,J2, concludea din (I.2,12) şi (I.2.13) cil puuctul (i1ii,v) 

este punct-şa al funcţiei L. Ou oele doull rezultate damonBtrate p{nll 

acum putem fonula , 

Teorema I,2,}. Condiţia (L)(existanţa punctului-şa al 

lagrangaanului) este sufi~ientl pentru exiatanţa aoluţiai optime 1n 

probl e•~ da programare convexl. (O), Condiţia (L) aste şi necesar& în 

i poteza suplimentari (I,2.4) (ipoteza da regularitate a lui Slatar). 

Pute■ ramaroa ci aufioianţa condiţiei (L) nu eata condi

ţionata de caracterul da convexitate al problemei, 

2,2. Oritarii da opti■alitata în ipoteza difaranţ1ab111.Ulţl.1 

Vom presupune tn cale ce urmaazll oll t şi g.1 aînt funcţii 

diterenţiabile. 

~. Daci r aste o funcţia concavi• admiţind derivate 
l 2 

parţi ale de ordinul intîi continua. atunci oricare u !1 x ,x 1 

Demonstraţie, 

l'unc~ia da variabili reali >. , t(( A ) • P(x1 + A x2 ) 

ttste concavi. Prin urmare, C/ 1
( Â ) • ~if)T V .r(x1 + ..Ax2 ) este descrea-., 

cll t.oare tn raport cu A.. Pa de alta parte, 

P(~l - .l(x2) • (xl-x2)T'v"J'(x2+). (xl-x2)), O'-).~ l 

(formula creşterilor finita). 

Tinînd aeaaa da observaţia anterioara, resultl da alei, 

Teorema I.2.4, lie probleaa (O) ou t,g.1 e 01 1 .1 ~ J 1 • 

Dac~ (i1u,v)~u ~O• v ~ O, este un punct-şa al lagrangeanului L, atunci 

s î nt a~tiafllcuta condiţiile Kuhn-Tuckar1 
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(1) 'oL C - -) ~- x1u,, - o (iv) u'1 ~ (i1u,v) .. O 

(v) 'i ~ O (ii) u ~ o 

(Hi) 'uL C - -) "'c,u XI u, V ~ o ( ) VL (- - -) vi <)v x1u,v :;;,. O 

(vii) .,T ~; (i1ii,v) • O 

Deaonstraţie1 

Prin ipotezll.1 

L(i;u,v) ( L(x;u,v) , pentru orioe X E .a° 
ceea ce denotll. faptul oii. i este punct. . '1e maxim al funcţiei L(. ; u, v) 
pe Bn. De aici oi din presupunerea asupra derivabilitll.ţii lui L, rezul

ta (1). 

Pe de altl parte, potrivit celei de a doua inegalitll.ţi 

(L) punctul(!) este pune~ de minia al funcţiei L(i1.) pe domeniul 

l(!))o} , oi atunci, 

~~ (i1u,v) • o, dacii. uJ >OI J E J 1 

oi atunci, relaţiile (111), (iv), (vi) şi (vii) sînt satistll.oute. 

l ou f ,gj E O 

De■onatraţie1 

putea scriea 

Teorema I.2.5. Pentru probleaa de programare oonvexJl (O) , 

J ~ J1 , condiţiile Kuhn-Tucker implicl(L) • 

L este concavi în argumentul x. Atunci datoritll. lemei, 

- - (- - - ( -)T 8 L (- - -) L(x;u,v) - L x1u,v), x-x tri x1u,v • O 

egalitatea datorindu-se relaţiei (i).x fiind arbitrar, rezultll. do mai 
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aue too■ai pri ■• parte• condiţiei (L). 

L este liniari tn Yariabila (~} • Atunci din teorema 

ore9terilor finite, din (iv) 91 (vii)1 

L(i1u,v) - L(i1u,i) • (u - u)T ~ (i1u,i) + 

• ev - ;,T ~; <i1u,v>. uT ~~ <i,u,i> + vT ~~ Ci1u,•> 

Tinînd •e••• de (111) ti (rl) ultiaul ter■en din egali

tatea precedent& eete nenegativ pentru orice u ;ţ O, v ~- o, resultlnd 

la felul aceeta ti a doua parte• relaţiei (L). 

Pentru proble■a prcgra■lrii convexe, pute■ tor■ula aou■ 

fi I 

Teorema I.2.6. (Kuhn-Tucker). ~ie proble■a de programare 
l - - - - n - •1 - •2 OOD'Yex& (O) ou t,gJ €' O I J E Jl ,1 (x1u,v),x E R , u t: R , v E R • 

Satiafaoerea condiţiilor Kuhn-Tuoker eate auti oient& pentru opti■ali

tatea lui i. »,ci tn plus, eata aatiafAcut& oi condiţia de regularitate 

(I.2.4), atunci condiţiile Kuhn-Tuoker atnt oi necoare pentru opti■a

litatea lui i. 

Ur■&toarele variante ale teoremei Kuhn-Tuoker atnt aiaple 

oonaeoin~e ale aoeateia, obţinute prin tranaorierea condiţiilor (i)

(Yii) pentru proble■ele epecifioate. 
l Teorema I.2,2, .ne problema (00) cu t,gJ € O I J •l ,2, ... ■ 

,1 i € 'El1, u Ea•, Atunoi condiţiile Kuhn-Tucker1 

(J) 'oL (i,u) • O ax 

(JJ) u ~ o 

(L(x,u) • f(x) - uTg(x)) 

<JJJ> ~ <i,u> ~ o 

(Jv) itf ..fil! Ci u>. o 
3u ' 

atnt eutioiente pentru opti■alitatea lui i . In presenţa condiţiei de 

r egularitate (I.2,4,) aoeate condiţii atnt şi neoealU'e, 

Cta 2t3/98Z fa.c 2 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



22 

Teorema I,g.~. Pie proble■a de programare convexA cu r ea-

tr1oţii liniara (inegalitAţi), 

(OL) aup, f(x), X-{xE Rn n.,<x)~ Oa j•l,2, , ,.,mJ 
XEX 

ou f E o1 , oonoavA şi hj funcţii liniare aline şi i E Bn, T ~ Rm . 

Atunoi condiţiile Kuhn-Tuoker, 

..fil (-x -v) ~ O 
c)X ' 

v ţO 
(L(x,v) • f(x) - vTh(x)) 

e>L (- -) ~ x,v ~ o 

v'1' ~(ii). o 
c)V ' 

atnt condiţii necesare şi suficiente pentru optimalitataa lui i. 
Teorema r.2,9, Pia problema da programare oonvexA cu 

restrioţii liniare (egalitAţi + reetrioţii de semn), 

sup,_ t(x), :X={x6Rnjx;.o, h.,Cx) •O a .1 - · 1,2, ••• ,11} 
)(€.X 

ou t € o1, concavi şi h;1· funcţii l i niare afine şi i E Rn, ve a•. 
Atunci condiţiile Kuhn-Tucker 1 

~~ (i,v)~O 

(L(x,v) • t(x) - vTh(x)) 

-T .121! (- -) O 
X c'X X,V • 

c>L (- - ) av x,v • o 

aint condiţii necesare şi euti oi ente pentru. opt imal itat e a lui i . 

Se poate scriea X • { x e- it1 \ b( x) ( o, -h(x )~ o, -x ,o} 
şi problema este r edusA l a t ipul t r atat in teorema precedentA . 

Lagre.ngeanul aoociat astea 

L'(xaw,z,t) • f(x) - wTh(x) + •Th(x) + tTx • 

• L(x,w-z) + tTx, 

Atunci conto r~ teoremei I,2,8, condiţia necesar! şi su

tioientl pentru existenţa unei soluţii optimei este existenţa unui 

triplet (w,i,t) pentru oarei 
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~L'(- - - r) Tx x1w, z,u • O 

(I. 2,14) 

(1,2,15) 

(1.2,16) 

( I. 2,1?) 

oL'(- - - r) 'az XJW 1 Z,li ~0 1 
c>L'(- - - r e>t XJW 1 11 1 1,) ~ 0 

a~t <i,i,ii,t)· - o 

Ou notaţia v • • - z, aoeste relaţii se ■ai ecriu1 

~L (- -) r Tx x,v + li - o 

• ·~ o,i ~ O,t~ O 

~~ (x,v)~ o, - ~~<x,v) ~ o,x, o 

il ~ Ci v) + t'-~ • o av • 

Clar, rela.ţiile (I.2,16) eint ecb.ivalente cu , 

(I. 2,18) ar,,--) Tv x,v • o, iţo 

iar egalitatea (I,2 . 14) se trans!ormA, ţinînd cont de (I . 2.15) i n1 , 

(I. 2.19) 

In sfirşit, tot datori t& dublei inegalitlţi din (I,2,16), 

( I.2.19) este ecb.ivalentA cu, t'fi • O ş,i atunoi, împreun& cu (I,2.14) 

da 1 

( I. 2,20) iT ~~ (x,v) • O 

Relaţiile (I,2.18), (I.2.19), (l.2,20) demonstreazA teo-

Relativ la ultimi le douA teoreme, este remarcabil rapt ul 

ca prezenţa exclusivă a restricţiilor . liniare !ace inutili condiţia de 

r egularitate (l,2.4) pAntru val~bilitatea plrţii de necesitate. 

2.~. Interpretarea geometrica a condiţiilor Kuhn-Tucker 

Viziunea geometricA a condiţiilor necesare ti auriciente 

pantru exietenţa optimului în programarea matematici este foarte i■por

tQ.llt l pentru înţelegerea esenţei teoretice a unor algoritmi pentru cal

culul soluţiilor optime. DAm acum interpretarea geometrica a condiţiilor 

Kuhn-Tucker (j)-(jv) deduse pentru probl ema ( CO) . 
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Teorema I,2,10 In ipotezele teoremei r.2.7 dRoA (i;ii) 

eatiarace condiţii le Kuhn-'rucker ( j )-( jv), atunci I i € X şi 

(I,2,21) f(x) - ~ ilj "7gj(i), unde M - i j 11~ j~ m,gli) m oJ 
j E !I . 

Reciproc, dactl. i € X şi iij~o , jf li satisfac (I.2,21) atunci (i;ii) 

cu iij • O pentru j ţ. ii verifica. condi ţiile Kulln-Tucker (j)-(jv). 

Demonstraţie a 

Presupunem ca. (i;ii) satisface (j)-(jv). Atunci (jjj) im

plica. i€.X', In plus, în baza egalit/1ţ11 (j)a 

(I. 2.22) 

Dar, conform (jj), iijţ01 j • 1,2, ... ,m, iar din (jv) 

deducem ca. uj • O dacii. j $f_ M. Atunci (I.2,22) este echivalent cu 

(I. 2. 21). 

Bă considerăm acum c1 (I.2.21) oste verificată de xEX 

şi iij;... O , jeM. Definind iiERm , cu iij ~ o pentru jfM (jj) şi (jjj) 

sin~ evidente. (I,2,22) decur gd din (I,2 , 21) ~i deci şi (j) este ve- · 

rificată de punctul (i;ii) ln sfîrşit, (jv) e»te Vdrificatil datorit!!. 

defi~iţiei lui ii, 

Observînd cil. exprimarea lui "1 r(i) ca o combinaţie li

niara., cu coJ?ficienţi nenega tivi de 'i/ s/i) sa traduce prin opart~

nenţa vectorului 'v f(x) la coni1l convex generat de vectorii 

vg,j(i), ,j ~ ll , pubom ro.f'ormul a aot..f'ol aanal11111:li l e t 11oremei de mai 

sus I condiţiile Kuhn-•rucker sînt satisfăcute de i € R0 dacil şi numal 

dacă i aparţine domeni ului soluţiilor posibile ale problemei şi nor

mala la suprafaţa f (x) 2 f(i) în i aparţine - conului convex generat 

de normalele, în punctul i la suprafeţele frontiera. ale domeniului 

pe care se află i. 
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§ 3- PROGRi\MAREA LINIARĂ 

,.1. Formularea problemei. ProprietAţile soluţiilor 

Problemele de programare liniarA constituie o aubclasa 

a programArii matematice convexe. fiind caracterizate prin liniari

tat ea restricţiilor şi a funcţiei obiectiY. 

Enunţul cel mai general al unei probleme de program11re 

liniari poate li considerat următorul, , t, I 

( Ul} 

3 
,.. Rn. 1..,,_ Rni 1 1 2 3 I l, O 2,., O ..,- • 1 bl 
..,, X "" • • • t X 1- • X " •L '"liX ' t 

1-1 

Prin transformări algebrice elementare. ~rice problemă 

de programare liniară poate ti adusA la una 41n formele de bază, e

chivalente, 

(LO) { T } ..n j T ( sup. t(x)•o x , X•{XEtt I x ➔ O, (a) x-bj~O,j•l••·••IIJ 
XE"X 

forma standard 

(LS) T n j ·T j eup. it(x)•c xi ,X•ptER I xio,(a) x-bj•O, j•l, ••• ,111 
X€X 
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Datoritll particularitllţilor pe care le prezintll, pro

blt■ele program!lrii liniare se bucuri de lln plus de proprletlţi oaro 

lt evidenţiazl in mulţimea problemelor programllrii convexe. Uralltoa

rele »aţionamente vor fi susţinute pe modelul (LS), 

Propoziţia I.3,1. Mulţimea soluţiilor posibile, X, 

tste un tronson convex, Daci X~~, atllnoi şi ext.X ~ ~. · 

Demonstraţiei 

Prima afirmaţie este bo.nall, Cea de a doua rezultll din 

observaţia ol X este ml1rginitl1 inferior şi din propoziţia A,1,21. 
m 11'ie P1 ,, •• ,Pn E R I vectorii coloanll ai matricei A şi 

r • rang A, Deoarece, ou aceste notaţii sistemul Ax•b se poate scrie 

Tom face, formal, asociaţia între variabil~ xi şi vectorul pi ou a

celaşi indice in (I,3,1 ,). 

De!init1e 1 O baz!l a problemei (LS) este un sist~m 

iPi , ... ,PiJ~{Pp ... ,Pn1 de r vectori liniar independenţi. 
1 r 

Vom folosi notaţia B pentru a indica atît sistemul de 

vectbri iPi , ••• ,Pi~ care constituie baza, cit şi matricea 
l r 

(Pi , ••• ,Pi), distincţia rezultind din context. 
l r 

Definitie I O bazll admi_sibil!I a problemei (LS) este o 

bazll B ou proprietatea cil existl x€ X aetfel încî. t. 
~ • j' . 

Soluţia posibili x se numeşte solutie de baz~ a proble

mei, asociat!!. bazei B. 

Dacl1 B • {Pi ,.· .. ,Pi} este o ·bazl a problemei (LS), 
l r 

notllm J • tip .. ,ir) , J • {1, .. .,nJ\J. Vom numi J şi J mulHmea 

indicilor bazici, respectiv nebazici. De asemenea un Pi€ B va fi 
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nullli t vector bazic, iar xi cu i E J, variabili baaiol (ceilalţi -notori 

coloanl ei lui A şi celelalte coaponenete ale lui x pri•ind atrt-butul. 

"nebazic"). 

Se observi ci unei base admisibile i ,.,. ·•'IIO'lli'91l'I., prin 

detiniţia anterioarl, o unici aoluţie de ·baza. Reciproc, 'lt«cl xE"X are 

proprietatea xi • 
k+l 

••• • Xi. • O (k, r) · şi dael Pi , .••• ,Pi atnt 
n l k 

liniar independenţi, aiste■ul {pi , ••• ,.Pi } .po-ate li -eGt1pl-.t:at pin-a la 
l k 

o baza a probleaei, ·aattel tnclt x al. fie o soluţie de ·ba:11. Dar, de

oarece, oo■pletarea nu este, neaplrat, unici, rezultl ·c1 unei ,oluţii 

de bazl i •• pot aaocia baae ad■isibile diferite. 

Detinitie. Daci o soluţie de ·baci are exact r co■ponent~ 

poai tive, ae nu■eşte nedegenerat&. (Altt·el, ae va nu■i degen.e~). 

Propozitia i.3.2. Mulţi••• aoluţiilor de baci al.e ·pnble

moi (LS) este ext • .X • 

Demonstraţie 1. 

Deoarece rangul lui A este r, exista ·r 'linii ·lin~-ar ·inde

pendente. fllrl. a reatrînge general.it-atea, presupun•• oa -ao•ate-a aint 

primele r şi fie ii1 c Rr, vectorul toraat din pri■ele ·r ~11ponente ale 

lui Pi, 1 • 1, •• .-,n • 

l!'ie XE ext.X • Atunci x se gllaefte la ·interncţia a n 

hiperplane trontierll liniar independente ale tronaonului convex X • 
Cum r dintre acestea aînt (aJ)ix-bJ•O, J • l, ••• ,r, re:aultl ci c•~•lalte 

n-r sînt de tipul Xi •O. :r!lrl a restrtnge generalitatea ·putea pre-aupune 

ca x verifici state■ul, format din n ecuaţii liniar independente. 

(1. 3.2) 

Xi,• 01 i•r+l, ••• ,n 

Deoarece aceat -aiatn este cruerian, observtnd ci ■atri

cea coeficienţilor este, . 

_.... A. ,. A. 

(

P1••••,-Pr' pr+1••••,Pn) 
O ••••• O, l ••••••• o ..................... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
O ••••• o, O .••••••• 1 
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rt■ultl ol P1 , ••• ,Pr •lnt vectori liniar indepedenţi. De al ei şi din 

(1.,.2.) rezultl ol x este so lutie de bazl. 
Reciproc, !ie x soluţie de baz4 şi P1 , ••• ,Pr baza admi

aibilll aeo o_ia~tll. Atllll_cl , x este_ f!O],ut_ie ! sistemului (r.3. 2_.) şi 
·~ oeÎe- n hiperplane care-l definesc atnt indep~~ent-~ (;e poate veri-

fica cil determinantul aatricei asociate este nenul)_. Deci x € ext • .:t . 
fie ~ a sup. f(x) x,x ' 

Evident, daci ~ <-.;, , atunci ~ • max. f(x), punctele 
x1:::< 

de ■axi■ alcltuind ■ulţimea O (~o~rexll) a soluţiilor optime ale pro

ble■ei. 

Propoziţia I.,.}. Daci Y ~ _,. atunci 

(exista cel puţin o soluţie optima de bazl). 

Demonstraţie, 

O f"lext.X ~ ~ 

Biperplanul oTx • ~ este hiperplan de sprijin al 

tronsonului convex, ■lrginit · in!erior, X şi contor■ propoziţiei 

A.l.21. exista cel puţin un xtext • .X astfel ca cTx • ~ 

Propozitia I. 3. 4. Dac& v < ._, , ·Oeete un tronson con-

. vex. Dac& in plus, X este allrginitl, atunci O este un poliedru con

vex ,1 coincide cu acoperirea convexA. a mulţimii soluţiilor optime de 

bazll ( 0 • [O l'\ext.XJ) 

Deaonstraţiea 

Evident, (J • Xf\ -X c,v , deci este un tronson convex. 

Daca X este m4rginit4, 'aceeaşi proprietate va avea 

şi O • Dar, 1n acest caz, orice punct extra■ al l ui O va fi şi 

punct ·extrem al lui X (conţinut 1n 1<.c,v ). In sfîrşit, se ţine 

sea■a de propoziţia A.1.25. 

}.2. Algoritmul aimplex (G.B.Dantzig) 

Presupune■ rang. A•• şi 

In acest cas, oonfora propoziţiei 1.3.1. ext . X~~ 

şi orice baza adaisibill constituie o baza în B11
• 
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In •••nţl, algorit■ul conetl tn conetruoţfa eijijc••tT& 

a unei aeoTenţe de b••• ad■ildbile, ••ttel tnctt, la flecar~ •tapi 

soluţia de ba&I aeociatl al. t1• ••1 bud deott pr9b-.d'9ilta ( l'n 11,11.aul 

cre,ter11 Talerii funcţiei oblectiw). D•~areoe UWIOlrul baselor ad■i

eibile eate finit, daci aoeetea nu ae repeta pe parouraul algorit■u

lui, aoeaata Ta ooDduce la o aoluţie opt~d de b&sl tntr-wi nu•lr 

finit ele pqi, aau Ta cle■onetra infi-Di·tWUnea oitt1•ului. 

fteoare •~api• algoritaului, aaooiatl Wiel baae acl■i-

albih tl aoluţ1e1 de bad ooreeplinetltoue, ar.- trei oe>11ponert~1 

a) teet peatN Terifioar•• opti■alitlţii aoluţiei 

b) '8et pentru reounoqtlerea 1nfinitud1D11 or,tî-l■alui 

o) reguli de obţinere a unei noi eoluţii 4• bas& l■bu

nltaţite. 

ne, la etapa k+l, baaa ad■hibUI B(lt) • f P1 , • ••,Pi j 
l ■ ,1 eoluţl• de bal aeooiatl J'. 

Daoa J(.11:) ,j(J,) repreaintl ■ulţi■ile iodicilor badei ,1 

nebaaiol, pute■ preaupue oa, prin reordon-are• tera-,ulor ns11r1cţ11-

lor ,1 ai funoţ·hi obiecUT, Tariabilele baaice Xi , ••• ,..xi ocupi 
l ■ 

pri■ele • locuri, 1n aceaata ordin•~ 

Botl■ 1 

B(k) • (P1 · ••• P1 ) , S(k) • (p1 . ••• P1 ) 
1 ■ ■+l n 

şl conTent■ al. adopta■ repreaen11c••·• 

A • (B(.11:) ,S(k)) , o • (cJJ:(k)) x • 
CJ'(k) 

Deoarece- B(k) ••te o b-aS'I tn a•, ■atricea B(k) e-ste in-
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vereabill. fie atunoit 

z~ - B(lt)-1P,1 ■ J-1, ••• ,n,z~(lt) •B(k)-1B(k),~(k) •B(k)-1a(k), 

k T k k lt T 
d,1•C,1-cJ(k)ZJ 1 J•l, ••• ,nt ~J(lt)• oJ(lt)-(ZJ(k)) cJ(k) 

k k )T 
d1(lt)• 0J(lt)-(Zj(k) 0 J(lt) 

ti scriea, 

k k Be ebservl ci ZJ(k) • B• t1 dJ(k) • O 

Teore■a 1.,.1. (Test de opti■alitate). Daci dJ(k)~ O, 

atunci x•f (J • 

DHonatraţie1 

Rezultl din teorema 1.2.9. Intr-~v4r, condiţiile Kubn~ 

hcker pentru proble■a (LS) atnt, 

x ~ O x'(c-ATv) • O 

e-ATv ,o Ax•b 

Puntnd .,;,.. (B(k)-l)To (k)' un calcul simplu aratl ci J 

(.,l'-,.,;,.) verifici aceste condiţii, ceea oe asiguri optiaalitatea lui 

xk. 

Datinitie. Buaim basa B(k), satiatAcînd ipotezele teo

reaei, bazl optimali. 

Teorema 1.,.2 (Test pentru recunoaşterea intinitudinii 

op biaului). Dacll an stil ,1 E J( k) pentru care a:> O şi z1 ~ O, atunci 

Deaonatraţie1 
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Deci, xEX oricu■ ar !1 alea x,ţ ~ o. 
Pe de alta parte, 

'l T 'l' (xJ(lt)) T k T ,;. 
t(x)•C X• (oJ(lt)tCj(lt)) - .CJ(ll:)XJ(k)+xio.1-cJOtjj),. 

x:i(lt) 
) lt lt 

• t(x )+xJdJ • 

Deoarece d~ > o, pentru xj- s:-=> rezuJ.tll '11 • -t .,.co 

Corolar, (1) Dacll existl j E J(lt) pentru oare Z~, o, atunci -:X, este neallrginitl (cel puţin incoordonata~.,). 

(11) Dac& X este m&rginitll situaţia 

Z~, O(~~ J(k)) este 1■pos1b111. 
Lua 1.,.1. •1• B(k) o bazl a problemei (LS) (rang.A•■), 

1 € J(k), j C: J(k), Atunci B(k+l) • { B(k) \f P1\) U{ PJţ este baza daci 
k t1 numai daol a31 I O, 

Teorem~ I,3,3, (Reguli pentru i■bunltlţirea soluţiei). 

DACI exlstl j EJ(k) pentru care d~ > O şi z: 4 o, atunci coreepunsltor 

oriclru1 1 E J(lt) 4etal'llinat contor■ regulei, 

Î • 11in, J 1 1 l E J(k), z~"l > O} 
z31 l •. u 

B(.it+l)• (B(k) \ {P1j) lJ I P,1} este o bui ad.111.eibill şi soluţia de baza 

asociatl r~preaintl o soluţia i■bunlt~ţitl a problemei, adicl, 

Da■on11trat;ie1 

Datoritl le■ai, B(k+l) este o bazl. Vom dovedi ci aete ad-
~+l ..n k+l 11 .., miaibill, Pia x-- E 1c cu xf • o, "" € 11(k+l), soluţie a sistemului 

.lx • b, Atunoi, 

(Bflt),B(k)) 
( 

k+l) XJ(k) • b 

Jt+l 
XJ(Jt) 
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• t1 1 deoareoe b • B(k)xJ(k)' reaultl, 

( ) k+l k+l k 
B k xJ(k) + XJ PJ • B(k)xJ(k) 

de unde, tn■ulţind cu B(k)-1, 

Co■ponenta 1 a acestei egalitlţi t■plicl: 

X
k+l xf 
J • T 

.Ji '• <,! 

iar, pentru e E J.(k) ' li} • deduce■, 
lt 

k+l k ~ k (1.J.6.) xl • xt - T •3~ 
•,11 

Datorita alegerii lui i ae observi ol xk+l), O ti deci 

x••l ( X iar B(k+l) este o baail adaiaibU&. 

ID aftqit, 

deoi, 

t1 deoarece {+l ~ O, d~ > O, conclude■ ol t(Jt+l t(-,Î') . 

Oorolar. (i) ln ipotezele teoru..t, f(~• 1) • f(ak) daci 
lt+l ~ 

şi nu■ai daci :rJ • o, sau., echivalent, Zi' • o. 
(ii) Daci xk este soluţie optid.. ş1 exiatl J. ~ ?(lt) ou 

k k . kl. . 
dJ • o ,1 zJ. ~ o, atunci soluţia x + aaociatl orio•rei baae B(k+l) • 

(B(II:) \ l P1\}VIP,1\ und.-e 1 E J(lt) ş.i ~1>0 este de. aaemenenea optimii. 

(111) l>a-el' x: • O fi j ~ 1(k) a&tfel oa •~1 ; o, atunci 

B(k+l) de mai sus est• baal adaiaibill a probi~aet. 
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Observatii1 1) Un calcul asemănător cu cel din demonstra

ţia t eoremei conduce la for111ulele de calcul ale componentelor lui 

zk+l şi dk♦ l direct din mărimile similare ataşate ba~ei B(k): 
k k 

Zk♦ l •si zlt+l • z.lc zsi k .f ( ) I j ( I . 3.8.) sJ •-ic-, st sf - ~ Zjf , f J k \11 ,s•l,.-,n 
ZJi ZJi. 

2) Mecanismul îmbunltăţirii soluţiei, reglementat de teo

r ema 1.3.3. se sprijini, în esenţa, pe. alegerea vectorilor Pi şi PJ , 

satis!ăcînd proprietlţile din enunţ. Se constata oă restricţiile im

puse lasl totuşi o anumita libertate. Experienţa dovedeşte ca, adesea, 

alegerea vectorului Pj' conform regulei: 

asigură o convergenţi mai rapida a algoritmului. 

O altă reguli posibila, care prezintă avantajul eliminării 

oricărei ambiguităţi poate fii 

j -lmin. { f, E: J'(k) I d~> 0} 

In ceea ce priveşte alegerea lui Pi' cazul în care regula 

(1 . 3.3.) se dovedeşte ambiguă, poate produce, cel puţin teoretic, di

ficultăţi. Această situaţie va fi analizata în secţiunea 3.5. 

Descrierea sintetica a algorit■ului simplex este prezen-
l"ll 

t ata în organigramele din schemele l şi 2 în cele doua versiuni fo-

l osite curent - algoritmul simplex "uzual" şi algoritmul simplex "re

vi zuit". Diferenţa dintre oele două versiuni nu este seamificativa re

f eri ndu-se numai la ordonarea calculelor. Algoritmul si■plex revizuit 

necoaitA un volum de calcul mai ■io şi este preferabil în cazul utili

zdri i calculatoarelor. 
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, corespunzător bazei B(k) se 
ci tase I J(k) ,:Y(lt) ,a(l)C), 

~ k • B(k)-l S(k),x~ k •B(k)-lb. 

se determinA i E J(k) 

xf 4 
:"ic"' min T 
11Ji 8 Je 

J(k+l)•(J(k_) \li)) V l J~ 
B(k+l)•(B(k) ,!Pi))v~ } 

k+l , ae calcu1ea;A I xJ(k+l) 

7~+1 k+l 
-J(k+l) şi d1(k+l) 

problema are
D--=.-l optia infinit 

cu formulele, (1.3.5.)
(I.3.9.) 

Schema l.1 Algoritmul SIMPLEX 
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cu ra spu.nzător bazei B(k) 88 
citesc: J(k), J(k), S(k). 

k ( )-1 88 c~lculează: xJ(k) sB k b, 

T ( )-1 CJ(k)B k 

.>--D_A_--i xk•t~(k~ 

solut18 opti11!1. 

se alege j~ .î(k) cu dj;, O 

S8 calculează zi=B(k)-1 Pj 

se calculea?.!I. -{
zje 

pentru {1:J(k) 1 z\>o 

se determin!!. i E J(k) 
xk xk 

i I 
7c • min • .. T 
z i zjf 

Schema nr. 2 Algoritmul simplox revizuit 

STOP 
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Detalii calculatorii, 

Iteratele succesive ale algoritmului simplex comportă o 

1trit de calcule legate de inversarea matricelor asociate bazelor ad

■i11bile şi de schi■barea cool'l\p~atelor vectorilor x şi Pj• 

Formulele (I,3,5,), (I,3,6,), (I,3,8,), (I,3,9,), (bazate, 

ln esenţl, pe metoda eliminArii co■plete Gauss-Jordan) pot fi utili~ate 

tn acest scop, ale prezentînd avantajul exploatllrii particularităţilor 

construcţiei bazelor admisibile (fiecare noull bazA diferll de precedenta 

printr-un singur element), 8-a remarcat faptul el pentru majoritatea 

problemelor progra■lrii liniare derivate din fenomene practice, matri

cea A are multe elemente nule. Pe parcursul transformllrilor succesive 

cauzate de aplicarea algoritmului acest caracter se pierde, matricea 

11 u■plîndu-se" treptat. Din acest motiv se preferll calculul direct, por

nind de la coeficienţii iniţiali, ai inversei B(k)-1 , la fiecare etapA 

a algorit■ului. Prin a~easta se eliminll, în bunll mAsurll şi acumularea 

erorilor de rotunjire-. 

3.3. Determinarea unei soluţii de bazll iniţial! (Tehnica 

bazei artificiale). 

Utilizarea algoritmului simplex pentru rezolvarea proble

aei programllrii liniare este condiţionatll de cunoaşterea unei baze ad

■isibile oare sll constituie punctul de plecare al întregului proces 

1o alou1a or1u. ,a â a p esupuae 

teaului de restricţii şi fllrl utilizarea unor alte scheme de calcul de

o1t cele ale algoritmului simplex însuşi, se poate satisface şi acest 

deziderat. 

lie problema (LS) asupra cllreia nu facem nici o altll ipo

teza restrictivi, decît bţo (as pot înmulţi cu .-1 ecuaţiile care ii 

contravin). 

81 presupunem el printre coloanele matricei A se gllsesc 

r dintre cei n vectori unitari ai spaţiului a•. BllrA a restrînge gene-
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1 relitetea adm.ite~ ca Fi• e, i•l, ••• ,r. 

Fie problema de programare liniari aaociatls 

(LSA) 

undei 

şi 

In mod curent, noile variabile x• şi vectorii unitari cores

punz!ltori aaociaţi lor s.înt denu■iţi variabile artificiale, reepectiv, 

vectori artificiali. 

Propozitia I.3.5. Bangul matricei I este•• 

Propozitia I.3.6. Probleme (LSA) admite soluţii optime. 

Demonstraţie a 

X1'~, deoarece i • {x \cu xi•b1 ,i•l, ••• ,r;xi•C,i•r+l,,,.,n; 

x:•b1 ,i•r+l, ••• ,n constituie o sol~;Le posibili a problemei (LSA). 

Ia plus? este m!lrginitl superior (de o) pe 

Fie V valoarea optimului in problema (LSA). 

at•moi 

Propozitie I. 3. Z• Daci 

X 1' f6 şi , x4i X (x E ext. X ) 
luţie optimA (soluţie optimA de bazl) 
Demonstraţiei 

V<O, atunci X •f6. DacA. ~ •O, 

dacA. şi numai dacA. i-(~) este so

a problemei (LSA). 

Olar, x € X daci şi numai daci i • (:)~.x. Pe de alt\ , 

po.rte o soluţie posibili de aoeastl torml a problemei (LSĂ) nu ponte 

fi deoit optid. Ou observaţia ci, pentru doul •oluţii corespondente 

x şi i • ( :; vectorii asociaţi componentelor nenule aint aceiaşi, se 

completeazl demonstraţia. 

Hie acum, in ipoteza \? 1
• ·o, i • (:) o soluţie optimi 

de bazA a problemei (LSA) şi! baza asociat&. Motl111 
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J1 • i l, ••• ,nJ \ Jl'J2 • {r+l, •• ,mJ \ J 2 

ZJ • !~1 Pj• YJ • D-1 
ej 

Preaupunind J 2 • iJ1 , ••• ,J
8

} , O (a~ ■-r, oonsiderAm 

proble■a redusl, obţinutl ~in (L81) prin eliminarea variabilelor arti

ficiale neba•ice, 

· J1 Js 
unde -AJ • (A,e , ••• ,e ). 

Propositia I.,.6. Valoarea optimi. a problemei (LSj~) 

este o, orice aoluţie optimi. fiind de forma iJ -(~).xax.X(x ~ ext • .X) 

daci. oi numai dac& iJ • ( 
0

) este soluţie optimi ( soluţie opti11A de 

basl) a problemei"(~)• 

DHonstraţie1 

Identici cu cea a proposiţiei anterioare. 

Propositia I.}.9. Daci. existA 1 E J 2 astfel incit 

•kJ, • O, .lt Ci J V J.1 , atunci ecuaţia de ' rang 1 a sistemului .lx•b este 

o co■binaţie liniar& a celorlalte. 

Dnonatraţie1 

Oonfon ipotezei, 

Daci Ai deseaneazl. aub.-matricea ·•x(n+s-1) a lui AD ob

ţinutl prin eliminarea coloanei formata de vectorul artificial e1 , e

galitatea precedentl. aratl cA fiecare coloanA a lui Ai se exprimi. ca 
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o combinaţie liniari a oelor ■-1 coloane P J, J e J 1 ,1 eJ, J E J 2 'I_ i ţ 
deci rang.~1 , ■-1 1 adiai liniile lui Ai alnt liniar dependente. Daci 

(A!. este linia de rang k a lui Ai, reaultl existenţa constantelor 
• 2 

«k 1 k•l, ••• , ■, ~ «t; o, aatrel 1no1t1 

(1 .,.10.) 

Se obaenl. ol cl(i ; o. Deoarece, 1n oaa contrar, (I.3.10) 

ar i■plica1 

sau, ech1Yalent, deoarece coloana eli■inatl din I este vectorul unitar 

e1 , 

~ o( klk. •O C1t. este linia k a lui AJ) 
k•l 
lt,tl 

or . , deoarece rangul lui , 1 este ■ , ulti■a egalitate 

implici «t•O, k•l, ••• , ■, ÎJl contradicţie cu preaupunerea iniţiali. 

de unde Qit 

(1.,.11.) 

(1. ,.12.) 

Se poate, deci, i■plrţi 'egalitatea (1.3.10.) cu e(i1 

1 ~ ~k ~-'1. - k•l -~ 
kJi 

■ o{ k 
'1 .• z=-- -'k. k•l li( 1 

k,'i 

Deoarece siate■ul Ax•b este co■patibil, 

m c:(k 
bi• ~ -7 bk 

F-1 i 
k,'i 

.r 

Relaţiile (l.}.10.) ,1 (l.}.11.) deaonatreasl propoziţia. 

Propozitia I.3.10. Daci li este o bazl opti.■all a proble

mei (LSA) ,1 J 2~j1, atwioi wia din urlllAtoarele doul alternat1Te are loc, 
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De■onetraţie-1 

1! exiatl 1 E J 2 aatt•l ca •a1•o, k e J 1 v J1 

2! exiaH 1,6J2 , .1·€ ?1 aattel ca 1'.(I \{e1.}J tJ {p,1 ţ 

Ta- fi: bull': opti■all . pentru (~). 

•1e i,J • (:) eol11ţla opti■a a problnel (LBAJ), asoci a tll 

basel I. Deoarece coeficienţii funcţiei obiectiY sînt, 

rHul.ta, 

Una din \lrll&toarele doul& afiraaţii este adeYArat&1 

(1-) ! .- O 

(11) e.xlatl ,1 E J1 ou !.1 < O. 

In lpote~&.- (1), rHult&.~ pentl'II fiecare. .1 ~ J 1 u?1 , 

L •.,, . a:., . o 
t, J2 

De &101, aau 1° ae oontlrml, sau exista ,1 c. 11 şi 1" J2 
aatfel ca_ a31,ro. De aae■•ea, (11) i■plic!t exl-■tenţa unul •.11 nenul . In 

aceet a• oorol.a.rul ( i al t eor„e1 _. I. • • coD4uce l alternati. va 

2° (~eoareoe Zi -O). 

In conclusie reau■I■ ■etodologia obţinerii unei sol u;ii 

de baal iniţial&, regle■entatl de precedentele proposlţl11 

a) Se rHol~ proble■a aaoc1atl (LSA), 11t1l1dnd algo

rit■ul si■plex., avlnd -drept baal ad■isibill iniţial&, basa canonica 

foraatll din eYentualii vectori unitari existenţi printre coloanele lui 

A şi din vectorii artiti~iali adlugaţi. Dac& V• O se obţine o solu

ţie optid de bui, de tor■a . ~ • {: J a problnei (LSA), în care x 

este o soluţie de baal a proble■ei (LS). Daci Y<O, (LS) nu are so-
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luţU. 

b) ln primul caz nu este, totdeauna, clar4 componenţa bazei 

asociate soluţiei x. Neexiatînd nici o informaţie prealabili asupra 

rangului ■atricei A, în cazul în care baza opti■al4 a problemei (LSA) 

conţine 91 vectori artificiali, nu se poate decide, direct, dac4 

rangul lui A este egal sau interior lui•• Propoziţiile 1.3.a.,1.,.10 

turniseasl un inatru■ent nece ■ar pentru eliminarea complet! a tuturor 

vectorilor artificiali, precua ti a tuturor restricţiilor redundante 

(vezi acbe■a nr. 4). ln final ae obţine basa admisibili cllutatl. ·, ,. , 

3.4. Rezolvarea proble■ei progra■lrii liniare utilisî-nd 

algorit■ul ai■plax (Metoda celor doul tase) 

ln prealabil •• aduce proble■a în forma standard cu b ~ o. 
!!!.!...!• Se axploraaal oo■patibilitatea ■iatat1Ului da res

tricţii resolvînd proble■a aaociatl (LSA). Paza 1 se încheie tn alter

nativa X•~ sau prin obţinerea unei ba•• admisibile (ti a unei ■o

luţii de baal) a ·proble■ei (LS). 

Paza 11. In cuul X.~~. ae rezolva (LS) utilizin4 al

gorit■ul ai■plax cu baaa admisibili iniţiali produs& tn tasa 1. 

Algoritmul stirva,te prin obţinerea unei soluţii optime de 

baz4 a problemei, sau prin recunoaşterea intini~udinii opti■ului. 

• Succesiunea tuturor -etapelor resolvlrii probla■ei aste 

sintetiaatl în schema nr. 3. 

3,5. Oonverganţa algoritmului aimplex (Tehnica perturb&rii 

a lui Obarnes). 

Teorema I.3,4. Pia problema (LS) cu X;~. Daci iteratele 

succesiva ale algoritmului aimplax produc soluţii de bazA nedegene

rate, atunci algoritmul conduce, dup4 un nu■lr finit de paşi, la o 

soluţie optimi sau la recunoaşterea in!initudinii optimului, 
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se citesc dateleaA b 

lse inspectează coloanele lui l 
L!_e inîndu-so vectorii unitari. 

s·e adaugă vectorii artitic1.ali 
pentru întregirea bazei canoni-
ce i variabilele art !ici 

88 
ai lui I şi se citesc1 
Jv• ilndicii vectorilor din Al 
Ja• {indicii vectorilor artifi-
ciali 

se c tase coe!lcienţU funcţiei 
oblecti va { o dacă i € J 

C • • V 
i -1,dacll iE J 

pentru 

al se citeşte baza 
corespunzAtoare 

?>-...&::.'---~soluţiei opti■• 
B(k) 

STOP 

se II ni. vec
torii artifici
ali din ba'BI 
conlor■ instruc
ţiunilor EVA. 
{ sohe■a 4). 

sit 1nlllturll 
toţi vecto
rii artiti-
iali. 

pentru faza 
II se citesc 
c,B(k

0
), 

XJ(k ). 

concluzii posibile, 
"optim infinit" sau 
"se citeşte soluţia 

Schema 31 Rezolvarea problemei (L3) cu 
doull faze). 

o timia 
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se înlllturl 
vectorii ar
ti!icia,!1 
.J ,J, J • 

J1•J1 vl J\ 
J2•J2 ,{1} 

--

DA ae inJlturl linia 
">_;;;+------11 din I ,1 vector 

ru.l artificiale 

Schema 4. Inatru.cţiuni pentru eliminarea Teotorilor 
artificiali -din baaa opti■I a fazei I- EV.1. 
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Demonstra~ie1 

ext. X l 2 k este finit&. Fie x ,x , ... ,x , .. soluţijle de bazl. 

asociate etapelor suocesive ale algoritmului. ln ipote ze~e teoremei 

f(xk) < !(xk+l), k•l,2, ••• (corolarul teoremei 1.3.3.) deci, aceste 

soluţii sînt distincte. De aici concluzia teoremei. 

Tehnica perturb~rii, ex~usl. tn continuare, are drept co

rolar o reguli suplimentară care asiguri convergenţa algoritmului 

simplex (tn sensul teoremei) inditerent de natura soluţiilor de bazl 

care pot apare pe parcursul său. 

Fie B(O) ~ {Pj
1

, ••• ,PJm~ o baza ad■isibilA a problemei 

(LS) (rang.A•m) şi fie, pentru t.> 0 1 problema, 

(LS) 

unde b( E) 

T sup.c x 
xtXt 

n 
•b+-:C 

r •l 

Propozitia 1.3.11. Extsta E
0 

> O, astfel tnott, oricare 

ar fi f'-(0, . t:. 
0

) , B(O) este bazl. ad■isibila a problemei (L4), so

luţia asociatA fiind nedegenerat&. Dacl. 1 tn plus, B(O) este optimali 

pentru (LS), la fel va fi şi pentru1 (L8 1 ), 

Demonstraţiei 

Fără a rastringe generalitatea, putem presupune ol B(O)• 

• {p~••••,P•\ • Fie x0 soluţia proble■ei (LS) asociata bazei B(O) şi 

x0
( l.) eoluţia sistemului .\x•b( E.. ) pentru care ➔(O)( E. ) • O. Atunoil 

şi, pentru fiecare 1 & J(O), 

n o, e ) xoi + ,: i + > xi oe:., • c.. 
r•lll+l 

Daci. /ui • min. z~1 ~ O, atunci, evid<Jnt, x~( !. ) > O. 
r, J'(O) 
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Dacii /\ < O şi E, 1/2, pute~ serie i 

x~(E )>X~+ c. 1+2 t ll+l /'41 ~ X~+ E:m(1+2E,1'41) 

şi, alegtnd l ~ - ~ . , rezult11 x~( E ) > O. 

ln concluzia, luînd 

Ta rezulta x~(O) ( E) > o, oricare ar fi (~(O, f. 
0
). 

Ultima afirmaţie a propoaiţiei razu.ltl din !aptul ci pro

bleaela (LS) şi (LS, ) au · comuni coeficienţii Tari abilelor din funcţia 

obiectiv ti din sistemul da restricţii, aingurila valori care intarrtn 

in testarea optimalit!lţii. 

Propozitia 1.,.12. Daci B este bazl admisibili (opti■all) 

a probleaelor (LS f) pentru orice ·E '° (O, l ), ( l > O) şi x( E.) este 

soluţia de ba&I asociata, atunci Basta baal adaiaibill (opti■all) a 

probla■ei (LS), iar x•x(O) aste aoluţia asociat&. 

Demonstraţiei 

Daoaroca 11aabrul drept al acestei inagalitlţi asta nega

tiT, raaultll, pi ntru e _o,xJ(O) • B-1b ~ o, ceea oa doTadaşta cil B 

asta bazl admisibil& a problaaai (LS) iar x•x(O) aste soluţia da ba&I 

asociat&. 

ln cazul opti■alit&ţii argumentele sînt aceleaşi ca în 

demonstraţia precadantl1. 

Propozitia l.}.13. Dacii B aste bazll admisibili a proble

melor (LS) pentru orice l E: (O, l: ), ( l > O) şi · existl1 J ja? pentru 

care dj > O şi Zj ~ O atunci (LS E) şi (W) au optl11ul infinit. 

Demonstraţiei 

Rezultă din precedenta şi din teorema 1.,.}. 
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Propozitia r.,.14. lie B(k} bazll adaiaibill a probleme-

lor (LS E ) pentru ! c (O, E. k), ( E k ·> O) cu proprietatea el aolUţia 

asociatll xk( E. ) este nedegenerat!l şi tie .1 ~ J(k) astfel incit d1 > O 

şi Z~ ~ o. Atunci exista O < € ~+l ~ E k 9i un unic i E J(k) satist!J.cînd 

(1.3.3.} astfel încit B(k+l)• {B(k} \fpij)uil',11 ·constituie o bazl ad

misibiUl imbunlt!l.ţitll a problemelor (LS E) iar soluţia aaociatl este 

nedegeneratl. 

Demonstraţi ea 

Presupunem B(O) • iP1 , ••• ,P.1 • lie ~,xk (e) soluţiile 
problei,ielor (LS}, .(LSE) asociate lui B(k). Oonatrui■ HCTenţa de mul

ţimi nevidei 

contor■ regulei de recurenţii.a 

•~t > O j , t•l, ••• , a 

s fiind primul rang pentru care I J 8 (k) I • 1. (pentru unitor■i tatea 

scrierii notl.■ •!1 • x~, i € J(k)). 

Intr-adevar, regula (1.,.1,) conduce intr-un num!l.r de 

s < n paşi la o mulţime toraatl dintr-un singur element. In caa contrar, 

aaoa I J~(k) I ➔ a, 11„2,. ,n , Q' ~.. ta proporţionalitatea a doul 

(aau ■ai multe) linii ale lui A, in contradicţie cu ipote■a rang.A••• 

lie deci, i € J(k) ast!el ca J 8 (k) •li} 

Pentru orice . '- E J(k) , i i} exiatl t < a astfel ca 

j E Jt(k}' Jt+l(k) şi atuncia 

unde 
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6t _ t ~, daoa /'t ~ o 

. f 
■in. {1/21 - -J, 

2/r 

rezul tl cil, pentru O < €. , 6t 

•• obserTtl ci, pentru orice 

~{~) x~i e) 
~ < 
SJi BJf 

1 f EJ{k), { i} 

/t> o 

De aici şi din teore■a 1.3.3. reaultll concluziile dorite. 

Teore■a 1.3.5. Presupune■ rang.~••• Pie B{O) o baza ad

■isibilA a problemei (La). Exist& l ;;, O aattel tncit pentru orice 

t. E {o, l ) algori t■ul ai■plex este ~onvergent pentru proble■ele (La E ) • 

Dacii x( t. ) eete soluţia opti■I a proble■ei (La E ) atunci x•x(O) este 

soluţie opti■& a problemei (L8)1 daci (L8E) are opti■ infinit, atunci 

(LS) va avea aceeaşi proprietate. 

Observatie, Toate rezultatele acestei secţiuni au toet 

legate de construcţia unei probleae "perturbate" pentru care ee poate 

garanta coDvergenţa algorit■ului. Dar, toate bazele adllaibile ale pro

blemelor perturbate sint şi baae ad■iaibile ale proble■ei originarei 

rezultA de aici cil reaolvarea directa a proble■ei iniţiale ou algorit

mul si■plex va fi un proces finit dac& ae respeotl condiţiile eviden

ţiate. In esenţll, aceste condiţii ae concretiaeasl intr-o regula, ex

trasa din demonstraţia propoziţiei I.}.14. pe care o dl■ in scbe■a 

nr. 5. 
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>---=D=A- ..,.•• citeşte-------~ 
U J'(k) 

se reindexeasA vectorii Pj ast!el 
ca B(O) • lPl'••••P•) 

Schema nr.5 1 Uodifioarea algoritmului aimplex ou regula supli
mentar~ pentru aaiguraren convergenţei 

8 
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ţ.6. Dualitatea ln progra■area liDiarA 

Det111it19. Se 11u■e9te duala proble■ei de progra■are li

niar& (LG) proble■a de progra■are l1Diarl1 

(LGD) 

(LG). 

Deaonatraţie, 

Propozitla I.ţ.l). Duala proble■ei (I.GD) eete proble■a 

Se retranscrie pro.ble■a (LGD) oa o probleal. de aaxia , 

scriind apoi duala sa contor■ definiţiei. Se obţine (LO) dacll se in

mult;eac cu -1 restricţiile ti ae acbi■bl semnul variabilelor. 

'rinînd s.ea■a de acest rezultat ae obaervl ci prin re

gula de construcţie cQnţinutl în definiţia dualitlţii, proble■ele de 

programare liniarA se asociaal în perechi - numite cupluri duale. 

In terminologia curent&, într-un cuplu de probleme du

ale una este denumit& probl.e■a pri■all, iar cealaltll, proble■a duall, 

rolurile put;îndu-se inversa. 

Oonsiderind, pe rind, una dintre proble■e enunţat& în 

forma canonica, respectiv, standard, prezent&■ doua cupluri de pro

bl eme dual11. 

Cuplu simetric de probleme dualei 

sup. { t(x)•cTxJ 
xcX 

1nr. {_g(v)•bTvţ 
V( l'° 
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(LS) 

(LD) 

50 

Cuplu nesimetric de probleme dualei 

sup. {r(x) • cTxj , X •{x e B°I x~O,.A.x•bJ 
XE)( 

int. {g(v)-bTvj . '\J - 'V E B.,, A.TV~ o j 
vfV 

Propoziţia I.}.16. Fie cuplul dual (LB)-(LD), Daci 

x EX şi H V- atunci t(x) ~ g(v). 

Demonstraţie 1 

Inmulţind cu x ~ O inegalitatea .A.Tv ~ c se obţine 

xT.A.Tv ~ xTc. Dar, deoarece xEX , Ax•b sau, xT.A.T-bT 91 atunci, din 

·•. inegalitatea precedentll rezultll g(v) ~ t(x), 

Propozitia I,3.17. fie cuplul dual (LS)-(LD), Dacll 

i E: X şi T EV-- au proprietatea t(i)-g(v), atunci i şi v sint solu

ţii optime. 

DcJmonstraţ1a 1 

Sll presupunem, prin absurd, cil i I (J • .A.tunciaislâ HX 
astfel ca t(x) > t(i)•g(v), in contradicţie cu proposiţia preoedentll. 

Urmlltoarele doull teoreme fundamentale, pe care le vom 

demonstra pentru cuplul nesimetric de probleme duale, sint valabile 

pentru orice cuplu dual. 

Teorema I.3.6, (Teorema tundamentalll a dualitllţii). 

Pentru un cuplu de probleme duale are loc una şi numai una din Ul'llll

toarele situaţii, 

1. ambele probleme admit soluţii opti■e şi valorile lor 

optime coinoid, 

2, nici una dintre probleme nu are soluţii posibile 

3, una dintre probleme are optim infinit, iar cealaltll 

nu admite soluţii posibile, 

Demonstraţiei 

Separat, fiecare problemll a cuplului dual (LS)-(LD) 

poate satisface una din cele trei alternative:admite soluţie optimll, 
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are optim infinit, nu are soluţii posibile. RAm!ne el arAtl■ cA dint r 

t oate cazurile virtual poai bi le care 1·ezul tA de ai ci I relati Y la oup.1 · 

numai oele specificate !n teore■A nu aint oonţradictorii. 

Oonfor■ teore■ei 1.2.9. proble■a (LS) admite o soluţie 

optima x daci şi numai daci existA Y € Bm ·astfel tnoît condiţiile 

Kuhn-Tucker1 

(1) X> 0 

(111) xT(o-ATv) • O 

sA fie satistlcute. 

(11) c-ATY 'O 

(iY) Ax•b 

Este uşor de romarcat ci datorită relaţiei (iv), egali

tatea (111) devine cTx•bTv. Or , , in acest caz, ţinînd seama de propo

ziţie 1.3.17. concl udem cA x este soluţie optimi a problemei (LS) daci 

şi numai daci existl o soluţie optimi va problemei (LD). Ou alte cu

vinte, daci una din oele doua probleme admite soluţii optime, acsla~i 

lucru ss poate afirma şi despre cea de a doua. De aici rszultl ci ipo

tezele, "una dintre probleme admite soluţii optime şi cealaltl are 

optim infinit", "una dintre probleme admite soluţii optime şi cealaltA 

nu are soluţii" sînt false . 

SA presupunem, acum, dl sup. t(x) • Oo • Atunci propo
. . x~.:X: 

ziţia I.}.16. dovedeşte cA "\Y' • ~- O conclude similari se degaja in 

cazul inf. g(v)• -a.o Se exclade, deci, şi alternativa, "ambele pro- .· 
VEV 

blama au optim infinit". Ou aceasta teorema a fost demonstrata. 

Teorema r..3.7. (Teorema ecarturilor co■pl:ementare). 

Fia x şi v soluţii posibile ale cuplului dual. Atunci x şi Y sînt 

soluţii opti■e daci şi numai daci, ccrespunzAtor fieclrei componen•• 

nenule xi (v.-,) a uneia din ele, restricţia de rang. i (j) a problemei 

duale este satisflcuta cu egalitate ae cAtre cealaltl soluţie şi, 

pentru fiecare restric~ie de rang j(i) satisfAcută cu inegalitate 

stricta de soluţia x(v), componenta vj · (xi) a soluţ iei duale este nula. 
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Demonstraţie 1 

In cazul cuplului 1 (LS)-(LD) condiţia din enunţul teore

mei se scrie, 

Atunci de■onstraţia teore■ei reault& din ,aor•• 1.2.9. 

Corolar. Pentru cuplul dual ai■etric. (L01)-(L02), xiX, 
v EV sînt soluţii optiae daci ,1 nu■ai dac& 1 

T T x (c-A v) • O 

3.7. ilgorit■ul si■plex dual. 

Presupune■ o& rangul ■atrioei A este•• •1e 'B o bui a 

problemei (LS). Pistra■ toate notaţiile introduse anterior. 

De!iaj.tie B se Du■9'te basl dual-ad■iaibill a proble■ei 

(LS) daci, 

,x Ea•. asociat baaei B prin 

se nu■eşte eoluţie dual-posibili a problemei (LS). 

Observaţiei o soluţie dual-posibili nu eate, neapllrat. so

luţie posibili a problemei _(LS) deoarece condiţia x ~O nu a !ost i■pu

~• Ll dolLd.ti• prooedan*• • 

Propoziţia I.3.18. B este _baal dual-ad■isibil& • probleaei 

(LS) daci şi nu■d. daci v • (B-l)TcJ eate soluţie posibili a proble■ei 
duale (.LD). 

Propoaitia 1,3.19. Daci B este baal opti■all a proble■ei 

(LS) atunci v • (B-l)ToJ este soluţie opti■& a dualei {LD) şi VE ezt.lr 

De■onstraţie 1 

Fie x soluţia optim& asociata lui B. 
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,1 atunci, prima afirmaţie rezultA din propoziţiile 1.3.17.,1.3.18. 
'r Deoarece dJ • o, rezultA ol PJv • oj şi ou■ IJI ••şi 

Pj• J E J sint liniar independenţi, conclude■ el v ~ ext.V'. 

1'ie acum B(k) o bull dual-admiaibiHl a problemei (,LS), 

xk soluţia dual-posibili asociata ,1 ,Î'- • (B(k)-l)TcJ(k) soluţia 

posibili a dualei, aaociatl bazei B(k), în sensul propoziţiei I,3,18. 

Teorema I,3,8, (Test de optimalitate). Daol xii:~ o, atunci 

xii: eate soluţie opti■l a proble■ei (LS). 

De■onatraţi e 1 

Evidenta. 
. k In cele ce urmaasl, ~ deaemneasl vectorul coloanl obţinut 

prin transpunerea liniei 1 a ■atricei B(k)-1 • 

Teorema 1.3.9. (Test pentru recunoaşterea incompatibilitl

ţii proble■ei). Daci existl 1 E J(k) astfel incit x~~ O şi •~1~o, 
J E :(k), atunci problema (LS) nu are soluţii posibile (X•~). 

Demonstraţie, 

• li: k Defini■ v E R , "' • .,- + e ~. Pentru fiecare J, 

T T k Tinînd. aeama de ipoteze, pentru orice 9ţ0,Y PJţcJ(k)Z,1 

T şi deoarece B(k) este bazl dual-admiaibill, resultl o& v PJ) oJ pan- , 

tru orice J € :(11:), sau, echivalent, ATY ~ c • 

.lst!el, pentru orice 9 ţ o, v-./-♦ e ~ eate soluţie posi

bil& a problemei duale (LD). 

Pe de altl parte, 

g(v) • bTv • bTvk + SbT~ • g(v1t) + 6xf 
Or , deoarece xf < O,g(v) poate li !Acut oricît de mic prin 

alegerea convenabili a lui e • Deci (LD) are optim infinit şi con

tor■ teoremei fundamentale a dualitlţ11, (La) nu are soluţii posibile. 
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Teorema I.},10, (Reguli pentru iabwiltAţirea soluţiei), 

Dactl. existA i E J(lt), astfel oa xt< O şi daci nu toţi •~i' l€ :Î(lt) 

sint nenegativi, atunci pentru J € J(k) satisftl.cind condiţia, 

B(lt+l) • (B(lt) \ { Pi~) V /PJj eat9 bazl dual-admisibil4 şi 

g(.,k+l)_ ~ g(,i'), (._.k+l • (B(lt+l)-l)°?cJ(lt+l)). 

Demonstraţie 1 

S4 presupune■ cil J(lt) • ll, ••• , ■ 1 ·. Deoarece z~1 ~ o, 
lama I.},l. garanteazl ci B(k+l) este o baz4 pentru (LS). Pentru a a

rlta c/l este dual-admisibili este suficient all verifici■ {propoziţia 

I.}.18.) ol ,)t+l este soluţie posibili a dualei. 

Putem. arllta 011 

Pentru verificarea validitlţii acestei relaţii se tace 

observaţia cil, prin înmulţire ou B(k+l)T1 se transcrie sub foraa1 

T Ir: S_~ T i oJ(lt+l) • B(k+l) ..,- + ~ B(lt+l) Qi 
. .Ji 

(I,}.17) 

Oomponentele membrului drept al acestei egalitlţi rezult a 

din calculul de mai jos, 
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aau, 

d&ol ( • i 

(I.:,.18.) 

Se poate aou■ conatata valabilitatea egalitlţii (I.:,.17.) 

şi deoi şi a llli (I.:,.16.). Tot de aici, datorita alegerii indicilor 

i şi ,1 reaultl 

Pf.,k+l ~ oe , l -1, ••• , ■ 

aau, echiYalent, ATJt+l ~ o, ceea ce dovedeşte el vk+l este soluţie 

a dualei (LD). 

(1.:,.19. ) 

In s!irşit, ultima parte a teoremei rea~lta aat!el 1 

dk 
g(."+l)•bTv-1'+ =i- bT~. 

•.11 

inegalitatea fiind iapl~cata de d~ ~ o, •~1 < o, ~ < o. 
Observatiea Senaul pa .care i l aoordla, in aceaatl teore,a, 

prooeaullli de i■bunltlţire a aoluţiei nu oonoorda ou cel atribllit de 

algorit■ul ai■plex. Intr-adevllr, i n algorit■ul ai■plex dual nu ae 'o

pereaal ou baze ad■iaibile şi deci• nici cu soluţii poaibile. Oonatluc

ţia din teored nu duoe la o . soluţie poaibill ■ai buni a probleaei 

(La) ci la o noul bui dual-adaisibill, Dar, d4carece soluţia posibi

li a problemei duale, ataşata aoeatei baze este mai burul (pentru 

(LD)), aceasta ii oonterll acelaşi caracter şi noii baae. 

In schema nr. 6 redia ordonarea calculelor i■plioate de 

algoritmul aimplex dual pentru rezolvarea proble~ei (La), Pwiotul de 

plecare 11 conati tuie o itoluţie dual-posibili şi baza asociat& ei. 
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•oluţie opti11A1 

Ji'-(;cc>) 
">---=D=A=----- Y11.loarea optiall 1 

ae alege i f,• J(k) ou xt < O 

(xk1 • ain x":f) 
fEJ k 

e 
ere inco11pat 

probl -(k 

dk 
se oalculeazl 1 + 

zfi 

pentru f EJ(k),~ <O 

J(k+l)•(J(k) \li)) V(jţ 

B(k+l)-(B(k) ,tP u f p l 

se calculeaal1 ~(~+l)' 

~~+1 k+l 
°7(k+l) ti dÎ(k+l) 

cu !ormulele1(1.3.5)
I. 

'---------...ik•k+l 

T k 
v •OJ(k)XJ(k) 

' i. 

!-:::::.:a"~~probl••• nu are 
aoluţii po•ibile 

Scbe■a nr. 6. Algoritmul siaplex dual 
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,.e. Determinuaa Wlei baze dual-admiaibila ini ţi ale 

a sa. A•ociea proble11a1 

e ◄ • ,li E R 
"! 1 l • j f. "! . ,. ! 

" O,je-J 

,., -(B O} Pţgpo&1tia 1.,.20. B 
O 1 

este nesingularl 91 ori-

care ar fix soluţie a ■iateaului Ax•b, ou~• o, i • (:J este so

luţie a ■istemului Ax•b. 
.... ,.... « c~ 11+1 Nottnd ou P1 , ••• ,Pn• rn+l Pn+l•e , cel da al a+l-laa 

vector unitar al spaţiului a11
•

1 ) coloanele lui i, din proposiţie re

sultll ol. B • f Pj1, ... ,P.1
11

' Pn+lJ Hte o bui. a problemei (I.Sy), 

Notăm ou J•J li { n+l ~ , Y •"1 mu.lţiaile indicilor buici şi 

nebasici oorespunzltori baaei B. 
Propoaitia I,,.21. Presupun•• oll B nu . e•te baall dual-ad•i

aib1l!1 a problemei (LS) ti !ie j '= "1 aatfel ca d,1•■ax, dit> O. J.tunoi 
1,1t(n 

B(O) • f P ◄ , ••• ,P. , Pj) conatitu.ie o bas& dual-adlliaibila a proble-
"l "m 

ae1 ~L5w) oricare al' :li li, 

De11onstraţie1 

B(O) eate bazl, Intr-ad.evlr, egalitatea, 

~ o<.Jk + <ti.1 • O i■plicl ",1•0 91 de aici, dato r iU. 

independenţei elementelor lu.i B, ~1c•O, k E j. 

Prin calcul rezllltl uşori 
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Atunci, 

inegalitatea datorindu-se modalit~ţii de alegere a lul dJ' 

Propoziţia 1,3,22, Daci :,( ,' fa atW1oi uhtl 11
0

~ O, 

astfel tnoit (Lay) al admitt soluţii posibile, orioare ar fi li~ 11
0

, 

Daci (1:)) admite o soluţie posibili, atunci pentru oria• li ~ 11
0

, 

(LBy) admite, de asemenea, aoluţii posibile. 

De11onatraţie1 

DacA x E X ~ atW1oi x• •11-

2:.:. XJ ,1 deci x • (X )€-X», 
JE "J Xa 

~ xJ ~ O pentru orice 
j E= "3 

Oorolar, Daci a . aste baal opti■all. probla■ai (L5M ), 
o 

atWlci aste baal opti■all pentru toate probla■ala (Lay) ou li ~110 , 

fropoaitia 1,3,23, 

ti■all a tuturor problnelor (Lay) 

:fie, pentru 11D 11
0 
~ o,i• bazl op-

~ ,,,, .. 
ou li~ 11

0
, Daol Pn+l € B 91 daoll 

(

x"(II)) ' ,J 
i~(II) • • , asta soluţia aaociatl, atunci x•• x•(11) asta soluţia 

z._(.11) 

opti■A a lui (.l.'3) (fiind, daci, indepeodantl de li). 

De11onstraţia1 

fie B
4 

• (PJ
1

, ... ,P.1•' P0 +1) . ltunoi a•. {P,1
1
,. •• ,P.1.i 

este o bazA a problemei (LS), Intr-ad~vlr, !ia ~k•k•l,,,,, ■ astfel ca, 

• ~ t<k PJk • O 

Pentru o( - - 2 -
■+l Jk €°3 

o( k' rezultA, 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



59 

Ori, aceaatl egalitab• i■plicl, datoritl independenţei 

~· vectorilor basei B 

llai departe, pute■ acri•• 

unde priA e1 /l ~ u notat vectorul din a• ou co■ponentele1 

Deoarece a• este ba~I. optiaall. 1 'ie (11) ~ O şi I de aici• 

Din identitatea x• (li) ae vede el x;.(11) • 

•B-1b, lll'• (11) • O. 

Deci x• • x • (li) eate soluţie posibili. a proble■ei (LS). 

Pe de altl. parte, deoarece a• este basl. dual-ad■isibill., 

De aici, opti■alitatea lui x • • 

Propoziţia 1.,.24. ln condiţiile proposiţiei precedente, 

daci. Pn+l ţi" atunci va avea loc una din urml.toarele doua alterna

tivei 

(1) (LS) are opti■ inUnit 

(11) erlstl 1 € J" aatfel oa 'ii"• • ( B"' \{ P1j) lJ i Pn+l} 

al. !ie basl. opti■all. pentru proble■ele (LSy) .11 ) 11
0

• 

Deaonstraţi • • 

Yie 1" • }pi , ••• ,Pi , P◄ } • •1.r& a restringe ge-
l "l "• "■+l 

neralitatea, pute■ admite ol PJ
1

, ••• ,PJ
11 

sint liniar independenţi şi 
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·un calcul ele■entar aratl oia 

unde, 

Dar, -deoarece i• eate bui opti■all., deoi adai,eibill, 

x• (li) ~ o I ori oare ar ti li > •o. Or .• 

(

lE + o< (B•)-lp (ej n.r >'lJ 
i3• (li) • _ ~ - ,1■+1 

- ~(e?nJ")'l(B*)-1b+ocM 

E■te evident, atunci, ol pentl'll oa x• (li)~ O, orioare 

ar ti li ~ 11
0 

este neceaar oa a<> o (altfel, ulti■a oo■ponentl ar ti 

negati-nl, pentru wi li autioient de ■are). Pe de alta parte, i„ este 

basA dual-ad■iaibill a probl•••lor (Lei.)• Deoi d .. , O. In particular, 

citind pe ultima oo■ponentl (a n+l-a), . aoeaatA egalitate vectoriali, re

•ultl.1 
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De aici douA posibilitAţi1 
-,. 

a) dn+l •O.Se poate efectua o iteratA aiaplex, ou piatra-

rea optimalitlţii, introducînd în baza pe Pn+l (oorola.rul (11) al te

oreaei I.}.}.) şi astfel se verifici alternativa (ii). 

b) d~+l<O, sau implicit, d: )I O 
"■+l 

Se remarci UQor ol x •(M), definit. prin1 

xj (li) • ij (li), j • l, ••• ,n 

este aoluţi• posibili a problemei (LS), oricare~ li M~ M
0

• To~oclatl, 

,1, daci li . ..,.=, f(x"' (11))-.o.:,, veri!ic1D4u-ae, astfel, alterna111Ya 

(1). 

,.9·. B.eaolYarea problemei (LS) ou algorit■ul ■iaple.x 

dual 

Presupune■ rang.A••• (veai aobe■a nr.?). 

~.10. Convergenţa algoritmului siaplex dual. (B.qula 

lexioograti°'1) 

ilgorU■ul ai■plex dual generead. Wl tir f B(lt)j 
k :01 1 •• 

de baae dual-adaiaibfle, de aşa manieri înctt funcţia obiectiv a dualei 

deacreşte pe şirul soluţiilor asociate. Relaţia (1.,.19.) i■pliol d••-
k . , 

crevterea stricta a lui g, dac& la fiecare pas k, dj < o. (J .tiiJMl in-

dicele noului vector baaic), ceea ce are ca efect tinitudinea algorit

■ului (bazele nu se repeta). 

Daci proprietatea de lll&i sus nu este verifioatA, poaibi-

UUv.21,&/!NJZ fa91J.J, 
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X• (
"J 

t,ltJ 

ae aeociazll pro
ble■a (Laa.)in 

bau B• B O 
o 

ae detenintl ;j (: "31 
d;j • ■ax. dlt 

lt f ;r 
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se rezolvi!. (LS) 
cu algoritmul 

,r-.....;..~..cu .... aimplex dual cu 
baza iniţialii 

x este aoluti• 
o ti■ll in Ia • 

TOP 

B O •B 

re11.1ltate l)OBi
bilea a)(LSJ nu 
are eoluţii. 
b)ae f&aeşte o 
solu e o tiall 

se rezolvi (LS..), cu algorit~ul aia
plex d11al 1 cu 1>aza iniţialii B(O) 

X 4 •X .. (li) este 
soluţie optiall 
a lui (LS) 

STOP 

PA 

(LS a,re optia 
ip.finit 

(LS) nu __ .,..~ are so-
l 11. 

STOP 

s.e e.tectueaaa o i
terat& p.entru int.rc>
ducerea lui Pn+l în 
baz.11. Fia :Ji•• .o.oua 

baz.4 ş.1 (" ... (li)) x•• (M).• 
x;' (JI) 

soluţia aso~iata 
x"' •x"'" (li) este so
luţia opti-'1 a lui ~S) 
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litatea ciclaJelor nu este eliminat4 şi deci, algoritmul poate s4 nu 

conveargl. 

Oa ti în cazul algoritmului si■plex primal, o ■oditi

car• a prooeeului calculatoriu (in cazul de taţi, a criteriului de in

trare ln baal) poate inlAtura co■piet acest impediment. 

Bie B(O) o baz4 dual-admisibilă (iniţială) a probleaei 

(LS) ,1 x0 soluţia dual-poaibilA asociata. 

Blrl a restringe generalitatea, putea presupunn 

J(O)• {1, •· •• ,a.} 
Asociem tirului de base dual-adaiaibile {B(k)J , 

construite succesiv, pe parcursul resolvlrii problemei, aisteaele de . 

. nctori 1 { xk, lll, t ~ J'(k)j ~ ir11-l defini te astfel 1 

· {cTxk, t•O 
(1.3.20) ~ • 

o ) 
~• t•l, ••• ,n 

(1.,.21.) (. € J'(k) 

Propoziţia I.3.25. Daci B(k+l)• (B(ll) \ {Pi})UlPJ}' 

. k 
xll+l • xk - ~ f1: 

.Ji 

J>eaonatraţie 1 

Rezulta i■ediat din (I.3.5.)-(1.3.9.).· 
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Definitie. Baza B(k) este dual-admisibil& în sens lexi

cografic (L-dual-ad■isibiU) daci f1 r / O, (E J(lt). (Simbolul>- de

eeaneaall relaţia de ordine ~.ai ■are, in sens lexicografic"). 

Prorov.i~ia I.3.26.) Dac& baza iniţial& B(O) este L

dual-ad■iaibil& şi dac&, în rezolvarea problemei (LS), regula (1.3.15.) 

a algoritmului ai■plex dual se inlo~uieşte cui 

sr l ..-.k l 1\lt J ~ ~(lt) are proprietatea1 ~ LJJ • L-ain, ~L.l 
Z
_gz _4 f 

- Ji - fi 

atunci tJ,_k > o, k•O, l, ••• , f.; J(k) şi xk)- :x,k+l, k•O, l ••• 

(L-■in. se cite9te "minimul în sens lexicografic"). 

Demonstraţiei 

Pri ■a afir■aţie se detaonatreazl prin inducţie, relativ 

la lt • 

aultl 

· Presupunînd ~J > o, f E J(k), deoarec• .,i < o, re

i■ediat din (I. 3. 24.) cil /J 1t+1,> o. 
i 

lt /\k+l \.. Apoi, dac& •u~ o, _ p r O, fiind suaa a doi vec-
k ,,. Ak+l Daci •ti '-- o, deoarece ~t • 

regula (I.}.25.) asigurfl. L-pozitivitatea 

lui /j~+l • 

Atunci, cea de a doua concluzie a propoziţiei rezulta 

direct din (I.3.22.) deoarec~ x~<O, z!,<o, L.\! >o. 
Teoreaa I.}.ll. De.cil baza iniţiali B(O) este L-dual

ad■isibill, atunci algoritmul si■plex dual mod.i!icat con!orc regulei 

(I. 3.25.) rnolvll probleaa (LS) într-un nu■ăr f~.nit de etape. 

Demonstraţiei 

Daci nu se verifică, pe parcurs, testul de inco■pati~ 

bilitate, atunci descreşterea strict'! (tn sens lexi-cogr~ic) a vecto

rilor xk, denota faptul cil ba.sale, succesiv construite, sint diferite. 
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Observatie, Necesitatea construcţiei aJutAtoare defi

nitl prin (I,3,20,), (I,3,21.) nu apare deoît pe plan teoretic. Practic, 

discuţia preced&ntl. are ca efect ■odificarea, 1n cadrul algorit■ului 

ai■plex dual, a c~iteriului de intrare în baaA, confor■ ache■ei nr. 8 

(regula lexicograficA,de deterainare a noului y,ector bazic). 

Oogstructia unei baze initiale L-dual-,41i,aibilf • 
(I) Yie B(O} basl dual-adlliaibill a proble■ei (LS) 

astfel 1nc1t {J Ei J(O) I Llj {o} ~ 13 (vectorii dJ a!Jlt toţi nenuli). 

Ur■ind construcţia din I }.8. consideri.li proble■a (Laaa)• 

Dllpl reindexarea variabilelor, aatfel 1no1t x
0
•xa ti 

x1 , ••• ,X. 84 fie variabilele bazice corespunzltoare lui B(O), •• poate 

constata oA B(O) • { P
0
,P1 , ••• ,i>.f constituie o baal. L-dual-ad■isibill 

a proble■ei (Law)• Intr-adevlr, pentru fE. :f(O), ~r~ B0 +2 este de

finit prin, 

,1 deci, lj ; }o. 

o -ie , toO 

1, t-4 

i~t• t E J(O) 

-1 , t• f 

O, tE:f(o),{ei 

· (II) SA presupunea acu■ oA B(O)• {P1 , ••• ,P.ţ este -o 

bazA a problemei (LB) oare nu este dual-admisibili. Asocia■ problema 

(1.a.)• Conform propoziţiei I.3,21,, B(O)• {Pl'" '•ti•P,1} (J t: J(O) 

pentru oare dj • max, d~ > O) constituie o bazA dual-admiaibilA a 
m+l~k~n 

problemei (I.Sy) , Daci B(O) nu este L-dual-admisibi lA, at.unci, printr-o 

succesiune de transformlri simplex, se poate obţine o alt& baza ou pro

prietatea dorita. Procedura este datl în discuţia ce lll'■eazl. 

Fie 80 •{.1€ l'(o)\ l'.1J-(oJ (evident, JJ
0
-o). 

Se determinll t 1 •min { t ) erlstl I, 6
0

; ~~
1
-o, 

'}î o l 
'l'<t,Lltt<OJ 
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8obe11a nr;aa Regula lexioogratiol pentru 11odifioarea al
goritmului ai11plex dual. 
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lntr-adevlr, egalit-lţile (1., .. 22.)-(1.,.24.) devin ln 

acest cui 
o 

~l ...,o 1 - o 
.. •X - fi~ 

l - "t 
,I 

,.,o .-,o 
şi oua /j J t• O, t -: 11 , iar t'.1 J t < o, ooncluaiile stnt evidente. 

l l l 

Daci B(l) nu este L-dual-ad11iaibill, atUDoi, pentru, 

ş 1 se h.ce schimbarea de D&d 1 

oorespUD&!tor o&reia IlUlll.rul vectorilor L-po.zitivi ore,şte ou cel 

puţin l, eto. 
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(III) Un interes apeoial îl preaintl aituaţia 1n oare 

B(O) eate ·o basl opti■all a proble■ei (LS). Daci nu eate L-dual-ad■i

sibill, atunci printr-o suooeaiune de tranatormlri •• poate obţine 

una 1ntrunin4 a~bele calitlţi. 

Vo■ analba numai oa-sul 1n care X este ■lrgiDJ.ta. 

P~rnind de la 8
0 

• i J '= :Y( O) I Li j { oj. deter■iola auoce

ai v, i tr,sr,Jr,B(r) ~ r•l, 2,... aattela 

s • r 

unde ir eate indicele vNtorului oarei•• dill bad, 1n prooedu.re. 

aiaplex. 

ror■ulele (1.3.23.), (1.3.~.) are.- oA 1a \lftla ao"t;or 

tranatordri nwtl.rul veotorilo~ /j t posiir1Yi l•nooaratio _ONfM ( ~r~ • O pentru t < tr lu •~ l > 'O), 1n Ullp o. ooroluul (11) al 
r r r 

teore■ei 1.3.3. garaateul opti■alita.tM wtuor lMlaelor B(J.'!). 

, . 11. l>eGer•~ 9'&.lţ11111 ao1.q1110.r op-UN &J.e pro

bl„ei (LS). 

Lillitl.■ diacuţia nllaai la caaul 1n oare fJ este polie- · 

dru convex. (Veai proposiţia I.}.4.) 

Propodţia 1.3.?7. fie B(O) o ba.z.l opUaell • probl1111ei 

(LS), astfel ca dj(O} ( O. Daoll x0 „w ao.luţ.ia uooiata, (J • {x0
) • 
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D0111o~stroţie1 

v0 
• (B(O)-l)ToJ(O) este soluţie optiell a p,"Nbl•ei 4ual00 

AtUDci teoreaa eoarturilor ooapl•e11-t~ a!il,~ oa 
orice soluţie opti■& x a proble■ei (LS) aatiataoe 't!lal.itat••• 

•'<o-AT(B(O)-l)ToJ(O)). o 

oi de aici, 

~(O) • O 

Atunci, diA b•b, reaultll XJ(o)•B(O)~lb••J(o) t1 4eoi 

feor•a 1.,.,12. Algorit■ul d•eoria 1a aoheu. ·Ar. 9 4•

terminl toate aoluţ11le opti■e ale proble■ei (LS). 

Delilonatraţi e 1 

Pornind ele la un z.0 E ut. (} H deteralil toaile ·vtrtu

rile lui O , adiacente lui x0
• Intr-adeYl.r, 4ao& B(O) eate ~a opti■a

U1 asociat& lui x0
, orice rlrt al poliedrullli convex eJ , e4140Mt 

lui x0
, este o aol,ţie optiail de bu& ~x0

, aaociatl uei ~,.a• 4• tona 

B• (B(O) \ {P1J) U/P„ţ , 1 E J(O), J E :co). 

ne B de tona apeoitioaU. To■ exuiaa toate altena

t i vele potenţial~, 

(1) ait1&&ţia aj1-o eate inooapetibila ou oer!Dţa 4• a
dependenţa a siatnului B (le■ a l.}.l.) 

(11) aituaţia dj < o,x! > O,aJi > o, 00Dd1,1oe la f(x.) < t(x0) , 

ceea oe oontruioe optiulltatea lui x (oh.iar du& x e fi ţn X ). 

(111). ai11u•ţia c1j <o,~> o,aj1 < O conduce la t(x)> f(x0
), 

illpoaibilll, deoarece x0~(;). 

(iY) dao& xt-o, a.e obţine o nou& baaa a4■iaibil& oorea

punslltoare acelee„1 eoluţ11 de bu& (tn aoeat ou JtJ-0 -ti deoi x„x0) 

(v) aituaţiadj ••t• expl orat& de algorit■, 1a ·dad.Nl 

reglell\eatlrilor 11etcx\ei aiaplex . 
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>A 

?O 
B(O) ba-zll opt±malll a pro·bl&utei 

LS). x0 soli); -1,a asoc·iat·l• 

S1) al:-ege B E .,.y 
x soluţia asocia~ll 
se c1:tes~ J 1 

se alege 1 E J• 

se alege i € I 

B '- (B \.lPil) V{Pj' 

x' soluţia asoc-ial.1 

DA. 

S.C.ll.ema nr . 9 
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}.ll. Problema transporturilor, formularea probloaci , 

soluţii 

Problema transporturilor constituie un oaa particular al 

problemei program!l.rii liniare. 

Din oonsiderate legate de interpretarea eoono■icl. a ■ode

lulu.1 problema transporturilor este enunţata, de regula, oa o proble■I. 

d© minima 

unde 81•bJ) o, oiJ?o, 1-1,2, ••• ,a, J•l,2, ••• ,n, 
,I 

Io raţionamentele expuse în continuare, x poate fi pri

vi t, dupl caa, sau ca un vector în a•n 

X • 

sau ca o matrica din fl mn ou elemant generic xi,1" 

Corespunzător, coeficienţii ci,1 ai variabilelor din 

funcţia obiectiv, capătă structura vectorului o E RllUl sau a matricei 

o EÂIDD • 

Forma standard (sau forma echilibratJJ.) a problemei este, 

(T) 
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Observatie1 !ducerea problemei ·l& !oraa (t) ee poate 
• m D 

faoe de.Unind bn+l • '5""_ ~ - ~ b~ , trans!ormtnd pri■el• • rea-
- i-l j•l " 

. -
tricţii tn egalitllţi prin adllugarea 11eabrului ating al restricţiei de · 

rang 1 a ?ariabilei eoart xin+l' tnlocuind semnul " ), " cu 11
•" 1n ul

timele n restricţii şi adiţiontnd restrioţiile1 

• 
xin+l ~ o, i•l,2, • • • •• , ~ xin+l • bn+l • 

i•·l 

Modelul dce bazll al proble■ei, asupra ollruia ne opri■ 

în urmlltoarele este (T) • 

. , Teorema I. 3 .13. X este un poliedru convex, nevid. 

De11onstraţie 1 

~ Definind x, cu x1j • , i•l,2, ••• ,m I J•l,2, ••• ,n, 
. li( 

se veri.t'io!I. cil x EX • Pe de alM parte oricare ar li x~ X, 
O ( xij f ■in(ai, bj), deci X este 11!!.rginitll . 

Corolar, Problema ('1!) admite optim finit (0 I tf). 

Propozitia I.3.28. Matricea co~!icienţilor sistemu-

lui de ecuaţii care defineşte pe X are rangul m+n-1. 

Demonstraţie 1 

Notînd cu P~J vectorul coeficienţilor variabilei x1J 
din si•temul de ecuaţii menţionat, ae re11aroll cll1 

Oorespunzător reprezentllrii v•otoriale ale lui E, 

structura matrioei A va _fii 
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r, 
DacA ~ este linia de rang k a lui A, este olu c&1 

deci, rang. A< ■+n, 

lie aubllatrioea patratA de ordin 11+n-l a lui Aa 
A ,.. ..... .,,,,,. ,... ' A 

B • (P1n,P2n,•••,Pan,Pll'Pl2'•••,P1n-l) 

unde, Pijfa•+n-l ae obţine din Pij prin aupri■area ultiaei coaponante. 

-B este de toraaa 

B • 

deci, det. B•l, ceea oe demonatreasa proposiţia. 

Propoziţia I.3,29, Matrioea A este uniaodularl (Orice 

■inor al du ia una din valorile, O, t 1).-' 

De■onstraţiea 

Prin induoţi~ relativ la ordinul k al minorului Dk, 

Pantru k•l, evident o'• O~-~ l. 

He o' ainor de ordin k, Deoarece, tiecare coloana a 

lui A are ex~ot doul. elemente nenule (egale cu 1), este adevAratA una 

din afiraaţiile 1 

nenule. 

(1) toate coloanele lui o' au dou& elemente nenule, 

(ii) existl o coloanll ou mai puţin de dou!l elemente 

Atunci, 

- 1n ·cazul (1), Jtl.o, deoarece 111111& liniilor sale pla

sate pe primele• linii ale lui A este egal',. cu suma liniilor sale 

situate pe ultimele n linii ale lui A, 

- iJl ouul (11), dac& ooloana iJl eaual. este null., evi

dent 111 Dk•O. Altfel, desvolt1Ddu-l pe Jtl dup& coloana ou un unio e

leaent nenul Ctl), resultla 
Dk • t Dk-1 
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oi, 1n ba.za ipotezei de iwluoţie, Dk poate lua doar una din cele trei 

valori apeoiticate tn enunţ. 

Propoziţia I.3.30. Orie• soluţie de bas& a problemei 

(f) este funcţie i1n1ar1., cu ·ooetic1anţ11 o, tl de parametri 81_, b,1• 

Deaouetraţiea 

~esulta din proposiţia preo-edent&, obaerdnd. ci. pentru 

orice baza B, det. B- tl ti CI. el„entele lw. B-l nu pot ti decit o, 
l 91 -1. (In scrierea lui B se ~te pre.81ll)Wle ca o reatricţie a pro

blemei a taat eliainatA). 

Oorolara Daci. a1 , b,1 1 i•l,2, ••• , ■, ,1•1,2, ••• ,n sint 

numere intregi, atunci orioe aoluţie de Nod a probleaei (!!) are 0011-

ponent,le lntregi. 

Propoziti!:. l. J. U• D&ea a ~x· , atunci orioue ar !1 

~,2, •••• , ■ }(iJfP.,2, ••• ,Dj) e.da.tl. ~i't ••• ,aj (~,2, ••• ,aj) aaUel 

oa Xi.;J" o. ; 
Demonetraţie 1 

Ruultll iaediat d.in OODdiţUle 81_ > O, b;J > O, utis

probleaa (T). 

Propoziţia I.,.g. 11• x ~ e.R.X şi J ■ulţiua pe

rechilor de iDdici ba~ici. Una din alt.n1.11Uve.l.et 

l'? Există i, f ~ { l,2, ••• ,a J astfel. !Aotta 

-,'? axistA 1 fl1,2, ••• , ■ ! , ,11;{1,2, ••• ,11 t u.tte-1 

încîta · 

e.st.e v,erili.oatJl. 

Duout~,ie 1 

llk J (1,k) E JJI • U-tf< f, ;J) ~ .ril- l 

ID c,u ccmt,rar„ ţi.Dind _ ae.aaa de p_r.op.o,ziţi.a p~a.oedentA 

ar reaul.ta CI. J are cel puţin ~ (2a,.2D) ele.aen.t.e c,ae,a c.e o.antra-
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1, 
vine propoziţioi I.}.28. 

Propodtia 1.3.33. lh J'~{l,2, •••• , ■) x ~1,2, ••• ,n) 

astfel caa 

J' • i(1
0

„1
0
), (11 „1

0
), ••• ,(iq,Jq), (i.

0
,Jq)l 

.A.tu.n.ci nctorii aieteaului i Pi,1J (i,J) ~ J' atnt liniar de-

pendenţi. 

De■onatraţiea 

Se re■aro& qor o& oo■binaţia liniar& ou coefioieoţii alter

• naţi t~ e•te nul&. 

Obffl'Y&ţha Kua&rul el•entelor lui J' trebuie a& fie par. 

Vo■ nu■i o asemenea aulţi■e de indici u.n. '?-oiolu (al pro

ble■ei date). J',t (1
0

,,1
0

)) Ya fi nullitl '?-lanţ asociat lui (i
0

,,1
0

) • 

. Proposiţia 1.3.f+ 7h x c; ext • .X ,1 (i,J) { "3 • Exista 

atunci ua 'IIDio !-lanţ asociat lui (1,,1),J''c J1 

J'' • l<i1,.1>,<11,.11>,···•'iq,.1q>,<i,,1q>~ 

aattel inch J' • J" Ut(i,.1)j el. constituie un '?-oiolu. 

De110D■traţie1 

Vo■ nota, în cele ce uraeaalla 

Procedeul coD•tructiY, pentru obţinerea · 1u1 J' este des

cria !A achna nr. 10. 

,1e dar tirul de aubaulţilli de indici .J
0
,J1,J2 , ••• , con

struit contor■ ace■tei ache■e, adie&, 

....... 
J 2p • l . J J, • '- J 2p-2 (¾-1 
J2p+l • ¼.1~ J.t' J2p-l ...... 
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•• iAClexeua J2p-l • {i , ••• ,1 

(o• /J _10 

+l 

Sohema nr. 10. 

J2p+;L• 

88 O&lltl. lt,q 
aat!el cai 

c1'r,J_1)EJ 

OO!OP 
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1~ Jk /. J, k•l,2, •• , 

Evident, J 1 ~ J în baza propoziţiei 1.}.}l. 

sa presupunem J 
8 

/. ~ , a~ k, şi alt lui■ ÎD considera.i,e al

ternativa lt•2p. Daci., prin absurd, Jlt+l • fi atunci sau ,~ J,t • ~ , 
li: 

ceea ce ar contraaice propoziţia I. 3.31. sau L..J J ~ J 
tult •t k-l 

ln acest ultim caz sl re111arcl111 cil Jk-l /. {1,2, ••• , ■ J 

(deoarece Jk-} /.~)şi ci incluziunea contrari este triviali, dacii 

Atunci coaponentele soluţiei x satialac relaţiile, 

şi evident , 

O Doul problema de tip (T) poate fi enunţata priD eliaina

rea restricţiilor de rang t (t E: Jk-l) şi 11+e ( eE Jk) fi a Taria

bilel'or xte cu .(t, f) E Jk-lxJk şi este clar o•!l v.ectorul obţinut diA 

x priD eliminarea coaponentelor în cauza este o soluţie posibil& a a

cesteia. O alta probleml de tip (T) va fi definită ou restricţiile 

eliminate anterior şi vectorul constitu.it din componentele omise din 

x este o soluţia posibili. a acestei a doua probleae. 

Daci v~ • card. Jk' atunci nu111.rul restricţiil~r celor 

doua probleme astea 

respectiv, 
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Este clar, cil cel puţin Latr-unul din oaauri nudrul coa

ponentelor indexate La Jale soluţiei construite p• calea desc.rid, 

••t• cel puţin egal cu nudrul restricţiilor proble■ei. 

Or, aceasta ar iaplica dependenţa liAiartl a Tectorilor 

asociaţi co■ponentelor indexat• tn Jale lui x, oontraTeAind &riraa

ţiei x € eat.X . 

2°. Ori care ar li p natural ti ( b J 2p+l, .e.xi etA e 1€ J 2p-l fi t ~ J 2p 

aat!el ca (f' , t), ( t ,t)f; J. Analog, pentru orice .fc J 2 2 exist& . p+ 

(€ J2p şi t 4i J 2p+l asttel oa (t, ,I'), (t, t) ~ J. 

Yie k• [ 11/2) 9i fk e J 2k+l • :&xi.stil atunci , f k-l ti 

tk in J2k-l' respectiv J2lt a■ttel oa ( (k-l' tk), ( tk,tk) E J 91 

nidenţ I ,.I ' t k-l. 

:&xistl de asaaeni lk_2 şi tk-l E J 2k_2 aat!el oa, 

Olar, ek-2 /. t-..-1 dar Rk-2 /. tk, in 4U contrar, 

succesiunea ( fk-2' tk-1), ( fk-1' tk-l)' ( fk-1' tk), ( f k'tk) 

oonstitui■d W1 T-ciclu. 

ln ac-est f el, dup& W1 oua.Ir ruu a.e paş1 (ill1'e.rioz- l.ou. 

11), ■ulţiaea l l, 2., •• • , ■ j ea.t.e complet epuiaatl. prJ.n construire.a 

unui T-lanţ. 

4°. Exista W1 T-oiclu de tor■a epecificatl. in enunţ. 

He p, astreJ. _ ca 1 f J2p+l • Pro-c.esul con.sid.erat la punct,n 

3° , · 1n1 ţiat in 1 condu.c.e oblig.at.o.riu la un el„ent f 4: J 1 .J • j. A

dl.ugind T-:lanţul.ui astfel fon11at punct.ul (1,j) se ohţin.e un T-oiolu. 
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5°. T-ciclul construit este unic, 

·Prin absurd, exista doua T-cicluri cu proprieta~ile ce

rute de propoziţiei 

Âtunci succesiunea, 

(il,j),(il,jl),,,.,(ik,Jk),(i,jk),(i,J;),(i;,j;), ••• 

••• (ii,ji),(ii,J> 

constituie un r-ciclu inclus în J ceea ce este absurd. 

Corolar, Daca J'•{(i,j),(i1,j),(i1 ,J1),(i2 ,J1), ••• , 

(iq,-jq),(i,Jq)jeste T-ciolul asociat lui (1,j), atunci expriaarea 

vectorului Pij în baza asociată soluţiei x este, 
.>, 

3.13. Determinarea unei a.olaţii de baz.11 a probleaei ('?) 

(Metoda c.olţul.ui nord-w.st) 

~eorema 1.,.14, Prin met-oda descris& în acb.e.aa nr.ll ae 

obţine o aoluţ~e de baz4 a problemei (T), 

Demonstraţie 1 

fie J• l (il'J1), ... ,(ir,jr)J mulţilllea 1.wlicilor b.a&ici 

indexaţi în co~cordanţă cu ordinea în care aînt generaţi prin pi,oc•

deul de mai sus şi ·x • ( :J) 

Olar, 

(I.}.26.) 
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Se .retaarol. 1n plua ol. (1

8
„1) ţ J daol. a1 , b~ t1 1•

• "• 
plicit, x.1 J•O, pentru .1 > .1 •• Analog (1,.1•) i J, daol. -i > b~ • . . . . "• 
a) Daol. la paaul e,(a•l,2, •• ,,r), ee oalouleaa& ~ .1 , &tWlo11 

• • 

Deaon■trl.a aoeete afinaţii prin iAd.ucţie relai1T la•• 

O\LII pentru s•l validitatea ;elaţillor (i)-(111) eei• a,, 

videntl, al o de■onatrl■ pentru pasul ■+l. 

Pre■upune■ a1 , bi (alternat1Ya contrari poate fi a,. . 
nal iaatl în aoelaşi aod), deoi z1 .1 • a.I ,1 8 +1 • i~•i~ ~••l • ~. 

• • • 
Oon.t'or■ ipotesei de induo~ie1 

In pli1■, se obae.rvtl ol.1 
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UA calolll uNID&tor aratll o& oel puţin una din egali-

t&ţil•• 

•stie eatietllcutll, 1A ooncord.anţ,1. ou una dintre alternatiTele poai-

,, Vo■ ex•iaa una diA c.el.e dol.li. p.osibilitllţi - ai■etrioe-

de î.Acbaiere ale algoritllulw.. 

N pre.supun„ all ·a' ir ~ b' jr 91 i r •li. 

Bezult4 din o.el.• deaonatrate uterior1 

A 

I ~•x1 -.-, + z=:.. x • .-,-.. 
J-•l r r J1::-J• 

J<Jr 

Cum x1 .-,-o, pentru i•l, ••• , ■ şi J > jr' reallltll din 

(I.3.2?.) şi (I.}.2d.). 
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L 
j•l 

Relaţiile (I. 3.,0.) 91 (I. 3. 31.) nu stat coo.tradietorii 

doar dacii. jr•n• a• 1 • b'j 
r r 

De aici şi din concluziile etap„i a) a dltllOllatraţ•i•i re-

zultl. cil x EX 
c) x E extX. 

., 

11• combinaţia liniari. nul&a 
a+n-.1 

> o<1l1J • 2- o<1 :1...P1 j • 0 
(1.j) ~ J lt•l k~Jc .li: k 

Deoarece (1,1) ~ J, una diA a1t„mat-iMle1 

1°. ik >. l, k:•2, ••• ,...,n-1 

2°. jk > l, k•2, ••• ,11+n-l 

eate adevlrata. Oi tind atUllci egalitatea vectori.al& (1.,,'2.) pe ~ 

ponente de rang 1, 1n oazul 1°. sau pe OH de rang a+l, 1n o.aalll. 2° 

se obţin a ll • ~ i j • O 
l l 

Presupunî.nd o< 1 j • O, k•l, ••• ,a, (I.3.,2.) devi.Dea 
kk 

••+n-1 
~ c( i j pi j • O. 
lt•a+l lt lt k k 
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Or , ·cu■ pentru k•a+l, ••• ,m+n-1, eau ik > 1
8

, eau 

j~ > J., deduce■ oa o( . • O (oitlnd egalitatea precedent& 
a. 1„1.1„1• 

pe ooaponenta de rang ia+l aall pe c•a de rang ■+J 8• 1 ). 

aelee 

I 

,.14. ilgori~• pentN î■bwlat&ţirea aoluţiei de baa& a 

probl ... i (!) 

.Duala problNei (t) poat• ti ac:ria&, aucceaiY, în to~ 

Pl'opoz1t1a 1,,.,,. Dac& x E u:t.X este o soluţie de 

basl a problH•i (!) fi. uca•. • c; ~ aatiaf-.c aiaHalll.a 

atunci x € cJ • 
Deao.ruttraţiea 

Ru11ltil iaediat din ~eo.r.eaa flll'.ldelUCltal& a d11allt.lţi1 91 

teoreaa e.carturil.Qr coapl~tax-e ap.llcate C\41)lulu1 dual ( T), (D). 
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?E~positia I.3.36. Siateaul de •~uaţii1 

u1 + Tj • c1 j , (1,,1) c J 

asociat unei soluţii x0 
€ ext X (J fiind aulţi1.sa indicilor bedci 

coreap@sltori), este coapatibil &implu a-edetel'llinat t-i daoa (u',Y'), 

(u" ,T") aint doua soluţii ale sale, exist• o cooatanta IIC uttel 

ca, 

Deaon.straţie 1 

1'1• B baza aaociatl aoluţi.t. z 0
• lhte clar ~i, e& 

■atricea coeficienţilor aiate■ului din eD.Wlţ est•. B'l. De aici ootlpa

tibili tatea aiatealllui. ID plus„ l'H&rC& cA D~r\ll DeOIIDOaoGUlH" 

întrece cu o unitate rangul lui B( ■+n-1). 

Ult-i■a afir■Gie o T.oa demonstra prin 1Dlli&eţie Nl.ali:i• 

la r•■+n-l. 

Pentru r•l, fiind baaal TU'i!icata, o '90■ pre.au,PIIIW 

adeYlrat& patru .oric.e prol le■l (T) ell di■-1uiunu ~l Nlt x,-1 

(■+n-l variabile) • 

.. rie (u' ,v• ), (uu ,v") dou&. soluţii ale ai.•t-Nu.l.ui a

aooiat lui -..0 • 

• Ia concordanţi cu oon.cluiil•• p.ropMiţie-1 I„ J. ae. -.oa 

di atinge dou& â1. t.u.aţii, 

In pri■a (cuurUe 2° fl ,-0
), tie i fi{l,2, ••• ,a.J p 

,1 E'i 1,2, ••• ,D\ astfel ca (1,,1) E J,. { I .J) ţ J, ORie.u.e fs' 1. 

At1m~i aiateaul <1v Yecto,r-t i P a.t.} <•.• t),E J, 1(1,J)j 

constituie o b.ul adaiaibil& p.ent.ru pr.obl,.._, 
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• L x•t • bt' t•l,2, ••• ,n, t,' J 
•-1 

ti deoar•o• (u' ,,.., ), (u" , Y 11 ) utiafao eiate■ula 

deduoe■ 41.D ipotesa de in4ucţiea 

ti 4• aici, 
I ...... 

J 

In plua, 

Ooreap\llla&tor odei 4• a doua aituaţii (ouul 1°), ale

s•• I 

i ~ i l, ... ,a) 1 ,1( i 1, ••• 111} aattel cai 

(i,J)E J, (i,k) 'J, )rJJ. 

M• B • (P ■t>(a, t) c; J fi B 1111baatricea lui B o.bţinutl 
prin ali■inaraa coloanei PiJ ti a liniei cor.eapwi&Ato.ue iodic.alui 

i • 

BesulU. rug Î-■+D-2•r-l fi deci colcumele lu1 1î 
constituia o \Mia& admisibil& ~aotru probleaea 

D 
L.. x

8
t • a

8 
, a•li ••• , ■, ~i 

t•l 
t,'J 

• Z::: x
8

t • bt , t•l, ••• ,n t,'j 
a•l 
s,H 
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De aici •e continui. raţionuentul ca .în •ituaţia prece

dent&, inTer•tDd rolurile lui ui ti TJ. 

Teore■a I.3.15. ('h•t de optilialitate). llac& x E utX 

91 u Ea•, T € fi", •atiarao aiateaula 

atunci x, O • 

Deaollatraţi.e 1 

Keault& 41A oele dou& propoaiţii preoe4ente. 

Vo■ adopta, 1n ooatilluare, ,.iotaţiile utiliaa.te 1- ouul 

general al ualiaei algorit■ului •i■plex, ou aodific&rile i■puM 4e 

specificul aituaţiei. 

J.•t.fel, dac&i 

eate o bui. a4ai•ibil& aaociat& unei eoluţii ~ E ext X , "9 a.>ta -ou B(k) aatrţc~a ob~inut& clin (PiJ)(i,J) E J(k) prin_ eliainar.ea uui 

liAii (ooreapunal.toare uneia din ecuaţiile redl&Dd.ut•>• 

J.twaci notaţiile ourenh TOr fi a 

Ooldor■ eorel&r\llui propoaiţiai I.J.3(). 

k { l daci. (a,t) • (ir•"r-l) .E J' 
aiJ,•t • -1 claol. (a,t) • (ir,Jr) E J' 

O da04l (a,t)~ J' 

unde J' este ?-ciclul asociat lui~ ti atunoia 
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Reauita atWloi i■ediat, 

lJ:opoaitia 1,,. ,z. Daoa xkE extX Hte o aoluţie ele 

baaa a probleaei (f) ti dao& (uk,.-) e■te o soluţie a aiat„ului 

(1.3.33.) aaociat, atWlci 

feorey 1.,,1§. (Begula pentru i■bwi&tlţirea aoluţiei). 

Dac& ~ E. en X., (uit,.-) Hte o ■oluţie a aht•ului a■ociat (1. ,. H•) 

ti dao& eziata (1,,1) ~ 1(k) a■Uel boita 

(unde J' ••t• ?-ciclul 

a■ooiat lui (1,;J)), 

ae obţine o bu& a4■1aibil& 1■bwil..t&ţitla 

oeao11atraţie, 

auultl i■ediat din teoreaa I.}. 3, şi din cele de ■ai 
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Sohe■a nr. 12 

•• deter■1nl. o soluţie iluţ1all. 
4• bui. x0 •che■a u. 11 

•• deterainl. (u, •oluţi• 
a aiatenlui aaociat, 

u1+v,,-o1.1' (1„1) E: J(k) 

•• alege (1,.1) (: J'(k) aattel ca 
li: . 

41.1 < O 

(d: • ( f ■i,f; J'(k) d~ ) 

•• ni. T-ciclu J coree- . 
puna& tor l.ui ( i , .1 ) ( 8411... III' .10) 
.1•-lC1,.1>,<11,.1>, •• ., c1 
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sus (se ţine ae1111a de faptul ci problema (T) este de • ■1ni■"). 

Sche■a nr. 12 cuprinde descrierea generali a algorit

■ului ·de reaolvare a problemei (T) • 

§4. PRINCIPII GENER.U.K il.E ME'?ODBLOR DE REZOLVAU A. 

PRClBIMIIUDR DE PROOIWURB COl!IVE.li •mlUR.l 

In evoluţia progra■Arii ■ate■atioe - pri'fi.tl oa Wl ca

pitol al oer~etArilor operaţionale - etortul principal a fost dirijat 

apre elaborarea WlOr ■etode eficiente pentru deterainarea aoluţiilor 

optime ale proble■elor. 

Arsenalul tehnicilor de reaolvare a proble■elor progra

■l.rii neliniara eate foart• diveraifioat şi se l■boglţette netncetat. 

Marea varietate a acestor tehnici ,1 „tode este jus

tificata, 1A pri■ul r!.Ad de în&ltul grad de generalitate al IIOde.lului 

prograa&rii neliniare. Ideea unei eficienţe ■a.xi•• a dua la neces11;a

. tea _abordlrii reaolvlrii problemelor prograallrii ne.linieze pa eub

claH particulare, defini t e de anulli te pro»rietl.ţi speci.tice. 

Trebuie ■enţionat ,1 faptul oa, de cele 11&1 aulh ori, 

este foarte dificil& co■pararea etioieaţei diferiţilor algoritai, 1n 

lip•• unei evaluAri deatul de preciae a rap.lditAţii COAveqenţei lor. 

ExaauiAd ■ultiţudinea tebrl.icilor de reaolv-.re a pro

bleaelor progradrii neliniare, le putea grupa 1n oiteva o.laae, det.e.r

ainate de ideile aaJore ~• atu la baaa elaborbii .lor„ 

A.attel, in progr-aaarea nel.ini.ar& eonviur.A., princ.i_piile 

doainante ale algoritailor specifici auger.ead in01""1e~-. acestora in 

ura&toarele metode tip, 

a) lletoda d.ire.cţiilor admisibile 

b) Metoda planului de aecţiun.e 

o) Metode de o_pti.aiz,are ao.cvenţial4 !Ar& reatricţii 
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!fie au,p, t(x) Xf a0 nevidl, convexl, r concavi 
x,X 

modelul general alunel probleae de programare convex/1, 

Un algorita de tipul a) este un p.rocea iterativ pria 

care ae genereull un şir { xlt} i,;;; X cu proprietlţile1 

vederii 

~•l • .;,. + Alt,/- , skE Ji'1, .A.._ ff R, 

11• !(.;,.) • sup. !(x) 
k-..... xE.:( 

La fiecare pas k, algoritaul conţine u.raatoarele pre-

- determinarea unei "direcţii adaiaibile• •lt, astfel 

~a {X•.;,.♦ .A •k J.A~ R J ();( ,' fa, 

- deterainarea "pasului opti•" Alt' De reguli valoarea 

lui Alt se determină ea inslşi printr-un proce• de opti•i•ar• local&, 

cerind ca t(x-"•1 ) 811 !ie cea ■ai ■are valoare a lui t pe {x • xk +A31rl 

ÂEa~nx. 
lu cazul metodelor b), procedura tipic& este u.rll&toarea1 

Se determini şirul descendent de tronsoane convexe, 

Oonetrucţia şiruiui de tronsoane ae race prin secţio

narea succesiva a acestora cu hiperplane convenabil definite. 

Asttel, la pasul k, rezolvind o p.roblelllă de optiai&are 

pe Xlt se determina·x1t, ~+l rezultînd prin intersectarea lui~ cu 

un seaispaţiu definit de o restricţie liniara pe care xk nu o - aatiaf~ce. 

Metodele de optimizare secvenţiala rara restricţii 

presupun construcţia unui şir de problema de optiaizare globa,l.& (!&r4 

restricţii), cu proprietatea ca şirul valor opti■e s4 tinda c'1tre va-
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loarea optimului problemei date. 

Un exe■plu reprezentativ de astfel de ■etodl îl conati 

t11ie "Metoda penalitllţilor" 

li• lsk} un tir ele funcţii de tor■a, 

ou proprietlţile1 

li■ gk(x,rk) 
rlt -,o 

• f(x) , x~X 

li•o gk(x,rk) . -- ,r.f<J, daci x0 
4; fr.X 

XC 

.Uoi p eate funcţia •c1.e penalitate• u.re Joaca rolul 

unei bariere, t■piediotncl deplfirea trontieJ.'.â lui X • 

In general, ■e~ele de ruolvare a proble■elor de 

progra■are neliniari aînt ■etode iterative illfiAite, convergenţa l .or 

fiind aaiguratl printr-o ••rie de propriet&ţi analitice aau geo■etrioe 

i■pu•• problHei. 

O ■enţ1wie apeoiall ae poah tao• pentru ola•a pro-

1>.1eae1.o:r •• p r oSr --• p& l!Nl"1. • l'eatru aceate probleae, datorita 

proprietlţilor algebrioe de o factu_rl apa.rt.e (fllD.oţia ob1eo111T aJ.ae

br1cl ,1 restricţiile liniare) a-au obţin11t aJ.aoritaJ.. apecific1 ou 

oara.eter tinit. 
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115• PROGRAMAREA. PA.TRATIOA.1 ll&TOD.\ SIJI.P:t;ll PENTRU llBZOI,

VAREA PROBLEMEI PROGRA.IURII PATRA.TIOB (P.Wolte) 

5.1. Probleaa programlrii pltratioe. 

Enu.nţul standard al unei probleme de progruare pltra-

ticl ( convexă) este 1 • 

(n) . =~ t(x) , X- {x E 'Ifl I x ~ o, Ax•bJ 

T l T ..n u.nd.e t(x) • o x + , x Ox , o , .1c, O aatrio• aiaetrio&, nqati• aeai-

detinitl (nepoaitiv detinitl). 

71~1 a restringe generalitatea, vo■ preaupwae b ~ o. 
In unele ooaaii este utili preaentar„ probl .. •11n tor-

•• canoniol1 

(PO) 

Observaţi91 Ipoteaa "O si■etrio1• nu eate, re.&l.■-te, 

reatrictivll, deoarece orice tor1111 plltraticl h(x)•x'lb.x H poate pune 

aub toraa h(x) • x~x ou n simetrici (ff • ½ (O+Of)). 

De■onatraţiea 

Proposit1a I.5. l. O negativ ... 1delinita iaplio&a 

.(1) xTOx • O daol 91 nu■ai daci Ox • O 

(11) h(x) • xTOx este twioţie OOBGaYI P• H:°. 

Bate auticients1 d9110Dstra■ pl.'Opoaiţia in ~ul 1n 

care O eate ai■etricl. 

(1) Pentru orioe y E 'Ifl ti 

Daci xTOx • o, atunci 

y'1cy + 2).. yTOx .(, o, oricare ar ti ). E R,y E ii!'
ceea ce i■plicl, evident Ox •O. 
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!aplicaţia inverd este banala. 

(ii) J'ie l 2 n , x ,x E a • 

h( Ax1+( 1- ..>- )x2 )• .A 2(x1-x2 )TO(x1-x2 )+ A (x1-x2 )ox2 + 

+ Â (x°')'o(x1-x2 ) ;+ (x2 >'1.o·,r.2 • - ~ (1-.Â )(x1-x2 locx1-x2>. 

+ ).. (x1 )'ox1 + (1- A )(x2)Tcx2 ~ Â, h(x1)+(1- A )h(x2) 

Propoziţi• I,5,2, uaoa O eate negativ definita, a-

Se vede oa Ox • O daoa ,1 nuaai daoa x•O 

Pţoposiţ1a I,5.3. Daoa O e■te negativ definita, a

twioi h(x) eate atriot oonoava. 

TeorHa I.5.1. Probl„a (PS) ad■U• o aoluţh optillll 

i dac& ,1 nuaai daoa exi ■ta i E a• aatf'el 1nc.îta 

i >O Ai • b 

o + Oi - AT-; ( O i'(o + oi - A'i). o 

Deaon■traţie a 

Din teoreu Kwm-Tuoll:er (I.2.9.),ae deduce oa o condi

ţie neoaaa.rl ti autieienta pentru optiHli.tataa lui i ••te existenţa 
unui ii a■Uel 1notta 

i~o ~e ci,•> • o 

'i1 i: (i,i) • o 

und~ L(x,v) • f(x) + •'(b - Ax) 

Ti.A1D4 ---■a de eJqU"e.ai.a lui f, reaul. 1.1. ilHdi at GOn

oluaiile teoraaei. 

Qofolya i e.at.e aoluţie optilll. a probletaei (PS) dacll 

91 IUUlai dac& uiata j ~ B!1, 'i Eii a• · Httel incit (i,y,i) este soluţie 

a aiate■ul.ui aaooiat1 
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(SA) 

Deaonatraţie1 

Reaultl din teore■a precedent&, ootî.Dd. j •-o-oi+ A'°i 
Propoaitia I. 5.4. Dacl x· • { z €- it1 I x ~ O,Ax•b} /, fi , 

atunci •(PS) are opti• infinit daci şi numai daci siatealll.1 

Alt• b 

0% - ATY + y • - c 

x,y ~ .O 

Este incoapatibil. 

De■on11traţie1 

.Fie x € X • Prin absurd ~ ad■itea oa (i, 'i,j) ••t• o 

soluţie a eiateaului (81). Atunci, deofl:L"eee test• conoavl1 

- ~ Dar Alt• U: • b şi y x ~ O. Deci1 

· . f(x) ~ t(i) + 'yT; 

ceea ce contraaice ne■&rginirea lui t pe ;:( • 

Reciproc, daci (81) este incoapatibil, atunei (SA) nu 

ar• soluţii, ceea o•, in ipoteaa ;( /. S, conduce la sup. t(x)•+~ 
.xEX 

S& introducea uraltoarele not,Jţii 1 

Daoa J 1,J2,J, eate o desfac•~• a llli{l,, •• ,n/ scriM1 

x
1
-(xj)j ~ J1' r-(7J)jf:J1' ' i•l,2,}, şi co.nvenia ca, 
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prin eventuale r•ordonl.ri, al pute■ rescrie 

Ln• I.5.l. Dad pro'bl„aa 

(g,h € .i1) 

ad■ite o .soluţie opti■I (i,7,v,i) ou i 1> O, 7' > O, atunci eziatll î,t!R'1 
astfel ca, 

A if • O 

o;; • o 

i 
( "{ •(1J)jEJi) 

De■onatraţiea 

Dupl o reordooare cODv-enabill a r•atricţiilor ti varia

bilelor, problna dată•• poat• r•a.cri• w'b f.oraa1 

.... { ••• 1,1 • .2.,2,,3,. ~•. <<i,~••3> (~) •• , 

(
::: :: ::: ) ( ::) - A'lv + (:

2
) + Da • h j 

031 032 033 o r 
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Teoreaa funduentall a dualit&ţii a•igur& exi■tenţa 

unei solu.ţii optiH ( T , f ) a du.alei ti 

Datorita teoreaei ecarturilor ooapleaentare, deoarece 

i 1 ,i' > O, re■trioţiile ooreapun■ltoare Tari.abilelor x1 ti ~ dia du.

al& aînt verificate ou. egalitate de ilolu.ţia opti.._ a aceateia. 

Pu.tea, deoi, acriea 

(1.;.2.) A 'I f + of Î l + of 1 2 l 11 21 - o 

(I.;.,.) •:r + a' ; 1 + o' '[ 2 12 22 ~ o 

(I.5.4.) .. , - o 

(1.;.;.) 2 l ~ o, f 3 • o 

lnwalţiDd (1.5.2.) ,1 (1.5.,.) ou f' 1, re~otiY 

'
2 ➔ O ,1 ■1111înd obţin••• 

■au., deoarece f, • o, 

dea ol 

(1.5.6.) 

tar~ o 

De aici, cl.eoareoe a eate neg,af>i Y 1MN11ideLini tA, ClOllolu

• O şi din p:roposiţia 1.5.1. ruu.ltA 1 

o! • o 
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AtWloi (I.5.2.) ,1 (1.5.3.) deYin1 

T · T 
... 1 r · 0 • ...2 1 ţ 0 

Putea acries 

ultiaa egalitate resultind din teoreaa ecartlll'ilor coapleaentare. 

Deci bTf • O ·,1 atunci (1.5.1.) iaplicl1 

g~ • hTf 

Relaţiile (I.5.4.), (I.5.5.), (I,5.6.) ti (I,5.7.) 

conţin ooncluziile leaei. 

Propodti& I.5, 5, Daci X. 1" ~, atunci (PS) are opti■ 

infinit daci ,1 nuaai dae& existl f E Rn soluţie a aisteaului 1 

Deaoaatraţie a 

... t • o 

o y • o 

. 1. ~ o 

o
1 t > O 

Daci aup. f(x) • +oo , (a1 ) este incoapatibil • .Deci 
X€X 

pr~bleaa de programare lini~, 

eup. l -•Tzlx,7,z ~ O, Ax•b, Ox - . ATv+y+Da•-cJ 

daol i,'j 
dacit. i•J ,1 o1 ~ O 
dacll i•j ti Oi) 0 

are optimul nenul. 

lfie (i,i,i,i) o soluţie optimi. 

Atunci compatibilitatea lui (s2 ) rezulta imediat din 

lema 1.5.1., t&cind identitic&rile1 
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şi ţinind seama de !aptul cll.-e~ < o. 
Heciproo, !ie iz soluţie a sistemului (s2) ti x~X 
Deoarece, pentru 11( ~ O, x + ol ii ~ O şi 

A(x + ol ~ ) • Ax + _1(1, • b 

rezultll. cil x+-.1 EX pentru orice o/~ O. 

Dar, t(x+c<l) • f(x) + 2 '(;:xToÎ + ~ 2 ţ 'roy + 

+ ,toTf • t(x) + l:t OTf 

şi deoarece 0'!7 > 0 1 rezulta cil, dac& o(-.= 1 f(x+ c( ii[ )-~ 

5.2. Hesolvarea probieaei (PS) ou aetoda aiaplu1 tor

aa ecurtll. 

Metoda de rezolvare a probleaei de prograaare p&tra

ticll. elaborata de P.Wol!e, se bazeazll pe o versiune aodifioat& a algo

ritmului siaplex, utilisata pentru rezolvarea aiateaului (IU). 

In continuare vom expune oele doua variante ale algo

ritmului lui Wol!e, · "tona scurta" şi Mforaa lunga•. Dupa cuvo■ ve

dea, forma acurtll a algoritmului este recomandat& pct.r\l UAele cuuri 

particulare ale problemei. Metoda coapletll - foraa lungi. - valabil& 

pctru oond.1ţ11le generale iJl care aa enunţat probleaa (PS) u baaud 

iJl aod · esenţial pe forma scurta a algoritaului. 
. ' 

Priaa variant.ll a aatodei consta iJl ruolvarea p.1"0Dl .... 1 

de progra■are liniari. asociata 8':1.steauilui (8.A.)J 

(LS.l) sup. {-eT(z1;t-z2)] x,7 1 z1 ,-..2 E .1r1_v{:R11
1 x.1 7 1 z1,a2 ~0,b•b 1 

Ox-ATv+;r+z1-z2--o j 

ut1l1zind algoritmul aiaplex, cu regula adJ.ţionall.1 

I 

I 

(a) pentru fiecare '1•1 1 2 1 ••• ,n, x1 şi ;r1 D!-l pot !1, aim.uU.&11., QANUlli. 
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Teorema I.5,2, ~e poate utiliza algoritmul simplex 

in rezolvarea proble■ei (LSA) de aşa manieri, incit, reapectînd re

gula (a) sa se realizeze una din situaţiile final.ea 

(i) Probleaa (LSÂ) nu ar• aoluţii posibile 

( ) ( - - - -1 -2 ii •• obţine o soluţie optid x,1,v,z ,a) a pro-

bleHi (LBÂ). 

( - - - -1 -2 iii)•• obţine o soluţie de baal (x,1,v,a ,a) a 

proble■ei (LSÂ) care nu mai poate fi tabunAtlţitl t&rA violarea re

gulei (a). 

De■onstraţiea 

Rezolvarea proble■ei (LSA) ae tace con.tor• ••todolo

giei ai■plex, in doul faze. Pentru aducerea probleaei la fora.a stan

dard ae noteaal v~v1-v2 , v1 ,v2•) o, (deoarece v nu este aupua res

tricţiei de aean), Cu aceste notaţii, aatrioea eiat„ului de ecuaţii 

eatea 

o o 

(ordinea variabilelor, x,1,v1 ,v2,a1,a2). 

Se •baervl ci io ecllaţia de r&Dg ■+1 (i•l, ,. , ,n) •-

nul uneia din variabilele•~• af ooill.cide cu cel al teraenului li

ber, în conaecinţl respectiva variabili poate !1 inolual ill rindul 

variabilelor bazice coreapun~lto.are ba••1 iniţial.a, ~entr.u oo■pletarea 

a este baze ae adaugi \ &riabile artificiale in gNpul pri„lor • e

cuaţii, 71rl a restringe generalitatea, sa pr•au.pw1ea eA pria.ala r 

oolo&Ae (o, r ~ ■) ale ■atrioei { ~) coincid ou pria.ii r vectori u

nitari ai sp•ţiului a••n. 

Atunci, prl■a fazi a ■etodei si■pJ.ax, cere re.aol varea 

prob.luai, 
J T a I l 2 ~ l ? a a . a-r a l 2 aup • l -e X X, ,Y, Z , Z € R I V I v"" E H , X E li , X t X 1 7 1 V t V , 

l 2 ~~ T l T 2 l 2 } • ,z ~ o, ÂX• b, ex-A V +Â V +y+z -z --c 
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( r+l ■ -unde A• A.e • •.•• e ).x 

cu regula suplimentari. (a). baza iniţiala .t'iind baza oanonicl. a ■pa

ţiului a••n şi soluţia de baza iniţialii 

Urml.toarea observaţie este esenţialii pe întreg par

cursul primei tase. regula (a) poate fi respectata. t&rl oa acea■ta 

al denatureae rezultatul. 

Intr-adev1.r. deoarece in (L81) coeficienţii variabi

lelor y1 şi •f • i•l •••• ,n •. coincid• do\Ul asemenea variabile nu pot 

tace parte. simultan, dintr-o aceeaşi baza. Mai mult• ori de cite 

ori 71 este susceptibili. de a deveni variabili baaica, poate ti aleael 

in loo •f• Procedînd astfel, se poate menţine. ln peraanenţa. pe par

cur■ul primei tase a algorit■ului aimplex, 7•0. De aici, reault& OOA

cluaiile teor••~i. 

Obaorvatie, In practic&, 1n reaolvarea problemei 

(.ţ:,a1 ). variabilelor 7 li ae acorda un rol pasiv taţi de criteriul de 

intrare in baza, pentru aceasta, nu ae calculeaal diferenţele dj 

coreapunzlltoare acestor T&riabile. Ou aceaata excepţie, celelalte 

prevederi ale algoritmului simplex se aplici nealterate. 

Teorema I.5.3. In condiţiile teor-•1 2.8.2. 1 

1°. Daci. ae realizeazl (1) atunci (PS) nu are soluţii 

posibile. 

2°. Daca ae realizeasll (ii) 91 i 1-i2-o atunci x este 
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soluţia optimi a problemei (PS). 

3°. Daci se realizeazl (ii) şi e'r(i1+i2)> u, atW1ci 

(PS) are optim infinit. 

4°. Daci se realizeaal (iii) şi daci i 1-i2-o atlllloi 

ieste soluţie opti■I _a problemei (PS). 

De■onstraţie 1 

Intr-adevar, 1n situa~ia (1) sistemul x > o,u•b este 

incompatibil deoarece în fua intîi a metodei si■plex aplioatl proble

mei (LS1.) .nu au fost Gl111inate variabilele artificiale x•. 

Celelalte concluzii reaultl din observaţia ol tn si

tuaţiile (ii) şi (iii), sistemul x ~ o, 4x•b este compatibil. 

Observatii1 l) Hu■lrul variabilelor problemei (LSA) 
2 poate fi redus, nefiind necesare toate variabilele a1 • Prezenţa lui 

af se impune doar daci ci ) O. 

2) lraza I se inclleie dupl eli■inarea completa a tuturor 

variabilelor artificiale xa. Inainte de a ,treoa la fua II se pot eli

mina şi variabilele zt,zf nebazice. 

ţ) In situaţia (111) daci eT(i1+i2) ~ O, ipoteaele de 

lucru nu permit degajarea unei oonoluaii, deoarece regula (a) nu este 

naturali pentru procesul calculatoriu al algoritmului ai■plex. 

Teorema r.5.4. Următoarele condiţii sint suficiente 

pentru oa algoritmul simplax aoditicat _cu regula (a) 8'l conduc& proble

ma (La.A) fie la situaţiile finala (1), (ii) fie la situaţia finali. 

(iii) OU i 1-i2•0 I 

(J) O•O 

(JJ) C negativ definit4 

(jjj) ln enW1ţul (PC), Ceste negati• defi.rlitl 

Să presupunem oă prima fazJl a metodei simplex a finali

zat cu (ii) sau (iii). S-a obţinut astfel, o soluţie de baza (x0 ,7°,v0
, 

z10 ,z20 ) a probleme.! (LSA) • .Atunci cea de a do11a taz.4 a metodei ai■plex 
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rezolvi problema, 

unde D este matricea diagonala cu elementele, 

.o 
1 -

) l, daoa •~o •ste variabili bazioll 

) -l, daci zf0 este variabil& buiol 

l O, altfel 

{ .1 ••••• 
.10 este variabil& buioll . . i 

a20 , daoll .20 esta variabili baaio& i • 

O-, altfel 

•ie aoum (x,y,v,a) soluţia finali a probleaei (LS2 ) 

obţinuta ou algoritmul ai■plex aoditioat cu regula (a). 

Notam J 1 • {jli.:1 >o} J-,• {.:lli,1>0j 

Atu.noi Ji,"i,i,i) este aoluţie'?op1.-id a prf.1~l•ut1 
aup{-• • lx,7,a )O,h•b, Cx-A u+7+Da•-O,x • 0,7 •o J 

Intr-adevl.r, în cas COAtL'&l', algo.rit.ul aiaplex, ar 

produce la uraltorul pas, o noUI. soluţie d• baa& 1■bunlltaţ1ta a acN

tei probleae. _Deoarece iJ • O, j E J 2 V J-,, i,1 • O, J c;; J 1 V .12 ti 

proble■a iapun~· restricţiile x'-y1-o, tn noua aoluţ1• de bas& ar putu 

apare, cu valori nenule (in plus, faţll de soluţia aotu.alll), cal ault 

\lila din variabilele xj,YJ,j ~ J 2 • Astfel, noua eoluţie ar aatiafaca 91 

ea condiţia suplimentari (a), c.eea oe Q.QQtravine pre&llpunerii fllcute 

asupra soluţiei (i,y,v,i). 
De aici, le■a I,5,1,, cu identific.ărilea 

b.•-C 

implici existenţa unui t ~ Rn, pentru care, 

~ T-
-0, c l • o, • a • o 1 
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.A.tunci, 

In ipoteza (j), e'l'; .. O şi deci i • o. 
In i poteza (Jj), Of • O şi p:ropoaiţia 1.5.2. iapli-

cA ~ •O , deci, e"i • O şi din nou, i-o. 
In ipoteza (jjj) problema (PO) poate fi re!ol'llulatl 

în for■a standard prin intr.oducerea unor variabile eoart x0
, 

Contor■ lemei O' f •O ou ij • • ( j,) . ».. aici Of •O, 

Dar O este negativ detinitA şi atunci urtda raţionamentele cazului 

precedent. 

In concluzie, în toate cele trei ipoteze ~enţionate de 

teoreal, soluţia fin~la obţinuta pentru (Llll) - daci exiatA - are 

co■ponenta s nula. 

Obaervat i e1 Teorna demonatratJl ntabileşte condiţii 

în care for~a scurta a algori t■ullli lui lol!e ute eficie11t.1.. Cu alte 

ouTinte, în aceste cazuri, regula aupliaentarA (a) nu perturba 1n ■od 

esenţial des!4şurarea ■etodei si■p.lex. 

i r actic ~ desflş-urarea scheme.lor algoritmului a.iaplex 

ar• l oc cu 11N1Atoarea aoditicare (va l abi l.A pent.ru tasa II)1 

La pasul lt, core.spunz4to.r solu.ţi ei de ba.a& (-.C ,-,)<, 
v1t·, s1t ) se det.eraina, .rf • { J I~.> oj , J~ • i j I ,j:;, oJ 

La pasul lt+l variabilele x.,, j '= J-, şi y j, J E: J 1 
sint pasive (nu se. pot i nt.rodu.ce in baz.11 ). 

5. -,. Rezol va.rea probl ara,ei (Pa) cu 11.etoda a.i■plex1 

f orm.a llln.&ă • 

Fie, p.entru AER, p.ro.bleaa de programare pAtraticA1 
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aup f(x, ,A h X • { x '= an/ x ~ o, A.x•b J 
xEX 

unde t(x. J. ) • .A cT.x • ½ ,t.'!ox 

Endct, (Pal) - (PS) 

Propozitia I,5,§. Dac& X~~. proble■ele (PSÂ) sau 

adait opti■ finit. oricare ar fi A~ O, sau au opti■ intini, patru 

orice .A> O ((PS
0
)) admiţlnd evident opti■ finit). 

De■onstraţiea 

Reaultl. imediat din propoziţia I.5.5. 

Metoda co■pleta, tor■a lungi. a algorit■ului lui Wolf•• 

rezolTI. proble■a (PS) 1n trei fue1 

Jasele I oi II1 

gorit■ului. 

are. 

te■ului1 

Utili&înd for■a scurta a algorit■ului, se reaolTI. (PS
0
). 

T.eore■a I.5.4. (condiţia (J) garanteaa& Talabilitatea al-

Daci. (Pa
0

) nu are aoluţii posibile. atunci nici (PS) nu 

iltf•l• fasele I oi II conduc la o aoluţie de baal. a aia-

Ax• b 

o~ - ATv + 7 • o 
X~7) 0 

oare satisface condiţia XT7 • O. Pie (i,7,u) aceaata. 

l'ua III1 

Se resolTI proble■a de prograaare liniarll1 

(LA ) aup { .A \ x,7, .A ~ o. Ax•b • Ox-A.Tn7+ ..A c•o, A{. l ~ 
plectnd de la aoluţia de baza iniţial! (x,7,v,o), cu algorit■ul ai■plex 

modificat de regula (a). 

Teore,·ia 1 1 51 5. ilgoritaul aimplex modificat cu regu.la (a) 

conduce la o aoluţie de bas& a problemei (L). ), (x•,;;-''.v", A .. ) • ou ,A'' 
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egal ou O sau l. ID priaul caa, (PS) are optim infinit. ID cel de al 

doilea oas, x•eate soluţie opti■I a proble■ei (PS). 

Demonatraţie1 

Bvident, {i,7,Y,o) este soluţie a probl„ei {LA) aatiat&

o1Dd ,1 {a). 

BI tnllturl■, pentru ■oaent, restricţia 

doul situaţii apu posibilei 

{k) procesul de lnbunltlţire a soluţiei, o~ reepectarea con

diţiei (a), indici infinitudinea optilllllui. 

(ltt) ae obţine o soluţie (x"",:, ... , ... , A") care nu ■ai poate 

fi t■bu.Dltlţita (sau este opti■I sau, t■bunl.taţ1rea ei ar riola (a)). 

Situaţia ()c) indici. infinituclinea opU■ului proble■e1 lD 

abaenţa restricţiei de ■lrgWre a lui Â , tnea ta preaenţa reaulei 

(a) . Atunci eate clar el (L .A ) are un opti■ egal ou l, eolu,ţia optid 

puttn4 fi obţinuta pe calea proprie algorit■ului descria. fle ea 

(x•,7~,•• ,1). Atunci (x~,7 .. ,v•) este o _,luţie a siate■ului aaooiat 

problemei, (SJ.) ,1 deci x • este soluţie opti■ll a lui (PB). 

In cazul {kk) condiţiile de aplicabilitate ale l•ei 1.5.1. 

atnt aaigurate scriinda 

Exista, deci f . astfel tncU;1 
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.A.li arătat deci, el rezolvarea problemei (L) ) cu al

goritmul si■plex ~odi.tioat fi11alizeaz!l cu ,>." • l sau O. 

Pentru a oo■pleta demo11straţia, rA11îne sA arlt!l■ ca, îu 

cazul )..'' • O, (PS ) are optim infinit. 

Putem presupune, !Arl a restringe generalitatea, cJl 

r~ul sisteaului de eo11aţii din proble11a (L ).. ) este ■+n. Obser•&•, Îll 

aoest aaz, cin dintre variabilele xi,Yi trebuie al !ie buioe (de

oarece, nu11lrul variabilelor ui, bazice , nu poate deplşi ■). S& ad■i• 

te■ oa ia soluţia de bază (x" ,y" ,v", O) toate variabilele b&aice 

x1 ,yi au valori nenule (se poate utiliza tehniG& pert11rbl.rii pen'-1'U 

a asigura nedegenerarea soluţiilor). Atunci, se poate lua tn letl&~ 

J 2-~. Concluziile 0011plete ala acestei le11a impun asupra lui f pNprie• 

Uţile1 

Â f -o, o 'l. -o, 

Vo■ arăta ca 

~t •O, cTz>, l > O 

l 1_ ~ o. Intr-adeva.r, in cu co.utrar, 

lfotind x•x"'+'4~ , rezulta oii. (x~,v' ... y''".O) eate o alU 

soluţie de buii. a proble■ei (LA) asociata acaleeaşi baze ca şi pr.

cedent·a. Aceasta . concluzie este absurdl, deoarece o baaa detel'tlid 

unio soluţia de baza, iar 'X/,x" • 0oncludea ci 17. ~ o. De aici şl dill 

propoziţia I,5.5. reaultA in.tinit11dinea optiau.lui pentru probleea (PS). 

tricţii liniare, 

§6, PROGRAtliREA CONVEU OU RESTRICTII L.INURE1 U?ODA 

DIRECTIILOR !.Dlil8IBILE (M.Frank, P.Wolfe) 

6.l. Proble■a 

Fie problema de programare neliniarll oonved, ou .llea-
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BUI!_-_ f(x) I 
11 €.,{ 

(OL) 

unde t € o1 este concav. 

Pentru valabilitatea algoritaului preaentat, adopt!■ 

uraltoarea ipotezl1 

I. Ipoteaa ■lrginiri11 ( Q°tt;v))Tz este ■lrginitl superior 

pe .X, oricare ar fi ;,€X • 

6.2 • .llgorit■ul 

Teoreaa I.6.1. (Testul de opti■&litate) Presupunn 

::{_; f6 91 xk E )( • Daci. i!" este o soluţie optiaaA a probleaei ·d• pro

gruare liniaril 

(LSk) 

,1 

(I.6.l.) 

atW1ci .J' este soluţie optimi a proble~ei (OL) • 

. D onstrat;ie1 

Din (I.6.1.) 9i din proprietatea de opti■alitate a lui 

Dar , deoarece f eate oonoav& 

f(ll) - f y/&) ~ (x-zl') 'iJ l'( ,k), o>.rJ.o ...... &&' IJ. x, 

---ln plus, pentru xEX, (I.6.2.) fi (I.6.}.) da,u 

t(xk) ~ f(x) 

Ooţolar1 DacG -,!- eote eoluţ;ie OJ>ti!!.111 a problemei (LSk), 

at11nci este şi soluţie optid a problemei (OL) . 
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Teorema I.6.2 . (Reguli de imbo..Dătlţire a soluţiei). 

Fie xkEX şi? soluţie optimi a problemei (LSk). Dacii 

(I.6.4.) 

atunci exista xk•1 eX de forma ~•1-~+ A k(?-x1t), Â k € (O,l] 

astfel incit t(xk+l) > f(xk) 

Demonstraţie 1 

Notind sk-ik-~ este evident ci Cf ( .A )•f(xk+ A ~) 
este concavi pe [O, l} • Atunci lf ' ( .Â )•( sk) TV t(·l+ ,A sk) eatie 

deseresclltoare pe [ O,l] • In plus, datorita lui (I.6.4. ), 

De aieia 

rezulta ci if '() ) ~ o, oricare ar fi )dO,lJ şi deci 'f iti a-

tinge aaximul pe [ O,l] 1n ). •l. Punind ltk+l • xk, resulta c& 

f(xk+l) ) ! ( ~) . 

(11) daci 'f'(l) < O 

elCistl Ă k G (O,l) 

al lui <f pe [O,l] 

I 
astfel ea .P ( .4 k)•O . A k este punct de aui■ 

ti punind xk+l -X~Aksk, deduce~ o& f(xk+\ > f(xk). 

. Acesta doull rezultate fundamenteasl i..lgorikul de•ori• 

in schema nr. i}. 

6.}. Convergenţa algoritmului 

Teoreaa I .6 . }. In ipoteza I, una din uraltoa.rele al

ternative se veritica, 

!init de paşi. 

i ncit 

(j) algoritmul rezolvi problema (CL) intr-un JWallr 

(,1,1 ) algoritmul genereul un şir l x1'1~x, aaUel 

converge elitre >y • sup f(x) ti orioe punot de 
X€':( 
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al 

110 

OL nu are 
'>---..=.-- solu ii 

•• reaolvll problema ~ 
aup ( 'vr(J'-))T.z I x,X1 

•• oiteşte? soluţie op
tiall a lui (L ) 

•• calculeazll 1 

sk•i!6--xk Vt("i!6-

eate aoluţ1h 
k optillll a proble

C>----'~ Hi (OL) 

STOP 

S'l!OP 

ee determini ).k e: (O,l 
din (sk)T.'ri;Jr(x1'-+). k)•O 

k•k+li-----------

Soheaa nr. 13 
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ac11mulare al lui { ~ J este o soluţie optilll. a lui (OL). 

Demonstraţie a 

Dacii. .X• f6 sau (2.9.1.) se nrific& pentru un k, a

tunci alternativa (J) este valabil&. 

Altfel, el. presupunem ca. pentru fiecare k•l,2, ••• are 

loc (I .6.4.). Sirlll { ~l este in poliedrul ·convex ( x0
, ext X] 

Intr-adev&r, i° E extX ~atoritl ipotezei I) 91 

Mai departe, deoarece if" E ext.X (ipoteaa I) ş1 

xk € (x0 , ext .X] (Ipotesa de inducţie), este clar oll :J'+\ (.;,. ,? J ~ 
~ lx0

, ext.X1. 

ne x• un punct de acuaulare al şirului { xk} • Bxiatl 
k · k 

de~i ix•·rl ,{xk} ou li• x r • x*. 

Birul {t(xk)j este strict cresclltor (teorHa 1.6.2.) 

şi a&rgini t ( t continui pe coapactul ( x0
, ext .X) Exi stl deci t* • 

• lia. t(.;,.). 

Sll arlltllm ca x• este soluţie optimll a problemei (OL) 

,1 cil t(x *) • r• . 
Deoarece ext. X este finit&, exist& i, ext.X t1 

k' 
{ k • r j ~ { kr} aatt:el oa i r • x • 

· Atunci, 
k' 

(i-xl 'v f(x r) ~ o, pentru orice k; ,1 x~x. 

Trecînd la limitl pentru k;- o-= , deducea, 

(i7xl 'v !(x" ) ~ o, oricare ar fi xE: X • 
In particular, 

(i-x")T V !(x*) ~ o. 

Pe de altll parte, pent~ fiecare kţ şi Â(; (O,l] 

k' 
t(x r 
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Treci.ud la liaitll pentru k; ..:..""° 

,1 pentru ) - o, 
(1.6.7.) (i-x•)'lVt(x•), O 

Din (I.6.6.) ti (I.6.?.) resultll.1 

(i-x•)T '\] f(x*) • O 

Iar de aicu ,1 di.JI (I.6.,.), 

(x-.zn'1\1 f(x•) ( o, oriCU'e ar fi X€ X 

ceea oe do•ede9te ci x• este aoluţie optilll a problemei, 

.up. ( V f(xll)'x 
xEX 

De aici ,1 dia corolarul 1Htoreme1 I.6.1. r eaultl coa

oluaia teorNei. 

(C) 

i'l• PaoG.R4MAR64 lfELUfUJt4. OOJIVBU.ţ METODA PLAIIULUI DK 

SECtlUMB (J.B.~elle7) 

l'ie probleaa de program.are conTelâla 

sup. f(xh X•ixER11j g~(x), O, j~J1 , h~(x)(O, j E J 2 J 
x€X " " 

l WMle t ,&,1 E C , t este concaTtl, g .1 eint oonvez• 91 bJ siDt lune ţii 

liDiare atiDe. 

i"ie XL tronaoJllU. COATH 

::(L • {x€lflfn.,Cx) (O, J E J2 \ 
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I. Ipoteza 111lrginirii1 ;(
0

• {x ~.XLjgJ(x0
) + 

+(x-x0 )'? '\] sf1t0
) ~ O, J € Ji} este 1111:lrginitA. 

II. Ipoteza liniari tllţii1 f este li.ai.aril (f(x)•o'x,o4i lf'}. 

Observatie1 Ipoteza II nu est~ restrictiv&. Orice pro

ble•l de tip (C) poate fi echivalenta ou una satisflcî.nd aceasta ce

rinţa 1 

(O') sup { x0 I (:Jt Rn+l,xEX , -f(x)+x
0 
~ O 

Intr-adevllr, sll notll■ cu X' mulţimea soluţiilor poei- • 

bile ale lui (0 1 ) . 

Hie i o soluţie optimii a lui (O). Defini■ i
0
•f(i) 

En:dent, ( :
0

)EX 1 
• Vom arllta cil este optimi.. Prin 

absurd, exista (:J,X'cu x0 > i 0 • Dar, x4:X şi deci, f(x)~ x0 ?'i0 • 

c f(i), ceea oe contrazice optimalitatea lui i. 

Re~iproc, fie (~
0

) soluţie opti■ll a lui (O') 

Atunci i ,;X • SA arata■ cil este optima. Prin abeurd 

exist& x EX c~ f(x) > t(_i). Punînd x0 •f(x)., avea (:JEX' 91 
x

0
•t(x) > r(i) ~ i

0 

în contradi cţie cu presupunerea iniţiali. 

7.2.' Algoritmul 

Construim, recursiv, şirurile { ::r!'J , lXk} ,k-0,1, ••• 

asttel1 

Daci Xk_l•~ stop. Altfel, fie :ir!' soluţie optia& a 

problemei de programare liniar!J.1 
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Daol xkE X stop. Altfel alegiJld 

i c i i Ei J 1 I s1 ( x1') • ■ax S i ~) j 
j E Jl 

Teore11a 1.7.1.) Birurile IJ'j , iXk f oonstruite 

oontore reglll.ilor (1.7.1.), (1.7.2.) satistao proprietlţile1 

Demonstraţie 1 

Inoludunea Xk-l.:, .Xk, k•l,2, ••• , fiind evidentă , 

al deaonatrl■ ol .:X!= Xk. PriQ induoţie relativ la k • 

.rie x €X . • Cum g j aint GOnvexe, i,-entru fiecare 

s,1Cx)-s,1Cx0 )T) (x-x0 )T "J <1,1Cx0
), pentr11 ori ce xE ~. 

In particular, pentrll x, X , 

Pentru k•l,2, ••• , presupunea x E X k-l 

Inegalit~tea anterio.&PA, aerisi pentru i E J 1 deter

minat contor■ regulei (I.7.2.), arat& ci x Ci :X k" Ou aceasta (r.7.3.) 

a fost variti~atA. 

(1.7.4.) rez11ltl. banal din (1.7.2.) 

ln atîrşit (1.7.3.) i■plioA (1.7.5.) 
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Oorolar. Daci xk E. X atW1c1 xk este eoluţ1e optid 

a probleaei (O). 

Descrierea algoritmul ■e tace tn ache■a nr. 14. 

7.3. Convergenţa algoritmului, 

Teorema I.7.2. In ipotezele .I şi II Wl& din 11rd·toa

rele do\lll situaţii are loc, 

(i) algoritmul rezolvi probleae (O) intr-un Dwtl.r fi

nit de. paşi 

(ii) algoritmul genereazl un şir 1 x-k} aattel 1.Dott 

li■ t(xk) • 'V • aup t(x) 
XE.X 

şi orice p11nct de acu■ulare al lui{:Jl} 

este o soluţie optiall a probl&11ei (O). 

De111onatraţie1 

Din teore■a precedentl dedu04■ °" daci. pentru UD k,X1r9/ 

• ia atunci (O) nu are soluţii posibile, iar dac.I xk~ X ,x~ eate eo,,.' 

luţie opti■I. SA preaup11ne111 ci aceste alternative nu ae produc. 

Atunci şirul l xlt J conţinut în co11pact.11l X 
0

. con
k 

ţine cel puţin Wl aubşir convergent. l'ie{x rJ, {xkJaceata ,11 

sau 

lt 
x • lim x r 

Vom ari ta ci i € X 
Prin absurd, presupunem c,a exist.I. j E ,11 aatrel c,a, 

gJ(i) • E > o 

Atunci, exiatll lt( E ) a.at!el ci daci ltr ~ k( C ), 

k c g.,·cx r) > 2 

lt 
Pentru lt

8 
> lti,,x 8 € Xk şi exist.I i G J1 pen,tru oare, 

r 

Ic lt lt ,:r k 
81 (x r)+(x 8 -x r) V 81 (x r) ~ O 

k .lt k k .lt lt 
s1 (x r) ~ llx 9 -x rll·I/ V15t (x r)I\ '- li x 8 -x r ij• 11 
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ae scrie problema 

( xlxEXoJ 

O) nu are 
aolu 11 

a• citeşte soluţia opti

■I ;t+l a lui (I.Sic) 

se de-t erminl i E J 1 , cu 

( k+l) · ( k+l) 81 % •~ax.gJ x-
J '= J 

H aorie probl•a (LS.ic+i) 1 au.p f J: x I x f X k+l j 

.::(k+l• Xk n{Sj_(;c+1)+{x-z1'+l)T V S.1,(;c+1) ~ O j 

STO.P 

k•k+l~-------------- ---' 
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Or , prin construcţia şirului / X li: } , 

ti de aioi, 

fx'•~/r li) -ji 
oricare ar .ti li: > li: , contruicind convergenţa şirului { ./r _ţ 

8 :q.-. ,.,, ~ 
leci~E?-~ 

Pe ,de alta parte, şirul { f(x4) l 110noton şi 114J!'ginit 

este convergent. Daci?• li■ f(x1'), atunci (1.7.5.) i■plicul.1 

:1:. 

(OG) 

,1 

Deci f(i) • Y ceea ee dovedeşte cpti■ali tat.ea lui 
'I 

IJ a. PBOOlWU.R.&I. NELINIARA OOHVElia UTODA PBIIALIH.'fII 

(IIETOOA. SUIIT - A.V.Hacco, G.P.Jlo.Ooraie&) 

·a.1. Principiul aetodei 

Fie probleaa, 

sup. f(x) , 
li:€ X 

li l 
p(x,r) • f(x) + r > i':ti1 

r,;I J.1 ][ 

Teore111a I.8.l. DacA urll.llto.areie ipotese aint veri-
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(iii) f concavl, gJ conve%e, J•l, ••• , ■ 

(iv) {:uX I t(x) ~ kj est„ ■lrgillita, pentru orice k '= B 

(..-) p(.,r) este atrict concava pe X 
0

, oricare ar fi 

.a) pentru fiecare r > O,p(x,r) 1şi atinge ■axiaul pe 

~ tntr-u punct x(r)~Xţentru care ·~z(r),r) • o 

b) dao& rk > O, rk - o, atuaoi li■ p(x(rk),rk) • 
k .. .,... 

o) oricare ar fi 9irul { r'kţ oon~•11 artl"iot 4H

creao._vor la o, tirul { .f(x(rk))j conwrge atric11 creffl.\or la ~ , 

De■Matraţie1 

ene ■trictl deecreaolltor, iar tirul 

ne x0
'- X

0 
fi k

0
•f(x

0
) 

BY1de11t1 Y • aup t(x) • INI> { t{.x) I x e .X , .f(x) ) k0J x,x 
91 datoritl ipoteaelor (ii) 9,i (iv) f 19i atin .. ■u:i11Ul pe coap atul 

{ x ~;(lt(x) ~ lr.
0 

ţ , d.eci, 

B
0 

• { x E X I f{ x) ➔ .110 J 

SJ • {xc.X I s/x) ~ .llo- Y J 
• A~i S • ("\ SJ e.a"te nevida, coapacta, inclual in 
J.-0 
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Intr-adevllr coapaoitatea lui Sfiind o conaecinţl ai

potezelor (11) şi (iv), al arltl• ci 8; ~. 

l • - f(x0
) + li '> li -v o? o 

-ou atit •ai ault, pentru !ieoare j•l, ••• ,a, 

___ r___ ~ llo - ,;;, 

gixo). 

o deci X E sj, j•l, •.•••• 

In concluzie x0 E S ; ~ • 

81. remarci• şi ci B n tr.X • ~, deoarec• 111 veoira&ta
• r L.. 1 - - c:,a • Deci 8 eate includ 1n 
j•l gj(x) 

tea frontierei, 

Ou aceste observaţii ~e poate conclude cil p lti atiaae 

aaxiaul pe S, pentru orice r > O fixat. 

Exiatl x( r) E S '- :X 
O 

astfel cai 

p(x(r),r) • ■ax p(x,r) • v (r) 
·. x~S 

Evident, V (r) ( aup. p(x,r) 
. XE.:(

0 

Se poate aril ta cil are loc eg.ali tate.a. PriA aballrd, 

exiatl x E X
0

, S c'll p (x,r) > 'll(r). 

Deoarece x ţ B, atunc.1 aau f(x) < 11
0

·, aau uiata j 

t! l r ~ li -., •• e oa ~ ._ 0 -
j . 

• AllbeJ.e .alternative i•plicl p(x,r) < 11
0

, 

şi de aici atir■aţia abaurd_ll '7(r) < M<'. 

·• 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



120 

Concludea cll.1 

~(r) • aup. p(z,r) • ■u. p(z~r) 
z,Xo Xf.l'o 

Ou• :G,eate deaohi-all, conoluaia a) ••t• Ye.rifioatll. 

b) Presu_punN rk > o, rk - o. 

Roti■ ,!,• x(rk), k•l,2, ••• , 

Fie f> o. Aleg• ~EX.,aatfel ca t(zt )> ~ - f 
Punea r• • ~ 9tn I ■ixe >I 

Deoarece rk ➔ o, •na-. k* aet-tel oa pentr11 li: > t~ 

d .reaulte rk ~ r: J.t11aoi1 

t • l 
~ ~ p(z ,rt)~ p(x(r"' ),rt)•f(x(r•))+rk ~ i,1C'iCt-"))?, 

• .>,, t(x(r•))+r4 L g C-kr•)) • p(z(r"'),r•)~ 
Ţ-1 ,1 . • 

Ali deao,iatrat deci,. ca 

c1.a.2.) 

Din aceste dou.4 inag.alltllţi rezulta, 
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(I.8.).) 

1.21. 

f(.,/'+l)-t(.,f) > "k+l ( Z.:. :) 
. J•l IJ( )) 

Deoi, t11'1il { f(.,f)j •••• a,r10, oread11or. 

v• • U■ t(J&) 
k .. -

Hiu 

P• 4e &1111. par11e, deoarece ,1 tirlll ip(.,/' ,rk) J ••h 

OOllVH'I•·· Ol& U■111a -,, , va l'HU111a OOJlVOrs••--· fiNll&i. 

ooaol114-■ d · 'IJ• • .,, • , 40011 

(I.8.5.) • U■ r Z: ___l.,._ • O 
... - k j•l c.,C.a) 

Pfopoaiţia I.S.l. •1ooaro clin11ro OOD41ţ11lo1 

(J) t a11rio11 oonoa'Ytl .. 
(JJ) •nat& J•l, •••• aa11tol oa 'J d flo atr1o11 ooa-
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eate aufioiu•& pentl'll aatiafaoerea o0ll41ţ1e1 (v). 

8.2. Deaorierea algorit■lll.ui 

1. Se deter■i.D& x
0
eX. (obHnaţia l)) 

2. Se alege r 1 > O (obaenaţia 2)) 

J. La paul k, (k•l,2,.,.) ae deter■iA& Jt-x(ik) punot 

de ■axi■ liber al lui p(x,rk) (teore■a I.8.l.,b)) 

4. se teateaa& ad■iaibilitatea lui Jt. Dao& ae aooept& 

ae trece la 5, altfel N alege rk > rk ,1 ae trece la J. ou ra•rk 

( obaervaţia J)) 

5. se teateua opti■alitatea lui Jr-. In ou a!iraativ, 

algorit■lll. ae lnoheie, altfel ae trece la 6. (obaervaţia 4)) 

6. Se alege O< rk+l < rk oi ae trece la J. ou k•k+l 

(obHJ'.V&ţia 5)). 

• Ob1ervat111 l) Dac& un pwiot interior al lui X
0 

nu 

eate ounoaout, ae 1oate deterllina foloaiDd algorit■ul U111Ufi1 

:. __ Preaupwiea ca pentl'\l un y1 E -II", g(71) t o. Motll.. 1 

Se reaolva, cu _ algorit■ul StntT, proble■a1 

Algori t11ul asigur& ca aoluţia op_ti■I., ,.a ae a!l& iJl 

interiorul lui f x I s,1(x) ~ o, .1 € K1 } 

Daci int {si(x) I six), o, ·J ~ K1 j ~ o, 
,a. Altfel, H reia pr~oeclura cu K2 • { .1 I gi72) < oJ :> 

' 
atUAi)1 

2) In principiu, r 1 poate fi al•• arbitrar pozitiv. 

Bviden11 tendinţa ar fi a& ae aleagl foarte ■ia. se constata inaa,. ci., 

de regula, rit••• convergenţei algorit■ului de opti■iaare firi rea• 
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trioţii 4• la J0 deaor„t• odata ou. r • Mai aul,, exi ■ta perioolul, oa 

datorit& erorilor ao1&11ulat• 1n prooeaul iterativ de oalou.lare a lui 

(:a:(r1), aoH,a .a ia.a du X (putl'\l r prea alo, nlul twioţiei 4• p•

Aalitate ar putea fi t&out A„liJabil). B• ioate reooauula urdtol'\ll 

aod 4e alegere -al lui _r.\ 

J) !■atul de veritioare a a411l'1b111t&ţ11 lui ..:K, poate 

•i.,,/&) , o , IUMle o Ht• •pragul 4e a4aiaibilitlate• ti1 a&:a: 
I 

preatabili, (veai ,1 obaervaţia preoedeata). 

•> IA ou1&l wiui prooH 111erativ iAtimt, optliaalitlatea 

eoluţiei 4ertae 4e fapt •optiaalitate aprox1aat1va• • .ixi ■t& diver■• 

pnoed•• de a evalua, abate■:rea uei aol11ţii de la optia. IA oa•~l • • 

Ao■tn wi· ol'ltleriu. l-ar putea oonetlitui Yaloar■a Ir• 1: --1-I 
.1•1 'J(~) 

(ve■i teoreaa 1.a.1.0)). 

5) ou., 1n prooea\ll oalou.latori11, A• liait&a la wa au

.ar tiait de etape ale alaoritaului, d1taor■1t1erea t1nlu1 {rk} poate 

11 taouta ou pa■ oOA■tan11 (veai ,1 oba■rYaţia 2)). 
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PBOORAUBBA DISOllftA 

I 1. DUINillli PRO.BLBIUI 

.lllUAţul tipio al UDei probleae de progruare di ■orei& 

■11p. t(x) 
X€~ 

X t11Ja4 o ■u'bllulţi■e d.iacretl a lui ail det1DJ.t& 1ntr-o •&Dier• 

De -reguli., aulţi■ea aoluţ11lor po■ibile ale prolUHei 

••t• datl pria i■pun•r•a condiţiilor de _integritate aaupra UDora d1A 

oool'doaatel• punctelor dia corpul li■itat de UD AWllr de hipera11pra

feţe gJ(x)•O, J•l, ••• ,a, de unde ti denu11irea - frecvent utiliaatl 

peatl'II olaaa reapectiv& a progrulrii aatH&tioe - progra■area Îll 

latregi; 

Bat• notabil tapt11l o& o gaa& deatul de variata de 

proble■e de progra■are d.iaoretl poate fi integrat& condiţiilor pro

prii proara■lrii 1n lntreat. De exe11pl11 daci. variabilele proble■ei 

·■1Jlt ooaatrtnae a lua valori într-o ■ulţi■e fiAitl, cc■pl•~ apeoiti-
lt 

oatl (~ E i_ xf ~ 1 ~ , ·1-1, • .- . ,a) H poate refol"ll11l a proble11a 

oa o proble■I de progruara 1n întregi, prin ■11batit11ţi1le1 

ID ■are, ideile pe oare ee ·•priJinl, augereaal claaa

rea aetodalor de reaolvare a probleaelor de progruare diacretl 1n 
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d.ou& oate1or11 i■portute, 

a) ■etod.a p.1&A11lui d.e aeoţiune 

b) ■eto4e oo■biDatoriale 

Metodele de t~p a) ae bueua pe aoeleqi priDoipii 

oa ,1 ta ou11l progr..arii. eonvexe, 11tilla1114 ta.a 11nele tebDioi •P•
oifio• oaraoterului dJ.eoret al proble■ei. 

Metod.ele oo■billatoriale a11 la bu&. prooecluri d.e i11-

THti1are dir·eota a ■ulţ1■11 eol11ţiilor poeibile, tar& a fi neoeeara 

eauerarea oo■ple•a a aoeetora. 

o aettel de Htocll, aoţioAiDd 4upa prinotpiul d.e •ra

■ifioare t1 ■argiDire• (Bruch &114 Bou.114), toloHtt• llml.toarea •oll•
■a, la paelll k (k•l,2, ••• ) o ■ulţi■- de aoluţii poai,bile „ dHtao• 

lD ■84- ■ulte oo■ponente. Un criteriu epeoitio, ell■ina Wl.ele co■po

DRtle, exa■irdnd: nuaai Wl nu■ll.r reatr.tna de p11note ale aoaatora. 

Paaul u.raator reia operaţiWlea pantru Wla din co■po

AMtele r&aaae • . In u.r■a aoeator eli■iDAri euooea1Te 1 ■11lţi■•a aol11-

ţiilor poaibil• eate inTeatigata oo■plet, reţin1Adu-ee aoluţiile op

ti■e. 

I 2. PaoGlWWDU, LINI~ DISOil'U 

2.1. BAWlţUl proble■ei 

I4■1t1Ad11-ae la ou11l condiţiilor epeoiale de integri

tate ~•puee •ar1abi.lelor-, •-1• probl„a d.e progr-are lilliar& d1e

oreta, orioe probl-■a eOAiT&l:enta 0111 

(LD) aup. it(x)•OTX -~ • 
XEA 

\&Ade D G { l,, •• ,n) 

Dac& D- il, ••• ,n} proble■a (LD) H D11ae,te total d.ia

oreta, altfel, a11opta■ d.anwu.cea d-e probl••• d.e "progr-are liniar& 

■ixtla (d.iaoreta)•. 
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2.2. Algor1t1a1&l oiolio •atn• paa11N resolTarea proble

■-1 4• progruar• 11Aiara 4ieore1Ja (R.Qoaor7). 

fi• probleaa 4• progruare liAiar& 

P1'0pos1t1a 11 1211. Daoa (LS
0

) AU are eoluţii poaibile, 

iţu-.o1 Aioi (LD) Dll are eol1&ţii poai~ile. Dao& x0 ••11• eoluţi• op111-

•• a lu (LSO) ,1 x: E z, 1 ED, atunci x0 
•••• optid ,1 pentr,a (LI>). 

fie &Cil■ x0 o eoluţie optid a lui (LS
0

) ti B(O) bua 

\ 

1A afara notaţiilor ourent• 'iliA Gapi•olul I iA11ro4uoH 

,1, 
J (o) 

Ţeore■a 11.2.1. Dac& •xi ■t& 1 ~ D a■tfel 1no111 

UD4• !iJ 1 0 • { x (i 1i1 I (a1lx ~ r: } 
a ,ri 

oo■poDaa11ele lu a1 f11A4 defiAite pr1A1 
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Dnoaatraţie, 

ae■ , 

Ou. utaţiile, 

'11 • J'(O) (\ D,J'" • J'(O)' 1' 

ti putlru fiecare clHoo■pwaua a lu.i.. J'• 1a clou& pt.z;i' oo■pl•uNr• 

'1i, 72 ~ •1alitatea (II.2.1.) ae poate ■orie, 

.5i rjilC,J~-!,2 (1-rj1>zJ+ Îca1• •j1rrr: -

Bota■, 1: • {J G Jttl sj1 ~ o} , 7! • {J~J'"I •j1< o} 

Ooreap1UU1l.tor oelor clol&I. altiematiTe oo■ple■utare, 

(1) cf ~-O 

(1~) O' -1. 

4e41&0H 41a (11.2.2.) Ol. Ila& 41A IU"■Hoarele clou& 1A„alitlţ1 .. , .. . 
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ro 
Ulti■a relaţie de'Yi.ne, dupl imllllţirea ou 1 ·< o, r:-1 

Deoarece at1t 1n (11.2.,.) oit ti 1A (11.2.~~) ■e

brul etlq eete ·nenegatiT, reault& o&, 

Aici, '1i ti J2 reallHul o dHtaoere arbitrar& a 

ilegl.ncla 

o 
{ I O Z'4 1 -.

1
, • ~ ,.,., r ,, ___ (l r 0 ) 

" ".... .:li~ o - .:11 
• l.-l.'1 

o 
1 I o .:i...... o ,\ 1 o J '12 •1JG';J• r,11> o (l-r,111 • iJGJ'I r,11> r: 

l-r1 

•• Terifiol pri■a parte a teore■ei • 

.l doua_ atiraaţie rHultl banal, ţinind H&aa de faptul 

o& xj•O pentru J,~ '1(0) ,1 r: > o. 
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Corolar. :11• probleaa, 

(L81) aup. o'lx 

C' )~x1 ~.1 • bl ! 

unde A1 • (. ~(ai)T :) • bl • (:,:) 

AtWloi, orioar• ar t1 x~ X .exiatl xn+l astfel 1D.o1t 

I.o. aoelqi tiap, nu exiatl ~+l aatfel oa (xo \.: ~ • 
~.1f 

Oba9rvatit1 (1) Id••• de bui a algoritaului, refleo

tatl 1a aoeaatl teoreal, oonatl 1D. reatr1qerea treptata a tronaonu

lui )( pri.D. 11 tlhrea11 aa cu hiperplan• de tipul oelui oe alrginette o 

P• j) 1 la fhoar• paa D.Oul tronaoa obţinu11 oonţi.D.ind p• X dar 
o ' . a ,r1 

eliai.D.iad o parte nertdl a lui X 0 • i"ieolrui tronaon 1 H aaooiul 

o probleal de prograaare liniari cerind aaxiaiaarea lui f(x). Daci 

aoluţia obţi.D.utl nu aatiafaoe reatrioţiil• de integritate, la etapa 

uraltoare ••t• elillinatl din ■ulţi■•a · aoluţiilor poaibile. Iterind 

procedura oonatruotiTI ertdenţiatl 1D. teore■a II.2.l. Cti 1n coro

larul aau), •• obţi.D.• o ••oTeDţl d• probleae de prograaar• liniari. 

Aoeat algorit• ••t• ·deaoria aintetio 1n aohe■a nr. 15. IntuitiT, al

gorit■ul par•~ fi ou atit •ai eficient, ou oit 11 tlieturile11 operate 

la fiecare etapl aint •ai aubatanţiale. 8• obaerva ol ■ulţi■•a defi

ni tl de (II. 2. 5. ) ( o~• conţine pe X ) est• ou ati t aai redual ou 

olt ooeiioienţii nenegatirt din priael• doua au■• aint aai Ilici. De 

aioi ,1 aodul de alegere a wlţiailor de i.D.dioi ?i ti ?2 . 
In atir9it al remarci• ol oonaiatenţa algoritmului 

preaupWle exiatenţa aoluţiilor opti■• pentru lntreaga aeovenţl de 

probl••• de prograaar• liniar& oonatruitl. 
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-~:i~t), 
n+k 

soluţie opti■& a 
proble~ei (LS ). 

se alege, 
i•min. if'- D lxk 4- Z 

Sl'OP 

aoluţie op- a~ 
ti■ll a pro
ble■ei lLD) 

•• elimina restricţia 
aupli■entarll $1 vec
torul coreapunz&tor 
variabilei x 

ae acrie LS.k+l prin aupliaentarea 
lui (LS.11;) cu restricţiile, 
~ i li; 

~+k+l - - ajxj•-ri,~+k+l~ O. 
E.J li; ' 

• • ~• •olv~ (~+l) Ad al.~ g-

rit■ul aiaplex dual, cu aoluţia 
dual-posibili iniţial& (~ } 

Sche■a nr. 151 Algoritmul ■ixt 
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(11) Bone■a conţin• o illatruoţiwi• oar~ li■iteaal nu■l

rul reatrioţiilor adiţional• pe parouraul deafl.furlrii algorit■ului. 

(LD') 

· 2. 3. Oonnrgenţa algori taului 

Preaupwi•• f(x)•o'x ■-rginitl auperior pa .X • 

Problna (LD) Ht• echi.Talentl CUI 

:X
1 
•[ (:

0
) _" Jr1+1 \ x0 -o"z-o, Az•b,x~O,Xi_~ Z, 

i ~ D} 

~llrl a reatring• generalitatea pute■ preaupWl• ol 

D• { 1, 2, ••• , I Dlj • Het11D4 aupual reatrioţiei de ••1111, Tari abila z
0 

T& fi ia per■anenţl buiai, pe tot parouraul reaolvlrii problHei 

(LD'). 

AtW1oi, ooreapWl&ltor Wlei bue dual-ad■iaibil• B(k) 

notl■ 1 

k 
• to • t•O 

•~t, t '- J(k), l < J'(k) 

O, t C: J'(k) \ { t.J 

pute■ obaerTa 011 

fi deai, Teotorilor xk, n: , e ~ 1(k) le pute■ acorda H■ninoaţia 

P• care o ••••u 1n capitolul I.}.lO. (aici _ei apar intr-o forai elip~ 

tiol, pri■& ooaponentl t111l4 aupri■atl · datoritl identitlţii ei ou oea 

de • doua.) 
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1!eore■a u.2.2. ilgorit■ul ■ixt; reaolYI. proble■a 

1ntr-W1 nu■ar fillit de iterat;e ai■plex; ou condiţia reapeotl.rii reg\l

l•i lexioogratio• in aplicarea algorit■ului ai■pl•x dual. 

De■oaatraţie a 

Pute■ preaupune ci. reaolvarea probleaei de progra■are 

liniari. obţinuta · prin o■iaiunea reatJ'i,cţiilor de integritate {ciclul 

o al algorit■ului) a dua la o soluţie L-dual-ad■iaibill. (veai capi

tolul 1.3.10. (III)). Atunci regula lexicografici. garanteazl. ci. toate 

baaele aucceaiYe obţinute pe parcursul rezolvllrii proble■elor 1Aca

drat• in algorit■ul aixt vor fi L-d.ual-ad■iaibile. 

Ooreapunzl.t.or etapelor 0,11 2, ••• al• aceatlli algorit■ , 

fie o l 2 x,x,x, •.. aoluţiile optiae obţinute ,1, 

Pe p&rc\ll'aul ciclului k al algorit■ului, eate posi~i~ 

ca, porn1A4 de la aoluţia ;t-1 , algorit■ul aiaplex dual al. genereze ·· •. 

■ai ■ulte aoluţii dual-poaibile, incheiDd cu aoluţia optial x1' (a pro

~i•■•~ ••oo~••• uoiui,u) . •~• ..,k-l,O ~ ..,k-l, ..,k-1,l 1 . ,..Jl-l, ■...X~ 

aceate aoluţii aia 

... . . . x:-1,. 
• ••l, • • •, • '- D l k' •• • • • • • 
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u, 
Ave■, Xo '?' I.l '?' • • • 

(dar fii x.&-l,O? x.&-1,lÎ" • •• ,>-xk-l••, k-0,l, ••• ) 

In ipotHa ■arginirii lui x
0

•oTx pe_ X , firu.l 

ii;!J k•O,l, •• e•te a&rg1nit 11 ■onoton deacreacltor, deci conTergani. 

Vo• arii& ol dupl un nu.ar !init de ter■eni el devin• •taţionar, 11-

aita fiind 1ntreagl. 

Ou acelqi raţiona11ent, parourgiD4, 1n ord.1,ne, priael• 

ID/ • l ooaponante ale Tectorilor i'-, TO■ arata ol, pentru fiecare 

11•1,2, ••• , I Dl , 11nl { ~ j , deacrHoltor de la• un anuait rang. fi 

alrginit interior (de o, deoarece~ eat~ aoluţie optia& in probl••• 

de prograaare liniari core•punaltoar• oiolului k), deTine ataţionar, 

liaita _aa fiind întreaga. 

•x1•111 i fii 

t < 1, ~-x; 
dincolo de i. 

Ra~ionind prin reducere la abaurd, al presupunea ol 

(O'° 1· ~ \Dl ), aat!el inoit, pentru orioe k ~ i ,1 

dar 11r11l 

(II.2.6.) 

Daci X~ • li■• ·xf, atunci •xl~.ţ~ le•,> "i, aathl inoit, 

rx:l~,xt··< r~1 • 1 

Atunol ciolul k+l introduce o reatrioţi• au.pli■entarl, 

aaooiatl ooaponentei X:, z. Oa rHultat al pr1■ei iterat• ai■plex- . 

dllal, &Te■ a 

xf- [xfJ (II.2.7.) · xt• ♦l . xf~ L1 ~i J € J(k*) 
.1 

j 

Ori, LJ.~i 1' O ( ,1 ~i •O ar i■plioa •~ •O, 1n oon-

11ra4ioţie cu procedura ai■plex). 

llai ■ult, /j ~1 ) O, deoarece, 1n ou contrar, 
...i~ 1 ...i' ., . 
Xi ' ) Xi , OH& oe ar oontrueni dHcre1terii lexicografic• a 

tirului 1 xkJ • In aoH11 o~, oonatru.oţ1a rHtr1cţie1 aupli■entare 
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duo• la conoluaiaa 

1D contradicţie ou (11.2.6.). 

ln ■tiroit, d arat1■ · oa x; e z, t • 0,1, ••• , l»l. 
ilt!el, daci k•■in.j k IX:• x!J· , ciclul i+l 1•

tro4uo• o r•■trioţie aupli■entarl aaooiata oo■ponutei X:. Relaţiile 
de tip (II.2.?.) , (II.2.8.), valabile 1n aceat caa, duo la oonoluaia 

oa X:• 1< x! ,1 cu■ tirul { x;, • J deacre,te, .x!•1 < ~. oontran-

aiDd ipotea.ei d• staţionari tate a tirului / < ~ . 
Corolar • Daci o1 'i Z , 16 D, o1-o, 11E D , atuaci 

proble■a (LD) poate fi rezolvata intr-un num&r !init de etape. cu al

gorit■ul ■ixt. ID particular, pentru o proble■a total diaoreta, a

ceasta oonoluai eate valabili dacic are co■ponute intre~i. 

i ,. PROGIWUREA PI.TlU.TIOI. DISCRE'UJ METOD.A. PLI.HULUI 

DE SBOTIUNE (H.P.Kunai, w.oettli). 

}.l. Probleaa 

O probleaa de progr~aare pltraticl diacr•tl (1n in

treg1) poate fi · enunţata aub for■aa 

(PD) aup •• f(x), X• ix'- Z11 I x ~o, .A.x ( b} , 
XE.X ... , 

unde f(z) •. _~;ix + ½ xTox, o aiaetricl, negativ definit&. 

Voi adopta fi uraatoarele doua ipoteze, 

I. Ipoteaa de a&rginirea X
0 

• {x ~ gll \ x ~o • .A.x-' b) e■te rallrginitl. 
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II. 7 t/,. X
0

, unde 7 eete pW1otul de ■axi■ global al t\ll1oţ1e1 etr1ot 

ooacaTe t, pe rfl. 

{PO) 

He probleaa de progra■are pltratic& { connd) 1 

eup. t{x) 
Xti ;(

0 

Propoaitia II. ,,1. Dao& X 0 •- atunoi :X•- • Daol. 

x0 Hte aoluţia opti■a {unica) a lui {PO) ,1 dac& x0 E zn, atunci 

x0 eete eoluţia opti■a a proble■oi {PD). 

.ltuncia 

{II.J.l.) 

{II.}.2.) 

De■onetraţie 1 

sa nota■ ?• t{7), t 0 •t(x0
), L-?-t0 

• 

"\ V L • ?-t(x) 

x- "\x+{l- ~K)7 cu ~.~(O,l] _ (i J 7 contor■ 1potoae1 

II). 

(II.3.3.) 

t1 do aici, 

(II.}.~.) 

De aici rezulta iaediat_ (II.3.1.) 

Âx poate li detorainat din egalitatea t 0 •t(i) 

sa obsorvlla , in prealabil, cil 'v !{7)•0, docia 

07+c•O 

.ltWlCia 

t 0
-t(x)• ~ [.A1 x+(l- AK)7]To[,411 x+(l- ,.\K)7] + ).~cTx •+ 

+(l- J..,.)cTr ½Ax2 xTOx+ ~(l-)..."()2/lo7+ )~ (l- \ )xT07+ 

+ ,\"oTx+(l- )....,)0T7• ~ A.,.2xTOx+ >,._2o'tx-(l-Âx_)Cf+ .Z.(l-)
11
)1• 

• ~t(x) + (l- A2 ) ? 
- X 
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de wade, reaul.tl (11.,.2.). 

Deaoaatraţi• 1 

Le■a II. 3.2. Dac& x € X O atW1oi1 

(o+Oi)T (:,-i) • 2L (( Vt(i))'(:,-i) • 2L) 

Datorita oonoavitlţii lui t, avHa 

(i-i)T V t(i) ). t(i) - t(i) • o 

(- -)T l ( -) l - ·-)T( - l (- -)TT ( ~) • x-a ,:; O :,-x ¾ (a-x o+Ox) • Ax a-x v r -' ~ O 

,.2. ilgoritaul 

Teoreaa II.3.l. x• ••te soluţie optiail a lui (PD) daci 

91 nuaai daoa ex:iatl. /I• ţ O aatfel oa (x • •/ •) BA !i• eoluţi• op

tia& a probleaeia 

( OA) 

Daaonatraţiea 

iD! {/ I X G zD. /' & B,x ~ o, )'~ o, Ax ~ 'b , 

?-t(x) ~ 1/ \ . 

Notla ou X aulţiHa soluţiilor poaibil• ale 1111 (O~) . 

Daci x• •■ta aoluţie optiail a lui (PD) H poate ve

rifica iaadiat ci (x◄ •r') ou /•• f-~(x•) aate aoluţie optial a 
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U? 

l\&i (OA). 

Pentl'll ~•plioaţia iJl·Hra&, H ·o'bHn& 1•e41•t oa 

x•e:f t1 ol,•• 'f-f(x•} • Dao&, priJl abaurd, x• DU Hte . optid 

ta (PD), &WD01 axi ■ta x t!X ou f(x) > f(x•). 

?-tex l DefiD1D4, ~ • - -

rHulta oa (x, r ) EX, ,1 oa ,-<,r· -~ OH& oe ar OODtru1o• _opU•al1-

11atea l\&i (x ~ •/ • ) • · . 

:ri• aou■ probl••• d.e progra■are li.Aiar& d.1aoreta 

ildfr Ix G zD, /'=B,x jJ1, 0,j~0, Az~ b, (o+Oi°)'l 

(7-x) < 2LÎj 

PropoaitiaII.~.2- Daoa x;~. atuzaoi xl;~. <X1 

••11• ■ulţi■•• aoluţ11lor poai'b11• ale probl•••i (LJ>1)) 
Teore■a 11.3.z. Dao& (x,J') eate aoluţie po■i'bil& 

a probl•••i (OA), atuzaoi (x, "7) ••t• aoluţie poai'bil& a pro'bl•■•i 

(LD1) 
DHeaa1lraţie1 

Otiliaînd., auooe■iT, l•■•l• (11.,.,.), (11.,.1.), 

(11.3.2.), putea acri•• 

a proble■•i 

(o+Oi°)'l(7-x) ( (o+Oi)'l(7-x) • t (o+Oi)'l(i-i) • J: 
P• de alta parte, deoarece (x •j ) E X , 

f-f(x} 
f~ L 

Deci, ~ ( 2L "j , adio& (x, Vf) E' X1 • 

Teore■1 II.3.3. Daoa (x• ,,•) ute aoluţ1e epti■& 

(LD1) ,1 daoa, 

(II.3.5.) (o+oi• )T (7-x*) , 2L/' 

aoluţie op111d a proble■ei (OA). 
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Deau■traţie1 

cea, 

De aici, 

■au, 1-f(x•) ' L(,• )2 
ceea oe iapreUD& cu proprietlţile lui x doYedeote aparteAenţa lui 

(x * , <;· )2 
la X • 

IA ■firşit, ■I AOtla ol daci aoea■ta AU ar fi soluţie 

optid a lui (OA), atUAci ar exista (x, Î )€ .X 

Dar, cOAfora teoreaei II.}.2. atUAci (x, "j)~ ::f, 
1A ooAtradicţie cu iAegalitatea precedeDtl. 

ou j" < 'I* )2
• 

1 ,1 deci "j~ )'' 

Corolar (test de optiaalitate) • IA ooAdiţiile teore

Hi 2.12.3., x• este 11oluţie opti■l a prooleraei (PD). 

ilgoritaul, prevede o etapl iAiţiall 1A oare ae cauta 

■oluţia prooleaei de prograaaro pltraticl convexa (PO), şi apoi o 

sucoeaiUAe de cicluri, fiecare conatiAd 1D reaolYarea unei proolerae 

de prog~aaare liAiara discreta şi in te■tarea optiaalitlţii aoluţi~~ 

ooţinute contor■ corolarului teoro11ei precedente. 

liecare noul pro0le111 ■e construieşte, pornilld de la 

preoedcta, prin asocierea \llle no ea oţ 

neul aulţiaea soluţiilor poaioile cu UA hiperplan). 

Descrierea algorit11ului eate datl i n aoheaa nr. 16. 

2. ~ •. Convergenţa algorit11ului. 

Teoreaa II. 3.4. k' k Daoa, pentru k' > k, x •X , atunci 

xk eate aoluţia opti11a a problemei (PD). Aceasta situaţie apare, cu 

necesitate, pentru un k'~ l'X/ 
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STOP 

ae cit8şte soluţia op
ti■I X 

'4 x0 aoluţia optid ----'=-----

ae calculează y din, Cy+c•O 
L-1-!0 

ae citeQte soluţia 
opti111ă (xk, I() 

ao nalculează, 

H scrie (LD.11:+l) 

in! { f I (x,r ) E;(lt+l \ 

xlt♦l-Xlt () i {x.,) I· 
{c+C?)T{;r-x), 2L l . 

Sche■a u. 16 

• problemei (PD) 

STOP 
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Deaonatraţiea 

Evident, (x'°' • f k') oa soluţie optial a probleaei 

(LDk,) aatiafac• reatricţia aupliaentarl de rang k1 

(c+C?)T(7-xk') ~ 2 /k L 

,1 cua x'-' • xk ,1 (xk, ~k) este soluţie optial iD (LDk), reaultl, 

contor• teoreaei II.}.'}. ca~ ute soluţia optial a problHei .(PD). 

Ultiaa atiraaţie rezulta banal, datorita finitudiDii lw.X'iD ipoteaa 

d• aargiDir• I. 

Concluzia aceatei teoreae atesta faptul ca algoritaul 

duo• la rezolvarea probleaei (PD) intr-UD numar fiDit de cicluri • 

.22!:2.!.!.!:• Daci rezolvarea probleaelor de progruare 

liniari discret& (LDk) •• face intr-UD nu.ar finit de pafi, atUDoi, 

aetoda preaenta este finita şi exacta. 

(CD) 

ij 4. PROOR.UU.Rl::.A. OONVEli DISCllT.A.1 METODA "BlUNOii 

AND BOUND" (.A..li.Land, A.G.Doig, a.J.Dakin) 

4.1, Problema 

Yie proble■a de prograaare convexa in iDtregi1 

01& L ooaoa„a, ISj• J~J., ••• , ■ t>@nvelte , D <;; \l.,.,. ,n \ 

Drept condiţii prealabile pentru consistenţa algo

rit■ului prezentat admite■ uraatoarele1 

I. Ipoteaa allrginiri11 X
0 

• { x 6 R'1 I gj(x) ~ O,j•l, •• ,Jr\} este 

aarginita. 

II_. Exista UD algorit■ (nuait algoritmul continuu) pentru reaolvarea 

probl•••i de prograaare convexa, 

aup. f(x) 
X'°-¼ 
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·, 4. 2. J\.lgori t■ul 

Presupwiind X
0
,'II, fi• x0 o aoluţi• optiall a proble■ei 

Propozitia II.4. l. Daol x~ 40 z, i E D, atwioi x
0 

eate 

opti■I a proble■ei (CD). 

11Jotl■ 1 

In caz contrar, al presupune■ ci pentru un i ~ D,x~/ z. 

xl • {xE xo ! xi-' [~~}j , X2· {x~ :io I xi~ [x~J +1J 
Propozitia II.4.2. X<;,, X1 U X 2 , x

0 ţ X 1 U X 2 • 

Corolarul l. Daci xl lJ X2- fi. atunci X • f6 • 

Corolarul 2. Daci .X 1 • f6 ( X 2 • f6) şi x2 (x1 ) eate 

soluţie opti■I a proble■ei1 

·aup. (f(x) I x ~ X 2 1 

astfe l incit xf {; Z (X~€ z) 
optiall a problaaei (CD). 

1 ~ D, atunci x2 (x1 ) eate soluţie 

Corolarul}. Daol .X1, ..X2 ,' f6 şi x2 este ~oluţi• op

ti■ll a problemei (c2 ) (x1 este soluţie opti■I a proble■ei (01 )) astfel 

incit, xfEi Z (x~c;z); 14=-D şi f(x2 ) .> aup /f(x) I xEX1J (f(x1 )~ 

~ aup { f(x) \ x f: .X2 _i ) atunci x2(x1 ) eate solu vi• opti■I a proble-

Hi (OD). 

Propozitia II.4.}. Daci X k c X
0 

şi x€X aat!el 

incit f(x) > aup { f(:i:) I x E X k I · atunci nici o soluţie opti■I a 

proble■ai (OD) nu•• poate a fla în X k" 

Ideea fwidamental a a algorit■ului (descria în ache■a 17) 

este explorarea, pe secţiuni, a poliedrului convex X
0 

oare conţine 
• I 

aulţi■ea aoluţiilor posibile X. La fiecare pas k, plecînd de la 

un pwiot al lui X 
O 

(xr) care nu este in X, o anu■itll. aub■ulţi■e 

conved a lui X 
O 

( .:X..-) se desface in trei plrţi. Una din acestea 

ae eli■inl~ neputind conţine soluţii ale problemei (OD) (~E".X„f [xf J < 
<Xi< lxi) + l ), iar celelalte doua ( X, X 1 ) constituie 

f'.1. • 8♦ 
UU/.UI/SBl Ftl5(J.8 
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aulţiaile de soluţii posibile a doua probleme de programare cpnvexă, 

cu funcţie obiectiv f, ale caror soluţii optime se determina. Daca 

una din aceste probleme are ca soluţie optiaa un punct din X , res

pectiva soluţie se reţine, dar mulţimea din care a fost selectata 

nu ■ai tace obiectul unei viitoare explorări neputînd conţine solu

ţii "ma.'. bune" ale problemei ( OD), .A.calaşi lucru se întîmplă cu ori

care din ■ulţimile explorate, dacă optimul lui feste inferior valo

rii atinae de funcţia obiectiv într-un punct din X găsit anterior 

(propoziţia II.4,2,), 

Astfel, algoritmul sugerează un proces de ramificare 

ale cărui noduri corespund unor probleire de programare convexă re

zolvabile cu algoritmul "continuu". La fiecare pas .Ic:, de la un nod r 

aînt generate două noi probleme (C
8
), (Cs+l), care se obţin din pro

bleaa curentă prin adiţionarea unei restricţii liniare. Procesul e ste 

stopat înt~-un nod r în una din următoarele situaţii; (i) problema 

curentă (Or) nu are soluţii, (ii) soluţia optimă a problemei curente 

eate în X , (iii) soluţia optimă a proble111ei curente nu est •, î n 

.::( , dar valoa.rea funcţiei obiectiv este inferioară celei atinse 

într-o soluţie din X generată la alt nod, 

Algoritmul se încheie cînd procesul de ra~ificare a 

fost stopat, fiecare nod terminal fiind în una din cele trei alter

native. In acest caz o soluţie optimă a problemei (CD) este datâ de 

orice nod stopat după regula ( ii) care realizează maximul în clas a 

aceator noduri. 

Debutul algoritmului este reglementat de propoziţia 

II,4,1. şi corolarele sale, 

4.}. Oonvergenţa algorit111ului, 

Ipoteza de m&rginire I, garantează finitudin~a algo-

rit1111lui, 

Intr-adevlr, in X , fiecare componentă xi, i ~ D, 
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Tariu& 1lltr-un interval ■lrgini t [ ct;. ,fi. J • De t:iecare datll ciDd. 

co■ponenta ia soluţiei curente este gaaita ne1lltreaga, . algorit■ul 

eli■inl din poliedrul X 
O 

o subaulţi■e a cl.rei proiecţie pe coordo

nata ieste interiorul unui interval de lwigi■e l din [R,,fi)• De 

aici linitudinea algorit■ului. 

Observatie1 Evident, referindu-ne la linitudinea al

gorit■ului a■ subînţ&les cil el se des!llşoarll intr-un nu1111lr finit 

de cicluri proprii. Cu111 fiecare ciclu presupune rezolvarea unei pro

ble■e de programare conveXă, convergenţa algoritmului global este 

condiţionat& de convergenţa subalgoritmului utilizat la acest punct. 

De a.ici n·eceaitatea ipotezei II. 

4.4. Cazul liniar 

Dacă (CD) se inlocuieşte cu (LD)1 

(LD) 1 'f n L sup 1 c x I x G R , x ~ O, Ax•b, xi (; Z, i E D J 

fie x0 şoluţie optimă a problemei 

şi 1 ~ D, astfel ca xr rj_ Z. 

Consideră■ probl emele1 

(LS1 ) sup { ~Tx Ix€ X1j )( . 
l Xon t xi ~ [x~ 1 J 

(LS2 ) sup {cTx Ix€ X2 ], X2. X0 n { xi ~ [x~J + lJ 

Dacil B(O) este baza admisibila, asociata soluţiei 

atunci, deducea cil xi !f f. x~ ) este ac.tu valenta. cu 1 

aau 

(II.4.1.) 

o 
X t 

Astfel, problema (LS1 ) poate fi constituită prin a

diţionarea restricţiilor (II,4.1.) construite cu datele furnizate de 
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■e reaolvl 
(0

0
) ■up it(x)lx e X

0
l 

a rit•ul contau~) 

'li.o tn 

--'S..,_ x0 ■.ol~lţ• optial. 
'• · 

a roblf••1 OJ> 

se so~iu problemele& 
· ( 0

8
) 1 aup {f( xHxE X

8
] , X

8
• X r n { x1 , (xf )) 

(0
8
+1 ),supit(x)I xEX8 +1 },.X 8 +1•.Xrn{x1 ;,.[xfJ +lj 

•• rezolvi cu al oritmul ocmtinuu 

a avi~~1• of•1•• 
a problemei ~o,) 

•f(x1 ), t, I 

q«».lt, '114-•ax {l>tlt€H.lt 

i1'-x4, ~ • ,) 

•• alege iE D 
rtr z 

Se eaa nr. 17. 

iTOP 
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ulti■a iterat& ai■plex a problemei (L8
0
). Variabila aupli■entarl in

trod.ud, Xa+l devine variabila bazici pentru noua proble■I, allturi 

de variabilele baaei B(O). Ou■ valoarea ■a eate negativi, rezolvarea 

proble■ei (LS1 ) poate !1 !&cuta cu algoritmul ai■plex dual, procesul 

calculatoriu !iind a■e■IAltor ou oel din algoritmul ■ixt al lui Go-

■or7. 

Obaervaţii ase■lnltoare se pot !aoe şi asupra rezol

virii lui U,82) şi _in general, aJnt valabil• pentru proble■ele gene

rate la fiecare paa al algori t■ului. 

~. 5. Caaul variabilelor bivalente. 

O ■enţiWle speciali asupra algorit■ului o pute■ tace 

în cazul iJ1 oare variabilele supuse condiţiilor de integritate nu 

pot lua decit valorile O sau l. 

Intr-adevlr, daci problema curenta (Cr) are soluţia 

opti■I xr ti, pentru un 1 ~ U, x~ ţ Z, cuplul d• prooleae derivat 

este1 

(OS) aup {t(x) I x 6 Xr• xi • O) 

aup < f(x) I x ~ ..:( , x1 • l J 
L r 

Condiţiile supli~entare specificind val ori precise 

pentru \Ula dia variabil•, pot !1 integrate oelorlalte reatricţii, e

fectul principal !iiad reducerea nwa~rului variabilelor în noile 

.probl••• (ia oaaul general asiata■ la crett•r•a nUlllrlllui reatrio

ţ111H). 
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C.1PI'?OLT1L III 

PROGIWURE.\ DINAMICA 

• i 1. PROCESE SECVENTIALE DE DEOIZIB. PRINCIPIUL OP'?I-

tu.LIUTII 
Prograaarea dinallica este o tehnica de abordare a unor 

claae de probl••• de optimizare al caror model aatematic recla■a un 

procea secvenţial de decizie, 

Intr-o astfel de problema, la fiecare etapl (moment) 

t E= T (T C R), se alege o deci~ie ~ dintr-o ■ulţime de decizii acce

aibil• X t' putîndu-ee ma sura utilitatea deciziei al•••~ ut. Pe. an

aamblu, problema cere determinarea deciziei globale X• ixt~ tG T care 

optiaizeaz4 o funcţie obiectiv globala f, de!in1t4, în mod esenţ ' al, 

pe baaa utilitlţilor parţiale i utj t ~ T • · 

Natura intimă a procesului de decizie secvenţial4 !ace 

ca evolu.ţia ea al !ie controlata. de parametrii de stare r7 t \ t E T a 

clror lege de variaţie eote _preaupuel cunoscuta şi dependentă de de

ciziile aleaea 

(III,l.l) E(t,xt, l t) • O 

In general, ;(t şi ut depind de starea proceauluia 

Xt • Xt< 1 t) • ut-ut<xt' f t) 

O traiectorie a procesului, corespunzătoare deciziei 

globale x• ixt}t ~Teste funcţie T (cu "f(t)• 1t) de.t'initll. pe T 

prin (II,l.,l,). 

In particular, o traiectorie optimi ( aste o traiec

torie coreapunzltoare unei decizii optime x• (care maximizeaza ( ■i-
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niaiaeul) !Wlcţia obiectiv!). 

Teluuca prograalrii dinaaioe oon•ti in reducerea pro-

bleaei de optiaizare {aaupra lui t), la o !aailie de probleae de op

tiaiaare, aaociate , tiecil.rei etapa t €' T, in .oare alegerea aa !ace 

aaupra Wlei singure variabile de decizie Xt• 

Principiul dominant al acestei tehnici, principiul op-

ti■alitiţii al lui R. Bellman, poate !1 - in general - enunţat ast!ela 

o condiţie necesari pentru oa o traiectorie 1• ~ !ie optimi pe T 

eate oa, oricare ar !1 t 1,t2 ~ T, t 1 < t 2 , ea al !ie optimi intre 

tl. şi t2, oind 1 tl • r {tl). 

§ 2. PROGllill.AREA DINAJUOA DISORETA CU NUM.il JINIT D~ 

STADII 

2.1. Jormalizarea problemei. Analiza prospectivi şi a

naliza retrospectivi. 

Presupunea T • { 1,2, ••• ,n \ 

Pentru fiecare 1 E T, X1 • X1 ( 11 ) este aulţi■ea de

ciziilor adaisibile, daci starea actuala este fi şi u1 •u1 (xi, f 1 ) 

repreaintl utilitatea parţiali asociata etapei 1, corespunzltoare 

deciaiei xi€ X 1 ( 1 i). 

Funcţia obiectiv a proble111ei este, !(u1(x1 , fi)•••• 

Traiectoriile procesului deacriu, in acest caz, legea 

de succesiune a stlrilor în cole n etape. Dupl cu■ aceasta aucoeaiune 

respecta aau inversează ordin~a naturali. a sta<.'iilor, vorbim deapre 

analii& prospectivi sau an1J.i z a retrospectivă. 

Astfel, analia& prospectiva eate caracterizata de le

gitlţi de tipula 

(DP) 
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1n ti■p oe, 1n analisa retroapeotiv&, eouaţiil• traiectoriilor aint 

de toraaa 

(DB) Î1-1·1t<:iti., r1> 'Xi.~ X1<fi) '1-2, ••• ,n 

Bat• UfOr de obaervat o, toate •l•••ntel• deaQriftiv• 

al• probl•••i a1nt deterainat• de deoisia aleaa& 91 de o atare datl 

91 anu••• atarea iniţiala fi• in ouul (DP) ,1, reapeotiv, atarea 

final& 'f n' in ca111l (DR). Renotl.a, pen11.ru fi data 

i1<•1• f1>·•1<x1, r1>,u1<s1, î 1>·111<•1• r 1>,x1~ .X1< 51> -

• Xl( ;1> 

i2<•l'x2' r 1>·12'x2,i1<x1, r 1>>,"iiixl'x2, f 1>·112<x2,i1<x1, r1>, 

X2E X2<x1, f1> • X2<i'1<x1, r1» 
............................................................... 
1'1 (lll' • • • ••1 • f 1>•s1 (Xi_ •11-1 (xl' • • • ,xi-1' f l)) ,ui (xl' •••,xi• f J!" 

•111<x1,i1-1<x1, ... ,xi-l' r1»,x1~ X1<x1,···,x1-1• Ţi> • 

• X1<i1-1<x1, ... ,xi-l' Ţ1)) J 1•2, .•• ,n 

f(xl; .•.• ~. r1>•t(ua,<x1, r l) •.• ,un(x1,····~· T l)) 

iar, tn caaul analisei retroapective, pentru un f n dat, 

~'~· fn>·&n<~. fn>,'tin<~, rn>·~<xn, rn>•~'=xn< .-rn> -

• Xn.< f n> 
.............................................................. 
f1<x1•···•~• rn>•s1<xi,l1.1<x1.1•···•~• Ţn>>,~1<x1, .. ·,~• ;n>· 

•U1 (xi •81+1 ( xi+l'' '' ·~' r n)) ,xi~ X-1 CÎ1+1 (xi+l''' • ·~' Ţ n) .. 

°' • _.X\(x1+l' ... ,~, f n), i•l, .. ,,n-l 
t(xl,. . .,xn' Ţn)•t(l11<x1,•••,xn, fn), ... ~n(xn, "'fn)) . 
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· De!iniţie O decizi• >< • eate o_pti■ll relativ la atare& 

iniţiali _(!inalll) °"fl( fn), intr-o problemă analizata prospectiv 

(retroapeativ), daall1 

!(x* • ii>• ■ax.~ !(x, r1> I Xi'='. .Xi<x1•· .. ,Xi-1• y1>, 
1,i,n} 

/:::I 

(l(x•, în) - 11ax.1t(x, r n> I Xi€ Xi<xi+1•· .. ,Xn, r n>, 
l ~ i ( n)j , 

Conveni■, în oele ce urmeaz4, ca, referindu-"• la 

problemele de optimizare, în condiţiile in care traiectoriile aînt 

definite în maniera prospectivă, respectiv, retrospectivi, s4 le 

desemnam prin (DP), (DR). 

2.2. Probleme decompozabile, Principiul optimalit4ţii 

Definiţie. Problema (DP) este decompozabil4 prospectiv, 

daci există funcţiile F1 , •.• , Fn, Fi : R2 - R,Fi( o(,.) nedescres

c4toare pentru fiecare o(~ R (ial , ••• ,n) astfel încit 1 

(III.2,1.) fn-i+l(ui(xi, Ţi), ... ,un(xn, 'fn)) • 

•Fn-i+l'(ui( xi, Îi) ,fn-i(ui+l(xi+l' fi+LJ,•••• 

~(xn, r n))) ' 

pentru i•l, ... ,n (!
0 

= O) sau «JC.b.ivalent, 

(III,2,1.) 1n-i+l (xi ' .. '• ~• j i )•li'n-i+l (ui (xi' f 1)' 

În-l(xi+l'" "'xn,gi(xi, Îi))), i•l,2, ... ,n 

unde _fn-i+l este funcţia obiectiv asociata procesului de deciaie li

mitat la etapele i, i+l, ••• ,n (!n = t). 

Definitie. Problema (DR) este decompozabilll restroapec

tiv, daci exiat4 funcţiile 01 , ••• ,Gn• Gi I R2 -- H,Gi (o(,.) nedea-

oreaaatoare pentru fiecare ~ €-R (1•1,.,.,n), aattel încît1 
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(111.2.2.) f1 (ul(xl, . 1>•• •• ,ui(;, 1»•G1 (ul<;, 1>• 

f1-l(xl, ... ,;_l,g1(;, 1))), l•le••••ell 

•au, eohiYalent 

(III.2,2') t1(x1, ••• ,;, 1)•G1(u1(;, 1) 1 

'1-1<x1•••••;-1•11<;, 1))), 1• 1•••••• 

ud• t
1 

•••• funcţia ob1eot1Y aaooiatl prooeaului 4• 4eo1•1• li■itat 
la etapele 1,2, ••• ,1 (f

8 
• t). 

sa nota■ , 1n oele oe ura••••• 
~-i+l ( r 1) - ■ax.~· 1n-i+i'xi I ••• -~ I 1 i) 

. xj {-xj~ ·r1) 

i~ j~ D 

undeţ Xi'f1>· Xi,j-l(xj-l''j-2'xj-2'·••1li(xi, fi))),J>i,.Xi<rt>

- Xi< 'fi> 
,1, 

i:::: r::t 
hi ( ţ'i)• aax. ,_, !(xl' ••• ,Xi_, 51) 

. ?· xj~.;{i'îi) 

l 'j~ i 
~ ~ 

unde, .:( i $ i >· Xj(g,1+1 (xj+l '' j+2<xj+2 , • • • 111 (xi, ii))), ii<' 1,X~ <r 1>· 

• Xi( ·Îi) 

PraaupW1a■, în cela ca urmeas&, 01 acesta aari■i au 

aana. 

Teorema 111 1 2.1. (principiul optiaalitlţii). 1. Daci 

»robla■a'(DP) asta dacoapoaabill proapaotiv , atW1ci1 

~-1+1 ( f 1> • ~:tx1 ( îi /n-i+l (ui (xi Ir 1) •hn-1 (gi (Xi_ I 7,_)l) 
1.1,2, ••• ,n . 

II. Daci problaaa (DR) asta decoaposabill retrospectiv, atunci, 

(IIl.2.4-.) 
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De■onatraţi•• 

I. ~-1+1( r1) • ■ax. Î■ax. <'~ .. )A-i;l(u1(Xi_, ţ1), 
Xif.X1<1i·z,1E :X,1< 1„ 

i♦l,,1(D 

• 

ulti■a egalitate datorindu-•• aonotoniei lui „A_1+l • 

II. Reaultll priAtr-un oal011l ualog. 

Un ou particular il repreaintl ■taţionari•atea lA

tr-un prooea aeovuţial de deoiaie. "1• <-.f a11lţi■ea atlrilor po- , 

ai bile. 

De!initie. Problema (DP)«DR)) eate ■taţ1oAarl, daci, 

pentru 1,',1 1 1 i • 'f ,1 • 'f 1■plicl1 

,1, patru fiecare ~ ~ 'f' , exiatl g(., ~) 1 X ( 1) -.. R ,1 

u( • 1 ~ ) I ::,( ( Î ) --,. R 

aatfel oa1 

(III.2.J') 

(III.2.4'.) 

•1 < • • 1 > • 1 i · • r > • 1< • • r > 
u1 (., ; ) • 113(., ţ ) • u(., { ) 

. Belaţ11le (III.2.,.), 

1n-1+1 ( "'f )• •u~ 
., lt E°,A( r> 

(III,2.~.) dertA 1A aceat OUi 

"A-1+1 (u(z, r ),°llA-1 (s(z, r ))), 
i,sl, ... . . , ... 

- M hi.( ·ţ> • aa.x:. G1(u(x, ,;-),h1_1{g(x, '1'))), 1•1, ... ,Jl :u'Xf..r> '> ., 

2.,. Tehnica de reaolTare a probl•••i 

7ie proble■a (DP). 
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P„lll l. Se deteraid ~ ( Sn)~ :X D.( fD.), astfel oaa 

ter11inat1 .• 

11<x:i< {n.?1.,=•0
• 

11<~, rn.> 
~~ Xn< f n> 

Se citeşte h1(ţD.) • rlcx;c 'f n>' f D.) 

lP~-1+1 (ui (xi( Î 1>• f i)'b.n-i (gi (xi(S i), $ 1))) • 

• max. Fn-1+l(ui(xi 1 }i).hn-i(gi(x1'1i))) 

xi, .xi ( 51> · 

Se citeşte ~-i+1<Ţ1)•Fn-i+l(ui(~($i)• 51)• 

~hn-i( gi(x~( f1)) 

Odată cu pasul n, ul ti111a componentn. x~ ( ""f 1 ) _este de-

Apoi, starea iniţială r l fiind dată, ecuaţiile tra

iectoriei opt~m~ permit aflarea deciziei opti111e x~ ;x1•xî( 5 1),x~ • 

• x;(g1(xi, r 1 )). etc. 

Rezolvarea, în cazul anal izei retrospective, foloseşte 

idei aaemllllatoare, ordinea etapelor fiind inversată. 

~ }. PROGRA.111.AREA DINAW:CA DISCRETA CU NUUAR I NEINIT 

D.E STADII 

}.l. Funcţii obiectiv în procesele secvenţiale de de

cizie, cu un număr i~init de stadii 

Nec·esitatea de a defini în 110d constructiv, ou ajuto

rul utilităţilor asociate etapelor, funcţia obiectiv globală, limi

tează considerabil, in 9azul proceselor secvenţiale de decizie cu un 

n.u■ăr 1.nfin.iţ de atadii, T&rietatea toraelor acesteia. 
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B• vo■ axa, 1A continuare, pe dowl ■odalitlţi de defi

nire a fwaoţiei obiectiv globale, ■odal1t&ţ1 i■puae, de altfel, de ce

ri.aţele concrete ale ■ultor probleme de faoturl eoono11iol oare au 

inapirat tehnicile progrulrii dinuice. 

Pri■a, corespunde cazului aditiv ai■plu, iA carea 

(III.}.l.) 

X•(xl,x2, ... ,), 11•S1-l(xl' ... ,xi-l·' l l)' 1•2,}, ••• 

91 poate fi adoptata ou precauţiile necesare care al aaigure conver

genţa Hriei. 

A doua aodalitat• este repreaentatl de au■a utilitlţi

lor actualiaatea 

( I II.3.2.) 

unde o<E(O,l) H numeşte coeficient de actualiaare şi conatituie o 

definiţie conaiatenta, Qacl utilităţile pe etape aînt ech1-11Arginite. 

3.2. a,1aţii de recurenţa pentru cazul staţionar 

ObHrvînd ca, !orraal, funcţia ob1ect1 V 7 din (III•}. i.) 

•• obţiae din (III.},2.) pentru c( • 1 1 raţionamentele ur11ltoare vor 

fi valabil• pentru aabele probl••• oonaiderate. 

Anali1t'ind prospectiv · prooesul de deciaie, fie a 

obieotivul global al procesului de deciaie li■itat la pri■ele n •t~e, 

iAiţiat iA ■tarea r i· 
Pla■îndu-ne î n cazul ■taţionar, pute■ acriea 
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--< ~ i-2 ,.. 
fD(xl' ••• ·~· r 1>•u(xl' 'f l )+o( 2- °' -U(xi ,g(x2' ••• ,xi-1' T 2>· 

1-2 

Dar, li■itindu-ne la procesul finit 011 n etape, pute■ 
-~ -~ . -~ eonaidera cil fn(x1 , ••• ,~, 51)•f

11
(x1 , ••• ,~,Ţ 1 ) ti f

11
_ 1(x2 , ••• ,x., 

g(xl' {l) • !
11

~ 1(x2 , ... ,~,g(x1 , Sl)) (contor■ notaţiilor dill 1}2), 

aat!el el fn:l(x2, •• ,,~1 g(x1 , 11)) poate fi interpretat atit oa o

biectivul global al procesului de decizie in pri■ele n-1 etape, ou 

a tarea ini ţiall g(x1 , 'f l) cit şi oa obiectivul procesului de deci

sie de la etapa a 2-a pinA la cea de a n-a. Notinda 

... 
Vll(Î) • sup. 

XiE~(-r) 

l~i~n 

deduce■, datorit& teore■ei III.2,1,, 

Pentru o( • 11 

(III.j.4.) v .. <r )- !1x ')[u(x, r>•v ... i<s(x, Ţ)))] 

llllde, vil( 'f) • sup. fn(x1,••••~• ""7°) 
zte:.X('f) 7 
J fi~ n 

In ipoteza convergenţei ·seriei definitorii pentru 
~o1 -o< 
t · , aoeaata este li■ita şirului !n• De aici, daci şirul v~ (v

11
) 

este convergent, li■ita •• va !1 interpretatl ca valoare a optimu

lui pentru proble■a ou nua&r infinit de etape. 
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}.}. Kouaţiil• funcţional• al• prograal.rii dinuioe 

.1'1• 'f ■ulţi■•• atlrilor posibile, asupr~ olreia ta

ce■ presupunerea, 

"'fECf ,x E Xc 1') i■plica g(x, "f) '= 'f. (fcRq, ■1:rkinitl. 

Teore■a III.}.l. Dacă, în cazul problemei de decizie . . . 
staţionari, ou un nu■ar infinit de stadii1 

utilitaţile parţiale sînt uni.f'orm mar~inite pe mulţimea stlrilor lf' , 

( I u(x, r) I< K, pelltru orice -r ~ <f şi X" X ( '1)). atunci şirul 

{vri} converge uniform catre o funcţie v-l1 '1- n, care este unica 

soluţie a ecuaţiei, 

Deaonstr11.ţi•1 , . •fi 

Fie operatorul Wo1 definit pe spaţiul tuncţiilo~-
ni te pe '.f , oare asociază aplicaţiei r I Cf- R, aplicaţia W O/ (r) 

datl dea 

Vo■ aril.ta cil VI ot este o contracţie (pentru o('=- (O, l)) 

Din definiţia supreaului r ezulta , pentru fiecare 

dechiil~r x f. , .xf ~::f ( 1) as t f el oa, 

f > O, existenţa 

' u(x1 , ,.)+«r(g(xi , 1 ))-u( x~ ,ţ)-_ o<s(g(x} ,(')-E ~ (Wo1(r))(r)

-(W,(. (a))( ţ) ' u(xc•'f )+ q'r(xr• f) )+ f_. -u(x f , r )- o(-s(g(x E , r)) 
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aau, 

(III,3,6,) l<•.<r))(""ţ)-(Wc((a))(Ţ)j~l+aax,{«lr(1(xt',r>> -

- •<1<xt•'f>I • atlr<1<x~. r»-•<1<x1 ,r»U 

ti de aici, deoarece E. eate arbitrar;: 

li•-< (r)-W~ (a)II ~ o(II r-a li 

Obaervind ci.a 

(III,3,8,) (v"' - O) o-

putea ■orie, 

li v;.1-v~ n • li."' (v~)-Wo( (Tn~1>H~ o(a+l li vf li • 

• o( n+l aup, \ u(x, ,;- ) \ " )I o( n+l 
'(€-Cf ,x,.X-(1) ~ 

OQ 

Deci aeria L.. ( v"'--v -< 1 ) eate absolut şi \Ud.tor• oon-
x.l n n- • . 

Tergentl. ÂtWlci şirul au■elor paryiale, {v~j eate wli.!or• conver-. 

gent, •t• To(• li■ v: (li■ita wli..for■ll), 
n ➔o.o 

Trecind la li■itl. in (III,3,8,) ,1 yinind 3ea■a de 

continuitatea contracţiei W~ , rezulta, 

TCi( • ·~ (v-,' ) 

ceea oe eate echivalent ou (III.3,5.). 

entru co■p etarea deaonatraţie1 teoreae1, r1e 

T"', yo< doua aoluv11 al• ecuavhi (III,3.5,) .• 

deci, v°'= 'i"'-

Teoreaa III.~.2. uac4, in cazul problemei de decizie 

ataţionarl., cu un nu■lr infinit de atad111 
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sint indeplinite condiţiile1 · 

( III.}, 9,) OE fi, u(x,O)•O pentru orice x E"X (O) şi u(x,,) eate con

tinua in Ţ • o, llnifor■ in raport cu x, şi uniform ■llrginita pe !I 

( III,}.10,) /ls(x,Ţ)ll,13nr11, pentru orice lt {E' X<r>, unde13.:o,1), 
c,4:> 

( lII.},ll ,) L. W (An c)<' c.o, oricare ar !1 cG R, undei 
n•O ,-

atU.!lCi şirul { vn} converge llnifor■ la o fllllcţie V I cr - R, continull 

i n r - o, care este llllica soluţie continua in r. o, satiatacind 

~ondiţiile iniţiale v(O)•O a ec~aţiei1 

(III.3 ,12,) 

Deaonstraţi e 1 

Relaţi a (III,}.6,) pentru ~ •l şi r•vn• a•vn-l' de~ 

vi~e, ţinind seama şi de relaţia de recurenţa (III.},4,); 

( III • 3. 10. ) • 

•n(o) ~ SUP.;.,. ) aup~ I vn( g( x, r ))-vn l (g(x, r)) I~ 
'Ţ'-no xE: Ă ( f) -

~ ;.u:~y,c> I vil( r >-vn-l >ţ >} - •n-l <r-- 0 > 

ş i prin iterarea acestei inegal ~w oiţi , 

(III, },l},) •n~o) .( •o<rnc ) 

or.) , 
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fi deci (111.}.l}.) •• acrie1 

Atwici ipoteaa (111.}.ll.) 1apllc6 aOATergenţa aer1•1 

i -.<c), pantn arie• c, cHa ce iaplic&, datorita 11&.rgiJlirii l\d 

y> • coaYerganţa absoluta ti wutor■a a aerieia -L <•a♦l( î' )-Tn( 1 » 
D•O 

Concludea ca 9ir~ auaelar parţial• ! .. Dl ••t• wu

tora CODTergent. fie Y llaita aa. 

sa reaarcaa c& T(O)•O. 

Intr-adevar, T 1(0)•aup. ju(x,O)I •O. Preaupu.ni.lld 
. x€X(O) 

••(0)-0, relaţiile d.e recurenţi. (III.}.4.) iaplicll •n+l (O)•O_. De 

aici, 

Y(O)•lia. 
n ... -

T eate continu iD origine. Intr-adevar, da : orita i-
11>, isln C'e>O 

pot.eaei (III.}.9. ), pentru E. > o,'vaittel ca 1E<f (ol ) all iaplioe a 

aau, 

aue_~ I u<x, f > I a. 
xc: .. .H r ) 

aup. I uCx, r >I<~ . x'" .xcr) ... 
Or ., iD acest caa, pentru ,Jc;.!f(ee), 

ceea ce de■onatreua continuitatea l_ui T 1 iD J• O. _Relaţiile de 

recurenţi (III,},4.) şi continuitatea lui u, aai5u.rll, printr-un raţi

ona■ent inductiY, continuitatea, in origine, a lui•~• n•l,2, ••• Ori , 

deoarece convergenţa şirului \vn~ este uniforma, rezulta de aici 

ca Y este continua in 
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Pentru c( •l, (III,3,7,) i■plicl continuitatea operato

rului w-11 • Atwlci, deoarece vn+l•W(vn)• deducea el 

şi ou aceasta, ecuaţia funcţionali (III,},12,) este verificata. de v • 

. Pentru ultiaa afirmaţie a teoremei, fie v,v douA soluţii 

ale ecuaţiei (III,},12,), continue şi egale cu o in f •O. 

ne, pentru o > o, z(c)•sup1n I v< r )-v< r )! 
1€ 'l' (c) 

Cum v(O)•v(O)•O şi v,v sint continui in origine, re-

11ult4 o4 pentru E > O, există CE > O, astfel cai 

:l uoe la1 

\ v( r )-v( î )\ ~ e ' oricare ar fi 

z(c€ ) < E. 

Concludem călim. z(c)•O 
C --.> 0 

Pe de altă parte, (III.}.6.) în care luăm r•v şi s•v 

Iv< T >-v<r )\ ~ sup., \v(g(x,r ))-v<s<x,r ))I 
X~~ ( r ) 

şi d e aici, p~ntru c > O, 

a.<c) < sup. sup. l v<s<.x, r ))-v<s<x, r ))\, sup. 1v< r >-
f€ ;f (c) X'E. X ( r) r~ :fyBC) 

-v( r ) \ • z(/' c) 

şi oua 1111, 
n-.-

Iterată de n o~i, această inegalitate devine1 

o ~ z(c) ~ z'/3 ne) , n•l,2,,,, 

z(f 110)-0, rezu.1.1.ă ZaO şi deci V•V. 
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CAPITOLUL IV 

ELil&ENTE DE TlOORU JOOURILOR 

Oonstituitl oa teorţ~ matematica cu i■portante valenţe 

aplicative, teoria Jocurilor are oa obiect studiul modelelor situaţii

lor oon!liotual• şi oo■petiţionale. 

Printr-o situaţie conflictuala sau competiţionala se în

ţelege un cadru, definit printr-un ansamblu de reguli, în care . acţio

neaal ■ai ■ulţi !actori de decizie raţionali (oameni sau grupuri umane), 

fiecare urmărind realizarea unui obiectiv propriu. Deoarece cadru_ 

existent li■iteazl posibilitlţile de acţiune ale decidenţiJor, iar sta

rea de conflict sau competiţie presupune o interdependenţli a obiective

lor personale, apare necesari relevarea şi fundamentarea ştiinţifica a 

■odalitaţ~lor de acţiune optima. 

Modelul matematic al unei astfel de situaţii este alc1-

~u1~ a1n -un ansa11oiu ae eie~enoe assor1pu1 e, lll'o u ansp.w îc i~•b•

jul apeoifio ■atematio, regulile olrora trebuie sa li se conformeze ao

ţiunil• !actorilor de decizie (numiţi, aici, _jucători), · precum şi din 

concepte fundamentale care reflectă in mod consistent noţiunile de co■-

portuent, utilitate a comportamentului, cîştig. Problema fundamentali 

a teoriei jocurilor constă in definirea, in termeni logici, a comporta

aentului optia al jucatorilor şi în determinarea acestuia. 

Ooe.xistenţa, în limbajul comun, a noţiunilor "situaţie 

conflictuali" şi "situaţie co11petiţiona.ll" este o reflectare a unor 
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diferenţe calitative oa.re decurg din interpretarea diveraitlţii ,1 o

poziţiei intereselor !actorilor de decizie. 

Intr-Wl aod mult aai precis şi mai gradat, aceste di

ferenţe a1nt ma.roate in teoria jocurilor !ie in inslşi atructllJ:'a 

■odel'-.)or, !ie in de!iniţia conceptului de optimalitate. 

O diferenţiere netă este provocata de anu■ite ipoteae 

care, tlrl a ti prezente explicit in ansamblul de co~epte deacrip

tiTe oare constituie modelul jocului, sint de o importanţa majori 

pentru juatiticarea, din pW1ct de vedere pragmatic, a modului de de

finire al conceptului tunctamental de optimalitate. Se adopta aattel 

o olasitioare a jocllJ:'ilor in două categorii in studiul clrora ideile 

oonducltoare s i nt diferite, jocurile necooperative şi jocurile ooope

rati ve. 

Â. Teoria jocurilor necooperative. 

Ipoteza impl icit admisă in studiul acestor jocllJ:'i eate 

absenţ a ooaW1iclrii intre jucători ,1 independenţa alegerii acţiuni

lor personale. 

§ l. Joc(U'i in torma extinsă 

1.1.' Modelul unui joc . în foraa extinsa 

J'ie (W, .J...) o mulţime nevid&, parţial ordonata. 

Daol w.t, w', w,w' € W, apunea oa w este predeoeaor al 

lui w' fi w' este auoceaor al lui w. 

-Daol w -< •' şi n.1 exista w" E W, aattel incit w -<•"-< w' • 

apunem ol w eate predecesor imedi at al lui•'• iar w' este aucceaor 

iaediat al lui•• 

J'ie }' 1 'I - <J> ( W) defini tl prin 

euooesorilor iaediaţi a1 lui w. 
J< (w) • mulţ;iaea 

Defin1t1e (W, ".) est e o mulţi■• de poziţii daca 1 

a) exista w
0

E 'I astfel incit f-1 (w0 )•{•1J(w)•w0 J. 
-~ (w0 

ae numeşte poziţie iniţiala) 

l:da,. U,JfSBt {ase !J 
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b) oricare ar fi•€ I, •~•0
, 

o) daol •' .(. • şi •"-< w atwioi sau •' ,< •" sau •"-< •' 
d) pentru fiecare w E I existll Wl intreg nenegativ, •• astfel 

to.oh •o = ( j-l)•(w), (( r -1)■ • /' -lo ~ -1 o .. ·• o ,.-1 ( 4'-l)o 

l"D ori 

fiind aplicaţia identici) 

e) . f (w) este cel mult nua!lrabill, w E W. 

De!initie Uo.şir rr ·•(Tt(O), Tf(l),,,,,)€W-ae 

llUHfte partidl, daci TT (k+l) E f(Tr(k)), k•O,l, ... •I Tf(O)•w0
, 

Notlla cu E aulţi■ea partidolor, 

Definitie Un Joc de n persoane, ou generator, informa 

extind, este ansaablula 

UAdea 

f •(I~1(W,-()i lW11:I 1t-o,1,.~d 11i} iEI~1""11,i~I~1 

P
0

1 fi, iE I
0

) 

I.I~• {0,1, ... ,0.J (I
0

• {1, ••• ,0.J desemneaza 111ulţi111ea 
juoatorilor raţionali, O fiind rezervat generatorului Jocului sau fac

torului aleator), 

II. (W, <) este o 11ulţi111e de poziţii structuratll prin 

doua desfaceri ale sale1 

1°. o desfacere { w.\ . l,. ,, (partiţia rangurilor), 

UAde W
0

• { w0
} , Wk• l • I w0

•( ;-
1 )•- (w)j , k•l,2, ... 

2°. o desfacere {111} iEI' (partiţia juclltorilor) 
n 

III, Pentru fiecare 1 € I~, Ai- { .llijj Je.'.::, este o 

desfacere a lui Mi (partiţia intormaţional!l a juclltorului 1) avînd 

proprietlţile 1 

1°. pentru fiecare J € 8, , existll k astfel ca M1 j,;_Wk 

2°. pentru fiecare J E 2~ , existl. o 11ulţi11e I 1 j c R şi 

o f'a■ilie de funcţii f:J' ~ '=:Mij astfel incit f:J aplici bijectiv 
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•(•) pe I ij (Iij se numeşte mulţimea alternativelor jucătorului i 

pentru ■ulţi■ea informaţionala Mij). 

IV. P
0 

• { pj\ j€::::,,.• ou pj repartiţii pe Ioj' 

v. fi IE - R, i G In aînt funcţii ■arginite (func

ţiile de cîştig ale jucatorilor) 

Definiţie Jocul r este cu informaţie completa dacă 

I Mi j I - l' j €. s i ' i ~ I~ • 

1.2. Strategii. Functii de utilitate 

Definiţie 

se numeşte strategie individuală (pură) a jucătorului 

Notăm cu Xi mulţimea strategiilor lui i şi cu X pro

dusul cartezian al mulţimilor Xi, 1€ In . Un element x•(x1 , ••• ,~) 

al lui X se numeşte strategie a jocului. 

Fie X~ X. 

?entru fiecare kal,2, ••• , definim o probabilitate de 

trecere~ de la (Wk-l' tp(wk_1 )) la (IVk' P<w.1,)) prini 

1, dacă w"' lilij<::A1,i€In şi ((frj)-1
o xi)(M.1)€ Ak 

O, daca w<; Mij€ c.ft'( ,i ~ I n şi (( f~j)-1o x1 )(JL1 j)ţ ~ 

Fie acum, spaţiul măsurabil produe, 

pe oare definim probabilitatea Px prin valorile ei pe mulţimile ci-

lindrice de for111a C O 1 t• { (c< 0
, oc 1 , ••• )E fi wlt l «j. 

J w , w , ••• , w 1'•0 
• w, j•O,l, •• tJ 
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S• obaerva ol ieste •asurabill in spaţiul produs şi ol 

'1 x(:l)•l. Intr-adevlr, E-li■• JI-, wid~ i i' J este şirul deaoendeDt de 

■ulţi■i ■lsurabile 1 

Or_. , Wl calcul si■plu aratll cil Pilif)•l, oricare ar !1 

k • 

Vo■ presupune ol fWlcţiil• de oiştig, t 1 , aiDt ■aaurabile 

1A rapor11 ou 0 y-) (Wk) 
k•O 

Defidth 

ute aplicaţia 

l'i I X -. .a 

l'uncţia de utili tata a juolltorului 1 E ID 

1'1 (x) • f f 1 (/T) dPx(TT). 
i 

Pentru fiecare 1 ~ ID, fie B1 .1 mulţi■ea probabilitlţilor 

pe spaţiui ■lsurabil (IiJ' !j) (I1 .1)) .1E:c.: 

l'b 

. f PcI~.1>· 
Defillith Daci /' j E B1 .1,.1E 8 1 , probabilitatea pro-

dus f 1 • ~...... (' i.1 pe spaţiul ( z=_ 1 , K 1 ) ea nu■ett• stra
,1€~ 1 

teii• de co■portare _ a ,1ucltorului i. Kotl■ ou B1 ■ulţi■ea atrategiilor 

de oo■portare al• lui 1. 

Daol 

® I! 
('• i~I / i 

ll 

_p1 € B1 , i ~ ID, .atunci probabilitatea produs 

pe spaţiul produs ( ~ ~ 1 , ~ J<1 ) se nu■eşte 

strategie de co■portare a jocului r . 
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Pi• acu11 111 1 11 - Z::.1 • defini tl prin, 

111 (xi)• o-1 •<x1 (Mij)) j € 3 1 

Dacii n.ot4a ~ 1- { 1111 (.A.1 ) I -½,_E: }( 1} • at11nci 

(.x1 • ~ 1 ) este 11n apaţil1 ■ilalll'abil , 

De!initi• O probabilitate a1 defin1tl pe (11 , ~i ) 

ae nu■eşte strategie 111xtl a jucltorului 1. 

Nota■ cu s1 aulţ111ea strategiilor aixte ale lui 1. 

Propozitia IV,l.l. Daci /3 1 este o strategie de com

portare a lui 1, atunci /!'i o u11 este o strategie aixtl a 1111 1. 

Observaţii, a) Strategiile de coaportare pot fi ecb.i.va

late cu st-rateg11 ■ixte de o forai particulari. Intr-adev4r, pe oind 

orice strategie de co■portare /3 ieste o probabilitate produs pe 

spaţii.l produs ( r;' L 1 , <Ş Xi)• in scnimb, pentru o strategie 

11ixtl s1 ,a1 ou~ este o probabilitate arbitrari pe acelaşi spaţiu 

produs. 

b) Strategiile plll'e pot fi i.o.globate in aulţi11ea strate

giilor 11ixte daca se identifica fiecare strategie x1 cu probabilita

tea '1egeneratll. pe :Xi avind masa concentrata i.o. xi, ~ • 
xi 

Definiţie ~l.mcţia de utilitate medie . a jucătorului 1 

este aplicaţia e:,:-1 1 S - R; 

~(s) • f F1 (x)ds(x) 
:X 

unde S este ■ulţ1aea {s• Q9 s1 \ a1 ~ s1 , 1 € In j 
1~ I n 

ţ 1■ba strateg11lor 11ixte ale jooul111 r. 
In particular, vo- scrie 
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l.}. Definiţia opti■alitlţii 1n jocurile necooperativ•• 

punctul de echilibru. 

De!initie i € X ae nuaeşte punct de echilibru al jo

cului r , daci, pentru fiecare i E In• 

r
1 
(i) ~ .11'1 (?1x1 ), oricare ar t1 x1 ~ x1 • 

(notl■ x1
1 71 strategia jocului de !oraa (x1 , ••• ,x1 _1 ,y1 ,x1+l•••••Xn) 

De!initie i € B se numeşte punct de echilibru ■ixt al 

jocului f , daci, pentru fiecare i € I
0

, 

i (notl■ a I q
1 

strategia ■ixtl a jocului de !oraa 

Vo■ apune el jocul este finit daci existl un înt~eg 

pozitiT ~ astfel încît W~+l •~şi 

!1 • E w. 

j' (w) este !initl, oricare ar 

Teorema IV. l. l. Orice joc !init, ou inform ~ţie co■-

pletl, admite puncte de echilibru. 

De■onstraţia teore■ei va fi consecinţa unor rezultate 

preli■inare. 

Observi• ol definiţia jocului finit presupune ci 

/ (w)•llf , pe11·oru or ice w w,, ,tja nou■ cu 't• ţ w ~ vi\ !' w)•l'i' J 
t1 cu Q•W \T. 

In acest caz, dacii. 1Tc; E este o partida. a jocului, 

,existll k ( ~ şi t 6 '!' astfel ca TT(k)•t. Aceasta justifici iden-

t1!icarea ■ulţi■1lor E şi T, astfel ca, vo■ utiliza notaţiile 
, 

fi(t), Px(t), în loc de } 1(11), respectiv Px(n), dacit este 

definit de Tt" ca ■ai înainte, 

Sl observi■ de asemenea, el daci n- G E şi t ~ T se 

asociazll lui ·rr , atunci, pentru fiecare x E X, P x este probabi-
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11 tatea pe spaţiul !init li \,l,c 
k•O 

, definita prin1 

0lul1 

unde, 

undei 

~ 

P (1T')•P (t)• n ~( ,r(k-1), 1T (k)) • 
.11: .11: · lt•l li: 

••- f •''- • I •' >- •! , 'l'••Tf\ w•, Q••Q () w• 

w:- l•J , w;- f w' € w• 1 ••( /o -l)lt(w' )j , lt >., l 

11r-Mi{\ ,., 1':In• clf.r- l»rj! ou »:j-w.ij (I w• 

P:- I Pj} .1Et:1; unde ~r- 1 .1 ~ 81 I 11.~.J"f6 ~ 
· t~ este restricţia lui t 1 la T• ,1 E In. 

11• y• o strategie a jocului r•. Defini■ jocul 

•d·<•, w•) u t •~ • Td•(T n wd)u 1 •} , (l•CQ n ~) \ f •} 
w!•Wk ()w4-

11~•111 n w4-, 1 ~ In, A~- ţ 11f) , cu 11fj-Mij n w4 

P!• }P,1} j( s: unde G ~- {j1a 8 0 I 11:/ fllJ 

t~'lw(t) •) t 1 (t), dacii. t ~ Td \\ w} 

l •~(y•), dacit••• (I~ fiind .t'uncţia de utilitate 
a lui i în f •) 
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Definiţie Spiµiom ca jocul r osto docoapozabil in w 

dacll .11.rj E: ~ oricare ar •fi j E: 2. ;, i ~ In• 

In acest caz, pentru.fiecare strategie y• a jocului rw, 

ae spune cil r w şi r d(y9
) re.alizează descompunerea lui r , în 

poziţia w, conforma cu strategia y•. 

Este evident cil dacă jocul r este cu informaţie com

pleta satisface banal condiţia decompozabilităţii în orice poziţie. 

Fie r un joc decompozabil în w,y• o strategie a lui 

f w şi r d(y•) definit ca mai înainte. Pentru fiecare strategie 

Jti' i E: In a unui jucător, în jocul r , defini• xr, respectiv, X~ 

M VI ,ud w d ca fiind restricţiile lui xi la ✓-, 1 şi v·li • Evident, xi şi xi 

sint strategii ale lui i in cele două jocuri care realizeaza descom

punerea lui r . tipunem că x; şi xf realizează descompunerea strate

giei xi şi scriem; xi• (xr, xf). So poate remarca că dacă xr şi xt 

sînt strategii alo lui i în jocurile r •, respectiv, rd(y~), a

tunci xi definită prin1 

constituie o strategie a lui i în jocul r . 

Do111onsl1raţio 1 

idUH IY,l.l. Pentru fiecare x € X; 

p (t) -
X 

, dacll t €' Tw 

b'io t € T. 'Exista n ·E E ş.i lt ~ v , astfel ca n (lt)•t 

Presupunem t € Td. Atunci pen t ru orice~~ k, rr(a)~ 'tP 
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Din definiţia lui Px' rezulta, 

p• (/T(m-1), n (a)) 
X 

l, daca w~JliJ€ '1'1f1,.,i'-ln şi xi~a,_iJ)•!~/w') 

O, daca wc:;-JliJ'°.)(i,i 6 Inşi xi(JliJ),'!~J(w') 

0.11 , este uşor de verificat ci1 P:( ,r( 111-l), fT ( 111)) • 

• p• (IT( ■-1), /1( ■)), • (k şi astfel prima parte a lemei a fost de
xw 

■onstratll.. Pentru cea de a doua parte, fie t E •r'•. Să admitem că 

w e: Wr , r ( ~ • Atunci fT (r)•w şi deci: 

Or , in primul produs, P 111
( 1T ( m-1), .rr( m)) .pm i rr ( m-1), 

X X 
n(m)), iar pentru m > r, P:(,,-(m-l),rr(m))•P\(rr(m-1),TT(m)). 

Tinînd seama de fapt~l că w este în r d(yx) xidentificat cu o par

tida, se obţine egalitatea dorită. 

Lema IV.1,2. Fie yw strategie a jocului r w şi yd 

o strategie a jocului rd(y•). ilaoa y•(yw,yd), atunci, 

w d w 
unde Yi, Fi•Y denota funcţiile de utilitate ale lui i în cele 

doua componente ale descompunerii lui ,- • 

. Demonstraţie 1 
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•P d(w) L., P w(t)li (t) ·+ ~ P d(t)li ( t) • 
y t ~ 'l'w y t, T '-Tw Y . 

d (y ) • 

Demonstraţia teoremei, 

Vo■ raţiona prin inducţie relativ las• I Q I. 
Intrucit pentru s•l, teorema devine banall, sl o presu

pun•• adevlratl. pentru orice joc cu ' Q I ~ a • .Fie acu■ r astfel 

ca\Ql•s+l. w.,,,,,,,, 
lie • E QYoonstrui■ jocul 

deoi r w admite cel puţin un punot de echilibru • .Fie xw acesta, 

Realizl■ desoompunerea lui r in w, conformi ou xw. 
d d ' J Q I ~ s, jooul r (xw) admite cel puţin un punot de e-

ob.ilibru, xd. 
-. • d 
· Pie x•(x ,x ) € X, i E In şi yi E Xi, 

Desoo11pune■ strategia (xi1;ri) e X in (xwi;y;) şi 

Tinind aea■a de definiţia punctului de echilibr u şi de 

le■a 4.1.2., pute■ scria, auooeaiv1 

+ p di d (w)lr(x•)~ ~ p di d (t)t~•(xwiiy~)(t) + 
(x IYi) t~r, •r"" (x IYi) 

+ p di d (w)Fr(xwi1y:) • 1f•(xwi;y:) (xdi;yf) • Fi(xi;yi), 
(x 111 ) 
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ij 2. Jocuri in for&a normali 

2,l. Modelul 

Definitie. Numim joc de n persoane, informa nor■all, 

ansaablul1 

undea In• { l, ••• ,n} , x1 sînt mulţimi nevide şi F1 funcţii cu valori 

reale definite pe produsul cartezian~ X, al mulţimilor x1 , 1 E In• 

Orice i'= In se numeşte jucător, x1 se numeşte mulţi

mea strategiilor (pure) ale lui 1, iar F1 se numevte funcţia de utili

tate a jucătorului i. 

Modelul jocului în forma normala este considerat cea 

mai adecvata definiţie axioaaticl a jocului pentru studiul necooperativ, 

Intr-o viziune unitara a teoriei jocurilor, se poate 

considera forma normali a jocului ca model derivat din modelul funda

mental-veritabila definiţie axiomatică-jocul în forma extinsa. Acest 

lucru poate fi motivat de construcţia făcută in secţiunea 1,2. a pre

cedentu.lui paragraf. 

Formal, optimalitatea în teoria jocurilor necoopera

tive este definită prin noţiunea de punct de echilibru. Definiţia a

cestuia, datl în secţiunea l.2., se integrează perfect i n modelul jo

cului in for■a normali, 

Vom nota, in cele oe urmează, cu 't ( 1 ) mulţimea 
punctelor de echilibru ale jocului, in forma normali r . 

Propozitia rv.2.1. 

catoare pe R şi daci r • i x1 ,F1 , i 

Daci h1 ,1 E In sint funcţii cres-

E: In\ r'-lx1,F.i.'.i€Inl 

sint dou& jocuri astfel incit l .i, •hi o F 1 , i E' In, atunci 

. t < r'). 
~( f) -

Demonstraţie: 

Rezulta imediat din definiţia punctului de echilibru. 
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2.2 • .il:xistenţa punctelor de echilibru 

Vom nota cu xi produsul cartezian al mulţimilor 

Teorema IV. 2. 1. Fie jocul r • i x1 ,Fi, 1 ~ In} cu x1 li 
nevidl, convexa şi compacta în R 1 , F1 continua pe X şi concavl pe 

x1 pentru fiecare x1 E x1 fixat, 1 E:; In• Atun~i r admite cel puţin 

un punct de echilibru. 

Deiaonetraţie 1 

oa, 

!init&. 

n 
Defini• F , X ,c X -+ R,r(.x,y)• L P'1 (,.1;x1 ) 

1-1 

a) r(.,y) este concava pe X pentru fiecare y EX fixat. 

Intr-adevar, fie x', x"E X, AE:[0,.11 • Atunci , 

b) exist!l i E X astfel incit .l!'(i,i)). F(x,i), pentru 

Prin absurd, pentru fiecare x ~ X, exista y c X astfel 

.r(x,x) < r(y,x) 

Punea pentru y ~. O(y)• {~ xl F(x,~) ~ F(r,~>} 

Se verifica că G(y) sî.o.t deschise şi X • U G(y). 
Yl: X 

vum X este compacta, se poate extrage o acoperire 

Existll. deci Z • j 11 , ••• ,Yk J C X, astfel oa X • 
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De!inia !u.nc~iile continue pe Xa 

j•l,,,, ,k 

Deoar~c• gj(x) ~ O şi mr• s/x) > O, pentru orice 

x e-x, 1 este bine de!inita şi continua. 

Atunci conform teoremei de punct !ix a lui Brouwer 

(p&-opoziţia A,l,}l.) exiatl un punct !ix al lui Y' • Jie x„ acuta. 

Deci, 

. 
X • 

Deoarece max. gj(x') ~ O, concavitatea lui i' implici, 

obţinind aattel o inegalitate !alsa, datorata ipotezei de absurd. 

o) i este punct de echilibru 

•• obţinea 

i'ie 1 ~Inşi xi E Xi, Inlocuind in b) ·P• x cu (ii 1xi) 

n 
♦ L.. 1/i) 

j•l 
j,'i 
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2.}. Rezolvarea jocurilor bimatrioeale 

Prin joo bimatricaal se înţelege un joo da doua per

soane, în toraa normala, avînd mulţimea strategiilor finita • 

.Fie d.eci, x1 • il, ... ,aJ , x2- {1, ••• ,n~ şi sii notl111 

Atunci matricale A. •(aij)l, i, 11 ,.B•(b1 j)l, 1 , • • pot 
l<jl(n l~j~n 

servi pentru definirea tuturor elementelor constituente ale formei 

normale ale jocului. Ad.optiim reprezentarea r •(A.,B) pentru forma 

normala a unui joc bimatriceal. 

Fie s1 ,s2 mulţimile prob
abilităţilor pe x1 , respectiv, 

z2 , pe oare le vom numi mulţimile strategiilor mixte ale celor doi 

jucatori şi S• ţ s-s1 es2 I s1 E Si' 1-1,2}. Vom scrie, pentru comodi

tatea notaţiei (s1 ,s2 ) in loc de s1® s2• 

Funcţiile de utilitate medie ale celor doi jucători•· 

a.î.nt '!Fi, -Y-2 , a --+ a, 

~(a)•~ a1jpigj, r 2(s)• z=_ bijpiqj , dacă s•(s1 ,s2 ) 

1 1 j•l 1,j•l 

Definitie Numim extensia aleatoare a jocului bima-

triceal r • (A.,H) jocul, in forma normala f - l S1,62, 9"i_, "T"2} 

Punctele de ecnilioru ale lui F vor fi numite puncte 

de ec.tulibru aleatoare ale lui r . Prin rezolvarea jocului bimatri

ceal r vom inţelege determinarea mulţimii punctelor de ec.tulibru 
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al• extensiei aale aleatoare. 

Teore■a 1v.2.2. Orie• joc bi■atriceal ad.■ite cel 

puţin un punct de ecW.lioru aleator. (.Extensia aleatoare a oriclrui 

joc bimatriceal ad.mite puncte de ecbilibru). 

Aceastl teor•IIA este o consecinţl i■ediatl a teoreaei 

4 .2.l. 

Propozitia IV.2.2. 8 -

cbilibru aleator al jocului biaatriceal 

dacii 

(a1,s2) este un punct de e

r • (A,B) dac& şi numai 

(IV,2.l.) 

(IV.2.2.) 

Demonstraţie, 

Observaţi.ei ill acest enunţ, strategia pura i € :.c1 a pri111ului juc4tor 

a fost identificata cu strate~ia aaixtl s1•(p1 , ••• ,p.) cu pi•l, pj•O, 

j,i. O identificare analoaga se face şi intre strategiile celui de 

al doilea jucător, justificind· ·astfel notaţiil~.- folosite. 

In -•~•st caz, (IV.2.l.), (IV.2.2.) rezulta din defi

niţia punctului de ecbilibru. 

Reciproc, s4 presupunea· ol (IV.2.l.) şi (IV.2.2.) 

sînt adevarate. Fie s1•(p1 , ••• ,p.) şi s2•(q1 , ••• ,~) do\14 strategii 

■ixte arbitrare. In111ulţind (IV.2.1.) cu pi ~ O, peJ1tru !iec...re 1-.x1 
şi au■ind •• obţine, 

Printr-un proce~eu aae111a.n&tor, din (IV.2.2.) ae obţinea 

a1 ,a2 fiind arbitrare, ultimile doua inegalit&ţi pro

beasa ca• este punct de acnilibru. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



176 

Ou notaţiile 1 .A.1 • = linia i a 11atricei A, B. j•coloana 

j a ■atricei B, (IV,2,1,) şi (IV.2.2.) ae pot seriei 

(IV.2.2.)' j•l, ••• ,n 

De.t:initi• Perec.b.ea (x,y), x E. R11 ,yERn, x,,'O, y,'O, 

•• nu■eşt• punct acceptabil al jocului bi■atriceal r , daci satis

fac• aiate11ul 1 

ou .A.,B >O.Daci 

(x,y) ••t• punct 

(i) BTx ( e 

(ii) X~ 0 

(iii) Ay .(. • 

(tv) y i o 

(v) yT(BTx - e) ~ O 

(vi) xT(.ly - e) • O 

Teorema (IV,2,3,) Fie jocul bi11atriceal r • (A,J) , 

s•(s1 ,s2 ) asta un punct de 

acceptabil, unde x• ~ 
8 1B8 2 

ec.b.ilibru alea t or atunci 

Reciproc, daci (x,y) este un punct acceptabil, atunci (s1,s2) ou 

tor al lui r , 
De■ollatraţie 1 

T y, constituie un punct de echilibru alea-

T' T 
■1Aa2 >O, s 1Be2 > o. 

Atunci x,y definiţi ■ai sus satisfac (11) şi (iv). 

I■plrţind inegalităţile (IV,2.1,)', (IV.2.2.)' 

ou s 1As~, respectiv, s1Bs~, se obţine: 

A1 .Y 41 , i•l,2, ••• ,11 
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x's.J ~ 1, J•l,2, ••• ,n 

veritio!Adu-••• ia aoeet tel, (1) şi (111). Un oaloul ei■plu arata ol 

(v) ,1 (vi) eint de aee■eri.•a veritioate. 

Keoiproo, fi• (x,y) punot aooeptabil ti (e1 ,e2 ) d•ti

aiţi oa 1D eri.unţul teoremei. Se observi ca e1,e2 elnt etrategii ■ixt• 

ale celor doi 'Jucltori. (iv) ti (vi) i■pliol1 

(IV.2.,.) l -~ e 1 

l -~ e X 

Dar, contor■ (11), Âi.1, l,i•l, ••• , ■ ,1 deci 

'-1. -~ ~ +-e 1 
, 1-1, ••• ,. 

Analog, (1) i■plicla a1B ◄ t, -Ş-
•" , e X 

Atunci, din (IV.2.}.) şi (IV.2.4.) •• obţin (IV.2.1.)', . 

(IV. 2.2.)' deci (a1 ,a2 ) este punct de echilibru. 

al Jocului r 
(y,v)ErV' ,1, 

li'ie, acu■, 

Le■a IV,2.1. (x,y) , ~o, 7~0, este punct acceptabil 

daci ti nu■ai daci existl uşi v aetlel incit (x,u)E'U, 

:T T 
V X• 0 t U y • 0. 
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Le■a rv.2.2. 

daol şi nuaai daci y•O. 

Fie (x,u)e„U ' (y,v)~unci X• O 
.,,~,-q.-~r„d ( ,v. 2.s-.J 

Se poate obHrva el dacii A,B > O, U şi 1,Y sînt po

liedre convexe nevide. Adait deci, fiecare, un nualr finit de puncte 

extr•••• 

In acest caz, fie X • { x \ x,'O, exist/1 u astfel ca 

(x,u) E. ext. UL mulţime finitl. 

• n E(x). 
X€')(' 

r ave■ , 

Demonstraţie 1 

Pentru fiecare x&: X să notăm cu E(x) mulţimea finită : 

E(x) • {y I există v astfel ca (y,v).€ ext.?J' şi 

Pentru fiecare submulţime Xs;; X , punem E( X') • 

Notînd cu (/( mulţimea punctelor acceptabile ale lui 

Teorema IV,2.4. Dacă A> O, B > O , Jl.= LJ ([X']x [E(.X~J) 
xtx 

:311 presupunem că X' • {x1 , ••• ,xsJc X. C:xistă deci, 

u1 , •.• ,u 8 astfel ca (xk,uk)~ U , k•l, ••• ,s. 
s 

Fie xE: [X'J. Există, A k ~ O, k•l, ••• , s, 'L ).k •l, 
s k . k•l . 

X - L AkX--' 
k•l s k U. 

Definind, u • L Aku , rezultă (x,u)E' 
k•l 

Sli ad111.i te• cli E(X')• { y', • · •, yti. Există deci, v1 , •• • , v\ 
astfel ca ( h vb.) e "' t-- " l t i ( b.)T k ( k)T h O ' l Y, ~ V , u• t•••t Ş V X + U y • ,~• , • • • ,a 

h•l, ••• ,t. 
t 

Dacii. YE: [f(X'.)J există )Ah~ O,h•l, ••• ,t, L JÂ ~ 
h • l I n 

t 
Definind V• L ,.v(. h.yh' rezultă (y,v)€ U

h•l / 
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In plus, •• veri!iol i■ediat ol vTx + uT7 •O.Deoarece 

x,/0,710, oonolwle■ datorita le■ei IV.2,l. el (x,7)'5:Â 

Reciproc, fie (i,y)EÂ • Oontora le■ei IV.2.l., exiatl 

U ,,.. ~ -T-u ,1 V aattel oa (i,u)E , G,v).C v şi v x + u 7 • O 

■ar• l1Diarl1 

Atunci (i,u) eate soluţie opti■l a proble■ei de progra-

,1.. u. 
lx,u)E 

Deoarece, 'lÂ eate poliedru convex, proble■a ad■ite Wl 

nu■lr finit de aoluţii opti■e de bazl şi orice soluţie opti■l este o 

coabinaţie liniari convexl a aoeatora. 

Yie deci (x1 ,u1), ••• ,(x8 ,u8
) aoluţiil• opti■e de bazl ale 

proble■-1. Evident ~,'o,.k•l, ... , s. Atwioi X'• f x1 , .•• ,x• }~ X ti 

i~ [X'J 

Deoarece valoarea opti■ulw. proble■ei este O, reaultl 

ol TTX.k + (u.k)~ -o • .k•l, ••••• şi deci, (7,v) ••t• aoluţie opti■l a 

proble■ei de progra■are liniarii 

Si iA aoeat oaa, pute■ a:tir■a ol nuaarul aoluţiilor op

ti■e de bazl este tin1t ,1 ol (y,v) este o coabinaţie liniari oonvexl 

a acestora. Yie '( /1, v-'1), h• l, ••• , t toate aoluţiile opti■e de baal ale 

proble■-1. i e ( 71 , ••• ,Y't l 

(7h' vh) €: lJ"' 

ti ..... ,.t} 

Sl re■arca■ că fiecare (/1,vh) are proprietatea, 

şi (vh)Txk + (uk)T7h • O, k•l,,,,,a, Conclude■ ol 

• E( X') şi deci 1 

(i,'j)E. [X'] x [ f'C)(')1 

Aceasta teore■a , î■preuna cu concluziile teoreaei 4.2.j, 

p ~r■it elaborarea unei ■etode efi ci ent e pentru deterainarea aulţiaii 

punctelor de ecnilibru ale unui Joc biaatriceal, 
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a) Dacii. A,B > o, se trece la b). Altfel, dacă de 

exeaplu existl 81.J ( o, se alege ac; R şi se scrie A' • (a1J) cu •1.j• 

•aij + a > o. Ou A•A' se trece la b) (Propoziţia IV.2.i. asigură că o 

astfel de transformare nu afectează mulţi~ea punctelor de echilibru ale 

jocului). 

b) Se determină mulţimile finite ext. U • ext~ • ae 

reţine x. {x l există u,(x,u) E. ext.U x,.'o } 

c) ae determinl, pentru fiecare xe:X • mulţimea fi -

nitl E(x) •. 

Pentru fiecare X~ X, se determină E(.X'). 

d) Se determină A conform teoremei IV. 2. 4. 

e)Prin transformarea liniară din teorema 4 . 2.3. se deter

■inl ~ ( f ). 

convexe. 

Corolar c ( f) este o reuniunea fini tl1 de poliedre 

2.4. Jocuri de doul1 persoane, cu sumă nulă. Rezolvarea 

jocurilor matriceale 

Un joc de două persoane se spune că este cu sumă null 

daol F1 + H2 • O. 

Notăm F • F1 , funcţia de utilitate a primului jucător. 

Forma normală a unui joc ·de două persoane, cu sumă nulă 

este definită de tripletul 

Presupunea, în cele ce urmează, că operatorii max gi 

■in sînt bine definiţi, 

Definiţie 

primului Jucător dacă min. 
x2 GX2 

i 1 E x1 ae numeşte strategie max win a 

F(i1 ,x2 ) • max. min. F(x1 ,x2 ). Analog, 
x1 GX1 x2 EX2 

i 2 4â. x2 se numeşte strate~ie maxmin a celui de al doilea jucător dacă; 
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ae nuaeao valorile aaxaain ale oelor doi Jucatori (sau valoarea au:ain, 

respectiv, ainaax, a jocului). 

Propozitia IV.2.,. 

Dacll v1 • v2 , valo~ea ooaunl o voa nota cuv ,1 va 

!1 nuaitl valoarea jocului. 

Teoreaa IV.2.5. v1 • v2 daoll_ ,1 nuaai daci ~ (r),'llf. 

In aoeet oas, daci (xl'x2) €a C ( r >. l(xl,x2) • v. 

Deaonstraţie 1 

(IV.2.6.) 

11• il'i2 atrategii aax11in ale oelor doi juolltori. 

Deoarece v1 • v2 
• v, ae poate ■orie, 

■u:. r(xl'i2) •· v2 • " • vl • ain. l(i1 ,x2) 
xlc. Xi X2~X2 

Atunci, pentru doull atrategii arbitrare · x1,x2 , 

Luind x
1

• i
1

, x2 • i 2 , re1ultl şi 1(i1 ,i2) • v 

Atunci, (IV.2.6.) arat& cil (il'i2)E "i!(r) 
Reciproc, !1• (il'i2)~ ~(r). Punţnd v • J'(il'i2), 

şi cu stît aai ault, 

De aici şi din propoziţia 1v.2.}. re1ultll v1 • T2• 

Gfa.2U/!JBZ fasc. . lO 
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Propozitia IV,2,4, 

ou SUllll null r ' C ( r ) ~ ~ atunci I 
o 

l • orice punct de echilibru este tormat din strategii 

Daci pentru jocul de doua persoane, 

au:■in ale oelor doi Juoatori 91 reciproc, orţoe pereche de strategii 

mu:11in tor■ eaza un punct de echilibru, 

2°. oricare ar li (xl'x2 )E" ~ ( r ), 1P(xl'x
2

) • v 

}
0 

• C ( r) are _pr.oprietatea de interşanjabilitate, a

ciicll (il'i2)' _Gl'12) ~ C ( r) implici (i1,i2),('jl'i2) E C ( r) 
De11onstraţie1 

Primele doua proprietăţi tiind o consecinţa directa a 

teoremei precedente, să demonstrl11 }0 , 

(IV,2.8,) 

(IV,2.9,) 

in particular, 

(IV,2,10,) 

Deoarece (il'i2) ~ c ( r) rezulta a 

l'(yl'x2 ) ~ V 

Deoarece ('j1,j2 ) este punct de eohilibrua 

F(y1,i2) _ ~ l'(y1,x2), pentru orice x
2 

G x
2 

(IV,2,8,) şi (IV,2,10.) aratll Ol 1P(y1,i2 ) • v şi a

tunci (IV,2,7,), (IV,2,9,) probeazl cil (yl'i2) E c(r) 

•ooat• p~gp~ etAti remarcabile ale mulţimii punctelor 

de echilibru ale unui Joo de doul persoane, ou sumll null , indreptl

ţeso denuairea de "soluţie" aoordatll in acest oaz lui c .{ r ), 
'De!initie x1 GX1 se numeşte strategie op timă a pri

aului Juolltor daci exist& x2 ~ x2 asthl incit (x1 ,x2)E ext . ( r ). x2 E. x2 
se numeşte strategie optimi a celui de al doilea Juoator, daol existll 

x1 E .11 asttel incit (xl'x2) E: ~( r ). 
Notla oll (P, ( ( ) 1 reapaoti V ~ ( r_') mulţimile stra-

tegii lor optiae ale oelor doi Juoltori, 
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ia, 

Propozitia IV,2 , 5, c( r )• 0, ( r) X °' ( f) şi daca 

C ( r) ,' ~. mulţimile etrategiilor .optime coincid cu mulţimile stra

tegii lor maxmin, 

Numim joc mat riceal , un joc de două persoane, ou sumă 

nulă finit, Ou alte cuvint e, un joo matriceal este un joc bimatrioeal 

pentru oare B • - A, 

Utilizam reprezentarea r • (A) pentru !orma normali 

a unui joc m~triceal, 

Fie F - (1:3l'S2' r) extensia 11l3atoare a jocului 11a

t.riceal r. (A), ':P(s1 ,s2 ) • ""F"1(s1 ,s2 ) • s 1Aa~ 

Conform teoremei IV,2 ,2 , extensia aleatoare a oricărui 

joc matriceal admite puncte de echilibru, Păstrăm notaţia v pentru va

loarea joc~lui de două persoane cu sumă nulă F (o vom numi, de ase

meni I valoarea lui r ) . 
Propoziţia IV,2.6, 

dacă1 

":F(i,s2 ) <; c;:--(sl' s 2 ) ~ c:.F( s1 , j) , ic;;. x1 , j fir ~ 2 . 

s au, echivalent, 

v fiind valoarea jocului, 

De11onstraţi e1 

Este o consecinţă a propoziţiei IV,2, 2, fi• teoremei 

Fie cuplul dual de probleme de programllre liniarii 

min, eTx, 
x€X 

·max, eTy 
Y€. 'IJ 

't.J • { y € 'if1 I 1 ~ O, Ay i • } 

Teorema IV,2,6, Presupunem A)' O, Daol i,y aint so-· 

l1iţi1 optiae ale oelor do11!l probleme (L01 ), (L02) atunci (al'al)E: c(r ) 
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ti Y ••t• Yaloarea Jocului. unde 81 • vil. 
82 

~ · l l 
•V7 tY•-:-,r:::•'""lt=""• 

e X e 1 

Reciproc. dac& ( Bp •2) € 'e ( f) ti Y este valoarea Jocului• atunci 

- l T - l T 
X - V .sl ,1 1 - V •2 aint soluţii optime ale problemelor (LC

1
).(LO) 

. 2 

De■onstraţiea 

Deoarece A> o. 'f este un poliedru convex nevid (o~!(). 

Atunci teorema !un~amentall a dualitaţii afirma oa oele 

doua probleme au optim finit şi ca valorile optimelor coincid, 

Mai mult se poate arata oa mulţiaile soluţiilor optiae 

sint al.rginite, 

Fie i • 1 soluţii optime ale oelor doua probleme şi 
T- •r--

u • ex• e 1, u > O (deoarece Ot/. X ), Atunci cu s1 .s2 
definiţi 

in teoreml• avema 

·r s1A ➔ ve. As2 ) ve • sau. scris pe co11ponente1 

T 
Ai, s2 (V~ ■1.A.,J • i•l•••••• • J•l•••••n 

91 deai. contor■ precedentei ~repoziţii (sps2 ) E c ( f) · 
Reciproc. ·r1e (s1.s2 ) Ei: a ( f). Din propoziţia IV,2,6,. 

rezultl cili•¼ si şi j •¼a~ eint soluţii posibile ale problemelor 

(L01 ) şi (LC2). Obaervind ca · e~ • e~ (•l/Y). rezulta ol. cele doua 

eoluţii sint opti■e. 

Concluziile acestei teoreme. Justi!iol ur■atorul al

joo matriceala 

a) Dac& A > o. se trece la b), ilttel. se alege 

ac;. R• astfel ca A' • (a1J) > o. unde •b • aiJ + a. Ou A•A' se traca 

la 'b). 

'b) Se scriu problemele (L01) şi (L02). Sa determina 

11ulţiaile aoluţHlor opti■e ( ae g4aeac. cu algoritmii si■plex, toate 

soluţiile optime da bui), 
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o) ~ransfo r■area liniara din teore11a IV.2.6. per■ite 

obţinerea lu.1 O, ( f) şi c.?a ( f) deci a lui 'c ( f ). 

i }. Jocuri stochaatioe (finita) 

}.l. Definiţia jooulu.1 atochaatic 

Dsfinitie Nuai■ structura de joc atochaatio, ua-blul 1 

.. 
r • { T I 1

11 
I I ' I xf, 1 E- 1

11
, k G I I u~ , .1 ~ I

11
, k 4ă I I n o I 

Jf(x), x E X ţ 

undea T • {1,2, ••• ,} se nuaeşte aulţi■ea etapelor aoculu.1 

I
11 

• {1,2, ••• ,nţ ee nuaeşte aulţi■ea jucA.tcrilor 

I• • l 0,1,2, ••• ,N ţ , eo nu11oşte ■ulţi■•a atarilor (starea 

o poarta nu11ole de "stare de oprire~, I• { 1,2, ••• ,N} •• nu■eşte ■ul

ţimea etarilor "transisnte"). 

X~ asta o ■ulţi•• nevid& - aulţiaea atrateg11lor (pure) 

ale Juca.torului i in starea k, pentru fiecare 1 Ci I
11 

şi .lt~ I, 

uf I x1'- - R H nu11eş ta funcţia da utilitate parţiali. 

a lu.1 i în starea k, 1 E In' .lt EI, 

no - (1Tll).lt€I' "1t >,,O, 

ţia+A. a atA.rilor, 

~ n lt • l, •• nuae,te repartiţia iAi
k ~ I 

pentru fiecare x G X, rr (x) este o matrice atochaaticl..i, 

rr(x). (lfltf)lt, t~ I, numitl ■atricea probabilitlţilor de tre

cere, asociata lui x, cu propr1et4ţilea 

• { O, dacll, 
n ot(x) 

l, daci. 
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In oaaul particular• oind n° ••t• o repartiţie dege

neratl 4• tipul rr 1r;•l• lt ~ I. ·rrt • o. ( 1' 1t, ecri•• f k. tn 100 

4a · r" ,1 apunea ol jooul atoohaatio are ataraa iniţiala 1t. 
i'ia aoua, A. U (1t,xl') ,1 llt •l\~l>,.."'•·•i<A 

ltE I ~ 
t ori 

Da!initi• O etrate~i• globala a juoatorului 1 tn jocul 

atoohaet1o, ou structura f Hta o aplicaţie . cf 1 • ( l 1t) T' 
, tE 

·crt I I -

rt A t-l_T _ 
01 I ~ .,..._ I.__) i' aet!al în.oit 

lt~I i 

WI ale■ent 

!rotind ou i)i 

J-<61, ... , 
■ulţi■ea atrategi1lor globale ale lui 1, 

d n) E: fi) • rî J) 1 ,H nu11eş te stra
i~ In 

teg1• globali a jocului. 

De!initie. O strategie globali J i •• nume9ta aarlto

vianl, daol pentru orice t '= T, lt € I, dt-l, dt-l €. li t-l. rezulta 

Jfcc1t-1,1t> • d :cdt-1,1t> • d" f<k> 

Definitie, O strategie ■arkoTianl d 1 •• nu■eşte eta-

ţionarl, daol, pentru orice t,'l' €. T, lt ~ I, reaultl Jf (lt) -

J~ <1t> • J .1. <1t> 

OU Wl 

ObaP,y<Q·U.•, O strategi• ataţionarl d 1 H identi!ioa 

ele■ an.t ~€xi <:{ - <f 1 (le), k f: I). 

. Pentru fiecare d f: ZJ, vo■ de!ini un oî■p de probabi-

litate ,A.)(, ij} 91 un procee etoohaatio JT t} aettel1 
l J t ff: Tl 

..n., • i U • (c..> t>t ._ T/ c., t6I, t 4ii T ,1 "'t·O i■pliol c..J,..o, 

~ ~t} 
K• corpul borelillA generat de olaaa ■ulţ1■1lor oilindrioet 
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ok11• .. ,kt. { UE:..Qf..,_. kc• T ~ tj 

Pţ se de!ineşte pe 11ulţi■ile cilindrice prin, 

P(Okl' •• ,kt)• nk TT.lt k ( .fl(lcl)), •• ,-rkt-1k/cft-l(k1•"••Jct-l)), 
l l 2 

unde - !olosit notaţiile, 

vianll, atunci 

De11onstraţie 1 

....____ 
_,,...--: 

Propozitia IV.3,l. Daoa 6 ••t• o atrategie ■arko

ţ 'f / J este UJ'.l lanţ Markov. 
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Propozitia IV.3.2. Dacl d este strategie staţ ionarii, 

atunci 1 f
0 

t f este un lanţ Mar.ltov 011ogen (cu probabilitllţi de tre

cere staţionare). 

Jo cul stochastio, cu structura r (pentru care vo■ 

! olosi aceeaşi notaţie), este un proces secvenţial de deciaie în care 

sînt antrenaţi cei n Juclltori, La ■omentul iniţial starea Jocului 

!ii nd deter■inatll de repartiţia rr 0
, dacll la un moment t, procesul 

este în starea k, atunci alegerea strategiei xk determinll utili tllţile 

parţiale u~(~) ale Jucătorilor şi, cu probabilitatea rrk( ( ~), 

noua stare t pentru etapa t•l- Dacll noua stare este o atunci pro

cesul se încheie. 

Problema fundaaen t alA a teoriei jocurilor etochas t i c e 

este definirea şi deter■inarea co11porta11entului op t i11 global al !ie-

tregul proces. 

Co■portamentul global al unui juclltor este definit în 

prezentul context prin noţiunea de strategi• globala , ■llsura 

tllţii acestui co■porta■ent asta datl printr-o !uncţie a ciştigului 

■ediu global obţinutl prin co■puneraa utilităţilor parţiale ~ezultata 

în toate etapele procesului. 

Modul da co■punare, in rezultanta globalâ , a acestor 

utilitllţi, poate lua ■ai ■ulte for••• cu aaani!icaţii soci ale diferite 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



189 

şi, din punct de vedere aatematic, diferenţiazl clase distincte de 

jocuri stochastice. 

In oele ce uraeazl, vom lua în discuţie, pentru exea

pliticare, o singurl clasa de Jocuri stochastice denuaitl dupil ao

dalitatea de definire a ciştiguluf global, clasa jocurilor stochas

tice cu utilităţi actualizate. I n acest oaz funcţia de ciştig aediu 

global a juciltorului i €' In este Fi I S) __. R, datll. de1 

unde 14 0 este operatorul "valoare medie in raport cu pr obabilitatea 

p
0

" ,ut< !t) este notaţia prescur tata. pentru u~(.xk) dac4 xk. 

cft(dt-l,k) cînd dt-l este deterainat, iar 

constant!!. nuaitll. "factor de actualizare". 

o< E (O,l) eate o 

Ob ţi I f li t " T.r t repr•zintl. serva e1 n orma zarea prezen o, 
0 

Q 

starea jocului la aoaentul t, dacl se utilizeaza strategia d 
Mai explicit, se poate seriei 

(IV.}.2.) . ' 

Propoziţia rv.,.3. Daca u~, k EI sînt funcţii alr

ginite, atunci Y1 este aarginitil. 

Deaonstraţie 1 

rezulta, 

vom nota cu~ funcţia de ciştig mediu. global a Juca

torului in jocul stoohastic rk. 
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},2, Jocul atoohaatio - tip particular al ■odelului 

Jocului in !or■a extinal, 

Se poate remarca el de!iniţia Jocului atochastio poate 

ti reduaf la cea a unui Joc in !or■a extinsa. de n persoane. cu gene

rator. daol ţine■ ■ea■a de uraltoarele observaţii şi identi!iclri1 

(în ipoteza;~ sint cel mult nu■lrabile 1 i €" I~• k EI)1 

_, 
111 • .U 'r(n+l)+i • i•O, l.,, .n • ■ulţiai nurallrabile 

r-o 

11
0

J - l-.JJ ,J.8
0

, I
0
J•I 0 •{ o.1, ... 1 Nj • pentru orice 

J 4i" o• 

.ltunci1 f (wt
0
)) • ~. pentru orice J~8 0 , 

Dacii. 1 .,;, In • . c)t{ 1 • { 111/k.) j J~ 8 o .11:. E- I• unde a 

Notind cu IiJ(k) aulţi■ea alternativelor lui i pentru 

aulţi••• inforaaţionall MiJ(k.) 1 atunci IiJ(k) • xf. pentru J€8 0 • 

Nota■ ou .c-rk bijecţia care aplicll ; (w) pe IiJ(k ) 1 w€: M1/k) , 

rr o • oa p
0 

• 

Pentru identificarea lui P
0 

• { pJ \ J6 ~ 0 , remarc&■ 

Daci wJ 6 'r(n+l)• r!O, atunci existl • r '<r-l)(n+l) 

l J \. w( •·). De aseraeni exista iii1,.,,, ;/1, şi k 4i { 1 1 ... 1NJ astfel ca• r „ 

;i,- w ~ 11
1 

şi _xki E xk1 • i 6 In• astfel oa, 
"" (r-l)(n+l)+i 

;i+l . • (!wik)-l(xf) şi w(k)•il..( -_2~·-. -~ ~ ~ v,J 
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Atunci identi ficil.a pj cu 

In afirşi t, dacii. IT" E: E este o pa.rtidil., ail. noti1.a1 

v~( rr(t(n+l) + i ) )•uf(x~), daca exiatil. w E Wt(n+l) 

.atfel ca w(k) '= n · (t(n+l;+i) şi TT (t(n+l)+i+l) se identHicl ou 

Ic alternativa x1 • 

3,3, Forma normalii. a jocului stochastic, 

Definiţie Forma normalii. a Jocului atocuastic f' eate1 

Definiţie Forma no rmalii. redus~ a jocului stochaatic 

este, 

aici , Xi avind sewnifioa~ia 'de mulţimi ale strategiilor ataţio~ar• ale 

jucil.torilor. 

chastic 

411alog se definesc formele normale ala jocului sto
k înlocuind în definiţiile de aai sus F1 cu 11 • 

Fie, acu■, f un joc stochastic !init1 cu alte cuvinte 

sil. presupune■ cil ~, i ~ In, k t I, aint mulţimi ! i te. 

k . .Jr k ' k Fil ai mulţimea probabilitil.ţilor p• ~• a1 • • 1 • 

• (p,.x~)xk _ x"• p (x~) ~ o, -Z::.. p(x~)-1 }. 
i-= i k 

Xi 

Noto.m sk. rT B~- ~ •k • ® •f I •f E stJ, 81 • 
1~ I

0 
·· i 

n 
kEI 

• a- /I Sk (S• ,T, 61) 
kEI iE'In 
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Definit ie 

este jooul atoohastio f' 
Extensia aleatoaŢa a jocului etoohsetio r 

, a oArui structuri eeta1 

· undai 

In acest caz, o strategia globali în jocul f se va ... 
nu■i strategia globală mixtl a jocului r . 

Observatia1 O strategia staţionari a lui 1 in jocul 

f sa 1dant1!1cl ou un alewent al lui s1 • 

In contextul saoţ1un11 precedenta, etrateg11le globala 

mixte ala lui f' apar de!inite oa strategii da comportare. 

Utilizarea, in teoria jocurilor stochastioe, a etrata

giilor da comportare este mQtivatA da faptul ca acest tip de strategii 

aleatoare este singurul concept capabil sA descrie comportamentul 

ju~Atorilor, în evoluţia sa tamporalA, în concordanţi ou însAşi struo

tura apecificA a jocurilor -stochaetica. 

l"ia .f) 1 , respectiv J5 , aulţi■ile stratagiilor glo

bala ■ixta ala jucătorilor şi ale jocului. PAatrind notaţiile r1 ,~ 

pentru !unoţiila da clşeig ■ea1u g1O0a1 alb Jub&ba~ulu~ îA J oourilw 

~ , respacti v ? k, k € I, pute■ dafini foraa normal& şi forma re
~ 

dud a lui r 

- • 1 aD1•'1•1 E rn\ 
~ 

• { s1 , li' 1' i E In ţ Fn rnr 

şi ale lui f' k 

r~ -i $5.1'~'1 € rn\ 
::i, k r nr • { si, Ff, 1 e 10 ~ 
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Problema fllllaam entalll. a teoriei jocurilor stochastice, 

se reduce în viziunea necooperativa, la definirea comportamentului op

tim prin proprietAţile punctului de echilibru al forme i normale a 

jocului. 

3.4. Existenţa punctelor de echilibru în jocurile sto

chastice !inite 

Propoziţia IV.3.4 , 

ţionarll. a jocului r . atunci I 

Daoll. s E Ş est e o strategie sta-

Demonstraţ i e 1 

t-2 
r:,( • 

• .(_ • 1's• f1 • 'l' •2, •.• ,t-1 )• 

• ui t-l(s t-1)1• u~(sk),.. ol ~I ,rkt(.sk)[ uf(s'),.. 
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(a-a folosit propoziţia IV.3,2,) 

Fie s E 8 fixat. Pentru !iscare 1 G In, de!in1a 1 

Propozitia rv.3.5, z18 este o contracţie, 

Deaonstraţie1 

ad1o!I. 

Fie v,y ~ RtJ 

• 11.ax. 
kc; I 

-k •k 6, Fie s
1

, s1 
k s
1

, k ~ I astfel caa 

z~
8
(v) k( k •k) + o(fu ( . k •k) f • u

1 
s , s1 'I 

;t kl 8 
' 

8 1 y • 

z~/y) 
k k -k) le -k) t 

• u1 (s .'- s1 ♦qfu TT k e ( s '-. s1 y ' 
Ci I 

Rezult!I. p„ntru fiecare ka 

o<.Z.. }TkC(sk, af)(vf - yf ) ~ z~ 8 (v)-z~ 8 (y)~ 
(<:I 

'o(L, ff'k,t s1', sf> y l - y f ) 

lEI 

Propoziţia rv.3.6. Oricare ar ti Y E R'1, 

k € I 

k c; I 
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Da11onstraţia 1 

Inegalitatea ? , razult/1 din definiţia lui z
18 

şi 

din !aptul cil mulţi■aa ~ sa scufl.llld/1 . in sf. 
Pentru a demonstra egalitatea sa raţioneaza prin ab

surd. 

611 presupl.llle■ CA axist/1 sf•(p(xk1 )) k Xk astfel cai 
Xi~ 1 

oricare ar fix~. Inmulţind cu p(x~) ~ O şi sumind pa xf sa obţine o 

inegalitate !alai!, 

Propozitia IV.3,7. lia vis llllicul pl.lllct !ix al ope-

ratorului z18 şi s1 • ® 
k 

-k s1 t: s1 , astfel incit 1 

vfs • zk1/v1s) • uf(sk '- sf)+ of L._ Trlcl ( Sk'\ sf)v/s,k~ I 
fE I 

Atllllci, pentru fiecare k c. I şi r 1 € s1 , 

Da11onstraţie1 

Contor■ propoziţiei IV,3,4., 

k k k -k ? k -k t - ) F (a'\ a). ui(s '\ s
1

)+o< .rrkt.<s ,a1 )P1(a, a1 ,lc'=I 
1 1 t E I 

De aici şi din (IV,3.3,) rezultă 11<s '\s1 )•{8 , k € I. 

Intr-adevllr, !ie b • ■ax, j gf( 9 '- 81) - { 8 \ 
kE:I 
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Atu.noii 

Rezulta ca b • O şi de aici egalitatea anunţata. 

Pe de alta parte. pentru ri € a1 , din (IV.3.3,) şi din 

propoziţia IV,3,4 •• rezultA1 

sau. 

de unde rezultA1 

~k k 
Teorema IV.3,1. Jocurile r nr• {s1 , l"i'i ~ I n \ 

adait un punct de echilibru a, acelaşi pentru toţi k ~ I . 

Deaon11traţie1 

De!ini• 1-( 1 a - a, 

iar gt ( .. ~) 1 a - R este aplicaţia continua de!initl de1 

aa.x. { O,uik(sk, x:)+ c<Z: rtkt(sk\ xk)ri(s)
('fl 

- ~( a) L k E I, ~ E J1} 
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Se verifica iaediat consistenţa definiţiei lui Cf oa 

aplicaţie continua a coapactului 8 în s. Atunci teoroaa de punct !ix 

a lui Brouwer (propoziţia A.l. }l.) asigura existenţa unui punct fix 

al lui f . .Fie deci s E S asthl ca s • <f (a). 
-k k - · Atunci s1 • 'I (a), i (i Inşi lt4ii I, sau, 

-slei z=_k Ic k(- lt) Ic(-) lt „ I gi s1xi • gi a, ~ . 
xi€ xi 

le(- lt) Vo• arăta oa gi s;xi •O, oricare ar ti i G In• lt€ I, 

Prin absurd, pentru uni Ei Inşi lt 6 I, 

Atunci1 

L.. lt(- lt) 
k gi s;xi 

xi 

iar, pe de alta parte, pentru fiecare xf E X~ • 

Multipli oind (IV.}.5.) ou 
L. lt(- lt) 
lt gi a;xi 

xi 

dupa xf € xt, ţinînd seaaa de (IV.}.4.}. rezultă1 

inegalitate !alsA, datoritA propoziţiei IV.}.4. 

> O şi su■înd 
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Deci, pentru !iecare i (; In, le '5: I, 

De aici, datorita propoziţiilor IV.}.6. şi IV,3,4 . , re -
zultl.1 

JT ( -le le) ( - ] 
le-I 11 '\ 8 i Fi ( 8 ) 

In acest caz, propoziţia IV.3.7. implica, 

ceea ce demonstrează teorema. 

de ecb.ilibru. 

De■onatraţie 1 

Corolar In condiţiile teoremeii r nr admite un punct 

Este suficient el. remarca■ cl.1 

F4rl. demonstraţie, ■enţionl.■ şi urmltor ul rezultat, 

PropoZitia IV,}.8. Daci. s ~ s, atunci, pent r u fiecare 

max. 
~ EJ'.5_. 
Semnificaţia acestui rezultat este majora in teoria jo

curilor atochastice.Teor ema IV.3.1. poate !i re!ormulul, a!ir111ind 

existenţa, informa normali. a jocului r, a unui punct de echilibru 

format din strategii aleatoare staţionare. Deci, 

Orice joc stochastio !!nit, admite un punct de ecllilibru 

aleator staţionar, acelaşi pentru orice atare iniţiali, 
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}. 5. Rezolvai.·ea jocurilor de doull persoane, cu sumll 

nulll 

Jocul stochastic, de doua persoane (n•2) r , este 

numit, de doull persoane, cu sumll nulll, dacll ut u~ (notat uk) 

pentru k € I. 

O consecinţll imediata este1 Ff • - ~ (scriem, Jt'), 

De!initie. Numim vectorul-valoare a jocului stochas

tic finit, de doull persoane, cu sumll nulll, r , v • (yk)k G 1 , unde 
-k ~k v- este valoarea jocului de doull persoll.lle, cu suml nulll r nr• 

= {sl's2 ,.vk J 
Pentru, v 6 RN, fie jocul matriceal definit de matri-

k k ( 
A (v) • (aij v))i ~ ~,j c.; X~, unde, 

afj~v) • uk(i,j) •d Z:: ,rrkf (i,j)vt , 1· E- xt,j E- ~' 
t, I 

k '= I. 

Cum orice joc matriceal admite cel puţin un punct de 

echilibru aleator, existll val. Ak(v) • valoarea jocului Ak(v) şi 
(?

1
(Ak(v), {J

2
(Ak(v)), mulţimile strategiilor optime ale celor 

doi juclltori, în acest joc. 

Fie operatorul1 

Propoziţia IV.}.9• Z este o contracţie. 

Demonstraţiei 

Fie v,y c:; aN 

li Z(v) - Z(y)tl • max. 
li:'=: I 

.. max. 
k ~ I 
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• aax. 
k EI !ax~ k o( I~ ,rkt(i.j)(v '- Y') [, o( ma.x. / v 1 - l{-

(; 1 • j € .x2 'lif. ,~ I 

• o( li V - Y }I • 

81 definim acum. şirul lv(t)l v(t) € If 
1 ) t-0,1, ... , , 

v(t+l) • Z(v(t)).t-;;,. 1. v(O) E: i/1 

Propoziţia IV.3.10. 81rul { v(t)J este convergent . 

l~mtta sa !iind, unicul punct !ix al contracţiei z. 
Demonstraţie, 

gent. 

Datorita propoziţiei precedente. 

/l v(t) - v(t-l)fl • n Z(v(t-1)) - Z(v(t-2))11 (. 

~ ..,llv(t-1) - v(t-2il ( •••• ~ o( t-l li v(l) - v(O) li 

Atunci. pentru orice t.r. 

t+r 
11 v(t+r) - v(t)II~ 2.__ n v(m) - v(m-1)1\ ~ 

m•t+l 

t+r 
f D v(l) - v(O)I/ . _z= o( r 

. m•t+l 

Concludem ca şirul 1 v(t)~ este Oaucby. deci conver-

Eie v • lim. v(t) t--
Deoarece v(t+l) • Z(v(t)). •prin trecere la limita. re

zulta, 
v. Z(~) 

şi cu aceastk propoziţia este demonstrata. 

Teorema IV.3.2. Fie v punctul !ix al - contracţiei z. 

Atunci veste vectorul-valoare al jocului r. Mulţimea punctelor de 

echilibru ale lui f este1 i s • (sl'ii2) I stE &1<Alt(v)) • .1t ~I. 

1-1.2.} 
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D emonstraţiei 

Fie a • (al, 82) E c ( f=' ) 
nr 

Atunci, conform propoziţiei IV.3.4. 1 
vk- k - __ k 
la • F (a)? r(a1,a~, pent~u orice s

1 
E s

1 

k(-• - F s) ~ 

k EI, unde v19 

respectiv z2a 

v-2s sint punctele !ixe ale operatorilor z -
ls 

(notat v-). 
8 

Din egalităţile de mai sus, rezulta v18 • - v
28 

Din definiţia contracţiilor Zis, rezultăi 

k [ k( k ..:_k) ..,--- k k J 
vlâ • m;x· sk u el. 82 ♦ o( !EI rr ke ( 81. e2)vla 

9 1 ~ l 

(IV.3.6.) şi (Iv.3.7.) se pot scrie, impreuna1 

, pentru orice 8 1 E: s1 şi 

Ori , această dubla inegalitate dovedeşte ca J; este 

valoarea jocului Ak("s) şi ak este un pun~t de echilibru al acea-

tui joc, k €. I. Atunci, datorită propoziţiei rv.3.9. V- - v. s 

Reciproc !ie s, astfel ca sk • -lt -k 
( 81' 82) să !ie punct · 

de ecnilibru al jocului Ak(v), kt I . Atunci, pentru fiecare k e- I. 
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şi, din propoziţia IV.~.4., decidem ca ~Jc(s) ylc uk( k -k) 
• ~ " a1 , s2 ,k E I, 

Analog se demonstrează şi cea de a doua inegalitate 

oare probează oă a este punct de echi l ibru al jocului . 

Ca o consecinţă a acestor rezultate , se poate schiţa 

o metodă iterativă, pentru rezolvarea jocurilor stochastice fini t e, 

de două persoane, cu sumă nulă1 

a) Se alege v(O) 6" RN 

b) La etapa t, se determină valorile celor N jocuri 

matriceale definite de matricele Ak(v(t-1)),k e I,t ~ 1, utilizînd 

matoda expusă in secţ iunea 2.4. Nota.m v(t). (vk(t))k~ 
1

, unda yk(t)• 

• val. Ak(v(t-1) ). 

o) ~irul { v(t)J converge către vectorul-valoare al 

jocului atochastic r . Dacă V este 111111 ta şirului { v( t)J • atunci 

0 1 (Ak(v)), k f: I, isl,2, constitui& un punct 

de achilibru al jocului atochaatic. 

B. Teoria jocurilor cooperative 

Principalale ipoteza, admise, implicit , in ac eastă 

teorie sint, libera comunicare intre jucători, posibilitatea coordo

nării acţ1 uni lor acestora pe baza unor pr.tna.lp.l.l tlo r•ţ,.lon<>.li t,Q t:• l n

di viduală şi colectivă. 

Multitudinea teoretizărilor diferite ale situaţiilor 

competiţionale cooperative, este motivată, in special, de modul di

ferit in care se reflectă, într-o formalizare logi că, inţele3u l ter

menului "cooperare". In prezenta lucrare, ne vom sicua pe linia cla

sică a teoriei von Neumann-Morgenatern şi a extensiilo r sale imediat e. 

Deşi nu se poate defini o măsuri a gradului de coope

rare admis înt r -un joc, se !ace o demarcaţie intre două tipuri, c~-
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l i tat iv diferite, de relaţii cooperative. Corespunzător acestora, 

jocur i l or cooperative se ~tuaiază separat, in ~uă clase distinctei 

a) Jocurile cooperat ive fără compensaţii (sau, !ără 

plăţ i interpersonale ), in care efectele coop erării se concretizează 

n umai în stabilirea, în comun , a modali tăţilor de acţiune. 

b ) Jocurile cooperative cu compensaţii (cu plăţi in

te rpersonale), în care cooper area intervine direct în determinarea 

cîştigurilor jucători lor, măsuri le individuale ale utilităţilor ac

ţiunilor nefiind singurele determinante. Uai precis, în acest caz 

se admite transferar ea de la un jucător la al tul a unei părţi d i n 

cîştigul dobîndit, Admitem în plus ipoteza transferului liniar cu 

r ata 1/1, adică "o un.1tate din cîştigul unui jucător transferată al

tuia măreş te cî ş tigul acestuia tot ou o unitate " . 

O situaţi e limită î n teoria jocurilor cooperative 

este cea a jocurilor total cooperative, în care relaţiile de coope

rare se manifestă, neapărat, în p lenul colectivităţii jucătorilor, 

în general , problemele soc i ale de mare intGres impunînd admiterea 

posibilităţii unor încercări de înţelegere separată pe grupur~ (coa

liţii), 

~ 4. Jocuri to tal cooperative 

4. 1. Modelul j ocului total cooperativ 

.Defi1, iţie , Un j oc de n persoane, total cooperativ este 

reprezentat de ansamblul1 

r - I In. u. u o J 
unde I n . { 1, •.• ,n} este mulţ imea jucătorilor O este o submulţime 

nevidă, compactă şi convexă a lui Rn , numită mulţimea utilităţilor 

ad misibil e şi u0 E R° cu proprietatea U0 • { u € U I u ~ u
0 J /. ~ 

(u0 se numeşte utilitatea situaţiei de status-quo). 

Definiţie, J.l'ie u,u' .:-, U. Spunem cilu d·omin!l pe u' 

(u dom,u') dacă u ~u • şi u /o u'. 
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4,2, R~ţionalitate şi optimalitate 

Definiţie, Soluţia cooperativi a jocului r. { In,u,u0J 
(mulţimea de negociere) este submulţimea ~ a lui U ou proprietllţilei 

(1) u ~ u0
, oricare ar f1 uECJ' 

(11) oricare ar fi UE~ , nu existll u''=: U astfel oa 

u' dom.u . 

Teorema IV.4,1, pentru orice joc total cooperativ r , 
soluţia cooperativă este nevidă. 

Demonstraţiei 

Fie a€ Rn, a> O, Aplicaţia continuă f(u) • aTu işi 

atinge maximul pe compactul U • Fie u € U , f(u) • max, f( u). Atunci '14E !P. 
Q o uE U 

o 
Intr-adevăr ii~ u0

• Daca, prin absurd, ar existau' EU, 

astfel ca u' dom.u, atunci, pe de o parte ar rezultau'~ U
0

, iar pe 

de alta1 

f(u') • aTu' >a~• f(ii) 

contrazicind alegerea lui u. 
Să notăm, in cele ce urmează, cu !:!, n• mulţimea tu

turor jocurilor total cooperative, de n persoane, Numarul jucătorilor 

fiind astfel fixat, simplificăm notaţia, desemnînd un jo c din $ n 

prin (U,u0
). 

Definiţie. Numim schemă de arbitrare (în sensul lui 

J,Nash), o aplicaţie ip 1 ¼ n - Jtl, cu proprietllţile1 

.l, tp u,u0
) € u 

II, ~(u,u0
) ~ u0 

III, nu exista. u EU aetfel ca u dom. t;P (U,u0
). 

r'V. Dacă g I Rn--+ Rn este o transformare liniara. a-

fină, 
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v. Daca U' c. U şi q;) (U, u0
) e U', atunci 

<;P(U 9 u0
) a c;p (U' .u0

). 

VI. _Daca U este simetrica in raport cu o 111ulţi111e'%°e 
.i..Jtl 

indici (pentru ilj;u-E U implica (u1 ••••• ui_1 .uj.ui+l•·•••uj_1 .u1 • 

uj+1•·••1~) e U) şi daca ur-uJ,i,j Ed • atunci notînd u! <p(u,u0
). 

r ezulta u~•uj•i'.jEJ 

Utilitatea u""• q> (U,u0
) se numeşte soluţia negocie

r i lor, pentru jocul r • (U,u0
). 

Facem, pentru cele ce urmeaza• urmatoarele convenţii 

de notaţie, 

Daca Jl' ••• ,Jk: este o desfacere a lui In.• acrie11 

uJ • (ui)i E Jr şi u • (uJ , ••• ,uJ ). De asemeni scriem J in loc 
r l le 

de In, J. 

_!eorema IV.4.2. Exiatl1 o unicii. aplicaţie <;> aatia

!ăcind proprietllţile I-Il şi <p (U,u0
) • u• , undei 

(k) dac!1 existl1 J ~ In 1 Jlf6 şi ii fi: U
0 

ast!el ca 

o u;y • u'j pentru - o • ( • o) .,, toţi u 6 U
0 

şi uJ > uJ, atunci u • uJ,uj cu uJ 

unicul punct de maxim al lui bJ(u) • r7" (ui-ui0 ) pe U. 
' i € J Q 

(le.le) dacă U
0 

• { u0
} , atunci u"'" • u0

• 

Demonstraţia teoremei se sprioin!l pe următoarele le111e1 

Lema IV.4.1. Existll J ~ In• astfel ca, 

l) uj. uJ , pentru toţi u 6 U0 

2) există u e U
0

, astfel ca uJ ~ u~ 

Demonstraţie, 

Dacă existl1 u ~ U,u > u0
, le11a eate evidenta 

A.ltfel, !ie J • In , ţi I ui•u~; oricare ar fiu li uJ 
j I f6. Intr-adevar, dacă pentru fiecare i E 10 ar axiata 

u(i) E: U
0 

cu u(i)
1 

> ur, atunci u • € ;::,;--• u(i) E U0 (11ulţima 
i E: I 

convexă) şi u > u0 • Daca J•f6, lema este demons~rată. In caz contrar, 

pentru fiecare 1 (:; J existll u(i) E U
0 

cu u(i)i > u~ •· Evident, u • 
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~ u(1)€ U
0 

şi uJ> u~. 
1 € J 

Lema IV.4.2, Daci J ~In• Jr/ll şi - ~xistl ii 6 U
0 

cu 

uJ > u~, atunci hJ(u) • r-T (ui-u~) işi atinge maximul pe u
0 

in
i E. J 

tr:_un unio pµnct. 

Demonstraţie, 

Fia tÎ0 • { u E U0 f b.J(u) ~ hiii) > o_j • Evident, 

aax, hJ(u) • aax b./u). Funcţia !J • 1n b.J, de!initl pe ~- f uJ• 
u EU

0 
u€'U

0 

•(uj)j E- J/ u € U
0

} este strict concavi şi işi atinge maximul intr-un 

,. "(. o .. unic punct uJ' De!inind u • uJ,uJ), deducem ci b.J(u )> b.J(u),uE=- U0 , 

uru: 

Lema IV,4,3, Daci J ~ In,Jr/11 şi U este convexn., eJ6 U 

(unde •~•1, daci j (; J şi e~•O, daci j 1:J) şi liJ(u) • j~ uj, l, 

oricare ar 1'i u € U, atunci U (: tul Z::.. uj, I J/} • 
j € J 

Demonstraţie, 

.Prin absurd, existll. ii G U astfel ca E.. iij > I J I 
j ~ J 

Datoritl convexitt1ţ1i lui U, [.ii,eJ)<; U, 
. J 

Fie!( A)• hi tii+(l-). )e ), 

!'().. )•(ii-eJ)TVb.J( ). ii+(l- Â )eJ) 

Deoarece !'(0)-(ii-eJl,,J • ~ ii - \ J\ > O. 
j E: J j 

rezultl existenţa unui E(O,l l astfel ca !'( ;t ) > o pe co, XJ 

Deci !( X ) > !(O), adicl nlXii+(l- A )el)> ~e
1

) • l , 

ceea ce contrazi~e ipotezele asumate, 

Demonstraţia teoremei, 

a) Din lamele IV.4,l. şi IV.4.2. rezultll cil cp este 

bine de!initl. 

b) cp veri!icl ipotezele I-VI, 
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Deoarece in cazul (kk) verificarea acestora e s te trivia

lă, să ne situăm in ipotezele de la (k). 

I. şi II. sint evidente 

III P xi ~ u #r o ... • resupunem cil e stilu""" • u dom. u • Atunci Uj•UJ•Uj • deci 

.. .. .. 
uJ ~ uJ• uJ,uJ. Dar aceasta a.r implica hJ(u) > hJ(u ) 1 in contrad~c-

ţie cu alegerea lui u• • 

IV . Notam U' •g(U), U~•g(U),U~•g(U
0
), u0

+ •g(u0 ),u'" • ~ (u•,u0 •). · 

Se observă ci ipotezele de la (k) sint verificate şi 

d U l t i .. , ( ... , Ol ) d .. , 1 o 0 • A unc u • uJ ,u;y un e uJ este punctu de 11axi11 al lui 

bj(u ') 0 J7 (ui-u~•)- n •1 li (ui-u~). De aici şi din lema 
i€J icJ iEJ 

4.4.2. rezultă, u•• • g(a•) 

V. Scriem U~•U'(\ U
0 

şi u'" • (p(U,u0
). Se observa cil u•eu~ şi u;;>u~ 

Atunci ipoteza (k) este verificata şi pentru jocul 

(U' ,u0
) şi deci cu uj' unicul punct 

de maxim al lui hJ pe U~. Dar, deoarece u•E U', uj•uj'• 

VI. Admitem cil J• {1 1 ••• ,k~ ,k ~ n. Fie 1,J ~J,1 < j. Deoa:recit u~ • 

m u; putem scrie hJ(u 4 )•(ui-u1) •• (uj-u~) •• (u~-uj) •• (u;-u~) •• Datorita 
• • • • ) 1 simetriei lui U, rezultă cil (u1 , ••• ,uj••••,u1 , ••• ,uk este punotu de 

4 • 
ma.xi■ al lui hJ. Atunci din lema IV.4.2. rezultă ui-uj. 

c) Demonstrăm unicitatea lui ~ • l!'ie ţ)' veri!icînd 

I-VI. 

u ' -o. 
'J 

In ipoteza (kk),I şi II implică q>'(u,u0 )-u0
- (p(U,u0

). 

Ne situăm in ipoteza (k). l!'ie r•card.J 

Fie g1 :a° - R1\g1(u)-u' 1 u1-ui~u~. 1 E I 11 • 

Notăm u•-g1(u). Olar, g1(u0 ).o şi U~•lu'Ei U'I u')O}. 

In ipotezele asuiaate, există u' E- U~ astfel ca uj ')' O, 

Alegem u'E U' astfel ca nu' 
o 1.E J 
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•u1 . • 

u' at 1 d11.cll i E J 
ui 

Notll■ U"•giU' ), u;-g2(U~). Se obaervll cil giO)•O şi 

cl . hj'(u 11
)• i~J ui' ~ l, oricare ar fiu"~ u~•• De aae111enea u" E; u~•• 

unde - notat1 

u" i { 

l, dacii i .E J 

• O• dacll i <; J 

Atunci conform lemei IV. 4, 3,, ~ ~• ţ; { u E a0 I u ;J, O, 

Daru•' este o mulţime compactll, convexll, simetricll re-

lativ la mulţimea de indici J. Ipotezele I,II,III,VI, impun ca 

cp1
(u"1 ,o)-u" 

Atunci datoritli lui V, <p(U" ,O)• {J)<u; 
Pe de 11.ltll parte datori tll lui IV, ef) 1

(U" 

u•" i 

{

u~-u~ 
_ , dacii i E J 
ui. 

u1-ur • dacii i E: J 

Prin identif~area lui u• 11 cu u'' , rezultll cili 

J u'+u0 
, dacii i t J 

l u~, dacii i E J 

unde 

· or· datoritli alegerii lui u• se vede cil u• -ifxu ,u0
), 

cu aceasta teorema este demonstratli, 
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4.}. Modelul jocurilor total cooperative derivat din 

modelul jocului informa normala 

O modalitate constructiva pentru obţinerea modelului 

jocului total cooperativ• are la baza elementele definitorii ale mo

delului jocului în forma normala şi interpretarea lor intuitiva. 

Fie jocul. în forma normală f • { X1 •F 1 .1 E In J 
unde x

1 
sînt mulţimi nevide şi compacte în spaţii topologice sepa

rate. iar F1 sînt continue. sa notăm cu ci1 familia mulţimilor 

boreliene din x
1 

şi cu ~c• q, ( ® ~ 1 ) corpul borelian generat 
ic..C 

de produsele de mulţimi boreliene din Q3 1 .c ~ In. 

Definiţie. Numim strategie de coopera.re a coaliţiei o. 
o probabilitate s0 pe (Xc• ;30 ). Xc• J/ Xi. 

1 '=." C 

Notăm cu s
0 

mulţimea strategiilor de cooperare ale 

coaliţiei C. 

Folosim notaţia s pentru 8r şi 8 pentru s1 n n 

Daca a c;; s. notam cu ~ ( s) utilitatea medie a lui 

i; 

F
1 

(x)ds(x) 

Propoziţia IV.4.1. Jocul { s1 • 9="""1 .i t;;; In' admite 

cel puţin un punct de echilibru. 

Demonstraţi e, 

pe ~ 
ic:. In 

s
1 

sînt mulţimi compacte şi convexe. c;:-i detinitl. 

este liniară invariabila ai pe. si. atunci din teo-

rema rv.2.1. rezulta existenţa punctelor de echilibru. 

Pentru fiecare i € In• fie: 
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valoarea maxmin a Jucătorului 1, 

a) Jocuri fără compensaţii. 

Definim U• { u E .Hn I $x1stă s E.:;, astfel ca ui. ~(a), 

Putem veri!ica că modelul construit satisface exigenţLlt 
de!iniţiei _ din secţiunea 4,1. 

Propozitia IV.4,2. 

Deaonatraţie, 

Notăm cu A membrul drept şi dovedim egalitatea prin 

dubll incluziune. 

Să presupunem, prin absurd, că exiatl u €: U,u ,I. .l, 
Atunoi mulţimile convexe, compacte, disjuncte uşi .l pot !1 .separate 

strict, printr-un hiperplan aTx•« . (Propoziţia A, l.ll,) Deci, 

(IV,4.l.) 

Dar, există a E S, astfel ca u1 • 

Integrind· inegalitatea (IV,4.l,) in raport cu s, ae 
T T 

obţine inegalitatea falsă au< au. 

Reciproc !ie y ~A. Există x1 ,x2 , ••• ,~+l € X şi 

, •l, ••• ,n+l, L Âl •l, astfel oa (propoziţia A, l. 7,), 

Definind s E s, cu s(xJ). A~ şi s(B)•O, dacă BE" .23, 
J•l, .. ·.,n+l, rezult11 că yi• . f Fi(x)da(x),i4c':, In• deci y4c,U , 

X 

Oorolar. U este convexl1 şi compactă, 

Propoziţia IV,4,3, 
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.He sun punct de echilibru lll jocului {si, •sr"i,i~Inl 

Punînd ui~ -.,:-i(s),i E In' este uşor de verificat ca 

b) Jocuri cu compensaţii, 

Definim U • { u ~ Rn I u ~ u0
, 

Se observă că U este compacta, convexă, nevida (poliedru 

convex). De fapt, u-u
0

„ ':f 

Observaţie, In ambele cazuri a) şi b), u0 putea fi de

finit şi astfel: 

pentru fiecare i E. In, se alege o strategie maxmin a lui 

i, 

Se define9 te1 u~ • ~(a) 

§ 5. Jocuri cooperative, informa funcţiei caracteristice, 

cu compensaţii 

5.1. Funcţia carac~eristică. Imputaţii. 

Fie 9(In) mulţimea părţilor lui In' pe care o vom 

numi mulţimea coaliţiilor jocului. Notăm C • In' C 

ristică, dacă: 

(I'l.5 .l.) 

( rv.5.2.) 

l) efiniţie. 

'v (~) 2 o 

q>(I ) _.,. R se numeşte funcţie caracte
n 

'\1(CVD) ~ v(C)+ v (D) , pentru orice C,D E Arn), 
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Det1nit1e. Funcţia caracteristică ·v 
cu auaa constanta dacă, · 

se spune ca este 

y (C) 

In particular, dacă a•O, tuncţia caracteristică are 

suma nula. 

Detin1t1e. Funcţia · caracteristică v se spune că este 

inesenţială, dacă (IV.5.2.) este veriticată, totdeauna cu egalitate. 

A.lttel -J este esenţiala.. 

Propoziţia rv.5.1. v este inesenţială dacă şi numai 

dacll1 

-v(r) -~ n "V (1), (am notat v (1) w ))(ii})). 

Deaonstraţie1 

Necesitatea fiind evidentă, să demonstrăm suficienţa 

condiţiei. Pie CEi. G)(-rn)• C,'/6. Din (IV.5.2.) rezultă, 

Deoarece termenii extremi sînt egali, concludem că: 

~(C) • .L. ',)(i) • pentru orice coaliţie C şi deci 'v este a-
1E:C 

ditivll. 

natll de 

Definitie. u • (ui•••••u~) se numeşte imputaţie determi

)} dac41 

u
1 
~ y (1) • 1 € In 

~ ui • -v(In) 
i6In 

. n 

Notăm cu U mulţimea imputaţiilor determinate de Y • 

Propoziţia rv.5.2. Dacă ~ este inesenţială atunci 

unde u0

1 
• v(i), 1 b I • Dacă v este e~enţială, ."tunci U 

este un poliedru convex nedegenerat (conţine o infinitate de puncte) 
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u E. U dac!l şi numai dac!l z definit prin1 zi • u
1 

- -.,(1) 

i E:: In• satisface condiţiile a 

(I V,5,6,) 

( IV,5,7,) '\1 (I ) - z=._ )) (1) 
n 1CI 

n 

Dac!l 'V este inesenţialii., atunci membrul drept din 

(IV , 5 ,7,) este O şi deci, singura soluţie a sistemului (IV,5,6,), 

(IV , 5 ,7 , ) este z • O. 

Dacă ~ este esenţia~!l atunci 

m O > O, 

Deci (IV,5.6,),(IV,5,7 ; ) defineşte un poliedru convex 

nedegenerat (este uş or de remarcat cil conţine cel puţin dou!l elemente 

distin cte ) ş i neconţinînd originea. 

Definiţie. Numim joc cooperativ, cu compensaţii, in 

forma funcţ i ei caracteristice, ansamblul: 

In cele ce urmează jocul va fi numit esenţial sau ine

senţ i al după cum funcţia ea caracteristicii. are o asemenea proprietate, 

iar U va fi numit!l mulţimea imputaţiilor jocului, 

Definiţie, Spunem cilu domin!l relativ la O pe u' , 

u ,u ' E U, C,'(lJ (u >o u') dacă1 

(IV, 5, 8 , ) 

(I V, 5,9,) 

(condiţia (IV,5,8,) o vom numi efectivitatea lui C faţă de u). 

Propoziţia IV,5.}, Dacă l <:ICI< n,,.-{." este o 

relaţie de ordine parţială pe U. 
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Se veri fi ci!. imediat ci!., daci!. C• { iJ , sau , 0•ln, 

atunci (Iv.5.a.) (Iv.5.9.) pe de o parte şi (IV.7.4.), (Iv.5.5.),pe 

de altl. p.arte sînt contradictorii. 

Altfel, daci!. ~ ~ste bine ~efinitl!. 1 se observi!. ol!. 

este tranzitivi!.. 

llefinitie. $punem ci!. u domini!. pe u', u, u' 6 U, ( u >- u'), 

daci. exist;!!. O, astfel ca u >c, u' 

Observaţie. Relaţia r nu este o relaţie de ordine, 

nefiind tranzitivi!.. 14ai mult se poate ca u '),-u' (relativ la o coa.li

ţie) şi u' ~u (relativ la o alt!!. coaliţie). 

Introducem notaţiile1 

dom. 0u • { u' e U I u >o" u' ţ 

dom.u • lu'GU\u >- u'} 

do111. 0G • {u•e;ulexistl!. uG G,u >ou•\ 

dom.o . - {u'E:-U \exist!!. u bG, u >-u•i 

Propoziţia IV.5.4. Oricare ar fiu c;..u, dom.u ~ U\lu\ 

(nu exista. o "cea 1111.i buni!. imputaţie"). 

Demonstraţiei 

In cazul jocurilor ineaenţia.le, relaţia de dominare 

nefiind de!initl. 1 fie r un joc esenţial. 

Fie u E: u. Propoziţia 1v.5.2. , implici!. existenţa unui 

i '-In, astfel oa e • ui - y (1) > O. 

Definim u ' astfel, 

Se verifici!. imediat apartenenţa lui u' la U. Deoarece, 

• lui U .ai ■are. deoit' cea a lui u' este ui rezul aingura oo■ponentl!. 

tll oa.. u ./ u' • 
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Definiţie. Jocurile r.· 1 In• Y ,Ujşi r'. {In,»',u') 

sînt izomorfe., dacii. exist!!. o bijecţ ii! h a lui U pe U', astfel ca 1 

u ?' ii dacii. şi nuiaai dacii. h(u) ;>. h(lI" ), OE <?(I ). 
O o n 

De!initie. Jocurile r - ~ In. -v ,u ! şi r' . 1 In. v' ,u, j 
eint echivalente strategic, dacii. exist!!. constantele k > o, a

1 
E R, 

i GI
0

, astfel ca pentru fiecare O~ C?(In)1 

(roloeill notaţia r 7" r' ). 
I 

Propoziţia IV. 5, 5. Dacii. r 7 r , atunci h1Rn ~ a°, 
h(u) • u•,u1 • 1cu1 + a1 , i E: In, defineşte un izomorfism al · joourilor 

r , r' 
Demonstraţia este imediat!!.. 

Propoziţia IV.5.6. 

valenţii. Dac!1 r ~ r' r' .,. , atunci 

Relaţia ~ este o relaţie de echl

eete esenţial dac& şi numai dacii. 

r este esenţial. 

Demonstraţ iei 

r ?" r (IV. 5.10.) se verific!!. ou 11:•l, a1 •0,1 E I
0 

• 

r ?- r' i111plic!I. r'-;v r . Intr-adev!l.r, _cu constantele 

l k > O , -a1 , schimbind rolurile lui \/ 

verific!I.. 

r 7 f' şi r'~ r" i11pl1c!1 r -;--r" . Din (IV. 5,10,) ti• 

v"(o) • k' v'(O) + ~ a1 , rezult!l.1 
1€0 

-v"(O) • k.lt' -Y (O) + :z=_ (.lt'ai + ai), 
i € O 

r Ai r· • ceea ce dovedeşte echivalenţa lui y 

S!1 consider!l.m acum r ~ r' I r esenţial. Exist!!. deci 

C,D ~ (j>(I
0

), O /)D • f6, astfel ca v (CV D) >v(O) + V(D),_ 

Atunci, este clar cil. (IV,5,10.) implic!!. Y
1 

(O I) D) .> v'(O) + v'(D), 
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De!initie. Jocul esenţial r • lin' V ,u J este Ul !or111a 

reduaa (-l,O} daci -1(1} • -l , 1 Ei: In şi y {In} • ~-

Propozitia ·IV,5,7, li'io r • i In• ~ ,U J un Joe esen

ţial, Exista un unie Joc f' , in !orma redusa (-l,O) eahivalent stra

tegie cu r 
Deaonatraţie1 

Defini• -g' 1 <?(1
0

) -- B, 

v<o> -L "11<1> 
v'(c) - n iE. o 

v(I ) - · ~ -J(i) 
n iEI 

n 

Se veri!ica imediat ol. Y' aatis!ace (IV. 5, l. ), 

(Iv,5.2.) deci este !uneţie caracteristici. şi ca este în !oraa redusa. 

Ou identificArilea 

k • -n 'v(i) 

H veri.t'ica (IV,5,lO,), deci r..-r~ 
81. presupunem ca V" este !uncţia caracteristica a 

unui Joc informa redusa, echivalent strategi c cu r , Atunci, 

exiata k' > o, a1 ~ B,i E.In, ast!el ca, 

'Y*(O) • k' 'V 1 (C) + °'.? a' , O ~In 
1 41--0 i 

Luînd o. {ii , rezulta, de aici, -1 • - k + ai,i.:;. In 

Luind O. In' rezulta Z:: a1 • O, Sumînd egalită
iE: In 

ţile de aai sus şi !olosind-o pe ultima, rezulta k'•l şi apoi , a1•0, 
,, ' • ,, li • i ~ 1 , deci " ., 

n 
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5.2 . O definiţie constr uctiv!!. a modelului jocului in 

forma funcy iei caracteristico. 

Fie r • { )(i,Fi,i Ei In\ un joc în forma normal!!. de

finit ca în secţ iunea 4 ,5. Fio s0 mulţi~•• stra t egiilor do cooperare 

ale coaliţiei C, 

Demonstraţi e 1 

Notăm ~ • 2 ~ • 
iG.. C 

Defini m v 1 <.:P(ru) - R, y (C) • 

v(~) • o. 

Propoziţia rv .5 .8. yare proprie t!!.ţilo (Iv .5. 1 . ), 

Fi e C,D două coaliţii nevide , disjuncto, 

V ( CIJ D) • max. 
8 c v DE: 8cu D 

pentru orice s0 V D 6 80 v D • 

Fie s
0 

'=i o0 şi s 0 € ~D . Atu.nci1 

Şi I 

Din colo trei inegali tăţi deducem: 
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Cum, sC ~1 sD sint arbitrare, inegalitatea se păstrează 

dacă se ia maximul, liuccesiv, dupa sC şi sD' rezultînd ( IV.5.2,). 

Propoziţia IV.5.9. Dacă r este un joc cu suma constantA 

a (_;5- F
1 

• a), atunci 
i~I n 

Demonstraţiei 

13ă considerăm Jocul de două persoane, cu suma nul_a 

fiind mulţimi convexe şi compacte iar 

!iind liniara în variabilele s 0 şi 9c, separat, rezulta existenţa 

punctelor de echilibru (propoziţia IV.4.1.), ceea ce este echivalent 

cu egalitatea, 

Atunci, ţinînd. seama de definiţia lui I/ şi de egali tatea 

anterior obţinuta, rezultă (iV.5.3.). 

Teorema IV. 5,1. Fie )') ! ~In) - R, cu proprietăţile 

(IV,5,1,), (IV.5.2.). Atunci există un Joc de n persoane în forma nor

mală r • {x
1

,F
1
,i € In) astfel ca 'J(C) • max. min, ~(sc@&-ct' 

scG ::.0 9ce S0 

pentru orice C ~ q:>(I,) • 

Demonstraţiei 

Pentru fiecare 1 e"ln' fie x1-{xi1In - {o,1J l x/i)•l.} 

Pentru fiecare x • (x1 , ••• ,xn) EX• 17 x1 , definim, 
161n 

J Ai (x), dacă pentru 

lli} , altfel 
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Se verifică uşor ca pentru 1 ,' j, sau c
1
(x). Cj(x), sau 

Ci (x) n C/x) • "5 

partiţie ~(x). 

• Atunci din se poate extrage o 

v(c(x)) 
l C(x) I 

J.acă i E C(x) E" 0 (x). 

Pie jocul r • l xi, 1\,1 E rnJ 

Fie acum C 6 9 ( I ) , C ,' "' • 
n il, dacă k EO 

Definim x GX, cu xi (k) • , iE-C,x1 ~ Xi ,ar-
o, dacii. k E:: C 

bit.rar, dacll i ~ C. Evident, C € ~ (x). 

Atunci,~ Fi(x) • \J(c). Dar , x0 este arbitrar, ddci 
i~ C 

Definim x 6 X, cu xj(i) • O dacă i E:- C, j'iir O. 
Atunci, dacă C(x ) E: ('.;'°(x ), re:z.ult!l ca C(x) ~ O aau O(x) ~ C,. 

Putem seriei 

Z. F (x) • -~ ~ F (x) w 2:.- Y(O(x))' \1(0). 
i""'-C i O(x)s;;O iEC(x) i C(x)J:,0 

Cu atît mai mult, 

min. "'7"C( x0 0 9c) ~ v (O). 
ac€6c 

Si cuw xC nu a !ost particularizat, 
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Teorema IV.5.2. Fie V: <;?(In) - R, cu propriet!l.ţile 
(IV,?,l.), (Iv.5.2.), (Iv.5.~.). Atunci exist!!. un joc în forma normala 

r • [xi,11 ,i € Inj de n persoane, cu aum4 constanta, a, astfel 

ca ))(e) • max. min. ~ 0(ae e 9c), pentru orice O 15: 9(1
0
). 

se'° se 8c'-8c 
Demonstraţiei 

Definim mulţimile atrategiilot" ca în teorema precedent!!. 

şi asociam fiec!l.rui x 6 X, aceeaş·i das!acare '(l (x) a lui In• 

P~ntru fiecare i E In' definim funcţia da utilitatea 

Fi(x) • ~(e(x)) 
I CCIC> l 

+ 1 (a - .> ~ \)(C(x)), dac!!. 
n e( x) Et;'( x) 

i E: C(x) ~ ~(x). 

. Se verifică imediat c4 ~ Fi (x)•a , pentru orice x € .C 
iE: In 

t 1, dac!!. k E C 

Fia e. Pentru fiecare x 6 X cu xi (k) • , i b- C 
O, dacii k E- ~ 

putem scria 

~ -., (C) + _IC_!_ (a - '11 (I )) , n n 

şi, deoarece 

(IV,Ş,ll.) 

(a- :;:::::,.. )) (e(x))>,.... 
C(x)E~ (x) 

şi, de aici, deoax:ece xc nu a !ost specificat, 

(IV,5,12 . ) 

Schimbînd in (IV.5.12.) rolurile lui C şi~ ee obţinea 
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Deoarece, max. 
9cc;~ 

- min. 
8c Ci5<1 

iar V are proprietatea (IV.5.3.), rezultA1 

care împreuna cu (IV.5.12.) probeazll adevărul teoremei. 

3.3. Soluţiile jocului. 

Definitie1 ':/ ~ U, se numeşte soluţie (mulţime stabila) a 

jocului cooperativ r • {In' 'l ,U} , daca dom. fJ' • U \ 'f'. 

Propozitia IV.5.1O. Orice soluţie a jocului .r este o mul-

ţime inchisa şi marginita (in topologia indusă pe U). 

Demonstraţie, 

Deoarece U este un poliedru convex, marginirea lui Y' este 

sa notam ou '7 comp·lementara lui !.f' în raport ou U. 

Evident, ij • U dom.u 
u~C/' 

Ori,dom.u • \..__J dom.Cu şi dom.Cu este li', daoA O nu 
· O E:l:f(In) 

este efectiva faţa de uşi o mulţime deschisă altfel. Deci Y' este 

desc.oia!!.. 

Urmatoarele două afirmaţii, rezultA direct din definiţiile 

lui U şi !f 
Propoziţia IV.5.11. Orice joc de dou!I. persoane admite, 

ca unică soluţie pe U. 

f:da .t.2J/~82 fa.se .,z 
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Propoziţia IV.5.12. Orice joc inesenţial de n persoane, 

admiţe ca un1c4 soluţie, pe u. 

Propozitia IV.5.13. Dac4 h stabileşte un izomorfism al 

jocurilor r • {In• '11 ,uţ şi r' • {In• 11 1 ,u•j atunci !f' este 

soluţie a lui r dac/1 şi numai dac/1 <f'' • h( ~ ) este soluţie a 

jocului r' 
Demonstraţie, 

Fie '1' soluţie a jocului r. Vom demonstra egalitatea 

dom. tf' • U'\ '/' prin dubl4 incluziune. 

dom. Cf'C. U'\f' , Prin absurd, exist4 ii',u'G<J1
1
asttel 

ca u' >- u' • 

J.r rezulta atunci 011 h-1(u') ~ h-1(u 1 ) 1 in contradicţie 

ou propr1et4ţile soluţiei P . 
dom. </1 

2 U' \ </'' • Intr-adev4r, tie u' ~ U' \'f 1
, Deoarece 

h-
1
(u') Er U \f , exist4 u tr<f' asthl oa u )- h-1(u'), Dar atunci 

u' • h(u) '),- u' ,ii'€ rp' • 
Oealalt& implicaţie a propoziţiei se stabileşte intr-o 

■aniera analoag4, datoritl1 bijectivit4ţ11 lui h. 

Teorema IV,5.}.0rioe joc de trei persoane ad~ite cel puţin 

o aoluţie nevidl1. In particular, soluţiile unui joc esenţial, de trei 

persoane, ou sum/1 nul11, sint ur~4toarele mulţimi nevidei 

.-,( 2 ) - "<1)- v(2)+ v(3) < v(1)- v~2>- \JO) , • 2 • - v(l)~ \/(2)-W,v(,)) 

!f.-- ţ u • (u1 ,u2 ,u
3

) I u1 • V (1) ~ ( -Y (l)+ V(2)+ VO) • 

J l "' · '(j) ·'(le) o -1.(o(<: ,-; , pentru fiecare uj v y ,ulc;,... ,u1+u2+u 3- .: 

permu..t,are i 1,j,lc ţ a mulţimii i 1,2,}\ 
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Demonstraţiei 

Pentru simplificarea demonstraţiei, vom argumenta 

doar cea de a doua parte a teoremei. 

Fie r un Joc eseuţial, cu suma nula, în torma re

dusă (-1,0). 

Punctăm demonstraţia printr-o suită de obeervaţii1 

( 1 ) Toate cele trei coaliţii a.. cîte doi Jucători sînt elective pentru 

fiecare u E'U. 

(2) Dacă uru', atunci ui ~ u1 , pentru 1•1,2,3. De aici, u>f-u' şi 

u ' ';/- u dacă şi numai dacă, pentru unit;;. r 3,u1 -u1 . 
Fie ({' o soluţie, 

(3 ) l'f l > l (rezultă din propoziţia IV. 5.4. 

Din (2) şi 0) rezultă că pentru orice soluţie !f' 

este valabilă una din următoarele două a!irmaţii1 

(a) Y, conţine cel puţin trei imputaţii, care au, 

două cite două, o componentă comună, nu aceeaşi pentru toate. · 

(b) ':f este formată numa1 din imputaţii coincizînd 

pe o anumită componentă. 

Analizăm, în continuare, alternativa (a)1 

(4) ~~{u1 ,u2 ,u3 J , unde u1-(-(b+c),b,c),u2-(a,-(a♦c),c),u3 • · 

• (a,b),-(a+b)) cu a,b,c ~ -1, a+b+c;o (dacă a+b+c•O oele trei ar 

coincide). 

• Intr-adevăr, dacă în Y' ar mai exista o i11pu-

taţie u di!erită de cele trei, ,observaţia (2) ar l11plica1 
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şi, deoarece u e:u,u1+u2+u3-o, deci a+b+c~o, contrar lui (4). 

(6) .a+b+c > O intr-adevllr U fiind convexa, u. ½<u2+u3)G u. Dar utf.!f' 

şi deci u E: doui. <:f • De aici necesitatea ca u1 )-, 11. Or aceasta illl• 

~licd valabilitatea a cel puţin uneia din inegalita~ilea b > ~ v u2,c „ 11
3

• 

Un calcul simpl11, probează afirmaţia tăcuta. 

(7) a• b • c •½.Vom demonstra aceste egalităţi prin reducere la 

absurd. Presupunem de exemplu ca -c ~ ½. 
~acil c < ½, ar rezulta dom. { u1 ,u2 ,u3) "J. /(-l,l-c,c), 

( 1-c,-l, c) } , pentru ca in caz contrar, ar trebui ca b > 1-0 > ½, 
a > _l-c > ½ şi deci u~ < -l ! 

Daca c > ½, se observa ca (a,l-a,-1) GU '\{u1 ,u2 , 1131 
dar nu aparţine la dom . { u1 ,u2 ,u3 .} • Pentru ca afirmaţia contrara 

ar{conduce/la u1 > (a,l-a,-1) deci b > l-a sa11 -(b+c) > a. In prim11l 

caz, a+b > l deci u~ < -l, iar în cel de al doilea a+b+c < o, ambele 

alternative fiind absurde. 

este o sol11ţie. 

Ramine sa arătăm că orice imputaţie u, diferita de cele 

trei este dominata de una dintre acestea. Din definiţia 1111 u, rez11lta 

ca u • O sau cel puţin una din din componentele lui u este negativa. 

In prima alternativa u este -dominat de oricare din cele trei elemente 

a e u ';f' • ln cel de al doilea caz, să admitem că 11i, O. Atunci 

u 2
+u

3 
< l şi deci una din cele două co111ponente u1 ,u2 

este mai 1111c4 

l l (l l ) >-ca 2 • Dacă de exemplu u2 < 2 atunci 2 , 2,-1 u. 

( 9) 

(10) 

Să analizăm acum, alternativa (b)1 

Preeupun_em că u
1 

• o( , pentru orice u e: <:f 

(Rezultă din (2)) 

-1 ~ el. < .!. • Intr-adevar dacă 
2 

c( ~ ½ , deoarece (-1,½,½)~ !f'. 
l 

aceasta ar implica u2 )' ~ 
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l 
şi u~ > 2 deci •i < -l I 

(ll) 'f este soluţie. Este suticien~ sll arlltlla cil dom. 'f ~ u , <J • 

Fie u i. U \ ~ • Dacii. u1 > -( , notind O • u1 - oC > O, 

observllm cil u • ( o{ ,u2-f ,-u2- f -o( ) f: ':f' şi u 'r u • 

Dacii. u1 <o< , atunci u Ea do111. { u1 ,u2 ţ unde u1 • 

• ( o( , -1,l- ci. ) şi u2 • ( t( , 1- o{ ,-1) • .llt.tel ar t1 adev&rate 

inega.l1tllţile1 

Am determinat aotfel toate aoluţiile unui Joc de trei 

persoane, cu aumll nulii., informa redusă (-1,0). De aici conoţuaiile 

teoremei rezultll datorit!!. propoziţiil~r 1v.5.7. şi rv.5.1~. 

5.4. Nucleul jocului 

Detinitie Jf't:"a Y este nucleul Jocului r • [ 1
11

, Y ,U) 
dacii., u €t.#' este echivalent cu E ui ~ y (o), oricare ar fi O e.<itin). 

1 o . 

Propozitia IV. 5.14. .IY este aulţiaea imputaţiilor nedo-

minate. 

Demonstraţ 1 e 1 

Fie u € ✓. Prin absurd, presupunem cil exiatll 0€9(In) 

şi u' E: u, astfel oa u' ,>c- u. Ar rezulta 

in contradicţie cu definiţia nucleului. 

Reciproc, sll arlltllm cil dacii. u este o imputaţi• nedominata, 

atunci aparţine lui K . In caz contrar, ar exista O e 9 {In) 

aat.t:el ca ~ u1 < v (C). 
iE C 

Notllm cu E • v(O) - L u1 > O şi ou T• ~ {In)- ~(0)
iE C 
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Din rv.5.2. rezultll v 1, o. Definim u' 1 

u' • ui ♦ F t 
I. 

1 'l1(1) ♦ 
1 daoll 1 45 O 

..:!_ " n-k , dacii. 1 E v 

Se observi!. cil u' ~ U şi u•· ,>a- u. 

(k- I o I ) 

fropozitia IV.5115. Pentru orice joc de doUII. persoane 

Propositia IV.5.16. Pentru orice joc inesenţial de n per

eoane, .,v". u. 

Propoziţia iv. 5.1?. Pentru orice joc esenţial cu suma 

conehnt&, Y• r,, • 

De■onetraţie 1 

•1• r un joc ou eu11111. constanta. Presupunem <,Al"~ r,,. 
•1e u c.A' şi o~ gJ • Atunci, 

ti, de aici, deoarece jocul este cu sumll oonstantll (4.5.}.)J 

aici L 
iEO 

:Z: u1 ~ V(O) ♦ V(~) • ~ (I
0

). 
iEI · n 

Dar, termenii extremi ai acestei relaţii aint egali. De 

u
1 

• )1 (O) şi cum O este arbitrara u
1 

• 'tl (1),1 G In' 

(1) • -.J (I
11
), ceea oe atesta cil r este inesenţial. 

ae apune oa este balansatll dacii. exist& constantele nenegative r 1 , ••• ,rk 

aet.Cel incit, 

-z= rj • 1 1 pentru -!iecare 1 E- I
0 

cJ :.a 1 
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se numeşte vector-pondere al familiei balansate~ 

Observatie, Daca 'e este o desfacere a lui In' eate o 

balansata, vectorul pondere asociat fiind rj•l,j•l, ••• ,k. 

In general, din definiţia anterioara nu rezulta unicita

tea vectorului pondere asociat unei familii balansate. 

Definitie. Jocul r • { tn:, " ,U ! se numeşte balansat 

daca pentru fiecare familie balansata de coaliţii ~ şi pentru 

fiecare vector-pondere r, al acesteia, 

Teorema IV.5.4. Jocul r • ~ In," ,uj are nucleul 

nevid dac4 şi numai daca este balansat. 

Demonstraţie, 

(L) 

(D) 

Fie problemele de programare liniara, duale, 

Se observa ca urmatoarele trei afirmaţii aint echivalente 

t1Y" ~ 
(L) are soluţii optime şi min. t(u) • V (I0 ) 

UE U, 

(D) are soluţii optime şi max. g(r} • 
rE:~ 

Presupunem vY1' ~. Fie "e o familie de coaliţii, ba

lansata şir un vector pondere asociat. Definia, 

r' • o 
daca ot/, 't' 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



228 

Evident r' • (rC)C E: q:, (I~) este soluţie posibHll a 

(D) şi deci Lr~ '11(C) • :::>--- r v(C) ~ uiax, g(r)• 
~ OE':Y(In) O r ~9{ 

Deci, Jocul r este balansat, 

Reciproc, sll presupunem cA r eate balansat. l'ie r E ':f(, 
Fie 'e • {O'= q:>(In)./ rc,'O} • .A.tunci ~ este balansatll 

oi (r0 ) 0 , ~ este un v~ctor-pondere al sl1u, Atuncia 

( '>(I ) . n 

Deoarece r ~ ~. este arbitrar, concludem cll max.g(r) ~ · 
rt..'R 

Pe de altll parte, r 0 ~ O, pentru C,'In şi r 1 •l, defineşte 
n 

o soluţie posibila a lui (D) pentru care g(r) • Y (In). Deci 

m&X,t,. g(r) • ~(ln) şi / ,' //l • 
r'- 'j\ 

Propozitia IV'~5.ld. Pentru orice soluţie 'f nevidll a lui r. 
,H"c <f. 

§ 6. Jocuri cooperative, informa funcţiei caracteristice, 

fără compensaţii · 

6,1, Funcţia caracteristica. Raţionalitate 

Detinitie, 

teristicll dacll, 

(IV.6,1,) 

(IV,6,2,) 

(IV' .6. 3,) 

(IV.6.4.) 

~(C) este convexă şi inchisll în Rn, oricare C ~ 

,J(//l) • Rn 

U6 v(C) şi u'6Rn cu ui~ui'i € C iuiplică u'6 v(O) 

.,)(ClJD).;>Y(C) I) 'l>(D), oricare ar fi c,ot.':P(1 11 ),0/)l). 
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Detinitie. Un Joc cooperativ, de n peraoane, in toraa funcţiei 

caracteristice este de!init de lanaamblul1 

unde In este mulţimea juoltorilor, V este o !unoţie oaracteriatic&, 

iar li este o mulţime convex& şi compact&, oonţiuutl in ~ (In) 

·aat!el 0&1 

u ( -v (In) daci şi numai daol ex1atl u' E .ll,u , u' • 

Pentru !iecare i ~ In• ad. notlm1 

vi • auuc. ui 
u 6 ~ (1) 

Definitie. u E li are proprietatea d• raţionalitate individua

lii (r.1) daca ui ~ vi pentru ~oţi i 4ă- In. 

Not!l.m ou Ui • { u E- l:l / u are proprietatea r.i.~ 

De!initie. u EH are proprietatea de raţionalitate colectivl 

(r .c.) daci nu exista u' Ei li ast!el oa u' > u • 

. Notam ou U
0 

• {u E li/ u are proprietatea r.c. 

Punem uio. ui /'l uo. 

Definitie. Spunem el u dowina pe u', relativ la coaiiţia O 

(u ,?- u') u,u' E Rn , C,'/a da0l1 

a) u Ei -.? (O) 

b) ui;,. u1 , 1 E O 

Propoziţia IV,6,l. 

dine (parţială) pe Hn • 

Dacii. O ,' fa ·, ">-,. o este o relaţie de or-

De!initie. Spunem el u dowinl pe u' (u >- u'), daci exiatl 

o E 9(IJl), O ,' ~. astfel oa u ->ou' • 

Observatie 1 ",>-" nu este o relaţie de ordine nefiind 

tranzitiva şi nici· antisimetrica. 
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Folosim notliţiile, 

do11.G „ ju' E Rn / exist!J. u ~ G,u)- u'J 

doia. 0G • j u' G Rn / exista u t:: G,u ,>o- u' t ,O c Hn j 

6.2. O definiţie constructiv!J. a modelului jocului coopera

tiv !!1r4 compensaţii 

Hie r • ~ Xi'F1 ,1 Eo InJ un joc de n persoane, in !orma 

nora~la, ou propriot!J.ţile enunţate in secţiunea ~.j. 

Definim \?: ~(I
11

) - <:f->(Rn) 

)1(13) • Rn 

"(C) • {u ~ Rn I exist/J. a0 G s0 , ~?s0 oa 9c);;, ui' 

i ~ O, 8c E 5ă ţ 

Teorema IV.6.1. r • ~ In' 'V ,H \ este un Joc in !or111a. 

tunoţiei oaracteristioe. 

Deaonatraţle1 

Yle C ! ~ şi ut ~ V (C),t•l,2, ••• ,Wl qir ooover~ent şi 

u. lia. u•. Exist4 a0 {t) € ~c, astral oa, 

t-1,2, ... 

Deoarece s
0 

este compact4 şirul l s0 ( t) ţ conţine un 

aubşir convergent ~ s
0

( tr) \ • Fie s0 • 11111. e0 ( tr) ~ 8
0 

Atunci, punînd tr în loc de t in (IV.6.6.) şi trecind l & 

l1a1tA, continuit~tea lui --;r--1 , 1wplic41 

ce.~( 80 (9 5c) ~ ui,16 0,9c € 3c 
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Deci ~(C) este închisă. Coavexitatea lui 'V (C) razul-

tă imediat, datorită liniarităţii lui ·~ pe SC • 

Proprietăţile (IV.6.2.), (IV.6.3.) fiind evidente să ve

rific!l.m (IV.6.4.). Fie deci, O,D ~ .0(rn),O,D /. 16 
1 

O no.~ şi 
u~ 'v(C) n -v(D). 

In particular, dacă s 0 UDE 8G"ti'"D' , deoarece s 0 ® 9cv15 E 81! 

şi sD ~ sC VD € 8i5 • cele doua iaegalităţi dau1 

şi, deoarece sCUD este arbitrară în SCVD • iar s0 es0 ~SClJD • 

concludem ca u ~ 'v (O UD). 

In sfîrşit, remarcînd ca .i:l. este convexă, compac.tă (propo

ziţia IV.4.2.) inclusa în 

Fie u Ei v(In). Exista decis GS, astfel ca ':T"i(a) • 

• ui,i G In. Daru' cu u1- ~(s) aparţine lui li şi astfel o impli

caţie a fost dovedita. Reciproc, dacă există u' € d ast!el ca u ~ u', 

aceasta înseat!ln!I. ca exista s 6 S, astfel ca u1 • ~(s) ~ ui,i E In 

şi deci u € v (In). 

compensaţii 

6.3. Soluţii. Nuc leu. 

Fie K o parte a lui Rn şi G~ K. 

Definiţie. G este K-stabil!I. dacă G • K \ dom.G. 

Definiţie. Se numeşte soluţie a jocului cooperativ, !ară 

r • { In• V ,H \ o mulţime ~ ,Uic - atabil/1. 
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Propoziţia IV16.2. 
aata Ui - stabili. 

'i' eate ■olu.ţie daol şi nu.mai daoa 

Pentru damonatraţie vom utili•• lema, 

Lama IV.6.l, 
aettal ca u > u. 

Daci u. • Ui \ Uio, atunci exhtl ii E uic 

DHonatraţia, 

fia u " u1 '\ U • Exhtl daci u.' ~ ll . aattal oa u. 1 > u.. 
ic 

.S:vidant, u. 1 
'- Ui. fia t(y) • min. (yi-u1 ). Sa oburvl cil t(u') > o. 

i~In 

fiind oontinu.1 1 t îşi atinge maximul pa compactul u1 • Exiatl deci, 

u fi, u1 , ou t(u) • max. t(y) > O • .&:vident ii€ Uic • Deoar,-oe, alt.tal, 
Y~ ui 

ar axiata y 6 u1 ~ H,y > ii şi d.aoi t(y) > t(ii), contrar alegerii lu.1 

-u.. 
In oonolu.zie, exiatl ii 6 U

10
,u > u.. 

Demonatraţiai propoziţiei, 

Fia 'f aolu.ţia. fia u. E u1 '\ Uio, Oontorm lamei, exiatl 

ii Ci u101 u > u. Daci ii ~'f' , atunci ii ~ u. (ii~ Uic ~ H, ~I11 )) şi 
n . 

daoi u. E dom. 'f. 
Daci. u E dom. <f , atunci exiatl 1! E Cf ,1 O /, f6 aattel oa 

Daci ~ ).[o- u, adica, din nou u. G dom. <.P, o . 

Daci C:f • u1 - dom. <.f. 
Pentru. oaa da a doua implicaţia, tia C/ • u1 , dom, 'f. 

Deci <f () dom. <.f • (6 ,1 C,! .i2 Ui \ dom. 'f ':;J Uio '-.dom, '-f 

Ou alte cuvinte, <J' • Uio \ dom. 'f. 

Propoziţia IV.6.3. Orice joc da d.oull peraoana ·ar• o unici 

aoluţia nevida Uio • 

Demonstraţia, 

Din datiniţia lui Uic şi a relaţiei de dominare, rezulta 

ol dom. Uic • ~ • 
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Definiţie .;r' • Uic\ dom, Uic se numeşte nucleu al Jo-

eului, (Nucleul este mulţimea elementelor nedominate din Ui ) 
• C 

Propoziţia IV,6,4, Nucleul unui Joc de două persoane este 

uic ' 

Demonstraţiei 

Rezultă cu aceeaşi motivaţie ca în propoziţia 4,6,3, 

Definiţie. Jocul i se spune că este balansat, dacă, 

oricare ar fi familia balansată de coaliţii 't?, 

Fără demonstraţii, excesiv de ample, cităm următoarele 

două rezultate, de foarte mare însemnătate pentru teoria Jocurilor 

cooperative fără compensaţii1 

Teorema IV . 6.2. Orice Joc de trei persoane admite soluţii 

nevide. 

Teorema IV.6.3, Orice Joc balansat are nucleu nevid, 
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CAPI'IDLUL V 

ELEMENTE DE TEORIA ASTEPTARII 

Constituită iniţial oa un capitol al teoriei probabilităţilor 

vizînd aplicaţii in teru:iologie şi economie, teoria aşteptării se pre

zintă astăzi oa un complex ansamblu de metode analitice şi tehnioi · nu

merioe, avind la bază cele mai importante rezultate ale teoriei proce

selor stoohastioe. Obiectul său este studiul şi interpretarea, in ve

derea unei organizări optime, a fenomenelor de aşteptare, adică a ooe

lor fenomene de natură tehnică sau socială, in oare existenţa unui me

canism oe execută un serviciu de masă implică aşteptarea sau aglomera

ţia solicitatorilor. 

Ca şi in celelalte capitole ale cercetării operaţionale, prin

cipalele orientări ale teoriei aşteptării constă in identificarea şi 

clasificarea modelelor fundamentale ale fenomenelor specifice, in ana

liza ou un aparat matematic adecvat a acestora, in scopul relevării 

principalelor oaraoterieţici şi proprietăţi. 

Mai recent, odată ou amplificarea rolului oa1ou1a~o~re1or !n 

procesele de analiză şi decizie, o direcţie importantă de dezvoltare 

a teoriei aşteptării o constituie tehnica simulării, prin oare, oco

lind abordarea completă a conexiunilor interne dintre diferitele com

ponente ale modelului , se ~ot determina unele oaraoterietioi numeri

ce necesare pentru fundamentarea deciziilor oe vizează organizarea op

ti.JDă a procesului studiat. 

Prezentul capitol· este consacrat, exclusiv, studiului analitic 

al unor modele tipice ale teoriei aşteptării. 
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§ l. Elemente tipice ale modelelor teoriei aşteptării. Carac

teristicile modelelor 

1.1. Modelul. 

Modelul matematic al unui fenomen de aşteptare poate fi consi

derat 'drept imaginea abstractizată a unui sistem material alcătuit din 

următoarele componente principalei 

1°. fluxul de intrare 

2°. camera de aşteptare 

3°. sistemul de serviciu 

Fluxul de intrare este termenul consacrat pentru ansamblul de 

indicatori care descriu evoluţia în timp a cererii serviciului de către 

masa solicitatorilor. 

Vom aborda numai cazul în care mulţimea solicitatorilor este 

discretă, constituită din "unităţi", şi serviciul este reclamat, indi

v i dual, de fiecare unitate. 

Vom presupune că modelul studiat are în vedere comportarea sis

temului pe o perioadă de timp care debutează la un moment _t
0

, conven

ţional identificat cu o. 
Fie~ numărul de unităţi sosite (care solicită serviciul) în 

intervalul [.O,t). Procesul stochastio {~ ţtE[o,oofa fi, în aoest con

text, entitatea matematică care descrie, în cadrul modelului, fluxul 

de intrare. In ipotezele asumate aioi, legea probabilistă a procesului 

\ ¾h C ID,dc) poate fi definită implicit prin legea oare guvernează 

lungimile intervalelor de timp scurse între sosirile unităţilor conse

cutive. Deoarece, nu este obligatoriu oa momentul t = O să coincidă 

cu momentul sosirii unei unităţi, lungimea intervalului de timp între 

t = O şi momentul primei sosiri observate va fi numită "timp rezidual 

al sosirilor•; Repartiţia acesteia este, de asemeni, un element deter

minant pentru legea fluxului de intrare. 
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Camera de aşteptare, in înţelesul pur fizic, este spaţiul 

in c~re unităţile sosite aşteaptă momentul inoeperii serviciului, da

că acesta nu coincide ou momentul sosirii lor. In acest spaţiu, oare 

poate avea o capacitate limitată sau nelimitată, se presupune oă uni

tăţile se dispun in "şiruri de aşteptare" .In modelele analizate vom 

admite un singur şir de aşteptare. De asemeni vom presupune oă unită

ţile sint "disciplinate", adică aşteaptă pină oind sistemul de servi

ciu devine disponibil pentru a le satisface serviciul solicitat. Vom 

presupune de asemeni oă instantaneu, in momentul creării unei dispo

~ibilităţi in sistemul de serviciu, o unitate din oamera de aştepta

re (dacă exţstă) intră in serviciu. 

Sistemul de ser.vioiu este ansamblul fizic oare asigură ser

viciul solicitat de uhitliţi. El este alclituit cUn "staţii" oare exe

outli integral sau parţial serviciul unitliţilor. 

In modelele analizate vom presupune oă din punctul de vede

re al serviciului unităţile sint "omogene", adică solioitli, toate, 

acelaşi tip de serviciu şi că sistemul de serviciu constă in una sau 

mai multe staţii identice dispuse in paralel, fiecare satisfăcind in

tegral serviciul unei unităţi şi neputind primi, simultan, mai multe 

unităţi. 

Notind ou vt nu.mărul de unităţi oare sint primite insiste-

mul de serviciu şi işi satisfac integral serviciul în intervalul [O,t), 

procesul etochastic \Vt} t€[O,Q!:>) - numit fluxul serviciului - cons

tituie principalul element descriptiv al sistemului de serviciu pre-

zent în modelul matematic. 

In ipotezele de omogenitate admise in acest capitol, pentru 

caracterizarea fluxului serviciului sint determinii°e repartiţia varia

bilei aleatoare reprezentind durata serviciului unei u.nită~i şi repar

tiţia timpului rezi~ual de serviciu, adică a intervalului de timp din

tre momentul t = O şi _ momentul încheierii servioi~lui unităţii aflate 

in curs de servire la momentul O. 
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Vom utiliza aici şi noţiunea de "flux potenţial al serviciu

lui staţ iei k" ,l~ J t E [o,c.ot>), cu se~nificaţia; v~ = numii.rul unitl!. ţ i
lor care pot fi servite de staţia k î n intervalul [O,t), dacii. aceasta 

funcţionează ne î ntrerupt. 

Io modelul unui fenomen de aş teptare, alături de { vt} , sis

te mul de serviciu este definit şi de "disoiplina serviciului". 

Disoiplina serviciului precizează ordinea în care eînt sa

tisfăcute cererile unităţilor. Vom lua î n considerare următoarele ti

puri de discipline: 

- disciplina "primul sosit, ·primul servit" (FIFO), în oare 

unităţile intră î n serviciu în ordinea sosirilor. 

- disciplina "ultimul sosit, primul servit"(LIFO), în oare 

la prima disponibilitate a sistemului de serviciu este admisă ultima 

unit ate sosită. 

In concluzie modelul unui fenomen de aşteptare va fi repre

zentat în aces t capitol, de un ansamblu; 

(rep.1/rep.s/s/ c/ d) 

unde: 

- rep.i denotă elementele definitorii ale repartiţiei flu

xului de intrare. 

- rep.s denotă elementele definitorii ale repartiţiei fluxu-

lui de serviciu. 

- s este nwnărul staţiilor (identice) oare funcţionează în 

paralel , în cadrul s i stemului de servici u 

- ceste indicativul care precizează capacitatea camerei 

de aşteptare 

- d este indicativul disciplinei serviciului. 

1 . 2 . Caracteristicile modelului 

Io cele ce urmeazi1 prin "sistem de aş teptare" vom înţ elege 

ansamblul fo r mat din ş irul de aşteptare oi sistemul de servici u. 
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Pentru fiecare t E. [o, ct:,) , vom nota ou xt numărul uni tă ţi

lor aflate in sistemul de aşteptare la momentul ·t ·. 

Definitie. Prooesul stochastic {xt} t€[O,cb) se numeşte pro

cesul stărilor sistemului de aşteptare. 

In teoria aşteptării procesul stărilor sistemului consti

tuie- principalul element ce caracterizează comportarea model11lui. 

_Definim, in continuare, o serie de alte caracteristici func

ţionale ale modelului prin care se pot obţine informaţiile necesare 

pentru organizarea optimă a fenomenului de aşteptare. 

Pentru fiecare tE[O, ~) fie it = max {o,xt - s} • Evident 

xt poate fi interpretat ·ca numărul unităţilor din şirul de aşteptare 

(lungimea oozii) la momentul t. 
I 

Fie acum şirurile ,~ks k=O,l, •• lf\.S k=O,L •• definite re-

cursiv astfela 

Definitie1 en = /Jn - 7n-l se numeşte durata celei de a 

n-a perioade de neocupare a sistemului de serviciu. 

Definit ie bn = Tn- /' n' n "' 1,2, •••• se numeşte durata ce

lei de a n-a perioade de ocupare a sistemului de ser.vioiu. Dacă J!i O~ 

atunci b
0 

=/o se numeşte perioada iniţială de ocupare a sistemului de 

serviciu. 

O perioadă de neocupare a sistemului de serviciu, reprezin-

zl . . '1Qtervalul de timp in oare sistemul de serviciu este inactiv, dato

ritl lipsei solicitetorilor.O . perioadă de ocupare a sistemului de ser

viciu reprezintă un interval de timp in care, cel puţin o staţie satis

face cererea unei · unitlţi. 

Evident, perioadele de neooupare şi de ocupare alternează . 
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I n ipotezele asumate in acest paragraf, e2 ,e
3

, ..• , respec

tiv, b1 ,b2 , ••• s i nt familii de variab ţle aleatoare independente, iden

tic r epartizate. Dacă x
0 

= O, atunci sistemul de serviciu debutează cu 

o pe rioadă de neocupare e 1 • Repartiţia acesteia nu este inaă, neapărat 

ident ică cu a unei variabile en,n ~ 2. Dacă x
0 

i O, debutul se face 

printr-o perioadă de ocupare, reparti ţ ia acesteia fiind, evident, de

pe ndentă cu starea iniţială x
0

• 

Def iniţie :x:(bn) = ua-,..-~~ n ~ 1, este numărul unităţilor 

serv ite î n cea de a n-a perioadă de ocupare. x(b
0

) = u ro+ x
0 

este 

n umă r ul unită ţilor servite in perioada iniţială de ocupare. 

Definiţie ht este numărul staţiilor neocupate la momentult. 

Definiţie. Se numeşte timp virtual de aşteptare, in şir, la 

momentul t, lungi mea wt a intervalului de timp pe oare l-ar petrece 1n 

şir ul de aş teptare, o ipotetică unitate ce ar sosi la momentul t. 

In cazul modelelor cu s staţii şi disciplina FIFO se poate 

observa că : 

Defj nitie. Timpul de aşteptare in şir al celei de a n-a uni

tăţ i (în ordinea sosirii) este lungimea wn a intervalului de timp măsu

r at î ntre momentul sosirii in sistemul de aşteptare a celei de a n-a 

unităţ i şi momentul în oare ac~ta intră în sistemul de serviciu. 

Să notăm şi o altă interpretare a procesului {vtl • In mo

delele in care unită ţile servite părăsesc intantaneu sistemul de aştep

t are, {vtj t E: ro, cb) poate fi interpretat şi ca "flux de ieşire"din 

s istemul de s erviciu. 

Se remarcă că procesele stochaetice Pctj t ~ ro,q,,)fit \ t€[~f"°) 
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\•nln .~-l caraote·rizead. gradul de -organizare a modelului, din punctul 

de vedere .al solicitatorilor, refleotind bugetul de timp al acestora 

·:Procese·le ,f ¾ \ t E [o,-)• {en \ n.~ l' { bn ~ ll i o• fvtţ t~[o, oo) 

pot fi oons·iderate caracteristici ale sistemului de serviciu • 

. §2. ·Proc.ese de naş-tere şi moar·te. 

2.14 _ Det1nţ't1.a procesu~u1. 

·neţ1nitţe1Un lanţ Markov omogen (cu pDobabilitlţi de trece

re staţionare)., 4Xţi t~ :[o;oo)• ou .flp.aţiul atA:rU.or :X..io,1, ••• J se nu

meşte pr.ooes de .naşte-re ş-1 moarte, dacăt 

' .A1 pentru j=1+l, 161 

Clij = 
- ,,li- f 1pentru j=i, 1Ei l 

O astfel 

unde .A1 , ,t1 ) O, -1~1, f 0 = O. 

(e-au folosit notaţ-iile din an-exa A.2.) 

Teorema v .• 2.1. Pentru fiecare t ;,O, 1 ~ I, probabilităţile de trecere 

p1j(t) eatisţac siste~ul& 

ou condiţ,iile iniţia-le P1j(o) -= J 1j'1,j4âl. 

Demon~traţiet 

Fie At ) 0 • Relaţia Chapman-KolmogoroT (A.2.1) i■plioA& 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



241 

,1 de aici, 

+ 

Daci. .At - o, d:eoa.r-ece li.ai.ta aubrului drept exie·ta, 

,1, ţinînd seama de (V.2.1. ), teorema este de.monatrabl. 

2.2. Cazul echilibrului statistic. B~~artiţia ataţi~D.a.DI.. 

Peste tot tn acest capitol, adaiţlnd ipoteaa "•ohi.librului 

atati1tic" (Ea), voa înţelttgea "exist& pJ • lia. p1 j(t) , iudepend:eqt& 
t · ... -

de 1, putru fiecare Je I" • 

Evident, 

t > o, 

°'4 .t,l,3/981. htst.lJ 

Z: P,1 • l. 
,1El 
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se -0bservA cA p • (pj)j EI este singura soluţie a sis

temului (V,2,5,),(V.2,6,), Intr-adevAr, d•ac!l q • (qj)j E 1 este o 

rep•rtiţie satisf!lcind (V.2,6.), atunci, 

Definitie, p • (pj) jG I se nu■eşt·e rep..rt'iţia staţionar!! 

a procesului /xd t e: [o, oe) 

Fie p(t) • (pj(t))jc.I rep.ar-tiţia variab,ilei xt,te[0,°'°) 1 

Propozitia v.2.1. li■, pj(t) • pj, J El. 
t-o,e 

Dnonatraţie 1 

Intr-adevAr, pen•tru tieeare s, t > o, rezultll din 

Dar, 

ar fi •• 

Deci, 

11& pj('II) lilUitli& 9.l ebbil t,gal.4 o u PJ, , t--
Teoreaa·a v.2.2. In ipotez•a (.ES), r~partiţ.ia st•aţ.ionara a 

proceaului de naştere şi aoarte fxtS tE [o, o.o) sa-tis.f.ac.e aia·t.emul , 

cv.2.a. > 
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De•onstraţie 1 

Rezultl treclnd la li■itA ln (V,2,4,), aucceaiY, pentru 

t _ _, şi apoi pentru li,.t - O. 

Corolar. In condiţiile teorHei v.2.2., daci )"1 > 0,1 ~ 1, 

atunci repartiţia staţionari e·ate datl de1 

cu condiţia ca L, 
J "1- l 

De■onatraţie1 

).J-1'.. Ao 

l'J ..... /'1 

bJ • b1,J ~ l, 

Dar, din (V,2,7,), b1 • O 91 de aici, 

)j-1 

/:, PJ-l , J ~ l 

De aici ruultl expreaia lui p, condiţia de converg,enţl 

fiind conaecinţa lui (V.2.5 , ). 

2.3, Procese Poiaaon 

·DetWtie. Proceaul de naştere şi aoart·e I xt ţ t~ [ o, 
00

) 

ae nu■eşte procea Poia-eon de para■etru ). , daci, 
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Teorea.a V. 2, 3, l'ie f xt ţ t f; to-,~) un proces Poiaaon 

de paraaetru .A. Jentru tieoare t ~ O, aatrioea de trecere P(t) este 

datl de1 

Deaon•traţie, 

{ 

( J t)j-1 e- ~t • j•i,1+1, ••• 
(j-i)f 

o, J•O, l , •. . I .1.- l 

,1 ~ I 

Siatuul (V.2.2.),(V.2.,.) devine tn acHt ca-., 

el p (t) • o a:r o 

ou coadiţiile 1Diţialea 

De a11ement111 din (V,2.10') rezulta, 

cJ(t) • o, pentru J < i şi c1(t) • 1, dac& i > o. 

Verificla prin inducţie ca, 

C (t) • (.,\t)j-i 
J (J-1) • 

I j j) i 
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Intr-adevAr, din (V.2.10'.), 

Âj-1+1 

( j-1) l S j i • ( ,dt)j-i+l_ 
t - dt - - -

(j-i+l) I 
+ k 

,1 ţinind aeu~ de condiţiile iniţiale, k •O. 

Propozitia v.2.2. P(x t-x • j Ix • 1) • ~ e Â t 
8♦ • • ---ri-

Demonstraţie a 

Datorit! teoremei v.2.3. pute■ scriea 

e - .A t 

Corolar. Variabile.le xa+t - x
8 

,1 x
8 

aînt independente, 

•• t > o. 
Propozith V,2.3. e - .A t 

De■onatraţiea 

- At e 

Corolu. Repartiţia lui xa+t - x. eate independenta de.a. 

Propozi:th V,2 14, Pentru t ~ o, A t > o, 

P(xt+ At ·- xt • · O) • l - ). iH + o1( l).t) 

P(xt+ At - xt • l) • ). A 11 + o2( A t) 

P(xt+ A t - xt ~ 2) • 03( A t) 
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• v , k • l,d,5. 

Demouatraţie 1 

Din propvdţia V. d . .} •• pentru ■•t,t• At, 

P(x - x • l) • A ~h- .A â. t • Â l\..tl + o2( Â t) 
t+ At t 

#-

In ■Cîrşit, P(xt+ 6 t - x11 ) 2) • l - P(xt+ Ât - xt' l)• 

,1 notl■ cu o,< 6t) H■brul drept al ultiaei •s•alitl.ţi. 

partiţi■ 

2.4. D■Ciniţia couatructivl a proce ■ului Poia•a1>·n. flux 

Poi ■·aon. 

D■Cinitie, O variabili aleatoare • •• apune ol ur11.ea.zl. re-

,A> o.n > o. daci Cuncţia •• d.e rap.a-rtiţ.1• 

~ ::••:r• --rtii> l o 

t' o 

n-1 - Ax d 
X 8 Xt pentru t ~ o. 

ln particular• pentru n•l, repartiţil\ r ( ). 1 1) a.■ mai 

nume,t■ ,1 rep..rtiţia exponen.ţiall. d·• p-arame-tru ), -;,, O, 

Vo■ nota doull pro•priet-llţi re111ar<:•11.bile ale ace.st.ei r-e~ar

t1ţ11, 
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Propozitia v.2.5. Fie z o variabilA aleatoare repartizata 

exponenţial cu parametrul A> o. Atunci pentru s, t -;i, O, 

P(z < s+t\z ~ s) • P(z < t) • lz(t) 

Demonstraţie 1 

Egalitatea fiind trivialll pentru t < O, fie t > O. 

P(z < s+t\a ~ s) • P(s 4 • ~ a+t) = 
P(z ~ a) 

-e- ...\.(t+a) ~ .. .A.a •• 
~--....... ---""--="'-'---- -i-e--,.,. . 

- Xs e 

Propoaitia v.2,&. DacA •i-·•·••n aînt variabile aleatoare 

independente, identic repartisate, ur111.tid repart-iţia exponenţial& de 
. n 

parametru ).. , atunci 7 • ~ z1 urmeaz4 repartiţia r ( A ,n). 
1-1 

Demonstraţiei 

Prin inducţie relativ la n, fGlosi.nd propriet4ţ.ile convolu

ţiei repartiţiilor. 

T@orema v.2.4. Fie { zkJ k•l, 2 , •• un şir de variabile a-

leatoa.re independente, identic repartizate, urmînd repartiţia e~ponm

ţialll de parametru Â > O. Atunci familia de variabile aleatoare 

{ xt ţ t E. [o,-.>) definitll. prin1 

j 
x • max. i j I ~ •k <. t ~ , t > O, x

0 
• O 

t 1r-I 

este un proces Poiason de parametru~ 

Deaonstraţia teoremei va utiliza re~u.ltate-111 •stabilite prin 

leaele urmlltoare. 

S& notl■ ou •(j) • ~ •k• De ase■eni, prin fj,f(j) vpa 

nota deneit4ţile de repartiţie •ale 

De■onstraţie1 

Observam el variabilele al&&toare z(j) şi •j+l sint inde• 

pendente. Atunci, 
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P(xt • j) • P(a(j) .( t.a(j) + • J+l ~ t) • 

s tCJ/~(j))tj+l)d -,;(j)d~jt i 

- l ~j) < t '°'(J) ♦ T J+l) 

De aici 91 di.Jl propo&111a V.2.6. re.aultll1 

-
P(zt•j) • 

Aj+l l c ~;t 9 - A r(.1) { --'-r) 
d 7 (J)• (J-1) I t r 9 J+l 

- (J) 

,' J+l l - J 1i 
t J-1 c A tlJ - A t . • t "<J) d-g(J-}• Jl • (J,-l)i 

Le~1a v.2 .• 2. Pen·tru orie•• înt·r-eg po'a•itiT n. o·ri-c,ar" ar fi 

r n , L..\ Ct - t 1 )]' J·r 
P( ..- l ) n - ~ ( t -t, l) [ r ,-xt • L- J1t•r• • ••• • n • • r r- J 1 r lt•l r•l 'r 

De■onatraţiea 

Prin ioduoţie relativ lan. 

Pentru n•l• egalit-at-e.a eia,te dovedi-t'll p-rin l,e.m,a .V. -2.l. 

S!l o p·re&11pune11 ade?llra,t!l pentru n ~ 1. 

Detini•111 Yariabi.l.ele .al...a,t'-0-a:r-e-1 

l l 
71 • z(Jl) • 72 • •J1+l 

1r. z<•r> - z(ar-a.+l)' ,~. ZBJ?+l ·1'•2 •••• ,n+l 

• ( l l) • ( 2 1 2 n•l _A+l 
1(1) p72 t 7<•> .JlpY.2~ .. • 171 „.r2. ) 
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&vident, Y(l)'Y( 2) sînt variabile aleatoare independente, 

l -1 - ( -1 ) deci l'oy- • (l'oy(l)- Poy( 2 ) • 

Cu notaţiile introduse se poate scrie , 

,1 

( indicii variabilelor "1 au aceeq·i a.eiani!icaţie ca şi cei ai variabi

lelor alea~oar• y). 

undei 

Se remarci atunci cA 1 

eau, echivalent, 

r•2·,·••D+l J 

~ , altt·el 

{

ftr - 'i - f ~- ?;}1c -l,r•2, • • • ,.n+lj 

daci. fi~ tltfî + 'l ~ <. t2 

~. altfel. 
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şi deeia 

P(An+l) • f P(xtr- art- f ~ • t2.1k-l,r• 2, • • • ,n+ .l ). 

! tf < tl' f f + 'l ~ <. t2} 

d(Poy(i) .>{lf,t.>) 

))'ar conform ipot'81l91i de inducţie, 

.1 -1 
[ ).(t _ ■ l._ 11 1)) 2 2 l l ' l 2 

l'ie a produsul ce ap,a:re în 11embl'Ul dr&p-t al u lt1.,m-ei ~.ali

tllţi. Deo-arece 1f ,1~ stat independent'e, urm,înd repart-iţ.ii l.e r _( A , j , ) 

reepeetiv, exponenţiali cu parametru ~ , put,ea seriei 

a. Ch:1/1 !,A(t2-t;1.>J .12 e- ~ t2 • 

J1l .1gl 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



• a 
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• 11 e 

r•l 

Demonstraţie 1 

251 

"2' 
:, jr 

[.A(tr-tr-1)J 

rl 

Lema v.2.3. Pentru s .,t ~ 0,1, .1'" I, 

şi egalitatea enunţată rezultă di.n leaele v.2.2. şi v.2.1. 

Demonstraţia teorea•i1 

In virtut-ea lftelor v.2.2. 91 v.2.~., 

~~ - A(t -t 1 ) n • r r- • 
r-1 
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este omogen. In ' sf î rşit, daci j ~ 1,14- I, 

_P=-1..._j (_t_)___ lim. 1111. 
t ➔ O t t-o 
t>O t>O 

), daci j•i+l 

o, daci J > i+l 

e- .At(). t)j-1 

t(j-1)1 
lilll, 
t- o 
t>O 

Daci j < 1,1 EI, atunci pij(t) • O pentru o'riee t ~ O şi 

deci '½.J • o. 

• li■ 
t--0 
t> o 

8 

Ou acestea teoTem·a e,ete de1110natra,til. 

t 

Referindu-n.e l-a un proce-a Po·iaaon definit con·at,ruc-tiv, i n 

■aniera teornei V,2,4., 11 vo• nu■i flux Poiaaon . 

i 3. llodele df aştep•t'a.N· 11/ll/a/c,,o . 

3,1. Modelul 

Indi.cativul.' 11/11/11 (introd-u,a de D.G •. Jfeadtll), p-re.aup,UW!I 

ur■lltoarel• proprietllţi ale aodeluluia 

I. Interval.Ie de ti.ap dintre aoairU• uni tllţilor c.onae

cuti v• atnt variabil• alaatoare indep'Ml<ient•, id'BJlt,i-0 l'ep.ar~eH~e-~ ur

aînd repartiţia axpo-nenţialll de para.e·tru 

II. Biatnul de nr·viciu e-s-t• cona-titui.t clin •a(a?, 1) 

staţii identice, tuncţionînd ind•p,end•nt, in p-aral.el•., tiee.ar.e pu,t.ind. 

asi.gura •ervic·iul integral al unei wrl t4ţ.i într-un t.iap •• CăN1 du.ra-tll 
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este o vari abila al eatoare r epart izata sxponenţial de parametru ~> O. 

III. Unit!l.ţils aînt disciplinate. Cî nd o unitats t ermină 

serviciul părăseşte instantaneu si stemul de aştsptare, l9cul s!lu fiind 

luat, tot instantaneu, de o alt!l unitats aflată în aştsptars (dacii. şi

r ul de aştsptare nu sate vid). Dacii. in momentul sosirii unei unităţi, 

mai multe staţii sint neocupate, unitatea alsge o staţie liberii. in con

f orai tate cu o l s ge aleatoare nespecific-atll.. 

In plus, tacH presupunerea: 

IV. Capacitatea ca~erei de aş teptare este nelimitat!!.. 

Fie t
0 

(idsntificat, prin convenţie, cu O) momentul ini-

ţial al observaţiilor ti t.l, t 2, • • • momentele s-osirilor cons-e-cuti ve ale 

uni t!lţilor ulte-rioare lui t
0

• 

Notind u.:•tk-tk_1 ,k-l,2, •.• avem: 

Ipoteza I şi propoziţia V. 2. 5., împ.reun!l cu t eorema V. 2. 4 . 

duc la concluaia cil {utJ tE[.O,""°) este un flux Poisson de paraeetru 

..l • 
Fier€ \1, •. • ,sJ indicati vul unei staţii şi Tf,v~, ... 

lungimile interTalelor de t;iap 1u•c•sare pentr\1 satist-ac•re-a serTi-
ciului wut&ţilor C&N •llcitli aeeat eerv.icill stat;iei r (nu■u'O
tuea 1n ordin•• serri.ri.1), ulterior ■o•entu,lui t • (~ poaff ti 

·o l 
durata integrala a ••rrtciului primei unităţi se~vit•, dacii. aceasta 

• intrat ~ serviciu dup• t „u timpul rez i dual al servi c i ului uni o 
tAţii aflate in stat;ia r l• ·110nntul t ). 

o 

se !lu■eşte fluxul potenţial al serviciului staţi-ei r. 
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!luxul potenţial al serviciului staţiilor r 1 , ••• ,rk. In particul•ar , 

i vtj t E(O, -:.o} , vt .• ~• •• va fi flUXlll pot1tnţial al serviciului 

învregului aiatH de aervire. 

l~l ••t• prOCH Poia-aon de parametru JA ,rE"i1, .•• ., sJ tJ tElO,c,,o} 

{Teorema V.2.4. ,.1 Propodţ,ia v.2.5.} 

r1••rt 
P{vt •J} • • 

,..k-t (J,lkt)j • 
j I 

, 11 ~ O,j E. I • 

Deoarece ataţiile !uneţ·ioneazl ind·epeadent, 

r 

~ P<•t 
4 

- f
4

, 1 ~ q ~ t> • 
tk ~ " 

t t•J 

-. 
Vo■ folosi in ce.le c.e ur11eaz•l:l, notaţia P(vt , J/i), ~ t .rcu 

probabilitatea ca în int·ervalul [O, t), j unitllţi 94--şi t1 aa.tia.f,l:lcut 

serviciul, dac-& la momentul O 1 UJJ.itl:lţ-1 e-rau in serviciu N:U aoU.c.1. t.au 

aerviciul. 
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255 

PropozitiaV,3,2, Pentru A~>O, 

[ 
1-1 ,-' A t + O( li t), 

P(v -oii)• 
At 1-s>..dt+O(At), 

• 

dac·& i «: s 

l i .A Â t + f( l.'.l t) , dacll i < • 
P(v t•lji) • 

aJ.ti.t +O(~ t), dacii. i~ • 

P(v t) 2fi) • O( li. t),i fa I, 

Motll■ ou ar r eveni-11entul "la ■o■entul O staţiile 
1·· i 

r
1

, ••• , ri aint ocupate". Atunci, dac!l i < a, utilizînd propo~iţia v.3.1. 
put e■ scrie, 

P( U ar r ) 
1·· 1 

-1 IIA t 
• e I • 1- i)"..At+O(A t) 

r1••r1 

P(vAt •l)P(Srl''ri) 

P( us ) 
rl • ,ri 

t1 în oonaeo1nţ~, 

Dacf. 1 ~ a, 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



ti deci, 

P( VÂ t ~ 2 I i) • O( 4 t) • 

(simbolul O( A t) a fost utilizat aici p,entru expr'e·sii diferit-e, d·ar 

ou proprieta-tea lia'it'll c011W14, defiaitil în propoziţ•i• V.2.4.). 

}.2. Ecuaţ,iile aod♦luiui 

Cons~inţ•ll a ip'G't·n•lo-r d• structuri' • ·lll'Gd1tle,lo,r de,serl-sie 

aici, p~e-sul i xţ} tfi[O, cso) al st·llrilo:r aist'ell\llu-i d• q •-t'ep-t·are, 

e■te un proces de nqteN fi aoart•. 

Intr-ad>e'V'll'r, e,ste e?ident c• ep-aţ-iul st,A,rilin- pa.-oe,e:sul'\ti. 
-

est·• I • ¼ O,l, ••• j şi C'l1 aodi.tic>lflr-11• •~llrilor pro'C'&'BU..lui se da-t'OTe,sc,, 

uclueh·, flwrului eoairUor ti 191 tiapului de· 8:ft"cvi-eiu. 

01' , , deou-ec·• f ut} •st• un pro'Cff Pei. s.on, ~l uni t'l1.

ţilor eoait-e într-un in_tffVd [.as,.,a+t) .,a,t ~ O 811-t.e· indepemltil.t de ~s' 

de • fi d-e evoluţii a ai-S't<MNlll'i 1a irrt&rT&lll'l l o, a.) ( Vff'i ooro-Lar.e-le

prop<>aiţiilc»·r v.2.2., V.2.}.). o. ·aici, r,e,auU'!l et. {xtf e:ll'll• un l-lll!lţ 

· ll«HOY OIIOS41l• Pentl'll .înt-reg-1.r•• ati!laraţi,ei fil-cu,te l• i&e,epu-tu·l a,e,e.a,t,e,1 

Pr8P-91tU.h v .• 3.1. Da:ea At > o., at'Wl'Ci1 

1 J.t A. ·t+O( A ~}, dtell 1, i< ~J•J.-1 

• /" A t+-o{ A t), daeA i ~ s., J.-.i-.l 

- A â. -t-+O( A t) , d.aeoă .,t-4..-0 

-() +-i,P) A t-+-0(-A t), &aeă j-i < a 
-(). +-& JA) A t+O( A t ,), da,c./1 j•i ~ B 

.ĂAti+O( At} , d>aoA j;•i+l,.i -E I 

O( At),<ia~ Jl.i-2,i.) 2-~ a.au j,. ~+2., 
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Demonstraţi e 1 

Pentru fiecare i , j € I , 

a) Dacii. j ~ i - 2,i ~ 2, 

o-

P1 .1 <tit) -~P(uA.t•lt,v.u• ltti-.1 x0 •1).ţ P(~t-o'ăt•i-j/x0•i)l 

egalitatea finalii. decu.rgt.nd din propoziţia v.3.2. 

b ) Dac! j ~ i+2,i ~ I, 

Coo 

pij(At) • ?.j-i P(u6 t•lt,v~t•k+i-J/xO•i~P(~t•J-i,v.d.t•O/x0 •i) t"' 

ulti•• egalitate rezultind din proposiţia V.2.4. 

c ) Dao!l J•i- l,1 >...l, -p1 j( At) • P(uAt•0,vAt•l lx
0
•1) + ~ P(ud.t • k,~t•ll:+l x0 •i) 

Dar, P(~t-o.,~ t•llxO•i) • P(uAt"'O) P (~ t•l/ u.4.t•O,xO•i) • 

• P(u.( t-0) P('\ 1.•ll 1) 

Tinind aeaaa de propoziţia V.ţ.l. şi v.3.2 . , rezultl, 

Pe de alt!!. parte, -
J 1 )" • t+O( .c1 t) , 

l ~ ~ t+O( A t)' 

~ 

daol 1 < a 

daci i >,,.. a 

L_ P(uAt•lt,vât•k+l x
0
•i)' ~"';> P(~t•lt+ljx

0
•i) • 

k•l 11:•l 

• P(TAt ~ 211) • 0(At). 
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d) Dacă j 2 1+1,1 ~ I, 

+ L,_ P(u~t • k,vAt•k-1 x0 •i) 
k~ 2 

Dar, P(uAtfl, ~~•Ol~~ P(u d t • l) P(vAt•O lu 4 t•l, x0 •i) 

şi, 

aau, ţintnd aea■a de propoziţia V.}.2., 

In plus, ae obaervl ci, 

/ P(u.dt•k,v dt•k-11l:;1)' ;'> P(u~t•k)•P(u.dt>,..-2) • 0(/.lt). 

k~2 k>,2 

e) Daci J•i,1 ~ O, 

C>.. 

f 1iA t) • ?;/<u A t•lr, v 1.H•kl x0 •i) • P(u â t•O)P( v h t-olu ~ t-0• 

Dar, 

P(v 6 t • o\u 4.t•O, x•i) • P(v.,_t•Oli) 

P(v Ât • lju .dt•l,x0 •i) ! P(v 4.t•lfi+l) tr
2 

P(u .6t•k,v ~ t•kjx0 •1) ~ P(uA t ~ 2 ) 

,1 de aici ,1 din propo~iţiile V.2.4., V.}.2., rezultă evaluarea lui 

'1i /j t). 

In final, concluziile propoziţiei rezultă imediat din 

concluziile de la a) ,1 e). 
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Corolar 
l , i ~ e,j•i-1 i ,u. da.cil 

8)" dacll i ~ a,J•i-1 

-~ dacă j•i-0 

-() •ir ) dacii. j•i < li 

-.( ,l +ar ) t dacii. j•i ~ B 

Â dacii. j•i+l,iG I 

o altfel. 

Teoreaa v.3.1. Pentru t ~ O,i EI, probabilitllţile de 

trecere p
1
/t) • P(xt•j I xcti) veri!'icll sistemul! 

Demonstraţie 1 

l ( j < a, 

~t P1/t) • ). P1J-l(t) - ( ,l +s_r )piJ(t)+s f P1J+l(t), 

j ~ li 

Se obţine prin transcrie,rea teoremei V. 2. l., o•bservînd cil 

corolarul propoziţiei v.3.3. permite identificllrile, 

}. 3. Deter111in-area repartiţiilor starilo-r în cazul e2 l 

Repartiţiile finit dimensionale ale procesului stărilor 

sistemului de aşteptare / xtţ sînt deter111inate de repartiţia iniţialii. 

(repartiţia lui x
0

) şi de matricele de trecere P(t),t >O). 
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n 
P(xt •ilt,O{k('n) • P(x •i) r.Ţ ,1 i (tlt-tk-l) 

k o o •l k-1 k ' 

De aici deeurge rolul i,eenţial pe care il joacll• în stud i u L 

modelelor considerate, deteraiinareq probabilitllţilor <t.e trecere ale 

procesului de naştere 91 moarte ţxt ţ , probabilitllţi da·te d·e sist·emul 

enunţat în teorema v.,.l. 

Pentru simplificarea d,e■onatraţ!ei 91 aşa ext-rem de l •abo

rioaall. vo11 lua în considerare nu■ai caBul aodelelo.r ou o s't,aţ·i·•·• 

Teorem•a v., .• 2. Pentru ••l, soluţia aiat•e·m,ulu·i (V. } ,l.), 

(v.,.,.) eate1 

),k ţ l,Jlt fiind funDţiil~ 

Beasel de speţa I aodi!icate (vezi anexa A,3. ) şi ,l f • p . 
De11on-atraţia 1 

d at P1 0(t) • - J. P10(t) + /P11(t) 

d 
c!tP1/t) • ~pij-:l(t) - () -1/)P1/t) • _,? Pij.+l(t).J ~ l 

cu condiţiile iniţial& Pi/O) • J' ij" 

Rezolvarea acestui sistam o v011 fa-ce u.tili:r.îud •"m,at.ada 

funcţiei generatoare". 
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c:,,.:> 

Pentru 1Ci 1. !ie G1(t.a) • L.. P1it)•,1• 
J•O 

generatoare a repartiţiei (p1 j(t))je 1 • t i O. 

I• I~ l, funcţia 

ln■ulţind (v.3.4.) cu• ,1 (v.3.5.) cu •J•l, pentru J ~ 1, 

obţine■, prin 11W1.are, egali•tateaa 

•• u. 

cv.,.6.) 

Vo■ nota eu l(a.) tran·a!or1Hta Lapl,ace • funcţiei t1 ?(a)• 
O<:> 

- b .- t!(t)dt. 

sa remarcii■ ci, pentru a-e. ( s ) > o, tranafor■tt'el• Lapl:·•~• 

ale fWlcţiUor piJ ,1 01(.,a) etJi,t bine de·!inita, 

Intr-adeTlr, pentn / a I .( l , .1 Re,(a) > o, 
..,_ bd -I ( .-•t Gi(t,a)dt 1, r, .-•t z: P1/t).aJ/ dt' 
O O J•O 

- -/ d .-•tpi.,C•>" ,, J I e-•t, dt < °"'P 

duce■, 

Se obHrv-a ca trino■ul din ■Hbl"Ul atin& are o singur.I. ra

dl.nina b. oeroul unit·■ta. Iatr-ade1'11r, fi.a f(z) • ( ) + J" +a).a, 

1(a) • ·/ - J. 11
2

• PutN I• I • l ,1 Be.(e)> o, 

I t< • > I • I >. + JJ. + • I , .,l + / ~ l,1- + ;.., • 2 I • I s·< •) I 

fda. llJ/!JM hi#.#+ 
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Deoarece !( z) are o singur!l ra.d!lcin!l in D • { z / I z I , 1 J , 
rezul tl ci una singuri din rlldllcinile trinomului se g!lseş ·te in D ( teo

re•a lui Rouch6; daci f şi g sînt funcţii olomorfe in do·meniul închis 

D ,1 /t(s)I > fg(•)I pe front~era lui D, atunci nu111!lrul zerourilor 

lui t+g, in D, coincide cu numărul zerourilor lui t, !n D~ 

Pie zl'•2 zerourile lui - Â a2+( .A + JA +s)z- jA , cu 

Deoarece Gi(a,z) ea·te bine definit pentru Iz I~ l, e·ste 

necesar ca şi ■embrul dr&pt al egalitAţii (V.3,7,) sl1 se anuleze in 

•1· 
De aici, 

Atunci, din (V,3,7.), dup!l ai11plificare,a ou z-,z
1

, obţ. ine.111 : 

Deoare,ce \ st ~ l , l z2 I > l, r-ezult!l j !
2 

j < l şi a-

tunci, 

Din definiţia lui Gi rezult~ cA pij(a) eate eoefi cientul 

lui •j din dezvolta.r,ea în serie de puteri a lui o
1
(s,z). 

Putem 
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Deoarece a
1 

şi a2 aînt rMlcinile ecuaţiei 

(V,},10,) ,ts2 - (..A+/ +a)z +/"'"'O 

rezultl ca s 1s 2 • f -l ,1 atunoi1 

•i+j+l 
j r t[ f j+l 

l i-j+2r-1J 
c- il'a +fuf •1 

ii1 ;i( •> - •i+j+l 

¼ [ fj+l 
l 

+(l- h10) ~ f r 
l - •1 .r• - +l 

j > i 

) -1 
,1. dupl. d-HTOltarM 1n „r1. a lui (l-•1 • 

• l E j( i 

i-j+2r-~ 
•1 • 

Pentru • obţine rezult·atul .timal, TOII d-eeons1;ra urdto-area 

LfH Y,3,l, 
.t-1.Jk(2t VA.r ), 
Deaonatraţie1 

Prin ind:\1-cţie relatiT ·1• k, 

( 't)fl )n • 
(Â+j" ♦ ->2 

( 
fiµ )2n+l 

l ♦~ ♦ S 
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l .,..,. 
- 2 ,:;- l 

• f L- ni{n◄o !Ji 
n•O ( 

'{If- ) 2n+l. 
~ r (2n+l) • 

.Â +,r ♦ 8 

ll•ai departe folosind pro,po•ziţia A., 1, 2, şi ipo te,za de 

inducţie, putem scriea 

°"" lt+l 
- f-(J.+Î+e)t >f--;r- -1 ( v--) 81c+l(e) • J e ,(k+l • .t ,Jk+l 2t ~ dt a 

c:>.o Jc+l • j e-(.l+)'+e)t,(k+l ). f- ~.t-1 [Jk_
1
(2t \l-:J?) -

- ~yr,;;: Jk(2t V'l'° )dt • 
~ 

o.- k-1 
• f-l f •-(..\ +j"+B)t [-(k-1)+2k] f- ~.t-1 .Jk_

1
( 2 t VJ.? ·)dt -

o . 

= - f e-(,,.(+f-+s )t,( k+l), f • 
o 

- k+l J (2t \J,Aµ. )] dt 
2t~ k / 
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Dar. 

""""° • ~ t2D+k+l 2n „ 2 l L ( V.t/;! . {2D+k.a.l) t ♦-. - • 
• 2 n-0 nlCn+ )-

• lu~ (t,c:;))2n+k-l . 
2.if'i='O ni' 1tt+i} I ) 

Or. , din c,.,.9.) r.ezulta c:a, 

Astfel le■a a fost probat&. 

J'olosiml acea,t reaultat 1n (V'.,.8.) 91 (V.,.10.) H o·bţill 1-

■e<iiat expreaiile lui p1 /t),1,JE I. 

,.4. Cuu.l ectullbr1&lui etatistic1 repartiţia a,taţiooa:rtl a pro

cesu.lui atllrilor. 

In ipoteza echilibrului atatistic, fie p • (p.1)JE 1 rep,a,rtiţia 

staţionar& a lanţului llarkoT l Xţ~ t E'(o.a.o) • 

sa notAa J •), 1•• f 
Atunci rezulta din corolarul teoremei v.2.2. 
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l 
Po ·-s~~l,-J~J--,~s-~-s.a=--L--J--s 

~ """JT + sT j•s ( s ) 

ou condiţia ca 

In par·ticular, pentru s•l 

.f J 
P,t•J"î p0 , J~l, P0 •l-f 

<::>,,o 

1 

~ fj f
9 

1 
J • O ""'jT + SÎ 1- f"' 

l'ie m • L J pj' valoarea 111·edie a repartiţiu p (numărul 
J•O 

mediu de u:nit·ăţi aflate în sist<emul de aşt-eptare) 

1>;i:-9podtia V. }.i+.. In ipoteza echilibrului statist'ic (ES), 

(V.}.14.) 

Deaonatraţie: 

,1 dffareee li■• 
t-.-

Ultiaa 'egalitate a propoziţiei rezultl prin calcul i 

- s-1 f J _:_ f J J s-1 J-1 • • fo J PJ •Pol~ J JÎ + ~ J siaj-a • i>o[r ~ (~-1) 14 

c,,e 

L (s+(J-s)) f • J-sJ. 
J•s+l 
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ş-1 .i_ /a ~1 

• Po / ~ J I • SÎ 1- f 

ti ţinind sua.a, de (Y. ·, .,11.) 1'9'Slllt'a {Y.,.14.) 

·Qcal\\8'%1î:t p,-Jlt~ ••1, ■ • l ~, 

PX'gp.c1:t,ti\!·• 'f•l:t~• In J.11'ot ... (BS') t~-■C1t/x0•i) • 

lia •ll(i t ) • t , i t! I, tt11d'e,1 

t....... 1,:.· • 
(:,. ,.15.) I • p · ~2 °' . (l- ·r>, 

Deaon11tra,~i.ei1 

Jfo,t •.bid ou ·i 8!,ffa 1di~' ,._ml d~,, 'IWlo•.:.- •c•etei1a 'r„u'l-

1;1 din ur■t,toNl ~da_µl l 

-,a ~ ,· 
i • fr.a:l ( j.-B')p-.1 • Po ff:'.i1 { ,1,-a,} -,.>•' • 

..... 
'li _f"' 

• P-o 1 a,t( 1: .,ay# 

Obeettlnd d '~) _. ~ .1pJ+a('t) 1 ~et.r.&ţi,a p-llopo,s,iţ.14, t-"1 
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Corolar, Pentru s•l, m • 
r2 

l - f 

3,5, Caracteristicile sistemului de serviciu 

Propozitia v.3.6. 

• 11• M(ht) • s - f • 1 CI, 
t .. -

Deaonstraţie 1 

Se observi! c!11 

s-1 
In ipoteza (ES) ambele medii tind elitre L ( s-j )p j • 

j•O 

Concl uz ia pro_poziţiei rezultă din următ·orul calcula 

- Por 
T_l fj f 

8 

l ) [ a-l ~ 
J-1) j jÎ + s SÎ î:r, • s - Pof fti -rJ=I"YI + 

Js-l 
l ] ♦ ( s-1) I i-r . 

- 1)] 8 
- P0 f(~ 

Propozitia V.~.7. 

Da■onatraţie 1 

f a-l ~ ~ l 8 - Pof ~ a +( a- (l_.f'_. -

~ 1'8 
•ar 1-\-} • 8 - f 

pentru t ~ O 

- Â t 
- e • p ntru t> o. 

Dacl&. o perioadă de neoeupare începe la momentul 'l' , durata 

sa se contund!l cu lungime.a intervalului de timp, scursă de la lf.Cest 

aoaent -,1 p1lll. în ■011entul priaei sosiri în sistem. Atunci conclu

sia propoa1ţ1e1 decurge imediat din propoziţia v.2.5. 

In continuare vom deduce repartiţiile perioadelor de ocu-
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pare ale sistemului şi rep1rtiţiile numărului de unităţi servite in 

perioadele de ocupare. Vom aborda aceasta proble■ll pentru modelele ou 

o staţie, 

.P'ie O ~ t 1 < 

in siste■ul de aşteptare. 

< tn ••• ■omentele sosirilor unitllţHox: 

Fie Xn • xt - 1, numaPUl unităţilor atlate .ln sistea tn 
n 

momentul sosirii eelei - de a n-a unit.aţi (!ărl a o socoti şi pe aoeaa-

ta). 

Propozitia V,3,8, Pentr1.1 !iecue 1 ~ I 

(--
1 
-)1• 1 , daci j•O 

l +J 

~ ( l )i+l-j , daci 1 ( ~ ( i+l HJ l+f iJ 

o, altfe'l. 

De■onstraţie1 

Daca ~-1, !ie v1 , ••• ,vi+l duratele serviciilor celor 1 u

ni taţi aflate in aiste■ la 11o■entul tn ş.i a uni taţii sosi te : .. acest 

■o■ent (indexarea este conforma cu ord.ine·i s.ervir11). 

i+l 
Or , ~ "r uraeasl. o ' re~artiţie r (jl' ,1+1) şi deci 

probabilHatea de ■u na este independenta de n şi 1 

P(~+1•0l~•i) - ~o - Ţ( r .. -Â7d-7) ~ xie- _lltll4x. 

,}'11+1 
• ru+t) 

C>O te•( l + f )x.z14ll • (~)i♦l • <r+Ţ)i+l 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



2?0 

_ ( l )1+2-j. ( 1 . )1+1-j 
r+Ţ I+Ţ 

V ) • r 

Observaţie i Procesul etochaetic, cu parametru discret ,~ 

i~ \ este un lanţ Markov. Acest !apt se veriticll imediat,. ţinînd na

•• de definiţia ea şi de !aptul ci procesul stărilor este Markov. In 

plus prin propoziţia demonstrat! mai sus s-a stabilit el f ~ţ este 

un lanţ Markov omo Ben , probabilităţile de trecere după un pas depin

atnd doar de stări. 

Propoziţia v.3.9. Pentru i Ei I,n ~l,k >...-1, 

Deaonstraţi e 1 

acrie1 

Pentru n !ixat demonstrăm egalitatea prin inducţie la k. 

Daci k•l, egalitatea se verifică, deoarece, 

.ldaiţind valabilitatea propoziţiei pentru r angul k, putea 

• fi 
1 

P(xn+k+l •O,xz-"O,n+l ( r ~ n+kl xn+l •j). 

• P(xn+i•JI ~-1), • ~/(xn+k•O,xiJ'O,n+l~ r ~A+k-1/ ~-i 
(lt) ~ 

• <½_j • Z. 4 jo 4ij 
j~ l 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



271 

ulti ■ile douA egalitAţi datorîndu-se !aptului cA/xJeste un lanţ 

Mari:ov o■ogen. 

De aici, 
1+1 

0
~k

0
+1) • T: j+l 0k-l 

"'l. j•l 2k+j-l 2k+j-l 

• 2k+Î+1 o~k+i+l <r.:y )k <r.} )k+i+l 

1+1 L ___J_tl_ ck-1 i+l ok t 
(egalitatea, FI 2i+Fl 2k+J-l • 2k+i+I 2k+i+l poa 9 

!1 uşor verificata, prin inducţie relativ la 1). 

Prin definiţie, {~) este probabilitatea cu care pri■a 

trecere a sistemului din starea i în starea o aA aibA loc dupA k"pqi" 

(dupA k sosiri). iste evident însa., oA ace~tei probabilităţi 1 •• 

poate da şi ur111Atoarea interpretarea 

(V.3.16.) 

Propozitia v.3.10. {~) • P(x(b
0

) • k/x
0
•i),i?,,. l 

~:) • P(x(b
0

)•k), n ~ l,k ~ l. 

SA definim, pentru I z f !{ l, G(z) • f ~~)zk 
k•l 

Propoziţia v.3.11. Este adevAratA egalitatea, 

1 ~ () • 

G(z) • Ţf- (1 - V l -

De11onatraţie1 

4f ; 
(l+J) z), 

Deoarece 4fz I 
2 ~ 1, sa poate scriea 

(l+ f) 

(l - 4f' 
(l+ J )2 

Iz I~ l. 

AtWlci, expresia din ■e11brul drept din (V.3.16.) 4evina 1 

l 
12!<1-(1- 4f )2 

J ( l+ .f )2 z • 

""'-"> 

• 1.3 •••• (2k-3)zk. L 
k•l 
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Propoziţia v.3.12. 

est• repartiţia lui. x(bn)• p&ntru orice n ~ l. 

Dacii. .f > 1, f ~!) • f! şi x(bn) este infinit!!. ou pTo
k•l 

babilitatea n~nulll l - f 
De■onstraţie 1 -Observllm cil L.. 

lt•l 

,~ " w I l dacA f~ l G(l) • ~ (l - l- )• • 
• 2 f +J l 

f , dacii. f> l 

Concluziile propoz iţi ei rezultll d& aici şi din propoziţia 

v.,.10. 
Obe&rvat1&1 Variabilele x(bn),n ~ 1, au toate o aceeaşi 

repartiţie. In cele c& urmeazll vom nota simplu cub, orice perioadA 

de ocupare (dif&ritll de cea iniţialii., in cazul in care x
0
~0). 

Ppopoziţi& v.3.13. Dacă f'< l,M(x(b)) • 1: .f' • 

De110netraţie1 

,1 

ae observ!!.. cil M(x(b)) kq(k). G'(l) • 
00 

Un oalcu sillll)lu comDleteazA de~onetravia 

Propoziţia V.3.14 . Dacll f<. 1 1 

P(b < t) • 

Jl(b) • ~-) • yh=y) 
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Demonstraţie a 

(V, 3,18,) 
~ 

P(b< t) • L P(b<tlx(b) • k)P(x(b) • k) 
k•l 

81 observăm ci daci x(b)•k, . atunci durata perioadei de o

cupare a sistemului de serviciu coincide ou sum•a duratelor ' serviciilor 

a k unitlţi şi OUII aoeastl suatl este repart,izatl r ( / ,li:), 

P(b < t/x(b)•k) • ~ Î xk-le- ,/A xdx 
o 

Inlocuind in (V,3,18,) rezultl (V,3,17,), 

1 l 
•; M(x(b)) • j"~(l..-_...,,,_, 

3,6, Fluxul de ieşire (eazul s•l), 

Presupunem cil o unitate pllrllseşte sistemul de serviciu 

.~mediat ce işi încheie serviciul, 

Fie atunci O { ti < t 2 < •••• momentele pleclrilor uni tllţi

lor aervite şi 7.1 • tj - tj_1 , J ~ l(t~ • O), 

Propoziţia V,3.15, In ipote&a (ES). 

li■, 
t'-+c,O J-1 

• { O, pentru ts ~ O 
P(;yJ <. t) • 

- .A t 1 - • , p•entru t ;, O 

Demonstraţie 1 

\ 

v J ' d.acA xt , 1' O 
J-1 

unde 8 

SA observam ci 7J • 

v J+ & , daeă xt·' · ,•O 
J-1 

este intervalul de timp scurs intre momentul t' şi 
J-l fll(>mentu.l 

sosirii unitl~ii de rang J. At i 
Y unc pentru t > o, 
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P(1~ < t) • ::E_ P(1~ < t/xt' •i)P(xt' •i) • 
" i e;. I " j-1 j-1 

Dar .,. j , ••t• repa.rti·a.at-a expon-enţial cu para11e,t;rul ~ iar 

fJ, eat-e ti•pul N"Sidual al soairilor la ao-111«1tul t-}-l ,1 eon!'<>'rlll pro

po:aiţhi V. 2. 5. nte reparth·at'll e-,rpon:enţ,ial ou pard-e'~nl ..\ • 1:n 

p,lus, .,..1 şi O B'int ind,ep'9nden~e. 

Deci, 

P( 1 ~ < t) • P( xt , •O) l '( (-Jf.). e - ). '7 dy) JA e - I' :icdx + 
" .1-1 t> (} 

, i -At J, -Mt 11■ P(,: 4 < 0 • (1- )(1 - r:=,r e + _ e ' / )+ 
t•- " a.-J J-l 

. Pk•vx•U•• V-i•bil.el.• •l.1t1ilr'O-• ~ :l'j J j ~ l oint; :l.~•

pendenh. O liO·tivaţie 111.-tui'ti.it. a 11eea-te4. atil'ltaţii o C4nst.itu-i.e t'ap-tul 

c& dur,atel• sei•Tieiilor cUfe,ri t •elor u:&i tăţ.i sin>t •ari.abile alaat-o.a:re 

i ,nclepeadentce, iar- ffrw.dul e-ate· 1,nd.ep,ead,an,t d-e flwrul <le intl"a..••• 

Ou acea,at4 ob,servaţle, deo,aree,e .,.t_ax { j) i- Yr < t ~ , 
r•l 

t ) o,· rHulţ,& ~, a&i!lp~ti.c, nwrul dea ieş.ire i vtl t E"[.O, -) &e 

ooaportl Cil un procea Poi&aon de p.ar,a.-♦tl"\l A • 
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3.7. Timpul de aşteptare. 

Durata aşteptării în şirul de aşt~ptare sau in sistemul 

de aşteptare este, evident, dependentă de tipul disciplinei serviciului. 

a) Modelul M/M/s/"""3/'FIFO 

Demonstraţi sa 

Propozitia V.3.16. In ipot1tza (El3), 

Daoă î > o, 

Dar, pentru J ~ a, 

( 

O, pentru '1"15- O 

f
B 

9
-a)" (1- /• 

l-po sl(i-f*J 

tru r>O. 

)~ pen-

a■bii msmbri ai acestei egalităţi expri ■ind probabilitatea oa la ■o■en

tul ~+ t, sistemul de serviciu să !ie complet ocupat. 

Atunci, ţinind s~ama de propoziţia V.}. 

- j-s r 
P(wt ~ "J ) • ~ P(xt•.1) ~ e-./"S'Z" S/';f) 

J•s r-o 

Dar in ipoteza (ES), i1m P(xt•j)•pj ,1 deci, 

s -11■ P(wt 4:~)-p
0
e-./' 8

~ ~I 2._ (.f'")J-a~ &ţja)r l' r. 
t~ J•s . ~ 
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Deeonstraţie1 

2?6 

Corolar. Pentru sal, 

lim P(wt < ~ ) • 
t..:..o 

} O, pentru ~ ~ O 

L 1- f e- /4 (l- f )~pentru 

fţopozttia V, 3, 15, In ipoteza (ES), 

ll( "t )' 

De aici, 

7>0· 

l 

Obş,ervatie • . In g.enşral, ti.mpul virtu,al do aştept.are în 

tir, "t nu repr.Bint·A timpul real pe care- o unit·at-e t'reooie să-l pe

·treacsl tn şirul de qte,ptare, p,în'll în 11<>10entul în~ep8Pii s,e,rvieiului 

provri\l, Un e.xMplu concl1tdeut, î.n ae,e,st s,ena, îl con,stttuie- mode.leJ.e 

ou timp ae serviciu constant şi egal cu 1.ntervalu1 

de timp di.nt·re eoairi. Evid.e.nt, i,n ac.es,t eaz durata aşt.ap1;.llPii, în şir, 

a oric!lre-1 wrl.t;lţi ea,te wi aultiplu al ,tt,urat.e.i s,erviciului, pe cîad 

durata 1.iapul•w. Tirtual de aşteptare, at!1St1:tatJ1 de la un 111G11ent t ar

bitrar, poate lua şi valori dif&ri~e ~e IDUl~iplii durat~~ sePYicuului. 

Totuşi, în caaul 11od-el.elor stl.ldiat'e în a-e>etat c-api tol, ti~p,ul Yir,t.ual 

de aşteptare, are o repartiţie foarte aprQ.pia-M. de cea a ti,11p.ului ac

tual de aşteptare. Acest !ap,t se da.tol'eazll p-i'<:>~riet.itţU ape-dale de 
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care se bucurA repartlţia exponenţialA, exp~imatll în propoziţia V,2,5, 

Mai precis, repartiţia timpului scurs între momentul arbitrar t şi mo

mentul primei sosiri ulterioare, este aceeaşi cu repartiţia timpului 

trecut intre momentele celor douA sosiri consecutive care-l incadreazl 

pe t. 

· In a!ara acestor considerente, pentru modelele ou disci

plina FIFO,wt are şi o alta. semnificaţie importantl - este lungimea in

tervalului de timp, mllsurat ~e la mom&ntul t, necesar pentru creerea 

unui loc liber în sistemul de serviciu, 

b) Modelul M/11/1/.-- /LIFO 

Propoziţia V,3,16, Pentru orice t ?, O. 

Demonstraţia foloseşte concluziile următoarelor doul le■e. 

Lema V,3,2, Fie u,T, douA variabile aleatoare innependente 

repartizate exponenţial cu parametrii J , respectiv/ • Atunci, 

dacii. Z•U-T, 

(V. }.18.) 

Demonstraţie a 

P(z < t) • 
, dacii. t .ţ O 

,.\ t 
, dacii. t > O. 

Fie tu,tv• densitAţile de repartiţie ale lui uşi v. 

P(z < t) • f J 
x-y< t 

Dacii. t ~ o, 
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Da.cA. t > 6, 

y+t -)x l -)t 
P(a<t) • J <r•-rY f J e dx)dy • 1 - r:qr • 

L11■ a V.~- 3, Ph a1 , ... , •• Tari abile ale·atoare lndepen

dea.te, idientic rep■rtlute, u.r■t.nd repartiţia datl de (V. ,.16.), Atunci 1 

De■o·natrat;i•, 

tata■ , 

(Y. ,.20.) 

l"h t ~ O, De■one,trla, 'prin inducţie rehtiT la Ir., egali-

P(zl < t, ... ,.1+ ... ♦ -k-l < t,•1•···••x ~ t) • 

• ( l )k 9 - ..\t ţ.! ■k( f >' ( J. t)lc-J-1 
I+·f .f.:o J r♦Ţ 

l (k-1) I , pentru J·•O 

k-1 
~• , pen-tru J•l 

Int-r-ade·vAr, pentru k•l , 'P(a1 ~ t) • rty .-A t 9-i 

· (v.,.19.) • •ete banal verificata. 

O preaupUDe■ adevtr■tl la pasul k. Putea acrie, 

P(al < t,•••,•1••••+ak< t,•1• • ••••.1c+l ~ t) • 

t • r P(z2 < t-x, . .. ,a2+ •• ,+z.1r,< t-x,z2+ ... +".1t+l~ t-x)t. (.Jc):d:x -~ ~ 

Dar, •l'z2 , • .. ,zk+l aîn-t identic repartizate ti a.tune!, 

ipoteza de inducţie, 1n care t ae înlocuie,şt,e cu t-x ~ o,x ~ (--, t), 

peraite identificarea ulti■·ai in-tegrale cu 1 
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1 .,- ~t ~-1 -~<+).1.) k-j[_Lo (t-xl-.1-1„c .Â+f" )xdx ♦ 
~ (l+f )k+l „ l+ j 

+ 1 ( t-x)k-j-ld.x J 
o 

Integrînd 1r11eoesiY prin plrţi, se obţinea 

şi a~unci 

sau, reordonînd tel'lllenii auaelor duptt. puterile lui A t, 

(V.~.21.) 

unde, 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



280 

Intr-ad,ev'flr, p-mt:ru .ţus·ti:ti-ea:re-a relaţiiio'r (V.3,2'2.), 

obserYI• ell p'fllltru j ~ 2, 

..., ..-.ri.:H.o&, eu i:rşu·ri·ttţ!li prtn iad:..e,ţ,i.e r'elfli• l• j. 

Ou egalit:llţil-.e- (Y.J„21:.)• (Y-.J,.-2'l.}, • fttS't d~ 

(V.}.11).). De &ied., ·p,en-tN· t •-O, -""Ul°", 

t,1 asV•l 1._. ·•'M d •~-t'1J.-. 

Oeaonnraţi• P'PflPO- ••iţ,1-•11 

I,n 'OH\ll & ·Silâ.p,l:inai Idf'O, d,ac,I. ~1;,.,ii'-0, tiap.ul w.,ptu.a,l 

d• ... ţ,e,p'taN- .Nt,pG~ l.• -11041.etl.wl. t.., i-a sf°U'lj:i.t in IIOIIHliD:ftl 1n ~. 

ta al'HI& -NJ.or i-l UAit.&ţ-1 .,n,a" t.a şhul ·de ,aş,t-ep,t,ar-e la ao.1Mn,1;,u,l 

t, 1a ~ .1 4• ~t,ue nu. "'ui ~14- ui.c-i o, alt.A na.:it.at-e„ 

OU al.t-e C\Wint:e-, pe duirata '«t; ,e,et,e ,e,&rVd.tA UDi,t,a,;t-e.a. .

n~ la 11'taţie le, IIOW1,\ll t, ti lle- a.&eaan ... &Î:B:t &U"'litA- t.o41.~,e, Wl,U,A

~il• ear•, eoaiad in &i·st:eaul u .aş~~• ®i;lă t._ .,...a,c. ~ia o

cupaH de o &ltil wd tat• a&ai U to'1. ~pf. 11,ea.sc ~. 

Ph ti, t,2•... IIQ.IND.ţ,ea, .ao,au,U_o,r $.lec,e.a.1 °"' al.e UA1,U,;ţi

lor, u.lterioue llli. t. Mot6a uj • \1, - 1i-j„l , J.-1.2, ••• (~ • t) • 
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DatoritA ipotezelor modelului şi propoziţiei v.2.5., 

ui,u2, ... sînt variabile aleatoare independente urmînd, toate, repar

tiţia exponenţialll cu paraaietru )' • 

-Fie v1 tiapul rezidual al serviciului wiit•Aţii aflate in 

staţie la ■o■entul t şi v2 ,v
3

, ••• durat-ele serviciilor unitlţilor so

site şi ■errtte în intervalul •t• 

Din nou, datori tl ipotezelor şi a propoziţiei V. 2, 5,, 

v1 ,v2 , •.• aînt variabile aleatoare independente, urmînd repartiţia ex

ponenţiali de para.metru r , 

Cu aceste notaţii, 

i 
O, daci Xt•O 

"'1• daell Xt•VO ,1 •ci)).!, O 

v1+ •• ,+v.lt' dael ~•VO fl 

•(l)<' o, ... ,r.(k-l)<O,a(k)~o,lt ~ 2 

Atunci pute■ scriea ..... 
P(•t< 'l) • ~ P(xt•i)P(w.t <71 xt•i)•P(xt•O) + 

1-0 

a-- -

+ [:/<xt•i) f;/<•t<J/xt•i,r.(l)~ o,. •••(k-1)<' o,a(k)~O). 

, P(a(l) < .O, ... ,a(k-l) < O,z(k) ~ O) • 
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Demonstraţiei 

M(wt) • r 7 dP(wt < ~) • (l-pt(O)) -5. ~ o~;~l (r.1r-)k-l • 

I k ~ . ( I+Ţ) 7U) 

(yezi propoziţia V.3.14.) 

Observat;ie: In ipoteza (ES), valoarea asi11-totic!I. a t1.mpu

lui mediu de aştep t are în şir est~ aceeaşi pentru ambele discipline de 

servire studiate aiti. 
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AN.IUE 

A.l. Multi■i convexe in Rn. 

Definitiş. 'e!;; Rn este convexll dacll, oricare ar !1 sub

mulţimea sa finitll 'e'~ 'e · şi siatemul de numere ,Ax' Ax ➔ O, 

X E -e' ' I:: .,\x•l, rezultll ~ ). X~ 'e. 
xf!e' x~1f" x 

Exemple de mulţimi convexe, 

a) segmentul detarminat de x şi .11 Cx,y] • i••.Ax+(l- . .()y I 

Âe[o,1]j , x,y E R8 
• 

b) dreapta xy• {z•• Ălt+(l-J. )y I .A• Rj,x,y ~ rfl,xiy, sau, 

'/. • {z•x+ ).y I ~ e- Rţ ,x,yE ir1, yiO. xy 
o) raza incidentll in x1 ~xy• {z•x+). 71 ~~o\,x,7E: Rn, 

yiO. 

d) hiperpl&i'.\Ull -;(a,< • t x ( aTx• e( j, a (; Rn, aJO, otE; R 

e) snispaţiul incb.is ■llrginit de -Xa,« I .fJ a~ 

-{x(aTx)({)-Cj 
,IJ 

!) semisp.aţiul descb.ia aarginit de 1f.a,tl.. I JJa,c • 

• 1x laTx :> (< )q' J 
g) tronsonul; intersecţia unui nu•llr !init de semispaţii 

închise •. 

h) poliedrul oonvex1 tronsonul ■llrginit. 

Propoziţia A.l,l,. '(f ~ Rn este convexll dacll şi numai 

dac&, oricare ar fi x,y € ~ , atunci C x,y l s;- ~. 

fropoziyi9 A,1.2. Dac& i ~ ~•l este o fuilie de mul-

ţimi convexe, atunci (\ ~ este convexA. ••I 
fropoz1tia A.1.3. Dac& <.f I lfl ~ R0 este o aplicaţie 

~ este convexa, atunci «f('(f) este convexll. 
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Definiţ;ie. Dimensiunea lui 'e (dim. 't? ) este di ensiu

nea celei mai mici variata.ţi liniare li"" care conţine pe 'e • Prin 

ir.t. ~ , fr. 'f' vom desemna interiorul, respectiv, frontiera lui~ 

defini te relativ la topologia indusA în .,_,.- • 

Propodtia A..l.~. Dac·A ~ est,e conveXill. atunci int. ~ 

este convexll. 

Observatie. Deoarece orice varietate liniarii V a lui H
0 

este translatata unui subspaţiu liniar, putem considera, în cazul 

'&' ~ R0
, dim. 'e •r < n, cil "(;' ~ Rr. 

Definiţie. Acoperirea c_onved a lui "e ( (~) este inter

secţia tuturor mulţimilor convexe care conţin p~ ~ 

Definitie. Acoperirea conv&~ închisa a 1111 ~ ( [ €]) 

este inte-rsecţia tuturor mulţimilor convexe înc'l1is,e care conţin pe "c::'. 
Propozitia A. l. 5. [ '6'] ş.i [ 'lf'J sînt mulţimi convexe. 

fro.pozitia A.~l,b. [~) coincide ~u închiderea lui ['6] · 

Propozitia A, l. 2· [t;'] • {x G R0 I existA x1 , ••• ,xn+i: 'l;f', 

) 1 ,. •., A n+l ~ O, ~ ,Â 1-1, as-ttel ca x • ~ )- i xi 
i•l W 

De11onstraţie1 

a)[-e]-{K E all I existll ~XC e 'l~xl<~ şi 

1..<aţ ac 'ex C R, ). a >,. o, 

A a i a 

Egalitatea se demonstrea-za pri-n dubla inclu-zi.une. 

b) l'ie X~ ('d'Jşi 
k 

X• f.i Âi ai 

l k a , ... ,a4t'(;', h•···,Âk ~o . 

Presupunem k > n+l (în eaz. contrar, propoziţia est.a ve

rlficată). Atunci / ai j i s l, •.• ,k eint liniar dependenţi. Exista d.eci, 

o/'1·• • • ·, o( k f; R, ~ c:(i ; o, pentru care: 
i•l 
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(A,1.1.) 

Uegînd 

şi deci, (.A..1.1,) d• o rep1"6zentare a lui x ca o c0G-biaaţ,ie liniarii. 

convexll a cel mult k-1 elemente din ~ • Proeeeul e~ntinull pinll cînd 

nuallrul elemen-elor reprez·ent'llr:U d-evine cel mult n+l. 

Propoaiţia A,l-,8. .Pie f1 '(f - R liniarll, Atunci f eet'e 

continui şi existll a c Rn, ~, astfel c•a f(x)•e"' 

Demonstraţie, 

compactll. 

Demonstraţiei 

l n ..n i Fie e , ••• ,e vector-ii unitari din H. Notllm '½_•f(e ), 

Atunoi, pentru oric,e x tt; Rn, x 

J'ie x0
~ 'r:" • 

I f(x)-f(x0 )J, 

o n 
• li x-x fi • Z: a1 i•l 

De aici continuitatea lui f. 

X e1 ai d.eci1 i „ 

eax. 
i 

frgpozitia A.,l,9,. Daci '(!' ee·te co11p-actA, atu.noi ["'Jest-e 

Fie 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



286 

Brldent, !:f n e s te poliedru convex, deci mulţim,e compactă 

şi eonve,xă. Fle: 

nuă1 

f I 

n+l ori 

n 1 n+l - -1 -n+l)tl n+l l i n+l T i f/t. 
f(s,x , ... ,x )-f(s,x, .. .. ,x-- fi -B L ..-t1X - Z::- ..., ix ('1 ,w i 0 l 

n+l -1 l n+l - -1 -n+l 
• (l+ Lh x li) d(s,x , •.• ,x )-{s,x , ••• ,x )H 

1-1 

In ooncl1uie, .[-e'J est,e im•~in-ea c0111,p,!l'Ct1:1-lu·i 'rx~x ••• x'e 

prin funcţia continuă f. 

l k n 1 k1 Corol,ş.f. Da-c,!l a , ... , a ~ R , a.tWlci La , ... , a e..ste 

compact!!., ·conveu. 

1,Ua A.1.10. D&O>ă Y,7 .e-st,e n-evid!I., C60V>8xl1 ş,1 1n
o 

chia!l şi O - ~ atunci ex.ist<!!. ajO, oe( > O, a,s,t-fe.l în-0-ît ~C .j;:to< 
Demona-traţie1 

.1!11 e. ~ (O, r) • 1 x fir It1 I U x 1-1 , .l' j cu E sufi ei. eu t d.e 

mare, astfel ca: 

't;'~o,r).Jfl 

Dar ~ /), ~ ( O „r) e,s,t e com.p.a,c,t,11, ~n,va.x-!l, ş.i <iec.1 , a-

plicaţia li• fi îşi atinge 0ini11.u.l înt.r-w:i pw1,Gt x0 I 
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li x
0
·11 

o 
,_O<llxllt:, r 

Atunci, pentru oric·e x ~-,:-, tl x li ~ /f x
0 li 

o T o 2 
Detinind a•x , rezult-A a x ~ I :x n 

Intr -adevllr, pentru A ~ (O, l), ). x+(l- J )-x.0 t!!7r şi deci, 
Uir+(t-A)ir•n•,- "rt" 

).fix r, 2 + A llx0 li 2+ 2(1-). )(x0 )'Px ~2 tlx0 n 2 

Pentru 

Luînd 

.Â ... o. resultl1 (x0 lx ~ ,, x0 n 2 

ll x0 11 2 
t'J( • - z- -rez1a1lt'!l propo,Z'iţia. 

P:ropoziUa A,2.11. (Te0r&11a d-e s-e.p-araţ.ie striota.). l!'i-e 

~, ~ 2 convexe, dis-Jun-«te, YJ'1 ooepaetl1, "f/ 2 incb-is•IJ.. Atunci 

sxistl un hiperplan 

Demonstraţie 1 

~ 1- ~ 2 • { z•x-y Isc 'ti·•" Ei: ~ 2 t e•s 1te ii:re·bis'll şi~;~;v,nJl. 
De asemeni O ,C~- .,-2 ( ~l r,'r:'2-- ). Exist•l1, deoi a,.to;v-aat.f-el ca 

aTz > f oricare ar Ci z ~ ~ 1- -e2 • A,t -u,n,ei 1 

Luind 'l' 
e( • sup. a y + ;11/2 < ~ , rezultil1 

YE~ 

>o(> aTy , orie-ar• ar M x E: ~l'y € ',e' 
2 

Ai deci hiperplanul ..,, · .. "a,c se.p.arl. &trict p,e 't' 1 de '"e 
2

• 

fropoziUa, A..l.12. ;ne 'e G"ODY'HI., nevi.dl, o~'(° • 

.A.tunci existll. ~O astfel oa ~t; fi) 
8 

o • 
• 

De111oostraţie1 

Pentru fiecare x € "'t', fie 

i l k 1 le 
Or eare ar !1 x , ••• •• , Y:- , ( x , ••• , x ] e,s.t• com.pact-11., 

convex.I, neconţinînd origine•• IEd.eW d.84-i j,'O cu rx > O, pentru 

toţi x Ei(x
1

, •.• ,,I-] . Luîad a.a'j -L re-z>.ut-A aTx > O, pentru 
li y • • 

l k 
-tQ_ţ i _x_E_J:.x l ! , , 1 X 1 
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Deei, a 6 n ~x , adlc'll fa1111lia d e Înc·hise ~ 'f:' X f X ce 

ial i 

din eompa-etul { y ( li y H • 1} are proprietate-a interssireţiei fi n it·e. 

De aici, 

(\ ',:'_?'16, exis t>ll deci, aE ~x•xElf' cu ~O ( 11a11•l ), 
x~l(f , 

·r ..-cu alte e11vint-e·, a x ~ O,, pent-ru t•oţi x Eu • 

Pr.opoz.iUa A~l.,U ... ('1',e,or&a1a d"e s•e:paT'llţie n,e,stri•c.t-ll). 

Fie ~l' Yf' 2 convexe, eu int. ( 'e1 ll '(;' 2 )-~ • Atunci &xiati!l 

a QR
11

, ~O, astfel i rreît aTx ~ aTy, p·en-t·ru oric·e x E ~l ş·i yE t'"'
2

• 

Dea0t1atraţie1 

int. ( t\- 'e 2 ) e•stie eo.nved 1f1 O,_ int. ( 'lf' 1 - 't'2-> • 
J.tu,nd exia,t -11 a/O, ast,fe,l în,e,it lont. ( 'e1 - ~2') ~ ci)a,O • R,e,zul,t,A 

de aici ea 'e 1 - 'f'2 ~ J)a„o· 
D&ei arz~p,et1tru orice z ff '7,:'

1
- ~

2
., adi{:•ll aTx ;,. ,aTy, 

p-entru o.rie•e x (; 'e1 ş.i Y E: ~ 2 • 

Pr.opo.z.itia A„l,1/+. (Pri1111t11 t-eoTeell d-e int;.e-p,seeţ,ie}. Fie 

~ , • • • , "(!' k c.on ir-.e , com p18iC t -e , a-Btf-eil c,a 4 

Deaon,straţ,i e 1 

k 
K • LJ ~ 1 e,s·t-e c-onv'8H 

i•l 

k 
Atun~i , r\ 

1- 1 

Prin i !idu~ţi,e re,l.a,t.1 v l .a k. 

k•2, l::"1 , -,e -;f'i>, e,onve1JEB, e.oe,pa e te. şi ',el Uie' 
2 

co.n

vull. Prin absurd adait- c-A 'e 
1 

,1 -,e 
2

~ • Exist.ă, a.t.un.c.i un 

hiperplan 'N care s.epară s.t.ri.c.t, p.e '># şi '!.a 
#... a,c( \e l r_., 2.; 
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lie x E '-e 1 şi ;re 'ff' 2 • Atunc,i C x,y]c '1!i V ~ 2 , Oum 

f(z)•aT21 este continui, r( ( x,yl) este co'IDpaet!l şi C'O!lţine, dtt'Ci, pe 

(f(x), f(;r)J 

Resultll existenţa unui zc ~l V 'ţ'2 ou t{z)• o( , De 

aici aau ZE 'r:: 1 , aau z c ~ 2 , eontra'T'eni.nd lui (A.1.2,), 

Presupunem propooiţia adevlratll pentru e·el mult lt 11,ulţ,imi. 
lt 

lie ~ l',.,, ~ lt+l aatis!Aetnd ipo-tnele. Not'llll 'fi' • r\ ):;' i' 
1-1 

e,~ este coap~ctll şi c-onTexll, Prin absurd, ~(l~lt+l•fl, 

Exiatl un nip·erplan 1( a,o< eare sepa:rl st•t1i-et p,e "I;' 

de 't: lt+l' 

ulti■ul ter■en al acestor 9{11&litllţi fiind, e-vident, ■ulţ,111-e convexA, 

(.l.1.4,) 

Intr-adevAr, în caz con.trar, fi • 

oeea ce ar i■plica una din &lternati~ele1 

Ic 
(1) (\ 'l:".1 • fi 

.1-1 

(11) 

j,'i 

k 

< n -e .1 > n ~ •• 1 -
j•l 
j,'i 

k 
c 111 > < 0 r: .1 > n -e • ~ _ ~ 

j•l 
j,1'1 
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toate trei fiind interzise de ipotezele propoziţi&i. 

(A,l.J.),(.A,1.4.) şi ipotua de ind.uei}·ie i111plieA1 

adi-ol, ~ /) 1( •·,« I ff, a·ontrasietnd propri-eta,t,ea de sep-araţie str-i etfl 

• hiperplanului ~a,,fl( 

Propozitia A.-1 .• 15,. (A doua t,eoreel. de int-ers~ţie). Fi e 

½, .... , 'e1t conve~• şi tnehis• ti 'e convert, a•tfel cai 

lt 
Atuoci, 6' f'1 ( ("\ 'e' i) I (IJ • 

i•l 

De■onatraţ,ie 1 

li: 
J){l( ('\ 

i•l 

Ă jJj I" (conţin.e pe x1}, i•l, ••• ,11. 

j.,',i 

Oonfo:ra propoziţie,! l)<rec.-edant•• 

~ 1 )1 fi fi eu a-tît IU.i ault 
k -en < 11 ·~\>, .~. 

i•l 

in '(;' . 

adi.o.l 
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De!initio. x este punct extr~ al mulţimii convexe -e 
l 2 ...o f l li - txl,-2] ,-.1xl, -.1x2 • dacll nu exista. x ,x ~ 1o , ast • ce ""' ... xr ,., 

Nota.■ cu ext. 't' mulţi■·ea pl:UlCtelor extreu ale lui '-e • 

( profilul lui '(' ) • 

Propo:r.ţti.a 4.l.lfi. Dacii. tf ut•e o trane!or■-are afinii a 

lui Rn tn ~ atunci ext. ' - ~ . ( e) ~ tf(e-xt. ~ ). 

Propozitia A,J..lZ• Daell 9( eat·e o ra.zll inctd·ent-11 tn x,y 
x, atunci x este singurul punct extr-e11 al ei. 

Fropoeit.ia 4,l.J.8. 

ext. [ 1 2 J l 2 
X ,x J •1 X ,x f t 

I)eti.qith, P'h ~ convexll. 

sprijin la Yf dacll \': (? ~ .... ii fa ş-1 ia!. 
.. , xe·ţt 

~ 
Definiti,e. iie\,ffon•e-Jdl. 8-e nu■•eşte h ·1;'!l d·e ordin 

n-r(r ~ z,o ~ r S n) a lui ~ o au-lMlulţi.,. nevidll ~ ou propd.et-at•a 

cil exiatl r hiperpla.ne de epl"ijin la YP , }!!_ j , j•l, ••• ,r, li
a • -< j r 

niar independente, astfel ca -F° • ~ (l ( n 1{
8
J .J ) • 

j•l ' ""J 

X (â ext. ',::' 

De■onatraţie1 

O faţl de ordin o se nu.e,•t'8 vîrt al lui ',:' • 

O !aţi de ordin l a.e nuaeş•t•e au ahie a lu.i ~ 

Pr9pozit111 411.19. Dac& x ut-e vîr! al lui '(: atunci 

Presupune■ JC - ezt. ~ . En st-A, de-c.i x1 , x21: ~ , x1,I 

ii x
2 şi Â G-(0,l) aattel înctt x• Ax1+(1- -' )x2 . 

Deoarece 1(, j sint hiperpla.o-e d~ sj;>rij,in la 'e , 
a • o(' J 

pute■ presupune (aJl'( ~ c( .-,,J•l, ••• ,n, ~ntru orice y E 'tf". 1n par

ticular, 
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De aiei şi din in~ali t1lţ1le p•reeed.1tnte, 

(aj)Txi. o( j' j•l, ••• ,n, 1•1,2, 

or , &istnul (aj)Tll • ,,( j•j•l, ••• ,n a-re aol1rţie uniell. 

2 
- lt • 

Pr9por.iţ1,a A, 1„20. He 

plan dae sprijin la ~ • AtWlo.i ext. 

Dnonatnţie, 

e- conv9'd fli 'P(.. •~o( un hive-r

~(Ţ"f(,_ a,,( ~ 1mt. 11' • 

Brlat'A, deci x1 ,x2 ,;-e ,x?·; x2 ş,i ÂE (0-,1) a,s't•!'el c,a. 

x• .A x1+(1- A )x2 • 

Pre-su.punea •"1 ~ o( , oriO'H"e u- . fi ~ 4; -, • J)eQoare,e,e 

o( • aTlt • ,A aTxl+{l- A )-e;T~2 • 

T l T· 2 1 2 ..&J>s,W-, Dec.i, a x • ·11: x • o( , ,adt.c& :z „z t: ·ri. ~. '"'a~.,( eoa-~i-

ciD4 p-reaupwie-• •au~ lui x. 

Pro:P:O,ziţi.& A..1„21. (T<eo.NMIIB M.perp.laaului de epl'i.J,i,n). 

Dac& ~ Ht-e neYid'A, con,v~A, incMelJ: ,şi. d~i1i4 iD!·en.OT {.aup.M'ior), 

atunci ext. 'r!' I- ~ ,1 orice Mpe:rplan d• spriji.,n la ~ oo~JM- . .c,e,l 

puţin UA pwiot ext.i-ea al lAti 't' . 
De,lon1J-t.raţ i • 1 

P indu U • r -" Y J. .r • li • . ~ 

r-1~• ele !or11a tat,-} 1Ji COll<ll-lHiile s,iAt •~• 

heev.punM ad.e'Y'l.rata pPopos.iţi• ~nc.ru ol:'1.-ce aw.ţ.i„ d-e 

diaenai\aae 1Hl 11u.1' r. l'ie ~ ecu di11 .. ',:" .. r+-1 şi ~ &,e( ·.lJl ai

perpla.D de aprij-in la ~ • (i:rlstA &MN<nM bJ..~rpl-1111-e, de. -eJUNap.l.u 

(eilx • 111. 1 , °" f,( 1 • i.11!. <•i)Tz-•141. (.-1)1x,i•l., •.• ,n) 
X(i'(!' z4'1' 

.... ,_ ~ .., 
Atunci ~ v () ~~o( ea,w a•Yid.a, OOAireJil.., ~-

niU. inferior, cu di.a. ~ -r. biata, eo-&!-o.Na il)O't-e,z.&! d-e i,nd,u.c.ţ.ie, 
x C' ext. '(f" 

I 
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Prin absurd presupune■ c!l x • ext. e . Fie x
1 

,x
2

E"" ',:f' , 
l 2 l 1 • 2 

X ~X ' ÂE;(O,l) astrel ca X• .,\ X +(1- ,'\ )x • Dar1 

( A. 1. 5.) aTxl ~°' , aTx2 ~ ro< şi deci 

(A.1.6.) o( • aTx • .A aTx1+(l- ..), )aTx2 ~ c( 

Din (A.1.5.) şi (J..1.6.) ruultll1 

aTxl-aTx2• c( 

adie! x1 ,x2 E ;J(_a,a< sau x1 ,x2~ '1f' 
1 

contrasicud X fF ext.~ 
1 

Deci x '- erl. ~ 

Propod)ia 4.1.22. Dad 'e e1tte nevid:A 91 conTHll, 

atunci pentru fiecare x ~ tr. e eJd.eta un biperphn de aprij-in la ~ 

care conţine pe x. 

De111onstraţie1 

Rezultl i■ediat din . propoziţia A.l.13. luînd "e1• ~. 

'e2•. {X~ ' c( • aTx • 

Propozi\ia Â.l.23. .lie .,-c Rn un tronson conNx. A

tunci ext. -,-- eate ■ulţi■ea pun-ctelor lu cr- care aînt interaee-ţU

le a cite n hiperplane trontierll liniar independente. 

~-■onetraţie1 

.Fie 

liniar independenţi, atunci x eete vîrt al lui ~ şi d•oi pu.n-ct 

extre■• 

incit, 

Reciproc, fie x L ext.~ şi J ..-,1 t.-l as .. 'el 
"- -;;/1 - \ ' ••• , .. , ..... 

(a1 )Tx• -(
1
,16J 

(a
1
lx ~ ,:,(. 1'1 E {.1, ••• ,kţ '\ J 

NotA■ AJ • ((a
1

)T)i E J şi A:
8 

coloana a s-a a lui AJ. 

A: 8 , a•l, ••• ,n aint liniar independente. Altfel, existA 
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poate deteraina E ~ O astfel ce x :t E b ~ De aici., x • 

• ½ (x+ ~ b) + ½<x- 8 b) şi deci x fi ext. ~ • 

In concluzie, I J I ~ n :,1 erlatll n hip·erplane f.rorrti-

erl liniar ind·ep'flldent,e p-e car• n aflll x. 

fropo~iti@ A,l,24. lie ~ a-evidl., cenvu.!l şi 0011p1l-c t a . 

AtW1ci 'e • [ ext.!" J 

Deaonstraţie1 

'r:;a.[ext. "lt"J d-eoar&e-e ~ este conv8'XA ş1 în-chisil. 

Prin ab-su.rd, presupun-em inclu,ziunea invereA .falet.. Atunc i 

o o~ -exiatl x c 't' , x • L ext. (:'] • In a-eest c.a.z, exist.A 

aeparl atrict pe x0 de Lext.~J 

aTx<I> <o(< aTx, x € (. ut. 'ff'] 

O. aici, 

'l' 
;ţ • ain. a x 

I x~-e 
T Or, ax• 

Exiatl dec! :, € ext. 'g' 

/! defineşte un hiper.plan d,e sprijin la ~ • 

astfel c·a a'l/y • ;J , c ... ea c-e contra.zic-e lan-

ţul de ine1ali tl,ţi de• ••1 sus. 

fropoz,ith A,,l.,25, D·ad 'I:' e,ste comp,a-ct!l ş,i 1-ex t ,'f'( <""' 

atunci 'rf' • [ ext. 'rl 
Demonstraţiei 

Tinîad a-ea111.a de pr ... ced.enta aste eu.f i cient să &6111on.strAm 

egalitatea 1 

[.ut. ~1 - L~1 
JJ eGarece lHt. 't'1 e.at.e co 111 pa.c t, Lext. rJ ~~~] 

Incluziun,ea invers!l e-ete trivialii, prin de.fiaiţi a oelor do-wi lic.G,pe.riri , 

Coro,l.ar. Oael ~ e.st-e p-0,liedru c.ouveJt~ atun.c.1. "6? -[eJe ţ./f"] 

PropozHi! A.1,26, Daeă (;' este con v-e xă, î n.c.his.!1 şi 

x
1 

,x
2 

€ -e atunci pentru orice y ~ u, 9{ 1 c;; -e d..ac.1 ş i nuwai d.acA 
X y 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



295 

Demonstraţiei 

Presupunem 

Fie />,,O şi .,.(,(0,1). Atunci x1
+ { y~~ şi deoarece 

este convexa., rezultll cil Â (x1 + +y) + p- .A )x
2 t."e • Sau, 

x2 + f 1 + .A (xl-x2) ~'-r 
Dar, deoarece 'f? este incb.iell, pentru J - O, rezultl, 

x2 
+ ,,. y & --e şi deci ~ 2 c: ~ • 

/ X 1-

0baervatie • .llulţhea cc e • ~ 1 I~ X1 ~~t ut-e lnd·epen-

dentll de x E~, 

Atunci a 

Demonstraţie, 

Definit+•• oe e se numeşte conul oaracteriatio al lui '-,f'. 
l[ 

Prop-0zitia A,1,27, Fie tronsonul q- • /î el) J 
J•l a • .ţ j 

Fie y ~ cc~ • Atunci• pentru orice x e 9'""şi .A >.,... O, 

X♦ ). y E-~ • 

Deci, (aJ)Tx + ).. (aJ)Ty ~ o( j' oricare ar ti A~ o, 

J•l,, •• ,k, 

auticient de 

mare, inegalitatea precedentll ar fi contrazisa. Deci (aJ)Ty ~ O, 
k 

j•l •.,, ,k adicll Hâ n [i) j 
j•l a ,O 

Propozitia A,l,28, e convexll şi închisa &ste nemargi

nitll dacll şi numai daoll conţine o raz!, 

Demonstraţie 1 

o 
Fie x '° '(' şi pentru fiecare A ~ o, notdm, 

!f(~0 
• .).)-~x/llx-x0 h ••tf 

Deoarece '(;' este nemllrgini ta, rezulta cil, pentru fie

care J.> o, 
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~ • ,'-:f(x0
, Â )()'f' 1'f<' • 

Pie tJ. 1 ~ -::f (o, l), defini t!l prin, 

x-x0 

· x-
( 91 ). Olar, ~ este inchi ell şi nevidll, orice.re 

.A> o. 
.P'ie acu■ ).<.A

I şi y'ţ; ~• 
Q x•-i0 

, Exist'll x•~ ~• cu 7' • --xr-
Dar, deo,arece 'e este convexll, tx0 ,x•]~"e şi de-0,i1 

). o ..,e, 
+ (l- x,-)x ~ r;. , 

x-x0 

şi CI y' • r-
Obeervînd cil \\x-x0 1 • 

deduc-em c'4 ~• <;C3'j" • 

Atwici, datorita compacit4ţii lui </(O,l), /1 %_ 1' ~ .A,.., 
. .Fie 7 un element dia a<:eaetl inters.ec~ie. liezul t ·I ,fJ< 0 C ~ 

X 3 

Cealaltl implicaţie a propoziţiei e·ete batlal4, 

Eropozit,h A, 1.29, Dacll ~ este convexA ş,1 închid, 

atunci cc ~ 1' i Of dacll şi uu■•ai dacll 'e este nem"ll.rgj.nit41. 

Propozitla 4,l,30, Daci 't? este convexă şi închie.!1 

fi nu conţir3 drepte, atunci 'tf' • [. e~] + oe 'rf' 
Dnonatraţie1 

Prin inducţie relativ lan• dim, t:"" . 
Pentru n•l, adevl1rul propo,ziţiei este evid-ent, 

Presupunem adevllrat4 propoz,iţia pentru orie~ mulţime ou 

dimensiunea cel ault n, rie ~ cu dim, ~ • n+l şi x E: Y:P' • Da.câ 

este ■lrginitll, atunci, concluzia re~ultll din propoziţiile A,l,22, şi 

A,l.27, 

Altfel, !ie t 4lr cc~ , t,'o. Deoa-rec~ 'fi=' nu co.nţine 

drepte, 

llai 11111t, 'rf' fiind închiell, y' ... x - .A 
0

t G fr. '-e 

Fie '-J(_ hiperplan de sprijin la ',:' conţinînd pe y' , 
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şi ~ / - '!'/1 ")l 
Deoarece dim. 'rf 1 • n şi ~ 1 satisface ipote i.ele propozi-

ţiei, rezult!I. cA 1 

y' • a+u, 
-- I 

c~ s ~ t. ext.'li' ] 

__ , 
, u 6 cc (j 

De aici, 

X•&♦U♦ Â O b 

I 
Or , ext. ~ c;; -ext.~ şi deci z E C e'it:-~ J şi notînd 

y•u+ J. 0 t, rezult!I. y € oo"e 

Corolar. Dacii. ~ este un tronson convex mărginit in!e-

rior (superior) atunci -:,- • L ext,Y-J + cccr- cu cc~,' {of dacă şi 

numai dacii. -=r-eate nem!l.rginit. 

Demonstraţiei 

Intr-adev!l.r, in acest caz, deoarece I ext. 1«-, [!xt. ~-

In plua, dacii. ~ este m!l.rginit inferior, nu con~ine 

drepte. 

Propozitia A.l.}l. (Teorema de punct !ix a lui Brouwer). 

ţie ~ nevidA, convex!!. şi compact!!. in Rn şi t-f 1 ~-~ cont..i..:iull, 

.A.tunci existA i E' ~ , astfel ca i • '-f (i) . 
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A,?, Lwlturi Markoy 

Fie ( ..A., J( , P) un oî111p de probabilitah, 'PC: R şi 

\~l t ~ T 

I • ţ O,l, •• ,J 
o fa111ilie de variabile aleat-0are cu valoTi în mulţim-a 

(nu■itll ■ulţi.,..a st'IJ.rilc>-.,r). 

Defip.itie {xtţ te T este W1 lanţ Markov, daO'll, ~MltTu 

o·ric,e 1.ntr'eg n ► O şi peutrtt orice t 1 , ••• , tn 4i T, t 1 < t 2 • • • < tn ş. 

11 ,. • • ,in * I, 

P(xt -~ni •~ •ix,k•l, ••• ,n~l) = P(xt •in I xt 
n ~ ·n n~ 

ori de cite ori ■e■brul at,ing al egalităţii &.Jli;iatll. 

Vo• lua 1n ooa,siderare "CH'1'r•il,e T• i O, 1, •• •J ş.i '.P • 

c[o, -o) • 

In prilll\l.,1 c&a şir11l 

M&l'kov ou p•arametru &iseF&t, to e.e'l d,e al d-oi.le,a { xtf tE'L,O, .._) ,s,e 

ft DIHli lanţ lllarkov eu parH.e•t-ru continu11. 

Pentru fi&e&re s, t E T, s• < t, d.Cini• "•atl'ioe-e. d~ tre

cere", 

Propozi\14 A,2.1. 
este ve.ritieat& relaţia CllaP9'11o11-Kol.-g.orov 1 

P(a,t) • P(e, 7 ).P( 'I" ,t) 

fie p(t) • (_p0 (t).,p1(t), ••• ) repartiţia va,riab-ilei 

.Pj(t) • P<zt•j),J ~ I 

frop91ith A,2,2. D&et. a_,t E. T,a < t, atWl.CJ., 

p(t) • P(s,t).p(s) 
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Definiţie Lanţul Markov { x_tj t;4' T · esta omogen (are 

probabilltAţile de trecere otaţionare) dacă P(s,s+t) este independentă 

de e, pentru orice t E r. 
In acest caz notAm ou P(t)-P(s,s+t),s ~ U, matricea de 

trecere dupA timpul t. Prin definiţie P(O) este matricea unitate. 

se scrie: 

(.l.2.1.) 

Pentru un lanţ Markov omogen, relaţia Chapman-Kolmogorov 

P( 8+ t) ~P( S) • P( t) 1 S I t ~ T 

De asemen„ propoziţia 2, devinea 

p( s+t)•P( t) .p( a) 

Pentru un lanţ Marijov cu parametru discret, se poate a

rata că este omogen dacă P( ■ ,m+l) nu depinde de•· 

In cazul T• (O,=), vom folosi notaţiilea 

qi ◄ • lia 
" t ~ o 

t > o 

q11 • lim 
t ➔O 
t;, o 

p ( t) 
~ ,1,J fiâ I,VJ 

p11(t)-l 
t ,i E I 

ori de cite ori aceste limite există. 

A.3. Functiile Bessel modifica~e, de spata I. 

De.finiţie Pentru r întreg, seria de puteri 

r(J+l) r(J+r+l) 

2J+r 

(~) 
) 

se numeşte funcţia Beesel modi!icatA, de speţa I, de ordinul r. 

Propoziţia A.3,1, 

Demonstraţie: 

Presupunem r ~ O 
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2j-r 

""'-> <;) 
J , ( z) -::Z: 

r(j+l) r (.j-r+l) -r j 3r 

sau, pllllÎnd k=j-r, 

0-- 2k+r 

J (z) =L 
(~) 

• Jr(z) 
-r k•O r(k+r+l) r(k+l) 

Propoziţia A,3,2, Pentru r ~l, z(Jr_1(z)-Jr+l(z)) • 

• 2rJ r ( z), I z I ~ 1 • 

Demonstraţie, 

z(J r-l ( z)-Jr+l ( z)•2 [ f 
j•O 

C:,.000 

(~) 
2j+r 

r(j+l) r(J+r) 

Bun de tipar 29 ian. Aplruf ~ tebru.arie 1982 

Thj .593 CoU tipar (Fuc.) l.S 
-------~---------------------------

Tipar eucutat 1ub romanda av. 223 
Tipos,afia Uni .. ~••ltiţ ii 8UC11re,t1 

+ 
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