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PREPATA

Acest curs & fost redactat pe base lectiilor tinute de au-
tor la facultatea de Matemeticlh, fncepind din enul 1974, de cind Cerce-
tdrile operafionale eu fost introduse, ca disciplind obligatorie de
studiu, fatii la sectia de Informeticd, apoi i la sectia de Matematica.

Dupd cum -este gi firesc, intr-un asemenea intervel de timp,
continutul cursului a veriet de la an lasn, mal ales pink la defini-
tivarea unei programe snalitice-cadru, aprobati de M.E.I.

In lucrares de fatd nu eu fost incluse toate problemele care
au fdcut obiectul lectiilor predate in tof{i acegti ani; unele capitole
cua ar fi: programarea parasetricid, programarea stochasticii, teoria sto-
curilor, presente, alternativ, in progremele din unii ani, au fost eli-
einate pentru a permite un studiu mei aprofundat al celor pistrate in
actuale redactare. Aceasta reprezintié o sintezd a materialului predat
in ultimii trei ani universiteri.

Existd unele diferente notabile intre cursul scris gi cel
vorbit.

Pe de 0 parte, lucrarea trateasdi “in extenso" unele probleme
care nu au fost predate, efectiv, f{n unii eni seu, chisr niciodata,
din motive care ¢in, exclusiv de bugetul de timp (convergenta unor al-
goritei, problema trensporturilor, teoria Jocurilor in forms axtins#).
Po de altd parte, lucrarea este lipsitd de comentarii asupra conyinutu-
lui intuitiv gi pregewatic sl nogiunilor definite, sau de cele asupra
interpretirii resultatelor fundamentale demonstrate. Asemenea comentarii,
care ocupi uneori un spatiu destul de amplu in cadrul orelor de curs
gL seminar, eint necesere pentru o bunik intelegere a teoriei matematice
a Cercetirii operagionale, a originii ei gi a importentei implicaetiilor
sale practice,

) De asesensa au fost omise exercitiile gi exsmplificirile,

recowandind cititoriler culegerile de probleme elaborate de colegii
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4
autorului din catedra de Informaticd gi Calculul probabilitdyilor a
Facultuyii de Matematich.

In sistematiszarea naterialuluils-a adoptat, bineingeles,
punctul de vedere al latelatic}anului asupra Cercetdrii operationale;
diferentierea problemelor dupd modelul matematic care le reprezintid.
8-a ajuns, astfel, la o structurare a cursului in trei mari pirti.

Prima gi cea mal smplda parte este consacratd programirii
matematice gi a fost subimparyita fn trei capitole; programarea con-
vexdi, programarea discretd gi programarea dinamicli, Accentul a fost
pus pe partea algoritmicd, urmdirindu-se familiarizarea absolvengilor
Facultigii de matematicd cu ideile majore care atau la baza tehnicilor
numerice utilizate in rezolvarea problemelor de optimizare cu res-
tricgii.

Capitolul dedicat teorieil jocurilor este axat pe ideea in-
vestigidrii logice a confinutului conceptului de optimalitate, in con-
digii din ce in ce mal complexe. Obiectul principal al teoriei Jocuri-
lor fiind definirea gi deteruinarea comportamentului optimal fn situa-
tiile conflictuale aén competitionale, au fost prezentate diferite teo-
retizliri ale acestul concept - cu rezultate consistente privind exis-
tenta gi modalitdtile de determinare - menite sd acopere domenii cit
mai variate ale relatiilor sociale.

Ultima parte a cursului, intitulat "modele ale teoriei ag-
teptdrii* este gi cea mal dificila, reclemind cunogtinge bvemeinice
de teoria probabilitagilor. Introducerea acestui capitol a fost posi-
bildk datoritd existentei unui puternic curs de Teoria probabilitidtilor,
predat in paralel cu cel de Cercetidri operationale.

Tinind seama de dificultidtile specifice acestui domeniu, am
preferat snalisa aprofundatd a unui numidr redus de modele (practic,
unul fn doul variente ale sale), in locul unei treceri in revistd a
unui nuair wai mare de modele reflectind situatii concrete, calitativ
diferite.
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LISTA NOTATIILOR UTILIZATE

submul{imi ale lui R

elemente ale lui R (vectori coloani} xs = compo-
nente de rang J a lui xi)

supraindice, desemnind transpusul
elementul lui R" cu toate componentele agale cu 1
cel de al i-lea vector unitar al lui R

cardinalul lui ©

~ spatiul vectorial al matricelor de ordin mxn

matrice

matricea unitate de ordinul n

oultinmi (de scalari)

complementara lui J, in raport cu o mulf{ime speci-
ficata

element din R (q = |J| ) format din componentele
lui x indexate in J

funct{ii pe R®

gradientul lui f

acoperirea convexd a multimii &

profilul 1lui ¢ (inltinoa punctelor extrsme ale
i ¢ )
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CAPITOLUL I
PROGRAMAREA CONVEXA

§ 1., FORMULAREA PROBLEMEI. SOLUTII.

In accepfiunea curent##, o problemd de programare convex#
cers determinarea maximului (miniwmului) unei func{ii concave (convexe)
pe o submult{ime convexd a spatiului euclidian real. Caracteristicile ge-
nerale ale problemelor programirii matematice impun ca acest domeniu si
fie definit priﬁ egalitdyl sau inegalitd{i liniare, ori, prin condigii
de nenegativitate (nepozitivitate) asupra unor functii concave (convexe)

Modelul tipic al unei asemenea probleme este:

(ce) sup. f£(x) , unde X = {x¢ R"| 83(x) ¢ 04 3=1,2,...,m}
Xe€

f fiind o functie concavd iar &4 functii convexe (j=1,2,...,m) pe R".

Deoarece egalitdtile pot fi echivalente cu perechi de ine-
galitdti prin transform#ri algebrice elementare, enuntul (CG) nu poate
£1 socotit restrictiv pentru clasa de probleme mal sus mentionati.

Definitia I.1.1. x eX se numegte solutie posibild a problemei de

programare matematic#d convexd (CG).
Propozitia I.1l.1. Multimea solutiilor posibile ale proble-
mei (C@), X este convexi (daci nu este vidd).

Notfnd ¥ = sup. f(x), atunci:
xeX

Definitia I.1,2. Dacd V< +~o, X¢( ocu proprietatea:
£(%) =V se numegte solutie optimi a problemei de programare convexi
(ca).

Vom nota, in'cele ce urmeazd, cu (7 multimea solutiilor
optime ale problemel.

Propozitia I.1.2. (7 este o mulyime convexi.

Propozitie I.1l.3. Daci V<+o= gi f este strict concavi,

atunci (7' este formatd dintr-un singur punct.
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In formuldrile echivalente ale problemei de programare con-
vexll, in care f este presupusdi convexi (probleme de minim), unicitatea
solutiei optime este implicat#i de ipoteza convexititii stricte.

Exigentele unor demonstratii din acest capitol, iapun re-
formularea problemei de programarse, prin eliminarea restrictiilor ino-
perante. Intr-adeviir, este posibil, ca printre restricyiile problemsi
s existe unele, care ignorate fiind s nu afectese solutiile optime
ale problemei (dacd aceste solutii existd). Ou mentiunea cid procesul

constructiv expus in continuare, nu este utilizat in abordarea numerics

a problemei programirii matematice, demonstrim 6:1-tontu formel reduss
a problemei (CG).
Fie Xl
Se definesc, recursiv, in m pagi, subaulfimile:
J) 2 1) =2 ... 23m) =J’
unde, J(0) = J = {1,2,...,m) , iar J(k) se obtine la pasul k astfel:
a) Dack existd x* ¢ R® astfel incit:

8,(x) € 0, je -1 K , g(X)> 0

implica:
1) > £1(® ,
atunci
J(k) = J(k-1).
b) Dac# oricare ar fi x verificind:
85(x) £ 0, J & J(x-1) Nk}
resulti:
£(x) & 2(x) ,
atunoi 3(k) = J(k-1) \{k)
In final, J' « J(m) are proprietifile:
(I:1:1) Oricare ar fi k € J', existd £ astfel incit,
85(x) € 0, Jc I'\ik}, g () > 0, £(x) > 2(F).
(1.1.2) Oricare ar fi x.sa(x) £ 0, J€ J' , implica £(x) ¢ 7(X).
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/
Notind X «f{x ¢ R pgy(x) <0, Jed'f ,
eate ugor de verificat ci:

sup. f(x) = sup. f£(x)
xe X xeX

Forma redusd a problemei (CG) este, prin definitie, problema
de programare matematick, avind aceleagi solufii optime ca gi problema
originard:

sup. f(x)
xe X’

§ 2. CARACTERIZAREA OPTIMULUI

Publicate la inceputul deceniului al gaselea, lucrdrile lui
H.W. Kuhn gi W.A. Tucker privitoare la conditiile necesare gi suficiente
pentru existenta optimului fn problemele de programare neliniard convexi,
reprezintd, in esentd, contributia cea mai importantd, adusd pind in pre-
zent, la constituirea suportului teoretic general al programirii matema-
tice,

Diferitele variante, cunoscute in momentul de fatd, cautd
sd se adapteze in modul cel mai adecvat tipurilor particulare de proble-
we gi sint punctul de plecare al majoritd{ii algoritmilor specifici e-
laborati.

Subliniem faptul cd suficien{a conditiilor de optim prezen-
tate in cele ce urmeazi nu face apel la proprietidti de convexitate con-
cavitate, fiind deci valabild pentru clase mult mal generale de proble-
me de programare matematici.

Datoritd rolului deosebit fe care i1 joac#d, in multe modele
particulare, restrictiile liniare, le vom evidentia in formularea pro-
blemel.

Fie deci problema programidrii matematice:

(c) ‘sup. f(x) , unde X ={x¢ R? | sJ(x) £ 0 Je Jdg- {1,2.....-1)

xeX
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hy(x) < 0} je .12-:{1.2.....-2}] » by fiind functiile liniare efine:

hy(x) = (ad)Tx - by (ad ¢ B°, by e R).

2.1. Oriterii de optimalitate in absenta diferentiabilitaii
Asociem problemei (C) functia lui Lagrange (lagrangeanul):

L(xju,v) = £(x) - urg(x) - vTh(x) s UE Rll s VE 8‘2

unde:
g(x)= . h(x)= c
s.l(x) ' h.z(x

Teorema I.2.1 X€R” eate. solutie optiuwd a problemei (C)
dacd existd U 20 g1 ¥V » 0, astfel fncit:

(L) L(x3U,¥) ¢ L(X31,¥) ¢ L(Xju,v), oricare ar f4 x € R®,u20,v30

Demonstratie:

Inegalitatea din dreapta se poate scrie:
(1.2.1) (w-DT%E + (v-9E < 0

( Pentru fiqcnro J - 1.2....,01 se poate lua u = U + ed> 0

gi v = v, obinind:
(1.2.2) gd('i) £ 05§ = 1,20000,m;0

Puntnd u = T gt v =7+ ¢ 20, § = 1,2,...,m,y, inegalitates
(I.2.1) implicH:
(1.2.3) hd('x') €04 § = 1,2y0004m,
Din (4) gi (5) rezultd cd xe¢ X « Tot din (3), pentru u = v = O se
ootine gi:

ATg(E) « VIn(T) p 0

ceea ce impreund cu (I.2.2) (I.2.3) gi ou ipotesa U >0, v 0, conduce
la:

UTg(x) + ¥h(x) =0

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



15 »
Atunci inegalitatea stings din (L) se poate scrie:

£1(x) > f(x) - Emg(x) - ¥n(x) , oricare ar fi x ¢ R°.

In particular, dacd xe¢ X , rezultd de aici:

£7(x) > f£(x)
inegalitate care demonstreaz# optimalitatea lui x.
Referindu-se la conditia (L) vom spune ci punctul (Xx;u,v)

este punct-ga al lagrangeanulul asociat problemei (C).

| Teorega 1.2.2. Dac#d gy sint convexe, (J = 1,2....,-1) gi f
este concavid gi dacd:
(1.2.4) existd x°¢X astfel incit g(x°)<¢ O,
atunci, pentru fiecare solutie optimd X a problemei (C) exiatH uyo0
gl V3, 0 astfel fncit conditia (L) s# fie satisfdcuti.

Demonstratie:

Considerium problema in forma redusi asociati:
sup; £(x) , X'~ {x e B 1 8,¢ 0y 30}, bylx) < 04
X€

3 edsl

JiQJl * Jé < J2‘

Dact J! = J8 = @ , atunci f£(X) = sup. f(x) §i condifia
- e x eRD

(L) este satisficutd pentru U = v = O.
Presupunen Jj U J} 4 g .
Fie muliimea:

y ' '
X -{(sJ V\YE Rnl,seﬂ.z,teal exista x¢R%, gy(x) (yy1 Jed
t

hy(x) ¢ 5g3d €35, £(R) - £(x) < &} , w} = [3]], mp = [33]

Datoritd ipotezelor de convexitate-concavitate se po?to.vo-
rifica cu ugurintd cid K este o nulyime convexd (nevidi) din 3'1"2’1 .
Ia plus, deoarece pentru orice x e_)(', £(x) » £(x), rezulta ca O/K .
Atunci conform prOpoziqiei A.1.12 existd un hiperplan ce trece prin
origin?, care lasi pe K de o aceeagl parte a sa, adicH existd p € Rnl.
q ¢ Rmz, rc R, (pT,qT.r) 4 0, astfel incit:
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T T J
(1.2.5) Py+qs ¢+ rt >0, oricare ar 1 (3 |€c K .

Pentru fiecare x € Rn, definim:

74-85(x)1d € J],84°h (x)3] € I3, t=£(X) - £(x) +& ,(€>0).

Olar, (i)(K gi deci:
il

TX L py8y(x) + % Byby(x) + r(£(x) - £(x)) 2 - €r
1

=

B4 de aici, deoarece g este arbitrar pozitiv:

:

(1.2.8) = p.gi(x) + == g (x)> r(f(x) - £(X), oricare ar
WEL J°3 Je I8 33
2 y

1 x.

1.1 /ronurcll ot p,q §1 r sint nenegativi. Intr-adevir,
dacd prin absurd, unul dintre aceyti coeficienyi sr fi negativ, er putea
fi ales un punct din X ocu componenta corespunsiitoare atit de ware
fncit inegalitatea (I.2.5) sd fie contrazisd. ( K ente neamdirginitd su-
perior pe fiecare componentd). '

Mai mult, (qT.r) A O. Intr-adevir, in caz contrar, p # O
gl (I.2.6) devine:

= p.g.(x) > O, oricare ar fi x.
Jedy "3

In particular, aceastd inegalitate ar fi veriticatia gi

de x°. ceea ce ar contrazice flagrant ipotesza (I.2.4).

In sfirgit vom verifica c& r > O. Daci Jé » @ , aceasta
rezulti din afirmatia precedentdi. Pentru casul Jé # @ ragiondm prin re-
ducere la absurd., Dacd r = O (I.2.6) se scrie:

(1.2.7) = Py8y(x) + e q4b4(x) > 0, oricare ar f1 xeR®.
ey J €,

Dar pentru solutia posibili x° este aduviratd gi inegali-

tatea de sens contrar gi deci:
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Caa (o} _— (]
.;ZeT{ py8y(x°) + ﬁ_.J_é ayhy(x) = 0

Cum toyi termenii acestei sume sint nepozitivi, rezulta

cd toti sint nuli. Tinind seama gi de ipoteza (I.2.4), deducem de alci:

p=0
(1.2.8) =" qdhd(xo) -0
J €J}

gi atunci (I.2.7) devine:

(1.2.9) = th;j(‘) > 0, oricare ar fi x.
i€}

-Prin sc#derea egalitatii (I.2.8) din (I.2.9) obyinem:

Z.. qJ(aJ)T(x - x%) > 0 , oricare ar fi x, ceea ce

jJeJ
ca efect: 532.‘; qy \sd) = 0; gi mai departe, din (I.2.8),
2
‘ZJ. qby = O.
J€d;
Deci:
(1.2.10) ;)ZJ:" qdhd(x) = 0, oricare ar fi x g RD,
([
2

Fie acum pentru fiecare J cJa. convexul fnchis:
&y -{xeknlhd(x) < o}
precun gi multimea convexi:
Celx e8] gy(x) ¢ 0y § €3], £(X) - tx) ¢ 0}

Se verificd imediat cd: ¥ gi /\ zf’J sint multimi disjuncte,
e dp

nevide, dar, pentru fiecare J € J2;

eN( Q) 4o

SN IANF)
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Rezultd atunci, in baza celei de a doua teoreme dv intar-
seaotie a multimilor convexe (propozitia A.1.15) ci ¥ nu este congi-

nutd &n  \__/ \fd. Existd deci, xe € ,x¢ \_J fd' adic
Jey, 3y

£(x) > £(x), sJ(x) 0y Jeyy J(x) >0; JeJ)

Ori, aceasta ar implica: - qdhd(x)> 0, venind
J e 3}

in contradictie cu (I.2.10)

Falsitatea ipotezei de absurd fiind astfel dovedity,
notim “J = pd/r 203 Je "1' V- qJ/r 204 3 ¢ J' gi atunci rezulti
din (I.2.6).

(1.2.11) =_ Tgy(x) ¢ o Fyhy(x) » £(x) - £(F) , pentru
Jeyy J jed

orice x .

In particular, pentru x = X ,
%i udsd(x) + %5 vdhd(x) >0

Cum gi inegalitatea contrard este adevirati#, deoarece
€X', in relatia de mal sus putem pune egalitate gi atunci (.2:i1)

se poate transcrie:

(1.2.12) £2(x) - = G.g(x) - =% by(x) € £(%) -
Jeqy 49 jeiyd

- 9.8,(%) - — (%), oricare ar fi
e dq 4 ey i xe R%,

Pe de althd parte, pentru orice u » 0, v » O, rezultid
banal gi inegalitatea:

(1.2.13) - - - - = _
£(x) - ?2—37 uagd(x) - %:é- VJ§J(2) £ £(x) %i“dg-@-

S S e @®
Jed)
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In final definind EJ = 0, pentru j & J\J} 9i ?J = 0
pencru J € J,\J3, concludem din (I.2.12) gi (1.2.13) c# puactul (x3u,v)
aste punct-ga al functiei L. Cu cele dould rezultate demonstrate pina
acum putem formula: ‘

Teorema 1.2.3. Oonditia (L) (existenta punctului-ga al
legrangeanului) este suficientd pentru existenta solujiei optime in
problema de programare convexid (C). Conditia (L) este gi necesard in
ipoteza suplimentard (I.2.4) (ipoteza de regularitate a lui Slater).

Putem remarca cd suficienfa conditiei (L) nu este condi-

tionatid de caracterul de convexitate al problemei.

2.2. Criterii de optimalitate in ipoteza diferentiabiHtayil

Vom presupune in cele ce urmeazd cd f gi 8.1 aint funcgid
diferentiabile.
Lemk . Dacd F este o functie concavd, admitind derivate

partiale de ordinul intii continue, atunci oricarse ar fi xl,x2|

F(xl) - F(xa) < (x1 - xZ)TVF(xa)
Demonstrajie: '
Punctia de variabill reald A , (A ) = P(xt + A xz)
este concavid. Prin urmare, ‘f’( A) = (,;i‘a’)T Vr(xl 0/\12) este descres-

ciitoare fn raport cu A . Pe de altd parte:

l(xl - l‘(xz) - (xl-xz)TVr(xa+ A (xl-xz)), 0¢ Al
(formula cregterilor finite).

Tinind seama de observatia anterioar#, rezultd de aioci:

r(xt) - r(x?) ¢ (x}-x?)T T R(x?)

Teorema I.2.4, Fie problema (0) cu f,gJ € Ol; J €d;.
Dact (Xju,¥),0 3 0, ¥ 3 O, este un punct-ga al lagrangeanului L, atunci

8int satisfdcute conditiile Kuhn-Tucker:
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(1) B @Ew - o (1v) ¥ 9% (55,7 « o
(11) 3o (v) v20
) & @EHso

(1) v (%5, = 0

Demonstratie:

Prin ipotezH:

L(x;u,v) ¢ L(X;u,¥) , pentru orice x € R

ceea ce denotd faptul cd X este punct de maxim al funcfiei L(.;u,v)
pe R®. De aici gl din presupunerea asupra derivabilititii lui L, rezul-
ta (1),

Pe de altd parte, potrivit celel de a doua inegalitayi
(L) punctul (g) este punct de minim al funcyiei L(X3.) pe domeniul

{(:))o} » 91 atunci:

’?af (1T,7) = 0, dach T, > 0 4 J € 9,

O.dacaﬁJ::O; Jeyg,

g

.
~
&
Fl
<4l
N
W

%‘-—(E;E.‘i) = 0, dacl TrJ >0 J€ 7,

é%# (x;4,v) > 0, dach ;J =03 Jed,
J

gl atunci, relatiile (1ii), (iv), (vi) gi (vii) sint satisficute.

Teorema 1.2.5. Pentru problema de programare convex# (0),
ou £, € o'y 3 € J,, conditiile Kuhn-Tucker implica(L) .
Demonstratie: .

L este concavd in argumentul x. Atunci datoritd lemei,
putem aorie: '

LG, - LEHLD < DT & &L -0

egalitatea datorindu-se relatiei (i).x fiind arbitrar, rezultd de mai
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sug tocmal prima perte a conditiei (L).
L este liniard in variabila (3] « Atunci din teorema
oregterilor finite, din (iv) gi (vii):

KEu,v) - KEHED - @ - DT L @39
e -9 L @E,D <" B @D+ " SR ®ED

Tinind seama de (iii) gi (vi) ultimul termen din egali-
tatea precedentd este nenegativ pentru orice u > 0, v ¥ 0, resultind
fn felul acesta gi a doua parte a relatiei (L).

Pentru problema programidrii convexe, putem formula acum
el

Teorema 1.2.6. (Kuhn-Tucker). Fie problema de programare
sonvexs (C) ocu t,sdc 01; Jed; ot (%34,V);x € R?, T € n‘l. Ve n.z.
Batisfacerea condifiilor Kubhn-Tucker este suficientd pentru optimali-
tatea lui X, Dacdf fn pluas, este satisfacutd gi conditia de regularitate
(I.2.4), atunci condiyiile Kuhn-Tucker sint gi necesare pentru optima-
litatea lui X.

Urudtoarele variante ale teoremei Kuhn-Tucker sint simple
consecinje ale acesteia, obfinute prin transorierea conditiilor (i)-
(vii) pentru problemele specificate.

' Teorema I1.2,7. Fie problema (CG) ou r,sd € Olg J=1,2,...m

el ¥ ¢ B®, U € R®, Atunocl condiiile Kuhn-Tucker:

0 2L G@ .o (339 B @D > 0
(39) ©xo (v T BEED -0

(L(x,u) = £(x) - u'g(x))
eint suficiente pentru optimalitatea lui X. In presenta condiiei de

regularitate (I.2.4.) aceste conditii sint gi necesare.

Cda 2e3982 Faso 2
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Teorema 1,2.8. Fie problema de programare convexd cu res-
triotil liniare (inegalititi):

(on) :\épx. £(x), X-{xe R® hJ(x)é 03 3-1,2,....:-)

ou £ ¢ o, concava gi hy functii liniare afine gi XeB”, Ve R,
Atunci condifiile Kuhn-Tucker: '

2 ED -0 2LEwo
¥ 0 ' %% (%,¥) = 0

(L(x,v) = £(x) - v'h(x))

sint condit{ii necesare gi suficiente pentru optimelitatea lui X.
Teorema i.2.9. Fie problema de programare convex# cu

restrictii liniare (egalit#fi ¢+ restrictii de semn):

sup. f(x), )(:{xe Rnlx }0, hd(x) a0y )= 1.2....,nj
Xe

cu f € 01, concavd gi hy funcyii liniare afine gi x €R?, ve R".
Atunci conditiile Kubn-Tucker:

£>0 'i'r-al:('iﬁ)-o
2L (,9)<0 29 -o

(I(x,¥) = £(x) - v'h(x))
sint condi{ii necesare gi suficiente pentru optimalitatea lui X.
Demonstrayle: v
Be poate scrier X ={x & R"| h(x) ¢ 0, -h(x)<0, -x <0}
gl problema este redusid la tipul tratat in teorema precedenti.
Lagrangeanul asociat este:

L'(xyw,2,8) = £(x) - wTh(x) + sTh(x) + t;Tx -

= L(x,w-2) + tTx,
Atunci conform teoremei I.2.8. condiyia necesari gi su-
ficientd pentru existenya unei soluii optime X este existenya unui

triplet (W,%,t) pentru care:
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-gg'(;,;.;,s) -0 ¥20,320, £20

B0 20, B &RLD0, B EHERIDyo0
&7 Qélo_"' &%,5,5)3 - B (77,7, - a—a“; (%3%,5,8) = 0

Cu notatia v = w - 2, aceste relafii se mail scriu:

(1.2.14) —g—% (%,7) + T =0

(1.2.15) w.>20,220,%20

(1.2.16) & (5,730, - BUZ,N 20,550
(1.2.17) = -%lv' (%,%) « % = 0

Clar, releiile (1.2.16) sint echivalente cu:

(1.2.18) % (x,¥) = 0, X0
iar egalitatea (I.2.14) se tranasformd, tinind cont de (I.2.15) in:.
(r.2.199 2 EHso

In sfirgit, tot datoritd dublei inegalitdti din (I.2.16),
(I.2.19) este echivalentd cu: % - 0 gi atunci, iwmpreund cu (I.2.14)

daa: )
(1.2.20) 22 ED -0

Relatiile (I.2.18), (I.2.19), (I.2.20) demonstreazd teo-
rema.

Relativ la ultimile dou# teoreme, este remarcabil faptul
ci prezenta exclusivd a restrictiilor liniare face inutild conditia de

regularitate (I.2.4) pentru valabilitatea pdr{ii de necesitate.

2.3. Interpretarea geometricd a condifiilor Kuhn-Tucker

Viziunea geometricd a condifiilor necesare gi suficiente
pentru existenta optimului in programarea matematich este foarte impor-
tantd pentru intelegerea ésentei teoretice a unor algoritmi pentru cal-
culul solutiilor optime. Ddm acum interpretarea geometricd a conditiilor

EKuhn-Tucker (J)-(jv) deduse pentru problema (CG).
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Teorema 1,2.10 In ipotezele teoremei I.2.7 dach (X;u)
satisface conditiile Kuhn-Tucker (J)-(jv), atunci: x€Xgi
(1.2.21) #() = = U, Vg,(%), unde M- 43 1¢dg m,g4(%) - o)
jem

Reciproc, dack X ¢ X g1 W30 , JeM satisfac (I.2.21) atunci (¥;0)
cu EJ = 0 pentru j £ M verifica condifiile Kuhn-Tucker (j)-(Jv).

Demonstratie:
Presupunem cd (Xxj;u) satisface (J)-(Jjv). Atunci (Jjj) im-

plicd X€X. In plus, in baza egalitdtii (J):
m

(1.2.22) 9£(%) - >_ EJng(i) =0
1

Dar, conform (Jj), 332.0; J = 1,2,000,m, iar din (Jv)
deducem ci EJ = 0 dac# § & M. Atunci (I1.2.22) este echivalent cu
(1.2.21).

54 consideram acum ci (I.2.21) este verificatd de xe€X

8l 5> 0, JEM. Definind e R"™, cu EJ = 0 pentru JEM (3J) gi (433

sint evidente. (I.2.22) decurge din (I1.2.21) i deci gi (J) este ve-~
rificatd de punctul (x;u) in sfirgit, (Jv) este verificatd datoriti
definitiei lui u.

Observind c# exprimarea lui < £f(X) ca o combinatie 1i-
niarg, cu coeficienti nenegativi de Vfga(§) sa traduce prin aparte-
nen{a vectorului f(x) 1la conul convex generat de vectorii

v’sJ(;), Je M, putom rvoformula astfel concluziile teoremei de mai
sus : conditiile Kuhn-Tucker sint satisfécute de X € R® daca gi numal
dacid X apart{ine domeniului solutiilor posibile ale problemei gi nor-
mala la suprafata f£(x) = f(x) in X apartine.conului convex generat
de normalele, in punctul X la suprafefele frontierd ale domeniului

pe care se afli X.
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§ 3. PROGRAMAREA LINIARA

3.1. Formularea problemei. Proprietidile soluyiilor

Problemele de programare liniard constituie o subclasa
a programirii matematice convexe, fiind caracterizate prin liniari-
tatea restrictiilor gi a functiel obiectiv.

Enuntul cel mai general al unei probleme de programare

£

liniar#d poate £1 considerat urmitorul:

(18) 8up. {t(x) - ch = (a:"):"‘x]'«'»(o‘?)Tx2 + (o’)Tx’} .
xeX |
=t R 3
Xefx=2® e, xleRr?, 1-1,2,3] x' 30, X< 0,7 4 x'¢ b}
x; i=1
%___- Azixi -v?, 23— Ahxi; v> |
i1 1-1

n m
unde nl’nam5 =.n, o"eR i » By +E, 05D, bJeR J ’ A'“e}{'dni.

Prin transformiri algebrice elementare, orice problemi

de programare liniari poate fi adus# la una din formele de bazi, e-

chivalente:
! forma canonicl
(Le) lil :\;5: {f(x).oTx] y x-{xeknl x30, (aJ)Tx-bJso,;j-l....,m}

unde ale BB, bjeRy § = 1,e.0,m , o rR?

forma standard
(13) sup. {f(x)-crxj ,X-{xeRnl x;O,(aJ)Tx-bJ-O, J-l....,uj
| xeX .
Vom utiliza gi notafiile:
(ah)?T b,
A ::: €/Can » > = |11 [€R
(am® by
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Datoritd particularitdtilor pe care le prezint¥, pro-
blemele programirii liniare se bucurd de un plus de proprietiti care
le evidentiazi in multimea problemelor programirii convexe. Urmitoa-
rele rationamente vor fi suaginute pe modelul (LS).

Propozitia I.3.1. Mulfimea soluyiilor posibile, X ,
este un trounson convex. Daci X £ @ , atunci gi ext. X £ ¢ .
Demonstratie:

Prima afirmatie este banald. Cea de a doua rezulti din
observatia ci X este margi'uitﬂ inferior gi din propozitia A.1.21.

Fie Pl,...,PnG Rn, vectorii coloan# ai matricei A gl

r = rang A. Deoarece, cu aceste notatii sistemul Ax=b se poate scrie

n
(1.3.1.) S xpy - b

i-1

vom face, formal, asociatia intre variabila Xy g1l vectorul py cu a-
celagi indice in (I.3.1.).

Definitie: O bazd a problemei (LS) este un sistem
iPil....,Pigg{Pl....,Pnj de r vectori liniar independenti.

\ Vom folosi notatia B pentru a indica atit sistemul de
vectori iPi ""'P:I.j care constituie baza, cit gi matricea
v 1 T
(Pil""'Pi ), distinc{ia rezultind din context.
r

Definitie: O bazd admipibild a problemei (LS) este o
baz¥i B ou proprietatea cd existd xe¢ X astfel incit.

5 .
X P = b

2. Fy
e M

Solutia posibll¥ x se numegte golutie de bazy a proble-
mei, asociat¥d bazei B. '

Daci B = {Pil"""Pi } este o bazii a problemei (LS),
T

notim J = i11""1r3 v 7 = {1,.04,0)\J. Vom nuni J g1 J multimea

indicilor bazici, respectiv nebazici. De asemenea un P e B va fi
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aumit vector bazic, iar x, cu i€J, variabild bazicid (ceilalyi ‘vectori

coloand ai lui A gi celelalte componenete ale lui x primind atributul
*nebazic").

Be observd cdi unei baze admisibile i se 'uoc}.uq, prin
dafinitia anteriocar#, o unicd soluyjie de baz#i. Reciproc, dach ’xsf are

proprietatea x = e = =0 (kg r) gl dacd P, ,...,P, sint
Lps My 1,777y

1
linier independenti, sistemul {Pil,...,Pik} poate fi completat pind la
o bazii a problemei, astfel incit x si fie o soluyie de bazi. Dar, de-
oarece, completarea nu este, neapdrat, unici, rezultd ci# unei solugii
de bazd 1 se pot asocia baze admisibile diferite.

Definitie. Dacd o solutie de bazi are exact r componente
pozitive, se numegte nedegeneratdi. (Altfel, se va numi degenerati).

Propozitia I.3.2. Mulyimea solutiilor de baz#t ale proble-
wol (LS) este ext, X .

Desmonstratie:

Decarece rangul lui A este r, existd r 1linii lintar inde-
pendente. Fird a restringe generalitatea, presupunem cii acestea sint
primele r gi fie 'l;ie RY s vectorul format din primele r componente ale
lui Py 1 =1l,eeeyn

Fie xc ext.)( . Atunci x =se gisegte la intersectia an
hiperplane frontierid liniar independente ale tronsonului convex X .
Cum r dintre acestea sint (ad)rx-bd-o, J = 1,000,r, rezultd cdi celelalte
n-r sint de tipul xi-o. Pird a restringe generalitatea putem presupune
cd x verificid sistemul, format din n ecuayii liniar independente.

(1.3.2) (ad)x - by 4 d=lyeee,T

xi - 0; 1'“1...-.‘
Decarsce acest sistem este cramerian, observind ci matri-

coea coeficientilor este:

~ o P Lol
1'.010'Pr. P!‘+1""'Pn
0 ....-0 Y 1 .'00!0.0

DR N I N S R I R )
AR RN R N IR IR RN

0 secece [ eesssee
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resulti cd Py,...,P, sint vectori liniar indepedenti. De alci gi din

(I.3.2:) rezultd ci x este solutie de bazi.
Reciproc, fie x solutie de bazi gi Pl,....Pr baza adwi-

pib}la asociatd. Atunci, x este solutie a sistemului (I.3.2.) gi
cele n hiperplane care-l definesc sint independente (se poate veri-

fica c# determinantul matricei asociate eete nenul). Deci x € ext.-U.

Fle v = pup. f(x)
xeX '

Evident, dach v<ew , atuncl VvV = D“D.( f(x), punctele
x€

de maxim alcituind mul{imea o (qogyexa) a solutiilor optime ale pro-
blemei.

Propozitia I.3.3. Dacd v<=> atunci O Next. X 4 ¢
(existd cel putin o solutie optimd de bazd).
Demonstratie:

T

Hiperplanul ¢'x =V este hiperplan de sprijin al

tronsonului convex, mirginit inferior, 3 gi conform propozitiei
A.1.21. existd cel putin un xeext.X astfel ca ch =y .
Propozitia I.3.4. Dacd v<¢ oo ,(Jeste un tronson con-

" vex. Dacd in plus, X este mirginitd, atunci (7 este un poliedru con-
vex gi coincide cu acoperirea convexii a mul{imii solutiilor optime de
bazd (O = [0 Next.X])

Demonstragie:
Evident, (C = XN X o,v » deci este un tronson convex.
Dacdé X este mdrginitd, 'aceeagi proprietate va avea
gi (@ . Dar, in acest caz, orice punct extrem al lui (J va fi gi

punct extrem al lui U (continut in Koy ) In efirgit, se tine
’
seama de propozitia A.1.25.

3.2. Algoritmul simplex (G.B.Dantzig)

Presupunem rang. A=m gi X £ @ .

In acest caz, conform propozitiei I.3.l. ext. X 4 @
gl orice basi admisibild constituie o bazd fn R®.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



29

In esentd, algoritmul constd fn constructia succesiva
a unei secvente de baze admisibile, astfel incit, la tioonr! etapl
solugia de bazk asociaté s fie wai bund decit precedenta (Iin sensul
oregterii valorii functiei obiectiv). Deécarece numiirul baselor admi-
sibile este finit, dacd acestea nu se repetd pe parcursul algoritmu-
lui, aceasta va conduce la o solutie optimd de bazd intr-un numir
finit de pagi, ssu va demonstra infinitudinea optimului.

Fiecere etapd a algoritmului, asociaté unei base admi-
sibile gi solutiei de basdi corespunzitoare, are trei componente:

a) test pentru verificarea optimalitéyii solugiei

b) test pentru recunoagterea infinitudinii optimului

¢) reguld de obyinere a unei noi solutii de bas¥ fmbu-

nitagite.

Fie, la etapa k+l, baza admisibild B(k) = {Pil,....Pi.}
gi solutia de basi asociati *.

Dack J(k),J(k) reprezintd mul{imile 1nﬁicilor bazici gi
nebazici, putem presupune c#, prin reordonarea termenilor restrictii-
lor gi ai functiei obioct;v. variabilele bazice '11""'x1- ocupi
primele ® locuri, in aceastd ordine.

¢

Notéa:
x‘l !1-0 °11 c1-¢1
X3e)” |en S~ |-. °3(e)” .. |* Tao”|..
i iy *tq *a
B k - , eee P [ B k - P e P
(k) = (B R RN L)
81 convenim sii adoptidm reprezentarea:
%5 (k X3(k
A = (B(k),8(k)) , c = e ’ X = )
°J(x) X (k)

Decarece B(k) este o bazi in ﬂ'. matricea B(k) este in-
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versabild. Fie atunci:

25 - B TIR  9m00 0 ymiBY ) B0 TRCK), 2y =BOR)TI8(X),

k T k k k T
437c3mo5 0y gr 3=t o 430" 2500~ i) Cage)
k ko

sy F500) a0

gi scriem: 4k
J(k)
X k K k
SRRSO e (O LU B
1)

Be ebservd cil zg(k) - 8. gi d:(k) =0

Teorema I.3.1. (Test de optimalitate). Dach d?(k)\( o,
atunci x*¢ (7 .
Demonstratie:

Rezultd din teorema I.2.9. Intr-adeviar, conditiile Kuhn-
Tucker pentru pmbloll (L8) sint, :
x30 _ x"‘(o-»ATv) =0

c-ATv‘O Ax=b
Punind v¥e (B(k)"l)To (k)* UB calcul simplu aratd ci J
(xk.}) verificdi aceste condit{ii, ceea ce asigur# optimalitatea lui
£,
Definitie. Numim baza B(k), satiasfécind ipotezele teo-

remei, baz#i optimald.

Teorema I1.3.2 (Test pentru recunocagterea infinitudinii
optimului). DacH existd J€ J(k) pentru care d';)o 91 2%¢ 0, atunet
V s 4oo |
Demonstratie:

Fle x ¢ B® cu x,=0, 1 €J(k)\ L3) ot xp() =)y
S8e observid c#, deoarece z’;"o, x 320, orgcare ar fi
xJ; 0. In plus:

X3 (k) K
Ax=(B(k),5(k)) =8(k) [ =5y - xg8]+800)my(y)-

*T(x)
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-1
- b-xJB(k)B(k) PdoxJP‘1 = Db

Deci, x€)X( oricum ar fi ales !3 3 0.
Pe de altyd parte:

*J(x)
2 T T k T
£(0=a"x= (] (k)1 (i) ) SRS TS R AL S
| *3(x)
- f(xk)oxddg ;

Deocarece d§> 0, pentru xJ-’oa rezul td YV o=

Corolar. (1) Dacy existd j € J(k) pentru care

z‘; £ O, atunci X este newmirginith (cel puyin in coordonata "J)'
(11) Dact X este marginitd situatyia

z'; £€0(3J¢€ J(k)) este imposibila.

Lemg 1.3.1. Fie B(k) o bazd a problemei (LS) (rang.A-m),
1 € J(k), J € F(k). atunci B(kel) = { B(k) \{Pg) U{ P,} eate baza daca
g1 numei daciHt ':1‘1 £ 0, '

Peorewa I.3.3. (Reguld pentru imbunétdtirea solutiei).
Dach existd J € J(k) pentru care dl; >0 gi Z; ¢ O, atunci corespunzitor
oricdrui { € J(k) determinat conform regulei:

(I.3.3.) :"E_ - .m.{:'z-—lf € J(k), z’;e > o}

BA O Je
B(is1)= (B(k) \{PJ) U {P,} este o bast admisidilh gi solutla de basa
asociatd reprezintd o solutie imbundtAyitd a problemei, adiciH:

£(=*1) ) 1(x*)
Demonatratie:

Datoritd lemei, B(k+l) este o bazii. Vom dovedi c# este ad-

aisibild. Ple x"*1¢ R® cu x5*!

x,”" =0, € € J(k+l), solutie a sistemului
Ax = b. Atunci:

(B(x),8(k)) = Db
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9i,decarece b = B(k)xg(k). rezulti:

k+l k+l

BOK)Xj(yy + X5' 0 Py = B(k)x:(k)

de unde, fnmult{ind cu B(k)™Y,

k+l k+l ,k
(Io)o“.) xJ(k) - J(k) ~; xd z‘,’
Componenta i1 a acestel egalitiyi implich:
=
k+l
(105050) XJ - ;ﬁ o

iar, pentru £ € J(k)\ {4} , d«mon,

(1.3.6.) “*1 :“ + ’ae

Datorité alegerii lui i se observa oi x ). 0 gi deci
"’15 X iar B(k+l) este o bazd admisibild.
In sfirgit,

1 k+l ” k+1l T
(=2 =Gy ky +oF) ) = 300 (k) -
4 k+l 1 T  _kel k+l
" C3(k)XI(k)" J(k)“a’? = =ogk)%y *Cy%3
deci:
(1.3.7.) £(&*1) - 2(x*) x“*l a“

g1 deoarece xk’l > 0, d: > 0, concludem od £(x**1) > !(x’).
Qgro ar. (1) In ipotezele teoremei, £y o 2(2*) dacs
g1 numai dacHl x:’l = 0, sau, echivalent, xf = Q.
(11) Daca x* este solufie optims gi existd § ¢ J(k) ou
dg = 0 gi z { 0, atunci solugia x**1 agociatd oricirei baze B(k+l) =
(B(k) \ {Pﬂ)u{l’as unde 1 ¢ J(k) gi 'Ji>° este de. asemenenea optimi.
(111) Dack xi
B(k+l) de mai sus este bazi admisibild a problemei.

= 0gi § ¢ J(k) astfel ca ':1 A 0, atunci
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Observagii: 1) Un calcul aseminitor cu cel din demonstra-
tia teoremei conduce la formulele de calcul ale componentelor lui

z¥*1 g1 a**! qirect din marimile similare atagate bazei B(k):

Kk k
2 2
(1.3.8.) 2:31 - -ﬁi- ,st}l = z:e - -§$- sfe y € € I(k\Ji},8=1,.c,n
z ' 83
Ji i
2k
(1.3.9.) agtl - af - L af , £ € Tw1)
34y

2) Mecanismul imbunditatirii solutiei, reglementat de teo-
rema I.3.3. se sprijind, in ssent¥, pe alegerea vectorilor P1 gi PJ ’
satisfdcind proprietdtile din enunt. Se constatd cd restrictiile im-
puse las# totugi o anumitd libertate. Experienya dovedesgte cid, adesea,
alegerea vectorului PJ' conform regulei:

d‘; - max. {af | %> 0}
asigurd o convergentid mai rapidd a algoritmului.

0 altid reguld posibild, care prezintid avantajul elimindrii
oricdrel ambiguitdti poate fi:

3 =fmin. { € Tx) | afi>o0]

In ceea ce privegte alegerea lui Pi’ cazul in care regula
(I.3.3.) se dovedegte ambiguid, poate produce, cel putin teoretic, di-
ficultdti. Aceasti situatie va fi analizatd in sectiunea 3.5.

Descrierea sinteticd a algorit!qlui simplex este prezen-
tatd in organigramele din schemele 1 gi 2 iA cele doud versiuni fo-
losite curent - algoritmul simplex "uzual" gi algoritmul simplex "re-
vizuit". Diferenta dintre cele doud versiuni nu este semnificativi re-
ferindu-se numai la ordonarea‘caloulclor. Algoritmul simplex revizuit
necesitd un volum de calcul mai mic gi este preferabil in cazul utili-

zirii calculatoarelor.
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corespunzitor_bazei B(k) se

@, citeac: J(k),J(k),8(k),
7| Hag= BT 800 x5 =BG

@-\l se citosc;ch(k) ,Oa(k)]

aat de
optimalitate:

4%y $.0

se alege j € J(k) cu d§>0

k k
d,= m dp)
B eedk) C

test pentru )
pcunoag terea inf}uitudini
timului: ZJQO?

se calculcazi: —fleo
".je
pentru CGJ(k).zge >0.

!

se determind i € J(k)

(52—
@\ 2 xp
O—

0 T(ke1)=(I(k) \{4}) U}y
B(k+1)=(B(k) \[P; }) Uk, §

!
| se calculoaiax x.l;zllul)

k+1 k+l

ZJElnl) §i dJZlul)
cu formulele: (I.3.5.)~
(1.3.9.)

[E=lo1]

-

solugie optima;w
- (‘g(u))
0
valoare optimi:

T
v -cJ(k)xJ(k). 7

@\ problema are |
optim infinit

w
e
g

Schema 1l.: Algoritmul SIMPLEX
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guraspunzitor bazei B%k; se

citesc: J(k), J(k), s(k
4 ,
°?(k)
se citesc: °J(k)'°3(k)'§(k)' 80k)

i

k -1
se calculeazi: *J(k) =B(k) b,

!

se determina dg(k) H
(&))"= (Li=e3 () B H)8(k)

k

X _(:‘a‘m)

solutie optimi

k

se alege jg J(k) cu dJ7°

se calculeazi Zg

-B(k)'lPJ

st pentru
ecunoagterea 1n§1nitudini [

aptimului:Z2;< 0

se calculeazi
;E_
hi4
k
J
pentru (ei (k),z.je)o
se determina i ¢ J(k)
xK x5
—é = min I
2K . ;T:—
Ji Jt

']
s(k+1)-J%gZB=\(ﬁ’:}) )\ {3}{)1";; !

k=k+1l

Schema nr.2 Algoritmul simplex revizuit
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Detalii calculatorii:

Iteratele succesive ale algoritmului simplex comporth o
serie de calcule legate de inversarea matricelor asociate bazelor ad-
wisibile gi de schimbarea coordpnatelor vectorilor x gi PJ-

Formulele (I.3.5.), (I.3.6.), (I.3.8.), (1.3.9.), (bazate,
in esents, pe metoda sliminirii complete Gauss-Jordan) pot fi utilizate
fn acest scop, ele prezentind avantajul exploatirii particularitagilor
constructiei bazelor admisibile (fiecare nou#i bazd diferd de precedenta
printr-un singur element). S-a remarcat faptul cH# pentru majoritatea
problemelor programidrii liniare derivate din fenowmene practice, matri-
cea A are multe elemente nule. Pe parcursul transformirilor succesive
cauzate de aplicarea algoritmului acest caracter se plerde, matricea
"umplindu-se" treptat. Din acest motiv se preferi calculul direct, por-
nind de la coeficientii ini{iali, ail inversei B(k)'l, la fiecare etap#
a algoritmului. Prin aceasta se elimini, in bun#d m#surid gi acumularea

erorilor de rotunjire.

3.3. Determinarea unei solutii de bazd iniyiald (Tehnica
bazei artificiale).

Utiiizaroa algoritmului simplex pentru rezolvarea proble-~
mei programirii liniare este conditionatdt de cuncagterea unei baze ad-
misibile care si constituie punctul de plecare al intregului proces
calculatoriu, Fard a presupune o investigare prealabild a naturii sias-
temulul de restrictii gi fiérd utilizarea unor alte scheme de calcul de-
cit cele ale algoritmului simplex insugi, se poate satisface gi acest
deziderat.

Fie problema (LS) asupra cHreia nu facem nici o altd ipo-
tezd restrictivé, decit byo (se pot inmulti cu -1 ecuayiile care ii
contravin).

84 presupunem ci printre coloanele matricel A se gisesc

r dintre cei n vectori unitari ai spatiului R". Fara a restringe gene-
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raulitatea admitem ci ei, i=l,c00,r.

Fie problema de programare liniard asociati:

(L3A) sup. {f(i) - - Z. aj
xe Y =T+l g
x xq 1
unde: j_- {; - ( E\) . xl - -f: _€R-°r‘§;0. K - b}
x a
*n
L X = (A, eNl"--'Qn)-

In mod curent, noile variabile =* g1 vectorii unitari cores-
punzitori asociati lor sint denumi{l variabile artificiale, respectiv,
vectori artificiali.

Propozitia I,3.5. Rangul matricei X este m.
Propozitia I.3.6. Probleme (LSA) admite solutii optime.
Demonstragie: - x
Y A4, deoarece X = gxa)cu Xj=bg,i=ly0es, 03X, =Cyi=rel,es 0y
utdie posibil¥ a problemei (LSA).
In plus f este marginit¥d superior (de o) pe

x?_-bi,i-r-&l,...,n constituie o so

Fie V valoarea optimului in problema (LSA).
Propozitia 1.3,7. Dacd V<O, atunci X =@. Daca ¥ =0,

atunci X £ 2 si'xsx (x € ext. X ) dacd gi numai dach ;-(x) este so-

0
lutie optim# (solutie optim# de bazd) a problemei (LSA).
Demonstragie:

x
Clar, x€¢ X dacd gi numal dacdl X = ( )ef. Pe de alta
0

porte o solutie posibill de aceastd formd a problemei (LSA) nu poate
£i decit optimd. Cu observatia c#, pentru doud soluyii corespondente

x ;
xgli X~ ( 0) vectorii asociafi componentelor nenule sint aceiagi, se

completeazdi demonstratia.

: ' x
Fie acum, in ipoteza V = 0,X = ( ) o solutie optimé
0

de bazdi a problemei (LSA) gi B baza asociaté. Notim:
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I - {31®, €8}, 9, =44 {ede B, jersl,...,a}
D AREIE B TRPRRE.Y IANE S P E 25 PPN BN J,
- 51 - 51 J .
zd B Pd' IJ B e
Presupunind J, = {.11,...,:]5) sy 0 ¢ 8 ¢ m-r, consideriim

problema redusdi, ob{inutd din (LSA) prin eliminarea variabiloloi- arti-

ficiale nebazice:

X)) = - =7 XB

N R
a
!Jl

5 - ~4 s a o0 b -

X -{% - (xs\} R Bt o )
J2 xd
8

unde Ag = (L,odl,...,oda).
oz I.3.8. Valoarea optimd a problemei (LSAF)
este O, orice solutie optimd fiind de forma EJ -(;),::X.xexu eoxt.X)
dac# gi numai dacHt X; = (: esta solutie optima (solutie optima de
bas#) a problemei (%).
Demonstratie:
Identicd cu cea a propozifiei anterioare.

Propozitia I.3.9. Dacd existd i € J, astfel incit
8., =0, ke J, U 31 , atunci ecuatia de rang i a sistemului Ax=b este
o combinatie liniard a celorlalte.
Demonstragie:

Conform ipotezei,

- I J - sece
P > ’kJPJ + :‘]sz-lz—qijzkd. s keljoee,n

Je Jl
Daci Ai desemneazdl sub_matricea mx(n+s-1) a lui Ag ob-
tinutd prin eliminarea coloanei formatd de vectorul artificial ei, o=

galitatea precedentd aratd cd fiecare coloan#i a lui Ai se exprimd ca
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o combinatie liniard a celor m-~1l coloane PJ. Je Jl gi o", Je Ja\f iy
deci rang.Al ¢ m-1, adica liniile lui A' sint liniar dependente. Daca
(A" este linia do rnng k a lui Ai. rezultd existenta constantelor

Aprk=lyeee,m, E dk £ 0, astfel fincit:

(1.3.10.) a 1
= oAk, = ©
8e observi ol 41 # O. Decarece, in caz contrar, (I.3.10)

ar implica:

o i

= yty, = 0

k=1

kAL
8au, echivalent, deoarece coloana eliminatid din X este vectorul unitar
R
ey

Z A Ky, =0 (K, este linia k a lui Ag)

hll
Or., deoarece rangul lui Ag este m, ultima egalitate

implica X =0y kel,c..,m, in contradictie cu presupunerea initiali.
B8e poate, deci, fmpirgi 'ognnt-tn (I.3.10.) cu A4

1 o
e ™ i_—‘?f A,

k=1
kAL
de unde git
] o«
(1.3.11.) T I
e
kAl
Deoarsce sistemul Ax=b este compatibil,
(1.3.12.) 2 Ay
b = - =K
P

Relatiile (I.3.10.) gi (I.3.11.) demonstreazd propozigia.

Propozitia I.3,10. Dacd B este o bazd optimald a proble-
mei (LSA) si Jo#¢, atunci una din urmitoarele doud alternative are loc:
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(]
10 existd 1 € J, astfel ca 5,,-0, k € J, U Ul

22 existh 1€J,, J €7, astfel ca B (B \{o‘})U{PJS
va fi basd’ optimald pentru (Lsay).

Demonstragie:
x
Ple X; = (o) soluyia optimd a problemei (LSAg), asociati
bazei B. Decarece coeficientii funcgiei obiectiv sint;
-1, pentru J € J,
-

0, pentru J e JIUJ'I

resulti: ﬁz 0 PentTu e I

0, altfel
Una din ursitoarele doud afirmatii este adeviratd:

WwI-o0

(11) exists jeJ; ou 8‘1 < 0.
In ipoteza (1), resultd, psntru fiecare Jj ¢ J1U31 3

Z_:_ 5y " IJ -0

2

De aici, sau 1° se confirmd, sau existd J ¢ 'Jl gl 1ed,
. astfel ca :“,«o. De asemenea, (ii) implich existenya unui L nenul. In
aceat cas corolarul (ii) al teoremei I.3.3. conduce la alternativa
2° (deocarece xt-o).

In concluzie resumiim metodologia obtinerii unei soluyii
de basd initiald, reglementatd de precedentele propozitii:

a) Se rezolvit problema aoooia'ﬂ (LSA), utilizind algo-
ritmul simplex, avind drept basz# admisibild initiald, baza canonicH
formatd din eventualii vectori unitari existenti printre coloanele lui
A gi din vectorii artificiali ad#dugati. Dacit V = O se obtine o solu-
tie optimd de bazd, de forma X = (xJ a problemei (LSA), in care x
este o solutie de bazi a proble-olo(Ls). Dac# V<0, (L8) nu are so-
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lugid.

b) In primul caz nu este, totdeauna, clariA componenya bazei
asociate solufiei x. Neexistind nici o informayie prealabilas asupra
rangului matricei A, in cazul in care baza optimald a problemei (LSA)
con{ine gi vectori artificiali, nu se poate decide, direct, dach
rangul lui A este egal sau inferior lui m. Propozitiile I.3.8.,I1.3.10
furnizeazi un instrument necesar pentru eliminarea completd a tuturor
vectorilor artificiali, precum gi a tuturor restrictiilor redundante

(vezi schema nr, 4). In final se obtine baza admisibilid cHutati.

3.4, Rezolvarea problemei programéirii liniare utilizind
algoritmul simplex (Metoda celor doud faze)

In prealabil se aduce problema in forma standard cu bz O.

Faza I. BSe exploreazi compatibilitatea sistemului de res-
trictii rezolvind problema asociatd (LSA). Paza I se incheie in alter-
nativa X = @ sau prin obtinerea unei baze admisibile (gi a unei so-
lutii de bazit) :-prbblonoi (L8).

Faza II. In cazul X 4 @, se rezolva (L3) utilizind al-
goritmul simplex cu baza admisibil¥ iniyiald produsd in faza I.

Algoritmul sfirgegte prin obt{inerea unei solujii optime de
bazi a problemei, sau prin recunoagterea infinitudinii optimului.

Buccesiunea tuturor etapelor rezolvidrii problemei este

eintetizatd in schema nr. 3.

3.5. Oonvergenta algoritmului simplex (Tehnica perturbidrii
’ a lui Charnes).
Teorema I.3.4. Fie problema (LS) cu X # @ . Dacd iteratele
succesive ale algoritmului simplex produc solutii de bazdi nedegene-
rate, atunci algoritmul conduce, dupd un numdr finit de pagi, la o

solutie optim# sau la recunoagterea infinitudinii optimului.

(da. 223/362 Fase 3
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[ae citesc datele:A,b ]
]

se inspecteazi coloanele lui A
retinindu-se vectorii unitari.

pentru faza II
| 80 clitesc: ¢,
B(1)=!.,IJ(1)=D

nyine A

e85 o™

ge asdaugid vectorii artificialil
pentru intregirea bazei canoni-
ce g1 variabilele artific

8e 1&dexeaz! vectorll coloani
ai lui A gi se citesc:
J,= tindicii vectorilor din Al

d = {1ndicii vectorilor artifi-
ciali}

¥
se citesc coeficientii functiei
obiectiv: (o' daci 1‘3'

Cy=
-1l,daci 1€ JB

.
[pentru faza I: B(0)=I 1X00)=b |

| algoritmul SIMPLEX |

se citegte baza
corespunzitoare

o

| solutieil optime
B(k

L

i)
problema (LS) nu
are solutii.

STOP

r 1
se limind vec-
torii artifici-
ali din baz

se inldturs
toyl vecto-

iunilor EVA
schema 4).

conform instruc-

rii artifi-

ciall.
¥

entru faza
I se citesc
°v5(ko) ’

*J(k,).

concluzii posibile:
"optim infinit" sau
"ge citegte solutia

optimi:
Schema 3; Rezolvarea problamei (LS) cu algoritmul sénpgex (in

dousi faze).
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¥
se citesc:
JI'J(ko) fIJ'
:rl-a'(xo)n.r'
32-1'(1:0)/\ Te
1

se inliturad
vectorii ar-
tificiali

eJ.JG J2'

existd 1€ J, DA se injiturd linia
g‘uﬂ -o J‘ 1 din 1 VOOtOI
1 -9 : rul artificial e

se determini: Jo=d \{ 1
jed), 1ed,, 2-Ia M 1)

ko
'J} £0

Iy=d5 \1) g

Schema 4., Instructiuni pentru eliminarea vectorilor
artificiali din baza optimid a fazei I- EVA.
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Demonstratie:

ext. X este finitd. Fie x,x2,...,x5,.. solutiile de baza
asoclate etapelor succesive ale algoritmului. In ipotezeie teoremei
£(xX%) < £(x**1), K=1,2,... (corolarul teoremei I.3.3.) deci, aceste
soluyil sint distincte. De aici concluzia teoremei.

Tehnica perturbirii, expus#d in continuare, are drept co-
rolar o reguld suplimentarid care asigurd convergenja algoritmului
simplex (in sensul teoremei) indiferent de natura solufiilor de bazi
care pot apare pe parcursul siu.

Fie B(Q) = iPdl,....PJn} 0 baz# admisibil¥ a problemei
(LS) (rang.A=m) gi fie, pentru £>0, problema:

(18) snp.ch Xy={xe R\ x>0, Axedb( & )}
xtxe
n
unde b( £ ) = b +>_- E£TP
ra=l Jr

Propozitia I.3.11. Existd €, >0, astfel incit, oricare
ar £i £e(0, € a) » B(0) este bazd admisibils a problemei (L:;). s0-
luyia asociatd fiind nedegeneratd. Dac#, in plus, B(0) estes optimald
pentru (L8), la fel va fi gi pentru: (IS, ), ¢€«(0, e:o) ‘
Demonstratie:

' Firs a restringe generalitatea, putem presupune ci B(0)=
- {Pl....,P_§ . Fie x° solutia problemei (LS) asociatd bazei B(0) gi
x°( €) solutia sistemului Ax=b( £ ) pentru care "'3(0)( € ) = 0. Atunci:

o -1 o S £%T 4+ S £72°
x3(0)( £) = BOYTB(E) = xj(g) + =, £70" + S 7oy

gi, pentru fiecare i€ J(0),
o 0 - r o
xi(e,)-x1¢ £ +§$1 £ ’r:l._

Dacy M, = wmin. zgi>,0. atunci, evident, xg(e ) > 0.
reJ(0)
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Daca <0 gi £ £ 1/2, putem scrie:

N 1

xi(f)} xg - ei n¢1/u1 05 (1+2£/41

gi, alegind £¢ - 2-17: » rezultd xi( €)> 0.

daci 2> 0
o
In concluzie, luind zonujl.) Ji' "ri. /‘1

Le j(o,

1
in. v |
min {1/2 Tij
daci /41<0

va rezulta 13(0) (€) >0, oricare ar fi £€(0, 50).

Ultima afirmatie a propozitiel rezultd din faptul c# pro-
blemele (LS) gi (LS ;) au comuni coeficienyii variabilelor din functia
obiectiv gi din sistemul de restric{ii, singurile valori care intervin
in testarea optimalitagii.

Propozitia I.3.12. Dacd B este bazd admisibild (optimald)
a problemelor (Lse) pentru orice £€ (0, £ ), ( € >0) g1 x(&) este
solutia de baz#i asociatd, atunci B este bazi admisibild (optimald) a
problemei (LS), iar x=x(0) este soluyia asociati.

Demonstratie:

-1 -1 2
x;(€) =B D(E) = BTb+ > ;“zd
r=1 r

Deocarece membrul drept al acestei inegalitid{l este nega-
tiv, rezulta, pentru eﬂo.xJ(O) - B~ 1p 2> 0, ceea ce dovedegte cid B
este bazd admisibildi a problemei (LS) iar x=x(0) este solutia de bazi
asociata.

In cazul optimalitiayii argumentele sint aceleagi ca in
demonstrayia precedenti.

Propozitia I.3.13. Dacd B este bazid admisibild a proble-
welor (LS) pentru orice £e€ (0, € ), ( €>0) gi existd j € J pentru
care d‘j >0 gi zJ £ O atunci (LSE) gi (LS) au optimul infinit.
Dewmonstratie:

Rezultd din precedenta gi din teorema I.3.3.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



45
Propozitia I.3.14. Fie B(k) bazd admisibild a probleme-

lor (L8, ) pentru €€ (0, &k). ( Ek > 0) cu proprietatea cd sclutia
asociatd x*(£ ) este nedegeneratd gi fie j € J(k) astfel Incit d§>-0

gi z';{ 0. Atunci existd O <& €, o1 un unic 1 € J(k) satisficind

<
ol € .
(1.3.3.) asstfel incit B(k+l)= {B(k) \{PJ)U{P;} constituie o baza ad-
misibild imbun#tifitd a problemelor (LB£.) iar solutia asociat#d este
nedegenerati.
Demonstratie:
xk k

Presupunem B(0) = {Pl....,P.] . Me x",x° (£ ) solugiile

problemelor (LS), (LS ;) asociate lui B(k). Construim secventa de mul-

timi nevide:

J(k) = 3%(Kk)2 ... 2 I%K)

conform reguleli de recurent#:

K k_
(1.3.13.)  3%x)=- {1 €3] 1l o, E e gL,
2z z
Tt 3

sg" >0} , t=l,...,8

8 fiind.prinul rang pentru care |J°(k)| = 1. (pentru uniformitatea
scrierii notém ::1 = x:, 1€ J(k)).
Intr-adevdr, regula (I.3.13) conduce intr-un numir de
8 < n pagi la o multime formatd dintr-un singur element. In caz contrar,
aacs lJt(k)l > @, tel,ccuyn , ar reszulta proportionalitatea a doud
(sau mai multe) linii ale lui A, in contradictie cu ipoteza rang.A=m.
Fie deci, i ¢ J(k) astfel ca J%k) = { 1} .
Pentru orice {eJ(k) \|{ 1) existd t < s astfel ca
3 ¢ 3% \ 3%*1(k) g1 atunci:

k n k k
r=t+l T4y 'J(

LT L)
2K 2

unde (Y-—Ei—--—%!—<0.
LETY Z4
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2K
(

k
2
Notind = . "E‘ - "Er:")o
° o f‘t ::{s r<n ldi ‘J(

6_' . ooy dacl /‘(50

: &
ain. {1/2. - Z/I( j, /‘l>°
rezultd cd, pentru O<E < 6}

N(E) x(E)
B
In sfirgit, punind € pa1” lin.f Exr G » Le J(k)\ | 1”
se observil cli, pentru orice £¢< (0, Ekd)'

xk '4
-i(—e-3<x(£) v ed() {14}

LT )

De aici gi din teorema I.3.3. resultd concluziile dorite.

Teorema I.3.5. Presupunem rang.A=m. Fie B(0) o bazd ad-
misibila a problemei (LS). Existd € > O astfel fncit pentru orice
€ € (o, £ ) algoritmul simplex este eonvergent pentru problemele (LS ).
Dacd x( £ ) este solutia optim# a problemei (L8 ¢ ) atunci x=x(0) este
solutie optimd a problemei (L8); dacd (L8 ;) are optim infinit, atunci
(LS) va avea aceeagi proprietate.

Observatie: Toate reszultatele acestei secfiuni au fost
legate de constructia unei probleme "perturbate" pentru care se poate
garanta coavergenta algoritmului. Dar, toate bazele admsibile ale pro-
blemelor portufbate sint gi baze admisibile ale problemei originare;
rezultd de aici cd rezolvarea directd a problemei initiasle cu algorit-
mul simplex va fi un proces finit dacd se respectd condifjiile eviden-
tiate. In'osontl. aceste conditii se concretizeazd intr-o regulid, ex-
trasi din demonstrayia propozitiei I.3.14. pe care o ddm in schema

nr. 5.
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g x<
se determini:J'(k)= {16J(k)| ’-tt— -nin.i-ﬁ— lJ‘J(k).l§t> 0”
31 3t

ool 22—t e
!

NU

se reindexeazli vectorii P 3 astfel
ca B(0) = {Pl.....r.j

he |

®

k k

se determind J%(k)-{i¢ Ja'l(k)‘:fzﬁ--in.{ :sr-l_lz |te 3 (k),l&) Oﬂ
3 z
hEo . Jt :

P

Schewa nr.5 : Modificarea algoritmului simplex cu regula vsupli-
mentard pentru asigurarea convergentei
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3.6. Dualitatea in programarea liniera

Definitie. Se numegte duala problemei de programare 1li-
niard (LG) problema de programare liniari:

(1aD) tnf, {s(v) - LW + DN, (N3}
veV
'1 n ’
V-iv o[v2| , vler J, 3-1,2,3| v* 30, v¥ 0.%1;#501,
v

PR ]

Agzvds e, %: A”v‘- o’k ,
- =1

Propozitia I.3.15. Duala problemei (LGD) este problema
(16).

Demonstratie:

Se retranscrie problema (IGD) ca o problemd de maxim ,
scriind apoi duala sa conform definitiei. Se obfine (LG) dacHd se in-
multesc cu -1 restrictiile gi se schimdbd semnul variabilelor.

Tinind seama de acest rezultat se observd cd prin re-
gula de constructie conyinutd in definiyia dualitafii, problemele de
programare liniard se asociaz#i in perechi - numite cupluri duale.

In terminologia curents, fntr-un cuplu de probleme du-
ale una este denumitd problema primald, iar coaliltl, problema duald,
rolurile putindu-se inversa.

Considerind, pe rind, una dintre probleme enuntatd in
rormé canonic#i, respectiv, standard, prezentdm doud cupluri de pro-

bleme duala.

Cuplu simetric de probleme duale:

(1e,) sup. {f(x)-ch} y X={xe€ R%| x>0, Ax ¢ b}
xe X
(Lce) 3-:1{; {s(v)-bTv} . V - {v € R“ v > o, ATV 2 ej

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



50

Cuplu nesimetric de probleme duale:

(Ls) sup. {f(x) = ch_\ s X -{x € Bnl x)O,Ax-bJ
xe )

(1D) 1n{,. {g(v)-bTv'j , Vae{ver®|aly >e)
VE

Propozitia 1.3.,16. Fie cuplul dual (L8)-(LD). Dach
xeX g1 veV atunci f(x) ¢ g(v).
Demonstratie:

Inmultind cu x » O inegalitatea ATV ) ¢ se obtine
xTATv > xTo. Dar, deoarece x¢.X , Ax=b sau, xTAT-b'r gi atunci, din
_inegalitatea precedentd rezultd g(v) > f(x).

Propozitia I.3.17. Fie cuplul dual (LS)~(LD). Dac#
x€ X gi ve) au proprietatea f(x)=g(V), atunci X gi v sint solu-

tii optime.
Demonatratiax

84 presupunem, prin absurd, ci x ¢ (/ . Atunciexisla xeX
astfel ca £(x) > £(X)=g(¥), in contradictie cu propozitia precedenta.

Urm#dtoarele dousi teoreme fundamentale, pe care le vom
demonstra pentru cuplul nesimetric de probleme duale, sint valabile

pentru orice cuplu dual.

Teorema I.3.6. (Teorema fundamentald a dualitatii).
Pentru un cuplu de probleme duale are loc una gi numai una din urmi-
toarele situatii:

1. ambele probleme admit solufii optime gi valorile lor
optime coincid. K

2. nici una dintre probleme nu are soluyii posibile

3. una dintre probleme are optim infinit, iar cealalti
nu admite soluyii posibile.

Demonstratie: )

Separat, fiecare problemd a cuplului dual (LS)-(LD)

poate satisface una din cele trei alternative:admite solutie optimi,
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are optim infinit, nu are solutii posibile. RiAmine s¥ ardtdm cHd dintr
toate cazurile virtual posibile care rezultid de aici, relativ la cup)
numai cele specificate fn teorem# nu sint oonﬁradicforii.
Conform teoremei 1.2.9. problema (LS) admite o solutie
optimd x dacd g1 numail dacd existd v e R™ astfel incit conditiile
Kuhn-Tucker:

(1) x3o0 (11) c-ATv e o0

(111) xT(c-ATv) = 0 (1v) Ax=b

sd fie satisfiécute.
Este ugor de remarcat cd datoritd relatiei (iv), egali-

ch-bTv . Or:, in acest caz, {inind seama de propo-

tatea (111) devine
zitie I.3.17. concludem c# x este solufie optimi a problemei (LS) daca
gl numal dac# existd o solufjie optimd v a problemei (LD). Cu alte cu-
vinte, dacd una din cele doust probleme admite solutii optime, acelagl
lucru se poate afirma gi despre cea de a doua. De aici rezultd ci ipo-
tezele: "una dintre probleme admite solutii optime gi cealaltd are
optim infinit", "una dintre probleme admite solutii optime gi cealalts
nu are solutii" sint false.

S4 presupunem, acum, dn sng: f(x) =ceo . Atunci propo-
zitia I.3.16. dovedegte ci V= g. 0 eoncluzio similard se degaje in
cazul inf. g(v)= -o< Se exclude, deci, gi alternativa: "ambele pro-
bleme Z&lroptln infinit", Cu aceasta teorema a fost demonstrati.

Teorema I.3.7. (Teorema ecarturilor compl}ementare).
Fie x gi v soluf{ii posibile ale cuplului dual. Atunci x gi v sint
solutii optime dacd gi numai dacd, corespunzitor fiecdrel componense
nenule x; ('J) a uneia din ele, restrictia de rang. i (j) a problemei
duale este satisfécutd cu egalitate de cidtre cealaltd soluyie gi,
pentru fiecare restrictie de rang j(i) satisfécuti cu inegalitate

strictd de solutia x(v), componenta 'J (!1) a solutiei duale este nuli.
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Demonstratie:
In cazul cuplului i (IL8)-(LD) conditia din enunul teore-

wel se scrie:
xT(c—ATv) =0

Atunci demonstratia teoremei resultd din teorema 1.2.9.
Corolaxr. Pentru cuplul dual simetric, (LG;)-(iC,), xeX,
vell sint soluyii optime dach gi numai dacH:

xT(c-ATv) =0 v(Ax-b) = O
3.7. Algoritmul simplex dual.

Presupunem c# rangul matricei A este m. Fie B o bazi a
problemei (L8). Piéstriam toate notntii}o introduse anterior.

Definitie B se numegte bazd dual-admisibild a problemei
(L8) dacH:

43¢ 0

X € R‘. asociat bazei B prin
Ax=b, xy = 0]

se numegte solutie dual-posibild a problemei (LS8).

Observﬁgigu o solutie dual-posibild nu este, neaplrat, so-
lutie posibild a problemei (L8) deocarece conditia x » O nu a fost impu-
sd fn definiyia preocedentii.

Propoz I1.3.18. B este bas#t dual-admisibildt a problemei
(LS) dacHd gi nu-‘i dacd v = (B'l)ToJ eate solufie posibild a problemei
duale (LD). )

Propozitia I.3.19. Dacd B este bazd optimald a problemei
(LS) atunci v = (B']')'l'cJ este solutie optimd a dualei (LD) si v¢ ext.l

Demonstragie:

Fie x solufia optimd asociatd lui B.
glv) = B?(B’l)rej . xgag - o'x
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91 atunci, prima afirmatie rezultd din propozitiile I.3.17.,1.3.18.
Deoarece dJ = 0, rezultid ci ng = c‘1 gi cum |J| = @ gi
PJ, J € J sint liniar independenti, concludem cid v ¢ ext. V.
Fie acum B(k) o bazd dual-admisibild a problemei (LS),
x* solutia dual-posibild asociatd gi v . (B(k)_l)TcJ(k) solutia
posibild a dualei, asociatd bazei B(k), in sensul propozitiei I.3.18.
Teorema I.3.8. (Test de optimalitate). Dac# xk; 0, atunci
x* este solutie optimd a problemei (LS3).
Demonstragie:
Evidents.
In cele ce urmeasH, Q: desemneazid vectorul coloand obfinut
prin transpunerea liniei i a matricei B(k)"L.
Teorema I.3.9. (Test pentru recunoagterea incompatibiliti-
tii problemei). DacH existd i € J(k) astfel incit x§< 0 gl 151;,0,
J € J(k), atunci problema (LS) nu are soluyii posibile ( X(= @).
Demonstratie:

kK

Definim v ¢ R®, v = v€ + @ df- Pentru fiecare J,

T T -1 kT o k k

v PJ-cJ(k)B(k) Pd+ O(Qi) PJ - oJ(k)ZJo 0 By
Tinind seama de i T H k
poteze, pentru orice 62 0,v P:’}cJ(k)z‘1

gl deoarece B(k) este bazi dual-admisibili, rolﬁltl ol VTPJ) o4 pen-
tru orice J € J(k), sau, echivalent, ATV 2 c .

) Astfel, pentru orice 6,0, v-vk* 9# este solutie posi-
bild a problemei duale (LD).

Pe de altd parte:
g(v) = bTy = bIVE + abTQl; - s(vk) + ex:

Or , deoarece t§< 0,g8(v) poate fi facut oricit de mic prin
alegerea convenabild a lui & . Deci (LD) are optim infinit gi con-
form teoremei fundawentale a dualitidt{ii, (L8) nu are solutii posibile.
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Teorema I.3.10. (Reguld pentru imbundtdyirea solutiei).
Dac#t existd 1 € J(k), astfel ca x:< 0 gi dacd nu togi lku, e J(k)

sint nenegativi, atunci peatru j e J(k) satisfacind conditia:

(1.3.15.) EE_ 1 i | e 3 <o}
X = win. :&1— €J(k), B¢y

B(k+1) = (B(k) \ {Pib)u 1ij este bazd dual-admisibild gi
gV ¢ 8(¥). (P - Be) ™) o))

Demonstragie:

84 presupunem od J(k) = {1,...,m} . Deoarece ’:1 A0,
lema I.3.1. garanteazd cd B(k+l) este o bazi pentru (LS). Pentru a a-
rita ci este dual-admisibild este suficient sd verificda (propozitia
I.3.18.) o#t **1 ogte golutie posibild a dualei.

Puten ardta cid:

dk
.3.16. vl oLk x
(1.3.16.) +;§: qf

Pentru verificarea validitdtii acestel relafii se face

observajia c#, prin finmultire cu B(k+1)T. se transcrie sub forma:
ak
(1.3.17) S3(ke1) = BlRP1TVE 4 ;41—- B(k+1)T Qf
Ji
Componentele membrului drept al acestei egalitdfli rezulta
din calculul de wnai Jjos:

k x
a . a
)T + 4 (@)%, OBz + - Crl IO
it i
T Lok .4 ok e, %
= Sg(u)BE) THIOY' :%1 o1 " Cage)% ¢ ;%1 ey
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saui
S :nol feJ(k) N 44}
d
ey * —é— , dacd (=1
PA
Ji
(1.3.18.) )

°§(k) z§ + d§ = ey dact ¢ = §

ak
cg(k) Zpk + :ﬁ- 3’51. daca (eJ(k)\1{3}
Ji

S8e poate acum constata valabilitatea egalitatii (I.3.17.)
gi deci gi a lui (I.3.16.). Tot de aici, datoritd alegerii indicilor
i g1 J rezultd

BVl
k+l

sau, echivalent, ATv<*! 5 o, ceea ce dovedegte od v

a dualei (LD).

2 ¢ 3 (=l,...,m

este solugie

In sfirgit, ultima parte a teoremei rezultd astfel:

ak ak
(1.3.19.)  g(v**1)=pTvk, ;g- TQE - 8(vF) + ;g- £ g(v)
I ji

inegalitatea fiind implicatd de ak <0, )‘< 0.

3€0 851

Observatie: Sensul pe .care il acorddm, in aceastd teoreps,
procesului de imbunitdtire a solutiei nu concordd cu cel atribuit de
algoritmul simplex. Intr-adevar, in algoritmul simplex dual nu se o-
pereazi cu baze admisibile gi deci, nici cu soluyii posibile. CGonstauc~
tia din teoread nu duce la o solutie posibild mai bund a problemei
(L8) ci la o noud bazi dual-admisibild, Dar, decarece solutia posibi-
14 a problemei dualo,lncaquta acestei baze este mal bund (pentru
(LD)), aceasta ii conferd acelagi caracter gi noil baze.

In schema nr. 6 reddm ordonarea calculelor iamplicate de

algoritmul simplex dual pentru rezolvarea problesei (L8). Punctul de

plecare il constituie o soluyjie dual-posibild gi baza asociatd ei.
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corespunzidtor bazei B(k) ao oi-

tesc: J(k) ,J(k),8(k), cJ(k) z;r(k,- ﬁ)
=B(k)1s(k), ' Xy () =BCR) "L !

se calculeuzade(k)-cI(k)-ZJ(k) °J(k)

solutie optima:

. (:5(1:)) (570F)

t valoarea optimi:

T ok
V=Cr(x)*J(k)

se alege 1 €°J(k) cu 2“_< 0 /@
k

(x; = min x )
4 ted(k) ¢

test pentru -

ecunoagterea incompatibilitati probleaa nu are 8T0P
problemei: 23y > 0 led(k)? solugii posibile

\{
dk
se calculeazid 1
By
pentru € €J(k),s5,<0

I

se determina je J(k)

J(k+l)=(3(k) \ 1)) U {J}
B(k+1)-(B(k)\{P‘]3U {P,)

se calculeazi: t;‘('id) .

ézim ¥l “ﬂiu)

cu formulele:(I.3.5)~-
(1.3.9.)

50 5 ®

{ k=k+1

Schema nr. 6. Algoritamul simplex dual

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



57

3.8, Deterainarea unei baze dual-admisibile inifiale

Fie problema (LS) cu rang.A=m gi B= iPJ ""'PJJ o baza
1

a sa. Asociem probleaa:

P ~ T oy - [X 1, ~ P—
a8y g (KD )L Xy f"(x.)“‘“’ )% 20, i ]
~ [P _ [a
unde § = (:)ea‘“l , b= (ljf S ((‘3) /[uuw

y [1.3e7 wt
.J - 'l € R
0,Jed

. /B 0
Propozigia I1.3.20. B -( } este nesingulard gi ori-
0 1

l) este so-

care ar fi x solujie a sistemului Ax=b, cu xy = O, X = (

lutie a sistemului Ax=b.

m+l
Notind cu Pl.....P ? W1 (P +1-o

, cel de al m+l-lea
vector unitar al spatiului R‘*l) coloanele lui A. din propozitie re-
sultd o B = ipdl""'PJ.' Pnol} este o bazd a problemei (L3,).

Notdm cu J=J U{n+ly , 33 multimile indicilor bazici gi
nebazici corespunzidtori bazei B.
Propozitia I.3.21. Presupunem ci B nu. este bazd dual-admi-

sibily a problemei (LS) gi fie j€ T astfel ca dd--u. dk7°’ Atunci
l<k<n

B(O) = {?dl.....? , ‘E"»J} constituie o bazd dual-admisibild a proble-
vm
mei (Lsu) oricare ar Ii M.
Demonstratgie:
3(0) este bazi. Intr-adevdr, egalitatea:

k€J APy + oyFy = 0 implick o0 gi de aici, datoritd

independengei elementelor lui B, o«p=0, k € J.
Prin calcul rezultd ugor:

-1 -1
B -8~1p J\

0 1 /
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Atunci: )
o A v
- ~ [ B -B P ‘ 0
(d°)T.5T-(a%, \ B(0) 1K) = BT - (olye,) J -
3(0) ¢ %%\ o 1 (T 1
- (oT,0) - (ogs'leaJ(J)T.dd) . (dT-d;j(oJ)T.-dJ) <0

inegalitatea datorindu-se modalitiAfii de alegere a lui dJ'
Propoaitia 1.3.22. Daca X # @ atunci existd M > 0,
astfel incit (LB.‘) a4 admitd soluyiil posibile, oricare ar fi M > Io.

Dac# ( ) admite o solutie posibilié, atunci pentru orice M> .o'

(LB") adnite, de asemenea, solutii posibile.
Demonstragie:

Dacd xe¢ X , atunci x_=M- 2 __ x,»0 pentru orice
~ % jev

M M- 326:’ xy 91 deci X - (:.)‘Iu

Qorolar. Daca B este basd optimald a problemei (LS.O).
atunci este bazld optimald pentru toate problemele (I‘sll) cu M >,Il°.
Proposzitia I.3.23. Fie, pentru un M > 0,5" baza op-
timald a futuror problo:olor (LSy) cu M > M. Dacd ?nd € 8" g1 daca
xT(M) = * (I)) . o;to solutia asociatd, atunci x*= x*(M) este solutia
x (M)
optimd a lui (LS) (fiind, deci, independentd de M).
Demonstragie:

~d -~ ~ ~ -
Fie B (Ph'""P P,,1)- Atunci B'- {Pdl"””.i.}

Ja'
este o bazd a problemei (LS). Intr-adevir, fie Aprk=ly...,m astfel ca:
. .
& A Py = ©

Pentru o ., = - ey o(k. rezulti:
k
a 1 =
> "‘kP.jk + APy = 0
k=1
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Ori, aceastid egalitate implicd, datoritd independengei

vectorilor bazei B” ' o(k-o. k=l,...,m.

Mai departe, putem scrie:

S50 - (5916 (8*)71 o| /v (871
("N 1) | x u-(et ") (8*)"1p
unde prin .3/'\.1' as notat vectorul din B® cu componentele:

&
°§M.' 1, dac J eI NJ
0, altfel
Deoarece B* este bazd optimald, % (M) > 0 gi, de aioi,
PR |

(B*)""» » 0.
x*(M )
Din identitatea X* (M) = se vede ci x1. (M) =

.
xl

=71b, x§. (M) - 0.
Deci x* =« x* (M) este solutie posibild a problemei (LS).
Pe de altd parte, decarece B° este baszd dual-admisibila,

d‘
“ <0 ;
0 »

De aici, optimalitatea lui x* .
Propozitia I1.3.24. In conditiile propositiei precedente,

dacd ?no-l ¢ B* atunci va avea loc una din urmitoarele dous alterna-

9]

tive:
(1) (Ls) are optim infinit
. L ~pa - e o
(11) existd 1€J* astfel ca 5™ = (B e LREMRY
sdi fie baz#d optimald pentru problemele (LBI).I > M.
Demonstratie:
Fie B = {Pdl""'PJ.' 54.’1} . Fird a restringe ge-

neralitatea, putem adamite o 1-".11....,1’;l sint liniar independenti gi
a
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Jn+1
i B
(altfel, desvoltat dup¥ ultima linie, ar resulta det. B = 0).

Notind B” = (P‘1 ""'Pd ) putem sceie:
1 (]

~ B P
B = Jl+

(.3 n JST 1

Un calcul elementar araté ci:

[B,+ d(B')']'PJ“l(o:“ 20 1 ¢ Lo R Te T a3

(i’)‘l - o+l

- (.: I\J"')T (B.)'l q

unde, ; |

@G,
m+l

Dar, decarece B° este basd optimald, deci admisibili,

X“ (M) » 0, oricare ar fi M > M . Or ,
[Eg+ u(n’)"r%d(.‘? NI (8% le- wu( e

X5 (M) = Jae1

Este evident, atunci, cd pentru ca xX* (M) ) O, oricare
ar fi M 3 M, este necesar ca o >0 (altfel, ultima componentd ar fi
negativé, pentru un M suficient de mare). Pe de altd parte, B® este
bazi dual-admisibild a problemelor (Ls.). Deci d° € 0. In particular,
oitind pe ultima componentd (a n+l-a), aceastd osal;tnto vectoriald, re-
zulbd:

e - a(B)7'py

n+l el -

0) -0—5}: (E')'l'f"ml-- (Ggo ,03”1)

o

= - d"
J-»1
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De aicl doud posibilitégi:

a) E;*l = 0. 8e poate efectua o iteratd simplex, cu pistra-
rea optimalitayii, introducind in bazd pe 3;’1 (corolarul (ii) al te-
oremei I.3.3.) gi astfel se verificH altermativa (ii).

> 0

»>

b) 4° . <0, sau implicit, d
ael = 0 Y T dgel

Se remarcd ugor o# x " (M), definit'prina
'3 (M) = EJ' (M), § = 1,.00,n

este solutie posibild a problemei (LS), oricare ar fi M, .o' Totodati,

Pz T jg ay=1 T nd%T ay=1
L) =F(E" (W))=cje |Bye < (BDTRy (o7 " ] )7 e-

-

(67 M9°)? (B *) lus o Md g
uel

c’n#l

gi, dacid M - ==, f(x* (M))—»> <>, verificindu-se, astfel, alternativa
(1).

3.9. Rezolvarea problemei (LS) cu algoritmul simplex
dual

Presupunen rang.A=m. (vezi schema nr. 7).

3.10. Convergenta algoritwului simplex dual. (Regula
lexicografica)

Algoritmul simplex dual genereazii un gir (B(k)J
k =°'1- .

de baze dual-admisibile, de aga manierd incit functia obiestiv a dualei
descregte pe girul soluyiilor asociate. Relatia (I.3.19.) implica des~
cregterea strictd a lui g, dacd la fiecars pas k, d: < 0. (J fiihd in-~
dicele noului vector bazic), ceea ce are ca efect finitudinea algorit-
wului (bazele nu se repetd).

Dacd proprietatea de mal sus nu este verificatd, posibi-

(da 223562 Fase 4
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fie B bazi gi

x

x
Iy

dx-eJ-(B-lPd )!oJ

e calculeazi

62

se asociazd pro-

b

lema

baza 'iil(gl)i;;)
:

x este solutie
optimd in (1L8).

se determind J €7,

d

-mod
J u:r"

8e o!:iztuzm o transfor-
nare 8xX_corespunsi-
toare b:geifi(o)-ﬁ'\{l’nw PJ}

3

88 rezolvil (I.B!). cu algorituul sim-
plex dual, cu

aza iniyiald B(0)

se rezolvd (LS) resultate poai-
cu algoritmul bile:a)(LS) nu
simplex dual cu are solutii.
baza inigiald: b)se fdaoqte o
B(0)=B golugle optimi
8TOP

0! astfel incit (IF]) ng&

lugii posibile, pentru orice ;lo

oA

Fie B’ baza optimald a lui (Ls.)

(M>M)) gl X°(M)- (x “7 solugyia.
x> (M)

se efectueazd o i-
teratd pentru intro-
ducerea lui P in

& 1
x*=x*(M) este (L8) are optim baz#i. Pias ﬁ"ﬁ;ua
aoluiio optimi infinit bazi gi x** (M)
a lu (LSg : % (u)-

B X 0

solugia asociatid
x¥ =x** (M) este so-
lutia optimd a lui (LS

ashane i 1 @)
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litetea ciclajelor nu este eliminatd gi deci, algoritmul poate sd nu
conveargi. '

Ca gi in cazul algoritmului simplex primal, o modifi-
care a procesului calculatoriu (in cazul de fatd, a criteriului de in-
trare fn bazdl) poate inliitura complet acest impediment.

Fie B(0) o baz#d dual-admisibild (initiald) a problemei
(18) gi x° solutia dual-posibild asociatd.

Fird a restringe generalitatea, putem presupunem
J(0)= {1,...,m.)

Asociem girului de baze dual-admisibile {B(k)} "
construite succesiv, pe parcursul rezolvdrii problemei, sistemele de
vectori: {x%, Ack' le J(k)} ¢ B®*! definite astfel:

c'rxk, t=0
(1.3.20) x; -
x:, t=l,.c.n

-dlé ,6=0
(1.3.21.) A= Zee T €I, LeT(h)
-1, t=¢

0, t € J(k)\{¢} ;

Propositias I1.3.25. Dact B(kel)= (B(k) \ {P})UiR,},

atunci:

.. k
(1030220) xk’l - xk - :%- A:
2
Ji

(1.3.23.) ‘“1 A ¢1 AJ v £eT(ked) \{ 1}
: ¢ o, 3 _
(1.3.20.) A‘i‘*l - -4 Aﬁ
ldi
Demonstragie:

Rozulbﬂ i‘“i.t din (103‘50 )"(105090).
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Definitie. Baza B(k) este duasl-admisibild in sens lexi-
cografic (L-dual-admisibild) dacs AF >0, (€J(k). (Simbolul > de-
semneazd relatia de ordine "mal mare, in sens lexicografic").
Projpozitia 1.3.26.) Dacdh baza initiald B(0) este L-
dual-admisibild gi daci, in rezolvarea problemei (LS), regula (I.3.15.)

a algoritmului simplex dual se inlocuiegte cu:

(I.3.25.) J € J(k) are proprietatea: _E A;j = L-min. —TAC
-2
Ji

stunei A3 0, k=0,1,..., LeT(k) 51 x5 X1, ke0,1...
(L-min. se citegte "minimul in sens lexicografic").
Demonstratie:

Prima afirmatie se demonstreaz# prin inductie, relativ
la k .

Presupunind A?} 0, CleT(k), deocarece 551 < 0, re-
sultd imediat din (I.3.24,) c A"’l 0.

Apoi, dach :i,o. /\k’l} 0, fiind suma a doi vec-
tori pozitivi lexicografic. Dacé '!1 < 0, deoarece [}k*l
- :?1 (:%— [}: - ;é— Z&:). regula (I.3.25.) asiguré [-positivitatea

i

i AP
Atunci, cea de a doua concluzie a propozifiei resulti

direct din (I.3.22.) deoarece xj <0, 34 <O, A'; So.

Teorema I.3,11. Dacd baza initiala B(0O) este L-dual-
admisibili, atunci algoritmul simplex dual wodificat conform regulei
(I.3.25.) rezolvd problema (L3) intr-un numdr finit de etape.
Demonstratie:

Dacd nu se verific#, pe parcurs, testul de incompati-
bilitate, atunci descregterea strictd (in sens lexicografic) a vecto-
rilor lk. denotd faptul c# bazele, succesiv construite, sint diferite.
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Observatie: Necesitatea constructieil ajutidtoare defi-
nitd prin (I.3.20.), (I.3.21.) nu apare decit pe plan teoretic. Practic,
discutie precedentd are ca efect modificarea, in cadrul algoritmului
simplex dual, a cmiteriului de intrare in bazs#, conform schemei nr. 8
(regula lexicograficd de dete e_a noului vector bazic).

Constr ‘ 4a unei b - 1

(1) Pie B(0O) bazd dual-admisibild a problemei (L3)
astfel fneft {J € J(0)| /_\3’{0} A9 (vectorii A‘; sint toyi nenuli).

Ureind constructia din § 3.8. considerim probleaa (LB.).

Dupd reindexarea variabilelor, astfel fncit X =x gi
XyyeeesXy 84 fie variabllele bazice corespunziitoare lui B(0), se poats
constata ol .B'(O) = {50,;1,....§-f constituie o bazd L-dual-admisibily
a problemei (ml)' Intr-adevdr, pentru (e J(0), Z:e B®*2  ggte do-
finit prin: '

-17 , t=0
1, t=d

A° - -0

Dex. i3y & € J(0)
-1, t=¢

0, te J(o)Me

0
gi deci, Af }0.
* (I1) 84 presupunem acum c# B(0)= {Pl""'Pls eate. o
baz#i a problemei 4(1.8) care nu sate dual-admisibild. Asociem problema
(L8y). Conform propozifiei I.3.21., B(0)= {Sl""’gn'FJ} (3 € 30)

pentru care d% - max. a° > 0) constituie o bazd dual-admisibild a
4 k
m+lg k<n

problemei (LS“). Daci B(0) nu este L-dual-admiaibilé, atunci, printr-o
succesiune de transforwdri simplex, se poate obyine o altd baza cu pro-
prietatea doriti. Procedura este datd in diascuyia ce urmeazi.
o A0
e 8, = {jc T0)| A<0} (evideas, A§ -0).
. Xo
Be determind t,=min {t | exista fc8 ; 3“-0,
z<t, NS, <o}

-
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f2)

ak 4
Jy - {J €J(k) , +— - nin.i-{-— ,(63’(!).:?1(0”
"4 !

re]l
g DR
-3 -’r-iﬂ-—“—-%
~uU
[} I4Y
reJ(k re?d .Jr+1"r
‘ oA
DA 3"1-3,\{:} ] r-ug——

k
3’"1- {Je?rl ;-:{ - lin.i:-‘f | Le U’r})
p] Ji

24

Bohema nr.8: Regula lexicografiod pentru modificarea al-
goritmulul simplex dual.
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A0 X0 20
8- { tes, | A"1< 0} Jy€ 8, ou 2841‘1 - }12514“.1

Atunct B(1)= {B),..., P P, | este basi dusl-admisibila i
1 (P

. . Zﬂt' Doget < 8y LeTIN{ Y

Zﬁtl? 0, le¥(1)
; ) 1
Adt1>°'A;jt =0, 6<%, deat AY)o.

Intr-adevir, egalitdtile (I.3.22.)-(I.3.24.) devin in

acest caz:

xo

¥l o . Ao
" = X -
EAR)

Bee B2 A3, teat ()

gi cum Agﬁ- 0, ¢ < 31. iar 5§1t1<0. concluziile sint evidente.
Dgo&'ﬁ(l) nu este L-dual-admisibil#, atunci, pentru:
tyemin. {6 | existd (¢S, 5}; 0, Z<t, A:e‘ 0)> Ly
se deteruina B,=4 €8, [ 1 e, <ofc 8y, §,€ 8, ou 5;’ syoan. Alta
gi se face sohinbar;a de bazid: _
B(2) - 151.....5_.'5323 WEORY! PJ.]) u{pdz.)

corespunziitor cidreia numirul vectorilor L-pozitivi cregte cu cel
putin 1, etc.
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(III) Un interes special il prezintd situayia in care
B(0) este o bazd optimald a problemei (LS). Dac#f nu este L-dual-admi-
sibild, atunci printr-o succesiune de transformiiri se poate obtine
una intrunind ambele calitidfi.

Vom analiza numei caszul fn care X este adrginity.,

Pornind de 1a 8, {3eT(0)| A; { o} deterainda succe-
sy, itr,ﬂr.dr,B(r)5 re1,2,... 08tfel:

-1 r-1
tomuin. { & |existd le8 . Ay =0, Z<, Apr<of>i

- {tes ll/\"“ olcs_,

Jp € 8, ouA t - dlite r-1
Ie IG:A

s(r)- {se-\ {r )02,

unde i, este indicele vectorului cere iese din basd, in procedura
simplex. »
Pormulele (I.3.23.), (I.3.24.) aratd oi in urma acestor
transformiiri numdirul vectorilor A¢ pozitivi lexicografic cregte
‘pel ' r
( Adri = 0 pentru t { & iar .dxér) 0), in timp oe corolarul (ii) al

teoremei I.3.3. garanteazld optimalitatea tuturor baselor B(r).

5.11. Deteruinarea wmulgisii solugiiler optx.o ale pro-
blemei (LS)
Limitdm discujia numai la caszul in care (J este polie-
dru convex. (Vezi propozigia I.3.4.)

Propozitia I.3.27. Mie B(0) o bazd optimald a problemel
. (L8), astfel ca d§(0) ¢ 0. Dacd x° este solujia asociatd, (7 = {x°) .
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Deavnstrajie:
v . (B(o)-l)%.!(o) este solutie optimit a problesei duasle.

Atunci teorema ecarturilor complementare asigurd ol
orice solutie optimd x a problemei (18) satisface egalitatea:

x*(o-a"(8(0) ") e gy) = ©

gi de aiei,

*3c0) = °
Atuneci, din Axeb, resulta xJ(o)-l(O)'lb-xg(o) ¢l deoi
x=x°. ) '
feorema 1.3.12. Algoritmul descris in schema nr. 9 de-
terminid toate soluyiile optime ale problemei (I8).
Demonstragie: )

Pornind de la un x° € ext. J se determind toate virfu-
rile lui (@ , adiacente lui x°. Intr-adeviir, dacd B(0) este basa optima-
14 asociatd lui x°, orice virf al poliedrului convex (7 , sdiaceat
lui x°, este o solytie optimd de basd x#x°, asociatd unei base de forsa
B=(B(0) \ iP;i)U{PJS y 1€J(0), je J(0).

Fie B de forma specificatii. Vom examina toate alterna-
tivele potentiale:

. (1) situatia 8,0 este incompatibild ou cerinja de ia-
dependentd a sistemului B (lema I.3.l.)

(11) dtu-ﬁn d‘;(o.xg) 0"31 >0, conduce la f(x)< £(x°),
ceea ce contrasice optimalitatea lui x (chiar daocd x ar fi in X ).

(111) situagia dg( 0.:2) 0,:33'(0 conduce la £(x)> £(x°),
imposibild, deoarece x°¢'ﬂ . :

‘ (iv) dacH x:-o. se obtine o noud bazd admisibild cores-
punsitoare aceleeagi solutii de basé (in acest cas xJ-O ¢l deei xex?)

(v) situagia dg este exploratd de algoritm, in cadrul
reglementirilor mstodei simplex
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B(0) bnza optimald a problemei
18). x° solusia agociati.

[«‘t is(o)i/-iB(Oﬁ U= 1xf |

ext.? all
O e [5] BTOP

so alege BeS
x solutia asgcliatd |
se citese J.,J

J'= {JeT| a =0}

24 /6\
\/‘

[ se alege i€7']
[ 2

1-{1: J|l-m1n. ﬂ-—l(’GJ.z > o}]
2 2 Je
34 it

DA
= Img 3.-3'\{.1‘

NY
[ se alege 1 € 1|
!

B'=(8\{P}) Uip,}

x' solufia asociatst

T Tl e

He MUY, = N ULBY

Schema nr. 9
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3.11l. Problema transporturilor; formularsa problemei,
solugii

Problema transporturilor constituie un caz particular al

problemeil programirii liniare.

Din considerate legate de interpretarea economicd a wmode-

Jului problema transporturilor este enuntatd, de reguld, ca o problemd

do minims
n
taf, feGo- = ';— orgfig) o Xofretrypy ¢a gu | 2200 X my <y,
xeX 1<j<n

«
1-1.2,-...!!3 a xid>/bJ [ 3-1.2,..-.115

' a n
unde a:l.'bd> 0, Cy 2> 0, 1=1,2,...,m, 3-1,2,'....11. 12-1 a> %__;'_1 b.‘l P

In rajionamentele expuse in continuare, x poate fi pri-

‘vit, dupd cas, sau ca un vector in R™®

b1
X12

. xln
X1

*mn

sau ca o matrice din *l( mn Y element generic xid'

Corespunzitor, coeficientii °1J ai variabilelor din

functia oblectiv, capdtd structura vectorului c € R™ sau a matricei

aé.ﬁ(nn

Forma standard (sau forma echilibratd) a problemei este:

T n
(1) ia, {200)=c") , X ={x ¢ B"™|xyo0, JZ_:I Xy =8y 047102, 0ol
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f{_—_ Xy by, 3=1,2,...,a} .
=1

n n
unde .1, bd > 0, cid )/ 0, 1-1,2.-....-' J-l,a.....,a, E_l l‘.- Z bd'

Observatie: Aducerea problemei la forma (T) ee poate
‘ m n
face definind b1 * Fl o - ?:i hd , transformind primele @ res-

tricgii in ogalitati-prin addugarea membrului sting al restricyiei de:
reang i a variabilei ecart X041t inlocuind semnul " > " cu "a" §p ul-

timele n restrictii gi adiyionind restricgiile:

a
xin#l )/O' 1-1.2’00..- 5 12-1 xn’l - n+1 .

Modelul de bazid al problemei, asupra clrula ne oprim
in urmitoarele este (T).
, Teorema I.3.13. X este un poliedru convex, nevid.
Demonstrafie:

a,b
Definind x, ou x4 = -:—-1 , 101,2,000,m 4 Jul,2,000,0,

"se verificd oi xeX . Pe de altk parte oricare ar fi xe X,
0< 4 € sin(a,, b,j)' deci A este mirginiti.

Corglar: Problema (?) admite optim finit (O £ #).
Propozitia I.3.28. Matricea copficientilor sistemu-
lui de ecuafii care deriqagto pe X are rangul men-l.
Demonstrajie:
Notind cu Pid vectorul coeficiengilor variabilei x"d

din sistemul de ecuayii mentionat, se remarcd ci:

Pid"°1 + a™J  (o* denotd veotorul uniser din R™*D)

Corespunzidtor reprezentdirii vectoriale ale lui x ,

structura matricei A va fi:

A= (Pll’ Plagn..,Pln 'Y Pal.‘..’P‘l'...'P-n)
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Dac# ai este linia de rang k a lui A, este clar ci:

o @+n :
T T

b -

&g

=0
k=m+l

deci, rang. A < m+n.
Fie submatricea pitratd de ordin m+n-1l a lui A:

~ ~ -~ ~ N ~
B = (P].D’PZn' see ’gnn'Pll'Pla' eee .Pln_l)

unde, 31363"n°1 se obtine din Pid prin suprimarea ultimei componente.
‘B este de foraa:
L}
i - I, B
° En-1

deci,; det. B=1l, ceea ce demonstreazd propozitia.

Propozitia I.3.29. Matricea A este unimodulardi (Orice
minor al siu ia una din valorile: O, 3 .

Demonstragie:

Prin inducf{ie relativ la ordinul k al minorului n’;

Pentru k=1, evident DX = 0 san 1.

Fie Dk minor de ordin k. Deocarece, fiecare coloani a
lui A are exact dou# elemente nenule (egale cu 1), este adeviratid una
din afirmatiile:

'(;) toate coloanele lui Dk au dousi elemente nenule.

(11) existd o coloand cu mai putin de dould elemente
nenule.

Atunci:

- in ‘cazul (i), Dk-O. deoarece suma liniilor sale pla-
sate pe primele m linii ale lui A este egali cu suma liniilor sale
situate pe ultimele n linii ale lui A.

- in caszul (ii), dac#i coloana in cauzi este nuld, evi-
dent gl nk-o. Altfel, dezvoltindu-l pe Dk dupid coloana ou un unioc e-

leament nenul (+1), resultid:
p* - + il
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gi, in baza ipotezei de inducgie, Dk poate lua doar una din cele trei
valori specificate in enuny.

Propozigia I.3.30. Orice solugie de bazd a problemei
(T) este functie liniard, cu coeficientii O, ¢+l de parametri a8, bJ.
Demonstragie:

Rezultd din proposiyia precedentd, observind cid pentru
orice basd B, det. Be +1 gi cd elewentele lui B~} nu pot £i decit O,
1 gi -1, (In scrierea lui B se poate presupune ci# o restrictie a pro-
blemei a fest eliminatd). ’

Gorolar: Dach &, l'»‘1 $ 1=1,2,000,m, J=l,2,...,n s8int
numere intregi, atunci orice soluyie de bazé a problemei (T) are com-
ponentale intregi.

. zi 23.31. DecHd xeX' , atunci oricare ar fi
16,2, 000 8)(J6ll,2,00.,0) oxistd Jefl,2,...,n) (161,2,...,0) astfel
ca ‘1.1" 0. '
Demonstragie:

Rezultd imediat din condifiile 8 > 0, bd > 0, satis~
ficub problema (T).

ropozi .3.32. Fie x ¢ ext.X gi J mul{imea pe-
rechilor de indici bazici. Una din alternativele:

1° Bxistd 1,0€{1,2,...,8 | astfel fnoit:

Ha1C8,9) €df| = [fa)Ced)edff=1

29 exiotd Jyk €]1,2,...,n] astfol fnoit:
Hil @, edl = Hild,me g =2

32 existd 1 €}1,2,...,m) , J €{1,2,...,0} astfel
incit: /
I 1tk e 3} = Belce, ) e ajf=1
este verificati.
Demonstragie:
In caz contrar, tinind seama de propozitia precedenti

ar rezulta cd J are cel pujin max (2-.231) elemente oceea ce contra-
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vine propozitiel I.3.28.
Propozitia I.3.33. Fie J'c{1,2,....,8) x {1,2,.s.,n)}

astfel ca:
It e f(gadg)y (gadgdieenalinado)s (503003

Atunci vectorii sistemului tyijj(i.J) e g+ 8int linier de-
pendengi.
Demonstratie:

8e remarcd ugor ci combinatia liniard cu coeficienyii alter-
nati +1 este nuld.,

Observatie: Numdrul elementelor lui J' trebuie s fie par.

Vom numi o asemenea mul{ime de indici un T-ciclu (al pro-
Dblemei date). J'\{(io,doly va fi numit¥d T-lant asociat lui (10.30).

Propozitia I.3.34 Pe x ¢ ext. X gi (4,J) € J . Existit
atunci un unic T-lany asociat lui (1,J),3''c J:

AR [CPE DN CORE IO IIPP C T I N CYE I}

astfel imcit J' = J"U{(1,J)] =4 conatituie un T-cioclu.
Demonstratie:

Vom nota, in cele ce urmeaszi:

Iy, =falamedt o u {119 ¢d)

Procedeul constructiv, pemtru obtlneroa‘lui J’ este des-
cris {n schema nr. 10.
Pie dar girul de submulgiai de indici Jg,d;,J5,.-., cOB~

struit conform acestei scheme, adici:
3, = 13}
"

cevscoee

Iop * (%J;il Jo. N Iop o

Topel * (ELJZ;‘ J.eNIpa
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10'1|J°'J
Jo = . dg

J]." JuJl
J3(1,1)= (1,400

se indexeazii J:p-]. 2 AL end)
(8= ,J -1D

se indexeaz¥ J ¢ \ J -
i. 2p-2
i {JloO"'JQj

<® 19 ¢\ gl

da
-
J =@
?Pl 1;:_10
f . vl
@ f- ¢ o1 Jfr_dr
Iop® o1 ¥ 2. NI !
2p Ha 1.9 P Tarel Jorat aqtga‘,\{tﬁ k,q
J - d da astfel ca:
2p+l Hl 2p+l T Iy
2p+le= (1p .JD_I)GJ
apD4$ - 1
SRR 0, 0)=3}_ ka

u{(:.;".:‘p‘;l) '
(=, )

se citegte T-ci-
clul

Jred'({,r)V
P 'r
(15035}

Schema ar. 10.
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12 U AP, k=1,2,...
Evident, J, £ 9 in baza propozitiei I.3.3l.
84 presupunem JB £P, s<k, gi s4 ludm in considerape al-
ternativa ke2p. Dacdi, pria absurd, J, , = ¢ atunci sau h;jl Jo=9,
ceéa ce ar contrazice propoziyia I.3.31l. sau C‘?Ji J.eg Jk-l

In acest ultim cas s¥ remarcim ci Ie1 # {1,2y000,m}
(deocarece Ig-3 # @) gi cd incluziunea contrard este triviald, deci:

(%’i Jg= i A 12,0000 )

Atunci componsentele solutiei x satisfac relatiile:

&,

I

? X, = b led
- 114 (I k
€y

Xpe = % Y€ 0y

gl evident ,

= a, = e bt
t e Ik_l red,

O noud problemd de tip (T) poate fi enuntatid prin elimina-
rea restrictiilor de rang t (t ¢ Jk-l) gl m+¢ (0Q¢ Jk) gl a varia-
bilelor Xep cul(t,e ) € Jk_lik gl este clar c# vectorul obyinut din
x prin eliwminarea componentelor in cauzd este o solutie posibila a a-
cesteia. O altd problem# de tip (T) va fi definitd ou restrictiile
eliminate anterior gi vectorul constituit din componentele omise din
x este o soluyie posibild a acestei a doua probleme. .

Dacd V¢ = card. Jk' atunci numidrul roatfictiilpr celor
doudi probleme este:

men=-( v, 14+ v,)
respectiv, )
Y

k-1 * k
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Este clar, cii cel putin fntr-unul din casuri nusidrul coa-
ponentelor indexate in J ale solujiei construite pe calea descriss,
este cel puyin egal cu numidrul restrictiilor problemei.
Or , aceasta ar implica dependenta liniard a vectorilor
asociafl componentelor indexate in J ale lui x, contravenind afirame-

tiei x € ext. X
2°. Oricare ar fi p natural gi (6J2p+1' existd (e Jap-l gi thap

astfel ca (¢' , t), ( ¢,t)c J. Analog, pentru orice {e J2p02 existd
¢'e Jop ¥4 b€ Iopel astfel oca (%, ('),- (¢, ¢) cJ.

=0

501 pk.jo sz#l - II.Z...-.I}

Fie k= [w/2] i ?ke Toga1 Existd atunci , ’k-l gi
t, in Jy, ) Tespectiv J, astfel ca ( (k-l' t)s ( lk.tk) € J gl
evident (.4 ¢, ).

Existd de asemeni ¢, , 9i &, _, € J, . astfel cai

Clepr Seo1)s (Ppoqs b)) €7
oiu’ (k-2 “ (k_l dar pk_a ‘ lk. in casz contr‘r.
succesiunea ( !k-.?' tk-l)' ( (k-l' tk—l)’ ( ’k-l' tk)o ( ek'tk)

constituimd un P-ciclu.
In acest fel, dupd un numdr finiy de pagi (iafesrior lui
n), multimea {1,2.....55 este complet epuizati prin construirea

unui T-lant.

4°, Existd un T-ciclu de forma specificatd in enuny.

Fie p, astfel ca i ¢ J2p+1' Procesul considerat la punctul
3° , initiat in 1 conduce obligatoriu la un element fe¢ J)=J g A
ddugind T-lantulul astfel format punctul (i,j) ss obyine un T-ciclu.
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5°. T-ciclul construit este unic.
‘Prin absurd, existd doud T-cicluri cu proprietiafile ce-

rute de propozitie:
(1!J)|(11'J)I(11'Jl)" e ’(ik’dk)'(iidk)
(1,3)5 (11,30 (1]53]) s e e oo (3203005 (1,30)

Atunci succesiunea:

' (11"’)'(11’31)'...'(1k'dk)'(1"11)'(1"11")’(1;"11'.')'.“
'..(ii'di)'(ii'd)
constituie un T-ciclu inclus in J ceea ce aste absurd.
Qorglarx Dacid J'-i(i.d).(ilod)o(‘-ln‘l)g(12031)0"'0
(1q,.1q),(1,.jq)]oate T-ciclul asociat lui (i,j), atunci exprimarea

vectorului P, in baza asociatd solutiei x este:

P, .=P -P +ooot? -P LR +P
13 1lJ 11'11 j'1‘:,1--]. 1r"r iq'jq 1Jq

3.13. Determinarea unei solutii de bazit a problemei (T)
(Metoda coltului nord-vesat)

Peorema I.3.14. Prin metoda descrisd in schema ar.ll se

obtifu o solutie de bazd a problemei (T).

Demonstragie:

Fie J= l(il"jl)""’(ir’dr)} multimea indicilor bazici
indexati in concordanyd cu ordinea in care sint generayi prin proce~

. xJ
deul de mai sus gi x-( )
‘ 0

Clar,
(1.5.26.) 11‘1"11-1

1M1 > is"’awl?/ Ja'is-ol’ds-rl'is*'js*l'”z’ B831,2,000,0=1,
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se citesc: 'i'bd

‘ 1.1!o .o 1“i.1! »0egl ‘

li-al.bi-bl
J=4(1,1)}

rieti solupia ]
e

- (7]
3779 . J=J Uj(1,3)}

[IsdviCs
CB_!‘E

S8chess nr. 11
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S8e remarcd in plus ci (i...j) # J dacd li < hs 9i im~-
8 8
pliocit, xi.J-O. pentru § > J . Analog (1,J,) £, d.ul ‘i.> bs..

a) Dacid la pasul s,(s=1,2,...,r), se calouleazi LR atunci:
avs

n
(1) 5= x4 " 2 X" 11 T P
J=1 J e J;, '

n |
(1) 7~ Xy > xH-b“1 v =lyeendy
i=1l ieyd .

n n
(xu)(z nym 4 HZ my =¥ )e0
J=1 i=1
Demonstria aceste afirwajii prin inductie relativ la s.
Cum pentru ssl validitatea pelatiilor (i)-(iii) este &~
videntd, sd o demonstréam pentru pasul s+l. )

Presupunes a/ ‘ bs (alternativa contrard poate fi a-

nalizatd in acelagi mod), doc:l. xl.J. -8 ,1”1 - 1'§1, dge1 * g

Conform ipoteseli de inductie:

n

I Mt heendgg?

.E ‘id L bJ. ‘.1.....3'01 -1

In plus, se observd ci:

n
ind'xld +in‘1-n

1 I,
.1<.1

Cda.zn/:m &60.6
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deocarece, x‘_.d. @ li- -li. - dze Ji xiad
J<i,

Un calcul asemiinitor aratd cd cel putin une din egali-
tdtile:

n Y
- - b
?—;‘1 ‘1”13 ‘19-01 ! é xi"ul .

egte satisficutd, in concordantd ou una dintre alternativele posi-

& v

bile: a' a' b’
1g01 ¥ a1 ! 1»1;' dgel

b) r=|J|= wen-1, i =m,J 2.

Clar, r ¢

< a+n-1, altfel 1r+dr > men |
’ Vom examina una din cele doud posibilitdti - simetrice-
de incheiere ale algoritamului.

84 presupunem od ’n'ir ¢ b.dr 9l i -a,

Rezultd din cele demonstrate anterior:

(105.27.) n
Z xtd-‘i. 1-1.. Xy "-1
J=1
(1030280) a
5—' X*J-bd. J.l'cn"dr-l
gi

(1.5.29.) n
Z x.d-x1 3 » > x.d-an
=1 TE O jed,
i<y,

Cum xu-o. pentru i=l,...,m gi J > Jr' rezultid din
(I.3.27.) gi (I.3.28.).
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(I.3.30.) o n m

iar din (1.3.28.)

(I.3.31.) n = L . dp-1
S > B = b
Wi s PELE ?__—1— 3t

FRS

- I .
T et et B Uk ‘?5"
igm“F

Relatiile (I.3.30.) gi (I.3.31.) nu sint contradietorii

.doar dacid Jr-n. "1 = b'J
r r

De aici gi din concluziile etapei a) a demonstrajiei re-
zultd cd xex y
e) x e ext (.

Fie combinatia liniard nuld:

) a+n-1
(I.3.32.) - 20N c,(1 Pys= S oly 4 By =0
(1,3) €7 s k=1 it Licd

Deoarece (1,1) ¢ J, una din alternativele:

1% 4, > 1, ke2,...,u4n-1

2% 3y > 1, k=2,...,m4n-1
este sdeviratd. Oitind atunci egalitatea vectoriald (I.3.32.) pe coa-
ponente de rang 1, in cazul 1°. sau pe cea de rang m+l, in cazul 2°

se obyin A, = =0

A
L4
Presupunind dik'jk = 0, kel,...,8, (I.3.32.) devine:

‘@en=-1

= _d

k=841

-0
Ledy Thedy
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Or , cum pentru k=s+l,...,m+n-1l, sau i, > i, sau

3 > Jg0 deducem o l>('1 ,= 0 (citlnd egalitatea precedenti

uldul

pe oo-pox.unh de rang 1”1 sau pe cea de rang "Jul)'

3;14. Algorita pentru imbunidtdtirea solutiei de bazd a
problemei (7T)

Duala problemei (T) poate fi scrisd, succesiv, in for-
aele;

(Fl qit ,11 b ) x Z(JGR.*n‘t"J}"’J
(s, -)ez .

J 1.1.2’aoo.'-. .1-1.2.....: J

(D) lup.,f‘ (E‘il 23_':1 ) u-{(:)ea‘m‘ui+vd< Cy 44

ie 1.2.-oa'., J-l.?...-.nj

Propozitis I.3.35. Daca x ¢ ext. X  este o solutie de
basé a probleaei (T) gi ugR®, v & R® satisfac sistemul:

“1*'.”-01.1 y (1,3) ¢ *t . ((103) E'J, ¥ P 0’

“1"3‘ c“ $ i=1,2,000,m, J=1l,2,c..,0

atunci xe( .
Demonstratie:

Rezultd imediat din teorema fundamentald a dualitigii gi
teorema ecarturilor complementare aplicate cuplului dual (T),(D).

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



85

2ropozitia I.3.36. Sistemul de e~uapiis

Uy 4 Vg =8y (1,3) €3

asociat unei solugii x° ¢ ext X (J fiind mul{insa indicilor baszici
corespunziitori), este compatibil simplu nedeterminat gi dac#t (u',v'),
(u'' yv'') sint doud soluyii ale sale, existd o constantd « astfel

ca
“i.- “.1 +0 Y 75'- '5 - ’ 1-1.2'-0o.. Y 4-1'2.-0"0

Do-onhtratio [

Fie B baza asociatd solugiei x°. Bete clar atunei, ol
matricea coeficienyilor sistemului din enuny este BT. De aici compa-
tibilitates sistemului. In plus se remarcdi ci nuanidrul necunoscutelor
intrece cu o uni tate rangul lui B(m+n-1).

Ultima afirmatie o vom demonstra prin inductie relaviv
la r=m+n-l.

Pentru r=1, fiind banal verificatd, o vom presupune
adeviiratdéd peatru.orice proi lemd (T) ecu dimensiunea cel sult r-1
(m+n-1 variabile).

Fie (u’,v'), (u* ,v'" ) doud seluyii ale sistesului a-
sociat lui x°.

) -In concordantd cu concluziile propozitiei I.3.28. vom
distinge doud situatiis

In prima (casurile 2° g1 3%), fie 1 €{1,2,...,0} gt
3 €41,2,...,0} astfel ca (1,3) € 3, ( £ ,3) £ J, oricavre £4 i.

Atungi sistemul au vectori {1'“1 (8,8)€ I\ l(i.d)}

constituie o bazd admisibili pentru problema:

%' Xgp = 8, 4 8=1,...,m, af 1.

n o
; e " 8 T Xy
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T Xgp = by t=1,2,...4m, th 3

8=1
gi deoarece (u',v'), (u" , v" ) satisfac sistemul:

u, ¢+ V' - °lt' (8,8) € J\l(‘-n’)j

deducea din ipoteza de inductie:

u;‘- u; toA , Ve v; o , 8ul,ce0y@ , tel,e.e,n, t£J, A€R.

In plus,
ui > '5 e ni‘o v&'- o“

gi de aloci,

vs"’- ey - u{'- o4 - (ui e )= 44 " (c“ - va;a()-vi-a(

Corespunsétor celei de a doua situatii (caszul 1°). ale-

gea
1 ¢{lyecem} , J€ {1,.c.,0} astfel ca:

(1,3)€ 3, (1,k) € J, kéj.
Pie B = (P“)("t) cJ g1 B submatricea lui B obyinutd
prin eliminarea coloanei Pij 91 a linieil corespunzidtoare indicelui

1 .
Rezultd rang Bea+n-2«r-1 gi deci colaanele lui B

constituie o bazi admisibiléd pentru prodblsme:

2 Xop = 8 8%l,...,8, 841

t=1
tAJ

3= Xgy = by s tel,...,n tAJ
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> Xyt by - Xy

8=1
81
De aici se continud rationamentul ca in situatia prece-
dentd, inversind rolurile lui uy gi 'J.

Teorema I.3.15. (Test de optimalitate). Dacl x ¢ ext X
¢i u ¢ RY, v ¢ B®, satisfac sisteaul:

(1.5.;5.) ug + vy om0y Y (1,3) ed

u, + ':l < e” } d=l,...,8 , Jel,.eeyn
atunci x¢ @ .
Demonstratie:

nu(ilu din cele dould propoziyii precedente.

Vom adopta, in continuare, notagiile uuli’.lau ia casul
general al snalisei algoritmului simplex, cu modificérile impuse de
specificul situagiel.

Astfel, dacil:

B(k) = {Py 3803 4) € a(x)

este o bazd admisibilé asociatd unei solutii }e oxt X s vom nota
cu B(k) matriéea obyinutd din (Pid)(i..j) € J(k) prin eliminarea unei
linii (coro.pu.ﬁsltono uneia din ecuatiile redundante).

Atunci notagiile curente vor fi:
k -1 k '3
By - B Py b 935 = %45 " S5ty

Confora corelarului proposigiedi I.}.)O.-

(1.3.34.) 1 dack (8,8) = (1,,3,_,) € '
-’:J.“ = { -1 dack (8,%) = (1,3.) € J'

0 daca (s,t) ¢ J’
unde J' este T-ciclul asociat lui } g1 atunci:
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k
(I.3.35.) dij'°13 °‘ldf°1131’..'-°1rdr-1 ocirdr-....ﬁcquq-c‘Jq

Resultd atunci imediat:

Propositia I.3.37. Daci e oxt X este o solutie de
basdi a problemei (T) gi daca (uk,}) este 0 solutie a sistemului

(I.3.33.) asociat, atunci

d:: - °‘J - (u: + 'g) , i.l’llt’.' J-l.....n-

Teorema 1.3.16. (Reguld pentru imbunatidyires solutiei).
Daci xke oxt X, (uk.vk) este o solutie a sistemului asociat (I.3.33.)
9i dacd existd (1,J) ¢ J(k) astfel facit

k
ou-(\liovﬁ)<0

atunci, deterainind (8,%) € J(k) conform regulei:

«3.36. £, - ain. x (unde J' este T-ciclul
(1.3.36.) st {("r’dr-l) ¢ '} o W T

asociat lui (4,3)),
se obtine o basi adeisibili Sfmbunatatiti:

B(kel) = (BCR)\{Pg })VIP,, |
solutia **! agociati acesteis avind componentele:

xpoexgy » dacl (£ ,p)=(d,0d,) € 3

Kl

Xep = xfo-af, o daca (£p)a(id, )€
g0 daca (¢ ,p) £ J' .

Demonstratie:

Resultd imediat din teorems I.3.3. gi din cele de mal
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Schema nr. 12

se determini o solujie initiald
de bazd x° (schema nr. 11

se citesc:B(0),J(0) ]
k-O

se determini (u X v%) solugie
a sistemului asociat:

g +V=0, 4, (1,3) e I(k)

(se ia u.k = 0)

se calculeazd:

1i-°1J°(“1*}) y (1, e 3(‘)

xE solugie

se alege (1,.‘])63(&) astfel ca
: ‘:.1‘ o

x . x
(454" ( ¢ 3eT0e) Y¢p)

86 deteramind T-ciclul J' cores- .
punzétor lui (1,J) (schema nr.10)

3= {(1,0)0 (81 08) s (40030000030}

86 dqtminl (8,8) € J(k)

Xge-

(11.03‘._1) €J { J

[J(x.l)-(a(k)\t( s,ngj(t,ml
X

se calculeazi xk’1 3

x:p’ .t-’( 4 'p).(‘r"l‘)‘ 4

!k’l- Axfp’ .g’( "p)'“r”r-l) €Jd’

[4°]

‘k o(l'P)flJ'
s el
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sus (se tine seama de faptul ci problema (T) este de “minim").
Schema ar. 12 cuprinde descrierea generald a algorit-

wului de rezolvare a problemei (T) .

§4. PRINCIPII GENERALE ALE METODELOR DE REZOLVARE A
PROBLEMELOR DE PROGRAMARE CONVEXA NELINIARA

In evolugia programirii matematice - privitd ca un ca-
pitol al cercetdriler operafionale - efortul principal a fost dirijat
spre elaborarea unor metode eficiente pentru determinarea solutiilor
optime ale problemelor.

Arsenalul tehnicilor de rezolvare a problemelor progra-
airii neliniare este foarte diversificat gi se fmbogifegte neincetat.

Marea varietate a uceator,tohnici gl metode este Jjus-
tificatd, in primul rind de insltul grad de generalitate al modelului
prograasdrii neliniare. Ideea unei eficiente maxime a dus la necesita-
- tea abordérii rezolviirii problemelor programirii neliniare pe sub-
clase particulare, definite de snumite proprietati specifice.

Trebuie wsentionat gi faptul cd, de cele mai wulte ori,
este foarte dificild compararea eficientei diferiyilor algoritmi, in
lipsa unei evaluiri destul de precise a rapiditafii convergenyei lor.

Examinind multitudinsa tehnicilor de resolvare a pro-
blemelor programirii neliniare, le putem grupa in citeva clase, deter-
minate de ideile majore care stau la basa eslabordrii lor.

Astfel, in programarea neliniard convexid, principiile
dominante ale algoritmilor specifici sugereazi includerea acestora in
urasiitoarele metode tip:

a) Metoda directiilor admisibile

b) Metoda planului de sectiune

c) Metode de optimizare secvenfiald fard restricyii
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Fie sup. £(x) , X¢g R® nevidd, convexd, f concavid
xeX
modelul gensral al unel( probleme de programare convexd.

Un algoritm de tipul a) este un proces iterativ prin
care se genereasd un gir {xkjg;x cu proprietitile:

Ela ok, A eE, KB, ALe B, 2(*)5 £(dF) kel

e 2(&) = sup. £(x)
k-»mo xei(

La fiecare pas k, algoritmul contine urmidtoarele pre-
vederi:

- determinarea unei "directii admisibile" lk. astfel
ca  {xexfs A-k]AeR_}nX/ 8.

- determinarea "pasului optim" /\k. De reguld valoarea
lui Ak se determind ea insigi printr-un proces de optimizare locald,
cerind ca £(x**1) si fie cea wai mare valoare a lui f pe {x = & 4 A3%|

AreRiNX. ‘
In cazul metodelor b), procedura tipicd este urmlitoarea:

Be determind girul descendent de tronsoane convexe;
od2X D - DA2.--2X

k k
i un gir xk . astfel ca x ¢ ). gl lim £(x") = . f(x)
o1 un gir 4. Xie N Xicen 94 M oy,

Constructia girulul de tronsocane se face prin sect{io-
anoa succesivd a acestora cu hiperplane convenabil definite.

Astfel, la pasul k, rezolvind o problemd de optimizare
pe ;(k se deternina.xk, ;Z;’l rezultind prin intersectarea lui :(; cu
un semispatiu definit de o restrictie liniard pe care xk nu o satisface.

Metodele de optimizare secventiald férd restricyii
presupun constructia unui gir de probleme de optimizare globald (fara
restrictii), cu proprietatea ca girul valor 6ptile sd tindid citre va-~
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loarea optimului problemei date.
Un exemplu reprezentativ de astfel de metodd il consti-
tuie "Metoda penalitifilor" ;
Fie “k} un gir de funcyii de forma:
By(xyry) = £(x) + p(xyr,) 4, r e R
cu proprietitile:
sup_ g, (%7 )=9(Mlka1,2,.00,r, € R, x%int. X
xe X
lia ;k(x.rk) = £(x) , xeX
rk-,o

it:o Bk("rk) -. - oo .rklo, dact 2° ¢ fr. X

lim sk(xk.rk) = sup. £(x); unde ;k(xk,rk)--up i‘k("rk)
koo xeX XEA

Aici p este funcyia "de penalitate" care joacHd rolul
unei bariere, fupiedicind depligirea frontiere lui X .

In general, msetodele de resolvare a problemelor de
programare neliniaré sint metode iterative infinite, convergenta lor
fiind asiguratd printr-o serie de proprietidti analitice sau geometrice
impuse problemei.

O mentiune speciald se poate face pentru clasa pro-
blemelor de programare piAtratiocli. Pentru aceste probleme, datoriti
proprietigilor algebrice de o facturd aparte (functia obiectiv alge-
bricd gi restricyiile liniare) s-au obyinut alsoritli' specifici cu
caracter finit.
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§5. PROGRAMAREA PATRATICA: METODA SIMPLEX PENTRU REZOL~-
VAREA PROBLEMEI PROGRAMARII PATRATICE (P.Wolfe)

5.1. Problema programirii patratice.

Enuntul standard al unei probleme de programare pitra-
ticd (convexi) este: .

(p8) ::5.(1:(:) ,X-{xen"l x 3 0, Ax-bJ

unde f£(x) = ofx + % xTox , 6 ¢ R®, O matrice simetrics, negativ semi-

definitd (nepozitiv definitd).
Fard a restringe generalitatea, vom presupune b ) O.
In unele ocazii este utild prezentarea probleamei in for-

@aa canoniocd:

(P0) ::%f(x); X=-{xeB| x 0, ax¢l}

Observatie: Ipoteza "C simetricdi" nu este, realmente,
restrictivi, dooaroi:o orice formd pdtraticid h(x)-x"cx se poate pune
sub forma h(x) = x'0x cu § simetrica (T = % (mc’)).

Propozitia I.5.1. O negativ semidefinitd implicid:

(1) xT0x = O dach gi numai dach Ox = O

(11) h(x) = x0x este functie concavd pe B®,
Demonstragie:

Este suficien( sy demonstrdm propozitia in cazul ia
care O este simetrici.

" (1) Pentru orice v e B gi A€ER ,
0 > (y+ Ax)TO(y+ X x)-yQOy + 2Ay!01 + Aaxrcx

Daca xTOx = 0, atunci

770y + 2AyT0x ¢ O, oricare ar fi A€ R,y ¢ B®

ceea ce implicad, evident Ox = O .
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Implicafia inversd este banala.
(11) Pie A€lo,1] , x',x%¢ RO,

h( Ax1+(1- A )xz)- Az(xl-xz)'rc(xl-xzh A(xl—x2)012¢
+ A(x)To(xt-x2) » (x®)T0x? - - A(1-4 )(x*-x2)To(xbade

o A @hloxt o (1- A XD Tox? 3 A B )e(1- A nGa®)

Propozitia 1.5.2. Dacd O este negativ definitd, a-
tunci det.0 = O,

Dnonﬁtratiox

S8e vede cd Ox = O dacd gi numai dacH x=0

Propozitia I1.5.3. Dacd O este negativ definitd, a-
tunei h(x) este strict concavi.

Teorema 1.5.1. Problema (P8) admite o solutie optima
T dacd gi numei dach existd ¥ R™ ast’el fncit:

x>0 AX = b

o+ 0% - AT¥ <0 (o + 0% -AN) =0

Demonstragie:

Din teorema Kuhn-Tucker (I.2.9.).se deduce ci o condi-
tie necesard gi suficientd pentru optimalitatea lui X este existenta
unui U astfel fncit:

; 2 0 %& (;o;) =0

£ @Hgo # B EH -0
unds L(x,v) = £(x) + vm(b - Ax)

Tinind seama de expresia lui f, rezultd imediat con-
cluziile teoremei.

Corolar: X este solujie optimid a problemei (P3) daci

gi numei dacl existd § ¢ R®, ¥ < R® astfel incit (X,y,¥) este solutie

a sisteaulul asociat:
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Ax = b

Ox-LTv¢y-—c

(SA) xTy = 0
x >0
y2 0

Demonstratie:

Rezultd din teorema precedentd, notind y = -o ~CX + W5

Propositia I.5.4. Dacd X = {x ¢ K| x> O,Ax=b |/ @ ,
atunci ‘(PS) are optim infinit dacd gi numai dacid sisteamul:

Ax = b
(8y) X -A'aeye-c
x5y 0
Este incoampatibil.
Demonsgtrajlie:
Fie x ¢ )( . Prin absurd si admitem cd (X,V,y) este o

solutie a sistemului (81). Atunci, deoarece f este concavi:

£(x)-£(X) ¢ (V £(E)) X (x-%)=(0% + 0)T(x-%)=(aT5-5)T(x-%)

- ViAx - Fx - Vax + 7%

Dar Ax = AX = b g4 F7x > O. Decis
L £(x) § £(F) + Tx
ceea ce contrazice nemirginirea lui £ pe X .

Reciproc, daci (Bl) eate incompatibil, atunci (8SA) au

are solutii, ceea ce, in ipotesa X A ¢ conduce la amp-i £(x)=¢ o
xe€

S4 introducea uraitoarele notagii:
Dacd J),J,,05 este o desfacers a lui {1,...,11; scriem:

xin(xd)“ ¢y yi-(yJ)JGJ,_' ‘ie1,2,3, gi convenim ca,
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prin eventuale reordonliri, si putem rescrie

x1 y1
X = x2 ’ - 12
? ,3

Lema I.5.1. Dacld problema:

sup. { g'!: | x45:8 € Rn, v ¢ R® x,7,8 >0,Ax=b, Ox-ATwy-rDl-h

xi'ooll'oj

CRYSS _
adaite o soluyie optimd (X,7,¥,%) ocu > 0, '55) 0, atunci exista {eR"
astfel ca:
AY =0 7220
cf =0 g% -0y
i
Demonstratie:

Dupd o reordonare convenabild a raestrictiilor gi varia-

bilelor, problema dati se poate rescrie sub forma:

1
X

sup. {BT‘ ‘x ox WJ oY’o’ 20, (AI’AZ' 3) 12) = b,
0

L ‘
011 %10 03y /* 0
921 % Y53 | -a% .+ |52 | +Da=n }
05, 055 O35 0 ¥

Duala acestel probleae este:
{ o?y +hTz|A§7 v o] L7 Leog 12405 1250,
T ¥ L1 1‘ T o3
Aaf ¢0127 4-022Y +052|[ > 0, -A\I-O,

‘!23.0. Q’»O. D’lya s“
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Teorema fundamentald a dualitéyii asigurd existenta

unei solufii optime (f, 7 ) a dualei gi

(3.5.1.)

-1 5

v'7 +2"] - g5

Datoritd teoremei ecarturilor conplol.nturo. deoarece

> 0, restrictiile corespunsitoare variabilelor x gi y’ din du-

ald sint verificate cu egalitate de solutia optimd a acesteia.

(1.5.2.)

(1.5.3.)

(1.5.4.)
(105050)

Putem, deci, scrie:

! 2

1
RERY N RN =0

‘4 T
A.‘,T'bc +02'[
Aj =0

Inualgind (I.5.2.) gi (I.5.3.) ou :[1. respectiv

1 2 2 0 i sunind obyinea:

"

sau, deo

dea ci

(1.5.6.)

1y1,1¢
oY

arece

«THT ni «(TH%5 7 ’(ia)r‘gf (AT, 7"
’(12)1‘ ;i

Tinind seama gi de (I.5.4.) resulta:

c ¢ 1
11 12
g H (1D 52 0
°n %[ \1
15-9%
1e70

De aici, deoarece C este negativ semidefinita, conclu-
= 0 gi din proposziyia I.5.1. razulta i
Oi =0
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Atunoi (I.5.2.) i (I.5.3.) devin;
T T 3
AT =0 . 4 F20
Putem acrie:

bT'f - $hx - 7TA1§1 R ?le'x-z -?TAz? -0

ultima egalitate rezultind din teorema ecarturilor complementare.

Deci b7 = O gi atunei (I.5.1.) implici:

3 = Ty

4

B.lltii{lo (IoE.“a). (1-5-50)’ (105060) '1 (105-70)

contin concluziile lemei.

Propozitia I.5.5. Dacd X £ @, atunci (PS) are optim
infinit dacd gi numai dack existd Tl'ekn solutie a sistemului:

(1.5.7.) g

A 1 = 0
(8,) 0y =0
10
ort >0
Demonstratie:

DacH supx. f(x) = ¢+o0o , (81) este incompatibil. Deci
X€

problema de programare liniard:
sup. ‘_ -OTIII.,,I 2 0, Ax=b , Ox - ATv-oy-oDs-—c}

0 dack i"s i 0
unde D-(dld)1(103$n' dij - y Qac =J §1 ¢ ¢
-l, dacdi i=j gi ey > (0]

~

n;.'o optimul nenul.
Fie (X,¥,V,%) o solugie optimi.

. Atunci compatibilitatea lui (32) rezulti imediat din

lema I.5.1., fdcind identificiérile:

8"°'h"°|31'35'¢
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31 tinind seama de faptul ca-oT; < 0.

-

Reciproc, fie 7 solufie a sistemului (32) 81 xeX

Decarece, pentru & > 0, x +d ] 2 0 gi

A(x+dﬁ)-u+aq-b

rezults cid xnu’z'e.x pentru orice & > O.

Dar, t(x-oa(?( ) = £(x) + 2 q;;x%i + q2

+ dorf = £(x) + AOT;{

?TO? +
gi deoarece o!»f > 0, rezultd od, dacli o/—-» <=, £(x+ q? ) > o=

5.2. Rezolvarea problemei (PS) cu metoda simplex; for-

ma scurtd

Metoda de rezolvare a problemei de programare pitra-
tici elaboratd de P.Wolfe, se bazeazdi pe o versiune modificatd a algo-
ritwului simplex, utilizatd pentru rezolvarea sistemului (84).

In continuare vom expune cele doud variante ale algo-~
ritoului lui Wolfe, "forma scurtd" gi | forma lungd". Dupl cum voa ve-
dea, forma scurtd a algoritmuluil este recomandatd pentru unele cazuri
particulare ale problemei. Metoda completd - forma lungid - valabild
pentru condi{iile gemerale in care am enunyat problema (PS) se baseasd
in mod ‘esential 'yp forma scurtd a algoritmului.

Prima varianti a n:todei constd in rezolvarea problemei
de programare liniard asociatd sistemului (8A);

(LSA) sup. {_- T(llfzz)] x,y,sl,ﬁa c B®,ve R',x.y.al,la), 0,Ax=b,

Ox-LTv¢y+sl-52--c j

utilizind algoritmul simplex, cu regula aditionald;
(a) pentru fiecare i=1,2,...,n, X; gi y; nu pot fi, simultan, nenuli.
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Teorema I.5.2. Se poate utiliza algoritmul siwplex
in rezolvarea problemei (LSA) de aga manier#, incit, respectind re-
gula (a) sd se realizeze una din situatiile finale:

(1) Problema (LSA) nu are soluyii posibile

(ii) se obyine o soluyie optimi (;.?.7.?1.32) a pro-
blemei (LSA).

(411) se obyine o soluie de baszi (X,7,¥,31,7°) a
problemei (LSA) care nu mai poate fi fmbundtdyit¥d fHrd violarea re-
gulei (a).

Demonstratie:

Rezolvarea problemei (LSA) se face conform metodolo-
giei simplex, in douli faze. Pentru aducerea problemei la forma stan-
dard se noteazil vevl-va, vl,va-) 0, (decarece v nu este supus res-~
trictiei de semn). Cu aceste notayii, matricea sistemului de ecuatii

este:

i

..32).

(ordinea variabilelor: x.y,vl,va,s

8e a@bservd cd in ecuatia de rang m+i (i=l,...,n) sem-
i. lf coincids cu cel al termenului 1i-
ber; in consecinitdl respectiva variabild poate fi inclued im rindul

nul uneia din variabilels z

variabilelor bazice corespunzétoare bazei initiale. Pentru completarea

aceatel baze ae adaugh variabile artificiele in grupul primelor m e-

cuatii. Pdrd a restringe generalitatea, s# presupunem cid primele r

coloane (o0 ¢ rg-) ale matricei (é) coineid eu primii r vectori u-

niteri ai spagiului R™™.

Atunci, prima faz# a metodei simplex, cere rezolvares
problemei:
(le) sup. {-oTx. ]x.y.al.zae Rn,vl,vze ", x% B.'r.x,x‘.y.vl.va.

1,2 Tod aTe2, yaadog2e o)

2 > 0, AX=b, Cx-A"v +A v eyez -~z
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unde A = (A,or’l,....e').i .(xa) i
x

cu regula suplimentard (a), baza initiald fiind baza canonicid a spa-
tiului RS gl solutia de bazd initiali:

bJ.J-I,....r
‘ .
X, = !J.bJ' J=r+l,...,n,
0, Jer+l,...,n

By - sf 11-12-:-0

=04 dacs °1\( 0 ‘ Sy dacd o> 0
0, dacd 8 > 0

0, dacd o4 0

Uramditoarea observatie este esentiald: pe intreg par-
cursul primei fasze, regula (a) poate fi respectatd, fdrd ca aceasta
8d denatureze rezultatul.

Intr-adeviir, deoarece in (le) coeficientii variabi-
lelor :1 gl si y i=1,...,n, coincid, dousd asemenea variabile nu pot
face parte, qilul%an, dintr-o aceeagi bazid. Mai mult , ori de cite
ori yy este susceptibild de a deveni variabild bazicd, poate fi aleasd
in loc si. Procedind astfel, se poate mentine, in permanentd, pe par-
cursul primei faze a algoritmului simplex, y=0. De aici, rezultd con-
cluziile teoreﬁpi.

Observatia: In practicd, in reszolvarea problemei
(le), variabilelor y 1i se acordd un rol pasiv fatd de criteriul de
intrare in baz#d; pentru aceasta, nu se calculeazd difereanyele dJ
corespunziitoare acestor variabile. Ou aceastd exceptie, celelalte
provedori ale algoritmului simplex se aplicd nealterate.

Teorema I.5.3. In conditiile teoremei 2.8.2.;

1°, Daci# se realizeazd (i) atunci (P8) nu are solufii
posibile.

2°, Dacd se realizeazd (ii) gi 3%-52-0 atunci X este

Cia.ua/sacfasc.s
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soluyia optimé a problemei (PS).

3°, Dacd se realizeazd (ii) gi e (21+32)» 0, atuneci
(PS) are optim infinit.

4°, Dacd se realizeaszd (iii) gi dacd E1«32-0 atunci
X este solutie optiméa a problemei (P8).

Demonatratie:

Intr-adevir, in situatia (i) sistemul x 2 O,Ax=bd este
incompatibil deoarece in faza intii a metodei silﬁlox aplicatd proble-
mei (LSA) nu au fost eliminate variabilele artificiale x2.

Celelalte concluzii rezultd din observatia od in si-
tuagiile (ii) gi (4i1), sistemul x ) O, Ax=b este compatibil.

Observatii: 1) Num#irul variabilelor problemei (LSA)
poate fi redus, nefiind necesare toate variabilels zf. Prezenta lui
sf se impune doar daci ey > 0.

2) Faza I se fncheie dupd eliminarea completd a tuturor

variabilelor artificiale x2

mina gi variabilele zi,zf

3) In situatia (111) dacd e (3 +32) £ 0, ipotesele de

. Inainte de a .trece la faza II se pot eli-

nebazice.

lucru nu permit degajarea unei concluzii, deoarece regula (a) nu este
naturald pentru procesul calculatoriu el algoritmului simplex.

Teorema 1.5.4. Urmdtoarele condit{ii sint suficiente
pentru ca algoritmul simplex modificat cu regula (a) sd conducd proble-
ma (LSA) fie la situagiile finale (1), (ii) fie la situatia finald
(111) ou F'=7%-0 ;

(3) o=0

(43) € negetiv derinita

(J3J) In enuntul (PC), C oﬁte negativ definita
Demonstragie:

S84 presupunem c3 prima fnﬁ& a metodei simplex a finali-
zat cu (ii) sau (iii). S8-a obtinut astfel, o solujie de bazi (x°,y°.v°,

zl°,52°) a problemei (LSA). Atunci cea de a doua fazi a metodei simplex
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rezolvi problema:
. T T
(182) sup {-o z |x,y,% ) O, Ax=b , Ox-A v+y¢Dl--oj

unde D este matricea diagonald cu elementels:

’

1, daod si° este variabild baziod
d:l_1 - -1, dac# sf° este variabild basiod
l 0, altfel

plecind de la solutia de bazd initiali (x°,y s ,s°). unde am renotat:

2%, dack 3° este variabila basioch
o 20 20

2, = 3, daci 3 este variabili bazicd

0, altfel

Fie acum (x,y,v,z) solutia finald a problemei (Lﬂz)
obyinutd cu algoritmul simplex modificat cu regula (a).

Notdm Jl '{J‘;d )0} ’ J}'{.Jli")os

Atunci (X,y,V,3) este loluvi optimi a prgbl ’f
sup{~e 8 )x,¥,2»0,Ax=b, Cx-A wy#bs--o.x - 0,y =0 §
Intr-adevdr, in caz contrar, algoritmul simplex, ar

produce la uramitorul pas, o noud solufie de bazid imbunidtititd a aces-
tel probleme. Deoarece ;J =0, j&J, vy ;J =0, J €U, ad

problema :upnn; restrictiile x’-yl-o. in noua soluie de bazd ar putea
apare, cu valori nenule (in plus, fatid de soluyia actuald), cel mult
una din variabilele xd,yd.d B Jz. Astfel, noua solugie ar satisface gi
ea conditia suplimentard (a), ceea ce contravine presupunerii fécute
asupra soluyiei (X,¥,V,%Z).

De aici, lema I.5.1., cu ideatificirile:

g=-e, h=-c

implicHd existenta unui if € R®, pentru care:
Aii =0, C{ =0, o7 - cri
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Atunci,

In ipotesa (J), 6% = O gi deci % = O.

In ipoteza (Jj), OF = O gi propositia I.5.2. impli-
¢t § =0, deci, ¢'Z = O gi din nou, %=O.

In ipoteza (jjj) problema (PO) poate fi reformul ati
in forma standard prin introducerea unor variabile aecart x%
x

e

sup { fo(xo) I x'= ( )C Rn‘-l xIa 0. A'X'-bs

Xx.

unde £'(x')=(c’)Tx' « %(X')Tc'x' s, C' = (o) , O'= (c 0 )
0 o o

Confors lemei C'/’ =0 cu 7 ° '(?!‘) . D¢ atoi 0F =0,
Dar O este negativ definitd gi atuncli urada rationamentels cazului
precedent.

In concluzie, in toate cele trei ipoteze mentionats de
teoremli, solutia finald obtinutd pentru (LSA) - dacH existid - are
componenta 2 nuld.

Observatis: Teorema demonstrati stabilegte condi¢ii
in care forma scurtd a algoritmului lui Wolfe este eficientd. Cu alte
cuvinte, in aceste cazuri, regula suplimentard (a) nu perturbd ia mod
esentiel desfdgurarea metodei simplex .

Practic, desfdgurarea schemelor algoritmului simplex
are loc cu urmitoarea modificere (valabild pentru faza II):

La pasu! k, corespunzitor soluyiei de bazi (xk.yk.
v*,8%) se deteraini: J{ - {Jlt§> o} J; -S 3 y§> o}

La pasul kel variabilele Xy Jedyal Ty Je 9,
sint pasive (nu se pot introduce in bazi).

5.3. Rezolvarea problsmei (P3) cu metoda simplex;
forma lungd.
Fie, pentru AE R, problema de programare piatratica:
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(PBA) :\211(:. A Xa ix e an x > 0, Ax-b5

unde f(x, A ) = AoTx + é xT0x
Evident, (P8;) = (P8)

Propozitia I,5.6. Dacd X £ @, problemele (P8, ) sau
admit optim finit, oricare ar fi A 2 O, sau au optim infinit pentru
orice A> 0 ((P8,)) admitfnd evident optim finit).

Demonstragie:

Resultd imediat din propozitia I.5.5.

Metoda completd, forma lungd a algoritmului lui Wolfe,
rezolvi problema (P8) in trei fase:

Pazele I gi II:

Utilizind forma scurtd a algoritmului, se resolvd (Pso).

Teorema I.5.4. (condi¢ia (Jj) garanteazd valabilitates al-

goriteului,

Daci (PBo) nu are solutii posibile, atunci nici (PS) nu
are.

Altroi, fazele I gi II conduc la ¢ solutie de basd a sis-
temului:

Ax = b
T
Cx = A'vey=0
x,y ) 0
care satisface condiia x'y = 0. Pie (X,5,5) aceasta.
Faza III:
S8e rezolvd problema de programare liniard:

(L, ) sup{A|x,3,A 3 o, Ax=d , Ox-ATv¢y¢ A c=o, A{lk
plecind de la solutia de bazd initiala (X,y,v,0), cu algoritmul simplex
modificat de regula (a).

Teoresa 1.5,5. Algoritmul simplex modificat cu regula (a)
conduce la o solutie de bazd a problemei (L ), (x" 70" A% ) 4 on A"
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egel cu O sau 1. In primul caz, (P8) are optim infinit. In cel de el

doilea caz, x"este soluyie optim#i a problemei (PS).
Demonstratie:

Bvident, (X,¥,7,0) este soluyie a problemei (L , ) satisfa-
oind gi (a).

S84 fnldturdm, pentru moment, restrictia A ¢ 1. Atunci
dou# situatii apar posibile:

(k) procesul de Inbunitdyire i solutiei, cu respectarea con-
ditiei (a), indicH infinitudinea optimului.

(kk) se obtine o solugie (x*,3y% v* A*) care nu mai poate
£i fmbunsitititd (sau este optimi ssu, fmbunititirea ei ar viola (a)).

Bituatia (k) indicl infinitudinea optimului problemei in
absenta restrictiel de mdrginire a lui A , insd in preszenja regulei
(a). Atunci este clar ci (L, ) are un optim egal ocu 1, solutie opties
putind fi obtinutd pe calea proprie algoritmului descris. Fie ea
(x*,9%,v* ,1). Atunci (x*,y*,v*) este o solutie a sistesului asociast
problemei, (5A) g1 deci x“ este solutie optimi a lui (P8).

' In casul (kk) conditiile de aplicabilitate ale lemei I.5.1.
sint asigurate scriind:

o, daclt 1 # J
D=(d49))¢q,5¢n %y " {
01' dacsd 1.;’

8, = A .1-1,....n.h-o.s--%o. "1'{“‘§>°5'
J,-{J)v{)oi '
Existd, deci ¥ astfel incit:

sr‘- - h”
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adica, A" = 0.

Am ardtat deci, cA rezolvarea problemei (L , ) cu al-
goritmul simplex wodificat finalizeazd cu A = 1 sau 0.

Pentru a completa demonstratia, rdmine si ardtdm cit, in
cazul A" = 0, (P8) are optim infinit.

Putem presupune, fidrd a restringe generalitatea, oit
rangul sisteamuluil de ecuayii din problema (L A ) este m+n. Observiam, in
acest caz, ci n dintre variabllele x,,y, trebuie si fie basice (de-~
oarece, numirul variabileloer Uy, bazice, nu poate depigi m). 54 admi-
tea o solutia de bazd (x” ,y* ,v*, 0) toate variabilele bazice
X,,y; au valori nenule (se poate utiliza tehnica perturbdrii pentru
a asigura nedegensrarea solutiilor). Atunci, se poate lua in lenmd,
J2-¢. Concluziile complete ale acestei leme impun asupra lui 4 proprie-
titile:

Ay =0, 0p =0, 7 <0, cTrz),l >0

Vom arite ci 21

2 0. Intr-adevdr, in caz contrar,
slegea

#
q-m:{—zﬁliénfl' Zi<o$>o
i

Notind xex“s+ an , rezultd ci (x*,v“y”,0) eate o alts
soluyie de bazi a problemei (L), ) asociatd aceleeagi baze ca i pre-
cedenta. Lcoanth_concluzie este absurdd, deoarece o bazd deteraind
unic solutie de bazd, iar x#x* . Concludem ci 7> 0. De aici i din
propozitia I.5.5. results infinitudinea optimului pentru probleaa (PS).

§6. PROGRAMAREA CONVEXA GU RESTRICTII LINIARE; METODA
DIRECTIILOR ADMISIBILE (M.Frank, P.Wolfe)

6.1. Problema

Fie problema de programare neliniarid convexd, cu res-
trictil liniare:
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(on) 5\2% £(x) 3 X-{xeknl x>0 .Ax-b}
unde £ € ¢t este concavﬁ.‘

Pentru valabilitetea algoritmului prezentat, adoptiam
urslitoarea ipotezi:

I. Ipoteza mdrginirii: (Vt(y))*x este mirginitd superiox
pe X , oricaere ar fi ye X .

6.2. Algoritaul
, Teorema I.6.1. (Testul de optimalitate) Presupunem
X g @ gt ¢ . Daci ¥ este o soluyle optisd a problemei de pro-
gramare liniar#

(18)  sup ( T 2()) x
gl
(1.6.1.) (¥-*)T T2(*) -0
stunci x* este solutie optim# a problewei (OL).
Demonstragie:
Din (I.6.1.) gi din proprietatea de opbimelitate a lui
'ik resultd cH:

(1.6.2,) (V)T = (92ENT 2 3 (V2(=)"x , peatru ortce
xeX

Dar, deoarsce f este ooncavid

(x.6.3.) f(x) - I(I‘k) < (‘_xlt)'l Vl(tk), oricare ar fi =
In pluas, pentru xe X , (I.6.2.) gi (I.6.3.) daus

£2(x5) 3 2(x)

Qorolar: Dacd £ este golugie optimd a problemel (LS, ),
stunci este gi solugie optimi a problemei (CL) .
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Teorema I1.6.2. (Reguld de imbundtdtire a solutiei).
Fie x®¢ X i ¥ soluie optimi a problemei (18, ). Dack:

(1.6.4.) () V(%) > 0

atunci existd x**1e X de forma x**1ax¥s+ Ak-('ik-xk). Ag € (0,1}
astfel fncit £(x*1) > £(*) '
Demonstratie:

Notind s%=%5-x* este evident ci YA )-!(xknv A l.)
este concavd pe [0,1] . Atunci ¢ °'( A )=(s)?T T t(gkf A &%) eate

descrescitoare pe [ O,1] . In plus, datoritd lui (I.6.4.),

9'0) = ()T ) > 0

De aici:

(L) dact ¢ (1) = ()T T2(F) » 0
rezultd cd Y '(A) ) O, oricare ar £i  relo,1]  gi deci ¥ igi a-
tinge maximul pe [0,1] in A =l. Punind &1 o 2% resulta cu
£(x5*) > £2(L5).

(41) dacd ¢°'(l)< ©
existd )\k € (0,1] astfel ca lfl( Ak)-o. Ak eate punct de maxim
al lui ¢ pe [0,1] gi punind x**! -xiAka", deducea ci t(xk“b £(z%).

Aceste doud rezultate fundamenteazi ulgoritmul descris

in schema nr. 13.

€.3. Oonvergenfn algoritmului

Teorema 1.6.3. In ipoteza I, una din urmitoarele al-
ternative se voriri;:a:

(Jj) algoritmul rezolvid problema (CL) intr-un numir
finit de pasgi.

(Jd) algoritmul genereazd un gir {xx]g)(. astfel

fncit {t(xk)} converge ciitre V= NPX £(x) gi orice punet de
xe .
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[se cautd un punc\: extrem

| solutii

(CL) nu are

8TOoP

se re:olv'l problema (Lsk)
sup | ( V£(x*))"x | xe X}
4

8e citegte = golutie op-
timd a lui (L8,)

se calculeazd

s ve(F)

se determindt Ake(o.ll
ain (85)Tyr(x%e As%)e0
!

}+1_‘ + AklE

xE este solugie
optind a proble-

| mei (OL)

Schema nr, 13
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acutulare al lui {x“] este o solutie optimd a lui (CL).
Demonstragie:

Dacdh X = @ seu (2.9.1.) se verificHd pentru un k, a-
tunci alternativa (J) este valabili.

Altfel, sd presupunem cd pentru fiecare k=1,2,... are
loc (I.6.4.). Birul {xkj este in poliedrul convex [x°, oxt X ]

Intr-adevir, x° € ext X (@atoritd ipotezei I) gi
e [xo,'x'°3

~ Mai departe, deocarece Fe oxt.X (ipotesza I) gi

& € [x°, ext.l] (Ipoteza de inductie), este clar o xk’le[ik,?_]g_
g[x°, ext. X ).

Fie x* un punct de acumulare al girului {xkj . Bxiatd
deci {x‘k‘rjgixk} cu lim xkr - x*,

8irul {f(xk)) este atrict crescitor (teorema I1.6.2.)
gi mirginit (£ continul pe compactul [ x°, ext.X) Exista deci £°=
- . 2(5).

84 u‘étﬁn cid x* este solutie optimsd a problemei (OL)
gl ot £(x*) = £ .

Deoarec;'ext.)( este finith, existd X ¢ ext. X gi
{k' jcik jastfel ca X © = X .

+ Atunci,

k.
(i-x)T v£(x¥) > O, pentru orice kz'_ g1 xeX .

Trecind la limitd pentru k;_. —»>= , deducea:

(1.6.5.) ('ifx)T T £(x*) 2> O, oricare ar fi xeX .
) In particular,
(1.6.6.) Fx)T V1(x*) y 0.

Pe de altd parte, pentru fiecare k) si J¢ (0,1]

) k! k! K+l k!
£8(xT s AG-x I)-f(xT) ,#(xT )-f(x %)
X ¢ a1 £
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k' kl

f(x Ty o r
< (x ) £(x 7)
Trecind la limit4 pentru k;,éoao

W X~x*))-£(x*

€0
gi pentru A >0,
(1.6.7.) (F-x*)TVex®) ¢ 0
Din (1-60‘6o) ’1 (Ioec"o) rezulti;
(Fx)T 9 2(x*) = 0
Iar de aici gi din (I.6.5.),
(x-x*)TY£(x*) 0, oricare ar i x€ X

ceea ce dovedegte cit x* este soluyie optimi a problemei:

T
xs&
De aieci gi din corolarul teoremei 1.6.1. resulta con-

cluzia teoremei. .

§7. PROGRAMAREA NELINIARA CONVEXA; METODA PLANULUI DB
SECTIUNE (J.E.Kelley)

7.1. Problema
Fie problema de programare convexi:

©) sup. £(x); X={xeh®| g,(x)¢ 0, J€J,;; b (x)<0, J €J
s, £(x) { [ 8y 1% by 2}

unde t,sd 3 01. f este concavi, 8; sint convexe gi hd sint funcyii
liniare afine.

Fie X tronsonul convex

Xy, = {xe®®ny(x)<0, 3§ €7,
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Dacd X /4 #, fie °c X+ Aduitem urmitoarels ipotese:
I. Ipoteza mirginirii: XO- ix EXL)QJ(X") +
o(x-xo)T ng(xo) £0, Je Jl} este miArginiti.

II. Ipoteza liniaritiyii: £ este limiaré (£(x)=c’x,c¢ )
Observagie: Ipoteza II nu este restrictivi. Orice pro-
blemd de tip (C) poate fi echivalentd cu una satisfécind aceastd ce-
rintd 1

(¢') sup {xo | (: )e R“’l,x eX ,-t(x)+x° < 0
° .

Intr-adevidr, sd notdm cu X’ multimea solugiilor posi-
bile ale lui (C').

L

Fie X o solutie optimd a lui (G). Definiam X =f(X)

X

x
Evident, | _
0

)ex’ . Vom ariita cd este optimd. Prin

absurd, existd (: )‘chn x, > §°. Dar, x e X gi deci: £(x) > x°>§°-
o

= f£(X), ceea ce contrasice optimalitatea lui X.

Reciproc, fie (f ) solufie optimad a lui (C')

*o

Atunci X € X . S# aratam c# este optimd. Prin absurd
existd xeX ocu f£(x)> £(xX). Punind x =f(x), avea (‘ )GI' gl
; ' x
: o

x =f(x) > (X)) X,

in contradictie cu presupunerea initiali.

7.2. Algoritmul
Construim, recursiv, girurile {xk} ” {ij JE=0,1, .00

astfel:

(1.7.1.) Dacd J(k-1'¢ atop. Altfel, fie x* soluyie optiamd a
problemei de progreamere liniard:

(18, ;) Bup. oTx

xGI.-.
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(I.7.2.) Dack x¥¢ X stop. Altfel alegind
ie¢ {1 €J, | si(}) = max gd(xk)j
Je I

se definegte
Xy = {xeX_; | 8,(2) + (=2 7g,(F) < 0f

Teorewa 1.7.1.) BSirurile {x} , {X, | construite
confora regulilor (I.7.1.), (I.7.2.) satisfac proprietitile:

(107-50) xk_l: Xk 2X ’ k-1.2,...

(1.7.4.) KX, k1,2,

(1.7.5.) 2(x1) 3 2>V - sup{f(x)| xe X}
Demonstragie:

Incluziunea xk-l D Xk. k=1,2,..., fiind evidents,
o demonstridm ci X< :(k. Prin induc{ie relativ la k.

Fle xexl » Cum BJ sint convexe, pentru fiscare

Jedpn

BJ(x)-sJ(x")T > (x-x")'r v (sd(x°). pentru orice xe€R".

In particular, pentru xe X ,

85(x*)e(x-x")" 7 g,(x°) < By(x ) < 0

dect x ¢ X.

Pentru k=1,2,..., presupunea x € X k-1

Inogalitqtea anterioard, scrisi pentru i € Jl deter-
minat conform regulei (I.7.2.), arati cd x ¢ Xk. Cu aceasta (I.7.3.)
a fost verificati.

(I.7.4.) rezultd banal din (I.7.2.)

In efirgit (I.7.3.) implica (I,7.5.)
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Qorolar. Dacd xkex atunci xk este solutie optimit
a problemei (0).

Descrierea algoritmul se face in schema nr. 14,

7.3. Convergenta algoritmului.

Teorema I.7.2. In ipotezele I gi II una din uradtoa-
rele douli situatii are loc:

(1) algoritmul rezolvd probleme (C) intr-un numidr fi-
nit de pagi

(41) algoritmul genereazd un gir {x‘} astfel incit

lim £(x*) = Vv« oupr(x) gi orice punct de acumulare al lu{x.}
xe

este o soluyie optimd a problemei (0).
Demonstrayie:

Din teorema precedentd deduces cd dacd peatru un k,X =@
= @ atunci (G) nu are solujii posibile, iar dacd x¥¢ X .xl" eate g0~
lutie optimd. B8 presupunem cii aceste alternative nu se produc.

Atunci girul {xkj continut in compactul X con-
tine cel putin un‘aubqir convergent. rieix ’}g {xk! acesta gijy

k

Xelinx?®

Vom ardta cd x€ X .

* Prin absurd, presupunea cd4 existd Je Jl agtfel ca:
SJ(;) =£ > 0
Atunci, existd k(& ) astfel ci dacid k.2 (&),

k
SJ'(X I‘) > %

k .
Pentru k> k ,x %¢ Xk §i existd 1 € J, pentru care:
b o
k k k_ . k
By (x De(x %x HT Vg (x F) g 0
sau

k k k k k k
8 (x ©) ¢ fIx S-x Tl Vgy(x HNL || x ®-x TYf-u
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se deteraini
x% X,

se scrie problema
(Lsn)ssup{cmxlxelzj

Lu rezolvd (Lsk_)_]

(C) nu are

[ solugii

8TOP

na

se citegte solutia opti-
s 21 o 1wt (18)

£+ solugi
optilﬂmaugr:-'-'< 8TOP )
E0)€ 0,5 €97t b1 enet (0)

L

se determind i € Jl' cu
kel +1
=}ax, (xk
gy (x" ") T )

se sorie probleama (LS, ,):sup { e x | x ka-o-lj

Xy 1= X {8 (4 D)e(x-2 1T 75, () < o}

lk-kol}

Schema nr. 14
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(M = oup. || Te, (01 )

xeX,
Or , prin constmcti:a girului ka) i
k K !
g (x ¥) = max sd(x > g
Je Jl
9 -
gl de aici,

(AT P
. k
oricu'.o ar fi ka > Akq‘.‘scontruicind convergenya girului {x r’
ﬂ'o‘c‘iéeq
Pe de altid parte, girul {I(xk)} monoton gi adrginit
easte convergent. Daci T = lim t(xk). atunci (I.7.5.) implica:

Ty

kr -
Dar T = 1im £f(x *) = £(X)¢V .
Deci £(X) =V cesa ce dovedegte optimalitatea lui
b ]

§ 8. PROGRAMAREA NELINIARA CONVEXA; METODA PENALITATII
(METODA SUMT - A.V.Fiacco, G.P.Mc.Cormick)

"~ 8.1. Principiul metodei

Fie problema:

(0G) sup. £(x) ; X={xe B*| gJ(x) <0y Julye.,m)
xe X

gl ®
1

(xyr) = £(x) >
PR E x+td- 53(?)'

Teorema I1.8.1. Dacd urmiitoarele ipoteze sint veri-

ficats:
(1) X, ={xeX| g(x)< 0} 4 ¢

(11) £,9, € ct, 4=1,...,n
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(1ii1) £ concavi, gJ convexe, Jj=l,...,m
(1v) {zeX | £(x) ) k| este marginitd, pentru orice k ¢ R
(v) p(.,r) este strict concavil pe Xo’ oricare ar fi
r >»0.
atunecit
.a) pentru fiecare r > O,p(x,r) fgi atinge meximul pe
Xhtr-un punct x(r)‘,xf:fontm care 'gp(x(r).r) =0
b) daod >0, rk-f; 0, atunei iil’?(x(rk).rk) -
= sup. f(x) =V

xeX
¢) oricare ar f£i girul {’k!‘ convergent strioct des-

crescivor la o, girul {t(x(rk))] converge strict cresecdtor la vV

L]
- -
girul { ;_ SJ(!(!‘k))l este atrict descrescidtor, iar girul

{rk %5 —-—1———} converge la O.

8,(x(r,))

" Demonstragie:

Flie x°%¢ Xo gi ko-t(z°)
BEvident v = sup £(x) = sup {f(x)l x &, £(x)> koj
xe X

gi datoritd ipoteselor (ii) gi (iv) f igi atinge maximul pe compactul
{x exlt(x) 3> k,§ , dect:

Vemax{f(x)| x€X,f8(x)3 kjo + —
a) Wotind M, = p(x°,r), r> O fixat, definim: |

8, = {xe X | 2(x) > M}

8y = {xei|qf;, y u-v|

Atunci 8 =

v

S'j este nevidd, compactd, inclusd in

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



119

Intr-adevidr compacitatea lui 8 fiind o consecinti a i-
potezelor (1i) gi (iv), sd aritim o 8 £ @ .

a
M = £(x°) + 1 1 < £(x°)
> JZ'i Sd(xo)

deci, x°€ So.

T ;‘;. lo - - £(x%) + M, M) -V
- g (x")

cu ntit; mai mult, pentru fiecare j=1,...,m,

P 4 z lo_q
Ba(x°)'
deci x° ¢ 5;' J=l,ees,m
In concluzie x°€ 8 4 @ .

S4 reamarcdm gi ci 8 N fr.X = @ , deoarece in vecinita-
2 1
J'l Gd(x)

—» = <=2 , Deci 8 este inclusd in

tea frontierei, r

xo’ . ;
Cu aceste observaii " se poate conclude cd p igi atinge
maximul pe S, pentru orice r > O fixat.
Existd x(r)e s8¢ X astfel ca:

" p(x(r),r) = max p(x,r) = Vv (r)
: xeS

Evident, Vv (r) < sup. p(x,r)
- xeX

8e poate ardta cd are loc egalitatea. Prin absurd,
existd x ¢ Io\ 8 cu p (x,r) > v(r).
' Decarsce x £ 8, atunci sau f£(x) < .o; sau existd J
r 5w
astfel ca 23-(-;)— <My _v . Ambele alternative implicd p(x,r) < Mo,

gl de aici afirmatia absurddy VY(r) < M.
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Concludem ci#:

v(r) = sup. p(x,r) = mex. p(x,r)
x¢X, xeX,

Cum %esto deschisti, concluzia a) este verificatil.
b) Presupunes >0, r, » O

Notdm x* = z(rk). kely2,000,
Fie €>0. Alegem x.X astfel ca f(x,)> V- -f-

Punea r° = f;, l‘ﬂ | 'J(xz ]|
Deoarece r, — 0, existd k* astfel ce pentru k > ki

sk resulte r, < ri Atunei:

"
v 2 p(xk.rk) 2> p(x(r* ) r )=2(x(r®))er, ?:1 E?(%(F')’) >

. .
% 2(x(r*))er? ?‘_1 ’c;!%ﬁ"n = p(x(r*),r*)>

¥ plxg ox*)=8(x g Jor® 3 T - § - & s

d= J
Am demonstrat deci, cid

lim P(‘(rk). .k) =V

¢) Din definigiae lui x(r) gi datoritd ipotesei (v),

=1 3 1 (& 5
@od) e, 7w Y K Ena ey

L] o »
.8.2. 20X 1 (=t
@82 HOm L o TR R o

Din aceste dou#i inegalitiyi rezultd:

1 Y- 1
£+l 2 (r"fl ") %1 sd(})

o
(rk+1-rk) =
=1 53(
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¢i oua r, > P resulti

a . '
(1.8.3.) .1% -‘F}‘-;r; < %:1 .—J(-:g)—

Atunci (I.8.1.) ¢i (I.8.3,) implici:
a8
£(*1 )2 (o (3 +- ‘ )>0
Rl e T S T

Deci, girul {t(f)} este strict orescitor. Fiind
i mirginit superior (de v ), existd V°= itn £(*) '

N

Pe de altd parte, decarece gi girul {p(:k,rk)} este

convergent, ou limita v , va resulta convergenga girului.

i r, ;"_;1 ?—)—-} precua ;1 osilitntou.
L N

9i, do'ou'ou v'§Y lar girul T Jt-l ‘—(ii-)- are termeni negativi,
. J

concludem ci V'V ., deci:

(I.8.4.) :1- t(xk) -V s convergenta fiind strioct orescitoare
iy e

a
(Ioso5o) lim r, =0
e .,(i‘)

Propositia I.8.,1. FPiecare dintre condifiile:

(3) £ strict concavi

(3d) existid j=l,...m astfel ca 8, _u' fie strict con-
vexi

(333) Xc{xer® iz > o)

(da o292 faso.»
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este suficientd pentru satisfacerea condifiei (v).

8.2. Descrierea algoritmului

1. Be determink x € Xo (observagia 1))

2. Be alege r; > O (observatia 2))

3, La psul k, (k=1,2,...) se deteraini x.-x( ) punoct
de maxim liber al lui p(x,r k) (teorema I.8.1.,b))

4, Se testeazd admisibilitatea lui } Dacdk se acceptil
se trece la 5, altfel se alege ri > ’k g1 se trece la 3. cu rk-ri
(observagia 3))

5. Se testeasd optimalitatea lui x*. In cas afirmativ,
algoritmul se fncheie, altfel se trece la 6. (observatia 4))

6. Se alege O < Trel < T, gi se trece la 3. cu k=k+l
(observatia 5))e.

Qgg.orvq;g: 1) Dac#d un punct interior al lui Xo nu
este cunoscut, se poate determina folosind algoritmul insugi:
. Presupunem cd pentru un yl & W, g(yl)f 0. Notd. :

Kl-.{ J'SJ(II) < OJ v Iy= {J ‘s'j(yl) > 0}
S8e reszolvd, cu algoritmul SUMT, problema:

inf {g(x)| gy(x) <0, J¢€ K| pentruuai €L

Algorituwul asigurd cd& solutia optima, ,a se afly in
interiorul lui {x|gy(x) <0, J¢ K} )

Daca inf {g, (x) | 85(x) < 0, Je Klf > 0, atungf X% =&
@. Altfel, se reia procedura ou K, = {3 sj(yz) < 0} 2 K,

2) In principiu, T, poate fi ales arbitrar pozitiv.
Evident tendinta ar fi sd se aleagd foarte mic. Se constatd insa, ci,
de reguld, vitesa convergentei algoritmului de optimisare fird res-

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



123

tricyii de la )° descregte odatd cu rs Mal mult, existi pericolul, oca
datoritd erorilor acumulate fn procesul iterativ de calculare a lui
(x(rl). acesta si iasi din X (peantru r prea mic, rolul funcyiei de pe-
nalitate ar putea fi fdcut neglijabil). Be poate recomanda uradtorul

mod de alegere al lui r*

[ op(=®,r )I - ain , ) ”
. D! rs 0 3 »

3) Testul de verificare a admigibilitagii lui xk. poaﬁo
£ wax 8,() <& , unde & este "pragul de adaisibilitase
prestabilit (vesi gi observatia precedentd).

4) In casul unui proces iterativ infinit, optimalitatea
solutiei devine de fept “optimalitate aproximativa”. Existd diverse
procedee de a evalua, abatearea unei solutii de la optim. In casul
nostru un criteriu l-ar putea constitui valoarea Irk ?Ei ;;%;E;-l

(vesi teorema I.8.1.¢)).

5) Oum, in procesul calculatoriu, ne limitdm la ua nu-
mir finit de etape ale al.orit-ulﬁi. desoregterea girului {rkj poate
£i faoutd ou pas constant (vesi gi observayia 2)).
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CAPITOLUL II

PROGRAMAREA DISORETA

§ 1. DEFINIREA PROBLEMEI
Enuagul tipic al unei probleme de programare discreti
eate:

-(@aD . 2(x)
(aD) ;:EX x

X fiind o submultime discretd a lui E® definitd intr-o manieri
oénltruottv;.

De reguld, multimea solutiilor posibile ale problemei
este datdl prin impunerea condigiilor de integritate asupra unora din
coordonatele punctelor din corpul limitat de un numdr de hiperasupra-
fete 33(‘)'0' J=l,...,m, de unde gi denumirea - frecveant utilisati
pentru clasa respectivii a programirii matematice - programarea in
intregi.

Bste notabil faptul cd o gaw#i destul de variatd de
probleme de programare discretd poate fi integraté condiyiilor pro-

prii programiéirii in intregi. De exemplu, dacii variabilele problemei
sint constrinse a lua valori intr-o multime finitd, complet- specifi-

k
cati (116 { xi xiis s i=1l,...,n) se poate reformula problema
ca 0 problemdi de programare in intregi, prin substitugiile:

k

x, = %;1 cf;’_xi vielieank,, §4 € 10,1}

In mare, ideile pe care se sprijind, sugereazi clasa-

rea metodelor de resolvare a problemelor de programare discretd in
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doul categorii importante:

a) metoda planului de sectiune

b) metode combinatoriale

Metodele de tip a) se bazeasll pe aceleagi principii
ca gi in casul programirii convexe, utilisind insd unele tehnici spe-
cifice caracterului discret al problemei.

Metodele combinatoriale au la bazd proceduri de in-
vestigare directd a multimii solugiilor posibile, fird a fi necesarid
enumerarea coapletii a acestora.

, O astfel de metoddi, actionind dupd principiul de "ra-
mificare gi mirginire" (Branch and Bound), folosegte urmitoarea sche-
s; la pasul k (k=1,2,...) o multime de solutii posibile se desface
in mai multe componente. Un criteriu specific, elimini unele compo-
nente, examinind numai un numiér restrins de puncte ale acestora.

Pasul urmiitor reia operatiunea pentru una din compo-
neatele rimase. In urma acestor elimindri succesive, multimea solu-
tiilor posibile este investigatd complet, retinindu-se soluyiile op-
time.

§ 2. PROGRAMAREA LINIARA DISCRETA

2.1. Enungul probleamei

Limitindu-ne la cazul conditiilor speciale de integri~
tate impuse variabilelor, numim problemdt de programare liniera dis-
oretd, orice problead echivalentd cu:

(LD) sup, {f(x)-crxs 5 X w{xeR|x 30, Axeb, x,€Z%,46D}
xeX i

unde D ¢ {1,...,n}

Dacd De {1,...,n) problema (LD) se numegte total dis-
creti, altfel, adoptiém denuamirea de problead de "programare liniara
aixtd (discrets)".
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2.2. Algoritaul ciclic "aixt" pentru resolvarea proble-
mei de programare liniard disoretd (R.Gomory).

Fie problema de programare liniard

(18_.) sup. o'x |, xo-{xen‘lx>o.u-b}
XeXo ;

ogitia . Dacd (I.Bo) nu are solugii posibile,
atunci nici (LD) nu are soluyii posidbile. Dacd x° este solugie opti-
ad a lui (I.so) gi x: € Z, 1 ¢ D, atunci x° este optimi gi pentru (LD).
Pie acum x° o solutie optimé a lui (Lso) g1 B(0) basa

asociati. "

) In afara notagiilor curente din capitolul I introducea
gi:
r:-x:- [x:] , ’31' :31 - [3‘51] y J51,000om , 1 J (o)

Teorema II.2.1. Dacd existd i ¢ D astfel incit
x: £ 2, atunci, ' '

XeXo N i
o N D o

wte Dy o= {x e (M)

oy
componentele lui a' fiind definité prini

r;" , dacd J€ D, r;t‘. r:

o

t
o (]
l§ = ;:f':— (1-;-31), dact J ¢ D, T > r:

‘31' dacll J ¢D. l:;i > 0

o
. r
k-]:::— ||31| » daca J ¢ D, l';i( 0
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in plus, x° é kD) -3
o'1

Demonstragie:
Pe xeX . Inmulgind ou )(0)'1 egalitatea Axeb, obyi-

nem:
3(0)~tax=B(0) "1 = 30)

9i, pentru componenta de rang i,

(11.2.1.) !: - “ * J‘J o) lgixd

Cu notagiile:
T« J(0) NDIT*= T(O)\N T’

gi pentru fiecare descompunere a lui J* in doud piéryi complementare
3i. 75 , egalitatea (II.2.1.) se poate sorie:

x{ = JcJ' Ji‘d F_—T— [s 311 4= ; (l-ru)x .
o
’JZ:'.r;“’ (33a) 02 S 0%

oi, ;lntotttl ipotesei, existd un intreg § astfel inoit:
o _ _ _p0 o °o
(IX.2.2.) ?_‘T—;_i r“xJ; 3%5 (1 r“)xdt ‘%. 53, %y
Notdm: JJ' = {3 eI ';1) 0} y 3N = “(3”' l§1< 0}
Corespunzitor celor dou# alternative complementare:
1) dzo

(11) d¢ -1
deducem din (II.2.2.) o#f una din urasitoarele doudi inegalititi este
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adevirati:

(11.2.3.) JZG;_i r;i xg ¢ JZG;: l:ix‘,) r:

; o ) o
(11,204.) | - .1%; (1-r9 ), + ‘?_:—1 83, 563-1
‘ °
Ultima relatie devine, dupd inmulgirea ocu —%T.< 0,
-

2.4 Z, .—*— 1= Z:
(II 2.4 ) J‘:l 1 r‘ ( rdi)x J‘ ’.l 1 ‘.o ,.Jil) r

Deoarece atit in (II.2.3.) oit gi in (II.2.4%.) mem-
brul sting este nenegativ, resultia ci:

D LR SR il _:_ : N>
(11.2.5.) JC'Ji Fyyxgt JGI‘ l-r (1 rJi)xJ J";‘ su_x‘.o

.Z i ‘sgdxa}r:

3€T* 1)

Adci, 'J'i gi 7é realiseazd o desfacere arbitrara a
lui I, '
Alegind:

I -{sev ’gs (1“'.11)3 {3e3] o5y o7

0
r
7y -{aeT rgpﬁr—: -, = {aeT) 5> 2

se verifiocd prima parte a teoremei.
" A doua afirsatie resultd banal, tinind seama de faptul
xg-o pentru j& J(0) i r:> 0.
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Qorolar. F¥ie problema:

(18,) sup. o"x 11'{ (:ml)‘ Rnd'"3°"n+1'>°' ‘1(2»1) -
&
-t}

A 0 bl b
unde ‘1 - -‘(‘1)! 1 ’ ‘-r:

Atunci, oricare ar fi x€ X existid x . astfel inolt

(:nol

(x )¢ Xy - .
Xnel x
In acelagi timp, nu existi .1 astfel ca J;.

Xnel

Qbservatie: (1) Ideea de bazi a algoritmului, reflec-
tatd in aceastd teoremd, oonstd in restringerea treptaté a tronsonu-
lui J(° prin "tdierea" sa cu hiperplane de tipul celui ce midrginegte

pe $>1 9’ la fiecare pas noul tronson obfinut continind pe X dar
a’,ry

eliminind o parte nevidd a lui Jfo. Fiecdrui tronson i se asociazi
o problemd de programare liniard cerind maximizarea lui f£(x). Dacad
solufia obtinutd nu !ati-tnoo restricyiile de integritate, la etapa
uralitoare este eliminetd din multimea solugiilor posibile. Iterind
procedura constructiva ovidcnvincl in teorema II.2.l1l. (gi in coro-
larul séu), se obyine o secventi de probleme de programare liniari.
Acest algorita este descris sintetic in schema nr. 15. Intuitiv, al-
goritmul pare a fi cu atit mai eficient, cu cit "tdieturile" operate
la fiecare etapd sint mal substanjiale. Se observd ci mulyimea defi-
nitd de (II.2.5.) (care conyine pe X ) este cu atit mai reduss ou
cit coefioienyii nenegativi din primele doult sume sint lAi aici. De
alioci gi modul de alegere a mul{imilor de indieci 10475,

In sfirgit sd remarcidm ci consistenya algoritmului
presupune existenta solufiilor optime pentru intreaga secventd de

probleme de programare liniard construiti.
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[n reszolvi (LBn)]

solutie optimid a
probleuei (Lsk).

&

1 soluyie op-
. x: timd a
blemei

X= .

<xistl ij>n, cu §>ﬁ,

variabilda bazjcd

se elimini restrictia
suplimentard §i vec-
torul corespunzitor
variabilei X

J

s8e alege:
i=nin. { ?chx’f e Z}

se acrie <Lsk+ 17 prin suplimentarea

lui (Lsk) cu rentric;iiloa

Xnekel = dze‘—,:(‘k) 3 J"’i"mxu} 0.

se reszolvd (m‘ﬂ) folosind algo-

ritaul simplex dual, cu solutia
dual-posibild initiald (xk )

mto :

solugii

Schema nr. 15: Algorituul mixt
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(11) Schema conf{ine o instructiune care limiteasd numi-
rul restrictiilor adigionale pe parcursul desfigurdrii algoritmului.

- 2.3. Convergen{a algoritmului

Presupunea £(x)=0Tx sirginitd superior pe X .
Problema (LD) este echivalentd cu:

(W)  mp. x, 4 X'=f (x°) 6 B**1| x ~o"x=0, Ax=D,x3.0,%,G &,
(‘o)ex’ * ianD}
x

Firda a restringe generalitatea puteam presupune cd
De {1,2,4.0, IDIj . Nefiind supusi restricyiei de semn, variabila x,
va fi in permanentd bazicd, pe tot parcursul rezolvdrii problemei
(L0*). "

Atunci, corespunzitor uneli baze dual-admisibile B(k)

notim:
= s, » 80

xk- :? ' A(k .-(A%G)t-Oo seeyn Att-' 'ktt't“,(k)'!"(k)
¢ ' -1, t=¢

0, t&J(k)\} 1}

putem observa ci:

o o o oI K k_ k _ .k

x: ‘t ox" v Ngo” St = 8¢

gi deci, vectorilor l’k. Af s+ 0cJ(k) le putem acorda seanificatia

_ pe care o aveau in capitolul I.3.10. (aici ei apar intr-o forad elip-

tiel, _ prima componentid fiind suprimatd datoritda identitdtii ei cu cea
de a doua.) ’
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Teorema II1.2.2. Algoritmul mixt resolvid problema
x 1
sup. { %, | {xo)e:(nixoe z;j

fatr-un numdr finit de iterate simplex, cu conditia respectirii regu-
lei lexicografice in aplicarea algoritmului simplex dual.
Demonstrayie:

Putem presupune ci rezolvarea problemei de programare
liniard obyinutd prin omisiunea restrictiilor de integritate (ciclul
o al algoritaului) a dus la 0 solujie L-dual-adwisibild (vesi capi-
tolul I.3.10. (III)). Atunci regula lexicograficii garanteazidi ci toate
bazele succesive obtinute pe parcursul rezolvirii problemelor inca-
drate in algoritmul wixt vor fi L-;unl-aduisibilo..

Corespunziitor etapelor 0,1,2,... ale acestui algoritm,
fie xo.xl.xa.... solutiile optime obyinute gi:

=

(4]

) X , k=0,1,...

%

Pe parcursul ciclului k al algoritmului, este posibi}
ca, pornind de la solugia xk'l, algoritaul simplex dual si gonoroz;"'
mai multe soluyii dual-posibile, incheind cu solutia optima xk (a pro-
blemei mscoiate ofolului). Pie xX~1+:0 _ =1 _k-1,1 ,...xk-l"k_xk

aceste solutii si:

xk-l.' - ’ ‘-l...o’.k. k=D,1,...
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Avea: X° > X'y ...
(dar gis X710 3> piololy a8 ke0,1,..0)
In ipotesza marginirii lui xO-OTx pe ¢ s §irul

11:] k=0,1... este mirginit §i monoton descrescitor, deci convergent.
Vom ardta od dupd un numir finit de termeni el devine stayionar, 1li-
mita fiind intreagi. . 4

Cu acelagi rationament, parcurgind, fn ordine, primele
|D|] ¢ 1 componente ale vectorilor x“. vom ardta cid, peatru fiecare
t=1,2,¢0¢0, | D] , girul {x’;j , descrescitor de la un snumit rang gi
mirginit inferior (de o, decarece x“ este. solugie optimd in prodblema
de programare liniard corespunzidtoare ciclului i), devine stationar,
limita sa fiind intreagi.

Rationind prin reducere la absurd, sd presupunea ci
existd K g4 4 (051 < |DI ), astfel incit, pentru orice k ) Kk g1
t <1, x‘:-x: dar girul {1‘?} descregte, fird a deveni stationar,
dincolo de k .

Daci x: = lim. -x:, atunci existd k™)X, astfel incit,

(1r.2.6.)  [xf]< 2P [xf] + 1

pentru fiecare k ) k™ , 8=041,0.08,.

Atunci ciclul k+l introduce o restrictie suplimentard,
asociatii componentei x’1‘¢ %Z. Ca rezultat al primwei iterate simplex- .

dual, aveu:

'(11.2.7.)'7 i - - f:_'_i[kaJ A5 Jé.r(x‘)
a
' J

ori, :1 AO ( A;i =0 ar iamplica n§ =0, in con-
tradictie cu procedura simplex).
. Mai mult, Al,;i > 0, deoarece, in caz contrar,
. .
x’{ v 1 > t: s Ceea ce ar contraveni descregterii lexicografice a

girului ka} « In acest cas, constructia restrictiei suplimentare
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duce la concluzia:

A
> 1
° .J z
§i atunci:

(.2.8.)  xEig x:‘ (2= )-[lﬂ -[!;]

in contradictie cu (II.2.6.).
In sfirgit, sd arutim ok X, € 2, & = 0,1,..., |D] .
Altfel, dack kemin. ]k [Xy = X{] , clolul Eel in-
troduce o restrictie suplimentard asociatd componentei XE « Relagiile
de tip (II.2.7.) , (II.2.8.), valabile in acest caz, duc la conclusia
ot xf']'{ 25 g1 cum girul { xf"j descregte, xf"'( 4o contrave-

nind ipotezei de stationaritate a girului { x’:s .

Corolar . Dacié oiaz , 1€ D, cl-o. 1¢ D , atuaci
problema (LD) poate fi rezolvatd intr-un numir finit de etape cu al-
goritmaul mixt. In particular, pentru o problea#f total discretd, a-

oo-llbl concluzi este valabild dacidi ¢ are componente intrezi.

§ 3. PROGRAMAREA PATRATICA DISCRETA; METODA PLANULUI
DE SECTIUNE (H.P.Kunzi, W.Oettli).

3.1. Problema
O problead de programare pdtraticid discretd (in in-
tregi) poate fi enuntatd sub forma: '
(PD) .?ff(x)' X={xa z®| x >0, Ax ¢ b} 4
x

-

unde t(.x) -

€I"x + % xTOx. O simetricid, negativ definita.
Vot adopta gi uradtoarele doud ipoteze:

I. Ipoteza de mirginire: Xo =- {x c R® | x 20, Ax £ blj este mldirginiti.
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II. y & Xo' unde y este punctul de maxim global al functiei strict
concave f, pe Y

Pie problema de programare pitraticd (convexi):

. £
(po) ;u‘p xo(x)

Propositia II.3.1. Dack X =@ atunoi X =§ . Dack
x° este soluia optimé (unicd) a lui (PC) gi dacd x° € z®, atunci
x° este solugia optimd a problemei '(PD).

84 nottm T = £(y), £%£(x°), LeT-£°.

Leaa II.3. 1. Fie x & X, #i X = [x,5] n{x|f(x)=1°}.

Atunci:
(11.3.1.) x-y=% (F-
x
unde,
(11.3.2.) - \/——I‘
A T-£(x)
Demonstratie: '
X= A xe(l- 4,)y cu A& (0,1] (X # y oconform ipotesei

II).

De aiéi rezultd imediat (II.3.1.)

Ax poate fi determinat din egalitatea £%=f(X)

84 observim , in prealabil, oca V £(y)=0, deci:
(II.’.}.) 0]06-0
g de atoi, .
(II-’.“.) !‘% OT’

Atunci:

£222(x)= 3 [Axe(1= A7) o[ A, xe(1= X 03] Ay Tx's
(1= 2)ay= 3AZ xToxe 3(1- 0% 0ge 4 (1- A )xTcye
+ MoTxe(1= AD6%ye 3 AZT0xe A 20Tx-(1- A)%2s 2(1-A,)2-
- At s - AD T
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de unde, resultd (II.3.2.).
Leaa II.3.2. Dacd x€ Xo atunci:

(ce0D)T (3-3) = 2 (( V@) T(3-%) = 21)

Demonstragie:
(ooci)! (y-x) - cry-cmioi'ro;' - XT0X = -2£(X) + 2T= 2L
Lema II.3.3. Oricare ar fi x,3 € xo N
€0e08)T (3-x) < (040%)T(3-x)

Demonstragie:

Datoritd concavitatii lui £, avea:
EDTT D 1) - £ = 0

Atunci, folosind lema II.3.1l. gi (II.3.3.), putem scrie:
(e+e0D)T (3-x) - (e+0T)(3-x) = (Z-D)To(3-x) =

- D & Uy-D=x= (F-DTestX) = = G-DV(D ) 0

3.2. Algoritmul

Teorema II.3.1. x* este solutie optima a lui (PD) daca
gi pusai dacl existd /u'}O astfel ca (x* ./A') sd fie solufie op-
tiud a problemei:

(o) inf {/‘lxcz“./usn.x >0, #»0, Ax < b,

Demonstratie:

Notdm cu X multimea solutiilor posibile ale lui (OA).
Dacé x* eate solutie optima a lui (PD) se poate ve-
o -
rifica imediat c& (x* ./u') cu /;‘- 122(x%) gt solutie optima a
L
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lui (0A).
Pentru jimplicatia inversd, se observi imediat ci
x*e X o1 oa /l' - Li.(l_‘). . Daci, prin absurd, x* nu este. optimi
tn (PD), atunoi existd x € X ou £(x) > £(x*).

Definind, /4 - l‘_‘i.(!.).

resultd ci (x, M )gz gl ot /.4/.‘ b'. ceea ce ar contrasice optimaeli-
tatea lui (x*, 4°).

/

Fie acua problema de prograsare liniard discretd

(mixtd)s o
(1d,) m{/Ixez‘, S ERx 30, 430, Axg B, (0+0x°)T
‘ (y-x) € 21./5
Proposzitis IJ.3.2. Dack X # @ , atunci .Xllﬂ. (Xl

este multimea solutiilor posibile ale problemei (LDl))

Teorema II.3.2. Dacd (x./u ) eate solutie posibili
a problemei (OA), atunci (x, V/A" ) este solutie poaibild a problemei
(12,)
Du_onnrqiu

Utilisind, succesiv, lemele (II.3.3.), (II.3.1l.),
(I1.3.2.), putem scrie:

=0\, __ L RN | = 3.2y o
(e+0x")"(y-x) ¢ (o+0X)"(y-x) K (0+0x) " (3y-X) E’

Pe de altd parte, deoarece (x ./« )€ X ’

_I-2(x) - i
A 2
D ‘ .
eci %x_ < 2LV/—A , adicl (x,V/T)G XJ.
Teorema II.3,3. Dacd (x* ./u‘) este solutie optima
a problemei (LDI) gi dacH:

(11.3.5.) (0¢0%* )T (3-x*) ¢ 2Lp* , atunci (x* .(/«‘ )2 este
solutie optimii a problemei (OA).
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Demonstragie: ,

Din (II.3.5.) gi din lemele (II.3.1l., II.3.2., dedu-
cem:

2Lf'>(o¢ci'>f<y-x') . jT (0+0E) P (3-E* ) - ﬁ.l-

De aici,
,u'a',t, = V L’%‘i

sau, I-£(x") ¢ I( *)2
ceea ce impreuni cu proprietdtile lui x dovedegte apartenenya lui
(x* ,(/r)i’ X .

In sfirgit, sd notdm cdi dacdi aceasta nu ar fi solutie
optim# a lui (OA), atunci ar exista (x, /A )€:Y cu /u<( ')2.
Dar, confors teoremei II.3.2. atunci (x, \//'G)G:(. , #i deci \I/TI>,/J‘
in contradictie cu inegalitatea precedenti. ;

Corolar (test de optimalitate) . In condiyiile %ooro-
mei 2.12.3., x* este soluyie optimd a problemei (PD).

Algoritmul, prevede o etapd initiald in care se cauta
solutia problemei de programare pitraticd convexd (PC), yi apoi o
succesiune de cicluri, fiecare constind in rezolvarea unei probleme
de prosi'nu'o linierd discretd gi in testarea optimalitayii solut;l,'oj‘
obtinute conforam corolarului teoremei precedente.

Fiecare nou#i problemd se construiegte, pornind de la
precedenta, prin asocierea unei noi restrictii liniare (ee asectio-

neas# mulyimea solutiilor posibile cu un hiperplan).

Descrierea algoritaului este datd in schema ar. 16.

2.3. Convergenta algoritmului.
Teorema II.3.4. Dacd, pentru k' > k, xk'-xk. atunci
xk este solufia optiméd a problemei (PD). Aceastd situatie apare, cu

necesitate, pentru un k'¢ | X/
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se rezolvd (PC) metoda
simplex (forma scurtd

se citgete solugia op-
timd x

da | x° soluyia optima| =D
a problemei (PD)

"

A se calculeazsi y din: Cy+c=0
Z=t(y), £°=£(x°),LaF-£°

k=1

b
8¢ rezolvi (LDk):

ing {pl(x, p )X,

~ =@ —={570P )

JIN\

se citegte solugia
optici (xk, )

2

se calculeazi:

T = ) .
A‘ m .x‘ Ak}’(l Ak)y

— x* solutia optiamd y
c+C. )T(y -xk)s 21./« e  a problﬁuo& PD) SoP

178
se scrie (LDk’l)

tntf piGxy ) eXp,,}
L= X N Gxp) |
(o0 (3-x) < 2L /Ai _

K=kel

Schema nr. 16
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Demonstragie:
Evident, (xF., /‘k') ca solugie optimd a problemei

(LDk.) satisface restric{ia suplimentard de rang k;

(ee0) T(y-xX") < 2/4“ L
gi cum e gi (xk. /Ak) este solutie optimd in (LDk). resulti,
confora teoremei II.3.3. ci& xk este solutia optim#d a problemei (PD).
Ultima afirmatie rezultd banal, datoritd finitudinii 1iXin ipotesa
de marginire I.

Concluzia acestei teoreme atestd faptul cd algoritmul
duce la rezolvarea problemei (PD) intr-un numdr finit de cicluri.

Corolar. Dacii rezolvarea problemelor de programare
liniard discretd (LDk) se face intr-un numdr finit de pagi, atunci,

metoda prezentd este finitd gi exacta.

§ 4. PROGRAMAREA CONVEXA DISCRETA; METODA "BRANCH
AND BOUND" (A.H.Land, A.G.Doig, R.J.Dakin)

4.1. Problema

Fie problema de programare convexd in intregi:

(cp) sup. f£(x); X-{xe R® | gd(x) < 0y3=1,...,m, Xj¢ Z.iGD)
xe

ou £ concava, gj, J=l,...,8 convexs, D [0 (s WIS,

Drept conditii prealabile pentru consistenta algo-
ritaului prezentat adwitem urmidtoarele:
I. Ipotesa mérginirii: X, = {xer| ga(x) g_o.a-l....m} este
mdrginita.
II. Existd un algoritm (numit algoritmul continuu) pentru rezolvarea

problemei de programare convexi:

(c,) :\;psgf(x)
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- 4.2. Algoritmul
Presupunind Xop‘ﬂ, fie x° o solutie optimd a problemei

(c,)-

Propozigia II.4.1. Daocd xgc 2, 1 € D, atunci x° este
solutie optimi a problemei (CD).

In caz contrar, sd presupunem cd pentru un i ¢ D,x‘;# Z.
Notdm:

Xl = ‘XE Xol xi < [xg]j ’ 12' {xGxol 11)[12] ’1.}

Proposigia II.4.2. X ¢ X; U o x°¢ XA, U X5 -
Corolarul 1. Daca XIU Xz- g, atunci X =g .

Corolarul 2. Daci .Xl =8 (X, =4¢)si x° (xl) este

solugie optimé a problemei:
(65) sup. {f(x) | x e Xzi ( (6;) sup. {f(x)|x € X 15)

astfel incit xf ci (xi c z) i € D, atunci x2 (xl) este solutie
optimd a problemei (CD).

Corolarul 3. Daci 11. Xa AP gi x2 eate s'oluvio op-
tim# a problemei (02) (x1 este soluyie optimd a problemei (cl)) astfel
fneit, fo Z (xic z), 1 €D gi t(xa) > sup {f(x) | x€ Ilj (f(xl))

2s8up {f(x) | x € .Xaj ) atunci xa(xl) este solutie optimd a proble-
mei (OD).

Propozitia II.4.3. Daca Xk c X, 94 x€ X astfel
fneit f(x) > sup {£(x)| x € Ikl " atunci nici o solugie optima a
problemei (CD) nu se poate afla ia X .

Ideea fundamentald a algoritmului (descris in schema 17)
eate oxplorn;:oa, pe sectiuni, a poliedrului convex Xo care congine
mulyimea soluyiilor posibile X . La fiecare pas k, plecind de la ’
un punct al lui X (x*) care nu este in X, o anumitd submulyime
convexd a lui X " ( X,,) 8e desface in trei pidrti. Una din acestea

se elimins, neputind conyine soluyii ale problemei (CD) (ﬁ:g],[[xf]<
<xy < ]_xf] + 1 ), iar celelalte dous ( X., X g,1) constituie

.223/982 Faso 8
httpé://biblioteca-digitala.ro/ https://unibuc.ro



142

multimile de solutii posibile a doud probleme de programare convexi,
cu funcyie obiectiv £, ale cdror soluyii optime se‘doternina. Dacd
una din aceste probleme are ca solu{ie optimi un punct din »(', res-
pectiva solutie se retine, dar multimea din care a fost selectatad
nu mai face obiectul unei viitoare explordri neputind congine solu-
tii "ma’ bune" ale problemei (OD). Acelagi lucru se intimpli cu ori-
care din multimile explorate, daca optimul lui f este inferior valo-
rii atinse de funct{ia obiectiv intr-un punct din X gidsit anterior
(propozigia II.4.2.).

Astfel, algoritmul sugereazd un proces de ramificare
ale cdrui noduri corespund unor probleme de programare convexi re-
zolvabile cu algoritmul "continuu". La fiecare pas k, de la un nod r
sint generate douid noi probleme (cs). (Gs*l). care se ob{in din pro-
blema curentd prin adifionarea unei restrictii liniare. Procesul este
stopat intr-un nod r in una din urmdtoarele situagii: (i) prob}ema
curenta (Or) nu are solufii, (ii) soluyia optimd a problemei curente
este in X , (iii) solutia optimd a problemei curente nu est- in

X , dar valoarea functiei obiectiv este inferioar celei atinuse
intr-o solugie din X gZeneratd la alt nod.

Algoritmul se incheie cind procesul de rawificare a
fost stbpac, fiecare nod terminal fiind in una din cele trei alter-
native. In acest caz o solutie optimi a problemei (CD) este datd de

orice nod stopat dupd regula (ii) care realizeaza maxiwmul in clasa

acestor noduri.

Debutul algoritmului este reglementat de prépozi;ia

II.4.1l. gi corolarele sale.

4.3. Convergenta algorituului.
Ipoteza de mirginire I, geranteazi finitudinea algo-

ritmului.

Intr-adevdr, in X , fiecare componenta X{ i&<D,
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variazi fntr-un interval mirginit [« ./9;] . De fiecare datd cind
componenta i a solutiei curente este gasitd neintreagid, algorituul
elimind din poliedrul X 0 © submultime a cidrei proiectie pe coordo-
nata 1 este interiorul unui interval de lungime 1 din [4A; ,/9;]. De
aici finitudinea algoritmului.

Observatie: Evident, referindu-ne la finitudinea al-
goritmului am subinteles cd el se desfdgoard intr-un numir finit
de cicluri proprii. Cum fiecare ciclu presupune rezolvarea unei pro-
bleme de programare convexi, convergenf{a algoritmului global este '
conditionatsd de convergenta subalgoritmului utilizat la acest punct.

De aici necesitatea ipotezei II.

4,4, Cazul liniar
Daci (CD) se inlocuiegte cu (LD):

(LD) : sup {chlxeRn,sz. Ax=b, xiéz.ieDS

fie x° soluyie optimi a probleuei
(Ls,) sup {clrx Ix € R, x >0, Ax-b}

gi 1 € D, astfel ca xg ¢ 2.

Consideram problemele:
(L8,) sp {ox lxe X X;'= X,n { x ¢ [x¢1)
(1,52) sup {ch |x € Xz,f. X2 - Xon { X 2 [x:] * 1}

Daca B(O) este baza aduisibild, asociati solutiei x° N

atunci, deducea ci x < [_x ] este echivalenta cu:

- = 8y <)
sau

(II.‘f.l.) - Z‘Jix + X = [xi} - x:. xnol)’ 0

n+l

Astfel, probleéema (A‘.Sl) poate i constituiti prin a-

ditionarea restrictiilor (II.4.1.) construite cu datele furnizate de
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rezolvi
(9,) lup (t(x)lxe'Xi

L.(.!lﬂ!i'“l oontu\m)

x° soluyie optimg in |
(8,)1 v, = £(x%) D

*F—;ﬁ colu.tio optimd
a problnci (ep)

lu alege isnm

¥
M "'R—’gg Vv, =~
- k=0,r=0,821

e soriu robleuolu
(6,)18up {f(x)lxt o) v Xgm Xanixg ‘["1]5

(o.ﬁ)lmpit(x) | xe .3('“1}.,)(”1- Irn{xi ;[11] +lj

86 rezolvi cs:lg_gm_i_wl continuu

da

e.

(1= {0,001 [Tpr0}]

® Tk
Vemax { vy | S€ M}

solutie opti-~
problemel

se alogd i€ D
IERTEN TR S gla s
e T
[ =¥ U{talx]c 2,1 ¢D] MW,
. da V1= %
-
Q€ N, v -max (Vi |bEN) 8=8+2

Faxd, Vk- v,

3
Iul- {sem | vt>3k]_]
TGJAQI; ar. 17.
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ultima iteratd simplex a problemei (LBO). Variabila suplimentard in-
trodusd, Xel devine variabila bazicd pentru noua problemi, alidturi
de variabilele bazei B(0). Cum valoarea sa este negativd, rezolvarea
problemei (le) poate fi facutd cu algoritmul simplex dual, procesul
calculatoriu fiind asemidnitor cu cel din algoritmul wmixt al lui Go-
mory. '

Observatii asemdniitoare se pot face gi asupra rezol-
viarii lui LLBa) 5i in general, gint valabile pentru problemele gene-

rate la fiecare pas al algoritmului.

4,5, Cazul variabilelor bivalente.

O menfiune speciald asupra algoritmului o putem face
in cazul in care variabilele supuse condiyiilor de integritate nu
pot lua decit valorile O sau 1.

Intr-adevdr, dacd problema curenti (Or) are solutia

optimi x* gi, pentru un i € D, xi g’z. cuplul de prooleme dsrivat

este;
(c8) sup {£(x) | x€ X, x, = 0}
(0301) sup {I(x)l x € ;(r, X = lj

Condiyiile suplimentare specificind valori precise
peatru una din variabile, pot fi integrate celorlalte restricyii, e-
fectul principal fiind reducerea numdrului variabilelor fn noile
probleme (in casul genersl asistém la cregterea numdrului restric-
yiiler).
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CAPITOLUL III

PROGRAMAREA DINAMICA

¥
§ 1. PROCESE SECVENTIALE DE DECIZIE. PRINCIPIUL OPTI-

MALITATII
Programarea dinamicid este o tehnicd de abordare a unor

clase de probleme de optimizare al cdror model matematic reclamid un
proces secvential de decizie.

Intr-o astfel de problead, la fiecare etapd (moment)
t €T (T C R), se alege o decizie x, dintr-o mulyime de decizii acce-
.iPa,an-

sibile X putindu-se mdsura utilitatea deciziei alese,u

&’ +

samblu, problema cere determinarea deciziei globale x= {x care

ts te T
- optimizeazsd o funcyie obiectiv globalsa f, definita, in mod eseny al,
pe baza utilitdtilor pargyiale iutj sem *

Natura intimd a procesului de decizie secvenfiala face
ca evolutia sa sd fie controlatd de parametrii de stare {‘ftﬁ teT @
cdror lege de variayie este presupusa cunoscutd gi dependentd de de-
ciziile alese:

(III.1d) F(t,xt. 7 t) =0
' In general, ;(t gi u, depind de starea procesului:

Xy = X T o) o Ugmug(xp ¥y)
O traiectorie a procesului, corespunzatoare deciziei
globale x= {xt}t c 1 ®8te funcyie 7 (eu (%)= 7.) definitd pe T
prin (II.l.1l.).
In particular, o traiectorie optimi 7’ este o traiec-

torie corespunzdtoare unei decizii optime x* (care maximizeaza (mi-
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nimizeaszd) functia obiectiv f).

Tehnica programirii dinemice constd in reducerea pro-
blemei de optimizare (asupra lui £), la o familie de probleme de op-=
timizare, asociate fiecdrei etape © € P, in care alegerea se face
asupra unei singure variabile de decizie x..

Principiul dominant al acestei tehnici, principiul op-
timalitdtii al lui R, Bellman, poate fi - in general - enuntat astfel:
o conditie necesard pentru ca o traiectorie 1' 88 fie optimé pe T
este ca, oricare ar fi tl,ta &7, t1< te, ea sd fie optim#d intre

t, g4 &y, cind ?‘1 - f'(tl).

§ 2. PROGRAMAREA DINAMICA DISCRETA CU NUMAR FINIT DE
STADII

2.1, Formalizarea problemef. Analiza prospectivd gi a-

naliza retrospectivi.

Presupunem T = {1,2,...,115

Pentru fiecare i € T, I:I. - J(i( ¥i) este mulyimea de-
ciziilor admisibile, 'daca starea actuald este T i gi ui-ui(xi, ?' 1)
reprezintd utilitatea paryiald asociatd etapei i, corespunzitoare
deciziel x, € Xi( %4

Functia obiectiv a problemei este: t(ul(xl, (1)....
up(xps ?n))'

Traiectoriile procesului descriu, in acest caz, legea
de succesiune a stdrilor in cele n etape. Dupd cum aceastd succesiune
respectd sau inverseazd ordinsa naturald a staciilor, vorbim despre
analisa prospectivd sau anailiza retrospectivi.

Astfel, analisa prospectivd este caracterizatd de le-
gitati de tipul:

(DP) Tior = 8(x0 ¥ x € OISR FRNE TITRPRN. S
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fn timp ce, in analiza retrospectivd, ecuatiile traiectoriilor sint

ﬁo forma:
(DR) Tl-l.‘i(x"' 71) v Xy € ‘X!.( {1) y i=2,.0.,n0

Este ugor de observat od toate elementele desariptive
ale problemei sint determinate de decizia aleasid gi de o stare dati
¢i anume, starea iniyiala }’1, in cazul (DP) gi, respectiv, starea
finalk Tn. in cazul (DR). Renotim, pentru Tl dlt.l

DU ST TR SULTUTE SULICTR ST g -
‘ - Il( Tl)
?2(‘10320 71)‘82(x2o§1(x10 ?’ 1)):"12(!10120 ?‘ l)-u2(‘2"§1(xl' ;1)'
xaﬂ' i2<x1’ '{1) - XZ(E].(XI' ?1))
LA TRIIE'Y 5’1)'51(‘1-'51-1("1'"'-"1-1' 2R IO TN T ot
'“1(:‘1"“1-1(‘1"“"1-1' Tl))'xie ii(xl'°”'xi°l' ?l) =
L Xi(gi‘l(xl’....xi—l' Tl)) H 1-2.....:1
?(xl,'....xn. Tl)-f('ﬁ'l(xl. 71)....§n(x1.....xn. T )
iar, in cazul analizei retrospective, pentru un .Tn dat,
's'n(xn. Tn)-sn(xn. rn).ﬁn(xn. T n) =0 Xy, ¥ n) %€ in(.Tn) -
= X071 -

11(110“°9xn| ?‘n)-si(xi.zi,l(xhl.---.xn. Tn)).ﬁi(xi.---.xn. ;n)'
wug (g 0By (X gy e e ay, T a))ix€ Xx(gnl("nl-""%'fn)"
- fi(xhl"“'xn' Tn)' i=1,...,0-1

=
t(‘lu'OO'xno Tn)'t(ﬂl(xl""'xn' Tn)'-o-ﬁn(xn. ‘f’n))
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Definitie O decizie x”" este optimd relativ la starea
initield (finald) ‘{1( 'fn), intr-o problemd analizatd prospectiv

(retrospectiv), dacd:

?(x' ’ Tl) = max. { f(x. ?l)l xié ji(xl"“’xi—l' Tl)'
l¢igny

P ~
(Fx*, 7p) = maxe{Tx, 1) | 1€ (g 10eee Xy Tdo
l1<ig n)j _

I

Convenim, in cele ce urmeazd, ca, referindu-ne la
problemele de optimizare, in conditiile in care traiectoriile sint
definite in maniera prospectivid, respectiv, retrospectivi, si le

deseundm prin (DP), (DR).

2.2. Probleme decompozabile. Principiul optimalitatii

Definitie. Problema (DP) este decompozabilid prospectiv,

dacd existd functiile F ,...,F , F R® —» R,Fi( o ,.) nedescres—~

i :
cdtoare pentru fiecare o« &R (i=1l,...,n) astfel incit:

n'

(I1r.2.1.) £, (e (xg, Tadeeeo (g 7,0 =

P EPSICIIC I SR RLCVOLC TUO TR SP0) KI

(e 7))
peatru i=l,...,n (f = 0) sau echivalent,
(III.2.1.) ¢ S AR ;71)'En-1+1(“1(*1' ?=1),

Fp1 (X ree s X080 7))y 121,2,.000m
“nd°-fn-101 este functia obiectiv asociatd procesului de decizie 1li-
mitat la etapele i, i+l,...,n (In =f).

Definitie. Problema (DR) este decompozabil# reasrospec;

tiv, daca existd funcyiile Gy,...,G,, G, 1 B —» R,G, (&,.) nedes-

orescitoare pentru fiecare o €R (i=1l,...,n), astfel incit:
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(111.2.2.) tt(ul(xl. 1).-.0.“1(31' t))'ﬁi(ut(xi. ‘)|

£y (Xpeeeea®y 108y (s 900Dy dlyecend
sau, echivalent
(111-202.) fi(xl.....xt. 1)'61(“1(310 1)0
!1_1(11.000.‘1_1'81(x1| ?)))l i=lyec.4m
unde ‘1 este functia obiectiv asociatd procesului de decisie limitat
la etapele 1,2,..4,1 (f = ).
Bsa notll. in cele ce urmeazil,

LR fa) = “2’1(7 )n-nl("x"""n' 74
o e L £

1< j¢n

unde, %J( Ti). 13(53-1(‘.1-1'33-2("3-2(""‘1("1' Ti)))'d>i'§1( 71)'

- 2%‘ Ti)
gi
i ( )= max. (x X, 1
- preres i
1 51 xj¢ ;za(‘gi
l1¢j<ci

=~
unde, fd(‘{i)- XJ(BJ¢1("J+1'SJ+2(xJ+2"""1("1’ ?1)))03( 1vr‘(?1)'
= X407y)

Presupunea, in cele ce urmeazid, cd aceste mirimi au

sens.

Teo +1. (principiul optimalitayii). I. Daca

problema ‘(DP) este decompozabild prospectiv, atunci:

(1Ir.2.3.) By (%) - 224 () a1 Z 700h LRSS

-l 2....,n
II. Dacd problema (DR) eate decompozabild retrospectiv, ntunoix
i3 N =~
(III.2.4,) h,(7,) = max G, (uy(x )b, (8, (x )))
_ AR T (7 1(%g0 74 )0by (8 (xy,°74)0),

1-1....,n
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Demonstragie:

. 1 - . . 4 L (u(x,, )y
1 lxn-l.oil.( Ti) :;:11( 11)[.;35 x;j( n)n-:hl Uy lxy fi

i+¢lgj¢n
CTRTIITTE NUAC R PO I

- ;:z:(i( 71) 'n_i’l(\li(xio 11)9 ‘in_t(si(ﬂo r 1)))

ultima egalitate datorindu-se monotoniei lui P ., . .

II. Resultd printr-un calcul analog.
Un cas particular il represintd stayionaritatea in-
tr-un proces secvential de decizie. Fie "4 multimea stirilor po-,

sibile.
Definitie. Problema (DP) ((DR)) este stationard, dack,

peatru 14J, Ti' TJ -'{ implici:

gy = Ay = X

gi, pentru fiecare 16‘f , exiatd g(., T) 01(1) —s R gi
“("‘i)' 3((7) -—> R

astfel oas
8, (. 7 ) =850y 7)) = 8(., 3)
“1(00 g ) - “J(" { ) - “("? )
n.l.vill. (III.2.5-). (III.Z.‘&.) d.ﬁ.u acest cas:

(III.Z.’.) nh’ﬂ"i’l (‘Z )- :‘:i(?) 'n"i’l(“(x' ?);‘n_i(l(x. f))).
ieie,...omn

' (.4 L
(I11.2.4'.) \(7) - ::J‘I.(;) Gi(“("f)'hi-l(‘(" ;’))). 1-1.....‘11

2.3. Tebnica de rezolvare a problemei
Fie problema (DP).
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Pasul 1. Se deteraind x; (fn)e X ( Tn)' astfel ca:

8e citegte B (7 ) = F)(x( 7o) To)

Pasul i. de determini x';_( fi) € Xi(?'i). astfel cai:

 AICHEAE IO FON- NN CH{C IPIE PN

= Max. Fﬂ-i#l(“i(*i' ‘i‘i)mn-i(si(xi' Ti)))
x1€ xi( ?i) :

Se citeste Zn—i+1(71)- n-i¢l(ui(x;( ?i)' ?1)9

ENEACHE /)

Odat# cu pasul n, ultima componenti i;(‘rl) ,sto de-
terminati.

Apoi, starea inifiald '2‘ 1 fiind datd, ecuatiile tra-
iectoriei optj.__ng permit arflarea deciziei optime x* ;x"l-x;(?l),x‘._, =
- x3(8y(xfy 7 1)). ete.

Rezolvarea, in cazul analizei retrospective, folosegte

idei asemiinlitoare, ordinea etapelor fiind inversati.

§ 3. PROGRAMAREA DINAMICA DISCRETA CU NUMAR INFINIT
DE STADII

3.1. Functii obiectiv in procesele secveatiale de de-

cizie, cu un numdr infinit de stadii

Necesitatea de a defini in mod comstructiv, cu ajuto-
rul utilitagilor asociate etapelor, functia obiectiv globald, limi-
teazd considerabil, in cazul proceselor secventiale de decizie cu un

nuadir infinit de stadii, varietatea formelor acesteia.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



153

Ne voa axa, in continuare, pe doudd modalitidfi de defi-
pire a functiei obiectiv globale, modalitdyi impuse, de altfel, de ce-
rintele ooncr;to ale multor probleme de facturd economicd care au
inspirat tehnicile programirii dinamice.

Prima, corespunde cazului aditiv simplu, in care:

e2ede f ’ - > ’ )
(IIX.5.1.) (x '{1) 1%1 “1(x1 Ti)
x-(xl.xa.....). Ti'gi-l(xl""‘xi-L’ 7 1). 1=2,3,...

gl poate fi adoptatdd cu precauyiile necesare care si asigure coaver-
genta seriei.
A doua modalitate este reprezentatid de suma utilitiyi-

lor actualizate: R

(.2 il 7y)- oz.ol TR N CINE JPNE T AR CRITRIt Ay

( 1)

1=2,3,000y

unde & &(0,1) se numegte coeficient de actualizare gi constituie o

definitie consistentd, dacd utilitdyile pe etape sint echi-marginite.

3.2. Relatii de recurenydi pentru cazul stagionar

Observind cd, formal, functia obiectiv T dim (III.3.1.)
se obtine din (III.3.2.) peantru A = 1, ragionamentele urmidtoare vor
fi valabile pentru ambele probleme considerate.

Analizind prospectiv procesul de decizie, fie:

i

- n - ~
‘B(xl"""\' '{1)" E <7(1 “1(‘19 ?1)' 7‘1'81_1(x1|'°"‘1_1' Ti))

obiectivul global al procesului de decizie limitat la primele n etape,
initiat in starea T 1

Plasindu-ne in cazul stationar, putem scrie:
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n
- i~ ~ .
f;‘(xl"'°'ﬁ' fl)-“(xl’ 71)4,( 21 20{ %(1108(22...-'!1_19 k4 2)-

n-1

= um, TS 1y, 1 B(Xp e ey 180X, y))) -
- “(xll Tl)" o ?nd_l(x2'°"l’ht 8(!1' Tl))

Dar, limitindu-ne la procesul finit cu n etape, putem
considera ci rn(xl....,xn. -?1)-f:(x1....,xn.7'l) gi f&fl(xa,...,x‘,
s(xl. ‘71) - ?;fl(xz.....xn,g(xl. 7'1)) (conform notatiilor din §2),
astfel ci f:il(xa,...,xn.g(xl, 7’1)) poate fi interpretat atit ca o-
biectivul global al procesului de decizie in primele n-1 etape, cu
starea initiald g(xl. 1’1) cit gi ca obiectivul procesului de deci-

zie de la etapa a 2-a pind la cea de a n-a. Notind:

;q( ) = sup. E"( ceeyX o )
n T xiépx(,r) n xl' n F
l¢i<n

deducem, datorita teoremei III.2.1.,

o .
(111.5.?.) ()= :u‘p:.t(r)[u(x.'f)-r AVa 1 (8(xy 7)) 4n=2,3,...
Pentru o = 1

(IIX.3.4.) Vn(T )= :“gtx( )[u(xv 7)*vn_1(5(xc 7)))] n=2,3,.4.

unde, v (¥) = sup. T (X peeeyX , )
nT "161(7) n*"1 ﬁl?
l4i<¢n
In ipoteza convergenteil seriei definitorii pentru
o y 8ceasta este limita girului ?;ﬁ De aici, dacid girul v: (vn)

este convergent, limita se va fi interpretatd ca valoare a optimu-

lui pentru problema cu numir infinit de etape.
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3.3, Bouatiile functionale ale programirii dinamice

Fie ¥ mulyimea stérilor posibile, asupra cireia fa-

ceam presupunerea;

1e¥ ,x € Xt ‘{) implich g(x, ¥ )€ S YcRrY, warginita.
Teorema III.3.1. Dac#, in cazul problemei de decizie
stationard, cu un numir infinit de stadii:

~a
sup. £7 (x,7) « €(0,1)
XiG.X( }_) ) "’{ o ’
i =1,25000
utilitiayile partiale sint uniform mirginite pe multimea starilor ¥ ,
( lu(x.T)l(l. pentru orice Te‘f gi xe X( "';)), atunci girul

{V;S converge uniform citre o functie v%; &Y — R, care este unica

solutie a ecuatiei:

(11I1.3.5.) vi(7) = :t;pi(?)[u(x.*gh « v (8(x, T n] . e

Demonstragie: &
'gg%ﬂ“_
Fie operatorul Wy definit pe spatiul funcyiilorYdefi-
nite pe ¥ , care asociazd aplicatiei r :¥ —> R, aplicagia Wy (r)
datd de:

Wy () () = :?5((7)[“(!' T+ o r(alx, 7))
Vom ardta cd W, este o contractie (pentru o & (0,1))

Iy (r)-W,(s)ll = ;:gf | (Wo (2w (-))(f)l
Din definit{ia supremului rezultd, pentru fiecare € >0, existenta
decisziilor Xg o, Xg GX( 7) astfel ca:

ulxy s Pvar(elxy o p))-ulx; )= oKs(elx) y0)-¢ g(\g(r))(;)-

-(W, (8))( ¥) < ulxgy)e f(’(‘t' §))+ £ ~ulxg, 7)-xslelxg, 1))
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sau:

(II1.3.6.) l(w,(r))(g)-(!d(-))(f)lsa-u.{«lr(s(x;.Y)) -
- 8(8(x )| o o« rCe(xy s 7))-0(a(x; % 2

gi de aici, deocarece & este arbitrar;

(I11.3.7.) W (=)-Wy (8)|[ < Wl r-sll
Observind ci:
(III-).B-) V: - wq (V:_l)' n'l’ap.non (':: 0)

putem scrie:
I Vaaa=van = My (=W, ()l o™ | Ve -

n+l n+l
- . 'Y ‘ l
" ;:p(:f oXGX(Z) ‘“(x f)‘ «

Deci seria Z_ (v -V "(l) este absolut gi unifor- con-
vergentdl. Atunci girul lunlor partiale , {v‘(j este uniform conver-

gent. Fie v¥alin v : (limita uniforma).
n-eocc

Trecind la limitd in (III.3.8.) gi tinind s3eama de

continuitatea contractiei W, , rezulti:

L . '“ (v'() ,
ceea ce este echivalent cu (III.3.5.).

Pentru completarea demonstragiel Georemeli, fie
v*, ¥¥ doud soluyii ale ecuatiei (III.3.5.).
Mo e T |0y (v )=ty (F)) gadlv¥= ¥4 <l = 74

deci, v¥= ¥2

Teorema III.3.2. Dacd, iIn cazul problemei de decizie

stationard, cu un numdr infinit de stadii:
sup. £f(x )
x5 € () T
i=1,2,...
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sint indeplinite condigiile:’
(111.3.9.) 0€¥, u(x,0)=0 pentru orice x X (0) gi u(x,.) este con-
tinua in ¥ = O, uniform in raport cu x, gl uniform mirginitd pe ¥

(II1.3.20.) [fl&(x, T)I 4/3"1" , peatru orice x € X'(F), unde peo,1),

(-]
(1II.3.11.) 2_ W (/,‘ c)¢ =o, oricare ar fi ¢ & R, unde;:
n=0

| uxg)] o ot o) ={Te ¥ ngnéey

#(e) = sup,

8up.
TeP(c) xeX(Y)
atunci girul {vn} converge uniform la o functie v : S’—- R, continuid
in ¥ = 0, care este unica solutie continud in T = 0, satisfdcind

ondigiile initiale v(0)=0 a ecuatiei:
(1I1.3.12.)  wW(7) = :\ép:x({)[u(x. ERAMUIEIR 4 N] fES’

Demonstragie:
Relagia (III.3.6.) pentru o =1 gi T=V . 8=V 9, dev

vine, yinind seama gi de relayia de recurentd (III.3.4.);

[aer PPl :%%). RAGCHE PIEANCICR SN

Notind 'n(c) = suép. clvn’l(‘f)-vn(-{)\, deducem folosind .

Te R

(III.3.10.).

| va(8Cx, 7 2)-v, 1 (a(x, $)) | €

wn(c) £ sup

o) xX(g)

5%‘2’.{9‘6) 5 val T)-vn—l: 1 ':‘ - n-l(/‘°)

i prin iterarea acestei inegal: .ayi:

(I11.3.13.)  w (o) ¢ -0(/;%)
Orl.,

J

w,(c)= ‘:‘;&o)‘v]’( T)-vo( T)l = aup,

Fépo | xe3(7) w214 o)
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gi deci (III.3.13.) se scrie:

w(e)g /S'c). nel,2,e0.

Atunci ipotesa (III.3.11.) implicd convergenja seriei
>3

a '.(c). pentru orice ¢, ceea ce implicd, datorita marginirii lui

3’ . convergenta absolutd gi uniforad a seriei:
o0
' .Z.:‘) CANCSEXE BY

Concludea cd girul sumelor partiale {v;‘\ este uni-
fora convergent. Fie v limita sa.
S4 remarcédm cid v(0)=0.
Intr-adevar, v,(0)=sup. Ju(x,0)| =0 . Presupunind
; x€X(0)
v‘(o)-o. relatiile de recurentd (III.3.4.) implicd vml(o)-o. De

aiei,

v(0)=1lim. vn(O)-O
D-ewe

v este continu2 in origine. ‘Intr-adovu-. da-oritd i-
enista Cg>0
potesei (III.3.9.), pentru € > O,vastfel ca <{e‘f(¢:c ) sa implice:

su .(T )lu(x. { )| <&

x€

sau,
sup. sup. u(x, v)l<e
1€¥(ee ) xeX(y) l T

Oor ., in acest caz, pentru Se¥(c¢), ‘ v, (¥ )‘SE ’
ceea ce demonstreazd continuitatea 1}11 vlin ¥=0. Reiaqiilo de
recurentd (III.3.4.) gi continuitatea lui u, asigura, printr-un rayi-
onament inductiv, continuitatea, in origine, a lui ';1' n=1,2,... Ori,
deoarece convergenf{a girului ﬁvnlj este uniformd, rezultd de aici

cd v este continud in T-O.
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Pentru o =1, (III.3.7.) implic# continuitatea operato-
rului W=l . Atunci, deoarece vml-w(vn), deducem ci
v=W(v)

gl cu aceasta, ecuatia functionald (III.3.12.) este verificatd de v.
Pentru ultima afirmatie a teoremei, fie v,V doua solugii
ale ecuatiei (III.3.12.), continue gi egale cu o in T =0.
Fie, pentru ¢ > 0, z(c)=sup | v(T7)-v(T)|
' ' 1€ {?(c) T

Cum v(0)=v(0)=0 gi v,V sint continui in origine, re-
zultd c# pentru & > 0, exista ¢, > 0, astfel ca:
\v(T)-V(-{ 1< € | oricare ar fi e S’(cf ) i deci,
z(cy )< E

.

Concludem ci lim. z(c)=0 .
c —» 0

Pe de altd parte, (III.3.6.) in care ludm r=v gi s=v
iuce la:
( )‘-( ) o ] -v ’
[v(t nli | :3,({ )\v(g(x T ))-¥(e(x, 7 |
gi de aici, pentru ¢ > O,

(c) . . ’ -v ’ ) -
a(c <??S‘(c) ;l"gX(T) | vielx, 7))-v(a(x T))\g?gpfy%(f)

-(g)| - z(/s ¢)
Iteratd de n ori, aceastd inegalitate devine:

o < z(e) g Z(/i B¢) , n=1,2,...

gi oum lim. z(/s n<>)-C), rezulti z=0 gi deci vav,
n-eo
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CAPITOLUL IV

ELEMENTE DE TBORIA JOGURILOR

Constituitd ca teoriQ matematicd cu importante valente
aplicative, teoria jocurilor are ca obiect studiul modelelor situagii-
lor conflictuale gi competitionale.

Printr-o situatie conflictuald sau competitionald se in-
telege un cadru, definit printr-un ansamblu de reguli, in car§ actio-
neazd mai multi factori de decizie rayionali (oameni sau grupuri uamane),
fiecare urmirind realizarea unui obiectiv propriu. Deoarece cadru.
existent limiteazd posibilitdyile de actiune ale decidenfilor, iar sta-
rea de conflict sau competitie presupune o interdependenia a obiective-
lor personale, apare necesari relevarea gi fundamentarea gtiingifica a
nodnlita;xlor de acyiune optima.

Modelul matematic al unei astfel de situatii este alca-

tuld diantr-un ansawblu de elemente descriptive, care transpun ia limba-
Jul specific matematic, regulile cidrora trebuie sa 1li se conrprmeze ac-~
tiunile factorilor de decizie (numiyi, aici, jucdtori), precum gi din
concepte fundamentale care reflectd in mod consistent nof{iunile de com-
portament, utilitate a comportamentului, cigtig. Problema fundamental#
a teoriei jocurilor constd in definirea, in termeni logici, a comporta-
mentului optim al jucatorilor g1 in determinarea acestuia .
Coexistenta, in limbajul comun, a notiunilor "situatie

conflictuald" gi "situagie conpetiqionnla“ este o reflectare a unor

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



161

diferenye calitative care decurg din interpretarea diversitafii gi o-
pozitiei intereselor factorilor de decizie.

Intr-un mod mult mai precis gi mal gradat, aceste di-
ferente sint marcate in teoria jocurilor fie in insdgl structura
modele_Jlor, fie in definit{ia conceptului de optimalitate.

0 diferentiere netd este provocatd de anumite ipoteze
care, fard a fi prezente explicit in ansamblul de concepte descrip-
tive care constituie modelul jocului, sint de o importantd majors
pentru justificarea, din punct de vedere pragmatic, a modului de de-
finire al conceptului fundamental de optimalitate. Se adoptd astfel
o clasificare a jocurilor in doud categorii in studiul carora ideile
conducdtoare sint diferite; jocurile necooperative gi Jjocurile coope-

rative.

A. Teoria jocurilor necooperative.

Ipoteza implicit admisd in studiul acestor jocuri este
absenta comunicarii intre jucdtori gi independenta alegerii acyiuni-

lor personale.

.

§ 1. Jocuri in forma extinsi

1.1. Modelul unui joc in forma extinsa

Fie (W, 4 ) o multime nevid#, partial ordonati.

Dacd w{w', w,w' € W, spunem cd w este predecesor al
lui w' gi w' este succesor al lui w.

Dacd w < w' gi nu existd w" € W, astfel incit wiw'd{w',
spunem cd w este predecesor imediat al lui w', iar w' este succesor
imediat al lui w.

Fie § W — P(w) definita prin  f (w) = mulyimea
succesorilor imediati ai lui w.

Definigie (W, {) este o mulyime de pozitii daca:

a) existd w° € W astfel incit i -1('0)_ l[",ﬁ (w)-'°J-
g (w® se numegte pozitie initiala)

Gia.zza/sazl;scs
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b) oricare ar fi w € W, wiw®, “v'l(w)l -1

c) dacdt w' {w gi w"{w atunci sau w'{ w" sau w"< w'

d) pentru fiecare w € W existd un intreg nenegativ, m, astfel
taots = (p 1R, (P« 7% p o i op™ (47H°

m ori

fiind aplicatia identicid)
e)  f (w) este cel mult numarabild, w e W.

Definitie Un gir 7 =( 7 (0), 7T1(1)yees,) € W™ se
numegte partidd, daci /T (kel) € f(77(k)), k=0,1,...5 7T(0)=w’.

Notdm cu E multimea partidelor.
Definitie Un joc de n persoane, cu generator, in forua

extinsdi, este ansamblul:

Fo=(Ta < id oy, 44) ter? Misery

Py ‘1' ie In)
unde;

I.I}= {O,l.....n] (I,={1y...,n} desemneazs mulyimea
Jucdtorilor rationali, O fiind rezervat generatorului jocului sau fac-
torului aleator).

A II. (W, <) este o mulyime de pozitii structuratd prin

doud desfaceri ale sale:

1°. o desfacere {W,‘\ k=0,1, .. (partiyia rangurilor),
unde W= { WO} , W= {w |wx( FH® W), ke1,2,...

2°. o desfacere {li} ieT1! (partitia jucatorilor)
s

III. Pentru fiecare i € I, ﬂi- {li:jj jer=; °8ve ©
desfacere a lui Ii (partitia informagionald a jucidtorului i) avind

proprietitile:
1°. pentru fiecare je€ =, , existd k astfel ca lidc___wk
2°. pentru fiecare j€ =l{ , existd o multime IiJCR gi
o familie de funcgii t‘i’J' WM,y astfel incit f‘i'J aplic# bijectiv
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f(w) pe Ii:j (ILJ se numegte mulyimea alternativelor jucdtorului i
pentru mulyimea informayionald liJ)'
. P, -{pjg jem=, ©U Py Tepartiyii pe I .,
V. £ + E— R, 1e I sint funcyii wirginite (func-
tiile de cigtig ale jucHdtorilor)

' Definitie Jocul [ este cu informayie completd daci
[My 4l =1, Je=; , L€, .

1.2. Strategii. Funcyii de utilitate

Definitie x, + My — R, astfel ca "1(“13)5 g
Je = se nuuegte strategie individuald (purd) a Jucidtorului
eI,

Notim cu xi multimea strategiilor lui i gi cu X pro-
dusul cartezisn al mul{iamilor Ki. ie In. Un element x-(xl.....xn)
al lui X ée numnegte strategie a Jjocului.

Fle x € X.

Pentru fiecare k=1,2,..., definim o probabilitate de

trecere P5 de la (W _;, P (W_;)) la (W, 07 (W) prins
1, dact we ¥y e pfaieT, o1 ()7 x )G € &y
PE(w,4) = A 0, dacd we k€ ‘/V(i,i;In 9i ((£¥J)-1° x; ) (Mg )E A
(pyo £o)(p (W) N 4L), dack w € M,

. i
oricare ar fi w.€ W_, 5i A € I (W.).

Fie acum, spayiul wmasurabil produs:

T owe 5 P

pe care definim probabilitatea P, prin valorile ei pe multimile ci-
) 1 =
lindrice de forwa C 1 c'JL("‘ s X yeee )E T [Wkla‘j-
3 W W Jeee W k=0
= w), j=0,1,.. "j
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t
-1
P_(0 ) =TT PE(wEL, W)
* 'o" ,....'t k= x !

Se observd cd E este m¥surabild in spatiul produs gi cid
Px(l)-l. Intr-adevdr, E=lim. Ek, unde ‘(Ekj este girul descendent de
sultimi midsurabile :

- K
we p( B W R R
J=lyeeeyk .

Or , un calcul simplu aratd cii Px(lik)-l, oricare ar fi

Vom presupune c# funcyiile de cigtig, 11, sint mdsurabile
o0
fn raport cu @0 @(lk)
k=

Definitie Functia de utilitate a jucditorului ie In
este aplicatia '

ri»x—-»n,

Fi(x) - EI fi(ﬂ) dPx(rl').

Pentru fiecare i € In' fie B“ multimea probabilitagilor
pe spatiul misurabil (I“, _(P(I“)) Je=;

Fie ( Zl' }(1)_ spagiul produs; 2:1- T;T 11;1,}(1 =
- ® Pay .

Definigie PIOI /’;j € Bid"" Ei’ probabilitatea pro-
dus /31 - J?E".‘* /3“ pe spatiul ( }:.1.. X j) oo numegte stra-

tegie de comportare a jucdtorului i. Notdm cu Bi aultimea strategiilor
de comportare ale lui 1.

Daca Pi e Bi' i¢ In. atunci probabilitatea produs
/3. @In /3 4 Pe spagiul produs ( f';] Zi’ ? ki) se numegte

strategie de comportare a jocului r .
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Fie acum u; 1 N -'Zi, definitd prin:
uylxg)e Ty=Ox )5 e =

Dack motam 3= 4 uit (ap)| A€ K 4} 4 atunet
(X 43 ,) este ua spayiu masurabil.

Definitie O probabilitate s, definitd pe (Xi, {B‘ )
se numegte strategie mixtd a jucdtorului i.

Notim cu 31 multimea strategiilor mixte ale lui 1i.

Propozitia IV.1l.1. Dacad /.1 i este o strategie de coa~

portare a lui i, atunci /31 o uil este o0 strategie amixtd a lui i.

Observatii: a) Strategiile de comportare pot fi echiva-
iate cu strategii mixte de o form# particular#d. Intr-adevdar, pe cind
orice strategie de comportare /J i este o probabilitate produs pe
spatiul produs ( fP Zi' Q Ki)' in schimb, pentru o strategie
mixtd 8,,8; O uy este o probabilitate arbitrard pe acelagi spatiu
produs.

b) Strategiile pure pot fi inglobate in multimea strate-
giilor wixte dacad se identificd fiecare strategie xy ou probabilita-
tea degeneratd pe Xi avind masa concentrata inm Xy é'xi.

Definitie Func{ia de utilitate medie a jucdtorului i
este aplicatia F, : 8 — R;

F(e) = { 7, (x)ds(x)

unde 8 este multimea {a- R s, | s, €8, 1€ Inj , Dumitd mul-
ie In
timca strategiilor mixte ale jocului r.
- ; -1
In particular, vom scrie Ti(f) peatru ¥ ( ?/Sio u )
§i fi(xi) pentru 5 ( @c’xi)‘
. ‘
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1.3, Definitia optimalitdyii in Jjocurile necooperative;
punctul de echilibru

Definitie X € X se numegte punct de echilibru al jo-
cului [ , dacd, pentru fiecare 1 € I .

ri(i) 2 Fi(?;xi). oricare ar fi x, € X,.
(notdm }| y; strategia jocului de forma (‘1"""1-1"1"14'“"5)
Definitie & € 8 se nuﬁogto punct de echilibru mixt al
Jocului [ , dacd, pentru fiecare 1 € I,

& 8.

7;_(;) 2?’1(31; 8;), oricare ar fi s, n

(notdm .1 b strategia mixtd a jocului de forma J®I ‘J lrac) qi).
(=%
n

AL

Vom spune cd jocul este finit dacd existd un intreg
pozitiv ¥ astfel fncit W, ; = @ si p (w) este finitd, oricare ar
fiwew.

Teorema IV,1l.1l. Orice Jjoc finit, cu inforamafie com-~
pletd, admite puncte de echilibru.

Demonstratia teoremei va fi consecina unor rezultate
preliminare.

Observdm c#d definitia jocului finit presupune ca

f(w)=@ , peatru orice w ¢ Wy B4 notam cu I={wgc u\ £ (w)-wj
gi cu Q=W\T.

In acest caz, dacd T€ E este o partidd a Jjocului,
existd k <V i t € T astfel ca 7T(k)=t. Aceasta justifica iden-
tificerea multimilor E gi T, astfel ci#, vom utiliza notagiile

fi(t), P (t), 4in loc dle ji( ﬂ)., respectiv Px(rl ), dacd t este
definit de ,r ca mai inainte.

S& observidm de asemenea, cid dacd IT€E gi t &€ T se

asociaz¥d lui 77 , atunci, pentru fiecare x € X, Px este probabi-
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»
litatea pe spatiul finit lk 01 \w/i , definitd prin:

v
B m)eRg(0)= 1 FiCr D), o (o).

Fie we Q, wiw’, Notam cu [ ¥ jocul definit de ansam-

blul:

(zaseo™ v g o ) q v MY 16T £, L€ 1)
unde:

e {we Wlwpwl, TY-ENWY, Q"-q NWY

W {w) o, Wi e ew” we( A7 H5w)) L k21

uf-u, N WY, 1€1, M- iu;Jj cu “:4""13 N

23 15y} gy wde =Y fie S, | ufmw

'£] este restricyia lui f, la ™i€ 1.

Fie y" o strategie a jocului [ Y. Definim jocul
r4(y") prin:
d a a .yv
ERICERSIRL SRR i(In"/‘[i' terEgie] 1€,y

unde:

v 0wy . e n Wy f ey, qRa(@ A W\ )
wlaw, N
ulw, N, 1c1, AMS- {ngd , cu “23"‘13 n wt

Fo- }pdi JGEg unde [=, o= {J“;‘o‘ Mo s* 0}

£,(t), daca t € ™\

FI(y"), daca t=w. (F{ fiind functia de utilitate
aluiiin '™
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Definitie Spunem cd jocul [ este decompozabil in w
daca IZJE M;  oricare ar fi j € = i€ I '

. In acest caz, pentru fiecare strahregie y' a Jjocului r“',
se spune cd [ ¥ gi rd(y') realizeaz# descompunerea lui [, in
pozitia w, conformd cu strategia y'.

Este evident ca dacd jocul [ este cu informayie com-
pletd satisface banal conditia decompozabilitdtii in orice pozigie.

Fie I un joc decompozabil in w,y" o strategie a lui
r%ei rd(y') definit ca mai inainte. Pentru fiecare strategie
x;, 1+ € I a unui jucator, in jocul [ , definim x‘i', respectiv, xi
ca fiind restrictiile lui Xy la ; gi ;/‘[g . Bvident, x: gi xg
sint strategii ale lui i in cele doud jocuri care realizeaza descom-
punerea lui [ . Spuneam ca x: gi x‘i realizeazi descompunerea strate-
gieli x; gi scriem: x; = (x:, xg). Se poa‘te remarca c# dacH x: gi x,i

sint strategii ale lui i in jocurile [ w’ respectiv, rd(y"f), a-

tunci Xy definitd prin:

xi“'(lij). daca je =]
xi(uij) -
d

d : —
xi(“ij)' dacd j€ — i

constituie o strategie a lui i in jocul [ .
Lema IV.1.1. Pentru fiecare x € X;

P 4(%) , daca te 1%
X
P (%) =

P 4(w.P (t) , daca v € 1"
X X

Demonsvratie:
Fie t € T, Existd /Te€L gi k¢ v , astfel ca /T (k)=t

Presupunem t € ™, Atunci pentru orice m £ k, /T(m)€e Vd

<[
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Din definigia lui Px' rezulti:
k
o = n
P (£)=P (/r)= 5:1 P, (/T(w-1), 7 (m))
unde: Y
1, daca we My j€ /{i,icln gi xi\lij)-fid(w')

P;(v,")- 0, dacd wclidc,/{i.ie I, 8d "1("13)"‘:3(")
pd(f:.).(w')), dacd w € “og""’[o

Or , este ugor de verificat céd P:( m(m=-1), r7(m)) =

- p"(ﬂ(l-l), ri(m)), m £k gi astfel priwa parte a lemei a fost de-
x

monstratd. Pentru cea de a doua parte, fie © € o™, 34 admitem ca

wew,, gy . Atunci /T (r)=w gi deci:

P ()= T P(m(a-1), n(@)). [~ ] P(7(a-1),7(a))
m =1 m=r+l

Or , in primul produs, P:(n‘(m-l), rr(m))-Pmd( m(m-1),
JT(m)), iar pentru m > r, P;':( ﬂ(m-l),ﬁ(m))-me(rT(m-l)),:ﬂ(m)).
Tinind seama de faptul c& w este in [ d(y"‘) xidencificat cu o par-
tidda, se obfine egalitatea dorita. .

Lema IV.l.2. Fie y' strategie a jocului [ w gi yd

o strategie a jocului rd(y'). Dacé y-(y',yd). atunci:

w
B, (y) = Fg" Y

w
unde ¥y, ¥{'7 denota funcyiile de utilitate ale lui i in cele
dou# componente ale descompunerii lui I~ .

- Demonstratie:

7 (e 22 R0 (0 T B(6)1(8)e = a0 (o
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=P 4(w) Z P (0)e,(6)+ S5 P d(‘)fi(“) -
y te2¥ " ser~T¥ Y

d'y'
o RG" . R PO IAO P P w7 (o)

te PN T
w
-7 Y.

Demonstragia teoremei:

Vom rationa prin inducyie relativ la s = |Q |.

Intrucit pentru s=1, teorema devine banal#, sd o presu-
punem adevdratd pentru orice joc cu |Q | & s. Fie acum [ astfel
ca |Q | =s+l.

wkw?

Fie w € Q) Construim jocul [ ". Evident |Q¥|g¢ s gi
deci [ Y admite cel putin un punct de echilibru. Fie x" acesta.

Realizdm descompunerea lui [ in w, conformd cu x".
Deoarece ]le £ 8, Jjocul rd(x') admite cel puyin un punct de e-
chilibru, x%.

‘re xe(x"xY) € X, 1€ 1, 81 5, € X,.

Descoampunem strategia (xigyi)e X in (x'i;y:) gi
it L

Tinind seama de definitia punctului de echilibru gi de

lema 4.1.2., putem scrie, succesiv:

di‘yd)(v)f:"“)f

a,x", . d d,xV ,.di d
Fo(x) = F°7 (x7) 2 F'° (x 3y5) = P
i i 7 *1 (RFY re T (x d

<458 (w) £ (w) - S

( te€T\T

Y (xdi d)(°)f1(°) *

iy

* P AL wrf(x"y > a d)(c):d D e
W

1 te o~ 1" (" i

wi w
. P(xdi;y‘;)('”;(xn‘-":) - Ftii.(x 3yy) (x4, d) -3 (x ay)-

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



171

§ 2. Jocuri in forma normald

2.1. Modelul

Definitie. Numim joc de n persoane, in forma normald,

ansamblul;
refx,r,1€1}

unde: I = {1,...,0} , X, sint mulyimi nevide 3i F; funcyii cu valori
reale definite pe produsul cartezian; X, al multimilor Xi, ie In'

Orice i € In se numegte Jjucdtor, xi se numegte mulfi-
mea strategiilor (pure) ale lui i, iar Fi se numeyte functia de utili-
tate a Jjucdtorului i .

lodelﬁl jocului in forma normaly este considerat cea
mai adecvatd definitie ?xionatica a jocului pentru studiul necooperativ.

Intr-o viziune unitard a teoriei jocurilor, se poate
considera forma normald a jocului ca model derivat din modelul funda-
mental-veritabila definitie axiomaticd-jocul in forma extinsid. Acest
lucru poate fi motivat de construcyia facutd in sectiunea 1.2. a pre-
cedentului paragraf.

Formal, optimalitatea in teoria jocurilor necoopera-
tive este definitd prin noyiunea de punct de echilibru. Definitia a-
cestuia, datd in sectiunea 1.2., se integreazd perfect in modelul jo-
cului in forma normald.

Vom nota, in cele ce urmeazi, cu 2? (I ) multimea

punctelor de echilibru ale jocului, in forma normala [ .

Propozigia IV.2.1. Daca hi.i € In sint func{ii cres-
catoare pe R gi dact I ={x,p,1 €1} , T'- fx,, 0, 1 €1}
sint don:& Jocuri astfel incit Fi=h, o F,, 1 €I, atunci E(r) =
- E(M).

Demonstragie:

Rezultd imediat din definitia punctului de echilibru.
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2.2. kExistenta punctelor de echilibru

Vom nota cu X produsul cartezian al multimilor
XJ. J€ In' JAL.
feorema IV.2.1. Fie jocul F«{X ,F,i€ I} cuX
m
nevidda, convex# gi compactd in R i 3 Fi continud pe X gl concavd pe
X, pentru fiscare x' € x! fixat, 1 € I . Atunot [ aduite cel puyin
un punct de echilibru.

Demonstratie:
n
Definim F i X x X —» R,F(x,y)= S P,_(y";xi)
i=1

a) F(.,y) este concavd pe X pentru fiecare y € X fixat.
Intr-adevdr, fie x', x"€ X, A€[0,1] . Atunci:

' " s 5-
F( A x'+(1- A )x",y)= i?__:lvi(yi; )xi#(l—A)x{)}Af:li‘i(y’}xi)o‘
n ;
$ QmA) Z R = ARG) + (ARG )

b) existd X € X astfel incit F(X,X)» F(x,X), pentru
orice x € X.

Prin absurd, pentru fiecare x ¢ X, existd y € X astfal

cai
F(x,x) < F(y,x) _
Punem pentru y € X, G(y)= {xe x| P(x,x) < ¥(y,x)]
Se verifich ci G(y) sint deschise gi X = J G(y).
ye X
Cum X este compactd, se poate extrage o acoperire
finita.

i Existd deci Z = {yY,...,7* Jc X, astfel ca X =
U a(yd).
71

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



173

Definim funcgiile continue pe X:

gd(x)-lu. fr(rj.x) - P(x,x) , O) J=l,eee 4k

k k
- .___1__ J
gi splicatia ®:[2Z] - [2), ¥Ax) F L‘l_‘_ SJ( :12?:1 SJ(X)J
J=1

Dooare'co 3J(x) >0 gi u:.x. gJ(x)> 0, pentru orice
x €X, P este bine definitd gi continui.
Atunci conform teoremei de punct fix a lui Brouwer
(propozitia A.1.31.) existd un punct fix al lui ¢ . Fie x“ acesta.
Deci:

- ) 1
x-?(x)'g_s_;;«_) ‘J%-_} g5(x7 5y .

Deoarece max. g (x*) 0, concavitatea lui ¥ implica:
3 b

k
P(x*\x*) 3 ;——(—) > g9 x) >

>

k
4 E—_(TD Z, &y Bx'y 1) - Gt 2
=1

obtinind astfel o inegalitate falsi#d, datorata ipotezei de absurd.

¢) X este punct ds echilibru

Fie 1 € I i x, € X;. Inlocuind in b) ‘pe x ou (ii;xi)

se obtine:
L_p Dy p 3 x) + > 7,3
s T g ) v 2 ¥y
J=1 ,j;l
J#AL
gl deci,

B(D 3 p )
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2.3. Rezolvarea jocurilor bimatriceale

Prin joc bimatriceal se intelege un jooc de doud per-
soane, in forma normald, avind multimea strategiilor finitvi,
Fie deci, X) = {l,....n} y Xym {1.....::351 s notim

ﬂij'pl(ind)o bij - rz(inj)l ie xlo Je xa

Atunci matricele A '(gij)lfi o ’B-(bid)l ¢ig¢m pot
1< jgn l¢ j€n

servi pentru definirea tuturor elementelor constituente ale formei
normale ale Jjocului. Adoptdm reprezentarea I =(A,B) pentru forma
normald a unui joc bimatriceal.

Fie Sl'SZ multyimile probabilitagilor pe xl, respectiv,
xz. pe care le vom numi mulyimile strategiilor mixte ale celor doi
Jjucatori gi 8= { s-ale 8, 1916 Si’ 1-1,23 . Vom scrie, pentru comodi-
tatea notatiei (sl,sa) in loc de 518 85e )

o
8, = { 8y=(pyseeeapg) | Py 20, 22 pi-lk

n
52 - isz'(qlo”"qn) l qd 20, E;:i q‘j'l}

<.

Functiile de utilitate medie ale celor doi J‘ucatori’_'
sint F,,F, 18 — R

vi=1 »d

@,n m,n
ql-(.)- 12 ‘13"1830 g—.a(')' 1Z biapiqj y dacd s'(slosa)

Definitie Numim extensia aleatoare a jocului bima-
triceal [ = (A,B) jocul, in forma normald | = {81.82, F 1o ‘-7'2}

Punctele de ecnilioru ale lui F vor fi numite puncte
de echilibru aleatoare ale lui [ . Prin rezolvarea Jocului bimatri-

ceal [ vom intelege determinarea mul{imii punctelor de echilibru
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ale extensiei sale aleatoare.
Teorema IV.2.2. Orice joc bimatriceal admite cel

putin un punct de echilioru aleator. (Extensia aleatoare a oricdrui
joc bimatriceal admite puncte de echilibru).

Aceastd teoremd este o consecintd imediatd a teoremei
4.2.1.

Propozitia IV.2.2. B = (31,'52) este un punct de e-
chilibru aleator al jocului bimatriceal [ = (A,B) dacid gi numai

dacd:
(Iv.2.1.) 7‘1(31.32) Py 9-"1(1.32), pentru orice i € X,

(Iv.2.2.) "7.2(51.32) P ?’2(51,3). pentru orice j & X,

Demonstratie:

Observatie: in acest enunf, strategia pura i €xl a primului Jjucdtor
a fost identificatd cu strategia mixta al-(pl....,pn) ou py=1, pd-o,
JAi. O identificare analoagh se face gi intre strategiile celui de
al doilea Jjucdtor, justificind astfel notatiile folosite.

In acest caz, (IV.2.1.), (IV.2.2.) rezultd din defi-
nityia punctului de echilibru. .

R'ecipx.‘oo, s4 presupunem cd (IV.2.1.) gi (IV.2.2.)
sint adevidrate. Fie sl-(pl,...,p-) gi 32-(ql....,qn) dousi strategii
mixte arbitrare. Inmultind (IV.2.1.) cu Py = 0, peatru fiecare 1611
gl sumind se obtine:

?;(31032) z 7,‘(51';2)
Printr-un procedeu asemdnitor, din (IV.2.2.) se obyine:
q;(slo;a)z 9—5(3]."2)

8),8, fiind arbitrare, ultimile doua inegalitdyi pro-
beazd cd 8 este punct de ecnilibru.
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Ou notagiile ‘1 = linia i a matricei A,B'J-coloana
J a matricei B, (IV.2.1.) gi (IV.2.2.) se pot scrie:

(IV.2.1.)" 3 A ig 2 AL 3, isl,...,m
(Iv.2.2.)" 5,852 §B,; Il

Definitie Perechea (Xx,y), X &€ R®,yeR®, x40, yso,
se nu.lcoto punct acceptabil al jocului bimatriceal [ , dacd satis-

face lilb.lul‘l

W % ¢ e
(11) x 3 0
(111) Ay € o
(iv) y z0
(v) y°(8"
(vi) x(Ay - 8) = 0

x-@) =0

Teorema (IV.2.3.) Fie jocul bimatriceal [ = (4,3),

cu A,B > 0. Daci --(51,12) este un punct de echilibru aleator atunci

1 P 1 o
(x,y) este punct acceptabil, unde x= — = 8}y ¥y —— 8
’ ! -1352 1 '1“2 2

Reciproc, dacd (x,y) este un punct acceptabil, atunci (51‘52) cu

T

8 = —%— X", 8y = —%— yT, constituie un punct de echilibru alea-
e'x sy

tor al lui [ .

Demonstratie:
Fie (sl.sz)c E(F). Decarece A,B > 0, rezulta

T v 4

llAlz 20, 51852 2 0. »
Atunci x,y definiti mai sus satisfac (ii) gi (iv).
Impiryind inegalitdgile (IV.2.1.)', (IV.2.2.)"

cu BlAﬂg , respectiv, slBsg , 8@ obtine:
Ai.y‘l y 1=1,2,...,m

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



177

"By € 1, §=1,2,...,n

verificindu-se, in acest fel, (i) gi (1ii). Un calcul simplu aratd ci
(v) g1 (vi) sint de asemenea verificate.

Reciproc, fie (x,y) punct acceptabil gi (ll.lz) defi-
nigi ca in enuntul teoremei. Se observd ci 5,8, sint strategii mixte
ale celor doi jucdtori. (iv) gi (vi) implicid:

T xT T
(IV.Z.}.) -1‘.2 - T—T— -T-

e x.e'y e x.ey o

(1v.2.4.) s s LA -

e'x.e'y e x.ey

Dar, conform (ii), A 7 £ lyd=1,...,m g1 deci

Ay, 'g S :%y— T S

Analog, (i) implica: 518 4 _%_
e X

Atunci, din (IV.2.3.) gi (IV.2.4.) se obtin (IV.2.1.)°,.
(Iv.2.2.)*' deci (.1,52) este punct de echilibru.

Fie, acum:
u- { (x,u),xeB® ueR? ( B'x ¢+ u = e,x 3 0,u > 0}
V' {(V-VJJGRH.VGR' lAy +V=0,30, v > 0. }

Lema IV.2.1. (x,y), xfo, yAO, este punct acceptabil
al jooului I daca §1 numai dacd existd u gi v aséfel incit (x,u)EY .

(’.')GV gi:

(IV.Z.S.A) vTx =0, uTy = Q.
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Lema IV.2.2. Fie (x,u)ell , (y,v)EYU_. Atunci x=0
veu‘juhd (1v.25)

dacd gi numai dacd y=0.

Se poate observa cd dacd A,B > 0, Wi U sint po-
liedre convexe nevide. Admit deci, fiecare, un numir finit de puncte
extreme.

In acest caz, fie X = {x | x40, existd u astfel ca
(x,u) € ext. U}, sultime finita.

Pentru fiecare x € X sd notdm cu E(x) mulyimea finita:

E(x) = {y | existd v astfel ca (y,v)e€ ext. UV si
vTx + uTy = 0}
Pentru fiecare submultime Xe X , punem £( (') =
« N Ex).
xeX'
Notind cu dq multimea punctelor acceptabile ale luil

I avem:

Teorema IV.2.4. Dack A >0, B> 0 , A= (_] ([J(']xrc(x}]/
XX

Demonstratie:
84 presupunem c# X = {_xl,....xaj(; X . ixistd deci,

ul,....ua astfel ca (xk,uk)é U 5 T

A Fie x€ [X']. Exista, A, » 0, k=1,...,s, = Ay

3 /\kxk. . k=

Definind, u = Z A u , rezulta (x,u)e U
K=1

Sd4 admitem ci E(X)-{y'. BRI }{’i. Exista deci, vl,...,vt,
astfel ca (y°,v®) € UV, b=l,...,6 g1 (V)T TR« 0,ka1,.00,8
B=l,...,t. '

Daca yQ[E(X')J exista M > O,h=1,...,t, Z__ /'lu

t
Definind v= 2_ /v(h_vh, rezulta (y,v)e U~

“h=1
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In plus, se verificd imediat cd vTx + uTy = 0. Deocarece

x¢0,y#0, concludem datorita lemei IV.2.l. cid (x,y)ed{
Reciproc, fie (’i.;)éﬂ . Oonform lemei IV.2.1., existd
B9l ¥ astfel ca ()€U , (7, 9€V 51 Vx4 T3 =0
. Atunci (X,u) este soluyie optimd a problemei de progra-
mare liniard:

=T T~
. + )
i:u) u e vy

Deoarece, u este poliedru convex, problema admite un
numdr finit de solutii optime de bazd gi orice soluyie optimd este o
combinagie liniard convexi a acestora.

Fie deci (xl,ul).....(x'.u') solutiile optime de bazad ale
problemei. Evident xx/o,k-l.....l. Atunci X' - { xl.....x'}c X s
xe[X']

Deocarece valoarea optimului problemei este O, rezulti
od VxX o (uk)‘l'y' =0, k=l,...,8 gi deci, (J,v) este soluyie optima a
problemei de programare liniard: l

e 5 O 05

81 in .acut caz, putem afirma c# numidrul solugiilor op-
time de bazdi este finit gi ci (7,V) este o combinatie liniard convexi
a acestora. Fie ()’l vh), h=l,...,t toate soluyiile optime de bazid ale
problemei. ¥ € [y B ] "

S8 remarcam ci fiecare (yh,vh) are proprietatea:

(y .Vh)e v gi (V) TxE o (uk)Tyh = 0, k=1,...,8. Concludem o&
iy ,...,yci - E(X") gl deci:

- : ’
(%,7)e [X'J* [ECXD]
Aceastd teorema, impreund cu concluziile teoremei 4.2.3.
p-ruit elaborarea unei metode eficiente pentru determinarea mulyimii

punctelor de ecnilibru ale unui joc bimatriceal.
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a) Daca A,B > 0O, se treca la b). Altfel, dacd de
exemplu existad a4 < 0, se alege a € R gi se scrie A' = (aid) cu aié-
v e > 0. Cu A=A' se trece la b) (Propozitia IV.2.1l. asigurd cd o
astfel de transformare nu afecteazd multimea punctelor de echilibru ale
jocului).
b) Se determin#d multimile finite ext. U , ext VU~
reyine X = {x | existd u,(x,u) € ext.U xy‘o} .
c) Se determina, pentru fiecare x e X |, multimea fi-
nitd E(x).
Pentru fiecare X'« X, se determina E(X’).
d) Se determinda 4 conform teoremei IV.2.4.
€) Prin transformarea liniard din teorema 4.2.3. se deter-
mind Z( f)
Corolar Ef (l—) este o reuniunea finitd de poliedre

convexe.

2.4, Jocuri de doud persoane, cu sumd nuld. Rezolvarea

Jocurilor matriceale

Un joc de doud persoane se spune cd este cu sumd nuld
dacd Fl + 32 =0

Notdm F = Fl' functia de utilitate a primului jucator.

Forma normald a unui joc de doud persoane, cu sumd nulid
este definita de tripletul ro=9 xl,xz.Ej

Presupunem, in cele ce urweaza, cd operatorii max gi
min sint bine definiyi.

Definitie ’-‘l € 4, se nuuegte strategie max uin a
primului Jjucdtor daca min. F(xl.x ) = max. min. F(x,,%,). Analog

172 !
Xy & X2 ) lexl x& 2

22 G.XZ 8e numegte strategie maxmin a celui de al doilea jucator daca:

max. F(x,,%x,) = min. max F(x,,x,)
172 * 1'72
&l xeX; xeX)
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min. l‘(xl.xz) gl v, = min, max. F(xl.xa)

le Xl xaex2 xzexa x& xl

86 numesc valorile maxmin ale celor doi Jucdtori (sau valoarea maxain,

respectiv, minmax, a jocului).

Propozitia 1V.2.3. v, € V2

Dacd V3 = Vo valoarea comun#i o vom nota cu v gi va

fi numitd valoarea Jjocului.

Teorema IV.2.5. Vv, = V, dacd gi numei dacd & (F)Ag.

In scest ocaz, dacd (x),x;) € E (), F(x),x5) = v.

Demonstratie:

(IV.2.6.)

Fie 'x'l.iz strategii maxmin ale celor doi Jjucdtori.

Deoarece v, - v‘2 = v, 88 poate scrie:

max. F(X,,X,) = v, = V= v, = min, (X, ,x,)
172 2 1 172
X & X, xaexa

Atunci, pentru doua strategii ubitrnrrxl.xz.
r(‘l'iz) £V € '(;1012)

Luind x, = 'il. x; = 22. rezultd gi l(i’l.iz) -V
Atunci, (IV.2.6.) aratd od (il.ia)ef(r)
Reciproc, fie ('il,'ia)G Z(r). punind v = r(il.ia),

l‘(xl,'x'a) £V E r('x'l.xa). peatru orice x; €X;x, € X,

Atunci, max. P(x,,X,) { V¢ ®in. (X, yx,)
) x € Xl 1172 xe 12 172

gi ocu atit mai mult,

v, VKV

De aici gi din propozitiae IV.2.3. rezultd v, = vy

(Cda. 223982 Fasc.10
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Propozigia IV.2.4. Dacit pentru jocul de doud persoane,
cu sumd nuld [, X (F) £ ¢ atunoi;

o

17, orice punct de echilibru este format din strategii
maxmin ale celor doi Jucatori gi reciproc, orice pereche de strategii
maxmin formeazd un punct de echilibru.

2°. oricare ar fi ("1"2)6 E(ry, F(xl.lz) -V

3%, E(T) are proprietatea de interganjabilitate, a-
dicn (X,%,)s (7),5,) € € () implicx (G132)0(7)0%) € E (1)
Demonstratie:

Primele dous proprietati fiind o consecintd directd a
teoremel precedente, si demonstrim 5°.

Decarece (;1.22)6 E () rezulta,

(Iv.2.7.) F(Xl-ia) < P(il.ia). pentru orice x, € X,
g1, in particular,
(1v.2.8.) B(¥ %) ¢ v
Deocarece (31.32) este punct de echilibru:
(Iv.2.9.) F(;].';z)‘ € ¥(37,,x,), pentru orice x, € X,
in particular,
(Iv.2.10.) v = #7475 ¢ #(F,,%,)

(Iv.2.8.) gi (IV.2.10.) aratd cA 3(31.22) - v gi a-
tunoi (IV.2.7.), (IV.2.9.) probeazd ci (¥;,%,) @ E ()

Acaeate proprietdti remarcabile ale multimii punctelor
de echilibru ale unui joc de douid persocane, cu sumd nuld, findreptd-
tesc denumirea de "soluyie" acordatd in acest caz lui E ([ ).

Definitie x; & X; se numegte strategie optimd a pri-
mului Juchtor dacd existd x, e x?_ astfel incit (xl.xz)e ext. (l'),xae X,
se numegte strategie optimd a celui de al doilea Jucdtor, dacd existd
x, € X; astfel fncit (x),x;) € ECr). .

Notam ca (4 ( I ), respectiv (,( ) mulgimile stra-

tegiilor optime ale celor dol jucdtori.
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Propozigia IV.2.5. ZF ([ )= 0,(!") x Q () i daca
E( [) £ @, nulyimile strategiilor optime coincid cu multimile stra-
tegiilor maxwmin.

Numim joc matriceal, un joc de doui persoans, cu suami
nuld finit. Cu alte cuvinte, un joo matriceal este un joc bimatriceal
pentru care B = - A.

Utilizém reprezentarea [ = (A) pentru forma normald
a unui joc matriceal. )

pie [ = (81,82, ¥ ) extensia a.laatou'o a jocului ma-
triceal [ = (A), ‘.7:‘(81.52) - ‘Zrl(al.sa) - alAag

Conform teoremei IV.2.2. extensia aleatoare a oricirui
joc matriceal admite puncte de echilibru. Pidstram notayia v bontru Va-
loarea jocului de doui persoane cu sumni nuld F (o vom numi, de ase-
meni, valoarea lui [ ).

Propozigis IV.2.6. (sl.uz)e FE ( F) dacd gi numaei
dac#:

F(1,8,) € F(8y,8,) € F(8,d) y 1 €X), J€X,

sau, echivalent,

Ai.sg SVS'l‘.Jv i=l,cccymy, J=l,..0yn

v fiind valoarea jocului.

Demonstratie:
Este o consecinyd a propozitiei IV.2.2. gi & teoremel
(Iv.2.5.
Fie cuplul dual de probleme de programare liniard:
T
(Lo,) win. oTx. X-{xéﬂ'\x&o.tx;;o}
xeX
(L0,) -max. ovy ‘;{-{yen"lyzo.uéo}
ey

Peorema IV.2.6. Presupunem A > O, Dacd x,y sint so-

luyii optime ale celor doud probleme (LOl), (Loa) atunci (-1,01)65(?)
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iv T
9 este valoarea jocului, unde 8) = VX', 8, = vyt

I
Ov.—F--F--

Reciproc, daca (al.az)e E(TF) g1 v este valoarea jocului, atunci

% o i 4T T o 1T
XeSgS1M1y-2 8, s8int solutii optime ale problemelor (wl)'(wa)

Dé-onatrnvioz

Deocarece A > 0, Y este un poliedru convex nevid (0 €Y).

Atunci teorema fundamentald a dualitafii afirma ci cele
doud probleme au optim finit gi c# valorile optimelor coinecid.

. Meil mult se poate ardta ci multimile solutiilor optime

sint mdrginite.

Fie X , ¥ solutii optime ale celor doud probleme gi
U= e'x = oF.u)>0 (decarece 0¢ X ). Atunci cu 8118, definigi

in teoremsi, avem:

slA 2 Ve, Aag;ve sy 8au, scris pe componente:

T
‘1 8, §vg 'l‘.d y i=l,.00ym § J=l,e00,n

gi deci, conform precedentei propozitii (al.sa)e = (f")‘
Reciproc, fie (al.az)e bt (F). Din propozitia IV.2.6.,

o

rezults ci X = a‘{ gl ¥ = % s, sint soluyii posibile ale problemelor

v
(LOl) gl (Lca). Observind ci e'x = OT; (=1/v), rezultd ci cele doui
solutii sint optime.

Concluziile acestei teoreme, justificd urmitorul al-
gorite pentru deterwinarca soluyiei unui Jjoc matriceal:

a) Dacd A > O, se trece la b). Altfel, se alege
a & R, astfel ca A' = (aid)> 0, unde ‘id ey v Cu A=A' se trece

la b). .
t:g) 8e scriu problemele (LCl) gi (1,02). Be deteramina

mulyimile solutiilor optime (se gisesc, cu algoritmii simplex, toate

solutiile optime de bazid).
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¢) Transformarea linierd din teorema IV.2.6. permite
obtinerea lui O ( [ ) od (/¢ ) deci & lui ZCF).

$ 3. Jocuri stochastice (finitae)
3.1. Definitia jocului stochastic

Definitie Numim structurd de joc stochastic, ansamblul:

r k
Fedn 1y 1y xf,1€el, kel u,i€l, kel n°

7M(x), x€ X|{

unde: T = {1,2,...,| 8¢ numegte wulyimea stapelor Jooului

In - {l.2.....ns se numegte multimea Jjuocdtorilor

I' = {0,1.2,....N§ , 8¢ numegte multimea astdrilor (starea
o poartd numele de "stare de oprire", I = {1.2.....“} 8@ numegte mul-
timea starilor “"transiente").

X;‘ este 0 multime nevidd - mulf{imea lcrncoéiilor (pure)

als jucdtorului i in starea k, pentru fiecare 1 & I gi keI,

lk-r—! x5, x -FTx’{.x-F‘Tx" (sau X = [ T xi)

' yer k&I 1el,

u: 1 i — R se numegte functia de utilitate partiald

® lui i in starea k, 1 €I , keI,

° - - ini~
n = ("k)kel' e 2 0, sz_I T 1, se numegte repartifias

tiald a starilor,
pentru fiecare x @ X, 77 (x) este o matrice stoohastics;

lor de tre-
m(x) = (ﬂ‘k()k‘ ee1’ nunitd matricea probabllitdgilor

cere, asociatd lui x, cu proprietdatile:

0, dack, £ F O
T, (x) = /T, (), A (x) =
ke K< °¢ {1, daca (=0
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In casul particular, ofnd 1° este 0 repartitie dege-
noru'tl de tipul rl'k-l. keI, 7Ty =0, ¢4 k, scriem Fk in loo
de P 91 spunea od Jocul stochastic are starea initiala k.

Fie acua, A= kk_‘;: (k,X%) i A .orAx XA
e —_—
% ori

Definitie O strategie globald a Juciitorului i in jooul
stochastia, ou structura [ - t
" I este o lplicat;o . Ji ( Ji)te'l"

unde:

Ji 1 I — k\<1’ x’:, astfel fnoit Ji(k) € xt,kel

: v A a %EJI xt astfel fnoit J:(d )“‘l,x)ex:.

dact  a*le Al ka1, 65 2.

Notind ou .D; multimea strategiilor glcbale ale lui i,

un element d = (d 1Pe e d‘n)e ,@ - :lr_é—TI QD 4 s8® numegte stra-
n

tegie globald a jocului.
Definitie. O strategie globald J 4 8¢ numegte marko-

t-1 .t-1

viand, decd pentru orice t € T, k €I, 4 e A ';'l. rezulti

43t = 4 5@a® ) - 4 Fo

y d

Definitie. O strategie markoviana d 4 B¢ numegte sta-
tionard, dack, peatru orice t,7 € T, k € I, results J: (k) =
L ]
- d,x) = d,x)
Observatier O strategie stationard Ji se identifich
ou ua element x, € X, (xf - d,(k), k € I). '
. Pentru fiecare Je @. voa defini un oimp de probabi-
t
tate 102, K, i un proces stochastic astfel:
litate {0, X, Bl st unp 2 0 IR

L.l wae(w

c)v 6'1" utéx. t&T gl ot-o implicda «wr =0,

K = corpul borelian generat de clasa mulgyimilor cilindricey
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"1:1.....1:c - feeRla.x,, 74 t}

PJ se definegte pe mulyimile cilindrice prin;

1 t-1
P(C IS AL OIEE rrkt_lkt(a’ (kyyeeasky 1)),

K ek, )m 7T
1277 1 Kk

k

unde am folosit notagiile:
z 3 '
$°kyyenesk g )= 3%kys 6 ey § B(kp)yenasky ), 7ot

sv
?t 2
(@) - wt'ue

Propozitia IV.3.1. Daci & este o strategie marko~
viend, atunci { )‘; este un lany Markov.
Demonstratie:
Fie tl < t2 ees & tr din T gi ktl,....ktre b &4
t
6 " P;(?} J ktJ'd lyces,r)
Pr (7.5 wky | T 9 =k ad=lyeeeyr)m -
6 ) tr 8 t‘j' ! ! t
5 (fé.d-ktd. d=1,e0.,r-1)

P. (O
G eI k; € I & M Tkyreenaky)
1< z'<tl ‘r-ls zr<'r
. - . d P (o
E"z < T ——kz €1 § kl""'krl
‘ r-1

k €1 k k
zr tr-l tr-l*l
t.1 < ‘tr < oty
tr-
L K, (§ (kl""'ktr-l)) -
tr-l r
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———
ﬁ——f = P (0 )
z kp,€ L ) l....,ktr

1< 8 < o, t.1<% <
E Pe (Cp  vene ) )
kg € I 1 ol

L% <%

t t V
.PJ(Z;r-k.trler-l'kt )

r-1

Propozitia IV.3.2. Dacé 5- ests strategle stationara,
atunci { fktf este un lany Markov owogen (cu probabilitayi de tre-
cere stationare).

Jopul stochastic, cu structura F (pentru care vom
folosi aceeagi notayie), este un proces secvential de decizie in care
sint antrenati cei n jucdtori. La momentul initial starea jocului
fiind determinata de repartigia T o‘ dacd la un moment %, procesul
este in starea k, atunci alegerea strategiei xk determind utilitagile
partiale u:(xk) ale Jucitorilor gi, cu probabilitatea rrke (x5,
noua stare ¢ pentru etapa t+l. Dacd noua stare este o atunci pro-
cesul s® incheie.

Problema fundamentald a teoriei jocurilor stochastice
este def}niroa gi determinarea comportamentului optim global al fie-

cirui juciitor, relativ la o mAsurd a utlilivéylil acestula pentru in-

tregul proces.
Comportamentul global al unuli Jjucidtor este definit in

prezentul context prin notiunea de strategie globald, masurs utili-
tdtili acestul comportament este datd printr-o functie a cigtigului
mediu global obyinutd prin compunerea utilitdtilor partiale rezultate

in toate etapele procesului.

Modul de compunere, in rezultanta globald, a acestor

utilitdti, poate lua mai multe forme, cu gemnificayii sociale diferite
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gi, din punct de vedere matematic, diferentiazd clase distincte de
Jjocuri stochastice.
In cele ce urmeazd, voi lua in discutie, pentru exem-
plificare , o singurdd clasad de jocuri stochastice denumita dupd mo-

dalitatea de definire a cigtigului global, clasa jocurilor stochas-
tice cu utilitiygli actualizate. In acest caz funcyia de cigtig mediu

global a Jucatorului i € ln este Fi : i) —= R, datd de:

(1v.3.1.) B Mg (o o § 0

unde M este operatorul "valoare medie in raport cu probabilitates
é

P&' ,uf( &t) este notatlia prescurtatd pentru ui(xk) dacd x* =

Jt(dt-l.k) cind d¥! este determinat, iar o € (0,1) este o
constantd numitd "factor de actualizare".

Obsgervatie: In formalizarea prezentd, T;t reprezinti
atarea jocului la momentul t, dacd se utilizeazid strategia J .

Mai explicit, se poate scrie:

(av.s.2.) B8 =S o= R (fT ek o
tET kg € I )
l<sg®

K
Te1yeeest) 0% (kg 0een k)

Propozitia IV.3.3. Dacd uj, k € I sint funcyii mar-
ginite, atunci Pi este marginitd.

Demonstragie:
Punind: a = sup | u:(x‘k)\
xké
kel
rezulta:

-2 -1
AL <lteT O =

Vom nota cu B’t functia de cigtig mediu, global a Jjuocd-

torului in jocul stochastic f"‘.
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3.2. Jocul stochastic - tip particular al modelului

Jocului in forma extinsi.

Se poate remarca cd definitia jocului stochastic poate
fi redust la cea a unui joc in forma extinsd, de n perscane, cu gene-
rator, dacd yinem seama de urmdtoarele observayii gi identificari:

(in ipoteza; X‘: sint cel mult numidrabile, i € Irke I

o0
M - o/ ¥o(nel)eis 1=0s1eeyn , mulfiai nuasrabile
r=0

Fle M, wie=, 1, =, - {12000, § - Atunct,

“o;j - {w‘jj ,JGEO. IOJ-IO-{O,I,...,N} , pentru o.rioe

Je =

o!

wd

J J _
foJ = f: yJje Eo' Pentru \IJ‘ M,, notdm 'gk)'(fz ) l(k)

Atunci: [v ('20)) = @, pentru orice JGEZO.

Daca 1 € I, "o, -{Iid(k)s e keI unde:

My (k) = { A HY W - "(’x)’l

Notind cu IiJ(k) mulyimea alternativelor lui i pentru
k =
multimea informagionald I“(k), atunci Iid(k) - X pentru j&€ ._"30.
Notdm cu t:k bijectia care aplica f (w) pe IiJ(k)' wE “1J(k)'

Pentru identificarea lui P, = {sz Je& =4, remarcam

ca p, = 72,

 Daca w € 'r(nvl)’ rAQ, atunci existd w & w(r—l)(n*l)

=1 -
gl k G{l,...,l} astfel ca "j ) '(k)' De asemeni existd w ,....f‘.

k k
- G ie I, astfel ca:
€ '(r-l)(n#l)#i - Ii g1 x4 €X1. 4n'

;1’1'- (.f;ik)-l(x]:) pi w(k)-'il4;2<""< Lo
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A?unci identificHm Py cu rrk((xk)) fe1 *
In sfirgit, dacd JT € E este o partidd, =4 notém:

V:( 7T (t(n+l)+ 1))-u:(x§). dach existd w g Yi(nel)

ustfel ca wik) € JU (t(n+l)+i) gi 77 (6(n+1)+1+1) se identifich ou

alternativa x:.

Atunet £,()= Z_ & hi(sr(nel)e1)).
teT
3.3. Forma normald a Jjocului stochastic.
Definitie Formwa normald a jocului stocnastic f’esten
?n 'll ﬂi‘yi'i € In}

Definitie Forwa normald redusd a jocului stochaatic

este:
Fur -{x.p.1€1,)
aici, xi avind seunificatia de multimi ale strategiilor atayjionare ale

Jjucdtorilor.

Analog se definesc formele normale ale Jjoculul sto-
chastic f!k, inlocuind in definitiile de mai sus ’1 cu F:. .

Fie, acuam, Fl un Jjoc stochastic finit; cu alte cuvinte
sd presupunem c# X':. ie I, ke I, sint mulgimi finite.

Fiaz B: multimea probabilitagilor pe xf; B: - {n: -
“ (péx:)xli!e Xk p(x:) 20, Zk— p(x;f)-lf-

xi
K [ gk gk
Notam 8% | Il sy {8 - @ & |sfe sk}, 8, -
n
- T ,8 T8 IT 8
xel k€I te1,
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Definitie Extensia aleatoare a Jooulﬁi stochastic f"
este jocul stochastic ? y @ ciArul structura este:

k k
{'r. It I'y 84,4€ 1, k€Tjui 1€ ,k €I} 1% s(s),s ¢ 8}
-unde:

r.: 1 85 R, u:(ak)- % u:(xk) 1 p(x:)
x € e In

T1(8)=( IT, ,(8)) v T,(8) =T (8%)- x )
. kel®y perr MMie(8) =7y (87) x"ze:—;“ TMee(x )E:’{P

In acest caz, o strategie globald in jocul ‘ ? se va
numi strategia globald mixtd a jocului F .

Observayie: O strategie stayionara a lui i in jocul

? se identificd cu un eleument al lui 8.

In contextul sectiunii precedente, strategiile globale
mixte ale lui F apar definite ca strategii de comportare.

Utiliiarea. in teoria Jjocurilor stochasticg, a strate-
giilor de comportare este motivatd de faptul cd acest tip de strategii
aleatoare este aingurui concept capabil sHd descrie comportamentul
Jucétorilor, in evolutia sa temporald, in concordantd cu insiégl struc-
tura specificd a Jocurilor stochastice.

Fie ﬁi' respectiv 5 , multimile strategiilor glo-
bale mixte ale jucdtorilor gi ale jocului. Pastrind notaiile rri.r’i‘
pentru functiile de cigtig mediu glebal ale Jucatorului f{m jJoourile
I:"‘k k € I, putem defini forma normald gi forma re-

=
I~ , respectiv s

x5
dusd a lui [ .

3 = %

Mo = { 00:L'Fi.'j' € In* ' lMar = {31'!'1'1 € In}
gl ale lui fg k.

Frogdomuernt . Pho-fsoraen)
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Problema fundamentald a teoriei jocurilor stochastice,

se reduce in viziunea necooperativé, la definirea comportamentului op-

tim prin proprietdtile punctului de schilibru al formel normale a

Jocului.
3.4, Existenta punctelor de echilibru in jocurile sto-

chastice finite

Propozitia IV.3.4. Dacd 8 € § este o strategie sta-
=3
r , atunci:

tionard a Jocului

PiCe) = uf(s) vt = T, N

Demonstragie:
k, k t-l == 1, - =
F:(s)-ui(a )+ ?_;_.24 .gf;él PB(TB k.'{: Fz y €
2<Tst
Py bey =

- 2,.000,‘;)“1

k (<t =
- (") » d%‘i WCRI RN “,%5 of

; seoy 1 k-
ézel 3(38 ! s !z ' @ 3 b)\.l (g )
5‘ Z<t
Pil-
%—_ '(.

k, k N k Caly, =S
- ui(s ) + o %—I /Tk,(s )[ ui(° )+ g)/}d E
2z« %=1

g\’e- ) € =2,.eu6m1)0
A1, L)L kK N S Y
. uy "=l(s )1- u;(s™) + o %T TTeels )[“1(" )+
E t 1; P( l_ F' Z_ e . <=
" 2% e ° ja Ta" 3
AT '
2,000yt 0”<s ©)]- s m;: e (897{(0).
- 'll.’ i €I
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(s-a folosit propozitia IV.3.2.)

Fie s € S fixat. Pentru fiecare i g In' definim:

xR“—-.-RN

Z

. v 2y (W) = (af (W), €1 U

(v) --ax. [uk(s \rk) + o(Z Ift(a \r )vlve‘iﬂ
o 8§

(folosim notagiile: (s \r):) = (91{9 ve s @s:_l ® rf Q 311‘01 D .. 0-:))

Propozitia IV.3.5. Z18 este o contractie.
Demonstratie:

Fie v,y ¢ RN

a0 - 5O =g |0 - )

Fie si.s = Si, k € I astfel ca:

zfs(v) - U (s \Bi) 40(? Tee (s \ sk)v .
1s(y) = uk(s N 81) +a{z ﬁkl \_a't)y’ s kel
Rezultad pentru fiecare k:
«%I‘_ T8\ (vl = 3 ) ¢ o (n)-2f ()¢
(S e DT = 50
T el

adica ,

Nz, (v - 2Dl ¢ « v - 7l

Propozitia IV.3.6. Oricare ar fi v & R®,

1l'(v) = max. [uk(s \ xi) +d ? ﬂ‘e (a \ X )v ].ke I.
]1“5"1
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Demonstragie:

Iregalitatea 2 » rezultd din definitia lui z1' gi
din faptul cid multimea x‘; se scufundn'in Sf.

Pentru a demonstra egalitatea se rayioneazd prin ab-

surd.
S4 presupunea ci existi s -(p(x ))xiéxk astfel ca:
1(9 \a ky 00('2': JT r(a \ s Kyvl > u;‘(ak\xli‘) +
k k,_ ¢
+of 7T, (87 \ X;)V
%I ke ¢
oricare ar fi x: o Inmultind cu p(x 2 0 gi sumind pe X': se obtine o

inegalitate falsH.
Propozitia IV.3.7. Fie Vig unicul punct fix al ope-~

- -k
ratorului zis gl 8y= % 8y € 8y, astfel incit:
k k k, k =k ’r kK =ky_¢
(Iv'5'5°) viB - zis(via) . ui(e N 51)"’ ﬂ% ke (5 \ Bi)vis'kel
Atunci, pentru fiecare k € I gi rié Si,

Fi(e N3y) = Vg 3 Fi(s \Ty)

(aici, 8\ ry = 8 @8, ® .. @8 _, T @ 1D <o)

Demonstratie:

Conform propozitiei IV.3.4.,

P(a\a)-u(s \sk)-ro(ez__frt(a \si)l'(a\a)kex
€1

De aici gi din (IV.3.3.) reszultd Fy(s \5,)=v,, k € I.

Intr-adevdr, fie b = max. | Pl;(a N By) - Vli‘s\
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Atunci:
» S“ICZ e (8°\ 311‘)(’1((’ NE) - v ¢
€1

Rezultd cd b = O g1 de aici egalitatea anuntata.
Pe de altd parte, pentru r, € 8;, din (IV.3.3.) gi din
propozitia IV.3.4., rezulta:

B':(s \ ri)-u'i‘(ak \ rl;)*o/ Sc Fk((sk\rli‘)rf(s N IPRS

<1
R = TN RPN A PP

sau,

Bon 1) - e e b [ 2fianmy - of, I

¢ 4
£ D(?taé.l (Fi(a \ ri) - via)' pentru orice k € I,

de unde rezultd:

¢ 4
. (r( ) v, )L 0
Mer 1t 18’ S

Teorema IV.3.1. Jocurile le:r -{Bi,r’]’;,ie In\

admit un punct de echilibru 8, acelagi pentru toti k & I.
Demonstragie:

Definim Y: 8 — 8, ¢=(Pi) ¢ k¢ 1+ Pprim:
n

¢ 5(e) = (sf + g5(s))

1+ Zk.—sli‘(a;xt)
Xy
unde gj(s) = (s‘i‘(-;x:))xl:éxlf
iar 5: (.,x:) 1 8 —» R este aplicatia continua definitd de:
: k kol
g5Ca;) = max. { 0,uf(s" e o Z2 T8N xOT (o)

k
- p:(.)s‘k €1, X € x{.
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Se verificd imediat consistenta definitiei lui ¢ oca
aplicatie continusd a compactulul 8 in S. Atunci teorcma de punct fix
a lui Brouwer (propozitia A.l.31.) leilgura existenta unui punct fix
al lul ¢ . Fie deci 8 € & astfel ca s = ¢ (8).

Atunci 'Eli‘ = ¢ t('ﬁ), 1eI, ol ke I, sau,

* = @ - @, keI
XEh

Vom ardta oid gi(s;x )=0, oricare ar fi i€ I , k€ I,

Prin absurd, pentru un i € In gsilkel,

X -{Lexf ) efGix) > o} 4o

Atunci:
(IV.3.4.) (
- ——  &®
xk Si(gixi)
1

jar, pe de altd parte, pentru fiecare xte 2“.
(1v.3.5.) WK\ o)+ o« 2 Ty G \op! @ K

8];(3;11;)
> 0 3i sumind

Multiplicind (IV.3.5.) cu " .
2“: 8y (8ixy)
1
dupid x:e i: , tinind seama de (IV.3.4.), rezultd:

WEE) + T Ty B > HE)

inegalitate falsd, datorita propozigiei IV.3.4.
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Deci, pentru fiecare i ¢ In' ke I,
r5Gs) > FEN D > 3 {
y 2  max. [ w(e™\ x )+t > /T CalNEY; (s
x:E X: €I k¢ 171 B)J

De aici, datorita propozigiilor IV.3.6. gi IV.3.4., re-
zultéd: '

P5(3) = max uk(ak | Gk <k kol -
n . 1(87\ 8) + o TTee (8 N\ 8.)F (B)
-‘{es‘;[ L 5e1 ke o7 ()]

In acest caz, propozitia IV.3.7. implica:

Ft(;) > Ft(? \“1)' pentru orice s, € 8y

ceea ce demonstreazi teorema.
o~

Corolar In conditiile teoremei, r.nr admite un punct

de echilibru.

Demonstratie:
Este suficient sid remarcidm ca:
Fi(8) = Z_ /T ¥{(s) , s € 8.
kel
Fard demonstratie, mentiondm gi urmiatorul rezultat:
Propozitia IV.3.8. Dacd s € 8, atunci, pentru fiecare
ie I
~—~
_max, Fi(l \ 6'1) = max. 5 Fl(. \\ri)
&6'5.- Tyes

Semnificatia acestui rezultat este majord in teoria jo-
curilor stochastice.Teorema IV.3.1. poate fi reformulatd, afirmind
existenta, in forma normald a jocului ?? , @ unui punct de echilibru
format din ntrntogiibalontoare stationare. Deci:

Orice joc stochastic finit, admite un punct de echilibru

aleator stayionar, dcelagi pentru orice stare inityiala.
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3.5. Rezolvarea Jjocurilor de doud persoane, cu sumi

nuld

Jocul stochastic, de dousd persoane (n=2) F , este
numit, de doud persoaﬁe. cu sumid nuld, dacid ui - - “; (notat uk)
pentru k € I.

O consecinfi imediata este: F§ = - Fg (scriem, !k),

k ¢I. )

Definitie. Numim vectorul-valoare a jocului stochas-
tic finit, de doua persoane, cu sumd nuld, I , Vv = (Vk)k ¢ v unde

- o
vk este valoarea jocului de dou#d persowne, cu sumd nuld [ k .

or
={8,,8,,7} .
Pentru, v & RN, fie jocul matriceal definit de matri-

cea Ak(v),
A5(v) = (af.(v) X
1J 1éX{.Je12. unde:
k k : ¢ :
afg(V) = W) vd =2 e (vl s € x},J € x5,

ke I.

Cum orice joc matriceal admite cel putin un punct de
echilibru aleator, exista val. Ak(v) = valoarea jocului Ak(v) i
d&(Lk(v), C?z(Ak(v)). wultimile strategiilor optime ale celor
doi Jucdtori, in acest Jjoc.

Fie operatorul:

2 3 BN — . Z(v) = (zk(v))k < I° zk(v) = val. Ak(v)

Propozitia IV.3.9. Z este o contractie.

Demonstratie:

Fie v,y & RN
Naz(v) - 2(HI = g |2%(v) - &) = :-2-1‘! val. 4%(v) -

k K (y) - ok () =
- val.A (yﬂ € max. @ax. l“i (v) ‘1J(v)
KCl 4 gk jexk J
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I 1T e IR et D0t et e 1t

-dllv - ).
84 definim acum, girul {v(t)s $=0.1 v(t) € RN,
v(t+1) = 2(v(t)),t =1, v(0) & B

Propozitia IV.3.10. 8irul { v(t)} este convergent,

limite sa fiind, unicul punct fix al contractiei Z.
Demonstratie:

Datoritd propozitiei precedente.

Nv(t) - v(s=1)]) = l2(v(t-1)) - z(v(s-2))ll &

Lotliv(e-1) - v(t=2M ¢ veee & o0 52 N w(2) - w(0) |

Atunci, pentru orice t.r,

)lv(t+r) - v(t)"< Iv(m) - v(a-1) &

m-t

£N0v(l) - v(O ? *
; Tm=tel

Concludem c# girul { v(t)i este Cauchy, deci conver-

gent.
File V = lim. v(t)
t—e
Deoarece v(t+l) = Z(v(t)),-brin trecere la limitd, re-
zultd:

v = 2(¥)
gi cu aceastu propozitia este demonstrati.
Teorema IV.3.2. Fie V punctul fix al coatractiei Z.

Atunci Vv este vectorul-valoare al Jocului F’. Multimea punctelor de

- - - - K, -
echilibru ale lui 7’ este: { 8 = (sl.sa)! a{ € 071(A (v)),k €I,
1=1,2.} -
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Demonstratie:

Fie s - (5),5,) € T ( Fm.)
Atunci, conform propoiigiei IV.3.4.4

k K, - e -
iz ~ F (8) » ¥ (al,sg, pentru orice 8 € Sl

k K, = k, =
Voz = = F(8) 2 -F (sl,aa). pentru orice s, € 8,
k € I, unde Vi3 » Vo3 sint punctele fixe ale operatorilor Zl; ,'
respactiv Z2-B- .
Din egalitidtile de mai sus, rezulta Y13 ¢ Va3
(notat v;).

Din definitia contract{iilor Zi— y rezulti:

1

ko -k k —k
(IV.3.6.) Vi3 m:x. . [ u (el.s )+ o Z!__;_.f- e (al,sz)vl;_]
9 € 8

(1v.3.7.) vll(; = - aoin. [ ~u (sl.sk)- T 7T ,(sl.sa)vl ]
;Gsz el

= min. [ uk(?a']{,sg)-o o« = /rk((sl{,vs;)vl-—]
oK ¢ 5K (eI o
2 2

(IV.3.6.) gi (IV.3.7.) se pot scrie, impreund:

] — K — {
w(sY 550 L Tee(o1 33)v; € vg < u'Glasp) »

+ d% ) (Exl‘.s;)v-g , pentru orice s, € 3, §i
8, & 32’

Ori, aceastid dubld inegalitate dovedegte ca v% este
valoarea Jocului Ak(v'g) gi ¢ este un punct de echilibru al aces-
tui joc, k € I. Atunci, datoritd propozitiei IV.3.9. e = Ve

Reciproc fie s, astfel ca - (;{,'512() sa fie punct’
de ecnilibru al jocului AX(V), k€ I . Atunci, pentru fiecare ke I.

Cda 223/982 Fase.u
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¥ - max [ uk( ¥, 3Ky T kK —k\= 0
. 1!5 + A o 77 (87,89)v
BTE S}l( lec1 ke 172 J

91, din propoziyia IV.3.4., deciden ca ¥<(3) - Ty pk(s‘f.ﬁg),x €1,

Analog se demonstreazi g1 cea de a doua inegalitate
care probeaz¥ ci 8 este punct de echilibru al jocului.

Ca o consecintd a acestor rezultate, se poate schita
o wmetodi iterativi, pentru rezolvarea Jocurilor stochastice finite,
de doud persoane, cu sumni nuli: -

a) Se alege v(0) & Y

b) La etapa t, se determini valorile celor N jocuri
wmatriceale definite de matricele Ak(v(t-l)) ke I,t2 1, utilizind
metoda expusd in sectiunea 2.4. Notam v(t) = (v (c))k e 1» unde vk(t)-
= val. A (v(t 1))

c) girul {v(t)J converge citre vectorul-valoars al
Jocului stochastic f? . Daca Vv este limita girului {v(t)} , atunci
r e (;1,32) cu E{ & C?i (Ak(V)), k € I, 1=1,2, constituie un punct

de echilibru al jocului stochastic.

B. Teoria jocurilor cooperative

Principalele ipoteze, admise, implicit, in aceasta
teorie sint: libera comunicare intre juc#tori, posibilitatea coordo-
n&rii actiunilor acestora pe baza unor principli de rafionalitate in-
dividuald gi colectiva.

Multitudinea teoretizarilor diferite ale =ituatiilor
competitionale 6ooperative, este motivatd, Iin special, de modul di-
ferit in care se reflects, intr-o formalizare logica, ingyelesul ter-
menului "cooperare". In prezenta lucrare, ne vou situa pe linia cla-
sici a teoriei von Neumann-Morgenatern gi a extensiilor sale imediate.

Degi nu se poate defini o mAsurd a gfudului de coope-
rare adwmis intr-un joc, se face o demarcatie intre doua tipuri, ca-
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litativ diferite, de rela{ii cooperative. Corespunzator acestora,
Jjocurilor cooperative se atudiaz# separat, in ®ui clase distincte;

a) Jocurile cooperatiQe fara compensatil (sau, fara
plati interpersonale), in care efectele cooperirii se concretizeazi
numai in stabilirea, in comun , a modalitidyilor de actiune.

b) Jocurile cooperative cu compensatii (cu plati in-
terpersonale), in care cooperarea intervine direct in determinarea
cigtigurilor Jjucidtorilor, mdsurile individuale ale utilitiatilor né-
tiunilor nefiind singurele determinante. Mai precis, in acest caz
se admite transferarea de la umn jucator la altul a unei piarti din
cigtigul dobindit. Adumitem in plus ipoteza transferului liniar cu
rata 1/1, adicid "o unitate din cigtigul unuil jucator transferatd al-
tuia miregte cigtigul acestuia tot cu o unitate".

0 situatie limitd In teoria Jjocurilor cooperative
este cea a jocurilor total cooperative, in care relayiiie de coope-
rare se manifests, neapirat, in plenul colectivitatii Jjucatorilor,
in general, problemele sociale de mare interes impunind admiterea
posibilitatii unor incercdri de intelegere separatd pe ggupuri (coa-

1i¢ii).

§ 4. Jocuri total cooperative

4.1, Modelul Jjocului total cooperativ

Definitie. Un joc de n persoane, total cooperativ este

reprezentat de ansamblul:
r- In,U.uO}

unde In = {l....,n) este multimea Jjucdtorilor U este o submultime
nevida, compactd gi convexd a lui Rn, nunitd mulyimea utilitagilor
admisibile gi w® € R® cu proprietatea LA {u euvlu 2 uo_} AP
(u° se numegte utilitatea situayiei de status-quo).

Definitie. Fie u,u' € U. Spunem cd u domind pe u'

(u dom.u') daci u pu' gi u fu'.
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4.2. Raglonalitate gi optimalitate

Definitie. Solugia cooperativid a jocului [ = {I U u}
(nult,iuoa de negociere) este submulfimea P a lui U cu proprietiatile:

() u » u®, oricare ar fi ue¥ .
(i1) oricare ar fi ve ¥ y DU existd u'g U astfel ca

u' dom.u.

Teorema IV.4.1. pentru orice joc total cooperativ I
solutia cooperativi este nevidi.
Demonstratie: .

Fie a € Rn, a > 0. Aplicatia continud f(u) = ATu fgi

atinge maximul pe compactul U . Fileue U ,E(Q) = max. f(u). Atunci Ge P
uéU

Intr-adevir u > u®. Dacd, prin absurd, ar exista u'e U,
astfel ca u' dom.u, atunci, pe de o parte ar rezulta u' ¢ Uo’ iar pe
de elta:

f(u') = atu' » ala = £(3)
contrazicind alegerea lui u.

S84 notdm, in cele ce urmeazid, cu fgi oy @ulyimea tu-
turor jocurilor total cooperative, de n persoane. Num&rul Jjucdtorilor
fiind astfel fixat, simplificam nocafia, desemnind un joc din 3 i
prin (U,uo).

Definitie. Numim schem# de arbitrare (in sensul lui
J.Nash), o aplicatie q; 1 & a — R®, cu proprietatile:

1. P eu

II.  Qu,u®) p u°

III. pu exista u € U astfel ca u dom. Cﬁ (U,u°).

IV. Dacid g : R® —> R® este o transformare liniara a-
find,

g(u) = u',uf = au.+d;,8, > 0,0, € Ry € I, atunci

Be),5u®)-a( P (W,u2).
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V. Dacd U' C U gi @(U,u°)e‘ U', atunci
@(U,u°) = é(U'.uo).

VI. Daci Ureste simetrica in raport cu o nultino\%o
indici (pentru i;‘.j:'gsezu implica (“1'”"ui-l'“d'“i+l""‘“J-l'“i'
Ug,10eerrty) € U) gi dack ug-ug,i,J € } , atunci notind u= @(U.u°).
rezults u;-u‘:j,i..je}

Utilitatea u”= @ (U,u®) se numegte solutia negocie-
rilor, pentru jocul [ = (U,u°). ‘

Facem, pentru cele ce urmeazid; urmdtoarele conventyii
de notatie:

Dac#d Jl"“'Jk este o desfacere a lui In' scriem

u, = (ui)i €, gl u = (qu.....qu). De asemeni scriem J 4in loc

Ie
de In\ J.

Teorema IV.4.2. Existd o unicd aplicatie @ satis-

facind proprietigile I-YI gi ¢(U,u°) = u" , unde:
(k) daca existd JC I ,Jé0 31 U € U  astfel ca
o - o « « 0 -
uy = uy pentru totli u € U, gi Uy > uy , atunci u' = (uJ,uJ) cu ujy
unicul punct de maxim al lui h (u) = T (u,~u?) peU_.
, J jeg 1+ 1 Q
(kk) dacd U = {uoj , atunci u”= u°.

Demonstratia teoremei se sprijiné pe urmdtoarele lewme:

Lema IV.4.1. Exista J & In. astfel ca:
1) uy = ug- , pentru toti u e Uo

2) existd u & Uo' astfel ca uj; > ug

Demonstratie:
Dacd existd u € U,u » u°. lema este evidenta

Altfel, fie J = I \ {1 ui-ug; oricare ar fi u ¢ Uo,
T 4 @. Intr-adevar, dacd pentru fiecare i € I ar exista
l '
u(1) € U, cu u(i)i > uz. atunci u = Z .;7:_1- u(i) € U, (multime

convexd) gi u > u?. Daca J=@, lema este demons?rata. In caz contrar,

o ¥ .
pentru fiecare 1 € J existd u(i) € U, cu “(1)1 > ug. Evident, u =
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« ¥ = o
W T u(i)euogiuJ>uJ.

Lema IV.4.2. Dacd J €I, JAJ 91 existd U € U ou
- o
ujy > uj, atunci hj(u) = 1l€ Jl (ui—u:) igi atinge maximul pe U, fn-

tr-un unic punct.
Demonstratie:
Fie U - {u GUO, by(u) 3 by(R) > O.} . Evident,

max. n (ub) = wax_ h;(u). Functia £, = 1ln h,, definita UJ- =
aen, J ueu, J ety Je nitd pe U, f“J

-(uJ)J c JI u € UO} este strict concavd gi iIgi atinge maximul fntr-un
L4

unic punct uj. Definind u - (u}.u%), deducem ci hJ(u‘)> njy(u),u e U,

ufus

J

Lema IV.4.3. Dacid J QIn,J;‘¢ gl U este convexd, e'€ U

(unde 6"-1. dacd J € J si 00=0, dac J €J) i b (u) = T T u, <1,
J J J jed d
oricare ar fi u € U, atunci U c{ul JZGLJ uy 4 lJI} .

Demonstratie:

Prin absurd, exista U & U astfel ca = EJ >1al
. Jed

Datoritd convexitatii lui U, [§,e'dcu.
Fle £( A ) = by AG+(1- A )e).
£9¢ A )=(@-e)T T n ( ATe(1- A)e)

Deoarece f'(O)-(\'i-o")ToJ - F GJ- 19l > o.

Jed

rezultd existenta unui A€(0,1] astfel ca £'( A ) > 0 pe [0,X1]

Deci £( X ) > £(0), adica n,(‘XTu(l- X)e) > n{e’) = 1,
ceea ce contrazice ipotezele asumate.
Demonstratia teoremei:

a) Din lemele IV.4.1l. gi IV.4.2. rezultd ch P este

bine definita. ,
v) ¢ verifica ipotezele I-VI.
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Deoarece ir cazul (kk) verificarea acestora este trivia-
14, s4 ne situlim in ipotezele de la (k).
I. gi II. sint evidente

III. Presupunem c# existd u € U, u dom. u” . Atunci u:-u%-u? , deci

-
uy > aj, uJ;‘u:; « Dar aceasta ar implica hy(u) > hJ(u"), in contradic-
tie cu alegerea lui u® .

IV. Not#m U'=g(U), Us=g(U),Ul=g(U ), u®* =g(u®),u* = ¢ (u*,u")."

Se observd c#d ipotezele de la (k) sint verificate gi
de Ul. Atunci u®' = (u.;' ,u%' ) unde u3‘ eate punctul de maxim al lui

hi(u') = 1 I (u=u®)= T 1 a, T T (u,-u®). bo aici gi din lema
J 1€ 17 4e3 1%

i 1¢3g

4.4.2, rezultd: u®' = g(u")
V. Scriem Ul=U'M U  gi u’ o= @(U,uo). Se observd ci u'eUé gl u3>ng
Atunci ipoteza (k) este verificatd gi pentru jocul

(U',u®) gi deci @(U',uo)-(us'.u%) cu u}' unicul punct
de maxim al lui by pe Ul. Dar, deoarsce u*€U', u}-u&'.
VI. Admitem ci J= {1,...,]:) sk £ n. Fle i,j€J,1i < jJ. Deocarece ug -

o " i » [+ . [+] - [+] - ()
- uy puteam scrie hJ(u )'(“l-ul)"(“,j \.11)..(u1 uJ)"(“k “k)" Datorita
simetriei lui U, rezultid ci (uz,....u‘;,....u;....,ul) este punctul de

maxim al lui hJ. Atunci din lema IV.4.2. rezulta u;_-u;.

’
¢) Demonstridm unicitatea lui § . Fie @ verificind

I-VI.
In ipotesa (kk),I gi II implick @'(U,u°)eu’- (p(u.u°).
Ne situdm in ipoteza (k). Fie r=card.J
Fie glan —_ Rn,gl(u)-u', ui-ui;uz, 1€1,.
Notam U'-gl(U). Clar, gl(uo)-o el Ug= tu' € U'lu's 0}.
In ipotezele asuuwate, existd u' & Uc', astfel ca u&?O,

u' =0.

e -

Alegem u'€ U' astfel ca | | u' = max. | ]ui
9 1€J weEU ey
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. ui, daca i1e7J
Definim gy:R" — R%,g,(u')=u" ,uy =

dact 1€ J

»‘-1»-‘:-

Not&m U"-gZ(U'), ug-gz(u‘;). Se observa ci 32(0)-0 gl
cl‘h.;'(n“)- 1:—7.] u' €1, oricare ar fi u" € Uj. De aseuenea u* g Ugh
unde am notat:

1, dacd 1€ J
ui' -
0, daca 1 € 7

Atunci conform lemei IV.4.3., Uy < { ueR?)u s 0,
= u, 5r}-U".
1¢€4J

Dar U" ' este o multime compactd, convexHd, simetricd re-

lativ la multimea de indici J. Ipotezele I,II,III,VI, impun ca
! . :
@(u"' ,0)=u" .

1 ’ -
Atunci datorita lui V, @(U" 0)= Pruy 0)-ur .

’
Pe de altd parte datorita lui IV, (D(U" ,0)=u** , unde

a0
u; -u
e S ¢
“In - O dacd 1€ J , unde u' - @(U,uc’).
i

a4 o
uj-uy , daca i € J
Prin identifg¢area lui u“" cu U" , rezultd cd:

- o
ufsug daca 1 €J

a
]

uz, dacd 1 € J

- - o
‘Or datorit#d alegerii lui u' se vede cid u -@(U,u )e

Cu aceasta teorema este demonstratéa.
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4.3. Modelul jocurilor total cooperative derivat din

modelul jocului in forma normald

O modalitate constructivéd pentru obtinerea modelului
Jocului total cooperativ, are la bazi elewmentele definitorii ale mo-
delului Jjocului in forma normald gi interpretarea lor intuitivi.

Fie jocul, in forma normala [ = {_xi,ri,ie In}'
unde Xi sint multimi nevide gi couwpacte in spayii topologice sepa-
rate, liar F, sint continue. S& notam cu €Bi femilia wmultimilor
boreliene din X1 gi cu ﬁsc- 63(1230 531) corpul borelian generat
de produsele de mulyimi boreliene din 31,0 < In'

Definitie. Numim strategie de cooperare a coalitiei C,

o probabilitate s, pe (XC, 80), X,= 1] c ]C X .

Notdm cu S, multimea strategiilor de cooperare ale

(¢
coalitiei C.

Folosim notatia s pentru sy gi 8 pentru SI .
n n

Dacd s & 8, notam cu T, (s) utilitatea medie a lui
i3
F(8) = | B (x)ds(x)
X

Propozitia IV.4.1. Jocul {8,,F .1 &I} aduite

cel putin un punct de echilibru.

Demonstratyie:
Si sint wultiwi compacte gi convexe, ‘J-—i definita
pe xR 8y este liniard in variabila s, pe By atunci din teo-
ielI
n

rema IV.2.l. rezultd existenta punctelor de echilibru.

Pentru fiecare i & In, fie:

vy smm  wa. Filsy @y
i 1 I, \{1} sIn\iis
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valoarea maxmin a juc#torului i,
a) Jocuri fdr4d compensatii.

Definim U= {u € 1" |existd 8 €3 astfel ca u = 9':(3),
1€1,}.
: o
lfi = Vi ie In

Putem verifica cd modelul construit satisface oxigenyt.fg
definitiei din sectiunea 4.1.

Propozitia IV.4.2. U= [{(P;(x) .... F ()| x € x}]

Demonstratie:

Notdm cu A membrul drept gi dovedim egalitatea prin
dubld incluziune.

S4 presupunem, prin absurd, ci existd ue& U,u #L.
Atunci multimile convexe, compacte, disjuncte u gi A pot fi separate

strict, printr-un hiperplan alx= « (Propozitia A.1l.11.) Deci:

(IV.4.1.) aTu <o < Z aiFi(x), pentru orice x € X.
iel
n

Dar, existd s €8, astfel ca u;= ( Fi(x)ds(x).
‘ X

Integrind inegalitatea (IV.4.1l.) in raport cu s, se
obtine inegalitatea falsid alu < aTu.
Reciproc fie y € A . Existd xl’x2""'xn+l € X gl
'l‘ 2 o, } =1,... 041, Z/\" =1, astfel ca (propozitia A.1l.7.),

n+
Z.l J
vy - - Ajri(x i ETL .

Definind s & 8, cu s(x‘j)- Aé gi s8(B)=0, daca B€ 2,
B xd, J=1,...,0+1, rezultd cd y;= X; Fi(x)ds(x),ié I deci yeU.

Qorolar. U este convexid gi compacté.

Propozitia IV.4.3. . U°/¢ .
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Demonstratie:
Fie B un punct de echilibru al jocului {8, Y] Ins

Punind uia 9:1(5),1 (= In‘ este ugor de verificat ca

b) Jocuri cu compensatii.

Definim U = {ué R? | u 3, Z, uy =max, = F(s)
ie I BES iGI

o
uy = vy, ie In
Se observd cd U este compactd, convexd, nevida (poliedru

convex). De fapt, U-UO-Y

Observatie. In ambele cazuri a) gi b), u® putea fi de-
finit gi astfel:

pentru fiecare i EIn, se alege o strategie maxmin a lui

i,

5,&€8,; uwin F (s.@s ) =max. win. f(s s ).

i it il I\ i I \fi‘
o SN Eies SNEL M 8165 Sr €9 \m _

Se definegyte: u -?-(s) cus = & s, eI,
ie In

§ 5. Jocuri cooperative, in forma functiei caracteristice,
cu compensatii

5.1. Functia caracteristica. Imputatii.

Fie ?(In) mulyimea paryilor lui I , pe care o vom

auai wulyimea coalitiilor jocului. Notdm T = I N\ C

Definitie. V: ?(In) —> R se numegte funct{ie caracte-

ristica, daca:

(IV.5.1.) vV(g) =0 )
(IV.5.2.) v(cvbd) 2 vV(C)+ V(D), pentru orice C,D € ﬂln)'
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CND=g
Definitie. Funcyia caracteristica -V se spune ca este

cu sum#d constantd daci, -

(IV.S-}-) (U) = 8 - \’(0) 'Y (o} & ?(In)' unde a = V(In)‘

In particular, dac# a=0, functia caracteristici are
suma nuls.

Definitie. Puncvia'cdracterisC1ca. V se spune ci este
inesentiald, dacd (IV.5.2.) este verificatd, totdeauna cu egalitate.
Altfel V este esentiald.

Propozitia IV.5.1. Vv este inesentiald dacid $i numai
daci:

V(1) -?;_—1- Vv (1), (am notat V(i) = V ({i})).
n

Demonstratie:
Necesitatea fiind evident#, si demonstridm suficienta

conditiei. Pie C& 9XI ), CAF. Din (IV.5.2.) rezultd:

VH) + =— V(H) = =— V(i)
V1) 3 V(@) + V@2 Zo VW)« Z2 V) - Z

Deoarece termenii extremi sint egall, concludeuw cd:

V(0) = > Vv(i), pentru orice coalitie C gi deci V este a-
ieC

ditivéd.
Definitie. u = (u;,...,u,) se numegte imputatie determi-

natd de VvV daci:

(IV.5.4.) u 2 V@), 1 €I,
«5.5. = V(1)
(IV.5.5.) %;ui a

Notim cu U multimea imputatiiler deterninate de ¥V .

Propozitia IV.5.2. Daci V¥ este inesentiald atunci
. t iU
U = {“os , unde u: - Y1), 1 & I Dacd Y este esentiald, atunc

este un poliedru convex nedegenerat (contine o infinitate de puncte)
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iar u° # u.

Demonstratie:

.

u €U dac# gi numai dach z definit prin: 2, = u, - v(1i)
i €In. satisface conditiile:

(IV.5.6.) z %0
(IV.5.7.) = =z, = VI)-Z_ v(Q)
iter1, o 1e1

Dac# ¥V este inesentiald, atunci membrul drept din
(IV.5.7.) este O gi deci, singura solutie a sistemului (IvV.5.6.),
(IV.5.7.) este z = O.

Dac# V este esenyial¥ atunci V(I ) - = V(i)=
; n
1£;In

-d > o.

Deci (IV.5.6.),(IV.5.7.) definegte un poliedru convex
nedegenerat (este ugor de remarcat c# conyine cel putin doud elemente
distincte) gi necontinind originea.

Definitie. Numim joc cooperativ, cu compensnvu. in

forma functiei caracteristice, ansamblul:

r-{r,v, vl

In cele ce urmeazid jocul va fi numit esential sau ine-
senf;ial dupd cum functia sa caracteristicd are o asemenea prbpriotate.
iar U va fi nuunitd multimea imputatiilor Jjocului.

Definitie. Spunem c#4 u domin# relativ la C pe u' ,
u,u'€e U, CAg (u >‘c' u') daci:

(IV.5.8.) =_ u < V()
i€ec
(IVe5.9.) ug > ui ,1e€C

(conditia (IV.5.8.) o vom numi efectivitatea lui C fat# de u).
Propozitia IV.5.3. Daca 1 < Icl <n,,.-§.. este o

relatie de ordine partiald pe U.
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Se verificd imediat ca, dack C= {i} , sau , C=I_,
atunci (IV.5.8.) (IV.5.9.) pe de o parte gi (IV.5.4.), (Iv.5.5.),pe
de ;'ltl parte sint contradictorii.

Altfel, daca >: este bine definitd, se observa ca
este tranzitiva.

Definitie. Spunem c# u domin# pe u',u,u'g U,(u >u'),
dacHd existd C, astfel ca u >(.J. u' .

Observatie. Relatia > nu este o relatie de ordine,
nefiind tranzitivié. Mai wmult se poate ca u >u' (relativ la o coali-
tie) gi u' > u (relativ la o altd coaligie).

Introducem notatiile:

dom. ,u -{u'eUl u >0- n'}

dom.u = {u‘eU‘u }u’}

dom, G = {uteulexista ug G,u >C' u'k

dom.¢ = {u'€U |exista u €G, u >u'l  ,ueU,GC U.
Propozitia IV.5.4. Oricare ar fi u & U, dom.u # Upjuj

(nu existd o "cea mal buni imputatie").
Demonstratie:

In cazul jocurilor inesengiale, relatia de douinare
nefiind definita, fie [ un joc esengial.

Fie u € U. Propozitia IV.5.2. , implicH# existenya unui
1 €1, astfel ca € =u - Vv (1) > 0.

Definim u' astfel:

uy KEI' , dacd JAi

V(i), dacd Jj=i

u! =

Se verificd imediat apartenenta lui u' la U. Deoarece,

; 1-
singura componentid a lui u wai mare decit cea a lui u' este uy rezu

th ca u Fu' .
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Definitie. Jocurile = {1, v ,ufgr r'- {190
sint izomorfe, dacid existi o bijectie h a lui U pe U', astfel ca:

u >o- U dach gi numai daca h(u) > h(W'), 0 € gb(In).
(0]

Definitie. Jocurile [ ={I ,Vv ,uje1 ' {1, ,u}
sint echivalente strategic, dacid existd constantele k > 0, a € R,
i €I, estfel ca pentru fiecare C & @(In);

(1v.5.10.) V(0) =k V() + = a, .
iec
(folosim notatia ra‘-—r' ).

’
Propozitia IV.5.5. Dacd [ 4l | atunci n:;R® —> R%,
h(u) = u',ui = ku, + 8, i1 &€1I,, definegte un izomorfism al joourilor
r, r’o.
Demonstratia este imediati.

Propozitia IV.5.6. Relatia 5~ este o relatie de echi-

valentd. Dacs [’ , atunci [’ este esenyial dac 91 numai dacs
[ este esential.
Demonstratie:
0 (1v.5.10.) se verifich cu k=1,a,=0,1 € I .
M " iaplica ['a [ . Intr-adevar, cu constantele
% >0 , -a,, schimbind rolurile lui V i v’ , (IV.5.10.) se
verifica.
Mal'gr r'ar” tmplica oM. Din (IV.5.10.) gis
V(o) = k' V'(C) + = ai , Trezulti:
ie€ec

vC) = kk' V(C) + = (k'a, + af).
i€c0

L)
cesa ce dovedegte echivalenta lui [ gi I .
S4 considerdm acum [~ ', [ esenial. Exista deci

6,0 € P(1), CND =@, astfel ca v (CUD) >V(0) + V(D).
Atunci, este clar cd (IV.5.10.) implica V' (C UD).> V'(0) + v'(D).
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Definitie. Jocul esential [ = {In. v .U} este in forma
redusd (-1,0) daca V(i) ==-1,1€ I el '\?(In) = 0.
Propozigia IV.5.7. Fie ra { In' v ,Uj un joc esen-

tial. Existd un unic joc I’ , in forma redusd (~1,0) eshivalent stra-
tegic cu [ .

Demonstratie:
Definim v’ ?(In) —» R,
V() =2 _ V(1)
9'(3) -n ieC

< - card.0,c € 9° .
V1) - = V@) ¢ ()
n

Se verifica imediat cd V' satisface (IV.5.1.),
(IV.5.2.) deci este functie caracteristicd gi ci este in forma redusa.

Cu identificdrile:

> o, - -n_V(i)
V(1) "N - 22 v
n

[ |~

-liel

iGIn

V(1)
se verificd (IV.5.10.), deci [/

84 presupunem ci V" este funcyia caracteristicd a
unui Jjoc in forma redus#, echivalent strategic cu B . Atunci,

existd k' > O, ni &R, €I , astfel ca:
V¥(0) = k' V(C) + =_ a} s 0gI,
i<e ¢

Luind C = {1} , rezultd, de aici, -1 = -k + a;,ic I

Luind C = I_, rezultd Z -i = Q0. Sumind egalitd-
n ie 1

tile de mai sus gi folosind-o pe ultima, rezultd k'=1 gi apoi, -i-O.
4 @I » deci v aew”o,
n
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5.2. O definitie constructivd & modelului Jjocului in

forma funcyiei caracteristice.

Fie [ = {xi,l'i,i & Ins un joc in forma normala de-
finit ca iIn secylunea 4.3. Fie SG mulyimea strategiilor de cooperare
aile coalitiei C.

Not&m 7— = ‘5‘ .
i€ ¢

Definim v : P(1) — R, V(0) =

-aax.  win.  TF (s, @ s5), CAB , V(D) - O.
8, E€8; sgeSg

Propozitia IV.5.8. ) are proprietagile (IV.5.1.),

(IVi5:24)e
Demonstragie:
Fie C,D doud coalitii nevide, disjuncte.
V(CUD) = max. min. ) 7GUD (sCUDeaa—U—ﬁ)>
scup€Scup 55UD € 5TOY '
2 win. e f‘(acUD @ sx—— ) + min. . f;;(ac UDB'EUI-?
850D € 5CUD 55 UD €550

pentru orice 85D &Byyp -
Fie 85 = b gi sDG 31)‘ Atunci:

win. “Folsg@s gs——a—) min. F (5, @ ay)
TUs € %TUT ’ sy €8y

gi:
min. F (8, @ 8, @ s5yp) 2> win. o 7‘;(11) @ op)
TUD ©.°CUD 85 € ~p

Din cele trei inegalitvayl deducem:

V(cUD) > min. F (s, @sg) + umin. 'J(;(QD @ s3)
e 8p€ 55
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Cum, 85 gl sp sint arbitrare, inegalitatea se pastreaza
dacd se ia maxiwmul, succesiv, dupi 8, 8i Sps rezultind (IV.5.2.).

Propozitia IV.5.9. Daca " este un Joc cu sumd constanty

a (% F, = a), atunci V satisface gi: (IV.5.5.).
n

Demonstratie:

V(T) = max. in, “F~ .
W) ‘;auesa :cnesc E(SCG%)_

= max. win. (a- % (8. sx)=a-ain. m;lx. “{s.@8=)
o5 €55 8,€ 8, cl8c@sg Fls @5

85€ 55 8;€ 8

54 consideram jocul de dousd persoane, cu sumd nuld
(Sc,Sé-, ?PC)' SC gi S-é fiind multimi convexe gi compacte iar 3"0
fiind liniard in variabilele 8 gi S5 s separat, rezultd existentga
punctelor de echilibru (propozitia IV.4.l1l.), ceea ce este echivalent
cu egalitatea:
win. @ax. ?‘C(sc @sg) = max. win. ?‘G(sc@s‘c)
8T6 57 8¢ 8¢ 836 8; sg€8y
Atunci, tinind seaﬁa de definigia lul vy gi de egalitatea
anterior obyinuta, rezulta (LV.5.3.).
Teorema IV.5.1. Fie V:an) —> R, cu proprietatile
(IV.5.1.), (IV.5.2.). Atunci exist#d un joc de n persoane in forma nor-

mald r a {xi,l’i,i & In} astfel ca V(C) = :axc.s mt-r_x.és_cjc(ecea—o).
C="C °C C

pentru orice C € .(fD(In) .

Demonat\raties

Pentru fiecare i €I, fie X;={x,iI —» {o,n;xi(i)-l.}
Pentru fiecare x = (xl,...,xn) €EX = Xy definim:

le In

A0 ={ker | xi(g) -1} e
4;(x), daca pentru orice ke‘Ai(x).Ak(x)-Ai(x)

¢, (x)=
{1} , altfel
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Se verific# ugor ca pentru i £ j, sau Ci(x) = CJ(x), sau
ci(x) f\CJ(x) = ¢ . Atunci din {Oa(x?} 161, se poate extrage o

partitie ?;.o(x).

Definim Fixx - R

P (x) = _\’,_é%ﬁz)c_%l , daca 1 €¢(x) € & (x).
X

Fie jJocul I = {x, ¥ 161}

1’
Fie acum C & @(In),c A0 .

1, dacd k €0

Definim x € X, cu xi(k) = ,1&C.x1é xi.ar-

0, daca k& C
bitrar, daca L € C. Evident, C € & (x).

Atunci, =—_ F,(x) = V(C). Dar, xg este arbitrar, deci
iec 1

win. ¥ (x, & 8,) = < (C). De aici,
= c*7C [¢]
spe By

max. max. Cf—o(ec 2 s-a) = VvV (0).
S; €8, BEGSE .

Definim x € X, cu xj(i) = 0 dacd 1 &€ C, j& C.
Atunci, dacd C(x) € & (x), rezulta cd C(x) & C sau 0(x)< C.

Putem scrie:

SR () mar e B (x) = = Y(0(x))$V(0).

iecC o(x)e ¢ 1eC(x) c(x)& C
Cu atit mai wult,

win. Folxg @ 85) < V(0).
g€ %

Si cum x, nu a fost particularizat,

C

max. wmin. 7’0(30853) < YV (0).

BCGSG 55636
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Teorema IV.5.2. Fie \J.‘?(In) —» R, cu proprietitile
(IV.§.1.). (IV.5.2.), (IV.5.3.). Atunci existd un joc in forma normala
= ixi,kl.i &€ In] de n persoane, cu sumid constantd, a, astfel

ca Y(C) = max. wmin. <t (8, @& 85), pentru orice C & L)
crC C n
8,€ 8, 835€ 53
¢cT "C "CT"C
Demonstratie:
Definim multimile strategiilot ca in teorema precedenti

gi asociem fiecdrui x € X, aceeagl desfacere ¥ (x) a lui In'

Pentru fiecare i € In' definim functia de utilitate:

Lo2(e(x)) 1 - y
Fi(x) Tcon] + 2 (a (-}(;:)Zsf(i) V(Cc(x)), daca

1 €c(x)e T (x).
Se verific#d imediat cd % Pi(x)-a , pentru orice x € X.

1, daca k €0

Fie C. Pentru fiecare x € X cu xi(k) - i&0

0, daca k& T

putem scrie

' £ y
S - Y@ g - ey Y

1eC (x)e&’ (x)
2 V(@ + S (- v
gi, deoarece V(In) = a,

(IV.5.11.)
Vo) & = Fy(x)
i€ C

gi, de aici, deoarece x7 nu a fost specificat,

.5.12. Vv (C . min. & (8, ® s3)
(Iv.5.12.) ()<:;zésc o < 55 ‘% 9@ %

gchimbind fn (IV.5.12.) rolurile lui C gi T se obyine:

V(3) £ umax. min. ?‘o(acaoc)_
- sgeSg 8gES,
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Deoarece, max. win. <[ =(8 8=) = a -
sgésy sg&s; = © .

- 1 . . -
meoy spds, o o 0@

T, e, Tk e

ier Vv are proprietatea (IV.5.3.), rezulta:

v(C) > . in. 3
RECE N

care fmpreun# cu (IV.5.12.) probeazd adeviarul teoremei.

3.3. Solutiile jocului.

Definitie: ¥Yc U, se numegte solutie (multyime stabild) a
Jjocului cooperativ [ = {In, v ,U} , dact dow.¥ =U\Y.
Propozitia IV.5.10. Orice solutie a jocului .[T este o mul-

Yime inchisd gi mdrginitd (in topologia indusi pe U).
Demonstratie:

Deoarece U este un poliedru convex, midrginirea lui ¥  este
evidenti.

S8 notdm cu 9- complementara lui & in raporf cu U.

Evident, S? - (J doam.u
uey

Ori,dom.u = \?-—J dom. u gi dom. u este @, dacd C nu
- CEeF(T)

este efectiva fatd de u gi o multime deschisd altfel. Deci 7 este
descnisd.

Urudtoarele dous afirmatii, rezultd direct din definitiile
lui U si ¥y .

Propozitia IV.5.11. Orice joc de doud persoane admite,

ca unica solutie pe U.

(da 223982 Fasc 12
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Propozitia IV.5.12. Orice joc inesential de n persoans,
admite ca unicd soluyie, pe U.

Propozitia IV.5.13. Daci h stabilegte un izomorfism al
Jocurilor [ = {In. v U} g1 ' a {In’ »',U'}]  atunci P este
solutie a lui I dacad gi numai dact ¥’ = h( P ) este solutie a
Jocului r’ .
Demonstratie:

Fie ¥ solutie a jocului/:Vom demonstra egalitatea
dom. SF' = U\Y'  prin dubla incluziune.

dom. ¥'c. U \¢’' . Prin absurd, existi ﬁ'.u's‘f’nstfel
ca u'p> u'. ‘ '

Ar rezulta atunci ca h'l(E') >~ h°1(u'), fn contradictie
cu proprietdyile solugiei ? N

dom. ¥' = un\¥'. Intr-adevar, fie u' € U'\¥’. Deoarece
h'l(u') € U\P , exista T €Y astfel ca u > h'l(u'). Dar atunci
' - n@@ >u,i'e P

Cealaltd implicatie a propozitiei se stabilegte fntr-o
manierid analoagid, datorita bij;ctivitm;n lui h.

Teorema IV.5.3.0rice joc de trei persoane aduite cel putin
o solutie nevidid. In particular, solutiile unui Jjoc esential, de trei

persoane, cu sumid nul#, sint urwudtoarele multimi nevide:

?-{(v(l)ﬂi)%ﬂuﬂ' -_\i(l);él’_(_%l*_ﬂll'( 1)-v(2)-v

v(2), = \’(1)-2\’§2)+ V(})'( v(1)- V%Z)- v(3) = \)(125 v(2)- \’(5)'\,0»

?“‘-{u - (ul'“2'u3) ) “1 = V(1) ;'i—i ( Y(1)+ V(a)* V(})'
u > V() > V() usupru,m0 ), -1 (< 3, pentru fiecare

permutare {i,J,k{ a mulimii {1,2,3}
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Demonstratie:
Pentru simplificarea demonstratiei, vom argumenta
doar cea de a doua parte a teoremei.
Fie [ un joc esen{ial, cu sumd nuld, in forma re-
duss (-1,0).
Deci, V(1)=-1,1-1,2,3, V(I4)=0, V({1,2})=V({1,3})=
Vv(i{2,3})=1.

U-{u-(ul,uz.ui)] u o> -1,1-1,2,3, u1+u2+u}-0}

Punctim demonstratia printr-o suitd de obeervatii:
(1) Toate cele trei coalitii a cite doi jucdtori sint efective pentru
fiecare u €U.
(2) Dacd u > u', atunci uy £ ui , pentru i=1,2,3, De aici, uu' gi

u' ¥ u daca gi numai dac#, pentru um i "15"11'“1.. .

Fie @ o solutie.
(3) I'¥]>1 (rezultd din propozitia IV.5.4.

Din (2) gi (3) rezultd ci pentru orice solutie ¥
este valabild una din urmdtoarele doud afirmatii:

(a) Y congine cel putin trei imputayii, care au,
doudt cite doud, o componentd comun#d, nu aceeagi pentru toate.

(b) ¥ este format# numai din imputayii coincizind
pe o snuuitid componentd.

Analizzm, in continuare, alternativa (a):
(4) 372,{“1'“2‘“5} , unde ul-(-(boc).b.c)'uz-(n.—(uc),c).u; -
« (a,b),~(a+b)) cu a,b,c ) -1, as+d+cfO (dacd a+b+c=0 cele trei ar
coincide).
(s5) ¥ - {ul,uz.uB} . Intr-adevdr, dacd in ¥ ar mai exista o impu-

tatie u diferitd de cele trei, observayia (2) ar implica:

u, = —(bvc).ua--( a+c) ,u}--( a+b)
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gi, deoarece u €U, uln-ua-vu}-o, deci a+b+c=0, contrar 1&1 (4).

(6) a+bec > 0 intr-adeviar U fiind convexd, u = §(u +u5)€ U. Dar u¢¥
g1 deci u €dou. ¥ . De aici necesitatea ca u]'/‘ u. Or aceasta im-
plicid valabilitatea a cel putin uneia din inegalitiatile: b > use > Ay
Un calcul simplu, probeaz# afirmatia facuti.

(?) a=Db=c¢c = % . Vom demonstra aceste egalitidtl prin reducere la
absurd. Presupunem de exemplu ci .c A % .

Daci ¢ < %, ar rezulta dom. { ul,ue,u5§ i{(—l,l-c,o),
(l-c,-l,c)} » bentru ci In caz contrar, ar trebui ca b > 1l-c > %.

a > l-c>% gl deci ug < -1 .’

. Dacd ¢ > %, se observd cd (a,l-a,-1l) &U \{ul,uz.ua}
dar nu apartine la dom. {ul,uz,uz'j . Pentru c# afirmatia contrarid
arjconducella ut > (a,1-a,-1) deci b >1-a sau -(b+c) > a. In primul
caz, a+b > 1 deci ug & =1, iar in cel de al doilea a+b+c < O, ambele
alternative fiind absurde.

(8) ¢ - { '2’5) (§. .%-._‘). (%.é.-l)g este o solutie.

Rimine si aridtdm cd orice imputatie u, diferitd de cele
trel este dominatid de una dintre acestea. Din definitia lui U, rezulta
cid u = 0 sau cel putin una din din componentele luil u este negativa.
In prima alternativid u este ‘dominat de oricare din cele trei elemente

ale lui ¥ « In cel de al doilea caz, si admitem cid u; < 0. Atunci

u2¢u5 < 1 gi deci una din cele doui componente “1’“2 este mai micd

ca 5 . Daci de exemplu u, < % atunci ( . 2,-l)>-u.

S¥ analiz#m acum, alternativa (b):

Presupunem ci u) =  , pentru orice u e? .
(99 Y-{ueUlu =« . (Rezulta din (2))
1.1
(10) -1¢« < % . Intr-adevdr daca o« 2 % , deocarece (—l.§.§)¢?'

o "
ar trebui si existe u eY, u}(-l.%,%). Or aceasta ar 1mp}1cn u”?
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1
9l uy > 3 deciw < =11
(11) ‘f este solutie. Este suficient si aritim cd dom.¥ = U \¢ .
Fie u € U\Y . Daca u; >« , notind tr-ul-d > 0,
observim cid u = ( & .ueo—é: v uy- -g; -x)€? giu y-u.
 Daca u) <, atunci u & dom. 4 ﬁl.ﬁai unde Ut =

= ( of 5 -1yl-of ) gt U2 = (o , 1-of ,=1). Altfel ar fi adevérate
inegalititile; '

upp l-of uy 3 l-of gldeciu; & 2« -2 < -1 |

Am determinat astfel toate solutiile unui joc de trei
persoane, cu sumi nuld, in forma redusd (-1,0). De aici conclusiile

teoremel rezultdé datoritd propoziyiilor IV.5.7. gi IV.5.13.

5.4. Nucleul jocului

Definitie N € U este nucleul jocului [ = { IV .U}
dacs, u €S’ este echivalent cu E :°u1> Y (¢), oricare ar fi Oe?(ln).

Propozitia IV.5.14. ﬁ/oaco aultimea :I.nputafiilor nedo~
minate. s
Demonstratie:

Fie u € ¥ . Prin absurd, presupunem ci existd OGQ(In)
i u'€ U, astfel ca u’' u. Ar rezulta Y (0)3=>_ uw!'>>_ u
9nE Uy oe <l ico t7ico vV

fn contradictie cu definitia nucleului.
Reciproc, sd ardtidm cid dacd u este o imputatie nedominatd,
atunci apartine lui A~ . In caz contrar, ar exista C € G)(In)

astfel ca >_ u, < v (C).
i€C

‘Nottm cu € = V(0) - Zc u, >0 gi ou ve V(I))-v(0)-
i€ '

-=— V).
ieT
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Din IV.5.2. rezulty v ¢ O. Definim u' ;

u +f L, dackie C
(k= Jo | )
v

YW .o

y dact 1€ C©

Be observd cd u' € U gi u' >c— u.

Propozitia IV.%.15. Pentru orice Joc de doud persoane

Propozitia IV, 2.16. Pentru orice joc inesential de n per-

soane, /- U.

' Propozitia IV.5.17. Pentru orice joc esential cu sumd
constantd, V=g .

M= U,

Demonstratie: .
Fie [ un joo cu sumd constants. Presupunea A4 @ .
Fle u€c? g1 C AP . Atunci:

2 V(0)

— Vv =
ui B (c) \ ] % \11

- -
ie C
gi, de aici, deocarece jocul este cu sumd constantd (4.5.3.);

e u 2 V(@) + v(@) - viI).
le1 :

Dar, termenil extremi al acestei relatii sint egali. De

sdei 2 u, = v(0) 91 cum C este arbitrard w, = v, el,

ieo 1
sau Z_ (1) = \’(In). ceea ce atestd cA [ este inesenyial.
el
n

D
Definitie. Familia de coaliyii ¥ = §0y,...,0,.} ¢ 4X1)
se spune cii este balansatd dacd existd constantele nenegative Ij,...,ry
astfel incit:

Z: r, = 1, pentru fiecare 1 eIn
cj>1 J
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rC = (r,j),j-l,....k 86 numegte vector-pondere al familiei balansate f

Observatie: Dacd [~ este o desfacere a lui In‘ este o
familie balansatd, vectorul pondere asociat fiind ra-l..j-l.....k.

In general, din definitia anterioard nu rezulti unicita-
tea vectorului pondere asociat unei familii balansate.

Definitie. Jocul [ = {In. v .U} se numegte balansat
dact pentru fiecare familie balansatd de coalifii ¥ gi pentru

fiecare vector-pondere r, al acestela,
k
9 .
(1V.5.13.) %‘I r v(od) £ V(I

Teorema IV.5.4. Jocul I = I‘In' v .U} are nucleul

nevid dac#d gi nuamail daca este balansat.
Demonstragie:
Fie problemele de programare liniara, duale:

(L) min. {f(u) -~ “i} s U -{ul fi——c ui) \?(0).06@(11,)}

uell 1GIn

(D) mx‘l.? {s(r) = c%}) r, ¥(C) .R-fr-(rc)c‘?(ln)l r3o0,

Trée n

= rg=1, le Ins
Cai

Se observd ci urmdtoarele trei afirmatyii sint echivalente

- Niop

- (L) are soluii optime gi min. f(u) = Vv (I,)
ue Ul

- (D) are solutii optime gi max, &(r) = v (1)
re

Presupunen ¥ A @ . Fle ¢ o familie de coaliyii, Dba-

lansatd si r un vector pondere asociat. Definim:

o = [ r; daca cetf ce Py
lo. dact C¢ T
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Evident r' = (rc)c € 93(11‘1) este solutie posibila a
problemei (D) gi deci —.r’ V(C) = %_ r, v(C) £ wmax
< . 8(r)=
oeg © ced(, ° reQ

- v(In) .
' Deci, jocul [ este balansat.
Reciproc, s# presupunem c# | este balansat. Fie re?.
Fle ¥={ce gb(xn).l T A0} . Atunci &> este balansatd
gl (ro)c‘f este un vector-pondere al siu. Atunci:

—_— v -

Deocarece r € Q, este arbitrar, concludem cid max.g(r) < -

re R
< V(In) o

Pe de alta parte, ro = 0, pentru C;‘In gi vy =1, definegte
n

o solutie posibila a lui (D) pentru care g(r) = V (In)' Deci

max, g(r) = V(I ) g1 S AP .
ré€

Propozitia IV.5.18. Pentru orice solutie ¥ nevida a lui
He®

§ 6. Jocuri cooperative, in forma funcyiei caracteristice,
fara compensagii

6.1. Functia caracteristica. Rationalitate

Definitie: Vi ?(In)—: P (R*) se numegte funcyie carac-

teristica dac#:

D,
(Iv.6.1.) V(C) este convexd gi inchisa in R", oricare C € of (1)

(IV.6.2.) (@) = R®

(IV.6.3.) ue \?(q) 9i u's R® cu ujguy,l € C implica u'e v (C)
(IV.6.4.) V(GUD) > Y(C) N Y(D), oricare ar i C,D €¥(1 ),cNDb-
-9 .
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Definitie. Un Jjoc ogopornciv, de n persoane, in forma functiei
caracteristice este definit de ‘ansamblul;

Fa{1,v 1}
unde In este mulyimea jucdtorilor, V este o functie caracteristica,

iar H este o multime convexd gi compactd, contiuutd in v (In)

‘astfel ca:

(IV.6.5.) u € \’(In) dacd gi numai dacd existd u'€ H,u g u' .
Pentru fiecare i & In' 8d notam:

Vv, = NEX. u,
1 yev@) *

Definitie. u € H are proprietatea de rationalitate individua-
1a (r.i) daca u, ? v, pentru toti i I .

Notdm cu U, = {u € BI u are proprietatea r.1.‘

i
Definitie. u € H are proprietatea de rawonniicuh colectivd
(r.c.) dacd nu existd u' & H astfel ca u'> u.
Notdm cu U, = {ueH | u are proprietatea r.c. j .
Punea U, . = Uy /)Uo .
Definitie. Spunem o u douind pe u', relativ la coalitia O
(u g=u') u,u'€ R, CAF daci:

a) u € vV(0)
b)ui>ui.iéc

Propozitia IV.6.1. Dacd C £ @ , ">°‘ " este o relayie de or-
dine (partialid) pe R® . ‘

Definitie. Spunem cd u douind pe u' (u_> u'), dacd existd
ce (1), C 48, astfel ca u >t |

Obsgervagie: " >-" nu este o relayie de ordine nefiind

tranzitiva gi nici antisimetrica.
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Folosim notayiile:
dom.u = fu'e B® | u > u') dou. ju = fure B u']
dow.G = {u' € R% | existd u € Gyu u'j
douw. G =fu'€ B"| existd u G Gu >z u'} 6 8§

c

6.2. 0 definitie constructivd a modelului Jocului coopera-

tiv fdrd compensatii

Me [ = { X, F.i€ InJ un joc de n persoane, in forma
normulé, cu proprietdyile enunyate in sectiunea &.3.
Definim  v: P(I) — FPEH
V(@) = " |
v(C) = {u € R%| exista 85€ 83» ‘}I(ao @ eg) 2 ug,
160, s5€ 33

i, )
Hadue Rn] existd s & 8.u1-‘f1(a).i" In}

Teorema [V.6.1. ' =41,V .H‘ este un joc in forma
funcyiel caracteristice.

Demonstratie:
Fle C #/ g gi we v (C),t=1,2,+..,un gir convergent gi

u = lim. u®. Exista ec(c) € sc , astfel cai

(IV.6.6.) q;(ac(t) ® s3) > uy, pentru togd 1& 0,835 € 57
Bal, 2y e
Deoarece S, este compacta girul {ac(t)5 confine un
subgir convergent ﬂsc(cr)\ . Fie s, = lia. ec(tr) € 8; -
Atunci, punind t. in loc de t in (IV.6.6.) gi trecind la
limitad, continuitatea lui ':7-‘1, iwplicad:
Flag @eg) 3 upt € Cg €S
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Deci V(C) este inchisa. Convexitatea lui VvV (C) rezul-
td lmediat, datoritd liniaritatii lui S’I pe 8, .

Proprietdgile (IV.6.2.), (IV.6.3.) fiind evidente si ve-
rificdm (IV.6.4.). Fie deci, C,D € 9>(I_),C,D 4 ¢ , C/D = g gt
u& VY (C) N v(b).

Existd, deci sce- Sc gi 8 € SD astfel ca:

‘#i(sc @ sg) > uy pentru togi 55 €851 €0

?;.(SD ® s5) > uy pentru toyi o5 € 55, 1€ D

In particular, daca S5UD & BG—U'D , deoarece aD@amé 83

i sy @ 85yp €585 » cele doua inegalitati dau:

Fi(ep @ 5y @ ) 2 viat € CUD

gl, deoarece s este arbitrard in Ss—= , iar 8,®8) GSGUD s

cuUD cCubD
concludem cd u€ VY (C U D).

In sfirgit, remarcind cd Hd este convex#, coumpacti (pi:-opo-
zitia IV.4.2.) inclusd in V] (In). s4 verificam (IV.6.5.).

Fie u € \)(In). Existd deci s €5, astfel ca c}"1(5) -
= ui,i & In . Dar u' cu ui- ?i'(s) apartine lui H gi astfel o vinpli—
catie a fost doveditd. Reciproc, daci existd u'e& H astfel cau £ u',
aceasta inseaund ca existd s €S, astfel ca uf = 3‘:(8) 2 u,i€ I

g1 deci u € V(In).

6.3. Soluii. Nucleu.

Fie K o parte a lui > si G & K.

Definitie. G este K-stabild daca G = K \ dom.G.

Definitie. Se numegte solutie a joculul cooperativ, fard
compensatii [ = {In, v .Hi o multime ¥ U, - stabila.
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Propozitia IV.6.2. ¥ este soluyie dac gi numai daocH
este Ui - stabila.
Pentru demonstratie vom utiliza lema:

| Lewa IV.6.1. Dacd u €U\ U o+ atunci existd ue€ Uy
astfel ca u > u .

Demonstragie:

Fle u €U, \ Ui « Existd decli u' @ H astfel ca u' > u.
° .

Evident, u' &€ U« Fie £2(y) = zini (yi-ui). B8e observd cd f(u') » O.
. e

Fiind continud, f igi atinge maximul pe compactul Ui' Existd deci,

€U, cu f£(u) - ;-‘xu £(y) > O. Evident U &€ U, . Decarsce, altfel,
1

er exista y& U, ¢ H,y > U gi deci £(y) » f(u), contrar alegerii lui

a‘ i - h
In concluzie, exiatd u & U“.u >u.,

Demonstratieil propozitiei:
Fie 5’ solutie. Fle u € Ui\ "10' Conform Jlemei, existd
W€ U, U>u. Dack T€Y , atunci U ,}; u (E_cuioguc WI)) et

deci u ¢ dou.¥,

Dach U € dom. ¥ , atunci existd ®& P gl 0 4 @ astfel ca
3 %‘ﬁ . Deoti u %—u, adics, din nou u & dom. %, '

Deci ¥ - U, - dow.¥.

Pentru cea de a doua implicatie, fie &= U, dom.f,

Deci ¥ N aom.¥ =gt €2 U, \ dom. P 2 U, \dou. Yy

Cu alte cuvinte, g - Uio\ don.‘f,

Propozitia IV.6.3. Orice Joc de doult persoane are o unicé
solutie nevidd U, -

Demonstratie:
Din definitia lui uio gi a relatiei de dominare, rezulta

cd dom. Uy, = g .
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Definitie N = Uj .\ dom. U, . se numegte nucleu al jo-
cului. (Nucleul este mulfimea elementelor nedominate din Uic) .
Propozigia IV.6.4. Nucleul unui joc de doud persoane este

Ui

Demonstratie:
Rezultd cu aceeagl motivatie ca in propozitia 4.6.3.
Definitie. Jocul I se spune c# este balansat, dach,

oricare ar fi familia balansatd de coalitii E’,

(v e vy
cee

Fird dewonstratii, excéaiv de ample, citdm urmdtoarele
doud rezultate, de foarte mare insemnatate pentru teoria Jjocurilor
cooperative fiard compensatii:

Teorema IV.6.2. Orice joc de trei persoane admite solutii
nevide.

Teorema IV.6.3. Orice joc balansat are nucleu nevid.
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CAPITOLUL V

ELEMENTE DE TEORIA ASTEPTARII

Constituitd initial ca un capitol al teoriei probabilititilor
vizind aplicatii in tehnologie gi economie, teoria agteptirii se pre-
zintd estézi ca un complex ansamblu de metode analitice gi tehnioi nu-
merice, avind la bazi cele mal importante rezultate ale teoriei prooce-
selor stochastice. Obiectul sdu este studiul si interpretarea, in ve-
derea unei organiziri optime, a fenomenelor de agteptare, adici a aoce-
lor fenomene de naturi tehnicd san sociald, in care existenta unui me-
canism ce executd un sérvioiu de masd implicd agteptarea sau aglomera-
tia solicitatorilor. ‘

Ca gi in celelalfe capitole ale cercetirii operationale, prin-
cipalele orientidri ale teoriei agteptdrii constd in identificarea si
clasificarea modelelor fundamentale ale fenomenelor specifice, in ana-
liza cu un aparat matematic adecvat a acestora, in scopul releviarii

principalelor caracteristici gi proprietéti.

Mai recent, odatd cu amplificarea rolulul calculatocarelor in
procesele de analizi gi decizie, o direcyle importantd de dezvoltare
a teoriei agteptdrii o constituie tehnica simuldrii, prin care, oco-
1ind abordarea completd a conexiunilor interne dintre diferitele com-
ponente ale modelului , se pot determina unele caracteristici numeri-
ce necesare pentru fundamentarea deciziilor ce vizeazd organizarea op-
timd a procesuluil studiat.

Prezentul capitol este consacrat, exclusiv, studiulul analitic
al unor modele tiplce ale teoriei agteptidrii.
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§ 1. Elemente tipice ale modelelor teoriei agteptirii. Carac-

teristicile modelelor

l1.1. Modelul.
Modelul matematic al unui fenomen de agteptare poate fi consi-
derat drept imaginea abstractizatd a unuil sistem material alcituit din

urmitoarele componente principale:

1°. fluxul de intrare
2°. camera de agteptare

30. sistemul de serviciu

Fluxul de intrare este termenul consacrat pentru ansamblul de
indicatori care descriu evolutia in timp a cererii serviciului de ocdtre
masa solicitatoriior.

Vom aborda numai cazul in care multimea solicitatorilor este
discretid, constituitd din "unitidti", si serviciul este reclamat, indi-
vidual, de fiecare unitate.

Vom presupune cd modelul studiat are in vedere obmportarea sis-
temului pe o perioadi de timp care debuteazd la un moment #o’ conven=-
tional identificat cu O.

Fie u, numdrul de unitdti sosite (care solicitd serviciul) in
intervalul [0O,t). Procesul stochastic {utitéﬁzooya fi, in acest con-
text, entitatea matematicd care descrie, in cadrul modelului, fluxul
de intrare. In ipotezele asumate aici, legea probabilistd a procesului

Lugds ¢ D ,co) Poate fi definitd implicit prin legea care guverneazi
»

lungimile intervalelor de timp scurse intre sosirile unitdtilor conse-
cutive. Deoarece, nu este obligatoriu ca momentul t = O sd coincida
cu momentul sosirii unei unitdti, lungimea intervalului de timp intre
t = 0 si momentul primei sosiri observate va fi numitid "timp rezidual
al sosirilor' Repartitia acesteia este, de asemeni, un element deter—

minant pentru legea fluxuluil de intrare.
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Camera de agteptare, in fntelesul pur fizic, este spatiul
in care unititile sosite agteaptd momentul inceperii serviciului, da-
o¥ acesta nu coincide cu momentul sosirii lor. In acest spatiu, ocare
ppato avea o capacitate limitatd sau nelimitatd, se presupune cid uni-
tdtile se dispun in "giruri de agteptare".In modelele analizate vom
admite un singur gir de agteptare. De asemeni vom presupune ci uniti-
tile aint "disciplinate", adicd agteaptd pind cind sistemul de servi-
oiu devine disponibil pentru a le satisface serviciul solicitat. Vom
presupune de ;aemeni cd instantaneun, in momentul credrii unei dispo-
nibilitédtd in sistemul de serviciu, o unitate din cemera de agtepta-
re (dacd existd) intrd in serviciu. ,

Sistemul de serviciu este ansamblul fizic care asiguri ser-
viciul solicitat de unitéyi. El este alcituit din "stayii" care exe-
cutd integral sau partial servioiul unitdyilor.

In modelele analizate vom presupune ci din punctul de vede-
re al serviciulul unititile sint "omogene", adic# solicitd, toate,
acelagi tip de serviciu gi cd sistemul de serviaiun constd in una sau
mai multe statiil identice dispuse in paralel, fiecare satisfdcind in-
tegral serviciul unei unititi gi neputind primi, simulten, mai multe
unitagi.

Notind cu vy pumirul de unititi care sint primite in siste-
mul de serviciu si isi satisfac integral serviciul in intervalul JO,t),
procesul stochastic {vt} té{O,db) - numit fluxul serviciului - cons-
tituie principalul element descriptiv al sistemului de serviciu pre-
zent in modelul matematic.

In ipotezele de omogenitate admise in acest capitol, pentru
caracterizarea fluxului serviciului sint detorminﬂgb repartitia varia-
bilei aleatoare reprezentind durata serviciului unei uniti,i gi repar-
titia timpului rezidual de serviciu, adici a intervalului de timp din-
tre momentul t = O ei_momentul inohéiorii serviciului upité;;i aflate

fn curs de servire la momentul O.
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Vom utiliza aici 31 notiunea de "flux potential al serviciu-~
lui statiei k",{ﬁt } t e[o, o)+ Cu semnificayia; V: = numirul unitdti-
lor care pot fi servite de statia k in intervalul [O,t), dacd aceasta
functioneazad neintrerupt.

In modelul unui fenomen de asteptare, alidturi de {vt} y 8is-
temul de serviciu este definit gi de "disciplina serviciului.

Disciplina serviciului precizeazi ordinea in care sint sa-
tisfcute cererile unititilor. Vom lua in considerare urmitoarele ti-
puri de discipline:

- diéciplina “primul sosit, primul servit" (FIFO), in care
unititile intra in serviciu in ordinea sosirilor.

~ disciplina "ultimul sosit, primul servit" (LIFO), in oare
Ja prima disponibilitate a sistemului de serviciu este admisid ultima
unitate sositi.

In concluzie modelul unul fenomen de agteptare va fi repre-—
zentat Iin acest capitol, de un ansamblu;

(rep.i/rep.s/s/c/d)

unde:

- rep.i denotd elementele definitorii ale repartiyiei flu=-

xului de intrare.

- rep.s denotd elementele definitorii ale repartiyiei fluxu-
lui de serviciu.

-~ 8 este numirul statiilor (identice) care funcyioneazd in

paralel, in cadrul sistemuluil de serviciu

- ¢ este indicativul care precizeazi capacitatea camerei

de agteptare

- d este indicativul disciplinei serviciului.

1.2. Caracteristicile modelului

In cele ce urmeazi prin "sistem de agteptare" vom intelege

ansamblul format din sirul de agteptare i sistemul de serviciu.
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Pentru fiecare t&[0,cb), vom nota ou x, numirul unitdyi-
lor gflate in sistemul de agteptare la momentul t.

Definitie. Procesul stochastic {x.} t€[0 i) B¢ Dumegte pro-
cesul stdrilor sistemului de agteptare.

. In teoria agteptirii procesul stdrilor sistemulul consti-
tule principalul element ce caracterizeazd comportarea modelului.

Definim, fn continuare, o serie de alte caracteristioci func-
tionale ale modelului prin care se pot obtine informatiile necesare
pentru organiiarea optimd a fenomenuluil de agteptare.

Pentru fiecare t&€[0, #) fie X, = max {o,x; - s} . Evident
it poate fi interpretat ca numirul unitiyilor din girul de agteptare
(lungimea cozii) 1% momentul t.

Fie acum girurile {% k=0,1,.. I/’k‘ k=0,1... definite re-

cursiv astfel:

% = 1nf{Z30,x5= 0§, /Go = %,

V"

Definitie: 8, = /an - ?n-l se numeste durata celei de a

inf {838 _ ,xg # 0] , B =inf{B A xg=0} k> 1

n-a perioade de neocupare a sistemului de serviciu.

Definitie b, = ih— /5n' n=1,2,.... 86 numegte durata ce—
lei de a n-a perioade de ocupare a sistemului de serviciu. Dacd /ﬂoﬁ 0,
atunci b, =/8° se numeste perioada initiald de ocupare a sistemului de
serviciu.

0 perioads de neocupare a sistemului de serviciu, reprezin-
¥iAintervalul de timp in care sistemul de serviciu este inactiv, dato-
ritd lipsei solicitatorilor.0 perioadd de ocupare & sistemului de ser-
viciu reprezintd un interval de timp in care, cel putin o statie satis—
face cererea unei unitdti.

Evident, perioadele de néoouparo gi de ocupare al?erneazé.
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In ipotezele asumate in acest paragraf, 92.95,..., respec-
tiv, bl'b2"" sint familii de variabile aleatoare independente, iden-
tic repartizate. Daca X, = O, atunci sistemul de serviciu debuteazi cu
o perioadd de neocupare €,. Repartitia acesteia nu este insd, neapdrat
identici cu a unei variabile eysn 2 2. Dacd x, # O, debutul se face
printr-o perioadi de ocupare, repartiyia acesteia fiind, evident, de-
pendentd cu starea initiald Xge

Definitie x(bn) = uzn—-lﬂ‘ ngz2l, est-:e numdrul unitdyilor
servite in cea de a n-a perioadi de ocupare. x(bo) = u g + X, este

o
numirul unitéd{ilor servite in perioada initiald de ocupare.

Fie hy = max{O,s - xtj , t 2 0.

Definitie ht este numdrul stayiilor neocupate la momentul t.

Definitie. Se numegte timp virtual de agteptare, in gir, la
momentul t, lungimea W, a intervalului de timp pe care l-ar petrece fin
sirul de agteptare, o ipoteticd unitate ce ar sosi la momentul t.

In cazul modelelor ocu s statii gi disciplina FIFO se poate
observa ci:

0, dacd xp {8

w -
t

inf.ia’]vht —vt=xt-s+1i , dac¥ x; ) s.
Definitie. Timpul de agteptare in gir al celei de a n-a uni-

tédt1 (in ordinea sosirii) este lungimea w, a intervalului de timp misu-

n
rat intre momentul sosirii in sistemul de asteptare a celel de a n-a
unititi si momentul in care ec§§ta intrd in sistemul de serviciu.

S% notdm si o altd interpretare a procesului {vt} . In mo-
delele in care unitdtile servite pirisesc intantaneu sistemul de agtep—
tare, {vtj t € To,cb) poate fi interpretat gi ca "flux de iegire"din
sistemul de serviciu.

Se remarcd ci procesele stochastice {X.| cho,ck)bts telord
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{wn} a3l caracterizeazi gradul de organizare a modelului, din punctul

de vedere al solicitatorilor, refleotind bugetul de timp al acestora
Procesele ‘ht'-‘ t €o0,>9)°* {ens nzl’ {bnl) nzo' ;vtStc[o,o.)
pot fi considerate caracteristici ale sistemului de serviciu.

§2. Procese de nagtere gi moarte.

2.1. Definitia procesului.

Definitie:Un lant Markov omogen (cu probabilitdti de trece-
re stayionare), {x,)\ € To,oe)* ©8 spayiul stirilor I={o,l,...} se nu-
megte proces de nagtere gi moarte,daci:

/‘.1 pentru J=i-1, 131

Ay pentru j=i+l, 1 €I

(v.2.1.) Uy = _Ai_fipentru J=1, 161l

0 astfel

unde Ay, My 30, 1e1, M =0.

(s~-au folosit notatiile din anexa A.2.)
Teorema V.2.1. Pentru fiecare t>0, 1 & I, probabilitiyile de trecere
pij(t) satisfac sistemul:

(V.z_.z.') -%-G pio'(t) n-Aopi.(t) ‘fj‘;pil(t)
(V.2.3.) %5 pij(t) = Ad_lpid_l(t) - (/‘Jf/‘ld)pid(t) +

+MgaPrgaal® v 331

ou conditiile initiale pij(o) = 613,1,361.

Demonstraties

Fie At > o. Relatia Chapman-Kolmogorov (A.2.1) impliocH:
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piJ(t* At) = kZ€:I_ pik(t) pkd( Ab) = Pid(t)Pdd(At) +

¢ Py (8P ()

keI Nid)

gl de aici,

Piﬂ(t*dt)'liid(t) - pid(e) P.“(At) -1

At . At

(V.Z.‘t.)

“® ﬁd(m’)
At

Kel \Nipu

Dacd At — O, deocarece limita membrului drept existd,

%’5 pi;j(t) & % pik(t) qk,"

gi, tinind seama de (V.2.1l.), teorema este demonstrati.

2.2. Cazul echilibrului statistic. Repartifia stationard.

Peste tot in acest capitol, admitind ipoteza "echilibrului

statistic" (ES), von intelege: "existad Py - 1lim. p“,(t) s+ independenti
tesoe

de 1, pentru fiecare j& i' .
Evident,
(V.2.5.) p; 20, J€1I, P py = 1.
Jel

Din relatia Chapman-Kolmogorov, rezulti ci, pentru fidscare
t >0,

(da 22382 Fase.ss
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Se observid cd p = (pd)‘1 el este singura solutie a sis-
temului (V.2.5.),(V.2.6.). Intr-adevdr, dacd q = (qJ)J el este o
repartitie satisficind (vV.2.6.), atunci:

- . t) = = p,, Jal.
o - Me, T W™t ZFr WP TP

Definiti -. P - (pJ)JGI gse numegte repartijia stationard
a procesului {xes v elo, =)

Fie p(t) = (pd(t))d‘I repartitia variabilei xt,te[oo"“);

py(t) = p(x=d), J & I.
Propozitia V.2.1. t}:é‘pd(t) - pJ sy JE€I.

Demonstratie:

Intr-adevdr, pentru fiecare s,t > O, rezult# din

8+t) = (.) (t) ] JGI ®
Dll‘.

11 t) = (8) = , oricare
a ‘14'5 Py (8)py 4( Py g P1l(®) =By ot

teo-

ar fi s.
Deci:
liam pd(ﬁ) exiatd gl ente ogald ocu pd .

t —»oo

Teorema V.2.2. In ipoteza (ES), repartitia stationard a
procesului de nagtere gi moarte {!ts se [0, ==) satisface sistemul:

(V.2-7.) - }opo + /1p1 =0

(V.Z.B.) Ad-lpd-l > ( AJ’ /‘J)DJ + /‘J,lpj"l = 00 J 7/ 1'
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Demonstratie:
Rezultd trecind la limita in (V.2.4.), succeeiv, pentru
t =% i apoi pentru At —» O.
Corolar. In conditiile teoremei V.2.2., dacH /‘1 20421,

atunci repartitia stationard este data de:

A- see A
Py - it 2~ pgs P, " .

/“1 cee /‘1 1 . Al_lnon Ao
. J)l /‘J ‘../Al

cu conditia ca 2 -—:‘J-'—]'-.—JQ— & ¢+ =°
J) 1 #J .....fl

Demonstratie:
Notdm by = m4py = A4 1Py

 Atunci (V.2.8.) implica de - bJ.J > 1, deci:

by =031,
Dar, din (V.2.7.), b, = 0 g1 de aici,
Al
- /‘ pJ-l v d2 1
J

De aici reszultd expresia lui Py condigia de convergenta

i PJ

fiind consecinta lui (V.2.5.).

2.3. Process Poisson

‘Definitie. Procesul d
esul de nagtere gi moarte ”‘t( te L[0,=2)

8e numegte proces Poisson de parametru A y dacH,

A-d>o04e1, M =oier.
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Teorema V.2.3. Fie {xt} t € Lo, =) un proces Poisson

de parametru A, Pentru fiecare t 2 O, matricea de trecere P(t) este

datd de: '
-1
A ae .
(3-)t
Pia(t) - el
0, J=0,1,...,1-1
Demonstratie:

Sistemul (V.2.2.),(V.2.3.) devine in acest cas;

(V.2.9.) & pyo(®) = - Apyo(t)

A

Cgutind solutia de forma p“(t) = cJ(t)o' , resultd:

(V.?.S'.) 5‘_ po(t) =0
('02010'0) S'E cj(t) - A.J"l(t)' J ) ) 3

cu conditiile initiale:

1, dacd i=0

Boluyia ecuagyiel (V.2.9'.) esve oo(b) - {
0, dact 1> 0

De asemen®] din (V.2.10') rezultd:

cJ(t) = O, pentru J < 1 si ci(t) = 1, dacd 1 > O,

Verificdm prin inductie ci:

-1
cd(t) - Lﬁ)_d_ y 21
. (3-1) 1
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Intr-adevdr, din (V.2.10'.),

AJ'i"l Std-idt L ‘ icll"i*l— ¥
(3-i)1 (§-1+1) 1

cdd(t) - Ajcd_l(t)dt =

gi tinind seame de conditiile inijiale, k = O .

. §
Propozitia V.2.2. P(x  ,-x = J|x = 1) = %1}- o At ,

i,jel,s, t> 0.
Demonstragie:

Datoritd teoremei V.2.3. putem sacrie:

- 1ed]x, = 1) ..(.Ail."_.‘/\"

P(xg, - x4 = .ﬂx‘ = 1) = Rz, T
Corolar. Variabilele Xoot ~ Xg gi x, sint independente,
s,t > 0.

Proposiyia V.2.3. B(x,,, - x, = J) = iiﬁi- o At
Jel; s,t > 0.
Demonstragie:

Pxg,, = x,=J) = Plx, = 1)P(x, o - x = §|x, =1) =

iel
- ﬁ—AﬁlJ .-AtZ.,(x o &) = LAs.}f o At
ier ® )
Corolar. Repartifia lui oot ~ Xg este independentd de.s.

Propozitia V.2.4. Pentru ¢ 20, At > 0,

P(xt’dt- xt - O) -‘1 - A At + 01( A-t)

P(x“At-xv- l) = )At+02( At)
P(x'“ At - xt )2) = 05( A.t)
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0.( A¢t)
unde lim. —S———— =0, k = 1,2,5.
at =0 At
Demonstratie:

Din propozitia V.2.3., pentru s=t,t= A b,

.o)..“4°.1-A4t+01(At).

P(xto At - ‘t
0,(Aat)
- A ATl e
unde 0,(At) = o At _ 1. Aat @t ovmonv,Ati_-;o % 0

-Abt .
P(xy, Ao~ % ° 1) = Alte Aas +0,(Aat)

unde 0, &%) = - AZ(A0)° ¢ A0, (A ©)

In sfirgit, P(xh at - % 22)=1- P(xu At - X £ )=

g1 notidm cu 0’( At) meabrul drept al ultimel egalitagi.

2.4, Definitia constructivd a procesului Poisson. Flux

Poisson.

Definitie. O variabild aleatoare 3 se spune Ci urmeazid re-
. partitia F(C A,n); A>0,n > O, daca functia sa de repartiyie

O, pentru t ¢ O
P(t) « P(z < %) =

n
4(71) j xn'lo°A“ dx, pentru t > 0.
. o

In particular, pentru n=1, repartitia [ ( A ,1) se mai

numegte gi repartitia exponentials de parametru A > O.

Vom nota dou#d proprietdyli rewmarcabile ale acestei repar-
tigid.
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Propozitia V.2.5. Fie z o variabild aleatoare repartizatd
exponengial cu parametrul A>»0. Atunci pentru s,t > O,
P(z < s+tlz 2 8) = P(z2 < &) = l‘z(b)

Demonstragie:
Egalitatea fiind triviald pentru ¢ € O, fie t >» O.

- A (t+s) - Asg
: P(s gz < ast)  ze + e ajugr e,
P(z < s+tiz 3 8) %o 3 &) = -~ X%
P 2 2 . Daci BlaeeesBy gint veriabile aleatoare

independente, identic repartizate, urmind repartitia exponentiald de
- n
parametru A , atunci y = ? 2z, urmeazd repartiyia (A ,n).
: =l

Demonstragie:

Prin induc{ie relativ la n, folosind proprietitile convolu-
tiei repartigiilor.

Teorema V.2.4 Fie {zk} Kk=1,2,.. 8 gir de variabile a-
leatoare independente, identic repartizate, urmind repartiyia exponen~
tield de parametru A>O. Atunci femilia de variabile aleatoare
{z}iet 0, =) definitd prin:

J
xt-lax.{:ll E:kcts,t>0; x, = 0

este un proces Poisson de parametru A
Demonstrafia teoremei va utiliza rezultatele stabilite prin
lemele urmitoarse.

S4 notdm cu 35 * %-:‘ z,. De asemeni, prin IJ,I(J) voa

nota densitéyile de repartifie ale variabilelor aleatoare IJ,E(J).

Lem ol P(xt-a)-obxt-&%—?ﬁ,t>0.361.

Demonstragie:

Observdm cd variabilele aleatoare S(J) gi 'J-rl sint inde~

pendente. Atunci:
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P‘\xt - J) - P(’(d) £ t.'(J) + 'Jfl } t) -
i £ F3) 7850172 F () e
TR < PNt Thal

De sici gi din propozitia V.2.6. resulta;

Ad+1 g~ AT T A¢
.P(xt-d) - GIT ( Z?J) ® J) °'(t(d) ° J+l) a ?(J)'

.

Adsl -Av ¥ _ga (A8)Y - Ag
- dt -
(3-1)1 A s o %y et T °

meu‘ V.2.2., Pentru orice intreg poszitiv n, oricers ar fi
°.t°<t1< ...<tn ’1 Jl'....dn‘l

A(t_-t - d
P(xt - t Jk'rol... eyn) = r'Tn e A (tr—tr_l) L P 31‘,.%)] r
r k=1 rel e

Demonstratie:
Prin inductie relativ la n.
Pentru n=1, egalitatea este doveditd prin lema V.2.1.

B4 o presupunem adeviratid pentru n 3 1.

r
Fle A ;" l!tr & %:_1 de .r-l....,nol} . St notdm s -

Evident An-ol - { ’('r) < tr < z(sr+1) 1 F-l.....nolj

Definim variabilele aleatoare:

1 1
=%t ha

r . " D
7 z('r) z(ar-l’l)' ¥> zsr«rl 1022y 000+l

’(1) . (xio’é)o ’(‘) - (xf_.)‘g.---.ff’l'y’;l )

J = (’(1)"(2))
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Bvident, J(1)*7(2) gint variabile aleatoars independente,
deci Poy-l - (Poyzi)c (Poy'('é)).

Cu notatiile introduse se poate scrie:

P r-1 r r
k x K al,..e,041
walE A B mgA FoA )

gi
r k r"l k r k
) s 4= (Bap Tl Z e B Ta < ST

r
+ ?:1 ‘55 s r-l,....nol}

(indicii variabilelor ¢ au aceeagi semnificatie ca gi cei ai variabi-

lelor aleatoare y).

P(A,;) = (Poy 2)(y(ay,,)) = § (poy;:)(yclxm»,m a(Poy~1)(Y,,)

unde:

7,1 1y =1 3yl (Tayr T(2)e ’“nu);

Se remarci atunci ci:

r r-1 b 3 b o
EPi o PIRRS SN S T o
{ re2,.onel)

-l )
’(!)(’(%,1)) 1(1) - A " "
dacti 11 < 1:‘1(71 Y 72< t2

L g , altfel

sau, echivalent,

3 1k
{xtr- ny - 73 é'jk -1.:-2.....:;«,1}
3
7@ Ty ) 9y, - daca ¢} ¢ L€ 13 <,
U. altfel.
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gi deci:

r
P(A ) = . I L P(xtr_ !i_ 1; - Eajk-l,r-&....n#l).
RS Sul PR
d(PoyEi))('Im)
Dar conform ipotezei de inductie,
X
- Aleym 23- 72

p 4
1 - J - r-Z,...,n#l) = @ °
Pl 1 g A

J,-1
[A("z' !1.' 12)] ¥ = "y At =t ) L’((tr t;x'--l.).‘, =
g 3~ . 3T

Fie a produsul ce apare in membrul drept al ultimei egali-
tiyi. Deoarece yi,yé sint independente, urmind repartitiile [ (A, 3)

respectiv, exponen{iald cu parametru /‘ s putem scrie:

/

-1
Al b Pl b

P( ) = a
Ans1 i'1<t <1g D(2<t ! (4,-1)!
dl 1 - A 1 - Al
q—m(n M L el gl
Al At AL
Sk Miadc T VO B 1
‘ (3, -Di01 {(71) . Sr[‘“" 12" 312.
o -
. 1

e

. B J
s dLaeh (Aeh TKe~6] "2 -dse,
(¥ : .
3yt 3p0
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3 "
[ml-co)]dl IACG-8) "2 - Alspey) - At -t)
3! 35!

' Jr
] ?3% - ACe ~b.) [ACs -t )]

r=1 rl
Lema V.2,3. Pentru 8,6 30,4, Je I,
- At -1
e uﬂd—-— ’J )/ 1
(-1
P(xut- Jlxs -1) -
0. J< 10
Demonstragie:
P(x -10(.1-1),1 =i)
P(x!’tnélx.-j.) - gt 8 s J 2 i

P(x =1)

gi egalitatéa enuntat¥d rezultd din lemele V.2.2. gi V.2.1.
Demonstragia teoremei:

In virtutea lemelor V.2.2. gi V.2.3.,

P(x - 7” Jk.r-l.. oo gR)

- es e yi= - r
P("t %Jklx“’ g‘_‘t" 1, i 1’(:t %:1‘11"'1"“'“'1)

ITe Aep-tpy) [A("‘EFA)I »

r=l r oA ) Ak 5]
B} - Alety) TAGh-ty ) )] %= 3y 1
r=l It

n n-1
R Sl W

ceea ce dovedegte ci {x. | este un lany Markov. Potrivit lemei V.2.3.
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este omogen. In 'sfirgit, daca j > 1i,i€ 1,

. . -1
lim Py (®) lia. At apdt  _adt 0 e

U™ swn t—=0 t(J-1)1 (3-4)1 :;-oo t
t>0 t>0

A, dac J=1i+1
0, dactt J > 141

Daca j < i,i € I, atunei p“(t) = O pentru orice t 2 0 si

d”i qid - Oc
Dacd J = &,
Pu,(8)=1 -Acl
- 14 R Tl 2 1w 2 =% .- A
U4 . -
t»0 t t—=0 t
) t>»0 t>0

Cu acestea teorema este demonstrati.
Referindu-ne la un proces Poisson definit constructiv, in

maniera teoremei V.2.4., i1 vom numi flux Poisson.

§ 3. Modele de agteptare M/M/s/oo .

3.1. Modelul

Indicativul M/M/s (introdus de D.G.EKendall), presupunse
urmdtoarele proprietéti ale modelului:

I. Intervalele de timp dintre sosirile unitifilor conse-
cutive sint variabile aleatoare independente, ideantic repartizate, ur-
wind repartit{ia exponentialii de parametru A>0,

II. sistemul de serviciu este constituit dim s(s » 1)
stajii identice, functionind independent, in paralele, fiecare putind
asigura serviciul integral al unei unitidti intr-un timp a cirui duratd
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este o variabild aleatoare repartizatid expgnenyial de parametru M>O.

III. Unitdtile sint disciplinate. Cind o unitate termina
serviciul pirisegte instantaneu sistemul de agteptare, locul s#u fiind
luat, tot instanteneu, de o altid unitate aflatd in agteptare (dacs gi-
rul de agteptare nu este vid). Dacd in momentul sosirii unei unitagi,
mai multe statii sint neocupate, unitatea alege o statie libersd in con-
formitate cu o lege aleatoare nespecificati.

In plus, facem presupunerea:

IV. Capacitatea camerei de agteptare este nelimitati.

Fie ¢ (identificat, prin conventie, cu 0) momentul ini-
tial al observatiilor gi tl.te,... momentele sosirilor consecutive ale
unitdtilor ulterioare lui to.

Notind uk-tk—tk_l.k-l,a,... avem:

J ;
ut-m{dsz.iuk<t '8 >0, u =0
Ipoteza I gi propozitia V.2.5., impreun& cu teorema V.2.4.
duc la concluzia c# {nt} tG[_O,“) este un flux Po%ason de parametru

A.

Filerg {1,...,8} indicativul unei statii gi ;f,vg,...

lungimile intervalelor de timp necesare pentru satisfacerea servi-
ciului unitégilor care solicitd acest serviciu stagiei r (numero-
tarea in ordinea servirii), ulterior momenmtului tye ('v'i' poate fi

" duratea integrals a serviciului primei uni td{l servite, dacH aceasta
a intrat in serviciu dupa to sau timpul rezidual al serviciului uni-
tagii aflate in statia r la wmomentul eo).

Definitie. {?ﬁ s € [0, o) » 4efinit pria;

N

?r-ux{,ﬂ

-r —
t vk<t_}' t>0,v:-0

e

=1

se numegte fluxul potential al serviciului statiei r.
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£yeoT r...r, k__r
- "1 k -1 K- ="q
{"s jt €lo,=) ¥ Vg %;1 V.1 (k ¢ 8) se numegte

fluxul potential al serviciului stagiilor TiseesyTye In particular,

- = =lee.8
19,0 & olo, =) + % " i va fi fluxul potential al serviciului

intregului sistem de servire.

{ﬁ} ve [0, =) este proces Poisson de parametru A ¢y €410y sj
"’

(Teorema V.2.4. gi Propozifia V.2.5.)

Propoziia V.3.1. Peatru 1 kg s ¢l ryyec.or €{1,...,8)

_ rluurk - ’kt kt J
(7, “d) = @ -(.%.—L ,430,Jel .
Demonstratie:

Deoarece statiile functioneazd independent,

_ Tyeely . r
P(V =3)= > P(¥, . Pq'l £q<k) -

. 0¢ Tlo°°'o tks J
'1“"’ ‘k-J

r

k
'%r—nﬂ?ﬁcq- 0= /e JT—-"-——
ot T i (L1

'1"""';'"’

o 2 L)) o

Vom folosi in cele ce urmeaz#, notagia P(vtuﬂi). pentru
probabilitatea ca in intervalul LO,t), J unitayi sd-gi f£i satisficut
serviciul, dacd la momentul O i unitdyi erau in serviciu sau solicitau

serviciul.
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Propozitia V.3.2. Pentru A4t >0,

1-1 Aa6 +0(At), dacd 1 < 8
P(v, =0]1) =
at 1-s At +0( A t), dacd 1 2 &

L]

iA4t + 86( A t), daci 1 < 8
P(v t-l]i) -
s8AAt + 0( A t), dacd 1 > 8

P(v e) 2|i) = 0(At),i € I.

Demonstratie:

Notém cu 8, . evenimentul "la momentul O stagiile
1°°71

Tyyeeesly sint ocupate". Atunci: dac# i < s, utilizind propozitia V.3.1l.
putem scrie:

P(v, =0|8

P(v ,=0[1) = — At x'1'"'1.)!’(3"1"1'1) -
{Tpoeeastyfgilyece,s) P(U Bx-l..ri)
£ et
P(¥, =0)P(8, )

..r
st o g 1PAS 4. 1pAL40(A t)

P(USs )
rlo-ri
LFyeol

p(;dt -l)P(srlo oI )

i
P(v,, =1]1) = - ‘
i - 7 —

rlc ori

- g ipas dpat -ipatso(at)

gi in consecinga,

P(vrM 2 2[1) =0(Aat).

Dacd 1 » s,
P(Vag=0l1) = Py =0]8; ) = B(Fy, = 0) = ¢™2/4 %,

- 1~ B/lA t + 0(AL).
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P(vpql | 1) = Blygg=1 | By ) = B(Yay = 1) = o7/ 9V 0puat -

- s/wA t + 0(a¢t)
gi deci, '

P(¥3 2 11) = 0o(A ).

(simbolul O( A t) a fost utilizat aici pentru expresii diferite, dar
cu proprietatea limitd comun#, definit# in propozifia V.2.4.).

3.2. Ecuagiile wmodelului

Consecin{ld a ipotezelor de structurdt a modelelor descrise
aici, procesul {xt} te[o, =2) al stirilor sistemului de agteptare,
este un proces de nagtere gi moarte.

Intr-adevir, este evident cid spatiul stiarilor procesulud
este I = {O,l,...j g1 cd modificérile stdrilor procesului se datoresc,
exclusiv, fluxului sosirilor gi legii timpului de serviciu.

Or ,, deoarece [ue} este un proces Poisson, numdrul uniti-
tilor sosite intr-un interval [ s,8+t),8,t 3 O este independeant de Xgo
de s gi de evolutia sistemului fn intervalul [O0,s) (vezi corolarele
propozitiilor V.2.2., V.2.3.). De aici, rezultd ci {x | este un lany
‘Markov omogen. Pentru intregirea afirmatiei fdcute la inceputul acestei

seogiuni dewonstrim proposigia.

Propositia V.3.3. Dacd At > 0, atunci:

i pat0(A t), dacd 1 i< 8,d=i-1

8 8 5+0( A t), daed 13 8,J=i-1

-A A+ A t), dact J=1i=0
pu(m)-p(x“-.ﬂxo -i) = “(A+ip) At0(AL), dack J=i < 8

“(A+s #) At+0(AL), dact j=i 2 s

ADt+0(At) , dacld J=i+l,i € I
o Aat),dactt §£1-2,122, sau Jp i+2,
iel.
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Demonstratie:

Pentru fiecare i,j €I ,

= = - - =i
pyyCL8) = Plxygmdlx,=1) E?T.T;}T‘E—‘qp(“‘“ Ky vy k=3 xo=1)

a) Dacd j £ 1-2,1 2 2,

py (a4 %) -‘}_l;op(u“.x,nt.ku-a x 1) & P(uy=0,v, =i-J[x,=1) &

§ By, 1= % =1) & P(v, > 2[1) = 0C A %),

egalitatea finalX decurgind din propoziyia V.3.2.
b) Dacd j 2 1+42,1i €1,

0

pyy(At) -% e P(udt-k,vdt-k-bi-d’xo-ixP(uAt-J-i.vAt-leo-i) <
€ P(u, =j-1) €P(y,, 2 2) = 0(A¢)

ultinma egalitate rezultind din propozifia V.2.4.
¢) Dacid J=i-1,i 21,

e
pid( At) = P(“At'O’VAt'll’o'i) + kZ-i P(“at'k'vat'k*l xo-i)
Dar, P(“Jt'o.'vat'l'xo'i) - P(“At'o) P (v,_”-ll “M'O"‘o'“ -
= P(y, .=0) P(y o=1]1)
Tinind seama de propozitia V.3.1l. gi V.3.2., rezulti:

i p 4 t40(Aat), decd 1 < 8
P(nu-o.vm-l lxo-x) -

5/4 A t+0(At), dacd 1 > 8

Pe de altd parte,

e o
'?:1 Plupy=ky Yy o=kel x=1) & 5 P(v, wkel|x 1) =
- k=1

= P(vy, 2 2| 1) = oCat).
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d) Dact j=i+1,i € I,

Pyl at) Upy ks Vag k-] x,"1) - P(up =17y =0l X,71) +

O

-2
k=1

. Z P(u,, = k,v,, =k-1 xo-i)
k> 2 at At

Dar, P(uyy*hvy=Ofxetl P(u 4y = 1) P(vyy=0lu 44=1s Xp=1)
gl,
p(vM-o[xo-iu) < P(v, £=0lug g=lixg=1) € P(v, t-olxo-i)
sau, tinind seama de propozifia V.e3.2.,
P(u , p=1sV g 470 [ X,"1) = Adt + 004 %)
In plus, se observd cd,
Z B(uy gtk v, kel ag) € 2 P(uy omk)=P(u , ¢ 2-2) = 0(A8).
k22 k22

e) Dact j=i,i2 O,

O

P“(A t) = %OP(“Ac'k"At'k,xo'i) = l‘-’(u‘”-O)P(vA t;-O’u/_\ £"0s
‘o'”’P(“At'l)P('At'lludt'l'xo'” + é_ZP(uAt-k.vdt-k]xoni)

Dar,
P('At
PV, = 1|uM-1,x°-1) & P(v , =1f141)
P(u 5=k, V 5 ook[x =1) < P(u, 2 2)

= 0lu , =0, x=1) = P(v,,=0[1)

k2 2

g1 de aici gi din propozifiile V.2.4., V.3.2., rezultd evaluarea lui
’13( bt).

In final, concluziile propozitiei rezultda imediat din
concluziile de la a) gi e).
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SRt ipm ‘ , dacd 1 ¢ 1 ¢ 8,J=1-1
8p , dacd i > s,J=i-1
A , dact J=i=0
9y " -(,l«-i/#) , dacd j=1< s
-( A +s/u) , dacd j=1i 2> s
A , daci j=i+l,i€ I
(] , altfel.

Teorema V.3.1. Pentru t 3 0,1 €1, probabilitiyile de
trecere pi;j(t) - P(xc-.j | xo-i) verificd sistemul:

d

(v.3.1.) $ P1olt) = = A Pyo(8) + ppy, (%)

(v.3.2.) %E piJ(t) - )Pid_l(t) - (A *}/‘ )Pid(t)*(J*l)/‘Pij,l(c).
1 i< 8,

(v-}'5') %? Pid(t) - A Pid_l(t) - ( rl 9’5/‘ )Pid(t)’sl‘ p13+l(t)'
J2s

Demonstratie:
Se ob{ine prin transcrierea teoremei V.2.1., observind c#

corolarul propozitiei V.3.3. permite identificidrile:

Ay =4 .isl

0, dac#t 1=0
17 1p, dacs 141cs
s/u. daci 1) s

3.3. Determinarea repartitiilor stdrilor in cazul s=1

Repartitiile finit dimensionale ale procesului starilor
sistemului de agteptare {xti sint determinate de repartitia inifiald
(repartitia lui xo) g1 de matricele de trecere P(t),t > 0 ).
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Intr-adevdr, pentru ouco < b1< ...<tn gi io'il""'ln €1,

n
P(x, =1, ,0¢kgn) = P(x =1 ) [T (¢t -t )
( £, k' oo C_l Pik-iik‘ kK k-1

De aici decurge rolul esential pe care i1 joacd, fn studiul
modelelor considerate, determinarea probabilitdtilor de trecere ale
procesului de nagtere gi wmoarte {xt’ , probabilitéti date de sistemul

enuntat in teorema V.3.1l.
Pentru simplificarea demonstrat{ei gi aga extrem de labo-

rioasd, vom lua in considerare numai cazul modelelor cu o statie.
Teoresma V.3.2. Pentru s=1l, solutia sistemului (V.3.1.),
(V.3.3.) este:

) = '
H Z; Bi4rs1(t) + pPentru J§=0

p 22
[:2? fr31-3+2r—1(t)‘ fr‘ %;:bgi+3+r+l(tﬂ

(6) = red
P1j 1< J <4
(1-&io ) in:l £78y J¢2r-1(t)A§’r’Z&l+Jﬂv ®)
n=0
X & #4 '
2
unde g, (t) = k .o‘“‘/‘)".t‘l.Jk(at VI\'F )ik 2 1,J, fiind functiile

Bessel de speta I modificate (vezi anexa A.3. ) si P -7& .

Demonstratie:

Peatru e=l, siatemul (Ve3:d:),(Ve3.3.) dovine:

v‘ . “
(Vo380 e i o(®) = = A py (8) + PR

(v.3.5.) d
a'.e pld(t) - )_Pid_l(t) - ( A 1’/“)Pid(t) ‘/Upij‘_"l(t)'d 2

cu conditiile initiale pij(o) - dnid’
Rezolvarea acestui sistem o voam face utilizind "metoda

functiei generatoare".

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



ﬁl ToeD
Pentru 1 € I, fie Gi(t.:) .JZ(:) pu(t)l", |s| € 1, functia
generatoare a repartitiei (pij(t));je ¢ 2 0.

Inmulfind (V.3.4.) cu & gi (V.3.5.) cu s9*}, pentru § 3 1,
obtineam, prin sumare, egalitatea:

o [ -]
(0)sd = As2 Z_p, . (t)sd -
. % g? Y * J=1 P1y-1

J+1

oo e =l
- AnZopnd - e 3_2; pyg(0n%s P Z Ry (008

sau,

96, (%,8)
(V.3.6.) s ——%T— « [5%-CAs p)me p]oy(8y8)= PC1-3)pyo(8)

- Vom nota cu ¥(s) transformata Laplace a funcyiei f; T(s)~
- £ o= S2(t)as.
S84 remarcim c#, pentru Re. (5 ) > 0, transformatele Laplace
als functiilor Pyy gl 01(.,3) sint bine definite,
Intr-adeviir, pentru | 3| £ 1 gi Re.(s) > O,

T -8t Tl et 5=
lgo . Gi(t,l)dslé glo » ﬁp“(t)l"’ as ¢

”
gl. ot| Z. = pu(s)ats Jl-"t latg2 L ~tRe.(8)4¢ ¢ oo
| § o pu(t)«lt | 7% at < o2

Atunci din (V.2.6.) deocarece 01(0.3) - pn(o):" - si. de-
ducen:

(v.3.72.) (- As2 4 (A + M ve)s - /‘ ) G (s,2) = P aad M (1-2)B )

Se observd cd trinomul din membrul sting are o singurd ra-
ddcind in cercul unitate. Intr-adevdr, fie f£(z) = (4 + M +8)3,

g(z) = -)G-Al.hntm |8l =1 g1 Re.(8)> O,

L2l = 1A4 saslsAs palme A 92| o] gn)]

(Ha. 223/98¢ Fuc,a,
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Deoarece f(z) are o singurd raddcind in D = { 2| |zlg 1} s
rezultd c# una singurd din rédidcinile trinomului se gHsegte in D (teo-
rema lui Rouché; dacd f gi g sint functii olomorfe in domeniul inchis
D i It(s)l > Ig(s)l pe frontiera lui D, atunci nuwdrul zerourilor
lui f+g, in D, coincide cu numdrul zerourilor lui f, fn D)

Fie 2,3, zerourile lui - A 324( A+ A +8)2- 4, cu
l:ll A

Deoarece G, (s,z) este bine definit pentru | z | < 1, este

necesar ca gi membrul drept al egalit#ii (V.3.7.) s4i se anuleze in

5.
De aici: ‘“1 —
(v.3.8.) Pioe) = Wiy SO | ‘1.+r+1
/"(1-:1) /4 r=0
Atunci, din (V.3.7.), dupd simplificarea cu z-2,, obtinem:
z
B, (8,8) = - —2— [4d 4, P e
4t /\(5-52)[ 1 1 l-2 ]
1
Deoarece 13! < 1, |z,| >1, rezults ]%l(lsi a-
tunci,
3 1 £ -1 4 i-1 1-1 2
1(0.3) - 'T"; (1~ ;5) [z +2,2 +oeetz) zZ + l-zl J -
1 i=1 iml 2] —_— i
- - - - &
-11;5 [ 242,27 e ez s -—1—1_21 ] g kg)

Din definiyia lui G, rezulta ca Bu(s) este coeficientul
3 A -
lui 2Y din dezvoltarea in serie de puteri a lui Gi(s,z)-

Putem sgcrie:
i

} z J zi‘J"'r-l
[zza’r(l-zl)’ gl zg 4 ] v 14 344

i i-jer-1
1 ] e %
A- )+ (l- (Yj_o) < T J.J>i

+
25 (l-xr.l T j-i+l z,
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Decarece 2z, gi 2, sint r!dacigile ecuatiei

(V.3.10.) A2 - (A+ pam)z s p =0
rezulti od 8,8, = [4 -1 gi atunei:
aded+d
}[’,301 S %'_1?1‘ 1.1+2r1) . AudeE
Pyye) - sbeded
(e ST TRl L w F

J>1

gi, dupd dezvoltarea in serie a lui (1-:1)'1.

3 [;_ proab-deer-l, o9 S"z"J“"lj L 1g ¢t

=0
Pyt =
1 J r _i-jear-1 4+l < 1+.1uw1]
1 o 2r- \ . .
i Q §4o) el +p g'l LR
Pentru a obt{ine rezultatul final, vom demonstra urmiitoarea
, lemd.

Lems V.3.1. s: = 8,(8), unde g, (%) = k. f.g.o'()’/‘ L
-1
TR (28 \G'/T).
Demonstratie: ,
Prin inductie relativ la k.
Pentru k=1, pe de parte,

l.umzﬂﬁimmfﬁdﬁ_.%u* 8 [ -

- (l.' ryTEY )1/2] &
- § b - (/l-r/tl«rl)) -

R e ()
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iar pe de altd pnrte,

8 (s) - £ ? j LA prals gl g 1(28 VIE )de =

ey

1 o
ey > AP B 0 - 2n+1l
.fp 2 g% é.( pemd gl (VAENTT
_% YIF 2n+1. ~ )
- f n- al(a+1)1 n+ 7-%' (2n+l)
-% | 2n+l
R L yus)

Mai departe folosind propozifia A.3.2. gl ipoteza de

inductie, putem scrie:

fo 4

_ ksl
B, (8) = ofe'“ 4440t (ke1). f 7l (2t VI b -

oo k*l

.é "(10"'0')3 (k+1). f 2 ‘I[Jk 1(Zt (Vy 7y /A ) -

- *Fz J (26 VIR )dt =
e
k-1

f—l (() .'(A 4/"08)1:[-(!1-1)4»21(] ?— 2 .t‘l_Jk_l(zc V];'l)dr, N

- f.‘("’/"”".(ku). f- ﬁ .t'l 3_“__.]1‘(21;\/]"1[ )dt =
0 26 VA /

-1 k (’{ k+l
f e f “(Aapae)t 5 f Z [ % I, (2t \/;&’) -

k+1l

27:‘"\733 J (2t \//\/A )] dt
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nr, § (@R - R N VT

gi integrind prin parti, objinewm,

+1 o
-1 - K <A
Ekol(.) MR ’§-1 +2xF LZ'_Z::_E_’_! 2 o LAy +8)t

T (o voE j20ek-l o o T . -5

o AT av e o Ty dgpen g7 2
1

.o'('l’/‘")t. t'l.Jk(ZtVA/‘ )dt= - ¥ .s?'l + -)—’f&!- l{.

OI'A ’ din (70509-) r.z“ltl ci
4
Y ::'1 o Atflea 1"’ :} - ::’1

Astfel lema a fost probata.
Polosind acest rezultat in (V.3.8.) gi (V.3.10.) se obyin i-
mediat expresiile lui p“(_s).i,.je I.

3.4, Cazul echilibrului statistic; repartigia stationar® a pro-
cesului starilor.

In ipoteza echilibrului statistic, fie p = (p:,)'}eI repartitia
stationars a lentului Markov {x.} t €(0,oo)
9,
L)
S4 notam ]-}. -3

Atunci rezultd din corolarul teoremei V.2.2,
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J
%T Py 1€ J< 8
(v-jollo) pJ =
fd
s % 0
(v.3.12.) Pe = 3 B8 5 8

x 1
s=-1 .j J-S S~ J
?-%LJT’!?T £ b J-O’ST*'%TI‘}‘

cu conditia ca £°< 1.

In particular, pentru s=1

(v.3.13.) Py - %1- Por 2 1, po=1l - P

el
Fiem = z J Py valoarea medie a repartitiei p (numdrul
J=0
mediu de unitati aflate in sistemul de agteptare)

Propozitia V.3.4. 1In ipoteza echilibrului statistic (ES),

tin. Il(xt[xo-i) = lim. il(xt) =m, i€l gi
o0 t o=

8 -
v. <14, -
(v.3.20.) w e gep, L (1-¢%°
Demonstratie:
Mlxg|xget) = 23 pyy(6), UCx,) = JZ; J py(t)

§i deoarece lim. p“(t) - tin pd(c) = Py rezulti:
— -

teoe
lim M(x|x,=1) = z.i_.:lonll(xc) = o

tsem

Ultima egalitate a propozitiei rezultda prin calcul:

b - I e J 8= -
cEeneelBe b Sedml o B

s-1 s

Y B U .1:%1 (ssca-a g 7.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



267
ke J é +1
0 [1 E b A r‘fp-rt;*r b -

30

s-1 2 A
-pof{ 2 -‘5—0‘ér 1—_-1?-1 * Py {1 (1_11,5,2

gl tinind seasma de (V.3.11.) resulta (V.3.14.)

Corolar, Pentru s-1, @ = o

-

Poostadl Bodes T Apotesa (28) Ha W(R;|x,-1) =

lie I(x )-i.icl.udm

t eoe
(v.3.15.)  Eap, -bf,- -(-;'7,;,
Demonstragie: »

.‘(;t“‘xo'i) - EI "’ l-x i) = ; m}tod'x el) =

- E m‘t'.\’”‘-"lo'1) L ; Jﬁta‘.(t)
gi in ipoteza echilidbrului statistic,
e, Ebeo) - Sy,
Notind cu ® suwa din ssabrul drept, valoarsa scesteia ‘rezul-

t4 din ursfitorul calcul:
o

8
A

: wd=8-1 ful "
88l 2.1: wizadd e s-sl  (1-PN°

8 o
% § st(1= ? Y

Obgervind ca lﬁt) = ?‘ dp“,(t). demonstragia propozitie!

8¢ coupleteazd ugor.
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?2
Corolar. Pentru s=1l, m = —

1-f

3.5. Caracteristicile sistemului de serviciu
) i) =
jtia V.3.6. In ipoteza (E3), lim M(h \x
Propozitia 3 | 5 &\ %o
= lim M(h) =8 -9 ,1 €I
to oo
Demonstratie:

S8e observd ci:
s-1 g-1
'(ht'xo'i) - g (S‘J)pid(t) [ I(ht) - % (s"J) Pd(t)
s-1
In ipoteza (E3) ambele medii tind citre EE% (s-J)p'j R

Concluzia propozitiei rezulta din urmdtorul calcul:

8- é 2

- -1 ed
s‘jé (8=3)py = P, J_: (8-3) -;-.r- = P8 i{_i -% + -%1 —1-{7.]‘

e J s o J=1
‘Poléﬁ%“‘fﬂ #)"'pof[gi =t

L 8- s 8-
5 ({-1)1 1-1y3 1 "A- Pof[a’{; 4 ’(B{T; (I%}"'
s~ J 8
SUREREN'; - AP S

O, pentru t £ O

zi ¥id.7. P(en< t) =

1 -8 At

s pentru t> O.
Demonstratie:

Dacd o perioadd de neocupare incepe la momentul g , durata
sa se confundid cu lunsinei intervalulul de timp, scursid de la acest
moment . gl pin# fn momentul primei sosiri in sistem. Atunci comclu-
gia propozit{iei decurge imediat din propozitia V.2.5.

In continuare vom deduce repartiyiile pericadelor de ocu-
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pare ale sistemului gi repartigiile numdrului de unitati servite in

perioadele de ocupare. Vom aborda aceastd problemd pentru modelele cu

o statie.

Fie 0 € < «.0 ¢ %, ... momentele sosirilor unitéilor

in sistemul de agteptare.
Fie x, = x, =~ 1, nuadrul unitdyilor aflate in sistem in
n

momentul sosirii celei de a n-a unitdti (fard a o socoti gi pe aceas-

ta).
Propozitia V.3,8. Pentru fiecare i € I
(I-—:?-)i’l y dacid J=0
POy, [%=t) = qgy = 5} (' deet 1¢3c1n
0, altfel
n ) 1.
Demonstragie:

Dacd x =i, fie Viseess¥ig duratele serviciilor celor i u-
nitlti aflate in sistem la momentul t g1 a unitdyil sosite 1 acest

moment (indexarea este conform# cu ordinea servirii).

: i+
P(ln-tl'ohn'“ - P(é Ve< Uy ,y)

i+l

Oor , ?’T' v, urmeaszd o ropu-tnu r (/A yi+l) gi deci

probabilitatea de mai sus este independentd de n gi:

Py 0lxg=1) = g = T( j: « Hen %;n we” Mhax -

/Aiol

- oD £ RSL7 o I W z_' sl )1.1
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Dac 1 § J < 1+1,
i+41-J 1+2-]

P(xp, =d[x,=1) = P(;E;: Vr < Un41 € ;z;: ve) =

1+1-J 1+2- 1 \i+4l-j
- P(ZT‘__ vieu q) - B — voeu, ) = (i) -
I=

- @F - ot oo

Observatie: Procesul stochastic, cu parametru discret, {
{xn& este un lany Markov. Acest fapt se verificd imediat, {inind see-
ma de definitia sa gi de faptul ci procesul stdrilor este Markov. In
plus prin propozi{ia demonstratd mali sus s-a stabilit cid {xni este
un lant Markov omogen, probabilitidtile de trecere dupd un pas depin-
sind doar de stiri.

Propozitia V.3.9. Pentru {1 € I,n 21,k 2.1,

3 (k) _1is+1 k-1
P(xy, =0y X A0, nel¢rgnv-1] x =1) = a0’ Z T Oppyy ;-

5 (%'7 )k#i . ( ’!‘ )k-l

Pentru n fixat demonstrdm egalitatea prin inductie la k.

Demonstratie:

DacH k=1, egalitatea se verificd, deocarecae,

‘lﬁ) = P(x, 1‘°"n'1) = Yo * (1_}—)1*1

Adeitind valabilitatea propozitiei pentru rangul k, puten

scrie:

(k+1)
4Ge = %’_l P(X;,1041%01X 40,041 ¢ T & nekyx = |x,=1) =

- ,51 P(xmk*l-O.xlfO,n-rlgrs n¢k|xml-.1).

P(x,, =3 x =1) = JZ: P(x, =0, X £0,n+1¢ rgmk-l]xn-.ii.

S ()
943 J%l Qo U 3
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ultimile doud egalitai datorindu-se faptului c# x jeste un lany

Markov omogen.
De aici,
i+l
(k+l) _ +1 k-1 _ P ok 1 keisl
Yo a-l T Coxeg-r (TP (TP

1 f’)k(

Ok ( )k#ifl
" Pk+i+l V2kei+l I+f

Ty

i+1
+1 i+1 k
(egalitatea: f‘:l- SESFT e j-1 = ZkrisT Coketel POSE

fi ugor verificatd, prin inductie relativ la i).

Prin definitie, qig) este probabilitatea cu care primes
trecere a sistemului din starea i in starea o s4 aibd loc dupAd k"pagi"
(dupd k sosiri). ikste evident insid, cd acestel probabilitdati i se
poate da gi urmidtoarea interpretare:

Propozitis V.3.10. qf¥) = P(x(b ) = k/x =1),4 21

&) = P(x(b )=k), 0 2 1,k 2 1.

84 definim, pentru [zl £ 1, G(z) = Z q(()k) -

k=1

Propozitie V.5.11. Este adeviiratd egalitatea:

(v.3.16.) a(z) = 2t& (1 - V—_———(_—lg— lz1 ¢ 1.

Demonstratie:

Deoarece I—?IIL-QI 1, 8e poate scrie:
9

1 -

1 -4 2, =1, 1 —2ke3y, <4 vk 1

Atunci, expresia din membrul drept din (V.3.16.) dsvine:
1

149 1 (1 _ 4 2 3 k-1, 1 .k %=1
ey AP eyt e

e 1.3, (2k- £ k-1 kK _(2k-1)1z%
b B i3 " j.- (1*5’) (W) (Qx-Ika(i-'nl
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= Z (k) = G(z) .
k-l

s> () .
Propozitia V.3.12. Dacd fP<£ 1, Zl %o ™ 1 gi( (x)|x

k= °

este repartifia luil x(bn), pentru orice n 2 1.

O
Dact P>1, %:; q((’:) .F i x(bn) este infinitd cu pro-

babilitatea nenuli 1 -f; .
Demonstratie:
Observim c# Z qé:) = G(1).

Atunci, din V.5.16. "

1, daca fP< 1
e(1) - £ (1 - 4=

i 2 I
5 o dacd P> 1

y

Concluziile propozitiei rezultd de sici gi din propozitia
V.3.10.

Observatie: Variabilele x(bn).n 21, au toate o ncéoasi
repartifie. In cele ce urmeazi vom nota simplu cu b, orice periocadi

de ocupare (diferiti de cea initiald, in cazul in care xO;‘O).

Propozitis V.3.13. Dacd €< 1,M(x(b)) = T{—f .

Demonstragie:

="

Se observa cd M(x(b)) = 2 kq‘f)a gr(1) .
£21 00

Un calcul simplu completeazsi demonatratia.

z2itia V.3.14. Dacd P < 1,

0, pentru ¢t £

Z E'E'Ick-vl (1_%_)1“1(1 kﬁ_’;_)_.

k l /‘xdx . pentru t> 0

R Fh—ﬁ
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Demonstratie: -

(V.3.18.) P(b< t) =2_ P(b<t|x(b) = k)P(x(b) = k)

84 observim cd dac#d x(b)=k, atunci durata perioadei de o-
cupare a sistemului de serviciu coincide cu suma duratelor serviciilor

& k unitdtl gi cum aceastd sumdt este repartizati f'(/ﬂ-,k).
kot yl - ux
P(b <tlx(b)-k)--#(,-E’ [ x*"te~ M Xax
0

Inlocuind in (V.3.18.) rezultd (V.3.17.).

o o
i k-1 1 k
u) - { sap(v<e) E:_:lﬁ':r' N (1—7—) (1) {-‘-o;)

Itk° Stae- g T %51 (I'%’)k - k

1
== M(x(b)) = Pa%I—er .
M (6)) =

3.6. Fluxul de iegire (cazul s=1).

Presupunem cd o unitate pirdsegte sistemul de serviciu
imediat ce igi incheie serviciul.

Fie atunci O gt' < té <.++s. momentele plecdrilor unitafi-
lor servite gi vy - tj - cd 1r 92 1(%8 = 0).

Propozitia V.3.15. In ipoteza (ES).

; 0 entru ¢t £ O
lim. _ P(y, ¢ t) = - *
ta_&oﬁ J - At
J= l-e y pentru t > 0

Demonstratie: .
v,, dacd x_, A O
J vio)

v,.+6 , dacid x =0
J ti-l .

84 observidm ci yd =

unde © este intervalul de timp scurs intre momentul t3 1 81 gomentul
sosirii unitAtii de rang j. Atunci pentru t > 0,
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-1) -
31

. " ) .
é r(!ti-l-o)l,(vf’ < &) + 5_‘1 p(:zt..’.1 “P('.1< )

Dar 'J este repartiszatd exponengial cu parametrul M iar
® este timpul rezidual al sosirilor la mowentul t}_l gi conform pro-
posiyiel V.2.5. este repartizatd expomenyial cu parsmetrul A .In
plus, v, gi © sint independente.
Deci,

t -
l’(y‘1 < t) = P(xt:j-l-O) g ( g.‘;\ Q-A’dy)/u o M Xdx +

+ Z P(xtu

iz 1 §
- P(xt'.j-l-o‘)‘((l - —f}? e At + T:ef o'/‘9+

+ (L - &MY P(x,, =i)-
131 Y

t -
_1-1) A/AO /(xdx-

Ta ipoteza (ES),

e p(','j <%= Q-0 - iy e At rf:, RY LW

§-1
. !(1-(/"‘).1-()”.

. Qbgervatie: Variabilele alesatoare {yJ, iz 1 afnt inde-~
pendente. O motivatie intuitivd a acestei afirmayil o constituie fapitul
ci duratele serviciilor diferitelor unitiyi sint variabile aleabtoare
independente, iar serviciul este independent de fluxul de intrauie.

J
Ou aceastd observayie, decarece v, -max {J) %-‘1 ¥.< ts 5

t > 0, result o4, asimptotic, flukul de iegire { V.| ye[o, ==) 50

comportd ca un proces Poisson de parametru A .
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3,7. Timpul de agteptare. ‘
Durata agteptidrii in girul de agteptare sau in sistemul
de agteptare este, evident, dependentd de tipul disciplinei serviciului.

a) Modelul M/M/s/©</FIFO

Propozitia V.3.16. In ipoteza (EB),
0, pentru &< 0

l'PoTTyTI?‘T o8/l P T pen-

tru Z>0.

lim P(w, <Z) =

t oo

Demonstrafie:

Dacdk &> 0,

"1
P(w, 22 ) = JZ P(x, =J)P(wy 22 [ xy=))
=8

Dar, pentru j > s,

P('tatl !c-d) - P(-v.ts J"’B)
ambii membri ai acestei egalitiatl exprimind probabilitatea ca la momen-
tul &+ t, sistemul de serviciu si fie complet ocupat.

Atunci, tinind seama de propozitia V.3.

S R L L2 per (uog)t
-3

r=0

Dar in ipoteza (ES), '1;1n P(xt'd)'p;j gi deei,

8 o
- L S (emi- JZ;-B =
til P('g(?)'l’,_.,' ¢ el r J%s £ )d < Sﬁ-’-)-z’-

- P, _5_ o-,ﬂsri. Sea)ki fkor z k _

k=0 r=0
8 - —e ok Po
-po-érgfsté)gdﬂtz Zk§ fﬁr -
$° " . ° —p (e
® P m)’j“? oMoFE 'POB_K%‘_EQ/“I 2
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Cordlar. Pentru s=1,

0, pentru 2£ O

t_i...a P('t <2 ) = 1= f e'f (l- f’ )Tpentru 2> 0.

Propozitia V.3.15. In ipoteza (E8),

7
. u(wy) = Py 5T 37"(’1’?'!2

Demonstratie: _ o " . .
M(wy) = 7 ap(wye2) - %th-a)fz:; (o) usg™t -
=8 =

LR LIS P ACLL L ERTY

De aici,
8

g - W (goser)ge 370 o p £ L,
slps J=s v slfs (1- %)

lim M(w.) = p
bos (t o

Corolar. Pentru s=1,
o w0 ek

Qbservagie. In general, timpul virtual de agteptare in
gir, w, ou reprezint# timpul real pe care o unitate trebuie sd-1l pe-
‘treacd in girul de agteptare, pind in mowentul inceperii serviciului
propriu. Un exeaplu concludent, in acest sens, il constituie modelele
ou o stayle, cu timp de serviciu censtamt gi egal cu intervalul
de timp dintre sosiri. Evident, in acest caz durata agteptdrii, in gir,
a oricdrel unitagi este un multiplu al duratei serviciului, pe cind
durata timpului virtual de agteptare, misuratd de la un moment & ar-
bitrar, poate lua gi valori diferite de multiplii duratei serviciului.
Totugi, in cazul modelelor studiate in acest capitol, timpul virtual
de agteptare, are o repartitie foarte apropiets de cea a timpului ac-
tual de agteptare. Acest fapt se datoreazd propriet#t{ii speciale de
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care se bucurd repartitia exponenyiald, exprimatid in propozitia V.2.5.
Mai prec'is, repartitia timpului scurs intre momentul arbitrar t gi mo-
mentul primei sosiri ulterioare, este aceeagi cu repartitia timpului
trecut intre momentele celor doud sosiri consecutive care-l incadreazi

pe t.

-In afara acestor considerente, pentru modelels cu disci-
plina FIPO,wt are gi o altd semnificatie importantd - este lungimea in-
tervalului de timp, mdsurat de la momentul t, necesar pentru creerea

unui loc liber in sistemul de serviciu.

b) Modelul M/M/1/~e /LIFO
Propozitia V,3.16. Pentru orice t 2 O.

0, pentru < 0

py(0) + (1-p,(0)) Z o Oaity (r:er)k'l(ﬁj’)IE
k
‘;(T’ ka'lo-"xdx. pentru ¥ > 0.

Demonstratia folosegte concluziile urmAtoarelor doud leme.

Lewa V.3.2. Fie u,v, dous variabile aleatoare inaependente
repartizate exponential cu parametrii A y respectiv /4 « Atunci,
dacd z=u-v,

Pt
(v.3.18.) P(z< t) = 1'5" ° , dacd t € 0

1-r}—?- = A% e &5 B,

Demonstratie:

Fie ru,rv, densitdtile de repartigfie ale lui u gi v.
Pz<t) = §J ¢ ix)r (y)axdy.

e WOty y)dxdy
Daca t ¢ 0,

)
LS

= y+t -
P(z¢ t) = _S (/lo )y oj Ae Axdx)dy . +gf o M
"

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



278

Dact t > O,
iag t
P(g<t) = g ()1.-," I‘ v Q-Axdx)dy -1 - %-;]r @

Lema V.3.3. Ple BraceeyBy variabile aleatoare indepen-

~-At

dente, identic repartizate, urmind repartit{ia datd de (V.3.18,). Atunci:

P(sl< o'“‘"’l"""k-l‘0"1"""&” 0) =
ok-ll( EJ )kl (1 )k

Pie t 2, 0. Demonstrdm, prin inductie relativ la k, egali-

Desonstratie:

tatea:
(v.3.19.) I»‘(z1 F t.....IIQ-..OBk-l < t,:lo...ﬂk 2 %) -
.- 4 -

o LR I‘b Sy (Anke
unde, UKLZTTT y pentru j=0 -
(v.3.20.) .5 - &:717' y pentru Jel

Elli¥ellesctkodol) | pentru 2 € Je k-1

3% W

Intr-edevir, pentru kel, ‘P(s1 2 t) - I%—T .-A ¢ gl
“(V.3.19.) este banal verificatd.

O presupunem adevdratd la pasul k. Putem scrie:

P-(z1 < t'“'"l"""k< "'1"'"““1 &t) -

f P(z2< t-x.....aao...nk( t-x, sTpteetBy 1D t-x)t‘l&)dx

-

Dar, ‘1"2"""1(41 sint identic repartizate g1 atunci,
ipoteza de inductie, in care t se inlocuiegte cu t-x2 0,x € (~=o W),
peraite identificarea ultimei integrale cu:

! k-
(149 ) Jz-é .’;(r’_PF)J S i f (t- ’)b'j = g J(t"‘)f (x)dx -
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! SR = R R k~J[ O okl A g,
et fo RS L

. } (c—x)k-d'ldxl
]

Integrind suecesiv prin pirgi, se obyine:

-4
(A+p) 2 rl sl
_in (t-x)r () *}‘ xdx - %; T—Tr- 7. _‘( ) +/-u")T'+1

81 atunei

P(z1< ByoeayBrtecel, & Ey24o00ds, 2t) =
1 kel —As[Ed e P g k-y 7 eegonr
i 3 Al [f—o Simp? A K = ek

e S S e huly

(A+p) *
K- k k-r
St 5 o 3 ot S -

J=0 r=j+l
B o G

sau, reordonind termenii sumelor dup# puterile lui A t,

(V.3.21.) P(3) € Brovnadytencsny, CHispteccen, ;3 8) =
< (A e ot o

unde,

.15+1_ g 2t oE L0 ik (afe0)

Tinind seama de (V.3.20.), rezult#,

t

(v.3.22.) E%_' e aen

‘15-01_ %F-TST » pentru j=1

Kods k;_‘ * , Pentru 2 ¢ j¢ k
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Intr-sdevir, pentru justificarea relatiilor (v.3.22.),

observim ci pentru j 2 2,

L, Gt 4 - iy st
'rrfmﬁ ﬁ'g °§n

Pe de altd parte,

Or , egalitatea,
d - = ¢l kel
5 %:g a:«os - %ﬁ% G gal
se verifichd, cu uguring# prin inductie relativ la j.

Cu egalittifile (V.3.21.), (V.3.22.) a foet demonstratd
(V.3.19.). De aici, pentru t=0, rezulti,

P("l‘ Gge00 1B tee ety o & 0,:10. ooty 20) = .1:_1 (r‘_?r)k'l(,ﬁ?-)k

or o apy - iRl - RN, B o

g1 astfel lema este demonstrati.
Dmn-str;t_;ic propozified:

~ In cazul disciplinei LIFO, dacd x =140, timpul virtual
de sgteptare raportat la womentul t, ia sfirgit in momentul in carve,
in afera celor i-1 unititi aflate fn sirul de sgteptare la wmomentul
t, in sistemul de asgteptare nu se mai afld nici o altd uaitate.

Cu alte cuvinte, p.mmatommumim“a-
flaté in etagie la womentul ¢ gi de asemenfdsint servite toate units-
tile care, sosind in sistemul de agteptare dupd t, gisesc stagia o-
cupatd de o alti unitate seaitd bvot dupd acest moment.

Fle ti.té.... momentele sosirilor succesive ale unitifi-

lor, ultericare lui t. Not#m uj = 85 - %3 s d=L,2,e0 () = &) .
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Datoritd ipotezelor modelului gi propozitiei V.2.5.,

ui,ué.... sint variabile aleatoare 1ndependente urnind, toate, repar-

titia exponentiald cu parametru M

‘Fie v timpul rezidual al serviciului unitagii aflate in

statie la momentul t gi VorVzaeee duratele serviciilor unitdfilor so-

site gi servite in intervalul Wy

Din nou, datoritd ipotezelor gi a propozitiei V.2.5.,

MO LEEE sint variabile aleatoare independente, urmind repartit{ia ex-

ponentiald de parametru /u

k
Post sVl B ot g,y v 8y

Cu aceste notatii:

0, daca ‘t'o

v,y daca xt-i;lo gi 3(1)), 0
Viteeetv,, daca xt-ilegl

.(1)< 0....,z(k_1)<0,l(k);0.k ) 2

Atunci putem scrie:
L=

P(w,<Z) = 120 P(xt-i.)l’(wt ‘7|‘g'”'P(xt'o) +
* Z POpm) Z PwyeB[xymton )¢ O ity 1)< 0033 0.
. P(.(l) (,o,oo..'(k_l) < O,S(k) ), O) -

B(x,0)s T > K
x,=0)+ i-lP(xt-i)Z- P(ﬁvd<3)P(z(l)<0....,s (k-1)< 0,

O SO (1-Pt(°>)§ Ot ()" (k.
'F(U ka- e }‘xdx.

0z v + In ipoteza (ES), daca f< X
lim l('t) = 7:(@7-’-
twoo =

(da. 223982 Faso 45
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Demonstratie:

T k-1
M(wy) = [ FaP(m <) - “‘Pt“’)){; 2T St (T

.(I;-’?—)“ v,é—?;) (() ¥ 5ot g

Dar, in ipoteza (ES), lin (l-pt(o)) = fF . De aici,

1i M = M(b) =
2 s - pu) < efep

(vezi propozitia V.3.14.)
Observatie: In ipoteza (ES), valoarea asimtoticid a timpu-
lui wediu de agteptare in gir este aceeagl pentru ambele discipline de

servire studiate aiti.
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* ; ANEXE

A.1l. Multimi convexe in R".

Definitie. We R™ este convex# dacd#, oricare ar fi sub-
mulyimea sa finitd ¥’'C ¥ ° gi sistemul de numers Ax' Ag 20,
xe €, Z:f'Ax-l‘ rezultd “Z,e’jxxGU.

XE
Exemple de multimi convexe:
a) segmentul determinat de x gi y; (x,y] = {I-AXO(].-A.)]'
1‘[0,1” , x,y€ R? .
b) dreapta Xy= {z= Ax+(1-A)y| A& Rj.!.y e R®, x4y, sau,
in- {z=x¢ Ay | A€ R! ,x,y€ R%, yho.
¢) raza incidentd in x; ‘ny- {z=x+ Ayl A_)Oi.x.ye R?,
¥#0. .
d) hiperplanul; X, . - {x{aTx- e(}.a € R",ad0, A€ R

v Y, -

o) semispatiul inchis marginit de X et

a,a
-{x{aTx)(s)'(J
o
f) semispatiul deschis mirginit de xa.o( } GDa,d -
- dx[aTx > (<)o |

g) tronsonul; intersec{ia unui numdr finit de semispatii

inchisge..

h) poliedrul convex; tronsonul midrginit.

~ Propozitia A.1.1. Ea R® este convexa dacd gi numai
dach, oricare ar fi x,y€ & , atunci [x,y]< . ‘

Propozitias A.1,2. Daci Hﬁ, L‘leate o familie de mul-

timi convexe, atunci UC\I ﬁ este convex#.

Propozitia A.1,3. Dacd ¢ : B® —» R" este o aplicatie
afind gi f este convex#, atunci 'P('e) este convexi.
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Definitie. Dimensiunea lui ¥ (dim. ¥’ ) este dipensiu-
nea celei mal mici varietati liniare V™ care conyine pe f . Prin
int. f s IT. ‘? vom desemna interiorul, respectiv, frontiera lui s
definite relativ la topologia indusid in ¥,
Propozitia A.l.4. Dacd ¥ este convexd atunci int. &7

este convexi.

Observatie. Deoarece orice varietate liniara V a lui R
este translatata unui subspayiu liniar, putem considera, in cazul
CC R, diw. ¥ -r<n, ca €< R.
Definitie. Acoperirea convex# a lui r ([(€1) este inter-
secfia tuturor multimilor convexe care con{in pe ¥ .
Definitie. Acoperirea convex# inchis# a lui 2‘,"([?])
este intersectia tuturor wmul{iwmilor convexe inchise care contin pe &,
Propozitia 4.1.5. [ €] si [-E;_] sint multimi convexe.
Propozitia A.l.6. [{_,2] coincide cu inchiderea lui [€].
Propozitia A.1.7. [‘6] - {xe R® | exista xl,....xn*le 2.

n+l . 1
Apseess A1 %0, S— Aj-l, astfel ca x = "? /\1"1 "
1=1 =1

Demonstrafie: ,
a)[€] -{x € Rn| existd ¥ <@, | @yl g1
‘Aai acexc R, Aa > o, v

> 2 A g=1, astfel ca x = = A, a }

n‘fx ae€ ‘G’x a

Egalitatea se demonstreaz# prin dubli incluziuns.

b) Ple xe[@lsi al,...,a5 @ , Ksvon vy by B0,

A 3
77 el % g Agat
Presupunem k > n+l (in caz contrar, propozitia este ve-

i "
rificata). Atunci { a 51_1'_”“ sint liniar dependenti. Exist#d deci,

k
0/1,..., oA, & R,?_—_'l_df # 0, pentru care:
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k
;di‘i =0, 2:0(1-0
- 1-1
Deci, oricare ar fi ,9 ’

k k ;
(A.1.1.) x = f%l A1a1+/] 21:1 o(iai- 12% (Ai+/4«1)a1 .

A A
Alegind = min. . R 4 > 0, rezulti:

11 +/441 2 0, pentru 143, )J’ /JJ(J-O

gi deci, (A.1.1l.) d# o reprezentare a lui x ca o combinatie liniard
convexi a cel mult k-1 elemente din {§ . Procesul continud pind cind
numirul elementelor reprezentiirii devine cel mult n+l.

Propozitie A.1.8. Fie f£:¥ — R liniara. Atunci f este

continud gi existd a € R®, af0, astfel ca f(x)-e&

Demonstratie:
Pie ol,...,0" vectorii unitari din R®. Notam a, =f(el),
g |
a-(ai). N
Atunei, pentru orice x & Rn. X = FI xio" g1 deci:
1 T
f(x) = £( 2 x;e°) = Z x;a,=a x .
i=1 i=1
Fie x°¢ ¥° .
l£(x)-2(%)] ¢ 3 » °) 3
x)-f(x")] ¢ = [ ayllx, -x/ | ¢ wax. Ix;-x; 1 2_ a =
i=1 i i=1
B
= Hx=-xN-2— a,
i=1
De aici continuitatea lui f,
Propozitia A.1.9. Daca Y este compactd, atunci [&]este
compacti.
Demonstratie:
1
P % L. = 1
© B detdyd ...l A 5 = A-1fem
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Bvident, & B este poliedru convex, deci mulyime compacti

gi convexi#. Fie:

n+l
n+1l 1
£ P8 B xR f(ad e 0 Ayx

n+l ori

peei, (P x€x...x¥)= [E]. In plus, f este conti-

nui

n+l
ﬂf(s,xl,...,xn+1) £(s, x.....xn"l)n HF ) xt- 2"_1' 117(1 ”é

n+l

1 + -~ n+l - n+l -
£l ?; xi- ngi Aixin +”2: A 12-5 Iixik 12-‘-:'1- /\1 Tara

- n+l
¢£ |A1-Aluxiﬁ$ max. uxi~xiﬂ +nax. 1A -Ail}:N
=]l 1‘ 1£n¢l

1
4(1‘;{‘_1 ) :-m;.{|x§-?z§| v 1A= Xy -

- (24 %.:_lu'ii n) ﬂ(s,xl,....xn"l)-(s xl,...,x +Lyy
i=1

In concluzie, [¥] este imaginea compactului Y 'x¥x...x¥
prin functia continuid f.
1 k n 1 k
Corolar. DacH a',...,a & R, atunci[ a",...,a ] este
compactd, ‘convexi.
Propesijia A,1.10. Daea ¥ este nevida, convexd gi in-

chisd g4 O« ¥ atunci existd a0, o > 0, astfel incit &c 3&-(

Demonstratie:
Pie B(o,r)- {x€ R*| nxug r} cu r suficient de

mare, astfel ca:

CNB0, )8
Dar ¥ NP(O,r) este compacta, convexd gi deci, a-
plicatia J. | igi atinge minimul Intr-unm punct xo;
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o o
Ux Nt = min. pxh ,0 <lhxng T
X€ t‘.-’f) %(O‘r)
Atunci, pentru orice x € &, HxIl 21 21l .
Definind asx’, rezulta alx 20 x°n 2

Intr-adevdr, pentru A4 € (0,1), A x+(l- A )x°et® g1 dect,
Hdx + Ct-A)xeli2y Nxopd

Allx 12 + A® 0 2 202- A x 2210 2

Pentru A -20, resulti: (x°)Tx 20 ®n?

opn2
Luind of = -rezultd propozifia.

Propozitia A.2.11, (Teorema de separatie strictd). Fie
(1, \?2 convexe, disjuncte, "fl compacti, ‘f?_ fnehist. Atunci
sxistd un hiperplan “f(".( care le separd strict.

Demonstratie:

)“1- e, -{z-x-ylxc ‘t’i.,y e ?2* este imchist gignu.
De asemeni 0 EU1- ¥, ( ¥, NYF,~# ). Exista, deci k0 astfel ca

aTz >/$ oricare ar fi z € ‘6’1- ‘fa. Atunei :

alx > aly ¢/l , oricare ar fi x € ¥, Y€ T,

Luind & = sup. n'ry + 3/2 € =@ , rezultyy
Ye§

alx >et >nTy , oricare ar fi x € ‘fl,ye 2P

gi deci hiperplanul xa;d separtt strict pe ‘fl de ¥ Py

opozi . Fie ¢ convex#, nevida, 0 & ¥” .
Atunci existd a0 astfel ca ¥g L, o -
‘

Demonstratie:

Pentru fiecare x € ¥, fie f‘- {¥1 nyn -1,77x 2 0}

Oricare ar fi xl....,xkc.r " [_xl,....xk] este compact#,
convexa, necontinind originea. Bxistd deeli FJFO cu ;Ix > 0, peantru

toti x 6[!1....,}] . Luind &ay “4_—- , reziulta aTx > 0, pentru
y

totd x € [ty .., x57 .
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N k
Deei, a € Ql fxi , adicd familia de inchise {‘fx} xee

din compactul (yl hyn = 1} are proprietatea interseetiei finite.

De aici, o
qg'f"” , existd deci, a € ft.xif cu a#0 ( Mall =1),
xX€

cu alte cuvinte, a x > 0, pentru totli x €& .
Propozitia A.1.13. (Teorema de separatie nestrict#).
Fie ¥, ¥, convexe cu int. ( ¥, N E,)@ . Atunci exista

Ty, pentru orice x € f’l gi y€ ):"P.

a GRn, af0, astfel incit aTxa. a
Demonstratie: y
int. ( 5’1- t’a) este convex#t gi O & int.( E’l- o).
Atunei existd a/0, astfel ineit int.( ¥~ ¥,) € <), , . Results
o= ’

de aici ca fl- ‘PZ < '-'Da‘o‘

Deci arzﬂpontru orice 2z € ‘g’l- 2?2,. adicad aTx ;}‘aTy.
pentru orice x € ¥, 31 ¥ € Z,"a .

Propozitia A.l.14. (Prima teorem#d de intersecyie). Fie

‘(i...., ‘fk convexe, compacte, astfel cai

K- &1 Y2, este convexs

fJ“’ i=l,..., k.

t...a.:.)h’
-

#
Atunel, f% ‘c’iﬂ .
i=1

Demonstragie:

Prin induetie relativ la k.

k=2, 2., €@ o0, convexe, compacte gi &, U, con-
vex#i. Prin absurd adeitem ci 'fl N \‘—’2"’ . Existd, atunci un
hfporplan ta,a{ care separa striet pe fl si 25
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(Aa1.2v) aTx < <aly,x € € TE o

Fie x € %’1 gl ye ?2. Atunei [x,71c™f U &, Cum
r(z)-a'ts este continu#t, f( [ x,y) ) este compactd gi contine, deci, pe

[£(x),2(y)]
Rezult¥ existenta unui z€ ¥, U ¥, ou f(z)=o . De

aici sau z & ‘Gl. sau 2 & 1"2' contravenind lui (A.1l.2.).
Presupunem propozit{ia adevidratd pentru cel Iultkk mulgimi.

Fie ¥,,..vy @y, 0atisficind ipotezele. Notdm & = () ‘fi.
i=1

CFP este compactd gi convexd. Prin absurd, ey, 179
Existd un hiperplan f(.‘d care separd atrict pe o

de Z,’ .
k+l
Definim ¢! = ¥, N x.'.( Wi=1,...,kel. Atunei:

k ' k+l k+l
(A.1.3.) €, - ' . "
PAAEYASENVE L L ¥
ultimul termen al acestor egalitat{i fiind, evident, multime convexi.

k
‘(A.l-l‘c) q VJ’ / ﬂ ’ 1-1'...‘k
3
k
Intr-.d ﬂ i t -
evir, in caz contrar, @ f."( f\(!-ﬁ1 ?d)'
F7
ceea ce ar implica una din alternativele:

k
i -
W 0Ty

AL
- kel
1) (N PN T - N €49
J.l -
3# 7

k

WO (N PPNE- 2.8
=1
i
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toate trei fiind interzise de ipotezele propozitiei.
(A.1.3.),(A.1.4.) gi ipoteza de inductie implicH:

A glis
#1 1
adicH, (nx. o £ @, contrazieind proprietatea de separatie strict#
v
a hiperplanului x. ¢ *
,

Propozitia A.1,15. (A doua teoreadt de interseetie). Fie
'fl...... ¥y convexe gi inchise gi € convexd, astfel ca:

€N I;-\ @ AP Ll
.l
Al
Avuact, @) /f\l RV

Demonstratie:

Pentru fiecare iel,...,k, alegem e TN( (kl EJ).
T
GD- [xl.....xk] este con;'mcta, convexd, inclusd in ¥
Notind J),- O N&+i=1,...,k rezultd: -

O Di - 0'( g{lt’i) e , convexi

i=1

éﬂ;’ 4 @ (conyine pe x'), 1-1,...,k.
n

k
Conforam propozitiei precedente, /‘]l aDi/ﬂ, adics
k i=-
Qn({\l & 4)F P i cu atit mai mult
" k
i=1
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Definitie. x este punct extrem al wmultimii convexe ¥
dac# nu existd xl.xae‘f’ , astfel ca x € lxl,xa] .m‘xl. xea .

Notdm cu ext. ¥ mulyimea punctelor extreme ale lui v .
(profilul lui ¥ ).

Propo .16. Dacd ¢f este o transformare afini a
lui R® fn R atunci ext.'" @ () & Y(ext. ¥ ).

Propozitia A.1.17. Daca S]?x” este o razd incidentd in

x, atunci x este singurul punct extrem al ei.

Propozitia A.1.18. Dac# x',...,x* € R® atunci
ext. [xl.xzj -{x1.12} . ext. [xl,....xk_]g {xl.....x.j.

Definitie. Fie ¥ convexa. R « °0be biperplen de
’
sprijin la ¥ dacd © ﬂx A @ gi inf, alx = ol sau sup. alxe o
- €Y xe @
Definitie. Pio\gbavm. 8e numegte fatd de ordin
n-~r(r€2,0 ¢ r £ n) a lui ¥ o submultime nevidda = ou proprietatea
cd existd r hiperplane de sprijin la ¥ , 2 s J=lyee.,r, 1i-
2’y o 4
r
niar independente, astfel ca F - T N( N K.J ).
=1 T Ky

O fatd de ordin o se numegte virf al lui ¥ .

O fatd de ordin 1 se numegte muchie a lui Y .

Propozitia A,1.19. Dacd x este virf al lui Y& atunci
x @ ext. &= .
Demonstratie:

Presupunem x & ext. ¥ . Existd, deci xl,x‘?&f. xJ'ﬂ
# x2 gl A€(0,1) astfel incit x= Axl'-o(l- A )1:2.

Deoarece f(ad y sint hiperplane de sprijin la % ,

'

putem presupune (nJ)Ty 2o J.J-l,...,n, pentru orice y€ ¥ . In par-
ticular,

(ad)Tut > o god=1yeeym, 1-1,2.
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De aici gi din inegalitiyile precedente,

(a'j)Tx:L = i J=lye..,n, i=1,2,

Or , sistemul (a")Tx - X J.J-l....,n are solutie unied.

Deci x = xl - xa.

Propozitia A.1,20. Tie ¥ convewt gi Klwl un hiper-
plan de sprijin la ¥’ . Atunci ext. ‘@nx.‘* c ext. ¥ . :
Demonstragie:

Fie x ¢ ext. &N x&‘ o gi presupunea prin absurd c#

x g ext. ¥ .

Bxistd, deei xl.xaef .xlﬂ x° gi A€ (0,1) astfel ca
x= A xe(1- A )x® .

Presupunea aTy)}-( s Oricare ar fi y e ¢ . Deoarece
X Ay S

o = nTx - Aa'!xlo(l- A )th‘? . .

Deci, a'x'ea’x’= of , adied x',x°€ ‘em“ ( contresi-
cind presupunerea asupra lui x.

Propozitia A.1.21. (Teorema hiperplamului de sprijin).
Dacé ° este nevidd, convexid, inchisid gi wmirginita inferior (superior),
atunci ext. ¥ 4 ¥ gi orice hiperplan de sprijin la Y ocon¢ine cel
putin un punct extrea al lui ¥ .

Demonstratie:
' Prin inductie relativ la r = dia. ¥ .
: r=ly%ste de forma [«,=c) §i comclusiile sint evidente.

Presupunem adeviiratd propoziia pentru orice multime de
dimensiune cel mult r. Fie ¥ cu dim. ¥ = rel gi t‘“( m hi-
perplan de sprijin la ¥ . (Existd asemensa hiperplane; de exsaplu

('1)Tx = ‘ i cu «1 - :‘:{é (.1)1’1-:1‘2.? (.1)21,1-1,.-..11)

/
Atunci ¥ = €n r" « este nevidd, convexi, mirgi-
nitd inferior, cu dim. ¥ =r. Bxistd, conform ipotezei de imductie,
x €oxt, ¥ ! .
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1 .2
Prin absurd presupunem ci x ¢ ext. ¥ . Fie x ,x€ ¥ ,
xl/xe. A€ (0,1) astfel ca x= \ xlo(l- A )x2. Dar:
(A.1.5.) alxt 2l nTx‘?;a( gi deci

(A.1.6.) o = lTx = A nTxl+(1- A )1T123 =4

Din (A.1.5.) gi (A.1.6.) reszultd:
lTxl-nTxZ- f
adica xl.xzs J(‘.d sau xl.xas 14 ! contrazicind x € ext. %’

Deci x € ext. ¥ .

Propozitia . Dacda Y2 este nevidd gi convexi,
atunci pentru fiecare x € fr. ¥¥ existd un hiperplan de sprijin la ¥
care conjine pe x.

Demonstratie:
Rezultd imediat din propeziyia A.l.13. luind &= 37,
fz- ixy , o = alx .
. Propoz .23, Fie 9= R® un tronson convex. A-
tunci ext. *7~ este mul{imea punctelor lui <~ care sint intersectii-
le a cite n hiperplane frontierd liniar independente.

Demonstratie:

K
File I = N
1=1 "D.*. "9

i,? i
Dacd x ¢ 9= @i = iel, ...
€ .9 (a™)"x .‘i’ ’ ya cu 4a ’1.1'_“'11
liniar independenti, atunci x este virf al lui T gi deci punct
extream.

Reciproc, fie x € ext. 7~ gi J €{1,...,k| astfel
incit,

(a)x - Ayl €y

(ah)Tx « ookl Aol % 9

J 1.T
Notdm A" = ((a™) )16 g # A‘fs coloana a s-a a lui AJ.

J
A oy 8=1,...,n sint liniar independente. Altfel, exista

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



29%

a .
Por nz:l A i 40, ?;:l A 8,1'_’8 - 0. Punind b=( £ ) ) . o0 ©°
8= e

poate determina & 40 astfel ca x + € bg¥F . De alei, x =
-é(x‘{b)oé(x-lb)gidecixﬂ ext. T .
In concluzie, |J | 2n gi existd n hiperplane fronti-

erd liniar independente pe care se afld x.

Propoziyia A.1.24. Fie ¥ nevida, convexd gi compactd.
Atunci Y@= [ ext.®]
Demonstratie: ’

¥alext. ®] deoarece ¥ este convexi gi inchisa.
Prin absurd, presupunem incluziunea inversd fals#i. Atunci
existd x°¢ v , x°€ [ oxt.&] . In acest caz, existd Xnd care
separd strict pe x° de [ext.¥]
aTx® << a"x, x € [oxt. ¥ ]
De aici,
/s - win. a'x < aTx’< « ¢ -Tx, x€ [ext. ¥]

x€E¢
or , alx = //3 definegte un hiperplan de sprijin la Y -

Existd dect y € ext. € aa.tfel ca aTy -/5 , ceea ce contrazice lan-
tul de inegalitati de mai sus.

Propozitis As1.25. Dacd ¥ este compactd gi |ext. €[ <o
atunci ¥ = [ext.¥]
Demonstratie:

Tinind seama de precedenta este suficient sid dewmonstria
egalitatea: .

lext. 5] = [ext.®)

Deoarece [ext. W] este compact, Lext.®]a[ext. &) .
Incluziunea inversa este triviald, prin definitia celor doud aceperiri.

Corolar. Dacd ¢ este poliedru convex, atunci Y -[ex»‘.(’,"i

Propozitia A.1.26. Dacd & este convexid, inchisi gi
xl,xag ¥° atunci pentru orice y # O, @ 1 . ¥ dacd gi numai dacd

®
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Ry € C
Demonstratie:

Presupunem ?1 s -

Fie /L\»O gi A€(0,1). Atunci x + -;- ycf gl deoarece
este convexi, rezultd cd A (x ‘;—y) + (1- A )x ¢ ¥ . Bau,

2, R A e

Dar, deoarece ¥ este inchisd, pentru A 0, rezultl,
CpYET sl dect Qo T
Observatie. Multimea ccf-ﬂylﬂ"gri eate indepen-

dentd de x &€ f

Definitie. oc (€ se numegte conul caracteristic al lui %,
k

Propozitia A.1.27. Fie tronsonul T« N OD J
J=1 a’, ’(J

k
Atunci: ccT = N .
J=1 Qad.o
Demonstratie:
Fle y € cc<y— . Atunci, pentru orice x€F gi 42 0,
x* Ay eT .
J\T 3T A
Deci, (aY)"x + A (aY)"y >’°(.1' oricare ar fi A4 > 0,
Jolyen. k.
Daca, prin absurd, (aJ)Ty ¢ 0, alegind A suficient de
mare, inegalitatea precedent;u ar fi contrazisi. Deci (aJ) y 2 0,
J=lyee.,k adicd y& n 359, do

Propozitia A.l,28. f convex# gi inchisd éste nemargi-
nitd dacd gi numail dacHd conyine o razi.

Demonstratie:
Fie xo€ ¥ i pentru fiecare A 2 0, notam,
?(X°.A)-{x) hx-xn =4f .

Deocarece \f este nemfrginita, rezultd ca, pentru fie-

care A» 0,
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D. Y, AINE AP

rie £, 1R =9 (0,1), definita prin:

o
FUCORE
91‘ notém F = £, ( ?A ). Clar, 9-; este inchisd gl nevidd, oriceare

ar fi A> 0. : 5
Fie acum AcA! gl y'e ﬁ'. . Existtt x'€icu y'= xj;i-

Dar, deoarece Y este convexi, £x%,x']Jg ¥ si deci:

x= &x' ¢+ (1- I)-'r)xoéf . Observind cd \ x-x°01 =
o
x—
- -“4 N x'-x°1 = A gi ca y' = -1-'— deducem c# '?;p€$' .
. Atunci, datoritd compacitagii lui Y (0,1), A/\ q; A0
>0
.Fie y un element din aceastd intersectie. Rezultd Q 0 €
xy

Cealaltd implicatie a propozitiel este banall.

Propozitia A.1.29. Dacld Z° easte convexi gi inchis#,
atunci cc ¢ £ { 0’ dacd gi numai dacd ¢ este nemirglnitd.

Propozitia A.1.30. Dacd Y este convexi#t gi inchisi
gi nu contirs drepte, atunci ¢ = Le;t:—.?] +cc® .
Demonstratie:

Prin inductie relativ la n = dim. ¥ .

Pentru n=1, adaeviirul propozitiel este evident.

Presupunem adeviratd propozitia pentru orice mulfime cu

dimensiunea cel mult n. Fie % cu dim. ¥ = n+l gi x € ¥° . Dacst
este miéirginitd, atunci, concluzia rezultd din propozifiile A.1l.22. gi
A.1.27.

Altfel, fie t € cc ¥ ,t#0. Decarece ¥ nu contine
drepte,

sup.‘, J»;le-&\tf‘b’t- AO( + o< g

Mai wult, ¥ fiind incnisd, y' = x - A S5 E I € .

Fie ‘jc hiperplan de sprijin la ¥ continind pe y' ,
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st ¥ -enR

Deocarece dim. ?? !an gl f’ satisface ipotezele propozi-
tiei. rezultd c# 1
y' = z+u, cu z € me'] .uecc&’" .
De aici,

x=z+u+ A oh

A

or , ext. }f’g -ext.‘? gi deci z € [9;7:-.—?] gi notind
y=u+ Ag t, rezultd y € ccE

Corolar. Dacd < este un tronson convex mdrginit infe-
rior (superior) atunci <7~ = [ ext@] + ccT cu ccT # {0} dach gi
numai dacd J este nemirginit.
Demonstratie:

Intr-adevdr, in acest caz, decarece | ext. l(“, Lgxt.?j-
:[e;.—'.‘r]

In plus, dact <7 este midrginit inferior, nu contine
drepte. ‘

Propozifia A,1.31. (Teorema de punct fix a lui Brouwer).
Fie ¥ nevidd, convexd gi compactd in R gl ¢ 1¥€— 7 contiaui.
Atunci existd x € ¥ , astfel ca x = P (X) .
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A.2. uri Mari
Fie (R, X , P) un cimp de probabilitate, T < R gi

')Xt} te T o familie de variabile aleatoare cu valori in mulfima
I=40,1,...} (numitd wultimea stérilor).

Definitie 4x.§ e ©ste un lamy Markov, daocd, pentru
orice intreg n » O gi pentru orice tl,...,tnc 2, t]_( ta... <t, g
11'030'15‘ I. @ &

P(n,‘n =1 | utkcik.k-l,...,n—l) = P(xtn'inl xtn-l a1
ori de cite ori membrul sting al egalitaii exista.
Vom lua in comsiderare cazurile T={ 0.1,...} gi T ="
=[0,=o) . '
In primul casz girul {xnj a=0{1,.. ©°° va numi leny
Markov cu parametru diseret, in ecel de al dollea {.xt} t€l0, =) °°
va numi lan{ Markov cu parametru comtinuu.
Pentru fiecare s,t € 7,3 < t, definim "matricea de tre-
cere”: )
P(s,t) = (py4(8,8))y 4 1
unde!
Py j(8,8) = P(xy=J | xg=1)
Propozitia A.2.1. Dacd 8, ¢ ,t € T,8 « 8< t, atuned

este verificatd relagia Chapman-Kolmegorov:

,‘(‘.t) = P(l. 4 )-P( | 4 ,t)
Fie p(t) = (pe(t),pl(t),-..) repartitia variabilei
xt’t &«7T

PJ(‘) = P(xt'gj)n" €1
Propozifig 4,2.2. Dacd s,t € T,8 < t, atunci,

- p(t) = P(s,t).p(s)
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Definitie  Lantul Markov (.xti v T. esta omogen (are
probabilitdtile de trecere stationare) dacd P(s,s+t) este independents
de s, pentru orice t &€ I.

In acest caz not#m cu P(t)=P(s,s+t),s » O, matricea de
trecere dupd timpul t. Prin definitie P(0O) este matricea unitate.

Pentru un lant; Markov omogen, relatia Chapman-Kolmogorov

se scrie:
(A.2.1.) P(s+t)=P(8).P(t),s,t& T
De asemen®q propozitia 2, devine:

(A.2.2.) p(s+t)=P(t).p(s)

Pentru un lany{ Markov cu parametru discret, se poate a-
rdta cA este omogen daci P(m,m+1l) nu depinde de m.

In cazul T= [0,=>), vom folosi notaiile:

p, (%)
Gy - Ue e e 1,14
t> 0

p4(t)-1
gy = Um A ye1

t =0
t>0

ori de cite ori aceste limite existi.

A.3. Functiile Bessel modificate, de speta I.

Definitie Pentru r intreg, seria de puteri .
2J+r

O (z)
Jr(z) - E > lZ" ]
j=nax. § 0,-r} T (3+1) T (j+rel)

se numegte functia Bessel modificats, de speta I, de ordinul r.
Propozitia A.3.1l. J_o(2) = J(z) y 1zl g1

Demonstratie;

Presupunem r 2 0
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2j-r
= o LR
o Ay 3?:'; C(j+1) T (j-r+l)
gau, punind k=j-r,
e (z)2k+r
5 PP A PRTNLV LR o
Gl ®? kZ-; [ (kersl) M(kel) il

Propozitia A.3.2. Penbru r 21, z(Jr_l(z)-Jr+1(z)) -
- 21‘Jr($). sl €%

Demonstratie: : Y o

(e & e -
2(J._,(2) Jr+1(z) 2[ 3=0  T(J+1) " (J+r)

3 et [ty
3=1 r‘(a)f‘(:hm r() rer)

Vi ariiieloy,
- 2 +

J=1 (Jn) M(J+r+l) r()r(e+1)

T 2J¢!‘

z

+ Z (é) ] = ZrJr(z) *

d=1  [(3+1) I (J+r+d) :

. Lo |

o
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