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2 Cuprin• 

INTRODUCERE 

Io acest cure prezent&n noţiunile şi rezultatele de bazli'. ale 
teoriei deviaţiilor mari, impreună cu aplicaţiile importante care 
decurg de a.ici. 

Capitolul 1 se refer)i la primele rezulta.te de acest tip, obţinute 
de H. Ora.mer ( Random Variables and Probability Distributions, 
Cambridge Univ. Prese, 1938}1Ji H. Chernoff (Ann. Math. Statist. 
23, 1952, pp. 493-507) in ceea ce privelite suma normalizatl 
a varia.bilelor alea.toa.re independente şi identic repa.rtizate, in 
cazul real şi in raport cu o semidrea.ptlt Totodată studiem in 
detaliu proprietM.ţile tra.neforma.tei Cramer, in funcţie de ca.re se 
exprimă. valorile asimptotice că.utate in teoria deviaţiilor mari. 

ln capitolul 2 prezenU.m rezulta.tele generale ale a.cestei teorii, 
in cazul in care variabilele aleatoare iau valori intr-un spa~iu Ba.
na.eh separabil, urmând rezulta.tele lui M. Donsker-S. Va.radha.n 
( Comm. Pure Appl. Math. 28, 1975, pp. 1-47; 29, 1976, pp. 279-
301; 29, 1976, pp. 389-461), in formularea.lui R.R. Bahadur-S.L. 
Za.beli (Ann. Prob. 7, 1979, pp. 587-621). Problema. care rlmâne 
a.cum de studiat este de a calcula. explicit transformarea Cra.mer. 

Cazul cel ma.i important ( din punct de vedere pra.etic) in ca.re 
se folosesc rezultatele din capitolul 2 este cazul gaueian, adicM. 
atunci câ.nd legea. varia.bilelor alea.tare considera.te C8te gauBÎană 
pe un spaţiu Ba.na.eh eepa.ra.bil. Prezentlm. a.ceste lucruri in ca.pi
toiul 3, in care tratăm apoi cazul particular al spatj.ilor Hilbert 
ei, in fine cazul legilor traiectoriilor proceselor ga.usiene. 

Aceste rezult,a.te permit ca, in capitolul 4, sli justificam studiul 
deviaţiilor mari, prin câ.teva. a.plicaţii irnporta.nt,c. Prezentăm 
rezultatul (cu caracter statistic) al lui I. Sa.nov (Select. Trans. 
Math. Stai. Prob. l, 1961, pp. 213-244) privind deviaţiile mari 
ale legii empirice a unui eeantion dat, apoi studiul "cozilor" 
măsurilor şi proceselor gausiene ( dupli Donsker- Var ad ban) şi 

rezulta.tul lui M. Scbilder ( Tran.,. A mer. Math. Soc. 125, 1966, 
pp. 63-85) in ca.re se ca.lculeaz~ explicit transformarea Cra.mer 
a. legii traiectoriilor Illlilcării browniene. lncheiem a.cest ca.pitoi 
cu prezentarea demonstra.ij.ei legii tari a. numerelor ma.ri pentru 



Cuprins 3 

vari.o.bile alea.toare cu valori in spo.ţii Bana.eh {după Ranga Rn.o) 
şi o ultiml aplicaţie la ob~erea formei funcţiona.le a legii log
aritm ului iterat, după V. Strassen (Z. Wahrsch. verw. Geb. 3, 
1964, pp. 211-226). 

1n capitolul 5 prezent~m rezultatele recente ale lui M.I. Freidlin
A.D. Wentzell (Random Perturbations of Dynamical Systems, 
Springer-Verla.g, Berlin, 1984) privind perturbaţiile alea.tare mici 
ale sistemelor dinamice, tratate ca probleme de devia.ţii mari 
(uniforme), datora.te unui proces ga.usia.n sau unui zgomot alb ; 
a. doua situaţie revine la. studiul deviaţiilor soluţiilor ecuaţiilor 
diferenţiale stoca.stice perturbo.te. In spiritul a.ce8tui capitol, di
recţii mai generale decât cele trata.te aici sunt cele lega.te de di
fuzii cu timp de explozie finit sau pe o varietate diferenţia.bilă, 
perturbaţii aleatoare ca.re conduc la. procese discontinue sau ca.re 
provin din fenomene ergodice (m~uri aleatoare), cele lega.te de 
principiul de mediere, problemele echilibrului şi stabilită.ţii. Nu 
am tratat aceste direcţii, dar ele pot fi găBite in cartea cita.tă a 
lui Freidlin-Wentzell, ca şi in D.W. Stroock, An lntroduction to 
the Theory of Large Deviations, Springer-Verlag, Berlin, 1984. 

Am inclus o serie de exemple şi exerci\ii, in majoritate a.plica\ii 
imediate ale teoriei. Pentru a inţelege foarte bine acest curs, sunt 
necesare, in afară de ingredientele probabiliste (teoria proceselor 
şi calcul stocastic), noţ.i.uni legate de măsuri pe spaţii vecto
riale, a.nalid. funcţional1, topologie, operatori liniari şi functii 
convexe. 
Aş dori s~ mulţumesc d-lui profesor Paul Deheuvels, care mi-a. 

pus la dispoziţie mai multe versiuni ale acestei teorii, precum şi 
d-lor profesori Ion Cuculescu şi Constantin Tudor, care au citit 
manuscrisul şi mi-au indicat punctele, necesare şi importante din 
punct de vedere probabilist, pe care sit pun accent. Mulţumiri 
totodată d-nei profesor Monica Dumitrescu, care mi-a indicat 
legăturile posibile ale a.cestei teorii cu statistica. 

Gh. Stoica 

Paris şi Bucureşti, 199.5 
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DEVIATII MARI PE 
DREAPTA 

CLASIFICAREA STATISTICA A ABATERILOR 

Fie Fn (:i: ), n ~ 1 şir de funcţii de repa.rtiţie ca.re converge 
(slab) cttre o funcţie de repa.rtiţie F (x). Fie Xn, n ~ 1 şir 
de numere reale care converge către +oo când n -+ +oo. Este 
clar el F,. (x,.) converge cltre 1 şi el F .. (-x .. ) converge cltre O 
când n -+ +oo. Problema ca.re interesea.zlt este ob\inerea. vitezei 
de convergenţl, a.dicl studiul comportamentului asimptotic aJ 
expresiilor 1 - F,. (x,.) şi F,. (-x,.) când n-+ +oo. 

Fie { X .. , n z: 1} §ir de variabile aleatoare reale independente 
şi identic repartiza.te, cu media O şi dispersia 1. Stim el, pentru 
orice x E R avem 

p [ X1 + .Jri + X„ :5 z] -+ <Ii (x) 

câ.nd n -+ +oo, unde <I> ( x) = 7j; J:
00 

e _%l l2dx este funcţia. 
de repartiţie a. legii norma.le (ga.usiene) N (O, 1). Fie F .. (x .. ) = 
P(X1 + ... + Xn ~ x) ; atunci Fn (fox) -+ <I> (x) când n -+ 

+co, pentru orice x E R. Cu alte cuvinte 

1 - .Fn ( vfnxn) = P ( X 1 + .. -+ X n > Xn -Jn) -+ 1 - 4> (X) 

când n-+ +oo, unde x .. = x. A ba.terile x„ de a.cest tip se numesc 
ordinare ; a.ba.terile x„ cu Xn = o ( .../n) şi Xn --+ +oo se numesc 
mari, ia.r cele cu Xn = cv'[ogn se numesc a.ba.teri medii. 

Io statistică. sunt cunoecute rezulta.te de tipul următor. 
ln ~azul abaterilor mari, dacă există t > O cu E ( etXi) < +oo, 

atunci 
1 - Fn ( foxn) 

1- <I> (xn.) 
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= e~!/2 [~f e-~nl./n E ( etX1) ]n (1 + O ( x1n 
1)) . 

In cazul abaterilor medii, dacă există k = k (c) cu EI X1 I"< 
+oo, atunci 

I - F,. ( 'rix,.) d ____ v_ "- ---t I can n -+ +oo. 
1 - 41 (x,.) 

Sli remarcăm el, dacă x,. = X vn eau x,. ~ c..Jn sau x,./ vn ---t 

+oo, rezultatele de ma.i su~ nu ma.i sunt adevărate. Dacă z,. = 
x..Jn., atunci trebuie discutat comportamentul la limitl:l al ex-

p ( Xi + . ~-+X„ C X) . 

ln statistică, acest tip de abateri se numesc excesive (sau abateri 
mari de la medie). 

Pe câmpul de probabilitate (O, I(, P) vom considera un şir 
de variabile alea.ioan· real" {X.,,, n? 1} indrpendente §i identic: 
repartizate, cu repartiiia (legea) µ. Să notăm 

(I.I) 

Comportamentul o.simptotic al proba.bilită\ilor 

P (X„ E A) , A borelianl:l din R, câ.nd n -+ oo 

este descris, in ipoteza J I x I dµ(x) < oo, de legea tare a nu
merelor mari. Mai precis, intrucât X,. -+ m := J xdµ(x) aproape 
sigur, ob~inem că lim,. ..... oo P (X„ E A) = 1 da.că A con ~ine o 

vecin~tate a lui m, in timp ce lim,. ..... 00 P (X„ E A) = O dac~ 
m(ţ. A. 

Pentru n mare, un eveniment de tipul { X n E A} cu m (ţ. A 
reprezintă o situa~ie de "deviaţie mare" in raport cu m (sau de 
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la. media. m). Califica.tivul "ma.re" se refer~ la. faptul c~ X n evitl 
o vecinlta.te a. lui m a. cărei mă.rime nu tinde la. O când n -+ ex,. 
1n a.cest context, "deviaţiile mici" corespund evenimentelor de 
tipul {X„ EA,.} cu A,. = m + "FB, B borelia.nl din R i.e. 
evenimente a.le clu-or proba.bilitM.\1 converg "in general" dUre 
limite nenule descrue de teorema. li.mit'- central~. 

Io a.cest capitol vom prezenta. deviaţiile mari în cazul in ca.re 
multimea A de mai sus este o semi-dreaptă. realt. 

DEFINITIE. Notlm. tran3formarea Laplace a repa.rtiţiei µ 
a.plica.ţia. µ.: R - (O, +ex,] da.tă de 

(1.2) 

şi transformarea Cramer >. : R - [O, +oo] a luiµ aplicaţia 

>.(x) = sup[tx - logµ.(t)], x E R. (1.3) 
teR 

Observaţii. 
l. Ca anvelopil superioad. de funcţii liniare, >. este convexă şi 

inferior semi-continuă. 
DacK are loc J Ix I dµ(x) < ex>, atunci 

2. µ.(t) = +oo pentru orice t > O~ >.(x) = O pentru orice 
X~ 0. 

3. Există t > O astfel ca µ.( t) < oo .:=::::> lim.,_00 ,\ ( x) = +oo. 
Intr-adevăr, dacă. µ(t) = +oo pentru orice t > O, din reia.ba. 

(1.3.) ob~em cli >.(x) = supt<O [tx - logµ.(t)] şi deci ,\(x) = O 
pentru orice x ~O.Do.că. existK t > O a.stfel ca µ.(t) < oo, relaţia 
>.(z) ~ tx - logµ.(t) ara.tă că. lim.,__. 00 >.(z) = +oo. Implicaţiile 
reciproce din (2) şi (3) rezultă din implicaţiile directe din (3) 
resp. (2). · 

Rezulta.tele 1,2 şi 3 rMD.â.n adevllra.te da.dl inlocuim t, x > O, 
x-+ +oo prin t,x < O, x-+ -oo 

4. Da.că.µ. este finită într-o vecinătate a. lui O, atunci funcţia. 
,\ işi atinge minimul in punct ul m = f R x dµ( x) , iar ). 11 

( m) = 
I/ a 2 

, unde a 2 este dispersia. lui µ. 
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Exemple. 
Dacl µ = p6u + (1 - p)611 cu u < v şi O< p < 1, avem 

{ 

~log~+ ~log~ - log (v - u) , da.că u < :i; < v 
11-u 1-p 11-u p 

>.(:z:) = +oo, d8Cl :z; < u s11,u :i; > v 
- logp pentru :z: = u 

-log(l - p) pentru x = v. 

Dad. µ este repa.rtiţia exponenţial~ e1, atunci 

>.(:i:) = { x - 1 - logx, da.el z > O 
+oo, d8Cl z :$ O. 

Dacl µ este repa.niţia nonnal.â: (gausiana) N (m, a 2 ), atunci 
>.(:i:) = b (:i; - m)2 

, :z; E R. 

TEOREMA 1.1. Fie {X .. , n ~ 1} şir de uari.abi.le aleatoare 
reale independente şi identic repartizate, cu aceea,şi repartiţie µ. 
Fie X n := ¼ (X1 + ... + Xn) şi >. transformarea Gramer a lui 
µ. Atunci, pentru orice a E R, auem 

- >.(a) ~ liminf .!_ log P (X ns a) (1.4) 
n~oo n 

->.(a):$ liminf .!._logP (X.,,~ a). 
n-+oo n 

Dacă J I x I dµ( x) < oo, atunci au loc şi inegalităţile următoare, 
valabile pentru orice n ~ 1 : 

¾logP(X,. :$a):$ -A(a), pentru a:$ j xdF(x) (1.5) 

~ log P ( X n ~a) :$ ->.(a), pentru a~ j zdF(z). 

Demonstraţie. Legile varia.bilelor alea.toa.re Yn := X,. - a şi 
Z.,, := -Xn a.u ca. transforma.te Cramer funcţiile x -+ >.(x + a) 
resp. x--+ >.(-x). Este suficient deci de tratat cazul {a= O} şi 
de demonstrat numai inega.liU.ţile privind P (X.,, ~ O). 
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Să. a.rătăm formulele (1.5). Presupunem că J :z:dµ(x) < O; 
definiţia lui >. devine 

,\(0) = sup [- log µ.(t)] = sup [- log µ(t)]. 
tER t~O 

Pentru t 2'.: O, putem scrie 

p (Xn 2'.': o)= p [e'<Xi+ ... +x,.) 2'.': 1] 
~ E [et(Xi+ ... +X,.)] = [µ(t)t ; 

deci 

; log P (x n 2: o) ~ ~! Oogµ(t)] = -,\(0), 

a.dicli (1.5). 
Demonstraţia formulelor (1.4) foloseşte urJIIB,toarea lemM. tehnicli 

{ca.zul in ca.reµ este "cu suport finit"). 

LEMA 1.2. Fie x,, p; (1 ~ i ~ k) numere reale astfel ca 
p; > O ~i min; x; < O < max; x, . Notăm 

- . . u:; . - I P, 
( 

Ic ) Ic n, 
b-mf LP,e ş1f(n1,,,.,n1,)-n.n-,. 

t€R i=l i=l n,. 

Atunci există o constantă c > O şi un număr natural N astfel ca 
orice n :2: N se poate scrie ca n = n 1 + ... + n1, , unde numerele 
naturale n; verifică 

Ic 

I:n,x, ~ O şi f(n1, ... ,n,.) ~ cn-kf2bn. 
i=l 

Demonstratia lemei 1.2. Conform formulei lui Stirling, pentru 
z; E [1, oo ), ob~nem 

-k./2 np, ~. -· ir. ( ) •· J ( Z11 • • • 1 Zic) 2::: TI n ~ -. g ( Zl 1 , , • 1 Zic) 

t=l ' 

S~ fixâ'.m s E R astfel ca b 
reale u, = np,e•x,jb verifică. 

I, 

Lu,=n, 
i=l 

I, 

Lu,x, = O, 
i=I 



10 1. DEVIATU MARI PE DREAPTA 

g ( ui, ... , u1,) = n-kl2b"'. 

Fără a pierde generalitatea, putem presupune că x; ~ x1, pen
tru orice i. Punem N; = [u;] şi N1, = n - Li<!< u;. Pentru A> O 
fixat şi B variind intr-un interval IIIMginit fixat, exiat1 o con
sta.ntă. c1 cu proprieta.tea 

( 
u )Ao+B > C (~)At1 

Au+ B - 1 Au 

pentru orice tJ ~ 1 şi Au+ B ~ I. De a.ici rezult~ existenţa. unei 
constante c2 astfel ca. ( npi/ Ni)N• 2: c2 ( np.f tLi)"' pentru orice i 
şi orice n suficient de ma.re. Deci, pentru n suficient de ma.re, cu 
c3 =~,avem ,. ,. 

Z:N; = n, Z:N;x; ~ O, 
i:l i:l 

g (Ni, ... , N1c) ~ c3n-kl2b\ 

şi lema este demonstrată. 
DemonstraJia formulelor {1.J,.). Putem presupune d. µ ((O, oo)) 

şi µ ((-oo, O)) sunt # O. Fie µ = Li>i p;8.,, (suma cel mult 
numărabilă) şip; > O pentru orice i. Peii"tru k suficient de mare, 
vom avea 

min x, < O < max x, . 
l~i~k l~•~lc 

Sirul monoton de funcţii J1c(t) = LI<i<kPiei.,, converge dHre 
µ(t) când le - oo, deci converge unifo~ converge dHre µ(t) pe 
orice compact inclus in {t I µ,(t) < oo}. Cum J,.(t) tinde d.tre 
+oo oda.iii cu I t I, avem 

lim [mr /1c(t)] = inf µ(t) = c:-,\(O)_ 
k-+oo t t 

Punem b,. = inft J,.(t) şi fixă'.m k. Cu notaţiile din lema 1.2. 
obţinem, pentru orice n 

şi deci 
1 (- ' liminf - log P X n ? O) ? log b k . 

n.-oc:, n 
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Fo.cem k - oo ~ obţinem formulele {1.4). 
SK trecem la cazul general. Punem YJ•) = f pentru 9 S 

X„ s f . Fie µ. legea comuni a YJ•) -urilor §i A. transformarea 
Cramer a lui µ. . Construcţia. lui µ. implicl 

µ..(t)?: e-ltl/•µ.(t) pentru orice t, s > O. 

Cum (O, +ex,) şi (-ex,, O) nu sunt µ-neglijabile, avem că µ(t) ?: 
AeBltl , cu A, B constante strict pozitive. Putem scrie 

e->.,(l/J) = U:f [e-,l•µ,(t)] ~ U:f [e-2ltl/•µ(t)]. 

Sirul de funcţii g,(t) = e-2ltl/•µ(t) converge crescMor citre µ(t) 
când s -1- oo şi c~tre +oo când I t I- oo, pentru s > 2/ B. Ca. 
mai sus, a.ceasta. i.mplicl 

lim [mf g,(t)] = inf µ.(t) = e-l(O) 
•-00 ' ' 

şi deci lim,_00 [-A,(1/s)]?: -.\(0). 
Din cazul discret, pentru s fixat, obţinem 

1 ( _(,) ) 
li.minf - log P Y n ?: 1 / S ~ - >.. ( 1 / S) 
n-oo n 

{ _(•) } 
şi ţinând cont de incluziunea. Y n ?: 1 / s ~ {X,. ?: O} obţinem 

el 
li.minf_!,logP(X,.?: o)?: ->..(I/s); 
n-00 n 

facem s -1- oo şi obţinem formula (1.4). □ 

Observaţii. 

I. Restricţiile asupra semnului expresiei [a - J xdµ(x)] din 
formulele (1.5) nu sunt puse decâ.t pentru a formula simplu sin
gurul rezultat netrivial. lntr-a.devM, da.c~ J .;dµ,( x) < a, avem 
de exemplu 
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2. Teorema. 1.1. sugerea.zK că. proba.bilita.tea. de a. gMi X n in 
vecinătatea. lui z "a.re ordinul" e-n~(.2:) ; in a.cea.etl formii'., rezul
tatul este fa.L., dar acest enunţ exprimă conţinutul intuitiv al 
teoremei 1.1., după cum vom preciza mai depa.rte. Să reţinem 
pentru moment d. valorile mari a.le lui >. corespund punctelor 
in care apariţiile lui X n sunt puţin probabile. 

PROPOZITIA 1.3. Fie [u, v] C [-001 +oo] anvelopa con
vexă închisă a suportului repartiţiei µ cu J I x I dµ( z) < +oo. 
Atunci >.( z) = +oo pentru :z: (ţ. [ u, v] in timp ce >.( :z:) este finită 
şi continuă pentru z E ( u, v). ln plus, >. este continuă la stânga 
in v ( dacă v este finit) şi continuă la dreapta in u ( dacă u este 
finit). Pentru v finit, relatia >.( v) = +oo este echivalentă cu 
µ ( { v}) = O (rezultat analog pentru u finit). ln particular avem 

JR e'~(.2:ldµ(:z:) < oo pentru orice s < 1 {1.6) 

Şt 

µ.(t) < ex:, pentru orice t > O<==!> lim ).(x) = +oo (1.7) 
;i;-++oo X 

{rezultat analog pentru t < O, x - -oo). 
Demonstratie. Deoarece Xn E [u, v] aproape sigur, formulele 

(1.4) aplicate cu a;< u ~ia.> tJ arată.co. >.(a.)= +oo pentru a (ţ. 
[u,v]. Reciproc, fie m = fzdµ(z); da.că a~ m şi .\(a)= +<X>, 
formulele (1.5) a.ra.ti c~ P (X,.~ a) = O şi deci µ({a}) = O, 
ceea ce implică a ~ v. Argument analog pentru a ~ m. Deci ). 
este finită pe (u, v); in plus am văzut că >.(v) = +oo implică 
µ( { v}) = O, iar formulele (1.4) demonstreaza'. reciproca. Toate 
proprietăţile de continuitate ale lui >. sunt consecinţe simple ale 
fa.piului că. .\ este convexă şi inferior semi-continuă. 

Formula (1.6) este evidentă dacă µ.(t) = +ex:, pentru orice 
t > O sau dacă v este finit. In cazul contra.r, întrucât .>. este 
convexă'. şi continuă pe ( u, +oo ); derivata ei .>.' există pe ( u, +oo) 
(ma.i puţin, eventual, pe o mulţime numă.ra.bilă.). O integra.re 
prin pă.rţi impreună cu condiţia. limx-+oo A(x) = +oo ara.tă. că 
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este finită. Din formulele ( 1.5) aplica.te pentru n = 1, obţinem 
căµ ([x, +oo)) 5. e-A(:e) pentru x ~ m, deci 

I 5_ L+oo eC•-l)>.(:e)>.'(x)dx < +oo pentru s < 1. 

Raţionăm analog pentru J.:'oo şi formula (1.6) este demonstrată. 
Sli demonstrlm formula (1.7). Dad µ(t) este finitM. pentru 

orice t > O, din definiţia transformhii Ora.mer rezulU., pentru 
t, x > O, că >.~) ~ t - ¼ logµ(t) şi deci liminf:e .... +oo A~) ~ t. 
Cum teste a.rbitra.r, obţinem cK lim:e .... +oo ~ = +oo. 

Reciproc, pentru orice t > O fixat, are loc majorarea tx 5. 
½>.(z) pentru z suficient de mare. Din formula. (1.6), obţinem 

L+oo ee:edµ(x) 5_ L+oo e1fz>.(:e)dµ(x) < +oo, 

deci µ.(t) este finită..□ 

Remarcă. 1n formula (1.6), condiţia s < 1 nu poate fi im
bunKtaţită (in general). De exemplu, dacl µ este gausianl sau 
exponenţială, atunci JR eA(z)dµ(x) = +oo. Acest fapt rămâne 
adev;uat pentru orice probabilitate µ, pe R cu suport necom
pact astfel ca µ(t) să fie finită cd puţin intr-un t ::fo O. In acest 
caz,,.\ ar putea fi caracterizată ca funcţia convexa'. "cea mai mare 
la oo" astfel ca fa eJA(:e)dµ.(x) este finită pentru s < l şi infinită 
pentru s = I. 
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REZULTATE GENERALE 

Fie E spaţiu Ba.na.eh real şi separabil inzestra.t cu borelienele 
B (E), iar µ o proba.bilita.te pe E. Fie (n, P) câmp de prob
abilitate complet şi X n : n -+ E şir de va.na.bile aleatoare 
independente şi identic repartiza.te, cu legea µ. Punem X n = 
¾(X1+ ... +X,..). 

Pentru orice A E 8 (E), noU.m 

I(A) = liminf .!_ log P (X n EA), 
n-+a:i n 

şi observhi că -oo $ L(A) $ l(A) $ O. 
Da.că {(A) = l(A), notll:m 

l(A) = lim .!_ log P (Xn E A) . 
n-+co n 

PROPOZITIA 2.1. Limita l(A) există pentru orice parte 
A E B (E) convexă. Oricare ar fi A, B E B (E), avem 

max [l(A), l(B)] s; {(Au B) s; l(A u B) s; max [I(A), l(B)] . 

ln particular, dacă l(A) există pentru i = 1,. , . , n, atunci există 
l (A1 U ... U A,..) şi este egală cu ma.x[l (Ai), ... , l (A ... )]. 

Demonstraţie. Punem 

X= .!_ (X1 + ... + Xnhi Y = _!_ (X .. +1 + ... +X .. + ... ); 
n m 

atunci X n+m = ~X+ ~Y, iar convexitatea. lui A implică 

(X E A)n(Y EA) C (Xn+m EA). Deducemcl1J.L,..(A)µ.,..(A) $ 
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µ..+m(A), undeµ.. este legea lui X n, deci func\ia J : N - [O, oo], 
f(n) = - logµ.,.(A) este subaditivă, şi deci existK limn-co JJ.;!1. 

Apoi folosim fa~tul cM. L fi T sunt funcţii creecltoa.re şi cM., 
pentru c > max ll(A), I(B) şi n ma.re, µ,.(A) şi µ,.(B) sunt 

majorate de e""', deci µ,.(AU B) ~ 2e"", a.dicl l(A U B) ~ c. □ 

DEFINITIE. Vom numi tran3jormarea Cramer a m11t1urii µ 
aplicaţia. >. : E -+ [O, +oo], da.tK de 

>.(z) = -inf {l(A), A deechisK şi convexă, cu z EA}. {2.1) 

Exerciţiu. Cu notaţiile de mai sus, arăta.ţi că 

>.(:z:) = - li.ml (B(;z;, 6)), 
6-o 

unde B(x, 6) este bila din E de centru x şi rază 6. 

A priori, a.ceast1'. definiţie nu coincide cu definiţia. din ca.pitoiul 
1 in cazul E = R. Vom vedea el acest lucru se intâ.mpll in cazul 
in care momentele de ordinul 1 ale tuturor proiecţiilor (continue) 
I-dimensionale ale lui µ sunt finite. 

LEMA 2.2. Transformata Cramer >. a lui µ este functie 
convexă şi inferior semi-continuă. 

Demonstraţie. lnt.r-adev.u, pentru x E E şi c < >.(x) date, 
există o vecină.ta.te deschisă şi convexă A a. lui :c D-Btfel ca. c < 
-l(A). Pentru orice y EA, vom avea. 

>.(y) = sup {-l{B), B vecinKta.te deschiat şi convexă a. lui y}, 

deci >.(y) 2: -l(A) > c. Funcţia. >. este inferior 1Jemicontinuă. 
deoarece verific~ relaţia. >.( z) ~ liminf u-+z >.(y ). 

Convexitatea se verifică pe drept.ele spaţiului, deci este sufi
cient de arătat că>.(~) S ½>.(x)+ ½>.(y) pentru orice x, y E E. 
Pentru orice deschis convex care conţine ~, exist~ deschisi con-

vexi B, C care conţin x respectiv y şi astfel ca (½B + ½C) CA. 

Să punem X = ¼ (X1 + ... +X .. ) ei Y = ~ (Xn+I +,,, + X2 .. ); 
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incluziunea (X E B) u (Y E C) c (X:m EA) implict 1-'n(B) 
J.in(C) ~JJ2n(A), unde JAn este legea lui X n• Trecem la li.m.itl 
<lupit n gi. obţinem 

~l(B) + ~l(C) ~ l(A), 

deci-½,\(z)-½,\(y) ~ l(A) iar apoiluKmin{ duplA in membrul 
drept.□ 

DEFINITIE. Fie (E,µ) ca. mai înainte şi >. transformarea 
Cramer a lui µ. Numim func!ionala Oramer a lui µ aplicaţia 

A: 'P (E) - (O, +oo] definiti prin 

A(A) = in{ >.(z), ACE. 
:a:EA 

(2.2) 

Sl observlm el a cunoaşte >. este echivalent cu a cunoll'lte A. 

TEOREMA 2.3. Fie X,,. : O - E 1ir de variabile aleatoare 
independente 1i cu aceea.,i legeµ, iar A functionala Cramer aso
ciată lui µ.. Atunci 

(a) Pentru orice A E B(E) avem 

(2.3) 

{b) Dacă A este compact, atunci 

(2.4) 

(c) Pentru orice reuniune finit<! A de deschise convexe ale lui 
E, avem 

l(A) = -A(A). (2.5) 

Demonstraţie. Da.d. z EA, exist, o vecinatate deschid. şi con-
o 

vexl O a. lui :c 11Btfel ca O CA şi avem I(A) ~ L(O) = 
a 

->.(x). Lultm sup dupK z EA şi obţinem formula (2.3.). 
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lntrucât I este monotonă, avem l(A) :$ l(A), deci putem pre
supune A compact pentru a demonstra (2.4.). Fie a > -J\(A); 
pentru orice x E A avem a > ->.(x) şi deci existM. un deschis 
convex O"' 3 ;i; Mtfel ca. a > l (G:z;)- Fie 0:z;,, i = 1, ... , k o 
acoperire fiuitK a lui A. Din propoziţia. 2.1. ştim el 

I(A) :$ _max l (C„J < a 
i=l, ... ,k 

şi cum a este arbitrar, ob~em (2.4. ). 
Din defini~ia. lui A, a.vem intotdea.una. A (AU B) = inf [A(A) 1 

A( B)] . Conform propoziţiei 2. 1. putem presupune A deechisl 
şi convexă pentru a demonstra formula (2.5. ). Din (2.3.) rezultă. 
că - J\(A) :$ l(A), deci este suficient de demonstrat inegalitatea 
inversll când l(A) este finitM.. 

Pentru <: > O da.t, putem găBi N E N Mtfel ca 

1 
- log µ..(A) 2 l(A) - e: pentru n 2 N. 
n 

lntrucât A este deschis şi convex, existK un compact convex K 
indus in A astfel caµ (A\ K) S E, deci 

1 1 
N logµN(A)- N logµN(K) s c 

Aceasta înseamnă că funcţia J(n) = - log µ.,.(K) verifică. J(N) :$ 

- [l(A) - 2t:] N şi, întrucât K e11ie convex, rezult~ c~ f este 
suba.ditivă (vezi propozitia 2.1.). Io particular avem f(pN) < 
- [l(A) - 2E] Np pentru orice p E N• §Î deci 

-l(K) = li.m J(pN) s -l(A) + 2c 
p-oo pN 

Formula (2.4.) arată inegalitatea A(K) S -l(K). Ultimele două 
inegalităţi, Împreună cu A(A) :$ A(K) implică A(A) :$ -l(A) + 
2E şi cum feste arbitrar, obţinem A(A) :$ -l(A).□ 

PROPOZITIA 2.4. Transformarea Cramer asociată lui µ 
se poate calcula cu formula 

>.(x) = sup {-l(H), H semi-spaţiu deschis, cu x EH}. 
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Demon11tratie. Fie a < >.(:r.). Mulţimea. convexă. şi inchiBă. 
C = {y; >.(y) ~ a} nu-l conţine pe x. ExistKdeci un semi-spaţiu 
deschis H al lui E astfel ca H n C = 0 şi x E H. ln particular 
A(H) 2'.: a. Din rela.tia. -l(H) = A(H) ob~em că -l(H) 2'.: 
a, deci r = sup {-l(H), H semi-spaţiu deschis, cu x E H} este 
2: a pentru a.< >.(:r.) i.e. r 2: >.(:r.). lnegalita.tea. opusă. rezultă. 
direct din definiţia lui >.(x). □ 

Observaţie. Propoziţia 2.4. reduce calculul lui >. la calculul 
lui l( H) cu H semi-spaţiu deschis, ia.r aceaBta. este o problemK 
I-dimensiona.Ii, a.propia.t~ de cea. rezolvat~ in capitolul l. Acest 
fapt ne va permite să calculăm >. in orice dimensiune, pornind 
de laµ. (transforma.ta. La.place a luiµ) iar functiona.la. A devine 
in principiu calculabil~. 

Fieµ proba.bilitate pe B(E). Notăm µ.(t) := fEe<t,:z:>dµ.(x), 
t E E' { dualul lui E), transformarea Laplace a lui µ. Funcţia. 

log µ.(t) este definită pe E' , cu valori în [O, +oo], este convexă 
şi inferior semi-continuă (E' este inzestra.t cu topologia slabă 
a (E', E)). Are loc urmKtorul rezultat. 

PROPOZITIA 2.5. Cu notatiile precedente, dacă 

JE I< t,x >I dµ(x) este finită pentru orice t E E', 

atunci 

>. ( x) = su p [ < t, x > - log µ( t)] , x E E. 
LEE' 

Demonstraţie. SK considerăm µ centrat.ll şi E = R ( cazul in 
ca.re µ nu e-Bte centra.tă. se reduce prin tn1-nsla.ţie la calculele ce 
urmează). Avem de aditat di 

coincide cu 

J(x) := sup[tx - logµ(t)] 
tER 

g(x) := - ?~ l ((x - 2c, x + 2t)), x E R. 
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Cumµ este centrată., formulele (1.5.) implică. pentru:,;~ O 

l ((x - 2f, :,; + 2€)) $ limsup .!.1og P (x,. ~:,; - 2f) 
n.-oo n 

~ -f(x - 2€), 

deci 
g(:c) ~ li.m f(x - 2f) pentru x ~ O. (2.6) 

€'\,O 

Formulele (1.4.) implict pentru x ~ O 

-f(x) ~ liminf .!. log P (X„ :2: x) $ liminf .!_ log P (X,.> x) 
n-oo n n-ro n 

şi, conform formulei 2.5., obţinem 

lim _!_ log P (X"' > x) = -A ((x, +ex:>)) = - inf g(y), 
n-ro n 11>:e 

deci 
/(z) ~ in>f g(y) pentru :z: ~ O. 

I/ III 

Legea. numerelor mari a.rată că. g(O) = O şi cum g este convexă, 
inferior semicontinuă şi pozitivl, a.vem inf 11::,x. g(y) = lime',.O g(:z:+ 
f) pentru x :2: O, deci 

(2.7) 

Pot avea loc urmatoa.rele situaţii. Există a, b E [O, +oo] astfel 
ca. f, g sit fie respectiv 
1) continue finite pe [O, a), [O, b) 
2) = +oo pe (a, +oo), (b, +oo) 
3) continue la. stânga. in a pentru a finit (in b pentru b finit). 

Cu inegalităţile (2.6. ), (2. 7. ), a.răt!m succesiv el a = b, apoi 
elf şi g coincid pe [0,+oo) \ {a}, deci coincid pe [O,+oo). 
Similar trat~ problema compararii lui f şi g pe (-oo, O]. 

ln cazul general, fie :z: E E. Orice semi-spaţiu deschis ca.re-I 
con ţine pe x se scrie 

H1;. = {y E E; (t, y} - r > O}, cu 
(t, x) - r > O pentru t E E' , r E R 
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BO.U 

H,~. = {y E E ; (t, y) - r < O}. cu 
(t, x} - r < O pentru t E E' , r E R. 

Fie t : E-+ R forma liniară asociată lui t E E' şi să notăm Yn = 
t(Xn), L; = t (Hi;.)= (r,+oo) §i L-; = t (Hi;.)= (-oo,r), 

u = t(x ), µc = t(µ), lc(A) = lim,. .... 00 ¼ log P (Y „ E A) 
= l [t-1(A)], unde A este deschis şi convex in R. Conform prop<>
ziţiei 2.4., notând transformarea Cramer a lui µt prin Ac, obţinem 

..\c(u)=max{[~~~ -lt(L;)], [~~~ -lt(L;)]} 

de unde, ţinând cont că [, ( L;) = l I C 1 ( L;) I = l ( Hţ,), 
obţinem 

..\t(u) = max{ [ sup -l (nt.)], [ sup - l (n;:,)]}. 
r<t(:z:) r>t(:z:) 

Luăm sup in membrul drept din ultima inegalitate după t E E' 
şi ob\inem sup {-l(H), H semi-spa.\iu deschis, cu x E H}, ca.re 
este egal (cf. propoziţiei 2.4.) cu ..\(x). Obţinem deci 

..\(x) = sup At(< t,x >) = sup .\t(i,)[t(x)]. 
tEE1 tEE' 

Din cazul E = R (studiat anterior) avem 

>.1 [t(x)] = 'Pt [t(x)] = sup [s · t(x) - log µ1(s)]. 
,ER 

Cum insă tJ.t(s) = µ.(st) pentru s E R, t E E' , obţinem 
..\(x) = suptEE' sup,ER [s · t(x) - log µ(st)], ceea ce a.rată că 
>.(x) = suptEE' [< t, x > - logµ(t)]. □ 

Exemple. 
1. E = Rd, µ este gausiană de medie M !iÎ matrice de cova.ria~ic 

~~ (prcsupusl inversabilă) . Atunci 
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2. E = Rd, dµ(x) = f(x)dx cu J(x) ~ ~ când I :r I- +ex>. 
Atunci µ.(t) = +ex> pentru orice t I- O, deci).,= O (cf. propoziţiei 
2.5.). 

Observaţii. 
1. Din teorema 2.3. rezultă el )., este identic nulă # pentru 

orice parte borelian~ A a lui E, de interior nevid, are loc 

liro _!_ log P (X„ E A) = O, 
n-+oo n 

deci situaţia. >. = O necesit~ o descriere ma.i fină a. comporta
mentului asimptotic a.l P ( X n E A), ca.re poate converge către 
O (atunci când fE xdµ(x) f/. A) e.g. cu vitezK polinomialii in !· 

2. Fie E = R d , µ proba.bilita.te pe E astfel ca. fE I ;z; I dµ( ;z;) < 
+oo şiµ nu inca.rcă nici un eubepaţiu a.fin (propriu) al lui Rd . 
Da.că)., este transformata Cramer a luiµ, atunci corespondenţa 
dintre )., şi µ este biunivocă ; in teoria. funcţiilor convexe (in 

dualitate), se aratli.că.mulţimeaD(,\) := { x E R4 ; ,\(x) finitl} 

a.re interiorul nevid şi că)., este diferenţiabil1 pe D (>,). In plus, 
0 

dacă y E â D (A), atunci lim a 11 ,\'(x) 11= +oo. Similar, 
z-1,1, :tED(.\) 

o 
funcţia logµ. este diferenţia.bilă pe D (log p.). Totodată, dacă 
µ(t) este finită pentru orice t E Rd, atunci putem scrie >.(x) = 

0 

(z, :z:} - log µ(z), pentru orice x ED (,\), unde z este soluţia 
(unică) a ecuaţiei ~

1
(z) = ;z;, 

I' 

Evaluarea lui l(A) se bazează pe teorema 2.3. Restricţia" A 
compact" pentru validitatea formulei l(A) ::; -A (A) este 

prea puternică. in majoritatea. a.plica.~iilor. In vedea in contin
uare situaţii cand această condiţie devine inutilă. 

LEMA 2.6. Fieµ probabilitate pe spatiul Banach real şi sep
arabil E, X n ( n ~ 1) şir de variabile aleatoare independente 
de lege µ, cu valori in E. Dacă., pentru orice a > O exi:Jtă un 
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compact Ka C E astfel ca P ( X n (ţ. K0 ) S e-na pentru orice 

n 2 N(a), atunci, pentru orice B E B(E) avem 

1n plus, daca >. este transformarea Cramer a luiµ, atunci mulţimile 
{ x E E; >.(x) S b} sunt convexe şi compacte, pentru orice b > O. 

Demonstratie. Este clar că I (E \ Ka) S -a. Avem 

l(B) :S max {l (B n Ka), l (B n (E \ Ka))} 

~ max {l ( B n K a) , - a} . 
Cum B n K 0 esie compaci, teorema 2.3. implici 

l(Bn Ka) :S-A (B n Ka) :S-A (B), 

deci l(B) :S max {-A ( B) , - a} pent.ru orice a > O, deci 7.( B) :S 

-A (B). 
Fie b > O şi a. > b fixat. Mulţimea E \ K a et1te deschisă, deci 

teorema 2.3. implică · 

l 
-A (E \ Ka) ~ liminf - log p (Xn E (E \ Ka.)) ' 

n-+w n 

deci, din definiţia. lui Ka. rezultă -/1. (E \ Ka) S -a. In particu
lar avem ,\(x) 2 a. pentru::. fţ. Ka, deci {x E E; ,\(x) S 6} C Ka 
~i a,poi folo~im faptul că. ), ei-;l,c inferior r;emicont.inuă. Obi;ervaţi 
că{x E E; >.(x) :S b}ef:lt.e~iconvexă(deoa.rece.\e,it.econvcxă.). □ 

Observaţie. Dcmonst.rn~ia. lemei '.2.6. func~ionea.ză in ipoteza. 

E =r;pat.iu vect.orial t.opologic. 
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PROPOZITIA 2.7. Fie E dualul unui spatiu. Banach F şi 
µ probabilitate pe B (E) astfel ca 

k, e•ll"'lldµ(x) este finitlt pentru s intr-o vecinătate a lui O. 

A fonci, dacă A e:,te tran:,formata Gramer a lui µ, pentru orice 

A E 8 (E) avem 

- A (Â) ~ liminf .!_ log P (X n E A) (2.8) 
n-+oo n 

$ limsu p .!_ log P ( X n E A) $ -A (A) , 
n--++oo n . -

unde A, A sunt in raport cu. topologia slabă a (E, F) pe E. ln 

plus, multimile {x E E; >.(x) $ b} sunt compacte (slabe) pentru 
orice b > O. 

Observaţii. Dacă E = F' , atunci B (E) este acela.şi pentru 
orice topologie intre topologia normei şi cea slabă. In particular, 
transformarea Cramer ~ şi iuuc~iona.lă. Cramcr 1\ sunl ă,,.;de~i 
pentru topologiile normei şi slab[. Să. reamintim că. dualul lui E 
cu topologia. slabă este F. 

Demonstratia propozitiei 2. 7. Formulele (2.8.) vor rezulta din 
teorema. 2.3. după construcţia. compacţilor Ka din lema. 2.6. Fie 
B(J bila inchisă de ra.z!L a din E, ca.re este slab compactă. Din 
formulele (1.5.) ob\inem 

p (X ... E B,.) = P(II Xn li> a) 

~ P{~rn Xn li+ ... + li Xn li)> a}~ e-no(<J), 

unde a, este transforma.rea. Ora.mer a. lui 11 =legea. lui li X n li . 
Prin ipoteza Îl eete finită. intr-o vecinătate a. lui O, deci 

lima-+a;, a,(a) = +oo. Mmâne să aplid.m lema 2.6. □ 
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COROLAR 2.8. Fie E = Rd gi µ. probabilitate pe B (E) 
astfel ca µ(t) să fie finită pentru. orice t intr-o vecinătate a lui 
O. A lunci, pentru orice A E B (E) avem 

-A (A) :$ liminf _!_ log p (x n E A) 
n-+oo n 

ln plus, ,\(x) - +oo când x - oo in Rd. 

Observa.ţie. lu ipotezele corolarului 2.8., se observă. el( rela.ţia. 

A ( Â) = A (A) (care implidl A ( Â) = A (A) = A (A)) este 

Buficientă. pentru existenţa lui l( A) = limn .... +oo ¾ log p ex n E A) 
precum şi a rela.ţiei l(A) = -A(A). Reciproca. este fals~: fie E = 
R, µ = ½oo + ½81 ei A= (O, +oo). Atunci avem l(A) = -A(A) 

deoarece A este deschis convex, in timp ce A (A) = A ( Â) = 

+oo iar A (A)= ,,\(1) = log 2. 

Exerciţii. 

1. Este adevarat că limn ...... -1-oo ~ log P (X n E A) există. pentru 
orice A deschisă. in cazul E = R d ? 

2. In cazul E = Rd se pot ară.ta următoarele inega.lit~ţi (cf. P. 
Bartfai, On the multivaria.te Chernoff theorem, Preprint Ma.th. 
lnBi. of the Hunga.ria.n Acad. of Sciences, 1977). Pentru AC Rd 
deschisi avem 

e-A (A) ~ ~T.i"J [P (x n E A) J1'n 
şi pentru A C Rd deschisă. şi convexă avem 

In general, rezultatul 
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pentru orice A C Rd boreliană. e:,te fals. Bartfai a dat un exem
plu de mul\ime A inchis~ cu interior nevid, astfel ca A (A) < 

P (Xn E A) = O, pentru n. = I, 2, ... O 

Interiorul unei mul1).mi B E /3 (E) este mai mare in topologia 
ta.re decât in cea sla.bă., in timp ce aderenţa ei este mai mică.. 

Deci, valorile -A ( B) si -A ( B) se imbuna.tăţesc când trecem 

de la topologia slabă la cea a normei. Propoziţia 2. 7. nu permite 
utiliza.rea. a.cestor valori decât pentru topologia. slabii., cel puţin 

in ce-l priveşte pe -A ( B). ln continuare vom intă.ri ipotezele, 

pentru a puten. utiliza topologia tare. 
Fie r spaţiu topologic polonez ; in a.cest curs vom considera 

f = Rd (d ~ I) sau r = E (spaţiu Banach separabil). Fie M (f) 
spa.~ul măBurilor mărginite pe B(f) §i M1([) submul~ea con
ved. şi inchis~ a proba.bilit~ţilor pe B(r). Spaţiul M (r) il con
sider~m inzestrat cu topologia convergenţei slabe : µn =?µdacă 
J f dµ.,,, ____. J fdµ pentru orice f E Cb(r). O parte C C M (f) 
este relativ compactă dacă, pentru orice E > O, există Kc com
pact in r astfel ca µ:t (f \ Ke) $ l, pentru orice µ = µ+ - µ- E 
C. 

Fie µ E M1(E) cu fa li ;z; li dµ(:z:) < +oo. Atunci exist~ §i 
este unic un element notat b(µ) E E a.Rtfel ca. 

(t, b(µ)) = JE (t, x)dµ(x) pentru orice t E E' , 

numit baricentrul lui µ. Au loc urmatoarele proprieU.ţi : 
I. Da.că µ(C) = 1 atunci b(µ) E C, unde Ceste convex închis 

din E. 
2. Fieµ.,,, E M1(E) convergent cătreµ E M 1(E). Dacă B este 

o bili inchisă din E astfel ca µn(B) = I pentru orice n, atunci 
b(µ...) -t b(µ) când n. -t +<Xl. 
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LEMA 2.9. Fief: [O, +oo) - [O, +oo) /unclie continuă cu 
limt-+oo I.ip-= +oo. Atunci multimea 

este inchi.să i.n M(E). Aplicalia µ - b(µ) este bine-definită şi 
continuă pe :F(f, a). 

Demonstratie. Lema lui Fatou aratl el :F(f, a) este inchisl. 
Pe de a.ltl pa.rt.e, pentru µ E F(f, a) şi r > O, a.vem 

$ t(r) f f (li x li) dµ(x) $ at(r), 
J11~11~r 

unde e(r) = BUP11s112:, [li x li / f (li x li)] ; observlm el limr-+00 e(r) 
= O şi apliclm proprietatea 2 de ma.i sus a. baricentrelor pentru 
a obţine continuitatea aplicaţiei µ - b(µ) pe F(J, a). □ 

LEMA 2.10. Fier spatiu topologic polonez şi Xn şir de vari
abile aleatoare independente cu valori in f, cu acee~i legeµ. Sa 
consider€Ym legea empiric€Y a eşantionului X1 , ... , Xn i.e. vari
abila aleatoare Zn = ¾ (6x1 + ... + Oxn) cu valori in M1 (f). 
Atunci, pentru ori.ce a> O, există un compact Ka in M 1(f) şi 
un număr natural N(a), astfel ca 

Demonstratie. Fie bp, Ep şiruri de numere pozitive care converg 
către O. Pentru fiecare p alegem un compact KP in f astfel ca 
µ (f \ Kp) $ bp . Notăm 

Fp = {v E M 1(f) cuv (f \ Kp) $ bp}. 

Sl arltlm el 

pentru orice n, p. (2.9) 



28 2. REZULTATE GENER.ALE 

Dacă a.cest lucru este arăto.t atunci, cu noto.ţia IC : = np?::1.1"p 
(care este compact in M 1(r)) şi cu formula (2.9.), obţinem 

( 
b ) l/2nEp 

P(Zn f/. IC) :S LP(Zn f/. .1"p) :S L / 
p?:;l p?:;l P 

Este suficient apoi de considerat bp = f.pu2P/"', cu O < u < 1/2 
pentru a. obţine 

P (Zn t IC) $ L Unp $ 2un 
p?:;1 

şi lemo. este demonstro.tl. Rămâne de o.rătat formulo. (2. 9. ). 
Supri.m.Km indicele p pentru uşurinţa calculelor. Are loc 

P (Zn (/. :F) = P { ~ [lK• (X1) + ... + lK• (Xn)] > f.} 

=P(Un>E), 
unde Ui = lK• (Xi) este variabila aleatoare cu legea binomialM. 
a61 + (1 - a)oo , cu a = µ (Ke) şi a cărei tro.nsformn.re Cra.mer 
o notllm cu >.. După formulele (1.5.) avem 

(2.10) 

Dar, pentru f. E (O, l) avem 

E } - € 
A(E) = dog - + (1 - E) log --

a 1- a 

şi luăm bp < f.p (deci a $ bp < f.p) şi Ep $ ½ pentru a obţine 
>.( t:p) ~ t:p log~+½ log½- Impunem condiţia ½Ep log Î! ~ ½log½ 
pentru a. obţine .>.(fp) ~ ½f.p log~ , ceea ce, impreun~ cu (2.10.), 
demonstrează. (2.9.). □ 
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TEOREMA 2.11. Fie E spaţiu Banach real, separabil şiµ 
probabilitate pe E astfel ca 

/4; e•ll"'lldµ( x) este finit~ pentru orice s E R. 

Atunci, pentru orice A E 8 (E) avem 

-A (A) s lim.inf .!. log p (x n, E A) 
.. -+oo n 

:5 limeup _!_ log P (X„ E A) :5 -A (A) , 
n.-++oo n 

unde A este fu,nctionala Oramer asociată luiµ. ln plus, mulţimile 
{ z E E; >.( z) S b} sunt compacte pentru orice b > O finit. 

Demonstratie. Fie v legea comună a variabilelor 11 X„ 11 şi 

sl notăm m = JR xdv(x ). Vom arăta existen~a. unei func~ f 
continull şi convexll pe [O, +oo) astfel ca 

J(x) = O pentru O$ x $ m 

lim J(x) = +oo 
:z:-++oo X 

(2.11) 

r+oo 
Jo e•1<"')dv(x) este finita. pentru s < 1. 

Cum Îl este finită pe R (din ipoteză), putem lua f(x) = >..,(x) 
pentru x E (m, +oo), unde;\,, este transforma.rea Cramer a lui 
v şi f(x) = O pentru x E (O, m]. Cu nota.y..ile din lemele 2.9. si 
2.10., avem 

P(Zn (ţ F(f,a)) = P{~[f(II X1 li)+ ... +!(li X„ li)]> a} 

unde prin >.s am notat transforma.rea. Cra.mer asocia.tă lui 0, 
legea. lui J (li X1 li). Conform formulelor (2.11.), 0(s) este finitl 
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in vecinătatee lui O, deci >.e( Cl) converge către +oo când Cl -
+oo. Deci, pentru orice A > O existl1. aA astfel ca 

Fie acum CA := /CA n :F(f, a), unde /CA este compactul din 
lema 2.1 O. Conform a.cestei leme şi a. ultimei formule, ob\inem 

P (Z„ (ţ. CA) s 2e-n.A pentru n ~ N(A). 

ln piue, conform lemei 2.9., CA eete compact in M 1{E), pe ca.re 
aplicaţia. 1r-+ b(1r) este bine-definită şi continuă. Deci imaginea 
LA = b (.CA) este compactă in E şi 

pentru n ~ N(A). Rămân de aplicat lema. 2.6. şi teorema 2.3.D 
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CAZUL GAUSIAN 

Fie E spatiu Banach separabil. O probabilitate µ pe B (E) se 
numeşte gausianc! dacK, pentru orice functiona.IK liniar~ şi con
tinuă t : E-+ R , legea. t(µ) este ga.usia.nă pe R. Da.d. in plus 
t(µ) este centra.tă pentru orice t E E' , apunem că µ este cen

trată. 

TEOREMA 3.1. Dacăµ este probabilitate gaU3iană centrată 
pe E, atunci fE e•llzlldµ(x) este finită pentru orice s E R. 1n 
particular, fE li x 112 dµ(x) este finită. 

Demonstratie. Putem presupuneµ centra.tă. Fie x, Xi, ... , Xn 

varia.bile aleatoare independente din E, toate a.vând legeaµ. SK 
observ~ cK, pentru n ~ 1, legea. lui ;}-,r Lh=l x1c in raport cu 
µ" este aceeaşi cu legea lui x in raport cu µ. Vom a.răta. că eete 
suficient ca J E e•llzlldµ( x) ei fie finitt pentru un singur s E R. 
Intr-adevM, da.că este aşa., atunci 

= k, exp ( n112 n:/2 li Ex„ 11) µ" (dx1, ... , dxn) 

S (k e•ll"lldµ(x))"' 

Acum să observăm că, da.că. x, y sunt varia.bile a.leatoa.re pe E, 
independente şi cu legea. µ, atunci (™, ~) a.re a.ceea.şi lege 
sub µ"J ca şi (x, y). Pentru O < s < t, avem 

µ
2 ((x,y) E E2

: li x lls; s, li Y li~ t) 
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= µ2 ((x, y) E E2
: li x - y 11:S 21/'Js, li x + Y li~ 2112t) 

:S µ:2 ((x,y) E E2
: III x 11-11 Y 111:S 2112s, li x li+ li Y li~ 2

112t) 

( 
t - 8) S µ2 (x, y) E E2 

: li x li /\ li Y li~ 
2112 

, 

deci 
µ(x E E: li X lls s) µ(x E E: li X li~ t) 

:S (µ ( X E E : 11 X 11~ t2~:) r 
Lurun to = s şi tn+l = s + 21l2t.,_ pentru a obţ.ine 

µ(xEE: llxll~t„+i)/µ(xEE: llxllss) 

:S (µ(x E E: li x li~ t.,_)/µ,(x E E: li x 11:S s))2
. 

Deci 

µ ( X E E : 11 X 11 ~ tn) 

S µ(x E E: li x 11:S s) x exp [2nlog µt E:: li x li~ s)] 
µ X E : li X lls s) 

pentru orice O < s < t §i n ~ O. In particular, alegem pe s 
astfel ca µ ( x E E : 11 x 11 ~ s) / µ ( x E E : li x 11 :S s) = p < 1 ; 
obţinem 

( 

2(n+l)/2 J ) 
µ, x E E: li x li~ 21/2 - ~ s S e2"logp . □ 

SM. notKm E' dualul lui E şi (t, x) dualitatea dintre t E E' 
şi x E E. Pentru µ centra.tlt, definim covaria#a lui µ prin K : 
E' X E' - R, 

K(s,t) = jE(s,x)(t,x}dµ(x); s,t E E'. 

Intrucât I K(s, t) l:S c2 li s 1111 t li cu c2 = J li x 11 2 dµ,(x), 
observKm că aplicaţia K este biliniarli şi continua'. pe E' x E' 



3. CAZUL GAUSIAN 33 

iar K(s, t) 2'.: O pentru t E E' . Spaţiul E' se Bcufundă. intr
un spaţiu Hilbert H in felul urmKtor. Fiecarei t E E' ii asociem 
variabila aleatoare gausiană reală zt definită pe câmpul de prob
abilitate (E, B (E), µ) prin zt(x) = (t, x). Fie H închiderea. 
in L2 (E, B (E) 1 µ) a Bpaţiului vectorial {zt I t E E'}. Aplicaţia 
Z : E' - H eBte liniară, continuă~ de imagine denBă., ln pluB, 
dacK notKm [·,•]produsul sca.la.r din L2 (E, B(E), µ) (deci şi din 
H), avem 

K(s, t) = [v, zt] pentru orice s, t E E' . 

Sli observăm că, dacă v E L2 (E, 8 (E), µ), atunci 

k, li x III v(x) I dµ(x) :S c li v IIL2(E, B(E), µ) , 

deci formula Sv = f E xv( x )dµ( x) defineşte un operator liniar şi 
continuu S : L2 (E, B (E), µ) - E. Din conBtrucţie avem 

k, Z'(x)v(x)dµ(x) = /E (s, x}v(x)dµ(x) = (s, k, xv(x)dµ(x)} 

şi deci 

[zt, v] = (t, Sv) pentru t E E' I V E L2 (E, B (E) I µ) I 

ceea. ce a.rată că. restricţia. lui S la. H este injectivă.. 
In concluzie, da.tă fiind o probabilitate ga.usia.nă µ pe spa.\iul 

Ba.na.eh sepa.ra.bil E, ii putem a.Bocia. un Bpa\iu Hilbert sepa.rabil 
H cu produsul eca.la.r notat [·, •]H , o injecţie liniară şi continuă 
S : H - E, o aplicaţie liniară şi continuă (de imagine densă) 
Z : E' - H astfel ca 

[zt, v] H = (t, Sv) pentru t E E' ) V E H, 

[z1,z•]H = K(t,s) pentru t,s E E'. 
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PROPOZITIA 3.2. Fi.e µ probabilitate gausiană centrată pe 
spaţiul Banach separabil E. Fie H spaţiul Hilbert şi S : H -+ E 
injecţia liniară şi continuă asociate luiµ ca mai inainte. Atunci 
transformarea Cramer ). a lui µ este datil de 

,\(z) - { ½ li s-1
x llil dad X E s (H) 

- +oo, dad z E E\S (H) . 

/n plus, operatorul S este compact. 
Demonstraţie. Transforma.rea Laplace µ.(t) se scrie 

µ.(t) = /Ee(,,:i:)dµ{x) = E[exp(Z')], 

deci logµ.(t) = ½[Zt,zt]8 = ½K(t,t). Propoziţia 2.5. arată că. 

,\(x) = sup [< t, x > -!K(t, t)] , x E E, deci 
t€E' 2 

.X(x) = sup [< t, X>_! li zt 11 2
) . (3.1) 

teE• 2 

Fie acum x E E fixat astfel ca ,\(x) < +oo. Pentru t E Ker Z şi 
orice a E R, conform formulei (3.1.), avem >.(x) 2:- a (t, x}, ceea. 
ce implic, (t, ;z;) = O. Aceasta. inseamnl el exist~ o aplica.ţie 

liniar~ g : Im Z -+ R astfel ca g (Zt) = (t, x) pentru orice 
t E E'. Tot din formula (3.1.) rezult~ 

1 I g(v) I~ .X(x) + 2 li v 111 pentru v E ImZ, 

deci g este ma.rginită pe intersecţia dintre Im Z şi bila unita.te 
din H. Cum Im Z este densK in H, aplica.\ia g se prelungeşte 
(unic) la o funcţiono.lă. liniarn. şi continuo'. pe H i.e. emtă w E 
H astfel ca g(v) = [v, w]H pentru orice v E H. ln particular 
{t,x) = g(Zt) = [Zt,w]H = {t,Sw) pentru orice t E E', deci 
x = Sw i.e. x E S(H). 

Reciproc, fie x E S (H) şi sK scriem x = Sw cu w E H. 
Conform formulei (3.1. ), avem 

>.(x) = sup { [zt, w] - ! li zt 111} 
tEE' H 2 
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şi cum Im Z C8te densă. in H, obţinem 

>.(:c) = eup {[v, w]H - ! li tJ llif} · 
vEH 2 

Pentru li v lltt= a fixa.t, sup [v, w]H este a.tins şi este egal cu 

a li w IIH• Cum sup ( a li w IIH -½a2
) eBte egal cu ½ li w lliI, 

obţinem >.(x) =½li w 111= ½ li s-1x 111 şi in particular >.(x) < 
+oo. 

Calculul lui ,\ a.ra.tll: cK imaginea. prin S a. bilei unita.te din 
H este {:c E E: ..\(:c):::; I}. Această mulţime este compactă (cf. 
teoremei 2.11.), deci S este operator compact. □ 

TEOREMA 3.3. Fie µ probabilitate gausiană centrată pe 
spaţiul Banach separabil E. Fie X : f2 --+ E variabilă aleatoare 
de legeµ. Fie A funcţionala Gramer asociată luiµ. Atunci, pen
tru orice A E 8 (E) avem 

-A (A) ~ liminf 1:2 log P (1:X EA) 
•-O 

:::; limsup E2 log P ( EX E A) :::; -A (A) . 
~-o 

Demonstra.fie. Fie c E ( O, 1) şi notă.m n ( c) partea întreagă. a 
lui l/E2 . Putem scrie 

b( () 2 2( ) 
t:=n(c)l/2,cul-f ~b f ~I. (3.2) 

Fie XP : f2 --+ E şir de variabile alea.toa.re independente, toate 
cu legea. µ. lntrucâ.t µ este ga.usia.nă, media. norma.liza.tă. p112 XP 
a.re aceeaşi lege ca şi X pentru orice p. In consecinţ~ 

P(cX EA)= P (rn(E)112 
xn(,) EA) {3.3) 

= P (x..(€) E b!E)A) 
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Să. not.Mi F = { x E E: x = ay, 1 ~a~ 2, y EA}- Din defi

niţia lui A şi remarcând c~ transformarea Cramer ,\ a lui µ 
satisface >.(ax)= a2 ,\(x) pentru orice a E R, x E E, obţinem 

A (F) = inf ,\(x) 
:aEF 

(3.4) 

= inf inf a2 >.(y) = inf >.(y) = A (A). 
-l~a~2 -,eA ,eA 

Pe de altă parte, ~A C F dacă e este suficient de mic (F 
este inchisă.) şi cum lim._0 n (e) = +oo, teorema 2.11. implică 

. 1 (- 1 ) ~~P n{e) log P X*) E b(e)A 

~ limsup ..!_ log P (X„ E F) ~ -A (F) 1 
n-++oo n 

ceea. ce, împreună cu formulele (3.2.)-(3.4.) dau a. doua. inegali
tate din concluzia teoremei. 

o 
Fie x EA. Există. o vecină.ta.te deschisă. şi convexă V a lui x 

astfel ca, pentru E suficient de mic, eK avem V C 1{€JA. Conform 
aceleia.şi teoreme 2 .11., a. vem 

liminf E2 log P ( eX E A) z: liminf b
2

(( e)) log P (X n.(•) E v) 
f-+0 E-+0 n f. 

= -A (V) z: ->.(x). 

Luă.m eup in membrul drept din ultima inegalitate du~ x EÂ 
şi obţinem prima inegalitate din concluzia teoremei.□ 

Sa considerăm acum E spaţiu Hilbert separabil şi µ probabili
tate gausian~ (centrat~) pe B (E). Are loc E = E', iar covariaţia. 
K ( s, t) asociată lui µ se scrie 

K(s, t) = (s, Tt) = (Ts, t) pentru s, t E E, 
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unde T ; E - E este operator linia.r, continuu, aut.oadjunct, 
pozitiv şi de urmă finită. Aceasta inseamn~ ca existll o bad 
ortonormală e„ a lui E şi numere pozitive r„ astfel ca I:!~ r ... < 
+oo şi 

+oo 

Tx = L {x, en)rr,en pentru x E E. 
n=l 

Vom nota T 1l2 rădăcina pătrată (unică) auto-adjunctă a lui T, 
definită prin 

+oo 

T 112 x = LJc, e,..)r!,'2en pentru x E E 
n=l 

şi H inchiderea lui T112 (E). Atunci H este ortogonalul lui Ker 1' 
in E, iar Ker T, H sunt nucleul şi aderenţa imaginii lui T1/ 2 . In 
particular, restricţia lui T 1l2 la su bspaţiul închis H este injectiv 1 
şi T1/ 2 (E) = Ţl/2 (H). 

PROPOZITIA 3.4. Fieµ probabilitate gausiană (centrată) 
pe spaţiul Hilbert separabilE, T : E - E operatorul de covariaţie 
asociat lui µ ca mai inainte ~i H ortogonalul lui Ker T în E. 
Notăm cu S restricţia lui T 112 la H, deci S : H - E este in
jectiv şi aplică H pe T 112 (E). A tun ci transformarea Cramer ). 
a lui µ. este dată de 

,\ X = { ½ li s-1
x llîi dacli X E T 1

/
2 (E) 

( ) +oo, dacă. x fţ. T 112 (E) . 

Demonstratie. Pentru orice S E E' = E, notăm z• = T 1l2 s. 
lntrucât operatorul T 1l2 laaă pe H invariant şi verifică Tl/2 (E) = 
H, obţjnem c~ Z : E' -+ H este operator liniar, continuu, de 
imagine densă, in timp ce S : H -+ E este injectiv. Rămâne de 
a.plica.t propoziţia. 3.2., observând că 5 (H) = T 1l2 (E). □ 

Fie Xt : n - R, t E [O, 1) proces gausian centrat cu traiec
toriile continue a.e. Atunci covariaţia p 11, proceeului, definit~ 
pnn 

p (s, t) = L X 3 (w)Xt(w)dP(w), pentru s, t E [O, I], 
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este contin~ in (s, t). De exemplu, daca p satisface condiţia 
Holder 

I p (s, t) - p (s', t') l:5 ct. □ s - s' IQ + I t - t' IQ] 

pentru s, t, s', t' E [O, 1], atunci procesul X, admite o versiune 
cu traiectoriile continue a.s. 

Mai mult, deindatl ce procesul X, admite o versiune cu traiec
toriile continue a..e., putem g~i o versiune a. procesului cu traiec
toriile continue peste tot. Ob\inem astfel o aplica\ie măsurabilă 
X : n -+ C[O, 1], unde X (w) este funcţia. ca.re lui t E [O, l] ii 
asocia.zlt Xt (w), ia.r C [O, 1] este spaţiul funcţiilor continue pe 
[O, 1] inzCBtrat cu corpul borelienelor. 

Fieµ im.a.ginea. probabilita.ţii P (dati pe 11) prin aplicaţia X , 
numită legea procesului X, . Atunciµ este probabilitate gausiană 
centra.tă pe (E, B (E)), unde E = C [O, 1] înzestrat cu structura. 
sa uzualK de spaţiu Ba.nach. 

Intr-o.deva.r, E' este spaţiul măsurilor Ra.don mărginite pe 
[O, 1]; pentru orice w E E' , varia.bila aleatoare Z"' : E - R 
definită prin 

Z,..(f) = (,r, J) = f f(t)d,r(t), pentru f E E 
J[o,1] 

a.re aceeaşi lege (atunci când E este înzestrat cu probabilitatea. 
µ) ca şi variabila aleatoare Y : 11-+ R definitK prin 

Deci imaginea mMurii µ prin orice funcţională liniară şi continuK 
este ga.usianl centratl, deci µ este gausian.\'. centratl. 

Couariatia K a. lui µ. este dată de 

= jj p(s, t)d,r(s)d17(t). 
[0,l]x[0,l] 
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PROPOZITIA 3.5. Fie Xt : n - R, t E (O, 1] proc~s gau
sian centrat cu traiectoriile continue a.s., de covariatie p(s, t), 
s, t E [O, 1]. Să definim operatorul R : L2 [O, 1] ----. L 2 [O, 1] prin 
RJ(t) = J0

1 p(t, s)J(s)ds. Atunci R ia valori in C[O, 1], este 
a.uto-adjunct, pozitiv, compact şi de urmă finită. Fie H ortog
onalul lui Ker R in L2 [O, 1] şi S restricţia la H a operatoru
lui R1l2 , deci S : H ----. L2 [O, 1] este injectiv şi aplică H pe 

Rl/2 (L2 [O, I]). 
Fieµ legea procesului Xt . Atunci transformarea Cramer >. a 

luiµ. e3te dată {pentru f E C [O, 1]} de : 

>.(!) _ { ½ li s-1 f lli~(o,1J dacl f E R1
'
2 (P [o, 1]) 

- +oo, dad f <t R1l2 (L2 [O, 1]). 

Demonstraţia se va baza pe lema urmâ'..toare. 

LEMA 3.6. Fie C, L spaţii Banach separabile şi µ proba
bilitate gau3iană centrată pe C. Dacă exi3tă o injecJie continuă 
i : C - L, atunci transformările Cramer ale măsurilor µ şi 
i (µ) sunt legate prin relatia 

Demonstra,ia lemei 3. 6. Fie i• : L• -+ C• aplicaţia. dual.li a 
lui i. Din definiţia. cova.ria.ţ.iei obţinem 

Cum i este injectivă., i• (L•) este densă in C• şi deci, pentru 
x E C, avem 

.\,(x) = sup [(t, x) - ~K,.(t, t)] 
teC• 2 
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= sup [(s,i(x)}- !K,(µ)(s,s)] 
1EL• 2 

i.e. ,\_,(x) = ,\,(µ) (i(x)).D 
Dcmon:,traţia propozi/iei 3.5. Luăm C: = C[O, l] ~i L: = 

L 2 [O, 1]; dacă ieste injecţia canonic~, lema 3.6. arai~ c~, pentru 
J E C(O, I] avem>.,.(!) = ).i(J,.)(f) unde prin abuz de limbaj 
am identificat f şi i(J). Apoi, covariaţia lui i (µ) este da.tă de 
K,(µ)(/,g) = (RJ,g}L2[o,i], iar calculul lui)%,) pentru spaţiul 
Hilbert L a. fost făcut in propoziţia. 3.4. Folosim in fino.I c~ ). 
este "restricţia. " lui >.i(JJ) la. C.o 
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APLICATII 

APLICATIE IN STATISTICA 

Vom formula şi demonstra. a.ceaetK aplicaţie in cazul real, deşi 
rămâne adevuati in contextul unui spaţiu topologic polonez. 
Să remarclm. importanţa ei intrinsecă, deoarece se calculead. 
explicit transformarea Cramer a legii empirice asociate unui 
eşn.ntion dat. 

NotKm M (R) (reep. M 1 (R)) spaţiul m~urilor rea.le muginite 
(resp. spaţiul probabilităţilor pe dreaptă). Pentru µ.,v E M 1 (R), 
definim informatia (sau informati.a Kullback) lui II in raport cu 
µ prin 

Iµ.(v) = J f(:z:)logf(:z:)dµ(:z:), da.cit li este absolut continull'. in 
raport cu µ §Î f (a:) = t( a:), 

J,,.(ll) = +oo, dad. v nu este absolut continui in raport cuµ. 
Observlm ca. J,,.(11) este cu atât "mai ma.re "cu câ.t II este mai 

indeplrtatl deµ. In particular /µ.(li)= O<=:> li=µ. 

TEOREMA 4.1. Fie X,.. şir de variabile aleatoare reale in
dependente, cu aceeagi lege µ. Să considerăm legea empirică a 
eşantionului X 1 , ••• , X,.. i.e. Z,.. := ¼ (8x, + ... + 8x,.) cu valori 
in M1 (R). Atunci, pentru orice A E M 1 (R) avem 

-I,,, (Ă) ~ liminf_!_logP(Z,.. EA) 
n.-+oo n 

~ limsup _!_ log P (Z,.. EA) ~ -Iµ. (A) , 
n-++oo n 

unde I,,.(A) = inf„eA lµ(v). Pentru orice reuniune A de deschise 
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şi conveze din M1 (R.), avem 

-Iµ (A)= lim .!. log p (Zn EA). 
n-+oo n 

ln fine, transformarea Cramer A a legii lui bx 1 coincide cu I,,. 
pe M1 (R) şi este egală cu +oo pe M (R) \ M1 (R). ln plus, 
multi mile {>.( x) $ b} sunt compacte, pentru orice b > O. 

Demonstra#e. Din lema 2.10. exist~, pentru orice a > O, un 
compact Ka in M 1 (R) aBtfel ca P (Zn <ţ ICa) ~ e_,... . Lema. 
2.6. şi teorema 2.3. furnizează. concluzia, dacă arăta.ro că. trans
forma.rea Cra.mer ,\ a. lui 1r (:=legea lui 8x1 ) coincide cu lµ pe 
M 1 (R) şi este ega.ll!. cu +oo pe M (R) \ M 1 (R) . Ultima afirma
ţie rezultlS. din faptul c~ M1 (R) con\ine anvelopa. conved in
chisK a euportului lui 'Ir . Pentru II E M 1 (R), conform cu 
propoziţia 2.5., avem 

-\(11) = eup ((!, v) - log i(f)]. 
/EC(R) 

Din constructie, pentru J E C(R), avem 

deci 

>.(11) = sup [jf(x}dv(x) - logf ef(:z:)dµ(x)]. 
Jec(R) 

SM. presupunem cM. fµ.(v) < +oo. Atunci v ~ µ şi fie g = ~
Pentru f E C (R), din inegalitatea Jensen, obţinem 

deci 
f f gdµ - j g loggdµ ~log/ ef dµ 

sa.u I fdv - log J e1dµ s / gloggdµ. = I,..(v). 
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LuK.m. 11up in membrul stâ.ng dupa f E O (R) gi obţinem >.(v) :5 
/µ(11). Reciproc, presupunem ..\(11) < +oo deci, pentru orice f E 
C(R) avem 

j f dv - log/ ei dµ :5 ..\(11) < +oo. (4.1) 

Formula. (4.1.) rămâne adevărată pentru orice f mKeurabilă şi 
marginit.l (d. teoremei lui Luzin, restricţia unei astfel de func\ii 
la compacţi de v şi µ-m~url ~ 1 este continuil.). Apliclm ( 4.1.) 
funcţiei f = n1A, cu AC R, µ(A)= O §Î obţinem n11(A) :5 ..\(11) 
pentru orice n, deci 11(A) = O. Not~ g = t şi, da.el( log g a.r fi 
m,rginită, formula. ( 4. I.) aplica.tă funcţiei log g ar implica. 

j loggd11 - log/ dµ s; >.(v) 

i.e. I,.(11) $ >.(11). Dacă logg nu e mărginită., o aproximăm cu 
funcţii Dl.Mura.bile mKrginite.□ 

APLIOATII LA MAS URI SJ PROCESE GA USJENE 

Notaţiile şi definiţiile sunt cele din capitolul 3. 

PROPOZITIA 4.2. Fieµ probabilitate gausiană centrată pe 
spaţiul Banach separabil E. Fie ). transformata ei Oramer şi K 
covariaiia ei. Atunci numerele 

a=inf{>.(x): x EE, li% li= I} 

şi 

b=sup{K(t,t): t E E', 11 t li= 1} 

sunt finite şi avem 

lim _!_
2

logµ{x E E, li x li~ r} = -a= _ _!_b_ 
•--+oo r 2 

Demonstra,ie. Fie B = {:z: E E, li :z: li~ I}. Relaţia. >.(a:z:) = 
a2..\{:z:) pentru a:- E R, :z: E E implică 

A (B) = inf >.(x) = inf inf a 2 >.(y) = a. 
:EB 111111=1 a>l 
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A (s) = inf inf az >.(y) = a. 
ll'111=1 o:>l 

Cum B este Închisă, teorema 3.3. implică 

!im 2-Jogµ{x E E, li x li~ r} 
,_,+oo rZ 

. 1 (1 ) = lirn --;;- log P -X E B = -a, 
, ... +ex, r"' r 

unde X : (f2, P) -+ E este variabilă aleatoare cu legea. µ. 
Rămân de comparat numerele a si 1/Zb. Pentru x E E, t E 

E' şi s :2: O, avem >.(x) :2: s(t, x) - ½s2 K(t, t). Fie x E E cu 
li x li= 1 fixat. Conform teoremei Ha.hn-Banach, exiBtă. to E E' 
cu li t0 li= 1 astfel ca. (to, :z:} = 1. Obţinem 

>.(:z:) ~ eup [s - !s2 K (to, t0 )] = K / ) ~ ~b 
,~o 2 2 to,to 2 

şi de a.ici obţinem a :2: ~- Fie acum t E E' cu li t li= 1 i a.vem 
r 1 [1, +oo) c B. Fie Xn : f2 -+ E varia.bile a.lea.toa.re cu legea. 
µ.. Atunci 

In a.ceastă inega.Iita.te aplicăm log, fa.cern n -+ +oo şi, da.că. 

notăm At.(µ) transformata Ora.mer a lui t(µ), obţinem 

şi de a.ici rezulU. a S: ii;· 
Cum K este biliniarl1. şi continu~, rezultă. că. b < +oo şi deci 

a > O. Calculul lui >. ara.tă că. a < +oo şi deci b > O. □ 

Vom vedea in cazul proceselor gausiene situaţii in ca.re atât ). 
cât şi numerele a, b se pot determina explicit. 
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PROPOZITIA 4.3. Fie Xt: n - R, t E [o, I] proce3 gau
sian centrat cu traiectoriile continue a.s., de couaria#e p(s, t), 
s, t E (O, I]. Dacă notăm b = supte[o,i] p(t, t), _atunci 

lim 
1
2 log P { su p I X t 12:'.: r} = - 2

1
b • 

•-+oo r t€(0,l] 

Demonstratie. Conform propoziţiei 4.2., este suficient dever
ificat cK 

sup{K (17, 17); 17 E E', 1111 li= I}= b. 

Fie 1] E E' cu li t/ li= 1. Putem scrie t/ = t/+ - ,,- , ij = r7+ + ,,
§i li fJ 11=11 TJ 11= 1, deci 

K (TJ, TJ) = /! p(s, t)drJ(s)dTJ(t) 
[0,l]x[0,l] 

~ // I p(s, t) I dij(s)dij(t). 
(0,l)x(0,l) 

Funcţia p este pozitiv definitK, deci p(s, t):2 ~ p(s, s)p(t, t) şi 

deci supl,t€[O,l) I p(s, t) I= b, ceea c:e aratK că K (171 t1) :5 b. Pe de 
altă pa.rte, din compactitate, există t E (O, 1] astfel ca. p(t, t) = b, 
ceea ce dă K (8t, Dt) = b. □ 

Remarcă. Da.că. procesul ga.usian Xt a.re traiectoriile a.s. in 
LP [O, l], cu p ~ 1, propoEiţia. 4.2. a.rată că 

lim _!_logP{( /1 I X, IP dt) 11
P 2'.: r} 

•-+oo r2 Jo 

există, dar calculul acestei limite, plecând de la p, nu este posi
bil~ "explicit " in general. □ 

1n continuare se va determina explicit transforma.rea Cramer 
in cazul mişcMii browniene. 
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PROPOZITIA 4.4. Fie B, : n - R, t E (O, 1] mi§care 
browniană cu B0 = O a.s. Fie µ legea traiectoriilor miscării 
browniene Bt pe Co [O, 1], spaJiul Banach al functiilor continue 
pe [O, 1] şi nule in O. Atunci transformarea Gramer >. a luiµ este 
dată, pentru f E Co [O, 1], prin 

>.(!) = ! /1 f'(t) 2dt 
2 lo 

dacă f este absolut continuă cu derivata {Lebesgue) f' , respectiv 
>.(!) = +oo, dacă f nu este absolut continuă. 

Demonstraţie. Vom aplica propoziţia 3.5. spaţiului Co [O, 1] in 
loc de O [O, I], ceea ce nu modifică nimic. Avem p(s, t) = s I\ t, 
iar operatorul R : 1 2 (O, 1] - L2 (O, 1] este dat de 

Rg(t) = fo1 
(s A t) g(s)ds = fot sg(s)ds + t 11 

g(s)ds. 

Este clar că, dara f este continua, nulă în O şi f = Rg, atunci f 
admite derivat~ continuă J'(t) = J/ g(s)d.s nu~ in 1 şi admite 
derivată de ordinul doi f" = -g de p~trat integrabil. De aici 
rezulU. c~ R este injectiv, ci R(L2[0, l]) este mulţimea f E 

C0 [O, 1] de două ori derivabile, astfel ca f" E L2 [O, 1] şi f' ( 1) = 
O. In fine, pentru f E R(L2 [O, I]), avem R-1 f = - f" . 

Fie f E R (U (O, 1]); din f = -Rf" , obţinem 

li R-112 
f lll1(0,1J=II R112 J" 1111[0,11= (RJ", f'ÎLl(0,1] 

= -U, f"h1[0,11 =li !' 1111(0,11 , 

in care ultima. egalitate s-a. ob~inut prin integra.re prin părij, 

deoarece /(O) = J'(l) = O. Conform propozi~iei 3.5. avem 

>.(!) = ~ li R-112 f !11,l(0.1]= ~ li !' 1111 (0,1] , 

pentru / E R (L2 [O, I]). Acest rezultat trebuie extins la / E 
R112 (L2 [O, l]). Fie deci f = R112g cu g E L2 (o, 1], f E 0 0 (O, 1]. 
Cum R este injectiv, şi R112 este injectiv, deci R1l 2 ( L2 [O, 1]) este 
dens in L2 [O, l]. Există un şir h.,. E L2 [O, l] astfel ca R1l 2 h.,. = 
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9n converge cltre g in L2 [O, I], ceea ce i.mplicl convergenţa lui 
fn = R112 gn = Rhn, d.tre fin Co [O, I]. Cum fn E R(L2 (O, I]), 
avem 

li g„ IIL'(o,11=II R-1
/
2 f„ llv[o,11=11 f~ llv[o,1) 

şi cum 9n converge c~tre g I se obţine c~ f~ este şir mu-ginit in 
L2 [O, I]. Putem deci extrage un subşir (notat tot f~) convergent 
slab cltre k E L2 [O, I]. In coneecinţl, fn(t) = {!~, l[o,i)}V[o,1) 
converge pentru orice t E [O, 1] către 

k(t) = (k, l[o,tJ)vco,1] = !oi k(s)ds. 

Cum fn converge dUre f in Co [O, I], rezult~ că. J = k, deci 
existl k = f' E L2 (O, I]. ln plus, cum f~ converge slab cltre f' 
in L2 [O, 1], avem 

= ,.~
00 

li 9n IIL2 (0,1J=II g IIP[0,1)=II R-l/l f IIL2 [0,1) 

adică, tinând cont de propoziţia. 3.5. 

~ li f' llf2co,1]'.~ >.(!) pentru J E Co [O, 1] n R* (L2 [O, 1]). 

ln plus, am văzut că J E Co [O, 1] n R1/ 2 (L2 [O, 1]) implică exis
tenţa lui f' §i f' E L2 [O, 1]. 

Reciproc, fie f E Co [o, 1] BBtfel că f' există şi !' E L2 [o, 1]. 
Aproxîmm J' in L2 (O, 1] cu funcţii de clad C1 şi obţinem 
existenţa unui şir u„ E Co [O, 1] astfel d. u~ , u~ există, u~ E 
L2 [o, 1], v:(1) = o, limn-+oo u: = J' in L2 [o, 1] şi limn-+oo v,. = 
fin Co [O, I]. Semi-continuitatea inferioară alui>. implică>.(!) ~ 
liminf,. .... +co >. ( vn)• Pe de altă parte, intrucât Vn E R (L2 [O, 1]), 
avem >. ( v,.) = ½ li v~ IIL2[o,i), deci 

In particular >. < +oo, ceea ce implică f E R1l 2 (L2 [O, I]). 
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Am identificat deci Co [O, l] n R 1l2 (L2 [O, l]) cu mul9-D1ea. f E 
C0 [O, 1] astfel că f' există şi E L2 [O, 1 ], am demonstrat cK >.(J) = 
½ li J' lli•ro,1] pentru f E Co [O, l] n R 1l2 (L2 [O, l]), in timp ce 
>. = +oo in afara acestui subspaţiu.□ 

Exerciţii. 
1. Fie repartiţiile µ~(dx) = (27f/E)-112 exp(-x2 /2E)dx. Ară.taţi 

d. 

pentru orice borelianK rea.IK A. 
2. Fie procesul Ornstein-Uhlen beck rea.I definit prin 

Vi = O!e-Pt Lt eP1 dB, , V0 = O, 

sau ca. soluţia. unicl a. ecuaţiei stoca.etice Langevin 

Vi = O!Bt - /3 fot V1 ds. 

Folosind metoda din propoziţia 4.4., ar~t.aţi c~ tra.nsformarea 
Ora.mer a acestui proces este, pentru f E C0 [O, 1] 

>.(!) = _!__
2 

/

1 

[f'(t) + /3/(t)fl dt 
2a lo 

dacă / este absolut continuă cu derivata (Lebesgue) f' , respec
tiv >.(!) = +oo, dara f nu este absolut continuă. 

3. Fie >. transformarea. Cramer a legii traiectoriilor mişcarii 
browniene §i f E Co [O, 1] cu >. (J) < +oo. Ar~ta.ţi cK 

lim lirnsup 1::2 log p {sup IEB - fi < o} 
s ..... o c-o [0,1] 

= lim liminf E2 log p {sup IEB - fi < o} = ->. (!) · 
5 ...... 0 c-o [0,1] 

4. ln ca.zul unui proces ga.ueia.n Xt ( vezi propoziţia 3.5. ), pen-
tru f E R1l 2 (L2 [O, I]), ad.taţi d. 

li 
P{sup[o,iJli::X-f1<8} _ { _21 (!)} 

m { } - exp -i:: ,... . 
6-o P SUP[o,1] li::XI < 6 
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5. Arăta.~ ci n.firma.~e de la. 3 şi 4 rămân a.elevă.Ta.te in co.zul 
unei variabile aleatoare cu valori intr-un spa\iu Banach (sau a 
unei probabilităţi cu valori intr-un spaţiu Banach). Mai precis, 
fie ~ transforma.rea Cramer a unei variabile aleatoare X : 11 -+ 

E,cu E spaţiu Banach separabil, cu legea gausianK centratK. 
Atunci, pentru orice S (H) ( vezi nota.\iile din propozi\ia. 3.2. şi 
teorema 3.3.), avem 

lim lim t 2 log P (li tX - x li< 6) = -,\ ( x) 
6-+o ~o 

§1 

. p (li EX - X li< c5) { -'.2 } 

~~ P(IIEXll<c5) =exp -E A(x). 

Indicaţie. Arătaţi el, in ipoteza 

<I> (t) := {). (x) :$ t} sunt mulţimi compacte pentru orice t > O, 

urmKtoarele afirma.ţii sunt echivalente. 
1) Pent,ru orice A C E deechitiă. avem 

liminf E2 logP(EX EA) 2:: -A (A). 
e-+O 

1 >) Pentru orice 5, 'Y > O, x E E, există Eo > O astfel ca 

P (li EX - x li< 6) 2'.: exp (-c-2 [>, (x) + ,]) pentru c :$ co . 

Similar, următoarele a.firmat,ii sunt echivalente. 
2) Pentru orice A C E închisă avem 

limeupE2 log P (i:X E A):$ -A (A). 
E-+0 

2') Pentru orice 6, 1 , s > O, există co > O astfel ca 
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LEMA 4.5. Fie E spaJiu Banach separabil, >. transformarea 
Cramer a unei variabile aleatoare X : n - E şi A C E astfel 
ca 

inf ). (X) = inf ). (X) 1 
o -

„EA „EA 

iar valoarea comună este atinsă intr-un punct unic :co E E. 
Atunci, pentru orice 6 > O, 

lim P {(EX EA) n (li :c - zo li< 6)} = 1 (4_2) 
..... o P(EX EA) 

Demonstrafie. Să observăm el 

Apoi 

limeup E2 log P ((EX EA) n (li z - zo li~ 6)) 
c-.O 

~ li~~~pE2log P ( (Ex EA) n (li z - zoli~ 6)) 
< ->.(xo). 

Aceasta ineeamnă d. P((EX EA) n (li z - z 0 li~ 6)) converge 
către O mai repede ca numitorul din (4.2.).0 

Exemplu. Fie procesul stoca.atic Xţ pe intervalul [O, 1] ca.re 
satisface ecuaţia liniar~ 

( 
d) n dhXc . 

p dt x: = E dt,.t = f Bt ' 

impreună cu n condiţii la frontieră, liniare, omogene şi deter
ministe, unde Bt este o mi.şcare browniană. Avem 

X;= E fo 1 

G(s,t)dB,, 
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unde G ( s, t) este funcţia. Green a. problemei la frontieră. BBociată. 
operatorului P ( d/ dt )şi condiţiilor la frontieri date. Transfor
marea Cramer asociată traiectoriilor procesului X [ este ). (!) = 
+oo dacă f nu satisface condiţiile la frontieră sau dacă derivata 
rr- 1 Jtf dtn-1 nu este absolut continu;!i, respectiv 

). (!) = ~ Ll Ip ( ~) f,~ dt 

in caz contrar. ArlHaţi cKmulţimea A= {f EV [O, 1] li J li> c} 
satisfn.ce ipotezele lemei 4.5. şi deduceţi că 

= - inf { ~ 11 P ( ~) f 112} , 

unde inf -ul se ia după toate funcţiile f care satisfac condiţiile 
la. frontiera'. şi li f 11= c. 1n cazul pa.rticula.r in ca.re P(d/dt) este 
a.utoa.djunct in L2 [O, 1 ], avem 

unde ( este valoarea proprie cea mai mica in valoare absolută a 
lui P (d/dt). 

Observaţie. Vom vedea. in capitolul următor un a.lt exemplu 
de aplica.re al lemei 4.5. in cazul difuziilor (soluţiile ecuaţiilor 

stocastice), la evaluarea asimptotică a probabilităţii ca difuzia 
să. rlmâna. intr-un domeniu şi a primului timp de ieşire a difuziei 
dintr-un domeniu. 
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LEGEA TARE A NUMERELOR MARI 

Pe câmpul de probabilitate (n, IC, P) vom considera un şir de 
varia.bile alea.tos.re { Xn, n ~ 1} independente §i identic reparti
zate, cu legea µ şi cu valori in spaţiul Bana.eh separabil E. Să 
notlm X .. := ¾ (Xi + ... +X .. ). 

TEOREMA 4.6. Dacă E(II X1 li) < +oo, atunci Xn -+ 

E (µ) a.s. (şi in probabilitate). 
Demonstra,ie. Sit presupunem dl li X 1 11:5 M (a.s. sau in 

probabilitate). Atunci fE e•lla:lldµ(x) :5 e•M < +co pentru orice 
s E R şi deci, din teorema 2.11. (şi lema 2.10.) exiBt, un compn.ct 
K C E §i o consta.n~ c > O, cu 

P (X n (ţ. K) = µ"' (Kc) ~ ce-n pentru orice n ~ I, 

undeµ,. este legea lui X n. Deci P (liminfn-+oo { X n r/. K}) = O 

i.e. şirul {Xn (w), n ~ 1} este relativ compact pentru w E 0 1 , 

cu P (On = O. Din legea. tare a. numerelor mari (cazul real) 
avem 

t ( X n) -+ t ( E (µ)) a..s., in probabilitate, 

pentru orice t E E'. Cum E este separabil, E1 este w•-separabil, 
deci Xn(w) -+ E(µ) slab, pentru w E O:z, cu P(n~) = O. 
Aceasta inseamnă că X.,. (w)-+ E (µ) tare, pentru w E 0 1 n 02. 

Pentru cazul general, notăm XiM) = X[o,M) (li Xn li) Xn şi fie 
YJM) = Xn - XiM) pentru n ~ 1, M > O. Pentru f. > O dat, 

sli alegem M > O cu E (li Y/Ml 11) < E/4. Din legea tare pentru 

şirul { li YJM) li , n :2: 1} , alegem N astfel ca. 

P (:~~~'fi li Y}M) li~ !/3) < f./2 
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unde µ<M) este legea. lui X~M) . Observând cM.11 E (µ)-E (µ<M)) li 
~ E (11 Y1(M) 11), obţinem 

P (sup li X n - E (µ) li~€) 
n~N 

'S:: P (supli Xn - XiM) li~ €/3) 
n~N 

+P (eup li xrM) - E (µ<M)) li~ E/3) 
n,'?::,N 

~ P (sup .!_ t li YfM) 112: f./3) + f./2 = L D 
n.~N n kaal 

LEGEA LOGARITMULUI ITERAT 

Fie Bt : n -+ R, t E [o, I] o m.i.şcare browniani cu B0 = O 
a.s. Fie µ legea traiectoriilor Dl..UJCMU browniene B1 pe C0 [O, 1 ], 
apa.ţiul Ba.nach al funcţiilor continue pe [O, I] şi nule in O. Ream
intim că tB11, , t E (1, +ex:,) eete incă mişcare browniană, deci 
putem considera IIllliCarea browniană Bt definită pentru t E 
[O, +ex:,). 

Vom prezenta in cont.inua.re forma "functiona.lă." a legii log
aritmului iterat pentru m.i.şca.rea. browniani. Not~m AC [O, 1] 
spaţiul funcţiilor g E C [O, I] cu proprietatea că, pentru orice 
t E [O, I], derivata (Lebesgue) g' a lui g există şi este de pătrat 
integrabil pe [O, t], inzestrat cu topologia indusM. de C [o, 1]. 

TEOREMA 4.7. Sirul de procese 

(2n loglog n)- 112 Bnt , t E [O, I], n 2". 2, 

(cu traiectoriile in Co [O, I]}, este relativ compact in Co [O, l] cu 
µ-probabilitate 1 şi multimea punctelor sale limită este dată de 
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AceMta În6C8JD.nă că. există. flo C fl de probabilitate O cu 
proprietl\ile urm~toa.re. 

1. Pentru orice w (ţ. n0 şi orice fill de numere naturale n1 < 
n2 < ... , există un subş.ir n1c; = n1c;(w) şi o funcţie J E S astfel 
ca 

( 2n1,; log log n1c;rl/2 B,,,t;t (w) - f(t) uniform in t E (O, I),şi 
2. Pentru orice J E S şi w F/. flo , există. un şir nk = nk(w,f) 

astfel ca 

(2n1c loglog n,.)-i/'l B ... t (w)--+ f(t) uniform in t E [O, I}. 

Observatie. Conform propoziţ,iei 4.4., mul~ea limiU. S co
incide cu {AC [O, 11, f (O)= O, 2>. (J) ~ 1}. 

COROLAR 4.8. Dacă <I> : Co [O, lJ -+ R e~te Junctională 
liniară şi continuă, atunci 

lim.supcl> ((2nloglogn)-112 B,,,.) =supei>(!) µ - a..e. 
n-+oo JeS 

In particular, pentru <I> (J) = f (1), obtinem legea clasică a log
aritmului iterat : 

lim.sup ± (2n loglog nt112 B,,, = 1 µ - a..s. 
n--++oo 

Observa.ţie. Folosind un rezultat a.l lui Skorohod, care afirm~ 
d. un şir de varia.bile aleatoare se poa.te obţine redefinind o 
mişcare browniană, din teorema 4. 7. se poate obţine forma" func
tional~" a legii Hartman-Wintner-Hincin a loga.ritmului iterat 
pentru variabile aleatoare identic repartizate. Mai precis, fie 
X1,X2,••· independente, identic repartiza.te pe (fl,K,P), cu 
media O si dispersia 1. Definim S0 = O şi 

S _ { I::i=1 X„ dacă t E N• 
t - (1 - t - [t]) S[t] + (t - [t]) S[t]+i i.n ca.z contrar. 
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Atunci şirul de procese 

(2nloglog n)-112 
Snt I t E [o, 1] I n ~ 2, 

este relativ compact in Co [O, 1] cu P-probabilitate 1 şi mulţimea 
punctelor sale limită este dată de S. In particula.r, procedând 
ca in corolarul 4.8., obţinem 

n 

limsup±(2nloglogn)-112 I:X,. = 1 P-a.s. 
n-+oo ls=-1 

Aplicaţie. Cu notaţii.le de mai sus, fie ţJ.n legea. lui S„tf n 112 . 

Arăta.ţi că ţJ.n -+ µ slab, undeµ este legea traiectoriilor mişcării 
browniene. ( Principiul de invariantă al lui Doneker ). 

Pentru a. face demonstra.ţi.a. teoremei 4. 7., vom avea nevoie de 

LEMA 4.9. Fie K c Co [O, 1] compact, g E Ca [o, 1] şi I c 
- 1/2 (1, +oo), 1 El. Notăm 9n(t) = g(nt)/ {2loglogn) pentru n. ~ 

2, t E [O, l]. Pentru i > ], notăm i,. = [i,.]. Dacă 

limsup li g;., - K 11= O pentru orice i E I, 
n-+oo 

atunci şirul {g,. , n. 2'.: 2} e3te relativ compact şi orice 3ubşir con

vergent al său converge către un element din K. 
Demonstratie. lntrucât K este compact, există. M > O şi p : 

(O, l]-+ (O, +oo) nedescrescătoare cu lirnt'\.O p(t) = O şi 

supli/ 11:S: M, sup I J(t) - J(s) l:S: p (t - s), O :S: s < t :S: I. 
J€K J€K 

Dat fiind!> O, să alegem i E J cu p(l - 1/i) < r 1i (i - 1) X 

(M + 1:) < f.. Apoi alegem un număr natural L ~ 2 astfel ca 
loglog ixfloglog x ~ i pentru x ~ L. In fine, fie n (i, t:) cu 
li 9in - K li< E pentru n 2 n (i, 1:) ; notăm n (1:) = LV n (i, 1'). 
Pentru n 2:'. n ( E), sM. alegem m astfel ca im =:::; n:::; in+l §i not.'im 
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N = (im+l] ; cum m 2: n (i, f), ştim că li 9N - K li< {. Deci 

li Yn - K li< E+ li Yn - YN li . Obeervâ.nd c~ 

9n(t) =g (;Nt) /(2loglogn)1
/

2 

= 9N (;t) (2loglogN) 1l2 
/ (2loglogn) 1

/
2 

, 

ob\inem 

(2 loglog N) 112 
( n ) li 9n - 9N li= sup ( l l )112 9N Nt - 9N (t) 

099 2 ogogn 

:S (2loglogN(:-l (M+c::)+ 2t:+p(l-.::). 
(2 loglog n) I N 

Cum n S N S >.n, avem 

deci 

1 < (2 loglog N) 112 < (2 loglog >.n) 1
f:! < ), 

- (2loglogn)112 - (2loglogn) 1/ 2 - ' 

(2 lo log N) 112 
g 1/2 - 1 (M + t:) :s (>. - 1) (M + t:) :s C 

(2 loglog n) 

ln acelaşi timp avem p (1 - n/ N) S p (1- 1/ >.) < e::, deci 
li 9n - K li< 5E pentru n 2 n(E). □ 

Dcmonstra,ia teoremei 4. 7. Fie i > 1 si 6 > O fixate ; no
tam in = (in], s~ = {g E Co (o, 1], li g - S li< 8}, (n(t) = 

Bnt/ (2loglogn)112 şi alegem 1 < i < infgesa 2>.(g). Din a doua 
inegalitate a teoremei 4.4. rezulU. 



~- APLICATU 67 

pentru n suficient de ma.re. De a.ici ob\inem 

Aceaata egalitate este adevărată. pentru orice 8 > O deci, pentru 
orice i > 1, există B; cu µ (B;) = O şi 

limsup li ~;J, w) - S 11= O pentru w (ţ. B;. 
n-..+oo 

Punem B = U,,.-~ 1B1+i/n.; avemµ (B) = O şi pentru orice w (ţ. B 
aplicl1.m lema 4.8. cu I == { 1 + 1 /n , n 2:: 1} pentru a obtine cl1. 
girul { ţn , n 2: 2} este relativ compact gi orice au bair convergent 
al ellu converge d.tre un element din S. 

Pentru reciprocă, să alegem o submul~e numărabilă densă 
in S, formată din func~ii f cu 2..\ (f) < I (luăm e.g. f.,,(t) = 

. . 

Ji J,,_ (t) dt ; n ~ I, t E [O, I], unde /,.E L2 [O, I] este densă in 

{ ÎE L2 [O, I], IIÎIIL2[0,1]< 1} ). Este deci suficient de arătat că., 
pentru orice f E S cu 2>. (f) < 1, avem 

Pentru k ~ 2, definim 

_ { O, pentru Ost s 1/k 
fk(t) - f(t) - f (1/k), pentru t 2'. 1/k 

l}Î pentru m 2'. l 

Să observăm că 

li ~J,m - fli~ !lllp li ~km li + trnp li fli + sup li ~km - fli 
[0,1/k] [0,1/lc] [1/k,l] 

:5 2 ( sup li Ckm li + sup li f 11) + li T}m,k - fk li • 
[0,1/k] [0,1/lc] 
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Dacă. C := {w: (i.(·,w) eiite relativ compact}, pentru 6 > O ~i 
w E C, exi.sil'i. k(w) ~ 2 cu 

li (km - ! 11:S s+ li T/m,lc( .... J - J„11 pentru m 2: I. 

Cum µ (C) = O, este suficient de arătat că pentru k 2: 2, 

µ (liminf Jl 11,..,. - !1. li= o) = 1. 
m-+oo 1 

lnsa procesele { 1/m,k , m 2: I} sunt independente in raport cuµ,. 
deci vom arăta. că. 

L µ (li 7/m,lc - !1c li< c) = +oo. 
"'2'. I 

Din prima inegalitate din teorema 4.4. obţinem d. există. m ( k) 
cu proprietatea 

-
pe11Lru m 2: m (k), unde 1 (~'>te strict subunitar, iar fk:= _, 
f;. (t + 1/k) pentru care _{0

1
-ifk /k (1.)2 r:lt S: 2.\ U) < I O 



5 

PERTURBATII 
ALEATOARE MICI 

Fie b : R n -----. R n câmp (local) lipschitzia.n de vectori căruia ii 
asociem sistemul dinamic 

(5.1) 

unde x, este soluţia maximali{ a lui (5.1. ). 
Fie O' aplicaţie (local) lipschitzia.nă de la. R n in spaţiul ma.tri

cilor (n, n). Pentru orice funcţie continuă f : R - Rn , orice 
( 2'.: O şi orice x E R n , ecuaţia diferenţială 

(5.2) 

admite o soluţie maximală unică cu Xo = X. Da.că (a, b) este 
intervalul de definitie al acestei solu\ii maximale, atunci avem 
O < b ::; +(X), iar b nu nu poate fi finit dacâ.t dac~ lime-b llxî!I = 
+oo. Vom numi b timpul de explozie al soluţiei zî . 
Să considerăm un proces gausian Gt : n ----. R n cu traiectorii 

continue, f. > O şi sistemul 

{ X:= b (Xi)+ f.a (Xl) Gt 
X0 = x, cu X E Rn dat, 

(5.3) 

unde, pentru orice w E n, Xt (w) este soluţia maximală unică a 
lui (5.2.) când înlocuim ft cu Gt (w) şi punem X; (w) = x. 

Continui.ta.tea.soluţiilor lui (5.2.) (ca funcţiona.le def) implică 
măsurabilitatea lui X{ in raport cu corpul borelian generat de 
G. , O ::; s ::; t. Să observăm că, in general, Xf nu este proces 
gaus1an. 
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Problema. pe ca.re o studiem este de a. preciza. cornporta.mentul 
tra.iectoriifor lui X{ când € __,_ O, ma.i precis sll evaluii.m probabil
itatea ca traiectoria lui X { , t E (O, 1] să apartină unei mulţimi 
A de traiectorii "aberante "din punctul de vedere aJ sistemului 
(5.1. ). Aceste probabilit1\i vor converge dltre O odată cu 1:, cu 
viteze de tipul exp (-C(A)t:2 ), ia.r problema. ~te de a. evaJua 
C(A). 

Interpretarea euristic1 a acestei probleme este următoarea. 
"Creşterile » ll.Xî = Xî+t..t - Xi "verifică" ll.Xi = b (Xi) ll.t + 
u; (X;) b.Zt . Cu alte cuvinte, creşterea determini.stll b (X{) fit 
anticipată de sistemul (5.1.) este perturbată aici de variabila 
aleatoare E<J (X;) b.Zt ("zgomotul") a. cărei legi condiţiona.te 
de trecut la timpul t este ga.uaia.nă centrată şi cu matricea de 
cova.riaţie propor~iooa.l~ cu i:: 2. 

Remardi .. Dacă b = O, k = n, x = O, a ::identitatea, atunci 
Xi. = 1:Z, , unde Z1 = JJ G.ds este proces gausian cu traiectorii 
continue ia.r aceasta. situa.ţie a. fost trata.tă io capitolul anterior. 

Vom presupune că timpii de explozie a.i soluţiilor lui (5.1.)
(5.3.) sunt infiniţi. Aceasta se intâmplă e.g. dara 6 13i u ,rnnt cu 
creştere subliniară i.e. llb(y)II + llb(y)II ~ ct. (1 + llv!I) (similar 
pentru u ). Totodată vom presupune ci, pentru orice x E R n , 

matricea a(x) e.ste inversabilă. 

Observaţie. In a.ceHte ipoteze putem juHtifica 11.firmaţia că 
(5.3.) este "perturbaţie aleatoare mid." a lui (5.l.). Mai precis, 
se poate arată că, pentru orice t E [O, l] şi 8 > O, avem 
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Vom nota C [O, I] spaţiul funcţiilor continue f : [O, 1] --t Rn 
şi, pentru x E Rn , notăm C"" [O, l] eubspaţiul funcţiilor f E 
C [O, l] cu J(O) = x, ambele înzestrate cu topologia convergent.,ci 
uniforme. 1n particular, observăm că aplicaţia X· ca.re asociază 
lui w E n tra.iectorio. (soluţia lui (5.3.)) t - X{ , t E [o, I], este 
m~urabili de la n la C., [O, 1]. Fie a.cum x E R n fixat. 

Pentru orice f E C [O, l], vom nota F,,,(f) restricţia la [O, 1] a 
soluţiei unice maximale g a ecuaţiei diferenţia.le 

Din teoria ecuaţiilor diferenţiale ordinare, ob\inem c~ aplica.ţia 
F„ de la C [O, 1] la C., [O, l] este continuă. 

TEOREMA 5.1. ln ipotezele precedente, notăm>. : C [O, 1] --t 

[O, +oo] transformarea Cramer a legii traiectoriilor proce~ulu.i Gt 

in C [O, l]. Definim·~ (g) = +oo dacă g nu este de clasă C 1 pe 
[O, I] şi 

~ (g) = >.(!), 

cu f dată de fc = o-(gc)-1 (9c -b(gc)), t E [O, 1], g0 = x. Dacă 

A (A)= inf geA ~ (g) pentru A boreliană in C,, [O, I], atunci 

Demonstraţie. Pentru g E C., [O, 1] considerM.m mulţimea (posi
bil vidă) F;1 (g) a funcţiilor f E C [O, 1] o.stfel că g este pe [O, I] 
solutiia maximală u. ecuaţiei diferenţiale gt= b (gt) + o- (gt) ft cu 
g0 = x. Atunci avem d. >.(g) = inf {,\(!) lf E F;1 (g)} pentru 

g E C., (O, I] şi Â (A)= A o F; 1 (A) pentru AC C., [O, I]. 
lntrucât P(X" EA)= P{fGE F;1 (A)}, teorema3.3. arat~ 

cil, atunci când f. --t O, liminf şi limsup ale lui 1: 2 log P (X' E A) 
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sunt in intervalul [-A ( C), -A ( C)], unde C = Fz-l (A). Con

tinuitatea lui F"' implică CC F;-1 (A) §i C:J F;-1 (Â ), deci 

Rlmâne să a.plid.m teorema. 2. I I., tinând cont că ; este inferior 

semi-continuă. şi mulvm_ile {~ (g) ~ a} sunt compacte pentru 

orice a ~ O finit (deoarece .,\ este inferior semi-continuă şi Fx 
este continuă'.). □ 

Observatie. lpot,ezele in ca.re a.m lucrat se pot adapta. uşor la. 
situaţia. in care procesul ga.usia.n Gt are traiect.oriile in L2 

( resp. 
continue) şi inzestrând spa.ţiul tra.iectoriilor lui X{ cu norma. 

(119111, + li 9 Iii,) 
112 

(resp. 11911~ + li 9 li~ ). □ 

Situaţia trata.tă. pâ.nă. a.cum ::ie referă la. un proce::i X[ a.le 
carui traiectorii verifică ''ecuaţia stoca.stid." dXf = h (X:) dt + 
ca (Xn dZi , unde Zt este proces gausian cu traiectoriile con
tinue şi diferentiabile. 

Cazul ecuaţiilor stocastice ar corespunde lui Zt = Bt , unde 
Bt este mişca.re brownia.ni;'., lm1ă. Bt nu f.~te diferenţia.bilă., deci 
nu este posibil să considerăm X{ ca funcţională continuă de 

'
1

t Bt " , dar putem considera Xt ca funcţionalii de F~ (cB), 
unde B in11ea.mnă traiectoria. mişcării browniene in Rn . ln gen
eral i.nsă, regularitatea aplicaţiei F:. se reduce in acest caz doar la 
măsurabilita.tc, de§i rezulta.tul formal vom vedea că rămâne a.de
va.ra.t i.e. da.că notăm.,\ funcţionala. Cra.mer a miş,cării browniene 

şi .,\ "funcţionala Cramer " asociată. ecuaţiei stocastice ci.XI = 
b (Xn dt + rn (Xn dBt , din propoziţia 4.4. şi teorema 5.1., avem 

~ (g) =). [F~-I (g)] =~li ~F; 1 (g) Iii,, 

unde rela\ia f = F; 1 (g) tnseamnă 9t = Ji [b (g,) + a (g,) j,] dE1, 
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adică 

Să ar!tlun ins~ acest lucru riguros ; punctul "tare" va fi in 
a arăta că, pentru €: mic, aplicaţia F,, "seamăna'." cu o aplica.ţie 
coniinu~. 

Fie D cRn deschis, a câmp de matrice (n, n) şi o familie de 
câmpuri de vectori b, , E ~ O (bo =: b) care satisfac condiţiile 

a E 0 1 (D) 
b, sunt loca.I lipschitziene pe D (5.4) 

lim,_0 b.,(x) = b(x) uniform pe compactele lui D. 

Notam prin X[ soluţia ecuaţiei diferenţiale stocastice pe D 

dXt = bf (XD dt + f(7 (X:) dBt , XJ = x E D, (5.5) 

unde Be este mişcare browniană de dimensiune n. Vom pre
supune că ecuaţia (5.5.) are o soluţie unică X( : n - D, 
t E (O, 1] i.e. timpul de explozie al a.c.estei soluţii este infinit 
pe D şi traiectoriile soluţiei sunt in C,, ( D), spaţiul funcţiilor J 
continue pe D cu /(O)= x. Vom nota X": n - C,,, (D) variabila 
aleatoare care asociază lui w E n traiectoria t ---+ X t ( w) . 

Observaţie. Sistemul ( 5.5.) poate fi considerat şi el ca pertur
baţie mică a sistemului dinamic ( 5. 1.) in sensul că, pentru orice 
t E [O, 1] şi o > O, avem 

lim P { sup 1x: - x,I > o} =o; 
,-O O:S•:5t 

in plus a.cest model este "invariant " la schimbările de coordo
na.te i.e. dacă rp : D --t D' (D' deschis din Rn) este difeomor
fism, atunci procesul rp (Xt) verifică. o ecuaţie de tip (5.5.) cu 
coeficienţi b: ,a' care satisfac condiţiile (5.4. ). 
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Vom nota AC ( D) spaţiul funcţiilor g E C ( D) cu proprietatea 

c,, pentru orice t E [O, I], derivata (Lebcegue) i, a lui g exi.etl şi 
este de plHrat integrabil pe (O, t], inzestrat cu topologia induel 
de C (D). Din teoria ecuaţiilor diferenţiale ordinare, avem 

LEMA 5.2. Fi.e z E D şi. f E AC (D). Atunci ecuaţia 
di/ erenţială 

(5.6) 

admite o solutie unică g E AC (D) cu go = x. Notăm această 
asociere g = F~ (!). Aplicatia F : D x AC (D) --+ AC (D) nu 
este in general continua', dar restricţia ei la D x Ka. este continua' 

pentru orice a~ O, unde K.,, := {! E AC(D) jfl litP1 dt $a}. 
o 

ln plus, pentru orice compacti K, L C D cu K CL şi orice a > O, 
exista' t, c > O cu propriet,!'!ile 
(i} pentru, orice v E K, f E Ka. 1 funclia h = Fu(!) are timpul 
de ezplozie infinit şi h ([O, t]) C L. 
(ii) pentru orice v, w E K, f E Ka. şi s ~ t avem 

sup I Fu(/) - Fw(J) IS eu I V - W I . 
[o,,] 

TEOREMA 5.3. Cu notaţiile şi in ipotezele precedente, să 
fixlim un compact K C D şi numerele reale a > O, t E (O, I]. 

Atunci, pentru orice R, p > O există a, r, e:0 > O cu proprietatea 
următoare. Pentru orice :z: E K, f E AC (Rn), g = F~(f) care 

verificli Ii lftl1 dt S a şi g ([o, t]) C K, relaţiile 1: ~ e:0 şi 
I X0 - ;z; l:5 r (P-a.s.) implică 

P [sup I fB - f IS a şi sup I x· - g I> p] (5.7) 
[O,t] (O,t) 
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Observaţii. 
1. Pentru h E C (D), si notăm 

ro,t(h,r) = {k E C(D) lsup I h- k ls r} 
[o,,J 

banda incbisK de n.xl h şi razK r. Teorema 5.3. gara.ntead cK, 
pentru E şi ai mici şi dacl neglijlm un eveniment de probabili
tate inferioarl lui exp (-&-2), prezenţa lui E.B in banda A = 
r o,t (!, a) implici prezenţa. lui x~ in banda de axă g = F:U) şi. 
razK p, cu condiţia ca X0 sa fie suficient de aproape de 9o = :z:. 

2. Teorema 5.3. descrie deci o proprietate de "continuitate " 
a aplicaţiei JD.Murabile care lui EB ii asociazl xc când z = X~ 
este fixat. 

3. Formal, propoziţia 4.4. implicl lim.,-o t:2 log P (€BEA) = 
-A (A), unde A (A) = inf11>eA >.(rp) şi >.(rp) = ½ J~ ll'P,112 ds, 
norma fiind euclidian~. Probabilitatea P (E.B EA) se comport1' 
deci ca~iexp (-(ct.)c2); dar, pentru Rsuficient de mare, proba
biliU.ţile in exp (-Rc2 ) sunt neglijabile in raport cu P ( eB E A). 
Aceasta ajută la intielegerea consecinţei următoare. 

COROLARUL 5.4. ln ipotezele şi cu notaţiile din teorema 
5.3., să fixăm x, f şi punem g = F,,J. Atunci, pentru orice p > O 
şi O $ t S 1, există Oto > O astfel ca relaţia O! S Oto să implice 

Mai precis, pentru orice p, R > O şi O $ t $ 1, există a 0 > O şi 
e:o (a) > O cu proprieta,tea ,, 

P [XE E ro,t(g, p) lt:B E f O,t (f, a.-)]~ 1 - exp (-!) 
pentru a,, ~ a.-0 şi ! ~ t:o (a,,). 

Demonstratia corolarului 5„4, Vom nota simplu f o,t (g, p) = 
f 9 si fo,d/,a)=f1. Fiep=P[X"Ef9 je:BEf1], Atunci 

P
= 1 _ P[(t:BE f1)n(X"'/. f 9 )]_ 

P(t:BEf1) (S.B) 
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Fie a= ½ J; lftl2 dt. Conform propoziţiei 4.4., avem 

deci, pentru f :S f 1 (a) 

P [ fB E r 1] ~ exp ( - !~) . (5.9) 

Pentru R > O dat, să punem R1 = R + 2a. Teorema 5.3. apli
ca.tl lui p, t, R1 implică. existenţa. unor fa (R1), ao (Ri) astfel el 
majorarea. (5.7.) se a.plic~ pentru f :S fo (R1) şi a :S ao (R1), 
Din formulele (5.8.) şi (5.9.) rezulU., pentru a :S ao (R1) şi 
f. ~ Ea (Ri) A f.1 

p > 1 _ exp(-R1/t2
) = 1 _ exp (- R) . □ 

- exp(-2a/E2) f.2 

Demonstrati.a teoremei 5.9. Fie K, L C D compacte astfel ca 
o 

K CL. Notam K• reuniunea. bilelor inchi.ee de centru v E K şi 

de rază r > O. Fixăm ro > O a,Mel ca K 3•° CL, a> O, TE (O, 1] 

şi punem Ka. = {! E AC(R") IJ[ lit12 dt :Sa}-

Din propoziţia 5.2., exist1 s0 E (O, T] astfel ca., pentru orice 
f E K„ şi orice v E K' 0 

, funcţia h = F,,,f sl fie definitl pe 
[O, sa] şi h ([O, s0]) C K 2

' 0 • In plus, pentru s0 suficient de mic, 
exist~ o constantil c > O astfel ca, pentru s S s0 , v, w E K' 0 

, 

f E Ka să. a.vem 

sup(Fuf, J,7.»J) Se~ Iv - w I. 
[O,,] 

(5.10) 

Pentru p E (O, ro], v E K'0 şi g = }~f, cu notaţia. 'Pt = Xt-gt 
avem, pentru t :S so 

unde am notat a, = f [a (X:) - a (g,)], h. = b. (X;) - b (g,), 

Zt = J~ a (g,) [EdB,- j, ds]. 
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Funcţia. m, = fia (X:) E L2 [O, so] şi, integrând prin părti, 
obţinem 

Zt = a (gt) [EBt - ft] - a (go) [EBo - Jo] - fo' m, (EB, - /,) ds. 

Pentru a, > O, p E (O, r0], considerli.m timpii de ieşire 

rJ = inf {s E [O, l] ; I f.B, - f, I~ a} 
0 = inf{ s E [o, 1] ; I x: - g. I~ p}. 

Pentru t ~ 0 A s0 , Xf şi g, r~â.n in K 3'° C L şi exist, deci o 
constantă care majoreuă (peste tot) expresiile I a (gt) I, 
I (1 (xn - (1 (Ut) I I I x: - Ut I, I b (xn - b (gt) I I I x: - Ut I ei 
J~ Im,,~ ds. 
Convergenţa lui bi c~tre b este uniforml pe compacţi deci, 

pentru orice 1' > O, exist, t: 0 ( 1') > O astfel ca 

I bc (X:) - b (X:) ls 1' pentru c S co si t S 0 I\ So . 

Punem condi~iile 

t/ E K' 0 
, / E Ka , E :$ to = to ( 1'), P :$ ro 
I Xâ - tJ ls p/ R P-a.B. 

pentru a. ob~e ma.jonlrile ( cu c constantă adecvată) 

I at ls f.Cp pentru t S 0 A So 

1' h.ds ·S fot I b. (X:) - b (X:) I ds 

(5.11) 

+ 1t I b.(x:)- b (g.) 'ds s ('y+ cp)t pentru t s 0 I\ So 

I Zt ls c"' pentru t S 0 I\ so/\ T/· 

Punem w, = 1i a.dB. = 'f>t - Zt - 1i h,ds - x; + v pentru a. 
obţine 

1
t I 

I Wt I~ I IPt I - I Zt I - I 
O 

h, ds I - 5 P • 
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Fie s ~ so . Cu nota.ţiu. A:= {0 ~ s ~ 11}, obţinem Ir.pe I= p 
şi, tinând cont de ma.jorlrile precedente, obţinem 

I I we 12: p - ca - -ys - csp - 5p. 

Io a.fa.ră de condiţiile (5.11.), să punem şi condiţiile 

(5.12) 

pentru a. obţine el A C {I W9 12: ¼P}. Da.că w~ , i = 1, ... , n 
sunt coordonatele lui W(I , atunci 

p (A) ~ ţ p { 1 W(I , ~ ip} . (5.13) 

Pentru orice i = 1, ... , n, w: este martingal local a.l ca.roi proces 
cresca.tor asociat dt este majorat de JJ I a„ l'.l ds, deci Zt := 

exp ( M wi - ~l dt,) este martingal local pentru orice M E R. 
ln consecintK, Zt11e este martingal IDMginit pentru t E [O, '.I1 şi 
E (Z,,..e) = E (Zo) = 1. Putem scrie deci 

iar din (5.12.) obtinem 

deci 

~ E(Z,,..e)exp (- ~ p+ ~\2
sc

2
p

2
). 

Alegem a.cum M = p/5 (E
2 .sc2 p2

) pentru a ob\ine 
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Similar gKsim o majora.re pentru P { w:,.6 ::; -¼p} deci, împreun~ 

cu (5.13.) ob\inem, in ipotezele (5.11.) şi (5.12.) 

P(A) :5 2nexp (-
1 

) . 
50e: 2sc2 

Ceea ce am demonstrat până acum se poate enunia aBtfd. 1n 
ipotezele 

V E K'0 
1 J E Ka I g = Fzf, I Xâ - V I~ p/5 P-a.8. 

p $ ro , f $ f 1 (p) = fo ( !aJ , Cl' $ Cl'o (p) = :c 
p 1 

a :5 ao (p) = Se' s :5 s1 = so/\ Se' 

a.re loc 

P [sup I t:B - f I$ Cl' şi sup I X€ - g I~ p] 
(O,•J (O,,] 

< 2nexp (- I ) . 
- 50e:2sc2 

Conform proprietatii Markov obţinem clt, dad 

(6.14) 

(5.15) 

atunci, pe mulţimea { w E O ; Xţ E K•0 }, are loc P - a.tl. ine
galita.t.ea. 

P [ sup I EB - f I$ a, şi sup I X' - (;t I~ p jF, 
[t,c+•J [t,t+•l 

(5.16) 

< 2n exp (-
1 

) , 
- 50t":lsc2 

unde :Ft este corpul borelia.n generat de mi:3carea browniană 
până la. momcni.ul l, iar G'1 

ctit.t! tra.iecioria aleat.oare definită 

pe [t, t + s) ca solu~ia unid a ecuaţiei stocMtice i/-•.= b ('-P,) + 
a(t/,.) J.., care porneşte din X; la timpul t. 
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Fie acum f E AC (Rn)gi N E N• . Punem g = F:i:(f), s = 
T / N şi presupunem verificate condiţiile 

f E K,., g([O,T]) C K, E S Et{p), O/ S O!o(p), s S s1. 
(5.17) 

Pentru k =O, ... , N - 1, definim evenimentele 

Ao = {sup I XE - g I~ p} §i 
(o,,] 

A,1; = { sup I X" - G1
" I~ p}, k = 1, ... , N - 1. 

[.r.,,c.r.+1),J 

Prin recurenţă după k, in ipoteza 

pN ( ecT - 1) /cT S ro , (5.18) 

sl arlt~ el, pentru k = 1, ... , N avem 

Ao n ... nA.'=-1 (5.19) 

C { sup Ix~ - g ls p ( ec/u - 1) / (e"" - 1)} 
(o,.r.,J 

Pentru k = I relaţia (5.19.) este evidentt. Da.el este adevâ'.ratt 
pentru un k = 1, ... , N - 1, fie w E A0 n ... n A,. ; din ipoteza 
de inductie avem 

eck• - 1 ecT - 1 ecT - 1 
I XZ, - g,., ls; p-e-ca ___ l s; p-ecT-/~N-_-1 s; pN-c-T-, 

deci, in ipoteza. (5.18.), avem el XL E K' 0 • Traiectoriile G'" 
iau valori in D pe [ks, (k + 1) s] iar proprietatea. (5.10.) i.mplid. 

deci 

sup I G1
" - g ls;I Xt, - g,1;, I, 

[,1;,,(k+l)•l 

sup I XE - g I~ p + cca I Xt - 9ks I , 
(ks,(k+l)s] 

Obţinem in fine 

sup I XE - g I :5 pe.,. ( ec/.• - 1) / ( e"" - 1) 
(o,(J.+1),] 
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= p ( ec(k+l)• - 1) / ( eu - 1) 
1 

deci (5.19.) eete demonstra.tă. 
Fie r > O arbitrar şi presupunem indeplinită condiţ.ia 

ecT - 1 
pN cT < r I\ r0 

Atunci (5.19.) implid., pentru k = N, 

deci 

Ao n ... n ÂN-1 C {sup I xe - g I< r}, 
[o,T] 

{ sup I xe - 9 12: r} c Ag n ... n A,.,_l = Nul F,. , 
[O,T] Ic=□ 

(5.20) 

(5.21) 

unde Fo = A3, F,. = Aon, . . nA,._1nAî pentru k = 1, ... , N-1. 
Din (5.19.) şi (5.20.) avem F„ c {Xt E K'0 } n Ai şi deci F„ c 
{XZ, E K' 0

} n { BUP[b,(k+l)•J I xe - Qk• I> p }. 

Condiţiile (5.17.), (5.20.) şi 

(,5.22) 

im plicii }'o C {I X0 - go l:5: ¼P }n{ sup(o,,J I X• - g I> p }- Aplidim 
acum inegalit)i.\ile (5.15.) şi (5.16.) pentru a ob~ine, pentru k = 
o, ... ,N-1, 

P [An {sup I EB - J j:s; a,}] ~ 2nexp (-
1 

) . (5.23) 
(o,TJ S01: 2sc2 

Notăm Q = { 5UP[o,T] I ~B - f IS Cl'§i SUP[o,T] I xe - g I~ r }. 
Din (5.21)-(5.23) rezuli~ (pentru că s = T/N) 

P ( Q) s; 2nN exp (- S01:~Tc2) 

şi cum se-• S e-•/2 pentru orice s 2: O, avem 
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Fie R > O arbitrar; in condiţiile (5.17.), (5.20.), {5.22.) şi 

(5.24) 

obţinem P (Q) s exp (-R/!2). Pentru a. termina. demonstra.j.i.a., 
să observăm că setul următor de condiţii implică. (5.17.), (5.20.), 
(5.22.) şi (5.24.). 

f s t2(r,R), a S ar(r,R), f E K,., g([O,T]) C K 

I X~ - x ls 1/5po (r, R) P-a..e. , 

unde t 2 (r, R) = min [f1 (po), 1/✓100nTc2], 0!1 (r, R) = ao (po), 

p0 = min [cT (r /\ r0 ) /2N0 ( ecT - 1), ro], iar No = No (R) este 

alee~ max{l00Tc2R, T/s1),□ 

Definim transformarea Gramer >. : O {D) --+ [O, +oo] a. sis
temului dinamic (5.5.) prin 

>. (g) = +oo pentru g E O(D), g ~ AC(D), 

,\ (g) = ~ fo1 
li (J (gt)-l [dt -b (gt)] 11

2 d.t 

şi funcţionala Cramer a sistemului (5.5.) prin 

A (A) = inf >. (g) pentru orice A C C (D). 
gEA 

(5.25) 

(5.26) 

Interpretarea transformării Cramer este aceea cil,\ (g) mMoară 
di.stanţa dintre g şi soluţia. si5temului (5.1. ), ambele plecând din 
acelaşi punct x E D şi utilizând pe spaţiul tangent la D in x 

metrica definită de forma pătratică.½ li a (x)- 1 
(·) 11 2 . 
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PROPOZITIA 5.5. Cu notaliile de mai sus şi in ipotezele 
(5.,4..), transformarea Cramer (5.i5.) este inferior semicontinuă 
, pentru orice compact K C D şi a ;2'. O, mulţimile {g E C (D) , 
go E K, >. (g) S a} sunt compacte ~i, pentru orice g E O ( D), 
avem 

>. (g) = inf {~ (/), f E AC (R"), g = F:i;f}, (5.27) 

unde~ (!) = ½ Ja1 litl2 dt este transformarea Gramer a mi#cării 
browniene (cf. propozipei 4-.4-.). ln această /ormuUt, inf este 
atins dacă >. (g) este finită. 

Demonstra,i.e. Fie borelia.nul 

şi, pentru {:i:, v) ED• , notăm 

Cum { ( u, v) I K ( z, v) n S I- 0} este borelian pentru orice inchi.e 
S din Rr.. , exisiă o func~ie boreliană X : D* -. R" cu propri
etatea. x(x, u) E K (x, u) pentru orice (x, u) E n• . 

Fie g E O ( D) cu ,\ (g) finit~. Din faptul c~ 

11 a--1 (x)v 11 2= inf {I w 12
, w E Rn, a-(x)w = u}, 

o.vem (gt , 9t -b {gt)) ·e n· şi 

li (j (gi)-l [Yt -b (gi)] 11 2=1 X [gt ' 9t -b (gi)] 12 

pentru orice t E (O, I]. Din (5.25.) avem 

>. (g) = 1 fo 1 

I X [gt , dt -b (gt)] 1
2 dt < +oo, 

deci existli f E AO(Rn) astfel ca .\(g) = ½Jl lftl 2 dt (este 

suficient de luat it= X [9t , 9t -b (gt)] pentru aproape to~i t E 
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[O, I]). Am a.rătat că., da.că g E C:z: (D) cu >. (g) finită., atunci 

exiatl f E AC (R") aatfel ca~(!)= >. (g) si g = F:z:J . 
Fie a.cum h E AC (R") cu g = F:z:h ; pentru a.proa.pe toţi 

t E (O, I] a.vem 

. . . . 

~ ft= a- (gt) ht, deci lfd2~ lhtl2 a.e. Aceasta. insea.mnă. că. 

,\ (g) =~ (!) = ! 11 

1it12 dt ~ ! 11 

lhtl2 dt =~ (h) 
2 o 2 o 

deci (5.27.) este sa.tisfa.cută. 

Conform propoziţiei 5.2, da.că. Ka. = { / E C {R"), ~ (f) ~ a} 
şi da.că K este compact in D, atunci restricţia. lui F"" la. K x Ka. 
(cu valori in O (D)), este contimm. Din (5.25.) rezulU. că.,\ este 
inferior semicontinuă. şi di F"'- (K X Ka.) este compact.□ 

Exerciţiu. Folosind teorema 5.5., regăsiţi transforma.rea Cra
mer a procesului Ornstein-Uhlenbeck ( ca difuzie perturba.ti'i ale
ator ), şi care a fost calcula.tă. direct in capitolul precedent. 

COROLAR 5.6. ln ipotezele şi cu notaţiile de mai .rns, pen
tru orice A C C,r. (D) avem 

:5 limsup t:2 log P (X' E A) :5 - A (A) . 
e-o 

o 
Demonstraţie. Fie g EA cu ,\ (g) finită.. Din propozi~ia 5.5., 

există f E AC (D) astfel ca ~ (J) = A (g) şi g = Fxf, Apoi 
exist~ t E [O, I] şip > O astfel ca 

{ h E C,, (D) Jsup I h - g l:5 p} CA. 
(o,t] 
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Fie R > O astfel ca R > ,.\ (g) =~ (!). Conform teoremei 5.3. 
existli. a, t:0 > O cu proprietatea urm~toa.re. Rela.tia f :::; t: 0 im
plică. 

p [sup I EB - f I~ O' şi sup I xf - g I> p] 
(o,q ~.q 

~ exp (-Re-2), 

ceea. ce dK 

"z. P [sup I eB - J I~ o-] - exp (-&-2
) . 

(o,t] 

Din propozitia. 3.9. avem 

lirn 1:
2 log P (sup I 1:B - J I::; a) 

c-o (o,t] 

= - inf {~ (<p) lsup I 'P - f I::; a} ~ - ~ (!) 
(O,tj 

§Î - ; (J) > - R, ceea. ce implică. 

Luam sup după g EA şi ob~inem prima inegalitate din corolar. 

Fie a.cum a< A (.A) şi punem Ka = {g E C:,; (D) IA (g):::; a}, 

L,. ={IE AC (Rn) ,~ (f) S: a}; avem K,. = F,,, (La), Din 

Kan A= 0, pentru orice g E Ka există. o vecinătate deschisă. V9 

a. lui gin Gx (D) astfel ca Vg n A = 0. Exist~ p9 > O , tg E [O, 1] 
a.-,tfel ca. 

Q'J. = {h E C,, {D) lsup I h - g l:5 p9 } C V9 . 
, .[O,tg] 
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Fie f 9 E L4 Mtfel ca g = F,,, (!9 ). Din teorema 5.3., pentru 
R > a, existK 0!91 e9 > O cu proprietatea. urmâ:toa.re. Da.cl. 

atunci 

ceea ce implică 

Din acoperirea deschis~ (D9 )
9

EKm a lui La. extragem o acoperire 
finit~ Df, ... , Df şi punem D,. = u7=1 Df . Obţinem d. 

(EB ED.) n (X" EA)= U; {(1:B E Dr) n (X" EA)}) 

care este inclus in evenimentul U, {( EB E Dr) n (XE (ţ. V9.) }. 

Deci, dacă alegem E $ min { 1: 91 , ••• , 1: 9• }, avem 

ceea ce implic~ 

p (X· EA) :s p [(EB E D.) n (X· EA) ] + p (EB E n:) 

s; kexp(-Re-2
) +P(eB ED~)-

Propozitia 4.4. implic~ 

(deoa.rece D. este deschis), deci 

l (A)= limsupE2 logP(X' EA) 
t .... O 

~ ( - R) V ( - A ( D~)) . 
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Cum R > a şi D~ n La. = 0, membrul al doilea. eete ma.jora.t de 

-a. Relaţia. l (A) $ -a pentru orice a < I\. ( Â), a finit, implică. 

l (A) $ -/\. (A). □ 

~ Observaţie. Transformarea Cramer A (deci şi funcţionala 

Ora.mer A) in cazul perturba.ţiilor cu procese ga.ueiene şi al ecua
ţiilor stocastice sunt uniforme in raport cu x E R" , când E -+ O. 

APLJCATII 

Să. consider~ Xţ soluţia ecuaţiei diferenţiale stocastice 

dXt = b (X:) dt + €.dBt , pe R ,,_ , cu Xt = xo 

Dacă. D este domeniu iii Rn cu x0 E D, noU.m âD frontiera 
lui D, 

Te= inf{t : Xt r/. D} 

prima ieşire a lui X[ din D şi 

HD (t) = {f E C (R") : Jo = xa , fi E DU 8D}, 

ii D (t) = {/ E C (R") : fo = x0 , f. ~ D pentru un O~ s ~ t}. 

PROPOZITIA 5. 7. Daca frontiera lui D coincide cu fron

tiera lui D, atunci 

(5.28) 

lim ,? log P { r< S t} = - inf ,\ (!). 
c-0 -

( 5.29) 
/EH o(t) 

DemoMf.raţie. Rela.ţia. (5.29.) va rezulta. din lema. 4.5. ; să 
verificKm ipotezele a.cesteia. Presupunem d inf _ ,\ (!) 

/EH nU) 
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= >. (/o), cu Jo = :i:o . Funcţia. ft n.tinge frontiera. aD intr-un 
t0 # O, iar inf -ul de ma.i sus este finit pentru d. exist~ funcţii 
netede arbitrare care pleacă din x 0 şi părăsesc D în (O, 1]; rezultă. 
că ft este absolut continuă. 

Pentru E > O dat, existM. x" E Rn \ D intr-o E-vecinM.tate a 
lui fta ; punem 

Observăm că n aparţine interiorului lui jj D (t). Să arătăm că. 
>. (f•) --+ >. (f) când € --+ O. Avem 

,\ (r) - ,\ (f) = ~ fo
1 [lh -bun( - lit -b Ut)n dt 

= f
1 
I j,~ -bun - jt +b Ut)) ic -b (Ic)) dt Jo \ L2[0,1) 

} lnl 1 · . 12 +- 1: -bun- It +b Ut) dt. 
2 O I 

Apoi 

care converge d.tre O uniform in t E [O, 1] când E-+ O. □ 

Observaţii. 
I. Ca.leului expresiilor (5.28.)-(5.29.) se reduce la probleme 

variaţionale. lntr-a.dev~r, să observăm că noi ne-am restrâns la 
spaţiul C [O, I], dar toate argumentele şi calculele din ce.pitoiul 5 
rămân adevuate in spaţiul C [O, t], t > O. Să notăm >-c transfor
marea Cramer asociată traiectoriilor X.< pe intervalul [O, t] (deci 
,\ = ,\ 1 ). Pentru calculul extremelor avem la dispoziţie ecuaţia 
Euler, iar inf -ul se poate g1bii prin ecuaţia Hamilton-Jacobi. 
Punem 

V(t,x,y)= inf Ac(/). 
!0=1&, J,=y 
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Atunci 
inf >., (/) = inf V (t, z, y) 

/EHo(t) r,EDU8D 

gI 

inf >..dl)= inf V (s, :z:, y). 
JEHD(t) 0~•9, r,I-D 

Ecuaţia Ha.milton-Jacobi pentru V (t, z, y) are forma 

a;;= ~IV,V(t,z,y)l2+(b(y), v,V(t,:i:,y)), 

la care adaug«.m condi\iile V (O, :z:, :z:) = O si V (t, :z:, y) ~ O. 
2. Sl notlm dl func~e ut: (t, z) = P {Xl E D} şi v( (t, z) = 

P { r" :S t} sunt solu\iile problemelor 

Ou" E2 

ât = 2 b.u" + (b (z), V .u"), z E R" , t > O 

u.- (o, :z:) = 1 pentru z ED, u .. (o, z) = O pentru :z: f/. D, 

respectiv 

vt: {O, :z:) = O pentru :z: ED, v" (t, :z:)l.:€8D = I. 

(remarcaţ.i el parametrul € apare la derivatele de cel mai ma.re 
ordin). Propoziţia. 5. 7. furnizea.zl informaţii, atunci când f --+ O, 
asupra. comport.amentrului soluţiilor problemelor de mai sus. 
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