ﬁ/vé éa’&{l

MARIN TURLEA

IXISTENTA. 1 ADEVAR
!
MATEMATICA

| EDITURA UNIVERSITATII DIN BUCURESTI
L - 1996 -



DiDLIOTECA CENTRALA
UNIVERSITARA
Bucuresti

Inve;ar 5\3/ 9 } .

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



MARIN TURLEA

EXISTENTA SI ADEVAR IN' MATEMATICA
|

EDITURA UNIVERSITATII DIN BUCURESTI
— 1996 -



Referenti stiintifici :

Prof. dr. ALEXANDRU SURDU, membru al Academiei Roméine

Prof. dr. ALEXANDRU BOBOC, membru corespondent al
Academiei Roméne

Prof. dr. ILIE PARVU, membru corespondent al Academiei Romane

"!—mw.-‘._.,. e A R S
:fﬁlﬁl @NM £ NWIA U"J"LRSITARI

BUCUREST) Ar. TN/ :
ﬂcorA_.........(//.,.féd ......... IMTLEE ] gn

B.C.U. Bucure sti

i

ISBN 973-575-092-9

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



In memoria pdrintilor mei

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



CUPRINS

1. Problema existentel matematice in marile programe fundationiste ale

matematicii .. e e e e e e e 7
1.1. Existenta matematicd ca problema ontologica 7
1.2. Logicismul si problema existentei matematice 10
1.3. Formalismul si entitdtile matematice .. 18
1.4. Intuitionismul si entitdtile matematice mentale 19

2. Statutul entitdtilor matematice in perspectiva unor sisteme funda-

tionale ale matematicii . . .. e e e e e 23

2.1. Sistemul Zermelo: aspecte ontologice . 23

2.2. Ontologia sistemului Zermelo-Fraenkel . . . . . 27

2.3. Remarci asupra ontologiei sistemului formal al lui J. von Neumann 30

2.4. Supozitii ontologice ale sistemelor lui P. Bernays si K. Godel . 32

2.5. Remarci asupra ontologiei obiectelor abstracte ; criteriul lui Quine 33

3. Realismul matematic si ontologia matematicii .. . . . 51
3.1. Sensuri si evolutii ale realismului in filosofia stiintei 51

3.2. Realism matematic si entitatile matematice . . . . 56

3.3. Dificultatile epistemologice ale platonismului (ontologic) 61

3.4. Realismul si fundamentele matematicii . . . 66

3.5. Remarci «fundationiste» despre adevidrul matematic . . 74

3.6. Remarci generale . 81

4. Realismul matematic al lui Kant . o, 93
4.1. Kant despre cunoasterea filosoficA si cunoastrea  matematica 93

4.2. Internalism  versus Externalism . . AN 97

4.3. Actualitatea lui Kant In filosofia matematicii 102
Rezumat T L1 4
Bibliografie , e (1)
5

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.

Summary

Bibliography

6

CONTENTS

The problem of mathematical existence in the great foundationist
programmes of mathematics

1.1. Mathematical Existence as a ontological Problem
1.2. The logicism and the problem of mathematical Existence
1.3. The formalism and mathematical Entities

1.4. The intuitionism and mental mathematical Entities

The status of mathematical Entities in foundational systems of mathematics
2.1. Zermelo's System : ontological Aspects

2.2. The Ontology of Zermelo-Fraenkel's System

2.3. Remarks on Ontology of J, von Neumann’s formal System

2.4. Ontological Supposition of P, Bernays’ and K. G&del's Systems

2.5. Remarks on Omtology of abstract Objects : Criterion of Quine

. Mathematical realism and ontology of mathematics

3.1. Senses and: Evolutions of Realism in. Philosophy of Science
3.2, Mathematical Realistn and mathematical Entities

3.3. Epistemological Difficulties of ontological Platonism
3.4. The Realism and the Foundations of Mathematics
3.5. .Foundationist* Remarks about mathematical Truth
3.6. General Remarks

Mathematical realism of Kant
4.1. Kant : philosophical Knowledge and mathematical Knowledge
4.2. Internalism versus Externalism

4.3. The Actuality of Kant in .the Philosophy of Mathematics

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro

10
18
19

23
23
27
30
32
33

51
51
56
61
66
74
81

93
93
97
102
107
109



1. PROBLEMA EXISTENTEI MATEMATICE IN CONCEPTIA
MARILOR PROGRAME FUNDATIONISTE ALE MATEMATICII

1.1. Existenta matematici ca problemi ontologici

Probiema existentei entitatilor matematice transcende domeniului
de cercetare specific fundamentelor matematicii. Ea a constituit o tema
de reflectie, de acelasi nivel, ca marile probleme clasice ale filosofiei
generale semnificative pentru natura gindirii umane, care i-a preocupat
pe marii filosofi ai tuturor timpurilor, incepand cu Platon si Aristotel
si continudnd cu Descartes, Leibniz, Kant si altii.

Tema ~existentei matematice» s-a constituit In conexiune cu cea
,a statutului adevdrurilor matematice®, a relatiei dintre acestea si enti-
tatile la care cle se referd. Gradul inalt de certitudine al adevdrurilor
matematicii a sugerat imediat existenta unei discrepante izbitoare intre
ele si lumea experientei, conducand la ideea cd nu in aceasti zond a
realitatii s-ar afla entititile, obiectele asupra cdrora poartd discursul
matematic. Beth [1, p. 639] di un exemplu simplu, dar relevant pentru
aceasti discrepanti amintitd putin mai sus, insi suficient de convingéator :
»sloud puncte oarecare determind o linie dreaptd®, insi noi nu gasim in
lumea experientci noastre asemenea puncte si linii in sensul propriu
al cuvantului.

Autorul citat afirméa ca platonismul (in formd naivd, deoarece aceasti
pozitie filosofici a cunoscut evolutii ulterioare acestei faze, asa cum
aceasta s-a configurat in opera lui Platon) a reprezentat prima solutie
neacceptabild dupd unii autori, si deci nesatisficitoare, la problema in
discutie. «Platonismul naiv», matematic, original, postuleazi existenta
punctelor si liniilor, (ca si ne referim la exemplul semnificativ pentru
natura cunoasterii geometrice), intr-o «lume transcendenti» in care a
salasluit s1 sufletul uman inainte de «incarnare» intr-o fiinti umana.
Cunoagterea geometrici apare ca o «reminiscentd», ,aducere aminte®,
rememorare a acestei stari anterioare. Conceptia dupd care cunoasterea
matematicd, In particular cea geometrici, se bazeazi pe ,rememorare®
sugereaza explicit cd entititile matematice nu sunt niste ,locuitori® ai
realitatii exterioare fizice, ai lumii erperientei, ci ai ,lumii a treig in
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terminologia lui K. R. Popper [1, p. 87]. «Lumea a treia», spune Popper,
este descoperirea lui Platon, si ea este divini, neschimbitoare si ade-
virati, este o «lume a formelor» sau «a ideilor». R. Popper [1, p. 88]
scrie mai departe : ,Platon credea ca lumea a treia a formelor sau a
ideilor ne va oferi explicatii ultime (adicd explicatii prin esente)* (subl.
mea, M.T.). Intr-adevar, insusi Platon [1] scrie in Fedon: ,Cred ca daca
orice altceva in afara ideii frumusetii absolute este frumos, atunci el
este frumos pentru singura ratiune ca el are ceva comun cu ideea fru-
musetii absolute. Si acest gen de explicatie se aplicd oricdrui lucru®.
Popper a numit acest tip de argumentare o «teorie a. ,explicatiei ultime*s,
adicd a unei explicatii in care explicans-ul nu este susceptibil de o
explicatie ulterioard, o explicatie prin esenfe sau cuvinte hipostaziate,
care invocd o lume a unor lucruri, entititi nemateriale, care pot fi
contemplate, intuite, dar nu atinse, de intelectul uman. «Formele sau
ideile» — locuitorii «dumii a treia» a lui Platon — sunt concepte, sau
esente ale lucrurilor, constituientii lumii experientei noastre.

In contrast cu conceptia platoniciand, conceptia aristotelicd postu-
leazd existenta entitatilor matematice in interiorul lumii experientei,
din care pot fi ,distilate”, cum spune Beth [1, p. 640], prin abstractie.
Certitudinea cunoagterii matematice s-ar explica, dupd conceptia aristo-
telicd, prin succesele aplicatiilor matematicii in stiintele naturii, insa
si aceastd atitudine filosofici se confruntd cu dificultati, atunci cand
considerdm entitdti mai complexe, pentru care nu dispunem de exem-
plificdri corespunzatoare in «realitatea» experientei noastre.

Conceptia constructivistd sau conceptualistd, (reprezentatd de Plotin
si Cusanus), succede platonismului si aristotelismului, si declari, in
spiritul filosofiei idealiste, cd «entitdtile matematice» sunt constructii
ale gandirii umane, supozitia fundamentald a acestei pozitii este aceasta :
cunoagterea matematicd este autocunoasterea gdndirii umane (cf. Beth
[1, p. 640)). Este curios cd desi Descartes a subliniat in mod constant
importanta autocunoasterii gandirii umane i relafia ei cu certitudinea
cunoasterii matematice, el nu a adoptat constructivismul ci aristotelismul.

Dar conceptia constructivista asupra naturii cunoasterii matematice
a atins apogeul ei in opera lui Imm. Kant si a exercitat prin kantianism
o influen{d considerabild asupra evolutiei filosofiei generale. Este de
observat ca aspect csential reprezentarea conceptelor ,in intuitie, pla-
sarea perceptiilor intr-o structura matematica si considerarea adevaru-
rilor despre aceastd structurd folosind obiecte perceptibile pentru sim-
bolizarea structurii¢.

»Criza® fundamentelor matematicii (1870—1900) i-a determinat pe
matematicieni si revind cu o seriozitate cresciandd, in tot acest interval,
asupra «problemei existentei entitdtilor matematice», o crizi care a
afectat atat analiza cat si geometria. «Descoperirea geometriilor ne-
euclidiene» a zdruncinat credinta in existenta unor fundamente intuitive
ale matematicii. Opera lui Pasch, Hilbert si Poincaré a ficut explicita
distinctia intre «problema fundamentelor geometriilor, euclidiand si
ne-euclidiand», ca teorii matematice abstracte, (care tine de competenta
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cercetarii fundationale a matematicii) si «problema aplicabilitdtii geo-
metriei» in stiintele naturii, o problemi care apartine, cum afirmi Beth
[1, p. 641], filosofiei stiintei naturale.

Problema fundamentelor matematicii a atras atentia matematicienilor
si filosofilor si in legaturd cu un «al doilea aspect major» (eveniment,
s-ar putea spune) al crizei matematicii : «descoperirea paradoxurilor»
logicii si teoriei multimilor. De fapt, nu era pentru prima dati cand
matematica ,traversa o criza¥, cici istoria acestei stiinfe mai dispunea
in arhiva ei de asemenea evenimentc : criza anticd a matematicii pita-
goreice, provocati de «descoperirea numerelor irationale», criza legata
de «paradoxele calculului infinitezimal». Acum, la sfarsitul secolului
trecut, matematica a devenit preocupatd mai mult ca oricAind de propria
sa fundarc. ,Printre temele centrale a cidror reconstructie a fost solicitata
de incercirile noi de fundare a matematicii s-a aflat si ideea existentei
matematice. La inceput ca a figurat ca problema a programelor funda-
tioniste (logicism, formalism, intuitionism), a tentativelor de rodefinire
a statutului ontologic al obiectelor matematice si de reconstructie a unor
criterii adccvate ale existentei matemaitce. Ulterior, ideea existentei
matematice a fost implicatd in cercetarea raportului dintre obiectele
matematice si sistemele formale. In toatd aceasta discutlie a problemei
existentei matematice un rol fundamental l-au jucat o serie de teoreme
matematice (am zice meta-matematice, nn. M.T.) remarcabile (Gidel,
Léwenheim-Skolem, Tarski) de care sunt legate unele incercari de
»reducere ontologicd“, de transare matematici a problematicii filosofice
a existentei matematice* (F. Parvu [1, p. 67]). :

Problema existentei matematice a reclamat clarificarea statutului
ontologic (teoretic si metodologic) al infinitului, temd de reflectie de o
tulburidtoare incitare a spiritului uman in toate timpurile, cu relevanta
directa, profundi si fecundi pentru ontoolgia matematicii.

S-au constituit, aproape in aceeasi perioada, citeva directii de re-
constructie a ontologiei matematicii, care descind din marile tendinte
rivale in filosofia generald, asupra celebrei ,probleme a universalelor,
realism, conceptualism si nominalism, doctrine care vor reapare in filo-
sofia matematicii ca reprezentate de logicism, intuitionism si formalism
(cf. Quine [1, p. 174]).

Realismul ca filosofie a matematicii este in esenti o expresie a
doctrinei platoniciene despre universale sau entitdti abstracte, ca exis-
tand independent de géindire (cf. Quine [1]); aceasti conceptie atribuic
objectelor matematice o existenti in sine, complet autonomd, nelocali-
zabild in spatiu si timp, independentd de constructiile noastre, concep-
tuale si lingvistice. Gandirea matematicianului le poate desoperi, insi
nu le poate crea ; matematica ar fi o descriptie literald a acestui domeniu
de entitdti. Realismul are in filosofia matematicii o evolutie complexi
§i tendinte, evolutii recente ale matematicii, analize filosofice si meto-
dologice actuale oferd argumentc in favoarea unui idealism, destituit
de idealismul platonician — incancatura lui filosoficd originarda — in
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acord cu experienta matematicd, a relatiilor acestei- stiinte cu stiintele
naturii, cu domenii ale experientei si cu pregnante valenie dialectice,
pentru care pledeazd in cartea sa Beth [1], cel putin spiritul interpre-
tarii dominante ar fi acesta. Realismul a fost conceptia filosofici asu-
mata de logicism, ca program fundationist al matematicii, desi a
incercat o reinterpretare nominalisti (si chiar o edificare) a unor sisteme
logiciste, asa cum putem remarca in Quine [2].

Conceptualismul  declard  entitdtile matematice ca fiind exclusiv
constructii mentale, creatii ale mintii umane, in afara careia existenfa
lor fiind de neconceput. Varianta conceptualismului in filosofia mate-
maticii o reprezintd intuitionismul (Poincaré, Brouwer, Weyl, Heyting
si altii). Sunt admise entitati construite individual din ingredienti spe-
cificati prealabil. Fard si intram acum in detalii privitor la relatia
realism-conceptualism, respectiv  logicism-intuifionism, putem evoca
enuntul lui A. Fraenkel cd in timp ce logicismul susfine ca clasele
(entitdti abstracte) sunt descoperite, intuitionismul afirmi ci sunt
inventate. O asertiune care noteazd o diferentd remarcabild referitor la
ontologiile matematicii, pe care le permit cele doud conceptii, programe
fundationiste cdei in timp ce logicistii vor admite reconstructia
ascensiunii ordinelor infinitului, intuitionistii se vor opri, cum remarca

Quine [1]. la cel mai coborat ordin al infinitului, accesibil constructici
intuitiv mentale. l !

Nominalismul sustine o pozitie specifici : existenta matematici cste
redusi la hmba], la constructii finite de semne, realizabile in spatiu si
timp si neagd existenta entitatilor absiracte ne-spatiale si ne-temporale.
Nominalismul este supozitia filosoficda centrald a formalismului, dar
unele excgeze asupra acestui program fundationist sugereazi, ca posi-

bile, interpretdri instrumentaliste. (vezi si M. Turlea [1] capitolul
Formalzsmul) ‘

In fine, trebuie addugat cd aceste pozifii filosofice nu sunt in ,stare
Purd® la nivelul programelor fundationiste (logicism, intuitionism, for-
malism) si, mai mult, s-au produs transferuri si apropieri chiar in plan
metodologic prin ,imprumuturi¢ de concepte, procedee si metode. Astizi
se contureaza tot mai evident ca locul rivalitdtii trebuie si-1 ia cel al
cooperdrii benefice, orice respingere a metodelor si rezultatelor din
cercetarea (formald) a fundamentelor matematicii fiind nejustificata.
Analiza pertinenti a structurii deductive a teoriilor matematice existente
contribuie la formarea unei baze necesare pentru o discutie filosoficd
adecvatid asupra fundamentelor matematicii, in care una dintre proble-
mele esenfiale este despre entitadti matematice, o atitudine preferabild
unora speculative si apriori.
<

1.2. Logicismul si problema existenfei matematice
Spuneam, mai inainte, ca la sfirsitul secolului al XIX-lea matema-

tica s-a confruntat cu o puternici crizd fundationald provocati de elabo-
rarea geometriilor ne-eculidiene si descoperirea paradoxelor logico-
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matematice. In acest context istoric problema fundamentelor matematicii
a apdrut ca intim legati celei referitoare la existenta matematicd, o
problemd prin excelentid filosofici, pentru care apelul la filosofie era
inevitabil. O serie de matematicieni si logicieni de notorietate precum
Bolzano, Cantor, Frege si Russell, au recurs in perioada imediat ante-
rioard evenimentului aparitiei paradoxelor, la conceptii platoniciene
despre existenta obiectelor matematice. Vom constata, insi, imediat
dupa descoperirea celebrelor antinomii o indepirtare si chiar o renun-
tare la platonism. |

Logicismul in sens modern a fost reprezentat de G. Frege si a fost
caracterizat sintetic cu ajutorul urmatoarelor doua asertiuni : i) definirea
notiunilor fundamentale si chiar ireductibile ale matematicii pure in
termenii logicii pure ; ii) demonstrarea teoremelor matematicii pure si,
in primul rind, a celor acceptate ca postulate ireductibile, plecind exclu-
siv de la rprincipiile de bazi ale legicii si folosind metode de demon-
stratie care au caracter pur logic. Scrularea atenta a acestor doud aser-
tiuni ne releva imediat cd logicismul asumi o realitate logicd funda-
mentald (un sort de absolutism. cum se vede, ii este inerent!), la carc
cste reductibilda existenta entititilor matematice si, pe aceastd cale,
legitimatad si justificata.

Logicismul, in lumina acestor asertiuni-cerinte, este in dezacord in
problema justificarii matematicii si, in ultimd analiza, in problema exis-
tentei matematice, cu unele curente din cadrul filosofiei matematicii :
critici empirismul pe considerentul cid deoarece matematica purd nu
contine elemente empirice, justificarca ei nu poate invoca date psiholo-
gice ; respinge concepfia intuitionistad, deoarece constructia mentil-
intuitiva a entitatilor matematice, preconizatd de Brouwer, Heyting si
altii este irelevantd in virtutea asertiunilor (i) si (ii) anterior enuntate ;
impotriva formalismului hilbertian, logicismul sustine ca simbolurile
matematice posedd o semnificatie (reductibila si traductibild, este ade-
varat, in termenii logicii pure) si, mai mult, ii acuza pe formalisti ca
ignora o distinctie importanta intre use si mention.

Acoperd complet platonismul sensul termenului realism ca un
curent in filosofia matematicii si primordial ca o atitudine filosoficd
fundamentald fati de problema existentei obiectelor matematice ?
Inainte de a incerca s formulim un rdspuns si amintim cid problema
dacd existd entititi abstracte (si entitdtile matcmatice sint prototipuri
ale unor astfel de obiecte!) este o problema filosoficd foarte veche,
terenul confruntirii a doud conceptii opuse si rivale — realismul si
nominalismu!l. In timp ce nominalistii neagi existenta obiectelor abstracte,
este cazul si al entitatilor matematice, realistii afirmid cid existd obiecte
abstracte. Quine [ , p. 233] propune, intrucit este vorba de realism
sui generis, pentru evitarea unor conotatii indezirabile termenul de
platonism in locul celui de realism: ,realismul despre obiectele mate-
maticii este ceea ce eu numesc platonism¥. Noi credem ci desi domi--
nantd in filosofia matematicii este acceptia : platonism inseamna realism
matematic, in unele cazuri trebuie si facem distinctie intre platonism
§i realism, platonismul fiind dcar o specie a realismului, din nefericire
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o supozitie filosoficd cu dezagreabile consecinfe in planul reconstructiei
fundationale a matematicii, dar si cu fecunde posibilitati de legitimare
a unor concepte ca: existentd, adevédr, intuifie, demonstrabilitate,
obiectivitate ete.

Daca definim platonismul ca o concepiie in filosofia matematicii
care postuleazd ca obiect de studiu al matematicii un domeniu de
entitdti specifice (matematice) existente independent de gindirea umana,
iar enunturile matematicii vor fi adevdrate sau false in funcfie de rela-
tia lor cu proprietdtilc acestor entitdfi, la care addugdm postulatul
exristentei unui intelect divin, nenatural, care asigurd intelegerea obiec-
telor, realismul aici ar putea fi descris in termenii lui Dummett : ,pentru
orice enunt care are un sens definit trebuie si existe ceva In virtutea
ciruia sau el sau negatia lui este adevaratd“. Dacd pentru platonism
sunt fundamentale notiunile ircductibile ,intelegere® si ,puteri mentale
supranaturale” capabile de acest tip de infelegere, in realism sunt cen-
trale alte notiuni, cum sunt referintu si adevdrul, ceea ce Intemeiaza o
exigentd de obiectivitate a matematicii. Avem aici prezentatd o diferenta
intre sensul tare si sensul (moderat) al realismului. Dacid reludm distinc-
tia, formulatd de P. Bernays [1], platonism restrictionist (sau metodo-
logic) si platonism extrem, absolut (sau ontologic), primul limitat la
considerarea unei proiectii ideale a unui domeniu al gdndirii, cel de al
doilea postuland, in sensul realismului conceptual, existenta indepen-
dentd a unei lumi de obiecte ideale, continidnd toate obiectele si relatiile
pe care le descrie matematica, atunci un realism plauzibil, ca o tendinta
in filosofia contemporand a matematicii, despre care vorbeste Beth [1]
§1 acreditat de activitatea complexd curentd a matematicienilor, ar valo-
rifica, cel putin, aspectele metodologice ale primei variante de platonism,
dar ar respinge platonismul ontologic ca o asumptie rdspunzitoare de
aparitia paradoxelor in edificiul matematic. Indiferent de acceptii,
ramine un aspect comun diferitelor specii de realism — postularea
unel existente obiective, independente de noi, pe care matematicianul
o qerceteazé si o descrie. Este intresant de notat, cum am vazut, ca
logicieni $1 matematicieni de seamad ca Frege, Russell, Bolzano, Cantor,
Carnap, Gédel, Church, Quinc au adoptat, cel putin in unele periocade
ale creatiei lor, filosofia realistd. .

Ce fol de realism a adoptat intemeietorul logicismului modern?
Conceptul definitoriu pentru platonism este cel de obiectivitate care a
fost luat in doud acceptii: ,a exista independent de spirit (subiect);
»a i accesibil mai multor gdnditori®. Credem ca sensul tare (aici primul)
al obiectivititii este relevant pentru varianta de platonism numiti de
Bernays ontologic si confruntat cu acest sens al platonismului, Frege nu
este un platonician., $Stim cd Frege a descris obiectivitatea ca desemnand
capacitatea ,de a fi accesibil mai multor subiecti gdnditori® si o inter-
pretare a operei sale ne relevd prezenta unor supozitii platoniciene, in
sensul slab, si deci moderat, al termenului platonism. El este un ratio-
nalist ca si Leibniz si deci un antipsihologist, sustinAnd cd obiectivitatea
este independenta de senzatie (sau alte reprezentari psihice), dar este
dependentd de ratiune, insa, din nefericire, tot ce stim este ci depasirea
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subiectivilitii nu este posibild cu ajutorul cadrului transcendental, de
tip kantian, care-l nemultumeste, deoarece ar intemeia, cel mult, ,con-
sensul general wman®. Nu avem indicafii despre constituirea geneticd a
obiectivitatii fregeene, odatd ce el a respins orice rol al psihologiei in
investigatiile fundationale. Si intrucidt numai idealismul obiectiv, dar
nu si rationalismul, transformd gindirea in factor ontologic, urmeazid
sd ramanem la interpretarea realismului freegean ca realism moderat,
dependenta obiectivitdtii de gdndire fiind totdeauna luatd in sens gno-
seologic si nu ontologlc

Ontologia fregeana a matematncu este bogati si totodatd oomplexa
(pentru detalii se poate consulta si M. Turlea [1]); preferdm in cele ce
urmeazd expunerea din Beth [1] care mini'mizeazé aparatul logic si
semantic, retindnd numai elementele, cu relevant{i pentru mecanismul
functiondrii supozitiilor platoniciene, care au condus la aparitia parado-
xurilor, chiar si In sistemul intemeietorului logicismului.

O dislinctie semnificativd pentru ontologia fregeand a entitatilor
matematice este cea despre simboluri complete si simboluri incomplete.
Aceastd distinctie este aprofundati cu ajutorul unei instrumentatil
semantice specifice : sens si semnificatie. Un simbol complet este un
termen care nu contine nici o wvariabila liberd, de exemplu, tatdl lui
Platon ; rdddcing pitratd a lui x + 3 este un simbol incomplet deocarece
contine o variabild. Obiect la Frege este ceea ce nu este o functie, ceva
denotat de o expresie care nu contine nici o variabild libera. Obiectul
denotat de un simbol complet este numit semnificatia simbolului Doud
simboluri complete au aceeasi semmificatie dacd sunt nume diferite
pentru unul si acelasi obiect. (Exemplu : ,2 + 2% si ,4%). Nu pot fi inter-
substituite totdeauna douid simboluri aviand aceeasi semnificatie (deno
tatie). Exemplu: ,Luceafdrul de dimineatd“ si ,Luceafdrul de seara¥,
spunem cd desi simbolurile au aceeasi semnificatie, adicd desemneazi
acelasi obiect, au totusi semsuri diferite. In concepfia lui Frege o pro-
pozitie este un simbol complet care are o semnificatie definitd si un
sens definit. Sensul este identificat de Frege cu ideea sau gdndul pe
care propozitia il exprimd, iar semmificatia el poate fi una din valorile :
adevdrul sau falsul. Un simbol incomplet nu are o semnificatie definita,
va desemna un obiect definit numai atunci cidnd vom atribui valori
variabilelor pe ware le confine. Un simbol incomplet reprezinta o functie.

O analizd a expresiilor logicii elementare, in lumina conceptelor
si distinctiilor introduse, ne aratid ci acestea sunt functii, adici propo-
zitii care contin varlablle Aceste expresii vor avea o semnificatie defi-
nitd numai dupi atribuirea de valori pentru variabilele individuale si
predicative ; semnificatiile vor fi sau adevdrul sau falsul. O functie pro-
pozitionala cu o singurd wvariabild determind o notiune sau o clasd, ian

o functie propozitionalda continind doud variabile defineste o relatie.
Conceptul de functie din matematicd este reductibil la conceptul de
functie propozitionald. Utilitatea distinctiei fregeene sens-semnificatie a
fost verificatd de o serie de logicieni precum Carnap, Church, Quine in
analiza speciei de paradoxuri, numite semantice.

Examinarea deducerii principiilor aritmeticii (vezi Beth [1, p. 356—
360]) evidentiazd superioritatea constructiei fregeene fati de cele apar-
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tinand lui Peirce, Dedekind si Peano. In timp ce Frege reuseste s
demonstreze e:rzstenj:a sistemului de numere naturale”, entitdti funda-
mentale, ,materia primd“ a intreguiui edificiu al -matematicii, cellaltl
Peirce, Dedekind, Peano dau doar o caracterizare a acestui sistem in
termenii unui set de postulate. Dar, chiar in perioada de extindere a
influentei lui Frege asupra lui Husserl, Russell, Couturat, ultimul ple-
dand in favoarea logicismului in fundamentele matematicii, Russell a
descoperit o antinomie in sistemul construit de logicianul german.

Russell a construit un sistem logic in care nu mai apare paradoxul
respectiv, dar a faout acest lucru diminuind acuratetea logicd deoarece
a fost nevoit sa introducd doud principii care nu au caracter pur logic :
arioma reductibilitdtii si axioma infinitului. In 1910—1913 Russell si
Whitehead [1] oferd o analizi a fundamentelor matematicii, bazatd pe
teoria tipurilor, cuprinzand nu numai aritmetica ci si teoria multimilor,
intreprindere complexd si vastid dand seama de ansamblul matematicii
existente la acea perioadd. Ridicina paradoxului descoperit in sistemnul
logic al lul G. Frege a constat in procedura fregeand a substantializdrii
notiunilor descrisd de Beth [1, p. 362] in felul urmator : ,Cum o notiune
este denctati de un termen care nu contine wvariabile libere, urmeazi
cd notfiunile sunt obiecte in sensul definit de Frege. Prin urmare, notiu-
nile sunt tratate de Frege pe picior de egalitate cu obiectele de alte
feluri ; paradoxul lui Russell apare cxact din aceastd substantializare
a notiunilor“. Deductia lui Frege din punctul de vedere al teoriei tipu-
rilor apare astfel : definitia echinumericitatii. Obiectele implicate sunt
de tip zero, atunci notiunile F, G sunt de tipul unu ; numirul n men-
tionat in definitiile (4) si (5) trebuie si fie o notiune de tipul doi; deci
orice numar in sens fregean trebuie si fie de tipul doi, cel putin. Pre-
supunem c& numarul 0 este de tipul doi, urmeazi cid numarul 1 este
de tipul patru. Astfel chiar sub notiunea H (1) sunt continute oblecte
de tipuri diferite, cf. Beth [1].

Platonismul a fost impartdsit si de Russell [1] in (Principles of
mathematics).

Logicismul (si, deci, implicit realismul, platonismul) a fost sus{inut
si de R. Carnap [1]. Ulterior, Carnap si-a modificat radical concepiiile.
El a sustinut separarea stiintei de filosofie, a limbajului de ontologie,
sustinind cd limbajul este independent de problemele existentei.

Cu privire la problema existentei entitdtilor matematice si logice,
Carnap [2] o respinge ca fiind lipsitd de semnificatie. Dupa conceptia
Jui Carnap problemele existentei sunt relative la un «cadru fundamental»
(framework) dat dinainte. Numai intr-un cadru dat al entitatilor, are
sens si Intrebam dacd existd o entitate care satisface anumite conditii ;
problema dacd cadrul existd este lipsitd de sens. De fapt el a formulat
binecunoscuta distinctie : «probleme interne» si «probleme externe», cu
privire la existenfa sau realitatea entitatilor : ,Dacad cineva vrea sa
vorbeascid in limbajul sdu despre un gen nou de entititi, el trebuie si
introducd un sistem de noi moduri de worbire, supuse la noi reguli;
aceastd procedurd o vom denumi constructie a carcasei lingvistice pen-
tru noile entititi in cauzi. Iar acum trebuie si facem o distinctie intre
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doud tipur de chestiuni de existentd : in primul riand, chestiuni privi-
toare la existenta anumitor entitdti de noul gen, induntrul carcasei,; pe
acestea le numim chestiuni interne; in al doilea rdnd, chestiuni privi-
toare la existenta sau realitatea sistemwlui de entitdfi in ansamblu,
numite chestiuni externe“. (R. Carnap [2, p. 267—268]). Raspunsurile la
chestiuni interne sunt posibile prin formularea cu ajutorul noilor forme
de expresii si pot fi gisite prin metode logice sau prin metode empirice,
in functie de natura-carcasei, daci este logicid sau facturald. Chestiunile
externe sunt in mod curent formulate numai de filosofi.

Lucrarea lui Carnap [2] este o reactie la critica pe care i-a facut-6
Quine cu privire la faptul ca el ar fi admis existenta entitatilor
abstracte ; dupd Quine entitatile abstracte nu pot fi designate. Carnap
[2, p. 266] scrie : ,Empiristii privesc in general cu suspiciune orice gen
de entitafi abstracte, ca proprietatile, clasele, relatiile, numerele, jude-
citile etc. De obicei, ei au mult mai multd simpatie fatd de nominalisti
decat fatd de realisti (in sensul medieval). Pe cit posibil, el incearcd sa
evite orice referire la entitdti abstracte si sa se restranga la ceea ce se
numeste uneori un limbaj nominalist, adicd la un limbaj care nu contine
asemenea referiri. Totusi, se pare cd in anumite contexte stiintifice este
aproape irnposibil si evitdm aceste referiri. In cazul matematicii unii
empiristi incearcd si giseascd o iesire tratind matematica In ansambluy,
ca un simplu calcul, un sistern formal pentru care nu exXisti si nu poate
exista nici o interpretare. In consecintd, ei considerd ci matematicianul
nu vorbeste despre numere, functii si clase infinite, ¢i numai despre
simboluri si formule fara sens manipulate conform unor reguli formale
date*. Si Carnap [2, p. 267] continud in termenii: ,Recent, problema
entitdt{ilor abstracte s-a pus din nou in legdturd cu semantica, teoria
semnificatiei si adevarului. Unii semanticieni afirrmid cd anumite expresii
desemmneazd anumite entitati si ei includ printre aceste entitifi desem-
nate nu numai lucruri materiale concrete ci si entitd{i abstracte, de
exemplu proprietafi — desemnate de predicate — si judecati — desem-
nate de propozitii. Al{ii obiecteazi ocu tdrie impotriva acestei proceduri,
sustindnd ci ea violeazd principiile de bazi ale empirismului si duce
inapoi la ¢ ontologie metafizici de tip platonic¥.

Ideea de bazd a studiului lui Carnap [2] este clarificarea acestei
probleme controversate : ,Mai intdi vor fi discutate in general natura
si implicatiile acceptdrii unui limbaj care se referd la entitdti abstracte ;
se va ardta ca folosirea unui atare limbaj nu implicid imbritisarea unei
ontologii platonice ci este perfect compatibild cu empirismul si cu gan-
direa riguros stiintificd. Opinia lui Carnap este ca clarificarea problemei
va servi celor care vor si accepte, de exemplu in domemiul activitatii
lor (in matematica, fizicd, semanticd), entititi abstracte si care vor sa-si
invingd scrupulele nominaliste®.

wExistentd in conceptia lui R. Carnap este ceea ce este decidabil
lingvistic; a fi real inseamni a fi element al sistemului conceptual
lingvistic. Chestiunea realitifii exterioare nu este o chestiune de ordin
teoretic ,ci mai curdnd una de ordin practic — o chestiune de decizie
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practica privitoare la structura limbajului nostru. Noi trebuie si optam
dacd acceptim sau nu, dacd folosim sau nu formele de expresie Iin
carcasa respectiva®, (Carnap [2, p. 269)). Realitatea existentei unei enti-
tifi a sistemului este verificatd prin investigatii empirice, atunci ciand
carcasa lingvistica este factuald si prin metode logice, dacd carcasa
lingvisticd este logici. Exemplu : existd un numar prim mai mare ca o
sutd ?¢. ,In acest caz insa, scrie Carnap [2, p. 270], raspunsurile sunt
gasite nu printr-o investigatie empiricd bazatd pe observatii ci prin
analiza logicd bazatd pe regulile pentru expresiile noi. De aceea, rdspun-
surile sunt aici analitice, adica logic adevéarate®.

Carnap face referiri explicite, in acest context, la entitdti matema-
tice, cum sunt numerele si se intreaba care este natura chestiunii filo-
sofice cu privire la existenta sau realitatea numerelor. El scrie (vezi
Carnap [2, p. 270—271]): ,Sa incepem ou chestiunea internd, care,
impreund cu raspunsul afirmativ, poate fi formulatd in noii termeni, de
pilda : «Existd numere», sau, mai explicit, «Existd un n astfel incit n
este numéir». Acest enun{ decurge din enunful analitic «cinci este un
numar» si ca atare este el insusi analitic. Mai mult, este destul de banal
(in opozitie cu un enunt ca «Existd un numir prim mai mare ca un
milion», care este si el analitic, dar este departe de a fi banal), deocarece
nu spune decdt cid noul sistem nu este vid ; dar aceasta se poate vedea
imediat din regula care spune cd in locul variabilelor noi putem sub-
stitui cuvinte ca «cinci». Ca atare, nici un om care a inteles intrebarea
«Existd numere ?» in sensul intern nu ar aserta si nici macar nu ar lua
in serios un rdspuns negativ. De aceea, este plauzibil si admitem ca
filosofii care trateazi chestiunea existentei numerelor ca o problema
filosoficd serioasd si argumenteazd pe larg pro si contra nu au In vedere
chestiunea interna. Intr-adevir dacd i-am intreba : «Nu aveti cumva in
vedere chestiunea dacd carcasa numazrelor, in cazul cind am acceptat-o,
este sau nu vidi ?» acesti filosofi ar rdspunde probabil: «Catusi de
putin ; avem in vedere o chestiune care precede accepiarea noii carcases.
Ei ar putea Incerca si explice ce inteleg prin afirmatia ci existd o
chestiune a statutului ontologic al numerelor : chestiunea daci numerele
au sau nu o anwmitd caracteristici metafizici numitd realitate (dar un
gen de realitate ideali, diferitd de realitatea materiald a lumii lucrurilor)
sau au subsisten{d, sau au statut de «entitati independente»“. Si Carnap
reproseaza acestor filosofi cd nu si-au formulat chestiunea in limbaj
stiintific uzual si astfel nu i-au conferit un continut cognitiv clar ches-
tiunii interne si de asemenea si raspunsurilor ei posibile si, in conse-
cintd, problema ridicati de ei este o pseudo-problemad.

Am citat de mai multe ori din lucrarea lui Carnap pentru a ne
forma o opinie mai adecvatid asupra tipului de realism pe care l-a
adoptat.

Unul dintre cei mai influenti realisti in filosofia matematicii este
K. Godel (vezi K. Godel [1] [2]). El afirmi textual : ,clasele si concep-
tele pot fi reprezentate ca obiecte reale... existind independent de defi-
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nitiile si constructiile noastre®. S$i K. Goédel [1] continud : ,Mi se pare
cd admiterea unor asemenea obiecte este aproape la fel de legitimé ca
si admiterea ocorpurilor fizice si existd o intemeiere la fel de mare pen-
tru a crede in existenfa lor. Ele sunt in acelasi sens necesare pentru a
obtine o teorie satisficatoare a matematicii, dupd cum corpurile fizice
sunt neccsare pentru a obtine o teorie satisficdtoare a perceptiilor
noastre sensibile“.

Caracteristicile specifice cunoasterii matematice — intuitia matema-
ticd si adevdrul matematic devin explicabile in lumina unei atitudini
filosofice realiste care postuleazd acest gen de obiecte reale — multimi,
clase sifsau concepte. Adevarul axiomelor din teoria multimilor ni se
impune, ne constrdnge si admitemn existenfa ,unei perceptii a obiec-
telor teoriei multimilor®, un gen de intuitie matematici care ne trimite
la un dat exterior, la un alt gen de existen{d decdt existenta fizica.
K. Godel [2, p. 333] scrie: ,Nu decurge, totusi, deloc cd datele de acest
al doilea gen, intrucidt nu pot {i asociate cu actiunea unor anumite
lucruri asupra organelor de simt, ar fi ceva pur subiectiv, asa cum a
afirmat ICant. Mai degraba, ele pot reprezenta de asemenea un aspect
al realitatii obiective, dar, in opozitie cu senzatiile, prezenta lui in noi
se poate datora unui alt gen de relatie dintre noi si realitate*. Numai
existenta in sine a obiectelor matematice oferd posibilitatea explicirii
adecvate, cum am spus, a intuitiei si adevarului matematic.

~ Resurse fructuoase prezintd realismul (si deci si logicismul) cu
privire la interpretarea existentei infinitului si a problemei continuului.
Cum observd A. Robinson [1, p. 558] realistii platonicieni wcred in
genere in existenta ideald a entitatilor matematice, inclusiv in existenta
multimilor transfinite de numere ordinale, oricit de mari, in masura in
care ele pot fi introduse cu ajutorul unor axiome adecvate¥. Desi rea-
listii accepld, in principiu, existenta acestor entitdti matematice, putem
constata ca sunt prudenti, atunci cand este vorba de ,contemplarea
cardinalilor de un tip suficient de inaccesibil®, cédci nu dispunem de o
evidentd convingitoare nici pentru respingerea si nici peniru acceptarea
unor axiome mai tari decat cea mai generali axiomid a infinitului.
Lucrdri mai recente despre independent{d degaja semnificatia ca teoria
multimilor se referd la obiecte ,reale® ceea ce ar reprezenta un argu-
ment in favoarea realismului. Referindu-se la ipoteza continuului, Gédel
adopta iardsi realismul : ,Pentru ci dacd sensurile termenilor primitivi
al teoriei multimilor asa cum sunt explicati la poginile 328—329 si in
nota 14 sunt acceptate ca fiind consistente, urmeazi cd notiunile si
teoremele teoriei multimilor descriu o anumitd realitate bine determi-
natd In care conjectura lui Cantor trebuie sd fie adevaratd sau falsa.
Deci indecidabilitatea el din axiomele care sunt admisc astdzi poate
insemna doar ci aceste axjome care sunt admise astdzi poat: insemna
doar cd aceste axiome nu contin o descriere completd a acestei realitati.
O asemenea credintd nu este deloc himericd, deocarece este posibil sa se
indice ciile prin care decizia unei probleme, care este indecidabild prin
axiomele uzuale, sa se poatd totusi obfine* (K. Godel [2, p. 323)).

2 — Existentd si adeviar in matematica //Q‘) fCmTDAL X
[
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1.3. Formalismul si entitiatile matematice

Formalismul poate fi considerat corespondentul in filosofia mate-
maticii a ceea ce este numit nominalism in filosofia generald. Totusi,
trebuie sd remarcim cid spre deosebire de platonismul modern care are
profunde legaturi cu cel traditional, in cadrul nominalismului contem-
poran nu sesizim asemenea aspecte. Tendinta nominalistd a fost repre-
zentati de L. Chwistek, S. Lesniewski, Quine, Tarski, Henkin, Nelson
Goodman si s-a constituit ca o reactie la elementele platoniste din oper:
lui Frege si Cantor, responsabile de aparitia antinomiilor. Dupa Beth
[1, p. 471] distingem trei elemente in nominalismul contemporan :
1) critica sistemelor RZ pentru baza lor platonistd; 2) incercédri de
construire a unor sisteme pentru fundamentele logicii si matematicii,
care si fie in acord cu exigentele formulate in conceptiile nominaliste ;
3) reinterpretarea nominalistd a sistemelor RZ.

Interpretarea nominalistd a unui sistem RZ cere ca toate entitatile
la care se referd (adici entitdfile continute de modelul acelui sistem) sd
fie obiecte concrete. Accustd conditie poate fi satisfdcutd dacd inter-
pretdm sistemul in scnsul cd el se referd la entitdfi ca cele definite in
cadrul lui. Identificim ficcare entitate ca una din expresiile sistemului,
iar apoi le considerdm pe acestea ca obiecte concrete. Mai ramane de
vizut daca entitidtile definibile intr-un sistem formeazi un model.

Cum fiecare numar natural poate fi definit In toate sistemele RZ,
elementele multimii N a tuturor numerelor naturale sunt reprezentate
in modelul nostru nominalist si chiar N insusi va fi reprezentati printr-o
expresie care defineste B(N).

In modelul nostru avemn numai submultimi definibile ale lui N din
care exisid numai numarabil de multe. Conform teoremei lui Cantor
B(N) trebuie sa contind mal multe elemente decit N insusi si modelul
nu satisface teorema lui Cantor.

Conform teoremei de completitudine Lowenheim-Skolem-Godel-
Henkin orice sistem RZ consistent are un model numarabil. Intr-un
asemenea model N si B(N) sunt reprezentate de multimi numéarabile.
Teorema Jui Cantor este insi satisfacutd, pentru ci relatia F care sta-
bileste o corespondentad biunivocd intre elementele lui N si cele ale lui
B(N) nu poate fi definiti in sistemul RZ.

Nu decurge cd modelul incercat satisface teorema lui Cantor. Ar
fi cazul dacd si numai dacd solutia problemei — dacd sau nu sistemele
RZ contin o definitie a relatiei care stabileste o corespondenta biunivoci
intre elementele Iui N si submultimii definibile ale lui N — este
negativa.

Se poate obiecta cd modclul nostru si modelul Léwenheim-Skolem-
Godel-Henkin sunt modele non-standard. Pentru majoritatea sistemelor
RZ existenta unui mode]l standard este dubioasi; pentru sistemul NF
al lui Quine non-existenta modclelor standard a fost demonstrati de
Rosser si Wang.
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Apar probleme cind trecem la multimea B(B(N)). Conform unui
rezultat, stabilit de Tarski, dasa M a tuturor subfamiliilor lui B(N) nu
este definibila intr-un sistem RZ. $i cum B(B(N)) este definibild in
orice sistem RZ, nu poate fi identificatd cu M. La acest punct modelul
nostru nominalist nu mai serveste scopului.

Godel a ardtat ca in virtutea teoremei consistentei relative se poate
gasi alt model care si serveasci scopului nominalismului. Se inlocuieste
in constructia modelului anterior definibil prin entitdfi constructibile
$i obtinem un model In care apar numai astfel de entitati, care intr-un
sens poate fi considerat cd constd din obiecte concrete, incheie Beth [1]
consideratiile sale despre nominalismul contemporan.

Dar toate sistemele RZ contin o axiomd a infinitului. Interpretarea
va depindc de acceptarea existentei a infinit de mulie obiecte concrete,
o cerinta-supozitie care este oare compatibild cu punctul de vedere
nominalist ?

Dupd Beth [1] avem de-a face cu doud atitudini : una care se
bazeazd pe o ipotezd cosmologica care afirma existenta a infinit de
multe obiecte concrete si care contine o circularitate in justificarea
infinitului caci, pe de o parte, logica si matematica ar depinde de stiin-
tele naturii, iar, pe de alti parte, stiintele naturii depind in dezvoltarea
lor de matematica ; cealaltd atitudine sugereazd omiterea axiomei infi-
nitului din toate sistemele RZ si se demonstreazi in locul oricérei
teoreme X, teorema A—X (prin teorema de deductie).

1.4. Intuitionismul i entititile matematice mentale

Cum observda Al. Surdu [1, p. 103] deoarece ,Punctul de plecare
al neointuifionismului nemijlocit (Brouwer) il constituie intuitionismul
logico-matematic. S-ar pérea, din aceastd perspectivd, cd problemele
ontologice ar constitui cel mai «indepirtat» compartiment al neointui-
tionismului“. Dar B. von Rootselaar [1, p. 157—158] observd ci pentru
intuitionism este esential conceptul de existent{i, limitat insid numai la
existenta obiectelor matematice; pentru intuifionisti _ existenta mate-
maticad trebuie si semnifice acelasi lucru cu constructivitatea®. Dar
pobiectul matematic®, in sens intuifionist, are un statut ontologic spe-
cific. Al. Surdu [1, p. 104] scrie: _Platon il suspenda inter mundos,
Aristotel 11 considera drept rezultat al intuitiei o posteriori, Kant al
intuitiei a priori, a spatiului si a timpului. Numai neoplatonicienii mo-
derni considerd ci obiectul matematic existd ca atare, independent, ase-
menea Ideilor platonice. Neointuitionismul adoptid partial teoria kan-
tian&, respectiv considerd cid obiectul matematic este rezultatul unei
intuitii a priori, de data aceasta numai a succesiunii temporale®.

Ontologia brouweriand este mentalist-subiectivi, si deci idealista,
»la Inceput a fost senzatia“, este dictonul brouwerian, senzatia consti-
tuind fenomenul initial al intuitiei de bazi. A. Surdu califici idealismul
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subiectiv al lui Brouwer ca fiind mai «senzitiv» decat cel al lui Berkeley,
inlocuind postulatul berkeleyan «a fi inseamnd a fi penceput» cu cel
brouwerian «a fi inseamna a fi simfit>. De altfel, asa cum lucrurile in
genere sunt inseparabile de subiect, tot asa ,oconstructiile matematice
nu pot fi despirtite de matematicianul care le creeaza; ele nu au o
existentd in sine“. Comparat cu logicismul, sau mai bine cu platonismul,
intuitionismul afirma ci existenta matematicd nu este o realitate exteri-
oard mintii matematicianului, o «lume transcendentd- ci este alcatuita
din entititi matematice, care reprezinta constructii ale géndirii umane,
cum am vazut; in timp ce logicismul afirma despre clase (cntitdti ab-
stracte) ci sunt descoperite, intuitionismul sustine cd sunt inventate. Ra-
portat la formalism care reduce ontologia matematicii la existenta sim-
bolurilor, semnelor «pe hdrtie-, intuitionistii, si chiar insusi Brouwer, nu
au admis ca matematica, aceastd bijuterie a spiritului uman, s& fie consi-
derati un «simplu joc de semne», vid de orice semnificatie. De altfel,
«teoria stadiilor succesive» — i) constructia sistemelor intuitive de enti-
titi matematice ; ii) limbajul ca paraleld sau insotitor lingvistic(d) a gan-
dirii matematice ; iii) analiza matematicd a acestui limbaj, care conduce
la descoperirea edificiului verbal stabilit conform principiilor logicii ;
iv) sisteme abstracte, adicd sisteme matematice de ordinul al doilea,
identice cu sistemele formale studiate de logica simbolicd ; v) introdu-
cerea limbajului logicii simbolice care acompaniazd constructiile logice ;
acest stadiu este legat de opera lui Peano si Russell ; vi) analiza mate-
maticd a limbajului logicienilor, stadiu initiat de Hilbert si neglijat de
Peano si Russell ; vii) pasul abstractizarii (Beth [1, p. 411]) — limpe-
zeste raporturile dintre intuitionism-logicism, intuitionism-formalism.
Existenta matematicd autentici in sens intuifionist este relevati de
stadiul unu, distincta si ireductibila, pe de o parte la «realitatea logicd»
(versus logicism), iar pe de alti parte, ireductibild la limbaj (versus
formalism). Am adiuga faptul ci teoreme fundamentale, cu relevanti
ontologicd remarcabild, si am numit teoremele godeliene si teorema
Léwenheim-Skolen, argumenteazd in favoarea «identitdtii intutivuluis,
relevindu-i aproape inscrutabilitatea lui cu mijloace si modalititi logice
si formale, «intuitiv» ca entitdfi si constructii intuitive, favorizate de
intuitionism. Astfel, argumentul lui Skolem aratd ci notiunea intuitivd
de multime nu este capturatd de sistemul formal. Intuitionismul va
sustine, In consecintd, o concepiie despre adevdr diferita de cea proprie
semanticilor realiste ; semmificafia unei propozitii sau a unui predicat
este identificatd cu o demonstratie cd propozitia respectiva este con-
structiv adevaratd, semanticile non-realiste la care apartine intuitionis-
mul cerand proceduri de verificare. Esentialul in ontologia intuitionista
rimane existenfa entitatilor mentale numite «Semnificatii», subiectul
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uman (matematicianul) dispundnd de o facultate speciald a intuirii
relatiilor constructive dintre aceste entititi. Invocind distinctiile ope-
rate de H. Putnam [1, p. 464] asupra referintei si adevdrului, spre deo-
sebire de platonismul extrem care postuleazd «puteri mentale nenatu-
rale» ce faciliteazd ,understanding® sau ,grasping® notiuni ireductibile
si neexplicate, intuitionismul nu asuma prezenta unor astfel de facultati,
puteri ci doar unele umane, naturale, normale, apropiindu-se, mai
curand, de pozitia realistd moderatd care pastreazd, totusi, caracterul
central al notiunilor clasice de adeviar si referin{d, fara postularea
puterilor (facultidtilor) mentale nenaturale. In acelasi timp intuitionismul
matematic are In comun cu pozitia verificationistd inlocuirea notiunii
clasice de adevdr cu nofiunea de verificare.
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2. STATUTUL ENTITATILOR MATEMATICE IN PERSPECTIVA
UNOR SISTEME FUNDATIONALE ALE MATEMATICO

Daca programele fundationistc se intereseazd de natura entititilor
matematice, sisternele fundationale abordeazid entitifile matematice sub
aspect structural si organizational, distingdnd intre obiecte matematice
fundamentale si cele derivate. Entitatea matematicid centrald in siste-
mele fundationale examinate aici este multimea si plecand de la ea se
incearcd reconstruirea celorlalte obiecte matematice (numar, functie etc.),
locul si relatiile ei cu acestea In ansamblul edificiului matematicii.

2.1. Sistemul Zermelo ; aspecte ontologice

Sistemul axiomatic al lui Zermelo este apreciat ca o tentativa-
remediu la dificultitile cu care a fost confruntati teoria naivd a maulti-
milor prin aparitia paradoxurilor Burali-Forti si Russell. Aceste entitati
matematice — multimile — preocupase mai inainte pe Dedekind si
Russell. Primul a formulat un numéar de principii despre multimi, dar
maniera nematematici a expunerii privind justificarea existenfei unei
multimi infinite a ficut ca matematicienii si nu fie prea ,sensibilizafi“
la modalitatea propusd de Dedekind. Russell a elaborat, in ocontextul
situatiei conceptuale marcate de aparifia antinomiilor, celebra teorie a
tipurilor interesantd prin semnificatiile ei logice si ontologice.

Zermelo a fost in principal interesat in construirea unei teorii axio-
matice a mul{imilor utild si eficace «matematicianului care lucreazd~ si
care ignord «probleme de fundamente». Cu toate acestea, intentia prin-
cipald din Zermelo [1] viza si aspecte fundationale, ieoria mulfimilor
ooupdnd in ansamblul concepfiei sale un loc privilegiat privind edificiul
matematicii. El formula astfel rolul fundational al teoriei multimilor,
capacitatea acesteia in investigarea celorlalte entitdti matematice impor-
tante si chiar fundamentale, precum concepte de numdr, ordine, functie.
»Leoria multimilor, scria Zermelo [1, p. 200], este acea ramurad a mate-
maticii a clrei activitate consti in a investiga in mod matematic con-
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ceptele fundamentale de ,numdr®, ,ordine“ si ,functie® in simplicitatea
lor primitiva si prin aceasta sa dezvolte fundamentele logice ale aritme-
ticii si analizei ; in consecinta, teoria mul{imilor constituie o componenta
indispensabild a stiintel matematice®.

Ideea centrald care ghideaza constructia axiomatica a mulfimilor
in sistemul fundational al lui Zermelo este inspiratd de definitia origi-
nala a mulfimii formulata de Cantor (,multimea este comprehensiunga
obiectelor binc distinecte ale intuifiei sau gandirii noastre intr-un tot®).
Zermelo face observatia ci aceasta definitie necesitd anumite restrictii
in folosirea ei si ci pand acum nu s-a gasit un substitut adecvat al el.
In acest caz este necesar si se formuleze un numdr de principii care
si garanteze validitatea teoriei mulfimilor. Fundamentele acestei disci-
pline malematice, cu rol fundational si In conceptia _LmHZermel‘o‘, ‘Ere—
buiau si evite antinomiile si si conserve teoria cantoriand a multimilor
in ceea ce ea are valabil.

Teoria axiomaticd abstractd a multimilor a lui Zermelo renunti la
o definitie explicitd a entitdtii fundamentale — maultimea. Conceptul de
multime, in acest sistem fundational, posedd proprietati stipulate de
axiomele care reglementeazd utilizarea lui. Kneebone [1, p. 288] observa
cd in expunerea axiomaticid a lui Zermelo nu aflam ce sunt multimile,
care raman nespecificate, ci cum sunt manipulate matematic. Ca si
teoria russelliand a limitarii volumului, axiomatizarea 2zermeliand nu
admite co multimi colectiile foarte largi (mari) ca, de exemplu colectia
tuturor lucrurilor, colectia tuturor ordinalelor. Mulfimile sunt tratate
in acest sistern ca obiecte care satisfac conditii axiomatice explicit for-
mulate, autorul lui avand meritul de a fi abordat teoria multimilor in
termenii metodei axiomatice.

Zermelo [1, p. 201] afirmd ci teoria sa axiomaticd a multimilor
postuleazi un domeniu B de individuali pe care ii numeste obiecte
(obiecte abstracte). Enuntul de egalitate ,a=b¥, in care a si b se refera
la obiecte apartinind domeniului B, trebuie interpretat in sensul ca
simbolurile a si b designeazi acclasi obiect. In conceptia sa existenta
unuj obiect este asertatd numai dacid apartine domeniului B si, similar,
o clasd K de obiecte existd numai daci domeniul B contine cel putin
un individual al acesteia.

Domeniul B este structurat de anumite relatii fundamentale: €ab
este 0 asemenea relatie fundamentald primitivd si este interpretata ,a
este un element al lui b* sau, echivalent, ,b contine pe a ca un element¥.
Un obiject b care apartine domeniului B este numit multime numai daca
contine ca element un obiect a. Consecinta acestui fapt se formuleaza
cd numai unele obiecte ale domeniului B sunt multimi, ceea ce ne relevi
o anumitd specificitate a ontologiei teoriei axiomatice a lui Zermelo,
cind este comparatd cu alte variante axiomatice, la care ne vom referi
mai departe. Dar admiterea obiectelor care nu sunt multimi, asa-numi-
tele elemente primitive (Urelementen in terminologia lui Zermelo) com-
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plici, oarecum, logica subiacenti (underlying logic) a sistemului sau
axiomatic, cdci de exemplu, identitatea nu poate fi definitd in iermenii
relatiei de apartenentd ,,€“ si aceasta este numai una dintre sugestiile
referitoare la semmificatiile ontologice si logice pe care le comportd
domeniul B de obiecte abstracte postulat de Zermelo. Beth [1, p. 382],
Wang, H. [1, p. 371] se refera la unele complicatii ale sistemului formal
zermelian datorate ontologiei sale subiacente care includea entititi care
nu sunt multimi. Odatd ce existenta elementelor primitive era admisa3,
identitatea nu mai putea fi definitd in termenii lui , €%, urméand si fie
luatd ca simbol primitiv, separat de cel al apartenntei, fapt stipulat de
axioma : dacd doud multimi x si y au aceleasi elemente, atunci x==y.
Atunci, inevitabil logica implicitd a sistemului zermelian a presupus ca
axiome si principiile primitive asupra identitdtii. Quine [1, p. 122—123]
a ardtat ca, fird si renuntdm la individuali, putem adopta procedec in
redactarea sistemului formal care utilizeazd numai simbolul aparte-
nentei. El considera individualii un gsen de multimi sau clase, iar atunci
relatia de apartenentd ,,€“ poate fi inlerpretatd ,este un membru al¥
sau ,este egal cu¥, dupd oum al doilea obiect este sau nu o clasa.

Contlinudm preliminariile la sistemul fundational al lui Zermelo
formulind citeva preciziri care fixeizid mai exact relevanfa ei in planul
logic al acestui sistem fundational. Domeniul B permite definirea sub-
multimii si a multimilor disjuncte, alti ,locuitori® ai Iumii ontologice
a constructiei axiomatice a multimilor formulati de Zermelo. Astfel,
dacid M si N sunt multimi si orice x, x€ M implicid x€ N, atunci M este
o submuitime a lui N. Folosind notatia lui Schréder din Algebra der
Logik, Zermelo scrie acest lucru astfel: M=[=N. Acum, M si N sunt
multimi disjuncte dacd nu posedi nici un element in comun, sau daci
nici un eiement ai lui M nu este un element al lui N.

Conceptul de definitudine sau de proprietate definitd beneficiaza de
o atentie speciald fixdnd si mai bine relevania ontologiei zermeliene in
planul sistemului formal. ,O chestiune sau asertiune C, scrie Zermelo,
este definitd dacad validitatea sau nevaliditatea ei poate fi decisa fara
arbitrar pe baza relatiilor fundamentale ale domeniului cu ajutorul
axiomelor si legilor logicii®, sau ,o0 functie propozifionala“ sau un
predicat C(x) in care variabila parcurge individualii clasei K, se zice
cd sunt definite, daci sunt definite pentru orice individual x, luat sepa-
rat, al clasei K.

Axiomele sistemului axiomatic al lui Zermelo redau ,comporta-
mentul® relatiilor fundamentale ale demeniului B. Ele sunt cunoscute :
axioma extensionalitdtii a cirei formulare mai cunoscutd este: orice
multime este determinati de elementele ei; axioma multimilor elemen-
tare : existd o multime vidd sau nuld, notati ¢ care nu contine nici un
element ; daci a este un obiect care aparfine domeniului, atunci exista
multimea notatd {a} care contfine pe a ca singurul element ; daci a si b
sunt doud obiecte ale domeniului, atunci existd o multime {a, b} care
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contine numai a si b ca elemente si nici un altul distinct de acestea.
Este fireasci remarca urmadtoare : conform ariomei I, multimile {a} si
{a, b} sunt unic determinate ; existd o singurd multime vidi care este
considerata submultimea oricdrei multimi. Se defineste partea proprie
a uneit multimi : o submulfime care este diferitd atat de multimea vida
cat si de multimea respectiva, Multimile (J si {a} nu au parti. Urmeaza
axioma separdrii, cea mai originald a sistemului zermelian, enunful ei
angajand concepiul de proprietate definitd: oricind fumnctia propozitio-
nald C(x) este definitd pentru toate elementele unei mul{imi M, M
posedd o submultime notatdi Mc care contine acele elemente x ale lui
M pentru care C(x) este adevaratd (Zermelo [1, p. 202]). Axioma sepa-
rdrii ofera un substitut pentru definifia generald a multimii, dar in
acelasi timp stipuleazad unele restrictii ca : 1) mul{imile nu pot fi defi-
nite in mod independent prin invocarea acestei axiome, c¢i presupun
multimi date din care vor fi separate ca submulfimi. Efectul fundational
este evident : nu mai sunt admise multimi de tipul ,multimea tuturor
multimiler, multimea tuturor numerelor ordinale¥ si in acest mod
sunt evitate ,paradoxurile ultrafinite®. Axioma separdrii di libertate in
definirea multimilor, totusi, criteriul care defineste trebuie si fie definit
in termenii conceptului de ,proprietate definitd“, adica, si determinam
pe baza relatiilor fundamentale ale domeniului dacd criteriul are loc
pentru fiecare x al multimii respective.

Se obtine rezultatul cd toate criteriile ,definibile prin intermediul
unui numdir finit de cuvinte« cad. Aplicarea riguroasi a axiomei sepa-
rarii cere sd controlam daci criteriul C(x) este bine definit.

Remarcd. Contextul M;=[=M permite definirea submultimii M—M;,,
care este complementara lui M; In raport cu M, si care contine toate
elementele lui M care nu apartin lui M;. In cazul in care M; — M com-
plementara ci este chiar multimea vidd sau nuld. Evident, complemen-
tara unei parti My a lui M este o parte a lui M. Se defineste intersectia
a doud multimi M si N formatd din elementele lor comune si se noteaza
[M, N]. Exsitd cazurile: a) M=N, atunci [M,N]=M; b) N=O sau
M si N disjuncte si atunci [M, N]—=O.

Urmaétoarele axiome sunt : arioma multimii putere (oricirei multimi
T ii corespunde o altd mulfime UT numitd mulfimea putere a lui T,
care confine ca elemente toate submultimile lui T); axioma multimii
reuniune (pentru orice multime T existd o multime ¢T, numiti reuniu-
nea lui 1T, care contine ca elemente exact toate elementele lui T);
arioma alegerii: dacd T este o mulfime ale cirei elemente sunt toate
multimi diferite de O si sunt mutual disjuncte, reuniunea ei ¢T include
cel putin o submultime S,, care are un singur element in comun cu
fiecare element al lui T. Zermelo [1, p. 204] afirmi ci este totdeauna
posibil sa alegem un singur element din fiecare multime M, N, R, ..., a
lui T si s& combinim elementele m, n, r astfel alese intr-o mjul-tilmé S,.
Ultima axiomd, cea a infinitului, datorata lui Dedekind, garanteaza
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existenta multimilor infinite. In domeniul B existd o mul{ime Z care
satisface conditiile.: a) o este un element al multimii Z; b) dacd a este
in Z atunci {a} este de asemenea in Z.

2.2. Ontologia sistemului Zermelo-Fraenkel

Fraenkel [1] postuleazd un ,domeniu fundamental* de muliimi ca
domeniu de discurs; este un domeniu de individuali ai sistemului sdu
axiomatic. Din punct de vedere logic aduce urmdatoarea meodificare :
admite simbolul ,—“ ca o constanta primitiva, cu statut analog celui al
predicatului de apartenentd ,&°.

Desi Fraenkel [1] a stat in mod esenfial la baza cirtii scrise de
Fraenkel, Bar-Hillel [2] se constati unele modificari. Astfel, acum nu
se mai specificd referitor la domeniul variabilelor individuale decait ca
este o clasd nevidd bine definitd de obiecte, un asa numit ,univers de
discurs®, neafirmandu-se nimic despre cardinalitatea acestei clase, dacd
este finila sau infinitd. Deoarece simbolul predicatului apartenentd este
singurul specific (primitiv) in teorie, relevanta lui ontologici este evi-
dentiata astfel de Fraenkel, Bar-Hillel [2, p. 28]: ,Domeniul relatiei
de apartenentd, adicd clasa acelor obiecte care sunt membrii unui obiect
va consta din elemente, contradomeniul acestei relatii, adicid clasa acelor
obiecte care confin cel pu{in un obicot ca membru va consta din mul-
timi. Pentru un timp nimic nu va fi spus despre relatia dintre domeniu
si contradomeniu“. Autorii conchid asupra ontologiei teoriei axiomatice
a multimiior pe care o expun ci se lasad deschisa chestiunea daca aceasta
ontologie admite elemente care nu sunt multimi (individuali), sau
purelemente in sensul introdus de Zermelo, sau mulf{imi care nu sunt
elemente.

Simbolul egalitdtii comportd unele precizdri avand expresd incérci-
turd ontologici. Este introdus prin definitie. Un prim mod de a defini
egalitatea este cel introdus de Leibniz. Conform legii stabilite de Leibniz
of. Tarski [1, p. 130] : ,x=1y, dacd si numai dacd x are orice proprie-
tate pe care o are si y, si y are orice proprietate pe care o are si x“
Dupéd Fraenkel si Bar-Hillel acest mod de a introduce egalitatea prin
definitie, apartinind traditiei care se reclamd de la Leibniz, se formu-
leazd astfel : ,,doud obiecte sunt egale dacd orice obiect (multime, clasa)
care contine pe unul ca membru, confine si pe celalalt®. Al doilea mod
este acesta : doud obiecte sunt egale dacd contin aceiasi membri si pre-
supune exigenta ontologicd ca in universul de discurs sd existe cel mult
un individual (nemultime), ceea ce pare inadecvat pentru sisteme al
ciror univers de discurs, sub interpretarea intentionatd, contin obiecte
diferite care nu sunt multimi in sensul obisnuit si, deci, nu contin
membri. Quine [1, p. 122-—123] aratd ci aceasta devine superflui ; prin
considerarea individualilor ca un fel de multimi sau clase se introduce
egalitatea In acest al doilea sens (mod), farad si se renunfe la individuali
in ontologia pe care o admitem. Procedeul este urmdtorul : relatia de
apartenenia ,€* poate fi simultan interpretatd alternativ ca ,este un
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membru al¥ sau ,este egal cu“, in funciie de natura celui de al doilea
obiect al relatiei, adicd, dacd acesta este o clasa sau nu.

Fraenkel va prefera, conform ontologiei admise, primul mod de
definitie a egalitatii, considerand cd nu este necesar sd se lucreze cu
individuali, eventual putindu-se admite un singur individual. Obiectele
vor fi tratate ca multimi, cu exceptia unui singur obiect care are
statutul de ,memberless® necesar pentru unele scopuri de naturd teh-
nicd. Nu se admit non-elemente, toate obiectele sunt elemente. O ase-
menea ontologie introduce simplitate si elegantd prin simplificarile
formale pe care le permite. ,Cdmpul® care se defineste, in viziunea
autorilor Fraenkel si Bar-Hillel, ca reuniunea domeniului si contradome-
niului coincide cu ,universul de discurs® al teoriei.

Axiomele, care constituie ceea ce se numeste ,teoria generald a
maltimilor’, se disting prin caracterul lor ,constructiv® explicitat cum
urmeazi : fiind asumatd existenta unei multimi sau a unor multimi,
aceste axiome garanteazd (,produc¥) existenta unic determinatid a altei
(respectiv altor) multfimi. Construirea in aceastd manierd a acestor
multimi eviti aparitia antinomiilor, intrucat acestor multimi le este
specificatd extensiunea prin referintd la multimi admise prealabil, ceea
ce exclude caracterul jultra-comprehensiv¥, specific mul{imilor prezente
in formuldrile paradoxurilor. Conform ,naturii constructive® a axiome-
lor apartinand ,teoriei generale a multimilor¥, maultimile, a ciror reu-
niune o formam in virtutea axiomei urmaitoare, nu sunt admise in mod
narbitrar®, ci sunt membri ai unei multimi, a cérei existentd a fost
garantatd prealabil.

Dacd asumam existenta mai multor multimi, in virtutea axiomelor,
se construiesc multimi din ce in ce ,mai comprehensive®, dar aceste
axiome nu invedereazi o libertate suficientd in formarea de noi mul-
timi. Nu putem trece la ,multimi mai mult decdit numdrabile®, un sir
de multimi numarabile fiind date, adici nu se garanteazi existenta
scontinuului®. Instrumentul principal, prin care Cantor a trecut la
mulfimi cu cea mai inaltid cardinalitate, a fost ,multiplicarea transfinitd*“
(exponentierea). Rolul acesta revine in sistemul axiomatic Zermelc-
Fraenkel axiomei multimii-putere : pentru orice multime a existd mul-
timea ai cdrei membri sunt exact toate submultimile lui a. Multimea
submulfimilor lui a este numitd ,multimea-putere* si se noteazi Ca
(unde C provine de la Cantor). Rolul acestei axiome atit in teoria naivd
cit si in cea ,ariomatici“ este si formeze multimi suficient de Hmari.
Dar, dupa Fraenkel, ea rdmane un instrument limitat si nu asigura
wmultimi comprehensive“ comparabile cu multimea-putere a lui Cantor,
eficienta ei depinzand de posibilitatea obtinerii submul{imilor unei
multimi date, intr-o manierd generald; existenta submaultimilor proprii
infinite 11u este garantata.

Insé examinarea multimilor produse prin aplicarea mul{imii-pereche,
multimii-suma, multimii-putere unor mult{imi asumate relevi faptul ca
extensiunea multimilor obtinute este «mai largd». Este nevoie de stipu-
larea unor operatii ,restrictive®, adici sfera multimilor construite si nu
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depaseasci pe cea a multimilor figurdnd in asumptiile axiomelor. In
alti termeni, si se producd prin aplicarea axiomelor numai «submultimi».
In acest scop, in sistemul Z.F. se introduce urmitoarea axiomd, numitd
axioma submultimilor, al cirei enun{ este urmétorul : pentru orice mul-
fime a si orice predicat monadic B care este definit pentru toti membrii
lui a, exisld multimea care confine exact toti acei membri x ai lui a
care satisfac predicatul B. Aceastd axioma este cea mai specificd siste-
mului Zermelo-Fracnkel. Conceptul de ,predicat definit* afecteaza
pacuratetea® axiomatici a acestei axiome. Simpla aplicare a acesbui
concept nu satisface exigentele teoriei formal-educative, denarece, asa
cum afirma Fraenkel si Bar-Hillel, nu sunt evitate ,antinomiile seman-
tice“. Axicma submultimilor are o naturd speciald, cici, spre deosebire
de celelalte axiome, accasta este o «schemd-axriomd» care produce, in
functie de predicatele introduse, o infinitate de axiome singularc si de
aici caracieristica sistemului lui Zermelo-Fraenkel de a nu fi finitizabil,
adicd de a nu contine un numar finit de axiome ; sistemele care posedi
caracteristici impredicative nu pot fi finitizabile. Spre deosebire de
axiomele multimii-pereche, multimii-sumd, multimii-putere si axioma
submultiiiilor, axioma alegerii, (dacd t estc o multime disjuncti ca“o
nu contine mulfimea nuli, produsul cartezian Bt cste diferit de mul-
timeca nuld; deci, printre submultimile lui Ut, existd cel putin o sub-
multime a cérei intersectie ou fiecarec membru al multimii t formeazi
o multime-unitate ; orice multime u a lui Ut se numeste multimea
aleasd o lui t), nu mai satisface cerinta de a [i ,comstructivd®, deoarece
mulfimea construitd in virtutea aplicirii acestci axiome nu este unic
determinatd de datele ei, adici de multimea t care apare in asumptia
axiomei. S-a spus cd aceastd axiomd comporti un Jcaracter existential®.
Asa cum scriu Fraenkel si Bar-Hillel [2, p. 55] aceastd axiomd nu
afirmd pesibilitatea construirii unei ,multimi alese”, adicd nu oferd o
reguld prin care in fiecare membru t al lui t se poate specifica un
anumit membru. Acest rol ar putea [i realizat prin ,axioma submulfi-
milor®, care separid submultimea respectivd a lui Ut, axioma alegerii
dovedindu-sc superflui. Axioma alegerii garanteazd caracterul nevid al
produsului cartezian Bt in sistemul Z, lucru asigurat, de altfcl, si fara
axiomi. In fapt, tot ceea ce ne spunc ,axioma alegerii® cste ci, fiind
satisfacute asumptiile prczente in formularea axiomei, printre submul-
timile Iui Ut vor fi prezente si submultimi caracterizate prin faptul ca
posedd un singur membru in comun cu fiecare membru al lui t.
Axiomele infinitului si substitutiei (aceasta din urma enuntandu-se :
dacd domeniul unei functii singular evaluatid este o multime, contra-
domeniul ei este, de asemenea, o mulfime), extind sistemul prin pro-
ducerea de ,multimi comprehensive®. Pare normal sid se formuleze
restrictii in aceasti privintd. Problemele care au sugerat restrictii
privesc numcre inaccesibile, multimi extraordinare si ipoteza generali-
zatd a continuwlui. In context a fost formulati axioma funddrii sau
restrictiei ; orice muliime nevidd S contine un element t astfel ca S si
t nu au In comun nici un element. Adicd, nu existd multimi s 5= o astfel
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cd fiecare element al lui S are un element care este, de asemenea,
continut in S. Deci, orice sir descresciator in sensul anterior precizat va
fi totdeauna ,finit¥ sfirsind intr-un constituent primar, care in sis-
temul Z este In mod necesar multimea vida. Nici o mulfime S nu se
contine ca element, deoarece altfel dacd S € S, atunci {S} contrzice
axioma fundarii.

Si, o ultimi observatie. Problema (ipoteza) generalizatd a conti-
nuului vizeaza limitarea® sau jextinderea maximald“ a domeniului
teoriei multimilor.

2.3. Remarci asupra ontologiei sistemului formal al lui von Neumann

Sistemul Zermeio-Fraenkel ,,restituie“ formal numai o parte din
domeniul multimilor ,create“ (produse) in teoria naivd a lui Cantor.
Cum se considera ci multmmlu supra-comprehensive genereazi ,anti-
nomii“, se poate constata cd sistemul Zermelo-Fraenkel se releva ca o
constructic  axiomatici-formala ,prudentd“ in aceastd privintd, aceste
entititi neavand contrapartea lor axiomaticd. Desi limitativ, acest sistem
s-a dovedit suficient pentru scopurile legitime ale teorici multimilor.
Experienta (practica) matematica a pus in evidentd, totusi, caracterul,
oarecum, inofensiv al acestor entitdti ,suspecte® (multimile ,ultra-largi®)
ceea ce ne-a relevat separarea, Intrucdtva, artificiala : multimi admise
si multimi ,care nu sunt admise,

Ideea originald a lui von Neumann a fost ci nu pur si simplu
existenta multimilor ,ultra-largi“ genercazad antinomiile, ci considerarea
lor ca membri ai altor multimi. Von Neumann si-a indreptat atentia
asupra aricmei comprehensiunii (axioma submultimilor) si a propus
omiterea ccrintei, stipulate in formularea axiomei, ca multimca cores-
punzitoare predicatului respectiv si fic o submultime a unei multimi
prealabil date. Cu aceasta, von Neumann considerd ci in domeniul
multimilor pot fi admise multimi supra-comprehensive, cum sunt clasa
universald notatd V, care corespunde predicatului ,x=x% si comple-
mentara V—S a unei entitdti date S. Admiterea in ontologie a unor
asemenea entitdti wultra-largi presupune formularea unor exigente care
reglementeazd comportarea lor fati de relatia fundamentala a aparte-
nentei: ,€“. Mal explicit, acestor multimi ultra-largi le este refuzat
statutul ,de a fi eclemente“. Von Neumann formuleazi, in context, o
axiomid, cum vom vedea, prin care toate obiectele apartinand dome-
niului de entitdti, care sunt de aceecasi ,dimensiune® cu clasa universals,
nu pot fi membri ai altor obiecte si vor fi numite ,clase®. Dupa cum
am vazut, Fraenkel a postulat un ,,domeniu® care include un singur tip
de entititi — multimile; von Neumann introduce in domeniul postulat
pentru sistemul siu doud tipuri de entitdti : multimi si clase, o multime
filnd o clasd, Insd existi clase care nu sunt multimi (in terminologia
Wi Quine [2] numite clase ultime. Este interesant de notat ci G. Cantor
simtea nevoia distinctiei «multime-clasd». Intr-o scrisoare citre Dedekind
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din 1899 el discutd despre ,,sisteme inconsistente” care ar putea fi inter-
pretate ca avand semnificatia de ceea ce intelegem azi prin clase. Exista,
deci, o clasd universald, cum este «~clasa tuturor maltimilor» sau «clasa
tuturor ordinalelor«. Deoarece clasa ,tuturor multimilor® sau clasa
ytuturor ordinalelor* sunt clase wltime, in sistemul lui von Neumann
sunt evitate paradoxele lui Russell si Burali-Forti. Terminologia lui
von Neumann consacrd termenul specific de ,element®: obiectele care
pot fi membri ai unei multimi sau clase se numesc elemente. Termenul
element corespunde termenului multime din limbajul lui Bernays. Este
evident, atunci cd toate multimile care ,populeazd® demeniul sistemului
ZF (Zermelo-Fraenkel) sunt elemente. Axioma submultimilor roate
atunci si fie adapt:td sistemului in vederea garantdrii existentei abso-
lute a claselor si inlocuitd printr-o axiomi care se conformeaza unor
restrictii logico-matematice, relevante pentru specificul ontologiei
subiacente sistemului lui von Neumann : cuantificatorii din conditia
care defineste clasa vor fi restrictionati, cum observa Fraenkel si Bar-
Hillel [2, p. 98], la variabile pentru elemente.,

John von Neumann ,stratificd“ cntitatile ontologiei sistemului sau,
cici admite existenta a doui domenii: argumente (obiecte I) si functii
(obiecte II) care nu sunt identice, insd se suprapun, cici exista functii
care devin argumente, adici «obiecte II—I» care apartin ambelor domenii.

Pentru ca aceste remarci sunt consacrate conexiunilor dintre onto-
logie si structura formald a sistemului lui von Neumann, vom adiuga
In acest context cd celebra ,axiomd IV, 24, consideratd ca fiind, pecate,
cel mai puternic principiu din literatura sistemelor axiomatice, este
direct reicvantd pentru genul de ontologie deseris, si care este ,,populatd“
cu entitdti set-teoretice ,supracomprchensive’. In fapt, aceasti axiomd
nu admite ca functii care definesc ,totalitdti wultra-largi* si devina
argumenie, adicd «Obiecte IT—I» Ia nivel formal. Enuntul axiomei 1V, 2
este : o functie @ nu poate si devind o functie-argument daca si numai
dacd existd o functie b (evident, prezenti in domeniul functiilor postu-
late de teorie) astfel cd, pentru oricc argument x existd un argument
y pentru care [ay] 7% A si [by] = x. Axioma exprimi condifia pentru
ca b si produca o corespondentad in intregul univers al argumentelor
a acelor argumente astfcl cid [ay] %= A adici a domeniului a daci, in
realitate, a este un domeniu.

Existenta multimilor infinite, a ~multimii-reuniune» si a ~multimii-
putere», poate fi derivati din axiomele apartinand grupului V din axio-
matizarea lui von Neumann [1], in baza ideii cd o mult{ime poate {i
definitd ca un caz special de functie: un ,obiect-II“ a este numit o
clasi daci [a, x] este totdeauna egal cu A sau B ; un ,obiect II—I“ care
satisface sceastd conditie este numit o multime, adicd mul{imile sunt
acele entitdti care sunt nu prea mari $i clasele sunt toate totalitdtile
indiferent de marimea lor. O clasd poate fi un argument, adicd un
wobiect II—I% dacd si numai dacd este o multime. '

In sistemul lui von Neumann sunt admise multimi (functii) care
sunt ,prea mari“, adicad acele ,obiecte II* care nu sunt obiccte II—I
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(von Neumann [1, p. 401]. In conceptia lui von Neumann ele nu formea.zz'l
obiectul unei prohibitii complete, ci numai au fost ,declarate incapabile
de a fi argumente® (adicd nu sunt ,obiectul I* si aceasta este o conditie
suficientd si evite antinomiile). J. von Neumann continua: ,In acelasi
timp, existenta acelor multimi este necesard pentru anumite moduri
de inferenta“.

2.4. Supozitii ontologice ale sistemelor lui P. Bernays si K. Gidel

Sistemul lui P. Bernays reprezintd o variantd a sistemului lul von
Neumann. Ideea fundamentald subiacentd sistemului lui von Neumann
— admiterea existentei multimilor supracomprehensive (clasele)] — inso-
titd de refuzul statutului de elemente pentru ele, este mentinutd in siste-
mul lui Bernays. In acest sens, ambele sisteme — von Neumann si Bernays
— postuleazd domenii mai extensive decit cel al sistemului Zermelo-
Fraecnkel si retin mai multe caracteristici ale sistemului Z. Consecinta
este elaborarca unei structuri mai simple si mai adecvate.

In sistemul lui Bernays apar doua feluri de entititi (obiecte) —
multimi si clase — care ,stratificd domeniul, ceea ce formal va con-
duce la un stil ,bisortat* al utilizdrii variabilelor, logica subiacenti
filnd inzestratd cu doud relatii primitive interpretate ca : apartenentd
la o multime: x €a, care se citeste ,x apartine mul{imii a“ si aparte-
nenta la o clasd: xmA, citita ,x apartine clasei A*. Deci, simbolurile
€Y si 7% desemncaza apartenenta la multime, respectiv la clasi, iar
literele mici denoteazd multimi si cele mari denoteazi clase. Fiind date
doud multimi a, b are sens a€b sau a€A dar nu A€EA, A€A. Clasele
nu sunt membri posibili ai unor multimi, sau ai altor clase si in con-
secintd formulele de mai sus nu sunt bine formate,

Multimile si clasele sunt entitdti diferite, de aceea nu este permisa
nici o analogie cu ,obiectele II—I% din limbajul formal al lui von
Neumann. $i, totusi, in sistemul lui Bernays existd conceptul de ,repre-
zentabilitate® care reproduce, oarecum, ,obiectul II—I“ din axiomatiza-
rea lui von Neuman, concept care se referd la relatia dintre clase si
multimi. Neformal, se spune cd o multime ,reprezinti% o clasi daca
ambele au aceleasi elemente. Definitia formald a reprezentabilitatii (cf.
Bernays |1, p. 63]) este urmitoarea :

Rpi{{x | x€a}, a}
Rp(A,a) & Rp(A,b) - a=—b

Intuitiv, orice multime reprezinti o clasd si o clasi poate fi repre-
zentatd numai de o multime. Nu rezulti de aici cd orice clasd este
reprezentatd de o mulfime, caci existd si clase ,nereprezentate®, in
special multimea V (clasa universald). Cand o multime si o clasi au
exact aceiasi membri, spunem ca clasa este reprezentatd de mul{ime. O
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clasd si o mulfime care o reprezinti se comporti in mare masurd ca
n»obiectul IT—I«.

_ Ontologia sistemului lui Bernays, relevatd de cele doui realtii pri-
mitive denotate prin € si 7, argumentele fiind restrictionate la mul-
{imi, nu contine individuali si in aceastd privintd sunt evidente simili-
tudinele cu sistemele ZF si von Neumann, dar si contraste cu conceptia
ontologica a lui Zermelo 1908.

Constructia axiomaticid a teoriei multimilor presupune in mod
natural axiomele egalitdtii si extensionalitdtii, a ciror prezentd in for-
mularea lui Bernays marcheazi uncle diferente fatd de sistemul axio-
matic al lui Zermelo, relevidndu-ne din punct de vedere ontologic o
anumitd particularitate a ,universului de discurs®: multimile sunt
tratate ca individuali care, ca si colectiile concrete, sunt determinate
prin elementele lor. Este exclusa, prin axioma extensionalitatii, existenta
Urelementelor in sensul introdus de Zermelo, adicd a individualilor
diferiti care nu au elemente, axioma in cauzd asumidnd ci toate ele-
mentele in sistem sunt multimi. Programul lui Bernays anuntd incor-
porarea intregii matematici clasice in sistemul teoriei multimilor, sis-
temul lui reprezentind metodologic o extindere a metodei lui Dedekind
de a intreduce numerele reale — care au rolul de elemente in analiza,
ca multimi. Asadar, este asimilati procedura lui Dedekind intr-o viziune
care considerda ca toate obiectele matematice sunt multimi, iar din punct
de vedere formal se obtin unele simplificiri dezirabile.

In conceptia lui P. Bernays se face distinctia intre clase si multimi.
Distinctia nu este un artificiu de limbaj, ci evocd o situatie logicd si
ontologici : o multime este o colectie, adicd un: obiect mate{n‘a:ti!c, in
timp ce o clasd corespunde extensiunii unui predicat si are, in raport
cu multimea, statutul de ,obiect ideal* (concept semnificativ in gandirea
lui Hilbert !). Din aceastd perspectivi, se sugereaza cd universul claselor
nu constituie un domeniu fixat de individuali ci este un univers deschis,
regulile, formarea claselor fiind considerate ca stabilind un ,minimum
de procese admise pentru formarea claselor“. Distinct de demeniul fixat
al multimilor, existd un univers deschis al claselor si in consecintd vom
avea doud limbaje corespunzitoare.

In ceea ce priveste sistemul axiomatic al mulfimilor construit de
Godel [1] remarcim ca o trdsdturd caracteristica identificarea oricdrei
maultimi cu clasa reprezentatd de aceastd mulfime, relafie care in sis-
temul lui Bernays era retinuti in conceptul de reprezentabilitate. El
va retine numai una din cele doua relatii primitive fundamentale , €
(apartenenta la mulfime) si ,n“ (apartenenta la clasd), anume pe prima.
Similitudinile cu sistemul Zermelo-Fraenkel sunt evidente.

2.5. Remaci asupra ontologiei obiectelor abstracte

Ontologia obiectelor abstracte trimite la mai vechea problemd a
universaliilor cu o bogati si lungd traditie, loc a} confruntarii unor
importante pozitii filosofice ca platonismul, nominglismul, conceptua-
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lismul, ca si mai recentelor variante moderne specifice ale acestora, ne
referim la logicism, formalism, constructivism, acesta din urmda in
varianta sa mai radicald ca intuitionism. «Problema in cauzd» poate fi
abordatd sub forma unui set de subprobleme care sporesc analiticitatea
abordarii intreprinse : existd universalii ? Universaliile existd numai in
mintea noastrd ? Sau existd (si) in realitate ? Si dacd au o existenta
independentd, universaliile existd in si prin lucruri particulare, sau au
o existentd separatd ? Dupa opinia lui W. Stegmiiller [1] nici azi nu
dispunem dc un raspuns satisficator la intrebarea daca dincolo de
lucrurile lumii reale trebuie sa acceptam obiecte de un fel total diferit
de primele, de exemplu jJorme ideale, posibilititi nerealizate si valori.
Empiristii sunt adversarii intransigenti ai conceptiei cd existd realmente
un asemenea sort de entitati ca obiectele abstracte, si inviocand «briciul
lui Occam» ei declard entitatile de genul ideilor platoniciene ca super-
flue. Dar renuntarea la obiecte abstracte vine imediat In contradictie
cau legitimitatea unui gen de ontologie asumat de o venerabild stiinta,
am numit matematica, ,populatd® abundent cu forme ideale, obiecte
abstracte ca multimi, clase, relatii, numere, functii, categorii, morfisme,
transformari naturale etc. Nominalistii considerd filosofic confuzad refe-
rirea la obiecte abstracte, metafizice, in timp ce adeptii lui Platon iau
in serios problema existentei obiectelor abstracte, sustindnd teza ca
-existd o conexiune directa intre problema universaliilor si cea a expre-
siilor-predicat generale. Platonismul opereazi cu o asemenea presu-
pozitie, cel pufin implicit, care contine ideea ci predicatele sunt nume
a ceva (de exemplu predicatul rosu nu vizeazd in mod direct obiecte
concrete ci abstracte), in timp ce nominalistii resping aceasti tezi,
atribuind predicatelor generale numai un rol sincategorematic, constru-
indu-le ca propozitii deschise (x este rosu, aici x fiind variabild), si care
in conceptia lor nu au semnificatie de sine stititoare, dar achizitioneazi
semnificatii daci asupra lor se efectueazad operatii ca inlocuirea varia-
bilei cu numele unui obiect concret individual, de exemplu punind
acoperigul in locul lui x obtinem ,acoperisul este rosu“. Dupd nomi-
nalisti viciul platonismului constd in faptul cd atribuie predicatelor o
semnificatie proprie, le considerd nume a ceva, la limiti, nume ale
entitatilor abstracte, facind confuzie intre a avea semnificatie si a fi
nume a ceva, adici produc e o asimilare a semnificatiei complete cu
functia denumirii in contexte spatio-temporale 4-dimensionale. Restrictia
ontologicd nominalistd cere ca variabila legatd sd parcurgd numai obiecte
concrete. Stegmiiller [1] spune cd de indatid ce variabilele legate parcurg
obijecte abstracte de genul clase, proprietdti, relatii, numere, propozitii
etc., depasim frontiera nominalismului si ne afldm pe teritoriul platonis-
mului, sistemele platoniste fiind mai «bogate», fiind un fel de ,ex-
pansiune* a celor nominaliste care sunt mai ,sdrace’. Pentru detalii ale
problemei vezi si lucrarea noastra M. Turlea [1, p. 152 si urmit.]. Vrem
doar sd conchidem cd pozitia filosoficd care considerd justificati legiti-
mitatea acestui tip de obiecte, este vorba de obiecte abstracte, a fost
numita. platonism ;:sustindtorii acestei conceptii pretind nu atit o fide-
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litate exhaustivd fati de doctrina lui Platon cat o valorificare a desco-
peririi platoniciene a obiectelor abstracte ; distingem platonism exten-
sional (extensiunea predicatului fiind relevanti) si platonism intensional
(intensiunea predicatului estc vizatd), in legdtura cu care Russell a for-
mulat un rezultat ontologic socant : numarul de obiecte ideale admise
de platonismul extensional este mai mic decat numarul obiectelor ideale
acceptate de platonismul intensional.

Relevanta ontologica a variabilclor legate l-a determinat pe Quine
s-0 exprime sintetic in cunoscutul sdu principiu-slogan : ,a fi inseamna
a fi valoare a unei variabile legate®.

Studiul lui Russel [1] i-a prileuit lui Quine [1] o reexaminare a
problemelor semnificatiei si referintei in conexiune cu relevanta lor
pentru ontologie. Dacd Russell analizeazid expresiile care denoteazd in
termenii teoriei cuantificdrii, Quine va folosi teoria cuantificirii pentru
formularea (si chiar deciderea) chestiunilor ontologice ale denotdrii. In
context Quine explicd, analizeazi celebra sa formula semantica: .a fi
inseamnd a fi valoare a unei variabile“ (devenit un principiu, de fapt
criteriu-slogan al ontologiei quineene) si stiruie asupra aspectului ci
dac3 acest criteriu nu oferd ,,0 baza relevantid pentru a putea si decidem
intre ontclogii ,rivale®, se dovedeste, oricum, fructuos privind identi-
ficarea ,angajamentelor ontologice* ale unei teorii date, ale unui
limbaj dat¥.

Deoarece lucrdri importante in problemi ale lui B. Russell au
constituit puncte de referintd in literatura consacratd ontologiei entiti-
tilor abstracte, facem o succintd trecere in revistd a celor mai semni-
ficative momente-idei ale evolutiei gandirii filosofului si logicianului
englez asupra subiectului. Dar, deoarece primul ginditor modern care
a elaborat o conceptie actuald asupra existentei entitdtilor abstracte, si
negresit 1-a influentat pe Russell, este Frege (ambii reprezentand logi-
cismul ca variantd modernid a platonismului) vom enunta citeva aser-
tiuni si despre ultimul autor care are si prioritate cronologicd ; in rest
ne multumim si trimitem pentru dezvoltiri asupra problemei la cartea
noastrd (M. Turlea [2, p. 76—91]).

Obiectivitatea, [a exista independent de spirit (subiect), alteori
caracterizatd ca a fi accesibil mai multor subiecti géanditori], este con-
ceptul-cheie pentru ontologia platoniciand ; primul este sensul tare al
obiectivititii si este propriu platonismului, al doilea este impdrtasit de
Frege si deci ganditorul german nu este un platonician, cel putin in
sensul tare de platonism ontologic, la care face referire P. Bernays [2];
dar poate fi un platonician in sensul slab, incat s-a spus ca fiind ratio-
nalist, ca si Leibniz, a admis un fel de realism moderat. Obiectivitatea
fregeani este independentid de senzatie, sau orice altd reprezentare
psihicd (aici este o consecintd a anti-psihologismului siu), dar depen-
denti de gandire, ratiune, o depdsire a sensibilitatii, care Insa nu se
realizeazi nici mdcar cu ajutorul cadrului transcedental kantian, ce ar
intemeia cel mult ,consensul general uman® dar nu si obiectivitatea
adevarului. Desi pleacd de la distinctia kantiana ,obiectiv-real%, el nu
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adera la constructivismul kantian, care in virtutea interventiei construc-
toare a elementului a priori ,edifica“ domeniul ,obiectivului“, dar mai
ales refuza ,ercesul ontologic® relevat de ,domeniul inteligibil trans-
cendent marcant in platonism. Ontologia fregeana postuleazi un
npdomeniu obiectiv-nereal® in care ,localizeazd“ si entitdfile aritmeticii
— numerele — entitdti obiective dar nu si reale, adicd aspatiale §i
atemporale. Numerele nu sunt atribuite nemijlocit obiectelor ci concep-
telor, conceptul fiind ceva obiectiv. Ontologia fregeand asuma ca domi-
nantd diviziunea ,obiectivului nereal® in obiecte si concepte, apreciate
drept substitute mai adecvate pentru relatele distinctiei traditionale
psubiect-predicat®. Astfel in Frege [1] existd formuldri relevante in
acest sens : ,,..conceptul este pentru mine predicat posibil al unui con-
tinut judicabil singular si obiectul un subiect posibil al acestuia. Obiec-
tul si conceptul (ca si subiectul si predicatul) sunt de acelasi ordin
apartinind sferei obiective ca continut judicabil®. S-a spus cd primatul
obiectului cedeazd in favoarea celui al conceptului conducind la rea-
?zsmul. ipostaziant cu consecinte dezagreabile intre care si absenta unei
ierarhii a obiectelor, a nivelelor de realitate ale ,universului obiectiv
nereal”. Prin scindarea ontologiei lui Frege in functii si obiecte, dupa
1890 ganditorul german trateaza conceptele si relatiile ca fiind cazuri
Speciale ale functiilor, acestea interpretate ca referinte ale expresiilor
nesaturate ; expansiunea ontologicd fregeand produsa prin introducerea
functiilor a fost Insotitd de rezerva ginditorului german fati de ierarhia
1nf1n1!:a de ‘treprt.e in domeniu functiilor, restrictionati la treapta trei.
Tp'sus1 Frege scrie @ ,,...Noi vom nota aici ci functiile de nivelul doi pot
fi reprezentate Intr-un anumit sens prin functia de prima treapta“. In
mod esential universul fregean ontologie este scindat in functii si
obiecte (“obiect este tot ce nu este functie®), doua clase de entitati
mutual-exclusive ; in sfera obiectelor, Frege a introdus numere, valori
de adevir si parcursuri valorice, un aspect ce face ontologia fregeana
mai bogatd si mai oomplexd decdt cea traditionald, cici In acest univers
al obiectelor poate fi admis orice, inclusiv persoane umane. 1

In constructia logicisti fregeand o entitate direct invocata este clasa,
alaturi de numdr. Daci conceptele, ca entititi ontologice, introduceau
o structurd in lumea lucrurilor, moduri de ,organizare® sau ,aranjare“
ale aceleiasi ,grdmezi“, clasele sunt moduri diferite In care ne este data
o ,grimadd“; clasele sunt diferite de (si identice cu) grdmezile lor, céci,
clasele vizand aceeasi gramadi sunt fundamentaliter identice desi for-
maliter diferite. Fird expumnerea detaliilor care mijlocesc in argumente
concluzia vom enunta-o numai pe aceasta, si anume Frege a fost nevoit
sa declare clasele drept entitdti abstracte, deoarece a identificat nume-
rele cu clasele, altfel s-ar fi confruntat cu dificultati serioase in
constructia logicistd a numédrului. Dacd ,clasa“ nu este luati ca entitate
abstracti, definitia fregeand a numarului ca ,clase de clase” sau ,clase
de concepte“, faicAnd din numér o pluralitate, esueazi. Dupa cum se stie
neclaritatea oconceptului de clasi, faptul ¢i axioma claselor nu are o
bazd intuitiv clard a condus, mai ales prin folosirea fird restrictii a

36

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



conceptului de clasd, la aparitia paradoxului, in sistemul fregean, pe
care l-a descoperit B. Russell. Frege a schifat o teorie a tipurilor numai
pentru functii propozitionale, pe care, insd, n-a extins-o la clase;
Russell va retine aceste aspecte in ,teoria fdrd clase®, unde contestd
legitimitatea existentei obiective a claselor, ceea ce in ultima analizid
revine la identificarea unor implicati! platoniciene in conceptia fregeani.
Reprosul care a fost adus conceptiei lui Frege este ¢ nu a facut o
distinctie clard intre obiecte materiale care posedi realitate si obiecte
ideale ca numerele, punctele geometrice, valorile de adevar, extensiunile
predicatelor, considerate ca apartinind aceluiasi domeniu. Ontologia
fregeand a fost numitd ,al treilea domeniu®, domeniul ,obiectivului
nereal, domeniu al sensului sau referintei, ce are un statut ,sui generis“,
fiind un domeniu intermediar intre ,existenta realitdtii“ si ,existenta

adevdrului®, asemanator domeniului \’;aloriulor a lui Rikert, de care se
indepdrteazd, deoarece adaugd domeniului referintei si domeniul cuvdn-
tului si propozitiei, noteazd C. Thiel [1], prilej cu care constatdm o
confuzie de planuri de organizare : ontologic-subiectiv-real ; obiectiv-
nereal ; obiectiv-real ; semantic-semn ; sens ; referintad. Imixtiunea onto-
logicd in dodtrina sensului si referintei este nelegitimid in virtutea
necoincidentei celor doud grupuri — ontologic si semantic, cel mai
evident fiind ci sfera obiectivului-nereal nu coincide cu sfera sensului.
Identificarea fregeanid a celor doud domenii 1-a condus pe logicianul
german la un fel de ,ontologizarea semanticii“. Paragraful Ontologie
formald semanticd si constructie logistd (din M. Turlea [2, p. 91]) 1l
incheiam astfel : ,Eliberarea semanticii de ontologie (de cerinta ca
sensul si apartind unor ,tabele ontologice* de entititi) favorizeaza con-
ceptia mai fecundd dupd care semantica trebuie sd rdméand un instru-
ment conceptual indispensabil analizelor logico-lingvistice, admirabil
ilustratd in Frege [2].

Se stie ci B. Russell a fost influentat de gandirea lui Frege si de
altfel amandoi au fost considerati fondatori ai logicismului contemporan :
Russell [2] a propus o ontologie dualistd, centrati pe ,fapte® si alcatuitd
din particulari si universali, o atitudine filosoficd impartasitd inca din
1903 (Russell [3]). Remarcim prioritatea ontologicd acordatd ,dome-
niului de fapte“; in raport cu teoria care il vizeazd, domeniul de fapte
suscitd trei interpretari: dupd cea subiectivistd prin fapte se inteleg
date senzoriale, constructii, dupd cea obiectivistd faptele sunt conside-
rate obiecte fizice; iar, dupd cea kantiand se concede independentd de
conditiile logice ale teoriei privind existenta, dar nu si structura logica
a domeniului de fapte vizat de teorie. Pe fundalul acestor trei variante
interpretative emerge ,modelul interanalist®, supranumit si fichtean,
propus de H. Putnam [1] dupd care atit existenta cat si structura
ndomeniwlui de fapte® sunt determinate de conditiile logice ale teoriei.

Stiinta are ca ideal constructia de teorii despre domenii de fapte,
acestea din urmd ,asigurdnd“ eristenfa urmeaza ci ,problema adevi-
rului“ este pusd cel putin implicit ; teoriile (entitdti teoretico-lingvistice)
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poarti asupra unor ,domenii de referintd“® decupate din ,universul®
faptelor, context in care ,referinta* are pe langa infelesul obisnuit si
pe cel de relatie de designare intre constructe(le) conceptuale ale teoriei
si itemi(i) ai domeniului; este interesant de mentionat cad avem recu-
perat ,conceptul de adevdr® cu rol important in analizele filosofice ale
teoriilor stiintifice. Russell [4] respinge solutia jilosofiei criticiste si
propune realismul drept veritabild alternativa, realismul versus trans-
cendetalism. Acum el va spune despre judecdtilor apriori cd exprima
cunostiinte despre universalii, considerate de filosoful englez cd exista
intr-o lume distincta atdt de cea fizicd cat si de cea mentald, dar carc
interactioneaza cu particularii. Consecinta rationamentului russellian
este cvideritd : admiterea unei ontclogii a particularilor si universaliilor
(Russell [5, p. 105—124]). In Russell [2, p. 184] scrie: ,Lumea nu
e compusd doar din particulari ci si din lucruri pe care le numesc fapte :
ele sunt acel tip de lucruri pe care le exprimdm intr-o propozitie, iar
aceste fapte sunt parti reale‘. Si observam cid faptele, ca un sort de
scompositum ontologic®, contin universali, cici Russell spune ca in orice
propozitie apare cel putin un termen care reprezinti un universal, dar
pe aceasii cale el propune o inferentd de la structura limbii la structura
lumii. Aceastd ,inferentd“ pare intrucatva ,obscurd® fiind confruntata
cu dificultati subiacente unor probleme (intrebari) mai specifice ce ar
putea volatiliza vaguitatea misterioasei inferente ; intrebarile care sub-
zisti sunt : este posibild o asemenea inferentd in orice limbaj ? Aceasta
inferentd, in eventualitatea cd este posibild, acopcra intrebdri ca: se
poate infera de la structura limbajului numai la existenta sau si struc-
tura referentilor acelui limbaj ? B. Russell [1], in virtutea ,principiului
paralelismului olgico-gramatical“, spune ci orice cuvant este un nume
pentru un obiect, chiar orice semn este nume a ceva, admite o ontologie
bogatd, calificatd meinongiana, dar frcgeana dupa Griffith, D. A. Atunci
cand un cuvant este un nume propriu, referinta lui este un concept.
HPopulatia® universului ontologic russcllian este abundentd si diversa,
cdci ginditorul britanic acceptd referenii pentru clase, pentru descriptii
definite, pentru constante logice. In viziunea lui Russell, in spatele
existentel  particularilor se afla si se ascund numere, relatii, spatii
cvadrimensionale, zel homerici, entitdti legitimate ontologic in virtutea
aceluiasi paralelism logico-gramatical : ,daci ele nu ar fi entitdti de
nici un fel, nu am putca face nici o propozitie despre ele“. (Russell
[3, p. 427]).

Ulterior, conflictul deja apadrut intre paralelismul logico-gramatical
si principiul simplicitatii al lui Occam va fi rezolvat in favoarea acestuia
din urmé incepdnd chiar cu Russell [1] cind expune cclebra sa teorie
a descriptitlor” : Teoria descriptiilor distinge intre forma gramaticald si
forma logicd si anuntd o descoperire importanti dupid L. Wittgenstein
$i anume ca nu existd paralelism intre logica si gramatici ; acum Russell
admite inferenta de la logicd la existentd sub presupozitia introducerii
unui limbaj canonic, ideal care si posede o structurd izomorfd celei a
lumii. In conceptia lui Russell, ,teorig descriptiilor® este raspunsul sau
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punctul de vedere cu privire la entititile admisibile si devine instru-
mentul prin care expresii ca ,regele actual al Frantei“,  muntele de
aur® sunt traduse in expresii predicative. Cum observa M. S. Gram [1]
entitati considerate a fi particulari se dovedesc a [i In realitate proprie-
tati, concluzia fiind cd existd expresii ce par si refere la un gen de
entitati, dar in fapt ele se referdi la un alt gen de entitati.
Existenta nu este un predicat, adici o proprietate a indivizilor, enun-
turile de existentd nu spun nimic despre obiecte individuale si afirma
(ceva) despre alt gen de entitati: atribute, proprietati, concepte, functii
propozitionale. Teoria descriptiilor devine o ,tehnici-instrument? de
edificarea ontologiei, ccea ce ar ,jinduce” ideea despre o conexiune sufi-
cient de directd intre doud teorii : cea a existentei si cea a descriptiilor,
0 tezd ce nu pare si fie acceptatd de autori ca P. F. Strawson care
sustine chiar independenta lor.

Russell [6] elaboreazd (legat si de inferenta de la structura limba-
jului canonic la existenta referentilor) un program privind eliminarca
numelor proprii din acest limbaj in vederea obtinerii echivalente a eli-
mindrii particularilor din ontologie, program diferit de cel pe care il
va elabora Quine, care va trata orice nume propriu ca o descriptie, asa
cum se observd in cazul exemplului celebru ,Pegas zboard* si care
devine : existd un si numai un lucru care pegasizeazid si acel lucru
zboard. Procedura quineana evitd, cum usor se constatd, angajamentul
logic cu privire la lucruri ca Pegas. Russell [7, p. 165] ofera altd ana-
lizd : ,Acesta este rosu® devine _Rosul e coprezent cu centralitatea“,
ceea ce inseammd o instantiere simultand a celor douad proprietati, pro-
cedura care in interpretarea lui Quine presupune angajamentul ontologic
fatd de proprietdti. Unde Quine vede angajamente ontologice (cum ar
fi cazul unei expresii ca (Ex) F(x) in privinta valorilor parcurse de x,
Russell [8] considera ca functia analizei respective cste de a reduce
numirul cuvintelore are au semnificatia exprcsi de a indica obiectul :
folosirea cuantificdrilor elimind si nu introduce anumite entitati in

ontologie.

Dupd 1903 (cdnd publicd Principles of Mathematics) evolutia con-
ceptiei lui Russell este marcati de efortul de a reinterpreta statutul
Ladescriptiilor definite®, al numerelor si claselor. Dacid in 1903 acorda
realitate platonicd claselor, pe care le distingea de functii propozitionale
si numere interpretate ca fiind clase de un anumit tip, in 1908
(Russell [9]) si 19010 (Russell [10]) va asimila clasele cu functiile propo-
zitionale, concluziondnd ci nu este nevoie de asumptia existentei cla-
selor. In Principia Mathematica, cap. 3, Russell expune ,teoria simbo-
lurilor incomplete®, instrumentul prin care va incerca sa explice si si
analizeze clasele. Simbolurile incomplete sunt simboluri ce nu au o
semnificatie izolati si sunt definite numai in contexte determinate; cu
ajutorul simbolurilor incomplete se pot caracteriza descriptiile, care sunt
simboluri incomplete, care nu au semnificatie luate izolat, dar au in
enunturi. $i constructiile logice sunt considerate ca fiind simboluri in-
complete, de altfel in Mysticism and logic, 1917, London 1950 (B. Russell
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[11]), logicianul englez si-a formulat teza sa despre constructii logice in
termenii : Maxima supremd a filosofiei stiintifice este aceasta : ori de
ciate ori e posibil constructiile logice vor fi substituite entitdtilor infe-
rate. Daca o entitate se dovedeste a fi o constructie logici, nu trebuie
sd se asume eXistenta ei: simbolurile incomplete au semnificatie doar
in contexi si nu trebuie si asumam referent{i pentru ele. Dacd in 1912
(Russell [12] considera cd datele senzoriale. obiectele externe, punctele,
momentele temporale, particulele sunt entitati reale, in 1914 (Russell [13])
influentat de conceptiile lui Whitehead accepti ca ele pot fi reconstituite
ca multimi de evenimente si deci este superflud asumptia existentei lor.
In ceea ce priveste constructia lumii externe apeleazid la procedura
reducerii descriptiilor la date sensibile (ale unei persoane) si apoi recon-
stituirea acestui aspect, privat in spatiul public, pentru a fi intersu—
biectiv comunicabild (este vorba de constructia lumii externe).

Dar lucrarea lui Russell [8] are relevan{d si pentru logicd si
teoria multimilor ,despre care noteazi ci ele spun ceva si despre rea-
litate. Sub influenta lui Wittgenstein [1] Russell cristalizeaza cateva
idei interesante pe care le-am putea enumera intr-o anumitd sistema-
tizare astfel : a) sistemele logice si matematice au un caracter sintactic ;
b) tezele acestor sisteme (ale logicii $i matematicii) spun acelasi lucru
si nu spun nimic despre realitate; c) logica si matematica sunt con-
structii lingvistice, o cale pe care angajandu-se Russell va fi condus
spre pardsirea pozitiei platoniste cu privire la logicd si matematica, din
care, consonant cu liniile de gandire fregeand, facuse o optiune filoso-
fied credibild si relevantd pentru demersul reconstructiei logiciste a
matematicii ; un domeniu in care a lucrat obtinand rezultate, dar inregis-
trand si esecuri, ambele productive ulterior pentru conturarea orbitelor
si liniilor de fortd in sfera cercetdrilor fundationale asupra matematicii
si logicii. Dar influenta lui Wittgenstein asupra lui Russell va continua
marcind ceea ce s-a numit perioada ,atomismului logic (1918). Dar ce
este atomismul logic? Oricum, cste o reactie puternica la monismaul
absolut al hegelienilor, al cirei punct central este asumptia pluralitdtii
entitdtilor mutuale §i independente. Russell [8, p. 178] scrie: ,Logica
pe care eu o apar este atomistd, ea se opune logicii moniste a poporului
unde mai mult sau mai putin urmeazi pe Hegel. Cand eu spun ci logica
mea este atomnistd eu inteleg prin aceasta cd eu impartasesc credinta
simtului comun ci existd multe lucruri separate. Eu nu privesc mulii-
plicitatea lumii ca constind pur si simplu in faze si diviziuni nereale
ale unei singure realititi indivizibile¥. Cum se remarca, teza centrald a
atomismului logic este o propozitie ontologici : Lumea constd in atomi
logici. , Atomii logici, in sens russellian, ar fi ,lucruri separate“ In
pasajul citat din Logic and knowledge. Mai riguros vorbind, adoptind
eonceptia identitdtii atomii logici = lucruri separate, o varianti mai
imbunatititd a tezei logice ar fi: Lumea consti din lucruri separate :
Boguslaw Wolniewicz (O diferentd intre atomismul logic al lui Russell
si cel al lui Wittgenstein) afirma ca sunt necesare raspunsuri la doud
probleme : 1) Care sunt. acele lucruri? 2) In ce constd separateness
(independenta mutuala a lucrurilor, respectiv aatomilor) ? Raspunsul la
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intrebarea (1) arati diferenta fundamentald dintre atomismul logic al
lui Wittgenstein si cel al lui Russell, caci in timp ce pentru Russell
atomii sunt denotatii ale unor nume (in sens logic numite nume proprii),
adicd obiecte, succeptibile de a fi numite si pe care el le-a numit parti-
culari, a ciror proprietate este independenta mutuald (sau subsistenta),
self-subsistenta, cum se stie, apartine substantei: ,..fiecare particular
care existd in lume nu depinde logic in nici un mod de orice alt par-
ticular... Nu existd nici un motiv de ce n-am avea un univers constand
intr-un particular si nimic altceva. Aceasta este o particularitate a par-
ticularilor% (Russell [8, p. 201—204]). Alaturi de ,mutual-independenta“
(self-subsisientd) atomii mai poseda simplicitate, orice particular este
simplu dar nu convers. ,Simple... sunt de un numar infinit de sorturi.
Exista particulari si calititi si relatii de ordine variate, o intreaga
ierarhie de sorturi diferite simple¢ (Russell [8, p. 270]); Wittgenstein
nu considerd, ca si Russell, cd atomii logici sunt ,,obiecte” (denotatii ale
numelor proprii) ci ,situatii“, denotatii ale propozifiilor elementare.
Teza russelliand ontologicd poate fi formulatd : (x este un partioular —
[(x este self-subsistent) = (x este simplu)]; teza wittgensteiniand : (x
este self-subsistent) — (x nu este simplu). Unii comentatori ai filosofiei
Ilmi Russell o gasesc putin ,obscurd® si cred ca atomismul logic wittgen-
steinian reprezinti o variantd mai clard si acuratd. Independenfa (si
dependenta) nu se aplica obiectelor (simple) ci situatiilor (configuratiilor
de obiecte). Disputa dintre ,atomismul legic* si ,monismul absolut“ are
sens numai dacd existi cel putin doud entitati, (sd le numim x si y),
despre care cineva poate spune intr-adevar ,x este independent de y“.
Evident, Russell si Wittgenstein resping teza monismului absolut, dife-
renta dintre varianta witigensteiniand si cea russelliand a atomismului
logic apare atunci cind ne intrebdm expres, explicit, ce el de entititi
sunt x si y ? Russell raspunde cd sunt obiecte simple, Wittgenstein ci
nu sunt nici oblecte si nici simple ci ,situatii“, context in care arc sens
s& aplice notiunile de ,dependentd si independentd®, deoarece numai
acestea depind reciproc ; negarea independentei mutuale a obiectelor nu
antreneaza echivalent asertiunea dependentei lor; pur si simplu nu are
sens asa ceva, nu cd negatia ar insemna ,aceasta este fals“. Incat
autorul polonez, citat mai sus, apreciazi ca diferenta dintre variantele
Russell si Wittgenstein ale atomismului logic poarti nu asupra a ,ceea
ce este adevdrat® ci  despre ce are sens®, ceea ce revine la punerea
nProblemei semnificatiei ca opusd ,chestiunii adevdrului“.  Teoria
tabloului® este solidara atomismului logic. Vorbind despre vaguitate si
claritate, Wittgenstein, inspirat de ideile lui Frege, afirmi in Investigatii
filosofice ca idealul trebuie gasit in realitate, iar dacd trebuie gisit in
realitate, trebuie gasit in limbaj, ,corelatul unic, tabloul lumii“; clari-
tatea si obscuritatea nu mai sunt aplicate la concepte, ca In cazul lui
Frege, ci la ganduri si propozitii. O propozitie are un sens clar daca sunt
capabil si spun cid acea propozitie este adevidratid sau falsa. ,Teoria
tabloului“ este conexi problemclor semnificatiei si adevarului. Ajungem
la conceptia wittgensteiniand despre esenta limbajului. Deoarece toate
propozitiile elementare sunt absolut precise (in virtutea relevantei ato-
mare ?), asa sunt toate propozitiile. Valoarea de adevdr a unei functii
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de adevir este strict determinatd de valorile de adevar ale argumen-
telor functiei. Prin urmare, limbajul nu contine vaguitate si/sau indeter-
minare, evident este vorba de limbajul obisnuit ale cirui propozitii
(spune in Investigatii filosofice) sunt in ordine perfect logicd. Chiar
dacd o propozitie a limbajului de toate zilele pare indeterminata, ea
este in realitate absolut precisa.

Revenind la filosofia atomismalui logic (1918 a lui Russell sa
observdm cd sub influenta lui Wittgenstein opereazi distinctia ,,fapte-
lucruri; japtele apartin lumii obiective, despre care putem formul.
propozitii, asertdnd sau negand, in timp ce lucrurile pot fi doar numite.
De altfel in 1948 (Russell [6]) se produce o mutatie de accent, deoarece
admite ca existente numai faptcle : ,orice existd numesc fapt®, de pildd
faptele atomare corespund datelor sensibile atomare. Elaboreazd un
program de eliminare a particularilor, lucrurile sunt considerate fascicule
de calitdti si deja in 1914 afirmase cd sunt serii de aspecte care satisfac
legile fizicii.

In incheiere si notiam cd in 1921 (Russell [13] sub influenta lui
James si Dewcy elaboreazd filosofia monismului neutru cu inconsec-
vente (privind principiul simplitdtii), prin admiterca existentei a doua
feluri de entititl materiale si mentale ; o senzatie, membru intr-un lant
de amintiri este consideratd parte a spiritului; dacd are antecedenti
cauzali esle parte a lumii fizice materiale. Se observd cd distinctia
ymaterie-spirit® depinde de gruparea materialului senzorial, o idee si in
My philos. Development.

Asadar, legat de ,obiecte abstrdcte* s-a formulat o problematica
modernd, caci observd M. Dummett [1]: daci sau nu existd obiecte
abstracte ? Ce objecte existd ? Cum le cunoastem ? Care este criteriul
de existentd al lor ? Unde este linia de demarcatie intre obiecte abstracte
si obiecte concrete ? Dar aceste chestiuni moderne par in acelasi timp
vechi ca si filosofia. Notiunca de obiect a fost introdusd in contexte
filosofice de G. Frege. Traditia entitdtilor (obiectelor) le-a clasificat in
particulari si universali. Ne referim la particulari si ,predicdim® despre
ele alte lucruri pe care le numim universali, dar nu le putem predica
despre alte lucruri. Universalii au ocaracteristica de a fi predicate ale
particulariior, dar si s& predicim despre ele (universali mai inalti) alte
lucruri. Din punct de vedere lingvistic vom avea corespunzitor doua
moduri de redare, exprimare, a universaliilor ; cand un universal este
predicat despre alt lucru este introdus printr-o expresie predicativd,
iar atunci cind ne referim la universal predicind ceva despre el, este
introdus printr-un termen. Termenii ii utilizim pentru referirea atit
la universali ca si la particulari. Riméne, oricum, un rezultat cert ca
studiul predicatiei este relevant pentru intelegerea naturii esentiale a
universalilor.

Frege considerd gresita aceasti abordare, remancand diferenta radi-
cald dintre rolurile lingvistice ale predicatului si termenului; cum
poate coincide referentul unui termen cu cel al unui predicat? Frege
neagd ci se poate construi o semantica adecvati pe aceste baze tradi-
tionale. Cit de eficientd este sugestia cd un termen ,intelepciune® sti
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pentru acelasi lucru pentru care sti un predicat: ,x este intelept® ?
Pentru uzul acestei sugestii trebuie si oferim o explicatie a conditiilor
de adevar ale propozitiilor in care a aparut termenul abstract, ca de
exemplu : ,Intelepciunea depinde de experinti“ sau ,Intelepciunea este
legatd de batranete“.

Construirea unei propozitii, In care apare termenul abstract, ca
echivalenii a unei propozitii care contine predicatul corespunzator
astfel : Intelepciunca nu este legati de bétranefe* ca ,Nu numai
batranii sunt intelepti“. Nu este nimic absurd in aceastd reconstructie,
deoarece acceptarea notiunii fregeene de obiect nu ne obligd sd accep-
tdm nccritic orice substantiv abstract ca termen singular autentic. Mai
curdnd, noteaza M. Dummett [1, p. 472], vom considera majoritatea lor
in sensul formadrii unor variante idiomatice ale propozitiilor care contin
predicatul sau expresia relationald corespunzitoare ; insa a proceda asa
cu substantivele abstracte Inseamnd s negam statutul unui termen
autentic sau nume propriu. Concluzia este cd pentru acest motiv nu
existd un lucru care permite substantive abstracte ca termeni singulari
reali, si in acelasi timp atribuindu-le acceasi referintd ca cea posedatd
de predicatul corespunzitor. Vazuta in aceasti lumind conceptia tradi-
tionald este simplu incoerentd, consemmneazi M. Dummett [1, p. 472—473].
Acceptdm notiunea lui Frege de obiect oa un fel de lucru care poate
fi referent al unui nume propriu, dar atunci sd retinem diferenta radi-
cald dintre referintii numelor proprii si cei ai expresiilor incomplete.
Pozitia care nu crede in existenfa obiectelor abstracte se numeste
nominalism, impartisit de Goodman si Quine, care neaga existenta obiec-
telor abstracte. Nominalismul originar a negat existenfa universalilor (ca
referintd a predicatelor si a substantivelor abstracte). Background-ul
fregean al nofiunii de obiecte cerc distinctia radicald dintre obiecte si
concepte. ,Ce exista ?* este problema fundamentald a ontologiei, a
carei intentie cste ,ce feluri de lucruri existd ?%.

fnaintind in demers vorbim din ce in ce mail specializat, specificat,
formuland urmatoarele chestiuni : ,Ce particulari existd ?« si ,Existd
universali, dacd da, ce universali existd?“, de ultima intrebare [iind
legat desiinul nominalismului. Problema ,ce obiecte existd?“ ca si
intrebarile : ,cxistd concepte ?¢, ,existd relafii 7%, ,exista functii ?%,
Lexistd valori de adevar ?¢ au prin excelen{d relevantd pentru perspec-
tiva ontologici fregeand. In ultimd analizd ,problema despre obiecte
poate fi redusi la problema vizand ,obiecte concrete® si ,obiecte
abstracte. Daci se acceptd semantica fregeand, atunci notiunea de
obiect introdusi de ganditorul german cste una fundamentald in abor-
darea chestiunilor de naturd ontologici; si aceasta are loc in prezenta
supozitiei ci analiza fregeand a limbajului oferd fundamentele pentru
o semantici a limbajului natural. Frege are in vedere caracteristici ale
limbajului natural care se potrivesc cadrului general oferit de logica
predicatelor, o credinti si a filosofilor limbajului care activeazii in
cadrul traditiei datorate logicianului german; Quine si Davidson
lucreazd in paradigma fregeand. In semantica lui Frege notiunea de
obiect are rol dublu: pe de o parte, obiectele sunt referentii numelor
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proprii (propozitiile atomare sunt explicate in termenii relatiei de refe-
rintd dintre nume proprii si obiectele pentru care ele sunt) ; pe de alta
parte, obiectele sunt ceva (entititi) pentru care predicatele sunt ade-
varate sau false ; panad aici este primul rol al notiunii de obiect. Al
doilea rol al obiectelor este acela ca cle formeazd domeniile cuantificarii,
sferele variabilelor individuale. ,Dacd analiza lui Frege a limbajului
este corectd in principiu, notiunea cuantificdrii de ordinul intdi va fi
un instrument indispensabil pentru analiza multor propozitii ale limba-
jului, si oriunde cuantificarea de ordinul intdi este implicatd, trebuie
si fie posibil si specificim o totalitate adecvatd de obiecte ca domeniu
al cuantificarii“. (M. Dummett [1]).

Cind lucruri, precum numere, sunt considerate ca obiecte, Frege
vizeazd primul rol al notiunii de obiect (se referd la expresii care stau
pentru acest gen de entititi). Frege [1] vrind s& stabileascd ¢d numerele
(cardinale} sunt obiecte isi indrepta atentia asupra ,cuvintelor numerice®
(number-words) folosite ca substantive si asupra numeralelor, ce apar
in contexte aritmetice, pledind pentru reconstituirea lor ca nume pro-
prii, adicd drept termeni singulari; odatd stabilit cd numerele sunt
obiecte, el admite cd ele apartin domeniului (nange) variabilelor indi-
viduale. Frege a formulat ,asumptia naturald®, remarci Dummett [1],
cd este posibil sd ludm un singur domeniu maximal, domeniul tuturor
obiectelor, ca fiind in toate contextele domeniul variabilelor individuale,
concluzie naturald extrasid din observatia cd efectul unei restrictii a
domeniului se poate obtine apelind la un predicat satisficut de toti si
numai membrii acelui domeniu ; desigur predicate adecvate vor stipula
restrictia sau restrictiile respective. Din teza cd numerele sunt obiecte
se infereazi consecinta cd orice variabila individuald poate fi considerata
ca parcurgidnd, intre alte lucruri, si numere.

Notiunea lui Frege de interpretare a sistemelor formale, deoarece
pretinde numai specificarea constantelor nelogice, dar nu in mod special
domeniul variabilelor, contrasteaza evident cu notiunea modernd stan-
dard de interpretare. Supozitia lui Frege despre existenta ,unui singur
domeniu atotcuprinzidtor® (one single all-embracing domain), care ser-
veste pentru toate uzurile variabilelor individuale, s-a dovedit rdspun-
zitoare de generarea paradoxurilor din teoria multimilor, fenomen a
cirui ,morald“ este ci, cel putin atunci cind noi avem de-a face cu

obiecte abstracte, nu exista un domeniu ultra-comprehensiv care include
ca o submultime orice domeniu pe care se poate cuantifica legitim. Nu
putem interpreta coerent un limbaj, astfel ca orice propozifie a limba-
jului si aibe o valoare de adevidr determinatd, considerand variabile
individuale parcurgand orice si corespundi notiunii intuitive de multime,
sau numdr cardinal, sau de ordinal. Folosirea cuantificirii, relativa la
un domeniu, este un instrument in analiza limbajului, dar nu putem
accepta ca acest domeniu si fie atotcuprinzitor (si includi orice), utili-
zabil acelasi in toate contextele.

Quine, prin celebrul slogan: ,a fi inseamni a fi valoarea unei
variabile* exprima angajamentul ontologic al unui limbaj. Determinarea
obiectelor asumate de un limbaj, fragment de limbaj, se face prin anali-
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zarea limbajului in termenii logicii predicatelor; pot fi teorii multi-
sortate, cu diferite feluri de variabile individuale, iar obiectele anga-
jate de teoria respectivd sunt relevate ca domenii ale diferitelor sorturi
de variabile individuale ale limbajului teoriei investigate. Specificam
domenii pentru fiecare sort de variabild individuala, in intentia expresa
de a determina conditiile de adevdr pentru propozitii care implica
cuantificarea de ordinul intdi de orice fel; angajamentul ontologic, in
virtutea unei analize corecte, contine toate obiectele din domeniile
specificate prin procedura enundati. Quine consideri ci problemele
ontologice sunt problematice atunci cind avem de-a face cu limbaje
formalizate, angajand referinta ,via replacement¢ la limbaje neformale,
o cale relevanti cel putin atunci cdnd ne confruntim cu chestiunea
dacd sau nu anumite entitdti, e-g. propozitii pot fi ,eliminate®; analiza
corectd ne-ar cere si construim anumite expresii care si stea pentru
aceste propozitii. Chestiunea ,elimindrii“ este diferitd de cea a ,redu-
cerii“ unei clase de obiecte la altd clasi de obiecte, cum este cazul
clasic al reducerii clasei perechilor ordonate (x, y) la clasa multimilor
de forma {{x}, {x, y}}, proceduri care conduce la realizarea unei
seconomii® ontologice. Chestiunile ontologice apar in absenta unui frag-
ment de limbaj neformal, context in care se pune problema ce formi
dezirabild trebuie sd ia analiza; oricum, asumptia cid analiza trebuie
efectuatd in interiorul logicii predicatelor este incontestabild, datad fiind
relevanta unui atare context de abordare pentru intelegerea notiunii
de obiect

Teza lui Quine a fost obiectul criticilor si atacurilor, majoritatea
Hfocalizate« pe ,privilegierea“ contextului de analizd a limbajului de
tip fregean si legat de dificila problemd a domeniilor variabilelor indi-
viduale, toate acestea conjugate privind relevarea centralitdtii notiunii de
obiect, emergentd semanticii fregeene axatd pe cuantificarea de ordinul
intai. Filosofia lui Frege a limbajului (care a inspirat fundamental
aceastd traditie de gandire) ,incorporeazi credinta® ,cd procedeele ling-
vistice care aparfin limbajului natural constituie mijloace transparente
de exprimare a operatiilor de formare a propozitiilor logicii predicatelor,
deziderabile pentru o semantici adecvatd a limbajului nostru“. (M. Dum-
mett [1, p. 478]). De altfel o credintd bazatd pe succesul partial al lui
Frege si al celor care au lucrat in traditia inaugurati de el, la care se
adaugi lipsa unui model alternativ de analiza, au intédrit autoritatea
acestei metode de abordare, dar programul se dovedeste ineficace in
fata unor probleme ontologice ca : existd propozitii ? existd evenimente ?

Quine s-a ooupat predominant de rolul secund al notiunii lui Frege
de obiect relevant pentru explicarea cuantificirii de ordinul intéi, despre
primul rol afirmind ci ne dispensdm de nume proprii construind appa-
rent proper names ca ,descriptii definite“, pe care le putem analiza in
termenii cuantificirii, asa cum a procedat Russell. Nu se realizeazi nici
0 economie semnificativi pe aceasti cale, noteazd M. Dummett [1],
deoarece chiar daci un limbaj a fost privit ca necontinind propozitii
atomare, deci necontinind termeni singulari veritabili, tot va fi necesar,
in scopul obtinerii semanticii acestui limbaj, si specificam pentru fiecare
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predicat cand este adevirat despre orice obiect dat, o specificare prin
stipularea ,,conditiilor de adevdr* pentru propozitiile atomare. Quine va
completa teza de mai sus cu urmdatoarea asertiune: cand nu avem
domenii infinite, cuantificarea poate fi eliminatd in favoarea disjunctiei
si conjunctiei finite. Conceptia (si procedura) lui Quine sunt comentate
evaluativ de M. Dummett [1, p. 478—479] : _Ins3, daca, dupd ce in aceastad
manierd cuantificatorii au fost eliminati in favoarea combinatiilor finite
de propozitii atomare, apoi noi elimindm propozitiile atomare construind
termenii singulari care apar in ele ca descriptii definite russelliene, noi
am reintrodus cuantificarea : procesul pare astfel pur si simplu circular
(s. mea M. T.) si cste greu s& vedem cum Quine poate argumenia pe
aceastd bazd ca un asemenea limbaj este liber pe deplin de angajament
ontologic*. Quine credc c& chestiunea ,ce obiecte existd 7% acoperd
intrebarea dificila generala ,,Ce existd ?“; dar o asemenea ,opinte —
asumptie® se afla In vadit contrast cu conceptia lui Frege, intrucat ope-
reazd o ,reducere®, ca de pilda cuantificarea de ordin mai inalt in
favoarea cuantificarii pe entitdti abstracte, precum clasele. Dar o ase-
menea asertiune poate fi calificata ca absurda din punctul de vedere a
lui Frege, deoarece pentru logicianul (si matematicianul filosof) german
insdsi notiunea de clasd este una de ordinul al doilea. Pentru Frege
clasele sunt obiecte si cuantificarea pe clase este una de ordinul intai ;
Dar noi nu putem explica ce este o clasd, sau defini relatia fundamentald
de apartenentd la o clasd fird si apeldm la cuantificare pe concepte.
Cum se stie In formalizarea lui Frege a teoriei claselor operatorul
pabstractiei claselor  clasa x-lor astfel ci @(x)“ este luat ca primitiv si
cu ajutorul acestui concept (primitiv) sunt definiti termenii pentru clase
si relatla de membru. Insi in teoria axiomatizati moderni actuali a
maultimilor se considerd drept primitivi relatia de apartenentd si in
termenii relatiei de membru este definit operatorul ,abstractiei clasei®
prin intermediul unui operator descriptie sau a unei conventii. Pro-
blema importanti este daci o teorie de ordinul intdi ,captureazi notiu-
nea intuitivd de clasd“, la care Quine raspunde afirmativ, in timp ce
Frege, opineazi Dummett, probabil neagid acest lucru, dar ou aceasta
intrdm in sfera filosofiei matematicii. Concluzia cu relevanta generala
este ca angajamentul ontologic depinde in principal de tipurile de cuan-
t;fzcare folosite in limbajul analizat si, de asemenea, se presupune corec-
titudinea In principiu a analizei fregeene. Quine stabileste o corelatie
mtr"e diferite sorturi ale cuantificirii de ordinul intai si existenfa sor-
turilor corespunzitoare de obiecte. Daci avem de-a face cu cuantificiri
de ordin superior, atunci in mod corespunzitor vom admite ca teoria
(limbajul) are angajamente ontologice specificate de existenta domenii-
lor adecvate de entititi precum concepte, relatii, functii. Frege are drep-
tate, in defavoarea lui Quine, angajamentul ontologic depinzanad de
expresiile limbajului nostru (inclusiv cele incomplete) considerate ca
formand unititi logic semnificante si deci avand referintd, care la randul
ei depinde de felurile de cuantificatori si al{i operatori de nivel secund
sau superior implicati in analizi.

M. Dummett aratd nu numai ce-i desparte pe Frege si Quine ci si
ceea ce le este comun : punoctul general comun constind in urmaétorul
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aspect : angajamentul ontologic asumat de un limbaj depinde de struc-
tura lui cuantificationald relevati de analiza logicd. Frege insusi a recu-
noscut distinctia dintre obiecte concrete si obiecte abstracte, acestea
din urm3 putdnd fi considerate ca unele concrete, In sensul ca pot fi
considerate ca referentii numelor proprii, ca apartinind domeniului
cuantificirii de ordinul intdi. Dar in filosofia post-Frege obiectele
abstracte au fost subiect al disputei si controversei. Astfel N. Goodman
a elaborai o noud variantd de nominalism conform caruia cuantificarea
pe obiecte abstracte nu este inteligibild si trebuie eliminata, si in aceeasi
linie de gandire si altii, fard sd impdirtiseascd ,puritanismul® nominalist,
s-au pronuntat pentru procedee reductioniste de eliminarea referintei la
(sau cuantificdrii peste) obiecte abstracte. Alti autori au opinat pentru
o atitudine tolerantid fati de obiecte abstracte cu conditia sa fic recon-
struite ca ,posits“. Iar In filosofia matematicii, remarcd Dummett [1],
problema existentei obiectelor abstracte apare in forma particularizati
si anume daca obiectele matematice (ca numere naturale, numere reale
si multimi) trebuie si fie considerate ca obiecte abstracte, care exista
independent de mintea umand, asa cum aserteazi platonistii (si realigti
contemporani), sau sunt creatii libere ale mintii wmane, cum postuleazi
constructivistii (si intuitionistii) sau, dimpotrivd, obiectele matematice,
ca tip de obiecte abstracte, sunt dispensabile, A. Church {1} schiteazi un
sistem de semanticd, o versiune modificata a teoriei lui Frege despre
sens si referintd, incercarea lui fiind ,o0 pledoarie pentru nevoia de
entitdfi (obiecte) abstracte“. Sistemul propus de Church este de factura
platonistd (pozitia filosoficd profund legati de destinul problemei obicc-
telor abstracte), care asumd un ,areal ordonat de entitati abstracte.
A. Church sugereaza cd pretentia ,extremistd“ a nominalistilor ca enti-
tatile abstracte sd fie prohibite se datoreazia tendintei acestora de a
pastra conexiunea dintre teorie si observatie. Church considerd capri-
cicasd, poate bizard chiar, am adauga, preferinta nominalistilor pentru
»a vedea® in defavoarea «intelegerii», ca metodd de observatie; dar asa
oum un corp opac poate fi vazut, tot asa si un concept poate fi inteles
sau intuit.

In ceea ce il priveste pe Carnap [1] dupid ce acceptd «formularea-
QRuine» a angajomentului ontologic (al limbajului, fragment de limbaj
al unei teorii stiintifice) ,in termenii valorilor admisibile ale variabilelor,
el propune cunoscuta distinctie dintre doud feluri diferite de chestiuni-
existentiale : interne si externe. Chestiunile interne despre ,existentd®
sunt formulate si solutionate in cadrul lingvistic care ne indicd tipul de
entititi admisibile ; raspunsurile necesitd investigatia empiricd si‘sau
analiza logicd (ca exemplu de chestiune internd, Carnap di propozitia
»eLIStE un numdr prim mai mare decdt o sutd®, la care rdspunsul poate
fi dat nu prin investigatie empiricd, ci prin analizd logicd).

Chestiunile externe sunt intrebiri despre ,existenta sau realitatea
sistemului de entitdfi ca un intreg® si care echivaleazi cu chestionarca
acceptabilitatii cadrului lingvistic insusi. Prin natura lor chestiunile
externe sunt probleme filosofice, si dupd opinia lui Carnap nu sunt
teoretice ci practice, esentialul aici fiind ,0 chestiune de decizic mai
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curand decat de asertare“. Chestiunile externe privesc (dacid ne referim
la numere) statutul ontologic al acestor entitdti-numerele ca in exem-
plul dat chestiuni ca: dacd sau nu numerele au caracteristicdi meta-
fizicd numitd realitate, un fel de realitate ideald, distinctd de ocea
materiala.

Linia de demarcatie dintre obiecte concrete si obiecte abstracte, ar
fi dacd ele sunt sau nu accesibile simturilor, distinctia devenind relativa
la facultidtile noastre senzitive; dar este o chestiune contingentd daca
ceva afecteazd sau nu organele noastre de sim{, céci conform acestui
criteriu undele de lumina vor fi concrete, iar undele de radio sunt
abstracte, simtim sau nu presiunea obiectelor etc. Distinctia este legata
de distinciia obiecte care pot fi sau nu obiecte ale ostensiunii (gesturi
demonstrative). Clasa obiectelor concrete nu poate insd sa fie simplu
identificatd cu clasa obiectelor ce pot fi obiectul unei ostensiuni, cel
putin atunci cand ostensiunea implicd gestul care schiteazd (pointing
gesture). Clasa obiectelor abstracte este totalitatea obiectelor care cad
mn interiorul domeniului unei functii sau expresii functionale ca ,The
shape of E“ si este complementari celei a obieoctelor ; deci, se formu-
leazd cerinta pentru ca un obiect sd fei abstract trebuie sd existz o
expresie functionald, el nu poate fi referent al unui termen. Exista
situatii care par derutante, de exemplu daci examinam statutul onto-
logic al culorilor, formelor si directiilor in lumina ,granitei* de demar-
care intre obiecte concrete si obiecte abstracte. Astfel, culorile sunt cla-
sificate ca universali in perspectiva conceptiei traditionale. Pe de alta
parte, nu este necesar ca o culoare si fie o culoare a ceva. Rezultatul
nostru : culorile sunt privite ca obiecte concrete, In timp ce formele si
directiile sunt abstracte, ar fi in acord cu conceptia lui Goodman si
Quine, deoarece sensul in care o formd sau o directie este si fie a ceva
(a unui lucru) este inrudit cu conceptia dependentei logice folositi de
Aristotel in caracterizarea ,substantei“. M. Dummett [1] considerd ci
pana aici am formulat doar conditia suficientd dar nu necesard pentru
existenta unui obiect abstract. El aratd ci Frege a dat ca un exemplu
tipic de obiject abstract ,centrul masei sistemului solar®. Insi expresia
functionald ,centrul masei lui £ nu este in mod cert de felul pe care
l-am considerat, dar se aseamind cu ,capitala lui §; ,un centru al
masei esle un punct si existd multe moduri in care punctul poate fi
referit altfel decit centrul masei a ceva. Puncte, pe de alti parte, par
candidati eminenti pentru statutul obiectelor abstracte, insid este dificil
sd gdsim o expresie functionald care este legati de puncte cum ,forma
lui £ este legati de forme“ (M. Dummett [1, p. 487]). Oricum, privind
numele proprii, sau alti termeni singulari, atunci cand ne punem pro-
blema sensului pe care acestea il posedd privind tipuri de obiecte, reti-
nem ci pentru a intelege sensul unui asemenea nume trebuie si dis-
punem de un criteriu de identificare a unui obiect ca referent al nu-
melui. Ideea este dacid orice obiect dat este referentul sau purtdtorul
numelui ; complicatii apar cind numele este complex si cand este impo-
sibil prin simpla inspectie si decidem dacd obiectul sti pentru numele
respectiv ; din punctul de vedere al lui Frege nu avem de a face cu o
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cerintd de efectivitate si astfel ne regdsim confruntati cu dificultati in
explicarea notiunii de existentd a unui obiect dat sau prezentat. Prin
urmare, s& putem spune despre un. obiect daci este sau nu este refe-
rentul unui nume si unde uzul numelui nu este operant ; daca in cazul
obiectelor concrete uzul unui demonstrativ putea fi acceptat (referentul,
obiect posibil al ostensiunii), obiectele abstracte neavand aceasta carac-
teristici .reclamd o altd metodd standard. Cum am vazut obiectele
abstracte se afld in interiorul domeniului (range) unei expresii functio-
nale, ceea ce aici ar reveni la specificarea unui argument particular
pentru functie. Dacd exprcsia functionald cste de ordinul intai aceasta
inseamnd identificarea unui obiect ca argument, de exemplu o linie al
cirei obiect este directia, sau un corp material al cirui obiect este
forma. Obiectul luat ca argument al functiei ar putea fi prezentat si
ostensiv, altfel metoda specificdrii unui asemenea obiect va depinde,
noteazd Dummett [1], de felul sensului posedat de numele pentru acel
obicct. Dacd expresia functionald este de ordin mai inalt (superior) ca
in cazul ,numdrul lui ®%, argumentul nu va fi un obiect, ci un concept,
relatie, functie, specificat(e) printr-o expresie lingvistici de un tip logic
adecvat. Un rezultat semnificativ este urmadtorul : nu orice obiect
abstract — a fortiori — nu orice obiect care este un obiect posibil al
ostensiunii poate fi considerat ca apartinind domeniului unei expresii
functionale, ceea ce obligd la ciutarea unei explicatii a sensurilor nu-
melor. Urmatoarea diferentd in principiu, ar putea fi ilustrati astfel : o
forma nu poate fi obiect al ostensiunii in maniera in care este o culoare,
ceea ce ne-a servit, observa Dummett, la clarificarca — culorile, obiecte
concrete, iar formele, obiecte abstracte. Se intimpld ca mulie obiecte
materiale sd nu fie in practici obiecte posibile ale ostensiunii (fie ca
sunt prea mari, prea mici, prea aproape, prea departe etc.) motiv pentru
care nu nie afecteazd simfurile. (Exemple : Sistemul solar, Pamiantul etc.).
Deci este o conditie suficientd pentru ca ceva si fie un obiect concret,
ca el sid ne afecteze simturile, sd fie referit in termenii impactului sen-
zorial, dar aceasta nu este si o conditie necesard ca in cazul gazului
incolor si inodor. M. Dummett [1] propune drept ca o conditie necesari
si suficientd, pentru ca obiectul si fie concret, faptul ca obiectul si fig
yperceptibil unei facultdti senzoriale“, dar a carui prezenta putand fi
detectati senzorial si printr-un instrument sau aparat. Un obze‘ct' C?T?{.‘ret
poate fi cauza, §i este subiectul schimbdrii, pe fond%ll participaril la
interactiunii cauzale, ori un obiect abstract nu poate fi nici cauza,v nict
subiectul schimbarii. Dummett face urmatoarea nuantare : teza ca un
obiect abstract nu poate fi cauza schimbdrii pare plazibild, dar teza .C%
un obiect abstract nu poate fi subiectul schimbdrii este prol?lematlca
cici nu se schimbd forma unui obiecti ?, nu creste numdrul oilor pe o
pajiste ?, sau nu-si poate schimba pozitia centrul lui Jupiter ?. )

S-a argumentat cid un obiect abstract nu poate fi implicat intr-o
interactie cauzald cu alte obiecte, cci orice interactie cauzald antre-
neazia o schimbare internd in obiectele implicate ; insd aceasta nu este
totdeauna reprezentarea noastrd a interactiunii cauzale, este C'hlilr cazul
atractiei gravitationale. Russell a sugerat o analizi a schimbarii in cazul
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obiectelor abstracte (valoare de adevdr) aratand cd in cazul enunturilor
care diferd intern, aceasta se intampld datoritd referintei temporale.
Concluzia analizelor autorului britanic la care ne-am referit substantial
in ultima parte a eseului nostru este ca distinctia ,obiecte abstracte —
obeicte concrete® nu este olar marcatd si cA modul in care o trasim
depinde de structura {inid a limbajului nostru.

Sa mai remarcam relevanta semantic-ontologicd a contextualismului
fregean (definitii contextuale), pe care nu o dezvoltim aici, si sd amin-
tim cad Frege va da o definitie explicitdi a expresiei functionale in ter-
menii claselor, ceea ce i-a permis si realizeze scopul original din pro-
gramul sdu in filosofia matematicii, anume si construiascd numerele,
sau directiile ca obiecte care pot fi identificate altfel decit ca numere
sau directii, adicd ca clase, facind plauzibil faptul ca numele numerelor
si directiilor pot fi considerate, privite, ca aviand o referintd. Se reali-
zeazd reducerea obiectelor abstracte la clase, care nu semnifica o ,eco-
nomie® ontologicd : existd doar un fel de obiecte in loc de multe, se
produce o subsumare a claselor sub nofiunea mai generald domenii de
valori (values-ranges) ; dar pe aceastd cale ne angajam in analize mai
speciale apartinand filosofiei logicii si matematicii.
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3. REALISMUL MATEMATIC SI ONTOLOGIA MATEMATICII

3.1. Sensuri si evolutii ale realismului in filosofia stiintei

Termenul ,realism“ este folosit in literatura actuald de filosofia
stiinteli In mai multe acceptii, In functii de contexte teoretice. Dupa
P. Maddy [1], am putea sistematiza trei sensuri: i) primul, si am z'ce
cel original, este cel prezent in discutiile referitoare la problema uni-
versalilor, unde are ca parteneri-rivali nominalismul si conceptualismul ;
ii) al doilea sens priveste angajarea in discutii asupra existentei lumii
exterioare si in care rolul realismului contrasteazi cu cel al fenomena-
lismului si, mai in general, cu cel al idealismului ; iii) cel de al treilea
sens al termenului este relevant in discutii si confruntidri ce privesc
stalutul entitdtilor teoretice, avind ca oponenti operationalismul si
instrumentalismul.

Forma clasici a realismului, prezentd in lucrarile generatiei de pana
in anii 'S0 avea ca problemd centrald, chestiunea existentei indepen-
dente a obiectului pe care il investigheaza stiinta. Dupa Feigl [1] pro-
blema realismului dupd 1950 este cea a traducerii enunturilor in care
apar termenii auxiliari in enunturi in care acestia nu mai apar. Exem-
plul standard al devierii acului magnetic care este fcnomen observa-
tional, in timp ce cimpul magnetic nu este observational oferd mai
multe posibilitati de interpretare, dar aici vom mentiona numai pozitii
realiste : ) realismul probabilist, dupad care nu se poate infera cu certi-
tudine existenta independenti a campului; ea poate fi numai inferati
probabilisiic ; b) realism ipotetico-deductiv (explicativ): orice sistem
explicativ satisfiacator trebuie si oontind si asertiunea realistd despre
existenta independenti a constructelor ipotetice, in particular, pentru
explicarea devierii acului magnetic, este nevoie de aser{iunea existentei
independente a cimpului magnetic ; ¢) realismul semantic: ipotczele
existentfiale (5i enuntul : devierea acului magnetic se datoreazi prezentei
unui cimp magnetic este o ipotezd de acest tip) comportd o incarcatura
de semnificatie ce depaseste suportul lor evidential, ce rezidi in refe-
rinta factuald a comstructelor teoretice angajate in formularea lor. Feigl
noteazd ideea importanti ci realismul semantic nu implica transcen-

51

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



denta merafizicd, sau in alti termeni o conceptie semantici a referintei
nu justificd realismul transcendent; concepfia semantici a referinfei
sugereazd numai ceea ce un realist empiric ar putea inielege prin refe-
rintd sau prin existentd independentd. Se observd cid din perspectiva
realismulu: semantic este posibild specilicarea distinctiei dintre realitate
obiectivd (concept filosofic) si realitate fizicd a teoriei stiintifice (con-
cept metodologic), distinctie cu fecunde implicatii in discutiile si con-
fruntarile epistemologice.

Unii autori, precum Shapere, delimiteazd ,problema realismului®
de ,cea a entitdtilor teoretice. Subminarea crescindd a distinctiei teo-
retic-observational face mal putin adecvat si operational sensul al treilea
al termenului realism. Se constatd ci majoritatea contributiilor la pro-
blema realismului sunt axate pe chestiunea raportului teoriilor gtiin-
tifice (sau a limbajului) cu realitatea. In acest context sunt notabile
doud asertiuni din Putnam [1, p. 69], pe care le poate facc un realist
despre o teorie : i) propozifiile acelei teorii sunt adevdrate sau false si
ii) ceca ce le face adevdrate sau false este ceva extern, adicd nu datele
noastre senzoriale, reale sau potentiale, structurile mintii noastre, lim-
bajul nostru ; sau, in formularea lui R. Boyd, teoriile acceptate intr-o
stiintd maturd sunt, in mod tipic, ,aproximativ adevdrate®, ci acelasi
termen se poate referi la acelasi lucru chiar cand apare in teorii diferite.
In viziunea lui Putnam [1, p. 73] aceste afirmatii sunt parte integranti
a oricirei descrieri stiintifice a stiintei si a relatiilor ei cu obiectele
reale. Asadar, realismul stiintific considerd semnificativa relatia teoriilor
cu lumea si nu cu o realitate — dependentd de teorie si conceptul de
adevar cu care se opereazd in acest context rdméane unul metafizic si
nu devine unul semantic. Cea mai importanti obiectic adusa realismului
stiintific este teza subdetermindrii empirice a teoriilor (Quine [11), folo-
sitd de el pentru construirea unei conceptii pragmatice despre stiinta si
chiar instrumentaliste, in masura in care schema conceptuald a stiintei
devine un instrument pentru prezicerea experientei viitoare in virtutea
experientei trecute. (Quine [1, p. 56]). In lumina tezei subdeterminarii
empirice stiinfa apare ca un intreg, campul total al stiinfei este astfel
subdeterminat prin conditiile de frontierd, ,nici o experientd particulara
nu este legatd de un enunt particular din interiorul domeniului, cu
exceptia legdturii indirecte prin consideratii de echilibru care afecteaza
campul ca intreg®, toate aceste aspecte ale ,conceptiei globaliste® pe
care o susiine Quine. Ori, dacd structura teoriilor stiintifice este sub-
determinatd de evidenta experimentald, atunci una si aceeasi evidentd
experimentald este compatibild cu teorii stiin{ifice incompatibile, ar
rezulta cid insusi realismul stiin{ific este incompatibil cu teza subdeter-
mindrii empirice a stiinfei. R. Boyd [1] argumenteazi in favoarea fal:
sitatii tezei: ,dacd doud teorii au exact aceleasi consecinte observatio-
nale, atunci orice evidentd pentru sau impotriva uneia dintre ecle e
evidenti cu aceeasi forti pentru sau Impotriva celeilalte“, Incercirile
de reconstructie a acestei afirmatii nu sustin ideea ci cele doui teorii
sunt. egal susfinute .de evidenta experimentalid. Evidenta experimentali
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a unei teorii care descrie relatii intre entitdti neobservabile sprijind nu
numai corectitudinea consecinfelor observationale ci si relafiile cauzale
intre entititile neobservabile postulate de teorie pentru explicarea regu-
laritatilor ce guverneaza comportarea fenomenelor observabile ; numai
astfel realistul poate explica regularitatile observabile, postuland entitati
neobservabile. Adoptarea realismului stiintific este cerutd in numele
unor principii teoretice ale canoanelor iaferentei rationale, potrivit cdrora
ar oferi cea mai adecvatd explicatie a caracteristicilor practicii stiintifice,
semnul distinctiv al acestei pozitii in filosofia stiintei constind in faptul
cid nu face din stiintd un miracol.

Mai recent, L. Laudan [1] propune o reconstructie rationald a stiintei
dispensindu-se de orice concept a priori al rationalitdtii, respectand
numai exigenfele unei descrieri teoretice a mersului real al stiintei; in
viziunea lui teoria progresului devine conditia teoreticd esentiald a posi-
bilititii de a reconstrui adecvat conceptul de rationalitate. Aprecierea
teoriilor dupad succesul lor in rezolvarea problemelor presupune concep-
tele de consistentd si coerentd care fac apel in ultima instan{d la con-
ceptul de adevdr. In L. Laudan [2] g3sim ca centrald asertiunea ci suc-
cesul unei teorii nu implicd si nici nu este implicat de faptul ca termenii
ei fundamentali referd. Un moment semnificativ in evolutia realismului
il reprezintd realismul convergent ale cirui teze principale sunt urma-
toarele : (1) teoriile stiintifice (din stiinfele mature, in mod cert) sunt
tipic aproximativ adevirate, iar teoriile mai recente sunt mai apropiate
de adevir decit teoriile mai vechi din domeniul respectiv; (2) termenii
teoretici si observationali din teoriile unei stiinfe mature referi auten-
tic, ceea ce inseamna cid existi substante in realitate care corespund
ontologiilor formulate de cele mai adecvate teorii; cdnd realistul acceptd
holismul atunci trebuie si introducd, restrictia ci numai termenii cen-
trali referd, ceea ce insd creeazi dificultdti care obstructioneazid grav
teza ; (3) teoriile succesive in stiinfele mature conserva relatiile teore-
tice si referentii teoriilor anterioare, care devin, conform principiului
corespondentei, cazuri particulare, limita; (4) noile teorii trebuie si
explice succesul teoriilor vechi; (5) cea mai adecvatd explicatie (singura
explicatie) a succesului teoriilor din stiintele mature o constituie ade-
varul tezelor enuntate aici. S-ar pdrea cid aceastid tezi metodologica ar
fi de natura metafilosoficd, insa, in fapt, arata Putnam [2], este o ipo-
tezi empiricd care poate fi testatd prin cercetarea stiinfei, si acelasi
autor mai aratd ci aceastd teorie explicd tendinta de convergentd proprie
teoriilor stiintifice.

Unele deficiente structurale ale realismului l-au propulsat spre o
alti etapid numita de cel care a contribuit la clarificarea lui (Putnam
dupi 1975) realism intern sau internalism. Putnam dupid 1975 desi con-
tinua sa respingd conceptul de adevAr ca fundamental (cu semnificatic
centrald in orice forma de realism) si se aratd interesat de semantica
non-realistd a lui Dummett, se considerad realist (si nu idealist) dar in
sensul de adept al realismului intern. Dar realismul metafizic, adoptat
si de Putnam in faze anterioare ale evolufiei sale teoretice, este centrat
pe relatia de referintd dintre termenii limbajului teoriei i lume, si
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exprimat in tezele ci relafia de referin{d se aplicd tuturor teoriilor
corecte si lumea este independenta de orice reprezentare particulara pe
care 0 avem despre ea. (Putnam [2, p. 125]). Ralismul metafizic asuma
o teorie a adevarului, neutrd epistemologic, adici adevidrul nu are o
functie cauzal explicativd, este ceea ce Putnam numeste ,indetermina-
rea referintei”, consideratd de el mai radicald decat cea (a lui Quine [2])
0 traducerii“. Realismul metafizic considerd posibila fixarea unica a
referintelor termenilor, adica, scrie Putnam [3, p. 33], daci deci in orice
lume posibild doud propozitii au acecasi valoare de adevar, atunci elc
au aceeasi referintd. De aici deviza cunoscutd a realismului metafizic,
slimbajul oglindeste lumea“, care formuleazd lapidar ideea centrald a
acestei forme de realism, aceea a corespondentei intre limbaj si lume.
Critica realismului metafizic va viza in mod esential aceasti corespon-
dentd, insutenabild, nici pe linie de confinut si nici ca o corespondenta
de structurd, in acest sens din urma se invocid faptul cardinalitatii lumii
ce nu este reconstituit ca un invariant in diferitele descrieri echivalente
ale lumii, avand mai curdnd rolul unui artefact teoretic, si imposibili-
tatea unei traduceri unice pentru doud limbaje care sa conserve referinta
este luatd ca un argument in favoarea criticii realismului, desi realigtii
nu o interpreteaza in acelasi spirit.

Dar, atunci, cum putem explica corespondenta dintre schemele con-
ceptuale si realitate, ascmenea corespondenti fiind atestati de succesul
actiunilor noastre. Aici, justificarea tezei-nucleu a realismului capati
in argumentarea lui Puinam un caracter transcendental. Putnam siste-
matizeazd trei rdspunsuri posibile la problema f{ormulati anterior : 1)
pozitia platonismului extrem considerd ci oamenii posedd puteri men-
tale nenaturale care le permite ,infelegerea% , formelor“; ,intelegerea“
ramane aici ca un concept neanalizabil ; 2) pozitia verificationismului
care renuntd la conceptul de adevdr in favoarea conceptelor de demon-
Stratie sau de verificare; 3) pozitia realismului moderat adoptat de
Putnam [4], confruntat si el cu impontante dificultsti.

' Intre dificultitile realismului metafizic mentionate de Putnam se
distinge incapacitatea acestei poztii filesofice de a-si apropia conceptul
de model (aplicatie intentionatd). Si Putnam [4] discutd semnificatiile
paradoxale ale teoremei lui Léwenheim-Skolem din punctul de vedere
al relevantei lor pentru realism. (Enuntul teoremei este urmatorul : orice
teorie formulatd Intr-un limbaj logic de ordinul intdi cu identitate —
si astfel e formulatd si teoria multimilor — dacd are un model, atunci
are un model cel mult numérabil). Modelele numdirabile ale teorici
multimilor sunt neintentionate. Skolem a interpretat conceptul de
ynumdrabil® in sensul relativitdtii acestuia, dar atunci se ajunge la
situatia ca nici un sistem formal nu ,captureazdi® adecvat conceptul de
aplicatie intentionati. Rezulti cd semnificatia cenirali a teoremei lui
Lowenheim-Skolem este urmditoarea : incapacitatea unei teorii de a-si
determina, adjudeca obiectul pani la izomorfism, corespondenta struc-
turald cea mai relevantd pentru adecvarea realismului. Nici un fel de
constringeri teoretice sifsau operationale nu pot funcfiona aici in sensul
determinarii referinfei constituienfilor conceptuali din teorie (formali-
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zatd) pana la obtinerea dezimabilului izomorfism, si, mai mult, se poate
»Skolemiza“ orice de la limbajul obiectelor si cel al datelor senzoriale,
sau cel privat (Wittgenstein) si pana la, daca existd, limbajul creierului.
Ori, aceastd situatie, arata indeterminarea referintei, posibilitatea ata-
sdrii unui constituient conceptual a doud semnificatii echivalente, iar
referinta devine ocultd, deci, aplicatiile intentionate inaccesibile. Plato-
nismul solutioneaza problema aplicatiilor intentionate postuland o »eapa-
citate nenaturald a mintii umane“ de a accede direct la ele.

Putnam invocd ca argument central si decisiv faptul ci realismul
sustine ca o teorie ideald din punct de vedere epistemic ar putea fi
falsa. Pozitia realismului devine neinteligibild confruntati cu urmaiioa-
rea constructie : T o teorie ideald si M un model oarecare al ei. Madelul
poate fi extins astfel incit sd aibe cate un membru corespunzitor fie-
carui element din S; putem sd inlocuim chiar acel membru cu ele-
mentul lui corespunzator din S si obtinem atunci un model M’. Fiecare
te'men carc denotd un membru din S in interpretarea intcntionati a
lui T denotd in M’ exact acecl membru din S si deci acest model est.
standard, intentionat In raport cu restrictia la S a ficcirui termen chsar-
vational. M satisface, in plus, constrangerile operationale, teoretice si
pare sd fie un model intentionat. Teoria T apare ca adevidraiad in toate
modelele intentionate. Dar realistul nu dispune de un criteriu care si-1
ajute sa distingd interpretarea cunoscutd ca intentionati de un model
M sau M” (Putnam [4]).

Rationamentele lui Putnam nu afecteazd insa realismul intern. Daca
problema realistului este : existd obiecte? si conexiunile dintre semne
si lucruri externe ne ajutd si explicAm natura referintei, pentru rea-
listul intern situatia este complet diferitd. In conceptia realismului
intern semnele (unui limbaj) nu corespund intrinsec obiectelor, inde-
pendent de cine si cum sunt intrebuintate aceste semne ; corespondenta
semne-obiecte este internd unei scheme conceptuale; nu existid obiecte
independent de scheme conceptuale, spune Putnam [5, p. 101]. Lumea
este divizatd in obiecte numai datoriid introducerii unei scheme concep-
tuale ; semnele si obiectele sunt interne schemei de descriere, o inter-
pretare intentionatd isi pierde sensul absolut, se relativizeazi la teo:ie.
Obiectia adusd realismului intern este ci teza indeterminarii referintei
il face vulnerabil. Peance si Rantala [1] considerd cd rationamentele lui
Putnam au mai curdnd o relevanti metodologicd decdt ontologicd, nu
este vizat realismul stiintific ci valoarea unor analize care utilizeaza
teoria modelelor. Daci analizele limbajelor peniru care au loc teoremele
lui Léwenheim-Skolem si Godel expliciteazd semnificatii indezirabile
pentru realisti urmeaza ci sau realismul metafizic este inconsistent sau
trebuie pus in discutie tipul de conceptualizare practicat in limbajele
de ordinul intii cu identitate.

Realismul intern promovat de Putnam péstreazi unele teze ale filo-
sofiei lui Quine : subdeterminarea teoriei de experientd, indeterminarea
traducerii si a referintei, considerarea indetermindrii referinfei ca mai
fundamentald decat cea a traducerii. Inconsistenta realismmului metafizic
si adoptarea realismului intern nu inseamna si acceptarea pragmatis-
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mului cici a fi admis prin conventie nu inseamnd a fi arbitrar. Obiec-
tele nu existd independent de schemele conceptuale, divizarea lumii In
obiecte se face in functie de schema introdusa. ,Deoarece obiectele si
semnele sunt in aceeasi mdasurd interne schemei este posibil si spunem
ce si cui corespunde (Putnam [3, p. 52]). Este aici supozitfia lui Quine
despre respingerea modalitdtilor de re. (schimbind felul in care ne refe-
rim la un obieot alte proprietati vor apare ca necesare, iar altele ca
accidentale). Quine considerd ci obiectele nu sunt de re asociate unor
proprietdti, cdci un obieot nu are nici o proprietate in mod esential,
asocierea dintre obiect si proprietate realizandu-se numai lingvistic —
intre numele obiectului si un predicat.

Putnam concepe lumea ca o multime de obiecte. Merril [1] afir_rné
ca realistii considerd entitdtile obiective (cbservabile si neobservabile)
din care este formatd lumea ca au anumite relatii si proprietdfi inde-
pendent de faptul cid noi le cunoastem, independent de o reprezentare
particulara despre ele. Daca teoria cauzald a referintei (Kripke) nu eli-
minid modalititile de re, atunci aceasti teorie implicd realismul meta-
fizic si rationamentele lui Putnam nu se mai sustin.

In a treia acceptie de conceptie opusa nominalismului si conceptua-
lismului, realismul (ca o alternativd a internalismului) ar fi un realism
al universaliilor (de pilda mai multe instantieri ale unei proprietati).
Realismul contextualist (cf. R. H. Schlagel [1]) afirmi existenta reala
a entitdtilor numai relativ la structuri si contexte fizice particulare, un
realism ca cel al lui Merrill [1]. Dacd lumea nu poate fi considerati o
multime de obiecte nu inseamnid atunci cd trebuie hipostaziate struc-
turile universale; si, in orice caz, nu ar trebui ca acest fapt si aibe
consecinte in plan metodologic.

3.2. Realismul matematic si entititile matematice

Problema dacd exista entitati abstracte (5i entititile matematice
sunt considerate prototipuri ale unor astfel de obiecte) este o problema
filosoficd veche, pe terenul cireia s-au confruntat doui conceptii —
nominalismul si realismul. Nominalistii au rispuns negativ la aceasta
problemd, in timp ce realistii au afirmat ci existi obiecte abstracte.
Quine [2, p. 233] propune, intrucdt este vorba de realisti intr-un sens
special, sd folosim termenul platonism, pentru a evita conotatii indezi-
rabile (epistemologic) asociate cuvantului realism. Si M. Dummett
[1] propune folosirea termenului platonism in locul celui de realism.
El spune textual : realismul despre obiectele matematicii este ceea ce
eu numesc platonism. Utilizarea termenului platonism nu va fixa unic
o semnificatie (dar contextual va facilita intelegerea) in sensul ca desi
dominantd va fi acceptia platonism — realism matematic, in unele
cazuri vom distinge platonismul ca fiind, doar o specie a realismului,
supozitie filosofic, uneori, cu dezagreabile consecinte in planul funda-
tional al matematicii.
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Termenul platonism (=— realism) desemneazi in filosofia matematicii
o conceptie care afirma cd subiectul specific (obiectul) al matematicii
il constituie un domeniu al entitdtilor matematice care existi indepen-
dent de gindirea umani si c¢d enunfurile matematice sunt adevarate
sau false in functie de raportul lor cu proprietitile acestor obiecte.

Ralismul sau platonismul ontologic (Bermays [1]) a fost pozitia din
filosofia matematicii adoptatd de o serie de mari matematicieni si
logicieni ca : G. Cantor, B. Bolzano, G. Frege, B. Russell, A. N. Whit-
head, K. Goédel, Quine si altii, reprezentind punctul de vedere al majo-
ritdtii matematicienilor. Esenta realismului matematic constd in postu-
larea unui domeniu de entititi nementale, nelingvistice, nespatiale,
atemporale la care mintea umanad accede pe calea unei intuitii neem-
pirice si pe care le descrie formulele matematicii, iar ceea ce ele spun
este adevarat sau fals. Activitatea matematicianului este una ,a desco-
peririi“ si ,nu a inventiei“, comparabila in aceastd privintd cu activi-
tatea geografului. El trebuie sid descopere entitdf{i matematice si relatiile
dintre ele, stabilind pe aceastad cale adevaruri care vor fi incorporate in
matematicd. O scrutare atentd a acestei caracterizdri prin confruntare
cu ceea ce fac matematicienii in practica lor, ar evidentia carente intern
structurale ale pozitiei realiste astfel descrisd in mod curent, aspect la
oare ne vom referi in partea consacratd unor remarci intru schitarea
unui punct de vedere in problema. Daci la aceastd caracterizare a rea-
lismului addugam postulatul existentei unor puteri mentale nenaturale,
care asigurd intelegerea obiectelor matematice obtinem o descriere a
platonismului. P. Bernays [1] distinge doud variante de platonism :
platonism restrictionat (metodologic) si platonism extrem (sau absolut!.
Daca platonismul restrictionat se limiteazi la considerarea unei proiectii
ideale a unui domeniu al gandirii, platonismul absolut postuleazi (in
sensul realismului conceptual !) existenta independentd a unei lumi de
obiecte ideale ce ar contine toate obiectele si relatiile din matematica.
Platonismul in acest sens tare nu mai poate fi sustinut fiind considerat
asumptia filosoficd raspunzatoare de aparitia paradoxurilor logico-mate-
matice. Oricum, indiferent de acceptia in care este luat, ralismul mate-
matic postuleazi o existentd independenti de noi, pe care matemati-
cianul o investigheazi si o descrie. Esenta realismului in matematica
este formulati de Dummett [2] in termenii urmaétori: ,pentru orice
enunt care are un sens definit trebuie sa fie ceva in virtutea caruia
sau el sau negatia lui este adevaratd. Se observd cd notfiunile de
referintd si adevdr sunt centrale in realism, diferenta dintre realismul
moderat (sensul slab) si platonismul extrem (sensul tare) constind in
faptul ci ultimul opereazi cu doud notiuni ireductibile ,intelegerea“ si
»Duteri mentale® capabile de acest tip de intelegere. Referinta si ade-
varul intemeiazi si justifici o credintd filosofici de bazd a realismului,
obiectivitatea matematicii. i

Punctul de vedere realist in filosofia matematicii se opune, in
problema centrald a entititilor abstracte (matematice), nominalismului
care sustine ci nu existi entititi abstracte, non-spatio-temporale, si
conceptualismului care admite existenta entitdtilor abstracte, in parti-
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cular a celor matematice, dar o pune in conexiune cu activitatea noastra
mentald, ca si descendentilor lui actuali formalismuwl si intuitionismul.
Dar pentru referiri mai explicite este necesar si dim cel putin o schita
sumard a asumptiilor si tezelor de bazd ale conceptiei realiste in
matematica. ,

Asumptia filoscficd fundamentald a realismului matematic este cea
despre existenta obiectelor matematice la fel de legitimad ca propozitia
cd existd obiecte fizice. In acest sens Gédel [1], un platonician miarcant
in filosofia contemporand a matematicii, scrie:, Clasele si conceftele
pot fi concepute ca obiecte reale... existdnd independent de definitiile
si constructiile noastre ; mi se pare cid concepfia unor astfel de obiecte
este tot atit asa de legitimid ca asumptia corpurilor fizice si exista tot
asa de mult motive si credem in existenta lor. Ele sunt in acelasi sens
necesare pentru a obtine o teorie satisfdcdtoare a matematicii dupd cum
propozitia cd existd corpuri fizice este necesara pentru a obfine o teoric
satisfacatoare a percepiiilor noastre sensibile“. Realismul matematic
godelian considerd multimile (clasele) si conceptele entitdti caracterizate
prin proprietatile : nu sunt localizate spatio-temporal, existd indepen-
dent de gandirea noastrd, pot fi intelese si descrise de noi.

Realismul matematic este in ochii majoritatii matematicienilor con-
ceptia care face posibild o explicatie adecvat relevantd a semnificatici
intelectuale a matematicii, a cunoasterii matematice, lamurind ca for-
mulele matematice descriu obiecte si relafii matematice $i cd ce spun
ele este adeviarat. Dintr-o asemenea perspectivd obfinem, de asemenea,
o explicatic a intuitiei matematice si a adevdrului matematic. Intuitia
matematicad vazuid de Gédel ca o ,perceptie’ a obiectelor (sia amintim
cd si formalistul Hilbert concepe tot astfel intuitia, In sens kantiin. ca
o perceptie, de data aceasta, ,a semnelor pe hdrtie) este analizatd in
,Stil transcendental®, cum de fapt este intreaga lui argumentare in
favoarea acceptarii realismului; adicd, afirmd Godel, adevarul axiome-
lor tcoriei mulfimilor ne constrange sa admitem existenta unei ,perceptii
a obiectelor teoriel multimilor“, perceptie care nu este altceva decat
intuitia matematicd si care trimite, deci, la un dat exterior, un alt gen
de realitate, ce trebuie distins de cel al existentei fizice. Gtdel noteaza :
»Nu decurge totusi de loc cd datele de acest al doilea gen, intrucidt nu
pot fi asociate cu actiunea unor anumite lucruri asupra organelor de
sim{, ar fi ceva pur subiectiv asa cum a afirmat Kant. Mai degrab3,
ele pot reprezenta de asemenea un aspect al realititii obiective, dar,
in opozitie cu senzatiile, prezenta lui in noi se poate datora unui alt
gen de realitate“. Dar, s-a obiectat cd in acest mod transcendental nu
se poate argumenta teza existenfei entitdtilor matematice. Argumentarea
filosoficd datd de Godel expliciteazd supozitiile si structura conceptiei
realiste In matematicd sugerdndu-ne plauzibilitatea ei, impartasita si
de matematicienii asa numiti  lucrdtori¢ (working mathematicians), care
cred ci activitatea lor finalizeazd in teorii stiintifice autentice ce pot
fi adevirate sau false despre o realitate matematici constriangitoare si
pe care ei o descopera. Altfel prin ce miracol s-ar adapta aceste teorii
la lumea objectivd si experientd ? si cum s-ar putea explica caracterui
fructuos al conceptelor si axiomelor matematicii ? '
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Argumente de naturd logico-epistemologici in favoarea realismului
matematic face si Quine [2, p. 289] [3, p. 98] si anume este vorba de
asertiunile referitoare la : a) ,angajarea ontologicd“ a matematicii clasice
fatd de entitatile abstracte de genul claselor si numerelor, determinata
de cuantificarea asupra obiectelor abstracte ; b) rolul matematicii clasice
in stiinta, In cadrul ,fizicii teoretice si a altor discursuri sistematice
asupra naturii“, pledoarie pentru o ontologie realistd a matematicii.

Dintre reprezentantii realismului matematic Frege, Russell si
Ramsey au o conceptie explicitd si influen{a ideilor lor a cunoscut o
larga raspandire. Invocim, cateva fapte semnificative din opera acestor
logicieni-matematicieni pentru a ilustra realismul matematic si a retine
nuantele acestei conceptii configuratd relevant in scrierile lor.

Specificul conceptiilor platoniste rezidid in postularea universaliilor
in anima si conceptul lor favorizat a fost obiectivitatea, gindit ca a
exista independent dc spirit (subiect) cind ar fi accesibil mai multor
subiecti ganditori. Platonismul extrem (sau ontologic) si-ar asocia, din
perspectiva acestei distinctii, sensul tare al obiectivitdtii adicd q exista
independent de spirit; intrucidt Frege a descris obiectivitatea ca desem-
niand capacitatea de ,a fi accesibil mai multor subiecti ganditori®, el
nu este un platonist iIn primul sens al termenului, adicd nu este un
adept al platonismului ontologic, desi opera lui nu este scutitia de pre-
zenta unor supozitii platoniciene. Frege isi precizeaza pozitia sa in ter-
menii : ,Inteleg deci prin obicctivitate o independenti fati de formarea
unor imagini launtrice pe baza rememorérii senzatiilor anterioare, dar
nu o independentd fatd de ratiune ; intr-adevar a raspunde la intrebarea
ce sunt lucrurile independent de ratiune ar insemna si judecam fard a
judeca, si spdlam un lucru fara si-1 udam. (Frege [1, p. 73)), iar in
Frege [2] [3] defineste obiectivitatea ca desemnind ,ce este accesibil
tuturor subiectilor care gdndesc”. Este evident cd Frege nu accepti pla-
tonismul ontoiogic, dar admite un gen de realism moderat. Oblectivi-
tatea in sensul slab, cu care opereazi Frege, este independenta de sen-
zatie, sau orice alti reprezentare psihicid, subiectivd, dar dependenti de
ratiune, nivel la care subiectivitatea specificd senzatiei este depésiti in
obiectivitatea gandirii; aceasti depdsire se realizeazd nu cu ajutorul
cadrului transcendental de tip kantian, care asigurd doar ,consensul
general uman® si nu obiectivitatea gandirii. Dar, intrucat conform prin-
cipiului separarii logicului de psihologic, Frege a respins oricg rol al
psihologici in investigatiile fundationale n-a putut sa ne explice cum
se constituie gcnetic obiectivitatea, multumindu-se s indice doar care
este garantul ei, ratiunea. Rationalismul fregean nu putea sa ajungd la
ontologizarea gandirii asa cum face idealismul ontolog:c. Explicitarea rea-
lismului fregean mai cere inci si alte distinctii ca de ex. sensurile subiecti-
vitatii, operarea cu sensul tare al acesteia, consonant cu principiile sale
fundationale, ignordnd subiectivitatea transcendentalda favorizatd in
kantianism, pentru a putea susiine cd numerele nu sunt entitati subiec-
tive si, deci, pentru a intemeia cbiectivitatea aritmeticii : ,In cadrul
aritmeticii noi nu avem de-a face cu obiecte“ pe care le cunoastem ca
pe ceva striin, exterior, prin intermediul simturilor, c¢i cu obiecte date
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in mod nemijlocit ratiunii, care le poate intui deplin pe acestea ca pe
ceva propriu al ei. In pofida faptului de mai sus, ori, mai bine zis tocmai
datoritd lui, aceste obiecte nu sunt fantasme subiective. Nu existd nimic
mai obiectiv decit legile aritmeticii« (Frege [1, p. 151]). Frege desi pleaca
de la distinctia kantiand ,obiectiv-real nu va accepta nici constructi-
vismul kantian in care domeniul obiectivului se construieste in gandire
ca rezultat al interventiei cadrului transcendental @ priori si nici plato-
nismul excesiv care postuleazd un domeniu inteligibil transcendent.
Frege afirmi ca axa pdmantului si centrul de greutate al sistemului solar
sunt obiective dar nu sunt reale asa cum real este pamantul insusi. Am
putea spune, in lumina acestor distinctii ,obiectiv-real, cid nucleul
ontologiei fregeene il constituie domeniul obiectiv nereal ai cirui ,locui-
tori“ sunt si entitdfile aritmeticii — numerele, considerate de Frege ca
fiind obiective dar nu si reale, adicad fiind aspafiale si atemporale.
Pentru alte detalii privind ontologia fregeana, vezi M. Turlea [1,
p. 77—91].

In ceea ce priveste realismul lui Russell unii interpreti ai operei
marelui logician afirmi cd s-ar datora influentei lui Frege, iar altii,
precum Felbleman [1] relevi o anumitd analogie intre teoria tipurilor
si ierarhia abstractivd din Republica lui Platon. Whitehead este rdspun-
zator de introducerea elementelor realiste in calculul propoziticnal.
Quine [4] constatd cid admiterea lui ® si ¢ sub cuantificatori ar trebui
interpretatd drept germenii ontologiei platoniciene a universaliilor®, caci
D, ¢ in O(x) si P(y) refera ,un sort de entititi, probabil atribute, ca va-
lori* — aspect relevant al interpretdrii realiste a entitatilor abstracte, ate-
nuatd prin versiunea nominalistd a claselor. Toetusi, dupd K. Gédel [1]
pozitia filosoficA dominantd in opera lui Russell ridmine cea realisti.
Astfel in Russell [1] [2] sunt asumptii realiste explicite despre analogia
dintre logica si zoologie, prima fiind doar un studiu mai abstract. Com-
parind axiomele logicii si matematicii cu legile naturii, evidenta logica
cu perceptia senzoriald, el afirmi cd axiomele logicii si matematicii
comportd, ca si legile fizicii, o justificare mai curand inductiva, caci fac
posibile deductiile faptelor senzoriale. Gédel [1] remarcd faptul ca evo-
lutiile ulterioare din logica §i matematicd au confirmat punctul de
vedere al filosofiei realiste asupra matematicii. Ideile lui Russell l-au
influentat profund pe Godel, care a devenit cel mai influent realist al
matematicii. (Pentru detalii vezi si M. Turlea [1] [2]).

Contributiile lui Ramsey, axate pe eliminarea consecintelor nepla-
cute produse de definitiile impredicative si reconstruirii satisfacitoare a
numerelor reale, au fost criticate pentru supozitiile platoniste subiacente.
Ideea Iui Ramsey a fost cid definitiile impredicative pot fi admise deoa-
rece cercul pe care il contin nu este vicios. Plecind de la exemplul ca
in descriptia cel mai inalt om din aceastd camerd, noi descriem ceva in
termenii totalitatii care il cuprinde, el a relevat ci descriptia respectiva
nu il creeazd ci numal il alege sau il distinge, a sugerat ca acelasi lucru
se aplicd proprietatilor, totalitatea lor existand in sine. Ca fiinte finite
oamenii nu pot denumi fiecare proprielate din infinitatea proprietitilor
care existd inaintea oricérei descrieri sau definitii. Acest mod de gindire
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a fost interpretat de Carnap ca echivalent unei credinte intr-un domeniu
platonician al ideilor ce ar exista independent de cunoasterea oamenilor
fiinte finite. Carnap a considerat conceptia lui Raméey inrudita cu'
,,gbsolyt—ismid conceptual® iar matematica edificatd pe aceasti credinta
filosofica a numit-o ,matematicd teologicd®, produsa de un spirit aidoma
celui infinit si care nu stiruie in edificarea sistematica pas cu pas a
constructiei in chestiune.

3.3. Dificultitile epistemologice ale platonismului (ontologic)

' ‘Realismul considerd teoriile stiintifice (factual relevante) ca ,mal-
timi de_e_nun_turi“, obiective, adevarate sau false despre domenilj’l din
lumea fizica pe care il studiazi. In consecintd teoria semanticd standard
a acestor teorii (fizice) atribuie termenilor teoretici o semnificatie ce
referd in lumea fizica.

Implicarea matematicii in teoriile fizice a sugerat ideea cd realismul
cu privire la teoriile fizicc cere realism in filosofia matematicii (cf.
H. Putnam [6]). S-ar putea formula cerinta ca enunturile matematice sa
fie considerate ca enunturi obiective despre lumea fizicd; este vorba,
credem, de acele enunturi matematice formulate in toriile fizice, cum
ar fi legea gravitatiei universale.

Eforturile unor autoni sunt indreptate in directia atacarii cerintei
implicarii inextricabile a matematicii in teoriile fizice prin indicarea
unor modalitati de reformulare a acestor teorii, in cazul evocat al teoriei
newtoniene a gravitatiei, in care nu se face apel la numere, multimi,
functii pentru exprimarea relatiilor dintre marimile fizice, sau a defi-
nitiilor acestora.

Aceasta strategie a fost formulatd de H. Field [1] si vizeazd negarea
cerintei de a postula existenta entitdtiler matematice. Desi accepta con-
ceptia realisti despre teoriile stiintifice, acest autor insistd asupra exis-
tentei unei diferente fundamentale dintre teoriile stiinfifice fizice si
cele matematice si ca o consecintd a acestui fapt i- se pare nelegitim
orice transfer de argumente, care sustin realismul cu privire la entitatile
teorctice ale stiintei, in favoarea realismului despre entititi matematice.
In acest context, punctul-cheie i se pare a fi demonstrarea faptului ca
uzul actual al matematicilor in stiinfi nu cere existenta obiectelor
matematice si in acest sens argumenteazd cd chiar o bund teorie mate-
maticd aplicatd in stiinfele empirice (factuale) nu produce asertiuni
despre observabil, adicdi nu cste fructuoasd in producerea unor enun-
turi autentice relevante despre obiectul de studiu al stiinfei respective.
Concluzia acestui autor, consemneazid M. Tiles [1], este cd rolul teoriilor
matematice in cadrul stiintei ar fi acela de a oferi extensiuni conser-
vative ale teoriilor fizice enuntate nominalist, ceea ce ar face uzul
matematicii eliminabil in principiu.
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A devenit o asumptie quasi-populard in filosofia matematicii enun-
tul ,platonismul este defunct*. Conceptia platonista este una larg con-
troversatd, cici in timp ce H. Field o neagd al{ii incearcid o revigorare
(Mark Steiner [1], J. Kim [1]). Dar in principal evolutia discutiilor
despre platonism au fost provocate de P. Benacerraf [1] a cdrui idec
centrald se referd la incompatibilitatea acestei conceptii cu teoriile epis-
temologice actuale. Schimbarile din climatul filosofico-epistemologic
petrecute de la aparitia lucrarii lui P. Benacerraf determini, afirma
P. Maddy [1] o reformulare a provocarii epistemologice a platonismului
care nu mai poate fi sutenabild cu argumentele utilizate la vremea céind
Benacerraf si-a scris studiul.

Versiunea lui Benacerraf, oarecum demodatd, a provocérii epistemo-
logice la adresa platonismului avea ca premise : i) entitdtile matematice
sunt cauzal inerte si ii) teoria cauzald a cunoasterii (oarecum mai vaga)
care intemeiau concluzia iii) asertiunea : platonismul este insutenabil,
larg impértasita.

Si cxplicitdim ce se intclege prin prima premisd si a doua premisi.
Semnificatia primei premisc este urmatoarea: intrucat entitdfile matc-
matice, ca orice entitdti abstracte, nu sunt spatio-temporale urmeaza ci
nu pot participa la interactiuni de tip cauzal. In ceea ce priveste pre-
misa a doua — teoria cauzald a cunoasterii semnifica faptul cd teoria
standard a cunoasterii trebuie suplimentatd cu exigenta formulatd in
asertiunca : existd o conexiune cauzald intre faptul care face adevarati
credinta si subiectul care are credinta (Vezi P. Maddy [2]). Cerinta
rolului cauzal al entitdtii matematice, abstracte, este revizuita de Bena-
cerraf in termenii urmatori (cf. W. H. Hart [1]) : ,pentru ca X si stie
ci S este adeviratd cere o relatie cauzald intre X si referentii nume-
relor, predicatelor si cuantificatorilor lui S%.

Platonistii vor apartine unei categerii sau alteia In functie de pre-
misa (prima sau a doua) pe care o neagd. De pildad J. Kim a negat pre-
misa cd entititile matematice sunt cauzal inerte si argumente analoage
a formulat si P. Maddy prin relevarea unei particularititi a credintelor
perceptuale si anume nu sunt inferate din alte credinte perceptuale ci
din stari ale -aparatului nostru senzorial, un sort special de inferente ;
in timp ce M. Steiner va apara platonismul respingand teoria cauzala
a cunoasterii, ca si W. Hart care considera asertiunile acestei teorii ca
irelevante pentru problema in discutie.

In contextul anterior schitat apare evident ci problema epistemo-
logicd autenticid pentru platonism este teza insutenabilitdtii, dar in acest
caz ar urma ci respingerea uneia dintre premise ar echivala cu o solutie
a acestei probleme. Ori, faptul cd unii autori, precum Hart [1] neaga
faptul cd problema a fost solutionatd, sugereazi lui P. Maddy [2] ideea
ca versiunea lui Benacerraf nu a capturat complet problema reals, insusi
Hart sesizand ca dificultdtile cu care se confrunta epistemologia plato-
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nista nu au fost complet retinute in premisele-argument ale tezei insu-
tenabilitatii platonismului.

S-ar parea ca este atacata asertrunea eficienfei cauzale (rev1zu1rea
de catre Benacerraf a rolului cauzal al entitatilor matematice) si in
special teoria cauzald a cunoasterii despre care s-a raspindit aprecierea
ca este falsd. Cei care sustin aceastd opinie despre teoria cauzald a
cunoasterii par a nu fi curent cu dezvoltdrile mai recente ale acestei
teorii. Dar, independent de destinul final al acestei teorii, rdmane pentru
platonisti o problemd epistemologica semnificativa, cea referitoare la
caracterul inert cauzal al entitdtilor matematice si care nu a fost suli-
cient ,capturatd“ in strategia de apdrare a tezei insutenabiiltatii plato-
nismului, si In acest caz o dezbatere loiald a problemei trebuie si ia in
considerare, dupa P. Maddy [2], a) atit dezvoltirile produse in epistemo-
logie de introducerea teoriei cauzale, ca si schimbdirile datorate even-
tualei abandoniri a acesteia, astfel incat s& se poati evalua cat mai
adecvai exigentele epistemologiei generale; b) cit si o reexaminare
a pozitiilor lui Benacerraf si Hart in vederea evitarii dificultatilor pre-
zente In versiunea, anterior discutatd, a ,provocdrii epistemologice® a
platonismului.

In scopul conturdrii cerintelor epistermnologiei generale cu care av
urmi si se confrunte platonismul ar trebui analizatd evolutia teoriei
cauzale a cunoasterii. Mai multe contra-exemple la aceasta teoric im-
plicd cunoasterea inferentiald; de pilda, credinta mea ca toate lebedele
sunt albe este inferati din credintele mele perceptuale despre diferitele
lebede particulare, desi este evident cd nu toate lebedele cauzeaza
aceastd credintd. Exemple de acest gen au sugerat o structurd mai nuan-
tatd a teoriei cauzale a cunoasterii care formuleazi, de data aceasta o
clauzd pentru cunoasterea inferentiald si alta pentru cunoagterea non-
inferentiald. Cunoasterea neinferentiald, prezenid in actele perceptuale,
presupune obiectul care o cauzeaza (cf. Grice [1]) in timp ce cunoasterea
inferentiald este obtinutd prin intrebuinarea unor tehnici inferentiale,
aplicate unor premise adevirate ; mediul acestui gen de cunoastere estc
cel al inferentelor de la credinte la crdinte. Asemenea aspecte au fost
incorporate intr-o descendenti a teoriei cauzale a cunoasterii, teoria
credibilitdtii si care este, in esentd, nu atdt o teorie a cunoasterii, cit
una a justificdrii. Urmaéatoarele doud asertiuni sunt relevante pentru
nucleul ,teoriei credibilitdtii“ formulate de Goldman : Credinta lui
S cd p este justificatd dacd: 1) rezulid imediat dintr-un proces demn
de crezare sau 2) ,rezulti via un proces inferential credibil (demn do
crezare) din credinfe justificate®. (Un proces inferential este considerat
demn de crezare daci genereazia credinte adevidrate din credinte

adevarate).

Devierile de 1a teoria originald (cauzald) sunt in principal doua :
a) procesul demn de crezare (reliabil) nu este obligatoriu sia fie cauzal
si b) nu se cere ca p sa participe la generarea credintei justificate. Pe
scurt, erigenta cauzalitdtii este omisd in noua teorie, intrucat credibi-
litatea nu este identici cu cauzalitatea, prima fiind scopul introducerii
in mod original a unei conexiuni cauzale adecvate noi.
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Daci asumam cd- teoremele. matematice sunt justificate prin infe-
renta deductivd (proces inferential credibil), tot ce mai raméine este
justificarea axiomelor ;. un ‘platonist, {inand seama de asertiunile credi-
bilismului, va oferi wrmatoarele doui opfiuni: ,1) descrierea unui me-
canism credibil (reliable), poate necauzal, (care nu implicd in mod nece-
sar entitifi matematice) care genereazda imediat credinta noastrd in
axiome, sau 2) descrierea unui proces inferential (prezumabil nededuc-
tiv) care atunci cind este aplicat la diferite credinte produce credinta
noastrd in axiome% (P. Maddy [2, p. 49]).

Oricare dintre cele trei dezvoltdri ale teoriei cauzale a cunoasterii
preduce in teoria credibilistd : (i) climinarea exigentei cauzale din clauza
fundamentala, ii) eliminarca participarii obiectului din clauza funda-
mentald sau iii) addugarea clauzei inferentiale in conditiile chiar ale
admiterii caracterului inert al entitdtilor matematice este suficienta
pentru blocarea argumentului care aserteazd teza insutenabilitdtii, in
forma originald, de unde rezulta ci dificultatile epistemologice ale pla-
tonismului nu trebuie cdutate in confruntarea acestuia cu cerintele epis-
temologice inspirate de credibilism. Epistemologia generald poate retine
cerinte ce vin si din directia altor explicatii si tcorii ale cunoasterii,
desi credinta autoarei, ale carei idei le-am urmat in expunerea subiec-
tului, este cd numai o teorie descendentd a teoriei cauzale va actualiza
teza insutenabilitdtii platonismului, cu atadt mai mult cu cat in evaluarea
consecintelor credibilismului, relevante pentru epistemologia general,
trebuie luate in considerare dificultdti si carente ale acestei teordii,
semnalatc de oponentii ei, precum R. Chisholm [1], R. Foley [1].

S& urmdrim mai atent problema sursei dificultdtilor platonismului
largind putin cadrul abordirii. S3 reamintim cd in textul lui P. Bena-
cerraf [1, p. 672] la pagina mentionati vorbind despre cunoasterea infe-
rentiald stipuleazd in clauza fundamentala ambele cerinte : a cauzalitatii
§i a participarii obiectului, ca la pagina 674, unde discutd despre Godel,
sd constate dificultati in explicitarea tezei cauzalitdtii, dar o mentine
ferm pe a doua, care sesizeazi ,absenta unei explicatii a lanfului dintre
facultatile noastre cognitive si obicctele cunoscute®, spre deosebire de
stiinta fizicii unde dispunem de o explicatie cauzali. Desi aceastd atitu-
dine poate fi sugeratd de platonismul gédelian, trebuie totusi admis,
afirmd si M. Maddy [2, p. 51], existd o asumptie implicita ci nu toate
credintele matematice au sursa inferentiala, fapt constatabil din-supli-
mentarea de catre Benacerraf a credibilismului cu incd doud cerinte :
cel putin unele credinte matematice trebuie sd cadd sub incidenta clauzei
de bazi si mecanismul demn de crezare (cauzal), al clauzei fundamentale,
presupune obiectele credintei, asertiuni prezente si in Hart [1] si care
dupd opinia autoarei citate au fost sustinute si de teoria caueald origi-
nald a cunoasterii. Acestea genereaza dificultatile platonismului si sursa
lor acrediteazi cd cxistd o veritabild problemd epistemologicd a pla-
tonismului.

.Prima. cerinti care stipuleazd cid nu orice credin{i matematici este
inferentiald trimite la cerinta participarii obiectului. Justificarea unei
pirtl semnificative a matematicii prin proceduri inferentiale a lasat
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nerezolvati totusi problema justificarii axiomelor, care, candva a fost
plasatd in competenta logicii si nesolutionata in aceastd sferd. Acum nu
mai poate astepta o rezolvare decit pe cale inductivd, modalitate apre-
ciatdi de multi autori ca nesatisfacitoare. Pozitia lui Quine si Putnam
sugereazi o forma mai teoretici a inductiei aratand ci justificarea cre-
dintei in axiomele matematice este asertati de faptul cd ele formeaza
partea centrald a stiintei confirmate.

Dintre obiectiile la atitudinea lui Benacerraf si Hart mentionam :
matematicienii nu apeleazid la aplicatii pentru justificarea asertiunilor
lor si deci pozitia adoptati ramaéne irelevantd pentru practica matema-
ticd ; parti ale matematicii si chiar unele axiome nu sunt folosite 1in
aplicatii. Ar deourge de aici ,,0 reformda a matematicii existente* (ci.
P. Maddy [2, p. 51]), consecinte care ar stirni interesul nominalistilor si
platonistilor, dar matematicienii n-ar apela, evident, la platonism si
platonisti in aceasta directie.

P. Maddy [2, p. 52] considerd ci sursa cerinfelor addugate de Bena-
cerraf si Hart, sursa dificultdfilor cu privire la epistemologia platoni-
ciand, nu este derivatd dintr-un principiu epistemologic ce descinde
dintr-o teorie cauzala, ci rezidd in asumptia fundamentald despre natura
matematicii — analogia ,stiintd-matematicd® si care are rolul central
in platonismul godelian (Gédel [1] [2]). A devenit o formulare curenta
a platonismului asertiunea cad matematica este stiinta entitdtilor mate-
matice asa cum fizica este stiinta obiectelor fizice, ambele aceste stiinte
avand structuri similare. Din considerarea matematicii ca pardleld (si
nu adjunct teoretic al stiintei) la stiintd decurge cd nu toate credintele
sunt inferential justificate si cuwmn mecanismul credibil sau demn de
crezare in stiinta fizicd este cel al percepiiei obisnuite, cazul paradig-
matic in care obiectul produce credintele, mutatis mutandis, in virtutea
definitiei matematicii ca stiin{d a entitdfilor matematice, ar trebui sa
presupund (poate chiar cauzal) obiectul credintei, ceea ce ar semnifica
ceva asemaindtor perceptiei; avem astfel explicitata a doua credintid adi-
tionald a credibilismului.

Intr-un asemenea context P. Maddy considerd cd provocarea epis-
temologica (de sursi Grice [1] si nu Goldman) a platonismului utili-
zeazd un argument in sustinerea tezei insutenabilitdtii avand urmatoarea
structura : t

1) entitatile matematice sunt cauzal inerte

2) teoria cauzald a pernceptiei

3) platonismul presupune analogia stiinti-matematica,

deci,

4) platonismul este insutenabil.
Vechiul argument utiliza ca premise pentru teza insutenabilitafii plato-
nismului numai 1) si epistemologia generald. Noul argument are unele
deficiente : pozitia adoptatd de Quine si Putnam respinge premisa (3);
cit de departe poate merge analogia matematici-stiin{a, céci desi impar-
tasesc ambele ceva semdnitor perceptiei, totusi mecanismul clauzei fun-
damentale matematice asumid numai atdt (perception-like), dar nu este
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cauzal, cum sustine chiar Benacerraf si, in sfarsit, ramane discutabila
premisa (1).

Cercetirile invedereaza pregnant ideea cd sursa fundamentald a
dificultatilor persistente in epistemologia platonistd nu rezida in consi-
deratii epistemologice generale ci In asumptia fundamentala despre
natura matematicii, exprimatd prin celebra analogie matematicd-stiintd,
devenita ,pivotul realismului godelian®; P. Maddy [2, p. 53] sugereaza
ci s-ar putea pdstra esenta conceptiei platoniste, conform cireia mate-
matica are ca subiect de studiu entititile matematice, in varianta Quine-
Putnam, renuntind la asumptia analogiei. Insa aceasti asumptie este
indispensabila platonistului cand trebuie sa descrie mecanismul clauzei
de bazi viazand ceva asemanditor perceptiei (perception-like) operanta in
matematici. Unele argumente, mentionate anterior, pledeazid Impotriva
renuntirii la asumptia analogiei la care s-ar putea adauga ca pozitia
adoptata de Quine si Putnam face vulnerabil platonismul, iar necesititile
stiintei cer postularea entititilor matematice ceea ce face, cel putin,
plauzibild dacd nu adevaratd asumptia gédeliand a analogiei.

3.4. Realismul si fundamentcle matematicii

Realismul este considerat alternativa rivalda a formalismului. In
perspectiva filosofiei realiste a matematicii problemele matematice,
inclusiv de genul ipotezei continuului, sunt sau adevirate sau false, indi-
ferent de independenta lor in raport cu diferite sisteme axiomatice.
Realismul ca pozitie filosoficd este preferat de mulii matematicieni (dacé
nu chiar de majoritatea lor). In primul rind, avantajul adoptirii realis-
mului este acela cd nu mai este necesard justificarea axiomelor teoriei
multimilor (cf. P. Cohen [1,p . 11]) ; ne dispensim de demonstrarea con-
sistentei axiomelor si nu suntem newvoiti si explicam de ce aceste axiome
sunt fructuoase si demne, In consecintd, de o atentie speciald. Ori, pozitia
formalistd, remarcid autorul citat, are ca slabiciune principala faptul ca
trebuie sa explice de ce axiomele teoriei multimilor, nereflectind o rea-
litate... permit demonstrarea unor enunturi aritmetice, indemonstrabile
prin mijloace finitare.

In acelasi timp realismul se confrunti cu dificultdti, unele fiind
generate de rezultate recente, cum ar fi rezultatele de independentd.
Astfel, o primd dificultate priveste neputinta de a explica care este
sursa sirului infinit de axiome mai inalte (higher axioms), cum sunt
pariomele mai inalte ale infinitului). Problema infinitului este privita
azi ca o parte a problemei existentei in matematicd, (vezi A. Robinson
[1, p. 558]), a problemei existentei notiunilor aabstracte in genere. Daca
pentru un nominalist existenta unei multimi de cinci elemente este la
fel de iluzorie ca si existenta multimii numerelor naturale, la cealalti
extremitate (opusa) se afla realistii platonicieni care, scrie A. Robinson
{1, p. 558], ,cred in genere in existenta ideald a entitatilor matematice,
inclusiv in existenfa mulfimilor transfinite de numere cardinale, oricit
de mari, in mésura in care ele pot fi introduse cu ajutorul unor axiome
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adecvate“. Cu toate ci realistii aoceptd, in principiu, existenta acestor
entitdti matematice, se poate constata reticenta lor atunci cand este
vorba de ,contemplarea cardinalilor de un tip suficient dc inaccesibil®.
Nu dispunem de o evidentd intuitiv convingidtoare absolutad nici pentru
respingerea sau acceptarea unor axiome mai puternice decit cea mai
generald axioma a infinitului, asa cum este cazul axiomei cardinalilor
masurabili. Insd dificultati mai recente ale realismului vin de la rezul-
tatele de independentd (datorate In principal lui P. Cohen) si consistentd.
In timp ce cred in stabilirea ipotezei continuului si a altor probleme
similare, nu intrevdd posibilitatca analoagid pentru axioma ecardinalilor
masurabili. Dar si in acest context se pare ca formalistii se afla intr-o
situatie mai pufin favorabild dccat cea a realistilor, deoarece pentru ei
existd propozitii in insdsi teoria numerelor, ca de exemplu Consis (ZF),
care se afld dincolo de rezolvare, in timp ce optimismul realistilor este
intretinut de posibilitatea ca Consis (ZF 4 Cardinal mdasurabil) sa fie
redusd la consistenta unor enunturi puternice convenabile, considerate
ca axiome ale infinitului si, mai general de posibilitatea deciderii ches-
tiunilor din teoria numerelor prin intermediul unei axiome adecvate a
infinitului. In lucrdrile mai recente asupra independentei s-a raspandit
ideea cid o semnificatie fundamentald a rezultatelor tehnice este credinta
ca teoria multimilor se referd la obiecte ,reale® ceea ce ar constitui o
profundd motivatie a realismului matematic.

Punctul de vedere realist faciliteazd speculatii interesante si fertile
asupra destinului ipotezei continuului. Se stie cd intuitionismul brou-
werian este extrem de distructiv, promovand o atitudine negativa in
raport cu matematica clasicd, si cum spune K. Gédel [2, p. 221], si in
raport cu generalizarea ei naturald — teoria multimilor a lui Cantor.
Din punct de vedere intuitionist teoria x-lor mai mari decat x; este
respinsa ca fiind farid sens. Conjectura lui Cantor primeste sensuri dife-
rite de problema in formularea ei originald, toate conducand fie la
raspunsuri unele afirmative, altele negative. Aceasta situatie creata prin
activitatea intuitionistilor se explicd dupd analizele lui Godel ca fiind
yun rezultat al unei anumite conceptii filosofice asupra na'twriiA mate-
maticii* si care ,admite obiectele matematice numai in masura in care
ele sunt interpretabile ca fiind propriile noastre constructii sau, cel
putin, ca fiind date in intuitia matematicd“. Si K. Godel, ,care poate
fi considerat cel mai marcant platonician de astdzi® (cf. A. Robinson
[1, p. 558]), considera ca dintr-o altd perspectiva filosofica, cea realista,
se argumenieazi ci existd o fundare satisfdcatoare a teoriei axiomatice
a multimilor.  Pentru cineva care considerd obiectele matematice exis-
tand independent de constructiile noastre sau de intuirea lor individuala
si care cere numai ca conceptele matematice generale sd ne fie suficient
de clare pentru a fi capabile sid le recunoastem consistenta lor si ade-
varul axiomelor care se referd la ele, existd, cred, o fundare satisfdci-
toare a tcoriei multimilor a lui Cantor in intregul ei sens si in intreaga
sa extensie originald, si anume axiomatica teoriei multimilor interpretatd
in modalitatea care va fi schitatd mai jos¢ (K. Godel [2, p. 321]).
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Godel a ardtat ci aceasti abordare (am zice filosofic realistd) nu
produce §i nu se confruntd cu dificultiti si, deci, numai aparent a
existat, prin aparitia paradoxurilor, o ,condamnare a ei la egec* Difi-
cultdtile devin aparente In lumina unei anumite interpretdri proprii,
specifice a realismului in lucrarea lui Godel [1], legati de intelegerea
conceptului de multime. G&del [2, p. 322] scrie: ,In masura in care
multimile apar in matematicd (cel putin in matematica de azi, incluzind
intreaga teorie a multimilor a lui Cantor) ele sunt mulf{imi de numere
intregi, sau rationale (adici de perechi de intregi) sau reale (adicid de
multimi de numere rationale), sau de functii de numere reale (adici de
multimi de perechi de numere reale) etc.%. Cind matematicienii stabilesc
teoreme asupra existenfei multimilor, in general, adicd asupra tuturor
multimilor, aceste teoreme pot primi interpretiri specifice, in sensul ca
sunt valabile despre multimi de intregi, multimi de muitimi de intregi
etc. Altfel spus si aceste multimi, determinate, posedd proprietatea aser-
tatd in teoreme generale referitoare la multimi in general sau, ceea ce
este acelasi lucru, totalitatea multimilor. Particularitatile conceptului
de mul{ime din interpretarea lui Gédel sunt descrise de el astfel : , Acest
concept de multime, totusi, in conformitate cu care o multime este ceva
care se obtine din intreg (sau alte obiecte bine definite) prin aplicarea
iteratd a operatiei ,multime de“ nu ceva obfinut prin divizarea totali-
tatii tuturor lucrurilor existente in doud categorii, nu va duce in general
niciodatd la contradictii“. Ideile gddeliene sunt aici in deplin acord cu
nactivitatea naiva si necriticid%, cu acest concept de multime (descris de
el) complet self-consistentd, a matematicienilor lucratori. Se poate face
observatia, constatd Gédel, ca ,spiritul disciplinelor matematice moderne
abstracte (si el are in vedere in mod expres, teoria categoriilor) trans-
cende acest concept de multime, lucru indicat prin self-aplicabilitatea
categoriilor, a se vedea pentru acest aspect S. Mac Lane [1]. Opinia lui
Godel este ca distingindu-se categorii de nivele diferite nu se pierde
din continutul matematic al teoriei. In interpretarea gédeliani a funda-
mentelor teoriei multimilor, si in general a matematicii, paradoxurile
devin irelevante matematie, constituind o problemnd serioasd mai curand
pentru logicd si epistemologie. Si Gédel conchide : ,Dacd ar exista
demonstratii matematice interesante care nu ar fi posibile in aceasti
interpretare, atunci paradoxurile ar deveni o problemi serioasd pentru
matematica (K. Gédel [2, nota 12]. Pentru aprofundarea infelegerii inter-
pretirii propuse de Godel ne mai referim, utilizind propriile lui note
la text, la citeva expresii relevante pentru concepiia sa realistd sui
generis : aplicarea iteratd a operatiei ,multime de“ include si iteratia
transfinitd, adicd cu propriile lui cuvinte, totalitatea multimilor obtinute
prin iteratie finitd este consideratd a fi ea insisi o multime si o bazi
pentru alte aplicatii ale operatfiei ,multime de“, ceea ce indicd pentru
noi, credem, o modalitate de intelegere a transfinitului, a ,sursei® axio-
melor infinitului ,problemd in impas“ pentiru orientarea filosofica for-
malistd asupra naturii matematicii. ,Multime de“ este reluati intru noi
clarificiri in nota 14 la textul gtdelian in termenii : ,Operatia multimea
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x-lor (unde variabila ,x% are ca domeniu un anumit gen de obiecte) nu
poate fi definitd In mod satisfdcator (cel putin nu in starea actuala a
cunoasterii), ci poate fi doar panafrazatid prin alte expresii care ocuprind
din nou conceptul de mul{ime, cum ar fi ,multitudinea x-lor¥, «combi-
natia oricdrui numar ,x%», ,partea totalitdfii x-lor“, unde o ,multitu-
dine* (,,combinatie“, ,parte®), este conceputd ca ceva care existda in sine,
indiferent dacd noi o putem defini, intr-un numdr finit de cuvinte,
(astfel ca multimile aleatorii nu sunt excluse). Finalul notei este con-
sonant cu liniile de fortd“ ale conceptiei realiste despre matematica.
Originalitatea intepretarii godeliene a realismului matematic este insa
mai pregnanta in nota 15 a textului, unde ni se pare cd se incearcd
eliminarea, sau cel putin diminuarea cerintei impredicativitdtii, solidara
oricarui gen de platonism in matematicd : ,Decurge imediat din aceastd
explicatie a termenului ,mul{ime* ci o mulfime a tuturor multimilor
sau alte mul{imi de o extensie similard nu pot exista, intrucit orice
multime obtinutd in acest fel di nastere imediat la noi aplicatii ale
operatiei ,multime de“ si, prin urmare, conduce la existenta unei mul-
timi mai mari¢ (sublinierea mea, M T.).

Dupéd referiri la sisteme axiomatice ale teoriei multimilor existente
(unele utilizdind axiome pentru o folosire nerestransd a conceptului de
multime), suficiente si asigure demonstratii pentru toate teoremele
inventate pdnd acum, cu exceptia teoremelor asupra existentei nume-
relor cardinale extrem de mari, evocind progresele in ceea ce priveste
axiomele infinitdtii si ipoteza continuului (dintre care unele vor fi men-
tionate mai tarziu), K. Godel [2] afirma : ,Astfel, problema continuului a
lui Cantor, indiferent ce punct de vedere filosofic se acceptd, in mod
neindoielnic pastreaza cel putin acest sens: a gasi un rdspuns si daca
e asa care anume, se poate deriva din axiomele teoriei mulfimilor, asa
ocum sunt acestea formulate in sistemele citate¥. Si Goédel considera ci
asumind aceastd interpretare se pot avansa trei variante de rdspuns
pentru problema lui Cantor : a) conjectura lui Cantor poate fi demon-
strabild, b) conjectura poate fi refutabild si c) conjectura poate fi
indecidabila. l

Daca sensul conjecturii lui Cantor este independent de orice pozitie
filosoficd, s-ar parea chiar in spiritul studiului gédelian, cd nu tot astfgl
stau lucrurile cind se pune problema rezolvdrii ei si unde conceptia
filosofica subiacentd cercetdrii o poate facilita sau crea unele obstacole.
Distinctia este sugeratd, sau intdrita, de remarca lui Godel co.nform
cireia ,a treia alternativa retine aspectul ci dificultatile problemei can-
toriene nu sunt probabil pur matematice. Opinia lui Gddel (asumand
rezultatul ci ipoteza lui Cantor nu este refutabild pe baza axiomelor
teoriei multimilor, cu conditia ca aceste axiome sa fie consistente) este
ci stabilirea unei teoreme de indecidabilitate a conjecturii lui Cantor nu
va smnifica realmente o rezolvare a problemei. La acest punct platonis-
mul gddelian marcant devine frapant: ,Pentru ca, dacd sensurile ter-
menilor primitivi ai teoriei multimilor asa cum sunt explicati la paginile
328—329 si in nota 14 sunt acceptate ca fiind consistente, urmeazi ca
notiunile si teoremele teoriei multimilor descriu o anumitd realitate bine
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determinatd (s.n. M. T.) in care conjectura lui Cantor trebuie si fie sau
adevirata sau falsd. Deci indecidabilitatea ei din axiomele care sunt
admise poate insemna doar ci aceste axiome care sunt admise astidzi
(poate insemna doar ci aceste axiome) nu contin o descriere completa a
accstei realitati. O asemenea credintd nu este deloc himericd, deoarece
este posibil si se indice cdile prin cere decizia unei probleme, care este
indecidabila din axiomele uzuale, sd se poatd totusi obtine“. (K. Godel
[2, p. 323]). Si din nou obtinem ,lumindri“ asupra sursei axiomelor,
indeosebi ale celor privind infinitul, invederand virtutile realismului
matematic, in general. Conceptul-cheie explicativ rimdane, din nou cel
al operatici ,multime de“, care ne da seama, pe de o parte, de faptul
cd axiomele teoriei multimilor nu formeazd un sistem inchis in el insusi,
(datorita sus-amintitului concept subiacent acestora), iar, pe de alta
parte, de loouitorii universului matematic, in spetd cel teoretic. Mali
explicit, invocind textul gidelian, axiomele devin din acest punct de
vedere propozitii asertind existenfa numerelor cardinale foarte mari
(adicd a multimilor avand acestc numere cardinale“), cea mai simpla
dintre aceste axiome ale infinitului aserteazi chiar existenta numerelor
inaccesibile — In sensul mai slab sau mai tare — >y, Semnificatia
centrald aici a acestui fapt, a acestei axiome anterior enuntatd, este ca
ptotalitatea mulfimilor ce se pot obtine prin folosirea procedurilor de
form:a-re a mulfimilor cxprimate in alte axiome formeazi din nou o
multime si prin urmare, o noud bazi pentru alte aplicari a acestor
proceduri“ (K. Gdodel [2, p. 323—324]). Fenomenul in cauzi este ilustrat
d? axiomele infinitatii formulate de Mahlo, aceste fapte intemeind ideea
ca aptt;alul sistem de axiome pentru teoria multimilor este incomplet
vis-a-vis de. realitatea matematicd, concept privilegiat, daci nu pivot in
realismul ca o pozitie filosofici despre natura matematicii. In viziunea
lui Gédel plecind de la alte concepte primitive ale teoriei multimilor,
cum ar fi cel de ,proprietatea multimii* obtinem extensiuni continue
ale axiomelor care se referd la el. $i in mod similar se poate proceda
plecind de la conceptul de ,proprietatea proprietitii multimii“ etc. Noile
axiome, in méasura in care sunt recunoscute si acceptate ca axiome ale
teoriei multimilor pot avea consecinie relevante pentru ipotcza conti-
nuului. Se poate mentiona aici cdte ceva din progresele fundationalc
legate inclusiv de ipoteza continuului, de care am amintit (in paginile
anterioare), si anume cd pe baza unor principii (diferite radical de cele
folosite de Mahlo), Dana Scott a demonstrat cd unul dintre acestea
implici ncgatia propozitiei A a lui Gédel (cf. K. Gédel [2, p. 3267). In
acest cadru, mentioneazi Godel in nota 20 a textului siu, ,demonstratia
de consistentd pentru ipoteza continuului explicatd la pagina 326 nu
merge ducd aceastd axiomi este adiugatd. Totusi nu s-a clarificat inca
faptul cd aceste axiome sunt implicate de conceptul general de multime,
in acelasi sens cum sunt acelea ale lui Mahlo%. La rdndul lor aceste
axiome produc propozitii indecidabile, sporind numaérul celor existente.

Ce se poate spera in legaturda cu ipoteza continuului ? G&del scrie :
»,Cat priveste problema continuului existd o mici sperantd de a o rezolva
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cu ajutorul acelor axiome ale infinitatii care pot fi formulate pe baza
principiilor lui Mahlo“, iar in altd parte, el continud: ,Astfel din ori-
care punct de vedere, dacid se mai ia in consideratic si ceea ce a fost
spus in sectiunca 2, se poate face conjectura ci problema continuului
nu poate fi rezolvatd pe baza axiomelor formulate pand acum, dar pe de
altd parte, ea se poate rczolva cu ajutorul unor anumite noi axiomc
care vor formula sau vor implica ceva asupra definibilitdtii multimilor
(K. Godel [2, p. 324, 325—326]).

Godel mentioneazd faptul scemnificativ cd programul lui Hilbert
referitor la o solutie a problemei continuului, In fapt nerealizat, a fost
centrat pe o considerare a tuturor definitiilor posibile. Gédel intelege
conceptul de definibilitate in sensul precizat in nota 21: ,Si anumec
definibile (este vorba de multimi — M. T.) prin anumite proceduri «in
termenii numerelor ordinale» (adica prin ipoteza ca pentru orice numar
ordinal este dat un simbo! care-l denoteazi)... Paradoxul lui Richard,
desigur, nu se aplica acestui gen de definibilitate, Intrucat totalitatea
ordinalelor este cert nenumdrabild®. Acest concept de definibilitate,
,definibil® in teoria axiomaticd a mulfimilor faciliteazi derivarea in
aceastd teorie a ipotezei generulizate a continuului din axioma ca orice
multime este definibild in sensul anterior precizat. $i Gédel [2, p. 320]
adaugd : ,Intrucat aceastd axioma (s& o numim ,LA“) se dovedeste a Ii
demonstrativ - consistentd cu celelalte axiome, sub ipoteza consistentei
acestor alte axiome, acest rezultat (indiferent de pozitia filosofica luatd)
in raport cu definibilitatea arati consistenta ipotezei continuului cu
axiomele teoriei muliimilor, cu condifia ca aceste axiome sa fie ele
insele consistente®. (Pentru detalii a se vedea K. Godel [3]. Structural
demonstratia se aseamdnd cu demonstratia de consistentd a geometriei
neeuclidiene prin invocarea unui model din cadrul geometriei eu‘clidi(_ene.
Mai precis, multimile definibile in sensul precizat ma_i inainte formcaza
un model al teoriei multimilor in care propezitia A, si deci ipoteza
generalizatd a continuului, este adevirata.

"Un alt argument, in favoarea nerezolvabilitdtii problemei continu-
ului in cadrul axiomelor actuale ale teoriei multimilor, consta in refe-
rinta la date necunoscute lui Cantor ,care par a indica faptul ca con-
jectura lui Cantor se va dovedi gresitd pe cind pe de alta parte, o res-
pingere a ei este demonstrabil imposibild pe baza axiomelor admise
astazi (K. Godel [2, p. 326]).

In fine, trebuie mentionate, spune Godel [2, p. 327], consecinle
implauzibile ale ipotezei continuului : a) exista submultimi ale unei linii
drepte de puterea continuului care sunt acoperite (de o mulfime numa-
rabilid de puncte) de orice multime densi de intervale ; b) exista submul-
timi infinit dimensionale ale spatiului Hilbert care nu contin o submul-
time non numdrabila finit-dimensionald (in sensul lui Menger-Urysohn ;
¢) exista, in fine, un sir infinit A' de descompuneri ale oricdrei multimi
M de puterea continuului in multimi mutual exclusive de mulfimea
continuului. Al astfel incat in orice fel este aleasa o multime Al pentru
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orice i, HO (M — M,,) este numadrabil ; a) si c) sunt foarte implauzibile,
j=
chiar daci puterea continuului este inlocuitd prin ,x;%.

Lui Godel i se pare suspectd situatia cd desi existd numeroase pro-
pozitii care implicd negatia ipotezei continuului, nu existd, inci, o pro-
pozitie care si implice ipoteza continuului. Credinta lui Goédel era
atunci cd existd suficiente motive ca sid se poatd presupune ci ,rolul
ipotezei continuului in teoria multimilor va {i acela de a conduce la
descoperirea unor noi axiome care vor face posibild respingerea con-
jecturii lui Cantor¢ (K. Gédel [2, p. 327)).

Prin demonstratia indecidabilitdtii problemei continuului din axio-
mele acceptate ale teoriei multimilor astazi se stie ¢d Paul Cohen [2] a
rezolvat in sens negativ problema dacid ipoteza continuului a lui Cantor
este demonstrabild din axiomele lui von Neumann-Bernays ale teoriei
multimilor (inclusiv axioma alegerii) ; chestiunea adevarului ei si-a pier-
dut sensul ca si problema adevirului postulatului al V-lea al lui Euclid.
Dar, aceste doud situatii diferd atdt matematic cat si epistemologic, con-
chide Godel. Matematic, ipoteza continuului (fiind vorba de asertarea lui)
produce o extensie fructuoasi fiind sterild pentru teoria numerelor, in
timp ce referitor la postulatul al V-lea se constati ca atdt el ciat si
negatia lui sunt extensii in sens slab. Epistemologic, problema isi pierde
sensul in urma unei demonstratii a indecidabilitatii, numai atunci cand
avem a face cu un sistem de axiome ipotetico-deductiv (ceea ce in-
seamnd cid sensurile termenilor primitivi sunt lisate nedeterminate).
Deoarece in geometrie sensurile adoptate se referd mai curind la inten-
tia fizica, decizia, afirmid Godel, cade in afara matematicii. Situatia este
diferitd in ceea ce priveste ,teoria multimilor transfinite unde este
evident ca intrucat obiectele ei nu apartin lumii fizice, conexiunea lor
cu experienta fiind indirecti si siracd vom constata un rol mai putin
important al conceptelor acestei teorii in domeniul teoriilor fizice.

Revenim la analiza filosoficd a ipotezei continuului in scopul stabi-
lirii relevantei conoceptiei realiste privind solubilitatea acestei probleme.
Reamintim ci N desemneazi multimea tuturor intregilor pozitivi :
1, 2, 3, ... Continuul — multimea tuturor numerelor reale sau mul{imea
tuturor punctelor de pe dreapta (linie), este deci o mulfime notata C si
ai cireli membri sunt toate submul{imile lui N, adicd multimi de intregi
pozitivi. Se pune intrebarea care este puterea (numirul ocardinal) al
acestei multimi C. Presupunerea ci puterea acestei multimi este al doi-
lea alef, adicd X, este ipoteza continuului. Intr-o celebrd conferinta a
Iui Hilbert, ocazie in care el a formulat o listd de probleme matematice
nerezolvate, problema continuului figura pe primul loc.

Pentru rezolvarea acestel probleme este necesar ca mai intai sa
determindm care sunt submultimile lui N si cum pot fi obtinute con-
structiv sau nu. Pe scurt, modul standard de obtinere a acestor submul-
timi a fost prin comprehensiune, in virtutea unor conditii enuntate
reglementate prin cunoscuta conceptie a lui Skolem [1] semnificand
uzul unei formule bine definite a calculului functional de ordinul intai
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cu o variabila liberd, construitd din enunfuri atomare de apartenenta.
Aceastd conceptie comporti un pregnant caracter impredicdtiv, motiv
pentru care este criticatd de diferite orientari filosofice — antropolo-
gismul, finitismul, intuitionismul, predicativismul. Trebuie adiugat ca
in timp ce teorema lui Cantor afirmi ca multimea tuturor submultimilor
unei mul{imi S are o putere mai mare decit S insasi, celebra teoremai
a lui Léwenheim-Skolem enunti ca pot fi obtinute numai numéarabil de
multe submul{imi, ori, continuul nu este numarabil.

Dificultati generate de ,impredicativitate® ar putea {i depasite daca
se adoptd o conceptie platonistd in sensul acceptarii preeristentei con-
ceptelor matematice, ceea ce ar semnifica faptul cd matematicianul
wdescoperd“ nu inventeazd obiectele matematice. O submultime a lui S
determinata prin intermediul totalitatii tuturor submulfimilor lui S
poate fi complet descrisd desi nu poate [i construita ; este relatia dintre
submultime si totalitate care in prezenta unor conditii adecvate va con-
stitui o determinatie unica a submultimii... ,In consecinta, scrie Fraenkel
[1, p. 8] caracterul nepredicativ al definitiei nu va evita, din punctul de
vedere al platonistului, ca submultimea respectivi de a fi admisd im-
preund cu submultimi construite intr-un mod predicativ¥. Sunt impor-
tante in acest context doud aspecte : i) a decide daca ipoteza continuului
a lui Cantor este adevdratd sau nu si ii) a stabili independenta ipotezet
in raport cu axiomele matematicii clasice, ceea ce revine la a arata ca
ipoteza continuului si negatia ei sunt compatibile cu matematica clasica.
In acest caz s-a creat in matematici o situatie analoaga celei aparute
dupa demonstrarea independentei ariomei paralelelor care a dus la
wbifurcarea geometriei“ in eudidiand si neeuclidiand; demonstratia in-
dependentei ipotezei continuului ar conduce, considera A. Fraenkel [1],
la doua feluri de matematica : cantoriand si necantoriand. Azi stim ca
Godel a stabilit numai consistenta ipotezei continuului, iar P. Cohen a
demonstrat independenta acesteia.

Godel adopta filosofic realismul platonic in sensul ca conceptele si
axiomele matematicii, in particular ale teoriei multimilor ,descriu o
realitate bine determinatd“. In aceastd realitate conjectura lui Cantor
trebuei si fie sau adevdratd sau falsd, si indecidabilitatea ei din axio-
mele cunoscute astdzi inseamnd ci aceste axiome nu contin o descriere
completd a acestei realititi®. Godel face presupunerea ci pot exista
nalte axiome necunoscute pidna acum pe care o intelegere mai profunda
a conceptelor subiacente logicii si matematicii ne va oferi posibilitatea
sd le recunoastem ca implicate de aceste concepte® (Godel [2]).

A. Fraenkel [1, p. 9] observa caracterul natural al problemei con-
tinuului, deoarece depinde de capacitatea noastrd de a defini submul-
timile unei multimi date, in cazul de fatd, N. Ori, este firesc ca specifi-
carea puterii (cardinalului) totalitatii obiectelor (submultimilor) sa fic
precedatd de cunoasterea faptului ce sunt aceste obiecte. La data scrierii
acestui articol Fraenkel era indreptéitit s4 mai remarce ca nu se cunoaste
in ce directie ar trebui ciutate axiomele jascunse“ si nici dacd ele se
referd la o realitate matematici incid necunoscute noud. Din prezentarca
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lui Fraenkel modelul rezolvirii era problema submultimilor, iar solu-
tiile au fost cautate de P. Bernays [1] si R. McNaughton [1] adoptand
platonismul intr-o forma mai radicald prin extinderea la mulfimi infi-
nite (in acest caz la multimea N a tuturor intregilor) a procedurii quasi-
combinatoriale, incorporatd in conceptualism permitandu-i celui de al
doilea autor si justifice teoria simpld a tipurilor si teoria multimilor a
lui Zermelo.

Existd uncle cbiectii la aceastid incercare de obtinere a submulli-
milor necesarc solutionirii problemei continuului : descrierea multimilor
nu ofera indicatii relevante pentru solutionare, nu se discrimineaza sufi-
cient de clar intre multimi definibile constructiv (de pildd cu ajutorul
principiului comprehensiunii) si multimi definibile printr-un principiu
existential, cum ar fi axioma alegerii; si, In fine, sunt asumate scheme
conceptuale (prin natura lor epistemoiogice) pentru a rezolva scopuri
logico-matematice ce tin de principiul comprehensiunii si problema con-
tinuului, ceea ce semnificd, incheie Fraenkel, asezarea chestiunilor logice
(si matematice) pe fundamente epistemologice si care in mod esential
am adauga noi, tin de platonism (supozitie ontologica).

In viziunea lui Gédel indecidabilitatea ipotezei continuului s-ar
reduce la faptul cd axiomele (actual uzuale) ale teoriei multimilor nu
descriu complet realitatea matematica, adicd un sistem incomplet nu
poate descrie complet lumea actuald sau posibild. Si, chiar mai mult, un
sistem [iind chiar complet, nu decurge din acest fapt cd descrie complet
lumea actuald. Alternativa pozitivistd este inaplicabild in acest caz (un
sistem de axiome descrie lumca actuald — o realitate sau o intuitie
intersubiectivd — sau nimic), deoarece, afirmd Koérner [1], mai existi si
posibilitatea sd descrie o ,lume posibild bine determinata, combinarca
celor trel posibilititi urmand accentuarea primului sau ultimului cuvant
din expresia ,,0 realitate bine determinati<.

'3.5. Remarci «fundationiste» despre adevirul matematic

Peisajul filosofiei contemporanc a matematicii este in continuare
dominat de dihotomia platonism-constructivism. Cu privire la problema
adevdrului madtematic un autor contemporan important consemneaza :
yPentru platonist semmificatia unui enunt matematic este explicatd in
termenii conditiilor lui de adevér, pentru fiecare enunt matematic exista
ceva In realitatea matematicd in virtutea cdruia este fie adevirat, fie
fals. Un exemplu de explicatie a semnificatiei in termenii adevirului si
falsului este explicatia prin tabla de adevidr a conectivelor propozitio-
nale. Pentru constructivist forma generala a unei explicatli a semnifi-
catiel (enunfului matematic M. T.). Trebuie si fie in termenii conditiilor
sub care noi ne consideram ca justificati in asertarea unui enunt, adica
circumstanfcle in care noi suntem In posesia unei demonstratii%
(M. Dummett [2, p. 492)). '

Comentariul accstui pasaj trimite la consideratii asupra concoptiei
platoniste asupra esenfei matematicii, realitdtii matematice si, conex,
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asupra adevdrului matematic. Esenfial pentru platonism este cd mate-
matica ,descoperd® adevarurile (matematice) despre structurile matema-
tice (entitafi + relatii), obiecte abstracte ipostaziate intr-un asa numit
univers matematic, distinct si autonom in raport (nu numai) cu mintea
matematicianului, ci si cu universul fizic, poate, o sferd transcendenta
acestuia. Dimpotriva, conceptia constructivistid asupra naturii matema-
ticii si a adevarului matematic acceniueazd ca relevanta (pentru aceastd
stiintd) activitatile de constructie, inventie si creafie, esentiale sunt
inferentele si regulile acestora. Platonistii formuleazi obiectii cu privire
la conceptia constructivistd dupa care esenta (si adevirul) enuntului
matematic este determinat(d) in calitatea acestuia de a se legitima ca o
concluzie a unei demonstratii. Postulind un univers matematic, pro-
blema acestei existente, realitati (matematice) antrencazd o anumita
explicatie a adevdrului matematic, vizutd numai in termenii teoriei
corespondentei, care mutdtis mutandis in context matematic este apre-
ciatd ca o corespondentd dintre propozitiile matematicii si structurile
matematice, aceste entitdti ,Jlocuitori® si relatii intre cele ale univer-
sului matematic, la care se referd termenii din propozitii, si propozitiile.
Conform platonismului termenii si propozitiile matematice au semnifi-
catil care transcend asumptiile, rcgulile si metodele de demonstratic
acceptate.

Adevdrurile necesare ale matematicii si-ar datora, dupa platonism,
caracterul lor unei necesitdti obiective (transcendenie) ce s-ar impune
gandirii noastre ca un principiu necesar. _

Logicismul, ca variantd modernid a platonismului in filosofia mate-
maticii, a avut ca obicctiv-deziderat reduccrea matematicii la logica.
Reprezentantii Jfogicismului modern (Frege, Russell) si-au propus sa
derive matematica (mai intai, aritmetica) din logicad fdra si apcleze la
supozitii extra-logice si in acest mod au sperat si dovedeasca caracterul
analitic al propozitiilor matematice, o idee opusd conceptiei kantienc
despre natura sintetic-apriori a adevérurilor (argumentelor) matematice ;
cum se stie I. Kant a contestat caracterul analitic al propozitiilor matc-
matice si are in vedere enunturile aritmeticii, iar in lumina acestei _ide'}
opera logicistd poate fi calificatd ca un demers irelevant. Benacerraf $i
Putnam [2] scriu referitor la aceastd intreprindere intelectuald grandi-
oasd a logicistilor : ,astfel ‘chestiunea devine cea a deciderii daca demon-
strarea ¢ii pe baza unei multimi de definitii pl\auvzibi'l.e aritmetica poate
fi ‘derivata din teoria multimilor stabileste ca negatiile unor propozitii
aritmetice (adevéarate) sunt autocontradictorii. Se stabllesfte. ci da.ca
aceste definitii sunt analize corecte ale semnificatiilor termemlc.)r' ar1:t»-
meticii, si daci axiomele teoriei multimilor sunt ele insel'e ana}ht.l-c‘:e {n
sensul relevant si daci ar fi derivabile in logica de ordinul intai dl.n
propozitii analitice via definitii, care reprezinia anahzg c'tl)recte, ?onstl:
tuite «urmand din legea non-contradictiei», atunci logicistii au. al.ra.tat cril
propozitiile aritmeticii urmeaza (decurg) din legea non—contra'dl.ct_xel. Inse'1
acestea sunt mari dacd sunt autentici (very big if’s). Probabil cel mal
mare dintre acestea este cel referitor la analiticitatea axiomelor teoriei

multimilor¥.
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Dar teza logicisti ci in matematici avem de-a face cu adeviruri
analitice nu poate fi sustinutd; in primul rdnd, in procesul derivarii
matematicii din logicd, cunoscuta ariomd fregeeand a comprehensiunii a
produs «paradoxul lui Russell» ; in al doilea rdnd Russell si Whitehead
au folosit, in Principia Mathematica, axioma infinitului, care desi formu-
latd in vocabularul logicii pure, nu are, totusi, caracter analitic si intr-o
situatie asemandtoare este axioma reducerii si cea a alegerii. La acestea
adaugam cd reconstructia adevdrului analitic este o sarcind mai dificila
deciat cea a adevdrului logic, remarcid Quine [5].

Conceptia cd matematica este analiticdi comportd doud aspecte :
i) un prim aspect este asociat logicismului, ii) cel de al al doilea este
legat de conventionalism, acesta din urméd considerand ca enunturile
matematice sunt adevirate prin ,decret?, conventie, conform cireia noi
specificim semnificatiile cuvintelor, termenilor care apar in matematica,
si, in concluzie, matematica este fdrd continut factual, sau chiar vidd, o
conceptie atractivd pentru pozitivistii logici. Concept{ia care considerd ca
enunturile sunt adevirate In virtuteq semnificatiei cuwvintelor ce sunt
confinute in ele este vagd si, in ultimad analizd, reductibili la doctrina
analiticd despre enunturile matematice, si chiar la conventionalism. Aici
ni se pare mai interesantid concepiia cid ,matematica este analiticd”. Nu
este cazul aici sd evocam intregul cadru istorico-conceptual al analitici-
tatii, dar vom spune, totusi, cd acest concept desi este intim ascciat
filosofiei kantiene, premerge filosofului german, Leibniz insusi vorbind
despre adevdrurile rafionale ca fiind propozitiile adevarate in toate
lumile posibile,; ideea leibniziana de ,lumi posibile“, a primit in seco-
lul nostru o rafinare, chiar tehnic formald, prin contributiile lui L. Wit-
tgenstein (,stari posibile ale lucrurilor“) si R. Carnap (,descrierea de
stare“). Hintikka [1] subliniazi ci notiunea kantiand de analiticitate este
diferitd de cea a ganditorilor moderni care identifici adevirul analitic
cu cel conceptual (obtinerea lui din concepte ce il compun), adici prin
analizd conceptuald ; ori pentru Kant adevarurile analitice formau numai
o submultime a celor conceptuale, in care includea si pe cele sintetice.
In lista lui Hintikka [1] avem : I Adevarurile analitice sunt adevaruri
numai in virtutea semnificatiilor termenilor pe care ii contin, ceea ce
ar corespunde considerdrii (definirii) adevarului analitic ca adevir con-
ceptual ; I(a) Adevirul analitic se bazeazd numai pe definitiile terme-
nilor ; I (b) Adevirurile analitice cuprind definitii si consecintele lor
logice ; I(c) Adevarurile analitice sunt acelea care pot fi demonstrate
numai cu mijloacele logicii generale si definitiilor. (Frege). Primele defi-
nitii acoperd aoceptia kantiana a analiticitdfii, ultima este cea care apar-
tine lui Frege. Quine, situdndu-se pe pozitia unui empirism consecvent,
va Incerca si dezvaluie ceea ce am numi temeiul metafizic al analitici-
tatii. In lucrarea noastrd (Turlea [3]) am schitat acest aspect atunci cand
am incercat si relevam conexiunile dinire ,analitic% si teoria lingvistica
a adevarului logic.

Asadar, conceptia cid ,matematica este analiticd este in egald ma-
surd asociatd logicismului si conventionalismului. Dar se impune obser-
vatia (presupusd fiind definitia ,analitici® ci adevarurile logice
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sunt automat analitice) si anume ca ,dacad teza ci matematica este ana-
liticd spune mai mult decit teza logicista, definitiile trebuie si fie luate
ca explicind un concept au mai mult o semnificatie epistemologics,
in mod uzual adevér in virtutea semnificatiilor, sau adevar prin conven-
tie (The Encyclopedia... p. 199). Conexiunea cu logicismul, in ciuda im-
portantei acordate de pozitivistii logici, devine mai putin semnificativa
(ibidem). In lumina acestei observafii asupra analiticitatii obfinem inter-
Pretéri ca: a afirma cid axiomele teoriei mulfimilor sunt analitice
Inseamna a spune ci sunt , postulate de semnificatie®, in sensul lui
R. Carnap [1], sau ci axiomele teoriei numerelor sunt in acelasi sens
ppostulate de semnificatie¥. i

Considerarea propozitiilor matematicii ca adevdrate prin conventie
este posibild si importanta, poate chiar relevanti, numai in cazul recon-
structiilor rationale ale acestei stiinte, ceea ce ar insemna construirea
unui sistem formal si identificarea lui cu matematica. Conform pozitiei
conventionaliste uzuale se apeleazi la reguli care specifici un set de
propozitii adevarate prin conventie si chiar reguli semantice pentru un
sistem formal interpretat; din aceste propozitii (adevarate prin conven-
{ie) pot fi deduse anumite enunturi, adevarate, premisele avand statutul
de conventii care regizeazd folosirea expresiilor in interiorul sistemului
formal. Apelul la regulile semantice poate fi ilustrat in cazul in care
vrem si controlim adevirul unui enunt produs prin substituirea intr-o
teoremi a calculului clasic al propozitiilor, si anume ,tabelele de adevdr
pot fi privite ca reguli semantice care ne specificd semnificatiile conec-
tivelor, in virtutea cdrora teoremele logicii clasice a propoziliilor devin
adevarate. Dificultatea apare asa cum a aritat Quine [5] (si chiar Frege)
ci trecerea de la enunturi generale — considerate conventii explicite —
la ,adevdrul prin conventie“ al enunturilor specifice (care sunt obtinute
ca substitution instance a unor teoreme) antreneazd inferente. Inferen-
tele vor asuma proprietafile generalitdtii (de exemplu, proprietatile
cuantificatorilor universali) si ale conditionalului, deoarece regulile vor
fi de forma conditionalelor, — de exemplu, ele pot si spund cd dacd un
enunt satisface anumite conditii atunci este adevdrat prin conventie. In
exemplul pe care l-am dat e nevoie nu numai de legile non-contradictiei
si terfului exclus ci si de aplicarea tabelelor de adevir, care deja pre-
supune ci fiecare enunt are una, §i numai una, din cele doua valori de
adevir“ *. Quine a facut explicit faptul ci incercarea de a considera regu-
lile (conform cirora procedeazi inferenta) ca valide prin conventie con-
duce la un regres infinit. Pe cazul regulei modus ponens lucrurile se
deruleaza astfel (apud The Encyclopedia, p. 199) din p si pDq inferdm
q; o tratim ca o conventie :

* Dacid A si C sunt adevirate si C este rezultatul substituirii lui A
pentru p si B pentru q in ,pDq%, atunci B este adevirat.

Se presupune ci pentru unii A" §i B" am demonstrat cd& A" si C’
sunt adevirate prin conventie, situatie in care

C’ este rezultatul substituirii A’ pentru p si B’ pentru ,q% in ,,p2q*
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Atunci avem

A’ este adevarat ;

A’ DB’ cste adevirat.

Invocand (x) si modus ponens, B’ este adevarat. Dar pentru a repre-
zenta aceastd inferentd ca procedind conform conventiei, este necesara
0 noud aplicatie a luli modus ponens si asa mai departe.

$1 cu toate acestea, aceastd formd de conventionalism se aplicd in
anumite parti ale matematicii, in special la axiomele existentiale, justi-
ficate nu prin apel la evidenta directd ; aici criteriile pragmatice au jucat
rolul important in seclectarea axiomelor.

Procedura are mai mult o aseminare cu ceea ce este numit o teorie
ipoteticd in stiintd, si In acest context reamintim cd Whitehead si Russell
au subliniat ci axiomele se legitimeazd prin consccintele lor, deoarece
unele propozitii deduse din axiome sunt decidabile prin mijloace mate-
matice mai elementare si evidente. Si nu este evident ca dacd In urma
conflictului (consecintelor) cu matematica intuitivd, inlocuind un sistem
de axiome cu altul semnificatia ,,multimii* a fost schimbatd si axiomele
originale pot fi interpretate conform semnificatiei anterioarc ca sa
ramana adevarate. In cazul teoriei multimilor se poate spune cd func-
tioneaza, lucreazd pe asumptia cd valoarea de adevdr a enunturilor este
determinatd in multe cazuri unde nu este determinatd prin axiome §i
anume prin conventii. Si in op. cit., p. 200 se conclude : ,Quine, in fapt,
argumenteazd acum, aparent chiar in cazul logicii elementare, cd nu
existd o bazid ferma pentru a distinge intre a face astfel de principii
adevarate prin conventie si adoptarea lor ca ipoteze“ (,Carnap si adeva-
rul logic*). Aceasta este mai mult o extindere a conventionalismului la
intregul stiintei ca o respingere a lui in aplicarea la matematica“.

Conventionalismul care declard unele enunturi ca ,adevirate prin
conventie¥ are in mod corespunzitor o conceptie despre natura adevd-
rului matematic, numita formalism. (De la BEuclid incoace matematicienii
au constatat cd demonstratia teoremelor importanie nu se poate efecctua
numai prin apel la definitii ; mai mult, odatd cu fenomenul proliferarii
sistemelor axiomatice, a devenit evident ci modul traditional de gan-
dire nu mai este operant, cad doi matematicieni folosind un set de definitii

acceptate, dar axiome si/sau postulate diferite nu intrebuinteazi in ace-
lasi sens conceptele matematice).

O versiune de formalism numitd ,if-thenism® ii este atribuita lui
B. Russell, cel care a contribuit, probabil, cel mai mult la reconstructia
matematicii in cadrul sistemelor formale. Ideea ,if-thenismwlui® este
urméitoarea : dacid facem anumite asumptii (supozitii), atunci anumite
consecinte decurg logic. Altfel spus, in matematicd inviatim ca daca
suntem de acord, acceptdm anumite ipoteze, adoptdm o conventie, atunci
decurg anumite enunfuri adevirate. Insid aceasti conceptie considerd ca
irelevant faptul cd matematica are un subject-matter distinct, sau cel
putin il ignord, pentru ci o anumitd versiune de formalism eviti cu
totul aceastd chestiune a subiectului spcific al matematicii, este vorba
de conceptia lui H. B. Curry [1] care considerd matematica drept ,gtiinta
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sistemelor formale®. Un sistem formal poate fi interpretat ca un corp de
enunturi structurat deductiv ; un astfel de sistemn are la bazd un set de
conventii care privesc : obiectele teoriei, adici termenii, combinarea ter-
menilor pentru formarea propozitiilor elementare si selectarea propo-
zitiilor elementare adevarate. Structurile deductive care structureazi
enunturile unei teorii matematice sunt obiectele autentice ale unui stu-
diu matematic, sau chiar metamatematic, daci avem in vedere ¢i in
perioadele mai recente teoriile matematice sunt obiecte ale studiului
metamatematic, fapt care sugereazi distinctia matematic-metamatematic
fecunda in studiile fundationale. Daci ,if-thenismul“ extinde mai mult
domeniul matematicii, Curry il restringe prea mult.

O doctrind care a fost numita de asemenea, formalism, a fost cea
a lui D. Hilbert. El a luat ca adeviruri primitive (core-ul programului
sdu) nu numai adevdruri ale logicii ci si pe cele ale aritmeticii finite
(recursive) sau constructive. Ideea lui Hilbert a fost si demonstreze ci
axiomele aritmeticii obisnuite, adicd non-finite, sunt consistente folosind
si apeland numai la principii care constituie nucleul (core-ul). Anul 1931,
s-a dovedit nefast pentru destinul programului hilbertian, deoarece
teorema lui K. Godel [4] a pus in evidentd un fapt fundamental si sem-
nificativ pentru sistemele formale si anume cd orice sistem formal
restrictionat la ,nucleul® hilbertian, insa suficient de expresiv si puter-
nic deductiv ca sd exprime axiomele aritmeticii, contine in el propozitii
indecidabile, adicd propozitii care nu pot fi demonstrate ca teoreme si
nici negatiile lor. Godel a mai ardtat ci consistenta unui sistem formal
nu poabe fi demonstrati apeldnd exclusiv la proceduri {initare.
Relevanta fenomenului incompletitudinii stabilitd prin celebra teorema
a lui K. Godel (1931) a depasit aria studiilor tehnic fundationale prin
consecinte epistemologice remarcabile, intre care cea mai importanti
este ,separarea“ a doud notiuni fundamentale : ,adevdr si demonstra-
bilitate® ; multimea propozitiilor adevirate nu coincide cu mulfimea
propozitiillor demonstrabile (demonstrate), cea din urmd tinzind
Hasimptotic* s-o acopere pe prima.

Distinctia dintre andalitic si sintetic exacerbatda in neopozitivism (sau
empirismul logic), a fost profund legatd de conventionalism, de modurile
de elaborare a pozitiei conventionaliste privind definitia termenilor
folositi in enunturi si tratarea adevarului anumitor enunturi ca stabilite
prin conventie, a ciror plauzibilitate se bazeazd pe asumpfia ca adevarul
sau falsul oricirui enunt depinde de doi factori modul material si modul
formal (lingvistic). In anii '50 Quine a atacat asumptia pe care a consi-
derat-o ,riddcina comund® a ceea ce el a numit ,doud dogme ale empi-
rismului®, care au constituit sortul de empirism ce a condus la primul
fel de convenfionalism ; cele doud dogme sunt: i) credinta intr-o dis-
tinctie netid ,analitic-sintetic® si ii) reductionismul, credinta ca fiecare
enunt semnificativ este reductibil la un complex construit prin operatii
logice din termeni care referd experienta imediatd; prima dogmi este
mai pronuntat epistemologicd, a doua mai pregnant metodologicd, cu
relevantd pentru programul lansat de empiristii logici privind ,unitatea
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stiinfei“. Prima dogma a analiticitatii s-a dovedit pentru Quine profund
obscurd, metafizicd, in intemeierea acestui concept apeldndu-se la con-
cepte, mai vagi si mai neclare decat el, de genul : semnificatie, sinonimie,
necesitate, requli semantice, ele insele aflate intr-o acutd nevoie de
yelarificare, concluzia fiind cea a unei insatisfactii produsa de primul
fel de conventionalismi (ce vizeaza definitiile termenilor), consecinti a
acestui tip de empirism (logic). Dar Quine s-a ardtat nesatisfacut si de
cel de al doilea fel de conventionalism, care se referd la adevirul anu-
mitor enunturi.

Quine a vrut si pastreze spiritul conventionalismului si a inc>recat
sd-i dea o alti turnurd. El a spus ci nici un enun{ nu este pur analitic,
imun la revizuire sub impactul experientei, iar orice enunf care este
sintetic poate fi pastrat impotriva falsificarii, dacd este supus la reajus-
tiri adecvate. Adevirurile nu se confrunti cu experienta, in mod izolat,
unul dupi altul, ci ca un intreg. Experienta nu poate singurd sd deter-
mine o unicd atribuire de valori ,adevirat® sau ,fals“ propozitiilor lim-
bajului, deoarece fiecare enunt depinde in mod important de celelalte,
stiinta prezentindu-se ca un intreg in fata ,tribunalului® experientei.
Cu Quine avem o0 noud versiune a conventionalismului, wuna holistd,
woartetate extremd ; acoum nici legile logicii nu sunt imune la revizuire.
Sistemul nostru de credinte, in sensul de enunturi pe care sustinem
ca adeviarate, necesiti reajustiri sub impactul experientei in vederea
pastrarii adevarului oricarui enunt invididual ales. Consecintele ajustarii
au loc pentru alte enunfuri si coerenta ne cere si includem chiar prin-
cipii (logice) care ,guverneazd“ distribuirea adevdrului. In setul cunos-
tintelor revizuibile, nimic nu este imun la revizuire. Totusi, in final,
Quine, remarcd J. E. Tiles, afirmid ci formele valide ale logicii de
ordinul intdi sunt imune la revizuire.

Dar atacul asupra celebrei distinctii analitic-sintetic, care devenise
absolutd prin aportul empiristilor logici la ceea ce s-a numit dizolvarea
sinteticului a priori, a condus mai tarziu prin contributiile lui Hintikka
din logica cuantificarii la concluzia Kant justificat sau reabilitarea sin-
teticului a priori, considerat de filosoful german ca cea mai adecvatd
explicatie filosoficd a naturii adevirului matematic.

In ceea ce priveste intuitionismul, teoria imaginilor (starilor) men-
tale ar putea juca rolul, mutatis mutandis, al teoriei corespondentei din
platonism si logicism ; altfel spus, stirile si imaginile mentale, cen-
trale in teoria intuitionistd a intelegerii, comporti o relevan{a despre
constructiile mentale matematice — obiectele ontologiei intuitioniste a
matematicii. Am avea pe aceasti cale o ,reproducere® a relatiei existentd
si adevdr din ,teoria corespondentei adevarului®, in context intuifionist,
unde constructiile mentale matematice, autenticele obiecte matematice
intuitioniste reprezinti existenta matematicd, iar stdrile, imaginile men-
tale ar corespunde adevdrului, sau mai curidnd concordanta acestor imagini
mentale cu constructiile matematice mentale (interne) ar constitui ade-
varul matematic in sens intuitionist, cu rol central in teoria filosofica
intuitionistd a intelegerii matematice.
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3.6. Remarci generale

Conform asumptiei esentiale a realismului matematic obiectele unei
teorii sunt concepute ca elementele unei totalitd{i, incadt autorizeaza
rationamente de genul: ,pentru fiecare proprietate exprimabild prin
folosirea notiunilor teoriei respective (din analizd, teoria multimilor) este
un fapt obiectiv determinat daci existd sau nu existd un element al
totalitatii care posedd aceastd proprietate; similar, decurge din acest
punct de vedere, cd sau toate elementele unei mulfimi poseda o pro-
prietate datd, sau existd un element care nu o posedd®. (P. Bernays
[1], Bernays observd ca acest mod de gandire este prezent in axio-
matica hilbertiand a geometriei si cd diferentele stilistice dintre Euclid
si Hilbert sunt datorate asumptiilor filosofice subiacente prezente in
lucrérile celor doi matematicieni; céci, in timp ce Euclid vorbeste de
figuri care si fie construite, pentru Hilbert sistemul de puncte, linii,
drepte si plane existd dat de la inceput. Acest mod de gandire, fiind
inrudit cu filosofia lui Platon, a fost numit platonism matematic. 1 se
atribuie platonismului matematic o anumita fructuozitate conceptual
teoretica, cici inspird modele produse de imaginatia abstracti a matema-
ticienilor, modele ce extrapoleazd experienta si intuitia, structural intern
simple si logic riguroase.

Aritmetica se bazeazi, din aceasta perspectivd platonistd, pe asump-
tia totalitdtii intregilor si care justificd tertium non datur pentru aceste
entitati matematice — intregii, adica, dacid P este un predicat al intre-
gilor, atunci sau P este adevdrat pentru fiecare numar, sau existd ccl
putin o exceptie, disjunctie derivatd in context din principiul logic al
tertului exclus. Aceastd varietate de platonism se dovedeste insuficientd
atunci cand este vorba de notiuni cum sunt multimea numerelor, sirul
numerelor, functie, notiuni cu caracter quasi-combinatorial in analiza.
O multime de intregi apare ca fiind rezultatul a infinit de multe acte
care decid (individual !) pentru fiecare numir dacd trebuie inclus sau
exclus din aceastd multime ; la acest proces se adaugd ideea totalitatii
acestor multimi. Analog, vor fi considerate siruri de numere reale si

multimi de numere reale. !

Asumand punctul de vedere platonist obtinem o explicatie plauzi-
bild a definitiilor constructive, a unor axiome cum este axioma alegerii
si a definitiilor impredicative ale lui Poincaré ; astfel, definitiile con-
structive apar ca moduri de alegere (to pick out) a unui obiect ce pre-
exristd constructiei, axioma alegerii devine o aplicatie a conceptelor
quasi-combinatoriale, iar definitiile impredicative vor depinde de asump-
tia existentei totalitdtii numerelor intregi, caci o definitie impredicativa
a numirului real apeleazi la ipoteza cd toate numerele reale au o anu-
mitd proprietate P, sau cd existd un numar real cu proprietatea P (insa
un numdr real fiind reprezentat printr-o fractie zecimald, este un fel
special de sir de intregi).

Conceptia platonisti depdgeste orizontul analizei matematice si,
autorizand iterarea folosirii conceptului quasi-combinatorial de functie
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si metodele colectiondrii, asigurd o extensiunec a domeniului entitatilor
matematice relevant pentru teoriile multimilor, algebrei moderne si
topologiei.

Realismul conceptual sau platonismul absolut (dar nu platonismul
restrictioniat sau numit metodologic!) este afectat de aparitia antino-
miilor logico-matematice. Paradoxurile logico-matematice au invalidat
asumptiile platonismului absolut, mai precis au evidentiat imposibilitatea
combinarii ideii fotalitatii tuturor obiectelor matematice cu conceptele
generale de multime si functie, deoarece totalitatea insdsi“, aratd
P. Bernays [1], constituie un domcniu de elemente pentru multimi si
de argumente pentru functii.

Fundamentele analizei pot fi revigorate prin eliminarea acestui
platonism cxtrem, fapt ce s-ar putea rcaliza prin : i) inlocuirea concep-
telor (quasi-combinatoriale !) de maultime, functie de concepte construc-
tive corespunzitoare ; ii) renuntarea la ideea totalitdtii intregilor. Defi-
nitia unui sir infinit sau a unei fractii zecimale printr-o lege aritmetica
permite considerarea continuului ca o multime de elemente definite in
aceastd manierd, procedurd conexa aritmetizirii analizei, desi trebuie
recunoscut cd analiza ,rezista« reducerii la notiunca de intreg si concepte
lpglce. In perspectiva definirii oricdrui numar real printr-o lege aritme-
ticd asumptia totalitdtii numerelor reale devine dispensabila.

In ceea ce priveste renuntarea la ideea totalitdtii numerelor intregi,
contributiile majore revin lui Kronecker, Brouwer si intuitionistilor.
Daca examinam lucrarile lui Kronecker si Brouwer, metodele lor nu fac
apel la supozitia exisientei unei scrii de numere naturale ca un obiect
ideal determinat, cédci ei vorbesc mai curdand de serii de numere in
sensul unui proces care nu se incheie niciodati, ce depaseste orice limita
pe care o atinge. Atunci ce semnificatie mai are aforismul atribuit lui
Kronecker : ,Dumnezeu a facut intregii, restul este lucrarea omului“ ?

Metodele intuitioniste ar parca atunci ca mai adecvate pentru teoria
numerelor, iar cele ale platonismului pentru teoria geometricd a conti-
nuului. Adecvarea metodologici la obiect ar sugera, prin complementa-
ritatea acestor metode intuitioniste si platoniste, o atenuare a dezacor-
dului exponentilor celor doud mari curente fundationiste. Mai precis, un
matematician neutru din punct de vedere filosofic poate apela la un
gen sau altul de metode, in functie de obiectul investigatiei sale, daca
tine de aria aritmeticii sau cea a geometriei, si va admite ca restrictio-
narea metodologicd producc claritate si eficientd. Ii va pare mai natural
ca In tcoria numerelor si foloscascd conceptul intuitiv de numar, dis-
pensindu-se de concepte mai generale ca cele de propozitie, functie sau
corespondentd arbitrard, definibile mai riguros prin apel la metoda
axiomaticd, si pe aceastd cale va ajunge la axioma inductiei complete
sau axiomele infinitului ale lui Dedekind si Russell, dar cu aceasta
sistemul se complicid. In schimb, mctodele intuitioniste par mai artifi-
ciale In abordarea ideii gecometrice a continuului, care ,rezistd“ aritme-
tizdrii. Din aceastd cauza se vor prefera metodele platonismului, deoarece
intuitionismul, desi opereazd cu nofiunea restrictionati de functie, nu
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poate stabili teoreme simple ca teorema maximului unei functii continue
si teorema lui Role, pe care, eventual, le inlocuieste cu teoreme mult
mai complicate. |

Dualitatea aritmeticii si geometriei nu este straini de opozitia din-
tre intuitionism si platonism. Daci putem spune ca ideea dc¢ numdar
este mai evidentd decat idcea de spatiu, atunci trebuie si admitem ci
asumptia platonismului are un caracter transcendent, care nu este pre-
zent in intuitionism. Urmeazd de aici ci supozitiile platoniste trebuie
utilizate metodologic cu prudentd, dcoarece s-ar putea ca principiul din
care au fost derivate sd faciliteze, dincolo de aplicatiile restrictionate,
contradictiile, a fost chiar cazul principiului  totalititii care a expus
platonismul antinomiei lui Russell, de unde si formularea necesititii
restrictiei. Dar care sunt ccle mai uzuale asumptii platoniste utilizate
pentru fundarea maternaticii ? Sunt diferite variante ale principiului
totalitatii, ale principiului analogiei sau ale permanentei legilor iar
garantia aplicatiilor lor rezida, dupd P. Bernays [1], In consistenta con-
secintelor deduse din aceste asumptii fundamentale. Problema consis-
tentei a fost obiectul major al teoriei hilbertiene q demonstratiei, in
care reductia si deductia simbolici conferd acestei chestiuni un caracter
aritmetic quasi-elementar, in sensul imposibilititi deducerii (in inter o-
rul teoriei a carei consistenti era vizatd) a doud formule mutual-con-
tradictorii A si A.

Opozitia metodologicd dintre platonism si intuifionism deriva din
cea ontologic-gnoseologicd, cici dacd platonismul extrem este evident
idealism obiectiv (deoarece ontologizeazd, ipostaziazd entitatile matema-
tice ca independente de orice subiect cunoscétor), intuitionismul isi
asuma explicit un gen special de mentalism si subiectivism, {iind o
variantd de idealism subiectiv, derivat din kantianism, din care impru-
mutd transcendentalismul, sui generis, si refuzd realismul subiacent.
Caracteristicile marcante ale intuitionismului in problema fundarii mate-
maticii sunt : apelul la intuitia purd (a timpului, fird cea a spatiului!)
s1 supozitia brouweriand ,a subiectului care gdndeste“, polul opus (in
ceea ce priveste aceastd ultimi asumptie) al platonismului care deta-
seaza, la limitd, matematica de orice sublect care gandeste.

Intuitionismul, dupd ce admite ca si platonismul, cd enunturile ma-
tematice au o semnificatie, diferenta in acest plan, derivand din opozitia
celor doui ontologii asociate acestor ,concepfii-curcnte”, constind in
faptul ca primul curent considerda cd matematica cste despre entitdti
(matematice) mentale, in timp ce al doilea postuleazd un domeniu o
entitdtilor transcendente, se distinge si se opune platonismului din punct
de vedere metodologic, afirmand cd demarcatia se datoreazd metodelor
de demonstratie. Daca platonismul afirma ci semnificatia unui enunt
matematic poate fi explicata in termenii conditiilor de adevdr, 1 tabe-
lelor valorilor de adevar a conectoriior propozitionali, admis fiind ca
pentru fiecare enun{ matematic existd o realitate matematicid (obiecte,
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proprietiti, relatii), in virtutea ciireia este sau adevarat sau fals, intui-
tionismul respinge ideea ci existd ceva pentru fiecare enun{ care il face
adevirat sau fals; (trebuie, deci, separati aici chestiunea caracterului
sau sensului definit al unui enunt de cea a adevdrului sau falsului,
enunturile logice constituind un exemplu relevant, cici nu existi nimic
in virtutea caruia sunt adevirate, sau false; vezi de ex. A sau non A).
Pentru intuitionism forma fundamentald a unei explicatii a semnificatiei
unui enunt rezidi in enuntfarea criteriului care justifici aseriiunea
acelui enunt, iar in matematici aceasta revine la a poseda o demon-
stratie a enunfului respectiv. Dar aceasta seamidnid destul de convin-
gator cu criteriul empirist al semnificatiei, dupa care semnificatia unui
enunt constd In metoda lui de verificare (empirici sau logicd) exigenta
nejustificatd de platonism prin transcendenta entitifilor matematice,
postulate. Ni se pare ca indistinctia adevdr-demonstrabilitate este infir-
matd de teorema godeliand de incompletitudine care sprijina in acest
context platonismul. .

Ajungem aici la problema tablourilor pe care ni le oferid cele doud
curente despre lumea matematicii (adicid despre obiectul si specificul
activititii matematice).

Platonismul ne oferd tabloul unui domeniu al obiectelor (proprie-
tatilor si relatiilor) matematice care satisfac cateva condi{ii-axiome ;
aceste entitati sunt ne-mentale, ne-lingvistice, ne-spatiale, ne-temporale ;
le . percepe“ o intuitie ne-empiricd, eventual o facultate mentald supra-
naturald, sunt descrise de formulele matematicii, ceea ce acestea din
urma spun, putind fi, in virtutea existenfei acestor entitdti, adevirat
sau fals. )

Ceea ce face matematicianul este, asadar, sd descopere si sd descrie
o realitate matematicd care exista.

In contrast, intuitionismal nu are in vedere o realitate matematica
pre-existentd matematicianului, pentru acest curent expresia favoritd
este 0 matematicd care construieste indefinit (the picture of our con-
structing mathematics as we go along). i

Pentru cineva care recunoaste caracterul obicctiv al matematicii ca
stiinta, obiectivitatea adevdrului si demonstratiet, supozifia unei reali-
tdfi matematice care precede activitatea matematicianului intr-un anu-
mit stadiu al dezvoltirii acestei stiinfe ar legitima acest caracter obiectiv
si i-ar conferi prin caracterul ei constringator o autenticid semnificafie
intelectuald si, poate, practicd. Vom explicita ceva mai tirziu accasta
asertiune spre a preveni si unele interpretiri inadecvate la care expune,
luatd, oarecum, literal. Ori, se stie cd intuitionigtii nu acceptd obiecti-
vitatea adevdrului, caci un Heyting [1, p. 4] afirmd cd noi nu putem
fi niciodatd siguri cd un sistem matematic formal exprimi corect gan-
durile noastre matematice, dar crede in obiectivitatea demonstratiilor,
(dar si aici exclude posibilitatea delimitdrii in avans a domeniului tutu-
ror demonstratiilor posibile intuitioniste valide). Multe consecinte prac-
tic malcmatice si altele indezirabile meta-matematic si filosofic dimi-
nueaza plauzibilitatea intuitionismului matematic. '
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) Fornqulsmtd nu este nici el o alternativi mai adecvatd la realism,
desi este 1mfpérté§it de matematiceni ilustri ca P. Cohen si A. Robinson.
glziz;c;gg, formalismul ld-oar comutd problema de la un sort de obiecte
s Jcce er‘w.mere e, la fﬂ¢ sort de obiecte matematice — demon-

Din punct de vedere filosofic, formalismul nu este unitar, deoarece
foloseste asumptii nominaliste, instrumentaliste si idealist transcenden-
tale kantiene. ‘

Dar, inainte de a discuta unele semnificatii si implicatii ale forma-
lismului, si notdm umnele observatii despre ontologia nominalistd. Nomi-
nalismul este o conceptie filosofici specificd evului mediu, dificila si
profunda, care n-a fost niciodatd populard, accesibild majoritatii filo-
sofilor. S-a raspandit opinia cd ontologia nominalistd ar fi irelevantd sau
cel putin inadecvatd pentru matematicd si stiin{d teoreticd. Un sistem
este nominalist dacd satisface principiul nominalismului. Explicatia
acestui principiu ,(Y)(z)(x)}(Axy Axz) y=z% necesitd notiunea relatie
de generare si notiunea de ,atom® relativ la aceastd relatie. Evaluarea
unui sistem ca nominalist mai presupune cunoasterea semnului
identitatii. !

Relevanta ontologicd a principiului nominalismului este cd nu existd
pdistinctie de entitdti® fira ,distinctie de continut®. Notfiunile adevdr si
demonstrabilitate sunt primare in ocontextul caraoterizérii principiului
nominalismului. Principiul poate si fie sau demonstrabil, sau adevirat
insd nu demonstrabil, si cere si nu avem de-a face cu propozitii inde-
cidabile (adevirate, dar nu demonstrabile). Ar urma cid in acord cu
fructuozitatea tehnicii logice s spunem ci principiul este demonstrabil,
a fi nominalist insemnand cd principiul este demonstrabil in sistem.
Demonstrabilitatea cere calculul individualilor (vezi Goodman [1]). Este
cerut un principiu al compunerii referitor la relatia care duce la o

relatie care genereazi. Dispunem de relatiile :
(X) (“' Atom x D(Ey)y pppo x)
(X) ("" Atomx - ~x= /\)D(Ey)y Epox)

dintre care prima are loc pentru formularea lui Goodman a calculului
individualilor, caz in care atomii sunt entitdti care nu au parti, iar cea
de a doua are loc in cazul teoriilor multimilor in care atomii figureaza
ca individuali sau urelemente si /\ este clasa nula.

Goodman observd cd nominalistul admite numai ceea ce este con-
struit din individuali de bazi selectai si neagd cd toate clasele pot fi
constituite din ei. Mai departe, Goodman [1, p. 156] afirmd cid pentru
mine nominalismul constd in mod specific in refuzul de a recunoaste
clasele, nominalistul poate admite orice ca individual, orice poate fi
construit ca o clasad poate fi construiti ca un individual. Sau, pe scurt,

85

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



nominalismul poate construi orice lucru ca :individual, dar refuzd sa
construiasci orice ca clasi. In prezenfa unor restriclii severe un sistem
poate folosi ,E“ si si vorbeascid despre clase, teoria claselor trebuind
si nu violeze principiul. Se pune chestiunea daci o teorie matematic
intercsantd (cum ar fi aritmetica intregilor pozitivi care este formulata
in termenii postulatelor lui Peano) poate fi reformulatd in limbaj nomi-
nalist. R. M. Martin [1] oferd o schitd a unei astfel de posibilitati, rezul-
tatul fiind un sistem foarte puternic pentru aritmetica suficient si pentru
teoria numerelor rationale si chiar pentru o teorie constructivista a
numerelor reale si complexe. Sistemul desi este infinitist satisface cerin-
tele nominalismului. Nominalismul si nonfinitismul sunt cel mult incon-
gruente dar nu incompatibile (Goodman [1, p. 166]), unele sisteme cu
ontologii infinite sunt nominaliste, cu conditia si satisfacd criteriile
cruciale. Se pot formula sisteme inrudite pentru aritmeticd (care sa
satisfaca cerintele lui Goodman folosind numirul 1 si un dual singular
si asa mai departe, sau alti posibilitate ar fi addugarea la clase a rela-
tiilor diadiace intre individuali admisi ca valori pentru variabile, dar nu
de tip mai inalt. O altd posibilitate este cea a admiterii infinitezimalilor
ca atomi ai sistemului in acord cu analiza non-standard. Si se mai poate
Incd cu ajutorul teoriei de ordinul al treilea. Asemenea teorii ale cla-
selor sau multimilor neuzuale sunt sever limitate in a oferi fundamente
set-teoretice pentru matematici. Un realism moderat a fost dezvoltat
astfel incit s& contind o adaptare adecvatd a teoriei Zermelo-Skolem-
Fraenkel a multimilor. La o examinare mai atentd conceptia pare sa
devini un nominalism autentic in sensul lui Goodman. Elementele siste-
mului sunt o formulare ,a calculului individualilor cu un individual
nul ; relatia de generare PPy, abomii sunt entitdti unitate (aceia care
sunt nenuli si nu au parti proprii; se admite operatia adunarea unitatii
si (Xj... X...) este surna tuturor entitatilor unitate ; se introduc definitiile
familiare pentru identitatea  mereologicd, pentru individualul nul si
pentru individualul unitate ; propozitii care exprima : proprietatea fun-
damentald a lui P, principii care guverneazi insumarea unitatii, stipu-
leazi existenta unei unitdti si un principiu de compunere.

Se introduce un primitiv nou dar nu o ontologie noud : ,x inst y“
x este un caz (instantiere) a lui y, si sunt date principiile care ii confera
un sens special (principii care leagi relatiile PP si Inst, principiul inclu-
ziunii, principiul puritdtii, principiul extensionalitdtii cu privire la ega-
litatea ,jinstantiald®, principiul restrictionat al abstractiei cu privire la.
contexte care nu confin ,Inst®.

Se adaugi axiomelor logico-matematice, unele postulate de semni-
ficatie (principii empirice) necesare in guvernarea predicatelor nelogice
sau nume luate ca primitive. Se schiteazid semantica teoriei.

Conceptia de aici este autentic finitista, cdci cardinailtatea entitatilor
teoriei este cardinalitatea individualilor admisi. Cardinalitatea este
enuntati aratd R. M. Martin [1] in termenii identitdtii mereologice si
nu ai egalitdtii instantiale. In termenii egalititii instant{iale pot fi gene-
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rate colectiile transfinite, ceea ce ar restitui o portiune suficient de
vasta a teoriei cardinalilor si ordinalilor transfiniti. Aceastd conceptic
nu admite clase ca valori pentru variabile, c¢i mai curiand, redate ca
mdiyiflu&l_li, si din aceastd perspectiva clasele nu sunt necesare in mate-
matica, ci numai principii care produc, demonstreazi ci acclea referi-
toare la diferite feluri de numere, functii, spatii topologic». Din acest
punct de vedere sunt importante legile si nu entitdtile. Filosofic, natura
acestor entitati intcreseazd. Se observa cia nu importa ce individuli sunt
alesl_(obiocte concrete cum preconizeaza reismul, obiecte fizice in acord
cu fizicalismul, evenimente cum sugercazi pfilosofia  procesului¢ sau
qualia in acord cu fenomenalismul 1ui Goodman), caci axiomele aditio-
qfale sau postulatele de semnificatie le vor stipula ca si predicatele adi-
tionale necesare. In ciuda unor dificultati si restrictii nominalismul nu
poate fi acuzat cd ,blocheazd“ cercetarea matematici, asa incat nu mai
adaugd la cele naturale ceea ce confrasicazi puternic cu intuitionismul.

Devine discutabild delimitarea : realismul este asimilat in logicism,
varuinta modernd @ conceptualismulii este intuiticnismul iar nomna-
lismul estc reprezentat de formalism ceea ce implicd relatiile dint.e fil~:-
sofia generald si filosofia matematica.

Realismul care nu se identificd total cu platonismul, dar promo-
veazd sui generis doctrina platoniciand, conform cireia entitdtile ab-
stracte au o existentd independentd de gindire, pe care le putem desco-
peri dar nu crea, cum cred conceptualistii; are la bazi, observa Beth
[1], procedura substantializirii notiunilcr, insd, deoarece o notiune este
desemnati printr-un termen care nu contine variabile libere, urmeaza
de aici cd notiunile sunt considerate obiecte, sau cum problema apare
la un logicist ca Frege, notiunile sunt un sort de obiect, ,pe picior de
egalitate cu alte génuri de obiecte. Substantializarea notiunilor semni-
ficad consecvent unei conceptii platoniste ci clasele sunt substantializate,
considerate, deci, obiecte sau unititi, despre care putem spune ca se
contin sau nu in clase date. Procedura substantializdrii este raspunza-
toare in mod esential de aparitia paradoxului lui Russell.

Platonismul opereazd o inferentd nepermisd de la expresii-predicat
generale la esente generale. Tehnic vorbind, intrebuinfarea predicatelor
este neutrd filosofic. Numai iniroducind interpretarea platonisti a pre-
dicatelor ca nume pentru ceva vom fi condusi sa credem in esente pla-
toniciene. Neprocedind astfel, nominalistul nu este obligat si creadd in
astfel de entitati. Nominalismul neagi existenta universaliilor si accepta
numai variabile individuale, variabile care referd spatio-temporal, sau
eventual numai temporal, obiecte concrete. Deoarece platonistii cred in
existenta universaliilor ei admit folosirea variabilelor pentru clase, pro-
prietdti sau relatii, clasele, relatiile, numerele fiind considerate obiecte
abstracte.

O asemenea apreciere se bazeazi pe supraevaluarea aparatului sin-
tactic al unei teorii, ori, asa cum aifrmid Hao Wang, existid teorii, in

87

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



special sisteme de teoria multimilor in care nu este formulatd distinctia
dintre variabile individuale si variabile pentru clase, si care nu sunt
considerate nominaliste. Wang propune criteriul diferenfa dintre totali-
tdti infinitiste si finite pentru distingerea teoriilor platoniste de cele
nominaliste, nominalismul fiind considerat un finitism strict. Formu-
larea datd de Goodman nominalismului il considerd echivalent cu hiper-
extensionalismul care afirmi cid entitdtile constind din aceiasi indivi-
duali sunt identice. Intr-un sistem nominalistic, dar nu platonistic, enti-
tatile formate din aceiasi atomi sunt aceleasi si urmatorul criteriu-prin-
cipiu va fi satisfacut : (x) (Axy=Axz)Dy =2, dacd x si y sunt identici
el au aceiasi atomi. Nominalismul lui Goodman, distinct de nominalis-
mul constructivist al lui Quine, pleacid de la vag general la mai specific,
si nu de la categoric la ipotetic, nu asuma linia de demarcatie dintre
abstract si concret, dar pistreazi constant refuzul de a recunoaste clase.
Goodman in lucrdri mai recente [2] si [3] nu exclude entititile abstracte
de orice fel, ci numai cere ca si fie construite si tratate ca individuali.
Nominalistul poate construi orice ca individuali, nominalismul descrie
lumea ca fiind compusi din individuali, dar refuzid si construiasci orice
ca o clasa, incat esenta nominalismului pare a fi relevatid de o distinctie
de entitdti si nu de continut.

Referitor la generarea entitdtilor, restrictia extensionalisti apare
ca un caz special al celei nominaliste, care este mai absoluti, incit in
problema entititilor nominalismul este tratat ca un hiperextensionalism.
In Goodman [2] avem de-a face cu un sistem fenomenalist realist, in
care unitdtile neconcrete numite qualia constituie baza si le alege ca
individuali, adicd valori ale variabilelor sistemului; cind o culoare
apare intr-un loc particular si intr-un anumit timp in cimpul wvizual,
atunci aceasta constituie un concretum, aviand trei qualia : culoare, loc
si punct in timp. A optat pentru un sistem realist, si nu particularistic
in sensul lui Carnap [2], deoarece la acestea calititile trebuie construite
din elemente concrete si nu eristd inca o problemi satisficitoare pentru
problema abstractiei, asa oum observi Stegmiiller. Din punctul de vedere
al sistemelor logico-matematice formale Goodman face remarca urmi-
toare, si anume ci nu a sustinut niciodatd cA nominalismul este suficient
pentru a face adaptabil un sistem, ci numai ci platonismul este suficient
sa-l facd inacceptabil.

In ceea ce priveste conceptualismul, acesta sustine cd existd uni-
versali, dar ci sunt construiti de gindire. Reprezntantii conceptualismu-
lui sunt Poincaré, Brouwer, Weyl. Dupd Quine acesti autori acceptd
folosirea variabilelor legate ca sd refere entitati abstracte, insi cu con-
ditia ca acestea sa fie inventate In mod individual din ingredienti ante-
rior specificati. Fraenkel afirma ci ,firul rosu“ al opozitiei dintre rea-
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lism si conceptualism rezidd in asertiunea logicistilor ci clasele sunt
descoperite si cea a intuifionistilor care le considerd ci sunt inventate.

Logicistii ca reprezentanti ai realismului justifici si pastreazi pute-
rile crescitoare ale infinitului, in timp ce, observd Quine, intuitionistii,
(care reprezintd conceptualismul), sunt constransi sd se mulfumeascd cu
ordinul cel mai de jos al infinitului, abandondnd chiar unele legi clasice
ale numerelor reale. In controversa asupra infinitului, dezacordul dintre
logicisti si intuifionisti este pregnant, cici conceptualistii (intuitionistii)
tolereazd numai aritmetica elementard oprindu-se in fata tfeoriei infini-
tatilor mai inalte ca si a unei pdrti a teoriei numerelor reale. Exist3,
insi, o asemanare, afirmd Quine, intre conceptualisti si platonisti si
anume cd si unii si altii asumd universali, clase ca valori ale variabi-
lelor legate, singura deosebire constind in aceea cd platonistii propun
restrictii ontologice menite si evite paradoxurile, in timp in teoria con-
ceptualisti universul claselor este drastic limitat in termenii unei ,me-
tafore a creatiei progresive“; insi aceasti metaford nu oferd in sine o
explicatie a manierei in care se faca cuantificarea conceptualistd peste
clase. Recunoasterea ca universul conceptualistilor este mai sdrac
in principiul-metaford care il limiteazi are mai curdnd o functie si
valoare intuitiva. )

Relevanta nominalismului pentru o constructie a matematicii este
marcatd de aspecte ca: acceptarea logicii functiilor de adevéar, a cuan-
tificdrii si identititii, a predicatelor pe care le aplicd, particularilor, a
algebrei claselor si relatiilor, a unor faze rudimentare ale aritmeticii
reconstruite dupd Quine ca simple variante notationale ale logicii cuan-
tificarii si identitatii.

Variabilele legate pentru clase, relatii, numere sunt acceptate cand
apar in cuantificatori existentiali sau universali in interiorul clauzelor
subordonate si sunt respinse in contextele in care nu pot fi explicate
prin parafraza.

Cuantificarea peste numere este admisi dacd se dispune de un pro-
cedeu care permite identificarea numerelor, prin corelatii arbitrare, cu
diferiti particulari, din universul recunoscut, de pilda individualii lumii
fizice. Dar, pe aceastd cale nu avem asiguratid multiplicitatea infinita
de numere cu care opereaza aritmetica clasicd, caci, in numele princi-
piului lor filosofic, nominalistii au respins universul infinit al universa-
liilor ca pe ,0 lume de vis; ei admit infinitatea universului lor daca
este obiectiv atestatd, si spunem de fizicieni.

Asadar, platonistii (realistii) admit o ierarhie cantoriand a infini-
tilor, conceptualistii admit un grad de infinitate, iar in ce ii priveste pe
nominalisti, aspectul cel mai important al conceptiei lor este bundvointa
sau nebundvointa de a recunoaste un univers infinit al entitdtilor mate-
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matice. Nominalistii se complac intr-un fel de agnosticism in ceea ce
priveste infinitatea entititilor, sau se acomodeazi indirect (prin expe-
diente) matematicii promovate de infinisti. Restrictia ontologicd nomi-
nalistd stipuleazd cuantificarea peste individuali concreti. Nominalistii
resping wuniversul transcendent si se satisfac cu un univers imanent,
partea transcendenti va fi redusa la fictiuni sub controlul definitiilor.
Dacd constructia nominalistd a matematicii ,nu captureazd® Iintreaga
matematica clasicd, atunci fragmentele reocalcitrante vor fi declarate
neesentiale si irelevante.

Este acum clar care este atitudinea formalismului (varianta modern?
a nominalismului) in problema existentei entitatilor matematice.

Realismul a facut obiectul unor vehemente obiectii si critici directe.
S. F. Barker [1] sistematizeazi citeva obiectii expuse si in M. Turlea
[1], si anume : i) realismul este o filosofie prea metafizicd, obiectie care
nu este decisivd, cici este formulatid din perspectivid empirista, despre
care un platonician ar afirma cd nu constituie o conceptie plauzibili
despre matematicd ; ii) este invocatd teorema de incompletitudine, a
carei consecintd (intr-o anumita interpretare) semnificd contestarea unui
domeniu real, independent de mintea noastrd ca subiect al activitatii
matematice, Dar, dupd o remarca a lui Godel insdsii teorema nu pune
in discutie existenta entititilor matematice ci numai puterea de expresie
si puterea deductivd a sistemelor formale, morala fiind ci nu se po=zto
alcitui o listd de axiome care sd ofcre o descriere completd a univer-
sului obiectelor matematice ; iii) a treia obiectie se referd la defiritia’
logicistd a numerelor cu multimi particulare, invocindu-se si alte moda-
litdti de definitie a acestor entititi (rsenta lor este progresia recursivd,
sau modalismaul lui Putnam). Acest argument al lui Benacerraf pare cel
mai convingator, cici Quine observd cid definitia Russell-Whitehead a
numerelor ca multimi de multimi ar fi nu o explicatie adecvati, ci o
eliminare a unei discutii despre o entitate (rumdrul) in favoarea unei
discutii despre o alti entitate mai simpld (mawdtimea). In fata acestei
obiectii, realistul s-ar putea replia, afirmind ci pentru el nu numerzle
sunt obiecte matematice fundamentale, si va adera la opinia ci teoria
maultimilor este partea fundamentali a matematicii, propunind reductia
teoriei numerelor la teoria multimilor. Oricum, ramaine esential faptul
din rationamentul lui Benacerraff pentru sistemul de numere : mai rele-
vanta este structura decit obiectele, ceea ce ataca direct si convingitor
o supozitie platoniciand, sugerand ,eroddrile“ si din directia ,progreselor
structurale“ ale teoriei mulfimii; iv) ultima obiectie vine dinspre teoria
multimilor, care posedd mai multe forme alternative ceea ce ar putea
indica dificultati in determinarea ipoteticului domeniu al entitdtilor
numite multimi. Argumentul apeleazd la teoria semnificatiei, oarecum
interpretatd empirist.
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Realismul supravietuieste criticilor si obiectiilor prin idealul de
obiectivitate al matematicii; realistii cred in adevdrul obiectiv al teo-
remelor matematice, remarci A. Robinson [1, p. 558], pentru ca cred in
existenta obiectivi a entititilor matematice ; aceastd asertiune trebuie
luatd in sens metodologic si nu ontologic.

Revigorarea realismului a fost constatatd in formularea realismului
pluralistic ca o bazd comund (dincolo de divergente) pentru nominalism,
platonism, conventionalism, formalism. Respinge Impreund cu formalis-
mul existenta unui sistem unic de teoria multimilor ca fiind adecvat
pentru intreaga realitate; si respinge impreunda cu platonismul
si nominalismul teoria multimilor ca un sistem formal fard inter-
pretare. Are ceva in comun si cu cantorianismul clasic, caci dacd rea-
litatea nu este constructia mea si dacd mulfimile sunt sau reale sau cu
bazid in realitate, atunci nu va fi necesar ca toate multimile sa fie con-
structibile. Agreiazi cu constructivismul in aserfiunea cid enunturile
despre multimi trebuie si fie inrudite cu constructiuni pentru edificarea
clasificarilor, enunturi confirmabile despre sisteme fizice.

Specific realismwlui pluralistic rdmane interpretarea directd a con-
ceptelor din teoria multimilor in termenii naturii fizice si ai acfiunii
umane ; acceptarea argumentelor empirice pentru si contra teoriei mul-
timilor, pretentia sa, cantorianismul si constructivismul si fie validate
in diferite regiuni si diferite circumstanfe (Cf. L. Apostel [1]).
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4. REALISMUL MATEMATIC AL LUI KANT

4.1. Kant despre cunoasterea filosofici si cunoasterea malematica

Kant a spus despre ,cunocasterea matematici® ci este o ,cunoagstere
din/prin construirea conceptelor®, iar filosofia este ,analizdi a concep-
telor“. Aceste asertiuni centrale in conceptia kantiani, cu vizi directa
la natura matematicii si a filosofiei, motiveaza suficient si convingitor
insistentele lui Kant [1] [2] asupra metodei de cunoastere prin ratiu-
nea purd. Ratiunea este in viziunea filosofici kantiana ,puterea/facul-
tatea de cunoastere% prin concepte, adici ceea ce poate {i ,scos“ din
concepte, acestea fiind ,0 reguld de determinare sub un caz unic¥,
incit se poate spune cd ,puterea conceptelor® este ,puterea regulilor,
sau, In formulare echivalenti, ceea ce este posibil si fie determinat
sub o reguld anumitid. Ratiunea purd este cea care ne di principiile
cunoasterii a priori, aceasta din urmi semnificdnd ,cunoasterea din
concepte®, fira nici un apel la experienti. Dar, in ultimd analizj,
puterea (capacitatea) de a cunoaste a priori este puterea’capacitatea
de a judeca, urmeazi, atunci, ci, cunoasterea din concepte este cunoas-
terea cu ajutorul judecdtii. Prin urmare cunoasterea din ratiune purd
inseamnd judecatd.

Filosofia si matematica sunt doui tipuri de cunoastere rafionala
(cunoastere din/prin concepte) cu diferentd cd prima (filosofia) ,anali-
zeazi“ (conceptele), iar matematica ,construieste“ conceptele. Cunoas-
terea filosofici — cunoastere rafionali — procedeazd prin judecatd,
adicd prin analizd, un sort de ,desfacere a conceptului, in care fiind
dat un ,general® ,scoatem® un particular. Si refinem ca in demersul
cunoasterii filosofice ,analiza“ este elementul central si ,scoaterea®
(prin analizi) este o operatie intelectuald subtild dar si complexa fiind
replica inversi a ,travaliului® sintezei care nu numai cd a premers-o,
dar procedind la o ,unificare a unor particulari sub o reguld gene-
rali a ,prezidat¢ constituirea generici a conceptului (i, deci, concep-
telor). Putem gandi judecata ca o analizd a conceptului, ca o clarificare
(unde am auzit noi acest cuvant? a, da, la Wittgenstein!) a naturii
acestuia, o reprezentare a raporturilor, momentelor, care, initial, nu
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erau gandite in mod explicit. Sinteza, generatoarea conceptului, unifi-
catoare a particularilor sub ,jurisdictia¢ regulei generale, angajati in
propriul ei demers fauritor de concept(e), ea este responsabila de
Hsaltul®, sau ,incheierea logica“ care desdvargeste conceptul si tot ea
ne da seama de ,maltitplul infinit al experientei”, numai ci ne reco-
manda prudentd ; cici, tot ceea ce ea (sinteza) a facut este si ne per-
mitd sd ,manipuldm* multiplul infinit al experientel, dar nu sa-1
LStapdnim®, este pretul platit pentru oficiul ej de ,incheiere logicd“,
{,salt“ de la particular la general). Suntem avertizati in spirit kantian
sa ludm ,afacerea® cu rezerve, deoarece conceptul nu s-a niscut, aici,
in demersul sintezei (unificatoare) prin parcurgerea reald a totalitdtii
acestor multiplicitdti in care abundi experienta. Si cum experienta este
mai vastd decat logicul, conceptul, tot este permis numai dacid ne asu-
mam si riscul ,extrapoldrii, efectuate, o lectie, pe care credem, Kant
»0 invdtat-o¥ de la autorul ,Principiilor matematice ale filosofiei
naturale®, l-am numit pe Isaac Newtion. Altfel filosofia naturald care
la englezi inseamnd stiintd naturald, fizica, am fi mai asteptat mult
timp actul ei de nastere ca stiintd teoreticd (matematizatd) a naturii.
Conceptul este reprezentat de un cuvant, dar nici conceptul si nici
cuvantul nu prind continutul obiectului desemnat prin denumirea ce
o are; functia conceptului-cuvintului este referentiald si nu predica-
tiva. ,,Cuvdntul-concept« denumeste numai o totalizare de utilizari, in
care s-a apelat la el, pentru a desemna o totalitate de fapte de expe-
rientd, totalitatea logicd inerentd conceptului avind valoarea unui
instrument pentru denumirea acestei totalizari. Geneza conceptului
rezidd in totalizarea momentelor sale si ea (geneza) trebuie inteleasa
in mod logic, si nu psihologic (temporal), si anume este vorba de ante-
rioritatea, din punct de vedere logic, a ,eterogenititii diversului mo-
mentului® (relevante pentru experientd) fatd de ,omogenitatea unitard
a conceptului® care le totalizeazd, unifici si le denumeste.

Teoria kantiand asupra cunoasterii (filosofice) in care sunt anga-
jate concept-cuvant, experienta si altele au avut impact postum, vizibil
in conceptiile filosofului englez B. Russell, ale lui Wittgenstein si ale
membrilor ,Cercului de la Wiena®, acestia toti, sustinadnd ca propozi-
tiile filosofiei sunt lipsite de semnificatie, deoarece nu se supun unei
exigente formalizatoare a semnificatiei. Numai cd perspectiva de abor-
dare fiind accentuat lingvistica, analiza — termenul cheie in explicatia
demersului cunoasterii filosofice — nu mai este atdt una predominant,
logicd, cadt devine una mai curand lingvistica, ,scoaterea“ la lumina
gindirii nu atdt a ceva deja ce existd definit in concept, ciat o analiza
a modului in care au fost create propriile noastre cuvinte, a experien-
telor care le-au precedat si facut posibile. Indemnul lui Wittgenstein
la a determina conceptual cdt mai precis elementele limbajului nostru,
ca 0 exigeni{i necesard si deziderabild comunicirii, ne restituie In fapt
conceptia kantiand despre natura si scopul filosofiei.

Cunoasterea matematicd are particularititi. specifice, fiind, cum am
mai spus ,0 cunoastere din construirea conceptelor®; spre deosebire de
filosofie care analizeazd, matematica construieste. in cazul matematicii
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nu mai avem de a face cu ceva deja dat asupra ciaruia demersul nostru
incearca sa-1 clarifice, expliciteze, deci si-1 analizeze. Kant spume ca
a construi un concept inseamnd ,a prezenta a priori intuitia care ii
corespunde“. Exegetii lui Kant considera ca aceasti asertiune weonden-
seazi®, ascunde secretul intregii conceptii kantiene despre natura enti-
tatilor (obiectelor) matematice, despre posibilitatea funddrii matematicii.

Demersul kantian in aceastd problem& comporta doud aspecte :
ce Inseamnd a construi un concept si ce inseamnd ,a prezenta a priori
o intuitie®. La prima chestiune, Kant raspunde, textual : a construi un
concept iInseamnd a prezenta a priori intuitia care ii corespunde.
Comentind, pe scurt, inseamna cd in construirea unui concept apelam
la o intuitie, care fiind angajatd in orizont conceptual, trebuie si fie
ne-empiricd, si deci in terminologia consacratd, aceasti intuitie este
un ,singular“, dar nivelul de conceptualitate la care opereaza obligad
pentru ca sd aibd functie constructoare, si posede o valabilitate gene-
rala, adicad sd@ se aplice tuturor intuitiilor posibile ale conceptului.
Referitor la chestiunea ce inseamni a prezenta a priori o intuitie, in
opera lui Kant, rdspunsul este dat invocind constructia unui triunghi,
exemplul devenit deja clasic si care poate fi descris in termenii kan-
tieni astfel : cdnd eu construiesc un triunghi, prezint obiectul cores-
punzidtor conceptului (de triunghi) si fac aceasta in doud moduri: fie
prin simpla ,imaginatie“ in intuitia purd, atunci cdnd il construicsc
doar mental ; fie in intuitie empiricd, dacd il construiesc pe tabla, sau
pe hartie. i

834 remarcim prezenta unor concepte-cheie: imaginatie, intuitie
purd, intuitie empiricd. Mediul relevant al imaginatici este intuitia
purd, imaginatia prezentind obiectul corespunzidtor conceptului (in
cazul nostru conceptul de triunghi) prin apel (cu ajutorul) intuitiei
pure, ceea ce inseamni ne-participarea experienfci, deoarece obiectul
in cauzd nu existi in cadrul ei. Totusi, imaginatia ,se hrdneste* din
n,materialul experientei“ vig intuitii empirice pe care imaginatia le
aduce cu ajutorul schemelor transcendentale sub categorii {ormind
conceptele, gratie unui proces complex de analize si sinteze succesive
cuprinzdnd aprehensiunea, reproducerea rccognitio, proces descris ,in
extenso*de Kant in prima editie a Criticii rafiunii pure, dar la care
a renuntat in editiile ulterioare, motivind cd in demersul siu ii sunt
suficiente sensibilitatea si intelectul.

Am amintit ca in relatia dintre imaginatie si experienti prima
foloseste materialul celei de a doua: acest lucru trebuie si-1 intelegem
nu in sensul cd imaginatia ar lua obiectul din experienti (gata facut,
existent) ci in sensul ci foloseste datele acesteia. Ar urma, in ipoteza
absurdd, cid neavand contact cu experienta noi nu am putea gindi sau
crea nici un obiect matematic ? Contextul kantian oferd urmatoarea
solutie : obiectele matematice nu pre-existd nici in noi $i nici in afara
noastrd, ci sunt create de noi in intuitic purd, adicd independent de
experientd, prin urmare modul in care creem figurile geometrice (care
sunt un sort fundamental al obiectelor Imatematice) nu depinde de
ceea ce realmente noi am observat in sfera experientei. Un atare
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raport, sau mai bine spus, o asemenea explicatie a raportului matema-
ticii cu experienta obstructioneazi ,invazia“ psihologismului in mate-
maticd, si, mai mult, in sfera investigatiilor fundationale ; in ciuda deli-
mitarilor lui Kant de psihologism, a insistentelor sale asupra acestui
aspect, Frege inci mail reprosa kantianismului prezenta unor reziduri
psihologiste in conceptia kantiand despre matematica, in special despre
geometrie.

Asadar, intuitia purd® si nu erperienta, este sursa relevanta a
cunoasterii geometrice. Geometria este intemeiatid pe ideea de spatiu,
ca formd a priori a intuitiei externe. Sub infulenta fizicii lui Newton
va prelua ideea de spatiu din aceasti teorie si va ajunge la concluzia
ci spatiul nu este un concept empiric, adicad extras din experientele
externe. In Estetica transcedentald face o expunere a conceptului de
spatiu, unde insistd asupra acestui aspect si conchide cd reprezentarea
de spatiu trebuie pusid ca fundament, tocmai ,pentru cid anumite sen-
zatii sa fie o raportare la ceva in afara mea, pentru ca eu sd-mi pot
reprezenta lucrurile exterioare unele altora sau ca unele, deci nu
numai ca fiind diferite, ci ca fiind in locuri diferite“.

ySpatiul« transcedental (kantian) isi are sursa in teoria newtoniand
a spatiului absolut. Pentru Kant acest spatiu sui generis al fizicii lui
Newton este de fapt spatiul geometric. Dar evolutia stiintei din peri-
oada postkantiand a contestat si chiar a infirmat valabilitatea aprio-
rismului spatial. Atacurile decisive ale conceptiei kantiene despre
spatiu si In ultimd instanti despre spatiul geometric au venit dinspre
teoria relativitdtii si geometriile neeuclidiene, in special geometria
fizicd a lui Riemann. Teoria relativitatii (care a folosit si a asimilat
geometria lui Riemann) a reliefat o proprietate remarcabild a spatiului,
relativitatea. Spatiul geometric, respectiv spatiul sui generis cu care
opera fizicd newtoniand, depinde, conform teoriei einsteiniene a relati-
vitatii, de continutul lui material, de structurs sau starea materiei.
Asadar, nu existd un spatiu absolut, ci un spatiu relativ la continutul
si struotura materiei; este ideea dependentei spatiului de materie.
Critica concepfiei kantiene despre spatiu trebuie si ia in seama faptul
cd la data cdnd filosoful german formula cunoscutele sale principii din
Estetica transcendentald actualele teorii moderne din fizicid si matema-
tici incd nu erau elaborate, iar realizarea stiinfifici paradigmatici in
domeniu, continua si fie fizica newtoniand din care el s-a inspirat.
Este de vidzut in ce madasurd «semnificatia transcedentald» a spatiului
a fost afectatd de consecintele teoriilor stiintifice moderne, daca este
sd ludm in consideratie distinctia transcedental-fizic, precum si
faptul ca teoriile lui Riemann si Einstein se referi la semmificatii,
aspecte fizice si geometrice, iar «filosoficul», in ciuwda vulnerabilitatii
generate de dependenta de «stiintific» (dupd unii autori) are, totusi,
0 autonomie care-l1 poate face imun. Einstein spunea ci prin teoria
relativitdtii ,spatiul si timpul au fost despuiate nu de realitatea lor,
ci de absolutul lor cauzal pe care Newton a trebuit si-1 atribuie aces-
tora pentru a face posibild exprimarea legilor cunoscute atunci®. Teoria
relativitatii relativizeazd absolutul newtonian de care Kant avusese
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nevoie, deoarece corespundea exigentelor de abstractizare si non-empi-
ricitate necesare intemeierii «Esteticii transcedentale». Relativizarea
spatiului loveste in absolut ca un caracter al realititii si nu in reali-
tatea efectivd. Materia, in terminologie kantiani ,fenomenul®, influen-
teazd, determind structura spatiului ceea ce nu inseamna cia fenomenele
nu depind de spatiu. Kantianismul, spre deosebire de alte filcsofii, a
insistat remarcabil asupra subiectivitdtii transcendentale, spatiul forma
a subiectivitatii transcedentale este «conditia posibilitdtii fenomenelor
ca materie», modalitatea de a fi a obiectelor in intuitia externa (spa-
tiul). Structura spatiului in care existi obiectele se dilati sau se con-
fractév in functie de continutul siu, un continut pentru noi intrucit si
In masura in care este confinut al spatiului.

Spatiul transcendental kantian este un ,spatiu sui generis¢ extras
prin asimilare filosofica din cel euclidian-newtonian. Epistemologia
geometriei depinde de maniera in care concepem ontologia spatiului.
Este vorba de intelegerea transcendentali a ontologiei spatiului carc
si-a pus pecetea asupra conceptiei kantiene despre cunoasterea mate-
matica. Intemeierea cunoasterii matematice, in special a celei geome-
trice pleaci de la spatiul transcendental, considerat intuitie. In exemplul
ultra-cunoscut al triunghiului, trebuie si iesim din sfera conceptului
pentru a-1 determina, ceea ce face ca judecdtile geometrice sa fie
sintetice. Existd douid moduri de-a determina conceptul in cauzi : dupa
conditiile infuifiei empirice, sau dupd cele ale intuifiei pure. In mod
corespunzdtor avemn in primul caz de-a face cu o0 judecati empirici,
dar atunci proprietdtile triunghiului nu vor avea universalitate, cum
se intdmpld atunci cidnd proceddm la masura unghiurilor triunghiului ;
in cel de al doilea caz determinarea se face prin constructie, si anume
constructie geometricd ; orice proprietate a unei figuri geometrice se
introduce printr-o constructie din intuitia purd sau din sinteza acestor
proprietiti. Proprietitile folosite de sintezd sunt determinatii precise
ale conceptelor, constituite independent de experienta.

In constructia aritmeticd, decarece entititile aritmetice (numerele)
nu posedd caracteristici proprii care si fie expuse, nu putem prezenta
a priori o intuitie care si corespundd conceptului.

4.2. Internalism versus Externalism

H. Putnam [1, p. 100] discutd despre doud mari perspective filo-
sofice, ambele avand si componenta ontologicd si pe cea epistemolcgica.
Prima perspectiva este cea oferiti de realismul metafizic, potrivit careia
lumea ,constd Intr-o totalitate fixatd de obiecte independente de min-
tea (si gindirea) umani. Existd in mod exact (o singurd) descriere
adeviratd si completi a «modului in care existd aceastd lume»; ade-
varul angajeazd un fel de relatie de corespondentd intre cuvinte si
semne ale gindirii si lucruri si multimi-de lucruri externe. Eu voi
numi aceasti perspectivd, perspectiva externalitd, deoarece punctul el
de vedere favorit este un punct de vedere al Ochiului lui Dumnezeu“.
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A doua perspectivi, mai recentd, dar cu reprezentanti si clasici ai
filosofiei universale, confundatd cu puncte de vedere diferite de ea,
este perspectiva internalistd, numitid astfel, deoarece chestiunea din ce
obiecte constd lumea se pune in interiorul unei teorii sau descrieri.
Filosofii care apartin acestei orientdri, dacd nu toti, oricum, cei mai
multi, sustin ca existd mai multe teorii si nu o singurd teorie adevarata
care ne furnizeazd o descriere adecvatid a lumii. jAdevdr® in conceptia
internalistd, nu semnifici ceea ce acrediteazd ,teoria adevdrului cores-
pondentd“, inaelienabilul gnoseologic al perspectivei internaliste. In
perspectiva internalistd, scrie H. Putnam [1], ,adevdr* este un fel de
acceptabilitate rationald (idealizati) — un fel de coerentd ideald al
credintelor noastre, intre ele, dar, si cu experientele noastre asa cum
sunt ele insele reprezentate in sistemul nostru de credinte. Prin urmare
adevarul nu (se) constituie (ca) o corespondentd cu stirile de lucruri
(states of affairs) independente de gandire sau de discurs. Nu existd
un punct de vedere al ,Ochiuwlui lui Dumnezeu®, ci existd diferite
punte de vedere ale oamenilor, sau ale altor minti, eventual ale extra-
terestrilor, dacd acestia existd, care au interese si scopuri ce corditio-
neazd reflectarea lumii in imaginea construita despre aceasta. Perspec-
ttiva internalistd a fost asociati cu  teoria adevarului coerenti“, ,non-
realism¥, | verificationism¢¥, ,pluralism“ etc.,, termenii gasiti nepotriviti
de catre Putnam datoritd aplicatiilor lor istorice si filosofice.
oInternalistii, (pragmatistii, in primul rand) resping ipoteza de-
monului lui Descartes si varianta modernd, ci noi toti suntem ,Brains
in a Vat“, declardnd-o drept o simpld constructie lingvisticd si nu o
lume posibild ; este vorba, mai curind, de o lume paraleld, remarca
Putnam, care asumi de la inceput punctul de vedere al ,Ochiwlui lui
Dumnezeu* despre ,adevdr®, acesta ca independent de observatori ; ori
»lumea® presupune o interactiune cu observatorul, iar ,adevdrul“ este
relational. ,Externalistii dimpotriva, sust{in cd ,lumea® existi in sine,
independentd de observator (s4 ne amintim ca aceastd lldee figureaza
ca un postulat filosofic al fizicii clasice newtoniene!), iar adevdrul®

nu este relational ci constd in corespondenta cu lumea asa cum este
in sine. Relatia de ,corespondenti« fundeazi adevdrul si referinta,
ceea ce in interpretarea lui Putnam creeaza dificultdti pentru filosoful
externalist, dacd admitemm cad el este ,un Brain in Vat¥ Privitor la
dificultdtile realismului se pot vedea referirile lui H. Putnam [1] la
pteoria magicd a referintei® si la teoriile cauzale ale referintei si ne
marginim la enuntarea tezei internalismului, l-am numi Kantian.
Concis, Putnam [1, p. 101] afirmi ca in conceplia internalisti scmnele
nu corespund in mod intrisec obiectelor. independent de cum aceste
semne sunt intrebuintate si de cine. Un semn care este actual intre-
buintat intr-un mod particular de o comunitate particulara de utiliza-
tori poate corespunde obiectelor particulare in interiorul schemei con-
ceptuale a acelor utilizatori. Pentru ci ,obiectele® nu existd in mod
independent de scheme conceptuale. Noi reducem lumea la obiecte cand
introducem o schema sau alta de descriere. Deéoarece obiectele si
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semnele sunt asemandtoare in schema de dcscriere, este posibil sa
spunem ce se aseamana‘.

Problema discutatd de H. Putnam [1] este: cum sd fie un realist
intern §i un idealist transcendental ? Preliminariile derulate ne par
necesare In abordarea realismului matematic kantian, stiut fiind ca
filosofia lui Kant a fost calificati de toti exegetii operei sale ca
nidealism  transcendental”., Cum se stie, Kant a apirat ,idealismul
transcendental® versus ,realismul transcendental®. Idealismul transcen-
dental este conceptia care sustine cid obiectele empirice sunt simple
aparente, In timp ce realismul transcendental considera aceste obiecte
{empirice) ca ,lucruri in sine“.

Carl J. Posy [1] propune doud interpretiri rivale ale idealismului
transcedental kantian: una ontologicd care esueazd cand lecturim pe
Kant, dar si pe un anti-realist ca Brouwer, autorul unei filosofii con-
temporane a matematicii axatdi pe teme constructiviste explicit kan-
tiene ; cea de a doua interpretare face apel la ,notiuni populare* din
filosofia limbajului care lucreaza valabil in ceea ce il priveste pe Kant
(dar poate si pentru Brouwer). Autorul citat considera productivi
aceastd a doua interpretare, relevanta notiunilor lingvistice aplicate in
lectura kantianismului fiind remarcabild : obtinem un Kant intuitionist,
cu privire la stiinta empiricd, si un Kant realist, sau cel pufin un
apdrator al logicii clasice c¢ind raportam conceptia kantiana la
matematica.

Conceptia Iui Kant despre lumea empiricd, atunci cidnd se refera
la varsta universului, si adoptd realismul, ascunde o contradictie
internd (a se vedea capitolul ,Antinomia%). Intr-adevir, realismul
transcendental sustine ¢i sau lumea are un inceput finit in timp, sau
se intinde infinit in trecut. Kant demonstreazd cid nici una dintre aces-
tea nu este adeviratd, si in aceastd manierd reduce realismul trans-
cedental ad absurdum. (Argumentarea kantiand : un trecut infinit —
al universului — este imposibil, deoarece este imposibil si mdasuram
o asa intindere infinitd ; dar si un inceput — finit — al universului
este exclus, deocarece evenimentul creatiei ex nihilo nu poate avea o
cauzd observabild). C. J. Posy remarca faptul ci discutia kantiana
despre masurabilitate distorsioneazi proprietitile sirurilor (series)
discret ordonate. Iar B. Russell a afirmat cd Imm. Kant nu a fost in
stare sd exprime suficient de clar infinitatea unei clase (in cazul dis-
cutiei kantiene clasa duratelor trecute) si cd mutatia fundamentald
kantiani a fost subminati de descoperirea numerelor infinite (Cf.
C. J. Posy [1)).

Se constatd un fapt remarcabil care angajeazd problema consis-
tentei: in idealismul transcedental nu avem disjunotia trecutul finit
vs. trecutul infinit, in timp ce realismul transcendental nu este liber
de aceastd disjunctie. Dar, mai mult, dupd ce Kant afirmd cid lumea,
universul idealismului transcedental nu este nici finit(d) nici infinit(a),
putin mai incolo, comenteazid C. J. Posy [1], acelasi Kant sustine cé
Jumea idealismului transcendental se extinde infinit in trecut.
'C. J. Posy crede ca aici este posibil ca Imm. Kant si distingd intre
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infinitul actual si cel potential, desi distinctia nu apare numitd ca
atare, in plus, realismul despre obiectele fizice este compatibil cu
negarea infinititii actuale.

In cele ce urmeazi (pini la propriul nostru comentariu) expunem
ideile formulate de C. J. Posy [1]. Observdm mai intai, ci filosoful
german are de a face cu un sir discret linear ordonat, sir de durate
temporale, egale, cum sunt zilele, care curg inapoi dintr-un punct fixat,
elementele sunt ordonate de o relatie care satisface axiomele unei
ordini lineare. Adopti un limbaj formal simplu de ordinul intai (L)
avind un singur simbol binar nelogic ,B“ care desemneazid ordonarea
discretd a duratelor; B(x,y) este citit intervalul x a iInceput la un
moment distinet anterior inceputului lui y.

Inceputul finit este simbolizat :

1) Ix vy=x B(x, y)
Trecutul finit :

2) vxdy==xB(y, x)

Formulele 1) si 2) sunt considerate ca reprezentdri simbolice ale alter-
nativelor lui Kant, ce nu ascund iregularititi ordinale si sunt consis-
tente cu ordinea lineard a timpului; (2) este expresia infinitului, dar
existenta numerelor infinite este apreciatd ca irelevantd pentru aceasta
pereche de formule, noteazd C. J. Posy [1]. Apare o problema logica
care se disolva : dacd asociem realismul transcendental cu logica clasica
si idealismul transcendental cu logica formulati pentru intuitionism,
deoarece rezultatul disjungerii intre 1) si 2) reprezinti un adevar logic
clasic si nu unul! intuitionist.

Idealismul transcendental este filosofic interesant numai daci
gasim o modalitate de a-1 lega de intuitionism, si acesta are importanta
in disputa realism transcedental — idealism transcedental cnidd o legdm
de logica discursului empiric. O aplicatie ar fi pe cazul problemei con-
sistentei (care a fost amintitd : negatia kantiand a infinitatii lumii si
asertiunea lumii si asertiunea cd lumea nu-se intinde infinit in trecut)
acestor doud asertiuni mentionate intre parantezele de mai sus. Punc-
tele demersului ar fi: asumptia cd.irealismul transcedental leagd exis-
tenta fizicd cu experienta, interventia facultdtii de ratiune (faculty of
reason) ca elementul-cheie In formarea teoriei, in genere, elementul
care guverneazi activitatea inferentiala si care realizeazi ceea ce am
numi ,extrapolarea® de la date stiintifice (relevante empiric partial) la
generalizari stiintifice, caz frecvent in sfera descoperirilor cosmologice.
Cu aceastd tendinti spre completitudine, un sort de ,incheire logici®
in formarea teoriilor . noastre, facultatea ratiunii contribuie remarcabil
si decisiv la formarea -tabloului nostru despre univers, unde desigur,
isi ia ca aliat experienta, -observatia, dar observatiile si experientelc
cer o alta facultate, ,faculty of intuition® (faculiatea intuitiei). Einstein
a precizat lapidar natura fizicii (am zice cd ce el a spus este vaalbil
si pentru fizica in sens- larg, ca stiintd naturala, relevantid factual,
empiric) spundnd- cid Ratiunea 4 Experienta — Fizica. Facultatea
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ratiunii  postuleazd, in viziunea kantiand, infinitatea ca un ideal
regulativ.

C. J. Posy [1] considerd ci prima interpretare a ideailsmului trans-
cedental, aceea ca idealism ontologic, il converteste intr-un sort de
constructivism fizic, numit fenomenalism, care consideri obiectele
materiale ca fiind integral constructii umane. Caracterul standard al
acestei interpretdri rezidd in conexiunea ei cu ,teoria adevdrului cores-
pondentd“ si in pastrarea semnificatiilor tabelelor de adevar ale conec-
tivelor logice. Conform acestei interpretiri obiectele fizice sunt des-
crise ca fiind construite (sintetizate) din materialul intuitiei, iar obiec-
tele matematice sunt gandite ca analog ronstruite, dar dintr-un ,ma-
terial mult mai rarefiat“. Pentru aprofundarea acestui aspect se poate
consulta Ch. Parsons [1], unde gisim o idee importanta care legiti-
meaza consistenta interpretarii, lecturii propuse, si anume acordul ei
cu ceea ce a inteles Kant prin intuitii (empirice si matematice) si
anume cailtatca lor de a se aplica obiectelor lor ,in a de re relation®.

Relatia dintre obiecte matematice si obiecte materiale ne apare
acum in termenii cd primele pot fi considerate ca ,versiuni reificate
ale principiilor care guverneaza constructia obiectelor empirice“. Mate-
maticianul ca si omul de stiintd, construieste obiectele sale, o conceptie
care are acoperire in multe texte din Brouwer [1, p .480]: ,..existd
complexe iterative de senzatii ale ciror elemente sunt permutabile in
puncte ale timpului. Unele dintre ele sunt complet Instrdinate de
subiect. Ele sunt numite lucruri. De exemplu individuali, i.e. corpuri
umane, ..sunt lucruri. ..Matematica intrd in existenti cand twdity
(doimea, doi in unul), creati de miscarea timpului este destituita de
orice calitate a subiectului si cdnd forma vidi care rdmine a substra-
tului comun al doimilor, ca intuitie de bazd a matematicii este ldsata
sd creeze desfasurdnd nelimitat noile entitdti matematice“.

) Constructivismul ontologic, temd kantiani prin excelentd, nu poate
servi ca o bazd filosofici pentru fundarea credintelor legice ale lui
Brouwer, desi invalideazd bivalenta.

Carl J. Posy [1, p. 120] sistematizeazd urmdétoarele trei motive ale
esecului constructivismului ontologic, de fapt ale idealismului ontologic :
»~Mai Intdi, aceasta interpretare face imposibil si intelegem rationa-
mentul realismului in antinomie. Dacd evenimentele si obiectele fizice
sunt (pentru realist) lucruri in ele insele independente de gindire, de
ce ar trebui maésurabilitatea sau nemdsurabilitatea lor si afecteze in
vreun mod adevirul judecatilor despre marimea lor ? In al doilea rand,
dacd obiectele sunt construite din materialul senzatiei, ce speranti
existd pentru obiecte vagi (faint), prea indepartate sau prea mici sd
fie percepute ? Kant in mod clar sustine ¢d lucrurile de acest fel (stele
indepartate, particule minuscule) majoritatea sunt in mod definit
obiecte fizice, si existd. In final, aceastd lecturi (interpretare) estom-
peazi orice diferentd apreciabild dintre Kant si Berkeley. Cei doi vor
fmpirtasi aceeasi teorie a adevarului si aceeasi conceptic fenomenalista
despre obiectele empirice. Aceasta este rau (din cauza fenomenalismu-
lui ca doctrina indezirabild despre obiectele materiale) si chiar foarte

riu deoarece Kant se separd explicit de Berkeley in diferite ocazii“.
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Rezultd din aceastd argumentare cd baza [ilosoficA necesard gene-
rarii logicii intuitioniste, iar pentru Kant in domeniul stiintei empirice,
trebuie cautati in alti parte. O tentativa apartine Jui M. Dummett,
care va valorifica unele sugestii ale lui Heyting ; dacd argumentul sau
filosofic este consistent va invalida bivalenta si va genera logica intui-
tionistd, este ceea ce este numit teoria asertabilititii semnificatiei.

4.3. Actualitatea lui Kant in filosofia matematicii

Aproape cd este un adevdr comun sd spui cd toate programele
fundationiste din filosofia contemporand a matematicii (logicismul,
formalismul, intuitionismul) sunt indatorate lui Kant. ,Un filosof dec
talia lui Kant are o operd complexd si, poate, controversatd nu numai
datoritd originilor ei nobile in cultura greacd anticd (filosoficd si mate-
maticd) si cea modernd, ci si prin rezonanta si impactul ei postum,
Acest impact il gdsim la originea unor mari programe fundationiste ale
matematicii divergente si rivale: logicismul fregean, formalismul hil-
bertian si intuitionismul brouwerian. Kantianismul a provocat si re-
flectii ce au condus la conceptii opuse apriorismului al ciror reprezen-
tant important a fost J. S. Mill. Este indeobste acceptat, de la grecii
vechi incoace, cd matematica a fost consideratd aproape unanim o
stiintd a priori, deci o disciplind stiintificd ale carei propozitii se pot
stabili fara apel la experientd, fard a invoca informatii asupra unor
obiecte particulare. J, S. Mill a sustinut, impotriva acestei tradifii care
l-a inclus si pe Kant, cd aritmetica este [undatd pe inductii pornind
de la fapte referitoare la anumite grupe de luciruri® (M. Turlea [1]).

Logicismul care incepe in sens actual cu Frege (continuator al lui
Leibniz in aceastd linie de gandire) s-a constituit, in intentia sa cen-
trald dar si ca structurd a demersului, in forma unor rellectii prilejuite
de critica filosofiei matematicii a lui Kant. Frege isi va focaliza analiza
asupra naturii adevarurilor aritmetice, despre care a susiinut ci sunt
analitice, prin care el a inteles ca de fapt adevirurile aritmetice sunt
adevaruri logice (stabilite numai prin apel la lecgile logicii si definitii).
Supozitiile ontologice care ofera cadrul demersului {regean par a [i de
sorginte palatoniciand. Dar intrucit distingem nuante care i1 indepar-
teazd de platonismul extrem sau ontologic, cum il caracterizeaza
P. Bernays (On platonism), lucru evident cind defineste obiectivitatea
ca fiind  capacitatea de a fi accesibil mai multor subiecti ganditori“
ne intrebim, firesc, de care filosofi ai marii traditii se apropie gandi-
torul de la Tena in abordarile sale. Este de presupus Kant, avand in
vedere locul conceptului de obiectivitate in cadrul filesofiei kantiene.
Frege nu a acceptat sensul obiectivitatii de ,existentd independentd de
spirit“, prezent in platonismul ontologic. Obiectivitatea in sens fregean
semnifica faptul ci se constituie independent de senzate, sau orice alti
reprezentare psihicad, subiectivd (este aici evident, antipsihologismaud
sdu, el considerand psihologismul ca irelevant in cercetirile fundatio-
nale). Dar Frege, in virtutea rationalismului siu, va sustine ci nu
obiectivitatea este dependentd de. ratiune, prilej cu care subiectivitatea

102

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



senzatiel, generatid de sensibilitate, este depasitd prin (si in) obiectivi-
tatea gdndirii (rationale). In acest context, ne-am putea intreba, daca
aceastd depdsire se realizeazd si cu ajutorwl ,cadrului transcendental®
de tip kantian. Raspunsul este negativ, deoarece Frege considera acest
cadrul transcendental insuficient in sdvarsirea depasirii  mentionate
anterior. Cadrul transcedental kantian intemeiazd cel mult ,consensul
general uman®, dar nu obiectivitatea adevdrului (de altfel cum observa
Kneale, W. si M. [1]). Frege a contestat intuitiei orice vocatie de
fundare. Valorificind studii in problem&, dar si enuntind si propriile
mele opinii scriam intr-un studiu omagial cu ocazia implinirii a 209 de
ani de la aparitia Criticii ratiunii pure: Rationalismul fregean nu este
specific unui idealist obiectiv (i1 vizdm pe Platon) si nici unui neokan-
tian (aveam In vedere idealismul transcedental al lui Kant, relevant
prin cadrul sdu transcendental in problema obieectivititii), pentru care
obiectivitatea se limiteazad la intersubiectivitate, consens uman. Desi
pleacd de la distinctia kantiana, «obiectiv-real», Frege, intemeietorul
logicismului modern, nu aderd la constructivismul kantian, pentru care
domeniul  «obiectivului» se construieste in gindire prin interventia
constructoare a elementului a priori, dar nici nu admite excesul plato-
nismului relevat de «domeniul inteligibil transcendent-». Ontologia rea-
listd fregeand recunoaste si recenstruieste domeniul obiectivului, dar
autorul el nu va echivala obiectivul cu realul, cdci elementul ei central
il va constitui «domeniul obiectiv-nereal» in care sunt localizate si enti-
tatile aritmeticii — numerale, considerate obiective dar nu si reale,
adicd aspatiale si atemporale“ (M. Turlea [1, p. 89)).

Din literatura filosofiei matematicii actuale stim cd K. Godel [1]
este cel care a formulat explicit realismul platonic sau ontologic si in
care se fac referiri exprese la Kant. Pozitia realismului platonic la
care a aderat Godel a fost caracterizatd de el in termenii urmaétori :
conceptele si axiomele matematicii, in spetd ale teoriei multirpilor,
ydescriu o realitate bine determinatd®. El scrie textual : ,Pentru cineva
care considerd obiectele matematice existind independent de construc-
tiiile noastre sau de intuirea lor individuald si care cere numai ca
conceptele matematice generale si ne fie suficient de clare pentru a fi
capabili si le recunocastem consistenta lor si adevarul axiomelor care
se referd la ele, existd, cred, o fundare satisficitoare a teoriei mulfi-
milor a lui Cantor in intregul ei sens si in intreaga ei extensie originala,
si anume axiomatica teoriei multimilor interpretatd in modalitatea care

va fi schitatd mai jos. Poate pdrea, la inccput ca paradoxurile teoriei
multimilor vor condamna la esec o asemenea abordare, dar o exami-
nare mai atentd aratd ci ele nu produc deloc dificultati“.

«Realitatea matematicd» (clasele si conceptele ca obiecte reale,
existente independent de definitiile si constructiile umane) este, deci,
un domeniu de entitati nespatiale, nementale, atemporale, nelingvistice,
pe care le cunoaste si le descoprd mintea umand, in calitate de subiect
al unei intuitii ne-empirice. Postulatul acestei realitdti (existente) ma-
tematice isi invedereazd  virtusi remarcabile in explicarea naturii
cunoagsterii matematice, in primul rand ne di seama de intuitia mate-

103

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



maticd si adevdrul matematic. Argumentarea godeliand are caracter
transcendental, caci adevarul axiomelor teoriei multimilor care ni se
impune, ne constringe si admitem existenta unei perceptii a obiectelor
teoriei multimilor, ceea ce in limbaj echivalent se numeste intuitie,
care la randul ei ca si fie explicatd reclaméd ,presupozitia admiterii
unui dat exterior, matematic, altul decat cel fizic®. $i descrierea acestui
dat matematic este ficutd, iardsi, prin referire explicitd la Kant: ,Nu
decurge, totusi, deloc, scrie Godel [2], ca datele de acest al doilea gen,
intrucat nu pot fi asociate cu actiunea unor anumite lucruri asupra
organelor noastre de simt, ar fi ceva pur subiectiv, asa cum a afirmat
Kant. Mai degrabi ele pot reprezenta de asemenea un aspect al reali-
tatii obiective, dar, in opozitie cu senzatiile, prezenta lui in noi se
poate datora unui alt gen de relatie dintre noi si realitate.

S-a facut observatia cd GoOdel are o conceptie complexd asupra
cunoasterii matematice, si in primul rdnd despre intuitie. Gddel este
interesat nu numai de Estetica transcedentald, care, cum se stie, asuma
diversul imediat al intuitiei matematice“, ci si de Analitica transce-
dentald din care preia ideea despre ,constituirea obiectelor fizice din
diversul experiente senzoriale si intuitiei prin sinteza intelegerii —
baza aplicabilitatii categoriilor%. Dar il separd pe Kant ceea ce se
numeste ,sinteza matematicd intelectuald“ care unificad diversurile ma-
tematice imediat date si diversurile constituite dc sinteza matematica.
In incheierea- acestui aspect desi Godel procedcaza la o expunere meta-
fizicd a conceptului ontologic de realitate matematicd si a sugerat chiar
posibilitatea unei deductii transcendentale a postulatului continuului,
datd fiind dependenta acestei deductii de logica clasicd a fost valori-
ficatd insuficient.

Dar, revenind la logicisti, ceea ce i1 separd de Kant este solutia
datd la problema naturii propozitiilor matematice, solutia logicistd fiind
consonantd cu obiectivul programului de reducere a matematicii la
logica. Contrar conceptiei kantiene, logicistii au sustinut ideea carac-
terului sintetic a priori al enunturilor matematice, in spetd al celor
aritmetice. Benacerraf si Putnam [1] consemneazi doud acceptii ale
termenului analitic in cuprinsul filosofiei kantiene : a) urmand (sau
care urmeazd) din legea non-contradictiei; b) adevar logic de forma
stoti A sunt B“, caz In care conceptul predicatului este implicat de
cel al subiectului, Quine [1] observd unele defecte ale conceptului
kantian de analitic: ,Kant a conceput enuntul analitic ca un enunt
care nu atribuie subiectului lui ceva in plus fatd de ceea ce a fost deja
conceptual continut in subiect. Aceastd formulare are doui defecte :
se limitcazd la enunturile de forma subiect-predicat si apeleaza la
notiunea de continere, care rdmanc la nivel metaforic. Dar intentia lui

Kant evidentd mai mult din utilizarea notiunii analiticitatii decat din
definitia ei poate fi reformulatd astfel : un enunt este analitic atunci
cind el este adevdrat in virtutea sensurilor si independent de fapte®.
Dar notiunea analiticitdtii devine neclard prin prezenta termenului
obscur de sens. In cele ce urmeazi nu ne interesim de destinul pro-
gramului logicist, ci doar facem remarca referitoare la conexiunea din-
tre acest program si analiticitatea, si ca cel mai mare si dificil ,dacd”,
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statutul neanalitic al axiomei infinitului si al axiomei alegerii. Sa men-
tiondm mai curdnd ca in istoria postkantiand a analiticului, un moment
care a fost mult comentat il reprezintd teza ,dizolvdrii sinteticului a
priori“ kantian. Dar cercetiri mai recente in logica cuantificirii, intre-
prinse de Hintikka, reabiliteazd notiunea kantiani a sinteticului a priori.
Sad reamintim cid pentru Kant esenta metodei matematice era folosirea
constructiilor, adicd introducerea reprezentantilor individuali distincti
de concepiele generale, ceea ce facea argumentele matematice sin-
tetice. Or, in acceptie kantiand analiticul poate fi formulat astfel :  un
pas argumentativ este analitic daci el nu introduce noi indi-
viduali In discutie“. Reabilitarea sinteticului @ priorii kantian
este descrisd de Hintikka [1] in termenii urmadtori: ,Putema acum sai-1
justificim pe Kant. Ceea ce intelegea el cand considera ca argumen-
tele matematice sunt normal sintetice era perfect just. Prin argumente
matematice el intelegea in primul rdnd modurile de rationare care sunt
astazi tratate in teoria cuantificarii. Dar tocmai s-a vdzut cd multe
moduri de rationare cuantificationale sunt inevitabil sintetice intr-un
sens natural al cuvantului. Acest sens este dc altminteri, strins legat
de intuifiile lui Kant, deoarece s-a ardtat in prima mea expunere cd
grupul III al sensurilor analiticitatii poate fi considerat ca o foarte
bund reconstructie a notiunii kantiene a analiticititii asa cum a utili-
zat-o Kant in filosofia matematicii%.

Hilbert, intemeietorul formalismulwi a fost influentat de Estetica
transcendentald dar si de Dialectica transcendentald; din prima ia
intuitia ca ,perceptie a semnelor pe hdartie“, din a doua se inspird
privind abordarea infinitului, totalititile infinite actuale fiind cores-
pondentul ideilor ratiunii. Rolul «infinitului» in lucrarile lui Hilbert
este comparat cu cel al unei «idei» a ratiunii. In filosofia kantiana
infinitul transcende experienta si o completeaza. Teoria infinitului
actual diferdi de matematica constructivd, insi nu trebuie respinsa ci
consideratd ,cea mai admirabila inflorire a spiritului matematic... Din
paradisul lui Cantor nu trebuie sa ne alunge nimeni%. (Hilbert [1]).
Influenta conceptiilor kantiene asupra lui Hilbert, trebuie urmdritd nu
numai in legiturd cu intuitia, dar si cu abordarea naturii infinitului
matematic. \Ea este prezentd intr-un sens mai complex incit s-a spus
ci tentativa lui Kant de a oferi o demonstratie a consistentei uneci

stiinte deterministe, folosind teza «omul este liber», poate fi conside-
ratdi o anticipare a programului lui Hilbert despre consistenta mate-
maticii, care, dupa cum -se stie, admite numai propozitii cu caracter
finitist, ci si propozitii despre totalitati infinite (notiuni ideale). Desigur
complexitatea filosofici a programului hilbertian nu este acoperita de
kantianism, cici dupa cum se stie, s-a afirmat ca Hilbert a sustinut o
pozitie nominalistd in fundamentele matematicii“ (M. Turlea [1]).

In problema naturii matematicii, Hilbert foloseste o terminologie
apropiati de cea kantiand. Continutul matematicii ne este dat in repre-
zentare ca obiecte extralogice concrete, care existd intuitiv ,ca traire
efectiva nemijlocitd inainte de gandire“. Continutul real al matematicii
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constd in elemente intuitive, concrete. ,Dar atitudinea filosofica funda-
mentali care structureazd programul formalist al lui Hilbert este de
o complexitate deosebitd, cici ea reprezintd o expresie manifesta a
nominalismului, tincturatd de un kantianism specific care ne pare
relevant de o filosofie instrumentalistd a stiintei, intrucat propozitiile
ideale, fiind fara semnificatie ontologicd pentru matematica, faciliteazi
numai rationamentele despre multimi finite* (M. Turlea [1]).

Brouwer a sustinut ca si Kant cd adevdrurile matematice (teore-
mele matematice) sunt adevdruri sintetice a priori. Intre cele doui
intuitii — cea a spatiului si cea a timpulwi, Brouwer a acceptat-o pe
ultima si a facut asta plecand de la fenomenul geometriilor neeucli-
diene, care, cum se stie, au infirmat apriorismul spatial kantian. El a
considerat ci aritmetica, si prin intermediul ei, intreaga matematica
poate fi deviatd din intuitia timpului. Cum noteazi K. R. Popper [1]:
»NU avem nevoie de ea (intuitia purd a spatiului), spune Brouwer,
intrucadt noi putem aritmetiza geometria; putem lua ca fundament
teoria aritmeticii a lui Kant si doctrina sa ci aritmetica este intemeiata
pe intuitia pura a timpului“. Brouwer l-a considerat pe Kant ca unul
dintre precursorii remarcabili ai intuitionismului, de la care a preluat
wintuitia timpulwi“. Dar si aceasta a avut un destin aseminator celui
al intuitiei spatiului, care in lumina teoriei relativititii a lui Einstein
a fost supusd unor corectii; ideea kantiand a unui timp unic nu mai
poate fi sustinutd, ca si cea a simultaneitdtii absolute. Si chiar daca
ludm in considerare consecintele epistemologice ale geometriei neeu-
clidiene si ale relativizdrii einsteiniene, care, poate, ar fi modificat
oarecum conceptia epistemologicd a lui Brouwer, oricum nu se poate
contesta prezenta unui fond kantian de gdndire in filosofia brouweriana
a matematicii. Caracterul invariabil al intuitiei de tip kantian a inspi-
rat doctrina brouweriani despre intuitie ca sursi infailibila a cunoas-
terii, un element puternic corectat de progresul cunoasterii (geometriile
neeuclidiene au pus in discutie legimitatea intuitiei euclidiene kan-
tiene). $i intuitia set teoreticd a suferit modificari datoritd teoremei
lui Ldwenheim-Skolem. De asemenea, teoremele de incompletitudine
(Godel, Church, Rosser) au avut un impact deosebit in intelegerea
conceptului de ,realitate matematici¢ sau de ,intuitie intersubiectivd®;
repercursiunile asupra conceptiei lui Kant si asupra rolului ei in filo-
sofia matematicii actuale devin evidente atunci cind procedim la ana-
liza implicatiilor ontologice si gnoseologice ale acestor importante
rezultate logice, metalogice si metamatematice.
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EXISTENCE AND TRUTH IN MATHEMATICS

Summary

The conceptual thematic unity of this part is given by it ,own core® —
eristence and truth. The problem of mathematical existence is centrally relevant
to the ontology of mathematics and therefore it is an essential theme in the
philosophy of mathematics today.

Among the most significant aspects of the investigated theme (subject) we
can mention : the nature of mathematical entities, the status of mathematical
entities both these problems Dbeing examined in connection with the ontology
of abstract objects; the connection between the theme of mathematical existence
and that of thruth; the foundational crisis of mathematics and the paradoxes.
the connection between mathematical objects and the formal sysiems as they
are shown by theorems, which are relevant to the ontology of mathematics,
the problem of the infinity. The above mentioned problems are attacked turning
into account the controversy between the great foundationist programmes of
mathematics : logicism, formalism and intuitionism in connection with their
ancestors from general philosophy : realism, nominalism, conceptualism. Dealing
with this problem is the ,scenario“ (script) of the foundational research to which
the author subscribes ,mixing" researches belonging to the philosophy of mathe-
matics and sometimes even general philosophy.

Briefly speaking this research combines what the author called in his
previons books ,fundationist approaches* with ,foundational approaches“, the
former being by far more philosophical, but they are accompanied by meta-
theoretical and methodological researches; while the latter are philosophically
neutral and they have a strong logical and mathematical character.

The foundationist programmes deal with the problem of the nature of
mathematical objects, while foundational sistems speak about the status of
mathematical entities. their way of ,manipulating”.

The foundational systems of mathematics analysed in the book are ,the
famous* axjomatic systems of the set theory and cover the area of what author
calls foundational approaches. The [oundational systems deal with the study
of the structural and organizational aspects which are significant to distinguish
fundamental objects from derived ones.

In the foundational systems which have been studied Z. ZF. von Neumann.
Bernays, Godel, the set is the foundamental mathematical objects. Its connection
with other mathematical objects such as number, function as.o. are also studied.
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The prospect (outlook) of the philosophy of mathematics is more striking
in examining philosophical conception about mathematical existence and mathe-
matical truth shared by the great foundationist programmes — logicism, forma-
lism, intuitionsim. This point of view is also present in dealing with mathe-
matical realism as platonism, of epistemological difficulties of this trend, of
this relations with foundations of mathematics, The author makes some remarks.
favouring the  pluralistic realism®, the data of mathematical practice and the
results of metamathematics and also using conclusions drawn after examining
the difficulties met by the great programmes — logicism, formalism, intuitionism.

An opportunity favouring the philosophy of mathematics is offered by the
author’'s remarks on the ontology of abstract objects, The author takes as a
premise the fact the problem of mathematical existence transceds the one of
the foundations of mathematics and that it has been a subject (theme) of
thinking as great as the most important classical problems of the famous philo-
sophers of all times: Platon, Aristotel, Descartes, Leibniz, Kant.

The ontology of abstract objects (mathematical objects are a sort of abstract
objects too together with the logical ones and other theoretical constructs) sends.
us to the old ,problem of universals® having a long tradition in philosophy.
This problem was a reason of putting face to face great philosophical ideas,
philosophical positions : realism (platonism), nominalism, conceptualism which
echoed in the present day philosophy of mathematics, in logicism, formalism,
intuitionism.
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