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1. PROBLEMA EXISTENŢEI MATEMATICE IN CONCEPŢIA 
MARILOR PROGRAME FUNDAŢIONISTE ALE MATEMATICII 

1.1. Existenţa matematică ca problemă ontologică 

Probiema existenţei entităţiLor matematice tran.sicende domeniului 
de cercetare specific fundamentelor matematicii. Ea a constituit o temă 
de reflecţie, de acelaşi n~vel, ca marile probleme clasice ale filosofiei 
generale semnificative pei111tru natura gîndirii umane, care i-a preocupat 
pe marii filosofii ai tuturor timpurilor, începând cu Platon şi Aristotel 
.şi continuând cu Descartes, Leibniz, Kant şi alţii. 

Tema •<existentei matematice,.. s-a constituit în conexiune cu cea 
,,a statutului. adevârurilor mntematice", a relaţiei dintre acestea şi enti
tăţile La care ele se referă. Gradul in,1lt de certitudine al adevărurilor 
matematicii a sugerat imediat existenţa unei discrepanţe izbitoare între 
ele şi lumea experienţei, conid111Când la ideea că nu în această zonă a 
realităţii s-ar afla enitităiţHe, obiectele asupra cărora poartă discursul 
matematic.. Beth [1, p. 639] dă un exemplu simplu, dar relevant pentru 
această discrepanţă amintttă pU!ţin mai sus, însă suficient de convingător: 
„două puncte oarecare determină o linie dreaptă", însă noi nu găsim în 
lumea experi'enţd noastre ac:;emenea puncte şi linii în seI1JSul propriu 
al curvântului. 

Autorul citat afirmă că platonismul (în formă naivâ, deoarece această 
poziţie fiiosofică a cunoscut evoLuţii ulterioare acestei faze, aşa cum 
aceasta s-a conrfigurat în opera lui Platon) a reprezentat prima soluţie 
neacceptabilă după unii autori·, .şi deci nesatisfăcătoare, la problema în 
dioouţie. «Platonismul naiv», matematic, original, postulează existenţa 
punctelor şi liniilor, (ca să ne referim la exemplul semnificativ pentru 
natura cunoaşterii geometrilce), într-o «lume transcendentă... în care a 
sălăşluit şi surfletlul lllman înainte de «încarnare» într-o fiinţă umană. 
Cunoaşterea geometrică a:pare ca o «reminiscent~ aducere "·minte" 

' , " Ul , 

rememorare a acestei stări anterioare. Conicepţia după care cunoa:.~terea 
matematică, în parti!cular cea geometrică, se bazează pe „rememorare" 
sugerează explicit că entităţile matematice nu sunt nişte „locuitori" ai 
realităţii exterioare fizice, ai lumii experientei ci ai lumii a trei„rr în 

• I '1 K.I. 
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terminologia lui K. R. Popper [1, p. 87]. «Lumea a treia,•, spune Popper, 
este descoperirea lui Platon, şi ea este divină, neschimbătoare şi ade
vărată, este o «lume a forrmelor» saru «al ideilor». R. Popper [1, p. 88] 
scrie mai departe : ,,Platon credea că lumea a treia a formelor sau a 
ideil<YI· ne va oferi expUcaţii ultime (adică explicaţii prin esenţe)" (subl. 
me,a, M.Ţ.). Intr-adevăr, însm;;i Platon [1] scrie în Fedon: ,,Cred că dacă 
orice altceva în afana ideii frumuseţii absolute este frumos, atunci el 
este frumos pentru singura raţiune că el are ceva comun cu ideea fru
museţii absolute. Şi acest g?n de explicaţie se aplică oricărui lucru". 
Popper a numit acest tip de argumentare o «teorie a „explicaţiei ultime"», 
adică a unei explicaţii în care explicans-ul nu este susceptibil de o 
explicaţie ulteri!Oară, o explicaţie prin esenţe sau cuvinte hipostaziate, 
care invocă o lume a unor lucruri, enti.tăţi nemateriale, oare pot fi 
contemplate, intuite, dar nru atinse, de intelectul uman. «Formele sau 
ideile» - locuitorii «lumii a treia» a lui Pla~orn - sunt concepte, sau 
esenţe ale lucrurilor, consti-tuienţii lumii experienţei noastre. 

In contrast cu concepţia platoniciană, concepţia aristotelică postu
lează exislenţa entită.ţilor matematice în interiorul lumii experienţei, 
din care pot fi „distilate", oum spune Beth [1, p. 640], prin abstracţie. 
Certitudinea cunoaşterii matematice s-ar explica, după concc.~ţ~a aristo
telică, prin succesele aplicaţiilor matema.ticii în ştiinţele naturii, insă 
şi această atitudine filosofică se confruntă cu dificultăţi, atunci când 
considerăm entităţi mai oomplexe, pentru care nu dispunem de exem
plificări corespunzătoare în «realitatea» eX!perienţei noastre. 

Concepţia construct•ivistă sau conceptualistă, (repn:?zentată de Plotin 
şi Cusanus), suocede platonismului şi ariisrtote1ismuiui, şi declară, în 
spiritul fll.osofiei idealiste, că «entităţile matematice» sunt constrlllcţii 
ale gândirii umane, supoziţia fundamentală a acestei poziţii este aceasta : 
cunoaşterea matematică este autocunoaşterea gândirii umane (cf. Beth 
[1, p. 640]). Este curios că deşi Descartes a subliniat în mod constant 
importanţa autocu1waşterii gândirii umane şi relaţia ei cu certitudinea 
cunoaşterii matematice, el nu a adoptat constructivismul ci aristotelismul. 

Dar Mncepţia constructivistă asupra naturii cunoaşterii matem:ati'ce 
a atins apogeul ei în opem lui llnrrn. Kant şi a exercitat prin kantianism 
o influenţă considerabilă asupra evoluţiei filosofiei generale. Este de 
observat ca aspect esenţtal reprezentarea conceptelor „în intuiţie, pla
sarea percepţiilor într-a structură mate,matică şi consilderiare.a adevăru
rilor despre această structură folosind obiecte perceptibile pentru sim
bolizarea structurii". 

"Criza" fundamentelor maternaticii (1870-1900) i--<a determinat pl' 
matematkieni să revină cu o seri'Ozibte crescândă, în tot acest interval, 
asupra «problemei existenţei entităţilor matematice», o criză care a 
afectat atât analiza cât şi geometria. «Descoperirea geometriilor ne
euclidiene„ a zdruncinat credinţa în existenţa umor fundamente intuitive 
ale matematicii. Opera lui Pasch, Hilbert şi Poinoare a făcut explidtă 

distincţîa intre «problema fundame1itelor geometriilor, euclidiană şi 

ne-euclidiană», ca teorii matematice abstracte, (care ţine de competenţa 
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cercetării fumidaţioniale a matematit:ii) şi «problema aplicabilităţii geo
metriei» în ştiinţele naturii, o problemă care apar,ţine, cum afirmă Beth 
[1, p. 641], filosofiei ştiinţei naturale. 

Problema fundamentelor matematicii a atras atenţia matematicienilor 
şi filosofilor şi îrn legătură cu un «al doilea aJspect major» (evenimenit, 
s-ar putea spune) al crizei matematicii : «descoperirea paradoxurilor~ 
logicii şi teoriei muiţi.JmHor. De fapt, nu era pentru prima dată cânid 
matematica „traversa o criză", căci istoria acestei ştiinţe mai dispunea 
în arhiva ei de asemenea even~mentc : criza antică a matematicii pita
goreice, provocată de «descoperirea numerelor iraţionale», criza legată 
de «paradoxeze calculului infinitezirnal». Acwn, la sfârşitul secolului 
treclllt, matematica a devenit preocupată mai mult ca oricând de propria 
sa fundare. ,,Printre temele centrale a căror reconstr'l!lcţie a fost solicitată 
de încercările noi de fundare a matematicii s-a aflat şi ideea existenţei 
matematice. La început ea a figurat ca problemă a progra:melor funda
ţioniste (logicism, formalism, intuiţionism), a tentartivelor de r2definire 
a statutului ontologic al obiectelor matemati.Jce şi de reconstrucţie a unor 
criterii adccv,ate ale existenţei matemaitce. Ulterior, ideea existenţei 
matematice a fost implicată în cercetarea raportului dintre obiectele 
matematice şi sistemele formale. ln toată această discuţie a problemei 
existenţei matematice un rol fundamental l-au jucat o serie de teoreme 
matematice (am zice meta-matematice, n.n. M. Ţ.) remarcabile (Gcdel, 
Lowenheim-Skolem, Tarski) de oa,·e sunt legate unele încercări de 
,,reducere ontologică", de tranşare matematică a problematicii filosofie~ 
a existenţei matematice" (I. Pârvu [l, p. 67]). 

Problema existenţei matematice a reclamat cladficarea statutului 
ontologic (teoretic şi metodologic) al infinitului, temă de reflecţie de o 
tulburătoai e incitare a spiritului uman în toate timpurile, cu relevanţă 
directă, profundă şi fecundă pentru ontoolgia matematicii. 

S-au constituit, aproape în aceeaşi perioadă, câteva direcţii dl· re
construcţie a ontologiei matematicii, care descind din marile tendinţe 

I"'Îivale în filosofia generală, asupra celebrei „probleme a universalelor", 
realism, conceptualism şi nominalism, doctrine care vor reapare în filo
sofia matematicii ca reprezentate de logicism, intuiţionism şi formalism 
(cf. Quine [1, p. 174]). 

Realismul ca filosofie a matematicii este în esenţă o expres'e a 
doctrinei platoniciene despre nniversale sau entităţi abstracte, ca ex;s
tând independent de gândire (cf. Quine [1]); această concepţie atribuie 
obiectelor matematice o existenţă în sine, complet autonomă, nelocali
zabilă în ::paţiu şi timp, independentă de constru:cţiile noastre, concep
tuale şi lingvistice. Gândirea matematicianului le poate desoperi, însă 

nu le poate crea; matematica ar fi o descripţie literală a acestui domeniu 
de entităţi. Realismul are în filosofia matematicii o evoluţie complexă 

şi tendinţe, evo1uţii recente ale matematicii, analize filosofioe şi meto
dologice actuale oferă argumente în favoareci unui idealism, destituit 
de ideafo,mul platonician - încărcătura lui filosofică originară - în 
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acord cu experienţa matemati.JCă, a relaţiilor acestei ştiilniţe cu ştiinţele 
n11turii, cu domenii ale experienţei şi cu pregnante valenţe dialectice, 
pentru care pledează în cartea sa Beth [1], cel puţin spiritul interpre
tării dominante ar fi acesta. Realismul a fost concepţia filosofică asu
mată de logicism, ca program fundaţionist al matematicii, deşi a 
încercat o reinterpretare nominalistă (,şi chiar o eclificare) a unor sisteme 
logidsite, aşa cum putem remarca în Quine [2]. 

Conccptualimwl declară entităţile matematice ca fiind exdusiv 
constl'ucţii mentale, creaţii ale minţii umane, în afara căreia existenţo 
lor fiind de neconceput. Varianta conceptualismului în filosofia mate
matidi o reprezintă intuiţionismul (Poincare, Brouwer, Weyl, Heyting 
şi alţii). Sunt admise entită,ţi construite individual din ingredienţi spe
cificaţi prealabil. Fără să intrăm acum în detalii privitor la relaţia 
re,:lism-,cc.,nceptualbm, respectiv logicism-intuiţionism, putem evoc.a 
enunţul lui A. Fr:aenkel că în timp ce logicismul susţine că clasele 
(entităţi abstracte) sunt descoperite, intuiţionismul afirmă că sum 
inventate. O aserţiune care notează o diferenţă remarcabilă referitor la 
ontologiile matematicii, pe care le permit cele două ooncepţii, programe 
fundaţioru&te căci în timp ce logid~tii vor admite reconstrucţia 
ascensiunii ordinelor infini1tulul, intuiţioniştii se vor opri, cum remarcă 
Quine [1]. la cel mai coborât ordin al infinitului, accesibil construcţiei 
intultirv mentale. I 1 

Noniinalismul susţine o poziţie specifică: exhstenţa matematică este 
redusă la limbaj, la construcţii finite de semne, reali:ziabile în spaţiu şi 
timp şi neagă existenţa entităţilor abstracte ne-spaţiale şi n~temporale. 
Nomi111alismul este supoziţia fi10S10fkă centrală a formalismului, dar 
unele exegeze asupm acestui program fundaţionis.t sugerează, ca posi
bile, i~1.'te!"pretări iru<;trumentaliste. (vezi şi M. Ţudea [1] oaipitol,ul 
Formalismul). 

In fine, trebuie adăugat că aceste poziţii filosofice nu sunt în „stare 
pură" la nivelul prognamelor fun!daţioniste (logiciJSm, intuiţionism, for
malism) şi, mai mult, s-au produs tranc,.feruri şi apropieri chiar în pLani 
metodologic prin „împrumuturi" de concepte, procedee şi metode. Astăzi 
se conturează tot mai evident că locul rivalităţii trebuie să-l ia cel al 
cooperării benefice, orice respingere a metodelor şi rezultatelor din 
cercetarea (formală) a fundamentelor matematicii fiind nejlllStificată,. 

Analiza pertinentă a stmoturii deductive a teoriilor matematice existente 
contribuie la formarea unei baze necesare pentru o discuţie filosofică 

adecvată asupra fundamentelor matematicii, în oare Uilia dintre proble
mele esenţiale este desipre entită•ţi matematice, o atitudine preferabilă 

unora speculative şi apriori. 

1.2. Logicismul şi problema existenţei matematice 

Spuneam, mai înainte, că la sfîrşitul secolului al XIX-lea matema
tica s-a confruntat cu o puternică criză fundaţională provocată de elabo
rarea geometriilor ne-eculidiene şi descoperirea paradoxelor logico-
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matematice. In acest context istoric problema fundamentelor m<lltematicii 
a apărut ca intim legată celei referitoare la existenţa matematică, o 
problemă prin e:iccelenţă filosofică, pentru care apelul la fHosofie era 
inevitabil. O serie de matematicieni şi 1'ogicieni de notorietate precum 
Bolzano, Cantor, Fr-ege şi Russell, au recurs in perioada imediat ante
rioară evenimentului apariţiei paradoxelor, la concepţii platoniciene 
despre existenţa obiectelor matematice. Vom constart:a, însă, imedi,at 
după descoperirea celebrelo,- antinomii o îndepărtare şi chiar o renun-
~are la ph;ton:ism. , 

Logicismul în sens modern a fost reprezentat de G. Frege şi a fost 
caracterizat sintetic cu ajutorul următoarelor două aserţiuni : i) definirea 
noţiunilor fundamentale şi chiar ireductibile ale matematicii pure în 
termenii logicii pure ; ii) demoflJSltr2rea teoremelor matematicii pure şi, 
în primul rind, a celor acceptate ca postulate ireductibile, plecind exdu
siv de la principiile de bază ale 1-cgicii şi fol,csinid metode de demon
straţie care au caracter pur logic. &---rularea atentă a acestor două aser
ţiuni ne relevă imediat că logicismul asumă o realitate logică funda
mentală (un sort de absoluti1srn. cum se vede, îi este inerent !), la care 
este reductibilă existenţa entităţilor matematice şi, pe această cale, 
legitimatc1 şi justifrcată. 

Logicismul, în lumina acestor aserţiuni-,cerinţe, este în dezacord în 
problema justifiicării maternatidi şi, in ultimă analiză, în problema exis
tenţei matematice, cu unele curente din cadrul filosofiei matematicii : 
critică empirisnml pe considerentul că deoarece matematica pură nu 
conţine elemente empirice, justificarea ei nu poate invoca date psiholo
gice ; respinge conice,pţia intuiţiionistă, deoarece construcţia mentil
intuitivă a entităţilor matematice, preconizată de Brouwer, Heyting şi 
alţii este irelevantă în virtutea aserţiunilor (i) şi (ii) anterior enunvate ; 
împotriva formalismul'llii hilber:tian, logicismul sUJSţine că simbolurile 
matematice posedă o semnifioaţie (reductibilă şi traductibilă, este ade
vărat, în termenii logicii pure) şi, mai mult, îi acuză pe formalişti că 
ignoră o distincţie importantă între use şi mention. 

Acoperă complet p1atonismul sfnsul termenului realism, ca un 
curent în filosofia matematicii şi primordial ca o atitudine filosofică 
fundamentală fo,ţă de problema existenţei obiectelor matematiice "? 
Inainte de a încerca să formulăm un răspuns să amintim că problema 
dacă există entităţi abstracte (şi entităţile matematice s,înt prototipw-i 
ale unor astfel de obieote !) este o problemă filosofică foarte veche, 
terenul confruntării a două concepţii opuse şi rivale - realisimul şi 

nominalismul. In timp ce nominaliştii neagă existenţa obiectelor abstracte, 
este cazul şi al entităţilor matematice, realiştii afii,rnnă că există obiecte 
abstracte. Quine [ , p. 233] propune, întruc{1.t este vorba de realism 
sui genens, pentru evitarea unor conotaţii inde~irabHe termenul de 
platonism în locul celui de realism: "realismul despre obiectele mate
maticii este ceea ce eu numesc platonism". Noi credem că deşi domi
nantă în filosofia matematicii este accepţia : platonism înseamnă realism 
matematic, în unele cazuri trebuie să facem distincţie între pla.tonism 
şi realism, platonismul fiind doar o .c;pecie a realismului, din nefericire 
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o supoziţie filosofică cu dezagreabile consecinţe în planul reconstrUJCţiei 
fundaţionale a matematicii, dar şi cu fecunde posibili.tăţi de legitimare 
a unor concepte ca : exii.stenţă, adevăr, intuiţie, demonstrabilitate, 
obiectivitate etc. 

Dacă definim platonismul ca o concepţie în filosofiia matemarticii 
care postulează ca obiect de studiu al matematicii un domeniu de 
entită,ţi specifice (matematice) existente indeip€'Illdent de gândirea mnană, 
1ar enunţurile matematicii vor fi adevă,rate sau false în fUI11cţie de reb
ţia lor cu proprietă,ţilc a.cestor entităţi, la care adăugăm postulatul 
existentei unui intelect divin, nenatural, oare asigură înţelegerea obiec
tellOr, r~lismul aki ar putea fi descris în termenii.i lui Dummett : ,,pentru 
orice enunţ care are un sens definit trebuie să existe ceva în virtutea 
căruia sau el sau negaţia lui este adevărată". Dacă p2ntru platonism 
slll11t fundamentale noţiunile ireductibile „înţelegere" şi „puteri mentale 
supranat1..rale" capabile de acest tip de înţelegere, în realism sunt cen
trale alte noţiuni, cum sunt referinţa şi adevărul, ceea ce întemeiază o 
exigenţă de obiectivitate a matemarticii. Avem aici prezeintată o diferenţă 
între sensul tare şi sensul (moderat) al realismului. Dacă reluăm distinc
ţia, formulată de P. Bernays [1], platonism restricţionist (sau metodo
logic) şi platonism extrem, ab~lut (sau ontologic), primul limitat la 
considerarea unei proiecţii ideale a unui domeniu al gândirii, cel de al 
doilea po°'tulând, în sensul realismului conceptual, ex:stenţa indepen
dentă a unei lumi de obiecle ideale, conţinând toate obiectele şi relaţiile 
pe care le descrie matematica, aturnd un reali\Sffi plaiuzibil, ca o tendinţă 
în filosofia contemporană a matematicii, despre oare vorbeşte Beth [1] 
şi acredit<lt de activitatea complexă curentă a martematicienilior, ar vaJ:o
rifica, cel puţin, aspectele metodologice ale primei variante de platonism, 
dar ar respinge platonismul ontologic ca o asumpţie răspunzătoare dt! 
apariţia paradoxelor în cdificiiul matematic. In:diferent de accepţii, 
rămâne un aspect comun diferitelor specii de reali&m -- postularea 
unei exislenţe obiective, independente de noi, pe care matematicianul 
o cercetează şi o descrie. Este intrcsant de notat, cum am văzut, că 
logicieni şi makmaticieni de seamă ca Frege, Russel,!, Bolzano, Cantor, 
Carnap, Godel, Church, Quine au adoptat, cl'l puţin în ll'l1ele perioade 
ale creaţiei lor, filosofia realistă. 

Ce fel de realism a adoptat înrtemeietorul logicismului, modern ? 
Conceptul defini,toriu penrtru platonism este cel de obiectivitate care a 
fost luat în două aocepţii : ,,a exista independent de spirit (subiect)" ; 
"a fi accesibil mai multor gânditori". Credem că senSIUil. tare (aici pri!mul) 
al obiectivităţii este releVlant pentru varianta de platonism 111Umită de 
Bernays ontologic şi confruillta,t cu acest sens al platoillÎsm.'ll'lui, Frege nu 
este un platonician. Ştim că Frege a desieris obiectivitatea ca desemnând 
capacitatea „de a fi accesibil mai multor subiecţi gânditori" şi o inter
pretare a operei sale ne relevă prezenţa un:or supoziţii platoniciene, în 
sensul slab, şi deci moderat, al termenului platonism. El este un ra,ţio

nalist ca şi Leibniz .şi deci un anrtipsihoLogisit, susţinâm că obiectivitat1ea 
este independentă de senzaţie (siau alte reprezentări psihice), dar este 
dependentă de raţiune, îinsă, din nefericire, tot ce ştim este că depăşirea 
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subiectivităţii nu este pooibi'lă cu ajutorul cadrului transcendental, de 
tip kantian, care-l nemul,ţumeşte, deoarece ar întemeia, cel muLt, ,,con
sensul general U1T11Jan". Nu avem indicaţii despre constituirea genetică a 
obiecti.vitaţii fregeene, odată ce el a respiru; orice rol al psihologiei în 
investigaţiile fundaţionale. Şi întrucât numat idealismul obiecti,v, dar 
nu şi raţionalismul, transfonmă gândirea în factor ontologic, urmează 
să rămânem la intenpretarea realismului f,reegean ca realism moderat, 
dependenţa obiectivităţii de gândire fiind totdeauna luată în sens gno
seologic şi nu ontologic. 

OntJ:::ilogia fregeană a matematicii este bogată şi totodată complexă 
(pentru detalii se poate coooulta şi M. Ţurlea [l]); preferăm în cele ce 
urmează expunerea din Beth [1] care minimizează aparatul logic şi 
semantic, reţinând numai elementele, cu relevanţă pentru mecanismru1 
funcţionării supoziţiilor platoniciene, care au condus la apariţia parado
xurilor, chiar şi în siistemul întemeietorului logicismului. 

O di5tiooţie semnificativă pentru ontologia frege.ană a entită.ţilor 
matematice este cea des,pre simboluri complete şi simboluri incomplete. 
Această distincţie E.ste aprofondată. cu ajutorul unei iru;t:rumentaţii1 
semantice specifice : sens şi semnif1.caţie. Un simbol complet este un 
termen oare nu conţine nici o variabilă liberă, de exempiu, tatăl lui 
Platon ; rădăcina piitrată a lui x + 3 este un simbol illmomplet deoarnce 
conţine o variabilă. Obiect Iia Frege este ceea ce nu este o funcţie, ceva 
den◊'tat de o expresie care nu conţine nici o variabilă libera. Obiectul 
deD1otat de un simbol complet este numit semnificaţia simbolului Două 
simboluri complete au aceeaşi semniificaţie dacă slllnt nume diferite 
pentru unul şi acelaşi obiect. (Exemplu : ,,2 + 2" şi „4"). Nu pot fi initer
substitui ';e totdeauna două simbo1uri ,având aceeaşi semnificaţie (deno 
taţie). Exemp1u : ,,Luceafărul de dimineaţă" şi „Luceafărul de seară", 
spunem că deşi simbo1urile au aceeaşi semnificaţie, adică desemnează 
ace1aşi obiect, au toituşi sensuri" diferite. In concepţia lui F,rege o pro
poziţie este un simbol complet care are o semnificaţie definită şi un 
sens definit. Sensul este identificat de Frege cu ideea sau gândul pe 
care propoziţia îl exprimă, iar semnificaţia ei' poate fi una din valorile : 
adevărul sau falsul. Un simbol incomplet nu are o semnificaţie definită, 
va desemna un obiect definit numai atunci când viom atribui valori 
variabilelor pe ,oare le conţine. Un simbol iI11Complet reprezintă o funcţie. 

O analiză a expresiilor logicii elementare, în lumina conceptelor 
şi diLStincţiilor introduse, ne arată că acestea slliilt funcţii, adică propo
ziţii oare conţin variabile. Aceste expresii vor avea o semnificaţie defi
nită numai după atribuirea de valori pentru variabilele individuale şi 
preclioatirve; semnifioaţiile vor fi sau adevărul sau falsul. O funcţie pro
poziţi,onală cu o singură variabilă determină o noţiune sau o clasă, iru, 
o funcţie propoziţLonJală conţinând două variabile defineşte o relaţie. 

Conceptul de funcţie din matematică este reductibil la conceptul de 
funcţie propoziţională. Utilitatea distincţiei fregeene sens-semnificaţie a 
fost verificată de o serie de logicieni precum Carnap, Chlll'ch, Quine în 
analim sp€ciei de paradoxuri, numite semantice. 

Examinarea dedUJCerH principiilor aritmeticii (vezi Beth [l, p. 356-
360]) evidenţiază superioritatea construcţiei fregeene faţă de cele apar-
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ţinând lui Peirce, Dedekiind şi Peano. In timp ce Frege reuşeşte să 
demom;treze "existenţa sistemului de numere naturale'', entităţi funda
mentale materia nrimă" a întregului edificiu al matematicii, ceilalţi, ' ,, r·., . . . ... 
Peirce, Dedekind, Peaoo daru. doa,r o ca.riaoter1zare a acestru sistem m 
termenii unui set de postulate. Dar, chiar în perioada de extindere a 
influenţei lui Frege asupra lui Husiserl, Russell, Couturat, ultimul ple
dând în favoarea logicismului ÎtI1 fundamentele matematicii, Russell a 
descoperit o antioomie în sistemul construit de logici,anul german. 

Russell a co1nstruit un sistem logic în care nu mai apare paradoxul 
respectiv, dar a făout acest lucru diminuând acurateţea logică deoarece 
a fost nevoit să introducă două priilll'cipii care nu au caracter pur logic : 
axioma reductibilităţii şi axioma infinitului. In 1910-1913 Russell şi 
Whirtehead [1] oferă o analiză a fundamentelor matematicii, bazată pe 
teoria tipurilor, ouprinzând nu numai aritmetica ci şi teoria mulţimilor, 
intreprindere complexă şi vastă dând seamă de ansamblul martematicii 
existente la acea perioadă. Rădăcina paradoxului descoperit în sistemul 
log,ic al lm G. Frege a constat în procedura fregeaină a substanţializării 
noţiunilor descrisă de Be.th [1, p. 362] în felul următor : ,,Cwn o noţiune 
este denotată de un termen care nu coinţine viariaibile libere, urmează 
că noţiunile SIU11t obiecte în sen&1.l definit de Frege. Prin urmare, noţiu
nile S1Unt trartate de Frege pe picior de egalitate cu obiectele de alte 
feluri ; paradoxul lui RUSI.Sell apare ex,act din această substaJnţializcire 
a ooţiunHor". Deducţia lui Frege din punctul de vedere al teoriei tipu
ri'1or apare astfel : definiţia echiilll.1mericităţii. Obiectele implicate sunt 
de tip zero, atunci noţirunile F, G s,unrt de tipul unu; numărul n men.:. 
ţionat în defin~ţiile (4) şi (5) trebuie să fie o noţiune de tipu!l doi ; deci 
orice nu.măr în sens fregean trebuie să fie de tilpuil doi, cel pwţin. Pre
supunem că numă,rul O este de tipul doi, urmează că rrumărul 1 este 
de tipul patru. Astfel chiiar Slllb noţiunea H (1) sunt conţinute obiecte 
de tipuri diferite, cf. Beth [1]. 

Platonismul a fost împărtă~it şi de Rusisell [l] în (Principles of 
mathemailics). 

Logici.smul (şi, deci, implicit reali5mul, platonismul) a fost s,us,ţi.nut 
şi de R. Carnap [l]. Ulterior, Camap şi-,a modificat radical concepţiile. 
El a susţinut separarea ştiinţei de filosofie, c1. limbajului de ontologie, 
susţinând că limbajul este independent de problemele existenţei. 

Cu privire la problema existenţei entităţilor matematice şi logice, 
Oamap [2] o respinge ca fiind lipsită de semnificaţie. După concepţia 
lrui Carnap problemele existenţei sunt relative la un «cadru fundamental» 
(framework) dat dinainte. Numai într-un cadru diat al entităţilor, are 
sens să intrebăm dacă există o entitate care satisface aru.unite condiţii ; 
problema dacă cadrul există este l.lÎ:psită de sens. De fapt el a formulat 
bineaunoscuta distill1/C'ţie : «probleme interne» şi «probleme externe», ou 
privire la existen,1la sau realitatea entirtăţilor : ,,Dacă cineva vrea să 

vorbească în limbajul său despre un gen nou de entităţi, el trebuie să 
introducă un sistem de noi moduri! de vo:ribire, slllipUSe la noi reguli ; 
această procedură o vom denrumi construcţie a caircasei lingvistice pen
tru noile entităţi în cauză. Iar acum trebuie să facem o distinoţie între 
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două tipun de chestiuni de e:xiistenţă : în primul rând, chestiuni pr1V1-
1Joare l,a .existenţa an'll!ffiitor entităţi de noul gen, înăuntrul carcasei; pe 
acestea le numim chestiuni interne; în al doilea rând, chestiuni privi
tioaire la existenţa sau realitatea sistemului de entităţi în ansamblu, 
numite chestiuni externe". (R. Camap [2, p. 267-268]). Răspunsurile la 
chestiuni interne sunt pooibile prin formularea cu ajutorul noilor forme 
de expresii şi pot fi găsite prin metode logice sau prin metode empirice, 
în funcţie. de natura· carcasei, dacă este logică sau facturală. Ches.tiunile 
externe sunt în mod ourent formulate numai de filosofi. 

Lucrarea lui Carnap [2] este o reacţie la critica pe care i~a făcut-o 
Quine cu pr.iJvire la faptul că el ar fi admis existenţa entităţilor 
abstracte ; după Quine entităţile abstracte nu pot fi designate. Oarnap 
[2, p. 266] scrie : ,,Empiriştii privesc în general cu suspici,une orice gen 
de entităţi abstracte, ca propriertă•ţile, clasele, relaţiile, numerele, jude
căţile etc. De obicei, ei au mult mai multă simpatie faţă de nominalişti 
decât faţă de realişti (în sel11Silll med1ev<:1l). Pe cât posibil, ei încearcă să 
evite orice referire la entităţi abstracte şi să se restrângă la ceea ce se 
numeşte uneori ,un limbaj nomililalist, adică La un limbaj care nu conţine 
asemenea referiri. Totuşi, se pare că în anumite contexte ştiinţifice este 
aproape imposibH să evităm aceste referiri. In cazul matematicii unii 
empirişti încearcă să găsească o ieşire tratând matematica în ansamblu, 
ca un simplu calcul, lllI1 sistem formal pentru care nu există şi nu poate 
exista nici o interpretare. In coru5eicin:ţă, ei consideră că matematicianul 
nu vorbeşte despre numere, funcţii şi clase infinite, ci numai despre 
simboluri şi formule fără sens manipuleJte conform unor reguli formale 
date". Şi Carnap [2, p. 267] continuă în termenii : ,,Recent, problema 
entită,ţHor absilraote s-a pus din nou în legătură cu semantica, teoria 
semnificaţiei şi adevăTU:Lui. Unii semantici€1Ili afirmă că am.1miite expresii 
desemnează anumite entităţi şi ei includ printre aceste entităţi desem
nate nu nlllII1ai lucmiri materiale concrete ci şi entităţi a,bstraote, de 
exemplu proprietăţi - de5emnart:e de predicate - şi judecăţi - desem
nate de propoziţii. Alţii obiectează ou tărie împotri'Vla aoestei proceduri, 
susţi.JDând că ea violează priinicipiile de bază ale empirismului şi duce 
înapoi La o ootologie metafizică de tip p~atonic". 

Ideea de bază a studiulllli lui Carnap [2] este clarificarea acestei 
probleme controversa.te : "Mai înitâi vor fi discutate î,n general natura 
şi implicaţiile acceptării unui limbaj care se referă la emităţi abstracte; 
se va ariita că folosirea unui atare limbaj I1l1.l implică îmbrăţişarea unei 
ontologii plato.nice ci este perfect compatibilă cu empirismul şi ou gân
direa riguros şitiinţifică. Oprinia lui Carnap este că C'larifioarea problemei 
va servi celor care vor să accepte, de exemplu în domeniul activită\ii 
lor (în matematică, fizică, semantică), entită.ţi abstracte şi care vor să-şi 
învingă scrupulele nomioo.lisite". 

"Existenţă1' în concepţia lui R. Carn.iap este ceea ce este decidabil 
lingvistic ; a fi real înseamnă a fi element al sistemului conceptual 
lingvistic. Chestiunea realităţii exterioare nu este o chestiune de ordin 
teoretic „c.i mai curând una de ordi'l practic - o chestiune de decizie 
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practică priviiitoaire La struJOtl.lll"a limoojului nostru. Noi trebuie să optăm 
dacă aioc:eptărn s,au nu, dacă folosim s.au nu formele de eJOPresie în 
carcasa respeci!irvă". (Carnap (2, p. 269J)- Realitatea existenţei unei enti
tăţi a sistemului este verifioată prin investiga.ţii empirice, atunci când 
carcasa lingvistică este foctuală şi prin metode logice, dacă caroasa 
lingvistică este logică. Exemplu : ,,există un număr prim mai mare ca o 
sută?". ,,Ln acest caz însă, scrie Carnap (2, p. 270], răspunsurile sunt 
găsite nu printr-o investigaţie empirică bazată pe observaţii ci prin 
analiza logică bazată pe reglllLile pentru ex;presiile noi. De aceea, răspun
surile sunt aici analitice, adică logic adevărate". 

Carnap face referiri explirciite, în acest oontext, 1a entităţi matema
tice, cun1 sunrt: rrumerele şi se Îintireabă oare este natura chestiunii filo
sofice cu privire la existe.niţa sau realitatea numerelor. El scrie (vezi 
Carnap (2, p. 270-271]) : ,,Să începem ou chestiunea internă, CJ.re, 

împreună cu răspunsul aHrmativ, poate fi formulată in noii termeni, de 
pildă : «Există numere►►, sau, mai eJGplicit, «Există un n astfel încât n 
este număr». Acest enunţ decurge din eillllnţul. analitic «cinci este un 
număr►► şi ca atare este el însuşi analiitic. Mai mul.t, este destul de banal 
(în opoziţie ou un enunţ ca «Există un număr prim mai mare ca un 
milion►►, care este şi el analitic, dar este depairte de a fi banal), deoarece 
nu spune decât că noul sistem nu este vid; dar aceasta se poate vedea 
imediat din regula oare spune că în locul variabilelor noi putem sub
s,titui ouvmte ca «cinci►►• Ca atare, nici un om care a ÎIIlţeles întrebarea 
«Există numere ?►► în sensul intern nu arr aserit.a şi nici măoar ruu ar lua 
în serios un răspurus negativ. De aceea, este plauzib:l să admitem că 

fiLosofii care triatează chestLUJnea existenţei numerelor ca o problemă 
filosofică serioasă şi argumentează p2 larg pro şi contra nu au în vedere 
chestiunea internă. Intr-adevăr d.aică i-am întreba : «Nu aveţi cumva în 
vedere chestiunea daică carcasa num2relor, în cazul când am aoceptait-o, 
este sau nru vidă ?►► aceşti filosofi ar răspunde probabH : «Câtuşi de 
puţim ; avem în vedere o chesitiune care precede acceptarea noii carcase». 
Ei ar putea încerca să explice ce înţeleg pz,in afkmaţia că există o 
chestiune a statutului ontologic al numerelor: chesti'lllilea dacă numerele 
au sau nu o anumită oaracter-istică metafi,z.ică numită realiitate (dar un 
gen de realitate idea~, diferită de realitatea materială a lumii liucrurilor) 
sau au subsistenţă, sau au statut de «entităţi independente►►". Şi Camap 
reproşează acestor filosofi că nu şi-au formulat chesitiunea ÎIIl limbaj 
ştiinţific uzual şi astfel nu i-au conferit un oonţinut cognitiv clar ches
tiunii interne şi de asemenea şi răspunsurilor ei posibile şi, în cxmse
ci:nţă, problema ridicată de ei este o pseudo-problemă. 

Am citat de mai multe ori din lucrarea lui Carniap pentru a ne 
forma o opinie mai adecviată asupra ttpului de realism pe care 1-.a 
adoptat. 

Un.ul dintre cei mai infiluenţi realişti în filosoflÎla matematiicii este 
K. God.el (vezi K. Godel (l] [2]). El afirmă textual : ,,clasele şi concep
tele pot fi reprezenrt,art:e ca obiecte reale ... existând independent de defi-
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niţiile şi corustrucţiile noastre". Şi K. Godel (l] corntinuă: ,,Mi se pare 
că admiterea l.111!0r asemenea obiecte este aproape la fel de legitimă ca 
şi admiterea corpurilor fizice şi există o întemeiere la fel de mare pen
tru a crede în existenţa lor. Ele sunt în acelaşi sens necesare pentru a 
obţine o teorie satisfăcă•toare a martematioii, după cum corpurile fizice 
sunt necesare pentru a obţine o teorie satisfăcătoare a percepţiilor 
noaJStre sen:si bile". 

Caracteristtcile specifice ouno.aşt~rii matematice - intuiţia matei:na
tică şi adevărul matematic devin explicabile in lumina UJnei atirtudini 
filosofice rea!iste care postulează acest gen de obiecte reale - mulţimi, 
clase şi/sau concepte. Adevărul axi-omelor din teoria mulţimHor ni se 
impune, ne oonstrânge să admitem existenţa „unei percepţii a obiec
telor teoriei mulţimilor", un gen de intuiţie matematică care ne trimite 
la un dat e~terior, l,a un alt gen de existenţă decât existenţa fizic21. 
K. Godel (2, p. 333] scrie : ,,Nu decurge, totuşi, del.oc că datele de acest 
al doilea gen, întrucât nu pot fi asociate cu acţiunea unor anwnite 
lucruri asupra organelor de simţ, ar fi ceva pur subiectiv, aşa cum a 
afirmat Kant. Mai degrabă, ele pot reprezenta de asemenea un aspect 
al realităţii obiective, dar, în opoziţie cu senzaţiile, prezenţa lui în noi 
se poate datora unui alt gen de relaţie dirutre noi şi realitate". Numai 
existenţa în sine a obiecte~or matematice oferă posibilitatea explicării 
adecvate, cum am spus, a intuiţiei şi adevărului matematic. 

. _Resurse fructuoase preZiÎlntă realismul (şi deci şi logicismul) cu 
pnv1re la inter,pretarea existenţei infinitului şi a problemei continuului. 
Cum observă A. Robiruson (1, p. 558] realiştii platonicieni cred în 
genere în exil51tenţa ideală a entităţilor matematice, inclusiv în :xistenta 
mulţimilor t11ansfi1I1ite de numere ordinale, oricât de mari, în măsura in 
oare ele pot fi introduse ou ajutorul unor axiome adecvate". Desi rea
liştii acceptă, în principiu, existenţa acestor entităţi ma,temartice, ·putem 
corustata că sunt prudenţi, atunci când este vorba de „oontemplarea 
cardinalilor de un tip Sll.lficient de inaccesibil", căci nu dispunem de o 
evidenţă co111,vingătoare nici pentru respingerea şi nici pentru acceptarea 
unor axiome mai tari decârt: cea mai generală axiomă a infinitului. 
Lucrări mai recente despre inidependenţă degajă semnificaţia că teoria 
mulţimilor se referă la obiecte „reale" ceea ce ar reprezenta un argu
ment în favoarea realismului. Referindu-se la ipotezaJ continuului, Godel 
adoptă iar~i realismul : ,,Pentru că dacă sensurile terunenilor primitivi 
ai teoriei mulţimilor aş.a cum sLUnt explicaţi la p::gin.ile 328-329 şi în 
nota 14 sunt aoceptate ca fiind consistente, urmează că noţi.11mile şi 

teoremele teoriei mulţimilor descriu o ann.unită realitate bine determi
nată în care conjectura Lui Cantor trebuie să fie adevărată sau falsă. 

Deci indecidabilJtart:ea ei din axiomele care sunt admise astăzi poate 
însemna doar că aoo'.ite axiome oare su1I1t admise astăzi poat2 însemna 
doar că aceste axiome nu conţin o des,criere completă a acestei realităţi. 
O asemenea credinţă nu este de1oc himerkă, deoarece este posibil să se 
indice căile prin care decizia unei probleme, care este indecidabilă prin 
axiomele uzUJale, să se poată ~i obţine" (K. Godel (2, p. 323]). 

~; 
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1.3. Formalismul şi entităţile matematice 

Formalismul poate fi considerat corespondentul în filosofia mate
maticii a ceea ce esite numit nominalism în filosofia generală. Totuşi, 
trebuie să remarcăm că spre deosebire de platonisimul modern care are 
profunde legături cu cel tradiţional, în cadrul nominaliismului contem
poran nu sesizăm asemenea aspecte. Tendinţa nominalistă a fost repre
zenta.tă de L. Chwistek, S. Lesniewski, Quine, Tarski, Heil!kin, Nelson 
Goodman şi s-a constituit ca o reacţie la elementele p1'atonis1Je din oper,: 
lui Frege şi Cantor, responsabile de apariţia antinomiilor. După Berth 
[I, p. 471] distingem trei elemente în nominalismul contemporan : 
1) critica sistemeJor RZ pentru baza lor platonistă ; 2) încercări de 
construin~ a unor sisteme pentru fundamentele logicii şi matem..1..ticii, 
care să fie în acord ou exigenţele formulate în concepţiile nominaliste ; 
3) reinterp1 etarea nominalistă a sistemelor RZ. 

Interpretarea nominalistă a unui sistem RZ cere oa toate entităţile 
la care se referă (adică entităţile conţinute de modelul acelui sistem) să 
fie obiecte concrete. Acc:istă condiţie poate fi satisfăcută dacă inter
pretăm sistemul în sensul că el se referă la entităţi ca cele definite in 
cadrul lu1. Identirficăm fiecare entitate ca una dtn expresiile sistemului, 
iar a,poi le considerăm pe acestea ca obiecte concrete. Mai rămâne de 
văzut dacă entităţile definibile într-un sistem formează un model. 

Cum fiecare număr natural poate fi definit în toate sistemele RZ, 
elementele mulţimii N a tuturor numerelor n0turale sunt reprezentate 
în modelul nostru nominnJist şi chiar N însuşi va fi !'eprezentată printr-o 
expresie care defineşte B(N). 

ln modelul nostru avem numai submulţimi definibile ale lui N din 
care exisriă numai numărabil de multe. Conform teoremei lui Cantor 
B(N) trebuie să conţină mai mu1'te elemente decât N însuşi şi modelul 
nu satisface teorema lui Cantor. 

Conform teoremei de completitudine Lowenheim-Skolem-Godel
Henkin orice sistem RZ consistent are un model numărabil. lntr-un 
asemenea model N !ji B(N) sunt reprezentate de mulţimi numărabile. 

Teorema lui Cantor este însă satisfăcută, pentru că relaţia F care sta
bileşte o corespondenţă biunivocă între elementele Lui N şi cele ale lui 
B(N) nu poate fi defiinită în sistemul RZ. 

Nu decurge că modelul încer'Cat satisface teorema lui Cantor. Ar 
fi oazul dacă şi numai dacă soluţia problemei - dacă sau nu sistemele 
RZ conţin o definiţie a relaţiei care stabileşte o corespondenţă biunirvocă 
între elementele lui N şi submulţimii definibile ale lui N - este 
negativă. 

Se poate obiecta că modelul nostru şi modelul Lowenheim-Skolem
Godel-Henki:n sunt modele non-standard. Pentru majoritatea sistemeLor 
RZ existenţa unui model standard este dubioasă ; pentru sistemul NF 
al lui Quine non-existenţa modelelor sta!I1dard a fost demonstrată de 
Rosser şi Wang. 
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Apar probleme câilld trecem la mulţimea B(B(N)). @onform Ullllli 
re2JUltat, stabiilit de Tarski, olasa M a tururor subfamiliilor lllli B(N) nu 
este definibilă într-un sistem RZ. Şi cum B(B(N)) este definiibilă în 
ori'Ce sistem RZ, nu poate fi identificată cu M. La acest pumot modelul 
nositru nominailist nu mai serv~te scopului. 

Godel a arătat că în virtru.tea teoremei consistenţei relative se poate 
găsi alt model care să servească scopului nominalismu1ui. Se înlocuieşte 
în construcţia modelului anrterior definibil prin entităţi canstructibile 
şi obţinem UJn model în care apar numai astfel de enrtităţi, care într-un 
sens poarte fi considerat că corntă din obiecte concrete, ÎIIlcheie Beth [l] 
consideraţiile sale despre nominalismul contemporan. 

Dar toate sistemele RZ conţin o axiomă a infinitului. Interpretarea 
va depinde de acceptarea existenţei a infinit de multe obiede concrete, 
o cerinţă-supoziţie oare este oare compatibilă cu punctul de vedere 
nominalist ? 

După Beth [1] avem de-a face cu două atitudini : una care se 
bazează pe o ipoteză cosmologică care afirmă existenţa a infinit de 
multe obiecte concrete şi care conţine o circllilaritate în justificarea 
infinitului căci, pe de o parte, logica şi matematica ar depinde de ştiin
ţele naturii, iar, pe de altă parte, ştiinţele naturii depind în dezvoltarea 
lor de mc:.tematică; cealaltă atitudine sugerează omiterea axiomei infi
nitului din toate sistemele RZ şi se demonstrează în locul oricărei 
teoreme X, teorema A----+X (prin teorema de deducţie). 

1.4. Intuiţionismul şi entităţile matematice mentale 

Cum observă Al. Surdu [1, p. 103] deoarece „Punctul de plec.are 
al neointuiţionismului nemijlocit (Brouwer) îl consitirtuie intuiţionismul 

logioo--matematic. S-ar părea, din această perspectivă, că problemele 
ontologice ar constitui cel mai «îndepărtat» compartiment al neoin.tui
ţionismuilui". Dar B. von Rootselaiar [l, p. 157-158] observă că pentru 
intuiţionism este esenţial conceptul de exisrtenţă, limitat 'iJru;ă numai la 
existenţa obiectelor matematice ; pentru intuiţionişti „existenţa mate
matică trebuie să semnifice acelaşi lucru cu constructivitatea". Dar 
,,obiectul materrwtic", în sens intuiţ.ionist, are u111 statut ontologic spe
cific. Al. Surdu [l, p. 104] scrie : ,,Platon îl suspenda inter m.undos, 
Aristotel îl considera drept rezultat al intuiţiei a posteriori, Kant al 
intuiţiei a priori, a spaţiului şi a timpului. Numai neop:I.atonicienii mo
derni consideră că obiectul matematic există ca atCLre, independent, ase
menea Ideilor platonice. Neointuiţionismul adoptă parţial teoria kan
tiam.ă, respectirv consideră că obiectul matematic este reZJUltatul unei 
intud.ţii a priori, de data aceasta numai a succesiunii temporale". 

Ontologia brouweriană este mentali:st-subiectivă, şi deci idealistă, 
,,la început a fost senzaţia", este dictonul brouweria111, senzaţia consti
tuind fenomenul iniţial al intuiţiei de bază. A. Surdu califică idealismul 
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subiectiv al lui Broruwer ca fiind mai «senzitiv►► decât cel al lui Berkeley, 
înlocuind postulatul berkeleyan •~a fi înseamnă a fi per!Ceput►► cu cel 
brouwerian «a fli. înseamnă a fi simţit». De altfel, aşa cum lucrurile în 
genere sunt inseparabile de subiect, tot aşa "ooI11StrucţiHe matematice 
nu pot fi despărţite de matematicianul care le creează ; ele nu a,u o 
existenţă în sine". Comparat ou logicismul, sau mai bine cu plato111ismrul, 
intuiţionismul afirmă că existenţa matematică nu este o realiiate exteri
oară minţii ma.tematicianului, o «lume transcendentă» ci este alcătuită 
din entităţi matematice, care reprezintă construcţii ale gândirii umane, 
cum am văzut; în timp ce logicismul afirmă despre clase (entităţi ab
stracte) că sunt descoperite, intuiţionismul susţine că sunt inventate. Ra
portat la formalism care reduce ontologia matematicii la existenţa sim
bolurilor, semnelor «pe hârtie», intuiţioniştii, şi chiar îns~i Brouwer, nu 
au admis ca matematica, această bijuterie a spir1tului uman, să fie consi
derată un «simpl,u joc de semne», vid de orice semnificaţie. De altfel, 
«teoria stadiilor s111ccesirve►► - i) construcţia sistemelor intuitive de enti
tăţi matematice ; ii) limbajul ca paralelă sau însoţitor lingvistic(ă) a gân
dirii matematiice ; iii) analiza matematică a acestui limbaj, care conduce 
la descoperirea edificiului ve!'bal stabilit conform principiilor logicii ; 
iv) sisteme abstracte, adică sisteme matematice de ordinul al doilea, 
identice cu sistemele formale studiate de logka simbolică ; v) introdu
cerea limbajulrui }ogicii simbolice care acomparuază OO!IlStrucţiile logice ; 
acest stadiu este legat de opera lui Peano şi Ru1Sse1l; vi) analiza maite
matkă a Limbajului logicienilor, stadiu iniţ1at de Hilberit şi neglijat de 
Peano şi Roosell; vii) pasul abstractizării (Beth [1, p. 411]) - limpe
zeşte raporturile dintre intuiţtonisrn~liogidsm, intuiţ1onism-formalism. 

Existenţa matematică autentică în sens intuiţionist este relevată de 
stadiul unu, distinctă şi ireductibilă, pe de o pante la «realitatea logică ... 
(versus logicism), iar pe de altă parte, ireductibilă la limbaj (versus 
formalism). Am adăuga faptul că teoreme fundamentale, cu relevanţă 
ontologică remarcabilă, şi am numit teoremele godeliene şi teorema 
Lowenheim-Skolen, argumentează în favoarea «identităţii intutivului ... , 
relevându-i aproape inscrutabhlirtatea lui ou mijloace şi modalităţi logice 
şi formale, «intuitiv» ca entităţi şi construcţii intuitive, fuvori:mte de 
intuiţionism. Astfel, argumenrt;Jul lui Skolem arată că noţiunea intuitivă 
de mulţime nu este capturată de sistemul formal. I.ntu1ţiorusmul va 
susţine, în consecinţă, o concepţie despre adevăr diferită de cea proprie 
semanticilor realii.ste; semnificaţia unei propoziţii sau a umii predicat 
este identificată cu o demonstraţie că propoziţia respeoth,.ă este con
struotiv adevărată, semantilci:le non-realiste la care aparţine intuiţionis
mul cerând pI'oceduri de verificare. Esenţialul în ontologia ililtuiţionistă 

rămâne existenţa entităţi:lor me111ta!e numite «semnificaţii,.., s111biectrul 
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uman (matematidailll.11) dispU111ânid de o facultate s,pecfală a intuirii 
relaţiilor constructive di.Intre aceste entiităţi. Invocând disti.nloţiJile ope
rate de H. Prutnam [l, p. 464] asruipra referinţei şi adevărului, spre deo
sebire de platonismul extrem oare postulează «puteri mentale nenatu
rale» ce facilitează „il.lllldersrtanding" sau „grasping" noţiuni ireductibile 
şi nee~licate, intuiţionismul nu asumă prezenţa unor astfel de facultăţi, 
puteri ci doar unele umane, natmale, normale, apropiindu-se, mai 
curând, de poziţia realistă moderată ca-re păstrează, totuşi, caracterul 
central al noţiunilor clasice de adevăr şi referinţă, fără postularea 
puterilor (facultăţilor) mentale nenaturale. 1n acelaşi timp intuiţionismul 
matematic are în comun cu poziţia verificalţionistă înlocuirea noţiunii 

clasice de adevăr cu noţiunea de verificare. 
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2. STATUTUL ENTITAŢILOR MATEMATICE IN PERSPECTIVA 
UNOR SISTEME FUNDAŢIONALE ALE MATEMATICII 

Dacă programele flliilldaţionistc se interesează de ncJJtura ootirtiiţilor 
matematice, sistemele fumdaţionale abordează enrtLtăţile mL1tematice sub 
aspect structural şi <YTganizaţional, distingând între obiecte matematice 
fundamentale şi ceil.e derivate. Emita1Jea matematică centrală în siste
mele fundaţionale examinarte aici este mulţimea şi plecând de la ea se 
încearcă r•econstruJ.reia celorlalte obiecte matematke (număr, funcţie etc.), 
locul şi relaţiile ei cu acestea în ansamblul edificiului matematicii. 

2.1. Sistemul Zermelo ; aspecte ontologice 

Sistemul axiomatic al lui Zermelo este apreciat ca o tentativă
remediu la dificu1tăţHe cu care a fost confrum.tată teoria naivă a mulţi
milar prm apariţia paradoxuriro;r Burali-Forti .şi Rlui.ssell. Aceste ell/tităţi 

matematice - mulţimile - preoolllpase mai înainte pe Dedekind şi 
Russell. Primul a formulat un număr de principii despre mulţimi, dar 
maniera nematematică a expum.erii privind justificarea existenţei unei 
mulţimi infinite a făcut ca matematicienii să nu fie prea "sensibilizaţi" 
la modalitatea propusă de Dedekind. Russell a elaborat, î,n contextul 
situaţiei conceptu:ale marcate de apariţia a:ntinomiHor, celebra teorie a 
tipurilor interesantă prin semnificaţiile ei }ogice şi ontologice. 

Zermelo a fost în principal interesat în construirea unei teorii axio
matice a mulţimilor utilă şi eficace «matematicianului care lucrează,.. şi 

care ignoră «probleme de fundamente». Cu toarte acestea, intenţia prin
cipală din Zermelo [1] vi21a şi aspecte fundaţionale, teoria mulţimilor 
ocupând in arusambliul concepţiei sale un loc privilegiat privind edificiul 
matematicii. El for,mula astfel rolul fundalţional al teoriei mulţimiloT, 

capacitatea acesteia în investigarea celorlalte entităţi matematioe impor
tante şi chiar fundamell/tale, precum concepte de număr, ordine, funcţie. 
,, Teoria mulţimilor, scria ZermeJo [1, p. 200], este acea ramură a mate
maticii a . cărei activitate constă în a invootiga în mod matematic con-
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ceptele fl.lll1darmentale de „număr", ,,ordine" şi „funcţie" în simplkit.atea 
Lor primitiva şi prin aceasfa să dezvolte fundamentele logice ale aritme
ticii şi analizei; în consecinţă, teoTia mulţimilor constituie o componentă 
indispensabilă a ştiinţei· mia.tematice". 

Ideea centrală care ghide:ază construcţia axiomatică a mulţÎlmilor 
în sistemul fundational al lui Zenmelo este inspirată de definiţia origi
nală a mulţirrnii f.~rnnulată de C~~r (,,mu~ţim_e~. este oomprehensiun';a 
obiectelor bine distincte ale intuiţiei sau gandirn noastre mtr-un tot·). 
Zermelo face observaţia că această definiţie necesită anumite restricţii 
în folosirea ei şi că până acum nu s-a găsit un sub_:ititut ad~-:a~. al ei. 
1n acest caz este necesar să se formuleze un numar de prmc1p11 care 
să garanteze validitatea teoriei J?ulţimi_lo!. Fundam_entel~ acestei disci
pline matematice, ou rol fundoţ1onial ş1 m c?ncepţ1:a _LUI_ Zermelo_, ~re
buiau să evite antinomiile şi să conserve teoria cantorrnna a mulţimilor 
în ceea ce ea are valabil. 

Teoria axiomatică abstractă a mulţimilor a lui Zennelo renunţă La 
o definiţie explicită a entităţii fundamentale - mulţimea. Conceptul de 
mulţime, în acest sistem fundaţional, posedă proprietăţi stipula,te de 
axiomele care reglementează utilizarea lui. Kneebone [1, p. 288] observă 
că în expunerea axiomatică a lui Zermelo nlll aflăm ce sunt mulţimile, 
care rămân nespecificate, ci cum sunt manipulate matematic. Ca şi 

teoria russelliană a limitării volumului, axiomatizarea zenmeliană nu 
admiite oa mulţimi colecţiile foarte largi (mari) oa, de exemp1u colecţia 
tuturor lucrurilor, colecţia tuturor ordinalelor. Mulţimile su.nit: tratate 
în acest sistem ca obiecte caxe satisfac condiţii axiomatice explicit for
mulate, autorul lui având meritul de a fi abordat teoria mulţimilor în 
termenii metodei axiomatice. 

Zennelo [l, p. 201] afirmă că teoria sa axiomatică a mulţimifor 

postulează un domeniu B de indivi<luali pe care îi numeşte obiecte 
(obiecte abstriacte). Enunţul de egalitate ,,•a=b", în care a şi b se referă 
la obiecte aparţinând domeniului B, trebuie interpreta,t în sensul că 

simbolurile a şi b designează acelaşi obiect. 1n concepţia sa existenţa 

unui obiect este aseritată numai dacă aparţine domeniului B şi, similar, 
o clasă K de obiecte există numai dacă domeniul B conţine cel puţin 
un individual al acesteia. 

Domeniul B este structurat de anumite relaţii fun:damenrta.le : Ea b 
este o asemenea relaţie fundamentală primitivă şi este interpretată „a 
este un element .al lui b" sau, echivalent, ,,b conţine pe a ca un element". 
Un obiect b care aparţine domeniului B este numit mul,ţime numai dacă 
conţine ca elemenrt: un obiect a. Consecinţa acestui fapt se formulează 
că nrumai unele obiecte ale domenirului B sunrt: mmţimi, ceea ce ne relevă 
o anumită specificitate a ontologiei teoriei axiomaitice a lui Zermelo, 
când este comparată cu alte variante axiomatice, la care ne vom referi 
mai departe. Dar admiterea obiectelor oare IlJU sunt mulţimi, aşa-numi
tele elemente primitive (Urelernenrt:en în tenninologi•a lui Zerrnelo) com-
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plică, oarecum, logica subiacentă (underlying logic) a sisitemului său 
axiomatic, căci de exempU.u, identitatea nu poate fi definită în termenii 
relaţiei de apartenenţă ,,E" şi aceasta este numai una dintre sugestiile 
referitoare La semnificaţiile ontologice şi logice pe care le comportă 
domeniul B de obiecte abstracte postulat de Zermelo. Beth [1, p. 382], 
Wang, H. [1, p. 371] se referă la unele complicaţii ale sistemului formal 
zermelian datorate ontologiei sale subiacente care inic1udea entJ:ităţi care 
nu sunt mulţimi. Odată ce existenţa elementelor primitive era admisă, 
identitatea nu mai putea fi definirtă în termenii lui „E'', urmând să fie 
luată ca simbol primitiv, separat de cel al aparitennţei, faprt stipul'a't de 
axioma : dacă două mulţimi x şi y au aceleaşi elemente, atunci x == y. 
Atund, inevitabil logica implicită a sistemului zermelian a presupus ca 
axiome şi principiile primitive asupra identităţii. Quine [1, p. 122-123] 
a arătat că, fără să renunţăm la tndividuali, putem adopta procedee în 
redactarea sistemului formal oare utilizează numai simbolul aparte
nenţei. El consideră individualii un gen de mulţimi sau clase, iar artund 
rel,aţia de apartenenţă „E" poate fi interpretată „este un membru a1" 
sau „este egaJ cu", după oum al doilea obiect este sau nu o clasă. 

Continuăm preliminariile la sistemul flllildaţional al lui Zermelo 
formulând câteva precizări care fixe.lză mai exact relevanţa ei în planul 
logic al acestui sistem fundaţioool. Domeniul B peTmirte definirea sUJb
mulţtmii şi a mulţimhlor disjuncte, alţi „locuitori" ai lumii onto1ogke 
a construcţiei axiomaitice a mulţimilor formulată de Zermelo. Astfel, 
dacă M şi N sunt mulţtmi şi orice x, xE M implică xE N, atunci M este 
o submulţime a lui N. Folosind notaţia Lui Schroder din Algebra der 
Logik, Zermelo scrie acest lucru astfel: M =[= N. Aoum, M şi N sunt 
mulţimi disjuncte dacă nu posedă nici un element în comun, sau dacă 
nici un element ai Lui M nu este un element al lui N. 

Cooceptul de definitudine sau de proprietate definită beneficiază de 
o atenţie specială fixând şi mai bine relevanţa ontologiei zermeliene în 
planrul si.stemuliui formal. ,,O chestiune sau aserţiune C, scrie Zermelo, 
este definită dacă validitatea sau nevaliditatea ei poate fi decisă fără 

arbitrar pe ba2'Ja relaţiilor fundamentale ale domeniului cu ajUJtorul 
axiomelor şi legilor logicii", sau „o fUin1Cţiie propoziţională" sau un 
predicat C(x) în care variabila parcurge individualii ol.asei K, se zice 
că sunt definiite, dacă sunt definite pentru orice imividual x, luat sepa
rat, al clasei K. 

Axiomele sistemului axiomaitic al lui Zermelo redau „comporta
mentul" relaţiilor fundamentale ale domeniului B. Ele sunt cunosoute : 
axioma e:rtensionalităţii a cărei formulare mai cunoscută este : orke 
mulţime este determinată de elementele ei ; axioma mulţimilor elemen
tare : există o mulţime vidă sau nulă, notată 0 care nu conţine nici un 
element ; dacă a este un obiect care aparţine domeni,ului, atunci există 
mulţimea notată {a~ care conţine pe a ca singurul element ; dacă a şi b 
sunt două obiecte ale domeniului, atunci există o mulţime {a, b~ care 
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oonţine numai a şi b oa elemente şi nici un altul distinct de acestea. 
Este firec1scă rema,rca următoare : conform axiomei I, mulţimile {a} şi 
{a, b} sunL Uiilic determinate ; există o singură mulţime vidă care esite 
ooru;iderată submUllţimea oricărei mulţimi. Se defineşte partea proprie 
a lliilei muJ.ţimi : o submulţime care este diferită atât de mulţimea vidă 
cât şi de muJ:ţimea respectivă. Mulţimile 0 şi {a} nu au părţi. Urmează 
axioma separării, cea mai origioolă a sistemului zermelian, enunţul ei 
angajând concep1.u,l de proprietate definită: oricând fU1111Cţit1 propoziţio
nală C(x) este definită penrtru toate elementele unei mulţimi M, M 
posedă o &ubmulţime notată Mc care conlţine acele elemente x a'.e lui 
M pentru care O(x) este adevărată (Zermeto [1, p. 202]). Axioma sepa
rării oferă llll1 substitut penrtru definiţia gener-ală a mulţimii, dar în 
acelaşi timp stipulează unele restricţii ca : 1) mulţimile ruu pot fi defi
nite în mod independent prin i,nrvocarea acestei axiome, ci presupun 
mulţtmi date din care vor fi separate oa submulţimi. Efectul fund:aţional 
este evident : nu mai sunt admise mulţimi de tipul „mulţimea tutuT"or 
mulţtmilor", ,,muJ,ţimea tuturor numerel.JOr ordinale" şi în acest mod 
sunt evitate „paradoxurile ultrafinite". Axioma separării dă libertate în 
defililirea mulţimilor, totuşi, criteriul care defineşte trebuie să fie definit 
în termenii conceptului de „proprietate definită", adică, să determinăm 
pe baza relaţiilor fundamenrtale ale domeniului dacă criteriul are lo::: 
pentru fiecare x al mulţimii respective. 

Se obţine rezultatul că toate criteriile „def:nibile prin intermediul 
unui număr finirt de cuvinrte" cad. Aplicarea riguroasă a axiomei sepa
rării cere să controlăm dacă criteriul C(x) este bine definit. 

Remarcă. Oontextul M 1 =[=M permite definirea submulţilffiii M-Mi, 
care este complementara/ lui M1 în raport cu M, şi care conţine toate 
elementele lui M care nu aparţin lui M1. Ln cazul în oare M1 = M com
plementar.a ei este chiar mulţimea vidă sau nulă. Evidenrt, complemen
ta.ra unei părţi M1 a l1Ui M este o parte a lui M. Se defineşite intersecţia 
a două mulţimi M şi N formată din elementele lor oomnJne şi se notează 
[M, N]. Exsită cazurile : a) M = N, atunici [M, N] = M ; b) N = O sau 
M şi N disjU1ncte şi atunci [M, N] = O. 

Următoarele axiome sunrt: axioma mulţimii putere (oricărei mulţimi 
T îi corespunde o altă mul,ţime UT numită mulţimea putere a lui T, 
oare conţine ca elemenrte toate submulţimile lui T); axio7Tl,(1 mulţimii 

reuniune (pentru orice mulţime T există o rruulţime crT, nwnită reuniu
nea lui T, care conţtne ca elemente exact toate elementele lui T) ; 
axioma alegerii : dacă T este o mulţime ale cărei elemente sunt toate 
mulţimi diferiite de O şi sunt mutual disjuncte, reuniunea ei crT include 
cel puţin o submulţime Si, care are un singur element în comun ou 
fiecare element al Lui T. Zerme~o [1, p. 204] afirmă că este totdeauna 
posibil să alegem un singur element din fiecare mulţime M, N, R, ... , a 
lui T şi să combinăm elernent,eJe m, n, r astfel alese într-o mulţime S1• 

Ultima axiomă, cea a infinitului, datorată lui Dedekind, garantează 
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existenţa mulţimilor infinite. In domeniul B există o mulţime Z care 
satisface condiţiile:: a) o este un e1ement al mU!lţimii Z; b) daică a este 
în Z atunci (a} este de asemenea în Z. 

2.2. Ontologia sistemului Zermelo-Fraenkel 

Fraenkel [1] postulează U1I1 „domeniu funda.mental" de mul,ţimi oa 
domeniu. de discurs ; este un domeniu de individuaJi ai sisteml.hlui său 
axiomatic. Din punct de vedere logic aduce u:rmăltoarea modificare : 
admite simool.ul ,,=" oa o constantă primitivă, cu statut analog cerui al 
predicatului de apartenenţă „E". 

Deşi Fraenkel [l] a stat în mod esenţial la bazia cărţii scrise de 
Fraenkel, Bar-HHlel [2] se constată unele modificăr.i. A~;.tfel, acum nu 
se mai specifică referitor la domeniul variabilelor individuale decât că 
este o clasă nevidă bine definită de obiecte, un aşa I11U1II1it „univers de 
discurs", neafirmân!du-se nimic despre cardinalitatea acestei clase, dacă 
este finită sau infinită. Deoarece simbolrul predi.catulrui apartenenţă este 
singurul specific (primiti-v) în teorie, relevanţa lui ontologică este evi
denţiată astfel de Fraenkel, Bar-Hillel [2, p. 28] : ,,Domeniul relaţiei 
de apa-rtenenţă, adică claisa aicelor obiecte oare sumt membrii unui obieat 
va consta din elemente, contradomeniul acesitei relaţii, adică clasa acelor 
obiecte care conţin cel puţin un obieot oa membru va consta din mul
ţimi. Pentru un timp nimic nu va fi spus despre relaţia dintre dom?niu 
şi contradomeniua. Autorii conchid asupra ontologiei teoriei axiomatice 
a mulţimilor pe care o eXipun că se lasă deschisă chestiunea dacă această 
ontologie admite elemente care nu s.unt mulţimi (individuali), saiu 
,,iirelemente" în sens,ul introdus de Zermelo, sau :mulţimi care nu sunrt: 
elemente. 

Simbolul egalităţii comportă unele precizări având expresă încărcă
tură ontologică. Este introdus prin defini,ţie. Un prim mod de a defini 
egalitatea este cel introdus de Leibniz. Conform legii stabilite de Leibniz 
cf. Tarski [l, p. 130] : ,,x = y, dacă şi n'llmlai daJOă. x are orice proprie
tate pe care o are şi y, şi y are orice proprie:tate pe care o are şi x". 
După Fraenkel şi Bar-Hillel acest mod de a introduce egalitatea prin 
definiţie, aparţinând tradiţiei care se reclamă de la Leibniz, se formu-
lează astfel : ,,două obiecte sunt egale dacă orice obiect (mulţime, ciaL5ă) 

care conţine pe unul ca membru, conţine şi pe celă.!lalt". Al doilea mod 
este acesta : două obiecte sunt egale dacă oonţin aceiaşi membri şi pre
supune exigenţa onrtologică ca 111 universul de discurs să existe cel mult 
un individual (nemU!lţime), ceea ce pare inadecvat pentru sisteme al 
căror univens de discurs, s,ub interpretarea intenţionart:ă, conţin obiecte 
diferite care nu Sll.l!lt mul-ţimi în sensul obişnuit şi, deci, nu conţin 
membri. Quine [l, p. 122-123] arată că aceasta devine sru.perfluă; prin 
considerarea individUJalHor ca un fel de mulţimi ~au clase se introdu,ce 
egalitatea în acest al doilea sens (mod), fără să se renunţe la individuali 
în ontologia pe care o admitem. Procedeul este următorul : relaţia de 
apartenenţă „E" poate fi simultan il1lterpretată aLternativ ca "este un 
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membru al" sau „este egal ou", în funcţie de natura celui de al doilea 
obiect al relaţiei, adică, dacă acesta este o clasă sau nu. 

Fraenkel v:a prefe:m, conform ontologiei admise, primul mod de 
defini,ţie a ega1ităţii, considerând că . nu este_ nece~ar _s~ se lucr~ze cu 
individuali, eventual putându-se admite un smgur md1v1dual. Obiectele 
vor fi tratate ca mulţimi, cu excepţia unrui singur obiect care are 
s,tatutul de „membcrless" necesar pentru unele scopuri de natură teh
nică. Nu se admit non-elemente, toarte obiectele sunt elemente. O ase
menea ontologie introduce simplitate şi eleganiţă prin simplificările 
formale pc care le permite. ,,Câmpul" care se defineşte, în viziunea 
autorilor Fraenkel şi Bar-Hillel, ca reuniunea domeniului şi conrtradome
niului coincide cu „universul de discurs" al teoriei. 

Axiomele, care constituie ceea ce se numeşte „teoria generală a 
mulţimilor", se di&ting prin caracterul lor „constructiv(( explicitat cum 
urmează : fiind asumată existenţa unei mulţimi sau a unor mulţimi, 
aceste axiome garantează (,,produc") existenţa unic determinată a altei 
(respectiv altor) mulţimi. Construirea în această manieră a acestor 
mulţimi evită apariţia antinomiilor, întrucât acestor mulţimi le este 
specificată exrtensiuneia prin referinţă la mulţimi admise prealabil, ceea 
ce exclude caracterul ,,·ultra-comprehensiv", s;pecific mulţimilor prezente 
în fo'.Nl1ulările paradoxurilor. Conform „naturii constructive" a axiome
lor aparţinând „teoriei genemle a mulţimilor", mulţimile, a căror reu
niune o formăm în virtutea axtomei următoare, ruu sunt admise în mod 
„arbitrar", ci sunt membri ai unei mulţimi, a cărei existenţă a fost 
garantaită prealabil. 

Dacă asumă.cm existenţa mai multor mulţimi, în viritutea axiomelor, 
se oonstruiesc mulţimi din ce în ce „m..ai comprehensive", dar aceste 
axiome nu învederează o libertate suficientă in formarea de noi mul
ţimi. N,u putem trece la „mulţimi mai mult decât numărabile", llil1 şir 
de mulţimi numărabile fiind date, adică nu se garantează existenţa 
„continuului". Lnstrumentul principal, prin care Cantor a trecut la 
mulţimi cu cea mai înalrtă cardinalitate, a fost „multiplicarea transfinită" 
(exponenţierea). Rolul acesta revine în sistemul axiomatic Zermelc
Fraenkel axiomei mulţimii-putere : pentru orice mulţime a există muJ
ţimea ai cărei membri sl.llilt exact toate submulţimile lui a. Mulţimea 
submulţimHor lui a este numHă „mulţimea-putere" şi se notează Ca 
(unde C provine de la Oan1Jor). RoLul acestei axiome atât în teoria naivă 
cât şi în cea „axiomatică(' este să formeze mulţimi sru:ficienrt de „mari". 
Dar, după Fraenkel, ea rămâne un instmiment limitat şi nu asigură 
,,mulţimi comprehenstiver, comparaibHe cu mulţimea-putere a lui CaJntor, 
eficienţa ei depinzâru:l de posibilitatea obţinerii submulţimi-lor unei 
mulţimi date, într-o manieră generală ; existenţa submulţimilor proprii 
inrfini,te uu este garantată. 

!rusă examinarea mulţimilor prodruse prin aplicarea mulţimii-pereche, 
mulţimii-sumă, mllllţimii-putere UIIlOr mulţimi asumate relevă faptul că 
extensiunea mu1ţimilor obţinUJte este «mai largă». Es,te nevoie de srtipu
larea unor operaţii „restrictive", adică sfera mulţimilor construite să nu 
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depăşească pe cea a mulţimilor figurând ÎIIl aS'limpţiile axiomelor. In 
alţi termeni, să se producă prin aplic'lrea axiomelor numai «submulţimj_»_ 
In acest scop, în sistemul Z.F. se intriodU1Ce următoarea axiomă, numită 
axioma submulţimilor, al cărei enunţ este următorul : pentru orice mul
ţime a şi orice predica,t monadic B care este definit penrtru toţi membrii 
lui a, exi~ iă mulţimea care conţine exaot toţi acei membri x ai lui a 
oare sati&fac predicatul B. Această axiomă este cea mai specifică siste
mului Zermelo-Fracnkel. Conceptul de „predicat definit" afectează 
„acurateţea" axioma.ticu a acestei axiome. Simpla aplicare a acestui 
concept nu satisface exigenţnle trnriei formal-educative, de')arece, aş,a 
cum afirmă Fraenkel şi Bar-Hillel, nu sunt evitate „antinomiile seman
tice". Axicma submulţLmilor arc o natură specială, căci, spre deosebire 
de celelalte axiome, aceasta este o «schemă-axioimă» oare produce, în 
funcţie de predicatele introduse, o infinitate de axiome singuLare şi de 
aici caracteristica sistemului lui Zermelo-Frae:nkel de a nu fi finitizabil, 
adică de a nu conţine un număr finit de axiome ; sistemele care posedă 
cariaoteris,tici impredicative nu pot fi finitizabile. Spre deosebire de 
axiomele mulţimii-pereche, mulţimii-sumă, mulţimii-putere şi axioma 
submulţin;,,ilor, axio·na alegerii, (dacă t este o mulţime disjuncti\ ca"ec 
nu conţine:: mulţimea nulă, produsul cartezian Bt este diferit de mul
ţimC'a nulă ; deci, printre submulţimile lui Ut, există cel puţim o sub
mulţim2 a cărei intersecţie ou fiecare membru al mulţimii t formează 
o multime-unitate; orice multime u a lui Ut se numestc mu1timea 
a<leas~ ·,1 lui t), nu mai satisfac~ cerinţa dL' a fi „constructivă", dco~rE'CC 
mulţimea construită în virtutea aplicării acestc•i axiome nu este unic 
determinată de datele ei, adică de mulţimea t care apare în asumpţia 
axiomei. S-a spus că această axiomă comportă un „caracter e:ristenţial". 
Aşa cum scriu Fraenkel şi Bar-Hillel [2, p. 55] aceas1tă axiomă nu 
afirmă posibBitafo:i construirii unei „mulţimi alese", adi:că nu oferă o 
regulă prin care în fiecare membru T al Lui t se poate specifica un 
anumit membru. Acest rol ar putea fi realiz:1t prin „axioma .submulţi
milor", oare separă submulţimea re;;;pectivă ::i lui Ut, axioma alegerii 
dovedindu-se' superfluă. Axioma alegerii gar:antează caracterul nevid al 
produsului oar,tezian Bt în sistemul Z, lucrru asigurat, de altfel, şi fării. 

axiomă. ln fapt, tot ceea ce ne spuno „axioma alegerii" este că, fiind 
satisfăcute asumpţiile prezente în formularea axiomei, printre submul
ţimile lui Ut vor fi prezente şi submulţimi caracter:zate prin faptul că 
posedă un singur membru în comU1n cu fiecare membru al lrui t. 

Axiomele infinitulwi şi substituţiei (aceasta din urmă enunţându-se : 
da,că domeniul unei ful1!Cţii singular evalu:1tă este o mulţime, contra
domeniul ei este, de asemenea, o mulţime), extind shstemul prLn pro
ducerea de „mulţimi comprehensiver'. Pare normal să se formuleze 
restricţii în această privinţă. Problemele care au sugerat restricţii 

privesc nu.mire inaccesibile, mulţimi extraordinare şi ipoteza genera."i
zată a continuului. ln context a fo:,t formula,tă axioma fundării sau 
restricţiei : orice mulţime nevidă S conţine un element t aS/tfel că S şi 

t nu au in comun nici un element. Adică, nu există mu:lţÎ!mi s =I= o astfel 

29 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



că fiecare element al lui S are un element care este, de asemenea. 
conţinut în S. Deci, orice şir descrescător în sensul anterior precizait va 
fi totdeauna „finit", sfârşind înrt:r~un constituent pri:mar, oaTe în sis
temul Z este în mod necesar mulţimea vidă. Nici o mulţime S nu se 
conţine Cci element, deoarece alrtJel dacă S E S, atrunci {S} contnazice 
axioma fundă<rii. 

Si o ultimă observatie. Problema (ipoteza) generalizată a conti
nuul~• vizează „limitarea" saru "extinderea maximală" a domeniului 
teoriei mulţimilor. 

2.3. Remarci asupra ontologiei sistemului formal al lui von Neumann 

Sistemul Zel"mcio-Fraenkel „restituie" formal numai o parte din 
domeniul mulţimilor „create" (produse) în teoria naivă a lui Cantor. 
Cum se cons<ideră că mulţimile supra-comprehensive generează "anti
nomii((, se poate const:.1ta că sistemul Zermelo-Frnenkel se relevă ca o 
construcţie axiomatkă-formală „prudentă" în această privinţă, aceste 
entităţi neavând contraiparil'·a lor axiomatică. Deşi limitartiv, acest sbtem 
s-a dc)Vedit suficierut pentru scopurile legitime ale teorie; mulţimilor. 
Experienţa (priactica) matematică a pus în evidenţă, totuşi, caracterul, 
oarecum, inofensiv al acestor entităţi „suspecte" (mulţimile „ultra-la;·gi") 
ceea ce ne-a relevat separarea, întrucâ-tva, artificială : mulţim.i admise 
şi mul.ţimi „carre nu sunt admise". 

Ideea originală a lui von Neumainn a fost 0[1 nu pur şi simplu 
existenţa mulţimilor „ultra-largi" genewază anrt:inomiHe, ci considemre:1 
lor ca membri ai altor mulţimi. Von Neumann şi-,a îndreptat atenţkt 
asupra axiomei comprehensiunii (::ixioma submulţim]or) şi a proi:uc., 
omiterea cerinţei, stipul1Jte în formularea axiomei, 0:1 mulţimea cores
pu:nzătoare predicatului respectiv să fie o srubmulţime a UJnei mulţimi 
prcakibil date. Cu aceastJ, von Nerumann consideră că în domeniul 
mulţtmilor pot fi admise mulţimi supra-comprehensive, cum sunt clasa 
universală notată V, care corespun:de predi~atului „x = x" şi comple
mentara \T-S a unei entităţi date S. Admiterea în ontologie a unor 
asemenea entităţi ultra-1.argi presupune formularea unor exigenţe care 
reglementează comportarea lJr faţă de relaţia fundamentală a a-parte
nenţei: ,,E". Mai explicit, acestor mulţimi ultra-largi le es,te refuzat 
statutul „de a fi elemente". Vo!1 Neumann formllilează, in context, o 
axiomă, oum vom vedea, prin care to~1rte obiectele aparţinând dome
niului de enti-tăţi, care sunt de aceeaşi „dimensiune" ou clasa universală, 
nu pat fi membri ai altor obiecte şi vor f,i numite „clase". După cum 
am văzut, Fraenkel a positulat un „domeniu" care include un singur tip 
de entităţi - mulţimile; von Neumann introduce în domeniul postulat 
pentru sistemul său două tipuri de entită,ţi : mulţimi şi clase, o mul,ţimc 
fiind o clasă, însă există clase ca,re nu sunt mulţimi (in terminologia 
lui Quine l2] numite clase ultime. Este interesanit de notiart că G. Cantor 
simţl.,a nevoia distincţiei «mulţime-clasă». Intr-o scrisoare către Dedekind 
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din 1899 ei discută desipre "sisteme inconsistente" care ar putea fi inrter
pretate ca a,vând semnifica,ţia de ceea ce înţelegem azi prin clase. Exis.tă, 
deci, o clasă universală, cum este «clasa tuturor mulţimilor» sau «cliasa 
tuturor ordinalelor«. Deoarece cliasa „tuturor mulţimilor" sau dasa 
„tuturor ordinalelor" sunt clase ultime, în sistemul lui vo,n Neumarm 
sunt evitate paradoxele lui Russ211 ~i Buriali-Forti. Terminologia lui 
von Neumann con~acră termenul specific de „element": obiectele c.trl' 
pot fi membri ai lllilei muLţimi sau dase se numesc elemente. Termenul 
element corespunde termenului mulţime din limbajul lui Bernays. Esrte 
evident, atunci a:i toate mulţimile care "populeazc1" domeniul sistemului 
ZF (Zermelo-Fraenkd) sunt elemente. Axioma submulţimilor 1:oc1k 
atunci să fie ad.apt.ltă sistemului în vederea garantării existenţei abso
lute a claselor şi îinloouită printr-o axiomă care s2 conformează unor 
restrioţii logico-matematice, rele,nanrte pentru specificul ontoLogiei 
subiacente sistemului lui von Neu:mann : ruantificatorii din conditia 
care defineste dasa vor fi restrictionati. cum observă FraenkC'l si B~r-
Hillel [2, p: 98], la variabile pentru eiemente. · 

John voin Neumann „stratifică" c-ntită,ţile ontologiei sistemulut său, 
căci admite exhstenţa a două domenii : argumente (obiecte I) şi funcţii 
(obiecte II) care nu sunt identice, însă se suprapun, c,ki exista funcţii 
care devin argumente, adi:că «obiecte II-I ►► care aparţin ambelor domenii. 

Pentru că acesite remarci sunt consacrate conexiunilor dintre onto
logie şi structura formală a sistemului lui von Neumann, vom ,1dăug,1 
în acest contf'xt că celebra „axiomă IV, 2", considerată ca fiind, peate, 
cel mai puternic principiu clin literatura sistemelor axiomatice, este 
direct rei<,vantă pentru genul de ontologie descris, şi care esitc „populată." 
cu entităţi set-teoretice „su,pracomprehensivet(. In fapt, această axiomă 
nu admite ca fuI11Cţii care definesc „totalităţi ultra-largi" să devină 
argumente, adică «Obiecte II-I» J,a nivel formal. Enunţul axiomei IV, 2 
este : o funcţie ct nu poate să devina o funcţie-argument dacă şi num,ai 
dacă există o funcţie b (evident, prezentă în domeniul funcţiilor postu
Late de teorie) astfel că, peintru orice argument x există un argument 
y pentru care [a y] =I=- A şi [b y} = x. Axioma exprimă condiţia pentru 
oa b să prodlllCă o corespondenţă în întregul univers al argumentelor 
a acelor argumente astfel că [a y] =f: A adică a domeniului a dacă, în 
roalitarte, a este un domeniu. 

Existl~nţa mulţimilor infinite, a -<mulţiirnii.i-reuniune» şi a «mulţimii
putere», poate fi deri,vată din axiomele apar,ţinând grupului V din axio
matizarea lui von Neumann [1], în baza ideii că o mulţime poate fi 
definită ca un caz special de fuI11Cţie : un „obiect-II" a este numit o 
clasă dacă [a, x] este totdeauna egal cu A sau B; un „obiect II-I" care 
satisface :;ceiastă oondiţie este numit o mulţime, adică mul,ţimil<.' sunt 
acele entităţi care sunt nu prea mari şi clasele sUJT1t toate totalităţile 

indiferent de mă-rimea lor. O clasă poate fi un argumt•nt, adică un 
,,obiect II-I" dacă şi numai dacă este o mulţime. 

In sistemul Lui von Neumann sunt admise mulţimi (funcţii) care 
sunt ,;prea mari", adică acele „obiecte II" oare nu sunrt: obiecte II-I 
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(von Neumann [1, p. 401]. !n concepţia lui von Neumann ele nu formează 
obiectul unei prohibiţii complete, ci numai au fost „dedarate inoapabilc 
de a fi argumenrte" (adică nu sunt „obiectul I" şi aceasta este o condiţie 
suficientă să evite antinomiile). J. von Neumann continuă : ,.In acelaşi 
timp, existenţa acelor mulţimi este ne:cesară pentru anumirte moduri 
de inferenţă". 

2.4. Supoziţii ontologice ale sistemelor lui P. Bernays şi K. Godel 

Si·stemul lui P. Bernays reprezintă o variantă a sistemului lui von 
Neumann. Ideea fundamentală subiacentă sistemului lui von Neumann 
- admiterea existenţei mulţimilor supracomprehensive (clasele) - înso
ţită de refuzul statutului de elemente pentru ele, este menţinută în sisrte
mul lui Bernays. In acest sens, ambele sisteme - von Neumann şi Bernays 
- postulează domenii mai extensirve decât cel al sistemului Zermelo
Fracnkel şi reţin mai mul,te c~tmcteristici ale sistemului Z. Consecinţa 
este elaborarea unei structuri mai simple şi mai adecvate. 

In sistemul lui Bernays apar două felu,i de entităţi (obiecte) -
mulţimi ~i clase - care „sitmtifică" domentul, ceea ce formal va con
duce La un stil „bisortat" al utilizării variabilelor, 1ogioa subiacentă 
fiind înzestrată cu două relaţii primitive interpretaite ca : apa'rtenenţă 
la o mulţime : x Ea, oare se cirteşte „x aparţtne mulţimii a" şi aparte
nenţa la o clasă: X"l)A, citită „x aparţine clasd A". Deci, simbolurile 
„E" şi ,;:J'' desemn~ază apartenen,ţa la mulţime, respectiv lia clasă, iar 
literele mici denotează multimi si cele mari denotează clase. Fiind date 
două mulţimi a, b are sens· a E b · sau a EA dar nu A EA, A EA. Clasele 
nu sunrt membri posibili ai unor mulţimi, siau ai altor clase şi în con
secinţă formulele de mai sus nu sunt bine formate. 

Mulţimile şi clasele sunt entităţi diferite, de aceea nu este permisă 
nici o analogie cu „obiectele II-I" din limbajul formal al lui von 
Neumann. Şi, totuşi, în sistemul lui Bern.ays există conceptul de „repre
zentctbilitate" care reproduce, oarecum, ,,obiectul 11-1" din axiomatiza
rea lui von Neuman, ooncept oare se referă la relaţh dinrtre clase şi 
nmlţtmi. Neformal, se spune că o mulţime ,,reprezinrtă" o clasă dacă 

ambele au aceleaşi elemente. Definiţia formală a reprezentabilităţii (cf. 
Bernays il, p. 63]) este următoarea : 

Rp{(x I x Ea}, a} 

Rp(A, a) & Rp(A, b) -+ a= b 

Intuit.Iv, orice mulţime reprezintă o clasă şi o clasă poate fi repre
zentată numai de o mulţime. Nu rezultă de aici că orice clasă este 
reprezentată de o mulţime, căci există şi clase „nereprezentate", în 
special mulţimea V (clasa universală). Când o mulţime şi o clasă au 
exact aceiaş-i membri, spunem că clasa este reprezentată de mulţime. O 
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clasă şi o mulţime care o repreziilltă se comportă în mare măsură oa 
,,obiectrul II-I" . 

. . Ontologia siste~ui lui Bernays, relevată de cele două realţii pri
m1tirve denotate prin E şi 7J, argumentele fiind restricţionJate la mul
ţimi, nu conţine individuali şi în a,C9'astă privinţă sunt evidente simili
turlinele ou sistemele ZF şi von Neumann, dar si contraste cu concepţia 
ontologică a lui Zerme1o 1908. · 

Construcţia axiomatică a teoriei mulţimilor presupune în mod 
natural axiomele egalităţii şi extensionalităţii, a căror prezenţă în for
mularea lui Bernays marchează un~le diferenţe faţă de sistemul axio
matirc al lui Zermelio, relevându-ne din punot de vedere ontologic o 
anumită parti!Cul:aritate a „universului de discursa : mulţimile siunt 
trratate ca individuali care, ca şi oolecţiile concrete, sunt determinate 
prin elemenrt:ele Lor. Este e:,aclusă, prin axioma extensionalităţii, existenţa 
Urelementelor în sens.ul, introdus de Zermelo, adică a individ1UJali1or 
diferiţi care nu au eleme111te, axioma în cauză asumând că toate ele
mente'le în sistem sunt mulţimi. Programul lui Bernays anunţă încor
porarea întregii matematici clasice în sistemul teoriei mulţimilor, sis
temul lui reprezentând meitodologic o extindere a metodei lui Dedekind 
de a introduce numerele reale - care au rolul de elemente în analiză, 
ca mulţimi. Aşadar, este asimilată procedura lui Dedekind într-!() viziune 
care consideră că toate obiectele matematice sunt mulţimi, iar din punct 
de vedere formal se ,obţin unele simplificări dezirabile. 

In concepţia lui P. Bernays se face distincţia îilltre clase şi mulţimi. 
Distiin:cHa nu este un artificiu de limbaj, ci evocă o situaţie logică şi 
ontologică : o mulţime este o colecţie, adică un obiect m:atematirc, în 
timp ce o clasă core5punde extensiunii unui predioart şi are, în raport 
cu mulţimea, statutul de „obiect ideal" (ooncept semnifioativ în gândirea 
lui Hilbe.rt !). Din aiceastă perspectivă, se sugerează că universul claselor 
!1JU constituie Ull1 domeniu fixat de individuali ci este un univers deschis, 
regulile, formarea cl:ase1or fiind corniderate ca stabilind un „minimum 
de procese admise pentru formarea claselor". Disitinct de demeniul fixat 
al mulţimilor, există un univens deschis al claselor şi în conJSocinţă vom 
avea drouă limbaje oorespunzăitoare. 

In ceea ce priveşte s,isrtemul axiomatic al muLţimHor constru1t de 
Godel [1] remarcăm ca o trăsătură caracteristică identificarea oricărei 
mulţimi cu clasa reprezentată de această mulţime, relaţie oare în sis
temul Lui Berinays era reţinu1ă în co!l11Ce,ptul de reprezenfta:bilibte. El 
va reţine numai una din cele două relaţii primitive fundamentale „E" 
(apartenenţa la mulţime) şi „71'' (apartenenţa la clasă), anume pe prima. 
SimHitudinile cu sistemul Zermelo-Fraenkel suint evidente. 

2.5. Remaci asupra ontologiei obiectelor abstracte 

Ontologia obiectelor abstracte trimite la mai vechea problemă a 
universaliilor cu o bogată şi lungă tria:diţie, loc ~ confruntării unor 
impontanrte poziţii filosofice oa platonismul, nomi~ul, conceptrua-

3 - Existenţă şi adevăr în matematică 
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lism:ul ca si mai recentelor var~ante moderne s,peoi!fice ale acesitora, ne 
referi~ la · logicism, formalism, construotivism, ace5ta din urmă în 
v,arianta sa mai radicală ca intuiţionism. «Problema în cauză» poate fi 
abordată sub forma unui set de subprobleme oare sporesc analiticitatea 
abordării întreprirnse : există universalii ? UIIliversialiile există numai în 
mi,rrtea noasitră ? Sau exiSJtă (şi) în realiitate ? Şi dacă au o existenţă 
independentă, universaliile există în şi prin lucruri partioulare, sau au 
o existenţă separată'? După opinia lui W. Stegmi.iller [l] nici azi nu 
dispunem de un răspuns siatisfăcător la întrebarea dacă dincolo de 
lucrurile lumii reale trebuie să acc€'-ptăm obiecte de un fel total diferit 
de primele, de exemplu Jorme ideale, posibilităţi nereaJlizate şi valori. 
Empiriştii sunt adversarii irntransigenţi ai concepţiei că există realmente 
un asemenea sort de entirtăţi ca obiectele abstracte, şi inV10când «briciul 
lui Occam» ei declară entităţile de genul ideilor platoniciene ca super
flue. Dar renunţarea la obiecte abstracte vine imediat în contradicţie 
ou legitimitatea unui gen de ontologie asumat de o venerabilă ştiinţă, 
am numit ma.tematica, ,,populată" abundent cu forme ideale, obiecte 
abstracte ca mulţimi, clase, relaţii, numere, funcţii, categorii, moriisme, 
transformări naturale etc. Nominaliştii consideră filosofie confuză refe
rirea la obiecte abstracte, metafizice, în timp ce adepţii lui Platon iau 
în serios problema existenţei obiectelor abstracte, susţinând teza că 
.există o conexiune directă între problema universialiilor şi cea a expre
siilor-predicat generale. Platonismul operează cu o asemenea presu
poziţie, cel puţin implidt, care conţine ideea că predicatele sunt nume 
a ceva (de exemplu prediratul roşu. nu vizează în mod direct obiecte 
concrete ci abstracte), în timp ce nominaliştii resping această teză, 
atribuind predicatelor generale m.1m:ii un rol sincategorematic, constru
indu-le ca propoziţii deschise (x este roşu, aici x fiind variabilă), şi care 
în coocepţia lor nu au semnificaţie de sine stătătoare, dar achiziţionează 
semnificaţii daieă asupra lor se efectuează operaţii ca înlocuirea varia
bilei cu numele unui obiect concret individual, de exemplu punând 
acoperişul în locul lui x obţinem "acoperişul este roşu". DUipă norni
naliş,ti viciul platonismului constă în faptul că atribuie predicatelor o 
semnificaţie proprie, le consid€Tă nume a ceva, la limiită, nume ale 
entită,ţHor abstracte, făcând confuzie între a avea semnificaţie şi a fi 
nume a ceva, adică produc e o asimilare a semnificaţiei cOJmplete cu 
funcţia denumirii în con.texte spaţio-temporale 4-dimeinsionale. Restricţia 
ontologică nominalistă cere ca variabila legată să parcurgă numai obiecte 
concrete. Stegmi.i11er [1] spune că de îndată ce vari,abilele legate parcurg 
obiecte abstracte de genul clase, proprietăţi, relaţii, numere, propoziţ# 
etc., depă~im frontiera nominalismului şi ne aflăm pe teritoriul platonis
mului, sistemele platoruste fiind mai «bogate», fiind un fel de „ex
pansiune•' a celor nominaliste care sunt mai „sărace1'. Pentru detalii ale 
problemei vezi şi lucrarea noasitră M. Ţurlea [l, p. 152 şi următ.]. Vrem 
doar să conchidem oă poziţia filosofică care consideră justificaită legiti
mitaitea acestui tip de obiecte, este vorba de obiecte absitracte, a fost 
numită platonism;· sU6ţinătorii acestei concepţii pretind nu auit o fide-
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litate exhaUS!tivă faţă de doctrinra lui Platon cât o valorificare a desco
peririi platoniciene a obieclelor abstracte ; distingem platonism exlen
sional .(extensiunea predicatului fiind relevanită) şi platonism, intensional 
(intensiunea predicatului este vizată), în legătură cu care Russell a for
mulat un rezultat ontologic şocanit : numărul de obiecte ideale admise 
de platonismul extensional es,te mai mic decât numărul obieoteLor ideale 
acceptate de pla1onismul intel1SIÎIOnal. 

Relevanţa onto1ogică a variabildor legate l-a determinat pe Quine 
s-o exprime sintetic în cunoscutul său prinicLpiu-slogan : ,,,a fi însrnmnă 
a fi valoare a unei variabile legate". 

Studiul lui Russel [1] i-a prileuH lui Quine [1] o reexaminare a 
problemelor semnificaţiei şi referinţei în conexiune cu relevanţa lor 
pentru ontologie. Dacă Russell analizează expresiile care denotează în 
termenii teoriei cuantificării, Quine v,a folosi teoria ou:antificării pentru 
formularea (şi chiar deciderea) chestiunilor ontologice ale denotării. In 
context Quine explică, anali,zează celebr'-! sa formulă semantică : ,.a fi 
înseamnă a fi valoare a unei variabile" (devenit un principiu, de fapt 
criteriu-slogan al ontologiei quineene) şi stăruie asupra aspectul:ui că 
dacă acest criteriu nu oferă „o bază relevantă pentru a putea să decidem 
înitre onitclogii „rivale", se dovedeşte, oricum, fructuos privind identi
ficarea „angajamentelor ontologice" ale unei teorii date, ale unui 
limbaj dat". 

Deoarece lucrări importante m problemă ale lui B. RUJSsell au 
oons.tituit puncte de referinţă în literatura cons:aiorată ontologiei entită
ţilor abstraate, facem o succinrtă trecere în revistă a celor mai semni
ficative momente-idei ale evoluţiei gândh·ii filosofrului şi logicianului 
englez asupra subiectului. Dar, deoarece primul gânditor modern care 
a elaborat o concepţie actuală asupra existenţei entităţilor abstrade, ~i 
negreşit l-a influenţat pe Russell, este Frege (ambii reprez0ntând logi
cismul ca variantă modernă a platonismului) vom enunţia câteva aser
ţiuni şi despre ultimul aurtor care are şi prioritate cronologică ; în rest 
ne mulţumim să trimitem pentru dezvoltări asU;pra problemei la cartea 
noastră (M. Ţurlea [2, p. 76-91]). 

Obiectivitatea, [a exista independent de spiri,t (sUJbiect), al,teori 
caracterizâtă ca a fi accesibil mai multor subiecţi gânditori], este con
ceptul-cheie penitru ontologia platoniciană ; primul este sensul tare al 
obiectivităţii şi este propriu platonismului, al doilea esite împărtăşit de 
Frege şi deci gânditorul german nu este un platonician, cel puţm în 
sensul tare de platonism ontologic, la care face referirre P. Bernays [2] ; 
dar poate fi un pl1atonician în sensul slab, încât s-a spus că fiÎ!lld raţio

nalist, ca şi Leibniz, a admis un fel de realism moderat. Obiectivitatea 
fregeană este independentă de senzaţie, sau orice alrtă reprezentare 
psihică (aici este o corusecÎ!llţă a anti-psihologismului său), diar depen
dentă de gândire, raţiune, o depăşire a sensibilităţii, care însă nu se 
realizează nici măioar cu ajutorul cadrului transcedental kantian, ce ar 
întemeia cel mult "consensul general uman" dar nu şi obieotivita,tea 
adevăf'l.llui. Deşi pleacă de la disrtincţiia. kantiană „obiectiv-real", el nu 

35 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



aderă la constructivismul kanit~an, oare în virtutea illltervenţiei C01I11.S,truc
toare a elementului a priori „edifică" domeniul „obiectivului", dar mai 
ales r:efuză "excesul ontologic'' relevat de „domeniul inteligibil· trans
cendent" marcant Îll1 pl:aoonism. Ontologia fregeană postulează un 
,,domeniu obiectiv-nereal" în oare „localizea'ză" şi entităţile aritmeticii 
- numerele - entirtăţi obiective dar nu şi reale, adică a.spaţiale şi 
atem1porale. Numerele ntU sunt atribuite nemijlocit obiectelor ci conJCe:p
telor, conceptul fiind ceva obiectiv. Ontologia fregeană asumă ca domi-
111antă diviziunea ,,obiectivului nereal" în obiecte şi o0011Cepte, apreciate 
drep,t substitute mai aidecvaite pentru relattele diSitinlCţiei tra;diţionale 
„su:biect-predicat". Astfel in Frege [1] exts.tă formulări relevante în 
acest sens : ,, ... oonceiptul es,te pentru mine predicat posibH al unui con
ţinut ju!dkabil singular şi obiectul un subect posibil al acestui>a. Obiec
tul şi conceptul (ca şi subiectul şi predicatul) sunt de acelaşi ordin 
aparţinând sferei obiective ca conţinut judioabil". S-a spus că primatul 
obiectului cedează în f1avoarea celui al conceptului conidIUJcând la rea
lismul ipostaziant cu consecinţe dezag-reabile între care si absenţa unei 
ierarhii a obiectelor, a niveleLor de realiitaite ale ,,univ~rsului obiectiv 
nereala. Prin scindarea onitologiei lui Frege în funcţii şi obiecte, d'llipă 
1890 gânditorul german tratează conoeptele şi relaţiile ca fiin:d caJzuri 
speciale ale fllillcţiilor, acestea interpretate oa referinţe ale e~presiilor 
nesaturate ; expansiunea ontologică fregeană produsă prin introducerea 
funcţiilor â fost în1SOţi1tă de rezerva gânditorului german fată de ierarhia 
infinită de trepte în domeniu fUJI1Joţiilor, restricţionată La· treaipt.a trei. 
însuşi Frege scrie : ,, ... Noi vom I110ta aici că funcţiiJe de nivelul doi pot 
fi reprezentatte într-un anumirt; sens prin fu,nicţila de prima treaptă". In 
m~d esanţia~ universul fregean onitologil'.! este scindat în funcţii şt 
obiecte (''obiect este tot ce nu este f1l11icţie"), două clase de entităţi, 
mu,tual-exclusiive; în sfera obiecte~or, Frege a introdus numere, valori 
de adevăr şi parcurrsuri valiorice, un ~t ce face ontologia fregeaină 
mai bogată şi mai complexă decâit c~a tradiţională, căci în aceSit univers 
al obiectelor poate fi admis orice, iI11Clusiv persoane mn:ane. 

In con.sstruoţi:a logicistă fregeană o enrtitate direcit irwocată este clasa, 
alături de nwmăr. Dacă conceptele, ca entităţi olnJ1x>logice, introduceau 
o structură în lumea LUJCrurHor, moduri de „organizare" sau ,,aranjare" 
ale aceleiaşi ,,grăme~a, cllasele Sl.lJilt moduri diferiite în care ne este dată 
o „grămadă" ; clasele sunt diferite de (şi identice ou) grănniezile lor, căici, 

clasele vizând aceeaşi grămadă sunrt; fundamentaliter identice de.şi for
maliter difertte. Fără exipunere.a detaliilor care mij,Locesc in argumente 
concluzia vom enunţa-o numai pe aceasta, şi anume Frege a fosit nevoi.t 
să declare clasele drept entităţi abstracte, deoarece a identifi.oat nume
rele cu clasele, altfel s-ar fi confruntat cu dificultăţi serioase în 
construcţia logicistă a n'Ulllăruliui. Dacă „clasa" nu esite Luată ca ellltttate 
albstraclă, definiţia fregeană a numărului ca „clase de clase" sau ,,clase 
de concepte", făcând din număr o pluralitate, eşuează. După cum s,e ştie 

neclaritatea OOnJCeptuLui de el.iasă, faptul că axioma cLaiselor nu are o 
bază intuitiiv clară a condus, mai ales prin folosirea fără restricţii a 
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conceptului de clasă, l:a apariţia paradoxului, în sistemul fregean, pe 
ca,re l-a descoperit B. Ru'SISell. Frege a schiţat o teorie a thpurilor numai 
pentru funcţii propoziţional'e, pe care, îooă, n-a extins-o la clase; 
Russell va reţine aceste aspecte în „teoria fără clase", unde contestă 
legitimitatea existenţei obiective a claselor, ceea ce în ultimă analiză 
revine la idenrtifioarea unor implicaţii plai!Joniciene în concepţia fregeană. 
Reproşul care a fost adus conicepţiei lui Frege este că nu a făcut o 
distincţie clară între obiecte materiale oare posedă realitate şi obiecte 
ideale ca numerele, pun.otele geometrice, valorile de adevăr, extensiunHe 
predicatelor, considerate ca apairţinând aceluiaşi domeniu. Ontologia 
fregeană a fost numită „al treilea domeniu", domeniul „obiectivului 
nereal", domeniu al sensului sau referinţei, ce are un statut ,"sui generis'', 
fiind un domeniu inite:runediar într,~ ,,existenţa realităţii" şi „existenţa 
adevărului", asemănător domeniulud• valoriJor a lui Rikert, de care se 
îndepărtează, deoarece adaugă domeniului referinţei şi domeniul cuvân
tului şi propoziţiei, notează C. Thiel [1 ], prilej cu care constatăm o 
confuzie de planuri de org,ainizare : ontologic-subiectiv-real ; obiectiv
nereal ; obiectiv-real ; semantic-semn; sens; referinţă. Imixtiunea onto
logică în doctrina sensului şi referinţei este nelegitimă în virtutea 
necoinddenţei celor două gmpuri - onitologic şi semantic, cel mai 
evidern fiind că sfera obiectivului-nereal nu coincide cu sfera sensului. 
Identificarea fregeană a celor două domenii l-a 00111,dU"> pe logicianul 
german la un fel de „antologizarea semanticii". Paragraful Ontologie 
formală semantică şi construcţie logistă (din M. Ţurlea [2, p. 91]) îl 
încheiam astfel : ,.,Eliberarea semanticii de ontologie (de cerinţa ca 
sensul să aparţină unor „tabele ontologice" de entit'i•ţi) favorizează con
cepţia mai feoundă după care semantica trebuie să rămână un instru
meillt conceptuial i111dispens:aibil analizelor logico-lirngvisitice, admirabil 
ilustrată în Frege [2]. 

Se ştie că B. Rmssell a fost inlfluenţat de gândirea lui Frege şi de 
altfel amândoi au fost consideraţi fondatori ai logicismului contemporan : 
Russell [2] a propus o ontologie dualistă, centraită pe „fapte" şi aLcătuit:ă 
din particulari şi universali, o atitudine filosofică împărtfu;irtă încă din 
1903 (Russel'l [3]). Remarcăm prioritatea ontologică acordată „dome
nti.ului de fapte 11 ; în raport cu teoria care îl vizeazii, domeniul de fapte 
S'l..l.Scită trei interpretări : după cea subiectivistă prin fapte se înţeleg 
date senzoriale, construcţii, după cea obiectivistă faptele sunt coooide
rate obiecte fizice ; iar, după cea ka'ntiană se concede independenţă de 
condiţiile logice ale teoriei privind existenţa, dar nu şi structura logică 
a domeniului de fapte vizat de teorie. Pe fundalul acestor trei variante 
interpretative emerge „modelul interanalist", supranumit şi fichrtean, 
propus de H. Purtnam [1] după care atât existenţa cât şi structura 
"domeniul.ui de fapte" sunit determinate de condiţiile logice ale teoriei. 

Ştiinţa are oa ideal COTI1Stnucţia de teorii des.pre domenii de fapte, 
acestea din urmă ,.,asigurând" existenţa urmează că „problema adevt1.
rului" este pusă cel puţin implicit ; teoriile (entităţi teoretico-lingvistice) 
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poartă asu pria urnior "domenii de referinţă" decupate din „universul" 
fQJptelor, context în care „referinţa" are pe lângă înţelesul obiş111u1t şi 
pe cel de relaţie de designare înitre corustructe(le) C01I1:ceptU1ale ale teoriei 
şi itemi(i) ai domeniului ; es.te interesant de menţiona.Jt că avem reou
perait „conceptul de adevăr" cu rol important in analizele frlosofice ale 
teoriilor ştiinţifice. Rw,scll [4] re-&pinge soluţia filosofiei criticiste şi 
propune rea'lismul drept veritaibilă alternativă, realismul versus trans
cencletalism. Acum el va spune despre judecăţilor apriori că exprimă 
cunoştiinţe despre universalii, considerate de filosoful englez că există 
într-o l:.ime distinctă atât de cea fizică cât şi de cea mentdJ.ă, dar care 
interacţionpază cu particularii. Consecinţa raţiolllamentului russellian 
este evidentă : admiterea unei ontologii a particularilor şi universaliilor 
(Russell [5, p. 105-124]). In Russell [2, p. 184] scrie: ,,Lumea nu 
e compusă doar din particulari ci şi din lucruri pe care le numesc fapte : 
ele sunt acel tip de lucruri pe oare le e:iqlrimăm înrtr-o propoziţie, iar 
aceste fapte sunt părţi reale·'. Să observăm că faptele, ca un sort de 
„compositum ontologic", conţin univffsali, căci Russell spune că în orice 
propoziţie apare cel puţin un termen care reprezintă un universal, dar 
pe acec!LSt& cale el propune o inf erenţâ. de la structura limbii la structura 
lumii. Această „inferenţă" pare întrucâtva „obscură" fiind confruntată 
cu dificultăţi subiacente unor probleme (întrebări) mai specifice ce ar 
putea volatiliza vagui1latea misterioasei inferenţe ; întrebările care sub
zist:::-1 sunt : este posibilă o asemenea inferenţă în orice limbaj ? Această 
inferenţă, în eventualitatea că este posibilă, acoperă întrr:-bări ca : se 
poate infera de la srtruotura limbajului n'l.LilIBi la existenţa sau ~i struc
tura referenţilor acelu~ limbaj ? B. Russell [1], în vi1rtutea „principiului 
paralelismului olg,ico-gramatical({, spune că orice cuvânt este un nume 
pentru un obiect, chiar orice semn este nume a ceva, admite o ontologie 
bogată, calificată meinongiană, dar fregeană după Griffith, D. A. Atunci 
când un cuvânt este un nume propriu, referinţa lui este un concept. 
,,Populaţia" uniiversu~ui onrtologi'C russellian este abundentă şi diversă, 

căci gândLtorul britanic acceptă referenţi pentru clac;e, pentru descripţii 
definite, pentru constante logice. In viziunea lui Russell, în spatele 
existenţei pa!'ticwarilor se află şi se asicund numere, relaţii, spaţii 

cvadrimensionale, zei homerici, entităţi legitimate ontologic în virtutea 
aceluia.şi paralelism logico-gramatioal : ,,dacă ele nu ar fi entităţi de 
nici un fel, nu am putea face nici o propoziţie despre ele". (Russell 
(3, p. 427]). 

Ulterior, conflkrtUil deja apărut între paralelismul logico-gramatical 
şi principiul simplicităţii al lui Oocam va fi rC'zolvat în favoarea acestuia 
din urmă începând chiar cu Rmc;s,ell [1] cfmd expune celebra sa „teorie 
a descripţi1lo·r'' : Teoria descripţiilor distinge între forma gramaticală şi 

forma logică şi anunţă o desroperire imporitantă dUipă L. Wittgensrtein 
şi cl!Iliume că nu există paralelism între logică şi gramat1că; acum RUL5Sell 
admite inferenţa de la logică la existenţă s,ub presupoziţia introducerii 
unui limbaj canonic, ideal oare să posede o structură izomorfă celei a 
lumii. In concepţia lui Ruc;sell, ,,teoria descripţiilor" este răspunsul sau 
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punctul de vedere cu pnv1re la entităţile admisibile şi devine iootru
mentul prin ca,re expresii ca „regele actual al Franţei", ,,muntele de 
aur" sunt traduJSe în expresii predicative. Cum observă M. S. Gram [1] 
entHăţi considerate a fi particulari se dovedesc a Ii în realitate proprie
tăţi, ooncluzia fiind că există expresii ce par să refere la un gen de 
entităţi, dar în fapt ele se referă la u,n alt gen de entifa1,i. 
Exisiteinţa nu este u.n predicat, adică o proprietate a indivizilor, enun
ţurile de existenţă nu spun nimic despre obiecte individuale şi afirmă 
(ceva) despre alt gen de entităţi : atribute, proprietăţi, concepto, funcţii 
propoziţionale. Teoria descripţiilor devine o „tehnicc'i-instrumenta de 
edifkarea ontologiei, cce:1 ce ar „induce" ideea despre o conexiune sufi
cient de directă între două teorii : cea a existenţei şi cea a descripţiilor, 
o teză ce nu pare să fie a1cceptată de autori ca P. F. Strawson care 
susţine chiar independenţa lor. 

Russell [6] elaborează (legat şi de inferenţa de la structura limbct
jului canonic la existenţa ref€renţilor) un program privind eliminarea 
numelor proprii din acest limbaj în vederea obţinerii echivialente a eli
minării particularilnr din ontologie, program diferit de cel pe care îl 
va ele.bora Quine, oare va trata orice m.1me propriu ca o descripţie, aşa 
cum se observă în cazul exemplului celebru „Pegias zboară" şi care 
devine : există un şi numai un lucru care pegasizează şi acel lucru 
zboară. Proceduria quineană evită, cwn uşor se constată, angajamentul 
logic cu privire la lucruri ca Pega:s. Russell [7, p. 165] oferii altă ana
liză : ,,Acesta este roşu" devine „Roşul e coprezent cu centralita,tea", 
ceea ce înseamnă o instanţiere simuitană a celor două proprietăţi, pro
cedură care în interpretarea lui Quine presupune angajamentul ontologic 
faţă de proprietăţi. Unde Quine vede angajamente ontologice (cum ar 
fi cazul unei expresii ca (Ex) F(x} în privinţa valorilor parcurse de x, 
Russell [8] ooooiideră că funcţia analizei respective este de a reduce 
numărul cuvintelorc are aQl semnificaţia expresă de a indioa obiectul : 
folosirea cuantificăril'or elimină şi nu inrtroduce anumite enrtităţi în 
ontologie. 

După 1903 (când publică Principles of Mathematics) evoluţia con
cepţiei Lui Russell este marcată de efortul de a reinterpreta Sitatutul 
„descripţiilor definite", al numerelor şi claselor. Dacă în 1903 acordă 

realitate platonică claselor, pe care le distingea de funcţii propoziţionale 
şi numere interpretate ca fiind clase de un anumit tip, în 1908 
(Russell [9]) şi 19010 (Russell [10]) va asimila clasele cu funcţiile propo
ziţionale, concluzionând că nu este nevoie de asumpţia existenţei cla
selor. In Principia Mathematica, cap. 3, RUSI.Sell expune "teoria simbo
lurilor incomplete", instrumentul prim oare va încerca să explice şi să 

analizeze clasele. Simbolurile incomplete sunrt siimboluri ce nu au o 
semnificaţie izolată şi sunt definite numai în contexte determinate ; cu 
ajurt:orul simbolurHor incomplete se pot caracteriza descripţiile, care sunt 
simboluri incomplete, care nu au semnificaţie luate izolat, dar au în 
enunţuri. Şi construcţiile logice sunt considerate ca fiind shmboluri in
complete, de altfel în Mysticism and logic, 1917, Lond.on 1950 (B. RUJSsell 
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[H]), logioi1anul englez şi-a formulat teza sa despre coiIIBtrucţii logice în 
termenii : Maxima S1Upremă a filosofiei ştiinţifice este aceasta : ori de 
câte ori e pos:ubil cons,trucţiile logice vor fi substitui•te entităţi1or infe
rate. Dacă o entitate se dovedeşte a fi o constrUJCţie logică, nu trebuie 
să se asume exis,tenţa ei : simbolurile incomplete au semnificaţie doar 
în context şi nu trebuie să .asumăm referenţi pentru ele. Daoă în 1912 
(Ru&5€ll [12] consideră că datele senzorira•le. obiectele ex.terne, pU111Ctele, 
momentele tempo-rale, particulele sunt entităţi reale, în 1914 (Russell [:13]) 
influenţat de concepţiile lui Whitehead aoceptă că ele pot fi reoonstitui.te 
ca mul,ţimi de evenimente şi deci e.ste superfluă asumpţia existe,nţei lor. 
In ceea ce priveşte construcţia lumii externe apelează la proceduma 
reducerii descripţiilor Ja date sensibile (ale unei persoane) şi apoi reoon
stituire,a acestui aspect, privat în spaţirn public, pellltru a fi inter-su
biectiv comunicabilă (este vorba de construcţia lumii externe). 

Dar lucrarea lui Russell [8] are relevanţă şi pentru logică şi 
teoria muLţimHor ,despre care notează că ele spun ceva şi despre rea
litate. Sub influenţa lui Wittgenstein [1] Russell cristalizează câteva 
idei interesa.nite pe oare le-am purtea enumera initr-o anumită sistema
tizare astfel : a) sistemele logice şi matematice au un caracter sintactic; 
b) tezele acestor sisteme (ale logicii şi matematicii) spun acelaşi lucru 
şi nu spun nimic d~pre realitate; c) logica şi maJt~atioa sunt con
strUJCţii lingvisitice, o oale pe oare angajându-se RusseH V'a fi oondu:s 
spre părăsirea poziţiei platoniste ou privire la logică şi matematică, din 
care, consonant cu liniile de gândire fregeaoo, făcuse o opţiune filooo
fică credibilă şi relev.antă pentru demersul reconstrucţiei logiciste a 
matematicii; un domeniu in care a lucrat obţinând rezultate, dar înregis
trând şi eşecuri, ambele productive ulterior pentru conturarea orbitelor 
şi liniilor de forţă în sfera cercetărilor fundaţionale asuipra matematicii 
şi logicii. Darr influenţa lui Wittgel1JS,tein asuipra lui RU!.5Sell va continua 
m:aricân:d ceea ce s~a numit perio1ada „atomismului logic'' (1918). Dar ce 
este atomismul logic ? OrLoum, c&te o reacţie plllternică la moniS1TIJUl 
absolut al hegelienifor, al cărei punot central este asumpţia pluralităţii 
entităţilor mutuale şi independente. Russell [8, p. 178] scrie : ,,Logica 
pe oare eu o apăr este atomistă, ea se opune logicii 11Wniste a poporuLui 
unde mai mult sau mai puţin urmează pe Hegel. Când eu spun că logioa 
mea este atomistă eu înţeleg prin aceasta că eu împărtăşesc credinţa 

simţului comrun că există mrnte lucruri separate. Eu nu privesc multi
plicitatea lumii ca constând pur şi simplu în faze şi diviziuni nereale 
ale unei singure realităţi indivi1zibile". Cum se remarcă, teza centrală a 
amomismului logic este o propoziţie ontologică : Lumea constă în atomi 
logici. ,.Atom.ii logioi", în sens russellian, ar fi )ucruri separate" în 
pasajul citat din Logic and knowledge. Mai riguros vo11bind, a!doptârnd 
OODICepţia identităţii atomii logici = lucruri sepaTiate, o va:ri:antă mai 
îmbunătăţită a tezei logice ar fi : Lumea constă din 1oor:uri separate : 
Bogm,law Wolniewicz (O diferenţă între atomismul logic al lui Ru.ssell 
şi cel al lui Wittgen:stein) afirrmă că sunt necesare răspunsuri la două 
probleme : 1) Care sunt aceJe Lucruri? 2) In ce oonstă separateness 
(independenţla mutuală a lucruirilor, respectiv a atomilor)? Răspunsul la 

40 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



întrebarea (1) a•rată diferenţa fundamentală dintre atomismul logic al 
lui Wiutgenstein şi cel al lui Rus.seltJ., căci în timp ce penrtru RUL5sell 
atomii sunt denotaţii ale unor nume (în sens logic numite nume propT'iiJ. 
adică obiecte, succeptibile de a fi numite şi pe care el le-a numit parti
culari, a cărior proprietate este independenţa mutuală (sau subsistenţa), 
self-subsistenţa, cum se .ştie, aparţine sUJbstanţei : ,, ... fiecare particular 
care există în lume nu depinde logic în nici un mod de orice alit par
tiou:lar ... Nu există nid un motiv de ce n-am avea un uni1Vers constând 
într-un particular şi nimic altceva. Aceasita este o pariticuLaritate a par
ticulariilor" (Russell [8, p. 201-204]). Alături de „mutual--iridependenţă"' 
(self-subsisienţă} atomii mai posedă simplicitate, orice paintiouliar este 
simplu dar nu convers. ,,Simple ... sunt de un număr infini,t de sorturi. 
Există particuliari şi calităţi şi .relaţii de ordine variate, o înitreagă 
ierarhie de so-rturi diferite srimple" (Ru&Sell [8, p. 270]) ; Wittgenstein 
nu consideră, oa şi Russel!, că atomii logici sunt „obiecte·• (deniotaţii ale 
numelor proprii} ci „situaţii", denot,aţii ale proipoziţiilor elementare. 
Teza russelliană ontologică poate fi formulată : (x este un p,arlioular -+ 
[(x este .sd.f-subsis,tml} = (x este simplu)] ; te2la wittgensteinbnă : (x 
este self-subsistent} -+ (x nu este simplu}. Unii oomenootori ai filosofiei 
!tui Russell o găsesc ,Puţin „obscură" şi cred că atomismul logic wi,titgen
stei.nian reprezintă o variantă mai clară şi acuriată. Independenrţla (şi 
dependenţa) nu se aplică ob•iectelor (simple) cr situaţiilor (configuraţiilor 
de obiecte). Disiputa dintre „atomismul logic" şi "monismul absolut" are 
sens numai dacă exi'Stă cel puţin două entităţi, (să le numim x şi y), 
despre care cinev:a poate spune într-adevăr „x este independent de y". 
Evidenit, RusseU şi Wiittgenstein resping teza monismului abso~ut, dife
renţa dintre varianta wittgen,steiniană şi cea J"'llSS€llia111ă a atomismului 
logic apare atunci când ne întrebăm expres, explicirt, ce fel de entităţi 
sunt x şi y ? Rusisell răspunde că sunt obiecte simpl,e, Wittgenstein că 
nu sunrt nici obiecte şi nici sim1Ple ci „situaţii(', conitext în oare arc serus 
să aplice noţiunile de „dependenţă şi independenţă", deoarece numai 
aicestea depind reciproc ; negarea independenţei murtuale a obiectelor nu 
antrenează echivalent aserţiunea dependenţei lor ; pur şi simplu nu are 
seoo aşa ceva, nu că negaţia ar însemna "ace1asta este fals". Incât 
autorul polonez, ciitat mai sus, apreciază că diferenţa dintre variantele 
RUJ.5Sell şi Wittgenstein ale atomismului logic poarrtă nu asupra a „ceea 
ce este adevărat" ci, ,.despre cc are sens"\ ceea ce revine la punerea 
„problemei semnificaţiei(' ca opusă "chestiunii adevărului". ,. Teoria 
tabloului" este solidM"ă atomismului logic. Vorbind despre vag.uitate şi 
clarirtate, Wittgenstein, inspirat de ideile lui Frege, afirmă în Investigaţii 
filosofice că idealul trebuie găsiit în reali1late, iar dacă trebuie gă5it în 
realiitaite, trebuie găsit în limbaj, ,,corelatul unic, tabloul lumii"; cla1·i
tatea si obscuritatea nu mai1 sunt aplicate la concepite, ca în cazul lui 
Frege, ·ci la gânduri şi propoziţii. O propoziţie are un sens clar dacă sunt 
capabil să spun că acea propoziţie este adevărată sau f1alsă. ,,Teoria 
tabloului" este conexă problemelor semnifioaţiei şi adevărului. Ajungem 
la concepţi:a wittgensteiniană desipre esenţa iimb.ajului. Deoarece toate 
propoziţiile elementare sunt absoluit precise (în viriutea relewinţei aro
mare?}, aşa sunt toate propozi,ţiile. Valoarea de adevăr a unei funcţii 
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de adevăr este ~triot deteI'IlliOJată de valorile de adevărr ale a,rg,urnen
telor funcţiei. -Prin urmare, limbajul nu conţine vaguitate şi/s-au indeter
minare, evident este vorba de limbajul ob~nuit ale cjrui propoziţii 
(spune în Investigaţii filosofice) sunt în ordine perfect logică. Chiar 
dacă o propoziţie a limbajului de toate zilele pare indeterminată, ea 
este în reuli1:Jate absolut precisă. 

Reveni,nd la filosofia at01nismului logic (H.118 a lui Russell să 
observăm că sUJb influenţa lui Wittgenstein operează distincţia „fapte
lucruri ; i aptele aparţin lumii obiective, despre care pU!tem formuL 
propoziţii, asertând ~au negând, în timp ce lucrurile pot fi doar numite. 
De altfel în 1948 (Russell [6]) se produce o mutaţie de accent, deoarece 
admi.te ca existente numai faptc,le : ,,orice există numesc fapt{', de pildă 
faptele o.tomare corespund datelor sensibile atomare. Elaborează un 
pr0gram de elimincrre a particularilor, lucrurile srurnt considerate fascicule 
de calităţi şi dej1a în 1914 afirmase că sunt serii de aspecte care s1a-tisfac 
legile fizicii. 

In încheiiere să notăm că în 1921 (Russell [13] c;ub influenţa lui 
,Iumcs şi :;Jewey elaborează filosofia monisniului neutru cu iDICOnsec
venţe (privind principiul simplităţii), prin admiterea existenţei a două 
feluri de entită.ţi materiale şi mentale ; o senzaţie, membru înitr-un l1anţ 
de amintiri este considerată parte a spiritului; dacă are arutecedenţi 
cauzali este parte a lumii fizice materiale. Se observă că disti,ncţia 
„materie-spirit" depinde de gruparea materiaJului senzorial, o idee şi în 
My philo5. De-z;elopment. 

Aşadar, legat de „obiecte abstracte" s-a formulat o problematică 
modernă, căci observă M. Dummett [1] : dacă c;au .nu există obiiecte 
abstracte ? Ce obiecte există '? Cum le cu111oc1ştem ? Care este criteriul 
de existenţă al lor"? Unde este linia de demarcaţie între obieote abstracte 
şi obiecte concrete? Dar aceste chestiuni moderne par în acelaşi timp 
vechi ca şi filosofia. Noţiunea de obiect a fosit introdusă în conitexte 
filosofice de G. Frege. Tradiţia entităţilor (obiectelor) le-a cLasifioat în 
p<irticulari şi universali. Ne referim la par.tioulari şi „predicăm" despre 
ele alte lucruri pe care le numim universali, dar nu le putem predica 
despu-e alte lucruri. Uni'Versalii au m:rncteristi·ca de J. fi predi,cate ale 
particul,arilor, dar şi să predicăm despre ele (universali mai înalţi) alte 
lucruri. Din punot de vedere lingvistic vcom avea corespunzător două 
moduri de redare, exprimare, a universaliilor ; când un universal este 
predicat de9pre alit lucru este introdus printr--0 expresie predicativă, 

iar atunci când ne referim la universial predicând ceV1a de51Pre el, este 
introdus printr-un termen. Termenii îi uti-lizăm penitru referirea atât 
la universali ca şi la particubri. Rămâne, oricum, un rezultat cert că 
studiul predicaţiei este releV1ant pentru înţelegerea naturii esenţiale a 
universalilor. 

Frege consideră greşită această abordare, remaocând diferenţa r.adi
cală dintre rolurile lingvistice ale predicatului şi termenului; cum 
poate coincide referentul unui termen cu cel al UIIlui predicat ? Frege 
neagă că se poarte oon:s:trui o semantică adecvată pe aoeste baze tradi
ţionale. Cât de eficientă este sugestia că un termen „înţelepciv.ne" stă 
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pentru acelaşi luc:11 pentru care stă un predicat: ,,x este înţelept"? 
Pentru uzul acestei sugestii trebuie să oferim o explicaţie a condiţiilor 
de adevăr ale propoziţiilor în care a apărut termenul abstract, ca de 
exemplu: ,,Inţelepciunea depinde de experinţă" s:,u înţelepciunea este 
legată de bătrâneţe'(. " 

Construirea unei propoziţii, în care a,pare termenul abstnact, ca 
echivalenţă a unei propoziţii oare conţine predicatul corespunzător 
astfel : ,,1nţelepciu.nc1a nu este legată de bătrâneţe'' ca „Nu numai 
bătrânii sunt înţelepţi". Nu este nimic absurd în această reconstrucţie, 
deoarece acceptarea noţiunii fregeene de obiect nu ne obligă să accep
tăm nccriLc orice substarntiv abstract ca termen si.ngul,ar autentic. Mai 
curând, notează M. Dummett [1, p. 472], vom consi·dera majoritatea lor 
în sensul formi"irii unor variante idiomatice ale propoziţiilor care conţin 
prediioatul sau expresia relaţională corespunzătoare ; însă a proceda aşa 
cu substantivele abstracte înseamnă să negăm statutul unui termen 
autenrtic 5au nume pmpriu. Concluzia esrte că pentru acest motiv nu 
există un lucru oare permite substantive abstracte ca termeni singul,ari 
reali, şi în acelaşi timp atribuindu-le aceeaşi referinţă ca cea posedatd 
de predica,tul corespunzător. Văzută în această lumină cOJ1Jcepţia tradi
ţională este simplu incoerentă, consemnează M. Dummett [1, p. 4 72-4 73]. 
Acceptăm noţiunea lui Frege de obiect oa un fel de lucru care poate 
fi referent ,al unui nwne propriu, dar atunci să reţinem diferenţa :nadi
oală dinrtre referinţii numelnr proprii şi cei ai expresiilor incomplete. 
Poziţia care nu crede în existenţa obiectelor abstracte se numeşte 
norninali.~m, împărtă.şit de Goodman şi Quine, care neagă existenţa obiec
telor abstracte. Nominalismul originar a negat existenva universalilor (oa 
referinţă c1 predicatelor şi a substantivelor absitraote). Background-ul 
fregean al noţiunii de obiecte cerc distincţi,a rad.ioală di.ntre obiecte şi 
concepte. ,,Ce există '?-' este problema fundamentală a onrtologiei, a 
cărei intenţie este „ce feluri de lucruri există?". 

Inaintând în demers vorbim din ce în ce mai spedali:wt, specific:1t, 
formulând următoarele chestiuni : ,,Ce particulari există?" şi „Există 
universali, dacă da, ce universali există?", de ultima întrebare fiind 
legat des I inul nominalismului. Problema „ce obiecte există ?'· oa şi 
întrebările : ,,există concepte?", ,,există relaţii?", ,,există fu111Cţii ?", 
,,există valori de adevăr?•' au prin excelenţă relevanţă pentru perspec-
tiva ontologică fregeană. 1n ultimă analiză „problema despre obiecte·' 
poate fi redUJSă la problema vizând „obiecte concrete" şi „obiecte 
abstracte". Dacă se aocer,rtă semantica frcgea,nă, atunci noţiunea de 
obiect introdusă de gânditorul german este un.a fundamentală în abor
darea chestiunilor de natură ontologică ; şi aceasta are loc în prezenţa 
supoziţiei că analirn fregeană a limbajului oferă fundamentele perutru 
o semantică .a limbajului n,:itural. Frege are în vedere caracteristici ale 
limbajului natural oare se potriwoc cadrului general oferirt de logica 
predioatelor, o credinţă şi a filosofilor limbajului oare activeazf1 în 
cadrul tradiţiei datorate logicianului german ; Quine şi Davidson 
lucrează în paradigma fregeană. in semantica lui Frege noţiunea de 
obiect are rol dublu : pe de o parte, obiectele sunt referenţii numelor 
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proprii (propoziţiile atoma.re sunt explicate în teI'llilenii relaţiei de refe
rinţă dintre I11Ume proprii şi obiectele pentru care ele sunit) ; pe de alită! 
parte, obiectele sunt ceva (erutităţi) pentru care predicatele sunit ade
vărate sau false ; până aici este primul rol al noţiunii de obiect. Al 
doilea rol al obiectelor este acela că ele formează domeniile cuantificării, 
sferele variabilelor individuaile. ,,Dacă analiza lui Frege a limbajului 
este corectă în principiu, noţilllnea ouanitificării de ordinul înrt:âi va fii 
un instrument indispensabil pentru analiza muUor propoziţii ale limba
jului, şi oriunde cuantificarea de ordinul întâi este implioartă, trebuie 
să fie posibil să specifÎICăm o totalitate adeovată de obiecte ca domeniu 
al cuantificări~". (M. Dummetrt ['1]). 

Când lucruri, precum nrumere, sunrt considerate oa obiecte, Frege 
vizează primul rol a,l noţirunii de obiect (se referă la expresii care Sltau 
pentru aces,t gen de entităţi). Frege [1] vnînd să stabilească că numerl'le 
(cardinale; sunt obiecte î.5i îndrepta atenţia asupra „cuvintelor numerice" 
(number-words) folosite oa substantive şi asupra numeralelor, ce apar 
în contexte aritmetice, pledând pentru reconsiti,tuirea lor ca nume pro
prii, adică drept termeni singulari ; odart:ă stabilit că numerele sunt 
obiecte, el admite că ele aparţin domeniuiLui (nange) variabilelor indi
viduale. Frege a formulat „asumpţia naturală", remarcă Dummett [1], 
că este posibil să luăm un singur domeniu maximal, domeniul tuturor 
obiectelor, oa fiind în toate oontextele domeniul variabilelor individuale, 
concluzie naturală extrasă din observaţia că efootul unei restricţii a 
domeniului se poate obţine apelând la un predioat satisfăout de toţi şi 
numai membrii .acelui domeniu; desigur predicate adecviate vor stiprulia 
restricţia sau resitriieţiile respective. Din teza că numerele sunt obiecte 
se inferează oonsecinţa că orice variabilă indi,viduală poate fi considera.tă 
ca parcurgând, între alte lucruri, şi numere. 

Noţiunea lui Frege de interpretare a sistemelor formale, deoarece 
pretinde numei specificarea constJanrtelor nelogice, dar nu în mod special 
domeniul variabilelor, contrastează evident cu noţiunea modernă stan
dard de interpretare. Supoziţta lui Frege despre existenţa „ unui singur 
domeniu atotcuprinzător" (one single all-embracing domain), care ser
veşte pentru toate uzurile variabilelor individuale, s-a dovedit răspun
zătoare de generarea paradoxurilor din teoria mulţimilor, feI1JOmen a 
cărui „morală" este că, cel puţin atunci când noi avem de-a face cu 
obiecte abstracte, nu există un domeniu ultra-comprehensiv care include 
oa o submulţime orice domeniu pe oare se poate CUJanrt:ifica legttim. Nu 
putem interpreta coerent un limbaj, astfel ca orice propoziţie a limba
jului să aiibe o valoare de adevăr determinată, considerând variabHe 
individuale parcurgând orice să oorespundă noţiunii intuitive de mulţime, 
sau număr cardinal, sau de ord:inal. Folosirea cuantificării, relativă la 
un domeniu, este un ins.trument în analiza limbajului, dar nu putem 
accepta ca acest domeniu să fie atotcuprinzător (să includă orice), utili
zabil acelaşi în tl()late conte'JOtele. 

Quine, prin celebrul sl10g.an : ,,a fi înseamnă a fi valoarea unei 
variabile'' exprimă angajamentul ontologic al unui limbaj. Determinarea 
obiectelor asumate de un limbaj, fragment de limbaj, se face prin anali-
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zarea limbajului în termenii logidri predicatelor; pot fi teorii mulrti
sortate, cu diferite feluri de variabile individuale, i,ar obiectele anga
jate de teoria respectivă sunt relevate ca domenii ale diferitelor SOI"turi 

de variabile individuale ale limbajului teoriei investigate. Specificăm 
domenii pentru fiecare sor.t de variabilă indiiviiduală, în intenţia expresă 
de a determina condiţiile de adevăr pentru propoziţii care implică 
cuantificarea de ordinul întâi de orice fel ; angajamentul ontologic, în 
virtuteia unei analize coreote, oonţine toate obiectele din damenii'1e 
specificate prin pnocedura enuniţiaită. Quine consideră că problemele 
ontologice sunt problematice atunci când avem de-a face cu limbaje 
formalizate, ang,ajânid referinţla „via replacement(' la limbaje neformale, 
o oale relevantă oe~ puţin atunci când ne confruntăm au chestiunea 
dacă sau nu anumite entrităţi, e-g. propoziţii pot fi veliminate(' ; analiza 
corectă ne-ar cere să oonsitruim anumite expresii care să stea pentru 
aceste propoziţii. Chestiunea „eliminării" este diferi-tă de ce-a a . redu
cerii" unei clase de obiecte la altă daisă de obiecte, oum este" cazul 
clrasic al reducerii clasei perechilor ordonate (x, y) la c1asa mulţ~mHor 
de forma {{x}, {x, y}}, pnocedură care oondUJce la realizarea unei 
,,economii" ontologice. Chestiunile ontologice apar în absenţa unui frag
ment de limbaj nefcrrmal, context în care se pune problema ce formă 
dezirabilă trebuie să ia a111ali21a ; oricum, asumpţi,a că a111aliz1a trebuie 
efectuată în interiorul logicii predioatelor este iD100111testabilă, dată fiind 
relevianţa unui altare context de abordare pentru întelegerea noţiunii 
de obiect 

Teza lui Quine a fost obiectul criticilor şi aitaourilior, majoritatea 
„foca.Uzate" pe „prilvilegierea" contextului de analiză a limbajului de 
tip fregean şi legia,t de dificiLa problemă a domeniilor v.ariabileJror indi
viduale, toate acestea conjugate privind relevarea centralităţii noţiuniQ de 
obiect, emergentă semantkii fregeene axată pe cuantificarea de ordinul 
întâi. Filusofia lui Frege a limbajului (care a insipinat fundamental 
aoeasrtă tradiţie de gândire) ,,încorporează credinţa" ,,că procedeele ling
vistice oare aparţin limbajuilui natural oonsti,tuie mijloace trarnparente 
de eJq)rimare a operaţiilor de formare .a propoziţiilor logicii predicatelor, 
dezider:abile pernru o semantică adecv,ată a limbajului nostru". (M. Durrn
mett [1, p. 478]). De altfel o credinţă bazată pe succesul parţial al lui 
Frege şi al celor care au lucrat în tradiţia inaug:uraJtă de el, la oare se 
adaugă lipsa unui model alternativ de analiză, au întărit aUJtoritatea 
acestei metode de abordare, drar programul se dovedeşte inefiraace în 
faţa unor probleme ontologice ca : există propoziţii ? există evenimente ? 

Quine s-a ooupat predominant de rolul secund al noţiunii lui Frege 
de obiect relevant pentru explicarea cuantificării de ordinul întâi, despre 
primul rol afirmând că ne dispensăm de nume proprii oonstruind appa
rent proper names ca „descripţii definite", pe care le putem analiza în 
termenii cuanrtificării, aşa cum a procedat Russell. Nu se realizează nici 
o economie semnificativă pe această cale, notează M. Dummett [l ], 
deoarece chiar dacă un limbaj a fost privit ca neconţinând propoziţii 
atomare, deci nooonţinâD1d termeni singulari veritabili, tot va fi necesar, 
în scopul obţinerrii semanticii racesitui limbaj, să specificăm pentru fiecare 
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predioat când este adevărat despre orice obiect dait, o specificare prin 
stipufarea „condiţiilor de adevăr" pentru propoziţiile atornare. Quine va 
completa teza de mai, sus cu următoarea aserţiune : când nu avem 
domenii infinite, cuantificarea poate fi eliminată în favoarea disjuncţiei 
şi conjuncţiei finite. Concepţia (şi procedura) lui Quine sunt comentate 
evaluativ de M. Dummett [1, p. 478-479] : ,,lnsă, da:că, după ce în aceasi~i 
manieră cuantifioa,torii au fost eliminaţi în favoarea combinaţiilor finite 
de propoziţii atomare, apoi Mi eliminăm propoziţiile atomare construind 
termenii singuLari oare apar în ele ca descripţii defini,te russelliene, noi 
am reintrodus cuanrtificarea : procesul pare asHel pur şi simplu circular 
(s. mea Svf. Ţ.) şi este greu să vedem cum Quine poate argumenta pe 
această bază că un aseirnenea limbaj csite liber pe deplin de ang8j,ament 
ontologic". Quine crede• că che•stiunea „ce obiecte există?" acoperă 
întrebarea dificilă generală „Ce există ?'' ; dar o asemenea „opinie -
asumpţie" se află în vădit contriast cu COI11Ce:pţta lui Frege, întrucât ope
rează o ,,;·educere", oa de pi1dă ouantifioarea de ordin mai înal,t în 
favoarea coonrtificării pe entităţi abstracte, precum clasele. Dar o ase
menea aserţiune poate fi calificată oa absurdă din punctul de vedere a 
lui Frege, deoarece pentru logicianul (şi mat2mati1cianul filosof) german 
însăşi noţiunea de clasă este una de ordinul al doi,lea. Pentru Frege 
clasele sunt obiecte şi cuantifioarea pe clase este una de ordinul întâi ; 
Dar noi nu putem explica ce este o clasă, sau defini relaţia fundamentală 
de apartenenţă la o clasă fără să apelăm la cuantificare pe concepte. 
Cum se ~tie în formalizarea 1ui Fregc a teoriei clru;efor operatorul 
„aJbstracţiei claiselor11 „clasa x-lor astfel că qi{x)" este luat ca primitiv şi 
cu ajutorul acestui concept (primitiv) sunt definiţi termenii penrtru dase 
şi relaţia de membru. Insă în teoria axiomatizată modernă actJUală a 
mulţimilor se coToSideră drept primitivă relaţia de apartenenţă şi în 
termenii relaţiei de membru este definit orperaiorul "abstracţiei clasei(' 
prin intermediul unui operator descripţie sau a unei convenţii. Pro
blema importantă este dacă o teorie de ordinul întâi capturează notiu-. . . ,, ' 
nea intuilwă de clasă", La oare Quine răspunde afirmativ, în timp ce 
Frege, opinează Dummett, probabil neagă acest lucru, dar ou aceasta 
intrăm în sfera filiosofiei mart:ematidi. Concluzia cu relevanţă generală 
este că angajamentul ontologic depinde în principal de tipurile de cuan
tificare folosite în limbajul anali:zia:t şi, de asemenea, se presupune corec
titudinea în principiu a analizei fregeene. Quine stabileste o oore1a,tie 
înt~e diferite sor,turi ale cuantificării de ordinul întâi şi · existenţa sor
tunlor corespunzătoare de obiiecte. Dacă avem de-a face cu cuantificări 
de ordin superior, atunci în mod corespu.nzărtor vom admite că teoria 
(limbajul) are angajamente onto1ogice specificaite de existenţa domenii
lor adecvate de entităţi precum concepte, relaţii, funcţii. Frege are drep
taite, în defavoarea lui Qui.ne, angajamentul ontologic depinzânâd de 
expresiile limbajului nostru (inclusiv cele incomplete) considerate ca 
formând unităţi logic semnificante şi deci având referinţă, care la rândul 
ei depinde de felurile de cuantifioaroori şi .alţi opera.rt:ori de nivel secund 
sau superior implicaţi în analiză. 

M. Dummett arată nu numai oe-i desparte pe Frege şi Quine ci şi 

ceea ce le este comun : pl1Ill0tul general comun oorusrtând în următorul 
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aspeot : angajamentul ontologic asumat de un limbaj depinde de struc
t'UJ1"a lui cuantificaţiona!ă relevată de analiza logică. Frege în5uşi a recu
noocut distincţia dil11tre obiecte concrete şi obiecte abstracte, acestea 
din urmă putând fi considerate ca unele concrete, în sen:sul că pot fi 
considerate ca referen,ţii numelor proprii, ca aparţinând domeniului 
cuantificării de ordinul întâi. Dar în filosofia post-Frege obiectele 
abstnacte au fosit subiect al disputei şi controversei. Astfel N. Goodman 
a elaborat o nouă viariantă de nominalism, conform căruia cuanitificarea 
pe obieote abstracte nu este inteligibilă şi trebuie eliminată, şi în aceeaşi 
linie de gândire şi alţii, fără să împărtăşească „puritaniS'mul" nominalist, 
s-au pronunţat pellltru procedee reducţioniste de eliminarea referinţei la 
(sau cuantificării peste) obiecte abstracte. Alţi autori au opinat pentru 
o atitudine tolerantă faţă de obiecte abstracte cu condiţia să fie recon
struite ca „posits". Iar în filosofia matematicii, remarcă Dummett [l], 
problema existenţei obiectelor abstraate apare în forma parti:cularizat{1 
şi anume dacă obiectele matematice (ca numere na,tJunale, numere reale 
şi mulţimi) trebuie să fie considerate ca obiecte abstracte, care există 
independent de mirn1::ea umană, aşa cum asertează platoniştii (şi realişti 
contemporani), sau sunt creaţii libere ale minţii umane, cum postulează 
constructiviştii (şi intuiţioniştii) S3.U, dimpotrivă, obiectele matematice, 
ca tip de obiecte abstracte, sunt dispensabile. A. Church fl] schiţează un 
sistem de semantică, o versill.lile modifioaită a teoriei lui Frege de.spre 
sens şi referinţă, încercarea lui fiind „o pledoarie pentru nevoia de 
entităţi (obiecte) abstracte". Sistemul propus de Church este de factură 
platonistă (poziţiia filosofică profund legată de destinul problemei obiec
telor abstracte), care asumă un „areal" ordonat de entităţi abstracte. 
A. Church sugerează că pretenţia „extremistă" a oominaliştilor ca enti
tăţile abstracte să fie prohibite se datorează tendinţei acestora de a 
păstr,a conexiunea dinrtre teorie şi observaţie. Church consideră capri
cioasă, poate bizară chiar, am adăuga, preferinţa oominaliştilor pentru 
"a vedea" în defavoarea «înţelegerii», ca metodă de observaţie ; dar aş1 
oum ,un corp opac poate fi văzJUt, tot aşa şi un concept poate fi înţeles 
sau intuit. 

In ceea ce îl priveşte pe Carnap [1] după ce acceptă «formularea
Quine» a angajamentului ontologic (al limbajului, fragmenrt de limbaj 
al unei teorii ştiinţifice) ,,în termenii valorilor ad'Wisibile ale variabile_lor~'. 
el propune cunoscuta distincţie dillltre două feluri diferite de chestiunz-
e:vistenţiale : interne şi externe. Chestiunile interne despre „existenţă(( 

sunt formulate şi soluţionate în cadrul lingvistic care ne indică tipul de 
entităţi admis1bil.e ; ră,spunsurHe necesită investigaţia empirică şi'sau 
ana.liz,1 logică (oa exemplu de chestiune internă, Carnia,p dă propoziţia 
„există un număr prim mai :nare decât o sută", la care răspunsul poate 
fi dat nu prin investigaţie empirică, ci prin analiză logică). 

Chestiunile externe sun,t întrebări despre „existenţa sau realitatea 
sistemului de entită,ţi ca un întregtt şi care echivalează cu chestionarea 
acceptabiiităţii cadrului lingvistic însuşi. Prin natura lor chestiunile 
externe sunt probleme filosofice, şi dlllJ)ă opinia lui Carnap nu suni 
teoretice ci practice, e<,enţialllll aid fiind "o chootiune de decizie mai 
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ourând decâit de aser.tare". Chestiunile externe privesc (dacă ne referim 
1a numere) statutul ontologic al acestor entităţi-numerele ca în exem
plul diat chestiuni ca : dacă siau nu numerele au caracteristică meta
fizică numi.ită realitate, un fel de realitate ideală, distiinictă de ooa 
materială. 

Linia de demarcaţie dintre obiecte concreite şi obiecte abstracte, ar 
fi dacă ele sunt sau nu accesibile simţurilor, dis,tincţta devenind relativă 
la faoultă,tile noastre senzitive ; dar este o chestiune contingentă dacă 
ceva afectează sau nu org,anele noastre de simţ, căici conform acestui 
crHeriu undele de lumină vor fi concrete, iar undele de radio sunit 
abstracte, simţim sau nu presiunea obieotelor e-tc. Distincţia este legartţi 
de disrt:iI11Cţia obiecte oare port fi sau nu obiecte ale ostensiunii (gesturi 
demonstmtive). Clasa obiectelor concrete nu poate însă să fie simplu 
identificată cu clasa obiectelor ce pot fi obiectul unei ostensiuni, cel 
puţin atunci cân:d os1te!1JSiun:ea implică gestul care schiţează (poiming 
gestture). Clasa obiectelor abstracte este totalitatea obiectelor care oad 
„în interiorul domeniului unei funcţii sau expresii funcţionale oa „The 
shape of ;" şi este oompl,ementară celei a obiectelor ; deci, se formu
lează cerinţa penitru ca un obiect să fei abmriact trebuie să exisit2 o 
expresie funcţională, el nu poate fi referent al unui termen. Există 
situaţii care par deruitante, de exemplu dacă ex,aminăim statutul onto
logic al culorilor, formelor şi direcţiilor în lumina „graniţei" de demn.r
eare între obiecte concrete şi obiecte abstraicte. Astfel, culorile sunt cla
sificate oa universali în perspeotiVia concepţiei tradiţionale. Pe de altă 
parte, nu este necesar ca o culoare să fie o cufoare a ceva. Rezulit.atul 
n?st•n1:.: culorile sunt privite ca obiecte concrete, în timp ce formele şi 
direcţiile sunt ahstraote, ar fi în aoord cu concepţiia lui Goodman şi 
Quine, deoarece sensul în care o formă sau o direcţie este să fie a ceva 
(a unui lucru) este înmdi,t cu concepţia dependentei logice folosi:tă de 
Aristoitel în caracterizarea „substanţei". M. Dum~ett [ 1] cons~deră că 
până aici am formulat doar condiţia suficientă dar nu necesară pentru 
existenţa unui obiect abstract. El arată că Frege a dait ca un exemplu 
tipic de obiect abstract „centrul masei sistemului solar''. Insă expresia 
funcţională „centrul masei lui ;a nu este în mod cert de felul pe oare 
l-am conside11ait, dar se aseamănă cu , cacpitala lui 'I:" • un centru al 

• ' <; ' " masei este un punct şi există mulite moduri în care purllCtul poia,te fi 
referit altfel decât centrul masei a cevia. Puncte, pe de altă pante, par 
candidaţi eminenţi pentru statutul obieatelor abstracte, însă este dificil 
să găsim o expresie funcţională care este legiată de puncte cum „forma 
lui ; este leg!ată de forme" (M. Dummett [1, p. 487]). Oricum, privind 
numele proprii, sau alţi termeni singulari, aitund când ne punem pro
blema sensului pe oare acestea îl posedă privind tipuri de obiecite, reţi

nem că i:,entru a înţelege sensul unui asemenea nume trebuie să dis
punem de un criteriu de identificare a unui obiect ca referent al nu
melui. Ideea este dacă orice obiect dat esite referentul s,au purtătoroJ, 

numelui ; complicaţii apar când numele esite complex şi când este impo
sibil prin simpla iillSpecţie să decidem dacă obiectul sită pentru numele 
respectiv; din punctul de vedere al lui Frege nu avem de a face cu o 
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cerinţă de ef ectivitate .şi astfel ne regăsim confruntaţi cu dificultăţi în 
explicarea noţiunii de existenţă a unui obiect dat sau prezentat. Prin: 
u:rm:are, ~ă putem spune despre un obiect dacă este siau nu este refe
renitul unui nume şi unde uzul numelui nu este operant; dacă în cazul 
obiectelor concrete uzul unui demonstrativ putea fi acceptat (refererutul, 
obiect posibil al ositensiunii), obiectele abstracte neavând această carac
teristi:că . reclamă o altă metodă standard. Cum am văzut obiectele 
abstracte 5e află în interiorul domeniului (range) unei c~presii funcţio
nale, ceea ce aici ar reveni la specificarea unui argumerut particul,ar 
penrtru funcţie. Dacă expresia funcţională este de ordinul întâi aceasta 
înseamnă idenitifi.carea unui obiect oa argument, de exemplu o linie al 
cărei obif:ct este direcţia, sau un corp ma,terial al cămi obiect es,te 
forma. Obiectul luat oa argument al funcţiei ar putea fi prezentat şi 
oste1111siv, altfel metoda specificării unui asemenea obiect v:.i depinde, 
notează Dummett [1], de felul sensului posedat de numele pentru acel 
obiect. Dacă expresia funcţională este de ordin mai înalrt (superior) ca 
în cazul ·"numărul lui <f>", argumentul nu va fi un obiect, ci un concept, 
relaţie, funcţie, spedficat(e) pri:nt:r~o expresie lingvistică de un tip logic 
adecvat. Un rezultat semnificativ este ll!rmătorul : nu orice obiect 
abstract - a fortiori - nu orice obiect care este un obiect posibil al 
ostensiunii poarte fi considerat ca aparţinând domeniului UJilei expresii 
funcţional€, ceea ce obligă la căutarea unei explicaţii a soosurilor nu
melor. Următoarea diferenţă în principiu, ar purtea. fi ilustrată astfel : o 
formă nu poate fi obiect al osrtensill!Ilii în maniera în care este o culoare, 
ceea ce ne-a servit, observa Dummett, la clarificarea - culorile, obiecte 
concrete, iar formele, obiecte abSltracte. Se întâmplă ca mulrte obiecte 
materiale să nu fie în practică obiecte posibile ale ostensiunii (fie că 
sunt prea mari, prea mici, prea aproape, prea departe etc.) motiv pentru 
care nu nr::: afectează simţurile. (Exemple : Si~temul soliar, Pămfmtul etc.). 
Deci este o condiţie suficientă penitru ca ceva să fie un obiect concret, 
ca el să ne afecteze simţurile, să fie referit în termenii impactului sen
zorial, dar aceasta nu esrte şi o condiţie necesară ca în oazul ga2lului 
incolor .şi inodor. M. Dummett [1] propune drept ca o condiţie necesară 
şi su.fiaientă, pentru ca obiectul să fie concret, faptul ca obiectul s:"'i fie 

Perceptibil unei facultăti senzoriale", dar a cărui prezenţă pU!tând fi 
" ' b. t detectată senzorial şi printr~un instrument sau aparat. Un o iect concre 
poate fi cauza, şi este subiectul schi.mbării, pe fond~l ?~tidpării _1~ 
interactiurâi cauzale ori un obiect abstract nu poaite f1 mei cauza, mct 

subiectul s.chimbării'. Dummett face următoarea nuanţare : teza că un 
obiect abstract nu poate fi cctuza schimbării pare plazibilă, dar teza că 
un obiect abstract nu poate fi subiectul schimbării este problematică 
căci nu 5e schimbă forma unui obiecti ?, nu creşte numărul oilor pe o 
pajişte?, sau nu-şi poate schimba poziţia cenltrul lui Jupiter? 

S-a argumenitat că un obiect abstract nu poote fi implicat într-o 
interactie cauzală ou alte obiecte, căci orice interacţie cauzală an-tre
nează ~ schimbare internă în obiectele implicate ; însă aceasta nu este 
totdeauna :reprezentarea nJ0aistră a interacţiunii cam~ale, este chiar cazul 
atracţiei gravi,taţionale. R~ell a sugerat o ana.liză a sichimbării în ca1Jul 
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obiectelor abstracte (vaioare de adevăr) arătând că în cazul enunţurilor 
care diferă în.tern, aceasrba se întâmplă dartorită referinţei temporale. 
Ooncl112ia analizelor autorului britanic la care ne--am referit sUJbstanţial 
în ultima parte a eseuliui nootru este ca distincţi.a „obiecte abstracte -
obeicte concrete" nu este ol1ar marcată şi că :modul în care o trasăm 
depinde de structura fină a limbajului nosrtru. 

Să mai remarcăm relevanţa semantic-ontologică a contextualism.ului 
fregean (definiţii contextuale), pe care nu o dezvoltăm aici, şi să amin
tim că Frege va da o definiţie explicită a expresiei funcţioniale în ter
menii claselor, ceea ce i-a permis să realizeze scopul original din pro
gramul său în fiiosofi,a matematicii, anume să constriUiască numerele. 
sau direcţiile ca obiecte care pot fi identifioaite altfel decâit oa numere 
sau direcţii, adică ca clase, făcând plauzibil faptul că numele numerelor 
şi direcţiilor pot fi considerate, privite, ca având o referinţă. Se reali
zează reducerea obiectelor abstracte la clase, care nu semnifică o „eco
nomie" ontologică : există doar un fel de obiecte în loc de multe, se 
produce o subsumare a claselor sub noţiiUinea mai generală domenii de 
valori (values-ranges) ; dar pe această cale ne angajăm în analize mai 
speciale aparţinând filosofiei logicii şi matematicii. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3. REALISMUL MATEMATIC ŞI ONTOLOGIA MATEMATICII 

3.1. Sensuri şi evoluţii ale realismului în filosofia ştiinţei 

Termenul „realism" este folosit în liitcratura actuală de filosofia 
ştiinţei în mai multe accepţii, în funcţii de contexte teoretice. După 
P. Maddy [l], am putea sistematiza trei sensuri : i) primul, şi am z'ce 
cel original, este cel prezent în discuţiile referirtoare la problema uni
versalilor, unde are ca parteneri-rivali nominalismul şi conceptualismul ; 
ii) al doi,lea sens prive~te angajarea în discuţii asupra existenţei lumii 
exrterioare şi în ca.re rolrul realismului contrastează cu cel al fenomena
lismului şi, mai în general, cu cel al idealismului ; iii) cel de al treilea 
sens al termenului este relevant în discuţii şi confruntări ce privesc 
statutul entităţilor teoretice, având ca oponenţi operaţionalismul şi 
instrumentalismrul. 

Forma dasică a realismului, prezentă în lucrările generaţiei de până 
în anii '50 avea ca problemă centrală, chestiunea existenţei indepen
denrte a obiectului pe oare îl inveSitighează ştiinţa. După Feigl [1] pro
blema realismului după 1950 este cea a traducerii enunţurilor în care 
a-par termenii auxiliari în enunţuri în care aceştia nu mai apar. Exem
plul standard al devierii acului magnetic care este fenomen observa
ţional, în timp ce câmpul m1gnetic nu este observaţional ofeiră mai 
multe posibilităţi de interpretare, dar aici vom menţiona numai poziţii 
realiste : a) realismul probabilist, după care nu se poate infera cu certi
tudine exisitenţ,a indeipendenită a câmpului; ea poate fi numai inferată 
probabilisLic; b) realism ipotetico-deductiv (explicativ): ortice sistem 
explicativ satisfăcător trebuie să oonţiină şi aserţiunea realistă despre 
existenţa independentă a construclelor ipotetice, în particubr, pentru 
explicarea devierii acului magnetic, esrte nevoie de aserţiunea existenţei 
independente a câmpului magnetic: c) realismul semantic: ipotczdc 
existenţiale (şi enunţrul : devierea acului magnetic se datorează prezenţei 
unui câmp magnetic este o i,poteză de acest tip) comportă o încărcătură 
de semnificaţie ce depăşeşte suportul lor evidenţia!, ce rezidă în refe
rinţa factuală a COI16tructelor teoretice angaj:ate în formularea lor. Feigl 
notează ideea importantă că realismul semantic nu implică transcen~ 
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denţa merafizică, sau în alţi termeni o concepţie semantică a referinţei 
nu jusrtifică realismul transcendent; co111cepţi,a semantică a referinţei 
sugerează numai ceea ce un realist empiric ar putea înţelege prin refe
rinţă sau prin existenţă independentă. Se observă că din p2rspeotivia 
realismului sema!ntic este posibilă specificarea di-stincţiei dintre realitate 
obiectivă (concept rnosofic) şi realitate fizică a teoriei şrtiinţifke (con
cept metodologic), distincţie cu fecunde implicaţii în disouţiile şi con
frunrtărlle epii_,:;temologice. 

Unii autori, precum Shapere, dclimitează „problema realismului" 
de „cea a entităţilor teoretice({. Su,bminarea crescândă a distincţiei teo
retic-observaţional face ma~ puţin adecvat şi operaţional sensul al treilea 
al termenului realism. Se constată că maj:ori<tatea ooD\tribuJţiilor la pro
blema realismului sunt axate pe chestiunea raportului teoriilor ştiin
ţifice (sau a limbajului) cu realitatea. In acesit context sunt notabile 
două aserţiuni din Putniam [1, p. 69], pe care le poate fa1ce un realist 
despre 0 teorie : i) propoziţiile acelei teorii sunt adevărate sau false şi 
ii) ceea ce le face adevărate saru f a1lse este ceva extern, adică nru datele 
noastre senzoriale, reale sau potenţiale, structurile minţii noastre, lim
bajul rrositru ; sau, în formularea lui R. Boyd, teoriile ao::eptate într-o 
ştiinţă matură sunt, în mod tipic, ,,a:p:·oximativ adevărate", că acelaşi 
termen se poate referi la .acelaşi lucru chiar când apare în teorii diferite. 
ln viziunea lui Putnam [1, p. 73] aceste afirmaţii sunrt parte integrantă 
a oricărei descrieri ştiinţifice a ştiinţei şi a relaţiilor ei cu obiecte.le 
reale. Aşadar, realismul ştiinţific comiidcră semnificativă relaţia teoriilor 
c-u lumea şi nu cu o realitate - dependeD\tă de teorie şi conceptul de 
adevăr cu care se operează în acest contexit rămâne unul metafizic şi 
nu devine unul semantic. Cea mai importantă obiecţie adusă realismului 
ştiinţific este teza subdeterminării empirice a teoriilor (Quine [lD, fo1o-' 
sită de el penrtru construirea unei concepţii pragmatice despre ştiinţă şi 

chiar instrumentaliste, în măsura în care schema conceptuală a ştiinţei 

devine un insitrumen,t pentru prezicerea experienţei viitoare în virtutea 
experienţei trecute. (Quine [1, p. 56]). ln lumirua tezei subdeterminării 
empiric;:e ştiinţa apare ca un întreg, câmpul total al ştiinţei este astfel 
s.ubdeterminat prin condiţiile de frontieră, ,,nici o experienţă particulară 
nu este legată de un enunţ particular din interiorul domeniului, cu 
excepţia legă-turii indirecte prin con~ider.aţii de .echilibru care afectează 
câmpul ca întreg", toate aceste aspecte ale „concepţiei globafistert pe 
oare o susţine Quine. Ori, dacă strUJotura teoriilor ştiinţifice este sub
determi nată de evidenţa experimenta,lă, atunci unia şi aceeaşi evidenţă 

experimentală este compatibilă cu teorii ştiinţifice incompa,tibile, ar 
rezulta că insuşi realismul ştiinţific este in1oompatihil cu teza suibdeter
minării empirice a ştiinţei. R. Boyd [l] argumentează în fuvoorea fal, 
sităţii tezei : ,,dacă două teorii au exact aceleaşi consecinţlj! observaţi:o

nale, atu111Ci orice evidenţă pentru sau împotrJvia uneia dintre ele e 
evidenrtă cu aceeaşi forţă pentru sau împotriva celeilialte". lnicercările 

de reconstrucţie a acestei afirmaţii nu susţin ideea că cele două teorii 
sunt egal susţinute de evidenţa experimentală. Evidenţi experir:netnltală 
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a unei teorii bare descrie relaţii între entităţi neobseI"Vlalbile spr1J1na nu 
numai coreotiitudinea consecinţelor observaţionale ci şi reliaţiile cauzale 
mitre eilltităţile neobservabile postulate de teorie penitru explicarea regu
lariităţHor ce guvernează comportarea fenomenelor observiabile ; numai 
astfel realistul poaite explica regularităţile observabile, postulând entităţi 
neobservabile. Adoptarea realismului ştiinţific esite ceruJtă în numele 
unor principii teoretice ale canoanelor iaferenţei raţionale, potrivit cărora 
ar oferi cea maii. adecviată explicaţie a caracteristicilor pra:0ticii ştiililţifice, 
semnul distinctiv al acestei poziţii în filosofia ştiinţei constând în faptul 
că nu face din ştiililţă un miraool. 

Mai recent, L. Laudan [1] propune o reconstrucţie ralţională a ş,tiinţei 
dispensându-se de orice coI11Cept a priori al raţionalităţii, respectând 
numai exigenţele unei descrieri teoretice a mersiului real al ştiinţei ; in 
viziunea lui teoria progresului devine condiţiia teoretică eseniţială a posi
bili.tăţit de a reconstrui adecvat conceptul de raţionalitate. Aprecierea 
teoriilor d'lllpă suocesul lor în rezolvarea problemelor presupune conJCep
tele de consistenţă şi coerenţă care foc apel în ulrtimă in~rtanţă la con
ceptul de adevăr. 1n L. Laudan [2] gă:sim aa centrală aserţiunea că suc
ces,ul unei teorii nu implkă şi nici nu este implicat de faptul că termenii 
ei fundamentali referă. Un moment semnifica,tiv în evoluţia realismului 
îl reprezintă realismul convergent ale cărui teze principale sunt urmă
toarele : (1) teoriile ş,tiinţirfice (din ştiinţele mature, în mod cert) sunt 
tipic aproximativ adevărate, iiar teoriile mai recente sunt mai apropiate 
de adevăr decât teoriile mai vechi din domeniul resipeotiv; (2) termenii 
teoretici şi observaţi,cmali din teoriile unei ş,tiinţe mature referă auten
tic, ceea ce înseamnă că există substanţe în realitate care corespund 
ontologiilor formuliate de cele mai adeC"\~ate teorii ; când realistul acceptă 
holismul atunci trebuie să introducă, restricţia că numai termenii cen
trali referă, ceea ce ÎI11Să creează dificulităţi care obstrucţio111ează grav 
teza ; (3) teoriile succesive în ştiinţele mature conservă relaţiile teore
tice şi referenţti teoriilor anterioare, care devin, conform principiului 
corespondenţei, oazuri partioulare, limită ; (4) noile teorii trebuie să 
explice suocesul teoriilor vechi ; (5) cea ,mai adecviaită explicaţie (singura 
expHcaţie) a s,uccesului teoriilor din ştiinţele mature o oonstituie ade
vărul tezelor enunţate aid. S-ar părea că această teză metodologică ar 
fi de I11atură metafilosofică, însă, în fapt, arată PUJtnam [2], este o ipo
teză empirică care poate fi testată prin cercetarea ştiinţei, şi acelaşi 
autor mai arată că această teorie eJq)liCă tendinţa de convergenţă proprie 

teoriilor ştiinţifice. 
Unele deficienţe structurale ale realismului l-icliu propu1sat spre o 

altă etapă numită de cel care a contribuit la cliarificarea lui (Putnam 
după 1975) realism intern sau internalism. Putnam crupă 1975 deşi con
tinuă să resptngă oonJCeptul de adev:"tr ca fundamel11tal (ou semnificaţie 
centrală în orice formă de realism) şi se arată interesait de semantica 
non-reafo:,tă a lui Dummeitt, se consideră realist (şi nu idealist) dar în 
sensul de adept al realismului intern. Dar realismul metafizi:c, adoptat 
şi de Putnam în foze anrterioare ale evoluţiei sale teoretice, este centrat 
pe relaţia de referinţă dintre termenii limbajului teoriei şi l'llffie, şi 
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exprimat în tezele că relaţia de referinţă sie aplică tuturor teoriilor 
oorecte şi lumea estte independentă de orice reprez;eniare partioulară pe 
care o avem despre ea. (Putnam [2, p. 125]). Ralismul metafizic asumă 
o teorie a adevărllllui, neutră epistemologic, adică adevărul nu are o 
fuI11Cţie oauzal explicativă, este ceea ce Putnarn numeşte „indetermina
rea referinţei", ooiliSidemtă de el mai redicală decât cea (a lui Quine [2]) 
"a traducerii". Realismul metafizic consideră posibilă fixiarea unică a 
referinţelor termenilor, adică, scrie Putnam [3, p. 33], dacă deci în orioe 
lume posibilă două propoziţii au aceeaşi valoare de adevăr, atunci ele 
au aceeaşi referinţă. De aici deviza cunoscută a realismului metafizic, 
„limbajul oglindeşte lumea", oare formulează lapidar ideea centrală a 
acestei forme de realism, aceea a corespondenţei între limbaj şi lume. 
Critica realismului metiafizic va viza în mod esenţial această corespon
denţă, insutenabilă, nici pe linie de conţinut şi nici ca o corespondenţă 
de structură, în acest sens din urmă se invocă faptul cardinalităţii lumii 
ce nu este reconstituit oa un i1nrvariant în diferite!~ descrieri echivalente 
ale lumii, avâind mai curând rolul unui artefact teoretic; şi imposibili
tatea unei traduceri unice pentru două limbaje care să C0111Serve :referinţa 
este luată aa un argument în fav;oarea criticii realismului, deşi realiştii 
nu o interpretează în acelaşi spirit. 

Dar, atunci, oum putem explica corespondenţa dintre schemele con
ceptuale şi realitate, asemenea corespondel!lţă fiind atestată de su:ocesul 
acţiuniLor noastre. Aici, jrns,tifacarea tezei-nucleu a realismului capăJtă 
în argumentarea lui PutnJam un caracter tran9Cendental. Putnom si,,te
matizează trei răspuns.uri posibile la problema formuI.1.tă anterior : 1) 
poziţ~a platonismului extrem consideră că oamenii posedă puteri men
tale nenaturale care le permite „înţelegerea" formelor" ; înţelegerea" . . . . " " ramane aici c.J un co111cept neanali:robil ; 2) poziţia verificaţionismului 

care renunţă la conceptul de adevăr în favoarea conJCeptelor de demon
straţie sau de verificare; 3) poziţi!a realismului moderctt adoptat de 
PLlltnaim [4], confruntat şi el cru imponta.nte dificultăţi. 

Intre dificultăţile realismului metafizic menţio1111a,te de Putnam se 
distinge in:oaparciitatea acestei poziţii filosofice de a-şi apropia conceptul 
de model (aplica.ţie intenţionată). Şi Putnam [4] discută semnificaţiile 
panadioxale ale teoremei lrui Lowenhi::,im-Skolem din punctul de vedere 
al relevanţei lor pentru realism. (Enu111ţul teoremei este urmă.Jtorul : orice 
teori,e formulată înitr-un limbaj logic de ordinul întâi cu identitate -
şi asitfcl e formulată şi teorta mulţimilor - dacă are un model, atunci 
are un model cel mult numărabil). Modelele numărabile ale teoriei 
mulţtmilor sunt nei111tenţioniate. Skoliem a intePpretat 00111Ceptul de 
„numărabil" în sensul relativităţii acestuia, dar atunci se ajunge la 
sÎltuaţia că nici un sistem formal nu „capturează" adeovait oonoeptul cîe 
aplicaţie imitenţionată. Rezrulrt:ă. că semnificaţia centrală a teoremei lui 
Lowenheim-Skolem esite unnătoarea : incapacitatea unei teorii de a-şi 

determina, adjudeca obieotul până la izomorfism, coresipondenţia struc
turală cea mai relev.antă pentru adecvarea realismului. Nici un fel de 
constrângeri teoretice şi/sau operaţionale nu pot funoţioJ11a aici în sensul 
determinărrii referinţei oonstituienţi1or 00111Ceptuali din teorie (formali-
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zartă) până la obţinerea dezinabilului izomorfism, şi, mai mult, se poate 
,,skolemiza" orice de La limbajul obiectelor şi cel al datelor senzoriale, 
sau cel privat (Wittgerusitein) şi până la, dacă există, limbajul creierului. 
Ori, această siituiaţie, arnrtă indeterminarea referinţei, posibiliitatea ata
şării unui coootituient conceptru.al a două semnificatii echivalente iar 
referinţa devine ocultă, deci, aplicaţiile intenţionate inaccesibile. Piato
~smul soluţionează problema aplioa,ţiilor intenţiona,te postulând o „capa
citate nenaturală a minţii umane" de a accede direct la ele. 

Purtnam invocă oa argument centnal şi dedsiv faptul că realismul 
susţine că o teorie ideală din punct de vedere epistemic ar putea fi 
fa1s.c\. Poziţia realismului devine neinteligibilă confruntată cu următoa
rea corn;rt:nrcţie : T o teorie ideală şi M un model oarecare al ei. Modelul 
poate fi extins as.tfel mcât să aibe câte un membru co,respunzător fie
cărui element din S ; putem să înlocuim chiar acel membru cu ele
mentul lui corespunzător din S şi obţinem art:Uilld un model M'. Fiecare 
te;_·m(:n care d2notă un membru din S în interp1·eban::a int, nţion:1tâ a 
lw T denotă in M' exact acel membru din S şi deci acest model es,L• 
standard, intenţionat în raport cu res.tricţia la S a fiecărui tamen c bs2r-
viaţional. M satisface, în plus, constrângerile operaţioniale, teoretice şi 
pare să fie un model interr1ţion1a:t. Teoria T apare ca adevărată în toate 
modelele intenţi,onate. Dar realistul nu dispune de un criteriu care să-l 
ajute să distingă interpretarea cunoscută ca intenţionată de un model 
M s1au M' (Purtnam [4]). 

Raţiionamentele lui Putnam nu afectează însă realismul intern. Dacă 
problema realistului este : există obiecte ? şi conexiunile dintre semne 
şi lucruri externe ne ajută să explicăm natura referinţei, pen,tru rea
listul intern situaţia esite complet diferită. 1n concepţia reialismului 
intern semnele (unui limbaj) nu corespund intrinsec obiectelor, inde
pendent de cine şi cum sunt intrebuinţate aceste semne ; corespondenţa 
semne-obiecte este internă unei scheme conceptuale ; nu există obiecte 
independent de scheme co111Ce,ptuale, spune Putnam [5, p. 101]. Lumea 
este divizată în obiecte numai datorită introducerii u111ei scheme concep
tuale ; semnele şi obieotde sunit interne schemei de descriere, o inter
pretare intenţi,onată îşi pierde sensul absolut, se reliativizează la teoi ie. 
Obiecţia adusă reaHsmului intern este că teza indetenminării referinţei 
îl face VJUlneriabil. Peaoce şi Ranta1a [1] consideră că raţtonamenitele lui 
Putnam au mai curând o relev:anţă metodologică decât ontologică, nu 
este viZJait realismul ştiinţific ci v::ilo,area unor analize care utilizează 

teoda modelelor. Dacă analizele limbajelor pentru oare au loc teoremele 
lui Lowenheim-Skolem şi Godel explicitează semnificaţii indezirabile 
pentru realişti urmează că sau realismul metafizic este inconsistent sau 
trebuie pus în discuţie tipul de conceptualizare practiciat în limbajele 
de ordinul întâi cu identitate. 

Realismul intern promovat de Putnam păstrează unele teze ale filo
sofiei lui Quine : subdetermina.rea teoriei de experienţă, indeterminarea 
traducerii şi a referinţei, con:sJ,derarea indeterminării referinţei oa mai 
fundamentală decâit cea a tradU1Cerii. Inconsistenţa realismului metafizic 
şi adopta.rea realismului intern nlll îniseamnă şi acceptarea pragmatis-
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mului căci a fi admis prin convenţie nu înseatm.nă a fi arbitrCl/1". Obiec
tele nu există independenlt de schemele 00I11Ceptuale, divizarea lumii în 
obiecte se face in funcţie de schema introdusă. ,,Deoarece obieotele şi 
semnele sunt în aceeaşi mă:sură interne schemei este posibil să spunem 
ce şi cui corespl.lll1de" (Pl..lltnam [3, p. 52]). Este aki SU!pOziţia lui Quine 
despre respingerea 11Wdalităţilor de re. (schimbând felul în oare ne refe
rim la un obieot alrte proprietăţi vor apare oa necesare, iar altele ca 
accidentale). Quine co!llSideră că obiectele nu sunrt de re asociate unor 
proprietăţi, căci un obiect nu are nici o pro,prietarte în mod ese111.ţial, 
asooierea diI11tre obieot şi proprie1Jate realizându-se numai lingvis.tic -
între numele obiectului şi un predicat. 

Pl..llt111am concepe lumea ca o mulţime de obiecte. Merril [1] afirmă 
că realiştii consideră ernrtităţile obier.tive (obser'Vabile şi noobserviabile) 
din oare este formată Lumea că au anumite relaţii şi propriertăţi inde
pendent de faptul că no,i le cunoaştem, independent de o reprezentare 
pariti:cuLară despre ele. Dacă teoria: cauzală a referinţei (Kripke) nu eli
mină modalităţile de re, artunci această teorie implică realismul meta
fizic şi riaţionamenltele lui Putoom Tilll se mai sll5ţin. 

In a treia accepţie de coocepţie opusă nominruiismului şi oon:ceptua
lismului, realismul (ca o alrterniativă a internalismului) ar fi un realism 
al universaliilo,r (de pildă mai multe imtlanţieri ale U!Ilei proprietăţi). 
Realismul contextualist (cf. R. H. Schlagel [1]) affamă existenţa reală 
a entităţilor numai reLa,tiv la struaturi şi conrtexte fizice particuLare, un 
realism ca cel al lui Merrill [l]. Dacă lumea nu poate fi considerată o 
mulţime de obiecte nu înseamnă a,tu.nd că trebuie hi,posrtaziate srtruc
turile universale ; şi, în orice oaz, nu ar t:Jrebui ca acest fapt să aibe 
corusecinţe în plan metodologic. 

3.2. Realismul matematic şi entităţile matematice 

Problema dacă există entităţi abstriacrte (şi enrtităţile matemaitice 
su,n,t conside.rarte prototipuri ale unor astfel de obieote) esrte o problemă 
filowfică veche, pe terenul căreia s-au confr1unrtat două co.nJCepţii -
nominalismul şi realismul. Nominaliştii au ră51PUIIB negativ la acea.Sită 
prnblemă, în timp ce realiştii au afirmat că exisrtă obiecte abstmaotc. 
Quine [2, p. 233] propune, întrucâ:t es.te vorba de realişti într-un sens 
special, să folooim tennooul platonism, pentru a evita conobaţii indezi
rabile (epistemologic) aS10ciate cuvântului realism. Şi M. Dummet,t 
[1] propune folosirea term0Illlllui platonism în locul celui de realism. 
El spune te~tual : rnalismul despre obiectele matemaiticii este ceea ce 
eu numesc platonism,. Utili21area tE'II'menului plartonism I1l1.l va fixa unic 
o semnificaţie (dar oontex,tual va facilita înţelegerea) în sensul că deşi 

dominantă va fi aocepţta p~artonism = realism matemaitic, în unele 
cazuri vom distinge platonismul oa fiind, doar o specie a realismului, 
supoziţie filosofică, uneori, cu de2Jagreabile consecinţe în planul funda
ţional al mertemaitidi. 
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Termenul platonism (= realism) d~emnează în filosofia m01tematidi 
o concepţie ca,re afirmă că subiectul specific (obiectul) al matemaitidi 
îl oonstitru.ie un domeniu al entităţHor ma,tematice care există indepen
dent de gândiit"ea umană şi că enunţurile matematice sunt adevărnite 
sau false în funcţie de raporitul lor ou proprietăţile acestor obiecte. 

Ralismul sau platonismul ontologic (BeI'!Ilays [ll) a fost poziţi0 din 
filosofia ma:tematicii adoptată de o serie de mari me.,tematioieni şi 
logicieni ca: G. Canitor, B. Bolzanio, G. Frege, B. Russell, A. N. Whi,t
head, K. Godel, Quine şi alţii, reprezentând punotul de vedere al majo
rităţii matemarticienilor. Esenţa realismului matematic constă în postu
larea unui domeniu de ernităţi nementale, nelingvistice, nespaţiale, 
atemporale la care mintea umană accede pe calea unei intuiţii neem
pirice şi pe ca,re le descrie formulele matemarticii, ia.rr ceea ce ele spllln 
este adevărat sau fals. Aotivirtatea martematicianrului este una „a desco
peririif' şi „nu a invenţiei", comparabilă în aceia.stă privinţă cu acrtivi
tatea geografului. El trebuie să descopere enUtăţi matem0tice şi relaţiile 
dintre ele, stabilind pe această cale adevăruri care vor fi înoorpora,te în 
matematică. O scrutare atenrtă a acestei caracterizări prin confruntare 
cu ceea ce fac ma,tematicierui în pr1actica lor, ar evidenţia carenţe intern 
strucrturale ale poziţiei ree.liste astfel descrisă în mod curent, aspect Lt 
oare ne vom referi în par,te,a consacrată unor remarci întru schiţarea 
unui punot de vedere în problemă. Dacă l:a această oaraoteri:zmre a re;-i
lismrului adăugăm postulatul existenţei unor puteri mentale nenaturale, 
ca.rre asigură înţelegerea obiectelor matema.rtice obţiinem o descriere a 
platonismului. P. Bemays [1] distinge două variante de platonism : 
platonism restricţionat (metodologic) şi platonism extrem (sau absolut!. 
Dacă plaitonismul resitricţionait se limitează La considerarea unei proiecţii 
ideale a unui domeniu al gândirii, platorusmul absolut positulează (in 
seooul realismuLui oonJCerptual ! ) existenţa independentă a unei lumi de 
obiecte ideale ce ar conţi.ne toate obieotele şi relaţiile din matema,tică. 
Platonismul în a:oest sens tare nu mai poate fi susţinu.rt fiind considerat 
a:sumpţia filosofică răsipunză:toare de apariţia paradoxurilor logico-mate
matice. Oricum, indiferenrt de aocepţia în care este luat, relismul marte
matic positulează o exis,tenţă independenrtă de mi, pe care matemati
cianul o investighează şi o descrie. Esenţa realismului în matematică 
este formufată de Dummertt [2] în termeniii următori : ,,pentru orice 
enunţ oare are un sens definirt trebuie să fie ceva în vtrtllltea căruia 

sau el sau negaţLa lui este adevărată''. Se observă că noţiunile de 
referinţă şi adevăr sunit centrale în realism, diferenţia dintre realismul 
moderat (sensul slaib) şi platonismul extrem (sensul tare) oorustând în 
faptul că ultimul operează cu două noţiuni ireduotibile „înţelegerea" şi 
,,puteri mentale" capabile de acest tip de înţelegere. Referinţ,a şi ade
vărul î111temeiază şi justifică o credinţă filosofică de bază a realismului. 
obiectivitatea matem',aitiicii. 

Punctul de vedere realist în filosofia matematicii se oplllile, în 
problema centrală a entirtăţilor abstracte (matematice), nominalismului 
care susţine că nu există entităţi abstracte, non-sipaţio-temporale, ~i 
conceptualismului care admirte existenţa entităţilor abstracte, în parti-
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eul.iar a celor maitematice, dar o pune in conexiune cu aotivirtatea nioastu-ă 
mentală, ca şi descendenţilor lui actuali fonnalismul şi intuiţionismul. 
Dar pentTlll referiri mai explicirte este necesar să dăm cel puţin o schiţă 
sumară a asuim:pţiilor şi tezelor de bază ale conicepţiei realiste în 
matematică. 

Asumpţia filosofică fundamentală a realismului matema,tic esite cea 
despre existenţa obiectelor matemaitice la fel de legitimă ca propoziţia 
că există obiecte fizice. ln acesrt sens Godel [l], UJn plia,tonician m1arcanit 
în filosofia contemporană a matematicii, sicrie :,, Clasele şi conceptele 
pot fi concepute ca obiecte reale... existând independent de definiţiile 
şi constrU1Cţiile nioaistre ; mi se pare că concepţia unor astfel de obiecte 
este tot atâit a.<;'a de legi,timă oa asumpţi,a corpurilo•r fizioe şi există tot 
aşa de mult motive să credem în exi~tenţa lor. Ele sunt în acetaşi sens 
necesare pentru a obţine o teorie satisifăicătoar·e a m:irtematicii după cum 
propoziţia că există corpuri fizice este necesară pen:tru a obţine o teorie! 
satisfăicăitoare a percE:pţii1or noastre sensibile". Realismul rr.atematic 
godelian consideră mulţimile (clasele) şi conceptele entHăţi caraoteriza,te 
prin proprietăţile : nu sunt localizate spaţio-temporal, exis.tă indepem.
dent de gândirea noastră, pot fi înţelese şi descrise de noi. 

Realismul matematic este în ochii majorităţii matema,ticienilor con
cepţia care face posibilă o explicaţie adecvat relevantă a semnifioaţid, 
intelectuale a matematicii, a ounoaşt,erii matematice, lămuri111id că for
mulele matematice descriu obiecte şi relaţii matematice şi că ce spun 
ele este ad2vărait. Dintr-o asemenea perspectivă obţinem, de asemenea, 
o explicaţie a intuiţiei matematice şi a adevărului maternatic. Intuiţia 
matematică văzută de Gcdel ca o „percepţie(( a obiectelor (să aminfr~1 
că şi formalistul Hilberit c0ncepe tot astfel intuiţi-a, în sens kantL 1n, c:i. 
o percepţie, de data aceasta, )p semnelor pe hârtie:') este analizată în 
„stil tra71,scendental'', cum de fapt este întreaga lui argumentare în 
fwoarE'a acceptăirii realismului; adică, afirmă Godel, adevărul axiome
lor teoriei mulţimilor ne constrâinge să admitem existenţa unei „.percepţii 
a obiectelor teoriei mulţimilor(\ percepţie care nu este altceva decât 
intuiţia matemaitică şi oare trimite, deci, la un dat exiterior, un alt gen 
de realitate, ce trebuie distins de cel al existenţei fizice. Gădel notează : 
„Nu decurge totuşi de loc că daitele de acest al doilea gen, întrucât nu 
pot fi asociate cu acţiunea unor anumite lucruri asupra organelor de 
simţ, ar fi ceva pur subiectiv aşa cum a afirmat Kant. Mai degrabă, 
ele pot reprezenta de asemenea un aspect al realităţii obiective, dar, 
în opoziţie cu senzaţiile, prezenţJa lui în noi se poate datora unui aU 
gen de realitaite". Dar, s-a obiectat că în ace.sit mod trarusrn~ndental nu 
se poa,te argumenta tezia existenţei entităţilor maitemaitice. Argumentare\'! 
filosofică dată de Godel explidteiază supoziţiile şi struotura concepţiei 

realiste în matemaitică sugerându-ne plauzibiliitatea ei, împărit~irtă şi 

de matematicienii a.c;a numiţi „lucrători(( (working mathematicians), care 
cred că activitatea lor finalizează în teorii ştiinţifice autentice ce pot 
fi adevărate sau false despre o realitate martemartică constrângătoare şi 
pe oare ei o desiooperă. Altfel prin ce miracol s-ar adapta aceste teorii 
la lumea obiectivă şi experienţă ? şi cum s-ar putea explica caracterul 
fructuos al oonoeptelor şi axiomelor matematicii ? 
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Argumente de natură logico--€rpistemologică în favoarea realismului 
matematic face şi Quine [2, p. 289] [3, p. 98] şi anwne este vorba de 
aserţiunile referirtoare la : ,a) "angajarea ontol.ogicăa a martematicii clasice 
faţă de enrtităţile aibstraote de genul claselor şi numere~or, determioo·tă, 
de cuianrtifioarea asup,r,a obiectelor abs,tracte; b) rolul ma:tematicii clasice 
în ştiinţă, în cadrul „fizicii teoretice şi a altor discursuri sistematice 
asupna narturii", pledoarie pentru o ontologie realistă a matematicii. 

Dintre reprezentanţii realismului martematic Frege, Russell şi 
Ramsey au o concepţie explicită şi inflruenţa ideilor lor a cuMsout o 
largă răspândire. Invocăm, câ,teva fiapte semnificative din opera acestor 
logicieni-matematiicieni penrtru a ilustra realismul martematic şi a reţine 
nuanţele acestei concepţii configurată relevant în scrierile lor. 

Specificul concepţiilor platonis,te rezidă în postularea universaliilor 
in anima şi conceprtul lor favorizat a fost obiectivitatea, gândit că a 
exista independent de spirit (subiect) când ar fi aoceisibil mai multor 
subiecţi gânditori. Pl~tonismul extrem (sau ontologic) şi-ar asocia, din 
perspectiva acestei distincţii, sensul tare al obiectivităţii adică a exista 
independent de spirit; întrucât Frege a descris obiecrtivitatea ca desem
nând capacitatea de „a fi acces.i,bil mai multor subiecţi gânditori", el 
nu este un platonist în primul sens al termenului, adică nu este un 
adept al pl,atoniSllllului ontologic, de~i opera lui nu es,te scutită de p;-e
zenţa unor supozLţii platoniciene. Frege îşi precizează poziţia sa în ter
menii : ,,Inţeleg deci prin obiectivitat2 o independenţă faţă de formarea 
unor imagini launtnce pe baza rem•:morării senzaţiilor aillterioare, dar 
nu o mdependenţă faţă de riaţirune ; într-adevăr a răspunde la întrebarea 
ce sunt lucrurile independenrt de raţiune ar însemna să judecăm fără a 
judeoa, să spălăm un lucru fără să-l udăm. (Frege [1, p. 73 i), iar în 
Frege [2] [3] defineşte obiectivitatea oa desemnând „ce este accesibil 
tuturor subiecţilor care gândesc". Este evident că Frege nu acceptă pla
tonismul onito1ogic, dar admi,te un gen de realism moderat. Ob:ectivi
tatea în sensul slab, cu care operează Frege, este independentă de sen
zaţie, sau ori1ce altă reprezentare psihică, subiectivă, dar dependentă de 
raţiune, nivel la care ~biectivitatea specifică senzaţiei este depăşi,tă în 
obiectivitatea gândirii ; această depăşire se realizează nru cu ajutorul 
cadrului tnarrscroderutal de tip kantian, care asigură doar „consensul 
general uman" şi nu obiectivitaitea gândirii. Dar, întrucât conform prin
cipiului separării logicului de psihologic, Frege a respins orice rol al 
psiho·1ogiei în investigaţiile f,undaţtonale n-a putut să ne explice cum 
se conSitituie genetic obieotivitatea, mulţumi.ndru--5e să indice doar care 
este garantul ei<, raţiunea. Raţionalismul fregean nu prutea să ajungă la 
antologizarea gândirii aşa cum face idealismul ontologic. Explici,tarea rea
lismului fregean mai cere încă şi alte disrtincţii ca de ex. sensurile sUlbiecti
vităţii, operarea cu sem;ul tare al acesteia, consonant cu principiile sale 
fundaţionale, ignorând subiec:tivitatea transcendentală favorizartă în 
kantianism, pentru a putea susţine că numerele nu sunt entităţi subiec
tirve si deci: pentru a întemeia obiectivitatea ari-tmetidi : ,,ln cadrul 
ariitm~icii ~i nu avem de-a fiace cu obiecte" pe care le cunoaştem ca 
pe ceva străin, exterior, prin intermedi:u:l simţurHor, ci cu obiecte date 
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în mod nemijloci,t raţtunii, care le poate inroui derplin pe acestea oa pe 
ceva propriu al ei. In pofida faptului de mai sus, ori, mai bine zis tocmai 
datorită lui, aJCeste obiecte nu sunt fantasme subiective. Nu există nimic 
mai obiectiv decât legile aritmeticii" (Frege [1, p. 151]). Frege deşi pleacă 
de la distincţia kantiană „obiectiv-real'{ nu va accepta nici constructi
vrsmul kantian în oare domeniul obiectivului se coI11Struieşte în gândire 
oa rezulit.alt al initervenţiei cadrului transcendental a: priori şi nici plato
nismul excesLv care pos,tulează un domeniu inte-!igibil transcendent. 
F,rege afirmă că axa pământului şi centrul de greutate al sistemului solar 
sunt obiective dar nu sunt reale aşa cum real este pământul însuşi. Am 
putea spune, în lumina acestor distincţii „obieotiv-real", că nocleul 
ontologiei fregeene îl constituie domeniul obiectiv nereal ai cărui „locui
tori" sunit şi entităţile aritmeticii - numerele, considerate de F,,ege ca 
fiind obiective dar nu şi reale, adică fiind aspaţiale şi atemporale. 
Pentru alte detalii privind onto:Logia fregeană, vezi M. Ţurlea [l, 
p. 77-91]. 

ln ceea ce priveşte realismul lui RlllSsell unii interpreţi ai operei 
marelui logician afirmă că s-ar datoca influenţei lui Frege, iar alţii, 
precum Fei bleman [ 1] relevă o arnumită analogie între teoria tipurilor 
şi ierarhia abstractivă din Republica lui P1arton. Whitehead este răspun
zător de imroducerea elemente1or realiste în calculul propoziţi,onal. 
Quine [ 4] constată că admitell"ea lui (1) şi qi sub cuantificatori ar trebui 
interpretată drept germenii ontologiei platoniciene a universaliilor", căci 
(1), 4' în (1),(x) şi qi(y) referă „un sort de entităţi, probabil .atribute, ca va
lori" - aspect relevant al interpretării realiste a entităţilor abstracte, ate
nuată PIJ"in veT'siunea nominalistă a claselor. Totuşi, după K. Godel [1] 
poziţia filosofică dominamă în opera lui Ru:ssell rămâne cea realistă. 
Astfel în Rus.-,ell [l] [2] sum asumpţii realiste eXiplidte despre analogia 
dintre logică şi zoologie, prima fiind doar un studiu mai a,bstraot. Com
parând axiomele logicii şi matematicii cu legile naturii, evidenţa logică 
cu percepţia senZJOrială, el afirmă că axiomele logicii şi ma,temaiticii 
compom.ă, ca şi legile fizicii, o justificare mai curând incm.L<..'tivă, căci fac 
posibile deducţiile f,aptelor senzoriale. Godel [1] remarcă faptul că evo
luţiile ulterioare din logică şi ma,tematică au oorufim11ait punctul de 
vedere al filosofiei realiste asupra matematicii. Ideile lui Russell l-au 
inflruenţat profund pe Godel, care a devenit cel mai influent realist al 
matematicii. (Pentru detalii vezi şi M. ŢuTlea [1] [21). 

Contribuţiile lui Ramsey, axate pe eliminarea consecinţelor neplă
cute prodooe de definiţiile impredi.cative şi reoonstruirii satisfăcărtJoare a 
numerelor reale, au fost criticate pentru supozi,ţiile platoniste subiacente. 
Ideea lui Ramsey a fost că definiţiile impredicatiive pot fi admise deoa
rece cercul pe care îl conţin nu este vicios. Plecând de la exemplul că 
în descripţia cel mai înalt om din această cameră, noi descriem ceva în 
termenii totalită,ţii care îl cuprinde, el a relevat că descripţia respectivă 
nu îl creează ci numai îl alege sau îl distinge, a sugerat că acelaşi lucru 
se aplică proprietăţilor, totalitatea lor existând în sine. Ca fiinţe fini,te 
oamenii nu pot denumi fieca.r-e proprietate din infini.tatea proprietăţHor 
oare există înaintea oricărei descrieri sau definiţii. Acest mod de gândire 
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a fosrt inrterpretat de Carnap ca echivalent unei credinţe într-un domeniu 
plartonician al ideilor ce ar exista independent de cunoasterea oamenilor 
fiinţe fii:iite. Carnap a considerat concepţta lui Raml5ey înrudiită c~ 
,,_absol'1_1-t!smul c~nceptual" iar. matelll3.tica . edificată pe această credinţă 
f1los_of!ca_ a_ n~1it-,-0 „mellte71;Ut~că _teolo~i<:ăr(, pro~usă df: un spirirt aidoma 
cehn mfrrut ş1 care nu starme in ed1f1carea s1srtemat1că pas cu pas a 
construcţiei în chestiune. 

3.3. Dificultăţile epistemologice ale platonismului (ontologic) 

Realismul consideră teoriile ştiinţifice (factual relevante) ca mul
ţimi de. ~n'!_Lnţuri", o?iecti1v~, adevărarte sau false de~pre domeniJ1 din 
lumea fizica pe oare 11 studiază. In consecinţă teoria semantică standard 
a acestor teorii (fizice) atribuie te!"meni1'or teoretici o semnificaţie ce 
referă în Lumea fizică. 

Implicarea matematicii în teoriile fizice a sugerat ideea că realismul 
cu privire la teoriile fizice cerc realism în filiosofia matematicii (of. 
H. Purtnam [6]). S-ar putea formula cerinţa ca enunţurile matematice să 
fie considerate ca enunţuri obiective despre lumea fizică ; este vorba, 
credem, de acele enunţuri matema,tice formulaite în toriile fizice, cum 
ar fi legea gravitaţiei universale. 

EforturHe unor autorii sunt îndrnpbte în direcţia atacării cerinţei 

implicării inextricabile a matematicii în teoriile fizice prin indicarea 
unor modalităţi de reformulare a acestor teorii, în cazul eviocat al teoriei 
newtoniene a gravitaţiei, în care nru se face apel la numere, mulţimi, 

funcţii penrtru exprimarea relaţiilor dintre mă~imile fizice, sau a defi
niţiilor acestora. 

Aiceastă strartegie a fost fonmuLată de H. Field [l] şi vizează negarea 
cerinţei de a posrtula existenţa entităţilor matematice. Deşi ac.ceptă con
c0pţia realistă despre teoriile ştiinţifice, acest autor insistă asupra exis
tenţei unei diferenţe fundamentale dintre teoriile ştiinţifice fizice şi 

cele ma,tema1ice şi ca o oorusecinţă a acestui fapt i se pare nelegitim 
orice transfer de argumente, care susţin realismul cu privire la entităţile 
teoretice ale ştiinţei, în favoarea realismului despre enitităţi maitematice. 
1n acest context, punctul-cheie i se pare a fi demonstrarea faptului că 
uzul actual ~,l matematicilor în ştiinţă nu cere existenţa obiectelor 
matematice şi în acest se:t1JS argumentează că chiar o bună teorie mate
matică aplicată în ştiinţele empmce (factuale) nu produce aserţiuni 

despre observabil, adică nu CS<te fructuoasă în pr,odUJcerea unor enun
ţuri autentice relevante despre obiectul de studiu al ştiinţei respective. 
Concluzi,a acestui autor, consemnează M. Tiles [1], este că rolul teoriilor 
matematice în cadrul ştiinţei ar fi ,1cela de a oferi exte:t11Siuni conser
vative ale teoriiLor fizice enunţate nominalist, ceea ce ar face uzul 
matematicii eliminabil în principiu. 

6l 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



• • 

A devenit o asu::n.pţie quasi-populară în filosof,ia martematicii emm
ţul „platonismul este defunct". Concepţia pla:tonistă esite una larg con
troversată, căci în timp ce H. Field o neagă alţii înceaircă o revigorare 
(Mark Steiner [1], J. Kim [1]). Dar în principal evoluţi;a discuţiilor 
despre platonism au fost prov10.oate de P. Benacerraf [1] a cărui idee 
centrală se referă la incompaitibilitatea acestei concepţii cu teoriile epis
temologice actuale. Schimbările din climatul filooofico-epistemologiic: 
petrecute de la apadţia lucrării lui P. Benacerraf determină, afirmă 
P. Maddy [1] o reformulare a provocării epistemologice a platonismului 
care nu mai poate fi sutenabilă cu argumentele utilizarte la vremea când 
Benacerr:-if şi-a scTis studiul. 

Versiunea lui Benacerraf, oarecum demodaită, a provocării epistemo
logice la adresa platonismului avea ca premise : i) entităţile matematice 
sunt cauzal inerte ~i ii) teoria cauzală a cunoaşterii (oarecum mai vagă) 
care întemeiiau concluzfa iii) aserţiunea : platonismul este insutenabil, 
larg împărtăşită. 

Să explicităm ce se înţelege prin prima ,premtsă şi a doua premis:-i. 
Semnificaţta primei µTemise este următoarea : întrucât entităţile mate
matice, ca orice entităţi abstracte, nu sunt spclţi,o--temporale urmează că 
nu pot participa la inter.acţiuni de tip cauzal. In ceea ce priveşte pre
misa a doua - teoria cauzală a cunoaşterii semnifică faptul că teoria 
standard a cunoaşterii trebuie suplimentată cu exigenţa formulată în 
aserţiune.a : există o conexiune cauzală îD!tre :fiaptul care face adevărată 
credinţa şi subiectul care a~e credinţa (Vezi P. Maddy f2]). Cerinţ:1 
rolului cauzal al entităţii matematice, abstracte, este revizuită de Be!l'l!a
cerraf în termenii următoiri (cf. W. H. Hart [1]) : ,,pentru ca X să ştie 
că S este adevărată cere o relaţie cauzală între X şi referenţii nrt..Lmc>
relor, predicatelor şi cuantificaltorilor lui S". 

Platoniştii vor aparţine unei catcgcrii sau alteia în furucţie ele pre
misa (prima sau a doua) pe care o n·2agă. De pildă J. Kim a neg:a,t pre
misa că entităiţHe matematice sunit cam~al iner.te şi argumente analoage 
a formulJat şi P. Maddy prin relevarea unei pariticuliarităţi a credinţelor 
perceptuale şi anume nu sunt infernte din alte credinţe perceptuale ci 
din stări ale aparatului nostru senzorial, un sort special de infe~enţe ; 
în timp ce M. Steiner va apăT'a platonismul res,pi,ngând teoria cauzală 
a cunoaşterii, ca şi W. Hart care consideră aserţiunHe acestei teorii ca 
irelevante pentru problema în discuţie. 

ln COI11tex,tul anterior schiţat apare evident că problema epistemo
logică autentică pentru platonism este teza insutenabUităţii, dar în acest 
caz ar urma că resipingerea uneia dintre premise at echivala cu o soluţie 
a acestei probleme; Ori, faptul că unii aUJtori, prooum Hiart [1] neagă 
faptul că problema a fost soluţionată, sugerează lui P. Maddy [2] ideea 
că versiunea lui Benacerraf nu a capturat complet problema reală, îrusuşi 
H:-irt sesizând că dificultăţile cu oare se confruntă epistemologia plato-
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nisită nu au fost complet reţinute în premisele-arglllffient ale tezei insu-
tenabili.ltăţii p,Latondsmulrui. , 

S-ar păirea c/1 este ataca,tă aserţiunea eficienrţei cauzale (revizuirea 
de către Benace1r:mf a rolului cauzal al entităţilor matematice) şi irr 
special teoria cauzală a cunoaşterii deSipre care s-a răspâilldit aprecierea 
că esite falsă. Cei oare susţin această opinie despre teoria cauzaiă a 
cunoaşterii par a nu fi curent ou dezvoltările mai recente ale acestei 
teorii. Dar, in!depenident de destinul final al acestei teorii, rămâne pentru 
platonişti o problemă epistemologică semnificativă, cea referitoare la 
caracterul inert cauzal al entităţilor matematice şi care nu a fos,t sufi
cient "capturată" în strategia de apărare a tezei iooutenabiiltăţii pLaito
nismului, şi Ln acest caz o dezbatere loială a ~oblernei trebuie să ia în 
considerare, după P. Maddy [2], a) atât dezvoltările produse în epistemo
logie de introducerea teoriei cauzale, ca şi schimbările datorate even
tualei abandonări a acesteia, astfel înc[1t să se poată evalua cât mai 
adecvat exigenţele epistemologiei genernle; b) cât şi o reexaminare 
a poziţiilor lui Beniacerraf şi Hart în vederea evitării dificultăţilor pre
zente în versiunea, anterior discutată, a „provocării epistemologiec!:t a 
platonismului. 

In scopul conturării cerinţelor epistemologiei generale cu care a·:· 
urmă să se confrunte platonismul :ir trebui analimtă evoluţia teoriei 
cauzale a cunoaşterii. Mai muLtc contra-exemple la această teorie im
plică cunoaşterea inferenţială; de pildă, credinţa mea că toate lebedele 
sunt albe este inferată din credinţele mele perceptuale despre diferitele 
lebede pa:rticularr-e, deşi este evident că nu toate lebedele cauzează 
această credinţă. Exemple de acest gen au sugerait o structură mai nuan
ţată a teoriei cauzale a oun.oaşterii care formulează, de data aceas.ta o 
cl3uză pentru cun1oaşterea inferenţtală şi alta pentru cunoaşterea non
inferenţială. Cunoaşterea neinferenţblă, prezentă în actele perceptuale, 
presupune obiectul care o cauzează (cf. Grice [1]) în timp ce cunoa~terea 
inferenţială este obţtnuită prin întrebuinţarea unor tehnici inferenţk1le, 
aplicaite unor premJse adevăTate ; m9dil.:l acesitui gen de cunoaştere est(' 
cel al inferenţelor de La credinţe la crdinţe. Asemenea asipeote au fost 
încorporate într--0 de.sicendentă a teoriei cauzale a cun10aşterii, teoria 
credibilităţii şi care este, în esenţă, nu atât o teorie a oun:oaşterii, cât 
una a justificării. Următoarele două aserţiuni sunt relevanrt:e pentru 
nucleul „teoriei crecbibilităţii(t formulate de Goldman : ~Credinţa lui 
S că p este justificată dacă : 1) re2llll1ă imediat dintr-un proces demn 
de crezare sau 2) ,,rezultă via un proces i.nferenţi.01 credibil (demn ct,, 
crezare) din credinţe jus.tifioate". (Un proces inferenţial este considerat 
demn de crezare dacă generează credinţe adevărate din credin:ţ.eo 

adevărate). 

Devierile de la teoria originală (cauzală) sunt în principal două : 
a) procesul demn de crezare (reliabil) nu es,te obligatoriu să fie 03.uzal 
şi b) ruu se cere ca p ~ă participe la generarea credinţei justificate. Pe 
scurt, exigen;ţa cauzalităţii este omisă în noua teorie, întrucât credibi
litatea! nu este identică cu cauzalitatea, prima fiind scopul introducerii 
în mod original a unei conexiuni cauzale adecvate noi. 
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Dac.). asl,IJ!Uăm ql te.oremele. matematice su.nit justifioate prin infe.
renţJa deduc.tivă (proces inferenţial credibil), tot ce mai rămâne ~te 
justificarea axiomelor;. un ·platonist, ţinând seama de aserţiunile credi
bilismu1ui, va oferi Ulf\mătoarele două opţiuni : ,,1) descrierea unui me
cani001 aredibil (reliable), poate necauza.l, (oare nu implică în mod nece-, 
sar entităţi matemat_ice) care generează imediat credinţa noastră în 
axiome, siau 2) descrierea unui proces infer,enţi,al (prezumabil nededuc
tiv) oare atunci când este aplicat la diferite credinţe produce credinţa 
noasitră în axiome" (P. Maiddy [2, p. 49]). 

Oricare dintre cele trei dezvoltări ale teoriei oa,uzale a cunoaşterii 
produce în teoria credibilistă : (i) eliminarea exigenţei cauzale din clauza 
fundamentală, ii) eliminarea participării obiectului din clauza funda
mentală s,au iii) adăugarea dauzei inf.erenţiiale în condiţiile chiar ale 
admiterii caraicterului inert al entităţilor matematice este suficientă 
p<mtru blocarea argumentului· care asertează teza insutenabilităţii, în 
forma originală, de ut1Jde rezuHă că dificultăţile epistemologice ale pJJa
tonismului nru trebuie căutate în confruntarea acestuia ou cerinţele epis
temo}ogice ins.pir:ate de credibilism. Epistemologia generială poate reţine 
cerinţe ce vin şi din direcţia altor explicaţii şi teorii ale cunoaşterii, 
deşi credinţa autoarei, ale cărei idei le-am urmat în expunerea subiec
tului, este că numai o teorie descendentă a: teoriei cauzale va actualiza 
teza insutenabilităţii platonismului, cu atât mai 1nult cu cât în evaluiarea 
consecinţelor cred'ibHismului, relevante pentru epistemologia generală, 
trebuie lu1ate în considerare difkultăţi şi carenţe ale acestei teorii, 
semnalate de oponenţii ei, precum R. Chi:sholm [l], R. Foley [1]. 

Să unmărim mai aterut problema sursei difiou1tăţilor platonismului 
lărgind puţin cadrul abordării. Să reamintim că în textul lui P. Bena
cerraf [1, p. 672] la pagina menţionată vo11bind despre cunoaşterea infe
reniţtală stipulează în clauza fundamentală ambele cerinţe : a cauzalităţii 
şi a participării obiectului, ca la pagina 674, unde discută despre Godel, 
să constate dificultăţi în e)Q})licitarea tezei oauzalităţi.J., dar o menţine 
ferm pe a dol.lla, care sesizează „absenţa unei explkaţii a lanţului d:nrtre 
facultăţile noastre cognitive şi obiectele cunoscute", spre deosebire de 
ştiinţa fizicii unde dispunem de o explicaţie cauzală. Deşi această atitu
dine poate fi sugem.tă de platonismul goclelian, trebuie totUJŞi admis, 
afirmă şi M. M'addy [2, p. 51], există o asumpţie implicită că nu toate 
credinţele matemartice au sursă inferenţială, fapt constatabil din supli
memarea de către Benacerriaf a credibilismuLui cu încă două cerinţe : 
cel puţin unele credinţe matematice trebuie să cadă sub incidenţa clauzei 
de bază şi mecanismul demn de crezare (cauzal), al clauzei fundamentale, 
presupune obiectele credinţei, aserţiuni prezente şi în lfort. [1] şi care 
după opinia autoarei citate au fost susţilllute şi de teoria caurzală origi
nală a cunoaşterii. Acestea generează difiicu1tăţile platonismului şi sursa 
lor acreditează că există o veritabilă prioblemă epistemologică a pla
tonismulrui. 

, Pri,ma cerinţă care stipulează că nu orice credinţă matematică este 
inferenţială trimite la cerinţa pa,rticipării obi€ctului. Justifiloare.a unei 
pă!rţi semnificative a matematicii prin proceduri inferenţiale a lăsat 
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nere:oolvată tOltill?i problema justificării axiomelor, oare, cândvn a fos.t 
pk1.1siată în oompetenţa logicii şi n€SOluţironaită în această sfel"ă. Acum nu 
mai poate aştepta o re:oolvare decât pe oale inductivă, modalitate apre
dată de mulţi autori ca nesatisfăicătoare. Poziţia lui Quine şi Piutnam 
sugerează o formă mai teorieitică a indUIOţiei arătând că justificarea cre
dinţei în axiomele matematice este aser-tată de faptul că ele formează 
partea centrală a ştiinţei confirmate. 

Diilltre obiecţiile l,a atitudinea lui Benaicerraf şi Hart menţionăm : 
matematicienii nu apelează la aplicaţii pentru justificarea aserţiunilor 
lor şi deci poZJiţia adoptată răimâne irelevantă pentru practica ma.tema
tică ; părţi ale matema:tioii şi chiar unele axiome nu sunt fiol:osite în 
aplicaţii. Ar deourge de aici "o reformă a matematicii existente'' ( cf. 
P. Maiddy [2, p. 51]), oonsednţe caTe ar stârni interesul nominaliştilor şi 
platoniştilor, dar matematicienii n-ar apela, evident, la platonism şi 
platonişti în această direcţie. 

P. Mac1dy [2, p. 52] consideră că sursa cerinţelor adăugate de Bena
cerraf şi Hart, sursa dificultăţilor ou privire la epistemologia platoni
ciană, nu este derivată dintr-un principiu eph<;temologic ce descinde 
dintr-o teorie cauzală, ci rezidă în asumpţia fundamentală despre natura 
matematicii - analogia „ştiinţă-matematică11 şi care are rolul central 
în platonismul godehan (Godel [l] [2]). A deveI1li.t o formulare curentă 
a platonismului aserţiunea oă matematica este ştiinţa entităţilor mate
matice aşa cum fizica este ştiinţa obiectelor fizice, ambele aceste ştiinţe 
având structuri similaTe. Din considerarea matematicii oa parcilelă (şi 
nu adjunct teoretic al ştiinţei) la ştiinţă decurge că nu toate credinţele 
sunt inferenţiial jl..115.tifioate şi cum. mecanismul credibil sau demn de 
cr.ezare în ştiinţa fizică este cel al percepţiei obişnuite, cazul pa,radig
matic în care obiectul produce credinţele, muta.tis mUJtiandis, în virtuitea 
definiţiei matematicii ca ştiinţă a entităţilor matematice, ar trebui să 
presupună (poate chiar cauzal) obiectul credinţei, oeea ce ar semnifica 
ceva asemănător percepţiei; avem astfel ex,plidtată a doua credinţă adi
ţiională a credibilismului. 

Inrt;r..,un asemenea coilltext P. Maddy consideră că provocarea epis
temologică (de sursă Grice [1] şi nu Goldman) a platonismului utili
zează un argument în susţinerea tez.ei insutenabil.ităţii având următoarea 
strUJCtură: 

1) entităţile matematice sunt cauzal inerte 
2) teoria .cauzală ,a percepţiei 
3) platonismul presupune anialogia ştiinţă-matematică, 
deci, 
4) platonismul este insuteoobil. 

Vechiul argument utiliZJa ca premise pentru teza in&11enabilităţii plaito
nismu1ui numai 1) şi epistemologia generală. Noul argument are unele 
deficienţe: poziţia adoptată de Quine şi Putnam respinge premisa (3) ; 
cât de departe poate merge analogia matematică-ştiinţă, căci deşi împăr
tăşesc ambele ceva semănător percepţiei, totuşi mecanismul clauzei fun
damentale matematice asumă numai atât (perception-like), dar nu este 
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cauzal, cum susrţine chiar Benacerraf .şi, în sfârşit, rămime discutabilă 
premisa (1). 

Cercetă,rile învederează pregnant ideea că sursa fundamentală a 
dificultăţil'Or persisrtenrt;e în epistemologia platonistă nu rezidă în oonsi
deraţii epistemologice genenale ci în asumpţia fundamental~ d~~pr~ 
natura matermatioii, exprimată prin celebra analogie matenwtzcă-ştimţa, 
devenită „pivotul, real'ismuiui găcLelian"; P. Maddy [2, p. 53] sugerează 
că s-ar putea păstra esenţa concep1iei platoniste, conform cărei·a mate
matica are ca subiect de studiu entirtăţile matematice, în varianta Quine
Putnam, renunţând la asumpţia analogiei. însă această asumpţie es.t.2 
indisperusabilă platonistului c,înid trebuie să descrie mecanismul clauzei 
de bază văzând ceva asemănător percepţiei (pe~cep.tion-like) operantă în 
matematici. Unele argumente, menţionate anterior, pledează împotriva 
renunţării la asumpţia analogiei la care s-ar putea adăuga că poziţia 
adoptată de Quirne .şi Putnam face vuJncrabil platonismul, iar necesit:'i.ţile 
ştiinţei cer postularea entităţil:or matematice ceea ce face, cel puţin, 
plauzibilă dacă nu adevărată asumpţia godeliană a analogiei. 

3.4. Realismul şi fundamentele matematicii 

Realismul este oonsiderat alternativa rivală a formalismului. tn 
perspecUva filosofiei realiste a matematicii problemele matematice, 
inclusiv de genul ipotezei continuul,ui, sunt sau adevărate sau fal'S€, indi
ferent de independenţa lor în raport cu diferite sisteme axiomatice. 
Reali,smul ca po:zJÎţie filosofică este preferat de mulţi matematicieni (dacă 
nu chiar de majoritatea lor). tn primul rând, avantajul adoptării realis
mului este acela că nu mai esite necesară justificarea. axiormelor teoriei 
mulţimilor (cf. P. Cohen [l,p . 11]) ; ne dispensăm de demonstrarea con
sis,tenţei axiomelor .şi IlJU suntem neVIQiţi să e:,oplkăm de ce aceste axiome 
sunt fructuoase şi demne, în cOI11Secinţă, de o atenţie specială. Ori, poziţia 
formalistă, remarcă autorul citat, are ca slăbiciune principală faptul că 
trebuie să e:,oplice de ce axiomele teor~ei mulţimilor, nereflectând o rea
litate ... permit demonstrarea unoT enunţuri aritmetice, indemonstrabile 
prin mijloace firutare. 

ln acela.şi timp realismul se confnmtă ou dificultăţi, unele f,iind 
generate de rezultate recente, ourrn ar fi rezultatele de independenţe'!. 

Astfel, o primă dificultate priveşte neputinţa de a e:10plica care este 
sursa şirului infinit de axiome mai înal•te (higher axioms), cum sunt 
„axiomele mai înalte ale infinitului). Problema infinirtului este privită 

azi ca o parte a problemei existenţei în matematicc'i, (vez~ A. Robinson 
[I, p. 558]), a problemei existenţei noţiunilor aabstracte în genere. Dacă 
pentru un nominalist existenţ)a unei mulţimi de cinci elemente este la 
fel de iluzorie ca şi existenţa mulţimii numerelor naturale, la cealaltă 

extremirtate (opusă) se află realiş'tii platMiicieni care, scrie A. Robinson 
[I, p. 558], ,,cred în genere în existenţ)a ideală a entităţilor matematice, 
inclusiv în existenţ)a mul,ţimilor transfinite de numere cardinale, oricât 
de mari, în măsura în care ele pot fi introduse cu ajutorul unor axiome 
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adecvate". Cu toate că realiştii aoceptă, în princ~pm, existenţa acestor 
entităţi matematice, se poate consta-ta reticenţi lor atunci când este 
voflba de „contemplarea caroim11ilor de un tip suficient de inaccesibil". 
Nu dispunem de o cvid2nţă intuitiv convingătoare absolută nici pentru 
respingerea sau acceptiarea unor axiome mai puternice decât cea mai 
generală axiomă a infinitului, aşa oum este cazul axiomei cardinali1or 
măsurabili. Însă dificultăţi mrai recente ale realismului vin de la rezul
tatele de independenţă (datorate în piincipal lui P. Cohen) şi consistenţă. 
In timp ce cred în stabilirea ipotezei oontinuului şi a altor probleme 
similare, nu întrevăd posibilirtatea analoagă pentru axioma cardinalilor 
măsurabili. Dar şi în acest context se piare că formaliştii se află într-o 
situaţie mai puţin favonabilă decât cea a realiştilor, deoarece pentru ei 
există propoziţii în însăşi teoria numerelor, ca de exemplu Consis (ZF), 
care se află dincolo de rezolvare, în timp ce optimismul realiştilor este 
întreţinut de posibilitatea ca Consis (ZF + Cardinal măsurabil) să fie 
redusă la coJ11sistenţa una, enunţuri puternice oonven1abile, considerate 
ca axiome ale infinitului şi, mai general de posibiMatea deciderii ches
tiuni1or din teoria numerelor prin intermediul unei axiome adecvate a 
infinitului. In lucrările mai recenJte as11.1pra independenţei s-a răspândit 
ideea că o semnificaţie fundamentală a rezultatelor tehnice este credinţa 
că teoria mulţimilor se referă la obiecte „reale" ceea ce ar constitui o 
profundă motivaţie a realismului matematic. 

Punctul de vedere realist facilitează speculaţii interesante şi fortile 
asupra destinului ipotezei continU1Ului. Se ştie că intuiţionismul brou
werian este extrem de distructiv, promovând o atitudine negativă în 
raport cu martematioa clasică, şi cum spune K. Godel [2, p. 221 ], şi în 
naport cu generalizarea ei naturală - teoria mulţimilor a lui Cantor. 
Din punct de vedere intuiţionirst teoria x-lor mai mari decât Xi este 
respinsă ca fiind fără sens. Conjectura lui Cantor primeşte sensuri dife
rite de problema în formularea ei originală, toate conducând fie la 
răspunsuri unele afirmative, altele negative. Această situaţie creată prin 
activi1tatea intuiţioniş,tilor se e:xiplică după analizele lui Gădel ca fiin:d 
un remrltat al unei anU1II1ite concepţii filosoficc asupra naturr-ii mate-" . . ' ~ ' maticii" şi caTe „admite obiectele matematice numai m masura m care 

ele sunt inter-pretabile ca fiind propriile noastre construcţii sau, cel 
puţin, ca fiind date în intuiţia matematică". Şi K. Godel, ,,care poate 
fi considerat cel mai marcant platonician de astăzi" (cf. A. Robinson 
[l, p. 558]), consideră că dintr--0 altă perispectivă filosofică, cea realistă, 
se argumentează că există o fundare satisfăcătoare a teoriei axiomatice 
a m1ulţim:ilor. Pentru cineva caTe eoni.sideră obiectele matematice exis-,, 
tând independent de construaţiile noastre sau de intuirea lor individuală 
şi oare cere nlllIIlai ca conceptele matematice generale să ne fie suficient 
de clare pentru a fi capabile să le recunoaştem consistenţa lor şi ade
vărul axiomelor oare se referă la ele, există, cred, o fundare satî,sfăcă
toare a teoriei mulţimilor a lui Cantor în întregul ei sens şi în înJtreaga 
sa exte.n<,ie originală, şi an1.11ITI.e axiomatica teoriei mulţimilor interpretată 
în modalitatea care via fi schiţată mai jos" (K. God.el [2, p. 321 ]). 
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Godel a arătart că această abordare (am zice filosofie realistă) nu 
produce şi nu se oonfr'l.lllltă cu dificultăţi şi, deci, numai aparent a 
existat, prin apariţia paradoxurilor, o „condamnare a ei la eşec". Dilfi
cultăţile devin aparente în lumina unei aniumite intevpretăTi proprii, 
specifice a realismului în lucrarea lui God.el [l], legată de înţelegerea 
conceptului de mulţime. Godel [2, p. 322] scrie : ,,In măsura în care 
mulţimile apatr în matematică (cel puţin în matematica de azi, incluzând 
iI11treaga teorie a mulţimilor a lui Cantor) ele sunt mulţimi de numere 
întregi, sau Iiaţionale (adică de perechi de întTegi) sau reale (adică de 
mulţimi de numere raţionale), sau de funcţii de numere reale (adică de 
mul,ţimi de perechi de numere reale) etc.". Când matematicienii stabilesc 
teoreme asupra existenţei mulţimilor, în general, adică asupra tuturor 
mulţimilor, aceste teoreme pot primi interpr,etări specifice, în sensul că 
sunt val,abile despre mulţimi de întregi, mulţimi de mulţimi de iil/tregi 
etc. Altfel spus şi aceste mulţimi, determinate, posedă proprietatea aser
tată in teoreme generale referitoare La mulţimi în general sau, ceea ce 
este acelaşi lucru, totalitatea mulţimilor. P,articularităţile 00111ceprtului 
de mulţime din interpretarea lui Godel sunt descrise de el asrtfel : ,,.&cest 
concept de mulţime, totuşi, în conformitate cu care o mulţime este ceva 
care se obţine din întreg (sau alte obiecte bine definite) prin aplicarea 
iterată a opereţiei „mulţime de", nu ceva obţinut prin divizarea totali
tăţii tUJturor lucrurilor existente în două categorii, nu via duce în general 
niciodată la contradicţii". Ideile godeliene sunt aici în deplin acord cu 
„a'Otivitatea naivă şi necritică", cu acest concept de muJ.ţime (descris de 
el) complet self~onsistenţ'i, a matematicienilor lucrători. Se poarte face 
observaţia, coT11S1lată Godel, că „spiritul disciplinelor matematice moderne 
abstracte (şi el are în vedere în mod expres, teoria categoriilor) trans
cende acest coI11Cept de mulţime", lucru indicat prin self-aplicabilitatea 
categoriilor, a se vedea pentru acest aspect S. Mac Lane [1]. Opinia lui 
Godel este că distingându-se categorii de nivele diferite nu se pierde 
din conţinUJtul matematic al teoriei. ln interpretarea godelian.ă a funda
mentelor teodet mulţimilor, şi în general a matematicii, paradoxurile 
devin irelevante matematic, coru;tituind o problemă serioasă mai curând 
penrtTu logică şi epistemologie. Şi Godel conchide : ,,Dacă ar exista 
demonstraţii matemartice interesante care nu ar fi posibile în această 
interpretare, aitunci paradoxurile ar deveni o problemă serioasă pentru 
matematică (K. Godel [2, nota 12]. Pentru aprofundarea înţelegerii inter
pretăTii propuse de God.el ne mai referim, utilizând propriile lui note 
la text, la câteva expresii relevanrte pentru concepţia sa realistă sui 
generis : aplicarea iterată a operaţiei „mulţime de" include şi iteraţia 

transfinită, adkă cu propriile lrui cuvinte, totalitatea mulţimilor obţinute 
prin iteraţie finită este considerată a fi ea însăşi o mulţime şi o bază 
pentru alte aplicaţii ale operaţiei „mulţime de", ceea ce indică pentru 
noi, credem, o modalitate de înţelegere a transfinitului, a „sursei" axio
melor infinirtului „problemă în impas" pentru orientarea filosofică for
malistă asupra naturii matematicii. ,,Mulţime de" este reluată întru noi 
clarificări în mta 14 La te~tul godelian în termenii : "Operaţia mulţimea 
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x-lor (unrle variabila „x" are ca domeniu un anumit gen de obiecte) nu 
poate fi definită în mod satisfăoă!tor {cel puţin nu în starea actuală a 
cunoaşterii), ci poate fi doar parafrazată prin alrte expresii oare ou:prind 
din nou conceptul de mulţime, cum ar fi „multitudinea x-lor", «combi
naţia oricărui număr „x"», "partea totalităţii x-lor", unde o „multitu
dine" {,,combinaţie", J,parte"), este concepută ca ceva care există în sine, 
indiferent dacă noi o putem defini, într-un număr f'init de cuvinte, 
(astfel că mulţimile aleatoriii nu sunt excluse). Finalul notei este con
sonant cu "liniile de forţă" ale concepţiei realiste despre matematică. 
Originalitatea intepretării godeliene a realismului matematic este însă 
mai pregnantă in .nota 15 a te:x:tului, unde ni se pare că se încearcă 
eliminarea, sau cel puţin diminuarea cerinţei impredicativităţii, solidară 
oricărui gen de platonism în matematică : ,,DecUJl"ge imediat din această 
explica,ţie a termenului „mulţime" că o mulţime a tuturor mulţimilor 
sau alte mulţimi de o extensie similară nu pot exista, întrucât orice 
mulţime obţinută în acest fel dă naştere imediat la nioi aplicaţii ale 
operaţiei „mulţime de" şi, prin urmare, conduce la existenţa unei mul
ţimi mai mari" (sublinierea mea, M Ţ.). 

După referiri la sisteme axiomatice ale teoriei mulţimilor existente 
(unele utilizând axiome pentru o folosire nerestrânsă a conceptului de 
mulţime), suficienrte să asigure demorn;traţii pentru toate teoremele 
inventate până acum, cu excepţia teoremelor asupra existenţei nrume
relor cardinale extrem de mari, evocând progresele în ceea ce priveşte 
axiomele infinităţii şi i,potezia oontinuului (dinrtre care unele vor fi men
ţionaite mai târziu), K. God.el [2] afirmă : ,,Astfel, problema continuului a 
lui Cantor, indiferent ce punct de vedere filosofie se acceptă, în mod 
neîndoielnic păstrează cel puţin acest sens : a găsi un răspuns şi dacă 
e aşa oare anume, se poate deriva din axiomele teoriei muJ.ţimilor, aşa 
cum sunt acestea formulate în sistem.ele citatei!. Şi Godel consideră că 
asumând această i-nter,pretare se pot avansa trei variante de răspuns 
pentm problema lui Cantor : a) conjectura lui Cantor poate fi demon
strabilă, b) condectura poate fi refutabilă şi c) conjecitum poate fi 
indecidabilă. 1 

Dacă sensul conjecturii lui Cantor este independent de orice poziţie 
filosofică, s-ar părea chiar în spiritul studiului godelian, că nu tot astfel 
stau Lucrurile când se pune problema rezolvării ei şi unde concepţia 
filosofică subiacentă cercetării o poate facilita sau crea unele obstaoole. 
Distincţia este sugerată, sau întărită, de remarca lui Godel conform 
că,reia a treia alterna~ivă reţine aspootul că dificultăţile problemei can
torieru:i" nu sunt probabil pur matematice. Opinila lui Gădel (asumând 
rezultatul că ipoteza lui Cantor nu este refutabilă pe baza axiomelor 
teoriei mulţimilor, cu condiţia ca aceste axiome să fie consistente) este 
că stabilirea unei teoreme de indecidabilitate a conjecturii lui Cantor nu 
va smnifica realmente o rezolvare a problemei. La acest punct platonis
mul godelian marcant devine frapant : ,,Pentru că, dacă sensurile ter
menilor primitivi ai teoriei mulţimilor aşa cum sunrt explicaţi la paginile 
328-329 şi în nota 14 sunt acceptate ca fiind consistente, urrnea:ză că 
noţiunile şi teoremele teoriei mulţimilor de5criu o anu.mită realitate bine 
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determinată (s.n. M. Ţ.) în care conjeotuna lui Cantor trebuie să fie sau 
adevărată sau falsă. Deci indecidabHitartea ei din axiomele care sunt 
admise poate însemna doar că aceste axiome care sunt admise astăzi 
(poate însemna doar că aceste axiorr:e) nu conţin o descriere completă a 
acestei realităţi. O asi:,menea credinţă nu este deloc himerică, deoarece 
este posibil să se indice căile prin oare decizia unei pI"obleme, care este 
indecidabilă din axiomele uzuale, să se poată totu~i obţine". (K. Gădel 
[2, p. 323 j). Şi din nou obţinem „luminări" asupra sunsei axiomelor, 
îndeosebi ale celor privind infinitul, invederând virtuţile realismului 
matematic, în general. Oonceptul~cheie explicativ rămâne, din nou cel 
al operaţiei „mulţime dea, care ne dă seama, pe de o parte, de faptul 
că axiomele teoriei mulţimilor nu formează un sistem închis în el însuşi, 
(datorită sus-aminLtului concept subi,acent ace~tora), iar, pe de altă 
parte, de locuitorii universului matematic, în speţă cel teoretic. lViai 
explicit, invocând textul gooeli,an, axiomele devin din acest punct de 
vedere „propoziţii asertând existenţa. numerelor cardinale foarte mari 
(adică a mulţimil,or având, aceste numere cardinale"), cea mai simplă 
dintre aceste axiome ale infinitului asertează chiar existenţa numerelor 
inaccesibile - în sensul mai slab sau mai tare - > Xrr• Semnificaţia 
centrală aid a acestui fapt, a acestei axi,ome anterior enunţată, este că 
„totalitatea mulţimilor ce se pot obţine prin folosirea procedurilor de 
formaJ·e a mulţimilor exprimate în alte axiome formează din nou o 
mulţime şi prin urmare, o nouă b'lză pentru alte aplicări a acestor 
proceduri" (K. Godel [2, p. 323~324]). Fenomenul în cauză este iluS/trart 
de axiomele infiiniităţii formulate de Mahlo, aceste fapte întemeind ideea 
c~ ~ct~alul si.ste~ de axiome pentru teoria mulţimilor este incomplet 
v1s-~-v1s de realttatea matematică, concept privilegiat, dacă nu pivot în 
reahsmul ca o pozi,ţi€ filosofică despre natura matematicii. In viziunea 
lui Godel plecând de ~a aLte coocepte primitive ale teoriei mulţimilor, 
cum ar fi cel de „pl"oprietartea mulţimii" obţinem extensiuni contiJ1ll.le 
ale axiomelor care se referă 1a el. Şi în mod similar se poate proceda 
plecând de la conceptul de „proprietatea proprietăţii mulţimii" etc. Noile 
axiome, în măsura în care sunt recunoscute şi acceptate oa axiome ale 
teoriei mulţtmilor pot avea consecinţe relevante pcntT'u ipoteza conti
nuului. Se poate menţiona aici câte ceva din progresele funida,ţionalc 

legate inclusiv de ipoteza continuului, de care am amintit (în paginile 
anterioare), şi anume că pe baza unor principii (diferite radical de cele 
folosite de Mahlo), Dana Soott a demonstrat că unul dintre acestea 
implică ncgaţta priopoziţiei A a lui Godel (cf. K. Godel [2, p. 326)). ln 
acest cadru, menţionează G1:ildel în nota 20 a textului său, ,,demonstraţia 
de consistenţă pentru ipoteza continuului explicată la pagim. 326 nu 
merge dacă această axiomă este adăugată. Totuşi nu s-a clarificat încă 
faptul că aceste axiome suJ11t implicate de ,coniceptul genenal de mulţime, 
în acelaşi sens cum sunt acelea ale lui Mahlo". La rândul lor aceste 
axiome produc propoziţii indecidabile, sporind numărul celor existente. 

Ce se poate sipera în legătură cu ipoteza continuului ? Godel ocrie : 
„Cât priveşte problema continuului există o mică spe:rianţă de a o re2Jolva 
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cu_ aj_ut:?rul a~elor axiome ale infini,tăţii care pot fi formula,te pe baza 
prmc1pulor lm Mahln", iJr în altă parte, el cnntinuă : ,,Astfel din ori
care punct de vedere, dacă se mai ia în consiideratie si ceea ce a fost 
spus în secţiunea 2, se poate face c-onjectura că p·roblenrn continuului 
nu poate fi rezolvată pe baza axiomelor forrnula,te până acum, dar pe de 
alta parte, ea se poate rC'zolva ou ajutorul unor ammnite noi axiome 
care vor formula sau vor implioa ceva asupra definibilirtăţii multimilor" 
(K. Godel [2, p. 324, 325-326]). . 

Godel menţione0ză faptul scmnifimtiv că programul lui Hilbert 
referitor la o soluţie a problem€i continuului, în fapt nerealizat, a fos.t 
centrat pe o consideriare a tuturor definiţiilor posibile. G0del înţdLge 
conceptul de definibilitHtC' în sensul precizat in nota 21 : ,,Şi anume 
definibile (este vorba de mulţimi - M. Ţ.) prin anumite proceduri «în 
termenii numerelor ordinale» (adică prin ipoteza 61 pentru orice număr 
ordinal este dat un simbo~ care-l denotează) ... Paradoxul lui Richarcl, 
desigur, nu se aplică acestui gen de definibilitate, întrucât totalitatea 
ordinalelor este cert ner11llmărabilă". Acest concept de clefinibilitate, 
„definibil" în teoria axiomatică a mulţimilor facilitează derivarea în 
această teorie a ipotezei gener,alizatc a continuului din axioma că orice 
mulţime este definibilă în sensul anterior precizat. Şi Godel [2, p. :J2(i] 
adaugă : ,,tntrucât această axiomă (să o numim „A") se dovedeşte a fi 
demonstrativ· consis.tentă cu celelalte axiome, sub ipoteza consistenţei 
acestor alte axiome, acest rezultat (indiferent dP pozi-ţia filosofică luată) 

în raport cu definibilirtatea arată consi-~tenţa ipotezei continuufui• cu 
axiomele teoriei mrulţimilor, cu condiţia ca aceste axiome să fie ele 
însele consistente". (Pentru detalii a se vedea K. Godel [3]. St1uctural 
demonstriaţia se aseamănă cu dC'monc1traţia de consistenţă a geometriei 
ne-euclidiene prin invocarea unui model din cadrul geometriei eudid:ene. 
Mai precis, mulţimile definibile în sensul precizat mai înainte formcaz.l 
un model al teoriei mu!.ţimilor în care propoziţia A, şi deci ipoteza 
genemlizată a oontinuului', este adevărată. 

· Un .alt argument, în favoarea nerezolvabilităţii problemei continu,
ului în cadrul axiomelor actuale ale teoriei mulţimilor, constă în refe
rinţa la diate necunoscute lui Cantor „care par a indioa faptul că con
jectura lui Cantor se va dovedi greşită pe când pe de aLtă parte, o res
pingere a ei esite demonstrabil imposibilă pe baza axiomelor admise 

astăzi (K. Gădel [2, p. 326]). 
In fine, trebuie menţionate, spune Godel [2, p. 327], oomecinţe 

implauzibile ale ipotezei oontinuului : a) există submulţimi ale unei linii 
drepte de puterea continuului care sunt acoperiite (de o mulţime num;;-1-
:riabilă de punote) de orice mulţime deooă de intervale ; b) există submul
ţimi infinit dimensionale ale spaţiului Hilberrt care nu oonţin o submul
ţime non numărabilă finit-dimensională (în sensul lui Menger-Urysohn ; 
c) exis1tă, în fine, un şir infinit A 1 de deSIOOmpuneri ale oricărei mulţimi 
M de puterea continuuhli în mulţimi mutual exclusive de mulţimea 
continuu.lui. A!; astfel îl11Cât în orice fel este aleasă o mulţime A~; pentru 
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CD 

orice i, . Il (M - M!i) este .numărabil ; a) şi c) sunt fuarite implauzibile, 
,-o 

chiar dacă puterea continuului este înlocuită prin ".x1". 
Lui Godel i se pare suspectă situaţia că deşi există numeroase pro

poziţii care implică negaţia ipotezei oontinU!l.llui, nu există, încă, o pro
poziţie care să implice ipoteza continuului. Credinţa lui Godel era 
atunci că există suficiente motive cn să se poată presupuine că „rolul 
ipotezei continuului în teoria mulţimilor va fi acel.Ja de a conduce la 
descoperirea unor noi axiome care vor face posibilă respingerea con
jecturii ll.l!i. Cantor" (K. Gt:idel [2, p. 327]). 

Prin demonstraţia indecidabilităţii problemei continuului din axio
mele acceptate ale teoriei mulţimilor as1ăzi se ştie că Paul Oohen [2] a 
re:wlvat în sens negativ problema dacă ipoteza continuului a lui Cantor 
este demonstrabilă din axiomele lui von Neumann-Bernays ale teoriei 
mulţimilor (inclm;hr axioma alegerii) ; chestiunea adevărului ei şi-a pier
dut senwl ca şi problema ade'Vărului postulatului al V-lea al lui Euclid. 
Dar, aceste două situaţii diferă atât matematic cât şi epistemologic, con
chide Godel. Matematic, ipoteza continuului (fiind vorba de asertarea luri) 
produce o extensie fructuoasă fiind sterilă pentru teo-ria numerelor, în 
timp ce referitor la postulartul al V-lea se constată că atât el cât şi 
negaţia lui sunt exitensii în sens slab. Epistenwlogic, problem.a îşi pierde 
sensul în urma unei demonstraţii a ind.ecidabilităţii, numai atunci când 
avem a face cu un sistem de axiome ipotetico-deductiv (ceea ce în
seamnă că sensurile termenilor primitilVi sunt lă1sate nedeterminate). 
Deoarece în geometrie sensurile adoptate se referă mai curând la inten
ţia fizică, decizia, afirmă God.el, oade în afara matematicii. Situaţia este 
diferită în ceea ce priveşte „teoria. mulţimilor transfinite" un,de este 
evident că întrucât obiectele ei nu apar.ţin lumii fizice, conexiunea lor 
cu experien~a fiind. indirectă şi săracă vom oorustata un rol mai puţin 
important al conceptelor acestei teorii în domeniul teoriilor fizice. 

Revenim la analizct, filosofică a ipotezei oontinuului în scopul stabi
lirii relevanţei concepţiei realiste privind solubilitatea acestei probleme. 
Reamintim că N desemnează mulţimea tuturor întregilor pozitivi : 
1, 2, 3, ... Continuul - mulţimea tuturor numerelor reale sau mulţimea 
tuturor punctelor de pe dreaptă (linie), esrte deci o mulţime notată C şi 

ai cărei membri sunt toate submu1ţimile lui N, adioă mulţimi de întregi 
pozitivi. Se pune întrebarea care este puterea (numărul cardinal) al 
acestei mulţi,mi C. Presupunerea că puterea acestei mulţimi este al doi
lea alef, adică Xi este ipoteza continuului. lntr--o celebră conferinţă a 
lui Hilberit, ocazie în care el a formulat o listă de probleme matematice 
nere::rolvate, problema continuului figura pe primul loc. 

Pentru rezolvarea ace5tei probleme este neceLSar ca mai întâi să 

determinăm care sunt submulţimile lui N şi cum pot fi obţinute con
structiv sau nu. Pe scurt, modul standard de obţinere a acestor submul
ţimi a fost prin oomprehensiune, în virtutea unor condiţii enunţate 
reglemenrtaie prin cunoscuta concepţie a lui Skolem [1] semnificând 
uzul unei formule bine definite a calculului funcţional de ordinul întâi 
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cu o V'aria:bilă liberă, construită din enunţuri atomare de apartenenţă. 
Această concepţie comportă un pregnant caracter impredica:tiv, motiv 
pentm care este criticată de diferite orientări filosofice - antropolo
gismul, finttismrul, inrtuiţionismul, predicativismul. Trebuie adăugat că 
în timp ce teorema lui Cantor afirmă ca mulţimea tuturor submulţimilor 
unei mulţimi S are o putere mai mare decât S însăşi, celebra teoremă 
a lui Lowenheim-Skolem enunţă că pot fi obţinute numai număirabil de 
multe submulţimi, ori, continuu! nu este numărabil. 

Dificultăţi generate de „impredicativitate" ar putea fi depăşite dacă 
se adioptă o concepţie platonistă în sens,uJ. acceptării preexistenţei con
ceptelor matematice, ceea ce ar semnifica faptul că matematicianul 
„descoperă" nu inventează obiectele matematice. O submulţime a lui S 
determinată prin intermediul totalit.ăţii tuturor submulţimilor lui S 
poate fi complet descrisă deşi nu poate Ii construită ; este relaţia dinkc 
submulţime şi totalirtate care în prezenţa unor condiţii adecvate va con
.stitui o determinJaţie unică a submulţimii... ,,în consecinţă, scrie Fraenkel 
[1, p. 8] caracterul nepredicativ al definiţiei nu va evita, din punctul de 
vedere al platonistuLui, ca submul:ţimea respectivă de a fi admisă îm
preună cu submulţimi construite în~r-un mod predic:itiv". Sunt impor
tante în acest conrtext două asipecte : i) a decide dacă ipoteza corutinuului 
a lui Cantor este adevărată sau nu şi ii) a stabili independenţa ipotezei 
în raport cu axiomele matematicii clasice, ceea ce revine la a arăta că 
ipoteza continuuLui şi neg,aţia ei sunt compatibile cu matematica clasică. 
ln acest caz s-a creat în matematică o situaţie aniaLoagă celei apărute 
după demonstrarea independenţei axiomei paralelelor care a dUiS la 
,,bifurcarea geometriei" în euclidiană şi neeuclidiană ; demonstraţi1a in
dependenţei ipotezei continuurlui ar conduce, consideră A. Fraenkel [.l], 
la două feluri de matematică : cantoriană şi necantoriană. Azi ştim că 
Godel a stabilit numai consis,tenţa ipotezei continuului, iar P. Cohen a 
demoI11Strat independenţa acesteia. 

Godel adoptă filosofie realismul platonic în seffiul că con1eeptele şi 

axiomele matematicii, în par.ticular ale teoriei mulţimilor „descriu o 
realitate bine determinată". In această realitate conjectura lui Cantor 
trebuei să fie sau adevărată sau falsă, şi indeciclabilitatea ei din axio
mele CUJlJOS/Cute astăzi înseamnă că aceste axiome nru conţin o descriere 
com1Pletă a acestei realităţi". God.el face presupunerea că pot exista 
"alte axiome necunoocute până acum pe care o înţelegere mai profundă 
a conceptelor subiacente logicii şi matematicii ne va oferi posibilitatea 
să le rec~tem ca impli.aate de aceste concepte" (Godel [2]). 

A. Fraenkel [1, p. 9] observă caracteruil natural al problemei con
tinuului, deoarece depinde de capacitatea noastră de a defini submul
ţimile unei mulţimi date, în oazul de faţă, N. Ori, este firesc oa specifi
carea purterii (cardinalului) totalităţii obiectelor (submulţimilor) să fie 
precedată de cunoaşterea faptului ce sunt aceste obiecte. La data scrierii 
acestui articol Fraenkel era îndreptăţit să mai remarce că nru se cunoaşte 
în ce direcţie ar treibui căutate axiomele „ascunse" şi nici dacă ele se 
referă la o realiitate matematileă încă necunoscute nouă. Din prezentare-a 
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lui Fraenkel modelul rez;olvării era problema submulţimilor, iar solu
tiile au fost căutate de P. Bemays [1] şi R. McNaughton [1] adoptând 
pl,atoni!';mul într--o formă mai radicală prin e~tinderea La mulţimi infi
nite (în acest caz la mulţimea N a tuturor înlkegilor) a pI"ocedurii quasi
combinatori:ile, încorporată în conceptualism permiţându-i celui de al 
doilea autor să justifice teoria simplii. a tipurilor şi teoria mulţim;zor CL 

lui Zermelo. 
Există unele obiecţii la ace:a~,tă înce.ricare de obţinere a submulţi

milor necesare soluţionării problemei continuului : descrierea mulţ~milor 
nu oferă indicaţii releviante pentru soluţionare, nu se discriminează sufi
cient de clar între mulţimi definibile constructiv (de pildă cu ajutorul 
principiului compreheI11Siunii) şi mulţimi definibile printr-un principiu 
existen,ţial, cum ar fi axinma akgerii ; şi, în fine, sunt asumaite scheme 
conceptuale (prin natura lor epis.te:mologice) pentru a rezolva scopuri 
logico-matematice ce ţin de principiul comprehensiunii şi problema. con
tinuului, ceea ce semnifică, încheie Fraenkel, aşezarea ches>tiunilor logice 
(şi rnate1natice) pe fundamente epistemologice şi care în mod esenţial 
am adăuga noi, ţin de platonism (supoziţie onitologi:că). 

ln viziunea lui Godel indecidabilitatea ipotezei continuului s-ar 
reduce la faptul că axiomele (actuol uzuale) ale teoriei mulţimilor nu 
descriu complet realitatea matematică, adică un sistem incomplet nu 
poate des.crie complet lumea actuală sau posibilă. Şi, chiar mai mult, un 
sistem fiind chiar complet, nu decurge din acest fapt că descrie oomplet 
lumea actuală. Alternativa pozitivistă cs,te inaplioabilă în acest caz (un 
sistem de axiome descrie lumera actuală - o realitate sau o intuitie 
iritersubiectivă - sau nimic), deoarece, afirmă Korner [1], mai există 

0

şi 
posibilitatea să descrie o „lume posibilă bine determinată", combinarea 
celor trei posibilităţi urmând accenrtuan·a primului sau ultimului cuvfint 
clin expresia „o realitate bine determinată({. 

· 3.5. Remarci «fundaţioniste» despre adevărul matematic 

Peisajul fi1osofiei contemporane a matemraticii este în oontinm1re 
dominat de q.ihotomia platonism-constructivism. Cu privire la problema 
adevărului maJtematic un autor contemporan important consemnează : 
„Pentru platonist semnificaţia unui enunţ matematic este explicată în 
termenii condiţiilor lui de adevăr, pentru fiecare enunţ matematic există 
ceva· în realitatea matematică în virtutea oăruia es,te fie adevărat, fie 
fals. Un exemplu de eX,plicaţie a semnificaţiei în termenii adevărului ~i 
falsului esrte explioaţia prin tabla de adevăr a .conectivelor propoziţio
mlle. Pentru constructivist forma generală a unei e~licaţii a semnifi
oaţiei (enunţului matematic M. Ţ.). Trebuie să fie în termenii condiţiilor 
sub care noi ne considerăm ca j1J1Stificaţi în asertarea unui enunţ, adică 
circumstanţele în oare noi suntem în posesia unei demonstraţii" 

(M. Dummett [2, p. 492]). 
Oomentariul acestui pasaj trimite h consideraţii aslllpI"a oonc0pţiei

pl-atoniste asupra esenţei matemaiticii, realităţii mntematice şi, oonex, 
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asupria adevărului matematic. Esenţial pentru platonism este că mate
matica „descoperă" adevărurile (matematice) desipTe structurile matema
tice (entităţi + relaţii), obiecte abstracte ipostaziate într-un aşa numit 
univers matemartic, distinct şi autonom în raport (nu numai) cu mintea 
matematicianului, ci şi cu universul fizic, poate, o sferă transcendentă 
acestuia. Dimpotrivă, concepţia constructivistă asupra naturii matema
ticii şi a adevărului matematic accl'muează ca relevantă (pentru aceostă 
ştiinţă) activităţile de con.strucţie, invenţie şi cre~ţie, esenţiale sunt 
inferenţele şi regulile acestora. Platoniştii formulează obiecţii cu privi,re 
la concepţia constructivistă după oare esenţa (şî adevărul) enunţului 
matematic este determinat(ă) în calitatea acestuia de a se legitima ca o 
concluzie a unei demonstraţii. Postulând un univers matematic, pro
blema acestei existenţe, realităţi (matematice) antrenează o anumită 
explicaţie a adevărului matematic, văzută numai în termenii teoriei 
corespondenţei, care muta'tis m.utandis în context matematic esk apre
ciată ca o corespondenţă dintre propoziţiile maitematicii şi striuicturile 
matematice, aceste entităţi „locuitori" şi relaţii între cele ale univer
sului matemartic, la care se referă termenii din propoziţii, şi propoziţiile. 
Conform p1atonismului termenii şi propoziţiile matematice au semnifi
caţii care transcend asumpţiile, regulile şi metodele de demonstraţi2 
acceptaite. 

Adevărurile necesare ale matematicii si-ar datoria după platonism, 
caracterul lor unei necesităţi obiective (tr~sicendente) ce s-ar impune 
gândirii noastre ca un priI11Cipiu necesar. 

Logicismul, ca variantă modernă a pl-atonismului în filosorfiia mate:
matidi, a avurt ca obiecrtiv~dezidernt reduc2rea matematicii la logică. 
Reprezel1!tanţii logicismului modern (Frcge, Russell) şi-au propus sfi 
derive matemaţica (mai întâi, aritmetica) din logică făr21 să apeleze la 
supoziţii extra-logice şi în acest mod au sperat să dovedească. caracterul 
analitic al propoziţiilor matematice, o idee opusă concepţi~i kantienq 
despre natura sintetic-xtipriori a adevărurilor (argumentelor) matematke ; 
cum se stie I. Kant a contestat caracterul analitic al propoziţiilor. mate
matice si are în vedere enunţurile aritmeticii,· iar în lumina acestei idei 
operia logicistă poate fi calificată ca un demers irelevant. Benacerraf şi 
Putnam [2] scriu referitor la această întreprindere intelectuală grandi
oasă a logid$tilor : ,,ac;tfel 'chestiunea devine cea a deciderii dacă demon
strarea că pe baza unei mulţimi de d~finiţii ?lauzibi_l_e aritmetiea po~t_e 
fi derivată · din teoria mulţimilor stabileşte ca negaţule unor propoz1ţ11 
aritmetice (adevăr1ate) sunt autoconrtradictorii. Se stabileşte că dacă 
aceste definiţii sunt analiize corecte ale semnificaţiilor termenilor arit~ 
meticii, şi dacă axiomele teoriei mulţimilor sunt ele însele analitice în 
sensul relevant şi daică ar fi derivabile în 1,ogica de ordinul întâi din 
propoziţii analitice via definiţii, oare reprezintă analize oorecte, consti
tuite «urrn.{md din legea non-oontriadicţiei►►, atunci logiciştii au arătat că 
propoziţiile aritmeticii urmează (decurg) din legea non-contradicţiei. In-să 
acestea sunt mari dacă sunt autentici (very big if's). Probabil cel mai 
mare dintre acestea este cel referitor la analiticitatea axiomelor teoriei 

mulţimilor". 
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Dar teza logicisită ca m maitematică avem de-a face cu adevăruri 
analiitice nu poate fi susţinută ; în primul rând, în procesul derivării 
matematicii din logică, cunoscuta axiomă fregeeană a comprehensiunii a 
produs «paradoxul lui Russell» ; în al doilea rând Russell şi Whttehead 
au folosit, în Principia Mathema.tica, axioma infinitului, care deşi formu
lată în voc~bularul logicii pure, nu are, totuşi, caracter anali.tic şi îrutr-o 
situaţie asemănătoare este axioma reducerii şi cea a alegeriri. La acestea 
adăugăm că reconstrucţia adevăruJ.ui analitic este o sarcină mai dificilă 
decât cea a adevărulwi logic, remarcă Quine [5]. 

Concepţia că matematica este analitică comportă două aspecte: 
i) un prim aspect este asociat logici001ului, ii) cel de al al doilea e:ste 
legat de convenţionalism, acesta din urmă considerând că enunţurile 
matematice sunt adevărate prin "decret((, convenţie, conform căreta noi 
specificăm semnificaţiile cuvintelor, termenilor care apar în matematică,. 
şi, în concluzie, matematica este fără conţinut factual, sau chiar vidă, o 
concepţie atractivă pentru pozitiivişti~ logici. Concepţia care consideră că 
enunţurile sunt adevăraite în virtutea semnifica.ţiei cuvintelorr ce sunt 
conţinute în ele este vagă şi, în ultimă analiză, reductibilă La doctrina 
analitică despre enunţurile matematice, şi chiar la convenţionalism. Aici 
ni se pare mai interesantă concepţia că „matematica este analitică". Nu 
este cazul aici să evocăm întregul cadru istorico-,00nceptuial al a,nalitid
tăţii, dar vom spune, totuşi, că acest concept deşi este intim asociat 
filosofiei kantiene, premerge filiosofului german, Leibniz însuşi vorbind 
despre adevărurile raţionale ca fiind propoziţiile adevărate în toate 
lumile posibile; ideea leibniziană de „lumi posibile", a primit în seco
lui nostru o rafinare, chiar tehnic formală, prin contri:buţiile lui L. Wit
tgenstein ( ,,stări posibile ale lucrurilor") şi R. Carnap ( "descrierea de 
stare"). Hintikka [1] subliniază că noţiunea kantiană de analiticitiaite este 
diferită de cea a gâ111cli1torilor moderni oare identifică adevărul analitic 
cu cel conceptual (obţinerea lui din concepte ce îl compun), adică prin 
anal,iză conc~uală ; ori pentru Kant adevărurile analitice formau nurmai 
o submulţime a celor conceptuale, în care includea şi pe cele sintetice. 
1n lista lui Hintikka [1] avem : I Adevărurile analitice sunt adevăruri 
numai în virtutea semnifioaţiilor termenilor pe care îi conţin, ceea ce 
a-r cor~unde oorusider-ării (definirii) adevărului analitic ca adevăr con
ceptual ; I (a) Adevărul analitic se bazează numai pe definiţiile terme
nilor ; I (b) Adevăr.urile analitice cuprind definiţii şi oonsecinţele lor 
logice; I (c) Adevărurile analitice sunt acelea care pot fi demonstrate 
numai cu mijloacele logicii generale şi definiţiilor. (Frege). Primele defi-
niţii acoperă accepţia kantiană a analiticităţii, ultima este cea care apar
ţine lui Frege. Quine, situându-se pe pozi,ţia unui empirism consecvent„ 
va încerca să dezvăluie ceea ce am numi temeiul metafizic al an:alitici
tăţii. In lucrarea noas·tră (Ţurlea [3]) am schiţJat acest aspect atunci când: 
am încercat să relevăm conexiunile dintre „analitic" şi teoria lingvistică 
a adevărului logic. 

Aşadar, concepţiia că „ma.tem.atica este anallitică" este în egală mă
sură asociată logicismului şi convenţwnalism:u.lui. Dar se impune obser
vaţia (presupusă mnd definiţia „anaJlitică" că adevărurile logice 
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sunt automat analitice) şi anume că „dacă teza că matematica este ana
litică spune mai mult docât tezia logicistă, definiţiile trebuie să fie luate 
ca explicând un concept au mai mult o semnificaţie epistemologică, 
î? mod uzual adevă~ în virtutea semnificaţiilor, sau adevăr prin conven
ţie (The _ Enicyclopedl'a ... p. 199). Conexiunea cu logicismul, în ciuda irn
~o~nţei aoorda~e de pozitiviştii logici, devine mai puţin sernnifiicativă 
(1b1d~eJ?), In lurm_na acestei observaţii asupra analitidtăţii obţinem inter
pretări ca : a afuma că axiomele teoriei mulţimilor sunt aI11alitice 
înse0amnă a spune că sunt „postulate de semnifica!ţie", în sensul lui 
R. arnap [l], sau că axiomele teoriei numerelor sunt în acelaşi sens 
,,postulate de semnificaţie". 

Considerarea propoziţiilor matematicii oa adevărate prin convenţie 
este posibilă şi importantă, poate chiar relevantă, numai în oazul recon
strucţiilor raţionale ale acestei ştiinţe, ceea ce ar însemna constl'uirea 
unui sistem formal şi identificarea lui cu matematica. Oonform poziţiei 
convenţionaliste uzuale se apelează la reguLi care specifică un set de 
propoziţii adevărate prin convenţie şi chiar reguli semantice pentru un 
sistem formal interpretat; din aceste propoziţii (adevărate prin conven
ţie) pot fi deduse anumite enunţuri, adevărate, premisele având statutul 
de oonvenţii care regizează folosirea e:x,presiilor în interiorul sistemului 
formal. Apelul la regulile semantice poate fi illllStrat în cazul în care 
vrem să controlăm adevă,rul unui enunţ produs prin substituirea într-0 
teoremă a caloulului clasic al propoziţiilor, şi anume „tabelele de adevăr'' 
pot fi privite oa reguli semantice care ne specifică semnificaţiile conec
tivelor, în virtutea cărora teoremele logicii clasice a propoziţiilor devin 
adevărate. Dificultatea apare aşa cum a arătat Quine [5] (şi chiar Frege) 
că trecerea de 1a enunţuri generale - considerate convenţii explicite -
la adevărul prin conventie" al enunţurilor specifice (care sunt obţinute " . 
ca substitution instance a unor teoreme) antrenează inferenţe. Inferen-
ţele vor asuma proprietăţile generalităţii (de exemplu, proprietăţile 
cuantifica1Jorilor universali) şi ale condiţionalului, deoarece regulile vor 
fi de forma oondiţion:alelor, - de exemplu, ele pot să spună că dacă un 
enunţ satisface anumite condiţii atunci este adevărat prin convenţie. 1n 
exemplul pe care l-am dat e nevoie nu numai de legile non-contradi1cţiei 
şi terţului exclus ci şi de apli,carea tabelelor de adevăr, care deja pre
supune că fiecare enunţ are una, şi numai una, din cele două valori de 
adevăr"*. Quine a făicurt explicit faptul că încercarea de a considera regu
lile (conform cărora procedează inferenţa) ca valide prin convenţie oon
duce la un regres infinit. Pe cazul regulei modus ponens lucrurile se 
der,ulează astfel (apud The Encyclopedia, p. 199) din p şi p::::) q inferăm 
q ; o tratăm ca o convenţie : 

* Dacă A şi C sunt adevărate şi C este rezultatul substituirii lui A 
pentru p şi B pentru q în „p::::) q", atunci B este adevărat. 

Se presupune că pentru unii A' şi B' am demonstrat că A' şi C' 
sunt adevărate prin convenţie, sitwaţie în care 

C' este rezultatul substituirii A' pentru p şi B' pentru "q" în „p::::)q" 
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AtUIIlci avem 

A' eJste iadevărat ; 
A' ::JB' este adevărat. 
Iruvocând (x) şi rrwdu.s poneris, B' este adevărart. Dar pentru a repre

zenta această inferenţă ca proc'--->dând conform convenţiei, este necesară 
o nouă aplicaţie a lui modus ponens şi aşa mai departe. 

Şi cu toate acestea, această formă de convenţionalism se aplică în 
anumite părţi ale m0.tema:ticii, în special la axiomele existenţiale, justi
ficate nu prin apel la evLdenţa directă ; aici criteriile pragmatice au juca,t 
rolul importanrt în selectarea axiomelor. 

Procedura are mai mult o asemănare cu ceea ce este numit o teorie 
ipotetică în ştiinţă, şi în acest context reamintim că Whitehead şi Russell 
au subliniat că axiomele se legitimează prin consecinţele lor, deoarece 
unele propoziţii deduse din axiome sunt decidabile prin mijloace marte
matice mai elementare si evidente. Si nu es•te evident că dacă în urma 
conflictului (con:secinţelo'r) ou rnatematica intuitivă, înlocuind un sistem 
de axiome cu altul semnifioaţLa „mulţimW' a fost schimbată şi axiomele 
originale pot fi interpretate conform semnificaţiei anterioare ca să 
rămână adevărate. In cazul teoriei mulţimilor se poate spune că func
ţLonează, lucrează pe asumpţia că valoarea de adevăr a enunţurilor es•te 
deteiirninată în multe cazuri unde nu este determin.iată prin axiome şi 
anume prin convenţii. Şi în op. cit., p. 200 se concllllde : ,,Quine, în f:apt, 
argumentează acum, aparent chiar în cazul logicii elemenr!::are, că nu 
există o bază fermă pentru a distinge între a face astfel de principii 
adevărate prin convenţie şi adopta•rea lor ca ipoteze" ("Carnap şi adevă
rul logic"). Aceasta este mai mu1t o extindere a convenţionaliismului la 
întregul ştiinţei ca o respingere a lui în aplicarea la matematică". 

Convenţionalismul care declară unele enunţuri ca „adevărate prin 
convenţie" are în mod corespunzător o concepţie despr€ na.tura adevă
rului matematic, numită formalism. (De la Euclid ÎI1ICIOO.Ce matematicienii 
au constatat că demorustraţi,a teoremelor importante nu se poate efeatoo 
numai prin apel la definiţii ; mai mult, odată cu fenomenul proliferării 
sistemelor axioma:tice, a devenit evident că modul triadiţionial de gân
dire nu mai este operant, că doi matematicieni folosind un set de definiţii 
acceptate, dar axiome şi/sau postulate diferite nu întrebuinţează în ace
laşi sens conceptele matematice). 

O versiune de formalism numită „if-thenism" îi este atribuită lui 
B. Riussell, cel care a contribuit, probabil, cel mai mult la reconstrucţia 
matematicii în cadrul sistemelor formale. Ideea "if-thenismului" este 
urmărtoarea : dacă facem anumirte asumpţii (supozi,ţii), atunci anumite 
consecinţe decurg logic. Altfel spus, în matemiatică învăţăm că dacă 

suntem de acord, acceptăm anumite ipoteze, adoptăm o convenţie, atunci 
decurg anumite enunţuri adevărate. Irusă această concepţie 00TI1Sideră ca 
iirelevant faptul că matematica are un subject-maJtter distinct, sau cel 
puţin îl ignoră, penitru că o anumită versiune de formalism evită cu 
totul această chestiune a subiectului spcific al matemiarticii, este vorba 
de concepţiia lui H. B. Curry [1] care consideră matematica drept „ştiinţti 
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sistemelor formale". Un sistem formal poate fi interpretat ca un corp de 
enunţuri structurat deductiv ; un astfel de sistl:'m are la bază un set de 
conrv:enţii Clare privesc : obiectele teo~iei, adică termenii, combinarea ter-
11:~:Ulor pentru formarea propoziţiilor elementare şi selectarea propo
z1ţ111or elementare adevărate. Structurile deductive care structurează 
enunţurile unei teorii matematice sunt obiectele autentice ale unui stu
diu_ matematic, sau chiar metamatematic, dacă avem în vedere că in 
perioadele mai recente teoriile matematice sunt obiecte ale stud:ului 
metamatematic, fapt care s'Ulgerează distincţia matematic-metamatematic 
fecundă în studiile funidaţionale. Dacă „if-thenismul" extinde mai mult 
domeniul matematicii, Ourry îl restrânge prea mult. 

O doctrină care a fost numită de asemenea, forrnali~m, a fost cea 
a lui D. Hilbert. El a Luat oa adevăruri primitive (care-ul programului 
său) nu numai adevăruri ale logicii ci şi pe cele ale aritmeticii finite 
(recursive) sau co!11Structive. Ideea lui Hilbert a fost să demonstreze că 
axiomele aritmeticii obişnuite, adică non-finite, sunt consi,stente folosind 
şi apelând numai la principii oare constituie nucleul (core-ul). Anul 1931, 
s~a dovedit nefast pentru destinul pr:ogramrul,ui hi1bertian, deoarece 
teorema lui K. Gădel [4] a pus în evidenţă un fapt fundamental şi sem
nificativ pentru sistemele formale şi anume că orice sistem formal 
restricţiomit la „nucleul1

' hilbertian, însă suficient de expresiv şi puter
nic deductiv ca să exprime axiomele aritmeticii, conţine în el propoziţii 
indecidabile, adică propoziţii care nu pot fi demonstrate oa teoreme şi 
nici negaţiile lor. Gădel a mai arătat că ocmsistenţia unui sistem formal 
nu poate fi demonstrată apelând exclusiv la proceduri finitare. 
Relevanţa fenomenului incompl,etitudinii stabilită prin celebra teoremă 
a lui K. Gădel (1931) a depă,şit aria studiilor tehnic fundaţionale prin 
corusecinţe epistemologice remarcabile, între care cea mai importantă 
este „separarea" a două noţi'llll1i fundamentale : ,,adevăr şi de11wnstra
bilitate" ; mulţimea propoziţiilor adevărate nu coincide ou mulţimea 
propoziţiilor demonstrabile (demons-trate), cea din urmă tinz,înd 
,,asimptotic" s-o acopere pe prima. 

Distincţia dintre analitic şi sintetic e~acerbată în neopozitivism (sau 
empiril5mul logic), a fost profund legată de convenţionalism, de modurile 
de elaborare a poziţiei convenţionaliste privind definiţia termenilor 
folosiţi în enunţuri şi tratarea adevărului anumitor enunţuri oa stabilite 
prin convenţie, a căror plauzibilitate se bazează pe asumpţia că adevărul 
sau faLsul oricărui enunţ depinde de doi factori modul mJJJterial şi moclul 
formal (lingvistic). 1n anii '50 Quine a atacat asumpţia pe oare a consi
derat-o „răclăcina camună" a ceea ce el a numit „două dogme ale emJ,'i
rismului", care au constituit sortul de ernpirrism ce a condus la primuJ 
fe-1 de convenţionalism ; cele două dogme sunt : i) credinţa într-o dis
tin:cţie netă „analitic-sintetic' şi ii) reducţionismul, credinţa că fiecare 
enunţ semnificativ c-ste reductibil La un complex co!11Stl'luit prin operaţii 
logice din termeni care referă e)QJ)erienţa imediată ; prima dogmă este 
mai pronunţa,t epistemologică, a doua mai pregnant metodologică, cu 
relevanţă pentru programul lansat de empiriştii logici privind „unifa.'tea 
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ştiinţei". Prima dogmă a aooliticităţii s-a dorvedit pentru Quine profund 
obscură, metafizică, în întemei·erea aceSltui concept apelându-se la con
cepte, mai vagi şi mai neclare decât el, de genuJ : semnificaţie, sinonimie, 
necesitate, reguli semantice, ele însele aflate într--0 acută nevoie de 
„clarificare", concluzia fiinrd cea a unei insatisfacţii produsă de primul 
fel de convenţiorwJism (ce vizează definiţiile termenilor), comecinţă a 
acestui tip de empirism (logic). Dar Quine s-a ară-tat nesatisfăJCut şi de 
cel de al doilea fel de convenţionalism, care se referă la adevărul anu
mitor enunţUTi. 

Quine .a vrut să păstreze spiritul convenţio111alismului şi a Îil'C'raat 
să-i dea o altă turnur-ă. El a spus că nici un en:unţ nu este pur analitic, 
imun La revizuire sub imrpa:ctul experienţei, iar orice enunţ care este 
sintetic poate fi păstrat împotrirva falsificării, daică este supus la reajus
tări adecv.ate. Adevă.rn.Irile nu se confruntă cu eX!perienţa, în mod izolat, 
unul după altu~, ci oa un întreg. Experienţa nu poate singură să deter~ 
mine o unică atriblliÎre de valori „a:devănat" sau „fals" propoziţiilor lim
bajului, deoarece fiecare enunţ depinde în mod important de celelalte, 
ştiinţa prezentându-se ca un întreg în faţa „tribunalului" experienţei. 
Cu Quine avem o nouă versiune a convenţionalismului, una holistă, 
,,varietate extremă" ; a,oum nici legile Logicii nu sum imune la revizuire. 
Sistemul nostru de credinţe, în sensul de enunţuri pe oare susţinem 
ca adevărate, necesită reajustări sub impactul experienţei, în vederea 
păstrării adevărului oricărui enunţ invi didual ales. Consecinţele ajuc;tării 
au loc pentru alte enunţiuri şi coerenţa ne cere să includem c~1iar prin
cipii (logice) care „guvernează11 distribuirea adevărului. !n setul cunoş
tinţelor revizuibile, nimic nu este imun La revizuire. Totuşi, în final, 
Quine, remarcă J. E. THes, afirmă că formele valide ale logicii de 
ordinul întâi sunt imune la revizuire. 

Dar atacul asupra celebrei distincţii analitic-sintetic, care devenise 
absolută prin aportul empiriştilor logici la ceea ce s-a numit dizolvarea 
sinteticului a priori, a condus mai tâ,rziu prin contribuţii1le lui Hintikka 
din logica cuantificării la concluzia Kant justificat sau reabilitarea sin
teticului a priori, considerat de filosoful german oa cea mai adecvată 
explicaţie filosofică a naturii adevărului matematic . 

.!n ceea ce pri,veşte intuiţioTllismul, teoria imaginilor (stărilor) men
tale ar putea juoa rolul, 711/U;tCJ.;tis mutandis, al teoriei corespondenţei din 
platonism şi logicism ; altfel spus, stările şi imaginile mentale, cen
trale în teoria intuiţionistă a înţelegerii, comportă o relevanţă despre 
constrUJCţiile mentale matematice - obiectele ontologiei intuiţioniste a 
matematiicii. Am avea pe aceasită cale o „reproducere11 a relaţiei existenţă 
şi adevăr din "teoria corespondenţei adevărului", în context intuiţionist, 
unde construcţiile mentale matematice, autenticele obiecte matematiice 
intuiţioniste reprezintă existenţa matematică, iar stările, imaginile men
tale ar corespunde adevărului, sau mai cuTând concordanţa acestor imagini 
mentale cu construcţiile matematice mentale (interne) ar constitui ade
vărul matematic în sens intuiţionist, cu rol central în teoria filosofică 
intuiţionistă a înţelegerii matematice. 
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3.6. Remarci generale 

Conform asumpţiei esenţiale a realisrnului matematic obiectele unei 
teorii sunt oonicepute ca elementele unei totalităţi, încât autorizează 
raţionamente de genul : ,,pentru fiecare proprietate exprimabilă prin 
folosirrea noţiunilor teoriei respective (din analiză, teoria mulţimilor) este 
un fapt obiectiv determinat dacă există sau nu există un element al 
totaliităţii care posedă această proprietate ; similar, decurge din acest 
punct de vedere, că sau toate elementele unei mulţimi posedă o pro
prietate dată, sau există un element care nu o posedă". (P. Bernays 
[1], Bemays observă că acest mod de gândire este prezent în axio
matica hHbertiană a geometriei şi că diferenţele stilistice dintre Euclid 
şi Hilbert sunt datorate asumpţiilor filosofice subiacen:te prezente în 
lucrările celor doi matematicieni ; căci, în timp ce Euclid vorbeşte de 
figuri care să fie construite, pentru Hilbert sistemul de puncte, linii, 
drepte şi plane exis,tă dat de la început. Acest mod de gândire, fiind 
înrudit cu filosiofia lui Platon, a fost nwnit platonism matematic. I se 
atribuie platonismului:i matematic o anumită fructuozitate conceptual 
teoreti1că, căci inspiră modele produse de imaginaţia abstractă a matema
ticienilor, modele ce extrapolează experienţa şi intuiţia, structural intern 
simple şi logic riguroase. 

Aritmetica se bazează, din această perspectivă platonistă, pe asump
ţia totalităţii întregilor şi care justifică tertium non datu.r pentru aceste 
entităţi matematice - întregii, adică, dacă P este un predioat al între
gilor, atunci sau P este adevărat pentru fiecare număr, sau există cel 
puţin o excepţie, disjuncţie deriviată în context din principiul logic al 
terţului exclus. Această varietate de platonism se dovedeşte inisuficientă 
atunci când este vorba de noţiuni cum sunt mUJlţimea numerelor, şirul 
numerelor, funcţie, noţiuni cu caracter quasi-combinatorial în analiză. 
O mulţime de întregi apare ca fiin:d rezultatul a infinit de multe acte 
care decid (individual !) pentru fiecare număr dacă trebuie incl'llS sau 
exclus din această mulţime; la acest proces se adaugă ideea totalităţii 
acestor mulţimi. Analog, vor fi considerate şiruri de numere reale şi 

mulţimi de numere reale. I 

.A.srumând punctul de vedere platonJist obţinem o explicaţie plauzi
bilă a definiţiilor constructive, a unor axiome cum este axioma alegerii 
şi a definiţiilor impredicative ale lui Poincare ; astfel, defini,ţiile con
structive apar oa moduri de alegere (to pick out) a unui obiect ce pre
există construcţiei, axioma alegerii devine o aplicaţie a conceptelor 
quasi-oombinatori.;ale, iar definiţiile impredicative vor depinde de asump
ţia existenţei totalităţii numerelor întregi, căci o definiţie impredicativă 
a numărului real apelează la ipoteza că toate numerele reale au o anu
mită proprietate P, sau că există un număr real cu proprietatea P (însă 

un număr real fiind r~prezentat printr-o fracţie zecimală, este un fel 
spedal de şir de întregi). 

Concepţia platoni'S'tă depăşeşte orizontul analizei matematice şi, 

autorizând itera.rea folosirii conceptului quasi..combiniatorial de funcţie 

6 - Existenţă şl adevăr in matematicii 
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şi metodele colecţionării, asiguTă o extensiune> a domeniului, entităţilor 
matematice relevant pentru teorii-le mulţimilor, algebrei moderne şi 
topologiei. 

Realismul conceptual sau platonismul absolut (dar nu platonismul 
re.\tricţioniat sau numit metodologic!) este afectat de apariţia antino
miilor logico-matematice. Paradoxurile logioo-matematice au invalid:it 
asumpţiile platonismului absolut, mai precis au evidenţiat imposibilitatea 
combinării ideii totalităţii tuturor obiectelor matematice cu conceptele 
generale de mulţime şi funcţie, deoarece „totalitatea însăşi", arat[1 
P. Bernays [l], constituie un domeniu de el0mentc penitru mulţimi şi 
de argumente pentru funcţii. 

Fundamentele analizei pot fi revigorate prin eliminarea acestui 
platonism extrem, fapt ce s-ar putea realiza prin : i) înlocuirea concep
telor (quasi-combinatoriale !) de mul,ţime, funcţie de concepte construc
tive corespunzătoare ; ii) renunţarea la ideea totalităţii întregilor. Defi
niţia unui şir infinit s:1u a unei fracţii zecimale printr-o lege aritmetică 
permite considerarea continuului ca o mulţime de elemente definite în 
această manieră, procedură conexă aritmetizcîrii analizei, deşi trebuie 
recunos~ut că analiza „rezistă" reducerii la noţiunea de întreg şi concepte 
logicL'. ln perspectiva definirii oricărui număr real printr-o lege ari,tme
tică asumpţia totalităţii numerelor reale devine dispensabilă. 

ln ceea ce priveşte renunţarea la ideea totalităţii numerelor întregi, 
contribuţiile majore revin lui Kronecker, Brouwcr şi intuiţioniştilor. 
Dacă examinăm lucră,rile lui Kronecker şi Brouwer, metodele lor nu fac 
apel la supoziţia existenţei unei s2rii de numere naturale ca un obiect 
ideal determinat, căci ci vorbesc m:ii curând de serii de numere în 
sensul unui proces care nu se încheie niciodaită, ce depăşeşte orice limită 
pe care o atinge . .&tunci ce semnificaţie mai are aforismul atribuit lui 
Kronecker : ,,Dumnezeu a fă:cut întregii, restul este lucrarea omului" ? 

Metodele intuiţioniste ar părea atunci ca mai adecvate pentru teoria 
numerelor, iar cele ale platonismuJui pentru teoria geometrică a conti
nuului . .Adecvarea metodologică la obiect ar sugera, prin complementa
ritatea acestor metode intuiţioniste şi platoniste, o atenuare a dezacor
dului exponenţHor celor clouă mari curente fundaţioniste. Mai precis, un 
matematician neutru din punct de vedere filosofie poate apela la un 
gen sau aLtul de metode, în funcţie de obiectul investigaţiei sale, dacă 

ţine de aria aritmeticii sau cea a geometriei, şi va admite că restricţio
narea metodologică produce claritate şi efidenţă. Ii va pare m:1i natuml 
ca în teoria numerelor să folosc-ască conceptul intuitiv de număr, dis
pensându-se de concepte mai generale ca cele de propoziţie, funcţie sau 
carespondenţă arbitrară, definibile mai riguros prin apel la metodia 
axiomatică, şi pe această cale va ajunge la axioma inducţiei complete 
sau axiomele infinitului ale lui DedekiTlld şi Russell, dar cu aceasta 
sistemul se complică. In schimb, metodele intuiţioniste par mai ar.tifi
ciale în abordarea ideii geometrice a continuului, care „rezistă" aritme
tizării. Din această cauză se vor prefera metodele platonismului, deoarece 
intuiiţionismuJ, deşi operează cu noţiunea restricţionată de funcţie, nu 
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poate stabili teoreme simple ca teorema 'TTILKCimului unei funcţii continue 
şi teorema lui Role, pe care, eventual, le înlocuieşte cu teoreme mult 
mai complicate. 

Dualitatea aritmeticii şi geometriei nu este străină de opoziţia din
tre intuiţionism şi platonism. Dacă putem spune că ideea dt• nualiir 
este mai evidentă decât ideea de spaţiu, atunci trebuie să admitem că 
asuml?ţia_ pla_t~ni~mului arc un caracter transcendent, care nu este pre
ze!'1! m mtmţiorusr:1, Urmează de aici că supoziţiile platoniste trebuie 
utihzate metodologic ou prudenţă, dC!oarece s-ar putea ca principiul din 
care au f?_st derivate s~ faciliteze, dincolo de aplicaţiile restricţion:ite, 
contra~cţule, a. fost_ ~ma~ cazul principi,ului totalităţii care a expus 
plato_ni~n:iuI antinomiei luz Russell, de unde şi formularea necesitC1ţii 
restncţ1e1. Dar care sunt cele mai uzuale asumpţii platoniste utilizate 
pentru fundarea matenwticii? Sunt diferite variante ale p:inciniulu' 
totalităţii, ale principiului am:ilogiei sau ale permanenţei legilor iar 
gar_anţh1 aplicaţiiilor lor rezidă, după P. Bernays [1], în consistenţ:1 con
secinţelor d2dusL' din c1ceste asumpţii fundamentale. Problema consis
tenţei a fost obiectul major al teoriei hilbertiene a demonstratiei în 
care reducţia şi deducţia simbolicii conferă acestei chestiuni un c,~ra~tt:r 
aritmetic quasi-elcmentar, în sensul imposibilităţi deducerii (în inter· o
ru,l teoriei a cărei consistenţă era vizată) a două formule mutual-con
tradictorii A şi A. 

Opoziţia metodologi.că dintre platonism şi intuiţionism derivă din 
cea ontologic-gnoseologică, căci dacă platonismul extrem este evidl'nt 
idealism obiectiv (deoarece antologizează, ipostaziază entităţile matema
tice oa indepcnrdenlte de orice subiect cunoscător), intuiţionismul î.~i 
asumă ex.plicit un gen special de rnentalism ~i subiectivism, fiind o 
variantă de idealism subiectiv, deriv:1t din kantianism, din oare împru
mută transcendentalismul, sui generis, şi refuză realismul subiacent. 
Caracteristicile marcante ale intuiţioniismuiui în problema fundării mate
maticii sun:t : apelul la intuiţia pură (a timpului, fără cea a spaţiului !) 
şi supoziţia brouweriană „a subiectului care gândeşte", polul opus (în 
ceea ce priveşte această ultimă asumpţie) al platonismului care deta
şează, la limită, matematica de orice subiect care gândeşt2. 

Intuiţionismul, după ce admiite ca şi platonisrnul, că enunţurile ma
tematice au o semnificaţie, diferenţa în acesit plan, derivând din opoziţi•'! 
celor două ontologii asociate acestor „concepţii-curente", constând în 
faptul că primul current consideră că matematica este despre entităţi 

(matematice) mentale, în timp ce al doilea postulează un domeniu al 
entităţilor transcendente, se disitinge şi se opune platonismului din punct 
de vedere metodologic, afirmând că demarcaţia se datorează metodelor 
de demonstraţie. Dacă platonismul afirmă că semnificaţia unui enunţ 
matematic poate fi explicată în termenii condiţiilor de adevăr, d tabe
lelor valorilor de adevăr a conectoiiior propoziţionaE, admis fiind că 

pentnu fiecare enunţ matematic există o realitate matemaJtică (obiecte, 
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proprietăţi, relaţii), în viirtutea căreia este sau adevărat sau fals, intui
ţionismul respinge ideea că există ceva pentru fiecare enunţ care il face 
adevărat sau f:als ; (trebuie, deci, separată aici chestiunea caracterului 
sau sensului definit al unui enunţ de cea a adevărului sau falsului, 
enunţurile logice constituind un exemplu relevant, căci nu există nimic 
în virtutea căruia sunt adevărate, sau false; vezi de ex. A sau non A). 
Pentru intuiţionism fonma fundamentală a unei explicaţii a semnificaţiei, 
unui enunţ rezidă în enunţarea criteriului care jUS/tifică aserţiunea 
acelui enunţ, iar în matematică ace::ista revine la a poseda o demon
straţie a enunţului respectiv. Dar aceasta seamănă destul de convin
gă1tor cu criteriul empirist al semnificaţiei, după care semnificaţia unui 
enunţ constă în metoda lui de verificare (empir-ică sau logică) exigenţă 
nejustificată de platonism prin transcendenţa entiităţilor matematice, 
postulate. Ni se pare că indistincţia adevăr-demonstrabilitate e.<;te infir
mată de teorema godelkmă de inoompletirtudine care sprijină în acest 
context pLatonismul. 

Ajungem aici la problema tablow•ilor pe care ni le oferă cele două 
curente despre lumea matematicii (adică despre obiectul şi specificul 
activităţhl matematice). 

Platonismul ne oferă tabloul unui domeniu al obiectelor (proprie
tăţilor şi relaţiilor) matematice care satisfac câteva condi<ţii-axiome ; 
aceste entităţi sunt ne-mentale, ne-lingvistice, ne-spaţiale, ne-temporale ; 
le „percepe" o intuiţie ne-empirică, eventual o facultate mentală supra
naturală, sunt descrise de formulele matematicii, ceea ce acestea din 
urmă spun, putând fi, în virtutea exi<;tenţei acestor entităţi, adevărat 
sau fals. 

Ceea ce face matematicianul este, aşadar, să descopere şi să descrie 
o reaz.itcLte matematică care există. 

In contrast, intuiţionisnvul nu are în vedere o realitate matematică 
pre-existentă matematicianului, pentru acest curent e:xipresia favorită 

este o '11U11temCJJtică care construieşte indefinit (the picture of aur con
structing mathematics as we go along). 

Pentru cineva care recunoaşte caracterul obiectiv al matematicii ca 
ştiinţă, obiectivitatea adevărului şi demonstraţiei, supoziţia unei reali
tă.ţi matematice care precede activitatea matematicianului într-un anu
mit stadiu al dezvoltării acestei ştiinţe a•r legitima acest caracter obiectiv 
şi i-ar conferi prin caracterul ei constrângător o autentică semnificaţie 
intelecbUJală şi, poate, practică. Vom exiplicita ceva mai târziu ac2astă 

aserţiune spre a preveni şi unele int~rpretări inadecvate la caire expune, 
luată, oarecum, literal. Ori, se ştie că intuiţioniştii nu QJCceptă obiecti
vitatea adevărului, căci un Heyting [1, p. 4] afirmă că noi nu putem 
fi niciodată siguri că un sistem matematic formal exprimă corect gân
duri!€ noastre matemartilce, dar crede în obiecti-viitatea demonstraţiHor, 

(dar şi aici exclude posibilitaltea delimitării în avans a domeniului tutu
ror demonstraţiilor pos,ibile intuiţioniste valide). Multe oonsecinţe prac
tic matematice şi altele in:dezirabile meta-matematic şi filosofie dimi
nuează plauzibilitatea intuiţionismului matematic. 
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Formalsmul nu este nici el o alternativă mai adecviartă la realism 
deşi es~ împărlă~t de matematkeni iluştri ca P. Cohen şi A. Robinson'. 
Ontologu:, formalismul doar comută problema de la un sort de obiecte 
matematice - rwm.erele, la alt sort de obiecte matematice - demon
straţiile formale. 

Din punot de vedere filosofie, formalismul nu este unitar, deoarece 
foloseşte asumpţii nominaliste, instrumentaliste şi ideal/,ist transcenden-
tale kantiene. , 

Dar, înainte de a discuta unele semnificaţii şi implicaţii ale forma
lismului, să notăm unele observ1aţii despre ontologia nominalistă. Nomi
nalismul este o concepţie filosofică specifică evului mediu, dificilă şi 
profundă, care n-a fost niciodată populară, accesibilă majorirtăţii filo
sofHor. S-a răspândit opinia că ontologia nominalistă ar fi irelevantă sau 
cel puţin inadecvată pentru matematică şi ştiinţă teoretică. Un sistem 
este nominalist dacă satisface principiul nominalismului. Explicaţia 
acestui principiu ,,(y)(z)(x)(Axy Axz) Y=Z" necesită noţiunea relaţie 
de generare şi noţiunea de „atom" rela,tiv la această relaţie. Evaluarea 
unui sistem ca nominalist mai presupune cunoaşterea semrlll.llui 
.identităţii. I 

Relevanţa ontologică a principiului nominalismului este că nu există 
„distincţie de entităţi" fără „distincţie de conţinut". Noţiunile adevăr şi 
demonstrabilitate sunt primare în oontextul caracterizării principiului 
oo-minalismului. Principiul poate să fie sau demonstrabil, sau adevărat 
însă D1U demonstrabil, şi cere să nu avem de-a face ou propoziţii inde
cidabile (adevărate, dar nu demonstrabile). Ar urma că în acord cu 
fouctuozitatea tehndcii logice să spunem că principiul este demonstrabil, 
a fi nominalist însemnând că principiul este damonstrabil în sistem. 
Demorustrabilitatea cere calculul indivddualilor (vezi Goodm.an [l]). Este 
rerut un principiu al compunerii referitor la relaţia care duce la o 
relaţie care generează. Dispunem de relaţiile: 

(x) (~ Atom x ::J{Ey)y PPpoX) 

(x) ( ~ Atom X · ~ X= A) ::J (Ey)y EpoX) 

dintre care prima are loc pentru formularea lui Goodman a calculului 
indiviidualilor, caz în care atomii sunt entităţi care nu au părţi, iar cea 
de a doua are loc în cazul teoriilor mulţimilor în care atomii figurează 
ca individuali sau urelemente şi /\ esite cla5a nulă. 

Goodman observă că nominalistul admite numai ceea ce este con
struit din indlividuali de bază selectaţi şi neagă că toate clasele pot fi 
constituite din ei. Mai departe, Goodman [1, p. 156] afi'l"mă că pentru 
mine nominalismul constă în mod specific în refuzul de a recunoaşte 

clasele", nominalistul poate admiite or.ice oa individual, orice poate fi 
construit ca o clasă poate fi construită oa un individual. Sau, pe scurt, 
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nominalismul poate collSltrui orice lucru ca• individual, dar refuză să 
construiască orice ca clasă. În prezenţa unor restricţii severe un sistem 
poate folosi „E" şi să vorbească despre clase, teoria claselor trebuind 
să nu violeze priI11Cipiul. Se pune chestiunea dacă o teorie matemart;i,o 
interesantă (cum ar fi aritmetica întregilor pozitivi care este formuLată 
în tenmenii postulate}or lui Peano) poate fi reformulată în limbaj nomi
nalist. R. M. Martin [1] oferă o schiţă a unei astfel de posibiliităţi, rezul
tatul fiind un sistem foarte puternic pentru aritmetică suficient şi pentru 
teoria numerelor raţionale şi chiar pentru o teorie constructivistă a 
numerelor reale şi complexe. Sistemul d~i este irniniti-st satisface cerin
ţele nominalismului. Nominalismul şi noniinitismul sunt cel mult incon
gruente dar nu incompatibile (Goodman [1, p. 166]), unele sisteme ou 
ontologii infinite sunt nominaliste, cu condiţia să s,atisfacă criteriile 
cruciale. Se pot formula sisteme înrudite pentru aritmetică (care să 
satisfacă cerinţele lui Goodman folosind numărul 1 şi un dual singular 
şi aşa mai departe, sau altă posibilitate ar fi adăugarea la clase a rela
ţiilor diadiuce între individuc1.li admişi ca valori pentru variabile, dar nu 
de tip mai înalt. O altă posibilitate este cea a admiterii infinitezimalilor 
ca atomi ai sistemului în acord cu analiza non-standard. Şi se mai poate 
încă cu ajutorul teoriei de ordinul al treilea. Asemenea teorii ale cla
selor sau mulţimilor neuzuale sunt sever limitate în a oferi fundamente 
set-teoretice pentru matematică. Un realism moderat a fost dezvolbt 
astfel încât să conţină o adaptare adecvată a teoriei Ze:nrnelo-Skolem
Fraenkel a mulţimilor. La o examinare mai atentă concepţila pare să 
devină un nominalism autentic în sensul lui Goodman. Elementele siste
mului sunt o formul:are „a calculului individualilor" cu un individual. 
nul ; relaţi,a de generare PPpo, atomii sunt entităţi unitate (aceia care 
sunt nenuli şi nu au părţi proprii; se admite operaţia adunarea unităţii 
şi (x1 .•• x ... ) este suma tuturor entităţilor unitate ; se introduc definiţiile 
familiare penltru identitatea mereo.Zogică, pentru individualul nul şi 
pentru individualul unitate; propoziţii care e~primă: proprietatea fun
damentală a lui P, principii care guvernează însumarea unităţiri, stipu
lează existenţa unei unităţi şi un principiu de compunere. 

Se introduoe un primitiv nou dar Ilill o ontologie nouă : ,,x inst y" 
x este un caz (iinsitanţiere) a luri y, şi sunt date prindpiile care îi conferă 
un sens special (principii care leagă relaţiile PP şi Inist, principiul inclu
ziunii, principiul purităţii, principiul extensionalităţii ou privire la ega
litatea „instanţială", principiul restricţionat dl abstrac,ţiei cu privire I.a, 
contexte care nu conţin „Inst". 

Se adaugă axiomelor logico-matematice, unele postulate de semni
ficaţie (principii empirice) necesare în guvernarea predicatelor nelogice 
sau nume luate ca primitiive. Se schiţează semantica teoriei. 

Concepţia de aici este autentic fini,tistă, căci cardinailrtatea entităţilor 
teoriei este oardinali1latea individualilor admişi. CC11T"dinalitatea este 
enunţată arată R. M. Martin [1] în termenii identităţii mereologice şi 

nu ai egalităţii instanţiale. In ternnenii egalităţii iru;tanţi:ale pot fi gene-
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rate coleoţiile tranisfinite, ceea ce ar restitui o porţiune s'ufi:cient de 
vastă a . teoriei caroinialilor şi ordinalilor transfiniţi. Această concepţie 
nu admite clase ca valori pentru variabile ci ma'i curând reda•te ca 
individuali, şi din această perspectivă clasel~ nu sunrt necesa~e în mate
matică, ci numai principii care produc, demonstrează că acelea referi
toa11e la diferite feLuri de numere, funcţii, spaţii topologic,. Din acest 
punct de vedere sunt importante legile şi nu entitătile. Filosofie naturo. 
aces_tor ~ntităţi intl'rese;ază. Se observă că nu impo/tă ce individ'uii sunt 
aleşi (obicde concrete cum pre.conize:tză reismul, obiecte fizice în c1cord 
cu f~zi<;_alismul, evenimente cum sm;erează „filosofia procesului" s,1u 
qualza m acord cu fenomenalism.ul lui Goodman), căci axiomele adiţio
~,ale sau postul,at<:_le de semnificaţie le vor stipula ca şi predicatele adi
ţ10nale necesare. In ciuda unor dificultăti si restrictii nominahismul nu 
poate fi acuzat că „blochează" cercetare.a: 1~atematică, aşa înicâ1t nu m 1i 
adaugă la cele n:iturale ceea ce contrastează puternic cu intuiţionismul. 

. Devine discutabilă delimHarea : reC1lismul este as•imilat în logicism, 
varwnta modernă a: conceptua!ismu/1li este intuiticnisrn,ul i,1 r nom ·rw. 
lism.ul este rerprez,mta1t de fonnalism cef:a ce impli'.că rek1ţiile dinL e fil,:
sofia generală şi filosofia matematică. 

Realismul care nu se identifică tobl cu platonismul, dar prom')
vează sui generis doctrina platoni1ciană, conform căreia entităţile ab
stracte au o existenţă independentă de gândire, pe care le putem desco
peri dar nu crea, cum cred conceptualiştii ; are la bază, observă Beth 
[1], procedurn substanţializării noţiunilor, însă, de.oarece o noţiune e::;tt, 
desemnată printr-un termen oare nu conţine variabile libere, urmează 
de aici că noţiunile sunt ·considerate obiecte, sau cum problema apare 
la un logicist ca Frege, noţiunile sunt un sort de obiect, ,,pe pic-Lor de 
egalitate" cu alte genuri de obiecte. Substanţializarea noţiunilor semni
fică consecvent unei concepţii platonis,te că clasele sunt substanţiallizate, 
considerate; deci, obiecte sau unităţi, desipre care putem spune că se 
conţin sau nu în clase date. Procedura substanţtalizării este răspunză
toare în mod esenţial de apariţia paradoxului lui Russell. 

Platonismul operează o inferenţă nepermisă de la expresii-predicat 
generale la esenţe generale. Tehnic vorbind, întrebuinţarea predicatelor 
este neutră filosofie. Numai introducând i111terpretarea platonistă a pre
dicateLor ca nume pentru ceva vom fi conduşi să credem în esenţe pla
toniciene. Neprocedând astfel, nominalistul nu este obligat să creadă în 
astfel de entităţi. Nominalismul neagă existenţa universaliilor şi acceptă 

numai variabile individuale, variabile care referă spaţio-temporal, sau 
eventual numai tempo:rial, obiecte concrete. Deoarece plart:oniştii cred în 
existenţa universaliilor ei admit folosirea variabilelor pent:m clase, pro
pl'ietăţi sau relaţii, clasele, relaţiile, numerele fiind conisiderate obiecte 
abstracte. 

O asemenea apreciere se bazeaz~i pe supraevaluarea aparatului sin
tactic al unei teorii, ori, aşa cum aifrmă Hao Wang, există teorii, în 
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special sisteme de teoria mulţimilor în care nu este formulată distincţia 
dintre variabHe indirvirduale şi variiabile pentru clase, şi care nu sunt 
considerate nominaliste. Wang propune criteriul diferenţa dintre totali
tăţi infinitiste şi finite pentru distingerea teoriilor p1'atoniste de cele 
nominaliste, nomina1ismul fiind considerat un finitism strict. Formu
larea dată de Goodman nominalismului îl consideră echivalent cu hiper
extensionalismul care afirmă că entităţile constând din aceiaşi indivi
duali sunt identice. Intr-u.n sistem nominalistic, dar nu p~atonistic, enti
tăţile formate din aceiaşi atomi sunt aceleaşi şi următorul criteriu-prin
cipiu va fi saitisfăcut : (x) (Axy:..=Axz):::J y = z, dacă x şi y sunt identici 
ei au aceiaşi atomi. Nomina1ismul lui Goodman, distinct de nominaiis
mJUl constructivist al lui Quine, pleacă de la vag general la mai specific, 
şi nu de la categoric La ipotetic, nu asumă linia de demarcaţie dintre 
abstract şi concret, dar păstrează constant refuzul de a recunoaşte clase. 
Goodman în locrări mai recente [2] şi [3] nu exclude entităţile abs1tracte 
de orice fel, ci numai cere ca să fie construite şi tratate oa individuali. 
Nominalistul poate construi orice ca inJCiividuali, nominalismul descrie 
lumea ca fiind compusă din indiividuali, dar refuză să construiască orice 
ca o clasă, încât esenţa nominalismului pare a fi relevartă de o distincţie 
de entităţi şi nu de conţinut. 

Referitor la generarea entităţilor, restricţia extensionalistă apare 
ca UIIl caz special al celei nominalisite, care este mai absolută, încât în 
problema entităţilor nominalismul este tratat ca un hiperextensionalism. 
In Goodman [2] avem de-a face cu un sistem fenomenalist realist, în 
care unităţile neooI11Crete numite qualia constituie baza şi le alege ca 
indiividuali, adică valori ale variabilelor sistemului ; când o culoare 
apare într-un loc particular şi într ... un anumit timp în câmpul vizual, 
atunci aceasta constituie UIIl concretwm, având trei qualia: culoare, loc 
şi punct în timp. A optat pentriu un sistem realist, şi nu particularistic 
în sensul lui Carnap ['2], deoarece la acestea calită,ţile trebuie construite 
din elemente concrete şi nu eristă incă o problemă satisfăcătoare pentru 
problema abstracţiei, aşa cum observă Stegmi.iller. Din punctul de vedere 
al sistemelor logioo-matemaitice formale Goodman face remarca urmă
toare, şi anume că nu a susţinut niciodată că nominalismul este suficient 
pentru a face adaptabil un sistem, ci numai că plaitonismul este suficient 
să-l facă ioocceptabil. 

In ceea ce priveşte conceptualismul, acesta susţine că există uni
versali, dar că sunt construiţi de gândire. Reprezntanţii conceptualismu
lui sunt Poinoare, Brouwer, Weyl. După Quine aceşti autori aceeptă 

folosiiirea vari1abilelor legate ca să refere entităţi abstracte, însă cu con
diţia ca acestea să fie inventate în mod individual din ingredienţi ante
rior specificaţi. Fraenkel afirmă că „firul roşu" al opoziţiei dintre rea-
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lism şi conceptualism, rezidă în aserţiunea logiciştilor că clasele sunt 
descoperite şi cea a inlbuiţioniştilor care le consideră că sunt inventate. 

Logiciştii ca reprezentanţi ai realismului justifică şi păstrează pute
rile crescătoare ale infinitului, în timp ~. obs€rvă Quine, intuiţionhştii, 
(care reprezintă conceptualismul), sunt constrânşi să se mulţumească cu 
ordinul cel mai de jos al infinitului, abandonând chiar unele legi clasice 
ale numerelor reale. ln controversa asupra infinitului, dezacordul dintre 
logicişti şi inrtuiţionişti este pregnant, căci conceptualiştii (intuiţioniştii) 

tolerează numai aritmetica elementară oprindu-se în faţa teoriei infini
tăţilor mai înalte ca şi a unei părţi a teoriei numerelor reale. Există, 

însă, o asemănare, afirmă Quine, între conceptualişti şi p1atonişti şi 

anume că şi unii şi alţii asumă universali, clase ca valori ale variabi
lelor legate, singura deooebire constând în aceea că platoniştii propun 
restricţii ontologice menite să evite paradoxurile, în timp în teoria con
ceptualistă universul claselor este drastic limitat în termenii unei „me
tafore a creaţiei progresive" ; însă această metaforă nu oferă în siine o 
explicaţie a manierei în care se fac2 cuantificarea conceptualistă peste 
dase. Recunoaşterea că universul conceptooliştHor este mai sărac 

în principiul-metaforă care îl limitează are mai curând o funcţie şi 

valoare intuitivă. 
Relevanţa nominlalismului pentru o construcţie a matematicii este 

marcată de aspecte ca: acoeptarea logicii funcţiilor de adevăr, a ouan
tif.icării şi identităţii, a predicatelor pe care le apHcă, particularilor, a 
algebrei claselor şi relaţiilor, a unor faze rudimentare ale aritmeticii 
reconstruite după Quine ca simple variante notaţio111ale ale logicii cuan
tificării şi identităţii. 

Variabilele legate pentru cLase, relaţii, numere sunt acceptate când 
apar în cuantificatori existenţiali sau universali în interiorul c1auzelor 
subordonate şi sunt respinse în contextele î~ care nu pot fi e:xiplicate 
prin parafrază. 

Cuantificarea peste numere este admisă dacă se dispune de un pro
cedeu oare permite identificarea numerelor, prin corelaţii arbitrare, cu 
diferiţi particulari, din universul recunoscut, de pHdă individualii lumii 
fizice. Dar, pe această cale 1111.l avem asigurată multiplicitatea infinită 
de numere cu care operează aritmetica clasică, căci, în numele princi
piului lor filosofie, nominaliştii au respins universul infinit al universa-
1.iilor ca pe „o lu,me de vis'' ; ei admit infinitatea univer.;,ului lor dacă 
este obieotiv atestată, să spunem de fizicieni. 

Aşadar, platoniştii (realiştii) admit o ierarhie cantariană a infini
ţilor, conceptualiştii admit un grad de infinitate, iar în ce îi priveşte pe 
nominalişti, aspectul cel mai important al concepţiei lor este bunăvoinţa 
sau nebunăvointa de a recunoaşte un univers infinit al entiităţilor mate-
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matice. Nominaliştii se complac într-un fel de agnostioism în cr,ea ce 
prirveşte infinitatea entităţilor, sau se acomodează indirect (prin expe
diente) matematicii promovate de infinişti. Restricţia ontologică nomi
nalistă stipulează cuantificarea peste individuali concreţi. Nominaliştii 
resping universul transcendent şi se satisfac cu un univers imanent, 
paritea transcendenE1 va fi redusă la ficţiuni sub controlul definiţiilor. 
Dacă consitrucţia nominalistă a matematicii „nu capturează" întreag,a 
matematică cLasică, atunci fragmentele recalcitrante vor fi declarate 
neesenţiale şi irelevante. 

Este acum clar care este atirtu:dinea formalism.u!ui (varianta modern.ii 
a nominalismului) în problema existenţei entităţilor matematice. 

Realismul a făcut obiectul unor vehemenrte obiecţii şi critici directe. 
S. F. Barker [l] sistematizează câteva obiecţii expuse şi în M. Ţurle:1 

[l], şi anume : i) realism.ul este o filosofie prea metafizică,· obiecţie care 
nu este decisivă, căci este formulată din perspecti-vă empiristă, despre 
care un platonician ar afirm-'..! că nu oons'jtuie o concepţie plauzibilă 

despre matematică; ii) este inrV'ooată teorema de incompletitudine, a 
cărei consecinţă (într-o anumită interpretare) semnifică contestarea unui 
domeniu real, independent de mintea noastră ca subiect al activităţii• 

matematice. Dar, după o r-emarcă a lui· Gi:idel îns.ă-şii teorema nu pune 
în discuţie existenţa entirtăţilor matematice ci numai puterea de expresie 
şi puterea deductivă a sistemelor formale, morala fiind că nu se poc:t.' 
alcătui o listă de axiome care să ofere o descriere completă a univer
sului obiectelor matematice ; iii) a treia obiecţie se referă la defir.iţia 

logicistă a numerelor ou mulţimi particu1are, invocându-se şi alte moda
lităţi de definiţie a acestor entităţi (esenţa lor este progresiaJ recursivii, 
sau modalis.~ul lui Putnam). &cest argument al lui Benacerraf pare cel 
mai convingător, căci Quine observă că definiţia Rtll.5sell-Whitehead u 
numerelor ca mulţimi de mul,ţimi ar fi nu o explicaţie adecrvată, ci o 
eliminare a unei discuţii despre o entitate (numărul) în favoarea unei 
discuţii despre o altă entitate mai simplă (mulţimea). In faţa acestei 
obiecţii, realistiul s-ar putea replia, afirmând că pentru el nu numerde 
sunt obiecte matematice fundamentale, şi va adera la opinia că teoria 
mulţimilor este partea fundamentală a matematicii, propunând reducţia 
teoriei numerelor la teoria mul,ţimilor. Oricum, rămâne esenţial faptul 
din raţionamentul lui- Benaicerraff pentru sistemul de numere : mai rele
vantă este structura decât obiectele, ceea ce atacă direct şi oonvingător 
o supoziţie platoniciană, sugerând „erodările({ şi din direcţia „progreselor 
structurale" ale teoriei mulţimii ; i•v) ultima obiecţie vine dinspre teoria 
mul-ţimilor, care posedă mai mu1te forme alternative ceea ce ar putea 
indica dificultăţi în determinarea ipoteticului domeniu al entJităţilor 

numi.te mulţimi. Argumentul apelează la teoria semnificaţiei, oarecum 
interpretată empirist. 
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Realismul supravieţuieşte criticilor şi obiecţiilor prin idealul de 
obiectivitate al matematircii ; realilştii cred în ailevărul obiectiv al teo
remelor matematioe, remarcă A. Robinson [1, p. 558], pentru că cred în 
existenţa obiectivă a c>ntirtăţilor matematice ; această aserţiune trebuie 
luată în se.ns metodologic şi nu ontologic. 

Rei:igorarea realismului a fost constatată în formularea realismului 
pluralistic oa o bază comună (dincolo de divergenţe) pentru nominalism, 

platonism, convenţionalism, formalism. Respinge împreună cu formaz.J,s
mul existenţa unui sistem unic de teoria mul,ţimilor ca fiind adecvat 
pentru întreaga realitate; şi respinge împreună cu pla.tonismuJ, 
şi nomdnalismul teoria mul,ţimilor ca un sistem formal fără inter
pretare. Are ceva în comun şi cu cantorianismul clasic, căci dacă rea
litatea nu este constrUJcţia m2a şi dacă mulţmnile sunt sau reale s1u cu 
bază în realitate, atunci nu va fi necesar ca toate mulţimile să fie con
structi:bile. Agreiază cu constructivismul în aserţiunea că enunţurile 

despre mulţimi trebuie să fie înrudite cu oonstrucţiU[li pentru edifioarea 
clasificărilor, enunţuri confirmabile despre sisteme fizice. 

Specific realismului pluralistic rămâne interpretarea directă a con
ceptelor din teoria mulţimilor în termenii naturii fizice şi ai acţiunii 

umane; acceptarea argumentelor empirice pentru şi contra reoriei mul
ţimilor, pretenţia sa, cantorianismul şi oonstrUJCtivismul să fie validate 
în diferite regiuni şi diferite circumstanţe (Cf. L. Apostel [1]). 
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4. REALISMUL MATEMATIC AL LUI KANT 

4.1. Kant despre cunoaşterea filosofică şi cunoaşterea matematică 

Kanrt a spus despre „cunoaşterea matematică" că este o „cunoaştere 
din/prin construirea conceptelor'', iar filosofia este va1Wliză a: concep
telor''. Aceste aserţiuni centrale în concepţia kantiană, cu viză directă 
la natura matematicii şi a filosofiei, moti,vează suiident şi convingător 
insistenţele lui Kant [1] [2] asupra metodei de cunoCLŞtere prin raţiu
nea pură. Ra,ţiunea este în viziunea filosofică kantiană „puterea/facul
tatea de cunoaştere" prin concepte, adică ceea ce poate fi „scos" din 
concepte, acestea fiind „o regulă de determinare sub un caz unic", 
încât se poate spune că „puterea conceptelor" este „puterea regulilor"', 
sau, în formulare echivalentă, ceea ce este posibil să fie determinat 
sub o regulă anumită. Ra.ţiunea pură este cea care ne dă principiile 
cunoaşterii a priori, aceasta din urmă semnificând „cunoaşterea d•in 
concepte({, fără nici un apel la experienţă. Dar, în ultimă analiză, 
puterea (capacitatea) de a cunoaşte a priori este puterea'capacitatea 
de a judeca, urmează, atunci, că, cunoa"iterea din concepte este cunoa~
terea cu ajutorul judecăţii. Prin urmare cunoaşterea din raţiune pură 
înseamnă judecată. 

Filosofia şi matematica sunt două tipuri de cunoaştere raţională 
(cunoaştere din/prin concepte) cu diferenţă că prima (filosofia) ,,anali
zează" (conceptele), iar matematica ))construieşte" conceptele. Cunoaş
terea filosofică - cunoaştere raţională - procedează prin judecată, 
adiică prin analiză, un sort de „desfacere" a conceptului, în care fiind 
dat un „general({ ,,scoatem" un particular. Să reţinem că în demersul 
cunoaşterii filosofice „analiza" este elementul central şi „scoaterea" 
(prin analiză) esite o operaţie intelectuală subtilă dar şi complexă fiind 
replica inversă a „travaliului" sintezei care nu numai că a premers-o, 
dar procedând la o „unifircare" a unor particulari sub o regulă gene
rală a vprezicwt't constituirea generică a conceptului (şi, deci, concep
telor) . .Putem gândi judecata ca o analiză a conceptului, ca o clarificare 
(unde am auzirt: noi acest cuvânt ? a, da, la Wittgenstein ! ) a naturii 
aceştuia, o reprezentare a raporturilor, momentelor, care, iniţial, nu 
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erau gândite în mod explicit. Sinteza, generatoarea conceptului, unifi
catoare a partioularil'or sub „j1..IJI'isd'ioţia" regulei generale, angajată în 
propriul ei demers făuritor de concept(e), ea es,te responsabilă de 
„saltul", sau „încheierea logi'Că'( care desăvân;;eşte conceptllll şi tot ea 
ne dă seamă de „multitplul infinit al experienţei((, numai că ne reco
mandă prudenţă ; căci, to,t ceea ce ea (sinteza) a făcut este să ne per
mită să „manipulăm:• multiplul infinit al experienţei', dar nu să-l 
,,stăpâniim", este preţul plătit pentru oficiul ci de „încheiere logică", 
(,,salt" de la particular la general). Suntem avertizaţi în spiri,t kantian 
să luăm „aifacerea" cu rezerive, deoarece conceptul nu s-a născut, aici, 
în demersul sintezei (unificatoare) prin parcurgerea reală a totalităţii 
acestor muLtirplicităţi în care abundă experienţa. Şi cum experienţa este 
mari vastă decât logicul, conceptul, tot este permis numai dacă ne asu
măm şi riscul „extrapolării„ efectuate, o lecţie, pe care credem, Kant 
„a învăţat-o" de la autorul „Principiilor rnaten1.atice ale filosofiei 
naturale", l-am numit pe Isaac Newton. Altfel filosofia naturaUi. care 
la englezi înseamnă ştiinţă narturală, fizica, am fi mai aşteptat mult 
timp actul ei de naştere ca ştiinţă teoretică (matenwtizată) a naturii. 
Conceptul este reprezentat de un cuvânt, dar nici conceptul şi nid 
cuvântul nu prind conţinutul obiectului desemnat prin denumirea ce 
o are ; funcţia conceptului cuvântului este referenţială şi nu predica
tivă. ,,Cuvântul-cancept1' denumeşte numai o totalizare de utiliz~1·ri, în 
care s-a apelat La el, pentru a desemna o totaliltate de fapte de expe
rienţă, totalitatea logică inerentă conceptului având vC1loarea unui 
instrU11Tient pentru denumirea acesitei totalizări. Geneza conceptului 
rezidă în totalizarea momentelor sale şi ea (geneza) trebuie înţeleasă 
în mod logic, şi nu psihologic (temporal), şi anume este vor1ba de ante
rioritatea, din punct de vedere logic, a ,,eterogenităţii diversului rno
mentulwi" (relevante pentru experienţă) faţă de „omogenitatea unitctrră 
a conceptului" care le totalizează, unifică şi le denumeşte. 

Teoria kantiană asupra cunoaşterii (filosofice) în care sunt anga
jate concept-cuvânt, experienţa şi altele au avut impact postum, vizibil 
în concepţiile filosofului englez B. Russell, ale lui Wirtitgenstein şi ale 
membrilor „Cercului de la Wiena", aceştia toţi, susţinând că propozi
ţiile filosofiei sunt lipsite de semnificaţie, deoarece nu sc supun unei 
exigenţe formalizatoare a semnificaţiei. Numai că perspectiva de abor
dare fiind accentuat lingvistică, analiza - termenul cheie în explicaţia 
demersului cunoaşterii filosofice - nu mai este atât una predominant, 
logică, cât devine una mai curând lingvis.tică, ,,scoaterea'' la lumina 
gândirii nu atât a ceva deja ce există defini<t în concept, cât o analiză 
a modului în care au fost create propriile noastre cuvinte, a experien
ţelor care le-au precedat şi făcut posibile. Indemnul lui Wittgenstein 
la a determina conceptu~l cât mai precis eh~rnentele limbajului nostru, 
ca o exi1genţă necesară şi deziderabilă comunicării, ne restituie în fapt 
concepţia kantiană despre natura şi scopul filosofiei. 

Cunoaşterea matematică are particularităţi_ specifice, fiind, cum am 
mai s,pus „o cunoaştere din construirea conceptelor" ; spre deosebire de 
filosofie care analizează, matematica construieşte. ln cazul matematicii 
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nu mai avem de a face ou ceva deja dat asupra căruia demersul nos,tru 
încearcă ~ă-1 cLarifice, expliciteze, deci să-l analizeze. Kant spune că 
a constrm un concept înseamnă „a prezenta a priori intuiţia care îi 
corespunde". Exegeţii lui· Kant cons1deră că această aserţiune conden
~a~", as<;'llnde secretul întregii concepţii kantiene despre nat;J,ra enti
taţzlor (obiectelor) matematice, despre posibilitatea fundării matematicii. 

Demersu[ kantian în această problemă comportă două aspecte : 
ce înseamnă a construi un concept şi ce înseamnă „a prezenta a priori 
o intui.ţie". La prima chestiune, Kant răspunde, textual : a consrtrui un 
concept înseamnă a prezenta a priori intuiţia care îi corespunde. 
Comentând, pe scurt, înseamnă că în construirea unui concept apelăm 
la o intuiţie, care fiind angajată în orizont conceptual, trebuie să fie 
ne-empirică, şi deci în terminologia consacrată, acf'astă intuiţie este 
un „singular", dar ni'Velul de conceptualitate la care operează obligă 
pentru ca să aibă funcţie constructoare, să posede o valabilitate gene
rală, adică să se aplice tuturor intui·ţiHor posibile ale conceptului. 
Referitor la chestiunea ce înseamnă a prezenta a priori o intui,ţie, în 
opera lui Kant, răspunsul es.te dat invocând construcţia lln.ui ti-iungli·i, 
exemplul devenit deja clasic şi care poate fi descris în termenii kan
tieni astfel : când eu construiesc un triunghi, prezint obiectul corc,;;
punzător conceptului (de triunghi) şi fac aceasta în două moduri : fie 
prin simpla „imaginaţie" în intuiţia pură, atunci- când îl construiesc 
doar mental ; fie în intuiţie empirică, dacă îl construiesc pe tablă, sau 
pe hâTtie. 

Să remarcăm prezenţa umor concepte-cheie : imaginaţie, intu-:ţie 
pură, intuiţie empirică. Mediul relevant al imaginaţiei este intuiţia 
pură, imagina,ţia prezentând obiectul co•respunzător ,onceptului (în 
cazul nostru conceptul de triunghi) prin aIJ{'l (cu ajutorul) intuiţiei 
pure, ceea ce înseamrni. ne-participarea experienţei, deoarece obiectul 
în cauză nu există în cadrul ei. To,tu~i, imaginaţia „se hrăr.e~te" din 
„materialul experienţei" via intuiţii empirice pe care imaginaţia le 
aduce cu ajutoru·l schemelor transcenclentale sub ca,tegorii formcind 
conceptele, graţie unui proces complex de analize şi sinteze succesive 
cuprinzând aprehensiunea, reproducerea rccogni,tio, proces descris „în 
ex·tenso"de Kant în prima ediţie a Criticii raţiunii pure, dar la care 
a renunţat în ediţiHe ulterioare, motivând că în demersul si"m îi sunt 
suficiente sensibilitatea şi intelectul. 

Am amintit că in relaţia dintre imaginaţie şi experienţ:i prima 
foloseşte materialul celei de a doua ; acest lucru trebuie să-l înţelegem 
nu in sensul că imaginaţia ar lu\'\ obiectul din experienţă (gata făcut, 

existe.nit) ci în sensul că foloseşte datele acestei-a. Ar urma, în ipoteza 
absurdă, că neavând contact cu experienţa noi nu am putea gândi sau 
crea nici un obiect matem11tic ? Contextul kantian oferă următoarea 

soluţie : obiectele matem.o1Ji.ce nu pre-există nici în noi şi nici în afara 
noastră, ci sunt create de noi în ,intuiţia pură, adică independent de 
experienţă; prin urmare moduil în care creem figurile geometrice (care 
sunt llJ11 sort fundamental al obiectelor matematice) nu depinde de 
ceea ce realmente noi am observat în sfera experienţei. Un atare 
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raport, sau mai bine spus, o asemenea explicaţie a raportului matema
ticii cu experienţa obstrucţionează „invazia" psihologismului în mart:e
matică, şi, mai mult, în sfera inveSJtigaţiilor fundaţionale ; în ci.urla deli
mirtărilor lui Kant de psihologism, a insistenţelor sale asupra acestui 
aspect, Frege încă mair reproşa kantianismului prezenţa unor reziduri 
psihologiste în concepţia kantiană despre matematiică, în special despre 
geometrie. 

Aşadar, ,,intuiţia pură(( şi nu experienţa, esite sursa relevantă_ a 
cunoasterii geometrice. Geometria este întemeiată pe ideea de s,paţm, 
ca formă a priori a intuiţiei externe. SUJb infulenţa fizicii lui Newton 
va prelua ideea de spaţiu din această teorie şi va ajunge la concluzia 
că spaţiul nu este un concept empiric, adică extra<, din e~perienţele 
externe. In Estetica transcedentală face o expunere a conceptului de 
spaţiu, un:de insistă asupra acestui aspect şi conchide că reprezentarea 
de spaţiu trebuie pusă ca fundament, tocmai „pentru că anumite sen
zaţii să fie o raportare la ceva în afara mea, pentru ca eu să-mi pot 
reprezenta lucrurile exterioare unele altora s,au ca unele, deci nu 
numai ca fiind diferiite, ci ca fiind în locuri1 difer,irte". 

„Spaţiul" transcedental (kantian) îşi are sursa în teor,ia newtoniană 
a spaţiului absolut. Pentru Kant acest spaţiu sui generis al fizicii lui 
Newton este de fapt spaţiul geometric. Dar evoluţia ştiinţei din peri
oada postkantiană a contestat şi chiar a infirmat valabilirt:atea aprio
rismului spaţia!. Atacurile decishve ale concepţiei kantiene despre 
spaţiu şi în ultimă instanţă despre spaţiul geometric au venit dinspre 
teor>ia relativităţii şi geometriile neeuclidiene, în special ge(Y(Tl,etria 
fizică a lui Riemann. Teoria relativităţii (care a folosit şi a asimilat 
geometria lui Riemann) a reliefat o proprietate remarcabilă a s.paţiului1, 
relativitatea. Spaţiul geometric, respectiv spaţiuJ sui generis cu care 
opera fizică newtoniană, depinde, conform teoriei einsteiniene a relati
vităţii, de conţinutul lui material, de strootura sau starea materiei. 
Aşadar, nu există un spaţiu absolut, ci un spaţiu relativ la conţinutul 
şi structura materiei ; este ideea dependenţei' spaţiului de materie. 
Critka concepţiei kantiene despre spaţiu trebuie să ia în seamă faptul 
că la data când filosoful german formula cunoscuitele sale principii din 
Estetica transcendentală actualele teorii moderne din fizică şi matema
tică încă nu erau elaborate, iar realizarea ştiinţifică paradigmatică în 
domeniu, continua să fie fizica newtoniană din care el s-a inspirat. 
Thte de văzut în ce măsură «semnificaţia transcedentală►► a spaţiului 

a fost afectată de consecinţele teoriilor ştiinţifice moderne, dacă este 
să luăm în consideraţie distincţia transcedental-fizic, precum şi 

faptul că teoriile lui Riemann şi Einstein se referă la semnificaţii, 

aspecte fizice şi geometrice, iar «filosoficul►► , în ciuda vulnerabililtăţii 

generate de dependenţa de «ştiinţifio-► (după unii autori) are, totlliii, 
o autonomie care-l poate face imun. Einstein spunea că prin teoria 
relatirvi1ăţii „spaţiul şi timpul au fost despuiate nu de realitatea lor, 
ci de absoLurtul lor cauzal pe care Newton a trebuit să-l atribuie aces
tora pent'Tu a face posibHă exprimarea legilor cunoscute atunci". Teoria 
relativităţii relativizează absolutul newtonian de care Kant avusese 
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nevoie, deoarece cores;purndea exigenţelor de abstractizare şi non-empi
ricitate necesare întemeier,ii «Esteticii transcedentrue►► , Relativizarea 
spaţiului lov~te în absolut ca un caracter al realităţii şi nu în reali
tatea efectivă. Materia, în terminologie kantiană fenomenul" influen
ţează, determină str1.rotura spaţiului ceea ce nu în;~amnă că f~nomenele 
nu depind de spaţiu. Kantianismul, spre deosebire de alte filosofii, a 
insistat remarcaibil asupra subiectivităţii transcendentale, spaţiul formă 
a SUlbiectf vită.ţii transcedentale este «condiţia posibilităţii fenomenelor 
c:1- materie►► , modali~artea de a fi a obi-ectelor în intuiţia externă (spa
ţml). Structura spaţrnlui în care există obiectele se dilată sau se con
tractă în funcţie de conţinutul său, un conţinut pentru noi întrucât si 
în măsura in care este conţinut al spaţiului. · 

Spaţiul transcendental kantian este un „spaţiu sui generis" extras 
prin asimilare filosofică din cel euclidian-newtonian. Epistemologia 
geometriei depinde de maniera în care concepem ontologia spaţiului. 
Este voriba de înţelegerea transcendentală a ontologiei spaţiului car:• 
şi-a pus pecetea asupra concepţiei kantiene despre cunoaşterea mate
matkă. Intemeierea cunoaşteri'i. matematice, în special a celei geome
trice pleacă de la spaţiul transcendental, considerat intuiţie. ln exemplul 
ultra-cunoscut al triunghiului, trebuie să ieşim din sfera conceptului 
pentru a-l determina, ceea ce fa0e ca judecăţile geometrice să fie 
sintetice. Exi'Stă două moduri de-a determina conceptul în cauză : după 
condiţiile intuiţiei empirice, sau după cele ale intuiţiei pure. ln mod 
corespunzător avem în primul caz de-a face cu o judecată empirrică, 
dar atunci proprietă.ţile triunghiului nu vor avea uniiversalitate, cum 
se întâmplă atunci când procedăm la măsura unghiurilor triunghiului ; 
în cel de al doilea caz determinarea se face prin construcţie, şi anume 
construcţie geometrică ; orice proprietate a unei 6guri geometrice se 
introduce printr-o const:mcţie din intuiţia pură sau din sinteza acestor 
proprietăţi. Proprietăţile folosite de sinteză sunt determinaţii precise 
ale conceptelor, cons.tiituite independent de experienţă. 

In construcţia aritmetică, deoarece e'ntităţile aritmetice (numereh?) 
nu posedă caracteristici proprii care să fie expuse, nu putem prezenta 
a priori o intuiţie care să corespundă conceptuJui. 

4.2. Internalism versus Externalism 

H. Putnam [1, p. 100] di1scută despre două mari perspective frlo
sofice, ambele având şi componenta ontologică şi pe cea epistemolc,gi:că. 
Prima perspectivă este cea oferită de realismul metafizic, potrivit căreia 
lumea „constă într-o totali,tate fixată de obiecte independente de min
tea (şi gândfa-ea) umană. Există în mod exact (o singură) descriere 
adevărată şi completă a «modului în care există această lume»• ; ade
vărul angajează un fel de relaţie de corespondenţă intre cuvinte şi 

semne ale gândirii şi lucruri şi mulţimi · de lUJCruri externe. Eu voi 
numi această perspectivă, perspectiva external,ită, deoarece punctul ei 
de vedere favorit este un punct de vedere al. Ochiului lui Dumnezeu((. 
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A doua perspectirvă, mai reC€ntă, dar cu reprezentanţi şi clasici ai 
fHosofiei universale, confundată cu puncte de vedere diferite de ea, 
este pers-pectiva internalistă, numită astfel, deoarece chestiunea d-in ce 
obiecte ccmstă lumea se pune în interiorul unei teorii sau descrieri. 
Filosofii care aparţin acestei orientări, dacă nu to,ţi, oricum, cei mai 
mulţi, susţin că exisrtă mai multe teorii şi nu o singură teorie adevărat[1 
care ne furnizează o descriere adecvată a lumii. ,,Aclevăr" în concepţia 
internalistă, nu semnifică ceea ce acreditează „teoria adevărului cores
pondenţăr(, inaeliena:bilul gnoseologic al perspectivei internaliste. ln 
perspeotiva internalistă, scrie H. Putnam [1], vaJdevăt"' este un fel de 
acceptabilitate raţională (idealizat}) - un fel de coerenţă ideală al 
credinţelor noast-re, între ele, dar, şi cu experienţele noastre aşa cum 
sunt ele însele reprezentate în sistemul nostru de credinţe. Prin urmare 
adevărul nu (se) consti,tuie (ca) o corespondenţă cu stările de lucruri 
(states of affairs) independente de gândire sau de discurs. Nu exis,tă 
un punct de vedere al vOchiului lwi Dumnezeu.-', ci există diferite 
punte de vedere al-e oamenilor, sau ale altor minţi, eventual ale extra
tereştrilor, dacă aceştia există, care au interese şi scopuri ce cordiţio
nează reflectarea lumii în imaginea construită despre aceasta. Persp€C
ttiva internalistă a fost asociată cu „teoria adevărului coerenţo.((, ,,non
realism", ,,verif:icaţionism", ,,pluralism'' etc., termenii găsi·ţi nepo·t-rivi,ţi 
de către Putnam datoriită aplicaţiilor lor istorice şi filosofice. 

,,Interna!4tii", (pragmatitş-tii, în primul rând) resping ipoteza de
monului lui Descartes şi varianta modernă, că noi toţi suntem „Brains 
in a Vat", declarând-o drept o simplă construcţie lingvistică şi nu o 
lume pos.ibHă ; este vorba, mai curând, de o lume paralelă, remarcă 
Putnam, care asumă de la începuit punctul de vedere al vOchiului lui 
Dumnezeu" despre „adevăr(, acesta ca tndependent de observatori ; ori 
„lumea" presupune o interacţiune cu observatorul, iar „adevăruJ" este 
relaţional. ,,Externaliştii dimpotrivă, sus·ţin că „lumea(( există în sine, 

, independ~ntă de observator (să ne amintim că a;ceastă idee figurează 
ca un postulat filosofie al fizicii clasice newtoniene !), iar „adevărul" 

nu este relaţional ci constă în corespondenţa cu lumea aşa cum este 
în sine. Relaţia de „corespondenţă(( fundează adevărul şi referinţa, 

ceea ce în interpretarea lui Putnam creează dificultăţi pentru fiilasoful 
externalist, dacă admitem că el es-te „un Brain in Vat". Privit0r la 
dificultă.ţile realismului se pot vedea referirile lui H. Putnam [1] la 
„teoria magică a referi.nţeir( şi la teoriile cauzale ale referinţei şi ne 
mărginim la enunţarea tezei internalismuJui, l-am numi Kantian. 
Concis, Putnam [l, p. 101] afirmă că în concept.ia internalis,tă semnele 
nu corespund în mod intrisec obiectelor. independent de cum aceste 
semne sunt întrebuinţate şi de cine. Un semn care este actual între
buinţat într-un mod particular de o comunitate particulară de utiliza
tori poate corespunde obiectelor particulare în interiorul schemei con
ceptuale a acelor utilizatori. Pentru că „obiectele" nu există în mod 
independent de scheme conceptuale. Noi reducem lumea la obiecte când 
introducem o schemă sau alta de descriere. Deoarece o,bi,ectele şi 
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semnele sunt asemănătoare în schema de descriere, este · posibil să 
sp1.mem ce se aseamănă''. 

Problema discutată de H. Putnam [1] este : cum să fie un realist 
intern şi un idealist transcendental ? .Preliminariile derulate ne par 
necesare în abordarea realismului matema,tic kanti-an, ştiurt fiind că 
filo~ofia lui Kant a fost calificată de toţi exegeţii operei sale ca 
„idealism transcendental". Cum se ştie, Kant a apărat „idealismul 
transcendentaJ,tt versus „reaJl,rism.ul transcendental". Idealismul transcen
dental este concepţia care susţine că obiectele empiTice sunt sirnple 
aparenţe, în timp ce realismul transcendental consideră aceste obiecte 
(empirice) ca „lucruri în sine''-

Carl J. Posy [I] propune două interpretări rivale ale idealismului 
,transcedental kantian : una ontologică care eşuează când lecturăm pe 
Kant, dar şi pe un anti-reali1St ca Brouwer, autorul unei filosofii con
temporane a matemarticii axată pe teme constructiviste explidt kan
tiene ; cea de a doua interpretare face apel la „noţiuni populare" din 
filosofia limbajului care lucrează valabil în ceea ce îl priveşte pe Kant 
(dar poate şi pent:riu Brouwer). Aurtorul cita,t consideră productivă 
această a doua interpretare, relevanţa noţiunilor lingvistice aplicate în 
lectura kantianismului fiind remarcabilă : obţinem un Kant intuiţionist, 
cu privire la şbiinţa empirică, şi un Kant realist, sau cel puţin un 
apărător al logicii clasice când raportăm concepţia kantiană la 
matematică. 

Concepţia lui Kant despre lumea empirică, atunci când se referă 
la vârsta unirversului, şi adoptă realismul, ascunde o contradicţie 
internă (a se vedea capitolul „Antinomia"). într-adevăr, realismul 
transcendenrtal susţine că sau lumea are un început finit în timp, sau 
se întinde infinit în trecut Kant demonstrează că nici una dintre aces
tea nu este adevărată, şi în această manieră reduce realismul trans
cedental ad absurdum. (Argumentarea kantiană : un trecut infrnirt -
al unirversuluri - este imposibil, deoarece este imposibil să măsurăm 
o aşa întindere infinită ; dar şi un început - finit - al universului 
este exclus, deoaT'ece evenimentul creaţiei ex nihi!o nu poate avea o 
cauză observabilă). C. J. Posy remarca faptul că discuţia kantiană 
despre mă,sura:bilitate di:srtorsionează proprietăţile şirurilor (series) 
discret ordonate. Iar B. Russell a afirmat că Imm. Kant nu a fost în 
stare să exprime suficient de clar infinitatea unei clase 
cuţiei kantiene clasa durntelor trecute) şi că mutaţia 

kantiană a fosit subminată de desooperirea numerelor 
C. J. Pos.y [I]). 

(în cazul dis
fundamentală 

infinite (Cf. 

Se constată un fapt remarcabil care angajează problema consis
tenţei: în idealismul transcedental nu avem di'Sjuinoţia trecutul finit 
vs. trecutul infinit, în timp ce realismul transcendental nu este liber 
de această disjunoţie. Dar, mai· mulrt, după ce Kant afirmă că lumea, 
unirversul idealismului · transcedental nu este nici f.init(ă) nici infinit(ă), 
puţin mai încolo, comentează C. J . .Posy [I], acelaşi Kant susţine că 

,,lumea idealismuilui transcendental se extinde infinit în trecut". 
C. J. Posy crede că aici este posibil ca Imm. Kant să distingă între 
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infinitul actual şi cel potenţial, deşi distincţia nu apare numirtă ca 
atare, în plrus, realismul despre obiectele fizice este compatibil cu 
negarea infinităţii actuale. 

ln cele ce urmează (până la propriul nostru comentariu) expunem 
ideHe formulate de C. J. Posy (1]. Observăm mai întâi, că filosoful 
german are de a face cu un şir discret linear ordonat, şir de durate 
temporale, egale, cum sunt zilele, care curg înapoi dintr--'un punct fî,xat, 
elemenitele sunt ordonate de o relaţie care satisface axiomele unei 
ordini lineare. Adoptă un limbaj formal simplu de ordinul întâi (LT) 
având un singur simbol binar nelogic »B" care desemnează ordonarea 
discretă a duratelor; B(x, y) este citit intervalul x a început la un 
moment distinct anterior începurtului lui y. 

lnceputul finit este simbolizat: 

1) :;:ix Vyr=:x B(x, y) 

Trecutul finit : 

2) Vx 3yr=:x B(y, x) 

Formulele 1) şi 2) sunt considerate ca reprezentă-ri simbolice ale alter~ 
nativelor lui Kant, ce nu ascund iregularităţi ordinale şi sunt consis
tente cu ordinea lineară a timpului; (2) este expresia infinitului, dar 
existenţa numerelor infunirte este apreciată ca irelevantă pentru această 
pereche de formule, notează C. J. P.osy (l]. Apare o problemă logică 
care se disolvă : dacă asociem realismul transcendental cu logica clasică 
şi idealismul transoendental cu logica formulată pentru intuiţionism, 
deo~rece rezultatul disjungerii între 1) şi 2) reprezintă un adevăr logic 
clasic şi nu unul intuiţionist. 

Idealismul transcendental esrte filosofie interesant numai dacă 
găsim o modalitate de a-l lega de intuiţionism\ şi acesta are importanţă 
in disputa realism transcedental - idealism transcedental cnâd o legăm 
de logica discursului empir-k. O aplicaţie ar fi pe cazul problemei con
sistenţei (care a fost amintită : negaţia kantiană a infinirtăţii lumii şi 
aserţiunea lumii şi aserţiunea că lumea nu se întinde infinit în trecut) 
acestor două aserţiuni menţionate între parantezele de mai1 sus. Punc
tele demersului a·r fi : asumpţia că irealismul transcedental leagă exis
tenţa fizică cu experienţa, intervenţia faculrtăţii de raţiune (faculty of 
reason) ca elementul~cheie în formarea ţeoriei, în genere, elementul 
care guvernează activitate.a inferenţială şi care realizează ceea ce am 
numi „extrapolarea" de la date ştiinţifice (relevante empiric parţial) la 
generalizări ştiinţifice, caz frecvent în sfera descoperi1rilor cosmologice. 
Cu această tendinţă spre ccnnpletitudine, un sort de „încheire logică" 

în formarea teoriilor. noastre, facultatea raţiunii contribuie remarcabil 
şi decisÎIV la formarea tabloului nostru despre univers, unde desigur, 
îşi ia ca aliat experienţa, observaţia, dar observaţiile şi experienţele 

cer o altă faculfate, ,,faculty of intuition" (facultatea intuiţiei). Einstein 
a precizat lapidar natura fizicii (am zice că ce el a spus esrte vaalbil 
şi pentru fizica în sens larg, ca ştiinţă naturală, relevantă factual, 
empiric) spunând - că Raţiunea + Experienţa = Fizica. Facultatea 
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raţiunii postulează, în viziunea kantiană, infinirt:atea ca un ideal 
regulativ. 

C. J . .Posy [1] consideră că prima interpretare a ideailsmului trans
cedental, aceea ca idealism ontoJ,ogic, îl converle.şte într-un sort de 
consvr-uctivism fiz•ic, numit fenomenalism, care consideră obiectele 
materiale ca fiind integral construcţii wmane. Caracterul standard al 
acestei interpretări rezidă în conexiunea ei cu „teoria adevărului cores
pondenţă" .şi în păstrarea semnificaţiilor tabelelor de adevăr ale conec
tivelor logice. Conform acestei interpretări obiectele fizice sunt des
crise ca fiind construite (sintetizate) din materialul intuiţiei, iar obiec
tele matematice sunt gândite ca analog ronstruite, dar dintr-un „ma
terial mult mai raTefiat". Pentru aprofundarea acestui aspect se poate 
consulta Ch. Parsons [l], unde găsim o idee importantă care legiti
mează consistenţa interpretării, lecturii propuse, şi anume acordul ei 
cu ceea ce a înţeles Kant prin intuiţii (empirice şi matematice) .şi 
anume cailrtatca lor de a se aplica obiectelor lor „in a ele re relation". 

Relaţia dintre obiecte matematice .şi obiecte materiale ne apare 
acum în termenii că primele pot fi considerate ca „versiuni reificate 
ale principiilor care guvernează construcţia obiectelor empirice". Mate
maticianul ca .şi omul de .ştiinţă, construieşte obiectele sale, o concepţie 
care are acoperire în mu1te texte din Brouwer [l, p .480] : ,, ... exist:'\ 
complexe iterative de senzaţii· ale căror elemente sunt permutabile în 
puncte ale timpului. Unele dintre ele sunt complet înstrăinate de 
subiect. Ele sunt numite lucruri. De exemplu individuali, i.e. corpuri 
umane, ... sunt lucruri. . .. Matematica intră în existenţă când tu.,--c{ty 
(doimea, doi în unul), creată de mişcarea timpului este destituită de 
orice calitate a subiectului si când forma vidă care rămâne a s:uibstra
tulw comun al doimilor, ca' intuiţie de bază a matematicii este lăsait;i 
să creeze desf~urând nelimitat noile entităţi matematice". 

Constructivismul ontologic, temă kantiană prin excelenţă, nu poate 
servi ca o bază filosofică pentru fundarea credinţelor l0Jic2 ale lui: 
Brouwer, de.şi ·invalidează bivalenţa. 

Carl J. Posy [1, p. 120] sisrtematizează următoarele trei motive ale 
eşecului constructivismului ontologic, de fapt ale idealismului ontologic : 
,,Mai întâi, această interpretare face imposibil să înţelegem raţiona
mentul realismului în antinomie. Dacă evenimentele si obiectele fi:zice 
runt (pentru realist) lucruri în ele însele independente de gândire, de 
ce ar trebui măsurabiiirtatea sau nemăsurabilita.tea lor s{1 afecteze în 
vreun mod adevărul judecăţilor despre mărimea lor ? In al doilea rând, 
dacă obiectele sunt construi!te din materialul senzaţiei, ce speranţă 
există pentru obiecte vagi (faint), prea îndepărtate sau prea mici să 
fie percepute ? Kant în mod clar SU5ţine că lucrurile de acest fel (stele 
îndepărtate, particule minuscule) majoritatea sunt în mod definLt 
obiecte fizice, .şi există. In final, această lectură (interpretare) estom
pează orice diferenţă apreciabilă dintre Kant .şi Berkeley. Cei doi vor 
împărtă~i aceeaşi teorie a adevărului .şi aceeaşi concepţie fenomenalistă 

despre obiectele empirice. Aceasta este rău (din cauza fenomenalismu
lui ca doctrină indezirabilă despre obiectele materiale) .şi chiar foarte 
rău deoarece Kant se se-pară explicit de Berkeley în diferite ocazii". 
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Rezultă din această argumentare că baza Iilosofică necesară gene
rării logicii intuiţioniste, iar pentru Kant în domeniul ştiinţei empirice, 
trebuie căutată în altă pa.rte. O tentati'Vă aparţine lui M. Dummett, 
care va valorifica unele sugestii ale lui Heyting ; dacă argumentul s:'iu 
filosofie este consistent va invalida bivalenţa şi va genera logica intui
ţionistă, este ceea ce este numit teoria asertalbiktuţii semnific2ţiet. 

4.3. Actualitatea lui Kant în filosofia matematicii 

Aproape că este un adevăr comun să spui că toate programele 
fundaţioniste din filosofia contempo-rană a matematiicii (logicismul, 
formalismul, intuiţionismul) sunt îndatorate lui Kant. ,,Un filosof de 
talia lui Kan:t are o operă complexă şi, poate, controversată nu numai 
datorită originilor ei nobile în cul,tura greacă antică (filosofic5. şi mate
matică) şi cea modernă, ci şi prin rezonanţa şi impactul ei postum. 
Acest impact îl găsim la originea unor mari programe fundaţioniste ale 
matematicii divergente şi rivale : logicismul fregean, formalismul hil
ber-ti-an şi intuiţionismul brouwerian. KantianilSmul a provocat şi re
flecţii ce au condus la concepţii opuse apriorismului al căror reprezen
tant important a fost J. S. Mill. Este îndeobşte acceptat, de la grecii 
vechi încoace, că matematica a fost considerată aproape unanim o 
ştiinţă a priori, deci o disciplină ştiinţifică ale cărei propoziţii se pot 
stabili fără apel la experienţă, fără a invoca informaţii asupra unor 
obiecte particulare. J. S. Mill a susţinut, împotriva acestei tradiţii· care 
l-a inclus şi pe Kant, că aritmetica este fundată pe inducţii pornind 
de la fapte referitoare la anumite grupe de lucrnri" (M. Ţurlea [11). 

Logicismul care începe în se.ns actual cu Frege (continuator al lui, 
Leibniz în această linie de gândire) s-a constituit. în intenţia sa cen
trală dar şi ca structură a demersului, în forma unor reflecţii prilejuite 
de critica filosofiei matemahcii a lui Kant. Frege îşi va focaliza analiza 
asupra naturii adevărurilor aritmetice, despre care a susţinut că sunt 
analitice, prin care el a înţeles că de fapt adevărurile aritmetice sunt 
adevăruri logice (stabilite numai pri-n apel la legile logicii şi definiţii). 
Supozi,ţiile ontologice care oferă cadrul demersului fregean i:;ar a Ii de 
sorginte palatoniciană. Dar întrucât distingem nuanţe care îl îndepăr
tează de platonismul extrem sau ontologic, cum îl caracterizează 
P. Bernays (On platonism), lucru evident c{ind defineşte obiectivitatea 
ca fiind „capacitatea de a fi accesibil mai multor subiecţi gânditori" 
ne întrebăm, firesc, de care fi'losofi ai marii tradiţii se apropie gândi
torul de la Jena în abordările sale. Este de presupus Kant, având în 
vedere locul conceptului de obiectivitate în cadrul filcsofiei kantiene. 
Frege nu a. acceptat sensul obiectivi-tăţii de „existenţă independentă de 
spirit", prezent în platonismul ontologic. Obiectivitatea în sens fregean 
semnifică faptul că se constituie independent de senzaţe, sau orice altă 
reprezentare psihică, subiecti'Vă (este aici evident, antipsihologismul 
său, el considerând psihologismul ca irelevant în cercetările fundaţio
nale). Dar Frege, în virtutea raţionalismului său, va susţine că nu 
obiectiovi.tatea este dependentă de raţiune, prilej cu care subiectiv1tatea 
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senzaţiei, generată de sensibilitate, este depăşită prin (şi în) obiectivi
tatea gândirii (raţionale). In acest contex·t, ne-am putea întreba, dacă 
această depăşire se realizează şi cu ajutorul ))cadrului transcendental" 
de tip kantian. Răspunsul este negativ, deoarece Frege considera acest 
cadrul transcendental insufident în săvârşirea depăşirii menţionate 
anterior. Cadrul transicedental kantian întemeiază cel mult „consensul 
general uman", dar nu obiectivitatea adevărului (de altfel cum observă 
Kneale, W. şi M. [l]). Frege a contestat intuiţiei orice vocaţie de 
fundare. Valorificând studii în problemă. dar şi enunţcînd şi propriile 
mele opinii scri1am într-un studiu omagial cu ocazia împlinirii a 2tl'.J de 
ani de la apari,ţia Criticii raţiunii pure : Raţionalismul fregean nu este 
specific unui idealist obiPctiv (îl vizăm pe Platon) şi nici unui neokan
tian (aveam în vedere idealismul transcedental al lui Kant, relevant 
prin cadrul său transcendental în problema obieecti-vităţii), pentru care 
obiectivitatea se limitează la intersutbiectivitate, consens uman. Dc>si 
pleacă de la distincţia kantiană, «obiectiv-rea-l», Frege, întemeieton.il 
logiciismului modern, nu aderă la constructivismul kantian, pentru care 
domeniul «obiectivului» se construieşte în gândire prin intervenţia 
construotoare a elementului a priori, dar nici nu admite excesul phto
nismului relevat de «dO!meniul inteligibi-l transcendent». Ontologia rea
listă fregeană recunoaste si reccmstruieste domeniul obiectivului dar 
autorul ei nu va echivala obiectivul cu r~alul, căci elementul ei c~ntral 
îl va constitui «domeniul obiectiv-nereal» în care sunt localizate si enti
tăţile aritmeticii - numerale, considerate obiective dar nu si' reale, 
adică aspaţiale şi atemporale" (M. Ţurlea [1, p. 89]). · 

Din Uteratura filosofiei matematicii actuale ştim că K. Godel [ 1] 
este cel care a formulat explicit realismul plart:oniic sau ontologic şi în 
care se fac referiri exprese la Kant. Pozi,ţia realismului platonic la 
care a aderat Godel a fost caracterizată de el în termenii următori : 
conceptele şi axiomele matematicii, în speţă ale teoriei mulţimilor, 
„descriu o realitate bine determinată". El scrie textual : ,,Pentru cineva 
care consideră obiectele matematice existând independent de construc
ţiiile noastre sau de intuirea lor individuală şi care cere numai ca 
conceptele matematice generale să ne fie suficient de clare pentru a fi 
capabili- să le recunoaştem consistenţa lor şi adevărul axiomelor care 
se referă la ele, exisită, cred, o fundare satisfăcătoare a teoriei mulţi
milor a lui Cantor în întregul ei sens şi în întreag3 ei extensi,e originală, 
si anume axioma.tica teoriei mul-ţimilor interpretată în modalitatea care 
~a fi schitată mai jos. Poate părea, la început că par:1doxurile teor:ei 
multimilor· vor condamna la eşec o asemenea aboPdare, dar o exami
nar~ mai atentă arartă că ele nu produc deloc dificultăţi". 

«Realitatea matemntică» (clasele şi conceptele ca obiecte reale, 
existente independent de definiţiile şi construcţiile umane) este, deci, 
un domeniu de entităţi nespaţiale, nementale, atemporale, nelingvisitiiee, 
pe care le cunoaşte şi le descopră mintea umană, în calitate de subiect 
al unei intuiţii ne-empirice . .Postulatul acestei realităţi (existenţe) ma-
tematice îsi învederează vi.ritusi remarcabile în explicarea naturii 

' ' ' 
cunoaşterii matematice, în primul rând ne dă seamă de intuiţia mate-
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rnatică şi adevărul matematic. Argumentarea godeliană are caracter 
transcendental, căci adevărul axiomelor teoriei mul,ţimilor care ni se 
impune, ne constrânge să admitem exisrte.nţa unei percepţii a obiectelor 
teoriei mulţimilor, ceea ce în limbaj echivalent se numeşte intuiţie, 
care la rândul ei ca să f.ie explicată reclamă „presupoziţia admiterii 
unui da.t exterior, matematic, altul decât cel fizic". Şi descrierea acestui 
dat matematic este făcută, iară.şi, prin referire explicită Ia Kant : ,,Nu 
decurge, totuşi, deloc, scrie G6d2l [2], că datele de acest al doilea gen, 
întrucât nu pot fi asodate cu aoţiunea unor anumite lucruri asupra 
organelor noastre de simţ, ar fi ceva pur subieoti'V, a9a cum a afirmat 
Kant. Mai degrabă ele pot reprezenta de asemenea un aspect al reali
tăţii obiective, dar, în opoziţie cu senzaţiile, prezenţa lui în noi se 
poate datora unui alt gen de relaţie dintre noi şi re::ilitate''. 

S-a făcut observaţia că Godel are o concepţie complexă asupra 
cunoaşterii matematice, şi in primul rând despre intuiţie. Godel este 
interesat nu numai de Estetfra transcedentală, care, cum se ştie, asuma 
,.diversul imediat al intuiţiei matematice", ci şi de Analitica transce
dentală din care preia ideea despre ,,constituirea obiectelor fizice din 
diversul experienţe senzoriale şi intuiţiei prin sinteza înţelegerii -
baza aplicabilităţii categoriilor". Dar îl separă pe Kant ceea ce se 
numeşte ,,sinteza matematică intelectuală" care unifică di versurile ma
tematice imediat date si dirver.mTile consti,tuite de sinteza matematică. 
!n încheierea· acestui aspect deşi Godel procedează la o expunere meta
fizică a conceptului ontologic de realitate matematică şi a sugerat chiar 
posibilitatea unei deducţii transcendentale a postulatului continu.ului, 
dată fiind dependenţa acestei deducţii de logica dasi:că a fosit valori
fi·cată insuficient. 

Dar, revenind la logicil';,ti, ceea ce îi separă de Kant este soluţia 
dată la problema naturii propoziţiilor matematice, soluţia logicistă fiind 
consonantă cu obiectivul progr-.1mului de reducere a matematicii la 
logică. Contrar concepţiei kantiene, logiciştii au susţinut ideea carac
terulllli sintetic a priorii al enunţurilor ma-tematice, în speţă al celor 
aritmetice. Benacerraf şi P.utnam [1] consemnează două accepţii ale 
termenului analitic în cuprinsuJ fHosofiei kantiene : a) urmând (sau 
care urmează) din legea non-contradicţiei ; b) adevăr logic de forma 
„toţi A sunt B", caz în care conceptul predicatului es,te implicat de 
cel al subiectului. Quine [1] observă unele defecte ale conceptului 
kantian de analitic : ,,Kant a conceput enunţul analitic ca un enunţ 
care nu atribuie subiectului lui ce,va în plus faţă de ceea ce a fost deja 
conceptual conţinut în suibiect. Aoea5tă formulare are două defecte : 
se limitează la enunţurile de forma subiect-predicat şi apelează la 
noţiunea de conţinere, care rămâne la nivel metaforic. Dar intenţia lui 
Kant evidentă mai mult din utilizarea noţiunii analiticităţii decât din 
definiţia ei poate fi reformulată astfel : un enunţ es.te analitic atunci 
când el este adevărat în virtutea sensurilor şi independent de fapte". 
Dar noţiunea analiticităţii devine neclară prin prezenţa termenului• 
obscur de sens. 1n cele ce urmează nu ne interesăm de destinul pro
gramului logicist, ci doar facem remarca referitoare la conexiunea din
tre acest program şi anali,tidtatea, şi ca cel mai mare şi dificil „da.cc'i", 
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acela al analiticităţi:i. axiomelor teoriei mulţimilor, şi avem în vedere 
statutul neanalitic al axiomei infinitului şi al axiomei alegerii. Să men
ţionăm mai cu~ând că în istoria postkantiană a analiticului, un moment 
care a fost mult comentat îl reprezintă teza „dizolvării sinteticului a 
priori" kantian. Dar cercetări mai recente în logica cuantificării, între
prinse de Hintikka, reabilitează noţiunea kanti·ană a sinteticului a priori. 
Să reamintim că pentru Kant esenţa metodei matematice era folosirea 
construcţiilor, adică introducerea reprezentanţilor individuali distincţi 
de conoeptele generale, ceea ce făcea argumentele matematice sin
tetice. Or, în accepţie kantiană analiticul poate fi formulat astfel : ,,un 
pas argumentativ este analitic dac,i el nu introduce noi indi
viduali în discuţie". Reabilitarea sinteticului a prior-ii kantian 
este descrisă de Hintikka [1] în termenii următori : ,,Putema acum să-l 
justifiicăm pe Kant. Ceea ce înţelegea el când considera că argumen
tele ma,tematice sunt normal sintetice era perfect just. Prin argum2nte 
matematice el înţelegea în primul rând modurile de raţionare care sunt 
astăzi tratate în teoria cuantificării. Dar tocmai s-a văzut că multe 
moduri de raţionare cuantHicaţionale sunt inevitabil sintetice într-un 
sens natural al cuvântului. Acest sens este de altminteri, strfins legat 
de intuiţiile lui Kant, deoarece s-a arătat în prima mea expunere că 
grupul III al sensurilor anaMicităţii poa'1e fi considerat ca o foarte 
bună reconsfrucţie a noţiunii kantiene a analirticităţii a.şa cum a utili
zat-o Kant în, fHosofia matematicii''. 

HHbert, întemeietorul forrnalismulwi a fost influenţat de Estetica 
transcendentală dar şi de Dialectica transcendentală ; din prima ia 
intwţia ca vpercepţie a semnelor pe hârtie", din a doua se inspiră 
privind abordalrea infin•itului, totalităţile infinite actuale fiind cores
pondentul ideilor raţiunii. Rolul «infinitului» în lucrările lui Hilbert 
este comparat cu cel al unei «idei» a raţiunii. ln filosofia kantiană 
infinitul transcende experienţa şi o completează. Teoria infinitului 
actual diferă de matematica constructivă, însă nu trebuie respinsă ci 
considerată „cea mai admi::rabilă înflorire a spiritului matematic... Din 
paradisul lui Cantor nu trebuie să ne alunge nimeni". (Hilbert [11)
Influenţa concepţiilor kantiene asupra lui Hilbert, trebuie urmăriită nu 
numai în legătură cu intuiţia, dar .şi cu abordarea naturii infinitului 
mn.tematic. ,,Ea este prezenrtă într-un s~ns mai complex încât s-a spus 
că tentativa lui Kant de a oferi o demonstraţie a consis,tenţei unei 
ştiinţe deterministe, folosind teza «omul este liber», poate fi conside
rată o anticipare a programu[ui lui Hilbert despre consi9tenţa mate
maticii care după cum se stie, admite numai propoziţii cu caracter 
finitist: ci şi' propoziţii despre· totalităţi infinite (noţiuni ideale). Desigur 
complexitatea filosofică a programului hilbertian nu este acoperită ele 
kal1Jtianism, căci după cum se ştie, s-a afirmat că Hilbert a sus.ţinut o 
poziţie nominalistă în fundamentele matematicii" (M. Ţurlea [1]). 

ln problema naturii 11w.tematicii, Hi11bert folose~te o terminologie 
apropiată de cea kantiană. Conţinutul matematicii ne este dat în repre
zentare ca obiecte extralogice concrete, care există intuHiv „ca trăi·re 
efectirvă nemijlocită înainte de gândire". Conţinutul real al matematicii 
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constă în elemente intui,ti,ve, concrete. ,,Dar atitudinea filosofkă funda
mentală care structurează programul formalist al lui HiLber:t este de 
o complexitate deosebită, căci ea reprezintă o expresie manifestă a 
nominalismului, tincturată de un kantianism specific care ne pare 
relevant de o filosofie instrumentalistă a ştiinţei, întrucât propoziţiile 
ideale, fiind fără semnificaţie ontologică pentru matematică, facilitează 
numai raţionamentele despre mulţimi finite" (M. Ţurlea [1]). 

Brouwer a susţinut ca şi Kant că adevărurile matematice (teore
mele matematice) sunt adevăruri sintetice a priori. Intre cele două 
intuiţii - cea a spaţiului şi cea a timpulwi, Brouwer a aoceptat-o pe 
ultima şi a făcut asta plecând de la fenomenul geometriilor neeudi
diene, care, cum se ştie, au infirmat apriorismul spaţiaJl kantian. El a 
considerat că aritmetica, şi prin intermediul ei, întreaga matematică 
poate fi deviată din intuiţia timpului. Cum notează K. R. Popper [1] : 
,,Nu avem nevoie de ea (intuiţia pură a spaţiului), spune Brouwer, 
întrU1cât noi putem aritmetiza geometria; putem lua ca fundament 
teoria aritmeticii a lui Kant si doctrina sa că aritmetica este întemeiată 
pe intuiţia pură a timpului".' Brouwer l-a considerat pe Kant ca unul 
dintre precursorii remarcabili ai intuiţionismului, de la care a preluat 
„intuiţia timpulu:l". Dar şi aceasta a avut un destin asemănător celui 
al intuiţiei spaţiului, care în lumina teoriei relati'Vităţii a lui Einstein 
a fost supusă unor coreeţii ; ideea kantiană a unui timp unic nu mai 
poate fi sustinută, ca si cea a simultaneitătii absolute. Si chiar dacă 
luăm în co~siderare c~nsecinţele epistemol~gice ale geo~etriei neeu
clidiene şi ale relativiză,rii einsteiniene, care, poate, ar fi modifirat 
oarecum concepţia epistemologică a lui Brouwer, oricum nu se poate 
contesta prezenţa unui fond kantian de gândire în filosofia brouweriană 
a matematicii. Caracterul inva·riaibil al intuiţiei de tip kantian a inspi
rat doctrina brouweriană despre intuitie ca sursă infailibilă a cunoas
terii, un element puternic corectat de 

0

progresul cunoaşterii (geometriiie 
neeUJClidiene au pws în discuţie legimitatea intuiţiei euclidiene kan
tiene). Şi intuiţia set teoretică a suferit modificări datorită teoremei 
lui Lowenheim-Skolem. De asemenea, t€oremele de incompletitudine 
(Godel, Church, Rosser) au avut un impact deosebit în înţeleger€a 

conceptului de „realitate matematică" sau de ,,intuiţie intersubiectivă" ; 
repercursiunile asupra concepţiei lui Kant şi asupra rolului ei în filo
sofiia matematicii actuale devin evidente atunci când procedăm la ana
liza implicaţiilor ontologice şi gnoseologi.ce ale acestor importante 
rezultate logic~, metalogice şi metamatematice. 
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EXISTENCE AND TRUTH IN M!ATHEM!ATICS 

Summary 

The conceptual thematic unity of this part is given by irt „own care" -
existence and truth. The problem of mathemati,cal existence is centrally relevant 
to the ontology of ma,thematics and therefore ut is an essential theme i-n the 
philosophy of mathemartics today. 

Among the most significant aspects of the investigated theme (subject) we 

can mention : the nature of mathematical entities, the status of mathematical 
entirti,es both these problems being examine::I in connection with the ontology 
of abstract objects; the connection between the theme of mathematical existen~ 
and that of thruth ; the foundational crisi<S of mathematics and the paradoxes, 
the connection between mathematical objects and the formal systems as they 
are shown by theorems, which are relevant to the ontology of mathematics, 
the problem of the infinirty. The above mentioned problems are attacked turning 
în.to account the controversy between the great foundationist programmes of 
mathematics : logicism, formalism and intuitionism in connection with their 
ancestors from general philosophy : realism, nominalism, conceptualism. Dealing 
with this problem is the „scenario" (script) of the foundaitional research to which 
the author subscribes „mixing" researohes belonging to the philosopliy of mathe-
m.atics and sometimes even geneiral philosophy. 

'Briefly speaking this research combines whart the author called in his 
previons books „fundationist approaches•' wirth „foundational approaches", the 
former being by far more philosophlcal, but they are accompanied by meta
theoretical and methodological researches; while the latter are philosophically 
neutral and they have a strong logica! an:d marthematical character. 

The founda,tionist programrnes deal with the problem of the natu.re of 
m.athematical objects, whi-le foundational sistems speak about the status of 
mathematical entities. thei;r way of „manipulating". 

The foundatuonal systems of mathematics analysed in the book are „the 
famous" axiomatic systems of the set theory and cover the area of what author 
calls foundational approaches. The foundational systems deal wi1:h the study 
of the struoturral and orgarnizational aspects which are significant to distinguish 
fundamentai! objects from dericved ones. 

In the foundational. systems which have been studied Z. ZF. von Neumann. 
Bernays, Godel, the set is the founclamental mathematical objeots. Its connection 
with other mathematical objects such as number, funotion a.s.o. are alsa studied. 
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The prospect (outlook) of the phiJ.osophy of mathematics is more striking 
in examirning philosophicail conception about mathematicail existence and maithe
matical truth sharecl by the great founc:Lartionist programme:s - logioism, forma
lism, inrtuitionsim. This point of view is aJso present in dealing with mathe
matical realism as platonism, of epistemological ddfficulties of this trend, of 
this relaitiorns with foundations of mathematics. The aurthor makes some remarks 
favouring the „pluralistic realism", the data of mathematical practice and the 
results of metamathematics and also using conclusions drawn after examining 
the difficulties met by the great programmes - logicism, formaHsm, irntuitionism. 

An opportunirt:y favouring the philosophy of mathemartics is offereJ by the 
author's remarks on the onrtology of abstract objects. The a~hor takes as a 
premise the faot the problem of mathematical exist:.ence transceds the one of 
the foundaitions of mathematics and that i,t has been a subject (theme) of 
thinking as great as the most important classical problems of the famous phi.Jo
sophers of all limes : Platon, Aristotel, Descartes, Leibniz, Kant. 

The ontology of abstract objects (m.aithematical objects are a sort of abstract 
objects too together with the logica! ones and other theoretioal constructs) sends 
us to the old „problem of universal~•'' having a long tradJrt:ion in philosophy. 
This problem was a reason of putting face to face great phiJosophical ideas, 
phiilosophical positions : realism (platonism), nominalism, conceptual.ism which 
echoed in the present day philosophy of mart:hematics, in logicism, formalism. 
i111tuitionism. 
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