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Introducere

Problemele de calcul integral din aceasta culegere, elaboratia pe baza
programci analitice a cursului de Analizd matemematica pentru facultdgile
de chimie, reprezintd aplicatii la "Cursul scurt de Analizd matematici pen
tru chimigti” tiparit la Editura Universititii Bucuregti de Conf.dr.Paraschiv
Balea.

Culegerea de probleme de caleul integral contine probleme rezolvale,
structurate pe urmatoarele capitole: integrale Riemann, integrale iinproypiii
gi cu parametri, integrale Euleriene, integrale curbilinii, integrale duble gi
triple, integrale de suprafata.

La inceputul fiecdrui capitol sunt prezentate cele mai importante repere
teoretice.

Cartca sc adrescazd in special chimigtilor, dar cste la fel de utila tuturor
studentilor de la facultdtile tchnice gi cconomice, ca gi cclor care vor si gi
desidvargeasci prregitirea matematica prin rezolvarea de probleme.

in vederea publicirii unei noi editii, autorii multumesc anticipat tuturor
celor care prin observatii gi sngestii vor contribui la imbunatatirea cartii.
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Capitolul 1

Integrale Riemann

Teorie

Definitia 1.1 Fic f: I C R R. Spunem cd [ admite primitive pe | dacd exisia
F:1CR - R astfel incdt

F'(x) = f(x) Ve e 1.

Observatie
Orice altd primitivd Fy a lui [ (adicd F| = [) difevd de I’ printr-o constantd.

Multimea tuturor primitivelor se nolcazd
/[(;r)lla' = F(a)+ (.

Definitia 1.2 Fie [a,b] C IR un interval. (g, 0y, 79, ..., 0,) s numeste diviziune a lu
[a,8] dacd '

(a=axp<y <ap<...<x, =b).
HAN = waxte, - ri g FE

se numegte norma hu A.
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4 CAPITOLUL 1. INTEGRALE RIEMANN

Definitia 1.8 Fie functia f : [a,b] — R,a,b € R, A = (zo,z),...,%,) 0 diviziune a

intervalului [a,b] i (&);¢, ,, un sistem de puncte intermediare

(zioy <& < pentru 1 <i < n).

Numadrul real

oalf, &) =Y f(&) (i —zin)

i=1

se numegte suma Riemann asociatd functiei f, diviziunii A gi punctelor intermediare

(&)i-

Definitia 1.4 O functie f : [a,b)] — R este integrabild dacd ezistd un numdr real I cu
proprietatea c¢d Ve > 0, 3n > 0 astfel incdt pentru orice diviziune A = (zg,2y,...,2,) @
intervalului [a,b] cu ||A|| < 5. §i orice puncte intermediare z;_y < € < z;,i € (1 <i <
n) are loc inegalitatea

loa(f,&) =1l < e

Numdrul real I se numegte integrala (sau integrala definitd) a functiei f pe intervalul

/,, g f(z) de.

1)Dacd existd, integrala este unic determinatd.

[a,b] si se noteazd

1.5 Observatii

2)Orice functie integrabild este mdrginitd.

Teorema 1.8 Formula lui Leibniz-Newton.Fie f : [a,b] — IR, o functie integrabild

care admite primitive pe [a,b]. Atunci, pentru orice primitivd F a lui f are loc egalitatea
b
/ flx)dx = F(b) — F(a).
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b

1.7 Propriet#ti 1)Dacd f,g : [a,b] — IR sunt doud functii intcyrabile, iar A\, p € IR,

atunci Af + pg este integrabild gi
b ) b
[0t + nstende =2 [ f@)ds+u [ otards
2)Dacd f : [a,b] — IR este o functie integrabild pozitivd,
f(z) > 0,Vz € [a, d]

atunci
b
/ f(z)dz > 0.

3)Dacd f,g : [a,b] — IR sunt functii integrabile astfel incdt

f(z) 2 g(=),Vz € [a,]

[ 1@ [ oarie

{)Fie f : [a,b] — R si c € (a,b) astfel incdt restrictiile lui f la [a,c] si [c,b] sunt

atunct

intcgrabile. Atunci f este integrabild gi
b c b
/ i) we / f(z)dz + / f(z)da.
Teorema 1.8 Orice functie continud f : [a,b] — IR este vintegmbild.

Teorema 1.9 Formula de integrare prin pdr{i.Dacd f, g : [a,b] — R sunt doud functii

dervivabile, cu derivate continuce, atunci

b b
/ e\ ey de = faigta)lt ~ / o(z) f'(x)dz.
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6 CAPITOLUL 1. INTEGRALE RIFMANN

Teorema 1.10 Formula de schimbare de variabild Vie [ M continud @1

@ lah] 2]

(1 c ) derivabild, cu derivala conlinud pe |a, b|. Atunci

w(b)
/ Tlp(t)) - (1 dl = / f(x)dr.
()

1.11 Aplicatii.

! Curbe in coordonate carteziene.

(a) Aria determinatd de curba (AB)y = [(r), ara O gi pavalelele la Oy

rt=a,r=bheste

A= ./: [(x)dz.

Figura 1

AE/'/“:

— R 1

ol @n oo x

(b) Lungimea arcului (AB)y = f(x) este
h e e e e e
= / V1 + [i(x) de.

(¢) Coordonatcle centrului de greutate ale placit plane omogene din figura de la

]

punctul fa)sunt

[y P (x)dx

""»'J(,'Z = A

180 b

T =

Jo rf(x)d
A
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7

(d) Volumul i aria laterald ale corpului de rotafie obfinut prin rotirea tn jurul

azrei Oz a arcului (AB)y = f(z) sunt:
b b
V= w/ fi(z)dz, A, = '27r/ f(z)V/1 + f'(z)dz.

(e) Aria limitatd de curbele (AB)y = f(z),(CD)y = g(z) si paralelcle la Oy,

z = a,r = b este:

A= f (f(2) — 9())da.

Figura 2

= B

A i
{ y=8(x); D

C: :

S

0l @0 w9  x

(f) Coordonatele centrului de greutate al pldcii plane omogene din figura prece-

dentd sunt:

_ [ 2(f(z) — g(=))de

Ig = Al "Y¥o =

L [2(f2(z) - ¢(z))d=
i .

2. Curbc tn coordonatc polare.

(a) Aria limitatd de curba (C)r =r(0),0, < 8 < 8, este:

1 [
A== / r3(8) 6.
2 Jo,

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



CAPITOLUL 1. INTEGRALE RIEMANN

Figura 3

-
v

(b) Lungimea curbei (C)r = r(0),6, < 0 < 0, este:

I= / " V/72(0) + +3(0) do.

6,

Figura 4

—
v

Pentru alte aplicatii se folosesc formulele carteziene (cazul (1)) in care se face

schimbarea de variabild ¢ = r(0) cos 8,y = r(0)sin 6.
3. Curbe reprezentate parametric.

(a) Aria imitatd de curba inchisd

(';{ == et

v =g(l)
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este

A= / " g(t)- F(1) d.

3]

(b) Lungimea curbei

C: { == J) , L€ [ty,ta]
y=g(t)

este

= | W orroor

Se obs.ervd' cd aceste formule se deduc din cele de la cazul (1) in care se face
schimbarea de variabild z = f(t),y = g(t). In acelagi mod se pot stabili formule gi
pentru celelalte aplicatii.

1.12 Intcgrale directe.

n+l

1. / o(2)* ¢'(z) dz = ‘°(“) 40
2 / (z) dz 2ve(z)+C

s / ""(’) dz = Injp(z)| + C

4 /e“’(‘) @' (z)dz = /® 4+ C
T ’ ast*) |
5. /a""-go(z)dz:-m+0(a>0,a#l)
6. /a-in w(z) - p'(z)dx = —cosp(z) + C
7. /cos o) - ' (x)de = sinp(z) + C
elle) .
8. / coetgle) dr = tgp(z)+C
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10 CAPITOLUL 1. INTEGRALE RIEMANN

9. /ﬁ%dx = —ctgp(z)+C
10. /ﬁ:%dm=In‘tgf%‘£2 +C
o'x) p(z) =«
-11. /Wdz—lntg( 9 +4) +C
12. /(Pz—g%)—a;dw = %arctg@ +C
) 1, |e(z)—a
o et e
¢'(z)

dr = arcsin WE::) +C

¢'(z)
15. /Wdt = In|p(z) + Ve*(z) £ a?| + C

1.13 Integrarea fractiilor rationale.Fie P(z) si Q(z) doud polinoame cu coeficienti
reali. Integrarea fractiilor rationale g&%, unde gradul lui P(x) este mai mic decdt gradul
lui Q(z) (dacd nu este aga, se face impdriirea polinoamelor) se face prin descompunerea
intr-o sumd de fractii simple, care, in functie de rdddcinile lui Q(z), pot fi de forma:

A

9
T — Xg

(A€ R)
dacd z¢ cste o rdddcind reald simpld a lui Q(z).

A, 4 Ay i A,
-z (z—20)2 ~(z—z0)

S

pentru rdddcina reald zo multipld de ordinul p a lui Q(z) (A; € R,i =1,p).

A B
3. —2L,A,B€R
“+pr+gq

dacd 2 + px + q este factor in descompunerea lui Q(z) avind rdddcini compleze

(conjugate) simple.
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L A e A
‘ 2 4prbq (2 prdq)? 0 (e prbogt
pentru rdddcinile complere multiple de ordiwul k ale Tua a? | pr i g (A, o

pentrui = 1,k).

EXEMPLI.

- _,_'FAT_ -}_21.1{:1 +5 - _

(e )(x 4 2) (e 1) (x — 2)3 (22 4 1) (2?4 A)? N
Al Ag A3 /‘4 A5 446 .“7

-.r—':r+l+.1'+2+ + — {

r—1 (xr-1) T : (r 2V !

n Ag ' Agz + Ayo n Az + Ay | A_B_Ij./__\_u
(x —2)? r? 41 241 (x? +1)?

1.14 Pentru rationalizarea unor integrale se recomandd urmdtoarele schimbdarr d. rars

abild care conduc la integrale de func{ii rationale:

R

R m,\/u:’—az) dr , r = -

cost

R{x,\/x? + prx +;) dr, /ol +prtq=1-=x

-~

=

/ R (m, —a? 4 px + q) de , /—(r — ) (x “x) =la xy)

6. Integralele binoame
/w"‘(u;r" + b)" dw

unde m,n,p € € se pot reduce la rafionale in urmédtoarele cazuri:

(a) peEZ
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CAPITOLUL 1 INTEGRALE RIFATANN

v |
(h) p= B‘-,p,,m €7, 'L—t- € Z.
|15 n

Se face schimbarea de variabild ax™ | b= 1",
1 ;
(c) p:E-,p.,pzel.
P2
Se face schimbarea de variabild Q%ﬂ’ = {12,
7. Integralele trigonomelrice

/ R(sin @, cos x)de

sc transformd in integrale rafionale cu schimbdrile de variabile:

(a) Dacd R( sinz, - cosx) = R(sinx,cosx) alunci se face substitulia

tgx =1, deci sinx = cosw =

(b) Dacd R(—sinx,cosx) = — R(sinx,cosx) se face substitufia cosx — 1.
(c) Dacd R(sinx,—cosz) = R(sinx,cosx) se face substitu{ia sinx = 1.

(d) Dacd nu sunl indeplinite condt’tiiir precedente se face substitujia

, x 1 i deci si 2t I
-—= H Ct SINL = ——. 08 = ———.,
gy =h s de I LA I
Probleme rezolvate.

I

T +4 x+ 1 dz
= e e e f__PF . paa % o
,/:r’{-?.r-{--")lr .1:’-1-217+5r’ J (e +1)24 22
1
=3 In(a® 4 22 +5) + g arclg i—}l +C.
2.

! = / cosirdr = / !i$2—m‘d;r, = %:r } % .ez:rl 2x + (.
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dr e *dx 1
= —_— —_— b€>z %
! /ae’+b /a+be" bln(a+ JHE

4, I= / .zarctgz:dl = [ arctgz(V1 + 2?)dz =

/ 2 P
=arctgz\/l+a:7—/ AL dx = arctgzV1 + 22 — Injz + V! + 22| + C.

1422

. VZ+2
. I—/sx/_(\/'+1)d

t3+2 g g t 2
= ———6t°dt= | ([t — ——+— ) dt
. 6t5(t2 + 1) 4 /( t2+1+t2+1)

i t2+1 2
t
I= 5~ %ln(t2+ 1) +2arctgt + C.
L 4 d 212 :
6. I=/ sin” T cos zd:c:/ (1 — cos*z)? cos* z sinx dz =
o 0
b
cos“"z§+‘2cos7x cos’z| 1 g+l_i
5 |y 7 9 | 5 79 315
0

7. S& se calculeze aria cuprinsd intre curbele de ecuatii:

=4y, 2 +y* - 8y = 0.

— 4z

4
)+211 =—(§’—4+2I|

1]

4 7.2 314
.4=2/ (L—4+\/16—:r“)dr=2 T
L\ 12|,

y 3 5 2
1.:/ \/16—;1.-7d1:=/)4co.st-4costdt=16/ Lt;“—w‘“
0 0 °
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CAPITOLUL 1. INTEGRALE RIEMANN
=48t
4 ) 5
Iy = 8|2 +A4sin2l|” = dn
0
A=8r %
Figura 5

8. Fie cicloida
T =a(t — sint)
C: , L €0,2x].
y = a(l - cost)
S& se calculeze aria limitatd de o arcadi cicloidald gi axa Ox s lungimea unei

arcade cicloidala.

2na 2
A= / ydr = / a(l — cost)a(l — cost)dt =
Jo

Jo
2n
] 8 21
= 112/ (I — 2cos t + 'ico‘l ) dl =
0 2
l 3 i o l 2
=a’ | =t —2sint] 4 -swin2t| | =3na’.
2 0, G 1 ; ;

07

27 ey 2r R
| = / \/412(1 —cost)? + a’sin?ldl = a \ﬁ(l — cost)dl =
Jo

JO
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2r

2r ! i
= 2a/ sin—dt = 2a(—2cos=)| = —4a(—-1—-1)=38a.
i 2 270y

Figura 6

(2ma0) > x

9. Se considera cardioida
(C)r = a(1 + cos8) (a > 0).

Sa sc calculeze aria limitatd de cardioid3 si perimetrul cardioidci.

Figura 7

o

L[ n 7
A=2. ;/ a*(1 + cos0)do = a?/ (I + 2cos 0 + J eos 20 20
(1] 0

2
. " ‘ b )
“3( ‘—!0 ) - dra
2 2
0
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16 CAPITOLUL 1. INTEGRALE RIEMANN

l= 2/ Va2(1 + cos 8)? + a2sin?6 df = 2a/ V2(1 + cos 8) do =
0 0

= 8a.
0

f 0
= 4a/0 cosgdﬂ = 4a- 2sin§

Probleme propuse.

1. S& sc calculeze primitivele:

r—1

S (R~ o T
(b) / tg’z dz

sinsz

dz

() cos’z

(d) / 1 +d:osz

() / %ﬁ.(a, be R)

4z dz
(T4 2)(1 +22)2

(f)

(8) / \/Txi—:;dw
(i) / Va¥ +aide

PR fnrra
: zvV—22+ 5z — 6
(k) /1_‘;*1"_‘5,13,

l +cosz
m) / sinweos v d

cos v dx
sindx + cosdx

(m)

2. 54 se calculeze aria limitaty de curbele:
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(a)

2:_4
C: ¥ ‘
y=1
(b)
2
C': ! '
?y+y—-2=0
(<)
y=2x-4
R ( )
z=3y

3. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al suprafetelor mirginite de

curbele:
(a)
'2=4
G ¥ ’
r? =4y
(b) (
y= 7=
g=0
C: ¢
z=0
‘J?z: 22
(<)
55 i D .
Gz y ‘
y=ur?

4. 54 se calculeze volumul obtinut prin rotirea in jurul axei Oz a curbelor:

(a) y=2r-2"(y>0)
(b) y=arvhael <r<e
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I8 CAPITOLUL 1T INTEGRALE RIPAMANN
5. Se considera curba
r = aveos 20 (lemmiscata)
(a) SA& se calculeze aria limitata de curha

(b) S& se afle perimetrul curbei.

6. Se considera curba.

T = acos’
C: (astroida)
y = asin’t

(a) S& se calculeze aria limitat& de curba.

(b) S& se afle perimetrul curbei.
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Capitolul 2

Integrale pe interval necompact

Integrale improprii.
Teorie

Definitia 2.1 1. Fie[a,b) C R (b finit sau nu) gi f:[a,b) — IR o functie integra
bild pe orice interval compact conlinut in [a,b). Pentru u € |a,b), punem
L
I(u) = / f(r)da.
Dacd
lim F(u)
N-sh—0)
eristd gi este finitd, spunem cd funclia [ este integrabild pe [a,b) si notdm
b0
/ f(x)dr = lim F(u),
Ja u—hb-0

iar despre integrala
b-0
/ f(x)dx

spunem cd este convergentd. In caz contrar, spunem cd

h-0
/ Pleilz

19
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CAPTTOLUL 2 INTEFGRATE DL ANTERVNL NFCONT N
esle divergenta

Fie (ab) ¢ R (a finil sau nu) si [ < (a.b] > B o functrc nlegrablic pe orie

inlerval compact confinul in (a b, Penteun € (a bl punem
3
I'(n) = / [(r)dr
n

Daca

lim  F(n)

n-rafl)

existd gi este finitd, spunem cd functia [ este integrabild pe (a,b) st notam

b
@ f(r)dr = lhim I"(n),
Jayo n a0

iar despre inlegrala
b

f(r) dx

Jat0
spunem cd esle convergentd. In caz contrar, spunem cdi

b
f(7)dx

Ja40

este divergentd.

. Fie (a,h) C M gi f:(a,b) > R o funciie integrabild pe orvice interval compact

con{inut in (a,b). Dacd penivu ¢ € (a,b), integralele
r b-0
frdesi [ ()
Jaro Je
sunt convergenle, spunem ¢d funclia [ esle infegrabild pe (a,b) st noldm

ho0 c h o
/ f(r)dr = f(r)dx / f(x)dx,
Jajo Je

Ja40

h-0
/ ) da
Jayo

iar despre infegrala
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spunem cd este convergentd. In caz é¢ontrar, spunem cd
b-0 )
[ tayds
a40 45

este divergentd.

Definitia 2.2 Fie [ : [a,b) — IR o funclie inté;érabih‘i pe orice interval compact

continut in [a,b). Dacd integrala

[ lf(r)ldrv' _

este convergentd, spuncm cd intcgrala
b-0 :
J(x)dx .-

este absolut convergentd.

Propozitia 2.3 Fie f,g: [a,b) — R doud funciii.integrabile pe orice interval compact

conjinut in [a,b). Dacd integralele

b—0 h=0:"

f(.r)d‘r §1/ _(i(:r)dz

sunt convergente, atunci gi intcgralcle

a

b-0 - b—o"'
/ (f(x) + g(z)) dx gi / ‘af (v)dr, 0 €

sunl convergente gi

b—0

b-0
/ (f(z)+g(x))dr =

= b0
f(z)dx + / glr)dr

b0

b-0
/ af(z)dr = a f(.l)d.z
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22 CAPTTOLUL 2. INTEGRALE PEINTERVAL NECOMPACT

CRITERII DE CONVERGENTA

Teorema 2.4 Iie [ : [a,b) s M o funclic inteqrabild pe orice interval compact

h-0
/ f(x)dr

este convergentd dacd gi numai dacd pentru orice ¢ > 0, existd b, € [n,h) astfel incal

continut in |a,b). Integrala

pentru orice by, by € (b, b), by < by sd avem

by
f(x)dxr| < e
b,
Teorema 2.5 Fie [ : [a,b) —> M o funciic integrabild pe orice interval compact

continut in |a,b). Dacd integrala

| /h o

este absolut convergentd, atunci ea este convergentd.

Teorema 2.6 Teorema de comparatie I.
Fie [,g: [a,b) — R doud func{ii integrabile pe orice interval compact continut in

[a,b) 5 0 < f(x) < g(x) peniru orice x € [a,b).

1. Dacd
b0
/ Y

[ " fe)de

/h fz)de < ./ub'"gmdw.

este convergentd, atunci gi

cste convergentd gi
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2 Daed

h-0

/ f(x)dr
h-0

/ g(:r) dr

este divergentd, atunci g1

este divergentd.

Teorema 2.7 Teorema de comparatie 11.
Fie f,q: |a,b) — R, doud functii integrabile pe orice interval compact conlinut in

[a,b). Dacd existd
atunci integralele

au aceeasi naturd.

Teorema 2.8 Fie [,g: [a,b) —» R doud funclii reale. Dacd funclia [ este continui
pe [a,b), functia
I"(u)z/ f(x)dx

este mdrginitd pe [a,b), funclia g este monotond pe |a,b) si
h x) =0,
im_g()

alunci integrala
b-0
/ f(x)g(r)dx

este convergendd.
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Teorema 2.9 [ [ g |a.h) s M2 doud funetis veale. Daca funcfra | ecte confinua

h o
/ f(r)dr

esle convergentd gi funciia g este monotond pe a,b) alunei inteqrala

pe fa b)Y, integrala

ho0
/ f(r)g(x)dr
este convergenta.

Teorema 2.10 Teorema de integrare prin parti.
Fie f,g: |a,b) —+ R doud functii veale devivabile pe |a,b) cu devivata continui pe
|a,b). Dacd eristd gi este finild

'.i.'h'f.. f(x)g(r)

$t dacd una din inlcgralele

bh-0 b0
/ f’(.r)g(:r)d.r,/ f(x)g'(x) dr

este convergenld atunci gi cealaltd este convergentd gi

0

h-—-0 h
/ f(-r)y'(m)d.«r:J'_Ij;,r‘n»"_/(rr)y(r)—-f(n)g(ﬂ)-*/ I'(x)g(x) da.

Teorema 2.11 Teorema de schimbare de variabili.
Fie f :]a,b) — M o funclie continud pe [a,b) si o : [a,B) IR o funclic straet

eresciatoare derivabili, cu derivata continud pe |o, 3) astfel incat p(a) = a g
lim o(t) = b
1—3-0

Dacd wna din integralele

h 0 A0
[ [ e
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e
s ) |

este convergentd atunci gi cealalld éste convergentd gi.

b0 A-0
/ thr=/ S0 (8) dt.

2.12 Observatie. Criteriile de convergen{d emmiale mai sus se referd la infervale
de forma [a,b) C IR. Acestea se transpun fird modificiri esenfiale gi la intervale de tipul

(a,b].

2.13 Criteriul integral al lui Cauchy.
Fie f : [a,00) —+ IRy .Dacd functia f este descrescitoare pe |a,00), atunci inlegrala

/ﬁ0 f(z)dx gi seria Z[(n),

n=p
‘

undc p cstc cel mai mic intreg pozitiv mai marc decdl a,au acccagi naturd.

Probleme rezolvate

S4 se studieze convergent{a urmitoarelor integrale gi in caz de convergent#

sd se calculeze:

i /"" dr
' 0 &9 + 8

Rezolvare

Functia

1
f:[0,00) — R f(z) = 5=

este continud pe [0,00), deci integrabild pe orice interval compact continut in

[0, 00).

Fie u € [0, 00) si
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Din

1
3 +8

deducem ca

INTEGRALE PEINTERVAL NECOMPACT

A Br+ C

B :rv—|<‘2+ x? %1+ &/1

(A+B)? + (-24 428 1 C)r 444420 = 1,

de unde rezulta ca

A+ B=0
2A4+2B+C =0
4A 4+ 2C =1
gi deci
111 1 z-4
P18 12742 1242 -2r+4
Atunci
Py =+ [ & -i/ kB
12 Jo =42 12 J4 2r + 4
1 1" 222 "
= —In(z+2) —— ————dr } - —_— =
gz + )0 24./,, 7 2c+4 ”4/,, (x—1)2+3
lln(1'+2)" lln(r2 21+4)"+ ! I‘T—l"
= —In(x — —In(x* - 2z ——arclg——
12 A 5 4ﬁ "’Ji y
l 1
= n(u+2) 1712——In|u —2u+4|+ ln4+ —= =
\/- V36
]l (u+2)? " 1 tu—l+ ™
= —In——r—"— } —arclg—— + ——=
12 w2 -2u+4 43 g\/§ 243
gi
s n
lim F(u —0+———-—+ = —.
Deci integrala
/"° dz
o =3+ 8
este convergenta si
/°° dz  w
b 3+8 63
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~dr
/ '—I,a>0,n6m’
n :r"

Rezolvare

Functia
1

o

[ |a,00) —> R, [(2) =

este continud pe [a,00), deci este integrabild pe orice interval compact continnt in

[a,00). Fie u € [a,00) si

Pu) = /" c_lf _ nu-—lna a=|
" T '—};(u"" —a'" ") a#d
Deoarece
00 a<l
lim F(x) = s
e e a>|
intcgrala

este convergenta pentru o > 1,

/M(E 1 V-0
. T a-—1

I
|
8

gi divergenta pentru a < 1.

Observatie. Fie [ : [a,00) — R, o functie integrabili pe orice interval compact

continut in [a,00):

a)Daca A —

limz“f(z)=1¢€ (0, 00) pentrua >1,

[ rerae
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¥
este convergenti

h)Daca

lim " f(r) = 1€ (0, ~a)Ypentrua <1,

| / () e

atunci integrala

este divergenta.

h-0 )
[ wteen
@ —x)"

Rezolvare

FFunctia

[
[lacb) — R, [(x) = T

cste continud pe [a, b), deci este integrabild pe orice interval compact continut in

[a,b). Fie u € [a,b). Atunci

o de (b a) In(h -u) o=
l;v('l) = (-;————)'—' =
Ja - Z-I——i [(h-u) =" (b a) "] a#]
Deoarece
a> |
Iunu I'(u) = ,
i.L;(h’ a)’"" o<l
integrala

cste convergenta pentru o < 1,

LR _ | .
[ a5 =itae @

gi divergenta pentru a > |,
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Observatie. Fie f : [a,b) — R,,b € R, o functie integrabild pe orice interval

compact continut in [a,b).

a)Dacd

li;no(h —x)*f(x) =1 € (0,00) pentrua < 1,

atunci integrala
b0

f(z)dx

este convergenti.

b)Daca
Ii;no(b —z)" f(x) =1 € (0,00) pentrua > 1,

atunci integrala
-0

f(z)dzx

este divergenti.

b
/ -——dL—,GER

4o (x—a)*

Rezolvare

Functia

Fia = R () = ——

a)*
este continud pe (a, b], deci este integrabili pé orice interval compact continut in

(a,b]. Fie u € (a,b]. Atunci

Flu) /“ dx In(b—a)—In{u - a) a=1
u)= e ——
w (£ —a) —=lb—a)" —(u—-a)] a#l
Deoarece
00 a> |
lim F(u)= 3 :
u—a+0 l:"(b‘—ﬂ)l-a a<l
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integrala

cste convergenta pentru o < 1

b
/ i {!.r—u» = —»!-—(hr a)t
Joyo (- a)” | 7

gi divergenta pentri o > |

Observatie. Fie [ : (a,b] - M, a € R, o lunctie integrabild pe orice interval

compact continut in (a,b].

a)Daci

lim (r - a)"f(x) =1€ (0.00) pentrua < 1,

r—a+0

atunci integrala
b

f(x)dr

a40

este convergenta.

b)Daca

Iin‘U(J' —a)'f(x)=1€ (0,00) pentrua > 1,

r—a+

atunci integrala
b

[(z)dx

Ja40

este divergenti.

> dx
L Var 4 2r +2

Rezolvare

Functia
1

f:[0,00) — Ry, f(x) = NEEe e
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este continud pe [0, 00), deci este integrabila pe orice interval compact continut in
[0, 00).

Deoarece 0 < f(x), pentrn orice x € [0,00) gi

lim +” f(x) =1 € (0,00), pentrn a = |,

&r=—+00

comform teoremei de comparatie 11 gi execitiului 2, rezulti ca integrala

~ dr
l; vzt 4 2x 42

este divergenta.

 arctgz I
Jo (3™

Rezolvare

Functia
arclgzx

ST+ 77

este continud pe [0, 00), deci este integrabild pe orice interval compact continut in

[0, c0).

[:[0,00) — I, [(z) =

Deoarece 0 < f(x), pentru orice = € [0, 00) gi

’ o . z%arctgx m
lim 2 f(x) = lim e € (0,00), pentrn a =3 > 1,

r—00 r—00 \/m - 2

comform teoremei de comparatie 11 gi execitiului 2, rezulti i integrala

”  arclgz

‘ o VAt

este convergenta. Din

o

x
f(z) =arclgx (W) )
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r n

lion (v etg ) L -
oo \/(' i ) 9

gi teorema de integrare prin parti. rezalla ed

“ arclgr w /‘ | r
= e /J‘ = = 0 - = g 1,_" =
/n (' |2 )3/7 ‘ 2 N R B \/l b oa?

’

7l' ™ | ) m . | 1
= o === dr = = |||n © o | —= = |
2 [ ( \/_l }oa? 2 roe VI oa? 2

7 /‘ d.r_
' .mn“ t 1")\/;

Rezolvare

)

Functia
|

(11 a)/r

este continua pe (0,00), deci este integrabild pe orice interval compact continnl in

[ :(0,00) y IR f(r) =

(0, 00).

Deoarece 0 < f(x), pentru orice 2 € (0,00) si

“ 1
B b= Mo iy =1 & o) i =3 <

o

Jim w7t = Jion e =

comform teoremei de comparatie Il gi execitiilor 2 gi 4 deducem ca integrala

3
entrimov = = > 1,
: 2

/'“ dr

Joso (1 + 2)/r

este convergenta.

Din /1 =t avem cd o =12 Fie p : [0.00) —» M, (1) = 12 Functia ¢ esie stricl

'
crescatoare, derivabila. (1) = 21, cu derivata continud pe [0, 00),(0) = 0 gi

lim p(t) = oo.

1 —sney
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Atunci conform TEOREMEI DE SCHIMBARE DE VARIABILA avem ci

= dx o 1 ~ 2dt
— = ——20 dt =/ —_— =
/o+o(] +7')\/; Lm(l*‘t’)t o-m]*’t2 .

= 2arctgily = 2‘lim arctgt — 2arctg0 =«
—+00

/°° dx
140 TVZ2 — 1
Rezolvare

Functia

1
f:(l,oo) — ’f,f(:")= ;\/—;_,-i_—]-

este continud pe (1, 00), deci este integrabild pe orice interval compact continut in

(1,00).

Deoarece 0 < f(xr), pentru orice x € (1,00) gi

lim (z—1)"f(z) = {(x— 1)

. 1
r—140 rhm“ y(x —1)(x + 1) —\/—5‘

I

1
pentru a = 2 <1

gi
re
lim «“f(2) = lim ————= =1, pentrua =2>1,

r—00 r—o0 pv/a? — |

comform tcoremei de comparatic 11 gi exendtiilor 2 gi 4 deducem ¢d integrala

= dr
140 .I'\/.’l" -1
cste convergenta.

Daca fﬁ— =t, atunci @ = H’:—; Fie p : [0,1) — R, (1) = :—_:; Functia ¢ este
strict crescitoare, derivabild, ¢'(t) = ‘—‘_"+,); cu derivata continnd pe [0, 1), p(0) =
1 si

!?_l.lll‘p(f) = oo.
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Atunci conform TEOREMEI DE SCHIMBARE DE VARIABILA avem cX

/"~° de /"" L 4 /'"" 2dt
|+o:r\/zi—l_ o 1+1t2 2t (1 —1?)? BT T R
w m
= 2arcigt|y = ‘JZ -0 = 3"
/ "¢ Tde,ne€ N
0
Rezolvare
Fien € IN, functia f : [2n,00) — R,
f(x) =

g:[2n,00) — R, g(z) = z"ei.
Deoarece functia f este continud pe [2n,00), integrala

[
n

este convergentd.

(Iim F(u) = lim / e fdr = lim (~2e~i|‘;") ==2e“")

Uu—00 u—00 2n u—00

iar functia g este strict descrescitoare pe [2n,00) pentru ci

gz} = 2* (’;f_ %)

gl marginitd pe [2n,00) pentru ci
0 <g(z) <2"n"e "

Conform tcorcmei 9 rezultd cd integrala

o o)
/ e T dr
2n
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este convergemtd. Dar

— dn ' ~ :
/ .r"v " 4’.’!‘ = / ‘:r"'e % dr 4 / N .""(" T .
(1] Jo e . 2n

0. D
/ e Zdr
0 w :
este convergentid. Avem ca

~o " =1 ru '
a"e " dr = lim / x"e " Tde = liin / (e ") de =
0 v J o MR B

lim [vz"a"’l; | / nm"”'e”';f.r] = lim [-.-u"e"" + n/ " 'e"d;r] =
U0 Jo . N0 0

e . R
=n lim / " e " du.

u—oo J oo

Deci integrala

Prin rccurenti se poate calenla

=n! lim [»«:re"’ ; + / -e"dm]. = n!lim (—"“)l:; =n!
u—00 o i . u=soo >

1-0 I
/ In——dx
o | -=

Rezolvare
Metoda 1.

Funetia LS ol
. ol ', . % A l =
£E10,1) — R fm) = It
este continuda pe [0, 1), deci este ill‘.ﬂgif_il.".)il:"p; orice interval compact con{inut in

[0,1). Fieue[0,1)si

Flu)= / " T dm‘;-"_ / ff_(;p):"l,‘('| Zrblmontt
(1] 0

-
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¥ - " |
= rin(l r)l:: | / '»' I- I dr = wuln(l  w) | / (l |- ) odr -
Ta | T - | r

= uln(l w) t x|y +In(l - r)l:: = (1 )l  w) |
Deoarece
lim F(u)= lm [(1 —w)ln(l ~u) bu]=041=1,
w-+1-0 wol -0

integrala

este convergenti gi

1-0 |
/ n——dxr = 1.
“Jo 11—z

Metoda II1.
Functia
F:0001) — R, f(x)=1In - L.
|

este continua pe [0,1) iar functia ¢ : [0,00) — [0,1),¢(f) = | - ¢ ' este

-t

strict crescitoare pe [0,00), derivabild, ¢'({) = e, cu derivata continui pe

[0,00),(0) = 0 i
'li!n w(t) = 1.

Deoarece

t (1) dl = — e ldl = e tdl =
| e [Tt = [T
(exercitinl 9), conform TEOREMEI DE SCHIMBARE DE VARIABILA rezulta

¥ -
ci integrala

cste convergenta gi

1-0 ] o
/ In——dr = / te 'dt = 1.
Jo 1~ Jo
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it L md:,aeﬂ,néw
Rezolvare
Fie n € IN*.Funciia f, : [0,00) — R,

1

W)= vy

37

este continud pe [0,00), deci integrabili pe orice interval compact continut in

{0, c0). Deoarece
0 < fu(#), pentru orice z € [0, 00)

gt
o

lim G,—%—a—,—)—; =1, peatrua =2n > 1

conform Teoremei de comparatic 11 gi exercitiului 2 rezultd cX integrala

/"° dz .
o (z?+a?)

este convergenti. Fie u € [0, 00) si

* ‘d.r
Fn(ll)=/o m

Avem cid

| a2 1 o 1 [* 2%z
R = | e = e = [ G -
]

1 1 " -1
= ;;;Fn—l(") - ml’ x (m) dr =

1 1 1 S
= = Faa(u) + 2 = 7) [:r(:r2 el l‘,.-.(u)] =
_ -3 I u
=aenoy MY S T ey ey
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de unde rezulta ca

I =/ 4 i Ry = =23
o (

7?24 a?)"  u—re a’(2n — 2) nh
pentru orice n € IN,n > 1.

Pentru n = 1, avem ca

I I v dr I 1 g u 1
= 1 —_— = I —arcig— = .
e S P a T v d el a2

Deci
_ 2n-3 . 2-3 2n-5 - =
" a2 -2)" T @?(2n—2)a?(2m—4) " T
_ 2r-3 2n-5 4 I_(2n—3)(2n—5)...3i__1[
T @2 -2)a?(2n—4) "a?-2" " @2e-D2-i(n— 1) a2
a—0 " 7
/_..wﬁ"’*"“"’““
Rezolvare

Fie n € IN.Functia f, : (—a,a) — R,

T
Val — 23

este continud pe (—a,a), deci este integrabild pe orice interval compact continut

f,.(I) =

in intervalul (—a, a). Deoarece

lim (—a—_:—)li‘-l—= @ ! pentrua=£<l
T—a V=g vid 2
r<a
gi
lim M: 8 , pentru a = L <1
T — —a = V2 2
> —a
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din Teorema de comparatie Il gi exercitiile 3 gi 4 deducem c& integrala

J-aro Va? — x?

este absolut convergenta, deci convergentd (Teorema 5).

Fie € € (0,a) si

¢ z"dz o —
F.(e) = e = " '(—=Va? — 2?) dx =
()= T L (= )
= " "Val-2i| + (n-1) " a? — 22 =

—at —ate

= —(a—€)" '"V2ae— €+ (€ — a)" 'V2ae — eX a’(n — 1)F,_a(€) — (n — 1)F,(e).

Prin urmare

Fu(e) = — [(e—a)"" —(a—e)" "] + a2 Fo_a(€)
pentru n > 2, gi deci
a—e€ 2 -
r - \/_?dr = lim Fo(e) = %l"_,, n>2.

Pentru n = 1, avem ca

I = hm —dr = Iim/ - —Va? — £?)dz =
) - ,——_ = lim _m( )

= lirr(}(—\/2ac — €4 V2ae—€)=0

gi

— arcsin

Ip = lim ———— = limarcsin

e—0 —ate '/a2 — x? €e—0

Prin urmare

a’(2n — 1) a*(2n — 1) a*(2n - 3)
—te— lia =

I, = = e
3 2n 2n O —3. A
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a?(2n — 1ya*(2n —3) a1 a?(2n — 1)(2n —3)... |
— e 4z = A S 7

— . I, -
2n 25y~ 2 g " PAET
§i
/ . a®-2n _ a’2n a*(2n - 2) L
7"”*2n+l?"'_2n+l m-q ? '
a2 d(2n-2) o 2, -
2+ 1 m -1 o3 T
H
/ Insinzdx
0+0
Rezolvare
Functiile

fs (0.% —+ R, f(r)=Insinz gig: (0. g] —+ M, g(x) ==

sunt derivabile cu derivata continud pe (0, ﬂ

Avem
. . Insinzx 00 . —z?cosx
lim  f(xr)g(x) = lim 3 (= —) = lim — == )
T -0 T >0 T x 0 '
r>0 x>0 x>0

gi integrala

H 5 S
[ raads = [° 222 g
040 o040 SINT

este convergentd. Am considerat h :.E), g] — IR, continui,

h(‘l’) = sinx

sz s (0.3]
| =0

pentru a rezulta

¥ rcosx %
/ - dx = / h(x)da.
Jojo INT 0
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Conform teoremei de integrare prin parti rezultd ci gi integrala

s ¥.X
/2 f(x)g'(x)dz = /2 Insinzdz
0+0 ()

+0

cste convergenta. Functia
T s
este strict crescitoare, derivabild si cu derivata continui pe (0, ﬂ ,
. . T 1r
st} =0 5i (4) E)
Atunci conform Teoremei de Schimbare de Variabild, avem c&:

7 i b
/2 Insin:zdz:‘l/ lnsintht:/ In(2sintcost)dt =
0 040

+0 040

x g = :
=2/‘ln2dt+2/ lnsintdt+2/’1ncostdt.
0 [ 0

040

Dar

.4

: S :
/ Incostdt = / lnsin(= —1)dt = / Insinudu
0 Jo 2 x

daci facem schimbarea de variabild ¢ = ¢(u), unde

g T s
@ [0, Z] — [—4—2} ye(u) = g~

Atunci

/2 lnsinxdm=2£lr;2+2/‘ lnsintdi+2/‘2 Insintdt =
0+0 4 0+0 .

4

i i
=;—ln‘2+2/ Insintdl.
2 040
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Deci

3 "
/ Insinzdr = —=In2.
040 2

S# se arate ci:

—_—
sinx
/ dz
o0 T

este convergent#, dar nu este absolut convergenti.

Rezolvare

Functia
sinx

I (0,00) - R,f(:t) = T
este continud pe (0, 00) gi
lim f(z) = 1.

Considerand functia
0,1
hay={ 1@ €@
1 z=0

avem cd

/olof(x)dz - /o' h(z) dz.

/0 :0 Fz)de

Deci

este convergentd. Deoarece
functia f; : [1,00) — R, fi(z) = sin z este continui pe [1,00),

functia

F(u) =/ sinzdr = cosl — cosu
1
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este mirginiti pe [1,00), I'# (ull €2

iar functia )

1
g:[1,00) — R, g(r) = -
T
este strict descrescitoare pe [1,00) gi

lim g(x) =0,

=00

conform teoremei 8 avem ca

[ nateran = [
Ji i T

Joyo

este convergenta. Deci

este convergenta

|sin x| " sinr 1 cos2r
r T r 2 2x

pentru orice x € [1,00) §i

(1 cos 2r
— = - )d
[ (21 2z ) "

este divergenti pentru ci:

o
—dx
/| o

este divergenta conform exercitiului 2, iar

> cos2x
/] o dx

este convergenta conform teoremei 8 punand f(x)

conform teoremei de comparatie I deducem ci

o0 T
/ |sin x| dz
1 T
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CAPITOLNL 20 INTEGRALE PE INTERVAL NFCOMPACT

/ ™ |sen x|
——dr
Joyo T

Observatie.Reciproca teoremei 5 este falsi.

este divergenta. Deci

este divergenti.

S# se studieze convergenga integralei

00
/ sina?dx
)

Rezolvare

Functia

f:10,00) — R, f(z) = sinx?
este continua pe [0,00) iar funciia ¢ : (0,00) — R, p(t) = V1 este strict
crescatoare, derivabili, cu derivata continud pe ((I,oo)gi »(0) =0,
‘lim (1) = oo.

Integrala
sint

/0 s [ i

este convergenti conform teoremei 8 in care lnand f(1) = sint gi g(1) = \%
> sint
—dt
I
' osint / !
—dt = [ h(t)dt
LS [ wo

unt te(0,1)
0 (=0

deducem ca

este convergentd, iar

unde

h(1) =
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16.

Atunci gi

o
/ sinz’dx
0

cste convergentd conform teoremei de schimbare de variabila.

S# se precizeze natura seriei:

0

)y _‘_
o n
Rezolvare

Fie

f:[3,00) — R, f(z) = —

Finclia f este continud pe [3,00), deci integrabild pe orice interval compact

continut in [3, 00), este strict descrescitoare gi
1
f(l') Z == 2> Ov
T

pentru orice @ € {3,00). Atunci conform criteriului integral al lui Cauchy

= T o |
seria Zin_;'/q mdr

au aceeasgi naturia. Conform primului criteriu de comparatie, deoarece

/ ld}
3
o l
—d:
/:; e

cste divergenta. Deci seria este divergenta.

este divergenta si
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16 CAPITOLUL 2. INTEGRALE PE INTERVAL NECOMPACT

17. Fie f:(0,00) — IR, continui, a > 0,b > 0.Daci existd
lim f(z) = f(0+0) <oosi lim f(x)=f(co) < oo,

atunci integrala

[ fe=tn,
T
cstc convergentd si

/°° fe2) IO 4y - (500 +0) - ftoo)in®

Rezolvare

Fie t,T € (0,00),t < T.. Atunci
[ CIy T
: T =) az ""T) b 7T
T f(y) T f(y)
[ dy =

oT M dy + bt M dy B bt f(y) /DT I(’) dy

at y aT

B f(y) / i f(y) dy.

Conform tcoremei de mcdle, existd y, € (at,bt) gi yr € (aT,bT) astfel incat

bt
' "”’ 1) 4, / J(y)d(ing) = £(ue)(In(bt) — Infat))
g
T T
[ 1)y, - [ 1) d(tny) = fur)in(e) = in(aT)),
Deci '

/ T Hen) = J09) 4o — ppind - sy,
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Deoarece

, '
lim / flax) = J1h2) 4 _ i f(,,,)zuf ~ lim Flur)n® =
¥ e t—0 a T+ a

t—040,T —eo0 .I

= [0+ ﬂ)hal} — f(oo)lu'—bl,
a

rezuiti ca integrala

—_— e dx
Joyo T

 flax) — f(hx)

ste convergenta si

" fax) = Jibe)
I

40

P= (004 0) - floo)in.

Aplicatie

53 se arate ci integraia urmitoare esi~ convergent® gi s se calculeze:

| BRI b s

Jon T
Rezolvare

Functia f:]0,00) — IR, f(x) = arclgx este continud pe [0, 00) si

hin f(2) -

-
Foaic 2

Deci integrala

/"‘" arctgar — arclg b ; ™ [lax) — f(br) |
azT = | et (ST
Joro

— (i
T nLo T

v
cste convergenta si

R b .
/ arcigar arc gh-" dr = ((ITI"{IO — E) n —) = Eln ‘l
JO40 . =

T a a
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IR CAPITOLUL 2. INTEGRALE PE INTERVAL NECOMPACT

18. Dacd lunctia [ este continnid pe [0, 00) gi dacd integrala
/ l(—fl dr,e >0
A

este convergentd ,atunci integrala

]("’)~j(b') roa>0,b>0

040

este convergenta gi

” f(ﬂr) J(be)

Joro

j(li)lu

Rezolvare

Fie t,T € (0,00),t < T. Ca in exercitiul precedent. avem ci

/ So) o), / 1w, " T,
y

M
= (u)In(bt) - In(at)) — @dv

/rm@dz

OT!—(!I_)dy=

T—oo aT y

Deoarece integrala

este convergentd,

Deci

lim /T L(_a_r_)_.;_f(b_r) dr

1—040,T -0 1

" f(y)
aT

. b . b
= !l_n‘;f(y:)ln; - Jim —==dy = I(“)l";l
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Aplicatie

Si se arate ci integrala urmitoare este convergent# gi si se calculeze:

/ sivaE - S a0,

040 z

Rezolvare

Functia f(z) = sin z este continui pe [0, co0) gi integrala

o -
sinzx
/ dx
., x

este convergentd. Atunci integrala

/"" sinar — sin bz dr = /"° J(az) — f(bx) dr
040 z 040 z

este convergentd gi

/ o fibe dr = sin0 - In ﬁ =0.
040 T a

Probleme propuse
S& se studieze convergenta urmitoarelor integrale gi in caz afirmativ sX

se calculeze:

1. /""xdm
0o €
2
/ T
2. /ow 2_143:

® 2x+1
3. —
/. A

Lo [,

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



)

0

=~

10. .

[

3

CAPITOLUL 2. INTEGRALE PE INTERVAL NECOMPAC'T

(I.I?

x4/l — x?

~ dx
[ V1 + 23 4 24

/ e "eosbrdr (a >0)
Jo

/ e " sinbrdr (a < 0)
Jo

* alnzx
: '(]_—xz)?llil,

oo

dr
rvz? + 1
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Capitolul 3

Integrale cu parametri

3.1 Integrale cu parametri

Teorie

Definitia 3.1 Fie f: I xJ — Ra:J — g p:J— I, unde I = [a,b] C R, iar
J este o multime de numerc reale. Sd presupunem cd pentru ovicc y € J, funlia f cste

inlegrabild pe [a, b]. In aceste conditii are sens sd considerdm fum‘f;a
F:J— R F(y)= J(x,y)dx

numitd integrald cu parametrul y.

3.2 Observatie. Dacd a(y) = a pentru orice y € J gi F(y) = b pentru ovice y € J,

atunct

b
F:J]— R F(y)= / f(z,y)dx.

Definitia 3.3 Fie f : I xJ — R,g : 1 — R,I = [a,b] C R g yo un punct
dc acumulare al mulfimii de numerc reale J. Spunem cd funclia f tindc uniform in

51
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h2 CAPITOLUL 3. INTEGRALE CU PARANMETRI

punclul yo pe mullomea 4 citre funclia g daca pentvi oviee ¢ > 00 crista de) -0 astfol

incal pentru ovice y € . cu ly  yol < 8(c) sd avem
[f(eyu) ala)) < e, pentru orice v € 1.

Teorema 3.4 I'ie f : 1 v ] y Mg - 1 v R = Jacb] < B Mo un punel d
acumulare al mul{imii de numere veale J. S& presupunem cof funelsa [ este wlegrahila

pe I pentru orice y € J. erceptand cventual y = yo. Dacd

him f(x,y) = g(x),

y—=10

uniform in raporl cu x, alunci

b b h
lim F(y) = lim / f(r,y)dr = / lim f(x,y)dr = / g(x)dx.
v—w J, Jo v=w Ja

y—uo

Teorema 3.5 Fie f: 1 xJ — R,(I = [a,b],] =|e,d]),o:d - s Tsip:] 1
Dacd funcliile f, o g1 B sunt continue, atunci gi funciia

7 Ay)
Fod— R, F(y) = flx,y)dx

afy)

cste continud pe J.

3.6 Observatie.
Dacd a(y) = a pentre orvice y € J, f(y) = b pentru orice y € J si funclia [ esle

continud pe I x J, atunci gi funcfia

b
Fid— REG) = [ J0)de

este continud pe J.

Teorema 3.7 Fie [ : 1 xJ — IR,(] = [a,b],] =[c,d]))ya:J — T gif:J ]

Dacd functiile o g1 3 sunt devivabile pe J, functia f este continud pe I x J, devivabila
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3.1. INTEGRALE CU PARAMETRI 53

in raporl cu y i % conlinud pe I x J, alunci func{ia

A(y)
F:J— R,F(y) =/ Flesyide
aly)

este derivabild pe J gi

Awo)
F'(yo) = /a - %(r, vo) dz + B'(y0) f(B(wo), ¥o) — o' (o) f((yo), ¥0)

pentru orice yo € J.

3.8 Observatie.
Dacd a(y) = a pentru orice y € J, B(y) = b pentru orice y € J gi funclia [ este

continud pe I x J, derivabild in raport cu y g %f esle conlinud pe I x J, alunci funciia

b
F:J—-—-»R,F(y):/ f(z,y)dz

este derivabild pe J gi

b
F'(y) = / z——i(x,y) dz formula Leibniz .

Teorema 3.9 Fie f: I xJ — R,(I = [a,b],J = [¢,d]). Dacéd funciia [ este continud

[ ([f(x,y)dy) dr = [ (/‘;bf(z,y)d.r) dy.

Teorema 3.10 Fie f:1 x Jy x J; — R, (I = [a,b], )y = [a1,d1], J2 = [e2,d3)),

pe I x J, atunci

a:JyxJy—1gp:JyxJ,— I

Dacd functia f cste continud pc I x Jy x J, gi arc dcrivate parfialc in raport cu y,
(3 € J1) gt in raport cu ya(y; € J2) continue pe I x Jy x Jy, iar funcliile o si 3 sunt de

clasid C' pe J, x J,, atunci gi functia

Alyrv)

F_i Ji x Jy — R, F(y1,92) =/ f(x,y1,y2) dx

a(y1.v2)
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54 : CAPITOLUL 3. INTEGRALE CU PARAMETRI

este de clasd C' pe J; x J, si

OF Blviwa) g d
st = [ St de b G ) 15 ) 1)
Yi o(v1,v2)

a .
_a—;;(yh yz)f(ﬂ(yhyz). Y1, y2),t = 1,2.

3.11 Observatie.

Dacd a(yy,y2) = a pentru orice (y1,y2) € J1 X Jo, B(y1,y2) = b pentru orice

(y1,y2) € Jy X Ja,

functia [ este continud pc I x Jy x J3, gt arc derivate parfiale in raport cu y;, i = 1,2

continuc pe I x Jy x Jy, atunci functia
: b
F:Jy xJy, — R, F(y:,y2) =/ f(z,91,92) dx
este de clasd C* pé Jy x J; gt
oF ) .
+—(y1,92) = / —f(z,yuyz)dz, i=1,2
¢9y,- a alla
Probleme rezolvate.
1. S4 se arate c# functia
v
F: [0, 00) — IR,F(y):/ de
0

este derivabil¥ gi s8 se calculeze derivata acesteia.
Rezolvare.
Fie f :[0,00) x [0,00) — R,

fltyz) - (2, y) € (0,00) x [0, 0)
f(z,y) =
Y, (z,y) G{O}x [0, 0)
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INTEGRALE CU PARAMETRI 55
Deoarece pentru orice y € iﬂ, 00),
lim f(:rv y) = Yo = f(ov y())s
(z.y)—(0.%0)
functia f este continud pe [0, 00) x [0,00). Deci existi
Y 1 T
F i [0y00) —= B, F(y):/ n( +y2)
i T
Din faptul ci
TP S COTIUE R
oy , (z,9) e{ojx (0,00)
i {(E0,9) = [(#0,0) . f(z0,) _
y=0 y yv=0 y
limy, o ‘v‘ =1, dacd zp =0
limy,_o 'ﬂ:ﬂl =1 » dacd zo € (0,00)
si

(I,y)li_'.'&).m%("y) =1=J(0,0)

pentru orice yo € [0,00), deducem ci functia este derivabild in raport cu y pe
[0,00) si %{5 este continui pe [0,00) x [0,00). Fie yo € (0,00). Dacd punem
I =105, J=[0,1),a:J— Ia(y) =0 f:J — 1,B8(y) = y, atunci din

teorema 7 deducem ci functia F este derivabild pe [0, yo] si:+

v v
Fly) = / Lot flyy) — 0 f0 g} =~ hnlt £ ov)| %yl =
0 ]+-'El/ Yy 0

1 1 2 :
= —In(1 +y*) + —=In(1 + y*) = =In(1 + %)
Y Y Y

pentru y € (0,yo) si
0
FO) = [ dr+ 70,0) =0
. 0
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CAPITOLUL 3. INTEGRALE CU PARAMETRI
Deoarece yy € (0,00) a fost ales arbitrar, functia Feste derivabild pe [0, x0) si
%ln(l +y3), y>0

F'(y) = :
0, y=0

. S¥ se arate c# functia u: R? — IR,

et

u(;r,f):% f(x+et)+ f(z—cl) 4 } /

Jroct

.a(.v)r’.u],

unde f este o functie de clasi ('? pe IR, iar g este o functie de clasi ("'

pe IR verifici ecuatia coardei vibrante

Pu Lo
dz?  ¢? 912

in conditiile initiale
ul,0) = f(@), Th(,0) = ().

Rezolvare.
Functia
¢: B — R, p(z,y,t) = g(y)

este continud pe IR®, deci existi funciia

z+ct
G 0(x,t)=/ p(z,y,t)dy.
r—ct
Deoarece funciiile a : R? — R, a(z,t) =z —ct, f: R — R, B(x,t) = 7 | ¢l
g ¢(x,y,1) = g(y) admit derivate partiale in raport cu z gi in raport cu 1,
—(T 1) = (r )= —q aﬂ(‘r t)=1

.. 1 = .‘9_%? _o. 9%
ot (.r,l)——C, am(mvyvt)_ (? (‘T lht)_()
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gi acestea sunt, functii continue, conform Teoremei 10 functia ® admite derivate

partiale in raport cu x gi in raport cu ¢ gi

o el
75 (® 1= / 0dy +p(z,x +ct,t) — p(x,x — ct, t) =

—ct

=g(x + ct) — g(x — ct),(z,t) € R?

3 8(’ z4ct
E(m,t):/ 0dy + cp(z,z + ct,t) + cp(z,x — ct, 1) =
z—ct
=cg(x +ct) + cy(':t. —ct),(z,t) € R
Deci
. L[, , 1 1
51—(.1:, t) = 3 [[ (x+et)+ f'(z —ct) + -;g(:r +ct) — ;g(:r - ct)]
621‘ l " " 1 ’ l ’
Gate = [t s e =)+ Lo+ o)~ Lot - o)
gi

%ltf(m,t) = %[CI'(J +et)—cf'(x —ct)+ g(x + ct) + g(z — ct)] -

8u 1
—(ﬁ(;r,t) =3 [(:2f"(.1.' +et)+ A"z —ct) + cg'(a + ct) — cg'(x — ct)]

de unde rezulta ca

0%u 1 9%
@(.’l‘,t) == ;‘;W(r,f)

= % [f”(m Fet) + [z —cl) + Sg'(z +et) — g'(x - C,)] =
A p ~

—é%; [P+ ct)+ P f'(x —ct) +eg'(x+et) —cg'(x —ct)] =0

we0) = 3 |10+ 10+ 1 [ ot ] = @)

du
S0 = 5 [ef' () = e/ () + 9(x) + 9()] = o(x)
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58 CAPITOLUL 3. ' INTEGRALE CU PARAMETRI

3. S¥ se calculeze folosind derivarea in raport cu un parametru, urma-

toarele integrale:

H
)/ arctgt)(atgz)d cR
gz

Yin(l + )

b
) o 1422

dx

¢ ,
c)/ In(a*sin’z + b*cos’z)dz,a > 0,b> 0
o

Rezolvare.
a)Fie
g
f: [0,-2-] x R— R,
L“‘,’}(";"—’l , (z,a) € (0, %)x R
f(z,a)= ¢ a, (z,a) € {0} x R
0, (z,0)e {3} xR
Deoarece
flz,a) = lim  2rCOslz)_ . 56,00
(= “)"(0 ao) (z,a)—(0,a0) tyz % ’,
‘pentru orice ay € IR si
; . ctg(atgz) n
1 ,a)= | acoei9r) o= (T
(r.a)—!»r(n%,ao) f(-’t a) (:,g)-lt(n;-,uo) tg.'t 0 f (2 ! do)

pentru orice ag € I, functia f este continud pe [0, %] x IR. Deci existd I': IR —»

R,

_ H . ’arctg(atgz)
F(:r:)_/o f(z,a)dz-/o sz.

1
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3.1, INTEGRALE CU PARAMETRI ‘ 59

Avem ci
S )
T B
da " ' ' '
0, (z,a) € {3} xR
Deoarece |
! /]

lim —(z,a)= Ilm ——©p——F
(z,a)—(0,a0) aa( ) (z,a)—~(0,0) 1 + a?tg?x

a
5 ] — — 0‘ 5
(')a( o)
pentru orice ag € IR gi

1

fim of «
= 1 —
(z.a)—=(5.a0) 1+ a? ty2 T

af(.'lf,a) = o: % 5’(10),

lim —
(z,6)—(5a0) Oa

pentru orice ap € IR, aq # 0 deducem ci functia %‘E este continua pe [0, %] x IR*,
atunci conform observatiei 8 functia F' este derivabild pe orice interval compact

J C (0,00) sau J C (—00,0) gi

F'(a) = i of (z,a)dx_t/* !

——d
o Oa 1+a%tg?x ’

Prin urmarc functia F cste derivabild pe IR* gi

; P
F(ﬂ) =_/0 mdl‘.

Deoarece pentru orice ¢ € IR”

5 -
Fl—a) = / arctgg atg:v)dz - —F(a)
0 gr

-este suficient sd consideram restrictia lui F la (0,00). Fie a € (0,00). Atunci
F'(a)"/%——l—dx—/w : df =
T Jo 14attg?cs T Jy (1 4au?)(1412)

1 /m 1 a?
= —_ dt =
1—a? J, 1482 1+ a%?

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro




60

pentru a # | i

Deci

Atunci

CAPITOLUL 3. INTEGRALE CU PARAMETRI

|
=7-a hm (arctgl — aarclgat) =

1
=T—T?(%_“%) =2(|x+a)’

F"(|)=/0§l+'gr /(lw)’
=/(,MIJ:¢7'"+1/ (l+t’)

1 [~ 1
l||1|arctyt+‘h_fgl+t1 -2-_/0 1+l"“—
- I =
=-2-—-hmarctgl—§‘§§"z'

Fla) = =———.
() 2(a+1)
T da

Fla)=3 - -;—ln(l+a)+C.

l1+a

Conform Teoremei 5 functia F este continud pe [0, 00). Prin urmare

Dar

Deci C =0 gi

Prin urmare

F(0) = lim F(a) = lim (ZIn(1+a) +C) = C.

$
F(0) = / 0dz = 0.
0

F(a) = -;—In(l.+ a),a > 0.

igr

/5 arctg(atg;r)dy _ { ZIn(14+a), a20
0

-3in(l —a), a<0
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. INTEGRALE CU PARAMETRI 61

b)Fie
a: [09]] — [09 1]7“(’/) = Ovﬂ : [Ov l] — [07 1],/}(.'/) =Yy
gi
In(l+z
£:00,1) x [0,1) — R, f(z,y) = %f—x,-'ﬂ

Functia f este continud pe [0,1] x [0,1], deci existd functia

Y In(1 + zy)

1722 dx.

F:[O,l]—»R,F(y):
0

Pentru orice (z,y) € [0,1] x [0,1],

T

af _
Y= T+ o)

Deoarece functia g—f este continud pe [0,1] x [0, 1] i functiile a si § sunt derivabile

pe [0, 1], conform teoremei 7, rezultd ci functia F este derivabild pe [0, 1] i
: ‘of
F() = [ Gy (@9¥e+ 1(09) - 0£(0,0) =
0 .

_/" T dr+’"(l+y2)—
" Jo (1+ay)(1 +2?) T+y?

v 2
] 1 1 z+4y n(1+y?)
./0 ( l+y’1+1y+l+y’l+:’) ok 1+ y?

dr+

1 /" y 1 Vo9
= - dr + - -
T+y? Jo L4y 200 +y?) Jo 1+ 22

i Y /" dr In(1 + »?) _
L4y fy 1422 14+y?2
1 4 1 y y Yoln(l + y?)
= ——In(l 41 it P ST . L )
Tt o) # gem (L baT)) + 1«&,«;’)"'"'*’”’(,+ I+
_ _ln(l +3%)  In(1+y?) Y it 3 (1 +y*)
1+ y? 1+ T T T

1 1 2y | -
= 3 [l_+—y""n(] +y%) & (ar(‘tgy)l i yz] =5 [(uy-(-igy)ln(] + yz)]
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62 CAPITOLUL 3. INTEGRALE CU PARAMETRI
pentru orice y € (0, 1]. Deci
F(y) = %(“rcty v)in(14+9*)+ C.
Deoarece

inl

si
F(0) = %(arctg 0)inl14+C=C

rezultd cd C = 0 i deci
1
F(y) = 5(arctgy)in(1+ %),y € [0,1).
Prin urmare

Yin(l + 2) 1 %
/0 1727 dr = F(1) = E(arctgl)ln2 = E"'z'

c) Functia

£ [0, -g] x (0,00) x (0,00) — R,
f(z,a,b) = In(a’sin’z + b*cos’z)
este continui pe [0, Z] x (0, 00) x (0,00), deci exist& functia
F :(0,00) x (0,00) — R,
F(a,b) = /o* In(a*sin’z + b*cos’z)dz.

Dcoarcce functia f admite derivate partialc in raport cu a gi in raport cu b,

ﬂ (,a,b) = 2a sin’z

9a Y= Qisiniz + bcosiz
si

af . 2bcos*z

96> = iginiz + b2cos?z
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i acestea sunt continue pe (0,00) x (0,00), conform Observatiei 11 rezulti ca
functia F' admite derivate partiale in raport cu a gi in raport cu b pe orice interval
compact Jy X J3 C (0,00) x (0,00), deci pe (0,00) x (0,00). Mai mult, acestea

sunt continuc gi

il

aF Tof H 2a sin’z
E(a,b)— A b—a(m,a,b)dm—/ —————————dr

o a’sin’z + bcos’x
Pt © 2 dt
S < SEPREPYY
o a’tg’z + b? o a4+ b1 +12

=2a/ b L o obendur R
h \@?—BaP+6 a1+

oo

2b at =
= -—a’ 5 arcth

0

2a
marctg t

_ _ma=-b 7
T (a=b)a+b) a+b

dacd a # b gi
7

w1
22 a+4a

aF % 2asin’z 2
a—a(a,a) = /‘; dr = -

a?

gi

OF. H 2bcos®z
(b = /

- T . o ar =
a?sin?z + b2cos?x

_/* 2b sin? (; - z)
0

a%cos? (I — z) + b?sin? (§ — x)

0 2b sin?
= / i N NP3 S0

5 a?cos?y + b2sin?y

dr =

_ /* 2bsin’x .«
“ Jo a’cos?z + b2sin’x T et
Deci

oF s
E(ﬂ,b)= oy (1)
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gi

%(u,b) = (2).

a+b

Din relatia (1) rezultd ci

F(a,b) = / a : bda = mwin(a + b) + C(b),

gi deci

oF 1 ,
S50 = T—= + (B (3).

a+
Din relatiile (2) gi (3) rezultd c& C'(b) = 0. Deci C(b) = C si

F(a,b)=win(a+b)+C.

Deoarece :
g1
F(l,l):/ Inldr =0
(]
g
F(1,1)=7In24C
rezultd ca C = —n In 2. Prin urmare

b
/ In(a*sin’z + bcos’r)dr =rin(a+b)—rin2=xln at b.
o

4. Utilizdnd posibilitatea inversidrii ordinii de integrare in integralele de-

pinziind de un parametru s¥ se calculeze urm#toarele integrale:

e

ln(x+l)
o 1421

b)
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Rezolvare.

a) Deoarece

. 2
2lz—1) = / z¥dy pentru z € (0,1)
Inz 1
avem cd
1 _ 1 2
/ i(a:—lldz = / (/ :r"dy) dz.
o Inz o ;
Functia

f : [0,1] X [1a2] B R,f(37,1/) =a¥

este continui pe [0,1] x [1,2]. Atunci conform teoremei 9 avem ca

/o z(:;l)dx - /12 (/o‘ :t"dz) &y

2 P gy 22 nd
=/1 y+1 ”=/lm”="“+”)"="§'

0
b) Deoarece |
T
n(l+ax) =/0 l+.tydy

avem cd

/ln(.t+l) _/ (/ )

o 1422 (l+z‘y)(l+a’7)

Functia

(I +2y)(1 +2?)

este continud pe [0,1] x [0,1]). Atunci conform teoremei 9 avem ci

Vin(z 4+ 1) 1 1 x
———dz = —— dy =
o 1+a? ’ /(,(./0 (14 2y)(1 +22) )U
! 1 1 z4y 1 Y
= - dr ) dy =
/o (A (1+y’l+x’ l+y’:ry+l) r) Y

1 l 1 1
=/o (W’"“f”’o*

F:00,1] x[0,1] — R, f(x,y) =

arctg r

1
0

—n(l 4 a
T+ a e )
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1 1 1
- in(1 dy =
/o (2(1+y’)1n2+ 24 37 5in( +y)) y

2 ' o alt ln(y+l)
= —2—arctyyo+ -S—In(l+y )| - 11y
o In(y+l)
-4ln2 l+y’
Deci
/ In(a:+l)d __1"2
1422 ‘

5. SH se arate cil
z 2 1 -z2(14?)
([[*a)+ Ciabesi 2 S
( o 1+¢ 4
pentru orice z > 0. Folosind aceast¥ identitate s} se arate ci:

/ e—'zdt = ﬁ
o 2

Reszolvare.

Functia

f:[0,00)  [0,00) — R, f(z,t) = ™
este continud pe [0, 00) x [0, 00). Deci existd functia

F:[0,00) — R, F(z) = /., ” [(z, t)dt.
Functia

e—z’(l+¢’)

g: [Oim) X [07°°) — Rvg(xvt) = _mz—_

este continud pe [0, 00) x [0, 00). Deci existd functia

G :[0,00) — R,G(z) = /; g(z, t)dt.
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Trebuie s ardtim ca
F(z)*+G(z) = % pentru orice z € [0, co).

Deoarece functia f este continud pe [0,00) x [0,00), admite derivatX partialX in

" raport cu z, gﬁ(x,t) = 0, continui pe [0, 00) x [0, 00) gi functiile

a:[0,00) — [0,00),a(z) =0

gi
B :[0,00) — [0,00),(z) = =

sunt derivabile pe [0, 00), conform teoremei 7, functia F este derivabilX pe [0, 00)
gi
F'(x) = / Odt +1- f(z,2)—0- f(0,0) = e,
0
Deoarece functia g este continud pe [0,00) X [0, 00), admite derivatd partial¥ in

raport cu z,

dg : ~z2(1447)

—Z(z.1) = -2 [ L) Rl

(e, ) = ~2e(1 4 1),
continud pe [0,00) x [0, 00), conform observatici 8, functia G este derivabili pe
[0, ) si

1
G'(z) = / (—21:6"2““:’) dt = —26"’/ ze =gy =
() o

= 9 / " el = _2F'(2)F(z) = — [F(=)"] .
0

D&

(F(z)* + G(z))' = 0 pentru orice z € [0,00).
Prin urmare

F(z)* + G(z) = ¢ pentru orice x € [0, 00).
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68 CAPITOLUL 3. INTEGRALE CU PARAMETRI

Dar pentrn x = 0 avem ca

0
e = F(0)  G(0) = (/ e-"dt)
JO

2

1 r_n(ul")
4/ - = dl =
o 141

A
0+ arctgt|, = T
Deci
F(x)’ 4+ G(x) = % pentru orice = € |0, 00).
Deoarece
/4 e Pdt = lim / e ?dt = lim F(z),
0 =200 0 Tr—no
avem cd

no 2
( / e“’rlt) + lim G(z) = .
; =00 4

—r2(141?)

Dar devarece
e
1412

lot, )] = i FOa

pentru orice ¢ € [0, 00),

lim g(z,1) =0

uniforma in raport cu ¢ gi conform Tcorcmei 4,

1 e~ (1447)
lim G(x) = / lim ————dt =
0

r—o0 r—o0 |+ 12

Prin urmare
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3.2 Integrale improprii cu parametru
Teorie

Definitia 3.12 Fie f : I x J — R, unde I = [a,b) C R, iar J este o mullime de
numere reale. Sd presupunem cd pentru orice y € J, funciia [ este integrabild pe [a,b).
in aceste conditii are sens sd considerdm functia

b-0

F:J— R F(y)= f(x,y)dr

numild integrald pe intervalul necompact [a,b) de parametru y.

Definitia 3.13 Fie f : I x J — R, unde I = [a,b) C R, iar J = [c,d] astfel incit
pentru orice y € J funclia f este integrabild pe [a,b), adicd existd

b-0

Filed — RF@)= [ f(z,y)da.

Vom spunc cd intcgrala
-0

f(z,y)dz

converge pe [a,bd), uniform in raport cu y € J, dacd pentru Yec > 0,3b, € (a,b) astfel
incdt pentru orice b € (b,,b) sd avem
bl

Fy)— [ [f(z,y)dx

a

<€

pentru orice y € J.

Teorema 3.14 Fie f : [ x J — R, unde I = [a,b) C IR, si J = [c,d] astfel incit
pentru orice b € [a,b) gi pentru Vy € J funclia [ este integrabild pe [a,b). Integrala

b-0

J(x,y)dx
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70 CAPITOLUL 3. INTEGRALE CU PARAMETRI

converge pe [a,b), uniform in raport cu y € J, dacd pentru Ve > 0,3b, € [a,b) astfel

incdl peniru orice by, by € (b, b), by < by sd avem

<€

b2
i [ rtanyie

pentru orice y € J.

Teorema 3.15 Fie f : I x J — R, unde I = [a,b) C R, J = [c,d] astfel incit
pentru orice b € [a,b) gi pentru Vy € J funciia f este integrabild pe [a,¥]. Dacd ezistd
¢ : [a,b) — R astfel incdt

1.
If(z,¥)l < p(z),Vz €1 siVy € J
2.
-0
/ @¢(z)dz este convergentd
atunci
b-0
f(z,y)dz

este uniform convergentd pe [a,b) in raport cuy € J.

Teorema 3.16 Fie f: I x J — R, unde I = [a,b) C R, J = [c,d] astfel incit f este
continud gi g : I x J — IR monotond in raport cu x € I, pentru Yy € J. Dacd czistd
M >0 astfel incit '

<M

/a“ f(z, j)dz

pentru Yy € J gi pentruNu € | gi

;Eﬂog(z' y) =0,
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uniform in raport cu y € J, atunci inlegrala
b-0

J(x,y)g(z,y)dx

a

este uniform convergentd pe |a,b) in raport cu y € J.

Teorema 3.17 Fie f : I x J — R, unde I = [a,b) C R, J = [c,d] astfel incit f
este continud gi g : I x J — IR monotond in raport cu « € I, pentru Yy € J. Dacd
intcgrala

b-0

f(z,y)dz

este uniform convergentd pe [a,b), in raport cu y € J gi dacd existdé M > 0 astfel incit

lg(z,¥)| < M

pentru Yz € 1 gi pentru Yy € J, atunci integrala
b-0

J(z,y)9(z,y)dz

este uniform convergentd pe [a,b) in raport cuy € J.

Teorema 3.18 Fie f : I x J — R, unde I = [a,b) C R, J = [c,d).Dacd functia
cste continud pc I x J gi intcgrala
b0

f(=z,y)dz

este uniform convergentd pe [a,b), in raport cu y € J atunci funclia
-0
Fid > RFy) = [ f(zy)de

cste continud pe J.
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Teorema 3.19 e f: 1 x.J —s R, unde | = [a,b) C M. J = [c.d].Sd presupuncm ca

Junelia [ cste conlinud pe I x .J, eristd %‘5 continud pe [ x J. intcgrala

b-0

[(x.y)dx

a

converge pentru orice y € J gi integrala

b0
este uniform convergentd pe [a,b), in raport cuy € J. In aceste conditii funciia
b—0
F:J— R F(y)= f(z,y)dz

este derivabild pe J cu derivata continud gi

i b-0
F(y) = / g—i(m,y)dx-

Teorema 3.20 Fie [ : 1 x.J — IR, unde I = [a,b) C R, J = [c,d]. Dacd functia f

este continud pe I x J, gi integrala

5-0

f(z,y)dz

a

esle uniform convergentd pe [a,b), in raport cu y € J alunci integrala

[ ([ reniv) e
este convergentd gi
/ﬂb—o (/d f(r,y)dy) sl B4 /cd ( nb—of(a:,y)dz) dy.

Teorema 3.21 l'ie [ : [ x.J — M, unde I = [a,b) C M, J = [c,d) C R. Iie
¢ : I —» R. Dacd peniru orice ' € I si pentru orice y € J funcfia [ este integrabild
pe [a, V), integrala

b-0

[(z,y)dz

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.2. INTEGRALE IMPROPRII CU PARAMETRU 73

esle uniform convergentd in raport cu y € J gi

Jim f(z,y) = ¢lz)

uniform in raport cu x € I, atunci
5—0 b—-0 b—0
Jim, [ sz = [ im seie = [ oo
Probleme rezolvate.

1. S& sc calculeze urmitoarcle integrale folosind derivarca in raport cu un parametru.

a)
/ fi‘-—:{e"’dx, t €0,00)
o+0 T
b)
l_ol 1-— 2.9
/ n(—a’z) 1 lal <1
040 :172\/1 = 1‘2
c)
/”l—cosaz - I 5
el il " )
" P iy , XER
Rezolvare.
a)Deoarece
lim sin,z:e_‘z =}
z—040 €T

pentru orice t € [0,00), avem c&
© ginx o«
/ sz—e_‘”d:c = / [z, t)dx
0+0 T 0
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unde
f:[0,00) x [0,00) — R,
1, (z,t) € {0} x [0,00)
f(z,t) =
sinzo-tz (g ¢) € (0,00) x [0, oo)

Functia f este continud pe [O,oo ) % [0,00) gi

6f( )= 0, (z,t) € {0} x (0,00)
z,t) = :
ot (—sinz)e™**, (z,t) € (0,00) x (0, 00)
Este evident faptul ci functia & este continui pe [0, 00) x [0, 00) gi

0, vt e 0 07

af(“)_ (z.0) € {0} x[0,00)

(—sinz)e™'s, (z,t) € (0,00) x [0, 00)

Deoarece
sin z —te < sing
T z

pentru orice t € [0, 00) gi pentru orice z € [0, 00) gi integrala

S
sinz
dz
o x

este convergent¥(exc 14 de la integrale improprii), conform teoremei 4§ integrala

sinz et
[

este uniform convergent, pe [0, 00), in raport cu t € [0, 0o).

Fie a > 0. Deoarece

lime™* =0

T—00

uniform in raport cu ¢ € [a, 00).

(le"’l < e™% pentru orice t € [a,00) gi lim e~ = 0) ,
=00
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pentru orice ¢ € [a,00), funciia # — e™'" este descrescitoare pe [0, 00) gi pentru

orice u € [0,00) gi t € [a,00)

/0 (=sina)ds

=|cosu —1| <2,

' conform tcoremci#$ intcgrala

/ %{(z,t)dt:/ —e ¥sinzdz
o 0

este uniform convergentd pe [0, 00) in raport cu t € [@,00). Atunci din teorema 49

rczultd ca functia

F:[a,00) — R, F(t) = / B2 -t dy

0 T

este derivabild pe [a,00) cu derivata continud si
F'(t) = / (—sinz)e dz = / (cosz)'e *dx =
0 0

= (co.s:::)e""[:;o + t/ (cosz)e ¥ dz =
o

00
= lim (cosz)e™ — 1 + l/ (sinz)e dx =
F—s00 0
=-1+ (tsinz)e""lzo + t’/ (sinz)e dz =
o
=—1+ lim (tsinz)e ™™ — *F'(t) = —1 — 12 F'(1).

Deci
-1

4 _— ———
F(t)—1+t2’

de unde rezultd ci

F(t) = —arclgt + c.

Pentru a determina constanta ¢ vom uti'iza tcorema?2§ .Fic b > 0. Avem ci
. sinr _
lim ( e ") =0
t—o00 xr
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unifornt in raport cu x € [h,0o)

(

gi deoarece integrala

sinr

e < ™™ pentru orice z € [h, 00) si ,“lll et = 0)
=00

x

este uniform convergenta in raport cu ¢ € [0, 00), conform teoremei 21, avem ca

00 ¥ o0 ~
. sinr _ . sinT _
lim e dr = lim e ") dr =0.
t—o0 b " b t—o0 &

De aici gi din faptul ci

b - 00 _*
F(l) = / UNT tzgy 4 / N2 e-trdy g
0 T b T

] 00
sinx _ .
e dzr| < lim
0o T t—=o0 Jy

deducem ciillim F(t) = 0.Dar llim F(t) = ‘lim (—arctgt+C) = —% +C.

sinz

lim

t—o0

e dr < ‘lim :t—l—(e—"' -1)=0

x

Prin urmare, ¢ = g g1t F(1) = %——arctgt. Deoarece funciia F(t) = / BT -to gy
2 o T

este continud pe [0, 00), conform teoremei 18 gi a > 0 oarecare avem cX

*sinx n
/ ——e ¥dr = — —arctgt,t € [0,00).
o T 2
Observatie.
Din acest rezultat deducem ca / smzdz = E
o z 2
b)
I s 222
Deoarece lim —"“—ai—) = —a?

r=0 r2\/] — g2
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pentru orice a € {—1,1), avem ci
1-0 2.2 1-0
/ In(1—d%s) , _ f(z,a)dz
040 $2 1 = :L" 0

unde f:[0,1) x (-1,1) — R,

f(z,a) = —a?, (z,0) € {0} x (-1,1)
: In(1-a?s?) (z,a) € (0,1) x (—1,1)

z3/1-z

. Functia f este continud pe [0,1) x (—1,1) gi

0}' { —207 (z,a) € {0} X (_lv])
'é_(zva)= i
¢ (1__‘,2;52)“7;::7) (2:,0)6(0,1) X(—l,l)

Este evident faptul ca functia %f este continui pe [0,1) x (—1,1).

Fiea € (0,1) sig:[0,1] X [-a,a] — R,

g(z,a) = —d’, (z,a) € {0} X [-a,q] ‘
’ lﬂ&;.;’i).’ (37,(1) € (0, 1] X [—-Q‘ a]

Deoarece functia g este continud pe compactul [0,1] x [—a, o],existd
M = sup{|g(z,a)||(z,a) € [0,1] x [~a,a]}
gi atunci

1
|f(.‘l.‘,(l)| S A’lﬁ

pentru orice z € [0, 1) i pentru orice a € [—a, a]. De aici si din faptul ci integrala

1-0 1
|
0 1 - ;132

cstc convergenta
(7 it = arcsinely = )
———dr = arcsinz|, = - |,
0 1 —ux? 0 2
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conform teoremeit4, deducem cil integrala

/0._0 flm,a)di

este uniform convergenta in raport cu a € [—a, a). Deoarece

< o p{\l | 0 € 0.0 x (-}

pentru orice x € [0,1) gi pentru orice a € [—a, ], conform teoremei 4§rezultd ci

1-0
./o -g;(a:,a)dx

este uniform convergentd in raport cu a € [—a,a]. Atunci, din teoremat9 rezultd

Lz

integrala

ci functia
1-0

F:[-a,a] — R,f"(a) = ] f(z,a)dz

este derivabild pe [—a, a], cu derivata continu gi

oo 1-02,- D —%a _
F'(a) = /o 9a (z,a)dz = A e zgdm =

i =
=/ ———h—costdt=
o

(1 — a?sin?t)cost

(99 s [0, g) — [0,1),(t) = sint,'(t) = cos t)
% " _aq 1
o [
(o200 — [0.5) 9t = aretg /0 = 177)

14 (1—a?)u? vi—a?

= lim

—2a
n—00 \/l—_

oo _2 - oo
= / e 0 ey —iarctg(\/l — a’u)
0 } § , o

sarctg(V1 — a’u) = \/T—_a’
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Deci, F'(a) = 7/1 — a? + ¢. Deoarece pentru a = 0 avem ci F(0) = 7 + ¢, dar gi

v

ca
=0 Ini
F(0) = —_—dr =
© /o z?/1 — z? =
rezultd ci ¢ = — gi F(a) = 7(v/1 — a? — 1). Deoarece functia F este continui pe

[~a,a] si a € [0,1), oarecare, avem ci

1-0 In(1 — a®z?)
—_————dr = 1—a?2-1 <1.
L, B e = o/ T=7 - 1) 1o

c)Deoarece
. 1 —cosazx
llm _—e——z = o
2040 T
pentru orice a € IR, avemn c&

/ 1-cosoz oip— / (2, a)dz
» (1)

+0 z
unde f:[0,00) x R — R,

Je,a) = 0, (z,0) € {0} x R
T, o 3 s
l-cosaz —z (I 0) € (0 00) x IR

T

Functia f este continud pe [0,00) x IR. Fie A > 0. Atunci
(e, < 2o~

pentru orice = € [A, 00) i pentru orice @ € IR. Deoarece integrala

/ e “dx
A

/:o f(z,a)dz

este convergentd pentru orice a € IR. Deci integrala

/o ” f(z,a)dz = /0 ! e, a)dr + /A " fra)e
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este convergenti. Functia [ este derivabili in raport cn o §i

af 0, (z,0) € {0} x R
—(r,e) = .
o (sinade™®, (x,a) € (0,00) x M

Mai mult, gﬁ este o functie continud pe [0,00) x IR. Deoarece

<e™®

\ggu,a)

pentru orice € [0,00) gi pentru orice a € IR, rezultd cd integrala
——(z,a)dz
| @

este uniform convergentd in raport cu a. Atunci din teoremaf9 rezulta cd functia
F:R— R,F(a)= /omf(u:,a)d:c
este derivabild pe IR si
F'(a) = Lm gg(z,a)dz = /()00 sinaze *dr =
= /000 sinaz(—e ") de = —sin(az)e™|’ + a/m cosaz(—e ) dzr =
)

= —{,)(:03(03:)6"'30 - a’/ (sin a#e"dz = —a+a’F'(a)
0

pentru orice o € IR. Deci
—a
1+a?’

Fl(a) =
de unde rezulta ca
1
F(a) = —5in(1+ a?) +ec

Deoarece pentru a = 0, avem ci

1-1 e “dx

1
F(0) = —;lul +c s F(0) =/

(1]

rezultd ci ¢ = 0 si deci

F(a) = —-%In(l +a?).
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3.2, INTEGRALE IMPROPRII CU PARAMETRU N

2. Utilizand posibilitatea inversiirii ordinii de integrare sd se calculeze:

1-0
t
/ _arclgr
040 IVl -l')

Rezolvare.
Deoarece
. arctgx
lim — =1
r—040 T
avern cd

1-0 1-0
/ Mf——d.r = / h(:t)—]——d;r
040 .l'\/l o .132 0 1 - .’1'2

unde k : [0,1] — R,

'LNE' € 0’1
h(z) = b =65l .
1, r=0

Observam ca

1 dy
o) = [

arclg: _ (/ y )dr
040 t\/l—r’ =k o (14 221 - 22

Vom aréta ci integrala

Deci

/l 0 dr
o (142221 —a?

este uniform convergentd in raport cu y. Funciia

|
(1 4+ 22y?)V1 — 22

este continud pe [0,1) x [0,1], deci pentru orice b € [0, 1) si pentru orice y € [0,1]

f:[0,1) x[0,1] — R, f(x,y) =

functia f este integrabild pe [0, 5]. Deoarece

1 1
<
(1 + 22?1 =22~ V1-2a?
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82 CAPITOLUL 3. INTEGRALE CU PARAMETRI

pentru orice x € [0, 1) si pentru orice y € [0, 1] si integrala

1-0 dr

este convergenti

-0 dz
————— = arcsinzx
0

V1 —z?

conform tcorecmci #rezultd cif integrala

1
s
(1] 2)’

1-0 d:c
/o I+

cstc uniform convergentd in raport cu y. Din tcorcma20 rezultd cd

/0"0 (/o1 (1+ y’z‘:!)/\/l—.—?) = «/o“ (/:-o 1+ y’t.:;’\fl = xi) W=
= /ol (/0‘5—0 mcoatdt) dy =

(go : [0, -;—) — [0,1),0(t) = sint,¢'(t) = cos t)

=/0' (/o’ (1+s+nﬂt)) = /ol (/ow 1 +yl=r-,1+u=d") dy =

(S" :[0,00) — [0, %) 1¢(u) = arctgu, ¢'(u) = 1 -:u’)
)

el —ln(y+ \/ITy?)| - —In(l +V3).

-3 e

1-0 arclgz T
dr = —=In(1 2;
L-po (1 4 y222)V/1 — 22 2 n(1+v2)

Deci

Probleme propuse.

S4 se calculeze urmitoarele integrale folosind derivarea in raport cu un parametru:
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3.2. INTEGRALE IMPROPRII CU PARAMETRU

H :
/ 1 lnl+acos:rdz (Jol < 1)
°

cosr 1 —acosz

/°° In(1 + a’z?) dz
o 1+ 22

/ In(1+ acosz)dz (|a| < 1)
()

/ In(1+ acosz) dx (la] < 1)
o

cos T

/ In(1 —2acosz + a*)dz
o

00 -1z o
e sinx
[P,
0 x
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Capitolul 4

Integrale Euleriene

Teorie

1. INTEGRALA LUI EULER DE PRIMA SPETA

1-0
B(a,b):/ 2 '(1—x)'dr, a>0,6>0
0

+0
PROPRIETATI
(a) B(a,b) = B(b,a) (simetrie)
a-—1
I = — - A
(b) B(a,b) a+b—lB(" 1,b), daciaa>1
B(a,b) = b_lB(bl daci b> 1
a, Py a, ), daca b>
1-2:3...n . ‘i
B(a’n)—a(a+l)...(a+n—l)' daci n € IN

(formule de recurent)

(©)  Blab)= / YU+ )y
040
(d) B(a,a—1) = — ,0<ax1
simmma
85
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86 CAPITOLUL 4. INTECRALE EULERIENE

2. INTEGRALA LUI EULER DE DE A DOUA SPETA

I'(a) =/ z" e "dr, a >0
0

+0

PROPRIETATI

(a) Functia I'(a) este indefinit derivabild pe (0, 00)

(b) I'(a+ 1) = al'(a), (formula de recurenti)

'n+1)=nl, ne N

I'(a)l'(b)
I(a+0b)
(formula de legaturd dintre cele doud integrale)

(<) Bl(a,b) =

Probleme rezolvate.

1. S& se demonstreze egalitatea

I'a)l(1 —a) = gy
dacd a € (0,1) (formula de completare)
Rezolvare.
Pentru a € (0,1), avem ci

Bla,1=a)= sinxwa'
Dar

e -t
= ﬂa)rﬂ#ﬂ = I'(a)I(1 — a).
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Deci
Fla) Tk = a) = =r=,
stnma
Observatie
1 1 s
r(5) F(E) - sin’ =

deci
r-(l) — R

2. S& se demonstreze egalitatea
v I'(2a) (formula Legendre)

= 22a-1

['(a)l (a + %)

Rezolvare.

B(a,a) = ./o::) (1 -2)*! = /0:0(:: — 2% Vg =

L[ GT

(o:[-33] — 0000 = § 410 =1)

Joe]aea () e
&

(v: 00— [o.3] ot = 3viwn = 77

1 1
/ yi(1—y) Ty =
0

1
1 ey 1 -
- 2‘/; :{a_:l.(l =) 4ﬁdy = 9%2a-1
_ L gl ). L I@re
224—] 2’ 2'ln—l I‘ (% + a)
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88 CAPITOLUL 4. INTEGRALE EULERIENE

Dar
I'(a)l'(a)
B(a,a) = l_‘(ﬁ)_—
Deci
1 /xl(a) _ I(a)T(a)
22-1T (a + %) I'(2e)

I(a)l (n + %) VT I(2a).

92a-1

De aici rezulta ca

S¥ se calculeze:

1-0
3. / 2" '(1 —z™)""dz , p,q,m > 0.
040

Rezolvare. Daci considerdm

@ :(0,1) — (0,1),p(t) = t,

atunci
o) =~k
m
gi
-0 -1 myg—1 -0 =t 1l 1,
(1 —a™) dz = tm (1—t) ' —tmldt =
040 040 m
1 [° r r
= — tﬁ—-l“_t)q—ldt__..LB(l’q):_l_w
m Joso m  \m mT (2 +gq)
1-0
4. / ‘/ e dz
) o l1—=
Rezolvare.

[ it [ b= [T - o

BRI LOMLOLEN.

'(2) P

1! 2
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1
5. / 1 — 3dr
Jo

Rezolvare.

1 1
/ V1 — 23de = / (1 — 13)§dz =
Jo Jo-o

(so:[o,u—»[o,n,w - V(0= )

I L b o L gt g
/oot(l t)f 3\/_2dt 3 —ot (1 —t)%dt 3/0—0t5 (1 —t)s 'dt
T i drd) 1ox 243r

T3 T2 3 1 T 9sini T 3
a-0
6. / 2 (a™ — z™)" e , p,q,m >0
a+0
Rezolvare.

Daca consideram functia ¢ : (0,1) — (0,a),¢(t) = at, atunci ¢'(t) =a si

a-0 1-0
/ 2> Y(a™ — z™)" ldz = / a1 (@™ — a™ ™) Nt =
o

a+0 +0

-0 I'(E)C(q)
= g™ / P (1 = ™) dt = a”+"’
040 ( ) I‘(P‘ +4q)

(conform exercitiului 4)

1. / o

Rezolvare.

dz

4-0 4-0
/ z‘[ L _dr= / z%(4 - 1')’%d1 =
(} 4-z 0

(GP : [0’4) o [0, l)"p(t) = ’“)

-0
- fl4%t%(4 _ 4ty badt = 42/' e =
0 0
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rera _

CAPITOLUL 4.

MG _ .3

= T®

8. / z2Va? - 23dz,a > 0
()

Rezolvare.

2!

INTEGRALE EULERIENE

23~1r=61r.

a 1
/ z*(a® - z’)%d.r = / a’t*(a® - a’t’)édt =
0 0

= (p:[0.1] —

.—.a‘/1 (1 — t*)ddt =
(1]

[0’ a]v (p(t) = at, ‘P'(t) = a)

(o2 100 — 0110000 = V') = 122

=a‘£lu(l-—u)z2\/_du—a —/0 u?(l—u)*du——/ u~ l(1—")i 'du =

‘TG _

GG

2 r(3)

o.
040

Rezolvare.

Daci consideram functia ¢ : (0, 00)

si

/ N1 4 2™) P e =/
040 040

> 1
(5t 1) Rorh-Da = —p (—, Bt q) :
m m

m Joyo

a
2 2!

2" (1 +2™) """z, pm > 0,p+q >

_t...

o'(t) =

thw(l+ t)-r—ql
m

1 _a‘zr
2 16

— (0,00), () = tw, atunci

tm1dt =

m
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10 /°° dr
’ o040 (1 + z)V/a?

Rezolvare.
*° dr oo o
— —* -1 - *—I _*_* _
Liravm = Lortarare= [aAavatte

(conform propriettii 3)

13 1.1 -
=B = Q- = Vor.
(4 4) 3(4’1 4) el

B
- /o+o\'/’_-‘(1+”)
Rezolvare.
had dz
—_— ¥ N-14 _
/m%(1+=’) [.: (142)"de
(¢: 0000 — @000t = VEs = 52
= * "1__ _l - -1 =l s - - _
/ R 2[,,‘ Y140t 2/Mt1 1040 4dt =
=13(Z 1)-1 r__*v3
2 \3'3) 2sinf 3 °
E
12. /-oain""goooa""(pdgp,a>0,b>0
040

Reszolvare. Daci considerdm ¢ : (0,1) — (0,%),¢(t) = arcsint, atunci

/
t) =
P (E) o iy

gi
-0
: / sin® pcos®pdp =

040

-0

=/H)t"“(l ) dt = /l *=1(1 - ) Fdt =
0+0 0+0

\/__
(v:(o,l)—»(O,l),v(u) Vig'(u) = f)
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92 CAPITOLUL 4. INTEGRALE EULERIENE

1-0 1 -0 R
= / uQT(l - u)"’l——-du = —/ uf™'(1 —u)i'du =
o 0+0

+0 2V/u
1 (a b) _1T()r(%
= 53(5'5) Ry
Observatii
* ' ; 1T (=T (Y)
/0 sin®pdp = /; cos™pdyp = 3 _F(erI)-L =
=[’£2”T—l =3 3ir (4 =Zr_(2n—-l)(2n—3)...3-lnew_
2 n! 2 (2n)(2n-2)...2 '’ ’
(b) " -
/u sin™ pdyp = / cos™ 1 pdyp ;———3—15?;_":(1))
_1 (n=1IP(3) 1 (2n-2)(2n—4)...2

== = ,neiN".
23nclin=d | 3r(1)  2(2n-1)(2n-3)...3...1

5-0
13. / Vig2pdo.
0

Rezolvare.
$-0 §-o '
/ Vigiodp = / sintpcos dpdp =
o o
5-0
=/ sintYpcostlpdyp =
()
(& 1
=_1_ (e)r(s) =l ‘1r =-1- 2r=7
2 T() 2siny 2
14. / e""d.t,n > 0.
(7
Rezolvare.
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(sP :(0,00) — (0,00), (1) = t%, (1) = %t*“)

Observatie.
g Lp () 2L
[ re=gr(3) =3~
15. / zf"e"'dz, m>-1,n>0
040
Rezolvare.
/ T™e " dr = / L .
040 040 n
(gp : (0,00) — (0,00),(t) = t*. () = %t*")
= [ eda=lr ("‘ L l) :
n 040 n n
16. / 2" n’zdz, p < 0.
040
Rezolvare.

Dack considerfm functia ¢ : (0,00) — (0,00),p(2) = €', atunci ¢’(¢) = ¢’ ¢

00 00
/ 2" indzdz = / PVt gy = /W BeP'dl =
040 040 040 .

(‘P : (o' c”) = (.ovw)v 'P(u) = _W'v'(“) = —P)

040 040
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Capitolul 5

Integrale curbilinii
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96 CAPITOLUL 5. INTEGRALF CURBILINTI

5.1 Integrale curbilinii in raport cu elementul de
arc

Teorie

Definitia 5.1 Fie D € R® un domeniu ( o submul{ime deschisd gi concrd a i RY).

funcfia F : D — IR st curba rectificabild

r = (1)
C:q y=g(t) t€[ah
z = h(t)

astfel incit Im(C) C D (unde Im(C') esle imaginca curbei C).
Considerdm

Ata=tg<h<t)<...<lhy <t,=b,

o diviziune a intervalului [a,b]. Obfinem asifel punciele

Mi(f(t), g(1:), h(1:)) € Im(C).

Fie
As; = IM.)G.,,’i =0.n—-1||A]} = Max As,
§t
n-1
Sa =Y F(f(&).9(&).h(&))As,,
=0 - :
unde

&€ (tistiya),i=0,n—1.

Dacd ezistd I € R astfel incat

VA cu ||A|| = 0 st V& € (tiytigr), i = 0,n — l'u‘I\i|'|noSA =1,
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5.1. INTEGRALE CURBILINIIiN RAPORT CU ELEMENTUL DE ARC 97

vom spune cd funclia F este integrabild in raport cu elementul de arc de-a lungul curbei
C, iar numdrul I se numegte integrala curbilinie in raport cu elementul de arc a funcfici

F de-a lungul curbei C gi vom nota
I= / F(z,y,z)ds
c

Teorema 5.2 (de reducere a unei integrale curbilinii in raport cu elementul

de arc la o integral¥ Riemann)

Fie D C R® un domeniu, functia F : D — IR gi curba rectificabild

z = f(t)
C:q y=g(t) t€[ab],
z = h(1)

astfel incdt imaginea curbei C' sd fie inclusd in D. Dacd funciia F este continud pe D

gt functiile f,g,h sunt de clasd C' pe [a,b], alunci

b
/ F(x,y,z)ds = / F(f(t),g(t), h()V/I'(1)? + ¢'(t)? + h'(t)2 dt.
¢ a
5.3 Propriet#iti ale integralei curbilinii in raport cu elementul de arc

1. Dacd functiile F' gi G sunt intcgrabile in raport cu clementul de arc dc-a lungul
curbei C' atunci oricarc ar fi a,f} € R, aF + BG cstc integrabild in raport cu

elementul de arc de-a lungul curbei C gi
/(nF+ﬂG)(m,y,z)ds = a/ F(;t,y,z)ds+ﬂ/ G(z,y,2)ds.
c c c

2. Dacd perechea de curbe (Cy, C;) este juztapozabild gi F' este o funclie integrabild in
raport cu clementul dc arc de-a lungul curbei C = CUC}, atunci F cste integrabild

in raport cu clementul de arc de-a lungul curbelor Cy gi Cy gi

/F(x,y,z)ds:/ F(:l:,y,z)ds-l»/ F(z,y,z)ds.
C L JCy Ca
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9% ' CAPITOLUL 5. INTEGRALE CURBILINII
54 APLICATII

[. Dacd (7 cste o curbd rveelificabild, alunci lungimea curbei (' cste dala de

2. Masa unui fir material de grosime neglijabild, carve estc imaginea curbei (' gi are

densitatea p(x,y,z), unde (x,y,z) € Im(C') este
M:/p(;r,y,z)ds,
c

3. Coordonatclc centrului de greutate al wunui fir material de lungime neglijabild care

este imaginea curbei C gi are densitatea p(x,y, z), pentru (z,y,z) € Im(C') sunt:

1
TG = M/(:a'p(:r,y,z)ds

1
Yo = H/C yp(x,y,z)ds

2q = —Ali/( zp(x,y,z)ds
Probleme rezolvate.

S# se calculeze urmitoarele integrale curbilinii in raport cu elementul de

arc:

1. ‘/(.),2 +y?)ds
c

unde imaginea curbei C' este segmentul de dreaptd cu cap#tul initial in

punctul A(1,1) gi capétul final in punctul B(3,3) de pe dreapta x —y = 0.
Rezolvare.

O parametrizare a curbei poate fi:
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INTEGRALE CURBILINII iN RAPORT CU ELEMENTUL DE ARC 99

Functiile f(t) =, ¢(t) = t sunt derivabile cu derivata continud pe [1,3] ; f'(t) = 1
gi ¢'(t) = 1. Functia F(z,y) = 22 + y? este continud pe R?, deci putem aplica teo-
rema de reducere a integralei curbilinii in raport cu elementul de arc la o integrald

Riemann. Avem
3 3 t3
/(1‘2+y2)d3=/ (2 +)V12 4 124t =/ 2\/§t’dt=2\/§? =
C 1 1 B

— AR _ 2

/;(w +y)ds

unde C este curbi simpl# inchis#, orientat¥ pozitiv, care are drept imag-
ine in plan p#tratul cu varfurile 4,(0,0), A,(1,—1),A45(2,0),A4(1,1) gi am-

bele capete in A,.
Rezolvare.

Ecuatiile laturilor patratului sunt:

(a) ecuatia dreptei AjAy: y = —x
(b) ecuatia dreptei 4,43: y =2 — 2
(c) ecuatia dreptei Ayd,: y= —x+2

(d) ecuatia dreptei AyA,: y ==

Consideram curbele:
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100 : CAPITOLUL 5. INTEGRALE CURBILINII

r=—t+2
Cg:{‘t ,tE[O,l].

z=1-1t
Cq! ,tE[O,l].
: y=1-1t

Dcoarcce curba C cstc o curba simpla gi inchisi C = C; U C3; U C3 U Cy, curbele
- (,C4,C3,Cy sunt rectificabile, perechile de curbe (Cy,C3), (Ca,C3), (C3,Cy),
(C4, Cy) sunt juxtapozabile gi functia F : IR? — IR, F(z,y) = = +y este continui

pe IR, existd integrala din enunt gi din teorema de aditivitate a integralei curbilinii

in raport cu elementul de arc, avem:
[etnde= [ @rodss [ @rids+ [ @4y)do=
c Cy C, Cs

= (w.+y)ds=11+lg+13+l4=l.
Cy

Deoarece functia F(z,y) = z + y este continu& pe IR’ si functiile fi(t) si gi(2),
i € 1,4 sunt derivabile cu derivata continui in fiecare din cele patru cazuri, pen-
tru calculul cclor patru intcgrale putem aplica tcorcma de reduccre a intcgralci

curbilinii in raport cu elementul de arc la o integrald Riemann. Deci

1
1.=/ (t-t)V17¥17dt =0
o

2 2
I,=/(2t—2)\/1’+1’dt=2\/§/ (t—1)dt = \/i(t—l)’ljz\/i
1 . 1
1
13=/ WITF 12 dt = 2\/§t|;=2\/2_
0

1
=V2

o

1.=/ol(2—2z)\/12+ 12dt = 2v2 — 51'2—‘)2

g

I=04+vV2+2V2+V2=4V2.
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/ axds,
5

unde imaginea curbei C este arcul AB, A(0,1), B(1,2) din parabola y =

2% 4 1 gi avand capatul initial in A.
Rezolvare.
O paramctrizarc a curbei C poatc fi

=t
(8F ,telo,1].
y= 241
Deoarece functia F(z,y) = = este continud pe IR? i functiile f(t) =t si g(t) =
t? + 1 sunt derivabile, cu derivata continud pe [0,1], putem aplica teorema de

reducere a integralei curbilinii in raport cu elementul de arc la o integrald Riemann.

Deci,

1 1
/xds:/ t\/1’+(2t)7dt=/ tVal? + 1dt =
C [1] (V]

1 N
- ﬁ(\/1+4t?)‘0=§(5\/5—1).

/ zv/x? + ylds,
c

unde imaginea curbei C este arcul din primul cadran al cercului:
a)r’ +y* =2
b)a? +y? =2z

Rezolvare.

a) O parametrizarc a curbei este :

= \/3cos '
C:{’ 7 eepnX

]
y = V2sin0 2
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CAPITOLUL 5. INTEGRALE CURBILINII

Functiile f(9) = V2c0s0 si g(0) = 2sin# sunt derivabile cu derivata continua
pe [0, 3] Functia F(x,y) = x\/a? + y? este continua pe IR?. Deci putem aplica
teorema de reducere a unei integrale curbilinii in raport cu elementul de arc la o

integrali Riemaun. Avem

I= / Tyz?+ytds = /7 \/‘ZC()S()\/‘E\/(J‘ZSi”O)z + (V2c0s 0)? df =
(o) 0

3 x
= 2\/5/ cos0df = 2v/2:in8|" = 2V/2.
0 0

b) Deoarece ecuatia canonici a cercului 22 + y? = 2zr este (zr — N?*+y* =1, 0

parametrizare a curbei ' este

r=1+cosf
,0€[0,m].

y =sinf
Functiile f(8) = 1 + cos 8 si g(0) = sin 0 sunt derivabile cu derivata continud pe
[0, 7. Fun(;,t,ia F(z,y) = /22 + y? este continui pe IR>. Deci putem aplica teo-
rema de reducere a integralei curbilinii in raport cu elementul de arc la o integrald

Riemann. Avem

1= / /22 + y2ds = \/‘2/ (1 4 c0s0)**V/sin?0 + cos? 0df =
c Jo

g r 3/2
=2 / (14 cos0)**do = V2 / (mﬁ%) do =
0 0

=4/ cossgd0=8/2cos‘-’0d0=8-5:1—6.
o 2 3

0 3

/ xy ds,
c

unde imaginea curbei C este arcul din primul cadran al elipsei

T—2+y—2—l >0,b>0
a2 bz—.a o, s
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INTEGRALE CURBILINIIIN RAPORT CU ELEMENTUL DE ARC 103
Rezolvare.
Ecuatiilc paramctrice ale curbei C sunt:
x =acosl
C: ,0€o, g].
y=>bsind

Functiile f(0) = acos® si g(#) = bsin @ sunt derivabile cu derivata continui pe
[0, %). Functia F(z,y) = zy este continui pe R*. Deci existd integrala din enunt

gi se poate reduce la o integrali Riemann. Avem

H
I = / zyds =/ ab sin 0 cosOv/a?sin? 0 + b2cos? 0d0 =
c

(1

b
= ab / 8in 0 cos 0 \/(a? — b?)sin?0 + b2d0 =
o

ab

3|¥
2(02—1 [\ﬂ(l2 —b’)sm70+b7] . ==

/xyz’ds
c

unde C este curba simpl¥, inchis¥ gi rectificabili din spatiu, care are

ab(a® = b°)  ab(a® 4 ab + b?)
3a2—8) 3(a+b)

ca imagine cercul situat la intersectia sferei z? + y? + 22 = 1 cu planul

z + y =0, cu ambele capete in A(0,0,1)
Rezolvare.

O parametrizare a curbei C poate fi

r= 32@0030
T 5
G y::—l,lécosli .96[5.?]-

z=sinb

Functiile f(0) = 2 o3 0), q(f) = [ c0s 0,h(0) = sin 0 sunt derivabile cu derivata

[vr 5r

continui pe ] Functia F(z,y, z) = z2y*2? este continui pe IR>. Deci existd
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integrala din enunt, si se poate reduce la o integrald Riemann. Avem

1= / 1:2y2z2 ds = / i wn"ﬂmc 0\/— 3in?f + ~cm%«‘n~220d0 =
c 3

2r x
= l/‘ sin@cos?0do = /z[sin"()—sinr‘()]dl)z
1 Jo Jo
3l7r 5317  3r 1 T

3122 6422 812 32

. Proicctia cercului de intersectic pe planul Oz se obtine climinand y din

224y’ 4+:22=1
r+y=0

Proiectia este o elipsi de ecuatie 212 4 2% = 1.

/(;r’ +yH)In zds,
c
unde
r=c¢e'cost
C:{ y=¢ sint 1 €[0,](elicea conicX) .
z=¢t
Rezolvare.

Functiile f(t) = €' cost, g(t) = €' sint,h(t) = €' sunt derivabile cu derivata con-
tinud pe [0, 7]. Functia F(x,y.z) = (2? + y?)in z este continui pe R? x R, . care
contine imaginea curbei C. Deci existd integrala din enunt, si se poate reduce la o

integrald Riemann. Avem

./‘(:n:2 +y?)Inzds = / te? \/e?(cost — sint)? 4 ¢M(sint + cost)? + et dt =
¢

0
" l n
= 1e¥V3dl = — ——/ tdt =
/o f V3 Jo
1
58 iy b ___\/______ 1”—(’.3"4-]).

\/ge 3\/§c 7 (3me

S& se afle lungimea urmétoarelor curbe:

T 3r
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r =ae 'cost
8. C:{ y=aetsint ,t€[0,00),
z=be!
unde a > 0,5 > 0 sunt numere reale date.

Rezolvare.

Functiile f(t) = ae~* cost, g(t) = ae™* sint,h(t) = be* sunt derivabile cu derivata

continud pe [0, 00). Atunci

lc= / ds = / Va%e~(cosl + sint)? + a2e~M(cost — sint)? + b2e-Ndl =
c o

- / VEAT Bt = VI TR~ = VAT B
0

z = a(t — sint)
9. C: ) t € [Ov 2”]1
y = a(l — cost)

unde a > 0 dat. (bucl¥ cicloid¥)
Rezolvare.

Deoarece functiile f(t) = a(t — sint),g(t) = a(l — cost) sunt derivabile gi au

derivate continue pe [0, 27],avem

ax
lc = / ds = / Va*(1 — cost)? + a?sin?tdt =
c (i

r
=2a/
0

= fla/ sintdl = 4(1(—(:03!)]:,r = 8a.
0

sin t
2

dt = 4a/ |sint| dt =
o

10. Curba C este imaginea cercului de centru (a, b) gi raz¥ R.

Rezolvare.
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ileprezenl.area parametrica a curbei ' este:

z=a+ Rcost
C; ,t €[0,2n],
y=0b+ Rsnt

Deoarece functiile f(1) = a+ Rcost,g(t) = b+ R sint sunt derivabile gi au derivate

continue pe [0, 27],avem

2w 2w
lc = / ds = / VR2sin?t + R2cos?tdt = / Rdt = 2rR.
c o Jo

S¥ se calculeze masa gi coordonatele centrului de greutate ale firelor

materiale care au reprezentirile parametrice gi densit#tile:

11.
z =acos®t . . .
C: , 1 €[0,=],a > 0gi densitatea p(x,y) = 1,(x,y) € Im(C).
y = asin’t 2
Rezolvare.

Deoarece functiile f(t) = acos’t si g(t) = asin® sunt derivabile i au derivata
continud pe [0. %] §i p(z,y) = 1 este continud pe M?, integralele curbilinii in raport
cu elementul de arc pe care le vom calcula se pot reduce la integrale Riemann.

Avem

; : |
M= / plz,y)ds = / "V9atcostt sin?t + 9a2cos?l sinl di =
: C : 0 ‘ :

r‘ PR

7 int Y
= 3(1/ sintcostdt = 3asm ﬂ
0 2 2

.d T
4 z
2

(V]

1
e =47 A rp(a,y)ds =
92 r3 ‘ 9 5
= —/ acos®t (3a sintcost )dt = 7"(—('03"'!) = 2
3a J, 5 o 5
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= —l—/ (z,y)ds =
Yo = M Cy/’ 'Y =

3 9 %
= 1/ asin® (3a sintcost)dt = —a(—sinst) =
3a /o 5

Deci
12.
T =uacost
C:{ y=asint , t €[0,37],a >0,
z=1
gi densitatea p(z,y,2) =z +y,(z,y,2) € Im(C).

Rezolvare.

Deoarece functiile f(t) = acost, g(t) = asint gi h(t) = t sunt derivabile gi au
derivata continui pe [0,3x] si p(z,y,2) = = + y este continui pe R®, integralele
curbilinii in raport cu elementul de arc pe care le vom calcula se pot reduce la

integrale Riemann. Avem

3
M= / p(z,y,z)ds = / a(cost + sint)Va? + 1dt =
c 0

3
= ava®+ I(sint — cost)] =2ava®+1
)

1 1 o
1= — [ op(x,y,2)ds == ———— %(cos®t + sintcost)Va® + 1dt =
¢ M/(,- pla.y,2) 2a\/a’+l,/n oo ot )va+

3r
In x ) 2t '
= E/ (cos*t + sintcost)dt = a 6/2 coslidi £ sin }a_ﬁ_;
2Jo 2 0 2 0 4

I ! o
- = — 7,y,2)ds == ———— a’(sin®t + sintcost)Va? + 1dt =
¥6 = 37 /( yr(z,y,2) T A ( )

1
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; 3x
= 6/ sin? tdt +/ sintcostdl | = aﬂ;

3x
2g = -Al—l/Czp(z,y’z)ds === Eqﬁ./o at(coat + Sint)\/d"l’l =

1 /3 1 3= 1 3
= —/ t(sint — cost)'dt = —t(sint — cost)] — = (sint — cost)dt =
2 0 2 ! 0 2 0
3 1 NN S PR
- E(—cost — sint) | = E(Jr -2).

Deci

M=2Va+1 G (? -3-:-’5, %(31!’ = 2))
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5.2 Integrale curbilinii in raport cu coordonatele

Teorie
Fie D C H® domeniu gi

z = f(t)
C:8 y=g(t) ,t€[ab '
z = h(t)

o curbd netedd
(f,9,h € C'([a, b)), f'(8)* + 4'()" + M'(2)" # 0,Vt € [a,B] )
astfcl incat ima.ginca sa 83 fic inclusd in D.
Definitia 5.5 Spunem cd functia P : D — IR este integrabild in raport cu z de-a
lungul curbei C dacd czistd
[ Pu.s. b0 o d
gt notdm \
[ Pawards= [ PU@.s0.he) FO .
Spuncm cd funciia vectoriald
5: D — R, (z,y,2) = P(x,y,2)i + Q(z,y,2)j + R(z,y, 2)k

este intcgrabild in raport cu coordonatcle dc-a lungul curbei C, dacd funciia P cste
inlegrabild in raport cu = de-a lungul curbei C, functia Q) este integrabild in raport cu
y de-a lungul curbei C, functia R este integrabild in raport cu z de-a lungul curbei C.
Integrala curbilinie in raport cu coordonatele a funcliei vectoriale © este suma acestor

integrale gi se notcazd:

/ Plings i iz ndy+ Fmy, i
C
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Teorema 5.8 Teorema de reducere a integralei curbilinii in raport cu coor-
donatele la o integrali Riemann.

Fie D C B un domeniu si

v = (1)
C:{ y=g(t) , L€ [a,}

o curbd nctedd astfcl incdl imaginea sa sd fic inclusd in D gi
v:D— ’?’f’(wvyw Z) = P(;F,y,Z); + Q(‘rv yvz).; + R(.l‘, ?/»Z)X’

o functic vecteriald continud pc D. Atunci v csic integrabild in raport cu coordonatcle

de-a lungul curbei C gi

/ Plio,g, 2 3, y, il & Rl g, ) =
C

b
= / [P(f(2), 9(2), h(2)) F'(t) + QS(t), g(2), h(t)) ¢'(t) + R(S(t), g(2), (1)) B'(t)] dt.
5.7 Propriet#ti ale integralei curbilinii in raport cu coordonatele .
1. Fie D C IR® un domeniu gi

x = f(t)
C: y:g([) ,fe[ﬂ,h]
z = h(t)
o curbd netedd asifel incdl imaginea sa sd fie inclusd in D, funcliile vectoriale

ﬁl : D — R,f’l('-l’v!l. 2) = P](J',y,Z);+ Ql(‘rvyv’:).; + R|(J-’,y,2)lf,

Uyt D — R, vy(x,y,2) = Py, y,2)i + Qala,y,2)) + Ra(x,y, 2 )k

sia, B € R.
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5.2. INTEGRALE CURBILINII iN RAPORT CU COORDONATELE 111

Dacd functiile vectoriale v,,9, sunt z'ntc_émbilc in raport cu coordonatele de-a lun-
gul curbei C, atunci gi funclia vectoriald av, + B9, este integrabild in raport cu

coordonatele de-a lungul curbei C gi
/(aP, + BP)(x,y, z)dz + (aQy + BQ1)(z,y, 2)dy + (aRy + BRy)(x,y,2)dz =
c
o [ Pilow,2)de + Qule,v, My + Rule, v, s+
c

1A / Pl $)de -+ Qale 9,31y - Raliz, 9, 2 ).
C >3

2. Fie D C IR® un domeniu gi

' z = fi(t)

Crif y=g(t) , t€ab)
| 2= hi(t)
(== filt)

Ca:{ y=g(t) ,telbe
f z = hy(t)

curbe nctede jurtapozabile, astfcl incdt imaginile lor sd fic continute in D gi
o: D — R, b(x,y,2) = P(z,y,2)i + Q(z,y,2)] + R(z,y,2)k.

Dacd functia vectoriald © este inlegrabild in raport cu coordonatele de-a lungul

curbelor Cy §i Cy, alunci © este integrabild in raport cu coordonatele de-a lungul

curbei C, C = C,UC, si
[ Pv, )i + Qv 2y + Ry, 20 =
i
= [ Plesy e + Qey, 2y + Rz, e+
Cy

+ / P(z,5, )z + Q(z, i, 2)dy + R{#,y, $)dz.
Ca
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Definitia 5.8 Fie D C IR® un domeniu P,Q,R : D — IR continue, C, gi C; curbe
netede cu imaginile continute in D avdnd aceeagi extremitate inifiald gi aceeagi extrem-

itatc finald. Dacd
./c P(z,y,z)dz + Q(z,y, z)dy + R(z,y,z)dz =
1
= /G P(z,y,z)dz + Q(z,y,z)dy + R(z,y,z)dz
spunem cd integrala func;ici vectoriale
¥(z,9,2) = P(2,9,2)i + Q(z,4,2)] + R(z,y,2)k
de-a lungul curbei Cy nu depinde de drum gi vom note

/ P(z,y, 2)dz + Q(z,y, 2)dy + R(z,y, 2)dz =
Cy

(z1.01,21)
= / P(z,y,2)dz + Q(z,y,z)dy + R(z,y, 2)dz

(z0,v0,20)

unde (o, Yo, zo) reprezinld capdtul inifial al curbei C,, iar (zy,y1,2,) reprezintd capdtul

final al curbei C,.

Teorema 5.9 Fie D C IR un domeniu, P,Q,R: D — IR contlinue, C o curbd netedd

cu imaginea contiputl in D. Integrala
L P(z,y,2)dr + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz
nu depinde de drum dacd gi numai dacd ezistd F : D — IR diferentiabild astfel incat
dF = Pdz + Qdy + Rd:
(forma diferentiald ~ w:D > L (R3 R)
w(z,y,z) = P(z,y, z)dz + Q(z,y,z)dy + R(z,y,z)dz

este ezactd).
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5.10 Observatii
: 3 R)
1. Dacdé w:D-— L(R" IK),
w(z,y,2) = P(z,y,z)dz + Q(z,y, 2)dy + R(z,y,z)dz

este o formd diferentiald eractd, atunci o primtivd a sa este datd de relafia

('—"-V’-")
P, ) = [ P, ade + ey, 2)dy + Rie,p,2)ds
(xo0,¥0,20)
unde (zo, Yo, 20) € D este un punct fiz din D, iar (z',y’,2’) un punct oarecare din

D.

3
2. Dacd C este o curbd netedd inchisd gi forma diferenfiald w: D —> LIR s [k)l

w(z,y,2) = P(z,y,2)de + Q(z,y, 2)dy + R(z,y,z)dz

este exactd, atunci
[ P@v.)de + Qo 2)dy + Ria,p,2)ds = 0.
¢

Teorema 5.11 Fie D C IR® un domeniu simplu conez, P,Q,R : D — R continue

astfel incdt ezxistd gi sunt continue derivatele parfiale

dP 0P 9Q 0Q OR OR

8y’ 8z’ 0z’ 32’ Bz’ By’
Forma diferentiald  w : D —> L{R3 R),
w= Pdz + Qdy + Rdz
este exactd dacd gi numai dacd

aP 0Q 0Q OR OR 9P

dy  0x'0z 0Oy 0z 0z

in orice punct din D. (forma diferentiald w este inchisd pe D).
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5.12 Aplicatii.

1. Lucrul mecanic efectuat de forta T de componente P(x,y,z), Q(v,y,z) g

R(x,y,2) al cdrei punct de aplicalic descrie curba neledd C' este dat de
L= / P(x,y,z)dr + Q(z,y,2)dy + R(x,y,z)dz.
c

OBSERVATIE.

Fie C o curbd pland netedd

C: ==/0) , L € [a,b]

y=g(t)

¢i P,Q: D C R* — R continue, unde D este un domeniu din IR* care confine

imaginca curbei C. Intcgrala curbilinic a functici vecloriale
o(z,y) = P(z,y)i + Q(z,y)J
in raport cu coordonatcle dc-a lungul curbei C sc notcazd
[ Pt + Q.

Toaté proprietdlile enun{ate mai sus se {ranspun fird modificiri esen{iale, pentru

aceastd integrald.

1)

. Dacd@ D cste un domcniu plan a cdrui fronticrd este o curbd nctedd, C = aD,

atunci

Aria(D) = -;—/ xdy — ydr.
c

Probleme rezolvate. S& se calculeze urmitoarele integrale

curbilinii in raport cu coordonatele
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1. /(2(1 —y)dr +ady
c

unde

x = a(t —sint)
C: t € [0,2n]
y = a(l — cost)

gia>0.

Rezolvare.

Deoarece functiile f(2) = a(t — sint) si g(t) = a(1 — cost) sunt de clasi C' pe
[0,2x] gi functiile P(z,y) = 2a — y §i Q(z,y) = = sunt continue pe I, se poate

aplica teorema de reducere a integralei curbilinii in raport cu coordonatele la o

integrali Riemann. Avem

2
= / [(2a — a(1 — cost))a(l — cost) + a(t — sint)a sint]dt =
0
P . r
= a’/ (1 — cos*t + tsint — sin’t)dt = a’/ tsintdt =
0

0

D 2”
= u’t(—cost)I;N + a’/ costdt = —2ma® + a’sintlz’r = —2mra’.
0

2. /;tle+ydy+zdz
Je

unde

r=acosl
$ 1 . ”
C:¢ y=bsint t€ [0, —]
2
_ z=cl

siabce R;.
Rezolvare.
Deoarece functiile f(1) = acost, g(t) = bsint gi h(t) = ct sunt de clasi C! pe

[0.2]. iar funciiile P(r,y.2) = x, Q(x.y.2) = y si R(z,y,z) = = sunt continue
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pe IR®, se poate aplica teorema de reducere a integralei curbilinii in raport cu

coordonatcle la o integrald Ricmann. Deci

5 §
I= / [acost(—asint) + bsint(bcost) + ctc]dt =
() ,

t 5
=(b’—a2)/ cost.sintdt«}—cz/ tdt =
0 (]

¢t

42

6 2

i 5 sin?t|¥
= (b a)———2

=
o 2

3' / dz
) cIVT+yY

unde

Rezolvare.
Deoarece functiile f(t) = 1 —t,g(t) = t? sunt functii de clasi C" pe [1,00), iar
functiile
1 .
P(z,y) = oy Qz,y)=0
sunt continue pe IR, x IR} si I(C) C R} x R}, se poate aplica teorema de
reducere a integralei curbilinii in raport cu coordonatele la o integrali Riemann.

Deci

= /°° . dt.
. 1 (L+t)ver+t+1
Daca punem v/t2+ ¢+ 1 =t 4 u, atunci

u? -1 —2u? 4 2u—2 -ultu-1 u? — 2u
ti= fi= du,Vt? 4+t = — =
1—2u’d (1 — 2u)? ¥ Sl 1-2u Lhd 1-2u

§i [1,00) se transformi in [v3 — 1,1). Obtinem

b or-oouw 1-2u 2A—uw*4u—-1),

I= i W —2u—wltu—1 (1-2u)?

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



5.2. INTEGRALE CURBILINII iN RAPORT CU COORDONATELE 17

1 . 4 _ 1
=/ #=/ ( ! —l)du=ln ¢ 2“ =
Vi1 w(u —2) Vi \ut—=2 u

u V3-1 5
4. / 22de + 22 dy + y? dz,
c

i
—

unde C este curba simpl¥ care are drept imagine in spatiu segmentul

AB si extremitatea initigl! in punctul A, cu A(-1,1,-1) gi B(1,2,1).
Rezolvare.

Ecuatiile parametrice ale dreptei AB sunt

2 ~ 1 2"
de unde
r=-14+2t
y=1+t
z=—1+4+2t

O reprezen‘are parametricd a curbei C este
z=—-14+2t
C:{ y=1+t , t€0,1].
z=-1+4+2¢
Deoarece functiile f(t) = -1+ 2t, g(t) =1+t i h(t) = —1 + 2t sunt de clasi C*
pe [0,1] gi functiile P(x,y, z) = 22, Q(z,y,2) = z? gi R(z,y, z) = y* sunt continue
pe I, se poate aplica teorema de reducere a integralei curbilinii in raport cu

coordonatcle la o intcgrald Ricmann. Avem

1 =/l[(—l +2t)’-2+(—1_+2t)’-1+(1 +1)*-2)dt =

1 1
t3
NUE)
. 3

(=1 +2t)°
3 (4]

1 1
=/ 3(—1+2t)’dc+2/ (1+¢)’dt=§
0 0 2

17
T

o | = e

2
S+ D+3(8-1)=
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/ ydr —rdy
Jo 9rt 4 Ayt Ay’

unde (' este curba simpl&, inchisd, orientati pozitiv, care are drept
imagine in plan elipsa
r? N
4
gi ambele extremit#ti in A(2,0).
Rezolvare.

Avem

r=2cost

65 y=3sint,t€[0»2"]'

Deoarece functiile f(t) = 2cost, g(t) = 3sint sunt de clasd C' pe [0,2n], iar

functiile P(z,y) = mﬂ’m, Q(z,y) = EM_:_FTE sunt continue pe
R — {(z,y) 92" + 4y* + 4y = 0} §i I(C) C R* — {(=,y) |92” + 4y” + 4y = 0}

se poate aplica teorema de reducere a integralei curbilinii in raport cu coordonatele

la o intcgrald Ricmann.
Deci

2m
1 =/‘; m[ﬂsinl(—2sint) —2cost(3cost)]dt =
.._l/"L_ l/“ d___ _
© 2Jy B4cost 2Jy 2+2cos?i
__l/"_i’L__ l/% a0 .
T 2Jy 14cos20 2 _%l+g('|€0—

/* do /°° 1 b
= — —_— = —_—du =
o 14120 o I+Ez—_l+u2 1+ u?

*  du 1 I
= — - = ———=arctg' i

0 1 +2u? \/§

s

o 22
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6. / zdy — ydz,
c

unde C este curba simpl¥, inchis¥, orientatd pozitiv, care are drept

imagine in plan frontiera domeniului m#rginit de curbele
D+’ =4y=2V3z=9yV3,z>0

gi ambele extremit#ti in O0(0,0).
Rezolvare.

Pentru z > 0, cercul z? + y? = 4 intersecteazi dreapta z = yv/3 in punctul

A(V3,1), iar dreapta y = zv/3 in punctul B(1,v/3). Dreptele z = yVi3siy =23
se intersecteaza in punctul 0(0,0). Considerdm urmitoarele curbe: curba C; care
are drept imagine segmentul OA si capitul initial in O; curba C; care are drept
imagine arcul AB din cercul z? + y? = 4 gi capitul initial in A; curba Cj care are

drept imagine segmentul BO gi capitul initial in B.

Pentru aceste curbe putem considera urmitoarele reprezentiri parametrice:

x=\/§t
C"l: { y tG[O,l]

r=2cost
Cz: y te[z,l .
y =2sint 63

r=-—t
Cy: , L€ [—1,0]
y=—V3t

Cy, Cy, Cy sunt curbe netede. Perechile de curbe (C, C3), (C3,C3), (Cs, Cy) sunt
juxtapozabile §i C = C;UCyUCs.

Functiile P(x.y) = —y si Q(z,y) = z sunt continue pe IR*. Rezulti ci integrala

din cnunt cxistd si din tcorcma dc aditivitatc a intcgralei curbilinii in raport cu
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coordonatele, avem
I= / (zdy —yd:c)—l-/ (zdy — y dz) +/ (zdy — ydz).
C] Cy C.\

Pentru fiecare din aceste integrale sunt verificate conditiile din teorema de reducere

a intcgralci curbilinii in raport cu coordonatcle la o intcgrald Ricmann.

Deci
1
I =/ (V3t—tV3)dt =0
0
£ .
I, = / [2cost(2cost) — 2sint(—2sint)|dt =
i -
§ T 2«
= 4/ dt =4—- = —
4 6 3
1
= [ [-H-V5) + Vai(-Dld =0
-1
gi
2m 27
I=0+5+0=".

/yd:t+2xdy,
o4

unde C este curba simpl¥, inchis¥, orientatd pozitiv, care are drept
imagine frontiera domeniului z?+y?—2z < 0gi 2?+y?—2y < 0, gi ambele

extremitéti in 0(0,0).
Rezolvare.

Cele doud cercuri se intersecteazi in punctele O(0,0) si A(1,1). Considerdm
curbele: C; care are drept imagine arcul OA din cercul z? + y? — 2y = 0 gi capit
initial in O si Cj care are drept imagine arcul AO din cercul £ + y? — 2r = 0 i

capat initial in A.
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O parametrizare pe aceste curbe poate fi dati de

r = cost s
Cy: ’ t€[3—’r 21r]
y=1+sint

Ca:{z=1‘+ cost oy [%”r]'

y = sint
Curbele C, gi C; sunt netede, iar perechile de curbe (Cy,C3) gi (C2,C)) sunt
juxtapozabilc gi C = C, U C,.

Functiile P(z,y) = y si Q(z,y) = 2z sunt continue pe IR?. Atunci, din teorema
de aditivitate a integralei curbilinii in raport cu coordonatele gi din teorema de
reducere a integralei curbilinii in raport cu coordonatele la o integrald Riemann,

avem

/ ydr +2zdy+ | ydz+2zdy =
Cy

C,
;"[(l + sint)(—sint) + 2 cos t(cos t)|dt+

+ /'[sin t(—sint) 4+ 2(1 + cost)(cos t))dt =
3

ox 2 2 x L "
/ 2cos’tdt - / sin’tdt — / sintdt+ / 2cos’tdt — / sin’tdt+ / Jcostdl =
¥ ¥ ¥ 5 5 H

2
.21 »
+ 2sint| =2-

5
= +/ 2cos?tdl + cost
o % "

1
2

8. / 22ydr + y* dy,
c

unde C este curba simpl¥, inchis¥, orientat¥ pozitiv, care are drept
imagine in plan semicercul z? + y? = 4,(y > z) reunit cu diametrul care

il determin¥ gi ambele extremitdti in 0(0,0).
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Rezolvare.

Dreapta y = z intersecteazi cercul 2 + y? = 4 in punctele
A(V2,V2) 5i B(—V2,—V2).

Consideram urmatoarele curbe:
-Curba C carc arc drept imagine scgmentul OA i capatul initial in O

-Curba C; care are drept imagine arcul AB din cercul 2+ y? = 4 si capitul initial

in A
-Curba Cj care are drept imagine segmentul BO gi capatul initial in B.

O reprezentare parametricd a acestor curbe poate fi:

C : ;:: te [o,ﬁ]

T =2cost 5
Cz: ,t [%,—”]
y=2sint 1
g =i
Ca: y tG [_ﬁyo]
y=t

Curbele Cy, C3, C3 sunt netede, iar perechile de curbe (Cy, C3), (Cs, C3),(C3, Cy)
sunt juxtapozabile gi C = C; U Cy U Cs. Functiile P(z,y) = x%y, Q(x,y) = xy?

sunt continue pe IR

.Din tcorcma dc aditivitatc a intcgralci curbilinii in raport cu coordonatcle si tco-
rema de reducere a integralei curbilinii in raport cu coordonatele la o integrala

Riemann, avem

I= / 22y de + y dy + / 2y de + yidy + / 22yde +yidy =
(o) @ Gs

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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vi i :
= / (t3+l’)dt+/ [4 cos*t-2sin t(—2sint)+4sin’l(2cost)]dt+/o (£*+1)dt =
0 x

TANN &
B (?" 5)

FAN
/ (—16 cos’t sin®t + 8 cos t sin’t)dt + ( 3 )

-Vi

4 amt’f 4 2/2

3
V2 42 42 1
_____ i NeY VL Ve 9.4.8 .0 oDy
2/ tdt — (2 3 3 2-4 53 2x
9. /(y—2z)dw+(z—z)dy+(2z—y)dz,
(o3

unde curba C este o curb¥ inchis#, simpl¥, orientat¥ pozitiv, care are
drept imagine cercul de intersectie al sferei z? + y? + 2? = a? cu planul
r — y+ z = 0 gi extremit#tile in A (ﬁ;,ﬂ, -7"5) ,a>0.

Rezolvare.

Proiectia cercului pe planul Oy se obtine eliminand pe z intre ecuatiile z? + y? +

2% = a® 3i  — y + z = 0. Proieciia este o elipsi gi are ecuatia

4yt +(x—y) =d

-9+ () -7

sau

Punand
—%:-ﬁ s T:%sint,te[to,to+2ﬂ
obtinem o reprezentare parametricd a curbei C.
= 7"-amt + :%sint
Lain , Le[0,2x].

«
Il
3“‘ *l"

znt - Tcost
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FU"(“"IP
f ) L ) %
‘f’ cost + "IN' J(’ —sn i 5 )I“ sl — —=cost
\/— \/- \/—6 \/—f‘ ‘/—‘)

sunt de clasd C! pe [0, 2], iar functiile
Plz,y,2) =y —22,Q(z,y,2) = — z, R(x,y,2) =22 —y

sunt continue pe IR ceea ce permite aplicarea teoremei de reducere a integralei

curbilinii in raport cu coordonatele la o integrali Riemann. Deci

1—-/ [\/_coet( sznt+:/(l—(_;ro.;f)

2a a
co.st cost + ——cost ( —cost + —sin t)]
f f V2 V6 ﬁ

2 a? 2a? a?
= / (—a®costsint + —=cos’t — —=cos’t + —=cos*t + a* cost sint)dt = 0.
i

V3 V3 V3

S& se calculeze lucrul mecanic al fortei F de componente P(r,y) =
y® — 2%y §i Q(z,y) = 2° — zy? al ciirei punct de aplicatie descrie segmentul
de dreapt# OA,arcul AB din cercul de centru 0(0,0) si razi 2, segmentul
de dreapt¥ BO, unde 0(0,0), A(2,0), B(V2, V2).

Rezolvare.

Notdm cu C curba pland a cirei imagine este /(C') = [OAJU (AT-B) u[BO).

Dcscompun{md. curba C in curbcle Cy, C,, Cs astfel incat

- I(Cy) = [OA] cu capdtul intial in O,

I(C,) =(AAB) cu capatul intial in A si
1(C3) = [BO] cu capitul initial in B.

Avem
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F=1
("2 .'6[0.2].
y=0 ‘

r=2cosl! T
("2 : ) 1 € [(,Q T] ’
y=2snt f

r=-—1

(,‘-'32 ’ 1€ ['—\/5,0] .
y=-1

Deoarece curbele Cy, C, Ca sunt netede, iar perechile de curbe (Cy, Cy), (Cy, Ca),

(Ca, Cy) sunt juxtapozabile, deci C = Cy U CaU Cs si functiile P(z,y) = y* — 2%,

Q(z,y) = z* — zy? sunt continue pe R*, avem ci
L= [ Ple.)de + Qan)d =
c

- / (" — 2y)dr + (= = ry¥)dy + / (0 = 2y)dz + (2 - 2y”) dy+
Cy Ca

+ | (8"~ 2y)de 4 (2 - 2y’)dy =

Cy

, x
= / 0dt + /'[(sm-‘: — Beos?tsint)(—2sint) + (8cos’t — 8sin’tcost)(2cost)|dt+
o o

sin2t|¥ s

0 § ) i
+/ 0dt = l(i/ [sin®tcos2t + cos®leos2)dt = l6/ cos2ldt = 16
-V2 0 (]

Constatind in prealabil el expresia de sub semnul integralei este o
diferentialf exactX, s se calculeze urmiitonrele integrale curbilinii, tn

carc s-au specificat doar capetele curbei.

(-1.-2) 2 ; r? d
1. / —dr - ————dy,
an  (r—y)? (r—y)?

luat® pe o curbi a cirei imagine nu intersecteazdi prima biscctoare.

Rezolvare.
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Avem
¥ z?

& y)”Q( )= (—y—)—z pentru x # y.

Multimea de definitie nu formeazi un domeniul simplu conex. Considerdm D =

P(z,y) =

{(z,y) € R*|z —y < 0} C R? care este un domeniu simplu conex. Deoarece

A(1,2) € D gi B(-3,-2) € D, P,Q € C\(D) si

integrala nu depinde de drum. Considerim curba C care are drept imagine reuni-

unea segmentelor de dreaptd [AC] si [C B, unde
A(1,2),C(-3, 2),B(-3,-2),I(C)C D.

Descompunem curba C in curbele Cy,C; care au imaginea scgmentul [AB] cu

capétul initial in A, respectiv segmentul [C B] cu capitul initial in C.

T =—t
Cy: , L E [—l,"]
2

r=-3
Cz:{ , l€[—2,2].

p==4
Perechea de curbe (C}, Cy) este juxtapozabild, deci €' = (" UC,. Din proprictatea

de aditivitate avem:

v’ 2? y? x?
/=/ ——dr — ~dy + ——dr - ~dy =
c (z—y)? (z—y)? o (r—y)? (x—y)?
ST —4 i 9
= —_— 0 dt =
/—1 [(t+2)’ t+2 ] / [(t— AR TR
_ 9 ST
Ct+2 (-3, 5 15
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12.

(263 , ,
/ Yar + -'r-dy - igdz,
( A #

-13,1) 2
luat# pe o curb¥ a c¥rei imagine nu intersecteaz# planul z = 0.

Rezolvare.

Consideram
D = {(z,y,2) € R*|z >0} C R®.

Multimea D este un domeniu simplu conex din IR, Functiile

y d —Ty
Pl s) = 4. Qe s) = T Rz s) = 2
sunt de clasi C' pe D. Deoarece

aP 0Q 1 8Q OR z OR 0P ]

pe D si A(-1,3,1) € D si B(2,6,3) € D integrala nu depinde de drumul ales.
Consider3in curba C a cirei imagine este reuniunea segmentelor de dreapti [AA,],

[A|/11], lAzB] unde
A( -1 ) 3! 1 )1 Al(2y 30 1 )’ A'J(21 6’ l)y 8(27 6! 3)'

Descompunem curba C in curbele Cy, C,,C3 a ciror imagini sunt
segmentul [AA,] cu capitul initial in A,

respectiv segmentul (A, Az] cu capétul initial in A,

respectiv segmentul [A; B] cu capitul initial in Aj.

Avem:

Cy: y=3 ,16[—1,21.

t
Il
—
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r=2

Ca:§ y=t ,1€[3,6].
| z=1
(=2

Cs: ¢ y=6 ,te[l3].
z=1

Perechile de curbe (Cy, C3), (C3,C3) sunt juxtapozabile, deci C = Cy U C3 U Cs.

Din proprictatca dc aditivitatc avem:

I= !dz+£dy—gdz+/ !dz+£dy—£¥dz+/ yd.t+ dy——dz—
c 2 1 z Cy 2 A z Cy 2 2

2 6 3 42. 2 3
=/ 3dt+/2dt-—/ Ldt = 3t + 23
-1 3 1 ¢ ¢h

Verificind ci urmlfomle forme diferentiale sunt forme diferentiale ex-

- 9+suz(% - 1) = 15+8 = 7.

acte s¥ se determine primitivele lor.

Y
13. w(z,y) = rrY yzd:: + e 2uy, definitd pentru z 0.

Rezolvare.

Multimea D = {(z,y) € R?’|z < 0} C RR? este un domeniu simplu conex.
Functiile

P(z.y)= ,,Q( z,y) = z’+y’

sunt de clasi C' pe D. Deoarece

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



5.2 INTEGRALE CURBILINIFIN RAPORT U COORDONNTELL 129

forma diferentiald este exacti, deci existd [ € C%(D) astlel incat df = w si
(=" ")
I y) = / P(x,y)de + Q(r,y)dy
(-1,0)
undc integrala cste luatd pe o curba rectificabild cu imaginca in D, capatul initial
in A(—1,0) gi capatul final in B(z',y’). Considerdm curbele Cy, Cy care an drept
imagini segmentele de dreaptd [AA;] cu capétul initial in A, respectiv segmentul

1 B] cu capétul initial in A;, unde A;(z',0). Avemn
AB &tul initial in A, unde A(z’,0). A

®
Ci: , te[-1,27].
¥=0

T=7 i
Cz: ,tE[O,y].
y=t

Perechea de curbe (Cy, C;) este juxtapozabili. Considerim C = C; U Cy. Curba

C cste rectificabild, arc imaginca continutd in D gi lcagd punctclc A gi B.

(='') z
u'=/ Y gy~ % d=/ Y _dr - dy =
) cro) AP D Jed Ay Aty

y z y z
= dx - dz — =
/;?,12+sz Iz+y1dy+/c’1.2+yzz zz._._yzd!/

T d ) v _zl t v ’
= 0dt —_—dl = — - =- =,
/:l +jo 7T tzdt arctyx, . arctgx,
Deci
J:D — R f(z,y) = —arctg?.
14. w(z,y,z) =y(y + 22)dx + 2z(y + 2)dy + 2zyd:=.
Rezolvare.
Deoarece

Pr,y,z) = y(y + 22),Q(x,y,2) = 2z(y + 2) g R(x,y,2) = 2zy
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sunt functii de clasi C' pe I® si

P _9Q 9Q _OR . OR 9P _
Tt gy R T

forma diferentiald w este o formd diferentiald exactd, deci existi funciia f €
C*(R?) astfel incat df = w si
(='v's2")

(4, ) = ]( "ty 221+ 20y + 2y + 22y
0,0,0'

unde integrala curbilinie este luati pe o curbd rectificabild a cirei imagine este
continuti in IR gi leagd punctele O(0,0,0) gi A(z',y’,2'). Considerim curbele
C4,C3,Cj5 care au drept imagini segmentele de dreapti [0 A;] cu capitul initial in
o,

respectiv [A; A;] cu capitul initial in A,
respectiv [A3A] cu capdtul initial in Aj;.

Avem

Cy: ¢ y=0 ,tE[O.m'].
0
Cy: ¢ y=1 ,tG[(),y'].

Ca:ﬁ y=y’ ,te[O,z'].

Perechile de curbe (Cy, Cs), (C,, Cy) sunt juxtapozabile. Fie C = C, U, U Cy.

Curba C este rectificabili, are imaginea continuti in #2* si leagi punctele O si A.
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Atunci

o, = / sy 4 2e)dy-+ Zaly 5 o)y o+ Dogafe =
C

=/ y(y+22)rlw+2.1:(y+z)dy+2.'l;ydz+/ y(y +22)dz + 2a(y + z)dy + 2aydz+
Cy

Cy

+/ y(y + 22)dx + 2x(y + z)dy + 2xydz =
Cs

z' v 2’ #2
= / 0dt + / 27tdt + / 2z'y'dt = 22'—
0 ) 0 2

Deci

v ,
+ 2z'y't.|; =z'y? + 2'y'7.
0

f:R3 P R,f(x,y,z) =1y2+2‘1y2'

S¥ se afle ariile m#rginite de urmitoarele curbe:

2y
(o 7 ¥ o 1
Rezolvare.

Considcrdm paramctrizarca

T = acosl
C:{ , 0 €[0,2n].

y = bsin
1 1 yis 1 " 1 r
A=< [ zdy —ydz = = (abcosd + absin®0)dd = ~abt| = mab.

2 Je 2 Jo 2 0

224+ y? =16

C z? = 6y
y20
Rezolvare.

Cercul 72 + y? = 16 intersecteazi parabola z? = 6y in A(2v/3,2) si B(—2V3,2).

Descompuncm curba €' in curbele simple €y, Cy carc au ca imagini
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arcul din cercul z? + y? = 16, cuprins intre A gi B cu capitul initial in A,

respectiv arcul din parabola 6y = z? cuprins intre B gi A cu capatul initial in B.

r=4 t
arf T e[z
y =4sint 63

C,:{z=t ,te[-2v3,2v3].
—1p

Avem

gi C= C] UC'). Deci

A=-l- zdll_vd::=l/ zdy-vdf*'l/ zdy — ydz =
2 c 2 (o) 2 C;

1 V3
-l / (16cos’t + 16sin?t)dt + 1 / (11‘ - —t’) dt =
2 Jg 2 6

-2v3 \3
1123
SPLRE A .}
27263,
17. 2 +y®—3azy=0;z>0,y > 0,a>0

Pentru a determina o parametrizare pe foliul lui Descartes vom determina punctele
de intersectie ale curbei cu dreptele y = tz. Avem

o
v= i
Deci

. t
- C:{ TEW 4 c10,00).
Atunci

3at_3at(2—t°)  3at’ 3a(l —2t%)
A= /”d" ”“_’2/ 136 (1407 148 1+ | "=
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—_—dl =
(1 + %>
o _ 3a?
B

2 a+op 2
i T
T2 Jo (14327 2 14483

Probleme propuse.

9a’/°‘“217—t5—¢’+2t5, 9a’/“° 1?45
0 0

0

S# se calculeze urmitoarele integrale curbilinii, pentru curbele precizate:

1. /Py’ds,(C){ z=a(t -~ sini) , t€0,2x].

y =a(l — cost)
= 3¢
2. / (a:*y*) ds,(C) v=acos , t€[0,2r].
¢ y =asin®t
dz iz 2, .2
3. C—y—— 2zdy, (C)z* +y* — 22 =0,y > 0.
L‘x_ 2 y_’ -
4. Lzz+y2,(C)z + 1 1=0.
d 2,2
5. /A . x.+.y_.4_,(c)% + ’/T —1=0,A(3,0), B(0,2).
6. ‘/(;r:2 —2zy)dz 4 (y* — 2zy)dy,(C)y =2*, -1 <z < 1.
c
7 /—"—’-—(C)4x’+ P_4=0
C o Je@ o

2?4+ y?+ 22 —daz =0
/(y’ + 2%)dz + (2% 4 2%)dy + (2* + y*)dz, (C) Y a>0
c 224+ y?—2azx =0

(curba lui Viviani).

2P 4% 4 48
9. /y’d:r+z’dy+x2dz,(C) yxe e
¢ 2?4y’ —ay=0
dx
10. AC)Wr=4z,y > 0.
/c(-r’+y’+4)(r+l)( W=tnr s
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Capitolul 6 -

Integrale duble

Teorie

Definitia 6.1 Fie P C R.Dacd P este reuniune  finild de dreptunghiuri cu laturile

paralele cu azele de coordonate astfel incil oricare doud dintre ele nu au puncle inlerioare

comune,
n
pP=|Jb,
i=]
atunci P are arie gi
n
aria(P) = Z aria( ;).
i=1

Fie D C IR* un domeniv compact. Numerele

ariaint(D) = sup{aria(P)/P C

N
-~
L

—

ariacri(D) = inf{aria(P)/P D D}
se numesce respeetiv, aria interioard si aria cxlcvioard ale lwi . Dacd arviaint(D) =
ariacxet(D) vom spune cd domeniul 1) arc aric si rom nota accasti valoare cu avia(D).
In continuare vom presupune od toate domeniile au aric.

135
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Definitia 8.2 [Iic D C 1 un domeniv compact si [ 2 1) —— . o funclic conlinud.
Fie A : Dy, D,,....D, o descompunere a domeniului D (adica D, sunt domecniy com-

pacle , ¥i = 1 n, oricare doud nu au puncte comune $i D = Dy U D,U...0UD, ).

Al = '.mxggf{sun{\/(m — &)+ (y — 9)?/(x,y),(£,9) € Di}}

§i
Sa = Zf({,»,n,»)m'iaD.-,({,-,q.-) €D,i=1n

i=1

cste suma Riemann asociatd funclici f, domeniului D, descompuncrii A gi punctelor

(&,mi) € Diyi = 1,n.Dacd existdi I € IR astfel incdt pentru orice descompunere A cu

HAll — 0 5 V(& m) € Diyi =1,n,
o 52 = 1

vom spune cd funclia f este integrabild Riemann, iar numdrul I se numegte integrala

Riemann a functiei f pe domeniul D gi vom nota

1= [[ s deas.

8.3 Proprietiti ale integralei duble N

1. Proprietatea de omogenitate:

// af(r,y)dedy = o // [(z,y)dady,a € R
D D

2. Proprielalea de liniaritate

//(f(-".y)+y(-r.y))¢/« dy =/ .f(Jf,y)dwdy+// g(x,y) du dy
D D D

3. Proprictatca de aditivitate a inicgralci ca funclic de domeniu.
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Dacd D = D, U D,, unde D, D, si D, sunt domenii compacte iar Dy gi D, nu au

puncte interioare comune, alunci

/[)f(m,y)dxdy=/Ll f(w,y)dxdy+//mf(w,y)dxdy

4. Daci f(z,y) 2 0,Y(z,y) € D, atunci

//D f(@,y)dzdy >0

5. Proprictateca de monotonic a integralei duble.

-

Dacd f(z,y) < 9(z,y),Y(z,y) € D, atunci

[ fevdsdy < [[ otov)dzay

Teorema 6.4 Teorem¥ de medie pentru integrala dubl¥. Dacd f csic continud

pe domeniul compact D, atunci existd un punct (€,9) € D astfel incadt

//o [(z,y)dzdy = [({,n)aria D

Definitia 8.5 Un domeniu compact din R? este simplu in raport cu aza Oy, dacd este
definit dc incgalitdtile

a<z<bgip(z)<y<YP(z),
unde @ gi 1 sunt continue pe [a,b] gi

¢(z) < Y(z) pentrua < z < b.

Un domeniu compact din IR* este simplu in raport cu axa Oz dacd este definit de
tnegalitdtile
c<y<dgig(y) <z <Py),

unde ( gi ¥ sunt continue pe [c,d] i

@(y) < ¥(y) pentru c < x < d.
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138 CAPITOLUL 6. INTEGRALE DUBLE

Teorema 6.6 Teorema de descompunere a integralei duble in integrale simple

a)Fie D C IR* un domeniu simplu in raport cu Oy,

a<z<b
D:
p(z) <y < P(x)

$i f: D — IR o functie continud. Atunci

J[ ey dady = / b ( / j‘)’ f(z.y)du) dx

b)Fie D C IR? un domeniu simplu in raport cu Oz,

c<y<d
P(y) <z < Y(y)

D:

st f: D — IR o funclie continud. Atunci

[ emasan= [ [ s )

8.7 Observatic

Fie D € IR? un domeniu compact.

1. Dacd orice paraleld la ara Oy taic frontiera lui D in cel mult doud puncte atunci

D cste simplu tn raport cu ara Oy.

o

Dacd orice paraleld la ara Qx taie frontiera lui D in cel mult doud puncte, atunci

D este simplu in raport cu ara Ox.

3. Dacd@ D nu cste simplu nici in raport cu axa Qy, nici in raport cu ara Oz, atunci
prin paralcle la axcle de coordonale descompunem domeniul D in domenti simple

§1 apot aplicam proprictatca dc aditivitalc a integralci duble ca functic de domeniu.
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Teorema 6.8 Schimbarea de variabile la integrala dubla.

Fie in planul uOv un domeniu compaclt D', I = FrD' reuniune finitd de curbe

rectificabile gi

T:{ z = p(u,v) (wv)eD
y = ¥(u,v)

o transformare de la planul uOy la planul zOy regulatd pe D'. Dacdé D = T(I) si

f : D — IR este o functie continud, atunci

//Df(:l:,y)d:l:dy = /A, Fliplu, o) i9(u,2))

8.9 Observatie. Scopul principal al schimbdrii de variabild este acela de a inlocui

D(g,¢)
—D(u, %) I du dv

domeniul de integrare cu un alt domeniu mai simplu. Nu se pot da criterii riguroase
pentru a stabili dacd un domeniu este mai simplu decdt altul. Nu existd nici o metodd

generald care sd rezolve problema alegerii cat mai judicioase a schimbdrii de variabile.

6.10 Schimbari de variabile des utilizate

1. Transformarea de la coordonate polare la coordonate carteziene.

z= (/]
i { fRes ,p20,0€[0,2n]

y = psinb
D(z,y) _ ,
D(p,0)
y M(z,y)
P
0 T
0
.Figura 1
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110 CAPITOLUL 6. INTEGRALE DUBLE

2. Transformarea de la coordonale polare generalizate la coordonate cartezien.

~.

r = apcosh

T: .p>0,0€[0,2r]
y = bpsin @
unde a > 0,b > 0,
Dlay) _
D(p,0)

Teorema 6.11 Formula lui Riemann-Green.
Fie D C IR* un domeniu compact a cdrui frontierd ' = FrD este o curbd simpld
tnchisd gi rectificabild gi functiile P,Q : D — IR continue. Dacd eristd

or .99
3y§8:|:

gt sunt continue pe D, atunci

[ Pamds+eena= [ (a—q - 3—") dz dy

6.12 Aplicatii

1. Dacd D C R? este un domeniu compact, atunci aria domeniului D este datd de
A(D) = / dr dy
D
2. Masa unei plici plane care ocupd domeniul D de densitate p(z,y),(z,y) € D, p

Al:// pla,y)dz dy
D

3. Coordonatele centrului de greutate ale unei plici plane care ocupd domeniul D de

continud este datd de

densitatea p(xr.y).(x,y) € D,p continud sunt date de

1
mr;—ﬁ/jjup(.c,y)dzdy
y p—"
Yy = M D.‘/I r,y)aray
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4. Momentele de inerfie ale unei pldci plane care ocupd domeniul D de densitatea

p(z,y),(z,y) € D,p continud sunt date de

to= [[ @+ v)te.)d dy

j Tow = // v*p(e,y) dz dy
D

lo.,=// 2’p(x,y) dz dy
D .

Probleme rezolvate.

I. S& se calculeze:

1. / ./D VeEydedy,
unde D este domeniu mérginit de dreptelez + y =1,y =0,z =0
Rezolvare.

Domeniul D este simplu in raport cu axa Oy. Proiectia domeniului D pe axa Oz

cstc scgmentul OA. Atunci domeniul D cste definit de incgalitdtile

0<z<1
D: ;
{0$y51—r
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142 CAPITOLUL 6. INTEGRALE DUBLE

Figura 2

*
y

N\ BO.D

"\ A(1,0)

L TN X

v

Functiile ¢(z) = 0 i ¥(r) = 1 — z sunt continue pe [0,1] §i p(z) < () dacd

0 < = < 1. Deoarece gi functia

f: D—*R,f(l,y):“&f_y

este continud, putem aplica teorema 6.6. Deci

], e = [{[veianao=
- [ (+30) ;”d,- 2 [0 -ota=28(39)-

3 oz ;_f /2/\3 éfil
3 r(y) 3 31
2. //D Vay — y?dedy,

unde domeniul D este patrulaterul cu varfurile in punctele

A(L, 1), B(5,1),€(10,2), D(2,2).

Rezolvare.
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Figura 3

A
y
1 D
Dl
AfAaT— B
1 2 s 0 x

Domeniul D este simplu in raport cu axa Oz. Proiectia lui D pe axa Oy este

segmentul A'D’. Atunci D este definit de inegalitiiile

D_{lSyS2
W) <z <vly)

undc pentru a determina functiile ¢ gi ¢ trebuic s scriem ccuatiile dreptelor AD,

respectiv BC.

AD;’;I=”—'1-'—1=>AD:I-g=o

z_5=y————l=>BC:;r—-5y=0.

BC : 5 7

Deci ¢(y) = y si ¥(y) = 5y. Functiile p si ¢ sunt continue pe [1,2] i p(y) < ¥(y)

pentru 1 < y < 2. Deoarece i functia

f:D— R, f(z,y) = Vay - y?
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este continui, pentru a caleula integrala putem aplica teorema 6.6. Atunci

//n Vey -y drdy = /‘2 (/y"'" m‘h) dy =

Sy 2 32 ¢
2 5 16y 112

= - d == ———— = —
,)"-" 3/.8"’ ! 33| 9

- [{wve—r
[ v

3 ] / rydz dy,
D

unde domeniul D este mi¥rginit de curbele

Py’ =2ysiz+y=2z>0)

b )

xty=2

Dreapta r + y = 2 intersecteazi cercul r? + y? = 2y in punctele A(1,1) gi
B(0,2).Domeniul D cste simphu in raport cu axa Or. Proiectia domeniului D
pe axa Oy este segmentul A’B. Deci domeniul D este definit de inegalititile

l<y<?2
1):{ =¥=

2—y<ar<2-9?
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Functiile o(y) = 2 — y si ¥(y) = /2y — y? sunt continue pe [1.2] si p(y) < ¥(y)
pentru 1 < y < 2. Functia

f:D— R, f(z,y)=zy

este continud si deci pentru a calcula integrala putem aplica teorema 6.6. Atunci

2 V2y-v?
// zydz dy =/ / zydz | dy =
D 1 2-y

] V2y-y?

2-y

2 1
=/ (- +3y° - 2y)dy = (-Zy‘+y3—y’)'
1

//D\/fidzdy,

unde domeniul D este m#rginit de curbele

dy = %/1 B2 -y)—y(2-y))dy =

1 1
=—44+8—4+-—1+1=-
+ ty-l4l=g

1

y'=z,y" =8z,ay=1sizy=8

Rezolvare.

Parabola y? = z intersecteazi hiperbola ry = 1 in punctul A(1,1) si hiperbola
zy = 8 in punctul B(4,2). Parabola y? = 8z intersecteazd hiperbola zy = 8 in
punctul C(2,4) i hiperbola zy = 1 in punctul D (1,2). Dreapta DB este paraleld

cu axa Oz g impartc domeniul D in doud domenii simple in raport cu axa Oz.
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146 CAPITOLUL 6. INTEGRALE DUBLE

Figura 5

v

ol - e

Domeniul D, este definit de inegalititile:

l<y<2
[)| “
s<r<y’
Domeniul 1, este definit de inegalititile:
2<y<4

1)13

<yt
8 —= y

Deoarcee sunt indeplinite conditiile din tecorema 6.6 gi folosind proprictatea de

aditivitate a integralei ca functic de domeniu, avem

//‘ \/.i::litl.l‘ dy = // \/.1741.1? dy + // mdL dy =
JJID Dy Dy
2 y1 4 %
= / (/ \/T_IH/(l.r) dy + / (/ \/ﬁd.r) dy =
Jh JL J2 l!.i
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22 v 42
=/ FVr? dy+/ FVur?
1 3 L 2 3
2 4 i
(- Das 2 [ (02 Y,
34 y 3/; y 162

2(9,,*—171,,)? 3(16f1n —7 )l

3
_—.g(%ﬁ g 1n2+16f12—32‘/_ 3)——(16\/'—1)1712
/ In(z? + y*) dz dy,
D

unde domeniul D este mirginit de curbele
By’ =442+’ =9

Reszolvare.

Figura 6

=

N

4

<
v

D={(x,y) € R*/1 < +4° <9).
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Prin transformarea (de la cordonate polare la coordonate carteziene)

x = pcost)
T: ¢ .p>0.0¢€[0.2x]
y = psinf

domeniul D este dus pe domeniul 1’. Din 4 < p? <9 rezulld ca

2<p<3
D - i .
0<6<2r

Functia f : D — R, f(z,y) = In(2? + y?) este continud pe D. Atunci, utilizand

tcorcma 6.8, avem

// In(x? + y*)drdy = // Inp?
D . Y
3 2r 3 Vid
= / (/ 2plnpd0) dpz/ 2plnpdp/ df =
Ja2 0 2 0

3 3 5
/2 (P*Yinpdp -2 =2x (p’lnplz - /; pdp) =2x (91n3 —4In2 - 5) :

//(1 + y)drdy,
D

unde domeniul

D(z,y)

dpdf =
D(p.0)|

D = {(x.y) € M*/x* + y* < 42}
Rezolvare.
Prin transformarea (de la cordonate polare la coordonate carteziene)

; T = peost
T: .p>0.0€]0,2r],
y = psinf

domeniul 1) este dus pe domeniul D', Din p? < 4pcos® rezulti ci

p € (0.4 cos0] si cos0 > 0.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1Y

Deci

N
IA

=]
IA
=
N =
A
2
b2
£

[(SIE]

D':{_

Figura 7

/

ALY

@4 X
/

v

Functia f : D — R, f(z,y) = (z + y)? este continud pe D gi utilizand teorema

//D(:c+ y)drdy = /L(”“"“’ 4 pint)

= // p*(1 +23sin0cosB)dpdd =

5 4cos b
= / (/ P+ 23in00030)dp) di =
e

5
/ (1 4 23in 60 cos 0)64 cos* 6 d6 =
-5

6.8, avem

D(z,y)
D(p,0)

.o

3 b
= 64/ cos*0d0 + 128 | (sinfcos®0)do =
-3 -5
13

= 128552 +0 = 2r
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7. // (trctgy- dx dy,
D x

unde domeniul

D ={(z,y) € R*/1 <2’ +y* < 9,0 < V3y < 3z}

Rezolvare. |

Prin transformarea de la cordonate polare la coordonate carteziene,

z = pcos
T: ,p>0,0€[0,2n],

y = psind

domeniul D este dus pe domeniul D'.

Figura 8

v
b

Deoarece

<2<y
peost) < ﬁpgéﬂﬂ < 3pcosb
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rezulta ca
Deci

Deoarece functia f : D — R, f(z,y) = arctg? este continui pe D utilizand

tcorcma 6.8, avem

y _ psin@\ | D(z,y) __
//D arctgl_ dzdy = //'arctg (pcosG) ‘D(p,()) dpdf =
3 3
=/ 0pdpd0=/ pddo ) dp =
D 1 \Jz

3 3 2
ot d, 0df =4— = —
/lpp =%

// - dzdy, ¢>0
oJa g %

unde domeniul D este m#rginit de elipsa

2

2yl
4+ L= b
a2+b’—l’a>0' >0

Rezolvare.

Prin transformarea de la cordonate polare generalizate la coordonate carteziene,

' z = apcos
T: ,p>0,0€[0,27],
y = bpsin @

domeniul D este dus pe domeniul D'. Deoarece p* = 1,

0<p<1
D : =P .
0<0<2r
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Figura 9

~
b

wa X

Deoarece functia

1 .
[:D— R, f(z,y) =
Emrmr
cstc continud pe D, utilizind tcorcma 6.8, avem
1 1 D(z,y)
————drd =/ dpdf =
//1) et - g Y o /2 —p? | D(p,0) )

2 1
= al —i—dd(;:b/ ./—”—d do =
m/n' Vet = p? 4 ¢ 0 (o Vet —p? .
= abd|}" (—\/07 - p")ll = 2mab(c — Vc? - 1).
0

I1. SX se afle aria urm#toarelor domenii:

9. D= {(r.y) € M*/3 <2242y < 8.y < 2r)
Rezolvare.
Parabola y? = 2r inlersecteazd dreapta 2r + 2y = 3 in punctele A(%,l) g

I3 (’—2', —3). iar dreapta « +y = 4 in punctele C'(8,—4) gi D(2,2). Paralelele duse

prin punctele D si I la axa Oy impart domeniul D in trei domenii simple in raport
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cu axa Oy. Atunci D = Dy U D, U Dy 5

A=// d;rdy::/ d.nly+// d.tdyq‘/ dr dy.
()] D, D, D,

Domcniul Dy cste definit de incgalitigile

% <z<2
/ D, : = .
E<y<Vr

Figura 10

Functiile ¢y(z) = 35 §i ¢y(z) = V27 sunt continue pe [1,2] 4 oo(2) < ¥i(2)
pentru } < z < 2. Atunci, conform teoremei 6.6 avem

o= f ([ )= ] (- 25 ) -

}
2 2 1’ :
2 — 3| .2 7 9 15 4
_'52’"2' ] I R R
} } i
Domeniul D, cste definit de incgalititile
25:3’;’

- E
B <y<a-a
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Functiile @z(x) = 352 gi () = 4 — & sunt continue pe [2. '—:] gi pa(r) < ylr)

pentru 2 < o < ’5’ Atunci, conform teoremei 6.6,avem

% 4-x % 5 r)
drdy = / / dy | dex = / —dr= _r
/l)., Y 2 ( io2e 2 2 2

Domeniul Dj este definit de incgalititile

Poo

2

(ST

<zr<8
Dy : .
-V2r<y<4-=z

Functiile p3(z) = —v/2z §i ¥5(z) = 4 — = sunt continue pe [2,8] gi p3(z) < ¥s()

pentru g < z < 8. Din teorema 6.6,rezultd ca

/DJ da:dy=‘/‘%8(/_:;dy)dz=-/*a(4—z-f-\/2;)d,=

2 |8
R S v | ISR L UM NP | 4
_4:::|; 2.1:¥+3 2z g—14 B 3 9—24.
Deci
PR D
T4 4 243
D = {(z,y) € R*/az < z* + y* < 2az,y > 0},
unde a > 0.
Reszolvare.

Prin transformarea

x = pcosd
T: , 20,0 €[0,27],
y = psinl

domeniul D cste dus pc domeniul D', Deoarcce

’

apcosd < p* < 2apcosf
psint >0
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rezulta ca
acosl < p < 2acosl

sinf) >0

cosf >0
Figura 11

Tx
Deci
[ osess .
: acosl < p<2acosb

Atunci

D(I,y) /g (/’Ia('oso )

———| dpdf = dp ) dé =

D(on) i 0 acosd o

3a’x
8

i foa

51 3a?
= [) 5(4«2 cos® 0 — a* cos*0) do = %g

(3]

11. Domeniul D este mirginit de curba (lemniscata Bernoull)
22+ = d®(=* - y}.a>0
Rezolvare.
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Prin transformarea

T = pcos b
T Peost p> 0,0 €0,21],
y = psinf

domeniul ‘
D = {(z,y) € B*/(z” +y")* < a’(z’ —y")}
este dus pe domeniul D'.
Deoarece
p' < p'a*(cos® 0 — sin’0),

rezultd cid

{ p? < a’cos20

cos20 >0
Figura 12
v
'y
-a a X
Deci
o [ relnilulss
0<p<avcos2l
Atunci
D(z,y)
A=//d;cd =// Y| 4pdo =
. Y= o | DG 0| P
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= [i (/oﬂmpdp) d0+/: (/:ml’dl') 40 =

=/ —cos 20d0+/ —cos 20d0 =
-f 2 3 2

*f_a, -
T4

¥
-

2

2
= a—4— sin20

i
4

2

2
+%sin20 2=a".

iz

II1. S& se calculeze:
12. a)masa;
b)coordonatele centrului de greutate;

c)momentele de inertie in raport cu axele de coordonate

ale unei plici plane de densitate p(z,y) = = + y, care ocup¥ domeniul

mi¥rginit de curbele z? + 4y? =4,y =0,z =0
Rezolvare.

Figura 13

Prin transformarea

z = 2pcos
T Pe .p>0,0 €0,2r],
y = psinl

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



158 CAPITOLUL 6. INTEGRALE DUBLE

domeniul

2
D={(ry)€ ”t’)/IT +y2<1,r>0.y >0}

este dus pe domeniul I’. Deoarece

p <
pcos® >0 ,
psin® >0
rezultd ca
B 0<p<1
0<0<?
a)
D(z,y) -
M_// :ry)d.rdy-—// (2pcosf + psin) D( 0 dpdf =
1 z
/(/ 2p*(2c0s 0 + sin0)do | dp
o \Jo
1 . 2 1
=/ 2p2(+2sin0—cosﬂ)|gdp= ~p*l -3=2
) 3o
b)
zG=K}/Arp(:r,y)dxdy:%/‘/L),2p(~os0(2pco.90+psin0) gi::z))ldpd0=

1

! 3
= —/ / 4p°(2 cos® 0 + cos 0 sin 0)d8 | dp =
2Jo \Jo
1 £
=/ 2p°dp./’(2cos’o+cososino)do=
0 o

v r1 sinf0|F\ 1
=§(Z§§+-——2—0)—2()\'+1).

vG = L/-/ yp(z,y)drdy = —1-// psin0(2pcos @ + psin@)

D(z,y)
Do) dp o =
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v or \
/ ( / 20 (2080 sin 0 4 sin? (I).l()) dp =
o \Jo

1 :
= / pdp - / (25in0cos + sin?0)df =
Jo

JO

L o,z 7wl I
= —4~(.<m ()L; + 55) = 'l'(—i(ﬂ'+4).

it

c)

2 . i D(x,y)
2 2. 20
= y .r,y)rl:rdyz// sin” 0(2pcos b + sm/))'—A——— dpdf =
//D r(z,y ~ (2p r Do) "
1 3 )
=/ / 2p*(sin? 0 cos 0 + sin0)d0 | dp =
0 0

1 x
= / 2p'dp - /2 (sin20 cos 8 + sin 0 — cos* 0 sin0)df =
0 0

2 [sin®6 cos®0\|F 2
== ———cos0+ —— ==
5\ 3 3 )|, 5

=// z?p(z,y) drdy = // 4p* cos* 0(2pcos O + psin ) (z.4) dpdf =
D y I) (p.0)

1 X
= / (/2 8p*(cos® 0 + cos® O sin ())d(}) dp =
0 0

1 z
= / 8p'dp - /2 (cos 8 — cosO sin® 0 + cos* 0 sin 0)df =
0 0

S (. sin*0  cos?0\|F 8
=—|sinf - — — — ==,
I 3 3 " 5

IV. Folosind formula Riemann-Green si se calculeze urmaitoarele inte-

grale curbilinii:
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13. /(r —yY)de + x dy
r

unde I" este frontiera domeniului

D = {(z,y)/Vz <y < z*}.

Rezolvare.

Functiile P: D — R, P(z,y) =z —y*4i Q : D — R, Q(z,y) = z sunt de clasi
C", iar curba T este o curbi inchisd, simpli gi rectificabild, deci poate fi aplicati

formula Ricmann-Green. Domeniul D cste simplu in raport cu Oy si cste definit

de inegalitatile
0<z<1
D -7 )
Vr<y<z?
Figura 14
' B4
y=x’
y=Vx
T A(LT) R
01 %
Avem

Je- s sadr= [ (i~ ) dedy = [[ 1+ 2)dedy =

=/0l (/;(1+2.u)du)ah:=/0l (v+v%)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro

dz=/ (2 +2* — z —2)dz =
vE o




161

z:3+a:5 2\/,—,, z’)
== 4 = - Zved -
3 D 3 2

14. /(.t —y)dz + dy
r

unde T este frontiera domeninlui méarginit de curbele
z‘l +y2 = 21-’” =0,y = .

Rezolvare.

Functiile P: D — R, P(z,y) =z —y i Q : D — IR, (z.v) = | sunt de clasi
(!, iar curba I este o curbd inchisd, simpla si rectificabild, deci poate fi aplicat

formula Riemann-Green. Atunci

(0, P N
Jw=vte vy = [ (G- Gt ) deas -

=//D(0—(—l))d;z<ly=//D dx dy.

Figura 15

N

Transformarea
x = pcost
T: ,p>0,0€0,2r],
y = psind
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162 CAPITOLUL 6. INTEGRALE DUBLE
transforma domeniul ) in domeniul 1)'. Deoarece

p? < 2pcost
0<psinf < pcosf

rezulta ca

Atunci

g o= [ ([ o)

ff, =],

{» 1 2cos 8 * *
=/ =’ d0=/ 2ws’0d0=/ (1 — cos20)dd =
0 2 0 0 0
*r 1. ¥ ~ \/f
-—1—58”3200—1—-7

15. / Va2 4+ y¥de + yIn(z + /a2 + yY)dy
T

unde I' este frontiera domeniului
D ={(z,y) € R/(z—1)"+(y—1)’ < 1}

Rezolvare.

Functiile P : D — R, P(z,y) = /2’ + 42§ Q: D — R,Q(z,y) = yIn(z +
VZ? + y?) sunt de clasi C' pe D, iar curba I' este o curbd inchis&, simpl gi

rectificabili, deci poate fi aplicatd formula Ricmann-Green. Atunci

/ Ve +ylde +yln(z + 2? +y?)dy =

r

_// y 1 14+ L _ y dzdy =
p\ z4 /22 +y? Vei+y?) a4yl T
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= // s - - drdy =0
p \ ity Vit

Figura 16

Ay

Probleme propuse.

S¥ se calculeze urm¥toarele integrale duble pe domeniile precizate:

1
1. /Lmdzdy

D este domeniul mirginit de dreptele

z
2. —— dx d
//Dm2+y2d.rdy

D este domeniul mirginit de dreptele

3. // Zdedy
DY

D este domeniul marginit de (C')x? + y? — 2y = 0.
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164 CAPITOLUL 6. INTEGRALE DUBLE

4. / (2* + y) dx dy
D

D este domeniul mirginit de y = 2%,y = a.

2
5. // z—zda:dy
DY

D este domeniul marginit de y = %, y=z,2=2

(D) : {
7. //D V;J‘r_ﬁmy

D este domeniul mérginit de dreptele z =1,y =0,z —y =a,0<a < 1.

8. // Viz? — yrdz dy
D

D este domeniul mirginit de dreptele y = z,y =0,z = 1.

9. /[)(r + y)aydx dy

D cstc domeniul marginit de dreptelcz +y = -3, z—y=1,z+y=3,z—y = -1.

10. // (2 + y?) dz dy
D

D este domeniul mérginit de 22 = 2y, r +y = 4.

11. //[)(1'2+y2)d:tdy
2
(D):{ y'<z
z<3
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I

WU

8
v 4
o
<«
v
(=}



13.

14.

/KRR

{ (22 + y*) < 9z
(D) : .
r<0
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Capitolul 7

Integrale triple

Teorie

Definitia 7.1 Fie P C IR®. Dacd P este reuniune finitd de paralelipipede, oricare doud

dintre cle fard puncte intcrioarc comunc,

n

P =P, atunci vol(P) =Y vol(F).

=1 =1

Fie V C R® un domeniu compact. Numerele

vol.int.(V) = sup{vol(P)/P C V}
$t

vol.ext.(V) = inf{vol(P)/P D V}

se numesc, respectiv volumul interior gi volumul exterior al domeniului V.
Dacd vol.int.(V) = vol.ext.(V), vom spune cd domeniul V are volum gi vom nota

aceastd valoare cu vol(V). In continuare vom presupune cd toate domeniile au volum.
Definitia 7.2 Fie V C IR® un domeniu compact gi f : V — IR o functie continud. Fie
A: V1, Va,...,V, o descompunere a domeniului V (adicd pentru orice i = 1,n, V; sunt

167
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168 CAPITOLUL 7. INTEGRALE TRIPLE

domenii compacle, oricare doud nu au puncte inlerioare comune gi V = VjuV,U.. .UV}, ),

Al = max{sup{v/(z - £) + (y - §) + (z = £)*/(z,9,2), (2,5, %) € Vi})
g1

SA = Zf(Eiv”-’yl‘l’)vo‘(vi)s(thﬂhf‘i) € Vu' = l,ﬂ

i=1
cste suma Riemann asociatd functici f, domeniului V, descompuncrii A gi punctele
(& miy i) € Viyi = 1,n. Dacd existd I € R astfel incdt oricare ar fi descompunerea A
cu ”A” — 0 gi oricare (£h Niy l‘i) €EV,i= Ln
I= lim S
Hall~o "~

vom spune cd funclia [ este integrabild Riemann, iar numdrul I se numegte integrala

Ricmann a funclici f pc domeniul V gi vom nota
I= // f(x,y,2)drdydz.
v ,
7.3 Proprietiti ale integralei triple

1. Proprielatea de omogenitate.

///v af(x,y,z)dedydz = a[/v J(z,y,z)dzdydz.

2. Proprictalca dc liniaritaic.

///; I(x,y,2) + g(z,y,z)dzdydz =

=///» f(m,y,z).wydz+///vg(z,y,z)dzdydz.

3. Proprictatca dc aditivitate a intcgralci ca functic dc domeniu.
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Dacé V = ViUV, unde V,V; si Va sunt domenii compacte din IR, iar V', si V) nu

au puncte interioare comune, atunct

//Vf(!ﬂ,y,z)dzdydz=
///v, f(w,y,z)dzdydz+///vz e, 2 dedyde.

4. Dacd f(z,y,z) > 0,Y(z,y,2) € V, atunci

I= //./;f(x,y,z)d:vdydz >0.

5. Proprictatca de monotonic a integralei triple.

Dact f(z,y,2) < g(z,y,2),¥(z,y,2) € V, atunci

///V f,y,2)dedydz < ///» 9(x,y,2)dx dy d.

Teorema 7.4 Teorema de medie pentru integrala tripld. Dacd f este continud

pe domeniul compact V, atunci existd un punct (€,n, 1) € V astfel incat

// [ ey, 2)ds dyds = fiém, wywol(v)

Definitia 7.5 Un domeniu compact din IR® este simplu in raport cu ara Oz dacd este

definit de
pla,y) <z < dlx.y)(x,y) € D,
unde D este un domeniu compact din planul zQy, functille ¢ st ¢ sunt continue s
pla,y) < ()

pentru orvice punct (x,y) din interiorul lui D. In mod analog se definesc notiunile de

domeniu simplu in raport cu ara Ox gi domeniu simplu in raport cu ara Oy.
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170 CAPITOLUL 7. INTEGRALE TRIPLE

Teorema 7.6 Descompunerea unci integrale triple intr-o integrald simpli ur-
mat& de una dubla.

Fie V. C IR un domeniu simplu in raport cu aza Oz.
Vip(r,y) <z <¢(z,y),(z,y) €D

gt f:V — IR o functic continud. Atunci

¥(z, )
I e ardearaz= [ (/ ' f(x,y.z)dz) dz dy
1% D \Jeo(zy)

7.7 Observatie. Dacd domeniul compact V din IR® nu este simplu in raport cu nici
una din aze, atunci prin plane paralele cu azele de coordonate descompunem volumul V
in volume simple si apoi aplicdim proprietatea de aditivitate a integralei triple ca functie

de domeniu.

Teorema 7.8 Schimbarea de, variabild la integrala tripld. Fie V' un domeniu
compact in spatiul (u,v,w) avind frontiera o suprafatd inchisd simpld, netedd pe por{iuni

st fie

z = @(u,v,w)
T:§ y=¢(u,o,w) ,(wo,w)eV’
z = x(u,v,w)
o transformare de la spafiul (u,v,w) la spatiul (z,y, z), requlatd pe V'. ;

Daci T(V')=V gi f: V — IR este o funciie continud, atunci

//Vf(l'»y,z)dxdydz=
//] S(p(u, v, w), Y(u, v, w), x(v,v,w) )'I';?P:'/):X)

7.9 Schimbiri de variabile mai des utilizate.

du dv dw.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1. Transformarea de la coordonate sferice la coordonale carlezicne.

z = psinlcosy
T:q y=psinbsing ,p2>0,0€][0,7]p€[0,2n]

z = pcosl

Figura 1

M(x.y,z)

0
Iy
M'(x.y,0)
X
sinfcosyp pcosbcosp —psinlsing
D(z.y.2) = | sinfsin cos 0 sin sinfcosp | =p’ sin .
200 ship peashsing, psinds
cos —psinl 0

2. Transformarea de la coordonate sferice generalizate la coordonate cartezienc.

z = apsinfcosy
T:{ y=bpsinfsing ,p>0,0¢€[0,r]pe[0,2n],
z = cpcos d
unde a,b,c > 0

D(x,y,z)

— 27 — abep®sind.
Dip.0.p) "
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172 CAPITOLUL 7. INTEGRALE TRIPLE
3. Transformarea de la coordonate cilindrice la coordonate cartezienc.

= pcos 8
T: pzno ,p20,0€[0,2ﬂ'],z€B

> 4
< ~

D(z,y,z) _
D(p,0,)

Figura 2

M(x,y,z)

M’(x,y,0)

Teorema 7.10 Formula lui Gauss-Ostrogradski Fie V C IR® un domeniu compact
a cdrui frontierd S = FrV este o suprafaid simpld, inchisd, netedd pe portiuni gi functiile

P,@Q,R:V — IR continue. Dacd ezistd BP, 3‘3 §a sunt continue pe D, atunci
J[[ w20y s+ Qe 2) de do + RGayy,2) dody =
s
a A
- [ G+ ey + Fena)) dedy e,

7.11 Aplicatii

1. Dacd V C IR’ este un domeniu compact, atunci volumul lui V este dat de:

V= ///vaudydz .
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2. Masa unui corp material care ocupd domeniul V gi are densilatea

p(z,y,2), (z,y,2) € V continud este dald de

M = //Lp(z,y,z)dzdydz.

3. Coordonatcle centrului de greutate ale unui corp material carc ocupd domeniul V,

de densitate p(z,y, 2),(z,y,2) € V, p este continud, sunt date de:

1
rGg = H///‘;:tp(z,y,z)dmdydz

1
yc—M///Vyp(z,y,z)dzdydz

1
za=H///‘,zp(x,y,z)dxdydz

4. Momentcle de incrtic alc unui corp matcrial carc ocupd domeniul V, de densitate

p(z,y,2),(z,y,2) € V, p continud sunt date de:
Ip = // (22 + v + 2Y)p(a,y, z) dx dy dz
v

By = // (u + 2)p(2,9, ) di dy dz
i

Ioy = // (2 + zY)p(x,y, z) dx dy dz
1%

lo. = // (a2 + y?)p(e, y, =) die dy d
v

I:Oy=/// 22p(x,y,z) dr dy dz

v

]¢Oz=/// yip(e,y, z)dedy d:
‘7

Iv03=/// 22p(a,y,z)dr dydz
v

Probleme rezolvate.

S& se calculeze urmitoarele integrale triple:
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174 CAPITOLUL 7. INTEGRALE TRIPLE

/[/ ydrdydz,
v

unde

-

V={(z,y9,2) € B’[2x +3y +2<8,2>0,y 20,2 > 2}.

Rezolvare.

Figura 3

Domeniul V este tetraedrul ABC D, unde
A(3,0,2), B(0,2,2),C(0,0,2) i D(0,0,8)

si cste simplu in raport cu Oz. Proicctia domeniului V' pe planul zOy cste tri-
unghiul OA’B’. Oricc paralcla dusd prin punctclc triunghiului OA’ B’ intcrscctcazd
fetele (ABC) si (ABD) ale tetraedrului ABCD. Deci

v 2<:<8-2z-3y
(z,y) €D
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unde

D= {(x,y) € I*/x >0,y >0.2x + 3y <6}

Deoarece functiile o(r,y) = 2 si ¢ (r,y) = 8 — 2z — 3y sunt continue pe D,
@(x,y) < Y(x,y) pentru (x,y) € Int(D) si functia

f:V— R [(z,y,2) ==

este continud, putem aplica teorema 7.6. Deci

8—-2x-3y )
/// ydzdydz = // (/ ydz) drdy = // yzlg'h"’” dz dy =
v p \J2 D

= / (6y — 2xy — 3y*) dx dy.
D
Domeniul D este simplu in raport cu axa Oy si

0<z<3
0

Atunci

6—2x

3 K}
// (6y — 22y — 3y?) dxdy = / (/ (6y — 22y — 3!/2)dy> dr =
D 0 0

? a2 3,5
=/ (3y —J'y—y')!o*‘ dr =

/ [ (6 — 21‘)2——r(6——21) (6— ).)”] dv =

3
=6-94+6+6=9

0

2 3
+(—)l —~m(6_2’)

0
/// ydodydz=9.
v
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: 2 /// wdrdydz
JIJv

unde
V={lrun2)e P/l <z<2atyte<a X307 28
Rezolvare
Figura 4
Az
! 4
B
A)
: . 'y
Ay
4:"

Domeniul V' este trunchiul de piramida ABCA’B'C’, unde

A(3.0,1). 12(0.3.1),C'(0,0,1), A'(2,0,2), B'(0,2,2),(7(0,0,2).
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Planul paralel cu axa Oz dus prin dreapta A’B’ imparte domeniul V in doua

domenii simple in raport cu Oz, V| si V,.
1<€2<2
(z,y) € D
unde
Dll= {(z,y) € R*/z >0,y >0,z +y < 2}.

cste proicctia domeniului V) pe planul 20y si

1<2<4—-2—y
(z,y) € D,

unde

Dy ={(z,y) € R*/z>0,y>0,2<z+y<3}.

este proiectia domeniului V3 pe planul zOy. Deoarece functia

2V — R f(z,y,2)=x

cste continud, conform proprictitii de aditivitate a intcgralei triple ca functic de

domeniu gi teoremei 7.6 avem ci:

///Va;dzdydz=///mrdzdydz+///V21-.11-,1,,,12 -
=//D‘ (/|2zdz) dmdy+//m ([_Hmz) didy =

= // adedy + // x(d—a—y)drdy.
D, D,

Domeniul Dy cste simplu in raport cu Oy si este definit de

0<r<2
l)]i
0<y<2-u
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CAPITOLUL 7. INTEGRALE TRIPLE

Atunci
2 2-r 2
// rdxdy = / (/ x dy) dr = / ()3 dr =
D Jo 0 0
2 312
¢ 2 212 r 4 8
= X == f = I —_— ::4——:—,
/0(27 r”)dx 1|0 7, 5=3
Figura 5

1

o\ A ' 3
AN ”,

X+y=3

O paralcli dusi prin punctul A la axa Oy impartc domeniul Dy in doud domenii

simple in raport cu Oy, D} si D,

0<z<2
D;:
2—-z<y<3-z
D 2<zr<3
M
0<y<3-=z

- Atunci

// (4;1:—;1‘2—;ry)dardy=// (4x~1:2—;ry)d.vdy+// (4 —2* —zy)dady =
D> _ D) Dy
2, p3-r 3/ p3-z
= / (/ (/I.r—.rz—xy)dy) dr+/ (/ (4r—mz—ry)dy) dr =
o 2-z 2 0
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2 '/-2 3—r 3 ) '/2 3=
:/ (lry — 2ty —a=) ll.r+/ Moy — 2ty — ") do =
0 2 2-r J2 2 0
2 . 3
: 15 1
=/ ,—;.rd;r + / {—)r——/h + - ) dr =
o 2 Ja 2 2
30 15, a1 P 7576 65 325
= —ur —af - - - =124 — - —+ — = .
Rl PR R o R A T A R T

Deci

8 325 119
//[ whedyds=5+55 ="
/// (2* + y?) de dy d=
“ Vv

unde

V={(z,y,2) € R*/2* +y* < z%() <z<3}

Rezolvare

Intersectia planului z = 3 cu conul 2% 4+ y% = 2?2 este cercul

iar intersectia planului z = 0 cu conul &% + »*? = 22 este punctul O(0,0,0). Dome-
niul V cste simplu in raport cu axa Oz iar proicctia domeniului V pe planul 2Oy
este domeniul

D= {(x.y) € I*/x* + y* < 9}.
O paraleld la axa Oz dusa prin punctele proiectici intersecteaza suprafata conicd

si planul = = 3. Deci
11 + 1/2 <:<3

(r.y)e D

Deoarcce functiile p(r, y) = 11 + y2 v (eey) = 3 sunt continue pe D,

slocy) < oelrey)
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180 CAPITOLUL 7. INTEGRALE TRIPLE

pentru (z,y) € Int(D) g functia f : V — R, f(z,y,z) = 7> + y* este continud

putem reduce integrala tripla la o integrald dubli (teorema 7.6).

Figura 6

v

X

Deci

Jllw+iinie= [ ([ riac) sear-
= ]/D(z’ +97)(3 — Va2 +y?)dr dy.

Pentru a calcula integrala dubld vom utiliza transformarea de la coordonate polare

la coordonatc cartczicne,

: z = pcos

T: ¢ ,p20,0€[0,2n]
y = psinf

Atunci domeniul D este dus pe domeniul D'.

Cfo<p<s
D' ;
0<0<2r
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Deci

//L(xuy?)d;rdyd /[ (3-p ‘D = Z))ld 6 =
=/3(/2"(3p3—/’ d9)dp—/(3p —p)dp/ df =
o \Jo 0

4
_ (322 1r—'¥—4—27r
15

0

/// 22 dx dy dz
v

unde
2y
V={(z,y,2) € R3/2* < T + 9 < 2z}
Rezolvare
Figura 7
AZ
——— >y
X
Paraboloidul

2
il =9
4 9
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CAPITOLUL 7. INTEGRALE TRIPLE
intersecteazd conul x? 4 y? = 2? dupi elipsa

y’

636
situatd in planul z = 2 gi in punctul 0(0,0,0). Proiectia domeniului V' pe planul

20y cste domeniul

2
<1}

={(z,y) € ﬂlz/ 36 <

gi orice paraleld la axa Oz dusd prin punctele lui D intersecteazd paraboloidul

PLE

242 9

g Fg =%
gi conul

PLEY )

Tte=%

Deci V este simplu in raport cu Oz si este definit de

2
i ZyE << /T 4E
(z,y)e D

Deoarece functiile p(z,y) = % + % §| P(z,y) = \/-’;— -+ 9;;— sunt continue pe D,

gi functia f : V — R, f(z,y,2) = z? este continud pe V conform teoremei 7.6

.///’ "“‘”"z“/fp /mm’dz dz dy =
(L2 ) e

Pentru a calcula integrala dubld vom utiliza transformarca dc la coordonatc polarc

avem

generalizate la coordonate carteziene,

z =4pcos
T: ,p>0,0¢€]0,2n]
y = 6psin 0

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



183

Atunci domeniul D este dus pe domeniul 1)'.
e 0<p<d
0<60<2r
Deci
y D(z
/// 2rdrdydz = // 16p%sin? 0(2p — 2p?) (z,v) dpdb =
% D’ D(p,0)

1 2 1 2r
= / ( 322§ sin 0(p* — /'5)?10) dp =32-1‘r/ (p" = p°)dp / sin® 0 df =
0 (1] JO 0

11 L o0, w1 28T
= v —— —).4. 3,2 :.I_ —_— = —
32 2,(5 6) 4 /0 n”0do 5 4 o E

/// zy 22+ y? + 22dady dz
v

unde

V = {(z,y,2) € IR*/2* + y* + 2* < 2y}.

Rezolvare

Pentru a calcula aceastd integrala vom utiliza transformarea de la coordonate

sferice la coordonate carteziene.

z = psinfcosy
T:{ y=psinfsing ,p20,0€(0, njp € [0,2n].

z = pcos

Prin aceasti transformare domeniul V este dus pe domeniul V'. Deoarece p? <

2psin @, domeniul V' este definit de inegalitatile

IN
IN

¢ <2r
V' 0

IN

™

o o o
IN

IA

p<2sinf
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184 CAPITOLUL 7. INTEGRALE TRIPLE

Functia [ : V. — R, f(z.y,2) = 2/2 + y? + =2 este continmit pe V.conform
teoremei 7.8 avem ca

Nz, y, 2

2 2 2 - . D(x,y,2)
///Vz\/m +y* 42 d:rdydz_///"p 203 0) Dip.0.9)

2r " 2sin @
=/ (/ (/ p‘coso.sinodp) de)d¢=
0 0 0
2r T Q¢
/ (/ §-{c030sin60d0) dp =

/ dgo/ cocl)sm“f)de-%- 0=0.

‘ dpdf dp =

Figura 8

6. /// (;l'2 + oyt +ay)dedydz
v

tnde
oyt
Vi=lry =) € 10/ + 5+ 22 <1 <a® 97 427
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Rezolvare

Domeniul V este portiunea dintre sfera 2% + y? + 22 = 1 si elipsoidul

2

+z22=1.

2
y
+ 9

|8

Daca vom nota
2yl
Wi ={(z.9,2) € B/ + 5 + 2" <1}
si
Vo = {(z,9,2) € R/2* + 4" + 2* <11},

atunci Vo UV =V, gi conform proprietitii de aditivitate a integralei triple ca

functic de domeniu, avemn ca

/// (2 + y* + xy) de dy dz =
W
=/// (12+y2+xy)dxdydz+///(12+y2+my)d;rdydz.
vV, v
/// (;1'2 + y2 +xy)dadyd: =
v

= // (22 + y? + zy) dx dy dz — // (22 4 > + zy) do dy dz.
v V2

Pentru a calcula
/// (x* 4y 4 ry) de dy d:
v

vom utiliza transformarea de la coordonate sferice generalizate la coordonate

Deci

carteziene.

x = 2psinlcosy
T:q y=3psinsing .p=20.0¢c(07]pc [0, 2],

z = pcost
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186 CAPITOLUL 7. INTEGRALE TRIPLE

Figura 9

v

Prin aceastd transformare domeniul V; este dus pe domeniul V. Deoarece p? < 1,
V/ este definit de: .
0<p<2r
VW:{o0<o<n
0<p<1
g

// (x* + y* + zy) de dy dz =
[ s |23

2r L
= / (/ (/ 6p* sin®0(4 + 5sin? ¢ + 6 sin @ cos ) dp) d0) dp =
0 o \Jo

2r L
=/ (/ 5sin30(4+5sin2gp+6sincpcos<p)d0) dp =
0 0

dpdldyp =
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G o[ - . T ;
= ,: / (14 Hsin® o+ Gsinpeos@)dy - / (stn ) — sinOecos” 0)dN =
2 Jo

JO0
6 0s” 0
= —(S8r+5-14- —cost + sl
5 3
Pentru a calcula

) /// (2 4+ g% 4 2y) da dy dz
JI v,

vom utiliza transformarea de la coordonate sferice la coordonate carteziene.

TOoRr 4

5 3

SR
o | —

0

x = psinfcosp
T: y = psinfsing ,p>0,0€[0,7]p € [0,2n],
z = pcos
Prin aceastd transformare domeniul V; este dus pe domeniul V;. Deoarece p

V; este definit de:

Vy:{0<o<n
0<p<i
gi
//] (24 g+ ay)dedydz =
JJv,
D(x,y,z
B /[/ PP sin?0(1 + sinpcos ) '__(i'l_) dpdf dyp =
Jlvy D(p.0,¢)
2r g 1 .
= / (/ (/ Pl sin®0(1 + sinp cos \,o)rlp) 4/()) dp =
0 o \Jo
2r s 1
= / (/ = sin® 0(1 + sin p cos @) (I()) do =
0 Jo 9
l 2 ) s ) ) ) I 1
== (I +sinpcosp)dp - [ (sin® —sinbcos”0)dd = =21 - —.
5 Jo Jo R 3
Deci

N

; s 312 3 301
// (2 +y? +ey)dedyd: = . =
- 5 5

(1]
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188 CAPITOLUL 7. INTEGRALE TRIPLE

7. /// z [ 22 4 yYdu dy dz
v

unde

V={(x,y5,2) E R/’ +y* <2.a>050<z<1}.

Rezolvare
Prin transformarea de la coordonate cilindrice la coordonate carteziene
x = pcos

T: y:psino ,p20,0€[0,21r],zeﬂ

2=z
domcniul V cstc dus pc domeniul V'.

Deoarece

Pt < 2psiné
{ pcost 20
0<2<1

rezultd ca

sinf

Functia f : V — IR, f(z,y,2z) = z{a:" +yyeste continud pe V gi conform

[ vy -
- |5
=/° (/o (/umo“" dﬂ) de) dy =

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro

tcoremei 7.8, avem ca

dpdfdz =




1 7
=/ zdz/ 43in* 0 do =
0 0

™ 14 3n
4. el
2 8

N | —

Figura 10

/// Vat+dytdadydz
v

unde

V= {(z,y,2) € R[> <2 + 4y* <4},

Rezolvare

Domeniul V este portiunea dintre suprafata conicid z? = 22 + 4y? si suprafata

cilindricd z? 4 4y? = 4. Proiectia domeniului V' pe planul zOy este domeniul

D = {(x,y) € R*/x* + 4y* < 4}.
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Do : conlain raport cu axa Oz s este definit de

v
L () e D

Figura 11

v

Deoarece functiile p(r,y) = —/a2 +92 si ¢(x,y) = /a? Hy? sunt continue pe
D, si functia [V — R, [(2,y,2) = /a2 + 4y? este continud, conform teoremei

7.6 avem ca

/// Vat +dy?drdyd: [/ ( \/ﬂ + 4y? dz) dr dy =
Vv :r#*u2

= // 20 + 4y?) dae dy.
D o

Pentru a caleula integrala dubla vom utiliza transformarca de la coordonate polare
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™M
generalizate la coordonate carteziene,
z = 2pcos 0
T: , £ 20,0 €[0,2r]
y = psinf

Deoarece 4p? < 4, domeniul D este dus prin transformarea T in domeniul D’

definit de

0<p<l1
D s .
0<0<2n
Deci
/// Vi § 4yt dzdydz—// 2.4p2|2E0)| g
D(p,0)

2
=/ (/ 8p° lde)dp /16p3dp d0 =4 . 2x = 8x.
o \Jo
/// zyzdzdydz
v

unde

V={(z,9,2) e R®/9< 2" +y* < *,0< 2<5).
Rezolvare

Conul z? + y? = 2? intersecteazi cilindrul z? 4 y* = 9 dupi curba

Domeniul V este portiunea dintre cilindrul z? 4 y? = 9, conul 22 + y? = 2? si

planul z = 5. Proiectia domeniului V pe planul Oy este domeniul
D = {(z,y) € R*/9 < 2® +y* < 25).
Orice paraleld la axa Oz prin punctele lui D intersecteeazi frontiera domeniului

V pe suprafata z = /22 + y? gi 2 = 5. Deci V este simplu in raport cu axa Oz gi
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192 CAPITOLUL 7. INTEGRALE TRIPLE

este definit de
Vel +y? <z <5
V. {

(z,y) €D

Deoarece functiile p(z,y) = /z?+y? §i ¥(z,y) = 5 sunt continue pe D, si
e(z,y) < ¥(z,y) dack (z,y) € Int(D) gi functia f : V — R, f(z,y,2) = zy2

este continud, putem aplica teorema 7.6.Deci

//[,zyzdzdydz=/‘/l) (/\:‘T;;;xyzdz) dzdy =

= l// zy(25 — 2* — y*) dz dy.
2JJp

Figura 12

Pentru a calcula integrala dubla vom utiliza transformarca de la coordonatc polarc
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la coordonate cartezicne

z = pcos
T , p>0,0€[0,2r].
y = psinl

Deoarece 9 < p? < 25, domeniul D va fi dus prin transformarea T in domeniul D’

definit de

- 3<p<h
0<6<2r
Deci
1 ; D(z,y)
xyzda:dydz:;// % sin B cos 0(25 — p? —-’d do =
1/ 2 )0’ @5 = DG,0)| 7

5/ p2
= :{12- (/ p° 8in 0 cos (25 — p’)dO) dp =
3 \Jo

5 2r
= l/ (25 — p’)dp/ sinfcos@dfd = 0.
2/s 0
S4 se calculeze volumul corpurilor materiale care ocup¥ volumul V:
. Domeniul V este mirginit de suprafetele
P4y’ =4z,2’ 4y =4z 5i 2= 0.

Rezolvare

Domeniul V este simplu in raport cu QOz. Proiectia domeniului V' pe planul zOy

este domeniul
D = {(z,y) € R*/a” + y* < 4z}

Astfel domeniul V este definit de

0<z< 240
V: -7 .
(r,y) € D
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CAPITOLUL 7. INTEGRALE TRIPLE

Conform teoremei 7.6 avem ca

24 2, .2
// dedydz = // / dz | dedy = // iy da dy.
v p \Jo Jp 4

D = {(z,y) € R*[2® + y* < 4z},

Deoarece

vom utiliza transformarca dc la coordonatc polarc la coordonate cartezicne

x = pcos
T: ,p>0,0¢€0,2r].
y = psinl

Figura 13

|
i

=
N

Din p? < 4pcos 0 rezulti ci
D <0<~
0<p<4costh

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



195

Deci

(”” ") dpdf =

15
([ e)s-

=/ 16cos®0dd =32. —. - = = 6.

11. Domeniul V este marginit de suprafetele
4y’ 4 =452y’ =32
Rezolvare

Figura 14

v

Domeniul V este simplu in raport cu axa Oz. Paraboloidul z? + y* = 3z inter-

secteazd sfera z2 4 y? + 22 = 4 dupa curba
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196 CAPITOLUL 7. INTEGRALE TRIPLE
Proiectia volumului V pe planul 20y este domeniul

D = {(z,y) € R’/2* +y* < 3}.

V. ﬁ%"lSZS /4—z7—y’.
(z,y)eD

Conform teoremei 7.6, avem cid

// da:dydz-—// ( iﬂ:w )dzdy:

= [[viTe—v-Z

2
Y dr dy.

Deoarece

D = {(z,y) € R*/z* +y* < 3},

vom utiliza transformarca dc la coordonatc polarc la coordonate cartczicne

z = pcos @
T: ,p20,0€/0,2n).
y = psin

Deoarece p? < 3,rezultd ci

Deci

(7w
0
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12. S& se calculeze: a)masa
b)coordonatele centrului de greutate
c)momentul de inertie in raport cu axa Oz

ale unui corp material de densitate dens(z,y, z) = 2 care ocups domeniul

V= {(z,y,2) € R*/z* +y* <a’§i 0 < 2 < y,a > 0}.

Rezolvare

Figura 15

>
->
N

ARYARNA

/|

X

Utilizand transformarea de la coordonate cilindrice la coordonate carteziene
d

z = pcos @

T:{ y=psinf ,p20,0€(0,2n],z€ R

3 z
b4 <

domecniul V cstc dus pc domeniul V',
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198 CAPITOLUL 7. INTEGRALE TRIPLE

Deoarece

rezulti cd

0<2< psinf

Deoarece dens(z,y,z) = z este ¢ functie continad, avem:

a)
= D(z,y,z2) _
M= ///zdmdydz /”' D(r.6.2) dpdfdz =
paind
/ (/ (f zpdz) d0) dp =
1 3
= 3sin?0d0 ) dp = pdp sin?0df =
0 0 2 2
1 g.z _4‘7r]_1ra“
= Sp , 2/0 sin 0d0--8a 255_76—
b)

rGg = -1—/// zzdvdydz =

w// (pcosb)z D( Y z)) dpdfdz =

16 psiné

=g s (/0 (/0 z(p? cosG)dz) d0) dp =
N 1 a g
=;—3—‘ (/ ;p sin? 0(‘090d0) dp =

7ra4/ ()p‘dp/ cos 0 sin® 0 df =

p*|* sin®o|"
7ra" 5 1o 3

=0

0
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‘yc=%/// yzdrdydz =
D(z,y, = )
= dpdfdz =
wa‘/// (psinf)z Dip.0 b) p z
16 psiné
=— (/ (/ z(p? sin 8) dz) d0) dp =
Ta Jo 0 0
—1—64 (/ 1p sin 0d0)dp—
Ta
= ra‘/ "dp/ 3in (1 — cos® 0) d =

( cos 0 + 00330) 8a (2 3 g) 32a
b 3 a ~ br 3 157
2| D(z,y,2) y‘Z)

1 2
o=z L2 vt~ [l [om
16 a " psiné 5
“wi (/0 pie) ) de=
=18 P L u
= — (/o 3P sin 0d0) dp =

16a4 64
= id do =
7ra4/ 3’ p/ i 1573 451
32a 64a
0(01'5—4—5-)
D(x Y,2)

to: = [[[ @+ vz dadyas = [[[ grs| ]
L[4 )e [l

1 a°n
4 = — —_—-= —,
/ 2P dp/r s 0d0 -2 2 7= 20

Folosind formula Gauss-Ostrogradski s3 se calculeze urmitoarele inte-

dpdfdz =

Deci

c)
dpdfdz =

grale:
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200 CAPITOLUL 7. INTEGRALE TRIPLE

13. // 23 dydz + 2y dz de + 2?2 dx dy,
s

unde S = FrV,

V={(z,y,2) e R®/2* +y* <a’§i 0 < 2 < 1,a > 0}.

Rezolvare

Figura 16

v

Deoarece S este o suprafat} inchis¥, simpl%, neted4 pe portiuni gi functiile
P?Q) R:V.— Rw P(z7y7 Z) = xst(‘tvy’z) = .'L‘ny,R(t,y, z) = IZz
sunt de clasi C! pe V, putem aplica formula lui Gauss-Ostrogradski. Deci

// ¥ dydz + zlydzdz + 2’z dz dy =
s .

- ///V (g—f(z,y,z) + Z—?(z,y, )+ %(z,y, z)) drdyds =
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=///(3w2+r2+z2)dwdydz=5/// z? da dy dz.
v v

Pentru a calcula integrala tripld vom utiliza transformarca de la coordonate cilin-
drice la coordonate carteziene,
z = pcos
T:{ y=psing ,p>0,0€0,2r],z€ R
z=2z

care duce domeniul V' pe domeniul V'

0<p<a
Viigd 0<0<2r
0<=2<1
Deci
//:csdydz+a:2ydzdz+.1:22d.rdy=
s
D(z,y,2)
= ? coa® § | ——1—< dz =
5 7ot 0| iz | oo
1 /7 p2r a
=5/ (/ (/ p3c0.320dp) d0) dz =
o \Jo 0
1 27 a 1 (l" 5(14
=5/ dz/ cos® 0d padp=5-4-£-—~—=—.
Al A A 2'2° 17
14. // 23y dy dz + 2%y dz dx + 3z dx dy,
s
unde S = FrV,
V = {(z,y,2) € R*/2* + y* < 2 <6 — 2 —y?}.
Rezolvare

Dcoarcce S cste o suprafatd inchisd, simpld, nctedd pe portiuni gi functiile

P,Q,R:V — R, P(z,y,2) = £y*.Q(x,y, z) = 2%y*, R(x,y,2) = 32
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202 CAPITOLUL 7. INTEGRALE TRIPLE
sunt de clasi C' pe V, putem aplica formula lui Gauss-Ostrogradski. Deci

// 23y dy dz + 2*y* dzde + 3z dedy =
s

ap aQ OR )
- 9z a3 +(z dr dydz =
///V(B:c(z’y’z)-" ay(l‘,y,z)+ az(‘r,y,z) rdydz
=]/ (3552512+3fl72y2+3)d:zrdydz,
v

Figura 17

v

Cei doi paraboloizi se intersecteazi dupd curba

Iz+y2=3
z2=3

Proicctia domeniului V' pe planul Oy cstc domeniul

D = {(x,y) € R?/a® + y* <3}.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Domeniul V

Deci
;

AV

este simplu in raport cu axa Oz gi este definit de

v 24y’ <z2<6—2%—y?
(z,y) € D

// 2’y? dy dz + 2y’ dz dzx + 3z dr dy =
S

6—z2—

203

y2
(6z%y* 43 )dz) dzdy =6 // (2% + 1)(3 — 2? — y*) dz dy.
D

Pentru a calcula integrala dubld utilizim transformarea de la coordonate polare

la coordonate carteziene,

z = pcos
T: ,p>0,0 €[0,2r]
y = psin

Prin accastd transformarc domcniul D cstc dus pc domeniul D,

Deci

D,.{os;»s\/:i

0<0<2r

// ?y? dydz + 2*y*dz dx + 3zdx dy =
s

=6/ 2p* cos? 0 sin?0 + 1)(3 — p° =
o:( p )3 —p%) D(p.0)

V3 27
=6/ (/ (2p4c0320sin20+1) (3p—p3)d0) dp =
0’ 0
\/5 2r
= 6/ (3p—p%) [2p4/ (sin? 0 — sin* 0)d0 + 27r] dp =
o 0

V3
3 of7 1 m 13
- —_ —_—r e — = = 2 d:
6/0 (3 p)[SP (2 2 22 4)+ w] ¢

ﬁ -
= 3w/ (3p° —p" +12p — 4p°)dp =
Jo
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204 CAPITOLUL 7. INTEGRALE TRIPLE
V3

3 35 1y 124 4,
—37r(60 g tgr —3r 3

=3x(1-27—§1+18—9)=3n2—5=75—”.

2 8 2 2

Probleme propuse.

S# se calculeze urm#toarele integrale triple pe fiecare din volumele pre-

cizate:

1. /// zdzdydz,
v

2z +3y—-62<6
Vi:
X20,y>0 220

6z +3y—22<6
OSZSI ’ X7/0, y7/0

q 2

6z +3y —2:<6
vs:{ y—2: <

-1<2<1,X%0,Y30
2. /// (z* + y*) dz dy dz,
| 4

4<z?+y’<9
Vi:
-5<z<T, X290, V29

3. /// Vzi+y?dradydz,
v
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z? 4+ y? < 22
v y° s

0<2<1

4< 2?4 9% < 22
V,: = Yy s

0<2<3

/// Vel +y? + 22dedydz,
v

Vita?+y?+2°<9
P4y’ +22<9
220

Va:

2 +y*+22<9
z<0

Vs
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Integrale de suprafata
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208 ‘ CAPITOLUL 8. INTEGRALE DE SUPRAFATA
8.1 In raport cu elementul de suprafata.

Teorie.

Fie D € IR? un domeniu compact din IR? care are arie gi suprafata S dati parametric

z = f(u,v)
S y= g(u7v)
z = h(u,v)

f,g,h € CY(D) sau vectorial
Saur== F(u,v) = f(u, v); + g(u,v)j + h(u, v)’_\j; (u, v) € D.

Suprafata S sc numecgtce simpld daca din

(ug,vy) 95 (u2,v3)

rezultd ca
7(ur,v1) # 7(uz, v2).
Suprafata S se numegte netedd dacd ||Fy x 7|| > 0 pentru orice (u,v) € D, unde
Fu(u,v) = g{-(u,v)7+ g—ﬂ(u,v)j + %(u,v)k-
gi
Fo(u,v) = g—‘i(u,vﬁ + g—‘:]}(u, v)j + %(u,v)fc.

Fie (ug,v0) € D.

Aria paralclogramului curbiliniu ABC D dc pc suprafata S sc aproximcaza cu aria par-

alclogramului construit pe vectorii du 7, §i v 7,

aria(ABCD) = ||Fy X 7||dudv.
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8.1. IN RAPORT CU ELEMENTUL DE SUPRAFATA. 209

Definitia 8.1 Prin aria suprafefei S infelegem numdrul

// ||Fu X 70| du dv.
D

aria(S) = //D ||Fu X 7|| du dv.

Notam

Figura 1

Teorema 8.2 Aria unci suprafefc simple, nctede nu depinde de parametrizarca alcasd.
Definitia 8.3 Forma difcrentiald

do = ||fy X 7||dudv
sc numegte clementul de aric al suprafetci S.

8.4 Observatii.

a) Dacd notdm cu
(9N, (99\® , [on)®
p=rn=(3) +(52) + (%)
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210 ' CAPITOLUL 8. INTEGRALE DE SUPRAFATA

af 8f g dg. Oh Oh

% 9v 9 v Bu v

wrens(50) ¢ (@) ()
a=ron=(5) + (50) + (5

_D(g,h) ., D(h,f) ., D(f9).
A= D(u,v)’B B D(u,v)’C " D(u,v)’

F=r, -7, =

avem cd

||Fu X 7|l = VEG — F2 = VA2 + B? + (2.

Deci
do = VEG — F?dudv = vV A2 + B? 4+ C?%dudv.

b) Daci suprafata S este definitd de ecuatia

2= f(z,y),f € C(D),D C IR?

pundnd
z=u
8 y=uv
z=f(u,v), (v,v)€D
avem cd
E=1+p5F=pg;G=14¢"A=-p;B=—q;C=1,
unde
' of _df
p=Eha=g
Deci

do = \/p* + ¢* + ldr dy.
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Definitia 8.5 Fie I) € IR*, domeniu compact cu arie, S o suprafald simpld. ncledd
datd parametric
z = f(u,v)
514 y=g(u,v)
z = h(u,v), f,g,h € CYD),
G C IR? un domeniu,

{(f(u,v),g(u,v), h(u,v))|(u,v) € D} CC

gt F:G— R.
Fie A = (Dy,D,,...,D,) o diviziune a domeniului D,

lA|l' = max{aria(D;)}.

Fiecdrui domeniu compact D; ii corespunde porfiunea S; din suprafata S. Alegem in
fiecare D; cite un punct (u;,v;) oarecare. Notdm cu

& = f(ui,v)

i = g(ui, vi)

G = h(ui,vi)
§i

Sa(FymiG) =Y F&mi, )aria(S).
i=1

Spuncm cd functia F cste intcgrabild pc suprafata S dacd cxistd I € IR cu proprictatea

v

ca

Ve > 0.36(c) > 0 astfel incat VA diviziune cu ||Al| < 6(¢€) i

Y(ui,v;) € Diyi=1,n, sd avem |I — Sa(F,&,mi,G)| < e

1=// F(x,y,z)do.
s
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212 ' CAPITOLUL 8. INTEGRALE DE SUPRAFATA

Teorema 8.6 (de reducere a unei integrale de suprafald in raport cu elementul de
suprafatd la o integrald dubld.)
Dacé D C IR?, domeniu compact cu arie, S o suprafatd simpld, netedd,
z = f(u,v)
/ S y=g(uv)
z = h(u,v), f,g,h € CY(D),

G C IR? un domeniu, astfel incdt

{(f(u,v), g(u,v), h(u,v))|(u,v) € D} C G

$it F: G — IR continud, atunci F este integrabild pe suprafata S gi

J[ P o= [[ P ot bl <l duds.

8.7 Proprietiti ale integralei de suprafat3 in raport cu elementul de supra-
fatd.
a) Dacd functiile F i G sunt integrabile pe suprafata S gi a, B € R, atunci functia

aF + BG este integrabild pe suprafata S si

//;(0F+ﬂG)_(z’y’z)da=a//;F(z’yvz)d”+ﬂ/./sG(l',y,z)da,

b) Dacd suprafetele S, st S, sunt jurtapozabile gi F' o funciie integrabild pe suprafaia

S = 81US,, atunci functia F este integrabild pe suprafetele Sy si S, si mai mult

././sF(w’y’l)d"'=‘//sl F(x,y»l)d0+/'/;2 F(z,y,2)do.

8.8 Aplicatii Fie S o suprafatd materiald si p(z,y,z) densitatea suprafetei in punctul

(z,y,2).

a)Masa suprafete: este datd de egalitatea

AI://sp(x,y,z)da.
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8.1. IN RAPORT CU ELEMENTUIL DE SUPRAFATA. 213

b)Coordonatele centrului de greutate sunt date de egalitdtile:

g = xll-//szp(;r,y,z)da

ye = %//syp(wa,Z)do
26 = —Al?//s 2p(z,y,2)do.

c)Momentele de inertie sunt date de egalitdtile
to= [+ + #)p(a,v,2) do
s

to- = [+ o(z.9,2)do
Ioy = //s(:t2 + 2%)p(z,y, 2) do
o= f[@ 40 do

Loy= // 22p(x,y,2)do
)

Iz03=// y’p(z,y,z)da
S

I,,o,=[/:zzp(x,y,z)do.
S

Probleme rezolvate.

S¥ se calculeze

1. //(z—3z)da,5= {(z,y,2) € R*|z+2y+32=6,2 >0,y >0,z >0}
s
Rezolvare.

Suprafata S cstc portiunca din planul z+2y+ 32 = 6 situatd in cadranul I. Atunci

1 2
S.z—2—§a:—§y,(a:,y)€D
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214 ' CAPITOLUL 8. INTEGRALE DE SUPRAFATA

unde D = {(z,y) € R*|z + 2y < 6,2 > 0,y > 0} este proiectia suprafetci S pe

planul zOy.
Figura 2
L Y 4
cl 2
S 3
(0] B y
6 A
X
Avem cd
9z 1 0z 2
P=%z " 'l'q—(')y 3’
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si deci

14
do = +\/p*+ ¢* + ldady = —\/,;:d;r dy.

Deoarece functia F' : IR® — IR, F(z,y,z) = = — 3z esle continud pe IR i
suprafata S cstc simpld gi nctedd, din tcorcma de reducere a unci integrale de

suprafatd in raport cu clementul de suprafata la o integrald dubld avem ci

/fs(x—az)da=//n [$—3(2—%$—§y) @dﬁ,,:

Figura 3

A y
3
~
N}FG
(o) 6 7x

—2 14 B —2 14 3 62y . 3
=2 [[w-nasay =252 [ ([T - 9yde) ay =
/14 [? e vii [?
=T‘/O(y—3)m0 dy=—?—715/0(y-3)’dy=

V14 (y — 33
4_&(:’/_3)__ =12V 14.
3 3 o

//(zy+yz+zz)da,5= {(z,y,2) € R?|z = /22 + y?,2* 4+ y* < 2z}
s

Rezolvare.

Suprafata S este portiunea din conul z = y/z2 + y2 situat in interiorul cilindrului
z? +y? < 2z.
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216 g CAPITOLUL 8. INTEGRALE DE SUPRAFATA

Figura 4

Atunci S : z = /22 + y2,(z,y) € D, unde D = {(z,y) € R®|z? + y* < 2z} este

proicctia suprafctci S pe planul zOy. Avem ca

0z z 9z y
P 0" Jarry ! O Jete

si deci
do = \/p? + q* + ldzr dy = V2dz dy.

Deoarece functia F : IR? — IR, F(z,y,z) = ry+yz+ 27 este continui i suprafata
S cste neteda gi simpld, din tcorema de reduccre la o integrald dubld a integralei

dc suprafatd in raport cu clementul de suprafatd, avem

//5(;!’+yz+")d”=//D[“’y+(1+y)m]\/§dzdy

Pentru a calcula integrala dubld vom trece de la coordonatele carteziene la coor-
T =rcosb
y=rsinf
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D—+D’={(r0)|r€[02c030]06[ ’2’ 3 }

dedy = D(,9) 1. 4o = v dr do.

D(r,0)
Figura 5
A y
A
Deci

//;(xy+yz+zz)da=

5 2cos 6
= \/‘j/ (/ [r? cos 8 sin @ + r*(cos 0 + sin0)]rdr) df =

2cos 0

di =

4
__\/_/ cosﬂsin0+co.90+.sin0)%
%

0

=4\/§/ cos“0sin0+co.550+sinocos40) di =
-3
z 1 4
=8\/§/ cos"’0d0=8\/§/ (1 —s8in0)" cos0.d =
()}

_8\/_( —§ l)=l%/_3

3 //(a:+y‘+z}dcr,5={(a:,y,z)eR’|12+y2+27=a2,220}
s

Rezolvare.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



CAPITOLUL 8. INTEGRALE DE SUPRAFATA
Suprafata S este portiunea din sfera de centru 0(0,0,0) si razi «,

z2+y2+22=a2

situatd in scmispatiul z > 0.

Figura 6

Pc S putecm considera urmitoarca paramctrizarc:

T = acosusinv
S:{ y=asinusinv

z=uacosv, u€[0,2r],ve[0,3].

Atunci
D(y, z acosuUSIinv asinuUcosv )
A= (v,2) = = —a’cosusin®v
D(u,v) 0 —asinv
D(z,z 0 —asinv S .
B = (2,7) = = —a’sinusin®v
D(u,v) —asSiNUSINY  acosuUcosv
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D(x,y) —a SINUSINU A COSUCOST

2 .
= — = —a SInvcosv,
D(u,v)

C

acosusinv asinucosv
si deci

do = VA? + B? + C?dudv = a® sinv dudv.

Deoarece functia F' : IR* — IR, F(z,y,2) = = + y + z este continui gi suprafata
S este netedd si simpld, din teorema de reducere la o integrala dubli a integralei

de suprafatd in raport cu elementul de suprafats, avem

//s(a:+y+z)do=

2x 3
/ (/ (acosusinv + asinusinv + acosv)a? sinvdv) du =
0 0

=a3/”’ COsu~£-l+sinu'I-l+'1' du =
A 2 2 2 2 2

1
= g9 | 2. —. Z. = rad.
=a (4 0+4 0+2 21r) Ta

S# se calculeze aria urmé#toarelor suprafete:
S = {(I»yvz) € lez +y2+22 = azv}y
unde «a € R;.
Rezolvare.
Suprafata S este sfera cu centrul in 0O(0,0,0) si razi a.

Pe S putem considera parametrizarea:

T =acosusinv
S:{ y=asinusinv

z=acosv, u€ |[0,2r],v € [0,n].
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220 CAPITOLUL 8. INTEGRALE DE SUPRAFATA
Atunci
D(y, z) _ 2 . 2
A= D(u,v) = —a‘cosusin’v
D(Z 1) = —a’sinusin’v
(u,v)
‘/' ( >y) 2.
C = Diu,v) —a® sinvcosv,
si deci
do = a? sinvdu dv.
r ™
aria(S) = / dcr—/ (/ a’sinvdv) du =
2
=a / du - / sinvdv = 4wa’.
Figura 7
T -
5. S={(z,y,2) € R’|2’ +y* = a®,0 < 2 < b},

unde a € R},h € R}.
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Rezolvare.

Figura 8

J

J []

Suprafata S este portiunea din suprafata cilindrici z? + y? = a? situatd intre

planele z =03si z = h.
Pe suprafata S putem considera parametrizarea:
T =acosu

§:¢ y=asinu

z=v,u € [0,2r],v € [0,h].

Atunci
0
A=D(y,z) T =acosu
D(u, v) 0 1
D(z,z) 0 1 .
=asinu
D(u,v) —asiny 0
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222 CAPITOLUL 8. INTEGRALE DE SUPRAFATA

D(z,y) acosu 0

== ] = 0,
D(u,v) —asinu 0

C

gi deci

do =A% + B? 4 C%dudv = adudv.

an’a(S)://S da=/02" (/Dhadv) du = 2rha.

6. S ={(z,y,2) € R*|z = /22 + y%,0 < 2 < h},

unde h € R].
Rezolvare.
Figura 9
Ly
Z
'_"h
o Ty
X

Suprafata S este portiunea din suprafata conicd z = /z? + y? situata intre planele

z=0gz=h.
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Pe suprafata S putem considera parametrizarea:

r =vcosu
559 y=vsnu

z=v,u € [0,2r],v € [0, A].

Atunci
_ D(y, 2) | veosu sinu _
= Dluo) ~ 0 : =vcosu
0 1
B=D(z,a:)= =vsinu
D(u,v) —vsinu cosu
—vsinu cosu
C: D(a:?y) = =_v’
D(u,v) vecosu  sinu
gi deci
do = VA + B? 4 C?dudv = V2v dudv.
2 h
aria(S) =/ do =/ (/ \/Evdv) du = V2rh?.
s 0 (i
_ y z? y’ 2
7. S ={(z,y,2) € R*|z 2— ETA] ESC},
unde a,b,c€ R}.
Rezolvare.
Suprafata S este portiunea din paraboloidul z = % -+ ’% situatd in interiorul

cilindrului f:— 4 ’5— < . Atunci

p=

VP T e T ldedy =2t ¥
=vp*+¢*+ ldrdy = ;;+32—+1dxdy.
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224 : CAPITOLUL 8. INTEGRALE DE SUPRAFATA
Proiectia suprafetei pe planul zOy este domeniul

D = {(=, y)GRZI— <)

v
b

' 22 y?
arza(S)://s da://D §+p-+ld:cdy.

Prin urmare

Figura 10

v
-

Trecand de la coordonate cartezience la coordonate polarc gencralizate
z = acrcosd
{ y = bersind
drdy = abc®r dr d
D — D' = {(r,0)|r €]0,1],0 € [0,2r]}
Deci

1 n
aria(S) = // do = / ( Ver? + labc’r d0) dr =
S (1] 0

1
=21rabl (cr2+1)°
3 0

am 2 3 _
=Zab(v/(@+1) 7).
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8. S4 se calculeze:
a)masa
b)coordonatele centrului de grreutate
c)momentul de inertie in raport cu planul zOy

pentru suprafata material¥

S={(z,9,2) € R’|2z = /22 + 2,0 < 2 < 1,2 2 0,y 2 0},

cu densitatea p(z,y,2) = z.
Rezolvare.

Figura 11

Suprafata S este o portiune din suprafata conicd z = -;-\/a:’ + y? situatd intre
planele z = 0,z = 1,z = 0,y = 0. Proiectia suprafetei S pe planul zOy este
domeniul ’

D = {(z,y) € R*|2* +y* < 4,2 >0,y >0},
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iar elementul de suprafat

2 2
=\/p’+q’+ldzdy=‘/ z + ¥ +1dzdy=\/75dzdy.

422 +y?) Az +y?)

Prin trecerea de la coordonate carteziene la coordonate polare

T =rcosb
y=rsin

domeniul
D—»D'={(r,0)|r€[0,2],0€ [og]}
a)
M= //p(z y,z)da—f/zda—// :c—-d:cdy-—
="\g—5 [ (/0 - rda) —‘—g: 2—4‘3/—
& 1 1
zG=H/[9a:p(z,y,z)da=—M-//s:t’da.
Dar

‘//‘;a:zda=//Dm2—\g—5dxdy-§/o (/; r?cos* 9 - rdG)d

\/_161rl \/5

Deci

= —A%//Syp(w,y,Z)d0= %/fswyda-
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Dar
//zudo-—// zl/—d:tdu \/75/ (/2 1'2c030.sin0~rd0) dr =
0 0
_V5 161 _ £
T2 4 27077
Deci
3 3
= _./5=2
45 4’
26 = M//zp(.t,y,z)da— ——//.tzdcr
Dar

2 5
//:czda:// zl\/z’+y’ﬁdzdy=i5/ / rcos@ -r-rdfd|dr
s D 2 2 4 Jo \Jo

V5 16
.._—4—-'71-'12\/5
Deci
3 ~ 3
o= V371
c)
Loy = //zp ,y,z)da—//zzda—// 4 dzdy =
—-\i-g /7rcosa-r -rdf —£-§—2--4\/5
8 Jo \ b 8 5 5 °
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228 ' CAPITOLUL 8. INTEGRALE DE SUPRAFATA

8.2 Integrale de suprafati in raport cu coordona-
tele

Teorie

Definitia 8.9 Fic S o suprafaid nctedd simpld datd paramctric prin

z = f(u,v)
Sy y=g(u,v)
z = h(u,v)

f,9,h € CY(D),D C R® domeniu compact cu arie sau vectorial
S :F =(u,v) = f(u,v)i + g(u,v)j + h(u,v)k; (u,v) € D.

Fie M'(u,v) € D gi M(z,y,z) punctul corespunzditor de pe suprafata S. In punctul
M ezistd doi versori normali la suprafaia S, anume +ip = TI%:%“' Suprafata S se
numecgte suprafaid oricntabild sau suprafald cu doud fefe dacd aplicatia S — V3 carc

asociazd fiecdrui punct M de pe suprafaia S unul din vectorii +nps este continud.
8.10 Observatie.

1. Dacd S este o suprafald orientabild, atunci aplicatia S — {—1,1} care asociazd
oricdrui punct de pe suprafafa S valoarca 1 sau —1 cstc continud. Dcoarcce S cste
o mulfime conexd a lui IR®, aceastd aplicatie este constantd, adicd oricdrui punct
M de pe suprafafa S # asociem vectorul ipg sau oricdrui punct M de pe suprafata

S 11 asociem vectorul —nipy.

2. Dacd S este o suprafatd orientabild gi normala intr-un punct la suprafatd face un

unghi ascutit cu aza Qz spunem cd S cstc oricntatd pozitiv.
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Dacd normala fntr-un punct la suprafaa S face un unghi obtuz cu aza Oz spunem

cd S este orientatd negativ.

3. Orice suprafatd netedd simpld cste orientabild.

Definitia 8.11 Fie S o suprafatd netedd simpld definitd parametric prin

z = f(u,v)
S e y=g(u,v)
z = h(u,v)

f,9,h € CY(D), D C R® domeniu compact cu arie, G C IR® domeniu astfel incat

{(f(u,v),9(u,v), h(u,v)) | (s,v) € D} C G

gi functiile continue P,Q,R : G — IR. Sd presupunem cd pe suprafaja S am ales

ortentarea datd de
Fu. X Py

fim ¥
[IFu x '_'vn

Integrala functiei vectoriale
V(z,y,2) = P(z,y,2)i + Q(z,y,2)] + R(z,y, 2)k
pe suprafata S sau integrala de suprafatd in raport cu coordonatele, pe care o notdm cu
.//s P(z,y,2)dydz + Q(z,y,z)dzdz + R(z,y,z)dzdy
sc definegte prin cgalitatca
[/s P(z,y,z)dydz + Q(z,y,2)dzdz + R(z,y,2)dzdy = //; (V- a)do.

8.12 CALCULUL INTEGRALEI DE SUPRAFATA IN RAPORT CU
COORDONATELE.
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Fie S o suprafald simpld netedd definitd parametric prin

z = f(u,v)
S:9 y=g(u,v)
z = h(u,v)

f,9,h € CY(D),D C R? domeniu compact cu arie, G C IR® domeniu astfel incit
{(f(u,v), 9(u,v), A(u,v)) | (u,v) € D} C G

st functiile continue P,Q,R: (0 — IR.
Dacd pe suprafata S alegem orientarea datd de

Fa X Fy

1
Fux 7l VATT BT F OB

n=

(Ai + Bj + Ck),
atunct

]/ P(s,y,3) dyde +Q(r,y,2)ds de + Riz,p,2)dedy =
S

- //D (P(f(u,0), g, 0), h(u, 0) A + Q(f(u,v), g(u, v), hu, v)) B+
+R(f(u,v), g(u,v), h(x,v))C]dudv.

Dacd pe S alegem orientarea datd de

A= TuXTy

T x Al
atunci
/:/ P(x,y,2)dydz + Q(x,y,2)dzdx + R(x,y,z)dxdy =
s
s /L[P(f(u,v),g(u,v), h(u,0)) A + Q(f (u,v), 9(u, v), h(u,v)) B+
+R(f(uvv)v g(uv v)! h(ua 'U))C] du dv.
I [
unde

_D@lky . D)) ., D)
A= B(u,v) = Dlw,v)'© = Dlw,v)
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in cazul in care suprafafa S este definitd de ecuatia
z= f(z,y),f € C'(D),D C I??

domeniu compact cu arie, dacd pe S alegem orientarea pozitivd

) 1 5 Al
(" = m(—ln -q+ k))
[P drds + Qa2 dsde + Ray,2)drdy =
= [[1P@w. fe)) + Qa1 fo0)=0) + BGa,v. S, 0D e dy,
tar dacd pc S alegem orientarca ncgativd

J[[ P2 dude +Qayv,z) deds + Rlzp,2) dody =
S

- ]]D [Pz, v, f(2: )0 + Q(,v, f(29))a — Rz, , f(z,9))] dz dy,
unde

_of _of
p= ax(ma y)vq = ay(z1y)
8.13 Aplicatii Fie
V(a’yyvz) = P(z,y,z);+Q(:t,y,z)3 + R(’%yyz)’; )

un cimp vectorial continuu pe deschisul G C IR®, S o suprafatd simpld netedd, definitd

prin
z = f(u,v)
S: y= g(uv U)
z = h(u,v)

fy9,h € CY(D),D C IR* domeniu compact cu arie, astfel incit

{(f(u,v),9(u,v), h(u,v)) | (u,v) € D} C G.
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Pe S alegem orientarea datd de

Ty, X Ty

n=_ ——-—.
17w > 7|

Se numegte fluzul cimpului V prin S, integrala de suprafatd

Bs(V) = //S(V-ﬁ)da =

= // P(z,y,2)dydz + Q(z,y,z)dzdz + R(x,y,2)dz dy.
s

i

Probleme rezolvate.

S& sc calculeze urmitoarcle integrale de suprafatd in raport cu coordonatcle.
1. /Lxdydz +ydzdr + zdxdy
pe fata exterioars a suprafetei sferice z? + y? + z* = a%,a € R}.
Rezolvare.

Pc suprafata S putcm considera paramctrizarca
T =acosusinv
S:4 y=asinusinv

z=uacosv u € [0,2x],v € [0,n]

Suprafata S cstc nctedd, simpld gi versorul normalci la suprafata S in punctul M

este dat de
a l = W 7.
' ny = W(Al + B] + C’i.),
‘unde
—_— D(y’ Z) — 3 .2
= D(‘u,v) = —a cosusin'v

D(z,z . .
o Dl )——azsmusmzv

" D(u,v)
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= M = —a’cosv sinv.
D(“7 U)
Figura 1
Mz
“Tiy

M

“Ting

M, y

x

in punctul M;(0,a,0), avem c& fipr, = —3. Deci pentru a calcula integrala pe fata

exterioard a suprafetei S, vom considera pe S orientarea datd de-fip;.

Deoarece functiile P,Q,R: R®* — R
P(:E,y, Z) =z, Q('fy.'/yz) - .'I,R(%y,z) =z
sunt continue avem cid

/]2:dydz +ydzds + zdzdy =
s

2’ ™
= - / ( / (—a®cos*u sin®v — a’sin*usin®v — a®cosv sin v)dv) du =
0 0

r "
= a3/ (/ 3invdv) du = 4rd®.
) )

9. / dy dz + dzda:.+ dzdy
s

az by cz
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pe fata exterioar¥ a elipsoidului

? gt 2 .
;2-+§+c—2=l,a,b,c€R+.
Rezolvare.

Pc suprafata S considerdm paramctrizarca

T =acosusinv
S:¢ y= bsinusinv

z=acosv u€|[0,2r],v € [0,n]

Figura 2

Suprafata S este netedd, simpld gi versorul normalei in punctul M la suprafata S

- este
) — 1 = = 7
in E;jm(m + Bj + Ck),
unde
A= % = —bccos u sin’v

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



82. INTEGRALE DE SUPRAFATA iN RAPORT CU COORDONATELE 235

B= gzz:z; = —acsinusin®v
D(z,y) _ -
C= Diu,v) - —abcosv sinv.
in punctul My(0,b,0), avem ci iy, = —j. Pentru a calcula integrala pe fata

exterioard a elipsoidului, pe S vom lua orientarea datd de —fipy.

Deoarece functiile P,Q, R : R — R
P(2,1,2) = —,Q(a,0,2) = 7, Rla,1,2) = —
T,Y,2)= J&'d’ T,y,2z)= yb’ T,Y,z)= 2

sunt continue pe IR*® avem ci

// dydz dzdzr dzdy
2 + =
s az by cz

—bccosusin®v —acsinusin’v —abcosvsinv
= _ 4 + dudv =
D

a?cosusinv b sinusinv ccosv
bc ac ab\ [ ([ . B + a®c + a®b®
= (;;+ b_’+§)./o (/0 smvdv) du = e 4.
3. //zdydz +ydzdz + zdzdy
s

pe fata exterioard a suprafetei
S ={(z,y,2) € R®|la* +y* = a®,-b < z < b},a,b€ R;.

Rezolvare.
Suprafata S cstc suprafata cilindrici situatd intrc planclc z = 2b gi z = b.

Pe suprafata S considerdm parametrizarea

T=acosu
S:{ y=asinu

z=v u € [0,27],v € [-b,}]
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Figura 3

o
v
-

Suprafata S este o suprafatd simpld, netedd si

= (Ai + Bj + Ck),
w=Jmrmron Bt

unde

In punctul M;(0,a,0), ip, = . Deci pe suprafata S considerdm orientarea dati

de 7y
Deoarece functiile P,Q, R : R® — IR

P(xyysz) = a:,Q(:c,y,z) =Y, R('t, ysz) =2z

sunt continue avem ca

//wdydzv-{-ydzdw + zdzdy =
s .
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2r b
= // (a® cos® u + a® sin*u + v - 0) dudv:/ (/ a"’dv)du=41rb.
” . o =

4. //S(y—z)dydz +(z —2z)dzdz + (z — y)drdy

pe faga interioar# a suprafetei conice z = /z? + y? situat# intre planele
Z=h1,2=h-),0<’h<h2- ‘

Rezolvare.

Figura 4

Suprafata S este o suprafatd netedd, simpla, si versorul normalei in punctul M

este
1 - =1 1 £ . 5 Vv =
fim = —pi-gj+k)=— i+
M ,/p2+qz+1( ) 2( \/a:’+y’ ‘/zz_*_yz )
unde
9z z 0z y

Pentru a calcula integrala pe fata interioard a suprafetei conice S vom considera
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238 ' CAPITOLUL 8. INTEGRALE DE SUPRAFATA

-orientarea datd de fips. Deoarece functiile P,Q,R: R> — R
P(z,y,z) =¥ —z,Q(z,y,z) =2 va(z,yyz) =Tr—-y

sunt continue avem cé

//s(y—z)dydz +(z—2z)dzdz + (z —y)drdy =

Ll ()

/T o) (k) + | i =

- //D(zx —2y) de dy,

D ={(s,y) € B |I? < 2® + 4" < hy?).

unde
Pentru a calcula integrala dubli vom trece de la coordonate carteziene la coor-

z=rcosf
y=asinb

D — D', D' = {(r,0)|r € [h1, hs),0 € [0,2r]}.

doonate polare.

Atunci

ha 2x
//(21—2y)d.rdy=2/ ( (rcosﬂ—rsin0)d0)dr=
D hy 0

ha 2
=2/ r’dr/ (cos@ — sin@)dl = 0.
hy . 0
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//zzdydz +yz dzdz + (2* + y*) dx dy
s

pe fata @fterioard a portiunii din paraboloidul z = z? + y? situat¥ in

interiorul cilindrului z? 4 y? =1.
Rezolvare.

Figura 5

Suprafata S cstc nctedi, simpla, gi versorul normalei in punctul

M la suprafati cstc dat dc

1 = = 7 1 b =
i = ——————(—pi— ] + k) = ———— (221 — ] + k).
M r—-———p,”,H( pi—qj+k) ,—————————4z,+4y2+1( vi+F) |
Pentru a calcula integrala pe fata exterioard a suprafetei

S vom considera parametrizarea dati de —fiy. Atunci

//zzdydz +yzdzdz + (2 + y*)dzdy =
s

T //D [2(2® + v*)(=22) + y(=® + ¥*)(~20) + (2 + v?)) dzdy =
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240 : CAPITOLUL 8. INTEGRALE DE SUPRAFATA

= //D [2(.'1:2 +y?)? - (2 + yz)] dr dy.
unde

D= {(z,y) € R*|2* +y* < 1}.

Trecand de la coordonate carteziene la coordoonate polare avem ci

// zzdydz +yzdzdz + (2® + y*)dzdy =
s .

1/ pan 1 x
= / ( @r? —r)r d0) dr = 21r/ 2r® —r¥)dr = —.
(1] 0 (1] 3

6. //zdydz +ydzdr + \/z? 4+ y2dzdy
s
pe fata exterioarX a suprafetei din paraboloidul 1 — z = z? + y situat¥
intre conurile z = \/z3 +y? §i 2 = 24/27 + 2.

Rezolvare.

Suprafata S cstc nctcd3, simpla, si versorul normalci in punctul M cste dat de

1 5 -3
fim = - (27 + 297 +k).

427 + 47 +

Pentru a calcula intcgrala pe fata cxterioark a suprafctci § considerdm oricntarca

dat¥ de fipy. Deoarece functiile P,Q,R: R®* — R

P(z,%z) = z,Q(z,y,z) =¥ R(“”ya z) =V z? 4 y’

sunt continue

‘//zdydz +ydzdz 4 \/2? + y?dzdy =
s
=// (z-.2:t+y~2y+\/:c’+y’) dzdy =
D
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- //D [2(z? + y?) + Va7 + 7] de dy,

unde "
- 2
D ={(z,y) € R’| (l%f) <2+’ < (-2+vB)'}
cste proicctia suprafctei S pe planul zOy.

Figura 6

L 4

Pentru a calcula integrala dubl3 trecem de la coordonate carteziene la coordoonate

polare. Atunci

-2+V5 2L
//xdydz +ydzd:t+\/a:2+y"‘dzdy=/ (2r® 4 r)rdr dé =
s =133 0
1, 1L 7
= 5r‘+ -é-r" ) o =

=7 [(—2+\/5)‘— (”1;‘/5) ] +%" [(—2+\/5)3— ("1+‘/§) J

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



242 CAPITOLUL 8. INTEGRALE DE SUPRAFATA

T // 2¥dydz + y*dzdr + 22 dx dy
s

pe fata exterioar} a tetraedrului cu vérfurile in punctele
0(0’ 0| 0)’ A(I’ 0’ 0)7 B(O’ I, Q)? C(O’ 0’ 1)

Rezolvare.

Figura 7

v

S=Sl US:USsLJS‘, undc

S1 cste por&iun;:a. din planul dcterminat dc punctcle O, A, B gi mérginitd dc
_dreptele OA,0B, AB;

S, este portiunea din planul (OBC) marginitd de dreptele OB, OC si BC;
S3 este portiunea din planul (OAC) mirginitd de dreptele OA, OC si AC;

Sy este porfiunea din planul (ABC) mérginitd de dreptele AB, AC i BC.
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Deci

Si={(z,y,2) E R?|2=0;2 > 0;y > O,z +y 5‘1}

Sy ={(z,y,2) E R®lz =0,y > 0;2 >0y + 2 < 1}

Sa={(z,9,2) € Rly=0;2 > 0;2 > Oz +z < 1}
Si={(z,y,2) e R’]z=1—-z—y;0 S»x <L;0<y<1;0<z<1}

Suprafetele S, Sz, S3, S4 fiind simple, .netede, iar functiile P,Q,R: R* — R
P(z,y,2) = 2*,Q(z,9,2) = y*, R(z,y,2) = 2*
fiind continue pe IR, avem ci

//z’dydz +yidzde + 2l dedy =
s

=// ldydz + y?dzdz + 2 de dy+

5

+]/ z¥dydz 4y’ dzdz + 2* dr dy+
5

+// z?dydz +y*dzdz + 21 dedy+
S3

+// 2?dydz +y*dzdz + 2* dz dy.
Sy

Suprafata S cstc definitd de
z=0,(z,y) € D= {(z,y) € R*|z+y < 1,z > 0,y > 0},
iar vectorul normal la S, in punctul M|,

im, = —pi—qj +k
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Pentru a calcula integrala pe fata exterioard a tetraedrului OABC vom considera

pe S\ orientarea datd de —fp,. Atunci

// 2?dydz + y*dzds + 2 drdy =J/(—0-32—-0-y’+0~1)dmdy.
5 D

Pe suprafata S, considerdm parametrizarea

z=0
Sg: y=1u
'z=v(u,v)eD:{(u,v)eR’|u+vSl,uZO,vZO}'

Avem cid

C=r¥l o,

gi im, = t. Deci, pe suprafata S; considerim orientarea dat¥ de —fip,. Atunci
// 2?dydz +y*dzdr + 2l dzdy =
$

= —//(0-1+u2-0+vz-.0)dudv =0.
D .
Pe suprafata S3 considerdm parametrizarea

r=u
Sz: y=0
z=v (4,0) €D = {(u,v) € R*|u+v<1,u>0,v>0}

. Avem ci

_Dz=z)
" D(u,v) _ 1

_D(=z,y) _
D(u,v)

A D(y,z) _

- D(u,v) =153

0,

§i fip, =J. Pe suprafata Sa considerim orientarea datd de fipg,. Deci

// a:’dyd; +yldzdr + 2 dedy =
S3 )
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=//(u’-()+0~(—1)+v’-0)dudv=0.
D

Suprafata S; este definitd de
z=1-z—y,(z,9) €D ={(z,y) € R*|]z+y <1,z >0,y >0},

iar vectorul normal la S4 in punctul My,

1 - = 1. 1 -
ﬁ._—_—__' +k —t 4+ —3 + —k.
M P’+q’+1( mogith)= \/_ \/5 V3

Pentru a calcula integrala pe fata exterioard a tetraedrului OABC, pe suprafata

S4 consideram orientarea datd de fip,. Atunci

// z?dydz +y’dzdz + 2 dvdy = / [~z (=1) =y (=) + (1 —z—y)Y dedy =
Sy D

1 1-z ’
=/ (/ (2.12+2y2+2xy—-2z—2y+1)dy)dx=
o \Jo

=/0 (2z’(1—::)+ ;(1 -z} +z(1 - )’ - 22z(1 —z)—(l—a:)’-}-(l—:z:)) dz

. )
5 4 " 2 5 2 1

- _ 322 — 2z + = . = ety
/o( 3a:+a: z+3)da: 12+1 1+3 1

Deci

//S:z:’dydz +yldzdr + 2'dedy=0+4+0+0+ %
8. S& se calculeze fluxul cimpului vectorial
v = 2x21 4+ 2yzj] — (2 + y?)k
pfin suprafata
S ={(z,y,2) € R®*|2* +y* +22* = 1,2 > 0}

dupd normala exterioari.
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246 CAPITOLUL 8. INTEGRALE DE SUPRAFATA

Rezolvare.

Figura 8

Pc suprafata S putcm considcra paramctrizarca

T =acosusinv
S§:{ y=asinusiny

z= 7‘;608!) u € [072‘”]1”6 [0’%]

Versorul normalei in punctul M este dat de

1 <
g = Ai+ Bj +Ck
T e

unde
A= % = —-% cosusin’v; B = g::‘:; = —%sinusin’ v;
_ D(z,y) _ :
= Dlav) = cos v sinv.

Deoarcee cémpul vectorial ¥ cste continuu si suprafata S cstc nctedd gi simpld
i

o5(v) = // 2rzdydz + 2yzdzde — (2* + y?)dedy =
/s .
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= _/2" /¥ (—2——1— cos? u sin® v cosv—
() (i} : (\/i)2 '

sin? u sin® v cosv + cos v sin® v) dv) du =

1
B W
(V2)?
2 5
=—/ (/ (—sinavcosv+cosvsin3v)dv du=0
0 (

Probleme propuse.

S# se calculeze urmitoarele integrale de suprafatd pe suprafetele consid-

erate:
1. /[g(m+y+z)da,(5)w2+y’+z"=a’,z20
2. / /S (zy + yz + zz) do, (S)z = \/2? + y? decupati de (C)z® + y* = 2az
3. //s 2 dy daty® dz doye® dz dy, (S)2* + y* + 22 = 1
4. -//s 2? dy dawy’ dz dee’ dz dy,

S fiind fata pozitiva a tctracdrului cu varfurile

0(0,0,0), A(2,0,0), B(0,2,0),C(0,0,2).

S# se calculeze ariile urm#toarelor suprafete:
5. (S)z* +y* + 22 = a?
situatd in interiorul cilindrului (C)z? + y* = ax.

6. (5)2az = z* +¢*

decupati de cilindrul (C)(z? + y?)? = a?(2? — y?).
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