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Prohlernelf' de rn.lrnl i11t.,•grnl din ;,n•;isl.ii. rnh•gr•rt•, 1·l:1.hornl.iî JH' l,;, ✓, a 

programei analitin· a nmrnlui dr t\11a.li1,ii nw.kmr·11111.t.i ( iî. pr.11t.r11 fornlt .iî~ilc 
ele chimie, reprezintă 11 .plicaţii l,1 " C11rsul sc11rt. de Analiză rrrn.t,ernat.i ciî. pt·11 
t,ru chimişt.i" tipărit, la. Eelit11rn ll11ivrrRit. ăţii B11n1rrşt. i ele Conf.rlr .Pnrn~chi,· 
Ralea. 

Culegerea oe probleme de calcul integral (onţinc prohlrmc r,·1,olvat.r , 

strudura.te pe nrmă.to...rcle c11.pit.ole: int.egrnle R.iem,um, int.egra.le i111pr.,; >1 ii 
şi cu parametri, i11f.egrale Euleriene, integrnlf' curhilinii, inf.egrale d11bk şi 
triple, integrale de suprafaţă .. 

La început.111 fiecă.rui capitol sunt. preu~nt.11.te. cf'lf' mai imporl.11.111.e r<•p• ·1 •·· 
t.eoretice. 

Cart.ca se adresează în special chimiştilor, dar esl,c la kl de ntilă l.11t.11rnr 
studenţilor de la facultăţile t,chnicc şi economice, ca şi <:clor care vor Ră. - şi 

desăvârşească prregătirea. matematică prin rezolva.rea de probleme. 
În vederea publicării 11nei noi ediţii, autorii mulţumesc. ant.icip11.t. t.11t.11ror 

celor c.are prin obRervaţii şi s11geRtii vor cont.rih11i la îmh11năt.ă.~irf'a cărţii . · 
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Capitolul 1 

Integrale Riemann 

Teorie 

Definiţia 1.1 Fie f : I <;;.; ll --- ► ll. . 8p1111cm di f admite 1n-imitiv<' 11e I ,focii ,:~· ,.,1,i 

F : / ~ JR -- -• Hl astfel fo,:ât 

f''(:r) = J( .T ), V:r. E / . 

Observaţie 

Orice nită primiliuă F'1 n foi/ ("'liră F: = .f) dijfl'ii ,l,, I·· /ff i 11fr-n r m1 .•la11Hi. 

Mulţ imea tuturor 11dmitfodo1· ••<' notează 

/ /( :r),h = F(:i·) + C. 

Definiţia 1.2 Fie (a, b] C IR 1m i11l r nl(I/. ( :r11 , :r 1, :r2 , ... , :r,.) ."1! 1111.111 r1Jir' ,lii•i zi 1111 r n lu i 

(a, b] dacă 

llti.11 = nwx( .r, - .r; _jf ! ·,,, 
rE l,n 

sc 11.11mcşti; · norma lui li. . 
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4 CAPITOLUL 1. INTEGRALE RIEMANN 

Definiţia 1.3 Fie funcţia f : [a, b] --+ /H, a, b E ll, ~ = (xo, x., ... , Xn) o diviziune a 

intervalului [a, b] şi (ei );e1,n U71 sistem de puncte intermediare 

(Xi-I $ei$ Xi pentru } S ÎS n). 

Numărul real 
n 

l1A(f,e;) = L J(e;)(xi - Xi_-d 
i=l 

se numeşte suma Riemann asociată funcţiei f, diviziunii Â şi punctelor intermediat'fi 

Definiţia 1.4 O funcţie f: [a, b] --+ R ~ste integrabilă dacă există un nun:iă1· real I cu 

proprietatea că 'r/f. > O, 311, > O astfel încât pentru orice diviziune Â = (xo, x 1, ••• , Xn) a 

intervalului [a, b] cu 11611 < ,,. şi orice p·uncte intermţdiare Xi-I s ei s x;, i E ( 1 s i s 
n) are loc inegalitatea 

Număn,I real I se numeşte integmla {sau integro/a definită) a funcţiei f pe inurvaluJ 

[a, b] şi se notează 

· 1.5 Observaţii . 
l}Dacă există, integmla este unic determinată. 

2}0rice funcţie integrabilă este mă,yinită. 

Teorema 1.6 Formula lui Leibfliz-Ncwton.Fie f : (a, bj --.. Ei., o fun·cfie integrobilâ 

care admite p1·imitive pe (a, bj. A lunci, pentru orice primitivă F a lui f are loc .egalitatea 

lb f( :c)dx = F(b)- F(a). 
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5 

I. 7 ProprieUţi 1 )Dacă f, g : la, b] --+ IR sunt două funcţii inltc!J rabilP, iar A, I' E IR, 

atunci >.f + µg este integrabilă şi 

b 1b 1b 1 (>.f(x)+µg(x))dx=>. a f(x)dx+µ a g(x)dx . 

!!}Dacă f: la, b] --+ R este o funcJie integrabilă pozitivă, 

f(x) 2: O, \Ix Ela, b] 

atunci 

3) Dacă f, g : la, b] --+ R sunt funcJii integrabile astfel încât 

f(x) 2: g(x), Vx E [a,b] 

atunci 

lb f(x)dx 2: 16 

g(x)dx. 

4)Fie f: la,b]--+ R şic E (a,b) astfel încât restricJiile lui fla la,c] şi lc,b] sunt 

integrabile. Atunci f este integrabilă şi 

16 

f(x)dx = le f(x)dx + 1b f(x)dx. 

Teorema 1.8 Orice funcJie continuă f : la, b] --+ R. este integrabilă. 

Teorema 1.9 Formula de integrare prin părJi.Dacă f,g : la,b]--+ R sunt două funcţii 

dn·i1•ubilc, cu derivate continue, atunci 
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('i\l'ffOl .f/1 . I . INTl':<:tl:\U: ll/V~I \NN 

1'eoremn J. I o Hnw11ln dF .• ,,l,imbnff dr 11n1'inhilă . Vir r : ., 

<p: lo,hj - 1.I 

l
h f <r(b) 
f ( -.p (I.)) · ,p' (I) dl = l( :r) d:r . 

. . . ,,.,( .. ) 

1. I .I A plimţii. 

1. C11rhe în co,mlnnnte rnrteziene,. 

(n) A,·in rlrlrn11i11nlă dr rn,·bn ( A H)y = /( :r ) , n:rn O:r şi pnrnlr/,,[r ln 011 

x = n, :r = b rsle 

A = lh I( :r)dx . 
• n 

Fignr11 1 

--+---- ----- ➔ 

o (11.0) (b.0) ,c 

(b) l ,1111gim f'n 111·rn/11i (Jll-l)y = f(:r) r.•fr 

I=.( Ji + f'(:r)d.r. . 
4 

(,·) ('n,mln11"fclf' ,·rnlrnlui dr grculnf,, alr plăcii plnn r. omngr.11r din fig11m dr l,1 

p1111d11l f/nl.•u11/ 
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(d) Volumul şi a1-ia laterală ale corpului de rota/ie obtinut prin rolin:a în furul 

axei Ox a arcului ( AB)y = f ( x) sunt: 

. V= ,r lb f 2(x)dx,A, = 21r lb f(x)Jl + f'(x)dx. 

(e) Aria limitată de curbele (AB)y = f(x),(CD)y = g(x) şi parolcfrfr lu Oy, 

x ~ a, x = b este: 

Figura 2 

y 

O (a,0) (b,O) X 

(f) Coordonatele centrului de greutate al plăcii plane omogene din figura prece­

dentă sunt: 

!!. Curbe în coordonate polare. 

(a) A1-ia limitată de curba (C)r = r(0),81 ~O::; 02 este: 
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8 CAPffOl,UL I. lN'fEGIULJ,; JllJ,;MANN 

Figura 3 

(C) 

(b) Lungimea cu,·bei ( C)r = r( 8), fli $ 8 $ 8.2 este: 

Figura 4 

I= /9-, Jr"(8) + r12(8) dO. 
},, 

A 

Pentru alte aplica#i se folosesc f ormulelc carteziene ( caz1tl ( 1}) în MTC se face 

schimbarea de variabilă x = r( O) cos (J, 'li = r( IJ}sin 8. 

3. Curbe reprezentate parametric. 

(11) A ,-ia limil,il.<1 de curba fochi,qă 
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9 

este 

1.
12 

A= g(t) • J'(t)dt. 
11 

(b) Lungimea curbei 

{ 

X= /(t) 
C: ,tE(t,,ti] 

y = g(t) 

este 

Se observă că aceste formule se deduc din cele de la cazul ( 1) în car-e se face . 
schim-barea de variabilă x = f(t),y = g(t). În acelaşi mod se pot stabili formule şi 

pentru celel4'te aplicaJii. 

1.12 lntcgrolc directe. 

1. 
f J\ (x)n+t 
. ip(z) · i;'(x)dx = 'f'n + 

1 
+ C 

!!. j~h=2~+C ip(x) . 

9. j ip'(x) 
ip(z) dx = lnl.lf'(z )I + C 

f. f e'P(z) • i;'(x)dx = e,p(z) + C 

5. f a'P(z) 
a,p(z) • i;'(x)dx = Ina + C (a> O,a ,= 1) 

6. f sin (f'(:t) · ,p'(x) J;i: = -cu.s,(f'(x) + C 

7. f cos..p(x) • ip'(:i:)dx = ,,_iti(f'(x) + C 

8. / 'P'(:r) ' 
1 ( )dx=lg..p(x)+C 

co.~ c,p x 
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9. 

10. 

11. 

12. 

19. 

15. 

CAPITOLUL 1. INTEGRALE RIEMANN 

J <p'(x) 
. 

2 
( )dx=-ctg<p(x)+C 

sm <p x 

J ~'(x) dx=lnltg<p(x)l+c 
sm<p(x) 2 

j c!'~~) dx = ln ltg (<p~x) +~)I+ C 

J <p'(x) dx = !arctg <p(x) + C 
<p2(x)+a2 a a 

J <p'(x) dx=_!_lnl<p(x)-al+c 
• <;?2(x) - a2 2a <p(x) + a 

J-;=::;:<f'='(=x:::;:) ~dx = arcsin_<f'_(x_) + C 
Ja2-<p2(x) a 

1.13 Integrarea JracJiilor ra1ionale.Fie P(x) şi Q(x) două polinoame cu coeficien1i 

reali. Integrare.a fracJiilor raJionale ~, unde gradul lui P( x) este mai mic decât gmd1,I 

lui Q(x) (dacă nu este aşa, se face împărJirea polinoamelor) se face prin de:womp-unerea 

intr-o sumă de fracJii simple, care, în funcţie de rădăcinile lui Q(x), pot fi de forma: 

1. 

2. 

3. 

A 
--,(AER) 
X - Xo 

dacă x0 este o rădăcină reală simplă a lui Q(x). · 

A1 A'..I A„ 
--+( ) + ... ( ' 
X - Xo X - Xo 2 X - xo)" 

pentru rădăcina 1-eală x0 multiplă de ordinul pa lui Q(x) (A, E IR,i = I,p) . 

Ax+B ,A,BE R 
x2 + px + q 

dacă x2 + px + q este Jacto1' în descompunenia lui Q(x) a'uâ11d 1·ădăcirii complexe 

( co1ij11galc,) simple. 
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Ii 

A, I -I IJ 1 1\ i ,r I fl.i 
----- ·- -j - - - - - --·- -
;r2 + 71:r I- q ( ., 2 I 71r -I q)2 

A,.I' l h 
.. . I (.~Î Î I' ~ Î- 'I )k , 

,,rnlnt , ·ădnri11i/P romplr:r r ,,, 11//iplP dr m ·rli1111/ k n/p /111 :r'l ' 71.1 I 'I I 1 ,. / I, ' - // , 

penin, i = I, k ). 

EXEMPt, fr. 

.r 7 -I 21:c:i + 5 

Ai A2 A3 1\~ A5 At, : I; = - + - - + -- t -- + - -- I I- --- -· 
x x+I :r-l-2 :r - 1 (:r. - 1)2 :r - 2 (:r ·1 )

1 

Aa J\gx + A10 A11:r. + A12 A,;i.1: + A,4 +--- +- --- + - - -- ➔ ---
(x - 2)3 x2+ I :r1+1 (:r1 H)1 . 

J .14 Pentru mţionalizarea unor intcgmlc ,qr, 1v:com1111dri 11nnăfnai.,.l,· .•rhimh,,,, ,/ , ,.,,., 

abilă ,:are r.ond11c la inteqrnle dr. /tmrţii rntionnle : 

2. I n(x, ✓x2 +a1) dx. x= atgt 

.'/. f R ( x, Jx 2 
- a2

) d:r. , 
a 

x =-­
cos t 

./. f 17. (x, Jx 1 + px + q) d.r , J .r1 + p:r + q = t - :r 

,5. I n(,:, J -:r1 tpx+q) dx, ✓- <x - :r..)( :1· - x1) = l( :r :r.i) 

fi. llltcgralclc binoamc 

rmdc m, n, 71 E Q ,qr pol n:ducc la mtionrtlr în 11n11nfoa1Y-lr rn z111·i: 

(a) p E Z 
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12 ( .':\l'l'/'Ol .l ' I. I INT/<1:/l .\lY ll/1-'1'1 .\NN 

(h) 
711 , m+ I 

11 = -, /11,1•2 E ½, -- E 7, . 
112 11 

Se far.e srh.imbni·m dP Mriabilă n:r" I h = I'''. 

(c) P• z 71 = - ,71, , 712 E ~. 
P2 

c r h ' b d . b'/Y ax"+b ,,., .,e J"·"" .•r ,.m fll'f'll .I' 11ana I a r " = . . 

7. /ntr._qrnlde /1 ·i9rmn111cfria; 

.I R(.si11 :r , ,:o.~ :1; )d:i: 

Sf! lrnn-9/0,-mă în infc_qrnlc rnţinnalc c11 .•rh.imbă,·ilc ,fo 1,al'i11bilc: 

(b) /)acă ll( - sin x, co., x) = - H( ,9in ,r , ro.~ :r.) se f nrr. 1mt•tillltia r·n.• :r = I . 

( c) /)ară R( .•in :r., - co.• :r.) = H( sin :r . ros :r.) se fare Mtbstitutia .9i11. :r; = I . 

(d} /)ară m1 .~1111/ îndeplinite rondi/iilr. prercdentr. .~e face .•11bstit11ţia 

;,: . . . 2t I - t 2 

tg-
2 

= t, 111 deci s1n :r = --, ro.~:r = --. 
I + t2 l t t2 

Probleme rezolvate. 

I. 

I = ---- d:r = ----rl:r + 3 ----~- = I :r + 4 / :r. + I / dx 
. :r,Lf-2x+!i x2 +2xt5 . (x+l)2+22 

I 2 3 X+ I = 2111( :r. + 2,,: + 5) + 2 m·ctq 2 - + C. 

2. 

I = / ro.s2:rd:r = f I + cos 
2

:r, d:r = ~ :r. I· ~ .s i 11 2:r + C. 
. . 2 2 4 . 
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3. 

J dx J e-x dx l -x 
I= - . -b= b . =--bln(a+be )+C. aex + a+ e-x 

4. I= --~dx = a,·ctg x( v I + x2 ) dx = J xarctgx J ,,-;---;; , 
v'f+? 

= arctg xJl + x2 - ---dx = arctg x~ - lnlx + J1 + x21 + C. f Jl+x2 --

· 1 +x2 

5. 

X= t6 

t~ 1 
I= 2 - 2Jn(f' + 1) + 2arctgt + C. 

.. I½ = _ cos
5
x, 2 + 2cos

1
x 

5 0 7 
o 

9 
o 

7. Să se calculeze aria cuprinsă între curbele de ecuaţii : 

x 2 = 4y, x 2 + y2 
- 8y = O. 

\ 

\ 
• 

4 ( 2 ( 3 • 

1

.) ~ --- X M 
.4=2 f --4+Jl6-:-x2)dx=2 -I -4x +211=--+2/1 lo 4 ,,,, 12 

0 
3 

' o 

1 .. ~ lt LJ 1 +c.os2t 11 = Jl6- :r2dx= 4cost •4 costdt=l6 , dt 
o o o 2 
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A = Rrr - !!1_ 
~ 

Figura 5 

(-4,4 

8 . Fi,i r.idoirla 

y 
(O,ll) 

o 

(',. \PITO/ ,I'/, I. /NTEU/l;\l ,1-: ll/El\t11NN 

n I g / 1 = Rtj,~ + •I .sin 21 
0 

= ,j,r 

X 

{ 

,i: = a( t - sin I.) 
C: , t E [0,2rrj. 

y = o.( I -- ros I.) 

SX. Re calrnlf'7,e nria lirnit.111.ll df' o arrnclll r.idoirlală şi axa O:r. şi lnngimf'/1 111wi 

arrndf' cidoidalil. 

12•n 1.2" 
A= yd:r= a(l - ro.~t)a(l - co.•l)rl.1 = 

o . li 

211
• ( I +cos2t) = a 

O 

I - 2ro.• t + 
2 

dt = 

I = f. 2

' J11 2( I - ro.• t) 2 + a 2 .s i11 2 tdl = a f.2

' J2( I - co.• t)dl = 
, U . li 
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Figura 6 

y 

X 

o 

9. Se consideră cardioida 

(C)r = a(l + cos O) (a> O). 

Să. se calculeze aria limitată de cardioidă şi perimetrul cardioidei. 

Figura 7 

y 

X 

A = 'l. · ;-- 1t ( I + co.~ O) tlO = a I + 2 cos 8 + ---- d8 = 11." 1 1 1 1w( l+cos28) 
l. 11 u 2 

., ( :l 1• . 1• I . 1·w) ;]im~ u· -:;O + 'l. .rn,O · +-;- sm 'l.0 = -.)-
- u o I 11 -

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



16 CAPITOLUL 1. INTEGRA.LE RIEMA.NN 

= 4a cos- d() = 4a • 2 sin- = 8a. 1,, () () I" 
o 2 2 o 

Probleme propuse. 

1. Să se calculeze primitivele: 

(a) j x-1 
v'x2 - 6x + 5· 

dx 

(b) j tg2xdx 

(c) j sin
3
ll dx 

cos-3x 

(d) f dx 
l + C06X 

(e) J :x b ( a, b E JR) 
ax + . 

(f) j 4xdx 
(1 + x){l + x212 

(g) J xer 
y'I +~,..dx 

(h) j x+I dx 
xJi--='2 

(i) j v'x3 + x 4 dx 

(j) I dx 
x,,/-x-:i + 5x .:.. 6 

(k) 11-s.inxd . X 
l+casx . 

(I) I . 3 d IW" ;J:,CV.SX X 

(m) I co,sxdx 
si1~x + -cas3x 

2. Să se cakwler.e aria 1~uu.tat,ă de ou:rbde: 
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(a) 

(b) 

(c) 

C: 

C { 
y2 = 4.c. 

y=x 

{ 

:r2 = y 

x 2 y + y - 2 = O 

{ 

y2 = 2(x - 4) 
C: 

X= 3y 

17 

3. Să se calculeze coordonatele centrului de greutate al suprafeţelor mărginite de 

curbele: 

(a) 

(b) 

(c) 

C { 
y2 = 4x 

x 2 = 4y 

C: 

{ 

y = 2x - x 2 

C . . 
!I = J'2 

·1. Să. se calculeze volumul obţinut. prin rotin•a în juml axei O;r a curbdor: 

(1,) ,11 = .rl,u. I :5 J' :5 c 
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IR <'M'/TOl,11/ , I INT/•:<:l( ,\IY 1/11 ,\I \NN 

(h) Sit se a.fk p('rimf'l.rnl rnrhPi. 

{ 

:r = n ro.•'11 
C : . ~ 

1/ = nM.1/. /. 

(a) Să Re rnlculezf' aria limit.at.11. Of' rnrh11 .. 

(b) Să se afle perimf'l,rnl c.urhf'i. 
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Capitolul 2 

Integrale pe interval necompact 
• 

Integrale improprii. 
Teorie 

Definiţin 2.1 l. f'i e [o , b) C ffl (b fi,1il .sait 1111} şif: [n , b) ·- • lll o J11nrt iP inl l'_q111 

bilă 71e orice infen •af rn11171arl rnntin.111 in [n , b) . I'l' ,,/ru u E [a, b) , 711m l' m 

F(v.) = lu. f( :r}d:i: . 

Jim F(u) 
\l ··••h - 11 

eri.qlă şi esle Jiniln., .•p1111 P111 ră f,mr/ia f P.•I P infr_qrnbilă 711' [n, /,) şi 11 0 /ăm 

1
h fi 

J( :r )d:r. = Jim q.,), 
0 

\l - b- 0 

l
b- ll 

. " f( x ) d.r 

.•p1111e111 că este C()II VF1 '9 f' Tllă. În Cfl Z ron/1'111' , $ /lltll. l'J ll ră 

19 
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1 ' \l'l/11/11 :J IN IH .' /1 \li ' I'/ /,\ · li· //\ li ,\TI 11\1/'\I'/ 

2 Vi r (11, bj C- iii (a Ji11il ·""" 1111) şif : (11 , /1j 

i11/ r n •fll ,·01111111.d r·1111/i1111/ i11 (11 , /,j . l ' ,•11/r11 11 (.: (,1 . /,j . 1•1111, 111 

li111 /•' (11) 
" •n 'n 

f'Xi.• lii ş i P.~ /1'. finilă, ·' /11111 1' 111 ,.;, ./1111.,·(in I f>..•l f'. i 11l P_qmhilă ,,,, (li. 1,J şi 1111/n111 

l h .f ( :r) d:r 
' '1-f 0 

.~p1W PIII r.ă P.•/ f'. <'On.l'('l'flPlllri . ;n rn z ('()lllrn, ·, .•p1t11n11. r.ii 

l h l ( :r) d:r 
. 'l ·f.fl 

cstr. di11c 1:q<'11lă . 

. '/. Fir. (11 , h) C fi/ ş i .f : (a , /,) - -• Dl n .fu.nc/iP i11l c,qrnbiliî 11" nrfre fof pn •n/ ,·,111111111·/ 

mn(in11.I i11 (fi, h) . /)11,· ă ,,,, 11/1·11 ,. E (11, h) , i111Pgrnlelr 

l r lh-0 
.f( ,r) d,r. şi .f( :r ) d:r 

• n f fJ , r 

Mwl ·,·01111,·1:q„111f' , .s1111.11rm ,·ii .f111H·(in f e.•lf'. in.lf'.9mbilă p P (11, h) şi 11. olă111 

ll, . 11 lr lh 
f( .r),l:r = .f( :r)d:r I 

. '1 -10 , i:1+0 • r 

o 
f( :r )d:r , 

/

1, - 11 

f(r)d.1· 
· ,,111 
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21 

spun,:m că este conve1yentă. În caz cpntrar, spunem că 

este dit1c71Jr.ntă. 

Definiţia 2.2 Fif, f : [a, b) ___. IR. o funcJie inti/g_rabilă pe onr.e inlcnml cm117mrt 

conJinut În [a, b). Dacă integ1·'!/a 

este conve1yentă, spunem că intc_qrala 

este absolut con11ergentă. 

Propoziţia 2.3 Fie/, g : [a, h) ___. H/ do1,ă f1mcJii)I1-tcgral1ifo pr m·ice illfrn,11/ compar.I 

conJinut În [a, b). Dacă intcgrnlelc +ţ 

i
b-0 . ib~/.f.;c, 

a f( :r)<fa: :şi a : :l(_~)dx 

sunt con11e,ycntc, atltnci şi integralele 

sunt convergente şi 

ib-o (/( :c) + g( :r)) d.r. = ib-o f ( ;\<l:r + 11-o .</( i· ) d:r 

b-0 b~l -. 1 of( x )dx =o./. ) J(J· )dx. 
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( ',\l'll<>l .111. '2 . INTl•:<: /1 \IY /'/·: /N'/Ell\'!\I , N l·:<'0,\1/'.\<T 

C RlTERIJ DE CONVF.RGF.NŢĂ 

Teorema 2.4 Vir f : in. , b) - , ll7 o furi r(ir i11l r_qmhiln 7, r m ·irr i11/ r n 10/ ,·nm1ml'! 

co11(i11.11.I. fo ln. , h) . fnl Pqm/n, 

l
l, - 0 

.f( :r, ) d.r 

' " 
este. convPrgen l. ă dn.di şi numai dară 71rnln1 01 -frP , > O, r:ri,q/n h, E (o, h) n.•/fpf i,,,·til 

I.(' f( :r )dxl < f . 

Teorema 2.5 Fi f'. J : (11, b) - • 111 o f11wţ fr int r.qmbilă 71P ori,•p i11/ f'. n111/ m1117ml'I 

conţinut În (a, b). /Jncă ill.lf'_qmln 

i
h- 0 

• f( x )d:r 

e.,te 11b.,olut convcr_qcntă, ni.unei m r.•lf; r.on.11r:1:qcntă . 

Teorema 2.6 Teorema de comparaţie I. 

Vie J, .'l : !11 , h) -·-• IR două fu nr/ii inl c_qrnbile pe orice intf'.rvnl com7md m11/i1111I ÎII 

(a,b) şi O ~ f(x) ~ g( x ) pr.nfrn orirc :r. E la , h) . 

1. /Jncă 

f
b- 0 

, • g( x )dx 

c.,tc con11Pr_q r. nlă, a/ltnri şi 

i
h- n 

n f( x ) dx 

este r:on 11c rgc 11tă şi 

l
b- 0 fb - 0 

. • f( x )dx ~ . • g( :r.)dx . 
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'.J :I 

f! . IJorn 

l
~ - 11 

. • g( :r) d:r 

f' sl c di11rrgcnlă. 

Teorema 2.7 Teorema de comparatie li . 

Fie f , q: [a, b) -- --> Nl ~ două fHnclii inte_qmbilr pe m·ir.c fotn1ml ,·nm1md rnn/:i1111I Î1I 

[n, b). Dorn, P :ristă 

alunei inh:grn.lelc 

l b rt /b-0 
. • .f ( :r) d.r !ji . • g( :r) d:r 

au o.ceea.şi natură. 

Teon'!nrn 2.8 Fir. f,g: [n , b) -- • ll7 două /1111rţii reoii' . /)o ră f1111r(i11 f P.• IP m11li 1111n 

pe. [a , /,) , funcţia 

1
11 

f'(u) = • f( :r.)d:r 

este mărginită pe [a, b), funcţia g r..•lf' mnnnlonif. pt'. ln, b) şi 

atunci integrala 

l
b- 0 

.f( :r)g( :r)<l:r .. 
este ronucrgcnl. ă. 
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I \/'I/Ol/ ' /. 'J /;\Tt•:1:11 \I 1': / ' /,: / ,\ /1://1 1/ . ,\ /t tl\1/ ' \t I 

'.l'f'llrf'IIHI 2.ll ,..,, / . . ,,. J11 , /,) 

/I P Jo , l1) . i11/rqrnlr, 

f
h li 

. ' f(,.) d.r 

('.S/(' ('0111'f'rQP11fii Şi (1111.1·/in. _q (',S /(• 111(11/0/flllll /lf' Io, /1) 11/111,r•i i11/1'(/l 't1/(I 

!
h 11 

f( :r)q( :r) rlr 
. ,, 

,,.s,.F. ,·m11w„qrn1n. 

Teorema 2.1 O Teorenrn de int.egrnre prin părti. 

Vi,· f,g: [n,h) - • Dl două f,w,·/ii 1·mle d1'1 ·i11n.hilf' 71 <' ln, 1,) 1·11 d f'l ·i1•a/n. , ·011/111un /I' 

la, h). nară e:ri.o/n şi r.sfp fi11iln 

li111 f( :r )q( :r) 
:r --·'1 - 0 

şi dară 1111.a ,Lin iu/1·_qrnlrfr 

f
h - 0 I h , fi 

. " /'(:r)q(:r) dx, . " f(1·)q'( :r} d:r 

r .slr cnnt1rl'gr11/ă n.timri şi ,·mlr,//n r.o/r r,nmw1:qr11/ă şi 

ih-- 0 fh O 

f( :r)g'(x)d:r = lim /(:r)_q( :r ) -- .f(a) ,q(a) - f'(:r) _q(:r)d1:. 
i· - 1, - 0 

" . " 

Teoreriin 2.11 Teorenrn d~ schimbare de variabilă. 

Fir J : la,/,) --• ll( o f1111r/i1• rnnli1111ă 71r la, h) şi r.p : Io, (J) - -• Dl o /11111 ·/ ir ~/n l'I 

f'l '(',S f:n.ln11n•,drri1•obiln. ( ' li tf,,,.i,•n/o ro11/i1111ă pe Io, fi) (l ,qffrl Î11f'lil r.p (o) = 11 şi 

linr r.p (I) = h. 
•- ·/1 - 0 

IJnf'ă 1111a din inlr,qm/rl,· 

.f.'
h II r/l· O 

/(.r) d.r, ./,, f ( r.p ( I) )r.p '( I) dl 
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cs/(; co11l'rrgrnlă ,d,m<:i şi rcalallă i'str: cnn11,.,._qn1lă şi. 

,,,_ ., 1/1-0 
.la .f( X) d:r. = o .f ( cp( t) )tp' ( t) dt . 

2.12 Observaţie. Critf.l'iile de co11vc1"9cn.tă enm1ţaf.c mai .411s .,c ,-,,_J,-,.;, la inle nmlf' 

de forma [a , b) ~ m. Acestea 8(' tnrn.9/JIIU fă,-ii modifică,·i esenfiale şi /a i11tern11le de f.i1111I 

(a, b]. 

2.13 Crit.eriul integral al lui Cauchy. 

Fie f : (a, oo) --t IR+ Dacă Junci ia f eslr. de.,crnscăfonrc pr. fn, oo ), ah111;·i intr.grnln 

1
"° 00 

f(x)d:r. şi seria Lf(n), 
o n.::p 

! 1 I 

unde p este cel mai mic înfrcg pozitiv mai marc decât a,nu ncccaşi nntt1ră. 

Probleme rezolvate 
' 

S11 se studieze convergenţa urmltoarelor integrale IJÎ in caz de convergenţl 

să se calculeze: 

l. 
{'X, d,c 

Jo x 3 + 8 

Rezolvare 

Funcţia 

I 
/: (O, oo )--+ 11., /(J:) = -;;--­

.r• + 8 

este continuă pc [O,oo) , deci int.cgrahilă pc orir<' inl.<'rva.l rn1111111d. con\inut. în 

(O,oo). 

Fie u E (O, oo) şi 

F'(11) = -~--1" d:i, 
x·•+ 8 
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(';\/'l/'0/ ,I 1/, :! /N 'lF<:ll ,\/,t,; /'/•; /N '/Fll\ ':\I, Nt-:<'01\fl'\<T 

l>in 
I A lJ:r -1- (: -- = -- -j- ----- . 

:i: 3 -1- R :r_ + 2 :r 2 -· 2:r + 4 

(A+R)x2 + ( - 2A+2/I 1<'):r-l-'1A -l 2< := I. 

<Ir unde rezultă că. 

şi deci 

Al.unei 

{

A -f/1=;0 

- 2A-!- 28 te= O 

4A -1- 2C = I 

x-4 

1 l" dx 1 l" x - 4 F'(11) =-;- -- - -
1 

dx = 
I 2 0 x -1- 2 12 . 0 :r: - 2:r: + 4 

I I" I l" 2x - 2 I l" dx = -ln(x + 2) - - ---- dx + - = 
12 0 24. 0 :r: 2 - 2x+4 4 0 (x-1)2+3 

l I" I I" l x - 11" = -ln(x + 2) - -ln(:r:1 
- 2x + 4) + liînrctg liî = 

12 0 24 0 4 V 3 V 3 o 

1 1 I 2 1 I l1r 
= -/n(u + 2) - -/n 2 - -lnlu - 2u + 41 + -ln4 + - + -- = 

12 12 21 24 4fi fi 6 

şi 

Deci int.egrala. 

I ( u + 2)1 I u - 1 ,r 
=-hi---- + -a,·ctg -- - + --

12 11
1 

- 211 + 1 4fi . fi 24fi 

I. F'( ) 1 ,r ,r 7r 
1111 , li =0+--+--= -. 

u-,x, 4fi 2 24fi 6fi 

{ °" dx 

./o :r:3 + 8 

est.e conver~f'ntă şi 

/
00 dx ir 

lo x 1 + s = 6fi . 
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:n 

2. j ...._, d~, " > O, o E fll 
' .T. 

Rezolvare 

Funcţia. 

. 1 
.f : !11, oo ) - -> ll,.f ( :r) = -;; 

:r 

este conl,i nuX. pe [a , oo ), df'ri f'Hl,r i11t.rgrahilă. fli" orin• int,nvlll c1111ip11d, ..-011ţi1111t. În 

[11, oo ). Fie 11 E [a, oo ) şi 

j "d { F(u) = • :r.: = 
1n tt - ln a 

Deoarece 

lim /?(11) = { 
00 

u-"" __ I 
6

1- 0 
l - a 

integral a 

este convergentă pent.ru o > I, 

o ::; I 

o>I 

j oo dx = _ I_ a, _" 
• x" o - 1 

şi divergentă pentru o ::; 1. 

o = I 

Observaţie. Fie f : [11, oo) --+ ll+ o font \ie inte,;rabilă pe orice in~erval comp'a.d 

conţinut, în (11, oo ): 

a)Oacă 

lirn x" f(:r.) =IE (0,00)1,c11irno > I, 
,:-oo 

_atunci integra.la 

['° /( :r)d:c 
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1 ' \l'//()// 1/ '.! INT1 .;1:I/ .\IYl'l·: tN ll ·: lli \l : ,\ /·1·11\ll'\1 ·1 

li111 .r '' f( .r) -=- / ('.' (ll ,"<• )7'n1/n1n < I • .,. .,..,,,. 

11t.1111ci inl.f."grnla. 

1
h- n d.r 
---. n E Hi 

n ( I, - :r ) ,.. 

Rezolvare 

I 
f: 111 , /1) --• lf1,f( :r) = (I, _ :r)o 

ln,h). Fie II E IH,h). t\t.1111..-i 

l" d·r 
f'(11) = -·-c- -

·• (b -- :rr 

D('Ollff'('f' 

ln(h - u) 

{ 

00 . 
li111 /•(11) = 

.. - h-- 11 - '- (l1 - n.)1 - c, ,_,,. o < 

i11l.f•gral11 

ci; t.c 1·011v1·rgi·nt.ii prnt.r11 n < I , 

ş i di vcrg,·nt.ii p,·11t.r11 n ? I. 

I 
- - -- (h . a)' . " 
l - o 

l 

o = I 
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4. 

29 

Observaţie. F'ie / : [a, b) __. ll+, b E ll,, o fonc\ie integrahilă pP- orice interval 

com1,act conţinut în [a, b). 

a)Dacă 

lim (b - x)°/(x)=IE(O,oo)pentruo<l, 
.r.-b-0 

atunci integrala 

mite convergentă. 

b)Dacă 

lim (b - x)° /(x) =IE (O,oo)pcntrno ~ 1, 
r-b-0 · 

atunci integrala 

l
b-0 

• J(x)dx 

este divergentă. 

t dx ,oER 
la+O (x - li)" 

Rezolvare 

Funcţia 

l 
_t :(a, /,)__. ll,, /(x)= ( ) 

x-an 

este continuă pe (a, bJ, deci este integrabilă pe orice interval compad. conţinut în 

( a, b) . Fie u E ( a, b). Atunci 

F( u) = 1' dx = { 
u (x - a)" 

ln(b- a) - ln(u - a) o=I 

Deoarece 

{

oo o>I· 
lim F(u) = _ ·. -

u-o+O -'-(b -- a)l-o O < I 
l-1> . . 
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:m 

.'i . 

int.f'_gra.la. 

( ' \l'/10/.1 ' /. 'l /iVTE<.'ll \I,/-' f'/.' / ,\ TUlL\I . 1\/.;('<l ,\l1'.\(T 

l h d.r 

. o +11 (.r - ") ·· 

!h d:r 

. n I" (.r -- n )" 

I 
--- (h - n) 1

" 
I n 

Ohserva~ie. Fif' f : (n,bl _, nr •. n E ll7, o f1111c~if' int.Pp;rahilil Jlf' Ol'Îcf' i11t.f'rv11I 

compact. rnnţin11t. î11 ( n. , h] . 

a)Dar.ă 

lim (1· - 11)".f(:r) = IE (O.oo)pFnlrun < I, 
:r.-n+o 

at.nnr.i int.c-grn.111. 

ih f(:r)ri:r 
n+O 

lim (:1: - 11)"/(:r) =IE (O, oo )pFnlrno?: I, 
r ---.,1 -f-U 

at1111ci int.cgrn.1.i 

1"° dx 

( ✓ :r2 + 2:r -1- 2 

Rezolvare 

Funcţia 

l h f(:r)d.7: 
. o+O 

I 
f : [0 .oo ) -+ lll+,J( .r. ) = ----;=:=== 

Jx 1 + 2:r + 2 
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[O,oo). 

Ih.-011n·ct> O S /(.r), pr,11f.ru orirP :r E jO,oo) şi 

lim :r ''.f(.1:) = I E (O,oo), wmt.rn o= I, 
,t; - •r-o 

cornform t.eorerrwi de ro111p11.rn.ţiP. li şi exedţiului 2, rezult.ă ră. inlt>,i;rala 

Leo dx 

. o Jx 2 + 2x + 2 

este divergentă„ 

/
00 arctgx 

./o ( 1 + x 2 p12 ih 

Rezolvare 

Funcţia 

a,·ctgx 
J : (O,oo)-+ ll,f(x) = JT.7= 

V (I + 3-2p 
este continuă pe [O, oo), deci est.e inf.t>,i;rabilă pe orice int.Prval compact. cm1~i1111t. În 

[O,oo) . 

Deoarece OS /( :r), pent.rn orice :r. E (O, oo ) şi 

, " . x"nrclg x ir 
hm 3: /(:r.)= Iun--;:======- E(O,oo), 1w 11t.r110 =:J > I , 
,,_"° ,,_"" J( t + x2p 2 

comform teoremei .dr compa.raţie li şi execiţiului 2, reinlt.ă di int.Pgrnla 

est.e c:onvergent.ă . Din 

1
00 arctgx 

o J(l+:r2 )~

1h 

J(x) = arclg:r ( Jffx __ )' , 
(J + :r2) 
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7. 

( ' \l'/lfl/1 ' / ') / ;\'Tf,'(:l{\l/ -' l'/'/ .\/ 1/1\ \I s 1·1·(1\l/ ' \1 I 

!. •-X, _,_l:r._ 

. o~o ( I + :r),fi 

RezolvAre 

li111 (,11dq .r) 7,· 
, ·~ . v ( I 

,I' 

o - / ' 
• li 

7T 

r) 'l 

I 
J : (0 .oo ) -> fi? , f( .r) -:c: -- ---

. (I I :r)j:r 

1t 
I ,- -

2 

('Rl.e ,·011t.in1111 p1• (O, oo ), rl <'l' i rnt.,, iukp;rahil11 p(' orirf' i11t.1•rvnl compa.d. ro11~i1111t in 

(O ,oo ). 

D('oilr<'re O ~ f( :r), p('11f.r11 orirn :r E (0 ,00 ) şi 

li111 :r" f( :t) = li111 _ __ .&" r:. = I E (O.oa ). Jlf' lll.rn n =· - < I , 
,-~<HO ,- ~ n+n ( I + .T )v :r 2 

şi 

• O • ;f O 
l1111 :r f( :r) = l1111 ---- = I, 

.r~ "<' ,- - •~• (I -f-x ),fi 
3 

JH'lll.rfl n = - > I, 
2 

romform t.f'()f('lllP.Î <lf' rnmp:irnţif' li şi exf'citiilor 2 şi 4 df'dUl'f' lll cn int.Pµ;rala 

l "" ,lx 

. o+o ( I l :r),fi 

Di11 ,fi = /. . 1wr111 d ~- = (' . Fi,~ ,p : IO, oo ) ··-• ffl. <.p ( /.) = 11
. Futw~ia <p .,~ ,.,, ~t.,i..t 

I 
l'f<'~• ·11.l.oilf'f', rlNi\':ihilil . ,p(I) = 21, cu d('rivat.a rou t.i1111 il JW IO ,oo ), ,p( O) -= O ş i 

lim ,p(I) = oo. 
, _ .. <'V) 
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8. 

Atunci conform TEOREMEI OE SCHIMBARE DE VARIABILĂ avt>rn că 

-----= = ---2t tlt = -- = 1
00 

dx 1= l 1"" 2 dt 
o+o (I + x)Jx o+o (I+ t2)t o+o I+ fl 

= 2 ar ctg tl~ = 2 lim arctgt - 2arctg0 = ir 
1-00 

j ao dx 

1+0 x Jx 2 - l 

Rezolvare 

Funcţ ia 

l 
f: (J, co) -+ ll,f(:r) = ~ 

xvx2 -J 

:n 

este continuă pe (I , co), deci este integrabilă pe orice int.erval compari. continui. în 

(l,co). 

Deoarece O ~ f( :r), r)f'n1:rn orice x E (1 , oo) şi 

I. ( )" f( ) t· ( x - I )
0 

I I 11n x - l x = 1m --:====== = -, pentr,u o = -
2 

< I, 
x-1+0 x-1+0 :rJ(x - l)( x +I) J2 

şi 

. o . ,r,O' 
l11n .r. .f(;r) = l11n ~ = I, pPnl.rn n = 2 > I. 
x-oo "-=.1· v :r.2- 1 

comform teoremei de comparaţie fi şi Px.;1ciţiilor 2 ~i 4 clNl11n·111 di integra.la 

j "° d:r. 

1+0.r~ 

este convergentă. 

Da.că~= t, a.t 1111 ci :r. =~- Fie <p: (O, I)-+ Ri,1.p(t) = t$- F1111cţia cp i•s tc 

strict c rescătoare, derivabilă, 1.p'(t) = 
1
,~:,,,. ,·u derivata co11t.i1111ă. pe (O, I) , cp(O) = 

1 şi 

limcp(t) = oo. 
1-1 
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:14 CAPl'l'Ol, 1//, 'l. INTF,(;JV\l, F, PE INTERV-U NECOMl'.'\C'l' 

Atunci conform TEOREMEI DE SClllMAi\llE DE VJ\Hli\BILĂ avem ră 

{ "° dx {' - o I - t 1 I - t 1 4t [1 - o 2 dt 
J1+0 :t~ Jo l+t1 2t (l - 11 )2dl Jn l+t1 

I 7f 7f = 2arct,qll0 = :J 4 - O = 2. 

9. 1""' xne-r dx, n E N 

Rezolvare 

Fie n E IV, func~ia / : l2n, oo) ·--:-4 IR., 

şi 

g: {2n,oo)--+ n,g(x) = xnef . 

Deoarece funcţia / este continuă pe [2n., oo ), ihtef(nda 

este convergentă. 

( Hm F(u) = fim /u ,, - f dx = lim ( - 2e-f 1; ) = 2e- ") 
u-oo u-t-oo 2" u-oo " 

iar funcţia g este strict. <lesnesdHoare pe [2n, oo) pentru că 

'( ) n (n 1) E g X = :i; - - - ,, - , 
X 2 

şi mărginită pe (2n, oo) pentru că 

Conform teoremei 9 rezultă că integrala 
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1!\ 

1~· 
:r" f ' 

o 
·• ,l:r = l 2 .. ··. '· i ""' - " . ;._ :r. . . u. • :r .,,, e .. ,l:r. , +: · .r e ,t,,.. 

. O . . .. . 2n 

Deci inl.egrnfa 

el!te convcr,ientn. A v1>111 f'Ă 

[ 
. . 1•·"•, ·,. ·· , [·.•, .... . . . . " . ] 

• n - :r N n -~t - r. : • · · ·. .n - u " · I · - r hm - :r. c I -11 n:r. ,,, ,l.r, = hm . .,.. ,, e +nl :r. e ,l:r 
u-oo o o . . .. ~"'() . o 

I 
... .. . 

. ' . ~-I -r = n l!_!n . . :r. . ·. e .. d:r. . 
. .u ':X'. fl . · .. · . . 

Prin rcrnrcn\iî RC ponl.c cnlcnla 

.l co :r."e.-- r. d:r. = ~;)i?~i~~,xe-" .dx = 

= n! J~! [-:r.e-rl: + 1-,,-~~,~1 _= ~!J!!! (~,,-")I:= n! . 
. . - ~ ,,_ . 

ln-- dx 1
1- 0 I 

o J - X 

Rezolvare 

Metoda I. 

. .' ·'•.·•: ·:• .. ,. '· . ·. (. 
f : [O, I) -+ ' lţ;J(.i) ,;,,, .. ,~JJ - X 

.. -:· , 
·. =•·'·· •.. . ;..-; ·-. 

cRI.(• co11t, in11ă pc [O, I). deci cst.c intcgrii:bifă ~ orice interval rnmpact rontinnl. în 
. ·~· -

[O, I ). Fie II E (O, I) şi 
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'Iii ( ' \/'/'/()I .I ' / , :l INTE<.'IL\IY IT IN 'IFli\ ' \I , :\H 'O ,\fl'\f ' / 

.r/11( I l." ·- r I I -- I 
r) 1:: I - . · - - dr = 11 I 11 ( I 

• 1 I :r 
11) I /"(11 - 1r) 

. 11 I 
,/,· -

= · 11/n(I 11) f .:rl~ f- /u(I - :r)I~ -:--: (1 11)/11( I 11) I 11 . 

l>rn,Hf'f'f' 

li111 f- '(11) = li111 [(1 -- 11.)/11( 1 · 11) I 11) ,- ll I I =-= I. 
u - •1 - fl 11 •I - li 

l 1 ° I 
ln - - d.r 

. o 1 - :r. 

ln-- dx = 1. l
i - O l 

' . o I - :r. 

Metoda II. 

Funcţia 

l 
f : I0, I) -+ IR,.f(x) = /11 1-=-; 

este continuii. pe I0, I) iar func ţia. <p : I0, oo) - -1 I0, I), <p( t) = I - P 
I 

PRI.P 

strict crescătoare pe I0, oo ), <lerivabilă., 1.p'( t) = ,, - t, cu <lerivat.a l'o11t.i1111il J'f' 

IO, oo ), 1.p(O) = O şi 

lim 1.p( t) = I. 
,___... "° 

Deoarecf' 

că integrala 

l
l - 0 ) 

ln-- dx 
. o I - X 

CRtc ronvr.rgrnt.il şi 

l. 1- 0 I 1"° l11 -- dx = lP. - 1dt = 1 . 
. n 1 --- .T n 
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li. 1°" ( 1 I 1 ),.,l:r.,nEll.
0

, nEIV
0 

o ;,: + fi 

Reaolvare 

Fie n E ,v• .Fmtc,ia /,. : IO, oo) :_. ll., 

este cotttinul pe IO, oo ), deci in~abill pe orice interval compact con,inut în 

!O, oo ). Oooarece 

O$ /,.(:r.), pentru orice z E IO,oo) 

şi 
zO 

lim --- = I, pentru o= 2n > I 
,.-oo (:r' + a1)• 

conform TaM"cmd de compar"'ic li şi exerciţiului 2 rczultl el int~rala 

este convericntă. Fie " E IO, oo) şi 

Avem că 

= ~2 F,, _,(r,) - a2(2~ - 2.) L' z Cx,-+ ~l)"-') ld:r = 

= ~F,._,(r,) + 1(2 I . ") [x ( i 12) , I" - /•~- 1(11)] = a a n - ,. z + a ,._ . 
0 

2n-3 I " = ----F,._1(11) + ---------, 
o2(2n - 2) a2(2n - 2) (111 + a2 )" - 1 
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:18 ( ,':\l'ITOl,/11, 2. INTEWl/\1,f•; l't,; INTEllV/\1, NIWO,\tl'ACT 

de unde rez11llă. că 

pentru orice n E IV, n > I. 

Pent.ru n = I , avem că 

l I
. Lu dx ,. l u l 11' I= nn -2--2 =. 1111 -I ·1ar·clg-l I= -I 1-2. 

u-oo O x + a u-oo a . a a 

Deci 
2n - 3 2n - 3 2n - 5 

ln = a2(2n - 2f-i = a2(2n ~ 2) a2{2n - 4) ln- 2 = · · · = 
= 2n - 3 2n - 5 _,f_

1
_(2n - _3)(2n - 5) ... 31 ir 

a2(2n - 2) a2(2n - 4) · · · a2 • 2 1 
- a 2(n- 1)2n-l(n - 1)! jaj 2 · 

l
a-o Xn 

12. ~ dx, n E IV, a > O 
-a+O . ' 

Rezolvare 

Fie n E J\' .Funcţia fn : (-a, a) --+ R, 

xn 
fn(x)= ~ 

a2 - x2 

este continuă pe (-a, a), deci este integrabilă pe orice interval compact conţinut 

în intervalul ( -a, a) . Deoarece 

şi 

lim 

x-+ a 

X< (I 

lim 

X-+ -a 

x> -a 

(a - x)°jx"I an 1 
~ = li'i":, pentru o = -

2 
< 1 

va2 - x2 v2a 

(x + a)"jxnj an 1 . 
Ja2 _ x2 = J2a' pentru o= 2 < I 
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din Teorema de compa.rn.ţie li şi exerci~iile 3 şi 4 rled11cem că int.egrnfo 

f
n - 0 „ 

X d.r. 
2 _ 2 

. - o+o ~ 

este absolut convergent.X., <led convergenl.ă (Teorema 5). 

Fie ( E (O,a) şi 

Prin urmare 

pentru n 2 2, şi deci 

Pentru n = 1, avem că. 

= lim(-J2af - {2 + J2at - t 2) = O 
,-o 

şi 

. 1•-< dx . . a - f. • t - a 
Io= lim ~ = hmarcsin-- - arcsin-- = ,r . 

c-o -n.+( va2 - x1 c-o a a ·. 

Prin urmare 

I _ a2 (2n - 1) I . _ a2(2n - 1) a2(2n - 3) _ _ 
2n -

2 
2n-2 -

2 2 
f2n-4 - • • • -

n n n - 2 
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0
1

(211 - I) o 2E1~ _-_:!) . ,. ~~ I Ir, = ~1
2
"(211 ·- ~](211_ - '.I) ... I n 

'J,11 211 - 2 2 2" . 11! 

I l . /f /n .,i11 x dx 
fo+o 

Rezolvare 

Funcţiile 

rmnl. derivabile cu derivat.a r.ont.i1111lî. pe (O, i J. 

Avem 

lim .f(x)g(:r) = 
X -> 0 

x>O 

şi intcgraln 

lim 

X --> 0 

X > 0 

lnsi11x( oo) 
- -1- =- = 

- 00 
:,: 

lim 

X - dl 

x>O 

1Î I 1! XCQSX J (:r.)g(x) d:r, = --:- dx 
o+o o+o sinx 

est,, convergentă. i\111 corn1idern.t. h : .@, }] -+ ll, continuă, 

{ 

xcoax 

h(;r) = ~in x 

x=O 

pent.rn a. rezuli.a 

l î X COS X 1' -.-fi:r. = h(x )dx . 
. o+o Mll :r 11 

- X
1 

COS X 
---= li 

sinx 
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Conform teoremei <le int.egrnre prin părţi rezult.ă că şi integra.la 

l!: .!: 

{' f(x)g'(x)dx = {' lnsinxdx 
lo+o lo+o 

este convergentă. Funcţia 

este strict crescătoare, derivabilă şi cu dei:ivat.a continuă pe (O, f], 

. . (7r) 7r !im<p(t) = 0 ŞI <p - = -. 
1-0 4 2 

Atunci conform Teoremei de Schimbare de Variabilă, avem că. : 

1
t 11 1 lnsinxd:i: = 2 lnsin2tdt = 1 ln(2sintcost)dt = 

o+o o+o o+o 

=21
1 

ln2dt+21
1 

ln .. ~intdt+21
1 

lncostdt. 
o o+o o 

Dar 

1

1 
lncostdl = (f lnsin(~ -- t)dt = fi lnsin11du 

o ./o 2 J 1 

da.că fa.cern schimbarea. de va.riahilă t = cp( 11 ), unde 

Atunci 

Lt 7r • 1f Jt ln sin x dx = 2- ln 2 + 2 /n sin t dt + 2 /11 sin I dl = 
o+o 4 o+o 1 

7r 1t = 2 ln 2 + 2 ln sin t dl. 
o+o 
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12 CAl'/TOUII, 2. IN'rEGIULE PE INTEll\ 'AI, Nl-:('Oi\tl',.\CT 

Deci 

LJ ,r 
ln sin x dx = - - ln 2. 

o+o 2 

14. Sl se arate d(: 

(

00 

sin x dx 
lo+o x 

este convergentă, dar nu este absolut convergentă. 

Rezolvare 

Funcţia 

este continuă pc (O, oo) şi 

Considerând funcţia 

avem ci( 

Deci 

sinx 
/: (O,oo)--+ ll.,/(x) = -

X 

lim/(x) = l. 
z-0 

{ 

/(x) .r E (O, I) 
h(x) = , 

1 .r=O 

[1 f(x)dx = [1 h(x)dx. 
lo+o Jo 

{' f(x)dx 
lo+o 

este convergentă. Deoarece 

funcţia /1 : (I, oo) --+ ll., fi (x) = sin x este continuă pe (1, oo ), 

funcţia 

F'(u) = /." sinxdx = cos 1 - co.su 
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P~t e 111iîr,.!; i11it. ă pe li, oo). I f ( 11 \ I <f: '-

iar fun cţi;i 
:::~ 1 

g: [1 , oo ) --> /R, _q( .r) = -
:r 

est,e st.rict desrrescă.t .oarf' l'f' [I , oo ) şi 

conform teoremei 8 nVf'Jll că 

este convergentă . Deci 

Jim _q( :r.) = 0, -
,--oo 

l "° .~in :r. d 
-- :t 

. o+o x 

este convergentă. Vom ară.ta că aceast ă. i n t . Pgrală nu esl,f' absolut. convergenl.iî. Dar 

lsin x[ sin1 x 1 cos 2:r 
-- > --= - - --

:r - X 2:r 2.T. 

pentrn orice :1: E [l, oo) şi 

!"" (_!_ _ cos 2x )dx 
• 1 2x 2x · 

este divf!rgentă 11e11tru că: 

-,fa: 
/.

ro 1 

I 2:r 

este divergentă. conform exerciţiului 2, iar 

J. c,c, cos2x dx 
I 2:r . 

esl.r! ronvergent, ă conform teoremei 8 punând /( :r) 

conform teoremei de comparnţie I deducem că 

1.
00 

[sin xi dx 
X 

cos 2:r ş i g(:z:) = -:};,. Deci 
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Observaţie.H.ffiprorn l.f"Orf'lllPi 5 ~, . ., falsă . 

Ir,_ S~ se studieze convergenţa integralei 

Rezolvare 

Funcţia 

/: (0,oo)--> 11.,/(x) = sinJ:" 

este continuă ,ie ro, 00) iar funcţia lp : ti, 00) --t li.. cp( f) = ,JI_ NI•-·~ Rl.rid. 

crescăt.oare, df'rivAbilă, cu ,lerivAla continnă iw. (o, oo )şi cp(O) = O, 

Integrala 

1"° /(<ţ>(t))cp'(t),lt = f'° si~l dl 
o lo+o vi 

este convergentă conform teoremei 8 în care huind /(I.) = sin l şi g(t) = 7, 
deducem că 

este convergPnl,ă, iar 

1
00 

sini dt 
I J"i 

1
1 

sini 1• r. dt = h( t)dt 
+o vl o 

{ 

•inl 

h(I) = --:-
t E (O, 1) 

l=0 
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Atunci şi 

este convergentă conform teoremei de schimba.re de varin.bil ă . 

16. Slî se precizeze natura seriei: 

oo l 
'°'-t - dx L., n 11 
n=3 

R e zolvare 

Fie 

l 
f : ['.l , oo)-+ 111,f(x) = -

1 
- . 

11 3' 

F11 11c~ia. f csf.e cont.inuă. pe [3, oo ), deci int.cgrahilă pc orice int.N val rnmpact 

conţin ut În (3, oo ), esf.e strict. descresdHoare şi 

I 
/( :r ) ~ - > O, 

X 

peni.ni ori<'<' ~: E {3 , oo ). Atunci conform critcri11l11i int.cgra.l ;L) lui Ca.11chy 

seria 
oo I l oo l L- şi -dx 

ln r1. 3 ln x 
n=3 ' .. 

au a.ceea-'3i naturiî„ Conform primului criteriu de cornparn~ie, deoarece 

este divergPnt.iî ~i 

1
00 J 

-d:r. 
3 X 

1"° l 
--d:r. 

,I fo X 

este divergentă. Deci scria este rlivcrgent.ă . 
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17. Fie/: (O,oo)---+ 11., continuă, a >.0,b > O.Dan\ exist.ă 

lim /(x) =/(O+ O)< oo şi lim /(x) = /(oo) < oo, 
z-o+o r-oo 

atunci integrala 
foo /(ax) - /(bx) dx 

lo+o x 

este convCTgcntă şi · 

f"° /(ax) - f(bx) dx =(/(O+ O) - /(oo))ln~ 
) 0 x a 

Rezolvare 

Fie t, TE (O, oo ), t < T. Atunci 

lT f(ax)-f(bx)dx=JT f(ax)adx-lT f(bx)bdx= 
I X I ax t bx 

= laT /(y) dy - (6T /(y) dy = 
al 1/ ),., 11 

= 1•T /(y) dy + i'' f(y) dy -1'' /(y) dy -1•T /(1) dr= 
al Y aT 1/ aT 'li 61 Y 

= 1•1 /(y) dy -1•T /(y) ,,. 
al 1/ aT 1/ 

Conform teor~mei de medie, exist,ă 11, E (at,bt) şi 1/T E (aT,bT) utfel incit 

l
bl /(y) · 1&, 

- dy = f(y) d(ln y) = /(11,)(ln(bl) - ln(at)) 
al 1/ al 

şi 

l &T /(y) 1•T 
-dy = f(y)d(lny) = /(11T)(/n(6T) - /n(aT)). 

aT 1/ aT 

Deci 
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., 

i /(rl.l') -- /(/1.1;) . /, . b 
lim --- ---- rl:r= hm/(y,)fo-- hn1.f(y·,·)/11 -- = 

1- 0+0.T _,,.,._, . t ~- 1-n a 1 -.,.-,-, n 

J(O + 0)/11~ - .f(oo )fo!, 
(I fi 

1T•1.11 it i" d\ inl.Pgrala. 

f"" J ( a:r) -- / ( b.,:) dx 

. o+o x 

1~· /(a.t ) - f(bx) dx = (f(O + O) - /(oo ))/n~_ 
W X a 

Aplir~tie 

Să se arate că integral a următoare es t~ ro11vergentn şi să se cRlnilP.ze: 

f •v. arclg ,u - rtl'dg /,x rl I 
r, a> 0,, ;:-- 0 . 

.f„fn T 

ilezolv11 re 

Fu ncţi a. / : [O, oo) lll , f(a:) = arrl,q :r P ~tP conl. i1111 ă. pt' [11 ,oo ) ~i 

1
00 arctg 11., - arctg b.r I _ !,"" f ( a:r. ) -- f ( h.T) 
-------- , :r - ~----- d.r 

. U t il X f)..L ll J" 

este ronvrrgcntă. şi 

1
00 

arctga:r - arc:tgbx d _ ( rr) I, rr /, 
:r - ardqO - - ln- = - /11 - . 

. o+o :r · 2 " 2 n 
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l e<:• /(:1:) 
- - d,r,,· > o 

C X 

ffllP converg,mtl ,ahmd int,Pgrnla 

l "" f(a:r.) - J(b:r.) d:r , a > 0 , 1, :-, O 
• (lf,11 ;r. 

ffll,e_ convergentă şi 

l oo f(a:r.) - /(bx) d:r = /(O)ln~ . 

• "•" X a 

Rezolvare 

Fie t, 1' E (O, oo ), t < T. Ca în exPrci~iul precedf.nt. avem c:ă 

l T /(oz) - /(bx) dx ~ 1"' /(y) d11 -1n· /(y) dy = 
I X „1 11 "T 1/ 

= /(y,)(/11(bt)- /n(at)) - lbT /(y) d11 . 
.. 1· ,, 

Deoarece int.egraln 

I "° /(:r.) dx 
C X 

esl.e COIIVPrgf'nl.ă , 

. 1n· /(y) hm --dy= 
T-oo oT Y 

= )~"_!, (JbT /(y) dy -f"T /(y) dy) = 0. 
C Y C Y 

Deci 

. 11· /(n:r.) - J(bx) b jb1· /(y) b 
11111. ----- dx = lim /(y,)/n- - lim - -dy = f (0)/11 - . 

1- 0+0.7 - ,:,o I X 1-11 o T-oo nT 11 a 
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Aplicaţie 

Sl se arate dl integrnla urmltoare este convergentl ti' al se calculeze: 

Rezolvare 

1
00 sin ax - sinbx d 

O 
b 

0 x,a > , > . 
o+O X 

Funcţia /( x) = sin x este cont inul pe (O, oo) şi inte~r11l11 

1
00 

sinx dx 
C X 

este convergentă. Atunci int~rala 

1
00 

sin ax - sinbx dx = 100 
/(ax) - /(bx) dx 

o+o x o+o x 

este convergentă şi 

1
00 

sin ax - sin bx d . O / b 
x = s•n • n - = O. 

MO X a 

Probleme propuse 

Sl se studieze convergenţo urmltoarelor integrale şi în caz oflrmotiv sl 

se calculeze: 

1. 100

xdx 
e" o . 

2. 11

x~dx 
0 2-x 

3. [ "' 2x + I J 
I z2(z2+1) x 

4. 1• ln(l + x) dx 
o .fi 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



:iO 

!5 . 

6. 

7. 

8. 

9. 

lO. 

CAPITOi.ii/, 2. IN'/' EURAT,E PP, INTEHVAf, NH'OMl'M.T 

{' d:r 

}4:1:4~ 

l e<' 1: JJ ::2 + T4 

l"" e-~"rnsbx,IT (o.> O) 
. o 

100

_e- ""' .sin b:r d:r (a < O) 

1
00 x lnx 

( 
2) 2 ,I;,: 

2 1-x 

l.oo d:r. 

• 1 x J :r, 2 + I 
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Capitolul 3 

Integrale cu parametri 

3.1 Integrale cu parametri 

Teorie 

DeHniţia 3.1 /~;,,, /: / x J--. ll,o: ./--./şi {J: J--. I, unde I= (a,h) sfi, iar 

J este o mt1/ţime de numere retlie. Să pre.mpunem că pentru o,·ice y E .I, f11nţia f rslt: 

integrnbilă pc (a, h). În aceste condilii are sens să considerăm f,m,t;a. 
' 

· 11M 
F: J--. ll, F(y) = 1 f(x,y)d:r. 
. oM 

nt1mită integrolă ct1 paro metro/ y. 

3.2 Observaţie. Dacă o(y) = a pentru orice y E J şi /1(y) = b pcntrn o,·ice y E .I, 

F: J--. ll., f'(y) = ib f(x,y)dx. 

DeHniţia 3.3 Fie f : l x J --. ll, g : / --. ll., I = (a, b] C ll şi y0 ,m punct 

de act1mt1/are al mt1/Jimii d~ numere reale J. S1111ncm că f,mctia f tinde uniform Îfl 

51 
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( ' \I ' f'I'() I ' ,, I ' .'I /,\ ' IF( ; ll -li.,,; ( . , I I', \li \ ,\11 I li I 

,,,,,,, -111/y" p r 11111 /(11111f/ / r i11n J,1111 ·( /fl _q ,/,,,·,, ,,,·11/1 ·11 nnrr 1 > O. , .ri:, /n ,1(,) · 1111 ·,/(,I 

i11nil I" 11/, ·u o rir'f 11 i:.: .I ,· 11 I!! .I/ni < b(r) .si'i "''flii 

l.(( .r , y) _q(.r)I < , . p,,nlrn orirr TE / . 

TP.orenH1 3.4 Vi r f : / " .! • lll ._q : / - • Hi. I --c ln . hi C Hi . ';/11 1111 1111111·1 rl, 

{/('!/.11111lnn· ni multimii dr ·1111111nT 7'('(1 " ./ . Sn /Jff,Q1/Ţ!llllf'11l rn _(1111,·(in _( ,·.• Ir i11 /,q1·11h il,, 

11r I 71rnlnt orirr 11 E ./. nr'fp lnnrl r wnfiMI y = Yn- [)n rn 

lim /( :1:,y) = g( :r.), 
•1 - 110 

1111iform în mporf c11. x, nl.1111.ri 

h h h 

lim F(y) = fim j f( 1·, y)dx = 1 lim f(x ,y) dx = l g(J:)d:r. 
u-Yn 11 - JJD O t• 11-Yo , ,a 

Teorema 3.5 F'ir J: / x ./ - ·• ll.,(I = [a,h],.J = lc,dl),o: .I - • I şi fi:.! • I 

Dnrii /1m r /iilr f , n .~ i ,fi .suni rnnlir111c, a.tttnr.i şi /1mf/ia 

. 1/l(y) 
F: ./ ---► IR, F(y) = f(x , y)d1: 

o (y) 

r.o/r f011lin.un /lf' ./ . 

3 .6 Observaţie. 

IJnrif n(y) = a pf'nlrn nrirF y E .J, fl(y) = b penim. 01·i<-e y E J şi /1m r { ir1 f r•.s/r 

ro 11li1111n pe I x .J , nlunci şi funr/ia 

F:., ---► IR , F(y) = lh f( :r.,y)d:r 
• a 

r.,lr cr111li1111ă 711· .I . 

Teorema 3.7 Fir, .f: / x J -➔ lll , (I = [a , b],.J = [c, d]),o : ,/ -·-•/şi fi:,/ -- , / . 

/)n,·ii /1111r{iilr n .~ i fi .s 1111/ drrimi/,ilr: 71c .], /11.11.1·/ia f r.,~tc ro11/in11ă 71r I x .I , drr·innhiln 
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:1.1 . INTF:GRAl,E CU PAR.i\Mf:TRI 

În ratHJrl cu y şi ~ conli1111ă pe I X .I , al.tinei funcJia 

1
P(wl 

F: .I ___. E, F(y) = f(x, y) dx 
0(11) 

este derivabilă pe .I şi 

pentru orice Yu E .I. 

i.8 Observaţie. 

Dacă o(y) = a pentn, orice y E .I, /J(y) = b pentru orice y E .I şi funcJia f este 

continuă pe I x J, derivabilă În raport cu y şi * e.,te continuă pe I x .I, atunci funcJia 

este dcrivabilă pc .I şi 

F:.1---E,F(y)= 16

f(x,y)dx 

F'(y) = jb :f ( x, y) dx formula f,eibniz . 
o y 

Teorema 3.9 Fie J: Ix J------> .ll, (I = la, bJ, J = Ic, d)). Dacă funcJia J este conli,mă 

pe Ix J, atunci 

Da_că funcţia f este continuă pc I x .11 x .12 şi arc derivate parJialc în raport cu y1 

(y, E .li) şi În raport cu y2(Y2 E .12) conli1111c pc Ix J, x .12, iarfuncJ~ilc o şi(/ tiunt de 

clasă C1 pe J1 X J2, atunci şi funcţia 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



54 

este de clasă c• pe ./1 X J2 .ş i 

3.11 Observatie. 

Dacă a(y1 , Y2) = a pentru orice (y,,y1) E J1 x J2, (3(y1 , Y2 ) = b pen/.ru oricP. 

funcţia f este continuă pc I x J1 x J2 , şi arc derivate partia/c în rapof'l cu y; , i = 1, 2 

continue pc I x J1 x J2, atunci /tmcJia 

F: J, x J1--------+ E, F(~1, Y2) = lb /(x,y1,Y2)dx 

este de clasă C1 'pe J, X J1 şi 

Probleme rezolvate. 

1. Să se arate d. functia 

F : [O, oo) --------+ IR, F(y) = [Y ln( l + yx) dx 
Jo x 

este derivabiUI. şi sli se calculeze derivata acesteia. 

Rezolvare. 

Fie/ :,IO,oo) x [O, oo)--------+ IR, 

J(x,y) = " ' 
{ 

ln(t+vx) (x,y) E (O,oo) X [O,oo) 

y, (x,y) ~oJx [O,oo) 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



.1. 1. IN'JB<:IUT,E CU l'J\IU\Mf;Tlll 

Deoarece pent.ru ori<-P Yn E ÎO,oo) , 

lim /(x,y) = Yo = /(0,yo) , 
(x,y)-(0,Yo) 

funcţia/ este continuă pe IO, oo) x IO, oo ). Deci există 

1.
11 /n(l + yx) 

f': IO,oo ) - n,F(y) = ~-~d:I'.. 
O X 

Din fapt.ul că 

şi 

I 
l+vx' :/ (x , y) = { 

y I, 

(x , y) E (0,oo) x (0,oo) 
'1 

(X, y) E loJx ( 0, 00) 

lim /(xo,y) - /(xo,0) ,; lirn f(xo,Y) = 
v-o y v-o y 

lim 11-o ~ = l, dacă xo = O 

I. ln(t+xu) _ I 
lfllv-o ry - ' 

1 dacă Xo E (O, oo) 

lim ~/ (1:,y) = l = /(0,yo) 
(x,y)-(0,Yo ) uy 

pentru orice y0 E IO, ·oo ), dcd11cc rn că funcţi11 . <'stc derivahilă în raport cu y pP 

[O, oo) şi ~ este continuă pe IO, oo) X IO, oo ). F'ie Yo E (O, oo ). Uacă punem 

I= IO, y0), J = [0,y0), a: J-> l,a(y) = O şi fi : .I -> l ,f)(y) = y , atunci din 

teorema 7 deducem că funcţia Feste derivabilă pe f0 , y0 ) şi : 0 1· 

i. y . l l I!/ 
F'(y)= --dx +f(y,y)-0·f(0,y)= -ln(l+xy) +f(y,y)= 

o I+ xy y o 

l l 2 · 
= -ln(l + y2

) + -ln(l + y2
) = -ln(I + y2) 

y y y 

pentru y E (O, Yo) şi 

_ F'(O) = 1° dx + f(O, O) = O. 
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{ 

~ /11( I + y 2
) 

F,, ) ,, . ' (y = . 
o, 

2. Să se arate că functia 11 : /1(2 
- • IR, 

l [ I l :r +rt ] 1t(l·,1) = 2 .f(.r+d) t .f( x - d) I~ q(y)dy, 
. :r- -· rl 

unde .f este o funcţie de clasă C: 2 pe IR, iar g est.e o functie de d1H1X r ·1 

pe IR verific/!( ecuaţia coardei vibrante 

în conditiile initiale 

âu · 
11( :r,O) = .f( x ), at(:r,O) = g(:r). 

Rezolvare. 

Funcţia 

r.p: 67:1 --+ IR,r.p(x,y,t) = g(y) 

este continuă pe /R'1 • deci există fun cţia 

1
x+cl 

~(x,t) = x-rl r.p(x,y,t)dy. 

Deoarece funcţiilfi o : /R2 
--+ IR, o(x, l) = x - ct, (3: l?.1 

--+ IR, (3(x, t) = :r I d 

şi r.p(x,y,l) = g(y) admit deriva.te par~iale în raport cu x şi în raport. rn l, 

âo âo 8(3 
-
8 

(:r,t)=l;-
8 

(x, t)=-c;-
8 

(:r,t)=I 
:r. I X 

â/1 âr.p âr.p 
~(:r., l) = c; -

8 
(x, y, t) = O; -

8 
(x, y, t) = O 

ut X t 
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:J.I. INTEORM,E CI! PMrt\METRI 5i 

şi a.ccRtca suni. funcţii continue, conform Teoremei JO funcţia. (I admite <lrriva.l,P 

parţiale în raport cu :r. şi în raport c11 t. şi 

{J<f) 1"+cl ,,(x, t) = Od11 + <p(x, x + ct, t) - <p(x, x - ct, t) = 
uX x-ct 

= g(x + ct)- g(x - ct),(x,t) E J?.1 

şi . 
{J4, 1r+cl 
~(x, t) = Ody + c<p(x, x + ct, t) + e<p(x, x - ct, t) = 
vt .:-ci 

= cg(x + ct) + cg(x - ct), (x, t) E ll?. 

Deci 

811.( I [ , , I 1 ] ax x, t) = 2 .r (x + ct) + J (x - ct> + -;;9(x + ct) - -;;.9(x - ct) 

8
2
u ( ) l [ "( ) "( ) I , I , ] 

a2 x, t = -
2 

f x + ct + f x - ct + -g (x + d) - -g (x - ct) 
X C C 

şi 

âu ) l [ '( ) , ât (x, t = 2 cf x + ct - cf (:r - ct) + 9(3: + d) + g(x - ct)] · 

~:~ (x, t) = ~ [c2 J"(a: + ct) + c2 J"(x - ct) + cg'(:r + d) - cg'(:r - ct)] 

de unde rezultă că 

şi 

82
11 L IJ2u 

â
-

2
(:r, t) - -

2 
-
0 

(:r, l) = . 
X C t2 

l [/"( ) "( l , I , ] = 2 . :r.+ct +f :r-ct)+-;:;g(.1: +d)-~g(:r-ct) -

-
2
1

2 
[c2 J''(;r +el)+ c2 J"(x - ct) + cg'(:r + el) - cy'( :r - ct)] = O 

C 

u(x',O) = ~ (.r(.r) + f(:r) + ~,-1,·g(y)dy] = f(x) 

âu( L [ , , 
ât x,O) = 2 cf (x) - cf (x) + g(x) + g(:r)) = g(x) 
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58 CAPITOl, Uf, .1. . INTP,GRAl,E CU PMl!\J\IETRI 

3. Sl( se calculeze folosind derivarea în raport cu un parametru, urma­

toarele integrale: 

) Li arctg(a tg x )d '° 
a ---- x,aE.-1. 

0 tgx 

b) {' ln(l + x) dx 
} 0 1 + x 2 

Rezolvare. 

a)Fie 

Deoarece 

/ : [o, i] X ll, -+ ll., 

{ 

11rclg(11 lgr) 
lg:,: 

/(:r.,a) = a, 

o, 

(x,a) E (o, })x li. 
(z,a) E {O} x li. 

(x,a) E {i} x ll. 

I. f( ) 1. arctg(atgz) f ( ) 1m x,a = ,m ----=o.,= O,ao 
(r,o)-(0,IJO) (:,:,o)-(0,ao) tg X . 

pentru orice a0 E li. şi 

. . ardg(atgx) {,r ) hm f(x,a) = hm -~-----=O=/ - a0 (:,:,a)- (j,ao) (x,o)-{ţ,ao) tgx 2' 

· pentru orice ao E li., funcţia feste continuă pe (O,½] x R. Deci există F : IR-+ 

li., 

F(x) = [f f(x,a)dx = [f ardg(atgx)dx. 
Jo Jo tgx 
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:J.I. /N'f'E<:llt\1 ,/•; (.'l i l'J\UM,1E'/'lll .'i9 

I 

Avem di. 

:~ (,,n) = { 

I ( x, a) E ( O, t) x Dl 1+rt2 tg1 T ' 

1, (:r.,a) E {O) x IR 

o, (:r,a) EH} x IR 

• Deoarece 

. âf . I ăf 
hm -(x, a) = hm ---- = I = -(O, ao), 

(x,a)- (0,ao) âa (x,a)-(O,a0 ) J + a1 tg1 X âa 

pentru orice ao E IR şi 

. fJJ . 1 âf 1r 
hm -(x,a) = hm ---- = 0= -(-,a0 ), 

(x,a)-( J,no) âa (x,a)-( J,ao) 1 + a1 tg 2 X âa 2 

pentru orice. a0 E Hl., a0 f. O deduce.m că funcţia M Pste conf.inuă pe [O, t] x IR.*, 

atunci conform observaţiei 8 funcţia F este derivabilă pe orice interval compact 

J C (O,oo) sau .J C ( - oo,O) şi 

F'(a) = (i âf (x,a)dx/t ~ 
1 

dx 
} 0 âa JO l + a tg x 

Prin urmare funcţia F este dcrivabilă pc li şi 

1½ I 
F'(a) = 

2 1 
dx. 

0 I + a tg x 

Deoarece pentru orice a E IR* 

F(-a) = [f arctg(-atgx)dx = - F(a) 
} 0 tgx 

.este suficient să considerăm restricţia lui F la (O, oo ). Fie a E (O, oo ). Atunci 

F'(a) = {½ l dx = {'"° 1 dt = 
}0 1+a2 tg2 :r. } 0 (l+a2t2)(1+t2) 

l [
00 

( I 0 2 
) 

= 1. - a2 Jo I + t2 - J + a2t2 dt = 
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fiii 

pentru a -/= I şi 

Deci 

('APITOUIL .1. INTF,GllM.I·." CV 1'1\ll .OIE'flll 

= _ I_ li111 (m·dg/ - tl(IITfg(II) = 
I - a2 ,-"<' 

f''( I) = f
0

J I dx = {'X> I dt = 
Jo l + tg2 X } 0 (I + 12)2 

1
00 

I 1100 

( 1 ) = -. -dt + - t -- dt == 
0 I + t2 2 0 1 + t2 

I. I I' t l 1"° 1 d = 1111 a,·clg t + - 1111 -- - - -- t :::: ,-,x, 2 1-00 I + t2 2 0 1 + t2 

ir I . ,r J,r ,r = - - - hm a,·ctgt = - - -- = -. 2 2 ,_O(' 2 2 2 4 

F'(a) = 2(a: 1) 

Atunci 

ir I da · ,r 
F(a) = 2 1 + a = 2ln(I +a)+ C. 

Conform Teoremei 5 func\ia F este continull pe (O, oo ). Prin urmare 

Dar 

Deci C = O şi 

Prin nrmar~ 

F(O) = lim F(a) = lim {~ln(l +a)+ c) = C. 
a-o •-0 2 

F(O) = L' Odx = O. 

lf 
F(a) = 2ln(l +a),a ~ O. 

l la,·ctg(atgx)d:r={ fln(J+a), a;::O 

.o lg:r -Jln(l-a), a<O 
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.I. I. . INTEGRALE CU PARAMETRI 61 

b)Fie 

a : [O, I J --. (O, 1 J, o( 71) = o, (J : (O, I J __. [O, IJ, (J( y) = y 

şi 

/n(l + xy) 
/: (O, IJ x (O, l] __. ll,f(x,y) = I 2 • +x 

· Funcţia / este continuă pe [O, 1 J x (O, 1 ], deci există funcţia 

1
11 ln(l + xy) 

F:[O,lJ--.R,F(y)= l 2 dx. 
o +x 

Pentru orice (x,y) E [O, 1] x (O, IJ, 

Of X 

ây(x,y) =(I+ xy)(l + x 1 ) 

Deoarece funcţia* este continuă pe (O, I) x [O, I) şi funcţiile o şi (J sunt derivabile 

pe (O, lJ, conform toorc-mci 7, rezultă că funcţia Feste dcrivabilă pe [O, IJ şi 

1
11 0/ F'(y) = 8 (x,y)dx + f(y,y) - 0/(0,0) = 

o y 

= r X d:r:+ /n(l+y2) = 
) 0 (I+ :ry)(l + x 1 ) I+ y2 

= r (--Y ___ I_ + _1 _ x + y) d:r. + 111(1 + 1J2) = 
} 0 l + y1 l + xy I + y1 I + x2 I + yl 

=--- ---d:i:+--- --dx+ l 111 
y I 1Y 2x 

l + y2 
0 I + xy 2( I + y2 ) 0 I + x2 

;I/ 111 dx ln(l + 112) +-- --+---= 
l + y2 o 1 + xl I + y2 

I III , · lly I/ ly /u(l+yl) = - -
1 

+ 2 /n(I + xy) + 
2

(
1 2 

/n(l + .r) + :----
1 

· 
2

m·clg :r + ·. = 
Y o + !I ) o + .I/ 11 I + Y2 

ln{l+y2
) /n(l+y2

) y /n(l+:i/) = - + --- + --(trclg y + ------'- = 
l+y1 2(1+y2 ) l+y2 , l+y2 

l [ I / 2 211 ] I [ 2 ] ' = 2 l+y2 11(l+y)+(ordg!J)l;y2 = 2 (a,:d_qy)/11(!+.11) 
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pt>ntru orice y E !O, 1 ]. Oeci 

I 
F(y) = 2(ar·ctg71)/n(I + y2

) + C. 

Deoarece 

[ 
fnl 

F(O) = --1 dx = O 
o 1 + ;r, 

şi 

1 
F(O) = 2(a,·ctgO)ln 1 + C = C 

rezultă că C = O şi deci 

1 
F(y) = 2(arctgy)ln(l + ,,2),r E [O, 1) . . 

Prin urmare 

[1 ln(l + z) 1 li' 
Jo 1 + z2 dx = F(l) = 2(arctg 1)/n2 = 8 in2. 

c) Funcţia 

/: [o, i] X (0, 00) X (0,00)-+ Îl., 

f(x,a,b) = ln(a1ain2z + b2ooa2z) 

este continuă pe [O, J] -x (O, 00) x (O, 00), deci exi1tl funcţia 

F ; (0,00) X (0,00)-+ R, 

F(a,b) = 1' ln(a2sin2z + b2coa2z)dx. 

Deoarece funcţia/ admite derivate parţiale în raport cu a ti în raport c11 6, 

8/ 2a„in2z 
o(z,a,b) = , . 1,2 , 
ua a .9tn2z + C0.9 z 

şi 

IJ/ 2bcos2 x 
„b(z,a,b) = 2 • 2 1,2 2 
u a 8tn Z + COII X 
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:J.I. JN'J'EC:HAl,E Cil f'AUAMlffUI 

~i acestea sunt c:ont.inue 1w (O, oo ) x (O, oo ), conform Ohsnvaţie i 11 rezultă. ră 

funcţia F admite derivate parţiale în raport cu a şi în raport rn b pe orire interval 

compact J1 x J2 C (O, oo) x (O, oo ), deci pe (O, oo) x (O, oo ). Maj mult, ac:e8te11. 

sunt continue şi 

âF Li â f 1! 2a sin2x 
~(a, b) = !l(x, a, b)dx = 2 . 2 h2 2 d:r = 
ua O ua O a sm x + co,q x 

Li tg1 x 100 t1 dt 
2a ----dx = 2a = 

o a1tg2x + 1,2 o a1t1 + bl 1 + t2 

=2a {oo (-b2 ___ 1 __ _ l __ l_)dt = 
Jo al - bl a1t2 + 1,2 al - bl 1 + f2 

2b at 1
00 

2a 1
00 

= a2 - bl ardgb o - al - blarctgt o = 

~(a - b) ~ 
=-----=--

(a - b)(a + b) a+ b 

dacă. a -::/- b şi 

âF (a, a)= fi 2a sin
2
x dx = !~! = -~-. 

âa }0 a1 a 2 2 a + a 

şi 

Deci 

âF ~ 
~(a,b) = -b (!) 
un a+ 
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şi 

of' ,r 

ob (<1,b) =a + b (2)-

Oin relaţia. (I) rczult.ă că 

F(n, b) = 1 ~bd"= 1r ln(a + b) + C(b), a+ . 

şi deci 

~:(a,b) = ,r a: b + C'(b) (3) . 

Din relaţiile (2) şi (3) rezultă că C'(b) = O. Deci C(b) = C şi 

F(a,b) = 1rln(a + b) + C. 

Deoarece 
· ţ 

F(1, I) = 1 ln 1 dx = O 

şi 

F(1, 1) = 1r ln 2 + C 

rezultă că C = -,r 1n 2. Prin urmare 

4. Utilizând posibilitatea inverslrii ordinii de integrare in integralele de­

pinzlnd de un parametru sl se calculeze urmltoarele integrale: 

a) {' x( x - l) dx 
} 0 ln x 

b) {' ln( x \l) dx 
} 0 I+ x 
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:1.1. INTEGRAl,E CU PAR,4ME1'Rl 

Rezolvare. 

a) Deoarece 

x(x 1) /
1 

I - = x 11 dy pentru x E (O, I) 
nx 1 

avem că 

Funcţia 

/: [O, l] x (1, 2] ____. ll, f(x, y) = x 11 

este continuă pe (O, l] x (1, 2]. Atunci conform teoremei 9 avem că 

b) Deoarece 

avem că 

Funcţia 

= -- dy = --dy = ln(1 + y)j~ = ln-. 
/

:J ( x
11
+1 1•) /:J l 3 

1 y+l 0 1 y+l 2 

l
i X 

/n(l +x) = --dy 
0 I +xy 

1'ln(x+l)d · 1'(1' x d)d 
o l +x2 :r = 0 0 (l + xy)(l +x2 ) .'I x. 

:r 
/: (O, l] x [O, lj ____. JR,/( x, y) = ( )( 2 ) I+ :ry I+ X 

este continuă pc [O, I) x (O, I) . Atunci conform t.rorcmci !) avem că 

1
1 

ln.(x + 1) 1• (1' ;r ) 
o l+x2 dx= o o (l+xy)(l+ x2/:1: dy = 

1
1 (1' ( l x + y I y ) ) = o l + yl l + x2 - I + y2 :r.11 + I d:r. dy = 

= 1' (2(1 l 2)/n(l + x2)11 + ~arct,9 .,,,• - _ l_.-2/n(I + 3:y)I') dy = 
o +y o l+y o l+y o 

fi5 
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Deci 

CAPITOLUL 3. lNTEGRALE CU PARAMETRI 

= {' ( l ln2+-Y-~ - -
1
-/n(l +11))d11 = lo 2( 1 + 112) 1 + 1124 1 + 112 

/n2 1
1 

,r 2 11 1•1n(11+l) = -arctgy +-ln(l+y) -
1 2 

dr= 
2 0 8 o O +11 

=~ln2- f'ln(y+l)d11. 
4 lo 1 +112 

{' ln(x + l) dx = ~ln2. 
) 0 1 + x2 8 

5. Sl se arate el 

pentru orice x > O. Folosind aceastl identitate sl 11e arate el: 

Resalvare. 

Funcţia 

/: (O,oo) >< (O,oo)--+ ll,/(z,t) = e-12 

este continul pe [O, oo) x (O, oo ). Deci existl funcţia 

Funcţia 

F: (O,oo)--+ .ll, F(x) = Ls /(x,t)dt. 

e-r(t+t') 
g: (O,oo) x [O,oo)--+ .ll,g(x,t) = 

1 
+t2 

este continul pe [O, oo) >< [O, oo ). Deci existl funcţia 

G: [O,oo)--+ .R,G(z) = 1• g(x,t)dt. 
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Trebuie să a.răt.ăm că 

F(xfl + G(:r.) = Î pentru orice x E (O, oo). 

Deoare<".e funcţia. / est.e continul pe (O, oo) x (O, oo ), admite derivatl parţiall în 

i _raport cu x, ~(x,t) = O, cont.inuă pe (O,oo) x (O,oo) şi funcţiile 

o: (O,oo)-+ [O,oo),o(x) = O 

şi 

.8: (O,oo)-+ IO,oo),,B(x) = x 

sunt derivabile pe (O,oo), conform teoremei 7, funcţia Feste derivabill pe (0,oo) 

şi 

F'(x) = L" Odt + 1 · /(x,x) - O• /(0,0) = e-"
2

• 

Deoarece funcţia g este continuă pe IO, oo) x (O, oo ), admite dcrivatl par\iall în 

raport cu x, 
og e-s'(1+1') 
-(x t) = -2x(l + t2

)--­
fJx • 1 + t2 ' 

continuă pe (O, oo) x IO, oo ), conform observaţiei 8, funcţia G este dcrivahill pe 

(0,oo) şi 

(F(x)2 + G(x))' = O pentru orice x E IO,oo). 

Prin urmare 

F(x)2 + G(x) = c pentru orice x E IO, oo). 
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Dar 1wntrn .r = O ,I.VPIII di. 

(lo ) 2 

1
, - 0(1+1

7
) 2 ,, ,, 

c = /·'(O) + C(O) = e,- dl + 
1 

dl = 
. o o I + f 

I 7f O+ arctgtl0 = 4. 

Deci 

F( :r)2 + G(x) = ~ pent.ru orice x E [O,oo) . 

Deoarece 

l "° e. - 1' dt = lim fx e _,, dl = lim F( x ), 
& o x--o.rx, Jo r-oo 

avem că 

(1"° e- 1
' dt)

2 

+ lim G(x) = ~-
o x-oo 4 

Dar deoarece 

pcnt.rn orice t E {O, oo ), 

lim g(x, t) = O 
x-oo 

uniformă în rnport c11 t şi ronform Teoremei 4, 

1
1 -2:2(1+1') 

lim O(,r) = lim e 
2 

dt = O . 
.r--:,o O x-oo 1 + t 

Prin urmare 

-12 7f -1• V ,r (1"" ) 2 1"" r.: 
0 

e dt = 4, 
0 

e dt = 2 . 
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3.2 Integrale ·improprii cu parametru 

Teorie 

Deflniţ·ia 3.12 Fief: I X J --+ R, unde I= (a,b) ~ h, iar J este o mtdlime de 

n-umerc reale. Să presupunem că pentru orice y E .I, funcţia J este intcgmbi/ă pe (a, b). 

În aceste condiţii arc sens să considerăm JuncJia 

i
b-0 

F:J--+ll,F(y)= 
0 

f(x,y)dx 

numită integrală pe intervalul necom11act (a, b) de parametn, y. 

Definiţia 3.13 Fie/:/ x .J--+ R, ttnde I= [a,b) ~ ll, iar .J = (c,dJ aslfel încât 

pentru orice y E J funcţia f e.,te integrabilă pe [a,b), adică există 

i
b-0 

F: [c,d)--+ ll, F(y) = 
0 

f(x,y)dx. 

Vom spune că integrala 

l
b-0 

0 

f(x,y)dx 

converge pc [a,b),·uniform fo raport cu y E J, dacă penin, Vl > 0,3h, E (a,b) astfel 

încât pentru orice li E ( b„ b) .~ă avem 

penim orice y E J. 

Teorema 3.14 Fief:/ x J--+ IR, unde I= [a,b) ~ iil. şi./ = [c,d) astfr.l Încât 

pentru orice li E [a, b) şi 11cntru Vy E J functia f "ste inl„gmbilir. pc [a, b'). /11/rgrala 

i
b-0 

0 

f(:r, y )dx 
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converge pe (a, b), uniform în roporl c11 y E ./, dacă penim V,. > O, 3h, E (a, b) nslfrl 

Încât pentro orice bi, b, E ( b„ b) , b1 < b, să at1em 

llb, f(x,y)dxl < f 

pcntro orice 11 E J . 

Teorema 3.15 Fie f : Ix J --+ R, unde I = (a,b) s;;; h, J = (c,d) utfel Încât 

pentru orice li E (a, b) şi pentru Vy E J funcţia f eate integml,iltl pe [a, b'). Dactl ezisttl 

ip : (a, b) --+ R utfel încât 

I. 

1/(x,y)I S ip(x),Vx E / fi Vy E J 

!J. 

1
6-0 

0 

ip(x)dx este convergentă 

atunci 

1
6-0 

a f(x,y)dx 

eate uniform conve1'9entă pe (a, b) În roport cu y E J. 

Teorema 3.16 Fit. f: Ix J--+ ll, unde I= (a, b) ~ h, J = (c,d] a11tfel încât feste 

contim,tl şi g : I x J --+ R monotontl in roport cu x E /, pentru Vy E J . Dacă c:iistă 

M > O astfel încât 

llv f(x,y)dxl $ M 

pent.r-u Vy E J şi pent.r-u Vu E 1 şi 

lim g(x,y)=O, 
r-6-0 
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uniform in 1·n1mrt Cil y E ./, alunei inlfgmln 

e~te uniform convergentă pe la,b) în raport cu y E ./. 
I 

Teorema 3.lT Fie f : J x J ---+ 11., unde I = la, b) ~ h, .I = (c, dJ astfel încât f 

e,9te continuă şi g : J x J ---+ R monotonă în raport cu x E /, pentru Vy E J. Dacă 

integrala 

16-0 f(x,y)dx 

este uniform convergentă pe la, b), în raport cu y E J şi dacă exi.~tă M > O astfel încât 

lu(x,y)I ~ M 

pentru Vx E J şi pentru Vy E J, atunci integrala 

1&-o f(x,y)g(x,y)dx 

este uniform convergentă pe la, b) în raport cu y E J. 

Teorema 3. 18 Fie f : J x J ---+ R, unde I = la, b) ~ h, J = Ic, dJ. Dacă funclin f 

este continuă pc I x J şi integrala 

l
b-0 

" f(x,y)dx 

este uniform conv_ergentă pe la, b), în raport Cil y J atunci /llncţia 

l
b-0 

F:J---+E,F(y)= • f(x,y)dx 

este continllă pc J. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



( ':\f'ITOf.f :f, :1. fNTEc:ll:\fJ. (T l'.\ll .\ ,\ll·Tlll 

Tt'orema 3.19 1-'i,· f : I x .I ____. ll7. 11mlr I = [a.h) ~ iil . .J == jt-.tl].Sn ,,,.,.,,,,,,,,,,,,, ,·n 

.f11111·/ia f cs/.f co11 l in1tn ,,,, f X .I. r.r.i.~lii. ~ m11.lin11ă ,,,, [ X ./. i11lrgmltr 

j
b- 0 

• f(:r. , y)d,r. 

ron.11c1:qe penfnt ol'icc y E ./ şi in./.egmla 

j b- 0 8j 

8 (x,y)dx 
o y 

p,q/e ttn.iform con11ergentă pc la, h) , în raport cu y E J. În aceste conditii f,mctia 

l
b-0 

F:J-+l?., F(y)= 
0 

f(x,y)dx 

este dcriuabilă pc J w dc1-i11ala continuă şi 

I jb-0 8/ 
F(y) = -(x,y)dx. 

o ay 
Teorema 3.20 Fir J : I x J -+ ll, 1111de l = la, b) ~ ll., J = Ic, dJ. Dacă /tmctia / 

este con.li1111ă pe I x .J, şi integrala 

jb-o f(x, y )dx 

,:sir uniform c.oiwe,·gentif. pr la, b), în mport cu y E J atunci integrala 

C,9/e COIIIJCl:IJCTll.ă şi 

Teorema 3.21 Fie f : l x J -+ IR, unde l = (a,b) ~ h, J = [c,d) ~ ll. Vie 

<p : I --• IR. Dacă penlrtt orice h' E / şi pentru orice y E J functia f este integrabilă 

pe [n , b'] , i11/cgraln 

j
b-0 

J(x,y)dx 
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c.~lc 1111.ifm·m con11cr_qcntă în rnporl. cu y E J şi 

lim /(x,y) = (f'( :c) 
11-d-O 

uniform în raport cu x E /, atunci 

l b-0 lb-0 lb-0 
lim J(x,y)dx = lim J(x,y)dx = !f'(x)d:r.. 

r-d-0 0 a i,,-d-0 a 

Probleme rezolvate. 

l. Să se calculeze următoarele integrale folosind derivarea în raport cn nn pararnctrn . 

a.) 

b) 

c) 

1
00 sinx 

--e-1"'dx, t E [O,oo) 
o+o x 

l<X) 1 - cos OX _,, 1 
e d:< 

o+o x · ) o(. E: U< 

Rezolvare. 

a)Deoarece 

I. sin x -tr 
1m --e =I 

x-o+o X 

pentru orice t E (O, oo ), avem că 

1
00 

sinx 1"'' --e.- 1"dx = · J( x, i)dx 
o+o x o 
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unde 

f : [O ,oo) x [O,oo)-+ R, 

f(x,t) = '. . 
{ 

I · (x , t) E {O} x [O,oo) 

";"'e-1
"', (x,t) E (O,oo) x (0,oo) 

Funcţia f este continuă pe [O, oo) x [O, oo) şi 

of {O, (x,t)E{O}x(O,oo) 
-(x,t) = 
ot (-sinx)e- 1

'", (x,t) E (O,oo) x (O,oo) 

Este evident fa.ptul că funcţia * este continuă pe (O, oo) x (O, oo) şi 

Deoarece 

of {O, (x,t)E{O}x(O,oo) 
-(x,t) = 
ât (-sinx)e- 1

"', (x,t) E (O,oo) x (O,oo) 

I 

sin x _1,,,1 sin x 
--e <--

x - X 

pentru orice t E [O, oo) şi pentru orice x E [O, oo) şi integrala 

foo sinx dx 
Jo x 

este convergentă.(exc 14 de la integrale improprii), conform teoremei 'fllntegrala 

Loo sin X -tsd 
--e X 

· o X 

este uniform convergentă, pe [O, oo ), În raport cu t E (O, oo ). 

Fie a> O. Deoarece 

uniform În raport cu t E [a, oo ). 
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pent.ru orice t E (a, oo ), funcţia x --+ e-1x esl.e descrescătoare pe (O, oo) şi pent.ru 

orice u E (O,oo) şi t E (a,oo) 

11"(-sinx)dxl = jcosu - li S 2, 

i conform tcoremeit6 integrala 

{00 {)J {""' Jo ât (x,t)dt = Jo -e-"'sinxdx 

este uniform convergentă pe (O, oo) în raport cu t E (a, oo ). Atunci din teorema ~g 

rezultă că funcţia 

F: (a,oo)--+ E, F(t) = f""' sinx e-"''dx 
Jo x 

este derivabilă pe (a, oo) cu derivata continuă şi 

Deci 

F'(t) = 1""' (-sin x)e-1:r:dx = 1""' (cos x)'e-1:r:dx = 

= (cosx)e-'"I: + t 1""' (cosx)e- 1:r:dx = 

= lim (cosx)e-l:r: -1 + t f""'(sinx)'e- 1"'dx = 
r-oo } 0 

= -1 + (tsinx)e- 1:r:1: + l 2 1""'(sinx)e-trdx = 

= -1 + lim (tsinx)e- 1
" - t 2F'(t) = -I - t2 F'(t) . 

2:-00 

-1 
F'(t)- -­

- l + t2 ' 

de unde rezultă că 

F(t) = -arctgt + c. 

Pentru a determina constanta c vom uti!iza tcoremn.2f .Fie b > O. i\vem că 

I. (sin x -tz) 1m --e = O 
t-oo X 
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1111ifor111 Î11 rn.port n1 .i- E jl,. oo ) 

(I si.: .r l n_ - t,· ht (I I •1 ) _, • ~ e- pentru oriei> x E ,, oo ) şi ,~!~. ,.- = O 

şi ,leoarece int.egrala 

1"° sinx - tx l --e l :r 
o X 

este uniform convergentă. în raport. cn t E (0,oo), conform teoremei 21, aVC'lll di. 

'
. 1 00 sin :r -txd -100 I' ( sin x -tx) d - O 1m --e x - 1m e x - . 

t-oo h X P, t--t-oo X 

Oe aici şi din faptul că 

F( ) 1b sin x _1„d 100 
sin x _1„d . t = --e X + --e . X ŞI 

O .t: b X 

lim I fb sinx e-txdxl ~ lim 100 I sin xi e-txdx $ lim -1 (e-tb - I)= O 
1-00 } 0 x 1-00 b x t-oo t 

deducem călim F(I.) = O.Dar lim P(t) = lim { - arctgt + C) = -~ + C. 
t-oo t-oo 1-00 2 

Prin unnare, c =~şi F(IJ = ~-arctgt. Deoarece func\ia F(t) = smx e- txdx 1
00 . 

2 2 o X 

este continuă pe (O, oo ). conform teoremei 18 şi a > O oarecare avem că 

·1""' sinx ir --e-1„dx = - -a,·ctgt,t E (O,oo). 
o X 2 

Observaţie. 

1
00 . 

. " sm x ir 
D111 an:st re:1,11ltat. deduce111 ca --dx = - . 

· O X 2 

h) 
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penl.ru orice a E (-1, 1), avem că 

Lt-o ln( l - a2x2) 1•-0 
----dx = f(x,a)dx 

o+o x2~ o 

unde/: I0, l) x (-1, 1)--+ R., 

(x,a) E {O} x (-1 , 1) 

(x,a) E (0, 1) x (-1, 1) 

Funcţia / este continuă pe I0, 1) x ( - l, 1) şi 

8/ { -2a, (x,a) E {O} x (- 1, 1) 
a(x,a) = 

a (l-a2; 2
2

1
:,1_.,s, (x,a)E(0,l)x(-1,1) 

Este evident faptul că funcţia ~ este continuă pe I0, 1) x ( - 1, 1) . 

Fie a E (O, 1) şi g: IO, lj x 1-a,a]--+ E, 

{ 

-a2 , (x,a) E {O} x [-a,aJ 
g(x,a) = ln(l-a•,-•) 

„:1 , (x,a) E (O, lj x [-a,aJ 

Deoarece funcţia g este continuă pe compactul I0, l] x 1 - a,oJ,există 

şi atunci 

M = sup{lg(x, a)l l(x, a) E IO, lJ x 1- o , ol} 

1 
1/(x,a)I $ M v'f"=? 

i7 

pentru orice x E I0, 1) şi pentru orice a E l-o, o] . De aici şi din faptul cil int.cgrala 

L
I-O 1 

--===dx 
o~ 

este convergentă 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



78 CA PITOUI/, .1. INTEGRA/,F, CU PARAMETRI 

conform teoremeiff, deducem că integrala. 

Lt-o f(x,a)dx 

est.e uniform convergentă în raport cu a E [- a, aj. Deoarece 

pentru orice x E [O, I) şi pentru orice a E [-a, aj , conform teoremei ,g-rczultă că 

integrala 
11-0 8/ 

Jo 8a (x, a)dx 

este uniform convergentă în raport cu a E [-a, aj. Atunci, din teorema 1, rezultă 

că funcţia 

F: [-a,a]-+ E, _~(a) = 1•-o f(x,a)dx 

este derivabilă pe [-a, aj, cu derivata continuă şi 

11-0 8 f 11-0 -2a 
F'(a) = __:_(x ,a)dx = .. dx = 

o 8a o (1 - a2x2)v'l - x2 

Li -2a 
= .,-------cost dt = 

0 (1 - a2sin2t)cos t 

(cp : [o, i)-+ ÎO, l),cp(t) = sint,<,0'(t) =cost) . 

= -----,,- du = 1"" -2a I 

0 l-a2 rf.;Jl+u2 

_(cp: [O,oo)-+ [o, ~
2

) ,cp(u) = arctgu,,ţ>'(u) = - 1
-

2
) 

.. ·· l+u 
• i 

1
00 

-2a -2a ,:,---7; 1
00 

= 1 ( 1 2) 2 du = ~arctg( v 1 - a2u) = 
0 + - a u v 1 - a2 , ; 0 

- 2a ,,---;; -a,r 
= lim ,,,----:,arctg( v 1 - a2u) = v'l-"ă1" ' 

"-"" v 1 - a2 1 - a2 
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Deci, f'(a) = ,r~ + c. Deoarece penf.ru a= O avem că F(O) = ,r + r. <lar şi 

că 

l
i-o ln 1 

F(O) = ,.--dx = O 
o x2v 1 - x2 

rezultă că c = -,r şi F(a) = ir( v't- a2 - 1). Deoarece func~ia F esl.e continuă pe 

.[-o, oJ şi o E [O, l ), oarecare, avem că 

1,-o ln(l - a1x1 ) 
~ dx = ir(~ - 1),lal < l. 

· o+o x 2 1 - x2 

c)Deoarece 

I
• 1 - cos ax _., O 
1m e = 

2:-0+0 X 

pentru orice o E E, avem că 

1
00 I - cos ax • · 100 

----e-"'dx = f(x,a)dx 
o+o x o 

unde J: (O,oo) x ll, --t fi, 

{ 
o, 

/(x , o) = . 
. ~e-z 

% ' 

(x,o) E {O} x E 

(x,o) E (O,oo) x ll 

Funcţia / este continuă pe [O, oo) x R. Fie A > O. Atunci 

pentru orice x E [A, oo) şi pentru orice o E JR. Deoarece integrala 

L'° e-"'dx 

este convergentă., integrala 

100 

J(x,a)dx 

este convergentă pentru orice o E JR. Deci integrala 

f
00 

f(x,a)dx = {A J(x,a)dx + f
00 

J(x,o)d:r 
Jo . Jo JA 
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est.e c·.onv<'rg<'nt.ă. Funcţia f Pst.e dnivahilil În raport. rn o ~i 

(x,a) E {O} x 01 

(x,o-) E (0,oo) x 87. 

Mai mult., ~ este o funcţie continuă. pe [O, oo) x n. Droarec:e 

pent.ru orice x E [O, oo) şi pent.ru orice a E 11., rezulU. că intf'grala 

{00 IJJ 
Jo lJa(x,a)dx 

este uniform convergentă în raport cu o. Atunci din teorema19 rezultă că funcţia 

F: E.-+ E., F(o) = l°" f(x,a)dx 

est.e derivabilă pe ll şi 

{00 IJJ {00 
F'(o) = Jo lJa(x,a)dx = Jo sinaxe-"dx = 

= 100 
.,iu ox(-F--")'~:r = -sin(ax)e-"I;' + a 100 

cosax(-e-")'dx = 

= -ocCJs(ax}e-"I: - o 2 L00
(sirio*-"dx =-o+ o 2 F'(o) 

pentru orice a E E.. Deci 

de unde rezultă că 

Deo11rece pentru a = O, avem că 

-o 
F'(a) = I +02' 
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2. llt.ilizând posihilitatl'a invt>rsării ordinii dt> intt>irarf' să sr calrnlrzr: 

{'-
0 

arclg:_ d:r. 
lo+o .r-v'"t= x 1 

Rezolvare. 

Deoarece 

I
, orctg x 
1m --- = l 

r-o+o X • 

avem că 

{'-o arctgx dx = /'-o h(x) l d:r: 
lo+o xv11 - x2 Jo ~ 

unde h : IO, l J ___. E, 

{ ~ h(x) = .,. ' 
l, 

.r E (O, I] 

:r = o 

Obeervărn că 

11 dy 
h(:r) = 2 2· 

o l+:ry 

Deci r-o arctgx dx = r-o ( {' dy ) d.r. 
lo+o x~ Jo Jo ( I + x1y'1)~ 

Vom arăta că integrala 
{'-O d 

Jo ( I + .r2y2;~ 

este uniform convergentă în raport. cu y. Funcţia 

I 
/: [O, 1) x IO, I]___. /R,f(x,y) = ~ 

( I + l'2.v2). I - .r2 

este continuă pe [O, 1) x IO, l J, deci pentru orice h E [O, I) &i pentru orice 11 E IO, lj 

fimcţia / este integrabilă pe IO, bJ . Deoarece 
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pt~ntru ori<-c :r E [O, I) şi pentru orice y E [O. I] şi inl.rgrala 

t-o d 

lo ~ 
este convergentă 

(11-0 d ,, ) 
~ = arcsin x = ~ , 

o o 2 

conform teoremei -tfrezultă că integrala 

este uniform convergentă În raport cu y. Din tcorema20 resuită că 

= t ( f f-o ~ cos t dt) dy = Jo }0 (1 + y2sm2t)co„ t 

(,p : [o,i)- [0,1),cp(t)=-'int,y,'(t)=coat) 

= 11 (1' (1 + y~tsin2t)) dy = 11 (100 

I+ 11
1
2~ 1: u2 du) dy = 

(<P: [O,oo)--+ [o, i) ,,p(u) = arctgu,y,'(u) = 
1

: u
2

) 

= 1' (100 

1 + (1 ~ y2)u2du) dy = 1• ( r.+7arctg0-f7u[) dy = 

Deci 

= -,r2 /o' 1 ,r lt ,r Jo Ji+w2dy = 2/n(y +~)o= 2/n(l + V2). 

11-0 arctgx d "t ( r,;2) ----==X=-nl+v~-
o+o ( l + y2x2 )✓1 - x 2 2 

Probleme propuse. 
Să se calculeze următoarele integrale folosind derivarea În raport cu un parametru: 
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1. L' 1 / 1 + O'.COSX d (I I -- n X O' < 1) 
0 cosx 1-acosx 

2. 
L00 

/n(l + a1
x1

) 

O 1 + xl 
dx 

i 3· L" /n(l + acosx) dx (lal < l) 

4. Loo ln(l + acosx) dx (lal < 1) 
o cosx 

5. L" /n(l - 2a cos x + a1
) dx 

L00 e-1:1, sin x 
6. dx 

O X 
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Capitolul 4 

Integrale Euleriene 

Teorie 

1. INTEGRALA LUI EULER DE PRIMA SPEŢĂ 

PROPRIETĂŢI 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

B(a,b) = B(b,a) (simetrie) 

a-l 
B(a,b)= b 8(,1-l,b), <ladi,1>1 a+ -I 

b-1 
B(a, b) = b B(a, b - I), dacă/,> I · a+ -I 

B( ) 
I· 2 · 3 .. . n 

a,n = , 
a(a + 1) . .. (a+ 11 - I) 

(formule de recurenţă) 

B(a,b) = 1"" y" - 1(1 + y) - •-hdy 
· o+o 

7r 
B(a,a - I)=-.-, O< a< I 

8 HI 7r<L 

clacă II E TN• 
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2. INTEGRALA LUI EULER DE DE A DOUA SPEŢ4 

PROPRIETĂŢI 

(a) Funcţia r(a) este indefinit derivabilă pe (O,oo) 

(b) f(a +I)= af(a), (formula de recurentă) 

(c) 

r(n+l)=n!, nElV 

B( b) = f(a)f(b) 
a, f(a + b) 

(formula de legătură dintre cele două integrale) 

Probleme rezolvate. 

l. s, se demonstreze egalitatea 

,r 
f(a)r(l - a)=-.-

.s,n 1ra 

daci( a E (O, I) (formula de completare) 

Rezolvare. 

Pent_ru a E (O, I) , avem că 

. ,r 
B(a, I -a)=-.- . 

sin ,ra 

Dar 

B(a. I_ a)= f(a)r(l - a)= f(a)f(l - a)= 
r(a + l - a) f(l) 

= f'(a)f~!I - a)= l'(a)f'(l _ a). 
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Deci 

1T 
f(a)f(l - a)=-.-. 

sin ira 

Observaţie 

r (!) r (!) = -/!..- = ir, 
2 2 smf 

deci · 

2. Sl se demonstreze egalitatea 

f(a)f (a+~) = 
2
'!:_1 f(2a) (formula Legendre) 

Rezolvare. 

(<p: [-~. ~] -- 10, l},tp(t) = ~ + t,tp'(t) = 1) 

=.1: [i-t1r-1

dt=21½ (i-t 1)°-
1

dt= 

{'P: [O, 1) -t [o,~] ,<p(y) = ~y'y,tp'(y) = 4~) 

= 2 {1 _l_(l - 11r-1_· l-dy = _l_ {' y½-1(1 - y)4-'dy = Jo 4a-t 4y'y· 21a-l Jo 
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Dar 

B( ) _ r(a)r(a) 
a, a - l'(2a) . 

Deci 
l /jiT(a) r(a)r(a) 

22°-I r (a+½) = r(2a) . 

De a.ici rezultă că. 

Si( se calculeze: 

3. 1•-o x"-1(l-xmr- 1dx, p,q,m > O. 
o+o 

Rezolvare. Dac! consider!m 

r.p: (O, l)--+ (O, l),r.p(t) = t¼, 

atunci 

'( ) l .L I r.p t = -t••-
m 

şi 

4. 11-0 [I_dx 
o V~ 

Rezolvare. 
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:i. J.' .r v' I - :r'1d:r 
o 

Rezolvare. 

l. l' ' 3,,_ 31 _ x~d.1 - x(I - x )adx -
• O • 0 - 0 

( '-P: [O, 1)-+ [O, l),r.p(t) = ift°,r.p'(t) = 
3
~) 

3 ❖ t 2 

6. 111-0 xP-l(am - xmr-ldx, p,q,m > o 
11+0 

Rezolvare. 

Dacă considerăm funcţia <p: (O, 1)-+ (O,a),<p(t) = at, atunci tp'(t) = a şi 

(conform exerciţiului 4) 

7. x _x_dx 14-0 ~ 
0 4-x 

Rezolvare. 

1
4-o xJ x dx = 1•-o ;½(4 - xf½ dx = 

o 4 - X o 

(tp: [0,4) ~ [O, l),<p(t) = 4t) 
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8. la x 2 Ja2 - x 2dx,a > O 

Rezolvare. 

Rezolvare. 

= (i;: (O, I]--+ (O,a],i;(t) = at,i;'(t) = a) 

= a411 

t2(1 - t2)½dt = 

(i;: (O, I]--+ (O, 1],i;(u) = Ju,i;'(u) = 
2
~) 

Dacă considerăm funcţia i;: (O,oo)--+ (O, oo),i;(t) = ti, atunci 

I l .1. I 'P (t) = _,,..-
m 

şi 
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10. 

11. 

12. 

(
00 dx 

lo+o (1 +x)~ 
Rezolvare. 

---.-=r-:; = x-i(l + x)- 1dx = xl- 1(1 + x)- ¼- ¾dx = 1
00 

dx L"" L"" 
o+o (1 + x )v X" o+o o+o 

(co~form proprietăţii 3) 

(
00 dx 

lo+o {lz(l + o:2) 

Rezolvare. 

[f-0 
Jo+o ain°-1'()ooi-1'()d'(), a > O, b > O 

Resolvare. Dacă considerlm V' : (O, 1) -+ (O, n, '()(t) = ar<'.ain t, atunci 

r,,'(t) = ✓1 ~ f2 

şi 

!J I 
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Observaţii 

(a) 

Li L' 1 r (W:l) r (1) sin2"<pd<p = cos2"<pd<p = - 2 a = 
o o 2 f(n+l) 

= y'ir ~~ ... nr(½) = ~ (2n - 1)(2n - 3) ... 3 · 1, n E JV". 
2 n! 2 (2n)(2n-2) ... 2 

(b) 

/ţ-o 
13. Jo ~d<p. 

Rezolvare. 

14 . 100 

e-"'" dx, n > O. 

Rezolvare. 
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( 
) l. '( ) ) L1) l{I: (O,oo)-+ (O,oo),l{l(t = t",l{I t = ;;'" 

11ool.1 I 1,()) = - , .. - e- dl= -J - . 
n o+o n n 

Observaţie. 

15. 1: z':'e_,. .. dz, m > -1, n > O 

Resolvare. 

1
00 

z"'e-•" dz = 100 

ti:e-,.!.,¼-•Jt = 
o+o o+o n 

(l{I: (O,oo) - (O,oo),l{l(I) = 1¼,l{l'(I) = ~,¼-•) 
... .!. /"° ,~1-,,, = .!.r (m + 1). 

n }o+o n n 

16. 1: z"""1l112zdz, p < o. 

Resolvare. 

Da.el 0001iderlm funcţia l{I: (O,oo) - (O,oo),l{l(I),,. e', atunci -,'(I)• e' ti 

(l{I: (O,oo) - (O,oo),l{l(u) = -pu,l{l'(u) = -p) 

= - 1:p2u2e-•pt1u = -,31: u3-•e-"du = -p3f(3) = -2p3
• 
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5.1 Integrale curbilinii în raport cu ele111entul de 

arc 

Teorie 

Definiţia 5:1 Fie D E n3 tm domrnitt ( o ·"ttbmul{im e dnrh i.,ă şi rn11oii a foi fl'' ). 

funcJia F : D --+ R şi curba rrrtifirab ilă 

{ 

:r. = f(t) 

C: y = g(l) 

z = h(t) 

t E [a, h] 

astfel încât /m.(C) CD (unde /m(C) este imaginea curbei C ). 

Considtrăm 

o diviziune a interi,a/ului [a , b] . Obtincm a.~tfcl p1111clcle 

Fie 

â s;=l - , i=O.n-1.llâll= max â s, 
M, M ,+1 . i =O.n- 1 

şi 
n-1 

St,.= LF(f(!;),g~~;), h(!;))âs;, 
i=O 

unde 

Dacă e:r.istă I E R. astfd încât 
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110m s711mc că f1111ctia F c.9fr inl. cgrnbilă în rapol'l cu clrmrnlul de <1rr dr- a fong11/ r11rbri 

C, iar numărul I se numeşte intcgmla curbilinie În raport cu cfrmcntul de arc a f11nrfici 

F de-a lungul curbei C şi 11nm nota 

I= L F(x,y,z)ds 

Teorema ·5.2 (de reducere a unei integrale curbilinii în raport cu elementul 

de arc la o integralii Riemann) 

Fie D C .n:3 un domeniu , funcţia F : D --+ n şi curba rectificabilă 

{ 

X= f(t) 

C: y = g(t) t E (a, bJ, 

z = h(t) 

as/fel încât imaginea curbei C să fie inclusă în D . Dacă funcţia F e;te continuă pe D 

şi functiile J, g, h simt de clasă C1 pe (a, bi, atunci 

L F(x, y ,z )ds = 1b F(f(t),g(t) , h(t))Jf'(t)2 + g'(t)2 + h'(t)2dt. 

5.3 Proprietlţi ale integralei curbilinii în raport cu elementul de arc 

I. Dacă Jun ctiilc F şi O .91int integrabile În raport cu clementul de arc de-a lungul 

curbei C atunci oricare a,· fi o,/3 E IR _, oF + (3G este integrabilă În raport cu 

elementul de arc de-a lungul curbei C şi 

i
(oF + (3G)(x,y,z)ds = al F(x,y, z )ds + /31 G(x,y,z)ds. 

C C C 

2. Dacă 11r.rechr.a de cm·bc ( C,, C2) este juxlapozabilă şi F este o funcţie integrabilă în 

rapo1·t c11 clementul de arc de-a lungul c111·bci C = C1 UC2, atunci F rste integrabilă 

În rapol'l cu clcmcntttl de arc de-a lungul curbelor C1 şi C2 şi 

1 
F(x,y, z )ds=l F(x,y,z)tls +i F(x,y,z)ds . 

C . ~ ~ 
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5.1 A PLfCA ŢII 

/. /)nră (..' r.slr; n r11 1 ·bă l'rrlijirnl1ilă, n/11nri /1111qimrn n 1d1ri ( ,' r.•/r ,/n/n dr 

Ir: = l rls . 
. c 

11. Masa unui fi.1- material de _qrnsimr. w_qliiabiln, rn.n: r.slc ima'li11ra r11.1·bri (' şi aff 

rfonsilal.ea (l( :r, y, z ), 111ul,, (:r, 1/, z ) E /111.(C') r.sle 

M = f fi( :r., y, z) rl.• . le 
3. Coordonai.de centrului de grrnlalr. al unui fir m_alc1·ial de fongimc nr:_qli,iabilă c111·c 

este imaginea cui·bei C şi 111·c rlr.nsil.atca (l( x,y,z), penl.rn (.r,y, z ) E /m.( C ) sunt: 

xo = ~ l. :i,f1( :i:, y, z) ,L~ 

1/G = ~ .l )Jf,(:r, y, z ) rls 

za = Ml 1 z fi( :i:, y, z) ds 
C 

Probleme rezolvate. 
Să se calculeze urm~toarele integrale curbilinii în raport cu e lementul de 

arc: 

I . L(x2 +y2)rl.s 

unde imaginea curbei C este segmentul de dreaptă cu capătul iniţial în 

punctul A(I, I) şi cap~tul final în punctul B(:l, 3) de pe dreapta :r - ,I/= O. 

Rezolvare. 

O parametrizare a curhei poat.e fi : 

C { , IE (1 ,3]. 
y = t 
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Funcţiile /(t) = t,g(t) = t sunt, derivabile cu derivata continuă pe IJ,31; f'(t) = I 

şi g'(t) = 1. Funcţia F(x, y) = x2 + y2 este continuă pe n.1, deci putem ·aplica teo­

rema de reducere a integralei curbilinii în raport cu elementul de arc la o integrală 

R.iemann. Avem 

26 52 = 2v'2- = -v'2. 
3 3 

2. L(x + y)ds 

unde Ceste curbll simplll închisll, orientatll pozitiv, care are drept imag­

ine în plan plltratul cu vârfurile A1(0,0), Al{l,-l),A3(2,0),A◄ (t, I) şi am­

bele capete în A1 • 

Rezolvare. 

Ecuaţiile laturilor pătratului . sunt: 

(a) ecuaţia drept.ei A1A2 : y = -x 

(b) ecuaţia dreptei l\iA3 : y = x - 2 

( c) ecuaţia drC'ptei A:1A1 : y = -:r + 2 

(d) ecuaţia dreptei A ◄ A, : y = x 

Considerăm n1rbde: 

•{ :r = t c,: 
y = -t 

C2: { :r = t 
y = l-2 

, t E (O, l]. 

, t E (J,2]. 
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{ 

:r = -t + 2 
Ca : , t E [O , I] . 

y=t 

{

x=l-t 
C4 : ,tE[O, I]. 

· y=l-t 

Deoarece curba Ceste o curbă. simplă. şi închisă C = C1 U C1 U Ca U C4 , curbele 

Ci,C2,C3 ,C4 sunt rectificabile, perechile de curbe (C1 ,C2), (C2,C3), (Ca, C4), 

(C4 , C1 ) sunt juxtapozabile şi funcţia F: R-1 --+ JR, F(x, y) = x + y este continuă 

pe R, există integrala din enunţ şi din teorema de aditivitate a integralei curbilinii 

în raport cu elementul de arc, avem: 

/ ( x + y) ds = f ( x + y) ds + 1 ( x + y) ds + f ( x + y) ds = k ~ k k 
= f (x. + y) ds = 11 + /2 + /3 + /4 = /. 

le. . 
Deoarece funcţia F(x,y) = x + y este continuă pe R.2 şi funcţiile /;(t) şi g;(t), 

i E ( 4 sunt derivabile cu derivata continuă în fiecare din cele patru cazuri, pen­

tru calculul celor patru integrale putem aplica teorema de reducere a integralei 

curbilinii în raport cu elementul de arc la o integrală Riemann. Deci 

şi 

11 = 11

(t-t)~dt = o 

/ 2 = f.2

(2t ~ 2)~dt = 2vi /'(t- l)dt = V2(t - 1)
2 1: = V2 

t li . l3 = Jo 2~ dt = 2V2t 
O 

= 2\/'2 

11 (l t)21t 
I◄ = (2-2t)~dt = 2\/'2- --- = V2 

2 o 

I = O + V2 + 2V2 + V2 = 4 \/'2. 
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3. l :rd.•, 

unde imaginea curbei C este arcul AB, A(0, I) , 8( I, 2) din parabola y = 

x 2 + I şi având capatul iniţial în A. 

Rezolvare. 

O parametrizare a curbei C poate fi 

{ 

X= t 
C· . 

y = t1 + l 
, t E I0, lj . 

Deoarece funcţia F(x , y) = x este continuă pe E-1 şi funcţiile f(t) = t şi g(t) = 

t2 + l sunt derivabile, cu derivata continuă pe I0, l ], putem aplica teorema de 

reducere a integralei curbilinii în raport cu elementul de arc la o integrală Riemann. 

Deci, 

1 xds = [1 tJf2 + (2t)2dt = /1 tJ4t2 + ldt = c Jo Jo 
1 li l = -( v'l+4t2)3 = -(5V5 - l ). 
12 0 12 

4. f xJx2 + y2ds , le 
unde imaginea curbei C este arcul din primul cadran al cercului: 

a)x2 + y 2 = 2 

b):r.2 + y2 = 2x 

Rezolvare. 

a) O paramctrizare a curbei este : 

C ·. { x =v12cos0 I ,rJ , 0 E 0, 2 . 
y = v12sin0 
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Fi111qiile f(O) = ,/?.n,., /} ~i g(O) = ,/?..sin.O R•ml. cl, •riv1t liil <' r·11 cl,-rivat.a rn11t.i1111ii 

pe jO, ~) , Funcţia F(x,y) = 3:# + y2 este conf. in11 ă. pc 0(2
. D<>c i 11111.cm aplica 

teorema de redu cere a unei inf.pgrn le c11rbili11ii în raport cu <" l<'mentul de a rc la o 

integrală. Riemann. Avem 

~~ f xJx2 +y2 ds= {
1 v'2cos0v'2✓(-J'isin0)2+(v'2co.~0)2d0= 

k l. 

b) Deoarece ewa~ia canonică a cercului :r 2 + y 2 = 2x est.e (:r - I )2 + y 2 = I, o 

parametrizare a curbei C este 

x =I+ cos O 

y = sin O 
, OE (O, rr). 

Funcţiile /(O)= l + cos O şi g(O) = sin O sunt. dcrivahile cu derivata continuă. pe 

(O,rr) . Fun~ţia F(x,y) = xJx2 + y2 este co11t.i1111ă pe IR.2 . Deci putem aplica t eo­

rema de reducere a integralei curbilinii în raport cu elementul de arc la o integrală 

R.iemann. Avem 

r r ( o)3/2 = v'2 Jo ( I + co.~0)312 dO = v'2 Jo 2cos
2 

2 dO = 

. 1· o • :l 2 2 16 = 4 cos· - dO = 8 f cos·10dO = 8 • - = - . o 2 lo 3 :1 

5. L x yd~ , 

unde imaginea curbei C este arcul din primul cadran ni elipsei 

:r2 1/2 
a2 + b2 = I. a > O, I, > O. 
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Rezolvare. 

Ecuaţiile parametrice ale curbei C sunt: 

{ 

x = acosO 
C: 

y=bsinO 

Funcţiile / ( 8) = a cos 8 şi g( 8) = b sin 8 su-nt derivabile cu derivata continuă pc 

(O, H Funcţia F(x,y) _= xy este continuă pe E.1. Deci există integrala din enunţ 

şi se poate reduce la o integrală Riemann. Avem 

I = la xy ds = 1' ab.,in 8 coso✓ a2sin2 8 + b2cos2 8 dO = 

= ab 1' sin O cos O v(a2 
- b2)sin28 + b2d8 = 

= ab 2 [J(a2 - b2)sin2 8 + b2]3IJ = ab(a3 - b3) = ab(a2 + ab + b1). 
2(a2 - b2 ) 3 - 0 3(a2 - b2 ) 3(a + b) 

6. i x1
g

2 z2 ds, 
C 

unde C este curba aimpll, inchisK 1i rectiftcabilK din spaţiu, care are 

ca imagine cercul situat la intersecţia sferei x 2 + y2 + z2 = I cu planul 

x + y = O, cu ambele capete în A(O, O, I) 

Rezolvare. 

O parametrizare a curbei C poate fi 

{ 

x = {J-co.,8 

C: y = _ifi<·oslJ . 1 

z = sin O 

Funcţiil<'/(8) = -:{J-m.qO,g(O) = - {J-co,qO,h.(0) = .,in0,11mtderivabilecuderivata 

continuă pe (f. ~]. Funcţia F(x,y, z) = x 2y2 z2 este continuă pe n:3. Deci există 
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integrala din enunţ şi Sf' po;it.f' rt>ducf' la o int.egrnM Ri<'mil.nn. A\'rt11 

l= f x 1 y2z1 ds= f"f ~:;in',(/co.• 0 ~.•in 1 0+~.•in¾4<-o.• 2 OdO = 
le lt 4 2 2 

= ! /2" sin4 (Jco.•2 O d0 = f ţ [sin4 (J - sin" 0] dO = 
4 Jo Jo 

Jlir 531ir :lir I ir 
= 4 2 2 - 6 4 2 2 = 8 12 = 32 

Oos. Proiecţia cercului de intersecţie pc planul :r.Oz ~c obţine eliminând y din 

{ 

xl + y2 + z2 = I 

x+y=O 

Proiecţia este o elipsă. de ecuaţie 2x2 + z2 = I. 

7. L(x2 +y2 )lnzds, 

unde 
X= e1 COS t 

, t E [O, ir](elicea conic*) . 

Rezolvare. 

Funcţiile /(t) = e1 cost, g(t) = e' sin t,h(t) = c' sunt derivabile cu dt>rivat.a con­

tinuă pe [O, ir). Funcţia F( :r, y, z) = ( x1 + y2 )1n z <'St.e continuă pe ll2 x IR~. care 

conţine imaginea curbei C. Deci există integrala din enunţ şi se poat.e reduce la o 

integrală Riemann. Avem 

L (:r2 + y2 )1n z ds = 1" te21 J c21
( cost - .,in t) 2 + e21 (sin t + co.• t)l + e21 dt = 

r i I" i r = Jo te31 J3 dt = J3te31 

0 
- JJ Jo e31 

dt = 
ir , 1 1 I 

- -e3
" - --e3

" + -- - --(3ire3
" - e3

" + I) - J3 3v'3 3v'3 - Jv':î . 
Sl se afle lungimea . urmltoarelor curbe: 
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8. 
{ 

x == ae- 1 cost 

C : y == ae-1 sm t 

z == 1,e-1 

, t E [O, oo), 

unde a > O, b > O sunt numere reale date. 

Rezolvare. 

Funcţiile /(t) == ae-1 cost, g(t) = ae-1 sin t,h(t) = 1,e-1 sunt derivabile cu derivata 

continuă pe [O, oo ). Atunci 

{ 

x == a( t - sin t) 
9. C : , t E [O, 2irJ, 

y == a(l - cost) 

unde a > O dat. (bucll cicloidl) 

Rezolvare. 

Deoarece funcţiile /(t) = a(t - sint),g(t) = a(l - cost) sunt derivabile şi au 

derivate continue pe [O, 21rJ,avem 

= 2a L1

" lsin;1 dt = 4a L" ls.intl dt = 

= ,Ja L" sin t dt = 4a(-cos t)I~ = Ba. 

10. Curba C este imaginea cercului de centru (a, b) şi rad R. 

Rezolvare. 
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11. 

('Al'l'/'0/ , I_I/ , :,. INTl•X :fl ,. \/;t,; Cf !fl/11/ ,INII 

Reprezenta.rea para.nwtrid1. a n1rhci C este: 

{ 

x=a+flr:ost 
C : 

y = b+ R.sin.t 
, t E jO, 21r), 

Deoarece funcţiile f( t) = a+ H. cost, g( t) = b+ R sin t sunt derivahile şi au de rival.c 

continue pe (O, 2,r],avern 

Să se calculeze masa şi coordonatele centrului de greutate ale firelor 

materiale care au reprezentările parametrice şi densităţile: 

{ 

:i; = acos3 t 
C: 

y = asin3 t 

Rezolvare. 

, l E (O, i],11 > Oşi densitatea p(x,y) = 1,(:r,y) E /m{C) . 

Deoarece funcţiile f(t) = aco,q3 t şi g(t) = asin3t sunt derivahile şi au derivata 

continuă pe [O. f] şi p(x, y) = I este continuă pe ffl.1 , integra.lele c11rhilinii în raport 

cu elementul de arc pe care le vom calcula se pot reduce la intrgrale Riemann. 

Avem 

M = l p(x, y) ds = 1 j l Jua 2co~4t sin2l + 9n2co,q 2 t,9i 7?,4~dl = 
. -

. ~ ~-
1! . ✓ si11

2t'Î 3a = _:Jn Mn.t co,q t dt = 3a-- = 
. o 2 o 2 

I 1 . xa = - J:p(i,,y)d.~ = 
.M C -

2 1 Î 3 . 2a · IJ 2a .= ;--
3 

acos t (3a srn l cost )dl= -;-(-cos~ t) = 
.. a o ,J o 5 
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12. 

YG = ~ ic y fi( x, y) ds = 

= ~ f asin3t(3asintcost)dt = 2
a(-sin5 t) = 2a. , I' . 

~k s O s 
Deci 

1i densitatea p(x, y, z) = x + y, (x,y, z) E lm(C). 

Rezolvare. 

Deoarece funcţiile /(t) = aco.,t, g(t) = a sint şi h(t) = t sunt derivabile şi au 

derivata continuă pe [0,31rJ şi p(x,y,z) = x + y este continuă pe B:', integralele 

curbilinii în raport cu elementul de arc pe care le vom calcula se pot reduce la 

integrale Riemann. Avem 

f {3" 
M= Jc p( x ,y,~)ds = Jo a(cost+sint)✓a2+1dt= 

1

3• 
= ava2+l(sint-cost) 

0 
=2ava2+l 

1 1 · · 1 13
" . 

:r e = •t X(l(x,y ,z )d., == va2+Î a2(cos2t + sintcost)v'a2+}dt = 
1• c 2« a 2 + I o 

( . 13") a 3
" a , sin2t 3a1r 

= - f (cos2t + sint cos t )dt = - 6 f cos2 tdt + -- = -; 
2 }o 2 }0 2 4 

o 

I 1 I 13

" YG = •t yp( x,y,z )ds == va2+Î a2(s in2t + sintcost)va½tdt = 
" C 2ll ll2 + l () 
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a ( /f /3" ) 3a.-= 2 6 Jo sin3 
tdt + Jo sin t cost dt = 4 ; 

11 1 13

" za= M zp(x,y,z)ds== PTI at(coat + sint)v'a2 +ldt= 
C 2a a +l o 

1 13" 1 1
3" 1 13" = - t(sint- cost)'dt = -t(aint - coat) - - (sint - coat)dt = 

2 o 2 o 2 o 

3.- 1 . . 1
3

" 1 . • = 2 - 2(-cost - sant) 
0 

= 2(3.- - 2). 

Deci 

r:;-;-; . ( 3alr 3alr 1 ) M = 2ava· + 1 11 G 4 , 4 , 2(3ir - 2) 
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5.2 Integrale curbilinii în raport cu coordo_natele · 

Teorie 
Fie D C lf domeniu şi 

C { 

o curbă. netedă 

X= f(t) 

y = g(t) , t E [a, b) 

z = h(t) 

I 

\ 

(f,g, h E C1([a,b)),f'(t)2 + g'(t) 2 + h'(t)2 
:/- O, v't e [a,b)) 

astfel încât imaginea sa să. fie inclusă În D. 

Definiţia 5.5 Spunem că funcţia P : D --+ R este integrabilă În raport cu x de-a 

lungul curbei C dacă există 

ib P(f(t),g(t), h(t)) f'(t) dt 

şi notăm 

.l P(x,y,z)dx = ib P(f(t),g(t),h(t))f'(t)dt. 

Spunem că funcţia vectorială 

v: D--+ Dl, v(x, y, z) = P( x, y, z)"i + Q(x, y, z)] + R(x, y, z)k 

este integrabilă în raport cu coordonatele de-a lungul curbei C, dacă funcJia P este 

intcgrnbilă În raport cu x de-a lungul curbei C, funcJia Q este integmbilă În raport cu 

y dc~a lungul curbei C, f11ncJia R este intcgmbilă În raport cu z de-a lungul curbei C. 

Integrala curbilinie În raport cu coordonatele a funcţiei vectoriale v este 8uma ace8tor 

intc_qralc şi se notează: 

L P(x, y, z )dx + Q(x,y, z)dy + R(x, y, z)dz. 
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Tc•orcmn 5.6 Teorcmn de reducere II integralei curbilinii în raport, cu coor­

donatele la o integrală R.iemnnn. 

Fie D C ,.{:1 11n dnmcni11 şi 

C { 

x=f(t) 

y = g(t) , t E [a,b) 

z = h(t) 

o curbă netedă astfel încât imaginea sa să fi e inclusă în D şi 

ii: D-+ ll,ii(:r.,y,z) == P(;r,y, z )1 + Q(;i:,y, z )] + R(r,y, z )k 

o funcţie vectorială continuă pc D . Atunci ii este integrnbilă în ra1,m·t ctt coordonatele 

de-a lungul curbei C şi 

l P(x, y, z )dx + Q(x, y, z )ily + R(x, y, z),lz = 

= i\P(f(t),g(t), h(t)) J'(t) + Q(J(t),g(t) , h(t)) g'(t) + R(f(t),g(t), h(t)) h'(t)) dt. 

&. 7 ProprieU,ţl ale integralei curbilinii în raport cu coordonatele . 

1. Fie D C lf un domeniu şi 

X= f(t) 

y=g(t), IE[n,h) 

z = h(I) 

o curbă netedă astfel Încât imaginea sa .•ă fir: incl11.•ă în D, f1meJiilc veclo1·ialc 

şi o:, /3 E IR. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



5.2. INTEGRALE CURBll.,INII iN RAPORT CU COORDONATELE 

Dacă funcţiile vectoriale v1 , v1 sunt inlf:grabilt: în ra710rt cu coordonatdc dt:-a lun­

gul curbei C, atunci şi funcţia vectorială oii1 + /Jv1 este integmbiM în raport cu 

coordonatdt: dt:-a lungul curbd C şi 

L (o-Pi + /JP1)(x, y, z)dx + (oQ1 + /JQ1)(x, y, z)dy + (oR1 + /JR1)(x, y, z)dz = 

o L P,(x,y,z)dx + Q,(x,y,z)dy + R1(x,y,z)dz+ 

+/3 L P1(x,y,z)dx + Q1(x,y,z)dy + R1(x,y,z)dz. 

2. Fie D C R3 un domeniu şi 

c, { 
X= f1(t) 

y = g,(t) , t E [a,bJ 

z=h1(t) 

c, { 
X= h(t) 

Y = g1(t) , t E [b,c) 

z = h2(t) 

curbe netede juxtapozabilc, astf ci încât imaginile lor să fie conJinutc în D şi 

v: D --+ ll, v(x, y , z) = P(x, y, z)"i + Q(x, y, z)] + R(x, y, z)k. 

Dacă funcţia vectorială v este integrabilă în raport cu coordonatele de-a lungul 

curbdor C1 şi C2, atunci ii t:ste integrabilă în raport cu coordonatde dt:-a lungul 

curbt:i C, C = C1 u C2 şi 

1 P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x,y, z)dz = 
C: 

= f P(x,y,.z)dx+Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz+ le, 
+ 1 P(:r, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz. 

c, 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



112 CAPITOtUL 5. INTEGRAl,E l'Ull/Jll,INll 

Definiţia 5.8 Fie D C R:1 tm domeniu P, Q, R : D --+ n continue. C1 şi C1 ct1rbe 

netede cu imaginile conJint1te În D având aceeaşi extremitate iniJială şi aceeaşi extrem­

itate finală. Dacd 

1 P(x,y, z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y, z)dz = 
c, 

= 1 P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y;z)dz 
C2 

spunem că integrala funcJiei vectoriale 

v(x,y,z) = P(x,y,z), + Q(x,y,z)] + R(x,y,z)k 

de-a lungul curbei C1 nu depinde de drum şi vom nota 

L, P(x,y,z)dx + Q(x,y, z)dy + R(x,y,z)dz = 

f
(r1 ,111,a1) 

= P(x, y, z)dx + Q(x, y, z )dy + R(x, y, z )dz 
("'O,IIO,..,) 

unde (x0 , y0 , z0 ) reprezintă capătul iniJial al curbei C1 , iar (xi, y1, zi) reprezintă capătul 

final al curbei C1 • 

Teorema 5.9 Fie D C R3 un domeniu, P, Q, R : D --+ R continue, C o nrbă netedă 

cu imaginea conJinută in D. Integrala 

L P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz 

nu depinde de drum ,dacii şi numai dacd exisll F : D -+ R difr.nnJiabilă utfel încât 

dF = Pdx + Qdy + Rdz 

(forma diferenJiall 

w(x,y, z) = P(x, y, z)dx + Q(x,y, z)dy + R(x, y, z)dz 

este exactd}. 
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5.10 Observaţii 

1. Dacă w : O -;, L ( IR. 3, IP..) , 

w(x,y,z) = P(x,y,z)d:t + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz 

este o formă diferenţială exactă, atunci o pf'imtivă a sa este dată de relaţia 

/(:r:',1/,•') 
F(x',y',z') = },, P(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz 

(:r:o,IIO,.SO) 

11:J 

unde ( x0 , y0 , z0 ) E D este un punct fix din D, iar ( x', y', z') un punct oarecare din 

D. 

2. Dacă C este o curbă netedă închisă şi forma diferenţială 

w(x,y,z) = P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz 

este exactă, atunci 

L P(x, y, z)dx + Q(x,y, z)dy + R(x,y, z)dz = O. 

Teorema 5 .11 Fie D C JR:3 un domeniu simplu conex, P, Q, R : D ---+ .li, continue 

astfel încât există şi sunt continue derivate/I'! parţiale 

8P 8P 8Q 8Q 8R 8R 
8y ' {)z ' 8x ' az ' ax ' 8y . 

Forma difcrcnJială vJ '. D -"? L { IP...3, IR) 1 

w = P dx + Q dy + R dz 

este exactă dacă şi numai dacă 

aP i:JQ aQ aR 8R 8P 
ay = ax ' az = ay ' ax = az 

în orice punct din D. (forma diferenţială w este închisă pe D). 
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6.12 Aplicaţii. 

I . L11cntl mecanic efer/11nl de for(n f' de componrnte P( ;r. , y, z ) , Q( :r, y, z) şi 

R( :r., y, z ) 11/ căre i p,mct de <tplirnJic dc,qcric rnrb11 n<"frdă C c.qtc dnt de 

L = L P(:i:, y, z ),lx+Q(x ,y, z )dy+ R( x, y, z )dz. 

OBSERVA ŢIE. 

Fie C o curbă plană netedă 

C { 
X = f(t) 

, t E [a,bJ 
y = g(t) 

şi P, Q : D ~ R-1 --+ R continue, un,le D este un domeniu din ll1 cm-e conţine_ 

imaginea curbei C . lntcgmla curbilinie a fun cJici vectoriale 
/ 

ii(x,y) = I'(x , y)1 + Q(x ,y)J 

în raport cu coordonatele de-a lungul curbei C se notează 

L P( x, y)dx + Q( x ,y)dy. 

Toate proprietăţile enunţate mai sus se lra11spu11 fără modifică,·i ese11ţiale, pentru 

această integrală. 

2. Dacă D este un domeniu plan a căl'lli frontieră est e o curbă netedă, C = fJD, 

atunci 

Aria(D) = i L ;r, r/y-yd:r. 

Probleme rezolvate. Să se calculeze următoarele integrRle 

curbilinii în raport cu coordonatele 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



5.2. JNTEGllAt,E CUR.BJUNII îN R.APOllT CU COOllDONATEl,E 

l. L(2!1 - y)dx+:1:dy 

unde 

1i a> O. 

Rezolvare. 

C { 
x = a( t - sin t) 

t E !O, 2,r) 
y = a( 1 - cos t) 

Deoarece funcţiile /(l) = a(t - sin t) şi g(t) = a(l - cost) sunt de clasă C 1 pe 

I0, 2,r) şi funcţiile P(x,y) = 2a - y şi Q(x,y) = x sunt continue pe ll\ se pol\te 

aplica teorema de reducere a integralei curbilinii în raport cu coordonatele la o 

integrală Riemann. Avem 

t· I= fo l(2a - a(l - cos t))a(l - cost)+ a(t - sin t)a sin tJ dt = 

2. l x dx + y dy + z dz 
.c 

unde 

şi "• b, c E IR~ . 

Rezolvare. 

C { 

x = aco.9 f 

y = b.5int 

z = ct 

Deoa.n•cc funcţiile .f(I) = 11 co.~ t . g(t) = bstn i şi h(t) = ct sunt de da.să C 1 pe 

[0,i], iar fu11 c~iil<' P(.r , y. z ) = :r,, Q( :c, 11 ,z ) = y şi U(x , y, z ) = z sunt continue 
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CJ\PITOl,Ut 5. IN'fEGRAl,E cummt:Ntr 

pe 11:3 , se poate aplica teorema de reducere a integralei curbilinii în raport. ru 

coordonatele la o integrală Riemann. Deci 

unde 

(f . 
I== Jo (a co_s t(-a sin t) + bsin t(bcos t) + etc) dt = 

= W - a 2) /f cost sin t dt + c2 f \ dt = · lo lo 
= (b2 - a2) sin2t IJ; + c2 t21J; = !w - a2) + c2,rll. 

2 0 2 0 2 8 

f dx 
le x✓x +y 

X= 1 + f 
y = t2 

t E (l,oo). 

Rezolvare. 

Deoarece funcţiile /(t) = 1 - t,g(t) = t:, sunt funcţii de ciul C 1 pe (l,oo), iar 

funcţiile 

P(x,11) = ~ şi Q(x,y) = O 
X x+y 

sunt continue pe '4 x '4 şi I(C) C R~ x R~, se poate aplica teorema de 

reducere a integralei curbilinii în raport cu coordonatele la o integrall Riemann. 

Deci 

I = ----:-----:---;:::===dt. 1
00 1 

1 (1 + t)✓t2 + t + 1 

. Dacă. punem ✓t2 + t + 1 = t + u, atunci 

-~ u2 - 1 -2u2 + 2u - 2 ,...,,---- -u:, + u - 1 u2 - 2u 
t= l-2u'dt= (l-2u)2 du,v't

2
+t+l= l-2u ,l+t= l-2u 

şi (l,oo) se transformă. în [✓ă-1, ½). Obţinem 

1½ 1 - 2u 1 - 211 2(-u2 + 11 - 1) 
I= --------------du= 

-li-iu2 -2u-ull+u-l (l-2u)l 
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= /~_
1 
u{t/- 2) = /~_

1 
(u ~ 2 - ~)du= ln lu: 211~_

1 
= ~ ln:J. 

4. 1 z2 ,lx + x2 dy + y2 tlz, 
r. 

unde C este curba simpll care are drept imagine în spaţiu segmentul 

AB şi extremitatea lniţiall în punctul A, cu A(-1,1,-1) 11 B(l,2,1). 

Rezolvare. 

Ecuaţiile parametrice ale dreptei AB sunt 

de unde 

x+l y-l z1 
-2-= -1- = 2 =t, 

z=-1+2t 

O reprezen'.are paramet.rică a curbeiC este 

{ 

X= -1 + 2t 

C : y=l+t 

z = -1 + 2t 

, t E IO, 1). 

Deoarece funcţiile f(t) =-I+ 2t, g(t) = l + t şi h(t) = -1 + 2t sunt de clasă C 1 

pe IO, I} şi funcţiile P(x.y, z ) = z\ Q(x,y,z) = x 2 şi R(x,y,z) = rl sunt continue 

pe lff, se poate aplica teorema de reducere a integralei curbilinii în raport cu 

coordonatele la o integrală Riemann. Avem 

I = 1• I(- I + 2t)2 
· 2 + ( -1_ + 2t)2 

• 1 + ( 1 + t) 2
• 2) dt = 

= f1a(-1+2t) 2 dt+2 {'(l+t)2 dt=~(-t+ 2t)
3

1
1

+2(l+t)31
1

= 
Jo Jo 2 3 0 3 0 

I · 2 17 
= 2(1 +I)+ 3(8 - 1) = 3 . 
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f y d.r - _:~ dy 

. C !).r2 + ,jyl + '1_1/, 

unde C este curba simplă, închisă, orientată pozitiv, care are drept 

imagine în plan elipsa 

şi ambele extremiti(ţi în A(2, O). 

Rezolvare. 

Avem 

r x=2 cost . 

C : \.. y = 3sint ,t E [0, 2ir]. 

Deoarece funcţiile J(t) = 2cost, g(t) = 3sint sunt de clasă C 1 pe [0, 2ir] , iar 

funcţiile P(x,y) = 9x,Hv•+◄v' Q(x,y) = 9„2 +4x11,+4v RUnt continue pe 

R.1- {(x,y) l9x2 + 4y2 + 4y = O} şi /(C) C IR.1- {(x , y) l9x2 + 4y2 + 4y = O} 

se poate aplica teorema de reducere a integralei curbilinii în raport cu coordonatele 

la o integrală Ricmann. 

Deci 
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6. la xdy-yd:r, 

unde C este curba simpll, inchisl, orientatl pozitiv, care are drept 

imagine în plan frontiera domeniului mlrginit de curbele 

x 2 + y2 = 4, y = xv13, x = yv1J, x ~ O 

şi ambele extremiU(ţi în 0(0, O). 

Rezolvare. · 

Pentru x ~ O, cercul x2 + y2 = 4 intersectează dreapta x = · yv'3 în punctul 

A( v'3, 1), iar dreapta y = xv'3 în punctul B(l, v'3). Dreptele x = yv'3 şi y = xv'3 

se intersectează în punctul 0(0, O). Considerăm următoarele curbe: curba C1 care 

are drept imagine segmentul OA şi capătul iniţial în ·0; curba C2 care are drept 

imagine arcul AB din cercul x2 + y2 = 4 şi capătul iniţial în A; curba C3 care are 

drept imagine segmentul BO şi capătul ihiţial în B. 

Pentru aceste curbe putem considera următoarele reprezentări parametrice: 

c, { 
x = 2cost 

y = 2sin t 

{ 

X= -t 
C3 : 

y = -v'3t 

, t E IO, 1). 

, t E l-1,0). 

C1, C2, C3 sunt curbe netede. Perechile de curbe (C1,C2), (C2,C3 ), (C3 ,Ci) sunt 

juxtapozabile şi C = C, U C1 U C3. 

Funcţiile P(x,11) = -y şi Q(x,y) ~ x sunt continue pe R-2. Rezultă că integrala 

din cnun\ există şi din teorema de aditivitate a integralei curbilinii în raport cu 
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coordonatele, avem 

I= 1 (xdy - ydx ) + 1 (:i:dy - ydx) + f (x dy - yclx ). 
~ ~ ~ 

Pentru fiecare din aceste integrale sunt verificate condiţiile din teorema de reducere 

· a integra.Ici curbilinii În rapor t cu coordonat.ele la o integrală Riemann. 

Deci 

/ 1 = 11 

( V3t - tVJ)dt = O 

/2 = [f [2cost(2cost)-2sint(-2sint)]dt = 
11 -

= 4 [i dt = 4~ = 2ir 

li 6 3 

/ 3 = 1:i-t(-VJ) + V3t(-l))dt = O 

şi 

2ir 2ir 
I =0+-+o = -. 

3 3 

7. fcydx+2xdy, 

unde C este curba simplă, închisă, orientată pozitiv, care are drept 

imagine frontiera domeniului x 2 + y2 
- 2x < O şi x 2 + y2 - 2y < O, şi ambele 

extremităţi î~ 0(0, O). 

Rezolvare. 

Cele două cercuri se intersectează În punctele 0(0, O) şi A( I, 1 ). Considerăm 

curbele: C1 ca.re a.re drept imagine arcul OA din cercul x 2 + y2 - 2y = O şi capăt 

iniţia.I în O şi C2 care a.re drept imagine arcul AO din cercul x 2 + y2 - 2x = O şi 

capăt iniţial în A. 
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O parametriza.re pe aceste curbe poate fi dată de 

{ 

x=cost c,: 
y = 1 + sin t 

{

x=l+cost 
C1: 

y = sin t 

121 

Curbele C1 şi C1 sunt netede, iar perechile de curbe ( C,, C1) şi ( C1, C,) sunt 

juxtapozabilc şi C = C, U C1, 

Funcţiile P(x,y) = y şi Q(x,y) = 2x sunt continue pe ll2
. Atunci, din teorema 

de aditivitate a Integralei curbilinii în raport cu coordonatele şi din teorema de 

reducere a integralei curbilinii în raport cu coordonatele la o Integrală Riemann, 

avem 

f y dx + 2x dy + f y dx + 2x dy = 
le, le, 

= /2"[(1 +sint)(-sint)+2cost(cost))dt+ lv, . 

+ h"(sinl(-sint)+2(1 +cost)(cost))dt = 

= f Lf2cos1 tdt+costl

1

,. +2sint" 

' ~ f 

8. L x 2
y dx + y1 

dy, 

unde C este curba simpll, inchisl, orientatl pozitiv, care are drept 

imagine în plan semicercul x 1 + y2 = 4, (y ~ x) reunit cu diametrul care 

ii determinll şi ambele ext.remitlţi În 0(0, O). 
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Rezolvare. 

Dreapta y = x int.ersect.ea.ză <:ercul x 1 + y 2 = 4 în pnndele 

A( v'2, v'2) şi R( -v'2, -v'2) . 

. Considerăm următoarele curbe: 

-Curba C1 care arc drept imagine segmentul OA şi capătul iniţial în O 

-Curba C2 care are drept imagine arcul AB din cercul x2 + y 2 = 4 şi capătul iniţial 

în A 

-Curba C3 care are drept imagine segmentul BO şi capătul iniţial În B. 

O reprezentare parametrică a acestor curbe poate fi: 

C1 : { X= t 
y=t 

{ 

x = 2co.~ t 
C2: 

y = 2sint 
[

,r .5,r] 
t E - -

4' 4 

, t E [-J2,o). 

Curbele C1 , C2 , C3 sunt netede, iar perechile de curbe ( C I , C2 ), ( C2 , C3 ), ( C:i, C I ) 

sunt juxtapozabile şi C = C, U C2 U C3 • Funcţiile P(x,y) = :r. 2y, Q(x,y) = :1:y2 

sunt continue pe· n.2 . 

. Din teorema. de aditivitate n integralei curbilinii În raport cu coordonat.de şi teo­

rema de reducere a integralei curbilinii în raport cu coordona.tele la o integrală. 

Riemann, avem 
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,/'i •• . 

= f 
1

(t3+t 1 )dt+ ~T(4cos1 t -2sint( - 2sint)+4sin1t(2cost)J,lt+[ (f'+t1 )dt = 
Jo li -✓-i , 

= (~+~)1,/'i + f~(-l6co1i"1tsin1t+8costsin1t)dt+ (~+~)Io = 
4 a O lt 4 a -✓-i 

=- - + - - 4 s11--'2t dt + 8-- - - + - =-4 2v'2 1 ~ . sin3 t I~ 4 2v'2 
4 a f a, 4 a 

= 4"'2 -2 rY- sin1tdt -
16 ("'2)

3 

= 4"'2 - 4"'2 -2· 4 · ~ · ! = -2ir 
3 J, 3 2 3 3 2 2 . 

9. L (y - 2z)dx + (x - z)dy + (2x - y)dz, 

unde curba C este o curbl inchisl, simpll, orientatl pozitiv, care are 

drept imagine cercul de intersecţie al sferei x 1 + y'1 + z2 = a1 cu planul 

x - y + z = O 1i extremitlţile în A ( 72,o, - 72} ,a> O. 

Rezolvare. 

Proiecţia cercului pe planul xOy se obţine eliminând pe z intre ecuaţiile :i:1 + 1,1 + 

z1 = a1 şi x - y + z = O. Proiecţia este o elipsă şi are ecuaţia 

sau 

Punâ.ntl 
y a v'Jy a . 

x - 2 = v'2cost , 2 = v'2smt, t E (t0 ,t0 + 2ir) 

obţinem o reprezenta.-e parametrică a curbei C. 

' { x = 72cost + 7asint 
C : y = 76.~m t 

z = 7osin t - 72cos t 

, t E (O, 2ir) . 
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Funcţiile 

· a a 2a a a. 
/(t) = r.ico_s t + 1csi11 t. y(/) = 1c·~i11 I. h(I) = 1c ·•i11 I - M<·o., I 

v2 v6 v6 vfi v2 

sunt de clasă C 1 pe [O, 21r], iar func ţiile 

P(x ,y,z ) = y - 2z, Q(x,y ,z ) = :i: - z , R( x, y, z ) = 21: - y 

sunt continue pe m:3 ceea ce permite aplicarea teoremei de red11C"ere a integra.lei 

curbilinii în raport cu coordona.tele la. o integrală.' R.iemann. Deci 

I= -cost --smt + -cost -1
2 

.. [ 2a ( a . a ) 
o v2 v2 JG' 

- ~cos t • ~ cos t + ~cos t (~cost + ~ sin t)] = 

1
2.- a2 2a2 a2 

= (-a2 cost sin t + r,,cos2t - r,; cos2t + r,,co.9_2t + a2 co.9 t sin t)dt = O. 
o v3 v3 va 

10. S~ se calculeze lucrul mecanic al forţei F ~e componente P( :r,y) = 

y3 
- x 2y şi Q(x, y) = x 3 

- xy2 al dlrei punct de aplicaţie descrie segmentul 

de dreaptl OA,arcul AH din cercul de centru O(0,0)· şi rad 2, segmentul 

de dreapti BO, unde 0(0, O) , A(2, O), B( ../2, ../2). 

Rezolvare. 

Notăm cu C curba plană a cărei imagine este /(C) = [OA)U (AB) U[BO) . 
. ~ 

Descompunând curba C în curbele C1 , C2, C3 astfel încât. 

/(Ci)= [OA] cu capătul inţial în O, 

J(C2 ) =(AB) cu capătul inţial în A şi 

J(C3 ) = [BOJ cu capătul iniţial în B. 

Avem 
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.:. • • 

li . 

. I E [O. :!]. 

Ocoal'C('c «'.urbclc Ci, C1, Ca sunt netede, iar perechile de curbe (C1, C,-), (C1, Ca), 

(Ca, C,) sunt juxtapozabile, «led C = C, UC1 UC3 şi func\iile P(.r,y) = 1,3-r.,y, 

Q( .r,,,) = .r:t - z,,1 sunt continue 1,e ft', avem d 

L = L P(z,,,)Jz + Q(z,y)J,, = 

= / (y3 _ 1 1,)Jz + (r.:1 _ zy1)J, + / (,,:1-_ .r1,)d.r + (.r:1 _ .rr,)J,+ 
le, le1 

+ I <,:i _ :r1,)J:r + (.r:1 _ :r,l>J,,.., -
le, _ 

/

0 Lf _ L' a,n2,I' + 6'/l = 16 fsi„ 11r.os21+oos1lros21ldt = 16 cos2tdl. = 16-- = 8. 
-,li o o 2 o 

Constatând in prealabll el HpN!Sia de 1ub aemnul intep-alei Hte o 

dlfercnţiall exactl, sl IIC! calculese urmltoilrele integrale curblllnll, ln 

care •-au specificat doar capetele curbei. "--

l
f - :1.- 21 y1 r,1 

---,1.r. - ---d,,, 
(1.1) (.r - Y) 1 (.r - #)1 • 

luntl pe o curbl a clrei imagine nu intereecteazl prima bl1ectoare. 

Rezolvare. 
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Avem 
y2 - .• 2 

P(x,y) = ( )2,Q(x,y) = ( )2 pentru x ,f. y. 
x-y x-y 

Mulţimea de definiţie nu formează. un domeniul simplu conex. Consider~.m D = 

{(x,y) E ll2 lx -y < O} C ll2 care este un domeniu simplu conex; Dooarece 

. A(l,2) ED şi B(-3,-2) ED, P,Q E C 1(D) şi 

fJP fJQ 2xy 
f}y = 8x = ( X - y )3 

integrala nu depinde de drum. Considerăm curba C care are drept imagine reuni ­

unea segmentelor de dreaptă [AC) şi [C B), unde 

A(l, 2), C(-3, 2), B(-3, -2), /(C) CD. 

Descompunem curba C in curbele C1, C2 care au imaginea segmentul (AB) cu 

capătul iniţial în A, respect.iv 11egmentul [C B) cu capătul ini~ial în C . 

{ 

X= -t 
C1: 

y=2 
, t E (-1,:.J). 

{ 

X= -3 
C,: 

y = -t 
, t E [-2,2) . 

Perechea de curbe (C1 , C1 ) este juxt.apozabilă, deci C = (:, UC2 . Din propridat.ea 

de aditivitate avem: 

13 [ -4 f2 ] j 'l [ /2 !) ] 
::::: -I (t + 2)2 - t + 2 . o dt + -2 ~ '.1)2 . o+ (l - :ir dt = 

= _4_,:i - ~,1 = ! _ ,1 + ~ -- ~ :-=- 4. 
t+2 - I t-3 - 2 ,) I ;i 
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112.11.:11 y x xy 
12. -dx + -dy - 1 ,lz , 

(-1,3,II z l. z 

luatl pe o curbl a clrei imagine nu intersectcazl1 planul :: = O. 

Resolvare. 

Considerăm 

D= {(x,y,z)E n31z >0} C R\ 

Mulţimea D este un domeniu simplu conex din n3. Funcţiile 

y X -.ry 
P(.r,y,z) = -,Q(.r,y,z) = -,n(x,y,z) = -

2
-

z y z 

sunt de clasă C' pe D. Deoarece 

ap 8Q I aQ an x an aP 11 
{)y - ax - ;• az - au - - z1 ' ax - az - - z1 

l2i 

pe D şi A(- I, 3, I) E D şi 8(2, 6, 3) E D integrala nu depinde de drumul ales. 

Considerl1,1 curba Ca clrei imagine este reuniunea segmentelor de dreaptl (AA,J, 

A(- I, 3, I), A1 (2, 3, I), A2(2, 6, J ), 8(2, 6, 3). 

Descompunem curba C în curbele C1, C1 , C3 a căror imagini sunt 

segment.ul (AA 1J cu capătul iniţial în A, 

respectiv scgment.ul (A 1A2J cu capătul iniţial în A„ 

respectiv St!gmentul IA1 BJ cu capătul iniţial în A1 . 

Avem: 

{ 

X= t 

c,: y = 3 

z = I 

, t E (-1, 2) . 
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C'Al'/'f'OU !I, .'i. IN'n :wuu; ( 'f i lllllUNII 

x=2 

y = t , l E l:l, 6) . 

z = 1 

x=2 

y = 6 , t E li, 3). 

z = t 

Perechile de curbe (C1,C2), (C2,C3) sunt juxtapozabilc, deci C = Ci U C2 U C3. 

Din proprietatea de aditivitate avem: 

I = -dx + -d11 - -dz + -dx + -dy - -dz + -dx + -d11 - -dz = l 11 x x11 l 11 x xy 1 y x xy 
c1 z "1. z2 

. c, z :z. z2 c, z 7 z2 

Veriflc&nd el urmltoarele forme diferenţiale 1unt forme diferenţiale ex­

acte al 1e determine primitivele lor. 

11 . -x 
w(z,y) = -2--2 dz + - 2--2 dy, definită pentru z( O. 

x+y z+11 

Reaolvare. 

Mulţimea D = . {(x, y) E R2 Iz < O} C R2 este un domeniu simplu conex. 

Funcţiile 

. y -z 
P(x,y) = ,--+ 2 , Q(z,11) = ,--+ 2 X 1J X 11 

sunt de clasă C 1 pe D. Deoarece 

âP âQ z 2 - y2 

ây = âz = (z2 + 112 ) 2 ' 
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i
(x'.y') 

f(x',1/) = P(:r,y)d:r + Q(.r , 11)d11 
(-1 ,0) 

unde iut.cgraln este Juntă. pc o curbă rectificabilă cu imagincn în D-, capătul iniţia.I 

în A( - 1, O) şi capă.tul final în B(x', y'). Con~idcrăm curbele C1, C2 c11-rc 1\11 drc•pt. 

imagini segmentele de dreaptă (AA 1j cu ca.pătul iniţial în A, respectiv segmentul 

(A 1 Bj cu capătul iniţia.I în A1, unde A1(x',O). Avem 

C1: { X= t 
y=O 

C2: { x == x' 

y == t 

, t E (-1, x'j . 

, t E [O,y'j. 

Perechea. de curbe (C1 , C2 ) este juxta.poza.bilă. Considerăm C = C1 U C2 • Curba. 

Ceste rectificabilă, arc imaginea conţinută în D şi leagă punctele A şi B. 

, I 1(:r',11') y X l y X 
f(x,y)- 2 2dx 2 2dy- 2 2dx 2 2d11-

1-1.01 X + y X + y C X + y X . + 11 

!:,: 111· = Odt + 
-I O 

-x' t 111' y' ---dt = -arctg- = -arctg-. 
xl'l + t2 x' 0 x' 

Deci 
. . y 

J: D--+ E,f(x,y) = -arctg-. 
X 

14. w(x, y, z) = y(y + 2z)dx + 2x(y + z)dy + 2xydz. 

Rezolvare. 

Deoarecr 

P( .r,y,z) = y(11 + 2z),Q(x,y,z) = 2x(y + z) şi R(x,y,z) = 2xy 
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sunt funcţii de clasă C 1 pe Ir şi 

8P 8Q oQ oR oR oP 
- = -=2y+2z,-=- =2z,- = - =2y oy fJx OZ oy OZ OZ 

forma diferenţială w este o . formă diferenţială exac~ă, deci există funcţia / E 

C 2(.R') astfel încât df = w şi 

1
("',11',•'l 

f(x',11',z') = y(y + 2z)dx + 2z(y + z)dy + 2xydz 
(O,O,O) 

· unde integrala curbilinie este luatl pe o curbă rectificabilă a cărei imagine este 

conţinută în 11:1 iti leagă punctele 0(0, O, O) şi A(x', y', z'). Considerăm curbele 

Ci, C2 , C3 care au drept imagini segmentele de dreaptă (OA1) cn capltul iniţial în 

o, 

respectiv (A1A2) cu capătul iniţial în A1, 

respectiv (A2A) cu capătul iniţial în A2 • 

Avem 

c,: { : : : 
z =O 

{

X= X
1 

C2 : y = t 

z=O 

C3: { : : :: 

z=t 

, t E (0, x']. 

, t E (O,y'J . 

, t E [O.z'] . 

Perechile de curbe (C1,C2 ), (C2 ,Ca) sunt juxt.apoza.bilc. Fie C = C1 U C2 U C:1• 

Curba Ceste rectificabilă, are imaginea conţinut.ă în lf ş i leagă punctele O şi A. 
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15. 

16. 

.f(x', y', z') = L y(y + 2z)dx + 2x(y + z )dy + 2xu,lz = 

= f . y(y + 2z )dx + 2:v(y + z )dy + 2:cydz + 1 y(y + 2z )dx + 2x(y + z )dy + 2J·ydz+ h ~ 

+ f y(y + 2z)dx + 2x(y + z)dy + 2xydz = 
le, 

= Odt + 2x\,<lt + 2x'y'dt = 2x'~ + 2x'y\j~' = x'yll + 2x'1,'z'. 1x' 1v' 1•' 1lv' 
o o o 2 o 

Deci 

f: n:3 ___. R, f(x, y, z) = xy2 + 2xyz. 

Sl se afle ariile mlrginite de urmltoarele curbe: 

x2 112 

C : al+ b2 = 1. 

Rezolvare. 

Considerăm para.mctrizarca 

C { 
x = acos9 

y = bsin9 
, 9 E [O, 2,r]. 

11 112
" 1 ll,r A= -

2 
x dy - y dx = 2 (abco., 29 + absin29)d9 = -abt = ,rab. 

C O 2 o 

Rezolvare. 

Cercul x 2 + y2 = 16 intersectează parabola x 2 = 6y în A(2\i3, 2) şi B(-2"'3, 2). 

Descompunem curba C în curbele simple C1 , C1 care au ca imagini 
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arcul din cercul x2 + y1 = 16, cuprins intre A şi B cu capătul iniţial în A, 

respectiv arcul din parabola 6y = x2 cuprins între B şi A cu capătul iniţial în B. 

Avem 

{ 
x = 4coat ["" 2r] C1: , t E 6, 3 . · 
y = 4aint 

c,' { : : ~t' 
, t E [-2V3, 2Ja) . 

, 
. şi C = C1 U C.,. Deci 

A = ! / xdr, - r,dx = ! / xdr, - ydx + ! / xdr - 1Jx = 
2 le 2 le, 2 le, 

= ! /.Y. (16coa2t + 16ain2t)dt + ! /
2
.J§ (!t2 

- !,2) dt = 
2 f 2 -2./3 3 6 

= 8~ + !!~12.J§ = 4,r + 4v'3_ 
2 2 6 3 -2\/3 3 · 

17. x3 + r,3 
- 3axr, = O;x ~ O,y ~ O,a > O. 

Resalvare. 

Pentru a determina o parametrizare pe foliul lui Descartes vom determina punctele 

de intenecţle ale curbei cu dreptele 71 = tx. Avem 

·. Deci 

Atunci 

X= fflr 
3c112 

1/ = f+iT 
, t E (0,oo). 
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- ------cit= - ---dt = 9a
1 1°" 2t

2 
- t

5 
- 1

2 + 2t
5

. 9a
1 1"° 1

2 + l5 

2 o (I +f1) 3 2 o (I +(1):l 

9a
2 

/
00 

t
2 

3a
2 

- l I"° 3a
2 

= 2 }0 ( l + f 1) 2 = 2 l + t3 
0 

= 2 
Probleme propuse. 
Sfi se calculeze urmfltoarele integrale curbilinii, pentru curbele predzate: 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

1 2 { x = a(t - sin t) 
y ds,(C) , t E [0,2,r] . 

c y = a(l - cost) 

i { x
2 + y2 + z2 

- 4ax = O 
(y2 + z2 )dx + (z2 + x2 )dy + (x2 + y2)dz, (C) , a > O 

c x2 + y2 
- 2ax = O 

(curba lui Viviani). 

/ { x2 + 112 + z2 = a2 
9. Jry2 dx+z1 dy+x 2 dz,(C) 

c x 2 + 11 2 
- a, = O 
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Capitolul 6 

Integrale duble 

Teorie 

Definiţia 6.1 Fie P s;; E.Dacă P este rt:t111i1111e finită de d1v-phmgliiuri cu lalurilt: 

pamlelt: c11 axele de coordonate astfel încât orican: do11ă dintr<. ele 1111 au p1111de irdcrioon; 

com11ne, 
n 

atunci P are a,·ie şi 
n 

llria( />) = L "ri11( O;). 
i::-1 

Fie D s;; R.1 un domeniu com1.mrf. N11111rnl,· 

ariu/111,( IJ) = .•1tp{ ario( I')/ I' <;: /)} 

aria.c.rl,(IJ) = i11.f{ari"(/')/I' 2 /)) 

se n11111 c.•c 1·csprcli1>, ari11 i11/1 rintll'ii şi ,11·i11 , .r/11·im11·1'i 11h l,,i /) . /)11rii ,,,-i,1i11/(/)) = 

11riac:ri( D) 1•0111 .~p1111r că ,lom, 11i11I /_) ,,,., a,·ir .~i 1·0111 110/" ,,,.,,1.< /11 rrtlm11·r ,.,, ,,,.j,,( /)) . 

În ronli1111r11·< 1•0111. fll'f$ 11/lllllf' n'i /oa/r rlo111111iil, 1111 111·11. 
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DeHniţia 6.2 Vi,· {) C ll(l 1111 do111,-11i11 rom11"d şi f : /) /I{ , O /1111,)i, ,.,.,,,;,,,,,; , 

/HJde , Vi = 1;,1 , oricare două 1111 n.11. punclt r:om.11.n f ş i D = /J, U /) .l U ... U I>., ). 

11611 = ma,_x{sup{ J(.r, - i:)2 + (y - y)2/( :r,y), (:i:, 11) E D;}} 
f:z l.n 

şi 
n 

SA = L f((;, TJ;)ariaD; , ((;, TJ;) E D;, i = 1 ;n 
i=l 

este suma Ritmann asociată funcţiei J, domeniului D 1 descompunerii Â şi pundclor , 
({;, 'li) E D,, i = 1;n.Dacă există I E R a.~tfel fncât penti-u orice descompunerP. ~ w 

!im S/j,=l, 
IIAII-O 

vom spune că funcJia f este integrabilă Riemann, iar numărul I se numeşte integrala 

Rit:mann a funcJit;i f pc domcninl D şi vom nota 

I= JL f(x, y) d:c dy. 

8,3 ProprieUţi ale integralei duble 

1. Pmprfrlalrn de omo_qrnitalc 

JL of( :r, y)d:1:rly = u JL f( x ,y)dx dy,a E R 

~- Pmprielalea dr fiuiarilal t 

Jfvu(:,·.y)+y(:r,y))d„ dy = JLJ( ;1: ,y)dx dy+ !Lg(x,y)d:rdy 

.1. Pr-o1n-idlllca ,Ir a,/ili11ilnlc " inlc_qmlci ca Jun.cJ ir de domcnÎtl. 
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Dacă D = Di U D1 , unde D, Di şi D1 sunt domenii compaclt: iar /)1 şi /J'I 1111 1111 

puncte interioare comune, atunci 

fl f(x,y)dxdy = /l, J(x,y)dx,ly + fjv, f(:r.,y)dxdy 

; l, Dacă f(x, y) ~ O, 'v'(x, y) E D, atunci 

fl f(x,y)dxdy ~ O 

5. Proprietatea de monotonie a integralei duble. 

Dacă f(x, 11) :S g(x, 11), 'v'(x, 71) .E D, atunci 

fl f(x,y)dxdy :S fl g(x,y)dxdy 

Teorema 6.4 Teoreml de medie pentru integrala dubll. Dacă f utc c:ontin~i 

pe domeniul compact D, atunci există un punct ( {, '1) E D Ml/el încât 

f l J(x,y)dxdy = /({, 11)ari11 D 

Definiţia 6.5 Un domeniu compact din ll? este simplu in raport cu aza Or, tlacă e•le 

definit de inegalităţile · 

a :S x :S b şi r;,(x) :S y :S tJ,(x), 

unde r;, şi t/J sunt continue pe [a, bJ şi 

r;(x) < t/,(x) pentru a< x < b. 

Un domeniu compact din ll? este simplu în mport cu axa Ox dacă este definit de 

inegalităţile 

C :S y :S d şi cp(y) :S X :S i/,(y), 

unde cp şi ~ sunt continue pe [c, dJ şi 

cp(y) < J(y) pentru c < x < d. 
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Teorema 6 .6 Teorema de descompunere a integralei duble in integrale simple 

a)Fie D ~ /R.2 un domeniu simplu in raport c11 Oy, 

şif: D--+ Ul, o funcţie continuă. Atunci 

b)Fie D ~ /R1 un domeniu simplu în raport cu Ox, 

D:{c'.5.y$d 

<j,(y) $X$ J(y) 

şif: D --+ R. o funcţie continuă. Atunci 

6. 'T Observaţie 

Fie D E llf un domeniu com71acl.. · 

1. Dacă orice 1mmlrlă 1n. ar.11 Oy taie frontir,ra lui D În cel mult două puncte atunci 

D este simplu. în mporl rn a.ra Oy. 

2. Dacii orir:c 1mrnl,:/ă 1n ,ua O:r fnif_ Jronlirrn lui D în cel mult două puncte, atunci 

D este simplu î11 1·q71orl ctt a.rn O:r . 

."1. D"cii [) n II est,- .si11111lu nici in rapo1·/ cu qxa Oy, nici fo raport Cil axa Ox , atunci 

p1·in 11aralrlr: 1n a;r!'/r: d,· coo1·do11nlc descompunem domcnittl D în domenii simple 

şi n11oi OJJlică111 proprie/a/ro dr: ndilivilnlc" i11/cgralci duble ca f1mcţic de domeniu. 
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Teorema 6.8 Schimbarea de variabile la integrala dublă. 

Fie în planul uOv un domeniu compacl D' , r' = FrD',rrnni1mc fini/li h rnrhc 

rt:ctificabile şi 

{

x=<p(u,v) 
T: ,(u,v)ED' 

y=tp(u,v) 

o transformare de la planul uOy la planul xOy regulată pe D'. Dacă D = T( D') şi 

f : D --+ E este o funcţie continuă, atunci 

6.9 Ob11ervaţle. Scopul principal al schimbării de variabilă este acela de a inlocui 

domeniul de integrare cu un alt domeniu mai simplu. Nu se pot da criterii riguroase 

pentru a stabili dacă un domeniu este mai simplu decât altul. Nu existif nici o metodă 

generală care să rezolve problema alegerii cât mai judicioase a schimbării de var-iabile. 

6.10 Schimbari de variabile dea utilizate 

l. Transformarea de la coordonate polare la coordonate carteziene. 

T { 

Figura 1 

x = pcosfJ 
, p ~ 0,9 E I0,21r] 

y = psinfJ 

D(x, y) 
D(p,fJ) = p 

y 
p 

(J 

o 

M(:r,y} 

X 
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2. ·1,-(l.l/Sfn1·1n(IIY'/I ,Ir lu. monlo11<1/1 1mh11Y' .Qf. ll(' l'llli ::nl<- ln. ('(Hll-rln11n/F rnrl, : in11 . 

{ 

.r = apco.~ O 
T: . , p~0,0E[0.2ir] 

y = hp.•·mO . 

unde a > O, b > O, 

D(x , y) = abp 
lJ(p, 9) 

Teorema 6.11 Formula lui Riemann-Green. 

Fie D C ll2 un domeniu compact a cărui frontieră r = FrD este o curbă simplă 

i"nchisă şi rectificabilă şi /uncJiile P, Q : D --+ R continue. Dacii emtli 

l)p . 8Q 

şi sunt continue pc D, atunci 

-ş1-oy ax 

l P(x,y)dx + Q(x,y)dy = fl ( !? -:) dxd11 

8. 12 Aplicaţii 

1. Dacă D C R2 e.,te un domeniu compact, atunci aria domeni,,lui lJ este datd de 

A(D) = f l dx dy 

!!. Masa unei 11/ăci plane cart ocupă domeniul D de densitate p(x,11),(x,y) ED, p 

conli,mă este dată de 

M = f l p(x,y)dx,ly 

.'J. Coo,-donatele centrului de greutate ale unei plăci plane cart ocupă domeniul D de 

densifolea p(:r.y).(.r , y) E D,p continuă .mnt date de 

.rG = ~ f l xp( ,t,y)dxdy 

yr; = .;f f l Yt{r,y)dxdy 
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.ţ. Momentde de inerJic afr tmd 7Jlăci piam: care oc,q,ă domr.11.i11l D de densilalm 

p(x,y),(x,y) E D,p c01itinuă sunt date de 

Io= fl (x 2 + y 2
)p(x,y)d:rdy 

loz:= fl y
2
p(x,y)dxdy 

Io~= fl x2
p(x,~)dxdy 

Probleme rezolvate. 
I. s, se calculeze: 

1. fl ..ftydxdy, 

unde D este domeniu mirginit de dreptele x + y = l,y = 0,x = O 

Rezolvare. 

Domeniul D este simplu în raport cu axa Oy. Proiecţ;a domeniului D pe axa Ox 

este segmentul OA. Atunci domeniul D este definit de inegalităţile 

{ 

O<x<l D· - -
O~y$l-x 
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Figura 2 

y 

" 

Funcţiile <t?(:r) = O şi v,(x) = 1 - x sunt continue pe (O, 1) şi <t?(x) < v,(x) dacă 

O < x < 1. Deoarece şi funcţia 

/ : D-+ li.,f(x,y) = v'xy 

este continuă, putem aplica teorema 6.6. Deci 

I f-)i fl Jxydxdy = l[v'xydy)dx = 

1
1 

( 2 )ll-z 21' 2 (3 {) = ,r,½-yi d:r. = ;- xi(t - :r)idx = -8 -, ;_ = 
o :J O .J O 3 2 2 

=! . r(t}Iff~. =-! {C(1]f1r!Jl; 
a r{ 'r) 3 3; .cr 

• 
2. [{ J.i:y -· !1 1 dn/.11, 

1.lv 
unde domeniul tJ este pntrulaterul cu vârfurile în punctele 

, I( I, I), l/(5, I), C( JO, 2), D(2, 2). 

Rezolvare. 
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Figura 3 

y 

2 10 X 

Domeniui D este simplu în raport cu axa Ox. Proiecţia lui D pe axa Oy este 

segmentul A' D' . Atunci D este definit de inegalităţile 

unde pentru a determina funcţiile (ţ) ti 1/J trebuie să scriem ecuaţiile dreptelor AD, 

respectiv BC. 

x-1 y-1 
AD : -- = -- ==> AD : X - y = o 

l 1 

şi 

. x-5 y-1 
BC : -- = -- ==> BC : x - 5y = o. 

5 l 

Deci '{)(Y) = y ti 1/J(y) = 5y . Funcţiile({) şi 1/J sunt continue pc [I, 2] şi ({)(Y) < ij,(y) 

pentru 1 < y < 2. Deoarece şi funcţia 

/: D-+ ll.,J(:r,y) = J:ry- y1 
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••st.e conli1111 il. p••nl.rn a c.tknln inl.f'!!;l'ill.t pnlf'm 11plirn kon•ma (Ui. ,\11111.-i 

= .,/Y-J(x - y)3 dy = - 8~,1d11 = -;-- = -1
1 

( 2 ~1 ~~) 21
1 .6,i'l2 

112 
t J V :J t ;J :J I 9 

3. / L xy Jx Jy, 

unde domeniul D eate mlrsinit de curbele 

Resolware. 

Figura 4 

z3 + ,a = 2y şi z + r, = 2(z > O) 

" 

Drea1>ta :r + y = 2 intersectează cercul x 1 + ,a = 2y în punctele A(I, I) 1i 

8(0, 2).0om«·niul D 1.-ste simplu î11 raport cu axa Ox. Proiecţia domeniului D 

J>e axa Oy este segmentul A'B. Deci domeniul D este defh1it de inegalit1'ile 
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Funcţiile cp(y) = 2 - y şi 1/J(y) = J2y - y2 sunt. continue pt~ [I. 2] şi cp(y) < i/· (y) 

pentru I < y < 2. Funcţia 

f: D-> R,f(x,y) = xy 

e~te_ continuă şi deci pentru a calcula integrala putem aplica teorema 6.6. Atunci 

{{ t( {~ ) llv xydxdy = 11 12-11 xydx dy = 

/,

2

( 1 ,~) 11'2 = y-x2 dy == - . (y2(2 - y) - y(2 - y)2]dy = 
1 2 2-11 2 1 

/, 

2 
3 2 

( 1 4 3 2
) 1

2 

l l = (-y + 3y - 2y)dy = --y + y - y = -4 + 8 - 4 + - - l + I = -
t 4 I 4 4 

4. fl vzydxdy, 

unde domeniul D este mlrginit de curbele 

y2 = x, y2 = 8x, xy = l şi xy = 8 

Rezolvare. 

Parabola 71 2 = x intersectează hiperbola xy = l în punctul A( l, I) şi hiperbola 

xy = 8 în punctul B( 4, 2). Parabola y2 = 8x intersectează hiperbola xy = 8 în 

punctul C(2, 4) şi hiperbola xy = l în punctul D ( ½, 2). Dreapta D B este paralelă 

cu axa Ox şi împarte domeniul D în două domenii simple în raport cu axa Ox. 
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Figura 5 

y 

X 

Domeniul IJ1 este drfiuit de i1wga.litiiţilc> : 

Do11w11iul /)2 <'S IP drfi11i1 de i11c>g,tlit.iîţile: 

lkoan·c" s11111 i11cl<'pli11i1<' co11diţiik din 1.c-ornna 6.6 şi folosind proprietatea de 

aditi1·ilak a i111<-grnl, ·i ni fo11cţic: df' domrni11, avem 

f f Jrii 1/.r dy = f{ ,fiii d.1: ,ly + f f ,,jxy d:c dy = 
.lln lln, .llo, 
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12•) 1y• 1~2 ,~ = =-J'yx5 dy + -W dy = 
I 3 ¼ 2 3 ,; 11 

= ~12 

(yt - !) dy + ~ t (16
v'2 - L) dy = 

3 1 y 3 12 y 16v'2 

,: ~ (~yl - ln v) 1
2 

+ ~ (16'-1'2 ln y - - 1-yt) ,• = 
3 9 1 . 3 72\1'2 2 

= ~ ( 32
v'2 - ~ - ln 2 + l6v'2ln 2 -

32
y'2 + ~) = ~( 16v'2 - l )ln 2 3 9 9 9 9 3 . 

5. JL ln(x2 + y2
)dxdy, 

unde domeniul D eate mlrglnit de curbele 

Resalvare. 

Figura 8 

y 

117 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



11 :-( (' .\/'/'/()/ li li . / .\II:(;/{ ,\// l)f /III 

l'ri11 1.ra11sfor111;u1•a (d•· la l'o rdo11al1 · polan· l.1 coor.Jo11;if1• c;n l1 ? ÎP11• ·) 

{ 

J : = p,n.~ () 
T : .. p 2:: 0.0 E I0,2 ir] 

!I = p.~i,, o 

domeniul /) est.e d11s pc ,lomeniul D'. Din 4 S p2 S !I re;,;u lt.il că 

{ 

2<p <~l 
D'· - -. . 

O$ O$ 2ir 

Funcţia .f : D ---+ ll., .f(x, y) = /n(x2 + y2
) este continuă pe D. Atunci , utilizând 

teorema 6.8. avem 

/L ln(x
1 + y2

) dx dy = /L, ln /I~~::;; I dpdO = 

= 13 (J,2

" 2p /n p dO) dp = l' 2p ln p dp 11

" dO = 

j\i)'lnpdp · 2ir = 2,r (/ inpl!- l:i pdp) = 2,r (9tn3 - 4/n2 - D. 
6. /L(J: + 11)2,1x,1.,,. 

unde domeniul 

{) = {(.r.y) E f7.2/x2 + y 2 S 4x} 

Rezolvare. ,I 

Prin l.ra11sforn1ar,·a (<IP la corclo1111.l.f' polare la coordonate carteziene) 

{ 
,,. = p,o.• O 

J' : . I' 2:'. O. O E [O, 2ir) , 
!I= psi11 O 

clo11w11i11I /) 1•s l•• dus 1w do111<'11i11I /J'. Din p2 $ tlpcn.~O rezultă că 

I' E !O. ·I , ·o.s Ol ~i cos O 2:'. O. 
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Ded 
_!! <IJ < !!: 

2 - - 2 

O~p~4cos0 

Figura 7 

y 

" 

Funcţia f : D--+ E,f(x,y) = (x + y)1 este continuă pe D şi utilizând teorema 

6.8, avem 

= Jfo,l(l + 2sinOcosO)dpdO = 

~ 1: (1◄cod p3( I + 2 sin O cos O)dp) dO = 

l j (I+ 2sin0cos0)64 cos4 8d0 = 
-j 

11 1' . 5 = 64 cos4 8d0 + 128 • ( sm8cos· O)dO = 
-½ -, 

li" l 3 = 128---+0=2471" 
22-1 
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7. ff a,-ctg!dxdy , JJv x 
unde domeniul 

Rezolvare. 

Prin transformarea de la cordonate polare la coordonate carteziene, 

{ 

x=pcos8 
T: 

y=psin8 
\ 

domeniul D este dus pe domeniul D' . 

Figura 8 

, p ~ 0,8 E [0,21rj, 
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rezultă că 

{ 

l < p < '.3 

7i ~ l_q O ~ J3 
Deci 

Deoarece funcţia f : D ----+ IR,f(x,y) = a1·ctg~ este continuă pe D 11tilizâ.nd 

teorema 6.8, avem 

{{ y {{ (p sinO) ID(x,y)I 
JJoarctg;dxdy= JJo,arctg pcos O D(p,0) dp d0 = 

= /fv, 8pdpd8 = 13 (hi pOdo) dp = 

= l\dp ['f Od0=471"
2 

= 71"

2 

J, lt 24 6 

/1 ✓ l 
2 

dxdy, c > O 
D cl-;j-, 

unde domeniul D este mlrginit _de elipsa 

Rezolvare. 

Prin transformarea de la cordonate polare generalizate la coordona.te carteziene, 

x = apcosO 
. , p 2:: 0,8 E [0,21r) , 

y = bpsinO 

domeniul D este dus pe domeniul D'. Deoarece p2 = 1, 

lY { 
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Figura 9 

y 

b 

Deoarece funcţia 

CA.PITOl, lfl, 6. INTECRALE IJlJRl,E 

X 

este continuă pc D, utilizând teorema 6.8, avem 

{{ I dxdy = {{ I ID(x,y)I dpdfJ = 
JJo Jc2 _ ~ _ f.r JJo, Jc2 - p2 D(p,8) 

II. SX se afle aria urm~toarelor domenii: 

Rezolvare. 

Parabola y 'l = 2.r i11LNsf'd.car.ă dreapta 2:1: + 2y = 3 în punct.ele A(½, I) şi 

1J ( ~. -:!) . iar dreapta :1: + y = ,t î11 p1111del<· C(8. -4) şi D(2, 2). Paralelele duse 

prin p11nctcl,~ /) 1i /J la axa Oy împart domeniul D în trei domenii simple în raport 
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cu axa Oy. At1111d /J = 1)1 U /)1 U l>:1 :ii 

A = I L dx dy = I l, dr. ,ly + I l, dz ,,ef J,,. ,l;r, " 11• 

Domeniul D1 este definit de i~alitll\ilc 

Fi1ura 10 

½S.:rS2 

~s,s..fi.r 

Func,iile cp1(.:r) = ~ ti '11(.:r):::: v'2i 1111nt contin111t pe (1,2) ti ~,(.:r ► < ~4•► 

pentru ţ < .:r < 2. Atunci, conform teoremei 6.6,awm 

fl. d.:rd~ = 1.2 (1: ,,),.:r = 1.2 ( ~ -3~iz),, = 
2 2 

2 
1

2 
!I I .:r2 7 9 15 „7 

= iv'bi 1-2.r l +2 l =3-i+i"=~M· 

Domeniul D:i este definit de iqalitl,ile 

{

2<.:r<..! 
D2 : - -. 

:i-rsy-5:.4-:r 
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Funcţiile (ţ) 2 ( :1: ) = :1-;2.r ~i ~•2(:r) = ,1 - :r Rlmt. rnnl.i1111r pr (2. ~) şi (ţ)2(.r) < 1/•.Jf .r) 

1w11t.rn 2 < .r < ~- Atunci, conform teoremei (i.6,avem 

Domeniul D3 eRt,e definii. de inegalităţile 

D. - -
{

!!
2

<x<8 
3 

• -../2x $ y $ 4 - X 

Funcţille (ţ)3 (x) = -../2x şi tţ,3 (x) = 4- x sunt continue pe [ţ,8) 1i ',"3(x) < 'Pa(x) 

pentru ţ < x < 8. Din toorema 6.6,rezultă că 

Deci 
A _ H 25 107 _ 38 

- 24 + 4 + 24 - 3 • 

10. D = {(x,y) E n1/ax $ x 1 + y1 $ 2ax,y;::: O}, 

unde a> O. 

Rezolvare. 

Prin transformarea 

{ 

x=pcosO 
T: 

y=psinO 
, p;::: 0,0 E !O, 2,r), 

domeniul D este dus pc domeniul D'. Deoarece 

{ 

apcosO $ p2 $ 2apcos8 , 

psinO;:::O 
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r<':1.11lt.ii di 

{ 

<1 cu,q f) $ fi $ 2o cu.• O 

sin O 2: O 

co.• fJ 2: O 

Figura 11 

y 

2a l( 

Deci 

0$8$i 

acos8 $ p $ 2acos8 

Atunci 

hifr h~ I D(x, y) I LJ (l'loro•II ) 
A= dxdy = . D( O dpdlJ = ptlp dii= 

D IJ' fi , ) O oro•i 

LJ 1 :Jo1 li' I :J,,1 11' = -(4a1 cos1 fJ - a1 cos2 fJ) dfJ = - - - = --
0 2 2 22 8 

11. Domeniul D este mărginit de curba (lcmniscata El<-rnoull~ 

Rezolvare. 
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Prin transformarea 

T { 
x = pcos8 

, p 2: 0, 8 E [0, 2,rj, 
y = psin8 

domeniul 

este dus pe domeniul D' . 

Deoarece 

rezultă că 

Flgurn 12 

V 

X 

Deci 

Atunci 
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l f (1av'coo21 ) itf- (1"..r,:;;;,i ) = pdp dfJ + pdp dfJ = 
-¾ o ~ o 

III. S1t se calculeze: 

12. a)maaa; 

b)coordonatele centrului de greutate; 

c)momentele de inerţie în raport cu axele de coordonate 

ale· unei pl1tci plane de densitate p(x,y) = z + 11, care ocupi domeniul 

m1trginit de curbele x 1 + 4y1 = 4, y = O, x = O 

Rezolvare. 

Figura 13 

y 

X 

Prin transforma.rea. 

x = 2pcos8 
• p ~ li, IJ E jO, 2,r), 

y = psin O 
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OO!ll f' lliul 
·1 

. [) == {(.r,y) E 0{1
(~ + .,/ s; l,.r 2: 0.y ?: O} 

est.f' dus pe' domeniul [Y . lkoarf'cf' 

rezultă că 

a) 

{ 

·z < \ I' -

f'C0,•0?: O 

psin9?: O 

M = fl p(:r-, y) dx dy = /l,(2pcos (} + psinO) I~~:::; I dpdlJ = 

I( î ) 1 l 2/(2 cos(} + sin 9)d9 dp 

1
1 

• 2 li = 2p1(+2sin9 - cos9)I: dp = ;-p3 · 3 = 2 
o _ 3 0 

b) 

xa = i\~ fl xp(:r,y)dx dy = i li. 2pcos 8(2pcos8 + psin8) I ~~:::n dpdfJ = 

' 
111 (1j ) = 2 0 0 

4p3(2 cos2 9 + cos 8 sin 8)d8 dp = 

11 1; = 
0 

2p3dp · 
0 

(2 cos2 9 +cos(} sin 8)d8 = 

1 ( 1r I sin
2ol') I =- 2--+-- =-(1r+l) 2 22 2 

0 
4 . 

!la= ;, fi yp(x, y) dx dy = i fi. psin 9(2pcos 9 + psinfJ) I~~:::; I dpd8 = 
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I ( .e ) ' } ., . . 1 = :, f [. 'l.p ('2co.,0 .41 11 0 -l- .s 111 0 ),/0 df' = 
- lo . o 

'( 21 „ 7r l) 1 = 1 .sin fi ,:+ 22 = H/ir+ 4). 

c) 

Io ,, = {[ y2p( x ,y)d:rdy = [[ p1 .•i1? 0('2pco.• O+ p .•i11 0) ID( .T , Y) I rlpdO = 
JJv JJv, D(p, O) 

I( î ) = 1 1 2l(sin2 O cos O+ sin3 O)d0 dp = 

2(sin3
1J cos

30)1 i =- -- - cos 0+ --
5 3 3 0 

2 
,5 

Io~= [{ x2 p( x, y)d:i:dy= [[ •1/co.•2 0(2pco.•0 + p .sin 0)1D( :r, y~1dp dO = 
JJv .f.fv, IJ(p , O) 

8 ( . sii? O cos
3 O) I î = ;- si.n O- -.- - - .-

0 .l .! 0 

-
5 

IV. Folosind formula Riemann-Green să se calculeze următoarele inte­

grale curbilinii : 
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13. 1(x- y1 ),lx+xdy 

unde r este frontiera domeniului 

Rezolvare. 

Funcţiile P: D-+ R,P(x,y) = x-112 ti Q: D-+ R,Q(x,y) = x sunt de ciul 

C 1, iar curba r este o curbl închisl, simpll şi redificabill, deci poate fi aplicatl 

formula Riemann-Grccn. Domeniul D este simplu în raport cu Or 1i este definit 

de inegalitlţile 

Figura 14 

O I " 

Avem 

/1 (J"' ) /1 ,,,• 1 = Jo .,li (l + 2y)dy dx = Jo (y + y2
) .,li dx = L (x

2 + x4 
- ,Ix - x)dx = 
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I ti I 

14. i (x - y),lx + dy 

unde r este frontiera domeniului m~rginit de curbele 

x1 +y1 =2x,y = 0,y =x. 

Rezolvare. 

Funcţiile P: D-. JR,P(x,y) = x- y şi Q: D ----> IR , (J(x , JJ) = I sunt J e claBă 

C 1, iar curba. r este o curbă închisă, simplă ş i rect ificahil ă, <lcci poate fi ap li cată 

formula. Riemann-Green. Atunci 

Figura 15 

y 

Transformarea 

= j L ( O - ( - 1)) dx dy = j L dx dy. 

T { 

X 

x = pco.~ (} 
, f' ?:: O, OE [O, 2rr], 

y = psinO 
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l.ransformă <lonw11iul D în <lonwniul D' . Deoarece 

rczuh,ă că 

Atunci 

{ 
p1 S 2p cos 0 

O$ psinO S pcos O ' 

D' { 
o::;ost 

0$p$2cos9 

JL dx dy = JL. I~~:::; I dpd8 = lf (12co•I pdp) d9 = 

Lf l llco•I Lf Lf = -l d8 = 2cos28d8 = · (I -cos28)d8 = 
o 2 o o o 

= ~ - !sin 291 f = ~ - yl2 
4 2 0 4 4 

15. l Jx2 + y2Jx + 11 ln(x + Jx2 + 112)J1I 

unde r este frontiera domeniului 

D = {(x,y) E ll./(x - 1)2 + (11- 1)2 ::5 l} 

Rezolvare. 

Funcţiile P: D-+ ll.,P(x,y) = Jx2 +y2 şi Q: D-+ ll.,Q(x,11) = 11ln(x+ 

Jx2 + y2 ) sunt de clasă C1 pe D, iar curba r este o curbă închisă, simplă şi 

rectificabilă, deci poate fi aplicată formula Riemann-Grccn. Atunci 

l Jx 2 + y 2dx + y ln(x + Jx2 + 112 )dy = 

~~( l ( X ) 11 ) = y----- l+--- ---- dxd11= 
v · .x+Jx2+y2 Jx2+y2 Jx2+y2 
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= fi ( !I - y ) d.1· d!I = O 
llv p + "2 J:r2 + v2 

Figurn 16 

y 

X 

Probleme propuse. 
Sl se calculeze urmltoarele Integrale duble pe domeniile precizate: 

1. 

2. 

I{ - 1
-dxdy 

JJo x2 + Y2 

D este domeniul mărginit de drept«>le 

fi _x_dxdy 
JJo x2 + Y2 

y = I, y = 2, x = o, x = y. 

D este domeniul mărginit de dreptele 

y = I, y = 2, :r = O, x = y. 

3. fi :. dxdy 
llv Y· 

D este domeniul mărginit de·(C):r'1 + :r/ - 211 = O. 
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4. JL (i,2 + y),frdy 

D este domeniul mărginit de y = x 1
, y2 = x. 

5. {[ x: dxdy 
llo Y 

D este domeniul mărginit de y = ~,Y = x,x = 2. 

6. ff --==xy==dxdy 
Jlv Jx2 + y2 

7. j l ,fi: v'Y dxdy 

X~ 0,11 ~ 0 

D este domeniul mărginit de dreptele x = 1, y = O, x - 11 = a, O < a < 1. 

8. fl J4x2 -y2 dxdy 

D este domeniul mărginit de dreptele y = x, y = O, x = 1. 

9. j l (x + y)xydxdy 

D este domeniul mărginit de dreptele x + 11 = -3, x- y = 1, x + y = 3, x -y = -1. 

10. j l (x2 + y2
) dx ,ly 

D este domeniul mărginit de x 2 = 2y, r. + y = 4. 
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12. !Iv (.r1 + y1)dxdy 

{ 

1<2 
(D): y -

I '.S x $ 3 

13. Jfv(:c+ y)dxdy 
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Capitolul 7 

Integrale triple 

Teorie 

Definiţia 7.1 Fie PC 113. Dacă Peste reuniune finită de paralelivipede, oricare două 

dintre ele fără puncte interioare comune, 

n n 

P = LJ P;, atunci vol(P) == L vol(P;). 
i=I 

Fie V C R.3 un domeniu compact. Numerele 

. vol.int .(V) = sup{vol(P)/P CV} 

şi 

vol.ext.(V) = inf{vol(P)/P ::> V} 

se numesc, respectiv volumul interior şi volumul exterior al domeniului V. 

Dacă vol.int.(V) = vol.ext.(V), vom spune că domeniul V ar·c volum şi vom nota 

această valoare cu vol(V). În continuare vom presupune că toate domeniile au volum. 

Definiţia 7.2 Fie V C n:3 un domeniu compact şif : V --+ JR o funcţie continuă. Fie 

Li: Vi,½, . .. ,\,~ o descompunere a domeniului V (adică pentru orice i = 1; n , v; sunt 

167 
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domenii com71acle, oricare do1tă nu a1t puncte interioare com1,nc şi V= ViUV1U .. . ul:,J, 

şi 

" sâ = Lf({;,'7;,µ;)vol(V;),({;,'7;,µ;) E V;,i = 1,n 
i=l 

este suma Ricmann asociată f~ncţici f, domcnitd•i V, descompunerii Â şi punctele 

({;,'1;,µ;) E V;,i = l,n. Dacă există IE li. aslfel inctil oricare ar fi descompunerea Â 

ct1 IIÂII --+ O şi oricare ({;, '7;, /J;) E V;, i = l, n 

vom spune d(. funcJia f este integmbilil Ricmann, iar numilrtd I SC nume1te intcgmla 

Ricm,mn a funcJici f pc domeniul V şi vom nola 

I= f /1. f(x,y, z)dzd11dz. 

T .3 ProprietKţi ale integralei triple 

l . Proprietatea de omogenitate. 

f/1. of(x,y,z)dxdydz =a f/1.J(x,y,z)dxdydz. 

2. PmprictatctJ de linim·itatc. 

f /1. f(x,y, z) + g(x,y, z)dxdydz = 

= J/1. J(x, y, z)Jxdydz + f/1.u(x,y, z)dxdydz . 

. 'J. Proprietatea de aditivitate a intcgmlci ca funclic de domeniu. 
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Dacă V = Vi U Vi unde V, Vi şi V2 sunt domenii compacte din ffi:1 • iar \ '1 iii \ '.1 1111 

au puncte interioare comune, atunci 

ff[/(x,y,z)dxdydz = 

f/[
1 

f(x,y,z)dxdydz + fi[, f(x,y,z)d,i:d:11dz . 

4, Dacă f(x,y,z) ~ 0,\/(x,y,z) EV, atunci 

I= ff[/(x,y,z)dxdydz ~ O. 

5. Proprietatea de monotonie a integralei triple. 

Dacă f(x, y, z) $ g(x,y, z), 'v'(x,y, z) E V, atunci 

fj[f(x,y,z)dxdydz $ ff[g(x,y,z)dxdydz. 

Teorema 7.4 Teorema de medie pentru integrala triplă. Dar.ă .f este conti1111ă 

pe domeniul compact. V, atunci există 11n punct ( {, r1 , µ) E V astfel focât 

fli f(x,y,z)d:r.dydz = /({,r1 , 11)110/(\/) 

Definiţia 7.5 Un domeniu compact ,lin R.3 este simpill ÎII ;."pori cu nxa O z dacă c.slr 

definit dr. 

<p(x,y) $ z $ ,/J(x.,11),(x,y) ED, 

unde D este un domeniu compact din planul xOy, /1111cJ iile. c.,, ~i I/· suni ro 11fi1w e şi 

<.p(.t,y) < ef•( ,r,y) 
., 

pentru o1'iee punct (x , y) din i11te1·iorul foi D. În 1110tl a11,tlog SP ,hjin esc 110/i1mifr tfr 

domeniu simplu În raport cu axa 0.1· şi domrni11 $i mpiu i11 mpor/. 1· 11 11 .r11 Oy . 
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Teorema 7.6 Descompunerea unei integrale triple într-o integrnll1 simplă ur­

mată de una dublă. 

Fie \I C m3 
1t11 dnme11iu simplu În ra7wrt ctt axa Oz. 

V: cp(x ,y) s; z s; tJ,(x,y ),(x, y) ED 

şi J : V ----. IR o funcţie continuă. Atunci 

7. 7 Observaţie. Dacă domeniul compact V din R:3 nu este simplu în raport cu nici 

una .-lin axe, atunci prin plane parolele cu axele de coordonate descompunem volumul V 

în volume simple şi apoi aplicăm proprietatea de aditivitate a integralei t,:iple ca funcţie 

de domeniu. 

Teorema 7.8 Schimbarea de . vnriabill la integrala tripll. Fie V' un domeniu 

compact în spaţiul ( u, v, t11) având fro11tiera o suprafaţă închisă simplă, ne"tedă pe porJiuni 

şi fie 

{ 

x=cp(u,v,w) 

T: y=tJ,(u, v,w) ,(u,v,w)EV' 

z=x(u,v,w) 

o transformare de la spaţiul (11 ,v,w) la spaţiul (x ,y,z) , regulată pe V' . 

Dacă T(V') = V şif: V ----. JR este o funcţie continuă, atunci 

f/1.J( x,y,z )dxdydz = 

= fi[, f(cp(u , v, w), tJ,(u, v, w), x(u, v, w)) I~~:: :,,~j I dudvdw. 

7.9 Schimbări de variabile mai des utilizate. 
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/. '/'1·1111.5/ormorro d,: hi coordon<1/f' .sff'l'icr 1n roonlo11<1ft rnrt, :: i rnr . 

{ 

X = psi11 0 COS c.p 

T : y = psi11 IJ sin <p 

Figura 1 

z 

X 

D(x,y,z) 
D(p,8,1.p} = 

z = pcosO 

M(x.y,z) 

y 
M'(x,y,O) 

sin fJ cos c.p 

sin fJ sin c.p 

cos (J 

pcos fJ cos c.p 

pcos O sin c.p 

-psirdJ 

-psin O sinc.p 

psinO cosc.p 
2 . . o = p sm . 

o 

J!. Transformarea de la coordonate sferice genemliznle la coo,Ylonate cal'iezienc. 

tmdt: a,b,c > O 

x = apsin (J cos c.p 

y = bpsi110si11c.p 

z = cpcos IJ 

D( :r., y, z) I 2 . O = 111cp S111 . 
U(p, O,c.p) 
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S. Transformarea de la coordonate cili~drice la coordonate carteziene. 

Figura 2 

z 
M(x,y,z) 

y 
M'(x,y,O) 

D(x,y,z) = p. 
D(p, O, cp) 

Teorema 7.10 Formula lui Gauss-Ostrogradski Fie V C JR.3 un domeniu compact 

a cărui frontieră S = Fr V este o supra/ală simplă, închisă, netedă pe porJiuni §i fimcJiile 

P, Q, R: V -----t JR continue. Dacă există ~~, i şi ~~ §i sunt continue pe D, alunei 

J 1 P(x, y, z) dy dz + Q(x, y, z) dz dx + R(x, y, z) dx dy = 

{{{ (âP âQ âR ) · = JJJv âx (x, Y, z) + ây (x, Y, z) + âz (x, y, z) dx dy dz. 

7.11 Aplicaţii 

1. Dacă V C JR.3 este un domeniu compact, atunci volumul lui V este dat de: 

V= Jj[Jcdydz . 
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2. Masa unui corp material care ocupă domeniul V şi ar·e d,msitafea 

p(x,y,z), (x,y,z) EV continuă este dată de 

M = ffip(x,y,z)dxdy,lz. 

li:J 

9. Coordonatele centrului de greutate ale unui corp material care ocupă domeniul V, 

de densitate p(x,y,z),(x,y,z) EV, peste continuă, sunt date de: 

xa =!fli xp(x,y , z)dxdydz 

. 1/G = ~ ffiyp(x,y,z)dxdydz 

za=~ fli zp(x,y,z)dxdydz 

,I. Momentele de inerJic ale unui corp material can: ocupă domeniul V, de densitate 

p(x,y,z),(x,y,z) E V,p continuă sunt date de: 

Io= f/i(x 2 +y2 +z2 )p(x,y, z )dxdydz 

102: = /fi (y2 + z2)p(x, y , z) dx dy dz 

1011 = // i (x2 + z2)p(;, y, z) dx d:tJ dz 

Io, = //[ (x2 + y2)p(x , y , z ) d:r dy dz 

l„o11 = j j i z2p(x, y , z) d:r dy dz 

l„o, = /fiy 2p(x,y,z)d.1:dydz 

1110, = fli J:
2 p( :r,y, z )d.r,lytlz 

Probleme rezolvate. 
SM se calculeze următoarele integrale triple: 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



174 CA PITOU Tl, i . INTf:GRM,E Tllll'l,E 

I. fi[ yd,,-dydz, 

unde 

V = {( x , y, z) E R1 /2x + Jy + z ~ 8, x 2 O, y 2 O. z 2 2}. 

Rezolvare. 

Figura 3 

l 

y 

X 

Domeniul \I este tetraedrul ABC D, unde 
' 

A(J, O, 2), B(O, 2, 2), C(O, O, 2) şi D(O, O, 8) 

şi este simplu în raport cu Oz. Proiecţia domeniului V pc planul xO11 este tri­

unghiul OA' B'. Orice paralelă dusi prin punctele triunghiului OA' B' intcracctcazi 

feţele (ABC) şi (ABD) ale tetraedrului ABCD. Deci 

V : { 2$z$8-2x-3y 

(x,y)ED 
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/J = {(:r,y) E Of /:i: 2: 0.y 2: 0. 2.1: + '.ly S 6} . 

n,~oarece funrţiile t.p(.r, y) = 2 şi tf,( .r, y) = 8 - 2:r - 3y Hlllll c-ont.inll(' JW n. 

cp(x,y) < 1/J(x,y) pentru (,r,y) E lnt(D) şi fun c~ia 

f: V --+ Hl,f(x,y ,z) = z 

este continuă, putem aplica teorema. 7.6. Deci 

//1 y dx dy dz = fl (1s-2x-Jy y dz ) dx dy = fl 11 z l~- 2
r-

3y dx dy = 

= f l (6y - 2J:y - 3;v2) dx dy . 

Domeniul D este simplu în raport cu axa Oy şi 

D { 

Atunci 

/3 &-2, 

= Jo (311 2 
- i·y - l)i;;-" c/.r = 

1
3 

[ I J I . ] = · -
3

(6 - 2x )2 
- -:r(6 - 2.r ) + - (6 - 2.r) 1 d.r = 

o 3 27 

= _ _!_(6 - 2x)31
3 

- :r 21

3 

+ rr=1 

3 

- - ~(6 - 2.r)''I:, = 6 - 9 + 6 + 6 = 9 
18 0 .I 21h 0 o o 

Deci 

f j 1. !I cl:r dy ,lz = 9. 
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'2 . !! J. ,,. ,Lr dy d: 

unde 

Rezolvare 

Figurn 4 

z 

4 

4 y 

Domeniul\! <'Sit' t.nmd1i11l de p:ramidă J\/JC A'R'C' . unde 

A('.I. O, I) . /1(0 . :1. I) . C(O. O, I) . ;t'(2, O, '2), 13'(0, 2, 2), C'(O, O, 2) . 
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Planul paralel cu axa Oz dus prin dreapt.a A' B' împa.rt.e domeniul V 111 do11ii 

domenii simple în raport cu Oz, Vi şi ½. 

unde 

Dii= {(x,y) E R-2/x ~ O, y ~ O,x + y $ 2}. 

este proiecţia domeniJ..Iui Vi pc planul xOy şi 

{ 

l<z<4-x-y ½: - -
(x,y) E D2 

unde 

este proiecţia domeniului ½ pe planul xOy. Deoarece funcţia 

/:V-..♦ ll,f(x,y,z) = x 

este continuă, conform proprietăţii de aditivitate a integralei t.riple ca funcţie- de 

domeniu şi teoremei 7.6 avem că: 

fli i:dxdydz = ffi
1 
xdxdydz + ffi

2 
x ,hdydz = 

= / L
1 

(/

2 

x dz) dx dy + j L, (f 1-r.-y x dz) d.1· dy = 

= /L, xd,cily + /iv, ,r(4 - i: -y),ll'lly . 

Domeniul D1 este simplu în raport cu Oy şi este- d<'finit de 

D . - -
{ 

O< J' < 2 

I· 0$y $2 - .r 
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J\t.1111ci 

Figura 5 

y 

X 

O paralelă dusă prin punctu l J\ 1 la axa Oy împarte domeniul D2 în două domenii 

simple în raport cu Oy, o; şi D~, 

· Atunci 

lY, { 
0 $x$2 

2 - x$ y :S3 --x 

D"· - -
{ 

2<x<3 
2

• 0$y$3-x 

r2 (13-T ) 13 ( r3-z: ) = Jo 
2

_ ,, (4 x-.r2 - xy )dy dx+ 
2 

Jo (4T - x
2

-xy)dy dx= 
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Deci 

3 3 
.1 11 I ·•I ' 7.'5 76 6.'5 32_.'5 - .1: + - :r = 12 + - - - + - = -. 
:1 2 8 2 4 :l 8 12 

t~~ 
8 32.'5 119 

:i: ,Li: dy dz = - + - = -
v 3 12 4 . 

3. .f.li(x2 +y
2
)d:cdydz 

unde 

V= {(x ,y,z ) E TR3/:r:2 + y2 :S /o :S z :S :J}. 

Rezolvare 

Intersecţia planului z = 3 cu conul :c2 + y2 = z2 este <"errnl 

{ 

,r2 +,112 = 9 

;; = .l 

iar intersecţia planului z = O Cil conul :r 2 + 1/ = z2 <'Sf.<' p1111d,ul 0(0, O, O) . Dome­

niul V este simplu în rnport cu axa O::: i11r proi<'cţia domcni11l11i V pc pl1111ul :rOy 

este domeniul 

O paralelă la axa Oz dusă prin pmwl<'I<' proi<'rU<'i int<'rs1·d<'ază suprafaţa conică 

şi planul ;; = 3. Deci 

I , : { J.r2 + y2 :S :: :S '.l 

(.r.y) EV 

0C'OitJ'('Ce f1111cliil<' ..,:,(.r , y) = J.r2 + y2. 1:•(.r.y) = :1 ~11111 rn11l.i1111,· pc n . 

.p( .r . y) < ,,·(.r , y) 
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pentru (x,y) E Int(D) şi funcţia f : V--+ TR,f(x,y ,z ) = :r. 2 + 1/2 este continuă 

putem reduce integrala triplă la o integrală dublă (teorema 7.6). 

Figura 6 

z 

y 

X 

Deci 

fj[(x 2
+y

2 )dxdydz= /L (f~z•+
112

(x 2
+y

2 )dz) dxdy= 

= j L (x2 + y2 )(3- Jx 2 + y2).dxdy. 

Pentru a calcula integrala dublă vom utiliza transformarea de la coordonate polare 

la coordonate carteziene, 

T { 
x = pcosO 

, p ~ 0,8 E [0,2ir] 
y = psinO 

Atunci domeniul D este dus _pe domeniul D'. 
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IXI 

Deci 

4. jj i x 2 
dx dy dz 

unde 
x2 y2 

V= {(x,y ,z) E JR.3/ z2 S 4 + 9 S 2z}. 

Rezolvare 

Figura 7 

y 

X 

Paraboloidul 
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i11ter:wdcază <:011111 :r: 1 + y2 = z2 după elipsa 

situa.tă în planul z = 2 şi în punctul 0(0, O, O). Proiecţia domc11iului V pc pla1111I 

xOy este domeniul 

şi orice paralelă la axa Oz dusă prin punctele lui D intersectează paraholoidul 

şi conul 

x2 y2 
-+- =2z 
4 9 

x2 y2 2 
-+-=z , 
4 9 

Deci V este simplu în raport cu Oz şi este definit de 

{

.,>i_<<~ 
V : 8 + 18 - z - V T + 9 

(x , y) ED 

Deoarece funcţiile ip(x,y) =~+fi şi tf;(x,y) = ✓~+~surit continue pe D, 

şi funcţia f: V----+ !R,.f(x,y,z) = x2 este continuă pe V,conform teoremei 7.6 

avem 

Pentru a calcula integrala dublă vom utiliza transformarea de la coordonate polare 

generalizate la coordonate carteziene, 

{ 

x = 4pcos8 
T: 

y = 6psin8 
, p ~ 0,8 E [0,2,r] 
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A111nci domeniul D f'St.f' du s J)f' do11w11i11I /)' . 

Deci 

D' l O S p S I 

O S O S 2rr 

J/1 .T
2 

d.T dy dz = fi, 16p2 .~in
2 

0(2p - 2/) I ~i;: ;J I dpdO = 

, 11 ( /2" ) Jl 1h = 
0 

J!2 ·l~sin
2 
O(/ - p5)do dp =V.:lJ

0 
(/ - p5)dp 

O 

sin2 O dO = 

(1 1) 1t . 2 ut rrl Jltli =- 3 2. • l 7 - - - · 4 · sm O d(J = -'-- · 4 • - - = -
5 6 0 5 22 ,5 

5. // 1 z yx2 + y2 + z2 dxdydz 

unde 

V= {(x,y,z) E IR:'/x 2 + y1 + z2 S 2y} . 

Rezolvare 

Pentru a calcula această integrală vom utiliza transformarea de la coordonate 

sferice la coordonate carteziene. 

{ 

x = psin O cos <p 

T: y = psinOsinc.p 

z = pcosO 

, fi ~ O, OE (O, ir]<p E (O , 2ir] . 

Prin această transformare domeniul V este dus pc dome11iul V'. Deoarece p2 S 

2psinlJ, domeniul V' este definit de inegalităţile 

. 

{ 

O S <p S 2ir 

V': O < O< ir 

OS p S 2sm0 
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Func~ia J : V ---+ IR , f( :r: , y ,z ) = zj x2 + y2 + ;;2 este n mt i1111 ii. 111-• \ 1 .nmfon11 

teoremei 7.8 avem că 

jff z Jx2 + y2 + 2 2 dx dydz = jff, p2 
co.• O I ~~::::;i I dpdO d~ = 

/2" ( r (12,in8 ) ) = Jo Jo 
O 

p4 cos 8 sin (J dp d8 d<.p = 

/2" ( r 32 ) Jo Jo 5 cos (J sin.
6 

(J d8 d<.p = 

321
2

" 1" 64,r = - d<.p cos 8 sin68d8 = - · O= O. 
5 o o 5 

Figura 8 

z 

2 
y 

6. jff (:r 2 + y 2 + :ry) d.r dy clz 

1.:nde 
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Rezolvare 

Domeniul V este porţiunea dintre sfera x 2 + y 2 + z2 = I şi e lipsoid 11l 

Dacă vom nota 

şi 

x2 y2 
- + - + z 2 = 1. 
4 9 

½ = {(x, y, z) E JR.3/x 2 + y2 + z2 ~ l} , 

IK'i 

atunci ½ U V = Vi ş i conform proprietăţii de aditivitate a integralei triple ca 

funcţie de domeniu, avem că 

ffl (x
2 + y2 + xy)dxdydz = 

= f/1, (x
2
+y

2
+ x y)dx dydz + f/1.<x

2
+y

2
+ x y)d:rrlydz. 

Deci 

//1.(J:2 + y2 + xy)d:i:dydz = 

= f/1., (:r2 + y2 + xy)dx dydz - j /l,<:r 2 + y2 + :i.:y)d:rdydz . 

Pent ru a calcula 

f/1.,(=i: 2 + .11
2 

+ ·.ry)d.rdyd:: 

vom utiliza transformarea de la coordonate sfPrire 11;e11crnli zate la coordon a tP 

cartezic11 <'. 

,{ y = 3psin (J sin <p 

z = pcvs 0 

. p ~ O.OE [O . 71"] -,:> E: _[U. 2ir ]. 
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Figura 9 

z 

3 y 

X 

Prin această. transformare domeniul Vi este dus pe domeniul V( Deoarece p1 $ 1, 

½' este ·definit de: 

şi 

{ 

O$ <p $ 2ir 

v:: O$ 8 $ ir 

0$p$1 

f /1, (x1 + y1 + xy)dxdydz = 

= /11: p2 sin
2
8(4 + 5 sin

2 
<p + 6sin Cţ)COS<p) Iz~;:::;~ I dpd8d<p = 

= 1
2

" (1" (1' 6p4 sin3 8( 4 + 5 sin2 
<p + 6 sin <p cos <p) dp) d8) dcp = 

= 1
1

" (1"~ sin3 8(4+5sin1 cp+6sin<pcoscp)d8) dcp= 
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Pentru a calcul a. 

fff_ (.r 2 + y2 + ,ry)d.r dydz 
1111 , 

vom ut.ili za transformarea de la coordon a.t.e sferi ce la coordonate cart.ezie 11 t>. 

{ 

.r = psm O co.s <p 

T : y = psin 0 sin cp 

z = pcos O 

, p 2': O, 0 E [O , ir] cp E [O, 2ir], 

Prin această transformare domeniul Vi este dus pe domeniul v;, Deoarece p2 :S: l , 

Vf este definit de: 

{ 

O :S: cp :S: 2ir 

v;: o :s: o :s: 1r 

O :S: fi :S: I 

şi 

1
2

• ( 1.• I ) = ~si11 3 0( l+ .si 11 cpco.scp )dO dy= 
o . o ;J 

l 12• . 1.• . . ., I -I = - (I+ Sm'f)COS <.p )dcp · (.-111 O- s 111 Orn.s· O) d{I = ;: · ·>rr · -
,5 o . o ') - :i . 

De,i 

~ir 1 1 :JI2rr 81r :lOt ir 
(:r + y + .ry)d.rtfy d: = -

0
- - -:- = -

0
-, 

1. 1., t a 1., 
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7. j j [ z f :r 2 + u1rlnly dz 

unde 

V= {(x , y, z) E R 1 /x 2 + y2 $ 2y,x ~ O şi O$ z $ I}. 

Rezolvare 

Prin transformarea de la coordonate cilindrice la coordonate carteziene 

{ 

x=pcosO 

T: y = psinO 

z=z 

, p ~ O,(} E !0,2ir],z E IR 

domeniul V este dus pc domeniul V' . 

Deoarece 

rezultă că 

{ 

p2 $ 2psin (} 

pcosO ~ O 

0$z$1 

V': O<(}<~ . 
{ 

0$z$1 

O~p~;sinO 

Funcţia J : V ---+ IR, f(:r. , y,z ) = z{ x1 +y1este continuă pe V şi conform 

teoremei 7.8, avem că 

J/1. z { x2 + y2)dx dy dz = 

= f fi z p2 I D( x' Y' z) I dp d(} dz = JJJv, D(p,O,z) 

{' (1t ( r2•in8 ) ) = Jo o Jo zp3dp d(} dz = 
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Figura 10 

z 

y 

unde 

Rezolvare 

Domeniul V est.e porţiunea dinlrP. suprafaţa conică z2 = .r2 + 1l.1/ ~i suprafaţa 

cilindrică x2 + 4y2 = 4. Proiecţia domeniului \/ pe pia.nul .r.Oy csl<' <lo111cni11I 
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Figur:i 1 J 

l 

i 
\ t (.r, !I) E /) 

<'. \l'//0/ ,I /. , . l\'/t. (: /i .\/.1. Tl/1/'I.I: 

f>poan•1·p f1111qiil<' ,p(.r ,y ) = -jT2 +~J2 şi 1/•(J:, y) = jx2 -t,n,2 s1111t, continue pe 

D, şi f1111r~ia J : V --+ Hl, f( :1' , y, z) = jx1 + 4y2 este conti1111ă, nmfon11 teoremei 

7.6 a.vem d1 

hif, 2 2 = 2(.r + 4y )d:1:dy. 
fJ ' 

1'<'111 r11 a mimi a i11t.q~rnla duhlii vo111 utiliza tra11sforn1a.1Ta de la c-oordonat.c polare 
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genera.lizate la coordonate carteziene, 

{ 

x = 2pcos9 
T: 

y = psin9 
, p;::: 0,9 E [0,2irJ 

Deoarece 4p2 
· $ 4, domeniul D este dus prin transformarea T în domeniul D' 

d~finit de 

Deci 

D' · {O$p$1 

O$ 9 $ 2,r 

f f l J x2 + 4t,
2 

dx dy de = f JCY 2. 4p
2 I~~::;~ I dpd9 = 

= 1
1 (12

" 8p2.lpd8) dp = 1' 16p3dp 121r dl= 4 · 21r = 81r . 

9. fi l xyzdxdydz · 

unde 

V= {(x,y,z) E 11:3/9 $ x2 + y2 $ z2,0 $ z $ 5}. 

Rezolvare 

Conul x 2 + y2 = z2 intersectează cilindrul x 2 + y2 = 9 după curba 

{ 

,:2 + y2 = 9 r: 
z=3 

Domeniul V este porţiunea dintre cilindrul x 2 + y2 = 9, conul x 2 + y2 = z2 şi 

planul z = 5. Proiecţia domeniului V pe planul xOy este domeniul 

D = {(x,y) E E-3/9 $ x 2 + y2 ~ 25} . 

Orice paralelă la axa Oz prin punctele lui D intersecteează. frontiera domeniului 

V pe suprafaţa z = Jx2 + y2 şi z = 5. Deci V este simplu în raport cu axa Oz şi 
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este definit de 

Deoarece funcţiile cp(x,y) = Jx 2 -+ y2 şi ?j,(x,y) = 5 sunt continue pe TJ, şi 

cp(x,y) < ?j,(x,y) dacă (x,y) E /nt(D) şi funcţia/: V-+ R,/(x , y, z ) = xyz 

este continuă, putem aplica teorema 7.6.0ed 

fi[ xyzdxdydz = fl (f~xyzdz) dxdy = 

Figura 12 

y 

" 

Pentru a calcula integrala dublă vom utiliza transformarea de la coordonate polare 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



193 

la coordonate carteziene 

1' { 
x = pcos 9 

, p 2 0,9 E [0,2ir). 
y = psin 9 

Deoarece 9 ::; p2 ::; 25, domeniul D va fi dus prin transformareaT în domeniul D' 

definit de 

Deci 

f fi xyz dx dy dz = ~ _fl, p2 sin (J cos 9(25 - p2) I~~::;~ I dp d9 = 

= ~ 15 (1 2

" p3 sin9cos9(25-p2)d9) dp = 

1 /5 /21( 
= 2 }3 

p3(25 - p2)dp Jo sin9cos9d9 = O. 

S~ se calculeze volumul c~rpurilor materiale care ocup~ volumul V: 

10. Domeniul V este mărginit de suprafeţele 

x 2 + y2 = 4z, x 2 + y2 = 4x şi z = O. 

Rezolvare 

Domeniul V este simplu în raport cu Oz. Proiecţia domeniului V pi'! planul xOy 

este domeniul 

D = {(x,y) E JR.2/x 2 + y2 ::; ,tr}. 

Astfel domeniul V este definit de 

O< Z < r'+i,1 
- - 4 

(x,11) ED 
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Conform teoremei 7.fi a.vem că. 

!fi dxdyd, ~ fl (19" d,) Iii, :.2 + y 2 
dx dy = --

4
- d:1: dy . 

. . [) 

Deoarece 

D = {(x , y) E R.2/x2 + y2
-:; 4x} , 

vom utiliza transformarea de la coordonate polare la coordonate carteziene 

T { 

Figura 13 

z 

X 

Din p2 ,:; 4pcos 8 ,rezultă că 

x = pcos8 
, p ~ 0,8 E I0,2ir]. 

y = psin8 

y 

D' { 
- ,r 5 8 5 ir 

o-:;p54cos0 
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Deci 

V= {{ p2 ID(x,y)I dpd(} = 
]]0 , 4 D(p,8) 

!" (14 coa9 p3 ) = -dp d(} = 
-,r o 4 

= 16 cos (} d(} = 32 · - · - · - = 61r. 
/

" • 1r l 3 
-,r 2 2 4 

11. Domeniul V este milrginit de suprafetele 

x
2 + y2 + z2 = 4 şi :z? + y2 = 3z. 

Rezolvare 

Figura 14 

z 

X 

195 

Domeniul V este simplu în raport cu axa Oz. Paraboloidul x 2 + y2 = 3z inter• 

sectează sfera x 2 + y 2 + z2 = 4 după. curba 

{ 

z = l 
r· 

x2 + y2 = 3 
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Proiecţia. volumului V pe planul xOy este domeniul 

D = {(x , y) E R.2/x2 + y2 $ 3}. 

Deci 

{ 

.,•+11• < z < J4 - x2 - y2 
V . 3 - -. . 

(x ,y)ED 

Conform teoremei 7.6, a.vem că 

f /[ dx dy dz = f l ( 1:;z•-v• dz) dx dy = 

= fl J4-x2 -y2 - x
2

;
1l dxdy. 

Deoarece 

D = {(x,y) E B.1/x2 + y2 $ 3}, 

vom utiliza transformarea de la coordona.te polare la coordonate carteziene 

{ 

x=pcos8 
T: 

y = psin8 
, p:::: o.o E I0,2,r). 

Deoarece p2 $ 3,rezultă că 

Deci 

V = I l, ( J 4 - p2 
- ~) p dp d9 = 

= 1-13 (12

w (pJ4 - p2 
- ~) d8) dp = 

= 1-13 (pJ4 - p2 - ~

3

)- 2irdp = 

= 2,r (-~J(4 _ p2)3 _ p◄ )l-/3 = 2,r (! _ ~) = l7,r 
3 12 

0 
3 4 6 . 
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12. Sit se calculeze: a)masa 

b)coordonatele centrului de greutate 

c)momentul de inerţie în raport cu axa Oz 

197 

ale unui corp material de densitate dens(x,y,z) = z care ocupil domeniul 

Rezolvare 

Figura 15 

X 

V= {(x,y,z) E JR-3/x2 + y2 ~ a2 şi O~ z ~ y,a > O}. 

z 

Utilizând transformarea Je la coordonate cilindrice la coordonate carteziene .. 

{ 

x == pcos O 

T: y = psmO 

~ - ~ 

, p 2 0, 0 E [O, 2ir], z E Dl 

domeniul V este dus pc domeniul V'. 
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Oeoarecc 

{ 

p2 s (12 

OS z S psinO 

rezultă că 

V': { : : ; : : 

OS z S p.9in9 

Deoarece dens( x, y, z) = z este c funcţie conthnă, avem: 

a) 

h) 

xa = ~ f/1 xzd:tdydz = 

= ::4 f/1,(pco.90)z I~~:::::]! dpd9dz = 

16 {° ( f" ( rp•in9 ) ) 
= ira~ Jo Jo Jo z(/ cos 9) dz dO dp = 

161° 1 1" = -
4 

-p4dp cosOsir?OdO = 
ira O 2 0 

= ~ psl". sin391" =0 
,ra4 .'j o 3 o 
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Deci 

c) 

Ya = ! Jflyzdxdydz = 

= ~ fi{ (psinO)z ID(x,y,z)I dpdOdz = 
1ra4 JJJv, D(p, O, z) 

161" (1" (1pain9 ) ) = 1ra4 
0 0 0 

z(p2 sinO)dz d(} dp = 

161" (1" 1 ) = -
4 

-p4sin3 0d(} dp= 
,ra o o 2 

161" 1 1" = -
4 

-p4dp siri 0(1 - co.l O) dO = 
,ra O 2 o 

1 / {/ 2 16 {{ { 21 D( X' y' z) I 
za= M JJJv z dxdydz = 1ra4 JJJv, z D(p,O,z) dpd(}dz = 

161" (1" (1pain9 ) ) = ,ra◄ o o o z2pdz d(} dp= 

16 1• (1" l 4 
• 

3 
) = -

4 
. -p sm Od(} dp = 

,ra o o 3 

16 1• l 4 1" . 3 16a 4 64 
= ,ra4 

0 
;jP dp 

O 
sm· (} d(} = 15,r 3 = 45,r · 

G ( 
32a 64a) o, , . 
15,r 4-51T 

loz= J/l(x
2 + y2

)zdxdydz = f!l.lz I ~~:::::n dpdOdz = 

= 1• (1" (1P•inB zp3 dz) d(}) 1P. = 1• (l" ~p4 sin2 
(} d(}) dp = 

= -p4dp sin2 0d0=-·2·---=-. 1• 1 1" a5 
,r 1 ·a

5
,r 

o 2 · n~:-.: '_,:';; :· "". 10 2 2 20 

199 

Folosind formula Gauss-Ostrogradski să se calculeze următoarele inte­

grale: 
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13. fi x3 dydz + x 2ydzdx + x 1zdxdy, 

unde S = FrV, 

V= {(x , y,z) E R3/x2 + y2 :=:; a2 şi O:=:; z :=:; 1,a > O}. 

Rezolvare 

Figura 16 

z 

y 

X 

Deoarece S este o suprafaţă închisă., simpli'-, netedă pe porţiuni şi funcţiile 

P,Q,R: V--+ E,P(x,y,z) = x3 ,Q(x,y,z) = x 1y,R(x,y,z) = x 2z 

sunt de clasă. C 1 pe V, putem aplica formula lui Gauss-Ostrogradski. Deci 

Jfs x3 dydz + x 2ydzdx + x 1zdxdy = 
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= j j [ (3x
2 + x2 + x2

) dx dy dz = 5 fi[ x2 
d:t dy dz . 

Pentru a calcula integrala triplă vom utiliza transformarea de la coordonate cilin­

drice la coordonate carteziene, 

{ 

x=pcos8 

T: y = psm8 

z=z 

, p ~ 0,8 E [0,21r],z E JR 

care duce domeniul V pe domeniul V' 

Deci 

{

O<p<a 

V': O$ 8 $ 21r 

0$z$1 

f 1 :i:3 
dy dz + x 2

ydz dx + x 2 z dx dy = 

=5 fffv,/cos 2 81~~:::::?I dpd8dz = 

= 51
1 

(1h (1n p3cos
2

8dp) do) dz = 

11 11" ia ,r l a"' 5a4 =5 dz , cos2 8d8 p3dp=5·4 · - · - · -=-. 
o o o 224 4 

14. /1 x3 y2 dydz +x2 y3 dzdx + 3z dxdy, 

unde S = FrV, 

V= {(x,y, z ) E IR3 /x 2 + y2 $ z $ 6- x 2 -y2 }. 

Rezolvare 

Deoarece S este o suprafaţă închisă, simplă, netedă pc porţi1111i ~i fun cţiile 

P, Q, R :V ---+ JR, P(x, y, z) = x3y2 , (J(:r , y , z) = x 2y3
, R( x, y , z ) = 3z 
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sunt, de cl asă C 1 pe V , putem apli ca formula l11i Gauss-Ost rop;rndski. Orei 

= fi[ (!:(x,y ,z)+ ~~( x ,y,z )+ ~:(x, y, z )) d:r.dydz = 

= fi[ (3x2y2 + 3:,:2y2 + 3) dx dy dz. 

Figura 17 

z 

y 

X 

Cei doi paraboloizi se intersectează după curba 

r: { x 2 + y2 = 3 

z= 3 

Proiecţia domeniului \' pc planul xOy este domeniul 
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Domeniul V este simplu în raport cu axa Oz şi este definit de 

{ 

x2 +·y2 < z < 6 - x2 - y2 
V . - -. . 

(x,y)ED 

Deci 

Jfs x 3 y2 dy dz +- x 2y3 dz dx + 3z dx dy = 

= Jl (1::::-y2 (6x
2
y

2 +3)dz) dxdy=6 Jl(2x
2
y

2
+1)(3-x

2
-y

2
)rlxdy. 

Pentru a calcula integrala dublă utilizăm transformarea de la coordonate polare 

la. coordona.te carteziene, 

T { 
x = pcos9 

, p 2: O,(} E I0,2,r] 
y = psin9 

Prin acea.stă transformare domeniul D este dus pc domeniul D', 

Deci 

IY { 
o::;psv'J 

OS 8 S 2,r 

Jfs x 3y2 dy dz + x 2y3 dz dx + 3z dx dy = 

= 6 Jl,(2p4 cos
2 

8 sin
2 

(} + 1)(3 - µ2) I~~:::; I dpd8 = 

= 61~ (12

" (2µ4 cos
2 8 sin2 8 + I) (3p - p

3
) d8) dp = 

= 61../3(3p - µ3) [2i,41
2

\sin2 8 - sin4 8)d8 + 2,r] dp = 

= 6 f../3(3p - µ3) [sp4 (~. ~ - ~ · ~ · ~) + 21r] dp = lo 2 2 2 2 4 

f../3 
=3,r Jo (3/-/ +12p-4p3)dp= 
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(
3 6 1 8 12 2 4 ◄) 1,/:3 = 3ir t/ - gP + 2P - 4P o = 

= 3ir (! · 27 -
81 + 18 - 9) = 3ir 

25 = 75
ir . 

2 8 2 2 

Probleme propuse. 
Sl se calculeze următoarele integrale triple pe fiecare din volumele pre­

cizate: 

1. fi[ xdxdydz, 

{ 

2x + 311 - 6z $ 6 
Vi. ; 

x~o,y~o,2~0 

3. fj[Jx 2 +y2 dxdydz, 
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x2 + y2 + z2 $ 9 

z$0 

205 
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Capitolul 8 

Integrale de suprafaţă 
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8.1 În raport cu elementul de suprafaţă. 

Teorie. 
Fie D E JR2 un domeniu compact din Df care are arie şi suprafaţa S dată parametric 

{ 

x=J(u,v) 

S: y = g(u,v) 

z = h(u,v) 

f,g,h E C 1(D) sau vectorial 

S: f = r(u, v) = /(u, v)t + g(u, v)] + h(u, v)k; (u, v) ED. 

Suprafaţa S se numeşte simplă dacă din 

rezultă că 

Suprafaţa S se numeşte netedă dacă !Iru x r„11 > O pentru orice (u,v) ED, unde 

şi 

Fie ( «o, vo) E D. 

Aria paralelogramului curbiliniu ABC D de pc suprafaţa S se aproximează cu aria par­

alelogramului construit pc vectorii du fu şi ,fo f.,, 

aria(ABCD):::::: !Iru x r„lldudv . 
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Definiţia 8.1 Prin aria suprafeţei S înţelegem numărul 

fl !Iru X fv lldudv. 

Notăm 

a,·ia(S) = j fv 11r„ x fvll du dv. 

Figura 1 

Vo 

llo u y 

X 

Teorema 8.2 Aria unei suprafeţe simple, netede nu depinde de paramctrizarca aleasă. 

Definiţia 8.3 Forma diferenţială 

du = llr„ x fvlldu dv 

se numeşte· clementul de arie al supra/ cţci S. 

8.4 Observaţii. 

a) Dacă notăm cu 

(
81)

2 (a )2 ·(ah) 2 

E = f., . fu= 8u + a! + 8u 
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210 CAPITOLUL 8. INTEGHALE DE SUPHAPJ\TĂ 

_ _ âf âf âg 8g âh âh 
F = ru · rv = - · - + - · - + - · -

8u 8v 8u âv 8u âv 

A= D(g,h)_ B = D(h,f)_C = D(f,g)_ 
D(u, v)' D(u, v)' D(u, v)' 

avem că 

lif u x i'v li = JEG - F2 = J A 2 + B 2 + c 2. 

Deci 

du= JEG - F2dudv = J A2 + B 2 + C2dudv . 

b) Dacă supraf aJa S este definită de ecuaţia 

z = f(x , y) , f E C1(D), D ~ JR2 

punând 

{ 

X= tl 

S; y = V 

z=f(u, 11), (u,11)ED 

avem că 

E = l + p2 ; F = pq; G = I + q2; A = - p; B = -q ; C = I , 

unde 

Deci 

,fo= Jp2+q2 + ldirly . 
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Definiţia 8.5 Fie J) E m2
, domeniu compacl c11 orir. S n .rnprnfn(ă simplă. 11r:lrdă 

dată parametric 

G ~ Df un domeniu, 

şi F : G ---+ IR. 

s { 

x = f(u,v) 

y = g(u,v) 

z = h(u,v), f,g,h E C'(D) , 

{(f(u,u),g(u,v),h(u,v))l(u,v) ED}~ G 

Fie 6 = ( D 1, D2 , • •• , Dn) o diviziune a domeniului D , 

11611 = ţnax{aria(D;)}. 
i=l ,n 

Fiecărui domeniu compact D; îi corespunde porţiunea S; din suprafaţa S . Alegem în 

fiecare D; câte un punct ( tt;, v;) oarecare. Notăm cu 

şi 
n 

Spunem că funcţia F este integrabilă pc suprafaţa S dacă există I E JR cu proprietatea 

că 

Yc > O. 36(c) > O astfel încât 'r/6,. diviziune c11 11611 < 6(c) şi 

Y(u;,v;) E D;,i = l,n, s11 avem li - E6(F,(;,71;,(;)I < t. 

Vom nota 

I=![ F(,c,y, z )d<1. 
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212 CAPITOLUL 8. INTEGRALE DE SUPRAFAŢĂ 

Teorema 8.6 {de reducere a unei integrale de suprafaţă în raport rn elemenllll dF 

suprafaJă la o integrală dublă.) 

Dacă D ~ JR,2 , domeniu compact cu arie, S o su praf aţă simplă, netedă, 

{ 

x=f(u,v) 

S: y = g(u,v) 

z=h(u,v), f,g,hEC 1(D), 

G ~ E: un domeniu, astfel încât 

{(f(u,v),g(u,v),h(u,v))l(u,v) ED}~ G 

şi F : G --+ IR continuă, atunci F este integrabilă pe suprafaţa S şi 

Jfs F(x,y,z)du = JL F(f(u,v),g(u,v),h(u,v))llru x r„lldudv. 

8. 7 ProprieU.ţi ale integralei de suprafaţll în raport cu elementul de supra­

faţK. 

a} Dacă funcţiile F şi G sunt integrabile pe suprafaţa S şi o, /3 E JR, atunci funcţia 

o.F + {3G este integrabilă pe suprafaţa S şi 

Jfs(aF + f3G).~x,y,z)du =o.Jfs F(x,y,z)du + f3 Jfs G(x,y,z)du. 

b} Dacă suprafeţele S 1 şi S2 sunt juxtapozabile şi F o funcţie integrabilă pe supra/ aJa 

S = S 1 U Si, atunci funcţia F este integrabilă pe suprafeţele S 1 şi S1 şi mai mult 

Jfs F(x,y,z)du = Jfs. F(x,y,z)du + Jl F(x,y,z)du. 

8.8 A plicatii Fie S o supra/ aJă materială şi p( x, y, z) densitatea suprafeţei În punctul 

(x,y,z). 

a}Masa suprafeţei este dată de egalitatea 

M = Jfsp(x,y,z)du. 
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b}Coordonatele centrului de grwtate sunt date de egalitătile: 

xa =!fi xp(x,y,z)du 

Yo = ! fiyp(x;y,z)du 

za=! fi zp(x,y,z)du. 

c)Momentele de inerţie sunt date de cgalităJile 

Io= fi(x 2 +y2 +z2 )p(x,y,z)du 

Io.,= fi(y 2 +z2 )p(x,y,z)du 

lov = fi(x 2 + z2 )p(x,y,z)du 

Io,= fi(x 2 +y2 )p(x,y,z)du 

lxov = fi z2p(x,y,z)du 

Ixo,= fiy 2p(x,y,z)du 

Iyoz = fi x2p(x,y,z)du. 

Probleme rezolvate. 
Sl se calculeze 

1. fi(x - 3z)du,S = {(x,y,z) E Fix+ 2y + 3z = 6,x ~ 0,y ~ 0,z ~ O} 

Rezolvare. 

Suprafaţa S ~stc porţiunea din planul x+2y+3z = 6 situată în cadranul J. Atunci 

1 2 
S: z = 2- 3x - 3y,(x,y) ED 
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214 CAPITOLUL 8. INTEGRALE DP, SUPRAFAŢ1\ 

unde D = {(x,y) E R 2 lx + 2y ~ 6,x ~ 0,y ~ O} este proiecţia suprafeţ()i S' pc 

planul xOy. 

Figura 2 

z 

3 

B y 

X 

Avem că 

az 1 âz 2 
p- - - --,q- - - --, 

ax 3 ây 3 
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şi deci 

v'14 d(J = Jp2 + q2 + ldx dy = 3 dx dy . 

Deoarece funcţia F: IR.3 --+ JR , F(x,y ,z ) = x - 3z este continuă pe D{' şi 

suprafaţa S este simplă şi netedă, din teorema de reducere a unei integrale de 

suprafaţă în raport cu clementul de suprafaţa la o integrală dublă avem că 

Figura 3 

y 

3 

X 

2v'î4 11 2v'i4 r ( r-211 ) = -3-}Jv(y-3)dxdy= -3-}o Jo (y-3)dx dy= 

2vÎ4 13 16-2y 4vÎ413 
= -- (y - 3)x dy = --- · (y - 3) 2dy = 

3 o O 3 o 

4vÎ4 (y - 3)313 r.-7 = --
3

-
3 

= 12v 14. 
o 

2. jfs(xy + yz + zx)d(J,S = {(x,y,z) E Dflz = Jx2 + y2,x2 + y2 ~ 2x} 

Rezolvare. 

Suprafaţa S este porţiunea din conul z = Jx 2 + y2 situată în interiorul cilindrului 

x2 + y 2 ~ 2x. 
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216 CAPITOLUL 8. INTEGRAT, E DE SUPRA PATĂ 

Figura 4 

z 

... .., y 

X 

Atunci S : z = Jx2 + y2, (x, y) E D, unde D = {(x, y) E JR3j x2 + y2 $ 2x} esf.f' 

proiecţia suprafeţei S pc planul xOy. J\vcm că 

âz x âz y 
p--- ·q---

- âx - Jx2+y2' - ây - Jx2+y1 

şi deci 

du= Jp2 + q2 + Jd:r.dy = V2dxdy . 

Deoarece funcţia F: JR3 --+ IR, F(x , y, z) = xy+yz+ zx este continuă şi suprafaţa 

S este netedă şi simplă, din teorema de reducere la o integrală dublă a integralei 

de suprafaţă în raport cu clementul de suprafaţă, avem 

///~Y + yz + zx)du = /L[xy + (x + y)Jx2 + y2]V2dxdy 

Pentru a calcula integrala dublă vom trece de la coordonatele carteziene la coor­

donatele polare. 

{ 

x=rcosO 

y = rsinO 
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Figura 5 

Deci 

D-+ D' = { (,·,O) Ir E [0,2cos0),0 E [-i, i]} 
D(x,y) 

dxdy = D(r,O) drdO = rdrdO. 

y 

X 

11 ( {2co•9 ) =V2 -f Jo [r 2 cos0sin0+r2(cos0+sin8))rdr dO= 

j lt 412coal 
=V2 : (cosOsinO+cosO+sin9)~ . dO= 

-, 4 o 
I w 

= 4,.fj,1: (cos5 O sin O+ cos5 0 + sin0cos4 0) dO = -, 
= 8V21f cos5 OdO = 8V21f (1 - sin2 8)

2 
cosOdO = 

= s,/i, ( 1 _ 2 + 1) = 16vri 
3 5 15 . 

3. jfs(x + y + z/du,S = {(x,y,z) E R3 lx2 +y2 + z2 = a2,z ~ O} 

Rezolvare. 

217 
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218 CAPITOLUL 8. INTEGRAU;; DE SUPH,\FA'fi\ 

Suprafaţa S este por\iunea din sfera de centru 0(0, O, O) şi rază. o. 

situată în scmispaţiul z ~ O. 

Figura 6 

z 

a 

X 

Pc S putem considera următoarea paramctr_izarc: 

x = acosusinv 

y = asinusniv 

z=acosv, uE[0,2,r),vE [O,f]. 

Atunci 

A= D(y,z) = a co.911 sin v a sinu cos v 
2 · 2 = - a cos11 sin v 

D(u, u) o -a 3111 V 

B = D(z,x) = o -a sin v 
2 · · 2 = - a sinu sin v 

D(u, v) -a sinu sin 11 a cos u cu.s v 
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D(:i: ·11) c- __ ,_.~_ -
- D(u,v) -

- -n. s1.n 11 .s111. v n. cos II co.s 1• 

a cos 11 sin v a sm. 11 cos v 
== - a 2 8nt t· co.~ t·. 

şi deci 

du= J A2 + B2 + C 2dudv = a 2 .~invdudv. 

Deoarece funcţia F: IR3--+ IR, F(x,y, z ) = x + y + z este continuă şi suprafaţa 

S este netedă şi simplă, din teorema de reducere la o integrală dublă a integralei 

de suprafaţă în raport cu elementul de suprafaţă, avem 

121, (li (acosusinv + asinttsinv + acosv)a2 sinvdv) du= 

/2" ( 7r 1 7r 1 1) = a 3 Jo cos 11 • 2 • 2 + sin tt • 2 • 2 + 2 du = 

3 (11' 11' 1 ) 3 = a 4 · O + 4 · O + 2 • 211' = 7ra . 

Să se calculeze aria următoarelor suprafeţe: 

4. S={(x,y,z)EJR3jx2 +y2 +z2 =a2
,}, 

unde a E IR+· 
Rezolvare. 

Suprafaţa S cst.c sfera cu centrul în 0(0, O, O) şi rază a. 

Pe S putem considera parametrizarea: 

s { 

x = acosusinv 

y = a sinu sin v 

z = a cos v, u E (O, 211'], v E [O, 7r]. 
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220 CAPITOLUL 8. INTEGRALE DE SUPRAFAŢĂ 

Atunci 

A 
D(y,z) 2 . 2 = --- = -a cosusin v 
D(u, v) 

B 
D(z,x) 2 . . 2 = --- = -a sinu sin v 
D(u, v) 

D(x,y) 2 • 
C =--·-=-a sinvcosv, 

D(u,v) . 

şi deci 

du= a2 sinvdudv. 

/2" /" = a2 Jo d~ · Jo sin v dv= 41ra
2

• 

Figura 7 

z 

a 

X 

5. S= {(x,y,z) E JR3ix2 +l = a2,0 ~ z ~ h}, 

unde a E IR+, h E IR+.· 
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Rezolvare. 

Figura 8 

z 

y 

X 

Suprafaţa S este porţiunea din suprafaţa cilindrică x 1 + y1 = a2 situatl între 

planele z = O şi z = h. 

Pe suprafaţa S putem considera paramettizarea: 

{ 

x=acosu 

S : y=asinu 

z = v ,u E [0,21r],v E [O,h]. 

Atunci 

A= D(y,z) = acosu o = aeosu 
D(u, v) o 1 

B = D(z,x) = o 1 = asinu 
D(u, v) -asinu o 
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şi deci 

CAPITOLUL 8. INTEGRALEJ)E SUPRA.FAŢĂ 

a cos u O 

- asinu O 
= o, 

du==,/ A2 + B 2 + C2dudv = adu dv. 

aria(S) = Jfs du= fo2

" (1h adv) du= 21rha. 

6. S = {( x, y, z) E JR3 iz = J x 2 + y2, O ::; z ::; h}, 

unde h E R~. 

Rezolvare. 

Figura 9 

z 

y 

X 

Suprafaţa S este porţiunea din suprafaţa conică z = J x2 + y2 sit.uată între planele 

z = O şi z = h. 
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7. 

Pe suprafaţa S putem considera parametrizarea: 

{ 

x=vcosu 

S: y=vs;nu 

z = v ,u E [o,·21r],v E [O,h]. 

Atunci 

A= D(y,z) = vcosu sinu 
= vcosu 

D(u,v) o 1 

B = D(z,x) = o 1 
= vsinu 

D(u, v) 

şi deci 

unde a,b,cE R~ . 

Rezolvare. 

C = D(x,y) = 
D(u, v) 

-vsinu cosu 

-vsmu cosu 

vcosu sinu 
= -v, 

du = J A2 + B 2 + C 2du dv = ~v du dv. 

Suprafaţa S este porţiunea din paraboloidul z = fa- + ' situată în interiorul 

cilindrului ~ +' :5 c2
• Atunci 

âz x âz y 
p=-=-;q=-=-

âx a · ây b 

şi 

d<1 = J p2 + q2 + I dx dy = 
x2 y2 
a2 + Ir +Idxdy. 
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Proiecţia suprafeţei pe planul xOy este domeniul 

Prin urmare 

aria(S) = f 1 du= f l 
Figura 10 

y 

X 

Trecând de la coordonate carteziene la coordonate polare generalizate 

{ 

x = acrcos8 

y = bcrsin8 

dxdy = abc1r dr dO 

D-+ D' = {(r,O) Ir E [O, l],O E [O, 2,r]} 

Deci 

,,, ·. 
·.1• 
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8. Să se calculeze: 

a)masa 

b )coordonatele centrului de grreutate 

c)momentul de inerţie în raport cu planul xOy 

pentru suprafaţa materială 

S = {( x, y, z) E E.3 I 2z = J x2 + y2 , O $ z $ I , x 2'. O, y 2'. O}, 

cu densitatea p(x, y , z) = x. 

Rezolvare. 

Figura 11 

z 

y 

22.5 

Suprafa~a S este o por~iune din suprafaţa conică z = ½Jx2 + y2 situată între 

planele z = O, z = 1, x = O, y = O. Proiecţia suprafeţei S pe planul xOy este 

domeniul 

D = {(x,y) E JR.2 I x2 + y2 $ 4,x 2'. O,y 2'. O}, 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



226 CAPITOLUL 8. INTEGRALE DE SUPRAFAŢĂ 

iar elementul de suprafaţă 

du= Jp2 + q2 + ldxdy = 
x2 y2 J5 

( 2 2)+ ( 2 2 )+1dxdy=-2 dxdi• . 4x+y 4x+y 

Prin trecerea de la coordonate carteziene la coordonate polare 

{ 
x=rcosO 
y = rsinO 

domeniul 

D-+ D' = { (r ,O) Ir E [0,2],0 E [o, i]} . 

a) 

M = j 1 p(x , y, z) du = j 1 x du = j L x 1 dx dy = 

= 11
2 

(1\cosO·rdO) dr= 1 • ~ = 
4f. 

b) 

xa = ! /1 xp(x,y,z)du = ! /1 x
2

du. 

Dar 

J5 16 ir l J5 
--·- · -·---ir. 

2 4 2 2 2 

Deci 
3 J5 3 

XG = - ·-ir= -ir . 
4J5 2 8 

" Yo ".' ! f1yp(x,y,z)du = ! /1 xyda. 
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Dar 

Deci 

Dar 

Deci 

c) 

Jfs xy du = f l xy ~ dx dy = ~ 12 

( 1 \ 2 
co8 O 8i n O · r dO) dr = 

v'5 16 1 
= 2 . T . 2 = v"5. 

Ya = _J_ · J5 = ~-
4\1'5 4 

za=~ Jfs zp(x,y,z)du =~Jfs xzdu. 

v'5 16 = - . - . 1 :i:: v's. 
4 4 

227 
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8.2 Integrale de suprafaţă în raport cu coordona-

tele 

Teorie 

Definiţia 8.9 Fie S o suprafaţă netedă simplă dată parametric prin 

·{x=f(u,v) 

S: y=g(u,v) 

z = h(u,v) 

f, g, h E C1{D), D ~ JR2 domeniu compact cu arie sau vectorial 

S: f = f(u, v) = f(u, v), + g(u, v)] + h(u, v)k; (u, v) ED. 

Fie M' ( u, v) E D şi M ( x, y, z) punctul corespunzător de pe suprafaţa S. În punctul 

M există doi versori normali la suprafaţa S, anume ±nM = 
11
~,x~•u- Suprafa1a S se 
ruXrv .t 

numeşte suprafaţă orientabilă sau suprafaţă cu două feţe dacă aplicaţia S --> V3 care 

asociază fiecărui punct .M de pe suprafaţa S unul din vectorii ±nM este continuă. 

8.10 Observaţie. 

1. Dacă S este o su praf aţă orientabilă, atunci aplicaţia S ----> { -1, l } care asociază 

oricărui punct de pc suprafaJa S valoarea 1 sau - 1 este continuă. Deoarece S este 

o mulţime conexă a lui m:1, această aplicaţie este constantă, adică oricărui punct 

·~ .(l,f de pe suprafaţa S îi asociem vectorul flM sau oricărui punct A{ de pe „'lupra/aJa 

S îi asociem vectorul - nM. 

2. Dacă S este o supra/ aţă orientabilă şi normala într-un punct la su praf aţă face un 

unghi ascuţit cu axa Qz spunem că S este orientată pozitiv. 
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Dacă normala într-un punct la suprafaţa S face un unghi obtuz cu axa Oz spunem 

că S este orientată negativ. 

9. Orice suprafaţă netedă simplă este orientabilă. 

Definiţia 8.11 Fie S o suprafaţă netedă simplă definită parametric prin 

{ 

x = f(u,v) 

S: y = g(u,v) 

z = h(u,v) 

f,g, h E C1 (D), D ~ R.1 domeniu. compact cu arie, G ~ R3 domeniu astfel încât 

{(f(u,v),g(u,v),h(u,v))l(u,v) ED} S":; G 

şi funcţiile continue P, Q, R : G - R. Să presupuriem că pe su.praf aţa S am ales 

orientarea dată de 

Integrala funcţiei vectoriale 

V(x,y,z) = P(x,y,z)a + Q(x,y,z)] + R(x,y,z)k 

pe suprafaţa S sau integrala de suprafaJă În raport cu. coordonatele, pe care o notăm cu. 

f L P(x,y,z)dydz + Q(x,y,z)dzdx + R(x,y,z)dxdy 

se defineşte prin egalitatea 

JL P(x,y,z)dydz + Q(x,y,z)dzdx + R(x,y,z)dxdy = JL (V· n)du. 

8.12 CALCULUL INTEGRALEI DE SUPRAFAŢĂ ÎN RAPORT CU 

COORDONATELE. 
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Fie S o suprafaJă simplă netedă definită parametric prin 

{ 

x=f(u,v) 

S: y=g(u,v) 

z = h(u,v) 

f,g;h E C1(D),D ~ JR.2 domeniu compact cu arie, G ~ JR:3 domeniu astfel încât 

{(f(u,v),g(u,v),h(u,v))l(u,v) ED}~ G 

şi funcţiile continue P, Q, R : G --+ JR. 

Dacă pe suprafaţa S alegem orientarea dată de 

atunci 

_ fu x f., , I (A-, B-, Ck-) 
n = --- '= --;:::===== i + · + !Iru X r„11 ' ✓ A2 + n2 + c2 J ' 

Jfs P(x,y,z)dydz + Q(x,y,z)dzdx + R(:r.,y,z)dxdy = 

= J L [P(f(u, v),g(u, v ), h(1.1, v))A + Q(f(u, v), g(u, v), h(u, v ))B+ 

+R(f(u, v), g(u, v), h(u, v))C] du dv. 

Dacă pc S alcgr,m orientarea dată dr, 

atunci 

unde 

Jfs P(:c,y,z)dyrlz + Q(x,y,z)dzdx + R(x,y,z)dxdy = 

= - J L [P(f(u, v),g(u, v), h(u, v))A + Q(J(u, v),g(u, v), h(u, v))B+ 

+R(f(u, v),g(tt, v), h(u, u))C] du dv . 
• i) ,"'"ît) •. 

A= ·Dţr~ j h,)<:B= D(h,f),C= D(f,g)_ 
. D(u, v) D(u, v) D(u, v) 
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În cazul î~ care suprafaţa S este defin ită de ecuaţia 

z = f(x,y),f E C1(D), D <;;; /R2 

domeniu compact cu arie, dacă pe S alegem orientarea pozitivă 

(n= r+~2+1(-PJ - q]+k)) 

fi P(x,y,z)dydz + Q(x,y, z )dzdx + R(x ,y, z)dxdy = 

= fl[P(x,y , f(x,y))(-p) + Q(x,y,J(x , y))(-q) + R(x , y,f(x , y))]dxdy, 

iar dacă pe S alegem orientarea negativă 

fi P(x,y ;z)dydz + Q(x,y,z)dzdx + R(x,y, z )dxdy = 

= f l [P(x , y,f(x, y))p + Q(x, y, f(x, y))q - R(x, y, f(x, y))] dx dy, 

unde 

8/ 8/ 
p= 8x(x,y),q= ây(x,y). 

8.13 Aplicaţii Fie 

V(x,y,z) = P(x, y,z)a +Q(x,y,z)] + R(x,y,z)k . 

un câmp vectorial continuu pe deschisul G <;;; l?:1 , S o suprafaţă simplă netedă, definită 

prin 

{ 

x = f(u,v) 

S: y = g(u,v) 

z = h(u,v) 

f,g,h E C1(D),D <;;; R.2 domeniu compact cu arie, astfel Încât 

{(f(u,v),g(u,v) , h(u,v)) I (u,v) ED}<;;; G. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



232 CAPITOLUL 8. INTEGRALE DE SUPRAF'AŢ'Ă 

Pe S alegem orienta rea dată de 

Se numeşte fluxul câmpului V prin S, integrala de suprafaJă 

~s(V) = jfsW · n)du = 

= Jfs P(x,y, z) dydz + Q(x, y,z)dzdx + R(x, y, z) dx dy. 

Probleme rezolvate. 
Să se calculeze următoarele integrale de suprafaţă în raport cu coordonatele. 

1. / 1s x dy dz + y dz dx + z dx dy 

pe fata exterioară a suprafeţei sferice x 2 + y2 + z 2 = a2
, a E JR~ . 

Rezolvare. 

Pc suprafaţa S putem considera paramctrizarca 

{ 

x = acosusinv 

S i y = asinusinv 

z = acosv u E [0,21r],v E [0,1r] 

Suprafaţa S este netedă, simplă şi versorul normalei la suprafaţa S în punctul M 

este dat de . 

·unde 

1 - - -
nM = --;=====(Ai+ Bj + Ck), 

✓A2 +B2 +c2 

A 
D(y,z) 2 . 2 

= --- = -a cosusin v 
D(u, v) 

D(z,x) 2 • • 2 
B = --- = -a sinu sin v 

D(u,v) 
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2. 

Figura 1 

C 
D(x,y) 2 . = -(--) = -a cos u sinu. 
D u,u 

z 

y 

În punctul M1 (O, a, O), avem că nM, = -] . Deci pentru a calcula integrala pe faţa 

exterioară a suprafeţei S, vom considera pe S orientarea da.tă de-nM. 

Deoarece funcţiile P, Q, R: lf ---t R 

P(x,y,z) = x,Q(x,y,z) = y,R(x,y,z) = z 

sunt continue avem că 

Jfs xdydz +ydzdx +zdxdy = 

= -12

" (1" (-a3cos2u sin3u - a3sin2usin3u - a3cos2u sinu )dv) du = 

= a312

" (1" sinvdv) du= 4,ra3
• 

hifs 
dy dz dz dx dz dy --+--+--

s ax by cz 
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pe faţa exterioarli a elipsoidului 

x2 y2 z2 • 
1 + n + 2 = 1, a,b,c E R+· 
a cr c 

Rezolvare. 

Pc suprafaţa S considerăm pa.ramctrizarca 

{ 

x = a cos u sin v 

S : y = ~sinu sin v 

z = ccosv u E [0,21r],v E [0,1r] 

Figura 2 

z 

y 

X 

Suprafaţa S este netedă, simplă şi versorul normalei în punctul M la suprafaţa S 

:. este 

unde 

A= D(y, z) = -bccos u sin2v 
D(u,v) 
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D(z,x) . . 2 
B = D(u, v) = -acsm u sm v 

C 
D(x , y) b . = -(--) = -a cos v sin v. 
D u,v 

În punctul M0 (0, b, O) , avem că nMo = -] . Pentru a calcula integrala pe faţa 

· exterioară a elipsoidului, pe S vom lua orientarea dată de - nM, 

Deoarece funcţiile P, Q, R : /R*3 --+ IR 

1 1 1 
P(x,y,z) = -,Q(x,y,z) = -b,R(x,y,z) = -

xa y zc 

sunt continue pe R,*3 avem că 

h~ (-bccosusin2 v -acsinusin2 v -abc.osvsinv) d ·d = - ------ + ------ + ----- U V= 
0 a 2 rosu sin v b2 sinu sin v c2 cos v 

(
bc ac ab) {2" ( {" . ) b32 + a32 + a3b3 

= a2 + b2 + c2 Jo Jo smvdv du= a2b2c2 4,r. 

3. Jfs xdydz +ydzdx +zdxdy 

pe faţa exterioară a suprafeţei 

S = {(x,y,z) E JR3lx2 + y2 = a2,-b $ z $ b},a,b E F+· 

Rezolvare. 

Suprafaţa S este suprafaţa cilindrică situată între planele z = 2b şi z = b. 

Pe suprafaţa S considerăm parametrizarea 

{ 

x=acosu 

S : y = asinu 

z = v u E [0,2ir],v E [-b,b] 
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Figura 3 

z 

h 

y 

Suprafaţa S este o suprafaţă simplă, netedă şi 

unde 

1 - - -
fiM =--;=====(Ai+ Bj + Ck), 

✓A2 +B2+ c2 

A= D(y,z) = acosu 
D(u,v) 

B 
D(z,x) . = --- =asinu 
D(u,v) 

C = D(x,y) = O. 
D(u,v) 

În punctul M1 (0,a,O), fiM, = J. Deci pe suprafaţa S considerăm orientarea dată 

de fiM , 

Deoarece funcţiile P, Q, R : /R:3 --+ R 

• P(x,y,z) = x,Q(x,y,z) = y,R(x,y,z) = z 

sunt continue avem că 
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= . Jfv (a2 cos2 u +a2 sin2 u + v • O) dudv = fo
2

"" ([: a2 dv) du= 4,r b. 

4. jfs(y-z)dydz +(z-x)dzdx +(x-y)dxdy 

pe fata interioarl a suprafeţei conice z = J x2 + y2 situatii între planele 

z = hi, z = h-,, O < hi < h-,. 

Rezolvare. 

Figura 4 

Suprafaţa S este o suprafaţă netedă; simplă, şi versorul normalei în punctul M 

este 

1 - - - 1 ( X - 1/ - -) fiM = --;====(-pi- qj + k) = - -~==i- ~"'===i + k J p2 + q2 + 1 J2 J x2 + y2 J x2 + y2 

unde 
âz x âz y 

p--- ·q---
- âx - J x2 + y2' - f}y - J x2 + y2 · 

Pentru a calcula integrala pe faţa interioară a suprafeţei conice S vom considera 
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. orientarea dată de nM. Deoarece funcţiile P, Q, R: lf--+ R 

P(x,y,z) = y - z,Q(x,y,z) = z - z, R(x,y,z) = z - y 

sunt centinue avem el 

JL(y- z)dydz + (z-x)dzdx + (x -y)dxdy = 

+( Jx2 + y2 
- x) ( ·~) + (x -y)] dxdy = 

x2 + y2 

= fl (2x - 2y)dxdy , 

unde 

Pentru a calcula integrala dublă vom trece de la coordonate carteziene la coor­

doonate polare. 

Atunci 

{ 

x=rcos8 

y = asin8 

112 ( /2" . ) 
fl(2x-2y)dxdy=21, Jo (rcos8-rsin8)d8 dr= 

1112 12" = 2 r 2 dr . ( cos 8 - sin 8) d8 = O. 
111 . O 
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5. fi xzdydz +yz dzdx +(x2 +y2 )dxdy 

pe fata ~terioarl a porţiunii din paraboloidul z = x2 + y2 situatl th 

interiorul cilindrului · x2 + y2 = I. 

Rezolvare. 

Figura 5 

z 

11M 
y 

Suprafaţa S este netedă, simplă, şi versorul normalei în punctul 

M la suprafaţă este dat de 

1 - , - 1 ( ., - -) nM = --;::===(-pi - qJ + k) = -2x, - 2yj + k . 
✓p2 + q2 + 1 ✓4x~ + 4y2 + 1 l . 

Pentru a calcula integrala pe faţa exterioară a suprafeţei 

S vom considera parametrizarea dată de -flM. Atunci 

fi xzdydz + yzdzdx + (x 2 + 1J2)dxdy = 
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unde 

D = {(x, y) E R.l lx2 +y2 ~ 1}. 

Trecând de la coordonate carteziene la coordoonate polare avem că 

= 11 (12

1< (2r2 
- r )r d(}) dr = 2,r 11 

(2r3 
- r 2

) dr = j· 

6. JL xdydz +y·dzdx +v'x2 +y2dxdy 

pe fata exterioarl a 1uprafeţei · din paraboloidul ¼ - z = x2 + y2 situatl 

intre c.onurile z = J a:2 + y:i şi z = 2 v' x2 + y2. 

Rezolvare. 

Suprafaţa S este nctcdll., sirnplll., şi versorul normalei în punctul M este dat de 

Pentru a calcula integrala pc faţa cxtcrioarll. a suprafeţei S considcrll.rn orientarea 

dată- de iiM, Deoarece funcţiile P, Q, R: R1 -+ R 

. sunt· continue -.:. 

{'(x, 71, z) = .r, Q(z, y, z) = y, R(x, 1f, z) = v' .r2 + y2 

. /L xdydz + ydzdx + Jx2 + y2dxdy = 
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unde 

= JL[2(x2+y2)+ Jx2 +y2Jdxdy , 

D={(x,y)ERll (-•;v'2r ~x2+y2~(-2+J5)l} 

este proiecţia suprafeţei S pc planul xOy. 

Figura 6 

z 

y 

X 

Pentru a calcula integrala dublă trecem de la coordonate carteziene la coordoonate 

polare. Atunci 

Jlsxdydz +ydzdx +Jx2 +y2 dxdy= J~;~(2r2 +r)rdr fo2

" d8= 

1 1 1-2+./6 = -r4 + -'r3 . Ol~" = 
2 3 ~ 

-, [(-2+ v'S)' _ ( - l ; "')'] + 2; [(-2+ v'S)' _ ( - l ; "')'] . 
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7. / 1 :r. 2 dydz + y2 dzd:r. + z2 dxdy 

pe faţa exterioarl a tetraedrului cu vârfurile în punctele 

0(0, O, O), A(l, O, O), B(O, I, Q), C(O, O, I) 

Rezolvare. 

Figura T 

z 
C 

y 

X 

S1 este porţiunea din planul determinat de punctele O, A, B şi mărginită de 

~ dreptele OA, 0B, AB; 

S2 este porţiunea din planul (OBC) mărginită de dreptele 0B, OC şi BC; 

S3 este porţiunea din planul (OAC) mărginiU. de dreptele OA, OC şi AC; 

S4 este porţiunea din pl~ul (ABC) mărginită de dreptele AB, AC şi BC. 
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Deci 

S1 = {(x,y,z) E IR3 lz = O;x ~ O;y ~ O;x + y $ l} 

S2 = {(x,y ,z) E .IR3ix = O;y ~ O;z ~ O;y + z $ 1} 

S4 = {(x,y,z) E lflz = 1-x -y;O $ x $ 1;0 $ y $ 1;0 $ z $1}. 

Suprafeţele S1 ,S2,S3,S4 fiind simple, netede, iar funcţiile P,Q,R: R:1--+ R 

P(x,y,z) = x\Q(x,y,z) = y2,R(x,y,z) = z2 

fiind continue pe ./R3, avem că 

11 x2 dy dz + y2 dz dx + z2 dx dy = 

= 11, x2 dy dz + y2 dz dx + z2 dxdy+ 

+ 11, x 2 
dydz + y2 dz dx + z2 dx dy+ 

+ 11. x 2
dydz +y

2
dzdx +z

2
dxdy+ 

+ 11. x 2
dydz +y

2
dzdx +z2 dxdy. 

Suprafaţa S1 este definită de 

z = O,(x,y) ED= {(x,y) E JR2 lx +y $1,x ~ 0,y ~ O}, 

iar vectorul normal la S1 în punctul M1, 
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Pentru a calcula integrala pe faţa exterioară a tetraedrului OABC vom considera 

pe S1 orientarea dată de -fiM,. Atunci 

/1, x2 dydz +y2 dzdx +z2 dxdy=-/L(-O·x 2 -0·y2 +0 · 1)dxdy. 

Pe suprafaţa S1 considerl1m parametrizarea 

{ 

X =0 

S2: y = u 

· z = v (u,v) ED= {(u,v) E R 2 I u + v :5 1, u ~ 0,v ~ O}" 

Avem cl1 . 

A= D(y,z) -l,B- D(z,x) -0,C- D(x,y) _ 0 
D(u,v) D(u,v) D(u,v) ' 

şi fiM2 = ,. Deci, pe suprafaţa S2 considerăm orientarea daU. de -fiM2 • Atunci 

fl x2 dydi +y2 dzdx +%2 dxdy = 

= - f L (O · 1 + u
2 ·O+ _v2 ·-0) du dv = O. 

Pe suprafaţa S3 considerăm parametrizarea 

{ 

x=u 

s,: y = o 
z = v (u, v) ED= {(u, v) E R 2 I u + v $ 1, u ~ O, v ~ O} 

. Avem că 

A- D(y,z} -0,B- D(z,x) --l,C- D(x,y) -O, 
D(u, v} D(u, v) D(u, v} 

şi fiM, =-1· Pe suprafaţa S3 considerăm orientarea dată de fiM,· Deci 
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= j l ( u2 
• O + O • ( -1) + v2 

• O) du dv = O. 

Suprafaţa S4 este definită de 

z = 1-x -y,(x,y) ED= {(x,y) E R 2 lx + y $ 1,x ~ 0,y ~ O}, 

iar vectorul normal la S4 în punctul M4 , 

Pentru a calcula integrala pe faţa exterioară a tetraedrului OABC, pe suprafaţa 

S4 considerăm orientarea dată de fiM,• Atunci 

Jfs. x 2 dydz +y2 dzdx +z2 dxdy = /l[:....x2(-l)-y2(-1)+(1-x-y)2]dxdy = 

= 1• (1t-z(2x2 + 2y2 + 2xy - 2x - 2y + l)dy) dx = 

= 1• (2x2(l - x) + ~(1 - x)3 + x(l - x)2 
- 2x(l - x) - (1- x)2 + (1- x)) dx 

1
1 

( 5 3 2 2) 5 2 1 = --x + 3x - 2x + - dx = -- + 1-1 + - = -
0 3 3 12 3 4. 

Deci 

8. Să se calculeze fluxul câmpului vectorial 

prin suprafaţa 

S={(x,y,z)EFlx2 +y2 +2z2 =1,z>0} 

după normala exterioară. 
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Rezolvare. 

Figura 8 

z 

y 

Pc suprafaţa S putem considera pa.ramctrizarea 

s : { : : : : : ::: : 
z = ~ cos v u E [o, 21rJ, v E [o, t] 

Versorul normalei în punctul M este dat de 

W1de 

A 
D(y,z) 1 . 2 B D(z,x) 1 . . 2 = D(ti,v) = - 0 cosusm v; = D(u,v) = - 0 smusm v; 

Deoarece câmpul vectorial ii este continuu şi suprafaţa S este netedă şi simplă 
f 

fs(v) = JL 2xzdydz + 2yzdzdx - (x2 + y2 )dxdy = 
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-2 ~ sin2 u sin3 v cos v + cos v sin3 v) dv) du = 
(v2)l 

= -12,r (1f (-sin3 vcosv + cosvsin3 v) dv) du= O 

Probleme propuse. 
Sli se calculeze urmlitoarele integrale de suprafaţl{ pe suprafeţele consid­

erate: 

1. JL(x +y + z)du,(S)x2 +y2 + z2 = a2,z ~ O 

2. f L (xy + yz + zx)du, (S)z = Jx2 + y2 decupată de (C)x 2 + y2 = 2ax 

3. f L x3 dy d~3 dz d:l;fe3 dx dy, (S)x2 + 1l + z2 = 1 

4. J L x2 dy dzt,,2 dz dxl,z 2 dx dy, 

S fiind faţa. pozitivă a tetraedrului cu vârfurile 

0(0, O, O), A(2, O, O), B(O, 2, O), C(O, O, 2). 

Să se calculeze ariile urmlitoarelor suprafeţe: 

situată în interiorul cilindrului (C)x2 + y2 = ax. 

6. (S)2az = x2 +y2 

decupată de cilindrul (C)(x2 + y2) 2 = a2(x2 - y2). 
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