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I. Elcments de calcul vectoricl. 

1. La dcfinition du vcctcur. 

Considcrons Ic dcplaccmcnt, en ligne droite, d'un point A â un point B. Ce dcplacement est 
defini par la direction su ivi, le sens du dcplaccmcnt et la distance parcourue AB (Fig. 1.1 ). 

Le dcplaccmcnt de A vers B pcut etre represcnte par une nouvelle grandeur, le vecteur 
~ ------:;. 
AB, d'origine A et extrcmitc B. On appclle module du vecteur AB la longueur AB, grandcur 

scalaire et cssenticllcmcnt positive. Ce module s'ecrit sous la forme I AB I ou sirnplcmcnt AB. 
~ 

Le vccteur ii a pour module a. La droite /l. s'appelle le suport du vecteur AB. Toute droitc !::.' 

parallele a /l. rcpresente la direction du vccteur AB. 

·Fig.I.I. 

-Vecteur AB 

a) Egalite de deux vecteurs. Deux vecteurs sont dits egaux ou equipollents lorsqu 'ils 

sont parallcles, de mcme sens ct de meme module (Fig.1.2.). On peut ccrire: ii =b . 

.......::, 

~ 

Fig. 1.2. 

Deux vecteur egaux sont dits identiques s' ils ont la meme origine. 

b) Vecteur nul : Tout vecteur de module nul est appele vectcur nul. La direction du 

vectcur nul est nondetermine. Le symbole du vecteur nul est O. Par definition: 
~ - - -----!> 

AB+0=0+AB 
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c) Vecteurs opposes: Deux vccteurs sont dits opposes s'ils sont paralleles, de meme module 
et de sens oppose (Fig.1.3). 

Fig.1.3 

Par definition: 

â+(-ă)=(-ă)+ ă = o 

2. Add.ition vectorielle. 

Definition: Considerons deux deplacements succesifs, dans l'espace, de A vers B, puis de 

B vers C, re~resentes successivement par Ies vecteurs AB et BC. Le deplacement resultant 

est defini par le vectcur AC. Le vccteur AC est appele somme vectorielle ou 1/omltrique ou -- -meme somme tout court des vecteurs AB et BC (Fig. 1.4): 

AC = AB + BC ( C = â + b ). 

Fig. 1.4 

Addition vectorielle de deux vecteurs 
(Regie du triangle ou parallelogramme) 

Cette notation s'etend a un nombre quelconque de deplacements successifs (Fig. 1.5): 

]= ă+b+c + J 
➔ ,d 

... 

-__ -.,--'?-
Ll 

Fig.1.5 

2 

Addition vectorielle de quatre 
vecteurs. (Regie du polygonc) 

Observation: La regie du polygone 
est valable, meme si Ies vectcurs 
se trouvcnt dans l'cspacc. 
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a) Proprictcs de l'addition vcctoricllc: 

a1 ) L'addition vcctorielle est comrnutative 

ă+b=b+ă 
Le rcsultat est le·mcme quel que soit l'ordre dans lequel Ies vecteurs sont ajoutes. 

a2 ) L'addition vectorielle est associative. 
- -

<ă+b )+c = ă+ <h +c) 

3. Difference vectorielle. 

On obtient la difference vectorielle de deux vecteurs a et b en ajoutant au premier 
vecteur le vecteur oppose du second (Fig.1.6): 

ă - b = ă + <-h > 

La difference vectorielle de deux vecteurs. 

Fig. 1.6 

a) La difference vectorielle est anticommutative (Fig. 1.7): 

ă -b * b -ă ; ă -b = -<h -ă > 

Fig. 1.7 

4. Multiplication d'un vecteur par un scalaire. 

Dcfinition: Le produit d'un vecteurs ă par un scalaire m est un vecteur ă ' parallele â 
a • de mcme sens si m>0 et de sens oppose si m<o'. et module I ă ' I == Im I I ă I (Fig. 1.8). 

3 
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a ma a 

mă 

Fig. 1.8 (m>0) 

Proprictcs: 
a) Associativite: 

m1(m2 ă)=(m1m2 )â = m, m2 ii 
b) Double distributivite: 

( m, + m2 ) Q = m, Q + m2 Q 
- -

m(â+b) = mâ + mb 

5. Division d'un vccteur par un scalairc. 

I 
Pour diviser le vecteur â par le scalaire m', on multiplic â par le scalaire m=-: 

m' 
-, ă I _ 
a =-=-a 

m' m' 

6. Vecteur unitaire d'un vecteur. 

Definition: Soit ă =mb ou m>0. Si m = I a I. alors I;; I =l. 

- ă ă - l ii I /ii/ /ăl 
En effet, b = m =lăl ⇒ I b I = lăii =/făli= fă/= 1. 

Le vecteur b (note parfois par ii) de module unite et parallele au vecteur ă est appcle 
vecteur unitaire du vecteur ă (Fig. 1.9). 

- 1-1- - a a= a n ⇒ n = -
Jă/ 

Le point d'aplication de ii est arbitraire (Fig. 1.9) 

n a n a ă 

a=la Iii a=lă I;; -----+ 
n ă=lă ln 

Fig. 1.9 

7. O roite orientce ou axe.· 
Dcfinition et notation (11, ii). Soit,dans l'espace une droite quelconque 11 et un vecteur 

unitairc ii parallclc a la droitc 11. Si on attache a la droite 11 lc sens du vecteur unitairc ii, cclk~i 
dcvicnt un axe (Fig. 1.10). 

4 
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n 
n n ----+ 

Fig. 1.10. 

Le vecteur unitaire ii est un vectcur de base de l'axe ll. 

8. Produit scalaire. 

Definition. Le produit scalaire de deux vecteur ă et b faisant entre eux un angle 8, 

represente par le symbole ă -b , est le scalaire ă -b = I ă I I b I cos 8 = ab cos 8. 

Proprietes: 

a) Comutativite: ă · b = b · ă 
b) Associativite par rapport a la multiplication par un scalaire: 

(mă), b =ă • (mh)=m(ă•h)=mă-b 

c) Distributivite par rapport â l'addition vectorielle: ă • ( b + c) = ă • b + ă • c 

d) Si ă *o, b * o et 8 = ,r (ă ..Lb) resuite ă ,b = O; 
. 2 

Si ă ,b =O et ă * O, b * O resuite ă .l.b (8= ,r ); 
2 

Cas particulier: Le module d'un vecteur exprime au moyen du produit scalaire. 

lăl= ✓a2 =..fa.a 

9- La projcction orthogonale d'un vecteur ă sur un axe (A. ii). Definition. (Fig. 1.11 ). 

a A = AB = A'B' = I ă I cos 8 

8 = 4(ă,ii) 

Fig.1.11. 

Par dcfinition, la longueur du segment AD notee par a 1,. constitue la projection 

01 Lhogonak du vcctcur ă sur l'axc I:,. : pr ,.,_ ă = a A = I ă I cos 8. 

5 
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Thcorcme : La projection orthogonale d'un vecteur ă sur un axe est egale au produit 
scalaire de vecteur et le vecteur unitJire ii de l13:Xe. 

Dcmonstration (voir la fig. 1.11): 
En cffet, ă ,ii = I ă I I ii I cos 0 = I ă I ·l -cos 0 = I ă I cos 0 = pr A ă =aA. Q.E.D. 

l O. Repere orthonorme de trois axes . Definition . Un system de trois axes constitue un 
repere orthonorme si Ies vecteur de base des a.xes sont: 

1 ° mutuelement orthogonaux; 
2 ° de module egal ă. un. 

Les vecteurs de base seront notes dans la suite par T.].k (Fig. 1.12). Selon 1° et 2° Ies 

vecteurs de base T, J, k verifient Ies relations: 

Fig. 1.12. 

11. Rcprescntation analytigue des vecteurs. 

a) Composantcs scalaires et vcctorielles d'un vecteur par rapport a un repere orthonom1e 
Definitions (Fig. 1.13) 

- Les composantes vectcrielles du vecteur ă : 
DÂ=IDAll; DB=lmîlJ; oc=locli 
D'aprcs la regie du polygone on a: 

â = OA +AM' +M'M . . 
Puisque 

AM' =GB ; M'M = ~ • 

ona: 
-~ ----- --------=:,. ~ ---, ---:;,, a = OA +os+ oe = I OA I l + I os I J + I oe I i 

6 

M' 

Fig.1.13 
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- Les composantes scalaires du vecteur ă . 
Par definition, Ies projections orthogonales du vecteur ă sur Ies trois axea Ox, Oy, Oz 

sont Ies segmcnts I OĂ I, I 0B I, IOC I, notes dans la suite par a11 ,ay,a•: 

. pr ă = I OA I =a . pr ă = I oi1 I =a . pr ă = I oc I =a 
or . z• oy y• • • 

Ceux--<:i sont appelees Ies composantes scalaires du vecteur ă. 
Representation analytique du vecteur ă est: 

ă = a/ +ay] +a,k 
D'une maniere abregce on peut ecrie: 

12. Representation analitiques de produit scalaire de deux vecteurs 

(I) 

Theoreme: Soient deux vecteurs ă et b ecrits sous fonne analitiquc dans un ·repere 
orthonorme: 

Alors: 

ii-h = a"b" +ayby +a,b, 

Demonstration: Effectuons le produit scalaire ă · b : 

ii-b = (a/ +ay] +aJ)·(bJ +by] +b1 k} = 
= a"b"(i •/) +axby(i • J> + a"h.(i • k) + 

+aybx(] ·i) +ayby(] · ]) +ayb1 (] • k) + 

+a,b"(k-i) +a,by(k · ]) +a1 b1 (k •k) 

Puisque, par hypothcse, Ic repere est considere orthonorme on a 
-- -- -- -- -- -- -- -- -.., ;.; =J·J=k•k=l; i·J=i·k=j-i =J·k=k•i =k·J=O 

et par conscquent 

ă-h=a"b"+ayby+a,b,, Q.E.D. 

13. Produit vcctoricl. Dctinition. 

(2) 

Le produit vectoriel des dl:ux vccteurs ă et h faisant entre eux un angle 8, represente par 

le symbole ă x b , est la grandeur vectorielle c definie par: 

- sa dircction, perpcndiculairc au plan defini par ii et b 
- son sens, fixe par la regie des trois doigts de la main droite (Fig. 1.14.) 

- son module I c I = I â x b I = I ă I I b I sin 8 

- son point d'application qui se trou .ie n'importe ou dans le plan defini par ă et b (le point 
d'application est nondctt;rmine) 

7 
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Si !'index est dirigc dans Ic sens de ii el -
k ~•!ill~l.!!, dans k sens de h , alors Ic pouce 

Fig. I. 14 

Proprictes: 

nous montre Ic sens de c . 

a) Le produit vcctoricl n'cst pas commutatif: â "- h :/- h )( â . li est „anti-commutatif': 
- -

iixh =-h )(ii. 
b) Associativitc par rapport a la mult1plication par un scalaire: - -~ -

m(â X h) 0= (mâ) ;,( h :_ ii X (mh) 

c) Distributivitc par rapport a l'addition vcctoricllc: 
-- -

C X ( ii + h ) = C X â + (~ X b 
- -

d) Le produit vectori ci des deux vectcurs ii -:t:- o , b cţ:. o est nul ( c = ii x b = v) si 0 -o 

ou Jt. Les deux vecteurs ii et b sont alors parallclcs ou anti-paralleles. En particulier â x â "- o. 
Donc, pour Ies vecteur unitaircs des axcs: 

/Xl=]x]=-kxk=o 

e) Les produits vectoricls des vectcurs unitaircs /, j , k : 

Îx]=k; }xk=t; - - .. 
k xi = J 

Rcprcscntation analitiguc d'un produit vcctoricl â x h . 
Dans un systcme d'axcs orthononnc a trois dimcnsions 

iixb =(a} +aYJ+a,k)x(h} +hY]+h,k)= 

= a_Tb.T([ x 1) +axby(I x ]) + a_.h
1 

(1 x k) + 

+aYb"(] x Î) +a.YbY(] x]} +avh,(] x k) + 

+a.h"(k x1)+a.hy(k x.7}+a,b,(k xk) = 

= (ai, - a,h)Î + (a,h" - a,b.)} + (axby - ayh,Jk 

On peut ccrire cette cquation en faisant intervenir un determinant: 

i .i k 

ii xb = a a,. a, :,; 

h 
X h,. h, 

(3) 

(4) 
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II. La cinematique. 

l, Le mouvement d'un corps. 
En mccaniquc on entend par mouvement d'un corps le changement avec le temps de la 

position spatiale de celui-ci. 
La position du corps dont ii est question est une position relative, definie par rapport a 

d'autres corps. 
Le corps ou le systeme de corps par rapport auxquels on definit Ies positions d'autres corps 

sont dl-½iigncs sous le nom de systeme de reference ou referentiel ou reperes. 

2. Axes de coordonnces. Les coordonnccs d'un point. Le rayon vccteur d'un point. 
On peut choisir cornme referentiel un corps solide auquel seraient lies des ues de 

coordonnees, par exemple un repere orthonorme. Dans ce rcfcrentiel la position de tout 
point,pourrait etre dcfinie par trois nombres que sont Ies coordonces cartesiennes x,y,z de ce point; 
ces coordonnees reprcsentcnt rcspectivcment Ies distances de ce point aux trois plans YOZ, ZOX 
et XOY de notre rcferentiel (Fig.II. I) 

Triedre de refcrence direct. 

Fig. li. I 

Le rayon vccteur f du point M(x, y, z) est un segment de droite pointant de !'origine O du 
triedre de reforcnce vers le point considere M(x, y, z). Les coordonnccs x, y, z sont ls projcction du 
rayon vecteur SUfi de coordonnccs. Aussi ecrira-t-on nl J > 

·~j,X°~',
1 r=xT+y]+zk (I) 

ou T,J,k sont des vecteurs unitaires orientcs Ic long des axcs OX, OY, OZ. 

3,Dcscription cincmatiguc du mouvcmcnt. Le concept de point materiei. 

a) La cincmatiguc est la partic de la mccaniquc consacrec a la dcscription des mouvcmcnts, 
abstraction faitcs des causcs qui Ies dcterminent. 

b) En mccaniquc classiquc l'objcct k plus simple dont on puissc ctudicr Ic mouvcmcnt est 
Ic pomi 111atcri~!- On cntcnd par point materiei (P.M.) un corps macroscopiquc dont Ies dimcnsions 
sont sutlisarmn...:nt pctit...:s pour pouvoir ctrc ncglig&.:s dans l'ctudc du mouvcmcnt, cc qui rcvi...:nt a 
;11l111e11,...: quc b mass...: d...: cc corps se trouv...:rait conccntr&.: cn un point. 
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c) Les eguation du mouvement d'un P.M .. La forme scalaire et vectorielle. 
Choisissons un systcme de refcrance (S.R.) et raportons a ce systeme le mouvement du point 
materiei (P.M.). La description de ce mouvement sera complete si on connaît a tout instant t la 
position du point par rapport au referentiel choisi. Nous definirons la position dans l'espace du 
point par ses coordonnCC?S cartesiennes x. y, z, qui sont Ies projections du rayon vecteur r sur Ies 
axes de coodonees. Pour que la description du mouvement du point soit complete, ii faut determine,· 
Ies variations des coordonnees x, y, z en fonction du temps t: 

X = X (t), y = y (t), Z = Z (t) (2) 
Ces equations constituent la forme scalaire des equations de mouvement du point mat6riel. 
En notation vectorielle ii y a une seule equation de mouvement du P.M.: 

r (t) = x(t)i + y(t) J + z(l) k (3) 

d) Trajectoire: 0n appelle trajectoire d'un P.M. en mouvement, le lieu geometrique des 
positions effoctivement occupces par le P.M. (particule) quand le temps s'ecoule. II faut distinguer 
la trajectoire de la courbe geornctrique qui le porte. Au point de vue mathematique l'eguation de la 
trajectoire du P.M. se trouve en elirninant le parametre ternps t dans Ies equations du mouvement 
sous forme scalaire. L'on obtient unc equation dont la forme generale est: 

f(x, y, z) = O 

e) Eguation horaire du mouvement.. 
e') Soit P

0 
une origine fixe sur la courbe (C) qui porte la trajectoire d'un P.M. en mouvement · 

(Fig. 11.2) 

(cJ 

Fig. ll.2 

La courbe (c) porte la trajectoire de 
point P. 

La position de la particule P !J1nstant t sur sa trajectoire est definie par l'arc 
p p =s 

o 

(4) 

(5) 

s est appele coordonce curvilligne de P. Par definition, l'eguation horaire du mouvernent de la 
particule est: 

s=s(t) (5') 
Pour etablir Ies lois fondamentales de la rnecanique, dont la connaissance permettrait de determiner 
par le calcul_ la forme des equation de mouvement du P.M., on doit introduire deux nouvelles 
notions, la notion de vitesse et celle d'acceleration de celui-ci. 
c") La vitcsse moyenne sur trajectoire 
Par dcfinition . 

V = s(t') - s(t) = ~s 
m I' - I ~I 

to 
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?,, -,,,. 
e"') La vitessc instantanee sur trajctoire 
Par dcfinition: 

V=lim 
6t➔ O 

4. Le vecteur vitesse dans le mouvement curviligne 
Nous definirons la positions du point mobile sur la trajcctoire curviligne par le rayon 

vecteur r le reliant a Wl point fixe O qu'on prend par convention pour origine des coordonnees 
(Fig. 11.3). 

Fig. 11.3 

a) Vecteur vitesse moyenne: 
Posons qu'a l'instant t le point materiei se trouve dans la position M definie par le rayon 

vecteur f = f(t). Au bout d'un court intervale de temps Ât ii se trouvera dans la position M1 

definie par le rayon vecteur r; = r(t + At). Lors de ce deplacement le rayon vecteur prend un 

accroissemnet determine par la difference geometrique Iv= f. - f. La quantite 

V = & = f (t + M)- f (I) 
...,,. /lJ M 

(6) 

est la vitesse moyenne de mouvement pendant l'intervalle de temps Âţ, compris entre Ies instants t 
et t + Ât . C'cst unc grandcur vcctoricllc puisqu'cllc s'obtient en divisant le vcctcur fl.r par Ic 
scalaire Ât . La direction de la vitesse moyenne v '"°" comcide avec celle de la corde }.,f}.,11 , donc 

avec celle de & . Le module de v '"°", soit v '"°", est grandeur scalaire dont Ies dimensions sont 

[v] = LT-1 

L'unite de vitesse dans le systeme S.I. est donc exprimee en metre par secoode (m.s-• ). 

b) Vectcur vitesse: 
On appelle vecteur vitesse de la particule a l'instant t la limite du vecteur vitesse moyenne 

quand Ât➔O 

On note cettc limite: 

-() 1· - 1· /li v I == imv = im -
.oi ➔ o ,noy tat „ o fli 

- di· ..:. 
V=-=T 

dt 

11 

(7) 

(8) 
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En conclusion. le vecteur vitesse v (t) est la derivee du rayoo vecteur par rapport au temps. La 

dcrivre di= f, limite du vcctcur & quand At➔O, c'est-â-dire quand M1 tend vers M, a la 
dt At 

------=> • 
meme direction que la limite de la corde A1M 1 • Le vecteur vitesse f a donc la direction de la 
tangente MM' a la courbe (C) au point M, dirige de M vers M1 , dans le sens des t croissants. 

c) Module de la vitesse ou vitesse scalairre v. Le vecteur unitaie du vecteurr vitesse. 
Supposons la trajctoire (C) du point materiei M. Soit s la coodonee curvilligne de M. On 

peut ecrire: 

- •. /J,j 1· (& As) G· &) (,· As) v = im-= 1m -·- = 1m- • 1m-
,1t:,c At ~t-,~ As Al · t,~ As .,.t~•At 

(9) 

La diection du vecteur & /As qui coi"ncide a la direction du vecteur & (Ies vecteurs & /As et 
& sont colineaires)tend vers celle de la tangente a la trajectoires (C) au point M (orientee 4am le 
sens du mouvement si & est positif) quand At➔O ou M 1 ➔M (Fig 11.4). 

,-----.. 
&=MM I 

As~ I !!..r I pour llt➔O 

,.--,,j- !I- 'f 

Quand M I tend vers M, Ies longueurs de la cord A1M1 = I Ar I et de l'arc }AM1 = As 

deviennent egales (sont des infiniments petits du meme ordre). Donc, le module du vecteur & /As 
tend vers l'unite: 

. ru: . & . l&J lhm -l=hm\-l=hm-=l 
Al-tO &- .sr:-,o As At·,ll Irul (IO) 

. Ar 
En conclusion, Ic vecteur -t lim- est un vecteur unitaire porte par la tangente en M a la 

,~ ➔ /J As 
trajectoire oriente dans le sens des s croissants: 

lim& =df =T. li-l=l 
11t t C l::,.s ds ' 

(ll) 

Par definition , le module de la vitesse est egal a la derivee de la longueur de !'arc de 
trajectoirc parcouru: 

) I
. As ds . 

v(t = un-=-=s 
llt~o Al dt 

( 12) 

12 
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Par suite, Ic vectcur vitcssc s'ccrit (voir la relation (9)) 

V (t) = V (t) T ) 

_ ds _ .
v (t) = -T=ST 

dt 

d) Composantes du vectcur vitesse en coordonnecs cartesiennes. 

( 13) 

Soit un repere orthonorrne Oxyz. A l'instant t, la particule est situee au point M sur (C), de 
coordonnccs x, y, z, fonctions continues ct derivables par rapport au temps. Le vecteur vitesse v 
de la particule s'ecrit: 

dr . d - - -v = - = f = -(xi + yj + zk) = 
dt dt 

= dx' + dy J + dz k = (14) 
dt dt dt 

=xi+ y] +ik = vJ +vYJ +vJ 

Les composantes vectorielles du vectcur vitesse v s'ecrivent 

v .. =xi. vy = y], v1 = ±k (15) 

Les composantes scalaires du vcctcur vitessl v sont: 

. dx 
V =X=-

.r · dt' 
. dy 

vy = y = dt' 
. dz 

V =z=-
z dt 

( 16) 

Le module de la vitesse est par definition: 
I V I =V= .Jv · V = ✓~(x-. ,-. +-y;---+-ik ___ ) ·_(_x_i_+_y_J~-+-z-.k-) = ✓ x2 + j,2 + i 2 ( 17) 

5. Le vectcur accelcration dans Ic mouvcmcnt curviligne. 

a) Vecteur acceleration moycnne. 
Posont qu'â. l'instant t Ic P.M. dans la pcsition M a la vitese v. Au bout d'un court 

intervalle de temps At ii se trouvera dans la positions M, avec la vitesse v, = v(t + /iJ). Lors de 

ce dcplacemcnt le vectcur vitessc v prend un accroissemcnt determine par la d.iference gecimetiquc 
L1v = v, - v. 
La quantitc 

_ L1v v1 - v v(t + M) - v(t) 
a = - = -- = --'--~---=-..:... 

m~ L1I L1t L1I 
( 18) 

est l'accclcration moycnnc de mouvement pendant l'intervalle de temps At (Fig.11.5). C'est une 
grandcur vcctoricllc puisqu'cllc s'obticnt cn divisant le vecteur A v par le scalaire At. Le vcctcur 

accckration moycnnc iimoy est dirigc vers l'inti1urc de la concavitc de la courbe (C). 

ll 
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( (.,) M 

o 

Fig. 11.5. 

b) Vecteur acceleration. 
On appelle vecteur accclcration du point materiei a !'instant t la limite du vecteur 

acceleration moyenne quand .:\t➔O (M 1 ➔M). 

-( ) 1· - 1· Av a I = tmamoy = 1m-
c.t ~.: âttO Al 

(19) 

On note cette limite 

a=: = ~ = ! ( :) = ~:~ = f (20) 

En conclusion, le vectcur accclcration ii (t) est la dcrivcc premiere du vecteur vitcssc par 
rapport au temps ou la derivee secondc du rayon vectcur par rapport au temps. 

Le vecteur acceleration a prcsguc la mcme direction quc le vecteur acceleration moyenne 
(voir Fig.11.5.). 

c) Composantes du vecteur accelcration en coordonnees cartesiennes. 
Le vecteur de position du P.M. au moment t, s'ecrit: 

r(t) = x(t)T + y(t).7 + z(t)i 
Par suite, 

_ d 2r d 2 
- - ,-1 

a(t) = dt 2 = dt 2 [x(t)i + y(t)j + z(t)kj== 

d 2 x--:- d 2y ~ d 2z -
= dt 2 I + dt 2 j + dl 2 k = 

= xT + Y.Î +zk =aJ +a>'] +ai 
Si on cerit Ic vcctcur vitcssc ·v au moment t : 

v(t) = vJ + v)'J + vJ 

11 

(21) 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



alors 
dv d - - -

ă(t)=-=-(vi +vy}+v.k = 
dt dt 

= v,l +vy] +v.i =al +a/ +aJ 
Donc, Ies composantes vectorielles du veecteur acceleration sont: 

ăz =ii= v,l. ăy = y] = vy]. ă =ik = V k • • 
Les composantes scalaires s'ecrivent: 

ax =i=v.r• ay =y=n\, a. =i=v. 
Le module du vecteur acceleration est par definition : 

(22) 

(23) 

I ă I= a= Jă-ă = ../(xT + y] +zk)-(xT + y] +zi)= Jx 2 + f' +z~ (24) 

Le module de i' ou d_,, est une gandeur scalaire dont l'equation au dimention est 

[a]= LT-2 

L 'unite d'accclcation, dans le systcmc S.I. est donc m/s 2 

6. Vitesse et acceleation en coordonnees polaires. 

a) Coordonnees polaires d'un point. Definition. 
A l'instant t. la position de la particule P dont Ies coordonnees cartesiennes sont x et y peut 

etre aussi determinee par ces coordonnees polaires r et 8 (Fig.11.6). 

x= rcos8 

y = r sine 

p'' ----- --
e 

O 
_ _._ _______ L---~ 

"7; p' ~ 

Fig. 11.6 

r est~ module du vcctcu de position i de point P; 

OP'• X, OP"111 Y 

lrl-r &ar -8 = (Ox, OP) 

0 est r~t~ cntrc k:s dircctions donnccs par l'axe Ox et le support du vecteur i . 

15 
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Les domaincs de dcfinition de r ct 8: rE[O,oo) et 8E[0,21t]. 
Les rclations entre (x,y) et (r,8) sont : ( voir Fig. U.6 ). 

x = r cos 8; y = r sin 8 (25) 
Si Ic point P se meut en dccrivant la courbc (c), lcs coordonnccs polaires (r, 8) ct implicitemcnt 
(x, y) deviennent fonctio~ de temps t : 

x (t) = r (t) cos 8 (t); y (t) = r (t) sin 8 (t) (26) 

Les coordonnees polaires (r,8) sont des coordonnecs plancs. 

b) Le vecteur vitesse en coordonnees polaires planes. 

Soit P la position de la particule a l'instant t, Î- le vecteur unitaire porte par la direction ojJ 
et ii le vecteur unitaire sur la direction perpendiculaire menee de O a OP ~ le sens indique sur la 
Fig. ll.7. --"" 

'j-, -- .-? 
_.:.. , \ 

v ' 
o y-f;Jti, 

t )(X1j) 
➔ -~.... ' J -i Y1 . (c.) 

• "iJ -

o 
Fig. ll.7 

Le vecteur de position de P, 

f =xT +y]=rcos8•J +rsin8•] ou r=r(8) ct 8=8(t) 

Donc, 
_ df .: d( 

8
-:- . 

8 
-: v = - = r = - r cos • , + r sm • J = 

dt dt 

d - d - • -= - (r cos 8) i + - (r sin 8) j =(icos 8 - r 8 sin 8) ; + (f sin 8 + r 8 cos 8) J = 
dt dt 

= f ( cos 8 .[ + sin 8 -} ) + r 0 (- sin 8 · i + cos 8 -} ) 

(Les vecteurs unitaires T,J sont fixcs) 

Par la suite, ii est facile a montrer que : 

cos 8 · i + sin 8 -} = r 
- sin 8 • i + cos 8 • ] = ii 

En effet: 

a) Les vecteurs i- et ii sont vccteurs unitaires : 

Ir l=J;.-; = .Jcos2 B+sin 2 8 = I 

I ii I = ✓ n . ii = J ( -sin 0) 2 + ( cos 0) 2 = I 

b) Les vccteurs Îi ct r sont mutucllcmcnt perpendiculaires : 

ii r = -sin 8 · cos 8 + cos 8 • sin 8 = O 
c) Les vcctcurs i- ct r sont colineaircs : 

r = r cvs O· { + r sin 0 · ] = r (cos 0 · i t sin 8 · ] ) = r r 

lh 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 
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Nous pouvons donc ecrirc Ic vcctcur \;tC;isc de la particuk sous la fonne : 
v = ; "i + re îi (33) 

Le terme v, = r "i- est un vectcur parallclc :i f. On l'appelle vitt..-sse radiale. 

Le terme v, = r ă ii est un vectcur perpcndiculaire a f . 0n I' appelle vitesse transversale o~ 

orthoradiale. Les modulcs de ccs dcux vcctcurs sont appelcs composantcs de la vitesse en coordonn6es 
polaires: 

• dr • de 
v =r=- v =r0=r-
, dl' & dl 

(34) 

Le module du vecteur vitesse en coordonnces polaires s'ecrit: 

(35) 

c) Le vectcur accelcration en coordonnccs polaircs planes. 
Pour trouver l 'expression de l 'acccleration en coordonnces polaires planes dcrivons le vecteur 

vitcsse en coordonnees polaires par rapport au tcmps : 

_ dv .! d • _ • _ • ...... • .!. • • _ • • _ - !. 
a= - = v = -(rr + rOn) = rr + rr +ren+ rOn + rOn (36) 

dt dt 

Puisque 

! dr d -: . -: • . -:· • -: • . ~ -:- • _ 
?"=-=-(cos8-1 +sm0· J}=-8sm0-1 +Ocos0· J=8 (-sm8-, +cos8•J )=8 11 

dt dt 
! dii d . ~ -:- • ~ • . -:-
" = - = - (-sm 0 ·, + cos 8 · J ) = - 8 · cos 8 · , - 8 · sm 8 · J = 

dt dt . - - . = - 8 (cos 8 • i + sin 8 • j ) = - 8 "i 

I' expression de a devient. . . . . .. 
â = "i(r - r02

) + n(2r0 + rO) 

(37) 

(38) 

Le tamc ii,. = ( r - r ă 2 
) "i- est un vcctcur pa ral lele a f . On 1 · appellc accclcration radiale. 

Le terme ii8 = (2ie + r6)ii est un vecteur perpendiculaire ar. On l'appelle acceleration transversale 

ou orthoradialc. Les modulcs deces dcux vectcurs sont appeles composantes de l'accclcration en 
coordonncs polaires. 

a,= •r· - r â 2 
, at> = 2i-ă + 1B (39) 

Le module du vcctcur accdcration cn coorJonnccs polaircs: 

(40) 

I 7 
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7. Composantes intrins'eg11es du vecteur acc:lei·ation: accel~ration tangentielle et acc~leratio11 
uonnaJ~. 

D6finitions _ 

a) Plan osculateur:: Soit une com·be gauche ( C ) et lrois points P 2 , P, P1 Silf ( C). Considerons le 
plan conlenant Ies points P2 , P, P1 • Quand · P2 , l\ ➔ P, lţ" plan considlre a pour limite le phm 
osculakur en P t la courbe (C). De Cl·tte <lHi11ilion resuite que le plan osculal.ew· truverse eu 
gem'rnl la courbe (C). . 
b) Tri~dre fondamental de reffr·ence: Soit une cmu·begauche (C) et le point P sw· (C). 
Considlrons le plan osculakur en P ·a la courbe ga11cl1i:> (C ). L'intersection de ce plan et du plm1 
nonnal en Pa la tangenk PT a (C) d:Siinit Wk' el.roite" app?lţe nunnale principale PN eu Pa (C). La 

droik PB perpl.'ndiculair? en P sur le plan qui contii?-nt Ies clroili:'s 
PN et PT est appc'l/e binonnak 011 orienk' la nonnale principale 

PN :1 l'aide d'un vecteur 1111itain.' ri dirig; dans le si;>ns de la 

concaviti.:' t't la tangent'2' PT pm· le wcteur unitaire 1 dirig/ dans le 
:-ic'liS dl' 111011w111v111 du poi111 P. La di1\·clion dt~ la binonualt.• c'st 

·-► ,., ➔ 

dt"iinit par )c;> vecteur 11nit::iire b dirige de sorte que Ies vectc1irs n , 

7, -; , follllt'Ul lUI tri~<lrc' ci.roit appd/. lrie<lr~ fondaUlc'litaj de' 
r~firencc (Fig. Il.8). Puisque !'origine du triedre fondamental se 

_.J,!~~~~:;;--ţ trouw dans lL" point P eu re"sulll> que lt• t..ri~clre fondamental definit 
p un sv~t~me mobile ele coordonne"t>s.Le piau osculateur en P a la 

Fig. 118 courbe gauclll~(C) contient lc's vecteurs vitesse et acc;.lerntion dl~ P. 

c) Re-marque-s sur Ies composantcs des vech•1irs ---: el ~ dans Ic tri~dre fondamt>nlal ele rtt/i·euct>: 

c1) Etru1t donn/ que ll~ vecteur vitL~sse ·/ a la m;rne direction q1k~ ln trn1.(!.:11k~ PT (voir Fi.r?. If.8) 011 

pe'l1t tir/ 1:.-i conclu~_:ion · 
v 1 =v , v,,=:O , vb=-U 

0~1 l'imli1.·r:·s r,_ 11, b d/.-;igneut li:s dir.,,clio11 d ... ·s lrnw:v11l1.-•, 11or111,t1 ... , principale d binonnale. 
(-1 I ) 

c,) En C1,.' qui COllCt'l1k' lei:l pro_j ... ·ction dl· l1Lll'Cc'1/i·a.tio11 sur IL'S ,lXt'S du triedre' fo11dimll"11lal d,• 
ret~n·uce 011 !Mit foire Ies comI11e111::iires ::-uivai1te:-:: 

Soii d,:11x po~ilio11s rnpprocl1/~ • ., d11 poinl 111;1lct. i,:L r 1 c'I I\ :,;tu· la courb,.· (C) d lc·s \ ,:d,·111" 

vit~':,:,;t• co1n·spornliml:,; vi I:'(~.\ la li111ik• (P1 - ► P1 l ,..,~ d.:ll.\ Vt'Ckllr~vt t'I v! ::'l' tru11Vl·1tl ~hl,I_!_:., 
, --) --➔ --➔ . . ,... 

k_JJ_lw1_0_:!~1_!la1c-1u· el pm· co11~·c-')ent IL~ \t'l'kllr ~ v :-:: v~ - v 1 :-;t' lrouve hu auss1 thun; k 111 ... ·111L· µhui. 
,, / -" --► - ►- ➔ ------} 

On Jh'lll lire, clonc, la conclnsion qut> lt> vel'lt'1ir -1cc:eleration a (am= L\ v /Lll ➔ a si P1 -➔ P_)l 

t'Stt' situ{ dans le phm osculakur. ruisqtk' cc>lui-ci est dL:fini par la tangente l'l la normat..• 
principaJt>, t.'n re::dte qu.::- al,= O (voir Fig. 11.8). 
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d) Courbure et rayon de courbure. Soit un ecrele (C) de centre C et de rayon R. P et P I deux 
A 

points voisins sur la circonference, PT et P 1 T 1 Ies tangentes en P et P 1 • Posons â8 = PCP1 

(Fig.11.9) . 

. --. . 1 A0 
& = pp 1 = R .:\8. La quantite R = As est 

ditc courbure du cercle. 
Le centre C du cercle est place sur la 
normale principale â (C) en P, du cote de la 
concavite et la distancc R de P: PC=R 
Considerons maintenant une courbe gauche 
et conservons Ies mernes notations. Par definition. 
la courbure de la courbe (C) en P est la limite du 
rapport .:\8/arc PP I quand P I tend vers P (arc PP 1 = &): 

1 . AO . As ds 1 dO-
- =hm=-; p=hm-=-; -=-
p P,:,,i' PP1 f!.-=tP A0 d0 p ds 

..,. 

Fig.11.9 

(42) 

p est le rayon de coubure de (C) en P. On obtient le centre de courbure en portant sur la normale 

principale a (C) en P, dans la concavitc, la longueur PC= p . Remargue: Le rayon de courbure d'une 

droite est egal â <X). 

e) Acceleration tangenticllc et acceleration normale. Les composantes du vecteur acceleration 
de la particule placee a !'instant t en P sur la courbe gauche (C), suivant Ies deux directions 
orthogonales constituees par la normale pincipale PN et la tangente PT sont appelees respectivement 
acceleration normale a" e( acccleration tangcntielle a, (Fig.11.8) 

On pasc: 

â, = a, r et ii" = a)i 
Le vecteur vitesse a !'instant test defini par la relation (13) V= s? s vi". 

D, . 2 1 , 1,: . _ dv d < _) 
aprcs ( O), c vcctcur acce 1,.;rat10n a= - = - VT 

dt dt 
_ dv dv_ d? • _ .:. 
a=-=-T+V-EVT+VT 

dt dt dt 

Pour trouvcr l'cxprcssion de la derivce dr =? on utilise Ies relation (29): 
dt 

r = cos 8 .Ţ + sin 8 -} 

ii = -sin 8 .Ţ + cos 8 • J 
Derivoos la premiere rclation par rapport au temps: 

dT .:. • . ~ • ~ • . ~ ~ • _ - = , = - 8 sm 8 ·, + 8 cos 8 • J = 8 (- sm 8 • , + cos 8 • J ) = 8 n 
dt 

D'autrc part: 
• de de ds de 
0= -=-·-=-·V ct 

clt cls dt ds 

1 

p 
= 

da 
ds 

(voir (42)) 
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(45) 
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Par consequent: 
di 

0
-_ d0 _ I _ 

- = n = -vn = - vn (46) 
dt ds p 

Portant (46) en (43) on obtient l'expression du vecteur acceleration : 

_ • _ v 2 
_ dv_ v 2 

_ . , r:-::- . .,f' P u·~ 
a = v T + - n = -T + - n ~ Ct = y 1, · - t L• 1 J- ⇒ J = -=:-=-:: · ( 4 7) 

p dt p 'l_,_ }._- l.: .:. 

Les composantes tangentielle ir et normale ii„ de l'acceleration sont: 

_ .- dv_ 
a =VT=-T 

r dt ' 

2 
- V - • a,,= -n ;ar =V, (48) 

p 
Ce resultat montre que le vecteur acceleration ă est contenu dans le plan definit par Ies vecteurs r ~ 
ii et ce plan est le plan oscul1teur. Le vecteur ă n'a pas de composante suivant la binonnale a la 

trajectoire, ib = O. 

L'acceleration tangentielle ne fait varier gue le module de la vitesse, tandis gue l'acceleration 
~nnale ne fait varier gue sa direction. 

8 Mouvement rectiligne uniforme d'un point materiei. 

Definition: Un mouvement d'un P M est rectiligne uniforme sile vecteur vitesse v de celui-<i 
est toujours constant (en direction. sens et module). 

v =constant= C (49) 
Theoreme: 
a) Pour qu'un rnouvement d'un P.M. soit rectiligne uniforme~ et ii suffit que le vecteur 

acceleration soit constammcnt nul ( i = O). 

Donc: 

Demonstration: 
Le theoreme directe : Par hypothese le vecteur vitesse v du P M est constant, v = c . 

ii=dv =de =0 
dt dt 

La condition est donc ncccsaire . 

Le theoreme ~: Si ă = o . on peut ecrire (voir (47)): 

d 2 d 2 ~ .... _,) 

a= d: 'i +; ii= o ⇒ d: = o, : = o :, ( Nl ~t- ~~1 ~~ 0 ..,'> •' ==- ~ · 1 (5o) 

La relation v½ = o (a,,= o) implique p = oo . Donc la trajectoire du P.M. est rectilignc (le! 
I 

rayon de cou.rbure d'une droite est toujours egal a oo ). 1 

La relation ¾, = v = o ( ar =O) implique v::;:: constant (la vitesse est de module constant). 

En conclusion, la condition est suffisante. 

b) Eguation du rnouvement : 
Prenons l'ax.e OX sur la trajectoire et notons par x ::;:: x(t) l'abscisse 

conscquent, le vcctcur de position du P M s'ccrit (li. 10) r (t) = x (t) i . 

20 
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de la particule. Pari 
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Puisquc, 

v = r.jf__ = dx( 1)1 = v i = (-; = v i ( on a 
dt dt X u 

, 
o 

PM (X) 
➔ -~-----➔ 
-t f!(t) X 

note le vecteur C par vJ) l'on obtient 

dx . 
- = v ⇒ dx = v0 dt . lntegrons cette 
dl u 

relation 
-t I 

Fig. 11.10. ⇒ J dx = vuJ dl ⇒ r = V) = eguation 
" () ' du mouvementdu P.M. ( tt-U. Jc(tJ;:t, ~l")=,;i). 

Quand t varie de O a l'infini le point materiei se deplacc de O a l'infini dans le sens positif ou 
negatif suivant que v 

O 
est positif ou ncgatif. 

9. Mouvement rectiligne uniforrncment varie. 

a) Definition: Cest un mouvement rcctilignc d'acccleration tangentielle a. = a0 constante _:ţ O· 

Prenonslatrajectoiresurl'axeOx ( tt= v·u-~+-v/ = i~'(., ·;_:,=o); 
dv}l d d a =-=a :t:O<::> v=a t , dt o )l o 

(51) ,, 

Rcmargucs : I) Puisque le mouvemcnt est rectilignc (p=<-X-1) l'accelcration normale 
. 2 ~ 

V • V 4 _ 

a,.=-=0, an=--11=O 
p p 

2) Le vecteur unitaire 1 est dirige toujours au long de raxe Ox ( Fig. 11. l l ), i = constant. En 
resuite quc : 

â = â r =ar . r =a(). r = âo = constante 

~ 
)1, 

1 
4 ~ 

-.":;,, .a.6= 4 c "?; 
)i ), ➔ )-

o PN :l:, 

Fig. 11. l l 

b) Eguation du nouvcmi.:nt: En integrant par rapport au temps la relation (51): 

t I 

J dv,= a,, f dt ⇒ v,._- v u = a0 t 
o 

(52) 

(53) 
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•• 

on trouvc ~a~(Qn de la vitcssc da.ns un mouvemcnt rcctilignc uniformcmcnt varie d'un P.M. : 

(54) 

~ ' 
Par une nouvdlc intcgration, la demiere equation (54) conduit ../..l : 

t- I I 2 

Jdx=v0Jdt+a0 Jt·dt ⇒ x-x0 =v0l+a0 -~ c:nL -.(ll-=.t, U 0 >~Ji:,. (55) 
o o o 

L'equation du mouvemcnt rectiligne uni~orrncmcnl varie d'un P.M. s'ecrit: 
t2 

x= a -+v t+x 
o 2 " o 

10. Mouvement circulaire uniforme. 
Vitesse a.ngulaire. 

a) Dcfinition: Le mouvemcnl circulairc uniforme est un mouvement a vitesse scala.ire constante 
( I v I = constant) dont la trajectoirc est portcc par unc circonforcnce (Fig.11.12). En d'autres terrns, la 

vitesse lineaire v est constante en grandcur (module) dans Ic mouvcmcnl circulaire uniforme . 
Soit O le centre du c-,ercle de mm:LR.. M

O 
la position de 

l~oa~cule a !'instant t = O et M sa position a l'instant t 
. ..-... 

OM= s. Posons 8 = (0 MO, OM); s = R0. D'ou 

ds d d0 
v = - =-(RO)= R- = constante 

dt dt dt 
(57) 

.7' 
·t Ma 

-+-----0--,C---r.::--L.__.......L...4 ··7 
X 

dO 
Ou appcllc vitcssc angulaire co l'cxprcssion co = 

dt 
exprimee en radiam par seconde. On a ici, w=constante. 

Fig.11.12 

b) Etudc du mou vemcnt 

Da.ns le mouvement circulaire unifonne 
definissant la position de M est donc unc 
lineaire du temps. En effet: 

d0 , I t 
w = dt ⇒ wdt == d0 ⇒ J wdt = J d0 ⇒ wt = 0, 

o o 

b 1 ) L'cxprcssion de la vitesse hneairc 

l'angle 
fooction 

(58) 

Soit ii Ic vecteur unilaire tournant porte par le vecteur de position oiJ = R(t), l et J Ies 
vccteur unitaircs sur Ies axcs Ox ct Oy. 

el 

R(l)= xf +y} = Rcos0 f +Rsin0 J =Rcoswt-f +Rsinwt·J 

ri(t)=cosO i. +sin0 J =coswt·Î· +smwt·J 

R (l) -' R (ws w l · f + lliUl w t • J ) = R ri (l) 

ll 

(59) 
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Vitcssc lincaire 

_ dR d < 0 =< ,, R dn R d < 7 . -:> v = - = - 1'11 t ,,= - = - cosmt · 1 + sm mt · J = 
dt dt dt dt 

- - - -
= R (- <0 sin <0 t · Î + <0 cos <0 t · j = <0 R (- sin <0 t · Î + cos <0 t · j ) 

Suivant Ies rclations (29) le vecteur unitaire i- de v a l'expression: 

i- = - sin <0 t · i + cos <0 t · j 
Par suite: 

v=<0Ri-

La vitessc lineaire v est donc tangente au cercle et dirigce dans le sens des 8 croissant. 
Le module de la vitesse lincaire v 

I V I = I Rco i- I = I R I I (I) I I r I = Rco , I r I = I ; V = ooR 

(59') 

(60) 

(61) 

Rcmargue: Le module du vccteur vitcsse lineaire pcut ctrc rctrouve en appliquant la definition 
du module d'un vccteur: 

v = ✓v • v = wR✓.-(--si_n_mt_· _T_+_c_o_s_mt_· --j)---(---s-in_CJ_ut_•_i_+_co_s_mt_·_]) = 

= ooR ✓sin 2 (.ot + cos2 mt = roR (62) 

b2 ) Vccteur rotation â. l'instant t 

Soit Oz perpendiculaire au plan XOY du ecrele. Considcrons le vecteur ii, porte par Oz et de 
valeur algcbrique (module) ro. 

Le sens du vecteur ii, est tel que le triedre Oţ. PV et ii, soit trirectangle et direct, c'est-ă
dire de meme sens que le triedre de reference Oxyz (Fig.11.13). 

--+ 
w 

Fig.11.13 

En conclusion, 

V 
Z:, 
\T 

8 = -w 2 Rn(t) 

Le vecteur ii, est appclc vccteur rotation a l'instant t. On 
pcut donc ccrire: 

v=mxR 
b 3 ) Vecteur accelcration â. l'instant t. 

_ dv d 2R 
a=-=--. 

dt dt 2 , 

_ d . 7 -: 
a = mR - ( - sm aJt • 1 + cos mt • J) = 

dt 

=mR(-mcoswt-i-rusinmt· Î) = 

= -m 2 R(cosmt · f + sinat · j) = 
= -a,2Rii(t) 

(63) 

(64) 

(65) 

(66) 

Sa dircction est celle de R , et son sens celui de n . a est dirige de P vers O. Le vecteur 
accd0ation est dirigc vers Ic centre du ecrele. On dit quc l'accclcration est centripete. 

2- -a= -ro R. R = Rn (67) 
Le vcctcur accclcation a pour module 

a-= l-a.i2RI = a>2R = : , 

2.1 

v2 
a=-

R 
(68) 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Rcmarguc: On pcul dctcm1incr le vecteur accelcation en faisant inh:vcnir le vecu:ur rotation a 
!'instant t: 

v=mxil 
_ dv _ dR _ _ _ _ -
a= - = ro x - = m xv= m x (m x R) • 

dt dt 
w x v est un vcctcur dirigc suivant PO et a pour module: 

j<o X vi= (OV sin ,r = (t}V = (JJ(<t>R) = (0
2 R 

2 
On rctrouvc bicn Ies rcsultats preccdcnts. 

11. Mouvcmcnt circulairrnon uniforme. 

a) Dcfinition; Dans ce mouvement circulaire, la vitcsse angulaire co n'cst pas constante: 

dw Ţ. 0 
dt 

On appcllc accclcration angulaire du mouvemcnt le scalaire: 

dw 
d' a= dt-- Ţ. O 

b) Etudc du mouvcmcnt 

b 1 ) L'cxpcssion de la vitesse lineaire : 
Le vcctcur de pqsition: 

- - - - -

(69) 

(70) 

(71) 

-l 
-~ 

R(t) = Rn(t) =xi+ yj = Rcos0• i + Rsin0· j = 

o ·➔ 
(., 

Fig.11.14 

Mo = R(cos0· i + sin O·}) ; 
0 = cot (7 2) 

On trouvc, commc prcc&kmmcnt, quc Ic vccku1 
vitcssc a unc dircction pcrpcndiculairc a OM, 111, 

module egal a Rco, et est dirigc dans Ic sens du 
mouvcmcnt: 

_ dR d [R( 7 • ---:)] v = -- = - coswt · 1 + sm wt · J = 
dt dt 

= Rw(- sinwt • i + coswt · ]> = Rwr (73) 

La difforence par rapport au mouvemcnt circulaire uniforme concerne Ic calcul du vcctcur 
accclcation. 
b 2 ) L'cxprţ_s:;ion de l'accclcration. 

Dcrivons l'cxprcssion (73) par rapport au tcmps: 

_ dv R 2 ( 7 • ---:) R dw ( . 7 ---: 
a = dt = - m cos wt · 1 + sm wt · J + · dt • -- sm wt • 1 + cos wt • J) ; 

a= (-Rw 2 )ii +(Ra)r 

La composantc normale du vectcur accclcration est centripete (Fig.11.14): 

ct de module 
2 

2 V 
a = Rw =-

" R 
La Cll~l!pos:u_1tc t:_uill~!!!i~l!~ Ju vcctcur accc16'ration csl: 

â' -- Rar 
' 

de0

moduk 
dv 

a,= Ra = -
dt 

(74) 

(75) 
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Le vecteur accclcration est determine par ses composantes. li apparaît commc la sommc d'un 
accclcration normale ân el d'un accclcration tangentielle colincaire au vectcur vitcssce â, . 

c) Mouvement circulaire uniformement accelere. 
Dcfinition: Le mouvement circulaire uniformement accelere est defini par: 

dw 
a = - = constante 

dt 
(77) 

Dans ce cas, le mouvement circulaire est uniformement accelere. Par integration de l'equation 
de dcfinition, on obtient: 

w I I 

J dw = J adt = a f dt 
w. 

Soit 
w = w 

O 
+ a( t - t J 

ou a>
0 

est la valeur de a> pour t = t
0 

On adonc: · 

- Equation de la vitesse angulaire 

w(tJ = w 0 

D'ou, en integrant 
8 I I J d 0 = f w O dt + a f ( t - t O )dt 

et 
1 

O= 8 0 + m0 (t - t
0

) + -a(t - tJ 2 
- Equation du mouvement 

2 
Celte relation donne la valeur de l'angle 0 pour n'imponc quelle valeur de t. 
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(79) 

(80) 

(8 I) 

(82) 
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III. Les lois de Newton 

Ce chapitre est consacre a l'exposc des lois fondamentales de la Dynamigue , partie de la 
mecanique classique qui a pour objet l'etudc du mouvement d'un corps (ou point materiei) soumis a 

Si,. 
l'action dewrorces. 

La force agissant sur un corps scrt de mesure des interactions de ce corps avec Ies objcts 
materiels qui l'entourent (autres corps materiels ou champs de force). 

Les lois de la dynamique ont ete etablies par Newton et portent donc son nom. 
Comme tous Ies principes fondamcntaux de la Physiquc, Ies lois de la dynamique sont des 

generalisations de faits experimentaux. 
Ces lois doivent etre considcrees non comme des propositions isolees et indcpendantes, mais 

commc un systcmc de lois intercorrclccs . La vcrification experimentale ne porte pas sur chacune de ccs 
lois, mais sur tout l'ensemble. 

1. La loi d'inertie. Rcforenticl d'incrtic (galilcen) 

La premiere loi de Newton n'cst autrc quc la loi d'incrtie de Galjlee. D'apre~ cette loi. tout point 
materiei (particule) non soymis a des actions exterieurcs (isole) se trouye soit au repos, soit en 
moµvement rectiljgne et uniforme par ra,pport ă un refcrcntiel d'inertie. 

Dans Ies deux cas le vccteur accclcration du point materiei est constammen nul, i = o . 
Si un particule est tres eloignee de tout objet materiei, elle pcut etre considerec comme isolc, 

aucune action mecanique ne s'exerce sur clic. Le mouvement d'un tel point materiei (PM) est dit 
mouvcmcnt d'inertie. -\u voisinaje de la Tcrre, ii n'ex.iste pas en realite de particule "isolcc". Si 
initialment le PM isole est au repos par rapport a un refercnticl d'inertie (RI) ii continue a etre dans cct 
etat indcfinimept. Si par contre ii posede unc vitcsse initiale v 

O 
, ii conserve indefiniment cette vitcssc 

( v O = constante). Le PM est alors animc d'wi mouvcmcnt rectjligne et uniforme. 

a) Referentiel d'inertie (galileen). Dcfinition .. 
La loi de l'inertie pose avec acuite la question du choix d'un systerne de refcrence (SR) . Si 

dans un ccrtain referentiel le rnouvcmcnt d'wi PM est rectiligne et unifomw, dans un rcfercnticl qui se 
deplacc avec acccleration par rapport au premier referentiel, sera different. li s'ensuit que la loi d'incrtie 
DC peut ctrc verifice dans tous Ies systcmcs de rcfcrcnce. 

La mecanigye classigue postule gu'il e,s,iste un systeme de reference dans leguel toys lcs points 
roatcriels isolcs om un moyvernent rectiligne et uniforme . Ce systeme gorte le nom de rcfcrcnticl 
d'inertic (galiecol {RlJ. 

U ex.istc au moins un RI. T out refcrcnticl qui se meMt a W1C vitesse v constante par rapport a 
un Rl ~t par dcfinition, inerticl. 

b) Rcchcrchc de rcfcrcnticls galilccns. 
b I ) Rcforcnticl tic a la Tcrrc (tcrrestrc): Ce repere possede une acceleration rcsultant de la rotation de 

la Tem.: autour de son axe. li n'cst dgnc pas galilccn. En cffct, par rapport a cc rcforcnticl, lcs ctoilcs 
wnsiJcrccs pratiqucmcnt des poi.nts isolcs, cm„-ctucnt un mouvaTh:nt non pas rcctilignc, 111~1is 
cin:ulairc(Fig. 111. l). 
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b;) Rcchcrchons la valcur de l'acccleration centripete d'un PM situ6 sut l'equator: 

V
2 

l 2,r 2,r --4 6 
a = - = w R w = - = --- = O 73 · 1 O rad/s · R=6 4 · 1 O m 

R ' T 24 · 3600 ' ' ' 
a=(0,73·10--<t) 2 (6,4·106 ):::3,4·l0-2 m/s2 

Cette accclcration n'est pas ncgligcable. Le principe d'inertie ne s'aplique donc pas dans un 
repere tic a la Terre. Remargue : En un temps relativement court, de l'ordre de quelques minutes, un 
rcfcrcntiel tcrrestrc pcut , avcc une bonne approximation, etre considere comme galileen. 

~ b ;' ) Acceleration de la terre dans son mouvement par 
• 

• • 
• 

~.)/le. 

Fig.111, l 

Les ctoiles, fixcs dans un repere 
galilccn, toument pour un observatcur 
lie a la Terre. Le repere tic a la Terre 
n'est pas galilecn. 

rapport au Solcil. Supposons que la trajectoire de la 
Terre dans son mouvement autour du Soleil soit portee 

par une orbite circulaire, de rayon R = 1.5 · 1011 m . San 

accclcration centripete a pour valeur a = a, 2 R avec 

m = ~,r = 2,r = 2 · 10-1 rad/ s 
T 365 -24 · 3600 

Cette accclcration est environ 5,7 fois inferieure a celle 
du au mouvement de la terre sur elle-meme. 

b 2 ) Le systeme de refcrence hcliocentrigue (Repere lic au Solcil) appcle aussi referentiel copemicien 

on sideral. 
II a l'origine placce au centre du Soleil et Ies axes de coordonnces sont des droites joignant ce 

centre a trois etoilcs extremmement eloignees el ne se trouvant pas dans un meme plan. Supposons que 
le Soleil soit anime d'un mouvemenl circulaire uniforme dans son dcplaccment aulour du centre de la 

Galaxie. La vitesse du Soleil est v = 3 · I 05 m I s el le rayon de son orbite R = 3 · l 0 20 m . Son 
acceleration est donc 

a= v 2 
/ R = 9-l0w /3· 1020 = J. 10- 1um/s2 

a est lres petite. On peut alors considerer un repere lic au Solcil comme un repere non accelere. 
Praliquement, le referentiel copernicien est un systcme jnerticl , toul au moins en ce qui concerne Ies 
mouvements a l'echelle de notre systeme planetaire. Cette proposition est confinnee par des experiences 
en rnajoritc indirectes. Les principes de la dynamigue regissent Ies mouvement des particules par 
rapport au "repere sideral". -

c) L'inertie et la masse du corps. 
L'inertie : Chaque fois que l'on charche a mettre un corps en mouvement, a modifier le module, 

la dircction ou le sens de la vitessc d'un corps celui-ci oppose une resistance a ces changements. Cette 
aptitude des corps a s'oposer au changements de leurs etats de repot ou de mouvement a'appelle inenie . 
La gra.ndeur physique caracterisant l'inertie d'un corps s'appelle masse du corps. En mocanique 
ncwtonicnnc la masse m d'un point materiei ne dcpcnd pas de la vitesse V de celui-ci . En mecanique 

relativiste m = m., / Ji - v 2 
/ c 2 

. 

d) lmpulsion ou guantitc de mouvemcnL d'un point materiei 
Appdons impulsion ou quantitc de mouvemcnt d'un PM Ic vectcur defini cornmc le produit de 

la massc du PM par sa vitcssc p = mv 
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2. Principe fondamental de la dynamigue, ou deux.ieme loi de Newton. 

Si Ic PM n'est pas isole, par rapport au repere sideral ii est indique de caracteriser l'intensitc 
des interaction du PM avec les corps environnants pa, la dcrivee de l'irnpulsion par rapport au temps 

dp .:. - = p . Une des principalcs gcncralisation de la mccanigue classiguc consiste â affirmer gue dans un 
dt 

RJ la derivee p depend de la position du PM considere par rapport4U corps environnant et parfois de 

sa vitesse v. Donc, cette dcrivee est fonetioo du rayon vecteur r (vecteur de position), de la vitesse 

v du PM et du temps t. Dcsignons ccne fonction par F(f, v, t). 0n ecriva alors 

dp .:. F-(- - ) -==p= r,v,t 
dt 

(I) 

La fonction des coordonnces, de la vitesse du point materiei ct du temps F ( r, v, t) qui 

determine la derivee de son irnpulsion par rapport au tcmps porte le nom de force. La force est un 
vecteur. car elle rcsµIte de la dcrivation du vectcur p par au scalaire t. 

Ainsi dans un RJ la dcrivce de l'impulsion d'un PM par rapport au temps est egale â la forcc 
gui lui est appliguee. 

Cenc proposition porte Ic nom de dcuxicmc loi de Newton L'cquation (l) exprirnant cene loi 
est l'eguation diffcrenticllc du mouvemcnt du P.M. 

Dans le cas de mouvement aux vitcsse non relativiste on peut ncgliger la variation de la mas~ 
la vitcsse et ecrire la dcuxicmc loi de Newton sous la forme 1'4vac 

.:. dp d(mv) dv !. F-(- - ) (2) p = - = --- = m- = mv = r v t 
dt dt dt ' ' 

soit 
,,, - F-(- - ) mr==ma= r,v,t (3) 

Dans un SI Ic produit de la masse d'un PM par l'acccelcration est egal â la force appli~~
Dans celte relation le cocfficient positif m caractcristique de la particule est appele masse 

inerte dc la particule. 
La mccanique physique a pour object cssentiel la dctennination de la forme de la fonction 

F (i, v) dans chaque cas concret. 

3. La troisicme loi de Newton. 

Considcrons un systcmc isolc (forme) constitue par deux points materiels interagissant entre 

cux . Soit F1 el F2 Ies forccs qu'cxcrccnt l'un sur l'autrc Ies points matcricls du systcme. 

L'enoncc de la troisicmc loi de Ncwton: 
Les forc:;;s d'interaction s'exercant entre deux points matcriels ont meme module, sont de sens 

opposcs ct sont dirigccs suivant la droite rcliant ccs points l'un a l'autre. La loi est valable dans un RI 

i\ =--=-Fl (4) 

Sclon Newton, l'unc de ces forecs peut ctrc appelcc action, et l'autrc, r~ction. 
La troisicmc loi s'cnonce alors commc suit: 
~_Joutc action corrcspond unc r~action egale ct de sens opposc. L'unitc de force dans Ic 

$}~trn,.: !ntcn~;!~jon;!L!fil} L'unitc de forl.'.l: da.ns Sl est appclcc le ncwton (N) 

IN = lkg · lms- 2 
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4. Validite d'application des lois de Newton. 
Les lois de Newton sont valable par rapport a des reperes privilegies, appeles reperes 

l'alilcens (referentiels d'inertie). On se souvient la definition de celui-ci: on appelle repere galileen 
yn repere gui n'est pas accelere. Un repere galileen est represente par un triedre direct , orthonorme 
Oxyz . Le repere sideral (systeme d'axes de Copernic) est, a une bonne approximation, un repere 
galileen (voir cc meme chapitre §a). Les lois de Newton ne sont pas valable dans un repere 
accelcre. 

5. Eguations de Mac Laurin 

Soit un repere galileen Oxyz. La projection de la relation fondamentale (3) sur Ies trois axes 
de coordonnes foumit Ies equations de Mac Laurin. Les coordonnees d'un PM a l'instant t sont 
x,y,z. 

ou 

F 
„ d 2 x 

x = mx. = m dt 2 , F 
„ dly 

y=my=m-
2
-, 

dt 
F 

„ d 2z 
= mz= m--

z dtl 

(5) 

Elles constituent un systemc de trois equations diffcrentielles du second ordre qui pennenent 
de dctermincr x, y, z en fonction du temps connaissant Ies six conditions initiales ( ou deux 
conditions vectorielles initiales ). 

6. lrnportance des conditions initialcs. Le principe des conditions initiales. 

L'equation vectorielle (3) : 

d 
2
r(t) _ F-(- _ ) m 

2 
- r,v,t 

dt 
(6) 

qui exprime le mouvement d'un point materiei est unc cquation differentielle du deuxieme ordre. 
(L'ordre d'une equation differentielle est donne par la derivee la plus elevee figurant dans 
l'equation ). Sa solution r = r(t) sous la forme generale: 

r(t) := r{1,c„c2) (7> 
rcprcsentc l'eguation du mouvement sous forme vcctorielle du PM. 

Les dcux constantes vectorielles Ci et t'i qui resultent de l'integration de l'equations (6) sont 
arbitraires. Par consequent, l'equation du mouvement (7) n'est pas univoquement determinee. En 

d'2utrcs termes a un moment donne t==to, le vectcur de position r(tJ = r(t
0
,C„C2), le vectcur 

vitcssc v(tJ = r(to,CJ><\)et le vecteur accelcration ne peuvent etre univoquement determines. 

Pour dccrirc W1ivoquemcnt le mouvement du PM, ii faut adjoindre a l'equation du mouvement (7) 
des donnccs supplcmentaires. Le plus souvent ces donnees sont Ies valeurs du rayon vecteur r _g 
de la vitcssc v a l'instant t=0. Ces valeurs portent le nom de condition initiales. En effet, si on 

supposc a~~ent t=0, r (O) = ro et v (O) = v o , le systeme de deux equation aux deux 
inconnucs Ci, C2: 

r(0) =ro= r(O,C„C2) et v(O) = f(O,Ci,C2) =: 1i; (8) 

fourni Ies valeurs de ccux-ci. 
Le principe des conditions initiales: 
La connaissance des vccteurs_ de _position r(_t) et _vitcssc_ v {ţ) du _PM a Wl moment doru~~ 

l -- l.i 0
·· O, i (O) =' r_u. v (~) = v 11 , a partir de l'cquation ditforcnţicll~du ~ouvcmcnt m â = F, ii 

l:sl possibk de d(:tcrminer Ic~ valeur~ _de <;cs deu~~- y_ccteur~ pO_!!f •!'!!!!Porte_ ql!g _!11-Qll!~•!l 91! lC!Hps I 
11l1~11l:u1. 
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En conclusion, unc scule cquat1on difforcnlicllc vccloricllc (6) ne suffit donc pas a la 
dctcrminalion univoquc du mouvcmcnt d"un PM. 

Nous allons illustrcr ccs considcrations par l'ctudc du mouvcmcnt librc d'un PM dans Ic 
cha.ihp de la gravite tcrrestre. 

7 Le mouvemcnt d"un point materiei soumis a raction de la pcsantcur. 

Dans le champ de la gravitc terrestre tout corps est soum1s a une forcc 

(Fig. 111.2). Par suite l'equation diftercntiellc du mouvcmcnt (6) doit s'ccrire: 

F = mg constante 

d 2r _ d 2r _ -
m -- = mg ➔ -- = g = C 

dt 2 dt 2 
(9) 

Nous ncghgcrons ks variations de g avcc la latilU1.k 
ct 1 · altitude, de sorte quc 1accclcration g sera 
considcrcc commc constante C. L 'Equation (9) est 
cqu1valcntc a l'cquation : 

:~:- ~ :t ( !:) = ~: = g ou 
_ dr 
v=-

dt 
(10) 

î 
Fig.lll.2 

. . . . . dv _ . 
S1 on multiple l'cquatlon - = g par dt on obtlent: 

dt 

dvd -d d- -d -- t = g t ➔ V = g t 
dt 

( 11) 

Unc premiere intcgration de l" cquation ( 11) determine le vccteur vitcssc v 

Id- J-d -c ) - c- dr - e-v= gt ➔ vt =gt+ 1 ➔ -=gt+ 1 (12) 
~ ~ 

ou C1 est une premiere constante vcctorielle arbitraire d"integration. Multiplions 'a nouvcau 
l' equation (J 2) par dt: 

dr dt = gtdt + c I dt ➔ dr = gtdt + c I dt < 1 J > 
dt 

Par une seconde integration l'equation (13) folltlit l'cguation du mouvement du PM, 

t2 - -
Jdr=gf tdt+c 1Jdt ➔ r(t)=g2 +C 1t+C 2 

➔ 
C2 est la dcuxicmc constante vcctoricllc arbitraire d'integration. 

~-➔ 
Application des conditions initiales pour la detcrmination des constantes C 1, C2 : 

i = i (t): 

( 14) 

La solution ( 14) de I' equation (9) est generale. En fait, une solution generale est non pas unc 
~utio..!!J. mais toutc unc familie de solutions depcnda.i1t de deux constantcs vcctoridlcs arbitraircs 
C, et C2. En anribuant a ces constantes des valeurs concretes, nous tirons de ccttc fan1illc une 
solution particulicre ~cn ~crmincc. 

Les valeurs de C, et C2 sont dcfinies par Ies conditions initiales. 
On suppose qu'a l'instant initial t=0, la vitesse initialc du point materiei soit v (O) -'--V4 ct le 

rayon vectcur de ccl~-ci soit r (O) = r 0 . On peut dctcrminer de r~tion ( 12) la val~ur de C I En 
ctfot, v(O) =vo = C1. De rcquation (14) on lire la valcur de C2: r(0) =r .. - (~ l)l)IK. la 
constante c} est la vitcssc initialc du point mobile ct G est Ic rayon veetcur cara..:l~risa111 sa 
position a 1 · instant initial. 
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L'equation du mouvemcnt (14) s'ecrit: 

(15) 

L'cquation vcctoricllc du mouvemcnt (15) equivaut a trois equations en coordonncs 
cartcsicnnes. En effet, puisque - - - - - -î ( t) = x i + y j + zk ; g = o.i + oj - gk ; (16) 

v0 =oJ +o}-vok; Î 0 =x 0i +y 0}+z0 k; 
de l' equation ( 16) on peut ecrire par identification 

t2 
X = X O ; y = y o ; Z = -g 2 - Vot + Z 0 j (17) 

( 17) representent Ies equations parametrigues du mouvement dJU>O~l considere. 

8 Transformations de Galilee. 

, Supposons que le referentiel S soit wi systemc inertiel. Prenons wi second referentiel S' anime 
par rapport au premier, d'wi mouvement de translation a wie vitcsse constante v. Posons pour 
simplifier que Ies axes X', Y', Z' sont respectivement paralleles aux axes X,Y ,Z et qu'a l'instant 
t = O l'origine O' coi'ncide avec l'origine O. On poscra aussi que la vitesse v est parallele a l'axe 
X. Dans ces conditions l'axe X' comcidera toujours avec raxe X. 

y 

Fig.lll.3 

Le probleme consiste a etablir Ies relations 
exprimant a une meme instant Ies cordonnees 
x' ,Y' ,z' du mobile dans le systeme S' en fonction de 
scs cordonnees x,y ,z dans la systeme S. Soit M la 
position du point mobile a l'instant t (Fig.lll.3). On 

a OM = oo'r + <YM. Au bout d'un temp t, 
l' origine du systeme S' passera de la position O a la __,. -
position O' avec 00'= V t. Par suite la relation 
precedente s • ecrira : 

r=r'+Vt', t=t' os> 
- ~ - -----'> ou r = OM, r' = O'M sont Ies rayons vecteurs 

du point mobile respectivement dans Ies systemes S 
et S' . Ecri vons ( 18) en termes des projections sur Ies 
axcs de cordonnees. Puisque 

î=xi+y}+zk, î'=x'i+y'}+z'k 

(I=i',]=]',k=k'). V=V-T+o•J+o•k 
ks rdations (18) impliquent quc x = x' + Vt ', Y= "f, z = z', t = t' (groupe de Galilee) (19) 

Ccs rclations donnent la solution chcrchec et portcnt le nom de transformations de Galilee. 
Nuus avans adjoint au rclations de transfonnation des cordonnees la relation t = t' pour bien 
so11 I igncr qu • cn mccaniguc non relativiste le tcmps est considere comme une grandeur absolue qui 
rn.: se transforme pa'i: Ic tcmps d'un cnvcnimcnt est idcntigue pour un observateur place sur S oii 
sur S' 

Les autrcs rclations x = x'+Y.t', y = y', z = z' prcsumcnt Ic caractere absolu des longueurs: 
p:1r c,cmplc. la longucm du vcctcur r' mcsurcc d'un obscrvatcur place sur S est idcntiquc a la 
l1111L',11cur du m~rnc vcctcur mcsurcc d. un obscrvatcur place sur S'. En cffct, 

lrt . J(x -v,/~·~;~I~; ct lrt . Jx;,) ·~ y' 2 t z' 2 (~O) 
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ou Ies cordonnees du point O' cn S ct S' sont o: (Vt,0,0) et o;. (0,0,0). Si on utihsc k-s 

trunsfonnations de Galii~ (19) ii s'cnsuit lr'ls· = .j(x-- V· t)
2 

+ y2 + zl ct donc lrt = lr'I~, 
La Physigue relativiste rcpousse le caractere absolu des longucurs ct du tcntps l-'t rcmpla1.-~'. la 

transformation de Galili:c par la transformation de Lorcntz. li suffit de n~r que la transforma1io11 
de Galil~ est un cas limite de la transfonnation de Lorcntz et s'en dcduit en posant que la vitcss<.: V 
est trcs petite par rapport a la vitesse de la lumicrc dans la vide. Dans l'ctude des „mouvcnu.:nts 
lents" (V1/c1<<1) on peut uti1iser la transformation de Oalilee, mais si le mouvement est ··rapide", 

.on peut utiliscr la ţransformation de Lorrotz. 

soit 

9 Loi de composition des vitcsS\.."S de Galilre. 

En dcrivant r = r' + Vt' = r' + Vt par rapport a t, on a 

d7 = dr· + v = dr· + v = v + v 
dt dt dt' 

(21) 

v = v' + V (22) 

ou v est la vitcsse du mobile dans le retercnticl S et v' sa vitessc dans la refeccnticl S'. Ccttc 
relation exprime la loi non relativiste de la oomposition des vitcsscs ( La vitesse n'est pas invariante 

au groupe de Galilee ). Cettc rclation a etc etablie en supposant que la vitessc V est constante. 

Ncanmois ellc est valable sila vitcssc V n'est pas cxmstantc. 

1 O lnvariance de la dcuxicme loi de Newton dans une transfopnation de Galjlee. Le principe. 
de n;lativitc de Galiiee. 

Considerons Ies deux repcres galileen Set S' deduits l'un de l'autre par une traJWformation de 

Galilec, de vitesse uniforme V . Soit wie particule M de Rl4We m IOWDise a l' actioo de la force F 
relativement au repere·S. La relation fondamentale de la Dynamique s'ecrit: 

- _ dv 
F= ma= m

dt 
ou v est la vitesse de M ~ I' instant t. 

(23) 

Dans la repere s· la vitesse de Mau meme instant est v'. Do l'equation (22) v = v' + V on 
tire, en dcrivant par rapport au tcmps : 

dv = ~(v'+ V)= dv'+ dV 
dt dt dt dt 

Puisque la vitessc V est considcree constante, V = constante 

dV =O. 
dt ' 

alors (24) dcvicnt : 
dv dv' 
-=-
dt dt 

soit: 

(24) 

(25) 

(26) 

â = i' (27) 
â ctant l'accelcration du mobile dans le repere S et i' l'accelcration de ce meme A-'l004,lc dans Ic 
repere S'. Ainsi l'acccleration du mobile est la mcme dans lea dcux reperea. On dit quc 
l'accclcration est invariante par rrulru)rt liur;1nsformation de Galilee. Si multiplions la rclation 

(27) par m qui rcprcscntc la massc du mobile on obticnt mi= mi' ou F = F'. Par suite, fa forcc 
ne dmngc pas lorsqu'on passc d"un repere Sa un autrc S'. Cela signific que lc!..forw_~s1,imari::mk 

12 
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Pf!.!_!~.PP.Qrt a la transfonnation de Galilcc F' = ma' exprime la deuxicme toi de Newton dans la 
repere S' . Sa fonne est la mcme que dans la repere S. Les equations qui restent. inchangees 
lorsqu'on passc d'un repere a un autrc sont ditcs eguations invariantcş. On peut donc dire quc les 
~uations de la mccanigue de Ne\,1on soiu invariantcs vis-â-vis des transfonnationş de Galilce. 
Ccttc proposition exprime le principe de relativitl! de!iulilcc. 

Rcmargue : Un point materiei isolc se meut dans le repere S sans acceleration puisque, par 
hypothese, c'est un repere d'inertie. La relation (27) montre que son mouvement dans la repere S' 
ne sera pas accclere non plus. n en resuite quc S' est aussi un repere d'inertie. Donc tout 
rcfcrcntiel cffcctuant un mouvcment rcctilignc et unifonne par rappprt ă un refcrentiel d'inertic est 
lui-mcme rcforentiel d'inertie. S'il existe un scul repere d'inertic, ii doit exister un nombre infini ~ 
rcpcres d'inertie dont Ies mouvemcnts rclatives sont rectiligncs et uniformcs. 
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IV. Travail et Energie. 

l. Travail d'une forcc constante ( F"" CQnstantc) cn gran~cur, direct.ion et senş. pour un 
deplaccrnept rectiligne. 

a) Soit F la foroe constartte appliquee a une particule M. Sila particule decrit un segJUcnt de - -droite AB diiige dans la meme direction gue la force F, on definit le travail effectue pas la force 

- -F comme le produit scalaire de la force par le vecteur deplacement AB (Fig. IV. l): --w = F.AB = F.AB (I) 

A 
M 
@----

"f 

Fig. IV.I 

b) Pour une direction du deplacement cliffereote de celle de la force, le travail se ckfinit 
(Fig.lV.2) : 

W = F.AB = F.AB.cos0 

B 

Fig. IV.2 

(2) 

e~ Le depJaccmcnt de la particule M a lieu suivant uue Jigne brisee arbitraire ACDEB et la 
rorce F= constaote (Fig.lV.3): _.__,,.. _ __,, -~ _ __.., 

W = F-AC+F·CD+F·DE+F·EB ::i 
=F·(AC+ffi+oo+Eiî)=F·AB o> 

Fig. lV.3 

l-1-
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--Qud quc soit la ligne brisec qui part du point A et arrive au point B, le parcours result.ant AB 
intcrvicnt seul dans l'expression du travail. 

2. Travail d'une force guclconguc ( variablc ). 

a) Le travail elementaire de la force. 

Considerons une particule M qui se deplace sur une courbe C sous l'actioo d'une force F dont 
lemodulc, la direction et le sens peuvent changer. 

M ffi 

Fig.IV.4 

-r 
Pendant un temps tres court .1t. la particule decrit 
~rtion ~' de trajectoire. Si cette grandeur 
MM ~t suffisamm~te, on peut assimiler 
!'arc MM' a la corde MM' .Le deplacement de la 
particule J)C!ldant le temps LU est donc rectiligne et 
s'ecrit MM, ==ijuand M, ➔M, la direction 
limite de la corde MM' est celle de la tangente MT 
en M a C est M a pour limite le deplacement 
infinitesimal dr porte par la tangente MP. 0n peut 
considcrer, sur toute la longueur de ce deplacement 

elemcntairc dr. la force F constante. Par suite, ~ 

travail elementaire de la force F pour le 
~iplaeţment _ dr i:l~. _ la~cu~ est la grandeur 

scalairc. 

dW = F-dr (4) 
b) Le travail de la force !_ le long de la courbe C. 

-En general si la particule M parcourt un trajct MN de longueu.r finic sur la trajcctoire 
curviligne portce par la courbc C, on peut su~diviscr ff,.J.cnsee ce trajet en trajets elementaires 

infiniment courts, Ic long desquels la force F peuÎ\feoirsideree comme constante et le travail 
elementaire correspondant sera donne par (4). En sommant ces differents travaux elementaires, 
tout en faisant tem:lre Ies longuers des deplacements elem..mtaires vers uro, on arrive a la limite que 
I' ou designe par la symbole: 

_J:w = wMN = jt • dr (S) 

et que l'on appelle integrale curviligne ou la circulation du vecteur F le loog de la trajectoire MN. 
Par definition. cette integrale represente le travail de la force F le Iona de l'arc de courbe @. 

c) Expression analytique du travail. 

c1) Travail clcmcntairc : Soit la force F(F,., F
1

, F,), F = F,.i + FJ + FJ ct Ic dcplacement 

clcmcntaire dr (dx,dy,dz), dr:: dx î + dy] + dzk, dans un repere Oxyz. L'expression ana)ytigue 

du dW :: F . dr est : 
dW=~~+~~~~~ W 
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<.:i) Jra~:~il d't111c_fom: qttcl(,'.cmquc: 

(7) 

d) L'unite_dc_travail 
Dans Ic systcme SI, l'unitc de travail est Ic _joule (J). Le joule est le tra,•ail produit par unc 

forcc de I newton dont Ic point d'application sc dcplacc de I mctre dans la dircction de la forcc 

e) Exemple de travail: Travail effectue par la pcsantcur. 

A 

Soit Oz la normale a la surfacc de la tcrre, dingcc vers Ic 
haut (Fig.lV5). La force de la pcsantcur 

G = mg= -mg· k qui agit sur la particule M, de massc 

m est unc forcc constante. Calculons Ic travail cffcctuc par 

la forcc G si la particule tombc d'une hautcur de J mctl ("i. 
m==2 Kg et g=9.8 I m/s2

. Soit A la position initiale de M 
-~-➔ -

(OM = fM = zM k ). O c'est la position finale. Ecrivons Ic 

travail de la force G : 

w(A- •O) = I G-drM ; rM =(rM) · k = z)~; "dfM = dr,._, k 
AO 

W<A „0 > = -mg J (k · k)drM = -mg J drM = 
AO AO 

o 

= -mgrM I = -mg(rM(O)- rM(A)) = -rng(z(O)- z(A)) 
A 

Fig.lV.5 Puisque: rM (O)= z(0) et rM (A)= 3m le travaila de la 

forcc Gest donc: w(A -+O) =6ng ) • rM (A)= 2·9,81 ·3 = 58,86 J 

f) Cas particuliers. 

f1) M se deplace en ligne droite dans la direction de la force F, constante en grand~uf. 

direction et sens (F = C) (Fig.IV.6). 

B B B 

w A -►B = J F · dr = F • J dr = F -r I = F -(r0 - rA) = F. AfÎ = l~IAB! coso0 = FI . 
A A A 

Le travail est alors egal au produit du module de la force F par la distance parcourue I. 

M 
8 

o 

Fig.lV.6 
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f
2

) M se dcplacc dans un mouvcmcnt circulairc sous l'action de la forcc centripete 
- 2-F == -meu r (FiglV.7). 

-1r 

wc= f F-dr::.: -m(.u 1 Jr-dr. 
C C 

Puisquc dans un mouvcmcnt circulairc on a toujours 

➔ 
J,i 

F .l V el donc F J_ dr ii s'ensuit : 

f.dr = IFlldrjcos ;r =O• 
2 -En conclusion, si la force F est perpendiculairc au 

deplacement elementaire dr, le travail elementaire est 
nul et par suite W c=-0 (le travail sur la courbe C est 
egal a .zero). 

Fig.lV.7 

3.Force conservative. 

- -
a) Definition: Soient fx, Fy, f z Ies composantes scalaires de la force F. On dit que la force F 

est conservative s'il existe une fonction U(x,y,z) ne dependant pas explicitement du temps de 
maniere quc le~ composantes du vecteur force soyent Ies derivees parielles de la fonction U par 
rapport a x,y,z: 

~U )U 
a) Fx = "f~• FY = ~ Y, 

F = ~ U 
z J z 

(I) 

On dit que la force F derive de -la fonction de force U(x.y,z). La condition (l),a) s'ecrit sous la 
fonne vec\Orielle 

F
- ,u-;" ~U-: JU-k 
=-1+-J+- .. 

ax • ~y iz 
Le vecteur F est appele le gradient de la fonction U. On notera : 

F = gradU(x,y,z) 
Remargues: 

(2) 

(3) 

1) Dans un systeme ou ne se manifeste que des forces qui derivent d'une fonction de force 
U(x,y,z) ('energie totale de celui~i se conserve (est invariable) (voir la loi de la conservation de 
l'energie en mecanique). C'est la raison pour laquelle une telle force s'appelle conservative. 

2) La force conservative presuppose que la fonction U ne depend pas explicitement du temps. 

b) Differentielle totale exacte d'une fonction de trois variables tlx.,y,z). 
Soit la fonction f{x,y,z) derivable par rapport a x,y,z. 

L'expression: 

df= (!!)dx+ (~!) dy+ (~) dz (4) 

est appelee la differcntielle totale exacte de la fonction flx,y,z). 

c) Les proprietes des forces conservatives. 
c,) Le travail effectue par la force conservative F entre deux points quelconques A et 8 ne 

depcnd pas du chemin suivi, mais uniquement des extremites A et 8 du parcours. 
Dcmonstration:Sila particule M se deplace de A(xA,y A,zA) a B(x8 ,y8 ,Z-R) le travail effectue par la 
force conservative F au cours d'un deplacement elementaire di (dx,dy,dz) de M s'ecrit: 

37 
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- _ (dlJ:- JU--: JU-) ( :- -.- -) ?U JU JU , dW=F·dr= -1+-J+-_-k · dx-1+dy-J+dz-k =-dx+-dy+-dz==dlJ 
ax ~y dZ 'iJx OY Oz 

Soit: 
dW=dU (5) 

Par l'integration de la relation (5) qui exprime le fu.it que le travail elementaire d'unc forcc 
conservative est egal 'a la difforentiellc totale exacte de la fonction de force dont derive la force, ii 
s'ensuit: 

B 

WAB = J dW = r dU = U(x,y,z)I = U(xe,YB,zB)- U(xA,y AzA) 
;(Jt k A 

En conclusion : 
WAfl = U(xH ,y H,z1J- U(xA, y ... , z") = ..:\U (6) 

ti.U = la variation de la fonction U cntre le points B et A. 
C'est-a-dire Ic travail est indcpcndant du chcmm suivi • li est inutile de connaîtn; le 

mouvement et la trajectoire de la particule M. 

c2) Le travail de la force dcrivant d'une foncuon <le force est nul le long d'un parcours forme. 
( La circulation du vecteur force conservative est nulle le long d'un parcours ferme ). 

Dcmonstration : Soit deux parcours differents ARB et AQB. La force F est conservative et 
par suite ( voir c 1 ) ( Fig.lV.8 ). 

A 

Fig. IV.8 

Le long du parcours ferme ARBQA, on a donc: 

r F · dr + r F · dr = _l! · dr = o, 
,rh, 4 ARDQA 

relation qui s'exprime conventionnellement : 

f F-dr = o 

(7) 

ou 

lF•dr= l;•dr (k) 

La d 
., e,,,gal_ ,, A 

em1er e 1te entrame 

JnF·dr= -J:·dr (9) 

( IO) 

Le signe f signifie que l'integrale est calculee le long d'un contour ferme. Donc, m 
circulation du vectcur force derivant d'une fonction de force est nulle le long d'un parcours ferme. 

4. Champ potentiel. Energie potentielle. Theoreme de !'energie potentielle. 
a) Pcfinitions : 

- Un champ de vccteurs ( une certaine region de l'espace ou a tout point de cctte region est associe 
un vcctcur ) qui satisfait une relation de la forme (11) s 'appelle champ potcntiel . 

.18 
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- Soit x.,y,z Ies coordonnccs d'un point materiei qui se trouvc dans Ic ch.unp potcnticl de la force F. 
Par dcfinition, [ţ:l_lergi~_polcntielk du, point matcncl est u~c fonction scalairc des sculcs 
coordonnecs x,y,z egale a la fonct1on de torcc avcc Ic s1gnc change: 

Ep(x,y,z)=-U(x,y,z) (12) 
Si Ia fonction Er depcnd egalemcnt cxplicitemcnl du tcmps t, Er(x,y,z,t) 1.--st appcllce fonction 

RQţ.cnticlle. 
Si on report.e (12) en (I), (2) et (3) on obtient: 

;) Ep d Ep ~Ep 
F"=-~, Fy=-1y, F,=-h (13) 

_ ("Ep-:- aEP-: JEP-) 
F=- ~•+hj+Tz""k (14) 

On dit que la force F derive de l'energie potentiel Ep(I,y,z). 
En rempl~t (12) en (5) ct (6) on obtient Ies relations: 

(A) dW = -dEr 
(B) Wfi"; = Ep(XA,YA,zA) - Er(xn,YB,Za) = -ll Er 

Donc: 
L'enonce du theoreme de !'energie potentidle ( la forme diffcrentielle et integrale) : 

(15) 

(16) 
(17) 

(A) Le travail elementaire de la forcc conservative F est egal a la differentielle totale de la 
fonction energie potenticlle avcc Ic signe changc ( la forme differentielle ). 

(B) Le travail effectue par la force conservative F pour deplacer la particule de A en B est egal a 
la variation de !'energie potentielle de la particule entrc Ies points A et B avec le signe change ( la 
forme inte6rale ). ' 

On peut ecrire encore la relation ( 17) sous la forme : 
li 

Ep(A)- Ep(B) = f F ·dr= WG (18) 
A 

Si le point B est quelconque de rayon de position r , la valeur de !'energie potentielle de la 
particule dans le point B sera, d'apres ( 18) : 

f 

Ep(r) = Ep(rA)- J F-dr (19) 
,,. 

Dans beaucoup de problemes, on choisi le point A a l'infini dans l'equation generale ( 19) et on 
pose Ep(rA➔cx:)-= Er(cx:) = O. 0n obticnt alors : 

i "" 

Ep (r) = -J F. dr = J F. dr (20) 
ao l 

Donc, l'e~ergie J>Oteltielle au point de vecteur de position r est egale au travail effectue par la 

force conservative F qui deplace la particule du point de vecteur de position r â l'infini. 

b) L'energie potentielle dans guelgues cas simples. Ouelgues exemoles de forces 
conservatiyes. 

b,) Energie potentielle d'une particule de masse m dans un champ de pesanteur uniforme 

( G =mg= C =constante). 

Si un point se trouve 'a une hauteur z tombe jusqu'au niveau zero (niveau pour lequel z = O). la 
forcc de pesanteur effectuera la travail W = mg·z ( voir IV.2,e ). 

19 
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D'aprcs la rclation ( 18) on a : 
Ep(z)- Ep(O) = W, ,o= mg·z • (21) 

Par suite, Ic point materiei SC trouva.nt a une hauteur z possede une energie potentiellc : 
Ep(z) = mg·z + Ep(O). (22) 

Le niveau zero (z = O) pcut etre choisie arbitrairement., par exemple le niveau du sol du 
laboratoire ou se deroule l'experience. 

La constante Ep(O) est egale a !'energie potentielle au niveau de reference. En la posant nullc 
( Ep(O) = O), on obticnt : 

Er(z) = mg·z . 
La fonction de force correspondante sera : 

U(z) = -mg·z . 

En conclusion, la force de pesanteur G = mg est conservative. 

bi) Energie potentielle de la force d'attraction gravitationnelle de deux points materiels. 

(23) 

(24) 

Selon la loi de la gravitation universclle de Newton, le module de la force d'attraction 
gravitationnelle echangee par deux corps ponctuels est proportionnelle au produit de leurs masses 
M·m et inversement proportionnelle au cam~ de leur distance de separation : F=G·M·m/r2 ou Gest 

la constante gravitationnelle. Si on note par K=G·M·m, la forme vectorielle de la force F s'ecrit 
(Fig.lV.9): 

,r\ - Kr K K - - -
F = --- = --r =--(xi+ yj + zk) 

r 2 r r 3 r 3 
(25) 

(La force F et le rayon vecteur r sont des vecteurs opposes). 

Puisque Ies composantes scalaircs de la force F sont: 
K K K 

Fx = --) x Fy = -Jy, Fz = -Jz J (26) 
r r r 

Fig.lV.9 d'apres la relation (16) on peut ecrire 

K K (x2 
+y

2 
+z

2
) K (rt:) K K dEP=-3 (x.dx+y.dy+z.dz)=-3 d ---- =-3 ·d - =-r.dr=-dr-

r r 2 r 2 r 3 r 2 

L'cnergie potentielle Er s'obtient par l'integration: 

J dr K 
E P ( r) = K - 2 = - - + C , C = constante arbitraire d'i.ntegration. 

r r 

D'habitude on posc egale a zero, !'energie potentielle 'a 11infini ( Er(r--+oc)=O ). Dans ce cas 
C=O ct en conclusion: 

K mM 
E (r) = -- = -G-. (27) 

P r r 

Donc, la force envisagee est conservative. 

b3) Energie potentielle de la force elastigue F = -kr (k>O) 

La force F et le rayon vecteur r = xi + yJ + zk sont des vecteurs opposes. Puisque Ies 

composantes scalaires de la force F s'ecrivent : 

F = -kx F = -ky F = -kz X ~ y t Z 

suivant la relation ( 16) on peut ecrire : 

dW = -dEP = -kxdx-kydy-kzdz 

ou 

k k 
dEr = k(xdx + ydy + z.dz) = -d(x 2 + y 2 + z 2

) = -dr 2
. 

2 2 

40 
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Par integration l'on obticnt l'cxpn.:ssion de EP : 

J kJ , k , E (r)-'-' dE =- dr- =-r-
P p 2 2 

tC. (31) 

Pour trouver la valeur de la constante arbitraire d'intcgration C on 1mpose la condition 
E.,(r-=O)c=cO. En rc;sulte C=O. 

En conclusion la force elastique est conservative ct : 
k 

EP(r)=-r2. r 2 =x 2 +y 2 +z2
• (32) 

2 

5,Energie cinctigue. Theorcme de !'energie cinetigue. 

a) Definition: Soient m la ma.'!ise de la particule ct v sa vitcsse a !'instant t par rapport a un 
repere galileen. On appelle energie cinetigue de la particule a l'instant t la grandeur scalaire: 

l i 
E

0 
= -mv . (33) 

2 
I 

L'unite d'energie cinetique en SI est la meme que celle du travail c'est a dire le joule (J) : 
I joulle= I Newton • I metre 

b) Theoreme de l'energie cinetigue. 
Considerons une particule de ma.'!ise m, de vitcsse v a l'instant t par rapport 1 un repere 

galileen, et soumise a l'action d'une force arbitraire F a cette instant t. 
Pendant un temps eh, le deplacement elementaire di de la particule est donne par dr= vdt. 

Le travail elementaire dW effectue par F dans ce d~placement a pour valeur : 

- -
dW= F ·dr= F· v ·dt (34) 

Supposons que la vitesse v de la particule n'est pas constante. D'apres la loi fondamentale de 
la Dynamique : 

d'ou 

Puisque: 

l'on trouve 

- dv 
F=m-· 

dt ' 

dw dv - d - d-= m-•v· t=m· v • 
dt „ (dv dt =dv). 

dt 

d ( v2 
) = d (V.V) = d V. V+~- dv = 2v. dv 

Donc, l'enonce du theoreme de l'energie cinetique sous la forme differentielle est : 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

La differentielle de l'energie cinetigue d'une particule est egale au travail elementa.ire de la 
forcc arbitraire appliquee a cette particule. 
Pour un deplacement d'une position initiale A a une position finale B ă. p:utir de (38) l'on trouve: 

B 

W;;, = ldW = r dEC = Ec I = Ec(B)-- Ec(A) = LIBC 
All .k, A 

ou 
(39) 
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l>onc, l'c:11011cc: du thforc1m: de l'c:m.:rgic cinctiquc sous l;i fo!l!lCj!!h_;_gralc est : 
Le travail effoctue par unc forcc arbitrairc appliquc,;c a um: particule rclativcmcnt a UII rcpcri.: 

~aliki.:n i.:st c:gal a la variation de !'energic cirn:liqui.: de la particule. 
W:G;' ne depend, ni de temps, ni du chcmin parco,_ n·u par la particule. 

Rcnţillqt!_~ : 
I) L'encrgic cinctique E,c dcpend du systcmc de refon:ncc par rapport auqud s'dfectw.: Ic 
mouwmcnl. En effet, nous savons qut la vitessc de la particule <lepcnd du repere choisi. 

2) La valcur de Ec est dcfinic a une constante additivc prcs E~ , arbitraire : 

1 2 o 
E = -mv + E 

< 2 C 

(40) 

En tffot, 

dE 0 = d(½ mv
2

) + dE~ = d(½ mv
2

) 

pu1squc dE~ =O. 
;I 

6. Energie mecanigue totale. Conscrvation de !'energie mecanigue totale. 

a) Definition. La grandeur scalaire E = Ec + E" est appelce energie mecanique totale de la 
particule. 

b) Loi de conservation de l'energie mecanigue totale. 
b1) La forme integrale de la loi. 

Nous COl).Siderons le cas ou Ies forces qui agissent sur la particule soot conservatives. Soit F 
la resultante de ces force~. 

Par rapport a un repere galileen. nous avons vu que nous pouvons exprirner le travail de F , 
lorsque la particule se deplace de A en B, sous la forme : 

âEc = w-;.;; (voir 39) 
.1.EP = -W'fill (voir 17) 

Ajoutons membre a membre ces deux relations : 
dEc + .1,Ep = o 

Soit 
Ec(B) - Ec(A) + Ep(B) - Ep(A) = O; 
Ec(B) + Ep(B) = Ec(A) + Ep(A); 
(Ec + Ep)(B) = (Ec + Ep)(A); 
E(B)= E(A) 

(41) 

(41 ') 
(42) 

Donc. qyand Ies forces sont conservatives, I' energie mecaniaue totale E de la particule reste 
constante ou la somrne des energies potentielle et cinetigue est une grandcur constante independante 
du temps. 
(41 ') ou (42) representc la forme integrale de la loi de c.onservation de l'encrgic m6canigue totale. 

bi) La forme differentielle de la loi : 
Sdon Ies equations (16) et (38) on peut ecrire: 

dW =-dEp et dW=dEc; 
Donc: 

-dEp=dEc ➔ 

L'cquation (44) peut alors s'ecrire sous une forme differentielle : 
d(Ec + Ep) = O ou dE = O 

42 

(43) 

(44) 

(45) 
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Donc, la diffcrcnticlle de !'energic mccaniquc tot.ale d"un point materiei soumis a une foru: 
conservative est egale a zero. 

Rcr!!~~ : Dans Ic cas des forccs conscrvativcs ( F = -grad Ep(x,y,z)) la fonction energic 
potcnticlle Er(x,y,z) ne dl!pend pas cxplicitement du tcmps. 

7. Cas des forces nonconscrvativcs. 

li se prcscntc des cas quand la fonction Ep(x,y,z,t) possed.ant la propriete F = - grad Ep 
existe, mais depend du temps. 0n peut appeler une tdle fonction '·potentiel generalise". 

a) Mouvement d'une particule chargee a l'interieur d'un condensateur entre Ies armatures 
duqucl on a une difference de potentiel V variant periodiquement par rapport au temps, V(x,y,z,t) = 
= V0 (x,y,z)cos~ 

Le produit de la charge e''par V represente I' energie potentielle de la charge e„dans le point de· 
,, u 

coordonnees ~,}J) au moment t: 

Ep(x,y,z) =eV= e Vo(x,y,z)·coswt. (46) 
La fonction Er(x.y,z,t) se caractcrise par le fait que la force electrique exercee sur la particule 

a chaque instant est : 

ou 

)Vo 
F = -ecos~--

x ~X , 

JVo 
F = -ecos~-- • 

Y Jz 
Donc, la fonction Ep et avec_elle la force F dependent explicitement du temps. 

(47) 

(48) 

Dans ce cas la somme Ec + EP n'a pas de valeur constante (l'energie totale ne se conserve 
plus). En effet, 

dEP (aEP. c)Ep. JEP·) ~Ep --= --x+-y+-z +-- • 
dt o x d y a z -a 1 

Formons le produit scala.irc de l'equation (47) par la vitessc i: 
- .:. .:. ( ~EP . JEP . 3 EP ·) F·r=-grad E ·r=- -x+-y+--z 

p dX oy ~z 

D'autre part, 

-.:. ::.:. md(.:. 2 ) d(mv
2

) dEC 
F · r = mr · r = 2 dt r = dt -2 = dt 

Reportant (51) en (50) et en tenant compte de (49) ii su.it 

~Ep + dEC = d Ep ou .!(E + E ) = 'Ep ~ o 
dt dt o t dt p C d t 

dE 
De (46) on obtient 

O
/ = -eV0wsinmt. 

(49) 

(50) 

(51) 

(52) 

Par conscquent l'energie totale E = Er + Ec ne se conserve plus, pu.isque la derivee par rapport 
au tcmps de E n 'est plus egale a zero. 

b) Le cas des forces dependant de la vitesse ( forces de frottement ). 
U11 exemple nous est foumi par la force de resistance du milieu au mouvement des corps. La forcc 

- ' de rcsistance Rest toujours dirigce a l'encontrc de la vitesse: 

R=-k·v . (5J> 

.n 
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L'cquation du mouvement de la particule dl,~lcnche par la force conscrvallvc F dans un 

m1heu de rcsistancc R sera 

ou F = -grad E 

En multipliant Ies dcux mcmbrcs de (54) par r = v on a: 

mî= · i = -grad Er - î= + î=- R . 

Puisque: 

:. :: d (mf2
) dE, 

mr · r = dt -2- = dt; 

r • 

.:. (dEp. JEP. oEP -~ dEr 
-grad E P • r = - h x + ~ y + ~ z) = - dt ; 

î= . R = v . R = -kv . v = - k v ! 
de (55) on obticnt: 

_!(E +E )=-=-kv} 
dt C p 

(54) 

(55) 

(56) 

(5 7) 

(58) 

(59) 

On voit qui:, commc dans le cas precoocnt, la somme Ec + E" ne reste pas conslante; puis 
comme v2 est toujours positive, ii en resuite que - k·v2 < O et, par consequent, Ec + E" decroît av~~ 
le temps : Ies forces de frottement sont donc non conscrvatives ( dissipatives ). 
Remargue : le concept d'energie mecanique totale n'est valable que si toutes Ies forccs miscs en jeu 
sont conservatives. 
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✓• lmpulsion de la force et quantite de mouvement. Theoreme de 
l'impulsion de la force. Conservation de la quantite de mouvement. 

I. Vecteur impulsion clcmcntaire de la force. 
Ddinition. Soit 11nc particule de masse m, soumise pendant le temps dt ă. l'action d'une force 

F. On appelJc impulsion clcmcntaire de Ja force F pendant le temps dt, la grandeur vectorielle : 

dH = F-dt. (l) 

L'impulsion de la force est donc un vecteur de meme direction et de meme sens que F . 

2. Vecteur impulsion integral de la force (vecteur percussion). 
Definition : 0n appelle vecteur impulsion integral (percussion), l'impulsion finie de la force 

d'expression : 

(2) 

Unite d'impulsion de la force en S.l. : 
<H> = Newton · seconde = N·s 

3. Ouantite de mouvement. 
Definition : Considerons une particule de masse m et de vitesse v a l'inst.ant t relativement au 

repere Oxyz. 0n appelle quantite de mouvement de la particule ă. !'instant t dans le rq>ere Oxyz la 
grandeur vectorielle: 

p = mv. (3) 

Unite de quantite de mouverrieot eo S.I. : 
<p> = kilogramme·metre par seconde = kg·m·s·1 

4. Theoreme de l'irnpulsion de la force. 

a) La forme differentielle. 
Supposons que la particule soit soumise pendant l'intervalle de temps ti-ti=dt a l'action de la force 
- ' F. Nous savons qu'a chaque instant pris dans l'intervalle trt1 on a: 

F = m dv =~P . 
dt dt ' 

Si on multiplie l'equation ( 4) par dt on obtieot : 

En cooclusion 

d- -
___e_dt = Fdt = dp; 
dt 

dp= dii. 

(4) 

(5) 

(6) 

La differentielle du vecteur guantite de mouvement est egale a l'impulşioo elqnentaire de la 
force 

b) La forme integrale. 
lntegrons la relation (6) dans l'intervalle (h- t1) 

1 dp = J dH = 1 F dt = p( t) f J = p( t 2 ) - p() I ) = âp (7) 

➔ 
11 1, 1, 11 

011 1-'(I) csl fo1w1ion du tl:mps. 

45 
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Soit 
12 

p( t 2) - p( t I) = tip = f F( ( )dt = A. 

On trouve gue la variation de la guantite de mouvemcnt de Ia particule est egale a l'imvulsion 
integrale de la force. 

5. Conscrvation de la quantitc de mouvement. 
a) Systeme composc de deux particulcs. 
Soit un systeme compose de deux particules et supposons que ces particules ne sont sowniscs 

qu•1 des forccs agissant "-ntre elles (isolces). Ces forces sont dites interieures a la differcncc des 
forces agissant sur Ies particules du systi:me de I'exterieur et, par suite, appelees extcri~ur~ 
Notons Ies parametres associts aux particules respectivement par des indices I et 2. La position de 
la premiere particule par rapport a un centre O choisi arbitrairement et caracterisee par le ra)on 
vecteur r, et la position de la seconde particule, par le rayon vecteur r2 . Les equations de 

mouvcment des dcux particuJcs seront: 

rn/1 = F12 , rnzr2 = F21 ; (9) 

ou le vccteur F12 designe la force s'exer~ant sur la premiere particule de la part tle la seconde et f 21 
la forcc s'exer~a.nt sur la secondc particule de la part de la premiere. Suivant le principe de l'action 
et de la reaction ces forces sont egales en grandeur et de sens oppose, de sorte que : 

î\2 +F21 = O; (IO) 
En sommant (9) et en tenant compte de ( l O) on obtient : 

(11) 

soit 

(12) 

li en decouc que 
. . 

ffi I f1 + ID 2 f2 = const, J (13) 

ou, cc qui rcvicnt au meme : 

mi"\ +m 2v2 =const ou i5, +p2 =const. <t4) 
L'egalite ( 14) exprime Ia loi de conservation de la quantite de mouvement ayant lieu dans un 

systeme de deux particules soumises a l'action de forces intericures quelconques. 
La somme vcctoriclle des guantites de mouvement des deux particules insolees (soumise a leur 

seule interaction mutuelle) reste constante. 
• Exemple l : Cas de l'atome l'hydrogene. Ici, si on suppose cet atome isole, scule existe 
l'interaction entre le proton et l'electron 1,.1lace sur une orbite autour du proton. Alors, 

Pe, + Ppr = const. 

• Exemple 2 : Supposons que la Terre et la Lune constituent un systeme isole. On neglige alors 
I'interactio!l du Soleil, des autres planetes et des differentes etoiles. Alors, 

b) Cas d'unc particule isolee. 

Supposons que, a I'instant t, la particule soit isolee dans l'espace c'est "ă dire aucune force F 

n'actionne sur elle, F= O. D'apres la deuxieme loi de la Dynamique: 
d-
_e_= F· (15) 
dt J 
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ii s'ensuit 

D'ou 

dp = O. 
dt 

p =const, 

soit v = const. 

(16) 

(17) 

La particule est donc animee d'un mouvement a vitesse constante relativement a un repere 
galileen. 
Remarque : Le principe de l'inertie est un cas particulier du principe de la conservation de la 
quantite de mouvement. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



VI. Moment l'inetique. Theorrme du moment dnetÎ<JUe. Moment 
d'un vecteur par rapport a un point. Conservation du moment 
cinetique. 

' l. Moment d'un vectcur par rapport a un PQ!!!L Ddinition 
Soit P un point quelconque sur la ligne d'action du vt-ctcur â . On appelle moment du \'~cl,:ur 

â par rapport a Wl point O Ic produil vcctorid : 

M0 (â) = f X â 

ou r est le wcteur de positioo <k P par rapport a O (Fig.VI. l) 

~ 

Mo 

o 

Fig.VI.I. 

, 

/ 
/ 

/ p 

2. Moment cinctiquc. Dcfinition. 

li) 

Fig.Vl.2. 

Soit O un point fixe dans le repere galileen Oxyz et P la particule de masse m animl!C <k la 
vitessc v a f, 

<imstant t par rapport a ce repere. 0n appelle moment cinetique de la particule P au point O le 
moment de la quantite de mouvement p = mv par rapport ă. O: 

(2) 

L0 est donc un vecteur perpendiculaire au plan contenant Ies vecteurs r et p. L. 0 chaoge de 
grandeur et de direction quand P se dcplace sur la courbe C. 

Les composantes du moment cinetique [ 0 par rapport aux. axes du repere galileen Oxyz 

~•=• ~ - a P:~:: ~ol~ : : l = LJ + Lr J + L)~ (3) 

PK Py p 
ou 

Lx = YPz - zpr , Ly = zpx - xpz , Lz = x.py -yp,. · 
Unite : Dans le systeme SI !'unite du moment cinetique s'ecrit : 

<L> = <r><p> = <r><m><v> = kg·m2·s·' = joules-secondes. 

3. Theoreme du moment cinetiguc. 
Derivons l'equation (2) par rapport au temps: 

dÎ.0 dr _ _ dp ~ _ _ ~ _ ( _) _ ! (- _) _ ~ dt = dt X p + r X dt = r X p + r X p = V X mv + r X p = m V X V + r X p. 

Puisque v x v = O ii suit : 

dL
0 

_ .! 
--= r xp. 

dt 
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Soit F la force qui s'excrcc sur la particule P a !'instant t. O'aprcs la dcuxieme Joi de Newton : 

F
- _ dv d(mv) dp .:. 
=ma=m-=--=-=p 

dt dt dt 
d'ou 

dL - - -
-

0 = r x F = Mc,(F) (4) 
dt 

Theoreme : La derivee par rapport au temps du moment cinetique de la particule P au point 

O est egale au moment resultant en O de la force F appliquee a P. 

4. Conscrvation du moment cinetique. 

Si le moment cinet.ique de la particule P au point O est constant. [ 0 ~ const.quelque soit le 

moment du temps t, a lieu la conservation du moment cinetique. En d'autres termes : 

dL0 = d( const.) = O. 
dt dt 

(5) 

D'apres la relation ( 4 ), le moment resultant en O de la force F est donc nul : 

M0 (F)=fxF=O (6) 

La condition de conservation (6) du moment cinctiquc est remplie si a) F = O (le point P se 

mcut rectiligne et uniforme; le point P est isolc ) ou b) la force F est de la forme : F = f(r) • r. 
F passe donc par le point fixe O, l'originc du vecteur de position de P. La force F est appelee force 
~ntral!2. En effet, le moment de cette force par rapport a O est bien nul: 

Mo(F) = r X F = r X (f(r)r) = f(r)(r X r) =o. 
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VII. Forces centrales. Definition. Exemples. 
Proprietes fondamentales. 

1. Dcfinition. 0n appelle force centrale, la force dont le support passe par un point fix~ O 
pendant Ic mouvement de la particule (Fig.VII. I). L'expression generale d'une force centrale est: 

F(r)::::f(r)·T, r=xi+y}+zk, r='1x 2 +y 2 +z2 =lrl 
ou r represente le vecteur de position de la particule P dont Ies coordonnees cartesi~nnes sont 
x,y,z. La force centrale est, donc, colineaire au vecteur de position r de la particule. 

Si f{r)>O, la force centrale est de re_pulşion. Si f(r)<O, la force centrale est d'attraction. 

Fig.VII.l,a) 

2. Excmples de forces centrales. 
a) Force d'attraction gravitationnelle. 

F-(-) mM r f( )-r = -y--·-= r r 
r 2 r 

b) Force coulombienne. 

F-(-) I Qq r f( )-r =±--·-·-= r r 
4,rs0 r 2 r 

c) Force elastigue. 

Fig.VII. l,b) 

mM ou flr)::;: -y-r1 

F(r) = -kr ou f(r)::;: -k::;: constant 

3. Proprietes fondamentales des forces centra.Ies. 
a) Le moment cinetigue d'une particule SOIUOise a l'action d'unc force centrale se conşerye. 

Demonstration : Appliquons le theoreme du moment cinetique : 

Mo(F) = di.o = F X F = r X (f(r)r) = f(r)(r X r) = o . 
dt 

Par suite, le moment cinetique de la particule P au point O est CODltaDt : 

L0 ::;: constant . 

0n dit que L0 est une constante de mouvement de P. 

(I) 

(2) 

(3) 

(4) 

b) La trajectoire de la particule sournise a l'action d'une forc;e centrale est une courbe plane. 
b1) La premiere demonstration : Le vecteur de position f iii OP de la particule est constamment 
perpendiculaire a la direction fixe de L0 (Fig.VII.2). En concl111ion. le mouyemegt de la particule 

s'effectue dans le plan perpendiculaire en O a la direction de L0 =constant. 
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Fig.VII.2 

bi) La deuxieme demonstration. 

D'apres (4) L0 = r x p = C, C = vecteur constant. Multiplions cette relation scalairement 

par le vecteur de position r : 
r. (r x p) = r. c . (5) 

Puisque Ies vecteurs r est L0 = r x p sont mutuellement perpendiculaires (Fig.Vll.2) le 

produit scalaire : 

r. Lo = r. (r X p) = lrl. llol ·cos-~= o • 
En utilisant Ies expressions analytiques de r et C : 

r=xi +
0

yj+Zk, C=Ai +BÎ+Dk 

' ou A,B,D solit constante&, la relation (S) devient: 
r · c = Ax + By + Oz = O • (7) 

(7) represente l'gauation d'un plan qui passe par le point O ( le terme libre est nul). En conclusion,
la trajectoire du point P est une courbe plane. 

c) Les aires balayees par le rayon vecteur r d'une particule P sournise a l'actfon d'une force 

centrale sont prq,ortionnelles au temps mis pour Ies parcourir (loi des aires). 

Fig.VI.3 

Demonstration : Pendant le temps .ru = t' - t , P 
parcourt l'arc PP' = & sur la trajectoire (C). Le 
rayon vecteur r balaye une aire M egale a celle du 
triangle OPP' (Fig.Vll.3) : 

AA = .!.lrl ·I= .!.1~ lr'lsinAq, 
2 2 

0n peut, donc, considerer l 'aire M egale au module 

d rod . . l A A I - -, u p uit vcctone : un. = - r x r • 
2 

Pu
, ... , ... A.,.. , 
1sque r =r+ L.U I suit : 

AA- 1 - (- A-) I - - 1 - A - 1 - A -u = - r x r + ar = - r x r + - r x ur = - r x ar • 
2 2 2 2 > 

(r x r = o) . 
D

, _ Ar 
autres part: v = - (la_ vitcssc moycnne) 

m At 
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qui pour l\l--➔O dcvicnl : 
. dr , 
v = ~ (la vitcss1.: inslanlan~). 

dt 

Alors, pour l\t➔O 011 a: dĂ = ½u )( v)dt qui l!ll module s'ccrit: ldĂI = dA = i 1r X vldt. 

Or, nous savons quc : L11 = r x p = C (constant) cc qui impliquc: 

l[ul = Lu = Ir X mvl = mir)( vi= C (constante). 

Par suit1.:, l'airc balaycc par unite de tcmps s'ccrit : 
dA I 
- = -Lt, = C (constante) ou dA = C dt. 
dt 2m 

lntcgrons la demicrc rclation : 

J dA = C J dt ⇒ A - Ct + C', C' '- constante d'integration. 

L 
A(t) = - 0 t +C' 

2m 
(8) 

Loi des aircs : Les aires balayecs par le rayon vecteur r sont proportionnelles au temps mis pour 

Ies parcourir. 
On dit quc Ic mouvcmmt de Pa licu sdon la loi des aires. 
Rcmarquc : On appclle vitcssc arcolairc ~ l'instant t, la derivee par rapport au temps de l'aire 

balayee par le rayon vcctcur r de la particule . dA = A 
dt 

Nous venons de voir que : 
dA . L 
- = A := -

0 = C (constante). 
dt 2m 

La vitcssc areolaire d'unc particule soumise a une force centrale est clonc constante (deuxiemc Joi 
de Kepler).· 

d) Une force centrale gui ne depend pas explicitcment du temps est conservative ct donc 
!'energic mecanique totale de la particule se conserve. 

Demonstration : Montrons l'existence d'une fonction EP(f)de maniere que la force centrale 

s'ecrire: F(f) = -grad Ep (r) = f(r)î . 

li cn resuite de ceci que : 

d Ep 7 d Ep -: ~Ep - - _ _ 
1 -- J--- k = f(r) (xi +yj +zk) ---ax â y c z 

ou 

cE -a: = f(r)x, 

Additionnons Ies equations (9) multipliees par dx, dy, dz : 

( 
~Ep i}Ep ~Ep ) 

-dE =- -dx+-dy+-dz = 
p tlx OY az 

=~r)(xdx+ydy+zdz)== f(r)d(x 2 +y 2 +z2 )= f(r)d(r 2). 

2 2 

Par l'intcgration l'cquation (IO) foumit I' exprcssion de !'energie potentielle Ep : 

E.,(r) = - ~ J f(r)d(r 2
) + C. 
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Re(Tl<,rgue: Pour une force centrale ('energic potcnticlle EP est une fonction de r = Jx2 +y 2 + z 2 
, 

Ic module du vcctcur de position de la particule 
Excmplcs de forccs ccntralcs qui rcmplisscnt la condition d) : 
I) La forcc d'anraction gravitationncllc ( \'QÎ.r IV, (27),(32) ). 

F = _!_r f(r) = _!_ E (r) = _ţ 
r 3 

' r 3 
' P r 

2) La force clastiquc : 

F = -kr 
' 

f(r) = -k, E (r) = kr2 
p 2 
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VIII. Le mouvement d'un point materiei soumis aux liaisons. 

a) Liaisons. Reactions. Equations differentielles du 1110uvement. 

II est possible que le point materiei sur lequel agit la force resultante R soit soumis aux 
liaisons. 
Un point materiei qui est oblige ~ rester pendant son mouvelil1ent sur une surface qui 
occupe une position fixe dans l'espace ( par exemple une surface spherique d'equation 
x2+y2+z2-r2=0, r-le rayon de la sphere) est soumis a une liaison. L'equation de la surface: 

f(x,y,z)=O (I) 
est appelee / 'equation de la /iaison. 

Dans le cas ou sur un point materiei soumis 'a une liaison agit une forc.:e exterieure il alors 

la force 91 avec laquelle la liaison reagit sur le point materiei c'est la.f<,rce de liaiso11 ou la 
reaction. 

La reaction 9l peut etre decomposee en deux composantes ( Fig. Vili. l ) : 
- - -
9i=N+T (2) 

ou N c'est la composarite normale et T, la composante tangentielle ou la force de 

frottement ( Fr ); le module de Fr = T est egal ~ Fr = µ· N, µ = le coefficient du frottcment 
- - -

La liaison pour laquelle T =O est appelee ideale. Dans ce cas la reaction ~H = N est 
' normale a la liaison. 

Fig. VIII. I 

Dans la figure VIII.1 est present/ un 
point materiei assujetti a rester pendant 
son mouvement sur une cercle de rayon r 
est d' equation x2+y2-r2=0 ( equation de la 

liaison). La force exterieure R qui agit 
sur le point materiei est la pesanteur 

G = mg ou m est la masse du point 

materiei. 9l est la reaction de la liaison. 

La deuxieme toi de la dynamique pour un point materiei soum1s aux liaisons s' ecrit 

vectoriel : ma~ R + m 
ou scalairement : 

d2x 
m-2 = Rx + 9lx > 

dt 
d2y 

m-=R +91 . 
dt2 Y Y 

(3) 

(4) 

Les equations ( 4) representent Ies equations differentielles du mouvemelll du point 
materiei soumis aux liaisons. 
Par la suite nous presenterons deux exemples du mouvements aux liaisons. 

b) Le mouvement d'un point materiei sur un plan incljn{ 
Considerons un point materiei qui se meut avec frottement sur un plan inclin/ sous l'action 

de la force appliqu~e (exterieure) G, la pesanteur du point materiei. Sur le point actionne 
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egalement la reaction 91 de la liaison ( le plan încline'). ( Fig. Vlll.2 ). 9t = N + T, 
T= Fr = µN. 

Puisque, 

Fig. VIII.2 

Si considerons un systeme de 
coordonnees xOy de maniere que l'axe 
Ox co'incide avec le plan încline' et on 
note par a I' angle de celui-ci, / 'equation 
de la /iaison sera y=O et l'equation du 
mouvement sous forme vectorielle 
s'ecrit: - - - - -mâ=G+9t=G+N+T• (5) 

d
2
x - d

2
y - - - - - - - -

â=-2 -i+-2 ·J· G=G •i+G ·J·=mg-sina•i-mg•cosa•j, 
dt dt ' 1 n 

N = N · J , T = -µ. N -T 
Ies equations du mouvement s'ecrivent scalairement : 

d2x 
m· dt 2 =mg·sina-µ·N, 

d2x 
(6) 

m• dt 2 =-mg-cosa+N, 

En utilisant l'equation de la liaison y=0, de la deuxieme relation (6), on obtient : 
O =-mg• cosa + N -~ N = mg• cosa • 

De la premiere equation (6) on obtient par integration la /oi de la vitesse du point materiei. 
En effet, 

d
2
x dv" . 

m-- = m-- = mg-sma-µ-mg-cosa 
dt2 dt 1 

I I 

f dv" =v"I~ =g·(sina-µ-cosa.)·J dt=g·(sina-µ•cosa)·t :J 
o o 
v"(t)-v"(0)=g·(sina-µ-cosa)·t. 

Donc, 
(7) 

ou Vo= vx(0) represente la vitesse initiale t=0 du mouvement. 
La loi du mouvement s'obtient par une nouvelle operation d'integration de l'equation (7). 
En effet, 

dx 
v,. ( t) = dt = v O + g · ( sin a - µ • cosa)· t ; 

!: dt = dx = v0dt + g(sina- µ·cosa) tdt 
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Donc, 

I I l 

J dx = v O • J dt + g ·(sina - µ·cosa) · J t · dt; 
ll O O 

t2 
x( t) = x( O) + v O • t + g · (sin a - µ · cosa) · 2 ; (8) 

o~ x(O)= x., represente la valeur de l'abscisse x au moment t=O du point materiei. 

c) Le pendule mathematique. 

Analysons le mouvement d'un point materiei de masse m oblig:~ se mouvoir sur unc 
cercle de rayon r situe en plan vertical ( le pendule mathematique ). 

Les forces qui agissent sur le point materiei sont : la force appliquee (exterieure) G = mg 
- - - -

(force de pesanteur) et la reaction 91 de la liaison ( Fig. Vlll.3 ), 91 = N, T =O et le travail 
mecanique elementaire de celle-ci est nul : 

o 'i' ·~ o 
/ 

!L, / "t 

1 
Jlj~ 

iit 

Fig. VIII.3 

On utilise souvent dans ce cas le theoreme de 
I' energie cinetique sous la forme 
diff erentielle: 

dEc=dW ou dW=dWctt dWir d\Vit 

dEc=dWâ= G.· dr =Gll·dx+Gy·dy+Gz·dz. 
Puisque Gll=mg, Gy=Gz=O alors : 

dEc=mg·dx • (9) 

Ecrivons l'energie cinetique Ec du point materiei en coordonnees polaires r, 0 
(r=constante). On utilise : 

x=r·cos8, y=r-sin0, :ic=-r·B·sinB, y=r•0•cos8, dx=-r·sinB-dO (9') 

Alors, !'energie cinetique s'ecrit : 
2 

mv m 2 2 m 2 ·2 
E. =-

2
-= 2 -(x +y )= 2 r 8 • (10) 

La differentielle de (IO) est : 

m 2 ·2 2 • • 
dE. = 2 · r · d O = m • r • 8- d 8 • ( I 1) 

Puisque dx=-r·sin0·d0, de (9) et (11) on obtient: 

m ·r
2 •O·d.0= -mg• r·sinB-dB-----+r•iJ-diJ= -g•sinB•dO • (12) 

En tenant compte en ( 12) du fait que : 

. dO d28 dO . 
dB=dtdt= dt 2 dt et d8=dtdts8-dt (13) 

l'on obtient l'equation differentielle de mouvement du pendule mathematique: 
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d20 g 
- 2 +--sin0 =O• (14) 
dt r 

Pour des angles d'oscillation petits (a<5°, sin8~) on obtient l'equation: 

d28 g 
-+--0 = O • (15) 
dt 2 r 

Si on note ol=g/r l'equation (16) 

d20 
dt2 +ro 2 ·0=0 (B+a/-0=0) (16) 

a la solution generale ( l'equation de mouvement du pendule): 
0=A-sin(rot+cp) ou 0=A-cos(rot+cp) (17) 

ou A et cj, sont deux constantes arbitraires. 
On peut verifier directement le fait que ( 17) represente la solution de ( 16). Puisque : 

0= Aw-cos(wt+<p) et 0 = -Aw 2 
• sin(wt +<p), (18) 

le remplacement de (17) et (18) en (16) donne : 
-Aw 2 -sin(wt + <p) + w2 A-sin(wt +<p) = o. (19) 

En conclusion, le pendule mathematique effectue un mouvement oscillatoire harmonique 

autour de la position d'equilibre ayant la pulsation ro = 
2

7t = fj. et la periode : 
T vi 

T= 2lt· ~. (20) 

On dit que pour 0<5°, Ies .oscillations du pendule mathematique son isochrones ( la 
periode T ne depend pas de 0 ). 
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IX. Le mouvement oscillatoire du point materiei. 

I. Ostillateur lineaire harmonique . 

a) Definition. La force elastique. Exemple. 

Soit une particule de masse m qui se meut sur une droite sous l'action d'une force 
proportio1111elle a /'ecartemenl de la particule de sa posilion d'equilibre el constamment 
dirigee vers la position d'equilibre. Ce systeme oscillant est appele oscillateur lineaire 
harmonique. Les forces repondant aux exigences indiquees plus haut sont appelees 
e/astiques. Comme le mouvement de la particule dans un oscillateur lineaire s'effectue 
suivant une droite, on peut toujours choisir cette droite pour axe de coordonnees. 
Supposons qu'il s'agit de !'axe Ox et que !'origine des coordonnees coincide avec la 
position d'equilibre de la particule (Fig.IX. I). Dans ce cas l'expression de la force 
elastique s' ecrit : - ·• 

F = -kxi (l) 

Fig. IX. I 

Un exemple de ce mouvement nous est foumt par une bille accrochee a un resson 
elastique, de masse negligeable, qui se deplace, sans frottement, le long d'une tige 
rectiligne horizontale confondue avec l'axe Ox. La constante k>0 est la rigidite du ressort. 

b) Eguation differentielle du mouvement de la particule P et sa salut ion. 

D'apres la deuxieme loi de Newton: 

- · d2x - -
F =mă= m dt 2 i = -kxi ; â =le vecteur acceleration (2) 

D 'ou, l' equation differentielle du mouvement de P : 

d 2x k 
-+-x=0 • (3) 
dt 2 m 

En tenant compte de ce que k/m>0 et introduisant la notation k/m=ro0 
2 l' on obtient : 

d2 x 
-+ro 2x =O, (4) dt2 o 

La solution de cette equation, nous le savons, est de la forme : 
x=a·sin(root+cj)) ou x= a·cos(root+cj)) (5) 

o°'u a et ci> sont de constantes arbitraires. Ces constantes peuvent etre trouvees a partir des 
conditions initiales : si, par exemple, pour t=0 an a x=Xo, x =v0 , alors, comme ii est facile 
de se convaincre, 

2 
2 Vo Xo(l)o 

a= x0 +-2 et q, = Arctg-- • (6) 
OOo Vo 

L' equation ( 5 ), la solution de ( 4) represente / 'equation de mouvemelll de /'oscillate11r 
/imlaire harmonique. 
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c) Caracteristiques du mouvement de l'oscillateur lineaire harmonigue. 

~ represente I 'e/011gatio11 de I' oscillateur lineaire harmonique et .!. /'ampli/ude du 
mouvement. La quantite_! designe l'elongation maximale (distance maximale du mobile 'a 
sa position d'equilibre O). La quantite ffio est la p11/satio11 ou jreque11ce circulaireJ la 
quantite ro0t+ q> s'appelle phase de I 'oscillation et la quantite q> est la phase i11iliale ( ou 
dephasage ) correspondant 'a t=0. Pour donner une representation graphique de ce 
mouvement, on peut porter t en abscisses et Ies elongations correspondantes du point x en 
ordonnees; on obtient alors une courbe periodiques sinusoidale. L' amplitude .!. du 
mouvement conserve une valeur constante quelque soit t. On dit que dans ce cas 
l'oscillation hannonique est 11011-amortie. 
Le mouvement decrit par la relation ( 5) sera evidemment periodique, le temps y entre par 
le moyen d'une fonction periodique. Cela signifie qu'il existe un intervalle de temps T 
(peri ode d' oscillation) tel que : 

sin(root+q> )= sin[roo(t+T)+ q>] • (7) 

li en decoule que : 
roo(t+T)+ q, - (root+ q> )=21t ➔ roX=21t 

L' inverse de la peri ode T, jrequence v est : 
v=l/T=roc/21t • 

Selon la relation k/m=ro0 

2 
: 

(1)0 = l, V= 2]1t ·l,T = 21t-~. 

d ) L' em:rgie totale de I' oscillateur lineaire harmonigue. 
m 

L 'energie cinetique est : Ec = - • x 2 
. La vitesse x du point oscillant s' obtient par 

2 
derivation de (5) par rapport au temps : 

(8) 

(9) 

(10) 

v = x = aro O • cos( ro O t + q>) • ( 11 ) 
L' energie cinetique est egale a : 

1 2 2 2 Ec =2ma (l)o·COS (root+q>). (12) 

L 'energie potelllielle se trouve de la condition de conservativite remplie par la force 
.... ➔ 

elastique F = -kx · i : 

ou 

- - dE _ 
F = -kxi = -grad E (x) = __ Pi 

P dx 
(13) 

dEP 
kx=-➔ dE =kx·dX• (13') dx P 

Si pour la valeur nu.lle de I' energie potentielle on prend la valeur atteinte au moment oo la 
particule se trouve en position d' equilibre, alors l 'energie potentielle d 'une certaine 
position ayant pour coordonnee x on obtient par l'integration de l'equation (13'): 

ll ll 2 2 

J dEP =k·Jx-dx ➔ EPI: =k~ ➔ EP(x)-Ep(O)=k~ , 
o o 
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x2 
EP(O) = O ( par hypothese) et alors E (x) = k- • ( 14) 

p 2 

En y portant x tire' de (5) et tenant compte de ce que d'apres k=m·roo2
, on trouve : 

l . 
EP(x)= 2ma 2ro~·sm 2 (ID 0 t+q>) • (15) 

' A l'aide de (12) et (15) on trouve /'energie totale: 

E = E
0 

+ EP = ½ ma2ro~ ·[cos2 (ro 0 t + q>) + sin
2 

(ro 0 t + q>)] ~ 
1 2 2 E = 2 ma ro O = cons tan te • ( 16) 

Les relations (12) et (15) montrent que Ies energie cinetique et potentielle varient avec le 
temps comme Ies carres du sinus et du cosinus. Elles montrent que ni l'energie potentielle 
ni I' energie cinetique prises isolement ne sont constantes, mais I' energie totale (I 6) reste 
cependant constante ( l'energie totale de l'oscillateur harmonique se conserve ). De plus, 

" on voit de (16) que l'energie totale est proporlio1111el/e au carre de I 'amplitude du 
mouvement. 

e) Le calcul de l'elongation (S) en appliquant le principe de conservation de l'energie 
totale. 

Ecrivons l'energie totale de la particule : 

D'ou: 

et 

Puisque 

1 2 kx 2 1 2 2 ka 2 i 
E = E + E = - mv + - = - ma ro = - k = mro • 

C p 2 2 2 O 2' O 

2 k 2 2 dx 
V :::: m (a - X ), V:::: dt 

v = dx = ± / ~ ( a 2 - x 2) ➔ dx = [k dt • 
dt V m ±'1(a2 _ x2) ,J-;' 

l 
. X 

dx _ arcsm-;+C 

J±-Ja2-x2 - x 
arccos-+C 

a 
en integrant ( 18), 

J dx = Jkmk ·Jdt 
±.Ja2 -x2 v-; 

on obtient: 

• X l arcsm-= --t+C 
a m 

et 
-

X 
arccos- = -·t+C • 

a m 
Si on fait la remarque : 
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(17') 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 
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sin( arcsin y )=y et cos( arcos y )=y 
on trouve de (21) : 

(22) 

: ~ si{ l·t+c) ➔ X~ a-sin(ro,t+C) 

et 

(23) 

(23 1
) 

2. L'oscillateur harmonique amorti. 

a) Introduction. 
Les oscillations non amorties representent un cas limite ideal puisque en realite, tous les 
mouvements vibratoires ou pendulaires s'amortissent plus ou moins rapidement, du fait 
des forces de frottement qui s'opposent a tout mouvement dans les milieux materiels. 
Lorsqu'un corps se meut dans un milieu, celui-ci offre une resistance qui tenda ralentir le 
mouvement. L'energie du corps se transfonne alors finalement en chaleur ou, comme on 
dit, se dissipe et l'amplitude du mouvement decroît en temps. 

b ) Equation differentielle du mouvement. Equation de I' elongation. 
➔ ➔ 

Considerons le cas ou sur le point materiei P agit en outre la force elastique F = -kx • i , 
une " force de frottement ·· dependant seulement ( pour un milieu homogene donne') de sa 
vitesse: 

- - dx - - t O F, = -fvi = -f- i = -fxi j > , 
'' dt 

(24) 

ot x est l'abscisse de P et fun coefficient positif ( Fig. IX.2 ); le signe moins montre que la 
force agit dans un sens oppo~ ~ celui de 
la vitesse. Telles forces de resistance 

.P(x) 

• 
o F 

Fig. IX.2 

► 
I(. 

existent toujours lorsqu' on realise 
pratiquement un oscillateur harmonique, 
. du fait que le milieu(l'am exerce 
une force de resistance sur ce point 
materiei 

Pour des vitesses de deplacement petites, la force de resistance peut etre consideree 
toujours proportionnelle li la vitesse v . 
L'equation differentielle du mouvement ( la deuxieme loi de la dynamique) s'ecrit : 

mi= F + Fr, ➔ ma,.i = -kxi -fxi, (25) 

.. kx f:' d2x f dx (2 ) mx = - - x ➔ m- = -kx - - • 6 
dt 2 dt 

Divisons cette expression par m ( la mass de P) et posons : 
k 2 f - = ID O et - = 2P • (27) 
m m 

w O est la frequence des uscillations du system~ en l' absence de frottement. La grandeur P 
est appclec c.:oe.ffic.:ielll cl'amortissement. Nous avons donc l'equation ditlerentielle lineaire 
d'ordrc <lcux a coetlicients constants : 

hi 
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x12~htlt)i,x~o. (2:_..;) 

Puur truuver la solutiun x(t) de cctte equation ditlercnticllt.: ( puur l'int~grcr ) on i11trnd11i: 
une nouvelle fonctiun y(t) de sorte que: 

x(t) = y(t)·e '11
• (29) 

On obtient: 
x = y · e 11t - py · e 111 

, 

x = e 1-1, (y - 2py + p 2 y) • 
Rempla~ons (29) et (30) en (28) et introduisons la notat ion w 2 = w ~ - p 2 

. 

Apres la simplification avec e f.lt l'on obtient l'equation difterentielle lineaire d'ordrr: dl'LIX 

a coefficients constants : 

y+w 2y=0· (Jl) 

Remar~ : On a suppose' que la resistance du milieu est aussi petite que i} , tu O , ou 

p 2 < (I)~ , ou (I)~ - p 2 = (I) 2 > o . 
La solution de I' equation (3 1) est connue ( voir ( 17)-Vlll ). 

y=A-sin(wt+<p)• (32) 

En tenant compte de la relation (29) la solution de I' equation (28) s' ecrit : 

\ 
ou 

x(t) =A· e ll• • sin(wt + <p) = B(t)· sin(wt + q,) 

B( t) = A · e 11
' • 

(33) 

(34) 

(33) represente / 'equation de / 'e/011gatio11 d'un mouvement sinusoidal amuni. 
L'amplitude B(t) de l'oscillation hannonique amortie d%rite par la relation (34) est une 
fonction qui decroit expo11entiel/emet11. Un mouvement exprime a l'aide des relations (33) 
et (34) constitue ce qu'on appelle des oscillations amorties. Une oscil/ation amor/ie peut 
elre consideree comme une oscillalion harmonique dolll / 'amplitude JJt.:roil 
expo11entiellemenl. 

A partir de la pulsation de l'oscillation amortie co = .Jco~ - 13 2 on peut ecrire 

/ 'expression de la periooe T de / 'oscillation amortie : 
21t I 2 2 21t 

co = T = "co o - 13 ➔ T = J;f- 132 • (35) 

On observe que la "frequence" co des oscillations amorties est plus petite que celle des 
oscillations en l' absence de frottement co0 : 

co 2 =co~ -13 2 ➔ co~ -co 2 = 132 > O ➔ co 2 <co~ ➔ co <co 0 • (37) 

On pouvait s'attendre a priori ~ ce que le frottement diminue la frequence, puisque en 
general ii ralentit le mouvement. De la relation (37) resuite egalement que T>To : 

I I 
:l(t) 21tV < 21tV0 ⇒ T < T ➔ T > T0 • 

o 

t 

Fig. IX.3 
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Dans la Fig. IX.3 est represente le graphe 
d'une oscillation harmonique amortie. La 
vitesse de decroissance de I' amplitude 
B(t) est determinee par le coefficient 13-
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c) Decrement logarithmique de l'amortissement. 

Le coefficient d'amortissement peut etre determine experimentalement si on considere 
deux amplitudes successives Bn et Bn, 1 qui correspondent aux moments du temps nT et 
(n+ I )T ( n-nombre naturel ) : 

Bn(nT)=A·e-P(nT),Bn+l[(n+l)T]=A·e Jl(n+l)T • (38) 

Le rapport: 

~ = ePT 
Bn+I 

/ 

est appele decrement de / 'amortissement. 
Le logarithme naturel du decrement de I' amortissement : 

Bn PT D=ln-=lne =PT 
Bn+I 

/ 
est appele decrement /ogarithmique de / 'amortissement. 
Donc, le coefficient d'amortissement s'ecrit: 

D I Bn 
P=-=-ln- • 

T T Bn,i 

La grandeur D est sans dimension. 

d) Aspects energigues de l'oscillateur harmonigue amorti. 

(39) 

(40) 

(41) 

Puisque la force de frotte~ent Fr, = -fxi depend de la vitesse celle-ci n'eat plus 

conservative. Alors, !'energie mecanique totale du systeme ( l'oscillateur hannonique 
amorti ) ne se conserve plus. En effet, si on multiplie 1 ·,quation diJjerentiel/e du 
mouvement (26) par x l'on obtient : 

mxx + kxx +fx 2 =o. (42) 
D'autre part l'on observe que : 

.. . kx . d ( mx 1 
kx 

2
) d ( } dE 

mxx + X = dt -2- + 2 = dt Ec + Ep = dt (43) 

ou E = Ec + EP represente !'energie mecanique totale du systeme en considerant la force 

Frr =O. 

De (42) ii s'ensuit que: 
dE 2 - = -fi <O. (44) 
dt 

En d'autres termes, !'energie mecanique totale E cNcrott avec le te1'1ps t; elle n'est plus 
constante, raison pour laquelle la force F 1r est nom.rne force dissipatlve. 

3. L'oscillateur lineaire harmonique entretenu. Oscillations forceea avec frottoment. 

a) lntroduction. 
Les oscillations mecaniques d'un point materiei sont toujours dea oacillations amortiea, 
parce qu' on ne peut pas negliger Ies forces dis~ipatives du type des forces de frottement. 
Est-ii possible de realiser un systeme mecanique qui effectue des oscillation1 hannoniques, 
en presence des forces de frottement, dont 1' amplitude reste constante ? 
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Du fait que I' amortissement des oscillations est le rcsultat de la perte continuelle d' energie 
mecanique a cause de l'existence des forces dissipatives, on pourrait entretenir une 
oscillation non-amortie si l'on foumi continuellement au systeme de !'energie de 
l'exterieur, pour compenser Ies pertes. 
Ce foit est realise· lorsqu'on applique au point materiei une force exterieure. Nous nous 
arreterons ici en detail sur le cas particulier interessant ou la force exterieure qui provoque 

Ies oscillations est periodique ( sinusoidale ou cossinussoidalle ), Fe = H · cosrot · i, 
H=l'amplitude de la force. 

b) Equation differentielle du mouvement. Equation de l'elongation. 
L'equation differentielle du mouvement du point materiei de masse m s'ecrit : 

mâ=F+Frr+F< (45) 
' ou 

F = -kx- i,Frr = -fx-i,F" = Hcosrot-i, 
- -

â=a ·i =x.·i • X 

Scalairement l'equation ('J;) a la forme suivante : 
mx = -kx-fx + Hcosrot. 

Si on introduit Ies notations : 

~ = ro~, _!_ = 2'3, H = h 
m m m 

l'equation (47) prend la fonne: 
x + 2Jlx + ro ~x = h • cos cot • 

On cherche la solution de cette equation differentielle sous la forme : 
x( t) = a · cos( ro t + q>) 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

(50) 

ou la pulsation ro coi'ncide avec celle de la force periodique exterieure F. = H cosrot • T . 
Determinons les constantes a et cp en fonction de p, ro, ro0 et h. 
Dans ce but calculons les derivees x et x : 

x = -aco • sin(cot + cp), x = -aco 2 
• cos(cot + cp) (51) 

et portons (50), (51) en (49) : 

- aco 2 
• cos(cot + cp )- 2Jlaco • sin(cot + cp) + co ~a- cos(cot + cp) = h • coscot • (52) 

En tenant compte de : 

{
cos(rot + <p) = coscot • cos<p - sin cot• sin cp 

sin(cot + <p) = sin cot• coscp + cos cot• sin cp (
53

) 

et mettant en evidence comme facteurs communs les fonctions 
obtenons: 

(-aco 2 
• cosq> + co ~a• coscp - 2Jlaco • sin cp - h) coscot + 

+ (aco 2 
• sincp- co ~a- sincp- 2J3aco • coscp)sincot = O • 

coscot et sin cot, nous 

(54) 

(54) represente une identite trigonometrique gui est valable quelque soit t. Pour remplir 
l'identite (54) il faut quc : 

{
- aro 2 

• cosq> + co ~a- cosq> - 2Jlaro • sinq> - h =O; 
2 • 2 • 2A aw · sin <p - co 0 a · sin cp - ..,aco · cosq> = O , 

(55) 

ou: 

1, I 
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{

(co~ -co 2 )•sinq>+2Pw ·cosq> =O, 

h (56) 
2 2) A ' ( co O - co · cos (j) - 2„co · sm (j) = - • 

a 
De la premiere equation on obtient la phase initiale inconnue : 

2Pco 
tg(j) = 2 2 • (57) 

co -COo 

Si on eleve au carre Ies equations ( 56) et ensuite on additionne Ies resultats obtenus ii vient 
pour l'amplitude des oscillations entretenues : 

h 
a - ----;======= • (58) 

- .J<co~ -co2)+4P2co2 

(57) et (58) determinent la phase et / 'amplitude des oscillation forcees. 
Par consequent, /'equation de /'amplitude du mouvement d'un oscillateur harmonique 
amorti est donnee par l'equation (50) avec q, et a donnes par Ies equation (57) et (58). 

C) Le phenomene de resonance. 
Commentons la relation de l'amplitude (58) des oscillations forcis d'un oscillateur lineaire 
hannonique entretenu : 

h 
a - ----;======= • (59) 

- .J<co~ -co 2) +4P2co 2 

Si on varie la valeur de la pulsation co de la force exterieure on constate egalement la 
variation de I' amplitude a des oscillations. 
En conclusion on peut considerer l'amplitude a comme fonction de la variable co, a(co). 
Posons nous la question suivante : pour quelles valeurs de la pulsation co de la force 
exterieure I' amplitude a( co) des oscillations forcees a des valeurs extremes ? Dans ce but 
calculons la derivee de (59) par rapport a co. L'on obtient : 

da( co ) _ h[ 8J3 2 co - 4( co ~ - co 2 )co ] 
d - - 1 • (60) 

co 2((co~ -co 2 }2 +4'3 2 co 2 ]2 
L'annulation de la premiere derivation (60) : 

da(co) = O (61) 
dco 

entraîne I' equation : 
2J3 2co -(co~ -ro 2 )co = O (62) 

dont Ies racines sont : 

co 1 =0,co2,1=±.Jco~-J32 
• (63) 

li est facile a voir que co I = o correspond a un minimum de la fonction a( (I)) , pendant que 
ro u correspondent aux maxima de la fonction a( co) . Les valeurs co 2_3 sont appelees 

pulsations de resonance et l'apparition d'une valeur maximum pour l'amplitude a(co) est 
appele phenomene de resonance . 
La valeur maximum de I' amplitude a( co) , designee par a,ea I' on obtient portant co 2_3 dans 

la fonction a( co) : 
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h 
a = a(ro ) = -== · rcs 2,l J 2 2 2p (J) o - p 

(64) 

a(ro) 

Fig. IX.4 

(J) 2,3 

Cas particulier : Si le coefficient de resistance p = O , alors ro ,cs = ro O , c' est a dire la 

pulsation de la force exterieure est egale a la pulsation propre co O • Dans cette situation : 

h 
arcs = 2pJco~ -p2 ➔ CX) • 

Si on etudie la dependance de l 'amplitude a( co) en fonction de la variable co on obtient 

pour P:t:O et constant, la courbe de la figure IX.4. 
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X. La dynamiqur du systcmc de points matt'.•ril'ls. 

Ci-dcssous on va analyser le comportcment <ly11amiquc d 'u11 sys11:111c cu111pll~l( dl! plusil.'u1 s 
points materiels. Dans le cas g1?neral, Ies distanl.'.es rel.'.iproqucs c11t n: ks poi11ts matcricls du 
systemc se modifient en temps. Un systeme de poi11ts matericls dn11t Ies dista111:cs Sllllt 
invariables constitue un corps solide ( solide rigide ) Le corps solidc pcut etre Cllllsid[r~ 
comme un cas particulier d'un systeme rigide de points materids. 

I. Forces interieures et forces exterieures. 

Dans le cas du systeme de points materiels , Ies forces qui agissent sur Ies points materiels 
du systeme peuvent etre classees en deux categories : forces i11terie11res qui proviennent de 
l' act ion des autres points materiels du systeme et des forces exterie11res, qui proviennent 
de l'action des corps qui n'appartiennent pas au systeme. 

a) Theoreme du torseur du systeme. 
_Enonce: Le lorseur de forces illlerieures d '1111 !l)'Sleme de poillls materiei.\· est to11jo11rs 
egal a zero. C' est-a-dire : 
a1) La res11/ta11te desforces i11terie11res d'1111 systeme de points materiels est egale a zero. 
a2) l,e moment res11/ta111 des forces i111eric!11res d '1111 !lysteme de poinls materiels est t;gale 
' ' a zero. 
Demonstration : 
a1) Soit A et B deux points materiels du systeme. Soit FA8 la force avec laquelle le point A 

agit sur le point B et F8 A la force avec laquelle le point B agit sur le point A ( Fig. X. I). 

A. 

B 

Fig.X.I 

D'apres la troisieme loi de Newton 
ces deux forces sont egales et 
opposees, de sorte que : 

(1) 

el donc leurs somme vectorielle sera 
nulle : 

FAll + FBA = O • (2) 
Cette conclusion est valable pour 
toute paire j de points materiels du 
systeme: 

R = "'f< 1> = o • (3) 
mt ~ mt 

a2) Pour demontrer que le moment resultant des forces interieures est toujours nul, on 
choisit le point arbitrai re O de I' espace par rapport auquel on calcule Ies moments des 

forces interieures (son choix ne presente pas d'importance parce que L F1n1 =O). 

Si nous ecrivons l'equation des moments des points materiels A et B ( Fig. X. I ) et si nous 
en faisons ensuite la somme, on trouve : 

MA= fA x FnA,Mu = fD x f'Au = -În x F11A ; 

M = MA + M li = f A )( Fli,\ - fli )( FIIA == ( fA -- fli) )( FIIA • 

Puisquc Ies vcctcurs hr = fA - î 11 = BA ( Fig. X. I ) et F11 A sont colineaircs alors : 

I, 7 

(4) 

(5) 
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M = dr x FBA =o. (6) 
Ce resultat reste valable quel que soit la patre de points materiels du systeme. Par 
consequent on peut ecrire : 

M = "'Mei> =O. (7) 
tnl ~ lnl 

J 

Ce theoreme sera utili se pour Ies demonstrations des theoremes generaux d 'un systeme de 
points materiels. 

2. Theoremes generaux. 

a1) Le theoreme de la guantite de mouvement. 
Enonce : La derivee par rapport au temps de la quantite totale de mouvement d 'un 
lysteme de poinls materiels est egale a la resultante des forces exterieures. 
Demonstration : Soit un systeme de n points materiels sur lesquds agissent des forces 
exterieures et interieures. On choisit un systeme de reference par rapport auquel on cerit 
Ies equations differentielles du mouvement des points materiels de systeme : 

dv 1 _ _ < > d( mi v) 
m - = Fci> + F i = --- J0 

= 1 2 n • (8) 
J dt ext ,nt dt , , ... 

En additionnant Ies relations (8) on obtient : 

~(f mivi] = f F~ + f F~~> • (9) 
dt J=I J=I J=l 

Par definition, la quantite : 
n 

p = L mlvl (10) 
j=l 

qui represente la somme vectorielle des quantites de mouvement des points materiels qui 
composent le systeme, est appelee la quantite totale de mouvement du systeme. 
En tenant compte du fait que : 

n 

Lf~> = o (11> 
j=I 

ii s'ensuit de (9) la relation qui exprime le theoreme de la quantite de mouvement : 
dP n - • n 

-= LF~ ou P= LF~ . (12) 
dt j=l j=I 

a2) Le theoreme de la conservation de la guantite totale de mouvement. 
Enond : Si la resu/tante des forces exterieures qui agissent sur le systeme el·t nu/le, le 
vecteur quantite totale de mouvement du systeme se conserve en temps (reste co11sta111e). 

Demonstration : En effet, si L F~ = O (le systeme est isole) de la relation ( 12) on obtient: 

dP -dt = O ou P =constante • ( 13) 

b1) Le theoreme du moment cinetigue total. 
/ 

Enonce : La derivee par rapport au temps du moment cinetique totale du systeme de 
puints materie/s est egale au moment resu/tanl del'jorces exterieures qui agisse/11 sur Ies 
pui11I.\ materie/~·-
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Demonstration : Pour le point j de masse mi de systeme on peut ecrire la deuxieme loi de 
Newton: 

(j=l,2, ... ,n) • ( 14) 

Si on fait le produit vectoriel de la relation (14) par le vecteur de position i\, on obtient : 

r xi_(mv )=r xf<Jl+r xf<J) (J--12 n) J dt J J J CIII J 1111 > - > > ' ' ' > • 

En additionnant Ies relations (15) on a : 

L
n d Ln -c·i Ln -c·i r X -(m V ) = r X F J + r X F J • J dt J J J cxt J ml 

i=l j=I j=I 

D'apres le theoreme du torseur ( voir (7) ), on a: 
n n 

M = ~ r x p<ii = ~ M<J) = o . 
ml ~ J 1111 ~ 1111 

j=I j=I 

La relation (16) devient : 

~ f x _!(m v ) = ~ f x p<i> 
~ i dt i i ~ i cx1 • 
J=I pi 

Puisque Ies vecteurs vi et mi vi sont colineaires le produit vectoriel : 

VJ X (mlvJ) = mj(vj X vj) ~ o 
et par consequent on peut ecrire : 

d-d (- _ ) ri ( _ ) _ d ( _ ) - rxmv =-x mv +r x- mv = 
dt i J i dt i i J dt i i 

_ ( _) _ d( _) _ d( _) =v.x mv +rx- mv =r x- mv • i i i i dt i i i dt i i 

( on a utilise : 

d - da - db 
-(i X b) = - X b + i X - ) 
dt dt dt 

La relation ( 18) prend donc, la forme suivante : 
n d n _ 

~ -(r X m V ) = ~ r xf(J) • 
~dt J J J ~ J l<l<l 
pi pi 

Par la suite, on utilise la propriete : 

~ d (- _ ) d ~ (- _ ) 
~ dt ri x mi vi = dt ~ r; x m J vi 
J=I pi 

ce qui entraîne : 
d n n 
- ~ (f X m V ) = ~ r xf<J) dt ~ J J J ~ J CIII • 

J=I J=I 

Si l'on designe par L, le vecteur cinetique totale du systeme : 
n n 

L = ~ (f x m v.) = ~ L ~ J J J ~ J 
pi FI 

et par Mai , le vecteur moment r,hmltant desforces exlerieure . ., : 
n 

M == ~ r xF<i> 
CJ<I ~ J cxt 

J I 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 
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dL -
l'on trouve en definitive: - ::: M • dt CXI 

b2) Le theoreme de la conservation du moment cinetigue total. 
Enonce: Si le moment resultant desforces exterieures est nul, 

Mcxt ::: o 
alors le moment cinetique total du !-Jysteme se conserve. 

(25) 

(26) 

Demonstration : En effet, de la relation (25) si on utilise la condition (26), on obtient : 

dL 
- ::: O ou L =constante • 
dt 

c) Le theoreme de )'energie cinetique du systeme 
Enonce : La differenlielle de /'energie cinelique d'un !-Jysteme de poinls materie/s dl 
egale a la somme des travaux mecaniques desforces exlerieures el interieures. 
Demonstration: Multiplions scalairement la relation (14) par d~ = \\dt est sommons sur 

J : 

L d(mv) d (2: J L- L-ci 
. 

1 1 ·V dt ::: - . m v · v dt = . f< 1
> -dî + F 1 -dî • dt J dt J J J CKI J . 1111 J 

J J J J 
(28) 

En tenant compte de la suite d'egalites : 

~(L mJvJJ · v1dt::: d(I: mJv 1J • v1 = L m1dv 1 • vJ = 
dt 

1 1 1 

(29) 

L. d(v~) (I: m1v:J , = m --=d -- =dE ou 
· J 2 · 2 C 
J J 

par definition, Ies expressions 
2 

E ::: """'mivi dW = """'Fw -dî dW = """'f(jl -dî (30) 
C ~ 2' OXI ~CIII J' 1111 ~lftl J 

J J J 

representent I 'energie cinelique totale du systeme, et Ies lravaux e/emenlaires des forces 
exterieures respectivement interieures, l'on obtient en definitive: 

dE, = dWCKI + dWllll • (3 I) 
Sile travail elementaire des forces interieures s'exprime par une differentielle totale exacte 
d'une fonction -Ep(î1, ••• , în) qui depend uniquement des coordonnees des points du 

systeme, nommee l' energie potentielle : 
dWlllt = -dEP 

le theoreme de l'energie cinetique (31) devient : 
dE, = -dEP + dW c:xt OU d(E 0 + EP) = dW ma • 

La somme: 

(32) 

(33) 

(34) 

represente I 'energie mecanique totale du systeme. 
Si le travail elementaire dWex1 des forces exterieures est nul ( systeme ferm~ ) on retrouve 
le theoreme de conservation de I' energie mecanique totale : 

E, + EP =constante • (35) 
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d) Le theoreme du centre de masse du systeme. 
Enonce: Le centre de masse d'1111 .,ysteme de points materiels se meul comme un point 
materiei don/ la masse est egale a la masse du !iysteme el sur lequel agil la resultanle des 
forces exterieures du ~ysteme. 
Demonstrat ion : Soit un systeme de n points materiels de masses mj ( j= 1,2 . . . n ), sur 

lesquels agissent de I' exterieur Ies forces F~/ ( j= 1,2 ... n ). Les equations differentielles 

du mouvement s'ecrivent: 

d
2r - -

mi d/ = F:1! + F~!l ( j=l,2 ... n) 

ou ri representent Ies vecteurs de position des points du systeme. 

En faisant la somme des equations pour l'ensemble des points du systeme, îl suit : 

n d2r n dl dl ( n J n _ n _ n __ 

"'"'m _J = "'"'. -(m r) = - "'"'m r = "'"'p<i> + "'"'. p<i) = "'"'p(J) + o L... J dt2 L... dt2 J J dt2 L... J J L... cxl L... ml L... cxl 
J=I J=I J=I j=I FI j=I 

En conclusion, 

dl ( n J n _ 
- "'"' m r = "'"'. f<il • 
d 2 L... JJ L... exl 

t j=I FI 

Definition du centre de masse du systeme. 
Le vecteur de position du centre du masse ( poinl Jictif) d'un systeme de 
materiels dont Ies masses som m1, m2, ... , mn est donne par la relation : 

(ţm,r,J 
re = 

M 
' ou 

n 

M =ml+ m2+ ... +mn = Lmi 
j=I 

est la masse totale du systeme. 
Du fait que ( voir (39) ) : 

J=I 

la relation (38) devient : 
d2- " 

M---1 = "'"'f<il 
dt 2 L.,. ext 

FI 

(36) 

(37) 

(38) 

n points 

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 

qui exprime la forme mathematique du theoreme du centre de masse du systeme. 
Corollaires : 1) La quanlile de mouvement du centre du masse du systeme est egale a la 
quanlite totale de mouvement du systeme des points materiels. 
Demonstration : On derive par rapport au temps la relation ( 41) et on obtient : 

dr d ( 
0 J O 

dr M-0 
- - m r - m _i 

dt - dt ; i i - ; i dt (43) 

ou 
n 

Mvc = Lmlvl • (44) 
FI 
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2) Si la rJ.mlta111e desforce.,· ex1Jrie11res qui agisse11I sur le .\ysleme esl 11111/e, le centre de 
mm.,·i: di: cdui-ci esl au repos 011 se meul reL·tilig11e el 1111~/orme ( v" const). 

Dcmonstration: Dans la rdation (42) mettons: 

(45) 

li vient : 

d 
2

rc = dvc = f. ➔ _ v c =const. 
dt 2 dt 

(46) 

Remarque : L'on observe que Ies forces interieures du systeme n'influent pas le 
mouvement du centre de masse du systeme. 

3. La masse reduite. Definition. 

a) Considerons un systeme ferme (la resultante des forces exterieures est egale a zero) 
constitue par deux points materiels de masses m1 et m2 en interaction ( Fig. X.2 ). 

o 

Fig. X.2 

Les equations de mouvement de ces points peuvent '6crire : 
2 - 2 -d fi FI d f2 F2 

dt 2 = m
1 

' dt 2 = rri
2 

• 
(47) 

En vertu de la troisieme loi de Newton on doit avoir F1 = -F2 . En formant la differen~e de 
ces equations on trouve : 

~(f2 -f1) = F2 _!i._ = F2 _1_+_1_ • 2 - - ( ) 

dt m2 m1 m1 m2 

(48) 

Cette equation decrit le mouvement d'un point materiei par rapport a l'autre, car la 
difference f = r2 - fi est le rayon vecteur reliant ces points. Ce rayon vecteur definit 
univoquement la position du second point par rapport au premier. Introduisons Ies 
notations: 

_!_ = _1_ +-1- ou µ = m1m2 
µ m1 m2 m1 + m2 

L' equation precedente s' ecrira alors : 

d2f 
µ-2 = F2 • 

dt 
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Formellement (50) est analogue a l'expression de la deuxieme Joi de Newton. Le role de la 
force active y est assume par la force F

2 
agissant sur le second point materiei et celui de la 

masse par la quantite auxiliaire µ dites masse reduite. 
11 est bien evident que la seule equation (50) ne peut etre equivalente aux deux equations 
initiales (47). On peut cependant y arriver associant a l'equation (50) l'equation (42) 

exprimant le theoreme du mouvement du centre de masse du systeme ou L F~ = O. 

Alors: 
d2- d-
~-- O V -⇒ _c = o ⇒ vc =const. 
dt 2 dt 

(51) 

Donc, dans le cas considere ce theoreme ne fait qu'affinner que le centre de masse du 
systeme est en mouvement rectiligne et uniforme ( v c =const ). 

Aussi le probleme du mouvement de deux points materiels se laisse decomposer en deux 
problemes independants : 
l) celui du calcul du mouvement uniforme du centre de masse et 
2) celui du calcul du mouvement re/atif d'un point materiei par rapport ă l'autre. 
Ce dernier probleme se ramene a l'etude du mouvement d'un point materiei de masse µ 
dans le champs de forces de l'autre point. C'est ce qui justifie l'introduction de la notion 
de masse reduite. 

b) Exemple d'application de la masse reduite. 
Pour illustrer l'interet qui presente l'introduction de la masse reduite considerons 
l'exemple suivant. Soit une planete decrivant autour du Soleil une orbite circulaire de 
rayon r. Conformement a la loi de la gravitation ,miverse/le, elle est soumise a la force, 

F = GMm I r 2
, M etant la masse du soleil, m celle de la planete et G la constante de 

gravitation. Comme la force pointe vers le Soleil, sous fonne vectorielle cette equation 
ecrit: 

- Mmr Mm_ 
F=-G--=-G-r • (52) 

r 2 r r 3 

Introduisons la masse reduite et ecrivons l'equation du mouvement de la planete par 
rapport au Soleil : 

~ Mm ~ Mm_ -
µr=--r=-G-3 r=F. (53) 

M+m r 
.. M+m 

On en tire: r = -G---r · (54) r1 

Comme la revolution de la planete est uniforme on a mi = -moo 2r et par suite : 

oo i = ( 2 7t) i = G M + m , ( 5 5) 
T r 3 

oo etant la vitesse angulaire et T la periode de revolution de la planete. Si la masse de la 
planete etait negligeable par rapport a celle du Soleil, la vitesse angulaire 00 1 et sa periode 
de revolution T1 seraient donnees par l'equation: 

mi = ( ~~ r = G ~: • (56) 

Si la masse de la planete etait egale a la masse du Soiei!, I' expression donnant la vitesse 
angulaire 002 et la periode de revolution T 2 aurait ete : 

/ I 
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(57) 

Pour une m<lme distance r, on aurait : (:: r = ( ~: r = 2 • ( 5 8) 

Autrement dit, dans ce demier cas, la periode de revolution serait .fi. fois plus courte que 
<ians le premier cas. 
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XI. La dynamique du solide rigide. 

a) Definition : 011 appelle solide rigide 1111 !:>ysleme de points materiels do11t Ies distam:es 
mutuel/es restent Ies memes quel que soit le mouvement; si on note par p la densite du 
solide, considere homogene ( p=const ) on entend par points materiels non pas des 
atomes ou des molecules, mais des parties dV macroscopiquement petites de masse dm 
que l'on pourrait obtenir en subdivisant, en pensee, le solide rigide. Par definition, 

dm = p·dY. 

b) Le mouvement de rotation du solide rigide autour d'un axe fixe .1. 

- - -Etant donne un solide rigide sur lequel agit un systeme de forces exterieures F1, F2 , ... , F
0 

et qui toume autour d'un axe qui le peree dans Ies points 0 1 et 0 2, ii faut : 
1 °) determiner la /oi de mouvement de la rotation du solide 
2°) determiner Ies forces de reaclion dans Ies points 0 1 et 0 2. 

Pour repondre a ces questions ii est necessaire de trouver tout d'abord Ies expressions des 
grandeurs physiques telles que : la quantite de mouvement, le moment cinetique el 
J 'energie cinetique du solide en mouvement de rotation. 

c) La quantite de mouvement du solide rigide en rotation. Definition. 

Considerons un solide rigide qui tourne a la vitesse angulaire constante co autour d'axe fixe 
.1 ( Fig. XI. I ) et un element_ de volume dV situe a la distance r par rapport a !'axe de 
rotation. 

IA 

Fig. XI.I 

Pendant le mouvement de rotation du solide, le point materiei de volume dV et de masse 
dm parcourt une cercle de rayon r a la vitesse angulaire constante co. La quantile de 
mouvement du point materiei par rapport a .1 est : 

Puisque 
dG,.. = v-dm = v-pdV (1) 

v=ciixr, lvl=lro xrl=lrol·lrl·sin 1t.lvl=lrol•lrl ou v=co·r 
2 

le module de ( 1) s' ecrit : 
dG,\::::w-r-p-dV, (2) 

7:; 
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nomme quantite de mouvement elementaire. 
/ ,a quantite de mouvement total ( integral) du solide e11 modul par rappurt a I 'axe L\, 
s'obtient par l'operation d'integration de l'egalite (2) sur le volume V du solide: 

Ga = fJf dGa == fJf v-dm = cop• fJJ r-dV • (3) 
V V V 

d) Les moments cinetique et d'inertie du solide rigide en rotation. Definition. 

Soit un point materiei de masse dm = pdV du solide en mouvement de rotation a la vitesse 

angulaire constante co autour d'un axe L\ fixe. Si la vitesse lineaire du point materiei est v 
et la distance de celui-ci a l'axe /l est egale a r, le momelll cinetique elementaire (en 

module) du point par rapport a cet axe /l est : 

dLa = Ir x dGal = Ir x v-dml = Ir x vl·dm = lrl·lvl· sin ;-dm = rv-dm. (4) 

Puisque 

V= ci5 X r, Ivi= V = lco X rl = co . f ·sin~= co . r (5) 

il s'ensuit 

(6) 

Cette quantite s'appelle moment cinetique elemenlaire par rapporl a ll. Le moment 
cinelique total (integral) du solide par rapport a l'axe de rotation /l du solide s'obtient par 
l'integration de la relation (6) : 

La = fJf dLa = fJf co· r
2
dm = co JfJ r 2

dm • (7) 
V V V 

L'integrale: 

(8) 
V V 

s'appelle moment d'inerlie du su/ide par rapporl a /'axe de rulaliu,1 L\ de celui-ci. Le 

moment d'inertie la du solide reste dans ce cas ( si .1 est fixe) cons/ani pendant la rotation 
du corps. 
L'equation (7) montre que le moment cinetique d'un solide rigide par rapport a son axe de 

rotation .1 est egale au produit de son moment d'inertie par rapport au meme axe par sa 
vitesse angulaire : 

La = cola . (9) 

... 
e) L'energie cinetique totale du solide en rotatjon par rapport a l'axe Â. 

L 'energie cinetique elemenlaire d'un point materiei du solide de masse dm et de vitesse 
lineaire v s' ecrit : 

d h I 2 E == -v dm • 
C 2 ( 10) 

I. 'e11agie cinetique integrale ou totale du solide en rotation est la „somme" (integrale) 
des energies cinetiques elementaires des tous Ies points du solide en mouvement: 

E;\ = fJf dE~' '"~-fJf v2
dm = _!_ fJf r2

co
2
dm = ~ fJJ r2dm (11) 

v -v 2 v 2v 

soii 

7t, 
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( 12) 

Ccttc cxpression rcsscmble a la relation correspondante de l'energie cinetique d'un point 
materiei : Ec = mv2/2 = p2/2m et s'obtient de celle-ci en realisant Ies substitutions : 

m ·- ► 1 D • v ➔ w , p -➔ L t1' 

f) L'equation du mouvemcnt de rotation d'un corps autour d'un axe fixe 

Utilisons le theoreme du moment cinetique total pour un systeme de points materiels : 

dL=Mcxl. 
dt 

(13) 

Prenons en consideration la projection de l'equation (13) sur !'axe de rotation fixe Oz d'un 
systeme de coordonnees cartesiennes : 

dL, =Mc,i ou L ==w-l (14) 
dt ' ' ' 

ou 

i_ (w . I ) = M cx1 
dt , , (15) 

ou M ;• est le moment des forces exterieures par rapport a I' axe de rotation Oz. C' est 

/ 'equalion fondamentale de la dynamique du mouvemenl de rotat ion autour d 'un axe fixe. 

Elle ressemble a l'equation de Newton du mouvement d'un point materiei d(:v) = F. Le 

moment d'inertie Iz joue le role de !a masse, ia vitesse angulaire ro celui de la vitesse, le 

moment de la force M:"1 le role de la force et le moment cinetique L2 celui de 

l' impulsion. 
Enonce: La derivee du moment cinelique par rapporl au temps est egale au momelll des 
jorces exterieures par rapporl a / 'axe de rotation. 

Dans le cas ou le moment M:'1 des forces exterieures par rapport a l'axe de rotation est 

nul, le momelll cinetique co I, se conserve. 

lin cas particulier important est celui de la rotation d'un corps solide autour d'un axe 
fixe, comme d'ailleurs on a ~onsidere plus haut. Le moment d'inertie Iz reste alors 
constant pendant la rotation du corps et l'equation (15) devient: 

I dco = Mcxl • (16) 
' dt ' 

Le pruduil du moment d'inertie d'un corps solide par rapport a un axe de rotationfixe 

par / 'ac.:c.:e/eration angulaire dco est egal au moment des forces exterieures par rapport 
dt 

au mi!fne axe. 

D'autre part, la vitesse angulaire consideree en general variable ro(t) se peut exprimer par 
l'angle de rotation <p(t) : 

co ( t) = d<p ( 17) 
dt 

et par suit ( 16) devient : 

l. d ico = M ,·.,1 • 
l dt 2 , 

(18) 
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(18) represente une equation differentielle de deuxieme ordre, dont la solution q> = q>(t) 

represente / 'equation du mouvement du solide. 

Energie cinetigue totale en fonction des moments d'inertie. 

g) Moments d'inertie par rapport a un systeme de coordonnee. Tenseur d'inertie. 
Deduisons l'expression de !'energie cinetique totale d'un solide ( de rotation ) par rapport 
'a un systeme de coordonnee cartesiennes a l'origine sur !'axe de rotation ( Fig. Xl.2 ). On 
considere co = const. : 

' ou: 

Fig. Xl.2 

(19) 

v = co x R = co x (r - oo·) = co x r -co x oo· = co x r,co x oo· = O • (20) 
Puisque: · 

v=r.i l X y 

X y 

ic 

z 

alors, 

V2 = (royz-yro 2 )
2 +(ro 2x-zroX)2 +(ro 11 y-xroy)2 

o 

Par consequent, 

E. =f fJf[(roYz-yro,)
2 

+(ro,x-zroJ 2 +(ro 11 y-xroy)2 ]dm. 
V 

En elevant au carre' les parentheses : 

(royz-yro,)2 +(ro,x-zro
11

)
2 +(ros-xroy)2 = 

_ 2( 2 2) 2( 2 2) 2( 2 2) -ro 11 Y +z +roy Z +X +ro, X +y -2yzroyro,-2xzro
11
roz-2xyroxroy 

et en designant par 

I""= fJJ(y
2 

+z
2

)dm, IYY = JJJ(z
2 

+x 2 )dm, 122 = JJJ(x 2 +y 2 )dm, 
V V V 

l><y = ly,< = -JJJ xydm, Ix,= Izx = -JJJ xzdm, Iy, = Izy = -JJJ yzdm 
V V V 

I' energie cinetique de rotation (23) devient : 

E _ _! 2 _! 2 _! 2 
0 - 2 Ixxco 11 + 

2 
Iyyco y + 

2 
Izzro, + Ixyco xro Y + Iyzro yro. + Izxro zco 

11 
• 
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Les quantites constantes (25) ont la signification des moment.\· d'inertie du corps par 
mpport aux axes de coordo1111ee.,· Ox, Oy, Oz. Les quantites (26) sont appe/ees moments 
de deviation ( centrifuge.\) . 
Par consequent, I' energie cinetique de rotation K est une forme quadratique par rapport 
aux composantes du vecteur vitesse angulaire co , dont Ies coefficients sont Ies moments 
d'inertie. 
L'ensemble de neuf quantites l;j forme une matrice : 

I"" l"Y IJ<Z 
I= Iyx IYY Iyz (28) 

lzx IZ)' lzz 

qui porte le nom de tenseur d'inertie du corps par rapport au point O. Les quantites Iij 

constituent Ies composantes de ce tenseur. Le tenseur d'inertie est symetrique, c'est-a-dire 
lij=Iji-

' gl) La relation entre le moment d'inertie par rapport a l'origine et I.ii. 

Le moment d'inertie du corps par rapport a l'origine du systeme de coordonnee sera (29) : 

l 0 = Jf J r 2
dm = JJJ (x 2 + y 2 + z 2 )dm = _!_ f IJ (2x 2 + 2y2 + 2z2 )dm = .!.(1lUI + IYY + 17J 

V V 2 V 2 
En conclusion, 

I o = ½ ( I lUI + I YY_ + I • ...) . (29') 

h) Applications. 

h1) Le moment d'inertie d'une barre cylindrigue. 
Soit une barre cylindrique homogene ( la densite p=const ) de longueur I et ayant une 
section S constante. CaJculons le moment d' inert ie de celle-ci par rapport a I 'axe Oy qui 
passe par le centre de l'une de ses bases et qui est perpendiculaire a l'axe Ox ( Fig. X.1.3 ) 

~ 
}:. 

Fig. XJ.3 

---- ---➔ 

Considerons une element de volume dV d'epaisseur dx situee a la distance x de !'origine O 
et de masse dm=pdV=pSdx. Le moment d'inertie cherche sera: 

I I J I I J 

Iy = J x 2dm = pSf x 2dx = pS~ = pS- • 
o O 3 

0 
3 

Comme la masse de la barre est M = pV = plS l'on obtient : 

Ml 2 

I = --· • 
y 3 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



h2) Le moment d'inertie d'une plague rectangulaire. 
Calculons le moment d'inertie d'une plaque rectangulaire homogene ( p=const ) ayant Ies 
cotes egaux a a et b d'epaisseur negligeable, par rapport a l'un des c6tes choisi comme axe 
Oy ( Fig. XI.4 ). 

d'•---,ţ-~ 

î 
A, 

t 
O-<--

Fig. XI.4 

On considere comme element de surface dS une bande parallele ă l'ax.e Oy et d'epaisseur 
dx, dont la masse sera dm=pdS=padx. Le moment d'inertie de la plaque par rapport a 
l'axe Oy est : 

b b 3 b b) 
IY = f x 2 dm = pa J x 2dx = pa~ = pa- • 

o o 3 o 3 

Comme la masse de la plaque est M = pS = pab on a en definitive : 

Mb 2 

I =-- • 
y 3 

h3) Le moment d'inertie d'une plaque circulaire. 
Soit une plaque demi-circulaire de rayon R et d'une grosseur negligeahle. Calculons son 
moment d' inert ie par rapport â une axe perpendiculaire a son plan et qui passe par le point 
O. En raison de la symetrie de la plaque ( Fig. XI.5 ) nous allons utiliser Ies coordonnees 
polaire planes. 

o 

Fig. XI.5 

L'element de surface s'ecrit en coordonnees polaires planes: 
dS = r · dr · d0 

Puisque dm = p · dS = p · r ·dr· d0, le moment d'inertie de la plaque par rappon a O 

s'exprime par !'integrale double: 

xo 
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K 211 R 4 
10 = fJ r2dm =pff r1drd0 = pf r\ir f d0 = rrp- • 

o o 2 

Ayant en vue la masse totale de la plaque circulaire qui est egale a : 
M = pS = prrR 2 ou S = rrR 2 

( l'aire du disque) 

I' on obtient le resultat final : 
1 2 

I = -MR · 
o 2 

Le theoreme de Huygens-Steiner. Applications. 

Soit deux droites paralleles, par exemple, Ies axes Oz et o· z' de deux systemes de 
coordonnees cartesiennes ( Fig. XI.6 ) et soit a, b Ies coordonnees de l'origine o· du 
systeme o'x'y'z' par rapport au systeme Oxyz. 

i. 

. 
CM 

J,' 

Le moment d'inertie d'un corps quelconque (C) par rapport a l'axe Oz s'ecrit : 

lu= Jff (x
2 + y2 )dm (30) 

V 

ou x 2 + y2 represente le carre de la distance du point materiei dm ă l'axe Oz. En tenant 
compte des relations ( voir la Fig. Xl 6 ) 

on obtient : 

{

X= X + a 

y = y· + b 

d2=a2+b2 

(31) 

lu~ Jf [(x' + a}2 +(y· + b}2~m =-- Jf [<x')2 r(y')2)ctm+ 2afJJ x'dm+2bfJJ y'dm+(a2 + b2 )fJJ dm • 

Le vecteur de position du centre de masse du corps (C) par rapport au systeme o·x·y·z· s1 
la repartition des masses est continue est par definition : 

_. fff tdm 
rcM = M ou M = Jf J dm est la masse totale du corps 

ou sous la forme scalaire : 

fff y'dm 
• YcM = M (33) 

Kl 
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S11ppo.\·011s mai11te11a11t que /'axe o'x·z· passe par le centre de masse CM du corps. Dans 
ce cas Ies coordonnees cartesiennes du point CM seront donnees par : 

XCM =o, y ~M = o et z~M :;to 
et Ies relations (33) deviennent : 

III x'dm = O, III y'dm = O, IIJ z'dm = Mz~M • 

Reportant (35) dans (32) ii en suit que : 

IT.Z = Iff[(x 0

)

2 +(y') 2 ]dm+d~M • 

(34) 

(35) 

(36) 

Puisque l'integrale de droite est par definition le moment d'inertie lz•z· du corps par 
rapport a l'axe o'z' : 

I z'z' = IIJ[ (x'} 2 +(y' ) 2 ]dm , (37) 

la relation (36) devient finalement : 

Iu=l,.,..+Md 2
• (38) 

Cette importante relation geometrique porte le nom de theoreme de Huygens-Steiner et 
s'enonce comme suit : Le moment d'inertie d'1111 corp.\· par rapport â un axe est egal a la 
summe de son moment d 'inert ie par rapport a 1111 uxe para/lele au precedent el passant 
par le centre de masse du corps el de la q11a11tite Mci2. o'u d est la distance entre Ies deux 
axes. 

Application. 
Considerons un disque homogene d' epaisseur negligeable de rayon R. Calculons le 
moment d'inertie du disque par rapport a un axe perpendiculaire a un plan du disque situe 
a la distance d du centre de celui-ci. 
Solution : Le calcul direct est difficile, mais en appliquant le theoreme de Huygens-Steiner 
et en tenant compte de ce que le moment d'inertie d'une plaque circulaire de rayon R par 
rapport a un axe z' perpendiculaire sur le plan de la plaque et qui passe par le centre de 

d li . l ' MR2 masse e ce e-c1 est ega e a -
2
- = I z'z' , l' on obtient : 

MR2 fR2 Î (R2 ) 
l 22 =lz'z'+Md

2
=-

2
-+Md 2 =Ml2 +d 2

) OU l 22 =M 2 +d 2 
• (39) 

Pendule pesant. 
a) Definition : 
Un pendule pesant est constitue par un corps mobile autour d'un axe horizontal fixe dont 
le point d'intersection O avec le plan vertical passant par le centre de masse du pendule est 
son point de suspension (Fig. XI. 7 ). ,r 

Fig. Xl.7 

X2 
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Sur le corps agit seulcmcnl la forcc de pcsantcur G = mg dont le point d'application se 
' trouvc dans le centre de massc du corps A tout instant la position du corps peut etre 

caracterisee par l'angle <p de l'axc du pendule avec sa position d'equilibre. 

b) Equation differentielle du mouvement. Periode. Eguation du mouvement. 
Notons par a la distance du centre de suspension O au centre de masse C. On choisit un 
systeme de coordonnees cartesiennes a !'origine en O et dont l'axe Ox coincide a l'axe de 
rotation. Dans ce cas : 

G = O G = O G - - mg • (40) 
Jl , y ' I. 

Le vecteur M , moment de la force G : 
M=âxG 

est antiparallele a l'axe Ox ( ii est perpendiculaire sur le plan yOz et le sens de celui-ci est 
donne par la regie de tire-bouchon ). Alors, 

- - -
M,. = -mgasin0,MY = O,M, = O (M = M„i = mgasin0i) • (41) 

L'equatii:>n differentielle du mouvement est donnee par : 

ou: 

d2(j) 
I,. - 2- = M;'1 ( l'axe de rotation est Ox) 

dt 
(42) 

d2q> 
I,. - 2 = -mgasinq> • (43) 

dt 
Si Ies oscillations sont de petite amplitude, on peut remplacer le sinus de l'angle q> par 
l'angle, sin<P=<P et par suite l'equation (43) s'ecrit: 

d2q, mgaq> , 2 mga 
-+--=O ou ro =- • (44) 
dt 2 I„ I„ 

Cette equation est analogue a celle du pendule mathematique ( VIII-14 ). On en conclut 
que Ies oscillations de faible amplitude du pendule pesant seront approximativement 
harmoniques, de pulsation : 

co = ✓mga (45) 
I„ 

et de periode : 

(46) 

Si la periode des oscillations ne depend pas de leur amplitude, ces oscillations sont dites 
i~·ochrones. Les petites o~·cillalions du pendule pesant sont isochrones. 
La solution de l'equation (44) represente l'equation du mouvement du pendule pesant: 

q>(t) = Asin(rot +a) (47) 

ou A et a sont deux constantes arbitraires qui peuvent etre determinees a partir des 
conditions initiales. 

X I 
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XI I. Mouvement ondula toi re. 

1. Concept d'onde. Definition. Classification. Caracteristiques. 

Le concepi d'onde ( mouvemenl ondulatoire) definit la propagation dans l'espace d'u11e 
perturbation dependante du temps, qui a lieu de proche en proche avec une vitesse finie de 
deplacement et qui transporte de I' energie. 
Les particularites d'un mouvement ondulatoire sont conditionnees autant par la nature de 
la perturbation ( mecanique, electromagnetique, etc.. ) que par la nature du milieu 
traverse par l'onde. 
Les mouvements ondulatoires Ies plus frequemment observes sont Ies ondes elastiques et 
electromagnetiques. Par une onde e/astique on comprend la propagation d'un etat de 
deformation mecanique ( d'habitude une oscillation harmonique) des pa11icules matcritlles 
a travers un milieu elastique. Un milieu OLI Ies particules materielles constituantes (atomes 
ou molecules) interagissent entre elles par des forces elastiques, constitue un• 111ilie11 
e/astique. L 'onde electromagnetique correspond au deplacement dans l'espace d'un 
ensemble des champs : electrique E(i, t) et magnetique B(r, t) qui oscillent en phase, de 

sorte que le vecteurs E , B et v ( la vitesse de propagation de I' onde ) forment un triedre 
droit. 
La propagation de I' onde electromagnetique peut avoir lieu sans avoir un milieu comme 
support de propagation. Elle peut se deplacer meme dans la vide. 
En fonction. de la nature scalaire ou vectorielle de la perturbation, Ies ondes peuvent etre 
classifiees comme des ondes scalaires et vectorielles. Dans le cas d'une onde vectorielle si 
le vecteur perturbation est perpendiculaire â la direction de propagation, I' onde s' appelle 
transversale. Sî le vecteur perturbation est oriente' dans la direction de propagation ii s'agit 
d'une onde longitudinale. 

Par exemple, I' onde electromagnetique est transversale parce que Ies vecteurs E et B 
oscillent perpendiculairement a la direction de propagation qui coincide avec la direction 
du vecteur vitesse v. L'etude mathematique des processus ondulatoires a mis en evidence 
l'existence d'un modele mathematique unique pour ces processus ( l'equation des ondes ). 
Pour etablir ce modele mathematique nous analyserons la propagation des ondes 
transversales au long d'une carde tendue. 

2. Eguation des ondes. 

Considerons une carde elastique tendue et tensionee, d'une masse negligeable, fixee a ses 
deux extremites. 
Par corde elastique on comprend un milieu elastique, homogene ( la densite p de celui-ci 
est constante ) et ahso/ument jlexihle, c'est-a-dire, la tension F est tangente a la carde. 
Considerons rien que Ies oscillations petites de sorte que la carde devie tres peu de la ligne 
droite Ox. Dans ce cas l'angle a entre la tangente a la carde et l'axe Ox sera petit : 

ru(x, t) . 
ox = tga = a,sma = a,cosa = l • (I) 

On pase que Ies oscillations de tous Ies points de la carde se produisent dans le meme plan 
fixe Oxu ( Fig. XII. I ). Dans l'etat de repos, la direction de la corde coi'ncide avec l'axe 
Ox. Si on agit de l'exterieure a une force transversale l'effet de celle-ci sera le deplacement 
de la carde de sa position d'equilibre. Soit un element de la corde i11fi11ime11I pelit de 
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longucur dx deplace de sa position d'equilibre a une distance u(x,t) (l'elongation du point 
x au moment t). 

Fig. XII. I 

Aux extremites de I' element dx agissent Ies forces de tension F et F' qui aont tangentes a 
l'element dx de la corde dans Ies points A et B. C'est a cause de cea forcea que ('element 
de la carde dx executera des oscillations autour de la position d'equilibre. Puisque le 
milieu est elastique ce mouvement se propage au long de la corde. De piua, Ies points de la 
carde se mouvant transversaJement, ii n 'y a pas d' acceleration et par auite de force dans la 
direction longitudinale Ox. Par consequent, la projection R. de la force resultante 
R = F + F' qui agit sur I' element dx de masse dm doit etre egale a zero : 

R = F + F' = - F cosa + F. cosa· = O • 
l< X ll 

(2) 

Du fait que cosa' =I, cosa= l ii s'ensuit de (2): 
F = F' (3) 

c'est-a-dire, la tensiona approximativement le meme module au long de la carde. 

Egalement, la longueur de l'arc AB coi"ncide approximativement avoc ('element dx, 
(\ '\ ('\ 

puisque dx = AB cosa = AB et, par suite, la densite p de l'arc AB clle auui ne change 
pas. 
Sur la direction transversale Ou la force resultante R.. qui agit sur 1'1"ement dm eat : 

Ru = Fu + F~ = -F sin a+ F. sin a' = F(a· -a) • (4) 

Etant donne que ( voir dans le cours d'analyse l'interpretation geometrique de la derivee) 

c3u(x+dx,t) . . . , ax = tga = sma = a ; (S) 

ou(x, t) . ax = tga = sm a = a ; 

u(x + dx, t)- u(x, t) ru (
6
) 

dx - âx ( pour dx-+O ) 

la relation ( 4) devient (7) : 

[
ru(x+dx,t) ru(x,t)] a[ ] iJ(w ) &u 

Ru = F âx. - âx. = F âx. u(x + dx, t) - u(x, t) = F iJx iJx dx = F c,xi dx • 

Remarque : L' ordonnee du point d' ablclsae x+dx ( I' Monpdon de ce point ) Olt donnee 
par la relation . ( voir (6) ): 

fu 
u(x + dx, t) = u(x, t) + ox dx (8) 

Conformernent a l'equation fondamentale de la dynamique (Newton) ecrite au long de la 
dircction Ou pour l'element de masse dm, on a: 
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'- if u 
(dm)au =-= Ru ou au= at 2 • (9) 

Sila section de la corde est egale a S, ii suit l'expression de l'element de masse dm : 
dm = pdV = pSdx ( 10) 

ou le volume de celui-ci est dV=S-dx. 
D'apres (7), (9) et (IO) ii resuite que: 

a2 u a2 u a2 u 
F-dx = dm- = pSdx- • (11) ax2 a2 a2 

En resuite I 'equalio11 differe11tiel/e des ondes transversales de la carde ( equatio11 des 
ondes): 

a2 u pS a2 u 
ax2 = F a2 02> 

ou la grandeur physique F/pS a la dimension d'une vitesse au cam~. En effet: 
m 

Kg·/ m2 
=---=-2 

Kg 2 s ---,m 
ml 

Par definition, 

(13) 

represente la vilesse des 011des transversales qui se propagent au long de la carde. Par 
suite, l'equation (12) devient: 

. a2 u I a2 u 
ax2 = - 7 a2 = o • (14) 

Cette equation a ete etudiee pour la premiere fois par D. Bemoulli, Euler et d' Alembert. 
Pour le cas general ou la direction de propagation des ondes ne coi"ncide pas a l'un des 
axes de coordonnees l'equation differentielle correspondante s'ecrit sous la forme generale 
suivante: 

a2 u a2 u a2u I a2 u 
âx..2 + E>/ + a-z2 --;i at2 =0 (15) 

ou l'elongation u(x,y,z, t) = u(r, t) est fonction des coordonnees x,y,z et du temps. 
En utilisant I 'operateur de Laplace : 

iJ2 ai ai 
A=-+-+- (16) 

axi E>/ âz.i 

l'equation des ondes ( 15) s'ecrit en coordonnees cartesitmnes rectangulaires 

I cf u(r, t) 
Au(r t)----- =0 • (17) , vi ,)t2 

Par I' utili sat ion de I 'opern1e11r de J 'A /emberl . 
I ;J2 

11--A (18) 
v2 <Ît2 

( 17) devient 
I I u(r, t) ::_ O • ( 19) 

L'cquation d'o11dc ( 19) est une equation ditlercntielle lincairc homoge11c au., dcri,,~cs 
particllcs L 'etude de la propagat ion des ondes longitudinale ă travcrs un soli,k dastiquc a 
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conduita une equation de la n,eme forme que ( 19). De plus, dans la theorie de Maxwell on 
obtient pour le champs electrique E(r, t) et magnetique B(r, t) qui constituent l'onde 

electromagnetiques, c1cs equations de la meme forme que ( 19). Par suite, ind~nt 
de la nature de I' onde, I' etude mathematique de la propagation des ondes revient a la 
resolution d 'une equation de la forme ( 19) appelee / 'equalion de!ii· ondes. 

3. Ondes spheriques. 

a) Definition : Au voisinage d'une source d'oscillations S dont )es dimensions negligeables 
situee dans un milieu homogene et isotrope, la surface d'onde S sera une sphere dont le 
rayon est egal a r. Dans tou-s Ies points situes sur la surface d·•onde la perturbation 
(l'elongation) a pour unt donn, la meme valeur u

1 
= u,(r, t) ( Fig. XII.2 ). 

,a 

Fig. Xll.2 

Si Ies coordonnees spheriques d'une point quelconque M(x,y,z) qui se trouve sur la 
surface d'onde (S) sont r,0,<p de sorte que: 

{

x = r sin0cos(f> 

y = r sin 0 sin q> 

z = rcos0 

(20) 

alors l'elongation u:;(r,t) au moment t du point arbitraire M ne depend que de la 
coordonnec spherique r ( et ne depend pas de O et cp ). On dit que la fonction us(r,t) jouit 
d'une symetries spheriques. Au point de vue mathematique la symetrie spherique de 
u=u:.(U) se traduit par : 

Du, w, 
~=a;-=0 (21) 

b) E~ssion du laplacien en coordonnees spherigues. 
Dans le cas particulier des coordonnees cartesiennes rectangulaires ii prend la forme : 

EJ2 u2 u2 

~ = -- -ţ- --- -ţ- -- -- • 
ax 2 V'i 2 <n. 2 

(22) 

Pour l'ctudc des ondes spheriqucs ii est recommandable d'utiliser l'opera&eur de Laplace 
en coordonnecs spheriques. Dans le cours d'analyse vectorieUe on fOllfDÎt une metbode 
permellant d 'obtenir celle expression. On se limitera ici a doaner la fomNle saos 
demonstration : 

1 D ( 2 a) 1 a ( . a) 1 a2 

6=-- r - +----- srn8- +----- · 
r 2 ar or r 2 sin 0 a) i8 r 2 sin 2 8 iJq, 2 

(23) 

87 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Calculons maintenant l'effet du laplacien sur la fonction us(r,t), l'elongation de l'onde 
sphcrique: 

1 a ( 2 au.) 1 a ( . ai.) 1 a2

':!. • 
.::\u.(r,t) = 7 ar r ar + r 2 sine a} Sme a} + r 2 sin 2 e Bq, 2 (24) 

En tenant compte de la symetrie spherique de us ( voir (21) ), I' on obtient : 

1 a ( 2 ai.) 
.::\u 1 (r, t) = 7 or r ar . (25) 

c) L'eguation des ondes spherigues. 
L' equation differentielle lineaire homogene aux derivees partielles ( 17) s' ecrit pour une 
onde spherique : 

A ( ) __ l a2 
U • ( r, t) = Q 

uU I r, t 2 2 , 
V <7t 

(26) 

ou 

_1 ~( 2 au•)- _l B
2
u.(r,t) = O 

r 2 ar r ar v 2 at 2 . 
(27) 

Ayant en vue la suite des identites : 

_1 ~(r2 au.)=~ au. + a2

u. = ! B2
(r · u.) 

r2 fr or r or ar 2 r ar2 1 
(28) 

l' on obtient : 

o2 (r·u.) r o2u, 
ar2 -78t2 = O. (29) 

Puisque dans un point d'observation, r ne depend pas du temps l'equation des ondes 
spheriques (29) devient : 

a2 (r·u,) 1 02 (r·u.) 
ar2 -7 at2 = o. (30) 

tn introduisant la notation : 
\j/(r,t)=r·u.(r,t) (31) 

on obtient, en definitive, I 'equation des ondes spheriques : 

02\j/ 1 02\j/ - o 
ar 2 - 7 at 2 - • 

(32) 

d) La solution de l'eguation des ondes !ipheriques. 
Comme toute equation lineaire homogene l'equation (32) jouit de la propriete importante 
suivante. Supposons qu'on ait trouve la solution particuliere de (32) \j/1; alors C1'1'1 ou C1 
est une constante arbitraire sera eaalcmont solution de (32). Si l'on connaît Ies solutions 
particulieres '111 et \j/2, alors \j/=C1\j/1+ C2'1'2, ou C1 et C2 sont des constantes arbitraires, 
sera egalement solution de l'equation d'onde (32) ( le principe de superpositio11 ). La 
fonction \j/ sera la so/ution generale de l'equation (32). Appliquons dans la suite le 
principe de superposition. Soit Ies solution particuliere : · 

'1' 1(r,t) =C,F,(t-;) et '1' 2 (r,t)=C 2 F2 (t+ :) 

de l'equation (32). En effet, on voit facilement que, par exemple, \Iii est une solution de 
(32). Pour ce faire, on introduit la variable u=(t-r/v) et par suite, on peut ecrire : 
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~I= ~1: =Ci~(-~)=- ~I~, 

a2
\V 1 c1 a (aF1) ai c, a2F1 • 

ar 2 - - V ai ai ar - V 2 <JU 2 (33) 

8\V' = B\V , au = c aF, 
Ol ai Ol I ou' 

(34) 

En introduisant (33) et (34) en (32) l'on constate que \V1 est une solution particuliere de 
(32). De la meme fa~on l'on procede avec \V2- Par consequent, la solution generale de (32) 
sera de la forme · 

\V(r,t)=C,F,(1-~)+c2F2(t+ :) (35) 

ou FI et f 2 sont deux nouvelles fonctions plus generales. 

e) Ondes progressives et regressives. Surface eguiphase ou surface d'onde. Vitesse de 
phase. 

Dans la relation (35) la fonction \Vi represente une onde progressive tandis que la fonction 
\V2, une onde regressive. Pour s'y convaincre considerons tout d'abord la fonction \l/1. Son 
argument: 

(36) 

c'est une grandeur physique sans dimension, nommee laphase de /'onde. L'equation: 

( t - :) = const • (3 7) 

represente des surfaces dont Ies points ont la phase constante : 
<1> 1 (r, t) =const. (38) 

Puisque pour un t=to donne la condition <I> I ( r, to) = const conduita la conclusion r=const, 
Ies surfaces equiphase sont des spheres concentriques ayant le centre dans la source S. 
Par la differenciation de l' equation (3 7) I' on obtient : 

1 ar 
dt - -dr= O ou v = -

V 8t 
(39) 

ce qui montre que la grandeur v represente la vitesse avec laquelle se deplacent Ies 
surfaces equiphase. Pour cette raison, v s'appelle vilesse de phase. Comme dans 
l'expression de la vitesse, celle-ci a le signe positif, l'onde repreaentee par la fonction \V1 se 
propage de la source S vers l'exterieur. Une telle onde s'appelleprogressiw ou directe. 
Si on repete Ies raisonnements precedentes pour la fonction 'l'i ii s'ensuit v=-dr/dt; le signe 
" moins " de la vitesse indique le fait que cette fonction repreaente une onde qui converge 
vers la source. Une telle onde s'appelle regressive ou inverse. 
Dans la suite, nous allons considerer seulement les ondes progressive et d' apres (31) 
l' elongation des ondes spheriques progressives s' ecrit : 

u,(r • t) = 111(r, I) = 111, (r, t) = C,F,( I-;) 
r r r 

(40) 
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4 Onde plane. Onde plane harmonique. 

a) Introduction : Dans la proximite d'un point d'observation situe a une grande distance 
de source, consideree de dimensions negligeables, la surface d'cnde peut etre 
approximee par une surface plane. II s'agit d'une onde plane. La meme situation sera 
realisee sila source presente une extension plane. 
Dans ce casa n 'importe quelle distance de celle-ci la surface d'onde sera plane. 

b) Definition de l'onde plane: Si tous Ies particules situe's dans un plan perpendiculaire sur 
la direction de propagation de l'onde, oscillent identiquement, c'est-a-dire, presenlenl 
la meme elongation \jJ l'onde s'appelle plane. 

En d'autres termes, si Ies points arbitraires P et P' des rayons de positions r et r' se 
trouvent dans ce plan, alors, par definition de I 'onde plane, 

\j/(r,t)=\j/(r',t)• (41) 

c) Definition et l'eguation de l'onde plane harmonique ( monochromatique): 
Definition : Si tous Ies points qui se trouvent dans un plan perpendiculaire sur la direction 
de propagation de l'onde plane effectuent des oscillations dont l'elongation \j/ est donnee 
par unefonction harmonique d'une certaine frequence co alors l'onde plane s'appelle aussi 
harmonique. 
c1) La deduction de l'eguation de l'onde plane hannoniQue. 
L'on suppose que dans le plan P1 qui passe par )'origine O d'un systeme cartesien des 
coordonnees (Fig.Xll.3) l'elongation des points materiels du milieu elastique s'ecrit. 

\j/ 0 =\j/{0,t)=A·COSO>t • (42) 

i! 

Les points du plan Pi qw • trouve ă la distance d par rapport au plan P1 auront une 
elongation \j/(r, t) . Rodw.rohons l' expression de "1(1, t) . Le mouvement ondulatoire des 

points du plan P1 se transmet de proche en proohe a la viteue v aux points materlels 
trouves dans le plan P2. Les oscillations des partiwloa du plan P1 aeront retardees avec le 
temps t =d / v necessaire a la propagation de l'ondo du plan P1 'a P1. Donc, l'elongation 
\V(d,t) des points materiels trouves a la distance d de P1, aera egale a l'elongation des 
points materiels appartenant au plan P1, au moment t' = t-d/v. De la aorte , on peut ecrire : 

\V(d, t) =A· coscot' =A· casco( t - !) • (43) 

La distance d peut etre exprimee en fonction du rayon vecteur r , mene de I' origine O a 
un poi1lt quelconque M de P2, et le vecteur unitaire ii , perpendiculaire sur la surface 
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d'onde P2. De la figure se voit que la distance d peut etre exprimee par le produit scalaire : 
d == r · cos (J) = r · ii . ( 44) 

II est commode d'introduire le vecteur d'onde ainsi definit : 
- (I) 
k==k-ii==--ii (45) 

V 

oriente dans le sens de la propagation de l'onde. 
En tenant compte des relations (43), (44) et (45) on peut ecrire /'equation de /'onde 
harmonique J';une progressive qui se propage suivant une direction quelconque (46 ): 

( 
r. ii) ( r. ii) 2x ( r. ii) 

w(d, t) == w(r, t) ==A. cosw t --;- . ==A• cos21t\\_ t --;- ==A• cos-t- t --;- == 

{ ro ) ~ - ) ( t r . ii) ( t r . ii) ==A· co wt - - r · ii ==A· co wt - k- r ==A· cos21t - - -- =A· cos21t - - --
v T T•v T Â. 

' ou 
21t 21t I 

T == - == - == - et Â. == v • T • ( 4 7) 
Ol 21tV V 

La longueur d 'onde Â de I' onde harmonique plane, represente la distance parcourue par 
l'onde dans l'intervalle de temps T nommee la periode d'oscil/ation de l'onde. 
Si 

- - - -
k==k -i+k ·J·+k -k, 

X y Z 

- - - (48) 
r=x•i+y•j+z-k 

alors - . 
k-r=x-k +y·k +z·k X y Z 

(49) 

et 

w(r,t)=A-co~rot-k•r)==A·CO~(l)t-x·kx -y·ky -z•kz) • (50) 

' Si y=z=O l' on obtient I' equation de I 'onde plane harmonique a une dimension ( l' onde se 
propage au long de l' axe Ox ) : 

\j/(x, t) =A• co~rot - x · k,.} = A• cos(rot - x • k} (51) 

' ou 

(52) 

La grandeur : 

q>(x, t) = rot - xk = ro( t - :) (53) 

represente la phase de l'onde harmonique plane a une dimension. Dana le ca■ general (a 
trois dimensions) : 

<1>(r,t)=rot-k·r. (54) 

Dans un point quelconque du milieu elastique ( r =const), la phase q>( r ,t) varie en fonction 
du temps et 'a un moment donne t=to, la phase est function du vecteur de poaition r . Dans 
un plan quelconque P2 qui est perpendiculaire a la direction de propagation ii , au moment 
donne t=to, la phase de I' onde est constante. En effet la relation ( 41) entraîne : 

A· co~rot - k- r) =A· co~rot - k' • r') (55) 
" ' ou r et r representent Ies positions de deux points quelconque qui se trouvent dans le 

plan P2. 
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La relation (SS) implique: 
q>(f, t) = q>(f°, t) =const• (56) 

Au point de vue mathematique ii et commode d'ecrire la formule d'elongation (50) sous 
forme complexe : 

q>(f, t) =A• e1<(J)t-k•t) • (57) 

Du fait que pour une onde elastique, l'elongation \j/(r ,t) est une grandeur reelle, dans Ies 
resultats finals des certains calculs, l'on prend la partie reelle (on imaginaire) de 
l'expression (57), en tenant compte de la relation de Euler: 

e'c.,,-i.-r> = cos(cot - k • f) + i • sin(cot - k' · r') • (58) 

5. Paguet d'ondes. 

Introduction : Les ondes decrites par la relation ( 51) sont caracterisees par le fait qu' ont 
unc amplitude constante et une frequence bien determinee quelque soient Ies point de 
l'espace (r-arbitraire). Autrement dit, elles sont monochromaliques. II s'agit ici d'un cas 
idealise, parce que Ies ondes qui se trouvent dans la nature ne sont pas toujours 
monochromatiques; elles ont une extensionfinie dans l'espace etant definies par : 

{ :ţ;0,x e[x 1,x2 ] 

u(x, t) = = 0,x ,!(x 1,x 2 ] • 
(59) 

D'apres le theoreme de Fourier une telle fonction limitee dans l'espace peut ctre 
representee par I 'integrale de Fourier. 

k0 +6k 

u(x, t) = J A(k) • eilio<k>i-kxJdk • (60) 
ko-t..k 

Celle-ci represente une superposition d'ondes planes a k variant contim1ment dans Ies 
limites d'un certain intervalle 2 · Ale dont Ies dimensions seront deflnies par la suite. 
Choisissons dans intervalle 2 • Ale un certain point moyen ko et montrons que en effectuant 
!'integrale (60) on peut obtenir un train d'ondesplanes limite"ou comme un /'appelle un 
11aquet d'ondes. 
Quant a l'amplitude A(k) d'ondes planes sommees, on admettra qu'elle est constante dans 
tout l'intervalle ±Ak et egale a A(ko)5Ao. La variation de pulsation co en fonction de k, 
ro(k), s'appelle dfapersion des ondes. Pour un petit intervalle Ak on peut representer co(k) 
sous forme d'une serie de puissances (Taylor) : 

(oco) 1 (a2

co) co(k)=co(k 0 )+(k-k0 )· ale. + 2(k-k0 )
2

· ok 2 + ... 
k=k0 k=ko 

• (61) 

Calculons maintenant !'integrale (60) en pasant que l'intervalle k-ko est si petit que dans 
(61) on peut negliger tous Ies termes a partir du troisieme, c'est-a-dire choisir pour co(k) 
I' expression lineaire : 

co(k)=co(k 0 )+(k-k0 )•(:) • 

k=lr.0 

(62) 

Portant cette expression de co(k) dans (60) on obtient : 
ko+t..k 

u(x, t) = Au J e•l0>ol+(k-ko)cl-kx) • dk (63) 
ko -i\l< 

011' on a utilise' Ies notations : 
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m, =., (k,);e = (: l,. • 
En sonant tous Ies facteurs independants de k devant )'integrale l'on obtient : 

k0 +Ak 

u(x, t) = Ao. e*110l-kot:1J J elk(t:1-1<). dk 
k0 -Ak 

En effectuant )'integrale ii s'ensuit : 

(64) 

(65) 

. eiko(El-1<)[ ei.t.k(Et-1<) _ e-i.t.k(Et-1<)] _ ei.t.k(Et-a) _ e-i.t.k(El-&) 

= A . eilmo-k.,S)l • ----------- = A . e•lmol-koJ<) • 2Ak. ------- = 
0 i(et-x) 0 2Ak•i(et-x) 

- i[111 1-ko1<) 2 Al. Sin w - Ao . e o • UA. • --

w 
(66) 

o~ on a utilise la relation de Euler : 
eiw - e-•w 

sin w = --- · w = ~k(et - x) • 
2i ' 

(67) 

Si on note par : 
u0 (x, t) = 2A0 • Ak · e'1"'•Ho"I (68) 

la fonction d'onde harmonique plane de frequence coo et vecteur d'onde k0 , (66) devient : 

smw 
u(x, t) = u0 (x, t) · -- • (69) . w 

Une telle onde nonharmonique pone le nom de paquet d'ondes ou groupe d'ondes. 
smw 

Le facteur --, c'est /'amplitude variab/e (modulee) de l'onde harmonique plane 
w 

Uo(x,t). 

E d.fi I' . . sm w ft..i. • d . n mo I ant argument w, l'amphtude vartable --· passe par une ;x;ne e maximwns 
w 

et de minimums. Toutefois, leur valeur est petite par rappon au maximum principal pour 
w=O et decroît rapidement avec l'accroissement de !'argument. 

P O I
. sin w 

our w➔ 1m-- = 1 , 
w 

. sinw 
Pour w=±n: hm-- = O • 

w 
La forme instantanee (pour t=to=const) du paquet d'ondes est representee dana la Fig. 

XIl.4. «cx,t.) 

Fig. XII.4 
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6. Vite~~ de phase et de groupe. La relation de Rayleigh. 

a) La phase du paquet d'ondes entre dans le facteur cos(rot - kx) de (68). En egalant la 

phase cos(wt - kx) a la constante et en derivant par rapport au temps on trouve la vitesse 

de phase vr: 
dx dx ro 

wt--kx=constante w-k-=0, Vr=-=- • 
dt dt k 

(1) 

La vitesse de phase vr represente la vitesse de deplacement des surfaces equiphases des 
ondes qui constituent le paquet d'ondes. 
La vitesse de deplacement du paquet d'ondes represente la vitesse de deplacement du 
maximum principal du paquet ou la vitesse de deplacement du paquet en bloc ( la vitesse 
de deplacement de la surface equiamplitude ). De l'equation : 

a= ~ [ (:}-+O (2) 

qui represente la condition de maximum principal du paquet, resuite la vitesse de groupe v8 

c>.n derivant par rapport ou temps la relation (2) : 

( 
dro I _ dx = O v = dx == ( dro) • 
dtJ dt , & dt l dk 

(3) 

b) Examinons maintenant ces deux vitesses, celle de phase et celle de groupe, et 
comparons-les dans Ies deux cas: 
1. Le cas ou la vitesse de phase des ondes harmoniques fonnant le paquet est 
'uulependante- de k. On dit des milieux po11edant cette propriete qu'ils ne sont par 
dispersif. 
2. Le cas ou le milieu est dispersif, c'est-a-dire quand la vitesse de phase estfonction de k. 

Prenons le cas ( 1 ). De la relation de la vitesse de phase v, = m on tire m = k • v,. 
k 

( .,,iculons rnaintenant la vitesse de groupe : 
dw d dk 

v IJ = dk = dk ( kv r ) = v r dk = v r • ( 4) 

Ainsi Jonc, en I' absence de dispersion la vitesse de groupe et la vitesse de phase sont 
identiques. 
Dans le cas (2) vr est fonction de k et, par suite, 

dw d ( dv. 
vg =-= dk :cc dk kvr)= vr +k d~ • (5) 

Le deuxieme terme du second membre se transforme ainsi : 
dv r _ dv r dÂ. _ dv r I dv r 1 1 dv r I 'A.2 dv r 

dk dA . dk dA :~ - dA f:) -2x (I}. d(i) = 21t dA (
6
) 

d'A. 
l\Jridnt dans (5) ii vient: 

dv.-
v 11 == v r - Â dÂ. • ( la relation de Rayleigh ) (7) 

011 voit qu'en presence d'une dispersion la vitesse de groupe est differente de la vitesse de 
pliase 
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X 111. t:,1imlio11:s tlu 111011, l'nll'lll de I .agnmge 

Une des nulio11s fo11da111c11li1ks de h1 111crn11iquc est cdle de pu1111 matind On e11te11d pa, poiut 
materiei un corp macmsaJpiquc du11t Ies di111c11sio11s sonl si'.1flisammenl petites pour po11voir elre 
negligecs dans I' ciude du mouvcmcut l.a totalite de la masse de ce corps se truuve concentree en 
ce poi11t li n'cxistc p,1s Je puints 111aterids dans la nature, c'est donc une abstraction, un ubjel 
theorique - represc111ation idealisec du corps red On peut se puser la question de savoir quels 
corps on peut assimilcr a Ull point materiei daus Ies etudes de leurs mouvements. La reponse a celle 
question depeud, d'une pan, du caractere propre Ju mouvement et, d'autre pan, du but poursuivi 
par l'etude Par exemple, dans Ies etudes du mouvcment orbital de la TelTe autour du Soleil, on 
peut assimiler la Terre ·a un point materid a un tres grand degre de precision. Mais cette 
approximation n'est plus valable lorsqu'il s'agit du mouvement de rotation de la Terre autour de son 
propre axe li est deuue de S(!ns de parlc:r de la rotation d'un point autour d'un axe lorsque cet axe 
passe par le point considere 
Nous avons inclue dans la detinition du point m11te1id la condition que ce point doit etre un c.:orp~
,11acrv.\·copi,111e Celte condition est necessaire afin de pouvoir mettre en oeuvre la mecanique 
classique Cependant, dans nombre de cas, le mouvement des mic.:ruparlic11/es peut c!tre aussi traile 
par la mecan.ique classique. Cest le cas, par exemple, du mouvement des electrons, des protons ou 
des ions dans Ies accelerateurs de panicules Les m..icroparticules peuvent alors etre assirn.ilees aux 
points mate,iels de la mecanique classique. Un ensemble discret de N points materiels constitue un 
sys1eme de pvi111s materiels. 

Le nombre des grandeurs i11depe111.li.1111es qu'il faut se donner pour detemuner de ta~n un.ivoque 111 
position (configuration) d'un systeme est appele 11vmbre de degree de /iberle du systeme. 
f grW1deurs quelconque q,, q2, .. , q, independantes caracterisant completement la position d'un 
systeme a f degres de liberte sont appelees ses ccxxdu1111es ge11era/isees et Ies derivees 
'li, Q 1, -.. , CI I ses vilesst!!î ge11erJJlisees. 

Exemple: 
La position (configuration) d'un poinl qui se meul libremenl dans l'espace (dans des dir~tions 
arbitraires) peut etre reperee par i11dicatio11 de trnis coordonnees rectangula..ires x, y, z,. Ma..is on 
peut aussi utiliser a la place des coordo1111ees rectangulaires des coordonnees sphe1iques ou 
cylind1iqucs ( voir fig. 1,2,3) ou toul aut re syste111c de coordo1U1ees. 

t1 (IL, 'fit) 
t:. 

---~-------~ k----'~+--- - - - ➔ 

'J 1 
j(_ 

Fig XIII-I Fig Xlll-2 Fig Xlll-3 
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Qucl quc soit Ic systemt: d1llisi, ct: qui importe c'est que le nombre de coordonnees independantes 
requiscs pour une detem1inatiun univoque de la position du point St: mouvant dans l'espace de 
fai.;on arhitram: soit egal a troi.\ D'un point ainsi defini on dira qu'il possede lrois t.kgre.\· t.k liherte. 
Les coordonnet:s generalisees el Ies vitesses generalisees dans ce cas sont : Qt = x., Q1 = y, QJ "'" z; 

q
1 

- x, 1L -- y, CL ::.:. z ou bien Qt= r, Q2 = 8, Q1 = q>; <'.ii ~ t, 'li = iJ, CIJ = <p oll bien Qt= r, 

Q2 = q}, ql '- z; q 1 .::: f, C) l ::.:. <f}, q 3 ::: Z, 
D'autre part, on voit qu'il n'est pas absolument necessaire QUe Ies coordonnees generalisees aient la 
dimension d'une /011gw:ur (par exemple Ies coordonnees 8 et q> ). 
Les courdonnees cartesiennes x., y, z du point M peuvent etre exprimees par d111Utre sortes de 
coordonnees generalisees (voir fig. b et c).En effet : 

{ 

x = r cos8.sinq> { x = r cosq> {x = x(r,8,q>) 
y c._c r sin8.sinq> y = r smq> ou y: y(r,8,q>) 
z ~0 r cost.p z = z z - z(r,8,q>) 

Les wmposantes x, y, z des vitesses du point M peuvent etre exprimees elles-aussi en fonction 

des coordonnees et vitesses generalise~En effet : 

{ 

x ::c. t cos8 sine - ro sine sinq> + r <iJ cos8 COSlj) 

y = t sine sinq,. + r 0 cos8 sinq> + r <p sin8 cos(j), 

i = t cosf- r'Psinlf, 

. {~: ~(t,o,~'.r,e,q,) 
ou y - y (t,8,q,, r,0,q>) 

z = :i ( t, 8,<p; r,0,q>) 

{ 

x = t cosq> - r <p si.nq> 

~ = ~ sinq> + r <p cosq> 

z = z J 

3. Ge11~rafo1ation de ces considerations a un şysteme mecanique constitut par un nombre 
arbitraire N de points materiele. 

Si tous ces points peuvent se deplacer libren,enl (sans aucune restriction ), on devra connaître 3N 
coordonnees pour caracteriser leurs positions instantaneea (3 coordonnees par point). On dit alors 
que le systeme possede f-=JN degres de liberte. Pour determiner donc univoQuement Ies positions 
de 1ous Ies points materiels du systeme, ii suffit de connaître, par exemple, Ies coordonnees 
cartesiennes Xt, Yt, zt; x2, Y2, z2; ... , XN, YN, ZN QUi constituent un ensemble de 3N donnees 
independantes. li n'est nullement necessaire de choisir comme coordonneos independantes Ies 
coordonnees rectangulaires (cartesiennes). On peut prendre n'importe QUelles f quantites Qt, Q1, ... , q„ 
dont la connaissance determine univoQuement Ies positions des N points materiels du systeme. Ces 
quantites constituent Ies cuordv,mees generalisees du systeme. Le mouvement du systeme sera 
entierement defini si l'on conna11 la varialion del· coordotuites ge,itralisees en fo11c1io11 du lemps 
C{1(t) Les derivees des coordonnees generalisees par rapport au temps <ii, q 2 , ... , q r portenUrnom 
de vitt:sst!l'generalisees 
Les coordonnees generalisees Qt,Q2, ... ,Qf peuvent etre choisies de fay0n arbitraire, mais a tout 
insti:1111 dlcs doivent determiner completement la position du systeme mecaniQue. Dans tous Ies cas 
Ic 1101 nbre f des coordonnees generalisees independantes sera le meme; c'est le nombre de degres de 
lihi:nJ du .\)',\lem~. 

4 L.iai:suns Mouvement lie._Exemples, 

,li D,u 1,-, 1..c11ai11es conditions le mouvernent du point ne peut etre arbitraire. Considerons, par 
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cxc111plc, une bille attachee a une exlremile d'un til inextensible de longueur L connue, l'autre 
cxt1e111ite eta11l tixc (pendule mathematique). Lorsque le fii est lendu, la bille ne peut se deplacer 
quc s111 la swfacc d'une sphere d'equation ! 1 J 1 :I-J,2 U (le centre de la sphere se trouve dans le 
point de fixation du til) li existe un grand nombre d'autre exemple ob le point materiei est assujetti 
a rcstcr sur une su1face donnce d'e4uatio11 f{x,y,z)-0 Dans tous ces cas on dit que le mouvemenl 
du point est /ie. Les coordonnees x, y, z d'un tel point doivent ~erifier l'equation de la surface 
consideree tlx, y, :i:)=-0, denommee egalernent l'equation de la liaison. li s'ensuit que dans ce cas 
dcux coordonnees seulement sont independantes, x et y par exemple. La troisieme coordonnee z 
peut ctre calculee par resolution de l'equation de liaison t{x., y, z)=O. On dira dans ce cas que le 
point possede deux degres de liberte. 
b) Si le point ne peut se deplacer que le long d'une courbe donnee dont Ies coordonnees x., y, z 
satisfont aux equations F(x., y, x)=O et G(x, y, z)=-0 (L'intersection deces dem, surfaces constitue la 
courbe donnee ), puisque le nombre de liaisons est egale a deux., le nombre de coordonnees 
independantes necessaires pour caracteriser sa position se reduit a un. Pour coordonnee, on peut 
prendre, par exemple, la distance du point materiei a un point de la courbe et l'evaluer le long de 
celle-ci (la coordonnee curvilignc du point denotee par s) (voir la figure XIll.4) 

Fig. Xlll.4 

C) En general, si un systeme de N particules est soumis a / conditions de liaison ,mirt! lt!l" 
coordu,u,ees des particules , alors des 3N coordonnees le nombre de coordonnees independantes 
sera donne par la fonnule: 

f-=3N-/ 
Ies / coordonnees restantes seront determinees par le nombre des liaisons qui existe daru, le systeme. 
Dans Ies deux cas examines au-dessus (N=l) on peut donc ecrire f1=3-1=2 et f2=3-2=1. En d'autre 
tennes, si entre Ies 3N donnes du systeme constitue de N points mate1iels, il y a / relations de 
dependance, des liaisons, le nombre des degres de liberte se reduit avec le nombre I des liaisons 
f-"3N-/ 

Appliculiuns. 
1) Soit un systeme de deux masses ponctuelles se trouvant 1 ta distance invariable d l'une de l'autre. 
Determiner le nombre de degres de liberte du systeme. 
Solution: Entre Ies six coordonnees cartesiennes deces particules (voir la figure Xlll.5) ii existe un 

relation (condition de liaison) ( x1 - x2)2 + (y1 - y i)2 
+ ( z1 - z2)2 = d 2 

i 
A c~,,1 ◄ ,i ◄ ) 

Fig Xlll.5 
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qui pem1et de determiner l'une des coordonnees en fonction des cinq autres . Ainsi donc, dans ce 
cas la configuration (position) du systeme est completement definie par cinq parametres 
i11depe11da11ts ( f = 3 N - / = 3 • 2 - 1 = 5 ) et c'est pourquoi ii suffit de posseder cinq coordonnees 
generalisees. 
2) Determiner le nombre de degres de liberte d'un solide parfait. 
Solu/iun : On entend par solide parl'ait un systeme de points materiels dont Ies distances mutudles 
demeurent invariab/es dans le temps lorsque le solide est en mouvement. Nous allons demontrer 
que tout solide parfait dont le mouvement n'est soumis a aucune restriction possede six degres de 
liberte. En effet pour determiner univoquement la position d'un solide, il suffit de connaître trois 
points A, B, C, non aligm!s. Soit x., y., z..; Xii, Ybo 2.1,; Xc, Yc, z.: Ies coordonnees cartesiennes deces 
trois points. Ces neuf coordonnees ne sont pas independantes, etant liees entre eUes par Ies 
relations: 

(xA - x8 )
2 + (y A - y8 )

2 + (zA - z8 )
2 = AB2 =const, 

(x8 - Xc) 2 + (y 8 - Yc>2 + (z8 - zc)2 :-=: BC2 =const. 

(xc - xA)2 + (Yc --y_..)2 + (zc - zA)2 = CA2 = const. 
( Ies longueurs AB, DC et CA sont invariables ). ll ne subsiste ainsi que slX coordonnees 
independantes et le solide possede donc six degres de liberte: 

f = 3N - I= 3 · 3 - 3 = 9 - 3 = 6 • 
Si on impose une restriction a la liberte de mouvement du solide, le nombre de degre de liberte 
diminue: 

a) Un solide dont l'un des points est fixe, par exemple 
x.=a, y1=b, z,.=c (le solide peut toumer autour de ce point fixe) possede troil' ckgres ck 

liberte. En effet~ le point fixe A echivaut a trois liaisons donnees par x.=a, y1=b, z.=c ou a., b, c sont 
des constantes et donc le nombre totale des liaisons du solide este egale a 1=6. Par suite f=9-6=3 
degres de liberte 

b) Un solide qui est assujetti â toumer autour d'un axe fixe ne possede qu'un seul degre de 
liberte. 
En effet, soit Ies points A(x., y., z..) et B(Xb, y1>, 2.1,) fixes du solide. Le nombre total des liaisons est 
egale 'a huit (/=8): x1=x., y1=y., z1=z.; x2==xi.. y2=y1>, z2=2.1, et AC=constante, BC=constante, donc 
f=3N-/=9-8= 1. 
3) Ecriver Ies coordonnees generalisees d'un systeme de deux points materiels M1 et M2 assujettis a 
se mouvoir sur un cercle de rayon R qui se trouve dans le plan xOy. 
So/ution : Le nombre de uaisons du systeme est egal a quatre (/=4). En effet, Ies coordonnees 
cartesiennes des points Xt, Yt, z1; X2, Y2, Z2 satisfont a quatre equations : X~ + y~ = R 2 

, Z1 = Q, 

l 2 R2 Q 
Xl + y 2 = • Z2 = · 

Donc, f = 3 N - / = 3 · 2 - 4 = 2 . En coordonnees polaires dans le plan du cercle on peut ecrire 
x1 = Rcos0i,y1 = Rsin0i,x2 = Rcos0 2 ,y2 = Rsin02 • 

Donc, Ies coordonnees generalisees sont q I = 01 I q 2 = 0 2 • 

5. Etat d'un point materiei „classigue". Etat d'un systeme „classigue" 

Le vecteur de position r et la vitesse v du point materiei representent des parametres qui 
detenninent / 'etat du point materiei a un moment donne. 
On admet comme un fait experimental fondamental que I' etat mecanique d'un corps 
macroscopique, assimile a un point materiei, est completement defini a chaque instant, par Ies 
vecteurs r et v . 
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De tcls objets dont l'etat a un moment donne est determine' completement par la connaissance 
simultanee de la position et de la vitesse et qui se mouvent sur une trajectoire bien definie, 
s'appellent des objets classiques. Si l'on a toutes Ies coordonnees generalisees Q1, q2, ... ,Qr, ainsi que 
toutes Ies vitesses generalisees, c'est-a-dire Ies derivees des coordonnees generalisees par rapport 
au temps q 1, q 2 , ... , q 1 , on peut dire que I' etat du systeme est completement defini. En mecanique 

classique I ',hat insta/llane du lysteme se definit donc par 2f parametres independants. 

6) Espace de configuration. 

La configuration (position) d'un systeme de points materiels definit par Ies grandeurs Q1, Q2, ... ,Qr 
peut etre represente par un seul point dans un espace ă. f dimensions dont Ies coordonnees sont 
justement Ies coordonnees generalisees. Cet espace s'appelle J'espace de configuration. Au passage 
du systeme d'un etat initial So a un autre S, puisque entre ces etats la configuration du systeme 
change, le point representatif decrira une trajectoire dans l'espace de configuration. Un tel passage 
d'un etat mecanique a un autre s'appelle processus mecanique. 

Fig. XIII.6 0 

Soit le cas particulier d'un point qui se meut librement dans le plan de coordonnees cartesiennes 
xOy. La configuration du point est defini a un moment to donne par Ies parametres 

q; = Xo,Q~ == Yo (voir la figure XIII.6). L'etat du point au moment to est caracterise par Ies 

paramet1 es q;, q ~, q ~, q ~ et au moment t, par Ies grandeurs q 1 , q 2 , q 1 , q 2 • 

Au moment t la configuration du systeme est donnee par q 1 =x, q2==y. La dimension d'un tel espace 
est egale a f=2. 

7) Equation de Lagrange Fonction de Lagrange. 

Les equations du mouvement de Lagrange sont des equations differentielles valables pour tout 
systeme de coordonnees et forment un systeme de f equations differentielles du second ordre ă f 
fonctions inconnues qi(t). 

Soit une particule li bre actionnee par la fur<.:e putentielle F qui derive de la fonction polentiel/e 
Ep(x, y, z, t)==Ep(r, t) (potentiel simple) dane: 

- - - - aE - DE - aE -
F '"" F i + F J. + F k = -grad E = - _Pi - _P J. - _P k • 

• y z p ax iJy az 
Sa pusition est generalement caracterisee par trois coordonnees. li peut s'agir des coordonnees 
canesicnnes x, y, z de meme que de toutes autres coordonnees q1, q2, q3. Supposons qu'on connait 
Ies fonnules exprimant x, y, z en fonction de q1, q2, QJ: 

X - X (q1, Q2, q~). Y = Y (q1, Q2, QJ), Z == Z (q1, Q2, q3) • (I) 
b,;1 i vous I' ~1.1uation du mouvement en coordonnees cartesiennes (ii s'agit de I' equation de Newton 

F =ma>: 
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mx = F my·· = F mi. = F , 
)IL, y, z 

(I') 

Multiplions maintenant la premiere deces equation par : , la seconde par ; , la troisieme par 
. q. q. 

UL. d.. I âq 
1 

, et ad monnons- es : 

( .. ax __ ây .. uz) Fax F ây F uz m x-+y-+z- = -+ -+ - · aci. oql âql X oql y oql Z oql 

Le second membre de l'equation obtenue sera designe par Q,: 
ax ay uz 

F„ oq
1 

+ FY oq
1 

+ Fz oq
1 
= Q1 • 

Remarquant que: 

•:, =:J,:J-,:.(:J' 
--~ _ _!(- ~) -. _!(~) , 
Y aq 1 - dt Y aq 1 Y dt aq 1 

•!;, = :.(,:;},:.(:;.) ' 

on peut recrire l'equation (2) sous la forme: 

:.H•:, +Y!, +z!;J]-+:.(:}y:.(:},:.(!;J]=Q, 

(2) 

(3) 

(3 ') 

(4) 

Derivons Ies relations ( 1) par rapport au temps en considerant x, y, z comme des fonctiuns du 
temps: 

. ax. ax. ax. 
X= OQI ql + OQ

2 
q2 + OQJql ) 

. ây, ây, ây, 
y = OQI ql + aq2 q2 + oql q3 ) 

. uz. uz. uz 
z = OQI ql + aq2 q2 + oql Q3 • 

Maintenant, derivons ( 5) par rapport a q 1 : 

ax_ax cy_ây oz_uz 
aq. - aq. · 84. - aq. '84. - aci. 

(5) 

(6) 

Puis comrne Ies resultats des derivations ne dependent pas de l'ordre dans lequel s'etfectuent deux 
derivations successives on a : 

d (ax) a (dx) ax d ( ây) a (dy) cy d ( az) a (dz) oz (7) 
dt aq. - aq. dt - aci. ' dt aq 1 - aq1 dt - aci. • dt aq 1 - aq 1 dt - aql 

Ayant en vue Ies relations (6) et (7), on peut recrire l'equation (4) sous la forme: 

d [ ( ax cy OZ)] ( ax cy OZ) 
dt m X aq I + y 84 I + :i 84 I - m X 84 I + y 84 I + :i 84 I = Q I • (8) 

I,' energie cinetique E., de la particule s'exprime en fonction des composantes des vitesses x, y, z de 
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111 la1ţl>ll suivanle . 

E. - ';' (.,;;' I i/ I i.') . 
' On derive la fondil 111 E. pat I apprn l a q I ci 4 2 . 

aE. ( . ax . <)y . az ) . 
aq I '- lll X <141 ~ y 841 l z <14, I 

DE. ( . &. . oy . ai. ) 
aq I cc m X Dq I f- y ilq ~ t z aq I • 

L'equation (8) prend maintenant la fonne: 

:J::) :: ~Q, • 
(9) 

Par hypothese la force F qui agit sur la particule libre est potentielle. En cons&tuence : 
aE aE DE ' 

F X = - a:_ . F r ;_ - a; . F, = - a: . ou E p ='- E p ( f. 1) 

et alors l'expression (3) pour Q1 peut etre ecrite ainsi 

Q = -(DJ\ ax + aEP oy + aEP .!!!:...) =- aEP 
1 ax ai, ây aq, oz aq, ai, 

Maintenant l'equation (9) prend la fonne : 

( ) 
BE :t ::- -· :: = -- aq~ . ( 10) 

' lntroduisons enfin une nouvelle fonction L egale a la difterence de I' ener~e cinetique et la fonction 
potentielle (potentiel simple) 

L(q,,q2,q1;q, ,'l2,ci1; t) = E.(q, ,q2,q3;q, ,ci2,<L)- Ep(q, ,q2,q3; t) . (10') 

Cette fonction s'appelle/onction de Lagrange ou pvtentiel cinetique. Comme le potentiel simple 

( ) 
aEP 

EP q1,q 2 ,q 1;t nedependpasdesvitesses q.,<L,<L, Bei, ===0 etdonc: 

BL 

L'equation (10) prend la fom1e simple: 

d ( 8L) BL - -- ---=-O • 
dt a4 1 aq 1 

8E 
:..::.-" . ( 11) 

( 12) 

Cest justement la premiere des equation de Lagrange Les deux autres s'obtiennent d'une maniere 
analogue: 

:, (,::)- :, = O ; :, (!::)- :. = O • (13) 

( 'ommentuire.\' : 
a) Si le systeme physique a f degres de liberte ii y a f equations Lagrange : 
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d. 
- - o k 

<Jq l ' 

1,2 ,f 

D<11,.., ce cas la ti,nction de I .agrn11gc du syskmc s't\:1it: 

1(q1,q.!, ,q1;iJ1,(L, - ,q1;1) 
ou plus bricve111~11l 

L(q; q, t) ~ 

( 14) 

(15) 

( 16) 

b) Si Ic pole1111e/ .,impie E.,(4 1, q2, . ,qi, l)-E.,(q,l) ne depend pas expliciternent de la \1<1rialile 
temporellc t : 

âE 
_P_ =cc Q (J7) 

Dl 
la force putentielle F qui agit sur le systeme s'appelle co11senu1ive tandis quc la h,nctiun 
E ,, ( q 1 , q 2 , ... , q r) -" E" ( q) s'appelle / 'e11ergie po1e11Jit!lle du systeme physique. I . .i ti.H1cti, 111 dt: 

Lagrange dans le cas conservatif s'ecrit: 

L{q;q)::: E"(q;q)- E"(q) .. 
-·➔ 

c) Foncţion de Lagrange d'un PQint rnateriel !sole (E=::-Q) Q.~ mţţşse m 
Si la force F qui agit sur le point mateiiel est zero 

F = -gradEP = O • 
' C'est-a-dire 

' d'ou: 
aE aE aE 
__ f ::.:: 0 _f._ :..c O _P :cc 0 
ax · ay · âz 

( 18) 

( 19) 

(2U) 

(21) 

En cunsequeucc, !'energie potenlielle du point Ei, ne depend pas de x., y, z d'ou Ep - CUIISli:Ullt: Si 
l'on convient de prendre cette constwue egale 'ă zero, la forn,1ion de Lagrw1ge d'un point isule 4ui se 
meul par rapport a un referentiel inertiel ( systeme de reference galileen ) se reduit 1 son energie 
cinetique: 

ou v represente la vitesse du point par rapport au systeme galileen. 
d) La fonction de Lagrange etant additiY~ on a, pour un systeme _de point ne reagissanl ~ Ies Y.D.a 
sur Ies autres : 

n mv2 
L.cc I:-• (23) 

1=1 2 

e) Equation de Lagrange d1un systeme ferme" de N point materielş en coordonnees caJlesittUlţ;S 
Un systeme de points materiels reagissant Ies uns sur Ies autres, mais isole's de tout corps etrW1ger, 
s'appelle ferme. Soit r. , r2 , .. , r N ; v 1 ,v 2 , ... , v N Ies vecteurs de position et Ies vitesses de ces N 
points du systeme. Les forces d'interaction des points sont considerees comervatives. La fonction 
de Lagrange du systeme s' ecrit : 

N m v2 

,vN) ,:: I:-!__!,_ -E)fi,r2, .. ,rN) • 
i I 2 

(24) 

Co1111ais!>alll la fonction de l .agrange, nous pouvons ecrire Ies equations ditforentielles du 
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mou\..:ment (Lagrange). Tout d'abord, ecrivons ces equations pour le point j du systeme dont Ies 
coordonnees cartesiennes sont X J, y J, ZJ . 

d ( DL)- DL _ 0 d ( oL J- DL == 0 d ( aL J- DL == 0 . 
dt vx. 1 ax) · dt 01 ) oy1 • dt az1 az1 

Multiplions ces equations par Ies vecteurs unitaires T, J, k et apres cela Ies ajoutons : 

d ( âL -: aL -; âL -) ( oL -: aL -; aL -) - -1+-J+-k - -1+-J+-k ==0• 
dt âxl 0/) azl axj âyl azi 

Si on introduit Ies notatiom : 
oL DL - oL - oL -
x == ~.:. i + ~. _ j + x.. k > 
urJ u~ 1 v 11 uL.1 

aL aL - aL - oL -
-==-i+-j+-k 
or) ax) âyj azi 

(25) 

(26) 

(27) 

on obtient l'expression finale sous une forme tres concise des equations Lagrange dans le cas 
analyse: 

:t(;} ~ =0' (28) 

Portant (24) dans (28) et tcnant compte du fait que 
-L cE m dv 2 

Q C J J ---------mv 
âv 

1 
- Dv 

1 
- 2 dv i - 1 J 1 (29) 

aL == _ aEP 

a~ a~ 
on obtient finalement : 

av 1 aEP 
m -==-- • (30) 

1 at or 
J 

Sous cette forme, Ies equations du mouvement ( Lagrange ) sont appelees equations de Newton et 
constituent la base de la Mecanique d'un systeme de particules interagissantes. 

_ aEP 
Le vecteur F == - --

J aţ 

est appel e force agissant sur le lemo point. 
t) L 'avantage des equaliom de Lagrange par rapport a celles de Newton appar81"t dans le cas ou le 
mouvement des particules est sournis a des /iaisons. Dans ce cas, le nombre de parametres 
independants caracterisant la configuration du systeme sera non plus Jf mais un nombre inferieur et 
sera defini par le nombre de degres de liberte du systeme q, , q2, ... qr ou f = JN-/. 0n aura autant 
d'equations de Lagrange. Si, par exemple, il s'agit du mouvement d'une particule sur une surface 
donnee (une seul equation de liaison), alors il suffit de deux equations de Lagrange pour definir le 
mouvement de la particule sur une courbe donnee il est suffisant d'avoir une seule equation de 
Lagrange. 

8 Pendule mathematique (application). 

Trouver la fonction de Lagrange d'un pendule simple oscillant dans un plan xOy, ayant une masse 
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m et la longueur r. 
Ecriver Ies cquations Lagrange difterentiellcs correspond,mtes et dormer Ies solutions de c1:11x-ci 
(le." equations du mouvement du pendule). 

'J S,Ql!!!iorr La symetrie du probleme suggere que Ies 
O ~---~ coordonnes Ies plus cornmodes sont dans ce cas ks 

cord.onnees polaires r et <p liees aux coordo1111ees 
cartesiennes par Ies relations (fig Xlll.7) 

I / 
x = r COS<f>, y '- r sm<p 

~ (11,;J) 

Jl 
__._ . ...., 

G""'1<1~ 

Fig Xlll - 7 

Le mouvement du pendule est /ie. li y a deux liaisons dont Ies equations sont rnpresentees par ks 
relations z = O (le pendule se meul dans le plan xOy) et x1 + y2 = r2 (le pendule se meul sur en 
cercle de rayon donne r=const,qui se trouve dans le plan xOy). Donc, la position du pendule pcul 
etre defini par un seul paran1etre qui correspond a un seul degre de libe11e f = JN - / = 3 - 2 :... I 
Soit la coordonnee generalisee correspondante Q1 = <p. La vitesse generalisee sera Cj 1 = ip . li Y a , 

donc une seule equation Lagrange (f= 1) 

:J ~ )--~ = O • ( 2) 

Pour etablir la fonction de l ,agrange conespondant a ce cas rappelons que 

L = E, - f_:., ou Ec = m (x 2 t y2
) est !'energie cinetiqJe du point m. I;, est !'energie puh:ntidlc: du 

2 

pendule suppose sous l'action de la force conservative de pesanteur G du point m: 

-• - - dEP -
G = mg=- mgk = -grad E == - - k • 

P dx 
(3) 

( La force de pesanteur etanl verticale a une seul componsante, au long de l'axe Ox ) li est 
convenable de passer !'energie cinetique en coordonnees polaires r el <p. En eftet, ( l) entraîne . 

x=rcosq,-rq,sin(ţ), y-rSÎO(j)+fCOS<p·q> (3') 

Puisque r-=constanl, r =O el donc x = - r • li, sin <P, y = r • <p cos(ţ) . Po11ant ces expressiuns dans 
2 • 2 

E.: on trouve apres de simples calculs : E c ( r, <p) = r ~ m • ( 4) 

C'est justement l'expression de !'energie cinetique en cordonnees polaires dans le plan (si la 

coordonnee r n'etait pas constante. !'energie cinetique Ec serait E.:= m (i" 2 + r2q, 2
). 

2 
L'expressiun de !'energie polenticlle F,. cn coordonnees polaires resuite de l'equation (3) b1 dfot, 

. dE . dE 
mgk ,, - --dl' k enlraine mg=- ---~ , dl~ --mgdx. t--~,(x)"-=-mgx-tC OLI C es1 une co11sta11te x dx · 
a1hitraire de l'integ,iation Si on suppo~c 411e po111 x O r. f1,(x 0 r) = O, alors 011 pcut dc1trmi11e la 
valeur de la co11slante Cmgr el par consequent F~(x) "' mg(r-x) 
Si 011 u1ilisc la rclation x r cos(r de (I) on lrouvc l'expression de !'energic po1cn1idle du systeme cn 

coordonnfrs pnlaircs l\,(r,(r) 1( 1-l'llSlfl)lllg 
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E11 c,H1::.~quc111.:e, la fo11c1io11 de Lagrange Ju S}::.te111c c11 coo1Jo1111ees p\llai1cs pl,111cs 1, ,p s'cnit de 

la ma111c1 c s11iv,111:c 

llll lJ'l 

2 
1111g( I (5) 

PuiS1.1uc par hypolh~sc r--c,11bl, la ti..1nc1io11 du I .agia11ge depend u11iq11c:111cnl de IP el lÎ> (lu 

coordon111:e general isce esl IP ci la vitesse ge111!1 alisl!c est lp) On obtic:111 . 

t.( tp, q,) - E. ( 4>) · -Ev ( ,p) · ( 6) 

Pour ecrire I' equation de Lagrange sous une fonne !inate calculons tout d'abord Ies deiivees : 

cL = cE_{,r) = _E_(. mr
2

q>
2

) = 111.-2,;.. (7) 
c(j> oq, ai, 2 't' ' 

aL cE~(1?) a a 
-=---.:.::---{nng-m1gcostp).:..:. --{nngcosq,)::c---m1gsinq,. ap ap ap ap 

En consequence, l'equation de Lagrange (2) s'ecril : 

i-(mr2q,)+rrngsinq,=0 • (8) 
dt 

Apr'es l'accomplissement de la derivee par rapport au temps est la division de l'equation pM la 
constante mr2 on trouve : 

.. g . (9) <p + - sm q, = O • 
r 

Si Ies oscilla1ions du pendule sont presumees petites ( (j) ~ 4°), alors ii est raisonnable d' ecrire 
l'approximation sin<p =<P et par suite : 

.. g ) <p+-<p=0 (10 
r 

Puisque Ies constantes, s et r sont positives (g>o, r>o) ii est loisible d'introduire la notation 't!/r = 
ro/->o. 
On obtient, de la sorte, une equation differentieUe lineaire d'ordre deux aux coefficients constants 
et homogene. 

ip + ro ~<p = O · ( l l) 

qui represente l'equalion differentielle du mouvement recherchee. La solution de cette equation 
q,= <p(t) constitue par definition l'equation du mouvement proprement dite. Line teUe solution, on 
peut verifier qu'en est ainsi, a la forme bien connue q, = A sin(ro0 t+a) ou A et a sont des constantes. 
La verification se fait tout de suite. En effet, <i> = A WuCOs(IDut+a), 

ip = -A ro}sin(rout+a) et de ce fait, en substituant ip et q, da.ns (5), resuite : 

- Aro ~ sin ( ro u t +a) + Am ~ sin ( ro O t + a) = O • 

9. lmpulsions et forces generalise.§, 

Les equations de Lagrange conduisent constamment la resolution du probleme a l'integration des 
equa1io11s diffcrentielles du second ordre. Dans nombre de cas, toutefois, ii est commode, au lieu 
d'utiliser Ies equations du second ordre, de se servir des equations du premier ordre mais en 
quantite double. Pour ecrire ces equations on doit avant tout introduire une nouvelle notion, celle 
de l'imp11/sio11 Kt;11Jm/i.,·Je. 
A chaquc coordonnec ~cncralisee qi on fera correspondre une impulsion generalisee Pi qu'on 
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dd111ira nm1me une derivee partidic de la fonction de Lagrange par rapport a la vitcsse gcneralisce 
concspunda.Htc li, : 

aL 
p = --- ' 

I (Xj I 

(I) 

Pour le cas de forces potentielles qui derivent d'une fonction potentielle E P ( q,, t) , 

aL aEC 
L=Ec(q,,q.)-Ep{q,,t) et p, = ;\,; =-;;- 1 

lAf, q, 
(2) 

Pour comprendre la signification physique de l'impulsion generalisee ii est utile de calculer leurs 
✓ 

expressions explicites en diverses coordonnees. Pour un point rapporte aux coordo1111ees 
cartesiennes 

E" = ;(x2 +yz +:z2) 
et, par suite, 

aEC . aE" . aEC . 
p" = iJx = mx, Py = iJy = my, p, = ai: = mz • (3) 

Dans ce cas Ies impulsions generalisees sont tout simplement Ies projections de la quantite du 

mouvement j5 = mv = mxi + my} + mi.k sur Ies axes de coordonnees cartesiennes. 

Dans d'autres coordonnees Ies impulsions generalisees peuvent prendre un autre contem1 ainsi 
qu'une dimension differente. 
Cherchons, par exemple, Ies impulsions correspondant aux coordonnees polaires r et q>. L'energie 
cinetique en coordonnees polaires est : 

E" = ;'(r2 
+ r

2 ~t>2) • 
Relativment aux impulsions generalisees correspondantes, elles seront : 

aE" . aE" 2. 
P, = ar = mr , P., = oei> = mr q> • (4) 

Comme on le voit, l'impulsion radiale Pr a la dimension de la quantite du mouvement, tandis que 
l'impulsion angulaire p„ a la dimension du moment cinetique. 
la force generalisee Qi conjuguee a une cordonnee generalisee Qi est par definition la derivee 
partielle de la fonction de Lagrange par rapport a la cordonnee generalisee Qi : Q,=:, l=AJ2J ... ,f. (5) 

Pour comprendre la signification physique de la force generalisee i1 est utile de calculer leurs 
expressions explicites en coordonnees cartesiennes. Pour le cas de forces potentielles : 

L= ;(x2 
+y 2 +22 )-EP(x,y,z,t)ona: 

aI... 8E 
Q" = ax = -~ = F" ; 

oL DE Q - - - __ P -F . y-O'f- <J'j-yJ 

DL DE 
Q :_-=-~=F 

, O'L. O'L. z 

I06 

(6) 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



' I' ou ·~. F Y, F, rcprcscntcnt Ies composantes cartesiennes de la force potentielle : 

- DEP • DEP . DEJ - . - -
~= - -- i - -- j - ---' k '-'- F i t F j + F k âx (J'j i)x. X y ,. 

(6') 

Profitant des notions d'impulsion generalisee et force generalisee on peut donner aux equations de 
Lagrange une nouvel/e forme. Ecrivons ces equations : 

_E_(
8
°~)- aaL = o , i = 1,2, ... ,r 

dt q, q, 

aL aL 
et en y remplai;ant suivant Ies definitions (2) et (5) 8" par Pi et .rln. par Qi on a: 

q I '-'"f 1 

. dp, Q . 12 f P; = dt = I , l = , , ... , (7) 

En y joignant la definition de l'impulsion generalisee : 

aL . f 
P, =-= aci, , 1 = 1,2, ... , (8) 

on obtient un systeme de 2f equations de premier ordre. 
En coordonnees cartesiennes pour un point materiei de coordonnees x, y, z et actionne par une 
force fD~n~~/e ~e ~;po~te~ Fx, Fy, Fz Ies equations Lagrange (7) s'ecrivent: 

Px - x • Py - y , Pz - Fz • (9) 

Ce n'est d'autre chausse que la /oi de Newton sous la forme scalaire qui se peut recrire sous la forme 
- dp . 

vectorielle F = - = p-, dt . 
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XIV. Equations canoniques de Hamilton. 

' lntroduction. Les e4uations (7) et (8) obtt:nut:s a la fin de paragraphe precedt:nt repondcut 
au desir de remplacer Ies e4uations du second ordre par dt:s equations de premieri: unire 
Toutefois, elle sunt tres di.\·!lymetriques. Dans la pratique on utilise souvt:nt une w,tr,.: 

forme d'equations du premier ordre, dites equations c:a11u11iques de Hamilion qui sont 
remarquablement simples et elegantes. 

1. Variables canoniques. L'espace des phases. La fonction de Hamilton. 

Dans Ies discussions precedentes on a considere en qualite des parametres d' etat .. 
independants, Ies coordonnees et Ies vitesses generalisees, d'un systeme de points a f 
degres de liberte. L'etat de ce systeme a un moment t donne peut etre alors determine par 
Ies valeurs simulranee.\· de f coordonnees generalisees q"q 2, ... ,qr et de f vitesscs 
generalisees q 1, q 2, ... , <L . 
En physique, pour caracteriser l'etat du systeme ii est egalement possible d'utiliser ses 
coordonnees generalisees q I> q 2 , ... , q I et ses impulsions generalisees P1> P2, ... , Pf et non 
pas SeS ViteSSCS generaliseeS (t I , (t 2, .. ,, (! f , 

Mathematiquement, Ies divers etats du systeme peuvent etre representes par des points 
dans un espace dit des phases ( ce demier etant une notion purement mathematique ). Sur 
Ies axes des coordonnees generalisees de cet espace, on porte Ies valeurs des coordonnees 
generalisees et des impulsiona generalisees du systeme etudie. Ainsi, chaque systeme 
possede sori espace des phases propre a 2f dimensions, ou f est le nombre de desres de 
liberte du systeme. Cet ensemble de 2f parametres s'appellent de!i' variab/e!l· c.:a11011iq11es, 
chaque paire des variables Pi et qi etant denommee ca11011ique conjuguee. 
Tout point de l'espace des phases qui correspond ă des valeurs determineeli des 
coordonnees et des impulsiona generalisees du systeme represente un etat determine du 
systeme. 
Lorsque l'etat du syateme varie dans Ic, temps, le point repre1entatif correspondant de 
l'espace des phues ( noua dirons simplement "point de phases" du systeme ) decrira une 
certaine ligne, qu' on appelle trajectoire des phases. 
Exemple : Un point materiei de masse m se meut au long de, l'axe Ox. L'e4uation du 
mouvement du point est x =A· sin cot (l'oscillateur hannonique lineaire ) Trouver 
l'equation de la trajectoire du point materiei dans l'espace des phases du point ainsi definit. 
Reponse : L' etat du point est definit par la connaissance simultanee de la coordonnee x de 
celui-ci et de son impulsion p = mx (a un moment t donn~). Les variables canoniques 
conjuguees sont donc x et p et ceux-ci represente un etat detennine du point. Le nombre 
de degres de liberte du point est egal a un ( le point est "li~" son mouvement s'eftectue au 
long d'une droite, l'axe Ox ) et la coordonnee generalisee correspondante est q,=x. 
L'impulsion generalisee du point est p1 = mx. Donc, le nombre de dimensions de l'espace 
des phases du point est egal ~ deux. Soit Oq1 et Op1 Ies deux axes orthogonaux de I' espace 
des phases. Un point de cet espace de coordonnees ( q1 , p1 ) ~ un moment de temps t 
don ne definit I' etat du point ~ ce moment. On peut donc ecrire : 

q1 = x ~A· sin cot , p1 = mx = mAco • coscot. 

f1 
Am«.J 

A 

Fig XIVI 
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Pour trouver l'equation de la trajectoire du point dans l'espace des phases on elimine le 
parametre t entre ces deux equations ( Ies equations du mouvement du point dans I' espace 
des phases ). En elevant au carre ces deux equations et ensuite en Ies ajoutant membre a 
membre on obtiendra l'equation de la trajectoire ( voir la figure XIV. I ), (l'equation d'une 
ellipse) : 

2 2 

..9.!_ + P, = 1 • 
A2 m2A2ro2 

I'. Fonction de Hamilton. 

Soit un systeme physique a f degres de liberte. Soit Ies vitesses generalisees et Ies 
impulsions generalisees du systeme: q„q 2 , ... ,Qr ; p„p2 , •. ·,Pr · La fonction de Lagrange 
du systeme depend des coordonnees generalisees, des vitesses generalisees et en general 

du temps: L = L{q„q2 , ..• ,qr;q„q 2 , ... ,qr; t) = L(q;q; t}. La fonction de Hamilton est une 

fonction d' etat du systeme definie par I' expression : 
f 

H(P,,P2,···,Pr;Q,,Q2,··•,Qr;t)= H(p;q;t)= LPiCli -L(q;q;t} • 

' 
i=I 

A la difference de la fonction de Lagrange la fonction de Hamilton depend des impulsions 
generalisees. 

2. Equations canoniques de Hamilton ( deduction ). 

' Soit la fonction de Hamilton d '"un systeme a f degres de liberte : 
f 

H(p;q; t) = L PiCli -L(q;q; t) • (1) 
i=I 

Prenons la differentielle totale du premier et du second membre de ( 1) : 

dH = L dq i Pi + L<Ldp, - L :-; dq I - L:: d<L - ~ dt • 

oL 
Comme p, = OQ,, la premiere et la quatrieme somme se simplifient de sorte qu'on a: 

8L aL 
dH(p;q;t) = L4idpi - L aq, dqi -atdt • (2) 

D' aut re part, la differentielle totale de H qui represente une fonction de Qi, de Pi ( mais non 
de Q,) et de t, doit avoir la forme : 

att aH aH 
dH(p;q;t) = L op, dp, + L aqi dqi +atdt • 

Comparant avec (2) et tenant compte du fait que pi = :: , on a : 

. aH aH BL aH. 
a) q, = op, , b) pi= - 8q,, -at = at, 1=1,2, ... ,f (3) 

Les equations differentielles a) et b) du premier ordre constituent justement Ies equations 
ca11u11iq11e de Hamilton pour des systemes â f degres de liberte. Leur nombre total est egal 
a 2f, c'est-a-dire deux fois plus grand que le nombre d'equations du second ordre de 
Lagrange. · 

10') 
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3. Pendule mathematkw~ ( ~tication.). 

Trouver la fonction de Hamilton d'un pendule simple oscillant dans le plan xOy, ayant une 
masse m et la longueur r. 
Ecrivcr Ies equations de Hamilton et trouver l'equation ditferentielle du mouvement du 
pendule. 

La fonction de Lagrange du systeme a l'expression L((j),q,) = mr~q,
2 

- rmg(I costp) ( voir 

le meme probleme resolu par la methode des e4uations de Lagrange). 
Solution: Le systeme dispose d'un seul degre de liberte ( f=t ) et par consequent ii y aurn 
2f=2 equations de Hamilton ( i= 1 ) : 

oH att 
4,=ap

1
,P,=-aq~ 1 (4) 

' a, . 
ou q 1 =(j) et p1 = 8qJ et H:....: p'4 1 - L= p1(j)·- L. 

Si on remplace l'expression de L dans l'expression de H on obtient l'Hamiltonienne du 
systeme: 

. mr 2
cj> 

H=p 1cp- 2 -+rrng(l-cosq>) • (5) 

Pourtant cette expression contient la coordonnee generalisee q> qui doil etre exprimee par 
l'intermediaire de l'impulsion generalisee p1 ( la fonction de Hamilton s'exprime toujours 

DL 
par Ies variables canoniques p,, q, ). Pour faire 1a on utilise la relat ion p, ;;,;;, rit', . En 

{./\of I 

derivant la fonction de Lagrange du systeme par rapport ~ la variable q = q> on obtient : 

clL DL i . 

P1 = -<xii c:..: D<P =-= mr q> , 

et, par suite, <i> = _ElT. Par sa substitution dans (5) on trouve la fonction H sous fim11e 
mr 

canvnique : 
p2 

H(p ,q>) =-= __ 1___ +rmg(l- coscp) • 
1 2mr 2 

Maintenant, explicitons Ies equations de Hamilton : 
. . DH p1 • ,lH . 

q1 = q> = - = --2- , p = - - = -m1gsrnq> , (6) op 1 mr I ap 
Pour resoudre ce systeme de deux equations diflerentielles ~ deux inco,mues q> el p,. on 

tire P1 de la premiere et l'on remplace dans la deuxieme. On obtient ainsi p
1 

= mr 2(? et par 
consequent : 

2.. • 
mr (j) = -rrng • srn(j) , 

ou 
.. g . 
(j) + -- s1 n q> -= O · l 7) 

r 

La solution de cette equation dans I' approximation sin 1p ;::: <r> s' ecrit ( voir I' applical ion de 
I .agrangc ) : 

11)( t) ;\ sin( (I) li I I (l) ' ( 8) 
Pai suilc. 

P1(l). 1111 (I) /\1111 f1l„COS((1l,,I I 11) . 

I l'..., I l'"llhah so11t Ies llll'llll' co111111e da11.., ll· li 11111ali-.111e de lag, ange 

I I ll 
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4. Principe classigue de causalite ( Laplace ). Equations canoniques de Hamilton. 

L'equation differentielle d'ordre deux (7) ( L'ordre d'une equation differentielle est doMe 
par la derivee la plus elevee figurant dans l'equation ) a comme solution l'expression 
q>( t) = A sin( cp O t + a) qui decrit le mouvement du pendule. Pourtant, cette solution 

contient deux constantes arbitraires A et a qui provieMent de l'integration de l'equation 
differentielle d'ordre deux (7) ce qui implique que le mouvement du pendule n'est pas 
univvquement determine. L'equation differentielle seule (7) ne suffit dane pas a la 
determination univoque du mouvement. ) Pour un t donne ii y a une double infinite de 
valeurs pour cp(t) ). 
Pour decrire de maniere univoque le mouvement, ii faut adjoindre ~ l'equation 
differentielle (7) des donnees supplementaires. Ce sont Ies valeurs que Ies coordonnees et 
Ies impulsions generalisees qi(t) et Pi(t) prennent a !'instant t=O. Ces valeurs portent le nom , 
de conditions initia/es. En effet, dans le cas du probleme examine au-dessus si on prend 
comme conditions initiales cp(0)=0 et p1(0)= po pour t=0 on peut determine Ies valeurs des 
constantes arbitraires A et a a partir de (8) et (8'): 

{
cp(0)=0=Asina ➔ sina=0 ➔ a=0, 

P1(0) = Po = Amr2co 0 cosa ➔ A= P2o • (
9

) 
mr co 0 

De la sorte, Ies equations qui decrivent le mouvement du pendule (8) et (8') deviennent: 

{

<p(t) = P2o sinco 0t 
mr co 0 (10) 

P1(t) = p0 COSC0 0t 

C'est-a-dire, l'ensemble des valeurs de q,(t) et p1(t) pour t=O ( l'etat initial ) permet de 
prevvir son etat futur ( pour tout moment ulterieur t ). 
Ainsi, Ies equations canoniques de Hamilton sont par leur forme, l'expression la plus 
explicite du principe c/assique de causa/ite ( Laplace ). 

5. Contenu physique de la fonction de Hamilton. 

Soit un systeme potentiel ( sur lcquel agit une force potentielle ) a f degres de liberte. La 
fonction du systeme s' ecrit : 

' ou 

f 

H(q;p;t) = LPAi -L(q,q,t) 
i=I 

oE 
Comme le potentiel simple Ep(q,t) ne depend pas de q on a ii(:= O. 

Dane = BL = B(Ec - Ep) = DEC - oEP = oEC . 
, P, ~ a· ~ ~ ~ 

V\.f1 q. V\f1 V\.11 ~. 

On obtient ainsi : 
r r oE 

~PA.=~ Bq~q, , 
et, par suite, 

r oE 
H(q, P, l) = L ;"l,; cQ

1 
- L(q,q, t) 1 

I I ( "'i I 

I I I 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 
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Maintenant ii faut prendre en consideration que pour toutes coordonnees generalisees, 
!'energie cinetique est une fonction homogene de vitesses q, de dimension 2. En elfet, 

pour Ies coordonnees cartesiennes et polaires on peut s'en convaincre directement : 

Ec(x,y)= ;(x.2+y2), Ec(t,(j>)= ;(r2 +r2
<j>

2
) • (6) 

En general, suivant le theoreme d'Euler sur Ies fonctions homogenes, si f(x,y,z, ... ,u,v) est 
une fonc:tion homogene en coordonnees x,y,z, ... ,u, v de dimension n, c' est-a-dire si P est 
un parametre quelconque f(PxJ3y,J3z, ... ,J3u,J3v)=J3°f(x,y,z, ... ,u,v), alors: 

of of of of 
X OX. + y ây + ... +U OU + V 0V = nf • (7) 

Par exemple, dans Ies deux cas (6) on a : 
DE aE 

x axe + y âi/ = x(mx) + y(my) = mx2 + my2 = 2E.(x,y) ; (8) 

aE aE 
i" a/ +<pa; =i"(mi")+(j>(mr2cp)=mr2 +mr2q> 2 =2E.(r,cp,r). 

Appliquant le theoreme (7) dans le cas le plus general quand la fonction Ec depend de f 
vitesses generalisees Ec(q„q 2, ... ,qr,q„q2, ... ,qr) la somme (4) devient: 

~ aEC . . aEC . aE. aE. 
~ ;i,;_ qi = q. ~ + Qz ;i,; + ... +Cfr ;i,; = 2E. 
1=1 V"fl V"f • V"f2 V"ff 

(9) 

et (5) donne: 
r oE 

H =: ~ âq~q, - L = 2Ec -(Ec - Ep) = Ec + Ep • (10) 

Ainsi, pour des systemes potentie/s la fonction de Hamilton H est tout simplement la 
somme de !'energie cinetique Ec et le potentiel simple Ep(q,t) du systeme: 

H(q,p,t)=Ec(q,q)+EP(q,t) · (11) 

Si le systeme potentiel est conserva li/, H(p, q) = E. ( q, q) + EP ( q) . 

6. Ouelques exemples de la fonction de Hamilton. 

a) Particule dans un champ de potentiel [(x,y,z) ( cas conservatif). 
Puisque l' energie cinetique de la particule , 'ecrit : 

E.(x,y,z)= ;(x2 +y2 +z2) 

on a 

Donc, 

_ m ( P! P: P! J _ P! + P; + P! 
Ec(P,.,Py,Pz) - 2 ml + m2 + ml - 2m 

et par suite : 

H(p",Py,p,;x,y,z)=-
2

1 
(P! +p! +p!)+EP(x,y,z)=-

1
-p 2 +EP(x,y,z) 

m 2m 

b) Oscillateur lineaire cit ·masse m a un degre de liberte. 

L'(') I ·2E 1' cc x =-mx, (x)=-kx· ,k=constante 
· 2 r 2 

112 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 
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(16) 

c) Electron dans un champ de Coulomb. 

E ( . . ) m (· 2 2 • 2) ( ) Ze
2 

c r, r, <p = -
2 

r + r <p , EP r = - -
4

- ; 
1r&or 

1 ( 2 1 2) Ec (p„ P,.) = 2m Pr + ?°" P,. ; 

( ) 1 ( 2 1 2 ) ze2 

H Pr,p,.,r =-
2 

Pr +-2 P,. --
4
--

m r XB 0 r 
(17) 
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