
~ 

) 
~ 

NICOLAE COTFAS 

MODELE MATEMATICE 

PENTRU CRISTALE 

SI CUASICRISTALE 
' 

EDITURA UNIVERSIT ĂTII DIN BUCURESTI 
' • ' 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



BIBLIOTECA CENTli-ALA 
UNIVERSITARA' • 

B u c u r e ş t i ":: -

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



NICOLAE COTFAS 

MODELE MATEMATICE 
PENTRU CRISTALE 
SI CUASICRISTALE 
' 

EDITURA UNIVERSITĂŢII DIN BUCUREŞTI 
1999 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Referenţi ştiinţifici: Prof. dr. STELIAN TURBA TU 
Conf. dr. ION ARMEANU 

B.C.U. Bucureşti 

11111111111 
C199905205 

© Editura Universităţii din Bucureşti 

Şos. Panduri, 90-92, Bucureşti• 76235i Telefon/Fax 410.23.84 

Descrfena CIP a BlbliotecH Naţionale 
COTF AS, NICOLAE 

M-odele matematice pentru cristale " -cttasfc.rlsta:le / 
Nk:olae Cotfas 

Bucureşti: Editura Univer:9it!ţii .din BUcur~i, 1999 
140 p.; 23 cm., 
Bibliogr. 

ISBN 973-575~370-7 

519.86,:548(075:8) 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Cuprins 

Introducere 

1 Cristale matematice 
1.1 Mulţimi DelaWlay 
1.2 Metoda proieqiei benzii 
1.3 Cristale generalizate .. 

2 Mu}timi model şi cuasicristale 
2. l Scheme de proieqie . 
2.2 Mulţimi model 
2.3 Cuasicristale 

3 Autosimilarităti ale unei mu}timi DelaUI1ay 
3.1 Autosimilarităţi ale unei mulţimi ..... 
3.2 Autosimilarităţi ale unei mulţimi model . 
3.3 Autosimilarităţi ale diagramei de difracţie 

4 G-sisteme de puncte 
4.1 Orbite. G-sisteme de puucte . 
4.2 Reprezentări ale unor grupuri finite . 

4.2.1 Grupulciclicn::::Cn .... . 
4.2.2 Grupul diedral Dn ..... . 
4.2.3 Grupul complet al tetraedrului Td = 43m 
4.:2.4 Grupul tetraedrului T = 23 ....... . 
4.2.5 Grupul comp-letal octaedrului Oh= m3m 
4.2.6 Grupul icosaed.mlui Y = 235 

4.:1' Exemple de G-sisteme de puncte . 
4.4 Şiruri de G-sisteme de p-uncte . . . 
4.5 Z-modulul generat de un G-sistem .. 

~Rep1·e:wutăl'i detiuite de G-sisteme de puncte 
5.1 Reprezentarea defini.tă. de un G-sistem_ de puncte 

t:io,2 . G'-re\ele ........ , . 
·_ • 5.\ f} desro!,llpunere canonică . . . . . . . . . . . . , 

ll i 

.. . 1 

a 
s 
6 
6 
8 

ll 
ll 
12 
13 

l5 
15 
17 
20 

23 
23 
24 
24 
24 
25 
25 
26 
26 
27 
29 
31 

33 
:t3 
34 
36 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



5.4 O clasă de subspaţii G-invariant,e ............... , . . . 40 

6 Cristale periodice şi cuasicri-sta)e 
6.1 Crist.al€ periodice şi cuasicristale 
6.2 Autosimilarit.ăţi ale cuasicristalelor 
6.3 Mel.oda s11prafeţrlor al.ornice ... 

T Guasicrish,le definite de G-sisteme de puncte 
7.1 Cuasicristc1lr definite de D8 (1,0) . 
7.2 Cuasicrist.ale definite de D12(L0) ....... . 
7.3 Cuasic-ristale definite de Y(l,0,r) ...... . 
7.4 Cuasicrist.ale definite de Y( 1 + r, 1 + r, 1 + r) 
7.5 Gnasicristale definite de D4 {(1,0),(2112, 1)} 
7 .6 Alte cua.sicristalr . . . . . . . . . . , . . . 

8 Cristale definite de G-sisteme de puncte 
8.1 Gristal-edefinit.edeD6(1,0) ...... . 
8.2 Crist.ale definite de 011(1, 1,0) ..... . 
8.3 Cristale definite de O1,{(l,0,0),((,01 0)} 
8.4 Un cristal definit, de. Td{-l/2, 1/2, 1/2) . 

9 Şiruri de cristale şi cuasicris,tale 
9.1 Limita unui şir convergent .. . 
9.2 Câteva ~iruri convngrmte .. . 
9.3 Deformarea continuă unui cristal 

10 Scheme de proiectie 
10.1 Schema de proiecţi-e d-efinită de D1 0{1, O) . 

11 Cristale eh doi atomi în celula elementară 
11.1 Un mo<lel maternal.ic ......... . 
11. 2 Gen€tat.ori şi relaţii . . . . .. . , . . . , 
11.3 • C~is-tale privite ca. va~iet..\iţi disotete . • . 
11.4 Spaţii fibrc1;t.e.SecFuni . 
11.5 lnte,gra.le p-e tra:i-ectotii . . . . . . 
11.6 Amp.Jit.udini de t.ran.z,i·tie . . .· .. 

12 Cristale cu s·truct.ura dia-mantu.btl 
12.1 Si-nl'dura di-amant.ului 
12.2 N,ivele d-e ~n-ergi.e 
12.3-Şp:ectr:-ul fono.rrk ... 

4'3 
43 
49 
50 

53 
5.3 
51 
60 
65 
68 
73 

75 
75 
77 
79 
81 

8.5 
S:5 
86 
8:g 

91 
. ... , 93 

97 
97 

101 
lOO 
1m:i-
112 
114 

'uo 
... 11:9 

. ,1:2'3 
125 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Introducere 

Descoperirea structurilor incomensurabile, dar mai ales descoperirea în 1984 a 
cuasicristalelor a arătat că structurile atomice periodice nu sunt singnrele structuri 
atomice ordonate posibile şi a dus la lărgirea conceptului de cristal Conform 
definiţiei adq,tate în 1992 de către Uniunea Internaţională de Cristalografie 

" ... by crystal we mean any solid ha.ving an essentially discrd.e diffrac­
tion diagram, and·by aperiodic crystal Wf' mean any crystal in which 
t.hreP-dimensional lattice periodicity can be considered tobe ahsPnt." 

Aceao;;tă nouă viziune asupra stării solide a materiei a stimulat. cercetările 
teoretice privind elaborarea unor noi modele matematice capabile să descrie 
cua-,icristalele şi tranziţiile de fază periodic-cuasiperiodic. Print.re numeroasele 
modele care descriu structuri ordonate aperiodice un rol dominant îl au cele 
bazat.e pe metoda proiecţiei benzii. O variantă perfecţionat,ă a acestei metode 
a fost elaborată. de către autor în colaborare cu Jean-Louis Verger-Gaugry 
[C05, Ver4, C07, ClO] în 1995-96 în cadrul unei cercetări desfăşurate la Insti­
tut.ul Naţional Politehnic din Grenoble. Ea se bazează pe rezultate ale teoriei 
reprezentării grupurilor finite şi oferă posibilitatea construirii de modele mate­
matice ale unui cuasicristal plecând de la structura sa locală descrisă cu ajutorul 
orbitelor grupului de simetrie a diagramei lui de difracţie. Metoda permit.e nu 
numai o descriere fină a structurii cuasicristalelor ci şi o bună descriere a trans­
formărilor de fază baza.tă pe deformarea reuniunii de orbite utilî1,ată pentru des­
crierea structurii loca.le. Mai mult, ea oferă o descriere unitară. a cristalelor peri­
odice şi a cuasicristalelor. Unele facilităţi ce pot fi obţinute prin utilizarea acestei 
metode în descrierea cristalelor periodice sunt prezenta.te în ultimele capitole ale 
cărţii. 

Rolul funda.menta.I jucat de grupul de simetrie în cazul cristalelor periodice 
este preluat în cazul cuasicristalelor de anumit.e transformări ca.re lasă invariantă 
mul\imea poziţiilor atomilor numite autosimilarităţi. Până de curând, astfel de 
e.utosimilarităţi erau cunoscute doar în unele cazuri particulare. Astfel se ştia că 
~pavajul Penrose tridimensional, unul dintre cele mai cunoscute modele, este invari­
ant faţă de omotetiile IE3 --+ IE3 : x 1----> [(1 +J5)/2]3", oricare ar fin E 1N. Recent, 
autorul a arătat că există o infinita.te de alte omot.etii ca.re lasă pavajul Penrose 
invariant, şi a elabor~t o metodă de studiere sistematică a a.utosimilarităţilor în 
cazul modelelor obtinute prin metoda proiecţiei benzii [COS, C09, ClO]. 

" 
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4 CUPJUNS 

Studiul cuasicristalelor în cei 15 ani care au trecut de la descoperirea lor s-a 
bucurat de o larg.ă atentie concretizată în numeroase conferinţe şi elaborarea 11·m'U'1 

număr îm,ţ)i'esionant de articole. lnteresante rezultate au fost obţinute şi in ţara 
noastră de grupul de cercetare condus de doamna a.cad. Rodie.a Mănăilă. 

Sperăm că această carte conţîrrând _metode matematice utihzate în studiu-I 
cuMic.rista.lelor să umple un gol existent în literatura de fizică-din ta.ra Ma.sită 
, să stf.mulere preocupările tinerilor cercetători faţă de a.cest nou şi fascin,ani 
capitol al fizicii cristalelor, Ea se adr-eseaz.ă studenţilor de la grupele de fiz-k-ă 
teoretică precum şi studenţilor de la facultăţile de matematică şi chimie interesaţi 
~ metodele matematice utilizaite în fizica. cristalelor. 
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Capitolul 1 

Cristale matematice 

in primele două capitole ale cărţii vom prezenta într-o formă concisă unele definiţii 
şi rezultate matematice cu scopul de a oferi cititorului o imagine mai largă asupra 
metodelor matematice utilizate în descrierea cristalelor., DoM o parte dintre aceste 
noţiuni şi rezultate vor fi utilizate pe parcursul cărţii. 

1.1 Mulţimi Delaunay 

Fie lEn = (ffi.n, <,>)spaţiul euclidian n-dimension·a1 înzestrat cu produsul scalar 
standard 

n 

< x,y >= I:>iYi· 
i=l 

Pentru a E IEn, A, B C IEn utilizăm notaţiile 

a±B={a±xlxEB} 

A±B={x±yjxEA, yEB} 

Za= {aa la E Z } 1Ra = {aa la E IR}. 

Definiţie: Spunem că mulţimea A C IEn este relativ densă în IE0 dacă există o 
mul~ime compactă I< C lEn astfel încât A + K = 1En. 

Defiuitie: O mulţime A C IEn se numeşte uniform discret-ci dacă există o 
vecinătate deschisă U a lui O în IEn astfel încât (A - A) n U = {O}. 

Mulţimea A C IEn este uniform discretă dacă şi numai dacă există f > O astfel 
incât distanţa între oricare dou·ă puncte ale lui A să fie mai mare decât t:. 

Definiţie: O submulţime a lui 1En care este în acelaşi timp uniform discretă şi 
relativ densă se numeşte mulţime Delaunay. 

6 
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6 CAPITOLUL 1. CRISTALE MATEMATICE 

Pefiniţne: O submulţime C c lEn este numită re1ea dacă există o bază 
{ u1 , ·u2, ... , vn} a lui 1En astfel încât L coincide cu subgrupul aditiv generat de 
{v1,v2 1 ... 1 vn}, adică, 

n 

t. = Ezvj. 
j=l 

Orice reţea 'este o mulţime Delaunay. 

Definiţie: O submulţime A C lEn este numită periodică dacă există o reţea 
C C 1En astfel încât 

A+v=A 

oricare ar fi v E ! . 

În particular, orice reţea este o mulţime periodică. 

1.2 Metoda proiecţiei benzii 

Multimea punctelor care reprezintă centrele de masă ale atomilor unui cristal 
reprezintă un fragment al unei mulţimi Delaunay. În cazul în care se neglijează 
efectele datorate faptului că cristalul este finit ca întindere şi se analizează numai. 
fenomenele care au loc în interiorul lui, departe de frontieră, modelul utilizat este 
o mulţime Delaunay. În particular, modelul matematic al unui quasicristal este o 
mulţime Delaunay neperiodică. Una dintre cele mai remarcabile metode utilizate 
pentru a obţine astfel de mulţimi este metoda proiecţiei benzii. 

Plecând de la descompunerea spaţiului lEk în sumă directă de subspaţii orto­
gonale 

şi de la o reţea C C IE1, se poate considera în cazul fiecărei mulţimi mărginite 
O C IEt numite fereastră de selecJie "banda" (Fig. 1) 

unde 7r.l. : IE1, ---+ IEf este proiectorul ortogonal corespunzător subspaţiului JEt. 
Prin proiecţia pe IEf a punctelor lui C situate în banda B se obtîne mulţimea 
Delaunay 
(1.1) Q = 1rH(.c n B) = { 1rll(3:) I ;i: E !, 1r.l.(a:) E O} 

unde ,rll : JE1, ---+ IE~ este proiectorul ortogonal corespunzător subspaţiului IE~. 
Metoda prezentată, numită 1 met-oda proiecJiei benzii, admite o variantă echiva­

lentă numită metoda t~eturii (Fig. 2). Reţeaua .C este decorată cu fereastra -n 
obţinându-se mulţimea (Fig. 2) 

1 ,crip projection method în englezi 
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8 CAPITOLUL 1. CRISTALE MATEMATICE 

r, - n = LJ x - n = { x - y I x E r,, y E n } . 
xEC 

care ne permite să definim mulţimea Q prin relaţia 

(1.l) Q = IE~ n (t, - D). 

Unele generalizări şi perfecţionări ale acestor metode vor fi prezentate pe par­
cursul cărţii. 

1.3 Cristale generalizate 

Definiţie: O m,1s11ră µ pe IR" est.e o functională liniară definită pe spaţiul K al 
funcţiilor cont.inue cu suport compact. f : ITl" -----> <C cu proprietatea că pentru 
fiecare mulţime compactă/( C IR" exist.ă o constantă aK astfel încât pentru toate 
funcţiile complexe mă.rginite cu suportul în I< avem 

unde 
li/li= sup 1/(x)l-

xEK 

O mulţime finită {a,, a2, ... , am} C 1E0 poate fi descrisă prin măsura 

m 

µ = I)0 ; 

J=I 

unde 60(/) = f(a). Unele informaţii privind modul cum sunt distribuite unele 
faţa de altele punctele acestei mulţimi sunt conţinute de funcţia 

2 
m 

I(q) = L e-2"iqa; 

j=l 

com1iderată ca reprezentând figura sa de difractie. Ea coincide cu transformata 
tourier a convoluţiei µ * µ, adică 

unde µ(z) = µ(-x). 
Fie AC IEn o mulţime Dela.unay, p E (O, oo) şi fie a E IEn, Mulţimea punctelor 

lui A care aparţin bilei Br,p de centru a şi rază p va, fi notată cu Aa,p• ln general, 
pentru orice bilă B definim 

AB = AnB 
1 ~ 

"'fAn = ÎBÎµAB * µAB 

unde IBI este volumul lui B. 
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1.3. CRISTALE GENERALIZATE 

Definiţie: Spunem că şirul de măsuri (µi )j ~o converge la măsura µ dacă 

_lim µi (f) = µ(!) 
J-+00 

oricare ar fi / E IC. 

9 

Definitie: Se numeşte autocorelaJie a unei mulţimi Delaunay A, orice limită a 
unui şir de măsuri îAs. corespunzătoare unui şir ·crescător de bile Bi de cent-ru. O 

J 

a căror reuniune este spatiul JR". 

Condiţii suficiente pentru existenţa şi unicitatea autocorelaţiei un.ei' mulţimi Des 
launay sunt. prezentate în teorema următoare. 

Teorema 1.3.1 (A. Hof [H ofl ]) Fie A o muljime Dela?lnay as.tfel incât A-.- A sil 
,in oiM puncte de a.cu.mula.re, ş.1 fi1e NB(a) es-te ,i,umărul de pos.il,,ili.f:d:J,i. tle a -s-c-rie 
a E A - A c11 difere,iţo a tină ele-mente di1i As. Dacă oric47"f ar ft. a E A - A, 
ex.istă limita 
(1.3) 

a.tu.nci A admite o a?lfocorela.ţie uni,c determinată 

r = I: n(a)6a, 
aEA-A 

Fie S(IR") spaţiul lui Schwartz al funcţiilor cu descr~ştere ra.pid•ă utiluait in 
de-finirea distribuţiilor temperate. Transformat-a· Fourier • • 

Î(O = j J(x)e- 2"i<{,:c> dx 

a unei funcţii/ E S(JR") aparţine de aseinenea lui S(-IR") şi. 

f(x) = j Î(Oe2"i<:c,e>c1e. 

Transformata Fourier f a unei distribuţii temperate T 

'Î'J =TÎ 

este d-easemen-ea o distribuţie temperată. 
Despre o măsură µ se spune că este poz-itivă dacă µf...f) 2'. O orkaie e.r fl. / ~ O. 

ln cazul în careµ(!* Î) 2'. O oricare a.r fi/ E S(JR.,),·spunem că măsu:ra·p ~ 
pozi-liv definită. Fie A o mulţime Delaunay admiţând o unkă a1:1toco~e 'Y.~, 
Transformata Fourier a rui 'YA este numită fig1mi de tlifracţfr a lui A. Mcăsm.a. ")'A 

este pozict,iv definită deoarece este li-mita unui şir de m~uri pozrtiv- deft1lite., 
Cooform unei teo,eme a lui Boch-ner r.ez:ul.tă că fA este o mămttă .poz,iiiv,ă. ta• 

ee poate scrie in mod unic ca suma.dmtre o m,ăsură discret~ o mă.s>U,ră si.ogul~·ă 
continui şi o mii.suri§. absolut conti~ui , 

1;.: == y;, + i'A-,e + fi .•. 
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CAPITOLUL l. CRISTALE MATEMATICE 

Se numeşte măsură Bragg a lui A componenta discretă Tod a lui To. Ea se scrie 

To= E To({w})6.., 
wES 

unde S este o mulţime cel mult numărabilă numită spectru Bragg al lui A. 

Definiţie: O mul~ime Delaunay A având o unică autocorelaţie ,A este numită 
cristal generalizat dacă spectrul său Bragg este infinit. 
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Capitolul 2 

Mulţimi model şi 
cuasicristale 

'.2.1 Scheme de proiecţie 

Fie k un număr natural nenul, şi fie W C IEk un subspaţiu vectorial al lui IEk. 
Structura uzuală de spaţiu topologic a lui IEk induce pe W o structură de spaţiu 
topologic, şi anume, U C W este este mulţime deschisă în W dacă şi numai dacă 
există o mulţime deschisă U C IEk astfel încât U = U n W. Este topologia lui W 
definită de restricţia la W a distanţei euclidiene 

[ 

k l 1/2 
d((x1,x2, .. ,,xk),(Y1,Y2, ... ,y.1;)) = ?):i:j -yj) 2 

J =l 

d : IEk X IEk - lE.1: 

Dacă V C W este un subgrup al grupului (W, +), atunci conditiile următoare 
sunt echivalente: 

(i) V este discret şi W/V este compact. 
(ii) V este o mulţime Delaunay în W. 

Orice subgrup al lui W care satisface aceste condiţii este reţea în W. 
Dacă WII şi w1. sunt două subspaţii ortogonale ale lui IE.1: şi W = WII$ w1., 

atunci pentru fiecare z E W există xii E WII şi xl. E Wl. unic determinate as.tfel 
încât x = xii + xl.. Aplicaţiile 

pll : W --, W : x >-+ xii pl. : W --> W : x >-+ xl. 

sunt prniectorii ortogonali coresp4qză,tori subspaţ\ilor WH şi W J., respectiv. 

Definitie: Ansamblul 

WII 
pll 

+--

11 
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12 CAPITOLUL 2. MULŢIMI MODEL ŞI CUASICRISTALE 

format din două subspaţii ortogonale Wii, W 1 şi dintr-o reţea Vin W = WII !B W 1 

este numit. 1 schemă de proiectie dacă următoarele condiţii sunt verificate: 
(i) restricţia plll-z, a proiectorului pll la. V este injectivă. 
(ii) p1 (V) este dens în W J •. 

Vom utiliza perechea (WII EB W-, V) pentru a desemna schema de proiecţie astfel 
definită. În razul W.L = {O} schema de proiecţie (WII EB W 1 , V) se numeşte 
trivială. 

2.2 Mulţimi model 

Fie (WII ffi W.L, V) o schemă de proiecţie nf'trivială, şi fie no parte relativ com­
pactă a lui W.L de interior nevid. 

Defin(ţie: Prin m.111/imea modeP definită ele reţeaua V şi fereastra. de selecJie n 
se înţelege mulţimea 

(2.1) { 1111 x I x Ev, P.L x E n} . 

Mai general, spunem că A C IE„ este mulJime model dacă exist.ă o schemă de 
proiecţie netrivială (WII EB W.L, V), o mulţime relativ compactă n C. W 1 de 
interior nevid şi o izometrie '{) : IEn --+ WII astfel încât 

(2.2) 'P( A) = { pll x I x E v, p1 x E n } . 

În acest caz vom scrie 
A= mod(V, O). 

În general, pentru o mulţime model A, 1eprezentarea A = mod(V, n) nu este 
unică. Mai multe scheme de proiecţie şi ferestre de selecţie pot defini aceeaşi 
mulţime model. 

Definitie: O mulţime model A este numită completii dacă există o schemă r'" 
proiecţie netrivială (WII ffi W.L, V) şi o mulţime compactă I< C w.t de interior 
nevid astfel în<:ât A= mod(V, /{). 

Da.că punem VII = pll(V) şi desemnăm prin o aplicaţia 

o: vil--+ w.t : X I-+ x0 = p1 ((plll-z,)- 1x) 

a.I.unei mulţimea model A definită de reţeaua V şi fereastra de selecţie O este 

A = { x E vil I x0 E n} . 

În plus, 

V = { (X' x0
) I X E vil } . 

Teorema 2.2.1 ([Bn]) Orice mulJime model este o mul#me Delaunay. 

1 cui and projed aclume în englezi( 
2 model ad în engle!tll 
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2.3. CUASICRISTALE 13 

2.3 Cuasicristale 

Fie U ( 1) groupul multiplicativ al numerelor complexe de modul l, şi fie A o 
submulţime a lui IEn. 

Definitie: Se numeşte caracter slab pe A restricţia la A a unui morfism de grupuri 
X : [A] -+ U(l), unde [A] este grupul aditiv generat de A. Prin caracter tare pe 
IE„ se înţelege un morfism de grupuri X : IEn -+ U ( 1) care este continuu. 

Fiecare caracter tare pe IE„ este de forma 

unde w E IEn, Ele formează d-ualul grnp·ului (IR",+) , notat cu JR", 

IH." = { Xw I W E IE,. } • 

Aplicaţia ., u 
IEn -----;. IR : w ....... Xw 

este un izomorfism de grupuri care permite definirea unei structuri de spaţiu 
- n 

topologic pe IR . 

Definitie: Spunem că mulţimea A este armonioa.să dacă orice caracter slab x : 
[A]-----, U(l) poate fi aproximat uniform pe A prin caractere tari, adică, oricare 
ar fi f > O, există w E IEn astfel încât 

oricare ar fi x E A. 

Definitie: Mulţimea 

Ac= { Xw E IR11 I ix..,(x) - li::; f or'ica1·e ar fi x EA} 

unde c > O, se numeşte €-dualul lui A. 

Definitie: Spunem că A C IEn posedă proprietatea de aproximare liniară dacă 
oricare ar fi m E 1N, m -::j; O, şi oricare ar fi morfismul de grupuri aditive / : 
[A] -+ IEm există o aplicaţie liniară L : IEn ---+ IEm şi o constantă C astfel încât 

lf(x) - Lxl::; C 

oricare ar fi x E A. 

Teorema 2.3.1 ([Mao)) Dacă A esle o s·ub11wlJime relativ densă in IEn atunci 
coudiJiile următoarC' sunt echivalente: 

(i) A este subm,~i_lJime a unei m·u./Jimj modd. 
{ii} A este o millJime ar71!-onioasif. 

{iii) A' csie relativ densă în Iit" oricare ar fi f > O. 
, ·1 • ·~ n 

{iv) A' f sie relativ densă î11 IR pentru u11 a11urnit f E (O, 1/2). 
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14 CAPITOLUL 2. MULŢIMI MODEL ŞI CUASICRISTALE 

(v) Există o mulJime finită FC IEn astfel încât 

A-AcA+F'. 

(vi) A - A este uniform discretă. 
(vii) [A] admite un sistem jwit de generatori şi A posedă proprietatea de apro­

ximare liniară. 

Definitie: Mulţimea A C IEn este numită cuasic1·istal dacă A este relativ densă 
în IE„ şi verifică una dintre condiţiile echivalente (i)-(vii). 

În particular, fiecare mulJime model este ·un cuasicristal. 

Teorema 2.3.2 ([Meyl]) Dacă A= mod(V, O) este un cuasicristal conJinut în 
JE,., atunci orice funcJie ,p de clasă C00 cu suportul în interiorul lui O, măsura 

ţt = L ,p(x.L )6xll 
xEîl 

este aproape periodică, are suportul conJ111ut in A şi transformata sa Fountr t.5le 

măsura 

µ.=(27r)"c- 1 L ,p(-xo.L)bx-11 
x•e·D• 

·unde 1)• este reJeaua reciprocă corespunzătoare lui 'D şic eslt: măsura unui dome­
niu fundamental al lui 1). 

Definitie: Un cuasicristal A se 11ume:'jte regulat dacă există o schemă <le µrniecţie 
(WII ED W.L, 'D) şi o mul\ime compactă măsurabilă Riemann /\' astfel meat A = 
mod(V, K). 

Teorema 2.3.3 ([Bn}) Dacă A= mod('D, K) este un cuasic:ristal rt:gulut conJi ,,t 
în IE„ ş:i c este măsura unui dameniu fundamental al lui D, atuuc1 A uc/11111, o 
unică autocorelaJie şi anume 

11\ = c-
1 L(XK * X-K)(x.L)6xll· 

xE'D 

Teorema 2.3.4 ([Bn}) Dacă A = mod(D, I{) este un cuasicrisial n:yulut Î1I IE„ 
şic esfr măsura unui domeniu fundamenta.I al 1-ui D, atunci figurn de difrucJic a 
lui A este pur discretă şi anume 

'YA = (27rrc- 2 L lxK(x..L{ 6.,..11. 
x• E îJ• 

În particular, orice cuasicristal regulat este u11 cristal gt:11aali::<1I. 
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Capitolul 3 

o 

Autosimilarităţi ale 
mulţimi Delaunay 

unei 

3.1 Autosimilarităţi ale unei 1nulţimi 

Fie A C IEn o mulţiwe Delaunay. Anumite transformări ale lui IEn care 
lasă invariantă mulţim('a A. au un rol important în studiul proprietăţilor aces­
tei mul~imi şi este de aşteptat ca ele să fip utile in modelnrea matematică a 
cuasicristalelor. Interesul faţa de astfel de t.ransformări s-a. amplificat continuu 
[Masl, Ba2, Gaz3, Ptr, Ple, C08, C09]. 

Definitie: (Fig. 3) O omotetie de raport >. a lui JE0 

1En ---. IE,. : x 1-+ >.x 

se numeşte 1 autosimilaritate de constantă de inflatie >. a !ui A dacă 

>.AC A. 

Definitie: (Fig. 4) O similaritate afină a lui IEn 

IEn --+ IEn : X 1-+ V+ >.(x - v) 

se numeşte a11.tosimilaritate afină de cent.ru v şi constantă de inflatie >. dacă 

v + >.(A - v) CA. 

Deoarece A este o multime uniform discretă şi 

llv + >.(x - v) - v - >.(x' - v)II = i>.l llx - x'II 
oricare ar fi x, x' EA, orice constantă de inflaţie a lui A satisface relaţia 

i>.I ~ 1. 

1 ar/J-aimila,·itv în englezll. 

15 
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3.2 Autosimilarităţi ale unei mulţimi model 

Fie schema de proiecţie netrivială 

şi fie mulţimea model 

(3. l) 

w11 L w11 EB w.L ~ w.L 

u 
1) 

unde I( C W.L este o mulţime compactă 

K = int(K) f. 0. 

U tili~ând aplicaţia 

(3.2) v11 - w.l.: X,_ x0 = p.L ( (P11 1v)-l (x)) 

unde 1)11 = pll(V), obţinem 

(3.3) 

'V= { (x,x 0
) I xET>II} 

A(K) = { x E 1)11 I x 0 E K } . 

Vom identifica spaţiul WII cu spaţiul euclidian IEn alegând o bază ortonur­
rnată {v1,v2, .. ,,vn} în WII şi vom privi A(K) ca pe o submulţime a lui IE11 • O 
aU-tosimilaritate a lui A(K) este o transformare afină 

(3.4) A : lE11 --> IEn : X ,_ Ax = ..\x + V 

unde A E IR - {O}, v E lE11 , care satisface relaţia 

(3.5) 

adică este astfel încât 

(3.6) 

x E A(K) ==} Ax E A(K) 

x E 1)11 } 
x 0 E K { 

Ax E 1)11 
(Ax}° E K 

Fie { w1, w2, ... , wm} o bază a lui W astfel încât 
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18CAPITOLUL 3. AUTOSIMILARITĂŢI ALE UNEI MULŢIMI DELAUNAY 

Teorema 3.2.1 Dacă Ă E IR- {O}, Ă1 E [-1, 1) şi dacă v E VII sunt astfel încât 
elementele matricei aplicaJaei Ăpll + Ă1pl. in baza { w1, w2, ... , Wm} să fie întregi ~1 

Ă1 K + v° C K 

atunci 
(3.7) A : IEn ---+ IEn : X 1-+ A.v = Ăx + V 

e.ste o auto.similaritate a mulJ11nii model A(/{). 

Demonstratie: Deoarece elementele rnatricei l,ui M = Ăpll + Ă1p.l în baza 
{w1, w2, ... , wm} a lui V sunt întregi, obţinem MV CV, şi prin u.rma.re 

(x, x0

) EV ==> (Ăx + v, Ă 1 x0 + v0

) = M(x, x0

) + (v, ti 0

) EV. 

1'i11a11d seama de rela\ia Ă1 K + v° C K obţinem 

adică, 

X E A(K) ==> Ă;r + V EA(/{). 

o 

Spunem că mulţimea K este echilibrntă în raport cu y dacă 

{ y+o(x-y) I o E [-1,l]} C K 

oricare ar fi x E K. Fie 1 mulţimea tuturor numerelor Ă E IR - {O} pelttrn 
care există Ă 1 E (-1, l] astfel încat elementele matricei lui Ăpll + Np1 in ll'aza 
{w1, w2, ... , Wm} să fie intregi. 

T{iot·ema 3.2.2 Dacă J< C W.t e.ste o m·11,IJi111e ech.ilibrată in raport cu y0 E 

pl.(V) al'Unci 01·ice element al lui 1 este un fu.ctor de i11fl-aJie al mulJimi4 model 
A(/{). 

Demonstratie: Fie 

A: W 11 --+ WII Ax = y + Ă(x - 11). 

Deoarece 
(Ax) 0 = y 0 + Ă1 (x0 - y0

) EA' 

oricare ar fi x E /\(/(), rezultă că Ax :::: y + Ă(J: - y) 
aut.oi;imi.laritate a i:nul\imii A(/(). 

== Ă.r + ( I - -\ )y t·~tt, o 
o 
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3.2. AUTOSIMILARITĂŢI ALE UNEI MULŢIMI MODEL 19 

Pentru a ilustra noţiunile şi rezultatele de mai sus vom prezenta un exemplu. 
Fie T = ( I + ,/5)/2, u = ( I - ,/5)/2 şi fie schema de proiecţie [Bn] 

IR2 
X IR2 ~ IR2 

u 
V 

unde reţeaua 

V= { (01 + 02T + (03 + 04r)e1ri/ri, 01 + 02u + (03 + 04u)e31ri/5 ) I o; E Z } 

este definită utilizând identificarea IR-2 --+ (C : (a, b) ...... a + bi. 
În acest caz 

v 11 = { a-1 + a2r + (a-3 + a4r)e,ri/
5 l (a1, a-2, a-3, 04) E Z 4 

} 

şi 

( a-1 + a2r + (03 + 04r)e1ri/
5

) 
0 

= 01 + 02u + (03 + o 4u)e
3

1ri/5 . 

Fier E (O, oo) şi fie 

\ { ( ) ,ri/51 (01,02,03,04) E Z
4 

} 
(~,= o1 + o2T + o3 + 04T e 101 + o2u + (03 t a-4u)e31ri/rij $ r 

multimea model obţinută utilizând fereastra de selecţie 

(3.9) K = { y E m.3 I IYI s ,. }. 

Se poate uşor vedea. că avem 

şi 

e1=(l,O,l,O) 

e2 = (r,0,u,O) 
ea = ( cos( 71" /5 ), sin( 'li" /5 ), cos(37r /5 ), sin(311-/5)) 
e4 = ( T cos( 71" /5), T sin{ 1r /5 ), u cos( 31r /5 ), u sin(37r /5)) 

II-M(v'5-l v'5+1 _l) 
p - 2v'5 I 2,/5 I v'5 

J. _ M (./5 + l v'5 - 1 __ l) 
p - 2v'5 ' 2v'5 ' ,/5 

unde 

(

o, o o) . 1 /3 O O 
x(o,/3,,) = O O o -y • 

O O 1 /3 
Matricea 
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20CAPITOLUL 3. AUTOSIMILARITĂTI ALE UNEI MULŢIMI DELAVNAY 

are elemente întregi dacă şi numai dacă 

(3.10) 
{ 

o= 'L'Î-=l>.+ ~).' E Z 
• ~ ~ 

/3 = ~ >. + 'L'Î-=l >.' E Z 
~ ~ 

î = 7s>. - 7s>.' E Z. 

ceea ce conduce la relaţiile 

(3.11) 
{ 

>. = i1ţ 0 + 11; 0 /5 
).': Pţ0 _ P;a yb 

r-/3-0I. 

Conform teoremei 3.2.1, oricare ar fi >. = p + q-/5 'I O aparţinând nrnl,ţ:imi•i 

şi oricare ar fi v E r,11 astfel încât jv0 1 $ r - IP - q/5lr, transformarea 

)R,2 --t JR 2 : X t-+ AX + V 

este o autosimilaritate a mulţimii model Ar, Mai mult, deoarece [Bn) 

oricare ar fi x E VII, rezultă că Ar este invariantă faţă de transforma.rea 

2 2 ( cos(271'/5) - sin(271'/5) ) 
A : IR --. m. : x 1-+ Ax = >. sin(271' /5) cos(271' /5) x + v. 

3.3 Autosimilarităţi ale diagramei de difr:ac,ţi,e 

Fie 
v• = { x E W I < x, y >E Z oricare ar fi y EV } 

reţeaua reciprocă corespunzătoare lui V, şi fie r,•H = pll (V•). În acetit p.aragraf 
vom presupune că schema de proiecţie (WII EB Wl., V) este aistfel înoot (WII EB 
Wl., v•) să fie de asemenea o schemă de proiecţie şi vom uti.liza aplicaţi.a 

Dacă mulţimea K este integrabilă Riemann, atunci [Hofl, Hof2j măsura 

IIK = L 6r 
~·EA(K) 
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3.3. AV'I'OSIMILARITĂ'fI ALE DIAGRAMEI DE DIFRACŢIE 21 

are o unică autocorelaţie 1K, şi partea discretă a trausformatei Fourier a lui 1K 
este 
(3.12) i'J/m = L lc{l 2

D( 

(El>•II 

unde c( ÎK(-f1) şi lK este funcţia caracteristică a multimii K. Mai mult, 
în cazul unei alegeri adecvate a schemei de proiecţie, a fereastrei de selecţie şi a 
constantei o, distribuţia. 

(3.13) .;,diacr _ "" 
1K,a - L..., 

(El>•N, lc,l~a 

oferă [Hofl, Dunl] o bună descriere a spectrµlui de difracţie al anumitor cuasi­
cristale dacă termenii sumei sunt interpretaţi ca reprezentând spoturi de intensi­
tate Ic{ 12 . 

F• { ' ' ' } b ~ t I • -n• d' ~ 1e w1 , ,1 2 , ... , wm o aza a. reve e1 v , a. 1ca, 

m 

v· = I:zwj 
i=I 

şi fie o E (O, oo) o constantă astfel încât 

Ka = {x E wl. I IÎK(-;c)I ~a}# 0. 

Teorema 3.3.1 Dacă A E JR - {O}, A1 E [-1, l], şi v E v•II sunt astfel încât 
elementele matricei Apll + A1 

pl. in baza { w1, w2, ... , w:n} să fie întregi şi 

A1Ka+v"CKa 

atunci 
A : 1En ---+ IEn : X r-1- Ax = AX + V 

este o autosimilaritate a suportului 

(3.14) 

al distrihuJiei rt/,'ir I adică, 

(3.15) 

Demoustraţie: Este suficient să observăm că. 

A(K)~ = { e E v•11 1 c E o - o} 

adică, A(I()~ coincide cu mulţimea model definită de schema de proiecţie 
(W" $ w.L, v·) Bi fereastra de selecţie Oa. o 

Această teoremă ne permite să determinăm unele dintre omotetiile afine care 
invariază inul\imea A(K)~ a spoturilor diagramei de difracţie de intensitate sup~ 
rioară lui o. Factorii de inflaţie determinaţi prin această. metodă. aparţin mulţimii 
r a tuturor numerelor,\ E JR - {O} pentru care există..\' E [-1, 1] astfel încât 
elementele matricei aplicaţiei ,\pll + ..\'pl. în baz-a { w1, w2, ... , w~J să fie întregi. 
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Capitolul 4 

G-sisteme de puncte 

4.1 Orbitele unei reprezentări. 
puncte 

Fie G C O(n, JR) un grup finit de transformări ortogonale 

(4.1) 

Mulţimea 

g: IEn - IEn, 

Gx = { gx I g E G } 

G-sisteme de 

se numeşte orbita lui G prin x şi lungimea ei este dată de formula (Lan, Nai) 

unde Gr = { g E G I gx = x } este grupul de izotropie al lui ;i:, Orbitele G.x,;. {O} 
vor fi numite orbite proprii ale lui G. Deoarece reprezentarea considerată este 
ortogonală 

llg.xll = li.xii 
Numărul 11.x li este raza orbitei G.x. 

'vg E G. 

Deflnitie: ((Ver2]) Un G-sistem de puncte1 este ~ reuniune finită de orbite ale 
l.ui G. 

Vom nota cu G { e 1, e:,, ... , e,} G-sistemul de puncte obţinut reunind orbitele gene­
rate de e1, e2, ... , e,, adică, 

I 

G{e1,e2, ... ,e,} = LJ Ge;, 
j:1 

În particular, G{e1 } = Ge1 este G-qistemul de puncte format doar din punctele or­
bitei generate de e1, Orbitele având aceeaşi raz;, forme::i.zi1 un strat al O-sistemului 

1G-c/u,ler ln englezi 

23 
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24 CAPITOLUL 4. O-SISTEME DE PUNCTE 

de puncte considerat. Sistemele de puncte Gi{e1, e2, ... , e,} şi G2{eL e~, ... , e:.iJ, 
unde G1 , G2 sunt două grupuri finite, se numesc egale dacă are loc ega,litatea de 
mulţimi 

G1 {e1, e2, ... , e1} = G2{e~, e;, ... , e~}. 

In particular, dacă H este un 'lubgrup al lui G şi {91,92, ... ,g;} C G este astfel 
încât G = LJ:;;;: 1 H 9i, atunci 

4.2 Reprezentări ale unor grupuri finite şi or­
bitele lor 

4.2.1 Grupul ciclic n = Cn 

Grupul ciclic Cn definit abstract prin relaţia 

n = Cn =< a I a" = l > 
este frecvent identificat cu grupul de rotaţii ale plan~lui generat de rotaţia 

( ) ( 
211' . 211' . 2:ir . • 211') 

a x, y = x cos - - y sm - , x sm - + y cos -
n n n n 

adică este definit prin intermediul uneia dintre reprezentările sale JR-ireductibHe. 
Toate orbitele proprii Cn(x, y) ale lui Cn sunt de lungime n. 

4.2.2 Grupul diedral Dn 

Grupul diedral 
Dn =< a, b I a" = 62 = (ab)2 = t > 

este în general identificat cu o reprezentarea IR-ireductibilă a sa şi anume cu grupul " 
transformărilor ortogonale ale planului care lasă invariant un poligon regulat_ ~u 
n laturi având centrul în origine. În particular, punctele 

( 
2:irj . 271"j) cos-,sm-
n n 

j E {0,1,2, ... ,n- l} 

sunt vârfurile unui astfel de poligon şi grupul Dn poate fi identi.fi.cat cu grupul 
generat de rotaţia 

( 
2:ir . 2:ir . 211' 211') a(x,y) = zcos- -ysm -, zsm - + ycos -
n n n n 

şi de simetria 
b: IE2 - IE2, b(z, y) = (z, -y). 

Dacă n este impar, grupul Dn notat uneori cu n2, admite orbitele de hmgime • 
n 

Dn((, O), 

unde ( E (O, oo). Toate celelalte orbite sunt de lungime 2n. 
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4.2. REPREZENTĂRI ALE UNOR GRUPURI FINITE 25 

În cazul în care n este par, grupul Dn, notat uneori cu 1122, admite orbitele 
de lungime n 

Dn ( (, O) D11 ( ( cos ~ , ( sin ~) 

unde ( E (0,oo). Toate celelalte orbite proprii sunt de lungime 2n. 

4.2.3 Grupul complet al tetraedrului Td = 43m 

Grupul complet al tetraedrului definit abstract prin 

Ta = 43m =< a, b I a4 = b2 = (ab)3 = t > 

este frecvent identificat cu grupul trausfonnărilor ortog1J1lale care lasă invariant 
un teraedru regulat avand ca centru originea spaţiului IBa. in particular, punctele 
(-1, -1, -1), (-1, 1, 1), (1,-1, 1), (I, 1,-1) sunt vârfurile unui astfel de tetra­
edru şi grupul Ta poate fi definit [Vai] ca fiind grupul generat de transformările 

a : lEa --+ IE::i 

b : lEa --+ lEa 

a(x,y,z) = (-y,x,-z) 

b(x, y, z) = (x, -z, -y). 

În acestă definiţie Ta este identificat cu una dintre reprezentările sale Dl­
ireductibile. Orbitele 

unde ( E IR- {O} 

sunt de lungime 4, orbitele • 

Ta((, O, O) unde ( E (0,oo) 

sunt de lungime 6, orbitele de lungime 12 

unde (,( E IR, (#O, 1(111(1 

sunt de lungime 12 şi toate celelalte orbite proprii sunt de lungime 24. 

4.2.4 Grupul tetraedrului T = 23 

Grupul tera.edrului 

T = 23 =< a, b I a2 = b3 = (ab)3 = f > 

este subgrupul lui Ta format din rotaţiile proprii. În acest caz orbitele 

T((,(,() unde ( E 1H. - {O} 

111wt dl' luu~ime 4, orbitele 

1'((,0,0) unde ( E lll - {O} 

suul dt> lu11gi111e 6 şi toate celelalte orbite prnprii sunt de lungime 12. 
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26 CAPITOLUL 4. O-SISTEME DE PUNCTE 

4.2.5 Grupul complet al octaedrului Oh = m3m 

Grupul complet al octaedrului 

oh= m3m =< a, b I a4 = b6 = (ab) 2 = i > 

este frecvent identificat cu una dintre reprezentările lui şi anume cu grupul tuturor 
transformărilor ortogonale care lasă invariant un cub având ca centru originea 
spaţiului IEa. Punctele 

(-1, -1, 1) (-1, 1, 1) (1, -1, 1) (1, 1, 1) 
(-1,-1,-1) (-1,1,-1) (1,-1,-1) (l,l,-1) 

sunt vârfurile unui astfel de cub şi grupul Oh poate fi identificat [Vai) cu grupul 
generat de transformările 

a: IE3---+ JE3 a(x, y, z) = (y, -x, z) 

b: IE3---. IE3 b(x,y,z) = (-y,-z,-x). 

În această reprezentare orbitele 

unde ( E (O, oo) 

sunt de luugime 6, orbitele 

unde ( E (O,oo) 

sunt de lungime 8, orbitele 

unde ( E (O, oo) 

sunt de lungime 12, orbitele 

unde (,{ E (O,oo), (Ie 
sunt de lungime 24 şi toate celelalte orbite proprii sunt de lungime 48. 

4.2.6 Grupul icosaedrului Y = 235 

Grupul icosaedrului 

Y =< a, b I a 5 = b3 = (ab) 2 = c > 

este frecvent identificat cu reprezentarea lui ca grup al tuturor rotatiilot· spati.ul-u.j 
IEa care lasă invariant un icosaedru regulat având ca centru originea. Punctele 

(1,0,r) (r,-1,0) (r,1,0) (0,r,1) (-1,0,T) (0,-r,l) 
(-1,0,-r) (-r,l,0) (-r,-1,0) (0,-r,-1) (1,0,-r) (0,r,-1) 

unde r = (1 + -/5)/2, sunt vârfurile unui astfel de icosaedru şi grupul Y poate fi 
definit ca fiind grupul generat de rotaţiile 
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4.3. EXEMPLE DE O-SISTEME DE PUNCTE 27 

a( z, y, z) = ~ ( z - ry + ( r - 1 )z, rz + ( r - 1 )y -- z, ( T - 1 )z + 31 + T z) 

b: IE3 - IE3 b(z,y,z) = (y,z,z). 

În această reprezentare, orbitele 

Y((,0,(r) unde ( E (O, oo) 

aunt de lungime 12 (vârfurile unor icosaedre regulate), orbitele 

Y((,(,() unde ( E (O, oo) 

sunt de lungime 20 (vârfurile unor dodecaedre regulate), orbitele 

Y((,0,0) unde ( E (O, oo) 

sunt de h.ing;me 30 (vârfurile unor icosidodecaedre) ti toate celelalte orbite proprii 
sunt de lungime 60. 

4.3 Exemple de G-sisteme de puncte 

Secţiunea precedentă conţine mai multe exemple de G-sisteme de puncte formate 
din câte o singură orbită. Vom da în continuare câteva exemple de G-siateme de 
puncte obţinute reunind două sau trei orbite. 

Fie o, /j, "( E R, O< o< /j < -y. Reunind orbitele lui D4 

D4(0, O)= {(o, O), (O, o), (-o, O), (O, -o)} 

D4 (~, ~) = { (~. ~), (- ~• ~), (-72,-~), (~,- jş)} 
D, ( 1;3, ; ) _ { ( 1;3, ~) , (;, 1;3) , (-;, 1;3) , (-1f, ~) , 

( 1;3. ;).( ;. 1f).(;. 1f).(1f. m 
obtinem D4-sistemul de puncte cu trei straturi 

D4-sistemul de puncte cu două straturi 

este reprezentat în Fig. 5. Y-sietemul de puncte 

Y { ( ✓ro+ 2 ,0, ✓;: 2), (ja• ja• ja) ,(1,0,0)} 
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(-1, v'2) ,t '(1, v'2) t 
I 

/0
01) 

I 

I -~-7- U­
(-1,0)~ 1' 

I 
(-v'2,l)1 (1/2,1) 

I 
---r--·- > = - -

I 

1 
(O, -1) 

(-v'2, -1) 
(-l,-v'2) 

( 1, -v'2) 

Fl11, li. ll.i,1111in1I orhi1,•h- /J.,( I, O) ~i /J,( /2, I) oh\i11c111 /J4 -•i•Lc11111I 11• puncte 
D4{( I ,O), (/2, I)). 

u = 

Fig. O. lle1111l11,I or~itele \'(1,0,r) ~i l'(I + r, I+ r, I+ r) oh\i11e111 l'-•iole11111I 
,le p1111cLc \'1(1,0, r),(I + r, I+ r, I+ r)}. 

•·1N, T. I -1i,1o•11111I ,I,·,,..,,..,, rn lr•i •lr•luri l'l(l,U,r),(1,~,2),(4,U,U)). 
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4.4. ŞIRURI DE O-SISTEME DE PUNCTE 29 

este format din trei pături reprezentănd vârfurile unui icosaedru regulat, ale unui 
dodecaedru regulat şi respectiv vârfurile unui icosidodecaedru [Tam2]. În Fig. 6 
este reprezentat Y-sistemul de puncte cu două straturi 

Y{(l,O,r),(l+r,l+r,l+r)} 

iar în Fig. 7 este prezentat un Y-sistem de puncte cu trei straturi. 

4.4 Şiruri convergente de G-sisteme de puncte 

Definiţie: Un şir de G-sisteme de puncte ( G{ e1;, e2;, ... e,;} )~1 astfel încât şirul 
( e;; )~ 1 este convergent oricare ar fi i E { 1, 2, ... , /} se numeşte şir convergent de 
O-sisteme de puncte, iar G-sistemul de puncte 

_lim G{ e1;, e2;, ... , e,;} = G{ _lim e1;, _lim e2;, ... , _lim e,; } . 
, ..... oo ,-oo ,-oo , ..... oo 

este limita sa. 

Definiţie: Spunem că ( G{ e1(t), e2(t), ... , e1(t)} ),elfi. este o familie continuă de G­
sisteme de puncte da.că funcţia 

lll--+ IE11 : t 1-+ e; (t) 

este o funcţie continuă, oricare ar fi j E { 1, 2, ... , I}. 

Dacă (G{e1(t), e2(t), ... ,e,(t)} )ieR este o familie continuă, atunci definim 

(4.2) Jim G{e1(t), e1(t), ... , e,(t)} = G{ Jim e1(t), Jim e2(t), ... , Jim e1(t)}. 
1--.fo 1---10 1-10 1-10 

Fie (/; )f= 1 şirul lui Fibonacci 

/o= fi = 1 /;+1 = /;-1 + /; 

şi fie 6; = /;+i/ /; oricare ar fi j ~ l. Prin calcul direct se obţine că 

Jim C1,{(l,O),(cost,sint)} = C1o(l,O) 
l-'lt/5 

t~D4 { (~, ~) ,(t,0)} = Ds(l,O) 

Jim D4{(t, t), (1, O)}= Dp.(l, O) 
...... 1 /-.fi 

,;~~ D~ { ( I, J) ,, (~, ~)} = Ds{(l, O)} (Fig.8) 

lim p,t{(l,O),(tJ3°,t)} = D12(l,O) 
1-l/l 

.Hm T(l,0,9;) = Y(l,O,r) (Fig.9) 
, ..... oo 
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-t5. Z-MODULUL GEN!:RAT DE UNG-SISTEM 31 

_lim T{(201, 0,0), (l, 0;, 1 + 01), (-1, 01, l + 01)} = Y(2r, O, O) 
, .... oo 

_lim T{(l +0i, l+0i, 1 +01), (- l-01, 1+0i, 1+0; ), (O, 0;, 1+20,)} = Y(l+r, l+r, l+r). 
1~00 

Fau1iiia continuă de D4-sistt!me de puncte 

depimHrnd de parametrul t E [O, 1Ji este o deformare continuă a h1i Ds(l, O) în 
D12(1, 0), 

4.5 Z-modulul generat d@ un O-sistem de 
puncte 

I 

C = G{e1,e2, ... ,e,} = LJ Ge; = {e1,e2, ... ,el:} 
j == 1 

un G-sistern de puncte, şi fie 

E.1, = { u: {1,2, ... ,k}--+ {1,2, ... ,k} I u este bijectivă}. 

Pentru fiecare g E G, există o permutare u 9 E Ek astfel încât 

Vj E {l, 2, ... , k}. 

Z-modulul generat de G-sistemul de puncte considerat 

este o multime G-invariantă al lui IEn. Vom obţine o desompunere a acestui 
Z-modul utilizând următorul rezultat general. 

Teo1·emt1 4,5,1 ((Des]) Orice Z-modul g C IRk este suma directă dintre o reJea 
de r-ang d şi ·un Z-module dens fotr-un subspaJiu vectorial al lui IRk de dimension 
B, u11de d + s este dimwsfonea subspaJiului generat de g in IRk. 

Există un subspaţiu bine-determinat V, C IEn astfel încât Z-modulul C, = 
l n V, 11ă fie dens în V, şi C să fie suma directă dintre C, şi un Z-tnodul Cd C t. 
UlijCt!'I 
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32 CAPITOLUL 4. G-SISTEME DE PUNCTE 

Teol'ema 4.5.2 a) Subspaţiul vectorial V, C IEn este G-i1t'uariant. 
b) "ll.-modulul C, C IE„ este G-invariant. 
c) Dacă reprezentarea (4, 1) a lui G în IE11 este IR-ireductib1lă, at-unci V, {O} 
sau V, = IE,.. 

Demonstratie: Presupunem prin absul'd că {O} -::f- V, -::f- IE 0 . Pentru fiecare 
g E G, spaţiul g(V,) este un suLspaţiu al lui IE11 şi 

dim g(V,) = dim V •. 

Fiecare element al lui V, este limita unui şir de elemente aparţinând lui C, şi 

deoarece g E G este o izometrie, fiecare element al lui g(V,) are acee~i proprietate. 
Dar 

şi această l'elaţie este posibilă numai dacă g(V,) 
obţiuem că C, e:;te O-invariant. 

V,. Deoarece C, = C n V, 

De exemplu, 
V, = IE3 

V,= {O } 
in cazul C = Y(l, O, O) 
in cazul C = Ta(l, 1, 1). 

o 
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Capitolul 5 

Reprezentări definite de 
a-sisteme de puncte 

5.1 Reprezentarea definită de un G-sistem de 
puncte 

Fie {g : IEn ---+ IEn I g E G } o reprezentare ortogonală exactă IR-ireductibilă a 
unui grup finit G, şi fie 

C = LJ Gr U LJ G(-r) = {e1, e2, ... , ek, -ei, -e2 1 ••• , -ek} 
rES rES 

O-sistemul de puncte simetric faţă de origine generat de o mulţime finită nevidă 
S C IEn care nu conţine vectorul nul. Mulţimea T a bijecţiilor <1 : C ---+ C : r -
ur care satisfac relaţia 

u(-r) = -u1· oricare ar fi r E C 

este un subgrup al grupului permutărilor lui C. Oricare ar fi" E i, l!Xistă nu.merele 
s1, s2 , ... , sk E { -1, 1} şi o permutare a elementelor mulţimii { 1, 2, ... , k} nota.tă 
deasemenea cu <T astfel încât 

oricare ar fi j E { 1, 2, ... , k}. 

Teorema 6.1.1 Grupul G poate fi identificat cu s·ubgr-upul 

{ C - C : 1· t--+ gr I g C: G } 

al lu, T, şi /01-mula 

(5.1) 

defineşte o 1·epn:ze11tare of'togonală a lui G În IEk. 

33 
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34CAPITOL UL 5. REPREZENTĂRI DEFINITE DE G-SISTEME DE PUNCTE 

Demonstraţie: Deoarece subspaţiul lui IEn generat de C este G-invariant, el 
trebuie să coincidă cu IEn. Utilizând relaţia 

stl!l)(i)e(hg)(i) = (hg)e; = h(s!(i)eg(i)) = s:(i)heg(i) = s!(i}5thg)(i)e(hg)(i) 

b • hg !I h d' ~ h!I g h d 1 o ţmem s(h!l)(i) = s 9(i)s(hg)(i)• a 1ca1 sj = sh-'(j)sj, ceea ce con uce a 

_ ( h .9 h 11 ) 
- S1 Sh-'(l)Xg-l(h-1(1)), ... , S1,:Sh-l(J.:)Xg-l(h-'(I.:)) 

= (s1
9

x(hg)-'(1), ... ,sZ
9
x(hg)-'(k)) = (hg)(x1, ... ,x.c), 

fu plus, 

k k 

< gx, gy >= :~)sr}2
Xg-1(i)Yg-1(i) = L XjYj =< x, Y > , 

i:::: 1 j:::: 1 

o 

5.2 G-reţele 

Fie reprezentarea 

(5.2) 

a lui G în JEL definită în secţiunea anterioară plecând de la un G-sistem de puncte 
C. 

Definiţie: O reţea G-invariantă CC IE.c se numeşte G-T'eJea [MrL]. 

Teo1·ema 5.2.1 Oricare ar fi G-sistemul de puncte C, reJelele 

Csc = 71..k = {(x1, x2, ... , X.c) I x1, x2, ... , x1,: E 71..} 

CFcc = { (x1, X2 I ... , x1,:) E z.c I x1 + x2 + ... + ;i:1,: E 271..} 

.CJ:Jcc = { (x1, x2, ... , x1,:) E zi.: I Xi - x; E 271.. oricare ar fi i, j} 

s·u11t G-reJele. 
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5.2. G-HETELE 

Demonstraţie: Deoarece pentru (z1, z2, ... , ZA:) E zA: şi g E G obţinem 

g(z 1, ... ,ZA:)= (sf Xg-'(l), ... , sfxr'(A:)) E 71..A: 

rezultă că 

g(.Csc) C .Csc 

oricare ar fig E G. Având în vedere că sJ - 1 E {O, -2} şi 

A: A: A: 

'2.:sJxr'U) =Ex;+ L(sJ - I)xg-'(i) 
j=l j=l j=l 

sf z,-,(i) - sJz,-,u) = (z,-,(i) - x,-,cn) + (sf - l)x,-,(i) - (sJ - l)x,-,u) 

obţinem 

g(CFcc) C CFcc g(CBcc) C CBcc 

oricare ar fi g E G. 

35 

o 

Reţeaua Csc, se numeşte reJea c·ubică simplă, CFcc se numeşte reJea cubică 
cu feJe centrate, iar .CBcc se numeşte reJea cubică cu volum centrat. 

Definiţie: Două G-reţele C şi C' se numesc echivalente dacă există o transformare 
liniară A : IE,1; -- IEA: astfel încât AC = C' şi gA = Ag, oricare ar fi g E G. 

Relaţia astfel definită este o relaţie de echivalenţă pe mulţimea O-reţelelor din IEA:. 
Clasele de echivalentă corespunzătoare se numesc tipuri de G-reţele. În particular 
O-reţelele ZA: şi 1,,7/.. sunt echivalente oricare ar fi K. E (O, oo). 

Tipurile posibile de G-reţele corespunzătoare reprezentărilor definite de G­
sisteme de puncte au fost studiate numai în cazuri particulare. Clasificarea G­
reţeleloi- în spaţii k-dimensionale se reduce la determinarea claselor de conjugare 
pentru subgrupurile finite ale grupului GL(k, Z) al matricelor k x k cu elemente 
întregi de determinant ±1. Numărul acestor clase este finit conform teoremei lui 
Jordan-Zassenhaus (Crt]. 

Este bine-cunoscut (Ca, Mar, Lev, Dun3] că în cazul reprezentării grupului 
icosaedrului definită în IEs de Y-sistemul de puncte Y(l, O, r) există exact trei 
tipuri de Y-reţele şi anume tipurile corespunzătoare reţelelor Csc, CFcc şi .CBcc. 
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36CAPITOLUL 5. REPREZENTÂRI DEFINITE DEC-SISTEME DE PUNCTE 

5.3 O descompunere canonică 

Vom obţine câteva rezultate referitoare la descompunerea reprezentării definite 
de u11 G-sistem de puncte. 

Teo1·ema 5.3.1 Subspatiile 

(5.3) IE~={(<r,e1>,<r,e2>, ... ,<r,et>) I rEIEn} 

(5.4) JEt = { <••, •,, ... , ••l 
ale lui lEt sunt G-invaria11te, ortogonale şi 

Demonstratie: Într-adevăr, dim IE~ = dimIEt = k - n, şi 

g( < r, e1 >, ... , < r, ek >) = (sf < r, c,-1(1) >, ... , s: < r, e,-,(A:) >) 

(6.5) = (< r,g- 1e1 >, ... ,< ,·,g-1e1; >) = (< gr,e1 >, ... ,<gr,ek >) 

t sf z,-,u)e; = t z;s!<ne,cn = t .c;ge; = g (t z;e;) 
j=l j:l j=l J=l 

=O 

t < r,e; > ZJ = (~,tz;e;) = O 
j=l j=l 

orical'e ar fig E G, r E IEn şi (z1, .. ,,:i:t) E IEţ. o 

Fie { u1, u2, ... , un} o bază 01·tonormată a lui IE,.. Utilizând coordonatele 
vectorilor e; în raport cu această bază 

definim vectorii 

undei E {1, 2, ... , n}. Fie 

n 

e; = L e}ui 
i=I 

n 

gui= Eu,;u,. 
i=l 

Teo1·ema 5.3.2 Vectorii w1, w:,, ... , Wn formează o bază of'togonală a lu~ IE~ fi 
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Demonstraţie: Fie 
k 

a • -<·w· ·w >-"'eiem 1m- J• m -L..., ii· 
i=l 

Deoarece 

k k 

Ojm = L < ei,Uj >< ei,'Um >= L < g- 1
e;,Uj >< g-

1
e;,Um > 

avem 

adică, 

( 
~~-1 

Unl 

(5.6) 

i=l i=l 

k n n n n 

= L < e;,L91jUI >< e;,LYpm'Up >= LLYlj9pmOlp 

i=l l=l p=l l=l p=l 

tg;jajm = tt (tUijYlj) 
j=l l=l p=l J=l 

n 

a1p9pm = L a;pUpm 

p=l 

Cl1n ) ( 911 

a,." Ynl 

37 

oricare ar fi g E G. Valorile proprii ale unei matrice simetrice cu elemeute reale 
sunt reale. Deoarece reprezentarea lui G în lE„ este IR-ireductibilă iji relaţia (5.ti) 
este verificată ori,·al'e ar fi g E G, obţinem ca subspa~iul prnpriu corespunzător 
valorii proprii o a matl'icei 

trebuie să coincidă cu IEn. Acest lucru este posibil numai dacă 

adică 

< U/j I U/111 >= o 
pe11tru j f; m. o 
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38CA PlTOJ, UL 5. REPREZENTĂRI DEFINITE DE O-SISTEME DE PUNCTE 

Deoarece w 1 -::/- O, avem a: E (O, oo). Vectorii 

unde u = 1/ fo, formează o bază ortonormată a lui IE~. 

Teorema 5.3.3 Reprezentarea lui G in IE~ este echivalentă cu reprezentarea lui 
G în 1En. lzomefria 

2r = (U < r,el >,U < r,e2 >, .. ,,U < r,ek >) 

cu propr·ietatea 2ui = v, ne permite să identificăm cele două spaJii. 

Demonstraţie: Conform relaţiei (5.5) avem g2 = 2g, oricare ar fig E G. 
o 

Teorema 5.3.4 Aplicalia 11'11 : tEt -+ IEt 

(5.7) 11'll(x1 , ••• 1 x1c) = (u2t < e1,e, >Zi, ... ,u2'E < et,ei > x,) 
i=l i=l 

este p1·oiectorul ortogonal corespunzător subspaJi·ul-ui IE~. 

Demonstraţie: Oricare ar fi x E IEţ avem 

Dacă:,; E IE~ atu11ci:,; = (< 1·,e1 >, ... ,< r,et >) pentru un anu.mit 1· 
'°'n i IE D ~j=l r 'Uj E n • eoarece 

= e" t. ţ, (t.,M) < <;, •, >< r, •• >= t. ţ, D„,fr• =< ,·, ,, > 

ob~iuem 

o 
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Matricea lui 11'11 în baza canonică E1 = (1,0, ... ,0), E2 = (O, 1,0, ... ,0), ... , ,1; = 
(O, ... ,O, 1) a lui IEt este 

,11 ~ e' ( 
<e1,e1> < e1, e2 > <e1,e1;>) 

(5.8) 
< e2 1 e1 > < e2, e2 > < e2, e1; > 

< e1c,e 1 > < e1c,e2 > < e1c,e1c > 

Fie ,c = 1 / e şi fie 
t:, = r.Z". 

Teo1·ema 5,3.5 Z-modulul C, C IE1c este O-invariant şi Jinând seama de identi­
ficarea 2: IEn --. IE~ avem 

" 
(5.9) 11'11.C = :[;Ze;. 

i=l 

Demonstrnţie: Într-adevăr, C, este generat de multimea {r.,; li E {1,2, ... ,k} }, 
şi 

o 

Observaţie: Plecând de la grupul O identificat cu reprezentarea sa ca grup de 
transformări ortogonale ale spatiului IEn se poate obţine imediat grupul 

O;= OUiO 

unde i este simetria faţă de odgine 

iz= -z. 

Oricare ar fi mulţimea S C IEn, O-sistemul de puncte simetric faţă de origine 
generat de S 

C = LJ Or U LJ 0(-r) = {e1, e2, ... , e1,;, -ei, -e2, ... , -ek} 
res res 

coincide cu O;-sistemul de puncte simetric faţă de origine generat de S 

C = LJ O;r U LJ O;(-r) = {e1,e2, ... ,e1c, -ei, -e2, ... ,-ek} 
rES rES 

Pri11 urmare, oricare ar fi mulţimea S C IEn, descompunerea IE1: = IE~ $ IEţ 
ob~inută pentru Oi coincide cu cea obţinută pentru O. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



40CAPlTOLUL 5. REPREZENTĂRI DEFINITE DE O-SISTEME DE PUNCTE 

5.4 O clasă de subspaţii G-invariant·e 

Descompunerea efectivă a reprezeatăfii hai G m Et în &umădirectă de ieprezeptări • 
IR-ireductibile revine la determi'1ar.ea 111nor subsp,aţH G~mvariante ale lui E,t,• Anu­
mite subspaţii G-invaria.rtt,e ale lui IE• pot fi obţinute cu ajutorwl ,.mei ~xt.eost~ .a 
metodei utHizate pent!'U a defini subsp,a.ţiw•l IE!. Această extensie ve n. f)retePt:&~ 
în cadrul acestei sec~iuni. Fie ' 

(5.10) To= { ,, e T j uGfl- 1 = G }-

TeQfema 5,4.1 Dacă u E To atun:ci 

( 5 .11 ) lEt = { ( < r, u e 1 > , ... , < r, tre • >) I r E IE~ } 

este u.n swbspaJi:11. G-inv-aria-nt ai t,.;' IEt, §i {tuf, ... , W:: J u.n,de 

(5.12) wj = ( < Uj, ue1 >, ... , < u;, 'ue,t >) 

este () bază ortogonală u foi ki. 
0

Mai 1;• 11!t, ll·wil:I = ... = Uw!ll 
Demoo,straţie: Fie g E G. P1i1n.ând h = ugu- 1, ob~iDem 

g(< r,ut. -., ,, , -: r,CTet >) = (sî < r,ue,-1ci) >, ... ,sf < r,ueg-i(t) >), 

= ( < r, o{g- 1ei) >, ... , < r, u(g- 1ei: >) == (< r,h- 1(,aei) >, .... , < r,h- 1(o'.e,:} >) 
• ' . 

(5 .13) = ( < hr, rre 1 > , ... , < hr, ere 11 >) E 1Et . 
Deoarece 

I: t 

< wr,w; >= L < Ui,O'em >< '-'j,O'fm >= .E < Ui,u(g-
1
em) >< Uj,u(g,- 1

em}::> 

m=l m=,1 
'·' 

I: I: 

== L,< Ui,h- 1(o-em) >< u.;,h- 1(uem) >= E < h,i,,ue111 ><hu;,,ct-e111 > 
m=l m=l 

n n l: n n 

== LLhpihqj L 1 Up,O'em >< u9 ,uem >= L,LhP' <•w;,~: > h1;,' 
p=l 9:l m=l p.:l g=l 

avem 

n n n 

== EI: 6mp < w;, w; > h9; == L < w~n, w; > h,i. 
p::l..9.=.l t·=·l 

adică, 

<·wf ,wf > 
(6 .. 14:) 
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5.4. O CLASĂ DE SUBSPA Ţll O-INVARIANTE 

Fie au o valoare proprie a matricei reale şi simetrice 

( 

< wf, wf > 

< w~ 1 wf > 

< wf ,w~ > 

41 

Deoarţce reprezentarea lui G în 1En este IR-ireductibilă şi relaţia (6.14) are loc 
oricare ar fi h E G, rezultă că spaţiul propriu corespunzător valorii proprii au 
trebuie să coincidă cu IE0 . Acea.sta este posibil doar dacă 

o 

adică dacă { wf, ... , w~} este o bază ortogonală a lui IEk, şi 

Oricare ar fi u E To, vectorii 

(5.15) , •• J 

unde fla == 1/ .,;o;, formează Q ba.d. ortonormată a lui IE%, 

Teo1•ema 5,4.2 • Dacă u E 1' o ('t.unci 

(5.16) JEk .L == { X E JE,1: 1 t ~i CTfj :::. o ·1 
1=1 . 

est.e un s·ubspajiu O-invariant al lui lE,1: <rrthogo1wl :spaji:u,/-u:i. lEf şi 
""" (I .L ' IE.t == lE,1: EB IE.t .. 

Oe1nous.tratie: Oricare ar ti r E IEn şi oricare ar fi x E ~.L avem 

< (x1 1 ... 1 x1:),(< r,ue1 >, ... ,< r,ue1; >) > 

== t x; < 1·, uei >= / r, t :i:; uei) = O. 
i:l \ i:l 

o 

01:'oan•ee {r 1 ,e 2 , ... ,ek} este un s'istem de generatori pentru IE11 , rezultă că 

di1111q := 11, dim lEk.L = .k - n, şi prin urmare IE1: = IBk EB lEkl.. O 
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Capitolul 6 

Cristale periodice §Î 

cuasicristale definite de 
G-sisteme de puncte 

6.1 • Cristale periodice şi cuasicristale 

Fie {g : IEn - 1En I g E G } o reprezentare ortogonală exactă JR-ireductibilă a 
unui grup fi.nit G, şi fie 

C = LJ Gr U LJ G(-r) = {e1, e2, ... , e,1: 1 -ei, -e2, ... , -ed 
res ,·es 

O-sistemul de puncte simetric fa~ă de origine geuera.t de o mulţime finită nevidă 
SC IEn care nu conţine vectorul nul sau vectori opuşi. 

Teorem.a 6,1.l Z-metdulul L = I:J=1 Ze, es.te fie o reJea, fie dens în IE,1:. 

DetaoBstrat,i.e: Conform teoremei (4.5.1) L este suma directă dintre un Z-modul 
discret şi un Z-modul dens într-un 1:mbspa.ţiu V, al lui IEn. Deoarece subspaţiul 
V, este O-invariant (4.5.2) f}i reprei&entarea lui O i-a En eete ll-i.reduc.ti.bi,lă putem 
avea fie V, = {O} fle V, = .IEn, adică Z-mod-u.lul L este fi.e discret fle ·derui î,n 
IE,.. Având în vedere că subspaţiul generat de {ei, e2, ... , e1,} este O-invariant, el 
treb.ui~ ttă coincidă cu 1En. Prin urma.re în cazul în care L .este discret rangal htl 
L et;t,e 11111xi111, adică f'st.e o reţea în JE0 . O 

llt.iliza11d 1111.•toda p1·1·i1·11tatft 111 rnpit.ol<-IP ant.t:>rioan• ~,· nbline o reprezeutal'e a lui 
(,' 111 IEt ijÎ upui u d1•,,cu111p111wre a lui 11-:k 111 su111i"t din·dii dL' ~ulispaţii G'-i11variante 
urtog0Hal1· 

•l:.J 
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44 CAPITOLUL 6. CRISTALE PERIODICE ŞI CUASICRISTALE 

(i) Dacă { u 1 , u2 , ... , u,.} este o bază ortonormată a lui IE„ şi fj = I::1
=1 ei u;, 

atunci vectorii 

formează o bază ortogonală a lui IE~. 
(ii) llwdl = llw2II = ... = llwnll şi vectorii 

v,. = OWn 

unde o= 1/llwill, formează o bază ortonormată a lui IE~. 
(iii) Izometria 

3 : IE11 --+ IE~ : r ........ (o< r, e1 >, u < r, e~ >, ... ,o< r, e1; >) 

este un isomorfism de reprezentări ale lui G, adică, 

3g = g3 

şi 

orical'e ar fi j E {l, 2, ... , n},g E G. 
(iv) Z-modulul 

unde K = 1/ o, este G-invariant şi utilizând identificarea 3 avem 

I,; 

7rll(.C) = L Ze;. 
j=l 

Descompunerea 

IEA: = IE~ © IE; 

ne permite să utilizăm metoda proiecţiei benzii (Fig. 10) şi să de.finim pentru 
fiecare mulţime mărginită de interior nevid O C IE; mulţimea Delaunay 

(6.1) mod(.C, n) = { xii I X E C, .1:.l E n } . 

Dacă x E .C este astfel încât xii E mod(.C, O), atunci printre vecinii lui xii 
în mod(.C, O), se află anumite puncte aparţinând lui xii + C, ~i anume, punctele 
mulţimii 

{y11 I yE {x+Ke1, ... , x+t.ck, .r-1-r1, ... , x-1-rk}, 1/ En }. 

Prin urmare, mulţimea mod(.C, O) poat.e li privită ca reuniunea u1wi t',1111ilii d~ 
t.ranslaţii ale G-sistemului de puncte C, par~ial ocupate, care se iutel'peudrL'a:1.,\. 
Putem considera că structura local1t a rnulţimii ruod(C, O) esti• tb,c·ri„i1 de (,' 
sistemul de puncte C. 
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G-siaLemul de puncte C. 

\ 

\ ' \ 
\ \ \ \ 

\ \ ' ', \, \ 

\ 

t,ig. 10. Ph·• Rn1I lh_, la (; :,111l,•1111il dt• p1111<·k (' C l~~u bC oh~lllt' u d~sco111pun1:1r 

IE, = li-:~ ,i, u-:;. Ea pNmil.i, uliliiurt·R uwtoJci pruicqic1 be111ii in 
\'etl,·r,•u tlt'li11irîi 1111or 111ul\i111i l't-rioclin, riali nuu,ipcriodic:~ (J C IE 11 . 
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46 CAPITOLUL 6. CRISTALE PERIODICE ŞI CU.~SICRISTALE 

Te01·ema 6.1.2 Fie V un subspajiu vectorial al lua IEt şi fie 1T : IEt - lEt 
pr·oiectorul ortogonal corespunzător lua V. ProaecJia ortogonală a lui C pe V 
este ·un Z-modul discret dacă şi numai dacă elementele matr,cei lui ,r în ba.za 
{K:t:1,11:c:2 1 ... 1 1Ct:,d a lui C sunt raJionale. 

Demonstraţie: Evident, dacă elementele matricei 
lui ,r în baza {,.,;t: 11 11:t:2, ... 1 11:ct} sunt raţionale atunci proiecţia ortogonală a 1ui 
C pe V este un Z-modul discret. Fie 

( 

du 
du 

1f = 

du 

d " d " " d ij =< 1T Ej,Ei >=< 1T Ej,11" Ei>=< Ej,'lf Ei>= ji 

matricea 1r" este o matrice simetrică. Arătăm că raportul a două -elemente ma­
triciale nenule ale lui ,r situate pe aceeaşi coloană este un număr raţional. PeDtl'u 
a simplifica notaţiile, vom face demonstratia pentru p1·ima coloană, dar ar.gu­
mente similare sunt. valabile pentru orica1·e dintre coloane. Presupunem că prima 
coloană con~ine cel puţin două elemente (ij-lu1i1:1.1· independente. Pentru a simpli­
fica notaţiile ana,lizăm cazul în care numărul de elemente (ij-liniar independente 
aflate pe prima coloană este 2, cazul general putând fi tratat similar. 

În condiţiile prezentate există două numere reale (ij-liniar independente w, w' 
şi numerele întregi î, 01, oL ... , ok, ok astfel încât 

o· ci. 
d·1 = ....l..w + ....l..w' 
, î î 

oricare ar fi j E {l, 2, ... , k}. Avem du ţ O deoarece din relaţi,a ir o 1T = 1r rezultă 
că 

du = (du)2 + (d21)2 + ... + (du)2. 

Fără a reduce generalitatea, putem alege w = -yd11 , şi deci, 

(6.2) 

Egalitatea 7r o ,r = 7r ne permite să scriem această relaţie sub forma 

W W/ I .I 
1rt:1 = 11r(c1 + 02c2 + ... + Otct)+ 1 1r(ct2E2 + ... + oA:ft) 

şi apoi sub forma 
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6.1. CRISTALE PERIODICE ŞI CUASICRISTALE 47 

Vom analiza întâi dacă numerele w - -y, w şi w' pot fi (Q-liniar independente. 
Conform teoremei lui Kronecker ([Meyl), pag. 286), oricare ar fi f/ > O există un 
număr real t şi numerele intregi µ 1 , µ2, µ3 astfel încât 

Aceasta înseamnă că există un vector 

astfel încât 

ll11'YII ~ "'1(1111't1 li+ 1111'( 02t2 + ... + 06,€6, )li+ 1111'(03€2 + ... + O.t.1; )li). 

Deoarece 1r(C) C V este o mulţime discretă, trebuie 8ă avem 'lfY = O pentru 'I 
suficent de mic, ceea ce nu este posibil decât dacă 

(6.3) 11'€1 = 0 

r(o2c2 + ... + 01,c1,) = O 

11'(Q'3t2 + ... + o,ti) = O. 

Contra.dicţia existentă între relaţiile (6.2) şi (6.3) arată că w - 1, w, w' nu pot fi 
(Q-liniar independente. Prin urmare există numerele întregi /3, /J' şi 'Y' astfel încât 

{j /3' I 
w--y= -w+-,,w ..,, î' 

şi deci, 

Conform teoremei lui Kronecker, orka.re ar fi '1 > O, existl un număr real t şi 
numerele intregi µ~, µ;, astfel încât 

Aceasta. înseam-nl că există un vector 

y' = 1e[µ~(.8t1 + 1'crtc2 + ... + "f'o11t11) + µ.~(f3't1 + -r'o~t2 + ... + r'a-,t11)] E C 

aetfel încât 

ll1ry' li ~ Kr,( ll,r(,8t:1 + -r' 02t2 + ... + -y' OA,t11)II + "1r(,8' t1 + -y' a;t2 + ... + -y' okt" )li), 

Deoarece ,r(.C) C V este o mulţime discretl, trebuie să avem ,r,/ = O pentru orice 
'1 destul de mic, ctiem ce nu este posibil decât dacă 

1r(/3t1 +-r'n2t2 + ... + -y1
01,t1,) = O 

1r(/J't1 + 11
03&2 + ... + -y

1
0,:t1;) = O. 
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48 CAPITOLUL 6. CRISTALE PERIODICE ŞI CUASICRISTAI,E 

Înmulţind scalar a do~a relaţie cu € 1 , obţinem 

(3'w + ,'o2(wo2 + w'o2) + ... + ,'ok(wo1: + w'oU = O 

adică, 

(/3/ / / I I) / '[( I )2 ( I )21 Q 
W + 1 0202 + ... + 1' 01:01: + 1' W 02 + ···. + 01: = 

Deoarece w şi w' sunt (Q-liniar independente, obţinem 

adică, 

o2 = o; = ... = ok = O. 

Prin urmare avem di 1 OjW, oricare ar fi j E {I, :.1, ... , k}, ceea ce eîlte în 
contradictie cu presupunerea că prima coloană con tine două numere reale (Q-liniar 
independente. Contradicţia obţinută a1ată că raportul a două elemente nenule 
situate pe aceeaşi coloană este un număr raţional. Mai mult, din faptul că ma­
tricea este simetrică rezultă că raportul oricăror demente nenule ale ei este un 
număr raţional. Aceasta este posibil 11u111ai dadt 71' t·st.e produsul dintre 1111 11u111ăr 

real w şi o matrice M cu elenwute întregi, auică dacă 71' ,= wM. iusă Jin egahtctlea 
71' o rr = rr rewltă că există un număr raţioual n ast.fel iucitt w:i = uw. ceea ce 
arată că w este deasemenea un număr raţional. O 

Conform teoremei (6.1.1) rrll(.C) = I:;=I Ze/ est.e fie o reţea in tE~ :=:: IE,,, fie 
un Z-modul dens. 

Teorema 6.1.3 Dacă rrll(.C) este o l'eJea, al1mn wud(D, n) este o l'tU/1111/le /inată 

de lnmsla/ii ale re Jele, L0 = .C n IE~. 

De111011stratie: Coufonn teoremei aut,·rioan·, matricea. lui rrll 1u baza 
{ e1, € 2, ... , €4:} are elemente raţionale. Deoarece llli:l.lncca proiectornlui 1r.L = 1- ,rll 
în baza {e1, €2, ... , €A:} are deasemenea ele111,~11k ra~ionale, rewltă că. ;,r L(.C). este 
un Z-modul discret şi prin urmare O n rrl.(C) est.e o 111ul~i11w finită. Pt~ntru a 
încheia demonstratia este suficient să observăm că dacă 11 E .C c·ste astfel inciit 
rr.L v E O, atunci 

o 

Vom utiliz'a pentrn mod(D, 0) ft>r111<•111d de , nslol 111 c,11.1d 111 CM"- n-11(.C) este 

o re~ea iu IE~ şi pe cel de cuu,1ai.~1al 111 r,,Zlll 111 ntr,· ,,-11(.L'.) este de111; ll1 U,~~­
!\'l11l~i111ea 111od('D, O) Jepi11d<>. d,~ 

- grupul C:, 
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6.2. A UTOSIMILARITĂŢJ ALE CUASICRISTAI.ELOR 49 

- de reprezentarea ortogonală IR-ireductibilă a lui G utilizată., 

- de generatorii e1, e2, ... , em ai G-sistemului de puncte, 

- de fereastra de selecţie O C IEt utilizată., 

dar depinde de asemenea de alegerea vectorilor e 1 , e2, ... , e4; şi a ordinii lor în 
reprezentarea G-sistemului de puncte C sub forma 

O alegere "standard" pentru fereastra de selecţie O este proiecţia 
,r.1..([-,;:/2, ,;:/2]A:) a hipercubului [-t.:/2, t.:/2]A: eventual translatată şi modificată 
convenabil pe frontieră. Pentru a indica că mul~imea mod(.C, O) s-a obţinut 
plecând de la G-sistemul de puncte simetric faţă de origine generat de mulţimea 
S = { s1 , s2, ... , sm} şi de la fereastra de selecţie standard vom folosi uneori notaţia. 

în loc de mod(.C, O). 

6.2 Autosimilarităţi ale cuasicristalelor 

Vom prezenta folosind notaţiile din secţiunea anleJ"ioară unele detalii privind 
studiul autosimilarităţilor cuasicristalelor definite p1·in metoda proiec~iei benzii 
în cazul în care feJ"eastra de selecţie este o bilă. Utilizarea proiectorilor ortogonali 
corespunzători subspaţiilol' descompunerii reprezentării definite lui G în lEt în 
reprezentări IR-ireductibile permite determinarea unora dintre autosimilal'ităţile 
cuasicristalului. Fie 

un cuasicristal definit utilizând drept fereastră de selecţie bila închisă de rază t'J, 
unde 1' E (O,oo). 

Reprezentarea. lui G în IE~ este IR-ireductibilă, dar, în general, reprezentarea 
lui G în IE; este o sumă ortogonală de reprezentăl'i JR-ireductibile. Fie 

IE .1.. IEJ. IEJ. IEJ. 
k = A:,1EB k,2EB ... EB k,111 

descompunerea corespunzătoare a lui IEt, şi fie 

J. J. J. J.. 
11' = 11'1 + 11'2 + ... + 71'm 

det1compunerea corespunzătoare a proiectorului 'll'J.. Teoria caracterelor oferă 
infol'matii privind această descompunere. 
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50 CAP1TOLUL 6. CRlSTALE PERIODICE ŞI CUASICRISTALE 

Te01·ema 6.2.1 Dacă A E IR - {O} şi A1, A2 ... , Am E [-1, 1) sunt co1tSfonte 
reale astfel incât elementele matricei 

M = Awll + Ai wt + ... + Am 1r; 

să fie intregi, atunci 
IEn ---+ IEn : r t--+ Ar. 

este o autosimilaritate a lui Q, adică >.Q C Q. 

Demonetratie: Deoarece wl.(Mx) = A1wfz + ... + Am'll'~Z şi 

llwl.(M z)ll2 = AÎll1rt zll2 + ... + A!all'Jl';zll2 ~ llirt zl12 + ,.; + ll•;;.1:U3 =-= H~ci.x(f 

obţinem 
zEC } { 

MxEC 
11,..J.zll < iJ 

===} 
ll1rJ.(Mz)II < 1' 

şi deci 
w11 x E Q ===} 'll'll(Mx) = A1rHx E Q. 

o 

6.3 Metoda suprafeţelor atomice 

În modelarea matematică. a unui cu.aaicri•tal ar fi de dorit să se pk,ce de la.dMele 
experimentale cuprinse în mare parte în i-m~Ma obţinută pria ·~ VOD.L 
ana,liza pe scurt o a&tfel de abordare şi unele dintre d.i1k-u1Uţ.ij,e e.icist.eDk :Pte:,' 
supunem că_exiată o f1mc.ţ,ie O-invariantă ,p : L ---+ C 

dedllliti pe .Z-moch1htl 
• 

L = e2Eze, 
j:l 

ut.fel ÎDC&t 

• = I: tţ,(q>cv 
9EL 

să fie transformata Fourier a Wlllli cuasi:c.rista,I defini.t de un G--&itit.em de pw;aid'e. 
Utilizând tra.o-sforma.rea Fourier inversă se obţine funcţia. care descriie clistir.ibtLiţiia~ 

de ma.să în interiorul cua.sicristalului • 

.1'- 1 [w]( r) = L tt,( q) exp{2,r1 < 1', q >) = E ·rp( q) exp (21r..ie2 t qj < I',€ j >)· 
qEL qEL j.:;.I 
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6.3. Mh'TODA SVPHAPE"ff210R i\TOM1CE 

IJentificand spa\ille lE,1 şi 

IE~= l {< 1·,e1 >, < 1·,e2 >, ... , < r,e1: >) r E IE11 } 

cu ajutorul izomorfismului 

3: lE,1 - lE~ : , • ..,..... (&J < ?', e1 >,I!< r, e2 >, ... , &l < r, e1: >) 

putem privi .r- 1[w) ca fiind o funcţie definită pe IEf 

.r-1[\ll](x,,x:, . ... ,x1:) = L1P(q)exp (21riu tq;x,). 
qEL j:l 

Se poate vedea că această funcţie este restricţia la IE~ a funcţiei 

F"'(;i: 1 , x2 , ... , x,:) = L -t,(q) exµ (2'11'iQ t q;x,) . 
tEL j=l 

Ft/1 : IEm --t <C 

Produsul semidirect de grupuri 

ă = { g : IEt -+ u,:k I g E C } >< {, 

este un grup cristalografic 'in IE1:. 

(g, x)(h, y) = (gh, gy + x) 

Teo1·ema 6.3.1 FuncJia F"' este G-in·ua7'iantd, complet determinată de restricJia 
sa la hipercubul 

(O, 11:l = [O, 11:) >< [O, 11:) )( ... >< (O, 11:) 

unde 11: = 1/ f!. 

Demonstraţie: Funcţia F"' este o funcţie periodică cu perioadele 11:t:1, ... , 1tt:1: 

F1"(x1, ... ,x;-1,x; + 11:,X;+1, ... 1 x1:) = Fv,(x1, ... ,x;-1,x;,:r;+1, ... ,x1:) 

G-invariantă 

F,j,(gx) = F"'(sf Xg-1(1), ... , sfxg-1(1:)) = L t/J(q) exp (21riu tq;sff xg(j)) 
qEL j:1 

= L ,t,(q) exp (21ri&1 t qg-1(j)Sg-1(j)x;) 
qEL j=l 

L ,t,(gq) exp (2-irie t(gq)g-1(j)sg-1(j)x;) 
qEL j:-1 

= L t/J(q) exp (21rie t q;x;) = F"'(x). 
qEL j=l 

o 
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52 CAPITOL UL 6. CRISTALE PERIODICE ŞI CUASICRISTALE 

Cuasicristalul considerat este complet determinat de funcţia O-invariantă Fv, 
corespunzătoare. Deoarece doar funcţia 

1En-+ [O,oo): q t-+ ltJ>(q)l 2 

poate fi obţinută (cu o anumită precizie) din datele experimentale, în cazul unui 
cua.sicristal concret nu există informaţiile necesare pentru a putea determina 
funcţia Fv, prin calcul. Utilizarea O-invarianţei lui Fv, şi alte restricţii bazate' pe 
anumite consideraţii fizice ( distanţă minimală între atomi, densitate, etc.) ~r­
mit, în general, pentru un cuasicr:.stal dat să se aleagă funcţia Ft/1 astfel ca a.cordul 
cu datele experimentale să fie acceptabil. Funcţia Fv, numită suprafaJă a,fom:ică 
[Gra, Kat2, Bo] este, în general, alea.să dintre funcţiile caracteristi'ce ale anumitor 
reuniuni O-invariante de poliedre 

F: IEA,-+ {O, l} F(x) = r 1 dac~ X E UŢ=1_Uuea(ut1 + K;) l O m alte cazuri 

unde t1, t2, ... , tm E [O, 1t)", şi K1, K2, ... , Km C IEţ sunt mulţimi G-inva.riante 
11Btf el încât 

(gti + Ki) n(ht1 + Kj) = 0 
oricare ar fig, h E O, i, j E {l, 2, ... , m}, i ţ j. 

Deoarece IE~ şi IEţ sunt subspaţii ortogonale O-invariante, subsp.81\iile a.tin<! 
x + IE~ şi y + IEţ satisfac relatiile 

g ( x + IEO = gx + IE~ g (y + IEţ) == gy + IEţ 

( x + IE~) n (y + IEţ) = { xJ. + yll } 

oricarearfigEG, :e, yEIEt. 

Pentru orice y E IEk, izomorfismul afin 

1En -+ y + IE~ : r t-+ y + (u < r, ei >, ... , u < r, e1e >) 

ne permiLe să identificăm spaţiul "fizic" 1En cu spaţiul afin y +IE~. Mulţimea 

(6.4) {x E IE1c I F(x) = 1 } n (y + IE~) 

este mulţimea poziţiilor atomilor cuasicristalului definit de supra.faţa a.tamkă F 
şi de vectorul y E IE1,. 

În particular, dacă O es·te proiecţia pe IEt a hipercubului [-11:/2, 1t/2]/#, atunci 
pentru y = O şi 

F: IE1,-+ {O, l} F(:c) = { 1 dac~ :c E U,ea_u{O) 
O m alte caeun 

obţinem 

{x E IEA: I F(x) = 1 } n (y +IE~)= { xii I x E C, xJ. E O} 

a.dici, metoda benzii poate fi considerată ca un caz particular al i~1etodei 
suprafe~elor atomice (Gra]. 
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Capitolul 7 

Cuasicristale definite de 
G-sisteme de puncte 

7.1 Cuasicristale definite de D8(1, O) 

În acest paragraf vom arăta cum se obţine utilizând formalismul prezentat mai 
sus pavaju) octogonal, pavaj bine cunoscut specialiştilor în fizica cuasicristalelor, 
şi cum se determină unele dintre autosimilaritătile lui. 

Considerăm reprezentarea bidimensională uzuală 

a(x, y) = (x/./2- y/../2, z/../2 + y/../2) b(x, y) = (z, -y) 

a grupului diedral 
Da =< a, b I a8 = b2 = (ab) 1 = e > 

şi D8-sistemul de puncte generat de multi mea S = {( 1, O)} (Fig. 11) 

unde e1 = (1,0), e2 = (1/../2, 1/../2), e3 = (O, 1), e4 = (-1/../2, 1/../2). 
Acţiunea generatorilor grupului D8 pe mulţimea C poate fi descrisă de trans­

. formările 

Relaţiile corespunzătoare 

uude , 1 = (1,0,0,0), c: 2 = (O, 1,0,0), , 3 = (0,0, 1,0), €4 = (0,0,0, 1), definesc 
reµreieutaren ortogonală 
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54CAPITOLUL 7. CUASICRISTALE DEFINITE DEG-SISTEME DE PUNCTE 

a lui Da în IE'!. 
Alegând u1 = (1, O), u2 = (O, 1), se obţine 

W1 = (1, 1/\1'2, 0, -1/\1'2) W2 = (O, 1/\1'2, 1, 1/\1'2) 

e = 1/../2, te= 1/e = ../2, şi C = ../?.Z". Vectorii v1 = (1/../2, 1/2,0,-1/2) şi 
v2 = (O, 1/2, 1/../2, 1/2) formează o bază ortonormată a subspaţiului Da-invariant 

IE~ = {( < r, e1 >, < r, e2 >, < r, e3 >, < r, e'I >) I r E IE2 } 

şi izometria 

3: IE2 --+ IE~ : r I-+ (e < r, e1 >, e < r, e2 >, e < r, ea>, e < r, e4 >) 

care este un izomorfism de reprezentări ale lui Da astfel în.cât S(u1) := v1, 2(u2) ==. 
v2 , ne permite să identificăm cele două spaţii. 

Deoarece transformarea 

u _ ( e 1 e:;i ea e4 ) 
e1 -e2 ea -e'I 

satisface relaţiile 

obţinem uDau- 1 =Da.Conform teoremei (5.4.1) spaţiul 

IE:={(< r,ue1 >,< r,ue2 >,< r,uea >, < r,ue4 >)Ir E IE2} 

este D8-invariant şi admite baza ortogonală 

{(l, -1/../2, O, 1/../2), (O, -1/./2, 1, -1/../2)}. 

În plus, spaţiul IE: coincide cu ortogonalul IEt al lui IE~ 

IE .J. - IEu 
4 - 4· 

Proiectorii corespunzători spaţiilor IE~ şi IEi sunt 

.,..11 = 0(1/2, 1/(2\1'2)) 71".J. == 0(1/2, -1/(2/2)) 

unde 

0(cx, /3) = ( ~ 
-/3 

/3 o -(3 ) 
CT /J 0 
/3 (\' /3 ' 
o fJ /3 

Se obţine în acest fel schema de proiecţie (IE~ Efl IEf, C). 
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e~ 

fig. 11. Dd·&ialennd ile -e, 
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e, 
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- e1 

- ea 

' ,, 
-H€1 '' 

'' ' ' ' ' - li,€2 ' ' ' ' <\ 
' ' ,' ,, 

' t.:E.'3. ' ' ' 
IE~ ' ' ' ' ' 

C=,..,~◄ '' ' C ' 

t'l11. u. ll••rnm ........ ,. •• li•:, = u,;, •I• 11-:t •l<"fiuiLK .1. /J·••i•Lm1111I .1. p1111de 
IJ0( I. Ul 1i l'"vnjul orlu110110I. 
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56CAPI'I'OLUL 7. CUASICRISTALE DEPJNITE DE O-SISTEME DE PUNCTE 

Dintre mulţimile model ce pot fi obţinute utilizând schema de proiecţie (IE~ EB 
IEt, .C) le vom analiza în continuare doar pe cele obţinute utilizând o fereastră de 
selecţie O care satisface următoarele trei condi~ii [Vog]: 

- interiorul lui O este proiecţia 1r1.. (( -iJ, iJ)4) a hipercubului deschis (-iJ, iJ)4, 

unde iJ = K-/2 = 1/../2, 

- închiderea lui O este proiecţia 1r1. ([-iJ, iJ]4) a hipercubului închis [-19, iJ)4, 

- din fiecare pereche de puncte opuse ale frontierei lui O unul singur a.parţi.ne 
lui O. 

Se constată uşor că în acest caz 

Aceste relaţii care vor fi utile în determinarea unora dintre autosim.ila.-rităţil-e 

mulţimii model 
(7.1) Q = { xii I x E C, xl.. E O} 

corespunzătoare pavajului octogonal reprezentat schematic în Fig. 12. 
Dacă constantele >. E JR - {O} şi >. 1 E ( -1, 1] sunt astfel încât matri,oea 

să aibă elemente întregi, atunci 

În acest caz, omotetia r t--> >.1· lasă invariantă mulţimea model Q deoarece xtt E 
Q => >.xii E Q. 

Elementele matricei M sunt întregi dacă şi numai dacă numerele j = (>.+..\ 1)/2 
şi l = (,\ - ..\i)/(2../2) sunt întregi. Deoarece ..\ = j + 1/2 şi >. 1 = j - 1.../2; es,te 
convenabilă. utilizarea transformarii • 

(7.2) 

definite de relaţia (j + l/2)" = j - 1\1'2. Oricare ar fi >. -::j:. O aparţi.aand mulţinii.i 
(care este o mulţime model unidimensională) 

(7.3) A = { >. = i + 1../2 I (j, 1) E z2
, -1 < >. • :::; 1} 

mulţimea Q este '.nvariantă faţă de omotetia r ,___. >.r, adică, q E Q ==> >.,q (: Q. 
Printre elementele lui A se află factorul de io1flaţie >. = 1 + v'2, menţion,a;t frecv.€nt 
în articolele refedtoare la pavajul octogonal. 

Fie >. -::j:. O o constantă apar~inând lui A astfel încât I>.• I < 1/2, şi fi,e M;,. = 
>.1rll + ,\•1rl.. Deoarece 1r1.(.C) este denRă în IE;t" rezultă că niultirnea 
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7.2. CUASICRISTALE DEFINITE DE D12( l, O) 

este infinită. 
Oricare ar fi x E C astfel încât x.L E n şi oricare ar fi y E C>.., avem 

ll(M>.(x - Y) + y).L li= IIA•(x.L - Y.L) + Y.L li ~ W I llx.L - Y.L li+ IIY.L li 

~ IA.l(llx.LII + IIY.LII) + IIY.LII = IA.I llx.LII + (l + IA"l)IIY.LII < d. 

Rezultă că 

{ 
M>,.(X - y) + y E .r, 

=> (M>.(x - y) + y).L E n 
relaţie din care deducem că 

xii E Q => (M>.(x - y) + y)II = Ă(xll - yll) + yll E Q. 

Însă acea.sta înseamnă că Q admite auto~imilaritatea 

IEa --+ IE2 : ,. r-t A(1· - q) + q 

oricare ar fi q aparţinând mulţimii (care este de asemenea o mulţime model) 

7.2 Cuasicristale definite de D12(1, O) 

57 

Plecând de la D12-sistemul de puncte D12(l, O) se obţine o reprezentare a lui 
D12 in IE5. În acest caz reprezentarea lui D1 'J în IE; este IR-reductibilă, iar 
(IE~ EB IE;, C) nu este o schemă de proiecţie. Totuşi descompunerea IE~ EB IEt 
ne permite să utilizăm metoda. proiecţiei benzii pentru a defini anumite mulţimi 
Delaunay . Teorema {6.2.1) poate fi utiliza.tă pentru a determina autosimila.rităţi 
ale mulţimilor aatfel definite în cazul în care fereastra de selecţie utiliza.tă este o 
bHă. 

Considerăm reprezentarea bidimensională uzuală 

a(x, y) = (x./3/2 - y/2, x/2 + y../3/2) 

a grupului diedra.l 

b(x, y) = (x, -y) 

D - b I 12 - b2 - ( b)2 -12 -< a, a - - a - e > 

iji Di:rsistemul de puncte generat de mulţimea S = {(l, O)} 

.uude 
e1 = (1,0) e~ = (v'3/2, 1/2) ea= (1/2, -./J/2) 
e4 =(0,l) e~=(-1/2,v/J/2) eu=(--./J/2,1/2). 
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68CAPITOLUL 7. CUASICRISTALE DEFJNITE DEC-SISTEME DE PUNCTE 

Acţiunea. generatorilor grupului D12 pe mulţimea C poate fi descrisă de trans­
formările 

a= ( e1 e2 ea 
e:,i es e4 

6 = ( e1 P2 ea 
e1 -e6 -e11 

Relaţiile corespunzătoare 

6 - ( €1 €:,i €3 €4 
€1 -e6 -€11 -e4 

unde t 1 = (l,0,0,0,0,0), t2 = (0,1,0,0,0,0), 
reprezentarea ortogonală 

[11 [6 ) 

-[3 -[2 

... , c6 = (0,0,0,0;0,l), definesc 

a(.i:1,.t2,:i:s,.i:4,.i:11,.i:6) = (-:i:6,:i:1,:i:2,.i:a,:i:4,z11) 

6(z1, Z:,i, Z3, :l:4, :i:11, :i:6) = (:i:1 I -.x6, -X11, -Z4, -za, -.t2) 

a. lui Du in IE6, 

Vectorii 

w, = (1, v'â/2, 1/2,0,-1/2,-v'â/2) W:.i = (O, 1/2, v'â/2, 1, '-13/2, 1/2) 

formează o b&ză ortogonală a eubapa.ţiului D1:riuvariant 

JE~ = {(< r,e, >, < r,e:.i >, ... , < r,ee >)Ir E IE2 }. 

În plus, llwdl = llw:.ill, şi vectorii 

V1 = l!Wl V2 = ('W2 

unde e = 1/llwdl = 1/../3, formează o bază ortonorma.tă a. subspaţh1lui IE~. 
lzometria 

S: IE2 -JE~: r i-+ (e < r,e1 >,I!< r,e2 >, .. ,,U < r,es >) 

care este un i~orfism de reprezentări a.le lui Da astfel încât Su, = v1, 3u2 = u2, 

ne permite să identificăw cele două spaţii. 
Utilizând ta.belul de caractere (Jns] al lui Du 

e a a2 as a4 a• a6 b tJb 
f1 1 1 1 1 1 l 1 1 l 
f:, 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 
fs 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 
r„ 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 
f11 2 ../3 1 o -1 -v'i -2 o o 
re 2 1 -1 -2 -1 1 2 o o 
r1 2 o -2 o 2 o -2 o o 
f11 2 -1 -1 2 -1 -1 2 o o 
f9 2 -v'i 1 o -1 y"3 -2 o o 
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7.2. CUASICRISTALE DEFINITE DE D12(1,0) 59 

obţinem că reprezentarea lui D12 în IE6 pe care am definit-o esle o sumă directă 
de trei reprezentări ireductibile. Proiectorii corespunzători pot fi obţinu~i cu aju­
torul metodei uzuale [Ser, Nai) de descompunere a reprezentării unui grup finit în 
componentele sale ireductibile. Ei sunt 

7rll = 0(1/3,v3/6, i,ti) 
1rf = 0(1/3, -../3/6, 1/6) 
'll"i == 0( 1/3, O, -1/3) 

unde 
Q fJ , o --y -{J 
/3 U' /3 'Y o -, 

0(a,{J, 1) = 
, /3 Q fJ , o 
o , /3 Q fJ , 

--y o , /3 Q /3 
-/3 --y o , /3 Q 

Fie 71".l = 7rf + 7rf, te= 1/ f} şi fie C = tc"ll.. 6
. Perechea (IE~$ IEt, .C) nu este o 

schemă de proiecţie deoarece restricţia lui 7rll la .C nu ei,;te injectivă. De exemplu, 

7rll (-11:, O, 11:, O, -11:, O)= O. 

Vom determina îu continuare anumite autosimilarită~i ale cuat1icristalului 

Q = { 7rll;i: I x E C, 1171".lxll < iJ} 

defiuit utilizând ca fereastră de selecţie bila cu centrul în origine de rază i9 > O. 
Dacă constantele,\ E IR - {O} şi ,\ 1 , ,\ 2 E [-1, 1] sunt astfel încât elementele 
rnatricei M = ,\7rll + ,\ 17rf + ,\~7r:/- sunt intregi, atunci 

şi prin urmare 

iu acest caz, 7rllx E Q ==> 7rll(Mx) = ,\7rllx E Q, adică, Q este invariant în 
raport cu omoteli11. r ,_.. ,\r. 

Ele111entele matricei 

1.unt 111lrl·gi dacă ~i 1111111ai dară n11111erele 

j = (,,\ + ..\1 -1- ,,\~)/:1 

I=(,,\ - ,\i)/3/o 
111 =(,,\+Ai )/li - ,\!/;1 
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sunt mtrt·gi. Deoarece Ă 2 = j - 2m rezultă că Ă2 este mtreg, ~i deci IA2I ~ 1 ~ 
j - 2m E {-1, O, I}. Tiuând seama de rela~iile 

Ă = j + lv'3 + m Ă1 = j - lv'3 + 111 

ob~inem că. ,uul~imea Q este invariaută w raport cu omot.ctia I' - >.r oricare ar 
fi Ă aparti11c1nd reuniuuii 

{:i111t/v'3--l 1(1,m)EZ\ l:i~n-lv'3·-ll~l} 
u{Jm+IJ3 l(l,111)EZ2. jJrn-l/31:Sl} 
u{3m+IJ3+ l I (l,m) E Z\ l3m-l/:l+ li S l}. 

7.3 Cuasicristale definite de Y(l,O .. T) 

Un rul central 111 w~elegerea structurii rna.sicristt1.ldur l-a avut rncă de la de­
scoperirea lor pavajul Peur011e triJimcnsioual. Compo11e111de acestui pavaj sunt 
poliedrel,· lui A111ma1111 şi el a fost obtiuut de h.raruer şi Nt:n 111 19M. Du1u111irea 
a fusl sugnal ă de H..'it'lltăuarea cu un p;.1Vaj aperiudic al plarllllui 0Lti11ut a11terior 
de Pl'11ru„c. Mul~imea nodurilor pavajului Penrose tridi111ens10nal se obtiuc priu 
algorit111ul dczvoltctt III capilol.J,: auterioare pleca11d de la Y-:,isLemul de puncte 
ge11erat Je S '- {( l, O, r)}. Vom pre:tenta această construqie şi vom determina 
unele diul1c a,1tosi111ilaritătile arestui model. 

Considl:făll1 reprc:teut.uea u:tuală 

a(x,y,z)=-(½;:-fy+r.;iz, ½x+r 2
1y-½z, r:/x+½Y+~z) 

b(x,y,::) = (--J:,-y,z) 

a grupului icrnmedrului 

Y == 235 = ( a, b I ,/· :.:: b~ = ( ab )3 = e) 

şi Y-sistemul de punct11 gt\11erat de mulţimea S = {(1,0,r)} 

unde 
e1=(l,O,r) e~::::.(r,-1,0) 
e4 = (O, r, 1) er; = (- 1,0,r) 

e3 = (r, 1,0) 
ea = (O, --T, J ). 

Actiunea generatorilm lui Y pe C poate fi dt"scrisă de 

( C1 I~ t ,i t'-1 ee, e6 ) " --
I J 1';1 t4 f5 te; e~ 

b -' ( ,,, f :i l'4 f5 t'fi ) t ', r .I t'6 l'J e4 
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7.3. CUASICRISTALE DEFINITE DE Y(l, O, r) 

şi transformările corespunzătoare a, b : IE6 -+ IE6 

€2 €3 €4 €6 €6) 

€3 €4 €6 €6 €2 

• ( €1 €3 €3 €4 €5 €6 ) b= 
€6 -€2 -€3 €5 €1 €4 

61 

unde €1 = (1,0,0,0,0,0), €2 = (0,1,0,0,0,0), ... , cs = (0,0,0,0,0,1) este baza 
canonică a lui IE6, definesc reprezentarea ortogonală a lui Y în IE6 

a(z1,z2,Z3,Z4,Z6,Xs) = (z1,Z6,Z2,Z3,Z4,a:6) 

b(a:1, a:2, a:3, a:4, Z5, a:6) = (a:5,-a:2, -a:3, a:5, a:1, Z4). 

Conform teoriei generale, subspaţiul 

IE~={(< r,e1 >,< r,e2 >, ... , < r,e6 >)Ir E IE3} 

al lui IE6 este Y-invariant. Vectorii v1 = uw1, va= uw2, v3 = gw3 1 unde 

W1 = (l,O,r,-1,r,O) 
w2 = (O,r,-1,0,1,-r) 
w3 = (r, 1,0,r,O, 1) 

u = 1/llwdl = 1/✓5 + ../5, formează o bază ortonormată a lui IE~, şi izometria 

2 : IE3 --+ IE~ : r 1--+ (u < r, e1 >, u < r, e:i >, ... , e < r, es >) 

care este un izomorfism de reprezentări ale lui Y astfel încât S(l, O, O) = 
V1, 2( O, 1, O) = v2, 2( O, O, 1) = V3 ne permite să identificăm spaţiul fizic IE3 

cu IE~. 

Deoarece transformarea 

C1 = ( 

satisfa.ce relaţiile 

avem uYu- 1 = Y. Conform teoremei (5.4.1), subspaţiul 

IEe = {(< r,C1e1 >,< r,ue2 >, ... ,< r,CTe6 >)Ir E IE3} 

este Y-invariant şi admite baza ol'togonală 

{(-1, r, O, O, T, -1), (O, -1, r, -T, 1, O), (-r, O, 1, 1, O, r)}. 

În plus, subspaţiul JE6 coincide cu ortogonalul lui IE~ 

IEt = { x E IEa I < x,y >= O o icare ar fi y E IE~} 

= { (x1, x2 1 ... , xs) E IEs I L;=l ;c;e; =O}. 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



62CAPITOL UL 7. CUASICRISTALE DEFINITE DE G-SlSTEME DE PUNCTE 

Proiectorii ortogonali corespunzători descompunerii IE~ $ IEt sunt 

,..11 = 0(1/2, v's/10) ,.-.L = 0(1/2, -v's/10) 

unde 
Q fJ fJ fJ fJ fJ 
fJ Q fJ -{J -/1 fJ 

0(0 1 /J) = fJ fJ Q fJ -{J -{J 
fJ -/3 fJ Q fJ -{J 
/3 -{J -{J fJ Q fJ 
fJ fJ -/3 -/3 /3 Q 

Ei satisfac relaţiile 

,.-11 o ,rll = ,rll r.l o 1r.l = ,r.l 

,rll o 1r.L = ,r.L o ,rll = O 1rll + ,r.L = 1 

,rll(11.e;) = e; oricare ar fi j E {l, 2, ... ,6} 

unde K = 1/ u = J5 + ../5. 
Fiecare element x E IE6 se poate scrie sub forma 

x =xii+ x.L 

astfel încât xH E IE~ şi z.l E IE;. Elementele xii, x.l satisfăcând această cow;liţi-e 
sunt unic determinate şi sunt date de relaţiile xii = ,rHa:, .r.l = ,r.lz. 

Utilizând reţeaua I:, = 11.Z
6 obţinem schema de proiecţie (IEi 1$ Et, .. C). 

Fie ,'J = 11':/2, şi fie O o mulţime (numită triacontaedru) ca.re verifică ffiai\ii;le 
[Vog) 

,r.L ((-,'J, ,'J)6) COC 1r.L ([-,'J, dj8) ! 

şi este astfel incât din fiecare pereche de puncte opuse ale h_ontierei cOAţiae t.Wl1itl 

şi numai unul dintre ele. ' ,, 
Putem remarca imediat că 

llx.lll < ,'J =} x.l E O 

Mulţimea model 
(7.6) 

coincide cu mulţimea nodurilor pavajului Penrose tridimens1-0n41/ [V0l,) .. VQlll de­
termina în continuare unele dintre autosimilarităţile ei. 

Elementele matricei M = ,bll + .A 1 ,r.l = 0((,\ + .Ai)/2, (A - .A 1}v'6/Hi>) sunt 
intregi"dacă şi numai dacă numerele j = (.A + ,\i)/2, I = (A - At),v'S/10 .swit 
intregi. Mulţimea Q este lăsată invariantă de omotetia IE3 - IE3 : r ....., Ar 
oricare ar fi A # O aparţinând mulţimii (care este de asemenea o mulţime model 
unidimensională) 

11. = { ,x = J + 1../ri I u,o E z2
• -1 < ..\. ~ 1 } 

unde (j + 1./5)' = j - 1-/5. 
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Î11tr-adevăr 1 dacă Â E A, atunci (Fig. 13) 

şi deci 

xEC} => 
xi. E O 

xllEQ => (Mx)ll=.XxllEQ. 

Printre elementele lui A se află factorul de inflaţie al pavajului Penrose bine­
cunoscut r 3 = 2 + vrs. 

Fie Â EA - {O} astfel î11cât 1.x•1 < 1/../6, t9a = (1- I.X•j,/6)11/(1 + I..\.I) şi fie 
M>. = ..\71"11 + Â•11"l.. Deoarece 11"l.(t:,) este dens în IEt, mulţimea 

este infinită. Oricare ar fi y E .C>,. şi oricare ar fi x E {, astfel încât x.l. E n, 
obţinem (Fig.14) 

ll(M>,.(x -y) + Y).l.11 = ll..\•(x.l. -y.l.) + Y.l.11 ~ IA.I llx.l. -yl.11 + lfy.l.11 

~ I..\° l(llx.1. li+ llu.l.11) + IIYi.11 < I..\• lv'6t9 + (I-\• I+ l)do = t9 

relaţii care arată că (M>,.(x - y) + y).l. E O. Rezultă că 

oricare ar fi y E .C >-., ~i prin urmare 

oricare ar fi y E C.>,.. Aceasta înseamnă că mulţimea model Q este lăs,a,tă invariant.ă 
de transformarea afină 

IE3 --+ IE3 : r 1-+ r 3(r - q) + q 

oricare ar fi q aparţi11ând mulţimii ( care este de asemenea o mul·ţit:ne mode!) 
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7.4. CUASICRISTALi: DEF'INITE DE Y(l + r, 1 + r, I+ r) 65 

7.4 Cuasicristale definite de Y(l + T, 1 + T, 1 + T) 

În paragraful anterior am obţinut plecând de la Y -sistemul de pun ele Y ( 1, O, r) o 
schema de proiecţie, dar ace1,t lucru nu se întarnplă rn general. Avem imiă posi­
bilitatea utilizării metodei proiecţiei benzii şi a utilizării teoremei (6.2.1) pentru 
determinarea unor autosimilarităţi. 

Punctele Y-sisternului generat de mulţimea S = {( r + 1, r + l, r + I)} 

C = Y(r + 1, T + l, T + 1) = {e1, ... , e10, -ei, ... , -e10} 

unde 
e1 =(r+l,r+l,r+l) 
e2 = (-r -1,r+ l,r+ 1) 
ea = ( r + 1, -T - 1, r + 1) 
e4 = ( r + l, r + 1, -T - 1) 
e11 = (0,r,2r+ 1) 

sunt vârfurile unui dodecaedru regulat. 

e6 = (O, -r, 2r + 1) 
e7 = (r,2r+ 1,0) 
es = (-r,2r + 1,0) 
e9 = (2r+ 1,0,r) 
e10 = (2r+ 1,0,-r). 

Acţiunea generatorilor lui Y pe C este descrisă de 

. ( e1 e2 ea e4 e5 e6 e1 e11 t:v ew) a= 
e5 -e4 e9 ea ea ea e2 -e10 e1 e7 

b = ( 
e1 e2 ea e-4 eli ea e7 es eg e10 

-e-4 ea e2 -ei e5 e11 -e1 -es -e10 -e9 

Transformările corespunzătoare a, b : IE10 --+ IE10 

( 
c1 €2 ca €,t ca ce €7 cs c9 c10 ) a= 
€5 -€-4 €9 €8 €6 ca c2 -c10 €1 €7 

). 

b = ( e 1 e2 ca e4 e5 ca· e7 cs cg c10 ) 

-€4 ea e2 -€1 ca e11 -€7 -ts -€10 -€9 

.mde f'1, €2, ... , f'10 este baza canonică a lui IE 1o, definesc reprezentarea 

a lui Y în IE10, 

Subspaţiul 

IE~0 = {(< r,e1 >,< r,e:.i >, ... ,< r,e10 >)Ir E JE3} 

generat de vectorii 

w1 = (r+ 1,-r- l,r+ 1,r+ l,0,0,T,-·T,2r+ l,2r+ 1) 
w~ = (r + 1, r + l, --T - 1, T + 1, T, -T, 2r + 1, 2-r + l, O, O) 
w3 c· (r+ l,r+ l,r+ l,--T-1,2-r+ l,:.!r+ l,0,0,r, • r) 
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66C.4PITOLUL 7. CUASlCRISTALE DEFINITE DEC-SISTEME DE PUNCTE 

este un subspaţiu Y-invariant al lui IE10- El admite baza ortonormată V1 

ew1, v2 = ew2, v3 = ew3, unde e = 1/llwill = 1/((r + l)v1fo). 
Izometria 

cu proprietatea că 2(1,0,0) = v1 , 2(0, 1,0) = u2, 2(0,0, 1) = V3 ne permite să 

identificăm spa~iul "fizic" IEa cu IE~o-
Fie ic= 1/e, C, = ,.z 10 şi fie d E (,.:,oo). Vom nota cu IEfo ortogonalul lui 

IEII 
10 

IEf0 = { x E IE10 I < x, y >= O oricare 1:1.r fi y E JEIJ 0 } 

= { (x1, ;r2, ... , x10) E IE10 I L'.J~1 x1e; = O } 

:ji cu 1r.l. = 1 - 1rll proiectorul ortogoual corespunzător. 

În acest caz (IE1lo EB IEf0 , .C) nu este 0 schemă <le proiecţie deoarece restricţia 
lui 7rll la .C nu este injectivă. Într-ad,~văr, 1rllx = O oricare ar fi x = 
(x1,X2,X3,J:4,0,0,0,0,0,0) E .c astfd 111cat Xt = -J·~ = -X3 = -X,i. 

Definim utilizând rndoda p1·oierţiei lwniii rnulţi11wa Delaunay 

(7.7) 

Fereastra de selec~ie utilizată este bila centrată îu originea lui 1Ef0 de rază {J E • 
(O, oo). . 

Deoarece , in virtutea idPntificării 2 : IE::i ~ IE~ 0 avem 

oricare ar fi j E {l, 2, ... , 10}, obţinem că "vecinii aritmetici" ai fiecărui punct 
r E Q apar~in translaţiei r +Ca lui C, şi deci multimea Q poate fi privită ca fiind 
o reuniune infinită de tnrnslaţii par~ial ocupate ale lui C care se i11terpeneL1·ează. 

Pentru a determina unele dintre autosimilarită~ile lui Q dei;compuuem 
reprezentarea lui Y în IE 1o în componentdi> sale ireductibile. Conform tabdei 
de caraC"tere a lui Y 

I I'! 12 a 15 b 20 ab 12 a1 

r I l 1 l l l 
1'2 3 T -1 o r' 
l'3 3 r' -1 o r· 

r" 4 -1 o 1 ·-1 
r6 5 o -1 o 

undi, r' = ( I - ./5)/'2, caractP,rul rcprez,,nt.iî.rii noastre 

r 10 O -'2 () 
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7.4. CUASICRISTALE DEFINITE DE Y(l + T, 1 + r, l + r) 

este o sumă de caractere ireductibile 

Prin urmare, JEf0 este suma a două subspaţii Y-iuvarianLe ortogouale 

JE.J.. - JE.J..,l lL IE.J..,2 
10 - 10 <I7 10 

şi ,,..1 este suma proiectorilor ortogonali corespunzători 

71'.J.. = 1ft + 71't. 

Subspa~iul V al lui IE10 genel'at de mulţimea Y-iuvariaută 

{u(l,O,l,0,1,1,0,0,l,O)lg E y} = {z1,z2, .. ,,zt1,-Z1,-Z:J, .. ,,-Z6} 

unde 

Z1 = (1,0,1,0, 1, 1,0,0, 1,0) 
z2 = (0,0,1,-1,0, 1,-1,-1,0,0) 
Z3 = (0,-1,1,0,0,0,0,-l,l,l) 

Z4 = (l,O,O,l,0,0,1,0, 1, 1) 
Z6 = (1, 1,0,0, 1,0,1, 1,0,0) 
Z5 = (O, 1,0, -1, 1, 1,0,0,0,-1) 

67 

este un subspaţiu Y-invariant al lui IE10, şi 01togo11alul lui, notat V .l, eate un 
subspaţiu Y-invariant de dimensiune 4. Prin urmare, pulem alege 

IE .1..,2 - v.1.. 
10 -

şi, prin calcul direct, obţinem 

'/fli = 0(3/10, 1/10, /5/10) 
1ft ·= 0(3/10, 1;10, -✓G/10) 
71'f =0(2/5,-1/5,0) 

unde 

o /3 /3 /3 , (J 'Y fJ , fJ 
fJ o -/3 -/3 'Y /3 f3 'Y -/J -1 
f3 -/J o -/3 f3 , -/3 --y î fJ 
/3 -{J -{3 o -{3 --y 'Y /3 {J 'Y 

8(a,,B,-y) = î î /3 -/3 o î /J fJ /3 -/J 
fJ fJ î --y "I o -/J -/J /J -/J 
"I f3 -/3 1 f3 -(3 O' î fJ {J 
f3 î --y /3 /3 -{3 "'( o -(3 -/3 
î -{3 'Y (J (J f3 /3 -/3 o î 
f3 -1 (J 'Y -/3 -/3 ţ3 -/3 'Y O' 

Fie Ă, .\ 1 , Ă~ trei parametri reali aatisfăcand rela~iile 

Ă i= o l-\d $ 1 l-"21 $ 1 
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şi astfel încât elementele matricei 

să fie intrngi. Deoarece 

şi elementele matricei M sunt întregi, rezultă că 

şi prin urmare >.Q C Q. Acea.sta înseamnă că Q este lăsat invariant de omote1tia 

IE3 ----, IE~ : r ,___, >.r. 

Elementele rnatricei M = >.1TII + >. 11Tf + >.21Ti suut 111tregi dacă şi numai dacă 

sunt 111tregi. llezultă că >.2 = j-- 31 E 'li.., şi deci l>-21:; 1 =? j - 31 E {-1,0, l}. 
Mulţilllea Q esle lă:sată i11varia11tă de omotetia r ,-..., >.1· oricare ar fi ). aparţiuand 
reUIIIUllll 

{51-1 + rnv'5 I (l,m) E "/L", 151- 1- mv'51 $ 1} 
u{5l+rnv'5 l(l,m)E'll.. 2

, l51-mv'5l$1} • 
U {51 + 1 + m/5 I (I, m) E "IL2, 151 + l - 111/51 $ l}. 

7.5 Cuasicristale definite de D4{(1, O), (2 112 , l)} 

În fiecare dintre exemplele anterioare O-sistemul <le puncte utilizat. ca clement 
iniţial a fost format din punctele u11ei singure od.liLe. În acest paragraf vom 
prezenta un exemplu obţinut plecii.11<l de la un D4 -f:lisLem de puncte rezultat re­
unind două orbite ale lui D4 . Totodată acest exemplu arată că iu unele cazuri 
nu se obţine nici o autosimilaritate utiliziu1d metodele prezentate 111 paragrafele 
anterioare. Este pmiibil să nu existe autosimilarităti uetriviale sau să existe auto­
similarităţi care nu se pot obţine prin metodele indicate. 
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7.5. CUASICRISTALE DEFINITE DE D-1{(1,0), (2113, l)} 69 

Fie reprezentarea uzuală 

a(x,y) = (-y,x) b(x, y) = (x, -y) 

a grupului diedra..l 
D-1 = (a, b I a", b'J, (ab)'J) 

~i fie D-1-sistemul de puncte generat de mulţimea (fig. 16) S = {(l, O), ( y'2, l)} 

C= D-1{(1,0),(\/'2,1)} = D-1(l,O)UD-1(v'2,l) = {e1,e'J, .. ,,e6,-e1,-e~ 1 ... 1 -e6 } 

unde 
e1=(l,O) ea=(v2,1) e5 =(-l,v'2) 
e2=(0,l) e4=(l,v'2) e0 =(-v'2,l). 

Acţiunea generatorilor grupului D-1 pe mulţimea C este poate fi descrisă. prin 
relaţiile 

b = ( e, e2 e;;i e4 e5 es) 
e1 -e2 -es -e:; -e4 -e3 

Transformările corespunzătoare a, b : IEs --. IEs 

( 
e1 C'J €3 E'-1 €5 E'6) a-
E'2 -€1 €5 ca -€3 -€4 

b = ( e1 E'2 €3 E'4 €5 €ij ) 
E'1 -€, -€5 -€5 -€4 -€a 

unde €1 = (1,0,0,0,0,0), €2 = (O, 1,0,0,0,0), ... , €5 = (0,0,0,0,0,1) este baza 
canonică. a lui IE6, define11c reprezentarea ortogonală a lui D4 în IE6 

Vectorii 

a(x1, :r:2, xa, X4, X5, xa) = (-x2, x,, -x5, -x6, .i:3, X4) 

b(:z:1, :z:2, X3, X4, X5, Xe) = (~:,, -a:2, -xa, -a:11, -J:4, -x3). 

w, = ( 1, o, ,/2, 1, -1, -v'2) 
w2 = (0, l, 1, \!'2, \!'2, l) 

for111ea1tă o bazi\ ortogonală în subspaţiul D,i-iuvarianl 

IE~={(< r,e1 >,< ,·,e2 >, ... ,< ,·,es >) I rE IE2} 

arilfel iucâl llwill = llw2II = y7. Vectorii 

u11J,, I! _ I/ J7, fo.irnwază ba:.rn urto11un11atii l'on·spum,âtuare 111 11•:[l, tlÎ i:1.u11ll!tria 
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70CAPITOLUL 7. CUASICRISTALE DEFINITE DEG-SlSTEMEDe NJN<;,TB 

care este un iaomorftam de repreaentiri ale lui D4 utfel ÎPCM S(l, O) = "1 ti • 
E(O, 1) = 112, ne permite al identificim 1paţiile ~ ti q, • • • 

Ortogonalul subepa\iului El 
Et = { a: E IEo I < ~, 11 > = O oricare ar ft II E sl} • 

este de uemenea 1111.subapa~h• D4-invariant al lui Ee, Ut.iliailld .,.. •• .,.!'. 
tere [Kot) a grupului D4 

1 e 2ca •a ~· 268 
r, l 1 l l 1 
ra 1 l 1 -1 -l 
ra l -1 1 

' 
-1 

f4 1 -1 1 ... , J 
rfi 2 o -2 o o 

se ded1.1ce el descompunerea repseMtllllrii hai O- ÎII Et coapae 4-i. •• liOtlri 
ired.udibile de dimeaaiw1e 2. Felosind metod& wa11ati (Se,, N-1} de tleii1~aii • 
a unei repi-et-enilr:i a unui grup finit ia repre1eotiri iredllCtibile • ob\ăe:, ci l'.i 
este 1uma ort.oaoaali a trei 1ubapaţii bidi~ 0..-ia~ • • • 

IEt = JEI fh t::,a $ Et, 
c:oreap.uaaitoaN proiectorilor 

oa o Q2 03 -•a. -'-t 
o O'a 83 Gt 01 -o . •,, .· 

8(01, o-:i,aa, o-,i, o&, 06) = o, oa 04 a, -a. 
Q3 02 o, Q-4 Of! o 

-03 02 o Oe 0◄ O,o. 

-03 Q3 -06 o o,, 'l◄ ' 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Fl11. 111. D,-1isle111ul de pundi, 
D,((1,0),(./2, l)). 

\ 
\ \ 

\ \ 

\ \ 

' \ 

\ \ ' 
\ ' 

\ \ \ 

\ \ \ 

' \ 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



72CAPITOLUL 7. CUASICRISTALE DEFINITE DEG-SISTEME DE PUNCTE 

Z-modulul C, = KZ 6
, unde K, = 1/ e = ..,/t, este D4-invariant şi 

7rll(Kcj) = e; 

oricare ar fi j E {1,2, ... ,6}. Schema de proiecţie (IE~$ IEi,C.) ne permite să 
definim pentru fiecare multime 1nărginită de inte!'ior nevid O C IEi mulţimea 
model 

unde ?rJ. = 1rf + ?rf. Ea este repreientată schematic în Fig. 16. 
Elementele rnatricei 

..\11" 11 + ..\11Tt- + ..\21Tţ 
sunt întregi dacă şi numai dacă numerele 

1 4 2 
;;)', + 5,\ 1 + 35,\2 

J2 ,\ - y2 A1 + 2/2 -\:i 
7 6 35 

1 1 
;;>• - 7..\2 

3 1 33 
7,\ + 10,\1 + 70,\2 

2/2 ,\ _ 2/2 ..\2 
7 7 

1 1 17 
7,\ + 10,\ 1 + 70,\2 

sunt întregi. Deoarece ½..\ - ½..\2 şi ~,\ - ~..\2 sunt simultan întregi da.ci 
şi numai dacă ,\ = ..\2 1 nu există ,\ E lll, j,\j > 1 şi ..\1, -\-:i E [-1; 1) aatf.l 
încât elementele matricei ..\71'11+..\17rf + Ă211J să fie î,ntregL Prin 1;1,l'Jn&re, metoda 
prezentată în paragrafele anterioare nu permite dett!rminarea de &11toeim'.Hairltlţi, 
oricare ar fi fereastra de selecţie utilizată.. Problema. da.că există sau nu tn acest 
caz autosimilarităţi netriviale este o problemă deschisă. • 
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7.6. ALTE CUASICRISTALE 73 

7 .6 Alte cuasicristale definite de G-sisteme de 
puncte 

Multe modele bidimensionale bine-cunoscute [Ba6, Plel] pot fi reobţinute prin 
mdoda prezeutată plecând de la O-sisteme de puncte convenabil alese. Unele 
diutre autosimilarităţile lor pot de asemeuea fi determinate cu uşurinţă. 

Relaţia 

a(a:,y) = (z cos(211"/m)-11 sin(2'11'/m), x sin(2'11'/m) + y cos(271'/m)) 

defineşte repr-ezentarea bidimensională uzuală a grupului ciclic 

O com1ecintă a egalităţii de sisteme de puncte 

Ci,{(l,0),(-1,0)} = Dii{(l,0),(-1,0)} = C10(l,O) = D1o(l,O) 

este egalitatea de cua.sicristale 

Cs[(l,O)] = Ds[(l,O)] = C1o[{l,O)] = D1o((l,O)]. 

Într-un mod similar se arată că au loc egalităţile de cuasicristale 

Cs((l,O)] = Ds((l,O)] = C4 [(1,0), (~. ~)] 

= D4 [(1,0), (~. /2)] 
C12[(1, O)] = Du[(!, O)] = D, [<I, O), ( ~, ~)] 

[ ( 0 1) (1 ✓3)] = C4 (1, O), 2' 2 I 2' 2 . 

Metoda de obţinere a modelelor de cristale periodice şi cu.i.':licristalc prezenLată 
arată că există o legătură profundă între cele două t.ipuri de cristale. De exemplu, 

Cs((l,O),(o,O)] este un { 
Ca - cristal daca u E (Q 
Cs - cua.sicrietal da.ca o ~ (Q. 
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·capitolul 8 

Cristale periodice definite 
de a-sisteme de p11ncte 

8.1 Cristale definite de D6(1, O) 

Considerăm representarea bidimensionali uzuali 

a(ii:, 11) = (z/2 - 'J../3/2, :i:./3/2 + 11/2} 

~(z, 11) = (z, -11), 

a grupului diedral 
De=(a,b ja•, b2

, (ab) 3
). 

şi D11-si&term.d de pancte generat de mulţimea S = {(1,0)} (Fig. 17) 

C = Do{(l,O)} ::c {e1,e2,es,-e1,-e:.t,-es} 

unde e1 = (1, O), e:.t = (1/~, v'J/2), ea= (-1/2, ../3/2). 
Acţitu:1ea generatorii.« lui De pe mulţimea C poate fi descrisl cu ajutorul 

tre,nsf orm.ărik>r 

Rela~Hle coreapun1ătoare 

( 
,. t':.t 

a= 
t':.t E3 

unde c1 = (i,'O,O}, E:,i = (O, 1,0), Es = (0,0, 1), definesc reprezentarea ortogonală 

a(:i:1,;c:i,.2:3) = (-zs,z1,z:i) 

a lui De în IEa, 

76 
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Fig. 17, De-oieLemul dt 
puncLe De(l,0). 

' ' \ 

' 

\ 

' ' , nc2 
\ 

' ' ' ' 
-1 ' 

+ 
I 

__.,__,..,,------,;s:----,----,,,,...-,---, 

Fig. 18, Deocompunerea U:;3 = IE~.i,u,;f J,,finilA ,le D•-•iolemul Je puurLe 0 0 ( I, U) 

,i ptoief\i• lui C pe ut 
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Subspaţiul 

este lJc;-iuvariant. Alegând u1 = (1, O), u2 = (O, 1), se obţine pentrn tEil baza 
ortogo11ală 

W1 = (1, 1/2,-1/2) 

cu proprietatea llwdl = llw~II = ,/6/2. in acest caz e == 2/,/6, t.: -- /ti/'2 'ii 
utilizăm Z-modulul G-invaria11t ,C = ,-.Z. 3

. 

Vectorii u1 = (2/,/6, 1//6, -1/\/'6) şi v~ = (O, 1/../2, 1/./2) forillt'ază u Lrnză 
ortonormată a lui IE~ şi izometria 

~-- •. IE2 ----t IE311 •. 1',...... (" < ,·, ~I > < > < >) "' ~ ,I! r,e~ ,I! r,e3 

care este U\ izomorfism de reprezeutări ale grupului JJ6 astfel încat '.::(1,0) 
v1 , '.=(O, 1) = v2, ne permite :;ă iJe11tifică111 cde du11ii i'.i(H•lii. 

Proiectorii corespunzători :;ubspatiului IEil :ii urtuto11alului său IE; suut 

7rll = 0('2/:.J, 1/:3) 

u11de 

lu a..:e:;t CiiZ ( IEil t:b lEf, ,C) uu este o ~d1eu1ii. de prui,·q i,· d,;o,u,·ct· ;rr .L .i: =-= O oricare 
ar fi i: E ,C astfel i11cat x 1 = x~ :ii a:::i = O. 

Orirnre ar fi .c EL, avem 

11" ii ( t. ;t° ::I) = /L.. t I + "/1_ r:, ~ + -;/_ r: ;1 = "/1_ t' I + /L t :, 

este o n:~ea III IE~ = lE~. 
Oricare ar fi 11JL1l~i111ea mărginită H C lE:;, pri11 111du,L, pruiec~iei beuzii :ie ob~i1w 
tit, u ,;1d,111ulli1w~ periodică a re~1·l,·i 1r11(n:u' 3), ti,· 111ulli11iea vidă (Fig. 18). 

8.2 Cristale definite de 01i(l, 1, O) 

J'l,ul ru a L'Xplich teurdic a11u111il<: ,11rnlog1i 111tr,· fazele cubice Iii i.-u,-,;i,•,lr,d,• de 
cu111pozi~i" clii111ică il(HOJJÎal.ă ob:;L'rvat,: ,:xp,·ri111L'lll.al este avautaju;-; ,-,ii 111.ili.,,ărn 

dcsn il'ri 111<11.,·111at.ic1• a:;e111ăuătuc1rL\. O ,;uh1 li" l"L',',Ollabilă colll:1tă 111 11 tili1,;i r"a p.-,11 • 

Lr11 d,·scri,·r,:a fazl'i cubici: a u11ui 111ud,·I 111i1l,·111,d.ir ob~i1111L pri11 111,-1„,l;i ,,r„i,·,·~iei 
lw11:i:ii 111 locul dl'scricrii clasic,•. 

l11iliz,111d 11·prczc1ilar,·a uz11,di1 111 11<. 1 
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78 CAPJTOLVL 8. CHIS'J:1LE DEFINITE DE G-SJSTEME DE PUNC:TE 

a grupului complet al octaedrului 

O -3 ( b I a4, b6
, (ab) 2

) 1i = ni m = a, 

considerăm Oh-sistemul de puncte 

unde 
e1 = (O, 1, 1) e4 = (O, 1, -1) 
e2 = (1, O, 1) e5 = (1, 0,-1) 
ea=(l,1,0) ecJ=(l,-1,0). 

Plecând de la acţiunea generatorilor lui Oh pe C 

b _ ( e1 
-ea 

obţinem reprezentarea ortogonală 

a(:t:1,X2,X3,X4,X5,X15) = (-x5,X1,-X6,-X2,X4,:t3) 

b(x1, x2, xa, x,i, X5, x6) = (-x2, -xa, -xi, X5 1 xa, x4). 

a lui Oh în IEe. Vectorii 

W1 = (O, 1, 1,0, l, 1) W2 = (1, O, 1, 1, O, -1) W3 = (1, 1, o, -1, -1, O) 

formează o bază ortogonală a subspaţiului Oh-invariant 

şi 

Baza ortonormată corespunzătoare 

unde U = 1/llwill = 1/2, ne permite să definim izometria 

S: IEa--+ IE~: r,....... (u < r,e 1 >,u < 1·,e2 >, ... ,u < r,e 6 >) 

adică 

S(x, y, z) = ((y + z)/2, (x + z)/2, (x + y)/2, (y - z)/2, (x •- z)/2, (:i: - y)/'J.) 

şi să identificăm spaţiile IE3 şi IE~. 

Proiectorii corelip1111zători delico111punerii lEti = IE~ tll IEt sunt 

,rll = 0(1/2, 1/4) 
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8.3. CRISTALE DEFINITE DE OH{(l,0,0),((,0,0)} 19 

uude 
a /3 /3 O -/3 -/3 
/3 a /3 -/3 O /3 
/3 /3 a /3 /3 O 
o -/3 /3 o /3 -/3 0(o-, /3) = 

-/3 O /3 /3 a /3 
-/3 /3 O -/3 /3 a 

Fie K. = 1/~ = 2 şi fie €1 = (1,0,0,0,0,0), ... , f°6 = (0,0,0,0,0,1) baza 
canonică a lui IE6. Deoarece, având in vedere identificarea 3: IEa -• JEt avem 

1rll(,-e;) = e; 

oricare ar fi j E { 1, 2, ... , 6}. proiecţia Z-modulului C, = K.Z 6 = 2Z6 pe IE~ este 
reţeaua L = L:=l Ze; = Ze1 +lle2+llea. Metoda proiecţiei benzii ne permite să 
definim modele de cristale periodice cubice utilizând a1mmite ferestre de selecţie. 

8.3 Cristale definite de Oh{(l,0,0),((,0,0)} 

in această i;ecţiune vom prezenta o clasă de modele depinzând de un parametru 
obţinute prin metoda. proiecţiei benzii care arată legătura profundă existentă între 
cristalele periodice şi cuBBicristale. 

Fie ( E (O, 00)1 ( f. 1, şi fie Oh-sistemul de puncte 

C = oh {(1, O, O),((. O, O)} = {t1, t2, ... , e6, -ei, -e~, ... , -ee} 

unde 
e1=(l,0,0) 
e2 = (O, 1, O) 
ea= (0,0,1) 

t-t=((,0,0) 
eli =(O,(, O) 
ea = (O, O,(). 

Pleca.nd de la acţiunea generatorilor lui O,, = m3m pe C 

( 
e1 e2 ea e4 e11 e6 ) a-

-e2 e1 e3 -ei; e4 ea 

b = ( ea e2 ea e4 e11 ea 

-ea -ei -e2 -ea -e4 -e11 

se obţine reprell.entarea ortogonală 

) 

a(:i:1,:i:~,:t3,Z4,Z'r,,;Ve) = (x2,-Z1,Z3,:t5,-X-t,Za) 

b(:i:1, :i:~, :i:a, :t4, :i:r;, :i:a) = (-a:2, -xa, -z1, -:i:a, -:i:a, -:i:4) 

a lui O,, în lE6 . Vectorii 

W1 == (1,0,0,(,0,0) w~ = (O, 1,0,0,(,0) W3 = (0,Q, 1,0,0,() 

fornwa:tii o ba.tă ortogonală a subspaţiului Oh-invariant 
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80 CAPITOLUL 8. CRISTALE DEFINITE DE O-SISTEME DE PUNCTE 

ŞI 

Baza ortonormată corespunzătoare 

unde{!= 1/llwill = 1/,/1+(2, ne permite să definim izometria 

S: IE3 - JE~: r r+ (e < r,e1 >,{! < r,e2 >, ... ,(! < 1•,ec3 >) 

şi f:lă identificăm !Ipaţii le IE3 şi IE~. 
Pwiectorii corespunzători descompunerii IE6 = IE~ $ IE{ sunt 

,rll = 0 -- -- -. --( 
1 ( (~ ) 

1 + (2 I 1 + (2 I 1 + (2 
.1. - 0 _(_ ----=5_ __ l -

( 
2 ) 

7(' - 1 + (2 I 1 + (2 I 1 + (2 

u11de 
U' o o /J o o 
o o o o {3 o 

0(o, µ, -y) = o o a o o ţ1 

/J o o 'Y o o 
o {3 o o î' o 
o o JJ o o î' 

În acest caz l'i. = 1/ I!= Jl + e ~i ava11d 111 vedere idt•11liticarea S : JE3 ~ 1Et 
obţinem 

71'll(,.t:,) = "1 

oricare ar fi j E {l, 2, ... , 6}. Prin urmare, proiec~ia Z-111odul11lui 

f, = l'i.Z 6 = ✓1 + (izu 

pe JE~ este Z-modulul L = L~=I Ztj, Deoan,ce 

6 { ,. • lL' l IS<'l'd lll =3 
L = '°'Ze1 este un Z - modul i· . ,L~ ~ l e II s III JI'.; a 

j=l 

<laca ( E (Q 
da.ca ( ~ (Q 

111eLoda pwiecţiei beuzii ue permiLe ,;/i d,,finim, peutrn fiecare ferew;Lră de sdec~ie 
fie un model de cri1:1tal pet·iodic, fie de rnsicri:ital in funcţie ,h~ a.parte11e11ta lui ( 
la multimea uurnerelor ration,de (Q. 
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8.4. UN CRISTAL DEFINIT DE Tv(-l/2, 1/2, 1/2) 81 

8.4 Un cristal definit de Td(-1/2, 1/2, 1/2) 
Unele modele de cristal periodic ob~iuute prin metoda proiecţiei benzii pot oferi 
i111µorta11te facilită~i matematice i11 descrierea µroprielăţilor fizice ale cristalului, 
putaud fi utilizate ca descrieri complementare descrierii clasice. În acest paragraf 
vom coustrni un astfo! de model util în descrierea proprietăţilor cristalelor cu 
structura diamantului şi îu general a cristalelor cu doi atomi îu celula elementară. 
Detalii privind acest model matematic în fizica cristalelor vor fi prezentate în 
capitolele 11 şi 12. Considerăm reprezentarea uzuală 

a(;z;, y, z) = (-y, x, -z) 

a. grupului complet al tetrnedrnlui 

b(x, y, z) = (x, --z, -y) 

, -. ( I "' " a ) Td = 43m = a, b a = b = (ub) = e 

şiTd-sistemul de puncte generat. de mul~imea S = {(-1/2, 1/2, 1/2)} (Fig. 19) 

C = Td(-1/2, 1/2, 1/2) u Td( 1 /2, -1/2, -1/2) 

unde 

= {e1,e2,ea,e4,-e1 1 -e2,-e3,-e4} 

e1 = (-1/2, 1/2, 1/2) 
e3 = (1/2, 1/2, -1/2) 

e 2 = (1/2, -1/2, 1/2) 
t:4 = (- l/2, -1/2, -1/2). 

Acţiunea generatorilor lui Td pe C poate fi de~cri!:lii priu rela\iile 

a= ( e1 
e2 ea f4 ) 

e4 ea l?J e:i 

b = ( e1 
e2 f\j t:4 )· e4 e2 e3 e1 

Transformările corespunzătoare a, b: IE4 ---> IE4 

a~ ( ci €2 €3 €4 ) €4 €3 €1 €2 

b = ( c:1 
€2 €3 €4 ) 

€4 €2 €3 €1 

unde c: 1 = (1,0,0,0), €2 = (O, 1,0,0), €3 = (0,0, 1,0), €4 = (0,0,0, 1) este baza 
canonică a lui IE4 , definesc reprezentarea ortogonală a lui Td în IE4 

Suh,;paţiul 

a(x1,x2,xa,J:4) = (xa,x4,x2,zi) 
b(x1, .i:2 1 xa, i:,i) = (J:4, x:i, ;r.3, x1). 

IE~ =- { ( < r, 1: 1 >, < r, 1:; ::, , < r, 1·;1 >, < r, ,i.1 >) I ,- E 11':;_i } 

= { x = (.i:1, X'J, x;_i, X4) I J:1 + X'J + xa + .c4 = O } 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



,')2 CAPITOLUL 8. CRISTALE l>FFlNJTE DE O-SISTEME DE PUNCTE 

g1\11eral de vect01 ii orlogo11ali 

şi ortogo11alul lui 

Wt = (-1/2, 1/2, 1/2,-1/2) 
W2 = (1/2,-1/2,1/2,-1/2) 
W::1 =..: (l/2, 1/'2, -1/2, -1/2) 

IEt = { x = (x1,x2,J:::1,J:"-) I ;l:1 = :i:2 = :t::i = ;i:"} 
su11t subspaţii 1:_.-i11vari11.11le. lu ace11t ca:t llwill = llwill = llw::111 = 1, {! = 1, 
v1\ctorii u1 = w 1, u2 = w2, v::i = w::i, formează u bază orto11ormată a subspaţiului 

JE~, ~i izuwclria 

:::: : IE:.t -- IE~:,.>--+(< r,<'1 > < r,e2 ,,., < 1·,e3 >, < r,e4 >) 

care este u11 izu1110rli:m1 <le repreze11tări ale grupului T.1 a.stfd îucâţ 

'.=:(},0,0) = V) 3(0. O, 1) = U3 

11e permite să i<le11tilică111 11paţiul "fi:1.ic" IE3 cu IE~. 

Prnieclurii ,)rlu11,u11ali rorcspunzături <leticulllpUnerit lE~ t:f; iEf suoL 

71'11 = 0(3/4, -1/4) 71'.I. = 0(1/4, 1/4) 

u11de 

0(ct, (3) = ( ~ ~ ; ~ ) 
/3 /3 J3 u 

Urma11J al11,lirit 111ul general obţinem t. = 1/ u = 1, C = '11..4, iar ţiuând seama. 

<le ide11tificarea spa~iilor lE3 Iii IE~ 

71'll(Ej) = ej ~ 

orican· ai ti j E { 1, 2, 3, 4}. Perechea (IB~ t±J IEf, .C) m1 este o schemă de proiecţie 
Jeuare,·e 1eblric\ia lui 7rll la .C uu estl' injecti,ă. Int1 -11devăr, 7rll;i: = O oricare ar fi 
x = (x 1 ,x 2 ,J:3,x 4 ) E .C a.,;tfd incat .z: 1 =.: x'..!::.: x:i == J· 4 . 

Deu,.i·,·ce ,. 1 + e2 + e3 + e4 = O, prniec~ia 

4 ;1 

71'll(L'.) = L 'li.t:J -=.: L Ze, 
i=I J =I 

;1 lui C JJt: lE~ este o re~ea Oricare 1u fi 111ulli111l'a rnar11,i11ită Q C JEt astfel meat 
n n lf.1.(.C) 'f 41, ruul~imea 

{ 11'11.c I J; E: .c. 11.1..c E n ) 
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..... 18. T~•--111 de p1111ele 

T4(-l/2, 1/2, 1/2). 

c4 

' ' ' ' ' 

Fli, 30. Slrurhua di11111•1l11l11i ol,,111uli I""' 111et0Ja prui«lll'i bo,1111i 
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84 CAPl'l'OUIL 8. CRlSTALE DEFlNlTE DE O-SISTEME DE PUNCTE 

În particular, pentru 

O= {(0 1 0 1 0,0) I - 1/4 <o$ 1/4} 

avem 

unde 
(8.1) IM= { (x1,x2,X3,;i;-4) E Z4 I ZJ + Z:i + Z3 + Z-4 E {O; l} }. 

Orice punct aparţinând multimii )MII = 'll'IIIM, are în JMII patru vecini cei mai 
apropiaţi şi aceştia reprezintă varfurile unui tetraedru regulat având ca cen­
tru punctul considerat. Spunem că mulţimea IMU are structura diamantului. 
Deoarece 

71'11: IM -JMII 

este o bijec~ie, mulţimea IM poate deasemenea t1ă fie utiliza.tă ca un model mate­
matic pentru cristalele cu structura diamantului. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Capitolul 9 

Şiruri convergente de 
cristale periodice §Î 

cuasicristale 

În cazul mai n1ultor cua.':iicristale reale s-a descoperit t!Xiste11tii unor cristale peri­
odice cu cou1pozitie chin1ică ,q.Jrupiată ~i cu imagini de difractie aprnpiale <le cele 
ale cuasicristalului. În ge11eral parametrii celulei de111t'ularc a accsl.or aistale, 
numite cn:,/alt IIJ.i'/'<.n:imunlt, ,-;uul. relativ mari, iar ordiw 0 a locală e::.te apropiată 
de ur<linea locală existentă 111 n1asicrist.al, ct'ca ce le fo('(· utile 111 elalionll'('il 1111ur 

muJ.-le strnclurale. 
lJi11 puucl <le vecine m,1tenwtic, i11 rn:rnl llll.HHdur ub~i1111l.e pri11 uietoda 

p1·oiectiei benzii, trecerea de la c:uc1sicristal la u11 cr1:;tal apruxiumut ,;e r,·aliz1!1tZă 

prin rolatia b1·uzii utilizate. lu cazul u10delelor 01J~i11ulc plernll(..I de l,L C,' si:-;U!llll' 
de 1rn11ct.e există µosibilialea uuei abordări mai prufuud,! ,L ac,·sl1:i ln'ceri buzaL[, 
pi, d1•fon11areu G-siste111ului de µunele utilizat. Ea Vă fi pn·1,1•11l,1ti:i 111 cadrul 

act'rîllli capitol. 

9,1 Lirnita unui §ir convergent 

U11 7ir de rna:;icri;,tale (resp. Jl, cristale periodice) 

t'ol•· 1·1111,ng1'11l, itdiri't, da,·i"I li,•,·;,n• 'lir (1·,; )
1
': 1 ,·.~I•· <'u111,·r/!,'·11I 111 lf,, l•:.,,·t11plt­

Jt> ~iruri ,·,,11v,·q.;1•111L- d,· (,'-t;i:-.kllll' d,· p1111rl<' dll r.i,,I j>l'l'l.1'1il;L1, III jJ,ll';1v,r;1f1tl ·1.'l 
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86 CAPl'l'OLUL 9. ŞlRURI DE ()RJSTALE !}'l CUASICRISTALE 

Dacă (G[e 11 , ... , fmj])_;: 1 este uu şir couvel'gent, atunci cuasicristalul (l'esµ. 

cristalul periodic) 
G[.lim f1j, _lim e21, ... , _lim fmj] 

,-oo ,-oo ,-oo 

este numit limita şirului considerat. 

9.2 Câteva şiruri convergente 

Egalitatea de 11i11teme de puncte 

arată că Ol'ÎCal'e ar fi şirul de numel'e reale ( (j )f; 1 a:;tfel meat 

avem 

Oricare ar fi j E {l, 2, 3, ... }, pleca11d de la D~-sistemul de puncte 

unde 

şi de la actiuuea generatorilor lui D4 pe C 

a_ ( e1(j) e2(j) ea(j) e4(j) ) 
- ea(j) e4(j) -ei (j) -e2(j) 

b _ ( e1(j) e2(j) ea(J) e4(j) ) 
- e1(j) -e4(j) -ea(j) --e2(j) 

!le obţine repl'eze11ta.rea ortogonală 

a. lui D4 în IE4. 

a(x1,z2,xa,x4) = (·-x3 1 -X4 1 x1,x1) 
b(x1, x:,, x::i, X4) = (x1, -x4, -x3, -x2) 

Subspaţiul D 4-i11varia.nt corei,punzător 

IEL = {(< r·,e1(J) >, < 1·,e2(j) >, < l',ea(j) >, < 1•,e4lJ) >)Ir E IE2 } 

admite baza ortogonală 

Haza. ortonormatĂ. core11punzătoare e11te 
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unde e, ;.;;... l./lle1(1)II = 1/✓l + 2(]. Izomet1ia 

'=' . • JE, - IEN • -, • ~ 4. 

r t-+ (e, < r,e1(JJ >, e, < r, e:i(i) >, e; < r, e3(j) >, e, < r, ,-,.(J) >) 

87 

are propl1et~1<;a lă S;( I, O) = v1(j), S;(0, 1) = v:i(i), şi ea ne permite să ident1 
ficăm svaţiile IE:i şi IEL . 

Proie, torii corespunzltori desLOmpunt:rii ortogonale IE4 = IEt, $ JE~J sunt 

unde 

/Jo -/J) r /J o 
{J o ţj • 

o /3 r 
Deoarece pu,1ând "; = 1/e;, €1 = (l,U,0.0), eJ = (0,1,0,0), e3:.:: (0,0,1,0), 

€4 = (O, O, O, 1), avem 
'11'~(11:;Em) = c,,.(j) 

oricare ar fim E {l, 2, 3,4}, proiecţia Z-111odulului 

l,; c= ,.Jz4 

este Z-modulul L; = L~=l Zem(i). 
Se poate uşor vedea că limitele obiectelor. matematice consid,·rute sunt 

obiectele similare obţinute in cazul lui Ds(l, O) 

_)im V1 (j) = V1 
,-oo 

,lim l,; = l, 
J-+0.:) 

Fie 
O; = wf ((-,c/2, ,c/2)4 

Deoarece 

11e poatE' c,naside•a el şir11l de mulţimi 

(IU) 

lirn ,r-!- = ff'..1. 
;-oo 1 
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88 CAPITOLUL 9. ŞIRURI DE CJUSTALE ŞI CUASJCHISTALE 

este convergent şi limita sa este 

(9.2) 

adică, 

(9.3) _lim D4((1,0),((j,(j)] = Ds((l,O)). 
J ..... oa 

Trebuie să subliniem că deşi parametrii care descriu modelul au o varia~ie coutiuuă 
deformarea modelului conţine şi anumite elemente de discontinuitate: alături de 
o variaţie continuă a pozitiilor punctelor modelului se produc şi salLuri ale unor 
puucte (puncte care dispar şi 1·eapar co11comite11l la mică disla11~ă). Rotatia beu:i:ii 
face ca uuele puncte ale retelei utilizate să iasă din bandă iar altele să intre în 
bandă. 

Dacă şirnl ((j )j=: 1 e::1te ales astfol îucat termenii lui tsă he 11u111ere ratiouale 
atunci ( D4 ((1, O), ( (j, (j) )1= 1 este un şir de cristale periodice convergent la cua­
sicristalul Dt!((l,O)]. Dacă el este ales astfel încât termenii lui să fie uurnere 
ira~ionale atunci ( D4(( l, O), ( (j, (j) )1= 1 este uu şir de cuasicristale couvfrgent la 
cuasicri:;talul Dt![(l, O)]. 

Relatia dintre cristalele periodice şi cuasicristale este foarte prufu11Jă (Ba3, 
Kra3). De exemplu, utilizând faptul că pentru o, /3 E (O, oo) 

{ 
cristal periodic 
cuasicristal 

daca u/ /J E Ol 
daca u/rJ fţ. ~ 

se poate uşor vedea că există şiruri convergente de cuasicristale care au ca limită 
cristale periodice. 

Utilizând reprezentarea în IE3 a grupului tetraedrului 

definită prin 

obtinem 

unde 

a(x,y,z) = (-x,-y,z) b(x,y,z) = (y,z,x) 

_lim T((l,O,Oj)] = Y((l,O,r)] 
,-oo 

_lim T(aJ,b;,c;) = Y((2r,0,0)] 
J-+00 

_lim T(a1,b1, c1] = Y((l + r, 1 + r, 1 + r)) 
J-+00 

a;=(20J,0,0) 

bi= (l,Bi, 1 + Oi) 

Cj = ( -1, Bj, 1 + 0j) 

ai = ( 1 + B;, 1 +Oi, l + Oi) 

bi = ( -1 - O;, l + Oi, 1 + Oi) 

c1 = (O,Oi, 1 + 20J) 
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9.3 Deformarea continuă a unui cristal periodic 
sau cuasicristal 

Ft1.111ilia continuă de D4-cua.sicristale 

iudexată cu ajutorul parametrului t E (O, I], este o defon11are cu11tinuă a lui 
Ds[(l,O)) iu D12((1,0)). 
Într- un ruod similar, familia co11tinuă 

T[{l,0,t)) 

indexată cu ajuLornl JHl.l umetrnlui t E [l, r], poate fi privită ca o deformare co11-
tiuuă a cristalului periodic cubic T((l, O, I)) in cuasicristalul icosaedral Y (( 1, O, T )) . 

Deoarece 

T((l,O,t)] este un { 
cristal periodic daca t E (Q 
cuasicristal claca t i (Q 

familia considerată conţine îu acelaşi t.imp cristale periodice şi cuasicri8tale. 
Relatia mtre fazele cristaline şi cuasicrist,aline a făcut. obiectul multor studii 

experimentale şi teoretice (Dun4, Gra, Kat2, Kra2, Kra3). Metoda de de8criere 
a cristalelor periodice şi a cuasicristalelor dezvoltată în această carte oferă largi 
facilităti în studiul acestei relaţii. 
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Capitolul 10 

Scheme de proiecţie definite 
de O-sisteme de puncte 

lu capitolele anterioare am arătat că plecau<l de la uu ( ,'-:;1,;l.,•111 d" p1111rl.t> 

definit utiliza.ud o reprezentare ortogonală IR-ireductibilă a 1111 (,' 111 IE„ s1, p(lillt' 
obţine o reprezentare ortogonală a lui O iu IEt, o d1•,;r„1111•111wn· a lui 11-:k i11 
sumă directă de subspaţii G-invarianle ortogonale U,\ 00- IE~~ ,[, !Ef a.~t.f1·l 111cat 

reprezeut.ar,·a lui G în IE~ să fie echivalentă cu reprez,:11l,u,·a lui c: lll IE„ iii că 
r-xii;tă o re~<!a {, C IEA: astfel încât identificând 1:1pa~iile IE„ !iÎ li•'.~ i;ă ave111 

A: 

,rll(C) = L Ze;. 
j=I 

Am const.al.al de asemenea că, îu general, (IE~ <:fi JEf, .C) 1111 1,,;l.1· o Hdw111ii de 
proier~i,· 1h·oarece, 111 geueral, restricţia lui ,.-11 la L 1t11 n,t,· 111j1·rl.ivă. 111 1tceHt 

paragraf v1,111 arăta că wtotdeauna exi1,tă un s11lispa~iu V, t Wz a.~t fd lll('aL, 

nota11d t'II I> proiecţia ortogonală a lui C pe IE~ ff1 V,, pen·,·lwa l 11•:~ !f1 V., D) să 
fie o tKlw11ift de proiec\ie. 

Î11 virt.11tt•,L teoremei (4.6.1) Z-modulul e,1. = 1r1.(.C) s,· 1""11,• srrie ra :;11111a 

directă 

c.1. = c.: tb C.} 

di11tn· o n·~t·H .Ci de ra11g d "i 1111 Z-111odul C.; de11:-; 1111 r-1111 ,;11l,:-;pa~i11 \', C 11,;f 

de di111,·11»11111L· li, u.stfel 111..:at d + s = dim IE;. { \rnforn1 l1·or,'.11ll'i (4.fi.'l) \;~ ,•,;le 
uu is1tl,c.p.iti11 U-i11varia11t. 

Fil' 
(10.1) V,1 '- {J: E li•:; I < .c,y >= O oricare nr li ,IJ t.: ~.) 

Ul 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



92 CAPlTOLUL 10. SCHEME Dl!: PROIEC1'1E 

ortogonalul lui V, 111 IEţ. Deoarece reprezentarea lui G în lEţ este ortogonală 
şi V, este un subspa\iu O-invariant rezultă că Vd este <le asemenea un sub11pa\iu 
O-invariant. Oricare ar fi z E IEA:, există ;cll E IE~, :i:' E V, şi :,:d E Vd unic 
determiua\i witfel încat .1: = xii + :,;' + ;cd. Aplicaţiile 

,rll : IEt ---+ IEA: : ;c ........ xii 
,r' : IEA: ---+ IEA: : ;a: ........ z' 
'll'd : IEA: ---+ IBA: : :,; I--+ :,:d 

sunt proiectorii ortogonali corespuuzători descompuuerii IEA: = JEf $ V, $ Vd. 

Deoarece ,rd(C) C Vd este un Z-modul discret, conform teoremei (6.1.2) ele­

mentele matricei proiectorului ortogoual corespun111ător spaţiului E = Ef $ V, 

în baza {11:c 1 , 11:E."J, .. ,, ICcA:} a lui C ~unt raţionale. Prin urmare Z-modulul 

1) = q(C) 

este o re\ea 111 E. Aplicaţiile 

pll : E ---+ E : x ........ xii 
pi. : E -+ E : :r ........ z' 

sunt proiectorii ortogonali corespunzlitori descompunerii E = JE! $ V,. 

Teorema 10.0.1 ColecJia de spaJii şi aplicaJii 

JF,~ L IE~ $ v. L V, 
u 
1) 

este o schema de proierjie astfel incât 

A: 

pff(V) = L ZeJ. 
J=l 

Demoustrn.ti~: Am arăt.al. dejR. cii P eRte o re\el\ în E. În virtutea relaţiei 
p.i (V) = 7r• (p(.C)) = 71'' (C) şi I\ ddiniţiPi lui V,, proiec\ia p.i (V) est.e densă în V,. 
Mai avem de Rrăt.at, doar că rest.ricţiR lui pll la îl Pste injectivă. Pentru 11ce~t1,1 
este suficient Hă arătăm ci\ Ker (pllli,) = {O}, ceea ce este echivalent, cu a arăta 
că /(er (,rlll,i:) C Vd, Avem de analizat cazul Ker(,rlllc) '# {O}. Fie z E C - {O} 
a,ltfel încât, ,rllx = O. Relaţia /( er ,rll = IEţ arată că :r E C n IEţ. Oricare ar fi 
y E C, punctele (z,, z2, ... , ZA:) E IEt 11atisfi'irâ.nd ecuaţia 
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10.1. SCHEMA DE fROJECŢlE DEFINITĂ DE D10(1,0) 93 

formează un hiperplau H11 perpendicular pe x care trece prin y. Hiperplanul H11 
intersectează subspa\iul unidimensionai 

m.x = {ax I o E IR} 

în punctul corespunzător lui 

Deoa1·ece < a:, li >E K2Z, distanta minimală între două hiperpl11.11e distincLe 
ale familiei de hiperplane pal'alele {H 11 I y E C} et1te K2/llxll- Reuniunea 

fi= LJ H11 

11E.C 

de hiperplane ortogonale lui x E IEf conţine Z-modulul CJ. = 7rJ.(C). 
Trebuie să avem x E Vc1 deoarece, în caz contrar, reteaua CJ. nu poate fi de11să 

în V,. Într-adevăr, presupunând că x (ţ. Vc1, rezultă că există z E V, llBtfel iucât 
< x, z >:/ O. În această situaţie, subspaţiul unidimensional 

IRz = { o z I o E IR } 

al lui V, nu este conţinut în H. Intersecţia H n lllz este o mul~ime discretă, şi 
oricare ar fi z' E IRz - H, distanţa 6 între z' şi H este strict positivă, ~i deci bila 
deschisă de centru z' şi rază 6 nu conţine nici un element al lui t,J.. llămâne că 
z E Vc1. 

Proiecţia reţelei ']) pe IE~ coincide cu Z-modulul generat de O-Histemul de 
puncte C 

k 

,rll(V) = 7rll((7rll + 7r')(C)) = 7rll(C) = L Ze,. 
j=l 

o 

10.1 Schema de proiecţie definită de D1o(l, O) 

Pentl'U a ilustra rezultat.ele prezentate în paragraful precedent vom obtine t1che111a 
de proiecţie definită de D 1o-sistemul de puncte D10(1, O) şi unele rezultate referi­
toare la autosimilarită\ile mulţimilor model care pot fi definite utilizând acea.stă 
schemă de proiecţie. 

Cont1iderăm grupul diedral 

D10 = a, b a = b = (ab) = e ( I 10 2 2 ) 

şi rt'nrezcutarea sa bidimensională uzuală 

(10.2) a(x, y) = (ex - ay, ax+ cy) b(;c, y) = (x, -y) 
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94 CAPITOLUL JO. SCHEME IJE PllOIE:CŢIE 

unde 
C = C08(11'/5) = (1 + ,/5)/4 
a= sin('ll'/6) = ✓6 - ../5/(2../2). 

Fie 
c' = cos(211'/6) = (\1'5 - 1)/4 
,, = sin(211'/5) = ✓s + Js/(2../2). 

Acţiunea generatorilor grupului D10 pe D10-sistemul generat de mulţimea S = 
{(1,0)} 

unde e1 = ( 1, O), e:a = (c', s'), e3 = (-c, s), e4 = (-c, -s), e11 = (c', -s'), poale fl 
descris cu ajutorul transformărilor 

care definesc reprezentarea ortogonală 

a lui D10 în IE11, 

a(:i: 1, :t:i, za, ;1:4, :i:li) = ( -;1:3, -:i:4, -.a:11, -z 1, -:i:2) 
b(z1,x:i,zs,x4,z11) = (:i:1,x11,:i:4,:i:s,z:a) 

Vectorii v, = e(l,c',-c,-c,c'), v~ = q(O,s',.s,-s,-a'), unde"= ./216, 
formează o bază ortonormată a spaţiului D1o-invariant 

JE~ = {(< r,e1 >,< r,e:, >,< r,e3 >,< r,e4 >,< r,er; >) I ,·e IE:,} 

şi izometria ( ea este un izomorfism de reprezentări) 

S: IE:,--+ IE~: 1· ,.._ (e < 1•,e, >,'1 < r,e~ >, ... ,11 < ,·,er:a >) 

cu proprietatea S(l,O) = v,, S(O, 1) = V2 ne permite să identificăm cde două 
spaţii. 

Deoarece transformarea 

satisface relaţiile 

obţinem <1D10<1- 1 = D10, Confonn teoremei (6.4.1) spaţiul 

IE:={(< ,·,ur., >, < ,·,11e;i >, ... , < r,o-e11 >) I ·1· E IE~} 

este D10-invariant ~i admite baza 01"1.ogonală 

{ ( 1, ---e, c', c', -c), (O, s, --i/, i/, -11)} . 
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lu li.cest ca:t, orLogu11alul IE; al spa\iului 11<:~ esLe suma Jireclă a două :rnl.ispa\ii 
D1u·iuvaria.ute ortogu11ale 

IL'l 11,,1 b 11.,.l 
u:.5 = u:.5 I 1· • m,5 ~ · 

' ' 
Vom nota cu ,,,-t şi ,,,-f proiectorii corespuuzături. Alegaud 1Et, 1 = IE~ ob\i11e111 

IEt.~ = {(x1,:1:2, ... ,x5) E .IE1; I .r1 = ;r.2 = ... = ;i:6}-

Priu calcul direct, rezultă 

unde 

1rll = 0(2/5,(\1"5- 1)/10,-(/5 + l)/10) 
1rf = 0(2/5, -(\1"5 + l)/10, (/5- 1)/10) 
1rţ = 0(1/5, 1/5, 1/5) 

( 

u f] 
fJ li 

0( (} I fJ I"'() a,: 'Y f] 
"( 'Y 
/3 î' 

Î Î 

jJ 'Y 
o ţJ 

,., ~ l · 
ţJ n 

Fie '11'.l = 1rf + 1r; 1 /i. = I i!J 'ii he C = n'lL.
0

. 111 acest mi (IE~ 1V 11':f, C) uu ei;lt-' 

o schemă de proiectie Jeoc1,r,·ce 7rllx ::; O oricare ar fix= (x1,,l'~, ... ,J· 6) E {, m,Lli.•1 
încii.t x 1 = x~ = ... = x 6 . Co11fo1·m 1·e~.u lti\t.elor preze11tate Îll paragraful uut1·rior 
rezultă că notand 

q = 11'II + 1rf 

ob~inem schema de proiecţie 

D = q(C) 

,.,li 
+---

Se constată imediat că vectorii 

IE 11 ffi IE .L 6 6,1 

u 
V 

J, 

... IE.l 
--,. 5,1 

( 4 I I I I) 
U/J - I, I - I, I - 6 I - 5 I - 5 

_ ( I I 4 l l) 
W3 - - 5 , - t, 1 5 1 - S ' - 5 

W2 = ( - ½ , I , - k • - k 1 - ¼ ) 

IV~ - ( i ' ~ ' ~ ' : ' ~ ) . 
formează o bază a reţelei V din E = n,:~ tB IEt, 1 

4 

V= LZwi. 
j:I 

Fie pll : E----. E, 1r1 : E--+ E proit>ctorii ortogouali corl'spum1iHori 1rnhsp1t~iil11r 

IB~ 'ii lE;, 1 ale lui B. Matricele lor in baza { w 1 , w~, 111;-1, 111,t} I\ lui 'D Hunt 

li= M' (5 - /5 6 + /6 /6) 
I' 10' 10'6 
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96 CAPITOLUL 10. SCHEME DE PROIECŢIE 

unde 

( 

o r o -r ) o fJ r -r 
-r r fJ o 
-r O r a 

Elementele matricei A'll'1 + A1 'll':,i sunt întregi dacă şi numai dacă numerele 

J'-..\~+..\'lli! - 10 10 

I- ..\H.L! + ..\'~ - 10 10 

m=..\>f/---..\'fl-

suut întregi. Rezultă 

m = 1-j 

şi deci printre cowitautele de iutlatie ale 111ulli111ilor 1110Jel definite utilizând 
schema de prniectie obtinută se află i11 fuuc~ie 'li de fe1·e<U1trn de selec~ie utilizată 
elementele mul~i111ii 

--i< l+J _l-j '6<1} - 2 2 vo - • 

Notaud r' = ( l - ✓5)/'2 ob~i11e111 

1 = { j + mr I (j, m) E Z\ -1 $ j + 111r
1 ~ i } . 

Reţeaua. reciprocă core11pu11zătoare l1·: 'D et1le 

unde 

" -v· = E zw; 
j:::1 

W~ = ( 1, o I o I o 1 -1) 'W~ = ( o I 1, o I o I -1 ) 
w~ = (O, O, 1, O, - l) w~ = (O, O, O, l , - 1 ) . 

Deoarece matricele lui pll şi p.J. iu baza { w~, w~, w;, w~} sunt 

'li' = M' (6 - /5 6 + /5 /6) 
l 10 I 10 I 6 

1r .. = M' (6 + v'6 6 - y'6 ___ ../6) 
• lO ' 10 ' 6 

unde 

-r -1 ) 
'Y o 
[j 'Y 
o o 

ob~inem 
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Capitolul 11 

Cristale cu doi atomi 
celula elementară 

,,., 

lll 

Este bine-cunoscut că în cazul cristalelor singoniei hexagonale există pe lângă de11-
crii:,rea uzuală o descriere complementară care utilizează 1;iste111e de coordonate cu 
patru axe (Sir] . Modelul Je cristal periodic 0Lti11ut i11 pilragraful 8.4 prin 111etodci 
proiecţiei benzii este utihzcibil în cazul cristalelor cu structura dia111a11tului şi în 
general a cristalelor cu doi atomi în celula elenwnLMă. El corei;punde i11trn-totul 
unei descrieri cu ajutornl unor sisteme cu patrn ,1x,· a acest.or nistale similară 
descrierii utilizate pentru cristalele singo11iei hl'xagouale. l11 ambele cazuri axa 
suplimentară simplifică descrierea tran11forn1ărilur de ,muelrie ~i expresiile ma­
tematice ale invarianţilor. În acest capitol ~i iu următorul vom prezenta uuele 
di11tre facilită~ile matematice oferite de acest 1110Jd î11 rncercarea de a demonstra 
utilitatea lui ca model complementar celui clasic. 

11.1 Un model matematic 

Fie f 3 mul~imea tuturor puuctelor SJ.Jatiului fi?.ic id1,utificat cu ajutorul bijecţiei 

Ca --+ IEa : P ....... OP 

cu ispatiul euclidian 

al tuturor vectorilor avand ca origine 1111 p1111ct tix1tt O E Îa ~i fie e1, t:i, ea, 
e1 E JE 3 patru puncte 11ecopla11are. U tilizand vectorii e 1, r-~, ea, e1 ~i vectorii 
ei = -ei, e~ = -e'.l, e3 = -(!3, e,i = -e4 VOIII genera O rnul~ime discretă M C Îa 
care poale fi utilizată ca model pe111 ru cristalele cu doi atomi iu celula deniental'ă. 
Cow,lrncţia lui M se face din ,iproape in apwape m rnodul următol'. Punctul 
O_ apar~ue lu~ M. ~legând pu11ctul O ca puncl ini~ial constrni111 reprcze11ta11~ii 
0A 1, OA:,, OA3 , OA" ai vectorilor e1 , e~, e3 , e4. Extre111ilăţile A1, A:.i, A:1, A4 
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9BCAPITOLUL 11. CRISTALE CU DOI ATOMI iN CELULA ELEMENTARĂ 

ale acestor segmente orientate apartin mulţimii M ~i alegându-l pe fiecare din­
tre ele ca punct iniţial construim reprezentanţi ai vectorilor e1, e:i, ea, e4. Ex­
tremităţile ultimelor segmente construite aparţin lui M, şi alegându-l pe fiecare 
dintre ele ca punct ini\ial construim reprezentanţi ai vectorilor e1 , e2, e3 1 e1. Apoi 
continuăm în acelaşi mod coustruind alternativ reprezentanţi ai vectorilor e 1, e'.4, 

e3, e4 şi reprezeutan\i ai vectorilor e1, e:i, ea, e1 alegând ca punct ini\ial fiecare 
dintre ultimele puncte obţinute. Punctul O împreună cu extremităţile tuturor 
segmentelor astfel obţinute formează mulţimea M. 

Fiecare punct P aparţinând mulţimii M astfel obţinute poate fi descris cu 
ajutorul u11ei i,;,·cven~e formale ( Fig. 21) 

unde i1, i~, ... , i1; E {l,2,3,4}, e:. = e;. peutm k imp,u-, eit = eik peubu k par, 
a.tltfel încât 

OP = eii + ei~ + ei, + ei. + ... + e:k . 

Două secven~e ( 11. l) le nun1im echiualwte dacă uua diutre ele se poate obţine 
plecând de la cealaltă cu ajutorul trnutifonnărilor 

(permutarea a două componente vecine nebarate), 

(permutarea a două componente vecine barate), 

(eliminarea unei secvenţe de forma e;e; ou e/e1), 

(insera.rea unei 11ecve11ţe de forma fj e; sau e;e, ). Această rela~ie este o relaţie de 
echivalenţă şi ea ne permite 11ă divizăm mulţimea :Fa tuturor 11ecven\elor (11.1) 
în clase de echivalenţă. 
Secvenţele e; J;,ei, ei .... ei,._ 1 ei,. cu prnprietl\t,ea 

le vom numi sec·u1:mJe canonice. Fiecare ciasă de echivalen\l coutiue o 11ecve11\ă 
canonică ~i numai una. 

Deoarece doull 11ticvente echivalente descl'iu acelWji pu1wt al lui M, puLcim 
defini aplica~ia 
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Fig. 21, Un model 111ate111ar.ic pl·11lru cri61.alele cu Jui 11to111i III C('lul,, ele111e11l11ră. 

Punctul P poate fi desc.-is utili1.1111tl s,·rveu~,,J,, fon11alt: "d1ivalt>11te 
! I f ·l t :t, ' :1t'., t' I , ,·~,.·I,~ l {' ~ ţ-' J , ('l.t' 
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lu cazul 111 care aceaslă aplica\ie e::1Le o bijeqie, si11gurul consi<lerat in co11tinu­
are, mullilllea :F / ~ puale li utilizată ca uu muJel 1uale111alic peulrn M. Penlrn 
a iu<lica uu puncl al lui M este suficient 8ă 8e iudice uu reprezentant al clasei <le 
echivale11~ă corespuuzăloare (Fig. 13). 

Noland a 1 = e1 - e 4 , a2 = e2 - t4 1 a;:i = e3 -- t4 1 se oL\ine 

M = MuUM1 

unde Mo e:,;te reţeaua 

M1 = e.,i + Mu = { e4 + aa1 + /Ju'I. + ')U;:i I u, /J, î E 7L } . 

lu ca:,ml 111 care e4 este con\i11ut în paralelipipe<lul deter111i11aL de a 1 , a 2 , a3 , 

mul~illlea M poate ti privită ca un model pe11!.rn crislalele periodice cu doi atomi 
in celula elen1enlară. 

Fie E(3) = 0(3) x lll" = { (h, 11) I h E O(:.l), v E U{J J grupul izowetriilor 
afiue 

ale spaţiului Jr;3, 

Ix= x 

şi fie 
G = { y E H(:.l) I y(M) ~ M ) 

grupul de simetrie al lui M. Se poate co11::1tala că (i,e,i) E (J gi că 

T = { (I, v) I i E .,-\.1 u } c O 

este subgruµul lui G format di11 toate tran;;latiile care lasă mul~irnea M i11variantă. 
Grupul G se poale :-.crie tlub forma 

Oricare ar fi h EH exisLă o pern1utare a 1,: {l,:!,3,4} ~ {l,2,3,4} astfel iucat 
h(ej) = i:: 0 ,,(jJ, oricare ar li j E {1,:l,:1,4}. Fie}..;= {a1,I l1EH }. Grupul 
pu11ctual corespunzător lui (J t;stt~ Ou = H x { /, i}. 

Dacă PE M este pu11ctul descris de e, 1 e,,e,,e; .... e;,. (re::1p. 
t'i, e,,e,,ei, ... e;,•-t-• ), atu11ci pu11ctele c,irespHuzătoare secve11\do1" 

1111de j E {l, '..!, :J, 4}, repre:tiută pri1111i vrci111 ai lui I'. 
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11.2 Grupuri spaţiale descrise cu ajutorul 
generatorilor şi a relaţiilor 

Modelul matematic prezentat an paragraful anterior ne permite să ob\inem o 
descriere abstractă ( cu ajutorul generatorilor şi a relaţiilor (Lan, Coxl) pentru 
unele grupuri spaţiale. 

1. Fie S = {a1, ai, ... , an} o mulţime, ,i fie S' o altă mulţime avaud ,a 
elemente notate cu a11, a21, ... , a;; 1 &11tfel încât S n S' = i. Relaţia 

unde (a; 1)- 1 = ai, este o rela\ie de echivalen~ă pe mulţimea 

S = { (91,l/'J, ... ,g,) I 91, lh, ... , g, E SUS', k E 1N) 

-I 
Y;+1 = Y; 

şi notând cu 11193 ... g, clasa de echivalenţă core.pumsătoare lui (g 1, 11:i, ... , 11, ), legea 
de compozi\ie 

11192 ... fl; • h1h2 ... h1, = 111g" ... g;h1h'J .. .l&1; 

defineşte o structură de grup pe mulţimea factor 

În particular, inversul elemeutului IJ1U"J ... g„ este 11; 1 g;~ 1 ... y11
, iar de111e11tul ue-

utru este e = g1g"1
1 == 919'JY21g11 = .... Acest grup con~i11R1HI 111ulţi1111ia S i,e 

numei,te (Lan) grupul libe,· generat de S. 
f'ie R C < S > . Prin gn,pul definit de mt,/Jimea de ge11ernturi 8 fi mulJuut:u 

tle ,·elaJii R se în\elege grupul factor 

< s IR>=< 5' > /N(R) 

11nd1:: N(R) este cel mai mic subgrup iuval'Î1uit al lui< S > cam w11~î11e 1.w U. 111 

cazul iu care S = {a1 , a2, ... , a,.} şi R = {61, b"A, ... , b,.,} el va fi 11olat cu 

< a1, a2, ... , a„ I 61, 61, ... , 6m > 

Da,'.ă pentru fiecare ai E S există ki E 1N, ki ~ 1, a11tfel încat a:• E R, al.u11cî 

aJică, pentru liecare element. al grupului < SIR > 11e poate tilege 1111 repreze11l.1i11t 
co11li11a11d 1111111ai ele111ent.e din S. De exemplu (Vai, lut.): 

- ~rnpul 
< li I u ~ >::;: { t' I (I j 

('Sit! izrn11orf ('li grupurih! î .:.: C;-= :·,·~. 2 = Ci, m ~ e11,.:.:: (.',, 

gmpul 
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- grupul 
< a,bja2 ,b2 ,(ab)2 >={e,a,b,ab} 

este izomorf cu grupurile 2/m = C2h, mm2 = C2.,, 222 = D2, 

- grupul 
< a, blaS. b\ (ab)2 >= { e, a, a2

, b, ab, a 2b} 

este izomorf cu grupurile 32 = Da, 3m = Ca.,, 

- grupul 

< a, b, la 6

, b2

, (ab) 2 >= { e, a, a 2

, a 3

, a4, a\ b, ab, a2b, a3b, a4b, a5b} 

este izomorf cu grupurile 3m = Dad, 6m2 = Dah, 6mm = C6 11 , 622 = D6, 

- grupul 

I 4 2 a < a, b, a , b , (cab) > 

con~ine 24 de elemente şi et1te izomorf cu grupurile 432 = O, 43m = Td, 

- grupul 

I 4 ti 2 < a, b, a , b , (ub) > 
conţine 48 de elemente şi et1te izomorf cu grnpul m3m = Oh, 

2. În cazul 11 = {I}, grupul G este generat de transformările 

adică, 

G = { 9192 .. •Yk: lEa--+ IEa I 91, 92, ... , UA: E {r1,r2,T3,T4}}, 

şi aplicaţia 

este o bijecţie cu proprietatea 

de.ca si numai daca 

În particular, 

unde el. = ei• pentru k par, tl. = e;. pentru Ic impar, şi 

TjTjTt. = Tl;TjTi 

adică, (r;r;r1:) 2 = I, orice.re ar fii, j, k E {l,2,3,4}. 
Orupul G este izomorf cu grupul definit în termeni de generatori şi relaţii 
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intr-adevăr, deoarece fiecare element al lui g se poate i,crie in mud u11ic trnb 
forma t;,t;l ... t,. astfel încât e;J;,e,,e,, ... e:. să fie o i;ecveu~a canouică, rt.rnltă că 
morfismul surjectiv definit de formula • 

'ljJ:Q--+G 

este un i:.mmorfism. Într-adevăr, dacăt,,t;l ... t,. este astfel 111rnt tp(t;,t;, ... t,.) = I, 
adică, astfel încat r, 1 T;l ... r;. = 1, atunci conform rela~iei ( 11. 1) avem 

Prin urmare, oricare ar fi j E { 1, ~. 3, 4), numărul de apari~ii ale lui t1 111 t,, t;, .. . t,k 
pe pozi~ii de indice impar coincide cu numărul de aµari~ii ale lui t1 pe pozi~ii de 
indice par. Relaţiile 

arată că dacă se permuLă wtre ele t1i111bolurile situate pe puiiţii pare :,au dai:ă 
se per mută între ele t1imbolurile 1:1ituate µe poiiţii i111p,He, citu uri 11e tren! de la 
un reprezentant al unui element al lui g la u11 alt repreieut,Lnt. Deoarece peutru 
fiecare j E {l,2,3,4}, nuwărul de apari~ii ale lui t1 111 t,,t, .. t„ e1:1l1• 1111 m1111ăr 
par şi prin schimbare de rej.>reze11ta11t i;e poate trece la llll rqll cientaut 111 care 
simbolurile identice ocupă poziţii succei;ive, rda~iile 

t ~ - l~ - t~ - t~ - t 1-2-3-4-

arată că 

adică nucleul lui 'ljJ esle { e}. 
Conform notaţiilor uzuale [lnt} H = l = C1, Go :..;; Î =- 1 ';, ~i G = PI = C/. 

3. Dacă singurul element de simetrie al 111ul~i111ii { e 1, ,·,. r:1 , t'4} est un piau de 
1>i111etrie, atunci li este generat de tra11sfon11area core111H111:1.i'ttu,He y : IE::i ---+ IE3. 
Alegand ca:rnl î11 care planul de simetrie este planul detern1i11at de e~, e;;i, ob~ine111 
y(ei) = e4, g(e4) = ~1, g(e~) = e~, y(e3) = t;i. Grnµul (; este grupul generat 
de transformările g, r1, T:,, Ta, adică, 

şi 

g:, = 1, T~ = gr'Jg, T:i == gr;iy, r~ = griy, 

:, . :, - . -· :, -(r1 r'Jra) =- (r1r:,gr1g) - (r1r:iyr1y) - (r:,rayr1y) -1. 

Grupul G e1:1tc iimrnorf cu grupul 
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Iutr-auevăr, puuaud t 4 = ut 1a, fiernre elemeul al lui~ se poale ticrie Îll mod uuic 
sub forma t; 1 ti, .. . tik t' astfel 111cal c E < u I a:i > 'ii e; Ji, ti, fi• ... i:::. să tie o t1ecve11~ă 
ca11011ică, ceea ce arală că 111orlis111ul tiurjediv defiuil de formula 

i/J : g ---. G, i/J(a) = g, 

e1:1te uu iwmorfit1111„ În notaţii uzuale fi = 111 == Cu„ 0 0 = 2/111 

G = P'2/m = C'Jh• 

4. Dacă siugurnl element de simetrie al 11111lţimii {i::i', ei, i:: 3 , t:,d este o axă de 
rota~ie de ordinul doi, atunci f/ este generat eh~ transformarea core1:1pu11zătoare 
g : IE3 - ➔ IE3 . 1n cazul iu care această axă e:;te aleclJ:jă astfel încât g(e 1) -
e:i, _q( t''.!) = e 4 , grupul G este geuerat de tra11sforn1ările g, r 1 , T:J, adică, 

şi 

Grupul O este izoworf cu gmpul 

Intr-adevăr, purui.nd t 3 = at 1a, t 4 = at;ia, fiecare elemeut al grnpului g se 

poate scrie in mod unic sub forma t;,t;~ ... t;.c AAtfel îucât c E< a I a 2 > şi 
e;, e;,e;,e; 4 •.. e:. să fle o secvenţă canonicii., ceea ce arată că morfismul surjectiv 
definit. de formula 

1/,• :Q __, G, 1p(a) = g, 

este un izomorti1m1. În notaţii IIZUl\le H = 2 = C:d, Go = 2/m = c'JI,, şi 
G = P2/c = c~h· 

5. Dacă singurde elemente de simet.rie ale mulţimii {e 1 , e'.!, e3 , e4 } sunt o 
axă de rotaţie de ordinul trei şi t.rei plane de simet.rie con~iua.ud acea.stă axă, 
11.t.unci H este generat de rota~ia com1punzĂ.toare g : IE3 ---. IE3 Iii de simelria 
h : IEa --+ IE3 con•Rpun:r.ătoare unuia dint.l'e planele de simetrie. În cazul în care 
aceste elemente de Himetrie sunt alese AAtfel incât g(ei) = e1 , g(e:i) = e3 , g(e3 ) = 
e4 , h(e1) = "i, h(P2) = t':1, h(ea) = e4, grupul G este gP11er11.t de g, li, r 1, r:,, 
1;tdică., 
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(r1 T2gr2u2)2 = (r1 r2u2r2g)2 = (r1gr2gr2g) 2 = (r2gr2gr2g)2 = I. 
Îu acest caz grupul G este izomorf cu grupul 

g = ( a, b, ti, t2 

Într-adevăr, bat2a2b = a2t2a, şi punând ta = at2a2
, t4 = a2t2a, fiecare ele­

me11t al lui Q se poate scrie în mod unic sub forma t; 1 t;l „ .t;. c astfel încât 
c E< a, b I a 3 , b2, (ab)2 > şi e;,e;le;3e; •... e:. să fie o secvenţa canonică, ceea ce 
arată că morfismul surjectiv definit de formula 

1P: Q--+ G, 1/J(a) = g, ,p(b) = h, ,p(t;) = r; 

este un izomorfism. În notaţii uzuale H = 3m = Ca.,, Go = 3m = Dad, şi 
G = P3lm = D~d-

6. Dacă A 1A2AaA4 este un teti-aedru !'egulat cu ce11l!'ul O atunci li este grnpul 
complet al tetraedrului Td, şi el este generat de o rola\ic-iuversie de 01Ji11ul patru 
şi de reflexia într-un plan. Alegă.nd aceste trausformări y, h : IE3 - IB3 astfel 
iucât 

g(ei) = e~ 

h(ei) = e4 

g(e2) = ea 

h(e2) = e2 

grupul G este gene!'at de g, h, T1, adică, 

g(ea) = e4 

h(ea) = ea 

G = { U1U2---Yk : IEa ---t IEa I Y1, 92, ... , 91,; E {g, h, ri} } , 

~i 
4 2 3 2 2 3 2 2 3 g = h = (gh) = r 1 = I, T1 = ghri(gh) , T2 = gr1g , T3 = g T11J , T4 = g T1/J, 

(r1ur1ur1u2)2 = (r1ur1u2r1g)2 = (r1u2r1ur1u)
2 = (ur1ur1ur1g)2 = l. 

Grupul G este izomorf cu grupul 

(11.2V = ( a, b, t 

lut1·-adevăr, btb = a3 ta, bata3b = ata3 , ba 2ta 2b = a 2lu", ba3tab = t, şi puuând 
t 1 = t, t 2 = ata3 , t 3 = a 2ta 2 , t 4 = a3 ta, fiecare element al lui g se poate scrie 
iu mod unic sub forma t;, til .. ,ti. c astfel incât c E< a, b I a4, b2

, ( ab )3 > şi 
e;, ei~e;

3
ei • ... e~. să. fie o secvenţă canonică, ceea ce arată că mortismul definit prin 

formula 

ei:;te u11 izomorfism. În acetlt caz fi = 43m = Td, Co = m3m = Oh, ili G = 
' - 7 rd3,n = 0 1,. 

l)ci;nierea grnpului Ol cu ajutornl generatorilor 11i t1. relaţiilor va fi utilizată 
(tcorcmde 12.1.l şi 12.3.l) peutru a defini o repr~z,•utur" afiuă a grnpului O;. in 

IE4 11i o reprezentare li11i11ră iu IE~. 
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11.3 Cristale privite ca varietăţi topologice dis­
crete 

Fiernre ele111e11I. (P, P1 , P2, P;j 1°P4) E M 6 cu proprietateil. i:ă I-\, P2, P;j, ?4 :mul 

cei patru vecini cei mai apropi,,~i ai lui P, va fi n11111it .~1.slem de referiuJă al lui 
M. lu particular, (O, A1 , A:i, A;j, A-t) apar~i1w 1mil~i111ii R u tuturor 1:1iste111elor 
de referiu~ii ale lui M. Două siste111e de referiu~ă o c,., (1', 1\, P'I., P;j, Ai), ţJ = 
(Q, Q1, Q2, (JJ, Q4 ) E R.. 8c llUlltt"H'. ecl1ivale11t.e, ~i scrie111 n ~ /J, Jacă 

oricare ar fi j, k E {I, 2, J, 4}. Se puii.le oliHcrva că 

'flu : = { n E R, I o ~ (O, A 1 , A 2, A ;j, A.t) } 

:::: { (.q(O),y(A1),y(A2),y(A:i),9(A4)) I !IE(;}. 

Fie 

A1;ociind la fiecar,i secveu~ă e;,7\,e;,e; .... <. E :F ele11w11t.ul (a: 1 ,x2,xa,x4) E IM, 
unde X; ei;te difeniu~a dintre IIUIIIÎll'lll de aparitii ale lui t'; fiÎ uumărul de apariţii 
ale lui e;, se ob~iue o bijecţie 

;,p:M--, IM. 

IM poate li privit ca fiiud reu11iu11ea a două l't->ţele Hit.11,tl.1• 111 două hiperpla11e ale 
lui lll4 perpendiculare pe vedorul (l, 1, 1, l) 

IM'-" IM11 1 JIM; 

unde 
IMo = tp(Mo) -= { J: E IM I .1:1 --f J:~ + ;1::1 + J:4 = O } 

IM1=tp(M1)::={ .i:EJM I J:1-t-:t!'2+J;;j+X4=l }. 

Mulţimea M a fos!. co11t;truit,ă pleca11d de la oiii;te111ul de referiu~,\ 
(O, A 1 , A'2, A3 , A1 ). Ea po1tte fi reoh~i1111t.ă priu 111etoda pre:,1,~ntată plt'r,rnd de 
la un HistPrn de refori11~n arhit.r:H u c-:: ( f', /l1, /'2 , 1'3 , P4 ) E '/?0 , adică pkrand de 

la Piu loc de O şi 1tlf:'~n.nd P.1 = }Y/' 1, ,:'2 =--= 1'1''2, e3 = PfJ'J, e4 = PJJ,1. Vom 
desemna prin y, 0 : M ---- IM bijer~ia rnrPspun:,1,ăt.oare. 

Teorema 11.3.1 MulJimer, dt' b1jrcJ1i 

{ tp1loy,;-; 1 : IM---+ IM I <t, /-JER-11 } 

r.ste -un gntp 1zomo1f ('"U O, gen,~ml de tn1114on11ifrile 

<1>1 : IM --- IM 
<1>, : IM -- IM 
11> 3 : IM~ IM 

cl>,i : IM --- IM 

<1>": IM - IM 

1mdr: <1 EL. 

(J> I ( J: I , J: '2, J; :-1, J: 4 ) =-c: ( - J; I + I , -J:, 1 -- .t: ;j 1 • ,L; ~) 

<l>,(J:1,J:,,J':1,J'.1) = (-J:1,--J:,+ 1,-.C;j,-J'~) 

<l>:1 (;rl I J!'2, J:;1, .f~) ::_: (-J:1 > -J:~, --J:;1 :t- 1, -- J: . .) 

<I>,, (.c1' J":,, J';1, J:,,):::.: (----J:1,. -f~, --J':i, --J:~ + 1) 

<l>o (J:1, .c,, J:J, .C,i) =- (J:o(I), .c„l2), .Cu(;j), X.:,(4)) 
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Demoustratie: Dacă originea Q a lui (3 = (Q,Q 1,Q2,Q3 ,Q,i) est.e unul <li11tre 
primii vecini ai originii Pa lui a= (P, P1 , P~, P3 , P..i) lji QQj esle paralel cu ppi 
oricare ar fi j E {1,2,3,4}. atunci 

'P/J o ip;
1 E { <1>1, <1>2, <l>3, <l>4}, 

Dacă a şi (J au aceee14i origine, atunci 

Oricare ar fi a, (3 E 'R.u, bijecţia 'P/J o ip-;; 1 poale li obtiuută co111p1111a11d unele 
dintre bijec~iile <llj lji <1> 0 . O 

Vom identifica cele două grupuri i:tomorfe, adică vo111 considera uneori că 

(ll.4) 

Familia de bijectii 

(11.5) A = { 'Po : M -----+ J/1,;j I O E Ru 

privită ca un G-atli:1.8 de 1, . , ti globale, <lefi11e1jte pc M o strnctură de ( ,'-varietate 
discretă, modelată cu ajutorul 1:1paţiului numeric JM. Atla:-;ul A 11e pern1ite să 
transportăm pe M obiectele matematice G-i11varia11te rnre pot t1 delînite utilizaud 
spaţiul IM. 

Dacă privim M Iii IM ca spaţii topologice 111zestrnte cu topologia di!icretă, des­
crierea prezentată devine caz particular pentru teoria varietălilor topologice, ceea 
ce ne pennite să ne încadrăm intr-un formafaun 111ate111atic general, bine studiat. 
Privind pe M ca O-varietate .topologică putem profita de nwtodde nia.teuiatice 
şi ideile dezvoltate în jurul acestei no~iuni. 

Aplicaţia 

( l l.o) h:IMxIM---.N, 
4 

ti(x, y) = I: jJ:J - Yi I 
j=l 

este o distantă G-invariantă pe mul~imea IM, adică, 

h(gx,gy) = h(x,y) 

oricttre ar fix, y E IM, y E G. Deoarece y,1j o i.p;, 
1 E (,', se ob~i1w 

li ('Pa (P) ,'Pa (Q)) = 6 ((,pµ O <p~/) ('Pa (P)), (<f',; o <f';, 1
) (<f'o (Q))) 

= 6 ('P/J (P), 'Pµ (Q)) 

oricare ar fi o, /3 E 'R. 0 , P, Q E M. Această relaţie 11e permite să ddini111 aplica~ia 

(11.7) h:MxM-lN li (P, Q) = li (<p,. (l'), 'Pa ((J)) 

cu ajuturul unei hăr~i 'Po : .\11 ___, IM, lji i11depe11Je11t de hurta aleasă. 
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Într-un mod similar, aplicaţia O-invariantă 

N:IMxlM--+IN 
(Lx,>11/xi - Yj))! (Lx,<11,(Yj - Xj))! 

n;=i(lxj - Yjl!) 
N(x, y) = 

ne permite t1ă defiuim aplicaţia 

(11.8) N:MxM----IN N(P, Q) = N(cpo(P), 'Pa(Q)) 

cu ajutornl unei hăr~i 'Pa : M --+ IM, şi independent de harta utilizată. 

Te01·ema 11.3.2 Dacă P, Q E M, atunci 5 (P, Q) 1·ep1'ezi11tă {COI, CO!!} 
11u11Hirul m111i111 cit: segmente ele111eulure {adică segmente care une:;c p-u11cte veci11e 
ale lui M ) nm: tnbuie parcurse pwtru a ajunge în Q plecând din P, şi N(JJ, Q) 
este 11umă1·ul de trnecto1·ii cit "lungime " (număr de segmente elemi:nlare) 111i11i­
mală 5( P, Q) ccm 1me.H~ p1mctele P şi Q. 

Demoustl'atie: Deoarece detiui~iile lui t5(P, (J) ~i N(P, Q) sunL i11Jepe11denle de 
harta utilizală puLem a!t'g,· o hartă couvenabilă, gi anu111e o hartă Jefiuită Je un 
sistem Je referin~ă cu originea 111 P. lu raport cu un astfel de siste111, punctul (J 
poate fi descris cu ajuLornl unei secvente formale 

care poate fi aleasă !:\st.fel î11cat pentrn orice j E { l, 2, 3, 4 }. cel mult unul diutre 
simbolurile e1 el eJ t1ă apară îu 1· O astfel Je secvenţă corespuude la o trniec­
torie minimală ~i trecerea intre două a.::;tfel de secvenţe se face prin pen11ularea 
simbolurilor. Evideut, îu raport cu harta aleasă cp(P) = (O, O, O, O) lji puuand 
cp(Q) = (x1, x2, x;i, x4), obţinem că lungimea traiectoriei corespunzătoare lui -y 
este 

lxil + lx:,d + lx3I + lx4I = lx1 - Ol+ lx2 - Ol+ lx3 - Ol+ lx4 - Ol 

= 5{(0, o, o, O), (x1 I x:i, X3, X4)) = 5(cp(P), cp(Q)) = o(P, Q). 

Numărul de simboluri barate c11.1·e apar în -y este egal cu modulul lsl al sumei s 
a compoue11telor negative ale vectorului (J:1, x2, X3, X4), iar numărnl simbuh1rilor 
nebarate este egal cu suma componentelor pozitive. Prin pern111Larea intre ele a 
simbolurilor barate şi prin permutarea între ele a simbolurilor ueuarnte s1• ob~iu 
toate traiectoriile minimale care unesc punctele P şi Q pleca11d de la secvenţa 
formală corespunzătoare uneia dintre ele. Deoarece, pentru fiecare secvt•ută, există 
lxil! lx:ill l:z:3j! lx41! permutări care o lasă neschimbată, numărul de lraiect.orii 
minimale care unesc P cu Q este 

= N(cp(P), 1ţ1(Q)) = N(P, Q). 

o 
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Un punct Q E M (respectiv, m E JM) este numit vecin de ordi11ul k al lui 
PE M ( respectiv, :i: E IM) dacă 6 (P, Q) = Ic (respectiv, 6 (:i:, y) = k). În cele ce 
urmează, vom identifica mulţimile M şi lM cu ajutorul unei hărţi fixate. 

Fiecare punct z E lM admite patru vecini de ordinul l (primii vecini), şi anume 

119 ;i: 1 = (;i:1 +x(z),:i::i,;i:3,.:r4) 
( • )z3 =(z1,z:1 1 z3+x(z),z4) 

unde 
(11.10) 

şi 12 vecini de ordinul 2 

(11.11) 

z:i = (z1, :i::i + x(:i: ), :i:3, ;i:4) 
z 4 = (z1, z:i, z3, z4 + x(z)) 

unde j, k E { 1, 2, 3, 4} , j I- k. Se poate UfOr observa el a.u loc relaţiile 

(11.12) 

oricare ar fi j, k, IE {l, 2, 3, 4}, :i: E JM. 
• in cazul multor cristale cu doi atomi în celula elementară (carbon-diamant, 

siliciu, germaniu, ZnS, GaAs, InSb, ZnO, etc.) [COI, C02, C03, C04] legăturile 
chimice interatomice corespund perechilor de a.torni (:i:, y) care satisfac condi~ia 
6(:i:, y) = 1, ceea ce justifică importanţa distanţei 6. 

11.4 Spaţii fibrate cu bază discretă. Secţiuni 

Varietatea topologică discretă M definită în secţiunea anterioară nu admite o 
structură de varielate diferenLiabill, dar anumite obiecte matemalice, similare 
dintr-un anumit punct de vedere unora utilizate în geometria diferen~ială pot fi 
definite folosind anumite idei din teoria diferenţelor finite [Yaml, Yam2, Diml, 
Dim2, Dim3, Dim4, Rae]. Ele sunt utile în descrierea matematică a fenomenelor 
fizice care au loc în interiorul cristalelor. Vom utiliza notaţiile şi terminolo­
gia din geometria diferenţiall [Kob2, Kobl, God, Hus] cu scopul de a indica 
corespondenţa cu cazul continuu. Evident, analogia are loc doar la nivel formal, 
noţi1111ile corespunzătoare din geometria diferenţială nefiind cazuri limită pentru 
cele definite aici [C06, Man]. Vom identifica mulţimea M cu IM utilizând o hartă 
fixată. O aplica~ie c: {O, 1, 2, ... , k} -- lM: j 1-+ CJ este numită fraiecforie în IM 
dacă 6(c;,c;+i) s 1, oricare ar fi j E {O, 1,2, ... ,k-1}. În cazul co= c1; 1 traiec­
toria ceste numită traiectorie închisă. O traiectorie c astfel încât o(c;, c;+i) = 1, 
oricare ar fi j E { O, 1, 2, ... , k - 1} se numeşte traiectorie nesi11gulard. 
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Evident, orice traiectorie nesingulară c : {O, 1, 2, ... , k} ----+- IM cu proprietatea 
co = O poate fi descrisă cu ajutorul unei secvenţe 

- - I :J" 
ei 1eiJe; 3ei••··eih E . 

Vom nota cu P1.(Y, x) multime,. tuturor traiectoriilor c: {O, l, 2, ... , k} - IM cu 
c0 = y şi c1.-, = x. O traiectorie c E 'P1;(y, x) se nume~te minimală dacă 

Cui·d { j E {O, 1, ... ,k- l} I ,·1 i- ci+L} = b(y,x). 

Numărul de traiectorii minimale apar~i11i1.11<l 111ulţimii 'PA,(y,x) este (CO!, C.:02] 

unde I= 6(y, x). 
Defiui~ia spaţiului taugent la o varielale difere11~iabilă iutr-uu µuuct x ca 

spaţiu al vectorilor tangenţi la toate curbele trecând priu x sugereaiă posibili­
tatea de a asocia spaţiul 

{ l :.I 3 4 } Tx IM = ( X , X) 1 ( X , X ) , (X, X ) 1 ( X , X ) 1 ( X , X ) 

(care este o mul~i111e finită) fiecărui punct x E IM. Fie F(IM) algebrn Luluror 
funcţiilo1· / : IM --+ <C. Urmând analogia cu geomet1·ia clifereu~ială, tie pot iden­
tifica elementele (x, x), (x, x 1), (x, x 2), (x, x3), (x, x4) respectiv cu operalurii 

unde 
(11.13) O,J = O 

şi(; -::/- O sunt constante reale. Oricare ur fi /, g E .F(IM) , o, /1 E 11.:, ob~i11e111 

însă 

(8/8xi )x(/g) = f(x1 )(8/âx' )xU + (8/8xi )xf g(x). 

Tripletul (TIM, 71', IM), unde 

TIM = u T„ IM = { ( x, y) E IM 2 I 6 ( x, y) ~ 1 } , 
xEIM 

corespunde intr-un anumit. sens varietă~ii tangente, şi 

71' : TIM --'-dM I 11'(X, y) = X, 

este un spa~iu fibrnt ditind. Sec~iunile rnrespun.1ătuc11-e ale ac,0;,l.ui lilirai 

X : IM -• TIM : X t---, X~-, ir o X ::.:: lr,.1 
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unde IM : IM --, IM, JM(x) = x, sunt analogul discret al câmpurilor vectoriale. 
Fie 

,t' (IM) = { X : IM --+ TIM : X 1-t X,; I X,; E Tx IM } . 

Dacă F : IM --+ IM este o aplicaţie astfel încât 

i5( F(x), F(y)) ~ 6(x, y) 

oricare ar fi x, y E IM, atunci putem defini aplicaţiile 

(11.14) F'. : TJM --+ TJl\1, F.,(x, y) = (F(z), F(y)) 

F., : ,l:'(IM) - X(IM): X 1--t F.X, 

astfel meat diagrawa 

X 
-------------TIM 

I F. 
F.X f 

-----------TJM 

să fie comutativă. 1n particular, dacă asociem 11plic11~iile g. : TJM - TIM (resp. 
g. : ,Y(IM) --. tY(IM)) fiecărni element g E G, atunci se obţine o reprezentare 
a lui O în TIM (respectiv X(IM)). Îu cazul acestor reprezentări, vom prefera să 
scriem g î11 loc de g •. 

Fiecare X E ,t(IM) defiue~te o aplicatie 

(11.15) X: .:F(IM) _, .:F(IM): / t-> Xf (X f)(x) = Xi:/. 

Spunem că traiectoria c: {O, 1,2, ... ,k}--+ IM este o soluţie a ecuaJ-iei definite 
Je X E .l:'(lM) dacă 

Xc, = (cj, C;+i) 

urirnre ar fi j E {O, 1,2, ... ,Ic-!}. 
Un11a11d în couLinuare analogia cu geometria diferenţială, se poate defini 

i;pa~iul vectorial 

'[~~IM= { tp: T„lM--+ (C I tp{x, x) = O } 

baza :;a ca11011ică 

(ll.lG) 

"/'"IM= LJ r;IM 
xEIM 

rnn· ,·sl,· a11alug11l vari,·l11~ii <.:uta11ge11te. S«:>ctiuuile spa~iului libral (1'"~1, 71', ~1) 
run·si,1111d I Jur111, lu,· dif,1·111/rnfr. Fi,· 
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Aplicaţia 

(11.17).r(IM) x 'D 1(IM)--+ 'D 1(IM): (/,w) - fw, 

defineşte o structură de F(IM)-rnodul pe V 1(1M). 
Fiecare w E V 1(1M) se poate scrie sub forma w = E;"' 1 w; dxi unde w; E 

F( IM) sunt funcţiile 

şi ea defineşte o aplicaţie 

(11.18)":I: X(IM)--+ F(IM): X t-t w(X), 

Dacă/ E F(IM), atunci aplicaţia 

df: IM - r· IM : x - (dl),.,, 

(w(X))(x) =< w,.,, X,.,> . 

corespunde diferrnJiillei totale a lui /. Se poate ob1:1erva că df = O dacă şi numai 
dacă / este fuuqie constantă. 

Spunem că w E 'D 1 (IM) este o 1-formă exactă dacă există / E F(IM) astfel 
încii.t w = df. 

11.5 Integrale pe traiectorii discrete 

Fie w E V 1(IM) o 1-fonnă şi fie c: {O, 1, 2, ... , k} --. IM o traiectorie. Numărul 

(11.19) 

unde 
( : TIM --+ IR, ((x, x) = O, 

reprezintă integralei lui w de-a lungul traiectoriei c. În particular, oricare ar fi 
/ E F(JM) avem 1 df = J(c1,) -- /(co)_ 

şi se poate verifica că w E V 1(IM) este o 1-forrnă exactă dacă şi numai dacă 
fc w = O, oricare ar fi traiectoria închisă c. 

Spaţiul F(IM) poate fi privit ca fiind spaţiul secţiunilor fibratului trivial (IM x 
CC, ,r, IM). Subspaţiul său 

are o structură naturală de spaţiu Hilbert definită de produsul scalar 

<fi, /a>= L /1(x)h(x), 
xEIM 
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iar formula 

defineşte u 1c:prezeutare unitară a lui G m f1(1M). 
Descrierea evolutiei electronului în interiorul •llll!I cristal este o problernă de 

mecanică cuantică foarte complicată. Toate uwdelele mal.ematice care 11e ocupă 
de rezolvarea ei se bazează pe ample ipoteze :simplificatoare. Noi vo111 accepta că 
timpul este discret, ~i in acor<l cu aproxima.~ia electronilor puternic legati (Kir], 
vom presupune că: 

- singurele pozi~ii po11ibile ale electrouului t;Unl vct:inătă\ilepuuclelor lui IM, şi 
peutrn a descrie sta.rea electronuh,i la. .un .mo11ie11t fixa.t est.e suficient să se iodice 
amplitudinile de probabilitate ele prezeu~ă a electrnnului pentru fiernre puuct iil 
lui IM. Spa.~iul tuturor stăriJor posibile poate fi identilical cu 111ul~imett vectorilor 
unitari ai spa~iului llilbert /2 (1M); 

- "depla:sarca" electronului prin cri:stal 1,e face ''1,ăriml" de la uu alom hi. al­
tul. În timpul unui interval elementar de ti111p electrn11ul poate ::;ă rărnauă îu 
vecinătatea aceluiii:ji atom sau să treacă in vecinătatea u1111i ato111 vecin. 

Aceste aproxirnatii par a ti rewnabile. Co111parnrea datelor cxperi111e11lalc cu 
o i;i1n1dare numerică bazată pe modelul pe care-l preze11tă111 ,u· putea să le valideze 
6au i;ă Je infirme. 

r1h~iectoriile care uues~ // cu J: 111 k iutervak• ele111c11tare de ti111p cure,:;pu1HI 
traiector_ii:lor apal"lina_i.i~ 111ulţimii Pk(y, x). Noi putc111 privi ,rn cristal cu struc­
tura <lia1ua1)tului ca pt~ p relea <le ccraue :sferice ta11gc11te aviiud ca ceulre atomii 
cri:stalului, ,fiecare diut}"ţ ele cu pat.rn orificii situate in punctele de taugeu~ă. 
Evolu\ia elecJronului i1.1 iuteriornl acestei rnlelc de ecrane poate fi desi:ri6ă ca li! 

experieutele .c.u ecrane ,iJnagiuate de Feyuman (Fey] iu elaborarea calculului cu 
amplitudini c1,rnntice. Nµi presupunem că există o 1-forană S E D 1(lM) astfel 
iucat ac\iunea 1iţ traiccioria c să tie j~ S. 

Pentrn o dei;crjere a .evoluliei eledrouului 111 contextul 111ecaui,ii cuantice li1 

furn1ularea bazată pe iJ,1µ:gralele pe trnie<:tol"Îi, intr-o primă aprnxima\ie se poate 
ulege 

(l l.:.!O) 

(Ceste o co11::;lal!tit de: normare) Iii cow,idera că 

P(x', k'; x, k) = IK(x', k'; x, k)I" 

ci:;te propbabilit.ut1!11 d,! 1t gru:ii elcctruuul 111 veri11ăt.atea lui x' lu 1110111e11tul k' 
~liiuJ di el s-a 111lat III veriuătatea lui J: la 111rnne111.ul k. Se poate observa că toat.e 
trniedoriilc c E '1'1.:•-1:( x', x) contribuie la a111plit.11di111'a totală /-; ( J:

1
, k'; x, k ), însă 

n,11tril>11liile 1~11 fozc diferite. 
i11 razul 1111ui 1'.I iiilal i;ituat 111tr-u11 camµ 11uiforn1 eslc natural să Sl~ prcsupu11ă 

că 1~xi:s1.ă cu11st.11nt-de s 1, s,, .s;1, s,1 E (0,.-:x>) ns1.fol i11cnt. 

(11.:H) .'-:-' : IM -----. '1" IM : J: ..--. SJ. .'·,,. ( J:' .,-J ) :..:. -~ J 
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În acest caz particular, fc S ia valoarea sa minimă LJ=l lxj - x; I s; când c E 
P1:•-dx', x) este o traiectorie minimală. Deoarece to\i termenii corespunzători 
traiectoriilor minimale au aceeaşi fază, coutribu\ia lor 

(11.22) 

la amplitudinea totală K ( x', k'; J!, k) este importantă. Fazele termenilor care co­
respund traiectoriilor care nu sunt minimale fiind mai mari şi diferite, păr~ile reale 
şi imaginare ale acestor termeni 01:1cilează între valori pozitive şi negative. Acea&ta 
face ca mare parte dintre contribuţiile lor să se anuleze reciproc. 

11.6 Amplitudini de tranziţie 

Mecanica cuantică nu111ită discretă a fost receuL propusă de Uudder (Gudl, Gud2} 
şi aplicaţiile cuuoscute se referă fie la "li..", fie la 111ul\i111i finite. În acea.stă sec\iune 
vom prezeuta o aplica~ie a ace1-1tui model la 11tudiul cristalelor cu doi atomi in 
celula elementară. 

Evolu~ia electrouului iu cristal sul> forma uuei t,JUccel:iiuui de 1:1alturi intre atomi 
vecini sugerează ipoteza că impubul electronului poate avea doar uu uumăr finit 
de valori. A1:1tfel, valorile impuhntlui elecLrouului aflat îu veciuătatea lui x E IM se 
află în coreHpouden~ă cu vectorii tipaţiului 'f~IM. Această ipoteză ne pennite 1:1ă 
identificăm tipaţiul 

TIM= LJ { (.c, x), (x, x1) (x, .ci), (x, x3), (x, x4) } 
.vEIM 

cu spaJiul fazelor· şi 1:1ă utilizăm formali1:1mul general al mecauicii cuantice discrete 
(Gudl, Gud2] pentru descrierea evolutiei electronului în cristal. 

Noi descriem stările posibile ale electronului la un moment tixat cu ujulo1 .I 
spaţiului Hilbert (1 2(TM), < ., . >), unde 

(11.23) 

Formula 
(11.24) 

L lf(q)j~ < 00 

q€TM 

(·,P1,·f2) = L l/!1(1J)I/Jlq). 
qETII-/ 

defineşte o n•prezeularn unitară a lui Gin l2(TIM ). 
Peutru q = (.c,y), q' = (x',y') E TIM, defi11i111 6(q,q') 

trniatorie in TIM t!Hl,e u aplica~ie 

-y: {O, 1,2, ... ,k}--+ 'I'M: j t-+ "IJ 

} 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



11.6. AMPLITUDINI DE TRANZIŢIE 115 

astfel îucât 6(1;,î;+d $ 1, oricare ar fi j E {0,1,2, ... ,k - l}. Fie Pk(q,q') 
mul~imea tuturor Ic-traiectoriilor î cu proprietatea că îo = q şi 'Yk = q'. 

Fiecare k-traiectorie îE P1c (q, q') poate fi pl'ivită ca o traiectorie în spatiul 
fazelor 1'IM a electronului care trece din starea q în starea q' în Ic intervale ele­
mentare de timp. Funcţia A ; TIM x TIM --+ CC se numeşte 1 amplitudine de 
franziJie di11tr-u11 salt [Gudl, Gud2) dacă A (q, q') = O în cazul b(q, q') > 1, şi 
dacă 

(11.25) L A(q1,q)A(q2,q)= L A(q,qt)A(q,q:,)=b"•h· 
"ETM "ETM 

oricare ar fi q 1, q2 E TIM. 

Tem·ema 11.6.1 Fu11cJ;a A ; TJM x 1'1M --+ CV definită prin 

A((z,z),(x,x)) = 1, 

(11.26) ~H:::!~:~:!::Ji)):1

peil daca kf-j, 
A ((x, y), (;a:', 11')) == O iu alte cazu1·i 

unde o, /3 E (O, oo), () E (O, 21r), este o amplitudiue ile '1-a111,iJie dmfr-·uu salt 
dacă şi numai dacă coudiJiile u1'mătoare sunt venficate 

(11.27) 
1) a-2 +3/f1 ;::; l 

2) o cos O+ /3 = o. 

Demonsh·atie: Într-adevăr, pentru '11 = '12 = (. ;i:i), obtinem 

4 

L A(q1,q)A(q2,q)=EIA((z,z'),(;i:i,;1:i"))f'=o2 +3f:/2
, 

vETM j,:1 

4 

L A ( q, q 1) Â ( q, '12) =- E I A ( (XI:, ;i:) , (X, ;1))) I:, 
qETM k=l 

4 

= E IA ((x•, a:u), (a:"•, xHi))l:i =ci+ 3}i1. 

lc=l 

Cu excep\ia cazului q1 = (x, xi), q2 = (zi•, ;vi), j "# Ic când 

4 L A ( q 1 , q) A ( q2, q) = L A ( {:,:, ;i;i) , ( xi , ;i:i 1) ) A ( ( ;i:i k , xi ) , ( ;i:i , xi I)) 
vETM l=l 

= 2o:/J C08 {) + 2/J2 

iai a cazului q1 = (x,xi), q2 = (z,z"), j f- Ic când 

4 

L A ( q, q 1) A ( q, q2) = L A ( ( z1
, x) , ( x, xi)) A ( ( x1, x) , ( x, x")) 

vE'l'M l=l 

1 on,-alcp 1.-u,uilion amplilude iu tmgle11.& 
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= 20/3 COtl O -t- '2ţi2 

în toale celelalte cazuri condiţia ( l l.:.!5) esle verificată orica1·e ar fi c., /3, O. 
o 

Teo1·ema. 11.6.2 Amplitudinea de tra11zi/ie dinlr'-u11 suit A : TIM x 1'1M --. CV 
definită p1'i11 ( 11. 26'} ~i ( 11. 27} este G-iwuur·iantă. 

Demout1h'a.tie: Conform relatiei (11.26) avem 

A (41 0 (q), 4>0 (q')) = A (q, q1
) 

oricare ,u- li (q,q') E '.l'IM x 'l'IM, u E E, et j E {1,2,3,4}. o 

Pentrn, E Pt (q, q'), u111plitudi11eu (Gudl, Uu<l'2) lui Î et1Le 

(l l.'2t!) A(î) = A(q,1i) A(,1,,:.1) ... A(î-.1:-1,i/). 

Pe11Lru IJo, IJ E '.l'IM, a111plitud111eu de: tranziJie Jm k sallu,·,~ (Uu<ll, Gu<l'2) Je la 
q0 la q ei,te 
(11.:.!9) At(IJo,IJ)= L A(,) 

-,eP~(qo,q) 

cu co11ve11~iă Au (qo, q) = 1 peutrn IJo ~ q, ~i .4 0 (qu, q) = O peutrn qu 'f q. 
llezullatele geuerale co11~i11ute III teoremele 11.6.:J ·-11.6.5 ~i ale căror 

Jemow1tratii pot fi găsite în [Gudl, Gu<l2) ue permit t1a <lefi11i111 câteva uoţiuni 
utik 

Teonm1a. 11.6.3 u) Oricare ar fi k E JN ure luc 1'tlalrn 

""' 2 ""' 2 ( 11.:w) ~ IAt(qu, q)I = ~ 1,4.1: (q, qu)I = 1 
qETM qE'fM 

b) Dacă j, Ic E N, j::; Ic, utu11â 

(11.:H) A.1: (qu, q)::.:: L A; (qo, q') A.1:-J (,/, q). 
q'E1'1M 

Acest rezultat arată că At (qu, ·), ,4A: \·, q0) E 12 ('l'IM), ~i uc j.Jt'l'lllite t1ă 

interpretăm IA.1: (q0 , q)j 2 ca tiiu<l fo prnbabilitateu de lrtJuzi/ie dm k salturi:i [GuJl, 
Gud2] de la q0 la q. 

Pentrn a Hi111plifica 110La~iile vum t1crie (.t, O). (J\ l), (J:, '.ol), (.t, :I), (J:, 11) 111 loc 
de (x,x), (J: 1.x

1 ), (J:,a:"), (x,x:i), (x,J: 4 ), respectiv. Deu11n·r,· 111 r,1zul a111plitu­
dinii de trn11zi~ie Ji11tr-u11 salt co11siJerată 111ai tllls 

{ 
1 dam ( ,1,,', 11) = ( J', O) 

Ak((J:, O), (x', 11)) = O 1 ( , .J. 
1 aca J: , 11 ) -,... ( .t , O) 

1 k-,ltp ln111,iliv11 amµlitu,fr III i,ugle,.ă 

·'1.:-.,tq, J'l'ubabilitg în e11t1,l,,,.ă 
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rămane să mai determinăm Ak((x,m),(x',11)) doar pentru m, n E {1,2,3,4}. 
Aceasta este o problemă destul de co111µlirală. Dacă îw1ă suntem i1)teresa\i doar 
de directia de mişcare [Mar) problema devine mult mai accesibilă. Punand o = 
(O, O, O, O), 

(11.32) ÂA: (j,J') = L ÂA: ((o,j), (x,j')) 

( 11.33) 

obţinem 

( 11.34) 

intr-adevăr, 

:eeM 

( 

0 ţJei8 ţJei 8 ţ3i' ) 
ţJei8 0 {3ei8 {iei8 

{Jeill JJeiB u /3ei' 
/Jei' /Jei' fJeiB o 

4 

Ai, (j,j') = L M;i,Mi,il··•Mi._,j' = (M");j' 

Aa(j,j') = A((o,j), (oi ,j')) = M;j' 
4 4 

A2(j,j') = L A((o,j),(oi,it))A((oi,it),(di 1 ,j')) = L Mji,Mi,J' 
i,=1 

etc. Deoarece 

M' = { (HI,'') u 

rezultă 

(11.36) 

şi 

(1 L36) 

pentru j :/: j'. 

O O O ) ( 1 1 O O /3 ii 1 
O 1 O + e l 

O O l t 

i,=1 

l 1 

Dr l I 
l l = 

i ) 

Putem int.erpreta ,14-(j, j') ca fiind amplitudinea de probabilitate ca electronul 
să se deplaseze III dim·ţia j' la momentul Ic ştiind că el se deplMa în direcţia j la 
momentul iniţial. 

Mulţimea { tiv : 'J'IM ----, O! I 6q (q') = 699 , } este o b1\Ză ortonor111ată a lui 
f'(1'1M),şi tJ,,(q)=(i/•,b~) orirarearfi 'IJ,,El2 (1'1M), qETIM. 
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Tem·euut 11.6.4 Optrnto1·11 {Oudl, Oud2} 

(11.37) T: /2 (TIM) --. /2 (TIM), (T'I/J) (q) = L A (q, q') t/i (q') 
q'E7'1M 

(11.38) u:,~(TIM)--f!(TIM), (Vv•)(q)= I: A(q',q)1J,(q') 
v'E7'1M 

Operai.orii 1' ~i U ::;e 11ume:H pl'Opugalori. Hela~ia A(qo,q) = {1'hv,6vu) 11e 
permite ,;ă i11terpretă111 A ( qu, q) ca fiiu<l 11.mpliLu<li11e11. <le t.rau:.:i~ie de 111. 690 111. 
Tbv. 

Tt!ureuatt 11.6.5 Vacă ljJ E ,~(TIM), qo E TIM atw,ci 

(11.:H.I) 'J'k,J,(q0) = L 4,(q)Ak(qo,q). 
vETM 

Ace:;t re:.:ultat arată că oricare ar li ·,p : TIM _____. lll, ,p E /3 ('l'IM), putem Jefiui 
umplitudmt11 ,fr prob11bilillllt: 1/e lra112iJie 1/i11 k :;a/tu1·1 [Gu<ll, Gud2) 

(lJ.,JO) Ak (i/Jl1Ju) = L ,J, (q) A1,; (qu, q) 
vE'l'M 

:jÎ pmbalii/1lllln1 tle tnmz1Ju 1l111 k sa/tun (Uudl, G11d2) 

(11.41) 

cu co11Ji~ia cu 1wria să fie couvergeută. 
Plecâ11J de la alllplitudiuea de Lfau:.:i~ie <li11tr-u11 :,11.IL A : 'l'ltvl x TIM ---. (J,' şi 

de la o fuuctie v : 'l'lM ---, JR, :;e poate Jefini a111plituJi11e11. de Lnu1:titie dintr-un 
salt 
( 11.4:.l) A" : TIM x TIM --, (}) A" (q, q') = e-•u(v),4 (q, q'). 

P111.em privi A" : TIM x 'J'IM -~ Q'. ca tiiuJ amplituJi11t'.a de trauzi~ie dint.r-uu 
salt cur1.\opu11:.:ătoare sistemului cuaulic cousiderat. la care i;-;t adăugai, 1111 ciuup 
exterior a cărui inlh1ie11~ă ei;t.c descrir,iă cu ajut,orul energiei potenţiale u : 'FIM ---, 
IR. În particular, dacă ; E P1,; ( qo, q) , atunci 

11111pli111di1wa d,~ 1.nrnziti•~ din k salt.uri ••st.e dată de for111ula 

Ak (qo, ,,) = L ,4 (1) exp [--i~ v (;1 )] , 
-,EP•(qu,qJ J=O 

şi propagatoru I <·on•bp1111ziitor PSl.t' 
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Capitolul 12 

Cristale cu structura 
diamantului 

12.1 Structura diamantului 

Printre cristalele cu doi at.omi in celula elementară se află clas.a cristalelor cu 
structura diamantului. liru!Jul lor de simetrie este grupul spaţial Ol = Fd3m. 

Reprezentarea uzuală în !Ea a grupului complet al tetraedrului 

definită prin rela.tiile 

a(x,y,z) = (-y,x,-z) b(x, y, z) = (x, -z, -y) 

este (Str) 

c(x, y, z) = (.:i:, Y, z) p11 ,(x, y, z) = (x, -z, -y) 
b2x(x, y, z) = (x, -y, -z) Pfz(x, y, z) = (x,z,y) 
62 11 (:r., Y, z) = (-x, y, -z) Pu:(x, y, z) = (-z,y,-.:i:) 
6:i,(x, y, z) = (-x,-y,z) p,~(x, y, z) = (z,y,x) 
0-4,.(x, y, z) = (-.:i:, z, -y) 6a,.,11 ,(x, y, z) = (z,x,y) 
u4,.,1(x, y, z) = (-x,-z,y) 6â:r:~z(x, Y, z) = (y,z,x) 
u4y(x, y, z) = (-z, -11, x) 

o-411 (x, 11, z) = (z, -11, -x) 
631:r(x, y, z) = (-z, -x, y) 
63:r:Vi(.r, 11, z) = (-y, z, -x) 

0"4,(X, 11, z) = (y, -x, -z) 
o-4/(x, 11, z) = (-y,x,-z) 

63!fT(x, y, z) = (z, -x, -11) 
63~

11
,( X, 11, Z) = (-11,-z,x) 

Pr.11(x,11,z) = (-y, -x, z) 
P.ru(x, y, z) = (y,x,z) 

6a,,(x, 11, z) = (-z,x,-11) 
63~z(x, 11, z) = (y, -z, -x). 

Definind 
i(x,11,z) = (-x,-y,-z) 

119 
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120 CAPITOLUL 12. CRISTAI,E CU STJWCTURA DlAMANTULUl 

se obţine reprezentarea uzuală a grupului complet al octaedrului 

cal'e este grnpul punctual al cristalelor cu sLrucLura dia1111i11Lului. 
Fie t 1 = (O, 2, 2), t 2 = (2, O, 2), l3 = (2, 2, O). Grnpul Ok se poate defini prin 

rela~ia 

( 12 .1) Oh = { (El, a) I R E Td, a E T } U { ( i o R, e,i + a) I R E 'J ',J, a E 7' } 

unde T e8Le grupul de t.ram1la~1i 

T = { (t, n1t1 + tt2l~ + 11;il3) I 111, u2, ua E 'li..}. 

În paragraful ~.4 am ob~inut u111nodel matematic pentrn cristalele cu structura 
dia111a11tului prin metoda proiecţiei benzii plecând de la Td-11istemul de puucte 
1j(-l/2, 1/2, 1/2). Plecâ11d de la reprezentarea lui rl',J în m4 definită de acesl 
sistem de puncte 

t(a:1, X2 1 X3 1 X4) == (x1, x2, x3, x4) 
62,,(x1,;r2,x3,x4) = (x4,J:3,X2,xi) 

62 11 (x1, x2, X3, x4) = (x3, X4 1 xi, x2) 

62,(J:1,X2 1 X3,J:4) = (x2,X1,X4,J:3) 

0'4.,(x1,x2,x3,X,1) = (x2,x4 1 x1,x:i) 

114}(x1,x2,x;1,.r.4) = (xa,x1,x4,x2) 

"'~î(a:1,x2,X:i,X4) = (x2,X3,X4,J:1) 

11411 (:1:1, x2, J:3, x4) = (x4 1 x1, x2, xa) 

114,(x1,X2 1 x3,x,i) = (x4,X3 1 X1,x2) 

114}(x1,x2,X:1,;'-'4) = (xa 1 J:4,x2,xi) 

p_,, 11 (J:1, x2, J::1, :r4) = (x1, x2, X4, :ra) 

Pi,y(x1,x2,x3,.1:4) = (J:2 1 J:1,x:-,,x1) 

Py,(x1,x2 1 :i:3,x4) = (x4 1 X2 1 X3 1 xi) 

Pyz(x1,x~ 1 x3,x4) = (x1 1 .1:3 1 X2 1 x4) 

p.,,(x1,x~,X3,x4) = (J:1,X4,X3,X2) 

p,;;;-(x1,x~,J:3,x4) = (x3,x2,x1,J:4) 

b:fr y, ( J: I , J: 2, J: :J, J: 4) = (;c 3 , J: 1 , J' 2, x 4) 

6i}y' ( J: l I J: 2 I X :J I X 4) ::: ( X 2 J J: 3 I J; 1 I X 4) 

63„11 ,(x1, X,, J:3, X1) = (x1, J::1, J:4, J:2) 

6-l -(J'J X•• J',, J'•) - (:1•1 X1 J'~ J'·,) 
3J:jŢ"z ' J "'' '~JJ '•1 - ' I I •~1 ,J. 

ha:;;y,(x1,.1:2,X:i,x1) = (;r4,J:2,x1,xa) 

hJiy,(x1,x2,xa,x4) = (x3 1 x2,x1,xi) 

6axy,(x1,X2,:i::1,x4) = (x3,a:4,J:3,x1) 

hi„
1
11

,(J:1 1 :i:2,a:3,2:4) = (x,a,x1,x3 1 x2) 

se obtine desrompunereit JE4 = IE~ (1) IE{ unde 

IE~ = { (XI I :i:2 I X:=t, X4) E 11<.:,i I X I + J'2 + X:J + X4 = o } 
lf;f = {(x1,X2,x3,x1) E Il~1 I .1:1 = J:2 = J.'3 = J:4}. 

lJt.ilizând mel.oda proiecţi, : benzii şi fereastra de selecţie 

n = {(o, o, o, o) I - 1/4 < o s 1/4 l 
obţinem modelnl 

)MII= { 1rllx I J; E z4, 1r.l x E n} (12.2) 

unde 

( 
3 -1 -1 -1 

) .i ~ ~ ( 

1 l 1 
1 -1 3 -1 -1 1 1 1 7rll = -
4 -1 -1 3 -1 1 1 1 

-1 -I -1 J 1 1 l 
) l 

l 
l 
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12.l. S'l'H.UCTURA DIAAUNTUUII 12) 

Teort11ua 12.1.1 Repnu•lan:a l■ i 1~ ÎN l:4 '""'' J& prtlHgilă la o rtpuz~rat•rt 
li le,i OI ÎA 1:. , ..... ,., 

(12.3) 

Dttwomtralie: Aftrm~a decurge dired diA descrierea ( l 1.2) a grupului or cu 
ajuk>rul genera&.orilor ti • rela\iilor alegând CI = 041

1, 6 = p11 ,, I = (i, e4). 
a 

Mul\imea NI care are 8'rudura diu, ... 1e.ul11i e8le proi«\ia mulţimii 

(12.4) N = { z = (z1,z2,•a.•d E z• I••+.,+ •a+ •• E (O; I) I 
adici, 

Deoarece aplica\ia 
M-•IMI :z.-.ala: 

ese.e o bijec\ie, mul\imea M poat.e de uenaellt!a Mi fie ut.ibi1&t.i ca modd mat.ematic 
pentru cri8t.iJele cu 8'rudura dia,1111111t.1alui. 

Teorema 12.1.2 M■llimea • 

(12.6) M = { z = (z1,a:2,•:1,••> E Z4 I •• + •2 +•a+ ... E (O; l) ) 

e,le o me,lfimt OI •iH•ri.alL 

DemOW1tralie: Într-adevăr, mulţimea N ea&e invariant.I ÎA raport. cu bana­
formirile 

Cll(.e1 I., •• .,,••> = <••· ;14, •:a,•·> 
6<•1, z:a, za,•·•>= (z,e, .e,, •a,•1) 

(i,e,.)(111,z,,za,••) =' (-••• -z,, -za,-••+ 1). 

care corespund generatorilor lui OI. 

R.ese.tic\iile la M 

6: M --+ M : (za, z2,z:1, z,e) 1-1 (.:r4, Z:,, .r.3, z1) 

(i, e4) : M --+ M : (z1, z:a, za, Z◄1) ..... (-z1, -z:,, -z3, -z4 + 1) 

ale transformărilor a, 6, (i, e,.) genereui o reprezentare exadi a lui oi ca grup 
de permutări ale mul,imii M, grup care va fi notat, de 1111emenea cu oi, adid,, 

(12.6) oI = { ,. og,o ... Ofq I n E "'· , •• g:,, ... , ln E (a, 6, (i,,,,.))}. 
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122 CAPITOLUL 12. CRISTALE CU S'l'RUC'l'UllA DIAMANTUi.Ul 

Aplica~ia 
4 

(12.7) 6:IMxlM--+IN 6(x,y) = L Ix; - Y;I 
j=l 

este o distan~ă Ol-invariantă pe IM. Fiecarn punct x E IM are patru veciui de 
ordiuul l 

( 12 
S) x 1 = (x1 + x(x), x:,i, x3, x4) 
• x3 = (x 1 ,x:1,x3 + x(x),x4) 

uude 
( 12.9) 

~i 12 vecini de ordinul 2 

(12.10) 

uud,!j,kE{l,2,3,4}, jţk. 

x2 = (x1,X2 + X(X) 1 x3,X4) 

x 4 = (x1,x2 1 X3,x4-t- ,\(x)) 

Utilizarea mul~imii IM ca model lllaternatic pentru nistalele cu i;truclura dia 

mautului simplifică mult formalismul matematic 111 auumitor 111odde dc1sire :ji 

oferă o Liază matematică peutru noi modele. Aceu:;tă dei;crien~ ne !Jtcl'lllÎL, sii 
deli11i111 cu U!iurintă obiecte 11111te111atice Ol--invnrÎn11t.c. Expresiih\ lor 1ual,;111ali(',; 

în dt:·snierea u:.rnală :;unt, in genernl, 11111lt 111ai nH11pliu1ll;. De ext!lllplu, dacii ,;,.­
utilizează modelul uzual a.I Hl.ructurii dia111a11lului U) c:: ID0 U ID 1 , u11dl' 

lDo = { (x,y, z) E z:t I 41(-;i: + y + z). -tl(x --- y + z). 4l(x f !J - ~)} 

ID 1 = { ( x, y, z) E a'. a j 4 I ( -- .c + y + z + I ), 4 I ( ;c • • y -1- z + 1), 4 I ( J: f· y •• i I ) } 

atunci defini~ia dibtantei 6 devine 

li( ( J: I Y, z) I ( i:' I y' I z')) =­
( I - X - y -- z + J:' + y' + z' I 
+ I - X + y i· z + ;i:' -- y' ·- z I I 
+Ix - y + z - x' + y' - z'I 
+lx+y-z-x'-y'+z'l)/4 darn 

( I - x -- y - z -t .J:
1 + y' + z' - l I 

+I - X+ /J + -~ -j- Jl
1 

- y' - 2
1 

- 11 
+Ix -- y + z - ;i/ + y' - z' -- li 
+Ix+ y - z - ;,:' ••~ y' + z' -· 11)/..J du.ca 

(I - J: - y - z + l + ;i:
1 + y' + z'I 

+I - J: + 1/ +;; + l + J'' - y' --- z'I 
+IJ: - !I+ ;; + l ·- J:' + y' - z'I 
+l;i: + y -- z + 1 - J., -- y' + z'l)/-1 docu 

((;1:,y,z) 1 (J: 1,y', .:')) E lllu:,.. IDu 
sau ((x, y, z), (x', y', z')) E ID 1 x ID 1 
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12.2. NIVELE DE ENERGIE 

12.2 

Spaţiul 

Nivele de energie 

l
2

(1M) = { 1/J: IM -- CC I L l1J,(:i:)l 2 este sumabila } 
z-EM 

iuzestrat cu produsul scalar 

< vi1,·I/J2 >= E 'P1(x) 1/J:i(:i:) 
z-EM 

este un spaţiu Hilbert izomorf cu spaţiul bine-cunoscut· 12 . 

Teorema 12.2.1 RelaJia 

define§te o reprezentare unita,·ă a grupului Ok în f'(IM). 

Demonstratie: Într-adevăr, 

((T, o1',.)1/i)(x) = (T,(Th 1/i))(x) = (Th 1/i)(g- 1(x)) 

= 1/J(h- 1(g- 1(x))) = tJ!((g o h)- 1(a:)) :c= (T11oh1P)(x) 

oricare ar fix E IM, g, h E Ok, şi 

< Tg 'Pl, Tg 1/12 >= L (Tg 1/Ji)(x) (Tg 1P2)(x) 
z-EM 

L t/11(g- 1(x))1/J2(r 1(x)) = E 1/J,(x)~:i(x) =< 1/J1,1P2 > 
z-EM zEM 

oricare ar fig E Ol, t/11, t/12 E l2(IM). o 

Anumite date experimentale privind evoluţia elect.ronului în interiorul 
cristalelor cu structura diamantului, cum ar fl existen~a benzilor de energie, pot fi 
explicate din punct de vedere teoretic utilizând aproximaţia electronilor puternic 
lega.ţi, adică. presupunând că. singurele poziţii pe care le poat.e ocupa electronul 
sunt vecină.tă.\ile nucleelor atomilor cristalului. Notând cu Ix > funcţia de undl 
corespunzăt.oare electronului situat în vecinătatea nucleului atomului x, funcţia de 
undă cea mai generală. ce.re descrie sistemul cuantic considerat este o suprapunere 
liniară 

uude tp E l2{1M). 
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124 CAPl'l'OLUL l2. CHIST-HE CV STIWC''l'UHA PIAM.-\ N'J'Vl.111 

Teorema 12.2.2 Operator-ul l11ua1· 

(11.11) H : ('(IM)---. l2(1tvl) 
4 

t 11 ~· H J:) ::=: n ~,( J:) + rJ L 1,1•t J:') 

j=l 

unde l\ ~• ţJ sunt două co11sfoult n:ulc, este u11 operntur li111,u aut.i-adju11ct Ol­
inua,-iunt ,lefiuit pe i11treg spaliul 12

( lM ). 

Demou1,1tta\ie: Deoarccl' [ Wei) 

4 

L l(l{tJ,)(.i~)l2
:.:: L o y>(J:)-+ /iL V•lJ:') 

rEM &EI\-I J=I 

•. fi(oi -1- 4Jl'..l) I: l•l'(x)l 2 

•'E IM 

rezultă. că 11 eHk defi111t pe 111trei; li)lit~iul l'(IM,l. El t!Sk un op,•ral.or a11tuallju11cl 
(Cyc) • 

< Hv'1,V'1 >:.:. L [(\ ~•1(.c)+rltth(xj)'] ~;(.r). 
,·e 11\·1 j :cc I 

4 

L ni/•1(J:) ~;;(;·:) I JJL L 1ţi1(xi) ~,A;v) 
&EIM 

4 

= L o 1/•i(x) ~;-(;-) + /1 L L V'1 (J:) if2(xi) =< Iţit, li~•~ > . 
,·elM J=I ,·EIM 

o 

Că11l,a11d (rntr-u exlew,ie a Hfloli11l11i li(IM)) funqii pruprii ale lui li de fon11a 

\......_~ X· ::.:.: 0 
L„J.:.I J 

E;~, x; = 1 

unde Ic= (ko,k1,k,,k:-1) E IE~, C1 , C2 E (I! 1,u11t constaute, relaţia 

e11te echivalentă cu siHtemul de ecuaţii 

4 

aC1 + ţJC~ L exp(i kj) == EtC1 
J=I 
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12.3. SPt;CTIWL FONONIC 

Rezultă că solu~iile 

(12.12) 

ale ecuaţiei 

4 

0C2 + fJC1 L exp(-i k;) = EkC2, 
j=l 

4 

Ek =0t±/3 L exp(i k;) 
j:1 

o - E1: fJL;=I exp(i k;) 
fJL7= 1 exp(-i k;) o- E1: 

aparţin spectrului operatorului H , oricare ar fi k E IE~. 

În particular, dacă k E IE~ sati11face relaţia 

atunci 

(12.13) 

4 . 

L sink; = O 
i=I 

4 

Ek = Cit ± fJ L cos k; 
j=l 

125 

=O 

aparţine spectrului lui H. Aceste rezultate sunt in acord cu existenţa benzilor de 
energie în cazul electronului aflat în interiorul cristalului [Kir, C03, C04). 

12.3 Spectrul fononic 

Pentru a. descrie micile oscilaţii ale atomilor cristalului în raport cu poziţiile lor 
de echilibru vom identifica spaţiul fizic IEa cu spaţiul 

cu ajut.orul izomorfismului 

care asociază fiecărui vector r E IE3 proiecţiile 1mle pe e1 , e2, e3 , e 4 . 

Vom descrie evoluţia. atomilor cristalului în raport cu pozi~iile lor de echilibru 
cu ajutorul unei funcţii 

X : JR x IM -- IE~ : (t, x) >-+ (X1(t, x), X2(t, x), Xa(t, x), X4(t, x)) 

un<le X1 ( t, x) este proiecţia pe dreapta corespunzătoare lui e; a segment.ului ori­
e111.at având ca origine poziţia de echilibru a a.I.omului x E IM !ji ca ext.remitate 
poziţia acest.ui atom la momentul t. 
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126 CAP1TOU1l, 12. CJUSTAf,F, CU .'iTRVCTURA DIAMANTULUI 

Teorf~JOA. 12.3.l Rclnţiile 

n(X1, X2, Xa, X1) = (X:1, X4, X2, X1) 

b(X1, X2, X:i, ,\'4) = (X4. Xi, X;i, X,) 

(i, "4 )( X 1 , X 2, X::i, X 4) = ( -X 1 , ·-X~, - X a, -- X 4). 

define.~r o reprrunlnn· linia1·ă a gnq,11/ni O~ in J~;~. 

Dmnom,trAţie: Aflrn,atiR decurge imediat. din deAcriNeA ( 11.2) a grupului ax 
r,u a,i11t.orul p;P11ernt.orilor 'li a rela~iilor. O 

TeoremA 12.3.2 Dară m E (O, oo) şi if,~,., q,~~' .~uni ron.~tantc ,-eale nslfrl incât 

(12.14) ,1,P - ,1,11(p) 
'f'jn - V'.,(j),r(n) 

oricare nr fi j, n, p, q E {l, 2, ~. 4}, r f- q, <1 E S4 , alunri .9istemul de ecuaJii 

(12.15) 
J2 4 4 

m dt2 Xj(t, x) = L L "'~" (X„(f, :1n - Xn(t, x)] 
p=I n=I 

4 

+ L L "'~~ [X,.(t, :rPq) - X,.(t, :1:)] 
1•,':q n=l 

0 7 • • ' este h -zn11nrrnn ,., 

Demmu~trRţie: SiAt.emul rnrn1iderat eAl,e invariant. în raport. cu tranAformările 
coreApumdHoArf' generntnrilor a, b, (i,P4) ai grup11li1i or 0 

Sistemul (12.15) correApunde AÎAl.rn111lui de ecuaţii utilizat. de modelui Born­
von Karm11.n în cazul cri':ll.,1.ldor cu At,rucl.ura diamantului. În deAcrierea propusă 
mai sus el are o formă evident O~-inv11ria11tă in timp ce în descriere clasică sta­
bilirea invarianţf'i în raport, rn acţiunea grupului Oh este o problemă destul de 
dificilă. R.ela~iile (12.14) ~i sistemul (12.15) an în descrierea uzuală forme mult me.i 
complicate (e. Re vedea [Gha]) chiar dacă Ae iau în considere.re numai int.eractiile 
cu vecinii de ordinul întâi. 

Dacă că11t.ăm soluţii de forma 

. { A; exp[i(Z::= 1 k;x;-wt)] dara x1+x2+J:3+.r.4=0 

.X;(t,x) = [ ( )] 
B; <'XP i z::=I k;;i:; - wt dar.a xi + x2 + x;i + x,i = 1 

unde A= (A1, A2, A3, A1), B = (B1, 112, R:i, l14), k E IE~, atunci sistemul (12.15) 
devine 

4 4 

III ,..,
2 Âj = -- L L <P~n (B11 exp(i k,.) -- A,.) 

p=l n:=I 
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