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Introducere

Descoperirea structurilor incomensurabile, dar mai ales descoperirea in 1984 a
cuasicristalelor a ardtat cd structurile atomice periodice nu sunt singurele structuri
atomice ordonate posibile i a dus la largirea conceptului de cristal. Conform
definitiei adcptate in 1992 de cdtre Uniunea Internationali de Cristalografie

“... by crystal we mean any solid having an essentially discrete diffrac-
tion diagram, and-by aperiodic crystal we mean any crystal in which
three-dimensional lattice periodicily can be considered to be absent.”

Aceastd noud viziune asupra stirll solide a materiei a stimulat cercetirile
teoretice privind elaborarea unor noi modele matematice capabile si descrie
cuasicristalele si tranzitiile de fazd periodic-cuasiperiodic. Printre numeroasele
modele care descriu structuri ordonate aperiodice un rol dominant il au cele
bazate pe metoda proiectiei benzii. O variantd perfectionati a acestei metode
a fost elaborati de cdtre autor in colaborare cu Jean-Louis Verger-Gaugry
[CO5, Verd, C07, C10) in 1995-96 in cadrul unei cercetdri desfigurate la Insti-
tutul National Politehnic din Grenoble. Ea se bazeazi pe rezultate ale teoriei
reprezentirii grupurilor finite gi oferd posibilitatea construirii de modele mate-
matice ale unut cuasicristal plecand de la structura sa local descrisi cu ajutorul
orbitelor grupului de simetrie a diagramei lui de difractie. Metoda permite nu
numai o descriere find a structurii cuasicristalelor ¢i §i o buni descriere a trans-
formirilor de fazi bazati pe deformarea reuniunii de orbite utilizata pentru des-
crierea structurii locale. Mai mult, ea oferd o descriere unitara a cristalelor peri-
odice §i a cuasicristalelor. Unele faciliti{i ce pot fi obtinute prin utilizarea acestei
metode in descrierea cristalelor periodice sunt prezentate in ultimele capitole ale
carti.

Rolul fundamental jucat de grupul de simetrie in cazul cristalelor periodice
este preluat in cazul cuasicristalelor de anumite transformdri care lasa invarianta
mulqtimea pozitiilor atomilor numite autosimilarititi. Pani de curand, astfel de
‘autosimilariti{i erau cunoscute doar in unele cazuri particulare. Astfel se gtia c3
‘pavajul Penrose tridimensional, unul dintre cele mai cunoscute modele, este invari-
ant fats de omotetiile B3 — B3 : 2 +— [(14/5)/2)>", oricare ar fi n € IN. Recent,
aulorul a aritat ci existd o infinitate de alte omotetii care lasd pavajul Penrose
invariant, gi a elaborat o metodi de studiere sistematicd a autosimilarititilor in
cazul modelelor obiinute prin metoda proiectiei benzii [C08, C09, C10).

a
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4 CUPRINS

Studiul cuasicristalelor in cei 15 ani care au trecut de la descoperirea lor s-a
bucurat de o largi atenlie concretizatd in numeroase conferinte gi elaborarea unui
numair impresionant de articole. Interesante rezultate au fost obtinute si in tata
noastra de grupul de cercetare condus de doamna acad. Rodica Maniili.

Sperim ci aceasti carte continidnd metode matematice utilizate in studiul
cuasicristalelor 83 umple un gol existent in literatura de fizici din tara noastri
4 si stimuleze preocupirile tinerilor cercetitori fatd de acest nou gi fascinant
capitol al fizicii cristalelor. Ea se adreseazi studentilor de la grupele de fizici
teoretici precum gi studentilor de la facultitile de matematicd gi chimie interesat
de metodele matematice utilizate in fizica cristalelor.
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Capitolul 1

Cristale matematice

In primele dou capitole ale cartii vom prezenta intr-o forma concisi unele definitii
gl rezultate matematice cu scopul de a oferi cititorului o imagine mai larga asupra
metodelor matematice utilizate in descrierea cristalelor.. Doar o parte dintre aceste
notiuni si rezultate vor fi utilizate pe parcursul cartii.

1.1 Multimi Delaunay

Fie I, = (R", <, >) spatiul euclidian n-dimensional inzestrat cu produsul scalar
standard

n
<z,y>=Y 2y
ji=1

Pentru ¢ € IE,, A,B C IE, utilizim notatiile
axB={axz|z€B}
AxB={zxy|z€ A yeB}
Za={aa|laeZ} Ra = {ae |« €R }.

Definitie: Spunem cd multimea A C IE,, este relativ dersd in E,, dacd existd o
multime compactd K C IE, astfel incat A+ K = IE,.

Definitie: O multime A C IE, se numesgte uniform discreid dacd existd o
vecindtate deschisd U a lui 0 in IE,; astfel incat (A — A)NU = {0}.

Multimea A C IE,; este uniform discretd daci gi numai daca existd ¢ > 0 astfel
incat distanta intre oricare doud puncte ale lui A sé fie mai mare decét e.

Definitie: O submul{ime a lui IE,, care este in acelagi timp uniform discretd gi
relativ densd se numegte mulfime Delaunay.

b
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6 CAPITOLUL 1. CRISTALE MATEMATICE

Definigie: O submuitime £ C IE; este numitd rejea dacd existd o bazi
{v1,va,...,va} a lui E, astfel incat L coincide cu subgrupul aditiv generat de

{vy,v2,...,9n}, adicd, .
L=) Zv;
i=1

Orice refea este o multime Delaunay.

Definitie: O submultime A C IE, este numitd periodicd dacd existi o retea
L C IE,, astfel incat
A+v=A

oricare arfiv e L.

In particular, orice retea este o mul{ime periodica.

1.2 Metoda proiectiei benzii

Multimea punctelor care reprezintd centrele de masé ale atomilor unui cristal
reprezintd un fragment al unei mul{imi Delaunay. In cazul in care se neglijeazi
efectele datorate [aptului ci cristalul este finit ca intindere gi se analizeazd numai
fenomenele care au loc in interiorul lui, departe de frontierd, modelu] utilizat este
o muliime Delaunay. In particular, modelul matematic al unui quasicristal este o
multime Delaunay neperiodicd. Una dintre cele mai remarcabile metode utilizate
pentru a obtine astfel de multimi este metoda proiectiei benzii.

Plecand de la descompunerea spatiului IE; in suma directd de subspatii orto-
gonale

E: = E! ¢ E}

gl de la o retea £ C IE; se poate considera in cazul fiecirei multimi marginite
Q C IE; numite fereastrd de selecjie “banda” (Fig. 1)

B=Q+El={cecE | (x)eq}

unde 7t : [Ex — IE} este proiectorul ortogonal corespunzitor subspatiului Ej .
Prin proiectia pe IEE a punctelor lui £ situate in banda B se obtine multimea
Delaunay

(1.1) Q=rl(nB)={nl(z)| zeL, r'(z)eQ}

unde 7l : B, — ]E',! este proiectorul ortogonal corespunziitor subspatiului IE!.

Metoda prezentatd, numitd! metoda prosecfiei benzii, admite o variant3 echiva-
lentd numitd metoda tdieturii (Fig. 2). Reteaua £ este decoratd cu fereastra —§]
obtindndu-se multimea (Fig. 2)

Vstrip projection method in englez
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8 CAPITOLUL 1. CRISTALE MATEMATICE

L-0=|)z-Q={z-y | z€L yeQ}.
€L

care ne permite si definim multimea @ prin relatia
(1.2) 0=Eln(-a)

Unele generaliziri gi perfectioniri ale acestor metode vor fi prezentate pe par-
cursul cartii.

1.3 Cristale generalizate

Definitie: O mdsurd p pe IR" este o functionali liniara definiti pe spatiul K al
functiilor continue cu suport compact f : " — € cu proprietatea ci pentru
fiecare multime compacti K C IR" existd o constanti ag astfel incat pentru toate
functiile complexe marginite cu suportul in K avem

()] < ax |1

unde

WA = sup |f(z).
zeK

O muliime finitd {ay,as,...,am} C IE, poate fi descrisd prin misura

m
b= 260,-
j=1

unde 6,(f) = f(a). Unele informatii privind modul cum sunt distribuite unele
fata de altele punctele acestei multimi sunt continute de functia

2
m

I(q) — Ze-Zﬂ'qa,-

j=1

consideratd ca reprezentand figura sa de difractie. Ea coincide cu transformata
Fourier a convolutiei u + ji, adici

I=pxp

unde ji(z) = a(—a). |
Fie A C [E, o multime Delaunay, p € (0 o0) i fie a € IE,,. Mul{imea punctelor
lui A care apartin bilei B, , de centru a gi razi p va fi notatd-cu A, ,. In general,
pentru orice bili B definim
Ap=ANnB

1 -
TAp = l—B—II‘AB * BAp

unde |B| este volumul lui B.
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1.3. CRISTALE GENERALIZATE 9
Definitie: Spunem cd girul de masuri (g;);j>o0 converge la masura p dacé

lim p;(f) = p(f)

j—oo
oricare ar fi f € K.

Definitie: Se numegte anlocorelafic a unei mulfimi Delaunay A, orice limitd a
unui gir de misuri y Y corespunzitoare unui gir crescitor de bile B; de centru 0
a céror reuniune este spatiul R".

Conditii suficiente pentru existenta si unicitatea autocorelagiei uner mul{imi De-
launay sunt prezentate in teorema urmaétoare.

Teorema 1.3.1 (A. Hof [Hofl]) Fie A o mulfime Delaunay astfel incit A — A sd
no athd puncle de acumulere, 31 fie Np(a) este numdrel de posibilitdjs de a serie
a € A — A ca diferenfe ¢ doud elemenie din Ap.  Dacd oricare ar ia € A — A,
ezistd limita '

(13) Jim (2R)7" Na, n(a) = n(a)

alunci A admite o auiocorelafie unic delerminald

Y= Z n(a)é,

aeEA-A

.....

definirea dlstnbugulor temperate. Transforma.ta Fourler )
fier= [ s@permi<tods

a unei functii f € S(R") a.pa.rb"me de aseinenea llui'.Sv‘(-lR"') §i.
f@) = [ Foperm<=eae,

Transformata Fourier T a unei distributii temperate T
T f = Tf

este deasemenea o dlstrlbutjle temperata. :
Despre o misurd u se spune ci este pozitivd dacd pu(f) > 0 oricare ar ﬂ f > 0
In cazul in care p(f * f) > 0 oricare ar fi f € S{R"), spunem ci misura p esbe
pozifiv definitd. Fie A o multime Delaunay admi{dnd o unici antocorelatie v,.
‘Transformata Fourier a hui y5 este numitd ﬁgfurd de difracfie a lui A. Masura v
este pozitiv definitd deoarece este limita unui gir de masuri pozitiv- defipite.
Conform unei teoreme a lui Bochner rezultd cd 75 este o misurd pozitivi. Eal
ge poate scrie in mod unic ca suma. dintre o misurd discretd, o masura singulari
contmu& §i o misurd absolut continud :

71\ = 7A-d' + ﬁ-n + ﬁac
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10 CAPITOLUL 1. CRISTALE MATEMATICE

Se numegte mdsurd Bragg a lui A componenta discretd Y44 a lui 74. Ea se scrie

= Z A ({w})d

w€S

unde S este o multime cel mult numarabild numita spectru Bragg al lui A.

Definitie: O multime Delaunay A avand o unicd autocorelatie 75 esle numita
cristal generalizat daca spectrul sdu Bragg este infinit.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Capitolul 2

Multimi model si
cuasicristale

2.1 Scheme de proiectie

Fie £ un numdr natural nenul, si fie W C IE; un subspatiu vectorial al lui IE.
Structura uzuald de spatiu topologic a lui IE; induce pe W o stiucturd de spatiu
topologic, gi anume, U C W este este multime deschisa in W daca gi numai dacid
existd o mul{ime deschisd U C IE; astfel incat U = U N W. Este topologia lui W
definita de restrictia la W a distantei euclidiene
\ 1/2
d:E. xE, — IE; d((z1, 22, .., zx), (1,42, - Uk)) = Z(:L'j - y,-)2
ji=1

Daci D C W este un subgrup al grupului (W, +), atunci conditiile urmatoare
sunt echivalente:

(i) D este discret gi W/D este compact.

(i) D este o multime Delaunay in W.

Orice subgrup al lui W care satisface aceste conditii este retea in W.

Dacid W si W+ sunt dou subspatii ortogonale ale lui IE; gi W = Wit W,
atunci pentru fiecare z € W existd zll € Wl gi 1 € W+ unic determinate astfel
incat £ = zll + z+. Aplicatiile

W —w:zw— gl pt W —W:zw—zt
sunt proiectorii ortogonali corespunzitori subspatiilor WH gi W, respectiv,
Definitie: Ansamblul

wih 2 wilews B wi
U
D

n
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12 CAPITOLUL 2. MULTIMI MODEL SI CUASICRISTALE

format din doui subspatii ortogonale Wl W+ gi dintr-o retea Din W = wilewl
este numit! schemd de proiecfie daci urmatoarele conditii sunt verificate:

(1) restrictia pl|p a proiectorului p la D este injectiva.

(i1) p (D) este dens in W+,

Vom utiliza perechea (Wl W~ D) pentru a desemna schema de proiectie astfel
definitd. In cazul WL = {0} schema de proiectie (Wl @ W', D) se numeste
triviald.

2.2 Multimi model

Fie (Wl @ WL D) o schemi de proiectie netriviali, si fie Q o parte relativ com-
pacti a lui W' de interior nevid.

Definitie: Prin mulfimea model? definity de reteaua D si fereastra de selecfie §
se intelege multimea
(2.1) {p"r |.1:€’D, pJ'.‘l?EQ}.

Mai general, spunem c& A C IE, este mulfime model daci existd o schemai de
proiectie netriviali (W1 @ WL D), o muliime relativ compacts Q C. Wi de
interior nevid §i o izometrie ¢ : IE, — W astfel incat

(2.2) go(A):{p":c |z €D, plxen}.

In acesl caz vom scrie

A = mod(D, Q).

In general, pentru o multime model A, ieprezentarea A = mod(D, Q) nu este
unicd. Mai multe scheme de proiectie gi ferestre de selec{ie pot defini aceeagi
multime model.

Definitie: O multime model A este numiti compleld daci existi o schemi de
proiectie netriviala (W @ W+ D) si o mul{ime compactd K C W' de intetior
nevid astfel incat A = mod(D, K).

Daci punem DIl = pll(D) si desemnim prin o aplicatia
o: DY Wt izl =pt ((p"|-p)‘lz)
atunci muli{imea model A definitd de reteaua D gi fereastra de selectie £ este
A={xeD" ]z"en}.

fn plus,
D= { (z, %)

Teorema 2.2.1 ([Bn]) Orice mulfime model este o mulfime Delaunay.

z el }

Yeut and project acheme in englezi
3model set in englezt
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2.3. CUASICRISTALE 13

2.3 Cuasicristale

Fie U(1) groupul multiplicativ al numerelor complexe de modul 1, gi fie A o
submultime a lui IE,.

Definitie: Se numegte caracter slad pe A restrictia la A a unui morfism de grupuri
x : [A] — U(1), unde [A] este grupul aditiv generat de A. Prin caracter tare pe
IE,, se intelege un morfism de grupuri x : IE, — U(1) care este continuu.

Fiecare caracter tare pe IE,, este de forma
wiEy — U(1): z v e2Mi<wim>
unde w € IE,. Ele formeaz3 dualul grupului (R",+) , notat cu IR",

nz{XWIWEIEn}-

Aplicatia »

E,—R 1w~y
este un lzomorﬁsm de grupuri care permite definirea unei structuri de spatiu
topologic pe i

Definitie: Spunem cid multimea A este armoniousd dacd orice caracter slab yx :
[A) — U(1) poate fi aproximat uniform pe A prin caractere tari, adica, oricare
ar fi ¢ > 0, existd w € IE, astfel Incat

Ix(x) _ e'.'7n'<w,a:>| <€
oricare ar fi z € A.
Definitie: Multimea
A= { xo € IR" ! Ixw(z) — 1] € € oricare ar fi z € A }
unde ¢ > 0, se numegte ¢-dualul lui A.

Definitie: Spunem c& A C [E, posedd proprietalea de aprozimare liniard dacd
oricare ar fi m € IN, m # 0, si oricare ar fi morfismul de grupuri aditive f :
[A] — [E, existd o aplicatie liniard L : IE, — IE, si o constantd C astfel incat

[f(z) - Lz| < C
oricare ar fi z € A.

Teorema 2.3.1 ([Moo]) Dacd A este o submulfime relativ densd in IE, atunci
coudifiile urmdtoarc sunt echivalente:

(i) A este submuljime a unei mulfimi model.

(i1) A este o mulfime armonwaaa

(ii1) A€ este relativ densd in lll oricare ar fi e > 0.

(iv) A* este relativ densd in R pentry un anumil ¢ € (0,1/2).
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14 CAPITOLUL 2. MULTIMI MODEL SI CUASICRISTALE

(v) Ezistd o mulfime finitd F' C IE, astfel incat
A-ACA+F
(vi) A — A este uniform discretd.

(vii) [A] admite un sistem finit de generatori §i A posedd proprietatea de apro-
zimare liniard. -

Definitie: Multimea A C IE,, este nuniita cuasicristal daca A este relativ densi
in IE, gi verificd una dintre conditiile echivalente (i)-(vii).

In particular, fiecare muljime model este un cuasicrisial.

Teorema 2.3.2 ([Meyl]) Dacd A = mod(D, Q) este un cuasicristal confinut in
IE,., atunci orice funclie p de clasd C® cu suportul in interiorul lui Q, mdsura

p=Y pat)e

€D

este aproape periodicd, are suportul confinul in A g1 bransformala sa Fourier este

mdsura
A= @0t Y (=)
I‘E’D'

unde D™ este rejeaua reciprocd covespunzdioare lui D gi ¢ este mdsura unui dome-
niu fundamental al lui D.

Definitie: Un cuasicristal A se numegte regulal dacd existd o schemnd de proiectie
(Wl @ WL, D) si o multime compactii masurabild Riemann A astfel incat A =
mod(D, K).

Teorema 2.3.3 ([Bn]) Dacd A = mod(D, K) este un cuasicristal vegulul confi: ut
in IE, $i ¢ este mdsura unui domeniu fundamental al lur D, atunci A admite o
unicd aulocorelafie §i anumne

1a=c¢" ) (xk *x-k)(@t)-
z€D

Teorema 2.3.4 ([Bn]) Dacd A = mod(D, K') este un cuasicristal regulat in IE,
§1 ¢ este mdsura unui domeniu fundamental al lut D, atunci figura de difracfic a
lui A este pur discretd gi anume

2
7A=(27r)"c‘2 Z I)ZK(J,‘J')I 5:'". "
:.EDO

In particular, orice cuasicristal regulat este un cristal generalizal,
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Capitolul 3

Autosimilaritati ale unei
mul{imi Delaunay

3.1 Autosimilaritati ale unei mul{imi

Fie A C IE, o multhne Delaunay. Anumite transformiri ale lui IE, care
lasi invariantd mul{imea A au un rol important in studiul proprietitilor aces-
tei muliimi si este de agteptat ca ele s& fie utile in modelarea matematici a
cuasicristalelor. Interesul fata de astfel de transformairi s-a amplificat continuu

[Masl, Ba2, Gaz3, Ptr, Ple, C08, C09)].
Definitie: (Fig. 3) O omotetie de raport A a lui IE,
E, —IE,: 2w Az
se numegte! autosimilaritate de constantd de inflatie X a lui A daci
| JA C A
Definitie: (Fig. 4) O similaritate afind a lui IE,
E, —E,:2—v+Az~v)
se numegte aulosimilaritale afind de centru v gi constanti de inflatie A daca
v+ AMA=-v) CA.
Deoarece A este o multime uniform discretd gi
llv+ Az = v) = v = A" = )l| = Al || — 2]

oricare ar fi ¥, ' € A, orice constantd de inflatie a lui A satisface relatia

[Al > 1.

Vself-similarity in englezi
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daci r€ A =5 vg 4 Alr - ro) € A,
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3.2. AUTOSIMILARITATI ALE UNEI MULTIMI MODEL 17
3.2 Autosimilaritati ale unei multimi model

Fie schema de proiecgie netriviala

w2 whewt 2, wi

U
D
gi fie multimea model
(3.1) AK) = {pz) | z€D, p(z)€ K}

unde K C W1 este o multime compactd
K=int(K)#£0.

Utilizand aplicatia
-1
(3.2) Dl — Wt 22 =pt ((PHID) (::))

" unde Dl = pll(D), obtinem
f p={ (2| zeD }
)

(3.3) A(K) = { zeDl| 2°e K }

Vom identifica spatiul W! cu spatiul euclidian IE, alegind o bazi ortonur-
matd {vy,v2,...,vp} in Wil i vom privi A(K) ca pe o submultime a lui E,. O
autosimilaritate a lui A(K) este o transformare afind

(3.9) AE, —IE,: z— Az = Az +v

unde A € R — {0}, v € IE,,, care satisface relatia

(3.5) r€eAK) = Az A(K)
adicd este astfel incat

z € Dl Az e DIl
(3.6) € K } { (Az)° € K.

Fie {wy, w3, ...,wn} o bazé a lui W astfel incat

m
'D=le,-. —
i=t sx* \‘»,_nu T —%s
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18CAPITOLUL 3. AUTOSIMILARITATI ALE UNEI MULTIMI DELAUNAY

Teorema 3.2.1 Dacd A € IR — {0}, X € [-1,1] gi dacd v € D! sunt astfe‘l incat
elementele matricei aplicagiei Apl + Np* in baza {w), w3, ..., wy) sd fie intregi i

MK +vCK

alunci

3.7) A E,—E,: z— Ar=Az+v

este o aulosimilaritate a muljimii model A(K).

Demonstratie: Deoarece elementele matricei i M = Apl + Npt in baza
{wi, w2, ...,wn} 8 lui D sunt intregi, obtinem MD C D, gi prin urmare

(z,2°) €D = (Az+v,Nz°+v°) = M(z,2°)+(v,v°) €D.
Tinand seamna de relagia A'K + v° C K obtinem

zeDl A+ v e Dl
° ekl (Az +v)°=AMa®°+° € K.

adica,
r€AR) = Ar+v€EA(N)

Spunem c3 multimea K este echilibratd in raport cu y daci
{y+a@-y| ac[-11]}CK

oricare ar fi # € K. Fie T multimea tuturor numerelor A € IR — {0} pentru
care existd M € [—1,1] astfel incat elementele matricei lui Apll + Mpt in baza
{wi,wy, ..., wy, } 88 fie intregi.

Teorema 3.2.2 Dacd K C W' este o mullime echilibrald in raport cu y° €
pt (D) atunci orice element al lui T este un factor de inflajie al mulfimii model

A(K).
Demonstratie: Fie
AWl —wh Az =g+ X -9).

Deoarece
(Az)° =+ N(=° - ) €N

oricare ar fi € A(K), rezultd cd Az = y+ Mz —y) = Ar + (1 — Ay este o
autosimilaritate a multimii A(K"). a
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3.2. AUTOSIMILARITATI ALE UNEI MULTIMI MODEL 19

Pentru a ilustra notiunile gi rezultatele de mai sus vom prezenta un exemplu.
Fie 7 = (1 + v5)/2, 0 = (1 — \/5)/2 i fie schema de proiectie [Bn]

1]
]R2 P

1R2 x ]R.Z P_J" le
U
D

unde reteaua

= {(a, + aat + (a3 + an)e'”‘,al + azo + (as + aqa)ea'ils) |o; €Z }

este definitd utilizand identificarea IR? — C : (a,b) — a + bi.
In acest caz

Dl = { a1 + a7 + (a3 + ayr)e™/® l (o1, @3, a3,04) € Z* }
gl .
(ax + asT + (a3 + a4r)e'i/5) =a; + a0+ (a3 + a4a)e3'i/5,
Fie r € (0,00) gi fie

(01,02,03,04) 614 }

- %i/b ;
(3%) { ay + a7 + (a3 + aqT)e lay + @20 + (a3 + a40)e3™ /8| < 7

mul{imea model obtinuta utilizind fereastra de selectie
(3.9) K={yeR| Jyj<r} ,
Se poate ugor vedea cd avem

D = Zey + Z‘€2 + Zeg + ey

unde
=(1,0,1,0)
ez = (7,0,0,0)
e3 = (cos(w/5),sin(w/5), cos(3r/5), sin(37/5))
eq = (7 cos(w/b), rsin(r/5), o cos(3x/b), o sin(3x/5))
gi
(Bt VL 1)L (Ve Bt 1
PTT\ v 0E Ve 625 Ve
unde
a v 0 0
@pn=|3 40 o)
00 v B
Matricea

M =Ml + Xpt = M(a,,7)
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20CAPITOLUL 3. AUTOSIMILARITATI ALE UNEI MULTIMI DELAUNAY

are elemente intregi dacd gi numai daca
a=¥Ely Sy ez
(3.10) B=ry Lol eZ
7= V‘Ez\ - 715-)4’ €.
ceea ce conduce la relatiile

,\=P+_°+P-_°\/§

2 2
(3.11) Nz Bt foafp
Yy=f-«a

Conform teoremei 3.2.1, oricare ar fi A = p+ ¢v/5 # 0 apartinand mul{imii

b+a p[-a f+a P-a
{ s+ 2\/5 c«,ﬂez,l2 - 2\./3|51}

gi oricare ar fi v € Dl astfel incat |+°| < r — |p — ¢V/5|r, transformarea
R?—MR%: z—Az+v
este o autosimilaritate a multimii model A,. Mai mult, deoarece [Bn]
276 — _] 4 remifs |(62,;/5$)°| = |¢67i/8 5o

= |z°|

oricare ar fi ¢ € DI, rezulti ci A, este invarianti fatd de transformarea

| | _ [ cos(2n/5) —sin(2n/5)
AR — Rz Az = (SO RO Yy
3.3 Autosimilarititi ale diagramei de difractie

Fie
D={z€W | <z,y>€Z oricarearfi yeD }

reteaua reciprocd corespunzitoare lui D, i fie D* = pl(D*). In acest paragraf
vom presupune ci schema de proiectie (Wl @ W+, D) este astfel incat (Wl @
W+, D*) si fie de asemenea o schemi de proiectie gi vom utiliza aplicagia

-1
D — W et =pt (o) (@)
Dacéd mul{imea K este integrabild Riemann, atunci [Hofl, Hof2] misura

VK = Z b

r€EA(K)
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3.3. AUTOSIMILARITATI ALE DIAGRAMEI DE DIFRACTIE 21

are o unica autocorelatie vk, §i partea discretd a trapsformatei Fourier a lui yx
este

(3.12) :Ycli{iacrz Z |c5|255
€Dl

unde ¢ = 1x(—€9) §i 1k este functia caracteristici a multimii K. Mai mult,
in cazul unei alegeri adecvate a schemei de proiectie, a fereastrei de selectie gi a
constantei ¢, distributia

(3.13) W= Y el
EGD.“- |‘-‘t|2°

oferd [Hofl, Dunl] o buna descriere a spectrului de difractie al anumitor cuasi-
cristale dacd termenii sumei sunt interpretati ca reprezentand spoturi de intensi-
tate [c¢|?.

Fie {wf, u,...,w,} o bazd a retelei D*, adici,

m
D= le;
j=1

gl fie a € (0,00) o constanta astfel incat
Ka={zeW"| |ix(-2)|2a}#0.

Teorema 3.3.1 Dacd A € R — {0}, X € [-1,1], i v € DN sunt astfel incdt
elementele matricei Apll + A'pt in baza {w},w), ..., w],} sd fie intregi §i
NKq+v'C Kq

alunci
AE, —IE,: z—Ac =Xz +uv

este o autosimilarilate a suporiului

(3.14) AK), ={EeDN | feg| 2 o)
al distributies Y#°%", adicd,
(3.15) EEANK), = Af=XI+veEA(K),.

Demonstratie: Este suficient si observim ci
AK),={€eDl| ¢&€eQ-a}

adicd, A(K);, coincide cu mulgimea model definitd de schema de proiectie
(WH @ W D*) i fereastra de selectie Q. 0

Aceastd teoremd ne permite si determindm unele dintre omotetiile afine care
invariazd multimea A(K), a spoturilor diagramei de difractie de intensitate supe-
rioard lui a. Factorii de inflatie determinati prin aceastd metoda apartin multimii
I* a tuturor numerelor A € IR — {0} pentru care existd A’ € [—1, 1] astfel incat
elementele matricei aplicatiei Apll + X'p* in baza {w], w}, ..., w!,} si fie intregi.
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Capitolul 4

G-sisteme de puncte

4.1 Orbitele unei reprezentdri., G-sisteme de
puncte

Fie G C O(n,R) un grup finit de transformari ortogonale
4.1) g E, —IE,.

Multimea
Gr={gz|9€C}

se numegte orbita lui G prin z gi lungimea ei este datd de formula [Lan, Nai)
|Gz| = |G|/|G:|

unde G; = { ¢ € G | gz = z } este grupul de izotropie al lui . Orbitele Gz # {0}
vor fi numite orbite proprii ale lui G. Deoarece reprezentarea consideratd este

ortogonald
llg=Il = |zl VgeG.

Numarul ||z|| este raza orbitei Gz.

Definitie: ([Ver2)) Un G-sistem de puncte’ este o reuniune finitd de orbite ale
lui G.

Vom nota cu G{ey, ey, ..., 1} G-sistemul de puncte obtinut reunind orbitele gene-
rate de e, eg, ..., ¢, adicé,

!
G{el,eg, ...,el} = U Ge_,-.
j=1

in particular, G{e1} = Ge, este G-sistemul de puncte format doar din punctele or-
bitei generate de e;. Orbitele avand aceeagi razi. formenz& un strat al G-sistemului

1G-cluster in englezl

23
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24 CAPITOLUL 4. G-SISTEME DE PUNCTE

de puncte considerat. Sistemele de puncte Gi{e1,e3,...,e1} §i Gafel, €5, ..., el },
unde G;, G, sunt doud grupuri finite, se numesc egale daci are loc egalitatea de

multimi

Gi{ey, e2,....,e1} = Gafel, €5, ...,en }.
In particular, daci H este un subgrup al lui G gi {g1,92,...,9;} C G este astfel
incat G = U':'.=1 Hgi, atunci

G{el) ...,6[} = H{glel)gZCh a9 9i€1, ..., 91€1, §2€4, -")gjel}~

4.2 Reprezentdri ale unor grupuri finite si or-
bitele lor

4.2.1 Grupul ciclicn =,
Grupul ciclic C,, definit abstract prin relatia
n=Ch=< a|a"=¢ >

este frecvent identificat cu grupul de rotatii ale planului generat de rotagia
2 . 2n L 2 T2
a:E; —IE, a(:r:,y):(zcos—l—ysm—,a:sm—l-i-ycos—f-)
n n n n

adicd este definit prin intermediul uneia dintre reprezentarile sale IR-ireductibile.
Toate orbitele proprii Cy(z,y) ale lui Cy, sunt de lungime n.

4.2.2 Grupul diedral D,
Grupul diedral
‘ Dp=< a,bla"=b=(ab)’=¢ > '

este in general identificat cu o reprezentarea IR-ireductibild a sa gi anume cu grupul

transformérilor ortogonale ale planului care lasd invariant un poligon regulat. .u
n laturi avand centrul in origine. in particular, punctele

27 . 27j .
(cos - sin— > 16{0‘1'2’".'11_1.}

sunt varfurile unui astfel de poligon gi grupul D, poate fi identificat cu grupul
generat de rotatia

2 2n 27 2’

' [Eq — IE y) = = —ysin==, zsin=— -
a:lE, 9 a(z,y) (zcos o~ ysin —, zein — + ycos n)
gi de simetria -

b:E; — [Eg, b(z,y) = (z,—y).
Dacé n este impar, grupul D, notat uneori cu n2, admite orbitele de lungime
n
Dﬂ (Cv 0)1
unde ¢ € (0, 00). Toate celelalte orbite sunt de lungime 2n.
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4.2. REPREZENTARI ALE UNOR GRUPURI FINITE 25

In cazul in care n este par, grupul D,, notat uneori cu n22, admite orbitele
de lungime n

Da(¢,0) Dy (G cos %, Gain %)

unde ¢ € (0,00). Toate celelalte orbite proprii sunt de lungime 2n.

4.2.3 Grupul complet al tetraedrului T; = 43m

Grupul complet al tetraedrului definit abstract prin
Td=4_3m=< a, bla“:bz:(ab)azé >

este frecvent identificat cu grupul transforinarilor ortogonale care lasd invariant
un teraedru regulat avand ca centru originea spagiului ll3. In particular, punctele
(-1,-1,-1), (-1,1,1), (1,-1,1), (1,1,—1) sunt varfurile unui astfel de tetra-
edru gi grupul Ty poate fi definit [Vai] ca fiind grupul generat de transformarile

a:lEg — IE4 a(ﬂ-',y,l)=(—y»l',—z)
b:E3 — IE3s  &z,y,2) =(x,—2,-y).

In acesti definitie T4 este identificat cu una dintre reprezentirile sale IR-
ireductibile. Orbitele

Ta(¢,¢,¢) unde ¢ € IR — {0}
sunt de lungime 4, orbitele .
T4(¢,0,0) unde ¢ € (0,00)
sunt de lungime 6, orbitele de lungime 12

To((,€.6) unde {E€R, £#0, (] #[£]

sunt de lungime 12 i toate celelalte orbite proprii sunt de lungime 24.

4.2.4 Grupul tetraedrului T = 23
Grupul teraedrului
T=28=<gq, bla’=t=(ab)®=¢ >
este subgrupul lui 74 format din rotatiile proprii. In acest caz orbitele
T(¢,¢,¢€) unde ¢ € R - {0}
sunt de lungime 4, orbitele
1(,0,0) unde ¢ € R - {0}

sunt de lungime 6 gi toate celelalte orbite proprii sunt de lungime 12,
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26 CAPITOLUL 4. G-SISTEME DE PUNCTE

4.2.5 Grupul complet al octaedrului O, = m3m
Grupul complet al octaedrului
Oph=m3m=< a, b|a*=0t°=(ab)? =¢ >

este frecvent identificat cu una dintre reprezentarile lui gi anume cu grupul tuturor
transformarilor ortogonale care lasd invariant un cub avand ca centru originea
spatiului IE3. Punctele

(-1,-1,1) (-1,,.,1) (1,-1,1) (1,1,1)
(-1,-1,-1) (-1,1,-1) (1,-1,-1) (1,1,-1)

sunt varfurile unui astfel de cub gi grupul Oy poate fi identificat [Vai] cu grupul
generat de transformarile

a:lEa—'lEa a(z‘,y,z):(y,—a:,z)
b:IEy — lE; b(z,y,2) = (~y, —z,—z).

In aceastd reprezentare orbitele

04(¢,0,0) unde ¢ € (0,00)
sunt de lungime 6, orbitele

O04(¢.¢,¢) unde ¢ € (0,00)
sunt de lungime 8, orbitele .

0n(¢,¢,0) unde ¢ € (0,00)

sunt de lungime 12, orbitele

On(¢,6,0)  On((,€,€)  unde (,§€(0,00), (#¢

sunt de lungime 24 gi toate celelalte orbite proprii sunt de lungime 48.

4.2.6 Grupul icosaedrului Y =235
Grupul icosaedrului
Y=< gq bld®=b"=(ab)l=¢ >

este frecvent identificat cu reprezentarea lui ca grup al tuturor rotatiilor spagiutui
IE3 care lasd invariant un icosaedru regulat avand ca centru originea. Punctele

(10,7} (r-10)  (rn1,0)  (0,7n1) (=1,0,7) (0,-71)
(-1,0,-7) (-7,1,0) (-7,~1,0) (0,-7,~1) (1,0,—7) (0,7.—1)

unde 7 = (1 + v/5)/2, sunt varfurile unui astfcl de icosaedru gi grupul Y poate fi
definit ca fiind grupul generat de rotatiile

a:lE3 — IE;
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4.3. EXEMPLE DE G-SISTEME DE PUNCTE 27

a(z,y,z) = 1(z:—1'y+(-r—l)z T2+ (r-1)y-z, (1'—1)::+y+1'z)
b:IEg — IE3 b(::,y,z) = (y,z,z).

In aceastd reprezentare, orbitele
Y((,0,¢7) unde ¢ € (0,00)
sunt de lungime 12 (varfurile unor icosaedre regulate), orbitele

Y(C,C,C) unde (€ (O,CD)

sunt de lungime 20 (vérfurile unor dodecaedre regulate), orbitele
Y(,0,0) unde ¢ € (0, 00)

sunt de lun;;'ime 30 (varfurile unor icosidodecaedre) gi toate celelalte orbite proprii
sunt de lungime 60.

4.3 Exemple de G-sisteme de puncte

Sectiunea precedentd contine mai multe exemple de G-sisteme de puncte formate
din céte o singurd orbitd. Vom da in continuare cateva exemple de G-sisteme de
puncte obtinute reunind doua sau trei orbite.

Fiea, §, y€R, 0 < a < 0 < 4. Reunind orbitele lui D,

Dy(e,0) = {(,0),(0, a), (-2, 0),(0, -a)}

(%'-%H( )( 7) (7 z)( -%)}

obtinem D,-sistemul de puncte cu trei straturi

ofen(3:8) (23))

D4-sistemnul de puncte cu doud straturi
D4{(1,0),(v2,1)}

este reprezentat in Fig. 5. Y-sistemul de puncte

{(rnatin) (e ) o)
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(-1,v2) + (1, V3) i

Flg. 5. Neunind orhitele (1, 0) gi Da(V3, 1) objinem Dy-sistenul de puncte
Dy{(1,0), (VE 1))

Fig. 0. Reunind orbitele ¥ (1,0,7) 4i ¥ (1 + 7,14+ 7, 1 + 1) oblinem V-sistemul
de puncte ¥V {(1,0,7),(1 + 7, 1 + 1,1+ r)}.

Flyg. 7.V -sistemud de puncte cu Leel straturi )'((I,U.r),(‘l.').'l).('i.o.(l)).
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4.4. SIRURI DE G-SISTEME DE PUNCTE 29

este format din trei paturi reprezentdand varfurile unui icosaedru regulat, ale unui
dodecaedru regulat gi respectiv varfurile unui icosidodecaedru [Tam2]. In Fig. 6
este reprezentat Y-sistemul de puncte cu doud straturi

Y{(1,0,7),(1+ 7,1+ 7,1+7)]

jar in Fig. 7 este prezentat un Y-sistem de puncte cu trei straturi.

4.4 Siruri convergente de G-sisteme de puncte

Definitie: Un gir de G-sisteme de puncte (G{eyj, €95, ...egj});";l astfel incat girul
(eij )J , este convergent oricare ar fi i € {1,2,..,,{} se numegle gir convergent de
G-sisteme de puncle, iar G-sistemul de puncte

lim G{eyj,ezj,...,e15} = G{ lim ey5, lim egj, ..., lim e }.
jox j—oo j—o0 j—o00
este limita sa.

Definitie: Spunem cd (G{ei(t), ea(t), ..., ei(t)}),cm este o familie continud de G-
sisteme de puncte dacd functia

R—E, :tw—e¢(t)
este o functie continud, oricare ar fi j € {1,2,...,{}.
Dacad (G{ei(t), ea(t), ..., ei(t)});cm este o familie continud, atunci definim
(4.2) ‘l_lﬂlo Glei(t),ea(t), ..., ei(t)} = G{‘lir{':] e1(t), zli.n:]., e2(t), ...,'l_i_.ntlo el(t)}.
Fie (fj)j2, girul lui Fibonacci
fo=fi=1 fivt=fi-1+ f;
gi fie §; = f;41/f; oricare ar fi j > 1. Prin calcul direct se obtine cd

iEl;rI}S Cs{(1,0), (cost,sint)} = C0(1,0)

imou{ (J573) 0} = 2x00
lim _D4{(t,t),(1,0)} = Dg(1,0)
t—1/V3

pro(4) () moon s

‘2?}2 Da{(1,0), (tV3,1)} = Dy2(1,0)

Jim T(1,0,6) = ¥{1,0,7) (Fig.9)
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Fig. 0. lim 7(1,0,0)) = V(L,0,7).
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lim T{(26;,0,0), (1,8, 1+ 6;),(-1,6;,1 + 6;)} = Y (2,0,0)
j—oo

lim T{(1+6;,1+6;,1+6;),(—1-6;,1+6;,1+6;),(0,6;,1+26;)} = Y(1+7, 147, 1+7).

J—oa

Fawiilia continui de D,-sisteme de puncte

D, {(1,0), ((1 = 1)% + t—?—,(l —t)71_2— H%)}

depingand de parametrul t € [0, 1}, este o deformare continud a uj Dg(1,0) in
Dya(1,0).

4.5 &-modulul generat de un G-sistem de
puncte
Fie ‘
C =G{e,e2,...e1} = U Gej = {e1, €z, ..., e1}
j=1
un G-sistem de puncte, §i fie
T = { o {1, 2, k) — {1,2,.,k} | o este bijectiva }
Pentru fiecare g € G, existd o permutare o, € L} astfel incat

9€j = €ay(j) Vi€ {l2 k).

Z-modulul generat de G-sistemul de puncte considerat

k
=Pz,
i=1

este o mul{ime G-invariantd al lui IE,,. Vom obtine o descompunere a acestui
Z-modul utilizand urmatorul rezultat general.

Teorema 4.5.1 ([Des]) Orice Z-modul G C R* este suma directd dinire o refea
de rang d i un Z-module dens inir-un subspajiu vectorial al lui IR* de dimension
8, unde d + s esle dimensiunea subspajiului generat de G in R

Existd un subspatiu bine-determinat V, C IE; astfel incat Z-modulul £, =
LNV, s fie dens in V, gi £ si fie suma directd dintre £, gi un Z-modul £4 C £
diseret

ﬂ = ﬁ; & £d~
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32 CAPITOLUL 4. G-SISTEME DE PUNCTE

Teorema 4.5.2 a) Subspafiul vectorial V, C IE,, este G-invariant.

b) Z-modulul L, C IE,, este G-invariant.

c) Dacd reprezentarea (4.1) a lui G in IE,, este IR-ireductibild, atunci V, = {0}
sav 'V, = IE,,.

Demonstratie: Presupunem prin absurd cid {0} # V, # IE,. Pentru fiecare
g € G, spatiul g(V,) este un subspatiu al lui IE, si

dim g¢(V,) = dun V,.

Fiecare element al lui 'V, este limita unui gir de elemente apartinand lui £, §i
deoarece g € ( este o izometrie, fiecare element al lui g(V,) are aceeagi proprietate.
Dar

£c | h+v)

hely

gi aceastd relatie este posibilda numai dacd g(V,) = V,. Deoarece £, = LNV,
obtiuem c¢3 £, este G-invariant. a

De exeruplu,
IEsy  incazul C=Y(1,0,0)
{0} incazul C=7Ty(1,1,1).

Il

Vi
Vs
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Capitolul 5

Reprezentari definite de
G-sisteme de puncte

5.1 Reprezentarea definitd de un G-sistem de
puncte

Fie {9 : IE,, — IE, lg € G } o reprezentare ortogonald exactd IR-ireductibili a
unui grup finit G, i fie

C= U Gru U G(-r) = {e1,ea,...,ex,—€1,—€2,..., —€}}
res res

G-sistemul de puncte simetric fa{d de origine generat de o multime finitd nevida
S C IE, care nu contine vectorul nul. Multimea T a bijectiilor ¢ : ¢ — C : r —
or care satisfac relatia

o(—r) = —or oricarearfir€C

este un subgrup al grupului permutarilor lui C. Oricare ar fi o € T, vxistd numerele
8y, 89, ..., s§ € {—1, 1} gi o permutare a elementelor multimii {1, 2, ..., k} notat¥
deasemenea cu o astfel incat

gej = 53(;’)“‘-0(:’)
oricare ar fi j € {1,2, ..., k}.
Teorema 5.1,1 Grupul G poale fi 1dentificat cu subgrupul
{C—'vC:rv—»grlg(&G}
al tui T, g1 formula

(5.1) 9(xs, i) = (8f2g-r 1y o shEg-1(0))

definegle o reprezentare ortogonald a lui G in IE;.

33
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34CAPITOLUL 5. REPREZENTARI DEFINITE DE G-SISTEME DE PUNCTE.

Demonstratie: Deoarece subspatiul lui IE, generat de C este G-invariant, el
trebuie si coincidd cu IE,. Utilizand relatia

h — h(s - _ h
s(:y)(i)e(hﬂ)(i) = (hg)ei = h("z(.‘)“"y(i)) = sz(i)heg(") = 55(.‘)5(@)(.')6(':9)(:')
obtinem s?,fg)(‘.) = s:('.)sé'hy)('.), adica, s;-'” = si_l(j)s;-‘, ceea ce conduce la
h(g(z1, ... zi)) = h(s{2g-102), ., 5524 1(x))

= (shst-syZesiamran o SEshs ey Bar a1 k)

= (s'ligl'(hg)"(l)) ...,S:yI(hg)-l(k)) = (hg)(:l:l, ...,;L‘k).

In plus,

k k

< g, gy >= Z(sf)zzy-x(;)yr:(;) = Z;c,-y,- =<z,¥y>.
i=1 ji=1
0

5.2 G-retele
Fie reprezentarea
(52) 9(131, ...,:l‘k) = (S{l‘g-n(l), ...,Sizg—l(k))

alui G in IE; definitd in sectiunea anterioard plecand de la un G-sistem de puncte
C.

Definigie: O retea G-invariantd £ C IE; se numegte G-rejea [Mrt).
Teorema 5.2.1 Oricare ar fi G-sistemul de puncte C, rejelele
Lsc=2ZF = {(z1,22,....,2¢) | 21, 22, ..., 21 € Z}
Lrcc = {(2.'1,1:2, e k) € Z* | 1+ 2o+ ...+ € 22}
Lycc = {(wl,wg,...,a:k) € Zkl £y — z; € 2Z oricare ar fi 1, j}

sunt G-refele.
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5.2. G-RETELE 35
Demonstratie: Deoarece pentru (£, 23,...,2;) € Z* gi g € G obginem
g(.’cl, ...,.’Bk) = (s{:!:g-x(l), ...,Eixg—x(k)) € Zk

rezultd ci
9(Lsc) C Lsc

oricare ar fi ¢ € G. Avand in vedere cd s_? -1€{0, -2} s

k k
ZS;’-.’L‘,’-I(J’) = Z:Ij + E(S,g - l).’l!g—l(j)
j=1 i=1 i=1

sizy-r) = 81zg-1() = (T4-16) — 21 i)) + (87 = Dzgriiy — (87 — Daymrggy

obtinem

"

9(Lrcc) C Lrecec  9(Leec) C Laecce
oricare ar fig € G. 0

Reteaua Ls¢, se numegte refea cubicd simpld, Lpcc se numeste rejea cubicd
cu feje centrate, iar Lgcce se numeste rejea cubicd cu volum centrat.

Definigie: Doud G-refele £ gi £’ se numesc echivalente dacd existd o transformare
liniard A : IE; — IE; astfel incat AL = £’ gi gA = Ag, oricare ar fi g € G.

Relatia astfel definitd este o relatie de echivalen{a pe multimea G-retelelor din IE; .
Clasele de echivalenié corespunzitoare se numesc tipuri de G-retele. In particular
_retelele Z* gi k" sunt echivalente oricare ar fi & € (0, 00).

Tipurile posibile de G-retele corespunzatoare reprezentarilor definite de G-
sisteme de puncte au fost studiate numai in cazuri particulare. Clasificarea G-
refelelor in spatii k-dimensionale se reduce la determinarea claselor de conjugare
pentru subgrupurile finite ale grupului GL(k, Z) al matricelor k x k cu elemente
intregi de determinant 1. Numarul acestor clase este finit conform teoremei lui
Jordan-Zassenhaus [Crt).

Este bine-cunoscut [Ca, Mar, Lev, Dun3] ci in cazul reprezentrii grupului
icosaedrului definitd in IE¢ de Y-sistemul de puncte Y (1,0, ) existd exact trei
tipuri de Y -retele gi anume tipurile corespunzatoare retelelor Ls¢, Lrcc §i Lgec.
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36CAPITOLUL 5. REPREZENTARI DEFINITE DE G-SISTEME DE PUNCTE
5.3 O descompunere canonica

Vom obtine cateva resultate referitoare la descompunerea reprezentarii definite
de un G-sistem de puncte.

Teorema 5.3.1 Subspaliile

(5.3) El={(<re><rne>..<rne>) | rek, }

k
(5.4) Ef = { (z1,232,+.) Tk) Za:,-e,- =0 }
i=1
ale lui IE; sunt G-invariante, ortogonale §i
IE; = lELl (§7) IEi'
Demonstragie: Intr-adevir, dim IEI,EI = dimE; = k~n, gl

g(<re > .. ,<re>)= (3!1’ < heg-ia) > ...,8,’; <r, Eg-i(k) >)

(6.5) =(<rgter > .., <rg e >)=(< br,el >, < greg »)
k b k
2_sfame = D misigt) = 2 %i0e =0 | 3 ziei | =0
i=1 i=1 i=1 i=1
k k
z: <re >z = <",Zz,~e,~> =0
i=1 i=1
oricare ar fi g € G, r € IE, §i (31, ...,2) € E. O
Fie {u1, ua, ..., u,} o bazd ortonormatd a lui IE,. Utilizand coordonatele

vectorilor e; in raport cu aceasti bazd

n
L= §ap
€; = ZC’-“.

i=1.

definim vectorii _
wi = (e}, €y, ..., e})
unde i € {1,2,...,n}. Fie

n
guy = Zyijui-
i=1

Teorema 5.3.2 Vectorii wy, wy, ..., w, formeazd o bazd ortogonald a lug IEL' §

lwill = Jlwal] = ... = |lwall.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



5.3, O DESCOMPUNERE CANONICA 37

Demonstratie: Fie

k
Ajm =< Wj, Wy >= Ze’ .
=1
Deocarece
k k
4jm = Z < e, u; >< &, Upm >= Z < g"le,-,u_,- >< y'le,-,um >
i=1 e =1
= Z < enzgl]ul >< enzypn Up >= Zzgljgpmalp
=1 =1 p=1
avem
STURES 91 ST PSS it
=1 p=1 \j=1
adica,
g11 d1n a1 (T ) Uig 411 g1n
gni Ynn Qn} Unn ani Gnp gnl Ynn
(5.6)

oricare ar fi ¢ € G. Valorile proprii ale unei matrice simetrice cu elemente reale
sunt reale. Deoarece reprezentarea lui G in IE, este IR-ireductibild gi relatia (5.6)
este verificatd oricare ar fi ¢ € (G, ob{inem ca subspagiul propriu corespunzitor
valorii propril a a matricei

ajy Uin

anl Unn

trebuie sd coincidd cu IE;. Acest lucru este posibil numai dacé

a a a 0 0
11 1n _ 0 «a 0
Gn1 Ann 0 U (Y
adica
Hw)|? = Jwall? = .. = [|wn]|* = «
gi
. < Wy, Wy, >=10
pentru j # m. 0

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



38CAPITOLUL 5. REPREZENTARI DEFINITE DE G-SISTEME DE PUNCTE
Deoarece w, # 0, avem a € (0, 00). Vectorii
Ly = oun, v = Qwa, ..., Uy = PUWy
unde ¢ = 1/ /a, formeaza o bazi ortonormata a lui IElkI

Teorema 5.3.3 Reprezentarea lut G in IEH este echivalenid cu reprezeniarea lui
G i IE, . Izomelria

E:lE,.——lel,i Er=(o<re > p<re>, ...,0<1T € >)
cu propriclatea Zu; = v; ne permite sd identificdm cele doud spatii.
Demonstratie: Conform relatiei (5.5) avem g= = =g, oricare ar fi g € G.

D

Teorema 5.3.4 Aplicatia 7l : [E; — IE;

k k
(57) ‘”"(xll ...,:L'k) = (92 Z <eé,6 > I, ... 1922 < €, & > :B")
i=1

=1
este proteclorul ortogonal corespunzdior subspajivlui ]E',!

Demonstratie: Oricare ar fi z € IEj avem

k k
wllz = (922 <ep,e >, .. ,922 < €k,& > a:,-)
i=1

i=1
k k
= (é‘"‘ <€1,Zl‘i€.‘>, o <€k,z-’t‘-ﬁ€i>) =0
i=1 i=1
Daca 2 € lE"! atunci ¢ = (< r,e; >,..,< re >) pentru un anumit r =

Y i=iu; € IE,. Deoarece

j
k k n n
0’ Z <ej, e >< 1,8 >=g° Z <ej,z_efu,,> <1', Z:e}’uq>
p=1 ¢=1

=1 =1

n n k

i=1 p=1yq=1
ob{inemn

k &
e = (922 <ep, e > T e D>, .. ,922 <ep, e >L 1 e >) =g

i=1l i=1
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5.3. O DESCOMPUNERE CANONICA 39

Matricea lui #ll in baza canonicd €, = (1,0, ...,0), €2 = (0,1,0,...,0), ..., & =
(0,...,0,1) a lui IE; este

<eper> <e,e2> .. < eép,ep>
(5.8) = g2 <ez €1 > <erez2> .. <eé,€& >
<eg,ey > <eép,ea> .. <€, >
Fie k = 1/p si fie
L=xZr

Teorema 5.3.5 Z-modulul L C IE; este G-invariant §i jindnd seama de identi-
ficarea Z: IE, — lEI,I, avem

k
(5.9) o=y ze,
=1

Demonstratie: Intr-adevir, £ este generat de multimea {x¢; |i € {1,2,...,k} },

gi
wl(kei) = o(< 1,6 >, ..., < e, € >) = Ze.

Observatie: Plecand de la grupul G identificat cu reprezentarea sa ca grup de
transformari ortogonale ale spatiului IE;; se poate obtine imediat grupul

G, = G uiG
unde i este simetria fati de origine
ic = —z.

Oricare ar fi muliimea S C IE,;, G-sistemul de puncte simetric fati de origine
generat de S

C = U Gru U G(-r) = {e1,€3,...,e6,—€1, —€3, ..., —€x}
res res

coincide cu Gy-sistemul de puncte simetric fatd de origine generat de S

C= U GiT’U U Gl'(_r) = {61,62, vy €k, —€1, —€2, "'v_ek}

res res

Prin urimare, oricare ar fi muljimea § C IE,, descompunerea IE; = IE"', ® lE;‘.L
obginutd pentru G; coincide cu cea obtinutd pentru G.
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A0CAPITOLUL 5. REPREZENTARI DEFINITE DE G-SISTEME DE PUNCTE
5.4 O clasd de subspatii G-invariante

Descompﬁnerea efectivd a reprezeatdrii lui G in IE; in sumi_‘d«irecﬁ de reprezentdri
R-ireductibile revine la determinarea unor subspatii G-invariante ale lui E,;. Anu-
mite subspagii G-invariaate ale hui IEy pot fi ob;mut.e cu ajutorul unei extensii

metodej utilizate pentru a defini subspagiul E,, Aceasti extensie ve fi pneaentata
in cadrul acestei secfiuni. Fie

(5.10) To={reT| oGe =z }.
Teorema 5.4.1 Dacd d € Tg alunci

(6.11) P = { (< roep >,.., <1 08 >)_|rE E, }
este un swbspajin G-invariant ol bui By, gi {w{, ..., w} ande R
(5.12) wf = (< uj,0e; 3,..,< uj,‘ae'g >)

este o bazd ortogonald u lui i, Mai malt, ||wif| = ... = llwn”

Demoastratie: Fle g € G. Punand h = ogo~!, obtinem !

gl ryoe, o wroey >) = (s < oegmay >y 8 < Toegma) ),

=(<ro(g e >, ., <ro(gT e >) = (< b7 Hoer) >, .., < r, 1(a‘e;;) >)

(5.13) = (< hr,oe; >, ..., < hr,oe; >) € EY.
Deoarece
k
< wf,w >= Z < Ui, 0em >< Uj,08m >= z < u,,a(g Yem) >< uj, (g7 "em) b
m=l m=l
k )
Z < ui,h™ (aem) >< uj, h 1(cn':,,.) >= Z < hu;, oeq, ><. huj, oey, >
m=1 m=1
n n k
=E» < Up, Tem >< Uy, Tem >—22h,,.<wp,w > hgi
p=1 q=l m=1 p=lg=1
avem
o <07, 52 3 (Ehmh,,,) < ufiw > by
i=1 P—l q—l 1
—226",,,(10 wy > hy;j Z(w,‘{,,-w;’ > Hhgj.
p=1lg=1 g=1
adica,
{ hy; hin { <'w§',w‘l’ > .. < u){,w,‘{.>
(6.14) 1 .. NV £ 1
hat bon J\ <w, 0> ... <wiuwl>)
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5.4. O CLASA DE SUBSPATII G-INVARIANTE 41
<wf,wi> .. <uwj,wi> hin ... hin
cwlul> . <wful> /\ b o huo
Fie o, o valoare proprie a matricei reale gi simetrice
< wi,wi > < wy,wi >
< w:{.,“wi' > < w,‘;.,“w,ﬂ >

Deoarece reprezentarea lui G in IE,, este IR-ireductibila gi relagia (5.14) are loc
oricare ar fi h € G, rezultd cd spatiul propriu corespunzitor valorii proprii a,
trebuie sd coincidd cu IE,,. Aceasta este posibil doar dacd

a ase
< wi’,wl” > .. <,w‘l7,w: > Oa C:] g
= ]
<wlw{> .. <wlwl> 0 0 a
o

adicd dacd {w{,..., w]} este o bazi ortogonald a lui E], gi

a, =< wy,wj >=< wy,ws >=..=<w,wy >.

Oricare ar fi 0 € Ty, vectorii
(5.15) V] = @owy, V3 = pQowj, .. , V5 = gowy
unde ¢, = 1/\/a;, formeazd o bagi ortonormati a luij IEZ
Teorema 5.4.2 Docd o € Ty atunci
. .
(5.16) ]EZJ'z{ .z'ElEkI Zm;-ae;:() }
i=1 :

este un subspajiu G-invariant ol lui IEg orthogonal '_sp,a‘ﬁulu"i.lﬂi)ﬂ_gi‘
£y = E] @ EJ*. '

Dewmonstratie: Oricare ar fi 7 € IE,, i oricare.ar fi 2 € IE‘,:-J' avem
< (zy, ., zp), (< roey >, ..., <7 o8 >) >

k &
= Za:,- < 7,06 >= <T,Z:u,-_ae.-> =0.
i=1

i=1
Deoarece {ey,eq,...,ex} este un sistem de generatori pentru IE,, rezultd ca
dim 2] = u, dimIE{Y =k —n, gi prin urmare E;, = B & EJ*. 0
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Capitolul 6

Cristale periodice si
cuasicristale definite de
G-sisteme de puncte

6.1 Cristale periodice si cuasicristale

Fie {9 : E, — E, l g € G } o reprezentare ortogonald exactd IR-ireductibild a
unui grup finit G, gi fie

C= U Gru U G(-r) = {e1,e2,...,ex, —€1, —€3,...,—€r }
res res

G-sistemnul de puncte simetric fatd de origine generat de o multime finitd nevidd
S C IE, care nu contine vectorul nul sau vectori opusi.

Teorema 6.1.1 Z-modulul L = ZLI Zej esle fie o refea, fie dens in IE;.

Demonstratie: Conform teoremei (4.5.1) L este suma directd dintre un Z-modul
discret gi un Z-modul dens intr-un subspatiu V, al lui IE,. Deoarece subspatiul
V, este G-invariant (4.5.2) gi reprezentarea lui G in EE, este R-ireductibiléd putem
avea fle V, = {0} fie V, = IE,, adicd Z-modulul L este fie discret fle dens in
IE,.. Avind in vedere cid subspatiul generat de {e;, ez, ..., e} este G-invariant, el
trebuie sd coincidd cu IE,. Prin urmare in cagul in care L este discret rangul lui
L este mnaxim, adicd este o retea in IE,. 0

Utilizand metoda prezentati i capitolele anterioare se obtine o reprezentare a lui
G g gt apoi o descompunere a lui g i sumit divectd de subspagii G-invariante
ortogonale

e = el gt

wstlel eat:

13
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44 CAPITOLUL 6. CRISTALE PERIODICE §1 CUASICRISTALE

. - V] 1) . « - n .
(i) Dacd {uy,ua,...,un} este o bazd ortonormata a WiE, gie; =), ejuj,
atunci vectoril
— 1 1
w, = (e;,eg, ""65)
wg = (ef, e o €})
Wy, = (e'l‘,e'z‘,...,ef

formeaza o bazd ortogonald a lui IEH.
(i) ||wnll = Hws|l = ... = [Jwal] si vectorii

v = gw, V2 = pwa YUnp = O0Wnp

unde g = 1/||w]|, formea2i o baza ortonormati a lui lE',!
(iii) Izometria

= IE, —»IEI,E re(p<rep > 0< e3>, .., 0< T, e >)

este un isomorfism de reprezentiri ale lui G, adici,

[1]
(1]

9=49
s
Zuj = v
oricare ar fi j € {1,2,...,n},9 € G.
(iv) Z-modulul
L =nxr2*

unde & = 1/p, este G-invariant gi utilizand identificarea = avem

N
(L) = Zle,-.
i=1
Descompunerea
= E} o Ef

ne permite sé utilizim metoda pr01ec§1el benzii (Flg 10) si sa definii pentru
fiecare mul{ime marginitd de interior nevid 2 C lEk multimea Delaunay

(6.1) mod(L, ) = { zl | rel, st eq}.

Daci ¢ € L este astfel incat zll € mod(L,Q), atunci printre vecinii lui 2!
in mod(L,Q), se afli anumite puncte apartinand lui zll + C, gi anume, punctele
mul{imii

{y" | ye {.'L'+IC€1, ey w+h:5k| -L'—‘NEI, iy w—":fk}, "/'L €‘2 }

Prin urmare, multimnea mod(C, Q) poate [i privitd ca reuniunca unei familii de
translagii ale G-sistemului de puncte C, partial ocupate, care se interpeuctreazd.
Putem considera ci structura locald a multimii mod(C, Q) este descrisa de 7
sistemul de puncte .
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G-sistemul de puncte C.

Fig. 1. Plecand de ba 7 sistenl de puicte ¢ O IR, se obiine o descompunere

It = |l'lg & IBE. Ea permite utilizares metodei proiecyici bensii in
vederea definini unor waltimi periodice sau cuasiperiodics Q C IE,,.
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46 CAPITOLUL 6. CRISTALE PERIODICE §I CUASICRISTALE

Teorema 6.1.2 Fie V un subspajiu vectorial al lui IE; gi fie v : E; — IE;
proteclorul ortogonal corespunzdtor lui V. Proiecfia ortogonald a lui £ pe V
este un Z-modul discrel dacd §i numai dacd elementele matrices lui 7 in bdza
{Ke1, key, ..., keL} a lui L sunt rafionale.

Demonstratie: Evident, dacd elementele malricei
lui © in baza {Key,keg, ..., ker} sunt rationale atunci proiectia ortogonald a lui
L pe V este un Z-modul discret. Fie

dyy, dip ... di
“dyy da dyy

dey dez ... dig

. o . k
matricea lui ¥ in basa {key, ey, ..., kex }, adicd, mde; = ¥, dije;. Deoarece
d.'j =< 1|'d€j,E,' >=< 1|'d€,',1l'd€.' >=< E_,',?I'dE.' >= dj.'

matricea 74 este o matrice simetrici. Aritim ci raportul a doud elemente ma-
triciale nenule ale lui 7 situate pe aceeagi coloand este un numir rational. Peptru
a simplifica notatiile, vom face demonstratia pentru prima coloand, dar argu-
mente similare sunt valabile pentru oricare dintre coloane. Presupunem cd prima
coloand contine cel pugin doua elemente Q-liniar independente. Pentru a simpli-
fica notatiile analiz&m cazul in care numairul de elemente Q-liniar independente
aflate pe prima coloand este 2, cazul general putand fi tratat similar.

In conditiile prezentate existd doud numere reale Q-liniar independente w, w’
gi numerele intregi v, a;, af, ..., ag, a}, astfel incat
ot} W+ E'_l. W'
7
oricare ar fi j € {1,2,...,k}. Avem dy; # 0 deoarece din relagia 7 o 7 = 7 rezultid
cd

djl =

di = (dn)? + (dar)? + ... + (dia)*.
Fara a reduce generalitatea, putem alege w = vd),, §i deci,

w i
(6.2) mEY = -_y—(El +ager+ ...+ ager) + ‘—‘;—(01{253 + ...+ ajer).

Egalitatea m o 7 = 7 ne permite 8& scriem aceastd relagie sub fornia

w o ,
TEp = ;w(e, +ageg + ...+ ager) + —_y—w(cugﬁ + ..t aje)

gi apoi sub forma

7w~ 7)e1 +wlozeg + ...+ aner) + w'(ahea + .. + aher)] = 0.
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6.1. CRISTALE PERIODICE §I CUASICRISTALE 47

Vom analiza intai dacd numerele w — v, w gi v’ pot fi @-liniar independente.
Conform teoremei lui Kronecker ([Meyl], pag. 286), oricare ar fi > 0 exist& un
numar real t gi numerele intregi gy, pa, s astfel incat

[tw—=7)-ml<n |w—pa|<n |’ —ps| <9
Aceasta inseamnd cé existd un vector
v = k[mer + pa(azes + ... + arer) + pa(ahes + ... + ajer)) € L
astfel Incat
Hryll < sn(lixes]| + l|x(azes + ... + awee)ll + lIm(agea + ... + ajer)l)).

Deoarece (L) C V este o mul{ime discretd, trebuie sd avem xy = 0 pentru g
suficent de mic, ceea ce nu este posibil decat daci

(6.3) 71 =0
r(agsg + ...+ a‘,e‘,) =0
w(ates + ... + akex) = 0.

Contradictia existentd intre relatiile (6.2) gi (6.3) aratd cd w — 9, w, ' nu pot fi
Q-liniar independente. Prin urmare existd numerele intregi 8, #' gi ¥’ astfel incat

g

w—7=?w+-—w'

.71
gi deci ,
*l(Ber + 7' azea + ...+ Yaner) + W' (Bey + Yases + ..+ Y aler)] = 0.

Conform teoremei lui Kronecker, oricare ar fi n > 0, existd un numdér real ¢ gi
numerele intregi p, u4, astfel incat

fo—-pil<n ' -pjl<n
Aoesst;g inseamnl cd existd un vector
¥ = &lui(Bey + Y ages + ...+ Y ares) + uy(Bler + v'asea + .. + Yajen)] € L
_aotfel incat
liny'll < kn(lim(Ber + 7 azea + ..+ Yarew)ll+ In(Ber +7'ahes + .. + Y ahen)ll).

Deoarece 7(L£) C V este o multime discretd, trebuie sd avem 7y’ = 0 pentru orice
1 destul de mic, ceea ce nu este posibil decat dacd

n(Bey + 7 caca+ ...+ Y apey) =0
w(0'er + 7 ases + ...+ 7 ajer) = 0.
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48 CAPITOLUL 6. CRISTALE PERIODICE §1 CUASICRISTALE
Inmuliind scalar a doua relajie cu €}, obginem
fw+ v ab(was +w'ay) + ...+ 7 aj(wap +w'ay) =0
adica,
w(B' +7 azay + .+ Y aal) + YV (0))* + .+ (ah)’] =0
Deoarece w gi w' sunt Q-liniar independente, obginem
(a3)" + ..+ (a})* =0
adica,
Prin urmare avem d;; = ajw, oricare ar fi j € {1,2,.. k}, ccea ce este in
contradictie cu presupunerea cd prima coloana congine doud numere reale Q-liniar
independente. Contradictia obtinutd aiatd cd raportul a doud elemente nenule
situate pe aceeagi coloand este un numar rajional. Mai mult, din faptul cd ma-
tricea este simetricd rezultd cd raportul oriciror elemente nenule ale ei este un
numar rational. Aceasta este posibil numai daca 7 este produsul dintre un nunar
real w gi 0 matrice M cu elemente intregi, adica dacd m = wM. Insd din egalitatea

wow = 7 resultd cid exist® un numar rational o astfel incat w? = ww. ceea ce
aratd cd w este deasemenea un nuindr rafional. 0

Conform teoremei (6.1.1) #ll(£) = 3°
un Z-modul dens.

k . ) N X
‘_, Ze; este fie o retea In llu'}: = Ik, fie

J

Teorema 6.1.3 Dacd #ll(L) este o refeq, atuncimod(D,Q) este 6 reuniune finitd
de translafii ale refelei Lo = LN IE',!.

Demonstratie: Conform teoremei  anterioare, matricea lui 7l 1w baza
{€1,€a, ..., €4} are elemente rationale. Deoarece niatricea proiectorului 7t = [ —xfl
in baza {£;,€,...,€1} are deasemenea elemente ragionale, rezultd ca xt (L) este
un Z-modul discret gi prin urmare N 71 (L) este o muljime finitd. Pentru a
incheia demonstratia este suficient s observam cd dacii v € £ este astlel incat
7ty € Q, atunci

{ e

zel, ot

£ o=ty } - TF"‘U + L.

Vo utiliza pentru mod('D, ) termenul de crastel i cazal in care n‘”,(L') este
o retea in ]EI‘E gi pe cel de cuascoristal in cazul mocare 71 (L) este dens 1 lEl!.

Mulgimea nod(D, Q) depinde de

- grupul ¢,
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6.2. AUTOSIMILARITATI ALE CUASICRISTALELOR 49

- de reprezentarea ortogonald IR-ireductibila a Jui G utilizata,
- de generatorii ey, ez, ..., €5 ai G-sistemului de puncte,
- de fereastra de selectie 2 C IEf utilizati,

dar depinde de asemenca de alegerea vectorilor ¢;, eg, ..., e; gi a ordinii lor in
reprezentarea G-sistemului de puncte C sub forma

C={ei ez, ...ex,—€1,—e€q,..,—€}.

O alegere “standard” pentru fereastra de selectie Q este proiectia
x4 ([—x/2,%/2]%) a hipercubului [—x/2,x/2]* eventual translatati gi modificaté
convenabil pe frontierd. Pentru a indica cd mul{imea mod(L,2) s-a ob{inut
plecand de la G-sistemul de puncte simetric fatd de origine generat de mul{imea
S = {s1,52,...,5m} gi de la fereastra de selectie standard vom folosi uneori notatia

0[31,32' ey Sm]

in loc de mod(L, Q).

6.2 Autosimilarititi ale cuasicristalelor

Vom prezenta folosind notatiile din sectiunea anterioard unele detalii privind
studiul autosimilarititilor cuasicristalelor definite prin metoda proiecgiei benzii
in cazul in care fereastra de selectie este o bila. Utilizarea proiectorilor ortogonali
corespunzitori subspatiilor descompunerii reprezentarii definite lui G in IE; in
reprezentiri IR-ireductibile permite determinarea unora dintre autosimilaritigile
cuasicristalului. Fie

0= { 2l

un cuasicristal definit utilizind drept fereastra de selecgie bila inchisé de razd v,
unde ¥ € (0, 00).

Reprezentarea lui G in IEE este IR-ireductibild, dar, in general, reprezentarea
lui G in IE} este o sumi ortogonald de reprezentiri IR-ireductibile. Fie

zeL, ||a:‘L||g19}

i _ 4 i ~L
]Ek - IEk,l ©® ]Ek,2 .0 u:’k,m
descompunerea corespunzitoare a lui lEi‘, gi fie
1rl =wiL+1rj‘+...+1r,',L,

descompunerea corespunzitoare a proiectorului m%. Tcoria caracterelor oferd
informatii privind aceastd descompunere.
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50 CAPITOLUL 6. CRISTALE PERIODICE SI CUASICRISTALE

Teorema 6.2.1 Dacd X € IR — {0} §1 A1, A2, A € [—1,1] sunt constante
reale asifel incdt elementele matrices

M=l 4 + ot AmTm
sd fie intregi, alunci
E, —IE,:r—Ar

este o autosimilaritate a lui Q, adicd A\Q C Q.

Demonstratie: Deoarece 7t (Mz) = M7z + ...+ An7hz s

lIxt (M2)If = A[lmi el + ...+ Mnllmmz]l® < |loi 2l + .+ llwmz]l* = flotalf?

obtinem
zel — Mzel
llxtz|l < ¥ llx* (M=)} < ¥

gi deci
rze@Q = al(Mz)=IlzeQ.

6.3 Metoda suprafetelor atomice

In modelarea matematics a unui cuaasicristal ar fi de dorit 88 se plece de la datele .
experimentale cuprinse in mare parte in imaginea ob{inutd prin d!&wcctne. Vom
analiza pe scurt o astfel de abordare gi unele dintre dificultifile existente. Pte—
supunem cé existd o functie G-invariantd ¥ ;: L — €

¥(99) = ¥(9)
definitd pe Z-modulul

k
L=¢g Z Zej
i=t

astfel incat
¥ = y(g),
el

sé fie transformata Fourier a unui cuasicristal definit de un G-sistem de puticte.
Utilizand transformarea Fourier inversd se obgine func{ia care descrie d.lstlubw;ua
de masd in interiorul cuasicristalului

k
F-U¥)(r) = Zd) gexp(2mi<rg>) = pr(q exp (2m Z <A )

gel gel

unde ¢ = ¢? ):';___l gje;.
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6.3. METODA SUPRAFETELOR ATOMICE 51

ldentificand spatiile ¥, si
Bl = {(<re > <re> ., <re>) | rE,)
cu ajutorul izomorfistnului
=B, — IEE e (e<Xrer > o< e3>, ., 0< e >)

putem privi F~1[¥] ca fiind o functie definiti pe E!

k
FUW (e, w0, . xe) = Zw(q)ew (27"'02%25) -

g€L i=1

Se poate vedea ci aceastd functie este restrictia la lE',! a funciiei

k
Fy En —C  Fy(e,22,...,2) = E ¥lg) exp 2*"'02‘1)'%‘
q€L i=1

Produsul semidirect de grupuri
G={g:Ex—E|g€C}xL (9,2)(h,y) = (9h,9y +2)
este un grup cristalografic in IEy.

Teorema 6.3.1 Funcfia Fy este G-invariantd, complel determinatd de restrictia

sa la hipercubul
[0, k)* = [0,k) x {0,&) x ... x [0, k)

unde k = 1/¢.

Demonstratie: Functia Fy, este o functie periodicd cu perioadele xe,, ..., K&y
Fy(@y, @iy, + 86,8541, 0 8k) = FylR1, 0 221,85, 241, ..., Tk)

G-invarianti

k
Fy(gz) = Fy(slzg-11), - 8h20-10)) = D ¥(g) exp (2*i02913?ry(j))

geL i=1

k
=) ¥(g)exp (27"'9 Z‘ly-'u)sy-*u)f:‘)

q€L i=1

g€l ji=i

k
Z ¥(99) exp (2m'9 Z(gq)g-'(nsr'(n@:‘)
k
= Z¢(q)exp (QIiQqu::,-) = Fy(z).
ji=1

geL
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92 CAPITOLUL 6. CRISTALE PERIODICE SI CUASICRISTALE

Cuasicristalul considerat este complet determinat de functia G-invarianti Fy

corespunzatoare. Deoarece doar functia
E, — [0,00) : g = |¥(g)]?

poate fi obtinut (cu o anumité precizie) din datele experimentale, in cazul unui
cuasicristal concret nu existd informatiile necesare pentru a putea determina
functia Fy prin calcul. Utilizarea G-invariantei lui Fy gi alte restrictii bazate pé
anumite consideratii fizice (distan{d minimald intre atomi, densitate, etc.) per-
mit, in general, pentru un cuasicristal dat sé se aleaga functia Fy astfel ca acordul
cu datele experimentale sd fie acceptabil. Functia Fy numitd suprafajd slomicd
[Gra, Kat2, Boj este, in general, aleasd dintre functiile caracteristice ale anumitor
reuniuni G-invariante de poliedre

. 1 daca zeUjL 1UgeG(gt] + K;)
F:E, —{0,1} F(z)= 1 0 in alte cazuri
unde tl; t2| teey tm (S [0| n)k) ﬁl Kll KZ! T Km - lEt sunt mUlt‘lml G—i;llV&l'imte

astfel incat
(gti+ K)o (htj + K;)=0
oricare ar fig, he G, 4, € {1,2,..,m}, i # J.
Deoarece IEQ gi IEf sunt subspatii ortogonale G-invariante, subspatiile afine
z+ IEI,! §i y + IB; satisfac relatiile

g(m+1E',£)=gw+lE'l y(y lEf) = gy + By
(e+El) 0 (y+Bt) = {a* 4 }

oricare ar fi g € G, 2, y € IE;.

Pentru orice y € IE, izomorfismul afin
E, ——oy+IE|,! ry+(e<re >, ..,0< e >)
ne permite 88 identificim spatiul “fizic” IE, cu spatiul afin y <+ ]EE. Multimea
(6.4) {zeEy | F(:c)—l}n(y+IE)

este multimea pozitiilor atomilor cuasicristalului definit de suprafa;a atomicd £
gi de vectorul y € IE,.

in particular, daci Q este proiectia pe IE{ a hipercubului [—x/2, n/2]‘e atunci
pentru y =0 gi

F:E;, —{0,1} F(z)= { 1 daca z€l;eq9(R)

0 in alte caguri
obginem
eeBs | F@)=1}n@+E)={ | v, z*eq}

adick, metoda benzii poate i considerati ca un caz particular al metodei
suprafetelor atomice [Gra).
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Capitolul 7

Cuasicristale definite de
G-sisteme de puncte

7.1 Cuasicristale definite de Dg(1,0)

in acest paragraf vom aridta cum se ob{ine utilizand formalismul prezentat mai
sus pavajul octogonal, pavaj bine cunoscut specialigtilor in fizica cuasicristalelor,
gi cum se determind unele dintre autosimilaritatile lui.

Considerdm repregentarea bidimensionald uzuald

a(z,y) = (z/V2—y/V2,2/V2+y/V2)  b(z,y) = (z,~y)

a grupului diedral
D3:<a,b|as=b2=(ab)2:e>

gi Dg-sistemul de puncte generat de multimea S = {(1,0)} (Fig. 11)
C = Dﬂ(lu 0) = {61)62)63)641 —€;,—€3,—€3, —64}

unde e; = (1,0), ez = (1/v2,1/v2), ea = (0,1), eq = (-=1/v2,1/V2).
Actiunea generatorilor grupului Dg pe multimea C poate fi descrisd de trans-
.formaérile

a= €; €3 €3 €4 b= € €3 €3 €4
€3 €3 €4 —e€) er —eq —e3 —e3 )’
Relatiile corespunzitoare
a= £ €9 €3 €4 _ €] €2 €3 €4
€9 €3 €4 —E) €1 —&4 —E3 —&y

unde £, = (1,0,0,0), €2 = (0,1,0,0), €3 = (0,0,1,0), &4 = (0,0,0,1), definesc

reprezenlarea ortogonald

a(Ly, e, ry,kq) = (—2q, L), L2, L3) b(zy, 2y, 23, 24) = (21, —2q, —23, —23)

53
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54CAPITOLUL 7. CUASICRISTALE DEFINITE DE G-SISTEME DE PUNCTE
a lui Dg in [E,.
Alegand u, = (1,0), uz = (0,1), se obtine
wy = (1,1/v2,0,-1/v2)  wa =(0,1/v2,1,1/v2)

0 =1/V2 k=1Jp =2 5 L =+2Z* Vectorii v, = (1/v2,1/2,0,-1/2) si
v = (0,1/2,1//2,1/2) formeazd o bazi ortonormati a subspatiului Dg-invariant

El={(<re><re><re><re>) |relk;)
gi izometria
S B, —Eir—(o<re>o<rea>o<rea> o< res>)
care este un izomorfism de reprezentari ale lui Dy astfel incat Z(uy) = v, E(ug) =

vz, ne permite sa identificim cele doud spatii.
Deoarece transformarea

o= €] €2 €3 €4
T \e —e ez —eq

gcac” =a oba ™t =b

satisface relatiile

obtinem 0Dgo~! = Ds. Conform teoremei (5.4.1) spatiul
IEf = {(< r,0ey >, < 1,0€3 >,<1,0e3 >, < 1,064 >) | r€Ey }
este Dg-invariant gi admite baza ortogonald
{(1,-1/v2,0,1/v2), (0,-1/V2,1,-1/v2)}.
In plus, spatiul IE] coincide cu ortogonalul IE; al lui lE!,'
Ef = IES.
Proiectorii corespunzétori spatiilor IE!,| §i E{ sunt

o =0(1/2,1/(2v2)) =t =0(1/2,-1/(2V2))

unde
a f 0 -4
_ 8 a f 0
O(a,f) = 03 o 8
-8 0 5 B
Se obtine in acest fel schema de proiectie (IEL| &3] lEj‘,E).
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Dintre multimile model ce pot fi obtinute utilizand schema de proiectie (lEﬂ &3
lE;L,E) le vom analiza in continuare doar pe cele obtinute utilizand o fereastra de
selectie Q care satisface urmatoarele trei condigii [Vog}:

- interiorul lui Q este proiectia 7+ ((—9, 9)*) a hipercubului deschis (-9, 9)4,
unde ¥ = x/2 = 1//2,

- inchiderea lui Q este proiectia 7t ([—9,9]*) a hipercubului inchis [-9, ¥}*,

- din fiecare pereche de puncte opuse ale frontierei lui Q unul singur apartine

lui Q.
Se constatd ugor cd in acest caz
Hetll<d =2t e zteQ=|z*| <20

Aceste relatii care vor fi utile in determinarea unora dintre autosimilaritétile
multimii model

(1.1) Q={a;"| r €L, .'L"LEQ}

corespunzitoare pavajului octogonal reprezentat schematic in Fig. 12.
Daca constantele A € IR — {0} si A} € (-1, 1] sunt astfel incit matricea

M =l 4 A rt = O((A + M1)/2, (0 = M)/(2V2))
sd aibd elemente intregi, atunci

2 €L —_ Mzel
2t eQ (Mz)t =Mzt eQ.

In acest caz, omotetia r — Ar lasi invarianti multimea model @ decarece z!l €
Q = AlleQ.

Elementele matricei M sunt intregi daci si numai dac numerele j = (A+X;)/2
gi I = (A — A1)/(2V?2) sunt intregi. Deocarece A = j + IvV2 gi A, = j — W2, este

convenabild utilizarea transformarii
(7.2)  Z(V2) — Z[V2): A 2"

definite de relatia (j + Iv2)* = j — {v/2. Oricare ar fi A # 0 aparinand multimii
(care este o mulfime model unidimensionali)

(1.3) A={A=j+l\/§|(j,1)elz, —1<,\*51}

multimea Q este :nvariantd fatd de omotetia r — Ar, adicd, ¢ € @ = M € Q.
Printre elementele lui A se afli factorul de inflagie A = 14 /2, mentionat frecvent
in articolele referitoare la pavajul octogonal.:

Fie A # 0 o constantd apar(inind lui A astfel incat |A"| < 1/2, ¢i fie My =
Arll 4 A*7xt. Deoarece 74 (L) este densd in By rezulti i multimea

Ly={y |vel, Iyl <o =227/ (L+ ]3]}
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este infinita.
Oricare ar fi z € £ astfel incat z1 € Q i oricare ar fi y € £, avem

HMa(z = o) + ) = 1IN = yh) ot TS IV et = vt |+ Iy
< IVl T D+ = 1] b+ @+ DI < 9.

Rezultd ca
:cell} — | Miz-y+yecl
st € (Ma(z-y)+y)t €

relatie din care deducem ca
de@ = ME-y+y)=rl-yh)+ee
Insi aceasta inseamni ci Q admite autosimilaritatea
Es—E)y:r—Ar—-g¢)+gq

oricare ar fi ¢ apar{indnd mul{imii (care este de asemenea o multime model)

(7.4) Qx={y" | yEE,\}CQ-

7.2 Cuasicristale definite de Djy(1,0)

57

Plecand de la Dy;-sistemul de puncte D;3(1,0) se obtine o reprezentare a lui
D), in IEg. In acest caz reprezentarea lui D;3 in E'GL este IR-reductibila, iar
(E!;l ® IE¢, £) nu este o schemi de proiectie. Totugi descompunerea IE'A ® [Ey
ne permite sd utilizém metoda proieciei bengii pentru a defini anumite mul{imi
Delaunay . Teorema (6.2.1) poate fi utilizat& pentru a determina autosimilaritii
ale mulgimilor astfel definite in cagul in care fereastra de selectie utilizata este o

bila.
Considerdm reprezentarea bidimensionald uzuala

a(z,y) = (2v3/2 - y/2,2/2+ yV3/2)  b(z,y) = (2, -)
a grupului diedral
Dia=<ab|a? =b"=(ab)? =¢ >
g1 Dy3-sistemul de puncte generat de mulfimea S = {(1,0)}
€ = Di12(1,0) = {e1, €2, ..., €6, —€1, €2, ..., —cs}

unde

(1,0) e3=(v3/2,1/2) es=(1/2,V3/2)
(0,1) es =(~1/2,V3/2) e =(-V3/2,1/2).
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B8CAPITOLUL 7. CUASICRISTALE DEFINITE DE G-SISTEME DE PUNCTE

Actiunea generatorilor grupului D13 pe mul{imea C poate fi descrisa de trans-

formairile -
_ €1 €3 €3 €4 €5 €6
4= ( 63 €3 €4 € € —€1 )
b=( & f2 €a €4 &5 tg
- € —€g —€y —€4 —€3 —€3 '
Relatiile corespunzitoare
a= €y €2 €3 €4 ¢€s X
T\ e €3 €4 & €6 —€
p=( €1 2 € & & &8
€1 —€¢ —€y —E4 —€3 —€3g
unde ¢; = (1,0,0,0,0,0), 3 = (0,1,0,0,0,0), ..., €6 = (0,0,0,0,0,1), definesc
reprezentarea ortogonald

0(31,32.33.34.1‘5,36) = (—36,3’1,1‘2,33.34:35)
b(x1, T3, 23, 24, 25, 26) = (21, ~T6, ~Ts, ~ T4, — L3, ~T3)

a lui D3 in IEg.
Vectorii

w, = (1,V3/2,1/2,0,-1/2,-V3/2)  wy =(0,1/2,V3/2,1,v3/2,1/2)
formeaz& o bazd ortogonaléd a subspagiului D;3-invariant |
lEﬂ ={(<re > <re>.,<re>)|reks}
In plus, |jwi]| = ||wsl, §i vectorii
vy = oun U = gwa

unde ¢ = 1/|jw)|| = 1/V3, formeazd o bazi ortonormati a subspagiului lEg. _
Izometria ¢

E:Ez—'E":rH(g<r,e1 >,e<re>, . .,0<re>)

care este un izomorfism de reprezentiri ale lui Dy astfel incét = _ul = v, Sug = ug,
ne permite sd identificir cele doud spatii.
Utilizand tabelul de caractere [Jns] al lui Dy

€ a a’ a8 af a® a® b ab
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ty 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1
s 1 -1 1 -1 1 =1 1 1 =1
T, 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1
Ty 2 V3 1 0 -1 -vV3 -2 0 o0
s 2 1 -1 -2 -1 1 2 0 o
r, 2 0 -2 0 2 0 -2 0 0
s 2 -1 -1 2 -1 -1 2 0 0
Te 2 -v3 1 0 -1 V3 =2 0 0
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7.2. CUASICRISTALE DEFINITE DE D;1(1,0) 59

obtinem ¢a reprezentarea lui Djy in IEg pe care am definit-o esle o suma directd
de trei reprezentdri ireductibile. Proiectorii corespunzitori pot fi obtinu{i cu aju-
torul metodei uzuale [Ser, Nai] de descompunere a reprezentirii unui grup finit in
componentele sale ireductibile. Ei sunt

all = 9(1/3 V3/6_i,6)
7r, = 0(1/3,-3/6,1/6)
Ty = ©(1/3,0,-1/3)

unde
a pf v 0 -y -p
B o f v 0 -y
e@pm=| 3 250 17
-y 0 vy B8 « P
-8 -y 0y B a

Fie 7+ = nf + &, k = 1/g gi fie £ = Z°. Perechea (IE! & 1B}, £) nu este o
schema de proiectie deoarece restrictia lui 7/l la £ nu este injectivi. De exemplu,

ll(~k,0,x,0,—x,0) = 0
Vom determina in continuare anumite autosimilaritali ale cuasicristalului
= Ng | 2 L,
Q—{ 1ra,’ rel, ||n .L||<19}

definit utilizand ca fereastrd de selectie bila cu centrul in origine de razd J > 0.
Dacid constantele A € IR — {0} g1 Ay, Ay € [—1,1] sunt astfel incat elementele
matricei M = Anll + A7) + Au7s sunt intregi, atunci

et (Ma)|* = Al ell® + Mllmy 2l < Nl ]| + flmg el = flrte)
gl prin urmare

€L Mz €L
llrtz|| < 9 llrt(Mz)|] < 9.

in acest caz, 7llz € @ = #l(Mz) = Az € Q, adicd, Q este invariant in
raport cu omotetia 7 — Ar,
Elementele matricei

M = Al 4 A md 4 damd = O+ A 4+ A2)/3, (A=A )VB/6, (A+A1)/6 — Az/3)
suntl atregi dacd yi nunat dacd nunierele

J= A+ A F A/
1= (A= A)V3/6
m=(A+A)/6- A./3
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60CAPITOLVUL 7. CUASICRISTALE DEFINITE DE G-SISTEME DE PUNCTE

sunt intregi. Deocarece Ay = j — 2m rezultd c@ A, este intreg, g1 deci |A2] <1 =
j—2m € {~1,0,1}. Tinand seama de relatiile

A= +V3+m M=7j—-W3+m

obginem ca mulyimea Q este invariantd 1n raport cu omotetia r — Ar oricare ar
fi A apartinand reuniunil

{3m+1/3-1 | (l,m) € Z* [3m—-1/3-1]<1}
U{3m+ V3 | (,m) € Z°, [3mn - 1V3| <1}
U{3m+/3+1 | (Lbm)€Z? Bm-1V3+1<1}.

7.3 Cuasicristale definite de Y (1,0, 1)

Un rol central w ntelegerea structuril cuasicristalelor l-a avut ncid de la de-
scoperirea lor pavajul Penrose tridimensional. Componentele acestui pavaj sunt
poliedrele Jui Amimann gi el a fost obginut de Kranier 3i Neri in 1984, Denumirea
a fost sugeratld de asemduarea cu un pavaj aperiodic al planului obtinut anterior
de Pcurose. Multiniea nodurilor pavajului Penrose tridimensional se obtine prin
algoritimul dezvoltat 1 capitolele anterioare plecand de la Y-sistemul de puncte
generat de 5 =~ {(1,0,7)}. Voin prezenta aceastd constructie gi vom delermina
unele dintic autosiiilaritdgile acestui model.
Consideraim reprezentarea uzuald
(s WEne = (b - Bk e bk Fhy - b ek by g)
b(Ilyl:) = ("-l.',‘y,Z)

a grupului icosaedrului
Y =235=(a, b | " =b*=(ab)’ =€)
gl Y-sisternul de puncte generat de mulgimea S = {(1,0,7)}
C=Y(10,1)={er.e0,.,€6,—€), =€y, ..., —cy)}
unde

e;=(1,0,7) e3=(r,—1,0) e3=(r,1,0)
ea=(0,7,1) eg=(-1,0,1) eg=(0,--7,1).

Actiunea generatorilor lui Y pe C poate fi descrisa de

€y ty 3 €4 €5 €¢
(1 Jp—
1 ¢4 €&q €5 €& €
b_ 1 Cu ‘u €4 €5 €g
ty [ ry € ) €4
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7.3. CUASICRISTALE DEFINITE DE Y (1,0,7) 61

gi transformadrile corespunzitoare a, b:I[Eg — IEg
a= €1 €2 €3 €4 &5 €6
€1 €3 €4 €Ep €6 €2

'b _ €1 €3 €3 €4 €5 €6
€g —€2 —€E3 €6 €1 &4

unde ¢; = (1,0,0,0,0,0), e3 = (0,1,0,0,0,0), ..., e = (0,0,0,0,0,1) este baza
canonicd a lui IEg, definesc reprezentarea ortogonald a lui Y in IEg

a(£11£2)£3)14|x51£5) = (31,36,17‘2,173,174,1:5)
b(zy, z3, T3, 24, z5, 26) = (T5, —T2, —Z3, Te, T1, L4).

Conform teoriei generale, subspatiul
lEg ={(<re><re> ., <re>)|r€lk;}
al lui IEs este Y-invariant. Vectorii v; = pw), va = gws, vs = pw3, unde

wy = (110»T)—1)T)0)
wey = (0,7,-1,0,1,—7)
w3 = (Tn 1»0)7')01 1)

¢ = 1/||lun}| = 1/V/6 + V5, formeazi o bazi ortonormati a lui E!, gi izometria

E:IEa—rlEﬁzr»—»(g<r,e1 >, 0<rea>, ..., p<res>)

care este un jgomorfism de reprezentdri ale lui Y astfel incat 2(1,0,0) =
v, Z2(0,1,0) = vg, E(0,0,1) = v3 ne permite s& identificim spatiul fizic IE3
cu lEg.

Deoarece transformarea

o= €1 €1 €3 €4 €5 ¢€g
T\ —e; e2 eq es e3 eg

car! = a? obo~! = (ab)?bab

satisface relatiile

avem 0Y o~} =Y. Conform teoremei (6.4.1), subspatiul
6 ={(<roe ><roe>, ., <roe>)|relks}
este Y-invariant gi admite baza ortogonala
{(-1,7,0,0,7,-1),(0,-1,7,—7,1,0),(-7,0,1,1,0,7)}.
in plus, subspatiul IE§ caincide cu ortogonalul Jui IEE
IEé‘:{a:GIEeI <xy>=0 o.‘icarearﬁyelEg }
= {(:cl,:z:;,, .., Lg) € [Eg I Z_?:l zje; =0 }
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Proiectorii ortogonali corespunzitori descompunerii IEE ® E3 sunt

l = ©(1/2,v5/10) xt = 6(1/2,-v5/10)

unde
«a B B B B B
B a B -8 -8 g
|8 B a B - -
Seh=lp p 5 o 5 -p
B -8 -B B a B
B B B -8 B a
Ei satisfac relatiile
‘R'“O‘K“=‘l'" I’J'O‘ll"l':ﬂ'L
wloxt =xtonll =0 l4rt =1

wll(ke;) = ¢ oricare ar fi j € {1,2,...,6}

unde £ = 1/p = V5 + V5.

Fiecare element 2 € IEg se poate scrie sub forma
z =gl +zt

astfel incat zl € IElI gi 2+ € IEF. Elementele 2l, z! satisfacind aceastd condigie
sunt unic determmate gi sunt date de relaiile :c" =nllz, 2t = rLz

Utilizand reteaua £ = xZ° ob{inem schema de proiectie (E ® K¢, L).

Fie ¥ = /2, gi fie Q o multime (numitd iriacontaedru) care verifici relaiile
[Vog}

(G2 .9)") cacnt ([—.9 .9]“)

gi este astfel incat din fiecare pereche de puncte opuse ale l\ont.xerel con{ine unul
gi numai unul dintre ele.

Putem remarca imediat cd ™
|zt < ¥ = 2t eQ 2t € = ||lzt|| < 9V8.
Mul{imea model
(1.6) Q={z"|z€£, 2teq }

coincide cu mul{imea nodurilor pavajului Penrose tridimensional [Vog).  Vom de-
termina in continuare unele dintre autosimilaritétile ei.

Elementele matricei M = Arll 4 awt = O((A + A1)/2, (A = A )5/ 10) sunt
mtregl ‘dac gi numai dacd numerele j = (A + A)/2, | = (A = A )}W/5/10 sunt
intregi. Multimea Q este lisatd invariantd de omotetia IE3 — E3 : r — Ar
oricare ar fi A # 0 apartinand mul{imii (care este de asemenea o mul{ime model
unidimensionald)

A:{/\:j+l\/5|(j,l)€12, —1<A'§l}

unde (j + 1VB)* = j — V5.
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Flg. 13. Pavajul Penrose admniite o infinitate de constanie de inflajie independente.

E}

(My(r —y) + )l

* P > My(r —y) + vy

Q

/ J-/:/

(My(x -y} + y)

e

Fig. 14. Psvajul Penrone admile o infinitate de centre de inflajie.
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Intr-adevir, daci A € A, atunci (Fig. 13)

z€L Mzel
e (M)t eQ

gi deci
dleQ = Mzl =Xl eQ.

Printre elementele lui A se afli factorul de inflagie al pavajului Penrese bine-
cunoscut 72 = 2 + /5.

Fie A € A — {0} astfel incat [A*| < 1/vB, Vo = (1— |A*|VB)Y/(1+|A*]) ¢ fie
M, = Axll 4+ A*xt. Deoarece 74 (L) este dens in IEf, muljimea

tr={vecl vl < v}

este infinitd. Oricare ar fi y € £, gi oricare ar fi z € £ astfel incat z+ € Q,
obginem (Fig.14)

I(Ma(e — ) + ) 1= 1At =yt ) + oy < IVt = gt )+ el
< IIR T+ gt 1D + 1< AT IVES + (13 + 1)do = 9
relatii care aratd cd (My(z — y) + y)* € Q. Rezulté cd

rel My(z-y)+yel
e Mra(z-y)+y)teq

oricare ar fi y € £y, §i prin urmare
deQ = M@E-y+yl=""-h+eQ

oricare ar fi y € L£,. Aceasta inseamni c& mul{imea model Q este l#satd invariantd
de transformarea afina

IEy — Es:r—13(r—¢)+¢

oricare ar fi ¢ apartinand mulg{imii (care este de asemenea o muljime model)

QA={1/"| UEL\}-
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7.4 Cuasicristale definite de Y(1+ 7,1+ 7,14 7)

In paragraful anterior am obtinut plecand de la Y-sisteniul de puncte Y(1,0,7) o
schema de proiectie, dar acest lucru nu se intampla in general. Avein insé posi-
bilitatea utilizirii metodei proiectiei benzii gi a utilizarii teoremei (6.2.1) pentru

deteriminarea unor autosimilaritagi.

Punctele Y-sistemului generat de mulfimea S = {(r+ 1,7+ 1,7+ 1)}

c = Y(T+ 1,T+ 11T+ 1) = {eln'--)el‘)r_el) ---,-510}

unde
ey =(t+1l,7+1,7+1)
eg=(—-t-1,7+1,7+1)
es=(r+1,-t~1,7+1)
es=(r+1,7+1,-7-1)
es = (0,7,2r+1)

es =(0,—1,2r+ 1)
er =(r,27+1,0)

eg = (-1,21 +1,0)
es =(21+1,0,7)
€1p = (2T+ 1,0,-7).

sunt varfurile unui dodecaedru regulat.
Actiunea generatorilor lui Y pe C este descrisa de

a= €y €2 €3 €4 € €g €7 € €y €y
€g —€4 €9 €3 €g €3 €3 —€;p € €7

b= € €2 €3 €4 €5 € €7 ] €y €10
—€4 €3 €3 —€, €g €g —€7 —€g —€190 —€gy

Transformarile corespunzétoare a, b : IE\ g — IEq

a= €} €3 E3 €4 &g Eg E7 € €p €10
€y —E4 €9 Eg E¢ €3 £ —€10 &1 €7

b= €1 €3 €3 &4 €5 € €7 &g €9 €10
—€4 &3 €3 —€, E¢ €5 —€7 —€8 —Ejo &y

«nde €1, €3, ..., £10 este baza canonicd a lui IE g, definesc reprezentarea
0(-‘01.-‘52, ---,-"-'10) = (39,-"37,1‘6, —ZI2,2),T5,T10y %4, Ty, —'1‘&)

b(-’b'l.l'a, --'.1'10) = (—1‘4,23.1—'2, —z1,%6, L5, —27, — T8, —T10, —L9)
alui Y in I[E .
Subspatiul
lElllo = {(< re > <rex> ... <rep >) | r € 1k, }

generat de vectorii

wy=(r+1,-r=1,7+1,7+1,0,0,r,-7,2r+ 1,2r+1)
wy=(r+ 1741, -1~ Lr+1,7,-12r+1,2r+1,0,0)
wy= (r+1L,r+Lr+1,-7=1,27 4+ 1,2r+1,0,0,7,- 1)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



66 CAPITOLUL 7. CUASICRISTALE DEFINITE DE G-SISTEME DE PUNCTE

este un subspatiu Y-invariant al lui IE;o. El admite baza ortonormatd v, =
gw), vz = pws, v3 = gws, unde p = 1/||wi || = 1/((r + 1)v10).
Izometria

E:]Ea——'lElllozrv—'(g<r,el >, o< reg>, ..., 0< €0 >)

cu proprietatea ca 2(1,0,0) = vy, Z(0,1,0) = v2, Z(0,0,1) = vz ne permite sa
identificam spatiul “fizic” IEz cu lE'llo.
Fie k = 1/, £ = xZ' gifie ¥ € (x,00). Vom nota cu IE{; ortogonalul lui
IEf,
1E1l0= { zelEml < 2,y >=0 oricare m.rﬁyElElllu }
= {(rx.rz. t10) € B | Tj2, zjej = 0 }

gi cu 7t = 1 — 7l proiectorul ortogonal corespunzétor.

In acest caz (lElllo @ 155, £) nu este o schemd de proiectie deoarece restrictia
lui 7l la £ nu este injectivd. Intr-adevir, wle = 0 oricare ar f ¢ =
(z1,2,%3,24,0,0,0,0,0,0) € £ astfel mcat &) = —xy = —23 = —z4.

Definim utilizand metoda proiectiei benzii mul{imea Delaunay

(1.7) Q= { e | xel, |mte]] <9 }

Fereastra de selectie utilizatd este bila centrati in originea lui IE;, de razi ¢ €-
(0, 00).

Deoarece |, in virtutea identificarii 2 : Iy — lEllIO aveni
Wpr y — o
T (KEj) = e

oricare ar fi j € {1,2,...,10}, obtinem c& “vecinii aritmetici” ai fiecirui punct
r € Q apartin trunslatiei  +C a lui C, gi deci multimea Q poate fi privité ca fiind
o reuniune infinitd de translatii pargial ocupate ale lui C care se interpenetreazi.
Pentru a determina unele dintre autosimilaritiile lui @ descompunem
reprezentarea Iui Y in IE, in componentele sale ireductibile. Conform tabelei
de caractere a lui Y ‘

le 12a 156 20ab 12 a2

I, 1 1 1 |

I,y 3 T -1 0 r!
I's F I . | 0

Iy 4 -1 0 1 -1
Is 5 0 1 ~1 0

unde 7 = (1 - \/'3)/2, caracterul reprezentarii noastre

¢ a b ab a?

r 100 -2 1 0
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este o suma de caractere ireductibite
=4+ a3+ Ty
Prin urmare, ]Ef‘0 este suma a doud subspatii Y-invariante ortogouale
Ej = Eyg' @ B
gi 71 este suma proiectorilor ortogonali corespunzitori
7t =l + 5.

Subspatiul V al lui IE|; generat de multimea Y -iuvarianti

{9(1»0)1)0)111)0)0)1;0)lg €Y } = {21;121---,3'6;_2],_22, --'l—zﬁ)

unde
=(l,0,l,0,1,1,0,0 ,0) 24 =(1,0,0,1,0,0,1,0,1,1)
72 =(0,0,1,-1,0,1,-1,-1,0,0)  z =(1,1,0,0,1,0,1,1,0,0)
3:(0,—1,1,0,0,0,0, 1,1,1) 26 =1(0,1,0,-1,1,1,0,0,0,-1)

este un subspatiu Y-invariant al lui IE)g, gi ortogonalul lui, notat V*, este un
subspatiu Y-invariant de dimensiune 4. Prin urmare, pulem alege

IEjg” = v+
gi, prin calcul direct, obtinem

xll = ©(3/10,1/10, v5/10)
1r, =0(3/10,1/10, —/5/10)
7t = ©(2/5,-1/5,0)

unde
(e B B B v A 1.8 7 B)
g o - - v P B v - -7
B - a - B v -8 -y v 8
i A A
I I -8 a v -
Sledn=lp 5 v 4 v a-p-f 8 -B
vy B -8 v B B « v B B
g v -y B P - 71 a —f P
vy -8 vy B B B B -8B a v
\# - B 1 -B B B B v a
Fie A, A1, Az trei parametri reali satisticand relaliile
A#£0 Al < Al <1

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



68CAPITOLUL 7. CUASICRISTALE DEFINITE DE G-SISTEME DE PUNCTE
gi astle] incal elementele matricei
M=l 4+ i+ )\21r2L
sa fie intregi. Deoarece
lwt (M) = )P+ [hamg 2l* < flaf2]|® + lmy 2l = ot 2

gl elementele matricei M sunt intregi, rezultd ca

r €Ll — Meel
lIwtz|f < 9§ ||=*(Mz)j| < 9

gi prin urmare AQ C Q. Aceasta inseamna cd Q este lasat invariant de omotetia
IEy — IEy: r— Ar,
Elementele matricei M = Axll + Ay w + Aamy sunt intregi dacd gi nuniai daci

j = l%(/\-*- A1) + 2A2
= 5O+ M) — £x
m = (A= A)/(2V5)

sunt tregi. Rezultd ¢ Ao = j -3l € Z, i deci Ay < 1= j— 3l € {-1,0,1}.
Mulgitnea Q este lasatd invariantd de omotetia » — Ar oricare ar fi A apartinand
reuniunii

{5/ -=1+nV5 | (I,m)yez?, |51 -1 -myB| < l_}
U {50 + /5 | (I,m) € Z*, |5/ - m/Bl <1 }
u{sl+1+myb | (I,m) e Z*, |61+ 1 — /5| < 1}.

7.5 Cuasicristale definite de D4{(1,0),(2"/%,1)}

In fiecare dintre exemplele anterioare G-sistemul de puncte utilizat ca element
inigial a fost format din punctele uuei singure orbile. In acest paragral vom
prezenta un exemplu obtinut plecind de la un Dy-sistern de puncle rezultat re-
unind doud orbite ale lui Dy. Totodatd acest exemplu aratd cd in unele cazun
nu se obtine nici o autosimilaritate utilizand metodele prezentate in paragrafele
anlerioare. Este posibil s8 nu existe autosimilaritagi netriviale sau si existe auto-
similaritagl care nu se pot obgine prin metodele indicate.
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Fie reprezentarea uzuald

a(w,y) = (—y,w) b(.’t,y) = (l'»_y)

a grupului diedral
Dy =(a, b | a*, 4%, (ab)?)

gi fie D4-sistemul de puncte generat de multimea (Fig. 16) S = {(1,0), (v2,1)}
c = D4{(l)0)l (\/51 l)} = D4(ll0)u D4(\/§) 1) = {31»62. vy €6, —€1,—€3, ..., —CG}

unde
e1=(1,0) es=(v21) es=(-1,V2)
ea =(0,1) es=(1,v2) es=(-V21).

Actiunea generatorilor grupului D4 pe multimea C este poate fi descris& prin

relatiile
a= €} €3 €3 €4 €5 €s
€ —€ € €g —é3 —¢€4

b= €y €2 €3 €4 €g €s
€, —€a —€g —e€5 —€4 —€3 '
Transformarile corespunzatoare a, b : IEg — Iig

a= €1 €3 €3 &4 €g €e
T\ €2 —€, €5 € —€3 —é4q
b= [2Y €9 €3 €4 [ Eg
£y, —€9 —€g —€g —€4 —E3
unde €, = (1,0,0,0,0,0), €2 = (0,1,0,0,0,0), ..., €6 = (0,0,0,0,0,1) este baza

canonicd a lui [Eg, definesc reprezentarea ortogonald a lui Dy in IEg

a(wllm'll Z3,Z4,L5, 1"6) = (_""'2| Ty, —Tp, —Le, T3, 1'4)
b(zllzzl I3,24,Ts, xﬂ) = (ilf] y —&2, —Tg, —Ty, — L4, —1:3)~

Vectorii
wy = (1)01\/§| ll—ll—ﬁ)
Wy = (0| ll l,\/i, \/§| l)

forineazd o bazi ortogonald in subspatiul Ds-invariant

El = {(<re;> <res> .., <res>)|relEy)

astfel incat ||w|| = ||ws|| = V7. Vectorii
) = pw) Uy = Py
unde p = 1//7, formeaza buza orlonormatit corespunzitoare in Il‘){!, gl 1zotelria

=y, - ll-:!! Cre (e > p < ey, 0 < g >)
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70CAPITOLUL 7. CUASICRISTALE DEFINITE DE G-SISTEME DE PUNC‘PE

care este un izsomorfism de representiri ale lui Dy astfel incét E(l o) = v; g
Z(0, 1) = v3, ne permite sl 1denttﬁclrn spatiile EE3 gi E! .
Ortogonalul subspatiului E.

E, -{ €l | <z.y>-00ncueuﬁyeﬂ}

este de asemenea un subspajiu De-invariant al lui Eq. Utilizaad tabeh ds cane :
tere (Kos] a grupului Dy s

le 2a & 20 2ba
' 1

| ¥} ] B | | !
I'a 1 1 1 -1 -1
I's | S U | 1 -l
Fq 1 -1 1 =1 |
T's 2 0 -2 0 0

se deduce ci descompunerea reprezentdinii loi Dy in E} conpnedoul Npm« N
ireductibile de dinvensiune 2. Folosind metoda usuald [Ser, Nai] de descosmpiinese

a unei representdri a unui grup finit in representdri ireductibile se oh‘us d&!
este suma ortogonald a trei subspatii bidimensionale De-iavariante :

EG = Eg G-Eelg @E"g

corespundtoare proiectorilor

ay 1) ag da -3 .

a3 a3 a4 ay 0
as a3 a5 a4 ag
—ag a3y 0 a¢ o4

9(01,02.08. 4, aﬁyaﬁ) =

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Fig. 16. Dg-sistemul de puncte
Dy((1.0),(v2, 1))

Fig. 10, Dosconipunerca B = I.I';‘,lnl-ll'); definita de 24 sistemul de puncee | 1032, 1)
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T2CAPITOLUL 7. CUASICRISTALE DEFINITE DE G-SISTEME DE PUNCTE

Z-modulul £ = kZ%, unde « = 1/ = /T, este Dy-invariant gi
mll(ke;) = e

oricare ar fi j € {1,2,...,6}. Schema de proiectie (lElc!, ® IEf, L) ne permlte 8d
definim pentru fiecare mul;nme mirginitd de interior nevid 2 C IE; mulgimea
model

{1r"a: |z €L, rtze Q}

unde 7t = 7 + 77 . Ea este reprezentatd schematic in Fig. 186.
Elementele matricei
arll 4 A el + Agmg

sunt intregi daci gi numai dacd numerele

A+ A1+§§A3
—\/——,\_\/_ AL+ ;g"
;A_;A,
;,\+1i0,\1+%k2

sunt intregi. Deoarece $A — 1Az si MA - —gt\g sunt simultan mtregl dacd
gi numai dacd A = Ay, nu existd A E R, [A > 1gi A, Ay € [~1;1) astf |
incat elementele matricei Axll + Ay w + A37§ 84 fie intregi. Prin urmare, metoda
prezentatd in paragrafele anterioare nu permite determinarea de autosirilarit&ti,
oricare ar fi fereastra de selectie utilizatd. Problema dach existd sau nu in acest
caz autosunilarititi netriviale este o problemd deschis&.
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7.6. ALTE CUASICRISTALE 73
7.6 Alte cuasicristale definite de G-sisteme de
puncte

Multe modele bidimensionale bine-cunoscute [Ba6, Plel] pot fi reob{inute prin
metoda prezeutatd plecand de la G-sisteme de puncie convenabil alese. Unele
diutre autosimilaritdtile lor pot de asemenea fi determinate cu ugurinta.

Relatia

a(z,y) = (z cos(2m/m) — y sin(2r/m), & sin(27/m) + y cos(2w/m))
definegte reprezentarea bidimensionald uzuald a grupului ciclic
m=Cn =< ala™
O consecinta a egalititii de sisteme de puncte
Cs{(1,0),(~1,0)} = Ds{(1,0),(~1,0)} = Cro(1,0) = Dyo(1,0)
esie egalitatea de cuasicristale
Cs[(1,0)] = Ds[(1,0)] = C1o((1,0)] = Do[(1,0)).

Intr-un mod similar se aratd cé au loc egalitatile de cuasicristale

cal,0) = Dal(1, 0 = & [1.0), (7. )|

= Dy [(1»0)» (%715”
)

Crsl(1,0)] = D15{(1,0)) = D4 [(1 0), (
V3 1 1 V3
—'C‘l [(110)) (T)'z' ) 5'—_2_ .
Metoda de obtinere a modelelor de cristale periodice gi cuasicristale prezentati
aratd cd existd o legdturd profundi intre cele doud tipuri de cristale. De exemplu,

wl%
%)
B2 ] ==

C3 — cristal daca a € Q)

Cs[(1,0),(a,0)] este un { Cs — cuasicristal daca o ¢ Q.
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Capitolul 8

Cristale periodice definite
de G-sisteme de puncte

8.1 Cristale definite de Dg(1,0)
Considerdm reprezentarea bidimensional® uguald
a(z,y) = (2/2- yv3/2,2V3/2 + y/2)

bz, y) = (z,-y).

& grupului diedral
Dg = (,a,b | a®, b2, (qb)’).

gi Dg-sietemul de puncte generat de mulimea S = {(1,0)} (Fig. 17)
C = Do{(1,0)} = {e1,3,e3,—£1,—¢3, —e3}
unde e, = (1,0), ea = (1/2,v3/2), es = (-1/2,v3/3).

Actiunea generatorilor lui Dy pe muliimea C poate fi descrish cu ajutorul
transformérilor

a=(¢1 ] ca) bg(el € es)'
€3 €eg —e€) € -—€3 —ﬁg
Relatiile corespunzitoare
a=(€1 €2 ca) b=(€1 €2 63)
€3 &3 -—& & —&3 —¢&g
unde £; = (l,'0,0), €3 =(0,1,0), es = (0,0, 1), definesc reprezentarea ortogonald

a(zy,3,23) = (—z3,21,23)  b(®1, 23, 23) = (21, — 23, —23)

a lui Dg in Es.

76
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4

€ €2
|
|
]

—ey, | €)
Fig. 17, Dg-sislemul de - - - — *—-— >

puncte Dg(1,0). :
'
)
|

= €2 ; — €3

Fig. 1B. Descompunerea I3 = lF,gd)ll:Z:,L definitd de Dg-sistemnul de puncte Dg(1,0)
gi proieciia ui £ pe lEg.
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8.2. CRISTALE DEFINITE DE Og(1,1,0) 77
Subspatiul

IE!.,| ={(<re><re><re>)|relk}

~

este Dg-invariant. Alegdnd u), = (1,0), uy = (0, 1), se obtine pentru ,g baza

ortogonald

wy = (1,1/2,-1/2)  wy = (0,V3/2,V3/2)

cu proprietatea ||wi|| = [|lwaf] = V6/2. In acest caz p = 2/VB, » - V6/2 si
utilizam Z-modulul G-invariaut £ = xZ>.
Vectorii vy = (2/\/(-3, 1/\/6,—1/\/6) §i va = (0,1/V2, l/\/i) forincazd o baza

ortonormatd a lui IE3 gi izometria

E:IE2——»1EE:1-H(9<:-,::1 >,e<re;> p<res>)

care este u\ izomorfism de reprezentdri ale grupului Dy astfel incat 2(1,0) =
v1, =(0,1) = vy, ne permite sa identificain cele doud spadii.

Proiectorii corespunziatori subspatiului 1L|3| 5t ortogonalului sdu I£3 sunt

al =O(2/3,1/3) rt =0(1/3,~1/3)

unde
(3 Iﬁj ‘d
Oa,d) = 3« B
-a «

lu acest caz (lEﬂcblle‘ , £) nu este o schena de proicegic deoarece mt e = 0 oricare
ar fi & € £ astfel incat &y = 2y 5i xy = ¢
Oricare ar fi & € L, avemn

rll ({e + Key, &+ KEy, 2+ Rey, & Key, & — Key, &~ REg)) = 7T||-'U+C

§i
wll(mld) = l(fl + Zc'_) + 16;1 = Zt’l + lr‘g
este o reea in ISy = IEH
Oricare ar [i mulgimea marginitd §2 C 5, prin inctoda proiecgiei benzii se obtine
fie o submulgime periodicd a regelei #l(xZ%), tic wulgimea vida (Fig. 18).

8.2 Cristale definite de O, (1, 1,0)

Pentru a explica teoretic anumite analogn utee fazele cubice gi 1cusacdrale de
compozitic chimicd apropiatd observate experimental este avantajos si utilizaim
descrieri matenatice asemnandtoare. O solutie rezonabild constd in utilizarei pen-
tru descrierea fazei cubice a unui model matematic obgiout prin metoda proteciiet
benzii i Jocul descrierii clasice.

Utiliziond reprezentivea uzuala e Ik

a{a, gy, ) = (y, o, 8) blayy, z) = y, —z,—4)
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78  CAPITOLUL 8. CRISTALE DEFINITE DE G-SISTEME DE PUNCTE
a grupului complet al octaedrului

On = m3Im = (a, b| a*, b%, (ab)?)
consideram Ojy-sistemul de puncte

C=0x(1,1,0)= {e1,e2,...,6,—€},—¢€3, ..., —€6}

unde
61=(D,1,1) 6'4:(0,1,—1)
€2 =(1,0,1) 65=(1,0,—1)
6’3:(1,1,0) Es=(l,—1,0).

Plecand de la actiunea generatorilor lui Oy pe C

a= €1 €2 €3 €4 €s €6
T\ ez —eq e €5 —e —ea

b= €l €2 €3 €4 €5 ¢€g
—€3 —€) —eéa € €4 €5
obtinem reprezentarea ortogonald

u(:l:l,wg,a:a,a:4,;l:5, iL‘5) = (—1'5,1:1, —Zg, —Ty, L4, 2:3)
bz, x9, x3, 24, 25, 26) = (— T2, —2a, —T1, 5, s, L4).

a lui Oy in IEg. Vectorii
w, =(0,1,1,0,1,1) we = (1,0,1,1,0,-1) wa =(1,1,0,-1,-1,0)
formeaza o bazd ortogonald a subspatiului O4-invariant
El = {(<re > <re>.,<re>)|reka}
gi
llwrll = flwall = [[ws]l.
Baza ortonormata corespunzatoare
v = gy V2 = Qw3 U3 = Qg
unde g = 1/||wy|| = 1/2, ne permite si definim izometria
= 0E; —»IELl ir— (o< rep > 0<r e3>, ...,0< T €5>)
adicd
E(x,p,2) = ((y+ 2)/2, (2 + 2)/2, (2 + 9)/2,(y — 2)/2, (& - 2)/2, (& = ¥)/2)
§i s& identificim spatiile IE; i IE].
Proiectorii corespunzatori descompunerii I = lEIt! ® IEF sunt

ol = 0(1/2,1/4) 7+ =0(1/2,-1/4)
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8.3. CRISTALE DEFINITE DE 0Oy{(1,0,0), (¢,0,0)} 79

unde
a p B 0 - -p
s 6 5 o8 0
a 50| .
O@h=| %o ppg o p -8
p 0B B a P
B B0 p P a

Fie k = 1/p = 2 gi fie e, = (1,0,0,0,0,0), ..., ¢ = (0,0,0,0,0,1) baza
canonicd a lui IEg. Deoarece, avand in vedere identificarea = : [Eg — IEISI, avem
ml(xe;) = ¢

oricare ar fi j € {1,2,...,6}, proiectia Z-modulului £ = xZ® = 2Z° pe IEE este
reeaua L = z VZej = Zey+Zey+Zes. Metoda proiectiei benzii ne permite si
definim modele de cristale periodice cubice utilizand anumite ferestre de selectie.

8.3 Cristale definite de 04{(1,0,0),((,0,0)}

In aceastd sectiune vom prezenta o clasi de modele depinzand de un parametru
obtinute prin metoda proiectiei benzii care aratd legatura profunda existentd intre
cristalele periodice gi cuasicristale. '

Fie ¢ € (0,00), { # 1, i fie O4-sistemnul de puncte

C = 04{(1,0,0),(¢,0,0)} = {e1,€3,...,€5,—€1, —€3, ..., —€g}

unde

'—'OO
— N N

(1,0
(0,1
(0,0,

—— e~
oo

0,0
6,0
0,0).

I'.A? h: .—-
i
Winn

N

€4
€s
€e

Plecand de la actiunea generatorilor lui Q) = m3m pe C
a= €y €2 €3 €4 €5 €
T\ —e3 e, €3 —es eq eg
b= e €y €3 €4 €s €s
—€3 —¢€ —€2 —eg —€4 —€p
se obtine repregentarea ortogonald

a(zy, 23,23, L4, Ts, Ls) = (22, —21, L3, T5, — 24, Te)
b(z1, 23, T3, 24,25, Z6) = (—&2, —23, —&1, — Vs, —&6, —T4q)

a lui Oy, in IEg. Vectorii
w, =(1,0,0,(,0,0) w3=(0,1,0,0,(,0) ws=(0,0,1,0,0,¢)
formeazd o bazd ortogonal a subspagiului Op-invariant

lEﬂ = {(< re >, < re >, .., <reg >) | relEy }
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80  CAPITOLUL 8. CRISTALE DEFINITE DE (;-SISTEME DE PUNCTE

§i
[lwi]| = {|wal| = [jwall.

Baza ortonormata corespunzatoare
V) = owy U = pwz Yy = pwy
unde ¢ = 1/|lwy|| = 1/y/1 + (2, ne permite si definim izometria
= IE; —#lEg r—(e<rey > 0< 69>, ..., 0< 1,65 >)

gi s8d identificam spatiile lkg gi IEE.
Proiectorii corespunzitori descompunerii 5 = lEg & B3 sunt

1 ¢ ¢? ¢* —( 1
Il = L_g
i "6(1+c2'1+<2'1+cﬂ> 4 0(1+<2’1+cﬂ’1+c2)

unde

©(a,p,7) =

cce ok
cwo ol c
ook oc
ccocR ocw™
cR coWwo

cocweoecco

~2

In acest caz xk = /e = /1 + (% avaud i vedere identificarea = @ I3 — lE",
obtinem
1r“(rc5,-) =r,

oricare ar fi j € {1,2,...,6}. Prin urmare, proiecia Z-modululuj
=rZ’ = \/l + ¢

pe uaﬂ este Z-modulul L = —‘f=1 Zej. Deoarcee

6 hiscret in By daca (€ Q
= . ] discre 3 daca
L= X;Ze, este un Z — modul { deus in 1, dnen $20
i=

metoda proiectiei benzii ne pernite sd definim, pentru fiecare lereastrd de selectie

fie un model de cristal periodic, fie de cusicristal in funciie de apartenenta lui ¢
la mul{imea numerelor rationale ).
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8.4. UN CRISTAL DEFINIT DE Ty(~1/2,1/2,1/2) 81
8.4 Un cristal definit de T4(-1/2,1/2,1/2)

Unele modele de cristal periodic obtinute prin metoda proiecgiei benzii pot oferi
importante facilitdyi matematice in descrierea proprietatilor fizice ale cristalului,
putand fi utilizate ca descrieri complementare descrierii clasice. In acest paragraf
vom construi un astfel de model util in descrierea proprietigilor cristalelor cu
structura diamantului gi in general a cristalelor cu doi atomi in celula elementara.
Detalii privind acest model matematic in fizica cristalelor vor fi prezentate in
capitolele 11 si 12. Considerdm reprezentarea uzuala

0@, 2) = (~pe,—2) b2 = (2,2, —p)
a grupului complet al tetraedrului
Ta=Tm=(a, b|a*=t"=(ab)* =¢)
gi Ty-sistemul de puncte generat de multimea S = {(-1/2,1/2,1/2)} (Fig. 19)
C=T4(-1/2,1/2,1/2) UT4(1/2,-1/2,~1/2)

= {61.82-33,64,—el,—fz,—fa.-eq}
unde
e1=(—1/2,1/2,1/2) er = (1/2,-1/2,1/2)
ea=(1/2,1/2,-1/2)  eq = (=1/2,—1/2,-1/2).

Actiunea generatorilor lui Ty pe C poate fi descrisd prin relatiile

a= €1 €2 €3 ¢4
T\ eq ey ey ey
b _ €1 €2 €5 ¢ty
- €4 €2 €3 € '
Transformarile corespunzétoare a, b : £, — 1k,
' ( €1 €2 €3 &4 )
a =
€4 €3 €1 €3
_ €1 €2 E3 ¢4
T\ €4 €2 €1 €
unde ¢; = (1,0,0,0), £3 = (0,1,0,0), e3 = (0,0,1,0), €4 = (0,0,0,1) este baza
canonicd a lui IE,, definesc reprezentarea ortogonala a lui Ty in 4

a(zy, za, r3,24) = (z3, 24, 22,21)
b(J’.ll ":'.():"'311:4) = (174y1’2--"’3.1f'1)-

Subspatiul
ﬂ*)!} ={(<rep m e 2, ey > < ey ) e € iy )

= { ;1::(.1:1,2:-1,1:3,1:4) I .l?l+1:y+1:3+£4=0}
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52 CAPI'TOLUL 8. CRISTALE DEVFINITE DE G-SISTEME DE PUNCTE

generat de vectorii ortogonali

wy = (=1/2,1/2,1/2,~1/2)
wy = (1/2,—1/2,1/2,-1/2)
wy = (1/2,1/2,—-1/2,~1/2)

gi ortogonalul lui
1 Vg = e = =
By = { &= (r), &2, 23,24) | &) =23 =23 = 24 }

sunt subspatii Ty-invariante. In acest caz ||wy|| = |jue|| = |Jws]| = 1, e = 1,
vectorll vy = w), vg = wy, vy = wy, formeazd o bazd ortonormatld a subspagiului
lIQLI, gl 1zowetria

= ey — IEH i (< rey > <rep », <163>, <T,64>)
care este un izoworfism de reprezentari ale grupului Ty astfel lncat
=(1,0,0) = v, Z(0, 1,0) = vy Z2(0.0,1) = vg

ne permite sa identificdm spatiul “fizic” %3 cu lh!,'
Proiectorii ortogounali corespunzétori desconpunerii lELl b IEF sunt

wl = ©(3/4, -1/4) mt =0(1/4,1/4)

unde )
« B p

wwn=( 852

B B P a

Uninand algoritinul general obginem x = 1/p = 1, £ = Z%, iar {inand seama
de identificarea spatgiilor IEg i lEIJ
1l'"(€,) =€

oricare ar fi j € {1,2,3,4}. Perechea (IEE & IET, £) nu este o schemi de proiectie
devarece 1estricyia lui 7l la £ nu este injectiva. Inty-adevir, wllz = 0 oricare ar fi
o= (&), &y, 43,24) € L astlel incal 2y = wy = £y = ry.

Devarcee e + ez + ea + ¢4 = 0, proiecyia

i lui £ pe lliﬂ este o reqea Oricare ar fi wulimea marginitd Q C W5 astfel wcat
2Nxt (L) # ¢, mulyimea

{1r".v|1.-eC, atreQ)
cste 0 subinuljime periodicd (Fig 20) a regelel 2;:1 z.,.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Plg. 10. Ty -sistemul de puncte
Td(-1/3,1/2,1/3).

I

I .
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I~ <~ \/
\

ik

€

€3

Fig. 20. Structura dismantului obmutd prin metoda proiceqici benni
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84 CAPITOLUL 8. CRISTALE DEFINITE DE G-SISTEME DE PUNCTE

In particular, pentru

Q={(a,0,0,a) | ~1/d<a<1/4}

avem
{wlz|zel, 7tzeQ)=7lM

unde

(8.1) M= { (2,,23,23,24) € Z* | 2, + 23+ za + 24 € {0;1} }.

Orice punct apartinand multimii b = xllIM, are in i patru vecini cei mai

apropiati gi acegtia reprezintd varfurile unui tetraedru regulat avand ca cen-
tru punctul considerat. Spunem cd mulijimea M are structura diamantului.

Deoarece
1|'" M — lM"

este o bijectie, multimea IM poate deasemenea sa fie utilizata ca un model mate-
matic pentru cristalele cu structura diamantului.
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Capitolul 9

Siruri convergente de
cristale periodice si
cuasicristale

In cazul mai multor cuasicristale reale s-a descoperit existenya unor cristale peri-
odice cu compozijie chimicd apropiald gi cu imagim de difractie apropiate de cele
ale cuasicristalului. In general parametrii celulel elementare a acestor cristale,
numite crislale aprozimante, sunt relativ mari, lar ordinea locald este apropiata
de ordinea locald existentd in cuasicristal, ceea ce le face utile 1 elaborarea unor
modele structurale,

P punct de vedere wateruatic, in cazul modelelor obgnute prin metoda
proiccticl bengli, Lrecerea de la cuasicristal la un cnistal aproximant se realizeazi
prin rotatia beuzii utilizate. [y cazul wodelelor obginute plecand de la Ghsistene
de puncte existd posibiliatea vnei abordari mai profunde a acestel treceri bazald
pe - deformarea G-sisteinului de puncte utilizat. Fa va {i prezentata me cadrul
acestul capitol.

9.1 Limita unui gir convergent

Vu zir de cuasicristale (resp. de cristale periodice)
1 [« ¥)
((l[el]‘l “"e'”j])j=l
s¢ nunegte copeergent dacd giral corvspunzitor de Cosisterne de punete
f el
((l{(‘u‘, ...|('|Ilj })J-‘SI

este convergent, adica, daca ficcare giv (e, este convergent e I, Bxemple
de sirurt convergente de G-sisteme de punete au fost precentiad o m paragratul 4.4

&5
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86 CAPITOLUL 9. SIRURI DE CRISTALE §1 CUASICRISTALE

Daci (G[e,_,-,...,e,,,.,-]);’“;l este un gir convergent, atuuci cuasicristalul (resp.
cristalul periodic)
G[lim e,j, lim eyj, ..., lim en;)

este nuinit limita girului considerat.

9.2 Cateva sgiruri convergente

Egalitatea de sisteme de puncte
D4{(1,0),(1/V2,1/v2)} = Ds(1,0)
aratd cd oricare ar fi girul de numere reale ((;);2, astfel incat
lim ¢ = 1/V?2
Jj—o0
avem
Oricare ar fi j € {1,2,3, ...}, plecand de la Dy-sistemul de puncte
D4{(1,0),(¢;,¢)} = {ea(d) ea(h) es(i), eald), ~e1(h), ~ex(i), —ea(d), —es(y)}
unde
61(])2(1,0) e'l(.')_—_(CJrCJ) CJ(])z(O,l) 64(.’) =(_CJOCJ)
gi de la actiunea generatorilor lui Dy pe C
oo ( e(s) exd) eald)  ead) )
ea(s) ea(d) —e1(d) —ez2(y)
b= ( el(d)  ea(l)  eald)  eals) )
er(j) —ea(s) —es(G) —ea())
se obtine reprezentarea ortogonald
a(xy, 3, 23, Ta) = (-2, —T4q, 1, 23)
b(-’l«'l y 232,23, m4) = ('llll —&4, —23, —’«'2)
alui D4 in IE4.
Subspatiul D4-invariant corespunziitor
mﬂ: ={(< re1y) > < read) >, < rea(y) > < 7re4) >) | r € Iy }
admite baza ortogonald
e'()=(16.0,~¢) € =(0,¢,1,().
Baza ortonormata corespunzitoare este

. l . . Y .
v(i) =eje'(5)  vald) = ;)
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92 CA!l't'VA SIRURI CONVERGENTE 87
unde ¢; = 1/|let()ll =1/ 1+{'j’. Izometria
B, — E

r—(e, <re()) > 0 <rea(j) > 0 <res(s) >0 <) >)
are propietat:a c& Zi(1,0) = vy(j), E;(0,1) = va(s), gi ea ne permite sa idents
ficim spatiile IE; gi lE!l g

Proie.torii corespunzitori descompunciii ortogonale IE4 = IE! ;@ lEi‘_,- sunt

M= l G 2‘4) =06 24‘? —% !
PTENA I+ 1+ 2 PUUNL+ 120 T4 27

unde

a f 0 -p
By B 0
e(a)pn7) - 0 ﬂ (x /-,
g0 B8 v
Deoarece punand ; = 1/, €; = (1,0,0.0), €, = (0,1,0,0), ¢3 = (0,0,1,Q),

€4=1(0,0,0,1), avem
w(xi€m) = cm(5)
oricare ar fi m € {1,2,3,4}, proiectia Z-nodulului

L,‘ Lz K‘,z‘
este Z-inodulul L; = E:y.:n Zen(j).

Se poate ugor vedea cd limitele obiectelor mmatematice considerate sunt
obiectele similare obginute in cazul lui Dg(1,0)

lim el(j) = ¢! lim €%(j) = ¢?
j—oo j—o00
lim v;(j) = v, limn va(j) = vy
Jj—o0 j—oo
lim xl = #f lim x} = ot
j—oo j—oo
lim £; =C lim Ly = L.
J—ou) _’—om
Fie
Q; =nf((—x/2,6/2)" Q=7n((-/2,5/2)".
Deoarece
lim §; =Q
j—oo

se poate considera cB girl de mulgimi

(9.1) {r}'zl t€L;, rfze }
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88 CAPITOLUL 9. SIRURI DE CRISTALE 51 CUASICRISTALE

este convergent gi limita sa este

(9.2) {1r"a:| t€eCL, 7I"L§L'EQ}
adica,
(9.3) Jlim D4[(1,0), (¢, 6)] = De[(1,0)).

Trebuie s subliniem cd degi parametrii care descriu modelul au o variatle continud
deformarea modelului contine gi anumite elemente de discontinuitate: aldturi de
o varia{ie continud a pozitiilor punctelor modelului se produc gi salturi ale unor
puncte (puncte care dispar gi reapar concoritent la mica distanta). Rotatia benzii
face ca unele puncte ale regelei utilizate si iasd din bandi iar altele s3 intre in
banda.

Dacd girul (¢j)72, este ales astfel incat termenii lui 88 fie numere ragionale
atunci (D4[(1,0),(¢;,¢;))52, este un sir de cristale periodice convergent la cua-
sicristalul Dg[(1,0)]. Daci el este ales astfel incat termenii lui si fie numere
iral,i(.)m.ile atunci (D4[(1,0),(¢;,¢5))72, este un gir de cuasicristale convergent la
cuasicristalul Dy[(1,0)].

Relatia dintre cristalele periodice gi cuasicristale este foarte profunda [Ba3d,
Kra3]. De exemplu, utilizand faptul ca pentru «, g € (0, 00)

cristal periodic  daca o/ € Q
D esle o
a[(a, B)]  este un { cuasicristal daca a/f ¢ Q
se poate ugor vedea ci existd giruri convergente de cuasicristale care au ca linitd
cristale periodice.

Utilizand reprezentarea in IE3 a grupului tetraedrului

T=23=(a, b|a* b (ab)’)
definitad prin
“(fb',y,z):(—l'n"y;z) b('-l.',y,Z):(y,Z,J,')

obtinem
lim T(1,0,6;)) = Y[(1,0,7)]
j—oo
Jim Tla;, b5,¢;] = Y[(27,0,0)]
lim T(a}, b, ¢;]] =Y[(1+7,1+7,1+7)]
J— oo
unde

aj=(20j,0,0)
bj = (1.6;,1+6;)
Cj =(_l»01"1+€j)
a; = (146;,1+6;,1+86;)
b= (~1-6;,1+6;,1+8;)
c;- =(0,0;,1+ 26;)
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9.3. DEFORMAREA CONTINUA UNUI CRISTAL 89

9.3 Deformarea continua a unui cristal periodic
sau cuasicristal

Familia continud de Dy4-cuasicristale
Dy [(1,0), ((1 —1)/V2+tV3/2, (1 —t)/\/§+t/2)]

indexatd cu ajutorul parammetrului t € [0,1], este o deformnare continud a lui
Dy[(1,0)} in Di2{(1,0)].
Intr- un mod similar, familia continuéd

T[(1,0,t))

indexatd cu ajutorul paiwmetrului t € [1, 7], poate fi privitd ca o deformare con-
tinud a cristalului periodic cubic T{(1,0,1)] in cuasicristalul icosaedral Y{(1,0,7)].
Deoarece

cristal periodic daca t € Q
cuasicristal daca t¢Q

T[(1,0,t)] este un {

familia consideratd contine in acelagi timp cristale periodice gi cuasicristale.

Relatia intre fazele cristaline gi cuasicristaline a [dcut obiectul multor studii
experimentale gi teoretice [Dund, Gra, Kat2, Kra2, Kra3]. Metoda de descriere
a cristalelor periodice gi a cuasicristalelor dezvoltata in aceastd carte oferd largi
facilitati in studiul acestei relatii.
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Capitolul 10

Scheme de proiectie definite
de G-sisteme de puncte

[n capitolele anterioare am ardtat ca plecand de la un G-sistemn de puncte
C = {ell o €ky €y, _ek}

definit utilizand o reprezentare ortogonald IR-ireductibila a lni ¢/ 1 Ik, se poate
obtine o reprezentare ortogonald a lui (7 in I, o descompuncre a lui g in
suma direcid de subspatili G-invariante ortogonale k) = ll','L', ) astfel weat
reprezentarea lui G in lEI,! sd fie echivalentd cu reprezenlarea lul & w I, i ci

existd o refea £ C IE astfel incat identificand spadiile I, gi ll')ﬂ BA aveun

k
1I‘"(£) = ZZCJ'.
j=1

Am constatat de asemenea cd, in general, (ll:,ﬂ @ KL, L) nn este o schemd de
proieciic deoarece, in general, restrictia lui 7l la £ nu este mjectiva, In acest
paragral vou ardita cd intotdeauna existd un subspativ V, ¢ 15 astfel meal,
notand cu D proiectia ortogonald a lui € pe IE,! ¢V, perechien (Ilv)l,r| ¢V, D) sa
fie 0 schena de proiectie.
In virtutea teoremei (4.6.1) Z-modulul £* = 7L (L) se poate scrie ca suma
directa
Cr=Crect

dintre o vegen £ de rang d gi un Z-modul £ dens wmtr-un subspagin V, € [0y
de dimensiine s, astfel ineat d + s = din lEt. Conform teoremel (4.5.2) V, este
un subspatiu G-invariant.

Fie
(10.1) Vo= {ze€ ll'):' < ryy>=0oricare ar iy e Vv, |}

9l
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92 CAPITOLUL 10. SCHEME DE PROIECTIE

ortogonalul lui V, in IE{. Deoarece reprezentarea lui G in IE} este ortogonald
gi V, este un subspatiu G-invariant rezultd ci V4 este de asemenea un subspatiu

G-invariant. Oricare ar fi z € IE;, existd 2l € IE',!, 2’ €V, gi 29 € V4 unic
determinaii astfel incat » = zll 4+ 2* + 29, Aplicatiile

B, —IE 2wl
Ik —E;:x— 2’
7 B, — E; 2 — 29

sunt proiectorii ortogonali corespunzétori descompunerii £y = IEE eV,eV,.
Deoarece 74(L) C V4 este un Z-modul discret, conform teoremei (6.1.2) ele-

mentele matricei proiectorului ortogonal corespungétor spatiului £ = EE eV,

¢ B, — I, p=rl4x =1 x

in baza {re,, Key, ..., kex} 8 lui £ sunt rationale. Prin urmare Z-modulul
D =¢(L)
este o refea in E. Aplicatiile
:E—E:z—al
pL :E—FE:z— 2z
sunt proiectorii ortogonali corespunzétori descompunerii £ = ]E! &V,

Teorema 10.0.1 Colecjia de spajis gi aplicatis

(] 1
El 2 Eley, £ v,
u
D

esle o schema de proieclie asifel incat

k
(D) =) Ze.
J=1

Demonstratie: Am ariitat deja c& D este o retea in E. In virtutea relagiei
pt(D) = n*(p(L)) = n*(L) gi » definitiei lui V,, proiectia pL (D) este densi in V,.
Mai avem de aritat doar ci restrictin lui pll la D este injectivd. Pentru aceasta
este suficient s& aritdm ci Ker (pll|p) = {0}, ceea ce este echivalent cu a ar&ta
cd Ker (nll|:) C Vi. Avem de analizat cazul Ker(xll|c) # {0). Fie z € £ — {0)
astfel incat 7z = 0. Relatia Ker#ll = I} araté c& ¢ € LN IE}. Oricare ar R
y € L, punctele (23, 23, ..., 2x) € IE; satislacand ecuatia

sz —p)tza(za—ya)+ . Hae(ze — ) =0
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10.1. SCHEMA DE PROIECTIE DEFINITA DE Dy(1,0) 93

formeaza un hiperplan Hy perpendicular pe x care trece prin y. Hiperplanul H,
intersecteazd subspatiul unidimensionai

Rz={az|a€cR}
in punctul corespunzitor lui
a=(@n+..+uw)/@+. d)=<zy> /)

Deoarece < z,y >€ «?Z, distanta minimald intre doud hiperplane distincte
ale familiei de hiperplane paralele {H, | y € £} este £?/||z||. Reuniunea

H=]JH,

yeEL

de hiperplane ortogonale lui z € IE; contine Z-modulul £ = 71(L).

Tre!:)uie sd avem z € Vy deoarece, in caz contrar, refeaua £+ nu poate fi densi
in V,. Intr-adevar, presupunand cd a ¢ Vy, rezultd cd exista z € V, astfel incat
< z,z ># 0. In aceast& situatie, subspatiul unidimensional

R:={az|a€R}

al lui V, nu este con{inut in H. Intersectia A N IRz este o muliime discreta, gi
oricare ar fi 2/ € IRz — H, distanta é intre z’ gi H este strict positivi, gi deci bila
deschisd de centru 2’ gi razd 6 nu congine nici un element al lui £+, R&mane cd

e Vs
Proiecia retelei D pe lEI,! coincide cu Z-modulul generat de G-sistemul de

puncte C
)
(D) = all((xl + 7*)(L)) = PN(L) = )" Ze;.

i=1

10.1 Schema de proiectie definitd de D((1,0)

Pentru a ilustra rezultatele prezentate in paragraful precedent vom obtine schema
de proiectie definitd de Djg-sistemul de puncte D,o(1,0) i unele rezultate referi-
toare la autosimilaritdqile muljimilor model care pot fi definite utilizand aceasta
schema de proiectie.

Considerém grupul diedral

Dy = (a, b | al® = p? = (ub)‘ = e)
gi renrezentarea sa bidimensionald uzuala

(10.2) a(z,y) = (cx — sy, 82 + cy) b(z,y) = (x,~y)
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94 CAPITOLUL 10. SCHEME DE PROIECTIE

unde

¢ = cos(x/5) = (1+ V5)/4

s = sin(x/6) = Vb — V5/(2V2).
Fie

¢' = cos(2x/6) = (VB - 1)/4
o' = sin(27/6) = V5 + V5/(2V2).

Actiunea generatorilor grupului D)o pe D)q-sistemul generat de muliiniea S =

{(1,0)}
C= Dlﬂ(l)o) = {el.ez.es,ehfm —€), —€3, —€3, —¢€y, —85]

unde e = (1,0), e3 = (¢',8’'), ea = (—¢, 8), €4 = (~c,—38), €5 = (¢', -¢'), poate i
descris cu ajutorul transformarilor

a= €1 €2 €3 €4 €s b= €' €2 € ¢4 ¢
—€4 —€py —€, —€3 —e€3 €, € €4 €3 ¢y
care definesc reprezentarea ortogonald

a(zy, 23, T3, 24, 6) = (—&3, T4, —¥6, —&1, —21)
b(zllzﬂbxaleIzﬁ) = (1'1;5"'6.5'71.3’3132)
a lun DlO in lEg.

Vectorii vy = p(1,¢',—¢,—c¢,¢'), va = (0,8,5,—s,—4'), unde ¢
formeazad o bazd ortonormata a spatiului Dyg-invariant

i

%75,

IE!! ={(<re><re> <re><re><re>)| reik,)
gi izometria (ea este un izomorfism de reprezentiri)
= K, — lE'é e (p< e > p< >, 0< T, e5>)
cu proprietatea Z(1,0) = vy, Z(0,1) = vy ne permite s& identifichm cele doud

spatii.
Deoarece transformarea

o= € €y €3 €4 ¢g
€ €3 € €3 €4

cac™ ! =a” cbo~t = b

satisfuce relatiile

obtinem 0 Dyg0~! = D)y. Conform teoremei (5.4.1) apagiul
]Eg = {(< roe >, <roey>, ..., <roeg>)| rE by )
este Djg-invariant gi admite baza ortogonald

{(l, R s § (0, s, — ——a)}.
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10.1. SCHEMA DE PROIECTIE DEFINITA DE Dyy(1,0) 05

In ucest caz, orlogonalul 55 al spagiutui l}')g esle suma directd 4 doud subspaiii
Djy-invariante ortogouale
e = By b,

Vom nota cu wi gi #3 proiectorii corespunzitori. Alegand IEEJ;,, = IEY obtinen
hy \
lb‘fb,'] = {(1'1,1:2| "':1:5) € H:JB I Ly =y =...= ‘.55}.
Prin calcul direct, rezulta

rll = ©(2/5, (V5 = 1)/10, (V5 + 1)/10)
b = 0(2/5, —(VB + 1)/10,(v5 — 1)/10)
nt = 09(1/5,1/5,1/5)

unde
o g4y 9 /4
g a g v 9
Olag=|{ v P a # v
Ty # oap
By v/ o«

Fie nt = ol + 1r§L, K= ljgfie £ =n2® In acest caz (IL‘!:! ) Illisl,l:) nu este
o scheld de proiectie deoarvce e = 0 oricare ar fi & = (£, 29, ...,05) € L astlel
incat z; = 243 = ... = 25. Conforin rezultatelor prezentate in parngraful anterior
rezulta ci notand
g=mleat D=y

obiinen schema de proiectie

E Bl e ks, -5 B
5 5D 6,1 5,1
U
D

Se constatd imediat cid vectorii

formeazd o baza a retelei D din £ = l]'s)'é ) IE,;L'l

4
D= lej.
=1

Fiepll : E — E, p* : E — FE proiectorii ortogonali corespunzatori subspagiilor
14 v } |
IELI gl IEEL, ale lui £. Matricele lor in baza {wy, wy, wy, wa} a lui D sunt

,,usz(5"\/55+‘/5 ﬁ) pL:M'(f”L\./E b Vb _:/E)

10 ' 10 'B U [
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96 CAPITOLUL 10. SCHEME DE PROIECTIE

unde
a v 0 —«
/ _| 0 B v =
M(u'l?n’r)_ -y ¥ ﬂ 0
-y 0 7 a

Elementele matricel Ax; + A’'w3 sunt intregi dacd gi numai dacd numerele
j= /\6—1016 + A/B;tmzﬁ
— 3 6+V/8 68
1= A5= + A2
m= A{—E - A’lé—g-

sunt intregi. Rezulld

- l |-
A_‘;J ]\/- /\’——:——_J\/_ m=1-j
gi deci printre coustautele de inflagie ale multimilor model definite utilizand
schema de proiectie ob{inutd se afla in funciie gi de fereastra de seleciie utilizata
elementele mulginii

l

z_{ ﬁi+——x/5 G er: ~1<

(-
2 ——2—\651}.

Notand 7' = (1 — v/5)/2 obtinem
I={j+mr | (ym)eZ? -1<j+mr' <1 }.

Reteaua reciprocd corespunzitoare h' D esle

=le;
j=1

unde
(1,0,0,0,-1) wf =(0,1,0,0,-1)
(0,0,1,0,—-1) wf =(0,0,0,1,-1).

1o . / .
Deoarece matricele lui pl gi p* in baza {w}, v}, w}, w4} sunt

n:M’(5 V5 546 f) n,:M'(B—L@ b- G _\/5)

W'
w)
w!
Wy

10 ' 10 6 100 ' 10’ b
unde
a 0 -y -7
M@pm=[71 2 10 :
(«,8,7) 0 v 4 7
-y -y 0 a
obginem

I"=I={j+mr | Umy e, —-1<j+mr <1 ).
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Capitolul 11

Cristale cu doi atomi in
celula elementara

Este bine-cunoscut cd in cazul cristalelor singoniei hexagouale existd pe langa des-
cricrea uzuald o descriere complementara care utilizeazd sistenie de coordonate cu
patru axe [Sir] . Modelui Je cristal periodic obtinut in piragralul 8.4 prin metoda
proieciiei benzii este utilizabil in cazul cristalelor cu structura diamauntului gi in
general a cristalelor cu doi atomi in celula elenientara. Kl corespunde intru-totul
unei descrieri cu ajutorul unor sisteme cu patru axe a acestor cristale similara
descrierii utilizate pentru cristalele singoniei hexagonale. I anibele cazuri axa
suplimentard simplificd descrierea transformarilor de simelrie gi expresiile ma-
tematice ale invariantilor. In acest capitol gi in urmitorul vom prezenta unele
dintre facilititile matematice oferite de acest model in cercarea de a demonstra
utilitatea lui ca model complementar celui clasic.

11.1 Un model matematic
Fie & multimea tuturor punctelor spagiului fizic identificat cu ajutorul bijecgici
£s— E3: P OP

cu spagiul euclidian
Es={OP| Pt )

al tuturor vectorilor avand ca origine un puuct fixat O € &y gi fie ey, eu, ey,
¢4 € Ky patru puncte necoplanare. Utilizand vectorii e}, ey, ey, €4 gi vectorii
€L = —ey, €4 = —€y, 3 = —eg3, €4 = —eq vOIN genera 0 multine discretd M C &3
care poale fi utilizala ca model pentru cristalele cu doi atomi in celula elementara.
Constructia lui M se face din aproape in aproape m modul urmétor. Punctul
O_apar(ine lui M. Alegand punctul O ca punct initial construim reprezentantii
04,, 0A,, ()-'A;,, 0:44 ai vectorilor e}, ey, €3 , eq. Extremitdtile Ay, Ay, Ay, Aq

B7
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98CAPITOLUL 11. CRISTALE CU DOI ATOMI iN CELULA ELEMENTARA

ale acestor segmente orientate apartin multimii M gi alegandu-l pe fiecare din-
tre ele ca punct initial construim reprezentanti ai vectorilor €, €3, €3, &4. Ex-
tremitdgile ultimelor segmente construite apargin lui M, gi alegandu-l pe fiecare
dintre ele ca punct inijial construim reprezentanti ai vectorilor ey, ez, e, e4. Apoi
continudm in acelagl mod construind alternativ reprezentanii ai vectorilor ey, ey,
€3, €4 §l reprezentanti ai vectorilor €y, €y, 23, €¢ alegand ca punct initial fiecare
dintre ultimele puncte obginute. Punctul O impreund cu extremitdgile tuturor
segmentelor astfel obtinute formeazd mulfimea M.

Fiecare punct P aparginand multimii M astfel obginute poate fi descris cu
ajutorul unei scevenie formale (Fig. 21)

= ; [
e,-le.-.‘e,»,e.-i...e,-“

unde 3y, iy, ..., i € {1,2,3,4}, ¢}, = ¢;, peutru k impar, ¢;, = €, pentru k par,
asufel incat -
OP = e, +&,+e,te, +.. +(::k.

Doud secvenie (11.1) le numim echivalente daca una dintre ele se poate obiine
plecand de la cealaltd cu ajutorul transformarilor

L EiE e ——  LLexbe;...
(permutarea a doud componente vecine nebarate),
. Bi€j€p... —— .EpejE...
(pernmutarea a doud componente vecine barate),
€€ €., — ..€i€... BAU . Ei€jEjep... — . Eeg...
(eliminarea unei secvente de forma €¢; ou €;e;),
Ci€k... —— ..&€je;€... BAU .. EeEy.. — i€k,

(inserarea unei secvente de forma €;e; sau e;€;). Aceastd relagie este o relagie de
echivalenta gi ea ne permite sé divizdm mulfimea F a tuturor secventelor (11.1)
in clase de echivalenti.

Secventele e; €i,¢,€,...€;, _,€,. cu proprictatea

{ivda, imee )N {inds, i) =00 0 <dg <Ky iy <y € <y
gi secventele ¢; € €,,8,,... &, €, ., cu proprietatea
{inds, ot )0 {indg, i) =00 6 <ig < Siaegr B3 <4y <L <l

le vom numi secvenfe canonice. Fiecare ciasd de echivalen(d contine o secventi
canonicd §i numai una.

Deoarece doud secvente echivalente descriu acelagi punct al lui M, putem
defini aplicagia

Fl~— M &8 €8, €, e, +&,+e,+E, + .. +e .
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Fig. 21, Un model matematic pentryu eristalele cu doi atomi in celula elementara.
Punctul P poate f descris utilizand scevenyele foruale echivalente
CpCaes, CaFqe), arge gy, e
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100CAPITOLUL 11. CRISTALE CU DOI ATOMIIN CELULA ELEMENTARA

In cazul in care aceasld aplicatie este o bijeciie, singurul considerat in continu-
are, multiniea F/~ poale fi utilizatd ca un model matematic pentru M. Pentru
a indica un punct al lui M este suficient 8d se indice un reprezentant al clasei de
echivalen(d corespunzitoare (Fig. 13).

Notand uy =€) —eq, ay =€y —e4, a3 =e3-— €4, 8¢ obline

M=MguUM,
unde M este refeaua
Mo={aa+Pay+vas | o, p, yEZ }
gl
Mi=es+Mo={ea+aar+puy+qus | o, p,7€Z }.

In cazul 1 care ¢4 este conginut in paralelipipedul deterniinal de ay, ai, as,
multimea M poate fi privitd ca un inodel pentru cristalele periodice cu dot atomi
in celula elemientarg.
Fie £(3) = O3) x IR* = { (h,v)} h € O(3), veE I | grupul izometriilor
afine
(hyv) sy — Wy :w— he 4 v

ale spatiului Iy,

{5y — Moy loe =
iy — 1By o= -

gi fie
G={ge L@ gyM)=M )

grupul de simetrie al lui M. Se poate constata ca (i,eq) € (4 g1 &
T={(Iv)|veMy }CG

este subgrupul lui ¢« format din toate translatiile care lasd mulyirnea M invarianta.
Grupul G se poate scrie sub foria

G=JTeh0)u (JTo(ioh,el)

hel heH
unde H este subgrupul lui O(3) care lusd invariantd mulgimea {ey, eu, ey, eq}
H=1{heO@B)| h({er, ez, €3, ea}) = {e1, €3, €3, €4} }.
Oricare ar fi h € H existd o permutare oy 2 {1,2,3,4}) — (1,2,3,4} astfel incat
h(ej) = eq,() oricare ar li j € {-1,2,3,4}. Fie X = {o4| h€ H }. Grupul
punctual corespunzdtor lui (f este Gy = H x {1, i}.
Dacd P € M este punctul descris de ¢,,€;,¢,,8,..8,, (resp.
€, €i,€0, €, €0, ), atunci punctele corespunzitoare secvenielor

cilgi,fuéi.---a,.‘fj (rcsp. fi.E-uﬂiagi.-~-fia.+.fJ)

unde j € {1,2,3,4}, reprezintd primui vecing ai lui P.
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11.2 Grupuri spatiale descrise cu ajutorul
generatorilor gi a relatiilor
Modelul matematic prezentat in paragraful anterior ne perinite sd obtinem o
descriere abstractd ( cu ajutorul generatorilor gi a relagiilor [Lan, Cox]) pentru
unele grupuri spagiale.
1. Fie S = {a), a3, ..., a,} o mul{ime, gi fie S’ o altd muliime avand n
elemente notate cu afl, a;’, coy @3V asifel incat SN S’ = 0. Relatia

(91,92.---n0j|9j+1.~--;!li)"‘(91.92;~-..‘Ij—h!lj+‘1.---.gi) daca 9i+1 =y;l
unde (a])~! = a;, este o relagie de echivalengd pe mulgimea

S={ (91,99 9| 0, 92, ., m€ESUS, keN )

gi notand cu g)92...¢x clasa de echivalentd corespunsitoare lui (¢, 93, ..., &), legea
de compozitie
9192--¢5 - hlhg...h. = glyg...gjhlhg...'lk

definegte o structurd de grup pe multimea factor
<S>=8/~.

in particular, inversul elementului giga...gx este g5 'gr} g7 ", iar elementul ue-
utru este e = glyl'l = g;ygyr;lyrl = ... . Acest grup coulinand muliimea S se
numegte [Lan] grupul liber generat de S.

Fie RC< § > . Prin grupul definit de mulfsmea de generators S gi mulfimea
de relafii R se intelege grupul factor

<S|R>=< 8> /N(R)

unde N (1) este cel mai mic subgrup invariant al lui < 5 > care congine pe K. oy
cazul in care S = {a), a3, ..., a,} 8i R = {by, by, ..., b,,} el va fi notat cu

~

<4y, a3, .., aﬂl bl) b'l; sy bm td
Dacad peutru fiecare o; € S existd k; € IN, k; > 1, astfel incat af‘ € R, alunci

S N TE |
a,  =a;'

adica, pentra fiecare element al grupului < S l K > se poate alege un reprezentant
continand pumai elemente din S. De exemplu [Vai, lnt):

- grupul
< ulu" >={ ¢, o)

este dzoorf cu grupurile Tz (5 = 8y, 2=Cy, m= Cyy = (),

- grupul
< u'u" s={e a0}

ente zomorf cu grnpul 3 = Yy,
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- grupul
< a, bla® b3 (ab)?® >={e, a, b, ab})

este izomorf cu grupurile 2/m = Cyp, mm2 = C,,, 222 = Dy,

- grupul
< a, bld®, b2, (ab)® >={e, a, a?, b, ab, a®b}

este izomorf cu grupurile 32 = Dy, 3m = Cy,,

- grupul
< a, b |d® b2, (ab)? >={e, a, % o®, @, %, b, ab, @%b, ab, a'b, a®b)
este izomorf cu grupurile 3m = D4, 82 = Dyy, 6mm = Cay, 622 = Dg,

- grupul ) ‘
< a, b la", b?, (ab)® >

contine 24 de elemente gi este izomorf cu grupurile 432 = O, 43m = Ty,

- grupul ‘ '
< a, b, |a%, 8%, (ab)? >

contine 48 de elemente gi este izomorf cu grupul m3m = O,
2. In cazul # = {1}, grupul G este generat de transformarile
T, T3, T3, 74:E3 — IEy4 7i(2) = -2+ ¢
adica,
G={g192..9x : Bs — By | g1, g2,..., g € {71, 72, 78, 74} },
gi aplicatia

Y. = = ’
M—G: €i,€5,€i,0{,...€6

n — T,-lT.',...T.'

]
este o bijecfie cu proprietatea
(11.1) e, 8 ,ei,8,...€;, =0  daca si numai daca 7, 7,..%, = I.
In particular,
- - I - - ’
7j (€0, 8is€isEi, . €0,) = €8 €0, 88, .. 0,
[ A, I 5 : :
unde e}, = e, pentru k par, ¢, = €;, pentru k impar, gi

3_ .3 _ 9 _ 2 =
n=r=1=1=I, TTiTE = TeT5 T

adicd, (rymj7e)? = I, oricare ar fi i, j, k € {1,2,3,4)}.
Grupul G este izomorf cu grupul definit in termeni de generatori gi relagii

g tf, 13, ], 1}
={ L, ty, &3, ¢ ) ’ "\ ; .
D53 5 2L (theta)?, (‘1‘:‘4)1. (titata)?, (tatstq)?
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Intr-adevar, deoarece fiecare element al lui § se poate scrie in mod unic sub
forma t; t;,...t;, astfel incat e; €, €;,&,...€;, 88 fie 0 secventa canonica, rezulta ci

morfismul surjectiv definit de formula
Yv.g— G Y(t) =75

este un izomorfism. Intr-adevar, dacd t;,t;,...t;, este astfel mcat Yt b, i) =1,
adicd, astfel incat 7, 7y,...7;, = I, atunci conform relatiei (11.1) avem

' 6.'.5.',6.'35."...6:“ = 0.

Prin urinare, oricare ar fi j € {1,2, 3,4}, numérul de apariiii ale lui ¢, in ¢;,¢;,.. 4,
pe pozitii de indice impar coincide cu numérul de aparitii sle lui t; pe pozitii de
indice par. Relatiile

(titats)® = (titata)? = (Litsta)? = (Lotaty)® = ¢

aratd cd dacd se permula wtre ele simbolurile situate pe pozitii pare sau daci
se permuta intre ele simbolurile situate pe pozitii impare, atunci se trece de la
un reprezentant al unui element al lui G la un alt reprezentant. Deoarece pentru
fiecare j € {1,2,3,4}, numndrul de aparitii ale lui ¢, w ¢,¢,, .4, este un nwndr
par gi prin schimbare de reprezentant se poate trece la un reprezentant n care
simbolurile identice ocupd pozitii succesive, relagiile

H=ti=t=t=c

W

aratd cd
ti i, i, =¢
adicd nucleul lui ¢ este {e}. _ ~
Conform notatiilor uzuale [Int) H =1 =C), Gy =1 = ¢/, 41 G = Pl = C}.

3. Dacé singurul element de simetrie al muliimii {ey, ¢z, cy, ¢4} est un plan de
siietrie, atunci H este general de transformarea corespunzatoare g @ by — IE3.
Alegand cazul in care planul de siinetrie este planul deternunat de ¢y, e3, obtinem
gler) = eq, gleq) = e1, g(es) = ez, yles) = es. Grupul {7 este grupul generat
de transfornmidrile g, 1, 74, T3, adica,

G={gig2..9 Es — Es| g1, ga,..., 9w € {y, 70, 70,78} },
§i
¢* =1, Ty=grag, Ta=yTay, T4 =gy,
(n7ats)® = (nragmig)’ = (nayniy)* = (magny)’ = 1.
Grupul (7 este isomorl cu grupul

g = < a ll l'.l tb | “2, ti‘, t%’ tg) (Utl).‘; (Utii)u, >

(hitats)?, (Lilsatia}?, (Glsatia)?, (tstyatya)?
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Intr-adevir, punand ¢4 = at)a, fiecare element al lui G se poale scrie in mod unic
sub forma ¢ t,...4;, ¢ astlel ncal ¢ €< a| ¢® _> i e.-‘.E.-.‘c,-,E.-*...e:‘ sa fie 0 secven|d
canonici, ceea ce aratd cd morfismul surjectiv definit de formula

v: 6 — G, Ya)=yg, ¥(;)=r1;

este un izomorfism.. In notatii uzuale H = m = Cyy,, Gy = 2/ = Cyy,, §
G=P2/m= C.}h.

4. Daca singurul elemient de simetrie al imulginii {e), eu, €3, €4} este o axd de
rotatie de ordinul doi, atunci H este generat de transformarea corespunzitoare
g : By -—= IEs. In cazul in care accastd axi este aleasd astfel incal g(e;) =
€3, y(ey) = eq, grupul G este generat de translorndrile g, 7, 73, adica,

G={ 919296 : By -~ Wy | g1, 92, 96 € (.11, 73} },

gl
9

y- :1| Ty = Y4714, Ty = gT2y,
(nragmg)’ = (nragrey)? = (ngnmg)’ = (rynimg)’ = 1.

Grupul (7 este izoworf cu grupul

9=<ﬂ.t1.lz

Intr-adevir, punand t3 = atya, t4 = alya, ficcare element al grupului G se
poate scrie in mod unic sub formna ¢;,t,,...t;, ¢ astfel incat ¢ €< a | a? > i
€i,€i,€,E;,...;, 8 fie 0 secventd canonicll, ceea ce aratd cd morfismul surjectiv
definit de formula

v:6— G, Y(a)=g, Y(;)=r1

a?, 1, 4,
(titzatia)?, (titaatya)?, (tiatytya)?, (tatytsa)® [

este un izomorfism. In notatii vzuale H = 2 = Oy, Gl; = 2/m = Cy, gi
G = P2/c=C},.

5. Daci singurele elemente de simetrie ale multimii {e,, ey, ea, €4} sunt o
axd de rotatie de ordinul trei gi trei plane de simetrie con{inand aceastd axa,
atunci H este general de rotafia corespunzitoare g : €y — IE3 gi de simetria
h : IE3 — B3 corespunzitoare unuia dintre planele de simetrie. in cazul in care
aceste elemente de simetrie sunt alese astfel incat g{e;) = ey, g(es) = ey, g(ea) =
ea, h(er) = e;, h(ez) = ea, h(ea) = eq, grupul G este generat de g, h, 7, 74,
adica,

G={gi92-9¢: s — Es| g1, g2, g € {0, h, 10,73} }
§i
P =h=1 1 =hnh, T =hrgh, Ta=gng?, Ta=g¢'ng, gn¢*=r1,
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(nim2gmeg?)? = (129’ mag)? = (ngmagmay)? = (gragrag)® = I.
In acest caz grupul G este izomorf cu grupul

g:<al b| tl» t2

Intr-adevir, bata?b = a®t3a, gi punand t3 = atya?, 4 = alja, fiecare ele-
ment al lui G se poate scrie in mod unic sub forma ¢, t;,...t;,c astfel incat
¢ €< q, bl a3, b2, (ab)? > i €i,€i,€,&,...¢;, si fie o secventa canonicd, ceea ce
aratd cd morfismul surjectiv definit de formula

Vv:6— G, Ya)=g, v)=h Y@)=1

este un izomorfism. In notagii uzuale H = 3m = Ci,, Go = Im = Dy, s
G = P3lm = Dj,.

a®, 83, (ab)?, 11, 1, atia’ty, (O0)%, (bta)?,
(titzataa®)?, (titaa’tea)?, (1yatzatya)?, (tyatzatee)? /-

6. Dacd A, A2 A3 A4 este un tetraedru regulat cu centrul O alunci H este grupul
complet al tetraedrului Ty, gi el este generat de o rotagie-inversie de ordinul patru
gi de reflexia intr-un plan. Alegand aceste transforindri y, h : IEy — Moy astfel
lncat

gler) =es  gles) =es  ylea) = eq
h(ey) = eq h(ez) = e h(es) = ey
grupul G este generat de g, h, 7, adici,

G = { g193...4k IE3 '_’IEJI Y, 92,y Yk S {y,h,‘r]} } )
gi
g =h=(gh)Y =1 =1, 1 =ghn(gh)!, m=gng® m=y'ng’, ra=¢nyg,

(ngmigng®)® = (nyng’nig) = (ne*nyng) = (ynyngnyg)® = 1.
Grupul G este izomorf cu grupul

(tatata®)?, (tata®ta)?, (ta’tata)?, (atatata)?

4b2 ba tgtblb" b'a AV
(11.2{7=<a,b,t af, b (ab)°, 1%, tabi(ab)®, (ba*is’),
Intr-adevir, btb = a3ta, bata®b = ata®, ba’ta?b = a*ta?, badteb = t, gi punand
ty = ¢t, ty = ata®, 13 = a%a®, ty = a3y, fiecare element al lui G se poate scrie
in mod unic sub forma t;,t;,...4;, c ustfel incat ¢ €< a, b| a?, 62, (ab)® > i
€, €,€i,€,...€;, sd fie 0 secven(d canonicé, ceea ce aratd ¢ morfismul definit prin
formula
v:g— G, Ya)=g, Yb)=h Y@)=mn
este un izomorfism. In acest caz H = 43m = Ty, Gy = m3m = Oy, 4 G =
Fddin = 0].
Descrierea grupului Of cu ajutorul generatorilor i a relagiilor va fi utilizata
(teoreincle 12.1.1 4i 12.3.1) pentru a defini o reprezentare afing a grupului O] in

24 5i o reprezentare liniara lEﬂ.
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11.3 Cristale privite ca varietati topologice dis-
crete

Fiecare element (P, Py, P2, Ps, P4) € M5 cu proprietatea ci Py, Py, Py, P4 sunt

cei patru veciui cel mai apropiati ai lui P, va fi numit sistem de referingd al lui

M. In particular, (O, Ay, Ay, Ag, Aq) apartine mulimiz R a tuturor sistemelor

de referinid ale lui M. Doua sisteme de referinld o = (P P, Py, Ps, Py), [ =

(@, Q1, Q2. U3, Q4) € R se numese echivalente, §i serienn o ~ /4, dacd

WPP;I= QR IE Pl = 11Q; Q]
oricare ar li j, k € {1,2,3,4}. Se poate observa ca

Ry = { o €ER| a~(0,A Ay, Ay, Ad) }

= { (9(O), y( A1), 9(A2), 4(A3), 9(A)) | we &}

I'ie
(11.3) M = { 2 = (&, 22,43,24) € z4| @yt ooy +ag+uwg e {051} ).
Asoclind la fiecare secvenld e; € ¢ €;,... . € F elementud (2, 29,23, 24) € M,

unde ; este diferenia dintre numécul de aprmgn ale lui e; gi numdrul de aparitii
ale lui &;, se obiine o bijecgie

p:M-—= M.

IM poate fi privit ca liind reuniunea a doud regele situate 1 doud hiperplane ale
lui IR? perpendiculare pe vectorul (1, 1,1, 1)

M = IM“ M i
unde
Mo = p(Mo) = { s M |t ot et ea=0 }
M, = p(M,) == { ¢ €M I 4 ke +ay+ g =1 }

Multirnea M a fost construitd  plecand de la sistemul de referinia
(0, A1, Ay, Aa, Ay). Fa poate fi reobtinutd prin metoda prezentatd plecand de
la un sistem de referin® arbitrar « = (2, 1", I, P35, Py) € Ry, adica plecand de
la P in loc de O g alegand e; = PP, ey = PPy, €3 = P_'P;,, eq = PP,. Vom
desemna prin p,: M ~-— IM bijectia corespunzitoare.

Teorema 11.3.1 Mulfimea de bijecju
{ v ogo(',,l M — M| a, g€ Ry }

este un grup 1zomorf cu (i, generval de transformdrile

¢, M — M @y (L4, 2y, 23,84) = (=2 + 1, —xy, -2y, - £4)
b, M — M Gy (wy, a0y, 00, 04) = (—ay, —xg + |, ~2y, —2y)
¢3: 1M — IM Gy (o, ey, 2y,049) = (-, ~2y, ~2y+ 1, -1,)
d74 M~ M (pq (.L'l , J‘;_;,.l';,,.l?4|) = (-—-'-J‘l, C oAy, omdty, g l)
¢, IM — 1M O, (&), Ly 2y, 24) = (@ Eo(1) Loy, & u(,),¢0(4))

unde o € X,
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Demonstragie: Dacd originea Q a lui 8 = (Q, Q1, @2, Qs, Q4) este unul dintre
primii vecini ai originii P a lui o = (P, Py, Py, Ps, Py) i Q_'Qj este paralel cu P)’j
oricare ar fi j € {1,2,3,4}, atunci

‘Ioﬂo‘p;le{(pl)Q'Z) ¢3) (b‘l}
Dacid « §i 0 au aceeeagi origine, alunci
ppopl€{ @ | o€x }.

Oricare ar fi a, f € Ry, bijectia pp o 7" poate fi obtinuti compunand unele
dintre bijectiile ®; gi ®,. 0

Vomi identifica cele doud grupuri izoinorfe, adicd vom considera uneori ci
(11.4) G={ppopz':M—M| o, BER, }.

Familia de bijectii
(11.5) A={ps M— M| a€eR, }

privitd ca un G-atlas de i. . ¢i globale, definejte pe M o structura de G-varietate
discretd, modelatd cu ajutorul spatiului numeric IM. Atlasul A ne permite s
transportam pe M obiectele matematice G-iuvariaute care pot fi definite utilizand
spatiul IM.

Daci privim M gi IM ca spatii topologice wzestrate cu topologia discreta, des-
crierea prezentatd devine caz particular pentru teoria varietalilor topologice, ceea
ce ne permite s ne incadram intr-un formalisin mateiatic general, bine studiat.
Privind pe M ca G-varietate topologica putem profita de metodele matematice
gi ideile dezvollate in jurul acestei nogiuni.

Aplicatia

(11.6) 5:IM xIM — IV, sey) = e -yl

M-

1

j
este o distantd G-invariantd pe multimea IM, adica,

6 (yz,9y) =6 (x,y)
oricare ar fi £, y € M, ¢ € G. Deoarece gy 0 ;' € (4, se obiine

b(pa (P),pa(@)) =6 ((ps 0 0a") (pa (P)), (s 0 pl") (v (@)

= 8(pp (P), s (Q))
oricare ar fia, § € Ry, P,Q € M. Aceastd relagie ne permite s& definim aplicaia
(11.7) b:MxM—IN  §5(PQ)=6b(p.(P) pa(Q))

cu ajutorul unci hargi ¢, : M — M| 4 independent de harta aleasd.
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Inte-un mod similar, aplicatia G-invarianta

(pry,-(‘”j - y_,-))! (thl(‘yj - 1‘1'))!

MM N V)= [T-1(l; = 1)

ne permite sd definim aplicatia
(11.8) N:MxM—IN  NPQ)=N(pa(P) palQ))
cu ajutorul unei hari o : M — M, gi independent de harta utilizata.

Teorema 11.3.2 Dacd P, Q € M, atunci §(P,Q) reprezintd [CO1, C02)
numdrul minim de segmente elementare (adicd segmente care unesc puncle vecine
ale lui M ) care trebuie parcurse pentru a ajunge in Q plecind din P, g1 N(P,Q)
este numdrul de traectorii de “lungime ” (numdr de segmente elementare) mini-
mald 6(P, Q) cure unesc punclele P 31 Q.

Demonstragie: Deoarece definigiile lui 8( P, Q) 4i N(F£, Q) sunt independente de
harta utilizald putem alege o hartd convenabild, gl anume o hartd definita de un
sistemn de referin{ad cu originea in P. ln raport cu un astfel de sistem, punctul
poate fi descris cu ajutorul unei secvente formale

f— - . P /
7= 6”6.,‘6.36.*...6“

care poate fi aleasd astfel incat pentru orice j € {1,2,3,4 }, cel mult unul dintre
simbolurile ¢; el & s apard in 7. O astlel de secven{d corespunde la o traiec-
torie minhnald yi trecerea intre doud astlel de secvente se face prin permutarea
simbolurilor. Evident, in raport cu harta aleasd ¢(P) = (0,0,0,0) gi punand
e(Q) = (1,22, 23, x4), obtinem ci lungimea traiectoriei corespunzatoare lui «y
este

lea| + Jea] + |2a| + fea] = fer — O] + |e2 — O] + |wa — O] + |24 — 0]
= 6((0,0,0.0),(2“173,1:3,1:4)) = 6(50(P)'50(Q)) =4(P,Q).

Numarul de simboluri barate care apar in v este egal cu modulul |s| al suinei s
a componentelor negative ale vectorului (2, €9, 23,#4), 1ar nundarul simbolurilor
nebarate este egal cu suina componentelor pozitive. Prin permutarea intre ele a
simbolurilor barate gi prin permutarea intre ele a simbolurilor nebarate se obiin
toate traiectoriilc minimale care unesc punclele P gi Q plecand de la sceventa
formald corespunzitoare uneia dintre ele. Deoarece, pentru fiecare secventd, existd
|z1]! fza)! |2al! |x4]! permutdri care o lasd neschimbati, numarul de Lraiectorii
minimale care unesc P cu @ este

(—s)! &'
|.’L']|! |.B2|! '.L;l' '.l,qll

= N(p(P),¢(Q)) = N(P.Q).

= N((0,0,0,0), (2, 24, xy, £4))

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



114, SPATH FIBRATE . SECTIUNI 109

Un punct @ € M (respectiv, m € IM) este numit vecin de ordinul k al lui
P € M ( respectiv, z € IM) daci § (P, Q) = k (respectiv, 6 (z,y) = k). In cele ce
urmeaza, vom identifica mul{imile M i IM cu ajutorul unei hiri fixate.

Fiecare punct ¢ € IM admite patru vecini de ordinul 1 (primii vecini), §i anume

(11.9) z! = (21 + x(2), 22,23, 74) z? = (21,22 + x(2), 23, 24)
2 = (21,72, 23 + x(2), 24) zt = (21,23, 73,24 + x(2))

unde

(11.10) x(2) = (-1)Tyeateate

gi 12 vecini de ordinul 2

(11.11) o = (o)

unde j, k € {1,2,3,4}, j # k. Se poate ugor observa ck au loc relatiile

(11.12) PRE R gibl = glki

oricare ar fi j, k, 1 € {1,2,3,4}, z € M.

« In cazul multor cristale cu doi atomi in celula elementari (carbon-diamant,
siliciu, germaniu, ZnS, GaAs, InSb, Zn0, etc.) [C01, C02, C03, C04) legiturile
chimice interatomice corespund perechilor de atomi (z,y) care satisfac conditia
6(z,y) =1, ceea ce justificd importanta distangei 6.

11.4 Spatii fibrate cu bazi discretd. Sectiuni

Varietatea topologici discretd M definith in sectiunea anterioard nu admite o
structurd de varietate diferentiabild, dar anumite obiecte matematice, similare
dintr-un anumit punct de vedere unora utilizate in geometria diferentiala pot fi
definite folosind anumite idei din teoria diferentelor finite [Yaml, Yam2, Diml,
Dim2, Dim3, Dim4, Roe]. Ele sunt utile in descrierea matematici a fenomenelor
fizice care au loc in interiorul cristalelor, Vom utiliza notatiile gi terminolo-
gia din geometria diferengialf [Kob2, Kobl, God, Hus} cu scopul de a indica
corespondenta cu cazul continuu. Evident, analogia are loc doar la nivel formal,
noginnile corespunzitoare din geometria diferentiald nefiind cazuri limitd pentru
cele definite aici [C06, Man). Vom identifica mul{imea M cu IM utilizand o harti
fixatd. O aplicajie ¢ : {0,1,2,...,k} — M : j — ¢; este numiti traiectorie in M
dacd 8(cj,cj+1) < 1, oricare ar fi j € {0,1,2,...,k — 1} In cazul ¢o = ¢y, traiec-
toria c este numitd {raiectorie inchisd. O traiectorie ¢ astfel incat é(c;,cj41) =1,
oricare ar fi j € {0,1,2,...,k — 1} se numegte traiectorie nesingulard.
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Evident, orice tralectorie nesingulard ¢ : {0,1,2,...,k} — IM cu proprietatea
co = 0 poate fi descrisd cu ajutorul unei secvente

- = /
€i,€i,€iy€i,...€;, € F.

Vom nota cu Pi(y, r) multimew tuturor traiectoriilor ¢: {0,1,2, ..., Ic] — M cu
co =y §i ¢ = . O traiectorie ¢ € P(y, &) se numegte minimald daci

Card {j€{0,1,...., k= 1} ¢; # i1 } = 8(y, 2).

Numarul de traiectorii minimale apar(inand mulgimii Pe(y, ) este [CO0J, C02]

k! (Exm,(r; - w))! (Eyml(y,- - a:,-))!

Me(w,2) = 5 ITj=0 by — 25!

unde [ = §(y, x).

Definitia spagiului tangent la o varietate diferentiabila intr-un punct z ca
spatiu al vectorilor tangenti la toate curbele trecand prin & sugereaszd posibili-
tatea de a asocia spafiul

M = { (2,2), (2,2'), (x,27), (2,2%), (2,29}

(care este o mulime finitd) fiecarui punct & € M. Fie F(IM) algebra tuturor
functiilor f : M — C. Urmand analogia cu geometria diferentiald, se pot iden-
tifica elementele (z,z), (z,2'), (x,27%), («,2%), (2, 2%) respectiv cu operatorii

0., (8/82Y)., (8/02%);, (8/02%),, (8/8%), : F(IM) — C
unde _ .
(11.13) 0f =0 (8/0a?)of = ¢i' (f(&') ~ f(x))
gi (j # 0 sunt constante reale. Oricare ar fi f, ¢ € F(IM) , «, A€ €, obginem
(8/8::j Yolaf + Bg) = a(8/027 ), f + B(O/0a7 ).y
insd _ , ‘ '
(0/027)s(fg) = f(27)(0/0x7 )ug + (8/82" )= f g(x).
Tripletul (T'IM, x, M), unde
™= | M = { (z,9) e M*| b(z,3) <1 },
r€EM
corespunde intr-un anumnit sens varieti{ii tangente, gi
m: TIM —+M, (e, y) = 2,
este un spatiu fibrat discrel. Sectiunile corespunzitoare ale acestui tibrai

XM

» 7‘IM e 4\",“ 1[0‘\’ = [N
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ur_nde Im M — M, Iy(z) = x, sunt analogul discret al campurilor vectoriale.
e XYM)={X M-—-TM:2—~X; | X,eT:IM)}.
Daci F : M — M este o aplicaie astfel incat
8(F(2), F(y)) < 8(z,1)
oricare ar fi , y € IM, atunci putem defini aplicatiile
(11.14) Fo: TM — TIM, F.(z,y) = (F(z), F(y))
F,: ¥(M) — ¥(M): X — F.X, (F.X)s = Fu (Xp-1())

astfel incat diagrama

X

M - TM
|F . | P
M F.X M

s fie comutativi. In particular, daca asociem aplicatiile g, : TIM — TIM (resp.
ge : X(IM) — X (IM)) fiecdrui elenient g € G, atunci se obtine o reprezentare
alul G in TIM (respectiv X'(IM)). In cazul acestor reprezentdri, vom prefera si
scriem ¢ u loc de g,. _

Fiecare X € A'(IM) definegte o aplicatie
(11.15) X:FM)— F(M): f— X[ (X)) =X f.
Spunem cd traiectoria ¢ : {0,1,2,...,k} — M este o solutie a ecuafiei definite
de X € ¥ (IM) daca

Xe, = (¢, ¢j41)

oricare ar fi j € {0,1,2,...,k—1}.

Urmmand in conlinuare analogia cu geometria diferentiald, se poate defini
spatiul vectorial

M ={ ¢ T:M —C | p(z,2)=0}
baza sa canonicd
(11.16) (de?), : ToIM — € < (dat),, (8/0:%), >= 8k
5l spagiul
M= | ) M
€M

care este analogul varietigii cotangente. Secgiunile spagiului fibrat (7'M, xr, IM)
corespund 1 formelor diferenfiale. Fie

PYM) = {w: M —1"M e w, | w, €T]IM }.
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Aplicatia
(11.17) F(M) x D}(M) — DY(M) : (f,w) — fw, (fw)z = f(z)ws

definegte o structurd de F(IM)-modul pe D!(IM).
Fiecare w € D'(IM) se poate scrie sub forma w = E;=1w,- dzf unde w; €
F(M) sunt functiile

wji: M — ¢, wj(z) =< wg, (8/04%); >,
gi ea defineste o aplicatie
(11.18)w : X(M) — F(IM) : X — w(X), (W(X))z) =< wz, Xz > .
Dacd f € #(IM), atunci aplicatia
df M —T'M: 2= (df)s, < (df)s,(8/827)s >=(8/05"). |

corespunde diferenfialei totale a lui f. Se poate observa ca df = 0 daca si numai
dacd f este funciie constanta. '

Spunemn cd w € D'(IM) este o I-formd exactd dacd existd f € F(IM) astfel
incat w = df. : '

11.5 Integrale pe traiectorii discrete

Fie w € D'(IM) o 1-formi gi fie c: {0,1,2, ..., k} — M o traiectorie. Numirul

k-1
(11.19) /w=ZC(Cj,Cj+1)“’c,-(CJ"Cj+1)
¢ j=0

unde .
(:TM — 1R, ¢(z,z) =0, C(»;:,::-’):Cj,

veprezintd integrala lui w de-a lungul traiectories c¢. In particular, oricare ar fi
f € F(M) avem

/ df = fle) ~ fleo)

gi se poate verifica ¢ w € DY(IM) este o l-formi exacti dacd gi numai dacd
f w = 0, oricare ar fi traiectoria inchisi e.

Spatiul F(IM) poate fi privit ca fiind spatiul sectiunilor fibratului trivial (IM x
C, n,IM). Subspatiul siu

Iz(lM)z{f:IM—ND

Yo @) < oo }

reM
are o structurd naturald de spatiu Hilbert definitd de produsul scalar
< fufa>=)Y h(@)E),

€M
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iar formula
g: 1*(IM) — ¥ (M), (@f)2) = flg~'e)
definegte o reprezentare unitard a lui G in 1#(IM).

Descrierea evolutiel electronului in interiorul upui cristal este o problema de
niecanica cuanticd foarte complicatd. Toate modelele matematice care se ocupd
de rezolvarea ei se bazeazd pe ample ipoteze simplificatoare. Noi vo accepta ci
timpul este discret, gi in acord cu aproximaiia electronilor puternic legati [Kir],
yoml presupune ci:

- singurele poziii posibile ale electronujui sunt vecinatagile punctelor Jui IM, gi
peutru a descrie starea electronului la un moment fixat este suficient sa se indice
"ampliuldinile de probabilitate de prezen|a a electronului pentru fiecare punct al
lui IM. Spatiul tuturor starilor posibile poate fi identificat cu muliinmea vectorilor
unitari ai spagiului Hilbert 12(IM);

- “deplasarea” electronului prin cristal se face “sdcind” de la un atom Ja al-
tul. In timpul unui interval elementar de timp electronul poate sa ramani iu
vecindlatea aceluiagi atom sau s@ treacd 1n vecindtatea unui atom vecin.

Aceste aproximaiii par a hi rezonabile. Comipararea datelor experimentale cu
o simulare numerica bazatd pe modelul pe care-l prezentadm ar putea sit le valideze
sau sa le infirme.

Traiectorille care unesc y cu 2 1w &k ntervale elementare de tiip covespund
traiectoridor apartinand maltimii Pi(y, £). Noi putem privi un cristal cu struc-
tura diamantului ca pe o retea de ecraue sferice tangente avand ca centre atowmii
cristalutui, fiecare dintre ele cu patru orificii situate in punctele de tangen(d.
Evolutia electronului in iuteriorul acestei regele de ecrane poate fi descrisi ca 1n
experieniele cu ecrane jmaginate de Feynman [Fey] in elaborarea calculului cu
amnplitudini cuantice. Noi presupunemn cd existd o l-forma S € D'(IM) astlel
incat acfiunea pe Lraiectoria ¢ si fie f 5.

Pentru o descriere a evolugiei electronului m contextul mecanicii cuantice
formularea buzald pe iplegralele pe traiectorii, intr-o primd aproximatie se poate
alege '

(11.20) K@ ke, k)=C Y cxp[%/b’]

c€Ppi_yl2,2")

(C este o constantg e pormare) gi cousidera ca
P’ ke k) = |[K(@' K2, k)

este propbabilituten de a gisi electronul in vecindtatea lui 2’ la momentul &'
gtiind ¢d el s-a aflat in vecinatatea lui 2 la momentul k. Se poate observa cd toate
tralectoriile ¢ € Ppi_g(2’, &) contribuie la amphitudinea totald K («', k', 2, k), insd
contribugiile an fuze diferite.

In cazul unui ¢ristal situat mtr-un camp unilorin este natural sa se presupund
cd exislda constaptele s, 59, 83, 54 € (0,00) astfel incat

(11.21) S:M-—1"IM: £ 05, Sp(ual) =8,
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< . . Y, 4 ~

In acest caz particular, [ S ia valoarea sa miniméd ) ;_, [xj — «;| s; cand ¢ €
Pr—i(a’, z) este o traiectorie minimald. Deoarece toti termenii corespunzitori
traiectoriilor mininmale au aceeagi faza, coutributia lor

.4
1
(1122) N‘,t k( .L)CXP -’;ZII;—IJ'ISJ’

la amplitudinea totald K(a', k'; 2, k) este importantd. Fazele termenilor care co-
respund traiectoriilor care nu sunt minimale fiind mai mari gi diferite, pariile reale
gi imaginare ale acestor termeni oscileaza intre valori pozitive gi negative. Aceasta
face ca mare parte dintre contribugiile lor sa se anuleze reciproc.

11.6 Amplitudini de tranzitie

Mecanica cuanticd numnitd discretd a fost recent propusid de Gudder [Gudl, Gud?)
gi aplicatiile cunoscute se referd fie la 2", fie la mulginii finite. In aceastd seciiune
vom prezenta o aplicatie a acestui modd la studiul cristalelor cu doi atomi in
celula elementara.

Evolutia electronului in cristal sub forma unei succesiuni de salturi intre atomi
vecini sugereazd ipoteza c impulsul electronului poale avea doar un nundr finit
de valori. Astfel, valorile impulsului electronului aflat in vecindtatea lui 2 € IM se
afld in corespondentd cu vectorii spatiutui T;IM. Aceastd ipolezd ne permite s
identificdm spatiul

M = | { (¢,2), (2, 2') (2,2%), (2,27), (2,2%) }
reM

cu spafiul fazelor gi s utilizdmn formalisinul general al 1ecanicii cuantice discrete
(Gudl, Gud2] pentru descrierea evolutiei electronului in cristal.

Noi descriem starile posibile ale electronului la un moment fixat cu ajutor .1
spatiului Hilbert (I2(TIM), < .,.>), unde

PrM)y={{y:TM —C Y W@l <o

JETM
(11.23) ($1,¢2) = Z Vi(9)¥a(e)
J€TM
Formula
(11.24) g: (M) — X(TM), (9¥)(q) = (v~ "q)

definegte o reprezentare unitard a lui G in 2(TM).
Pentru ¢ = (&,y), ¢ = (2',y') € TIM, definim 6(y,q¢’) = 8(x,2'). O k-
traicctorie in T'IM este o aplicatie
v {0, 1,2, ,k} —TM _[ Landit £
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astfel incat 8(7j,7j41) < 1, oricare ar fi j € {0,1,2,...,k — 1}. Fie Pi(q,¢')
mulimea tuturor k-traiectoriilor ¥ cu proprietatea cd 7o = g gi 74 = ¢'.

Fiecare k-traiectorie Y€ Py (q,¢') poate fi privitd ca o traiectorie in spagiul
fazelor T'IM a electronului care trece din starea g in starea ¢’ in k intervale ele-
mentare de timp. Functia A : TIM x TIM — € se numegte! amplitudine de
tranzifie dintr-un salt [Gudl, Gud2] daca A(g,¢') = 0 in cazul 5(q,9') > 1, gi
daca
(1128) Y AW )A()= ) AWa) A 0) = by,

¢€TM 1ETM

oricare ar fi q;, g9 € TIM.
Teorema 11.6.1 Functia A: TIM x TIM — C definitd prin

A(z,2),(2,2)) =1,

\ A ((z,27), zj,z:) =a,
(11.26) A EE&:,&J; , 21‘-",2"2)) =P daca k #
A((z,y),(«",¢¥)) =0 in alle cazuri

unde «, f € (0,00), 8 € [0,2%), este o amplitudine de transifie dintr-un salt
dacd i numai dacd condijiile urmdtoare sunt verificate

; 1) a’+3ﬂ” =1
(11.27) 2) acosb+p=0.

Demonstragie: intr-adevir, pentru ¢, = ¢3 = (s «7), obtinem

Z A(q1,9)A(ga,9) = E 'A ((z,zj) , (;,'..1"“:,;'1:))|2 =a’ + 342,

yeTM b=l

—_— 4 )
Y. Al a) Al ) =) A" 2), (2,47))]
k=1

qETM
4
=Y |A((eh 2, (24, 2*)) [ = o? 4 3%
bh=1

Cu excepiia cazului ¢ = (z,27), gqa= (2/*, ), j# k cand

4
Y Al Q) Al ) =) A((z,2%), (27, 27")) A(27%,27), (a9, 03"))

yeETM =1
= 2af cos 0 + 2437
i & cazului ¢, = (z:,a:j) , Q2= (z,::") , J# kcand

4

Y. Alwa)Aleg) = Y A((e12)  (2.2%) A((=,2), (=, 2%))
1

JETM I=

Vone-step transition amplitude in englezd
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= 2ap con 0 + 2p°

in toate celelalte cazuri conditia (11.25) este verificatd oricare ar i a, g, 6.

0

Teorema 11.6.2 Amplitudinea de tranzifie dintr-un salt A : TM x TM — C
definitd prin (11.26) gi (11.27) este G-invariantd.

Demonstragie: Conform relagiei (11.26) avem

AP (¢9), 2 (¢') = A4, 4"). A(®s(4),2:(¢')) = Al¢. ()
oricare ar fi (¢,¢') ETIM xT'IM, o€ X, et j€ {1,234} 0

Pentru v € Py (g,¢'), amplitudinea [Gudl, Gud2) lui 7 este

(11.28) AM)=AWm) A7) Al d')

Peutru go, ¢ € T'M, amplitudines de tranzific din k salturi® [Gudl, Gud2] de la
go la g este
(11.29) Aclgg)= Y. A(1)
"Eph(qﬂl‘l)

cu conveniia Ag (go,¢) = 1 pentru gy = ¢, §i Ap(go, ¢) = 0 pentru ¢y # y.

Rezultalele generale continute n teoremele 11.6.3 -11.6.5 g ale ciror
demoustratii pot fi gsite in [Gudl, Gud2] ne permit sa definiin cateva notiuni
utile.

Teorema 11.6.3 a) Oricare ar i k € IN ure loc relapra

(11.30) 3 ko, = Y 14k (ggo)l* = 1

yETM 4€TM

b) Ducd j, k€ N, j <k, atunci

(11.31) A (qu.q) = Z Aj (g0, ¢) Ae-j (4’ 0).
¢'€ETM

Acest rezultat aratd cd@ A;(go, ), Arv,qu) € P(T'IM), 51 ue pennite si
interpretdam |Ag (gq, q)|2 ca fiind la probabilitatea de tranzifie din k saliuri® [Gudl,
Gud?2] de la ¢y la g.

Pentru a simplifica notagiile vom serie (£,0), (&, 1), (£,2), (£, 3), («, 1) loc
de (¢, ), (2,2'), (¢, 0%), (&, 2%), (2, £%), respectiv. Deoarece i cazul amplity-
dinii de travzigie dintr-un salt consideratad mai sus

_ y ) b daca (&, n) = (2,0)
Au((«,0),(+,m)) = { 0 daca (2',n) # (£,0)

2k-step transitivn amplitude in englesk
h-step prodability in englezd
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rimane s mai determindm Ag((x,m), (2/,n)) doar pentru m, n € {1,2,3,4}.
Aceasta este o problemd destul de complicald. Dacé insd suntem interesa(i doar
de direcgia de migcare [Mar] problema devine mult mai accesibili. Punand o =
(0,0,0,0),
(11.82) Ac(, )= ) A ((0.9)(=,5))
£€M

o ﬂew ﬁeio ﬁe.’o
fe o B fe
ﬂe“’ ﬁe.’o « ﬂe.’o
ﬂe-’o ﬂe.‘o ﬂeio o

(11.33) M = (M;j)) =

obtinem 4
(11.34) Ae(5,5) = Z M M, M, _,j = (Mk),'jl :

61, Iu—g=1

Intr-adevir, ‘
Al(j’j’) = A((o,j),(o’,j')) = MH'

4 4
A3 3') =Y A0, ) (iAW i), (A5 = Y My, My
f1=1 i1=1

etc. Deoarece

1 000 111 t))*
. | 01000 ol 11 11 _
MisNle=d ) g o n o [P 00 10 [ =
000 1 L1
1000
, k] 0100
(075 1o 01 0
0001
. 111 1
= k' 2 8 k—n i9 n 1 l l 1
e AT
I I I
rezulta . . -
(11.36) Ak (i) = (o — pe®) +46e®)" = (o -+ 356')
gi \
(1136) Ax (G, 3) = (o + 3Be¥)* — (o — pe'*)

pentru j # j'.

Putem interpreta Ag(j, j') ca fiind amplitudinea de probabilitate ca electronul
88 se deplaseze i directia 7 la momentul k gtiind c& el se deplasa in directia j la
momentul initial.

Multimea { 6, : T - @ | 6,(q') = 8, } este o bazi ortonormati a lui
B (TM), 5t ¥(g) = (v, &,) oricare ar i ¥ € ?(TIM), q€ TM.
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Teorema 11.6.4 Operatori [Gudl, Gud?2]
(1L.37) TP (M) — F (M), T @)= ), Ald) ¥

¢'ETM
(1138) U (M) — P (IM), (U (@)= D AW, (&)
¢'€ETM
sunt operatori unitars j1 U =1,
Operatorii ' gi U se nuinesc propagatori.  Relatia A (go,q) = (1'6,,8,,) ne

permite s& interpretam A (qu,¢) ca fiind amplitudinea de tranzijie de la 6y, la
T8,.

Teorema 11.6.5 Dacd ¢ € ¥ (I'™M), ¢o € T''M  atunci

(11.39) T ()= Y, ¢(9) Ak (40,9).

yETM
Acest rezultal arald cd oricare ar fi ¢ 1 1'M — IR, ¢ € I* ('M), putem defini
amplitudinea de probabilitate de tranzifie din k salturi [Gudl, Gud2)
(11.40) Ax(law) = ) w(4) Ae (40,9)

W€TIM

51 probabilitalea de tranzijie din k salturi [Gudl, Gud?2)
(11.41) Ee (Wlga) = Y ¢(q) 1Ak (g0, )

JETM

cu conditia ca seria s3 fie convergeutd.

Plecand de la amplitudinea de tranzijie dintr-un salt A : T'IM x T'M — ¢ gi
de la o functie v : TIM — IR, se poate defini amplitudinea de Lranzitie dintr-un
salt

(11.42) AV TIM xTM — ¢ (g ) =AY ).

Putem privi AY 1 TIM x I'M —~ C ca fiind amplitudinea de tranzigie dintr-un
sall corespungzatoare sistemului cuantic considerat la care s-a adaugal un camp
exterior a carui influientd este descrisd cu ajutorul energiei potentiale v : TIM —
IR. In particular, dacd v € Py (qu, ¢) , atunci

k-1
A" (7) = A(y) exp [—iz v (7;')] .

1=0

amplitudinea de tranzigie din & salturi este dald de formula

. [ k-
= Y a5 ]
=0

Y€Pu(g0.9)

gi propagatorul corespunzitor este
Ty 2 (1IM) - 2 (TIM) () (q) = e "YWy (g).
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Capitolul 12

Cristale cu structura
diamantului

12.1

Printre cristalele cu doi atomi in celula elementard se afld clasa cristalelor cu
structura diamantului. Grupul lor de simetrie este grupul spatial O] = Fd3m.

Structura diamantului

Reprezentarea uzuald in IE3 a grupului complet al tetraedrului

definitd prin relatiile

a(miyl Z) = (—y,:v, -z

este [Str]

De

(e, y, 2)
82:(2, 9, 2)
621/(1'11/! z)
ba.(z,y, 2)
o4z, 9, 2)
05z (2,4, 2)
adY(z y)z)
a4y (:L' v, z)
oa.(z, Y, 2)
o3 (2,0, 2)
p,-,(l'.y,z)
P;p‘(-’ﬂ,]},l)

finind

I | I £ | | A I ¢ O | A 1 O | I

Ta=Am=<a, b|d® b?, (ab)® >

(z,u,2)

(z,-v, —Z)
(_""l ¥ _Z)
(—""'1 —¥ Z)
(—17, Z, —y)
(_:"'» -z, y)
(-—2,—1[,.’2)
(zl_y) —3)
(y, -, _z)
(_ylmi_z)
(—yn -z, z)
(v,2,2)

)

b(l ylz) "'(

Pyz(:"'» v z)
Puf(‘l’» v z)
th(xx I’ Z)
P:E(w; v z)
63:14:(15: Y, z)
63—¢lvz(x’ yl z)
63:_:(3:» Y, z)
6:;!‘—,(::, Y, 2)
bazys(2, ¥, 2)
3zya($ v z)
53&74(1’ % 2)
35’7,(171 v, 2)

l'(:l!, v z) = (—31 -V —z)
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(—ylz’—w)
(z,—a:,—y)
(-yv —-z,:n)
(—z,:n,—y)
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se obtine reprezentarea uzuald a grupului complet al octaedrului
Or=m3m=1TyU{iog|gyely)
care este grupul punctual al cristalelor cu structura diamantului.
Fie t; = (0,2,2), t2 = (2,0,2), 3 = (2,2,0). Grupul O] se poate defini prin
relajia
(121)0] = {(R,a) | R€ T4, a € T YU {(ioR,es+a) | RE Ly, a€T)
unde T este grupul de translagi
T = { (E,‘llltl + ngt; + 11;1‘3) ' 1n), Uy, 1y S Z }

In paragraful 8.4 am obginut un model mateimatic pentru cristalele cu structura
diamantului prin metoda proiectiei beizii plecand de la Ty-sistemul de puncte
Tu(—1/2,1/2,1/2). Plecand de la reprezentarea lui Ty in Iy definitd de acest
sistem de puncte

(e, 2o, &3, 2q) = (21,2, £3,L4) Py (&1, T2, 23, 8q) = (24, 23,23, L))
bau(21, 22, x3, 24) = (&4, x3, g, L1) pyz(ey, Ly, 23, 2q) = (21, 23, Lg, 2q)
62y(-"l,1'2»-"d: 4)'—‘(13.“.&1.“) sz(-’-hl.!--rB,T‘I) (11,-L4.-L3,131)
b2z (21, 22, 23, 24) = (22, 21, &4, ¢3) pez(21, Ty, xa, 24) = (23, 29, 2y, 24q)
041(-L1,-’€z.-b.1.-t1)= (z9, 24,2, 29) Ouw(ll. Ty, a3, 84) = (g, &y, I, 2q)
04, (&1, 22,23, F4) = (23, 21, £4, Ly) -hyz(J],.lJ,.Lj,.Lq) = (2y, 23,21, 24)
ogay(zy, g, w3, 4) = (Lo, 23, 24, 2) 6.,,;,, (21,29, 23, 24) = (21, £a, 24, 22)
04y (@1, 22,23, 24) = (24,21, 22, 73) 3Jvz(11,1»z.1i.14)—(1|,L4,12.Ja)
Gas(21, 23,23, 24) = (T4, 23,21, 3) Sazyz(2y, 22, 23, £4) = (g, 29,21, 23)
0’411(11,.82,1,';,.14)3(1,'-),34,.’173,3,1) 63:1'.]ya("‘1'1’3'1’""’4) (.LJ,J‘;,J.q,ll)
Poy(Z1, 22,23, 24) = (21, 2, T4, 23) bazy.(z), 2g, 23, 24) = (23, 24,23, 1))
peg(1, T2, T3, 24) = (X3, 21, Ty, 24) 63_%2(1:1,1:2,1:3,14):(1:4,1:1,1'3,3:9)
se obtine descompunerea IF, = E! IES @ By unde

lL" = {(zy, 2, va,24) EBy |2y a3 23+ 24 =0}
lE4 = {(.‘l?l,:ltg,.'l:;;,;lm) € oy l T =¥y =I3=24q } .
Utilizand metoda proiectir: benzii gi fereastra de seleciie
Q= {(o,0,a0) | - 1/4<a<1/4)

obtinem modelul

(12.2) M= {rla | s e Z*, rt2en)
unde
3 -1 -1 -1 1111
a1 3 -1 Lot
"1l -1 -1 3 =3l 1110
~1 -1 -1 3 1111
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12.1. STRUCTURA DIAMANTULUI 121

Teorema 12.1.1 Reprezentarea lui Ty in B4 poat. ji prelungitd la o reprezentare
a i O] in E, pundnd

(12.3) (5, ed)(zy, 23,23, 24) = (—21, 22, — 23, —24 + |).

Demonstratie: Afirmatia decurge direct din descrierea (11.2) a grupului Of cu
ajutorul generatorilor gi a relagiilor alegand a = a.‘,‘, b=p,,, L= (i,eq).
0

Multimea M care are structura diamantului este proieciis mulgimii
(124) M={=z= (21,22,23,24) € z |21 +23+2a+24€(0;1) ]

adicé,
CYURSLITY)Y

Deoarece aplicatia
M— Mzl

este o bijectie, mul{imeca M poate de asenmenea ol fie utihizats ca model imatemastic
pentru cristalele cu structura diamantului.

Teorema 12.1.3 Mulfimes’

(126) M=(z=(21,22,23,20) €EZ* |2y +t 23+ 23+ 24 € (0;1} }

este o mulfime O] -invarianid.

Demoustratie: intr-adevie, muliimea IM este invarianth in raport cu trans-

formiirile
a(z1,23,25,24) = (23, 24,23, 21)

‘(‘Inzit z3, ‘-‘) = ("n &3, ‘3.’])
(6. ea)(®1, 22,23, 24) = (—21, —22, —23, —24 + ).

care corespund generatorilor lui O]. n

Restrictiile la M
a: M — M:(2,23,23,24) — (23,24,22,21)
b: M — M (z),23,z3,24) — (24,23, 23, 7))
(i,eq): M — M :.(zl,zg,za, z4)— (—2zy,—22, —23,—24+ 1)

ale transforindrilor a, b, (i, e4) genereazk o reprezentare exactd a lui O] ca grup
de perinutiri ale multimii M, grup care va fi notat de asemenea cu Of, adici,

(128) Of = (g1ogzo...oga |n€EN, gy, g3, ... gn € {a, b, (i,eq)} }.
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122 CAPITOLUL 12. CRISTALE CU STRUCTURA DIAMANTULUI
Aplicatia
4
(12.7) §:MxIM—IN  bzy)=) |-yl
i=1

esle o distania OZ-invariantE, pe IM. Fiecare punct z € IM are patru vecini de
ordinul 1

(12.8) 2! = (21 + x(x), 232,23, 24) e? = (21, 22 + x(2), 23, £4)
828 = (a1, 22,2+ x(2), 20) 2= (err 2 e b ()

unde

(129) X(z) = (_l)rl'i'ra-}vzu'l'l'i

gi 12 vecini de ordinul 2

(12.10) it = (J,j)"

unde j k€ {1,2,3,4}, j#k.

Utilizarea multimii IM ca model mateinatic pentru cristalele cu structura dia-
mantului simplificd mult formalismul matematic al anumitor modele clasice i
oferd o bazd matematicd pentru noi modele. Aceastd descriere ne perite sit
definin cu ugurinid obiecte matematice Of-invariante. Expresiile lor matematice
in descrierea uzuald sunt, in general, mlt inai complicate. De exemplu, dacd se
utilizeazd modelul uzual al structurii diamantului D = 1Dy U D}, unde

o= { (¢,y,2) €2 | A(-x+y+2), 4(z~y+2), A« ty-:)}

D, = { (¢,y,2) € 2® l A(~ctyt+z41), Az -y+z+1), Yty 11)}

atunci definijia distaniei é devine

(e, y, 2), (¢ ¢, ")) =

(l—e—y~z+a'+y+<|

H-zty+zt+a’ —y -2

He -yt +y -7

, & 2y, ) €My o ID
, —r— 2 — 4+ 2D /4 lac ((":U.z)n(_" »Un‘))c U u
Hlety—-z-2' —y +7))/ daca sou ((z,y, 2), (&', 3/, 2')) € 1D, x 1D,

(|l—2z—-y—z+2"+y +2' -1

C H—ety+e+a’ —y -2 =1

Hle-y+z—a'+y -2 -1

Hae+y—z—a'—y +2— 1)/4 duca (2, y,2) (¢ ")) € Dy o Dy

(l—r—y—-z+1+u" 4y +2

H-xtytz+l+a -y 2

He—y4+z+1-2"+y -2

Haty—-z4+1-0" -y +2))/1 dacu ((x,0.2), (4" ¢, ) €11y~ 1)y

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



12.2. NIVELE DE ENERGIE 123
12.2 Nivele de energie
Spagiul

(M) = { $:M—C| Y |¥@)? este sumabila }

z€M

inzestrat cu produsul scalar

<¥,¥a>= ) $i(x) vu(z)

€M
este un spatiu Hilbert izomorf cu spagiul bine-cunoscut 12.
Teorema 12.2.1 Relatia
(T, ¥)(=z) = ¥(g™" (=)

definegle o reprezentare unitard a grupului O in (*(IM).
Demonstragie: Intr-adevir,

(Ty o Th)¥)(z) = (T,(Th ¥))(z) = (Th ¥)(g™(2))

= (™ (g7 () = ¥((g 0 h)'(2)) = (Tyor¥)(2)

oricare ar iz € M, g, h € O}, ai

<T, ¥y, Ty 2 >= Y (T, 1)(z) (T, ¥2)(x)

zeM
Y il @)ale (=) = Y $i(=)a(=) =< ¥y, ¥2 >
ze€M zeM
oricare ar fi g € O], 1, ¥3 € I?(M). 0

Anumite date experimentale privind evolufia electronului in interiorul
cristalelor cu structura diamantului, cum ar fl existen{a benzilor de energie, pot fi
explicate din punct de vedere teoretic utilizand aproximatia electronilor puternic
legati, adica presupunand cd singurele pozitii pe care le poate ocupa electronul
sunt vecindtii{ile nucleelor atomilor cristalului. Notand cu |z > functia de undd
corespunzatoare electronului situat in vecindtatea nucleului atomului «, funciia de
unda cea mai generala care descrie sistemul cuantic considerat este o suprapunere

hinard .
Y. ¥(@) lz>

rzeM
unde ¢ € 1?(IM).
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124 CAPI'TOLUL 12. CRISTALE CU STRUCTURA DIAMANTULUI
Teorema 12.2.2 Operatorul liniar

4
(1211)  H (M) — (M) (Hy) ) = o ¢(e) + /i>: ¥ia?)

i=1

unde a s1 P sunt doud constanle reule, este un operator liniar anlo-adjunci (')f.-
invariand definit pe intreg spafiul 12(IM).

Demonstratie: Deoarcce |Wei)

2
4
Yo @ = ) Jogie)+ B wiat)
r€EM €M j=1
) _
S48 [0 4 DD @] Sa? +48*) Y ()
réM =Y eelM +EM

rezultd cd H este defit pe mtreg spaginl [2(IM). B} este un operator autoadjunct
[Cye]

reM =1

. s ;
< Hopy iy >= )_: lcx gi(e) + I’Z U’l(i'j)J ¥ (x)

4
= 2: oy (1) a(e) + /jz Z vi(ef) Pula)

reM j=lreM
4 .
= Y e (e dale) 4 Y ) dalel) =< gy, Hipa >
€M J=lreM

Cautand (intr-o exLlensie a spatiului I""(IM)) funetii proprii ale lui H de forina

M 3y ' ﬂll U 1) -\“ . =
¢y ‘~"|’(‘Lj:1'k1"*1) daca )7 wj=10

Yo M —C ‘th(I):' q 4
Cy exp (iz:]-=l k,':lfj) daca 30, ;=1

unde k = (ko, ki, k2, ky) € IEL', 'y, Cq € © sunt constante, relatia
Hiy = Ei ¥y

este echivalentdd cu sistemul de ecuagii

4
aC'y + 0, ZGXP(i ki) = EpC)
f=1
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12.3. SPECTRUL FONONIC 125

4
aCs + BC, Zexp(—i k_,) = E.C,.
j=1
Rezulld ca solutiile
4
(12.12) Ey=axp|) exp(ikj)
i=1
ale ecuatiel
o - B B ovewliky) | _ o
B3 exp(—i kj) a~- E

apartin spectrului operatorului H , oricare ar fi k € IEE.
In particular, daci k € IE!{ satisface relagia

4 .
Z sink; =0
i=1
alunci

4
(12.13) Ev=axf) cosk,

ji=1

apartine spectrului lui H. Aceste rezultate sunt in acord cu existenta benzilor de
energie in cazul electronului aflat in interiorul cristalului [Kir, C03, C04).

12.3 Spectrul fononic

Pentru a descrie micile oscilatii ale atomilor cristalului in raport cu pozitiile lor
de echilibru vom identifica spatiul fizic IE3 cu spatiul

IEL' = {X =(X1, X2, X3, X4) €EEy | X1 + X3+ Xa+ X4 =0 }
cu ajutorul izomorfismului
IE; — lE!,' e (< r,el/\/§ >, < 1‘,62/\/5 >, < r,ea/\/§ >, < r,e4/\/§ >)

care asociazi fiecirui vector r € IE3 proiectiile sale pe ey, €3, €3, eq4.
Vom descrie evolutia atomilor cristalului in raport cu pozitiile lor de echilibru
cu ajutorul unei functii

X RxM— E!: (t2)— (X1t 2), Xa(t, 2), Xa(t, z), Xa(t, z))

unde Xj(t, z) este proiectia pe dreapta corespunzitoare lui e; a segmentului ori-
entat avand ca origine pozijia de echilibru a atomului € M 4i ca extremitate
pozitia acestui atom la momentul ¢.
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126 CAPITOLUL 12. CRISTALFE CU STRUCTURA DIAMANTULUI

Teorema 12.3.1 Relatiile
a( Xy, Xz, X3, X4) = (X3, X4, X9, X))
(X1, X2, Xa, Xa) = (Xa. Xo, X3, X))
(1, e4)(Xy, X2, X, Xa) = (- Xy, =Xy, — X3, - X4q).
definesc o reprezenlare liniard a grupulni Of in IELI.

Demonstratie: Afirmatia decurge imediat din descrierea (11.2) a grupului OZ
cu ajutorul generatorilor gi a relatiilor.

Teoremn 12.3.2 Nacd m € (0,00) gi ¢}, #51 sunt constante reale asifel incdt

( Yo (q)
(12.14) AR AN A

oricare ar fi j, n, p, ¢ € {1,2,3,4}, p+# q, 0 € S4, alunci sistemul de ccuajis

41 4

'2 .
(12.15) m#x,-(f., )= ) #, Xalt.2P) = Xa(t,2)]

p=1n=1

4
+ Z Z 4’;’3. Xa(t, 2"y — X, (¢, 2))

p#gn=1

este 0,7,-1'11,1mr1'ant,

Demonstratie: Sistemul considerat este invariant in raport cu transformaérile
corespunzitoare generalorilor @, b, (i,e4) ai grupului Of. a

Sistemul (12.15) correspunde sistemului de ecuatii utilizat de modelui Born-
von Karman in cazul cristalelor cu structura diamantului. In descrierea propusi
mai sus el are o formi evident O}-invariantd in timp ce in descriere clasici sta-
bilirea invariantei in raport. cu actiunea grupului O] este o problem3 destul de
dificili. Relatiile (12.14) gi sistemul (12.15) au in descrierea uzuald forme mult mai
complicate (a se vedea [Gha]) chiar dac& se iau in considerare numai interactiile
cu vecinii de ordinul intai.

Dacé ciutédm solutii de forma

Aj exp [i (Z:=1 kix; —wt)] daca oy +ry+ra+ra=0
)(’J'(t, .’L‘) =
Bj exp [i (EL] kir; — wt)] daca 1+ 29+ za+a4=1

unde A = (A, Az, A3, A4), B = (B, Ba, B3, 4), k € IEH, atunci sistemul (1.2.15)
devine

4 4
m w? Aj = - Z Z qﬁ;’n [Bn exp(i kp) - Ay)

p=1n=1
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Bibliografie

[Bal] M. Baake and R. V. Moody: Multi-Component Model Sets and Invariant
Densities, dans Proc. of an Int. Conf. on Aperiodic Crysiuis APERIODIC 17,
IAipe duez, 27-31 August 1997 ( M. de Boissieu, J.-L. Vér,;er-Gaugry et R.
Currat eds.), World Scientific, Singapore, 1998,

[Ba2] M. Baake and R. V. Moody: Self-similarities and invariant densities for
model sets, in Algebraic Methods and Theoretical Physics (Y. St. Aubin ed.),
Springer, New York (1997), in press.

[Ba3] M. Baake, D. Joseph and P. Kramer: ‘The Schur rotation as a simple ap-
prcach to the transition between quasiperiodic and periodic phases, J. Phys.
A: Math. Gen. 24 (1991) L961-967.

[Bad] M. Baake, D. Joseph, P. Kramer and M. Schlottinann: ;: Root lattices and
quasicrystals, J. Phys. A: Math. Gen. 23 (1090) L1037-41.

[Ba5) M. Baake, P. Kramer, M. Schlottmann and D. Zeidler: Planar patterns
with five fold symmetry as sections of periodic structures in 4-space, Int. J.

Mod. Phys. B 1990, 2217-68.

(Ba6] M. Baake, M. Schlottmann and P. Jarvis: Quasiperiodic tilings with tenfold
symmetry and equivalence with respect to local derivability, J. Phys. A:
Math. Gen. 24 (1992) 4637-54.

[Bt] D. Barache, B. Champagne and J. P. Gazeau: Pisot-Cyclotomic quasilat-
tices and their symmetry semigroups, Quasicrystals and Discrete Geometry
(Fields Institute Monograph Series), vol 10, ed. J. Patera, (Providence, RI:
American Mathematical Society) 17-70.

[Be] S. Berman and R. V. Moody: The algebraic theory of quasicrystals with
five-fold symmetry, J. phys. A: Math. Gen., 27 115-130.

[Bn] 2 Guillaume Bernuau: Thése de doctorat, Paris-Dauphine, 1998.

[Bo] M. de Boissieu, P. Stephens, M. Boudard, C. Janot, D. L. Chapmau and
M. Audier: Disorder and Complexity in the Atomic Structire of the Perfect
Icosahedral Alloy Al-Pd-Mn, Phys. Rev. Letl. 72 (1994) 3538-35:11.

129

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



BIBLIOGRAFIE 131

[Cox] S. M. Coxeter and W. O. Moser: Generators and Relations for Discrete
Groups, (Springer, Berlin, 1965).

[Crt) C. Curtis and 1. Reiuer: Representation theory of finite groups and associa-
tive algebras, Intersc. Publ., New York, 1962.

[Cyc] H. L. Cycon, R. G. Froese, W. Kirsch and B. Simon: Schrodinger Operators
with Application to Quantum Mechanics and Global Geomeiry, (Springer-
Verlag, Berlin, 1987) 164-216.

[Des] D. Descombes, Eléments de Théorie des Nombres, PUF, Paris, 1986, p. 7.

[Diml] A. Dimakis, F. Miiller-Hoissen and T Striker: ¥From continuum to lattice
theory via deformation of the diflerential calculus, Phys. Lett. 300B (1993)
141.

[Dim2] A. Dimakis and F. Miiller-Hoissen: Discrete differential calculus, graphs,
topologies and gauge theory, J. Math. Phys. 35 (1994) 6703.

[Dim3] A. Dimakis and F. Miiller-Hoissen: Differential calculus and gauge theory
on finite sets, J. Phys. A: Math. Gen. 27 (1994) 31569-78.

[Dim4] A. Dimakis, F. Miiller-Hoissen and F. Vanderseypen: Discrete differential
manifolds and dynamics on networks, J. Math. Phys. 36 (1995) 3771.

[Dol] N. P. Dolbilin, J. C. Lagarias and Marjorie Senechal: Multiregular point
systems, Discrele & Comp. Geom., a parailre.

[Dunl] M. Duneau, R. Mosseri and C. Oguey: Approximants of quasiperiodic
structures generated by Lhe inflation mapping, J. Phys. A: Math. Gen. 22
(1989) 4549-4564.

[Dun2) M. Duneau: Quasiperiodic models with microcrystalline structures, J.
Phys. I France, 1(1991) 1591-1601.

[Dun3d] M. Duneau: N-diniensional crystallography aund the icosahedral group, in
Lectures on Quasicrystals, ed. F. Hippert and D. Gratias, Les Editions de
Physique, 1994, Paris, 163-186.

[Dund] M. Duneau: Pavages, structures quasi-periodiques et modelisation des
quasicristaux, in Du Cristal a | Amorphe, Ed. C. Godréche, Les Ulis: Les
Editions de Physique, pp. 157-197.

[Els] V. Elser: The diffraction pattern of projected structures. Acta Cryst. A42
(1986) 35-43.

(Fey] R. P. Feynman and R. A. Hibbs: Quantum Mechanics and Path Inlegrals,
(Mc Geaw-Hill, New York, 1965).

[Gazl) J. P. Gazeau: Quasicrystals and their Symetries, in Symmelries & siruc-
tural properties of condensed matler, ed. T. Lulek (World Scientific: Singa-
pore), 1995, p. 369.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



132 BIBLIOGRAFIE

[Gaz2] J. P. Gazeau and }. Patera: Tau-wavelets of Haar, J. Phys. A: Math. Gen.
29 4549-4559.

[Gazl] J. P. Gazean: Pisot-cyclotomic Integers for Quasicrystals, wn The Mathe-
malics of Long-Range Aperiodic Order, ed. R. V. Moody, Kluwer A cadeniic
Publishers, Dordrecht, 1997. '

[Gaz4} J. P. Gazeau and V. Spiridonov: Toward discrete wavelets with irrational
scaling factor, J. Math. Phys. 37 (1996) 3001-3013.

[Gaz5d] J. P. Gazcau: Canonical quasilattices for lubelling quasicrystalline sites,
Group 21 Glosar 1996, ed. H. D. Doebner, W. Scherer and C. Schulte (World
Scientific: Singapore).

[Gha] A. K. Ghatak, L. S. Kothari: An Introduction to Lattice Dynamics , Lon-
don; Addison-Wesley, 1972,

(God] C. Godbillon:  Géométrie Difféventiclle et Mécanique Analylique, Paris:
Hermann, 1969.

[Gra] D. Gratias, A. Katz and M. Quiquandon: Geometry of approximant struc-
tures in quasicrystals, J. Phys.: Condens. Malter T (1995) 9101-9125.

(Gud1] S. P. Gudder: Discrete quantuin mechanics, J. Math. Phys. 27 (1986)
1782-90.

[Gud2] 5. P. Gudder: Quantum Probability, (Academic Press, Londoun, 1988) p.
263-300.

[Hofl] A. Hof: On diflvaction by aperiodic structures, Comun. Math. Phys. 169
(1995), 25-13.

[Hof2] A. Hot: Dillvaction by aperiodic structures, in The Mathematics of Long-
Range Aperivdic Order, cd. R. V. Moody, Kluwer Academic Publishers, Dor-
drecht, 1997, pp. 239-268.

[Hus] D. Husewoller: Fibre Bundles, Mc. Graw-1Hill, New York, 1966

[Int) International Union of Crystallography: luternational Tables for Crystallog-
raphy, Edited by Theo Hahn, (Reidel, Dordrecht, 1983), Vol. A.

[IUC] International Union of Crystallography. Report of the Ixecutive Conunit-
tee for 1991, Acte Cryst. A 48 (1092), 922-946.

[Inr] A. Janner and I'. Jansscen, Phys. Rev. B15 (1977) 643,

[Jan] C.Janot: Quasicrystals - a Priner, 2ud ed., Clarendon Press, Oxford, 1994.
[Jus] T. Janssen: Crystallography of Quasi-Crystals, Acta Cryst. A42 261-171.
[Kal] P.A. Kalugin, A. Y. Kitaev and L. S. Levitov, JETP Letl. 41 (1985) 145.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



BIBLIOGRAFIE 133

[Katl] A. Katz, M. Duneau: Quasiperiodic patterns and icosahedral syminetry.
J. Physique 47 (1986) 181-196.

[Kat2] A. Katz and D. Gratias: A geometric approach to chemical ordering in
icosahedral structures, J. Non-Cryst. Solids 153&154 (1993) 187-195.

[Kir] P. S. Kireev: Semiconductor Physics, (Mir, Moscow, 1974) p. 103-16.

[Kobl] 5. Kobayashi: Transformation Groups in Differential Geometry, Springer,
Berlin, 1972. )

[Kob?2] S. Kobayashi and K Nowizu: Foundations of Differential Gevmetry, Vol.
[, (Interscience Publishers, New York, 1963).

[Kos] G. F. Koster: Space Groups and Their Representations, Academnic Press,
New York, 1957.

(Kral] P. Kramer and N. Neri: On periodic and non-periodic space fillings of IE"
obtained by projection, Acta Cryst. A 40 (1984) 580-587.

[Kra2] P. Kramer: Continuous Rotation from Cubic to lcosahedral Order, Acta
Cryst. A43 (1987) 486-48Y.

(Kra3] P.Kramer, M. Baake and D. Joseph: Schur rotation, transitions belween
guasiperiodic and periodic phases, and rational upproximants, J. Non-Cryst.
Solids 1534154 (1993) 650-653.

[Krad] P.Kramer and W. Haase: Group theory of icosahedral crystals, in Intro-
duction to the Mathematics of Quasicrystals, ed. M. Jaric, Acadeinic Press,
San Diego, 1889, pp 81-146.

[Lan] S. Lang: Algebra, (Addison-Wesley, Reading, MA, 1065) p. 33-40.

(Lagl] J. C. Lagarias: Meyerg concept of quasicrystal and quasiregular sets,
Comm. Math. Phys. 179 (1996) 365-376.

[Lag?] J. C. Lagarias: Geometric models for quasicrystals 1. Delone sets of finite
type, Disc. & Comp. Geom., & paraitre.

[Lag3] J. C. Lagarias: Geometric models for quasicrystals 11. Local rules under
isometries, Disc. & Comp. Geom., & paraitre.

[Lev] L. S. Levitov and J. Rhyner: Crystallography of quasicrystals; application
to icosahedral symmetry, J. Phys. France 49 (1088) 1835-1849.

{Man] N. S. Manton: Connections on discrete fibre bundles, Comm. Math. Phys.
113 (1987) 341-51.

[Mir] 3. Marbeau and S. Gudder A quantum random walk, Annales de la Foun-
dation Louis de Broglie 14 (1989) 439-5¢

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



134 BIBLIOGRAFIE

[Mrs] D.Martinais:  Classification des groupes cristallographiques de type
icosaédrique en dimension 6, C. R. Acad. Sci. Paris 305 série I (1987) 509-
612.

[Mrt] 3. Martinet: Les réseauzr parfails des espaces Euclidiens (Masson, Paris,
1996) pp. 312-347.

[Masl] Z. Masékova, J. Patera and E. Pelantova: Inflation centers ol the cut and
project quasicrystals. J. Phys. A: Math. Gen. 31 (1998) 1443-1453.

[Mas2) Z. Masédkova, J. Patera and E. Pelautova: Self-similar Delone sets and
quasicrystals, J. Phys. A: Math. Gen. 31 (1998) 4927-4946.

[Meyl] Y. Meyer: Alyebraic Numbers and Harmonic Analysis, North-Holland,
Amslerdam, 1972. '

[Mey2] Y. Meyer: Quasicrystals, Diophantine approximation and algebraic num-
bers, in Beyond Quasicrystuls, eds. F Axel and D Gratias, Les editions de
physique, Springer-Verlag, New York, 1995, pp.3-16.

[Moo] R. V. Moody: Meyer sets and their duals, in The Mathemalics of Long-
Range Aperiodic Ovder, ed. R. V. Moody, Kluwer Academic Publishers, Dor-
drecht, 1997, pp.403-441.

[Nai] M. Nalinark, A. Stern: Théorie des Représentations des Groupes, Mir, 1981.

[Pat] C. Patel, W. F. Sherman and G. R. Wilkiuson: Reinvestigation of the lattice
dynamics of diamond on the basis of a Born-von Karman model, J. Phys.
C.: Solid State Phys. , (17)1984, 6063-6069.

[Pap] Z. Papadopolos and P. Kramer: Models of icosahedral quasicrystals from
6D lattices, in Proc. Intern. Conf. Aperiodic Crystals, Aperiodic §, Les Dia-
blerets, Swizerland (1995) 70-75.

[Ptr] J. Patera: Noncrystallographic root systems and quasicrystals, in Mathe-
matics of Long Range Aperiodic Order, Proc. NATQO ASI, Waterloo, 1995
(R. V. Moody ed.), pp. 443-466, Dordrecht, Kluwer (1997).

{Patl] J. Patera: The Pentacrystals, in Leclures Notes at the Winter School Be-
yond Quasicrystals, Les Houches, France, 1994.

[Ple] P. A. B. Pleasants: The construction of quasicrystals with arbitrary symme-
try group, in Proceedings of the 5th International Conference on Quasicrys-
tals, (C. Janot and R. Mosseri, eds.), World Scientific, Singapore, 22-30.

[Plel] P. A. B. Pleasants: Quasicrystallography: some interesting new patlerns,
dans Elementary and analytic theory of numbers, PWN, Warsaw, 1984.

[Rad] O. Radulescu and 'I'. Janssen: Dynamiics of lattice vibrations for one-
dimensional commnensurate and incommensurate composites with harmonire
interaction, J. Phys. A: Math. Gen. 30 (1997) 4199-4214.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



BIBLIOGRAFIE 135

[Roe] G. Roepstorfl: Path Integral Approach to Quantumn Physics. An Introduc-
tion (Springer-Verlag, Berlin, 1994) 242-80.

[Schw] R. L. E. Schwarzenberger: N-dimensional crystallography, Pitinan, Lon-
don, 1980.

[Seu) Marjorie Senechal: Quasicrystals and Geomelry, Cambridge Uuniv. Press,
Cambridge, UK, 1995,

[Senl] Marjorie Senechal: A Critique of the Projection Method, dar:s Mathemat-
ics of Long Range Aperiodic Order, Proc. NATO ASI, Waterloo, 1995 (R.
V. Moody ed.), pp. 521-548, Dordrecht, Kluwer (1997).

[Ser] J.-P. Serre: Linear Representations of Finite Groups, Springer, New York,
1971,

[She] D. Shechtman, I. Blech, D. Gratias and J. W. Calin, Phys. Rev. Letl. 53
(1984) 1951.

(Sir] L L. Sirotin gi M. P. §askolskaia: Fizica Cristalelor, Editura Sliingifici gi
Euciclopedica, Bucuregti, 1981,

[Ste] H. W. Streitwolf: Group Theory in Solid-State Physics, Macdonald, London,
1971, 68-74.

[Taml] N. Tamura and J.-L. Verger-Gaugry: Classilication based on energetica
of ideal icosahedral clusters and building blocks of quasicrystals and approx-
imant crystals, J. Non-Cryst. Solids, 1534154 (1993), 546-551.

[Yam2] N. Lamura: Ordre Local Tcosaédrigue in les Cristouz Approzimants el
Structure des Phases {Quasicristallines, Thése de doctorat, Institut National
Polytechnique de Grenoble, 1993.

[Vai] K. Vainshtein: Fundamentals of Crystals, (Springer-Verlag, Berlin, 1994) p
101.

[Verl] J.-L. Verger-Gaugry: Approximate icusahedral periodic tilings with
pscudo-icosahedral symmetry in reciprocal space, J. Phys. France 49 (1988)
1867.

[Ver2) J.-L. Verger-Gaugry and N. Tamura: Construction of 61) icosahedral crys-
tals from approximate icosahedral 3D crystalline structures and phase tran-
sition, Phase Transitions 32 (1991) 89-101.

(Ver2] J.-L. Verger-Gaugry: Theory of G-approximant crystals with G, a non-
crystallographic point group. I, J. Phys.] France 1 (1991) 1303-1320.

[Verd) J.-L. Verger-Gaugry: Interpenetrating pseudo-icosahedral clusters model
for quasicrystals and consequences: asymmetry of diffraction peaks and
pseudo-inflation rules, J. Non-Cryst. Solids 163&154 (1993), 276-281.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



136 BIBLIOGRAFIE

[Verd] J.-L. Verger-Gaugry and N. Cotfas: Models of quasicrystals with G-cluster
microstructure. A mathematical approach, in Proc. 6th Int. Conf. Quasicrys-
tals, Tokyo, 26-30 May 1997, eds. S. Takeuchi and T. Fujiwara, World Sci-
entific, Singapore, 1998, 132-135.

[Verd] J.-L. Verger-Gaugry and J. Wolny: Generalized Meyer sets and Thue-
Morse Quasicrystals with Toric Internal Spaces, Prépublication de Linstitut
Fourier, No. 420, 1998.

[Vog) U. Vogg and P. L. Ryder: A general algorithm for generating quasiperiodic
lattices by the strip projection method, J. Non-Cryst. Solids 194 (1996)
135-144.

{(Wan} R. Wang, C. Qin, G. Lu, Y. Feng, and S. Xu: Projection description of
cubic quasiperiodic crystals with phason strains, Acta Cryst. A 50(1994)
366-375.

[Wei) J. Weidmann: Linear Operators in Hilbert Spaces, Springer, New York,
1980, 1449-153.

[Weg] D. Weygand et J.-L. Verger-Gaugry: Modeéle dn quasicristal covalent de
bore pur, C. R. Acad. Sci. Paris, t. 320, Série IT b (1995), 263-267.

[Wol] P. M. De Wolff, Acta Cryst. A30 (1974) 777.

[Yaml] H. Yamanioto, Quantumn field theory on discrete space-time, Phys. Rev.
D 30 (1984) 1727-32.

(Yam2] H. Yamamoto, Quantum field theory on discrete space-time. I, Phys.
Rev. D 32 (1985) 2659-65.

VERIFICAT
2017

w}.—'/"""m‘»—‘
o1 T TR~
:." 'ﬂ*‘%' - C\aq%u

e e [, 8
éa,ui TRALE fimi ERTER
¥i I




Tiparul s-a executat sub c-da nr. 567/1999,
la Tipografia Editurii Universita{ii din Bucuresti

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



ISBN: 973-575-370-7 Lei 1490! ;

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



	0001_ main
	0002_ main_1L
	0002_ main_2R
	0003_ main_1L
	0003_ main_2R
	0004_ main_1L
	0004_ main_2R
	0005_ main_1L
	0005_ main_2R
	0006_ main_1L
	0006_ main_2R
	0007_ main_1L
	0007_ main_2R
	0008_ main_1L
	0008_ main_2R
	0009_ main_1L
	0009_ main_2R
	0010_ main_1L
	0010_ main_2R
	0011_ main_1L
	0011_ main_2R
	0012_ main_1L
	0012_ main_2R
	0013_ main_1L
	0013_ main_2R
	0014_ main_1L
	0014_ main_2R
	0015_ main_1L
	0015_ main_2R
	0016_ main_1L
	0016_ main_2R
	0017_ main_1L
	0017_ main_2R
	0018_ main_1L
	0018_ main_2R
	0019_ main_1L
	0019_ main_2R
	0020_ main_1L
	0020_ main_2R
	0021_ main_1L
	0021_ main_2R
	0022_ main_1L
	0022_ main_2R
	0023_ main_1L
	0023_ main_2R
	0024_ main_1L
	0024_ main_2R
	0025_ main_1L
	0025_ main_2R
	0026_ main_1L
	0026_ main_2R
	0027_ main_1L
	0027_ main_2R
	0028_ main_1L
	0028_ main_2R
	0029_ main_1L
	0029_ main_2R
	0030_ main_1L
	0030_ main_2R
	0031_ main_1L
	0031_ main_2R
	0032_ main_1L
	0032_ main_2R
	0033_ main_1L
	0033_ main_2R
	0034_ main_1L
	0034_ main_2R
	0035_ main_1L
	0035_ main_2R
	0036_ main_1L
	0036_ main_2R
	0037_ main_1L
	0037_ main_2R
	0038_ main_1L
	0038_ main_2R
	0039_ main_1L
	0039_ main_2R
	0040_ main_1L
	0040_ main_2R
	0041_ main_1L
	0041_ main_2R
	0042_ main_1L
	0042_ main_2R
	0043_ main_1L
	0043_ main_2R
	0044_ main_1L
	0044_ main_2R
	0045_ main_1L
	0045_ main_2R
	0046_ main_1L
	0046_ main_2R
	0047_ main_1L
	0047_ main_2R
	0048_ main_1L
	0048_ main_2R
	0049_ main_1L
	0049_ main_2R
	0050_ main_1L
	0050_ main_2R
	0051_ main_1L
	0051_ main_2R
	0052_ main_1L
	0052_ main_2R
	0053_ main_1L
	0053_ main_2R
	0054_ main_1L
	0054_ main_2R
	0055_ main_1L
	0055_ main_2R
	0056_ main_1L
	0056_ main_2R
	0057_ main_1L
	0057_ main_2R
	0058_ main_1L
	0058_ main_2R
	0059_ main_1L
	0059_ main_2R
	0060_ main_1L
	0060_ main_2R
	0061_ main_1L
	0061_ main_2R
	0062_ main_1L
	0062_ main_2R
	0063_ main_1L
	0063_ main_2R
	0064_ main_1L
	0064_ main_2R
	0065_ main_1L
	0065_ main_2R
	0066_ main_1L
	0066_ main_2R
	0067_ main_1L
	0067_ main_2R
	0068_ main_1L
	0068_ main_2R
	0069_ main_1L
	0069_ main_2R
	0070_ main_1L
	0070_ main_2R
	0071_ main_1L
	0071_ main_2R
	0072_ main_1L
	0072_ main_2R
	0073_ main



