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CAPITOLUL INTAI

PUNCTE, DREPTE, PLANE.
DETERMINAREA PLANULUI

Cénd facem o introducere intuitivd nu putem fi nici prea
precigi, nu putem fi nici rigurogi. S& incercim si ne facem intelesi
prin comparatie.

Existd o deosebire intre ,fiintele" care se miscd pe ecranul
cinematografului (intr-un film) si cele care se migcd pe scena unui
teatru, de pildi. Cele de pe ecran nu au ,relief". Pe cand cele de pe
scenid au. La fel ca tot ce ne inconjoard. "Coltul de naturd" se
deosebeste de fotografia care-1 reprezintd tocmai prin aceasti ,,iesire
in relief", care deosebeste coltul de naturd de imaginea sa ,,agternutd
pe hértie".

Geometria plani era legatd de acele ,,poze" asternute pe hartie.
Prin abstractizare aceste ,,poze" deveneau multimi de puncte i
elementele acestor multimi si chiar aceste multimi ,,plane" constituiau
lumea preocupdrilor noastre.

Punctul nu avea intindere, dreapta nu avea ,,grosime" si totusi
atdtea fapte remarcabile se puteau ,,inchega" logic cu aceste notiuni!

Nu ne vom ocupa de formele ,,amorfe" sau oarecum
s,descriptibile" ale unei mamaligi care fumega pe o farfurie, ale unei
cutii de chibrituri, ale unei mingi cu care s-a jucat §i se va mai juca un
copil. Ne vom ocupa numai cu abstractizarea acestor obiecte, un
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paralelipiped sau o sferd care abstractizeazid cutia de chibrituri,
respectiv mingea.

De pildd, vom vorbi de suprafata unui corp intelegdnd prin
aceasta ,,stratul" fard grosime care il desparte de mediul inconjuritor.
Observati ci nu am spus ce este acela un corp? Dar ... cam stiti voi ce
vrem sd spunem. Si mai este ceva: existd oare acea ,,suprafati" la
toate corpurile? Multi vor spune ci da! Limita vizibilititii noastre
acordd incredere faptului cd o cutie de chibrituri se desparte net de
lumea inconjuritoare! Dar este chiar asa? Imaginati-vd peretii
gelatinosi ai unei alge care misc3 in apa. Care este ,,granita" brusci
unde se termini alga si incepe apa? Vedeti ci lucrurile nu sunt atat de
clare? Ei bine, prin abstractizare, prin simplificare, vom spune ci
aceastd granitd dintre corpuri care se numeste suprafatd, existd in
geometria in spatiu cu care ne vom ocupa noi.

Vom mai spune §i altele de la inceput.

Asa de pild3, vom conveni ci punctul, la fel ca in geometria
plan3, este un ,,element" fird intindere, ci nu este o ,,bulini". Vom
spune ci dreapta este tot fird "grosime". $tim ci are oarecum forma
unui fir intins bine, dar prelungit la ambele capete ,,oricat".

Dar si dreapta este o notiune primard, ca si cea de punct. Vom
considera si ,,planul" tot o notiune primari. Nu putem spune ce este,
dar il compardm cu suprafata apei linistite sau a unei tiblii de masa
nesfarsite pe care poate pluti (fard si iasd cu nici un segment afard, §i
fara s intre cu nici un segment induntru) o dreapti.

Dar acum despre puncte, drepte si plane trebuie s3 spunem nigte
propozitii care si stabileascd relafii, legituri intre ele. $i aceste
propozitii trebuie sa fie adevirate. _

Dar si aici lucrurile pot intra in impas sau Intr-un cerc vicios.
Ca in jocul de copii in care nu stim exact cu care fapt incepem: la
inceput a fost oul si din ou a iesit gdina, sau invers?

Deci ca s3 putem construi ceva logic trebuie si admitem ca
adevidrate citeva propozitiuni de inceput, pe care le vom numi
axiome. Combindnd aceste axiome deducem alte propozitiuni

12
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adevidrate numite teoreme. Combindnd teoremele intre ele sau
teoremele cu axiomele obtinem alte teoreme etc.

Dar axiomele, ca si le poti combina, trebuie sd fie mai multe,
s3 alcituiascd un sistem. De asemenea, ele nu trebuie si fie
contradictorii, si nu contrazica una ceea ce a spus alta sau o teorema
dedus3 din celelalte. Sistemul acesta trebuic s fie ,,exhaustiv" si
complet, adicd s3 acopere toatd materia pe care o studiem. Dar acest
sistem nu trebuie si fie redondant, adici si spund o axioma acelasi
lucru pe care il spune o alta sau o combinatie a altora.

Vedeti, deci, cate cerinte trebuie indeplinite.

S& pomnim la drum, cinstit, aga cum se porneste in geometrie cu
axiome §i teoreme, sau cu proprietdti inifiale §i proprietdti deduse
dacd vreti. S3 intrdm in materia noastrd de studiu. Pentru inceput s
admitem adevirate urmatoarele propozitii (chiar daca ele nu sunt chiar
axiome, ci mai de grabd inminunchieri de axiome pe care le-am
formulat astfel pentru a usura rationamentele care totdeauna la inceput
sunt dificile!):

P1. Doud puncte distincte determind o dreaptd §i numai una.
Orice dreaptd contine cel putin doud puncte distincte.

P2. Intr-un plan, printr-un punct exterior unei drepte putem
duce la aceastd dreaptd o paraleld §i numai una (Postulatul lui
Euclid).

fn continuare, pe ling3 aceste propozitii vom admite si altele.
Anume:

P3. Trei puncte necoliniare determind un plan §i numai unul.
Orice plan confine cel pufin trei puncte necoliniare.

Prin ,,determini un plan §i numai unul" vom intelege ci fiind
date trei puncte necoliniare exist3 un plan (§i numai unul) cruia si-i
apartin cele trei puncte.

13
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Fie 4 un punct §i o un plan. Daca punctul 4 este un punct al
planului o vom scrie 4 € o.. Dac3 B este un punct care nu este situat
in planul o vom scrie B ¢ o.

P4. Dacd doud puncte distincte A si B ale unei drepte d sunt
situate intr-un plan o, atunci orice punct al dreptei d este situat in
planul o.

fn acest caz vom spune ci dreapta d este situatd in planul o si
vom scrie d < o.. Daci o dreaptd @ nu este situatd in planul o vom
scrie a & o.

Din cunostintele anterioare stim c3 oricare ar fi dreapta d si
doud puncte distincte 4 §i B ale acesteia, segmentul 4B poate fi
aplicat de oricite ori intr-un sens sau altul al acestei drepte.
Dreapta este, deci, o figurd nemarginitdi. Nu putem deci si
desendm decat o portiune a ei §i vom face urmitoarea conventie:
daci in desenul nostru vrem s3 scoatem fin evidentd un
segment (adicd partea dintr-o dreapti cuprinsd intre doud puncte
distincte ale ei), vom nota aceste puncte (vezi fig. la); daci
ins3d in desen vrem si scoatem in evidentd dreapta insisi, o vom
reprezenta pe aceasta printr-un segment, fird si notim capetele
acestuia (vezi fig. 1b).

Fig. la Fig. Ib

Din cele spuse mai sus rezultd deci ci un plan este nemarginit.
De obicei vom adopta urmétoarele conventii de desen:

14
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- un plan o il vom reprezenta printr-o portiune a acestuia sub
forma de paralelogram, deci cam cum s-ar vedea lateral suprafata unei
mese dreptunghiulare (vezi fig. 2a);

g s g

Fig 2a

- pentru a scoate in evidenta ci punctul 4 apartine planului o
(este situat in planul o) il vom reprezenta pe acesta ca un punct
interior acestui paralelogram (vezi fig. 2b).

xB
P s
AEo<
B &eo<
Fig 2b

Dacad d este o dreaptd care este situatd in planul oo 0 vom
reprezenta pe aceasta printr-un segment care uneste doud puncte
oarecare ale laturilor paralelogramului prin care reprezentim planul o
(vezi fig. 2c).
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PS. Dacd doud plane o §i B au un punct P comun, atunci ele
mai au cel pufin incd un punct Q comun, Q # P.

In paragraful urmitor vom studia mai aminuntit consecintele
care decurg din propozitiile precedente si in special din P5. Aici vom
scoate in evidentd doar faptul ca aceastd propozitie (P5) nu exclude
situatia in care dous plane o si B nu au nici un punct comun. In acest
caz vom spune ci planele o si 3 sunt paralele si vom scrie o || B.

In paragraful urmitor vom arita ci aceastd situatie se poate
intalni efectiv.

Pentru a exemplifica repede cum se pot combina propozitiunile
initiale, si si formuldm o:

Teoremd. Dacd doud plane diferite au un punct comun, atunci
au o dreaptd comund.

Demonstratie. Presupunem cd punctul P apartine si planului o
si planului B. Din P5 rezultd ci mai au comun incd un punct Q (Q #
P). Din P4 rezulta ci intreaga dreaptd PQ este continutd atat in o cat
si in B. Dar in afard de aceastd dreaptd mai pot avea cele doud plane
un punct comun? Nu, pentru ci dac3 ar mai exista M e oo N (M # P,
M # Q, M exterior dreptei PQ) ar insemna c# o §i B ar coincide
(conform P3), or noi am presupus ci planele o si f sunt diferite.

In sfarsit, vom admite ca:

P6. Existd patru puncte nesituate in acelasi plan.

In cazul in care avem patru puncte 4, B, C si D nesituate in
acelasi plan vom spune mai scurt ci cele patru puncte 4, B, C si D
sunt necoplanare.

Observatie. Aceasti propozitie pare foarte ciudata. Intr-adevar
"stim" cd existd "foarte multe" puncte in spatiu. Veti vedea insd cum
va interveni aceastd propozitie atunci cdnd vom demonstra existenta
anumitor situatii, unde va constitui punctul de plecare.

fn fond neacceptarea propozitiei P6 ar insemna ci ,ne
marginim la geometria plani".

16

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Pe langa proprietitile P1 - P6 puse in evidentd mai sus, care
deosebesc geometria in spatiu de cea pland, sunt valabile proprietatile
analoage celor din geometria plana.

Astfel, pentru orice trei puncte coliniare 4, B, C in spatiu,
distincte doud cédte doud, putem spune daci ,,4 este situat intre B si C"
sau "4 nu este situat intre B §i C" §i in fiecare plan sunt valabile toate
proprietitile cunoscute din clasele anterioare.

De asemenea, pentru orice dou#i segmente 4B, CD in spatiu
putem spune dacd 4B = CD sau nu, iar despre orice doud unghiuri
situate In doud plane (diferite sau care coincid) din spatiu putem
spune dac3 sunt egale (congruente) sau nu.

Din proprietitile valabile ale egalititilor, mentionim
urmitoarele: cazurile de egalitate ale triunghiurilor sunt adevirate
pentru triunghiuri situate in acelasi plan sau in plane diferite.

Oricare ar fi un segment 4B §i o semidreaptd cu varful in C,
existd un punct unic D pe acea semidreapti, asa incdt CD = AB.

Oricare ar fi un unghi u, oricare ar fi un plan o, o semidreapta A
in acel plan cu varful in O, si unul din semiplanele o.” determinate in
o de dreapta pe care este situatd h (fig. 3), existd o semidreaptd &
unic3, avind vérful in O, situati in semiplanul o', astfel incit unghiul
dintre 4 si k si fie egal cu unghiul u.
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Stim din propozitia P3 c# trei puncte necoliniare determini
un plan.

Stim, de asemenea, c@ orice dreaptd contine cel putin doui
puncte distincte.

fn cele ce urmeazi vom da si alte situatii prin care putem |

determina in mod unic un plan. |

A. O dreaptd d si un punct P exterior acestei drepte
determind in mod unic un plan (vom mai spune cd determind un plan
si numai unul ).

Intr-adevir, existi dou3 puncte distincte 4 si B care apartin
dreptei d (conform P1). Evident punctele 4, B si P nu pot fi coliniare,
cici punctele 4 si B determind in mod unic dreapta d, care nu contine
punctul P. Deci, conform propozitiei P3, punctele 4, B si P determina |
un plan si numai unul (fig. 4).

xp XP
uB /
/

\
Fig4 ‘
|

>

B. Doud drepte diferite, d; si d), care au un punct comun,

determind un plan §i numai unul. |

Intr-adevar fie P punctul comun dreptelor d, si d, (vom scrie |
aceasta d; N d, = {P}). Conform propozitiei P1 stim ci d; sx‘
respectiv d, vor contine fiecare cel putin incd un punct M € d, ;
respectiv N € d,. i
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Evident M, N si P nu pot fi coliniare, cici altfel dreptele d; si
4, nu ar fi distincte. Conform propozitiei P3 punctele M, N si P
determina un plan $i numai unul (fig. 5).

P
" P
d1
T d2

Fig5

EXERCITH $I PROBLEME

1. Fie 4, B, C, D patru puncte nesituate intr-un acelasi plan
(adica nu exista nici un plan care s3 confind aceste puncte)

a) Pot fi ele coliniare?

b) Pot fi trei din ele coliniare?

c) Fiind date n puncte ( n 2 4) astfel incat oricare patru din ele
sa nu fie coplanare, atunci oricare trei din ele nu sunt coliniare.

2. Se dau patru puncte in spatiu, distincte doud cate doud. Cate
plane determina ele? Discutie.

3. Fie 4, B, C, D si E cinci puncte astfel incdt oricare patru din
ele sd nu fie coplanare. Céte drepte si cédte plane sunt determinate de
aceste puncte?

4. Fiind date cinci puncte astfel incdt existd cel putin patru
perechi de drepte concurente determinate de aceste puncte ale cdror
puncte comune si fie diferite de fiecare din cele cinci puncte date, s&
se arate cd aceste cinci puncte sunt coplanare.
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5. Fie M;, M,, M si M4 patru puncte astfel incat:

MMy =M M3 =MMy=MMz=M)My=M;M;=a

Sa se arate cd cele patru puncte nu sunt coplanare.

6. Fiind dat un plan o §i doud puncte 4 §i B care nu apartin
planului o, insd astfel incat dreapta AB si aibd cu planul o un punct P
comun, care nu este un punct al segmentului 4AB. S3 se arate ci
punctul P are proprietatea cd |P4 — PB| este maxima in comparatie cu
toate pozitiile lui P in planul a.

7. Fie d; si d, doul drepte oarecare in spatiu. Sa se arate ci
existd triunghiuri echilaterale care au doud varfuri pe una din drepte,
iar cel de-al treilea varf pe cealaltd dreaptd. Ce element al unui astfel
de triunghi trebuie dat pentru ca acest triunghi s3 fie unic determinat?

8. Intr-un punct P se intilnesc trei pentagoane egale care au
forma din figura alituratd si doud cate doud o laturd comuni. Stiind ca

V2

segmentele care sa intdlnesc in acel punct au toate lungimea de a R

si se arate ci celelalte varfuri ale pentagoanelor care nu sunt aldturate
lui P, sunt vérfurile unui hexagon regulat (fig. 6).

Fig. 6

9. Si se demonstreze ci in afara oricirui plan existd cel putin
un punct.

10. Dacd trei drepte necoplanare se intersecteazd doud cite
doud, atunm sunt concurente (au toate trei un punct §i numai unul
comun)

1De refinut acest enunt util in rezolvarea altor probleme.
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CAPITOLUL AL DOILEA

POZITII RELATIVE ALE DREPTELOR
$I PLANELOR IN SPATIU

§ 1. POZITIILE RELATIVE A DOUA DREPTE IN SPATIU

Doud drepte diferite au cel mult un punct comun.

Intr-adevir daci ar avea mai mult decat un punct comun, deci
cel putin doud puncte comune, atunci conform propozitiei P1 dreptele
ar coincide neputdnd fi deci, in acest caz, diferite.

Fie d; si d, doud drepte distincte. Daci ele au un punct comun
P vom scrie acest lucru astfel d;, " d, = { P } (fig. 7).

(=
df d2
Fig. 7

Afirmatia de mai sus nu exclude cazul ca dou drepte s3 nu aibd
nici un punct comun. intr-adevir, cunoastem aceasti situatie din
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studiul geometriei plane, anume cazul dreptelor paralele. in geometria
in spatiu vom considera dou2 situatii:

1. Cele doud drepte nu sunt situate intr-un acelasi plan.
Intelegem prin aceasta ci nu exist3 un plan care si contini simultan
cele doud drepte.

Si aritim c3 aceastd situatie este posibild. Intr-adevir
propozitia P6 afirma c existd patru puncte nesituate in acelasi plan.
Fie deci 4, B, C si D patru puncte necoplanare. Aceste patru puncte
determina sase drepte, anume AB, AC, AD, BC, BD si CD. Vom arita
cd printre acestea exist3 trei perechi de drepte nesituate in acelasi plan
(noi vrem in fond s aritim c3 existd dous drepte care nu sunt situate
in acelasi plan!). Evident c# dac3 vor exista astfel de perechi de drepte
din cele scrise mai sus, o astfel de pereche va contine impreun# cele
patru puncte, céci trei puncte necoliniare determind un plan. Perechile
care indeplinesc aceasts conditie sunt AB si CD, AC si BD si in sfarsit
AD si BC.

Vom ardta acum cd AB si CD nu sunt situate in acelasi plan.
Daci ar fi situate in acelasi plan, atunci toate punctele dreptelor 4B si
CD ar fi situate In acest plan, deci si 4, B, C si D. Acest lucru este
ins3 in contradictie cu ipoteza cd 4, B, C si D ar fi necoplanare. Deci
afirmatia ci AB si CD sunt coplanare este falsa.

fn cazul in care pentru dou drepte nu exist3 nici un plan care si
le contina simultan, vom spune c# cele dou# drepte sunt necoplanare
sau divergente.

2. Daci cele doud drepte sunt situate in acelasi plan §i nu au un
singur punct comun, vom spune c3 ele sunt paralele.

Fie d; si d, astfel de drepte. Vom scrie in acest caz d; || d;.

Am spus mai sus "nu au un singur punct comun". Aceasta
inseamni c# sau nu au nici un punct comun sau au mai mult decét un
punct comun, adic3 coincid. In primul caz dreptele sunt distincte, in al
doilea caz vorbim despre una si aceeasi dreaptd. Putem scrie deci, de
exemplu, d || d.
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Vom face urmatoarele conventii de desen:

a) Daci in desenul nostru apar doud drepte secante, adicd care
au un punct comun, atunci vom nota acel punct cu o literd mare
(vezi fig.8a);

b) Dacd doud drepte nu sunt situate in acelasi plan insid in
desenul nostru apar secante, atunci nu vom nota acel punct din
desenul nostru (vezi fig.8b);

c) Dreptele paralele in spatiu le vom desena in planul desenului
nostru tot ca drepte paralele (vezi fig.8c).

P
Drepte secante Drepte necoplanare Drepte paralele
Fig.8a Fig.8b Fig. 8c.

Observatii. a) Notiunea de paralelism a doud drepte distincte
este strins legatd de notiunea de drepte situate in acelagi plan, insa
aceste notiuni nu au acelasi inteles. Intr-adevir, dous drepte situate in
acelasi plan pot avea un punct §i numai unul comun. Legétura strdnsa
a celor doud nofiuni de mai sus o vom scoate insd in eviden{d
prin urmitoarea afirmatie: doud drepte paralele distincte determind
un plan.

Vom lua drept buni afirmatia de mai sus, care ins# nu este
corectd din urmitorul punct de vedere: prin definifie doud drepte
paralele sunt situate in acelasi plan (adicid prin definifie pentru doud
drepte paralele existd un plan in care ele sunt situate). Deci, dacd
spunem drepte paralele am subinteles deja cd sunt in acelasi plan,
deci cuvantul determinare nu mai are nici un rost (planul fiind unic).
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b) Vom explica mai aminuntit ce intelegem prin drepte situate
in acelasi plan (adic3 coplanare).

Daci elevul Ghita Ion este in clasa a VIII-a A a unei scoli si
Popescu Maria nu este elevd in clasa a VIII-a A a acestei gcoli,
aceasta nu inseamn# cd Popescu Maria nu poate fi §i ea elevd
in clasa a VIII-a! Poate fi de pildi eleva clasei a VIII-a B!

Astfel in figura 9 d; este o dreaptd in planul o, insd d, nu este
situatd in planul o. Cu toate acestea existd un plan B (cel detenmnat\
de d; si d;) in care sunt situate cele doul drepte d; si d,. ‘

Fig. 9

c) Faptul c# noi desendm drepte paralele prin segmente paralele
este o simpld conventie de desen, care in fond nu concordi cu felul
cum le vedem in realitate (fig. 10).

25
o
o od od

SR TR - 5 r

Fig. 10
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DREPTE PARALELE

Fie d o dreaptd si P un punct care nu este situat pe aceasti
dreaptid. Dreapta d si punctul P determini un plan o Conform
postulatului lui Euclid prin P trece o paraleld d’ §i numai una la
dreapta d (fig. 11).

xP. - =P
d d '
/ A v
Fig. 11

Deci afirmatia ci printr-un punct exterior unei drepte putem
duce o paraleld si numai una la aceasti dreapti este adeviratd si in
cadrul geometriei in spatiu.

Vom arita ci putem duce la o dreaptd d doudl paralele a si b
astfel incit dreptele a, b §i d si nu fie situate in acelasi plan (fig. 12).

intr-adevar, conform propozitiei P6 existd patru puncte
necoplanare, si le notim cu 4, B, C §i D. Vom nota cu 4 dreapta
determinata de A4 si B.

S F

Fig. 12
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Dreapta d si punctul C determind un plan o. Prin C putem duce
la d o paraleld a si numai una.

Dreapta d si punctul D determin un plan §. Prin D putem duce
la d o paralela b i numai una.

Daci a, b §i d ar fi coplanare, atunci §i toate punctele 4, B, C si
D ar fi coplanare, ceea ce este in contradictie cu afirmatia c3 4, B, C si
D sunt necoplanare. Rezultd deci ci dreptele a, b si d nu sunt situate
in acelasi plan.

EXERCITII $I PROBLEME

1. Daci dreapta d; este coplanard cu dreapta d, si dacd dreapta
d, este coplanari cu dreapta d3, rezult3 ci dreapta d; este coplanari cu
dreapta d;?

2. O multime de puncte este astfel incét intre ele nu exista patru
puncte coplanare. Se considerd doud drepte ce unesc cdte doud din
punctele date. Se pot intersecta aceste drepte intr-un punct
neapartinand multimii punctelor date?

3. Fie ABC un triunghi si d o dreaptd necontinutd in planul
triunghiului ABC. S3 se arate ci existd o laturd a triunghiului care nu
este coplanard cu dreapta d.

4. Fie ABC un triunghi §i d o dreaptd. Dacd dreapta d este
coplanar3 cu doua laturi ale triunghiului ABC atunci dreapta d este
situat3 in planul triunghiului 4BC.

5. Fie A, B, C si D patru puncte necoplanare. S3 se arate ci
mijloacele segmentelor 4B, AC, AD si BC nu sunt coplanare.

§ 2. POZITIILE RELATIVE ALE UNEI DREPTE
FATA DE UN PLAN

1. O dreaptd poate avea un singur punct comun cu un plan
Fie un plan o §i un punct 4 exterior ei. Fie P un punct
apartinand planului o. Dreapta AP (0 vom nota cu d) are comun cu
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planul o numai punctul P, A
pentru c3d dacd ar mai avea

d
incd un punct C in o, ar fi
\p
\
N,

toatd inclusd in o, deci 4 ar

aparfine lui o, ceea ce
este absurd (fig. 13). P

Existd deci drepte care
au un singur punct comun cu
un plan. R Ry 4

II. O dreaptd poate avea doud puncte distincte comune cu un
plan, dar atunci conform P4 este in intregime continutd in plan.

III. O dreaptd poate sd nu aibd nici un punct situat intr-un plan
si atunci o vom numi paraleld cu planul.

S& demonstrdm ca astfel de drepte exista.

Fie o dreaptd d situatd intr-un plan o (d < o) §i 4 un punct
exterior planului o. Prin 4 ducem o dreaptd g paraleld la 4. Afirmam
¢d g nu are nici un punct comun cu o (fig. 14).

A A g A

x

s e /0 et R =/

Fig. 14

Presupunem prin reducere la absurd ci g ar avea comun cu o
punctul B. Dreptele d si g fiind paralele determina un plan f.

-4 8~
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Dar o §i B au comuni dreapta d deci B € d N g (fig. 15) ceea ce
este absurd, d si g fiind paralele. (Dac# B nu ar apartine lui d, atunci
planele o si B ar avea comune dreapta d §i punctul B, deci ar
coincide).

Putem formula urmitoarea

Teoremd. O dreaptd nesituatd intr-un plan dar paraleld cu o
dreaptd din acest plan este paraleld cu planul.

§ 3. POZITIILE RELATIVE A DOUA PLANE

Propén'gie. Doud plane diferite pot avea cel mult o dreaptd
comund.

intr-adevir, fie planele o si B, diferite. Daca ele au un punct P
comun, atunci conform propozitiei PS ele mai au un punct O, diferit
de P, comun.

Astfel punctele P si Q sunt situate atdt in planul o cat si n
planul B. insa P si Q fiind
diferite, conform propozitiei
P1 cle determind o dreapt3 d.
Cum aceastd dreapt3 are doud
puncte ale ei situate in planul
o cit si in planul B rezults,
conform P4 ci toate punctele /
ei sunt situate in o si P. ot
Rezulti ci in cazul in care o si
B ar avea un punct comun,

atunci ele ar avea cel putin o ‘
dreapti comuni (fig. 16). Fig. 16
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S& ariitdm c3 planele nu pot avea, in situatia in care sunt plane
distincte, decit o dreapti comuni.

S presupunem cd nu au numai dreapta d comuna. fn acest caz
ar avea in afari de dreapta d, cel putin incd un punct R comun.
Insid d §i R determini un plan si numai unul si deci o si B nu ar fi
distincte. Deci o si B au numai dreapta 4 comuni. In acest caz vom
scieaxNP=d.

In cele de mai sus am presupus ci planele o si B au un punct comun.

S-ar putea insid ca planele o si B sd nu aibd nici un punct
comun. fn acest caz vom spune ci planele o si B sunt paralele si vom
scrie o || B.

Observatie. Se poate arita ci aceastd situatie existd (adica
existd plane-eare nu au nici un punct comun).

Intr-adevar, fie 4, B, C si D patru puncte nesituate intr-un
acelasi plan (fig. 17). Vom nota cu o planul determinat de punctele 4,
BsiC.

Prin D putem duce dreptele a §i b paralele la 4B, respectiv la
AC. Conform propozitiei P1, orice dreaptd contine cel putin doud
puncte. Deci in afara punctului D, dreptele a §i b vor mai contine
fiecare cel putin inc# un punct. Fiedeci E€ a (E# D) §i Fe b (F #
D) dous3 astfel de puncte. Dreptele a si b sunt distincte, deoarece altfel
prin A ar trece doud paralele (AC si 4B) la a. Cum dreptele a si b au
un punct D, si numai pe acesta comun, rezultd ci ele determinid un

plan .
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S3 aritam ci planul B este paralel cu planul o

Dac3 planul  nu ar fi paralel cu planul o atunci ar avea o
dreaptd d si numai una comuni (ele nu pot coincide cici D ¢ ).
Dreapta d ar fi deci situati atat in planul o, cat §i in planul . Evident
cd una din dreptele a sau b va avea un punct comun cu d (altfel printr-
un punct exterior dreptei d am putea duce la aceasta dou# paralele,
ceea ce nu se poate).

Fie M acel punct si s3 presupunem, pentru fixarea 1de110r ciel
apartine dreptei a. Analog s-ar judeca daci el ar apartine dreptei b.

Deci cdnd M ar apartine dreptei a el ar fi situat in planul care
contine dreapta a §i dreapta AB. Dreapta 4B fiind singura dreapti
comund a planului o cu planul in care sunt situate dreptele a si 4B,
rezult3 c3 dac3 dreapta a are cu planul ot un punct comun atunci acesta
va fi situat obligatoriu pe dreapta comuni a celor doui plane. Rezulta
deci ca dreptele a si AB au punctul M comun. Dar aceasta contravine
afirmatiei c3 aceste drepte ar fi paralele. Deci ipoteza ca planele o si B
ar avea un punct comun (deci o dreaptdi comund) duce la o
contradictie. Rezult3 ci planele o si B nu au nici un punct comun,
deci sunt paralele.

Cele demonstrate pand acum ne Iindreptitesc sd afirmidm
urmitoarele:

Dacd doud plane o. si o confin dreptele a, b respectiv a’, b
astfel incdt a || a” 5i b || b si dreptele a, b se intersecteazd, atunci
planele o si B sunt paralele.

’

EXERCITII $SI PROBLEME

1. Pot avea douad plane diferite trei puncte comune?

2. Dou3 drepte sunt paralele cu acelagi plan. Pot fi ele
concurente? Dar paralele? dar necoplanare?

3. Doud plane sunt paralele cu aceeasi dreaptd. Se pot ele
intersecta?

4) Se dau dou# drepte in spatiu d; si d si un punct P. Si se
duci prin P o dreapti coplanard atit cu d; cét i cu d>.
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5. Se considerad trei semidrepte necoplanare a, b, ¢ care au
aceeagsi origine. Cele trei plane care contin céte una din semidrepte si
bisectoarea unghiului format de celelalte doud semidrepte au o dreaptd
comuna.

6. Se considerd patru puncte necoplanare 4, B, C, D si un punct
O, nesituat pe nici una din dreptele 48, BC, CD, DA. Fie M punctul
de intersectie al planului OAB cu dreapta CD, N cel al lui OBC cu DA,
P cel al lui OCD cu 4B, Q cel al lui ODA cu BC (presupuse toate cd
existd). Sa se arate c# punctele M, N, P si O sunt coplanare.

7. Se considerd patru puncte necoplanare 4, B, C, D si un
plan o care taie toate cele patru segmente AB, BC, CD, DA respectiv
M, N, P, Q. Si se arate c# planele MCD, NDA, PAB, OBC au un
punct comun.

8. Se dau trei puncte variabile 4, B, C situate respectiv pe
dreptele fixe Ox, Oy, Oz. Dacd AB trece printr-un punct fix 7, BC
printr-un punct fix J si dacd I/ intersecteazd planul Oxz, atunci AC
trece ptin acel punct de intersectie.

§ 4. NOTIUNI GENERALE DESPRE POLIEDRE

fn geometria pland am intilnit notiunea de poligon: o figurd
pland avand » varfuri 4,,...,4, distincte dou céte doud si » laturi
reprezentate de segmentele 4, 4,,4,4,,...,4, |A,,A A4 astfel incat
doud laturi nu pot avea in comun decat cel mult un punct care si fie
varf al amandorura. Dac# renuntim la 4, 4,, obtinem notiunea de linie
poligonald care uneste 4; cu 4,,.

O demonstratie, deloc simpld, aratd ci orice poligon imparte
planul in doul regiuni astfel incat dous puncte apartindnd unei regiuni
se pot uni cu o linie poligonald care nu intersecteazi poligonul, iar
dou2 puncte din regiuni diferite nu se pot uni cu o astfel de linie.
Regiunea care nu contine puncte oricat de indepértate de poligon se
numeste interiorul poligonului.
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Desigur cd putem considera notiunea analoagd de poligon
stramb (in spatiu) in care 4,,...,4, nu mai sunt presupuse coplanare.
Dar in spatiu avem §i o alti generalizare a acestei nofiuni, aceea de
poliedru.

Definitie. Numim poliedru o figurd in spatiu formats dintr-un
numir finit de poligoane numite fefe ale poliedrului. Laturile acestor

poligoane se numesc muchii ale poliedrului, iar varfurile lor vdrfuri

ale poliedrului.

fn plus, se presupune ci urmitoarele conditii sunt indeplinite:

a) Dacd A4 este un varf al poliedrului, atunci numirul » de fete
ce-1 contin este egal cu numérul de muchii ce-1 contin. Aceste muchii
§i aceste fete se pot nota a4,0p,...,0,, TESPECtV @,,,d,,,...,4, ,,,3,
astfel incét a;, si fie muchie a fefelor o §i 0, ay3 si fie muchie a
fetelor oy §i 04, . . . , @) s fie muchie a fetelor oy, §i o;.

b) Doui fete diferite nu pot avea in comun decédt sau un punct
care este varf al amandorura, sau un segment care este latura (muchia)
ambelor fete.

c) Orice doua vérfuri pot fi unite printr-o linie poligonali ce are
ca laturi muchii ale poliedrului.

Vom nota numirul fetelor unui poliedru F, numarul muchiilor |

M, numirul varfurilor V.

R

ﬂ B
% v el
7’ 7
Lt 7

S

——

Fig. 18
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Ne referim la grupa figurilor care nu reprezinta poliedre (fig. 19).

De exemplu la prima: vérful 4 se afld pe dou fete si pe trei
muchii, in a doua §i in a patra, varful B, respectiv D se afld pe sase
fete §i cinci muchii, iar in a treia, varful C se afld pe sase fete §i sase
muchii, dar ele nu se pot nota ca la a), (notatiile din figurd o, a;,,
Oy, @3, 03 duc la a3; si nu la a3,), analog varful E din figura a
cincea. In figura a gasea proprietatea c) nu este adeviraty, varfurile 4
§i B neputindu-se uni printr-o linie poligonald formatd din muchiile

poliedrului.
/]

1\ ¥ Vi

Fig. 19

Noi nu vom studia poliedre chiar atit de generale cum sunt cele
prezentate in figurile de mai sus.

Urmitoarea teorem3 ne permite si verificdim punctul b) din
definitia unui poliedru.

Teoremd. Fiind dat un plan o, punctele din spafiu ce nu
apartin lui o se impart in doud submulfimi disjuncte astfel incédt dacd
doud puncte A si B apartin aceleiasi din cele doud submulfimi,
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segmentul AB nu intersecteazd planul a. 2 iar dacd A, B apartin unul
uneia si celdlalt celeilalte din cele doud submulfimi atunci segmentul
AB are un punct comun cu o. Fiecare din cele doud submulfimi
formeazd un ,,semispatiu determinat de planul o.".

Demonstratie. Fie A, ¢ o ales arbitrar. Definim prima
submultime §; drept totalitatea acelor puncte Ag¢o pentru care
segmentul 4y 4 nu intersecteazd planul a, iar S, drept totalitatea
acelor puncte A¢a pentru care segmentul 4p4 intersecteazi planul o
(fig 20).

Fie acum doud puncte 4 i B in spatiu, nesituate pe planul a.. S&
considerdm un plan B care contine punctele 4, 4 si B. Daci planul
nu intersecteazi planul a, atunci 4, B € §) si segmentul 4B nu taie

f 5 BRSO
¥

K. X
(&

Fig. 20

Daci planul B intersecteazi planul o dupi o dreaptd 4, atunci § N §;
este semiplanul determinat de d in B care contine punctul 4, iar
B N S, este celilalt semiplan determinat de dreapta d in planul .
Segmentul AB intersecteazi sau nu planul o dupi cum segmentul 4B
intersecteaza sau nu dreapta d si stim de la geometria pland c3 aceasta

zhwiﬂmclnoeastahuamnlclphmllanummpunctcomun cu interiorul
segmentului AB, prelungirea acestuia poate ins# s intersecteze planul a.
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are loc dupid cum 4, B apartin ambele aceleiasi mulfimi § sau la
douai diferite.

e ——— —— - ]

Fig. 21

Vom incepe cu cel mai simplu poliedru. Dintre poligoane, cel
mai simplu este triunghiul. Fie deci un plan o in care considerdm trei
. puncte 4, B, C nesituate pe o aceeasi dreapti (fig. 22a).

P

Fig. 22

Stim c3 triunghiul ABC nu este un poliedru. Alegand un punct

. tripletele PAB, PAC si PCA determini cite un plan. Intersectind
~ aceste plane cu planul o obtinem triunghiul ABC.

| Poliedrul astfel obtinut are patru fete, anume ABC, PAB, PBC
. §i PCA. El are sase muchii 4B, BC, CA, PA, PB si PC. Punctele 4, B,
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Numele acestui poliedru este fefraedru. Acest nume este
compus din doud cuvinte grecesti tefra = patru si hedra = fata.
Observam la acest exemplu, si in general la denumirea poliedrelor, o
analogie cu denumirea poligoanelor, al cdror nume se trage din
numirul laturilor care miarginesc poligonul. In comparatie cu acestea,
prima parte a denumirii poliedrelor indicd numirul fetelor pe care 1l
au. De exemplu, hexaedru este un poliedru cu sase fete, octaedrul este |
un poliedru cu opt fete. !

Trebuie si mentiondm faptul ci aceastd denumire nu este in |
general determinantd pentru proprietitile poliedrelor, deoarece dupd |

|
cum vom vedea, un anumit ,,n-edru" se poate prezenta sub mai multe )

forme esential diferite (vezi exemplu fig. 23)
&4

Toate poliedrele care sunt reprezentate in figura 23 sunt
hexaedre. Tot astfel cum am construit tetraedrul, acel "cel mai
simplu" poliedru, putem si construim si sd ne imaginim s§i alte |
poliedre putin mai complicate. J

Fie un plan o §i ABCD un patrulater situat in acest plan. Fie P “

un punct care nu apartine acestui plan. Unind punctul P cu toate cele |
!

|

Fig. 23

|

l
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patru puncte 4, B, C si D vom obtine, tindnd cont de fetele generate,
un poliedru cu cinci varfuri si cinci fete (vezi fig. 24b)

P P
; 4
) 4
Ax "D A<‘Z"“—T —>0
"5 Xc 5 c
o ‘ (=
Fig. 24

Din acest motiv, tindnd cont de observatia anterioard despre
denumirea poliedrelor, acest poliedru ar trebui si se numeascd
"pentaedru". Insi corpul prezentat mai sus il vom numi, din motive
care se vor vedea in continuare, piramidd patrulaterd, iar uneori
pentru cel mai simplu poliedru, tetraedrul, se foloseste si denumirea
de piramidd triunghiulard.

Daca am alege in planul o trei puncte 4, B si C necoliniare §i
punctele D si P nesituate in planul o, dar astfel incat planul o s3
separe punctele D si P (adicd D si P si fie situate in regiuni diferite
din spatiu determinate de planul o) si oricare patru din punctele 4, B,
C, D si P sa fie necoplanare, vom obtine un poliedru cu sase fete
triunghiulare, noud muchii si evident cinci varfuri (vezi figura 25).

p
P
xp C
/ & / p
xD D

Fig. 25
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§ 5. PIRAMIDA

Poliedrele reprezentate in figurile 22a §i 24b se mai numesc
piramide. Tetraedrul din figura 22a se mai numeste piramidd
triunghiulard cu baza triunghiul ABC, iar poliedrul din figura 24b se
mai numeste piramidd patrulaterd cu baza patrulaterul ABCD.

In general, fiind dat un poligon (®) intr-un plan o fie P un
punct care nu aparfine planului o. Poliedrul format din poligonul
plan dat, precum gsi din triunghiurile determinate de punctul P gi
laturile poligonului dat se numegte piramidd.

Poligonul (#) se mai numeste baza piramidei.

Daci poligonul (P) este un pentagon (figura 24) atunci piramida
se numeste piramidd pentagonald. Daci poligonul (?) este un
hexagon (figura 26b) atunci piramida se numeste piramidd
hexagonald.

&, &

Fig. 26

Observatie. Fie () un poligon situat intr-un plan o §i P un
punct in afara lui o.. Piramida cu vérful in P si baza (P) este formati,
pe langi poligonul (#), din totalitatea segmentelor cu un capit in P si
cu celalalt capit parcurgénd toate laturile lui (2).

Daci vom considera toate semidreptele cu varful in P si avind
un punct comun cu una din laturile poligonului (#) vom obtine
notiunea de suprafatd piramidald cu varful in P, determinatd de
poligonul (2).
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Doud suprafete piramidale
cu acelagi varf P si determinate de
douad poligoane () si (Q) situate in
doud plane diferite pot coincide,
ceea ce nu se intdmpld in cazul
piramidelor cu varfurile in P si de
baze (P) 5i (Q.

Suprafata piramidala se mai
numeste §i unghi poliedru.

Definitie. Prin poliedru
convex intelegem un poliedru care
se afli in intregime de aceeasi
parte a planului oricéreia din fetele
sale. Se verificd usor ci o
piramidd care are ca bazi un
poligon convex este un poliedru
convex. in particular, tetraedrul este un poliedru convex.

Fig. 27

EXERCITII $I PROBLEME REZOLVATE

1. S3 se arate ci un poliedru poate avea ca numirul f al fetelor
orice numdir natural » mai mare sau cel putin egal cu 4.

Rezolvare. Un poliedru nu poate avea mai putin de patru
varfuri. Singurul poliedru cu patru virfuri este tetraedrul. Acesta are
exact patru fete. S3 considerdm acum toate poliedrele care au n (n 2 4)
varfuri. Dintre acestea cel mai mare numir de fete il vor avea acele
poliedre pentru care orice grup de patru varfuri ale lor vor fi puncte
necoplanare, deoarece in acest caz toate fetele vor fi triunghiuri i nu
putem avea fete cu mai putin de trei laturi. Dintre toate aceste poliedre
cu n (n 2 4) varfuri cel mai mic numir de fete il vor avea acelea la
care n-/ din véarfuri sunt coplanare (toate vérfurile nu pot fi
coplanare!). Aceste poliedre vor fi deci piramide ale ciror baze vor
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fi poligoane cu n-/ triunghiuri. Deci aceste poliedre vor avea I+n-/=n
fete, Or, o piramida poate avea ca numdr v de varfuri orice numar
natural mai mare, cel putin egal cu 4.

2. Fie VABCD o piramida patrulaterd ¢u baza ABCD. Fie M,
N si P puncte situate pe muchiile 4B, VB si respectiv VD astfel
incit AM < AB/2, VN > VB/2 si VP > VD/2. Si se determine
forma sectiunii piramidei VABCD cu planul determinat de punctele M,
Nsi P. (vezi fig. 28)

Rezolvare: in primul rind vom arita ci punctele M, N si P nu
sunt coliniare.

Fig. 28

Intr-adevir, dreapta MN este situat3 in intregime in planul fetei
VAB, deoarece punctele M si N sunt situate in acest plan si deci
conform propozitiei P4 orice punct al dreptei MN este situat in acest
plan. Dreapta VD nu are comun cu acest plan decit punctul V. Rezult
cd punctul P nu apartine planului V4B si deci punctele M, N si P nu
pot fi coliniare. Deci planul determinat de punctele M, N si P este
unic determinat. S notdm cu o acest plan.
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Intersectia planului o cu fata V4B este segmentul MN. Din
faptul cd AM < AB/2 si VN > VB/2 rezultd cd dreapta MN nu este
paraleld cu dreapta VA si o intersecteazi pe aceasta pe prelungirea lui
VA. Fie R acel punct. Evident ci R apartine planului de sectiune, cici
este situat pe dreapta MN situati in acest plan. Dreapta VA fiind
situatd in planul fetei VAD rezultd ci punctul R va fi situat, de
asemenea, in acest plan. In planul fetei V4D avem astfel dou3 puncte,
R si P, care apartin planului de sectiune. Rezultd c3 dreapta RP este
intersectia planului de sectiune cu planul fetei VAD. Intersectia dreptei
RP cu muchia 4D o vom nota cu S. Segmentul MS va fi intersectia
planului o cu planul fetei VAD.

Intersectia dreptei MS cu diagonala AC a bazei ABCD va fi
totodat3 si intersectia acestei drepte cu planul determinat de varfurile
V, A §i C. Fie T acest punct. Punctele R si T ale planului de sectiune
vor fi deci situate si in planul determinat de punctele V, 4 si C. Fie U
intersectia dreptei RT cu muchia V'C. Evident c& punctul U va apartine
§i planului de sectiune, deoarece orice punct al dreptei RT este situat
in acest plan. Punctele N si U ale planului o sunt totodat3 §i puncte
ale fetei VBC. Deci intersectia planului o cu fata VBC va fi segmentul
NU. Tot astfel si punctele P si U ale planului oo sunt situate si in
planul fetei ¥CD. Deci intersectia planului o cu fata VCD va fi
segmentul PU. Poligonul MNUPS va fi deci figura de intersectie a
planului o cu piramida VABCD (fig. 29).
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Observatie. Nu vom analiza de fiecare datd cu atdtea detalii
forma unei sectiuni. Am dat aici un model cum aceasta poate fi
urmarita.

EXERCITII S PROBLEME

1. Fie VABCD un tetraedru. Si se arate cd doud muchii care nu
au varfuri comune (se mai numesc §i muchii opuse) nu sunt situate in
acelasi plan.

2. S& se arate ci oricum am alege trei muchii ale unei piramide,
cel putin doud sunt situate in acelasi plan.

3. Oricum am alege k varfuri ale unei piramide cu cel putin £
varfuri, k-1 din acestea sunt coplanare.

4. Se da tetraedrul ABCD, ca in figura 30 si punctele M, N si P
respectiv interioare muchiilor AB, AC si BD. Si se deseneze sectiunea
determinati de planul MNP pe tetraedru.

D 5. Ce fel de poligoane
putem obtine prin intersectia
unei piramide a cérei bazi este
un poligon cu » laturi, cu un
plan?

6. a) Ce fel de fete poate
avea o piramida cu n varfuri?
b) Ciate muchii se pot
intdlni in varfurile unei astfel
A C de piramide?

c) Calculati £, m, v (adicd
numdrul fetelor, muchiilor si al
varfurilor) ale unei piramide cu

B n varfuri, exprimand aceste
Fig. 30 numere in functie de n.

<
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7. Se consider# dou# piramide cu aceeasi bazd si cu varfurile
situate in semispatii diferite fatd de planul bazei. Se considerd toate
fetele celor doud piramide, diferite de baza lor comuna.

a) Si se arate ci ele formeaza un poliedru.

b) Poate avea acest poliedru fete coplanare?

c) Daci in acest poliedru avem doud fete coplanare ce au o
muchie comuni si stergem acea muchie transforménd cele dou# fete
in una singurd, obfinem tot un poliedru?

d) Se poate intdmpla ca poliedrul de 1a a. si fie o piramida?

e) in poliedrul de la a, se poate intimpla si avem doua perechi
de fete coplanare, fiecare pereche avand o muchie comund, astfel incat
cele patru fete s nu aibd varf comun. Sa se arate c3 procedeul de la c,
aplicat ambelor perechi de fete nu di un poliedru.

f) Poate avea loc situatia de la c, ins3 cele patru si aibd un varf
comun. In acest caz procedeul de la c, aplicat ambelor perechi de fete
da un poliedru.

g) Poate fi poliedrul de la f, o piramida?

8. Se considerd o piramidi convexd §i o altd piramidad
(tetraedru) avand ca bazi una din fetele laterale ale primei piramide si
vérful in semiplanul determinat de planul fetei comune ce nu contine
prima piramidi. Se considerd figura format3d din toate fetele celor
doud poliedre cu exceptia fetei comune. S3 se rezolve aceleasi
probleme ca la problema 7.

9. ntr-un poliedru oarecare numirul muchiilor este mai mare
decét numarul fetelor (m > f).

10. Ce relatie existd intre m §i v stiind c3 in fiecare varf al
poliedrului se intdlnesc trei muchii? Aceeasi intrebare daci in fiecare
varf se Intilnesc 4, 5 ... muchii.

11. Ce relatie exista intre m si fale unui poliedru, stiind c3 toate
fetele sale sunt triunghiuri? Aceeasi intrebare dacid toate fetele
poliedrului sunt patrulatere, pentagoane etc.
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12. Pentru un anumit poliedru avem 3f = 2m - 1. Si se
precizeze ce fel de fete poate avea un astfel de poliedru.

13. Fie n puncte in spatiu, astfel incit oricare patru dintre
acestea s3 nu fie coplanare. Fie acum un poliedru care are varfurile
sale in cele n puncte date.

a) Ce fel de fete poate avea acest poliedru?

b) Cautati s3 exprimati o legitura intre f'si m.

c) Sa se deducd din b, ci un astfel de poliedru nu poate avea
un numdr impar de fete.

d) Prin triangularea unui triunghi intr-un plan, nu putem obtine
un numdr par de triunghiuri. Stabiliti legitura dintre aceast3 afirmatie
cu punctele b, si c.

14. Un poliedru are diagonale spatiale. S3 se cerceteze daci
oricare ar fi fata acestuia exist3 un varf al acestei fete din care si plece
o diagonala spatiala.

15. a) S& se arate ci un poliedru nu poate avea exact sapte
muchii.

b) Poate avea un poliedru ca numir m de muchii orice numir
n26,insim#7?

16. Fiind date in spatiu cinci puncte, oricare patru din cle
necoplanare, s3 se precizeze cate poliedre distincte pot avea varfurile
in aceste puncte (evident ne referim la poliedre care au exact cinci
varfuri!).

17. in figura de mai jos punctele 4, B, C, D, E reprezint3 cinci
puncte astfel incat oricare patru din ele si fie necoplanare. Si
considerdim c3 ele sunt vérfurile unor poliedre. Segmentele punctate
din fiecare figuri reprezintd muchii care nu se vad. Unul dintre aceste
desene nu prezint o situatie posibila. Care este acela?

: A E A D
&y A L4

Fig. 31
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18. Daci un poliedru are exact opt rmuchii, atunci patru varfuri
ale sale sunt coplanare.

§ 6. RELATIA LUI EULER
INTRE NUMARUL VARFURILOR, FETELOR
$I MUCHIILOR UNUI POLIEDRU CONVEX

Vi reamintim, desi am dat-o si anterior, urmatoarea

Definitie. Numim poliedru convex poliedrul care se géseste in
intregime de aceeasi parte a planului oricirei fete.

Notand cu M numirul total de muchii ale unui poliedru, cu F
numarul de fete ale sale si cu ¥ numarul varfurilor se poate afirma ca:

Intr-un poliedru convex suma dintre numdrul fetelor si cel al
varfurilor este egal cu numdrul de muchii plus 2, sau pe scurt:
V+F=M+2saualtfel scris V-M+F=2,

Demonstratie. In cele ce urmeazi ne vom lua anumite libertiti:

a) Prima este aceea de ,,concretizare": imaginati-vi ci poliedrul
nostru este ficut dintr-o pojghita plasticd subtire ale carei fete s3 se
poatd ,,intinde" dupi voie §i ,,indoi" dupd noi muchii pe care ni le
propunem.

b) A doua este cd presupunem, fird si mai insistim asupra
demonstratiei, ca fetele poliedrului sunt toate poligoane convexe, in
sensul definitiei acestei proprietifi asa cum apare ea in clasele
anterioare.

Amindoud aceste presupuneri nu strici nimic din rigoarea
afirmatiilor ce vor urma.
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Fig. 32

Presupunem c din vérful 4 al poliedrului nostru ducem pe fati
o diagonali care s3 separe pe poligonul acestei fete un triunghi. De
pilda, diagonala este AC si triunghiul care s-a ,,separat" pe fatd este
ABC. ,indoim" foarte putin fata de-a lungul diagonalei AC, cit si
formim o noul fatd ABC deosebitd de ACDE (fig. 32). Nu garantim
c3 fetele care intri in contact cu fata astfel indoitd nu s-au deformat si
ele, cid unele laturi nu s-au ,lungit" sau ,micsorat”, dar numirul
celorlalte fete rimane acelasi. In total numirul de varfuri a rimas
acelasi, cel al muchiilor a crescut cu 1 (diagonala AC a devenit
muchie), iar cel al fetelor a crescut, de asemenea, cu 1.

Continudm procedeul padnd cdnd Impir{im toatd fata in
triunghiuri care devin fete si apoi trecem si ,trianguldm" si toate
celelalte fete. Prin acest procedeu observim ci atdt F, cdt si M cresc
fiecare cu acelagi numdr. Deci diferenta ¥ - F riméne constant3. Deci
poliedrul initial a devenit un nou poliedru cu toate fetele triunghiuri
dar in care diferenta dintre ¥ §i M s-a pistrat aceeasi.

Vom suprima acum o fati. Dac3 va vine mai usor s3 intelegeti,
presupuneti ci ,intindem" ceea ce a rimas pe un plan, bineinteles
deforméand marimea laturilor, a unghiurilor i a fetelor, dar mentinand
numdrul fiecdreia din ele astfel incat totul si apard ca un triunghi
,triangulat". Ne riméne deci de demonstrat c# in aceastd "suprafatd"
rimasid V-M+F=1.
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A C

Fig. 33

Figura 33 este deci asemindtoare cu cea a unui triunghi mare
unde am finscris triunghiuri mici desenate astfel incit am luat
precautia ca in fiecare varf si nu existe doud laturi diferite in
prelungire. §i acum si suprimim treptat fetele. De pilda, daci
inladturdim muchia BA, dispare fata 4BN sau dac3 inl3turdim muchia
BC dispare si fata BPC. ,,Suprimdrile" de acest tip mentin diferenta F
- M constantd. La un moment dat insi ajungem la un impas ca de
pilda acela al posibilitatii de suprimare a fetei BNP (fig. 34).

B

e
Z
e)

o Fig. 34
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Aici vom suprima doud muchii, anume BN si BP (numirul M
scade cu 2), un varf, B, (numirul ¥ scade cu 1) si o fata, BNP,
(numirul F scade cu 1) si numarul devine (V- 1) -(M-2)+(F - 1)
adic# socotind §i desficand parantezele obtinem tot V' — M + F.

Prin acest procedeu repetat se ajunge la urmi la un ultim
triunghi XYZ, de pildi careare F=1,M =3, V=3si V-M+ F=
=3-3+1=1(fig. 35).

Fig. 35

Relatia lui Euler este astfel demonstrati.

Repetim: Intr-un poliedru convex V — M + F = 2 (am pus la
loc fata ABC suprimati initial).

Observatie. Desi am abuzat de figuri §i concretiziri, fondul
rationamentului este general valabil, deoarece totul revine la a
suprima doud tipuri de triunghiuri: unul care are o singurd laturd in
contact cu exteriorul si cel de-al doilea tip care are doud laturi comune
cu exteriorul.

Rationamente de acest gen se intdlnesc §i in alte domenii ale
matematicii, redactarea lor riguroas3 este uneori o problemi dificild
(asa cum este de fapt si aici).
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CAPITOLUL AL TREILEA

DREPTE $I PLANE PARALELE

n acest paragraf, pentru a evita lungirea enunturilor, vom
considera dou drepte sau doui plane ce coincid, precum §i o dreaptd
inclus3 in plan, drept paralele.

§ 1. DREAPTA PARALELA CU UN PLAN

Din paragrafele anterioare ne este cunoscut faptul cd o dreapti
nesituatd intr-un plan poate avea cu acesta cel mult un punct comun.

Deci fat3d de un plan o, o dreaptd d indeplineste una si numai
una din conditiile urmétoare:

a) Dreapta d este situati in planul o (adic3 toate punctele ei
sunt situate in planul o).

b) Dreapta d are cu planul o un singur punct comun.

c) Dreapta d nu are nici un punct comun cu planul o.

Definitie. Vom spune ci dreapta d este paraleld cu planul o
daca dreapta d nu are un punct §i numai unul comun cu planul o.

Deci in oricare din conditiile a) sau c) dreapta d este paraleli cu
planul o.. Vom scrie in acest caz d || o.

Daci dreapta d nu este paraleld cu planul o (adici dac# suntem
in situatia b), vom scrie d || o
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X LT

Fig. 36

Teoremid. Dacd o dreaptd d este paraleld cu o dreaptd a
dintr-un plan o atunci dreapta d este paraleld cu planul .

Simbolic vom scrie: (d||asiac o) =d|| o

Avem doui posibilititi: |

1) Daca dreapta d este situatd in planul o, atunci, conform |
definitiei, dreapta d va fi paralels cu planul . |

2) Vom presupune ci dreapta d nu este situatd in planul o. |
Dreptele d si a ,,determin3" in acest caz un plan unic f§ (altfel dreptele |
d si a ar coincide). Dreapta a este intersectia planelor o si B (fig. 37). |
Dac# dreapta 4 nu ar fi paraleld cu planul o atunci ar avea cu acesta
un punct $i numai unul comun. Fie P acest punct. Punctul P ar fi in
acest caz un punct comun al planelor o si B si ar apartine deci §i |
dreptei a. Ar rezulta c3 dreptele a §i d ar avea un punct (§i numai |
unul) comun, ori aceasta este in contradictie cu ipoteza cid d §i a ar fi
drepte paralele. Deci dreapta d este paraleld cu planul o.

Teoremd. Dacd o dreaptd d este paraleld cu un plan o, atunci
intersectia oricdrui plan dus prin dreapta d care intersecteazd planul
o, este o dreaptd paraleld cu dreapta d.

Daci dreapta d este situatdi in planul o, atunci intersectia
oricdrui plan distinct de planul o cu acest plan este chiar dreapta d, |
orid| d.
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S# presupunem deci ci d
& o. Fie B un plan care contine
dreapta d §i care intersecteazi

planul o dup# dreapta a. (vezi
figura 37).

Dac# dreapta a nu ar fi
paraleld cu dreapta d, atunci,
deoarece sunt in acelasi plan, ar
avea cu acesta un punct P (si _
numai unul) comun. Insi in p 3
acest caz punctul P ar fi situat
atdt in planul o, cdt §i pe
dreapta d. Or aceasta este In
contradictie cu presupunerea ci Fig. 37
d este paraleld cu planul o.

Deci ipoteza ci dreapta d [ a este falsd. Rezultd ci d || a.

Consecinta 1. Daci d || o, atunci prin orice punct P al planului
o trece, In 0, 0 paraleld la dreapta 4.

intr-adevir, prin P si d trece un plan, care intersecteaz3 planul o
dupi paralela dorita.

Consecinta 2. Fie d o dreapti paralel cu planul o, nesituati in
acest plan si fie M un punct din planul o. Paralela a dusi prin punctul
M la dreapta d este situatd in planul o.

S3 presupunem c3 dreapta @ nu ar fi situati in planul o. S-a
vizut la consecinta 1 ci prin punctul M trece o paralel b la dreapta d,
situatd in planul o.. Cum prin M trece o singurd paralel3 la dreapta d,
rezultia=bco.

§ 2. TREI DREPTE PARALELE IN SPATIU

Stim din paragrafele precedente ci exist3 trei drepte nesituate in
acelagi plan, astfel incdt una din drepte s& fie paraleld cu celelalte
dou3. Acum suntem in masurd si aritim ci si celelalte dou# drepte
sunt paralele. Intr-adevir, se poate demonstra.
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Teorema. Dacd dreapta d; este paraleld cu dreapta d, si
dreapta d, este paraleld cu dreapta d; atunci si dreapta d; este
paraleld cu dreapta d;.

Pe scurt vom scrie (d; || d; 5id; || d3) = d; || d3.

Demonstratie. Dacid cel putin doud din dreptele d;, d, dj
coincid sau dac3 ele sunt coplanare atunci teorema se reduce la o
teorem3 cunoscutd din geometria plana.

S# presupunem deci ci dreptele d;, d), dj sunt distincte doud
cate doud si c nu sunt situate toate in acelasi plan. Fie § planul care
contine dreptele paralele d, si d; (fig. 38a). Dreapta d; fiind paraleld
la dreapta d, din acest plan, este paralela cu planul f.

Fig. 38

S# presupunem ci dreapta d; nu este paralelid cu dreapta dj.
Fie M un punct oarecare pe dreapta d; (fig. 38b). Ducem prin M o
dreapts d paraleld la dreapta d;. Dreapta d va fi situatd in planul
deoarece dreapta d; este paralela cu planul B. Deoarece prin M putem
duce o singuri paralels la dreapta d, §i cum dreapta d; este paraleli la
d, rezultd ci dreapta d va avea cu d, un punct P comun. Astfel prin
punctul P ar trece doull drepte d i d, paralele la dreapta d;, ceea ce
este imposibil. Deci afirmatia c# dreapta d; nu este paraleli cu dreapta
dj este falsi. Rezulta ci dreapta d; || ds.

Teoremd. Fie a si b doud drepte paralele si distincte si fie o si
B doud plane distincte astfel incdt a c o gi b < B. Dacd planele o. 5i B
au o dreaptd d comund atunci a || d §i b || d (vezi fig. 39).

‘31 P
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Demonstratie. Dreapta
b || o, deoarece este paraleli la d
dreapta a din acest plan. Planul f§
trecdnd prin dreapta b va intersecta
planul o dupd o dreapti (in cazul
nostru d ) paraleld cu 5 (conform
teoremei). Deci b ||d. Din a || b si
b || d rezultd conform teoremei
precedente, cd a || d. Decia || 4 si
b || d si teorema este demonstrati.

Fig. 39

PROBLEMA REZOLVATA

Se dau trei drepte d;, d, si d; astfel incét oricare pereche din ele
s3 fie necoplanard. Si se arate ci existd o dreaptd g care se "sprijind"
pe d; §i pe d, §i care este paraleld cu d;. Si se arate cd aceastd dreapti
este unica.

Existenta. O vom demonstra in dou#i moduri.

Considerdm un punct 4 pe d; §i ducem prin 4 dreapta d';
paraleld cu d;. Dreptele d; i d’; determini un plan o paralel
cu d3 (pentru ¢ d’; < o i d'; || o), care intresecteazi dreapta d; in
punctul B.

¥\ HOT T
d2

s \\ T d2 A
e : d3 da

d3

Fig. 40

53

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Ducem prin B dreapta BC paraleld la d; (C € d;) si aceastd
dreaptd BC este chiar dreapta g cautata (fig. 40).

Vom da, ca s# puteti spune unde este greseala o

Falsd demonstratie de unicitate. Desi punctul 4 este arbitrar
ales pe d, planul o paralel cu d; este unic. Acest plan este intersectat
de dreapta d, intr-un punct B evident unic. Din Postulatul lui
Euclid paralela BC la d°; deci la d; este evident unici! Deci dreapta g
este unica.

Chiar dacd este adevirat ci dreapta g este unici, demonstratia
aceasta este falsd. Gregeala constd in faptul ci poate metoda de
constructie nu este unica.

S3 ardtim si o alti metod# de constructie.

Existenta (metoda a doua). Considerdm planul o care contine
pe d; si este paralel cu dj si planul B care contine pe d si este paralel
cu dj. Intersectia lor o N B = g este dreapta ciutata.

d1 dZ

d3 da
Fig. 41
$i aici v semnaldm
Incd o falsd demonstratie de unicitate. Existd un singur plan o
care s3 o contind pe d; si s fie paraleld cu d;. Existd un singur plan f§
care si o contind pe d, si s fie paralel cu d;. Planele o i B se

intdlnesc dupd o unicd dreaptd, care va fi paraleld cu d;. Aceastd
dreapti este g!
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Gregeala? Este §i aici acecasi: am considerat procedeul unic
(desi aveam inci unul in prima solutie)!

in fond se poate arita ci ambele procedee duc la aceeasi dreapti
g. Intr-adevir, in prima solutie dreptele d, si BC determini in fond
planul f din a doua solutie.

Dar chiar dacd am demonstrat acest lucru, tot nu ne putem
declara mulfumiti pentru c# nu stim daci nu cumva existd inc3, cel
putin o a treia posibilitate de constructie etc.

Atunci s3 vedem cum abordim corect demonstratia de

Unicitate. Considerdm c3, ,,sprijinindu-se” pe d; si d, existd
dous drepte CB si EF, amandoui paralele cu d; (fig. 42).

Aceste drepte, CB si
EF, vor fi deci paralele intre
ele, deci coplanare. Deci si
dreapta CE = d; si dreapta C B
BF = d, sunt intr-un acelasi
plan determinat de CB si EF.

£ F
Aceasta 1nsi este absurd
pentru ci in ipotezi am di d2
precizat cd d; si d; nu sunt d3

coplanare.

Aceasta este 0
demonstratic de unicitate
corectd pentru ci face abstractic de modul cum s-a demonstrat
existenta. Ne-am oprit mai mult la comentarea acestei probleme
pentru a pune in evident3 un tip oarecare de rationament destul de des
ntalnit, dar care trebuie evitat cu mult3 atentie.

Atentie: La o demonstratie de unicitate, evitati sd v folositi de
demonstraia de existenta!

Fig. 42

EXERCITII §I PROBLEME

1) Daci o dreaptd este paraleld cu un plan, este ea atunci
paralela cu orice dreapti din acel plan?
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2. Aritati ci dac3 dreapta d este paraleld cu planul o §i dac3
dreapta d; este paralel3 cu dreapta d, atunci d; || o

3. Daci doud drepte paralele sunt tiiate de un plan variabil in
punctele 4, respectiv B si se giseascd locul geometric al punctului M,
mijlocul segmentului 4B.

4. Intersectdnd laturile unui patrulater strdimb cu un plan paralel
cu o diagonald, stabiliti natura patrulaterului convex cu varfurile in
aceste patru puncte.

5. Se dau doui plane o §i § avind o dreapt3d comuni 4 si doui
puncte 4 € o, B € B. S3 se duc# prin 4 §i B doud drepte paralele
continute respectiv in planele o si f.

6. Prin doul drepte paralele d si d’ trec doud plane o i o” tiiate
de un al treilea plan B. In ce conditii sunt dreptele a = o N B si
a’= o’ N P paralele?

7. Daci d; si d, sunt drepte in spafiu, neparalele, atunci existi
un plan §i numai unul care contine dreapta d; si este paralel la d,.

8. Se reconsiderdm o problema anterioara:

S3 se ducid printr-un punct dat P o dreapti coplanarid cu doua
drepte date d; §i d,. Cum trebuie si fie agezat punctul P, 4, si d,
fiind date, astfel incat dreapta obfinut3 si intersecteazi atat pe d; cat
§i pe d,?

9. Se dau doui drepte d; $i d, §i o a treia dreapti a, paraleld cu
ele si se considerd un punct 4 € a. S# se giseasci locul geometric al
intersectiei planului o; care contine pe d; §i trece prin 4 cu planul o,
care contine pe d, §i trece prin 4.

10. Aceeasi problemai ca la 9), insa dreapta a nu este paralel cu
dreptele d; si d).
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11. Se considera trei drepte in spatiu d;, d, d3, necoplanare
doud cdte doud s§i neparalele cu acelagi plan. S& se arate cd existd
paralelograme avénd dou vérfuri pe d; si cite un varf pe d; si d,.
‘Ce element al acestui paralelogram trebuie dat, pentru ca el si fie unic
determinat?

12. Fie d;, d,, d;, d, patru drepte in spatiu. S& se construiasc
un trapez avand cdte un vérf al celeilalte baze pe d; si dy. S3 se
efectueze constructia cand:

a. vérfurile pe 4, si d, sunt date;

b. varfurile pe d; §i d; sunt date. :

13. Fie 4, B, C, D patru puncte oarecareinspapu Fie M, N, Q,
R si S mijloacele segmentelor 4B, BC, CD, DA, AC si BD (in aceastd
ordine). Si se arate ci:

a. MNPQ este paralelogram;

b. MRPS este paralelogram;

c. NRQOS este paralelogram;

d. Dreptele MP, NQ si RS sunt concurente.

14. Se considerd patru puncte in spatiu 4, B, C, D. Fie 4, B’,
C’, D’ intersectiile medianelor triunghiurilor BCD, ACD, ABD si ABC
(in aceasti ordine).

a. S3 se arate cd A4, BB, CC’, DD’ sunt concurente
intr-un punct G §i ¢ AG = 3/4 AA’, BG = 3/4 BB", CG =3/4 CC’si
DG=3/4DD".

b. Si se arate ci punctul G coincide cu punctul de cocurents
de la 13) d) si este situat la mijlocul segmentelor MP, NQ, RS
considerate in acea problemid. Punctul G se numeste baricentrul
tetraedrului ABCD.

15. Si se arate ci punctele 4°, B', C’, D" de la problema 14) nu
sunt coplanare.

16. Dandu-se doud segmente in spatiu, 4B §i CD, si fie M un
punct mobil pe 4B si N un punct mobil pe CD. Si se giseasci locul
geometric al punctului P, mijlocul segmentului MN.
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17. intr-un vérf P al unui poliedru se intdlnesc dou# hexagoane
regulate si un patrat (5i numai acestea!). S se arate ci printre celelalte
zece varfuri ale hexagonelor si ale pitratului existd cinci puncte
situate in acelasi plan care este diferit de cele trei fete considerate.

§ 3. PLANE PARALELE

Din paragrafele anterioare ne este cunoscut faptul cd doud plane
o si B pot fi unul fati de celilalt in una §i numai una din urmitoarele
situatii:

tua) Planele o i B au o dreapt3 §i numai una comuni;

b) Planele o §i § au mai mult decit o dreaptd comuni §i In acest
caz au toate punctele comune, adic3 coincid;

¢) Planele o §i f nu au nici un punct comun.

Definitie. Dac3 planele o §i B nu au o dreaptd §i numai una
comuni spunem ci ele sunt paralele $i vom scrie o || B.

Deci oricare din situatiile b) sau c) de mai sus, planul o va fi
paralel cu planul B. Vom putea scrie deci, in particular, o || c. In cazul
in care planul o nu este paralel cu planul B, adici in situatia a), vom
scrie o Jf B.

o< MNoC=0C
o< jlok
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Teoremii. Dacd printr-un punct P ducem doud drepie
distincte a §i b paralele la un plan o, atunci planul determinat de
dreptele a i b este paralel cu planul o.

a/ b
/P

Fig. 44

Demonstratie. Avem doua posibilitati:

1) P € o, atunci a §i b ar fi situate in planul o ( altfel ar avea cu
acesta punctul P §i numai pe acesta comun i deci nu ar fi paralele cu
planul o). Planul determinat de dreptele a §i b ar fi chiar planul o.

2) Si presupunem ci P ¢ o (fig. 44). Fie a si b doud drepte
distincte care trec prin punctul P si sunt paralele cu planul o. Dreptele
a §i b determind un plan 3 §i numai unul. Dacd P nu ar fi paralel cu
planul o, atunci ar avea cu acesta o dreaptd d si numai una comuni
(cici planele sunt distincte, deoarece P ¢ o insd P € ). Cel putin una
din dreptele a sau b nu este paraleld cu dreapta d (altfel ar trece prin P
doul paralele la d, in planul B, ceea ce este imposibil). Pentru fixarea
ideilor vom presupune ci dreapta @ are un punct M comun cu dreapta
d (dac3 dreapta b ar avea un punct comun cu dreapta d, am judeca
analog). Punctul M ar fi deci un punct comun dreptei a si planului o,
insa aceasta este in contradictie cu afirmatia ca dreapta a este paraleld
cu planul o. Deci planul 3 este paralel cu planul o.
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Teoremd. Printr-un punct P exterior unui plan o. putem duce
la acest plan o, un plan paralel si numai unul.

Demonstratie. Va trebui si aritim doud lucruri:

1) Putem duce prin punctul P un plan paralel cu planul o.

2) Acest plan este unic determinat.

1) Fie a si b dou# drepte distincte care trec prin punctul P si
care sunt paralele la planul o.. Conform teoremei precedente planul
determinat de dreptele a si b este paralel cu planul o. Deci putem
duce prin punctul P un plan paralel cu planul c.

2) Fie c §i d doui drepte distincte din planul o care au un punct
comun. Fie  un plan paralel la planul o. Dreptele ¢ si d vor fi
paralele la planul . Ducem prin punctul P dreptele ¢ " si d” paralele cu
dreptele c, respectiv d, atunci dreptele ¢’ si d” vor fi situate in planul
B. Pe de alti parte, dreptele ¢’ §i d” sunt distincte si au un punct P si
numai unul comun. Oricare ar fi planul care trece prin punctul P
si este paralel la planul o contine dreptele ¢’ §i d”. Dar ¢’ si d°
determind in mod unic un plan.

Consecintd. Daci d este o dreaptd paraleld la planul o, putem
duce un plan §i numai unul paralel la o, care si contin3 dreapta d.

Alte proprietiti legate de drepte si plane paralele vor fi puse in
evidentd in paragraful urmitor, cu ocazia analizei pozitiilor relative
posibile a trei plane.

§ 4. POZITIILE RELATIVE A TREI PLANE

fn cele ce urmeazi vom presupune ci planele sunt distincte
doui cite doui.

Fiind date trei plane o, B si y distincte dou3 céte dou#, putem
avea una §i numai una din urmitoarele situatii:
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1) Planele au o dreapti si numai una comuni. Aceasta inseamn
cd existd o dreapt d care si fie situati atdt in planul o, cat si in B, cét
si in y (fig. 45).

2) Planele au un punct si numai unul comun, adici existd un
punct P comun care si fie situat simultan in planele o, B si 7.

3) Planele nu au nici un punct comun toate trei. In acest caz
avem urmaitoarele posibilititi:

a. Doud plane sunt paralele tiiate de al treilea plan.

b. Planele sunt paralele doud cite doud.

c. Planele sunt secante dou#i cite dous, insi nu existd nici un
punct care s3 fie simultan in toate cele trei plane.

fn continuare vom analiza fiecare din aceste situatii.

1) Fie o dreaptid d. Putem duce trei plane astfel incit fiecare
plan si confina dreapta d.

v

Fig. 45

Daci trei plane distincte au o dreaptd comun3 atunci ele nu mai
pot avea in comun nici un punct nesituat pe aceasti dreapti comuni
(altfel ar coincide).

2) S& demonstrim c3 existd trei plane care au un singur punct
comun.

61

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Fie intr-un plan o dou#i semidrepte OX si OY si un punct Z
exterior planului o (fig.46).

&
o%f Y
X oc
Fig. 46

Consideram dreapta OZ. Planele (XOY) = o, (ZOX) si (YOZ) au
comun numai punctul O. Daci XOY si XOZ, de pild3, ar mai avea in
afari de OX un punct comun ar coincide, deci Z ar aparfine lui o
ceea ce contrazice premisa. Rationament analog pentru celelalte
perechi de plane.

Dacd am prelungi semidreptele OX, OY, OZ figura aratd c3
aceste trei plane impart spatiul in opt regiuni.

3) a. Teoremii. Fie o §i } doud plane paralele. Dacd un plan y
taie unul din aceste plane atunci il taie i pe celdlalt si dreptele de
intersectie vor fi drepte paralele.

Simbolic vom scrie (|| Bsiany=a) = (I b=PF Ny
siall b).

Demonstratie. intr-adevir, fie a dreapta de intersectie a planului
¥ cu planul o.. Dac3 planul ¥ ar fi paralel cu planul B, atunci printr-un
punct ales pe dreapta a am putea duce dou plane distincte o §i 7y care
si fie paralele cu planul B, ceea ce nu este posibil. Deci afirmatia ci
planul y ar fi paralel cu planul  este falsi. Rezulta ci planele B si y au
o dreaptd b comun3 si numai pe aceasta.
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Sa ardtim cd a || b.

Dacid dreapta a nu ar fi paralels cu dreapta b, atunci ele ar avea
un punct P si numai unul comun (cici ele sunt distincte §i situate
ambele in planul y). Or atunci punctul P ar fi situat atdt in planul o,
cét §i in planul B, ceea ce este imposibil. Rezult3 c3 dreptele a §i b
sunt paralele (fig. 47).

if

/ o \< ; /
2 RN .

Fig. 47

b. Prin teorema urmitoare vom clarifica ce infelegem prin trei
plane paralele doud cite doud.

Teorema. Dacd planul o este paralel cu planul B i acesta este
la rdndul sdu paralel cu planul v, atunci planul o este paralel cu
planul y.

Demonstratie. Intr-adevir, daci planul oo nu ar fi paralel cu
planul v, atunci ele ar avea o dreapti si numai una comund. Or in acest
caz, deoarece 3 || v, conform teoremei precedente, rezult3 ci planul o
ar avea cu planul B o dreaptd si numai una comuni, ceea ce este
imposibil Rezulta ca planul o este paralel cu planul y (fig. 48).

. o
P e
- RSN o S

Fig. 48 b

a
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c. Teoremdl. Dacd trei plane o, P si Y nu au nici un punct
_comun gi se taie doud cdte doud, atunci cele trei drepte de intersectfie
vor fi paralele (fig. 49).

Demonstratie. Fie a, b si ¢ dreptele comune respectiv planelor
o §i B, o iy §i in sfargit B i v. S& aritim, de exemplu, ca dreptele a
si b sunt paralele. Dreptele a §i b sunt situate in planul o. Daci ele nu
ar fi paralele atunci vor avea un punct P §i numai unul comun. Or in
acest caz, punctul P ar fi un punct comun planelor o, B si y (cici orice
punct al dreptei a este §i un punct al planelor o §i B si orice punct al
dreptei b este un punct comun planelor o §i y). Or acest lucru este
imposibil. Rezult3 c3 afirmatia ci dreptele a si b nu ar fi paralele este
fals3. Deci a este paraleld cu b.

Analog se demonstreaza c b este paraleld cu c. Or daci a || b §i
b || ¢, atunci a || c. $i cu aceasta teorema este demonstrata.

EXERCITII $1 PROBLEME
1. Si se arate ci dacd doud plane sunt paralele (amandoud) cu
dous drepte necoplanare dj si d atunci sunt paralele intre ele.
~ 2. Fie punctul 4 si planul o (4 ¢ o). Dacid B este un punct al
planului o, s3 se giseascd locul geometric al punctului M, mijlocul
segmentului 4B.
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3. Se di o dreapt3 d si un punct 4. Se considerd mulfimea
planelor care trec prin 4 si sunt paralele cu d. S se arate ci aceste
plane au o dreapt3 comuna.

4. S3 se determine locul geometric al punctelor situate la
distante egale de dou plane paralele.

5. S& se determine locul geometric al punctelor astfel incat
suma distantelor lor la dou drepte paralele si fie constant3. Discutie!

6. S se determine locul geometric al punctelor astfel incat
diferenta distantelor lor la dou# plane paralele sa fie constanti.

7. Demonstrati c3 dac3 patru drepte paralele determini pe un
plan oarecare varfurile unui paralelogram, atunci ele determind pe
orice plan care le sectioneaza, varfurile unui paralelogram.

8. Aritati cd dacd doui drepte concurente se intersecteazi cu
doudl plane paralele in punctele 4, B, respectiv D, C astfel incat
patrulaterul ABCD si fie inscriptibil, atunci ABCD este un trapez
isoscel.

9. Dacd doui plane paralele determind pe doud secante,
segmente egale, sunt aceste doud secante paralele? Argumentati
raspunsul vostru!

10. Se dau trei drepte concurente in spatiu care se intersecteazi
cu plane paralele.

a) Si se arate c3 punctele de intersectie ale dreptelor cu planele
paralele sunt varfurile unor triunghiuri respectiv asemenea.

b) Sia se arate ci centrele de greutate ale tuturor triunghiurilor
obfinute intersectand cele trei drepte cu plane paralele sunt situate pe
aceeagi dreapta.

c) Aceeasi problemd ca la punctul b) pentru ortocentrele
triunghiurilor cdt si pentru centrele cercurilor circumscrise acestor
triunghiuri.

11. O portiune de acoperi este mirginiti de doud baze
dreptunghice ABCD §i A’B'C'D’, cu dimensiunile 4B = 4a, BC = 2a,
AB" = 3a, B'C' = a. SA se stabileascd dacd "creasta" MN a
acoperisului este paralela cu 4B sau cu BC.
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12. Se dau in spatiu patru drepte concurente in punctul 4 astfel
incét oricare trei din ele s3 nu fie coplanare.

a) S se intersecteze aceste drepte cu un plan astfel incét cele
patru puncte obtinute s3 fie vérfurile unui paralelogram.

b) Doud paralelograme astfel obtinute, cu varfurile opuse pe
aceleasi drepte sunt asemenea.

13. Arétati cd daci doud plane neparalele sunt intersectate de
doud drepte paralele in patru puncte situate pe acelasi cerc, aceste
puncte sunt varfurile unui trapez isoscel sau ale unui dreptunghi.

Sa se caracterizeze cele doul situatii prin pozitiile celor doud
drepte fatd de dreapta de intersectie a celor doud plane.

14. Fie d;, d,, d; d4 patru drepte oarecare din spatiu. S se
arate cd existd in general un trapez care are varfurile pe cite una din
dreptele date. S& se efectueze constructia in cazul cénd se dau dou#
varfuri ale trapezului:

a) ale unuei baze;

b) din doua baze diferite.

15. Se considerd planele paralele ot || B || . Fie 4, B€ o si
C, D € B. Fie P, Q R, S intersectiile dreptelor AC, BC, BD,
AD cu planul v. '

a) Si se arate cd PORS este un paralelogram;

b) In ce caz este acest paralelogram romb?

16. Fie o || o, si B; Il B, patru plane, astfel incit o; || B;
(neparalel). Sa se arate ci dreptele o; N f; §i o0, N B, sunt paralele.

17. O piramidd are ca bazid un paralelogram. Ce poligon se
obtine sectionind aceasti piramidi cu un plan paralel cu o fati
laterala? '

18. Cite laturi poate avea poligonul de sectiune a unei piramide
cu baza hexagon regulat, cu un plan paralel cu o fati laterald?
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19. Se dau patru drepte Ox, Oy, Oz, Ot printre care nu existd
trei coplanare. Se alege punctul 4 pe Ox. Prin 4 se duce planul o
paralel la planul Ozt si fie B punctul de intersectie cu Oy. Prin B se
duce planul B paralel la planul Otx care taie Oz in C, iar prin C se
duce planul y paralel la planul Oxy care taie Ot in D. Si se arate c3
planul 3 care trece prin D si este paralel cu planul Oyz trece prin
punctul 4.

20. Se considera un plan o si dou# drepte necoplanare d; si d,
nesituate in o. Se duce un plan J paralel la planul o care taie dreptele
d; sid,respectivin 4, si 4.

a) S se construiascd in planul ot un segment egal si paralel
cud;A,; -
b) S se indice cum trebuie ales planul P astfel incat 4,4, sa fie
minim posibil!

§ 5. TEOREMA LUI DESARGUES

Fie triunghiurile ABC si A'B'C’ astfel incdt dreptele AA’,
BB’ §i CC’sd fie concurente g§i astfel incdt oricare cinci din
punctele A, B, C, A", B", C’ sd nu fie coplanare. Fie, de asemenea,
punctele M, N si P intersectiile dreptelor BC cu B'C’, AC cu A'C’
respectiv ABcu A'B’.

In conditiile de mai sus punctele M, N si P sunt coliniare.

Demonstratie. Deoarece oricare cinci din punctele 4, B, C, 4,
B’, C’" nu sunt coplanare rezult3 ci planele determinate de punctele 4,
B, Csi 4A', B', C’ sunt distincte. Dreptele 44", BB’ fiind concurente
rezultid ci punctele 4, B, 4°, B" sunt coplanare. Tot astfel si punctele
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A, C, A', C’ sunt coplanare §i, de asemenea, si punctele B, C, B', C’
vor fi coplanare (fig. 50).

x
N et

'______.-——T"" M

Fig. 50

Planele determinate de punctele 4, B, C respectiv4’, B', C" vor
avea o dreaptd d comuni §i numai pe aceéasta. Aceasta rezultd din
faptul c3, de exemplu, dreptele BC si B'C’ care sunt situate in aceste
plane au un punct M comun, care evident este situat pe dreapta d. Insa
punctele N si P vor apartine de asemenea dreptei d, cici sunt punctele
de intersectie a respectiv dou drepte continute in fiecare din planele
determinate de punctele 4, B, C respectiv A, B’, C". Rezultid ci
punctele M, N si P sunt situate pe dreapta d, deci sunt coliniare.

Observatii. 1) Este, de asemenea, adevirati si reciproca acestei
teoreme pe care o putem enunta in modul urmdtor:

Dacd punctele coliniare M, N si P sunt intersectiile perechilor
de laturi BC, B'C’, AC, A'C’, respectiv AB, A'B’ ale triunghiurilor
ABC §i A'B'C’ unde oricare doud din dreptele AA’, BB’ si CC’ au un
punct comun, atunci toate dreptele AA’, BB’ si CC’ au un punct
comun, adicd sunt concurente.
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2) Teorema lui Desargues este adevidratd si in cazul cund
punctele 4, B, C, A°, B, C” sunt coplanare §i daci celelalte conditii
din enunt sunt verificate.

Un mod simplu de de a vedea aceasta va fi prezentat la
paragraful proiectii.

3) Teorema riméne adevirati si atunci cind segmentele 44,
BB’ 5i CC’ sunt paralele si punctele 4, B, C (deci §i 4, B, C') nu
sunt situate pe aceeasi dreapti (iar in cazul din geometria in spatiu
segmentele 44", deci si BB" si CC’, sd nu fie in planele 4BC,
respectiv 4 B'C’) (fig. 51).

Demonstratia teoremei in acest din urma caz este aceeasi.

Fig. 51

§ 6. ELEMENTE LA INFINIT

In observatia 3) din ultima teorema am vizut ci trei drepte
paralele (44°, BB’ CC’) se comportd ca trei drepte concurente.
Evident dou# drepte paralele distincte nu au, conform definitiei, nici
un punct comun. Dar in unele probleme el se comporti la fel ca si
dreptele concurente. Vom spune din acest motiv c# ele au un punct "la
infinit" comun, §i numai pe acesta.

Ca urmare a ultimei noastre teoreme, toate dreptele de directie
dati (adic3 paralele) au comun acelasi "punct la infinit". Doui drepte
de directii diferite vor avea "punctele la infinit" distincte.
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Conform cu cele de mai sus, doul plane paralele spunem ci au
comun o "dreapt la infinit". Toate planele paralele cu un plan dat au
comun aceeasi dreaptd de la infinit.

Astfel ajungem fn situatia ca orice dous plane s aiba o dreapta
de intersectie §i oricare doud drepte coplanare diferite s aibd un punct
de intersectie. Proprietitile P1, P3, P4 si PS riman valabile.

§ 7. TEOREMA LUI THALES iN SPATIU

Teoremi. Fie o 5i B doud plane distincte paralele si fie d o
dreaptd nesituatd in planul o, care are cu acest plan un punct P
comun. In acest caz dreapta d va avea si cu planul B un punct comun
si numai unul.

Demonstratie. Dacd dreapta d nu ar avea un punct si numai
unul comun cu planul B, atunci ea ar fi paraleli la acest plan (adica
sau nu va avea cu acesta nici un punct comun sau va fi situatd
in planul B).

Dreapta d nu poate fi situati in planul B, deoarece punctul pe
care il are in comun cu planul o nu este situat in planul . Sa aritim
c3 si cealaltd alternativa este exclusi.

Intr-adevir, daci M ar fi un punct oarecare al planului B,
dreapta d si punctul M ar determina un plan y si numai unul care ar
tdia planele o si B dup3 dreptele a si b paralele (conform teoremei
3a.). Evident, dreptele a si 4 ar fi distincte si trec ambele prin punctul
P. Insi a si d nu au nici un punct comun cu dreapta b. Insi aceasta
contravine faptului ci printr-un punct exterior unei drepte putem duce

70

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



la aceastd dreaptd o singurd paraleld. Deci afirmatia ci dreapta d nu
are un punct §i numai unul comun cu planul p este fals3. Rezulti ca
dreapta d are cu planul f un punct comun §i numai unul.

Teoremi. Dacd doud plane paralele distincte o 5i B sunt tdiate
de doud drepte paralele atunci segmentele pe care le determind
planele pe aceste drepte sunt egale.

Demonstratie. Daca dreptele d; §i d, nu sunt distincte, atunci
afirmatia din enunt este adevirata.

S# presupunem c# dreptele d; §i d, sunt distincte. In acest caz
existd un plan y unic determinat care contine dreptele d; si d,. Fie 4 si
B intersectiile dreptei d; cu plancle o si B i, fie C §i D intersectiile
dreptei d, cu planele o si B (fig. 52).

Fig. 52

Planul y taie planele o si B dupd dreptele paralele AC, respectiv
BD. Rezulti ci patrulaterul ABCD este un paralelogram, avind doui
perechi de laturi opuse paralele. Rezulti ci 4B = CD.
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Teoremd. Mai multe plane paralele determind pe doud drepte
oarecare, care le intersecteazd pe acestea, segmente respectiv
proportionale.

/
ﬁ}/l B/s,'l B}( L] e

j c2t
P / Ct C3.’ C2
/ / C3
Fig. 53

Demonstratie. Fie planele o, B si 7y trei plane paralele distincte
doui cate doui si fie d; si d, doudl drepte distincte care taie cele trei
plane in punctele 4, B;, C,, respectiv 4,, B,, C, (fig. 53).

Vom duce prin 4, o paraleld la d°; la dreapta d; si fie B; si C;
intersectia dreptei d'; cu planele B si y. Astfel in triunghiul 4,C;C,
segmentul B,B; este paralel la C,C; si putem scrie deci:

B B B B
L o f’—i. Rezulti: L Insda 4,B; = 4;B; si
BC,: 8L, AB, B,C,
AzB B,C,
B3C3 BICI Rezulticd: —=—.
Al BI BlCl

Observatie. In enunful teoremei am vorbit de "mai multe plane

paralele” si nu despre trei plane aga cum apare in demonstratie. Daca
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A,B

y S |

am avea doar doud plane, atunci raportul nu am avea cu cine

12
si-1 compardm. Dacd am avea mai mult decét trei plane paralele, am

obtine un gir de rapoarte egale (numirul de rapoarte fiind egal cu
numdrul planelor micgorat cu 1).

EXERCITII I PROBLEME

1. Fie 4, B, C, D patru puncte necoplanare in spatiu. Orice plan
paralel cu 4B si CD determina pe AD si BC segmente proportionale.

2. Se considerd trei drepte Ox, Oy, Oz necoplanare si un punct
A € Ox, A # 0. Se duc toate planele ABC cu B € Oy, C € Oz. Care
este locul geometric al punctului de intersectie al medianelor
triunghiului ABC?

3. Se considerd dou plane paralele o i . Seiaud € o, B € B
si apoi un punct C pe segmentul 4B asa incét /é—;':& Ce figurd

descrie C cand 4 si B parcurg o, respectiv 3?

4, Linia frantd inchisd ABCDA este tdiatd de planul 6 in
punctele M, N, P, Q (M € AB,N € BC,Pe CD,Qe DA). Ducand
prin 4, B, C, D respectiv planele o, B, v, & si ducind o dreapti d care
taie aceste plane in 4, B, C’, D', sd se dovedeascd urmitoarea

§ 8. NOTTUNI GENERALE DESPRE PRISME

Fie A A4,...A A un poligon inchis, pe care il vom presupune
(pentru simplificare) situat intr-un plan. Fie, de asemenea, o dreapti d
care nu este paraleldi cu planul poligonului A4 4,..4,4,. Si
considerdm dreptele d,,d,,...,d, paralele cu 4 si care trec respectiv
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prin punctele4, 4,...,4,. Vom considera, de asemenea, planele care
contin dou#l drepte consecutive (adici al ciror indice diferd cu 1),
precum §i planul care contine dreptele d; si d,,.

Definitie. Se numeste suprafatd prismaticd figura determinata
de portiunile planelor cuprinse intre dous drepte consecutive din cele
de mai sus (inclusiv intre d; si dreapta d,). Dreptele d,.d,,....d, se
numesc muchiile suprafetei prismatice.

Exemplu:

Fig. 54

Teoremi. Sectiunile unei suprafete prismatice cu doud plane
paralele, care insd nu sunt paralele cu muchiile acesteia, sunt
poligoane egale.

Demonstratie. Vom demonstra aceastd teorem3d pentru o
suprafati prismaticid care are patru muchii. Demonstratia in cazul
general se face exact la fel.

Fie deci o suprafati prismatici cu muchiile d;, d,, d; si dy i fie
o §i B doud plane paralele (ins3d neparalele cu muchiile). Notim cu
ABCD s§i A'B'C’D’ intersectia planului o §i a planului B cu suprafata
prismatica dat3 (fig. 55).

Pentru a arita c3 dou# patrulatere sunt egale va trebui s aritim
cid au laturile respectiv egale si unghiurile cuprinse intre doud laturi
respectiv egale si fie si ele egale. Va fi suficient s3 demonstrdam ci
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triunghiurile ABC, BCD si CDA sunt respectiv egale cu triunghiurile
AB'C,BCD'siC'D'A".

Vom arita acum ci triunghiul ABC este egal cu triunghiul
A'B’C". Egalitatea celorlalte triunghiuri se demonstreazi la fel. Prin
ipotezd AA’ || BB', deoarece d; || d,. Planul determinat de dreptele
d; §i d, va tiia planele o §i  dupi dreptele 4B si 4B’ paralele. Din
AA’ || BB' §i AB || A'B’ rezultd ca patrulaterul A4'B'B va fi un
paralelogram. Deci AB=4'B". '

Fig. 55

Analog se demonstreazi cd BB'C'C si AA'C'C sunt
paralelograme. Din faptul ¢ 4B = A'B", BC=B'C"§i CA = C'4A’
rezultd egalitatea triunghiurilor 4ABC s§i AB'C". Deci si
ABC=ABC , adicid unghiurile cuprinse de laturi respectiv egale
(AB=A'B’ i BC = B'C’) sunt egale.

Absolut la fel se demonstreazd ci celelalte elemente ale
patrulaterelor ABCD s§i A'B'C'D’ sunt respectiv egale. Deci
ABCD=AB'C'D".
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Definitie. Poliedrul determinat de o suprafa{d prismaticd si
doud plane paralele distincte (insd neparalele cu muchiile suprafetei
prismatice) se numeste prismd.

Cele doud poligoane egale determinate de cele doud plane
neparalele cu muchiile suprafetei prismatice se numesc bazele
prismei. Celelalte fete ale poliedrului (adic# cele situate pe suprafata
prismaticd) se numesc fefe laterale ale prismei. Laturile fetelor
laterale care nu sunt laturi ale bazelor se numesc muchii laterale ale
prismei, iar laturile bazelor se numesc muchiile bazelor.

Observatii. 1) Din teorema precedenta rezulti ci fefele laterale
ale unei prisme sunt paralelograme. O prismd care are ca bazi un
paralelogram se va numi paralelipiped. Segmentul care uneste
doul varfuri care nu apartin unei fete se numeste diagonald "spafiald”
a prismei.

2) Dacd poligonul de bazi al unei prisme este convex, atunci
prisma este un poliedru convex.

CLASIFICARI $I NOTATII

Prismele se clasifici in primul rdnd dupid forma bazelor lor.
Astfel, o prisma ale cérei baze sunt triunghiuri se numeste prismd
triunghiulard, o prisma ale carei baze sunt patrulatere se numeste
prismd patrulaterd etc. Dacd ne intereseazi §i alte proprietati care pot
interveni, vom adiuga la denumirea prismei §i aceste proprietati.
Astfel, de exemplu, dac3 baza unei prisme este un pitrat atunci vom
spune prismd patrulaterd cu baza un pdtrat.
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Fig. 56b

Vom nota prismele astfel: véarfurile unei baze le vom nota cu
litere mari ale alfabetului, iar varfurile celeilalte baze le vom nota
corespunzitor cu aceleasi litere insd cu un "prim" pentru a le distinge
de celelalte varfuri (vezi figura).

Prisma din figura 56a o vom nota cu ABCA'B'C".

Prisma din figura 56b o vom nota cu ABCDA'B'C'D".

Prisma din figura 56c o vom nota cu ABCDEA'B'C'D'E".

Observatie. Am vorbit in § 4 (Cap. al II-lea) despre denumirile
poliedrelor. Acolo am vorbit ins3, in special, despre piramide. in acest
paragraf am vorbit despre prisme. Nu am folosit la denumirile celor
doud tipuri de poliedre (piramide, prisme) denumirea dupd numaérul
lor de fete.

Prismele din figurile 56a, 56b, 56¢, ar trebui s3 se numeasca
»pentaedru” (poliedru cu cinci fete), ,,hexaedru" (poliedru cu sase
fete), ,heptaedru” (poliedru cu sapte fete).
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Nu trebuie s3 se creadd ¢ nu vom folosi totusi acest mod de
denumire a poliedrelor. Pentru piramide §i prisme vom folosi mai des
denumirile date de noi (adici vom spune piramidd sau prisma
triunghiulard, de exemplu) pentru a scoate in evidentd structura
particulard a acestora.

Observatie. O suprafatd prismatici definitd de poligonul 2 si
de o dreaptd d este format3 din totalitatea dreptelor paralele cu d ce
intersecteazi poligonul 2 (intelegem prin aceasta c# intersecteazi una
din laturile poligonului).

§ 9. DESPRE PARALELIPIPEDE

Definitie. Se numeste paralelipiped o prismi cu bazele
paralelograme.

Deci un paralelipiped estc o prism3 care are toate fetele
paralelograme.

Observatie. Paralelipipedul apare ca o prismi indiferent de fata
pe care o alegem bazi.

Luénd trei perechi de plane doul cate dou# paralele si distincte,
astfel incét trei din ele s aibd un punct comun §i numai unul, cele
sase plane determin3 un paralelipiped (fig. 57).
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Teoremda. Diagonalele spatiale ale
unui paralelipiped sunt concurente, iar

punctul lor comun este mijlocul fiecdrei ”
diagonale. A

Demonstratie. Fie ABCDA'B'C'D’
un paralelipiped (fig. 58).
Patrulaterul ACC'A" este un

paralelogram, deoarece A4 || CC™ si ]
AA° = CC'. Patrulaterele ABCD’, ‘
BCD'A’, CDA'B’, DAB'C’, BB'D'D sunt, A BY

de asemenea, paralelograme. e

Fie O punctul de intersectic a
diagonalelor AC" si CA" ale paralelogramului ACC’4". Vom arita c3
diagonala BD" a paralelogramului BB DD trece si ea prin punctul O.
Intr-adevir paralelogramul ABC’D’ are in comun cu paralelogramul
ACC’A’ diagonala AC". Punctul O care este mijlocul lui AC” va fi §i
mijlocul segmentului BD" care este cealaltdi diagonald a
paralelogramului ABC D",

Analog se demonstreazd cid §i diagonala DB trece, de
asemenea, prin punctul O.

EXERCITII $| PROBLEME

1. Pe muchiile 44", BB', CC’ ale unei prisme triunghiulare
ABCA'B'C’ alegem punctele M, N, P.

" a) Si se arate ci dacd G este punctul de intilnire al medianelor
triunghiului ABC, iar S cel al triunghiului MNP, atunci GS || 44"

b) Cunoscand AM, BN, CP si se calculeze GS.

2. Considerim o prismi §i o piramida ce au o bazi in comun si
situate in semispatii diferite determinate de planul acelei baze.
Considerdm figura formatd de toate fetele lor, exceptind baza
comuni. In ce caz aceasts figura este un poliedru? Si se arate ci
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totdeauna o putem face si fie un poliedru, suprimdnd una sau
doud muchii si unificdnd perechile respective de fete si
eventual doud muchii.

3. O prisma care are ca bazi poligoane cu n laturi are 10n
diagonale faciale i spatiale la un loc. S& se determine #.

4. Fie trei drepte in spatiu, oricare doud necoplanare. S3 se
demonstreze c3 existd o prismi (paralelipiped) care se sprijini pe ele.

5. Fie ABCDA'B'C'D’ un paralelipiped. S3 se arate ci
mijloacele muchiilor A4, A'B’, B'C’, C'C, CD, DA sunt coplanare si
formeaza un hexagon cu laturile opuse paralele si egale.

6. Se dau patru drepte Ox, Oy, Oz, Ot intre care nu exista trei
coplanare. S3 se arate cd existd un paralelipiped ale cirui patru
diagonale spatiale sunt agezate pe aceste drepte.

7. S& se descrie toate tipurile de sectiuni ale unei prisme
triunghiulare printr-un plan.

8. Aceeasi problemi pentru o prisma patrulaterd convexa.

9. Fie ABCDA'B'C'D’ un paraleipiped §i O punctul de
intersectie a diagonalelor AC’ cu 4 'C. Fie o un plan oarecare care nu
intersecteazd paralelipipedul si 44, || BB, || CC, || DD, || A4’ ||
BB’ ||C°'C ;I DD’ || 0O, drepte paralele cu toate literele notate cu
indice 1 situate in planul o.. S3 se exprime suma:

AA;+BB;+DD;+A’A";+BB";+C'C’;+DD";
in functie de segmentul OO; = m.

10. Prin punctul O de intersectie a diagonalelor AC" cu 4 C ale
paralelipipedului ABCDA'B'C'D" ducem un plan oarecare .. S se
demonstreze c3 sumele distantelor varfurilor unei baze la acest plan de
sectiune este egald cu suma distantelor varfurilor celeilalte baze la
planul o
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§ 10. TRUNCHI DE PIRAMIDA

Definitie. Poliedrul ce rezultd indepartdnd dintr-o piramida
piramida mic# obtinut3 sectionidnd piramida initiald cu un plan paralel
cu baza ei se numeste trunchi de piramidd.

A
/AR

l,‘ ] A ¥
” - O - e
. B
A o<
Fig. 59

Mai precis: Considerfm un poligon () situat intr-un plan o, un
punct ¥ ¢ o si un plan B || o astfel incdt oo si V sunt situate in
semispatii diferite determinate de planul B (fig. 59). Prin trunchi de
piramidad determinat de ¥, () si P intelegem poliedrul care are ca fete:

a. poligonul (), numit si baza mare;

b. poligonul din planul § care are ca laturi toate segmentele de
forma 4B unde AB este o laturd a lui (P), "= VANP,B = VBN B,
numit baza micd,

c. toate patrulaterele ABB ‘4’ ce apar in situatia de la punctul b),
numite fefe laterale.

Pentru a pune in evidentd proprietitile unui trunchi de
piramid3, avem nevoie de urmitoarea:

Teoremd. Fie xOy g§i x'O’y" doud unghiuri in spafiu,
necoplanare, cu laturile respectiv paralele (Ox || O'x’, Oy || Oy") si

81

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



astfel incat perechile Ox, O'x" i Oy, Oy’ sd fie in aceleagsi semiplane
determinate de dreapta OO’ in planele xOO'x’, yOO'y".

fn aceste ipoteze avem xOy = x’0’y".
Demonstratie.

Fig. 60

Vom lua pe laturile paralele segmentele O4 = O'A" = a,

OB = O'B’" = b (fig. 60). Afirmam c# triunghiurile OAB si O'A'B’
sunt egale. Intr-adevir, patrulaterul 044 'O’ este paralelogram, avand
laturile O4 si O’A" egale si paralele. La fel OBB'O’ este
paralelogram. Dar §i ABB’A" este paralelogram avénd laturile A4 " §i
BB’ egale si paralele (ambele fiind egale si paralele cu OO"). De aici
rezultd cd triunghiurile OAB si O°4’B’ sunt egale avand toate laturile

respectiv egale. Prin urmare unghiurile AOB §i A'O'B’ sunt egale.

Teoremé. Cele doud baze ale unui trunchi de piramidd sunt
poligoane asemenea, cu laturile respectiv paralele (fig. 61).

Fig. 61
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Demonstratie. Laturile sunt respectiv paralele conform teoremei
de sectiune a doul plane paralele cu un al treilea plan. Unghiurile sunt
respectiv egale conform teoremei precedente, iar V fiind varful, 4, B,
C fiind trei varfuri consecutive ale bazei mari §i 4°, B', C’ virfurile

AB VB BC

a4 = 4 T ’ ’ etc
A’'B° VB’ B'’C
(conform teoremei fundamentale a asemandrii).

corespunziitoare ale bazei mici, avem:

Observatie. Un trunchi de piramidi §i o prismd nu pot
coincide, insd doui astfel de poliedre avdnd bazele cu acelagi numir »
de laturi sunt ,,combinatoric echivalente"”, ceea ce Inseamni ci ele
sunt ,,la fel constituite", adicd ambele au dou# baze P si P’, fiecare
dintre ele avind n laturi A4A4,,...,4, A4, ,4 4, respectiv
AGA 5. A A WA A si on fete  laterale A;4,4°547,...,
Ap1AnA Ay AA 1A 1Ay etc.

il

Fig. 62

fn figura 62 sc arati dous poliedre cu sase fete care nu sunt
"combinatoric echivalente".

O piramidi nu este combinatoric echivalent3 cu un trunchi de
piramidd, deoarece trunchiul de piramidd are cel putin trei fete
patrulatere, pe cind piramida are cel mult o astfel de fata.
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EXERCITII $I PROBLEME

1. Fie ABCA 'B’'C" un trunchi de piramida triunghiulard. Fie M,
N, P mijloacele muchiilor BC, CA, AB. Si se arate ci segmentele
A'M, B'N, C'P sunt concurente.

2. S3i se arate ci doud dreptunghiuri cu laturile respectiv
paralele pot fi bazele unui trunchi de piramida dac# §i numai daci ele
sunt respectiv proportionale (si raportul de aseménare diferit de 1, caz
in care ar fi paralelipiped).

3. a) Intr-un trunchi de piramidi hexagonali se duc toate
diagonalele care nu sunt diagonale ale fetelor. Cate astfel de
diagonale obtinem?

b) Aceeasi intrebare pentru o prisma hexagonala.

§ 11. POLIEDRE REGULATE ("COMBINATORIC")

in plan, oricare ar fi n > 3 exist3 poligoane regulate cu » laturi
convexe. Reamintim c3 prin poligon regulat intelegem un poligon cu
toate laturile si unghiurile egale.

Notiunea de poliedru regulat este ceva mai pretentioasid. Un
prim pas citre aceastd notiune il constituie considerarea de poliedre
ale caror fete sunt poligoane cu acelagi numir n = 3 de laturi si in

fiecare varf al cdrora se intersecteaza acelasi numir k > 3 de fete.
Relatia Iui Euler ne permite, surprinzitor, sd aritim ci existd
numai cinci tipuri "combinatorice” de astfel de poliedre convexe.

nF nl 5. o gl
intr-adevar, vom avea M =5 V=—;- si relatia lui Euler di:

F+%F=-§F+2, relatie care se scrie:

F(2n+2k-km) =4k
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sau
F[4-(k-2)n-2)]=4k
De aici deducem (k - 2)(n - 2) < 4, ceea ce se poate realiza,
pentru k 2 3, n 2 3, numai in cinci moduri:

a)k-2=1,n-2=1,deci k=3,n=3, F=-—3—= X
_3x4_ 3x4
i e ’ et 4 o 3
b)k-2=1,n-2=2,decik=3,n=4,F=6,M=12,V=3§;
)k-2=1,n-2=3,decik=3,n=5F=12, M = 30,

V =20;
d)k-2=2,n-2=1,decik=4,n=3,F=8, M=8,V=
e)k-2=3,n-2=1,decik=5,n=3,F=20,M=30,V=12.
Cazul a) este realizat de tetraedru (fig. 63).

Fig 63.
Cazul b) este realizat de paralelipiped (fig. 64).

/4

Fig. 64.

Cazul d) este realizat de "octaedru” (fig. 64), poliedru ce are ca
fete toate fetele laterale a doud piramide patrulatere, cu baza convexd

85

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



comuni §i cu vérfurile situate in semispatii diferite determinate de

planul bazei comune.

Fig.65

Realizarea cazurilor ¢) (dodecaedrul) §i e) (icosaedrul) este mai
dificila.

Cazul ¢)

Se considerd un pentagon convex A4;4,4 3444 intr-un plan o
(fig. 66). Se iau pe laturile lui punctele B;, B,, B; By Bj si se alege
un punct O in interiorul noului pentagon format.

Fig. 66

Se ia o dreapt prin O, necontinuti in planul o §i pe ea doui
puncte P si P, de o parte si de alta a lui O. S& consideram planul
P’'B;B, si semispatiul determinat de el, ce contine punctul O. Acest
semispatiu va contine punctul P, toate punctele 43 4, 45, A4; §i B3,
B4 B, iar 4, va fi in celilalt semispatiu determinat de planul P'B;B,.
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Deci segmentul P4, va intersecta planul P'B;B, intr-un punct C,.
Acest punct va apartine semispatiului determinat de o ce contine P,
deci va fi situat de cealaltid parte a lui B;B, decidt P’. Analog vom
obtine punctele C3, C4, C5, C I

Toate patrulaterele de forma PC;B;C, si P'B;C,B, formeazi
un poliedru (proprietitile unui plan de forma P’B B,, puse in evidentd
mai sus, permit verificarea proprietitilor din definifia unui poliedru, in
special a proprietitii b).

Alegem acum un plan astfel incdt P i grupul C;, Cy, C3 C,
Cs si fie situate in semispatii diferite determinate de acest plan
(fig. 67), plan ce va tdia PC;, .., PCs in D;,..., Ds. Alegem, de
asemenea, un alt plan astfel incat P §i planul o sd fie situate in
semispatii diferitc determinate, plan ce va tdia P'B;, .., P'Bs in
Ej, ..., E5 (cele doui plane se aleg paralele cu ot). Se verific3 usor ci
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poligoanele D;D,D3;D Dy si EE ZE 3E 4E 5, impreund cu cele cinci fete
de tipul D;D,C,B;C; si cu cele cinci de tipul E ,E282C281, formeazi
un poliedru-dodecaedrul (fig. 68a).

Fig. 68a

Cazul e)

Considerim o prismd decagonald cu bazele convexe
Aj..AjpA ... A"}y Notim planele bazelor ei cu o si . Alegem un
punct B in semispatiul determinat de 8 ce nu contine o
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** Tcosaedrul va fi poliedrul ce are ca fete toate fetele laterale ale
piramidelor BA;A3454,49 si B'A ;A 4A'4A 3A 1y, precum si toate
triunghiurile 4,4 345, A3A' (s, ., AgA', Ay §i A2A3Ay A gAsA’s
v A jpd A7 o ol

In verificarea, de altfel simpl3, a faptului ci figura formati din
cele 20 de triunghiuri indicate mai sus este un poliedru, urmitorul
moment apare, poate, deosebit. Planul ® determinat de punctele
A ;A »A; taie B dupi paralela b la 4”4 "; dusi prin 4°,. Dreapta b nu
are alt punct comun cu poligonul convex 4;...4 ", 1n afard de 47, si
taie dreapta 4 ;4’4 intr-un punct M situat in afara segmentului 434",
Rezultd ci planul w taie planul fetei 4"343;4,4 "4 a prismei initiale
dupd dreapta A4;M care nu are in comun cu paralelogramul
A’3A434 A4 alt punct in afard de
Aj;. Aceste fapte ne permit si
deducem c3 punctele 47 ...,
A'jp A’y 5i Ay .., Ay sunt

situate toate in acelagi semispatiu
determinat de planul wn. Deci
triunghiul 4;4 "»4 3 nu are nici un
punct comun cu celelalte noua
din lista ultimelor zece ce

compun icosaedrul, cu exceptia
muchiilor 4;4", si A'43
comune cu 44,4, respectiv
ApA3A4"y si a varfurilor 4) i 43 -
comune cu Agd jpd; respectiv A
A3A4 " 4A5 (fig. 69a).
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Dar si facem din nou figura mai apropiati de un poliedru
regulat (fig. 69b).

Faptul c3 pot exista numai cinci tipuri de poliedre regulate se
poate arita si fard a recurge la teorema lui Euler. Dar se porneste de la
premisa ca suma unghiurilor cu acelasi varf ale unui poliedru este mai
mica decdt 360° (demonstratia acestui fapt o vom da dupid ce vom
studia perpendiculara pe un plan).

Tinand seama c# intr-un varf al poliedrului se intdlnesc cel
putin trei fete si ci fetele acestea sunt poligoane regulate s3 calculam:

Dacd fetele sunt triunghiuri echilaterale, deci cu unghiuri
de 60°:

1) 60° x 3 = 180° < 360° convine. Este cazul tetraedrului
regulat.

>

>
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2) 60° x 4 = 240° < 360° convine. Este cazul octaedrului
regulat.

3) 60° x 5 = 300° < 360° convine. Este cazul icosaedrului.

S

Ne oprim aici cu triunghiurile echilaterale pentru ci
60° x 6 = 360° = 360° nu mai convine.

4) Daci fetele sunt patrate, deci au unghiuri de 90°:

90° x 3 = 270° < 360° convine. Este cazul cubului.
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Ne oprim aici cu pitratul pentru c3 90° x 4 = 360° = 360° nu
mai convine!

5) Daci fetele sunt pentagoane, deci cu unghiuri de 108°:

108° x 3 = 324° < 360° convine. Este vorba de dodecaedru.

Wi

o/

Fig. 70

Ne oprim aici cu pentagoanele pentru c3d 108° x 4 =
= 432° > 360° nu mai convine.

Cazul hexagoanelor regulate nu convine de la inceput pentru ci
120° x 3 = 360°, iar a heptagoanelor, octogoanelor etc., cu atit mai
mult depisesc 360°. i

Observatie: "Cate" puncte, drepte i plane sunt in spatiu.

Se poate dovedi cd existd o corespondentd biunivocd intre
multimea punctelor de pe o dreaptd i multimea punctelor dintr-un
plan, si, de asemenea, intre multimea punctelor de pe o dreapti si a
celor din spatiu. Cu alte cuvinte "in spatiu sunt tot atitea puncte céte
sunt pe o dreapta".

fn ciuda acestui fapt, urmitoarele consideratii intuitive fsi
gisesc o expresie riguroasd in matematicd prin conceptul de
dimensiune. '

Cite puncte sunt pe o dreapta? O infinitate.
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Daci intr-un plan fixdm doua drepte concurente d;, d, atunci un
punct P din plan este perfect determinat de intersectiile P; =d; N d’,,
P2=d2ﬂd'l undcd', I dl’ d’z Il dz,PE d'l,PE dlz,

'

de o _62/61'
V1 -

/

/
J/ d
f
LA Fig. 71

deci de doud puncte P,, P, de pe dreptele d;, d',.

Aceasta ne indeamn# s# spunem c# Intr-un plan exist3 o "dubla
infinitate" de puncte.

La fel, alegand trei drepte necoplanare d;, d,, d; ce trec prin
acelasi punct O, un punct in spatiu P este perfect determinat de
intersectiile Pl = d] N u,l, Pz = dz N az, P3 = d3 N 0!.3 unde 0(1 este
planul dus prin P paralele cu d, si d3, oy 3 P, oy || d3, d iar o3 3 P,
oz lldy, d;

(P este intersectia planului dus prin P, paralel cu d, si d; cu alte dou
plane analoage).
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Deci in spatiu avem o "tripla infinitate" de puncte.

Planele o ce intersecteazi d;, d, d3 si nu trec prin punctul lor
comun O sunt perfect determinate de cele trei puncte de intersectie cu
aceste trei drepte. Scotdnd din 4; un punct O, riméne o infinitate de
puncte, deci aceste plane formeaza o "tripla infinitate".

Cite am pierdut?

Cele paralele cu d; care nu trec prin O §i care taie d,, d; sunt
perfect determinate de cele dou puncte de intersectie cu d,, d; deci
formeazi o "dubld infinitate" care "nu conteazi" in comparatie cu
"tripla infinitate". Cele care trec prin O dar nu contin d; sunt perfect
determinate de cele dou# intersectii cu cele doud paralele la d,, d;
duse printr-un punct O’ € d;, O" # O, deci "nu conteazi" etc. Exista
deci o "tripl infinitate" de plane in spatiu.

Cite drepte sunt in spatiu?

S3 alegem dou3 plane paralele distincte o, B. Dreptele d
neparalele cu aceste plane sunt perfect determinate de punctele
d N o, d NP deci formeazi o "cuadrupld infinitate". Cele
paralele cu o sunt perfect determinate de intersectia dintre o §i
planul ce trece prin ele paralel cu o dreapt3 fix3 a, aleas3d neparaleld
cu o, §i de punctul de intersectie dintre a si planul paralel cu o ce
trece prin ele, deci formeazid o "tripld infinitate" (dreptele dintr-un
plan o, analog cu planele dintr-un spatiu, formeazi o "dubli
infinitate") care nu conteazi. Deci existd o "cuadrupld infinitate" de
drepte in spatiu etc.’ i
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CAPITOLUL AL PATRULEA
PERPENDICULARITATE IN SPATIU

§ 1. DREPTE PERPENDICULARE

Stim ce inseamni drepte perpendiculare continute in acelagi
plan. Fie a, b doud drepte, in general necoplanare. Fie P un punct
oarecare in spatiu. S ducem prin P’ dreptele a” si b’ paralele
respectiv cu a §i b. Dac3 P” este alt punct in spatiu, sd ducem §i prin
el dreptele a” || a, b" || b. Avem a" || a §i b" || b; teorema asupra
unghiurilor cu laturi paralele aratd c¢d @” L 5" dacd si numai dacid
a" 1 b". Ajungem la:

Definitie. Douid drepte a si b in spafiu se numesc
perpendiculare dacd paralelele duse printr-un punct P la ele sunt
perpendiculare. Scriem a L b (fig. 72).

90°
P b
Fig. 72

Am vidzut mai sus cd dacd aceasta se intdmpld relativ la
un punct P, atunci acelagi lucru este valabil relativ la orice punct
din spatiu.
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§ 2. DREAPTA PERPENDICULARA PE UN PLAN

Pentru a explica aceastd notiune vom cduta si ardtim ca
dandu-se o dreapti a si un punct 4 € g, existd un plan o care si treaci
prin punctul 4, astfel incat orice dreaptd a acestui plan si fie
perpendiculard pe dreapta a.

Vom considera doui plane f3

si Yy care contin dreapta a si vom
A duce in fiecare din ele doua drepte b
i c (b € PB) si c (c € ¥), perpendiculare
b/t in 4 pe dreapta a. Planul determinat
I de dreptele b si ¢ este cel ciutat.
a Vom demonstra acest fapt.
Pentru dreptele din o paralele cu b
s sau cu c este evident, unghiurile lor
8 cu a fiind chiar unghiurile drepte
J 4, si A, din figura 73.

Sd demonstrdim acest lucru
pentru o dreaptd oarecare d < o,

care nu este paraleld cu nici una din
dreptele b si c.

Fig. 73

A C
d

o

-

Fig. 74
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Ducem prin 4 o paraleld d” la
aceastd dreaptd (fig. 74). Se aratd
usor cd ea este continuti in planul
o.. Alegem o alti dreapti in planul
oL care nu trece prin A §i care taie
dreptele b, ¢, d"in B, C, F. Putem
presupune ci F se afla intre B si C.
Luim pe a doud puncte E §i E’, de
o parte si de alta a lui 4 astfel incit

AE = AE’ (fig. 75).

Avem EB=EB, EC=EC

E

Fig. 75

din perechile de triunghiuri dreptunghice egale EAB, E'AB si EAC,
E’AC. Deci triunghiurile EBC si E'BC sunt egale (au toate laturile
respectiv egale) si deducem EBC=E'BC. Aceasta permite si
afirmim ci triunghiurile EBF si E'BF sunt egale (au dou# laturi si
unghiul cuprins respectiv egale). Rezultd EF = E'F, adic3 triunghiul
EFE’ este isoscel; in el mediana FA4 va fi indl{ime, ceea ce reprezinti

concluzia doritd: d" L g, adici d L a.

Printr-un punct A al unei drepte a trece deci un plan astfel

B

A

Fig. 76

incdt orice dreaptd confinutd
in acest plan sd fie
perpendiculard pe dreapta a.
Ne propunem acum
urmitoarea problema:
Printr-un punct exterior
unei drepte se poate duce un
plan care si aibd toate
dreptele continute in el
perpendiculare pe dreapta
inifiald? = Riaspunsul este
afirmativ. S
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Presupunem dreapta @ si punctul 4 exterior ei. in planul
determinat de dreapta @ si de punctul 4 ducem dreapta 4B
perpendicular pe dreapta a (B € a). Intr-un plan care contine pe a,
dar este diferit de planul (@, 4), ridicdm din B o perpendiculari b pe a.
Dreptele 4B si b determind un plan care indeplineste conform celor
ardtate mai sus conditiile cerute, trecand prin B € a §i contindnd dou
drepte neparalele perpendiculare pe a (fig. 76).

Vom demonstra acum urmitoarea teorema:

Teoremd. Printr-un punct exterior unui plan se poate
construi o dreaptd perpendiculard pe doud drepte neparalele situate
in planul dat.

Demonstratie. Fie A punctul exterior planului o dat si fie dj si
d; doud drepte neparalele continute in planul o (fig. 77).

Fig. 77

Ducem prin punctul 4 planul B; care si aibd toate dreptele
continute in el perpendiculare pe d;. Ducem prin 4 planul 8, care si
aibi toate dreptele continute in el perpendiculare pe d. Planele B; si
B, avind un punct comun 4 au o dreaptd comund a care este
perpendiculard deci §i pe d; §i pe d». Cum d; si dy nu sunt paralele
urmeaz3i ci dreapta a este perpendiculard pe orice dreapt3 a planului.
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Observatie. Daci o dreaptd d este perpendiculard pe doui
drepte neparalele dintr-un plan dat o, ea nu poate fi paraleld cu acel
plan, deoarece in caz contrar planul o ar contine o paraleli la d, care
ar fi perpendiculari pe cele dou’ drepte neparalele d, imposibil.

Putem da deci urmitoarea definitie:

Definitie. Numim dreaptd perpendiculard pe plan o dreaptd
pcrpcndlculara pe orice dreapti a planului.

Din cele aritate anterior putem afirma c3 existid astfel de
perpendiculare pe plan gi in plus se poate face urmitoarea afirmatie:

Teoremd. O condifie necesard i suficientd ca o dreaptd sd fie
perpendiculard pe un plan este ca ea sd fie perpendiculard pe cel
putin doud drepte neparalele situatd in acest plan.

S3 mai enuntim inci o teorema:

Teoremi. Dintr-un punct M se poate duce pe un plan o o
perpendiculard si numai una.

Demonstratie. Existenta s-a demonstrat prin constructie mai
sus. Si ne ocupam de unicitate.

Cazul .1 Punctul M apartine planului.

S& presupunem prin absurd c3 prin punctul M am putea duce
doud perpendiculare d; si d pe planul o.. Dreptele d; §i d) determina
un plan B. Fie a dreapta de intersectie a planelor o si . Dreptele d; si
d presupuse perpendiculare pe planul o, vor fi deci perpendiculare pe
dreapta a c o Dar a < B si deci dj = d).

Cazul 2. Punctul M nu apartine planului.

FieMe¢ o, MA Lo, A, Be o, 4+#B. Cum AB c o rezultd MA
1l 4B, la fel MB 1L AB. Deci in planul MAB, MA si MB sunt
perpendiculare distincte duse din M pe 4B, imposibil (stim din
geometria pland).

EXERCITII SI PROBLEME

1. S& se determine locul geometric al punctelor egal depittate
de doui puncte distincte date in spatiu.
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2. Fie dj, dy si d3 trei drepte oarecare in spatiu. S3 se
arate cd existd triunghiuri isoscele care au virfurile pe cite una din
dreptele date.

3. Existd un patrulater cu trei §i numai trei unghiuri drepte?
Cate laturi egale poate avea un asemenea patrulater?

4. Pe planul triunghiului 4BC cu AB = a se duc perpen-
dicularele 44" = a §i BB"=a. Dacd A'C =B'C = av2, aritati ci
triunghiul ABC este echilateral.

5. S3 se construiasci o dreapti d care se sprijini pe doul
drepte d; §i d, i este perpendiculari pe o a treia dreapti dati, d;. Cate
solutii exista?

6. Fie d}, d), d3 trei drepte din spatiu necoplanare doui cite
doud. S& se arate ci existd paralelograme care au doud varfuri pe d3
iar celelalte varfuri pe d; si d>.

7. Dacd Ox, Oy, Oz sunt trei semidrepte necoplanare,
atunci unghiul (Ox,0Oy) este mai mic decidt suma unghiurilor
(Oy,0z2) si (0x,0z). g

8. Un triunghi dreptunghic variabil ABC cu unghiul 4 = 90°
are varfurile 4 si B fixe in spatiu si cateta AC de lungime constanti.
Care este locul geometric al varfului C?

9. Dreptele d; si d; fiind date, in ce caz existd un plan o care
contine dreapta d si care este perpendicular pe dreapta d;?

10. Daca dreapta d; care trece prin punctul 4 al planului o, nu
este perpendiculard pe o, atunci existd o dreaptd g continutd in o §i
care trece prin A §i numai una, perpendiculara pe dreapta d?

11. Fie d; si d), dj 1 d), doud drepte necoplanare. S3 se arate
cd toate perpendicularele pe d care intdlnesc pe d; sunt continute in
acelasi plan.

12. Fie ABC un triunghi, O un punct in planul siu o, D un
punct pe perpendiculara in O pe planul o. Si se arate cd AD 1 BC
daci si numai daci O se afl3 pe indl{imea din 4 a triunghiului 4ABC.

13. S& se deducd din problema precedentd ci dacd intr-un
tetraedru ABCD avem AB 1L CD, AC L1 BD atunci si BC L AD si
perpendicularele din varfuri pe fetele opuse cad in punctele de
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intersectie a indltimilor acelor fete.Si ca toate aceste perpendiculare
sunt concurente.

14. Fie ABCDEF un hexagon regulat, de laturi 4. In punctele 4,
B, C, D se ridica perpendicularele 44, BB', CC’, DD’ pe planul siu,
de lungimi 1, 4, 2, 7 (in aceasti ordine). S& se afle distantele 4B,
AC',AD,BC,BD',CD"

15. Sa se deduci din problema 13) ci daca Ox, Oy, Oz sunt trei
drepte necoplanare §i neperpendiculare dou cite doud, dacd Ox este
o dreaptd din planul Oyz perpendiculard pe Ox si analog Oy;, Oz;
perpendiculare respectiv pe Oy, Oz si situate in planele Oxz respectiv
Oyz, atunci Ox}, Oy, Oz sunt coplanare.

16. Sa se demonstreze cd o dreaptd care face unghiuri egale cu
toate dreptele unui plan, este perpendiculara pe acel plan.

§ 3. TEOREMA CELOR TREI PERPENDICULARE

Dacd o dreaptd d este perpendiculard pe un plan o. §i prin
piciorul ei trece o dreaptd a continutd in plan, perpendiculard pe o
altd dreaptd confinutd in plan, b, dreapta c care unegte orice punct M
al perpendicularei pe un plan cu intersectia P a celor doud
perpendiculare in plan, este perpendiculard pe a treia dreaptd, b.

Demonstratie.
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Sedid.lo,aco,alb,secere sd searate cic L b.

Dreapta b fiind confinutd in planul o este perpendiculari pe d.
Dar b este perpendiculard si pe a, deci b este perpendiculari pe planul
determinat de a §i 4. Este, prin urmare, perpendiculard pe orice
dreaptd continuti in acest plan (@, d). Cum dreapta ¢ are dou3 puncte
M si P in acest plan, deci este confinutd in el, dreapta b este
perpendicular3 pe c.

Altd demonstratie - notatiile fiind cele din figura 78 si
literele mici reprezentdnd de data aceasta misura segmentelor
§i nu dreptele. :
M

Luim pe a treia perpendiculard PT = b §i aplicand teorema lui
Pitagora in triunghiurile MAP si APT, avem (fig. 79):

P2=c2.42

e =a? +b?

P=d+e
(unde f= MT, e = AT). fnlocuim in a treia relatie pe d? din prima
relatie si pe ¢ din a dous relatie §i obtinem:

£=c?-a% +a? +b2saufl = 2+b?

Din reciproca teoremei lui Pitagora rezulti ci MPT = 90°.
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RECIPROCE ALE TEOREMEI CELOR TREI
PERPENDICULARE

Ni se pare mai simplu s3 le formulam folosind direct figura 80.
1)Sedddlo,aco,bco,cLb Secerealb.

d M
£
A D_a%b
o<
Fig. 80

Demonstratie. Dreapta b este perpendiculard pe planul triun-
ghiului MAP fiind perpendiculard pe ¢ si pe d. Deci este perpen-
diculari si pe d care este continutd in planul lui MP4, avind dou3
puncte M si A in acest plan.

2)Sedidla clbalbaco,bco. Secered Lo

Demonstratie. Dreapta b este perpendiculard pe planul triun-
ghiului MAP fiind perpendiculard pe ¢ si pe a. Deci este perpen-
diculara si pe d care este continutd in planul lui MPA4, avand doud
puncte, M si A4, in acest plan.

Deci d L b. Din ipoteza d L a, deci d L o (pentru cd o contine
atat pe a, cét si pe b, concurente in P).

Exercitiu. Incercati si demonstrati una din aceste reciproce
ale teoremei celor trei perpendiculare si prin reciproca teoremei
lui Pitagora.

Comentariu

1) Cum se construiegte perpendiculara dintr-un punct pe un
plan, folosind teorema celor trei perpendiculare?
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Luim o dreaptdi b in planul o. Construim piciorul P al
perpendicularei din M pe b. Ducem apoi in planul o perpendiculara a

in P pe dreapta b.
. M
\

irz /gv _M
(37 L5

Fig. 81

Considerdim perpendiculara din M pe a (dusd in planul
determinat de M §i a). Aceasta este dreapta cutati (fig. 81).

Observatie. Acest procedeu, in comparatie cu cel din
constructia anterioari a perpendicularei pe un plan dintr-un punct
exterior, nu foloseste intersectii de plane date prin elemente ale lor ci
numai constructia unui plan ce trece printr-un punct §i o dreapt, date.

2) De ce apar doud reciproce la teorema celor trei
perpendiculare?

Teorema celor trei perpendiculare apare cu structura urmitoare
(literele mari inseamna acum propozitii):

PsiQsiR—> Sincare S=(c L b), R=(a L Db si
PsiQ)=(dLla).

in detaliu P = (d L a), Q = (d este perpendiculari pe o dreapti
din planul o neparaleld cu dreapta a).

Prima reciprocd este (P si Q) 81 S = R.
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A doua reciprocd este P §i R 51 § = (P si Q) ceea ce este totuna
cuPsiRsiS= 0. Bt
Se pune intrebarea daci Q si R si § = P este adevirati?
Se observi ci R si S = d L b. Ins3d cum acea "altd dreapts"
din o care apare in Q poate fi paraleld cu b, (d L b) si Q nu implici
(d L o) in particular, nu implic P.

Fig. 82

PROBLEMA REZOLVATA :
Fie un plan o §i un triunghi ABC, cu latura BC situati in planul
o.. Dac3 unghiurile B si C sunt ascutite §i 4" piciorul perpendicularei

din 4 pe planul o, si se arate ci BA'C> BAC (fig. 83).
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Solufie: Ducem AD L BC (D € BC). Pentru ca B si C sunt
ascutite D este interior segemntului BC. Pe dreapta DA’ considerim
punctul E astfel incdt ED = AD si A" si E sunt In acelasi semiplan
determinat de BC. Atunci 4~ este intre E si D pentru cd AD > A'D

PP
(ipotenuza mai mare decit cateta) deci ED > 4’'D. Unghiul BAD
este exterior triunghiului 4 'EB si DA’C exterior triunghiului £4 C.

Ficind suma: BA’C > BEC = BAC , g.e.d.

Observatie. De aici se poate deduce imediat cid suma
unghiurilor din varful unui poliedru este mai micd decit 360°: nu
avem decit s3 proiectim unghiurile pe un plan convenabil ales.

Acest rezultat completeazi a doua demonstratie a faptului ci nu
existd decit cinci poliedre regulate.

EXERCITII §I PROBLEME

1. O dreapti d intdlneste un plan o in punctul 4. Pe 4 se ia un
punct fix B si fie o dreaptd variabild g care trece prin 4 si este
continutd in o. S# se determine locul geometric al picioarelor
perpendicularelor din B pe dreapta g.

2. Se dau o dreaptd fixd 4 si un punct fix 4. Si se determine
locul geometric al picioarelor perpendicularelor duse din 4 pe un plan
mobil care contine dreapta d. Sa& se determine locul geometric al
aceleiasi proiectii ce se deseneazi in planul mobil.

3. ABC este un triunghi dreptunghic (4 = 90°). In 4 se ridica
perpendiculara AM pe planul triunghiului 4BC. §tiind c& AM = 10
cm, AB = 40 cm §i AC = 30 cm, si se determine distanfa lui M la
dreapta BC.

4. Fie (C ) un cerc cu centrul in O, de razi r = 80 cm. Fie 4 si B
dou puncte ale cercului (C ) astfel incat arcul 4B = 120°. In O se
ridicd perpendiculara OM = 30 cm pe planul cercului (C ). Sa se
determine distanta de la M la dreapta AB.
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5. Fie ABCD un dreptunghi cu laturile AB = a §i AD = b. Fie E
un punct pe diagonala AC astfel incit AE/BC = 3. In E se ridici
perpendiculara EF = ¢ pe planul dreptunghiului. Si se determine
distanta lui F la laturile dreptunghiului.

6. In varful unui hexagon regulat cu latura 4 se ridicd o
perpendiculard pe planul acestuia, de lungime a. Si se calculeze
distantele de la capitul acestei perpendiculare la laturile si diagonalele
hexagonului dat (eventual si unghiuri ale unor drepte?).

7. Pe planul triunghiului dreptunghic isoscel 4ABC (A = 90°,
AB = AC = a) se duce perpendiculara CB = b. Din D se duce o
paraleld la BC si fie M piciorul perpendicularei duse din 4 pe aceastd
paraleld. Sa se arate c# triunghiul AMC este isoscel.

8. Pe planul unui triunghi echilateral ABC de latur a, se ridicd
perpendicularele 44" si BB'. Se stie cA BB" = a. S se giseascd 44"
astfel incat unghiul 4 B 'C" si fie drept.

9. Ducem printr-un punct 4 dreptele d; si dy perpen-
diculare §i respectiv paralele cu planul o (4 ¢ o). Ducem dintr-un
punct D" € o dreptele DB perpendiculard pe dy (B € dj) §i D'C
perpendiculard pe d; (C € d;). Din B ducem paralela d3 la dy, iar din
C paraleladyla d).

a. Aritati cd dy §i d3 sunt concurente intr-un punct pe care-1
notam cu D.

b. Aritati cd ABCD este un dreptunghi.

c. Este DD’ perpendiculari pe planul o?

10. Fie OABC un tetraedru astfel incat O4 L OB L OC L OA.
S& se arate ci pitratul ariei fetei ABC este egald cu suma pitratelor
ariilor fetelor O4B, OAC si OBC.

11. Fie ABCD un tetraedru astfel incat 4B 1L BC, AD 1 DC. Si
se arate cd proiectia 4" a lui 4 pe planul fetei BCD este situati pe
cercul circumscris triunghiului B€D i ¢ mijlocul M a lui AC este un
punct egal departat de varfurile tetraedrului.
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12. Pe planul triunghiului isoscel dreptunghic ABC (4 = 90°)
cu AB = AC = a, ducem perpendiculara 44" = a. Din 4" ducem un
segment A'D" = a2 perpendicular pe 44" Dacd BD" este
perpendicular pe 4B si dacd D’ este de aceeasi parte a planului 448
ca si C, atunci triunghiul D 'BC este echilateral.

13. Daci in trei varfuri diferite ale unui tetraedru existd doud
muchii perpendiculare atuci unghiul format de oricare doud muchii
care se intdlnesc intr-un al patrulea varf este ascutit.

14. Daci fintr-un tetraedru cu toate fetele triunghiuri
dreptunghice se intdlnesc intr-un varf dous unghiuri drepte, atunci mai
existd un varf al tetraedrului unde se intdlnesc doud unghiuri drepte.

15. Si se arate cd nu existd tetraedru cu toate fetele triunghiuri
dreptunghice egale.

16. Fie OA4, OB, OC trei drepte perpendiculare doud céate doua.
Perpendiculara din O pe planul triunghiului 4BC cade in punctul de
intalnire a inal{imilor triunghiului 4BC.

17. Pe planul unui cerc (C ), in centrul acestuia, se ridicd o
perpendicular3 pe care se alege un punct M. Sa se arate ci dreapta care
uneste M cu un punct N de pe cercul (C ) este perpendiculard pe
tangenta in N la cercul (C).

§ 4. PERPENDICULARITATE $I PARALELISM

In plan aceasts legituri se exprimi prin: "Doui drepte
perpendiculare pe o a treia sunt paralele”. In spatiu apar doui
asemenea proprietati:

1) Doud plane perpendiculare pe aceeasi dreaptd sunt
paralele.

Demonstratie. Daci ar avea un punct comun atunci, unindu-1
cu punctele de intersectie ale celor doud plane cu dreapta pe care sunt
perpendiculare am obtine dou3 perpendiculare din acel punct pe
dreapt3 (situate in planul determinat de acel punct si dreapta).
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2) Doud drepte perpendiculare pe un plan sunt paralele.

Demonstratie. Fie d L o. Orice paraleld la d este perpendiculari
pe toate dreptele din o, deci este perpendiculard pe o Fie d”
perpendiculara pe o in punctul M. Ducem prin M paralela d"” la d.
Conform faptului c# dintr-un punct se poate duce o singurd
perpendiculard pe un plan, rezultd cd d" = d".

Observatie. In spatiu nu este adevirat ci doui drepte
perpendiculare pe o a treia sunt paralele.

§ 5. PLANE PERPENDICULARE

Definitie. Doui plane o §i B se numesc perpendiculare dacd
existd doui drepte a L o, b L B care s3 fie perpendiculare intre ele.
Scriem o L .

Observatie. Dacd, de asemenea, a” L o, " L B atunci
a’ || a b" || b conform proprietitii de la "Perpendicularitate si
paralelism" si deci a” L b". Deci dacd dorim s& vedem dacid doui
plane date sunt perpendiculare sau nu, alegem, indiferent cum, dou3
drepte perpendiculare respectiv pe cele doud plane si vedem daci
aceste doud drepte sunt perpendiculare sau nu.

Teoremi. Doud plane perpendiculare o §i B se intersecteazd
dupd o dreaptd.

Demonstratie. Fie a L o. Dacd o || B atunci a L B (orice
dreapta din 3 este paraleld cu o dreaptd din o). Dar aceasta ar conduce
la a 1 a, imposibil.

Teoremi. Fie o 5i B doud plane. Ele sunt perpendiculare dacd
i numai dacd o confine o dreaptd perpendiculard pe B.

Demonstratie. Fieac o,a LB sifie P=anp. Cuma < B,
avem o0 # fB; fied =a N B (P € d). Sa ducem prin P, in B, o
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B perpendiculard b pe d. Pe langd b L d
b avem b L a (deoarece b — ) §i deci b L o
d |P (planul determinat de a §i d). Cum b L g,
A rezultd o L B (fig. 84).
=< Reciproc, daca o L B sid = n B,
Fig. 84 alegem P € d si considerim perpen-

dicularele a pe o, b pe P duse prin P. Avem a L b deci b ¢ o si
teorema este demonstrati.

Corolar. Fie o,  doud plane. Pentru ca ele si fie
perpendiculare, este necesar §i suficient ca ele s3 se taie dupi o
dreapti si ca perpendicularele ridicate pe acea dreapt3, intr-un punct al
ei, respectiv in o, B, si fie perpendiculare intre ele.

Teoremd. Dacd o dreaptd d este intersectia a doud plane o. §i
B ambele perpendiculare pe un plan v, atunci d 1 v.

Demonstratie. Planul y contine o perpendiculard a pe o §i o
perpendiculard b pe 3 ce pot fi presupuse a avea un punct comun (vezi
observatia de mai sus). Daci a si b ar coincide, am avea o || B contrar
ipotezei. Cumd L a,d L brezultid LY.

Teoremi. Oricare ar fi o dreaptd a dintr-un plan o, existd un
plan unic B perpendicular pe o. ce trece prin a.

Demonstratie. Alegem P € a §i ridicim din P o perpendiculari
b pe o Planul c3utat f este planul determinat de a si b.

§ 6. PERPENDICULARA COMUNA A DOUA DREPTE

Teoremi. Dacd a si b sunt doud drepte neparalele in spatiu
atunci existd o dreaptd d unicd, perpendiculard pe a §i b care
intdlnegste atdt pe a cat gi pe b.

Demonstratie. Considerdim un plan o care contine pe a §i este
paralel cu dreapta b (pentru aceasta nu avem decit sd ducem printr-un
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punct P € a dreapta b” || b si sa considerdm planul o determinat de a
si b". Fie planul B contindnd pe a si perpendicular pe planul o (ca sa-1
construim ducem prin P dreapta ¢ L o §i planul determinat de ¢ si a
este cel cautat) (fig. 85a).

a P
8 SNY

\\.M
N

Fig. 85a

Dreapta b se intersecteazi cu planul  in M (altfel b" < B sau
b’ = a, contrar ipotezei). Ducem prin M paraleld la ¢ si aceasta este
dreapta d c3utatd. Ea este paraleldcuc,decid Lasid L b’ darb || b’
deci d L b. Pe de altd parte, ea intdlneste si pe a pentru cd a, d §i ¢
sunt coplanare §i ¢ se intersecteazd cu a, deci si paralela ei se va
intersecta cu g, prin urmare MN este perpendiculara comuni a celor
doui drepte (fig. 85b).

(s}
Z

™

=
b o ' i et
QO
R

Z

/

Fig. 85b
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S3 demonstrim acum unicitatea.

N a N’

Fig. 86

Presupunem c# ar mai exista in afardi de MN, incd o
b_erpendiculari comuni M'N aluiagi b (M € b, N € a) (fig. 86).
Ducem din N, dreapta g || NM si considerim planul y determinat de g
si de M'N'; daci M'N’ = g am avea M'N’ || MN si am obtine a || b.
Dreapta g fiind paraleld cu MN va fi §i ea perpendiculara pe a §i pe b.
Deci atdt a cét si b vor fi perpendiculare pe y (fiind pe MN si pe g
continute in 7y). Rezultd ci a §i b sunt paralele ceea ce contrazice
ipoteza.

§ 7. PERPENDICULARE $I OBLICE.
DISTANTA DE LA UN PUNCT LA UN PLAN

Teoremi. Fie M un punct in spafiu, o. un plan si N piciorul
perpendicularei duse din M pe o.
a) Dacd P € o, P # N atunci MP > MN (fig. 87a).
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b) Dacd P}, P) sunt puncte din o, atunci NP; = NP3 dacd si
numai dacd MP j = MP) (fig. 87b).

a) M b) %
5\

- ~'—\P/ /L“ »/

Fig. 87

Demonstrafia este imediati, considerdnd triunghiul MNP,
respectiv triunghiurile MNP ;, MNP).

Observatie. Teorema se poate formula si astfel: perpendiculara
pe un plan este mai scurtd decat orice oblicd; dou# oblice sunt egale
atunci §i numai atunci cdnd picioarele lor sunt egal depirtate de
piciorul perpendicularei.

Definitie. Prin distantd de la un punct M la un plan o
intelegem lungimea MN, unde N € o este piciorul perpendicularei
duse din M pe o

Teoremi. Fie o, B doud plane paralele. Atunci distanta de la
punctele M € o la planul B este constantd. Aceastd constantd se
numeste distanta intre planele paralele o, 3.

Demonstratie. Fie M), My € o, Nj, N picioarele perpen-
dicularelor din M, M) pe B (fig. 88).

A W 1‘MQ/
%: N1 N2*

Fig. 88
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Stim cd M;N; || M)N (perpendicularitate si paralelism) deci
Mj, N}, Ny, M) sunt in acelasi plan si cum de la proprietitile planelor
paralele stim ci M;M, || N;N, rezulti ci M;N;N,M, este
paralelogram si deci MjN; = M)N, ceea ce trebuia demonstrat.

Definitie. Se numeste indlfime a unei prisme distanta dintre
planele bazelor ei.

Se numeste indlfime a unei piramide distanta de la varful
ei la baza.

Se numeste indlfime a unui trunchi de piramidd distanta dintre
planele bazelor sale (fig. 89a).

Observatii. 1) Un paralelipiped poate fi considerat in trei
moduri ca o prismd, deci el are trei inaltimi corespunzitoare celor trei
perechi de baze ale sale.

2) Un tetraedru poate fi considerat in patru moduri ca o
piramida. Deci el are patru inaltimi corespunzitoare celor patru fete
care pot fi alese fiecare ca baza.

X
\ J

N
\
N

Fig. 89

Aplicatie. Se poate dovedi ugor, folosind teorema asupra
oblicelor, faptul cid locul geometric al punctelor din spatiu egal
depiartate de varfurile unui triunghi este perpendiculara dusd din
centrul cercului circumscris lui pe planul triunghiului (reamintim
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cd centrul cercului circumscris este punctul de intersectic al
mediatoarelor) (fig. 90).

Fig. 90

Analog, folosind teorema celor trei perpendiculare se
poate dovedi c# locul geometric al punctelor egal departate de laturile
unui triunghi este perpendiculara pe planul lui dusd din centrul
cercului inscris acestuia (reamintim c# distanta de la un punct la o
dreaptd se misoard pe perpendiculara din acel punct pe dreaptd si
centrul cercului inscris intr-un triunghi se afld la intersectia
bisectoarelor) (fig. 91).

A

Fig. 91
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EXERCITII $I PROBLEME

1. Dreptunghiul 4BCD se "indoaie" de-a lungul diagonalei
AC péand cand planele ACB si ACD devin perpendiculare. Daci
AB = a §i BC = b, si se afle lungimea lui BD (B si D fiind fetele
diedrului format).

2. Daci intr-un véarf al unui tetraedru unghiurile fetelor care se
intdlnesc n acel varf sunt de 90° atunci a patra fati este un triunghi
ascutitunghic.

3. Si se determine locul geometric al punctelor egal depértate
de toate punctele unui cerc dat.

4. S& se determine locul geometric al punctelor egal depirtate
de trei puncte necoliniare date.

5. S se determine locul geometric al punctelor egal depirtate
de doui drepte paralele date.

6. Sa se determine locul geometric al punctelor egal departate
de doui drepte concurente date.

7. Sa se determine locul geometric al punctelor egal depirtate
de trei drepte coplanare date. Discutie.

8. Si se arate ci perpendicularele pe fetele unui tetraedru in
centrele cercurilor circumscrise acestor fete sunt concurente.

9. Si se arate c3 oricare ar fi tetraedrul ABCD exist3 un punct in
spatiu care si fie egal depirtat de cele patru varfuri ale tetraedrului.

10. Fie 4, B, C, D patru puncte. Dacd nu existd nici un punct
care sa fie egal depirtat de aceste patru puncte, atunci aceste puncte
sunt coplanare. Reciproca este adevirata?

11. S& se determine locul geometric al punctelor egal depirtate
de doui plane date care se taie dup3 o dreapti (planul "bisector").

12. Fiind date trei plane care au un punct comun §i numai unul,
si se arate ci planele bisectoare care taie unghiurile opuse au o
dreaptd comuna.

13. S@ se arate cd dreapta c este perpendiculard comund a
dreptelor a §i b, A =a N c si B=b N ¢, atunci AB < MN, oricare ar fi
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M € a si N € b astfel incat una din afirmatiile M # 4, N # B este
adevarati.

14. Se dau doua drepte in spatiu §i cite un punct pe fiecare.
Se cunosc:

a. unghiul celor doud drepte;

b. lungimea perpendicularei comune;

c. distantele celor doud puncte la picioarele perpendicularei
comune (pe dreapta pe care este situat acel punct).

Se cere distanta intre cele dou3 puncte.

15. Se considerd doud drepte d; si dy concurente in O §i
neperpendiculare. Fie o un plan perpendicular pe una din cele doud
drepte, intr-un punct diferit de O. Se considerd toate perechile de
plane perpendiculare §; © dj, B, © d). Se cere locul geometric al
punctului f; N By N o

16. Fie d; si dy douid drepte perpendiculare. Fie 4; € dj,
Aj € dj si fie B piciorul perpendicularei din 4 pe d), B) piciorul
perpendicularei din 4 pe d;. S4 se arate ci BB este perpendiculara
comuni a lui d; si d>.

17. Fie ABCD un tetraedru in care AB 1 CD. Si se arate cd
piciorul perpendicularei din 4 pe planul BCD cade pe iniltimea din B
a triunghiului BCD. Dacd, in plus AC L BD atunci AD 1 BC si
perpendicularele din vérfuirle tetraedrului pe fetele opuse impreuna cu
perpendicularele comune ale celor trei perechi de muchii opuse sunt
concurente.

§ 8. PRISMA DREAPTA.
PARALELIPIPED DREPTUNGHIC. CUB

Definitie. Spunem cd o prismd este dreaptd dacd muchiile
laterale ale acesteia sunt perpendiculare pe planele bazelor. O prismi
patrulaterd dreaptd a cdrei baze sunt dreptunghiuri se numeste
paralelipiped dreptunghic.
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Observatii. 1) Oricare ar fi o suprafati prismatici existd plane
perpendiculare pe "generatoarele" ei. Doud astfel de plane sunt
paralele si determini impreund cu suprafata prismatici o prismi
dreapti.

2) Oricare ar fi trei perechi de plane o || o', B || B", Y Il ¥ asa
incdt o, B, y s& fie doudd cate doud perpendiculare, paralelipipedul
determinat de aceste trei perechi de plane este dreptunghic (rezultd o
1 B’ etc., dreapta o0 N B este perpendicular# pe 7 etc.) (fig. 92).

] Pt M

i . A

o L 1T
B’f"l %

P AT e ./
%
o~ o e
/

- v -

3y

25 [, -
™,
A1

Fig. 92

Teoremi. Toate fefele unui paralelipiped dreptunghic sunt
dreptunghiuri. » .

1C
: |
|
B o
4 .
A Fig. 93 2
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fntr-adevir bazele unui paralelipiped dreptunghic sunt, prin
definitie, dreptunghiuri. Deoarece muchiile laterale sunt perpen-
diculare pe planele bazelor rezulti ci ele vor fi perpendiculare pe toate
dreptele acestora , deci si pe laturile bazelor. Deci toate fetele laterale
sunt dreptunghiuri (fig. 93).

Din faptul cd muchiile laterale sunt perpendiculare pe planele
bazelor rezultd cd si patrulaterele ACC'A" si BDD'B" vor fi
dreptunghiuri. Mai mult, din faptul ci bazele sunt dreptunghiuri egale
rezultd c3 si diagonalele sunt egale,adicd AC = BD =A4'C" = B'D’ si
deci dreptunghiurile ACC’A” si BDD'B" vor fi egale.Rezultd ci
diagonalele spatiale ale unui paralelipiped dreptunghic sunt egale.

Atentie, reciproca nu este adevirati.

Deci nu este suficient ca toate fetele unui poliedru si fie
dreptunghiuri, pentru ca acesta s fie paralelipiped. Doar daci se mai
adaugi conditia ca poliedrul s fie convex.

Fie AB =a, BC = b si CC’ = c. in triunghiul BCC" avem

BC’ =vb* +c* . Muchia 4B fiind perpendiculari pe muchiile BC si
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BB rezultd ci AB va fi perpendiculari pe planul fetei BCC'B’. Deci
AB va fi perpendiculari pe orice dreapta din planul fetei BCC'B’, deci
si pe dreapta BC". "Rezulti ci triunghiul ABC va fi dreptunghic in B.
Vom avea:
d2 = AC? = 4B2 +BC?2 = a2 +b2 +¢2

Deci diagonala spatiald d a unui paralelipiped dreptunghic, cu
"dimensiunile" a,b si ce va fi d = Va* +b* +¢’

Definitie. Un paralelipiped dreptunghic cu toate muchiile egale
se numeste cub.

O diagonala spatiali a cubului de muchie a va fi egali cu a/3
(fig. 94).

Fig. 94
EXECITII §I PROBLEME

1. Fie ABCDA'B'C’D’ un cub (vezi figura 94)

a) fntre planele determinate de punctele din figur3 si se indice
unul dintre aceste plaﬁe care este perpendicular pe muchia AC.

b) Si se indice o dreapti, determinati de punctele din figuri,
perpendiculard pe dreapta AC".
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c) S& se indice doui plane, determinate de punctele din figura
95, perpendiculare pe AC".

D' C'
A
A : B!
|
1
D
L. B,
,/
A
Fig. 95

2. Si se deomonstreze ci fintr-un cub ABCDA'B'C'D’

perpendiculara din D pe diagonala AC” o taie pe aceasta intr-un punct
1
Q astfel incat 1C =73

3. Fie ABCDA'B'C'D" un paralelipiped dreptunghic cu
AB =18 cm §i AD = 30 cm. Se cere distanta lui B” la diagonala AD".

4. Si se determine distantele unui varf al unui cub cu muchia a
la diagonalele faciale si spatiale ale acestuia.

5. Fie ABCDA'B'C'D" o prism# dreaptd cu baza ABC un
triunghi dreptunghic iIn 4, cu 4B = 45 cm, AC = 20 cm si
AA’ = 30 cm, fie M mijlocul lui CC". S& se determine forma si aria
sectiunii prismei cu planul determinat de punctele 4°, M, B.

6. Fie ABCDA'B'C'D" un paralelipiped dreptunghic. S$tiind
cd ABCD este un pitrat cu diagonala de 20 cm, 44" = 24 cm si
cd M este centrul fetei BB'C'C, se cere distanta punctului M la
diagonala AC a bazei.

7. Se di un cub 4BCDA'B'C'D" cu latura a. Fie M si N
mijloacele muchiilor BB” si B'C’". S se determine forma si aria
sectiunii cubului cu un plan determinat de punctele 4, M si N.

8. intr-un cub ABCDA'B'C'D’ de laturi a punctele M, N, P
sunt mijloacele muchiilor care pornesc din varful 4. S3 se giseasci
distanta de la punctul 4 la planul determinat de punctele M, N, P.
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9. Intr-un paralelipiped dreptunghic ABCDA'B'C’D’ cu baza
ABCD un pitrat, indltimea este de 3 cm si dreptunghiul ABC'D" are
aria de 20 cm 2- Si se afle dimensiunile paralelipipedului.

10. Dac3 un paralelipiped dreptunghic cu muchii intregi are
doud diagonale spatiale perpendiculare, atunci dimensiunile sale
formeaz3 un triplet de numere pitagorice.

11. Se stie cid un paralelipiped dreptunghic are diagonalele
spatiale egale. S3 se arate ci §i reciproc : un paralelipiped care are
diagonalele spatiale egale este dreptunghic.

12. Ox, Oy si Oz sunt trei semidrepte perpendiculare doud cate
doui (vezi figura 96). Sa se arate ca:

cos’ oL+ cos” B +cos” x =1

2
¥/d
8

Fig. 96

13. Cite poligoane regulate putem obtine prin sectionarea unui
cub cu un plan?

14. Se di un paralelipiped drept cu baza un paralelogram in
care se cunosc indltimea 4 si laturile paralelogramului de bazi a,b,
precum si unghiul 6 ascutit al acelui paralelogram. Si se determine
diagonalele paralelipipedului.

15. S& se arate cd singurul poliedru convex cu toate fetele
pétrate este cubul.

16. Se da un cub ABCDA'B'C'D’. Pe muchia 4B se ia un punct
M, pe muchia AD se ia un punct ¥, iar pe muchia CC” se ia un
punct P (punctele pot fi oricum pe aceste muchii). S3 se determine
forma sectiunii cubului cu planul determinat de punctele M, N, P.
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17. Se di paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’. Se
considerd diagonala DA" a fetei ADD'A” si DC" a fetei DCC'D’,
precum §i diagonala DB" a paralelipipedului. Se duce DP
perpendiculardi pe DB° (P € DB’)si C'Q perpendiculard pe
A'D (Q €AD).

a) Si se arate ci 4 'QPB’ este un patrulater inscriptibil;

b) S se arate ci QP nu poate fi paralel cu D'C".

§ 9. PIRAMIDA REGULATA

Definitie. O piramidi a cirei bazi este un poligon regulat
si in care piciorul perpendicularei din V (vérful piramidei) pe planul
bazei coincide cu centrul cercului circumscris acesteia se numegte
piramidd regulatd.

O piramidd care nu este regulati o vom numi piramida
oarecare. In unele probleme vor apare anumite piramide "oarecare"
date,indicdnd eventual lungimile muchiilor sau ficand alte preciziri.
Evident, aici vom renunta la cuvantul "oarecare"si vom enunta dupa
cuvantul piramid3, acele proprietdti prin care o caracterizim, cici ne
referim numai la o parte din multimea piramidelor si nu la toate.

De exemplu, piramid3 cu baza un triunghi dreptunghic. Daci
vom spune numai atit, atunci ne referim la toate piramidele care au ca
bazi un triunghi dreptunghic.

Teoremdi. Fefele laterale ale unei piramide regulate sunt
triunghiuri isoscele egale.

Demonstratie. Fie VAjA)...A, o piramidd regulatdi cu baza
AjAj...Ay i cu varful V. Fie O centrul cercului circumscris bazei.
Prin definitie VO este perpendiculard pe planul bazei. Fie 4; si A4;
doui varfuri oarecare ale bazei, unde i, j € {1, 2,....,n}.

Triungniurile VOA; si VOA l; sunt egale, deoarece ambele sunt
dreptunghice in O si au cateta VO comuni si catetele O4; §i OAj
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egale. Rezultd cd VA; = VA; Cum alegerea virfurilor 4; si 4j este
oarecare rezultd cid afirmafia din enuntul teoremei este adevirati.
Inaltimea din ¥ a unei fete laterale a unei piramide regulate se
numeste apotema piramidei si o vom nota de obicei cu ap. Spre
deosebire de aceasta vom nota cu ap, apotema bazei.

Fig. 97

Examinand triunghiurile dreptunghice marcate in figura 97,
ajungem la concluzia ci fiind date numaérul de laturi ale bazei unei
piramide regulate precum s§i cite una (oarecare) din urmitoarele grupe
de lungimi:

a) apotema piramidei, muchia laterald, iniltimea piramidei;

b) raza cercului circumscris bazei, apotema acesteia,
muchia bazei; (de exemplu, daci sunt date muchia laterali si apotema
bazei) putem determina toate celelalte elemente ale piramidei. Acelasi
lucru este valabil dacd ddm doud lungimi din prima grupa.

Un prim pas in stabilirea unei reciproce a teoremei prece-
dente este:

Teoremd. Baza unei piramide cu muchiile laterale egale
este un poligon inscriptibil, iar piciorul O al perpendicularei
din varful V al piramidei pe planul bazei este centrul cercului
circumscris bazei.

Demonstratie. Vom ardta cd punctul O este egal departat de
varfurile bazei 4; 4 . . A, a acestei piramide.
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intr-adevar, fie A si Aj, cu i, j €{l, 2, ... n}, doudl varfuri
oarecare ale bazei. Triunghiurile dreptunghice VOA4; si VOAj (VO este
perpendiculard pe planul bazei) sunt egale, deoarece V4; = VAj, prin
ipotezd, si cateta VO este comunid. Rezultd cd O4; = OA4;. Deci
punctul O este egal depirtat de varfurile bazei, rezulti cd acesta
se afld pe un cerc cu centrul in O, deci baza este un poligon
inscriptibil (fig. 98). "

Al

A2 A3
Fig. 98
§ 10. TRUNCHI DE PIRAMIDA REGULAT

Definitie. Un trunchi de piramidd care se obfine dintr-o
piramidd regulatd se numegte trunchi de piramidd regulat.
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Din proprietitile piramidei regulate precum si din proprietatile
generale ale trunchiului de piramida se deduce usor ci:

a) Segmentul care uneste centrele cercurilor circumscrise
bazelor unui trunchi de piramidd regulat este perpendicular pe
planele acestora.

b) Fetele laterale ale unui trunchi de piramidd regulat sunt
trapeze isoscele egale.

Lasam ca exercitiu demonstrarea acestor proprietiti.

Apotema bazei mari o vom nota cu ap, iar a celei mici cu ap.
Segmentul care uneste mijloacele laturilor paralele ale unei fete
laterale, care este perpendicular pe aceste laturi, se numeste apotema
trunchiului de piramidd §i se noteazi a;. (Pentru ci a; este in fond
indltimea unui trapez isoscel) (fig. 99).

§ 11. PROIECTII PE UN PLAN

Definitie. Proiectia ortogonald a unui punct A pe un plan este
piciorul perpendicularei dusa din acel punct pe un plan.

Perpendiculara din punctul 4 pe plan se numeste proiectanta lui
A. Pproiectanta lui 4 pe un plan este unici. Intr-adevir, si
presupunem ci ar fi dous. Unind picioarele perpendicularelor pe plan
obtinem impreund cu punctul 4 un triunghi cu dou# unghiuri drepte,
ceea ce este imposibil. Evident cand punctul se giseste pe plan, atunci
el coincide cu proiectia sa (fig. 100).

Pentru cid deocamdatid nu cunoastem altd proiectic decdt cea
ortogonald, i vom spune acesteia pe scurt proiectie.

A

4
AL Gk B

Fig. 100
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Prin proiectia unei figuri oarecare pe un plan infelegem locul
geometric al proiectiilor punctelor sale pe acel plan.

Teoremi. Proiectia unei drepte pe un plan este o dreaptd
sau un punct.

Demonstratie.

Cazul 1. Cénd dreapta d nu este perpendiculard pe un plan,
atunci proiectia ei pe acest plan este o dreaptd.

Fig. 101

Considerdm punctul 4 fix pe dreaptd si punctul B mobil pe
aceeasi dreaptd. Fie 4" si B” proiectiile acestor puncte pe planul dat.
BB’ "sprijinindu-se" pe dreapta d si avind o directie datd (aceeasi cu a
lui A4 " pentru ci doud drepte perpendiculare pe un plan sunt paralele)
genereazd un plan (fig. 101). Intersectia acestuia cu planul initial o
este evident o dreaptd, cea ciutatd. Evident, orice punct M € 4B’ este
proiectia unui punct M € AB, pentru cd dacd o secantd taie o dreapti,
taie orice paraleli a ei.

Observatie. Dac3 dreapta este paraleld cu planul, proiectia ei
va fi paraleld cu ea. Dacd dreapta este continutd in plan, ea coincide
cu proiectia ei.

Cazul 2. Dreapta este perpendiculard pe plan. In acest caz
proiectia ei este un punct, deoarece proiectanta oricdrui punct A de
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pe d pe o, este d insdgsi. Deci proiectia lui d pe planul o se reduce la
punctul de intersectie al lui d cu o (fig. 102).

A
L7

Fig. 102

Observatie. Nu trebuie inteles ins# c# dac# proiectia unei curbe
pe un plan este o dreaptd, curba aceasta este o dreaptd. Astfel,
proiectia oricdrei curbe plane pe un plan perpendicular pe planul ei
este o portiune din dreapta de intersectie a celor dou plane (fig. 103).

e

W

Fig. 103

Teoremd. Proiecfia unui segment este tot un segment sau
un punct (fig. 104).

Demonstratie.

Cazul 1. Segmentul de proiectat nu este perpendicular pe plan.

A /(‘:'/(
i
1

t
{
{

fotg/ /w%/-c// 5/

Fig. 104

A C B
AR

i
!
l
l
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Problema se reduce la o problema de geometrie pland,in planul
determinat de toate proiectantele.

Cazul 2. Segmentul care se proiecteazi este perpendicular pe
plan si atunci proiectia sa este un punct.

Intr-adevir, intreaga dreapti suport a segmentului se proicteazi
intr-un punct. Deci si segmentul continut in ea.

Teorema unghiului drept. Un unghi drept cu o laturd
paraleld cu un plan, §i cealaltd neperpendiculard pe plan se
proiecteazd pe acest plan tot sub forma unui unghi drept.

Fie a || o si b laturile unghiului O si fie O proiectia lui O varful
unghiului, a” si b proiectiile lui a si b.

Din O’ ducem O'P || b, deci unghiul PO’A" este egal cu BOA si
dintr-o reciprocd a teoremei celor trei perpendiculare rezultd ci
B’O’A’ este un unghi drept (fig. 105).

B
b/i
|
O | a
P '}
/ OMA'
ol
Fig. 105

§ 12. TEOREMA LUI DESARGUES N PLAN

Fie trei drepte @, b, ¢ concurente in O si coplanare in o
Fie dous triunghiuri ABC §i A'B'C" astfel incat 4 si A" sunt
situate pe a; B.B" € b; C, C" € c (fig. 106). Fie C; = AB N A'B’,
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B;=ACNA'C, A;=BC N B'C’. si se arate cd 4;, B;, C; sunt
coliniare. (Variante in cazul paralelismului)

Fig. 106

Demonstratie. Considerdm in spatiu o dreaptd m, care trece
prin O astfel incat proiectia ei pe planul dreptei a,c si fie chiar b.

Fig. 107

Fie B"’si B""" punctele de pe m ale céror proiectii pe planul o sa
fie B respectiv B (fig. 107). Aplicdm teoema lui Desargues in spatiu
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triunghiurilor B”AC §i B A'C’. Rezultd ci dacd notdm
M=A4AB" " AB"", N=CB”" n C'B"", atunci B;, M si N sunt
coliniare. Fie d dreapta lor.

Cum proiectia unei drepte este tot o dreaptd, d se proiecteazi tot
dupa o dreaptd d" cireia i apartin punctul B, §i proiectiile lui M si N.
(M este intersectia B''A cu B""'A’, proiectia lui M va fi intersectia
proiectiilor celor dou# drepte deci intersectia lui B4 cu B’4’, adici C;;
analog proiectiei lui NV este 4;).

La3sam pe cititor si-si dea seama singur ca proiectia dreptei MN
nu este un punct, ci o dreapta!
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CAPITOLUL AL CINCILEA

UNGHIURI IN SPATIU

§ 1. UNGHIUL DINTRE DOUA DREPTE

Teorema asupra egalititii unghiurilor cu laturile paralele ne
permite s dim o definifie unghiului a dou3 drepte, in general,
necoplanare din spatiu. S& observdm c# avand doud perechi de drepte
paralele ce trec prin punctele P §i P’, putem alege totdeauna
semidrepte pe ele, cu originile in P respectiv P’, astfel incét ipotezele
din teorema citata s3 fie satisficute.

Definitie. Prin unghiul a doud drepte din spafiu intelegem
valoarea comun3 a tuturor unghiurilor, mai mici, cel mult egale
cu 90° formate in toate punctele spatiului prin ducerea de paralele la
dreptele date.
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Observatie. Unghiul a doui drepte este 0° dacd §i numai daci
dreptele sunt paralele. El este de 90° dac3 §i numai dac# dreptele sunt
perpendiculare (fig. 108).

§ 2. UNGHIUL UNEI DREPTE CU UN PLAN

Definitie. Vom numi unghiul unei drepte cu un plan, unghiul
facut de acea dreaptd cu proiectia ei pe plan, in cazul cind nu este
perpendiculara pe plan si nici paraleli cu el (fig. 109).

ol

Fig. 109

Daci dreapta este perpendiculard pe plan, considerdm unghiul
dreptei cu planul respectiv de 90° (fig. 110a).

o)

/e L

S )

Fig. 110
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Daca dreapta este paraleld cu planul vom conveni s3 spunem
dreapta face cu planul un unghi de 0° (fig. 110b). Unghiul « al unei
drepte cu un plan este deci cuprins intre 0° si 90° (u € [0°, 90°] ).

Teoremi. Unghiul unei drepte d cu un plan o este cel mai
mic dintre unghiurile formate de acea dreaptd cu o dreaptd oarecare
a planului.

Demonstratie. Dreapta d se proiecteazi pe planul o dupi
dreapta d’. Consideram o altd dreaptdi d° — o pe care o putem
presupune ci trece prin 4. Din M € d ducem MB 1 d’. Ludm pe d’" in
directia in care formeaz3 un unghi ascutit cu 4 segmentul 4C = 4B.
Triunghiurile MAB si MAC au cdte doul laturei respectiv egale
(MA comuni si AB = AC) si MC > MB. Se stie ci in doud triunghiuri
care au cdte doud laturi respectiv egale, la latura a trejia mai mare se
opune un unghi mai mare si reciproc, deci MAC > MAB, si teorema
este demonstrata (fig. 111).

\M
d
i 4 B\N%}{(\A ([Al=dnec)

Observatie. In particular, daci unghiul unei drepte a din planul
o cu d este egal cu unghiul lui 4 cu proiectia sa pe o, putem trage
concluzia c3 dreapta a este paraleld cu proiectia lui 4 pe o.

Comentariu. Definitiile distantei de la un punct la un plan
si al unghiului dintr-o dreaptd §i un plan apar analoage: anume
ambele elemente sunt cele mai mici posibile dintre toate cele
care pot fi propuse.
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Observatie. Unghiul dintre o dreaptd i un plan este comple-
mentar unghiului dintre acea dreapti si o perpendicular3 pe acel plan.
Aceasta ar fi putut fi luata si drept definitie.

§ 3. UNGHIUL A DOUA PLANE

Reamintindu-ne o observatie relativa la unghiul unei drepte cu
un plan, precum si faptul ci dou drepte perpendicularepe pe acelasi
plan sunt paralele, ddm urmitoarea:

Definitie. Fie o si § doua plane. Prin unghiul dintre o 5i B
intelegem valoarea comuni a tuturor unghiurilor formate intre doui
drepte a i b,undea Lo, b LS.

Teorema. Fie o si [ doud plane care se intersecteazd dupd
dreapta d. Sd alegem un punct P € d si sd ducem dreptele a C o,
b c B, perpendiculare in P pe d. Atunci unghiul dintre planele o, J
este egal cu unghiul dintre dreptele a 5i b (fig. 112).

& i
\ -

Fig. 112

Demonstratie. Sa considerdm planul m, perpendicular in P pe
d. El va contine dreptele a si b. Planul ©t va fi perpendicular pe planele
o §i B, deci el va confine doud drepte a’, b’ ce trec prin P
perpendiculare pe o, respectiv f3.
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Rezulti a” 1 a, b" L b. Unghiul dintre planele o, B este egal cu
unghiul ascutit format de a” §i b, care avand laturile perpendiculare
pe cele ale unghiului ascutit format de a §i b este egal cu acesta
(fig. 113).

Observatie. Doud plane sunt perpendiculare dac §i numai daci
unghiul lor este de 90°.

Doui plane sunt paralele dacid si numai dacd unghiul lor
este de 0°. :

§ 4. DETERMINAREA DE PLANE iN SPATIU PRIN
UNGHIURI UNGHI DIEDRU.

Am reamintit la inceputul volumului urmétoarea proprietate:
Déndu-se un unghi ¥ (hu neapdarat ascutit), o semidreapta d de origine
O continuti intr-un plan o si unul din semiplanele o” determinat in o
de dreapta ce contine d existd o semidreapt3 unicd, cu originea in O,
continuti in o care formeaza unghiul v cu d (fig. 115).

Fig. 114

Pentru a aplica aceast3 idee in spatiu, ddm urmitoarele definitii:

Definitie. Vom numi un unghi diedru, figura formatd de doud
semiplane determinate de aceeasi dreapti d in doud plane diferite o,
ce contin d. Dreapta d se va numi muchia diedrului (fig. 115).
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Definitie. Vom numi unghi plan al unghiului diedru valoarea
unghiului dintre doua semidrepte @, b, ambele avéand originea intr-un
punct P € d, continute respectiv in cele doud semiplane ce formeaza
diedrul, si perpendiculare pe d (fig. 116).

(Fig. 116)

Observatie. Unghiul planelor o i B este egal cu unghiul plan
al diedrului dacd acesta nu este obtuz §i cu suplementul acestuia, in
caz contrar (fig. 117).

(Fig. 117)

Teoremi. Fie o un plan, d o dreaptd confinutd in el, o" unul
din semiplanele determinate de d in o, S unul din semispatiile
determinate de o si u un unghi. Atunci existd un plan unic B ce trece
prin d astfel incdt semiplanul B" = B N S sd formeze impreund cu o
un unghi diedru avand ca unghi plan u.

’
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Demonstratie. Fie P € d si fie n planul perpendicular pe d in
P. El taie o” dup# a” situati pe dreapta a = m N o Intersectia SN«
dintre semispatiul S si planul 7 este unul din semiplanele determinate
de a in m; si-l notim cu ',

Conditiile impuse diedrului c3utat cer ca al doilea semiplan
ce-l formeazi (primul fiind ") s3 intersecteze n dupd o semidreapta
cu originea in P, situatd in " §i fdcind unghiul u cu a”. $tim ci o
astfel de semidreaptd b’ este unic determinati; B va fi planul
determinat de d si b " (fig. 118).

§ 5. DETERMINARI DE FIGURI iN SPATIU

Daci intr-un triunghi ABC cunoastem AB, AC si unghiul u
dintre AB §i AC, atunci lungimea lui BC este bine determinati,
conform unuia din cazurile de egalitate ale triunghiurilor (vom vedea
in problema de mai jos cum se calculeazi acea lungime).

Vom rezolva o problema asemé#nitoare in spatiu.

138

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Se considerd un diedru format de semiplanele o §i B si
muchia m (fig. 119).

Fig. 119

Se duce in planul o segmentul perpendicular PQ = p pe muchia
m §i AB = a perpendicular pe m §i continut in planul . Segmentul
PA = c¢. Cunoscand unghiul u intre @ §i p, se pune intrebarea: numai
cu aceste elemente situate in planele o §i B, la care se adauga si
unghiul u, este determinatd unic distanta intre B si Q (fig. 120)?

Fig. 120

Ducem QT L B (T € B). Conform reciprocei teoremei
celor trei perpendiculare avem PT L c. Rezultd cd TQ = p sin u §i
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PT = p cos u. Ducem TS" paraleld la ¢, deci perpendiculard pe 4B si
unim Q cu §.

Fig. 121

Pentru c3 patrulaterul PTS4 este dreptunghi rezultd cd 7S = c.
Triunghiul QTC fiind dreptunghic, aplicdnd teorema lui Pitagora,
obtinem: OS2 = ¢2 + p? sin? u.

Putem si aflim, de asemenea, cateta SB a triunghiului
dreptunghic: OSB, SB=AB — AS=a - p cos u.

Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul QSB, obtinem:

OB =,/0S* + SB* =,/c* + p*sin* u+(a— pcosu)’ =

=Jc*+p* +a’ —2pacosu
Constatdm c3 am reusit sa calculdm cu ajutorul segmentelor a,p si ¢
si a unghiului ¥ segmentul OB.
S3 presupunem ci in alt unghi diedru format de planele o” i §°
avem aceleasi date. Segmentul corespunzitor Q°S” va rezulta egal cu
segmentul OS.

Aceasta ne aratd importanta unghiului  care nu este altul decit
unghiul plan al diedrului considerat.
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PROBLEMA REZOLVATA

Se di o piramid3 hexagonali regulati V4ABCDEF, cu elemente
de lungime cunoscuti. De exemplu AB = a, VO = h.

Si se determine toate unghiurile formate de dreptele (muchii) si
planele (fete) precum si toate unghiurile diedre, din figura 122.

Rezolvare.
1) Unghiul o dintre AB §i VA.
in triunghiul isoscel V4B, fie mijlocul M al lui 4B. Avem
cos o = é—M—Cum VA=\Jh’ +a’, rezultd ci cos 0 = —e——
VA 2Vh +d?
Cum 4B || DE rezulti ci oo = (4B,VD) si analog oo = (4B,VE) si
o= (4B, VB).

2) Unghiul B dintre AB si VC.
Avem AB || CF, deci unghiul B se determini din triunghiul

isoscel VOF: tgf LA
iso g =—=—.
8 OC a
Avem si B = (4B, VF).
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3) Unghiul y dintre VA si VB.

Din triunghiul V4B avem y = 180° - 20

4) Unghiul 6 dintre VA 5i VC.

Acest unghi se determini din triunghiul isoscel VAC. AC este
latura triunghiului echilateral inscris in cercul de razi q, deci

SRR T N,
AC=a\3 si obtinem sm2 A s ,——-—az e

5) Unghiul € dintre VA si VD.

Din triunghiul isoscel V4D egal cu triunghiu/ VCF avem:
£=180°- 2P

6)Unghiul ¢ dintre VA si planul bazei.

Avem ¢ = .

7) Unghiul y dintre VA i planul fetei VBC (egal cu unghiul
(VA,VEF)).

S3 determinim proiectia 4" a lui 4 pe planul fetei VBC. Pentru
aceasta si ducem AN L BC, N € BC. Din teorema celor trei
perpendiculare stim c#, ducind perpendiculara n pe BC in N, situati in
planul fetei VBC, A" va fi piciorul perpendicularei din 4 pe n.
Vom avea:

v

cosy= VA-Jo T
Pentru a calcula VA'sd ludm mijlocul P al lui BC si s& observim ci
VP1BC, deci A'NPV este un trapez dreptunghic in N si P si rezultd
VA'=JNP* +VA" , unde A" este intersectia lui VP cu paralele din
A’ la BC.

Este usor de vizut ¢ NP = 40 = a §i cd A’A"OA este
paralelogram (4 °A "'paralele §i egal cu AD), deci O4”L VP, adica
OA"’ este indltimea in triunghiul dreptunghic OVP. Obtinem:

vo? K’ ’
VA" = = si acum
VP In +(av3/2)
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” v4A 1 , ht 2
co = = a elc
Jai+ht o +h? W +(av312)

8)Unghiul £ dintre muchia VA si fata VCD.

Avem AC L CD, deci (teorema celor trei perpendiculare)
proiectia lui 4 pe planul fetei ¥CD va fi piciorul Aj al perpen-
dicularei din A pe c unde c este perpendiculara pe CD, dusa prin C in
planul fetei ¥CD. Notand cu Q mijlocul lui CD obtinem analog cu

cazul 7):
VA = ,/CQ’ +VA)}
unde 4, este intersectia paralelei din 4, la CD cu VQ. 4, este in
acelasi timp perpendiculara din mijlocul R al lui 4AF (4AF || CD)
coboréti pe VQ - VA, = VR' — RA; R4, - VQ = RQ - VO (dublul ariei
VRQ), deci:
RQ vo av3-h

‘/h’ aJ’/z

VA, =CQ* +VR - RA: =
\/(a/Z ) +h' + (a\/—/Z) e

W +(a312)
Deci,
VA, VA,
cosE=—>-= :
¢ VA Ja*+Hh

9) Unghiul 6 dintre AB si planul fetei VBC.

Proiectia 4" a lui A pe planul fetei VBC a fost descrisd la
punctul 7.

AB 1 1
c0s0="——=—y A/ N* + NB* =— 4" P* +(a/2)*,
AB a a
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iar A "'P se determind din triunghiul VOP:
2
oP*  (aV3/2)

VP K +(av312)
Unghiul dintre 4B si planul fetei VCD este egal cu cel dintre
ED si planul fetei ¥CD care rezult3 egal cu unghiul 6.
AB || ED, deci AB || VDE.
10) Unghiul diedru n dintre planul bazei §i planul fetei
VCD este unghiul din Q al triunghiului VRQ de la 8, deci

Vo h
tgn=—

00 aV3/2

11) Unghiul diedru o dintre planele fetelor VCD si VBC.

Perpendicularele coborite din B si D pe ¥VC cad in acelasi punct
H: BH = DH deci in triunghiul BDH avem:

o_BD/2_ av3/2

'A,,P=

sin—= ;BH-VC=BC-VP (dublu ariei VBC),
2 BH BH
deci
BC-VP a\fh’+(a\/§/2)2
BH = = etc.
vc Jah
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12) Unghiul diedru { dintre planele fetelor VCD gi VAB.
Prelungim AB si CD péni se taie in G. Triunghiurile VGA si
VGD sunt egale, perpendicularele din 4 §i D pe VG cad in acelasi

punct XK. Analog cu punctul 11, avem

t AD/2 DG Vi
sin—=—-=-2_. DK .¥G=DG -VQ,DK = e
2 DK DK VG

DG=2a,V0 =K +(av3/2) ¥G= i +(aV3) .

13) Unghiul diedru @ dintre planele fetelor VCD si VAF.

Avem CD || AD, deci AF || VCD, deci planele fetelor VCD si
VAF se intersecteazd dupi o paraleld la CD §i AF. Avem VQ 1 CD,
VR 1L AF deci o = RVQ.

® RO a3/2

tg—=—=
*5 V0 H

§ 6. UNGHIURI $I PROIECTII

Definitie. Se numeste proiecfie a unui punct P pe o dreaptd d
piciorul perpendicularei duse din P pe dreapta d (intr-un plan care
contine punctul P si dreapta d) (fig. 124).

P
.,P
/ y

Fig. 124
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La fel ca la fig 125 se constatd ca proiectia unui segment pe o
dreapti este un punct sau un segment.

A

Fig. 125

In teoremele de mai jos vom conveni si considerm cos 0 = 1 si
cos 90°=0

Teoremd. Lungimea proiectiei A'B" a unui segment AB pe o
dreaptd d este egald cu lungimea segmentului inmulfitd cu cosinusul
unghiului u dintre d i dreapta ce confine segmentul.

Demonstratie. Teorema este cunoscut3 in cazul in care 4,B si d
sunt coplanare.

fn cazul cand 4,B si d nu sunt coplanare avem desigur B # B’,
A#A’,iar A,A’,B nu sunt coliniare. ,

Sa alegem pe paralela la AB dusd prin 4, de aceeasi parte a
dreptei A4 " ca si B, un punct B " astfel incat 4 B = AB (fig. 126).
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Patrulaterul 44 'B"'B este un paralelogram, deci BB"" || A4,
BB”1 d. Sau B"’ este pe dreapta BB’, sau d rezultd perpendiculari
pe planul BB'B”. In ambele cazuri B"” este in planul perpendicular pe
d in B’, deci B’ este proiectia lui B"" pe d. Cum u este unghiul
dintre d §i B", iar d si A'B’" sunt coplanare, avem A'B" = A'B”
cos u = AB cos u.

Teoremd. Lungimea proiectiei unui segment pe un plan o este
egald cu produsul dintre lungimea segmentului §i cosinusul unghiului
u dintre dreapta d ce confine segmentul gi planul o .

Demonstatie. Daci d L o atunci cos u = 90°, proiectia este un
punct etc. Dacd u # 90° fie d’ proiectia lui d pe o. Proiectia
segmentului pe planul o.. coincide cu proiectia sa pe dreapta d, u este
prin definitie unghiul dintre dreptele d si d° §i teorema rezultd
adevirat3 pe baza celei precedente.

fnainte de a stabili un rezultat asupra ariei unei proiectii,
vom stabili:

Teorema ajutiitoare. Fie o si  doud plane neperpendiculare,
ce se intersecteazd dupd o dreaptd d. Dacd b este o dreaptd din 8
perpendiculard pe d, atunci proiectia lui b pe o este perpen-
diculard pe d, iar unghiul dintre b 5i o este egal cu unghiul dintre
planele o si B (127).

Fig. 127

Demonstratie. Fie P punctul comun al lui b cu d, S3 ducem un
plan L d prin P. El va contine b, va fi perpendicular pe o, deci
proiectia lui b pe planul oo va fi dreapta ¢ = ® N o, care va fi
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perpendiculari pe d (b nu este perpendiculari pe o, deoarece § nu este
perpendicular pe o).

Unghiul diedru dintre o §i B este egal cu unghiul dintre b §i ¢
care, prin definitie, este egal cu unghiul dintre b si o,

Acum putem dovedi:

Teorema. Aria proiectiei a unui triunghi ABC pe un plan o
este egald cu produsul dintre aria triunghiului ABC §i cosinusul
unghiului u dintre planul triunghiului i planul o

Demonstratie. Dac3 u = 90°, triunghiul se proiecteazi dupi un
segment, cos ¥ = 0 etc. Dac3d u = 0, triunghiul se proiecteazi dupi
unul egal cu el, conform teoremei precedente, cos u =1 etc.

Fie deci 0 < u < 90°. Planul o va avea cu planul triunghiului o
dreaptid comun? 4.S3 considerdm intdi cazul in care triunghiul ABC
are o laturd, fie ea AB, paraleld cu d. Si ducem iniltimea CD a
triunghiului (fig. 128).

Do \\
o~

Fig. 128

Conform teoremei ajutitoare, proiectia lui CD va fi indlfimea
C'D’ a triunghiului 4 B'C’, iar unghiul dintre CD §i o va fi egal cu u.

Conform teoremei asupra proiectiei unui segment pe un plan
vom avea C'D"=CD cos u A'B" = AB, deci aria

A’B’C':%A’B’-C’D’:%AB-CDcosu= (aria ABC )cosu
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fn cazul general, observim ci orice triunghi se descompune in
triunghiuri avind fiecare cite o laturd paraleld cu o dreaptd 4 din
planul s3u.

Scriem relatia de demonstrat pentru fiecare din aceste
triunghiuri, le adundm si obtinem relatia dorit3.
Observatie. Teorema se generalizeazi la orice poligon plan.

§ 7. PROIECTIE PARALELA, PROIECTIE CENTRALA
fn realitate noi vedem un cub asa (fig. 129):

in desenul geometric il desendm
ins3 conventional aga (fig. 130):
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fn prima dintre cele dou# figuri, "imaginea" nu pistreazi pentru
anumite segmente paralelismul din "realitate", de exemplu 4B si 4 B’
au un punct pe "linia orizontului in care par ca se intdlnesc.

In a doua dintre figuri, laturile paralele ale cubului sunt
desenate de asemenea paralele.

De ce "vedem" concurente liniile paralele din realitate?

De ce le desendm prin conventie totusi paralele?

Ca si rispundem totusi la aceste doud intrebri trebuie mai intai
sa vorbim despre proiectia paralela si apoi despre proiectia centrala.

PROIECTIA PARALELA
Se considerd in spafiu un plan o (numit de proiectie), §i o
dreapti, care nu este paraleld cu el.

: KA
AT o Bl

Fig. 131

Proiectdim punctul 4 din spatiu pe planul o ducdnd din 4 o
paraleld d (fig. 131).

Punctul in care aceasti "proiectantd" intalneste planul (adica
punctul A”) este proiectia lui 4 pe planul o. Locul geometric al
proiectiilor unei figuri sau ale unui corp pe un plan se numeste
proiectia figurii sau a corpului pe acel plan.

Observatie. Proiectia rectangulard este un caz particular al
proiectiei paralele: proiectantele sunt perpendiculare pe plan (d L o).

Teoremi. Proiectia paraleld a unei drepte este o dreaptd sau
un punct.
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Demonstratie.

Cazul 1.

Daci dreapta este paraleld cu d, ea este proiectanta ﬁecirm
punct al ei. Deci toate punctele ei se proiecteazd in 4" (fig. 132).

A

d B
&
/ \’A, /
o
Fig. 132

Cazul 2.

Daci dreapta g nu este paraleld cu d, proiectantele punctelor de
pe g genereazd un plan numit plan proiectant, care taie planul o dupa
dreapta g (proiectia dreptei g) (fig. 133).

O\

g'

(o8

Fig. 133

Teoremdi. Doud drepte paralele diferite se proiecteazd dupd
doud drepte paralele sau dupd doud puncte.

Demonstratie.

Cazul 1.

Evident daci ambele drepte sunt paralele cu d, proiectiile vor fi
doud puncte.
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Cazul 2.

Daci considerim ambele plane proiectante, acestea sunt
paralele, avand cate dou#i drepte diferite respectiv paralele (g || # si
doui proiectante respectiv paralele cu d; || 4,) (fig. 134).

h
d2
d 9
di
/ - /
Fig. 134
PROIECTIA CENTRALA

S# considerdm in spatiu un plan o §i un punct C nesituat in el,
numit centru de proiectie. Un punct 4 se proiecteazi central pe planul o
astfel: unim punctul 4 cu C si punctul 4" unde acest3 dreapt3 intdlneste
planul o se va numi proiectia centrald a punctului 4 (fig. 135).

%xC A
D

R g o i 74

Fig. 135

Observatie. Orice punct din spatiu se poate proiecta central pe
planul o, cu exceptia punctelor continute in planul paralel cu o care
trece prin C. La proiectia paraleld nu avem nici o astfel de portiune a
spatiului neproiectabil.
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i in proiectia central3, locul geometric al proiectiilor punctelor
unei figuri sau a unui corp se numeste proiectia acelei figuri sau a
acelui corp.

Teoremi. O dreaptd se proiecteazd central dupd o dreaptd
sau un punct (bineinteles dacd nu este confinutd in planul paralel
cu o care trece prin C, dacd ar fi confinutd atunci nu s-ar mai
proiecta deloc) (fig. 136).

Demonstratie.

Cazul 1.

Daca dreapta trece prin punctul C ea se proiecteazi evident
intr-un punct.

Cazul 2.

Daci dreapta nu trece prin C, proiectantele avind un punct fix
si sprijinindu-se pe d genereazi un plan proiectant (din care lipseste o
paraleld prin C la d, dar care lasi planului proiectant punctul C).
Planul proiectant taie planul o dupi o dreapta alcatuita din proiectiile
punctelor dreptei d.

Y= %

Fig. 136

Teoremd. Doud drepte paralele (5i neparalele cu planul de
proiectie) se proiecteazd dupd doud drepte concurente.
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Demonstratie. Dreptele d si g determind cu punctul C deud
plane proiectante (fig. 136 si 137).

2
e

Fig. 137

Acestea aviand un punct comun, pe C, au o dreaptd comuni a,
paraleld cu ele care trece prin C. Dreapta a intdlneste pe o in punctul
A, punctul comun proiectiilor d” si g~ ale dreptelor d si g.

Fig. 138

ATENTIE: 4 nu este proiectia nici unui punct de pe g sau d
situati la distanta finita.
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Teorem#. Doud drepte paralele cu o se proiecteazd tot dupd

doud drepte paralele. J
3
|
I
\' C a
\\y_ /_ __________
—— — — — — -—'- —————
pr dl s
oC
Fig. 139

fntr-adevir: orice plan care trece prin d va tiia planul o dupi o
dreaptd d” care este paraleld cu d. La fel, g’ || g. Dar d si g fiind
paralele, prin tranzitivitate rezulti g” || 4 (fig. 139).

Observatie. Dacd dreptele paralele §i distincte d si g vor fi
situate in acelagi plan cu punctul C atunci proiectiille lor vor
coincide (evident presupunem c# acel plan nu este cel paralel prin C
la planul o).

Proiectiile dreptelor 4 si g (d || g) vor fi distincte dacd planul
determinat de cele doud drepte nu va contine punctul C.

Ramaéne incd deschisd intrebarea ce legiturd au cele spuse
anterior cu desenatul cubului?

S3 ne explicdim: ochiul omului este alcituit in fond dintr-o
combinatie de lentile care concentreazi "razele" vizulale intr-un punct
putin in spatele cristalinului §i "proiecteaza" imaginea pe retind, pe fundul
ochiului, pe care o putem considera o mic# portiune plani (fig. 140).

B

A\ A
A 4 ¥

Fig. 139
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"Razele" vizuale sunt deci proiectantele. Doud paralele (fard si
fie paralele cu portiunea de plan din fundul sensibil al ochiului) vor
avea imagini concurente. De aceea liniile de tramvai "converg".

Dacd prin absurd in loc de cristalinul "lenticular" ar fi un
paralelipiped, imaginea s-ar proiecta in mirime naturald, iar omul de
la nici o distanti nu ar putea cuprinde cu ochii intreaga siluet3 a unui
elefant de pilda (fig. 141).

- B8 /\ B’.‘

( _{ o x

Fig. 141

Ar vedea din el numai o portiune circulard de piele cu diametrul
cét pupila omului. Dar atunci ar vedea un cubulet cu toate muchiile
paralele, asa cum il desendm conventional.

Mai este ceva: prin proiectia paraleld, raportul se pistreazi,
adici daci punctul M imparte segmentu! 4B in raportul £,
(MA/MB = k), atunci i M'A/M'B" = k (fig. 142).

B

M
A

WAV

A M

Fig. 142
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De exemplu, mijlocul unei laturi a cubului desenat in proiectie
paraleld se proiecteazi tot in mijlocul segmentului proiectat. In
proiectia centrald acest lucru nu mai este respectat: stilpi de telegraf
"vizuti" in perspectivd i se par cu extremititile pe doud drepte care
se intdlnesc. "Raportul nu se mai pistreazi. Riméine neschimbati o
relatie mai complicatd intre patru segmente de rapoarte care se
numeste raportul anarmonic, greu de inregistrat repede intr-un desen.

Bineinteles, in tot ce am vorbit considerim "lumea" vizuti cu
un ochi (am neglijat privirea "binoculard" care duce la vederea "in
relief" bun#oara).

EXERCITII I PROBLEME

1. Dacil o dreapti nu este paralel3 §i nici perpendiculari pe un
plan, poate forma aceastd dreapti orice unghi ascutit vrem cu o
dreapti a planului? y

2. Un triunghi dreptunghic isoscel ABC (4 = 90°) se "indoaie"
de-a lungul in#l{imii 44" pana cénd planele triunghiurilor 44 B, 44°C
formeazi un unghi drept. S4 se demonstreze c3 in noul triunghi ABC
unghiul 4 are 60°. Dacid 44" = h si se determine laturile triunghiului
ABC obtinut dupi indoire.

3. In fetele o §i B ale diedrului de muchie m construim
respectiv dreptele a si b ( @ # m,b # m). Dintr-un punct 4 din spatiu
ducem dreptele a’, b, m” respectiv paralele cu a, b, m. Pot fi dreptele
a’, b’, m’ coplanare?

4. Dacd se considerd tiunghiul ABC cu linia mijlocie MN
(M e AB, N € AC) se duce din 4 o secantd AP (P € BC) care taie MN
in P’ 5i se "Iindoaie" triunghiul de-a lungul dreptei MN astfel incat si
se formeze un unghi diedru. S& se demonstreze ci triunghiul nou
format AP P este isoscel. Este adeviratd urmétoarea afirmatie: Daci
in diedrul obtinut QO = BC §i Q € MN astfel incit 4Q" = Q0 si
"desdoim" diedrul pani se formeaz} iar iardsi triunghiul 4BC, adici
4, M, B, C, N, sunt coplanare, punctele QQ’, 4 sunt coliniare?
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5. Triunghiul ABC se "indoaie de-a lungul liniei mijlocii MN
(M € AB, N € AC) astfel incat planele triunghiului AMN si al
trapezului MNCB si formeze un diedru drept.

a) Sa se determine unghiul plan a diedrului format de planul
trapezului MNCB cu cel al planului determinat de punctele 4, B, C.

b) Notind cu § aria triunghiului initial ABC, s se determine in
functie de S aria noului triunghi ABC obtinut dup3 "indoire".

6. Sa se demonstreze ci dou diedre cu fetele respectiv paralele
sunt egale sau suplementare.

7. S& se arate ci tetraedul regulat este singura piramida care are
proprietatea ci diedrele oriciror dou fete ale sale sunt egale.

8. Se da piramida regulatd VABCD cu baza in forma ABCD de
laturd a cm §i muchiile laterale egale tot cu a cm. Prin punctul C si
mijloacele muchiilor VD si VB se duce un plan care sectioneazi
piramida.

a) Determinati forma sectiunii.

b) Determinati aria sectiuni.

9. a) Fie patru drepte a, b, ¢, d coplanare, concurente in O.
Doud drepte g si f se intersecteazd cu ele in, respectiv 4, B, C, D

T i e ) O
, 3 Y . emonstatl Ci S — e
i W e B2CcBD BC BD

(rapoartele

anarmonice egale)

b) Fie patru plane diferite o, B, y, 8, avind comuni o dreapta m.
Doui secante se intersecteazd cu planele in 4, B, C, Dsi 4', B, C’,
D’ demonstrati c# si in acest caz egalitatea rapoartelor anarmonice se
pastreaza.

¢) Demonstati ca in cazul proiectiei centrale raportul anarmonic
determinat de patru puncte pe o dreapti, se pastreazi si pe proiectia
acesteia.
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CAPITOLUL AL SASELEA

ARIA POLIEDRELOR

Definitie. Prin aria (totald) a unui poliedru intelegem suma
ariilor tuturor fetelor sale.

§ 1. PRISMA. RECAPITULARE. GENERALITATL
CLASIFICARI.

Vom recapitula pe scurt cele invitate despre prisme in
capitolul precedent.

Definitie. Poliedrul determinat de o suprafatd prismaticd si
doud plane paralele distincte, neparalele cu muchiile suprafetei
prismatice, se numeste prismd.

- Cele doui baze ale unei prisme sunt poligoane egale.

- Fetele laterale ale unei prisme sunt paralelograme.

- Segmentul care uneste doud varfuri care nu sunt situate pe
aceeagi fatd se numeste diagonala spatial3 a acestuia.

- diagonalele spatiale ale unui paralelipiped sunt concurente, iar
punctul lor de intersectie este centrul de simetrie a acestuia.

- Diagonalele spatiale ale unui paralelipiped dreptunghic
sunt egale.

- Prismele se clasificd dupa:

I. Numirul laturilor bazei in prisme triunghiulare, patmlatcre
pentagonale, ..., n-gonale.
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II. Prisme drepte dacd muchiile laterale sunt perpendiculare pe
planele bazelor;

- prisme oblice daci muchiile laterale nu sunt perpendiculare pe
planele bazelor.

ARIA LATERALA $I TOTALA A UNEI PRISME

Definitie. Prin aria laterald a unei prisme se infelege suma
ariilor fetelor laterale ale acesteia.

Teoremd. Aria laterald a unei prisme este egald cu produsul
dintre muchia laterald a acesteia inmulfitd cu perimetrul unui poligon
care se obtine tdind suprafata prismaticd a prismei cu un plan
perpendicular pe muchiile acestei suprafete prismatice.

Demonstratie. Fetele laterale ale prismei sunt paralelograme
care au doul laturi paralele, egale cu muchiile laterale ale prismei.
Planul perpendicular pe muchiile laterale ale prismei taie fiecare fat3
(eventual prelungirea ei) dupd o iniltime a acestei fete (care este un
paralelogram).

fn figura 143 se ilustreazi acest lucru pentru o prismi
patrulatera:

D c

Fig. 143
AA=BB=CC=DD’=e¢
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OM 1L DD si OM 1 AA’, rezultd cd OM este indl{imea
paralelogramului 44 'D'D.

MN 1 AA" si MN 1 BB, deci MN este indl{imsa
corespunzitoare paralelogramului A4 B'B.

NP L BB’si NP L CC’, deci NP este indltimea corespunzitoare
paralelogramului B 'BCC.

PQ 1CC’si PQ 1 DD’, deci PQ este indltimea corespunzitoare
paralelogramului CC'D 'D.

Rezult3 ci aria laterald a prismei ABCDA B 'C'D’ este egald cu:

AA"MN +BB’-NP +CC’-PQ +DD’"- OM =
=e (MN + NP + PQ +0OM).

Deci aria laterald a unei prisme este egald cu lungimea muchiei
laterale inmultitd cu perimetrul unei sectiuni drepte prin suprafata
prismatic3 care mérgineste acea prismi.

Dacd prisma este dreaptd atunci aria laterald a prismei esie
egald cu perimetrul bazei inmultit cu lungimea muchiei laterale.

Definitie. Prin aria totald a unei prisme vom intelege suma
ariilor tuturor fetelor care mirginesc aceasts prisma.

Deci aria totald a unei prisme este egald cu suma dintre aria
laterald a acesteia si dublul ariei unei baze.

EXERCITII REZOLVATE

1) Sa se determine aria laterala si totald a unei prisme drepte, care
are ca baza un hexagon regulat cu latura a si cu iniitimea egali cu 2a.

El Dl
F I n c’
1
A1 l Bo}
]
|
it i
I .
Ficl N 3
G
A B Fig. 144
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Rezolvare. Toate fetele laterale ale prismei sunt dreptunghiuri
egale ale cdror arii sunt egale cu 242, Bazele prismei sunt hexagoane
regulate egale cu muchia a. Aria bazei ABCDEF este egald cu

2
6a 4J_ 3a J— (ﬁ )
Deci ana laterald este 4; = 1242 si aria total3 este
A;=12a2 + 3a2/3 == 3a%(4+ 3).

2) Sia se determine aria laterald si totald a unei prisme oblice
ABCDA'B'C'D’ cu bazele romburi egale astfel incdt 4 = 4= 60°,
muchia laterald egald cu 2a §i 4'C si fie perpendiculard pe baze
(fig. 145).

Fig. 145

Rezolvare. Vom da dous metode de rezolvare:

Metoda I. Pentru a afla aria laterald a prismei putem calcula
ariile fiecirei fete. Insa in cazul unor prisme oblice fetele laterale nu
trebuie si fie egale (chiar dac3 bazele lor prezinta unele regularititi).

Vom arita mai intdi c# toate fetele laterale sunt totusi (in acest
caz) egale.
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fntr-adevir planul 44°C°C este un plan de simetrie pentru
prisma noastrd. Deci fetele 4BB'A” si ADD’A’ sunt egale fiind
simetrice fata de palnul 44°C’C.

Paralelogramele BCC'B" si ADD'A’ au aceleagi laturi
AD =BC =A'D'=B'C'si AA" = DD’ = BB’ = CC'. Pentru a arita
cd paralelogramele BCC'B” si ADD’A" sunt egale-va fi suficient si
aritim c3 unghiurile B 'BC si A 'AD sunt egale.

Or AA’ || BB  si AD || BC si AD si BC au acelasi sens, rezultd ca
A’AD = B'BC . Va fi deci suficient s calculdm aria unei fete laterale.
Vom calcula aria fetei ABB’A".

fn rombul ABCD diagonala BD = a. deci AC va fi dublul
inaltimii unui triunghi echilateral cu latura a, deci ay/3. In triunghiul
dreptunghic AA'C avem A’C=+yAA”-AC*=y4d*-3a*=a. T
planul bazei ABCD ducem CM L AB.

Din faptul ci A 'C este perpendicular# pe planul bazei si din CM
1 AB. deducem, conform teoremei celor trei perpendiculare, cd 4 'M L
AB. Deci A'M este in3lfimea paralelo ului ABB’A’. BC = a si
CBM = DAB = 60°, rezulti ci CM = a+/3/2.

fn triunghiul dreptunghic 4 'CM avem:

oM =TT e = s 2
Deci aria patrulaterului A4BB’A’ va fi egald cu
4. g’_z_\/i =2a*7.
Ariile bazelor celor dous romburi sunt egale ambele de doui ori
aria unui triunghi echilateral cu latura a, deci cu a3 /2. Rezulti ca

g f=a2(2ﬁ+\/§).

Metoda a II-a. Din faptul ci planul in care sunt situate punctele
A A ', C C ' este plan de simetric pentru prismi (acest fapt rezultd
dn DB L AC§5iD B "1 A 'C ’si aceste diagonale se injumititesc)

aria totala a prismei este egala cu 2a’v/7 +2-
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rezultd ci diagonalele paralelogramului BB D D care se injumitifesc
sunt egale. Deci BB D "D este un dreptunghi.

Fie ON 1 AA ’si fie O mijlocul lui CN. Paralela prin O la DB
taie muchiile laterale BB ’si DD ’respectiv in P si Q.

NC 1 PQ, deoarece NC este situat in planul de simetrie ACC
‘A’ a prismei, iar PQ || BD, iar BD este perpendicular pe acest plan.
Deci in patrulaterul CPNQ diagonalele se injumititesc si sunt
perpendiculare. Rezultd cd CPNQ este romb.

Pe de alta parte CN si PQ sunt doul drepte secante care sunt
perpendiculare pe muchiile prismei. Rezultd cd CPNQ va fi sectiunea
prismei cu un plan perpendicular pe muchiile laterale. vom calcula
laturile acestui romb CPNQ .

in triunghiul dreptunghic ACA’ segmentul CN este
in3ltimea cobordtd din varful unghiului drept. Rezultd ci CN
va fi egala cu produsul catetelor pe ipotenuzi, adici

S ACAj € aJ§a a7

Evident c3 diagonala PQ va fi cgali cu BD, adic3 cu a. Rezultd

c3 latura CP va fi egald cu

3¢ & |1¢ af7
CN/2)"+(PQ/2)" = — = —=—
P =GN P \[16+4 16 4
Aria laterald a prismei va fi deci egald cu
a1
.

AA’-4CP=2a-4- -——2a
iar aria totali cu 2a*V7 + 4 3=a’(2J'+J').

§2. DESFA§URAREA UNEI PRISME

Avind o prismi ale cirei fete sunt de carton, de exemplu o
prisma patrulaterd dreaptdi ABCDA'B'C’'D’, tdind-o de exemplu in
lungul muchiilor DA, 4B, BC, AA", D’A’, A'B" si B'C’ si indoind
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fetele fard a le deforma péani ajung coplanare cu patrulaterul CDD'C’
vom obtine un poligon pe care-l vom denumi desﬁ.yurata prismei
ABCDA’B’C’D’, iar operatia descrisa mai sus se numeste desfisurarea
prismei date (fig. 146).

A" ’
W 78
l
A D': Ic* B! A
b o 418 ;
‘ : V. ! :
/, |
1 | . |
2 i :
D e B _________I ________ J
o | 0P i i« R A
2l { |
B} A I
A1 B |
______ 4
A B

Se observd cd o prismd poate avea mai multe desfisurate
echivalente (adic3 cu aceeasi arie, egald cu aria totald a prismei). In
figura de mai jos dim trei desfasurate diferite ale unui cub.

D __ gt ) A 0P B A
B P_A B_C D A B A B ¢l b A
A c ¢
Bj__ ’ A A l i A
< D’ A B ¢ D B> C’ < B’ C ‘D A
A D’ ; ! ;
D’ C’ B B ‘r;r D’ J
Fig. 147
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In general ne intereseazi acele desfisuriri in care apar toate
fetele netdiate si astfel incdt o fati oarecare sd aibd comun cu o altd
fatd o muchie (si evident numai una). Este clar ci aria oricarei
desfasurdri este egala cu aria totald a prismei.

Observatie. Existd prisme care nu pot fi desfdsurate
respectdnd conditiile de mai sus. O astfel de prismd este reprezentatd
in figura de mai jos.

Fig. 148

§ 3. ARIA LATERALA $I TOTALA A PIRAMIDEI

Definitie. Fiind dat un poligon (P) intr-un plan o fie ¥ un punct
care nu apartine planului. Poliedrul marginit de poligonul dat, precum
si de triunghiurile determinate de punctul ¥ si laturile poligonului dat
se numeste piramida.

- Poligonul (P) se numeste baza piramidei.

- Triunghiurile ale ciror varfuri sunt V §i doudl varfuri aliturate
ale bazei, se numesc fefele laterale ale piramidei.

- Punctul V se numeste vdrful piramidei.

Clasificarea piramidelor se face dupi:

a) numarul varfurilor (respectiv laturilor) bazei in piramide
triunghiulare, patrulatere, ..., n-gonale.
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b) in piramide regulate ale ciror baze sunt poligoane regulate si
proiectia varfului pe planul bazei coincide cu centrul cercului
circumscris acesteia.

- O piramidi nu are diagonale spatiale.

- Distanta de la véarful ¥ la planul bazei se numeste indlfimea
piramidei.

Definitie. Prin aria laterali a unei piramide vom intelege suma
ariilor fetelor laterale ale acesteia.

fn cazul unei piramide care are mai mult de patru fete, a carei
bazi este deci un poligon cu mai mult de trei laturi, baza evident nu
mai trebuie si fie precizati. Este de la sine inteles ci singura fat care
nu este triunghi este baza.

Altfel stau lucrurile cu un tetraedru la care toate fetele sunt
triunghiuri. Dac3 se cere aflarea "ariei laterale" a unui tetraedru atunci
trebuie s3 precizim care sunt fefele laterale ale acestuia sau, ceea ce
este acelasi lucru, s3-i precizim baza.

Bineinteles, existd o conventie tacitd de a desena baza in "jos".
Dar povestea cu "josul" acesta este destul de relativd. Cateodat3 este
mai bine s#-{i "ristorni" sau si-{i "sucesti" putin tetraedrul ca s poti
afla mai ugor si mai repede anumite lucruri care ti se cer.

Aria laterald a unei piramide regulate a cirei bazi este un
poligon cu »n laturi este egald cu de » ori aria unei fete laterale, cici
toate fetele laterale sunt triunghiuri egale. Aria laterala a unei astfel de
piramide va fi deci egald cu produsul dintre semiperimetrul bazei si
dpotema piramidei: 4, = gap,

A| fiind aria laterald, P perimetrul §i ap apotema piramidei.

Definitie. Prin aria fotald a unei piramide se intelege suma
dintre ariile tuturor fetelor acesteia (inclusiv baza).

Deci aria totald a unei piramide este egald cu suma dintre aria ei
laterali si aria bazei.
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§4. DESFA$URAREA UNEI PIRAMIDE

Avind o piramidi a cdrei fete sunt din carton, de exemplu o
piramida patrulaterd regulatd VABCD, tiind-o pe aceasta in lungul
muchiilor 4B - BC - CD - DV si indoind fetele ei fira a le deforma
péni cind ajung in planul bazei, vom obtine un poligon pe care il vom
numi desfisurata piramidei considerate, iar operatia descrisd mai sus
se numeste desfdsurarea piramidei (fig. 149).

Fig. 149

Ca si in cazul prismelor, vom acorda o important mai mare
acelor desfasurdri in care orice fati are cel pufin 0 muchie comuni cu
o altd fat3; oricare doud fefe distincte ale piramidei desfisurate pot
avea cel mult o muchie comun.

Astfel, figurile de mai jos nu le vom considera ca desfaguriri
ale unei piramide, cu toate ci putem "asambla" cu ele céte o piramidi.

Fig. 150
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Ca si in cazul prismelor desfagurabile, o piramidd desfasurabild
are in general mai multe desfisurate. In figura de mai jos sunt
reprezentate doud desfisurate ale unor piramide.

\ C v,
v
A D\ &
N
v
N C B C
v
Fig. 151

Ne putem convinge cd existd §i piramide care nu pot fi
desfasurate respectand indicaiile de mai sus. De exemplu o piramida
care are ca bazd un poligon de forma celui din figura de mai jos nu
este desfigurabild in conditiile specificate mai sus, adicd nu putem
ageza toate fetele ei intr-un plan astfel incat oricare fatd s3 aibd o
muchie comuni cu alti faa.
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EXERCITI $I PROBLEME

1. Desenati trei desfisurdri ale unui tetraedru regulat ABCD,
pastrand notatia fiec#rui varf, deci aceeasi literd apare de doui ori.

Printre ele este vreuna in forma de paralelogram?

2. Fie intr-un plan o un hexagon ABCDEF si un punct O in
interiorul sdu. Ducem perpendicularele 00; 00, 00;, ... 0G4
respectiv pe laturile 4B, BC, CD, .., FA. Punctele 0;0,...04
exterioare poligonului sunt construite astfel 0;B = BO,, 0,C = CO;,
O3;D = DOy O4E = EOs;, OsF = FOg4 (fig. 153). S se arate ci
O4d = A0,. (OO" " AB =M, O;M > OM).

Fig. 153

§ 5. ARIA LATERALA §I TOTALA A TRUNCHIULUI
DE PIRAMIDA

Reamintim:

Definitie. Poliedrul care rezultd indepirtdnd dintr-o piramidi
piramida mai mic3 obtinutd sectionidnd piramida initiald cu un plan
paralel cu baza ei se numeste trunchi de piramidd (fig. 154).
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Fig. 154

- Cele doud poligoane situate in plane paralele se numesc
bazele trunchiului de piramid3 si ele sunt poligoane asemenea.

- Celelalte fete, care nu sunt baze, se numesc fetele laterale ale
trunchiului de piramida. Toate fetele laterale sunt trapeze.

- Distanta dintre planele celor dou# baze se numeste indlfimea
trunchiului de piramida.

- Un trunchi de piramid? care provine dintr-o piramida regulati
se numeste trunchi de piramida regulat. Fetele laterale ale unui trunchi
de piramida regulat sunt trapeze isoscele egale.

Definitie. Prin aria laterald a unui trunchi de piramidid vom
intelege suma ariilor tuturor fetelor laterale.

Pentru un trunchi de piramidi regulat a cirui bazi este un
poligon regulat cu n laturi, este egali cu de » ori aria unei fete laterale

(B+b)-a,
S
mari, b lungimea laturii bazei mici, iar a, este iniltimea unei fete
laterale a trunchiului de piramida si se mai numeste apotema acestui
trunchi de piramida regulat.

Definitie. Prin aria totald a unui trunchi de piramidi intelegem
suma ariilor tuturor fetelor acestuia.

Deci aria totald a unui trunchi de piramid3 este egald cu suma

dintre aria sa lateral si ariile celor dou# baze ale sale.

, unde 4; este aria laterald, B lungimea laturii bazei
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§6. DESFA§URAREA TRUNCHIULUI DE PIRAMIDA

Deoarece un trunchi de piramida este "combinatoric" echivalent
cu o prismi a cirei bazi are acelasi numir de laturi ca a trunchiului de
piramidi, rezult3 ci tot ceea ce s-a spus despre desfisurarea prismelor
riméne in linii esentiale la fel pentru desfisurarea trunchiului de
piramidi. Singura deosebire este ci fetele laterale ale trunchiului de
piramid3 nu sunt paralelograme, ci trapeze.

in figura de mai jos sunt reprezentate trei desfisuriri distincte
ale unuia si aceluiagi trunchi de piramida regulat cu baza un triunghi.

& &

Fig. 155
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CAPITOLUL AL SAPTELEA

CONGRUENTA iN SPATIU

§ 1. INTRODUCERE

fn cele ce urmeazi vom trata intuitiv congruentele (egalitatea)
in spatiu, adici nu vom da demonstratii. in partea a doua vom da
expresia matematica precis3 a acestei notiuni.

SIMETRIA FATA DE UN PLAN

Fiind dat un plan o, numit plan de simetrie, oricirui punct 4
din spatiu ii corespunde un punct 4" determinat unic astfel: din 4
ducem perpendiculara AB pe planul o0 (B € o) §i considerim pe
aceastd perpendiculard punctul 4" de cealaltd parte a planului astfel
incit A'B = AB. Spunem ci A’ este simetricul lui A fa3 de planul o.

x A TA ¥A
| |
: :

/ / / *B/ / «B
!

W

Fig. 156 kA
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Evident ca si A este simetricul lui 4’ fatd de planul o. Daca
A € o, atunci el coincide cu simetricul sdu fat3 de planul o (fig. 156).

Definitie. Locul geometric al simetricelor punctelor unei figuri
sau al unui corp fatd de un plan, alcatuieste simetrica figurii, respectiv
a corpului, fatd de acel plan.

Afirmam fard si demonstrim ci doud figuri (corpuri) simetrice
fata de un plan sunt congruente (egale).

Déandu-se in spatiu o figurd, sau un corp, sau o multime
oarecare de puncte, dacd existd un plan astfel incdt oricare punct al
figurii (al corpului, sau al multimii de puncte) are un simetric fata de
planul dat, tot pe acea figura (respectiv corp sau multime de puncte),
spunem c# ea are un plan de simetrie.

Evident c3 orice figurd plana are planul in care este situati ca
plan de simetrie (poate avea si alt plan de simetrie, dar cel in care este
situat3 este unul din eventualele sale plane de simetrie).

EXERCITIU

Doui plane paralele au o infinitate de plane de simetrie:
orice plan perpendicular pe ele si un plan intre ele situat la egald
distantd de acestea.

Simetrie fatd de un punct.

Fiind dat un punct C, numit centru de simetrie, un punct
oarecare A are ca simetric pe A, fatd de centrul de simetrie C, daca
punctele 4, C, A’ sunt coliniare §i AC = A'C (4 # A’) cu alte cuvinte
daci C este mijlocul segmentului 44 " (fig. 157).

A A

*

*C

Fig. 157
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Definitie. Locul simetricelor fatd de punctul C al tuturor
punctelor unei figuri (ale unui corp sau ale unei mul{imi de puncte
oarecare) alcatuieste o figurd (corp sau mulfime de puncte) numiti
simetricd fatd de C.

Afirm#m si in cazul simetriei fatd de un punct cd doud figuri
simetrice sunt congruente (egale).

O multime de puncte (o figurd sau un corp) cdreia ii apartin
toate simetricele punctelor ei fatd de un punct C, se spune ci are un
centru de simetrie §i punctul C se numegte centru de simetrie.

Se poate arita usor c3 un corp mirginit are cel mult un centru
de simetrie. Orice punct al unui plan este un centru de simetrie
al acestuia.

TRANSLATIE iN SPATIU

Daca transform#@m punctul curent 4 al unei multimi in punctul
A’ al altei multimi, astfel incit segmentul 4B si aibd mirime
constanti, aceeasi directie si acelasi sens, spunem ci am {ranslatat
multimea initial3 in cea de-a doua mulfime. $i aici afirmim ci doua
corpuri obfinute prin translatie sunt congruente (fig. 158).

A
—

Fig. 158

ROTATIE DE UN UNGHI « FATA DE O AXA

Considerim o dreapt3 a, numiti axd de rotafie, o figur3 (sau un
corp) in spatiu §i un unghi w. Oricare ar fi punctul 4 al figurii
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construim planul determinat de a si 4, §i considerim un diedru de
unghi plan « "in acelasi sens" (fig. 159a).

M P M’
v,

Fig. 159

Ducem din 4 perpendiculara 4B L a, si ludm in a doua fai a
unghiului diedru segmentul B4" = B4 §i BA’ 1 a. Daci toate punctele
figurii au fost transformate astfel, figura nou formati se spune ci s-a
obtinut prin rotirea figurii initiale cu un unghi » in jurul axei a.
Si in acest caz afirmdm c3 figura obtinutd si cu cea initiald sunt
congruente (egale).

Rotatia de unghi

180° fatd de o ax3d se

. numeste simetrica fatd de
A acea axd. Deci simetricul
C o M’ al unui punct M fata de

D o dreaptd d se obtine
ducind perpendiculara din

B %;;/g{ B’ M pe dreapta d, notand
piciorul ei cu P si
prelungind segmentul MP

Fig. 160 cu un segment congruent
cu MP (fig. 160).

o3}
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O figurd cdreia i apartin toate simetricele punctelor ei fat3 de o
dreapti dati d, se spune ci are pe d ca axd de simetrie.

Compunénd dou3 sau mai multe din aceste transformiri (rotatie
in jurul unei axe, simetrie fatd de un plan sau fatd de un punct si
translatia) obtinem o figurd congruent4 (egal3) cu cea initiala.

Vom numi "suprapunere" a unei figuri cu alta o succesiune de
astfel de transformiri care "duce" prima figurd in a doua. Deci
suprapunerea vom afirma ci "ne asigurd" congruenta corpurilor.

Toate elementele corespunzitoare: distantd, unghi in plan,
unghi diedru, arie obtinute prin suprapunere vom admite, fird
demonstratie, ci sunt egale.

§ 2. CONGRUENTA FIGURILOR iN SPATIU

in geometria plani am acordat mult3 atentie egalititii figurilor.
Aici nu vom aprofunda aceasti nofiune, ci vom prezenta numai
strictul necesar pentru paragraful asupra volumelor.

Prin figur3 vom intelege o multime de puncte in spatiu.

Definitie. Fic F, F’ dou figuri. Prin congruenta lui F cu F’
(sau suprapunere a lui F peste F') intelegem o corespondentd
bijectivd f : F — F' aga incat, oricare ar fi punctele A, B € F, dacd
A’, B’ sunt punctele lui F’ ce le corespund (A" = f (A), B’ = f (B))
avem A'B" = AB.

Observatie. Aplicatia inversd a lui f rezultd o congruenta a lui
F'cuF.

Teoremd. Dacd f este o congruentd a lui F cu F’ i dacd A, B,
C sunt trei puncte coliniare din F, atunci imaginile lor A', B, C’ prin
f sunt coliniare. In plus, dacd de exemplu B este situat pe segmentul
AC, atunci B’ este situat pe segmentul A'C’ (cu alte cuvinte orice
congruentd duce dreptele in drepte, "cu pdstrarea ordinii").

Demonstratie. Vom avea AB"+ B'C" = AB + BC = AC =
= A'C’, ceea ce reclami apartenenta lui B" la segmentul 4°C’
(segmentul 4 'C’ fiind drumul cel mai scurt dintre 4" si C").
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Teoremd. Dacd f este o congruentd intre F §i F', dacd A, B,
Ce Fgidacd A', B, C" € F’ sunt imaginile lor, atunci ABC= 4'B'C’.

Demonstratie. Afirmatia din enunt rezulti imediat din egalitatea
triunghiurilor ABC si A B C’ care au laturile respectiv egale.

Teoremi. Fie f o congruentd a lui F cu F'. Fie A, B € F,
A # B i fie M un punct pe dreapta AB. Sd considerdm imaginile A’,
B’ ale lui A, B prin f, si punctul M’ de pe dreapta A'B’ asa incat
A'M’ =AM, B'M’ = BM (fig. 159).

Variante:
A M B M A B A B M
e S, e —t EASIE. A
M BT Attt b A S
o M* A* B° A® B M
De exemplu in prima nu este bine
M A" B’
Fig. 161

Atunci considerind G=FuU {M }, G’'=F’" U {M’} si bijectia g
de la G la G’, egald cu f pe F si pentru care g (M) = M’ obtinem o
congruentidelaGla G’

Pe scurt, orice congruentd a dou# figuri se poate extinde
la o congruentd intre alte figuri, una din ele obtinuti din prima
addugind un punct dat pe unul din segmentele determinate de doui
puncte ale ei.

Demonstratie. Trebuie aritat ¢ C'’M’" = CM pentru orice
C € Funde C'=f(C). Daci C este pe dreapta AB, atunci C’ este pe
A'B’, ordinea lui C, 4, B fiind aceeagicualui C’, 4", B".

Dacid C nu este pe dreapta 4B, atunci CAB =C’A’B’ (conform

teoremei precedente). Rezultd CAM =C'AM’ (in toate cele trei cazuri
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din figura din enunt) si deci triunghiurile CAM si C'4’M’ sunt egale
(avdand doud laturi respectiv egale si unghiul cuprins intre acestea
egal) deci C'M"= CM.

Teoremd. Dacd f este o congruentd a lui F cu F' 5i A, B, C,
D € F sunt patru puncte coplanare, atunci imaginile lor A’, B', C’,
D’ prin f sunt tot coplanare.

Demonstratie. Dacid AB si CD au un punct comun E, atunci
extindem conform teoremei precedente congruenta fla F U {E },
F"U {E" }. Conform teoremei 4, B', E" 5i C’, D', E’ sunt triplete de
puncte coliniare, deci 4B’ §i C’D’ se intersecteazi, deci sunt
coplanare. Daci 4B || CD, dar AC se intersecteaz cu BD rationim la
fel. Dacd AB || CD , AC || BD atunci ABCD este un paralelogram si

AD si BC se vor intersecta, deci vom putea rationa ca mai sus.

Teoremd. Fie f o congruentd intre F 5i F', A, B, C, D € F,
A, B’, C', D" € F’ imaginile lor. Dacd AB || CD atunci A’'B’|| C'D".

Demonstratie. Dac dreptele AB si CD coincid atunci afirmatia
este adeviratd. Dac3 dreptele AB si CD sunt distincte atunci punctele
A, B, C, D sunt coplanare, deci 4, B, C’, D" vor fi de asemenea
coplanare (conform teoremei precedente). Dac# dreptele A B" i C'D’
ar avea un punct comun E” atunci aplicind teorema 3 a de la pag. 142
la inversa lui f obtinem o congruentd intre F U {E }, F' U {E" } care
prelungeste pe f, deci E, 4, B §i E, C, D vor fi triplete de puncte
coliniare, adici AB §i CD s-ar intersecta in E, ceea ce nu se poate.
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Teoremi. Fie f o congruentd intre F si F', A, B, C € F
necoliniare. fie D un punct arbitrar din planul ABC. Atunci f se poate
prelungi la o congruentd g intre F U {D } si o figurd F U {D ’ }
(g(D)=D").

Demonstratie.

A B
Fig. 162

Daci D este pe AB sau AC, afirmatia rezult3 din teorema a doua
de la pag. 178.

Daci D nu este situat pe 4B, nici AC atunci s3 alegem un punct
D, pe AB astfel incat D si D; si fie de o parte si de cealaltd a lui 4C.
Fie D, intersectia lui DD; cu AC.

Vom extinde pe baza aceleiasi teoremei succesiv pe f la
Fu {D;}, Fu{D;, D}, Fu {D,, Dy, D } si apoi o vom "restrange"
la F U {D }, obtinind astfel elementele dorite.

Teoremid. Congruenta pdstreazd paralelismul intre o dreaptd
i un plan gi intre plane.

Demonstratie. Dac3 imaginile ar avea un punct comun putem
prin extensie, conform teoremei de mai sus, si presupunem ci el
apartine figurii imaginii. El va fi imaginea unui punct care, conform
teoremei ar fi pe ambele figuri initiale.

Teoremi. Congruenta pdstreazd unghiurile intre drepte, intre
un plan gi o dreaptd, intre plane.

Demonstratie. Daci este vorba despre unghiul dreptelor 4B,
CD putem presupune ci figura contine un punct E astfel incat
BE || CD si reducem totul la cazul unor puncte coplanare (E este in
planul BCD) si afirmatia din enunt este adevirati, conform teoremei a
doua de la pag. 178.
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Dac3 este vorba despre unghiul unei drepte cu un plan, putem
presupune ci figura contine intersectia lor H, proiectia O al unui alt
punct P al dreptei pe plan §i dou2 drepte diferite QR, OS din plan ce
trec prin acea proiectie.

Va rezulta ci imaginea P'Q" a lui PQ e perpendiculard pe
imaginile Q'P’, Q’S’, deci cid P’Q’ este perpendicular pe imaginea
planului si afirmatia revine la PIA{Q = P'}AI'Q' X

Daci este vorba despre doui plane, putem presupune ci figura
contine dou# puncte P, O de pe dreapta lor de intersectie si doud
drepte PR, PS situate in cele dou3d plane, perpendiculare pe PQ.
Rezultai ca PR" L P'Q’, PS" L P'Q" si afirmatia revine la
RPS=RP'S’.

Observatie. Si rezolvaim de exemplu urmitoarea problemi: in
doui triunghiuri egale, distantele intre centrele cercurilor circumscrise
si inscrise sunt egale (fig. 163).

A A

Ir
g M C B’ M g’
Fig. 163

Solutia 1. (independenti de notiunile din acest paragraf). Fie
M, M’ mijloacele lui BC, respectiv B'C".
AOBM = AO'B'M’ (BM = B'M’, sunt dreptunghice,
BOM =1/2arcBC=A= A'= BO'M"), deci OB = O'B".
AIB= A'I'B’ (au o laturd si unghiurile ce o cuprind egale), deci
BI=BT.
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in fine CIB=CTB’ si avem AIBO = AI'B'O’ (doui laturi si
unghiul cuprins intre ele egale) deci OI=07T".

Solufia 2. f (A) = A", f (B) = B', f (C) = C’ definesc o
congruents de la ABC la A'B'C". conform teoremei, f se prelungeste la
o congruenta de la ABCOI1aA'B'C'OT".

Avem O'A'=04,0B'=0B, 0OC'=0Cdeci 0'A"=0B" =
= 0'C" si O rezulti centrul cercului circumscris triunghiului 4 B'C".

Analog I "A'B’ = IAB=IAC = I'4'C’ deci AT’ este bisec-toarea
unghiului BAC si anume cea interioar3 (se pastreazi ordinea).

La fel B7" rezulta bisectoarea interioar3 a unghiului B etc. I’
rezultd centrul cercului inscris in triunghiul 4’B°'C” si cum f este o
congruent3 rezulti cd OI=07T".

Pe scurt, congruenta 4BC se prelungeste la o congruenti ce
duce un element relativ la triunghiul ABC in "elementul omolog" din
triunghiul 4 B'C".

Observatie. Reamintindu-ne si definitia, teorema arati c3, daci
dou tetraedre ABCD, A'B'C'D" au muchiile respectiv egale atunci
ABCD, A'B'C’D’ sunt figuri congruente, deci ele au unghiuri diedre
respectiv egale, unghiurile dintre muchii si fefe respectiv egale etc.
Demonstratia directd a acestui fapt ar fi foarte laborioasa.

Definitie. Prin congruentd intre doud poliedre vom intelege o
congruentd intre mulfimile de varfuri ale celor doud poliedre, astfel
incit la varfuri ce formeazi o fatd in unul din ele sd corespundi
vérfuri ce formeaz3 o fat3 in celilalt.

Doui poliedre sunt congruente dac3 existid o congruentd intre
ele (analog doui figuri in spatiu se numesc congruente daca exist3 o
congruent? intre ele).
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Figura de mai jos arati doud poliedre necongruente, ale céror
multimi de varfuri sunt congruente. Se poate arita cd o asemenea
situatie nu poate avea loc intre doua poliedre convexe.

Fig. 164

Se poate arita acum c# simetria fat3 de un plan, sau cea fati de
un punct, translaia si rotatia fati de o ax# sunt congruente (sau
izometrii, cum se mai numesc).

Puteti s faceti singuri aceste demonstratii; vd dim un singur
exemplu:

S& se demonstreze ci rotatia in jurul unei drepte d pastreazi
egalitatea segmentelor.

Fig. 165 B’
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Fie segmentul 4B. O si Q proiectiile lui A4, respectiv B,

AOA’=BOB’=04'0 L d, B'Q 1 d. Trebuie si aritim ci AB = A'B".
Proiectdim 4 §i 4"in 4; §i A”; pe planul (B, O, B’) (fig. 165).

Din egalitatea triunghiurilor A4;0B s§i A'QOB’ rezultd
A;B = A";B". Din egalitatea triunghiurilor 44,8 si 4A’A";B" rezultd
AB=A'B"

Ramane s3 aritati ci si simetriile fatd de un centru si de un plan
sunt tot congruente.

Desfdsurarea unui poliedru. Intelegem prin aceasta o figurd Q
formati dintr-un numir de poligoane situate in acelasi plan, puse in
corespondentd biunivoci cu fetele poliedrului dat P, impreund cu un
numir de congruente, cite una intre fiecare poligon din @ (impreuna
cu interiorul lui) si fata ce-i corespunde din P, astfel incat:

a) Dacd G;, G, sunt doudl poligoane din @, f; : G; — F; si
f> :G, = F, sunt congruentele respective cu fete din P si dac3 4 este
un punct comun al lui G;, G, atunci f; (4) = f, (4) (adicd prin
"agezarea" lor pe plan, fetele lui P nu capiti puncte comune in plus,
dar pot "pierde" din punctele lor comune).

b) Dacd G, H sunt doud poligoane din Q, atunci existd
poligoane G = G;, Gy, ... ,G,= H din Q astfel incét G; si G;,; si aibi
cate o laturd comuni, oricarearfii =1, 2, .. n-1.

Poliedre regulate. Prin poliedru regulat vom intelege un
poliedru P astfel incat, oricare ar fi muchiile 4B, 4 'B" ale sale si fetele
F, F’ ce le contin, existd o congruent3d f a lui P cu P pentru care
f () = A’, AB) = B’ si care face si-i corespundd lui F fata F".
Din aceastd definitie rezultd ci toate fetele sunt poligoane regulate
cu acelagi numar de laturi §i cd in orice varf se intdlnesc acelasi
numdr de muchii.

EXERCITII $1 PROBLEME

1. Cite congruente existd intre un segment AB §i un segment
A'B’ egal cuel?
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2. Cate congruente existi intre un triunghi isoscel si el insugi?

Dar intre un triunghi echilateral si el insusi?

Dar intre un pétrat si el insusi?

3. Dou# piramide regulate hexagonale cu laturile bazelor egale
si indltimile egale suat congruente.

4. Doua prisme drepte cu bazele egale si indl{imile egale sunt
congruente.

5. Sunt congruente doui prisme oarecare cu bazele egale si
muchiile laterale egale? Ce trebuie si se intdmple pentru aceasta?

6. In doua figuri congruente doui diedre care au unghiurile
plane respectiv egale apar ca diedre corespondente

7. Fie a, b doua drepte, o si § doud plane astfel incdt unghiul
dintre a si o s fie egal cu unghiul dintre b si . Sa se construiasc3 o
congruent3 intre dou# figuri F si F" astfel incét a si corespundi lui b
si o lui B.

8. Fie aj, ay bj, by patru drepte in spafiu, astfel incét
lungimea perpendicularei comune a lui a}, a) sa fie egald cu cea a lui
bj, by si unghiul dintre aj, a) s fie egal cu unghiul dintre b, ;. Sa
se construiascd o congruentd intre doudd figuri astfel incdt b; si
corespund lui a; si b) i a).

9. S& se arate cd o piramidd triunghiulari regulatd cu muchia
laterald egald cu latura bazei (adici tetraedrul regulat) este un poliedru
regulat.

10. Si se arate ci un cub este un poliedru regulat.

11. S& se arate ci poliedrul format din toate fetele laterale a
doud piramide patrulatere regulate, cu baza comuni, cu vérfurile in
semispatii diferite determinate de planul bazei si muchia laterald egala
cu latura bazei (adica octaedrul) este un poliedru regulat.

12. Se considerd un paralelipiped drept P cu cele trei muchii
care pleacd dintr-un varf, neegale dou# cdte doud. Care sunt toate
congruentele intre P si el insusi? Este el un poliedru regulat?
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13. Se consider# un paralelipiped drept P cu baza un pitrat si cu
in3ltimea corespunzitoare diferitd de latura bazei. Care sunt toate
congruentele intre P si el insugi? Este el un poliedru regulat?

14. Se consider# un tetraedru ABCD 1n care AB = CD, AD =BC,
AC= BD dar ABC nu este isoscel sau echilateral. Care sunt toate
congruentele intre ABCD si el insusi? Este el un poliedru regulat?

15. Fie ABCD un tetraedru si 4’B'C” un triunghi egal cu
triunghiul ABC. Fie O proiectia lui D pe planul triunghiului 4BC.
considerdm o congruentd intre ABC §i A'B'C’ si o prelungim la o
congruentd intre ABCO si o figura A’'B'C'O" unde O’ aparfine
planului 4’B°C’". Pe perpendiculara in O" pe planul triunghiului
A'B’C’ alegem un punct D’ astfel incdt O'D" = OD (existd pentru
aceasta doud posibilititi). S3 se arate cd ABCD si A'B'C'D’ sunt
congruente (punctelor 4, B, C, D le corespund respectiv punctele 4,
8.C.D). :

16. Dacd in doud tetraedre ABCD si A'B'C'D’ triunghiurile
ABC §i A'B'C’ sunt egale si unghiurile diedre formate de ABC cu
celelalte trei fete sunt respectiv egale cu unghiurile diedre formate de
A'B’C’ cu celelalte trei fete, atunci tetraedrele sunt congruente.

17. a) Céte axe de simetrie are un paralelipiped dreptunghic?

b) Fie un triedru tridreptunghic (semidreptele Ox1Oy10z10x).
Se da un punct P in spatiu §i P; simetricul lui P fati de Ox, P,
simetricul lui P, fat3 de Oy, si P; simetricul lui P, fati de Oz. Si se
arate ci P; coincide cu P.
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§ 3. TRANSFORMARI GEOMETRICE iN SPATIU

Aceste transformiri ne vor permite s3 construim poliedre
congruente cu un poliedru dat.

TRANSLATIA

Definitie. Fie 4B un segment n spatiu, cu vérfurile in ordinea
scrisd (un vector).Translatia in spatiu de segment 4B se defineste ca
transformarea ce duce un punct M in punctul M’ obfinut din M prin
translatia pland de segment AB, aplicati lui M intr-un plan ce contine
A, B, M (daci 4, B, M sunt coliniare, M" este acelagi pentru toate
planele ce trec prin 4, B, M si apartine dreptei 4B).

Deci MM’" = AB, MM || AB si, dacd M nu este situat pe dreapta
AB, M’ si B sunt situate in acelasi semiplan determinat de dreapta AM
cu planul ABM.

Teoremd. Translafia de segment AB reprezintd o congruentd
intre o figurd F si imaginea ei F".

Demonstratie. Fie C, D doud puncte ale figurii F, si C’, D’
imaginile lor (fig. 166).

Daci 4, B, C, D sunt in acelasi plan atunci C’, D" apartin si ele
acelui plan si se stie din geometria planii ¢ CD=C'D".

Daci 4, B, C, D nu sunt coplanare, si considerdm planul ACD.
Punctele C” §i D’ vor rezulta ambele in semispatiul determinat de

ACD ce contine B, deci ele vor fi in B
acelasi semiplan determinat de CD
in planul CDC'D". c

Cum CC’ = AB = DD’ si
CC’|| 4B || DD’, rezultd ca CDC'D’ ’
este un paralelogram s§i deci o
CD=CD". D

Fig. 166
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SIMETRIA FATA DE UN PUNCT $I FATA DE UN PLAN

Definitie. Fie O un punct in spatiu. Simetria fatd de O este
transformarea care duce O in O si care duce un punct M # O in
punctul M situat pe dreapta OM, de partea cealalti a lui O astfel incat
OM=0M'.

Teoremi. Simetria fatd de un punct O este o congruentd intre
o figurd F si imaginea ei F".

Demonstratie. Fie A, B € F si A’, B’ imaginile lor. Punctele 4,
B, O, A, B’ sunt coplanare si 4B = A'B’ rezulti din teorema
respectivd de geometrie plana.

Definitie. Fie o un plan. Simetria fatd de o este transformarea
ce duce un punct M in simetricul s¥u M’ fatd de proiectia sa O pe o.

Teoremi. Simetria fatd de un plan O este o congruentd intre o
figurd F si imaginea ei F".

Demonstratie. Fie A, B doud puncte din F §i A’, B” imaginile
lor. Cele patru puncte sunt in acelasi plan B, plan ce trece prin 4, B
perpendicular pe o.. 4", B” sunt simetricele lui 4, B in planul B, fat3 de
dreapta oo N\ B si AB = A'B’ rezulta din teorema corespunzitoare din
geometria plani (fig. 167).

7)
~ 7@

7exNB

R
L

>§
\q.

Fig. 167
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ROTATII iN JURUL UNEI AXE. SIMETRIE FATA DE O
DREAPTA N SPATIU

Observatie. Fie o §i 0" doua plane paralele. S atagdm fiecirui
punct 4 din o proiectia sa A" pe a”. Dac3 4, B sunt doul puncte din o
si A, B’ proiectiile lor, atunci A4 " i BB’ sunt perpendiculare pe o,
deci AA'B'B este un dreptunghi §si AB = A'B". deci proiectia
ortogonala di o congruenti intre dou plane paralele (168).

*A ’fB
s *A 2
! B /
Fig. 168

Dac3 o" este un alt plan paralel cu o, respectiv cu o', atunci
ludind 4 € o s§i proiectindu-l pe o', iar rezultatul pe o" obtinem
tocmai proiectia lui 4 pe o (fig. 169).
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fn acest mod putem alege un sens de rotatie in fiecare din
planele paralele cu o, asa incat aceste sensuri s3 se corespund3 prin
proiectie (fig. 170).

LA
R
/A"/4j/

Fig. 170

Notd. Dacd avem mai multe plane putem alege in fiecare un
sens de rotatie, insd aceste sensuri in general nu se corespund

"natural" (ﬁg. 171).
/72,

Fig. 171

Definitie. Fic a o dreaptd, 6 un unghi §i sd alegem ca la
observatia de mai sus un sens ¢ de rotatie in planele perpendiculare pe
a. Se numeste rotatie de axd a, unghi 6 si sens o transformarea
geometric3 care fiecirui punct M din spatiu {i atageazd punctul M"
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obtinut astfel: luim planul o perpendicular pe dreapta a in O si
considerdim M" € o obtinut rotind in planul o punctul M cu unghiul 6
in jurul lui O, in sensul o, unde O este proiectia lui M pe a (fig. 172).

=7

Fig. 172

Teoremd. O rotafie in jurul unei drepte a reprezintd o
congruentd intre o figurd F si imaginea ei F".

Demonstratie. Fie A, B € F, A", B" imaginile lor prin rotatie.
Va trebui ariitat ci AB=A4B".

a) Daci AB 1 a atunci 4, B’ sunt imaginile lui 4, B printr-o
rotatie in planul ce trece prin 4 (de exemplu) si e perpendicular pe
dreapta a, plan ce va contine B §i AB = A'B’ rezultd dintr-o teorema
de geometrie plani relativ la rotatie.

b) Dac3 4B || a, fie o, B planele ce trec prin 4, B perpendiculare
pe dreapta g, fie {0 } =a.na, {P } =B N a. B va fi proiectia lui 4 pe
B, Pvaﬁprmecpalul O pe B. Imaginea 4" a lui 4 va fiin o, ﬁeB"
proiectia ei pe B. Vom avea PB = OA, PB" = OA" = PB, BPB’ =
(egal cu unghiul de rotatie) si sensul de la PB la PB" va fi acela$1 cu
sensul de la OA4 la OA4 " (sensul rotatiei). Deci B" va fi exact imaginea
B” a lui B prin rotatie. Evident AB = A'B’, cici ABB'A’ este un
dreptunghi, in plus 4 B” || a.

c) In cazul general, fie C piciorul perpendicularei din B pe
planul o ce trece prin 4, perpendicular pe dreapta a. Avem CB || a,

AC L a, ACB =90°.
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Dacd A, B, C’ sunt imaginile lui 4, B, C prin rotatie,
atunci 4 'C" = AC (punctul a)), B'C" = BC (punctul b)), B'C" || a, deci
B'C"1LAC' (A, C suntin o L a) si triunghiul ACB rezult3 egal cu
A’'B’C’ (triunghiuri dreptunghice cu catetele egale), deci AB=A4'B".

Teoremd. Imaginea printr-o rotatie de unghi © in jurul unei
drepte a, a unui plan o. ce trece prin a este un plan o’ ce trece prin a,
astfel incat unghiul diedru dintre o. 5i 0" este ©.

Demonstratie. Imaginea este un plan, cici este o figurd congruenti
cu un plan §i se aplica prima teorema de la pag. 178 (fig. 173).

oL
a

Fig. 173

Fie M € o, M ¢ a. Imaginea M’ a lui M este situati in
planul f ce trece prin M, B L o. Avem M' € o “§i MOM'= 6, unde

{0 } = B N a. Dar MOM'este tocmai unghiul plan al diedrului
format.

Caz particular: rotatia de 180° in jurul unei drepte a nu este
altceva decdt "simetria fatd de o dreapti": ea duce un punct M in
punctul M’ simetric cu M fata de proiectia O a lui M pe a (fig. 174).

m¢ M

Fig. 174
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Observatie. Teorema demonstratd permite s3 stabilim o con-
gruenti intre doud plane neparalele.

Definitie. Se numeste centru (axd, plan) de simetrie a unui
poliedru #, un punct (o dreapti, un plan) astfel incét simetria fat3 de el
sa defineasci o congruent3 intre Psi el insusi.

Notd. Se poate arita ci, daci vom compune doui rotatii in jurul
a doudl drepte concurente in O, vom obtine o rotatic in jurul unei
drepte ce trece prin O. Compunerea unei rotatii cu o translatie nu mai
este, ca in plan, o rotatie, in general.

Definitie. Se¢ numeste transformare helicoidald o transformare
geometricd ce se obtine aplicind o rotatie in jurul unei drepte a §i o
translatie definitd de un segment agezat pe dreapta a.

1l
M’1 61 M”
1 o
O\, /
M e M
0
Fig. 175

Se vede ci indiferent de ordinea in care aplicim cele dou3
transformiri rezultatul este acelasi (fig. 175).

Elementele ce definesc o transformare helicoidald sunt dreapta
a, unghiul de rotatie 8, sensul ¢ al rotatiei, mirimea / a translatiei §i
sensul d al translatiei de-a lungul lui a.

Transformarea helicoidald nu las# nici un punct nemiscat, deci
nu poate fi o rotatie in jurul unei drepte. in figura de mai sus, ea duce
O in 0" si avem MM" neparalel 00", deci ea nu este o translatie.
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CAPITOLUL AL OPTULEA

CORPURI N SPATIU

Péana acum am considerat poliedrele numai ca "suprafete". ins3,
la fel ca si pentru poligoanele din plan, se poate demonstra (nu ugor)
cd orice poliedru imparte spatiul in doud regiuni (adicd multimea
punctelor nesituate pe poliedru se scrie ca reuniune a doud multimi
disjuncte) asa incat doud puncte din aceeasi regiune se pot uni cu o
linie poligonala (nu neapirat plan#) ce nu intersecteazi poliedrul, iar
doui puncte din regiuni diferite nu se pot uni cu o astfel de linie.
Regiunea ce contine puncte oricdt de indepirtate se va numi exteriorul
poliedrului, iar cealalti, interiorul poliedrului.

Definitie. Un poliedru, impreund cu interiorul siu, formeazi
"corpul mdrginit de poliedru".Acest corp se va numi, de regull, tot
poliedru, mai precis, el va purta numele poliedrului initial.

in cele ce urmeazi vom descrie interioarele ctorva poliedre
intdlnite panZ acum.

1) Tetraedrul ABCD

Vom dovedi ci interiorul s3u este format de totalitatea
punctelor care, relativ la planul oricirei fete, se afld de aceeasi parte ca
§i varful opus. Cu alte cuvinte, vom dovedi ci interiorul tetraedrului
este intersectia / a patru semispatii: cel determinat de planul BCD si
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contindnd 4, cel determinat de CDA si contindnd B, cel determinat de
DAB si contindnd C, cel determinat de ABC si continénd D.

N G A

B
D D

Fig. 176

Pentru a ariita aceasta, si alegem intdi doud puncte F, G
apartindnd mulfimii / descrise mai sus §i si observim c#, conform
definitiei semispatiului, segmentul FC nu va intersecta nici o fa{i
(nici planul ei mi3car) deci nu va intersecta tetraedrul (fig. 176).

S# alegem acum un punct F € 7 §i un segment FG care nu
intersecteazi tetraedrul §i s aritim ci G € I.

Dac3 G ¢ I atunci G nu se va afla in semispatiul determinat de
planul uneia din fete ce contine vérful opus, deci segmentul FG va
intersecta planul unei fete, cel putin.

Fie H punctul de pe segmentul FG cel mai apropiat de F care
se afli pe planul unei fete a
tetraedrului, de exemplu pe A
planul 4BC. H este in zona hasuratd

Segmentul FH nu inter- -
secteazd planul ABD decdt cel
mult in H, deci H se afld sau pe
planul 4BD, sau de aceeasi parte
a saca §i C. Cum H se afld §i in
planul 4BC, rezulti ci H se va
afla sau pe dreapta AB, sau de
aceeasi parte a ei, ca §i C.

Fig. 177
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Punctul H se va afla intr-o pozitie analoagd fatd de celelalte
laturi ale triunghiului ABC, deci pe fata ABC a tetraedrului. Astfel, G
¢ I ne-a condus la o concluzie ce contrazice ipoteza ci segmentul FG
nu intersecteazi tetraedrul, deci G € I (fig. 177).

Din aproape in aproape, se aratd ci orice varf al unei linii
poligonale ce incepe dintr-un punct F din / §i nu taie tetraedrul,
seafldiin

Admitind teorema citatd mai sus, de separare a spatiului de un
poliedru, rezulti ca / coincide cu interiorul tetraedrului ABCD. Chiar
fira a ne baza pe acea teoremd, putem ariita ci doud puncte F si G ce
nu apartin lui / se pot uni cu o linie poligonald ce nu intersecteazi
tetraedrul. Aceasta linic este segmentul FG dacid F si G apartin, de
exemplu, semispatiului determinat de ABC, ce nu contine D.

Daci insd, de exemplu, F este in semispatiul definit de ABC ce
nu contine D, iar G este semispatiul definit de ADB ce nu contine C,
atunci alegem in planul 4BC un punct H situat de partea cealalt3 a lui
AB decét C. Linia FHG nu taie tetraedrul (fig. 178).

Fig. 178
2) Piramida cu vérful V si baza (?)

Vom ariita ci interiorul ei este format din totalitatea / a
punctelor F situate in interiorul unui segment de forma V4, unde 4
parcurge interiorul lui (). Schema demonstratiei va fi aceeasi ca in
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cazul tetraedrului. Dac3 4 si B sunt puncte in interiorul lui (2) astfel
incét segmentul AB nu taie (P si daci F, G sunt puncte in interioarele
segmentelor V4, VB atunci FG nu taie piramida.

Daci de la 4 la B se ajunge printr-o linie poligonala ce nu taie
(P), atunci de la F la G se va ajunge printr-o linie poligonali ce nu va
tdia piramida ale cirei segmente vor corespunde, nu unic, segmentelor
primei linii.

A

Al

Fig. 179

Fie acum F € [ si un segment FG ce nu taie piramida. El va fi
continut intr-un plan ce trece prin V. Cum VF taie planul lui ()
intr-un punct 4 (situat in interiorul lui (#)), acel plan va tiia planul lui
(?) dupi o dreapti 4 (fig. 180).

Nici una din semidreptele de pe d, cu originea in 4, nu este
continutd in intregime in interiorul lui (P) (altfel acest interior ar
contine puncte foarte indepértate), deci ambele vor tiia (®). Fie B si C
punctele cele mai apropiate de 4 de pe cele dou# semidrepte
situati pe (P).
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Toate laturile triunghiului VBC sunt pe piramid3, FG nu le taie,
deci G va fi in J, deoarece VG va trebui si taie BC intr-un punct din
interiorul segmentului BC.

i aici putem evita folosirea teoremei de separare a spatiului de

citre un poliedru, conform figurii:
/é&&;
/ L /
X
Fig. 181

3) O prismi avénd ca baze (?) si (?”) 5i MM’ drept una din
muchiile laterale

Interiorul ei va fi totalitatea punctelor F interioare unor
segmente A4, unde 4 parcurge interiorul lui (? ), 4" apartine planului
(P") siAA" || MM’ (A" rezulti in interiorul lui (?°")). Rationamentul se
face 1a fel ca la punctul 2), inlocuind segmentele VA cu segmente 44"
cu proprietitile de mai sus.

4) Un trunchi de piramid# de varf V, de baze (?) si (Q )

Analog cu punctul 2), inlocuind segmentele V4 cu segmente
AA’ situate pe drepte ce trec prin ¥, in care 4 §i A" apartin
interioarelor celor dou# baze.

5) Un poliedru convex

Se aratd ci interiorul lui este intersectia tuturor semispatiilor
determinate de planele fetelor sale si care contin poliedrul. Verificarea
acestui fapt in cazul piramidelor, prismelor §i trunchiurilor de
piramid# avand bazele convexe, este simpla.
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§ 1. COMPLETARE

Nu numai poliedrele impart spatiul. Am vazut in capitolul intai
ci orice plan imparte spatiul in dous semispatii. In cele ce urmeazi
vom considera alte citeva asemenea impartiri importante.

a) Doud plane paralele distincte o si B. Fie Stsi S;
semispatiile determinate de o §i analog S?, S cele determinate de P.
Si observim ins3 ci [, neintersectdnd o, este continut in acelasi
semispatiu 5%, de exemplu B c S7. Analog, fie o c S°. Punctele
spatiului necontinute in o, nici in  se vor impérti in trei submultimi
disjuncte: dous semispatii S°, S? si "placa” ST N S? (fig. 182).

s:?_‘i

55<

/ R
S*NSs o
1 (192 <]

56% jJ

1

Fig. 182

Dacd doud puncte 4, B sunt situate in aceeasi din cele trei
submulfimi, atunci segmentul 4B nu taie nici pe o, nici pe B;
dimpotrivid, daci doull puncte 4, B sunt situate in dous diferite din
cele trei submulfimi, atunci segmentul 4B taie sau pe o sau pe f.

In toate exemplele ce le vom considera mai jos, va fi valabild o
proprietate aseménitoare.
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Fig. 183

b) Doud plane o i B ce se intersecteazd dupd o dreaptd d. In
acest caz ST N 8P, 57 N 8P, ST A 5P, SF A S? sunt toate nevide.
Aceste patru multimi in care s-a impértit mulfimea punctelor spatiului
nesituate pe o sau B apar drept ’‘interioarele” celor patru unghiuri
diedre de muchie d, determinate de o si . Aceasta apare si mai clar
dac3 sectionim figura cu un plan 7 asa incét o, B §i 7 s3 aib3 exact un
punct comun. 7 taie cele patru regiuni dupi interioarele celor patru
unghiuri formate de dreptele o N &, B N 7 (fig. 184).

Lz
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c) Trei plane o, P, y ce au exact un punct O in comun. Analog
cu cazul b), punctele nesituate pe o, B, Y se impart in opt regiuni,
numite unghiuri triedre. Fiecare regiune se poate obfine astfel:
considerim dreptelea=f Ny, b=y N o, c = o N P, alegem pe ele
respectiv trei semidrepte a" c a, b € b, ¢” < ¢ cu originile in O
(sunt 23 = 8 astfel de posibilitati) si considerim intersectia
semispatiului determinat de planul Ob’c” = o ce contine @’ cu alte
dou semispatii analoage (fig. 185).

c

Q
LA

Fig. 185

d) Doud plane distincte o || B si un plan y neparalel cu ele.
Punctele nesituate pe o, B, Y se impart in gase regiuni: interioarele
D,, D,, D3, D4 a patru diedre si doud "semipliici" P;, P, ce constituie,
impreuni cu portiunea din y dintre dreptele paralele ax Ny §i B N 7,
placa determinats de o si p (fig. 186).
D1

201

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



e) Trei plane o, B, y ce n-au nici un punct comun, dar se
intersecteazd doud cdte doud. Obtinem sapte regiuni. Pentru a avea o
imagine mai clar, vom t#ia figura cu un plan & ce intersecteazi
dreptele o N B etc.

Fig. 187

Trei din cele sapte regiuni sunt interioare D}, D), D3 de diedre,
una este "interiorul" unei suprafete prismatice triunghiulare V, iar
celelalte, 77, T5, T3 ("observatorul" este in T3) sunt de un tip
neintalnit inainte (fig. 187).

f) Trei plane paralele, distincte doud cdte doud. Se obtin doud
semispatii S, S si doud plici Py, P) (fig. 188).

St

G 5
P/ 74
P{ / i

Sz
Fig. 188
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g) Trei plane ce au o dreaptd in comun, distincte doud cdte
doud. Se obtin sase interioare de diedre (fig. 189).

X
/P

fn legaturi cu cazurile c) - g), se vor reaminti pozitiile relative a
trei plane. .

Fig. 189

EXERCITII §I PROBLEME

1. S& se arate ci interiorul unui paralelipiped este intersectia a
trei plici.

2. S& se arate c# interiorul unui tetraedru este, in sase moduri,
intersectia a doud unghiuri triedre.

3. Interiorul oricirei prisme si oricdrui trunchi de piramida este
continut in placa determinati de planele bazelor.

4. S& se scrie o prism3 triunghiulard in diferite moduri ca
intersectie a dou#i multimi de tipurile apdrute la punctele a) - g) a
prezentului paragraf.
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CAPITOLUL AL NOUALEA

VOLUMELE POLIEDRELOR

§ 1. DESPRE VOLUM

Obiectele din jurul nostru ocupd un "loc" mai mare sau mai
mic. Un dulap de bucdtirie de pilda, este "mai mare" lasd "mai putin
loc" de trecere in jurul siau, deci el ocupd "mai mult loc" din
"cantitatea de loc" a camerei.

Bineinteles cd fortdm putin modul de exprimare pentru a vorbi
in fond de lucruri cunoscutg. Suntem condusi in mod firesc sa
"comparam"intr-un fel oarecare"cédt loc ocupa" un obiect cu "cét loc
ocupd" alt obiect din spatiul inconjurator.

De aici ideea de volum, care este un numdr (Chiar daci este
intrebuintat cateodata cu alte sensuri, de pildd in desen unde vrea sa
sugereze relieful obiectului reprezentat pe hartie. Bineinteles cad nu
acesta este sensul 1n care noi vom intrebuinta cuvantul.).

Sa presupunem, printr-un efort de imaginatie, ci am ales un vas
paralelipipedic cu suficientd apd, dar si cu pereti laterali care depasesc
destul de mult nivelul apei. Am putea sd cufundidm pe rand doui
corpuri diferite care nu plutesc 3) in interiorul cdrora ne-am asigurat
cd nu poate patrunde apa din vas. Nivelul apei care a "cuprins" corpul

3 Daca plutesc, "ingreunim" corpurile, adiugind in interiorul lor o greutate
suplimentard. Punem de exemplu in interiorul dulapului un bolovan care nu modifici locul
ocupat in jurul dulapului.
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mai mare este ridicat decat a fost nivelul apei care a cuprins corpul
mai mic. Daci corpurile cufundate pe rdnd fac ca apa si ating3 acelasi
nivel de crestere spunem c acele corpuri au volume egale.

fn fine, ar trebui s clarificim putin lucrurile.

Volumul este un numdr. Suntem condusi s3 afirmim ci este
pozitiv (dupi introducerea corpului etans in vas, apa creste, nu scade).
Dar ce proprietiti au in fond acest "tip" de numere numite volume?

Pardsind consideratiile intuitive §i trecind la cele pur
matematice vom defini volumul ca o functie definitid (deocamdati) pe
multimea tuturor poliedrelor cu valori numere reale mai mari sau
egale cu zero 4), avind proprietatile:

1) Volumele a doul poliedre congruente sunt egale.

2) Daci un poliedru 2 este reuniunea a dou#i poliedre P ; 5i 2,
care nu au puncte interioare comune, atunci volumul lui P este suma
volumelor lui 2 si al lui 2.

3) Volumul unui cub avind ca muchie unitatea de mésurd a
lungimilor (1 m), este egal cu 1 (1 metru cub).

4) Daci poliedrul ® este inclus in poliedrul O, atunci volumul
lui P este mai mic sau egal cu volumul lui Q.

fn cele ce urmeazi noi vom arita cum se calculeazi volumul
diferitelor corpuri cu care am ficut cunogtintd pana acum. Ceea ce nu
vom demonstra este ci o astfel de functie existd. De asemenea, vom
arita cum se poate atribui un volum unor corpuri "rotunde". Nu vom
da in aceastd carte exemple de corpuri "rotunde" cédrora nu li se poate
atribui un volum.

§ 2. VOLUMUL PRISMELOR

Vom demonstra in cele ce urmeazi, urmitoarea:
Teorem&. Volumul unei prisme este egal cu produsul dintre
aria unei baze §i distanta dintre planele celor doud baze.

4 De exemplu figurile plane au volum zero.
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Demonstratie. Demonstratia acestei teoreme generale o vom
face in mai multe etape. Ati observat desigur ci in afirmatia ficut3 nu
ne-am referit la un tip special de prisme, eaeste o afirmatie generals,
valabila pentru orice fel de prisma.

Vom incepe cu paralelipipedele dreptunghice. Dar si aici va
trebui s3 lucrdim in mai multe etape.

1. Volumul paralelipipedelor dreptunghice

1.a) Volumul unui paralelipiped dreptunghic cu muchii numere
intregi

Noi vom demonstra afirmatia ficutd pentru un paralelipiped
dreptunghic cu muchiilea=2m,b=3m,sic=4m.

Ne putem permite aceasti libertate. Dup3 acest model am putea
repeta demonstrarea teoremei in cazul unui paralelipiped dreptunghic
cu muchii numere intregi pozitive oarecare.

Fie deci un paralelipiped dreptunghic ABCDA'B'C'D’ cu
muchiile AB=CD =AB'=CD ' =a=2m,BC=DA=BC' =
D'A’=b=3mgi AA"=BB'= CC'= DD’ = c=4m (fig. 190).

Dac3 vom t#ia acest paralelipiped cu plane paralele cu fetele a
ciror distante la acestea si fie numere intregi vom obtine o
descompunere a paralelipipedului nostru intr-un anumit numir de
cuburi cu muchiile egale cu unitatea de lungime, adic cu 1m.

A | Y
lBl. A B //
|
i %

3 g i /c
///,/ /
A B

Fig. 190 A B
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Toate aceste cuburi "mici" vor fi egale intre ele. Din acest
motiv este suficient, pentru demonstrarea teoremei in acest caz, si
numirdm céite astfel de cuburi am obtinut (conform proprietitii 2) de
aditivitate a volumului).

intre baza ABCD si primul plan de sectiune care este paralel cu
aceasta §i situat la distanta egala cu unitatea de miisurd a lungimilor,
intre doui plane de sectiune consecutive precum §i intre ultimul plan
de sectiune §i baza superioard 4’B'C'D’ avem cdte gase cuburi cu
muchiile egale cu unitatea de lungime. in total avem patru astfel
de straturi (deocarece ¢ = 4m). Deci in total avem
2x3x4 = 24 de cuburi ale ciror muchii sunt egale cu unitatea de
lungime.

Conform proprietitii 2) de aditivitate i a proprietdtii 3) a
volumului, volumul paralelipipedului ABCDA 'B'C'D" este egal cu 24
unititi de volum, adici cu 24m3.

In general: daci a, b, ¢ numere intregi sunt dimensiunile
paralelipipedului dreptunghic atunci volumul acestuia se calculeazi cu
formula ¥ = a x b X ¢. Or a X b este aria bazei §i c este "Iniltimea"
acestuia. Deci in acest caz teorema este demonstrata.

I.b) Volumul unui paralelipiped dreptunghic cu muchii numere
rationale

Si in acest caz ne vom referi la un exemplu concret.
Demonstratia pentru orice numere rationale se repeti absolut la fel.

Fie deci un paralelipiped dreptunghic cu muchiile 4B = CD =
=AB" =CD'=a=12m, BC=DA=BC'=DA"=b=23msi
AA'’=BB'=CC’'=DD’=c=1m.
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.

"Tehnica" de lucru va fi aseméanitoare cu cea de la punctul La).
Cel mai mic multiplu comun al numerelor 2 si 3 este 6. Astfel vom
avea a = 3/6m, b = 4/6m si c = 6/6m.

D ¢! /[
|
B

gl | g B ///
i it
: ol Lt
: /)
9}_-.— )¢ // C

5t 2 ) 2
o B oo Tas R

Fig 191

Vom duce plane paralele la fetele acestui paralelipiped la

"distanta egald cu multiplu natural de 1/6m. Astfel vom obtine o

impirtire a paralelipipedului nostru in cuburi egale ale ciror muchii
sunt egale cu 1/6m. In fiecare "strat" orizontal vom avea 3 x 4 = 12 de
astfel de cuburi. In total avem 6 straturi, deci numirul cuburilor cu
muchiile egale cu 1/6m in care s-a descompus paralelipipedul nostru
este de 3 x4 x 6 = 72 (fig. 191).

Deci volumul paralelipipedului nostru va fi, conform
proprietatii 2) de aditivitate a volumului, egal cu volumul a 72 de
cuburi cu muchiile egale cu 1/6m.

Dar ce volum are un astfel de cub? $tim ce volum are un cub cu
muchia de 1m. Fie deci un astfel de cub. Ducédnd plane paralele la
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fiecare fatd a acestuia la distanta egald cu un multiplu de 1/6m de
fiecare fatid, vom obtine o descompunere a cubului unitate in
6 % 6 x 6 = 216 cuburi egale. Deci un cub cu muchiile egale cu 1/6m
va avea volumul egal cu 1/216m3.

Cum paralelipipedul ABCDA'B'C’D’ are acelasi volum ca i 72
de cuburi cu muchiile egale cu 1/6m, rezulta c& volumul s#u va fi egal

72 3 4 6
cu 72/216m3. Insd — =—x—x—=axbxc.
216 6 6 6

Deducem deci valabilitatea teoremei §i in acest caz.

Lc) Volumul unui paralelipiped dreptunghic cu muchii
numere reale

$i in acest caz vom studia un paralelipiped dreptunghic
particular, afirmand c3 in general poate fi folositd aceeasi idee.

Vom studia un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile
a=Im b=2mgsic= V2m. Daci v-ati gandit cumva ci "tehnica” de
lucru folositd pand acum vi duce pin3 la rezultat veti constata foarte
repede ci ideea de la punctele precedente nu este suficients. intr-
adevir, numirul real ¥2 nu poate fi scris sub forma m/n unde m §in
sunt numere intregi, n#0. De altfel acest fapt il cunoasteti din clasele
anterioare. Acest "numar" +2 nu este un numar "obignuit" cum sunt
numerele naturale, intregi sau rationale pe care le cunoasteti.
Acest numir nici micar nu poate fi scris intr-un mod convenabil in
scriere zecimald finitd sau periodici. Este adevidrat cd afi invitat
s# calculati numere rationale care se aproprie din "ce in ce mai mult"
de ceea ce trebuie si reprezinte acesta. Faptul ci noi combinim
semnul ,/' cu 2 scris sub el are doar o semnificatie simbolici §i nu
constituie o scriere obignuitd a unui numdr. Da, putem s3 calculdm
numere rationale "foarte apropiatc” de acest "numar" dar se intdmpla
ceva aseminitor cu sipunul pe care l-am scipat in baie - nu prea
putem s#-1 prindem.
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Va trebui, insd, s3 caracterizim acest numir cumva, cici altfel
nu vom reusi sd rezolvim problema pe care ne-am propus-o, anume
demonstrarea teoremei.

Stim ca daca ne apucim si calculdm "aproximiri" aceasta nu va
duce niciodati la sfarsit §i ca atare ar constitui un fel de "munci a lui
Sisif". Deci esenta acestui numir nu trebuie cutat3 in ceva calculabil,
cdci ne-am irosi timpul degeaba.

Singurul mod rational de a cuprinde acest numdr constd in
toate aproximdrile succesive posibile pe care le-am putea formula.

Astfel vom proceda in continuare.

Vom construi deci o succesiune de aproximiri pentru volumul
paralelipipedului nostru. Cdt de minunate §i de cuprinzitoare sunt
aceste proprietiti fundamentale ale volumului, nu avem chiar §i in
acest "caz special" nevoie de mai multe!

Un paralelipiped cu dimensiunile de @ = Im, b = 2m, ¢ = Im este
prea mic (inlfimea lui este mai mic3 dect v/2, deoarece 12 = 1< 2), iar
unul cu dimensiunile @ = 1m, b = 2m, ¢ = 2m este prea mare (iniltimea
Iui este mai mare decét v/2, deoarece 22 =4 > 2).

Fig. 192

Diferenta volumelor acestor paralelipipede cu care aproximam
volumul paralelipipedului dat este de 1 x 2 x2 -1 x 2 X 1 = 2m3.
Putem incerca cu un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile
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1+2
a=1m b=2m, c= ——2—-= 1,5m. Constatdim cd acesta este prea

mare, deoarece ¢2 = 2,25 > 2. Diferenta dintre volumul acestuia
§i paralelipipedul cu dimensiunile ¢ = Im, b = 2m, ¢ = Im este de
1%x2x1,5-1x2x1=1m3 (fig. 192).

Vom incerca acum cu un paralelipiped dreptunghic cu

1+1,5
dimensiunile @ = Im, b =2m, ¢ = —2—m = 1,25m. Constatdm c#

acesta este prea mic, deoarece 2 = 1,5625 < 2. Ins# constatim ci
diferenta volumelor acestuia §i cea mai bun# aproximare "prin adaos"
pe care o avem este de data aceasta egalicu 1 X2 x 1,5-1x2 X 1,25

= 1/2m3. Daci vom incerca acum un paralelipiped dreptunghic cu

A Sl 1,25+1,5
dimensiunile ¢ = Im, b = 2m, ¢ = ——2—— = 1,375m constatim cid

acesta este prea mic, deoarece 2 = 1,890625 < 2. Dar diferenta
volumelor celor mai bune aproximiri de pana acum este de: 1 X 2 X
1,5-1x2x1,375=0,25 = 1/22m3.

1,375+1,5 g
Alegind pentru ¢ = T=1, 4375 vom obtine un

paralelipiped prea mare, deoarece 2 = 2,06640625 > 2. Insa
diferentele dintre cele mai bune aproximiri ale volumelor sunt acum
de: 1x2x1,4375-1x2x1,375=0,125 = 1/23m3.

Continudnd in acest mod putem s3 facem diferenta dintre
volumele poliedrelor cu care aproximam paralelipipedul dat, oricat de
micd. Bine, bine, dar noi am invatat astfel cum putem aproxima
"oricdt de bine" volumul poliedrului nostru §i nu sd-i calculdm
volumul! Este adevirat, dar suntem foarte aproape de capit. Ne va
ajuta acest "oricat de bine". Dar sd ne tragem intdi sufletul si si
recapituldm ce am facut.
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Dimensiunile Dimensiunile Diferenta

paralelipipedelor ,,mai mari" | paralelipipedelor ,,mai mici" volumelor

a b c a b c
m/ m /m/ /m/ /m /m/ /m3/

1 2 2 1 2 1 2

1 2 1,5 1 2 1 1

1 2 1,5 1 2 1,25 1/2

1 2 1,9 1 2 1,375 1/22

1 2 1,4375 1 2 1,375 1/23

Acest tabel il putem continua oricit de mult alegidnd
aproximdrile ulterioare de fiecare dati media aritmeticd a celor dou
in3ltimi precedente si pastrand apoi, dupi aflarea rezultatului, cea mai
buni aproximatie prin lipsi sau prin adaos, dupd cum este cazul.
Diferenta de volum in fiecare rind va fi egald cu jumitate din cea
precedentd. Evident, diferenta volumelor nu se va anula niciodati,
ins3 va deveni "oricdt de mici".

Ei bine, dar cu ce ne ajuti aceasta? Ne ajutd foarte mult.

Iata cum:

S3 presupunem c# volumul paralelipipedului nostru nu este egal
cu 1 x 2 x /2, atunci evident ar fi egal cu un numar real care impiirtit
cul x2nudi \/5, deci di o "aproximare" a acestuia. Dar noi gtim c3
in acest caz putem construi efectiv una mai bund. Deci acel numir pe
care am presupus ci reprezintd volumul paralelipipedului nostru nu
reprezinti de fapt volumul si#u. Absurd! Deci, volumul
paralelipipedului  dreptunghic ABCDA'B'C'D’ cu dimensiunile
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a=1m, b=2m, c = Vy2m este egal cu 1 X 2 X v/2. Ceea ce trebuia
demonstrat.

Un rationament aseminitor, doar cu putin mai complicat, ne
permite si tratim §i cazul cind dou# sau toate trei dimensiunile
paralelipipedului sunt numere irationale.

Remarcim ca am utilizat proprietatea 4 a volumului (p. 165).

II. Volumul unui paraleliped care are doud fete laterale (si
numai doud) perpendiculare pe planele bazelor

Fie ABCDA'B'C'D’ un paralelipiped cu bazele 4BCD si
A'B’'C’D’, astfel incét fetele ABB'A" 5i CDD'C’ s fie perpendiculare
pe planele bazelor. Fira a restringe generalitatea putem presupune ci

unghiurile 4’4B = D'DC sunt ascutite (fig. 193).

Fig. 193

Fie M, N, P si Q proiectiile varfurilor 4", D, B"si C" pe planul
bazei ABCD. De exemplu, M cade pe AB deoarece planul 4 B 'BA este
perpendicular pe planul fetei ABCD (vezi fig. 192). Prisma
BPB'CQC’ se obtine printr-o translatic de mirime 4B’ a prismei
AMA'DND’ de-a lungul lui 4B, ele sunt deci congruente. Rezultd ci
volumul paralelipipedului oblic ABCDA ‘B'C’'D’ va fi egal cu volumul
paralelipipedului dreptunghic MNPQA ‘B'C’D’, deci egal cu SMNPQ
X MA' = S4pcp % MA’, §i teorema este demonstrat3 in acest caz.
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1. Volumul unui paralelipiped oarecare

Fie ABCDA 'B'C’D’ un paralelipiped oblic oarecare.

fn acest caz putem aplica "tehnica" de la punctul II., tiind, de
exemplu, paralelipipedul nostru cu doui plane perpendiculare pe
planele bazelor care contin muchiile BB" si CC’ (aceste plane exist,
si anume sunt determinate de dreptele respective cu proiectiile lor pe
planele bazelor, vezi fig. 194).

e

P C

Nt Ny
B.

Fig. 194
g N B

Conform unei teoreme cunoscute (vezi fig. 194) rezultd c3
MN || BB'||AA".

Corpul CODC'D'P se obtine prin translatarea corpului
BANB’A’M in lungul muchiei BC, rezultd deci c3 sunt congruente.
Astfel volumul paralelipipedului 4ABCDA'B'C'D” va fi egal cu
volumul paralelipipedului NBCOMB'C'P care are fetele laterale
NBB'M si QCC'P perpendiculare pe planele bazelor. Ariile bazelor

G ABCD si NBCQ fiind egale, am
redus totul la cazul II.

IV. Volumul unei prisme
triunghiulare oarecare

Fie ABCA'B'C’ o prismi
triunghiulard oarecare cu bazele
ABCsi A'B'C’ (fig. 195).

Duciand BM || AC astyfel
incit BM = AC 5si BM' || A'C’
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astfel incat B'M" = A'C” si tinand cont de paralelogramele BMM B,
CMM'C’, ABMC si AB'M'C’ am obtinut un paralelipiped
ABMCA'B'M'C". Dar un paralelipiped are un centru de simetrie situat
la intersectia diagonalelor sale spatiale, deci fatd de centrul fetei
BCB'C’ a prismei triunghiulare. Prismele ABCA'B'C" si BMCB'M'C”’
vor fi simetrice fatd de acest punct. Rezultd c3 ele sunt congruente.
Volumul prismei ABCA'B'C’ va fi deci egal cu jumitate din
volumul prismei ABMCA'B'M’C’, iar aria lui ABC este jumitate din
aria lui ABMC.

Teorema este deci demonstrati §i in acest caz (am redus totul la
punctul IIL).

V. Volumul unei prisme oarecare

Teorema este adevirati si in acest caz, deoarece orice prisma
poate fi descompusd in prisme triunghiulare. Ilustrim acest lucru
pentru o prisma pentagonala:

Fig. 196

Observatie. Existenfa functiei denumitdi volum se
demonstreazi prin urmitoare metod4: se imparte spatiul in cuburi de
laturd 1 §i, pentru un poliedru 7 se noteazi cu n (7P numirul acestor
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cuburi continute in intregime in 2 Se imparte apoi fiecare din
cuburile de laturdi 1 in care a fost impértit spatiul in
8 = 23 cuburi egale cde laturi 1/2 i se noteazi cu n(® numirul
acestor cuburi continute in P etc.

Numerele

1 1
nUP ), 35 XNYP ), o =5 XIYP), .

formeazX un sir crescitor care va exprima volumul lui 2 Inainte de a
stabili proprietitile 1), 2), 3) se aratd ci un procedeu analog "prin
exces" conduce, pentru un poliedru 7, la acelasi "volum".

N\
\
¥
/ )
( P4
ey \
\
N
Fig. 197

Demonstratia completd reclama unele detalii mai pretentioase.
Corpurile rotunde cérora li se atribuie un volum sunt cele pentru care
cele doudl procedee condug la acelasi numdr.

§ 3. DESPRE PIRAMIDE ECHIVALENTE

Vom ciuta, in cele ce urmeaz3 si justificim urmitoarea:

Teoremi. Doud piramide care au indlfimile egale gi bazele
triunghiuri egale, au volume egale. Mai spunem cd sunt echivalente
(fig. 198).
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Fig. 198

Si aici, utilizim mereu proprietatea 4) p. 205 a volumului.

S# presupunem, fird a particulariza prin aceasta cu nimic restul
justificarii, ca cele dou# piramide au bazele in acelasi plan o §i deci
vérfurile lor P si P’ situate intr-un plan paralel cu o.. Ducem n plane
de sectiune paralele cu fetele ABC si A'B°C’ care impart latura PB in
parti egale. Evident si celelalte segmente P4, PC §i P'A", P'B"5i P'C’
vor fi impirtite in acelasi numéar de segmente egale (egale bineinteles
pe fiecare segment in parte). $i indltimile PH §i P'H’ vor fi impirtite
tot in acelagi numar de segmente egale (anume n+/), pentru ci mai
multe plane paralele dacd determind pe o secantd segmente egale,
atunci determinZ segmente egale pe orice secanti.

A A4

Fig. 199

Notatiile fiind cele din figura 199 ducem din 4,4, ... 4,
segmente paralele cu PB, din4 4", .... A”, segmente paralele cu P'B”
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care intdlnesc planele de sectiune in interiorul sectiunilor in punctele
D, D, .. D, respectiv D";D’, ... D', (vezi figura). Acelasi
lucru facem si relativ la punctele de sectiune C;, C,, ... , C, si
C";C’, .... C', prin care ducem paralele tot la PB respectiv P'B " pani
in punctele E;, E,, ... ,E, respectivE"}E’,.... E',.

Se va forma astfel in interiorul piramidelor cdte o "scarid"
interioara cu muchiile treptelor (4,C}, ..., 4,C, §i47,C"}, ..., 47,C")
construitdi in planul triunghiului PAC si PA'C". Toate aceste
"lespezi" prismatice de tipul (fig. 200):

Fig. 200

indltimi de asemenea
egale (a n-a parte a
indltimilor egale ale
piramidelor). Scirile
interioare ale celor
dou# piramide, vor
avea deci volume
egale’). Dar se mai
pot construi printr-un
procedeu similar §i
doud ‘"scdri exte-
rioare” (fig. 201).

5Prin "scari" infelegem nu numai "fata brizdati de trepte" ci
intregul corp concav obtinut, reuniunea tuturor plicilor prismatice.
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"Muchiile" treptelor 7';S; etc. §i T7;S"; etc. sunt acum in afara
piramidelor §i evident putem observa trei fapte:
1) Prismele de tipul (fig. 202):

Sy T 5;
A ! & A C/

Fig. 202
sunt echivalente (baze egale, inil{imi egale).

2) Fiecare "lespede" a "scirii" exterioarre este "mai mare" decat
cea inclus3 in ea a "scirii interioare” (203).

S

Fig. 203

3) Intre cele doui "lespezi" ale "scarilor interioare" si
"exterioare" este cuprinsd o portiune de piramidd, cea hasurati
ACjCBA (204). = Sy

i C1
%
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Concluzie

Am "inchis" prin lips3 §i adaos cele dou#i piramide intre dou2
"scari" formate din acelagi numir de "plici" prismatice echivalente.
Deci le-am "cuprins" ca méirime intre dou# corpuri cu volume
respectiv egale. Trecem mai departe.

Fig. 205

Vom duce plane intermediare echidistante printre fiecare din
cele doui plane de sectiune vecine deja construite. Vom face astfel o
diviziune "mai find" a piramidelor §i vom obtine o scard exterioard
mai mic3 §i una interioard mai mare, dupid cum se poate constata pe
figurd analizénd o singur# placi (fig. 205).

Spatiul rimas alb din prima figurd s-a micsorat. Dar §i spatiul
format din paralele duse din 4;, 4, D; la AC s-a micgorat §i el (vezi
figura a doua), pentru ci s-a mai "introdus" o treaptid. "Placa" din
piramidd riméne insi in continuare "intre" scarile mai fine nou
construite. Dar vom continua procedeul: vom nota cu s; volumele
scérilor interioare $i cu §; ale celor exterioare din piramida intdi. Dar,
si ne amintim: notatiile sunt valabile si pentru piramida a doua,
fiecare pereche de "lespezi" in parte fiind echivalente.

Giisim deci dous giruri:

SISSZS“‘ SS”SS VIS SS"S SS2$S],

SISSZS... SsnS... < VzS SSnS Sstsl
Ele incadreazi doud "mirimi" V; s§i ¥V, volumele celor
dou? corpuri.
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fn fond si acest fapt este inci o simpla afirmatie. Ea ar deveni
adeviiratd dacd am putea arita ci diferenta dintre volumul scarilor
exterioare §i interioard S, - s, poate fi ficutd "oricat vrem" de mica.

Sa simplificdm putin lucrurile: si considerim o sectiune prin figuri.
S considerim portiunea hagurati s,, 5i scara exterioard S, (fig. 206).

on/ /72 ' /%/'/
7 ey i
///////‘I = 3

S3 translatim figura hagurati s, pani ce portiunea ei superioar
se suprapune perfect peste cel al scirii mari S,. Se observi ci diferenta

h
dintre sciri este o prismd cu baza tetraedrului §i cu iniltimea o

A "
bud__  care tinde citre 0 cand n tinde la

2n+l

Deci cu volumul ¥V =

infinit. Deci, in fond V; = V.

Observatie. De ce la capitolul volume avem aceastd
demonstratie dificild, ficutd printr-o metodd neobignuitd, iar la
capitolul arii din geometria plani nu avem o astfel de demonstratie?
De ce nu poate fi evitatd folosirea unui rationament de acest tip?
Explicatia constd in urmitoarele fapte. Se poate dovedi (§i se poate
lua aceasta ca exercitiu care se rezolvd examinidnd demonstratiile din
capitolul arii de la geometria plani) cd doull poligoane cu aceeasi arie
se pot descompune intr-un numdr egal de triunghiuri respectiv egale
(nu numai avdnd aceeagi arie). Aceastd proprietate nu mai este
adevirati pentru doudi poliedre cu acelasi volum.
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§ 4. VOLUMUL PIRAMIDEI

Ne propunem s3 demonstrdm urmitoarea:

Teoremd. Volumul piramidei este egal cu produsul dintre aria
bazei si indlfime impdrtit cu 3.

Demonstratie. Vom demonstra teorema in prealabil pentru
piramide triunghiulare. Vom arita ci o prism3 triunghiulari se poate
"t#ia" in trei piramide echivalente.

Vom considera prisma triunghiulari ABCA'B'C’, si prin
punctele C, A", B vom duce o sectiune plan3d. Vom obtine astfel doud
corpuri: piramida CA B'C’si ABCA'B’ (fig. 207).

Fig. 207

Primul corp, adici piramida o vom nota cu %;. Ne vom
ocupa acum de cel de-al doilea corp. Sectiondnd corpul ABCA'B’
cu planul determinat de punctele 4 C, B vom nota cele
doul piramide obtinute cu 7 §i cu 7 (piramida ACBA este P si
A’'BCB’ este 7))
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A B
P1 c :
=4 U y |
(4
A ’
7 :

Fig. 208
Am obtinut astfel trei piramide triunghiulare.

A B
Py C P2 N
Al B!
! 4
. AV Fig.209 Al

Ele sunt echivalente dou cite doua:

P, = P, deoarece au bazele ABC si A" B'C 'triunghiuri egale si
indltimea corespunzitoare lor egald (este in fond iniltimea prismei,
adic3 distanta dintre planele bazelor ABCsi A'B'C".

P, = P; deoarece au doud baze respectiv egale ABA i BA'B’ ca
jumititi din acelasi paralelogram §i aceeasi indltime, distanta de
la C la planul paralelogramului ABB'4".

Deci ) = P, = P; si teorema este demonstratd pentru piramida
triunghiular.
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Vom demonstra acum c# afirmatia este adevirati pentru orice
piramida.

=

B C Fig. 210
Ducem din vérful 4 toate diagonalele bazei AC, 4D, ..., AM si
considerdim planele determinate respectiv de acestea cu vérful P al
piramidei. Conform proprietitii de aditivitate a volumelor avem
(fig. 210):
VaBC..MNP=VABC*VACD* -+ VAMN=

=(S4BC+S4acD* -+ SAMN) X h/3
unde am notat cu Vg volumul piramidei PABC, cu Sypc aria

triunghiului 4BC etc. §i cu s indlfimea piramidei, deci §i inidl{imea
fiec#rei piramide triunghiulare in parte.
Sxh

Deci V = —3— unde § este aria bazei piramidei mari. Afirmatia
facuta in teoremai este deci demonstrati.

Un plan paralel cu baza ABC ... MN a unei piramide determini
inci o piramid3 cu baza A'B'C”... M'N" si cu acelagi varf P pe care o
vom numi "asemenea" cu piramida mare, pentru ci toate fefele de

tipul PAB sunt asemenea cu cele de tipul PA B, bazele ABC ... MN si
A'B'C’.. M'N" sunt §i ele asemenea §i raportul lor de aseminare
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(raportul a doui segmente omoloage) prin tranzitivitate se poate
dovedi cd este acelasi.

Dacd in plan raportul a dou arii de poligoane asemenea este
egal cu pitratul raportului de aseminare (fapt valabil si pentru ariile
laterale si totale ale celor doui piramide), vom putea afirma
urméitoarea:

Teoremi. Raportul volumelor a doud piramide asemenea este
egal cu cubul rapoartelor de asemdnare.

Demonstratie. Daci notdm raportul de aseminare cu n, avem

S c_wuv 2 . h
=g g =
Sawc un K
unde A este indltimea piramidei initiale i 4" a celei mici, iar
vV S X h
Fl<§ ABC. MN'X 4

Accentudm ci aceasta este una din teoremele, care aplicate, ne

scurteazd mult calculul laborios in destule ocazii.

=n’xXn=n’.

§ 5. VOLUMUL TRUNCHIULUI DE PIRAMIDA

Teorem#i. Volumul trunchiului de piramidd este egal cu o
treime din indlfime inmulfitd cu suma ariei bazei mari, cu aria bazei’
mici §i cu radical din produsul ariei bazei mari cu aria bazei mici.
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Avem deci de aritat c3 V=—;-(S+s+\f.§';), unde V este

volumul trunchiului, i este indltimea trunchiului de piramida (distanta
dintre baze), § aria bazei mari si s aria bazei mici. H §i s sunt marimi
ajutitoare, anume indltimile piramidelor aga cum se formeaza in desen
prin prelungirea muchiilor iar ¥; si v; volumele piramidelor
respective.

Stim ca V;/v; = H3/h3 si dintr-o proportie derivatd obtinem:
V e V| H J h’

Vi h3
H-h)(H*+hH+1 H
Dl ) e il
h h s
Rezulti
wxi H H. sxhxi . JS §
e (] - o sl = 1+ ——-+—— =—(s+JSs+S
iy g A )= (s VSs +5)
ceea ce trebuia demonstrat.
EXERCITII $I PROBLEME
1. Pe muchiile V4, VB, VC ale unui tetraedru se iau punctele
vol VA'B’C’
A’, B, C'. Care este rtul volumelor ——————— , in functi
are raportul volumelor voivasc ' B ctie

VC

2. Intr-o plramldi cu baza pitrat de laturi a si cu fetele laterale
triunghiuri echilaterale se inscrie un cub cu baza pe baza piramidei si
cu celelalte varfuri pe muchiile laterale ale piramidei. S se afle
latura cubului.

3. Se di un trunchi de piramida patrulaterd regulati. Si se arate
c3 drumul cel mai scurt pe suprafata sa intre doud varfuri opuse trece
numai pe suprafata laterald atunci §i numai atunci cdnd raza cercului
circumscris unei fete laterale este mai mare decdt raza cercului
circumscris bazei mari.
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4. Un paralelipiped are toate fetele romburi de laturd a, avdnd
fiecare cdte un unghi ascutit de 30°. S3& se afle volumul
paralelipipedului.

5. O prisma triunghiulari dreaptd este impértitd de un plan care
taie toate muchiile laterale in douZ corpuri. Se considerd unul din ele.

a) Si se descompuna acest corp in doud piramide. ‘

b) Sa se afle volumul lui in functie de aria bazei si de cele trei
muchii paralele ("verticale") ale sale.

6. Intr-un trunchi de piramidi hexagonald regulati se cunosc
(notatiile fiind cele din figura 212) indltimea AP = 3 cm, distanta
BE = § cm si latura bazei mari D'E" = }32 cm.

a) S1 se calculeze volumul trunchiului de piramida.

b) Si se calculeze aria laterald a trunchiului de piramida.

¢) Sa se arate c3 B', P, F’ sunt coliniare.

Fig. 212
7. Intr-o piramida regulati notind cu m muchia laterals, cu R

r

raza cercului circumscris bazei, cu @ apotema piramidei §i cu a
apotema bazei, si se demonstreze ci: m’ +a” =R + d’.
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8. Presupunind c3 se pot cunoaste din tabele valorile functiilor
3
trigonometrice ale lui — (sinus, cosinus, tangenta, cotangenta) unde
n

n este un numir natural oarecare, dindu-se o piramidi regulatd cu
poligonul bazei avind » laturi, R raza cercului circumscris acestei
baze, precum si indltimea piramidei fiind A, s3 se giseascd in functie
den, h R:

a) Volumul piramidei.

b) Aria laterald a piramidei.

c) Aria totald a piramidei.

9. Pe un cub ABCDA'B'C'D’ se aseazi o piramida regulati
VABCD cu toate fetele triunghiuri echilaterale (vezi figura 213).
Muchia DC =a.

a) Si se determine volumul corpului.

b) Sisearateci AV L VC.

c¢) Dac3 nu se cunoagte latura a, ci numai lungimea segmentului

VA = 3\/(2+J5) m, s se giseascid lungimea laturii a.

V
A R
LNC
b
l
A~ B.
D* ¢’
Fig. 213

10. O unditd cu lungimea de 3J2 m se poate demonta in trei
parti egale. Dar nu se primesc in portbagajele autobuzelor care merg
in deltd colete paralelipipedice la care una din dimensiuni si
depiseascd un metru. Cét ar fi latura minima a bazei (pitrat) a unui
astfel de colet, numai si-i incap# undita pescarului?
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11. intr-o prismd hexagonald regulatd dreapts, diagonala

5v3
E'B =26 cm si apotema bazei OP = —lzl_— cm (vezi figura 214). S3 se
determine volumul si aria laterala a prismei.

F’ A’

Fig. 214

12. Un elev a decupat dintr-o hértie cu pétritele dintr-un caiet
de matematici doul figuri de aceastd formi: figura 215a, si apoi le-a
lipit intre ele cu fasie latd cdt un pitritel de matematicd, obtindnd
urmitoarea figurd: figura 215b.

a) $tiind ci dimensiunile unui pitritel de matematicd sunt de
0,5 cm pe 0,5 cm, si se afle volumul $i aria juc#riei.

b) Dacd ficea o figurd similard cu pétritelele cu laturd de doud
ori mai mare, care ar fi fost volumul si aria jucariei?

Fig. 215
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13. In cubul ABCDA'B’C'D’, M este mijlocul muchiei AD, iar
N este mijlocul muchiei CD. Stiind c& MN = 5J2m, si se afle
volumul i aria totala a cubului.

14. In cubul ABCDA'B'C’'D’, N este mijlocul muchiei C'B".
Segmentul AN = 3 dm. Si se afle aria total §i volumul cubului.

15. Intr-o piramid regulati notdm cu m muchia laterald, cu R
raza cercului circumscris bazei, cu a apotema piramidei, iar cu a’
apotema bazei. Construim intr-un plan un triunghi dreptunghic ADB
cu catetele AD = m, DB = a. Fie C un punct pe cercul circumscris
triunghiului ABD astfel incit AC = a". S& se demonstreze cd BC = R.

16. Se di o prismi triunghiulard 4BCA'B'C’ de volum 8 m?.
Fie M mijlocul muchiei laterale BB". S se afle volumul piramidei
MACC'A". '

17. O piramida regulatd VABCD are latura bazei AB = 4 cm §i
apotema piramidei egald cu 2,5 cm. Fie 4, B, C’, D’ mijloacele
muchiilor laterale V4, VB, VC, VD (in aceastid ordine) si fie N un
punct oarecare in planul bazei. S3 se afle volumul piramidei
NA'B'C'D". ;

18. Intr-o cutie cubic# cu capacul 4BCD si muchia 4B = 2 dm
punem o piramida regulatd VA'B'C'D’" unde A'B'C'D" este cealalti
bazi a cubului. Dar capacul ABCD nu se mai inchide. El face un
unghi de 45° cu planul bazei.

a) Care este volumul piramidei?

b) S# se giseascd sinusul unghiului plan al diedrului format de
o fatll laterald a piramidei cu baza acesteia.

19. Fie trei drepte O4, OB, OC perpendiculare doud céte doua.
(Segmentele OA = OB = OC = a). Demonstrati c# triunghiul ABC este
un triunghi echilateral. Calculati distanta de 1a O la planul ABC.

20. S# se arate c3 exist3 tipuri de tetraedre egale cu care putem
umple spatiul (prin a "umple" spatiul intelegem c3 orice punct al
spatiului este sau in interiorul sau pe suprafata unui astfel de tetraedru
§i tetraedrele nu au puncte interioare comune).
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21. Pe o masa se giseste o vazd plind cu apd de formi
paralelipipedica dreapt3 cu baza un pitrat de laturd a. Prisma este de
inéltime b. Se roteste vasul in jurul unei muchii a bazei pani se varsi
atdta apd incdt o muchie laterali de pa fata care nu mai este complet
udat3 are b/3 cm deasupra apei. Dupi aceasta punem vasul in pozitia
initiala. Ce indl{ime are partea goala deasupra apei?

22. Fie ABCD un tetraedru regulat. Prin mijloacele muchiilor
ducem plane paralele la toate fetele (care nu contin acest mijloc). Sa
se precizeze ce fel de corpuri obtinem printr-o astfel de tidiere a
tetraedrului. Puteti rezolva apoi problema mai generald ludnd toate
punctele muchiilor care o impart pe aceasta in »n parti egale.

23. Intr-un tetraedru regulat si se giseasci sinusul unui unghi
diedru format de doui fete si sinusul unghiului format de o muchie cu
planul bazei.

24. Intr-o piramidi patrulateri regulati V4BCD cu muchia
bazei egali cu g, se duce prin mijlocul muchiei ¥4 un plan paralel cu
planul triunghiului ¥BD. Stiind ¢ muchiile piramidei sunt egale cu
diagonala bazei, si se calculeze aria sectiunii determinati in piramidi
in functie de latura bazei.

25. O piramida patrulatera este tdiatd cu un plan, obtindndu-se
ca figuri de intersectie un pentagon care are o laturd paraleld cu una
din diagonalele bazei. Sa se arate ci laturile celelalte ale pentagonului
nu formeaza unghiuri egale cu laturile bazei.

26. Fie o piramidid patrulaterd regulati cu baza un pitrat
ABCD cu latura 1 cm. $tiind cd unghiurile diedre a doui fete
opuse sunt egale cu unghiul diedru pe care acestea le formeazi cu
baza, si se determine:

a) muchiile laterale;

b) indltimea piramidei;

c) aria lateral} si totald a piramidei;

d) volumul piramidei.
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27. S& se determine toate piramidele care au ca fete laterale
triunghiuri echilaterale cu latura egald cu 1.

28. S3 se arate c# oricé piramida regulatid cu baza un poligon
regulat cu # > 3 laturi are ca fefe laterale triunghiuri ascutitunghice.

29. Nu exist# nici o piramid3 regulati cu baza un pitrat astfel
incét unghiul diedru a doud fete aliturate si fie egal cu unghiul format
de dou muchii care pleac# din véarful ¥ al piramidei. Sa se deduc3 de
aici ci nu exist3 piramid3 patrulaterd regulati la care unghiurile diedre
dintre toate cele cinci fete si fie egale.

30. S& se arate ci nu existd cinci puncte cu proprietatea
ca toate lungimile segmentelor care unesc aceste cinci puncte si fie
egale intre ele. '

31. O piramida cu baza ABCD dreptunghi are AB = 2a, BC=a
si indltimea SD = 2a. Pe muchia SB se ia mijlocul ei P. Sa se arate ci
triunghiul APC este isoscel si s# se determine aria sa. S# se calculeze
aria laterald a piramidei.

32. Fie SABCD o piramida regulati cu baza péitratul ABCD de
laturd 3v2 cm si muchie laterald de 5 cm. Se cere aria laterald si
volumul piramidei. Se considerd M un punct pe muchia SB. Si se
determine cosinusul unghiului ficut de OM cu planul pitratului astfel
incét aria triunghiului ACM si fie minima.

33. Bazele unei prisme triunghiulare drepte sunt triunghiuri
echilaterale ABC, A'B'C’, de laturd x. Fie O un punct astfel incit
OA=0B=0C=0A4"==0B"= 0C’ = a, unde a este un numir dat.

1
Si se arate ci volumul prismei este V=—2-xJ3a’—x’.

34. Daci o piramida regulati triunghiulard are muchia laterala
de mirime a constantd §i latura x a bazei variabild (dar baza este
mereu un triunghi echilateral de laturd x), si se giseascd mirimea lui
a pentru care volumul piramidei este maxim.

35. In cubul ABCDAB'C'D’, O este centrul siu, O, cel al fetei

ABCD, 0, cel al fetei BB'C'C, Oy al fetei CDD'C’, M mijlocul
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lui DC si N mijlocul lui CC’, P a lui CB. Dup? inliturarea cubului
O;PCMA’'NO,03, cum s-a modificat fat de aria totald a cubului aria
corpului concav obtinut? Dar volumul?

36. Intr-o piramida cu iniltimea A, s se spuni la ce distanti de
virf trebuie dus un plan paralel la bazi, astfel incdt aria totald a
piramidei mici obtinute si fie de doud ori mai micd decdt a
celei initiale?

37. Sectiondnd partea superioard a unui acoperis se obtine un
corp ca in figura alituratd cu dimensiunile de acolo (bazele sunt
dreptunghiuri, iar fetele laterale trapeze isoscele). Prelungind A4’
BB’, CC’, DD’ pani se intdlnesc, si se giseascd volumul acoperisului
din care provine aceastd sectiune. Dacd 4B° = D'C" = x si nu
ar mai fi @, si se determine x astfel incit ABCDA'B'C'D’ si fie
trunchi de piramidi (fig. 216).

U

D (4

38. in figura 27 este
reprezentat un cort cu baza
dreptunghi, doui fete
triunghiuri  echilaterale si
dou? fete trapeze isoscele. Si
se  determine  volumul 7
cortului. Dimensiunile sunt 3m
date pe ﬁgm Fig. 217

AM
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§ 6. CRISTALE

in naturd, cristalele ne oferd exemple de poliedre. Sarea de
bucitirie (NaCl) cristalizeazi sub form3 de cuburi, aurul sub formi de
octaedre (fenomen rar), pirita (FeS,) sub form# de dodecaedre etc.
Dam in figura de mai jos sapte exemple mai putin comune de cristale:
Galena (PbS) in fig. 218, 1 si, Argentita (AgyS) in fig. 218, 3,
Fluorita (CaFy) in fig. 218, 4, Staurolitul (silicat de Al si Fe) in
fig. 218, 5, Spessartinul (varietate de granat-silicat de Al §i Mn) in
fig. 218, 6, Granatul comun (silicat de Ca, Fe si Al) in fig. 218, 7.

0 O

Fig.1 Fig.2

‘.—;4

W
_,aﬁ.l’

!

Fig.4

Fig.6 Fig.7
Fig. 218

Incercati intéi singuri si descrieti matematic aceste poliedre, si
le calculati volumele si ariile totale.

Daci nu ati reusit in toate cele sapte cazuri, s3 observim ci in
fig. 218, 1 avem un "cub cu vérfurile tdiate", adici in fiecare din
varfurile unui cub, pe fiecare din cele trei muchii ce se intdlnesc in el,
am figurat cite un punct situat la aceeasi distant3, in toate cazurile, de
varful respectiv, distanti mai mica decat jumatatea laturii cubului. Din
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fiecare fat a cubului am scos cele patru triunghiuri formate in colturi,
obfindnd un octogon, si am adiugat, ca fete, toate triunghiurile
echilaterale formate in colturi. :

in fig. 218, 2 este un policdru obtinut printr-o constructie
analoagi, aplicatd unui octaegru regulat. In fig. 218, 3 avem un caz
particular al fig. 1 (i al fig. 2), in care am ales punctele de pe muchii
la distante egale cu jumatatea muchiei cubului de varfuri (si astfel cele
dous puncte de pe fiecare muchie au coincis, iar octogoanele au
devenit pétrate).

in fig. 218, 4 avem doui cuburi ce se intersecteazi, unul din ele
fiind obtinut din celilalt printr-o rotatie de 60° in jurul uneia din
diagonalele sale spatiale. Analog, in fig. 218, 5 avem doud prisme
hexagonale regulate, una obtinut din cealaltd printr-o rotatie de 90°
in jurul dreptei ce uneste mijloacele a doud muchii laterale opuse ale
sale. Descrieti in cazul fig. 4 §i 5 corpurile de intersectie!

Poliedrul din fig. 218, 6 se poate obtine alegind trei plane,
dous cate doud perpendiculare si ficdnd in fiecare din cele opt regiuni
in care ele impart spatiul urmitoarea constructie: alegem pe cele trei
semidrepte corespunzitoare punctele 4, B, C, pe bisectoarele
interioare ale celor trei unghiuri formate AOB, BOC, COA respectiv
punctele C°, 4, B’ iar
semidreapta ce pleacd din O,
in interiorul regiunii §i face
unghiuri egale cu O4, OB,
OC (diagonald spatiald a
unui cub ...) punctul D asa
incit 04 = 0B =0C = 04"
= OB = 0OC" = OD.
Consideram cele trei fete
(congruente) DA'BC’,
DB'CA’, DC'AB’ (fig. 219).

Poliedrul in discutie
va avea 8x3 = 24 fete. Fig. 219
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Fig. 218, 7 conduce la un exercifiu. S3 luim patru segmente
OA, OB, OC, OD, ftrei cédte trei necoplanare. S3 construim
paralelogramele BOAE, COBF, DOCE', AODF’ si apoi EBFD’,
F'AEC’, E'DF'B’, FCE'A". Dovediti ci paralelogramele A’E'B" ..,
B'F'C’.., C’ED’.., D'FA"" .. se inchid toate in acelasi punct O” si c3
figura obfinutd are un centru de simetrie, in raport cu care O si O,
AsiA’, ..., Fsi F’ sunt simetrice (fig. 220).

Fig. 220

fn cazul general va fi greu de calculat volumul s§i aria
poliedrului cu 12 fete astfel obtinut. Incercati aceasta in cazul
cand OABCD este o piramidd patrulaterd regulatd, cu varful in O,
cu O4A = AB.
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CAPITOLUL AL ZECELEA
SUPRAFETE $I CORPURI ROTUNDE

§ 1. GENERALITATI CONSIDERATII INTUITIVE

a) In capitolele de geometrie in spatiu de pan3 acum, am studiat
linii drepte sau formate din portiuni (segmente) de linie dreapti
(poligoane), suprafete plane sau formate din portiuni (poligoane) din
plan (suprafete poliedrale), corpuri mirginite de suprafete poliedrale
(poliedre).

Viata de toate zilele §i diverse alte activititi ne pun insd mereu
in contact cu linii curbe, cu suprafete curbe, cu corpuri mirginite de
suprafete curbe (corpuri rotunde).

Nu avem intentia s3 dim definitia generald a unei linii curbe
sau a unei suprafete curbe (aceasta necesiti cunoasterea notiunii de
continuitate).

fn acest paragraf intentionim s descriem céteva fapte intuitive
care si contureze mai bine acestc notiuni. Abia in paragrafele
urmitoare, unde vom defini s§i studia cédteva suprafete curbe
particulare, vom folosi un limbaj matematic precis.

b) Un punct in misgcare descrie o linie curb#; nu orice linie
curbi este continuta intr-un plan.

Fig. 221
237
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Un fir de atl, indiferent cum l-am deforma, este o linie curbi.

Fig. 222

Muchia unui corp este in general o linie curba.

Evident ci noi considerim linia dreapt ca un caz particular al
liniei curbe. Pozitia unui punct oarecare pe o linie curba dati se poate
preciza daci am fixat un punct pe acea curbd ca origine, prin
distantele pe curba péani la acel punct, deci printr-un numdr real.

o

Fig. 223

O curbd "nu are nici l&{ime, nici grosime", ci numai lungime.
c¢) O suprafatd curbi este fata ( imaginea) unui corp (rotund).
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O tesiturs, deformatj chiar, este o suprafati curbi.

Fig. 225

Tesitura este formati din fire; o linie curbd in migcare descrie
(genereazi) o suprafati curba.

Fig. 226

Pozitia unui punct pe o suprafat3d curbi se poate preciza numai
dand doul coordonate ale sale (fig. 227).

_T ordonata

abscisd

Fig. 227
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d) Oricum am lua o linie curbi i un fir de a3 putem deforma
acest fir, fard a-] intinde sau rupe astfel incét el s3 coincidd cu linia
curba data.

A

§ sau
NS

3

Fig. 228

Acest fapt nu este adevirat pentru suprafete: nu putem aseza o
foaie de héartie peste o minge, fird a o "strica". Aceasta face ca
desenarea unui planiglob si fie dificild §i si nu se poatd face decit
deforménd.

Fig. 229

€) Suprafete cilindrice. Am afirmat c3 orice linie curbd in
miscare descrie o suprafati curbd. O linie dreapti care se migc# paralel
cu ea ins3si, intdlnind in permanent’ o dreapti dat3 d, descrie un plan.
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Fig. 230

O linie dreaptd d care se miscd paralel cu pozitia ei initiala,
intdlnind in permanent3 un poligon (P) plan dat, situat intr-un plan
neparalel cu d, descrie o suprafat prismatici.

Sa inlocuim acum poligonul respectiv (?) cu o linie curb3
oarecare fixat3d. Suntem condusi astfel la urmétoarea:

Definitie. Fie (C) o curb plan, iar a o dreapta dati. Totalitatea
dreptelor d ce trec prin punctele lui (C) §i sunt paralele cu a formeaza
suprafata cilindricd de bazi (C) si directie a.

Dreptele d se numesc generatoarele suprafetei cilindrice iar (C)
se numeste curbd directoare a suprafetei cilindrice (fig. 231).

Fig. 231

Dacd a este perpendiculard pe planul lui (C), suprafata se
numeste suprafatd cilindricd dreaptd de bazi (C).

Observatie. Pe o suprafati cilindricd datd existdi multe curbe
plane (intersectia suprafetei cilindrice cu diverse plane). Oricare din
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zle, care intersecteazd toate generatoarele, poate fi folositd pentru
generarea suprafetei cilindrice, ca in definitia de mai sus.

in acest mod, orice suprafat} cilindrici poate apare ca suprafati
cilindricd dreaptd (daci considerim intersectii perpendiculare pe
Zeneratoare).

O linie curbd pland poate fi un arc simplu, o curbid simpld
inchis3 sau poate avea autointersectii.

Fig. 233

Am putea considera gi suprafete cilindrice generate de o curbi
neplani i o dreapti dati. In acest caz curba poate fi un arc simplu,
insd suprafata cilindrici corespunzitoare si aibd forma de
la figura 232.

B
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Bineinteles c# suprafata cilindricd va avea forma din figurd si
cand curba ar avea autointersectii.

O proprietate importanta a suprafetei cilindrice generate de un
arc simplu este c3 ea se poate "desfdsura" §i aseza pe o suprafatd
plani. Cel mai simplu se vede acest lucru reprezentind suprafata ca o
suprafati cilindricd dreaptd de bazi (C) "indreptind” (C) pénd la o
dreapti d i apoi agezind generatoarele suprafetei perpendiculare pe d.

Fig. 235

f) Panze conice. Definitie. Fie (C) o curbi plani §i P un punct
situat in afara planului ei. Totalitatea semidreptelor cu originea in P
§i avind un punct situat pe (C) formeazi panza conici de varf
P si bazi (C) (fig. 235).

Semidreptele se numesc generatoare ale panzei conice (fig. 236).

Fig. 236
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Observatie. Pe o panzi conic# existd multe curbe plane (inter-
sectia ei cu diferite plane). Oricare din ele ce intersecteazi toate
generatoarele poate fi consideratd cd genereazi panza conici. Panzele
conice pot fi generate si de curbe in spatiu. $i panzele conice generate
de arce de curbd "suficient de scurte" pot fi desfdsurate §i agezate pe
un plan. Cel mai simplu mod de a face aceasta este de a alege o
distant3 /, de a aseza pe fiecare generatoare un segment de lungime /,
obtinand astfel o curb3 (in general nepland) (D).

Y
AL A
| % )

c . ,

Fig. 237

Asezam (vezi figura 237b) (D) peste un arc de cerc de razi /
(ceea ce este posibil dacd lungimea lui D nu depiseste 2r/) si
generatoarele respective peste razele corespunzitoare ale cercului.

fn punctul ) am considerat suprafata cilindrici drept "analogul
curb" al unei suprafete prismatice. Aici definim "analogul curb" al
unei suprafete piramidale (al suprafetei unui unghi poliedru).

§ 2. CILINDRII CIRCULARI

Definitie. a) Fie (C ) un cerc situat in planul o §i a o dreapta
neparaleld cu o. Prin suprafat} cilindric3 circulard generatd de (C ) si
a intelegem totalitatea punctelor situate pe toate dreptele paralele cu a,
ce trec prin puncte ale lui (C).
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Ea poate fi definitd si drept rotalitatea punctelor P din spatiu
pentru care paralela prin P la a intersecteazd cercul (C).

b) Prin suprafatd cilindricd circulard dreaptd genmeratd de
cercul (C ) din planul o, intelegem suprafata cilindricd generatd de
(C) si de o perpendiculari a pe o

Aceasta este totalitatea punctelor situate pe toate dreptele
perpendiculare pe o care trec prin puncte ale lui (C ).

Teoremd. Intersectia dintre o suprafatd cilindricd si un plan 3
paralel cu planul o al cercului (C ) ce o genereazd este un cerc de

razd R egald cu cea a lui (C) (fig. 238).

/@/

Fig. 238

Demonstratie. Fie O centrul lui (C ), fie o paraleld prin O la a,
fie O’ intersectia lui o cu planul B. S3 aritim c3 intersectia lui f cu
suprafata cilindric¥ este cercul de centru O°, de razi R situat
in planul B.

Fie P" € P. Dacd P" = O’ atunci el nu se afli pe suprafata
cilindrics, deoarece OO  nu intersecteazi (C ). p’ 3
Vom considera acum P' € B, P"# O’. Sa o
ducem planul P'O0" (unic determinat). Acest
plan taie planele o si B dupd doud drepte
paralele. Ducand si paralele din P"la OO se
* formeazd planul P'O0" un paralelogram, P ©
P’'O'OP (P € m). Fig. 239
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P’ se afld pe suprafata cilindricd dac3 si numai daci P € (C),
deoarece PP || OO || a, adicd dacd §i numai dacd PO = R. Cum
P’O’ = PO, PO = R este echivalent cu P'O" = R, §i teorema este
demonstrata.

Definitie. Prin cilindru circular intelegem corpul geometric
cuprins intre o suprafatd cilindricd circulard si doud plane distincte
paralele cu planul cercului ce genereaza aceastd suprafata cilindrica.

Cilindrul circular se numeste cilindru circular drept daci
suprafata cilindrici circular3 corespunzitoare este dreapta.

§ 3. ELIPSA

Sa considerdim o suprafat3 cilindrica circulard (y), generatd de
cercul (C ) si de directie a. Ea poate apirea, dupd cum s-a aritat
anterior, drept o suprafai cilindricd dreaptd, generatd de curba de
intersectie dintre (y) si un plan f perpendicular pe a. Aceasti curba
apare drept proiectia lui (C ) pe B. O astfel de curbd nu este un cerc;
ea se numeste elipsd (fig. 240).

Pentru a vedea ce fel de curbid este elipsa dupd care se
proiecteazi un cerc (C ) pe un plan 8, vom inlocui planul f§ cu un plan
paralel cu el, ce trece prin centrul O al cercului. Fie d dreapta de
intersectie intre B si planul o al cercului (C).
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Fie M un punct oarecare pe (C ), N proiectia sa pe d. Co: form
celor stiute, proiectia M" a lui M pe planul B} se obtine astfel: ¢cca
perpendiculara a in N pe d in planul B si apoi considerdm piciori! A/
al perpendicularei din M pe a.

Unghiul MNM’ este constant egal cu mirimea unghiului diedru

=constant (= cos (a:B) ). Daci in directia NM

MN
dintre o §i B, deci
NM

ducem NM"" = NM, atunci cand M descrie cercul (C ), M’ va descric
un cerc de aceeasi razi, cu centrul O in planul f.

Definitie. Fie (C ) un cerc, d un diametru al sdu, k un rumds
intre 0 si 1. Pentru orice M € (C ) consideram MP L d, P € d :i [/

MP
pe segmentul MP astfel inca _M? =k. Locul geometric al lui

numeste elipsd.

Se vede ca elipsa este simetricd fatd de d, fatd de peroen-
diculara pe d in centrul cercului, deci §i fatd de centrul cercului
Forma §i mirimea ei sunt perfect caracterizate de raza R a cercului
(numitd §i axa mare a elipsei) si de R X & (numitd si axa m-d a

elipsei) (fig. 241).
T T
\\_—__—-R—j

Fig. 241

EXERCITIU

Si se arate ci sectiunea unei suprafete cilindrice ciiculare
drepte cu un plan neparalel cu curba directoare este o elipsa.

Lecturd: Se demonstreaza, folosind numai legea a II-a 2 lu
Newton (forta este masa ori acceleratia) si legea gravitatiei univorsele
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(dous corpuri se atrag cu o fortd direct proportionald cu masele
lor si invers proportionala cu pitratul distantei) ci pimantul se misca
in jurul soarelui pe o elipsd, soarele fiind intr-un "focar" a acesteia
(vezi figura).

Focarele unei elipse sunt cele 2 puncte de pe axa mare, la
distanta R\1—&* de centru (fig. 242).

Fig. 242

Viteza de migcare nu este constantd: aria haguratd variazi
proportional cu timpul.

§ 4. PANZE CONICE

Ca un caz particular a definitiei anterioare:

Definitie. Fie (C) un cerc §i P un punct nesituat in planul o al
cercului. Se numeste pdnzd conicd circulard de varf P si bazd (C )
totalitatea punctelor situate pe semidreptele cu originea in P ce
intalnesc cercul (C) (fig. 243).

(c) .

/

/

Fig. 243

g L
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Definitie. O panzi conici circulard de varf P gi baza (C) se
numeste dreaptd dacd proiectia lui P pe planul cercului (C) este
centrul lui (C) (fig. 244).

p

(C)/ \

\

Z \

Fig. 244

Definitie. Se numeste con circular corpul geometric mérginit
de o panzi conici circulard si de planul cercului care genereazi panza
conic3. Dac3 pénza conic3 circular este dreapt3 atunci conul circular

se numegte drept (fig. 245). P

Teoremi. Secfiunea
unei pdnze conice
printr-un plan paralel cu
baza situat de aceeagi
parte a varfului cu ea este
un cerc.

Demonstratie Fie P
vérful, (C ) cercul de bazi,
O centrul sdu, o planul siu
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si P un plan paralel cu planul o S& consideriim intersectia O a lui PO
cu planul B. S3 alegem M € B (M # O") (fig. 246).

)'
em OIMI POI ( 8 p a

conicd dac# §i numai dacid M se afld pe (C ), deci daci si numai daci
OM = R, unde R este raza lui (C ). Conform relatiei de mai sus aceasta

R
este valabil dacd §i numai daci O'M" = T ceea ce inseamnd cd M se

R
aﬂapecerculdecentruO'siderazi-;situat‘inB.

Comentariu. Centrele sunt coliniare cu varful, deci inlocuind
cercul generator al conului circular drept cu un cerc dintr-un plan
paralel cu acesta situat pe panza conic3 se obtine un alt cerc generator
in raport cu care panza conic3 este tot dreapti.

Definitie. Se numeste frunchi de con circular corpul marginit
de o panzi conici circulard, de baza acesteia §i de un plan paralel cu
ea situat de aceeasi parte a varfului ca si baza.

Trunchiul de con se numeste drept, daci panza conici circulard
este dreapti.

Observatie. Un trunchi de con circular este drept dacd i
numai dac3d dreapta ce uneste centrele bazelor este perpendiculard
pe planele bazelor (fig. 247).

Fig. 247
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§ 5. SUPRAFETE ROTUNDE CA LOCURI
GEOMETRICE

Teoremd. Locul geometric al punctelor situate la distantd
datd R de o dreaptd datd d este o suprafatd cilindricd dreaptd
generatd de un cerc (C ) de razd R, cu centrul pe d §i situat intr-un
plan perpendicular pe d.

Fig. 248

Fie (C ) un cerc ca in enunt (el nu este unic), o planul siu, iar O
centrul s3u. Fie M un punct in spatiu. S3 ducem planul y determinat
de M si d. El taie planul o dupi o dreaptd a perpendiculard pe d.
Dreapta a va téia cercul (C ) in doud puncte; fie N cel situat de aceeasi
parte a lui d (in ¥) ca si M. Cum distanta de la N la d este R, rezulti ci
distanta de la M la d va fi R dacd §i numai dac3 M se afl3 pe suprafata
cilindrica din enunt (fig. 248).

Teoremd. Fie d o

semidreaptd de origine O. O

Fie © un unghi ascufit.

Atunci locul geometric al d (S)
punctelor M din spatiu M

pentru care unghiul dintre

OM i d este O, impreund cu lp “ N
punctul O este o panzd /. ! \

conicd dreaptd cu varful in
O si avdnd ca bazd un cerc
cu centrul pe d (fig. 249). Fig. 249
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Demonstratie. Fie o un plan perpendicular pe 4 intr-un punct P
al lui d, P # O. Fie M un punct din spatiu.

Daci OM || o atunci OM L d, deci M nu se afli pe locul
geometric din enunt.

Daci OM intersecteazi planul o in N atunci PN L OP, deci

MOP =0 daca si numai daci PN = OP sin 0 deci dac# si numai daca
N se afli pe cercul din o de centru P §i razd OP sin 6.

Definitie. Se numeste sferd de centru O si razd R > O locul
geometric al punctelor M din spatiu pentru care OM = R.

Teoremd. Intersectia dintre un plan §i o sferd este sau vidd,
sau jormatd dintr-un singur punct, sau un cerc avind drept centru
proiectia centrului sferei pe acel plan.

Demonstratie. Fie O centrul, R raza sferei si fie o un plan.
Ceea ce cere enuntul este de a determina locul geometric al punctelor
M din o pentru care OM = R (fig. 250).

Fie P piciorul perpendicularei din O pe planul o

Dac3 R < OP, atunci nu exist3 asemenea puncte M.

‘Dac3 R = OP, atunci OM = R, M € o este posibil numai pentru
M = P, oblicele fiind mai lungi decit perpendiculara. in acest caz
intersectia se reduce la punctul P.

Daci R > OP, atunci OM = R este echivalent cu

MP =+ R*— OP*, deoarece OP 1 PM si deci intersectia este cercul de
centru P si razi VR~ OP*.
Voo ~C

L5

Fig. 250
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Teoremi. Intersectia a doud sfere distincte este sau vidd, sau
Sformatd dintr-un singur punct, sau un cerc.

Demonstratie. Este clar ¢ dacd sferele sunt concentrice
distincte intersectia lor este vida.

Fie O, O’ centrele sferelor si R, R razele lor.

Fie M un punct comun celor douad sfere. Avem
MO = R, MO’ = R’, OO’ = constant. Existenta lui M reclami
O0O'SOM+OM=R+R"

M
7
o M |
%0 xQ’

Fig. 251

Deci, daci R + R" < OO’ intersectia este vidi. Acelasi
lucru se intdmpld dacd OO < |R - R']. Dacd OO0 = R + R’ sau daci
OO’ = |R - R atunci M trebuie s3 se afle pe OO, intr-un punct bine
determinat de OM = R, O'M = R’ deci in acest caz intersecti= se

reduce la va punct (fig. 252).
' —— - %

Fig. 252
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fn fine, daci |R - R < OO'< R + R ‘atunci in orice plan ce trece
prin dreapta OO putem construi un triunghi (neredus la o dreapti)
MOO’cu MO = R, MO'= R’ Mirimea acestui triunghi este bine
determinati (fig. 253).

Fig. 253

in particular lungimile OP si MP, unde P este piciorul
perpendicularei din M pe OO, sunt bine determinate (faptul daca P
este de aceeasi parte a lui O ca §i O’ sau nu, de asemenea este bine
determinat). Punctul P este deci fix. Punctul M este situat in planul
perpendicular pe OO’ in P, la distantd fixa de P, deci descrie un cerc
de centru P situat in planul p.

§ 6. TANGENTA SUPRAFETELOR CURBE

fn cazul cind intersectia dintre o sferd §i un plan este formata
dintr-un singur punct, spunem ci planul este tangent la sfer3.

fn cazul cand intersectia a dous sfere este formati dintr-un
singur punct, spunem ci sferele sunt tangente (fig. 254).
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Nu totdeauna dou3 suprafetc tangente au un singur punct <
comun. Fir3 a incerca si definim riguros tangenta suprafetelor, dim
citeva exemple.

Fig. 255

Si suprafetele rotunde considerate (cilindrul, conul, trunchiul de
con, sfera) impart spatiul in cdte doud regiuni, cu proprietitile
enuntate in cazul poliedrelor. Descrierea celor dou# regiuni in cazul
suprafetelor citate este analoagd respectiv cu descrierea celor doud
regiuni in cazul prismei, piramidei, trunchiului de piramidi §i a
cercului (ultima de la geometria plana).

A o
1\ >
-r» £
'
P ) OA < R j A interior
interior Fig. 256 OB >R : B exterior
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§ 7. SUPRAFETE DE ROTATIE

Observatie. Dacd aplicdm unui punct M toate rotatiile in jurul
unei drepte a, obtinem, dacd M ¢ a, toate punctele cercului ce trece
prin M, situat in planul perpendicular pe a ce trece prin M cu centrul
in proiectia lui M pe a.

xM M

Fig. 257

*  Definitie. Fie a o dreaptd si (C) o curbid. Se numeste
suprafatd de rotafie in jurul lui a generatd de (C), totalitatea
punctelor ce se obtin aplicdnd tuturor punctelor de pe (C), toate
rotatiile in jurul lui a (fig. 257).

Conform observatiei precedente, suprafata de rotatie se poate
defini §i ca totalitatea punctelor situate pe toate cercurile avand
centrele pe a, confinute in plane perpendiculare pe a si care au puncte

comune cu (C).

Fig. 258
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Teoremi. Suprafata de rotafie a unei drepte d in jurul unei
drepte paralele cu ea este o suprafayd cilindricd circulard dreaptd.

Fig. 259

Demonstrafie. S& consideram suprafata cilindricd dreaptd
definitd de un cerc (C ) cu centrul pe a, situat intr-un plan o
perpendicular pe a si care trece prin intersectia lui @ cu d. Dreapta g
va fi o generatoare a ei, deci va fi continuti in ea. Conform primei
teoreme de la cilindrii circulari, sectiunile acestei suprafete prin plane
perpendiculare pe a vor fi toate cercurile egale cu (C ) cu centrele pe
a, deci vor "umple" suprafata de rotatie in discutie (fig. 259).

Teoremd. Suprafata de rotatie a unei semidrepte d in jurul
unei drepte a ce trece prin originea ei O, neparaleld gi
neperpendiculard pe d, este o panzd conicd circulard dreaptd.

O

=t 15 4

Fig. 260

Demonstrafie. S& luim un punct M pe d i s3 considerim cercul
(C) cu centrul in proiectia N a lui M pe a, situat in planul o ce trece
prin M perpendicular pe a. Cum d nu este perpendiculari pe a,
N#Odeci O¢ osicumd#a, avem M # N (fig. 260).
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Fie panza conic3 circulard dreapta generata de O si C. Dreapta d
este generatoare a ei, sectiunile ei prin toate planele f§ paralele cu
planul o sunt cercurile cu centrele in intersectia Iui B cu a si care trec
prin intersectia lui B cu d. Acestea sunt toate cercurile ce constituie
suprafata de rotatie in discutie.

Observatie. Dacd d L g atunci suprafafa de rotafie este planul
perpendicular in O pe a.

Teoremi. a) Suprafata de rotafie a unui segment in jurul unei
drepte paralele cu el este un cilindru circular drept;

b) Suprafata de rotatie a unui segment in jurul unei drepte ce
trece prin unul din capetele lui, neperpendiculard pe el, este un con
circular drept;

¢) Suprafata de rotatie a unui segment in jurul unei drepte din
planul sdu, ce nu-l intersecteazd, §i nu e nici paraleld nici
perpendiculard pe el este un trunchi de con circular drept.

Observatie. in cazurile b), c) din teoremd dacd dreapta
este perpendiculard pe segment, se obtine un cerc (inclusiv interiorul
siu) respectiv o coroand circulard (cuprinsd intre dou3d cercuri
concentrice) (fig. 261).

Fig. 261

‘Teoremd. Suprafata de rotatie a unui cerc (C ) in jurul unui
diametru al sdu este o sferd.
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Demonstratie. Fie R raza lui (C ), fie § sfera de centru O egal
cu centrul lui (C ), de razi R. Dacd o este planul lui (C ) atunci (C )
este intersectia lui o cu S. )

S3 considerdm un plan arbitrar § L o, care taie sfera.

Fig.262

El va tiia o dupd un punct M din interiorul lui (C ), deci
dreapta d = oo N P va tiia (C ) in doud puncte P si Q. Stim ci P taie
sfera dup3 un cerc, avind drept centru proiectia lui O pe B care
este M si care va trece prin P si 0. Aceste cercuri vor umple
suprafata de rotatie (fig. 262).

Definitie. Suprafata de rotatie a unui arc de cerc mai mic decat
un semicerc in jurul unui diametru ce trece prin unul din capetele sale,
se numeste calotd sfericd. Daci diametrul nu intélneste deloc arcul,
suprafata se numeste zond sfericd.
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Observatie. Suprafata de rotatie a
unei drepte d neperpen-diculare si
divergente (necoplanare) pe o dreaptd a
in jurul acesteia se numeste hiperboloid
de rotatie cu o panzd (fig. 264).

Punctul de pe d cel mai apropiat
de a genereazi prin rotatie un cerc numit
cerc colier al hiperboloidului. Raza sa
este lungimea perpendicularei comune a
celor doud drepte (axa si generatoare).

Fig. 264 PROBLEMA

Fie a, d doud drepte necoplanare
si neperpendiculare si fie 4D perpendiculara lor comuni (4 € a,
D € d). Si considerdm paralela a " la a prin D si simetricad’ (#d ) a
lui 4 fatd de a.

S& se arate ci d si d° genereazi aceeasi suprafatd de rotatie in
jurul lui a (deci cid pe un hiperboloid de rotatie cu o panzi existd doua
familii de drepte, doua drepte din familii diferite concurente).

Observatie. Suprafata de rotaie a unui cerc in jurul unei drepte
din planul s3u, care nu-1 taie se numeste tor si are aspectul unui inel
(sau camera de roata de automobil) (fig. 265).

Fig. 265
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§ 8. COORDONATE PE SFERA

Reamintim urmdtorul fapt. S3 fixXdm in plan doud semidrepte
perpendiculare cu aceeasi origine Ox, Oy. Pozitia unui punct M in
plan este perfect determinatd de proiectiile sale M; si M, pe dreptele
x'x, y'y ce contin semidreptele Ox, Oy. Pozitia unui punct, M; in cazul
nostru, pe dreapta x x este perfect determinatd de numarul real a egal
in valoare absolutd cu distanta OM; si avand semnul "+" daci M, este
pe Ox si semnul "-" in caz contrar. Analog, pozitia lui M, pe 'y este
determinatd de un numdr real b. Deci pozitia lui M in plan este perfect
determinati de perechea a, b de numere reale (fig. 266).

Y
a<o f a>o
b>0 M2 ;‘1,"" b>0
l

= L -
b<O
w
Fig. 266

Vom proceda analog pentru a determina pozitia unui punct M
pe o sferd fixatd S. Vom fixa un cerc mare C pe sfera S, vom nota cu
P si P’ extremitatile diametrului sferei perpendicular pe planul lui C,
vom fixa un semicerc (pe sferd) cu capetele in P si P, ce intersecteazi
cercul C in punctul 4. Vom duce acum semicercul cu capetele in P si
P’ ce trece prin M; el va intersecta cercul C intr-un punct M;. Vom
duce prin M un plan paralel cu cel al cercului C; el va intersecta
semicercul PAP’ intr-un punct M,. Si observim si ci daca M, = P
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sau P’ atunci M este nedeterminat. Punctul M este perfect determinat
de punctele M; si M, (fig. 267).

Daci fixam pe cercul (C) un sens de rotatie, atunci pozitia lui
M) este perfect determinatd de mirimea in grade a arcului 4M,
considerati cu semnul "+" dacd sensul AM; coincide cu semnul ales
si cu "-" dac3d nu coincide (evident +180° si -180° coincid). De
asemenea, pozitia lui M, este perfect determinatd de marimea arcului
AM>, cu semnul "+" dacd M) este pe arcul 4P si cu semnul "-" daci
M este pe AP’ fn concluzie, pozitia unui punct M pe sferd este
perfect determinatdi de doud
numere a §i b, primul cuprins intre
-180° si +180° (pentru a inlatura
ambiguitatea remarcatd mai sus,
convenim a nu accepta valoarea
—-180°) si al doilea cuprins intre
-90° si +90°% in cazul cénd al
doilea este +90° sau —-90°, primul
nu se mai scrie, deoarece nu
conteazi (fig. 268).

P<—b=90°
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Un caz important il constituie Piméntul, care, in primi
aproximatie, poate fi considerat drept o sfera. in acest caz, axa PP’ se
alege drept axa de rotatie a Pamantului, cercul (C)este ecuatorul, iar
semicercul PAP’ este ales, evident in mod conventional, drept
semicercul ce trece prin observatorul Greenwich (Anglia). Sensul de
rotatie pe ecuator se alege drept cel de la apus spre risdrit. Numirul a
se numeste "longitudinea" lui M si in loc de a-1 scrie cu "+" sau cu
"-" il scriem respectiv cu E si cu V. Numirul b se numeste
"latitudinea" lui M si se scrie cu N respectiv S; polul Nord avand
latitudinea 90°N (fig. 269).

Linia de schimbare
a datel
Longitudinea 180°

Ecuatorul

- Polul S
Fig. 269

§ 9. SFERA CEREASCA

Corpurile ceresti sunt atit de indepartate de noi, incdt nu putem
distinge cu ochiul deosebirile dintre distantele pani la ele; toate
copurile ceresti ne apar drept "infinit depirtate". De aceea, se
considerd judicios a le reprezenta prin intersectia dintre éemidreapta
cu originea in ochiul nostru, ce trece prin corpul ceresc respectiv, si o
sferd imaginard cu centrul in ochiul nostru - sfera cereasca.
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Fig. 270

Stelele si celelalte corpuri ceresti nu ne apar drept imobile; din
cauza migcarii de rotatie a PAmantului in jurul axei sale, intreaga sferd
cereascd pare a executa o migcare de rotatie (numitd migcare diumi)
in jurul unei axe ce intersectcazi aceastid sferd aproape de steaua
polari. Este normal si alegem aceastd intersectie drept pol P (pol
Nord) al sistemului de coordonate ce-l vom introduce pe sfera
cereascd, pentru a determina pozitiile corpurilor ceresti. Coordorata
corespunzitoare latitudinii se numeste in acest caz "declinatie". Un
corp ceresc cu declinatie mai mare de 90° minus latitudinea
observatorului, pentru un observator situat in emisfera nordici a
Pamantului, nu apune niciodatd, unul cu declinaia mai mic# de¢at
acea valoare, dar mai mare decdt acea valoare cu semnul "-", risaresi
apune, iar unul cu declinatia mai mici decit minus acea valoate
este invizibil (fig. 271).
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‘p\/
/ : g ‘C{)t;t:zt:?/ggg nii (Nord)
9

¢ = declinatia

Fig. 271

Cum vom alege ins3 "meridianul ceresc" de referintd pentru a
defini longitudinea, care in acest caz se va numi "ascensiune dreapt3"
§i se va exprima nu in grade ci in "ore" fiind cuprinsi intre Oh i 24h?
Nu mai este nevoie si "favorizim" o stea, deoarece, datoritd
miscarii anuale de revolutie a Pimantului in jurul Soarelui, Soarele nu
este fix in comparatie cu stelele de pe sfera cereascs, ci descrie o
miscare anuala.

PESTH VARSATORUL

U/ /
2 Decembm \
¥ AN

s 2!| Aartie

BERBEC CAPRICORNUL

TAURUL

GEMENIT
SAGETATORUL
RACUL

SCORPIONUL
/

FEClIOARA BALANTA (Numele reprezintd constelatii)

Fig. 272

Declinafia soarelui variazd in cursul acestei migcari, aceasta
corespunzind la variatia duratei perioadei de lumini a zlei de-a
lungul anului. Soarele intersecteazd "ecuatorul ceresc" de doui ori
intr-un an, la cele doui echinoctii. Punctul de pe ecuatorul ceresc prin
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care trece Soarele primivara se alege drept "punct 4" al sistemului de
coordonate de pe sfera cereasca (in Astronomie el este notat cu ).

DRUMUL APARENT
AL SOARELUI IN RAPORT
CU STELELE FIXE

(EcLIPTICA)

ECUATORUL
CERESC

Atragem in iIncheiere atentie cititorilor cd acest tablou al
miscarii Soarelui este aproximativ, punctul vy variazi si el, foarte incet,
e drept, Soarele nu se miscd uniform pe drumul s¥u circular printre
stele (eclipticd). Evident ci ¥, fix in raport cu stelele, participi la
miscarea diurna.

§ 10. DRUMUL CEL MAI SCURT INTRE DOUA
PUNCTE DE PE O SFERA

Fie § o sferd si 4, B doud puncte de pe ea. Vom arita ¢ drumul
cel mai scurt, pe suprafata sferei S, intre punctele 4 si B, este arcul
mic de cerc mare al sferei, cu capetele in 4, B.

Pentru aceasta, vom incepe prin a ardta cd 4, B, C fiind trei
puncte pe sfera S, avem 4B < AC + CB, unde de exemplu 4B
reprezintd lungimea arcului mic de cerc mare cu capetele in 4, B.
Dac3 dous din punctele 4, B, C sunt diametral opuse, relatia este
evidenta (in cazul cand 4, B ar fi diametral opuse, C se va afla pe un
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semicerc cu capetele in 4, B ...). Dac4 intre punCtele'A, B, C nu sunt

dou# diametral opuse, inegalitatea revine la AOB< AOC+ CbB
Inegalitatea este evidentd daci AbC 2 AAOB. fn caz contrar, si

ducem o semidreapt3, cu originea in O, situat3 in interiorul AbB, care

s3 formeze cu OA4 un unghi egal cu 40C ; fie C’ intersectia ei cu 4B.
S# alegem pe semidreapta OC un punct C”’ astfel incat OC" = OC"".

Fig. 274

Din triunghiurile congruente AOC"~ AOC™ deducem
AC" = AC”. Din triunghiul ABC"". deducem AB < AC"+ C''B;
scizind AC'= AC” otinem C'B < C”B. In triunghiurile C'OB,
C"OB avem C'O = C"0, OB = OB si C'B < C''B; deducem
C'OB < C'OB=COB. Adunind AOC’=AOC, obtinem inegali-
tatea dorita.

La fel ca la plan, deducem din aproape in aproape ci
AB S AA) + AjA) +.. .. + Ay_JAy + ApB, oricare ar fi punctele
A}, ..., Ay pe suprafata sferei S.
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Panai la sfargitul unei demonstratii riguroase mai este un pas, in
care ar trebui consideratd o curbd oarecare de pe suprafata lui S, cu
capetele in 4, B, pas ce-1 omitem.

§ 11. MISCAREA HELICOIDALA

Sa consideram o dreaptd a, o constantd k > 0 un sens d in
lungul lui a §i un sens ¢ de rotatie in planele perpendiculare pe a.
Dacd M este un punct nesituat pe a, atunci imaginea sa prin toate
transformdrile helicoidale avand ca elemente fixe a, d, ¢ si unghiul 6

!
si lungimile / variabile astfel incat 5=k (aici © poate lua orice

valoare nu numai intre 0 §i 180°), precum i prin cele analoage in care
d si o au fost inlocuite simultan prin contrarele lor este o curba care
se numeste elice, situatd pe suprafata cilindricd circulard dreaptd
generati de cercul (C ) care trece prin M intr-un plan perpendicular pe
a, cu centrul pe a (rotatia care compune transformarea helicoidald
duce punctul M in Mg situat pe cerc, iar translatia in My, vezi

figura 275).
M
s _'\6\/
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Cand 6 = 180°, Mg ajunge in punctul diametral opus lui M,
cand 6 = 360°, Mg revine in M"" din partea cealaltd" etc., in acest
timp Mg deplasindu-se in sus .. Elicea se "infagoard" deci pe
un cilindru.

Elicea se poate obtine si astfel: considerdm un plan o §i pe el
doua drepte d si ¢ forméand un unghi ascutit in N.

N Ng

Fig. 276

Asezam d pe generatoarea cilindrului de mai sus, asa incat M s3
vind in N, si infisurdm apoi planul pe cilindru. Perpendiculara d” in M
pe d se va infisura pe cercul (C ). In M ‘g vine un punct N'g de pe d’

6
astfel incat NN'g = arcMM'g = 2nR * 360" Punctul Ng de pe (C )

pentru care NgN'g || 4 vine intr-un punct Mg de pe generatoarea
cilindrului ce trece prin M'g.

4

’
-]

NN
Vom avea MgM g = NgN g si, cum N° 1\; =constant 7, vom

MM M M; MM, 180x
o st O 2;1«; =r, adich ——2= T
arcMM 0 nR
360

Oxr

18
poate alege astfel incat =k si astfel vom obtine elicea dati;

k x 360 se numeste pasul elicei.

Filetul unui surub este o elice. In timpul insurubarii, surubul
trece succesiv prin imaginile sale printr-o serie de transformari
helicoidale, in care unghiurile si lungimile sunt direct proportionale.
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§ 12. ORIENTAREA SPATIULUI

Am vizut ci o elice este caracterizatd de o dreapti q, de un sens
d in lungul lui @, un sens de rotatie ¢ in planele perpendiculare pe a si
de un pas (pasul elicei). Dacd schimbidm pe d in contrarul s3u si pe ¢
de asemenea, elicea nu se schimbi. Daci ins3 schimbim unul din ele
prin contrarul sdu elicea se schimba.

d

i >

Vom numi orientare a spatiului relativa la o dreaptd a, un mod
de a atagsa fiecirui sens pe a un sens de rotatie in planele
perpendiculare pe a, mod care, la sensuri contrare pe a atageazi
sensuri contrare de rotatie.

Sunt doud orientéri.

fn limbaj curent, una atageazi unui sens d pe a sensul de rotatie
in planele perpendiculare pe a vazut "de la dreapta la stinga" de un
observator ‘asezat cu capul in sensul 4 si cu picioarele in sens opus
(orientarea dreapt3), iar celilalt sens vazut de la "stdnga la dreapta" in
aceeasi situatie (orientarea stinga). Se poate demonstra c3 putem atasa

simultan tuturor dreptelor o orientare asa
incat ele si se corespundi. Intelegem prin
aceasta urmatoarele:

J J a) La drepte paralele, la acelasi sens
pe ele corespunde acelasi sens de rotatie in

planele perpendiculare pe ele.

Fig. 277

Fig. 278
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b) La drepte concurente in O, neperpendiculare la sensuri pe ele
ce formeaza un unghi ascutit sensurile respective de rotatie in planele
perpendiculare pe el in O se corespund, prin intersectii in planele ce
trec prin una din cele doui drepte.

Fig. 279

c) Dacd a; 1 a, sunt doud drepte concurente in O, a; este
perpendicular in O pe planul determinat de a, a,.

di
da
dz

Fig. 280

si la sensul d; pe a; corespunde un sens de rotatic din a,0a; care
duce sensul d, pe a, peste sensul d; pe a3 atunci la sensul d, pe a,
corespunde un sens de rotatie in planul a;0a; care duce sensul d;
peste sensul d; (fig. 280).

ceea ce priveste modul cum se face demonstratia e clar ci
conditiile b) si c) determina orientarea corespunzitoare oricarei drepte
ce trece prin O, odati fixatd orientarea corespunzitoare uneia din ele.

271

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Trebuie apoi aritat c3 conditiile b) si ¢) riméan adevirate pentru doui
drepte ce trec prin O alese arbitrar. Conform acestui fapt, elicele pot fi
drepte sau stdngi dupd cum sensul pe axa lor si sensul de rotatie se
corespund prin orientarea dreaptd sau sting3 a spatiului.

Toate suruburile sunt elice drepte. Numai astfel este posibild
formularea in fizic a regulii surubului (fig. 281).

Exemplu de "reguld a surubului" in fizici: s considerdim un
conductor electric liniar, prin care circuld curentul electric in sensul
indicat in figurd. S& agezim un ac magnetic in punctul 4. El se va
ageza de-a lungul dreptei ce trece prin 4, perpendiculari pe planul
determinat de 4 si conductor, In ce directie se va ageza polul Nord al
acului? In directia in care se invérte un gurub cilindric, cu centrele
bazelor situate pe conductor, §i care avanseazi in directia curentului.

—
Acul magnetic
isi 'orl'lﬁl% l‘é:zc'.ﬁ
olu
I\ Ea'in figurd
=
yaN
N
4—
Fig. 281
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CAPITOLUL AL UNSPREZECELEA
VOLUMELE $I ARIILE CORPURILOR ROTUNDE

§ 1. VOLUMUL CILINDRULUI

Cilindrul, asa cum s-a aritat mai sus, este analog cu prisma. De
aici putem trage concluzia ci: volumul cilindrului este egal cu aria
bazei inmultitd cu lungimea distantei dintre cele doud plane ale bazei,
numitd si indlfimea cilindrului.

V=(aria bazei)+h

Fig. 282

Evident ci analogia de mai sus constituie un argument, dar nu o
demonstratie riguroasd. O demonstratie foarte apropiatid de cerintele
cele mai nalte de rigoare este urmatoarea:

S# finscriem in cercul de bazi (C) un poligon P; si sa-i
circumscriem un poligon P, Dacid d este directia generatoarelor
cilindrului, iar § este planul celeilalte baze ale sale, si consideraim
prisma =; ce are ca bazd P;, are generatoarele paralele cu d si are
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planul celeilalte baze egal cu . Fie m, prisma obtinuta in acelasi mod
insd avind baza P, in loc de P;. Sa notdm cu I’ cilindrul nostru si cu A

indltimea sa (fig. 283).

Avem n; ¢ T < my deci vol m; £ vol T < vol m,.
Dar vol n; = (aria P;) X h, volrn, = (aria P, ) X h, deci (aria P;) X h <

vol I <(aria P, ) X h.

In acelasi timp (aria P;) X h < (aria (C )) X h < (aria P, ) X .

Pentru a deduce de aici ci vol I' = (aria (C )) X A, va trebui si
considerim toate poligoanele P;, P, posibile. Mai precis, si
presupunem cd vol I # (aria (C )) X A si sd notdm

e =|vol I - (aria (C)) X & | (presupunem deci € > 0).

N

Fig. 283

Observatie. Demonstratia riméne aceeasi daci inlocuim cercul
cu alta figura plana.
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Si alegem P; si P, astfel incat
3

aria P, - aria P; < = (stim c&
aceasta este posibil de la aria
cercului).

Vom deduce ca volumul T si
(aria (C )) X h apartin amandoud
intervalului

[(aria P;) x h, (aria P, ) X h] de

€
lungime 4 X (aria P, - aria P)) < 5

ceea ce contrazice € = [vol I - (aria
(C)) X h |. Aceastd contradictie arat3
c3 ipoteza € > 0 este imposibila.
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§ 2. VOLUMUL CONULUIX

Conul este analog cu o piramidd, ceea ce ne permite si
deducem: volumul conului este egal cu o treime din produsul dintre
aria bazei sale si distanfa varfului sdu la planul bazei, numitd gi
indlfimea conului.

La fel ca i la cilindru aceasta nu constituie o demonstratie
riguroas3. O demonstratie riguroasi se obfine astfel:

Notam conul cu I' baza sa cu (C ), varful cu V si indl{imea
conului cu 4 (fig. 284).

Fig. 284

fnscriem in (C ) un poligon P, circumscriem lui (C) un poligon
P, i considerdm piramidele 7;, T, avénd ambele vérful in ¥ si bazele
P D respectw P 2

Dinn; T c m,, deducem ci voln; < volI" < voln,, observiand
ci m;, 7, au ca indl{ime A, deci:

1 1
vol K1=3 (aria P;) X h, voln2=§ (aria Py) x h si
1 1
-5 (ariaP,)thvolI"S; (aria P, )X h iar pe de alti parte

%(ariaP,)xhs%(aria(C))xhs%(ariaPz)xh.
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1
Acum daci € = |voll” - ;(aria (C)) x h | > 0, alegem P;, P,

e £ ‘
astfel ca aria P, - aria P; < P si obfinem o contradictie.
3
Si in acest caz, rationamentul este valabil pentru alte figuri

plane in locul cercului.

§ 3. ARIA LATERALA A CILINDRULUI SI A CONULUI

Este mult mai dificil de a defini exact ce intelegem prin aria
unei portiuni dintr-o suprafat3 curba.

In cazul nostru avem de-a face cu doui suprafete (cilindrul si
conul) care se pot "aseza pe un plan" fird a modifica lungimile
curbelor de pe ele. Este natural s3 presupunem ci aceastd "agezare" nu
modificd nici ariile portiunilor din aceste suprafete, portiuni care se
"aseazd" pe niste portiuni din plan.

Dacd tdiem cilindrul drept dupd o generatoare, obtinem o
suprafati care se poate "ageza" pe plan devenind un dreptunghi, avand
baza provenitd din curba de bazd a cilindrului, iar indltimea din
generatoarea dupd care a fost tdiat cilindrul. Deci: aria laterald a
cilindrului drept este egald cu lungimea curbei de bazd inmulfitd cu
generatoarea, unde se observi c3d generatoarea este egald cu

indltimea. ﬂ

B AA B

Fig. 285
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Aria totald a cilindrului se obtine adunadnd la aria laterala
ariile celor dou baze. Cum cele doui baze sunt egale, ariile lor vor fi
egale. Deci:

At =4 ! + 24 b
unde 4, A4, §i A, sunt respectiv aria total, aria lateral3 si aria bazei.

In cazul cilindrului circular drept avind raza bazei R si
generatoarea G aria totald este:

A, = 2nRG + 2nR2.

Observatie. Un cilindru oblic se poate transforma intr-unul
drept efectuand o sectiune printr-un plan perpendicular pe generatoare
(sectiune normal3) si translatdnd una din pérti in directia generatoarei
pan3 cand baza ei se suprapune peste cealaltd baza (fig. 286).

NON
S
£

Deci: aria laterald a unui cilindru oblic este egald cu lungimea
sectiunii normale inmultitd cu lungimea generatoarei.

Fig. 286

§ 4. ARIA LATERALA A CONULUI CIRCULAR DREPT

S-a vizut fnainte c3, tdind un con circular drept dupid o
generatoare, suprafata obtinutd se poate "ageza" pe un plan devenind
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un sector de cerc avand ca razd generatoarea, iar ca arc un arc ce
corespunde cercului de bazi al conului (fig. 287).

\%

Fig. 287

Cum aria unui sector circular este jumdtate din produsul
lungimii arcului de bazi cu raza sectorului, deci in cazul nostru

1
E(ZnR)xG rezultd cd aria laterald a conului circular drept este

egali cu

A; =1 RG,
unde 4; este aria laterald, R este raza bazei conului, iar G este
generatoarea sa.

Aria totald A, a unui con circular este aria sa laterald adunati
cu aria bazei sale; iar in cazul conului circular drept de raza R si
generatoare G, aria total3 este egali cu

A, =TRG + nR?

Aria laterald a unui con oblic este mult mai dificil de calculat.

Observatie. Lungimea unui arc de curb3 se aproximeazi prin
perimetrul unui poligon inscris, aproximatia fiind tot mai bun3 pe
masurd ce maximul lungimilor laturilor acelui poligon este tot mai
mic (fig. 288). ' '

Fig. 288
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Nu putem spune insd cid aria
laterald a unui cilindru se aproxi- ©
meaz3i cu aria unei suprafete polie-
drale inscrise,chiar daci maximul
diametrului fetelor (dia-metrul unui
poligon este cea mai mare distantd
intre doud puncte ale sale) este
foarte mic. -

Si considerim un cilindru
circular drept, cu raza bazei R, cu
generatoarea G. Si-i impirtim gene-
ratoarea in n pari egale si si ducem
prin punctele respective sectiuni cir- Fig. 289
culare in cilindru paralele cu baza si sd inscriem in fiecare sectiune
cite un poligon regulat cu m laturi, asezate insi alternativ: proiectia
unui varf al unui astfel de poligon, pe planul poligonului vecin s
cad3 in mijlocul unui arc determinat de doud varfuri consecutive ale
acestui poligon.

Sa inscriem in cilindru poliedrul corespunzitor (vezi figura
289) a cdrui formd, in special cdnd n este mare in comparatie cu m
aminteste de o armonicd. El este format din 2mn fete triunghiulare
egale, avand ca baze latura /,, a poligonului regulat cu m laturi inscris

G
in cercul de razi R, iar ca indltimi J[_]l +(R—am)2 , unde a,, este
n

apotema poligonului regulat cu m laturi inscris in cercul de razi R.
Aria totala a suprafetei poliedrale inscrise in cilindru este deci:

] G 2 2 2
E2mnlmJ(—-].+(R—am) =ml |G*+(n(R-a,))* ,

n

unde ml,, este perimetrul poligonului cu m laturi inscris in cercul de
razd R deci este aproape de 2R pentru m suficient de mare. Daci
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avem "griji" s3 alegem pe n §i m asa incidt de exemplu
n(R-am)ZG\B atunci aria totald in discufie este mai mare decdt
2ml_G = 2(2nRG) ceea ce reprezintd dublul ariei laterale a cilindrului.

in acelasi mod putem face ca aria totala a "armonicei" sa fie cat
de mare vrem, alegand » "mult mai mare decat m".

Acest exemplu ne aratd cd definirea notfiunii de arie a unei
portiuni dintr-o suprafati curbd este o problemd mai dificild
decét definirea ariei unei figuri plane sau definirea volumului unui
corp in spatiu.

§ 5. ARIA §I VOLUMUL TRUNCHIULUI DE CON
CIRCULAR DREPT

Prin analogie cu trunchiul de piramida, la fel ca mai sus pentru
con §i cilindru deducem:
Volumul unui trunchi de con circular este egal cu:

nh
V=?(}it2 +r'+Rr),

unde h este indltimea sa, R §i » razele bazelor.
Ana laterald a unui trunchi de con circular drept este:
4,=n(R+r)G,
unde G este lungimea generatoarei sale, iar R si r razele bazelor sale.
Putem deduce insi aceste formule din formulele cores-
punzitoare pentru con astfel:
Fiind dat trunchiul de con circular drept, fig. 290.

Fig. 290
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figurdm pénza conic3 din care provine

X r
si determinim elementele x §i g - —=—=—f—, de unde

. rh
xXR=r(x+h)deci x=
R-r

Volumul trunchiului de con este diferenta volumelor a dous
conuri (fig. 291):

+h X
V= n(x+h)

R —-——r,x+h=
3 3 R-r

, deci

n( R r 7 [ & 4+ 1%
V=— - =—3-(R +r"+Rr) (seimparte R —r" laR~r

3 \R-r R-r
ca polinoame in R §i r ).
Analog,
GR
A,=1|:R(G+g)—1trg;G+g=R , deci
-r
RZ r2
A’=1t - =nG(R+7r).
R-r R-r
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§ 6. ARIA SFEREI

Suprafata unei sfere nu se poate "ageza" pe un plan. Vom
incepe prin a studia aria laterald a unui trunchi de con circular drept
inscris in sferd.

Fig. 292

Daci sectiondm figura cu un plan ce trece prin cele dou centre

C si D ale bazelor trunchiului de con, plan ce va trece prin centrul O

al sferei cu sfera va da un cerc cu centrul in O. Generatoarea

trunchiului de con va fi o coardd 4B in acest cerc. Fie M mijlocul
R+r

acestei coarde. este egald cu lungimea MN perpendicularei din

M pe dreapta OCD (fig. 292).
Daci P este piciorul perpendicularei din 4 pe BD atunci OMN

este asemenea cu APB, deci
MN AP
——=——sau MNXAB=0OMx AP.
OM AB
Deci aria lateral3 a trunchiului de con circular drept este
A =nX2MN X AB=1tX20M x AP=2rnXOM xCD.

Aceasta permite sumarea unor astfel de arii, daca OM este
acelasi. Anume:
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S# considerdm o "zoni sfericd", sectionatd cu un plan ce trece
prin centrele C, D ale cercurilor ce o formeaza (fig. 293).

Fig. 293

Sa Impdrtim arcul AB in n pérti egale prin punctele 4 = A4y
Ay, ..., A,=B si sa considerim cele n trunchiuri de con circular drept
ce au drept generatoare A;4;,; si drept centre ale fetelor (bazelor)
proiectiile DDy, ; ale lui 434, ; pe CD.

Suma ariilor laterale ale acestor trunchiuri de con va aproxima aria
zonei sferice. ;

Fie M} mijlocul lui 434y, ;. $tim ci aria laterald a trunchiului
de con respectiv este nX20M, x D, D, ,. Dar OM este acelasi pentru
toti &, deci suma acestor arii este 21t X OM, X CD.

Facand » tot mai mare, 4;4;,; devine tot mai mic, OM; se
apropie de raza R a sferei. Deci, aria unei zone sferice este egali cu 2n
RH unde R este raza sferei din care face parte, iar H este distanta
dintre planele care determind zona sferica.

Pentru H = 2R obtinem toat3 sfera, deci aria sferei de razi R
este egald cu 4nR?.
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§ 7. ARIA UNUI FUS S$I A UNUI TRIUNGHI SFERIC

Definitie. Numim fus sferic portiunea din sferd cuprinsi in
interiorul unui unghi diedru a cirei muchie trece prin centrul sferei.

Fig. 294

1
Dacd mirimea unghiului plan al diedrului este — din 360°,
n

atunci suprafata sferei se imparte in' » piri egale cu fusul sferic
respectiv (dacd neglijdm cercurile mari ce separd aceste fusuri, cercuri
mari ce au o arie nuld), deci in acest caz aria fusului sferic este

1
~4nR? , unde R este raza sferei.
n

Fig. 295

k
Dacid unghiul plan al diedrului este — din 360°, fusul este,
n

analog, reuniunea a k fusuri disjuncte egale cu cel de mai sus. Prin
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procedeul obisnuit se trateazi si cazul cand unghiul plan al diedrului
este irational. Obtinem:
Teoremi. Aria unui fus sferic corespunzdtor unui diedru

avdand unghiul plan o, situat pe o sferd de razd R, este datd de
la 2R,
Sformula 901t

Observatie. Unghiul plan al unghiului diedru al unui fus sferic
este egal cu unghiul dintre tangentele la semicercurile mari ce
mirginesc fusul, in unul din punctele lor de intersectie (fig. 296).

Fig. 296

S considerdm acum trei cercuri mari pe o sferd de razi R si
unul din triunghiurile formate de ele pe suprafata sferei. Fie o, B, y
"unghiurile" acestui triunghi, care, conform observatiei precedente,
sunt egale cu unghiurile plane ale diedrelor respective formate de
planele celor trei cercuri mari (297).

Fig. 297
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Sad notdm cu x, y, z ¢ ariile celor patru triunghiuri sferice
formate (vezi figura). Ele formeaz3 impreuni o semisfers, deci
x+y+z+t=2nR2
'x i y formeazi impreuni un fus de unghi B, iar x §i z unul de unghi y.
Deci,

* Aria lui 4 'BC este egali cu aria simetricului s3u, fat3 de centrul
sferei, AB'C’, deci cu t . A'BC i ABC formeazi impreuni un fus de
unghi o, deci

Xx+t=—mR2.
90

Am obtinut un sistem de patru ecuatii cu patru necunoscute.
Cel mai simplu mod de a obtine necunoscuta x este de a aduna
ultimele trei si de a scidea apoi pe prima. Rezulta:

2
=Ei£;—7nx’ —2nR® sau aria ABC:%(a+ﬁ+y-180).
‘Deci, pe o sferd dats, aria unui triunghi sferic este proportionald
cu diferenta dintre suma unghiurilor sale si 180°.

Observatie. A rezultat §i ci suma unghiurilor unui triunghi
‘sferic (avéind ca laturi arce de cercuri mari) este mai mare decat 180°.
Aceasta este suficient pentru a dovedi c3 o "portiune" de sferd nu se
poate "aseza" pe un plan (fird a o rupe...), deoarece printr-o astfel de
agezare cercurile mari, ca drumuri minime, ar deveni drepte,
si un plan suma unghiurilor unui triunghi este egald, §i nu mai mare,
cu 180°.

2x

§ 8. VOLUMUL SFEREI
Teoremd. Volumul unei sfere de razd R este egal cu o treime

' 4
din produsul dintre aria acestei sfere §i raza ei. Adicd, V = -gnR’ ]
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Demonstratie. Sa alegem dou# plane perpendiculare ce trec prin
centrul sferei. Dreapta lor comuni inteapa sfera in dou# puncte 4 si
A’. Sa consideram, pe unul din cele dou# cercuri dupi care cele doud
plane intersecteazi sfera, punctele P si P" care impreund cu 4 §i 4’
formeaza un pitrat (fig. 298).

Fig. 298

S& impértim semicercul PAP " in 2n pdrti egale si prin punctele
de diviziune si ducem plane paralele cu planul o al celuilalt cerc.

Sa impdrtim cercul din planul o in 4m piérti egale si prin fiecare
din punctele de diviziune si ducem planul definit de el si PP" si si
considerdm semiplanul definit de PP’ ce contine punctul respectiv de
diviziune. Prin intersectie cu sfera obtinem o retea de puncte.

P
=

gt

PI
Fig. 299
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fn figura 299 R, S respectiv M, N sunt puncte consecutive ale
diviziunilor.

Avem Z,Z, || Z3Z4 deci Z;Z,Z;Z4 sunt coplanare. S3 con-
siderdm poliedrul P format din toate patrulaterele de forma Z;Z,Z,;Z,
(si din doua serii de triunghiuri, avand un varf in P respectiv in P").

Patrulaterul Z;Z,Z;Z, este un trapez isoscel, inscriptibil
intr-un cerc (fig. 300).

Z4 Z3

4 1\/22
Fig. 300

Daci alegem m > n atunci Z3Z4 < Z,Z, < Z;Z4 = Z,Z; deci
arcul Z;Z, nu poate fi mai mic ca 90 §i deci raza r a cercului este mai

1
mici decat :/_i_ VA 124.

Corpul mirginit de poliedrul (?) se descompune in piramide cu
varfurile in O si cu bazele Z;Z,Z;Z, . Iniltimile acestor piramide sunt
egale cu VR —#?, deci, notdndu-le cu A, avem

2 2
thz‘/;e’ _2_,22_4 =,[R* - Rj

si deci volumul lui 2 este cuprins intre suma ariilor trapezelor

R‘Sd
Z,2,Z3Z 4 inmultitd respectiv cu ‘{R2 G si cu R (RS este acelasi
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pentru toate punctele consecutive de diviziune de pe semi-
cercul PAP").

Dacid numirul 4m de puncte de diviziune de pe cercul din
planul o devine foarte mare atunci suma ariilor trapezelor Z;Z,Z;Z,
se apropie de suma ariilor laterale ale trunchiurilor de con avind ca
baze cercurile de sectiune ale sferei cu planele paralele la o duse prin
R, S (doui din trunchiuri sunt conuri cu vérfurile in, P, P’), iar
volumul poliedrului P se apropic de suma volumelor acestor
trunchiuri de con, care sumi a volumelor rezutd deci cuprinsi intre

Rsz
suma ariilor lor laterale inmultita respectiv cu ‘f R - 5 siR.

Dacd acum numirul 2z de puncte de diviziune de pe semicercul
PAP’ devine foarte mare, suma volumelor trunchiurilor de con
considerate se apropie de volumul sferei, suma ariilor lor laterale se

RSZ
2

apropie de aria sferei, iar RS se apropic de O, deci R’ - se

apropie de R si concluzia rezulta.

Am lisat de o parte unele detalii ale acestei demonstra’(u detalii
care, la sfargitul acestei cdr{i de geometrie in spatiu, vor putea fi
completate cu usurinti de cititor.

Observim numai cé, nlocuind fiecare varf Z al poliedrului cu

oz’ R

un punct Z° d idreapta OZ incat = .
p € pe semi ap a§a mcal OZ \/F
i

obtinem un poliedru ce contine sfera in interiorul s3u etc.

Observatie. Rationdnd analog, stabilim cid volumul unui fus
sferic corespunzitor unui diedru de unghi plan o intr-o sferd de razi

R, este —nR’

289

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Numind sector sferic corpul format din toate segmentele ce
unesc centrul unei sfere cu punctele unei calote de pe acea sferd
volumul unui sector sferic va fi egal cu o treime din produsul dintre
aria calotei §i raza sferei.

Fig. 301

EXERCITII $I PROBLEME

1. In cubul ABCDA’B'C’'D’, M este mijlocul laturii 4B §i N
mijlocul laturii 4D. Si se demonstreze c# planul determinat de
punctele M, N si A" este tangent la sfera inscrisi in cub.

2. S& se giseascd locul geometric al picioarelor
perpendicularelor duse din punctul fix 4 pe planul variabil care trece
prin punctul fix B (4 # B).

3. Intr-un con circular drept cu diametrul bazei egal cu 2av2 si
iniltimea egald cu a, se inscrie un cub astfel incdt o fatd a sa si se
gaseascd In planul bazei conului, iar varfurile celeilalte baze sa fie
situate pe panza conicd. S se giseascd in functie de a, volumul
conului.

4. Un trapez dreptunghic se roteste odat3 in jurul bazei mari si
altd datd in jurul bazei mici. Cunoscdnd volumele V; si V), ale
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corpurilor astfel obtinute precum si latura a perpendiculari pe baze, s&
se determine in functie de ¥}, ¥, i q, diferenta dintre baze.

5. Aritati c3 dacid doud cercuri necoplanare au doud puncte
comune, atunci ele se afld pe aceeasi sferd.

6. Sa se determine locul geometric al intersectiei a dou# plane
perpendiculare care trec prin doud drepte paralele fixe.

7. O piramidi cu baza pitrat de laturi a are toate fetele laterale
triunghiuri echilaterale. Calculati raza semisferei cu centrul in centrul
bazei piramidei si tangenti la fetele laterale ale piramidei.

8. Pe o semisferd de razi » se dau trei cercuri egale de razi g,
tangente exterior doud cdte doud. Sd se afle raza cercului de pe
semisferd, ciruia toate cele trei cercuri ii sunt tangente interior.

9. Se dau doua cercuri de raze a §i b, situate pe o sferd de razi
R, tangente exterior. Se cere distanta intre centrele lor.

10. Se di o sferd de razi R si in ea o calotd sferica de razd a. Ce
volum este cuprins intre caloti §i planul cercului care o determina.

11. S# se determine pozitia punctului P care este egal depirtat
de suprafata conicd si de planul bazei.

12. Fiind dat un con circular drept cu indltimea s §i raza
bazei », si se determine muchia unui cub astfel incdt patru din
varfurile sale si fie situate in planul bazei, iar celelalte patru véarfuri pe
panza conica.

13. Daci un poliedru are toate varfurile sale pe o sferd, atunci
toate fetele sale sunt poligoane inscriptibile. Reciproca afirmatiei de
mai sus este adevirati?

14. Fie ABCD un tetraedru. S3& se arate ci simetricele
ortocentrelor fetelor fatd de laturile acestora sunt situate pe sfera
circumscrisi tetraedrului.

15. Dacd existdi o sferd tangentd la toate muchiile unui
tetraedru, atunci sumele laturilor opuse tetraedrului sunt egale.
Reciproca acestei afirmatii este adevirati?
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16. Fie ABCD un tetraedru oarecare. Fie O; 0, 03 Oy
centrele cercurilor circumscrise fetelor ABC, ACD, ADB, CBD.

a) Si se arate ci perpendicularele in O; (1 £ i < 4) pe fetele in
care sunt situate, sunt patru drepte concurente.

b) Un varf al tetraedrului, mijloacele muchiilor care pleacad din
acel varf si centrul sferei circumscrise tetraedrului sunt situate pe o
sferi care este tangent3 sferei circumscrise tetraedrului.

17. Douai cercuri mari (diferite) ale unei sfere sunt tangente unei
alte sfere in acelasi punct. Si se arate ci cele doud sfere sunt tangente.

18. Un triunghi dreptunghic ABC cu 4 = 90° si B = 60° si
AB = ¢ (cunoscut), se roteste in jurul mediatoarei ipotenuzei. Se cere
volumul corpului obtinut, in functie de c.

19. Un dreptunghi cu laturile a si b (a < b) se roteste in jurul lui
a si apoi in jurul lui b.

a) In ce caz se obtine aria laterald mai mare?

b) in ce caz se obtine volumul mai mare?

20. O pénzi conicd circulard dreapts, in care generatoarele fac
unghiul u cu iniltimea (axa ei de simetrie), taie dintr-o sferd cu
centrul in varful ei o caloti.

a) Se cere aria calotei.

b) Si se determine volumul corpului mirginit de péanza
conica §i calota.

21. Fie 4, B, C, D patru puncte necoplanare. Fie M si N doud
puncte variabile astfel incat M4 1L AN, MB L NB, MC 1 NC,
MD 1 ND. Si se arate ¢3.segmentul MN are lungime constanti.

22. Un trapez dreptunghic ABCD (B = C = 90°) se roteste in
jurul unei axe paralele cu BC, distanta de la BC la axi fiind de 3 cm
(se considers axa in planul trapezului, dar in afara lui). Dacd 4B = 12
;em, AD =10 cm si CD = 4 cm, si se afle aria totald §i volumul
corpului generat.
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23. Un trapez are bazele de 30 cm si 50 cm, iar laturile
neparalele de 9 cm s§i 12 cm. Si se calculeze aria totald si volumul
corpului obtinut rotind trapezul in jurul laturii de 12 cm.

24. Intr-un con circular drept cu unghiul dintre generatoare si
raza bazei pe care o intersecteazi de 60° se inscrie o sferd de razi ».

a) Sa se exprime in functie de » volumul conului.

b) Si se arate cd aria sferei reprezintd 2/3 din aria laterald
a conului.

25. Un con circular drept de razid R si iniltime 2R este
intersectat cu o sferd cu diametrul cét inal{imea conului si cu centrul
la jumaitatea indltimii conului, dupd un cerc cédruia i se cere raza in
functie de R.

26. Fiind dat un con circular drept cu indl{imea 4 si raza bazei
r, sd se determine pozitia unui punct P, care este situat la egalad
distant3 fatd de varful conului si punctele de la perimetrul bazei.

27. Fie P un punct oarecare pe indltimea VO a unui con
circular drept. S se arate c3 locul geometric al punctelor de pe
suprafata conicd egal depirtate de punctul P este un cerc paralel cu
planul bazei. S4 se analizeze toate situatiile posibile. In ce caz este un
singur cerc?
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Fara si fie o enciclopedie, cartea de fata cauta sa
profite de orice ocazie pentru a arata deschiderea
geometriei in spatiu spre alte domenii: astronomie
(eclipse), cristalografie, desen (perspective si
sectiuni etc).

Aceasta carte nu are limitele pe care le impune
incadrarea intr-un numir de ore. De asemenea
cartea contine si o suma de probleme mai deosebite
fara teama ca nerezolvarea lor ar conduce la
esecuri scolare.

Este o geometrie expusa liber, fara restrictii,

pastrandu-se tonul de adresare normala citre
un elev.
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