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CAPITOLUL îNTÂI 

PUNCTE, DREPTE, PLANE. 
DETERMINAREA PLANULUI 

Când facem o introducere intuitivă nu putem fi mc1 prea 
precişi, nu putem fi nici riguroşi. Să încercăm să ne facem înţeleşi 
prin comparaţie. 

Există o deosebire între „fiinţele" care se mişcă pe ecranul 
cinematografului (într-un film) şi cele care se mişcă pe scena unui 
teatru, de pildă. Cele de pe ecran nu au „relief''. Pe când cele de pe 
scenă au. La fel ca tot ce ne înconjoară. "Colţul de natură" se 
deosebeşte de fotografia care-l reprezintă tocmai prin această „ieşire 
în relief'', care deosebeşte colţul de natură de imaginea sa „aşternută 
pe hârtie". 

Geometria plană era legată de acele „poze" aşternute pe hârtie. 
Prin abstractizare aceste „poze" deveneau mulţimi de puncte şi 

elementele acestor mulţimi şi chiar aceste mulţimi „plane" constituiau 
lmnea preocupărilor noastre. 

Punctul nu avea întindere, dreapta nu avea „grosime" şi totuşi 
atâtea fapte remarcabile se puteau „închega" logic cu aceste noţiuni! 

Nu ne vom ocupa de formele „amorfe" sau oarecum 
„descriptibile" ale unei mămăligi care fumegă pe o farfurie, ale unei 
cutii de chibrituri, ale unei mingi cu care s-a jucat şi se va mai juca un 
copil. Ne vom ocupa numai cu abstractizarea acestor obiecte, un 
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paralelipiped sau o sferă care abstractizează cutia de chibrituri, 
respectiv mingea. 

De pildă, vom vorbi de suprafaţa unui corp înţelegând prin 
aceasta „stratul" flră grosime care îl desparte de mediul înconjurător. 
Observaţi că nu am spus ce este acela un corp? Dar ... cam ştiţi voi ce 
vrem să spunem. Şi mai este ceva: există oare acea „suprafaţă" la 
toate corpurile? Mulţi vor spune că da! Limita vizibilităţii noastre 
acordă încredere faptului că o cutie de chibrituri se desparte net de 
lumea înconjurătoare! Dar este chiar aşa? Imaginaţi-vă pereţii 

gelatinoşi ai unei alge care mişcă în apă. Care este „graniţa" bruscă 
unde se termină alga şi începe apa? Vedeţi că lucrurile nu sunt atât de 
clare? Ei bine, prin abstractizare, prin simplificare, vom spune că 
această graniţă dintre corpuri care se numeşte suprafaţă, există în 
geometria în spaţiu cu care ne vom ocupa noi. 

Vom mai spune şi altele de la început. 
Aşa de pildă, vom conveni c;ă punctul, la fel ca în geometria 

plană, este un „element" flră întindere, că nu este o „bulină". Vom 
spune că dreapta este tot flră "grosime". Ştim că are oarecum forma 
unui fir întins bine, dar prelungit la ambele capete „oricât". 

Dar şi dreapta este o noţiune primară, ca şi cea de punct. Vom 
considera şi „planul" tot o noţiune primară. Nu putem spune ce este, 
dar îl comparăm cu suprafaţa apei liniştite sau a unei tăblii de masă 
nesfârşite pe care poate pluti (flră să iasă cu nici un segment afară, şi 

flră să intre cu nici un segment înăuntru) o dreaptă. 

Dar acum despre puncte, drepte şi plane trebuie să spunem nişte 
propoziţii care să stabilească relaţii, legături între ele. Şi aceste 
propoziţii trebuie să fie adevărate. _ 

Dar şi aici lucrurile pot intra în impas sau într-un cerc vicios. 
Ca în jocul de copii în care nu ştim exact cu care fapt începem: la 
început a fost oul şi din ou a ieşit găina, sau invers? 

Deci ca să putem construi ceva logic trebuie să admitem ca 
adevărate câteva propoziţiuni de început, pe care le vom numi 
axiome. Combinând aceste axiome deducem alte propoziţiuni 
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adevlirate numite teoreme. Combinând teoremele între ele sau 
teoremele cu axiomele obţinem alte teoreme etc. 

Dar axiomele, ca să le poţi combina, trebuie să fie mai multe, 

să alcătuiască un sistem. De asemenea, ele nu trebuie să fie 

contradictorii, să nu contrazică una ceea ce a spus alta sau o teoremă 
dedusă din celelalte. Sistemul acesta trebuie să fie „exhaustiv" şi 

complet, adică să acopere toată materia pe care o studiem. Dar acest 

sistem nu trebuie să fie redondant, adică să spună o axiomă acelaşi 

lucru pe care îl spune o alta sau o combinaţie a altora. 

Vedeţi, deci, câte cerinţe trebuie îndeplinite. 

Să pornim la drum, cinstit, aşa cum se porneşte în geometrie cu 

axiome şi teoreme, sau cu proprietăţi iniţiale şi proprietăţi deduse 

dacă vreţi. Să intrăm în materia noastră de studiu. Pentru început să 

admitem adevlirate următoarele propoziţii ( chiar dacă ele nu sunt chiar 

axiome, ci mai de grabă înmănunchieri de axiome pe care le-am 

formulat astfel pentru a uşura raţionamentele care totdeauna la început 

sunt dificile!): 

Pl. Două puncte distincte determină o dreaptă şi numai una. 

Orice dreapti! conţine cel puţin două puncte distincte. 
P2. lntr-un plan, printr-un punct exterior unei drepte putem 

duce la această dreaptă o paralelă şi numai una (Postulatul lui 

Euclid). 
În continuare, pe lângă aceste propoziţii vom admite şi altele. 

Anume: 
P3. Trei puncte necoliniare determini! un plan şi numai unul. 

Orice plan conţine cel puţin trei puncte necoliniare. 

Prin „determină un plan şi numai unul" vom înţelege că fiind 

date trei puncte necoliniare există un plan (şi numai unul) căruia să-i 

aparţină cele trei puncte. 
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Fie A un punct şi a un plan. Dacă punctul A este un punct al 
planului a vom scrie A e a. Dacă B este un punct care nu este situat 
în planul a vom scrie B ~ a . 

P4. DadJ două puncte distincte A şi B ale unei drepte d sunt 

situate într-un plan ex, atunci orice punct al dreptei d este situat în 
planul a. 

în acest caz vom spune că dreapta d este situatd în planul a şi 
vom scrie d c a . Dacă o dreaptă a nu este situată în planul a vom 
scrie a <X. ex. 

Din cunoştinţele anterioare ştim .că oricare ar fi dreapta d şi 

două puncte distincte A şi B ale acesteia, segmentul AB poate fi 
aplicat de oricâte ori într-un sens sau altul al acestei drepte. 
Dreapta este, deci, o figură nemărginită. Nu putem deci să 

desenăm decât o porţiune a ei şi vom face următoarea convenţie: 

dacă în desenul nostru vrem să scoatem în evidenţă un 
segment (adică partea dintr-o dreaptă cuprinsă între două puncte 
distincte ale ei), vom nota aceste puncte (vezi fig. la); dacă 

însă în desen vrem să scoatem în evidenţă dreapta însăşi, o vom 
reprezenta pe aceasta printr-un segment, flră să notăm capetele 
acestuia (vezi fig. 1 b ). 

Fig. la Fig. lb 

Din cele spuse mai sus rezultă deci că un plan este nemărginit. 

De obicei vom adopta următoarele convenţii de desen: 
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- un plan ex îl vom reprezenta printr-o porţiune a acestuia sub 
formă de paralelogram, deci cam cum s-ar vedea lateral suprafaţa unei 
mese dreptunghiulare (vezi fig. 2a); 

Fig2a 

- pentru a scoate în evidenţă că punctul A aparţine planului ex 
(este situat în planul ex) îl vom reprezenta pe acesta ca un punct 
interior acestui paralelogram (vezi fig. 2b ). 

xB 

AE:o<: 
B(/,cx::. 

Fig2b 

Dacă d este o dreaptă care este situată în planul ex o vom 
reprezenta pe aceasta printr-un segment care uneşte două puncte 
oarecare ale laturilor paralelogramului prin care reprezentăm planul ex 
(vezi fig. 2c ). 

d coc 
Fig2c 
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PS. Dacă două plane ex şi p au un punct P comun, atunci ele 
mai au cel puţin încă un punct Q comun, Q -:t: P. 

În paragraful următor vom studia mai amănunţit consecinţele 
care decurg din propoziţiile precedente şi în special din PS. Aici vom 
scoate în evidenţă doar faptul că această propoziţie (PS) nu exclude 
situaţia în care două plane ex şi p nu au nici un punct comun. În acest 
caz vom spune că planele ex şi p sunt paralele şi vom scrie ex li ~. 

, în paragraful următor vom arăta că această situaţie se poate 
întâlni efectiv. 

Pentru a exemplifica repede cum se pot combina propoziţiunile 
iniţiale, să şi formulăm o: 

Teoreml. Dacă două plane diferite au un punct comun, atunci 

au o dreaptă comună. 
Demonstraţie. Presupunem că punctul P aparţine şi planului ex 

şi planului p. Din PS rezultă că mai au comun încă un punct Q (Q * 
P). Din P4 rezultă că întreaga dreaptă PQ este conţinută atât în ex cât 

şi în p. Dar în afară de această dreaptă mai pot avea cele două plane 
un punct comun? Nu, pentru că dacă ar mai exista ME ex " p (M :t:- P, 
M -:t: Q, M exterior dreptei PQ) ar însemna că ex şi p ar coincide 
(conform P3), or noi am presupus că planele ex şi P sunt diferite. 

în sfâ~it, vom admite că: 
P6. Existii patru puncte nesituate în acelaşi plan. 

În cazul în care avem patru puncte A, B, C şi D nesituate în 
acelaşi plan vom spune mai scurt că cele patru puncte A, B, C şi D 
sunt necoplanare. 

Observaţie. Această propoziţie pare foarte ciudată. într-adevăr 
"ştim" că există "foarte multe" puncte în spaţiu. Veţi vedea însă cum 
va interveni această propoziţie atunci când vom demonstra existenţa 
anumitor situaţii, unde va constitui punctul de plecare. 

În fond neacceptarea propoziţiei P6 ar însemna că „ne 
mărginim la geometria plană". 
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Pe lângă proprietăţile PI - P6 puse în evidenţă mai sus, care 

:leosebesc geometria în spaţiu de cea plană, Sllllt valabile proprietăţile 

maloage celor din geometria plană. 

Astfel, pentru orice trei pllllcte coliniare A, B, C în spaţiu, 

distincte două câte două, putem spune dacă ,,A este situat între B şi C' · 
sau "A nu este situat între B şi C' şi în fiecare plan sunt valabile toate 

proprietăţile cunoscute din clasele anterioare. 
De asemenea, pentru orice două segmente AB, CD în spaţiu 

putem spune dacă AB = CD sau nu, iar despre orice două unghiuri 

situate în două plane ( diferite sau care coincid) din spaţiu putem 

splllle dacă sunt egale (congruente) sau nu. 
Din proprietăţile valabile ale egalităţilor, menţionăm 

llllilltoarele: cazurile de egalitate ale triunghiurilor sunt adevărate 
pentru trillllghiuri situate în acelaşi plan sau în plane diferite. 

Oricare ar fi un segment AB şi o semidreaptă cu vârful în C, 
există llll punct unic D pe acea semidreaptă, aşa încât CD= AB. 

Oricare ar fi llll unghi u, oricare ar fi un plan a, o semidreaptă h 
în acel plan cu vârful în O, şi unul din semiplanele ex' determinate în 
ex de dreapta pe care este situată h (fig. 3), există o semidreaptă k 
unică, având vârful în O, situată în semiplanul ex', astfel încât unghiul 
dintre h şi k să fie egal cu unghiul u. 

/ 
/ / 

/ / 
I 

/ / 
/oe . / L _________ J 
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Ştim din propoziţia P3 că trei puncte necoliniare determină 

un plan. 

Ştim, de asemenea, că orice dreaptă conţine cel puţin două 

puncte distincte. 

În cele ce urmează vom da şi alte situaţii prin care putem 

determina în mod unic un plan. 

A. O dreaptă d şi un punct P exterior acestei drepte 

determinii în mod unic un plan (vom mai spune că determină un plan 

şi numai unul ). 

într-adevăr, există două puncte distincte A şi B care aparţin 

dreptei d (conform Pl). Evident punctele A, B şi P nu pot fi coliniare, 

căci punctele A şi B determină în mod unic dreapta d, care nu conţine 

punctul P. Deci, conform propoziţiei P3, punctele A, B şi P determină 

un plan şi numai unul (fig. 4). 

xp xP 

A B B 

d 

Fig4 

B. Două drepte diferite, d1 şi d2, care au un punct comun, 

determină un plan şi numai unul. 

într-adevăr fie P punctul comun dreptelor d1 şi d2 (vom scrie 

aceasta d1 fî d2 = {P}). Conform propoziţiei Pl ştim că d1 şi 

respectiv d2 vor conţine fiecare cel puţin încă un punct M E d1, 

respectiv Ne d 2. 
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Evident M, N şi P nu pot fi coliniare, căci altfel dreptele d1 şi 

,J 2 nu ar fi distincte. Conform propoziţiei P3 punctele M, N şi P 
determină un plan şi numai unul (fig. 5). 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

1. Fie A, B, C, D patru puncte nesituate într-un acelaşi plan 
(adică nu există nici un plan care să conţină aceste puncte) 

a) Pot fi ele coliniare? 
b) Pot fi trei din ele coliniare? 
c) Fiind date n puncte ( n ~ 4) astfel încât oricare patru din ele 

să nu fie coplanare, atunci oricare trei din ele nu sunt coliniare. 
2. Se dau patru puncte în spaţiu, distincte două câte două. Câte 

plane determină ele? Discuţie. 
3. Fie A, B, C, D şi E cinci puncte astfel încât oricare patru din 

ele să nu fie coplanare. Câte drepte şi câte plane sunt determinate de 
aceste puncte? 

4. Fiind date cinci puncte astfel încât există cel puţin patru 
perechi de drepte concurente determinate de aceste puncte ale căror 
puncte comune să fie diferite de fiecare din cele cinci puncte date, să 
se arate că aceste cinci puncte sunt coplanare. 
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5. Fie M1, M2, M3 şi M4 patru puncte astfel încât: 
M1M2 = M1M3 = M1M4 = M~3 = M~4 = M3M4 = a 
Să se arate că cele patru puncte nu sunt coplanare. 
6. Fiind dat un plan a. şi două puncte A şi B care nu apaxţin 

planului a., însă astfel încât dreapta AB să aibă cu planul a. un punct P 
comun, care nu este un punct al segmentului AB. Să se arate că 

punctul Pare proprietatea că 1/'A - PBI este maximă în comparaţie cu 
toate poziţiile lui P în planul a . 

7. Fie d1 şi d2 două drepte oarecare în spaţiu. Să se arate că 
există triunghiuri echilaterale care au două vârfuri pe una din drepte, 
iar cel de-al treilea vârf pe cealaltă dreaptă. Ce element al unui astfel 
de triunghi trebuie dat pentru ca acest triunghi să fie unic determinat? 

8. Într-un punct P se întâlnesc trei pentagoane egale care au 
forma din figura alăturată şi două câte două o latură comună. Ştiind că 

segmentele care să întâlnesc în acel punct au toate lungimea de a ~ , 

să se arate că celelalte vârfuri ale pentagoanelor care nu sunt alăturate 
lui P, sunt vârfurile unui hexagon regulat (fig. 6). 

a 
90° 

a a 
__ _ ş_ __ 

a-./2 a-./2 
---z- p ~ 

Fig. 6 

9. Să se demonstreze că în afara oricărui plan există cel puţin 
un punct. 

1 O. Dacă trei drepte necoplanare se intersectează două câte 
două, atunci sunt concurente ( au toate trei un punct şi numai unul 
comun)'. 

1 De reţinut acest enunţ util în rezolvarea altor probleme. 
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CAPITOLUL AL DOILEA 

POZITil RELATIVE ALE DREPTELOR 
' SI PLANELOR îN SPATIU 
' ' 

§ 1. POZITDLE RELATIVE A DOUĂ DREPTE ÎN SPATIU 
' ' 

Două drepte diferite au cel mult un punct comun. 
într-adevăr dacă ar avea mai mult decât un punct comun, deci 

cel puţin două puncte comune, atunci conform propoziţiei Pl dreptele 
ar coincide neputând fi deci, în acest caz, diferite. 

Fie d1 şi d2 două drepte distincte. Dacă ele au un punct comun 
P vom scrie acest lucru astfel d1 lî d2 = { P} (fig. 7). 

Fig. 7 

Afirmaţia de mai sus nu exclude cazul ca două drepte să nu aibă 
nici un punct comun. într-adevăr, cunoaştem această situaţie din 
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studiul geometriei plane, anume cazul dreptelor paralele. în geometria 

în spaţiu vom considera două situaţii: 
1. Cele două drepte nu sunt situate într-un acelaşi plan. 

înţelegem prin aceasta că nu există un plan care să conţină simultan 
cele două drepte. 

Să arătăm că această situaţie este posibilă. într-adevăr 
propoziţia P6 afirmă că există patru puncte nesituate în acelaşi plan. 
Fie deci A, B, C şi D patru puncte necoplanare. Aceste patru puncte 
determină şase drepte, anumeAB, AC, AD, BC, BD şi CD. Vom arăta 
că printre acestea există trei perechi de drepte nesituate în acelaşi plan 
(n~i vrem în fond să arătăm că există două drepte care nu sunt situate 
în acelaşi plan!). Evident că dacă vor exista astfel de perechi de drepte 
din cele scrise mai sus, o astfel de pereche va conţine împreună cele 
patru puncte, căci trei puncte necoliniare determină un plan. Perechile 
care îndeplinesc această condiţie sunt AB şi CD, AC şi BD şi în sfârşit 
ADşiBC. 

Vom arăta acum că AB şi CD nu sunt situate în acelaşi plan. 
Dacă ar fi situate în acelaşi plan, atunci toate punctele dreptelor AB şi 
CD ar fi situate în acest plan, deci şi A, B, C şi D. Acest lucru este 
însă în contradicţie cu ipoteza că A, B, C şi D ar fi necoplanare. Deci 
afirmaţia că AB şi CD sunt coplanare este falsă. 

ln cazul în care pentru două drepte nu există nici un plan care să 
le conţină simultan, vom spune că cele două drepte sunt necoplanare 
sau divergente. 

2. Dacă cele două drepte sunt situate în acelaşi plan şi nu au un 

singur punct comun, vom spune că ele sunt paralele. 
Fie d1 şi d2 astfel de drepte. Vom scrie în acest caz d1 li d2. 
Am spus mai sus "nu au un singur punct comun". Aceasta 

înseamnă că sau nu au nici un punct comun sau au mai mult decât un 
punct comun, adică coincid. în primul caz dreptele sunt distincte, în al 
doilea caz vorbim despre una şi aceeaşi dreaptă. Putem scrie deci, de 
exemplu, d li d. 
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Vom face unnătoarele convenţii de desen: 
a) Dacă în desenul nostru apar două drepte secante, adică care 

au un punct comun, atunci vom nota acel punct cu o literă mare 
(vezi fig.Sa); 

b) Dacă două drepte nu sunt situate în acelaşi plan însă în 
desenul nostru apar secante, atunci nu vom nota acel punct din 
desenul nostru (vezi fig.Sb); 

c) Dreptele paralele în spaţiu le vom desena în planul desenului 
nostru tot ca drepte paralele (vezi fig.Se). 

Drepte secante 

Fig.Ba 

Drepte necoplanare Drepte paralele 

Fig.8b Fig. 8c. 

Observaţii. a) Noţiunea de paralelism a două drepte distincte 
este strâns legată de noţiunea de drepte situate în acelaşi plan, însă 
aceste noţiuni nu au acelaşi înţeles. într-adevăr, două drepte situate în 
acelaşi plan pot avea un punct şi numai unul comun. Legătura strânsă 
a celor două noţiuni de mai sus o vom scoate însă în evidenţă 

prin 1.ll"Illătoarea afirmaţie: doud drepte paralele distincte determină 
un plan. 

Vom lua drept bună afirmaţia de mai sus, care însă nu este 
corectă din următorul punct de vedere: prin definiţie două drepte 
paralele sunt situate în acelaşi plan (adică prin definiţie pentru două 
drepte paralele există un plan în care ele sunt situate). Deci, dacă 
spunem drepte paralele am subînţeles deja că sunt în acelaşi plan, 
deci cuvântul determinare nu mai are nici un rost (planul fiind unic). 
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b) Vom explica mai amănunţit ce înţelegem prin drepte situat 
în acelaşi plan (adică coplanare). 

Dacă elevul Ghiţă Ion este în clasa a VIII-a A a unei şcoli ş· 
Popescu Maria nu este elevă în clasa a VIII-a A a acestei şcoli, 
aceasta nu înseamnă că Popescu Maria nu poate fi şi ea elevă 
în clasa a VIII-a! Poate fi de pildă eleva clasei a VIII-a B! 

Astfel în figura 9 d1 este o dreaptă în planul a, însă d2 nu este 
situată în planul a. Cu toate acestea există un plan~ (cel determinat 
de d1 şi d2) în care sunt situate cele două drepte d1 şi d2. 

p 
\ 

\ 
\ 

Fig.9 

c) Faptul că noi desenăm drepte paralele prin segmente paralele 
este o simplă convenţie de desen, .care în fond nu concordă cu felul 
cum le vedem în realitate (fig. 1 O). 

Fig. 10 
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DREPTE PARALELE 

Fie d o dreaptă şi P un pllllct care nu este situat pe această 
dreaptă. Dreapta d şi punctul P determină \Dl plan ex. Conform 
postulatului lui Euclid prin P trece o para/eliJ d' şi numai una la 
dreapta d (fig. 11). 

xP p 

d d d 

Fig.11 

Deci afirmaţia că printr-llll punct exterior unei drepte putem 
duce o paralelă şi numai una la această dreaptă este adevărată şi în 
cadrul geometriei în spaţiu. 

Vom arăta că putem duce la o dreaptă d două paralele a şi b 
astfel încât dreptele a, b şi d să nu fie situate în acelaşi plan (fig. 12). 

într-adevllr, conform propoziţiei P6 există patru puncte 
necoplanare, să le notăm cu A, B, C şi D. Vom nota cu d dreapta 
determinată de A şi B. 

Fig.12 
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Dreapta d şi punctul C determină un plan ex. Prin C putem duce 
la d o paralelă a şi numai una. 

Dreapta d şi punctul D determină un plan j3. Prin D putem duce 
la d o paralelă b şi numai una. _ 

Dacă a, b şi d ar fi coplanare, atunci şi toate punctele A, B, C şi 
D ar fi coplanare, ceea ce este în contradicţie cu afirmaţia că A, B, C şi 
D sunt necoplanare. Rezultă deci că dreptele a, b şi d nu sunt situate 
în acelaşi plan. 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

1. Dacă dreapta d1 este coplanară cu dreapta d2 şi dacă dreapta 
d2 este coplanară cu dreapta d3, rezultă că dreapta d1 este coplanară cu 
dreapta d3? 

2. O mulţime de puncte este astfel încât între ele nu există patru 
puncte coplanare. Se consideră două drepte ce unesc câte două din 
punctele date. Se pot intersecta aceste drepte într-un punct 
neaparţinând mulţimii punctelor date? 

3. Fie ABC un triunghi şi d o dreaptă neconţinută în planul 
triunghiului ABC. Să se arate că există o latură a triunghiului care nu 
este coplanară cu dreapta d. 

4. Fie ABC un triunghi şi d o dreaptă. Dacă dreapta d este 
coplanară cu două laturi ale triunghiului ABC atunci dreapta d este 
situată în planul triunghiului ABC. 

5. Fie A, B, C şi D patru puncte necoplanare. Să se arate că 
mijloacele segmentelor AB, AC, AD şi BC nu sunt coplanare. 

§ 2. POZIŢIILE RELATIVE ALE UNEI DREPTE 
FAŢĂ DE UN PLAN 

I. O dreaptiJ poate avea un singur punct comun cu un plan 

Fie un plan ex şi un punct A exterior ei. Fie P un punct 
aparţinând planului ex. Dreapta AP ( o vom nota cu d) are comun cu 
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planul ex numai punctul P, 
pentru că dacă ar mai avea 
încă un punct C în ex, ar fi 
toată inclusă în ex, deci A ar 
aparţine lui ex, ceea ce 
este absurd (fig. 13). 

Existd deci drepte care 
au un singur punct comun cu 
un plan. Fig. 13 

II. O dreaptd poate avea doud puncte distincte comune cu un 
plan, dar atunci conform P4 este în întregime conţinută în plan. 

m. O dreaptă poate să nu aibă nici un punct situat într-un plan 
şi atunci o vom numi paralelă cu planul. 

Să demonstram că astfel de drepte există. 

Fie o dreaptă d situată într-un plan ex (d c ex) şi A un punct 
exterior planului ex. Prin A ducem o dreaptă g paralelă la d. Afirmăm 
că g nu are nici un punct comun cu ex (fig. 1_4). 

A 
X 

A · 9 A 
JI 9 

/ -=-d - =I / --=--d -Oei / --=------J. 
Fig. 14 

Presupunem prin reducere la absurd că g ar avea comun cu ex 
punctul B. Dreptele d şi g fiind paralele determină un plan~-

A 

fJ 

oe 
Fig. 15 
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Dar <X şi f3 au comună dreapta d deci B e d tî g (fig. 15) ceea ce 
este absurd, d şi g fiind paralele. (Dacă B nu ar aparţine lui d, atunci 
planele <X şi f3 ar avea comune dreapta d şi punctul B, deci ar 
coincide). 

Putem formula următoarea 
Teoremi. O dreapt4 nesituat4 într-un plan dar paralelii cu o 

dreaptii din acest plan este paralelii cu planul. 

§ 3. POZIŢIILE RELATIVE A DOUĂ PLANE 

Propoziţie. Dou4 plane diferite pot avea cel mult o dreaptă 
comun4. 

într-adevăr, fie planele or. şi (3, diferite. Dacă ele au un punct P 
comun, atunci conform propoziţiei PS ele mai au un punct Q, diferit 
deP, comun. 

Astfel punctele P şi Q sunt situate atât în planul <X cât şi în 

planul (3. însă P şi Q fiind 
diferite, conform propoziţiei 

Pl ele determină o dreaptă d. 
Cum această dreaptă are două 
puncte ale ei situate în planul 

a cât şi în planul f3 rezultă, 

conform P4 că toate punctele 

ei sunt situate în <X şi (3. 
Rezultă că în cazul în care <X şi 

f3 ar avea un punct comun, 
atunci ele ar avea cel puţin o 
dreaptă comună (fig. 16). 
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Să arătăm că planele nu pot avea, în situaţia în care sunt plane 
distincte, decât o dreaptă comună. 

Să presupunem că nu au numai dreapta d comună. în acest caz 
ar avea în afară de dreapta d, cel puţin încă un punct R comun. 
însă d şi R determină un plan şi numai unul şi deci ex şi p nu ar fi 
distincte. Deci ex şi p au numai dreapta d comună. în acest caz vom 
scrie ex r'I p = d. 

în cele de mai sus am presupus că planele ex şi P au un punct comun. 
S-ar putea însă ca planele cx şi ~ să nu aibă nici un punct 

comun. În acest caz vom spune că planele ex şi p sunt paralele şi vom 
scrie ex li p. 

Observaţie. Se poate arăta că această situaţie există (adică 

există plane-eare nu au nici un punct comun). 
într-adevăr, fie A, B, C şi D patru puncte nesituate într-un 

acelaşi plan (fig. 17). Vom nota cu cx planul determinat de punctele A, 
Bşi C. . 

Prin D putem duce dreptele a şi b paralele la AB, respectiv la 
AC. Conform propoziţiei Pl, orice dreaptă conţine cel puţin două 
puncte. Deci în afara punctului D, dreptele a şi b vor mai conţine 
fiecare cel puţin încă un punct. Fie deci E e a (E * D) şi F e b (F * 
D) două astfel de puncte. Dreptele a şi b sunt distincte, deoarece altfel 
prin A ar trece două paralele (AC şi AB) la a. Cum dreptele a şi bau 
un punct D, şi numai pe acesta comun, rezultă că ele determină un 
plan p. 

M 

Fig. 17 
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Să arătăm că planul p este paralel cu planul ex.. 
Dacă planul P nu ar fi paralel cu planul ex. atunci ar avea o 

dreaptă d şi numai una comună (ele nu pot coincide căci D 1e ex.). 
Dreapta d ar fi deci situată atât în planul ex, cât şi în planul p. Evident 
că una din dreptele a sau b va avea un punct comun cu d (altfel printr
un punct exterior dreptei d am putea duce la aceasta două paralele, 
ceea ce nu se poate). 

Fie M acel punct şi să presupunem, pentru fixarea ideilor, că el 
aparţine dreptei a. Analog s-ar judeca dacă el ar aparţine dreptei b. 

Deci când Mar aparţine dreptei a el ar fi situat în planul care 
conţine dreapta a şi dreapta AB. Dreapta AB fiind singura dreaptă 
comună a planului ex. cu planul în care sunt situate dreptele a şi AB, 
rezultă că dacă dreapta a are cu planul ex. un punct comun atunci acesta 
va fi situat obligatoriu pe dreapta comună a celor două plane. Rezultă 
deci că dreptele a şi AB au punctul M comun. Dar aceasta contravine 
afirmaţiei că aceste drepte ar fi paralele. Deci ipoteza că planele ex. şi p 
ar avea un punct comun ( deci o dreaptă comună) duce la o 
contradicţie. Rezultă că planele ex. şi P nu au nici un punct comun, 
deci sunt paralele. 

Cele demonstrate până acum ne îndreptăţesc să afirmăm 
următoarele: 

Dacă două plane ex. şi ex.' conţin dreptele a, b respectiv a', b ' 
astfel încât a li a' şi b li b' şi dreptele a, b se intersecteazd, atunci 
planele ex. şi P sunt paralele. 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

1. Pot avea două plane diferite trei puncte comune? 
2. Două drepte sunt paralele cu acelaşi plan. Pot fi ele 

concurente? Dar paralele? dar necoplanare? 
3. Două plane sunt paralele cu aceeaşi dreaptă. Se pot ele 

intersecta? 
4) Se dau două drepte în spaţiu d1 şi d2 şi un punct P. Să se 

ducă prin P o dreaptă coplanară atât cu d J cât şi cu d 2· 
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5. Se consideră trei semidrepte necoplanare a, b, c care au 
aceeaşi origine. Cele trei plane care conţin câte una clin semidrepte şi 
bisectoarea unghiului format de celelalte clouă semidrepte au o dreaptă 
comună. 

6. Se consideră patru puncte necoplanare A, B, C, D şi un punct 
o; nesituat pe nici una din dreptele AB, BC, CD, DA. Fie M punctul 
de intersecţie al planului OAB cu dreapta CD, N cel al lui OBC cu DA, 
P cel al lui OCD cu AB, Q cel al lui ODA cu BC (presupuse toate că 
există). Să se arate că punctele M, N, P şi Q sunt coplanare. 

7. Se consideră patru puncte necoplanare A, B, C, D şi un 
plan ex care taie toate cele patru segmente AB, BC, CD, DA respectiv 
M, N, P, Q. Să se arate că planele MCD, NDA, PAB, QBC au un 
punct comun. 

8. Se dau trei puncte variabile A, B, C situate respectiv pe 
dreptele fixe Ox, Oy, Oz. Dacă AB trece printr-un punct fix /, BC 
printr-un punct fix J şi dacă /J intersectează planul Oxz, atunci AC 
trece prin acel punct de intersecţie. 

§ 4. NOŢIUNI GENERALE DESPRE POLIEDRE 

în geometria plană am întâlnit noţiunea de poligon: o figură 
plană având n vârfuri A1, ••• , A,, distincte două câte două şi n laturi 
reprezentate de segmentele A,~,~~, .. . , A,,_1 A,,, A,, A, astfel încât 
două laturi nu pot avea în comun decât cel mult un punct care să fie 
vârf al amândorura. Dacă renunţăm la A.,,A,, obţinem noţiunea de linie 
poligonală care weşte A 1 cu An. 

O demonstraţie, deloc simplă, arată că orice poligon împarte 
planul în două regiuni astfel încât două puncte aparţinând unei regiuni 
se pot uni cu o linie poligonală care nu intersectează poligonul, iar 
două puncte clin regiuni diferite nu se pot uni cu o astfel de linie. 
Regiunea care nu conţine puncte oricât de îndepărtate de poligon se 
numeşte interiorul poligonului. 
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Desigur că putem considera noţiunea analoagă de poligon 
strâmb (în spaţiu) în care Ai, ... ,A,. nu mai sunt presupuse coplanare. 
Dar în spaţiu avem şi o altă generalizare a acestei noţiuni, aceea de 
poliedru. 

Definiţie. Numim poliedru o figură în spaţiu formată dintr-un 
numlr finit de poligoane nmnite feţe ale poliedrului. Laturile acestor 
poligoane se numesc muchii ale poliedrului, iar vârfurile lor vâ,furi 
ale poliedrului. 

În plus, se presupune că următoarele condiţii sunt îndeplinite: 
a) Dacă A este un vârf al poliedrului, atunci numărul n de feţe 

ce-l conţin este egal cu numărul de muchii ce-l conţin. Aceste muchii 
şi aceste feţe se pot nota a 1,a2, .•• ,an, respectiv a12 ,a23 , ... ,a.,....1.,.,a111 

astfel încât a12 să fie muchie a feţelor a1 şi <Xi, a23 să fie muchie a 
feţelor ai şi CX:3, ••• , an1 să fie muchie a feţelor fXn şi a1. 

b) Două feţe diferite nu pot avea în comun decât sau un punct 
care este vârf al amândorura, sau un segment care este latura (muchia) 
ambelor feţe. 

c) Orice două vârfuri pot fi unite printr-o linie poligonală ce are 
ca laturi muchii ale poliedrului. 

Vom nota numărul feţelor l.lllUi poliedru F, numărul muchiilor 
M, numărul vârfurilor V. 

Fig. 18 
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Ne referim la grupa figwilor care nu ireprezintă poliedre (fig. 19). 
De exemplu la prima: vârful A se află pe două feţe şi pe trei 

muchii, în a doua şi în a patra, vârful B, respectiv D se află pe şase 
feţe şi cinci muchii, iar în a treia, vârful C se află pe şase feţe şi şase 
muchii, dar ele nu se pot nota ca la a), (notaţiile din figură rxi, a12, 

rx2, a23, fX3 duc la a31 şi nu la a34), analog vârful E din figura a 
cincea. ln figura a şasea proprietatea c) nu este adevmtă, vârfurile A 
şi B neputându-se uni printr-o linie poligonală formată din muchiile 
poliedrului. 

li III 

E 

GJ I 

' I 
., , 

' {S) . - --'-':' 
~-

, 

IV ' / V I 

Fig. 19 

Noi nu vom studia poliedre chiar atât de generale cum sunt cele 
prezentate în figurile de mai sus. 

Următoarea teoremă ne permite să verificăm punctul b) din 
definiţia unui poliedru. 

Teoreml. Fiind dat un plan ex, punctele din spaţiu ce nu 
aparţin lui a. se împart în două submulţimi disjuncte astfel încât dac4 
dou4 puncte A şi B aparţin aceleiaşi din cele dou4 submulţimi, 
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segmentul AB nu intersectează planul a 2 iar dacă A, B aparţin unul 
uneia şi celălalt celeilalte din cele două submulţimi atunci segmentul 
;AB are un punct comun cu a. Fiecare din cele doud submulţimi 
formează un „semispaţiu determinat de planul a". 

Demonstraţie. Fie ,4o i a. ales arbitrar. Definim prima 
submulţime s1 drept totalitatea acelor puncte Aia. pentru care 
segmentul A0 A nu intersectează planul a., iar S 2 drept totalitatea 
acelor puncte Aia. pentru care segmentul AoA intersectează planul a. 
(fig 20). 

Fie acum două puncte A şi B în spaţiu, nesituate pe planul a.. Să 
considerăm un plan J3 care conţine punctele Ao, A şi B. Dacă planul J3 
nu intersectează planul a., atunci A, B e S I şi segmentul AB nu taie 
planul a.. ' 

_L_7 
Fig. 20 

Dacă planul J3 intersectează planul a după o dreaptă d, atunci J3 r. S1 
este semiplanul determinat de d în J3 care conţine punctul A0, iar 

J3 r. S2 este celălalt semiplan determinat de dreapta d în planul J3. 
Segmentul AB intersectează sau nu planul a. după cum segmentul AB 
intersectează sau nu dreapta d şi ştim de la geometria plană că aceasta 

2 Precizăm el aceasta inseamnl ci planul a nu are un punct comun cu interiorul 
segmentului AB, prelungirea acestuia poate insl al intersecteze planul a. 
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are loc după cum A, B aparţin ambele aceleiaşi mulţimi S sau la 
două diferite. 

I , 
, ~- ---- ---

d 

Fig. 21 

V om începe cu cel mai 84.mplu poliedru. Dintre poligoane, cel 

mai simplu este triunghiul. Fie deci un plan a în care considerăm trei 
puncte A, B, C nesituate pe o aceeaşi dreaptă (fig. 22a). 

xP 

Fig. 22 

Ştim că triunghiul ABC nu este un poliedru. Alegând un punct 
P nesituat în planul a ( căci un poliedru nu este o figură plană), 
tripletele PAB, PAC şi PCA determină câte un plan. Intersectând 
aceste plane cu planul ex. obţinem triunghiul ABC. 

Poliedrul astfel obţinut are patru feţe, anume ABC, PAB, PBC 
şi PCA. El are şase muchii AB, BC, CA, PA, PB şi PC. Punctele A, B, 
C şi P sunt vârfurile acestui poliedru (fig. 22b ). 
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Numele acestui poliedru este tetraedru. Acest nume este 
compus din două cuvinte greceşti tetra = patru şi hedra = faţă. 

Observăm la acest exemplu, şi în general la denumirea poliedrelor, o 
analogie cu denumirea poligoanelor, al căror nume se trage din 
numărul laturilor care mărginesc poligonul. în comparaţie cu acestea, 

prima parte a denumirii poliedrelor indică numărul feţelor pe care îl 

au. De exemplu, hexaedru este un poliedru cu şase feţe, octaedrul este 

un poliedru cu opt feţe. 

Trebuie să menţionăm faptul că această denumire nu este în 
general determinantă pentru proprietăţile poliedrelor, deoarece după 

cum vom vedea, un anumit „n-edru" se poate prezenta sub mai multe 
forme esenţial diferite (vezi exemplu fig. 23) 

a b C 
Fig. 23 

Toate poliedrele care sunt reprezentate în figura 23 sunt 
hexaedre. Tot astfel cum am construit tetraedrul, acel "cel mai 

simplu" poliedru, putem să construim şi să ne imaginăm şi alte 

poliedre puţin mai complicate. 
Fie un plan ex şi ABCD un patrulater situat în acest plan. Fie P 

un punct care nu aparţine acestui plan. Unind punctul P cu toate cele 

36 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



patru puncte A, B, C şi D vom obţine, ţinând cont de feţele generate, 
un poliedru cu cinci vârfuri şi cinci feţe (vezi fig. 24b) 

XP p 

el) 

IA•a •c+7 A 

Fig. 24 

Din acest motiv, ţinând cont de observaţia anterioară despre 
denumirea poliedrelor, acest poliedru ar trebui să se numească 
"pentaedru". însă corpul prezentat mai sus îl vom numi, din motive 
care se vor vedea în continuare, piramidd patrulaterd, iar uneori 
pentru cel mai simplu poliedru, tetraedrul, se foloseşte şi denumirea 
de piramidă triunghiu/ard. 

Dacă am alege în planul ex trei puncte A, B şi C necoliniare şi 
punctele D şi P nesituate în planul ex, dar astfel încât planul a să 
separe punctele D şi P (adică D şi P să fie situate în regiuni diferite 
din spaţiu determinate de planul ex) şi oricare patru din punctele A, B, 
C, D şi P să fie necoplanare, vom obţine un poliedru cu şase feţe 
triunghiulare, nouă muchii şi evident cinci vârfuri (vezi figura 25). 

p 

Jrp 

/2 7 C 

XB 

xD 

Fig. 25 
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I § s. PIRAMIDA 

Poliedrele reprezentate în figurile 22a şi 24b se mai numesc 
piramide. Tetraedrul din figura 22a se mai numeşte piramidă 

triunghiulară cu baza triunghiul ABC, iar poliedrul din figura 24b se 
mai numeşte piramidă patrulateri! cu baza patrulaterul ABCD. 

în general, fiind dat un poligon (1' într-un plan ex. fie P un 
punct care nu aparţine planului ex.. Poliedrul format din poligonul 
plan dat, precum şi din triunghiurile determinate de punctul P şi 
laturile poligonului dat se numeşte piramidă. 

Poligonul (P) se mai numeşte baza piramidei. 
Dacă poligonul (1' este un pentagon (figura 24) atunci piramida 

se numeşte piramidd pentagonald. Dacă poligonul (1' este un 
hexagon (figura 26b) atunci piramida se numeşte piramidă 

hexagonală. 

Fig. 26 

Observaţie. Fie (1' un poligon situat într-un plan ex. şi P un 
punct în afara lui ex.. Piramida cu vârful în P şi baza (1' este fonnată, 
pe lângă poligonul (1', din totalitatea segmentelor cu un capăt în P şi 
cu celălalt capăt parcurgând toate laturile lui (1'. 

Dacă vom considera toate semidreptele cu vârful în P şi având 
un punct comun cu una din laturile poligonului (~ vom obţine 

noţiunea de suprafaţd piramidală cu vârful în P, determinată de 
poligonul (1', 
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Două suprafeţe piramidale 
cu acelaşi vârf P şi determinate de 
două poligoane (1' şi ( Q) situate în 
două plane diferite pot coincide, 
ceea ce nu se întâmplă în cazul 
piramidelor cu vârfurile în P şi de . 
baze (1' şi ( Q). 

Suprafaţa piramidală se mai 
numeşte şi unghi poliedru. 

Definiţie. Prin poliedru 
convex înţelegem un poliedru care 
se află în întregime de aceeaşi 

parte a planului oricăreia din feţele 
sale. Se verifică uşor că o 
piramidă care are ca bază un 
poligon convex este un poliedru 

Fig. 27 

convex. În particular, tetraedrul este un poliedru convex. 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME REZOLVA TE 

1. Să se arate că un poliedru poate avea ca numărul f al feţelor 
orice număr natural n mai mare sau cel puţin egal cu 4. 

Rezolvare. Un poliedru nu poate avea mai puţin de patru 
vârfuri. Singurul poliedru cu patru vârfuri este tetraedrul. Acesta are 
exact patru feţe. Să considerăm acum toate poliedrele care au n (n ~ 4) 
vârfuri. Dintre acestea cel mai mare număr de feţe îl vor avea acele 
poliedre pentru care orice grup de patru vârfuri ale lor vor fi puncte 
necoplanare, deoarece în acest caz toate feţele vor fi triunghiuri şi nu 
putem avea feţe cu mai puţin de trei laturi. Dintre toate aceste poliedre 
cu n (n ~ 4) vârfuri cel mai mic număr de feţe îl vor avea acelea la 
care n-1 din vârfuri sunt coplanare (toate vârfurile nu pot fi 
coplanare!). Aceste poliedre vor fi deci piramide ale căror baze vor 
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fi poligoane cu n-1 triunghiuri. Deci aceste poliedre vor avea l+n-J=n 
feţer Or, o piramidă poate avea ca număr v de vârfuri orice număr 
natural mai mare, cel puţin egal cu 4. 

2. Fie V ABCD o piramidă patrulateră ~u baza ABCD. Fie M, 
N şi P puncte situate pe muchiile AB, VB şi .!Cspectiv VD astfel 
încât AM < AB/2, VN > VB/2 şi VP > VD/2. Să se determine 
forma secţiunii piramidei V ABCD cu planul determinat de punctele M, 
N şi P. (vezi fig. 28) 

Rezolvare: în primul rând vom arăta că punctele M, N şi P nu 
sunt coliniare. 

V 

o D 

Fig. 28 

într-adevăr, dreapta MN este situată în întregime în planul feţei 
VAB, deoarece punctele M şi N sunt situate în acest plan şi deci 
conform propoziţiei P4 orice punct al dreptei MN este situat în acest 
plan. Dreapta VD nu are comun cu acest plan decât punctul V. Rezultă 
că punctul P nu aparţine planului V AB şi deci punctele M, N şi P nu 
pot fi coliniare. Deci planul determinat de punctele M, N şi P este 
unic determinat. Să notăm cu ex acest plan. 
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o 

Intersecţia planului ex cu faţa VAB este segmentul MN. Din 
faptul că AM < AB/2 şi VN > VB/2 rezultă că dreapta MN nu este 
paralelă cu dreapta VA şi o intersectează pe: aceasta pe prelungirea lui 
VA. Fie R acel punct. Evident că R aparţine planului de secţiune, căci 
este situat pe dreapta MN situată în acest plan. Dreapta VA fiind 
situată în planul feţei V AD rezultă că punctul R va fi situat, de 
asemenea, în acest plan. În planul feţei V AD avem astfel două puncte, 
R şi P, care aparţin planului de secţiune . Rezultă că dreapta RP este 
intersecţia planului de secţiune cu planul feţei V AD. Intersecţia dreptei 
RP cu muchia AD o vom nota cu S. Segmentul MS va fi intersecţia 
planului ex cu planul feţei V AD. 

Fig. 29 

Intersecţia dreptei MS cu diagonala AC a bazei ABCD va fi 
totodată şi intersecţia acestei drepte cu planul determinat de vârfurile 
V, A şi C. Fie T acest punct. Punctele R şi T ale planului de secţiune 
vor fi deci situate şi în planul determinat de punctele V, A şi C. Fie U 
intersecţia dreptei RT cu muchia VC. Evident că punctul U va aparţine 
şi planului de secţiune, deoarece orice punct al dreptei RT este situat 
în acest plan. Punctele N şi U ale planului <X sunt totodată şi puncte 
ale feţei VBC. Deci intersecţia planului ex cu faţa VBC va fi segmentul 
NU. Tot astfel şi punctele P şi U ale planului <X sunt situate şi în 
planul feţei VCD. Deci intersecţia planului <X cu faţa VCD va fi 
segmentul PU. Poligonul MNUPS va fi deci figura de intersecţie a 
planului ex cu piramida VABCD (fig. 29). 
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Observaţie. Nu vom analiza de fiecare dată cu atâtea detalii 
forma unei secţiuni. Am dat aici un model cum aceasta poate fi 
urmărită. 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

1. Fie V ABCD un tetraedru. Să se arate că două muchii care nu 
au vârfuri comune (se mai numesc şi muchii opuse) nu sunt situate în 
acelaşi plan. 

2. Să se arate că oricum am alege trei muchii ale unei piramide, 
cel puţin două sunt situate în acelaşi plan. 

3. Oricum am alege k vârfuri ale unei piramide cu cel puţin k 
vârfuri, k-1 din acestea sunt coplanare. 

4. Se dă tetraedrul ABCD, ca în figura 30 şi punctele M, N şi P 
respectiv interioare muchiilor AB, AC şi BD. Să se deseneze secţiunea 
determinată de planul MNP pe tetraedru. 

B 
Fig. 30 
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5. Ce fel de poligoane 
putem obţine prin intersecţia 

unei piramide a cărei bază este 
un poligon cu n laturi, cu un 
plan? 

6. a) Ce fel de feţe poate 
avea o piramidă cu n vârfuri? 

b) Câte muchii se pot 
întâlni în vârfurile unei astfel 

C de piramide? 
c) Calculaţi./. m, v (adică 

numărul feţelor, muchiilor şi al 
vârfurilor) ale unei piramide cu 
n vârfuri, exprimând aceste 
numere în funcţie de n. 
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7. Se considera două piramide cu atceeaşi bază şi cu vârfurile 
situate în semispaţii diferite faţă de planutl bazei. Se considera toate 
feţele celor două piramide, diferite de baza lor comună. 

a) Să se arate că ele formează un poliedru. 
b) Poate avea acest poliedru feţe coplanare? 
c) Dacă în acest poliedru avem două feţe coplanare ce au o 

muchie comună şi ştergem acea muchie transformând cele două feţe 
în una singură, obţinem tot un poliedru? 

d) Se poate întâmpla ca poliedrul de la a. să fie o piramidă? 
e) în poliedrul de la a, se poate întâmpla să avem două perechi 

de feţe coplanare, fiecare pereche având o muchie comună, astfel încât 
cele patru feţe să nu aibă vârf comun. Să se arate că procedeul de la c, 
aplicat ambelor perechi de feţe nu dă un poliedru. 

f) Poate avea loc situaţia de la c, însă cele patru să aibă un vârf 
comun. În acest caz procedeul de la c, aplicat ambelor perechi de feţe 
dă un poliedru. 

g) Poate fi poliedrul de la f, o piramidă? 
8. Se consideră o piramidă convexă şi o altă piramidă 

(tetraedru) având ca bază una din feţele laterale ale primei piramide şi 
vârful în semiplanul determinat de planul feţei comune ce nu conţine 
prima piramidă. Se considera figura formată din toate feţele celor 
două poliedre cu excepţia feţei comune. Să se rezolve aceleaşi 

probleme ca la problema 7. 
9. într-un poliedru oarecare numărul muchiilor este mai mare 

decât numărul feţelor (m > /). 
10. Ce relaţie există între m şi v ştiind că în fiecare vârf al 

poliedrului se întâlnesc trei muchii? Aceeaşi întrebare dacă în fiecare 
vârf se întâlnesc 4, 5 ... muchii. 

11. Ce relaţie există între m şi/ ale unui poliedru, ştiind că toate 
feţele sale sunt triunghiuri? Aceeaşi întrebare dacă toate feţele 

poliedrului sunt patrulatere, pentagoane etc. 
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12. Pentru un anumit poliedru avem 3/ = 2m - 1. Să se 
precizeze ce fel de feţe poate avea un astfel de poliedru. 

13. Fie n puncte în spaţiu, astfel încât oricare patru dintre 
acestea să nu fie coplanare. ,Fie a~um un poliedru care are vârfurile 
sale în cele n puncte date. · 

a) Ce fel de feţe poate avea acest poliedru? 
b) Căutaţi să exprimaţi o legătură între/ şi m. 
c) Să se deducă din b, că un astfel de poliedru nu poate avea 

un număr impar de feţe. 
d) Prin triangularea unui triunghi într-un plan, nu putem obţine 

un număr par de triunghiuri. Stabiliţi legătura dintre această afirmaţie 
cu punctele b, şi c. 

14. Un poliedru are diagonale spaţiale. Să se cerceteze dacă 
oricare ar fi faţa acestuia există un vârf al acestei feţe din care să plece 
o diagonală spaţială. 

15. a) Să se arate că un poliedru nu poate avea exact şapte 
muchii. · 

b) Poate avea un poliedru ca număr m de muchii orice număr 
n ~ 6, însă m -:# 7? 

16. Fiind date în spaţiu cinci puncte, oricare patru din ele 
necoplanare, să se precizeze câte poliedre distincte pot avea vârfurile 
în aceste puncte ( evident ne referim la poliedre care au exact cinci 
V •. ârfuri l) 

17. În figura de mai jos punctele A, B, C, D, E reprezintă cinci 
puncte astfel încât oricare patru din ele să fie necoplanare. Să 
considerăm că ele sunt vârfurile unor poliedre. Segmentele punctate 
din fiecare figură reprezintă muchii care nu se văd. Unul dintre aceste 
desene nu prezintă o situaţie posibilă. Care este acela? 

A 
A 

B E 

B 

Fig. 31 
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18. Dacă un poliedru are exact opt muchii, atunci patru vârfuri 

ale sale sunt coplanare. 

§ 6. RELAŢIA LUI EULER 

ÎNTRE NUMĂRUL VÂRFURILOR, FETELOR 
' SI MUCHIILOR UNUI POLIEDRU CONVEX 

' 

Vă reamintim, deşi am dat-o şi anterior, următoarea 

Definiţie. Numim poliedru convex poliedrul care se găseşte în 

întregime de aceeaşi parte a planului oricărei feţe. 

Notând cu M numărul total de muchii ale unui poliedru, cu F 

numărul de feţe ale sale şi cu V numărul vârfurilor se poate afirma că: 

lntr-un poliedru convex suma dintre numărul feţelor şi cel al 

vârfurilor este egal cu numărul de muchii plus 2, sau pe scurt: 

V+ F = M + 2 sau altfel scris V - M + F = 2. 

Demonstraţie. în cele ce umiează ne vom lua anumite libertăţi: 

a) Prima este aceea de „concretizare": imaginaţi-vă că poliedrul 

nostru este făcut dintr-o pojghiţă plastică subţire ale cărei feţe să se 

poată „întinde" după voie şi „îndoi" după noi muchii pe care ni le 

propunem. 

b) A doua este că presupunem, 1lră să mai insistăm asupra 

demonstraţiei, că feţele poliedrului sunt toate poligoane convexe, în 

sensul definiţiei acestei proprietăţi aşa cum apare ea în clasele 

anterioare. 

Amândouă aceste presupuneri nu strică nimic din rigoarea 

afirmaţiilor ce vor urma. 
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B C 

D 

Fig. 32 

Presupunem că din vârful A al poliedrului nostru ducem pe faţă 
o diagonală care să separe pe poligonul acestei feţe un triunghi. De 
pildă, diagonala este AC şi triunghiul care s-a „separat" pe faţă este 
ABC. ,,îndoim" foarte puţin faţa de-a lungul diagonalei AC, cât să 
formăm o nouă faţă ABC deosebită de ACDE (fig. 32). Nu garantăm 
că feţele care intră în contact cu faţa astfel îndoită nu s-au deformat şi 
ele, că unele laturi nu s-au „lungit" sau „micşorat", dar numărul 
celorlalte feţe rămâne acelaşi. În total numărul de vârfuri a rămas 
acelaşi, cel al muchiilor a crescut cu 1 (diagonala AC a devenit 
muchie), iar cel al feţelor a crescut, de asemenea, cu 1. 

Continuăm procedeul până când împărţim toată faţa în 
triunghiuri care devin feţe şi apoi trecem şi „triangulăm" şi toate 
celelalte feţe. Prin acest procedeu observăm că atât F, cât şi M cresc 
fiecare cu acelaşi număr. Deci diferenţa V - F rămâne constantă. Deci 
poliedrul iniţial a devenit un nou poliedru cu toate feţele triunghiuri 
dar în care diferenţa dintre V şi Ms-a păstrat aceeaşi . 

Vom suprima acmn o faţă. Dacă vă vine mai uşor să înţelegeţi, 
presupuneţi că „întindem" ceea ce a rămas pe un plan, bineînţeles 
deformând mărimea laturilor, a unghiurilor şi a feţelor, dar menţinând 
nmnărul fiecăreia din ele astfel încât totul să apară ca un triunghi 
,,triangulat". Ne rămâne deci de demonstrat că în această "suprafaţă" 
rămasă V - M + F = 1. 
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Fig. 33 

Figura 33 este deci asemănătoare cu cea a unui triunghi mare 
unde am înscris triunghiuri mici desenate astfel încât am luat 
precauţia ca în fiecare vârf să nu existe două laturi diferite în 
prelungire. Şi acum să suprimăm treptat feţele. De pildă, dacă 

înlăturăm muchia BA, dispare faţa ABN sau dacă înlăturăm muchia 
BC dispare şi faţa BPC. ,,Suprimările" de acest tip menţin diferenţa F 
- M constantă. La un moment dat însă ajungem la un impas ca de 
pildă acela al posibilităţii de suprimare a feţei BNP (fig. 34). 

Fig. 34 
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Aici vom suprima două muchii, anume BN şi BP (numărul M 

scade cu 2), un vârf, B, (numărul V scade cu 1) şi o faţă, BNP, 

(numărul F scade cu 1) şi numărul devine (V-1)- (M - 2) + (F- 1) 
adică socotind şi destlcând parantezele obţinem tot V - M + F. 

Prin acest procedeu rep·etat se ajunge la urmă la un ultim 

triunghi XYZ, de pildă care are F = 1, M = 3, V= 3 şi V - M + F = 

= 3 - 3 + 1 = 1 (fig. 35). 

Fig. 35 

Relaţia lui Euler este astfel demonstrată. 

Repetlm: Într-un poliedru convex V- M + F = 2 (am pus la 

loc faţa ABC suprimată iniţial). 

Observaţie. Deşi am abuzat de figuri şi concretizări, fondul 

raţionamentului este general valabil, deoarece totul revine la a 

suprima două tipuri de triunghiuri: unul care are o singură latură în 

contact cu exteriorul şi cel de-al doilea tip care are două laturi comune 

cu exteriorul. 

Raţionamente de acest gen se întâlnesc şi în alte domenii ale 

matematicii, redactarea lor riguroasă este uneori o problemă dificilă 

(aşa cum este de fapt şi aici). 
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CAPITOLUL AL TREILEA 

DREPTE ŞI PLANE PARALELE 

în acest paragraf, pentru a evita lungirea enunţurilor, vom 
considera două drepte sau două plane ce coincid, precum şi o dr~!'iptă 

inclusă în plan, drept paralele. 

§ 1. DREAPTĂ PARALELĂ CU UN PLAN 

Din paragrafele anterioare ne este cunoscut faptul că o dreaptă 
nesituată într-un plan poate avea cu acesta cel mult un punct comun. 

Deci faţă de un plan ex, o dreaptă d îndeplineşte una şi numai 
una din condiţiile următoare: 

a) Dreapta d este situată în planul ex (adică toate punctele ei 
sunt situate în planul ex). 

b) Dreapta d are cu planul ex un singur punct comun. 

c) Dreapta d nu are nici un punct comun cu planul ex. 

Definiţie. Vom spune că dreapta d este para/e/d cu planul ex 

dacă dreapta d nu are mi punct şi numai unul comun cu planul ex. 
Deci în oricare din condiţiile a) sau c) dreapta d este paralelă cu 

planul ex. Vom scrie în acest caz d li ex. 

Dacă dreapta d nu este paralelii cu planul ex (adică dacă suntem 

în situaţia b ), vom scrie d li ex. 
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/ d / _/c,c. ____ 7 
-----..,Ji I 

Fig. 36 

Teoreml. Dacă o dreaptd d este parale/4 cu o dreaptă a 

dintr-un plan a atunci dreapta d este paralelă cu planul a. 
Simbolic vom scrie: (d li a şi a c a) ~ d li a. 
Avem două posibilităţi: 
1) Dacă dreapta d este situată în planul ex, atunci, conform 

definiţiei, dreapta d va fi paralelă cu planul a. 
2) Vom presupune că dreapta d nu este situată în planul a . 

Dreptele d şi a „determină" în acest caz un plan unic P (altfel dreptele 
d şi a ar coincide). Dreapta a este intersecţia planelor a şi P (fig. 37). 
Dacă dreapta d nu ar fi paralelă cu planul a atunci ar avea cu acesta 
un punct şi numai unul comun. Fie P acest punqţ. Punctul P ar fi în 
acest caz un punct comun al planelor a şi P şi ar aparţine deci şi 

dreptei a. Ar rezulta că dreptele a şi d ar avea un punct (şi numai 
unul) comun, ori aceasta este în contradicţie cu ipoteza că d şi a ar fi 
drepte paralele. Deci dreapta d este paralelă cu planul a. 

Teoreml. Dacă o dreaptă d este paraleld cu un plan ex, atunci 
intersecţia oricdrui plan dus prin dreapta d care intersecteazd planul 
a, este o dreaptă paralelă cu dreapta d. 

Dacă dreapta d este situată în planul ex, atunci intersecţia 

oricărui plan distinct de planul a cu acest plan este chiar dreapta d, 

ori d li d. 

so 
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SA presupunem deci că d 
<r. a. Fie p un plan care conţine 
dreapta d şi care intersectează 

planul a după dreapta a. (vezi 
figura 37). 

Dacă dreapta a nu ar fi 
pafalelă cu dreapta d, atunci, 
deoarece sunt în acelaşi plan, ar 
avea cu acesta un punct P (şi 
numai unul) comun. Însă în 
acest caz punctul P ar fi situat 
atât în planul a, cât şi pe 
dreapta d. Or aceasta este în 
contradicţie cu presupunerea că Fig. 37 
d este paralelă cu planul a. 
Deci ipoteza că dreapta d K a este falsă. Rezultă că d li a. 

Consecinţa 1. Dacă d li a, atunci prin orice punct P al planului 
a trece, în a, o paralelă la dreapta d. 

Într-adevăr, prin P şi d trece un plan, care intersectează planul a 
după paralela dorită. 

Consecinţa 2. Fie d o dreaptă paralelă cu planul a, nesituată în 
acest plan şi fie M un punct din planul a. Paralela a dusă prin punctul 
M la dreapta d este situată în planul a. 

Sl presupunem că dreapta a nu ar fi situată în planul a. S-a 
văzut la consecinţa 1 că prin punctul M trece o paralelă b la dreapta d, 
situată în planul a. Cum prin M trece o singura paralelă la dreapta d, 
rezultă a = b c a. 

§2.TREIDREPTEPARALELEÎNSPAŢIU 

Ştim din paragrafele precedente că există trei drepte nesituate în 
acelaşi plan, astfel încât una din drepte să fie paralelă cu celelalte 
două. Acum suntem în mAsură s! arltA.m că şi celelalte două drepte 
sunt paralele. într-adevăr, se poate demonstra. 
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Teorem•. Dacă dreapta d1 este parale/4 cu dreapta d2 şi 
dreapta d2 este paralel4 cu dreapta d3 atunci şi dreapta d1 este 
parale/4 cu dreapta d 3· 

Pe scurt vom scrie ( d1 li d2 şi d2 li d3) ⇒ d1 li d3. 
Demonstraţie. Dacă cel puţin două din 'dreptele d1, d2, d3 

coincid sau dacă ele sunt coplanare atunci teorema se reduce la o 
teoremă cunoscută din geometria plani. 

Să presupunem deci că dreptele d1, d2, d3 sunt distincte două 
câte două şi că nu sunt situate toate în acelaşi plan. Fie f3 planul care 
conţine dreptele paralele d2 şi d3 (fig. 38a). Dreapta d1 fiind paralelă 
la dreapta d2 din acest plan, este paralelă cu planul (3. 

~> .Y 7-t 
~~ 

Fig. 38 

Să presupunem că dreapta d 1 nu este paralelă cu dreapta d 3• 

Fie M un punct oarecare pe dreapta d3 (fig. 38b). Ducem prin M o 
dreaptă d paralelă la dreapta d1. Dreapta d va fi situată în planul P 
deoarece dreapta d 1 este paralelă cu planul p. Deoarece prin M putem· 
duce o singuri paralelă la dreapta d2 şi cum dreapta d3 este paralelă la 
d 2 rezultă că dreapta d va avea cu d 2 un punct P comun. Astfel prin 
punctul P ar trece două drepte d şi d 2 paralele la dreapta di, ceea ce 
este imposibil. Deci afirmaţia că dreapta d 1 nu este paralelă cu dreapta 
d3 este falsă. Rezultă că dreapta d1 li d3. 

Teoreml. Fie a şi b doud drepte paralele şi distincte şi fie ex şi 
p doud plane distincte astfel încât a c ex şi b c p. Dacă planele ex şi P 
au o dreapt4 d comun4 atunci a li d şi b li d (vezi fig. 39). 
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Demonstraţie. Dreapta 
b li ex, deoarece este paralelă la 
dreapta a din acest plan. Planul P 
trecând prin dreapta b va intersecta 
planul ex după o dreaptă (în cazul 
nostru d ) paraleli cu b ( conform 

teoremei). Deci b li d. Din a li b şi 
b li d rezultă conform teoremei 

precedente, că a li d. Deci a li d şi 
b li d şi teorema este demonstrată. 

PROBLEMĂ REZOLVATĂ 

Fig. 39 

Se dau trei drepte d1, d2 şi d3 astfel încât oricare pereche din ele 
să fie necoplanara. Să se arate că există o dreaptă g care se "sprijini" 
pe d 1 şi pe d 2 şi care este paralelă cu d 3. Să se arate că această dreaptă 
este unică. 

Existenţa. O vom demonstra în doul moduri. 
Considerăm un pW1ct A pe d1 şi ducem prin A dreapta d'3 

paraleli cu d3• Dreptele d1 şi d'3 determini \lll plan ex paralel 
cu d3 (pentru ci d'3 ca şi d'3 li ex), care intresecteazl dreapta d2 în 
punctulB. 

L~ d1 B 

A dj 
d2 

A . dj A 

d3 da d3 

Fig. 40 
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Ducem prin B dreapta BC paralelă la d3 (C E d1) şi această 

dreaptă BC este chiar dreapta g căutată (fig. 40). 
Vom da, ca sl puteţi spune unde este greşeala o 
Falsd demonstraţie de unicitate. Deşi punctul A este arbitrar 

ales pe d1, planul a paralel cu d3 este unic. Acest plan este intersectat 
de dreapta d2 într-un punct B evident unic. Din Postulatul lui 
Euclid paralela BC la d'3 deci la d3 este evident unică! Deci dreapta g 
este unică. 

Chiar dacă este adevărat că dreapta g este unică, demonstraţia 
aceasta este falsă. Greşeala constă în faptul că poate metoda de 
construcţie nu este unică. 

Să arătăm şi o altă metodă de construcţie. 
Existenţa (metoda a doua). Considerăm planul a care conţine 

pe d1 şi este paralel cu d3 şi planul P care conţine pe d2 şi este paralel 

cu d3. Intersecţia lor ari 13 = g este dreapta căutată. 

d3 
Fig. 41 

Şi aici vă srmna11m 
lnc4 o falsd demonstraţie de unicitate. Există un singur plan a 

care să o conţină pe d1 şi să fie paralelă cu d3. Există un singur plan P 
care sl o conţină pe d2 şi să fie paralel cu d3. Planele a şi P se 
întâlnesc dupl o unică dreaptă, care va fi paralelă cu d3. Această 

dreaptă este g! 
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Greşeala? Este şi aici aceeaşi: am considerat procedeul unic 
(deşi aveam încă unul în prima soluţie)! 

în fond se poate arăta el\ ambele procedee duc la aceeaşi dreaptă 
g. într-adevăr, în prima soluţie dreptele d2 şi BC determină în fond 
planul ~ din a doua soluţie. 

Dar chiar dacl\ am demonstrat acest lucru, tot nu ne putem 
declara mulţumiţi pentru că nu ştim dacă nu cumva există încă, cel 
puţin o a treia posibilitate de construcţie etc. 

Atunci să vedem cum abordăm corect demonstraţia de 
Unicitate. Consideram că, ,,sprijinindu-se" pe d1 şi d2 există 

două drepte CB şi EF, amândouă paralele cu d3 (fig. 42). 
Aceste drepte, CB şi 

EF, vor fi deci paralele între 
ele, deci coplanare. Deci şi 

dreapta CE = d 1 şi dreapta 
BF = d2 sunt într-un acelaşi 
plan determinat de CB şi EF. 
Aceasta însă este absurd 
pentru că în ipoteză am 
precizat că d 1 şi d 2 nu sunt 
coplanare. 

Aceasta este o 
demonstraţie de unicitate 

Fig. 42 

corectă pentru că face abstracţie de modul cum s-a demonstrat 
existenţa. Ne-am oprit mai mult la comentarea acestei probleme 
pentru a pune în evidenţă un tip oarecare de raţionament destul de des 
întâlnit, dar care trebuie evitat cu multă atenţie. 

Atenţie: La o demonstraţie de unicitate, evitaţi să vă folosiţi de 
demonstraţia de existenţă! 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

1) Dacă o dreaptă este paralelă cu un plan, este ea atunci 

paralelă cu orice dreaptă din acel plan? 

ss 
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2. Arătaţi că dacă dreapta d este paralelă cu planul ex şi dacă 

dreapta d 1 este paralelă cu dreapta d, atunci d 1 li ex. 
3. Dacă două drepte paralele sunt tăiate de un plan variabil în 

punctele A, respectiv B să se găsească locul geometric al punctului M, 

mijlocul segmentului AB. 

4. Intersectând laturile unui patrulater strâmb cu un plan paralel 

cu o diagonală, stabiliţi natura patrulaterului convex cu vârfurile în 

aceste patru puncte. 

5. Se dau două plane ex şi '3 având o dreaptă comună d şi două 

puncte A e ex, B e '3. Să se ducă prin A şi B două drepte paralele 

conţinute respectiv în planele ex şi '3. 
6. Prin două drepte paralele d şi d' trec două plane ex şi ex' tăiate 

de un al treilea plan '3. în ce condiţii sunt dreptele a = ex fî '3 şi 

a'= ex' fî '3 paralele? 

7. Dacă d1 şi d2 sunt drepte în spaţiu, neparalele, atunci există 

un plan şi numai unul care conţine dreapta d1 şi este paralel la d2. 

8. Se reconsiderăm o problema anterioară: 

Să se ducă printr-un punct dat P o dreaptă coplanară cu două 

drepte date d1 şi d2. Cum trebuie să · fie aşezat punctul P, d1 şi d2 
fiind date, astfel încât dreapta obţinută să intersectează atât pe d 1 cât 

şi pe d2? 

9. Se dau două drepte d1 şi d2 şi o a treia dreaptă a, paralelă cu 

ele şi se considera un punct A e a. Să se găsească locul geometric al 

intersecţiei planului ex1 care conţine pe d1 şi trece prin A cu planul ex2 
care conţine pe d2 şi trece prin A. 

1 O. Aceeaşi problemă ca la 9), însă dreapta a nu este paralelă cu 

dreptele d J şi d 2· 
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11. Se consideră trei drepte în spaţiu d1, d2, d3, necoplanare 

două câte două şi neparalele cu acelaşi plan. Să se arate că există 

paralelograme având două vârfuri pe d3 şi câte un vârf pe d1 şi d2. 

·ce element al acestui paralelogram trebuie dat, pentru ca el să fie unic 

determinat? 
12. Fie d1, d2, d3, d4 patru drepte în spaţiu. SA se construiascA 

un trapez având câte un vârf al celeilalte baze pe d3 şi d4. Să se 
efectueze construcţia când: 

a. vârfurile pe d1 şi d2 sunt date; 
b. vârfurile pe d1 şi d3 sunt date. 
13. Fie A, B, C, D patru plillcte oarecare în spaţiu. Fie M, N, Q, 

R şi S mijloacele segmentelor AB, BC, CD, DA, AC şi BD (în această 
ordine). Să se arate că: 

a. MNPQ este paralelogram; 
b. MRPS este paralelogram; 
c. NRQS este paralelogram; 
d. Dreptele MP, NQ şi RS sunt concurente. 

14. Se consideră patru puncte în spaţiu A, B, C, D. Fie A·, B', 
C', D' intersecţiile medianelor triunghiurilor BCD, ACD, ABD şi ABC 
(în această ordine). 

a. Să se arate că AA ', BB ', CC·, DD' sunt concurente 
într-un punct G şi că AG = 3/4 AA ', BG = 3/4 BB', CG = 3/4 cc· şi 
DG=3/4DD'. 

b. Să se arate că punctul G coincide cu punctul de cocurenţl 
de la 13) d) şi este situat la mijlocul segmentelor MP, NQ, RS 
considerate în acea problemă. Punctul G se nwneşte baricentrul 
tetraedrului ABCD. 

15. Să se arate că punctele A', B ·, c: D' de la problema 14) nu 
sunt coplanare. 

16. Dându-se două segmente în spaţiu, AB şi CD, şi fie M un 
punct mobil pe AB şi N un punct mobil pe CD. Să se găsească locul 
geometric al punctului P, mijlocul segmentului MN. 
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17. Într-un vârf P al unui poliedru se întâlnesc două hexagoane 
regulate şi un pltrat (şi numai acestea!). SA se arate el printre celelalte 
zece vârfuri ale hexagonelor şi ale pătratului există cinci puncte 
situate în acelaşi plan care este diferit de cele trei feţe considerate. 

§ 3. PLANE PARALELE 

Din paragrafele anterioare ne este cunoscut faptul el două plane 
a şi p pot fi unul faţl de celălalt în una şi numai una din următoarele 
situaţii: 

a) Planele a şi P au o dreaptă şi numai una comună; 
b) Planele a şi P au mai mult decât o dreaptă comuni şi în acest 

caz au toate punctele comune, adicl coincid; 
c) Planele a şi P nu au nici llll punct com\lll. 
Definiţie. Daci planele a şi P nu au o dreaptă şi numai una 

comuni spllllem el ele sunt paralele şi vom scrie a li p. 
Deci oricare din situaţiile b) sau c) de mai sus, planul a va fi 

paralel cu planul p. Vom putea scrie deci, în particular, a li ex. în cazul 
în care planul a nu este paralel cu planul p, adică în situaţia a), vom 

scrie a X p. 

A 7 
cxn'3 =</, cxnoc=oc 
oe li~ oe IJOC. 

Fig. 43 
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Teoremi. Dacă printr-un punct P ducem două drepte 

distincte a şi b paralele la un plan 0t, atunci planul determinat de 
dreptele a şi b este paralel cu planul ex. 

/2 

I 7 
Fig. 44 

Demonstraţie. Avem două posibilităţi: 

1) P E ex, atunci a şi b ar fi situate în planul ex ( altfel ar avea cu 
acesta punctul P şi numai pe acesta comun şi deci nu ar fi paralele cu 
planul ex). Planul determinat de dreptele a şi bar fi chiar planul ex. 

2) Să presupunem că P e; ex (fig. 44). Fie a şi b două drepte 
distincte care trec prin punctul P şi sunt paralele cu planul ex. Dreptele 

a şi b determină un plan J3 şi numai unul. Dacă J3 nu ar fi paralel cu 
planul ex, atunci ar avea cu acesta o dreaptă d şi numai una comună 
(căci planele sunt distincte, deoarece Pi!: ex însă Pe (3). Cel puţin una 
din dreptele a sau b nu este paralelă cu dreapta d (altfel ar trece prin P 
două paralele la d_, în planul (3, ceea ce este imposibil). Pentru fixarea 
ideilor vom presupune că dreapta a are un punct M comun cu dreapta 
d ( dacă dreapta b ar avea un punct comun cu dreapta d, am judeca 
analog). Punctul Mar fi deci un punct comun dreptei a şi planului ex, 
însă aceasta este în contradicţie cu afirmaţia că dreapta a este paralelă 
cu planul ex. Deci planul J3 este paralel cu planul ex. 
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Teoreml. Printr-un punct P exterior unui plan ex. putem duce 
la acest plan ex., un plan paralel şi numai unul. 

Demonstraţie. Va trebui să arătăm două lucnni: 
1) Putem duce prin punctul P un plan paralel cu planul ex.. 
2) Acest plan este unic determinat. 
1) Fie a şi b două drepte distincte care trec prin punctul P şi 

care sunt paralele la planul a. Conform teoremei precedente planul 
determinat de dreptele a şi b este paralel cu planul ex.. Deci putem 
duce prin punctul P un plan paralel cu planul ex.. 

2) Fie c şi d două drepte distincte din planul ex. care au un punct 
comun. Fie ~ un plan paralel la planul ex.. Dreptele c şi d vor fi 
paralele la planul ~- Ducem prin punctul P dreptele c' şi d' paralele cu 
dreptele c, respectiv d, atunci dreptele c' şi d' vor fi situate în planul 
~- Pe de altă parte, dreptele c' şi d' sunt distincte şi au un punct P şi 
numai unul comun. Oricare ar fi planul care trece prin punctul P 

şi este paralel la planul ex. conţine dreptele c' şi d'. Dar c' şi d ' 

determină în mod unic un plan. 
Consecinţ4. Dacă d este o dreaptă paralelă la planul ex., putem 

duce un plan şi numai unul paralel la ex., care să conţină dreapta d. 
Alte proprietăţi legate de drepte şi plane paralele vor fi puse în 

evidenţă în paragraful urmltor, cu ocazia analizei poziţiilor relative 
posibile a trei plane. 

§ 4. POZIŢIILE RELATIVE A TREI PLANE 

1n cele ce utmează vom presupune că planele sunt distincte 
două câte două. 

Fiind date trei plane ex., ~ şi "( distincte două câte două, putem 
avea una şi numai una din următoarele situaţii: 
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1) Planele au o dreaptă şi numai una comună. Aceasta înseamnă 
cil există o dreaptă d care să fie situată atât în planul ex, cât şi în p, cât 

şi în 'Y (fig. 45). 
2) Planele au un punct şi numai unul comun, adică există un 

punct P comun care să fie situat simultan în planele ex, P şi 'Y· 
3) Planele nu au nici un punct comun toate trei. în acest caz 

avem următoarele posibilităţi: 
a. Două plane sunt paralele tăiate de al treilea plan. 
b. Planele sunt paralele două câte două. 
c. Planele sunt secante două câte două, însă nu există nici un 

punct care să fie simultan în toate cele trei plane. 
în continuare vom analiza fiecare din aceste situaţii. 
1) Fie o dreaptă d. Putem duce trei plane astfel încât fiecare 

plan să conţină dreapta d. 

Fig. 45 

Dacă trei plane distincte au o dreaptă comună atunci ele nu mai 

pot avea în comun nici un punct nesituat pe această dreaptă comună 

(altfel ar coincide). 

2) Sil demonstrăm el există trei plane care au un singur punct 

comun. 
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Fie într-un plan 0t două semidrepte OX şi OY şi un punct Z 

exterior planului Ot (fig.46). 

oe 
Fig. 46 

Considerăm dreapta OZ. Planele (XOY) = 0t, (ZOX) şi (YOZ) au 
comun numai punctul O. Dacă XOY şi XOZ, de pildă, ar mai avea în 
afară de OX un punct comun ar coincide, deci Z ar aparţine lui 0t 

ceea ce contrazice premisa. Raţionament analog pentru celelalte 
perechi de plane. 

Dacă am prelungi sernidreptele OX, OY, OZ figura arată că 

aceste trei plane împart spaţiul în opt regiuni. 
3) a. Teoreml. Fie Ot şi P doud plane paralele. Dacd un plan 'Y 

taie unul din aceste plane atunci îl taie şi pe celdlalt şi dreptele de 
intersecţie vor fi drepte paralele. 

Simbolic vom scrie (Ot li P şi Ot n y = a) ~ ( 3 b = P n y 
şi a li b). 

Demonstraţie. într-adevăr, fie a dreapta de intersecţie a planului 
'Y cu planul Ot. Dacă planul "( ar fi paralel cu planul p, atunci printr-un 
punct ales pe dreapta a am putea duce două plane distincte Ot şi 'Y care 
să fie paralele cu planul p, ceea ce nu este posibil. Deci afirmaţia că 
planul y ar fi paralel cu planul p este falsă. Rezultă că planele p şi 'Y au 
o dreaptă b comună şi numai pe aceasta. 
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Să arătăm că a li b. 
Dacă dreapta a nu ar fi paralelă cu dreapta b, atunci ele ar avea 

un punct P şi numai unul comun (căci ele sunt distincte şi situate 
ambele în planul "{). Or atunci punctul P ar fi situat atât în planul ex, 
cât şi în planul (3, ceea ce este imposibil. Rezultă că dreptele a şi b 
sunt paralele (fig. 47). 

Fig. 47 

b. Prin teorema următoare vom clarifica ce înţelegem prin trei 
plane paralele două câte două. 

Teoremă. Daci! planul ex este paralel cu planul J3 şi acesta este 
la rândul său paralel cu planul "f, atunci planul ex este paralel cu 
planuly. · 

Demonstraţie. într-adevăr, dacă planul ex nu ar fi paralel cu 
planul 'Y, atunci ele ar avea o dreaptă şi numai una comună. Or în acest 
caz, deoarece J3 11 'Y, conform teoremei precedente, rezultă că planul ex 
ar avea cu planul f3 o dreaptă şi numai una comună, ceea ce este 
imposibil Rezultă că planul ex este paralel cu planul y (fig. 48). 

~A( 7 
~ 7 

Li 7 A 7 
a 

Fig. 48 b 

63 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



c. Teoreml. Dac4 trei plane ex., p şi 'Y nu au nici un punct 
comun şi se taie două câte două, atunci cele trei drepte de intersecţie 

' vor fi paralele (fig. 49). 

Fig. 49 

Demonstraţie. Fie a, b şi c dreptele comune respectiv planelor 
<X şi f3, <X şi 'Y şi în sfârşit f3 şi y. Să arătăm, de exemplu, că dreptele a 
şi b sunt paralele. Dreptele a şi b sunt situate în planul a. Dacă ele nu 
ar fi paralele atunci vor avea un punct P şi numai unul comun. Or în 
acest caz, punctul P ar fi un punct comun planelor Ot, f3 şi 'Y ( căci orice 
punct al dreptei a este şi un punct al planelor <X şi p şi orice punct al 
dreptei b este un punct comun planelor <X şi y). Or acest lucru este 

imposibil. Rezultă că afirmaţia că dreptele a şi b nu ar fi paralele este 
falsă. Deci a este paralelă cu b. 

Analog se demonstrează că b este paralelă cu c. Or dacă a li b şi 
b li c, atunci a li c. Şi cu aceasta teorema este demonstrată. 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 
1. Să se arate că dacă două plane sunt paralele (amândouă) cu 

două drepte necoplanare d J şi d 2 atunci sunt paralele între ele. 
· 2. Fie punctul A şi planul <X (A ~ a). Dacă B este un punct al 

planului ex, să se găsească locul geometric al punctului M, mijlocul 
segmentului AB. 
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3. Se dă o dreaptă d şi un punct A. Se consideră mulţimea 
planelor care trec prin A şi sunt paralele cu d. Să se arate că aceste 
plane au o dreaptă comună. 

4. Să se determine locul geometric al punctelor situate la 
distanţe egale de două plane paralele. 

5. Să se determine locul geometric al punctelor astfel încât 
suma distanţelor lor la două drepte paralele să fie constantă. Discuţie! 

6. Să se determine locul geometric al punctelor astfel încât 
diferenţa distanţelor lor la două plane paralele să fie constantă. 

7. Demonstraţi că dacă patru drepte paralele determină pe un 
plan oarecare vârfurile unui paralelogram, atunci ele determină pe 
orice plan care le secţionează, vârfurile unui paralelogram. 

8. Arătaţi că dacă două drepte concurente se intersectează cu 
două plane paralele în punctele A, B, respectiv D, C astfel încât 
patrulaterul ABCD să fie inscriptibil, atunci ABCD este un trapez 
isoscel. 

9. Dacă două plane paralele determină pe două secante, 
segmente egale, sunt aceste două secante paralele? Argumentaţi 
răspunsul vostru! 

10. Se dau trei drepte concurente în spaţiu care se intersectează 
cu plane paralele. 

a) Să se arate că punctele de intersecţie ale dreptelor cu planele 
paralele suilt vârfurile unor triunghiuri respectiv asemenea. 

b) Să se arate că centrele de greutate ale tuturor triunghiurilor 
obţinute intersectând cele trei drepte cu plane paralele sunt situate pe 
aceeaşi dreaptă. 

c) Aceeaşi problemă ca la punctul b) pentru ortocentrele 
triunghiurilor cât şi pentru centrele cercurilor circumscrise acestor 
triunghiuri. 

11. O porţiune de acoperiş este mărginită de două baze 
dreptunghice ABCD şi A 'B'C'D', cu dimensiunile AB = 4a, BC = 2a, 
A 'B' = 3a, B'C' = a. SI se stabilească dacă "creasta" MN a 
acoperişului este paralelă cu AB sau cu BC. 
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12. Se dau în spaţiu patru drepte concurente în punctul A astfel 
încât oricare trei din ele să nu fie coplanare. 

a) Să se intersecteze aceste drepte cu un plan astfel încât cele 

patru puncte obţinute să fie vârfurile unui paralelogram. 

b) Două paralelograme astfel obţinute, cu vârfurile opuse pe 

aceleaşi drepte sunt asemenea. 

13. Arătaţi ~ă dacă două plane neparalele sunt intersectate de 

două drepte paralele în patru puncte situate pe acelaşi cerc, aceste 

puncte sunt vârfurile unui trapez isoscel sau ale unui dreptunghi. 

Să se caracterizeze cele două situaţii prin poziţiile celor două 

drepte faţl de dreapta de intersecţie a celor doul plane. 

14. Fie d1, d2, d3, d4 patru drepte oarecare din spaţiu. Să se 

arate că există în general un trapez care are vârfurile pe câte una din 
dreptele date. Să se efectueze construcţia în cazul când se dau două 

vârfuri ale trapezului: 

a) ale unuei baze; 

b) din doul baze diferite. 

15. Se consideră planele paralele a li P li "(. Fie A, B e a şi 

C, D e p. Fie P, Q, R, S intersecţiile dreptelor AC, BC, BD, 

AD cu planul 'Y· 
a) Sl se arate el PQRS este un paralelogram; 

b) 1n ce caz este acest paralelogram romb? 

16. Fie a1 li a2 şi P1 li P2 patru plane, astfel încât a1 li P1 
(neparalel). Să se arate că dreptele a1 n P 1 şi <X2 n Pi sunt paralele. 

17. O piramidă are ca bazl un paralelogram. Ce poligon se 

obţine secţionând aceastl piramidă cu un plan paralel cu o faţl 

laterală? 

18. Câte laturi poate avea poligonul de secţiune a unei piramide 

cu baza hexagon regulat, cu un plan paralel cu o faţl laterală? 
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19. Se dau patru drepte Ox, Oy, Oz, Ot printre care nu există 

trei coplanare. Se alege punctul A pe Ox. Prin A se duce planul ex 

paralel la planul Ozt şi fie B punctul de intersecţie cu Oy. Prin B se 
duce planul 13 paralel la planul Otx care taie Oz în C, iar prin C se 

duce planul y paralel la planul Oxy care taie Ot în D. Să se arate că 
planul 6 care trece prin D şi este paralel cu planul Oyz trece prin 
punctul A. 

20. Se consideră un plan ex şi două drepte necoplanare d1 şi d2 
nesituate în ex. Se duce un plan 13 paralel la planul ex care taie dreptele 

d 1 şi d 2 respectiv în A 1 şi A 2. 

a) Să se construiască în planul ex un segment egal şi paralel 

cuA1A2; 

b) Să se indice cum trebuie ales planul 13 astfel încât A 1A 2 să fie 

minim posibil! 

§ S. TEOREMA LUI DESARGUES 

Fie triunghiurile ABC şi A 'B ·c._· astfel îrt,cât dreptele AA ·, 

BB' şi CC's4 fie concurente şi astfel încât oricare cinci din 

punctele A, B, C, A ·, B ', C' sd nu fie coplanare. Fie, de asemenea, 

punctele M, N şi P intersecţiile dreptelor BC cu B'C', AC cu A'C' 

respectiv AB cu A 'B •. 

ln condiţiile de mai sus punctele M, N şi P sunt coliniare. 

Demonstraţie. Deoarece oricare cinci din punctele A, B, C, A ', 

B ', C' nu sunt coplanare rezultă că planele determinate de punctele A, 

B, C şi A', B', C' sunt distincte. Dreptele AA: BB' fiind concurente 

rezultă că punctele A, B, A ', B' sunt coplanare. Tot astfel şi punctele 
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A, C, A ', C' sunt coplanare şi, de asemenea, şi punctele B, C, B ', C' 

vor fi coplanare (fig. 50). 

o 

---- M 

Fig. 50 

Planele determinate de punctele A, B, C respectiv A ', B ', C · vor 

avea o dreaptă d comună şi numai pe aceasta. Aceasta rezultă din 

faptul că, de exemplu, dreptele BC şi B'C' care sunt situate în aceste 
plane au un punct M comun, care evident este situat pe dreapta d. însă 
punctele N şi P vor aparţine de asemenea dreptei d, căci sunt punctele 

de intersecţie a respectiv două drepte conţinute în fiecare din planele 
determinate de punctele A, B, C respectiv A ', B ', C •. Rezultă că 

punctele M, N şi P sunt situate pe dreapta d, deci sunt coliniare. 

Observaţii. 1) Este, de asemenea, adevărată şi reciproca acestei 

teoreme pe care o putem enunţa în modul următor: 

Dacă punctele coliniare M, N şi P sunt intersecţiile perechilor 

de laturi BC, B'C', AC, A 'C', respectiv AB, A 'B' ale triunghiurilor 

ABC şi A 'B'C' unde oricare doud din dreptele AA ', BB' şi CC' au un 

punct comun, atunci toate dreptele AA ', BB' şi CC' au un punct 

comun, adică sunt concurente. 
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2) Teorema lui Desargues este adevărată şi în cazul ciind 
punctele A, B, C, A', B ', C' sunt coplanare şi dacă celelalte covdiţii 
din enunţ sunt verificate. 

Un mod simplu de de a vedea aceasta va fi prezentat la 
paragraful proiecţii. 

3) Teorema rămâne adevărată şi atunci când segmentele AA ', 
BB' şi CC' sunt paralele şi punctele A, B, C (deci şi A', B', C) nu 
sunt situate pe aceeaşi dreaptă (iar în cazul din geometria în spaţiu 
segmentele AA ', deci şi BB ' şi CC', să nu fie în planele ABC, 
respectiv A 'B'C) (fig. 51). 

d 

Demonstraţia teoremei în acest din urmă caz este aceeaşi. 

,,. 
p ,,. ,,. 

----

A 

Fig. 51 

§ 6. ELEMENTE LA INFINIT 

--- - - - - - ---- M 

În observaţia 3) din ultima teoremă am văzut că trei drepte 
paralele (AA ', BB' CC) se comportă ca trei drepte concurente. 
Evident două drepte paralele distincte nu au, conform definiţiei, nici 
un punct comun. Dar în unele probleme el se comportă la fel ca şi 
dreptele concurente. Vom spune din acest motiv că ele au un punct "la 
infinit" comun, şi numai pe acesta. 

Ca urmare a ultimei noastre teoreme, toate dreptele de direcţie 
dată (adică paralele) au comun acelaşi "punct la infinit". Două drepte 
de direcţii diferite vor avea "punctele la infinit" distincte. 
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Conform cu cele de mai sus, două plane paralele spunem că au 

comun o "dreaptă la infinit". Toate planele paralele cu un plan dat au 

comun aceeaşi dreaptă de la infinit. 

Astfel ajungem în situaţia ca orice două piane să aibă o dreaptă 
de intersecţie şi oricare două drepte coplanare diferite să aibă un punct 

de intersecţie. Proprietăţile Pl, P3, P4 şi PS ramân valabile. 

§ 7. TEOREMA LUI THALES ÎN SPAŢIU 

Teoremi. Fie a. şi J3 doud plane distincte paralele şi fie d o 

dreaptd nesituatd în planul ex. care are cu acest plan un punct P 

comun. ln acest caz dreapta d va avea şi cu planul J3 un punct comun 

şi numai unul. 

Demonstraţie. Dacă dreapta d nu ar avea un p'llllct şi numai 

unul comun cu planul 13, atunci ea ar fi paralelă la acest plan (adică 

sau nu va avea cu acesta nici un p'llllct comun sau va fi situată 

în planul J3). 
Dreapta d nu poate fi situată în planul 13, deoarece p'llllctul pe 

care îl are în comun cu planul ex nu este situat în planul J3. Să arătăm 
că şi cealaltă alternativă este exclusă. 

într-adevăr, dacă M ar fi un punct oarecare al planului 13, 
dreapta d şi punctul M ar determina 'lll1 plan 'Y şi numai 'llllul care ar 

tăia planele ex şi J3 după dreptele a şi b paralele ( conform teoremei 

3a.). Evident, dreptele a şi dar fi distincte şi trec ambele prin punctul 

P. Însă a şi d nu au nici un punct comun cu dreapta b. însă aceasta 

contravine faptului că printr-un punct exterior unei drepte putem duce 
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la aceast! dreaptă o singura paralelă. Deci afirmaţia că dreapta d nu 

are un punct şi numai unul comun cu planul P este falsă. Rezultă că 

dreapta d are cu planul P un punct comun şi numai unul. 

Teoreml. Dacă două plane paralele distincte a şi P sunt tăiate 

de douil drepte paralele atunci segmentele pe care le determină 

planele pe aceste drepte sunt egale. 

Demonstraţie. Dacă dreptele d 1 şi di nu sunt distincte, atunci 

afirmaţia din enunţ este adevărată. 

Să presupunem că dreptele d1 şi di sunt distincte. în acest caz 

exist! un plan y unic determinat care conţine dreptele d1 şi di. Fie A şi 

B intersecţiile dreptei d1 cu planele Ot şi p şi, fie C şi D intersecţiile 

dreptei di cu planele Ot şi P (fig. 52). 

Fig. 52 

C 
\ 

' ' 

Planul y taie planele ex şi P după dreptele paralele AC, respectiv 

BD. Rezultă că patrulaterul ABCD este un paralelogram, având două 

perechi de laturi opuse paralele. Rezultă că AB = CD. 
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TeoreiDI. Mai multe plane paralele determind pe doud drepte 
oarecare, care le intersecteazd pe acestea, segmente respectiv 
proporţionale. 

81/ 

C3 

Fig. 53 

Demonstraţie. Fie planele a, P şi y trei plane paralele distincte 
două câte două şi fie d1 şi d2 două drepte distincte care taie cele trei 
planeînpuncteleA1, B1, C1, respectivA2, B2, C2 (fig. 53). 

Vom duce prin A2 o paralelă la d'1 la dreapta d1 şi fie B3 şi C3 
intersecţia dreptei d'1 cu planele P şi y. Astfel în triunghiul A2C3C2 
segmentul B iB 3 este paralel la C 2C 3 şi putem scrie deci: 
A,B2 A,B3 A,B2 B2C2 îns 
--=--. Rezultă: --=--. ă A#3 = A1B1 şi 
B2C2 B3C3 A,B3 B3C3 

A.B2 B2C2 
B3C3 = B1C1. Rezultă că:--=--. 

A1B1 B1C1 

Observaţie. în enunţul teoremei am vorbit de "mai multe plane 
paralele" şi nu despre trei plane aşa cum apare în demonstraţie. Dacă 
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. A2B2 
am avea doar două plane, atunci raportul -- nu am avea cu cine 

AIBI 
să-l comparăm. Dacă am avea mai mult decât trei plane paralele, am 
obţine un şir de rapoarte egale (numărul de rapoarte fiind egal cu 
numărul planelor micşorat cu 1 ). 

EXERCITU SI PROBLEME 
' ' 

1. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare în spaţiu. Orice plan 
paralel cu AB şi CD determină pe AD şi BC segmente proporţionale. 

2. Se consideră trei drepte Ox, Oy, Oz necoplanare şi un punct 
A e Ox, A -:ţ. O. Se duc toate planele ABC cu B e Oy, C e Oz. Care 
este locul geometric al punctului de intersecţie al medianelor 
triunghiului ABC! 

3. Se consideră două plane paralele ex şi~- Se iau A e ex, B e ~ 
AC 

şi apoi un punct C pe segmentul AB aşa încât - = 3. Ce figură 
CB 

descrie C când A şi B parcurg ex, respectiv ~? 
4. Linia frântă închisă ABCDA este tăiată de planul 0 în - - - -

punctele M, N, P, Q (Me AB,Ne BC,Pe CD,Qe DA). Ducând 

prin A, B, C, D respectiv planele ex, P, y, o şi ducând o dreaptă d care 
taie aceste plane în A ', B ', C ', D ', să se dovedească următoarea 

AM BN CP DQ 
relaţie: --.-.---=1. 

MB NC PD QA 

§ 8. NOŢIUNI GENERALE DESPRE PRISME 

Fie A, A2 ... A„ A1 un poligon închis, pe care îl vom presupune 
(pentru simplificare) situat într-un plan. Fie, de asemenea, o dreaptă d 
care nu este paralelă cu planul poligonului A, A

2 
. .. A„ A, . Să 

considerăm dreptele di,d2 , ... ,d,. paralele cu d şi care trec respectiv 
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prin punctele Ai ,ţ ... , A,.. Vom considera, de asemenea, planele care 
conţin două drepte consecutive (adică al căror indice diferă cu 1), 
precum şi planul care conţine dreptele d1 şi dn. 

Definiţie. Se numeşte suprafaţd prismaticd figura determinată 
de porţiunile planelor cuprinse între două drepte consecutive din cele 
de mai sus (inclusiv între d1 şi dreapta dn)· Dreptele d"d2 , ... ,d. se 
numesc muchiile suprafeţei prismatice. 

Exemplu: 

· A3 

A1~,'\2 

Fig. 54 

Teoreml. Secţiunile unei suprafeţe prismatice cu două plane 
paralele, care însă nu sunt paralele cu muchiile acesteia, sunt 
poligoane egale. 

Demonstraţie. Vom demonstra această teoremă pentru o 
suprafaţă prismatică care are patru muchii. Demonstraţia în cazul 
general se face exact la fel. 

Fie deci o suprafaţă prismatică cu muchiile d1, d2, d3 şi d4 şi fie 
ex şi p două plane paralele (însă neparalele cu muchiile). Notăm cu 
ABCD şi A 'B'C'D' intersecţia planului ex şi a planului P cu suprafaţa 
prismatică dată (fig. 55). 

Pentru a arata că doul patrulatere sunt egale va trebui sl arătam 
că au laturile respectiv egale şi unghiurile cuprinse între două laturi 
respectiv egale să fie şi ele egale. Va fi suficient să demonstrăm că 
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triunghiurile ABC, BCD şi CDA sunt respectiv egale cu triunghiurile 
A 'B'C', B'C'D' şi C'D'A '. 

Vom arăta acum că triunghiul ABC este egal cu triunghiul 
A 'B 'C'. Egalitatea celorlalte triunghiuri se demonstrează la fel. Prin 
ipoteză AA' li BB', deoarece d1 li d2• Planul determinat de dreptele 
d1 şi d2 va tăia planele <X şi p după dreptele AB şi A 'B' paralele. Din 
AA ' 11 BB' şi AB II A 'B' rezultă cii patrulaterul AA 'B 'B va fi un 
paralelogram. Deci AB = A 'B '. 

Fig.55 

Analog se · demonstrează că BB'C'C şi AA 'C'C sunt 
paralelograme. Din faptul că AB = A 'B ', BC = B 'C' şi CA = C 'A ' 
rezultă egalitatea triunghiurilor ABC şi A 'B'C'. Deci şi 

A A 

ABC= A' B' C', adică unghiurile cuprinse de laturi respectiv egale 
(AB = A 'B' şi BC = B 'C') sunt egale. 

Absolut la fel se demonstrează că celelalte elemente ale 
patrulaterelor ABCD şi A 'B'C'D' sunt respectiv egale. Deci 
ABCD = A 'B'C'D'. 
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Definiţie. Poliedrul determinat de o suprafaţă prismatică şi 

două plane paralele distincte (însă neparalele cu muchiile suprafeţei 

prismatice) se numeşte prismă. 

Cele două poligoane egale determinate de cele două plane 

neparalele cu muchiile suprafeţei prismatice se numesc bazele 

prismei. Celelalte feţe ale poliedrului (adică cele situate pe suprafaţa 

prismatică) se numesc feţe laterale ale prismei. Laturile feţelor 

laterale care nu sunt laturi ale bazelor se numesc muchii laterale ale 

prismei, iar laturile bazelor se numesc muchiile bazelor. 

Observaţii. 1) Din teorema precedentă rezultă căfeţele laterale 

ale unei prisme sunt paralelograme. O prismă care are ca bază un 

paralelogram se va numi paralelipiped. Segmentul care uneşte 

două vârfuri care nu aparţin unei feţe se numeşte diagonală "spaţială" 

a prismei. 

2) Dacă poligonul de bază al unei prisme este convex, atunci 

prisma este un poliedru convex. 

CLASIFICĂRI ŞI NOTAŢil 

Prismele se clasifică în primul rând după forma bazelor lor. 

Astfel, o prismă ale cărei baze sunt triunghiuri se numeşte prismă 

triunghiulară, o prismă ale cărei baze sunt patrulatere se numeşte 

prismd patrulateră etc. Dacă ne interesează şi alte proprietăţi care pot 

interveni, vom adăuga la denumirea prismei şi aceste proprietăţi. 

Astfel, de exemplu, dacă baza unei prisme este un pătrat atunci vom 

spune prismd patrulateră cu baza un pdtrat. 
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A E' 
B 

Fig. 56a A' Fig. 56c 

I 
I 

'E 
).!: -,,. ,,. 

A 
Fig. 56b 

Vom nota prismele astfel: vârfurile unei baze le vom nota cu 
litere mari ale alfabetului, iar vârfurile celeilalte baze le vom nota 
corespunzător cu aceleaşi litere însA cu un "prim" pentru a le distinge 
de celelalte vârfuri (vezi figura). 

Prisma din figura 56a o vom nota cuABCA 'B'C'. 
Prisma din figura 56b o vom nota cu ABCDA 'B 'C 'D '. 
Prisma din figura 56c o vom nota cuABCDEA 'B'C 'D'E'. 

Observaţie. Am vorbit în§ 4 (Cap. al II-lea) despre denumirile 
poliedrelor. Acolo am vorbit însA, în special, despre piramide. în acest 
paragraf am vorbit despre prisme. Nu am folosit la denumirile celor 
două tipuri de poliedre (piramide, prisme) denumirea după numilrul 
lor de feţe. 

Prismele din figurile 56a, 56b, 56c, ar trebui să se numească 
„pentaedru" (poliedru cu cinci feţe), ,,hexaedru" (poliedru cu şase 
feţe), ,heptaedru" (poliedru cu şapte feţe). 
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Nu trebuie să se creadă că nu vom folosi totuşi acest mod de 
denumire a poliedrelor. Pentru piramide şi prisme vom folosi mai des 
denumirile date de noi ( adică vom spune piramidă sau prismă 
triunghiulară, de exemplu) pentru a scoate în evidenţă structura 
particulară a acestora. 

Observaţie. O suprafaţă prismatică definită de poligonul P şi 
de o dreaptă d este formată din totalitatea dreptelor paralele cu d ce 
intersectează poligonul P (înţelegem prin aceasta că intersectează una 
din laturile poligonului). 

§ 9. DESPRE PARALELIPIPEDE 

Definiţie. Se numeşte paralelipiped o prismă cu bazele 
paralelograme. 

Deci un paralelipiped este o prismă care are toate feţele 
paralelograme. 

Observaţie. Paralelipipedul apare ca o prismă indiferent de faţa 
pe care o alegem bază. 

Luând trei perechi de plane doul câte două paralele şi distincte, 
astfel încât trei din ele să aibă un punct comun şi numai unul, cele 
şase plane determină un paralelipiped (fig. 57). 

Fig. 57 
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Teoremi. Diagonalele spaţiale ale 
unui paralelipiped sunt concurente, iar 
punctul lor comun este mijlocul fiec4rei 

D 

diagonale. A~-~-f 
Demonstraţie. Fie ABCDA 'B 'C 'D' 

un paralelipiped (fig. 58). 
Patrulaterul ACC'A' este un 

paralelogram, deoarece AA ' li CC' şi 

AA' = CC'. Patrulaterele ABC'D', 
BCD 'A', CDA 'B ', DAB 'C ', BB 'D 'D sunt, 
de asemenea, paralelograme. 

Fie O punctul de intersecţie a Fig. 58 

t 

diagonalelor AC' şi CA' ale paralelogramului ACC'A '. Vom arăta că 
diagonala BD' a paralelogramului BB 'D 'D trece şi ea prin punctul O. 
într-adevăr paralelogramul ABC'D' are în comun cu paralelogramul 
ACC'A' diagonaia AC'. Punctul O care este mijlocul lui AC' va fi şi 
mijlocul segmentului BD' care este cealaltă diagonală a 
paralelogramului ABC 1J '. 

Analog se demonstrează că şi diagonala D 'B trece, de 
asemenea, prin punctul O. 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

1. Pe muchiile AA ', BB ', CC' ale unei prisme triunghiulare 
ABCA 'B'C' alegem puncteleM. N, P. 

· a) Să se arate că dacă G este punctul de întâlnire al medianelor 
triunghiului ABC~ iar S cel al triunghiului MNP, atunci GS li AA '. 

b) Cunoscând AM. BN, CP să se calculeze GS. 
2. Consideram o prismă şi o piramidă ce au o bază în comun şi 

situate în semispaţii diferite determinate de planul acelei baze. 
Considerăm figura formată de toate feţele lor, exceptând baza 
comună. În ce caz această figură este un poliedru? Să se arate că 
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totdeauna o putem face să fie un poliedru, suprimând una sau 
două muchii şi unificând perechile respective de feţe şi 

eventual două muchii. 

3. O prismă care are ca bază poligoane cu n laturi are 10n 

diagonale faciale şi spaţiale la un loc. Să se determine n. 
4. Fie trei drepte în spaţiu, oricare două necoplanare. Să se 

demonstreze că există o prismă (paralelipiped) care se sprijină pe ele. 

5. Fie ABCDA 'B'C'D' un paralelipiped. Să se arate că 

mijloacele muchiilor AA ', A 'B', B'C', C'C, CD, DA sunt coplanare şi 

formează un hexagon cu laturile opuse p~ele şi egale. 

6. Se dau patru drepte Ox, Oy, Oz, Ot între care nu există trei 

coplanare. Să se arate că există un paralelipiped ale cărui patru 

diagonale spaţiale sunt aşezate pe aceste drepte. 

7. Să se descrie toate tipurile de secţiuni ale unei prisme 

triunghiulare printr-un plan. 

8. Aceeaşi problemă pentru o prismă patrulateră convexă. 

9. Fie ABCDA 'B'C'D' un paraleipiped şi O punctul de 

intersecţie a diagonalelor AC' cu A 'C. Fie a un plan oarecare care nu 

intersectează paralelipipedul şi AA1 li BB1 li CC1 li DD1 li A 'A '1 li 
B'B'1 li C'C•1 li D'D'1 li 001 drepte paralele cu toate literele notate cu 

indice 1 situate în planul a. Să se exprime suma: 

AA1 + BB1 + DD1 + A 'A '1 + B'B'1 + C'C'1 + D'D'1 
în funcţie de segmentul 00 J = m. 

10. Prin punctul O de intersecţie a diagonalelor AC' cu A 'Cale 

paralelipipedului ABCDA 'B'C'D' ducem un plan oarecare a. Să se 

demonstreze că sumele distanţelor vârfurilor unei baze la acest plan de 

secţiune este egală cu suma distanţelor vârfurilor celeilalte baze la 

planul a. 
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§ 10. TRUNCID DE PIRAMIDĂ 

Definiţie. Poliedrul ce rezultă îndepărtând dintr-o piramidă 
piramida mică obţinută secţionând piramida iniţială cu un plan paralel 
cu baza ei se numeşte trunchi de piramidă. 

Fig. 59 

Mai precis: Considerăm un poligon (1? situat într-un plan ex, un 
punct V e ex şi un plan P li ex astfel încât ex şi V sunt situate în 
semispaţii diferite determinate de planul p (fig. 59). Prin trunchi de 
piramidă determinat de V, (!l? şi J3 înţelegem poliedrul care are ca feţe: 

a. poligonul (1?, numit şi baza mare; 
b. poligonul din planul J3 care are ca laturi toate segmentele de 

forma A 'B 'unde AB este o latură a lui (1?, A'= VA n p, B' = VB n J3, 
numit baza mică; 

c. toate patrulaterele ABB 'A ' ce apar în situaţia de la punctul b ), 
numite feţe laterale. 

Pentru a pune în evidenţă proprietăţile unui trunchi de 
piramidă, avem nevoie de următoarea: 

Teoreml. Fie xOy şi x'O'y' două unghiuri în spaţiu, 

necoplanare, cu laturile respectiv paralele ( Ox li O x ', Oy li O y) şi 
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astfel încât perechile Ox, O x' şi Oy, O y' să fie în aceleaşi semip/ane 
determinate de dreapta 00' în planele xOO x ', yOO y '. 

în aceste ipoteze avem x()y = x'O'y'. 
Demonstraţie. 

Fig. 60 

Vom lua pe laturile paralele segmentele OA = O 'A ' = a, 
0B = O 'B' = b (fig. 60). Afirmăm că triunghiurile OAB şi O 'A 'B' 
sunt egale. într-adevăr, patrulaterul OAA 'O' este paralelogram, având 
laturile OA şi O'A' egale şi paralele. La fel OBB'O' este 
paralelogram. Dar şi ABB 'A • este paralelogram având laturile AA • şi 
BB' egale şi paralele (ambele fiind egale şi paralele cu 00). De aici 
rezultă că triunghiurile OAB şi O 'A 'B • sunt egale având toate laturile 

" " respectiv egale. Prin urmare unghiurile AOB şi A' O'B' sunt egale. 
Teoreml. Cele doud baze ale unui trunchi de piramidă sunt 

poligoane asemenea, cu laturile respectiv paralele (fig. 61). 
V 

Fig. 61 
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Demonstraţie. Laturile sunt respectiv paralele conform teoremei 
de secţiune a două plane paralele cu un al treilea plan. Unghiurile sunt 
respectiv egale conform teoremei precedente, iar V fiind vârful, A, B, 
C fiind trei vârfuri consecutive ale bazei mari şi A', B ', C' vârfurile 

AB VB BC 
corespunzătoare ale bazei mici, avem: A'B' = VB' = B'C' etc 

(conform teoremei fundamentale a asemlnării). 

Observaţie. Un trunchi de piramidă şi o prismă nu pot 

coincide, însă două astfel de poliedre având bazele cu acelaşi număr n 

de laturi sunt ,,combinatoric echivalente", ceea ce înseamnă că ele 

sunt ,,la fel constituite", adică ambele au două baze P şi P ', fiecare 

dintre ele având n. laturi ,ţ ~ , ... , A,,_1 A.,. , A,. ,ţ , respectiv 

A '1A '2, ... ,A 'n-JÂ 'n,A ',,A '1 şi n feţe laterale A 1AiA 'iA '1, ... , 

Ân-1A,,A ',,A 'n-1• A,,A1A '1A 'n etc. 

Fig. 62 

tn figura 62 se arată două poliedre cu şase feţe care nu sunt 

"combinatoric echivalente". 

O piramidă nu este combinatoric echivalentă cu un trunchi de 

piramidă, deoarece trunchiul de piramidă are cel puţin trei feţe 

patrulatere, pe când piramida are cel mult o astfel de faţă. 
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EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

1. Fie ABCA 'B 'C' un trunchi de piramidă triunghiulară. Fie M, 
N, P mijloacele muchiilor BC, CA, AB. Să se arate că segmentele 
A 'M, B 'N, C ·p sunt concurente. 

2. Să se arate că două dreptunghiuri cu laturile respectiv 
paralele pot fi bazele unui trunchi de piramidă dacă şi numai dacă ele 
sunt respectiv proporţionale (şi raportul de asemănare diferit de 1, caz 
în care ar fi paralelipiped). 

3. a) într-un trunchi de piramidă hexagonală se duc toate 
diagonalele care nu sunt diagonale ale feţelor. Câte astfel de 
diagonale obţinem? 

b) Aceeaşi întrebare pentru o prismă hexagonală. 

§ 11. POLIEDRE REGULATE ("COMBINATORIC") 

în plan, oricare ar fi n ~ 3 există poligoane regulate cu n laturi 

convexe. Reamintim că prin poligon regulat înţelegem un poligon cu 

toate laturile şi unghiurile egale. 

Noţiunea de poliedru regulat este ceva mai pretenţioasă. Un 

prim pas către această noţiune îl constituie considerarea de poliedre 

ale căror feţe sunt poligoane cu acelaşi număr n ~ 3 de laturi şi în 

fiecare vârf al cărora se intersectează acelaşi număr k ~ 3 de feţe. 
Relaţia lui Euler ne permite, swprinzător, să arătăm că există 

numai cinci tipuri "combinatorice" de astfel de poliedre convexe. 
nF nF 

într-adevăr, vom avea M = -, V= - şi relaţia lui Euler dă: 
2 k 

n n 
F + - F = - F + 2, relaţie care se scrie: 

k 2 
F (2n + 2k - kn) = 4k 
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sau 
F [4 - (k - 2)(n - 2)] = 4k. 

De aici deducem (k - 2)(n - 2) < 4, ceea ce se poate realiza, 
pentru k ~ 3, n ~ 3, numai în cinci moduri: 

4x3 
a) k - 2 = 1, n - 2 = 1, deci k = 3, n = 3, F=--=4, 

3 
3x4 3x4 

M=-
2
-=6, V=-

4
-=4; 

b) k- 2 = 1, n - 2 = 2, deci k= 3, n = 4, F = 6, M = 12, V= 8; 
c) k - 2 = 1, n - 2 = 3, deci k = 3, n = 5, F = 12, M = 30, 

V=20; 
d) k - 2 = 2, n - 2 = 1, deci k = 4, n = 3, F = 8, M = 8, V = 6; 
e)k-2=3,n-2= l,decik=5,n=3,F=20,M=30, V= 12. 
Cazul a) este realizat de tetraedru (fig. 63). 

Fig 63. 

Cazul b) este realizat de paralelipiped (fig. 64). 

Fig. 64. 

Cazul d) este realizat de "octaedru" (fig. 64), poliedru ce are ca 
feţe toate feţele laterale a două piramide patrulatere, cu baza convexă 
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comună şi cu vârfurile situate în semispaţii diferite determinate de 
planul bazei comune. 

Fig.65 

Realizarea cazurilor c) (dodecaedrul) şie) (icosaedrul) este mai 
dificilă. 

Cazul c) 
Se consideră un pentagon convex A1A]AjA,IÂ5 într-un plan ex 

(fig. 66). Se iau pe laturile lui pllllctele B1, B2, B3, B.,, B5 şi se alege 
un punct O în interiorul noului pentagon format. 

As 

At A4 

Fig. 66 

Se ia o dreaptă prin O, neconţinută în planul ex şi pe ea două 
puncte P şi P', de o parte şi de alta a lui O. Să considerăm planul 
P 'B 1B 2 şi semispaţiul determinat de el, ce conţine punctul O. Acest 
semispaţiu va conţine pllllctul P, toate punctele A3, A,t, A5, A1 şi BJ, 
B,t, B5, iar A2 va fi în celălalt semispaţiu determinat de planul P'B1B2. 
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Deci segmentul PA 2 va intersecta planul P 'B 1B 2 într-un punct C 2. 

Acest punct va aparţine semispaţiului determinat de IX ce conţine P, 
deci va fi situat de cealaltă parte a lui B 1B 2 decât P '. Analog vom 
obţine punctele C 3, C 4> C 5, CI · 

Toate patrulaterele de forma PC 1B 1C 2 şi P 'B 1C iB 2 formează 

un poliedru (proprietăţile unui plan de forma P'B1B2, puse în evidenţă 
mai sus, permit verificarea proprietăţilor din definiţia unui poliedru, în 
special a proprietăţii b ). 

' ' -;>As , 
4 

Fig. 67 

Alegem acum un plan astfel încât P şi grupul C1, C2, CJ, C4' 
C 5 să fie situate în semispaţii diferite determinate de acest plan 
(fig. 67), plan ce va tăia PC1, ... , PC5 în D1, ... , D5. Alegem, de 

asemenea, un alt plan astfel încât P şi planul IX să fie situate în 
semispaţii diferite detenninate, plan ce va tăia P'B1, ... , P'B5 în 

E1, ... , E5 (cele două plane se aleg paralele cu IX). Se verifică uşor că 
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poligoanele D1Dil)3D,,V5 şi E1EiE~~5, împreună cu cele•cjnci feţe 
de tipul D1D2CiIJ1C1 şi cu cele cinci de tipul E1EiIJ2CiIJ1, formează 
un poliedru-dodecaedrul (fig. 68a). 

Fig. 68a 

Dar să desenăm acum figura mai frumos (fig. 68b): 
D,s-

Cazule) 

B 
4 

Considerăm o prismă decagonală cu bazele convexe 
A1 .. . A1oA'1 .. ,A'10- Notăm planele bazelor ei cu ex şip. Alegem un 
punct B în semispaţiul determinat de p ce nu conţine ex. 
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,., ' Icosaedrul va fi poliedrul ce are ca feţe toate feţele laterale ale 

piramidelor BA 1A ;A jÂ ;A 9 şi B 'A 'i,4 ',t4 '~ 'aA- '10, precum şi toate 

triunghiurile A 1A 'i,4 3, A ;A ',,A 5, ... , Â!JÂ '1at41 şi A 'i,4 ;A•_,, A ',t4 jÂ '5, 

... , A ·10A1A '2· . 
în verificarea, ~e-altfel simplă, a faptului- că figura formată din 

cele 20 de triunghiuri indicate mai sus este un poliedru, ~ătorul 
' 

moment apare, poate, deosebit. Planul 1t determinat de punctele 

A 1A 'i,4 3 taie p după paralela b' la A '1A '3 dusă prin A '2. Dreapta b nu 

are alt punct comun cu poligonul convex A '1 •.. A '10 în afară de A '2 şi 

taie dreapta A ';A '4 într-un punct M situat în afara segmentului A 'jÂ '4• 

Rezultă că planul 1t taie planul feţei A ';A;A,t4 '4 a prismei iniţiale 

dup! dreapta A# care nu are în comun cu paralelogramul 

A 'jÂ JÂ-t4 '4 alt punct în afară de 

A 3• Aceste fapte ne permit să 

deducem că punctele A '3, ... , 

A '1o, A '1 şi A_,, ... , A 10 sunt 

situate toate în acelaşi semispaţiu 

determinat de planul 1t. Deci 

triunghiul A 1A 'iA 3 nu are nici un 

punct comun cu celelalte nouă 

din lista ultimelor zece ce 

compun icosaedrul, cu excepţia 

muchiilor A1A '2 şi A 'i,4-'j, 
comune cu A '1oA 1A '2 respectiv 

A 'i,43A '4, şi a vârfurilor A J şi A3 -'0 

I~· 
comune cu A !)A 'J()A J respectiv ~-
A3A '4A5 (fig. 69a). 

Fig. 69a 
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Dar să facem din nou figura mai apropiată de un poliedru 
regulat (fig. 69b). 

Fig. 69b 

Faptul că pot exista numai cinci tipuri de poliedre regulate se 
poate arăta şi fără a recurge la teorema lui Euler. Dar se porneşte de la 
premisa că suma unghiurilor cu acelaşi vârf ale unui poliedru este mai 
mică decât 360° (demonstraţia acestui fapt o vom da după ce vom 
studia perpendiculara pe un plan). 

Ţinând seama că într-un vârf al poliedrului se întâlnesc cel 
puţin trei feţe şi că feţele acestea sunt poligoane regulate să calculAm: 

Dacii feţele sunt triunghiuri echilaterale, deci cu unghiuri 
de 60°: 

1) 60° x 3 = 180° < 360° convine. Este cazul tetraedrului 
regulat. 
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2) 60° x 4 = 240° < 360° convine. Este cazul octaedrului 
regulat. 

3) 60° x 5 = 300° < 360° convine. Este cazul icosaedrului. 

Ne oprim aici cu triunghiurile echilaterale pentru că 

60° x 6 = 360° = 360° nu mai convine. 

4) Dacă feţele sunt pătrate, deci au unghiuri de 90°: 

90° x 3 = 270° < 360° convine. Este cazul cubului. 

li.' 1" 
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Ne oprim aici cu pătratul pentru că 90° x 4 = 360° = 360° nu 

mai convine! 

5) Dacă feţele sunt pentagoane, deci cu unghiuri de 108°: 

108° x 3 = 324° < 360° convine. Este vorba de dodecaedru. 

Fig. 70 

Ne oprim aici cu pentagoanele pentru că 108° x 4 = 
= 432° > 360° nu mai convine. 

Cazul hexagoanelor regulate nu convine de la început pentru că 

120° x 3 = 360°, iar a heptagoanelor, octogoanelor etc., cu atât mai 

mult depăşesc 360°. 

Observaţie: "Câte" puncte, drepte şi plane sunt în spaţiu. 

Se poate dovedi că există o corespondenţă biunivocă între 

mulţimea punctelor de pe o dreaptă şi mulţimea punctelor dintr-un 

plan, şi, de asemenea, între mulţimea punctelor de pe o dreaptă şi a 

celor din spaţiu. Cu alte cuvinte "în spaţiu sunt tot atâtea puncte câte 

sunt pe o dreaptă" . 

În ciuda acestui fapt, unnătoarele consideraţii intuitive îşi 
găsesc o expresie riguroasă în matematică prin conceptul de 

dimensiune. 

Câte puncte sunt pe o dreaptă? O infinitate. 
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Dacă într-un plan fixăm două drepte concurente d1, d2 atunci un 
punct P din plan este perfect determinat de intersecţiile P 1 = d1 n d'2, 

P2 = d2 n d'1 unde d'1 li dJ, d'2 li d2, Pe d'J, Pe d'2, 

Fig. 71 

deci de două puncte P1, P2 de pe dreptele d1, d'2. 

Aceasta ne îndeamnă să spunem că într-un plan există o "dublă 
infinitate" de puncte. 

La fel, alegând trei drepte necoplanare d1, d2, d3 ce trec prin 
acelaşi punct O, un punct în spaţiu P este perfect determinat de 
intersecţiile P1 = d1 n rx1, P2 = d2 n rx2, P3 = d3 n rx3 unde flJ este 
planul dus prin P paralele cu d2 şi d3, rx2 3 P, rx2 li d3, d1 iar rx3 3 P, 
CJ.3 li d1, d2 

(Peste intetieeţia planului dus prin P1 paralel cu d2 şi d3 cu alte două 
plane analoage). 
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Deci în spaţiu avem o "triplă infinitate" de puncte. 
Planele ex ce intersectează d1, d2, d3 şi nu trec prin punctul lor 

comun O sunt perfect determinate de cele trei puncte de intersecţie cu 
aceste trei drepte. Scoţând din d1 un punct O, rămâne o infinitate de 
puncte, deci aceste plane formează o "triplă infinitate". 

Câte am pierdut? 

Cele paralele cu d 1 care nu trec prin O şi care taie d 2, d 3 sunt 

perfect determinate de cele două puncte de intersecţie cu d 2, d 3 deci 

formează o "dublă infinitate" care "nu contează" în comparaţie cu 

"tripla infinitate". Cele care trec prin O dar nu conţin d1 sunt perfect 

determinate de cele două intersecţii cu cele două paralele la d 2, d 3 

duse printr-un punct O' e d1, O'* O, deci "nu contează" etc. Există 

deci o "triplă infinitate" de plane în spaţiu. 

Câte drepte sunt în spaţiu? 

Să alegem două plane paralele distincte ex, p. Dreptele d 

neparalele cu aceste plane sunt perfect determinate de punctele 

d n ex, d n p deci formează o "cuadruplă infinitate". Cele 

paralele cu ex sunt perfect determinate de intersecţia dintre ex şi 

planul ce trece prin ele paralel cu o dreaptă fixă a, aleasă neparalelă 

cu ex, şi de punctul de intersecţie dintre a şi planul paralel cu ex ce 

trece prin ele, deci formează o "triplă infinitate" (dreptele dintr-un 

plan ex, analog cu planele dintr-un spaţiu, formează o "dublă 

infinitate") care nu contează. Deci există o "cuadruplă infinitate" de 

drepte în spaţiu etc. · 

94 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



CAPITOLUL AL PATRULEA 

PERPENDICULARITATE ÎN SPATIU 
' 

§1.DREPTEPERPENDICULARE 

Ştim ce înseamnă drepte perpendiculare conţinute în acelaşi 

plan. Fie a, b două drepte, în general necoplanare. Fie P un punct 
oarecare în spaţiu. Să ducem prin P' dreptele a' şi b ', paralele 
respectiv cu a şi b. Dacă P" este alt punct în spaţiu, să ducem şi prin 
el dreptele a" li a, b" li b. Avem a" li a şi b" li b; teorema asupra 
unghiurilor cu laturi paralele arată că a' .L b ' dacă şi numai dacă 
a" .L b". Ajungem la: 

Definiţie. Două drepte a şi b în spaţiu se numesc 
perpendiculare dacă paralelele duse printr-un punct P la ele sunt 
perpendiculare. Scriem a .L b (fig. 72). 

~ p 

a 

b 
Fig. 72 

Am văzut mai sus că dacă aceasta se întâmplă relativ la 
un punct P, atunci acelaşi lucru este valabil relativ la orice punct 
din spaţiu. 
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§ 2. DREAPTA PERPENDICULARĂ PE UN PLAN 

Pentru a explica această noţiune vom căuta să arătăm că 
dându-se o dreaptă a şi un punct A E a, există un plan ex care să treacă 
prin punctul A, astfel încât orice dreaptă a acestui plan să fie 
perpendiculară pe dreapta a. 

Fig. 73 
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Vom considera două plane p 
şi 'Y care conţin dreapta a şi vom 
duce în fiecare din ele două drepte b 
(b E P) şi c (c E 'Y), perpendiculare 
în A pe dreapta a. Planul determinat 
de dreptele b şi c este cel căutat. 

Vom demonstra acest fapt. 
Pentru dreptele din ex paralele cu b 
sau cu c este evident, unghiurile lor 
cu a fiind chiar unghiurile drepte 
" " Ai şi ~ din figura 73. 

Să demonstrăm acest lucru 
pentru o dreaptă oarecare d c ex, 
care nu este paralelă cu nici una din 
dreptele b şi c. 

Fig. 74 
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Ducem prin A o paralelă d' la 
această dreaptă (fig. 74). Se arată 
uşor că ~a este conţinută în planul 
ex. Alegem o altă dreaptă în planul 
ex care nu trece prin A şi care taie 
dreptele b, c, d' în B, C, F. Putem 
presupune că F se află între B şi C. 
Luăm pe a două plmcte E şi E', de 
o parte şi de alta a lui A astfel încât 
AE = AE' (fig. 75). Fig. 75 

Avem EB = E'B, EC = E'C 
din perechile de tri\IDghiuri dreptunghice egale EAB, E'AB şi EAC, 
E'AC. Deci trilmghiurile EBC şi E1JC S\mt egale (au toate laturile 

,. ,. 
respectiv egale) şi deducem EBC = E'BC. Aceasta permite să 

afirmăm că tri\IDghiurile EBF şi E'BF s\mt egale (au două laturi şi 
unghiul cuprins respectiv egale). Rezultă EF = E 'F, adică triunghiul 
EFE' este isoscel; în el mediana FA va fi înălţime, ceea ce reprezintă 
concluzia dorită: d ' 1. a, adică d 1. a. 

Printr-un punct A al unei drepte a trece deci un plan astfel 

A 

a 

Fig. 76 

încât orice dreapt4 conţinut4 
în acest plan sd fie 
perpendiculard pe dreapta a. 

Ne propunem acum 
următoarea problemă: 

Printr-un punct exterior 
unei drepte se poate duce un 
pl~ fare să aibă toate 
dreptele conţinute în el 

I I• 

perpendiculare pe dreapta 
iniţială? · Răspunsul este 

l ,,, (. r ' 

afirmativ. · 
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Presupunem dreapta a şi punctul A exterior ei. În planul 
determinat de dreapta a şi de punctul A ducem dreapta AB 
perpendiculară pe dreapta a (B E a). Într-un plan care conţine pe a, 
dar este diferit de planul (a, A), ridicăm din B o perpendiculară b pe a. 
Dreptele AB şi b determină un plan care îndeplineşte conform celor 
arătate mai sus condiţiile cerute, trecând prin B E a şi conţinând două 
drepte neparalele perpendiculare pe a (fig. 76). 

Vom demonstra acum următoarea teoremă: 

Teoremă. Printr-un punct exterior unui plan se poate 
construi o dreaptă perpendiculară pe două drepte neparalele situate 
în planul dat. 

Demonstraţie. Fie A punctul exterior planului ex dat şi fie d 1 şi 
d2 două drepte neparalele conţinute în planul ex (fig. 77). 

Fig. 77 

Ducem prin punctul A planul (3 J care să aibă toate dreptele 
conţinute în el perpendiculare pe d J. Ducem prin A planul (3 2 care să 
aibă toate dreptele conţinute în el perpendiculare pe d2. Planele (3 J şi 
(3 2 având un punct comun A au o dreaptă comună a care este 
perpendiculară deci şi pe dJ şi pe d2. Cum d1 şi d2 nu sunt paralele 
urmează că dreapta a este perpendiculară pe orice dreaptă a planului. 
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Observaţie. Dacă o dreaptă d este perpendiculară pe două 
drepte neparalele dintr-un plan dat ex, ea nu poate fi paralelă cu acel 
plan, deoarece în caz contrar planul Cl ar conţine o paralelă la d, care 
ar fi pexpendiculară pe cele două drepte neparalele d, imposibil. 

Putem da deci următoarea definiţie: 
Definiţie. Numim dreaptă perpendiculară pe plan o dreaptă 

perpendiculară pe orice dreaptă a planului. · 
Din cele arătate anterior putem afirma . că există astfel de 

perpendiculare pe plan şi în plus se poate face următoarea afirmaţie: 
Teoreml. O condiţie necesară şi suficientă ca o dreaptă să fie 

perpendiculard pe un plan este ca ea sd fie perpendiculard pe cel 
puţin două drepte neparalele situată în acest plan. 

Să mai enunţăm încă o teoremă: 
Teoreml. Dintr-un punct M se poate duce pe un plan ex o 

perpendiculara şi numai una. 
Demonstraţie. Existenţa s-a demonstrat prin construcţie mai 

sus. Să ne ocupăm de unicitate. 
Cazul . I Punctul M aparţine planului. 
Să presupunem prin absurd că prin punctul M am putea duce 

două perpendiculare d J şi d 2 pe planul ex. Dreptele d J şi d 2 determină 
un plan p. Fie a dreapta de intersecţie a planelor ex şi p. Dreptele d I şi 
d 2 presupuse perpendiculare pe planul ex, vor fi deci perpendiculare pe 
dreapta ac ex. Dar ac P şi deci dJ = d2. 

Cazul 2. Punctul M nu aparţine planului. 
Fie M t ex, MA .l ex, A, B e ex, A * B. Cum AB c ex rezultă MA 

.l AB, la fel MB .l AB. Deci în planul MAB, MA şi MB sunt 
perpendiculare distincte duse din M pe AB, imposibil (ştim din 
geometria plană). 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

1. Să se determine locul geometric al punctelor egal depărtate 
de două puncte distincte date în spaţiu. 
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2. Fie dJ, d2 şi d3 trei drepte oarecare în spaţiu. Să se 
arate că există triunghiuri isoscele care au vârfurile pe câte una din 
dreptele date. 

3. Există un patrulater cu trei şi numai trei unghiuri drepte? 
Câte laturi egale poate avea un asemenea patrulater? 

4. Pe planul triunghiului ABC cu AB = a se duc perpen
dicularele AA' =aşi BB' = a. Dacă A'C = B'C = a./2, arătaţi că 
triunghiul ABC este echilateral. 

5. Să se construiască o dreaptă d care se sprijină pe două 
drepte d1 şi d2 şi este perpendiculară pe o a treia dreaptă dată, d3. Câte 
soluţii există? 

6. Fie dJ, d2, d3 trei drepte din spaţiu necoplanare două câte 
două. Să se arate că există paralelograme care au două vârfuri pe d 3 
iar celelalte vârfuri pe d J şi d2. 

7. Dacă Ox, Oy, Oz sunt trei semidrepte necoplanare, 
atunci unghiul ( Ox, Oy) este mai mic decât suma unghiurilor 
(Oy,Oz) şi (Ox,Oz). ,.. 

8. Un triunghi dreptunghic variabil ABC cu unghiul A = 90° 
are vârfurile A şi B fixe în spaţiu şi cateta AC de lungime constantă. 
Care este locul geometric al vârfului C? 

9. Dreptele d1 şi d2 fiind date, în ce caz există un plan ex care 
conţine dreapta d 2 şi care este perpendicular pe dreapta d J? 

l O. Dacă dreapta d 1 care trece prin punctul A al planului ex, nu 
este perpendiculară pe ex, atunci există o dreaptă a conţinută în ex şi 
care trece prin A şi numai una, perpendiculară pe dreapta d? 

11. Fie d J şi d 2, d J l. d 2, două drepte necoplanare. Să se arate 
că toate perpendicularele pe d 2 care întâlnesc pe d 1 sunt conţinute în 
acelaşi plan. 

12. Fie ABC un triunghi, O un punct în planul său ex, D un 
punct pe perpendiculara în O pe planul ex. Să se arate că AD l. BC 
dacă şi numai dacă O se află pe înălţimea din A a triunghiului ABC. 

13. Să se deducă din problema precedentă că dacă într-un 
tetraedru ABCD avem AB l. CD, AC l. BD atunci şi BC ..L AD şi 
perpendicularele din vârfuri pe feţele opuse cad în punctele de 
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intersecţie a înălţimilor acelor feţe. Şi că toate aceste perpendiculare 
sunt concurente. 

14. Fie ABCDEF un hexagon regulat, de latură 4. în punctele A, 
B, C, D se ridică perpendicularele AA ', BB ', CC', DD' pe planul său, 
de lungimi 1, 4, 2, 7 (în această ordine). Să se afle distanţele A 'B', 
A 'C', A 'D', B'C', B'D ', C'D'. 

15. Să se deducă din problema 13) că dacă Ox, Oy, Oz sunt trei 
drepte necoplanare şi neperpendiculare două câte două, dacă Ox J este 
o dreaptă din planul Oyz perpendiculară pe Ox şi analog Oy J, Oz 1 
perpendiculare respectiv pe Oy, Oz şi situate în planele Oxz respectiv 
Oyz, atunci Ox J, Oy J, Oz 1 sunt coplanare. 

16. Să se demonstreze că o dreaptă care face unghiuri egale cu 
toate dreptele unui plan, este perpendiculară pe acel plan. 

§ 3. TEOREMA CELOR TREI PERPENDICULARE 

Dacă o dreaptă d este perpendiculară pe un plan ex şi prin 
picioro/ ei trece o dreaptă a conţinută în plan, perpendiculară pe o 
altă dreaptă conţinută în plan, b, dreapta c care uneşte orice punct M 
al perpendicularei pe un plan cu intersecţia P a celor două 
perpendiculare în plan, este perpendiculară pe a treia dreaptă, b. 

Demonstraţie. 

d 
M 

Fig. 78 
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Se dă d .L ex., ac ex., a .L b, se cere să se arate că c .L b. 

Dreapta b fiind conţinută în planul ex este perpendiculară pe d. 

Dar b este perpendiculară şi pe a, deci b este perpendiculară pe planul 
determinat de a şi d. Este, prin urmare, perpendiculară pe orice 

dreaptă conţinută în acest plan (a, â). Cum dreapta care două puncte 
M şi P în acest plan, deci este conţinută în el, dreapta b este 
perpendiculară pe c. 

Altă demonstraţie_ -
literele mici reprezentând 
şi nu dreptele. 

notaţiile ţiind cele· din figura 78 şi 
' . 

de data aceasta măsura segmentelor 

,.: 

Fig. 79 

Luăm pe a treia perpendiculară PT = b şi aplicând teorema lui 

Pitagora în triunghiurile MAP şi APT, avem (fig. 79): 

a2=c2-a2 

e2 = a2 + b2 
f2 =d2 +e2 

(undef= MT, e = A]). înlocuim în a treia relaţie pe d2 din prima 

relaţie şi pe e2 din a două relaţie şi obţinem: 
J2 = c2 - a2 + a2 + b2 sau/= c2+b2 

" Din reciproca teoremei lui Pitagora rezultă că MPT = 90°. 
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RECIPROCE ALE TEOREMEI CELOR TREI 
PERPENDICULARE 

Ni se pare mai simplu să le formulăm folosind direct figura 80. 
1) Se dă dl. ex., ac ex., b c ex., c .l b. Se cere a .l b. 

Fig. 80 

Demonstraţie. Dreapta b este perpendiculară pe planul triun
ghiului MAP fiind perpendi~ulară pe c şi pe d. Deci este perpen
diculară şi pe d care este conţinută în planul lui MP A, având două 
puncte M şi A în acest plan. 

2) Se dă d .la, c l. b, a l. b, a c ex., b c ex.. Se cere d .l ex.. 
Demonstraţie. Dreapta b este perpendiculară pe planul triun

ghiului MAP fiind perpendiculară pe c şi pe a. Deci este perpen
diculară şi pe d care este conţinută în planul lui MPA, având două 
puncte, M şi A, în acest plan. 

Decid .l b. Din ipoteză dl. a, decid .l ex. (pentru că ex. conţine 
atât pe a, cât şi pe b, concurente în P). 

Exerciţiu. încercaţi să demonstraţi una din aceste reciproce 
ale teoremei celor trei perpendiculare şi prin reciproca teoremei 
lui Pitagora. 

Comentariu 
1) Cum se construieşte perpendiculara dintr-un punct pe un 

plan, folosind teorema celor trei perpendiculare? 
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Lullm o . dreaptă b în planul ex. Construim piciorul P al 
perpendicularei din M pe b. Ducem apoi în planul ex perpendiculara a 
în P pe ~apta b. 

Fig. 81 

Considerăm perpendiculara din M pe a (dusă în planul 
determinat de M şi a). Aceasta este dreapta căutată (fig. 81). 

Observaţie. Acest procedeu, în comparaţie cu cel din 
construcţia anterioară a '" perpendicularei pe un plan dintr-un punct 
exterior, nu foloseşte intersecţii de plane date prin elemente ale lor ci 
numai construcţia unui plan ce trece printr-un punct şi o dreaptă, date. 

2) De ce apar două reciproce la teorema celor trei 
perpendiculare? 

Teorema celor trei perpendiculare apare cu structura următoare 
(literele mari înseamnă acum propoziţii): 

P~Q~R ➔ Sîn~S=~L~R=~L~~ 
(P şi Q) = (d L ex). 

în detaliu P = (d La), Q = (d este perpendiculară pe o dreaptă 
din planul ex neparalelă cu dreapta a). 

Prima reciprocd este (P şi Q) şi S ⇒ R. 
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A doua reciprocă este P şi R şi S ⇒ (P şi Q) ceea ce este totuna 

cu P şi R şi S ⇒ Q. 
Se pune întrebarea dacă Q şi R şi S ⇒ P este adevărată? 
Se observă că R şi S ⇒ dl. b. însă cum acea "altă dreaptă" 

din <X care apare în Q poate fi paralelă cub, (dl. b) şi Q nu implică 

(dl. a) în p;u:ticular, nu implică P. 

Fig. 82 

PROBLEMĂ REZOLVATĂ 
Fie un plan <X şi un triunghi ABC, cu latura BC situată în planul 

a. Dacă unghiurile B şi C sunt ascuţite şi A ' piciorul perpendicularei 
" ·" 

din A pe planul <X, să se arate că BA'C > BAC (fig. 83). 

A 

Fig. 83 
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/\ A 

Soluţie: Ducem AD 1. BC (D e BC). Pentru că 8 şi C sunt 
ascuţite D este interior segemntului BC. Pe dreapta DA ' considerăm 
punctul E astfel încât ED = AD şi A ' şi E sunt în acelaşi semiplan 
determinat de BC. Atunci A ' este între E şi D pentru că AD > A 'D 

.....-..... 
(ipotenuza mai mare decât cateta) deci ED > A 'D. Unghiul BA D 

,. 
este exterior triunghiului A 'EB şi DA'C exterior triunghiului EA ·c. 

" " ,. 
Făcând suma: BA'C >BEC= BAC, q.e.d. 

Observaţie. De aici se poate deduce imediat că suma 

unghiurilor din vârful unui poliedru este mai mică decât 360°: nu 
avem decât să proiectăm unghiurile pe un plan convenabil ales. 

Acest rezultat completează a doua demonstraţie a faptului că nu 
există decât cinci poliedre regulate. 

EXERCIŢilŞIPROBLEME 

I. O dreaptă d întâlneşte un plan <X în punctul A. Pe d se ia un 
punct fix B şi fie o dreaptă variabilă g care trece prin A şi este 
conţinută în a.. Să se determine locul geometric al picioarelor 
petpendicularelor din B pe dreapta g. 

2. Se dau o dreaptă fixă d şi un punct fix A. Să se determine 
locul geometric al picioarelor petpendicularelor duse din A pe un plan 
mobil care conţine dreapta d. Să se determine locul geometric al 
aceleiaşi proiecţii ce se desenează în planul m~bil. 

3. ABC este un triunghi dreptunghic ( A = 90°). În A se ridică 
petpendiculara AM pe planul triunghiului ABC. Ştiind că AM = 1 O 
cm, AB = 40 cm şi AC= 30 cm, să se determine distanţa lui M la 
dreaptaBC. 

4. Fie (C ) un cerc cu centrul în O, de rază r = 80 cm. Fie A şi B 
două puncte ale cercului (C ) astfel încât arcul AB = 120°. În O se 
ridică petpendiculara OM = 30 cm pe planul cercului (C ). Să se 
determine distanţa de la M la dreapta AB. 
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5. Fie ABCD un dreptunghi cu laturile AB =aşi AD= b. Fie E 
un punct pe diagonala AC astfel încât AEIBC = 3. În E se ridică 
perpendiculara EF = c pe planul dreptunghiului. Să se determine 
distanţa lui Fla laturile dreptunghiului. ' · 

6. în vârful unui hexagon regulat cu latura A se ridică o 
perpendiculară pe planul acestuia, de lungime a. Să se calculeze 
distanţele de la capătul acestei perpendiculare la laturile şi diagonalele 
hexagonului dat ( eventual şi unghiuri ale unor drepte?). 

7. Pe planul triunghiului dreptunghic isoscel ,ABC (Â = 90°, 
AB = AC = a) se duce perpendiculara CB = b. Din D se duce o 
paralelă la BC şi fie M piciorul perpendicularei duse din A pe această 
paralelă. Să se arate că triunghiul AMC este isoscel. 

8. Pe planul unui triunghi echilateral ABC de latură a, se ridică 
perpendicularele AA ' şi BB '. Se ştie că BB' = a. Să se găsească AA ' 
astfel încât unghiul A 'B 'C' să fie drept. 

9. Ducem printr-un punct A dreptele dJ şi d2 perpen
diculare şi respectiv paralele cu planul ex (A e ex). Ducem dintr-un 
punct D' E ex dreptele D'B perpendiculară pe d2 (B E d2) şi D'C 
perpendiculară pe d J ( C E d J ). Din B ducem paralela d 3 la d J, iar din 
C paralela d4 la d2. 

a. Arătaţi că d4 şi d3 sunt concurente într-un punct pe care-l 
notăm cuD. 

b. Arătaţi că ABCD este un dreptunghi. 
c. Este DD' perpendiculară pe planul ex? 
10. Fie O~BC un tetraedru astfel încât OA l. OB l. OC l. OA. 

Să se arate că pătratul ariei feţei AJ!C este egală cu suma pătratelor 
ariilor feţelor OAB, OAC şi OBC. 

11. Fie ABCD un tetraedru ~tfel încât AB l. BC, AD l. DC. Să 
se arate că proiecţia A' a lui A pe. planul feţei BCD este situată pe 
cercul circumscris triunghiului B<;D şi că mijlocul Ma lui AC este un 
punct egal depărtat de vârfurile tetraedrului. 
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,., 
12. Pe planul triunghiului isoscel dreptunghic ABC (A = 90°) 

cu AB =AC= a, ducem perpendiculara AA' = a. Din A' ducem un 

segment A 'D · = a.Ji petpendicular pe AA '. Dacă BD' este 
perpendicular pe AB şi dacă D • este de aceeaşi parte a planului AA 'B 
ca şi C, atunci triunghiul D 'BC este echilateral. 

13. Dacă în trei vârfuri diferite ale unui tetraedru există două 
muchii petpendiculare atuci unghiul format de oricare două muchii 
care se întâlnesc într-un al patrulea vârf este ascuţit. 

14. Dacă într-un tetraedru cu toate feţele triunghiuri 
dreptunghice se întâlnesc într-un vârf două unghiuri drepte, atunci mai 
există un vârf al tetraedrului unde se întâlnesc două unghiuri drepte. 

15. Să se arate că nu există tetraedru cu toate feţele triunghiuri 
dreptunghice egale. 

16. Fie OA, OB, OC trei drepte petpendiculare două câte două. 
Petpendiculara din O pe planul triunghiului ABC cade în punctul de 
întâlnire a înălţimilor triunghiului ABC. 

17. Pe planul unui cerc (C ), în centrul acestuia, se ridică o 
perpendiculară pe care se alege un punct M Să se arate că dreapta care 
uneşte M cu un punct N de pe cercul (C ) este petpendiculară pe 
tangenta în N la cercul (C ). 

§ 4. PERPENDICULARITATE ŞIP ARALELISM 

în plan această legătură se exprimă prin: "Două drepte 
petpendiculare pe o a treia sunt paralele". În spaţiu apar două 
asemenea proprietăţi: 

1) Două plane perpendiculare pe aceeaşi dreaptă sunt 
paralele. 

Demonstraţie. Dacă ar avea un punct comun atunci, unindu-l 
cu punctele de intersecţie ale celor două plane cu dreapta pe care sunt 
petpendiculare am obţine două perpendiculare din acel punct pe 
dreaptă (situate în planul deţerminat de acel punct şi dreaptă). 
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2) Două drepte perpendiculare pe un plan sunt paralele. 

Demonstraţie. Fie d l. ex.. Orice paralelă la d este perpendiculară 
pe toate dreptele din ex., deci este perpendiculară pe ex.. Fie d' 
perpendiculara pe ex în punctul M. Ducem prin M paralela d" la d. 
Conform faptului că dintr-un punct se poate duce o singură 

perpendiculară pe un plan, rezultă că d' = d". 
Observaţie. în spaţiu nu este adevărat că două drepte 

perpendiculare pe o a treia sunt paralele. 

§ S. PLANE PERPENDICULARE 

Definiţie. Două plane ex. şi f3 se numesc perpendiculare dacă 

există două drepte a l. ex., b l. f3 care să fie perpendiculare între ele. 

Scriem ex l. f3. 
Observaţie. Dacă, de asemenea, a' l. ex., b ' l. f3 atunci 

a ' li a, b ' li b conform proprietăţii de la "Perpendicularitate şi 

paralelism" şi deci a' l. b '. Deci dacă dorim să vedem dacă două 
plane date sunt perpendiculare sau nu, alegem, indiferent cum, două 
drepte perpendiculare respectiv pe cele două plane şi vedem dacă 
aceste două drepte sunt perpendiculare sau nu. 

Teoreml. Două plane perpendiculare ex. şi f3 se intersectează 

după o dreaptă. 
Demonstraţie. Fie a l. ex.. Dacă ex. li f3 atunci a l. f3 ( orice 

dreaptă din f3 este paralelă cu o dreaptă din ex.). Dar aceasta ar conduce 
la a l. a, imposibil. 

Teoremi. Fie ex. şi f3 două plane. Ele sunt perpendiculare dacă 

şi numai dacă ex conţine o dreaptă perpendiculară pe f3. 
Demonstraţie. Fie a c ex., a l. ~ şi fie P = a r. f3. Cum a (]:.. p, 

avem ex '# f3; fie d = ex. n f3 (P E d). Să ducem prin P, în f3, o 
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perpendiculară b pe d. Pe lângă b J. d 
avem b.~ a (deoarece b c P) şi deci b J. ex 
(planul determinat de a şi d). Cum b J. a, 
rezultă ex J. p (fig. 84). 

Reciproc, dacă ex J. p şi d = ex r. p, 
Fig. 84 alegem P e d şi considerăm perpen-

dicularele a pe ex, b pe P duse prin P. Avem a J. b deci b c ex şi 
teorema este demonstrată. 

Corolar. Fie ex, P două plane. Pentru ca ele să fie 
perpendiculare, este necesar şi suficient ca ele să se taie după o 
dreaptă şi ca perpendicularele ridicate pe acea dreaptă, într-un punct al 
ei, respectiv în ex, p, să fie perpendiculare între ele. 

Teoremi. Dacă o dreaptă d este intersecţia a doud plane ex şi 

p ambele perpendiculare pe un plan 'Y, atunci dl. 'Y· 
Demonstraţie. Planul y conţine o perpendiculară a pe ex şi o 

perpendiculară b pe P ce pot fi presupuse a avea un punct comun (vezi 
observaţia de mai sus). Dacă a şi bar coincide, am avea ex lip contrar 

ipotezei. Cum dl. a, d J. b rezultă d l. 'Y· 
Teoremi. · C?ricare· ar fi o dreaptd a dintr-un plan ex, existd un 

plan unic p perpendicular pe ex ce trece prin a. 
Demonstraţie. Aleiem P e a şi ridicăm din P o perpendiculară 

b pe ex. Planul căutat P esie planul determinat de a şi b. 

§ 6. PERPENDICULARA COMUNĂ A DOUĂ DREPTE 

Teoremi. Dacă a şi b sunt două drepte neparalele în spaţiu 

atunci există o dreaptă d unicii, perpendiculară pe a şi b care 

întâlneşte atât pe a cât şi pe b. 

Demonstraţie. Considerăm un plan ex care conţine pe a şi este 

paralel cu dreapta b (pentru aceasta nu avem decât să ducem printr-un 
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punct P e a dreapta b ' li b şi să considerăm planul ex determinat de a 

şi b '. Fie planul p conţinând pe a şi perpendicular pe planul ex (ca să-l 

construim ducem prin P dreapta c j_ ex şi planul determinat de c şi a 

este cel căutat) (fig. 85a). 

a 

Fig. 85 a 

Dreapta b se intersectează cu planul p în M (altfel b' c p sau 

b' = a, contrar ipotezei). Ducem prin M paralelă la c şi aceasta este 

dreapta d căutată. Ea este paralelă cu c, deci d j_ a şi d j_ b ', dar b li b' 

deci d j_ b. Pe de altă parte, ea întâlneşte şi pe a pentru că a, d şi c 
sunt coplanare şi c se intersectează cu a, deci şi paralela ei se va 

intersecta cu a, prin urmare MN este perpendiculara comună a celor 

două drepte (fig. 85b). 

a N 

Fig. 85 b 
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Să demonstrăm acum unicitatea. 

Fig. 86 

, Presupunem că ar mai exista în afară de MN, încă o 

perpendiculară comună M'N' a lui a şi b (M' e b, N' e a) (fig. 86). 

Ducem din N', dreapta g li NM şi considerăm planul y determinat de g 
' ,~) / I 

şi de,_}1._'N'/ , f!acă M'N' = g am avea M'N' li MJt ,i am o~ţine a li b. 
Dreaptag_fi.ind paralelă cu MNva fi şi ea perpen~culară pe a şi pe b. 

Deci atât a cât şi b vor fi perpendiculare pe y (fiind pe MN şi pe g 

conţinute în y). Rezultă că a şi b sunt paralele ceea ce contrazice 

ipoteza. 

§ 7. PERPENDICULARE ŞI OBLICE. 
DISTANŢA DE LA UN PUNCT LA UN PLAN 

Teoreml. Fie M un punct în spaţiu, ex un plan şi N piciorul 

perpendicularei duse din M pe ex. 
a) Dac4 Pe ex, P -:I: N atunci MP > MN (fig. 87a). 
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b) Dacă PJ, P2 sunt puncte din ex, atunci NPJ = NP2 dacă şi 
numai dacă MP J = MP2 (fig. 87b). 

Fig. 87 

Demonstraţia este imediată, considerând triunghiul MNP, 
respectiv triunghiurile MNP J, MNP2, 

Observaţie. Teorema se poate formula şi astfel: perpendiculara 
pe un plan este mai scurtă decât orice oblică; două oblice sunt egale 
atunci şi numai atunci când picioarele lor sunt egal depărtate de 
piciorul perpendicularei. 

Definiţie. Prin distanţă de la un punct M la un plan ex 

înţelegem lungimea MN, unde N E ex este piciorul perpendicularei 
duse din M pe ex. 

Teoremă. Fie ex, P două plane paralele. Atunci distanţa de la 

punctele M e ex la planul p este constantă. Aceast81. constantd se 
numeşte distanţa între planele paralele ex, p. 

Demonstraţie. Fie MJ, M2 E ex, NJ, N2 picioarele perpen
dicularelor din MJ, M2 pe P (fig. 88). 

„M1 
oC 

N1 N2 

Fig. 88 
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Ştim că M1N1 li M2N2 (perpendicularitate şi paralelism) deci 
MJ, NJ, N2, M2 sunt în acelaşi plan şi cum de la proprietăţile planelor 

paralele ştim că MjM2 li N1N2, rezultă că M1N1N2M2 este 
paralelogram şi deci M1N1 = M2N2, ceea ce trebuia demonstrat. 

Definiţie. Se numeşte înălţime a unei prisme distanţa dintre 
planele bazelor ei. 

Se numeşte înălţime a unei piramide distanţa de la vârful 
ei la bază. 

Se numeşte înălţime a unui trunchi de piramidă distanţa dintre 
planele bazelor sale (fig. 89a). 

Observaţii. 1) Un paralelipiped poate fi considerat în trei 
moduri ca o prismă, deci el are trei înălţimi corespunzătoare celor trei 
perechi de baze ale sale. 

2) Un tetraedru poate fi considerat în patru moduri ca o 
piramidă. Deci el are patru înălţimi corespunzătoare celor patru feţe 
care pot fi alese fiecare ca bază. 

Fig. 89 

Aplicaţie. Se poate dovedi uşor, folosind teorema asupra 
oblicelor, faptul că locul geometric al punctelor din spaţiu egal 
depărtate de vârfurile unui triunghi este perpendiculara dusă din 
centrul cercului circumscris lui pe planul triunghiului (reamintim 
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că centrul cercului circumscris este punctul de intersecţie al 
mediatoarelor) (fig. 90). 

Fig. 90 

Analog, folosind teorema celor trei perpendiculare se 
poate dovedi că locul geometric al punctelor egal depărtate de laturile 
unui triunghi este perpendiculara pe planul lui dusă din centrul 
cercului înscris acestuia (reamintim că distanţa de la un punct la o 
dreaptă se măsoară pe perpendiculara din acel punct pe dreaptă şi 
centrul cercului înscris într-un triunghi se află la intersecţia 

bisectoarelor) (fig. 91). 

Fig. 91 
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EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

1. Dreptunghiul ABCD se "îndoaie" de-a lungul diagonalei 
AC pânl1 când planele ACB şi ACD devin perpendiculare. Dac! 
AB = a şi BC = b, să se afle lungimea lui BD (B şi D fiind feţele 
diedrului format). 

2. Dacă într-un vârf al unui tetraedru unghiurile feţelor care se 
întâlnesc în acel vârf sunt de 90° atunci a patra faţ! este un triunghi 
ascuţitunghic. 

3. Să se determine locul geometric al punctelor egal depărtate 
de toate punctele unui cerc dat. 

4. Să se determine locul geometric al punctelor egal depărtate 
de trei puncte necoliniare date. 

5. Să se determine locul geometric al punctelor egal depărtate 
de două drepte paralele date. 

6. Să se determine locul geometric al punctelor egal depărtate 
de două drepte concurente date. 

7. Să se determine locul geometric al punctelor egal depărtate 
de trei drepte coplanare date. Discuţie. 

8. Să se arate că perpendicularele pe feţele unui tetraedru în 
centrele cercurilor circumscrise acestor feţe sunt concurente. 

9. Să se arate că oricare ar fi tetraedrul ABCD exist! un punct în 
spaţiu care să fie egal depărtat de cele patru vârfuri ale tetraedrului. 

1 O. Fie A, B, C, D patru puncte. Dacă nu exist! nici un punct 
care să fie egal depărtat de aceste patru puncte, atunci aceste puncte 
sunt coplanare. Reciproca este adevărată? 

11 . Să se determine locul geometric al punctelor egal depărtate 
de două plane date care se taie după o dreapt! (planul "bisector"). 

12. Fiind date trei plane care au un punct comun şi numai unul, 
să se arate că planele bisectoare care taie unghiurile opuse au o 
dreapt! comună. 

13. Să se arate că dreapta c este perpendiculară comună a 
dreptelor a şi b, A = a n c şi B = b n c, atunci AB < MN, oricare ar fi 
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M E a şi N E b astfel încât una din afirmaţiile M :1:, A, N * B este 
adevărată. 

14. Se dau două drepte în spaţiu şi câte un punct pe fiecare. 
Se cunosc: 

a. unghiul celor două drepte; 
b. lungimea perpendicularei comune; 
c. distanţele celor două puncte la picioarele perpendicularei 

comune (pe dreapta pe care este situat acel punct). 
Se cere distanţa între cele două puncte. 
15. Se consideră două drepte dJ şi d2 concurente în O şi 

neperpendiculare. Fie ex un plan perpendicular pe una din cele două 
drepte, într-un punct diferit de O. Se consideră toate perechile de 
plane perpendiculare f3 J ::::, d J, f3 2 ::::> d 2· Se cere locul geometric al 
punctului f31 ~ f3 2 ~ ex. 

16. Fie dJ şi d2 două drepte perpendiculare. Fie ÂJ E dJ, 
A 2 E d 2 şi fie B J piciorul perpendicularei din A pe d 2, B 2 piciorul 
perpendicularei din A2 pe dJ, Să se arate că B 1B2 este perpendiculara 
comună a lui d J şi d 2· 

17. Fie ABCD un tetraedru în care AB .1 CD. Să se arate că 
piciorul perpendicularei din A pe planul BCD cade pe înălţimea din B 
a triunghiului BCD. Dacă, în plus AC .1 BD atunci AD .1 BC şi 
perpendicularele din vârfuirle tetraedrului pe feţele opuse împreună cu 
perpendicularele comune ale celor trei perechi de muchii opuse sunt 
concurente. 

§ 8. PRISMA DREAPTĂ. 
PARALELIPIPED DREPTUNGWC. CUB 

Definiţie. Spunem că o prismă este dreaptd dacă muchiile 
laterale ale acesteia sunt perpendiculare pe planele bazelor. O prismă 
patrulateră dreaptă a cărei baze sunt dreptunghiuri se numeşte 
paralelipiped dreptunghic. 
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Observaţii. l) Oricare ar, fi o suprafaţă prismatică există plane 
perpendiculare pe "generatoarel_e" ei. Două astfel de plane sunt 
paralele şi determină împreună · cu suprafaţa prismatică o prismă 
dreaptă. 

2) Oricare ar fi trei perechi de plane a li a', ~ li W, 'Y li -y' aşa 
încât a, p, 'Y să fie două câte două perpendiculare, paralelipipedul 
determinat de aceste trei perechi de plane este dreptunghic (rezultă a 
l. W etc., dreapta ari peste perpendiculară pe 'Y etc.) (fig. 92). 

Fig. 92 

Teoreml. Toate feţele unui paralelipiped dreptunghic sunt 
dreptunghiuri. ,l)' 

A Fig. 93 
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într-adevăr bazele unui parale ipiped dreptunghic sunt, prin 
definiţie, dreptunghiuri. Deoarece muchiile laterale sunt perpen
diculare pe planele bazelor rezultă că ele vor fi perpendiculare pe toate 
dreptele acestora, deci şi pe laturile bazelor. Deci toate feţele laterale 
sunt dreptunghiuri (fig. 93). 

Din faptul că muchiile laterale sunt perpendiculare pe planele. 
bazelor rezultă că şi patrulaterele ACC'A' şi BDD'B' vor fi 
dreptunghiuri. Mai mult, din faptul că bazele sunt dreptunghiuri egale 
rezultă că şi diagonalele sunt egale,adică AC= BD= A 'C' = B'D' şi 
deci dreptunghiurile ACC'A' şi BDD'B' vor fi egale.Rezultă că 

diagonalele spaţiale ale unui paralelipiped dreptunghic sunt egale. 
Atenţie, reciproca nu este adevărată. 

Deci nu este suficient ca toate feţele unui poliedru să fie 
dreptunghiuri, pentru ca acesta să fie paralelipiped. Doar dacă se mai 
adaugă condiM ~ poliedrul să fie convex. 

Fie AB =a, BC = b şi CC' = c. În triunghiul BCC' avem 

BC' =✓b2 +c2
• Muchia AB fiind perpendiculară pe muchiile BC şi 
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B'B rezultă că AB va fi perpendiculară pe planul feţei BCC'B', Deci 
AB va fi perpendiculară pe orice dreaptă din tplanul feţei BCC 'B ', deci 
şi pe dreapta BC ', 'Rezultă că triunghiul ABC' va fi dreptunghic în B. 
Vom avea: 

d2 =AC'2 =AB2 +BC'2 = a2 +l,2 +c2 
Deci diagonala spaţială d a unui paralelipiped dreptunghic, cu 

"dimensiunile" a,b şi ce va fi d = .Ja2 + b 2 + c2 

Definiţie. Un paralelipiped dreptunghic cu toate muchiile egale 
se numeşte cub. 

O diagonală spaţială a cubului de muchie a va fi egală cu a../3 
(fig. 94). 

A' 

C 

A 
Fig. 94 

EXECIŢII ŞI PROBLEME 

a 

,I ,, 
,I 

/ 
/ 

a 

1. Fie ABCDA 'B 'C 'D' un cub (vezi figura 94) 

a 

a) între planele determinate de punctele din figură să se indice 

unul dintre aceste plane care este perpendicular pe muchia AC. 

b) Să se indiţe o dreaptă, determinată de punctele din figură, 

perpendiculară pe dreapta AC'. 
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c) Sli se indice două plane, determinate de punctele din figura 
95, petpendiculare pe AC'. D' C' 

fl!·,____._ __ -r, 
I 
I 
I 

Jp ___ --
.,, .,, . 

A ,, 
Fig. 95 

2. Să se deomonstreze că într-un cub ABCDA'B'C'D' 
petpendiculara din D pe diagonala AC' o taie pe aceasta într-un punct 

,.. ,.. AQ 1 
Q astfel meat AC' = 3. 

3. Fie ABCDA 'B'C'D' un paralelipiped dreptunghic cu 
AB = 18 cm şi AD = 30 cm. Se cere distanţa lui B' la diagonala AD'. 

4. Să se determine distanţele unui vârf al unui cub cu muchia a 
la diagonalele faciale şi spaţiale ale acestuia. 

5. Fie ABCDA 'B 'C1J' o prismă dreaptă cu baza ABC un 
triunghi dreptunghic în A, cu AB = 45 cm, AC = 20 cm şi 
AA' = 30 cm, fie M mijlocul lui CC '. Să se determine forma şi aria 
secţiunii prismei cu planul determinat de punctele A ', M. B. 

6. Fie ABCDA 'B'C'D' un paral~lipiped dreptunghic. Ştiind 

că ABCD este un pătrat cu diagonala de 20 cm, AA' ~ 24 cm şi 
că M este centrul feţei BB'C'C, se cere distanţa punctului M la 
diagonala AC a bazei. 

7. Se dă un cub ABCDA 'B'C'D' cu latura a. Fie M şi N 
mijloacele muchiilor BB' şi B'C'. Să se determine forma şi aria 
secţiunii cubului cu un plan determinat de punctele A, M şi N. 

8. într-un cub ABCDA 'B'C'D' de latură a punctele M, N, P 
sunt mijloacele muchiilor care pornesc din vârful A. Să se găsească 
distanţa de la punctul A la planul determinat de punctele M. N, P. 
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9. Într-un paralelipiped dreptunghic ABCDA 'B'C'D' cu baza 
ABCD un pătrat, înălţimea este de 3 cm şi dreptunghiul ABC'D' are 
aria de 20 cm 2. Să se afle dimensiunile paralelipipedului. 

10. Dacă un paralelipiped dreptunghic cu muchii întregi are 
două diagonale spaţiale perpendiculare, atunci dimensiunile sale 
formează un triplet de numere pitagorice. 

11. Se ştie că un paralelipiped dreptunghic are diagonalele 
spaţiale egale. Să se arate că şi reciproc : un paralelipiped care are 
diagonalele spaţiale egale este dreptunghic. 

12. Ox, Oy şi Oz sunt trei semidrepte perpendiculare două câte 
două (vezi figura 96). Să se arate că: 

cos2 ex + cos1 '3 + cos1 X = 1 

Fig. 96 

13. Câte poligoane regulate putem obţine prin secţionarea unui 
cub cu un plan? 

14. Se dă un paralelipiped drept cu baza un paralelogram în 
care se cunosc înălţimea h şi laturile paralelogramului de bază a,b, 
precum şi unghiul 8 ascuţit al acelui paralelogram. Să se determine 
diagonalele paralelipipedului. 

15. Să se arate că singurul poliedru convex cu toate feţele 

pătrate este cubul. 
16. Se dă un cub ABCDA 'B 'C 'D '. Pe muchia AB se ia un punct 

M, pe muchia AD se ia un punct N, iar pe muchia CC' se ia un 
punct P (punctele pot fi oricum pe aceste muchii). Să se determine 
forma secţiunii cubului cu planul determinat de punctele M, N. P. 
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17. Se dă paralelipipedul dreptunghic ABCDA 'B'C1J'. Se 
consideră diagonala DA' a feţei ADD 'A' şi DC' a feţei DCC 'D', 
precmn şi diagonala DB' a paralelipipedului. Se duce · D 'P 

perpendiculară pe DB' (P E DB')şi C'Q perpendiculara pe 
A 'D (Q EA 'D). 

a) Să se arate că A 'QPB' este un patrulater inscriptibil; 
b) Să se arate că QP nu poate fi paralel cu D 'C'. 

§ 9. PIRAMIDĂ REGULATĂ 

Definiţie. O piramidă a cărei bază este un poligon regulat 
şi în care piciorul perpendicularei din V (vârful piramidei) pe planul 
bazei coincide cu centrul cercului circumscris acesteia se numeşte 
piramidă regulată. 

O piramidă care nu este regulată o vom numi piramidă 

oarecare. în unele probleme vor apare anumite piramide "oarecare" 
date,indicând eventual lungimile muchiilor sau făcând alte precizări. 
Evident, aici vom renunţa la cuvântul "oarecare"şi vom enunţa după 
cuvântul piramidă, acele proprietăţi prin care o caracterizăm, căci ne 
referim numai la o parte din mulţimea piramidelor şi nu la toate. 

De exemplu, piramidă cu baza un triunghi dreptunghic. Dacă 
vom spune nwnai atât, atunci ne referim la toate piramidele care au ca 
bază un triunghi dreptunghic. 

Teoremă. Feţele laterale ale unei piramide reg?ilate sunt 
triunghiuri isoscele egale. 

Demonstraţie. Fie VA 1A 2· .. An o piramidă regulată cu baza 
A1A2 ... An şi cu vârful V. Fie O centrul cercului circumscris bazei. 
Prin definiţie VO este perpendiculară pe planul bazei. Fie Ai şi Aj 
două vârfuri oarecare ale bazei, unde i,j E {l, 2, .... , n}. 

Triunghiurile ·VOAi şi VOAj sunt egale, deoarece ambele sunt 
dreptunghice în O şi au cateta VO comună şi catetele OAi şi OAj 
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egale. Rezultă că VA; = VA/. Cum alegerea vârfurilor A; şi Aj este 
oarecare rezultă că afirmaţia din enunţul teoremei este adevărată. 

înălţimea din V a unei feţe laterale a unei piramide regulate se 
numeşte apotema piramidei şi o vom nota de obicei cu ap. Spre 
deosebire de aceasta vom nota cu ab apotema bazei. 

V 

A1 

Fig. 97 

Examinând triunghiurile dreptunghice marcate în figura 97, 
ajungem la concluzia că fiind date numărul de laturi ale bazei unei 
piramide regulate precum şi câte una (oarecare) din următoarele grupe 
de lungimi: 

a) apotema piramidei, muchia laterală, înălţimea piramidei; 
b )' raza cercului circumscris bazei, apotema acesteia, 

muchia bazei; ( de exemplu, dacă sunt date muchia laterală şi apotema 
bazei) putem determina toate celelalte elemente ale piramidei. Acelaşi 
lucru este valabil dacă dăm două lungimi din prima grupă. 

Un prim pas în stabilirea unei reciproce a teoremei prece
dente este: 

Teoremi. Baza unei piramide cu muchiile laterale egale 
este un poligon inscriptibil, iar piciorul O al perpendicularei 
din vârful V al piramidei pe planul bazei este centrul cercului 
circumscris bazei. 

Demonstraţie. Vom arăta că punctul O este egal depărtat de 
vârfurile bazei A 1 A 2 . .. An a acestei piramide. 
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Într-adevăr, fie Ai şi Aj, cu i, j E {1, 2, . .. n}, două vârfuri 
oarecare ale bazei. Triunghiurile dreptunghice VOA; şi VOAj (VO este 
perpendiculară pe planul bazei) sunt egale, deoarece VA;= VAj, prin 
ipoteză, şi cateta VO este comună. Rezultă că OA; = OA·. Deci 
punctul O este egal depărtat de vârfurile bazei, rezultă ct acesta 
se află pe un cerc cu centrul în O, deci baza este un poligon 
inscriptibil (fig. 98). 

A1 

Fig. 98 

§ 10. TRUNCID DE PIRAMIDĂ REGULAT 

Definiţie. Un trunchi de piramidă care se obţine dintr-o 
piramidă regulată se numeşte trunchi de piramidiI regulat. 

Fig. 99 
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Din proprietăţile piramidei regulate precum şi din proprietăţile 
generale ale trunchiului de piramidă se deduce uşor că: 

a) Segmentul care uneşte centrele cercurilor circumscrise 
bazelor unui trunchi de piramidă regulat este perpendicular pe 
planele acestora. 

b) Feţele laterale ale unui trunchi de piramidă regulat sunt 
trapeze isoscele egale. 

Lăsăm ca exerciţiu demonstrarea acestor proprietăţi. 
Apotema bazei mari o vom nota cu aB, iar a celei mici cu ah. 

Segmentul care uneşte mijloacele laturilor paralele ale unei feţe 
laterale, care este perpendicular pe aceste laturi, se numeşte apotema 
trunchiului de piramidd şi se notează a1. (Pentru că a1 este în fond 
înălţimea unui trapez isoscel) (fig. 99). 

§ 11. PROIECŢII PE UN PLAN 

Definiţie. Proiecţia ortogonală a unui punct A pe un plan este 
piciorul perpendicularei dusă din acel punct pe un plan. 

Perpendiculara din punctul A pe plan se numeşte proiectanta lui 
A. Pproiectanta lui A pe un plan este unică. într-adevăr, să 
presupunem că ar fi două. Unind picioarele perpendicularelor pe plan 
obţinem împreună cu punctul A un triunghi cu două unghiuri drepte, 
ceea ce este imposibil. Evident când punctul se găseşte pe plan, atunci 
el coincide cu proiecţia sa (fig. 100). 

Pentru că deocamdată nu cunoaştem altă proiecţie decât cea 
ortogonală, îi vom spune acesteia pe scurt proiecţie. 

A 

Fig. 100 
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Prin proiecţia unei figuri oarecare pe un plan înţelegem locul 
geometric al proiecţiilor punctelor sale pe acel plan. 

Teoremă. Proiecţia unei drepte pe un plan este o dreaptă 
sau un punct. 

Demonstraţie. 

Cazul 1. Când dreapta d nu este perpendiculară pe un plan, 
atunci proiecţia ei pe acest plan este o dreaptd. 

A~ 
I B 
: ; d 
I I 

A' 8' 
CJ>C 

A B d 
I 

I I 

Fig. JOI 

Considerăm punctul A fix pe dreaptă şi punctul B mobil pe 
aceeaşi dreaptă. Fie A' şi B' proiecţiile acestor puncte pe planul dat. 
BB' "sprijinîndu-se" pe dreapta d şi având o direcţie dată (aceeaşi cu a 
lui AA 'pentru că două drepte petpendiculare pe un plan sunt paralele) 
generează un plan (fig. 101). Intersecţia acestuia cu planul iniţial ex 
este evident o dreaptă, cea căutată. Evident, orice punct ME A 'B' este 
proiecţia unui punct ME AB, pentru că dacă o secantă taie o dreaptă, 
taie orice paralelă a ei. 

Observaţie. Dadi dreapta este paralelă cu planul, proiecţia ei 
va fi paralelă cu ea. Dacă dreapta este conţinută în plan, ea coincide 
cu proiecţia ei. 

Cazul 2. Dreapta este perpendiculară pe plan. ln acest caz 
proiecţia ei este un punct, deoarece proiectanta oricărui punct A de 
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pe d pe a. este d însăşi. Deci proiecţia lui d pe planul ex se reduce la 
punctul de intersecţie al lui d cu ex (fig. 102). 

A 

d 

Fig. 102 

Observaţie. Nu trebuie înţeles însă că dacă proiecţia unei curbe 
pe un plan este o dreaptă, curba aceasta este o dreaptă. Astfel, 
proiecţia oricărei curbe plane pe un plan perpendicular pe planul ei 
este o porţiune din dreapta de intersecţie a celor două plane (fig. 103). 

Fig. 103 

Teoreml. Proiecţia unui segment este tot un segment sau 
un punct (fig. 104 ). 

128 

Demonstraţie. 
Cazul 1. Segmentul de proiectat nu este perpendicular pe plan. 

B 

A~ 
I 
I 

A C B ..--, 
I I I 
I I I 8 

1 ~1 1 LW I I , 

.~. /t-H/ 
Fig. 104 
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Problema se reduce la o problemă de geometrie plană,în planul 
determinat de toate proiectantele. 

Cazul 2. Segmentul care se proiectează este perpendicular pe 
plan şi atunci proiecţia sa este un punct. 

Într-adevăr, întreaga dreaptă suport a segmentului se proictează 
într-un punct. Deci şi segmentul conţinut în ea. 

Teorema unghiului drept. Un unghi drept cu o latură 

paralelă cu un plan, şi cealaltă neperpendiculară pe plan se 

proiectează pe acest plan tot sub forma unui unghi drept. 
Fie a li a şi b laturile unghiului O şi fie O' proiecţia lui O vârful 

unghiului, a' şi b 'proiecţiile lui a şi b. 
Din O' ducem O'P II b, deci unghiul PO'A' este egal cu BOA şi 

dintr-o reciprocă a teoremei celor trei perpendiculare rezultă că 

B'O'A' este un unghi drept (fig. 105). 

B 

B' I 

~g__•--==a=-' --:IA, 
oe 

Ftg. 105 

§ 12. TEOREMA LUI DESARGUES ÎN PLAN 

Fie trei drepte a, b, c concurente în O şi coplanare în ex. 
Fie două triunghiuri ABC şi A 'B 'C' astfel încât A şi A ' sunt 
situate pe a; B,B' e b; C, C' e c (fig. 106). Fie C1 = AB n A 'B', 
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B1 = AC(') A 'C', A1 = BC (') B'C'. să se arate că A1, B1, C1 sunt 
coliniare. (V ari ante în cazul paralelismului) 

A' 

B' b 

o 
C' 

C 

Fig. 106 

Demonstraţie. Considerăm în spaţiu o dreaptă m, care trece 
prin O astfel încât proiecţia ei pe planul dreptei a,c să fie chiar b. 

a 

Fig. 107 

Fie B "şi B ,,, punctele de pe m ale căror proiecţii pe planul ex să 
fie B respectiv B '(fig. I 07). Aplicăm teoema lui Desargues în spaţiu 
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triunghiurilor B"AC şi B"'A 'C'. Rezultă că dacă notăm 

M = AB" n A 'B'", N = CB" n C'B'", atunci B1, M şi N sunt 
coliniare. Fie d dreapta lor. 

Cum proiecţia unei drepte este tot o dreaptă, d se proiectează tot 

după o dreaptă d' căreia îi aparţin punctul B1, şi proiecţiile lui M şi N 

(M este intersecţia B "A cu B '"A ', proiecţia lui M va fi intersecţia 

proiecţiilor celor două drepte deci intersecţia lui BA cu B 'A ', adică C 1; 

analog proiecţiei lui N este A 1). 

Lăsăm pe cititor să-şi dea seama singur că proiecţia dreptei MN 

nu este un punct, ci o dreaptă! 
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CAPITOLUL AL CINCILEA 

UNGHIURI ÎN SPATIU 
' 

§ 1. UNGHIUL DINTRE DOUĂ DREPTE 

Teorema asupra egalităţii unghiurilor cu laturile paralele ne 
permite să dăm o definiţie unghiului a două drepte, în general, 
necoplanare din spaţiu. Să observăm că având două perechi de drepte 
paralele ce trec prin punctele P şi P', putem alege totdeauna 
semidrepte pe ele, cu originile în P respectiv P', astfel încât ipotezele 
din teorema citată să fie satisfăcute. 

Definiţie. Prin unghiul a doud drepte din spaţiu înţelegem 

valoarea comună a tuturor unghiurilor, mai mici, cel mult egale 
cu 90° formate în toate punctele spaţiului prin ducerea de paralele la 
dreptele date. 

a 

Fig. 108 
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Observaţie. Unghiul a două drepte este 0° dacă şi numai dacă 
dreptele sunt paralele. El este de 90° dacă şi numai dacă dreptele sunt 
perpendiculare (fig. 108). 

§ 2. UNGHIUL UNEI DREPTE CU UN PLAN 

Definiţie. Vom numi unghiul unei drepte cu un plan, unghiul 
fficut de acea dreaptă cu proiecţia ei pe plan, în cazul când nu este 
perpendiculară pe plan şi nici paralelă cu el (fig. 109). 

Fig. 109 

Dacă dreapta este perpendiculară pe plan, considerăm unghiul 
dreptei cu planul respectiv de 90° (fig. 11 Oa). 

90° 

b) 

Fig.110 
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Dacă dreapta este paralelă cu planul vom conveni să spunem 
dreapta face cu planul un unghi de 0° (fig. 110b). Unghiul u al unei 
drepte cu un plan este deci cuprins. între 0° şi 90° (u e [0°, 90°] ). 

Teoreml. Unghiul unei drepte d cu un plan a este cel mai 
mic dintre unghiurile formate de acea dreaptă cu o dreaptă oarecare 
a planului. 

Demonstraţie. Dreapta d se proiectează pe planul et după 
dreapta d'. Considerăm o altă dreaptă d" c ex pe care o putem 
presupune că trece prin A. Din M e d ducem MB l. d'. Luăm pe d" în 
direcţia în care formează un unghi ascuţit cu d' segmentul AC = AB. 
Triunghiurile MAB şi MAC au câte două laturei respectiv egale 
(MA comună şi AB = AC) şi MC >MB.Se ştie că în două triunghiuri 
care au câte două laturi respectiv egale, la la~ a treja mai mare se 
opune un unghi mai mare şi reciproc, deci MAC> MAB, şi teorema 
este demonstrată (fig. 111 ). 

Fig. 111 . 

Observaţie. în particular, dacă unghiul unei drepte a din planul 
ex cu d este egal cu unghiul lui d cu proiecţia sa pe ex, putem trage 
concluzia că dreapta a este paralelă cu proiecţia lui d pe ex. 

Comentariu. Definiţiile distanţei de la un punct la un plan 
şi al unghiului dintr-o dreaptă şi un plan apar analoage: anume 
ambele elemente sunt cele mai mici posibile dintre toate cele 
care pot fi propuse. 
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Observaţie. Unghiul dintre o dreaptă şi un plan este comple-
mentar unghiului dintre acea dreaptă şi o perpendiculară pe acel plan. 

Aceasta ar fi putut fi luată şi drept definiţie. 

§ 3. UNGHIUL A DOUĂ PLANE 

Reamintindu-ne o observaţie relativă la unghiul unei drepte cu 
un plan, precum şi faptul că două drepte perpendicularepe pe acelaşi 
plan sunt paralele, dăm următoarea: 

Definiţie. Fie ex. şi p două plane. Prin unghiul dintre a şi /3 
înţelegem valoarea comună a tuturor unghiurilor formate între două 
drepte a şi b, unde a .l a, b .l f3. 

Teorema. Fie a şi /3 două plane care se intersectează după 
dreapta d. Să alegem un punct P E d şi să ducem dreptele a c a, 
b c /3, perpendiculare în P pe d. Atunci unghiul dintre planele a, {3 
este egal cu unghiul dintre dreptele a şi b (fig. 112). 

Fig.112 

Demonstraţie. Să considerăm planul 7t, perpendicular în P pe 
d. El va conţine dreptele a şi b. Planul 7t va fi perpendicular pe planele 
ex. şi p, deci el va conţine două drepte a ', b' ce trec prin P 
perpendiculare pe ex., respectiv p. 

Fig. 113 
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Rezultă a' J. a, b' J. b. Unghiul dintre planele ex, peste egal cu 
unghiul ascuţit format de a' şi b', care având laturile perpendiculare 
pe cele ale unghiului ascuţit format de a şi b este egal cu acesta 
(fig. 113). 

Observaţie. Două plane sunt perpendiculare dacă şi numai dacă 
unghiul lor este de 90°. 

Două plane sunt paralele dacă şi numai dacă unghiul lor 
este de 0°. 

§ 4. DETERMINAREA DJ} PLANE lN SPAŢIU PRIN 
UNGHIURI~ UNGID DIEDRU. 

Am reamintit la începutul volumului următoarea proprietate: 
Dându-se un unghi u (nu neapărat ascuţit), o semidreaptă d de origine 
O conţinută într-un plan ex şi unul din semiplanele ex' determinat în ex 
de dreapta ce conţine d există· o semidreaptă unică, cu originea în O, 
conţinută în ex' care formează unghiul ucu d (fig. 115). 

Fig. 114 

Pentru a aplica această idee în spaţiu, dăm următoarele definiţii: 
l;)efiniţie. Vom numi un unghi diedru, figura formată de două 

semipl~e determinate de aceeaşi dreaptă d în două plane diferite ex, /3 
ce conţih d. Dreapta d se va numi muchia diedrulu_i (fig. 115). 
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Definiţie. Vom numi unghi plan al unghiului diedru valoarea 
unghiului dintre două semidrepte a, b, ambele având originea într-un 
punct P E d, conţinute respectiv în cele două semiplane ce formează 
diedrul, şi perpendiculare pe d (fig. 116) . 

.t:-

(Fig. 116) 

Observaţie. Unghiul planelor ex şi p este egal cu unghiul plan 

al diedrului dacă acesta nu este obtuz şi cu suplementul acestuia, în 

caz contrar (fig. 117). 

(Fig. 117) 

Teoremi. Fie a un plan, d o dreaptă conţinută în el, a' unul 

din semiplanele determinate de d în a, S unul din semispaţiile 

determinâte! de a şi u un unghi. Atunci există un plan unic /3 ce trece 

prin d astfel încât semiplanul /3' "" /3 t, S sd formeze împreund cu a' 

un unghi diedru având ca unghi plan u. 
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Demonstraţie. Fie P e d şi fie 7t planul perpendicular pe d în 

P. El taie ex' după a' situată pe dreapta a = 1t ri ex. Intersecţia S ri 7t 

dintre semispaţiul S şi planul 7t este unul din semiplanele determinate 

de a în 1t; să-l notăm cu 1t'. 

Fig. 118 

Condiţiile impuse diedrului căutat cer ca al doilea semiplan 

ce-l formează (primul fiind ex') să intersecteze 1t după o semidreaptă 

cu originea în P, situată în 1t' şi ~când unghiul u cu a'. Ştim că o 

astfel de semidreaptă b' este unic determinată; ~ va fi planul 

determinat de d şi b' (fig. 118). 

§ S. DETERMINĂRI DE FIGURI 1N SPATIU 
' 

Dacă într-un triunghi ABC cunoaştem AB, AC şi unghiul u 

dintre AB şi AC, atunci lungimea lui BC este bine determinată, 

confonn unuia din cazurile de egalitate ale triunghiurilor (vom vedea 

în problema de mai jos cum se calculează acea lungime). 

Vom rezolva o problemă asemănătoare în spaţiu. 
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Se consideră un diedru format de semiplanele ex şi ~ şi 

muchia m (fig. 119). 

Fig. Jl9 

Se duce în planul ex segmentul perpendicular PQ = p pe muchia 

m şi AB = a perpendicular pe m şi conţinut în planul p. Segmentul 

PA = c. Cunoscând unghiul u între a şip, se pune întrebarea: numai 

cu aceste elemente situate în planele ex şi ~. la care se adaugă şi 

unghiul u, este determinată unic distanţa între B şi Q (fig. 120)? 

Fig. 120 

Ducem QT l. p (T E P). Conform reciprocei teoremei 
celor trei perpendiculare avem PT l. c. Rezultă că TQ = p sin u şi 
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PT = p cos u. Ducem TS' paralelă la c, deci perpendiculară pe AB şi 
unim QcuS. 

' ' ' ' " ' '\. 
' -- - ---~ 

4 

Fig.121 

Pentru că patrulaterul PTSA este dreptunghi rezultă că TS = c. 
Triunghiul QTC fiind dreptunghic, aplicând teorema lui Pitagora, 
obţinem: Qsl = c1- + p2 sin2 u. 

Putem să aflăm, de asemenea, cateta SB a triunghiului 
dreptunghic: QSB, SB = AB -AS= a - p cos u. 

Aplicând teorema lui Pitagora în triunghiul QSB, obţinem: 

QB = ,,jQS2 + SB2 = .Jc2 + p 2 sin2 u + (a- pcosu)2 = 

= .Jc2 + p 2 +a2 -2pacosu 
Constatăm că am reuşit să calculăm cu ajutorul segmentelor a,p şi c 

şi a unghiului u segmentul QB. 
Să presupunem că în alt unghi diedru format de planele ex' şi P' 

avem aceleaşi date. Segmentul corespunzător Q 'S' va rezulta egal cu 
segmentul QS. 

Aceasta ne arată importanţa unghiului u care nu este altul decât 
unghiul plan al diedrului considerat. 
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PROBLEMĂ REZOLVATĂ 

Se dă o piramidă hexagonală regulată V ABCDEF, cu elemente 
de lungime cunoscută. De exemplu AB = a, VO = h. 

Să se determine toate unghiurile formate de dreptele (muchii) şi 
planele (feţe) precum şi toate unghiurile diedre, din figura 122. 

Fig. 122 
Rezolvare. 

1) Unghiul a dintre AB şi VA. 
în triunghiul isoscel VAB, fie mijlocul M al lui AB. Avem 

AM ✓ 2 2 a 
cos ex= VA .Cmn VA= h +a , rezultă că cos ex= 2✓h2 +a2 • 

Cwn AB II DE rezultă că ex = (AB, VD) şi analog ex = (AB, VE) şi 

ex = (AB, VB). 

2) Unghiul p dintre AB şi VC. 

Avem AB li CF, deci unghiul p se determină din triunghiul 
VO h 

isoscel VOF: tgp = - = - . oe a 
Avem şi P = (AB, VF). 
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3) Unghiul 'Y dintre VA şi VB. 

Din triunghiul VAB avem 'Y = 180° - 2cx. 
4) Unghiul ~ dintre VA şi VC. 
Acest unghi se determină din triunghiul isoscel VAC. AC este 

latura triunghiului echilateral înscris în cercul de rază a, deci 

. . ~ AC 12 a✓3 
AC= a✓3 ş1 obţmem sin-=--= .J . 

2 VA 2 al +hl 
5) Unghiul E dintre VA şi VD. 
Din trhmghiul isoscel V AD egal cu triunghiu/ VCF avem: 

E=l80c-2/3 
6)Unghiul <p dintre VA şi planul bazei. 
Avemq>= p. 
7) Unghiul v, dintre VA şi planul feţei VBC (egal cu unghiul 

(VA,VEF)). 
Să determinăm proiecţia A ' a lui A pe planul feţei VBC. Pentru 

aceasta să ducem AN l. BC, N e BC. Din teorema celor trei 
perpendiculare ştim că, ducând perpendiculara n pe BC în N, situată în 
planul feţei VBC, A' va fi piciorul perpendicularei din A pe n. 
Vom avea: 

VA' VA' 
cos'\jf= VA = ✓al+ hl . 

Pentru a calcula VA' să luăm mijlocul P al lui BC şi să observăm că 

VP l.BC, deci A 'NPV este un trapez dreptunghic în N şi P şi rezultă 

VA'= .J NPl + VA"l , unde A„ este intersecţia lui VP cu paralele din 
A 'laBC. 

Este uşor de văzut că NP = AO = a şi că A 'A "OA este 
paralelogram (A 'A "paralele şi egal cu AD), deci OA "l. VP, adică 

OA„ este înălţimea în triunghiul dreptunghic OVP. Obţinem: 

VA"= vol = hl şi acum 

VP ✓hl +(a✓3 I 2) 2 
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VA' 1 h4 
2 

COS'lf = I = I a + ( r;:; ) 2 etc. 
va 2 +h2 va2+h2 h2 + a,1312 

8)Unghiul; dintre muchia VA şi faţa VCD. 

Avem AC l. CD, deci (teorema celor trei perpendiculare) 

proiecţia lui A pe planul feţei VCD va fi piciorul A 1 al perpen

dicularei din A pe c unde ceste perpendiculara pe CD, dusă prin C în 

planul feţei VCD. Notând cu Q mijlocul lui CD obţinem analog cu 

cazul 7): 

V~ = ✓CQ2 +VA/ 
unde A2 este intersecţia paralelei din A1 la CD cu VQ. A2 este în 
acelaşi timp perpendiculara din mijlocul R al lui AF (AF li CD) 
coborâtă pe VQ • V A; = VR2 - ~; RA 2 • VQ = RQ • VO ( dublul ariei 
VRQ), deci: 

( )2 2 ( r;:; )2 3a2h2 
= a/2 +h + a-v3l2 - ( r;:; ) 2 • 

h2 +a,13l2 

Deci, 
V~ VÂi 

cosl; = - = -======. 
VA .Ja2 +h2 

9) Unghiul 6 dintre AB şi planul feţei VBC. 
Proiecţia A ' a lui A pe planul feţei VBC a fost descrisă la 

punctul 7. 

A' B 1 ✓ I 2 2 1 ✓ , 2 ( )2 cos8=-=-A N +NB =-A' P + a/2 , 
AB a a 
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iar A ''P se determină din triunghiul VOP: 

OP2 (a✓-312)2 
-A" p = --= -==== 

VP ✓h2 +(a✓-312) 2 
• 

Unghiul dintre A.B şi planul feţei VCD este egal cu cel dintre 
! 

ED şi planul feţei VCD care rezultă egal cu unghiul 8. 
. ·,;w li ~D, deci AB li VDE. 

10) Unghiul diedru n dintre ,planul bazei şi planul feţei 
VCD este unghiul din Q al triunghiului VRQ de la 8, deci 

va h 
tg n = OQ = a✓3 12 · 

11) Upg!iiul diedru o dintre planele feţelor VCD şi VBC. 
Pyrpendicularele coborâte din B şi D pe VC cad în acelaşi punct 

H: BH = DH deci în triunghiul BDH avem: 
, CJ BD 12 a✓3 12 . . 

sin-=--=--~BH-VC=BC -VP (dublu ane1 VBC), 
2 BH BH 

deci 
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12) Unghiul diedru , dintre planele feţelor VCD şi V AB. 
Prelungim AB şi CD până se taie în G. Triunghiurile VGA şi 

VGD sunt egale, perpendicularele din A şi D pe VG cad în acelaşi 
punct K. Analog cu punctul 11, avem 

't AD/2 a DG· VQ 
sin-=--=-·DK ·VG =DG·ViQ DK=---. 

2 DK DK' ' VG 

13) Unghiul diedru ro dintre planele feţelor VCD şi V AF. 
Avem CD li AD, deci AF II VCD, deci planele feţelor VCD şi 

VAF se intersectează după o paralelă la CD şi AF. Avem VQ 1. CD, 
VR 1. AF deci ro = RVQ. 

ro RO a✓J /2 
tg-=-= 

2 VO h 

§ 6. ~GHIURI ŞI PROIECŢD 

Definiţie. Se numeşte proiecţie a unui punct P pe o dreaptd d 
piciorul perpendicularei duse din P pe dreapta d (într-un plan care 
conţine punctul P şi dreapta d) (fig. 124). 

Fig.124 
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La fel ca la fig 125 se constată că proiecţia unui segment pe o 
dreaptă este un punct sau un segment. 

A 

Fig. 125 

în teoremele de mai jos vom conveni să considerăm cos O= 1 şi 
cos 90° = o 

Teoreml. Lungimea proiecţiei A 1J' a unui segment AB pe o 
dreaptă d este egală cu lungimea segmentului înmulţitd cu cosinusul 
unghiului u dintre d şi dreapta ce conţine segmentul. 

Demonstraţie. Teorema este cunoscută în cazul în care A,B şi d 
sunt coplanare. 

în cazul când A,B şi d nu sunt coplanare avem desigur B :1:- B ', 
A * A ·, iar A,A ',B nu sunt coliniare. 

Să alegem pe paralela la AB dusă prin A ', de aceeaşi parte a 
dreptei AA 'ca şi B, un punct B" astfel încât A 'B" = AB (fig. 126). 

B 

Fig. 126 
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Patrulaterul AA 'B "B este un paralelogram, deci BB" 11 AA ', 
BB ".L d. Sau B '' este pe dreapta BB ', sau d rezultă perpendiculară 
pe planul BB 'B ". în ambele cazuri B'' este în planul perpendicular pe 
d în B ', deci B ' este proiecţia lui B '' pe d. Cum u este unghiul 
dintre d şi B ", iar d şi A 'B" sunt coplanare, avem A 'B' = A 'B" 
cos u =AB cos u. 

Teoremi. Lungimea proiecţiei unui segment pe un plan a este 
egală cu produsul dintre lungimea segmentului şi cosinusul unghiului 
u dintre dreapta d ce conţine segmentul şi planul a . 

Demonstaţie. Dacă d .L ex atunci cos u = 90°, proiecţia este un 
punct etc. Dacă u * 90°, fie d' proiecţia lui d pe ex. Proiecţia 
segmentului pe planul ex. coincide cu proiecţia sa pe dreapta d, u este 
prin definiţie unghiul dintre dreptele d şi d' şi teorema rezultă 

adevărată pe baza celei precedente. 
înainte de a stabili un rezultat asupra ariei unei proiecţii, 

vom stabili: 
Teorema ajutitoare. Fie a şi /3 două plane neperpendiculare, 

ce se intersecteazd dupd o dreaptă d. Dacd b este o dreaptd din /3 
perpendiculară pe d, atunci proiecţia lui b pe a este perpen
diculari! pe d, iar unghiul dintre b şi a este egal cu unghiul dintre 
planele a şi /3 (127). 

Fig.127 

Demonstraţie. Fie P punctul comun al lui b cu d, Să ducem un 
plan 7t .l d prin P. El va conţine b, va fi perpendicular pe <X, deci 
proiecţia lui b pe planul ex va fi dreapta c = 1t r- ex, care va fi 
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perpendiculară pe d (b nu este perpendiculară pe ex, deoarece 13 nu este 
perpendicular pe ex). 

Unghiul diedru dintre ex şi 13 este egal cu unghiul dintre b şi c 
care, prin definiţie, este egal cu unghiul dintre b şi ex,. 

Acmn putem dovedi: 
Teorema. Aria proiecţiei a unui triunghi ABC pe un plan ex 

este egalil cu produsul dintre aria triunghiului ABC şi cosinusul 
unghiului u dintre planul triunghiului şi planul a. 

Demonstraţie. Daci u = 90°, triunghiul se proiectează după un 
segment, cos u = O etc. Dacă u = O, triunghiul se proiectează după 
unul egal cu el, conform teoremei precedente, cos u = 1 etc. 

Fie deci O< u < 900. Planul a va avea cu planul triunghiului o 
dreaptă comună d.Să considerăm întâi cazul în care triunghiul ABC 
are o latura, fie ea AB, paralelă cu d. Să ducem înălţimea CD a 
triunghiului (fig. 128). 

Fig. 128 

Conform teoremei ajutătoare, proiecţia lui CD va fi înălţimea 
C 'D' a triunghiului A 'B 'C ', iar unghiul dintre CD şi ex va fi egal cu u. 

Conform teoremei asupra proiecţiei unui segment pe un plan 
vom avea C'D'=CD cos u A 'B' = AB, deci atj.a 

A' B'C'=!A, B'·C' D'=!AB ,CDcosu= (ariaABC)cosu 
2 2 
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în cazul general, observăm că orice tri\lllghi se descompune în 
trillllghiuri având fiecare câte o latură paralelă cu o dreaptă d din 
planul său. 

A . 

~-----
-----c 

Scriem relaţia de demonstrat pentru fiecare din aceste 
trillllghiuri, le ad\lllăm şi obţinem relaţia dorită. 

Observaţie. Teorema se generalizează la orice poligon plan. 

§ 7. PROIECTIE PARALELĂ, PROIECTIE CENTRALĂ 
' ' 

în realitate noi vedem \Ul cub aşa (fig. 129): 

Fig. 129 

în desenul geometric îl desenăm 
însă convenţional aşa (fig. 130): 

Fig. 130 
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1n prima dintre cele două figuri, "imaginea" nu păstrează pentru 
anumite segmente paralelismul din "realitate", de exemplu AB şi A 'B' 
au un punct pe "linia orizontului în care par că se întâlnesc. 

În a doua dintre figuri, laturile paralele ale cubului sunt 
desenate de asemenea paralele. 

De ce "vedem" concurente liniile paralele din realitate? 
De ce le desenăm prin convenţie totuşi paralele? 
Ca să răspundem totuşi la aceste două întrebări trebuie mai întâi 

să vorbim despre proiecţia paralelă şi apoi despre proiecţia centrală. 

PROIECTIA PARALELĂ 
' Se consideră în spaţiu un plan ex. (numit de proiecţie), şi o 

dreaptă, care nu este paralelă cu el. 

~ 
_/ ----.J7 

Fig. 131 

Proiectăm punctul A din spaţiu pe planul ex. ducând din A o 
paralelă d (fig. 13 I). 

Punctul în care această "proiectantă" întâlneşte planul (adică 
punctul A') este proiecţia lui A pe planul ex.. Locul geometric al 
proiecţiilor unei figuri sau ale unui corp pe un plan se numeşte 
proiecţia figurii sau a corpului pe acel plan. 

Observaţie. Proiecţia rectangulară este un caz particular al 
proiecţiei paralele: proiectantele sunt perpendiculare pe plan (d .l ex.). 

Teoreml. Proiecţia paralelă a unei drepte este o dreaptă sau 

un punct. 
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Demonstraţie. 
Cazul 1. 
Daci'. dreapta este paralelă cu d, ea este proiectanta fiecărui 

punct al ei. Deci toate punctele ei se proiectează în A' (fig. 132). 

Fig. 132 

Cazul 2. 
Dacă dreapta g nu este paralelă cu d, proiectantele punctelor de 

pe g generează un plan numit plan proiectant, care taie planul ex după 
dreapta g' (proiecţia dreptei g) (fig. 133). 

Fig. 133 

Teoreml. Două drepte paralele diferite se proiectează după 
două drepte paralele sau după douii puncte. 

Demonstraţie. 
Cazul 1. 
Evident dacă ambele drepte sunt paralele cu d, proiecţiile vor fi 

două puncte. 
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Cazul 2. 
Dacă considerăm ambele plane proiectante, acestea sunt 

paralele, având câte două drepte· diferite respectiv paralele (g li h şi 
două proiectante respectiv paralele cu d1 li d2) (fig. 134). 

Fig. 134 

PROIECŢIA CENTRALĂ 
Să consideram în spaţiu \ll1 plan <X şi \ll1 p\lllct C nesituat în el, 

nwnit centru de proiecţie. Un p\lllct A se proiectea7.ă central pe planul <X 

astfel: unim p\lllctul A cu C şi punctul A ' unde acestă dreaptă întâlneşte 
planul <X se va nwni proiecţia centrală a p1lllctului A (fig. 135). 

~J ____,li 
• bC. 

Fig. 135 

Observaţie. Orice punct din spaţiu se poate proiecta central pe 
planul <X, cu excepţia punctelor conţinute în planul paralel cu ex. care 
trece prin C. La proiecţia paralelă nu avem nici o astfel de porţiune a 
spaţiului neproiectabil. 
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Şi în proiecţia centrală, locul geometric al proiecţiilor punctelor 
unei figuri sau a unui corp se numeşte proiecţia acelei figuri sau a 
acelui corp. 

Teoreml. O dreaptă se proiectează central după o dreaptă 
sau un punct (bineînţeles dacă nu este conţinută în planul paralel 

cu a care trece prin C, dacă ar fi conţinută atunci nu s-ar mai 
proiecta deloc) (fig. 136). 

Demonstraţie. 

Cazul 1. 
Dacă dreapta trece prin punctul C ea se proiectează evident 

într-un punct. 
Cazul 2. 
Dacă dreapta nu trece prin C, proiectantele având un punct fix 

şi sprijinindu-se pe d generează un plan proiectant (din care lipseşte o 
paralelă prin C la d, dar care lasă planului proiectant punctul C). 

Planul proiectant taie planul ex după o dreaptă alcătuită din proiecţiile 

punctelor dreptei d. 

Fig. 136 

Teoreml. Două drepte paralele (şi neparalele cu planul de 
proiecţie) se proiectează după două drepte concurente. 
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Demonstraţie. Dreptele <I şi g determină cu punctul C d~uă 
plane proiectante (fig. 136 şi 137), 

Fig.137 

Acestea având un punct comun, pe_ C, au o dreaptă comună a, 
paralelă cu ele care trece prin C. Dreapta a întâlneşte pe ex în punctul 

A, punctul comun proiecţiilor d' şi g' ale dreptelor d şi g. 

Fig. 138 

ATENŢIE: A nu este proiecţia nici unui punct de pe g sau d 
situată la distanţa finită. 

154 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Teoreml. Doud drepte paralele cu a se proiecteazd tot dupd 
doud drepte paralele. d 

C a 
', r--------
>-------------

/ a' 9' 

Fig. 139 

într-adevăr: orice plan care trece prind va tăia planul ex după o 
dreaptă d' care este paralelă cu d. La fel, g' li g. Dar d şi g fiind 
paralele, prin tranzitivitate rezultă g' li d' (fig. 139). 

Observaţie. Dacă dreptele paralele şi distincte d şi g vor fi 
situate în acelaşi plan cu punctul C atunci proiecţiille lor vor 
coincide ( evident presupunem că acel plan nu este cel paralel prin C 
la planul ex). 

Proiecţiile dreptelor d şi g (d li g) vor fi distincte dacă planul 
determinat de cele două drepte nu va conţine punctul C. 

Rămâne încă deschisă întrebarea ce legătură au cele spuse 
anterior cu desenatul cubului? 

Să ne explicăm: ochiul omului este alcătuit în fond dintr-o 
combinaţie de lentile care concentrează "razele" vizulale într-un punct 
puţin în spatele cristalinului şi "proiectea7A" imaginea pe retină, pe fundul 
ochiului, pe care o putem considera o mică porţiune plană (fig. 140). 

A 
Fig. 139 
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"Razele" vizuale sunt deci proiectantele. Două paralele (:flra să 
fie paralele cu porţiunea de plan din fundul sensibil al ochiului) vor 
avea imagini concurente. De aceea liniile de tramvai "converg". 

Dacă prin absurd în loc de cristalinul "lenticular" ar fi un 
paralelipiped, imaginea s-ar proiecta în mărime naturală, iar omul de 
la nici o distanţă nu ar putea cuprinde cu ochii întreaga siluetă a unui 
elefant de pildă (fig. 141). 

Fig. Ul 

Ar vedea din el numai o porţiune circulara de piele cu diametrul 
cât pupila omului. Dar atunci ar vedea un cubuleţ cu toate muchiile 
paralele, aşa cum îl desenăm conventional. 

Mai este ceva: prin proiecţia paralelă, raportul se păstrează, 
adică dacă punctul M împarte segmentul AB în raportul k, 
(MA/MB= k), atunci şi M'A '/M'B' = k (fig. 142). 

Fig. 142 
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De exemplu, mijlocul unei laturi a cubului desenat în proiecţie 
paralelă se proiectează tot în mijlocul segmentului proiectat. în 
proiecţia centrală acest lucru nu mai este respectat: stâlpi de telegraf 
"văzuţi" în perspectivă tti se par cu extremităţile pe două drepte care 
se întâlnesc. "Raportul nu se mai păstrează. Rămâne neschimbată o 
relaţie mai complicată între patru segmente de rapoarte care se 
numeşte raportul anarmonic, greu de înregistrat repede într-un desen. 

Bineînţeles, în tot ce am vorbit considerăm "lumea" văzută cu 
un ochi (am neglijat privirea "binoculară" care duce la vederea "în 
relief' bunăoară). 

EXERCIŢil ŞI PROBLEME 

1. Dacii o dreaptă nu este paralelă şi nici perpendiculară pe un 
plan, poate forma această dreaptă orice unghi ascuţit vrem cu o 
dreaptă a planului? 

2. Un triunghi dreptunghic isoscel ABC (Â = 90°) se "îndoaie" 
de-a lungul înălţimii AA' până când planele triunghiurilor AA 'B, AA 'C 
formează un unghi drept. Să se demonstreze că în noul triunghi ABC 
unghiul A are 60°. Dacă AA ' = h să se determine laturile triunghiului 
ABC obţinut după îndoire. 

3. în feţele ex şi P ale diedrului de muchie m construim 
respectiv dreptele a şi b (a~ m,b ~ m). Dintr-un punct A din spaţiu 
ducem dreptele a', b ', m' respectiv paralele cu a, b, m. Pot fi dreptele 
a ', b ', m' coplanare? 

4. Dacă se consideră tiunghiul ABC cu linia mijlocie MN 
(M e AB, N eAC) se duce din A o secantăAP (Pe BC) care taie MN 
în P' şi se "îndoaie" triunghiul de-a lungul dreptei MN astfel încât să 
se formeze un unghi diedru. Să se demonstreze că triunghiul nou 
format AP 'P este isoscel. Este adevărată următoarea afirmaţie: Dacă 
în diedrul obţinut Q = BC şi Q e MN astfel încât AQ' = Q'Q şi 
"desdoim" diedrul până se formează iar iarăşi triunghiul ABC, adică 
A, M, B, C, N, sunt coplanare, punctele QQ ', A sunt coliniare? 
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5. Triunghiul ABC se "îndoaie de-a lungul liniei mijlocii MN 

(M e AB, N e AC) astfel încât planele triunghiului AMN şi al 

trapezului MNCB să formeze un diedru drept. 

a) Să se determine unghiul plan a diedrului format de planul 

trapezului MNCB cu cel al planului determinat de punctele A, B, C. 

b) Notând cu S aria triunghiului iniţial ABC, să se determine în 
funcţie de S aria noului triunghi ABC obţinut după "îndoire". 

6. Să se demonstreze că două diedre cu feţele respectiv paralele 

sunt egale sau suplementare. 

7. Să se arate că tetraedul regulat este singura piramidă care are 

proprietatea că diedrele oricăror două feţe ale sale sunt egale. 

8. Se dă piramida regulată V ABCD cu baza în formă ABCD de 

latură a cm şi muchiile laterale egale tot cu a cm. Prin punctul C şi 
mijloacele muchiilor VD şi VB se duce un plan care secţionează 

piramida. 

a) Determinaţi forma secţiunii. 

b) Determinaţi aria secţiuni. 
9. a) Fie patru drepte a, b, c, d coplanare, concurente în O. 

Două drepte g şi / se intersectează cu ele în, respectiv A, B, C, D 
AC AD A'C' A' I1 

Şi A' B' C' D'. Demonstaţi că: - :-=--:-- (rapoartele 
' ' ' BC BD B' C' B' D' 

anarmonice egale) 

b) Fie patru plane diferite ex, J3, 'Y, B, având comună o dreaptă m. 
Două secante se intersectează cu planele în A, B, C, D şi A', B ', C', 

D' demonstraţi că şi în acest caz egalitatea rapoartelor anarmonice se 

păstrează. 

c) Demonstaţi că în cazul proiecţiei centrale raportul anarmonic 

determinat de patru puncte pe o dreaptă, se păstrează şi pe proiecţia 

acesteia. 
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CAPITOLUL AL ŞASELEA 

ARIA POLIEDRELOR 

Definiţie. Prin aria (totală) a unui poliedru înţelegem suma 
ariilor tuturor feţelor sale. 

§ 1. PRISMA. RECAPITULARE. GENERALITĂŢI. 
CLASIFICĂRI. 

Vom recapitula pe scurt cele învăţate despre prisme în 
capitolul precedent. 

Definiţie. Poliedrul determinat de o suprafaţă prismatică şi 

două plane paralele distincte, neparalele cu ·muchiile suprafeţei 

prismatice, se numeşte prismd. 
- Cele două baze ale unei prisme sunt poligoane egale. 
- Feţele laterale ale unei prisme sunt paralelograme. 
- Segmentul care uneşte două vârfuri care nu sunt situate pe 

aceeaşi faţă se numeşte diagonală spaţială a acestuia. 
- diagonalele spaţiale ale unui paralelipiped sunt concurente, iar 

punctul lor de intersecţie este centrul de simetrie a acestuia. 
- Diagonalele spaţiale ale unui paralelipiped dreptunghic 

sunt egale. 
- Prismele se clasifică după: _ 
I. Numărul laturilor bazei în prisme triunghiulare, patrulatere, 

pentagonale, ... , n-gonale. 
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II. Prisme drepte dacă muchiile laterale sunt perpendiculare pe 
planele bazelor; 

- prisme oblice dacă muchiile laterale nu sunt perpendiculare pe 
planele bazelor. 

ARIA LATERALĂ ŞI TOTALĂ A UNEI PRISME 

Definiţie. Prin aria /atera/4 a unei prisme se înţelege suma 
ariilor feţelor laterale ale acesteia. 

Teoreml. Aria laterald a unei prisme este egald cu produsul 
dintre muchia lateralii a acesteia înmulţitd cu perimetrul unui poligon 
care se obţine tăind suprafaţa prismatică a prismei cu un plan 
perpendicular pe muchiile acestei suprafeţe prismatice. 

Demonstraţie. Feţele laterale ale prismei sunt paralelograme 
care au două laturi paralele, egale cu muchiile laterale ale prismei. 
Planul perpendicular pe muchiile laterale ale prismei taie fiecare faţă 
(eventual prelungirea ei) după o înălţime a acestei feţe (care este un 
paralelogram). 

În figura 143 se ilustrează acest lucru pentru o prismă 
patrulateră: 

A 
Fig. 143 

AA '= BB '=CC'=DD '= e 
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QM .L D 'D şi QM .L AA ', rezultă că QM este înal\ ,m. ,a 
paralelogramului AA 'D 'D. 

MN .L AA ' şi MN .L BB ', deci MN este înălţi m~a 
corespunzătoare paralelogramului AA 'B 'B. 

NP .L BB ' şi NP .L CC', deci NP este înălţimea corespunzătoare 
paralelogramului B 'BC'C. 

PQ .LCC' şi PQ .L DD ', deci PQ este înălţimea corespunzătoare 
paralelogramului CC'D'D. 

Rezultă că aria laterală a prismei ABCDA 'B 'C 'D' este egală cu: 
AA '. MN + BB' · NP + CC'· PQ + DD' · QM = 

=e(MN+NP +PQ+QM). 
Deci aria laterală a unei prisme este egală cu lungimea muchiei 

laterale înmulţită cu perimetrul unei secţiuni drepte prin suprafaţ;: 
prismatică care mărgineşte acea prismă. 

Dacă prisma este dreaptă atunci aria laterală a prismei i;-.ste 
egală cu perimetrul bazei înmulţit cu lungimea muchiei laterale. 

Definiţie. Prin aria totală a unei prisme vom înţelege suma 
ariilor tuturor feţelor care mărginesc această prismă. 

Deci aria totală a unei prisme este egală cu suma dintre aria 
laterală a acesteia şi dublul ariei unei baze. 

EXERCIID REZOLVATE , 

1) Să se determine aria laterală şi totală a unei prisme drepte, care 
are ca bază un hexagon regulat cu latura a şi cu înălţimea egală cu 2a. 

c' 
A' I B' I 

I I 
I I 
I I 

'E I J.!: ___ --lD ,,. ' F ' ' C 
A 8 Fig.144 

161 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Rezolvare. Toate feţele laterale ale prismei sunt dreptunghiuri 
egale ale căror arii sunt egale cu 2a2. Bazele prismei sunt hexagoane 
regulate egale cu muchia a. Aria bazei ABCDEF este egală cu 

6ai✓3 = 3ai✓3 (fig. 144). 
4 2 

Deci aria laterală este A 1 = 12a2 şi aria totală este 
A1 = 12a2 + 3a2.,/3 = = 3a2(4+ .,/3). 

2) Să se determine aria laterală şi totală a unei prisme oblice 
ABCDA 'B'C'D' cu bazele romburi egale astfel încât A = A '= 60°, 
muchia laterală egală cu 2a şi A 'C să fie perpendiculară pe baze 
(fig. 145). 

D' 

Fig. 145 

Rezolvare. Vom da două metode de rezolvare: 
Metoda l Pentru a afla aria laterală a prismei putem calcula 

ariile fiecărei feţe . însă în cazul unor prisme oblice feţele laterale nu 
trebuie să fie egale ( chiar dacă bazele lor prezintă unele regularităţi). 

Vom arăta mai întâi că toate feţele laterale sunt totuşi (în acest 
caz) egale. 
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într-adevăr planul AA 'C 'C este un plan de simetrie pentru 
prisma noastră. Deci feţele ABB 'A ' şi ADD 'A ' sunt egale fiind 
simetrice faţă de palnul AA 'C'C. 

Paralelogramele BCC 'B' şi ADD 'A ' au aceleaşi laturi 
AD= BC = A 'D'= B'C' şi AA' = DD' = BB' = CC'. Pentru a arăta 
că paralelogramele BCC'B' şi ADD'A' sunt egale•va fi suficient să 
arătăm că unghiurile B 'BC şi A 'AD sunt egale. 

Or AA ' li BB' şi AD li BC şi AD şi BC au acelaşi sens, rezultă că 
A 'AD = B 'BC . Va fi deci suficient să calculmn aria unei feţe laterale. 
Vom calcula aria feţei ABB 'A '. 

în rombul ABCD diagonala BD = a. deci AC va fi dublul 
înălţimii unui triunghi echilateral cu latura a, deci a./3. În triunghiul 

dreptunghic AA'C avem A'C= ✓AA'2 -AC2 = ✓4a2-3a2 =a. În 
planul bazeiABCD ducem CM .lAB. 

Din faptul că A 'Ceste perpendiculară pe planul bazei şi din CM 
.1. AB. deducem, conform teoremei celor trei perpendiculare, că A 'M .l 
AB. Deci A 'M este înălţimea paralelopmului ABB'A '. BC = a şi 
CBM=DAB = 60°, rezultă că CM= a,./3/2. 

În triunghiul dreptunghic A 'CM avem: 

A'M= ✓A'C2+CM2 = ✓a2 + 3:
2 

= 
0 f/. 

Deci aria patrulaterului ABB 'A ' va fi egală cu 
a2✓7 

4·--=2a2J?. 
2 

Ariile bazelor celor două romburi sunt egale ambele de două ori 

aria unui triunghi echilateral cu latura a, deci cu a2✓3 / 2. Rezultă că 

aria totală a prismei este egală cu 2a2 ✓7 + 2. 
02 ;3 = 0 2 (2✓7 + .,fj). 

Metoda a Il--a. Din fuptul că planul în care sunt situate punctele 
A, A ', C, C ' este plan de simetrie pentru prismă (acest fupt rezultă 

din DB .l AC şi D 'B ' .l A 'C ' şi aceste diagonale se înjumătăţesc) 
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rezultă că diagonalele paralelogramului BB 'D 'D care se îajumAtlţesc 
sunt egale. Deci BB 'D 'D este un dreptunghi. 

Fie QN .1. AA ' şi fie O-mijlocul lui CN. Paralela prin O la DB 
taie muchiile laterale BB ' şi DD 'respectiv în P şi Q. 

NC .1. PQ, deoarece NC este situat în planul de simetrie ACC 
'A ' a prismei, iar PQ li BD, iar BD este perpendicular pe acest plan. 
Deci în patrulaterul CPNQ diagonalele se înjumătăţesc şi sunt 
perpendiculare. Rezultă că CPNQ este romb. 

Pe de altă parte CN şi PQ sunt două drepte secante care sunt 
perpendiculare pe muchiile prismei. Rezultă că CPNQ va fi secţiunea 
prismei cu un plan perpendicular pe muchiile laterale. vom calcula 
laturile acestui romb CPNQ . 

în triunghiul dreptunghic ACA' segmentul CN este 
înălţimea coborâtă din vârful unghiului drept. Rezultă că CN 
va fi egală cu produsul catetelor pe ipotenuză, adicli 

CN= AC· A'C = a✓3a =a✓3 I 2_ 
AA' 2a 

Evident că diagonala PQ va fi egală cu BD, adică cu a. Rezultă 
el latura CP va fi egală cu 

CP= ✓(CN/2)1+(PQ/2)1 = 3a1 + a1 =~1a1 = a✓? 
16 4 16 4 . 

Aria laterală a prismei va fi deci egală cu 

AA' · 4CP = 2a · 4 - a✓? = 2 a2 'i 
4 "I ' 

iar aria totală cu 2a2 ✓7 + a 2 .Jj = a1 (2✓7 + .Jj) . 

§ 2. DESFĂŞURAREA UNEI PRISME 

Având o prismă ale cărei feţe sunt de carton, de exemplu o 
prismă patrulateră dreaptă ABCDA 'B 'C 'D ', tăind-o de exemplu în 
lungul muchiilor DA, AB, BC, AA', D'A', A'B' şi B'C' şi îndoind 
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feţele fără a le deforma până ajung coplanare cu patrulaterul CDD'C ' 
vom obţine un poligon pe care-l vom denumi des~urata prismei 
ABCDA 'B'C'D', iar operaţia descrisă mai sus se numeşte desflşurarea 
prismei date (fig. 146) . 

.A!· B' r-----7 
I I 
I I 

A'! o' 'c~ B~ Pt ~r----, ----r--------7 
l I I I 
I I I I 

''~-~--- I I I ✓---.---~ I 
I I 1 
I I I I 
I D' I 

A -,,f~--- •C-- ~- -- -- ---,i_ 
'/ I I // 

I 

A B I 
A1... - - - - - - ...JB 

Fig. 146 

Se observă că o prismă poate avea mai multe desflşurate 

echivalente (adică cu aceeaşi arie, egală cu aria totală a prismei). în 
figura de mai jos dăm trei desfăşurate diferite ale wui cub. 

D C' A D D' B A 

@:PA B C o A B A B C A 

A . C c• 

' 
A A 

A D' A e• C' D' . B' C' e• c• · o• A' 
A D 

o• C' B 8' F o• C' 

Fig. 147 
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în general ne interesează acele desfăşurări în care apar toate 
feţele netăiate şi astfel încât o faţă oarecare să aibă comun cu o altă 
faţă o muchie (şi evident numai una). Este clar că aria oricărei 
desfăşurări este egală cu aria totală a prismei. 

Observaţie. Există prisme care nu pot fi desfăşurate 

respectând condiţiile de mai sus. O astfel de prismă este reprezentată 
în.figura de mai jos. 

Fig. 148 

§ 3. ARIA LATERALĂ ŞI TOTALĂ A PIRAMIDEI 

Definiţie. Fiind dat un poligon (P) într-un plan ex fie V un punct 
care nu aparţine planului. Poliedrul mărginit de poligonul dat, precum 
şi de triunghiurile determinate de punctul V şi laturile poligonului dat 
se numeşte piramidă. 

- Poligonul (P) se numeşte baza piramidei. 
- Triunghiurile ale căror vârfuri sunt V şi două vârfuri alăturate 

ale bazei, se numesc feţele laterale ale piramidei. 
- Punctul V se numeşte vârful piramidei. 
Clasificarea piramidelor se face după: 
a) numărul vârfurilor (respectiv laturilor) bazei în piramide 

triunghiulare, patrulatere, ... , n-gonale. 
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b) în piramide regulate ale căror baze sunt poligoane regulate şi 
proiecţia vârfului pe planul bazei coincide cu centrul cercului 
circumscris acesteia. 

- O piramidă nu are diagonale spaţiale. 
- Distanţa de la vârful V la planul bazei se numeşte în4lţimea 

piramidei. 
Definiţie. Prin aria laterală a unei piramide vom înţelege suma 

ariilor feţelor laterale ale acesteia. 
în cazul unei piramide care are mai mult de patru feţe, a cărei 

bază este deci un poligon cu mai mult de trei laturi, baza evident nu 
mai trebuie să fie precizată. Este de la sine înţeles că singura faţă care 
nu este triunghi este baza. 

Altfel stau lucrurile cu un tetraedru la care toate feţele sunt 
triunghiuri. Dacă se cere aflarea "ariei laterale" a unui tetraedru atunci 
trebuie să precizăm care sunt feţele laterale ale acestuia sau, ceea ce 
·este acelaşi lucru, să-i precizăm baza. 

Bineînţeles, există o convenţie tacită de a desena baza în "jos". 
Dar povestea cu "josul" acesta este destul de relativă. Câteodată este 
mai bine să-ţi "răstorni" sau să-ţi "suceşti" puţin tetraedrul ca să poţi 
afla mai uşor şi mai repede anumite lucruri care ţi se cer. 

Aria laterală a unei piramide regulate a cărei bază este un 
poligon cu n laturi este egală cu de n ori aria unei feţe laterale, căci 
toate feţele laterale sunt triunghiuri egale. Aria laterală a unei astfel de 
piramide va fi deci egală cu produsul dintre semiperimetrul bazei şi 

. .d. P 
apotema prranu e1: A1 = 2 a P' 

A I fiind aria laterală, P perimetrul şi ap apotema piramidei. 
Definiţie. Prin aria totală a \lllei piramide se înţelege suma 

dintre ariile tuturor feţelor acesteia (inclusiv baza). 
Deci aria totală a unei piramide este egală cu smna dintre aria ei 

laterală şi aria bazei. 
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§ 4. DESFĂŞURAREA UNEI PIRAMIDE 

A vând o piramidă a cărei .feţe sunt din carton, de exemplu o 
piramidă patrulateră regulată V ABCD, tăind-o pe aceasta în lungul 
muchiilor AB - BC - CD - DV şi îndoind feţele ei fm'ă a le deforma 
până când ajung în planul bazei, vom obţine un poligon pe care îl vom 
numi desffişurata piramidei considerate, iar operaţia descrisă mai sus 
se numeşte desfăşurarea piramidei (fig. 149). 

Fig. 149 

Ca şi în cazul prismelor, vom acorda o importanţă mai mare 
acelor desfăşurări în care orice faţă are cel puţin o muchie comună cu 
o altă faţă; oricare două feţe distincte ale piramidei desfăşurate pot 
avea cel mult o muchie comună. 

Astfel, figurile de mai jos nu le vom considera ca desfăşurări 
ale imei piramide, cu toate că putem "asambla" cu ele câte o piramidă. 

Fig. 150 
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Ca şi în cazul prismelor desfăş·urabile, o piramidă desfăşurabilă 

are în general mai multe desfăşurate. în figura de mai jos sunt 

reprezentate două desfăşurate ale unor piramide. 

(, 

.D C 

v 
Fig. 151 

Ne putem convinge că există şi piramide care nu pot fi 
desfăşurate respectând indicaţiile de mai sus. De exemplu o piramidă 
care are ca bază un poligon de forma celui din figura de mai jos nu 
este desfăşurabilă în condiţiile specificate mai sus, adică nu putem 
aşeza toate feţele ei într-un plan astfel încât oricare faţă să aibă o 
muchie comună cu altă faţă. 

Fig. 152 
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EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

1. Desenaţi trei desflşurări ale wmi tetraedru regulat ABCD, 
păstrând notaţia fiecărui vârf, deci aceeaşi literă apare de două ori. 

Printre ele este vreuna în formă de paralelogram? 
2. Fie într-un plan ex un hexagon ABCDEF şi un punct O în 

interiorul său. Ducem perpendicularele 001, 002, 003, ... , 006' 
respectiv pe laturile AB, BC, CD, ... , FA. Punctele 0 10 2 ... 0 6 
exterioare poligonului sunt construite astfel 0 1B = B02, 0 2C = C03, 

0 3D = D0,1, O,,,E = E05, OŞ = F06 (fig. 153). Să se arate că 
Oe4 =A01. (00' r.AB = M, 0 1M> OM). 

Fig. 153 

§ S. ARIA LATERALĂ ŞI TOTALĂ A TRUNCHIULUI 
DE PIRAMIDĂ 

Reamintim: 
Definitie. Poliedrul care rezultă îndepărtând dintr-o piramidă 

' piramida mai mică obţinută secţionând piramida iniţială cu un plan 
paralel cu baza ei se numeşte trunchi de piramidă (fig. 154). 
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Fig. 154 

I ~' I 'I. 
I I \ ' 

I I \ ' I 'I. 
I 

I I 

- Cele două poligoane situate în plane paralele se numesc 
bazele trunchiului de piramidă şi ele sunt poligoane asemenea. 

- Celelalte feţe, care nu sunt baze, se numesc feţele laterale ale 
trunchiului de piramidă. Toate feţele laterale sunt trapeze. 

- Distanţa dintre planele celor două baze se numeşte înălţimea 
trunchiului de piramidă. 

- Un trunchi de piramidă care provine dintr-o piramidă regulată 
se numeşte trunchi de piramidă regulat. Feţele laterale ale unui trunchi 
de piramidă regulat sunt trapeze isoscele egale. 

Definiţie. Prin aria laterală a unui trunchi de piramidă vom 
înţelege suma ariilor tuturor feţelor laterale. 

Pentru un trunchi de piramidă regulat a cărui bază este un 
poligon regulat cu n laturi, este egală cu de n ori aria unei feţe laterale 

( B + b) . a, d A . l teral B l . 1 .. b . A, = n · 
2 

, un e I este ana a ă, ungtmea aturu aze1 

mari, b lungimea laturii bazei mici, iar a, este înălţimea unei feţe 
laterale a trunchiului de piramidă şi se mai numeşte apotema acestui 
trunchi de piramidă regulat. 

Definiţie. Prin aria totală a unui trunchi de piramidă înţelegem 
suma ariilor tuturor feţelor acestuia. 

Deci aria totală a unui trunchi de piramidă este egală cu suma 

dintre aria sa laterală şi ariile celor două ba~e ale sale. 
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§ 6. DESFĂŞURAREA TRUNCHIULUI DE PIRAMIDĂ 

Deoarece un trunchi de piramidă este "combinatoric" echivalent 

cu o prismă a cărei bază are acelaşi număr de laturi ca a trunchiului de 

piramidă, rezultl el tot ceea ce s-a spus despre desflşurarea prismelor 

rămâne în linii esenţiale la fel pentru desflşurarea trunchiului de 
piramidă. Singura deosebire este că feţele laterale ale trunchiului de 

piramidă nu sunt paralelograme, ci trapeze. 

ln figura de mai jos sunt reprezentate trei desflşurări distincte 

ale unuia şi aceluiaşi trunchi de piramidă regulat cu baza un triunghi. 

Fig. 155 
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CAPITOLUL AL ŞAPTELEA 

CONGRUENTA ÎN SPATIU 
' ' 

§ 1. INTRODUCERE 

în cele ce urmează vom trata intuitiv congruenţele (egalitatea) 
în spaţiu, adică nu vom da demonstraţii. în partea a doua vom da 
expresia matematică precisă a acestei noţiuni. 

SIMETRIA FAŢĂ DE UN PLAN 

Fiind dat un plan a, numit plan de simetrie, oricărui punct A 
din spaţiu îi corespunde un punct A ' determinat unic astfel: din A 

ducem perpendiculara AB pe planul ex (B e ex) şi considerăm pe 
această perpendiculară punctul A ' de cealaltă parte a planului astfel 
încât A 'B = AB. Spunem că A 'este simetricul lui A faţă de planul ex. 

xA ţA >fA 
I I 

_/ _/ / La/_/~f-a/ 
I 
I I 

-Jt.A Fig. 156 
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Evident că şi A este simetricul lui A • faţă de planul ex. Dacă 
A e ex, atunci el coincide cu simetricul său faţă de planul ex (fig. 156). 

Definiţie. Locul geometric al simetricelor punctelor unei figuri 
sau al unui corp faţă de un plan, alcătuieşte simetrica figurii, respectiv 
a corpului, faţă de acel plan. 

Afirmăm fără să demonstrăm că două figuri ( corpuri) simetrice 
faţă de un plan sunt congruente (egale). 

Dându-se în spaţiu o figură, sau un corp, sau o mulţime 
oarecare de puncte, dacă există un plan astfel încât oricare punct al 
figurii (al corpului, sau al mulţimii de puncte) are un simetric faţă de 
planul dat, tot pe acea figură (respectiv corp sau mulţime de puncte), 
spunem că ea are un plan de simetrie. 

Evident că orice figură plană are planul în care este situată ca 
plan de simetrie (poate avea şi alt plan de simetrie, dar cel în care este 
situată este unul din eventualele sale plane de simetrie). 

EXERCIŢIU 

Două plane paralele au o infinitate de plane de simetrie: 
orice plan perpendicular pe ele şi un plan între ele situat la egală 
distanţă de acestea. 

Simetrie faţă de un punct. 
Fiind dat un punct C, numit centru de simetrie, un punct 

oarecare A are ca simetric pe A ', faţă de centrul de simetrie C. dacă 
punctele A, C, A· sunt coliniare şi AC= A ·c (A -:I: A') cu alte cuvinte 
dacă Ceste mijlocul segmentului AA • (fig. 157). 

Fig. 157 
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Definiţie. Locul simetricelor faţă de punctul C al tuturor 
punctelor unei figuri (ale unui corp sau ale unei mulţimi de puncte 
oarecare) alcătuieşte o figura (corp sau mulţime de puncte) numită 
simetrică faţă de C. 

Afirmăm şi în cazul simetriei faţă de un punct că două figuri 
simetrice sunt congruente (egale). 

O mulţime de puncte ( o figură sau un corp) căreia îi aparţin 
toate simetricele punctelor ei faţă de un punct C, se spune că are un 
centru de simetrie şi punctul C se numeşte centru de simetrie. 

Se poate arăta uşor că un corp mărginit are cel mult un centru 
de simetrie. Orice punct al unui plan este un centru de simetrie 
al acestuia. 

TRANSLAŢIE ÎN SPAŢIU 

Dacă transformăm punctul curent A al unei mulţimi în punctul 
A ' al altei mulţimi, astfel încât segmentul AB să aibă mărime 
constantă, aceeaşi direcţie şi acelaşi sens, spunem că am „translatat 
mulţimea iniţială în cea de-a doua mulţime. Şi aici afirmăm că două 
corpuri obţinute prin translaţie sunt congruente (fig. 158). 

Fig. 158 

ROTAŢIE DE UN UNGID u FAŢĂ DE O AXĂ 

Considerăm o dreaptă a, numită axă de rotaţie, o figură (sau un 
corp) în spaţiu şi un unghi u. Oricare ar fi punctul A al figurii 
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construim planul determinat de a şi A, şi considerăm un diedru de 
unghi planu "în acelaşi sens" (fig. 159a). 

C' 
I 

Fig. 159 

M 
p 

J 

Ducem din A peipendiculara A.B J. a, şi luăm în a doua faţă a 
unghiului diedru segmentul BA ' = BA şi BA ' J. a. Dacă toate punctele 
figurii au fost transformate astfel, figura nou formată se spune că s-a 
obţinut prin rotirea figurii iniţiale cu un unghi u în jurul axei a. 
Şi în acest caz afirmăm că figura obţinută şi cu cea iniţială sunt 
congruente (egale). 

a 

Fig. 160 
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Rotaţia de unghi 
180° faţă de o axă se 
nmneşte simetrica faţă de 
acea axă. Deci simetricul 
M' al unui punct M faţă de 
o dreaptă d se obţine 
ducând petpendiculara din 
M pe dreapta d, notând 
piciorul ei cu P şi 
prelungind segmentul MP 
cu un segment congruent 
cu MP (fig. 160). 
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O figura căreia îi aparţin toate simetricele punctelor ei faţă de o 
dreaptă dată d, se spune că are pe d ca axă de simetrie. 

Compunând două sau mai multe din aceste transfomwi (rotaţie 
în jmul unei axe, simetrie faţă de un plan sau faţă de ~ punct şi 
translaţia) obţinem o figură congruentă (egală) cu cea iniţială. 

Vom numi "suprapunere" a unei figuri cu alta o succesiune de 
astfel de transfomwi care "duce" prima figură în a doua. Deci 
suprapunerea vom afirma că "ne asigură" congruenţa corpurilor. 

Toate elementele corespunzătoare: distanţă, unghi în plan, 
unghi diedru, arie obţinute prin suprapunere vom admite, ffiră 

demonstraţie, că sunt egale. 

§ 2. CONGRUENŢA FIGURILOR 1N SPAŢIU 
în geometria plană am acordat multă atenţie egalităţii figurilor. 

Aici nu vom aprofunda această noţiune, ci vom prezenta numai 
strictul necesar pentru paragraful asupra volumelor. 

Prin figură vom înţelege o mulţime de puncte în spaţiu. 
Definiţie. Fie F, F' două figuri. Prin congruenţa lui F cu F ' 

( sau suprapunere a lui F peste F') înţelegem o corespondenţă 
bijectivă f : F ➔ F' aşa încât, oricare ar fi punctele A, B e F, dacă 
A', B' sunt punctele lui F ' ce le corespund (A' = f (A), B' = f (B)) 
avem A 'B' = AB. 

Observaţie. Aplicaţia inversă a lui f rezultă o congruenţă a lui 
F'cuF. 

Teoreml. Dacă/ este o congruenţă a lui F cu F' şi dacă A, B, 
C sunt trei puncte coliniare din F, atunci imaginile lor A ', B ', C 'prin 
f sunt coliniare. ln plus, dacă de exemplu B este situat pe segmentul 
AC, atunci B' este situat pe segmentul A 'C ' (cu alte cuvinte orice 
congruenţă duce dreptele în drepte, "cu păstrarea ordinii''· 

Demonstraţie. Vom avea A 'B ' + B'C' = AB + BC = AC = 
= A 'C', ceea ce reclamă apartenenţa lui B' la segmentul A 'C' 
( segmentul A 'C' fiind drumul cel mai scurt dintre A ' şi C). 
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Teoreml. Dac4 feste o congruenţ4 între F şi F', dac4 A, B, 
A A 

Ce F şi dac4 A ', B: C' e F' sunt imaginile lor, atunci ABC= A' B' C'. 
Demonstraţie. Afirmaţia din enunţ rezultă imediat din egalitatea 

triunghiurilor ABC şi A 'B'C' care au laturile respectiv egale. 
Teoreml. Fief o congruenţd a lui F cu F'. Fie A, B e F, 

A * B şi fie M un punct pe dreapta AB. S4 considerdm imaginile A ', 
B' ale lui A, B prin f, şi punctul M' de pe dreapta A 'B' aşa încât 
A 'M' = AM, B 'M' = BM (fig. 159). 

Variante: 

A M B M A B A B M 

X- M' 8' M~ A# B' K Bţ M"' 

De exemplu în prima nu este bine 

~! 
I„ 
A· d~ 

Fig. 161 

Atunci considerând G =Fu {M }, G' = F' u {M1 şi bijecţia g 
de la G la G ', egală cu/ pe F şi pentru care g (M) = M' obţinem o 
congruenţi de la G la G '. 

Pe scurt, orice congruenţă a două figuri se poate extinde 
la o congruenţă între alte figuri, una din ele obţinută din prima 
adăugând un punct dat pe unul din segmentele determinate de două 
puncte ale ei. 

Demonstraţie. Trebuie arătat că C'M' = CM pentru orice 
Ce Funde C' = /(C). Dacă Ceste pe dreapta AB, atunci C' este pe 
A 'B ', ordinea lui C, A, B fiind aceeaşi cu a lui C ', A ', B '. 

A A 

Dacă C nu este pe dreapta AB, atunci CAB = C'A'B' (conform 
A A 

teoremei precedente). Rezultă CAM= C'A'M' (în toate cele trei cazuri 
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din figura din enunţ) şi deci triunghiurile CAM şi C'A. 'M' sunt egale 

(având două laturi respectiv egale şi unghiul cuprins între acestea 

egal) deci C'M' = CM. 

Teoreml. Dacă feste o congruenţă a lui F cu F' şi A, B, C, 

D e F sunt patru puncte coplanare, atunci imaginile lor A ', B ', C ', 

D 'prin f sunt tot coplanare. 

Demonstraµe. Dacă AB şi CD au un punct comun E, atunci 

extindem conform teoremei precedente congruenţa / la F u { E } , 

F' u {E' }. Conform teoremei A', B ', E' şi C', D ', E' sunt triplete de 

puncte coliniare, deci A 'B' şi C 'D' se inters~ctează, deci sunt 

coplanare. Dacă AB li CD, dar AC se intersectează cu BD raţionăm la 

fel. Dacă AB II CD, AC II BD atunci ABCD este un paralelogram şi 

AD şi BC se vor intersecta, deci vom putea raţiona ca mai sus. 

Teoreml. Fief o congruenţă între F şi F', A, B, C, D e F, 

A ', B ', C ', D' e F' imaginile lor. Dacă AB li CD atunci A 'B' 11 C 'D '. 

Demonstraµe. Dacă dreptele AB şi CD coincid atunci afirmaţia 

este adevărată. Dacă dreptele AB şi CD sunt distincte atunci punctele 

A, B, C, D sunt coplanare, deci A ', B ', C ', D' vor fi de asemenea 

coplanare (conform teoremei precedente). Dacă dreptele A 'B' şi C'D' 

ar avea un punct comun E' atunci aplicând teorema 3 a de la pag. 142 

la inversa lui/ obţinem o congruenţă între Fu {E }, F' u {E'} care 

prelungeşte pe f, deci E, A, B şi E, C, D vor fi triplete de puncte 

coliniare, adică AB şi CD s-ar intersecta în E, ceea ce nu se poate. 
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Teoremi. Fie f o congruenţă între F şi F', A, B, C e F 

necoliniare. fie D un punct arbitrar din planul ABC. Atunci f se poate 
prelungi la o congruenţi! g între F u { D } şi o figuri! F ' u { D ' } 
(g(D) =D). 

Demonstraţie. 

xD 

B 
Fig. 162 

Dacă D este pe AB sau AC, afirmaţia rezultă din teorema a doua 
de la pag. 178. 

Dacă D nu este situat pe AB, nici AC atunci să alegem un punct 
D1 pe AB astfel încât D şi D1 să fie de o parte şi de cealaltă a lui AC. 
Fie D2 intersecţia lui DD1 cu AC. 

Vom extinde pe baza aceleiaşi teoremei succesiv pe / la 
Fu {D1}, Fu {D1• D2 }, Fu {D1, D2, D} şi apoi o vom "restrânge" 
la Fu { D } , obţinând astfel elementele dorite. 

Teoremi. Congruenţa păstreazi! paralelismul între o dreaptd 
şi un plan şi între plane. 

Demonstraţie. Dacă imaginile ar avea un punct comun putem 
prin extensie, conform teoremei de mai sus, să presupunem că el 
aparţine figurii imaginii. El va fi imaginea unui punct care, conform 
teoremei ar fi pe ambele figuri iniţiale. 

Teoremi. Congruenţa păstrează unghiurile între drepte, între 
un plan şi o dreaptd, între plane. 

Demonstraţie. Dacă este vorba despre unghiul dreptelor AB, 
CD putem presupune că figura conţine un punct E astfel încât 
BE li CD şi reducem totul la cazul unor puncte coplanare (E este în 
planul BCD) şi afirmaţia din enunţ este adevărată, conform teoremei a 
doua de la pag. 178. 
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Dacă este vorba despre unghiu] unei drepte cu un plan, putem 
presupune că figura conţine intersecţia lor H, proiecţia Q al unui alt 
punct P al dreptei pe plan şi două drepte diferite QR, QS din plan ce 
trec prin acea proiecţie. 

Va rezulta că imaginea P'Q' a lui PQ e perpendiculară pe 
imaginile Q'P', Q'S', deci că P'Q' este perpendicular pe imaginea 

" " planului şi afirmaţia revine la P HQ = JY H'e. 
Dacă este vorba despre două plane, putem presupune că figura 

conţine două puncte P, Q de pe dreapta lor de intersecţie şi două 

drepte PR, PS situate în cele două plane, perpendiculare pe PQ. 
Rezultă că P'R' 1. P'Q', P'S' 1. P'Q' şi afirmaţia revine la 

" " RPS=KP'S'. 
Observa~e. Să rezolvăm de exemplu următoarea problemă: 1n 

·două triunghiun egale, distanţele între centrele cercurilor circumscrise 
şi înscrise sunt egale (fig. 163). 

B 
Fig. 163 

Soluţia 1. (independentă de noţiunile din acest paragraf). Fie 
M, M' mijloacele lui BC, respectiv B'C'. 
'10BM = '10 'B 'M' (BM = B 'M', sunt dreptunghice, 

I\ A A A 

BOM=J/2arcBC=A= A'= B'O'M'), deci OB = O'B'. 
" " AIB = A' I'B' ( au o latură şi unghiurile ce o cuprind egale), deci 

Bl=BT. 
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în fine CÎB=C'Î'B' şi avem MBO = M'B'O' (douA laturi şi 
unghiul cuprins între ele egale) deci OI= O 1'. 

Soluţia 2. f (A) = A', f (B) = B', f (C) = C' definesc o 

congruenţă de la ABC la A 'B 'C ·. conform teoremei,/ se prelungeşte la 

o congruenţă de laABCO/laA 1J'C'01'. 

Avem O'A' = OA, O'B' = OB, O'C' = OC deci O'A' = 011' = 

= O' C' şi O' rezultă centrul cercului circumscris triunghiului A 'B 'C '. 
I\ I\ I\ I\ 

Analog I'A' B' = JAB = IAC = I'A' C' deci A '/' este bisec-toarea 
A 

unghiului BAC şi anume cea interioara (se păstrează ordinea). 
A 

La fel B '/' rezultă bisectoarea interioara a unghiului B etc. r 
rezultă centrul cercului înscris în triunghiul A 'B'C' şi cum/ este o 
congruenţă rezultă că OI= O'/'. 

Pe scurt, congruenţa ABC se prelungeşte la o congruenţă ce 

duce un element relativ la triunghiul ABC în "elementul omolog" din 

triunghiul A 'B 'C'. 

Qbservaţie. Reamintindu-ne şi definiţia, teorema arată că, dacă 
două tetraedre ABCD, A 'B'C'D' au muchiile respectiv egale atunci 

ABCD, A 'B'C'D' sunt figuri congruente, deci ele au unghiuri diedre 

respectiv egale, unghiurile dintre muchii şi feţe respectiv egale etc. 

Demonstraţia directă a acestui fapt ar fi foarte laborioasă. 

Definiţie. Prin congruenţd între două poliedre vom înţelege o 

congruenţă între mulţimile de vârfuri ale celor douA poliedre, astfel 

încât la vârfuri ce formează o faţă în unul din ele să corespundă 

vârfuri ce formează o faţă în celălalt. 
DouA poliedre sunt congruente dacă există o congruenţă între 

ele (analog douA figuri în spaţiu se numesc congruente dacă există o 

congruenţă între ele). 
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Figura de mai jos arată două poliedre necongruente, ale căror 
mulţimi de vârfuri sunt congruente. Se poate arăta că o asemenea 
situaţie nu poate avea loc Îlltre două poliedre convexe. 

Fig. 164 

Se poate arăta acum că simetria faţă de un plan, sau cea faţă de 
un punct, translaţia şi rotaţia faţă de o axă sunt congruenţe (sau 
izometrii, cum se mai numesc). 

Puteţi să faceţi singuri aceste demonstraţii; vă dăm un singur 
exemplu: 

Să se demonstreze că rotaţia în jurul unei drepte d păstrează 
egalitatea segmentelor. 

d A 

o 
I 
I 
I 
I 
I 

Q B 

Fig. 165 B' 
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Fie segmentul AB. O şi Q proiecţiile lui A, respectiv B, 
,.. I\ 

AOA'=BOB' = cxA 'O .L d, B'Q .L d. Trebuie să arătăm că AB = A 'B'. 
Proiectăm A şi A 'în A 1 şi A '1 pe planul {B, Q, B ') ( fig. 165). 

Din egalitatea triunghiurilor A 1QB şi A 'QB ' rezultă 
A 1B = A '1B '. Din egalitatea triunghiurilor AA 1B şi A 'A '1B , rezultă 
AB =A'B'. 

Rămâne să arătaţi că şi simetriile faţă de un centru şi de un plan 
sunt tot congruenţe. 

Desfăşurarea unui poliedru. înţelegem prin aceasta o figură Q 
formată dintr-un număr de poligoane situate în acelaşi plan, puse în 
corespondenţă biunivocă cu feţele poliedrului dat P, împreună cu un 
număr de congruenţe, câte una între fiecare poligon din Q (împreună 

cu interiorul lui) şi faţa ce-i corespunde din P, astfel încât: 
a) Dacă G1, G2 sunt două poligoane din Q, fi : G1 ➔ F1 şi 

fi :G2 ➔ F2 sunt congruenţele respective cu feţe din P şi dacă A este 
un punct comun al lui G1, G2 atunci fi (A) = fi (A) (adică prin 
"aşezarea" lor pe plan, feţele lui P nu capătă puncte comune în plus, 
dar pot "pierde" din punctele lor comune). 

b) Dacă G, H sunt două poligoane din Q, atunci există 

poligoane G = G1, G2, .. . ,Gn= H din Q astfel încât Gi şi Gi+l să aibă 
câte o latură comună, oricare ar fi i = 1, 2, .. n-1. 

Poliedre regulate. Prin poliedru regulat vom înţelege un 
poliedru P astfel încât, oricare ar fi muchiile AB, A 'B' ale sale şi feţele 
F, F' ce le conţin, există o congruenţă / a lui P cu P pentru care 
f (A) = A', f{B) = B' şi care face să-i corespundă lui F faţa F'. 
Din această definiţie rezultă că toate feţele sunt poligoane regulate 
cu acelaşi număr de laturi şi că în orice vârf se întâlnesc acelaşi 
număr de muchii. 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

1. Câte congruenţe există între un segment AB şi un segment 
A 'B' egal cu el? 
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2. Câte congruenţe există între un triunghi isoscel şi el însuşi? 
Dar între un triunghi echilateral şi el însuşi? 
Dar între un pătrat şi el însuşi? 
3. Două piramide regulate hexagonale cu laturile bazelor egale 

şi înălţimile egale sunt congruente. 
4. Două prisme drepte cu bazele egale şi înălţimile egale sunt 

congruente. 
5. Sunt congruente două prisme oarecare cu bazele egale şi 

muchiile laterale egale? Ce trebuie să se întâmple pentru aceasta? 
6. În două figuri congruente două diedre care au unghiurile 

plane respectiv egale apar ca diedre corespondente 
7. Fie a, b două drepte, IX şi p două plane astfel încât unghiul 

dintre a şi IX să fie egal cu unghiul dintre b şi p. Să se construiască o 
congruenţă între două figuri F şi F' astfel încât a să corespundă lui b 
şi IX lui p. 

8. Fie a1, a2, bJ, b2 patru drepte în spaţiu, astfel încât 
lungimea perpendicularei comune a lui a J, a 2 să fie egală cu cea a lui 
b J, b2 şi unghiul dintre a J, a2 să fie egal cu unghiul dintre b J, b2. Să 
se construiască o congruenţă între două figuri astfel încât b J să 
corespundă lui a1 şi b2 iui a2, 

9. Să se arate că o piramidă triunghiulară regulată cu muchia 
laterală egală cu latura bazei (adică tetraedrul regulat) este un poliedru 
regulat. 

1 O. Să se arate că un cub este un poliedru regulat. 
11 . Să se arate că poliedrul format din toate feţele laterale a 

două piramide patrulatere regulate, cu baza comună, cu vârfurile în 
semispaţii diferite determinate de planul bazei şi muchia laterală egală 
cu latura bazei (adică octaedrul) este un poliedru regulat. 

12. Se consideră un paralelipiped drept P cu cele trei muchii 
care pleacă dintr-un vârf, neegale două câte două. Care sunt toate 
congruenţele între P şi el însuşi? Este el un poliedru regulat? 
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13. Se consideră un paralelipiped drept P cu baza un pătrat şi cu 

înălţimea corespunzătoare dif~tă de latura bazei. Care sunt toate 

congruenţele între P şi el însuşi? Este el un poliedru regulat? 

14. Se consideră un tetraedru ABCD în care AB = CD, AD =BC, 

AC= BD dar ABC nu este isoscel sau echilateral. Care sunt toate 

congruenţele între ABCD şi el însuşi? Este el un poliedru regulat? 

15. Fie ABCD un tetraedru şi A 'B'C' un triunghi egal cu 

triunghiul ABC. Fie O proiecţia lui D pe planul triunghiului ABC. 

considerăm o congruenţă între ABC şi A 'B'C' şi o prelungim la o 

congruenţă între ABCO şi o figură A '/J'C'O' unde O' aparţine 

planului A 'B'C'. Pe perpendiculara în O' pe planul triunghiului 

A 'B'C' alegem un punct D' astfel încât O'D' = OD (există pentru 

aceasta două posibilităţi). Să se arate că ABCD şi A 'B'C'D' sunt 

congruente (punctelor A, B, C, D le corespund respectiv punctele A ', 

B', c: D). 

16. Dacă în două tetraedre ABCD şi A 'B'C'D' triunghiurile 

ABC şi A 'B'C' sunt egale şi unghiurile diedre formate de ABC cu 

celelalte trei feţe sunt respectiv egale cu unghimile diedre formate de 

A 'B 'C' cu celelalte trei feţe, atunci tetraedrele sunt congruente. 

17. a) Câte axe de simetrie are un paralelipiped dreptunghic? 

b) Fie un triedru tridreptunghic (semidreptele Oxl.Oyl.Ozl.Ox). 

Se dă un punct P în spaţiu şi P 1 simetricul lui P faţă de Ox, P 2 

simetricul lui P1 faţă de Oy, şi P3 simetricul lui P2 faţă de Oz. Să se 

arate că P 3 coincide cu P. 
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j 3. TRANSFORMĂRI GEOMETRICE ÎN SPAŢIU 

Aceste transformări ne vor permite să construim poliedre 
congruente cu un poliedru dat. 

TRANSLAŢIA 

Definiţie. Fie AB un segment în spaţiu, cu vârfurile în ordinea 
scrisă (un vector).Translaţia în spaţiu de segment AB se defineşte ca 
transformarea ce duce un punct M în punctul M' obţinut din M prin 
translaţia pland de segment AB, aplicată lui M într-un plan ce conţine 
A, B, M (dacă A, B, M sunt coliniare, M' este acelaşi pentru toate 
planele ce trec prin A, B, M şi aparţine dreptei AB). 

Deci MM'= AB, MM' li AB şi, dacă M nu este situat pe dreapta 
AB, M' şi B sunt situate în acelaşi semiplan determinat de dreapta AM 
cu planul ABM. 

Teoremi. Translaţia de segment AB reprezint4 o congruenţ4 
între o figur4 F şi imaginea ei F'. 

Demonstraţie. Fie C, D două puncte ale figurii F, şi C', D' 
imaginile lor (fig. 166). 

Dacă A, B, C, D sunt în acelaşi plan atunci C', D' aparţin şi ele 
acelui plan şi se ştie din geometria plană că CD = C 'D '. 

Dacă A, B, C, D nu sunt coplanare, să considerăm planul ACD. 
Punctele C' şi D' vor rezulta ambele în semispaţiul determinat de 
ACD ce conţine B, deci ele vor fi în a 
acelaşi semiplan determinat de CD 
în planul CDC 'D '. 

Cum CC' = AB = DD' şi 

CC' 11 AB li DD', rezultă că CDC'D' 
este un paralelogram şi deci 
CD= C'D'. 

Flg. 166 

I 

C 
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SIMETRIA FAŢĂ DE UN PUNCT ŞI FAŢĂ DE UN PLAN 

Definiţie. Fie O un p~ct în spaţiu. Simetria faţă de O este 
transformarea care duce O în O şi care duce un punct M ,ţ, O în 
punctul M situat pe dreapta OM, de partea cealaltă a lui O astfel încât 
OM=OM'. 

Teoreml. Simetria faţă de un punct O este o congruenţă între 
o figură F şi imaginea ei F'. 

Demonstraţie. Fie A, B e F şi A ', B' imaginile lor. -Punctele A, 
B, O, A ', B ' sunt coplanare şi AB = A 'B' rezultă din teorema 
respectivă de geometrie plană. 

Definiţie. Fie ex un plan. Simetria faţă de ex este transformarea 
ce duce un punct M în simetricul său M' faţă de proiecţia sa O pe ex. 

Teoreml. Simetria faţă de un plan ex este o congruenţă între o 
figură F şi imaginea ei F'. 

Demonstraţie. Fie A, B două puncte din F şi A ', B' imaginile 
lor. Cele patru puncte sunt în acelaşi plan p, plan ce trece prin A, B 
perpendicular pe ex. A ', B' sunt simetricele lui A, B în planul p, faţă de 
dreapta ex ri p şi AB = A 'B' rezultă din teorema corespunzătoare din 
geometria plană (fig. 167). 

I l / I 1 /ocn'3 _/oc ___ , _____ 7 
I Âvc· 

Fig. 167 

188 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



ROTAŢII ÎN JURUL UNEI AXE. SIMETRIE FAŢĂ DE O 
DREAPTĂ ÎN SPATIU 

' 
Observaţie. Fie ex şi ex' două plane paralele. Să ataşăm fiecărui 

punct A din ex proiecţia sa A ' pe ex'. Dacă A, B _sunt două puncte din ex 
şi A ', B' proiecţiile lor, atunci AA • şi BB' sunt perpendiculare pe ex, 
deci AA 'B 'B este un dreptunghi şi AB = A 'B '. deci proiecţia 

ortogonală dă o congruenţă între două plane paralele (168). 

A B 

A a' 
Fig. 168 

Dacă a" este un alt plan paralel cu ex, respectiv cu a', atunci 
luând A e ex şi proiectându-l pe ex', iar rezultatul pe a" obţinem 
tocmai proiecţia lui A pe a" (fig. 169). 

A _) 

Fig. 169 
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ln acest mod putem alege un sens de rotaţie în fiecare din 
planele paralele cu ex, aşa încât aceste sensuri să se corespundă prin 
proiecţie (fig. 170). 

/4~7 
/A• ~ 7 
/A"~/ 

Fig.170 

Notd. Dacă avem mai multe plane putem alege în fiecare un 
sens de rotaţie, însă aceste sensuri în general nu se corespund 
"natural" (fig. 171). 

Fig.171 

Definiţie. Fie a o dreaptă, 8 un unghi şi să alegem ca la 
observaţia de mai sus un sens a de rotaţie în planele perpendiculare pe 
a. Se numeşte rotaţie de axă a, unghi 0 şi sens C1 transformarea 
geometrică care fiecărui punct M din spaţiu îi ataşează punctul M' 
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obţinut astfel: luăm planul a perpendicular pe dreapta a în O şi 
considerăm M e a obţinut rotind în planul a punctul M cu unghiul 8 
în jmul lui O, în sensul cr, unde O este proiecţia lui M pe a (fig. 172). 

a 

o 

Fig.172 

Teoreml. O rotaţie în jurul unei drepte a reprezintd o 
congruenţă între o figură F şi imaginea ei F'. 

Demonstraţie. Fie A, B e F, A ', B' imaginile lor prin rotaţie. 
Va trebui arătat că AB = A 'B '. 

a) Dacă AB l. a atunci A : B' sunt imaginile lui A, B printr-o 
rotaţie în planul ce trece prin A (de exemplu) şi e perpendicular pe 
dreapta a, plan ce va conţine B şi AB = A 'B' rezultă dintr-o teoremă 
de geometrie plană relativ la rotaţie. 

b) Dacă AB li a, fie a, P planele ce trec prin A, B perpendiculare 
pe dreapta a, fie {O}' = an a, {P} = (3 na. B va fi proiecţia lui A pe 
p, P va fi proiecţia lui O pe p. Imaginea A' a lui A va fi în a, fie B" 

" " proiecţia ei pe p. Vom avea PB = OA, PB" =OA'= PB, BPB" = APA' 
(egal cu unghiul de rotaţie) şi sensul de la PB la PB" va fi acelaşi cu 
sensul de la OA la OA' (sensul rotaţiei). Deci B" va fi exact imaginea 
B" a lui B prin rotaţie. Evident AB = A 'B ', căci ABB 'A.' este un 
dreptunghi, în plus A 'B' li a. 

c) 1n cazul general, fie C piciorul perpendicularei din B pe 

planul a ce trece prin A, perpendicular pe dreapta a. Avem CB li a, 
" AC l. a, ACB = 90°. 
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Dacă A ', B ', C' sunt imaginile lui A, B, C prin rotaţie, 
atunci A 'C'=AC (punctul a)), B'C'=BC (punctul b)), B'C' 11 a, deci 
B'C' J_ A 'C' (A', C' sunt în ex l. -a) şi triunghiul ACB rezultă egal cu 
A 'B'C' (triunghiuri dreptunghice cu catetele egale), deci AB = A 'B'. 

Teoreml. Imaginea printr-o rotaţie de unghi 8 în jurul unei 
drepte a, a unui plan ex ce trece prin a este un plan ex' ce trece prin a, 
astfel încât unghiul diedru dintre ex şi ex' este 8. 

Demonstraţie. Imaginea este un plan, căci este o figură congruentă 
cu un plan şi se aplică prima teoremă de la pag. 178 (fig. 173). 

oe.-
a 

Fig. 173 

Fie M e ex, M ~ a. Imaginea M' a lui M este situată în 
" planul p ce trece prin M, P J_ ex. Avem M' e ex 'şi MOM'= 8, unde 

" { O } = p n a. Dar MOM' este tocmai unghiul plan al diedrului 
format. 

Caz particular: rotaţia de 180° în jurul unei drepte a nu este 
altceva decât "simetria faţă de o dreaptă" : ea duce un punct M în 
punctul M' simetric cu M faţă de proiecţia O a lui M pe a (fig. 174). 

Fig. 174 
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Obsenaţie. Teorema demonstrată permite să stabilim o con
gruenţi între două plane neparalele. 

Definiţie. Se numeşte centru (axă, plan) de simetrie a unui 
poliedru P, un punct ( o dreaptă, un plan) astfel încât simetria faţă de el 
să definească o congruenţi între P şi el însuşi. 

Notd. Se poate arăta că, dacă vom compune două rotaţii în jurul 
a două drepte concurente în O, vom obţine o rotaţie în jurul unei 
drepte ce trece prin O. Compunerea unei rotaţii cu o translaţie nu mai 
este, ca în plan, o rotaţie, în general. 

Definiţie. Se numeşte transformare helicoidală o transformare 
geometrică ce se obţine aplicând o rotaţie în jurul unei drepte a şi o 
translaţie definită de un segment aşezat pe dreapta a. 

-6 t o 
M1' 

l 

~ 
cr 

Fig. 175 

Se vede că indiferent de ordinea în care aplicăm cele două 
transformări rezultatul este acelaşi (fig. 175). 

Elementele ce definesc o transformare helicoidală sunt dreapta 
a, unghiul de rotaţie 8, sensul CJ al rotaţiei, mărimea / a translaţiei şi 
sensul d al translaţiei de-a lungul lui a. 

Transformarea helicoidală nu lasă nici un punct nemişcat, deci 
nu poate fi o rotaţie în jmul unei drepte. În figura de mai sus, ea duce 
O în O" şi avem MM'' neparalel 00", deci ea nu este o translaţie. 
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CAPITOLUL AL OPTULEA 

CORPURI ÎN SPAŢIU 

Până acmn am considerat poliedrele nmnai ca "suprafeţe" . Însă, 
la fel ca şi pentru poligoanele din plan, se poate demonstra (nu uşor) 
că orice poliedru împarte spaţiul în două regiuni (adică mulţimea 

punctelor nesituate pe poliedru se scrie ca reuniune a două mulţimi 
disjuncte) aşa încât două puncte din aceeaşi regiune se pot uni cu o 
linie poligonală (nu neapărat plană) ce nu intersectează poliedrul, iar 
două puncte din regiuni diferite nu se pot uni cu o astfel de linie. 
Regiunea ce conţine puncte oricât de îndepArtate se va nmni exteriorul 
poliedrului, iar cealaltă, interiorul poliedrului. 

Definiţie. Un poliedru, împreună cu interiorul său, formează 
"corpul m4rginit de poliedru".Acest corp se va nmni, de regulă, tot 
poliedru, mai precis, el va purta nwnele poliedrului iniţial. 

în cele ce urmează vom descrie interioarele câtorva poliedre 
întâlnite până acmn. 

1) Tetraedrul ABCD 

Vom dovedi că interiorul său este format de totalitatea 
punctelor care, relativ la planul oricărei feţe, se află de aceeaşi parte ca 
şi vârful opus. Cu alte cuvinte, vom dovedi că interiorul tetraedrului 
este intersecţia / a patru semispaţii: cel determinat de planul BCD şi 
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conţinând A, cel determinat de CDA şi conţinând B, cel determinat de 
DAB şi conţinând C, cel determinat de ABC şi conţinând D. 

A 
A 

8 
8 

D 

Fig. 176 

Pentru a arăta aceasta, să alegem întâi două puncte F, G 
aparţinând mulţimii / descrise mai sus şi să observăm că, conform 
definiţiei semispaţiului, segmentul FC nu va intersecta nici o faţă 

(nici planul ei măcar) deci nu va intersecta tetraedrul (fig. 176). 
Să alegem acum un punct F e / şi un segment FG care nu 

intersectează tetraedrul şi să arltăm că G e / . 
Dacă G i I atunci G nu se va afla în semispaţiul determinat de 

planul uneia din feţe ce conţine vârful opus, deci segmentul FG va 
intersecta planul unei feţe, cel puţin. 

Fie H ptmctul de pe segmentul FG cel mai apropiat de F care 
se află pe planul unei feţe a 
tetraedrului, de exemplu pe 
planul ABC. 

Segmentul FH nu inter
sectează planul ABD decât cel 
mult în H, deci H se află sau pe 
planul ABD, sau de aceeaşi parte 
a sa ca şi C. Cum H se află şi în 
planul ABC, rezultă că H se va 
afla sau pe dreapta AB, sau de 
aceeaşi parte a ei, ca şi C. 

H esl:e în zona haşurata 

Fig.177 
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Punctul H se va afla într-o poziţie analoagă faţă de celelalte 
laturi ale triunghiului ABC, deci pe faţa ABC a tetraedrului. Astfel, G 
f I ne-a condus la o concluzie ce contrazice ipoteza că segmentul FG 
nu intersectează tetraedrul, deci G e / (fig. 177). 

Din aproape ·în aproape, se arată că orice vârf al unei linii 
poligonale ce începe dintr-un punct F din / şi nu taie tetraedrul, 
se află în/. 

Admiţând teorema citată 'mai sus, de separare a spaţiului de un 
poliedru, rezultă că/ coincide cu interiorul tetraedrului ABCD. Chiar 
flrA a ne baza pe acea teoremă, putem arlta că două puncte F şi G ce 
nu aparţin lui / se pot uni cu o linie poligonală ce nu intersectează 
tetraedrul. Această linie este segmentul FG dacă F şi G aparţin, de 
exemplu, semispaţiului determinat de ABC, ce nu conţine D. 

Dacă însă, de exemplu, F este în semispaţiul definit de ABC ce 
nu conţine D, iar G este semispaţiul definit de ADB ce nu conţine C, 
atunci alegem în planul ABC un punct H situat de partea cealaltă a lui 
AB decât C. Linia FHG nu taie tetraedrul (fig. 178). 

Fig. 178 

2) Piramida cu virful V fi baza (P) 

Vom arata că interiorul ei este format din totalitatea / a 
punctelor F situate în interiorul unui segment de forma VA, unde A 
parcurge interiorul lui (1?. Schema demonstraţiei va fi aceeaşi ca în 
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cazul tetraedrului. Dacă A şi B ·sunt puncte în interiorul lui (1' astfel 
încât segmentul AB nu taie (1' şi dacă F, G sunt puncte în interioarele 
segmentelor VA, VB atunci FG nu taie piramida. 

Dacă de la A la B se ajunge printr-o linie poligonală ce nu taie 
(1', atunci de la Fla G se va ajunge printr-o linie poligonală ce nu va 
tăia piramida ale cărei segmente vor corespunde, nu unic, segmentelor 
primei linii. 

_. A 

Fig. 179 

Fie acum F e J şi un segment FG ce nu taie piramida. El va fi 
conţinut într-un plan ce trece prin V. Cum VF taie planul lui (1' 
într-un punct A (situat în interiorul lui (.11)), acel plan va tăia planul lui 
(.P) după o dreaptă d (fig. 180). 

Nici una din semidreptele de pe d, cu originea în A, nu este 
conţinută în întregime în interiorul lui (1' (altfel acest interior ar 
conţine puncte foarte îndepărtate), .deci ambele vor tăia (.11). Fie B şi C 
punctele cele mai apropiate de A de pe cele două .semidrepte 
situată pe (.11). 

d 

Fig.180 
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Toate laturile triunghiului VBC sunt pe piramidă, FG nu le taie, 
deci G va fi în /, deoarece VG va trebui să taie BC într-un punct din 
interiorul segmentului BC. 

Şi aici putem evita folosirea teoremei de separare a spaţiului de 
către un poliedru, conform figurii: 

Fig. 181 

3) O prisml.avind ca baze (P) fi (P') fi MM' drept una din 
muchiile laterale 

Interiorul ei va fi totalitatea punctelor F interioare unor 
segmente AA ', unde A parcurge interiorul lui (P ), A' aparţine planului 
(P') şi AA' li MM' (A' rezultă în interiorul lui (P')). Raţionamentul se 
face la fel ca la punctul 2), înlocuind segmentele VA cu segmente AA' 
cu proprietăţile de mai sus. 

4) Un trunchi de pinmidl de virf V, de baze (P) fi (Q) 
Analog cu punctul 2), înlocuind segmentele VA cu segmente 

AA ' situate pe drepte ce trec prin V, în care A şi A ' aparţin 

interioarelor celor două baze. 
5) Un poliedru convex 
Se arată că interiorul lui este intersecţia tuturor semispaţiilor 

determinate de planele feţelor sale şi care conţin poliedrul. Verificarea 
acestui fapt în cazul piramidelor, prismelor şi trunchiurilor de 
piramidă având bazele convexe, este simplă. 
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§ 1. CO:MPLETARE 

Nu numai poliedrele împart spaţiul. Am văzut în capitolul întâi 
că orice plan împarte spaţiul în două semispaţii. În cele ce urmează 
vom considera alte câteva asemenea împărţiri importante. 

a) Două plane paralele distincte a şi {3. Fie Si"şi s; 
semispaţiile determinate de a şi analog sf, s: cele determinate de J3. 
Să observăm însă că J3, neintersectând a, este conţinut în acelaşi 

semispaţiu ~, de exemplu J3 c Sf. Analog, fie a c s:. Punctele 

spaţiului neconţinute în a, nici în J3 se vor împărţi în trei submulţimi 

disjuncte: două semispaţii sf, s: şi "placa" Si" ~ s: (fig. 182). 

s~ 
~{ 

7 /4 
sfns~ S1 

sf 7 
Fig. 182 

Dacă două puncte A, B sunt situate în aceeaşi din cele trei 

submulţimi, atunci segmentul AB nu taie nici pe a, nici pe J3; 
dimpotrivă, dacă două puncte A, B sunt situate în două diferite din 

cele trei submulţimi, atunci segmentul AB taie sau pe a sau pe J3. 
În toate exemplele ce le vom considera mai jos, va fi valabilă o 

proprietate asemănătoare. 
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Ftg. 183 

b) Doud plane a şi fj ce se intersecteazd dupd o dreaptd d. în 
acest caz Si' f"I sf, Si' f"I s:, s; f"I sf, s; f"I s: sunt toate nevide. 

Aceste patru mulţimi în care s-a împlrţit mulţimea punctelor spaţiului 

nesituate pe ex sau p apar drept 'interioarele" celor patru unghiuri 

diedre de muchie d, determinate de ex şi p. Aceasta apare şi mai clar 

dacă secţionăm figura cu un plan 7t aşa încât ex, P şi 7t să aibă exact un 

punct comun. 1t taie cele patru regiuni după interioarele celor patru 

unghiuri formate de dreptele ex f"I 1t, p f"I 7t (fig. 184) . 

..... 
{;:=;:::.~·:·•::•~·.··· 
·:;: oe 
? S, ns 
·:-.: 

l}W$.~®E-W 
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c) Trei plane a., {3, )' ce au exact un punct O în comun. Analog 
cu cazul b ), punctele nesituate pe ex, ~. "( se împart în opt regiuni, 
numite unghiuri triedre. Fiecare regiune se poate obţine astfel: 
considemn dreptele a= pri -y, b = "( ri ex, c = <X ri p, alegem pe ele 
respectiv trei semidrepte a' c a, b' c b, c • c c cu originile în O 
(sunt 23 = 8 astfel de posibilităţi) şi considemn intersecţia 
semispaţiului detenninat de planul Ob 'c • = <X ce conţine a· cu alte 
două semispaţii analoage (fig. 185). 

<:!f 1:;:::====-=--=-::..--

Fig. 185 

d) Doud plane distincte a li /3 şi un plan )' neparalel cu ele. 
Punctele nesituate pe Cl, p, "( se împart în şase regiuni: interioarele 
D 1, D2, D3, D4 a patru diedre şi doul "semipllci" P1, P2 ce constituie, 
împreună cu porţiunea din"( dintre dreptele paralele <X ri "( şi P ri "(, 
placa determinată de <X şi f} (fig. 186). 

D1 

Fig. 186 
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e) Trei plane a, /3, ')' ce n-au nici un punct comun, dar se 
intersecteazd doud câte doud. Obţinem şapte regiuni. Pentru a avea o 
imagine mai clara, vom tăia figura cu un plan 1t ce intersectează 
dreptele <X '1 13 etc. 

Fig. 187 

Trei din cele şapte regiuni sunt interioare D J, D 2, D 3 de diedre, 
una este "interiorul" unei suprafeţe prismatice triunghiulare V, iar 
celelalte, TJ, T2, T3 ("observatorul" este în T3) sunt de un tip 
neîntâlnit înainte (fig. 187). 

t) Trei plane paralele, distincte doud câte doud. Se obţin două 
semispaţii S J, S2 şi două plăci P J, P2 (fig. 188). 
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g) Trei plane ce au o dreaptă în comun, distincte două câte 
două. Se obţin şase interioare de diedre (fig. 189). 

Fig. 189 

în legătură cu cazurile c) - g), se vor reaminti poziţiile relative a 
trei plane . . 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

1. Să se arate că interiorul unui paralelipiped este intersecţia a 
trei plăci. 

2. Să se arate că interiorul unui tetraedru este, în şase moduri, 
intersecţia a două unghiuri triedre. 

3. Interiorul oricărei prisme şi oricărui trunchi de piramidă este 
conţinut în placa determinată de planele bazelor. 

4. Să se scrie o prismă triunghiulara în diferite moduri ca 
intersecţie a două mulţimi de tipurile apărute la punctele a) - g) ~ 
prezentului paragraf. · 
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CAPITOLUL AL NOUĂLEA 

VOLUMELE POLIEDRELOR 

§ 1. DESPRE VOLUM 

Obiectele din jurul nostru ocupă un "loc" mai mare sau mai 
mic. Un dulap de bucătărie de pildă, este "mai mare" lasă "mai puţin 
loc" de trecere în jurul său, deci el ocupă "mai mult loc" din 
"cantitatea de loc" a camerei. 

Bineînţeles că forţăm puţin modul de exprimare pentru a vorbi 
în fond de lucruri cunoscutţ. Suntem conduşi în mod firesc să 

"comparăm"într-un fel oarecare"cât loc ocupă" un obiect cu "cât loc 
ocupă" alt obiect din spaţiul înconjurător. 

De aici ideea de volum, care este un număr (Chiar dacă este 
întrebuinţat câteodată cu alte sensuri, de pildă în desen unde vrea să 
sugereze relieful obiectului reprezentat pe hârtie. Bineînţeles că nu 
acesta este sensul în care noi vom întrebuinţa cuvântul.). 

Să presupunem, printr-un efort de imaginaţie, că am ales un vas 
paralelipipedic cu suficientă apă, dar ş i cu pereţi laterali care depăşesc 
destul de mult nivelul apei. Am putea să cufundăm pe rând două 
corpuri diferite care nu plutesc 3 ) în interiorul cărora ne-am asigurat 
că nu poate pătrunde apa din vas. Nivelul apei care a "cuprins" corpul 

3 Dacă plutesc, "îngreunăm" corpurile, adăugând în interiorul lor o greutate 
suplimentară. Punem de exemplu în interiorul dulapului un bolovan care nu modifici locul 
ocupat în jurul dulapului . 
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mai mare este ridicat decât a fost nivelul apei care a cuprins cotpul 
mai mic. Dacă coipurile cufundate pe rând fac ca apa să atingă acelaşi 
nivel de creştere spunem că acele cotpuri au volume egale. 

În fine, ar trebui să clarificăm puţin lucrurile. 
Volumul este un numdr. Suntem conduşi să afirmăm că este 

pozitiv (după introducerea coipului etanş în vas, apa creşte, nu scade). 
Dar ce proprietăţi au în fond acest "tip" de numere numite volume? 

Părlsind consideraţiile intuitive şi trecând la cele pur 
matematice vom defini volumul ca o funcţie definită (deocamdată) pe 
mulţimea tuturor poliedrelor cu valori numere reale mai mari sau 
egale cu zero 4 ), având proprietăţile: 

1) Volumele a două poliedre congruente sunt egale. 
2) Dacă un poliedru Peste reuniunea a două poliedre P 1 şi P 2 

care nu au puncte interioare comune, atunci volumul lui P este suma 
volumelor lui P 1 şi al lui P 2· 

3) Volumul unui cub având ca muchie unitatea de măsură a 
lungimilor (1 m), este egal cu 1 (1 metru cub). 

4) Dacă poliedrul Peste inclus în poliedrul Q, atunci volumul 
lui P este mai mic sau egal cu vohnnul lui Q. 

În cele ce urmează noi vom arăta cum se calculează volumul 
diferitelor coipuri cu care am făcut cunoştinţă până acum. Ceea ce nu 
vom demonstra este că o astfel de funcţie există. De asemenea, vom 
arăta cum se poate atribui un volum unor coipuri "rotunde". Nu vom 
da în această carte exemple de corpuri "rotunde" cărora nu li se poate 
atribui un volum. 

§ 2. VOLUMUL PRISMELOR 

Vom demonstra în cele ce urmează, următoarea: 

Teoreml. Volumul unei prisme este egal cu produsul dintre 

aria unei baze şi distanţa dintre planele celor doud baze. 

4 De exemplu figurile plane au volum uro. 
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Demonstraţie. Demonstraţia acestei teoreme generale o vom 
face în mai multe etape. Aţi observat desigur că în afirmaţia făcută nu 
ne-am referit la un tip special de prisme, ea--este o afirmaţie generală, 
valabilă pentru orice fel de prismă. 

Vom începe cu paralelipipedele dreptunghice. Dar şi aici va 
trebui să lucrăm în mai multe etape. 

I. Volumul paralelipipedelor dreptunghice 
I.a) Volumul unui paralelipiped dreptunghic cu muchii numere 

întregi 
Noi vom demonstra afirmaţia făcută pentru un paralelipiped 

dreptunghic cu muchiile a = 2 m, b = 3 m, şi c = 4 m. 
Ne putem permite această libertate. După acest model am putea 

repeta demonstrarea teoremei în cazul unui paralelipiped dreptunghic 
cu muchii numere întregi pozitive oarecare. 

Fie deci un paralelipiped dreptunghic ABCDA 'B'C'D' cu 
muchiile AB =CD= A 'B' = C'D' =a= 2m, BC = DA = B'C' = 
D'A '= b = 3m şiAA '=BB'= CC'=DD'= c= 4m (fig. 190). 

Dacă vom tăia acest paralelipiped cu pl~e paralele cu feţele a 
căror distanţe la acestea să fie numere întregi vom obţine o 
descompunere a paralelipipedului nostru într-un anumit număr de 
cuburi cu muchiile egale cu unitatea de lungime, adică cu 1 m. 

D~:....' ____ - C1 

Fig. 190 A 
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Toate aceste cuburi "mici" vor fi egale între ele. Din acest 

motiv este suficient, pentru demonstrarea teoremei în acest caz, să 

număram câte astfel de cuburi am obţinut ( conform proprietăţii 2) de 

aditivitate a volumului). 

între baza ABCD şi primul plan de secţiune care este paralel cu 

aceasta şi situat la distanţa egală cu unitatea de măsură a lungimilor, 

între două plane de secţiune consecutive precum şi între ultimul plan 

de secţiune şi baza superioară A 'B 'C 'D' avem câte şase cuburi cu 

muchiile egale cu unitatea de lungime. ln total avem patru astfel 

de straturi ( deoarece c = 4m). Deci în total avem 

2x3x4 = 24 de cuburi ale căror muchii sunt egale cu unitatea de 

lungime. 

Conform proprietăţii 2) de aditivitate şi a proprietăţii 3) a 

volumului, volumul paralelipipedului ABCDA 'B'C'D' este egal cu 24 

unităţi de volum, adică cu 24m3. 

în general: dacă a, b, c numere întregi sunt dimensiunile 

paralelipipedului dreptunghic atunci volumul acestuia se calculează cu 

formula V= ax b x c. Or ax b este aria bazei şi ceste "înălţimea" 

acestuia. Deci în acest caz teorema este demonstrată. 

I.b) Volumul unui paralelipiped dreptunghic cu muchii numere 

raţionale 

Şi în acest caz ne vom referi la un exemplu concret. 

Demonstraţia pentru orice numere raţionale se repetă absolut la fel. 

Fie deci un paralelipiped dreptunghic cu muchiile AB = CD = 
= A 'B' =C'D' =a= 112m, BC =DA= B'C' = D'A' = b = 213m şi 

AA'=BB'= CC'=DD'=c= Im. 
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"Tehnica" de lucru va fi asemănătoare cu cea de la punctul I.a). 
Cel mai mic multiplu comun al numerelor 2 şi 3 este 6. Astfel vom 
avea a = 316m, b = 4/6m şi c = 6/6m. 

I 
l)J.- -- , ,,. C 

,,,. ,, ,,., ... ... .... 
fe-- ~ f> 4 O,__ B 

Ftg 191 

Vom duce plane paralele la feţele acestui paralelipiped la 

· distanţa egală cu multiplu natural de 1/6m. Astfel vom obţine o 
împărţire a paralelipipedului nostru în cuburi egale ale cliror muchii 
sunt egale cu 1/6m. 1n fiecare "strat" orizontal vom avea 3 x 4 = 12. de 
astfel de cuburi. 1n total avem 6 straturi, deci numărul cuburilor cu 
muchiile egale cu 1/6m în care s-a descompus paralelipipedul nostru 
este de 3 x 4 x 6 = 72 (fig. 191). 

Deci volumul paralelipipedului nostru va fi, conform 
proprietăţii 2) de aditivitate a volumului, egal cu volumul a 72 de 

cuburi cu muchiile egale cu l/6m. 
Dar ce volum are un astfel de cub? Ştim ce volum are un cub cu 

muchia de lm. Fie deci un astfel de cub. Ducând plane paralele la 
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fiecare faţă a acestuia la distanţa egală cu un multiplu de l/6m de 
fiecare faţă, vom obţine o descompunere a cubului unitate în 
6 x 6 x 6 = 216 cuburi egale. Deci un cub cu muchiile egale cu 1/6m 
va avea volumul egal cu 1/216m3. 

Cum paralelipipedulABCDA 'B'C'D' are acelaşi volum ca şi 72 
de cuburi cu muchiile egale cu 1/6m, rezultă că volumul său va fi egal 

72 3 4 6 
cu 72/216m3. Însă-=-x-x-=axbxc. 

216 6 6 6 
Deducem deci valabilitatea teoremei şi în acest caz. 

I.c) Volumul unui paralelipiped dreptunghic cu muchii 

numere reale 
Şi în acest caz vom studia un paralelipiped dreptunghic 

particular, afirmând că în general poate fi folosită aceeaşi idee. 
Vom studia un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile 

a= Im, b = 2m şic= ..fi.m. Dacă v-aţi gândit cumva că "tehnica" de 
lucru folosită până acum vă duce până la rezultat veţi constata foarte 
repede că ideea de la punctele precedente nu este suficientă. într-

adevăr, numărul real ..fi. nu poate fi scris sub forma m/n unde m şi n 
sunt numere întregi, n:;!O. De altfel acest fapt îl cunoaşteţi din clasele 

anterioare. Acest "număr" ..fi. nu este un număr "obişnuit" cum sunt 
numerele naturale, întregi sau raţionale pe care le cunoaşteţi. 
Acest număr nici măcar nu poate fi scris într-un mod convenabil în 
scriere zecimală finită sau periodică. Este adevărat că aţi învăţat 

să calculaţi numere raţionale care se aproprie din "ce în ce mai mult" 
de ceea ce trebuie să reprezinte acesta. Faptul că noi combinăm 
semnul [" cu 2 scris sub el are doar o semnificaţie simbolică şi nu 

constituie o scriere obişnuită a unui număr. Da, putem să calculăm 
numere raţionale "foarte apropiate" de acest "număr" dar se întâmplă 
ceva asemănător cu săpunul pe care l-am scăpat în baie - nu prea 
putem să-l prindem. 
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Va trebui, însă, să caracterizăm acest număr cumva, căci altfel 
nu vom reuşi să rezolvăm problema pe care ne-am propus-o, anume 
demonstrarea teoremei. 

Ştim că dacă ne apucăm să calculăm "aproximări" aceasta nu va 
duce niciodată la stărşit şi ca atare ar constitui un fel de "muncă a lui 
Sisif'. Deci esenţa acestui număr nu trebuie căutată în ceva calculabil, 
căci ne-am irosi timpul degeaba. 

Singurul mod raţional de a cuprinde acest numdr constd în 
toate aproximdrile succesive posibiie pe care le-am putea formula. 

Astfel vom proceda în continuare. 
Vom construi deci o succesiune de aproximări pentru volumul 

paralelipipedului nostru. Cât de minunate şi de cuprinzătoare sunt 
aceste proprietăţi fun~entale ale volumului, nu avem chiar şi în 
acest "caz special" nevoie de mai multe! 

Un paralelipiped cu dimensiunile de a= Im, b = 2m, c = Im este 
prea mic ('mălţimea lui este mai mică decât ..fi, deoarece 12 = 1 < 2), iar 
unul cu dimensiunile a= Im, b = 2m, c = 2m este prea mare ('mălţimea 

lui este mai mare decât ..fi, deoarece 22 = 4 > 2). 

Fig. 192 

Diferenţa volumelor acestor paralelipipede cu care aproximăm 
volumul paralelipipedului dat este de 1 x 2 x 2 - 1 x 2 x 1 = 2m3• 

Putem încerca cu un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile 
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1+2 
a = 1 m, b = 2m, c = --= 1,5m. Constatăm că acesta este prea 

2 
mare, deoarece c2- = 2,25 > 2. Diferenţa dintre volumul acestuia 
şi paralelipipedul cu dimensiunile a = lm, b = 2m, c = lm este de 

} X 2 X 1,5 - 1 X 2 X 1 = lm3 (fig. 192). 
Vom încerca acum cu un paralelipiped dreptunghic cu 

1+1,5 
dimensiunile a= Im, b = 2m, c = - -m = 1,25m. Constatăm că 

2 
acesta este prea mic, deoarece c2 = 1,5625 < 2. însă constatăm că 
diferenţa volumelor acestuia şi cea mai bună aproximare "prin adaos" 

pe care o avem este de data aceasta egală cu 1 x 2 x 1,5 - 1 x 2 x 1,25 
= 1/2m3. Dacă vom încerca acum un paralelipiped dreptunghic cu 

1,25+ 1,5 
dimensiunile a= lm, b = 2m, c = --- = 1,375m constatăm că 

2 
acesta este prea mic, deoarece c2 = 1,890625 < 2. Dar diferenţa 
volumelor celor mai bune aproximări de pâna acum este de: 1 x 2 x 

1,5 - 1 X 2 X 1,375 = 0,25 = 1/22m3. 
1,375+ 1,5 

Alegând pentru c = --- 1, 4375 vom obţine un 
2 

paralelipiped prea mare, deoarece c2 = 2,06640625 > 2. însă 
diferenţele dintre cele mai bune aproximări ale volumelor sunt acum 

de: 1 x 2 x 1,4375 - 1 x 2 x 1,375 = 0,125 = 1123m3. 

Continuând în acest mod putem să facem diferenţa dintre 

volumele poliedrelor cu care aproximăm paralelipipedul dat, oricât de 

mică. Bine, bine, dar noi am învăţat astfel cum putem aproxima 

"oricât de bine" volumul poliedrului nostru şi nu să-i calculăm 

volumul! Este adevărat, dar suntem foarte aproape de capăt. Ne va 

ajuta acest "oricât de bine". Dar să ne tragem întâi sufletul şi să 

recapitulăm ce am f'ăcut. 
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Dimensiunile Dimensiunile Diferenţa 

paralelipipedelor ,,mai mari" J>aralelipipcdelor ,,mai mici" volumelor 

a b C a b C 

/ml /ml /ml /ml /ml /ml /m3/ 
1 2 2 1 2 1 2 
1 2· 1,5 1 2 1 1 

1 2 1,5 1 2 1,25 1/2 

1 2 1,5 1 2 1,375 1/22 

1 2 1,4375 1 2 1,375 1/23 

... ... . . 

Acest tabel îl putem continua oricât de mult alegând 

aproximările ulterioare de fiecare datl media aritmetici a celor două 

înălţimi precedente şi plstrând apoi, după aflarea rezultatului, cea mai 

bună aproximaţie prin lipsă sau prin adaos, după cum este cazul. 

Diferenţa de volum în fiecare rând va fi egali cu jumătate din cea 

precedentă. Evident, diferenţa volumelor nu se va anula niciodată, 

însă va deveni "oricât de mică". 

Ei bine, dar cu ce ne ajutl aceasta? Ne ajutl foarte mult. 

Iatăcµm: 

SA presupunem ci volumul paralelipipedului nostru nu este egal 

cu 1 x 2 x .fi., atunci evident ar fi egal cu un numlr real care împărţit 
cu 1 x 2 nu dl .fi., deci dl o "aproximare" a acestuia. Dar noi ştim ci 
în acest caz putem construi efectiv una mai buni. Deci acel număr pe 
care am presupus ci reprezintă volumul paralelipipedului nostru nu 
reprezintă de fapt volumul slu. Absurd! Deci, volumul 
paralelipipedului dreptunghic ABCDA 'B'C'D' cu dimensiunile 
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a = 1 m, b = 2m, c = .fi. m este egal cu 1 x 2 x .fi.. Ceea ce trebuia 
demonstrat. 

Un raţionament asemănător, doar cu puţin mai complicat, ne 
permite să tratăm şi cazul când doul nu toate trei dimensiunile 
paralelipipedului sunt numere iraţionale. 

Remarclm că am utilizat proprietatea 4 a :volumului (p. 165). 

II. Volumul unui paraleliped care are două feţe laterale (şi 

numai două) perpendiculare pe planele bazelor 
Fie ABCDA 'B'C'D' un paralelipiped cu bazele ABCD şi 

A 'B'C'D', astfel încât feţele ABB'A.' şi CDD'C' sll fie perpendiculare 
pe planele bazelor. Fllrll a restrânge generalitatea putem presupune cil 

" " unghiurile A' AB = D'DC swt ascuţite (fig. 193). 
·ol c! 

I 

D 

M p 
Fig. 193 

Fie M, N, P şi Q proiecţiile vârfurilor A ', D ', B' şi C' pe planul 

bazei ABCD. De exemplu, M cade pe AB deoarece planul A 'B 'BA este 

perpendicular pe planul feţei ABCD (vezi fig. 192). Prisma 

BPB'CQC' se obţine printr-o translaţie de mărime A 'B' a prismei 

AMA 'DND • de-a lungul lui AB, ele sunt deci congruente. Rezultă cil 

volumul paralelipipedului oblic ABCDA rB 'C 'D' va fi egal cu volumul 

paralelipipedului dreptunghic MNPQA 'B'C'D', deci egal cu SMNPQ 

x MA '= S ABCD x MA ', şi teorema este demonstrată în acest caz. 
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m. Volumul unui paralelipiped oarecare 
Fie ABCDA 'B'C'D' un paralelipiped oblic oarecare. 
1n acest caz putem aplica "tehnica" de la punctul II., tăind, de 

exemplu, paralelipipedul nostru cu două plane perpendiculare pe 
planele bazelor care conţin muchiile BB' şi CC' (aceste plane există, 
şi anume sunt determinate de dreptele respective cu proiecţiile lor pe 
planele bazelor, vezi fig. 194). 

Fig. 194 
N 

Conform unei teoreme cunoscute (vezi fig. 194) rezultă că 

MNIIBB'IIAA'. 
Corpul CQDC 'D 'P se obţine prin translatarea corpului 

BANB 'A 'M în lungul muchiei BC, rezultă deci că sunt congruente. 
Astfel volumul paralelipipedului ABCDA 'B'C'D' va fi egal cu 
volumul paralelipipedului NBCQMB'C'P care are feţele laterale 
NBB 'M şi QCC 'P perpendiculare pe planele bazelor. Ariile bazelor 
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c' ABCD şi NBCQ fiind egale, am 

8 
Fig. 195 

.... .... ..._ M' 
:-::r 

.,,.,,. I 
.,,. I 
I I 

I 
I 

I 
I 

---.,JM .,,. 

redus totul la cazul II . 

IV. Volumul unei prisme 
triunghiulare oarecare 

Fie ABCA 'B'C' o prismă 
triunghiulară oarecare cu bazele 
ABC şi A 'B 'C' (fig. 195) . 

Ducând BM li AC astyfel 
încât BM = AC şi B'M' li A'C' 
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astfel încât B 'M' = A ·c · şi ţinând cont de paralelogramele BMM'B ·, 
CMM'C', ABMC şi A 'B'M'C' am obţinut un paralelipiped 
ABMCA 'B'M'C'. Dar un paralelipiped are un centru de simetrie situat 
la intersecţia diagonalelor sale spaţiale, deci faţă de centrul feţei 

BCB'C' a prismei triunghiulare. Prismele ABCA 'B'C' şi BMCB'M'C' 
vor fi simetrice faţă de acest punct. Rezultă că ele sunt congruente. 
Volumul prismei ABCA 'B'C' va fi deci egal cu jumătate din 
volumul prismei ABMCA 'B'M'C ', iar aria lui ABC este jumătate din 
aria lui ABMC. 

Teorema este deci demonstrată şi în acest caz (am redus totul la 
punctul m. ). 

V. Volumul unei prisme oarecare 
Teorema este adevărată şi în acest caz, deoarece orice prismă 

poate fi descompusă în prisme triunghiulare. Ilustrăm acest lucru 
pentru o prismă pentagonală: 

Fig. 196 

Observaţie. Existenţa funcţiei denumită volum se 
demonstrează prin următoare metodA: se împarte spaţiul în cuburi de 
latură 1 şi, pentru un poliedru :P se notează cu n 1 (:1) numărul acestor 
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cuburi conţinute în întregime în :I'. Se împarte apoi fiecare din 
cuburile de latura 1 în care a fost împărţit spaţiul în 
8 = 23 cuburi egale cde latura 1/2 şi se notează cu n 2(:FJ numărul 
acestor cuburi conţinute în P etc. 

Numerele 
1 1 

n1(:P ), - 3 x n2(:P ), ... , » x n,c<.:P ), ... 
2 . 2 

formează un şir crescător care va exprima volumul lui :I'. Înainte de a 
stabili proprietăţile 1 ), 2), 3) se arată că un procedeu analog "prin 
exces" conduce, pentru un poliedru !P, la acelaşi "volum". 

1-- ..... 

r ~ 

\ \ 
I.,,. - ) 
( , 

../ 
'\ \ 

\ ./ ,_ V 

Fig. 197 

Demonstraţia completă reclamă unele detalii mai pretenţioase. 
Corpurile rotunde cărora li. se atribuie un volum sunt cele pentru care 
cele două procedee conduc la acelaşi număr . 

• 
§ 3. DESPRE PIRAMIDE ECHIVALENTE 

Vom căuta, în cele ce urmează să justificăm următoarea: 
Teoremi. Dou4 piramide care au înt!Jlţimile egale şi bazele 

triunghiuri egale, au volume egale. Mai spunem că sunt echivalente 
(fig. 198). 
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Fig. 198 

Şi aici, utilizăm mereu proprietatea 4) p. 205 a volumului. 
Să presupunem., fArl a particulariza prin aceasta cu nimic restul 

justificării, ci cele două piramide au bazele în acelaşi plan ex şi deci 
vârfurile lor P şi P' situate într-un plan paralel cu ex. Ducem n plane 
de secţiune paralele cu feţele ABC şi A 1J'C' care împart latura PB în 
părţi egale. Evident şi celelalte segmente PA, PC şi P'A ', P'B' şi P'C' 
vor fi împărţite în acelaşi număr de segmente egale ( egale bineînţeles 
pe fiecare segment în parte). Şi înălţimile PH şi P'H' vor fi împărţite 
tot în acelaşi număr de segmente egale ( anume n + 1), pentru că mai 
multe plane paralele daci determină pe o secantă segmente egale, 
atunci determină segmente egale pe orice secantă. 

' p pt 
Pi. 

Fig. 199 

Notaţiile fiind cele din figma 199 ducem din A1A2 .... An 
segmente paralele cu PB, din A '1A '2 .... A 'n segmente paralele cu P'B' 
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care întâlnesc planele de secţiune în interiorul secţiunilor în punctele 
D1, D2, ... , Dn respectiv D'1D'2 .... D'n (vezi figura). Acelaşi 

lucru facem şi relativ la punctele de secţiune C1, C2, ... , Cn şi 

c·1C'2 .... C'n prin care ducem paralele tot la PB respectiv P'B' până 
în punctele E1, E2, ... ,En respectiv E'1E'2 .. .. E'n· 

Se va forma astfel în interiorul piramidelor câte o "scară" 

interioară cu muchiile treptelor (A1C1, ... , ÂnCn şi A '1C'1, ... , A 'nC'n) 
construită în planul triunghiului PAC şi P'A 'C'. Toate aceste 
"lespezi" prismatice de tipul (fig. 200): 

Fig. 200 

sunt prisme echivalente, având bazele egale şi înălţimi de asemenea 

A 

P' egale (a n-a parte a 
p înălţimilor egale ale 

Fig. 201 

piramidelor). Scările 
interioare ale celor 
două piramide, vor 
avea deci volume 
egale5 ). Dar se mai 
pot construi printr-un 
procedeu similar şi 

două "scări exte
rioare" (fig. 201). 

5 Prin "scară" înţelegem nu numai "faţa brăzdată de trepte" c1 
întregul corp concav obţinut, reuniunea tuturor plăcilor prismatice. 
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"Muchiile" treptelor T1S1 etc. şi T'1S'1 etc. sunt acum în afara 
piramidelor şi evident putem observa trei fapte: 

I) Prismele de tipul (fig. 202): 

Fig. 202 

sunt echivalente (baze egale, înălţimi egale). 
2) Fiecare "lespede" a "scării" exterioarre este "mai mare" decât 

cea inclusă în ea a "scării interioare" (203). 

Fig. 203 

3) între cele două "lespezi" ale "scărilor interioare" şi 
"exterioare" este cuprinsă o porţiune de piramidă, cea haşurată 

A JC 1CBA (204). 1î,_-,-------;:;:-:--:';:,f~ 

A 

Fig. 204 
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Concluzie 
Am "închis" prin lipsă şi adaos cele două piramide între două 

"scări" formate din acelaşi numlr de "plici" prismatice echivalente. 
Deci le-am "cuprins" ca mărime între două corpuri cu volume 
respectiv egale. Trecem mai departe. 

A 

T1 
f'\:::::::::::-------S1 

B 

Fig. 205 

B 

Vom duce plane intermediare echidistante printre fiecare din 
cele două plane de secţiune vecine deja construite. Vom face astfel o 
diviziune "mai fină" a piramidelor şi vom obţine o scară exterioară 
mai miel şi una interioara mai mare, după cum se poate constata pe 
figură analizând o singură placă (fig. 205). 

Spaţiul rămas alb din prima figură s-a micşorat. Dar şi spaţiul 
format din paralele duse din A 1, A, D 1 la AC s-a micşorat şi el (vezi 
figura a doua), pentru că s-a mai "introdus" o treaptă. "Placa" din 
piramidă rămâne însă în continuare "între" scările mai fine nou 
construite. Dar vom continua procedeul: vom nota cu s; volumele 
scărilor interioare şi cu S; ale celor exterioare din piramida întâi. Dar, 
să ne amintim: notaţiile sunt valabile şi pentru piramida a doua, 
fiecare pereche de "lespezi" în parte fiind echivalente. 

Găsim deci două şiruri: 

s I S s2 S ... S sn S ... S V1 S ... S Sn S ... S S2 S S1; 

s I S s2 S ... S sn S ... S V2 S ... S Sn S ... S S2 S S1. 
Ele încadrează două "mărimi" V1 şi V2, volumele celor 

două corpuri. 
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ln fond şi acest fapt este încă o simplă afirmaţie. Ea ar deveni 
adevlrată dacă am putea arăta că diferenţa dintre volumul scărilor 
exterioare şi interioară Sn - sn, poate fi flcută "oricât vrem" de mică. 

Să simplificlhn puţin lucrurile: să considenm o secţiune prin figura. 
Să consideram porţiunea haşurată Sn şi scata exterioara sn (fig. 206). 

Fig. 206 

Să translatăm figura haşurată s. până ce porţhmea ei superioară 
se suprapune perfect peste cel al scării mari s •. Se observă că diferenţa 

dintre scări este o prismă cu baza tetraedrului şi cu înălţimea : 1 • 
2 

A ·h 
Deci cu volumul V = -::_, , care tinde către O când n tinde la 

2 
infinit. De~ în fond VJ = V2. 

Observaţie. De ce la capitolul volume avem această 
demonstraţie dificilă, tlcută printr-o metodă neobişnuită, iar la 
capitolul arii din geometria planii nu avem o astfel de demonstraţie? 
De ce nu poate fi evitată folosirea llllui raţionament de acest tip? 
Explicaţia constă în următoarele fapte. Se poate dovedi (şi se poate 
lua aceasta ca exerciţiu care se rezolvă examinând demonstraţiile din 
capitolul arii de la geometria plană) că două poligoane cu aceeaşi arie 
se pot descompune într-\lll număr egal de triunghiuri respectiv egale 
(nu numai având aceeaşi arie). Această proprietate nu mai este 
adevlrată pentru două poliedre cu acelaşi volum. 
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§ 4. VOLUMUL PIRAMIDEI 

Ne propunem să demonstrăm următoarea: 
Teoreml. Volumul piramidei este egal cu produsul dintre aria 

bazei şi îndlţime împărţit cu 3. 

Demonstraţie. Vom demonstra teorema în prealabil pentru 
piramide triunghiulare. Vom arăta că o prismă triunghiulară se poate 
"tăia" în trei piramide echivalente. 

Vom considera prisma triunghiulară ABCA 'B'C', şi prin 
punctele C, A ', B vom duce o secţiune plană. Vom obţine astfel două 
corpuri: piramida CA 'B'C'şi ABCA 'B' (fig. 207). 

B 

, 
A A 

Fig. 207 

Primul corp, adică piramida o vom nota cu ~ - Ne vom 
ocupa acum de cel de-al doilea corp. Secţionând corpul ABCA 'B' 
cu planul determinat de punctele A ' C, B vom nota cele 
două piramide obţinute cu ~ şi cu ~ (piramida ACBA 'este ~ şi 
A 'BCB' este~) 
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j u . 

Fig. 208 

Am obţinut astfel trei piramide triunghiulare. 

B 

Ele sunt echivalente două câte două: 

:Pi = ~ deoarece au bazele ABC şi A ' B 'C 'triunghiuri egale şi 

înălţimea corespunzătoare lor egală (este în fond înălţimea prismei, 

adică distanţa dintre planele bazelor ABC şi A 'B 'C '. 

~ = -1) deoarece au două baze respectiv egale ABA 'şi BA 'B' ca 

jumătăţi din acelaşi paralelogram şi aceeaşi înălţime, distanţa de 

la C la planul paralelogramului ABB 'A '. 

Deci :Pi = ~ = -1) şi teorema este demonstrată pentru piramida 

triunghiulară. 
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Vom demonstra acum că afirmaţia este adevărată pentru orice 
piramidă. 

A D 
A 

D 

Fig. 210 

Ducem din vârful A toate diagonalele bazei AC, AD, ... , AM şi 
consideram planele determinate respectiv de acestea cu vârful P al 
piramidei. Conform proprietăţii de aditivitate a volumelor avem 
(fig. 210): 

VABC ... MNP= VABc+ VAcv+ ... + VAMN= 
= (SABc+ SAcD + ... + SAMN) x h/3 

Wlde am notat cu VABC volumul piramidei PABC, cu SABC aria 
triunghiului ABC etc. şi cu h înălţimea piramidei, deci şi înălţimea 
fiecărei piramide triunghiulare în parte. 

Sxh 
Deci V = -- unde S este aria bazei piramidei mari. Afirmaţia 

3 
tlcută în teoremă este deci demonstrată. 

Un plan paralel cu baza ABC ... MN a unei piramide determină 
încă o piramidă cu baza A 'B'C' ... M'N' şi cu acelaşi vârf P pe care o 
vom numi "asemenea" cu piramida mare, pentru că toate feţele de 
tipul P AB s\lllt asemenea cu cele de tipul PA 'B ', bazele ABC ... MN şi 
A 'B 'C' .. M'N' sunt şi ele asemenea şi raportul lor de asemănare 
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(raportul a două segmente omoloage) prin tranzitivitate se poate 
dovedi că este acelaşi. 

Dacă în plan raportul a două arii de poligoane asemenea este 
egal cu pătratul raportului de asemănare (fapt valabil şi pentru ariile 
laterale şi totale ale celor două piramide), vom putea afirma 
următoarea: 

Teoremi. Raportul volumelor a dou4 piramide asemenea este 
egal cu cubul rapoartelor de asemănare. 

Demonstraţie. Dacă notăm raportul de asemănare cu n, avem 
S.acJIN 2 • h 

=n -1-=n 
s A'll'C' _J,i'N' h' 

wide h este înălţimea piramidei iniţiale şi h ' a celei mic~ iar 
V S.uc.JlliXh 2 3 ------=n Xn=n. 
V' s .rll'C' _.J,/'N' X h' 

Accentuăm că aceasta este wia din teoremele, care aplicate, ne 
scurtează mult calculul laborios în destule ocazii. 

§ S. VOLUMUL TRUNCHIULUI DE PIRAMIDĂ 

Teoremi. Volumul trunchiului de piramidd este egal cu o 
treime din îndlţime înmulţit4 cu suma ariei bazei mari, cu aria bazef 
mici şi cu radical din produsul ariei bazei mari cu aria bazei mici. 

A 

Fig. 211 
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Avem deci de arătat cli V = !_ ( S + s + Js;), unde V este 
3 

volumul trunchiului, ieste înlilţimea trunchiului de piramidli (distanţa 
dintre baze), S aria bazei mari şi s aria bazei mici. H şi h sunt mlirimi 
ajutătoare, anume înlilţimile piramidelor aşa cum se formeazli în desen 
prin prelungirea muchiilor iar V1 şi v 1 volumele piramidelor 
respective. 

Ştim ci Vifv1 = H3!h3 şi dintr-o proporţie derivată obţinem: 
Vi-v, H 3 -h3 

------
v, h3 

. v1 (H-h)(Jl2+hH +h2
) H .Js 

Deci V = h3 • Dar h = ✓s • 

Rezultă 

v1xi H 112 sxhxi .Js S i ~ 
V=-h-(1+,;+7)= 

3
xh (1+ ✓s +_-;)=3(s+-vSs+S) 

ceea ce trebuîa demonstrat. 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 
1. Pe muchiile VA, VB, VC ale unui tetraedru se iau punctele 

voi VA'B'C' 
A', B', C'. Care este raportul volumelor ---- în funche 

volVABC ' t• 

VA' VB' VC' 
de a= VA' p = VB' "f = VC. 

2. într-o piramidli cu baza plitrat de latură a şi cu feţele laterale 
triunghiuri echilaterale se înscrie un cub cu baza pe baza piramidei şi 
cu celelalte vârfuri pe muchiile laterale ale piramidei. Sli se afle 
latura cubului. 

3. Se dli un trunchi de piramidli patrulateră regulată. Sli se arate 
cli drumul cel mai scurt pe suprafaţa sa între douli vârfuri opuse trece 
numai pe suprafaţa laterali atunci şi numai atunci când raza cercului 
circumscris unei feţe laterale este mai mare decât raza cercului 
circumscris bazei mari. 
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4. Un paralelipiped are toate feţele romburi de latura a, având 
fiecare câte un unghi ascuţit de 30°. Să se afle volumul 
paralelipipedului. . 

5. O prismă triunghiulară dreaptă este împărţită de un plan care 
taie toate muchiile laterale în două corpuri. Se consideră unul din ele. 

a) Să se descompună acest corp în două piramide. 
b) Să se afle volumul lui în funcţie de aria · bazei şi de cele trei 

muchii paralele ("verticale") ale sale. 
6. Într-un trunchi de piramidă hexagonală regulată se cunosc 

(notaţiile fiind cele din figura 212) înălţimea AP = 3 cm, distanţa 
16 

BE = 5 cm şi latura bazei mari D 'E' = - cm. 
3 

a) Să se calculeze volumul trunchiului de piramidă. 
b) Să se calculeze aria laterală a trunchiului de piramidă. 
c) Să se arate căB', P, F' sunt coliniare. · 

C' Fig. 212 

7. într-o piramidă regulată notând cu m muchia laterală, cu R 
raza cercului circumscris bazei, cu a apotema piramidei şi cu a' 
apotema bazei, să se demonstreze că: m2 + a '1 = R2 + a1

• 
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8. Presupunând el se pot cunoaşte din tabele valorile funcţiilor 

. . l l . 360 ( . . ) d tngonometnce a e u1 - smus, cosmus, tangenta, cotangenta un e 
n 

n este un număr natural oarecare, dându-se o piramidă regulată cu 
poligonul bazei având n laturi, R raza cercului circumscris acestei 
baze, precum şi înllţimea piramidei fiind h, să se găsească în funcţie 
de n, h, R: 

a) Volumul piramidei. 
b) Aria laterală a piramidei. 
c) Aria totală a piramidei. 
9. Pe un cub ABCDA. 'B'C'D' se aşează o piramidă regulată 

V ABCD cu toate feţele triunghiuri echilaterale (vezi figura 213). 
Muchia DC= a. 

a) Să se determine volumul cotpului. 
b) Să se arate că A. V 1. VC. 
c) Dacă nu se cunoaşte latura a, ci numai lungimea segmentului 

VA'= ~(2+.J1.) m, să se găsească lungimea laturii a. 
~ 

O" 
Fig. 213 

10. O undiţă cu lungimea de 3✓2 m se poate demonta în trei 
părţi egale. Dar nu se primesc în portbagajele autobuzelor care merg 
în deltă colete paralelipipedice la care una din dimensiuni să 

depăşească un metru. Cât ar fi latura minimă a hazei (pătrat) a unui 
astfel de colet, numai să-i încapă undiţa pescarului? 

228 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



11. Într-o prismă hexagonală regulată dreaptă, diagonala 

E'B = 26 cm şi apotema bazei OP= S✓3 cm (vezi figura 214). Să se 
2 , 

determine volumul şi aria laterală a prismei. 

F1 A' 

I 

'F ~- - --

Fig. 214 

12. Un elev a decupat dintr-o hârtie cu pătrăţele dintr-un caiet 
de matematică două figuri de această forml: figura 215a, şi apoi le-a 
lipit între ele cu fâşie lată cât un pătrăţel de matematică, obţinând 
următoarea figură : figura 21 Sb. 

a) Ştiind că dimensiunile unui pătrăţel de matematică sunt de 
0,5 cm pe 0,5 cm, să se afle volumul şi aria jucăriei. 

b) Dacă tlcea o figură similară cu pătrăţelele cu latură de două 
ori mai mare, care ar fi fost volumul şi aria jucăriei? 

Fig. 215 
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13. 1n cubul ABCDA 'B'C'D', M este mijlocul muchiei AD, iar 

N este mijlocul muchiei CD. Ştiind că MN = 5✓'i. m, să se afle 
volumul şi aria totală a cubului. 

14. 1n cubul ABCDA 'B'C'D', N este mijlocul muchiei C'B'. 
Segmentul AN= 3 dm. Să se afle aria totali şi volumul cubului. 

15. lntr-o piramidă regulată notăm cum muchia laterali, cu R 
raza cercului circumscris bazei, cu a apotema piramidei, iar cu a' 

apotema bazei. Construim într-un plan un triunghi dreptunghic ADB 
cu catetele AD = m, DB = a. Fie C un punct pe cercul circumscris 
triunghiului ABD astfel încât AC= a'. Să se demonstreze că BC = R. 

16. Se dl o prismă triunghiulară ABCA 'B'C' de volum 8 m3. 

Fie M mijlocul muchiei laterale BB '. Să se afle volumul piramidei 
MACC'A'. 

17. O piramidă regulată V ABCD are latura bazei AB = 4 cm şi 
apotema piramidei egală cu 2,5 cm. Fie A', B', C', D' mijloacele 
muchiilor laterale VA, VB, VC, VD (în această ordine) şi fie N un 
punct oarecare în planul bazei. Să se afle volumul piramidei 
NA'B'C'D'. 

18. lntr-o cutie cubică cu capacul ABCD şi muchia AB = 2 dm 
punem o piramidă regulată VA 'B'C'D' unde A 'B'C'D' este cealaltă 
bază a cubului. Dar capacul ABCD nu se mai închide. El face un 
unghi de 45° cu planul bazei. 

a) Care este volumul piramidei? 
b) Să se găsească sinusul unghiului plan al diedrului format de 

o faţă laterală a piramidei cu baza acesteia. 
19. Fie trei drepte OA, OB, oe perpendiculare două câte două. 

(Segmentele OA = OB = OC = a). Demonstraţi că triunghiul ABC este 
un triunghi echilateral. Calculaţi distanţa de la O la planul ABC. 

20. Să se arate că există tipuri de tetraedre egale cu care putem 
umple spaţiul (prin a "umple" spaţiul înţelegem că orice punct al 
spaţiului este sau în interiorul sau pe suprafaţa unui astfel de tetraedru 
şi tetraedrele nu au puncte interioare comune). 
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21. Pe o masă se găseşte o vază plină cu apă de formă 
paralelipipedică dreaptă cu baza \Ul pătrat de latură a. Prisma este de 
înălţime b. Se roteşte vasul în jurul unei muchii a bazei până se varsă 
atâta apă încât o muchie laterală de pa faţa care nu mai este complet 
udată are b/3 cm deasupra apei. După aceasta punem vasul în poziţia 
iniţială. Ce înălţime are partea goală deasupra apei? 

22. Fie ABCD un tetraedru regulat. Prin mijloacele muchiilor 
ducem plane paralele la toate feţele ( care nu conţin acest mijloc). Să 
se precizeze ce fel de corpuri obţinem printr-o astfel de tăiere a 
tetraedrului. Puteţi rezolva apoi problema mai generală luând toate 
punctele muchiilor care o împart pe aceasta în n părţi egale. 

23. Într-un tetraedru regulat să se găsească sinusul unui unghi 
diedru format de două feţe şi sinusul unghiului format de o muchie cu 
planul bazei. 

24. Într-o piramidă patrulateră regulată V ABCD cu muchia 
bazei egală cu a, se duce prin mijlocul muchiei VA un plan paralel cu 
planul triunghiului VBD. Ştiind că muchiile piramidei sunt egale cu 
diagonala bazei, să se calculeze aria secţiunii determinat! în piramidă 
în funcţie de latura bazei. 

25. O piramidă patrulateră este tăiată cu un plan, obţinându-se 
ca figură de intersecţie un pentagon care are o latură paralelă cu una 
din diagonalele bazei. Să se arate că laturile celelalte ale pentagonului 
nu formează unghiuri egale cu laturile bazei. 

26. Fie o piramidă patrulateră regulată cu baza un pătrat 

ABCD cu latura 1 cm. Ştiind că unghiurile diedre a două feţe 

opuse sunt egale cu unghiul diedru pe care acestea le formează cu 
baza, să se determine: 

a) muchiile laterale; 
b) înălţimea piramidei; 
c) aria laterală şi totală a piramidei; 
d) volumul piramidei. 

231 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



27. SA se determine toate piramidele care au ca feţe laterale 

triunghiuri echilaterale cu latura egală cu 1. 
28. Să se arate ci orice piramidă regulată cu baza un poligon 

regulat cu n > 3 laturi are ·ca feţe laterale trillllghiuri ascuţit\Dlghice. 
29. Nu există nici o piramidă regulată cu baza un pAtrat astfel 

încât unghiul diedru a două feţe alăturate să fie egal cu unghiul format 
de două muchii care pleacă din vârful V al piramidei. Să se deducă de 
aici ci nu există piramidă patrulateri regulată la care unghiurile diedre 
dintre toate cele cinci feţe să fie egale. 

30. Să se arate ci nu există cinci pllllcte cu proprietatea 
ca toate lungimile segmentelor care unesc aceste cinci puncte să fie 
egale între ele. 

31. O piramidă cu baza ABCD dreptunghi are AB = 2a, BC = a 
şi înălţimea SD = 2a. Pe muchia SB se ia mijlocul ei P. Să se arate că 
triunghiul APC este isoscel şi sl se determine aria sa. Să se calculeze 
aria laterală a piramidei. 

32. Fie SABCD o piramidă regulată cu baza pătratul ABCD de 

latură M, cm şi muchi~ laterali de 5 cm. Se cere aria laterală şi 
volumul piramidei. Se consideri M un punct pe muchia SB. Să se 
detennine cosinusul unghiului făcut de OM cu planul pătratului astfel 
încât aria triunghiului ACM să fie minimă. 

"33. Bazele unei prisme triunghiulare drepte Sllllt triunghiuri 
echilaterale ABC, A 'B'C', de latură x. Fie O \Dl punct astfel încât 
OA = 0B = OC = OA'= =OB' = OC' = a, llllde a este lDl numlr dat 

1 
Să se arate ci volumul prismei este V =-x.J3a2-x2

• 
2 

34. Dacă o piramidă regulată trillllghiularl are muchia laterali 
de mărime a constantă şi latura x a bazei variabilă ( dar baza este 
mereu un triunghi echilateral de latură x), să se găsească mărimea lui 
a pentru care volumul piramidei este maxim. 

35. tn cubul ABCDA 'B'C'D', O este centrul său, 0 1 cel al feţei 
ABCD, 0 2 cel al feţei BB'C'C, 0 3 al feţei CDD'C', M mijlocul 
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lui DC şi N mijlocul lui CC', Pa lui CB. După înlăturarea cubului 
O1PCMA. 'NO2O3, cum s-a modificat faţă de aria total! a cubului aria 
cotpului concav obţinut? Dar volumul? 

36. lntr-o piramidă cu înAlţimea h, sl se spună la ce distanţă de 
vârf trebuie dus un plan paralel la bază, astfel încât aria totali a 
piramidei mici obţinute să fie de două ori mai mici decât a 
celei iniţiale? 

37. Secţionând partea superioarl a unui acoperiş se obţine un 
cotp ca în figura alăturată cu dimensiunile de acolo (bazele sunt 
dreptunghiuri, iar feţele laterale trape7.e isoscele). Prelungind AA ·, 
BB', cc·, DD' până se întâlnesc, să se glsească volumul acoperişului 
din care provine această secţiune. Dacă A 'B' = D'C' = x şi nu 
ar mai fi a, sl se determine x astfel încât ABCDA 'Jl'C'D' sl fie 
trunchi de piramidă (fig. 216). 

o' C' 

;::, a 
I 
I 
I 

D ---------- ~ C' 

38. 1n figura 217 este 
reprezentat un cort cu baza 
dreptunghi, două feţe 
triunghiuri echilaterale şi 
două feţe trapeze isoscele. Să 
se determine volumul 

Fig. 216 

cortului. Dimensiunile sunt 3m 

2a 

' 

date pe figură. Fig. 217 

' ' ' ' ' 
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§ 6. CRIST ALE 

1n natura, cristalele ne oferă exemple de poliedre. Sarea de 
bucătărie (NaCl) cristalizează sub formă de cuburi, aurul sub formă de 
octaedre (fenomen rar), pirita (FeS2) sub formă de dodecaedre etc. 
Dăm în figura de mai jos şapte exemple mai puţin comune de cristale: 
Galena (PbS) în fig. 218, 1 şi, Argentita (Ag2S) în fig. 218, 3, 
Fluorita (CaF2) în fig. 218, 4, Staurolitul (silicat de Al şi Fe) în 
fig. 218, 5, Spessartinul (varietate de granat-silicat de Al şi Mn) în 
fig. 218, 6, Granatul comun (silicat de Ca, Feşi Al) în fig. 218, 7. 

Fig.1 Fig.2 Fig.3 Fig.4 

o ,, 

Fig.5 Fig.6 

Fig. 218 

Încercaţi întâi singuri să descrieţi matematic aceste poliedre, să 
le calculaţi volumele şi ariile totale. 

Dacă nu aţi reuşit în toate cele şapte cazuri, să observăm că în 
fig. 218, 1 avem un "cub cu vârfurile tăiate", adică în fiecare din 
vârfurile unui cub, pe fiecare din cele trei muchii ce se întâlnesc în el, 
am figurat câte un punct situat la aceeaşi distanţă, în toate cazurile, de 
vârful respectiv, distanţă mai mică decât jumătatea laturii cubului. Din 
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fiecare faţă a cubului am scos cele patru triunghiuri formate în colţuri, 
obţinând un octogon, şi am adăugat, ca feţe, toate triunghiurile 
echilaterale formate în colţuri. 

în fig. 218, 2 este un poliedru obţinut printr-o construcţie 
analoagă, aplicată unui octaegru regulat. în fig. 218, 3 avem un caz 
particular al fig. 1 (şi al fig. 2), în care am ales punctele de pe muchii 
1~ distanţe egale cu jumătatea muchiei cubului de vârfuri (şi astfel cele 
două puncte de pe fiecare muchie au coincis, iar octogoanele au 
devenit pătrate). 

ln fig. 218, 4 avem două cuburi ce se intersectează, unul din ele 
fiind obţinut din celllalt printr-o rotaţie de 60° în jurul uneia din 
diagonalele sale spaţiale. Analog, în fig. 218, 5 avem două prisme 
hexagonale regulate, una obţinută din cealaltă printr-o rotaţie de 90° 
în jurul dreptei ce uneşte mijloacele a două muchii laterale opuse ale 
sale. Descrieţi în cazul fig. 4 şi 5 corpurile de intersecţie! 

Poliedrul din fig. 218, 6 se poate obţine alegând trei plane, 
două câte două perpendiculare şi făcând în fiecare din cele opt regiuni 
în care ele împart spaţiul următoarea construcţie: alegem pe cele trei 
semidrepte corespunzătoare punctele A, B, C, pe bisectoarele 
interioare ale celor trei unghiuri formate AOB, BOC, COA respectiv 
pllllctele C ', A ', B ', iar 
semidreapta ce pleacă din O, 
în interiorul regiunii şi face 
unghiuri egale cu OA, OB, 
OC ( diagonală spaţială a 
unui cub ... ) punctul D aşa 
încât OA = OB = OC = OA . 
= OB ' = oe· = OD. 
Considerăm cele trei feţe 

(congruente) DA 'BC ', 
DB'CA ', DC'AB ' (fig. 219). 

Poliedrul în discuţie 

va avea 8x3 = 24 feţe. Fig. 219 
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Fig. 218, 7 conduce la un exerciţiu. Să lulm patru segmente 

OA, OB. OC, OD, trei câte trei necoplanare. Să construim 

paralelogramele BOAE, COBF, DOCE', AODF' şi apoi EBFD', 

F'AEC', E'DF'B', FCE'A. '. Dovediţi că paralelogramele A 'E'B' .. , 

B'F'C' .. , C'ED' .. , D'FA" .. se închid toate în acelaşi punct O' şi că 

figura obţinută are un centru de simetrie, în raport cu care O şi O', 

A şi A', ... , F şi F' sunt simetrice (fig. 220). 

A 
Fig. 220 

D 

În cazul general va fi greu de calculat volumul şi aria 
poliedrului cu 12 feţe astfel obţinut. încercaţi aceasta în cazul 
când OABCD este o piramidă patrulateră regulată, cu vârful în O, 
cu OA =AB. 
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CAPITOLUL AL ZECELEA 

SUPRAFETE SI CORPURI ROTUNDE 
' ' 

§ 1. GENERALITĂŢI, CONSIDERAŢil INTUITIVE 

a) în capitolele de geometrie în spaţiu de până acum, am studiat 
linii drepte sau formate din porţiuni (segmente) de linie dreaptă 
(poligoane), suprafeţe plane sau formate din porţiuni (poligoane) din 
plan (suprafeţe poliedrale), corpuri mărginite de suprafeţe poliedrale 
(poliedre). 

Viaţa de toate zilele şi diverse alte activităţi ne pun însă mereu 
în contact cu linii curbe, cu suprafeţe curbe, cu corpuri mărginite de 
suprafeţe curbe ( corpuri rotunde). 

Nu avem intenţia să dim definiţia generală a unei linii curbe 
sau a unei suprafeţe curbe (aceasta necesită cunoaşterea noţiunii de 
continuitate). 

1n acest paragraf intenţionăm să descriem câteva fapte intuitive 
care să contureze mai bine aceste noţiuni. Abia în paragrafele 
următoare, un.de vom defini şi studia câteva suprafeţe curbe 
particulare, vom folosi un liţnbaj matematic precis. 

b) Un punct în mişcare descrie o linie curbă; nu orice linie 
curbă este conţinută într-wi plan. 

Fig. 221 
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Un fir de aţă, indiferent cum l-am deforma, este o linie curbă. 

Fig. 222 

Muchia unui corp este în general o linie curbă. 
Evident că noi considerlm linia dreaptA ca un caz particular al 

liniei curbe. Poziţia unui punct oarecare pe o linie curbă datA se poate 
preciza dacă am fixat un punct pe acea curbă ca origine, prin 
distanţele pe curbă până la acel punct, deci printr-un număr real. 

238 

Fig. 223 

O curbă "nu are nici lăţime, nici grosime", ci numai lungime. 
c) O suprafaţă curbă este faţa ( imaginea) unui corp (rotund). 

~r; 
Fig. 224 
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O ţesătura, deformată chiar, este o suprafaţă curbă. 

----:::---: ~ -.. --- - - -
'- - --

Fig. 225 

Ţesătura este formată din fire; o linie curbă în mişcare descrie 
(generează) o suprafaţă curbă. 

rr(Cv1 1 
-- •-.....; 

--------~Â :::;:::...:;~~===-=--=-=-=-=-~~ 
Fig. 226 

Poziţia unui punct pe o suprafaţă curbă se poate preciza numai 
dând două coordonate ale sale (fig. 227). 

ordonata 

abscisă 

Fig. 227 
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d) Oricum am lua o linie curbă şi un fir de aţă putem deforma 
acest fir, fărl a-l întinde sau rupe astfel încât el să coincidă cu linia 
curbă dată. · 

sau 

B 

Ftg. 228 

Acest fapt nu este adevărat pentru suprafeţe: nu putem aşeza o 
foaie de hârtie peste o minge, fărl a o "strica". Aceasta face ca 
desenarea unui planiglob să fie dificilă şi să nu se poată face decât 
deformând. 

e) Suprafeţe cilindrice. Am afumat că orice linie curbă în 
mişcare descrie o suprafaţă curbă. O linie dreaptă care se mişcă paralel 

cu ea însăşi, întâlnind în permanenţă o dreaptă dată d, descrie un plan. 
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Fig. 230 

O linie dreaptă d care se mişcă paralel cu poziţia ei iniţială, 
întâlnind în permanenţă un poligon (1' plan dat, situat într-un plan 
neparalel cu d, descrie o suprafaţă prismatică. 

Să înlocuim acum poligonul respectiv (1' cu o linie curbă 
oarecare fixată. Suntem conduşi astfel la următoarea: 

Definiţie. Fie (C) o curbă plană, iar a o dreaptă dată. Totalitatea 
dreptelor d ce trec prin punctele lui (C) şi sunt paralele cu a formează 
suprafaţa cilindrici! de bază ( C) ~i direcţie a. 

Dreptele d se numesc generatoarele suprafeţei cilindrice iar ( C) 
se numeşte curbd directoare a suprafeţei cilindrice (fig. 231 ). 

Fig. 231 

Dacă a este perpendiculară pe planul lui ( C), suprafaţa se 
numeşte suprafaţd cilindrici! dreaptd de bază ( C). 

Observaţie. Pe o suprafaţă cilindrică dată există multe curbe 
plane (intersecţia suprafeţei cilindrice cu diverse plane). Oricare din 
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e1e, care intersectează toate generatoarele, poate fi folosită pentru 
generarea suprafeţei cilindrice, ca în definiţia de mai sus. 

în acest mod, orice suprafaţă cilindrică poate apare ca suprafaţă 
cilindrică dreaptă ( dacă considerăm intersecţii perpendiculare pe 
generatoare). 

O linie curbă plană poate fi un arc simplu, o curbă simplă 
închisă sau poate avea autointersecţii. 

~~ex:=> 
Fig. 232 

Suprafeţele cilindrice generate au forme corespunzătoare: 

Fig. 233 

Am putea considera şi suprafeţe cilindrice generate de o curbă 
neplană şi o dreaptă dată. în acest caz curba poate fi un arc simplu, 
însă suprafaţa cilindrică corespunzătoare să aibă forma de 
la figura 232. 

B 

A 
Fig 234 
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Bineînţeles că suprafaţa cilindrică va avea forma din figură şi 
când curba ar avea autointersecţii . 

O proprietate importantă a suprafeţei cilindrice generate de un 
arc simplu este că ea se poate "des~ura" şi aşeza pe o suprafaţă 
plană. Cel mai simplu se vede acest lucru reprezentând suprafaţa ca o 
suprafaţă cilindrică dreaptă de bază ( C) "îndreptând" ( C) până la o 
dreaptă d şi apoi aşezând generatoarele suprafeţei perpendiculare pe d. 

Fig.235 

f) Pânze conice. Definiţie. Fie (C) o curbă plană şi Pun punct 
situat în afara planului ei. Totalitatea semidreptelor cu originea în P 
şi având un punct situat pe ( C) formează pânza conică de vârf 
P şi bază (C) (fig. 235). 

Semidreptele se numesc generatoare ale pânzei conice (fig. 236). 

Fig. 236 
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Observaţie. Pe o pânză conică există multe curbe plane (inter
secţia ei cu diferite plane). Oricare din ele ce intersectează toate 
generatoarele poate fi considerată că generează pânza conică. Pânzele 
conice pot fi generate şi de curbe în spaţiu. Şi pânzele conice generate 
de arce de curbă "suficient de scurte" pot fi desf'lşurate şi aşezate pe 
un plan. Cel mai simplu mod de a face aceasta este de a alege o 
distanţii I, de a aşeza pe fiecare generatoare un segment de lungime ./, 
obţinând astfel o curbă (în general neplană) (D). 

A A 

Fig. 237 

Aşezăm (vezi figura 237b) (D) peste un arc de cerc de rază I 
( ceea ce este posibil dacă lungimea lui D nu depăşeşte 21tl) şi 

generatoarele respective peste-razele corespunzătoare ale cercului. 
în punctule) am considerat suprafaţa cilindrică drept "analogul 

curb" al unei suprafeţe prismatice. Aici definim "analogul curb" al 
unei suprafeţe piramidale (al suprafeţei unui unghi poliedru). 

§ 2. CILINDRII CIRCULARI 

Definiţie. a) Fie (C) un cerc situat în planul ex. şi a o dreaptă 

neparalelă .cu ex. Prin suprafaţă cilindrică circulară generată de ( C ) şi 
a înţelegem totalitatea punctelor situate pe toate dreptele paralele cu a, 
ce trec prin puncte ale lui ( C ). 
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Ea poate fi definită şi drept totalitatea punctelor P din spaţiu 
pentru care paralela prin P la a intersecteazd cercul ( C ). 

b) Prin suprafaţd cilindricd circu/ard dreaptă generatd de 
cercul ( C ) din planul ex, înţelegem suprafaţa cilindrică generată de 
( C ) şi de o perpendiculară a pe ex. 

Aceasta este totalitatea punctelor situate pe toate dreptele 
perpendiculare pe ex care trec prin puncte ale lui ( C ). 

Teoreml. Intersecţia dintre o suprafaţă cilindrică şi un plan p 
paralel cu planul ex al cercului ( C ) ce o genereazd este un cerc de 
razd R egald cu cea a lui (C) (fig. 238). 

o' 

... ,, J. 

Fig. 238 

Demonstraţie. Fie O centrul lui ( C ), fie o paralelă prin O la a, 
fie O' intersecţia lui o cu planul p. Să arătăm că intersecţia lui p cu 
suprafaţa cilindrică' este cercul de centru O', de rază R situat 
în planul p. 

Fie P' e p. Dacă P' = O' atunci el nu se află pe suprafaţa 
cilindrică, deoarece 00' nu intersectează ( C ). , 
Vom considera acum P' e p, P'-:# O'. Să op O' 
ducem planul P'00' (unic determinat). Acest 
plan taie planele ex şi P după două drepte 
paralele. Ducând şi paralele din P' la 00 · se 

· formează planul P'00' un paralelogram, P O 
P'0'0P (Pe ex). Fig. 239 
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P' se află pe suprafaţa cilindrică dacă şi numai dacă P e ( C ), 
deoarece P'P li O'O li a, adică dacă şi numai dacă PO = R. Cum 
P'O' = PO, PO = R este echivalent cu P'O' = R, şi teorema este 
demonstrată. 

Definiţie. Prin cilindru circular înţelegem cotpul geometric 
cup~ între o suprafaţă cilindrică circulară şi două plane distincte 
paralele cu planul cercului ce generează această suprafaţă cilindrică. 

Cilindrul circular se numeşte cilindru circular drept dacă 
suprafaţa cilindrică circulară corespunzătoare este dreaptă. 

§3.ELIPSA 

Să considerăm o suprafaţă cilindrică circulară (y), generată de 
cercul ( C ) şi de direcţie a. Ea poate apărea, după cum s-a arătat 
anterior, drept o suprafaţă cilindrică dreaptă, generată de curba de 
intersecţie dintre (y) şi un plan P petpendicular pe a. Această curbă 
apare drept proiecţia lui (C) pe p. O astfel de curbă nu este un cerc; 
ea se numeşte e/ipsd (fig. 240). 

Pentru a vedea ce fel de curbă este elipsa după care se 
proiectează un cerc ( C ) pe un plan p, vom înlocui planul P cu un plan 
paralel cu el, ce trece prin centrul O al cercului. Fie d dreapta de 
intersecţie între p şi planul ex al cercului ( C ). 

a 

Fig. 240 
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Fie M un punct oarecare pe (C ), N proiecţia sa pe d. C.:- · for.:i.r. 
celor ştiute, proiecţia M' a lui M pe planul p se obţine astfel: ,r ,ce.1 
perpendiculara a în N pe d în planul p şi apoi considerăm piciom.l M 
al perpendicularei din M pe a. 

" Unghiul MNM' este constant egal cu mărimea unghiului diedru 
M'N " 

dintre ex şip, deci --=constant{= cos(cx, p)). Dacă în direcţia NM 
NM 

ducem NM'' = NM, atunci când M descrie cercul ( C ), M'' va descrie 
un cerc de aceeaşi rază, cu centrul O în planul p. 

Definiţie. Fie ( C ) un cerc, d un diametru al său, k un r:t:-:nfo: 

între O şi 1. Pentru orice M E ( C ) considerăm MP .l d, P e d .,i. i -:' 
M'P 

pe segmentul MP astfel încât -- = k. Locul geometric al lui ·, · 
MP 

numeşte elipsd. 
Se vede că elipsa este simetrică faţă de d, faţă de pe. ocr, · 

diculara pe d în centrul cercului, deci şi faţă de centrul cer::-uhi 
Forma şi mărimea ei sunt perfect caracterizate de raza R a cercuim 
(numită şi axa mare a elipsei) şi de R x k (numită şi axa m:că u 
elipsei) (fig. 241 ). 

Fig. 241 

EXERCIŢIU 

Să se arate că secţiunea unei suprafeţe cilindrice ci1 tllf.te 

drepte cu un plan neparalel cu curba directoare este o elipsă. 
Lecturii: Se demonstrează, folosind numai legea a II-a a lu, 

Newton (forţa este masa ori acceleraţia) şi legea gravitaţiei univ~"'3c'll'! 
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( două cotpuri se atrag cu o forţă direct proporţională cu masele 
lor şi invers proporţională cu pătratul distanţei) că pământul se mişcă 
în jurul soarelui pe o elipsă, soarele fiind într-un "focar" a acesteia 
(vezi figura). 

Focarele unei elipse sunt cele 2 puncte de pe axa mare, la 

distanţa R✓l - k2 de centru (fig. 242). 

Fig. 242 

Viteza de mişcare nu este constantă: aria haşurată variază 
proporţional cu timpul. 

§ 4. PÂNZE CONICE 

Ca un caz particular a definiţiei anterioare: 
Definiţie. Fie (C) un cerc şi P un punct nesituat în planul ex al 

cercului. Se numeşte pânziJ coniciJ circu/ard de vârf P şi bază ( C ) 
totalitatea punctelor situate pe semidreptele cu originea în P ce 
întâlnesc cercul (C) (fig. 243). 

Fig. 243 
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Definiţie. O pânză conică circulară de vârf P şi bază ( C) se 
numeşte dreaptă dacă proiecţia lui P pe planul cercului ( C) este 
centrul lui (C) (fig. 244). 

Fig. 244 

Definiţie. Se numeşte con circular corpul geometric mărginit 
de o pânză conică circulară şi de planul cercului care generează pânza 
conică. Dacă pânza conică circulară este dreaptă atunci conul circular 
se numeşte drept (fig. 245). 

Teoremi. Secţiunea 
unei pânze conice 
printr-un plan paralel cu 
baza situat de aceeaşi 

parte a vârfului cu ea este 
un cerc. 

Demonstraţie Fie P 
vârful, ( C ) cercul de bază, 

O centrul său, ex planul său 

Fig. 245 

Fig. 246 
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şi f3 un plan paralel cu planul ex.. Să considerăm intersecţia O' a lui PO 
cu planul p. Să alegem M e f3 (M' '#: O) (fig. 246). 

Planul M'OP taie planul ex. după o dreaptă OM II O'M'. Fie 
OM PO 

M· e PM. Avem O'M' = PO' = k (constant). M' se află pe pânza 

conică dacă şi numai dacă M se află pe ( C }, deci dacă şi numai dacă 
OM= R, unde R este raza lui (C ). Conform relaţiei de mai sus aceasta 

R 
este valabil dacă şi numai dacă O 'M' = k ceea ce înseamnă că M' se 

R 
află pe cercul de centru O' şi de rază - situat în (3. 

k 
Comentariu. Centrele sunt coliniare cu vârful, deci înlocuind 

cercul generator al conului circular drept cu un cerc dintr-un plan 
paralel cu acesta situat pe pânza conică se obţine un alt cerc generator 
în raport cu care pânza conică este tot dreaptă. 

Definiţie. Se numeşte trunchi de con circular corpul mărginit 
de o pânză conică circulară, de baza acesteia şi de un plan paralel cu 
ea situat de aceeaşi parte a vârfului ca şi baza. 

Trunchiul de con se numeşte drept, dacă pânza conică circulară 
este dreaptă. 

Observaţie. Un trunchi de con circular este drept dacă şi 
numai dacă dreapta ce uneşte centrele bazelor este perpendiculară 
pe planele bazelor (fig. 247). 

Fig. 247 
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§ 5. SUPRAFETE ROTUNDE CA LOCURI 
' GEOMETRICE 

Teoreml. Locul geometric al punctelor situate la distanţi! 
datd R de o dreaptd datiJ d este o suprafaţd cilindricd dreaptd 
generatd de un cerc ( C ) de razd R, cu centrul pe d şi situat într-un 
plan perpendicular pe d. 

Fig. 248 

Fie ( C ) un cerc ca în enunţ ( el nu este unic), ex planul său, iar O 
centrul său. Fie M un punct în spaţiu. Să ducem planul 'Y detenninat 
de M şi d. El taie planul ex după o dreaptă a perpendiculară pe d. 
Dreapta a va tăia cercul ( C ) în două puncte; fie N cel situat de aceeaşi 
parte a lui d (în 'Y) ca şi M. Cum distanţa de la N la d este R, rezultă că 
distanţa de la M la d va fi R dacă şi numai dacă M se află pe suprafaţa 
cilindrică din enunţ (fig. 248). 

Teoreml. Fie d o 
semidreaptd de origine O. 
Fie 8 un unghi ascuţit. 
Atunci locul geometric al 
punctelor M din spaţiu 

pentru care unghiul dintre 
OM şi d este 8, împreuni! cu 
punctul O este o pânziJ 
conică dreaptă cu vârful în 
O şi având ca bazd un cerc 
cu centrul pe d (fig. 249). 

M 
\ 

I 
I 

p \N 

Fig. 249 
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Demonstraţie. Fie ex un plan perpendicular pe d într-un punct P 
al lui d, P :1; O. Fie M un punct din spaţiu. 

Dacă OM li ex atunci OM .l d, deci M nu se află pe locul 
geometric din enunţ . 

. Dacă OM intersectează planul ex în N atunci PN .l OP, deci 

" MOP = 8 dacă şi numai dacă PN= OP sin 8 deci dacă şi numai dacă · 

N se află pe cercul din ex de centru P şi rază OP sin 8. 

Definiţie. Se numeşte sferă de centru O şi rază R > O locul 
geometric al punctelor M din spaţiu pentru care OM= R. 

Teoreml. Intersecţia dintre un plan şi o sferă este sau vidă, 
sau formată dintr-un singur punct, sau un cerc având drept centru 
proiecţia centrului sferei pe acel plan. 

Demonstraţie. Fie O centrul, R raza sferei şi fie ex un plan. 
Ceea ce cere enunţul este de a determina locul geometric al punctelor 

M diµ ex pentru care OM= R (fig. 250). 
Fie P piciorul perpendicularei din O pe planul ex. · 

Dacă R < OP, atunci nu există asemenea puncte M. 
, Dacă R = OP, atunci OM= R, M E ex este posibil numai pentru 

M = ~. oblicele fiind mai lungi decât perpendiculara. în acest caz 
intersecţia se reduce la punctul P. 

Dacă R > OP, atunci OM = R este echivalent cu 

MP = .J R2 - OP2
, deoarece OP l. PM şi deci intersecţia este cercul de 

centru p şi rază .J ie'~ qr. 

Fig. 250 
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Teoremă. Intersecţia a doud sfere distincte este sau vidă, sau 
formată dintr-un singur punct, sau un cerc. 

Demonstraţie. Este clar că dacă sferele sunt concentrice 
distincte intersecţia lor este vidă. 

Fie O, O' centrele sferelor şi R, R' razele lor. 
Fie M un punct comun celor două sfere. Avem 

MO = R, MO' = R ', 00' = constant. Existenţa lui M reclamă 

00' S OM+ O 'M = R + R '. 

Q 
xo xo' 

Fig. 251 

Deci, dacă R + R' < 00' intersecţia este vidă. Acelaşi 

lucru se întâmplă dacă 00' < IR - R 1. Dacă 00' = R + R' sau dacă 
00' = IR - R 1 atunci M trebuie să se afle pe 00 ', într-un punct bine 
determinat de OM = R, O 'M = R' deci în acest caz intersecţ1:-. se 
reduce la u.:1 punct (fig. 252). 

Fig. 252 
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în fine, dacă IR -Rl < 00'< R + R'atunci în orice plan ce trece 
prin dreapta 00 'putem construi un triunghi (neredus la o dreaptă) 
MOO'cu MO = R, MO'= R' Mărimea acestui triunghi este bine 
determinată (fig. 253). 

Fig. 253 

În particular lungimile OP şi MP, unde P este piciorul 
perpendicularei din M pe 00 ·, sunt bine determinate (faptul dacă P 
este de aceeaşi parte a lui O ca şi O' sau nu, de asemenea este bine 
determinat). Punctul Peste deci fix. Punctul M este situat în planul ~ 
perpendicular pe 00' în P, la distanţă fixă de P, deci descrie un cerc 
de centru P situat în planul p. 

§6.TANGENŢASUPRAFEŢELORCURBE 

În cazul când intersecţia dintre o sferă şi un plan este formată 
dintr-un singur punct, spunem că planul este tangent la sf~. 

în cazul când intersecţia a două sfere este formată dintr-un 
singur punct, spunem că sferele sunt tangente (fig. 254). 

Fig. 254 
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Nu totdeauna două suprafeţe tangente au un singur punct , 
comun. Fără a încerca să definim riguros tangenţa suprafeţelor, dăm 
câteva exemple. 

-----..... 

if tP 
Fig. 255 

Şi suprafeţele rotunde considerate (cilindrul, conul, trunchiul de 
con, sfera) împart spaţiul în câte două regiuni, cu proprietăţile 
enunţate în cazul poliedrelor. Descrierea celor două regiuni în cazul 
suprafeţelor citate este analoagă respectiv cu descrierea celor două 
regiuni în cazul prismei, piramidei, trunchiului de piramidă şi a 
cercului (ultima de la geometria plană) . 

A interior 
Fig. 256 

OA< R; A interior 
08 > R; B exterior 
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§ 7. SUPRAFEŢE DE ROTAŢIE 

Observaţie. Dacă aplicăm unui punct M toate rotaţiile în jurul 
unei drepte a, obţinem, dacă M i a, toate punctele cercului ce trece 
prin M, situat în planul perpendicular pe a ce trece prin M cu centrul 
în proiecţia lui M pe a . 

. xM 

a 
a 

Fig. 257 

" Definiţie. Fie a o dreaptă şi ( C) o curbă. Se numeşte 

suprafaţă de rotaţie în jurul lui a generată de (C), totalitatea 
punctelor ce se obţin aplicând tuturor punctelor de pe (C), toate 
rotaţiile în jurul lui a (fig. 257). 

Conform observaţiei precedente, suprafaţa de rotaţie se poate 
defini şi ca totalitatea punctelor situate pe toate cercurile având 
centrele pe a, conţinute în plane perpendiculare pe a şi care au puncte 
comune cu ( C). 

Fig. 258 
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Teoremi. Suprafaţa de rotaţie a unei drepte d în jurul unei 
drepte paralele cu ea este o suprafaţă cilindrică circu/ard dreaptd. 

°' 
a d 

Fig. 259 

Demonstraţie. Să considerăm suprafaţa cilindrică dreaptă 
definită de un cerc ( C ) cu central pe a, situat într-un plan a 
perpendicular pe a şi care trece prin intersecţia lui a cu d. Dreapta g 
va fi o generatoare a ei, deci va fi conţinută în ea. Conform primei 
teoreme de la cilindrii circulari, secţiunile acestei suprafeţe prin plane 
perpendiculare pe a vor fi toate cercurile egale cu ( C ) cu centrele pe 
a, deci vor "umple" suprafaţa de rotaţie în discuţie (fig. 259). 

Teoremi. Suprafaţa de rotaţie a unei semidrepte d în jurul 
unei drepte a ce trece prin originea ei O, neparalelă şi 

neperpendiculard pe d, este o pânză conică circu/ard dreaptd. 

M 

Ftg. 260 

Demonstraţie. Să luăm un punct M pe d şi să considerăm cercul 
( C ) cu centrul în proiecţia N a lui M pe a, situat în planul a ce trece 
prin M perpendicular pe a. Cum d nu este perpendiculară pe a, 
N '# O deci O ~ a şi cum d ":# a, avem M '# N (fig. 260). 
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Fie pânza conică circulară dreaptă generată de O şi C. Dreapta d 

este generatoare a ei, secţiunile ei prin toate planele p paralele cu 

planul a sunt cercurile cu centrele în intersecţia lui P cu a şi care trec 

prin intersecţia lui p cu d. Acestea sunt toate cercurile ce constituie 

suprafaţa de rotaţie în discuţie. 

Observaţie. Dacă d .l a atunci suprafaţa de rotaţie este planul 

perpendicular în O pe a. 
Teoremă. a) Suprafaţa de rotaţie a unui segment în jurul unei 

drepte paralele cu el este un cilindru circular drept; 

b) Suprafaţa de rotaţie a unui segment în jurul unei drepte ce 

trece prin unul din capetele lui, neperpendiculară pe el, este un con 

circular drept; 

c) Suprafaţa de rotaţie a unui segment în jurul unei drepte din 

planul siJu, ce nu-l intersectează, şi nu e nici paralelă nici 

perpendiculară pe el este un trunchi de con circular drept. 

Observaţie. în cazurile b ), c) din teoremă dacă dreapta 

este perpendiculară pe segment, se obţine un cerc (inclusiv interiorul 

său) respectiv o coroană circulară (cuprinsă între două cercuri 

concentrice) (fig. 261). 

Fig. 261 

'Teoreml. Suprafaţa de rotaţie a unui cerc (C) în jurul unui 
diametru al său este o sferă. 
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Demonstraţie. Fie R raza lui ( C ), fie S sfera de centru O egal 
cu centrul lui ( C ), de rază R. Dacă ex este planul lui ( C ) atunci ( C ) 
este intersecţia lui ot cu S. · 

Să considerăm un plan arbitrarJ3 l. ex, care taie şfera .. 
!' i I J 

' 

Fig.262 

El va tăia a după un punct M din interiorul lui ( C ), deci 

dreapta d = ot n p va tăia (C) în două puncte P şi Q. Ştim că P taie 

sfera după un cerc, având drept centru proiecţia lui O pe P care 

este M şi care va trece prin P şi Q. Aceste cercuri vor umple 

suprafaţa de rotaţie (fig. 262). 

, Definiţie. Suprafaţa de rotaţie a unui arc de cerc mai mic decât 
un:semicerc în jurul unui diametru ce trece prin unul din capetele sale, 

se numeşte calotă sferică. Dacă diametrul nu întâlneşte deioc · arcul, 

suprafaţa se numeşte zonă sferică. 

Fig. 263 
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Fig. 264 

Observaţie. Suprafaţa de rotaţie a 
unei drepte d neperpen-diculare şi 

divergente (necoplanare) pe o dreaptă a 
în jurul acesteia se numeşte hiperboloid 

de rotaţie cu o pânză (fig. 264). 
Punctul de pe d cel mai apropiat 

de a generează prin rotaţie un cerc numit 

cerc colier al hiperboloidului. Raza sa 
este lungimea perpendicularei comune a 
celor două drepte (axă şi generatoare). 

PROBLEMĂ 

Fie a, d două drepte necoplanare 

şi neperpendiculare şi fie AD perpendiculara lor comună (A E a, 
DE d ). Să considerăm paralela a' la a prin D şi simetrica d' (:;s!: d) a 
lui d faţă de a. 

Să se arate că d şi d' generează aceeaşi suprafaţă de rotaţie în 
jurul lui a (deci că pe un hiperboloid de rotaţie cu o pânză există două 
familii de drepte, două drepte din familii diferite concurente). 

Observaţie. Suprafaţa de rotaţie a unui cerc în jurul unei drepte 
din planul său, care nu-l taie se numeşte tor şi are aspectul unui inel 
(sau cameră de roată de automobil) (fig. 265). 

Fig. 265 
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§ 8. COORDONATE PE SFERĂ 

Reamintim următorul fapt. Să fixăm în plan două semidrepte 
perpendiculare cu aceeaşi origine Ox, Oy. Poziţia unui punct M în 
plan este perfect determinată de proiecţiile sale M1 şi M2 pe dreptele 
x '.x, y y ce conţin semidreptele Ox, Oy. Poziţia unui punct, M1 în cazul 

nostru, pe dreapta x '.x este perfect determinată de numărul real a egal 
în valoare absolută cu distanţa OM1 şi având semnul "+" dacă M1 este 

pe Ox şi semnul "-" în caz contrar. Analog, poziţia lui M2 pe y y este 

determinată de un număr real b. Deci poziţia lui M în plan este perfect 

determinată de perechea a, b de numere reale (fig. 266). 

y 
a>o a<O M2 b>O --,M b)O 

b : 
I 

x'a<o o a M1 X 
b<O y' 

Fig. 266 

Vom proceda analog pentru a determina poziţia unui punct M 
pe o sferă fixată S. Vom fixa un cerc mare C pe sfera S, vom nota cu 

P şi P ' extremităţile diametrului sferei perpendicular pe planul lui C, 

vom fixa un semicerc (pe sferă) cu capetele în P şi P ', ce intersectează 

cercul C în punctul A. Vom duce acum semicercul cu capetele în P şi 

P ' ce trece prin M; el va intersecta cercul C într-un punct M1. Vom 

duce prin M un plan paralel cu cel al cercului C; el va intersecta 

semicercul PAP' într-un punct M2. Să observăm şi că dacă M2 = P 
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sau P' atunci M1 este nedeterminat. Punctul M este perfect determinat 

de punctele M1 şi M2 (fig. 267). 

J !, 

(s) 

p 

. p~ 
Fig. 267 

Dacă fixăm pe cercul (C) un ~ens de 'rotaţie, atunci poziţia lui 
M1 este perfect determinată de mărimea în grade a arcului AMJ, 
considerată cu semnul "+" dacă sensul AMJ coincide cu semnul ales 
şi cu "-" dacă nu coincide (evident +180° şi -180° coincid). De 
asemenea, poziţia lui M 2 este perfect detenriinată de mărimea arcului 
AM2, cu semnul"+" dacă M2 este pe arcul AP şi cu semnul"-" dacă 
M 2 este pe AP '. În concluzie, poziţia unui punct M pe sferă este 
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\ 
'a>o 

· 1b)O 

Fig. 268 

perfect determinată de două 

numere a şi b, primul cuprins între 
-180° şi + 180° (pentru a înlătura 
ambiguitatea remarcată mai sus, 
convenim a nu accepta valoarea 
-180°) şi al doilea cuprins între 
-90° şi +90°; în cazul când al 
doilea este +90° sau -90°, primul 
nu se mai scrie, deoarece nu 
contează (fig. 268). 
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Un caz important îl constituie Pământul, care, în primă 

aproximaţie, poate fi considerat drept o sferă. În acest caz, axa PP' se 
alege drept axă de rotaţie a Pământului, cercul ( C)este ecuatorul, iar 
semicercul PAP' este ales, evident în mod convenţional, drept 
semicercul ce trece prin observatorul Greenwich (Anglia). Sensul de 
rotaţie pe ecuator se alege drept cel de la apus spre răsărit. Numărul a 
se numeşte "longitudinea" lui M şi în loc de a-l scrie cu "+" sau cu 
"-'' îl scriem respectiv cu E şi cu V. Numărul b se numeşte 
"latitudinea" lui M şi se scrie cu N respectiv S; polul Nord având 
latitudinea 90°N (fig. 269). 

Polul N 

ongit.udinea 180° 

-, 
,,,/ -.......... 
~ I 

Ecuatorul 

Polul S 

Fig. 269 

§ 9. SFERA CEREASCĂ 

Corpurile cereşti sunt atât de îndepărtate de noi, încât nu putem 

distinge cu ochiul deosebirile dintre distanţele până la ele; toate 

coipurile cereşti ne apar drept "infinit depărtate". D~ aceea, se 

consideră judicios a le reprezenta prin intersecţia dintre semidreapta 

cu originea în ochiul nostru, ce trece prin corpul ceresc respectiv, şi o 

sferă imaginară cu centrul în ochiul nostru - sfera cerească. 
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ORIZONT 

Fig. 270 

I 
I 
I 

I 
I 

I 

Stelele şi celelalte corpuri cereşti nu ne apar drept imobile; din 

cauza mişcării de rotaţie a PAmântului în jurul axei sale, întreaga sfhă 
cerească pare a executa o mişcare de rotaţie (numită mişcare di ă) 

în jurul unei axe ce intersectează această sferă aproape de ste ua 

polară. Este normal să alegem această intersecţie drept pol P ol 

Nord) al sistemului de coordonate ce-l vom introduce pe s 

cerească, pentru a determina poziţiile corpurilor cereşti. Coordo ta 

corespunzătoare latitudinii se numeşte în acest caz "declinaţie". f n 
corp ceresc cu declinaţie mai mare de 90° minus latitudi ea 

observatorului, pentru un observator situat în emisfera nordic a 

Pământului, nu apune niciodată, unul cu declinaţia mai mică de,ât 

acea valoare, dar mai mare decât acea valoare cu semnul"-", răsare\şi 

apune, iar unul cu declinaţia mai micll decât minus acea valo~e 

este invizibil (fig. 271 ). 
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90°0- ---
) · rn:totltudinea 

gJ < 'T observaţiunii (Nord) 

5 = declinaţia 

N 

Fig. 271 

Cum vom alege însă "meridianul ceresc" de referinţă pentru a 
defini longitudinea, care în acest caz se va numi "ascensiune dreaptă" 
şi se va exprima nu în grade ci în "ore" fiind cuprinsă între Oh şi 24h? 
Nu mai este nevoie să "favorizăm" o stea, deoarece, datorită 
mişcării anuale de revoluţie a Pământului în jurul Soarelui, Soarele nu 
este fix în comparaţie cu stelele de pe sfera cerească, ci descrie o 
mişcare anuală. 

/ 
FECIOARA 

S 211 Aartie 

BALANŢA 

Fig. 272 

SĂGF.TATORUL 

SCORPIONUL 

(Numele [eprezintl. constelaţii) 

Declinaţia soarelui variază în cursul acestei mişcări, aceasta 
corespunzând la variaţia duratei perioadei de lumină a zilei de-a 
lungul anului. Soarele intersecteazA "ecuatorul ceresc" de două ori 
într-un an, la cele două echinocţii. Punctul de pe ecuatorul ceresc prin 
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care trece Soarele primăvara se alege drept "punct A" al sistemului de 
coordonate de pe sfera cerească (în Astronomie el este notat cu y). 

DRUMUL APARiNT 
AL SOARELUI IN RAPORT 
CU STELELE FIXE 

(ECLIPTICA) 

~ I ' 
22Vl. 

23°27' 

Fig. 273 

Atragem în încheiere atenţie cititorilor că acest tablou al 

mişcării Soarelui este aproximativ, punctul y variază şi el, foarte încet, 

e drept, Soarele nu se mişcă uniform pe drumul său circular printre 
stele (ecliptică). Evident că y, fix în raport cu stelele, participă la 

mişcarea diurnă. 

§ 10. DRUMUL CEL MAI SCURT ÎNTRE DOUĂ 
PUNCTE DE PE O SFERĂ 

Fie S o sferă şi A, B două puncte de pe ea. Vom arăta că drumul 
cel mai scurt, pe suprafaţa sferei S, între punctele A şi B, este arcul 
mic de cerc mare al sferei, cu capetele în A, B. 

Pentru aceasta, vom începe prin a arăta că A, B, C fiind trei 
puncte pe sfera S, avem AB $ AC + CB, unde de exemplu AB 
reprezintă lungimea arcului mic de cerc mare cu capetele în A, B. 
Dacă două din punctele A, B, C sunt diametral opuse, relaţia este 
evidentă (în cazul când A, B ar fi diametral opuse, C se va afla pe un 
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semicerc cu capetele în A, B ... ). Dacă între ·punctefo A, B, C nu sunt 
I\ I\ I\ 

două diametral opuse, inegalitatea revine la AOB s; AOC+ COB. 

Inegalitatea este evidentă dacă Aâc?:. A âB. în caz contrar, să 
I\ 

ducem o semidreaptă, cu originea în O, situată în interiorul AOB, care 
I\ 

să formeze cu OA un unghi egal cu AOC; fie C' intersecţia ei cu AB. 
Să alegem pe semidreapta OC un punct C" astfel încât oe·= OC". 

B 

Fig. 274-

Din triunghiurile congruente AOC' AOC" deducem 

AC' = AC". Din triunghiul ABC",. deducem AB s; AC"+ C"B; 

scăzând AC'= AC" oţinem C'B s; C"B. în triunghiurile C'OB, 

C"OB avem C'O = C"O, OB = OB şi C'B ~ C"B; deducem 
/\ A. A /\ /\ 

C'OB ~ C'OBsCOB. Adunând AOC'sAOC, obţinem inegali-
tatea dorită. 

La fel ca la plan, deducem din aproape în aproape că 

AB ~ ÂÂJ + A1A2 + ..... + An-JÂn + AnB, oricare ar fi punctele 

A J, ... , An pe suprafaţa sferei S. 
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Până la sfârşitul unei demonstraţii riguroase mai este un pas, în 

care ar trebui considerată o curbă oarecare de pe suprafaţa lui S, cu 

capetele în A, B, pas ce-l omitem. 

§ 11. MIŞCAREA HELICOIDALĂ 

Să considerăm o dreaptă a, o constantă k > O un sens d în 
lungul lui a şi un sens o- de rotaţie în planele perpendiculare pe a. 
Dacă M este un punct nesituat pe a, atunci imaginea sa prin toate 
transformările helicoidale având ca elemente fixe a, d, o- şi unghiul 8 

I 
şi lungimile / variabile astfel încât - = k (aici 8 poate lua orice a 
valoare nu numai între O şi 180°), precum şi prin cele analoage în care 
d şi o- au fost înlocuite simultan prin contrarele lor este o curbă care 
se numeşte elice, situată pe suprafaţa cilindrică circulară dreaptă 

generată de cercul (C) care trece prin Mîntr-un plan perpendicular pe 
a, cu centrul pe a (rotaţia care compune transformarea helicoidală 
duce punctul M în M'a situat pe cerc, iar translaţia în Ma, vezi 
figura 275). 

a 

Fig. 275 
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Când a = 180°, M'a ajunge în punctul diametral opus lui M, 
când 0 = 360°, M'e revine în M" din partea cealaltă" etc., în acest 
timp Ma deplasându-se în sus ... Elicea se "înfăşoară" deci pe 
un cilindru. 

Elicea se poate obţine şi astfel: considerăm un plan <X şi pe el 
două drepte d şi c formând un unghi ascuţit în N. 

d~Ne 

N N' e 
Fig. 276 

Aşezăm d pe generatoarea cilindrului de mai sus, aşa încât M să 
vină în N, şi înfăşurăm apoi planul pe cilindru. Perpendiculara d' în M 
pe d se va înfăşura pe cercul (C ). În M'a vine un punct N'e de pe d' 

e 
astfel încât NN'e = arcMM'e = 21tR • 

360
. Punctul Na de pe (C ) 

pentru care NeN'e li d vine într-un punct Ma de pe generatoarea 
cilindrului ce trece prin M'a, 

Vom avea MeAf'a = NeN'e şi, cum 

M 9M~ . M9 M~ . 
avea , = r, deci 2_ 08 = r, adică 

arcMM
8 

_,_U\. 0 rcR 
360 

180xr 
poate alege astfel încât --= k şi astfel vom obţine elicea dată; 

1tR 
k x 360 se numeşte pasul elicei. 

Filetul unui şurub este o elice. În timpul înşurubării, şurubul 

trece succesiv prin imaginile sale printr-o serie de transformări 

helicoidale, în care unghiurile şi lungimile sunt direct proporţionale. 
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§ 12. ORIENTAREA SPATIULUI 
. . ' 

Am văzut că o elice este caracterizată de o dreaptă a, de un sens 
d în lungul lui a, un sens de r:otaţie CJ în planele perpendiculare pe a şi 
de un pas (pasul elicei). Dacă schimbăm pe d în contrarul său şi pe a 
de asemenea, elicea nu se · schimbă. Dacă însă schimbăm unul din ele 
prin contrarul său elicea se schimbă. 

d' 

Fig. 277 
. , 

Vom numi orientare a spaţiului relativă la o dreaptă a, un mod 
de a ataşa fiecărui sens pe a un sens de rotaţie în planele 
perpendiculare pe a, mod care, la sensuri contrare pe a ataşează 
sensuri contrare de rotaţie. 

Sunt două orientări. 

în:lunbaj curent, una ataşează unui sens d pe a sensul de rotaţie 
în planele perpendiculare pe a văzut "de la dreapta la stânga" de un 
observator aş_ezat cu capul în sensul d şi cu picioarele în sens opus 
(orientarea dreăptă), iar celălalt sens văzut de la "stânga la dreapta" în 
aceeaşi situaţie (orientarea stânga). Se poate demonstra că putem ataşa 

11 
Fig. 278 
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simultan tuturor dreptelor o orientare aşa 
încât ele să se corespundă. înţelegem prin 
aceasta următoarele: 

a) La drepte paralele, la acelaşi sens 
pe ele corespunde acelaşi sens de rotaţie în 
planele perpendiculare pe ele. 
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b) La drepte concurente în O, neperpendiculare la sensuri pe ele 
ce formează un unghi ascuţit sensurile respective de rotaţie în planele 
perpendiculare pe el în O se corespund, prin intersecţii în planele ce 
trec prin una din cele două drepte. 

Fig. 279 

c) Dacă a 1 .L a 2 sunt două drepte concurente în O, a 3 este 
perpendiculară în O pe planul determinat de a1, a2. 

Fig. 280 

şi la sensul d1 pe a1 corespunde un sens de rotaţie din a20a3 care 
duce sensul d 2 pe a 2 peste sensul d 3 pe a 3 atunci la sensul d 2 pe a 2 
corespunde un sens de rotaţie în planul a 30a 1 care duce sensul d 3 
peste sensul d1 (fig. 280). 

în ceea ce priveşte modul cum se face demonstraţia e clar că 
condiţiile b) şic) determină orientarea corespunzătoare oricărei drepte 
ce trece prin O, odată fixată orientarea corespunzătoare uneia din ele. 
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Trebuie apoi arătat că condiţiile b) şi c) rămân adevărate pentru două 
drepte ce trec prin O alese arbitrar. Conform acestui fapt, elicele pot fi 
drepte sau stângi după cum sensul pe axa lor şi sensul de rotaţie se 
corespund prin orientarea dreaptă sau stângă a spaţiului. 

Toate şuruburile sunt elice drepte. Numai astfel este posibilă 
formularea în fizică a regulii şurubului (fig. 281). 

Exemplu de "regulă a şurubului" în fizică: să considerăm un 
conductor electric liniar, prin care circulă curentul electric în sensul 
indicat în figură. Să aşezăm un ac magnetic în punctul A. El se va 
aşeza de-a lungul dreptei ce trece prin A, perpendiculară pe planul 
determinat de A şi conductor, În ce direcţie se va aşeza polul Nord al 
acului? În direcţia în care se învârte un şurub cilindric, cu centrele 
bazelor situate pe conductor, şi care avansează în direcţia curentului. 

◄ 
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Ftg. 281 

Acul magnetic 
îşi orieniează 
pol«::11 ~ordv 
cam figura 
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CAPITOLUL AL UNSPREZECELEA 

VOLUMELE ŞI ARIILE CORPURILOR ROTUNDE 

§ 1. VOLUMUL Cll..INDRULUI 

Cilindrul, aşa cum s-a arătat mai sus, este analog cu prisma. De 
aici putem trage concluzia că: volumul cilindrului este egal cu aria 
bazei înmulţită cu lungimea distanţei dintre cele două plane ale bazei, 
numitd şi îndlţimea cilindrului. 

V=(aria bazei)•h 

Fig. 282 

Evident că analogia de mai sus constituie un argument, dar nu o 
demonstraţie riguroasă. O demonstraţie foarte apropiată de cerinţele 
cele mai înalte de rigoare este următoarea: 

Să înscriem în cercul de bază (C) un poligon P1 şi să-i 
circumscriem un poligon P2. Dacă d este direcţia generatoarelor 
cilindrului, iar ~ este planul celeilalte baze ale sale, să considerăm 
prisma 7t 1 ce are ca bază Pi, are generatoarele paralele cu d şi are 
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planul celeilalte baze egal cu p. Fie 1t2 prisma obţinută în acelaşi mod 
însă având baza P2 în loc de P1. Să notăm cur cilindrul nostru şi cu h 
înălţimea sa (fig. 283). 

Avem 1t1 c r c 1t2;. deci vol 1t1 ~ vol r ~ vol 1t2. 

Dar vol 1t1 = (aria P1) x h, vol1t2 = (aria P2 ) x h, deci (aria P1) x h ~ 
vol r ~(aria P2) X h. 

În acelaşi timp (ariaP1) x h ~ (aria (C)) x h ~ (ariaP2 ) x h. 
Pentru a deduce de aici că vol r = (aria (C )) x h, va trebui să 

considerăm toate poligoanele P J, P 2 posibile. Mai precis, să 

presupunem că vol r :t. (aria (C )) x h şi să notăm 

e = lvol r - (aria (C )) x h I (presupunem deci€> O). 

Fig. 283 

Să alegem P1 şi P2 astfel~încât 
€ . 

ana P2 - aria P1 < - (ştim că 
2h 

aceasta este posibil de la aria 
cercului). 

Vom deduce că volumul r şi 

(aria (C )) x h aparţin amândouă 

intervalului 
[(ariaP1) x h, (aria P2 ) x h] de 

€ 
lungime h x (ariaP2 - ariaP1) < -, 

2 
ceea ce contrazice € = lvol r - (aria 
(C )) x h I. Această contradicţie arat 
că ipoteza e > O este imposibilă. 

Observaţie. Demonstraţia rămâne aceeaşi dacă înlocuim cercu 
cu altă figură plană. 
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§ 2. VOLUMUL CONULUI 

Conul este analog cu o piramidă, ceea ce ne permite să 
deducem: volumul conului este egal cu o treime din produsul dintre 
aria bazei sale şi distanţa vârfului său la planul bazei, numită şi 
îndlţimea conului. 

La fel ca şi la cilindru aceasta nu constituie o demonstraţie 
riguroasă. O demonstraţie riguroasă se obţine astfel: 

Notăm conul cu r baza sa cu (C ), vârful cu V şi înălţimea 
conului cu h (fig. 284). 

----------------r 

h 

___ L_ __ _ 

Fig. 284 

Înscriem în ( C ) un poligon Pi, circumscriem lui ( C) un poligon 
P2 şi considerăm piramidele 1t1, 1t2 având ambele vârful în Vşi bazele 
Pi, respectiv P2. 

Din n1 c r c n2, deducem că vol1t1 S volr S voht2, observând 

că 7t i, 1t2 au ca înălţime h, deci: 
1 1 

vol n1 = 3 (aria P1) x h, vol 1t2 = 3 (aria P2) x h şi 

1 1 
- (ariaP1) x h S vol r S - (aria P2 ) x h iar pe de altă parte 
3 3 

1 1 1 

3 (ariaP1)xhs 3 (aria(C))xhs 3 (ariaP2 )xh. 
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I 
Acum dacă E = lvolr - -(aria (C)) x h I > O, alegem P1, P2 3 
. I E -

astfel ca aria P 2 - aria P 1 < - · -
1
- şi obţinem o contradicţie. 

2 - h 
3 

Şi în acest caz, raţionamentul este valabil pentru alte figuri 
plane în locul cercului. 

§ 3. ARIA LATERALĂ A CILINDRULUI ŞI A CONULUI 

Este mult mai dificil de a defini exact ce înţelegem prin aria 
unei porţiuni dintr-o suprafaţă curbă. 

în cazul nostru avem de-a face cu două suprafeţe ( cilindrul şi 
conul) care se pot "aşeza pe un plan" fără a modifica lungimile 
curbelor de pe ele. Este natural să presupunem că această "aşezare" nu 
modifică nici ariile porţiunilor din aceste suprafeţe, porţiuni care se 
"aşează" pe nişte porţiuni din plan. 

Dacă tăiem cilindrul drept după o generatoare, obţinem o 
suprafaţă care se poate "aşeza" pe plan devenind un dreptunghi, având 
baza provenită din curba de bază a cilindrului, iar înălţimea din 
generatoarea după care a fost tăiat cilindrul. Deci: aria laterală a 
cilindrului drept este egală cu lungimea curbei de bază înmulţită cu 
generatoarea, unde se observă că generatoarea este egală cu 
înălţimea. 

Br B 
.... 

;.,..---- ..... 

B,., '~'-~------~~-----~ . .......__ _____ __.,,.,, p:, 8' 

Fig. 285 
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Aria totală a cilindrului se obţine adunând la aria laterală 

ariile celor două baze. Cum cele două baze sunt egale, ariile lor vor fi 
egale. Deci: 

A,= A1+ 2Ab, 
unde A,, A1 şi Ab sunt respectiv aria totală, aria laterală şi aria bazei. 

În cazul cilindrului circular drept având raza bazei R şi 
generatoarea G aria totală este: 

A,= 21tRG + 2rtR2. 

Observaţie. Un cilindru oblic se poate transforma într-unul 
drept efectuând o secţiune printr-un plan perpendicular pe generatoare 
(secţiune normală) şi translatând una din părţi în direcţia generatoarei 
până când baza ei se suprapune peste cealaltă bază (fig. 286). 

Fig. 286 

Deci: aria laterală a unui cilindru oblic este egală cu lungimea 
secţiunii normale înmulţită cu lungimea generatoarei. 

§ 4. ARIA LATERALĂ A CONULUI CIRCULAR DREPT 

S-a văzut înainte că, tăind un con circular drept după o 
generatoare, suprafaţa obţinută se poate "aşeza" pe un plan devenind 
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un sector de cerc având ca rază generaţoarea, _iar ca arc un arc ce 
corespunde cercului de bază al conului (fig. 287). 

V 

I 
A 

Fig. 287 

Cl.1~ aria unui sector circular este jumătate din produsul 
lungimii arcului -de bază cu raza sectorului, deci în cazul nostru 
1 
-(21tR) x G rezultă că aria laterală a conului circular drept este 
2 
egală cu 

AL=1tRG, 
unde AL este aria laterală, R este raza bazei conului, iar G este 
generatoarea sa. 

Aria tQtală Ai a unui con circular este aria sa laterală adunată 
cu aria bazei sale; iar în cazul conului circular drept de rază R şi 
generatoare G, aria totală este egală cu 

A, = 1tRG + 1tR2 

Aria laterală a unui con oblic este mult mai dificil de calculat. 
Observa~e. Lungimea unui arc de curbă se aproximează prin 

perimetrul unui poligon înscris, aproximaţia fiind tot mai bună pe 
măsură ce maximul lungimilor laturilor acelui poligon este tot mai 
mic (fig. 288). · · 

Fig. 288 
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Nu putem spune însă că aria 
laterală a unui cilindru se aproxi
mează cu aria unei suprafeţe polie
drale înscrise,chiar dacă maximul 
diametrului feţelor ( dia-metrul unui 
poligon este cea mai mare distanţă 
între două puncte ale sale) este 
foarte mic. 

Să considerăm un cilindru 
circular drept, cu raza bazei R, cu 
generatoarea G. Să-i împărţim gene
ratoarea în n părţi egale şi să ducem 
prin punctele respective secţiuni cir- Fig. 289 

culare în cilindru paralele cu baza şi să înscriem în fiecare secţiune 
câte un poligon regulat cu m laturi, aşezate însă alternativ: proiecţia 
unui vârf al unui astfel de poligon, pe planul poligonului vecin să 
cadă în mijlocul unui arc determinat de două vârfuri consecutive ale 
acestui poligon. 

Să înscriem în cilindru poţiedrul corespunzător (vezi figura 
289) a cărui formă, în special când n este mare în comparaţie cu m 

aminteşte de o armonică. El este format din 2mn feţe triunghiulare 
egale, având ca baze latura lm a poligonului regulat cu m laturi înscris 

în cercul de rază R, iar ca înălţimi ( ~ J + ( R - a,,,>2 r unde am este 

apotema poligonului regulat cu m laturi înscris în cercul de rază R. 
Aria totală a suprafeţei poliedrale înscrise în cilindru este deci: 

l (G J 2 .J 2 2 

22mnl,,, -;; +(R-a .. ) =ml,,.G +(n(R-a.,)) , 

unde mim este perimetrul poligonului cu m laturi înscris în cercul de 
rază R deci este aproape de 2nR pentru m suficient de mare. Dacă 
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avem "grijă" să. alegem pe n şi m aşa încât de exemplu 

n( R - a,,.) ~ G✓3 atunci aria totală în discuţie este mai mare decât 
2ml,,, G = 2(21tRG) ceea ce reprezintă dublul ariei laterale a cilindrului. 

În acelaşi mod putem face ca aria totală a "armonicei" să fie cât 
de mare vrem, alegând n "mult mai mare decât m". 

Acest exemplu ne arată că definirea noţiunii de arie a unei 
porţiuni dintr-o suprafaţă curbă este o problemă mai dificilă 
decât definirea ariei unei figuri plane sau definirea volumului unui 
corp în spaţiu. 

§ S. ARIA ŞI VOLUMUL TRUNCHIULUI DE C<;)N 
CIRCULAR DREPT 

Prin analogie cu trunchiul de piramidă, la fel ca mai sus pentru 
con şi cilindru deducem: 

Volumul unui trunchi de con circular este egal cu: 
1th 

V=-(R2 +r2 +Rr), 
3 

unde h este înălţimea sa, R şi r razele bazelor. 
Aria laterală a unui trunchi de con circular drept este: 

A, =1t(R+r)G, 
unde G este lungimea generatoarei sale, iar R şi r razele bazelor sale. 

Putem deduce însă aceste formule din formulele cores
punzătoare pentru con astfel: 

Fiind dat trunchiul de con circular drept, fig. 290. 

Fig. 290 
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figurăm pânza conică din care provine 

Fig. 291 

X r g 
şi determinăm elementele x şi g : --=-=--, de unde 

x+h R g+G 
rh Gr 

x x R = r (x +h) deci x = -- şi analog g = --. 
R-r R-r 

Volumul trunchiului de con este diferenţa volumelor a două 
conuri (fig. 291): 

1t(x+h) 2 7tX 2 Rh 
V=---R --r x+h=-- deci 

3 3 ' R-r' 

1t { R
3 

r
3 J 7th 2 2 J 3 V=- ----- =-(R +r +Rr) (se împarte R -r laR-r 

3 R-r R-r 3 

ca polinoame în R şi r ). 

Analog, 
GR 

A, =1tR(G+g)-nrg;G+g=--, deci 
R-r 

A, =1t ----'- =1tG(R+r). <{ R
2 2 

J 
R-r R-r 
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§ 6. ARIA SFEREI 

Suprafaţa unei sfere nu se poate "aşeza" pe un plan. Vom 
începe prin a studia aria laterală a unui trunchi de con circular drept 
înscris în sferă. 

Fig. 292 

Dacă secţionăm figura cu un plan ce trece prin cele două centre 
C şi D ale bazelor trunchiului de con, plan ce va trece prin centrul O 
al sferei cu sfera va da un cerc cu centrul în O. Generatoarea 
trunchiului de con va fi o coardă AB în acest cerc. Fie M mijlocul 

R+r 
acestei coarde. -- este egală cu lungimea MN perpendicularei din 

2 
Mpe dreapta OCD (fig. 292). 

Dacă P este piciorul perpendicularei din A pe BD atunci OMN 
este asemenea cu APB, deci 

MN AP 
--=-sau MNxAB=OMxAP. 
OM AB 

Deci aria laterală a trunchiului de con circular drept este 

A, = 1t x 2MN x AB = 1t x 20M x AP = 21t x OM x CD . 

Aceasta permite sumarea unor astfel de arii, dacă OM este 
acelaşi. Anume: 
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Să considerăm o "zonă sferică", secţionată cu un plan ce trece 
prin centrele C, Dale cercurilor ce o formează (fig. 293). 

----
Dn 1--------1An 

Dn+1 i--------1An+1 -----

Fig. 293 

j 

Să împărţim arcul AB în n părţi egale prin punctele A ,;= , Ao, 

A1, ... , An=B şi să considerăm cele n trunchiuri de con circular drept 

ce au drept generatoare A0k+ 1 şi drept centre ale feţelor (bazelor) 

proiecţiile D,Pk+l ale lui A0k+l pe CD. 
Sl.lllla ariilor laterale ale acestor tnmchiuri de con va ?J)IOxima aria 

ronei sferice. 
•, 

Fie Mk mijlocul lui A0k+J• Ştim fcă in,ia li.iterală a trunchiului 

de con respectiv este re x 20Mk x DkDk+i. Dar OMk este acelaşi pentru 
toţi k, deci suma acestor arii este 2rt x OM k x CD. 

Făcând n tot mai mare, A0k+l devine tot mai mic, OMk se 
apropie de raza R a sferei. Deci, aria unei zone sferice este egală cu 2rt 

RH unde R este raza sferei din care face parte, iar H este distanţa 

dintre planele care determină zona sferică. 

Pentru H = 2R obţinem toată sfera, deci aria sf~rei de rază R 
este egală cu 4rtR2. 
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§ 7. ARIA UNUI FUS SI A UNUI TRIUNGHI SFERIC 
' 

Definiţie. Numim fus sferic porţiunea din sferă cuprinsă în 
interiorul unui unghi diedru a cărei muchie trece prin centrul sferei. 

Fig. 294 

Dacă mărimea unghiului plan al diedrului este din 360°, 
n 

atunci suprafaţa sferei se împarte în' n părţi egale cu fusul sferic 
respectiv (dacă neglijăm cercurile mari ce separă aceste fusuri, cercuri 
mari ce au o arie nulă), deci în acest caz aria fusului sferic este 
I . 
-4rtR.2, unde R este raza sferei. 
n 

Fig. 295 

k 
Dacă unghiul plan al diedrului este - din 360°, fusul este, 

n 
analog, reuniunea a k fusuri disjuncte egale cu cel de mai sus. Prin 
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procedeul obişnuit se tratează şi caZiUl când unghiul plan al diedrului 
este iraţional. Obţinem: 

Teoremil. Aria unui fus sferic corespunzător unui diedru 

având unghiul plan ex, situat pe o sferă de rază R, este dată de 

formula ~1t R2 • 
90 

Observaţie. Unghiul plan al unghiului diedru al unui fus sferic 
este egal cu unghiul dintre tangentele la semicercurile mari ce 
mărginesc fusul, în unul din punctele lor de intersecţie (fig. 296). 

Fig. 296 

Să considerăm acum trei cercuri mari pe o sferă de rază R şi 
unul din triunghiurile formate de ele pe suprafaţa sferei. Fie ex, p, 'Y 
"unghiurile" acestui triunghi, care, conform observaţiei precedente, 
sunt egale cu unghiurile plane ale diedrelor respective formate de 
planele celor trei cercuri mari (297). 

Fig. 297 
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· Să notăm cu x, y, z, t ariile celor patru triunghiuri sferice 
formate (vezi figura). Ele formează împreună o semisferă, deci 

x + y +z + t = 21r.R.2. 
\x şi y formează împreună un fus de unghi p, iar x şi z unul de unghi -y. 
Deci, 

x+y=1..1tR2 x+z=.l1tR2 • 
90 ' 90 

Aria lui A 'BC este egală cu aria simetricului său, faţă de centrul 
sferei, AB 'C', deci cu t . A 'BC şi ABC formează împreună un fus de 

unghi ex, deci 

x+t=!!:_1tR2 • 
90 

Am obţinut un sistem cţe patru ecuaţii cu patru necunoscute. 
Cel mai simplu mod de a obţine necunoscuta x este de a aduna 
ultimele trei şi de a scădea apoi pe prima. Rezultă: 

(X+ p + 'Y 1tR2 
2x=-.:;__~1tR2 -2rr.R.2 sau ariaABC=-(cx+p+-y-180). 

90 180 · 
. Deci, pe o sferă dată, aria unui triunghi sferic este proporţională 

cu diferenţa dintre suma unghiurilor sale şi 180°. 
Observaţie. A rezultat şi că suma unghiurilor unui triunghi 

'sferic (având ca laturi arce de cercuri mari) este mai mare decât 180°. 
Aceasta este suficient pentru a dovedi că o "porţiune" de sferă nu se 
poate "aşeza" pe un plan (fliră a o rupe ... ), deoarece printr-o astfel de 
aşezare cercurile mari, ca drumuri minime, ar deveni drepte, 
şi un plan suma unghiurilor urlui triunghi este egală, şi nu mai mare, 

cu 180°. 

§ 8. VOLUMUL SFEREI 

Teoreml. Volumul unei sfere de razd R este egal cu o treime 
' 4 

din produsul dintre aria acestei sfere şi raza ei. Adică, V = -1tR3
• 

3 
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Demonstraţie. Să alegem două plane perpendiculare ce trec prin 
centrul sferei. Dreapta lor comună înţeapă sfera în două puncte A şi 
A '. Să considerăm, pe unul din cele două cercuri după care cele două 
plane intersectează sfera, punctele P şi P' care împreună cu A şi A ' 
formează un pătrat (fig. 298). 

p 

P' 
Fig. 298 

Să împărţim semicercul PAP ' în 2n părţi egale şi prin punctele 
de diviziune să ducem plane paralele cu planul ex al celuilalt cerc. 

Să împărţim cercul din planul ex. în 4m părţi egale şi prin fiecare 
din punctele de diviziune să ducem planul definit de el şi PP' şi să 
considerăm semiplanul definit de PP' ce conţine punctul respectiv de 
diviziune. Prin intersecţie cu sfera obţinem o reţea de puncte. 

p 

p' 
Fig. 299 
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În figura 299 R, S respectiv M, N sunt puncte consecutive ale 
diviziunilor. 

Avem Z1Z2 li z3z4 deci Z1Z2Z3Z4 sunt coplanare. Să con
sideram poliedrul P format din toate patrulaterele de forma Z1Z2Z3Z4 
( şi din două serii de triunghiuri, având un vârf în P respectiv în P '). 

Patrulaterul Z1Z2Z3Z4 este un trapez isoscel, inscriptibil 
într-un cerc (fig. 300). 

Fig. 300 

Dacă alegem m > n atunci Z3Z4 < z1z2 < Z1Z4 = Z2Z3 deci 
arcul z1z4 nu poate fi mai mic ea 90 şi deci raza r a cercului este mai 

1 
mică decât ✓2 Z1Z4. 

Corpul mărginit de poliedrul (-1' se descompune în piramide cu 
vârfurile în O şi cu bazele Z1Z2Z3Z4 . înălţimile acestor piramide sunt 

egale cu .J R2 
- r2 

, deci, notându-le cu h, avem 

H l 

R'?::.h'?::. = R2
---

2 
": I 

şi deci volumul lui P este cu~~ suma ariilor trapezelor 

Z1Z2Z3Z4 înmulţită respectiv cu yK -2 şi cu R (RS este acelaşi 
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pentru toate punctele consecutive de diviziune de pe semi
cercul PAP). 

Dacă numărul 4m de puncte de diviziune de pe cercul din 
planul ex devine foarte mare atunci suma ariilor trapezelor Z1Z2Z3Z4 
se apropie de suma ariilor laterale ale trunchiurilor de con având ca 

baze cercurile de secţiune ale sferei cu planele paralele la ex duse prin 
R, S ( două din trunchiuri sunt conuri cu vârfurile în, P, P ), iar 
volumul poliedrului P se apropie de suma volumelor acestor 
trunchiuri de con, care sumă a volumelor rezută deci cuprinsă între 

suma ariilor lor laterale înmulţită respectiv cu H şi R. 

Dacă acum numărul 2n de puncte de diviziune de pe semicercul 
PAP' devine foarte mare, suma volumelor trunchiurilor de con 
considerate se apropie de volumul sferei, suma ariilor lor laterale se 

apropie de aria sferei, iar RS se apropie de O, deci H se 

apropie de R şi concluzia rezultă. . 
Am lăsat de o parte unele detalii ale acestei demonstraţii, detalii 

care, la sfârşitul acestei cărţi de geometrie în spaţiu, vor putea fi 
completate cu uşurinţă de cititor. 

Observăm numai că, înlocuind fiecare vârf Z al poliedrului cu 
OZ' R 

un punct Z' de pe semidreapta OZ asa încât--= g• . OZ RS2 Rz __ _ 
2 

obţinem un poliedru ce conţine sfera în interiorul său etc. 

Observaţie. Raţionând analog, stabilim că volumul unui fus 

sferic corespunzător unui diedru de unghi plan ex într-o sferă de rază 
ex 3 

R, este --'TtR . 
270 
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Numind sector sferic corpul format din toate segmentele ce 
unesc centrul unei sfere cu punctele unei calote de pe acea sferă 
volumul unui sector sferic va fi egal cu o treime din produsul dintre 
aria calotei şi raza sferei. 

Fig. 301 

EXERCIŢII ŞI PROBLEME 

1. în cubul ABCDA 'B'C'D', M este mijlocul laturii AB şi N 
mijlocul laturii AD. Să se demonstreze că planul determinat de 
punctele M, N şi A • este tangent la sfera înscrisă în cub. 

2. Să se găsească locul geometric al picioarelor 
perpendicularelor duse din punctul fix A pe planul variabil care trece 
prin punctul fix B (A * B). 

3. Într-un con circular drept cu diametrul bazei egal cu 2a,.J2 şi 
înălţimea egală cu a, se înscrie un cub astfel încât o faţă a sa să se 
găsească în planul bazei conului, iar vârfurile celeilalte baze să fie 
situate pe pânza conică. Să se găsească în funcţie de a, volumul 
conului. 

4. Un trapez dreptunghic se roteşte odată în jmul bazei mari şi 
altă dată în jurul bazei mici. Cunoscând volumele V1 şi V2 ale 
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corpurilor astfel obţinute precum şi latura a perpendiculară pe baze, să 
se determine în funcţie de V1• V2 şi a, diferenţa dintre baze. 

5. Arătaţi că dacă două cercuri necoplanare au două puncte 
comune, atunci ele se află pe aceeaşi sferă. 

6. Să se determine locul geometric al intersecţiei a două plane 
perpendiculare care trec prin două drepte paralele fixe. . 

7. O piramidă cu baza pătrat de latură a are toate feţele laterale 
triunghiuri echilaterale. Calculaţi raza semisferei cu centrul în centrul 
bazei piramidei şi tangentă la feţele laterale ale piramidei. 

8. Pe o semisferă de rază r se dau trei cercuri egale de rază a, 
tangente exterior două câte două. Să se afle raza cercului de pe 
semisferă, căruia toate cele trei cercuri îi sunt tangente interior. 

9. Se dau două cercuri de raze a şi b, situate pe o sferă de rază 
R, tangente exterior. Se cere distanţa între centrele lor. 

10. Se dă o sferă de razăR şi în ea o calotă sferică de rază a. Ce 
volum este cuprins între calotă şi planul cercului care o determină. 

11. Să se determine poziţia punctului P care este egal depărtat 
de suprafaţa conică şi de planul bazei. 

12. Fiind dat un con circular drept cu înălţimea h şi raza 
bazei r, să se determine muchia unui cub astfel încât patru din 
vârfurile sale să fie situate în planul bazei, iar celelalte patru vârfuri pe 
pânza conică. 

13. Dacă un poliedru are toate vârfurile sale pe o sferă, atunci 
toate feţele sale sunt poligoane inscriptibile. Reciproca afirmaţiei de 
mai sus este adevărată? 

14. Fie ABCD un tetraedru. Să se arate că simetricele 
ortocentrelor feţelor faţă de laturile acestora sunt situate pe sfera 
circwnscrisă tetraedrului. 

15. Dacă există o sferă tangentă la toate muchiile unui 
tetraedru, atunci sumele laturilor opuse tetraedrului sunt egale. 
Reciproca acestei afirmaţii este adevărată? 
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16. Fie ABCD un tetraedru oarecare. Fie 0 1, 0 2, 0 3, 0 4 
centrele cercurilor circumscrise feţelor ABC, ACD, ADB, CBD. 

a) Să se arate că perpendicularele în Oi (1 S: i S: 4) pe feţele în 
care sunt situate, sunt patru drepte concurente. 

b) Un vârf al tetraedrului, mijloacele muchiilor care pleacă din 
acel vârf şi centrul sferei circumscrise tetraedrului sunt situate pe o 
sferă care este tangentă sferei circumscrise tetraedrului. 

17. Două cercuri mari (diferite) ale unei sfere sunt tangente unei 
alte sfere în acelaşi punct. Să se arate că cele două sfere sunt tangente. 

18. Un triunghi dreptunghic ABC cu A = 90° şi B = 60° şi 

AB = c (cunoscut), se roteşte în jurul mediatoarei ipotenuzei. Se cere 
volumul corpului obţinut, în funcţie de c. 

19. Un dreptunghi cu laturile a şi b (a< b) se roteşte în jurul lui 
a şi apoi în jurul lui b. 

a) în ce caz se obţine aria laterală mai mare? 
b) În ce caz se obţine volumul mai mare? 
20. O pânză conică circulară dreaptă, în care generatoarele fac 

unghiul u cu înălţimea (axa ei de simetrie), taie dintr-o sferă cu 
centrul în vârful ei o calotă. 

a) Se cere aria calotei. 
b) Să se determine volumul corpului mărginit de pânza 

conică şi calotă. 

21. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare. Fie M şi N două 

puncte variabile astfel încât MA .1 AN, MB .1 NB, MC .1 NC, 

MD .1 ND. Să so -~P-"Gă~~gmentul MN are lungime constantă. 
22. Un .ţrap_ez ~tunghic ABCD (B = C = 90°) se roteşte în 

jurul unei axe paralele -cu If C, distanţa de la BC la axă fiind de 3 cm 
(se consideră axa în planul trapezului, dar în afara lui). Dacă AB = 12 

:·~ci;n, Aţ,· = :1 O cm şi CD = 4 cm, să se afle aria totală şi volumul 
'c·orp{Îlw generat. 
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23. Un trapez are bazele de 30 cm şi 50 cm, iar laturile 
neparalele de 9 cm şi 12 cm. Să se calculeze aria totală şi volumul 
corpului obţinut rotind trapezul în jurul laturii de 12 cm. 

24. Într-un con circular drept cu unghiul dintre generatoare şi 
raza bazei pe care o intersectează de 60° se înscrie o sferă de rază r. 

a) Să se exprime în funcţie de r volumul conului. 
b) Să se arate că aria sferei reprezintă 2/3 din aria laterală 

a conului. 
25. Un con circular drept de rază R şi înălţime 2R este 

intersectat cu o sferă cu diametrul cât înălţimea conului şi cu centrul 
la jumătatea înălţimii conului, după un cerc căruia i se cere raza în 
funcţie de R. 

26. Fiind dat un con circular drept cu înălţimea h şi raza bazei 
r, să se determine poziţia unui punct P, care este situat la egală 
distanţă faţă de vârful conului şi punctele de la perimetrul bazei. 

27. Fie P un punct oarecare pe înălţimea VO a unui con 
circular drept. Să se arate că locul geometric al punctelor de pe 
suprafaţa conică egal depărtate de punctul P este un cerc paralel cu 
planul bazei. Să se analizeze toate situaţiile posibile. în ce caz este un 
singur cerc? 
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Fără să fie o enciclopedie, cartea de faţă caută să 
profite de orice ocazie pentru a arăta deschiderea 
geometriei în spaţiu spre alte domenii: astronomie 
(eclipse), cristalografie, desen (perspective şi 
sectiuni etc). , 

Această carte nu are limitele pe care le impune 
încadrarea într-un număr de ore. De asemenea 
cartea conţine şi o sumă de probleme mai deosebite 
fără teama că nerezolvarea lor ar conduce la 
esecuri scolare. 

' ' 

Este o geometrie expusă liber, fără restricţii, 
păstrându-se tonul de adresare normală către 
un elev. 
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