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1 

INTRODUCERE 

Acest îndrumar cu lucrări practice de mecanică fizică se adresează studentilor 
Facultăţii de Chimie. În prima parte a îndrumarului sunt prezentate ele­
mente de calcul al erorilor, de evaluare a preciziei măsurătorilor, de alegere a 
condiţiilor optime de lucru. Cele cincisprezece lucrări de laborator prezen­
tate acoperă o gamă largă de lucrări: lucrări de studiere şi utilizare a 
unor instrumente de măsură (şublerul, sferometrul, raportorul cu vernier), 
lucrări de verificare a unor legi (legea vitezei şi cea a spaţiului în mişcarea 
uniform variată, teorema lui Seiner), lucrări de studiere a unor procese din 
domeniul mecanicii (mişcarea armonică amortizată, compunerea mişcărilor 
armonke perpendiculare, compunerea mişcărilor armonice paralele) şi lucrări 
de determinare a unor mărimi fizice ( densitatea unor lichide, acceleratia 
gravitatională, momentul de inertie, modulul de elasticitate, viteza sune­
tului). Pentru a forma deprinderi de lucru la studenti în lucrări se dau 
indicaţii detaliate de efectuare a lor. 

Fiecare lucrare de laborator este structurată astfel încât să cuprindă: 
teoria lucrării (o prezentare detaliată a ceea ce urmează să fie studiat), 
descrierea dispozitivului experimental şi a modului de lucru, precum şi 

prelucrarea datelor experimentale culese. 

Acest îndrumar a fost elaborat astfel încât să atingă următoarele scopuri 
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didactice: 

• o mai bună înţelcgne a materiei predate la curs; 

• deprinderea studenţilor de a folosi metoda experimentală în învătarea 
fizicii (prin solicitarea lor de a opera cu notiunile predate la curs); 

• deprinderea studenţilor de a folosi tehnica investigării prin experi­
ment. AceaBtă tehnică presupune observarea fenomenului, formula­
rea unei ipoteze, alcătuirea dispozitivului experimental, efectuarea 
măsurătorilor în condiţiile alese de experimentator, prelucrarea şi in­
terpretarea rezultatelor; 

• deprinderea studenţilor de a realiza experimente sau demonstraţii 
practice ( contribuind la formarea lor pentru viitoarea meserie de pro­
fesor). 

lector Magda Fifirig 
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2 

V 

MARIMI FIZICE 

2.1 INTRODUCERE 

Elementele corntructive ale fizicii sunt mărimile fizice. Exemple de mărimi 
fizice: timpul, distanţa, masa, forţa, viteza, densitatea, temperatura, sarcina 
electrică, energia, lucrul mecanic, puterea, etc. Mărimile fizice se împart în 
două categorii: mărimi fizice scalare şi mărimi fizice vectoriale. Mărimile 
fizice scalare sunt toate mărimile fizice care sunt complet determinate de 
o valoare numerică şi o unitate. Exemple de mărimi scalare: timpul, masa, 
densitatea, temperatura, sarcina electrică, energia, lucrul mecanic, puterea, 
fluxul, etc. M~rimilor scalare li se asociază litere, cu ajutorul cărora sunt 
indicate. Mărimile fizice vectoriale nu sunt caracterizate nwnai de o 
valoare nwnerică ci şi de o direcţie şi un sens. Exemple de mărimi vecto­
riale: vectorul de poziţie, forţa, viteza, momentul cinetic, momentul forţei, 
acceleraţia, inducţia electrică, inducţia magnetică, etc. Mărimile fizice vec­
toriale sunt indicate printr-o literă căreia i s-a adăugat o săgeată. 

Mărimile fizice sunt legate între ele prin operaţii matematice. Ecuaţia 
stabilită între anumite mărimi fizice reprezintă expresia matematică a unei 
legi fizice. 

Determinarea cantitativă a unei mărimi fizice se realizează printr-o 
operaţie de măsurare. Prin măsurarea unei mărimi se stabileşte de câte 
ori se cuprinde în ea o altă mărime de aceeaşi natură, aleasă prin convenţie 
drept unitate. Notând cu [A] unitatea de măsură a mărimii A şi cu a 
valoarea sa nwnerică putem scrie 

A=a[A]. {2.1} 

Orice operaţie de măsurare presupune interacţiunea între obiectul de măsurat 
&i aparatul de măsură. Această interacţiune modifică starea obiectului de 
măsurat. Deci valoarea exactă, nwnită valoare adevărată a unei mărimi 
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la un moment dat nu poate fi determinată. Valoarea care se cunoaşte tot­
deauna este valoare măsurată a mărimii. 

Rezultatul unei măsurări poate fi mai apropiat sau mai puţin apropiat 
de valoarea adevărată a mărimii măsurate. Diferenţa între valoarea adevărată 
şi valoarea măsurată se numeşte eroare de măsurare. 

În principiu pentru orice mărime fizică se poate alege o unitate de 
măsură proprie arbitrară. Dacă toate mărimile fizice s-ar exprima prin 
unităţi arbitrare atunci expresiile matematice ale legilor fizicii ar trebui să 
conţină coeficienţi numerici dependenţi de unităţile folosite. Pentru simpli­
ficarea scrierii acestor expresii (în sensul eliminării coeficienţilor numerici) 
se alege un număr mic de mărimi, numite fundamentale pe baza cărora se 
construieşte un sistem coerent de unităţi. Celelalte mărimi şi unităţi, legate 
de cele fundamentale prin legi fizice , se numesc mărimi şi unităţi derivate. 
În mecanică există trei mărimi fizice fundamentale: lungimea, masa şi tim­
pul. În sistemul internaţional (SI), adoptat de Conferinţa Generalii de 
Măsuri şi Greutăţi (Paris, octombrie 1960) sunt 1 unităţi funda.menta.le. 
Primele trei unităţi fundamentale SI sunt mecanice. Ele sunt metrul (m), 
kilogramul (kg) şi secunda (s). În sistemul de unităţi CGS (Gauss) sunt 
trei unităţi fundamentale: centimetrul (cm), gramul (g), şi secunda (s). 

2.2 FORMULE DIMENSIONALE 

Orice formulă fizică este omogenă din punct de vedere dimensional, adică 
ambii membri ai egalităţii, cât şi fiecare termen al sumelor algebrice a.u 
aceleaşi dimensiuni fizice. 

Folosind formulele fizice, unitatea oricărei mărimi fizice mecanice se 
poate exprima cu ajutorul unităţilor mărimilor fundamentale: lungime, 
masă şi timp. Dacă notăm cu L, M şi T unităţile mărimilor fundamenta.le: 
lungime, masă şi timp atunci unitatea unei mărimi fizice A se poate scrie 
astfel 

(2.2) 

unde a, /3 şi , sunt numere întregi pentru mărimile mecanice. Ecuaţia 

(2.2) se numeşte ecuaţia de dimensiuni sau formula dimensională a 
mărimii A faţă de mărimile fundamentale. 
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Constantele care intervin în legile fizicii pot. fi atât dirneusionalc cât şi 
adimensionale. În ultimul caz ele nu intervin în formula dimensională. 

Exemple 

1 . Pentru definirea unităţii de mă.sură a vitezei se foloseşte legea mişcării 
rectilinii uniforme: s = vt . Deci viteza particulei care a parcurs uniform 
spaţiul s în timpul t este v = s/t. Formula dimensională a vitezei este 

[v] = [s] = !: = LT- 1 . 
[t] T 

În SI unitatea de măsură a vitezei este [v] = m/ s. În sistemul de unităţi 
CGS ea este [v] = cm/ s . 

2 . Prin definiţie momentul de inerţie (I) al unui punct material faţă de 
o axă este egal cu produsul dintre masa {m) punctului material şi pătratul 
distanţei (R) sale până la axă (I = mR2). Formula dimensională a mo­
mentului ele inerţie este 

[I] = [m] · [R] 2 = M L2
. 

În SI unitatea de măsură pentru momentul de inerţie este 

[I]= kg· m2
. 

3 . Momentul forţei faţă de un pol este definit prin produsul vectorial 
M = r x F . Modulul acestui vector este egal cu produsul dintre modulul 
vectorului forţă şi bratul forţei (lungimea perpenclicularei dusă din pol pe 
suportul forţei). Formula dimensională a momentu.lui forţei este 

[MJ = [F] · [b] = M L2 r-2 
. 

În Sl unitatea de măsură pentru momentul forţei este 

[M]=N•m. 

4 . Lucrul mecanic este definit prin produsul diutre deplasc1re şi compo­
rn'11t n forţei pe direcţia deplasării. 

L=F-d. 

f·'(ir111ulc1 dimensională a lucrului mecanic este 

[ L] = [ F] • [ d] = I\ r r/ T 2 
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deci 
[L]=N-m. 

În SI unitatea de măsură pentru lucrul mecanic este 

[L] = J, (Joule) . 

În concluzie o aceeaşi mărime fizică poate avea dimensiuni diferite în 
sisteme de unităţi diferite. De asemenea, două mărimi de naturi diferite 
pot avea aceleaJii dimensiuni într-un sistem dat. 

Analiza dimeruiională poate fi folosită chiar la stabilirea formulei unei 
legi fizice. De exemplu, se ştie din experienţă că perioada unui pendul 
matematic ( simplu) depinde de lungimea sal şi de accelerat ia gravitatională g 

T = const • 1° • gf3 . 

Putem scrie următoarea formulă dimensională pentru perioada pendulului 
matematic 

T = L0 ( L T-2)'8 = La+/Jr-2/J . 

Prin identificarea exponenţilor se obţine sistemul algebric 

a+,6=0 ;, 

-2/3 = 1, 

ce are solutiile ,6 = -1/2 şi a = 1/2 . Deci perioada pendulului simplu este 

T = const • ffg , 
unde const este o constantă adimensională de ordinul unităţii. 
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3 

V 

ERORI DE MASURARE 

3.1 INTRODUCERE 

Determinarea cantitativă a unei mărimi fizice se realizează printr-o operaţie 
de măsurare ce presupune interacţiunea între un sistem fizic şi un aparat 
sau instrument de măsură. Rezultatul unei măsurări poate fi mai apropiat 
sau nu de valoarea adevărată a mărimii măsurate. Eroarea de măsurare (ca 
evaluare a apropierii sau depărtării de valoarP.a adevărată) este generată de 
următoarele surse: 

• interacţiunea sistem-aparat; 

• aparatul de măsurat; 

• obiectul supus măsurării; 

• influenţele exterioare; 

• metodele de măsurare; 

• subiectivitatea operatorului. 

Erorile datorate interacţiunii sistem-aparat s1111t determinate de acţiunea 
perturbatoare a aparatului de mă.c;urat asupra sistemului studiat. Această 
acţiune provoacă modificarea stării sistemului. Astfel valoarea mă.•mrată 
diferă de valoarea anterioară realizării intcracţiu11ii sistem-aparat. 

Erorile datorate aparatului de măsurat, numite erori instrumentale de­
piuei de concepţia şi construcţia aparatului de mă..,urat. Limitele acestor 
erori sunt specificate de fabricant în documentaţia tehnică a aparatului de 
mi'i.surat. 
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Erorile datorate obiectului supus măsurării apar la idealizarea sau sim­
plificarea acestuia, deoarece modelul asociat nu corespunde integral re­
alităţii. 

Erorile datorate influenţelor exterioare sunt generate de factori care 
acţionează asupra obiectului supus măsurării şi asupra aparatului de măsurat. 
Aceşti factori sunt în primul rând cei caracteristici mediului în care se 
face măsurarea: temperatura, umiditatea, presiunea aerului. Ei sunt de 
asemenea perturbaţii externe cum ar fi: câmpuri electromagnetice, radiatii, 
şocuri, vibraţii, sunete, gravitaţia terestră. În unele experimente condiţiile 
de pozitionare sau de fixare pot fi surse de erori. 

Erorile datorate metodelor de măsurare, după cum sugerează şi numele 
sunt influentate de principiile metodelor de măsurare folosite. 

Erorile de operator provin din modul în care operatorul uman apreciază 
anumite efecte cum ar fi coincidente, intensităti, nuante sau diverse mărimi 
fizice sesizabile. 

Când se repetă în condiţii identice măsurarea unei acee~i mărimi fizice 
se constată că ml se obţine totdeauna acelaşi rezultat. Repetarea măsurării 
pune în evidenţă următoarele tipuri de erori 

• erori aleatoare sau întâmplătoare, 

• erori sistematice, 

• erori grosolane (gre~eli). 

Erorile aleatoare variaz;ă imprcviz;ibil atât ca valoare cât ~i ca semn la 
repetarea miei 11di.-mrări in condiţii identice. Rezultatele măsurărilor diferă 
între ele într-un mod întrunpl;'Hnr. riecare măsurare individuală este afec­
tată de o eroare aleatoare ce rcpre7,intă abaterea rezultatului individua,l de 
la valoarea adevăratrL a miîrimii iizicP măsurate. Mulţimea valorilor in­
dividuale succesive Pste grupată în jurul valorii adevărate cu o anumită 
repartiţie a probabilităţii de apariţie a lor. Erorile aleatoare nu pot fi 
nici eliminate ~i 11ici corectate. Îml.H111ătătind procesul de măsurare (prin 
perfccţicmarca mijloaceh)r de măsmare, prin alegerea lmei metode mai pre­
cise, prin eliminarea infl11e11ţei factorilor externi) aceste erori sunt rnic~orat.e 
dar uu exclu~P-

Pom i11d de la rPz;ullatele an măsurări rnpetate ale mărimii x, oricare ar 
fi legea dt) repartiţii' statistidi a acPstora, media aritmetică a celor n rezul­
t,ite iudividualr· :i:i n~prezi11Ui rea mai li1111ă aproximare a valorii adevărate 
a mărimii :c 

ll 

:I.' (3.1) 
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Această aproximare este cu atât mai bm1ă cu cât n este mai mare. 
Erorile sistematice sunt acele erori care nu varia7,ă la repetarea unei 

măsurări în condiţii identice sau varia7,ă într-mi mod determinabil când 
condiţiile se modifică. Aceste erori neschirnbându-se de la o mă.o;;urare la 
alta nu pot fi puse în evidenţă prin repetarea mă.o;;urării. Erorile siRtema­
tice pot fi constante sau variabile. Erorile sistematice constante pot fi 
erori instrumentale (gradare incorectă, calibrare gre~it,ă), erori de metodă, 
erori de interacţiune, erori de operator. Erorile sistematice variabile sunt 
cauzate de efecte de îmbătrânire, de variaţia în timp a unor mărimi de 
influentă. Pentru a evalua erorile sistematice sunt necesare informaţii din 
afara experimentului considerat, cum ar fi re7,ultatele altor experimente, 
date referitoare la aparatura folosită, metoda şi condiţiile mă.<mrării. Erorile 
sistematice pot fi reduse folosind aparate de măsurat mai precise, metode 
de măsurare perfecţionate, condiţii de măsurare mai riguros controlate. 

Erorile grosolane sunt <le obicei consecinţa efectuării neadecvate a unei 
măsurări, neatentiei operatorului, greşelilor de citire imu de calcul. Valorile 
afectate de erori grosolane se abat cu mult de celelalte valori ale şirului 

,,,, de re:i;ultate experimentale. Rezultatul unei măsurări afectate de o eroare 
grosolană trebuie identificat şi eliminat <lin şimi de re7,uJtate. 

Determinarea cantitativă a unei mărimi fi7,ice se poate rea]i7,a printr-o 
metodă de măsurare directă şi/sau indirectă. Metoda de măsurare di­
rectă este metoda prin care valoarea măsurată a mărimii fi7,ice Re obţine 

nemijlocii. Metoda de măsurare este considerată directă cl1iar dacă î11 inte­
riorul aparatului de măsurat se mă.,oară altă mărime cu condiţia ca aparatul 
să indice valoarea mărimii măsurate. Exemple de mă.o;;urări care folosesc 
metoda de măsurare directă: mă.o;;urarea u11ei lu11gimi cu ajutorul unei rigle 
gradate, măsurarea temperaturii cu ajutorul termometrului, măsurarea 
timpului cu cronometrul, mă.,urarea unei mase folosind o balanţă, rnă.'lurarea 
unei te11siu11i electrice cu u11 voltmetru, etc. 

Metoda de măsurare indirectă este metoda priu care valoarea măsu­
rată a mărimii fi7,ice se obţine <li11 valoarea (sau valorile) mă.o;;urate ale 
altei (sau altor) mărimi, legate printr-o dcpe11denţă funcţională de mărimea 
mă.,urat.ă. Această metodă constă de fapt din lllia sau mai multe rnă.,urări 
directe, urmate de un calcul. Exemple: măsurarea forţei care acţionează 
a.o;;uprn unui corp, prin mă.,urarea ma.,ci m a corpului ~i a acceleraţiei sale 
(F = ma), măsurarea densităţii unui corp solid, priu măsurarea masei m 
a corpului şi a volumului V ~î aplicarea fnrmulei p = m/V, măsurarea 
mo111e11t.11lui de inerţie al unui corp cu ajutorul pe11dul11l11i de torsiune, 
pri11 111;'isurarea perioadelor de oscilaţie ale pcmhdnlui, măsurarea ariei unei 
s11prafeţe drepl.u11ghiulare de lungime L ~i lăţime l prin 111,Î.o;;urarea acestor 
di11H)11si1111i ~i apoi efectuarea produsul11i lnr (A 0--0 L - l). 
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3.2 EXPRIMAREA ERORILOR DE MĂSURARE 

Exprimarea erorilor de măsurare pentru mărimi măsurate direct 

Eroareo. absolută 

Eroarea absolută reprezintă diferenţa dintre valoarea măsurată ş1 va­
loarea adevărată a mărimii măsurate. Când numărul de măsurări este 
mare, valoarea adevărată a mărimii măsurate este aproximată cel mai bine 
de media aritmetică a rezultatelor obtinute prin măsurare pentru m~rlm,oo 
măsurată. Prelungirea excesivă a şirului de măsurări poate modifica va­
loarea mărimii măsurate şi conditiile măsurării. Din această ca.uză ln prac­
tică se repetă măsurarea de 10-20 ori. 

Valoarea individuală Xi din şirul de n m5.surări repetate a.le mă.rim.H UJ 

este afectată de eroarea 

cu 
1 n 

x = - I:xi. (3.3) 
n i=l 

Această eroare poate fi pozitivă sau negativă şi are aceea.şi dimeui'Ul'Ml :6•.icll. 
ca şi mărimea măsurată. 

În cazul repartitiei normale erorile au probabilităti egale de a fi pozitive 
sau negative. Astfel încât suma lor, pentru un număr ma.re de măsud.ri 
repetate este nulă. 

Eroarea relativă 

Eroarea relativă se exprimă ca raportul dintre eroarea. absolutl ş.I Ya­

loarea adevărată a mărimii măsurate. Ea. poate fi pozitivă. sau negativi 
şi este adimensională. A vând o valoare foarte mică de obloei s@ ~ 
procentual. 

Eroarea medie pătratică a mediei 

Eroarea medie pătratică a mediei sau eroarea standard a med.iei a..rl-t; .. 
metice se calculează cu ajutorul expresiei 

Lf=l (x - Xi) 2 

n(n -1) 
(3.4) 

unde n este numărul de măsurări efectuate. Această eroare este totdeauna 
pozitivă şi se exprimă cu aceeaşi unitate de măsură ca şi. mărimea măsurad„ 
Ea este o mă.cmră a împră.jtierii rezultatelor în jurul valorii adevru-ate. În 
cazul mărimilor mecanice când se studiază cum variază probabilitatea de 
apariţie a unui rezultat individual în funcţie de valoarea măsuratl H con­
statll că 
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Figura 3.1: 

• probabilitatea apariţiei valorilor Xi apropiate de valoarea medie x este 
mai mare decât cea a valorilor depărtate de x, 

• probabilitatea apariţiei valorilor Xi > x este egală cu cea a valorilor 
Xi < ~ (erorile aleatoare pozitive şi negative sunt la fel de probabile). 

În acest caz valorile individuale (variabile aleatoare) re:ilpectă legea de 
repartiţie normall (sau curba lui Gauss) dată de relaţia 

1 [ {x-µ)
2

] 
li = Jf;cr exp - 2cr2 ' 

unde y este deMitatea de probabilitate, iar 

CT = Jim 
n➔oo 

Li=l (xi - µ) 2 

n 

I Li=l Xi µ = im 
n➔oo n 

{3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

Dacă se reprezintă grafic densitatea de probabilitate y în funcţie de valoarea 
măsurată x se obţine o curbă de forma clopotului lui Gauss (figura 3.1). 

Produsul y • t::.x reprezintă probabilitatea ca rezultatul măsurării să fie 
cuprins între x şi x + !:::.x. O valoare mică a lui cr semnifică erori aleatoare 
mici. În acest caz curba Gauss este îngustă (figura 3.2). Cu cât curba de 
repartiţie normală este mai ascuţită (cr mai mic) ca atât rezultatele vor 
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I 

Figura 3.2: 

fi mai apropiate între ele. Împd!,ştierea rezultatelor este mai mică şi deci 
precizia măsurării este mai ridicată. 

Precizia sau precizia de măsurare reprezintă calitatea unei măsurări 
de a da rezultate apropiate de valoarea adevărată a măsura,ndului. O 
măsurare este de precizie ridicată dacă erorile de măsurare care o însotesc 
(atât aleatoare cât şi sistematice) sunt mici. 

Intervalul în care se apreciază că se află cu o probabilitate dată, va­
loarea adevărată a mărimii mwmrate se numeşte incertitudine de măsurare. 
Incertitudinea de măsurare este un inţerval de valori ale unor abateri cărora 
le putem estima nişte limite, dar nu şi semnul. 

Valorile ±t · Sx obţinute prin multiplicarea erorii medii pătratice cu 
coeficientul t se numesc limite de încredere. Coeficientul t este estimat cu 
ajutorul repartiţiei Student. Intervalul (x-t•Sx, x+t•Sx) se numeşte inter­
val de încredere. Probabilitatea ca un rezultat individual să se găsească în 
intervalul de încredere se numeşte nivel de încredere sau nivel de confidenţă 
(notat de obicei cu P). Coeficientul t depinde de nivelul de încreder~ P 
şi de numărul de măsurări. Pentru acelaşi nivel de încredere, coeficientul 
t dedus folosind repartiţia Student este mai mare decât cel rezultat din 
repartiţia normală, şi anume cu atât mai mare cu cât n este mai mic. Când 
se efectuează un număr mic de măsurări se obţine un interval de încredere 
mare, deci incertitudinea estimată este mare, Pentru n ➔ oo repartiţia 
Student dă aceleaşi rezult~te ca şi repartiţia normală. 

16 
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Rezultatul măsurării se exprimă astfel 

X= X± Sx.. {3.8) 

Exprimarea erorilor de măsurare pentru mărimi măsurate in­
direct 

În măsurările indirecte valoarea mărimii fizice u se calculează în funcţie 
de alte mărimi x 1, x2 , ... cu ajutorul relaţiei 

{3.9) 

Mărimile xi, x2, ... sunt determinate separat prin măsurări directe. Se 
disting două cazuri: i) mărimile xi, x2, ... sunt măsurate independent una 
de alta, ii) mărimile xi, x2, ... nu sunt măsurate independent una de alta. 

i) Cazul în care mărimile xi,x2, ... sunt independente. 

Eroarea absolută se calculează cu ajutorul calculului diferenţial. Pentru 
evaluarea ei se diferenţiază funcţia F. În expresia obţinută se înlocuiesc 
diferenţialele argumentelor cu erorile absolute ale mărimilor fizice cores­
punzătoare x1, x2, ... , iar derivatele parţiale sunt luate în valoare absolută 
( deoarece se consideră cazul cel mai nefavorabil) 

Exemple: 1) u = a:c: 1 ± bx2 , cu a şi b constante reale. 

du = a dx 1 ± b dx2 , 

2} 1L = XJ • X2 • 

du = x 1 • dx2 + x2 • d:,: 1 , 

3) u = f..L . 
X?. 

X1·dx2-x2·clJ:, 
du= 2 :r2 

J: ·- Ix, I 8x2+ i :t:·2 I <Îx1 
llu - 2 • 

X,2 

(3.10) 

Eroarea relativă se calculează c11 ajutorul derivatei logaritmicP a fuucţiei 

J,' PPut.rn t~\'aluarea acestei erori se logarit,nează fu11c~ia V Logaril H~ .. 

,\âl 1 0· 
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obţinut se diferenţiază. În expresia obţinută se înlocuiesc difcrcnţialclr, ar­
gumentelor cu erorile absolute ale mărimilor fizice corespunzătoare. Toate 
derivatele sunt luate cu semnul plus. 
Exemple: 1) u = !.l. . 

X2 

Inu= lnx1 - lnx2, 

du dx1 dx2 
=---

U Xt X2 

Ou Ox, Ox2 -=-+-, 
U X1 X2 

sau 

2) u = xr , cu r constantă reală. 

Inu= r Inx, 

du dx 
-=r-, 
U X 

Ou =Ir I· Ox , 
U X 

sau 
fu =Ir I ·fx , 

Eroarea relativă maximă se obtine prin înlocuirea diferentialelor argu­
mentelor din expresia derivatei logaritmice cu preciziile aparatelor folosite la 
măsurarea mărimilor fizice corespunzătoare. Dacă pe un aparat nu este tre­
cută precizia sa, se ia drept eroare absolută maxim~ de citire valoarea celei 
mai mici diviziuni în care este gradată scala aparatului sau chiar jumătate 
din această valoare. 
Exemplu: Momentul de inertie al unei bare suspendate de un fir se poate 
determina cu ajutorul formulei 

(3.11) 

unde D, respectiv m sunt diametrul, respectiv masa a doi cilindri aşezati 
simetric la distanţa R.o faţă de firul de SUBpensie. t1, respectiv t2 reprezintă 

timpii în care sunt efectuate N oscilatii în absenţa, respectiv prezenta celor 
doi cilindri pe bară. Logaritmând această expresie 

D2+8fl5 
lnJ = ln 

4 
+ 1nm + lnt~ - In(t~ - t~) , 
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şi apoi diferenţiind-o se obţine 

dl= 2D dD + 16R0 d~ + dm + 
I D 2 +8~ m 

2t1 dt1 2t2 dt2 - 2t1 dti 
+ tf t~ - tf 

Presupunând că diametrul cilindrilor şi distanţa Ro se măsoe.rlf. cu aceea.,i 
rigll 

bn = 5~, 

şi ci cei doi timpi se muo&rl cu &eelaşi cronometru 

eroarea relativi maxi.ml are expresia 

(3.12) 

deoarece 
2 r 

2
t2+t1r _

2
t2 bt 

- at+ -2--2Ut- - -- . 
t1 t2 - t1 t 1 t2 - t1 

Ero&rM. medie ~tratică a mediei se calculează cu formula de propagare 
a erorilor 

( 8F)
2 

( 8F)
2 

Sa = 8x1 X s;I + 8x2 X S2~ + ••• I 

S-r;= 
"~ (r; - x· )2 4-t]cl I lj 

n(n - 1) 

X= (x1,X2,···), 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

n este numărul de ml<Jud.ri. În formulă intervin valorile derivatelor parţiale 
ale funcţiei F calculate pentru valorile medii ale argumentelor x1, x2, .... 

Rezultatul final se scrie sub forma 

u =fi± Sa, (3.16) 

unde 
u=F(x1,x2, ... ). {3.17) 

ii) Cazul în care mărim]e x1, x2, ... sunt dependente. 
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Într-o determinare oarecare i valoarea mărimii u este 

Ui = F (x1;, X2;, ... ) . 

Abaterea medie pătratică a mediei se calculează cu formula 

Ej=l (fi - Ui)2 

n(n-1) 
Sa= 

unde n este numărul de mMurări efectuate, iar 

1 n 
o= - LUi. 

n inl 

Rezultatul măsurării se exprimă astfel 

u =o± Sa. 

Scrierea rezultatelor numerice finale ale mlsurllrilor 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

{3.21) 

O cifră a unui rezultat al unei măsurări este exactl cJ.r.l valoarea unei 
unităţi din această cifră este mai mare decât eroarea ahlolutl A remultatulul. 

Toate cifrele exacte ale rezultatului unei măsurări se numeec cifre 1161D­

nificative. Zerourile din hţa numărului nu sunt cifre semnlficatlw deoanoe 
ele indică numai ordinul cifrelor următoare. Aceste zerouri pot fi eliminate 
prin folosirea factorului lok. 
Exemple: 1. cor..stanta gazelor perfecte 

R = O, 082 atm • l = 82 . 10_3 atm • l . 
mol • grd mol • grd 

Valoarea sa are 2 cifre semnificative. 
2. Dacă masam= 12, 5 g se cântăreşte cu o precizie de 1 mg resultatul 

se scrie m = 12, 500 g. Acest rezultat are 5 cifn, eemnifk:ativa deoarece 
ultimele 2 zerouri l!..v-q~cj.frnt~emnificative. 

Prin împărţireafâ două numere cu toate cifrele exacte, numlrul de cifre 
semnificative nu se conservă. De exemplu, valoarea forţei ce impri.ml o 
acceleraţie de a = O, 37 m/s2 unui corp cu masam = 400, 315 g 11te d&tl de 
produsul 

4 O O, 3 6 ?)( 
o, 3 7? 

??? ??? 
28024 5? 

120105? 

148,129 5?? 
?? ? ? 

Semnele de întrebare situate la sfârşitul numerelor 400, 35 şi O, 37 indică 
că cifrele pe care aceste semne le substituie nu sunt cunoscute (nu sunt 
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exacte). Astfel ultimele patru cifre ale reimltatului obţinut nu sunt exacte. 
Deci valoarea fortei din exemplu este F = 148 rnN. 

Pentru scrierea rezultatelor unor mă.~ură.tori se folosesc următoarele 
reguli de rotunjire 

• dara prima cifră neglijatl ( care este prima cifră nesemnificativă din 
număr) este mai mică decât 5, ultima cifd. pMtra.tă rămâne neschim­
bată, 

• dacl. prima cifră neglijată este mai mare decât 5 se adaugă o unitate 
la ultima cifrl1 pMtrată, 

• când prima cifră neglijată este chiar 5 se adaugă o unitate la ultima 
cifră pMtrată dacl. aceMtă cifră este impară şi nu se adaugă nimic 
dacl ed"tpară sau zero. 

Când se calculează eroarea medie pătratică a mediei (sau celelalte erori) 
se scriu atâtea zecima.le câte sunt până la prima zecimală diferită de zero. 
Această zecimalii. se rotunjeşte folosind regulile de mai SUB. Valoarea medie 
a mărimii se scrie cu atâtea zecimale câte are eroarea medie pătratică a 
mediei. De exemplu, un rezultat scris corect este 

V= (6, 25 ± 0,05) · 10-3 m3 . 
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4 

ALEGEREA 
CONDIŢIILOR OPTIME 
DE LUCRU 

Pentru un dispozitiv experimental ales, modul de lucru se stabileşte astfel 
încât mw-imea de măsurat să fie determinată cu o eroare cât mai mică. 

Exemple: 

1 . Perioada unui pendul se determină experimental cu ajutorul relaţiei 

t 
T=­N' (4.1) 

unde t este timpul în care se efectuează cele N oscilaţii. Astfel perioada 
este estimată cu o eroare relativă 

Presupunem că timpul este măsurat cu un cronometru cu precizia de 012 s . 
În cazul unei perioade T = 1 s, dd-Că cronometrăm timpul în care se 
efectuează o singură oscilaţie, perioada va fi estimată cu o eroare de 

fT = 0, 2 s = 20% 
1 s ' 

care este foarte mare. Pentru a micşora eroarea se măsoară timpul în care 
se execută mai multe oscilaţii. 

Dacă timpul cronometrat este de 40 s atunci eroarea este 

0,2 s % 
fT = ft = -- = 0, 5 o • 

40 s 
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Pentru f =0 80 s ea este 0125% . DP.ci pentrn detcnni11area perioa<ki se vnr 
număra atâtea oscilaţii complete cât.e se efectuează înt.r-11u timp I. > ,JO 8 . 

În caz11l unei perioade T = 2 s, dacă se cronometrează o singnră oscib~if! 
eroarea este o, 2 s 

f.Ţ = --- = l0% . 
2.'1 

Deci cu cât perioada este mai mare se cronometrează un număr cu ciât mai 
mic de oscilaţii complete. 

2 . Constanta elastică a unui resort elastic se determină prin metoda 
dinamică cu formula 

41r2N2 
k = t2 m, {4.2) 

unde m este masa greutătii atârnată de resort, iar t este timpul în care 
resortul execută N oscilaţii complete. Aplicând derivata logaritmică relaţiei 
(tl) 

(4.3) 

Presupunând că dm/m = O, 5% şi 2{61r/1r) = O, 5% constanta e}a.qtică P.ste 
determinată cu o eroare de 1, 5% dacă 

2 • 6t 2 • O, 2 s 
t=--=---=80.~. 

0,5% 0,005 

Deci pentru determinarea constantei elastice cu acea.c;tă met.o<lă ::ie vor 
număra nn număr întreg de oscilaţii, ce se cuprinde într-un int.erval de 
timp mai mare de 80 s . 

3 . Momentul de iner~ie al unei bare suspendate de un fir se poate 
determina cu ajutorul formulei 

I= (
D

2 
2 ) Tf 4 + 2Ro m Tf - T;2 ' ( 4.4) 

sau 

('1.5) 

unde:D, respectiv m sunt diametrul, respect.iv masa fiecărnia dintre cei doi 
cilindri a~ezaţi simetric faţă de firul de suspensie la distanţa Ro de acesta. 
T1 Pst.e perioada pendulului de torsiune în absenţa celor doi cilindri, iar T2 

P.Sl.t~ perioada de oscilaţie a pendulului cfu1d cei dni cilimlri c:n11t. fixaţi pc 
hariî. Eroarea relativă a lui J are expresia 
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respectiv 

(4.7) 

S-a coTIBiderat că cele două perioade se mMoa.ră cu acel&lji cronometru, deci 
6r1 = !5r2 = &r şi că D şi .Ro ee măsoară de asemenea cu acelaşi instrument 
6v = 6Ro. 

Termenul al doilea din membrul drept al egalităţii ( 4.6) se poat.e 1111kşora 
prin mărirea distanţei R-0. Deci se obţin rezulta.te bune cind cei doi cilin.dri 
se fi.xea?..ă cât mai departe de firul de suspenBie. 

Dacă perioadele T1 şi T2 se determiwf. direct prin muurarea timpului în 
care ee execută o singură oscila.ţie, termenul al treilea al membrului <i-1'9pt 
al egalităţii (4.6) eete mai mare decât cel corespunzltor din egalitatea (4.7) 
deoarece 

t2 - t1 > T2 - T1 . 

De asemenea., eroarea eete micşorată prin mwiurarea timpului la 011"9 1e 

efectuează un număr mare de oscila.ţii (N > 30). 
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5 

REPREZENTAREA 
V 

GRAFICA 

5.1 TRASAREA GRAFICELOR 

Pentru trasarea unui grafic se trec datele experimentale cule11e într-un tabel. 
O rubricl este datinatl valorilor argumentului x, în ordine cresd.toare, iar 
cealaltl valorilor corespunzlt~ ale funcţiei y = f(x) . 

x [unit. nw.J I 
11 [unit. măi.] 

In capul tabelului lângl mlrimea fizicl se scrie între paranteze drepte 
unitatea de muurl corespunzltoare. 

Dimemlunile graficului trebuie 1l fle de ordinul 12 x 18 cm (dublul unei 
clrţi pOl)tale) sau 9 x 12 cm (cât o carte poştală) în nici un caz mai mici. 
Raportul optim între lungime şi llţime este de 1, 4. În fwicţie de scările 
alese pentru x şi pentru 1/, graficul poate fi dispus orizontal sau vertical. El 
se traseazl pe hârtie milimetrică. 

Următ.oarea operaţie este de a stabili domeniul de variaţie a celor două 
mlri1•-; x şi I/ prin rotunjirea valorilor extreme până la valori convenabile 
care sa încadreze bine valorile din tabel. 

Se aleg apoi scările pentru cele două axe de coordonate. Valoarea unei 
diviziuni de pe scală trebuie să reprezinte un număr de unităţi egal cu unul 
din divizorii lui 10 (1~2 sau 5) înmulţit cu o putere întreagă convenabilă 
a lui 10 ( l0ki 2 -lok sau 5 • lok, cu k număr întreag). Nu se folosesc pentru 
intervale numere sub O, 1 sau peste 500 wiităţi deoarece se folosesc sub­
multiplii sau multiplii unităţii respective. În consecinţă pentru construirea 

25 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



r~raficelor sP folose~w. 11rmăt,oarelc sdî.ri 

--0, 1 o o, 1 0,2 o,~ 0,1 etc. 
-0,2 o 0,2 0,4 0,6 0,8 etc. 
-0,5 o 0,5 l, O 1,5 2,0 etc. 

-1 o 1 2 3 4 etc. 
-2 o 2 4 6 8 etc. 
-5 o 5 10 15 20 etc. 

-10 o 10 20 30 40 etc. 
-20 o 20 40 60 80 etc. 
-50 o 50 100 150 200 etc. 

-100 o 100 200 300 400 etc. 
-200 o 200 400 600 800 etc. 
-500 o 500 1000 1500 2000 etc. 

Se marchează pe cele două axe intervalele echidistante alese. 
Fiecare punct experimental se marchează vizibil printr-un cerculet, pătrăţel, 

triunghi, cruciuliţă (de 1 mm mărime) fără a nota pe axe valorile numerice 
ale coordonatelor punctului. Pentru trasarea graficelor se foloseşte doar 
creionul. 

Punctele experimentale reprezentate nu trebuie unite prin linii drepte, 
a13tfel încât graficul să iasă o linie frântă. Se trasează prin interpolare 
o curbă care să treacă prin cât mai multe puncte experimentale, l~ând 
eventual de o parte şi de alta, în mod egal şi simetric un număr cât mai 
mic de puncte care să fie cât mai apropiate de curbă. Forma curbei 118 

stabileşte pe baza cunoştinţelor despre procesul studiat. 
Sub cadrul graficului sau sus în cuprinsul său se trece titlul. 

5.2 METODA CELOR MAI MICI PĂTRATE. 
DETERMINAREA PARAMETRILOR UNEI 
DEPENDENŢE LINEARE 

Metoda celor mai mici pătrate ne permite să găsim coeficienţii dependenţei 
polinomiale dintre două mărimi fizice x şi y (y = /(x)) folosind perechile 
de valori determinate experimental (xi,yi), (x2,Y2), ... , (xn,Yn)- Cu aju­
torul acestei metode putem trasa curba y = f(x), care aproximează cel 
mai bi1w datele exp1\ri1rn~utale, prin determinarea coeficienţilor din aceastl 
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funcţie. Aceşti coeficienţi f-tillf. dP.terrni11a~i di11 rn11diţia ca :-rnma ptit,1at.Plnr 

abaterilor lui y de la valoarea teoretică datii de fo11c~ia J(~:) Rft fi•: 1r1i11irnă 

,, 
F = L (!(xi) - 1/i)'J, - - ·111:i.n:im, 

i=l 

(fi.I ) 

unde xi şi Yi sunt valorile det.errninate experimental. Acm11-1tă condiţie cRf.e 

echivalentă cu sistemul obţinut prin anularea derivatelor parţiale ale funcţiei 
F în raport cu coeficientii dependentei. 

CoruJiderăm că cele două mărimi fizice x şi y sunt legate printr-o funcţie 
linearlt 

(5.2) 

Se urmăreşte determmarea coeficienţilor Ao şi A1 folm1ind percd1ile de va -
)ori determinate experimental (x1, yi), (:r:2 1 Y2), ... , (xn, Yn)- Abaterile va -
}orilor experimentale Yi ( i = 1, n) de la valorile teoretice A 0 + A I Xi ( i = 
1, n) sunt 81 = Ao+A1 x1 -y1, 82 = Ao+A1x2-Y2, .. . , On = Ao+A1 Xn -Yn· 
Conform metodei celor mai mici pătrate suma pătratelor acestor abateri 

trebuie să fie minimă 

n n 

-2Ao LYi - 2A1 LXiYi =minim. 
i= t icc I 

Minimul funcţiei F(Ao, A1) se obţine cârni derivatele parţiale ale f1mcţiei 
în raport cu fiecare din cele două variabile sunt 11ule 

fJF i)F 
âAo = O ; DA 1 = O • (;i.,l) 

Co11ditiile de minim (5.3) ne c011duc la t'Clla~iile 

fl 7L 

nAo + A1 L Xi -- L Yi :-=O, 
i=l i=I 

n n n 

Ao L :r:i + A1 L xf - L :z:m1 o . 
i=I ic, I iccc I 
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numite ecuaţii normale. Din rezolvarea sistemului de ecuaţii normale Re 

obţin cei doi parametri Ao şi A 1 

'°'n '°'n '°'n A _ n wi==l XiYi - wi==l Xi wi==l Yi 
1 - °"n 2 ('°'n )2 1 

n wi==l xi - wi==l Xi 

'°'n '°'n 2 '°'n '°'n A _ wi=l Yi wi==l xi - wi==l Xi wi=l XiYi 
O - '°'n 2 {'°'n )2 

Folosind relaţiile 

se obţin formulele 

n wi=l xi - wi=l Xi 

1 n 
?i! = - LXi' 

n i==l 

1 n 
y = - LYi' 

n i=l 
n n 

L (xi - x) 2 
= L xf - nx2

, 

i=l i=l 

(5.6) 

(5.7) 

{5.8) 

(5.9) 
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6 

STUDIUL UNOR 
INSTRUMENTE DE 

V V 

MASURA 

Lungimile, grosimile, respectiv unghiurile se pot măsura direct cu preci;,;ii de 
fracţiuni de milimetru, respectiv grade sau minute cu ajut;orul unor im,tru­
mente de măsură cum ar fi: şublerul, micrometrul, sferometrul, respect.iv 
raportorul cu vernier. 

L STUDIUL UNOR INSTRUMENTE CU VERNIER 

6.1 STUDIUL ŞUBLERULUI 

:3.1.1 Teoria lucrării 

Lungimile pot fi măsurate cu o precizie de O, 1 mm cu ajutorul şublerului. 
Acest instrument se bazează pe principiul vernierului linear. Vernierul 
linear este o riglă de dimensiuni mici ataşată riglei mari, cu care se fac 
măsurările şi care poate fi translatată de-a lungul ei. 

La unele şublere mărimea unei diviziuni y de pe riglă este mai mare 
dedit mărimea unei diviziuni x de pe vernier, adică y > x. În acest caz 
diviziunea m a vernierului coincide cu diviziunea m - 1 a riglei mari 

mx = (m - l)y. (6.1) 
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Deci o diviziuue a vcmtiernlui este mai mică cu y/m decât una de p·, riglă. 
Când zeroul vernierului coincide cu zeroul riglei, prima trăsătură de pe 
vernier rămâne în urmă fată de prima trăsătură de pe riglă cu y/m, a doua 
de pe vernier faţă de a doua de pe riglă cu 2y/m, iar diviziunea m de pe 
vernier rămâne în urmă cu y faţă de diviziunea m de pe riglă. 

Dacă la introducerea unui corp între ciocurile şublerului, prima trăsătură 
de pe vernier se suprapune cu prima de pe riglă, lungimea corpului intro­
dus este de y/m. În acest caz zeroul vernierului se afll1 între zeroul de pe 
riglă şi prima trăsătură de pe riglă. Dacă a doua trăsătură de pe vernier 
se suprapune cu a doua de pe riglă, lungimea corpului este de 2y/m. Când 
trăsătura ma vernierului coincide cu trăsătura ma riglei, lungimea corpului 
este egală cu lungimea unei diviziuni de pe riglă, adică cu y. 

Lungimea cea mai mică pe care o putem m~sura cu acest şubler, adicl 
precizia lui este dată de diferenţa dintre mărimea y a unei diviziuni de pe 
riglă şi mărimea x a unei diviziuni de pe vernier. Notând precizia cu ll. 
putem scrie 

/:),. = y - X = }!_ . (6.2) 
m 

Cel mai simplu şubler de acest tip este cel pentru care 10 diviziuni de pe 
vernier coincid cu 9 diviziuni de pe riglă. Precizia sa este de O, 1 mm. 
În acest caz m = 10 ~i x = O, 9. Pentru un şubler cu precizia de O, Oli 
mm, valorile pentru m ~i x sunt: m = 20 şi x = O, 96 mm, în timp ce 
pentru unul cu precizia de O, 02 mm ele sunt: m = 50 şi x = O, 98 mm. 
Deci o dată cu creşterea preciziei şublerului creşte şi lungimea vernierului 
(implicit dimensiunile şublerului). La şublerele de mare precizie este greu 
de apreciat care diviziune de pe vernier coincide cu una de pe rigUl.. Din 
aceste motive, în mod curent în măsurări se folosesc şublere cu precizia de 
O, 1 mm sau O, 05 mm. În măsurările în care este necesari o precizie mai 
bună se folose~te micrometrul. 

Pentru o mai bună apreciere a coincidentei unei trlslturi de pe vernier 
cu o trăsătură de pe riglă se construiesc şublere la care mărimea x a unei 
diviziuni de pe vernier este mai mare de 1 mm dar mai mică decât 2 mm, 
adică y < x < 2y. În acest caz diviziunea m a vernierului coincide cu 
diviziuuea 2111 - 1 a riglei mari 

mx = (2m - l)y. (6.3) 

Deci n diviziuni ale vernierului au o lungime mai miel cu riy/m decât 
distanţa de pe ri~lă care le cuprinde. Pentru acest tip1de vernier precizia 
este 

b,,. = 2y - X = }!_ . 
rn 

(6.4) 

::rn 
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Cel mai simplu ~uhler de acest tjp este cel pentru care 10 diviziuni de pe 
vernier sp cuprind exact în 19 mm ai riglei. Precizi~t sa est.e de O, J mm. 
Parrum:trii m şi x au valorile m = 10, x = 1, 9 mm. 

Pentru a măsura. l1mgimea unui corp, acesta se a/iCază între ciocurile 
şublerului şi se cite~l.e pe riglă cu cât s-a deplasat zeroul vernierului. Dacă 
zeroul <le pc vernier coincide cu o trăsătură de pe riglă, valoarea lungimii 
(L) corpului este egală cu nurnărnl întreg de milimetri citiţi pe riglă. Când 
zeroul vernierului se află între două trăsături de pe riglă se citeşte numărul 
de divfahmi întregi indicat de diviziunea zero a vernierului la care se adaugă 
numărul de diviziuni citite pe vernier înmulţit cu precizia vernierului 

(6.5) 

W1de n 1 este numărul de diviziuni întregi de pe riglă până la zeroul vernieru­
lui, iar 11.2 este numărul diviziunii vernierului care coincide cu o trăsătură 
de pe riglă. 

6.1.2 Scopul lucrării 

Măsurarea dimensiunilor unor piese, a ariilor suprafeţelor unor plăci ~i a 
volumelor unor corpuri paralelipipedir.e sau cilindrice,cu ~ublerul. 

6.1.3 Aparate ~i materiale necesare 

În această lucrare sunt necesare următoarele materiale: un şubler, bucăţi de 
sârmă de diferite grosimi, plăci metalice, cilindri ~i corpuri paralelipipedice. 

6.1.4 Modul de lucru. Prelucrarea datelor experimentale 

• Pentru măsurarea dimensiunilor exterioare ale u11ei piese se deplasear,11. 
cursorul şi se prinde piesa între\ r.iocurih~ şublerului. Se fixear,ă ~urulrnl 
cursorului şi se citeqte dirnensiu11ea piesPi r.uprinsă î11tre ciocmile 
~ulilPrului. Se repetă determinarea de 10 ori. r>atdP. c11kse se t.n'c în 
1 :,lwliil 6.1. 

1 nr. determinare d [mm] r---- -

1 l l\ ( j I_\ 

Tal>Pl11l fi. I: 

;\:.i'= I (d - di)'! 
V n(n-1) 

:\I 

,, .. • 111 
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Ilezultat.111 final se fH"'.riP. suii fm1nn 

(6.7) 

• Pentru determinarea ariei suprafeţei unei plăci dreptunghiulare de 
hmgime li şi lăţime 12 folosim relaţia 

A=l1-l2. 

Lungimea şi lătimea se măsoară cu şublerul. 
Eroarea relativă cu care Ae estimează aria este 

(6.8) 

{6.9) 

unde 61 = O, 1 mm. Eroarea t:A se exprimă procentual. Pentru determinarea 
lăţimii, respectiv a lungimii se efectuează 10 determinări. În cazul evaluru-ii 
ariei prin acea.i,tă metodă, eroarea pătratică medie a mediei este 

Rezultatul se scrie sub forma 

unde 

j = 1, 2; n ~ 10. 

{6.10) 

{6.11) 

{6.12) 

(6.13) 

• Volumul unui corp paralelipipedic de dimensiuni l1, l2 şi la este 

V = l 1 • l2 • la . (6.14) 

Evaluarea volumului corpu.lui paralelipipedic cu ajutorul acestei relatii este 
afectată de eroarea relativă 

(6.15) 

cu 61 = O, 1 mm (precizia cu care se măsoară cele trei dimensiuni ale cor­
pului). Eroan~a pătratică rn0die a mediei are expresia 

(6.16) 
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llezultatul se scrie sub fonn;:i 

tmde 

• Volumul unui corp cilindric de rază R ~i înăltirne h. este 

În acest caz eroarea relativă are expresia 

unde Oz = O, 1 mm, iar eroarea pătratică medie a mediei 

Rezultatui se scrie sub forma 

V=V±Sv, 

unde 

6.2 Studiul raportorului cu vernier circular 

6.2.1 · Teoria lucrării 

(6.17) 

(6.18) 

(6.19) 

(6.20) 

(6.21) 

{6.22) 

(6.23) 

Vernierul circular este un mic sector de cerc ata.,at unui raportor. El 
este construit pe acela.,i principiu ca şi vernierul linear. Precizia vernierului 
circular este a 

!::..c = - , (6.24) 
m 

unde: a este mărimea celei mai mici diviziuni de pe raportor, iar m este 
munărul de diviziuni în care este împărţit vernierul circular. 

Mă.surarea unghiurilor se face în felul următor: se fixează vârful unghiu­
lui de măsurat în centrul cercului raportorului iar una din laturile lui se 
a.~ează de-a lungul diametn1 lui ce conţine diviziunea zero a raportorului. Se 
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mişcă braţul ce poartă vernierul până când se supraµuue wroul vemicrn­
lui pe cealalt.ă latură a unghiului. Se citeşte numărul divizitmilor întrngi 
n 1 indicate de zeroul vernierului şi numărul diviziunii vernierului n2 care 
coincide cu una din diviziunile raportorului. Valoarea unghiului mite 

(6.25) 

6.2.2 Scopul lucrării 

Măsurarea directă a unghiurilor unor sectoare de cerc folosind un raportor 
cu vernier. 

6.2.3 Aparate şi materiale necesare 

Materialele necesare în această lucrare sunt: un raportor cu vernier şi câteva 
sectoare de cerc de unghiuri diferite. 

6.2.4 Modui de lucru. Prelucrarea datelo:r experim4'lntaJe 

Se 3:iează sectorul de cerc cu vârful în centrul cercului raportorului 
astfel încât o latură a sa să coincidă cu diametrul vertical ce contine zeroul 
raportorului. Se mişcă vernierul până când zeroul său se suprapune pe 
cealaltă latură a sectorului de cerc. Se notează valoarea. unghiului. Se 
repetă măsurarea de 10 ori. Datele se trec în tabelul 6.2. 

nr. determinare I <p [grd] I <p [grd] I Si [grd] I 

Tabelul 6.2: 

unde 

1:r=1(?>- 'Pi)2 

n(n - 1) 

Rezultatul final se scrie sub forma 
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(6.28) 
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li. STUDIUL SFEHOMETRULUI 

6.3 Sferometrul 

6.3.1 Teoria lucrării 

Sferometrul este instrumentul cu ajutorul căruia se pot măsura cu o precizie 
de 1 µm (O, 001mm) grosimile unor corpuri subtiri, precum şi razele de 
curbură ale suprafeţelor sferice. El se compune dintr-un trepied prevăzut 
cu un şurub micrometric care se termină la partea inferioară cu un vârf 
ascuţit ce constituie piciorul mobil al sferometrului. Discul sferometrului 
divizat în 500 de diviziuni se învârte în lungul unei rigle divizate în jumătăţi 
de milimetru. O rotaţie completă a discului corespunde cu o deplasare pe 
verticală de O, 5 mm. Prin urmare, o divfaiune a discului corespunde unui 
micron {1 µm= O, 001mm). Cu acest instrument milimetrii şi jumătăţile 
de milimetru se citesc pe riglă în dreptul discului iar miimile de milimetru 
pe disc în dreptul riglei. Pentru efectuarea unor măsurări corecte se aşează 
sferometrul pe o suprafaţă perfect plană. Înainte de a începe măsurările 
se roteşte ~urubul micrometric până când vârful piciorului mobil atinge 
suprafaţa plană. Dacă diviziunea zero a discului nu coincide cu diviziunea 
zero a riglei se notează indicaţiile No de pe riglă şi no de pe disc. 

6.3.2 Scopul lucrării 

În această lucrare se măsoară direct grosimile unor plăci şi indirect razele 
de curbură ale unor calote sferice cu ajutorul sferometrului. 

6.3.3 Aparate şi materiale necesare 

Pentru efectuarea acestor măsurări avem nevoie de un sferometru, o placă 
suport din sticlă, plăci metalice de diferite grosimi şi calote sferice. 

6.3.4 Modul de lucru. Prelucrarea datelor experimentale 

• Grosimea unei plăci se măsoară cu sferometrul astfel: se a.')ează plar.a 
pe suprafaţa plană sub vârful piciorului mobil. Se roteqte şurubul 
micrometric până când vârful său atinge placa metalică şi se note<Jză 
diviziunea N de pe riglă, situată la întretăierea discului cu rigla şi 

diviziunea n de pe disc din dreptul riglei. Grosimea plăcii Îii milimet.ri 
este 

l = (N - No)· O, 5 + (n - no)· O, 001 . (6.2\J) 
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Se repetă determinările de zece ori. Eroarea pătratică medie a mediei este 

I:~1 (l - li)2 

m(m-1) 

R~zultatul final se scrie sub forma 

(6.30) 

(6.31) 

• Pentru determinarea razei de curbură a unei calote de dimensiuni mici 
se aşează baza calotei pe suprafaţa plană. Se aduce vârful piciorului 
mobil în contact cu vârful calotei. Notând diviziunile N şi n indicate 
de riglă respectiv de disc, înălţimea calotei este 

h = (N - No) • O, 5 + (n - no) • O, 001 . (6.32) 

Scriind teorema lui Pitagora în triunghiul OAB din figura 6.1, găsim următoarea 
expresie pentru raza de curbură 

r2 + h2 

R= 2h (6.33) 

Raza calotei r se măsoară cu şublerul. Eroarea absolută cu care se estimează 
raza de curbură a calotei este 

R r 
oR = h oh + hor , (6.34) 

unde oh = O, 001mm iar or = O, 1mm . Eroarea relativă este datl de 

oR oh r or 
t:n=-=-+- --R h h R. (6.36) 

iar eroarea pătratică medie a mediei de 

(6.36) 

• În cazul calotelor de dimensiuni mari se sprijină picioarele trapiedulul 
sferometrului pe suprafata calotei. Apoi se aduce în contact vArful 
piciorului mobil cu suprafata calotei şi se citesc indicaţHle de pa rigll 
(N) şi de pe disc (n). Înăltimea calotei cuprinsă între picioarelt:1 tifer~ 
ornetrului de determină cu relaţia (6.32). Scriind teorema lui Pitagor11 
în triunghiul AMO din figura 6.2 găsim următoarea e.x:pra11ie pentru 
raza de curbură 
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V 

Figura 6.1: 

R = d2 + 3h2 
6 h ' 

VA•h 
08-.::R 

AS =-r = 661/2. 

(R-h)1 +r 1
• R1 

(6.37) 

unde d este distanta dintre două picioare ale sferometrului. Valoarea ei se 
determină experimental cu şublerul. Această evaluare a razei de curbură 
prezintă următoarele erori: 

a eroarea absolută 
R d 

6R = h 6h + ah 6d , (6.38) 

cu 6h = O, 001mm iar 6d = O, 1mm . 

• e~oarea relativă 
6R 6h d 6d 

fR = R = h + 3h R • (6.39) 

• eroarea pătratică medie a mediei 

(6.40) 
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A 

o 

Figura 6.2: 

AC .d 
NC • tA/2. 
AH = .t• lrlJ/5 
Ho - R.-lt 
VM ,-h 
A-O== R 

A-rv 
1 
= !re':.. At c. ..... ,d 7''1 

R ~ ~-h 1'-+ ot'"/s 
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7 

VERIFICAREA LEGII 
MIŞCĂRII ŞI A LEGII 

,,.. 

VITEZEI IN MIŞCAREA 
RECTILINIE UNIFORM 

V 

VARIATA CU AJUTORUL 
,,.. 

PLANULUI INCLINAT 

7.1 Teoria lucrării 

Planul înclinat este o suprafaţă plană rigidă, înclinată cu un anumit unghi 
fată de orizontală. Considerăm un corp dP. masă m pe un plan înclinat 
de unghi a. Greutatea G a acestui corp se descompw1e în două compo­
nente: una Gc paralelă cu planul înclinat iar cealaltă Gn normală la plan. 
Componenta Gc determină mi~carea corpului pe planul înclinat, în timp ce 
componenta normală este compensată de reacţiunea planului. 

Din figura 7.1 rezultă că componenta Gc are expresia 

Gt = Gsino = mgsino, (7.1) 

unde g este acceleraţia gravitaţională. Dacă neglijăm forţa de frecare, 
conform principiului al doilea al dinamicii, acceleraţia corpului pe planul 
înclinat este 

a= gsino. (7.2) 

Deci acceleraţia pe planul înclinat este totde.auna mai mică decât acceleraţia 
gravitaţională. Această ac,.,eleraţie este cu atât mai mică cu cât înclinarea 
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planului este mai mică. Deoarece acceleraţia cu care se mişcă corpul pe 
plan este constantă, mişcarea acestuia este uniform variată. În rnişca·rea 
uniform variată fără viteză iniţială expresia matematic~. a legii vibe1;ei este 

v = a· t. (7.3) 

Această lege indică faptul că viteza variad. linear cu t.impul ( vliteK'a es,t:fl Cl> 

functie lineară de timp). Panta dreptei este chiar a.ccelera,ti-a. cOf'ptthtl. 
Legea mişcării rectilinii uniform variate, fării vited. illliţi-a.ll 

a 2 s = - • t 2 I 
('T.4') 

arată că spatiul s parcurs de corp eeta proportional CY p-lt,rat'llll ti,m,p,11!1lw 

t, în care s-a parcurs distanta s. Constanta de proporţkmaliMM NM „ 
cu jumătate din acceleratia corpului. 

Considerăm rostogolirea unul disc de ma.al m 111 ra1I R. l!M }a tMJ:ţ}.­

h = s sin a pe un plan înclinat de unghi a. Conform le&'U ~l 
energiei 

m 2 I 2 
mg,h = - · v + - • w , 

2 2 

unde w = v/ R este vite1.a unghiulară a dlsculw, J "" mn'/2 ·~w a 
inerţie al discului, iar 112 = 2as (ecuaţia htl Galilei). În U811t GM~­
discului este 

2 . 
a= -gsrno. 

3 

În ca1.ul în care corpul execută o mişcare rec,UUll-kt uiltwN (• • O) 
legea vitezei devine 

v = ct . . (7.T) 

Legea spaţiului în mişcarea rectilinie uniformi a.re e*pr&1l-a. 

s = v • t. (1.8) 

7.2 Scopul lucrării 

În această lucrare se verifică legea vitezei şi cea a spaţiul-U:i b1. ~• 
uniform variată a unui disc pe un plan înclinat. 

7.3 Dispozitivul experimental 

Planul înclinat din această lucrare este format din doul bare J'Qet.&1-kle para­
lele a căror înclinare faţă de orizontală se citeşte pe un ra.pot'ttiM' fwa:t pe 
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Figura 7.1: 

cadru. Aceste bare se continuă cu două bare metalice paralele identice 
aşezate orizontal. Forţa de frecare poate fi neglijată dacă pe cele două şine 
înclinate rostogolim un disc metalic. Ambele perechi de bare au marcate di­
viziuni în milimetri pe una din părţi pentru a putea determina uşor spaţiul 
parcurs de disc. Acesta (discul) este pornit cu ajutorul unui dispozitiv de 
pornire cu pârghie. Discul este oprit cu ajutorul unui opritor mobil. Tim­
pul în care este parcursă distanţa intre <fo1pozitivul de pornire şi opritor 
(de-a lungul barelor) se măsoară cu un cronometru mecanic. 

7.4 Modul de lucru. Prelucrarea datelor experi­
mentale 

I. Verificarea legii Rpaţiului 

• Se fixează barele planului înclinat la o anumită inclinaţie, cu ajutorul 
pârghiei de fixare situată pe cadru. 

• Se fixează opritorul la baza pla1111l11i im:li11at. 

• Se fixează dispozitivul <le pornire la o anumită diviziune ,'1 1 . 

• Se pornc&te cronometrul când se pune în mi&carc discul metalic. Când 
discul ajunge la opritor se oprc~tc ~i cronometrul. Timpul indicat de 
no110111etrn reprezintă timpul î11 can~ discul a parcurs distanţa ,'1 1 pc 

-1 I 
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planul înclinat. Se repetă determinarea de trei ori şi se calculează 
valoarea medie a timpului în care este parcursă distanţa s1. 

• Se fixează dispozitivul de pornire la diviziunea ·"2 şi se determină 
timpul t2. Se efectuează determinări pentru cel puţin 10 distante 
diferite. Datele experimentale culese se trec în tabelul 7.1. 

înclinare s [cm) t [s) t[s) 2s [cm) e [a2) 

Tabelul 7.1: 

• Se reprezintă grafic dublul distanţei parcurse de disc pe plan în funcţie 
de _r,ătratul timpului în care este parcursă aceutl distanţ~ (2s = 
J(t )). Panta acestei drepte este chiar acceleraţia di&eului pe plan. 
Conform metodei celor mai mici pătrate această pantă are expresia 

(7.9) 

unde n T 2 = E:1: 1 I;
2 

. Nu sunt introduse în calcul valorile pentru 
punctele experimentale ce sunt mult depărtate de dreapta experimen­
tală. 

• Se vor alege cel puţin două înclinii.ri. 

• Se va compara peutru o auumită îucli11are a planului, valoarea acceleraţiei 
obţinută experimental cu valoarea accP!eraţiei obţinută cu expresia 
(7.6). 

II. VeriGcarea legii vite7.ei 

• Se fixea7,;[ barele mobile (planul i11cli11at) la una din înclinaţiile de la 
partea pre,:l~dentă (vcrifir.area kgii spaţiului). 

• Se fixea7,ă opritorul pe o auumit.ă divi7,iu11e s'1 de pe barele orizontale 
(planul orizolltal). 

• Se fixea7.ă dispo,.it.ivnl de pornin) pe uwi din divi~iunilo Sj i 
1, 1 O corespunziHoare î11cli11aţiei ale:,e î11 partea precedentă. AceD.Btă 

poziţie 1111 ~P modific:î. î11 timpul an:f;l.or determinări. 
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• Se porneqte crouomctrnl cârni se pune în rni~care dii;cul metalic ~i se 
oprc~te când discul atiuge opritorul. Timpul t" 1 indicat, de cronometrn 
reprezintă suma între timpul în care discul a parcurs distanţa -'li alea.'lă 
pe planul înclinat şi cel în care a parcurs distanţa s~ pe planul ori­
zontal. Se repetă determinarea de trei ori şi se calculează valoarea 
medie f'i". Timpul fi în care a fost parcursă distanţa Si pe planul 
înclinat a fost determinat în partea anterioară. Deci timpul în care 
este parcursă distanta s'1 pe planul orizontal este t~ = f'î" - 'fi. 

• Se fixează opritorul pe o altă diviziune s; şi se determină timpul t;. 
Se efectuează determinări pentru cel puţin 10 distante diferite. Datele 
experimentale culese se trec în tabelul 7.2. 

înclinare s [ cm t" [s] t" [s] t' [s] 

Tabelul 7.2: 

• Se reprezintă grafic distanţa s' parcursă de disc pe planul orizontal în 
funcţie de timpul P în care este parcursă această distanţă ( s' = f (t!) ). 
Panta dreptei obţinute este chiar viteza de deplasare în mişcarea rec­
tilinie uniformă pe planul orizontal. Conform metodei celor mai mici 
pătrate viteza are expresia 

(7.10) 

unde n T' = Ei=l TT Nu sunt introduse în calcul valorile pentru 
punctele experimentale ce sunt mult depărtate de dreapta experi­
mentală. 

• Se va compara valoarea vitezei obţinută (experimental) cu ecuaţia 
(7.10) cu cea obtinută folosind legea vitezei pc planul înclinat 

v = a I, (7.11) 

unde acceleraţia a are valoarea determinată anterior. 
Atentic: Dacă discul atinge cu unul din capetele sale barele metalice, 

determinarea respectivă nu se ia în consideraţie, deoarece mi~carea lui nu 
mai !'~te tmifonnă. 
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8 

VERIFICAREA 
TEOREMEI LUI STEINER 

8.1 Teoria lucrării 

Teorema lui Steiner afirmă că momentul de inerţie J a.I unui corp faţl de o 
axă oarecare de rotaţie 00' ce nu trece prin centrul de maal e&te egal cu 
momentul de inerţie Io al corpului faţă de o axă CC' pa.ralell la 00', ca 
trece prin centrul de masă plus produsul dintre mMa corpului m 11 pltratul 
distanţei (Ro) dintre axe (figura 8.1) 

1= Io+mllJ. (EU) 

8.2 Scopul lucrării 

În această lucrare se verifică teorema lui Steiner cu ajutorul unui pendul 
de torsiune. 

8.3 Dispozitivul experimental 

Dispozitivul experimental (figura 8.2) cu ajutorul clruia se verificl teorema 
lui Steiner este alcătuit dintr-un cadru uşor din aluminiu ce ute flxat la 
capetele O şi O' prin intermediul unor fire elastice de nn stativ. Rlauclt şi 
apoi lăsat liber, cadrul va efectua oscilaţii de torsiune în jurul axei 00'. 

Pe cadru sunt fixate simetric, în planul orizontal, doul discuri metallce 
masive identice A. Aceste discuri se pot roti în jurul axelor lor de ,simetrie 
CC' când sunt deblocate sau în jurul axei 00' când sunt blocate cu âjutorul 
şuruburilor d. Cele două discuri joacă rolul corpului A din figura 8.1. 
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Cârni discurile sunt deblocate iar cadrnl execută mici oscilaţii produse 
prin uşoara torsio11are a firului de suspensie, discurile execută o mişcare 
de translaţie deoarece orice dreaptă ce uneşte două puncte de pe oricare 
din cele două discuri rămâne paralelă cu ea însăşi în timpul mişcării. În 
schimb centrul lor de greutate G se roteşte în jurul axei 001

. Notând 
cu m masa unui disc şi cu R distanta de Ia centrul discului Ia axa 00', 
momentul de inerţie I' al sistemului fată de axa 00' este egal cu suma 
dintre momentul de inertie al cadrului şi dublul momentului de inertie al 
centrului de greutate al unui disc fată de axa 00' 

I' = Icadru + 2mR2 
• 

Perioada de oscilaţie a sistemului are expresia 

{ii 
T' = 2-,r V C, 

unde C este constanta de torsiune a firului elastic. 

(8.2) 

(8.3) 

Când discurile sunt blocate iar cadrul execută mici oscilatii, discurile 
se rotesc în jurul axei 00'. Momentul de inertie al unui disc fatl de axa 
001 ce nu trece prin centrul de greutate al discului este conform teoremei 
Steiner 

1 
mR2 + -mr2 

2 

unde r este raza unui disc. În acest caz momentul de inertie al sistemului 
faţă de axa 00' are expresia 

J = Icadru + 2 (mR2 + ~mr2
) = J' + mr2

, 

iar perioada de oscilatie este dată de 

T = 21r ~ = 21r ✓I' +Cmr2. (8.5) 

llidicând la pătrat relaţiile (8.3) şi (8.5) şi împărtindu-le obtinem 

T2 I 
T 12 =I'. (8.6) 

Deoarece cadrul are masă mică în comparaţie cu cea a discurilor, neglijăm 
momentul de inerţie al cadrului în expresiile (8.2) şi (8.4) 

I'= 2mR2 , 

I = m(2R2 + r 2) . 
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Inlocuind aceste expresii în relaţia {8.6} obţinem 

T2 2R2 + r 2 

ri'f = 2R2 {8.7) 

În concluzie utilizând teorema Steiner am obţinut relaţia (8.7). Deci verifi­
carea experimentală a. a.cestei relaţii este echivalentă cu verificarea teoremei 
lui Steiner. 

Aparate şi materiale: pendulul de torsiune descris ma.i sus, un cronometru 
şi o riglă. 

8.4 Modul de lucru. Prelucrarea datelor experi­
mentale 

• Se măsoară cu o riglă raza {r) unuia dintre discuri şi distanta (R) de 
la centrul oricărui disc la axa 00'. Se calculează valoarea expresiei 

• Se calculează eroarea relativă maximă a acestui raport 

unde eroarea absolută Oq este dată de 

,. Se deblochează discurile şi :;I:) rote~te cadrul cu aproximat.iv 6°. Si: 
cronometrează 5 oscilaţii complete. Se dnter111i11ă perioada T' ele 
oscila~ie 

t' 
T' ''"'' - 1\f :·:c S 

N' 

unde t' est.e timpul în care se efectur:az;\ n•le N oscilaţii cornpleL!~. Se 
n)pet.ă măsurătorile de 10 ori. 
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• Se blochează discurile şi se roteşte r:adrul cu aproximativ 6°. Se 
măsoară timpul I, în care se efectuează N =-= 5 rn:wilaţii complete. 
Perioada de oscilaţie a pendulului este 

Se repetă măsurătorile de 10 ori. Datele experimentale culese se trec 
în tabelul 8.1. 

număr discuri deblocate discuri blocate 
determinări t' [sl I t' [s] t [sl I t[s] Q' Q 

·- - - I . . ------ ---- _____ J__ 
Tabelul 8.1: 

• Se calculează raportul 

• Se calculează eroarea pătratică medie a mediei pentru acest raport 

{8.8) 

unde 

11 (- ) '2 
5? =--= Li=I t - ti 

t n(n-1) ' 
5~ = :Lf=, (i! - tD 2 

t' n(n - 1) ' 
n ~ 10. 

• Se verifică concorda11ţa acestor rapoarte Q şi Q' în limita erorilor 
cxpcrimcntalc. 
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9 

STUDIUL COMPUNERII 
MIŞCĂRILOR ARMONICE 
PERPENDICULARE 

9.1 Teoria lucrării 

Mişcarea armonică este mişcarea oscilatorie descrisl de ecuaţia 

x = xo cos(wt + a) , (9.1) 

unde x0 este amplitudinea mişcării armonice, w pulsaţia ei iar a este faza 
iniţială a mişcării. 

Compunerea a două mişcări oscilatorii armonice perpendiculare de 
acee~i pulsatie 

Considerăm suprapunerea a două mişcări armonice perpendiculare de 
aceeaşi pulsaţie w, descrise de ecuaţiile: 

x = xo cos(wt + a) , 

1J = 110 coa(wt + /3) . 

(9.2) 
(9.3) 

Pentru a determina traiectoria mişcării rezultante se eliminl timpul În 
acest scop scriem ecuaţiile de mai sua sub forma: 

X . . 
- = coswtcosa-smwtama, 
Xo 

]I_ = cos wt cos /3 - sin wt sin /3 . 
1/0 
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Înmulţim ecuaţia (9.4) cu sin fJ iar ecuaţia (9.5) cu sin a. Scăzând cele două 
ecuaţii obţinute rezultă că : 

~ sin/3 - J!.... sina = coswtsin(/3 - a). (9.6) 
xo Yo 

Îmnulţim ecuaţia (9.4) cu cos /3 iar ecuaţia (9.5) cu cos a. Scăzând cele 
două ecuaţii obţinem: 

~ cos /3 - J!.... cos a= sinwt sin(/3 - a) . 
xo Yo 

(9.7) 

llidicrun la pătrat ecuaţiile (9.6) şi (9.7). Adunându-le apoi membru cu 
membru obţinem: 

( ~)
2 

+ (J!....)
2 

- 2~ J!....cos(/3- a)= sin2(/3- a). 
xo Yo xo Yo 

(0.8) 

Ecuaţia (9.8) reprezintă ecuaţia unei elipse. Deci, prin suprapunerea. a două 
oscilaţii armonice perpendiculare, de aceeaşi frecvenţă se obţine o mişcare 
oscilatorie având traiectoria o elipsă. În particular, dacă diferenţa de fad 
/3 - a este egală cu O sau -,r elipsa degenerează în două drepte, de-a lungul 
cărora oscilează punctul material 

Yo y= ±-x. 
XQ 

(9.9) 

Dacă diferenţa de fază /3 - a este 1r /2 sau 3-,r /2, elipsa vs avea ca axe de 
simetrie direcţiile oscilaţiilor componente 

(9.10) 

Dacă în plUB x0 = y0 = R elipsa devine un cerc de rază R. 

Compunerea a două mişcări oscilatorii armonice perpendiculare de 
frecvenţe diferite 

Compunerea a două mişcări oscilatorii perpendiculare de frecvenţe diferite 
dă traiectorii complicate. Când raportul frecvenţelor este raţional (adică ra­
port de numere întregi) traiectoria este stabilă (fixă). Aceastlf. traiectorie se 
numeşte figură Lissajous. Forma acestor traiectorii depinde şi de diferenţa 
de fază. În figura 9.1 sunt reprezentate figuri Lissa.jous pentru câteva va-
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Figura 9.1: 
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lori ale raportului pulsatiilor celor două mişc~i oscilatorii perpendiculare 
(n = w 11 /wx) şi ale diferentei de fază o. 

Considerăm suprapunerea a două mişcări armonice perpendiculare de 
pulsatii Wx şi w11 = nwx, descrise de ecuatiile 

x=xo coswxt, 

y = Yo cos(nwxt + o) . 

(9.11) 

(9.12) 

Pentru determinarea ecuaţiei traiectoriei scriem ecuaţiile (9.11) şi (9.12) 
astfel 

X 
- = COSWxt, 
Xo 

y o 
- = cosn(wxt + -) . 
Yo n 

(9.13) 

(9.14) 

U ti!i?;ând formula lui Moivre ( cos n<J, + i sin n<J, = ( cos <P + i sin <J, )n), for­
mula fundamentală a trigonometriei (sin2 a+cos2 a= 1) şi funcţiile trigono­
metrice sinus şi cosinus pentru suma de unghiuri ( cos( a+ /3) = cos a cos f3 -
sinasin/3 şi sin(a + /3) = sinacos/3 + cosasin/3) şi notând <P = wxt + ¾, 
a:=-= Wxt şi /3 ::---= 6/n putem scrie că: 

y • • ( O) [ X O ✓l ( X )2 • O -- + ·L su t n Wx t + - = - cos - - - - sm -
Yo n xo n xo n 

( I X 2 8 X O)] n +i \ I - ( - ) cos - + - sin - . 
xu n xo n 

{9.15) 

Ecuaţia traiedoriei :,;e obţiue priu identificarea părţilor reale din expresia 
(9.15). Deoarcc,' numărnl n est.e egal cu raportul a două numere întregi 11.x 

~l 71.y 

(9.16) 

(9.17) 

Dac;i în ,:,:uai,i:1 (!J. î 7) cu;isider,1111 ::: unislant (coustantă oarecare) ~i 

egalăm părţilr~ rt>al;, ,1h1,inPt11 o 1~c11.11_ie rk gradul n 11 111 y. Deci axa Oy 
sau orice dreaptă p:,rah-l:1 ,·11 0:v in(Prsc'dPază curba Lraiedorici (fir~ura 
Lissajous) rJr, n,1 ori 
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Dacă în ecuaţia {9.17) considerăm y = e<mstant (constantă oarecare) 
obţinem o ecuaţie de gradul nx în x. Deci axa Ox sau orice dreaptă paralelă 
cu Ox intersectează curba traiectoriei {figura Lissajous) de nx ori. 

În concluzie, în cazul figurilor Lissajous, raportul dintre numărul punctelor 
de tangentă ale traiectoriei cu o dreaptă verticală şi cel al punctelor de 
tangentă cu o dreaptă orizontală sau raportul dintre numărul punctelor 
de intersecţie ale traiectoriei cu o dreaptă verticală şi cel al punctelor 
de intersectie cu o dreaptă orizontală este egal cu raportul frecvenţelor 
oscilaţiilor componente. Dacă una din aceste drepte trece printr-un punct 
în care figura Lissajous se intersecteMă, atunci acel punct se numără de 
două ori. 

În cazul figurilor Lissajous putem scrie relaţia 

Wy VTI nx 
-=...Z..=-, 
W:i; V,: ny 

{9.18) 

unde Vz l)i v11 sunt frecventele celor două oscilaţii. 
Da.că raportul frec'IJenţelor nu e,te raţional, punctul material descrie o 

curbă care acoped. treptat o arie, traiectoria schimbându-se continuu. 

9.2 Scopul lucrării 

Determina.rea frecventei unei oscilaţii armonice prin compunerea cu o altă 
oacilaţie armonicl perpendiculară de frecventă cunoscută şi analizarea figfJ­
'. tilor Liua.joUI obţinute. 

9.3 Dispozitivul experimental 

Aparatura necesarl pentru determina.rea unei frecvente necunoscute cu aju­
torul figurilor Liasajous este format.!!. dintr-un osciloscop, un generator de 
frecwntl audio l)i un transformator. 

011dloscopul este un aparat de măsurat ce vizualizează semnalele elec­
trice care-i sunt aplica.te. Partea principală a osciloscopului este tubul 
catodic. Acesta se compune dintr-un tub de sticlă 1 {figura 9.2) în care 
n afil gu la presiunea de 10-6 Torr. În Interiorul acestuia prin încălzirea 
catodului 2 se emite un faacicul de electroni ce este focalizat şi în acelaşi 
timp accelerat de cei doi anozi cilindrici 3. Acest fascicul focalizat ajungând 
pe ecranul fluorescent 4 dl o imagine punctuală luminoasă. Plăcile de de­
flexie verticală 6 l)i cele de defiexie orizontall 6 sunt dispuse în unghi drept 
una faţă de cealaltă. Da.el pe pllcile 5, respectiv 6 se aplică o tensiune 
continuuă atunci fasciculul de electroni este deviat vertical, respectiv ori­
zontal. Pe ecranul osciloscopului apa.re o linie dreaptă luminoasă a cărei 
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Figura 9.2: 

hmgime depinde de mărimea tensim1ii aplicate. Fnşciculul de e.lt'Ctroui uu 
este deviat cind pe plăcile de deflexit• uu se nplică nici o tl•nsiunt'. 

Dacă pe plăcile de deflexie oriwntruă aplicăm o tensiune nltt'nmtivi\ 
dată de Wl transformator T iar pe plăcile de deflexie verticnlă o tensiune 
alternativă dată de un gl:"nerator de frecwntă audi0 G, pe N.'.rnnul oscilos­
copului O apar':" o figură LL--sajous. Prin aplicarea unor tmisiuni ruternn­
tive pe cele două peree.hi de plăci 5 ~i 6, N;ezate perpendicula.r compmiem 
de fapt două oscilaţii perpendiculare. 1'rnit'doria mii:cării rezultnnte este 
•,izualizată pe ecranul osciloscopului. Prin varierea frecventei generntoru.lui 
se obţin diverse figuri Lissajou.s. 

Dispoziti\'ul e.i:perimeuta1 folosit e.ste reprezentat schematic in figura 
9.3. 

9.4 l\'1odul de lucru. Prelucrarea datelor experi­
n1entale 

• Se alimentează la retea oscikisCl)pul ~i generntornl. 

• Se pm1e în funcţilme osciloscopul. 

• Se focalizează spotul lmuinos de pe ecranul osciloscopului în contrul 
ecranului. 
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Figura 9.3: 

• Se leagă la bornele y ale osciloscopului O generatorul de frecvenţă 
audio G. 

ig Se leagă la bornele x ale osciloscopului O transformatorul T. 

~ Se alimentează transformatorul. 

a Se roteşte butonul amplificare pe axa Ox până când pe ecranul os­
ciloscopului se obţine o dungă luminoasă având lungimea egală cu 
jumătate din lăţimea ecranului. 

• Se pune în funcţiune generatorul. 

• Se fixează butonul amplitudine al generatorului în pozitia 1 V. 

• Se fixează butonul de domeniu de frecvenţă pe valoarea de O, 025 sau 
O, 15 kHz. 

• Se roteşte încet butonul de frecvenţă al generatorului până se obţine 
o figură stabilă pe ecran. 

• Se aleg figurile ce au puţine puncte de intersecţie cu axele de coordo­
nate. 

• Se numără punctele de intersecţie ale figurii Lissajous cu axa Ox sau 
o dreaptă paralelă cu ea ( nx) şi cele de intersecţie ale figurii Lissajous 
cu axa Oy sau o dreaptă paralelă cu ea (ny)- Dacă una din axele 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



sau dreptele menţionate mai sus trece printr-un punct în care figura 
Lissajous se intersectează, acel punct se numără de două ori. 

• Cunoscând frecvenţa tensiunii alternative dată de tran.~formator (vx = 
50 Hz) se determină frecventa (v11 ) a generatorului G conform formulei 

{9.19) 

Rezultatele măsurărilor se trec în tabelul 9.1. 

nr. determinare fig. Lissajous nx n 11 Vexp [Hz] Vteor [Hz] 

Tabelul 9.1: 

Când figura Lissajous este o elipsă, cu ajutorul osciloscopului se poate 
determina şi defazajul dintre cele două oscilaţii care se compun folosind 
formula 

. a . a' 
5 = arcsm b = arcsm b' , {9.20) 

unde parametrii a, b, a' şi b' ai elipsei sunt definiţi în figura 9.4. 

• Se roteşte butonul de frecvenţă al generatorului G până se obţine altă 
figură Lissajous. Se determină această frecventă cu relaţia {9.19). 

• Se va determina frecvenţa generatorului în cazul mai multor figuri 
Lissajous. 

• După terminarea determinărilor se închid osciloscopul şi generatorul. 

• Se deconectează aparatele de Ia reţea. 
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Figura 9.4: 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



10 

STUDIUL COMPUNERII 
V 

MIŞCARILOR ARMONICE 
PARALELE 

10.1 Teoria lucrării 

Mişcarea armonică este mişcarea oscilatorie descrisă de ecuaţia 

x = xo cos(wt + a) , (10.1) 

unde xo este amplitudinea mişcării armonice, w pulsaţia ei iar a este faza 
iniţială a mişcării. În ecuaţia (10.1) se poate folosi funcţia sinus în locul 
celei cosinus numai cu modificarea fazei mişcării. 

Compunerea a două mişcări oscilatorii armonice paralele de acee~i 
pulsaţie 

Considerăm suprapunerea (compunerea) a două mişcări armonice para­
lele de acee~i pulsaţie w, descrise de ecuaţiile: 

xi = A1 cos(wt + ai) , 

x2 = A2 cos(wt + 02) . 

(10.2) 

(10.3) 

Mişcarea rezultantă este o mişcare armonică de aceeaşi pulsaţie w şi aceeaşi 
direcţie. 

x=A cos(wt+a). (10.4) 
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Deoarece mişcarea rezultantă eRtc obţinută prin suprapunerea a două mişcări 
armonice paralele 

{10.n) 

Înlocuind relaţiile (10.2), (10.3) şi {10.4) în ecuaţia {10.5), dezvoltând coR­
inusurile şi făcând identificările se obţine 

A cos o= A1 cos 01 + A2 cos 02 , 

A sin a= A1 sin 01 + A2 sinn2 . 

(10.6) 

(10.7) 

Ridicăm la pătrat aceste ecuaţii şi adunându-le membru cu membru obţinem: 

A2 = Af +A~+ 2A1A2 cos(o2 - ai). 

Împărţind aceste ecuaţii obţinem faza iniţială a mişcării rezultante 

A 1 sin 0:1 + A2 sin 0:2 
a= arctg --------- . 

Ai cos OJ + A2 cos 02 

Acele~i rezultate se obţin cu ajutorul reprezentării complexe 

X - X ·+- X _ A e.i(u.1t+n1) + 4, e.i(wt+n2) 
- I ,2 - I • • 2 • 

=--c: ( A1 eia1 + A2 eia.2) eiwt = A ei(,,,t+n) -,, A f:io eiwt ' 

deci 
A ,,in _ A ein1 + A, ,in,. 

11 , ··- I 2 t. 

Folosind formula 
io • e = cos a + RIII a , 

obţinem relaţiile ( 10.6) şi (10. 7). 

(10.8) 

(10.9) 

(10.1 O) 

(10.11) 

Expresia amplitudinii şi cea a fazei iniţiale a rni~cării rezultante se pot 
obţine şi cu metoda fo.zorială. Fiecărei mi~d'tri :1rmonir.r) i He asoc:iază un fa­
zor, care este un vector ce se roteşte cu viteza 1111glii11\ară cgaUi cn pulsaţia 
w a mişcării oscilatorii armonice. Acest vect.nr are l1111gimea egală cu ampli­
tudinea oscilaţiei. El face cu abscisa un unghi Pgal cu faza oscilaţi~)i. A:-tfel 
comp1merea oscilaţiilor revine la compunerea a doi vectori folosind rndocfa. 
paralelogramului {figura 10.1). Scriind teorenm lui Pitagora îu tri1111ghi11l 
dreptunghic OM2N~ se obţine 

2 ., . ') 
A·= (A1 cosn-1 + A·2 cosn:,,)~ + (:\1 si11n 1 + \:,, s111n:,,)~ 

Scriind tqn 111 triunghiul drepLtmgliic O/vf2A-;_ :,1: olJţi1w 

ll~hN, li+ IIN, N~)il 
IIOM, li+ IIM, A{,li 

A, 8111 n I + A2 :-n 11 n-2 
-

;1, cos n1 + .1 ·.• ('IJS<i·_, 
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Figura 10.1: 

Amplitudinea oscilaţiei rezultante depinde de amplitudinile oscilaţiilor ce se 
compun şi de diferenţa de fază 02-01. Ea are valoarea maximă A= Ai +A2 

când cos(o2 - o 1) = 1 sau 02 - 01 = 2mr, n E Z. În acest caz cele două 
oscilaţii care se compun sunt în fază. Amplitudinea oscilaţiei rezultante are 
o valoare minimă A= Ai -A2 pentru 02 - 01 = (2n + l)1r, n E Z, când 
oscilaţii care se compun sunt în opoziţie de fază. 

Compunerea a două mi~cări oscilatorii armonice paralele de frecvenţe 
diferite 

Mişcarea rezultată din compunerea a două mişcări oscilatorii paralele de 
frecvente diferite nu mai este o mişcare oscilatorie armonică. Într-adevăr, 
fa.zorii rotindu-se cu viteze unghiulare diferite, unghiul dintre ei este vari­
abil în timp. Fazorul rezultant, de amplitudine variabilă nu se mai roteşte 
uniform. Deci, mişcarea rezultantă este de amplitudine şi frecvenţă vari­
abile. 

În cazul particular A1 = A2, deşi amplitudinea mişcării rezultante este 
variabilă, frecventa mişcării rezultante este constantă. .Deci prin supra­
punerea a două mişcări oscilatorii armonice paralele de aceeaşi amplitudine 
şi de frecvente diferite se obţine o oscilaţie armonică de amplitudine vari­
abilă. 
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Considerăm cazul a două oscilaţii armonice paralele de aceeaşi ampli­
tudine dar de frecvente diferite, descrise de ecuaţiile 

xi = Ao cos(wit + ai) , 

x2 = Ao cos(~t + 02) . 

(10.12) 

(10.13) 

Mişcarea rezultantă este obţinută prin suprapunerea celor două mişcări 
armonice paralele 

(10.14) 

Înlocuind relaţiile (10.12) şi (13) în ecuaţia (10.14) şi transformând suma 
de cosinusuri în produs 

( /3 - a) (/3 + a) COS O + COS /3 = 2 COS -
2
- COS -

2
- 1 

se obţine 

Schimbând convenabil momentul iniţial se poate realiza 

obţinându-se astfel pentru x expresia 

sau 

cu 

(
(w2 - wi)t) (w2 + w1 ) x = 2A0 cos 

2 
cos 

2 
t + a , 

x = A(t) cos ( ~; wi t +a) , 

A(t) = 2A0 cos cw2 ~ wi)t) 

(10.15) 

(10.16) 

(10.17) 

(10.18) 

În cazul când frecvenţele w1 şi w2 sunt foarte apropiate între ele (w1 ~ ~) 
atunci 

(10.19) 

Oscilaţia rezultantă este aproape sinusoidală, de frecvenţă(~ +w1)/2 şi de 
amplitudine lent variabilă cu frecvenţa I ~ -w1 I ( modulul cosinusului are 
frecventa dublă, deoarece 2 cos2 a = cos 2a + 1). Acest caz este denumit în 
literatura de specialitate fellllomenul bătăilor (figura 10.2). 
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12.0 

6.0 

O.O 

-6.0 

-12.0 '---~-'---~-'---~--'---~--~~---~~ 
o.o 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 

t (s) 

Figura 10.2: 

În cazul frecvenţelor acustice, sunetul de frecvenţă (w2 + wi)/2 se aude 
succesiv întărindu-se şi slăbindu-se cu frecventa bătăilor 

(10.20) 

Perioada acestora este 

n = ...!:._ = Ti T2 = 21r 

Vb I T2 - Ti I I W2 - W1 I • (10.21) 

Numărul de maxime cuprinse într-o oscilaţie a amplitudinii este 

N = Tb = 27f W2 + W1 = V1 + V2 

T ' W2 - W1 I 471' 2 I V1 - V2 I • (10
-
22

) 

10.2 Scopul lucrării 

Determinarea frecvenţei unei oscilaţii armonice care compusă cu o altă 
oscilaţie armonică paralelă de frecvenţă cunoscută produce bătăi. 

10.3 Dispozitivul experimental 

Aparatura necesară pentru determinarea unei frecvenţe necunoscute prin 
metoda bătăilor este formată dintr-un osciloscop şi două generatoare de 
frecvenţă audio. 
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2 
-1L 

3 
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Figura 10.3: 

Osciloscopul este un aparat de măsurat ce vizualizează semnalele elec­
trice care-i sunt aplicate. Partea principalii a osciloscopului este tubul 
catodic. Acest.a se compune dintr-un tub de stidrL 1 (fi1~ura 10.3) în care 
se află gaz la prm;iunea de 10-6 Torr. În interiorul acestuia prin îndi.lzirea 
catodului 2 se emite un fascicul de electroni ce este focalizat şi în acela.~i 
timp accelerat de cei <loi anozi cilindrici 3. Acest fascicul focalizat aju11gfrnd 
pe ecranul iluorescent 4 dă o imagine punctuală lu111i11oa::;ă. PlăcilH de <le-­
flexie verticală 5 şi cele de deflexie orizontală G sunt dispuse în unghi drept 
una faţă de cealaltă. Dacă pe plăcile 5, respectiv 6 se aplică o tensiune 
continuuă atunci fasciculul de electroni este deviat vert.ir.al, respectiv ori­
zontal. Pe ecranul oscilo~copului apare o linie dreaptă luminoasă a citrei 
lungime depinde de mărimea tensiunii aplicate. Fa..,dculul de ekctroni nu 
este deviat. r:ând pe plăcile de dcHexie m1 se aplir.ă nici o tensiune. 

Cele două ~e11eratoarn de frecvenţă audio se c011ect.ează î11 paralel. FrC'r­
venţa u1111ia dintre generatoare se p1'1..-,1.reaziî fixă. Cand frpc.ve11ţa n'luilalt 
generat.nr este apropiată <le cea a primului JH~ C'rranul osc.ilnscop11l11i s1• obţin 

hăt.ăi. Î11 acest caz cele două frecvenţe difodt r.11 

2v 1 
ti1.1 :_c ----. 

2N - l • 
(lil.2:3) 

1111de 111 i>st.c frecvenţa lixit.iar N este 1111111f1r11l d.- rnaxi1111: c1q,ri11s1• i11t r-<1 
flH:ila(i<! a amplitudinii oscilaţiei rezultantr:. Frecv,·uţa l'i l'S(P 

/I> -= 11 1 ± D.11 =·-= 11 1 (1 I -
2
--) - '2,V - 1 
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10.4 Modul de lucru. Prelucrarea datelor experi­
mentale 

• Se conectează cele două generatoare de frecvenţă audio în paralel la 
bornele x ale osciloscopului. 

• Se comută osciloscopul pe baza sa proprie de timp. 

• Se alimentează la reţea cele trei aparate şi se pun în functiune. 

• Se alege o bază de timp astfel încât figura de pe ecranul osciloscopului 
să fie stationară. 

• Dacă nu se obţine o imagine stabilă se va realiza sincronizarea bazei 
de timp cu semnalul modulator de joasă frecvenţă. 

• Se reglează amplitudinile celor două semnale produse de cele două 
generatoare ( din butoanele amplitudine ale celor două generatoare şi 
prin potrivirea scalei osciloscopului) astfel încât acestea să fie egale. 
Egalarea celor două amplitudini este realizată când nodul bătăilor 
este punctual. 

• Se fixează frecventa unuia dintre generatoare. 

• Se determină frecvenţa apropiată a celuilalt generator cu formula 
(10.24), numărând câte oscilatii sunt cuprinse într-o perioadă a bătăilor. 

• Se compară valoarea acestei frecvente cu cea indicată de generator. 

• Rezultatele mMurărilor se trec în tabelul 10.1. 

nr. determinare v1 [kHz) N v2,exp [kHz] 112,teor [kHz) 

Tabelul 10.1: 

• În cazul în care egalarea celor două amplitudini nu· s-a realizat se 
poate determina gradul de modulatie, care este dat de 

A-B 
m= A+B' 

unde parametrii A ~i B sunt definiţi în figura 10.4. 
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• Se vor verifica 5 - 10 frecvente pe scala unuia dintre generatoare, 
păstrând acelaşi generator de referintă. 

• După terminarea determinărilor se închid aparatele. 

• Se deconectează aparatele de la retea. 

10 A 

B 
-10 

-20 ~~-~___. _ _.__..____._ _ __,__,.__~-..L----'--' 

o.o 0.5 1.0 1.5 
t (s) 

Figura 10.4: 

2.0 2.5 3.0 
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11 

V 

STUDIUL MIŞCARII 
ARMONICE 
AMORTIZATE 

11.1 Teoria lucrării 

Datorită interacţiunii cu mediul, oscilatorul pierde continuu energie prin 
frecare. Energia oscilatorului fiind proporţională cu pătratul amplitudinii 
rezultă că amplitudinea scade cu timpul. Spunem că oscilaţiile se ating (se 
amortizează). În multe cazuri (de exemplu: pendulul gravitaţional sau elas­
tic aflat într-un mediu vâscos) efectul mediului asupra oscilatorului poate fi 
descris de o forţă de rezistenţă proporţională cu viteza particulei. Deoarece 
Îil mediul vâscos viteza particulei se micşorează, forţa de rezistenţă este 
orientată în sens opus vitezei 

R=-rv, (11.1) 

unde r se numeşte coeficient de rezistenţă. Unitatea ea de m~ură în SI 
este kg/ s. Conform principiului al doilea al dinamicii (mă = F, unde F' 
este rezultanta forţelor ce acţionează asupra punctului material de masă 
m) ecuaţia oscilaţiilor amortizate este 

sau 

unde, prin definiţie 

mx = -kx-rx, 

•• 2b" 2 O x+ x+w0x = , 
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2 k 
Wo =-. 

m 

(11.2) 

(11.3) 

(11.4} 
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w0 este frecvenţa oscilaţiilor proprii în absen~a amortizării, iar /J coeficientul 
de amortizare. Unitatea de măsură îu SI a coeficientului de amortizare este 
s- 1. Ecuaţia (11.3) este o ecuaţie diferenţială omogenă de ordinul al doilea 
cu coeficienţi constanţi. Soluţiile acestei ecuaţii sunt de forma C exp(pt) 
(x = C exp(pt) , x = pC exp(pt) , x = p2C exp(pt)). Introducând 
această soluţie în ecuaţia diferenţială {11.3) obţinem ecuaţia caracteristică 

Această ecuaţie algebrică de ordinul al doilea are soluţiile 

P1,2 = -b± Jb2 -w5. 

Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale (11.3) eHte 

{11.5) 

(11.6) 

(11.7) 

dacă P1 i- /J2. 
După tipul rădăcinilor ecuaţiei caracteristice (complex conjugate, reale 

distincte sau confundate) distingem trei cazuri. 

Oscilaţii amortizate pseudoperiodice 

Când b < w0 rădăcinile ecuaţiei caracteristice sunt complex conjugate. 
În acest caz coeficientul de amortizare este suficient de mic r < 2./mf. 
Dacă constantele C1, C2 sunt complex conjugate între ele atunci soluţiile 
ecuaţiei diferenţiale sunt reale. Fie 

G lA -io 
2 = - oe 

2 
{11.8) 

unde A0 şi o sunt două constante reale arbitrare. Ţinând cont de formulele 
lui Euler 

soluţia se scrie 

x = Ao e-bt cos ( Jw5 - b2t +o) = A cos(wt +a), 

unde 

A A -bt A -..Lt = 0 e = 0 e 2m 1 

w = J w5 - b2 = J~k-/ m---r2_/_( 4_m_2_) < w0 = r,;;;;,, . 
67 
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Figura 11.1: 

w este frecvenţa oscilaţiilor amortizate. Ea poartă numele de pseudofrecvenţă 
sau pseudopulsaţie. Pseudofrecvenţa este mai mică decât frecvenţa oscilaţiilor 
proprii wo = ./kTm în absenţa amortizării. Acest rezultat era de aşteptat 
deoarece frecările se opun mişcării, întârziind-o. 

Oscilaţiile amortizate descrise de ecuaţia (11.9) sunt de tip sinusoidal 
cu amplitudinea descrescătoare exponenţial ( figura 11.1). 

Efectuând raportul elongaţiilor sau amplitudinilor la un interval de timp 
egal cu perioada T obţinem 

x(t) Ao e-bt cos(wt + a) = iT. 

x(t + T) - A0 e-b(t+T) cos[w(t + T) + a] 
(11.10) 

Prin definiţie logaritmul natural al acestui raport este decrementul logaritmic 

D = bT = 21rb = 21rb . . 
w jw5 -b2 

(11.11) 

Ca şi coeficientul <le amortizare, decrementul logaritmic caractedzează de 
asemenea, gradul de amortizare al oscilaţiilor, dar spre deosebire de acesta 
este adimensional. 

Inversul coeficientului de amortizare indică în cât timp amplitudinea 
oscilaţiei sc:ade de e ~-'" 2, îl8 ori. A vând dimensiune de timp, el se numeşte 
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timp de relaxare (sau timp de viaţă) şi se notează cu T 

1 2m 
T=-=-. 

b r 
(11.12) 

Între decrementul logaritmic D şi timpul de relaxare există relaţia 

1 1 T 
-=-=-=N, .. 
D bT T -

(11.13) 

Această relaţie arată că inversul decrementului logaritmic este egal cu 
numărul oscilaţiilor efectuate într-un timp egal cu timpul de relaxare. 

Amplitudinea se înjumătăţeşte după un timp numit timp de înjumătăţire 
T1i2. Expresia sa se obţine din condiţia 

Deci 
ln2 

T1;2 = b = rln2 = 0,693r. (11.14) 

Dacă în timpul de înjumătăţire T1; 2 se efectuează No oscilaţii (perioade) 

inversul decrementului logaritmic este dat de 

1 

D = 
1 

bT = = 
No 
ln2 

Deci decrementul logaritmic este 

D _ ln 2 _ O, 693 
- No-~. 

(11.15) 

{11.16) 

(11.17) 

Când amortizarea este mică, adică b « wo ( r « vmk) valoarea pseudofrec­
venţei este apropiată de cea a frecvenţei oscilaţiilor proprii w ~ w0. În acest 
caz decrementul logaritmic îndeplineşte condiţia 

21rb 
D = bT '.::::'. - « 1 , 

Wo 
(11.18) 

de unde No = 1/ D » l. Deci în timpul de viaţă se efectuează un număr 
mare de oscilaţii. Într-o perioadă amplitudinea oscilaţiei amortizate rămâne 
aproape neschimbată. În acest caz se poate calcula energia oscilatorului cu 
formula de la oscilatorul armonic 

E = ~mw2 A2 = ~mw2 A5 e-'2bt = E0 e-'2ut . (11.19) 
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Deci energia scade exponenţial cu timpul, cu coeficientul de atenuare 2b = 
r/m. 

Mişcarea amortizată aperiodică 

Când b > wo rădăcinile ecuatiei_ caracteristice sunt reale şi distincte. În 
acest caz coeficientul de amortizare este suficient de mare 

r > 2\!rnk. 

Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale (11.3) este 

x = e-bt ( Ci e-y'bLw~t + 02 ev'bLwgt) (11.20) 

Deci, elongaţia tinde asimptotic spre zero. În funcţie de condiţiile iniţiale 
oscilatorul poate. trece prin poziţia de echilibru cel mult o singură dată. 

Mişcarea amortizată aperiodică critică 

Când b = wo rădăcinile ecuaţiei caracteristice sunt reale şi confundate. 
Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale (11.3) este 

(~1.21) 

Această mişcare este un caz particular al amortizării aperiodice (figura 
11.2). 

11.2 Scopul lucrării 

Determinarea constantelor care caracterizează oscilaţiile amortizate: decre­
mentul logaritmic D, constanta de amortizare b şi coeficientul de rezistenţă 
r. 

Varianta 1 
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5 
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0.2 0.4 
t[s] 

Figura 11.2: 

11.3 Dispozitivul experimental 

0.6 0.8 

Dispozitivul experimental este conBtituit dintr-un resort fixat la capătul 
superior de un suport vertical. De capătul inferior se suspendă un pla­
tan. Acest pendul elastic oscilează în interiorul unui cilindru plin cu lichid. 
Resortul este prevăzut cu un ac indicator ce permite citirea alungirilor re­
sortului pe scala gradată at~ată. 

Aparate şi materiale: un pendul elastic, mase marcate, o scală gra­
dată în milimetri, un cilindru umplut cu lichid, un cronometru. 

11.4 Modul de lucru. Prelucrarea datelor experi­
mentale 

• Se suspendă de resort o masă marcată m. Se notează poziţia de 
echilibru xo a greutăţii. 

• Se deviază greutatea în jos până la o anumită diviziune x şi se dă 
drumul resortului să oscileze. Se cronometrează timpul în care am­
plitudinea x - xo se reduce la jumătate {T112 = NoT). Se notează 
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numărul No de oscilatii complete efectuate în timpul T1; 2 . Diviziunea 
de pe scală pentru care amplitudinea s-a redus la jumătate este 

x-xo 
xo+-

2
-. 

• Se repetă determinarea de 10 ori. 

• Rezultatele măsurărilor se trec în tabelul 11.1. 

nr. determinare T1 2 [s] T1 2 [s] No D b [s- ] f' [kg/s 

Tabelul 11.1: 

Decrementul logaritmic se calculează cu formula 

D- ln2 
- No' 

coeficientul de amortizare cu 

iar coeficientul de rezistenţă cu 

r = 2mb. 

(11.22) 

(11.23) 

(11.24) 

• Se va calcula cu cât la mie se schimbă frecvenţa oscilaţiilor datorită 
amortizării, adică 

w-wo ~2 • v2 
-- = 1 - ~ -1 ~ --1r2 = -12, 6D2 o/oo. 

wo w0 8 

• Se repetă determinările şi pentru alte diviziuni x de pe scala gradată. 

• Se repetă experienţa şi pentru alte mase marcate m. 

Varianta 2 
Principiul fizic al metodei 
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Figura 11.3: 

R 

Se consideră circuitul din figura 11.3. Condensatorul de capacitate C 
este încărcat de la sursa de tensiune continuuă E (baterie sau redresor) 
când comutatorul K este în poziţia 1. Trecând comutatorului K în poziţia 
2 condensatorul se va descărca în circuitul de rezistenţă totală Rt = R + r, 
unde r este rezistenţa bobinei. La descărcarea condensatorului, în bobina 
de inductanţă L se generează o tensiune electromotoare de autoinducţie 
ca urmare a variaţiei curentului din circuit ( conform legii autoinducţiei). 
Această tensiune reîncarcă condensatorul, care se descarcă din nou şi pro­
cesul se repetă. În circuit se produc astfel oscilaţii electrice. Circuitul închis 
format dintr-un condensator, o bobină şi o rezistenţă electrică, în care se 
pot produce oscila.ţii electromagnetice libere se numeşte circuit oscilant. 

Dacă circuitul nu ar avea rezistenţă, energia câmpului electric al conden­
satorului s-ar transforma integral în energia câmpului magnetic din bobină. 
Deoarece o parte din energie se pierde prin căldura degajată prin efect Joule 
prin rezistenţa circuitului, oscilaţiile electromagnetice se vor amortiza. 

Conform legii a doua a lui Kirchhoff suma dintre diferenţa de potenţial 
de la bornele condensatorului şi căderea de tensiune pe rezistenţa totală a 
circuitului este egală cu tensiunea electromotoare ele autoinducţie 

Q R. L di - + ti = - -
C dt' 

(11.25) 

unde Q este sarcina de pe una dintre armăturile coudeusatorului. Dacă 

sarci11a înmagazinată în timpul dt este dQ atunci intensitatea curentului în 
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circuit va fi 
. dQ 
1.= - . 

dt 
( 11.2G) 

Derivând în raport cu timpul ecuaţia (11.25) RO obţine 

rfl-i di i 
L dt2 + Rt dt + C = O • ( 11.27) 

Notând b = Rt/(2L) (coeficientul de amortizare) şi wi = 1/(LC) (puli,aţia 
proprie a circuitului oscilant) ecuaţia (11.27) devine 

d2• d' i i 2 . 
-d 2 + 2b d- + w0 i = O , 

t t 
( 11.28) 

care este analoagă ecuaţiei diferenţiale (11.3). Soluţia ei este de forma i = 
B· exp(pt) (di/dt = pB• exp(pt) , d2i/dt2 = p2 B• exp(pt)). Introducând 
această soluţie în ecuaţia diferenţială (11.27) se obţine ecuaţia caracteristică 

p2 + 2bp + w5 = O , {11.29) 

ce are soluţiile 

P1 ,2 = -b ± J b2 
- w5 . (11.30) 

Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale (11.27) este 

(11.31) 

dacă PI f- P2-

Conform discuţiei de la începutul lucrării, dacă b ~ w0 sau Rt ~ 2../LTC 
descărcarea condensatorului este aperiodică. În acest caz rădăcinile ecuaţiei 
caracteristice s1mt reale şi distincte. Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale 
(11.27) este 

i = c-bt ( B1 e- ✓b2-wgt + B2 eJb2-w5t) . (11.32) 

Când Rt < 2../LTC (b < w5) descărcarea condenaatorului este peri­
odică. În acest caz rădăcinile ecuaţiei caracteristice sunt complex conju­
gate. Dacă cele două conBtante de integrare B1,2 sunt complex conjugate 

( 11.33) 

soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale (11.27) devine 

(11.34) 
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Constantele reale Io iii a se determină din condiţiile iniţiale. De aseme­
nea periodic variază şi intensitatea curentului electric din circuit, diferenta 
de potential de la bornele condensatorulu.i şi căderea de tensiune de la 
bornele rezistorului. Termenul Io• exp(-bt), ce reprezintă amplitudinea 
oscilaţiilor curentului electric scade exponenţial cu timpul. Deoarece b = 
Rt/ (2L) rezultă că amortizarea oscilaţiilor este cu atât mai pronunţată cu 
cât rezistenţa totală Rt a circuitului este mai mare şi cu cât inductanţa 
circuitului este mai mică. Perioada oscilaţiilor amortizate este 

T= (11.35) 

Decrementul logaritmic D este egal cu logaritmul natural al raportului a 
două amplitudini succesive (separate printr-o perioadă) 

(11.36) 

Timpul de relaxare are expresia 

(11.37) 

În concluzie circuitul oscilant este analog pendulului elastic. Între 
mărimile caracteristice se poate stabili corespondenţa prezentată în tabelul 
11.2. 

11.5 Dispozitivul experimental 

Pentru a studia oscilatiile electrice amortizate se foloseşte montajul din 
figura 11.4. Când comutatorul K1 este în pozitia 1 condensatorul de capaci­
tate C este încărcat de la sursa de tensiune continuuă E. Prin trecerea 
comutatorului K1 în poziţia 2 se realizează circuitul oscilant. Rezistenţa 

totală a circuitului este suma dintre rezistenţa rezistorului R şi rezistenţa 
r a sârmei spirelor bobinei (Rt = R + r). Când comutatorul K 2 este în 
poziţia 1 pe ecranul osciloscopului este vizualizată curba variaţiei în timp a 
tensiunii la bnrnele condensatorului. Atunci când comutatorul K 2 este în • 
poziţia 2 pe ecranul osciloscopului este vizualizată curba variaţiei în timp 
a intensităţii ( i) curentului prin circuit şi a tensiunii (un = Ri) la bornele 
rezistorului R. 
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mărimi mecanice mărimi electrice 
elongaţia x sarcina electrică q 

masam inductanţa L 
constanta elastică k inversul capacităţii 1/C 

coeficient de rezistenţă rezistenţa totală a circuitului 
r Rt 

viteza v = dx / dt intensitatea curentului i = dQ / dt 
energia cinetică energia câmpului magnetic 

Ec = mv2/2 din bobină W m = Li2 /2 
energia potenţială energia câmpului electric 

de deformaţie din condensator We = q2 / (2C) 
E,, = kx2/2 

energia mecanică energia câmpului electromagnetic 
E=Ec+E„ W=Wm+We 

Tabelul 11.2: 

" J.. K 

I~ K~' 

... 
" ~ 

L,r t E -

R 

Figura 11.4: 
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Aparate şi materiale: o sursă d" tensiune continuuă, un osci-
loscop, un condensator de capacitate cunoscută, o bobină de rezistentă şi 
inductantă cunoscute, un rezistor de rezistenţă variabilă, 2 comutatoare, 
fire de conexiune. 

11.6 Modul de lucru. Prelucrarea datelor experi­
mentale 

• Se realizează montajul electric prezentat anterior. 

• Se conectează osciloscopul la reţeaua de energie electrică şi se pune 
la punct focalizarea şi strălucirea spotului. 

• Se alege o anumită valoare a rezistentei variabile. 

• Se încarcă condensatorul prin aşezarea comutatorului K1 în pozitia1. 

• Se comută K1 şi K2 în pozitia 2. Pe ecranul osciloscopului vor fi 
vizualizate oscilatiile amortizate ce se produc în circuit. 

• Se m~'3oară două amplitudini succesive A1 şi A2. Se determină decre­
mentul logaritmic D cu formula 

Se repetă măsurările pentru alte amplitudini succesive. 

• Se execută 10 determinări. 

• Rezultatele mMurătorilor se trec în tabelul 11.3. 

I nr. determinare I D I D I Sv I Texp [s] I Tteor [s] I 

Tabelul 11.3: 

cu 

I:i=I (D - Di)2 
n(n - 1) 
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·mei.~ u este număru] de determinări rea1izat.e. 

Î) 

b' 

b= R+r 
2L ' 

271" 
Tteor = ---;:===== 

1 (I? )2 -w- #J/; 

• Se repetă determinările pentru altă valoare a rezistentei R. 

( 11.41) 

(11.42) 
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12 

DETERMINAREA 
V 

DENSITAŢII 

LICHIDELOR CU 
BALANŢA 

MOHR-WESTPHALL 

12.1 Teoria lucrării 

Conform legii lui Arhimede, un lichid acţionează asupra unui corp cufundat 
în el cu o forţă (FA) egală cu greutatea volumului de lichid dezlocuit de 
corp 

(12.1) 

unde peste densitatea lichidului, iar V volumului de lichid dezlocuit de corp. 
Forţa FA se numeşte forţă arhimedică. Dacă acelaşi corp este cufundat 
până la acel~i nivel într-un alt lidtid de densitate p', forţa arhimedică are 
expresia 

F~=µ'Vg. (12.2) 

Împărţim! c:ele două relaţii Re obţine pentru densitatea r>' expn~sia 

7!J 
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p 

Figura 12.1: 

12.2 Scopul lucrării 

Măsurarea directă a densităţii relative a unui lichid (mai dens decât apa, 
respectiv mai puţin dens decât apa). 

12.3 Dispozitivul experimental 

Balanţa Mohr-Westphall are două braţe de lungimi inegale (figura 12.1). 
Braţul scurt OB este încărcat cu o greutate G care se poate· dţplasa prin 
înşurubare, iar cel lung OA cu un plutitor P. Braţul lung al balanţei 
Mohr-Westphall este împărţit în 10 părţi egale. Balanţa este prevbutii. 
cu un şurub R1 pentru reglarea înălţimii sale şi cu un şurub R2 pentru 
reglarea orizontalităţii. Vârful V serveşte la stabilirea poziţiei de echilibru 
al balanţei. Balanţa este prevăzută de asemenea, cu trei rall1reţi de greutăţi 
a, a/10 şi a/100. Greutatea călăreţului mare (a) este egală cu greutatea 
volumului de apă distilată dezlocuit de plutitor câncJ acesta este cufundat 
în întregime în apă distilată. 

(12.3) 

unde Vp este volumul plutitorului, iar PH2o este densitatea apei distilate, 
Călăreţii pot fi aşezaţi pe oricare din cele 10 diviziuni ale balanţeL 
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Aparate şi materiale: o balanţă Mohr-Westphall, sticle cu lichidele 
ale căror densităţi se determină, un pahar cu apă distilată. 

12.4 Modul de lucru. Prelucrarea datelor experi­
mentale 

• Se scoate balanţa din cutie şi se montează. 

• Se potriveşte înălţimea balanţei prin manevrarea şurubului R1. Ori­
zontalitatea ei se realizează cu ajutorul şurubului R2. 

• Se echilibrează balanţa în aer, manevrând greutatea G. În decursul 
operaţiilor ulterioare poziţia lui G nu se mai modifică. 

" Se cufundă plutitorul P în paharul cu apă distilată. Echilibrul balanţei 
se stabileşte prin adăugarea călăreţului mare de greutate a pe di­
viziunea 10 a bratului OA (la capătul braţului). În cazul în care 
echilibrul nu este realizat, plutitorul va fi cufundat parţial. Pentru 
a menţine acelaşi volum de lichid dezlocuit, în operatiile ulterioare 
plutitorul trebuie cufundat în lichidul a cărui densitate se determină, 
până la acelaşi nivel la care a fost cufundat în apa distilată. 

• După ştergerea şi uscarea plutitorului, acesta se va cufunda în lichidul 
a cărui densitate se determină. Dacă lichidul este mai dens deât apa 
braţul OA se va ridica. Pentru a reechilibra balanţa lăsăm călăreţul a 
pe diviziunea 10 şi adăugăm ceilalţi doi călăreţi pe diviziunile potri­
vite. Fie x respectiv y diviziunile pe care sunt aşezaţi călăreţul a/10 
şi respectiv cel de greutate a/100. Suma momentelor forţelor de greu­
tate ale călăreţilor faţă de punctul O este 

a a ( x y ) a • 10 + 
10 

• x + 
100 

• y = 10a 1 + 
100 

+ 
1000 

= 10a • 1, Oxy 

Momentul forţei arhimedice faţă de punctul O are expresia 

pVpg • 10. (12.4) 

Conform relaţiei (12.3) expresia (12.4) devine 
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Balanţa fiind echilibrată suma momentelor forţelor d~ greutate ale călăreţilor 
faţă de punctul O este egală cu momentul forţei arhimedice faţă de acel3."Ji 
punct O 

10a · 1,0xy = _P_ • lOa. 
PH20 

Deci densitatea relativă a lichidului este 

(12.5) 

Dacă lichidul este mai puţin dens decât apa, braţul OA va coborâ. 
Echilibrul se restabileşte printr-o· 1;1ranjare potrivită a călăreţilor a, a/10 şi 
a/100. Dacă x, y şi z sunt diviziunile pe care sunt aşezaţi cei trei călăreţi 
a, a/10 şi a/100 la echilibrul balantei putem scrie ecuaţia 

a a p 
a•x+-•y+-·z= --·lOa. 

10 100 PH20 

Densitatea relativă a lichidului va fi dată de 

(12.6) 

În lucrare se determină: 1) densităţile unor soluţii de sare gemă în apă; 2) 
densităţile unor soluţii de alcool în apă. În cazul fiecărei soluţii se repetă 
determinarea de 10 ori. Datele experimentale culese se trec în tabelul 12.1. 

I nr. determ. , drcl I dre1 I S-c; I 
Tabelul 12.1: 

unde 

n ~ 10 I (12.7) 

s--
drel - (12.8) 

Rezultatul final se scrie sub forma 

drel = drel ± s-d . 
rel 

(12.9) 

• Se trasează grafic curba variaţiei densităţii cu concentraţia, în ambele 
cazuri. 
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• După terminarea determinărilor se demontează balanţa şi se intro­
duce în cutia ei, iar călăreţii în cutiuţa lor. 

Pentru a evita amestecarea soluţiilor este preferabil ca determinările să 
se facă în sticlele de păstrare a soluţiilor, cufundându-se plutitorul complet 
în lichid. 
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13 

DETERMINAREA 
ACCELERAŢIEI 

GRAVITAŢIONALE Cl 
PENDULUL MATEMATIC 

13.1 Teoria lucrării 

Pendulul matematic (simplu sau gravitaţional) este un corp idealizat (redus 
la un punct material) suspendat de un fir inextensibil şi de masă neglijabilă. 
Când pendulul simplu de masă m şi lungime l (figura 13.1) este deplasat 
din pozitia sa de echilibru, acesta va forma cu verticala un unghi 0 numit 
elongatie unghiulară. Lăsat liber va oscila în plan vertical datorită forţei 
de greutate. 

Forţele care acţionează asupra punctului material sunt forţa de greu­
tate G = mg şi tensiunea T din fir. Componenta greutăţii pe direcţia 
firului este Gn = mg cos 0 iar componenta tangenţială Gt = mg sin 0. Com­
ponenta normală Gn este compensată de tensiunea din fir. Componenta 
tangenţială Gt este farta de revenire care actionează asupra pendulului 
pentru a-l readuce în poziţia de echilibru 

F = -mgsin0. (13.1) 

Semnul minus indică faptul că această fartă readuce corpul la poziţia de 
echilibru. Dacă unghiul 0 este mic atunci valoarea lui sin 0 este foarte 
apropiată de valoarea lui (J exprimată în radiaru. Deci pentru unghiuri mai 
mici de 6° putem scrie sin 8 ~ 0 când 0 este exprimat în radiaru.·· Pentru 
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Figura 13.1: 

Wighiuri la centru mici, arcul de cerc este aproximativ egal cu coarda 

X 
0~ -- l ' (13.2) 

W1de x reprezintă distanţa de la pWictul material la pozitia de echilibru 
măsurată pe cerc (x > O în dreapta pozitici de echilibru şi x < O în 
stânga pozitiei de echilibru). Această distantă se numeşte elongaţie. În 
consecinţă forţa de revenire are expresia 

mg 
F=--x = -kx 

l ' 
(13.3) 

w1de semnul minus indică faptul că această forţă este totdeauna de sens 
opus elongaţiei. Deci pentru elongatii unghiulare mici, forţa de revenire 
spre ppziţia de echilibru este aproximativ de tip ela.'!tic (forţă cvasielastică) 
şi mişcarea pendului matematic poate fi considerată o mişcare oscilatorie 
armonică. Constanta elastică k a pendului simplu având expresia k = 
(mg)/l rezultă pentru perioada sa expresia 

(13.4) 

Din relaţia (13.4) rezultă că perioada pendului matematic este indepen­
dentă de masa acestuia. În cazul unghiurilor mici, perioada de oscilatie a 
pendului simplu nu depinde de amplitudinea (A) oscilaţiei. În acest caz 
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oscilaţiile se numesc izocrone. De asemenea, perioada de oscilaţie nu de­
pinde de natura substanţei din care este realizat pendulul. Relaţia ( 13.4) 
arată că perioada de oscilaţie a pendulului matematic este proporţională cu 
rădăcina pătrată a lw1gimii pendulului şi invers proporţională cu rădăcina 
pătrată a acceleraţiei gravitaţionale. 

Mişcarea pendulului matematic este descrisă de ecuaţia 

mx=F, 

sau 
.. g o x+ 1x = . 

Notând w2 = g/l, soluţia acestei ecuaţii este 

x = Asin(wt + a) 

Constantele de integrare A şi a se determină din condiţiile iniţiale. Mărimea 
w are semnificaţie de pulsaţie ( w = 21r /T). Ecuaţia diferenţială în (J = x / l 
este 

„ g 
fJ + 1o =O, 

a cărei soluţie este de forma 

8 = E>sin(wt +-y) 

Constantele de integrare E> (amplitudinea unghiular/!) şi -y (faza iniţială a 
oscilaţiei) se determină din condiţiile iniţiale. 

13.2 Scopul lucrării 

Determinarea acceleraţiei gravitaţionale folosind pendulul matematic. 

13.3 Dispozitivul experimental 

Dispozitivul experimental, format dintr-un suport pe care este fixat un 
pendul bifilar ( ce conservă planul de oscilaţie) este reprezentat în figura 
13.2. 

Aparate şi materiale: un pendul bifilar, un cronometru, o rigUI., un 
cârlig cu o greutate pentru scurtarea lungimii pendulului. 
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Figura 13.2: 

13.4 Modul de lucru. Prelucrarea datelor experi­
rnentale 

• Se scoate pendulul din poziţia de echilibru, sub un unghi mai mic de 
6" şi se lasă să oscileze. 

• Stabilim cu privirea o anumită poziţie a pendulului în raport cu 
cadrul, poziţie pe care o luăm drept referinţă, şi declanşăm cronometrul. 
Numărăm circa n = 50 + 70 oscilaţii complete şi oprim cronometrul. 
Fie t timpul în care sunt efectuate cele n oscilaţii complete. Se cal­
culează perioada de oscilaţie 

t 
T -- --- . 

n 

Se repetă operaţia de 10 ori, numărându-se de fiecare dată alt număr 
de oscilaţii. 

• ~,, d1't(\r111i11ă hmgimea la pendulului. Î11 acest scop se măsoară baza 
(11 1~i 1111a din latmile(d)triunghiului isoscel format de fir. Lungimea l 

:1 p1\1l(lul11l11i este dată de 

------

1 ') 
l=\ --•,~ ( 13.5) 
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• Cu ajutorul unui cârlig cu o greutate se micşorează lungimea pendu­
lului. Se determină perioada şi lungimea pendulului nou format. 

• Datele experimentale culese se trec în tabelul 13.1. 

nr. determ. d (cm] l (cm] t [s] n T [s] T (s] g (m/s ] S (m/s ] 

unde 

cu 

Tabelul 13.1: 

41r2l 
g= T2 I 

81r2l 
Sg = Ta s.,.' 

N - 2 Li=l(T- 71) 
N(N - 1) ' N ~ 10 I 

(13.6) 

(13.7) 

(13.8) 

unde N este nwn~rul de determinMi. Rezultatul final se scrie sub forma 

g=g±Sg. (13.9) 
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14 

DETERMINAREA 
ACCELERAŢIEI 

GRAVITAŢIONALE CU 
PENDULUL FIZIC KATER 

14.1 Teoria lucrării 

Pendulul fizic este un corp rigid care poate oscila sub acţiunea greutătii 
sale în jurul unei axe orizontale fixe ce nu trece prin centrul său de greutate 
(figura 14.1). Fiecare din punctele materiale ce alcătuiesc pendulul fizic 
oscilează ca şi pendulul matematic. Dacă ar fi izolate ar oscila confonn 
legilor pendulului matematic. Perioada de oscilaţie a pendulului matematic 
are expresia 

T = 2rrt. (14.1) 

Pendulul fizic fiind un corp rigid, între punctele materiale care îl alcătuiesc 
se exercită forte care împiedică mişcarea independentă a acestor puncte. 
Deci perioada de oscilaţie a pendulului fizic nu se poate calcula cu relaţia 
(14.1). 

Punctul O din figura 14.1 este numit punct de suspensie. Punctul Ceste 
centrul de greutate al corpului rigid. Notăm cu d distanta dintre centrul de 
greutate şi punctul de suspensie. Dacă scoatem pendulul fizic din pozitia de 
echilibru, dreapta ce trece prin punctele O şi C face unghiul (} cu verticala. 
Asupra corpului acţionează greutatea sa G = mg în centrul de greutate 
şi reacţiunea R = -G în punctul de suspensie O. Aceste forţe formează 
un cuplu care roteşte corpul în jurul unei axe perpendiculare pe planul 
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Figura 14.1: 

cuplului. Această axă poartă numele de axă de rotaţie. Braţul cuplului arc 
expresia 

b = dsin0. ( 14.2) 

Momentul cuplului este 

M = -mgb = -mgdsin0. (14.3) 

Semnul minus indică faptul că a.cest moment tinde să readuc~ corpul în 
poziţia de echilibru. Din ecuaţia momentului cinetic rezulU, ecuaţia funda­
mentală pentru mişcarea de rotaţie 

(14.4) 

unde I este moment ul de inerţie al corpului fată de axa de rotatie, d?- 0 / dt2 = 
0 acceleraţia unghiulară a mişcării de rotaţie a corpului. MII este momentul 
forţelor în raport cu axa de rotaţie, adică proiectia p6 axa de rotaţie a mo­
mentului rezultant M, calculat în raport cu un punct de pe axă. Această 
ecuaţie este analoagă ecuatiei 

dv 
m,-- = F, 

dt 

pentru mişcarea de translaţie. În cazul pendulului fizic ecuaţia (14.4) se 
scrie 

1~/ = -mgdsin0. 
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Dacă unghiul O este mic sin O~ O. În aceste condiţii ecuaţia {14.5) devine 

0+ mgd0 =O. 
I 

( 14.6) 

Notând w2 = mgd/ I obţinem ecuaţia diferenţială 

•• 2 
0+w0=0, 

a cărei soluţie este de forma 

0 = 0 sin ( wt + 'Y) 

Constantele de integrare 0 (amplitudinea unghiulară) şi 'Y {faza iniţială a 
oscilaţiei) se determină din condiţiile iniţiale. Mărimea w are semnificaţie 
de pulsatie (w = 21r/T). În com1ecinţă, perioada pendulului fizic este 

T=21r{J;;. {14.7) 

Perioada pendulului fizic este egală cu perioada unui pendul matematic de 
lungime 

{14.8) 

Această lungime se nume11te lungimea redusi1 a pendulului fizic. 
Conform teoremei lui Steiner momentul de inerţie I al corpului rigid 

faţă de axa de rot.aţie ce rm trece prin centrul eh~ greutate este egal cu suma 
dintre momentul de inerţie Io al corpului fală de o axă ce trece prin centrul 
de greutate şi este paralelă cu axa de rotatie şi momentul nufl al cent.ruini 
de greutate fată de axa de rotaţie 

'2 I= Io+ md . 

Astfel, perioada peudulului fi?.ic devine 

T= 2n 
Io+ mcl2 

mgd 

(14.9) 

(14. LO) 

Dacă se suspe11dă corpul în punctul O' perioada peudulnlui fizir non format 
este 

T' = 2n 
Io+ rnd'" 

111yd' 

Dacă T == T' atunci lr = d + d', deci lungimea n)dus[L a 1wudulului fizic 
este t'gală rn distanţa diutre punctele de s11spr.11siP () ::i ()'_ 111 ac!'st ,:;iz 
p11111:t11l de s11spe11sie O' se unmeşte ce1Lt rn de oscila\Î<'. 

!)] 
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Eli111i11frnd mnme11t11l de inerţie Io, din wlaţiile ( 14.1 ll) ~i ( l•l.1 I) ~e 
obţine 

41r2 (d2 - cf") 
g= ăr2-d'T12 • 

( 1·1.12) 

14.2 Scopul lucrării 

Determinarea acceleraţiei gravitaţionale cu ajutorul pendulului fizic. 

14.3 Dispozitivul experimental 

Pendulul Kater este un pendul fizic format dintr-o tijă gradată pe care 
glisează două greutăţi mari P şi P', două greutăţi mici p şi p' şi două cuţite 
O şi O' care fixează poziţiile punctelor de suspensie O şi O' din figura 14.2. 

Determinarea acceleraţiei gravitaţionale cu relaţia (14.12) presupune 
cunoaşterea distanţelor d şi d', adică a distanţelor de la centrul de greutate 
la punctele de suspensie O, respectiv O'. 

p p' 

o' 

C 

d.' 

O,!fm 

Figura 14.2: 

Pendulul fizic propus în această lucrare este reprezentat în figura 14.2. 
În cazul său distanţele d' şi d au următoarele valori: d' = O, 427 m iar 
d = 0,073 m. 

Aparate şi materiale: un pendul Kater, m1 cronometru. 
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14.4 Modul de lucru. Prelucrarea datelor experi­
mentale 

• Se verifică dispunerea greutăţilor P, P', p şip' pe tijă, conform figurii 
14.2. 

• Se suspendă pendulul pe cutitul O. 

• Se scoate pendulul din pozitia de echllibru, sub un unghi mai mic de 
6° şi se lasă să oscileze. 

• Stabilim cu privirea o anumită pozitie a pendulului în raport cu 
cadrul, pozitie pe care o luăm drept referinţă, şi declanşăm cronometrul. 
Numărăm circa N = 30 + 50 osc.ilatii complete şi oprim cronometrul. 
Fie t timpul în care s-au efectuat cele N oscilaţii complete numărate. 
Perioada de oscilaţie se calculează cu relatia 

Se repetă operaţia de 10 ori. 

• Se întoarce pendulul şi se sprijină pe celălalt cutit. Se repetă identic 
operaţia precedentă, găsind perioada T' = t' / N. • t' este timpul în care 
s-au efectuat cele N oscilaţii complete când pendulul este sprijinit pe 
noul cuţit. 

• Datele experimentale culese se trec în tabelul 14.1. 

nr. determ. N t (s] t (s) t (s) t (s) g (m/s ] S9 (m/s ] 

Tabelul 14.1: 

unde 
- 41r2N2(<P - d'2) 
9 = dfl - d't!2 

' 
(14.13) 

81r2 N2 ( ,:P - d'2 ) ( ) 2 s = ------,.--- ( dl)2 Sl + d't! S'!t, ' 
g (dl2 - d'î!2)2 

(14.14) 

cu 

82 _ Ef=1 (t - ti) 2 

l - n(n - 1) ' n ~ 10 I (14.15) 
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n ~ 10 I {14.16) 

unde n este numlrul de detenniMri. Rezultatul final ee scrie eub forma 

g=g±S1. {14.17) 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



15 

DETERMINAREA 
MOMENTULUI DE 
INERŢIE AL UNUI CORP 
CU AJUTORUL 
PENDULULUI DE 
TORSIUNE HARTL 

15.1 Teoria lucrării 

Pendulul de torsiune este un corp rigid care execută oscilaţii de torsiune în 
jurul firului de care este suspendat (figura 15.1). 

Firul este răsucit cu ajutorul unui cuplu de forte. Lăsat liber el va 
efectua oscilaţii de torsiune. Pentru unghiuri (J de răsucire mici, momentul 
forţelo_r elastice care se opun răsucirii (torsionării) firului este proporţional 
cu unghiul (măsurat în radiani) 

M= -CO, (15.1) 

unde C este constanta de torsiune (momentul director) a firului. Semnul 
minus indică faptul că acest moment tinde să readucă firul în poziţia de 
echilibru. Dacă neglijăm forţele de frecare, mişcarea de rotatie a corpului 
rigid suspendat de fir este descrisă de ecuaţia 

( 15.2) 
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F 

Figura 15.1: 

sau 

( 15.3) 

unde I este momentul de inerţie al corpului faţă de axa de rotaţie. 
Prin comparaţie cu ecuaţia oscilatorului armonic(x + w2x = O)rezultă 

pentru perioada oscilaţiilor de torsiune expresia 

(15.4) 

Pentru a elimina constanta de torsiune C, î11 general necunoscută, se adaugă 
solidului dat m1 altul de moment de inertie I'. Perioada penelului nou 
format este 

(15.5) 

rndicfrnd la pătrat relaţiile (lfi.-1) ~i (lG.f"i) ~i î111µărţi11d11-le obţiuern pentru 
I' expresia 

[(
T'\ '2 l I' -=-' I T) - 1 . (15.6) 

15.2 Scopul lucrării 

Determinarea mo111P11l<:lor dP i11r.r~ili :tl,· u111,r corpuri c11 ajutorul pc11dulului 
llartl. 
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15.3 Dispozitivul experimental 

Pendulul Hartl este un pendul de torsiune compus dintr-un dispm;itiv în 
formă de cruce suspendat de un suport prin intermediul unei lame înguste 
de oţel. Momentul de inerţie al dispozitivului în formă de cruce este I = 
13, 966 · 10-4 kg· m2 . 

Aparate şi materiale: un pendul Hartl, un disc din aluminiu, un disc 
din oţel, un inel din oţel, un cronometru. 

15.4 Modul de lucru. Prelucrarea datelor experi­
mentale 

• Se răsuceşte dispozitivul cu un unghi mai mic de 6°. Se cronome­
trează timpul t în care se efectuează N = 10 oscilaţii complete. Pe­
rioada proprie de oscilaţie a dispozitivului este T = t/N. Se repetă 
determinările de 10 ori. 

• Se aşează pe dispozitiv corpul al cărui moment de inerţie se determină. 
Se repetă operaţia precedentă, găsind perioada T' = t' / N. 

nr. determ. t [s] t [s] t [s] t' [s] J' [kg-m ] Sr, [kg•m ] 

Tabelul 15.1: 

• Datele culese se trec în tabelul 15.1. 

unde 

iar 

( conform fonru1 h~i de propagare a erorilor). 

• ne:rnl1a(11l [i11a.l se scrie sub forma 

I',.:..: (P-1 c,• __ \ / , - 111· _, I I' } .. ,. 

(lfi.7) 

( 15.8) 

(l!i.!J) 
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16 

DETERMINAREA 
MOMENTULUI DE 
INERŢIE AL UNUI CORP 
CU AJUTORUL 
PENDULULUI DE 
TOR,SIUNE 

16.1 Teoria lucrării 

Pendulul de torsiune este 1111 corp rigid ce poate executa oscilaţii de t.orsiune 
în jurul firului de care este suspendat, câJl(l acesta este răsucit (figura 16.1). 

Când firul este răsucit (tornionat.) cu 1m unghi de răsucire mic, momen­
tul fortelor e)a.<;tice ce se opun răsucirii firului este proporţional cu unghiul 
de răsucire exprimat. î11 radiani 

M .:- -CO, (16.1) 

unde C este constant.a de torsiune (momentul director) a firului. În SI 
unitatea de 111;1.<,ură a constantei de torsim1e este N ·m/rad. Semnul minu:, 
indică faptul c;'î. acest 111rn11t)11t. Linde siî. n•aducă firul în poziţia de echilibru. 

J\-fi~carca ele roUtlie ;t solidului rigid este de:,crii,ă de ecuaţia 

TO~- --CO, ( 16.2) 

Silii 
·• C 
(I -I -O o, 

l 
(l(i.3) 

~ I ; ' 
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Figura 16.1: 

unde I este momentul de inertie al corpului fată de axa de rotatie. Notând 
w2 = C/1 ecuaţia diferenţială (16.3) devine 

(16.4) 

ce are solutii de tipul 
8 = A ert, (16.5) 

(8 =Ar ert , 8 = A r 2 ert) . 

Introducând această solutie în ecuatia diferentială (16.4) se obtine ecuaţia 
caracteristică a ecuatiei diferentiale 

r 2 +w2 =O, (16.6) 

cu solutiile r1,2 = ±iw. Soluţia generală a ecuatiei diferenţiale (16.4) este 

(16.7) 

Dacă se aleg constantele de integrare A1,2 complex conjugate între ele 

1 . 
Ai= -0 e'0 

2 

1 . 
A2 = -0 e-•a 

2 ' 

cu e şi a constante reale, soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale (16.4) are 
forma 

8 = e cos(c,,t + a) , (16.8) 
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unde constantele 0 şi a se determină din condiţiile iniţiale. Pentru obţinerea 
acestei expresii s-a folosit formula Euler 

Mărimea w are semnificaţia fizică de pulsaţie, deci perioada oscilaţiilor 
de torsiune are expresia 

T=2tr~. ( 16.9) 

Momentul de inerţie al corpului faţă de axa de rotaţie, care în general 
nu trece prin centrul său de greutate se determină cu ajutorul teoremei 
Steiner. El este deci egal cu suma dintre momentul de inerţie al corpului 
faţă de o axă ce trece prin centrul de greutate al corpului şi este paralelă 
cu axa de rotaţie şi produsul dintre masa corpului şi pătratul distanţei 
dintre cele două axe. Când corpul are o formă geometrică simplă (sferă, 
cilindru, paralelipiped} momentul său de inertie fată de axele de simetrie ce 
trec prin centrul său de greutate se pot calcula. În caz contrar momentul 
său de inertie se determină experimental. Deoarece în expresia perioadei 
sunt două necunoscute (I şi C) este necesară încă o ecuaţie. Aceasta se 
obtine prin adăugarea solidului dat a unui alt corp de moment de inertie 
In cunoscut (sau calculat). Perioada noilor oscilatii de torsiune este 

{I' 
T' = 21ry C, (16.10) 

unde I' = I + I n este momentul de inertie al sistemului astfel modificat 
(s-a folosit proprietatea de aditivitate a momentului de inerţie). Ridicând 
la pătrat relaţiile (16.9} şi (16.10) şi împărtindu-le membru cu membru, 
obţinem 

I' 
(16.11) 

16.2 Scopul lucrării 

Determinarea momentului de inertie al unui corp cu pendulul de torsiune, 
precum şi a constantei de torsiune a pendulului. 

Varianta 1 
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16.3 Dispozitivul experimental 

Solidul a1 cărui moment de inertie se determină este un disc D pe care 
se află a.cie~mtă o bară subtire L, ce are la capete două lăcaşuri în care se 
pot aşeza două bile de otel b (figura 16.2). Deoarece bara L este uşoară, 
neglijăm momentul ei de inertie. Momentul de inertie a1 oricăreia dintre 
sferele din otel ( de rază r şi masă m) fată de o axă ce trece prin centrul de 
greutate şi este paralelă cu axa de suspensie este 

2 
-mr2 
5 • 

Figura 16.2: 

Conform teoremei lui Steiner, moment.ul de inerţie faţă de axa de su:-;-
pensie are expresia 

2 2 '2 h = r.mr + mRv , 
u 

( 16.12) 

unde .R-0 este distanţa de la centrul bilei la axa de suspensie. Notând cu 
l wnment.ul de inerţie al discului faţă de axa de s11spe11:-;ie. mome11t.ul de 
i1a~rUe I' al sistemului disc+bile este 

I (2 '2 '2) I = 1 + 2h =I+ 2m fir + ll0 . ( I li. I 3) 

l l!lrnclucând această expresie î11 relaţia ( I fi.11) se nhti1w 

( lli.1-1) 
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Înlocuind în formula (16.9) momentul de inerţie I cu expresia sa (16.14) 
constanta de torsiune este dată de 

(16.15) 

Aparate şi materiale: pendulul de torsiune prezentat anterior, 2 
perechi de bile de raze diferite, o riglă sau un şubler, un cronometru, o 
balanţă. 

16.4 Modul de lucru. Prelucrarea datelor experi­
mentale 

• Se determină perioada de oscilaţie T a sistemului format din discul 
D şi bara L fără bile. Oscilaţiile de torsiune se imprimă răsucind cu 
un unghi de aproximativ 6° pendulul fizic. Perioada de oscilaţie se 
determină cu relaţia 

T= _!_ 
N' 

(16.16) 

unde t este timpul în care se efectuează N oscilaţii de torsiune com­
plete (N ~ 20). Se repetă determinările de 10 ori. 

• Se adaugă bilele în lăcaşurile de pe bara L. Se determină perioada de 
oscilaţie T' a sistemului modificat prin adăugarea bilelor. Deoarece 
în expresia (16.14) intervine raportul perioadelor se va păstra acelaşi 
număr de oscilaţii N. Deci 

unde t' este timpul în care sistemul disc+bile efectuează cele N oscilaţii 
de torsiune complete. 

Se repetă determinările de 10 ori. 

• Se măsoară şi se notează raza unei bile (r) şi distanta (Ro) de la 
centrul unui lăcaş la firul de suspensie. Se cântăreşte o bilă şi se 
notează valoarea masei m. 

• Datele culese se trec în tabelul 16.1. 
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nr. determ. t [s] t [s] t [s] t [s] I [kg-m ] Sr, [kg·m ] 

unde 

iar 

Tabelul 16.1: 

I= 2m{m + 2r2 /5) 
·,J2;t2-1 , 

tf2 R 2 + 2r2/5 
S = 4m- --=?'-----'--

! fl w2 /f,2 - 1)2 
4 8l 
-2 + tn , 
t' 

{16.17) 

{16.18) 

conform formulei de propagare a erorilor. 

• Rezultatele finale pentru I şi C se scriu sub forma 

(16.19) 

(
- ) N-m 

C= C±Sc rad , (16.20) 

unde 

(16.21) 

(16.22) 

• Se compară valoarea momentului de inerţie i determinată experimen­
tal cu (16.17) cu cea calculată cu ajutorul expresiei 

I= M R2 t 2 , (16.23) 

dacă discul este fixat vertical, sau 

M ( h
2

) lt= 4 R2 + 3 , (16.24) 

dacă discul este fixat orizontal (figura 16.~). Am notat prin M masa 
discului, R raza sa, iar h grosimea sa. 
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2R 

h 

Figura 16.3: 

• Se compară. valoarea constantei de torsiune C determinată experi­
mental cu (16.21) cu cea teoretică determinată cu 

(16.25) 

unde lo este lungimea firului, d diametrul său, iar G modulul de forfe­
care, care pentru oţel are valoarea G = 0,8 • 1011 N/m2 . 

• Se va relua experienţa cu cea de a doua pereche de bile. 

Varianta 2 

16.5 Dispozitivul experimental 

Solidul al cărui morneut de inerţie se determină este o bară metalică B 
prevăzută cu 4 cuişoare, dispuse simetric faţă de firul de s11spP.nsie (figura 
lG.4). Pe cuişoarele 1 ~i 2 sau :i şi 4 se pot aşeza doi cilindri dP- f\Ceeaşi ra,;ă 

şi înălţime. 

Momentul de inerţie al oricăruia dintre cilindrii de rază R şi masă m 
faţă de o axă ce trece prin centrul de greutate de-a lungul înălţimii acestuia 
este 
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o 

2. 4 

l\ 

Figura 16.4: 

Notând cu I momentul de inertie al barei fată de axa de suspensie, mo­
mentul de inertie I' al sistemului bară+cilindri este 

I' = I+ 2{Io + md~) , 

când cilindrii sunt aşezaţi pe cui~oarele 1 &i 2. Introducând acenstă expresie 
în relaţia (16.11) se obţine 

I = 2m(R2 /2 + df) 
T 11 /T2 - 1 

Constanta de torsiune este dată de 
2 f'l. 

C 8 2 R /2 + ( I 
, = 7r m T'1 - T2 

( 16.W) 

(16.27) 

Aparate şi materiale: pendulul de torsiune prezeutat m1terior, 2 
perechi de cili11dri de raze diferite, o riglă sau 1111 ~11bler, 1m cro110111etru, o 
balanţă. 

16.6 Modul de lucru. Prelucrarea datelor expcr1-
1nentale 

• Se det,!rrni11i'i perioada de oscilaţii) Ta si~t<•11111l11i f1)r111at H11111ai di11 

lmra n. ()c;cilaţiile <k torsi111w S(' i111pri111:1 1·:t•-niri11d rn 1111 1111glti dl' 
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aproximativ 6° pendulul fizic. Perioada de oscilaţie se determină cu 
rela~ia 

(16.28) 

1mdc t cRte timpul în care se efectuează N osdlaţii de torniune com­
plct.e (N z 20). Se repetă determinările de 10 ori. 

• Se aşează doi cilindri identici pe cuişoarele 1 şi 2. Se determină pe­
rioada de oscilatie T' a sistemului modificat prin adăugarea cilindrilor. 
Deoarece în expresia momentului de inerţie al barei intervine raportul 
perioadelor, se va păstra acelaşi număr de oscilaţii N. Deci 

unde t' este timpul în care sistemul bară+cilindri efectuează cele N 
oscilatii de torsiune complete. Se repetă determinările de 10 ori. 

• Se măsoară şi se notează raza unui cilindru (R) şi distanţa (d1) de la 
cuişorul 1 la firul de suspensie. Se cântăreşte un cilindru şi se notează 
valoarea masei sale m. 

• Datele cu.lese se trec în tabelul 16.2. 

nr. determ. t (s) t (s) t' (s) t (s) I {kg•m ) Sj, (kg·m ) 

unde 

iar, 

Tabelul 16.2: 

J = 2m{R2 /2 + c{f) 
v2 ;e -1 ' 

s = 4m (t!2)2 n2;2 + ăf 
j fl (t!2 ;t2 -1)2 

conform formulei de propagare a erorilor. 

• Rezultatele finale pentru I şi C se scriu sub forma 
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(16.31) 

(
- ) N·m 

C= C±Sc rad ' (16.32) 

unde 

(16.33) 

(16.34) 

• Se vor aşeza cei doi cilindri pe cuişoarele 3 şi 4 şi se vor relua deter­
minările. În acest caz se înlocuieşte di cu d2 în formulele de calcul. 
Se va compara valoarea momentului de inerţie al barei determinat în 
cazul în care cei doi cilindri sunt aşezaţi pe cuişoarele 1 şi 2 cu cea 
obtinută când cilindrii sunt aşezati pe cuişoarele 3 şi 4. 

• Se va relua experienta cu cea de a doua pereche de cilindri. 
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17 

DETERMINAREA 
MODULULUI DE 
ELASTICITATE PE BAZA 
.,.. 

INTINDERII 

17.1 Teoria lucrării 

Între particulele constituente ale unui solid există forţe de interacţiune care 
diferă de la solid la solid şi care asigură stabilitatea acestuia. Aceste forţe 
joacă un rol important în manifestarea diverselor proprietăţi ale solidelor. 
Unele dintre aceste proprietăţi sunt proprietăţile elastice. Ele se mani­
festă atunci când un corp este deformat sub acţiunea unor forţe exterioare. 
Deformaţia se referă la deplasarea din poziţiile de echilibru ale particulelor 
constituente ale solidului. Dacă această deplasare a fost _mică este posibilă 
revenirea particulelor în poziţiile de echilibru, în lipsa forţelor exterioare. 
Această deformaţie ce dispare odată cu încetarea acţiunii forţelor exterioare 
se numeşte deformaţie elastică. 

Dacă forţele exterioare sunt mari particulele constituente nu mai revin 
la poziţiile de echilibru, în absenţa forţei exterioare. Această deformaţie 

ce nu dispare odată cu încetarea acţiunii forţelor exterioare se numeşte 
deformaţie plastică. Ea apare pentru acele valori ale forţelor exterioare 
ce depăşesc o anumită limită de elasticitate. 

Deformaţiile pot fi de mai multe tipuri: alungire (întindere, tracţiune) 
sau compresie (comprimare), forfecare {alunecare), torsiune (r~.sucire), 
încovoiere (flexiune). 

În limita deformaţiilor mici, toate deformaţiile satisfac următoarele legi: 
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• în limita de ela.<iticitate deformaţia este proporţională cu mărimea 
fortei exterioare; 

• schimbarea semnului fortei exterioare provoacă numai schimbarea 
semnului deformaţiei fără să-i modifice valoarea absolută; 

• când acţionează mai multe forţe exterioare, deformaţia totală este 
egală cu suma deformaţiilor parţiale. 

În toate cazurile, expresia cantitativă a relaţiei dintre forţa exterioară 
şi deformaţie este dată de legea lui Hooke. 

F" 

T 
I 
I 
I 

Io 10+61 
I ,.-.61 I 
I 
I 
I 
I 
L_ 

-1-- F" 

F" 

Figura l 7.1: 

În cazul alungirii respectiv, comprimiîrii (li~ura l7.1) legea lui Hooke 
arată că alungirea relativă sau deformaţia :-.pccifică e:-.te proporlio11;ilii cu 
efort.ul unitar pentru materialul dat 

( L 7.1) 

llll(lt• 

.. 1\l reprezintă alungirea (cnrnprima1 c•a) ah:-;ul111 iL; 

" ,\l/lo reprez;intă al1111gir0a (compri111arca) n)lalivă; 

"' T·\ n,prczi11t.iî for~a exterioară aplicai ;1 pc:qwrulirulnr pe :-;11prafa~;i.: 
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• So reprezintă sectiunea iniţială pe care acţionează forţa; 

• E reprezintă modulul de elasticitate {Young); 

• Fn/ So reprezintă efortul Wiitar. 

La metale modulul de elasticitate este de ordinul 1011 N /m2
. 

Dacă reprezentăm grafic efortul Wiitar în funcţie de deformaţie (alun­
girea sau comprimarea relativă) obţinem curba experimentală din figura 
17.2. , 

fi' 

B 

z 

t 

Figura 17.2: 

În porţiunea OP legea lui Hooke este valabilă. Punctul P reprezintă 
limita de proporţionalitate (limita domeniului Hooke). Deformaţiile elastice 
se întind de obicei ceva ma.i departe de limita de proporţionalitate, până 
la limita de elasticitate, după care începe domeniul deformaţiilor plastice . 

. Punctul critic S (es, O"s) reprezintă limita de curgere sau de fluiditate. 
Dincolo de această limită deformaţiile cresc neregulat, flrft. vreo solicitare 
suplimentară. În practică prelucrarea plastică a metalelor se realizeazl în 
această zonă. După terminarea curgerii, efortul unitar creşte din nou cu 
alungirea relativă până la limita de rezistenţă B (is, <1s) când apare într-un 
loc o gâtuire pronunţată a barei, după care se produce ruperea ei. Ruperea 
barei corespunde punctului Z (ez,<1z). 
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Corpurile sunt elastice dacă limita de elasticitate se atinge pentru forţe 
exterioare mari (de exemplu: oţel, cauciuc) şi neelastice dacă limita de 
elasticitate se atinge pentru forte exterioare mici ( de exemplu:plumb). 

17 .2 Scopul lucrării 

Determinarea modulului de elasticitate (Young) al unei sârme <lin otel su­
pusă întinderii, 

17 .3 Dispozitivul experimental 

Sârma S confecţionată din materialul al cărui modul de elasticitate se de­
termină este fixată între două console (figura 17.3). Prin adăugarea. de 
greutăţi pe plata.nul P prins de consola C se produce alungirea sârmei. Pe 
consola C se sprijină o bară de lungime b pe ca.re este fixa.tă o oglindă plană 
O. Când sârma este întinsă, consola coboară, provocând rotirea barei cu 
un unghi a. Oglinda fiind fixată pe această bară se roteşte şi ea cu acel~i 
unghi a. Pentru alungiri mici, deci unghiuri mici, în triUil.lffi.Îul VWTJ 
putem scrie 

a 

o 
- -- -· 

bl ,,, -,,-

An 
,/ 

/ .,, 
-/ 

--y 

Figura 17.3: 

.6.l 
tg a= b ~a. (17.2) 
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Modificare poziţiei oglinzii poate fi pusă în evidenţă cu ajutorul scalei gra­
date Q prin intermediul lunetei L. Înainte de a adăuga o greutate pe platan, 
intersecţia firelor reticulare ale lunetei indică o diviziune no . pe imaginea 
scalei gradate. Când oglinda se roteşte, această imagine se deplasează. 
Astfel, după adăugarea greutăţii G pe platan, intersecţia firelor reticulare 
ale lunetei indică o nouă diviziune n pe imaginea scalei gradate. Notăm 
cu .6.n diferenţa diviziunilor pentru o rotaţie a oglinzii cu un unghi a şi cu 
D distanţa de la oglindă la scală. Pentru alungiri mici, deci unghiuri de 
rotaţie mici, în triunghiul XY Z putem scrie 

.6.n 
tg 2a = D !:::'. 2a. (17.3) 

Din relaţiile (17.2) şi {17.3) obţinem 

(17.4) 

Introducând elaţia (17.4) în relaţia (17.1) obţinem pentru modulul Young 
următoarea expresie 

E= 2lDg m 
bS .6.n ' 

(17.5) 

cu S = 1rcP /4, d fiind diametrul sârmei. Dispozitivul experimental din 
laborator este caracterizat de următorii parametri: l = 2 m, d = O, 8 mm, 
b = 6 cm. Distanţa D de la lunetă la oglindă se măsoară cu o ruletă. 

Aparate şi materiale: un fir din oţel fixat între două console dintre 
care una este încastrată în perete iar de cealaltă este prins un platan, o 
lunetă, mase marcate, o ruletă. 

17.4 Modul de lucru. Prelucrarea datelor experi­
mentale 

111 Se reglează luneta astfel încât să se prindă imaginea scalei gradate. 

• Se citeşte diviziunea no indicată de intersecţia firelor reticulare ale 
lunetei. 

• Se adaugă pe platan prima masă marcată m1 = O, 5 kg şi se citeşte 
diviziunea n 1 indicată de intersecţia firelor reticulare ale lunetei. De­
terminăm diferenţa diviziunilor L\n1 = n1 - no. 
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• Se adaugă suco,siv unităti de masă de O, 5 kg până când pe platan se 
afiă o masă de 3, 6 kg {obtinându-se astfel 7 puncte experimentale), 
r.itindu-se de fiecare dată diviziunea n corespunzătoare (~n = n-no). 

• Da.tele experimentale culese se trec în tabelul 17.1. 

redeterm. , no [mm] I m [kg] I n [mm) I ~n [mm] 

Tabelul 17.1: 

• Se reprezintă grafic diferenţa diviziunilor (L'.\n) în functie de masa (m) 
pnsli pe platan. Panta P a dreptei obţinute este egală cu raportul 

2lDg 
bSE. 

e Conform metodei celor mai mici pătrate această pantă are expresia 

• Valoarea moduhilui lui Young este dată <le 

• Din ralcule :,P !~li1i!i11ă punctlde expl\ri1tw11t.<1l1· care simt dl~p,i.rt.aLP 
11111it rlP. dre:11,::·, 
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18 
,,.., 

STUDIUL INCOVOIERII 
UNEI BARE ELASTICE 

18.1 Teoria lucrării 

Între particulele constituente ale unui solid există forte de interactiune care 
diferă de la solid la solid şi care asigură stabilitatea acestuia. Aceste forte 
joacă un rol important în manifestarea diverselor proprietăti ale solidelor. 
Unele dintre aceste proprietăţi sunt proprietăţile elastice. Ele se mani­
festă atunci când un corp este deformat sub acţiunea unor forte exterioare. 
Deforrnatia se referă la deplasările din poziţiile de echilibru ale particulelor 
constituente ale solidului. Dacă aceste deplasări au fost mici este posi­
bil ca particulele să revină în poziţiile de echilibru, în lipsa fortelor exte­
rioare. Deformaţia ce dispare odată cu încetarea actiunii forţelor exterioare 
se numeşte deformatie elastică. 

Dacă forţele ext,erioare sunt mari particulele constituente nu mai revin 
la poziţiile de echilibru în absenta fortei exterioare. Această deformatie 
ce nu dispare odată cu încetarea acţiunii forţelor exterioare se nume.'}te 
deformatie plastică. Ea apare pentru acele valori ale fortelor exterioare 
ce depăşesc o anumită limită de elasticitate. 

Deformaţiile pot fi de mai multe tipuri: alungire (întindere, tracţiune) 
sau compresie (comprimare), forfecare (alunecare), torsiune (răsucire), 
încovoiere (flexiune). 

În limita deformaţiilor mici, toate deformaţiile satisfac următoarele legi: 

• în limita de elasticitate deformaţia este proporţională cu mărimea 
forţei exterioare: 

• schimbarea scnrnului forţei exterioare provoacă numai schimbarea 
sem1111!11i defonnaţiei fără să-i modifice valoarea absolută; 

11.-1 
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• când acţionează mai multe forţe exterioare, deformaţia totală este 
egală cu suma deformaţiilor parţiale. 

În toate cazurile, expresia cantitativă a relaţiei dintre forţa exterioară 
şi deformaţie este dată de legea lui Hooke. 

În cazul deformaţiilor mici, orice deformaţie complexă poate fi conside­
rată ca o swnă de deformaţii simple (alunecări). 

În această lucrare se studiază o deformaţie complexă şi anwne încovoierea 
unei bare elastice drepte, cu un capăt fixat. Dacă la capătul liber se 
acţionează cu o forţă F bara se va încovoia. La încovoierea barei straturile 
ei superioare se vor întinde, cele inferioare se vor comprima, iar la mijloc 
există un strat, nwnit strat neutru, care îşi va păstra lungimea şi nu va 
suferi decât o curbare. Încovoierea barei este caracterizată de unghiul de 
încovoiere, care este unghiul dintre poziţia iniţială a barei şi poziţia după 
încovoiere, sau de s~geata de încovoiere, ce reprezintă deplasarea lineară 
a extremităţii libere a barei (figura 18.1). Săgeata de încovoiere poate fi 
exprimată în funcţie de unghiul de încovoiere. În practică este mai comod 
să se măsoare săgeata de încovoiere. 

I. 
)( 

Figura 18.1: 

În cazul încovoierii, legea lui Hooke, ce exprimă relaţia între forţa exte­
rioară şi deformaţie se scrie 

). = KF, (18.1) 

unde ). este săgeata de încovoiere, iar F forţa exterioară. Constanta K 
depinde de forma, dimensiunile şi natura solidului deformat. Relaţia (18.1) 
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exprimă că săgeata de încovoiere este direct proporţională cu forţa care 
încovoo.k' bara. Dacă încovoierea este descrisă cu ajutorul unghiului de 
încovoiere, relaţia analoagă relaţiei {18.1) este 

drp = K'lF, 
dx 

(18.2) 

unde <p este unghiul de încovoiere, F forţa aplicată la capătul liber, iar 
d</J/dx unghiul de încovoiere pe unitatea de lungime. Constanta K' depinde 
de forma, dimensiunile şi natura solidului deformat. 

Figura 18.2: 

În continuare urmărim să găsim dependenta lui K de forma, dimensiu­
nile şi natura solidului deformat prin încovoiere. În acest scop considerl1m 
o bară dreptunghiulară de dimensiuni l, b şi a. Considerăm de asemenea, o 
secţiune transversală la distanţa x de extremitatea ei liberă. În vecinătatea 
acestei secţiuni considerăm un element infinitezimal dx al barei {figura 
18.2). Notăm cu I poziţia secţiunii înainte de încovoiere, cu II poziţia 
după încovoiere şi cu I I I o secţiune imediat vecină. Înainte de încovoiere 
secţiunea I este paralelă cu secţiunea III. Prin încovoiere secţiunea I trece 
în poziţia I I printr-o rotaţie infinitezimală de unghi drp în jurul unei axe ce 
trece prin stratul neutru 00', deoarece straturile de arie a• dx de deasupra 
stratului neutru 00' se întind în timp ce cele de dedesupt se comprimă. În 
punctele A şi B se duc perpendiculare pe direcţiile secţiunilor I şi II care se 
prelungesc până la extremitatea liberă a barei. Aceste perpendiculare fac 
între ele unghiul drp. La capătul liber al barei, distanţa d>. dintre cele două 
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perpendiculare este elementul infinitezimal al săgeţii de încovoiere datorată 
rotaţiei secţiunii transversale considerate. Aproximând tangenta unghiului 
dip cu unghiul avem 

d>. = X d</J. ( 18.3) 

Considerăm că forţa elastică elementară dF acţionând asupra unui strat 
arbitrar de înălţime dy aflat la distanţa y de stratul neutru, îl alungeşte cu 
dl. Secţiunea acestui strat pe care acţionează forţa elastică elementară este 
dS = a dy. Din triunghiul A'O' B' rezultă că 

dl= y drp. (18.4) 

Forţa elastică dF ce produce alungirea cu dl a stratului considerat are 
expresia (conform legii lui Hooke) 

dF = E dS dl I 

dx 
(18.5) 

unde dl/dx reprezintă alungirea relativă a stratului, iar E modulul de elas­
ticitate al materialului din care este confecţionată bara. Din relaţiile (18.4) 
şi (18.5) şi dS = a dy obţinem 

drp 
dF =Ea y dy dx . (18.6) 

Momentul încovoietor elementar al fortelor elastice dF faţă de axa de rotaţie 
ce trece prin stratul neutru este 

dM=ydF, 

sau 

dM = E a y2 dy :: . (18.7) 

Momentul total de încovoiere, produs de forţele elastice în secţiunea transver­
sală considerată se găseşte prin integrare 

drp lb/2 1 drp 
M = Ea - y2 dy = - a b3 E - . 

dx -b/2 12 dx 
(18.8) 

Deoarece la echilibru momentul de încovoiere datorat forţelor elastice este 
egal cu momentul încovoietor al forţelor exterioare F aplicate la extremi­
tatea liberă a barei 

1 3 drp 
12 a b E dx = x F . 

Înlocuind în această expresie pe drp dat de relaţia ( 18.3) obţinem 

F 2 
d>. = 12 ~ x dx . 

a r.r E 
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Săgeata de î11cnvoiere tot.ală se obţi11e prin intehrrarea ecuaţiei (18.10) 

12 F Io' 4 (l F >. = -- x 2 <lx = -- , 
alr'1 E o al/1 E 

(18.11} 

sau 

>.=KF, (18.12) 

unde ~ este U1.ţimea secţiunii _transversale a barei, h în~lţimea acestei 
secţiuni, iar { lungimea barei. Într-adevăr constanta K depinde de forma, 
dimensiunile şi natura substanţei din care este confecţionată bara (prin E). 

18.2 Scopul lucrării 

Determinarea modulului de elasticitate {Young) al materialului din care 
este construită o bară elastică, când aceasta este supusă încovoierii. 

18.3 Dispozitivul experimental 

C 

8 

Figura 18.3: 

Dispozitivul experimental {figura 18.3) constă dintr-un cilindru C prin 
care trece bara B a cărei comportare la încovoiere se studiază. O porţiune 
l din bară este înafara cilindrului. Capătul liber este prevăzut cu un platan 
pe care se aşează succesiv diferite mase marcate. Săgeata de încovoiere a 
barei se citeşte pe scala gradată în milimetri de pe plăcuţa P. Poziţia 
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acestei plăcute se reg)pa1,ă cu ajutorul &muhnrilor H1 ~i ll1. Î11 partt'a 
dreaptă a tambnrnlni, bara e.ste pusă în kgături'i cu disr.111 n. An-st. di~Î, 
st:'n'e~tc la :1.şczarea barei în diferite poziţii. CapiHul barei dinRpre cilindru 
este înţepenit în p07iţia ah'Mă cu şurubul R:l- Bara diRpozitivului di11 
laborator are lungimea l = O, 6 m şi secţiunN1 tramwcrsa.lă un dreptunghi 
de dimensiuni 4 mm şi 3 mm. 

Aparate şi materiale: dispozitivul prezentat anterior, o cut.ie cu mase 
marcate. 

18.4 Modul de lucru. Prelucrarea datelor experi­
mentale 

• Se alege cu ajutorul discului D o poziţie a barei. Se fixea.ză bara 
în această poziţie cu ajutorul şurubului R3. Cu ajutorul şuruburilor 
R1 şi R2 se aduce diviziunea aleasă ca reper pe plăcuţa P în dreptul 
acului indicator de la capătul liber al barei. 

• Se pun pe plat.an pe rând greutăţi de 20 g până la 200 g ( din 20 g în 
20 g) şi se citeşte de fiecare dată diviziunea în dreptul căreia a ajuns 
acul indicator. Scăzând din această diviziune, diviziunea aleasă ca 
reper se determină săgeata de încovoiere >. corespunzătoare masei m 
pusă pe platan. 

• Datele experimentale cule.se se trec în tabelul 18.1. 

nr. dcterm. m [g] .\ [mm] 

Tabelul 18.1: 

• Se fixează apoi bara în cealaltă poziţie. În acest caz lăţimea sP.cţiunii 
transversale corespunzătoare poziţiei anterioare a barei devine înălţime, 
iar înălţimea devine lăţime. După punerea la pu11ct a dispozitivului 
Re ~ează pe rând greutăţi pe platan şi se determină săgeţile corc'!S­
pum:ătoarc. 
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a Se reprezintă grafic săgeata de încovoiere (.") în funcţie de masa (m) 
de pe platan. Panta Pa dreptei obţinute este egală cu raportul 

a Conform metodei celor mai mici pătrate această pantă are expresia 

p = Ei=l (mi - m) Ai 
Ei=l (m; - m)2 • 

11 Valoarea modulului lui Young este dată de 

413 g 
E=ab3P. 

• Din calcule se elimină punctele experimentale care sunt depărtate 
mult de dreaptă. 

• Se compară valorile pentru modulul de elasticitate obţinute pentru 
cele două poziţii ale barei. 

Atentie la urităţile de mlciură. 
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19 

DETERMINAREA 
CONSTANTEI ELASTICE 
A UNUI RESORT 

19.1 Teoria lucrării 

Pendulul elastic cRte un corp idealizat (redus la un punct material) atârnat 
de wi resort elastic. Corpul, datorită greutăţii :mie întinde re:mrtul. În re­
sort apar forţe interne între regiunile deplasate ale acestuia. Sub acţiunea 
acest.or forte resortul revine la forma iniţială (când de resort nu mai este 
atârnat nici un corp). Aceste forţe de reacţiune :mnt proporţionale cu 
deformaţiile, dacă forţele exterioare nu depă~esc o limită caracteristică 
acelui corp, numită limită de ela.c;ticitatc. Forţa proporţională cu valoarea 
deformaţiei şi orientată în sens opus creşterii deformaţiei se numeşte forţă 
elastică. Considerând că deformaţiile se fac după direcţia Ox, expresia 
matematică a forţei elastice este 

F = -kx, (19.1) 

unde x este deformaţia sistemului, iar k o constantă pozitivă, caracteristică 
pentru ficcan' sistem elastic. Valoarea lui k depinde de nat ma substanţei 
din care este confecţionat resortul şi de geometria lui (diametrul firului şi 
diametrul spirei). Constanta elastică a unui resort este numeric egală cu 
forţa elastică care apare la o alwigire a acestuia egală cu unitatea. Semnul 
minus din formulă arată că forţa elastică este orientată în sens opus sensului 
dr~ronna~iei. 

Punctul material care se mişcă rectiliniu sub acţiunea forţei elastice 
( F =~ -kx) se numeşte oscilator liniar armonic. Mişcarea sa se numeşte 
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rni~care oscilatorie armonică. Dacă m este masa punctului material, atunci 
forţa F îi va imprima o acceleraţie a = x. Conform legii a doua a mecanicii 
putem scrie 

mx =-kx, 

sau 
.. k O x+-x= . (19.2) 

m 
Notând 

w
2 = k/m, ( 19.3) 

ecuaţia (19.2) devine 
x+w2x =0. 

Această ecuaţie diferenţială de ordinul al doilea este omogenă. Soluţia ei 
este de forma 

x = A sin ( wt + a) . (19.4) 

Constantele de integrare: amplitudinea A (elongaţia maximă) şi faza iniţială 
a mişcării oscilatorii a se determină din conditiile initiale. O soluţie a 
ecuatiei (19.2) este şi cea în care în locul sinusului se ia cosinusul. Alegerea 
funcţiei trigonometrice este arbitrară, ea ducând la schimbarea fazei initiale 
a. 

Mărimea w are semnificaţie de pulsaţie (w = 21r/T). Rezultă pentru 
perioada oscilaţiei armonice expresia 

(19.5) 

Deci, perioada mişcării unui sistem mecanic în oscilaţie armonică este di­
rect proporţională cu rădăcina pătrată a masei şi invers proporţională cu 
rădăcina pătrată a constantei elastice k. 

Pentru determinarea constantei ela:,tice a wmi resort se folosesc două 
metode: metoda statică şi metoda dinamică. Metoda Rtatică se bazează 
pe faptul că forţa elastică are valoarea egală cu cea a forţei de greutate a 
corpului atârnat 

k lll :c:: mg. (19.6) 

Cunoscfmd greutatea corpului atârnat şi determinând alungirea resortului 
sub actiunea greutăţii sale, constanta clastică a resortului este 

k= m 
!I t:,.[ • ( 19. 7) 

Dacă deplasăm sistemul din µm;i~ia de f!chilibru, atunci forţa elastică 
dezvoltată î11 resort ~i forţa de ~reutate rn1 mai sunt îu echilibru. Sub 
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acţiunea forţei ela.'ltice suplimentare dirijată spre poziţia de rcl11liln11 ~i 
proporţională cu depărtarea x de la poziţia de echilibru (F = -kx) co,i.ml 
oscilează armonic. Perioada oscilaţiilor are expresia T = 21r.../mlk. Deci 
constanta elastică este 

2 m 
k = 41r T2 . (HI .8) 

Această relaţie stă la baza metodei dinamice de determinare a constantei 
elastice. 

19.2 Scopul lucrării 

Determinarea constantei elastice a unui resort liniar din oţel atât prm 
metoda statică cât şi prin cea dinamică. 

19.3 Dispozitivul experimental 

Dispozitivul experimental este constituit dintr-un resort fixat la capătul 
superior de un suport vertical, capătul inferior fiind lMat liber. De capătul 
liber se suspendă un platan. Dinamometrul este prevăzut cu un indicator 
ce permite citirea alungirilor resortului pe hârtia milimetrică ataşată. 

Aparate şi materiale: un pendul elastic, un cronometru, mase mar­
cate. 

19.4 Modul de lucru. Prelucrarea datelor experi­
mentale 

Metoda staticl 

• Se suspendă pe platan 10 mase marcate diferite m,. 

• Se măsoară şi se notează alungirile t:..l, corespunzătoare fiecărei greutăţi 
G, = m,g. Citirea este corectă când ochiul observatorului şi acul in­
dicator sunt pe aceeaşi orizontală. 

• Datele experimentale culese se trec în tabelul 19.l. 

I nr. determ. I m [g] I fil [mm] I 
Tabelul 19.1: 
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Dacă nw.sa aşezată pc plat.a11 eRtc prna ma.re, at1111ci valoarea raport ului 
m/ 6.l diferă foarte mult de celelalte. În aceRt caz R-a depă.<Jit limita dii 

elasticitate. 

• Se reprezintă grafic alungirea resortului (6.l) în funcţie de masa aşezată 
pe platanul atârnat de resortul elastic (m). Panta (P) dreptei obţinute 
este chiar raportul între acceleraţia gravitaţională şi conRtanta elas­
tică (g/k). 

• Utilizând metoda celor mai mici pătrate această pantă are expresia 

n 2'.: 10. 

Metoda dinamică 

• Se imprimă resortului o mişcare oscilatorie de amplitudine mică, pen­
tru fiecare masă mi utilizată anterior. Cu ajutorul unui cronometru 
se măBoară timpul t în care se efectuează N oscilaţii. Perioada se 
calculează cu relaţia T = t / N. Se repetă determinarea 1 ui T de 3 ori 
pentru fiecare masă mi. 

• Datele experimentale culese se trec în tabelul 19.2. 

determ. I m [g} I t [s] I N I T [s"J I 'f [s] I T 2 
fs

2
] I 

Tabelul 19.2: 

• Se reprezintă grafic pătratul perioadei (f'2) în funcţie de masa (m) 
corpului atârnat de reRort. Panta dreptei este raportul 471"2 / k. 

• Utilizând metoda celor mai mici pătrate această pantă are expresia 

n 2'.: 10. 

• Valoarea constantei elastir.e se determină cu relaţia 
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20 

..... 
DETERMINAREA 
VITEZEI SUNETUL Ul IN 
AER PRIN METODA 
INTERFERENŢEI 

20.1 Teoria lucrării 

Fenomenul de interferenţă constă în suprapunerea neperturbată în acelaşi 
loc {dintr-un mediu) a două sau mai multe unde de ac~i lungime de undă 
sau aceea.şi pulsaţie. 

Regiunea în care se produce suprapunerea undelor se numeşte câmp 
de interferenţă. Considerăm un punct P {figura 20.1) dintr-un câmp de 
interferentă al undelor plane de aceeaşi pulsaţie w, ce provin de la două 
centre de oscilaţii S1 şi S2. Presupunem de asemenea, că cele două oscilaţii 
care ajung în punctul P sunt armonice şi paralele. Ele au elongaţiile de 
forma-

Yi = Ai sin21r (;- :
1
) , 

Y2 = A2 sin 21r (; - ~) . 

(20.1) 

{20.2) 

Punctul P va executa mişcarea rezultată prin compunerea celor două 
oscilaţii armonice paralele de aceeaşi pulsaţie. Mişcarea rezultantă este 
tot o mişcare oscilatorie armonică, de aceeaşi perioadă şi direcţie. Ecuat.ia 
mişdi.rii rezultante este 

y = A sin 21r ( ~ - ~) 
T 21r 
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p 

x, 

Figura 20.1: 

Deoarece mişcarea rezultantă se obţine prin compunerea celor două oscilaţii 
armonice putem scrie că 

1/ = 1/l + 1/2 • (20.4) 

Defazajul dintre cei doi oscilatori aflaţi la distanţa x1, respectiv x2 de 
punctul P este 

D.q, = 21r (;-X:.) - 21r (;- ~
1

) = 
2
; (x1 - x2 ) = ţ D.x, 

nnde D.x este diferenţa de drum dintre cele două os :ilaţil. 
Introducând expresiile (20.1), (20.2) şi (20.3) în e< 1 1aţia (20.4) şi aplicând 

formula sin( a - /3) = sin a cos .B - sin .B cos a , î11 urma identificărilor 
obţinem 

2,r 2,r 
A cos a = A1 cos T:i:, + A2 cos Tx2 , 

. . 271" . 271" 
Asma = A 1 sm --:x-·x1 + A2 Am Tx2. 

(20.5) 

(20.6) 

Ridicând ecuaţiile {20.5) şi (20.6) la pătrat şi adunând11-le membru cu mem­
bru obţinem amplitudinea oscilaţiei rezultante 

(20.7) 

Hf'111ltă ră amplitudinea oscilaţiei puw· 11! ·i P depinde de amplitudinile 
, ,. r ilatiilnr care se suprapun şi de difrreu\.i. d, drum dintre oscilatii, în pnnc-
' ,ii dP i11terfore11ţă. Dacă propagair•:1 r·,,r·ihliilor se face într-un mediu în 

I ,'ri 
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care nu există amortizare, amplitudinea oscilaţiei rezuJtante va depinde nu­
mai de diferenţa de drum dintre cele două oscilaţii. Când acec1.cită diferenţă 
de drum este comitaILt.ă, atunci şi amplitudinea oscilaţiei rezultante e8te 
constantă. 

Amplitudinea oscilaţiei rezultante este maximă ( A = Al -+ A 2), dadi 

21r 
cos -, !:ix = 1 , 

A 

Din această conditie rezultă 

Amplitudinea oscilatiei rezultante este minimă (A =:=I A1 - A2 I), pentru 

27r 
cos-!:ix = -1, >. 

27r 
T!:ix = (2k + l)1r . 

Această condiţie este echivalentă cu 

În concluzie, toate punctele din câmpul de interferenţă pentru care diferenta 
de drum este un număr par de >./2, oscilează cu o amplitudine maximă, iar 
cele pentru care diferenţa de drum este un număr impar de >./2, oscilează 
<::11 o amplitudine minimă. 

Pentru cazul particular A1 = A2 = a obţinem A = 2a pentru ampli­
tudinea maximă şi A = O pentru amplitudinea minimă. 

Între lungimea de undă şi viteza de propagare (viteza de fazii) există 
relaţia 

>. = vT, (20.8) 

unde rJ este frecvenţa undei. În cazul primului minim de interferenţă (k = O) 
putem scrie 

V oo=-, 
2v 

V= 2VOo, (20.9) 

unde 60 este diferenţa. de drum între undele care interferă când se produce 
primul minim de interferenţă. Al doilea minim de interferenţă se prodnce 
când 

3v 
61 =-' 2v 

unde 61 este diferenţa. de dn.1r:1 1r:tre undele care interferă când se prodw~ 
al doilea minim de interferenţă. 
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D 

Figura 20.2: 

20.2 Scopul lucrării 

Determinarea vitezei de propagare a sunetului în aer prin metoda interferenţei 
cu ajutorul tubului Konig. 

20.3 Disp'lzitivul experimental 

Tubului Konig (figura 20.2) este format din două tuburi îndoite, aşezate 
vertical, unul lângă altul. Lungimea unuia din tuburi (B) este fixă, iar 
lungimea celuilalt (D) este variabilă. Dublul indicaţiei acului P pe scala 
gradată ne arată cu cât este mai lung tubul D decât tubul B. 

La prelungirea orizontală A se produc oscilaţii sonore ( de exemplu cu 
ajutorul unui diapazon). Undele emise interferă în punctul C după ce au 
parcurs cele două ramificaţii B şi D. Diferenţa de drum dintre cele două 
unde este chiar dublul indicaţiei acului P pe scala gradată. În timp ce 
se mişcă tubul D se ascultă cu ajutorul celor două tuburi de cauciuc de 
la cap~tul C. În funcţie de valoarea diferenţei de drum se aud întăriri 
sau slăbiri ale sunetului. Se urmăresc minimele deoarece sunt mai U.ljOr de 
distins. 

Aparate şi materiale: un tub Konig, un izvor sonor (câteva diapa­
zoane de fIWVenţe diferite). 
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20.4 Modul de lucru.- Prelucrarea datelor experi­
mentale 

• Se produce în caplHul A o oscilaţie sonoră (de exemplu prin lovirea 
unui diapazon în aer). În cazul tubului Konig din laborator frecvenţa 
emisă de izvorul sonor trebuie să fie mai mare de 750 Hz (pentru a 
putea percepe cel puţin două minime de interferenţă). 

• Se mişcă tubul D până când cu ajutorul celor două tuburi de cauciuc 
de la capătul C percepem prima slăbire a sunetului (primul minim 
de interferenţă). Se notează diviziune.a M la care se găseşte acul 

• indicator pe scala gradată. Viteza sunetului în aer este dată de 

v = 4vM, (20.11) 

unde veste frecvenţa sunetului emis de diapazon. Frecvenţa sunetului 
emis de diapazon este trecută pe diapazon. 

• Se repetă determinarea de 10 ori. 

• Rezultatele măsurătorilor se trec în tabelul 20.1. 

nr. determinare v [Hz] M [cm] M (cm] v (m/s] So [m/s] 

Tabelul 20.1: 

unde 
v = 4vM, {20.12) 

S6 = 4vSM, (20.13) 

cu 

SM= 
Li=l (M - Mi) 2 

n2:10, (20.14) 
n(n -1) 

unde n este numărul de determinări. 

• Rezultatul final se scrie sub forma 

v = v± Sv. (20.15) 
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" Se vor face determinări şi pentru al doilea minim de interferenţă. În 
acest caz viteza sunetului în aer se calculează cu formula 

(20.16) 

unde M' este diviziunea la care se găseşte acul indicator pe scala 
gradată când percepem al doilea minim de interferenţă. 

• Se repetă determinarea de 10 ori. 

• Se compară valorile obţinute cu formulele (20.11) şi (20.16}. 

• Se fac determinări şi pentru altă frecvenţă a izvorului sonor. 
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