


https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



LAURENŢIU P ANAITOPOL ALEXANDRU GICL' 

PROBLEME CELEBRE 
DE · 

TEORIA NUMERELOR 

E.DITURA UNIVERSITĂŢil DIN BUCUREŞTI 
1998 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



BIBLIOTECA CENTRALA 

UNIVERSITARA 

Bucureşti 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



~AURENTIU P ANAITOPOL 
' 

ALEXANDRU GICA 

PROBLEME. CELEBRE 
DE 

TEORIA NUMERELOR 

EDITURA UNIVERSITĂTII DIN BUCURESTI 
• ' ' 1998 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Referenţi ştiinţifici: Prof. dr. ION D. ION 
Prof. dr. CONSTANTIN POPOVICI 

(199900858 

5'1 J P.2/J 

© Editura Universităţii din Bucureşti 

Şos. Panduri, 90-92, Bucureşti - 76235; Telefon 410.23.84 

Tehnoredactare computerizată: Iacob Victoria 

ISBN 973-575-196-8 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



CUPRINS 

Prefaţă. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 

Ecuaţia x2 - dl = k. Existenţa soluţiilor, algoritmi de rezolvare . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 

Anexă.............................................................. 24 

Teorema elementului prim . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 9 

Anexă (Teorema elementului prim).... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 

Teorema lui Dirichlet a progresiilor aritmetice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 

Anexă (Teorema lui Dirichlet a progresiilor aritmetice). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 

feorema lui Brun . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 

\.nexă (Teorema lui Brun). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 

Teorema lui Schnirelm.an . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 

\.nexă (Teorema lui Schnirelman) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . U4 

Teorema lui Scherk. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 

Anexă (Teorema lui Scherk) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144 

Teorema lui Waring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 

,\.nexă (Teorema lui Waring) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164 

Teorema lui Gauss a celor trei pătrate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183 

Anexă (Teorema lui Gauss a celor trei pătrate) ........................ , . . . . . . 196 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



PREFATĂ 
' 

Lucrarea de faţă prezintă opt probleme dificile de teoria numerelor, 
majoritatea dintre ele fiind publicate pentru prima dată în limba română. Cu o 
singură excepţie demonstraţiile sunt elementare (fără utilizarea analizei 
complexe). 

Fiecare capitol debutează prin indicarea bibliografiei utilizate şi cu un mic 
istoric încheindu-se cu o anexă - deseori foarte consistentă - care permite 
înţelegerea demonstraţiilor chiar şi pentru cititorul mai puţin familiarizat cu 
descifrarea unor lucrări ştiinţifice. Un student care a urmat cursul de „teoria 
numerelor" (anii II-III) al Facultăţii de Matematică a Universităţii Bucureşti este 
capabil să urmărească textele prezentate. 

Mai trebuie subliniat că lucrarea nu se rezumă la traducerea articolelor 
indicate; fiecare dintre acestea a fost supus unei operaţiuni de prelucrare, de 
„accesibilizare". Practic s-au păstrat numai ideile fundamentale din lucrările 
folosite. În câteva dintre articole s-au înlăturat neclarităţile existente sau micile 
incorectitudini. De asemenea s-a urmărit - atât cât a fost posibil - o uniformizare 
a modului de prezentare a problemelor. 

Această carte, care se vrea o prelungire a tematicii cursului la care ne-am 
referit mai sus, este de natură să contribuie la orientarea studenţilor secţiei 
didactice în alegerea lucrărilor de diplomă. De asemenea lucrarea este utilă 
celor care urmează cursul „Metode analitice în teoria numerelor'' din cadrul 
programului de studii aprofundate. 

Autorii 
Iulie 1995 
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ECUATIA x2 - dy2 = k. 
' EXISTENTA SOLUTIILOR. 
' ' ALGORITMI DE REZOLVARE 

Introducere 

în acest capitol se studiază soluţiile întregi ale ecuaţiilor de forma 
x2-df=k, 

unde d E N şi k E Z. Dacă d = n2, n E N, atunci 
(x- ny) · (x + ny) = k 

şi modul de rezolvare al unei astfel de ecuaţii este cunoscut. Deci se impune în 

plus condiţia /d e N şi k -:t O ( dacă k = O şi /d e N atunci ecuaţia x2 - df = O 
are ca soluţii întregi doar perechea x = y = O). În teorema 1 
folosindu-se teorema lui Minkovski asupra corpului convex precum şi diverse 
proprietăţi ale inelului 

R = { m + n /d I m, n E Z} 
se rezolvă problema soluţiilor întregi ale ecuaţiei x2 - dy2 = ± 1. 

Aceste ecuaţii sunt în strânsă legătură cu problema structurii unităţilor 
inelului R. Mai precis se arată că există o unitate 

Ea= m + n /d, m, n E N, (m, n) -:t (1, O) 

astfel încât oricare ar fi o altă unitate E a lui R atunci E = ± E~ cu / E Z. 

Avem că m2 
- dn2 = ± 1. Notăm cu E, fie Ea dacă m2 

- dn2 = 1, fie E~ dacă 

m2 
- dn2 = -1; E =a+ b /d, a, b E N, (a, b) :;t (1, O). 

Atunci orice soluţie (x.., Y,) în numere naturale a ecuaţiei Pell x2- df = 1 
se obţine astfel 

(x, + /dy.) = E" =(a+ b /jy, ('v') s E N. 
Teorema 1 nu este însă folositoare din punctul de vedere al modului efectiv de 
construcţie al unităţii Ea, respectiv E. De aceea se dă mai apoi un algoritm de 
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construcţie pentru E
0 

şi E care utilizează în special chestiuni legate de fracţii 
continue (în paragraful II al anexei se demonstrează tot ce este necesar în legătură 
cu fracţiile continue pentru a înţelege algoritmul menţionat mai sus). După aceea 
se arată cum pentru un k E Z, k :t- O se poate preciza un algoritm pentru găsirea 
unor elemente 

µ" µ,, ... µ, E R, N(µ) = k ('v') i = l,r 

(deci dacăµ= c + /d d, c, d. E Z atunci c~ -dd2 = k (\t) i = l,r), astfel 
l I I I J l 

încât ('v') x, y E Z astfel ca x2 
- dy2 = k atunci x + /d y = ± µ,; e' (unde I ::; i 5 r, 

/ E Z, semnul* fie nu înseamnă nimic, fie este semnul de conjugare). 
Dacă x E R\Q, x > O, vom numi reprezentare a lui x sub formă 

de fracţie continuă simplă un şir de numere naturale a
0

, a 1, ... a., ... cu 
proprietatea că 

şi în general 

11 11 11 11 
x = ao +-1-+-1-+ ... +-1-+-1-, x.+1 > 1 (\1') n E N, 

a1 a2 a. x.+1 

1 
x = a + - a = [x ] (V) n E N* 

n n ' n n ' 
Xn+l 

(am folosit notaţiile din paragraful II al anexei). Notând 

P,, 11 11 
-=ao+-1 + ... +-I 
Q. a1 a. 

atunci prin inducţie se arată că Q. 2'. n (\t) n E N*. Q, = a, 2'. 1 (deoarece a
1 

= 
= [x1] 2'. 1), Q2 = a1a2 + 1 2'. 2, deci verificarea este făcută. Dacă Qt-i 2'. k-1 şi 
Qt 2'. k atunci conform propoziţiei 1 din paragraful II al anexei 

QM =Qt· at+-1+ QH 2'. k • at+-1 + (k-l) 2'. k+ (k-1) 2'. k+l 
(dacă k 2'. 2), deci enunţul Qk ~ k ('v') k E N* este demonstrat prin inducţie. 
Folosind din nou propoziţiile 1 şi 2 din paragraful II al anexei deducem că: 

x- pn = ~Xn+I +Pri-I pn = pri-lQn -PnQn-1 (-1)" 

Qn Qnxn+I + Qn-1 Qn Qn (Qn.xn+I + Qn-1) Qn (Qnxn+I + Qn-1) 
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Deoarece x.~1 > an+I şi Q.an+I + Qn-1 = Q.~J' din cele de mai sus deducem 

1 1 1 
că x - ::; { ) = ::; { ) (\f) n E N*, ceea ce 

Qn Qnan+l + Q,,_1 QnQn+l n n + 1 
p 

înseamnă că lim-" = x. Am tăcut această observaţie pentru a vedea că nwnerele 
n➔ooQn 

naturale a0, a,, ... an'"' determină numărul iraţional x. 

Ecuaţia x2 - dy2 = k 

Vom nota în cele ce urmează cu R inelul comutativ: 

R = { m + n /d I m, n E Z}, unde d este un număr natural fixat cu proprietatea 

că /d t N. Vom folosi în continuare următoarele notaţii: cx ~ p, dacă cx şi 
p sunt elemente din R cu proprietatea că există o unitate E din R astfel încât 
cx = E • p (E E R se numeşte unitate dacă (3) E

1 
E R cu proprietatea că 

EE
1 
= E

1
E = 1. Se spune că două elemente cx şip dinR sunt asociate în divizibilitate 

dacă cx ~ P). Dacăµ E R, µ=a + b /d (a, b E Z) vom nota cuµ E R elementul 

µ =a-b /d,µE R 

(µ se numeşte conjugatul elementuluiµ). Vom nota cu N: R ➔ Z următoarea 
funcţie (numită şi funcţia normă) 

N(µ) = a2 - db2 = µ . µ, 

dacă µ = a + b /d, unde a, b E Z. S-a demonstrat în paragraful I al anexei că 
N(µ, µ2) = N(µl) • N(µz) (\f) µ.,µ2 E R 

şi că E este unitate în R dacă şi numai dacă N(e) = ± 1. 

Dacă µ E R, µ :;:. O vom nota cu l(µ) următorul vector din R2
: 

l(µ) = (lnJµI, lnJµ I). 
Teorema 1: Există o unitate e0 în inelul R astfel încât oricare ar fi o altă 

unitate E a inelului R, există k E Z şi o alegere a semnului + sau - astfel încât 

E = ± E~ (în plus E0 :;:. ± 1 ). 

Demonstraţie: Fie q un număr real satisfăcând inegalitatea q > 2/d. Pentru 

cx E R, cx:;:. O satisfăcând condiţia IN (cx)J ::; q vom nota cu Ycx următoarea 
mulţime din R2 : 

Ycx = { (x, y) E HI x?. ln Jcxl şi y ?. ln I ex I}, 
unde 

H={x,y)E R2 Jx+y=lnq}. 
Arătăm întâi că (\f) ex E R, cx:;:. O, Ycx. este o mulţime mărginită în R2. 
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Într-adevăr dacă (x, y) E Ycx anmci x ~ ln lcxl şi y ~ ln I a 1- însă (x, y) E H, 
deci x + y = ln q. Aceasta înseamnă că 

x = ln q - y ~ lnq - ln I a I 
şi că 

y = ln q - x ~ /n q - ln lcxl. 
De aici se deduce că Ycx este o mulţime mărginită (dacă în plus IN(cx)I ~ q 

atunci Ycx este o mulţime nevidă. Într-adevăr din inegalitatea 

IN(cx)I = lcx • al~ q 
se deduce că 

/nlcxl + /nlal ~ ln q 
de unde şi concluzia că Ycx * ~ ). 

Arătăm acum că 
Yen:= Ycx + /(E) 

oricare ar fi E o unitate în R. Fie (.x, y) E Ycx; aceasta înseamnă că 

x + y = ln q, x ~ ln lcxl şi y ~ ln I ex I-
Dacă notăm cu 

atunci 
xi+ Y1 = X + Y + /n IEI + ln lei = X + Y + ln IE • el = /n q 

(deoarecex + y= ln q şi IE· el= IN(E)I = 1. Conform propoziţiei 2 din paragraful 
I al anexei, E E R este unitate dacă şi numai dacă N(E) = ± I). De asemenea 

x1 = x + Iniei ~ ln lcxl + /n IEI = ln lcxt:I 
Şl 

y1 = y + ln lei ~ ln leii + ln lei = ln lcie'I = ln i'aE I 

( deoarece conform propoziţiei 4 din paragraful I al anexei avem că µ1 µ2 = µ1µ2 

(\:f) µl' ~ E R). Aceasta înseamnă că (x1, y1) E Yen:, deci 
Ycx + /(E) ~ Yen:. 

Pentru a demonstra incluziunea cealaltă fie (x
1
, y

1
) E Yen:. Aceasta înseamnă că 

x1 + Y1 = ln q 
Şl 

Notând cu 

deducem că 
x + y = ln q, 

x ~ ln lcxt:I - ln IEI = ln lcxl, 
y ~ ln JcxeJ- /n IE°I = ln lcxl. 

Aceasta înseamnă că (x, y) E Ycx şi 
(xi' y 1) = (x, y) + /(E). 
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De aici se deduce că Yru: ~ Ya. + /(E) şi deci că Yru: = Ya. + /(E), ('v') a. -:ţ:. O, 
ex E R, IN( a.)I :5 q şi E unitate în R. 

Al treilea fapt pe care-l vom demonstra este acela că 

H r;. UYa . 
IN(cx)I~ 
cxeR, cx.<O 

Pentru a demonstra acest lucru fie (x, y) E H (aceasta înseamnă că 

(x, y) E R2 şi x + y = ln q). Fie xi' y1 E R: astfel încât x = ln x
1 
şi y = ln y

1 

(deoarece x + y = ln q se deduce că x
1 

y
1 

= q). Vom nota cu X următoarea 

mulţime din R2 
: 

X= [-xi' x1] x [--yl' y1]. 

X este o mulţime mărginită, convexă, simetrică şi măsurabilă Lebesque (acestea 
sunt fapte evidente deoarece X este un dreptunghi). Dacă se notează cu Â. măsura 
Lebesgue din R2 atunci 

A(X) = 4x1 • y
1 

= 4 · q > 4 · 2 ,Jd = = 4Â.(1). 
Teste paralelipipedul fundamental asociat reţelei complete 

A= {m(l,l) + n(,Jd, - J°d) Im, n E Z}; 

T= {x(l,l) + y(,Jd, - J°d)I x, y E [0,1)} 

(A este o reţea completă deoarece (1,1) şi (,Jd, - J°d) sunt vectori liniar 
independenţi peste R din R2. Terminologia folosită este cea utilizată în paragraful 
I al anexei teoremei lui Gauss. Tot acolo se precizează că A(T) se calculează 
după următoarea formulă: 

Folosind teorema lui Minkovski asupra corpului convex (teorema 1 din locul 
citat mai sus) deducem existenţa unor numere întregi m şi n astfel încât 

(m, n) -:ţ:. (O, O) şi (m(l, 1) + n( J°d, - ,Id)) EX lî A. 

Ţinând cont de definiţia mulţimii X rezultă că Im + n /dl S x 1 şi că 
Im - n ,Jd I :5 y1. Notând cu a. = m+ n ,Jd rezultă că a. E R, a. -:ţ:. O ( deoarece m, 

n E Z şi (m, n) -:ţ:. (0,0)) şi că 

IN(cx)I = la.I • la.I= Im + n ,/dl • Im - n /dl s x1 y1 = q. 
Cmn 

x = ln x1 ?. ln Im+ n /dl= ln la.I şiy = /ny1 ?. ln Im- n ,/dl= ln la.I 
rezultă că (x, y) E Ycx., ceea ce demonstrează incluziunea H ~ u Ycx. (reuniunea 
se face după acele elemente a., ex E R, C( -:ţ:. O pentru care I.N(cx.)I S q). Utilizând 
propoziţia 3 din paragraful I al anexei se deduce existenţa unui număr finit de 
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elemente din R ex1
, CXz , ... ,ex, astfel ca orice ex E R cu IN(ex)I ~ q să fie asociat în 

divizibilitate cu unul dintre elementele ex1, ~ ... ex,. . 
Deoarece Yex; este mulţime mărginită ('7') i = 1, r rezultă că mulţimea 

r 

Y= UYa.; 
i=l 

este mulţime mărginită în R2. Fie (x, y) E H; conform celor demonstrate mai sus 
există ex E R, ex-:;:. O, IN( ex)I::; q astfel ca (x, y) E Yex. Datorită alegerii elementelor 
ex

1
, CXz , ... , ex, se deduce existenţa unui indicei, 1 ~ i::;; r cu proprietatea că ex= 

ECl. unde E este unitate în inelul R. Deci 
I 

(x, y) E Yex = Yex;E = Yex; + l(E) 
ceea ce arată că H ~ Y + L, unde 

L = {/(e)I E uni~te în R}. 
Este evident că 

(O, O) E L ((O, O)= /(1)) 

şi că (L, +) este subgrup al grupului aditiv (R2, +) (/(E
1
) + /(E

2
) = /(E1 • Ez) şi 

/(E) + /(e-1
) = O ('v') E, E1 şi E2 

unităţi ale inelului R; (O, O) E L). Deoarece Yeste 

o mulţime mărginită şi H este o mulţime nemărginită rezultă că L este o mulţime 

infinită, deci în particular L -:;:. (O, O). Presupunem că există şirul de elemente 

(E")" e N de unităţi în R astfel încât lirn /(E") = (O, O) şi E" '#- ± 1 ('v') n E N. 
Aceasta înseamnă că n-+ .. 

de unde se deduce că 

lim max {IE"I, IE°nl} = 1. 
n-+oo 

E uşor de văzut că fie IE.I, fie IE.I se scrie sub formam + n /d cum, n E N. 
Dacă n ~ 1 atunci max 

( deoarece d este un număr natural astfel încât /d i N; deci d ~ 2}. Dacă n = O 
atunci deoarece En * ± 1 ('v') n E N*, se deduce că 

în ambele cazuri 
max {IE), IE°"I} ~ m ~ 2. 

max {IE"I, IE°nl} ~ /i., 
deci nu se poate întâmpla ca lirn max { IE"I, le.I} = 1 şi nici ca 

n-+oo 
lim /(e.) = (O, O). 
n-+oo 

Toate faptele de mai sus ne conduc la concluzia că există o unitate E
0 

(E -:;:. ± 1) 
din R astfel încât 

0 

li l(E0) li = min {11 /(E) li I E .unitate în R, E '#- ± 1} 

12 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



(s-a folosit notaţia obişnuită li (a, b) li= J ai+ bi (v') a, b E R). în consideraţiile 
precedente s-a ţinut cont, tacit, de observaţia că /(E) = (O, O) 
pentru o unitate E E R dacă şi numai dacă E = ± 1 ( demonstraţia acestei 
observaţii este imediată; în particular rezultă că li /(Ea) li > O). Înlocuind 
eventual pe Ea cu ± Ea sau cu -Ea şi ţinând cont că 

li /(Ea) li = li l(-E0) li= li / (Ea) li= li / (-Ea) li, 

se poate presupune că Ea= m + n /d unde m, n E N şi (m, n) * (1, O); aceasta 
înseamnă că E

0 
> 1. Ea astfel ales poartă numele de unitate fundamentală a 

inelului R. Deoarece 

ln IEI+ ln IE°I = ln 1 = O 
pentru (v') E E R, E unitate, există incluziunea 

L <;;;, { (x, y) E Ri I x + y = O}. 
Dacă /(E0) = (ex, -ex) (ex. E R+ *, deoarece ex= ln IEal = ln E0 >O, pentru că E0 > 1) 
şi /(E) = (P, -P) este un alt element al mulţimii L cu P > O (E unitate în R), fie k 
E N* astfel încât ka :5: p < (k + 1 )ex. (se ştie că 

11 l(E) li = p,/i. ~ li /(Ea) li = CX. Ji., 
d • A > • k > 1) F" R - -k A • ec1 p _ CX. Şl _ . 1e El E , El - E • Eo . tunel 

/(Ei}= /(E) - k/(E0) = (P - kcx., - P + krl). 
Dacă cumva p - krl > O atunci E1 -:I! ± 1 şi 

lll(E1)11 = Ji. (P - krl) < Ji. ((k + 1 )ex. - krl) = Ji. · ex= li /(Ea) li, 
ceea ce contrazice alegerea lui Ea· Deci p = krl, /(E) = O, ceea ce implică 
egalitatea E = ± E~ . Dacă /(E) = (P, -P) este un element al mulţimii L cu p < O 

atunci aplicând raţionamentul de mai sus pentru E se deduce că există k E N cu 

proprietatea că E = ± E~. Deci E = ± Eok, unde -k E Z.Ţinând cont de toate 

consideraţiile precedente rezultă că orice unitate a inelului R se scrie sub forma 

± E~. unde kE Z. 
Teorema 1 permite găsirea tuturor soluţiilor naturale (evident şi pe cele 

întregi de asemenea) ale ecuaţiei Pell 
x2-dy2=1. 

Fie x, y E N astfel încât x2 - d/ = 1. Dacă notăm E = x + y/j atunci 

N(E) = x2 - d/ = 1 şi deci E este unitate a inelului R. 
Există deci k E Z şi o alegere a semnului± astfel încât E = ± E~. Dacă în 

plus se presupune că (x, y) * (1, O) atunci E > 1. Ţinând cont că Ea > 1 şi că 

E = ± E~ , E > 1 deducem că k E N* şi că trebuie ales semnul + (- E~ < O 

(v') kE Z; E~ < 1, dacă kE Z şi k< O). Deci E = E~. unde kE N* (dacă k= 
O atunci x = 1 şiy = O). Dacă în plus N(Ea) = -1 atunci trebuie impusă şi condiţia: 

13 
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k este număr natural par (într-adevăr 1 = N(E) = N(e0)k = (-l)k în caz că 
N{E

0
) = -1). Mai putem scrie soluţiile naturale ale ecuaţiei Pell şi sub formă 

recurentă: 

X0 = 1 ; y
0 

= O 
x

1 
= m; y 1 = n, dacăN{E0) = 1, E0 = m + n ./d 

x = m2 + n2d· y = 2mn dacă M(E ) = -1 
I ' 2 ' O • 

xa+l = mxa + ndya; Ya+l = nxa + my II dacă N(E) = 1 
xa+l = (m2 + n2d)xa + 2mndya; Ya+l = 2mnxa + (m2 + n2d)ya' dacă 
N(E

0
) = -1 pentru (V) a E N. 

În cele ce urmează ne vom ocupa cu prezentarea unui algoritm pentru 
aflarea tuturor soluţiilor Întregi al_e ecuaţiei 

x2-dy =: k, 
unde d este număr natural astfel încât /J e: N şi k E Z *. 

Notaţiile folosite sunt aceleaşi ca şi la începutul acestui capitol. 
Acest algoritm a fost prezentat de A. Gica în Bull. Math. de la Soc. Sci. 

Math. de Roumanie, vol. 38(86), nr. 3-4, 1994-1995, p. 153-156. 

Fie (x, y) E Z2 astfel încât x2 - dy = k, ceea ce se mai scrie şi sub forma 

N(µ) = k, unde µ ~ x + ./d y E R. Dacă E0 este unitatea fundamentală a inelului 

R găsită în decursul teoremei precedente vom nota atunci cu E, fie E
0

, dacă 

N(E0) = 1, fie E~ dacă N(E0) = -1. Atunci vectorii (1, 1) şi /(E) formează o bază 

în R2
. Dacă există ex, p E R astfel încât 

ex(l, 1) + Pl(E) = O 
atunci 

şi 

ex+ P ln l'f I = o. 
Cum 

ln IE°I = - /nlEI * O, 
din ultimele două egalităţi se deduce că ex = p = O. Aceasta demonstrează că 

vectorii (1, 1) şi /(E) formează o bază în R2. 

Dacă µ = x + y ./d, cu x, y E Z şi N(µ) = k, atunci µ * O ( deoarece k * O) 
şi vectorul/(µ) din R2 are sens. Folosind observaţia anterioară deducem existenţa 
numerelor reale ex şi 'Y astfel încât: 

Obţinem că 

14 

/(µ) = cx(l, 1) + 'Y /(E). 

/n(µ) = ex+ 'Y ln IEI, 
ln(jI) = ex t: 'Y /nl°EI 
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şi în particular rezultă şi că 

ln lk1 = ln IN(µ)I =ln lµI + ln lîII = 2cx + y ln IN(E)I = 2cx. 

. lnlkl . 
Deci ex= -- s1 2 • 

lnlkl 
/(µ)=- (1, 1) + y /(E). 

2 
1 

Alegem a E Z astfel încât la -YI s; - (a este deci cel mai apropiat întreg de y) şi 
.d A • 2 • COilSl erăm µo = E--a • µ. tunel µ - µo Şl 

În plus: 
N(µ0) = N(µ) = k. 

1 
unde IY1 I s; 2, y1 = y - a. Avem deci următoarele egalităţi: 

şi 

lnlkl 
ln 1µ01 = -- + y

1 
ln E 

2 

lnlkl lnlkl 
ln lîiol = -- + y/nl°EI = = -- -y1/nE (deoarece E > 1). 

2 2 
De aici se obţine că 

şi că 

I /nlkll 1 
/nlµo I- 2 s;2/nE. 

Inegalităţile de mai sus se scriu şi sub forma: 

lnJifl s; ln I µ0 I s; ln/eîfi 

lnJifl s; ln I~ I s; ln/eîfi. 

sau ( eliminând logaritmii) 

15 
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ŞI 

J l:I S[µ0 isJŢkiE. 
1µ01 sau lit 01 se poate scrie sub forma s + t/d, cu s,_ t E N. Avem că 

t . JJ s .[iTkl 

r; - r,:-ii:j .{e1ff 
(t· ya Smax{lµ0I, lµ 0l}SyE·lkl ); deci tSld. 

De asemeneas S .[iTkl. Deci întâi căutăm µ 1, ii;, ... ,µ, elemente dinR de 

fEJkl -forrnax+y.Ja cux,yE N,xsfiîjE, ySVd şiN(µ)=k(\t')i=1,r (este 

evident că elementele µ 1, ... ,µ,sunt în număr finit; aceasta rezultă de altfel şi din 

propoziţia 3, paragraful I al anexei). Concluzia tuturor acestor consideraţii este . 
aceea că (V) µ E R cu N(µ) = k, atunci µ = ± µ; · E1

, unde / E Z, semnul * 

înseamnă fie semnul de conjugare, fie nimic (i este un număr natural 1 S i S r). 

Pentru a avea într-adevăr un algoritm ar mai trebui precizat cum, printr-un număr 

finit de procedee, se poate calcula E, unitatea fundamentală a ecuaţiei Pell. 

Amintim că prin E am notat fie E0 dacă N(E
0

) = 1 (E
0 

este unitatea 

fundamentală a inelului R), fie E~ dacă N( E
0

) = -1. Prezentarea acestor procedee 

urmăreşte cartea lui Waclaw Sierpinski Elementary theory of numbers, Warszawa, 

1964, capitolul VIII. 

Utilizând notaţiile şi informaţiile din paragraful II al anexei avem că 

Ja = ( a
0

; al'az , ... , a), 
unde a0, a1, ••• a. E N*, as= 2a0, a1 = as-I' a2 = a

3 
_2 şi aşa mai departe. Tot acolo 

s-a arătat că 

..fJ = ao +Il+..!l+ ... +-1_1 +Il+Il= 
IOi laz la ..... 1 las lx1 

11 11 11 11 
= tlo +-+-+ ... +-+----=-

ltzi l"z las-I las - tlo + Jd 
11 11 11 

='Io+~+ ••• + lasA + l'lo + Jd · 
16 
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Folosind propoziţia 1 din paragraful II al anexei rezultă că 

unde 

ŞI 

J;i = P.-1 ( ao + Ji) + P.-2 

Qs-1 ( 0o + Ji) + Qs-2 ' 

ps-2 11 1 I 
--=ao+-+ ... +--
Qs-2 !Oi las-2 

(P a1 Qa. sunt polinoame în nedeterminatele a0, a,, ... , aa., (v') ex E N; propoziţia 1 

amintită mai sus dă şi un algoritm de calculare a acestor polinoame. Formulele 

din propoziţia amintită asigură faptul că P,_
1
, Q,_

1
, P,_

2
, Q,_

2 
sunt numere naturale 

nenule dacă convenim să facem aceeaşi notaţie pentru un polinom şi pentru 
valoarea acelui polinom când se dau anumite valori nedeterminatelor polinomului). 

Ţinând cont de periodicitatea scrierii lui .fi ca fracţie continuă 
deducem că 

f7 pks-i(.JJ +ao}+Pks-2 
,1a = ----,------,.-- (v') k E N*, 

Qks-1 { .JJ + ao} + Qks-2 

numerele P tr-1' P tr-i• Qtr-l' Qtr-i fiind naturale nenule (vezi observaţia de mai 
sus). Egalitatea de mai sus se scrie şi sub forma: 

.[i (ao Qtr-1 + Qtr-2) + dQtr-1 = .[i P tr-1 + ao P b-1 + p tr-i

Tinând cont că .fi i N din cele de mai sus rezultă că: 
' 

(1) ao Qb-1 + Qb-2 = P tr-1 ; d Qb-1 = ao P tr-1 + P tr-2 (v') k E N*. 
Înmulţim prima din egalităţile (1) cu (-P tr-J, a doua cu (-Qtr_1) şi apoi 

adunându-le obţinem că: 

- aoQtr-1 • P tr-1 - P tr-1 Qtr-2 -dQ!-1 = -P!-1 - acf tr-1Qtr-1 - P tr-2Qtr-1 • 

Această din urmă egalitate se mai poate scrie şi sub forma: 

P!1 -dQ!-1 = pb-lQkr-2 -Pb-2Qb-1 = (-1)
0 

(faptul că P1a_, • Qts-i -Ptr-i Q0 _1 = (-1)0 este consecinţă a propoziţiei 2 din 
paragraful II al anexei). Dacă s este număr natural impar atunci 

{

-1 dacă k=2n+1, ne N 
2 d 2 pkr-1 - Qks-1 = 

+l dacă k=2n , ne N*. 
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Dacă s este număr natural natural par atunci 
pi_l - dQ!._l = 1, (v') kE N*. 

Vom arăta că are loc şi afirmaţia reciprocă; anume dacă t2 - du2 = 1, t, 
u e N*, atunci există ne N* astfel încât t = P n.r-i şi u = Q"'_1• Avem că t > u 
(într-adevăr 

t2 = 1 + du2 > du2 ~ u2, 
de l.lllde rezultă că t > u) şi o scriere de forma 

t I I I I I I 
-=bo+-+-+ ... +-
u lhi lh2 lhk-1 

unde, b0, b
1
, ••• , b1r_

1 
e N* (existenţa unei astfel de scrieri poate fi justificată 

precum urmează: scriem algoritmul lui Euclid pentru numerele t şi u 
t = u • % + r 1 q; E N* (v') i = O,n 
u=r1 ·q1 +r2 r;eN(\t)i=l,n 

0 < r1 < U 

O<r;+1 <r; 

rn-2 = rn-1 • qn-1 + rn 

rn-1 = rn. qn 

şi atunci 

t li 1 I 1 I 
-=%+-+-+ ... +-; 
u lq1 1% lqn 

i = l,n-1 

% ~ 1 deoarece t > u). În plus numărul k poate fi ales par. Dacă cumva k este 
impar avem două posibilităţi: bir-I> 1 şi b1r-i = 1. Dacă b1r-i > 1 atunci în loc de 

1 
b1r_1 vom scrie bir-I - 1 + 1, iar dacă bk-i = 1 atunci se omite b1r-i şi în loc de 

bk_2 se scrie bk_2 + 1 (se vede imediat că nu se poate întâmpla ca b
0 
= !.... = I 

u 
deoarece aceasta ar implica t = u = 1 şi deci 12 - d -1 2 = 1 ceea ce evident nu se 

poate). Deci numărul kpoate fi ales par. Din egalitatea t2- du2 = 1 se deduce că 

numerele t şi u sunt prime între ele. Fie(, u' e N* astfel încât 

t' 1 I 1 I 
-=b +-+ ... +--· 
u' o Jq Jbk-2 ' 

conform propoziţiei 1 din paragraful II al anexei, 
u = u' · b + u" 

k-t ' 
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unde 
t" li 11 
-=b +-+ ... +-
u" 

0 
lq lht-J 

dacă k 2'. 4 (u", t" E N* ). Dacă k "2:. 4, atunci O< u' < u, iar dacă k = 2 atunci 
singurul caz în care nu are loc inegalitatea u ' < u este acela în care u ' = u = I şi 
t = b

0 
+ 1, t' = b

0
. 

Propoziţia 2 din paragraful II al anexei arată că 
(u-u't= (-I)k-I =-1 

deoarece k- 1 este număr impar; aceasta înseamnă că 
tu' - ut' = 1. 

Scăzând din această ultimă identitate egalitatea 
t2 -du2 = I 

se obţine că 
t(u' - t) = u(t' - du). 

Deoarece u şi t sunt prime între ele există / E Z astfel încât: 
(2) u ' - t = lu şi t' - du = lt. 

Deci are loc şi identitatea 
(3) u ' - (t - b

0
u) = (I + b

0
)u. 

Din faptul că 

şi k este par rezultă că 

t t 
O < - - b

0 
:s; 1 (- - b

0 
> O 

u u 
deoarece există măcar b

1 
ca unnare a faptului că k E N* şi k este par) şi deci: 

(4) O<t-b
0
u:s;u. 

Cu excepţia unui caz indicat mai sus O < u' < u, care împreună cu inegalitatea 
(4) conduc la concluzia că 

Ju' -(t- b
0
u)I < u. 

Această din urmă egalitate are loc şi în cazul u ' = u = 1 deoarece 
lu' - (t - b

0
u )I = J 1 - (t - b

0
)J = 11 - I I = O < I = u. 

Aceasta, împreună cu egalitatea (3), conduce la concluzia I + b
0 

= O şi 
deci / = -b

0
. 

Formulele (2) se scriu deci sub forma 
u'-t =-b

0
u 

şi 
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Tinând cont de aceste ultime două egalităţi avem că 

t( ho +fă)+ t' = du+ t /ă = Jd = bo + _u_ + .!.L + _ .. + _1_1 + 11 
~ h0 + Jd) + u' t + u/ti I~ lb2 lht-1 lh0 + /ă 
(pentru deducerea ultimei egalităţi s-a folosit din nou propoziţia 1 din paragraful 

II al anexei). Aceasta arată că scrierea lui /d ca fracţie continuă simplă este 

Jd = (ho; bi' b2' ... ' bk-1 • 2bo) . 
Dacă s este lungimea perioadei lui Jd, (adică cel mai mic număr natural 

nenul pentru care 

JJ = ( tZo ;tJi, ... ,as--1' as)) 
atunci evident că slk; deci (3) n E N* astfel încât k = ns. În aceste condiţii 
t = P ns-I şi u = Qns-i· Dacă s este impar atunci n trebuie să fie par (deoarece k 
este par). Concluzionând toate considerentele de până acum putem spune că 

f = p 2s-l + Jd. Q2s-l 

dacă s este impar şi 

e=P + fJ-Q s-1 ,/ U s-1 

dacă s este par. în acest moment avem într-adevăr algoritmul căutat. Deoarece s 

< 2 · d după cel mult 2 • d operaţii se află care este expresia lui .JJ ca fracţie 
continuă: 

IJ=(a0 ;'1i_, ... ,a.) 
şi deci se pot calcula numerele P,_1, Q,-1' P 2s-I' Q2,_1, implicit şi unitatea 
fundamentală e a ecuatiei Pell. 

În continuare vo'm prezenta încă un algoritm pentru rezolvarea ecuaţiei 
x2 - dy2 = k în numere întregi, algoritm expus în cartea lui Hua Loo Keng 
lntroduction to Number Theory, Springer Verlag, Berlin Heidelberg New York, 
1982 (capitolele X şi XI). 

Este suficient să luăm în considerare ecuaţia x2 - dy2 = k, unde x şi y sunt 
numere naturale nenule prime între ele. Ecuaţiile x2 = k şi - dy2 = k se rezolvă 
imediat, iar dacă cumva (x, y) = e > 1 atunci e2/k şi putem considera ecuaţia 

2 2 1 k 
X1 -d1i =-2. 

e 
Dacă lkJ < Jd atunci aplicăm teorema 3 din paragraful III al anexei. În 

cazul în care k '# (-l)n cn ('v') n = 1,s atunci ecuaţia nu are soluţii în numere 
întregi nenule prime între ele, iar dacă k = (-lt cn pentru un anume n 
(n E { 1, 2, ... ,s}) atunci x = P n-l şi y = Qn-l reprezintă o soluţie pentru ecuaţia 
x2 

- dy2 = k toate celelalte obţinându-se în modul binecunoscut ( adică 

X + Jd y = (± pn-1 =ţ .JJ Qn-1) • e', 
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unde IE Z şi€ este unitatea fundamentală a ecuaţiei Pell; aici s-au indicat toate 
soluţiile întregi). Notaţiile folosite aici sunt cele din paragraful II al anexei 
(numerele c. se calculează folosind formulele (3) din paragraful citat; s este 

lungimea perioadei fracţiei continue care-l reprezintă pe ,[J . Am ţinut cont 

tacit de faptul că c.+s = c,., (v') n E N*, lucru ce rezultă imediat din demonstraţia 
propoziţiei 3 din paragraful II al anexei precum şi din formulele (3) din 
acelaşi loc). 

Dacă lkl > /J (nu poate avea loc egalitatea lkl = JJ deoarece JJ este 
număr iraţional) atunci scriem k = O • k0, unde O este + 1 sau -1, iar k

0 
E N* 

(evident k
0 

> Jd ). Deoarece x şi y sunt prime între ele există xi' y
1 

E Z 
astfel încât 
(5) XJ,'

1 
- yx

1 
= 0. 

Înmulţind ecuaţia x2 - dy2 = k cu x,.2 -dl obţinem că 
(x2 - dy2)(x;-dl) = (xx, - dyyi)1-d(.xy

1 
-xiY)2 = 

= (xx1 - dyy/- d = k(_x,.
2 
-dl)= Ok/x;-dy;). 

Deci are loc egalitatea: 

(6) (xx, - dY.YJ - d = Ok/t1
2 
-dy;). 

Dacă x0, y0 este o soluţie a ecuaţiei (5) atunci soluţia generală se scrie 
sub forma 

x, = Xo + tx, Y, = Yo + ty, 
t fiind un număr întreg arbitrar. 

Avem că .x.x1 - dY.Y
1 
= xx0 - dyy

0 
+ t (x2 - dy2) = xx0 - dY.Y

0 
+ t0k

0
. Vom 

alege numărul întreg t astfel încât să fie îndeplinită inegalitatea 

ko 
(7) lxx, - dyy,I 5-, 

2 
Notând cu /2numărul natural µ:x

1 
-dyy,I obţinem că 

2 2 / -d 
(8) X1 -dYi =--=T\h, 

ok0 . 

unde T\ = + 1 sau -1, iar h E N* (pentru deducerea egalităţii (8) am folosit 
formula (6)). 

Din formula (8) rezultă că 

{ 

2 k;} 
max{d,/2} max ko '4 k; 

h -5.----< -----= - = k0 
ko ko ko 

(am folosit în inegalităţile de mai sus faptul că /J < k0 precum şi evaluarea 

ko 
(7): / :s; -). 

2 
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Deci h este un număr natural nenul mai mic strict decât k
0

• Dacă 

h < Ja atunci se aplică din nou teorema 3 din paragraful III al anexei şi obţinem 
• filA A 2 d2 h x

1 
ş1y1 aste meat~ - !J,'1 = Tl . 

Din egalităţile xy
1 

- yx
1 

= o şi xx
1 

- dyy
1 
=±I obţinem formulele: 

-bdJi ± lx1 -&; ± Yil 
(9) X = T\h ' y = T\h 

x şi y se obţin deci din egalitatea 

11h(x+/dy) = (x1 + y1/J)(-b./d ± t). 
Trecând la norme în această din ~rmă egalitate obţinem că 

h2{x2 -dy2) = (xf-di)(/2-d) =11h·T\h· 6k0 = h26k0 

şi deci 
x2 -dy2=ok

0
=k. 

Deci dacă x şi y din formulele (9) sunt numere întregi, ele vor furniza o 

soluţie pentru ecuaţia x2 
- dy2 = k. 

Dacă h > Ja atunci aplicăm din nou procedeul de mai sus. 

Din consideraţiile precedente rezultă următorul algoritm: aflăm întâi toate 

soluţiile congruenţei: 

I2=d(modk0), unde IE N, 05:/5:ko. 
2 

Notăm cu /1, /2 , ... , I, soluţiile congruenţei de mai sus care satisfac 

k /.2 -d 
inegalităţile O $ / $ -

0
. Notăm de asemenea -'--= Tl;h; (V) i = [r, unde 

2 ok0 

Tl este egal cu+ I sau-I, iar h E N*. 
I I 

Dacă k0 < Ja atunci se aplică propoziţia 3 din paragraful III al anexei. 

Dacă k0 > Ja atunci se consideră ecuaţiile: Xi'-dy{ = ri,h; pentru i = l,r. 

Folosind observaţiile precedente avem că O< h; < k0 (V) i = I,r. 

Pentru uni fixat cuprins între I şir avem două posibilităţi: dacă h; < Ja 

atunci se aplică propoziţia 3 din paragraful III al anexei pentru a stabili 

forma generală a solutiilor ecuatiei x~ - dv~ = n .h.. Atunci 
' ' l 'J l 'I, l 
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--fu-j ±f;yj 
y= 

Tl;hi 

şi în ipoteza că x şi y sunt numere întregi atunci obţinem soluţii pentru ecuaţia 
x2-dy2=k. 

Dacă h; > /J se repetă procedeul anterior (unde c5 se înlocuieşte cu li; şi 
k

0 
cu h). Întrucât O< h; < k0, după un număr finit de operaţii vom obţine toate 

soluţiile ecuaţiei x2 - dy2 = k. Sigur că discuţia de mai sus se face pentru toate 
numerele i cuprinse între 1 şi r. 

Motivul pentru care am expus cei doi algoritmi este acela că niciunul din 
ei nu e superior celuilalt, ei completându-se reciproc, pentru k sau d mari fiind 

preferabil primul algoritm, iar pentru k mic (de exemplu lkl < /J ), al doilea 

comportă calcule mai puţine. 
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ANEXĂ 

I. Propoziţia 1: N(µ1 • µ,) = N(µ1) N(µ2), (V) µ1, µ, E R. 

Demonstraţie: Dacă µ 1 = m1 + n1 JJ, µ, = m2 + n2 JJ (unde m1, ni' 

m
2 

şi n2 sunt numere întregi) atunci µ1µ, = m1m2 + dn 1n2 + (m 1n2 + n1m2) JJ 

si M(µ 11) =(mm + dn n )2 - d,(m n + n m )2 = m2m2 + tPn 1 n1 
- dm 2 n1 

-
• I r""2 I 2 I 2 I 2 I 2 I 2 I 2 I 2 

-dn 2m1 = m2(m 2 -;_ dn 1)-dn2(m 2 -dn2 ) = (m 2 -dn2 )(m2
- dn 2

) = M(µ \i\T.(µ ). 
I 2 I 2 2 I 2 2 I I 2 2 11'., 2 

Propoziţia 2: Fie E E R. E este unitate a inelului R dacă şi numai dacă 
N(E) = ± 1. 

Soluţie: Dacă E este unitate a inelului R atunci există E1 E R astfel încât 

E • E1 = 1. Ţinând cont de propoziţia I deducem că N(E) • N(E) = N(l) = 12 -

- d • 02 = 1. Cum N(E) şi N(E) sunt numere întregi deducem că N(E) = ± 1. 

Reciproc săpresupunemcăN(E)=± 1. CumN(µ)= µ·µ(V) µE Rdeducemcă 

E • f = ± 1. Dacă N(E) = 1 rezultă că E • f = 1, iar dacă N(E) = -1 deducem că 

E • (-f) = 1. În ambele situaţii am obţinut că E este o unitate a inelului R. 

Propoziţia 3: Oricare ar fi a E Z*, cardinalul mulţimii 

A = { ex E R I N( ex) = a şi ex + P (V) ex, j3 E A } 
a~{J 

este finit, mai mic sau egal cu a2. 

Soluţie: Dacă a = O cardinalul mulţimii A este egal cu 1. Presupunem în 

cele ce urmează că a E Z*. Fie ex, p E A astfel încât ex-:;, p şi ex= p (mod a) 
( aceasta înseamnă că există"( E R astfel încât ex - p = a • y). Avem deci egalitatea 

cx-P = a y= N(cx)y=N(P) "( 

(deoarece a= N(cx) = N(P) conform definiţiei mulţimii A). Gândind inelul R ca 

fiind inclus în corpul 

Q(_J"J) = {r + s/JI r, s E Q} 
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şi ţinând cont că ex, ~*O (N(cx) = N(~) = a -:ţ:. O) putem efectua unnătoarele 

(l ~+ay N(~)-y P·i3·r 
calcule -=--=l+--- l+-- l+j3. y şi p p p p 

~ cx-ay N(cx)-y 
-=--=1---- 1-<X·"(. 
(l ex ex 

Semnificatia acestor calcule este aceea că a si J!.. sunt elemente ale ' /3 • (X 

mulţimii R ceea ce înseamnă că ex - p. Acest lucru este imposibil conform 

definiţiei mulţimii A. Concluzia este că 

(V) ex, p E A, ex * P 
atunci 

ex= p (mod a). 

Pe de altă parte se poate constata foarte uşor că (v') b E R există 
m, n E N şi O :5; m < lal, O :5; n < lal 

astfel încât b = m + n /J (mod a). Consideraţiile anterioare permit concluzia că 
aplicaţia 

ex ➔ {m, n} [m, n E N, O :5; m, n < lal; ex= m + n /J (mod a)] 

de la mulţimea A la mulţimea produs 

{O, 1, 2, ... , lal - 1} x {O, 1, 2, ... , lal - 1} 

este injectivă. Aceasta înseamnă că A este o mulţime finită şi, în plus, cardinalul 

mulţimii A este mai mic sau egal cu a2
. 

Propoziţia 4: ~ -µ2 =~.iii, (v') µ1, µ2 E R. 

Soluţie: Dacă µ1 = m1 + n1 /J şi µ2 = m2 + n2 /J (m1, m2, ni' n2 E Z) 

atunci 

Şl 

~ ·µ2 = "'im2+dn1n2+/J("'in2+n1"'2)= 

= m1m2 + dn
1
n

2 
- /J (m1n2 + n1m2) 

ii1 • ii2 = (m1 - ni /J )(m2 - n2 /J) = 

= m1m2 + dn1n2 - /J (m1n2 + n1m2) = µ,µ,_, 
ceea ce demonstrează enunţul propoziţiei 4. Propoziţia 4 produce o altă 

demonstraţie pentru propoziţia 1 

N (µI~)= (µI~) • (µ,µ,_)=(µ,·iii) • (Jli. iii)= N(µl) N(µ2). 
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II. Vom folosi în continuare notaţiile ce se utilizează în general atunci 

când e vorba de fracţii continue; anume dacă a0 E R, a1, a2, •.• , an E R: atunci se 

1 I 1 I t I I 
notează cu a0 +-+-+ ... +- fractia '1a + 1 ltii laz lan • tii + 

1 
az+

Cl:3+ 

P ·« 1 D - - R Jr . 1 I I I 1 I . R ropoZI a : aca notam cu acţza a0 +-+-+ ... +- atunci 
, n lal laz lan n 

. . p 
este funcţie raţională de a0, a1, ... an şi se poate scrie sub forma !ln , Pn şi 

Qn fiind polinoame în variabilele a
0

, a1, ... an care satisfac în plus 
următoarele relaţii: 

Po = ao; Qo = l 

pi = aOal + 1; QI = al 

P1c = Pk-1 • ak + P1c_z; Q1c = Q1e-1 • a1e + Q1e-2• (\7') k 2:'. 2 , k E N. 
Demonstraţie: Faptul că R. este funcţie raţională de variabilele a

0
, a I' ... an 

este evident. A doua parte a enunţului se demonstrează prin inducţie după k. 
Pentru k = O şi k = 1 enW1.ţul este clar. Pentru k = 2 avem că 

11oa1a2 + '1a + llz = I az Ri =ao+--1-=ao+ 
'1i +- tlillz + 1 

llz 

(0ot1i + t)az +ao 
= 

deci 

pz = P1· ai+ po şi Q2 = Q1 • a2 + Qo. 
Presupunem acum enunţul adevărat pentru un k E N, k 2:'. 2 şi vom 

1 
demonstra afirmaţia din enunţ pentru k + 1. Deoarece a1r +-- > O ( deoarece 

a/r+I 

a1e, akf-1 E R:) putem calcula R.t+1 folosind ipoteza de inducţie pentru numerele 

1 
a0, ap··· a1e-i şi a1r +--. Deci 

a1r+1 
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1 
P. 

pk-1 
Pi:-1 ak+- Pi:-2 +-k 

pk • ak+I + ~-I pk+1 
~+1 = 

ak+l ak+I 
= 

Qk+ Qk-1 I Qk • ak+I + Qk-1 Qk+I 
Qt-I ak+- Qk-2 ak+I 

ak+I 

(în calculele precedente am ţinut cont de ipoteza de inducţie care afirmă că 

P1c = P1c_1 • a1c + Pt-i şi Q1c = Qk-I • a1c + Q1c_2), ceea ce înseamnă că enunţul este 

adevărat pentru (V) kE N. 

Propoziţia 2: Folosind notaţiile precedente: P1c-i • Q1c - Q1c_1P1c = (-l)k 

(V) kE N*. 
Demonstraţie: Procedăm din nou la o inducţie după k. Pentru k = I 

avem că 

P0Q1 - QaP1 = a0 • a1 -1 • (a0a1 + 1) = -1 = (-1)1, 

ceea ce este confonn enunţului. Presupunem acum enunţul adevărat pentru un 

k E N*. Pentru a calcula Pt • Ql+1 - Q1cP l+I ţinem cont de propoziţia 1, care 
afirmă că 

Şl 

p lr+-1 = pir • a/c+I + pk-I 

precum şi de ipoteza de inducţie (care ne asigură că P1c-i Q1c - Q1c_1 P1c = (-l)1c). 

Deci 

P1c • Ql+I - Q1c P k+I = P1c • (Q1c • a1r+-1 + Q1c_) - Q1c (P1r • a1r+-1 + P1r_1) = 

=pic. Q/c-1 - Q/c. pic-I= - (-I)lr = (-I)fr+-1 

ceea ce arată că enunţul propoziţiei 2 este adevărat pentru k + 1 şi deci 
raţionamentul prin inducţie este terminat. 

Propoziţia 3: Dacă d este un număr natural astfel încât JJ t N atunci 

l . r;d Jr . . ~ . l~ r;d li li li 
reprezentarea uz va ca acţie continua szmp a va =a0 +-+-+-+ ... 

la1 la2 la3 

posedă următoarele calităţi: 

i) există s E N*, s < 2d astfel încât an= an+s' (V) n E N*; 

ii) a,= 2a0 = 2 [JJ] 
iii) secvenţa de numere naturale al' a2 , .... , a,_1 este simetrică (adică 

a 1 = a,_1, a 2 = a,_2 etc.). 
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Demonstra,tie: Deoarece numerele a" sunt naturale, nenule atunci: 

( 1) a
0 

= [ Jd], .fJ = a
0 

+ ~ 
Xi 

Aici x
1 

> 1 deoarece O < Jd - a
0 

< 1; avem O < Jd - a
0 

pentru că 

1 
.[J e N. Notând b1 = a0 şi c1 = d- a~ atunci x1 = r; 

,1d -a0 

(avem că b
1
, c1 E N*; deoarece a0 < /J rezultă că a~ - d < O, deci c1 E N*). 

Există deci unnătoarea relaţie: 

(2) d- b; = c1. 

1 
De asemenea avem că a

1 

= [x
1

] şi x
1 

= a
1 

+ - (x
2 

> 1; faptul că x
2 

~ 1 este 
X2 

evident. Dacă cumva x
2 
= 1 ar rezulta că .[J E Q, ceea ce evident nu se poate, 

conform presupunerii că /J e N. De asemenea, nu se poate ca x
1 

= a
1
, din 

acelaşi motiv ca mai sus). Notând b2 = a
1
c1 - b1, c2 = 1 - a..\. + 2 a1b1 avem că 

1 1 c1 c.i{./J+a..c1-b1) 
~=--= = 

Xi -al /d+bl .[J+bl -a..c1 d-(a1C1 -bs 
-al 

C1 

=-------
d - b1

2 
+ 2°'J. b1 c1 -a; c; c1 + 2°'J. b1 c1 - a: c; 1 + 2°'J. b1 - a; c1 c2 

Definim numerele b"' c. E Z prin următoarele formule: 

(3) bn+l = a.c. - bn' cn+l = cn-1 - a; • C" + 2 a_bn' (V) n > 1. 

Arătăm prin inducţie că are loc relaţia: 

(4) d- b; = c._1 • cn' (v') n E N, n ~ 2. 

Realizăm întâi verificarea pentru n = 2 : d - bi = d - (a
1
c

1 
- b/ = 

= d- b1
2 + 2 a1b1c1 - a.,2ci = c1 + 2a

1
b

1
c

1 
- a..2ci = c1 (1 + 2a

1
b1 - °'J.2c1) = c1c2 

[am folosit mai sus relaţia (2) care spune că d - f;2 = cJ Presupunem că 

d- b; = c"_1 • c. pentru un anume n E N, n ~ 2 şi vom arăta că are loc formula 
(4) şi pentru (n + 1). Într-adevăr: 

2 
d - b = d - (a c - b )2 = d - b2 + + 2a c b - a2 c2 = 

n+I n n n n n n n n n 

= c 1 • c + 2 a c b - a2 c2 = c (c 1 + 2 a b - a2 
• c ) = c c +I n- n n n n n n n -n- n n n n n n 
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(am folosit în egalităţile de mai sus formulele (3) precum şi ipoteza de inducţie). 
Valabilitatea formulei (4) este astfel demonstrată. 

1 
Pentru orice n E N* avem că x = a + - , unde a = [x ] si x 

1 
> 1. n n n n , n+ 

Xn+I 

Deci 

JJ = ao +..!l+..!.!.+ ... + 1 I 1 
ICZi la2 lan + -

Xn+I 

Arătăm că: 

./J+bn 
(5) xn =----"- (\f) n E N*. 

cn 
Am arătat mai sus că egalitatea (5) are loc pentru n = 1 şi n = 2. Presupunem 

că ea este adevărată pentru un anume n E N* şi vom demonstra că formula (5) 
are loc şi pentru (n + 1 ). 

Într-adevăr 

1 1 cn 

./J +bn 
-an 

- JJ +bn -ancn 

cn 

Cn ( ./J -bn + ancn) cn( .fJ +bn+,) Cn ( ./J + bn+I) JJ +bn+I 

= d-(bn-ancn)2 d-b~, cn-cn+I cn+I 

(am folosit mai sus formulele (3) şi (4) precum şi ipoteza de inducţie. Dacă 

cumva c = O pentru un anume n E N* atunci egalitatea ( 4) ne asigură că d = b2
; 

n n 

deci JJ = lbn I e N, ceea ce nu se poate. Aceasta înseamnă că cn -:I- O (\f) n E N*. 
Deci pot fi făcute toate împărţirile anterioare). Egalitatea (5) a fost astfel 

demonstrată prin inducţie. Deoarece O < .fJ - a0 < 1 şi c1 E N*, b1 = a0, 

deducem că 

De asemenea avem că 

/J+q 
C1 

Vom demonstra prin inducţie că au loc următoarele inegalităţi: 
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/J-b /J+b 
( 6) O < n < 1 < n {V) n E N*. 

cn c„ 
Pentru n = l inegalitatea (6) a fost probată mai sus. Presupunem că 

inegalitatea (6) are loc pentru un anume n şi o vom demonstra pentru (n + 1). 
Deoarece 

se deduce că 

Calculăm expresia 

/J+bn+I --->1. 

.JJ -bn+1 _ d-b!_1 c,, • cn+1 c„ 
::I 

c,,+1 - c,,+1 ( .JJ + bn+I) cn+I ( /J + bn+I) .JJ + bn+I 

cn l 

/J +a„c,, -bn = .JJ -b„ 
+a,, 

c„ 

(în acest calcul s-a ţinut cont de egalităţile (3) şi (4)). Ţinând cont că 

se deduce că 

Deoarece 

se obţine că 

/J-b 
--.;.;..">O si a > O 

c„ 
, li 

/J-bn+I 
--->O. 

/J-b 
a = [x ] ;;:: 1 si " > O 

11 n • 
c„ 

/J-b 
-----" +a >a 2: 1 

c„ 

şi deci, conform calcului anterior, 

n n 
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Inegalitatea (6) a fost demonstrată astfel prin inducţie. Dacă cumva c" < O pentru 

un n E N*, atunci din (6) rezultă că /J -b" < O şi /J + b" <O.Aceste două 
in~galităţi conduc la concluzia absurdă că 2 /J < O. Deci c" > O, ('v') n E N 
(faptul că c" -:t O a fost observat ceva mai înainte). Din (6) şi din faptul că c" > O 
('v') n E N* deducem că 

./d -b" < Cn < ./d + bn. 
Primul şi ultimul termen al acestei inegalităţi fumizează inegalitatea 

/J - bn < /J + bn, 
adică b" > O ('v') n E N*. Din faptul că c n > O şi din inegalitatea ( 6) mai rezultă şi 

că b" < ./d ('v') n E N* şi 
Cn < /J + bn < 2 /J ('v') n E N*. 

Aceasta ne conduce la observaţia că numărul de perechi ( b,., c n) distincte este cel 

mult /J · 2/J = 2d (chiar mai mic strict decât 2d; într-adevăr numărul de 
perechi posibile 

(b,., cn) CU b,., Cn E N, O< bn < /J, O< Cn < 2/J 
este mai mic sau egal cu 

[/J] · [2/J] < /J· 2 /J= 2d. 

Deoarece /J e: N avem că [ /J] < /J ceea ce justifică afirmaţia de mai sus). 
Există decis, k E N*, s < 2d, k< 2d astfel încât b1+, = bA: şi cA:+, = c1. De aici şi 
din formula (5) se deduce că: 

(7) XA: = Xk+s' 

Din egalitatea (7) şi din faptul că 
1 1 

xn+I = = [ ] ('v') n E N* 
xn -an xn - xn 

se deduce căxt+-1 = xt+-i+s Continuând raţionamentul în acelaşi mod se deduce de 

fapt că x = x + {\-() n E N, n ~ k. Deoarece a = [x ] rezultă si că a = a ('v') n n n s \. v n n , n n+s 

E N, n ~k. 

D ~ ~ ' JJ - bn • ' - T ~ d l . ~ l . aca notam xn = atunci xn = -xn . recan a conJugare m re aţ1a 
cn 

l 
X =a+-

n n 

se deduce că 

, - - 1 l 
-xn =xn =an +==an--,-. 

Xn+1 X1tt1 
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Deci 

1 
-, -=a.+ x:. 
x1>+1 

Aceasta împreună cu inegalitatea (6) (care afirmă că O < X: < 1) conduc la 
egalitatea: 

(8) a.=[+] (V) n E N*. 
X1>+1 

Deoarece x: = -x,. (V) n E N*, se deduce că x; = x~+s; aceasta împreună 

cu egalitatea (8) duc la concluzia că 

dacă k> 1. Cum 

[ 1 l [ 1 l a = - = -- =a k-l , , k-l+s' 
Xk Xk+s 

1 
Xk-l+s = ak-l+s + --, 

Xk+s 

ak-l = ak-l+s' Xk = Xk+s' 

deducem că xk-I = xk-I+s dacă k > 1. Repetând argumentul şi ţinând cont şi de 

cele demonstrate mai sus rezultă că x. = xn+s' (V) n E N*. 
În particular rezultă şi că 

a = [x ] = [x ] = a (V) n E N* 
n n n+.r n+s ' 

Deoarece 

1 
x = a + - (V) n E N* 
" " ' Xlt+I 

avem urmă-toarele relaţii: 

32 

1 
x, =tZi+-; 

Xz 
1 
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care conduc la următoarea formulă 

11 11 1 I 
Xi = t1i +-+ ... -+-. 

Ja2 la, lx1 

De asemenea, formula 

, 1 '-' -x =a -- (v)n E N* 
n n I 

Xit+I 

implică egalităţile: 

, __ 1_ , _ _!_ .. , _ _ 1 __ _!_ 
-XI - t1i - , ' - X2 - ~ - ' ••• ' - Xs - as - - as - , • 

X2 x; X.+1 X1 

Aceste formule se mai pot scrie şi în maniera următoare: 

1 1 1 1 1 1 

x; = a, + [ I, J ,; = a, ➔ [ I, r ; ,; = a, + [ I, J 
x1 x2 X, 

Concluzionând, cele de mai sus permit scrierea următoarei egalităţi: 

1 11 11 li li 

x; =a,+ I•~· + r~, +. -+;+ I ( ~ J 
1 1 

Deoarece .JJ = a0 +- şi -/J =t1o-- (această din urmă egalitate se 
XI x; 

\ 

obţine prin conjugarea egalităţii /J = a
0 
+ _!_ egalităţile anterioare conduc la 

următoarele formule pentru /J: 
Xi J 

adică 

1 I 1 I 1 I 1 I JJ = ao +-+-+ ... +-+-
lt1i I~ la, lx1 

11 1 I 11 1 I 
Jd=a,-aa+-+-+ ••• +-+-( ]" 

la,-1 la,-2 ltZi 1 

Din aceste egalităţi se deduce întâi că 

a=['d]=a-a O ~a s O' 

, 
XI 
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apoi că 

[ 
1 ] a= =a a=a 

I /J -aO s-J' 2 s-2 

1 
şi aşa mai departe (în scrierile de mai sus x

1 
> 1 şi --; > 1 ). Cu aceasta cerinţele 

XI 

propoziţiei 3 au fost demonstrate în totalitate. 

Se utilizează în general notaţia /J = { t1o; CZi, tlz, ... , as} pentru a descrie 

modul în care /J se scrie ca fracţie continuă simplă. 
m. Definitie: Dacă sirul de numere. naturale d , d1, d2, ••. ne fumizează 

' ' o 

reprezentarea numărului x E R+ \ Q ca fracţie continuă simplă atunci vom numi 

redusă de ordin n a lui x fracţia 

a 
O fracţie b E Q+ se va numi redusă a lui x dacă există un număr natural n astfel 

a p 
încât b să fie egal cu _n, a= Pn, b = Qn . 

Qn 

Te~rema 1 (Lege n dr e) Fie ex E R+ şi p, q două numere naturale 
nenule astfel încât ea = q2cx - pq, E. fiind+ 1 sau -1, iar 0 un real care 

verifică inegalităţile O < 0 < 1 (din cele de mai sus rezultă că q 'I:- O). Dacă 
n E N*, a0 E N, ap···· an-IE N* satisfac condiţiile (-1),._1 = E., 

p 11 li li 
-= ao +-+-+ ... +--
q ltii lt2z lan-I 

atunci o condiţie necesară şi suficientă ca p să fie o redusă a lui a este 
q 

aceea că 

unde 
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Şl 

li li P,,_1 p 
'1o +-+ ... +-- = --=-

1'1i la,,_1 Qn-1 q 

(Pn-2' Qn-2' pn-1' Qn-1 sunt numere naturale, Q_l = O, Qn-1 • Qn-2 # O). 
Demonstraţie: Definim p prin egalitatea: 

(1) (X, = pn-1 • /3 + p ,,_2 . 

Qn-1 • /3 + Qn-2 

Folosind egalitatea din enunţ şi faptul că Pn-t = p, Qn-i = q deducem că: 

E0 P,,_I P ,,_1 • P + P,,_z pn-1 P,,_zQn-1 - P,,_IQn-2 
(2) - 2- = ex - - = ----- - -- = 

Q,,_I Qn-1 Qn--1 • P + Q,,_z Q,,_1 Qn-1 ( Qn-lP + Qn-2) 

(-l)n-1 

Q,...J { Q,,_1 • /3 + Q,,_z) 

(pentru ultima egalitate am folosit propoziţia 2 din paragraful (II) al anexei). 
Din cele de mai sus rezultă (ţinând cont că E = (-l)"-1) că 

(J= Qn-1 

Qn-1 • /3 + Qn-2 

Din această ultimă egalitate obţinem că 

p = Qn-1 - 0Qn-2 

8Q,...J 

şi deci P > O (aceasta rezultă deoarece Qn-I 2: Q"_2, inegalitate care se deduce 
imediat din propoziţia 1 a paragrafului II din această anexă precum şi din faptul 

că a; E N* (V) i 2: 1 şi O < 0 < 1 ). Din propoziţia 1 din paragraful II al anexei 
rezultă că 

11 11 11 1 i 
a=a0 +-+-+ ... +-+-

1'1i la2 la,,_1 1/3 

(s-a ţinut cont evident şi de formula (1)). De aici deducem că p este o redusă a 
q 

lui ex dacă p 2: 1. în cazul în care p < 1 atunci 
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de unde deducem imediat că p nu este o redusă a lui ex. Avem că P ~ I dacă şi 
numai dacă 

q 

0 = Qn-1 ~ Qn-1 

Qn-,/3 + Qn-2 Qn-1 + Qn-2 

Ţinând cont de cele de mai sus rezultă că enunţul teoremei lui Legendre este 

demonstrat. 
Teorema 2: Fie p şi q numere naturale nenule care satisfac 

inegalitatea 1,,2 
- ex2q2I < ex (ex fiind un număr iraţional pozitiv). Atunci p este o 

. q 

redusă a lui IX. 

Demonstraţie: Ţinând cont de inegalitatea din enunţ avem că 

IX2q2 
- p 2 = E • O • IX, 

unde E este + I sau -1 şi O ~ o < I. Folosind notaţiile din teorema precedentă 

avem că 

Eq(1X
2l-i) oexq 

0 = E q (ex. q - p) = ---'--- --. 
cxq+ p cxq+ p 

Fie d0, d
1

, ••• dn-i câturile succesive obţinute prin aplicarea algoritmului lui 

Euclid pentru numerele p şi q. Avem egalitatea 

p li li li 
-=do+-+-+ ... +--. 
q ld1 ld2 ldn-1 

Dacă (-1 )n-l = E atunci luăm ai = d, ("ii") i = O, n -1 .. Dacă (-1 )•-1 = -E şi d
0

_
1 

> 1 
atunci luăm 

a. = d ("ii") i = O, n - 2, a 
1 
= d 

1
- 1, a = 1 

1 , n- n- n 

şi atunci (-1)" = E. Dacă (-I)•-1 = -E şi d
0

_
1 
= 1 atunci luăm 

a. = d ("ii") i = O n-3 a = d + l si (-I)•-2 = E 
1 1 ' ' n-2 n-2 , 

(dacă cumva în ultima situaţie avem că n = 1 atunci luăm a
0 
= O şi a

1 
= 1). 

Din cele de mai sus rezultă că în orice situaţie ne-am afla putem găsi 

nişte numere a0, al' ... an-I (a0 E N, ai E N* ("ii") i = trrl) astfel încât 
(-1)•-I = E Şi 
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Formula pentru 0 se rescrie astfel: 

oaQn-1 
0=----

aQn-1 + P n-1 

Conform teoremei lui Legendre pentru a ne convinge că enunţul teoremei 2 este 
adevărat trebuie să arătăm că are loc inegalitatea: 

&xQn-1 Qn-1 0 = ---"--'"---$-------

aQn-1 + P,,_1 Qn-1 + Qn--2 

sau că 
O (X (Qn-1 + Qn-2) $ CX. Qn-1 + pn-1" 

Deoarece O :5; O< 1 este suficient să arătăm că ex. Qn_2 :5; P"_1 sau că 
cx.Q -P <cx.(Q -Q) n-1 n-1 - n-1 n-2 • 

Dar 

2Q2 p2 EOCX. 
CX Q _ p = CX. n-l - n-1 =----

n-1 n-1 Q p Q p 
CX. n-1 + n-1 [.( n-1 + n-1 

Dacă n = 2 atunci E = (-t)n-J = -1 şi deci 

CX. Qn-1 - pn-1 :5; Q $ CX. (Qn-1 - Qn_z} 

(în demonstrarea ultimei inegalităţi ţinem cont că 

Qn-1 = QI = al ~ l = Qo = Qn-2), 

iar dacă n > 2 atunci 

Q =Q ·a +Q >Q +l n-1 n-2 n-1 n-3 - n-2 
( egalitatea 

Q -Q ·a +Q n-1 n-2 n-1 n-3 

rezultă din propoziţia 1 a paragrafului ID. În această din urmă situaţie avem că 

1 
Q -Q >1>----

n-l n-2 - Q +P 
a n-1 n-1 

(deoarece P"_1 = p ~ 1 şi Qn-I = q ~ 1, ex.> O). 
Din consideraţiile anterioare deducem că 

E~CX 
cx.Q -P = <cx.(Q -Q) n-1 n-1 ,.,,n + p - n-1 n-2 

~n-l n-1 

în orice situaţie şi deci teorema 2 este demonstrată. 
Teorema 3: Folosind notaţiile din paragraful li al anexei avem că ecuaţia 

i2 - dy = (-1 )" cn are întotdeauna soluţii în numere naturale, iar dacă k este un 

număr întreg astfel încât lkl < /J şi k '# (-l)"c" (V) n e N* atunci ecuaţia 
i2 - dy2 = k nu are soluţii în numere naturale nenule şi evident nici în numere 
întregi nenule. 
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Demonstraţie: Ţinând cont că 

11 I I 11 1 I 
Jd=ao+-+-+ ... +-+-, 

Ja1 Ja2 lan-I lxn 

- Jd +bn (r/) N* X,,-----, nE 
cn 

(formula (5) din paragraful II al anexei), propoziţia 1 din paragraful II al anexei 
ne asigură că au loc următoarele egalităţi: 

Jd+bn 
p n-!. ---+ p n--2 

cn 
Jd+bn , 

Qn-!. ---+ Qn--2 
C 

Din această ultimă egalitate "obţinem că 

Pn--,( Jd +b,, )+c„Pn--2 

Qn--1 ( Jd + bn ) + c„Qn--2 • 

P„j/J + b.) + Pn-i • c. = dQ,,_1 + /J (Q,,_1b11 + c11Q11_ 1) 

şi folosind faptul că /J este număr iraţional obţinem că: 
(3) P,,_1 = Q,,_1 b. + c. Q,,_2 

(4) d Q,,_1 = Pn-l b11 + C11 Pn-2" 

Dacă din egalitatea (3) înmulţită cu P._
1 

se scade egalitatea (4) înmulţită 
cu Q,,_p găsim că 

p 2 -dQ 2 
- c (P Q -P Q ) = (-1)" c n--1 n--1 - n n-1 n-2 n-1 n-1 n 

(pentru ultima egalitate s-a ţinut cont de propoziţia 2 din paragraful II al anexei). 

Dacă k E Z, lkl < /J şi x, y sunt două numere naturale nenule astfel încât 

x2 
- dy2 = k atunci aplicăm teorema 2 pentru p = x, q = y şi ex = /J şi obţinem 

că~ este o redusă a lui /J. Rezultă că există un n E N* astfel încât x = P
11

_
1
, 

y 

y = Q,,_1 şi atunci urmând calculul de mai sus deducem că k= (-1)" c
11

• 

în acest moment enunţul teoremei 3 este demonstrat. 
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TEOREMA ELEMENTULUI PRIM 

Introducere 

Inainte de anul 1800 Gauss şi Legendre au conjecturat următorul enunţ: 

. 1t(x)lnx 
hm--- 1, 
z➔ oo X 

unde 1t(x) reprezintă numărul de numere prime mai mici sau egale cu x pentru 
oricare ar· fix ~ 1. Acest rezultat este cunoscut sub numele de teorema 
elementului prim sau legea de repartiţie a numerelor prime. Deşi nu au 
putut să demonstreze enunţul, Cebîşev şi Riemann au realizat paşi importanţi 
spre soluţia problemei. Riemann a pus în evidenţă legătura dintre teorema 
clementului prim şi celebra funcţie ~ ce-i poartă numele (funcţia ~ a lui 
Riemann se defineşte astfel: 

1 
~(z)= I. -z, 

neN•n 

unde z E C şi partea reală a lui z este strict mai mare decât 1 ). Ideile lui 
Riemann au fost exploatate şi lărgite de către J. Hadamard şi Charles de la 
Vallee Poussin, care au reuşit în anul 1896 (independent unul faţă de celălalt) să 
demonstreze teorema elementului prim. In anul 1949 P. Erdos şi A. Selberg au 
dat demonstraţii „elementare" pentru teorema elementului prim folosind o formulă 
a lui Selberg. în acest capitol vom prezenta o variantă simplificată a demonstraţiei 
lui Selberg (îmbunătăţirile datorându-se lui Levinson şi Wright) i.mnărind articolul 
lui N. Levinson A motivated account of an elementary proof of the Prime 
Number Theorem, din American Mathematical Monthly, 1969, vol. 76, 
pag. 225-245. Raţionamentul demonstraţiei se bazează esenţial pe identitatea 
amintită mai sus a lui Selberg (demonstrată în propoziţia 2 din paragraful II al 
anexei). În principal scopul anexei este de a demonstra formula lui Selberg. 

Prin ln se înţelege logaritmul natural (în baza e ); notaţia f = O(g), unde 
/: [ a, + oo) ➔ R şi g : [ a, 00 ) ➔ R+, este cea clasică, semnificaţia ei fiind aceea 
că există b ~ a şi o constantă pozitivă M astfel încât 

l.t{x) I :5 M • g(x) ('v') x ~ b. 
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Sumele care apar în acest capitol trebuiesc considerate ca fiind indexate după 
N*, mai puţin cele în care se precizează în mod explicit altceva. Toate integralele 
care apar sunt integrale Riemann (eventual improprii); aproape în toate cazurile 
e foarte uşor de văzut că funcţiile în discuţie sunt integrabile Riemann, iar atunci 
când lucrurile nu sunt clare, se dau justificări detaliate. Exceptând două momente 
în care se foloseşte teorema lui Fubini precum şi o teoremă de trecere la limită 
sub integrală, restul poate fi înţeles de către un absolvent de liceu. 

Demonstraţia teoremei elementului prim 

Dacă x E R, x 2:: 1, vom nota cu 1t(x) numărul de numere prime ce sunt mai 
mici sau egale cu x. Teorema elementului prim se enunţă astfel: 

1t(x)lnx 
Teoremi: lim--- 1. 

>:...+- X 

Funcţia 7t este incomodă prin însăşi modul ei de definire, de aceea este de 
preferat (în scopul demonstrării acestei teoreme) de a opera cu funcţii legate de 
funcţia 1t, dar mai „simple" ( din punctul de vedere al calculelor şi estimărilor ce 
se pot face). în timpul încercărilor de a demonstra teorema elementului prim s-a 
desprins ideea că unul dintre cele mai utile instrumente de investigaţie este 
funcţia 'li a lui Cebîşev. 

Definim întâi funcţia lui Mangoldt A : N* ➔ R+ în modul următor: 
A(n) = lnp, dacă n = pi, unde peste un număr prim şi iun număr natural nenul 
şi A(n) = O în toate celelalte cazuri posibile. Funcţia lui Cebîşev 'li este definită 
pe [ 1, 00) şi are valori reale pozitive. Formula de definiţie este următoarea: 

\jl(x)= IA(J) (v')x2::l. 
)SJ: 

Fie x 2:: 1, p un număr prim şi i E N astfel încât Jt 5 x < pi+I; atunci i =[ lnx]. 
lnp 

Ţinând cont de~~: :iî ;°;} :eşi sub fonna 

p-prim 

Vom încerca întâi să demonstrăm următoarea inegalitate: 
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( ) 
'l'{x) 1t(x)lnx 1 '!'{x)lnx 

x x lnx x 
1 --5 <-+~ (v') x>e. 

X --
ln2 

X 
Deoarece 

lnx lnx 

1:-++-

1 
~ 1:-++- lnx-21n(lnx) 

lim,~=lim 

ln2 
X 

lim __ Y __ 
y-++- y-2lny 

I 
lim --,-- I 

y-++-1-2 lny 
y 
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1 
şi lim -

1 
- = O, este uşor de văzut importanţa inegalităţii (1 ); dacă putem arăta 

x-- nx 

1. 1/1( x) 1 . . 1 · d . . cumva că im--= atunci mega itatea e mai sus ne asigură că 
X- X 

lim n(x)lnx 1 d" • 1 • 1 1 • • C bA --=,, a ică tocmai enunţu teoremei e ementu m pnm. e 1şev a arătat 
x-++oo X 

în 1850 că existăx0 E R, x0 ~ 1, astfel încât oricare ar fix ~x0 are loc inegalitatea 

1/1( x) < 2. ( demonstraţia acestui fapt este dată în propoziţia 2 din paragraful I al 
X 2 

anexei). 
Deoarece [y] s;y ('v') y E R, rezultă că 

\jl(x)= l: [lnx]lnp ~ l: lnx -lnp=lnx l:l=tr(x)lnx. 
p5x lnp p5x lnp p5x 
p-prim p-prim p-prim 

Deci prima inegalitate din (1) este astfel demonstrată. Pentru a demonstra cea de 
a doua inegalitate din (1) să observăm că dacă x, y sunt două numere reale 
astfel încât 1 < y < x, atunci 

lnp I 1 't'{x) 
1t(x)-1t(y) = l:I s; l: -s;- l:Inps; -l:A{J)=-. 

y<~ y<p~x ln y ln y p-prim ln y J'!,J; ln y 
p-pnm p-pnm pS:r 

Deoarece 1t(y) < y, obţinem inegalitatea: 

1/f{x) 
n(x) < y+--, 

lny 
valabilă pentru ('v') x, y E R astfel încât I < y < x. 

X 
Să considerăm funcţia f [ e, + 00) ➔ R definită prin formula /( x) = - 2-. 

1n X 

Deoarece 

2 1 1n x-x· 2lnx--
/'(x) = X 

ln4 x ln3 x ' 

lnx-2 

deducem că/ este descrescătoare pe intervalul [ e, e2] şi crescătoare pe intervalul 
[e2, + oo). Deci 
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(deoarece e > 2). Cum 

X 
- 2-<x, ("if)x>e, 
ln x 

deducem că în inegalitatea 

IJl(x) 
n-(x)<y+-

lny 

putem înlocui pe y cu ~; vom obţine deci că 
ln x 

X 'll(X) 
1t(x)<-2-+~, ("if)x>e. 

ln x 
1 

_x_ 

ln2 x 

Înmulţind ultima inegalitate cu lnx obţinem cea de a doua inegalitate din (1 ). 
X 

Dacă n este un număr natural nenul care se scrie sub forma: 

n = Pt' • Pr;-, ... p~· 

(pi' p 2, ... P, sunt numere prime distincte, iar ex; E N* ("if) i = 1,r) atunci 

LA(J) = Icxi lnP; = Ilnp( = ln~p( = lnn. 
fin i=l i=l r-=l 

Aceasta se mai poate scrie şi sub forma 

lnn= L A(J). 
i-]=11 

Dacă notăm cu T funcţia T : [ 1, oo ) ➔ R, definită prin formula 

T(x) = Llnn, (\f )x 2= 1, atunci 

T(x) =x lnx-x + O (lnx) 
(acest lucru este demonstrat pe parcursul soluţiei propoziţiei 2 din paragraful I 
al anexei; este aşa numita formă slabă a formulei lui Stirling). 

Folosind faptul că 

lnn= L A(J), 
i·J=n 

deducem următoarea legătură între funcţiile T şi "ljl: 

T(x)= .7,In• = .;,A(j) = ! [j~((j)) =~A; )<v)xH 
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Ca o consecinţă imediată a propoziţiei 1 din paragraful II al anexei rezultă 
următoarea formulă 

IJl(x) ~ !;,µ(k) T (: )('ef) x ~ I, 
undeµ este funcţia lui Mobius(µ: N* ➔ R; µ(1) = 1, µ(pl'p 2 ••• p,) = (-1)', dacă 
p

1
, p

2
, ... , P, sunt numere prime distincte şi µ(n) = O, în orice alt caz). Am 

amintit aceste lucruri şi pentru a argumenta afirmaţia tăcută mai înainte şi anume 
că funcţia \j/ este mai „simplă" decât funcţia 7t. Din acest moment ne vom 

preocupa să demonstrăm că \v( x) x➔oo 1 ( ceea ce va demonstra implicit şi 
X 

teorema elementului prim după cum am văzut mai înainte). Pentru aceasta să 
definim întâi funcţiile R, S : [O, 00) ➔ R prin următoarele formule: 

R(x)={\jJ(x)-x, dacă x~2 
O , dacă x<2 

(2) s(y)={!R~x)dx, dacă y~2 

O , dacă y<2. 

Deoarece \j/ este o funcţie etajată ea este integrabilă pe orice interval de 
forma [2, y] , unde y E R, y;;:: 2; deci funcţia S este într-adevăr bine definită. 

Deoarece R( x) este integrabilă pe orice interval de forma [2, y], deducem că S 
X 

este o funcţie continuă ( continuitatea lui S în punctul 2 se verifică imediat). Mai 

1 R(x) . ~ ~ . d"&'. . d d . . mu t -- este continuam once punct t 11ent e pa, un e peste număr pnm ş1 
X 

ex, E N* ( aceasta se întâmplă deoarece funcţia \j/ are această proprietate), ceea ce 
ne arată (conform unui rezultat bine cunoscut) că funcţia S este derivabilă în 
orice punct t diferit de pa, unde peste un număr prim şi ex E N*. Calităţile lui S, 
reliefate mai sus, constituie motivaţia pentru care această funcţie a fost luată în 
considerare. Scopul următoarelor 8 leme este de a demonstra că 

lim s(y) = O. 
y➔+- y 

Înainte de a trece la demonstrarea acestui fapt vom arăta cum presupunerea că 

lim s{y) =0 
y➔+.., y 
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d w 1· \jl(x) 1 . d w w • ~ • 

emonstrează ca 1m --= ş1 upa cum am vazut mai mamte aceasta 
x➔+- X 

soluţionează teorema elementului prim. Deoarece 

lim s(y) = O, 
y➔+- y 

pentru orice E astfel încât O < E < 1 există yE 2: 2 cu proprietatea că (V) y 2: yE 

f,2 

atunci IS(y)I ::; -y. Aceasta înseamnă că 
3 

f,2 

S(y(l + E)) - S(y) S - (y(l + E) + y) < E2y, (V) Y 2: YE 
3 

(ultima inegalitate are loc deoarece E < 1 ). Ţinând cont de formulele (2) ultima 
inegalitate obţinută ne arată că 

y(tH:) R(u) 
J -du::;;e2y, (V)y2:yE. 
y u 

Aceasta se mai scrie şi sub forma 

y(1+El'!'(u) y(t+E) 2 

J -du- J du::;e y,('v')y2:yE. 
y u y 

Cum \jf este evident o funcţie crescătoare, 

1/f (y) y(IJ+e) y(IJ+e) 1/f (u) 
du~ --du~ 

y(l+E) y y u 

y(l+E) 

::;e2y + J du::;e2y+Ey, (V)y2:yE. 
y 

( am folosit pentru ultima inegalitate concluziile anterioare). înmulţind inegalităţile 
l+E 

de mai sus cu -- obtinem că ey • 

1/f(y) ::; (1 + E)2 (V) y 2: yE. 
y 

Asupra lui yE mai facem o presupunere şi anume yE este ales astfel încât să 
aibă loc inegalitatea (1 - E) yE 2: 2. Evaluând diferenţa S(y) - S (y(l - E)) 

f,2 f,2 f,2 

obţinem că S(y) -S(y(l - E)) 2: --y--y(I-E} =--y(2-E) 2: - e2y. 
3 -3 3 
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Folosind din nou formulele (2), ultima inegalitate se transcrie sub forma 

f \jl(u) f 2 --du- du2!-E y. 
y(I-E) U y(I-€} 

Deci 

f \jl(u) 2 ( ) --du2!yE-yE =)IE 1-E. 
y(l-ic:) U 

Toate aceste ultime inegalităţi au loc doar pentru y 2! yE . Folosind încă odată 
faptul că 'I' este o funcţie crescătoare obţinem următoarele inegalităţi 

f Y\ f du~ f ljl(u) du~ }"(i-e) (\f)y~ y,. 
y 1-E y(I-E) y(l-E) U 

Aceasta înseamnă că (v') y 2! yE au loc inegalităţile 

(1 - E)2 ~ 'lf(Y) ~ (1 + E)2. 
y 

De aici deducem că lim ljl( x) = 1, adică exact ceea ce trebuia demonstrat. În 

cele opt leme care urmează se va da dem0nstraţia faptului că 

lim s(y) =0. 
y➔+~ y 

Lema 1 : Există o constantă pozitivă c astfel încât să aibă loc inegalităţile 
următoare: 

(3) I s (y) I ~ cy (v') y 2! 2 

(4) I s (y2) - S(yl) I ~ C I Y2 - Y1 I, (v') yl' Y2 E R+. 

Tot in cadrul acestei leme se va arăta că are loc următoarea formulă: 

(5) s(y)lny+ IA(J) f~)=o(y) pentru y2!2. 
}Sy "l1 

Demonstraţie: Propoziţia 2 din paragraful I al anexei furnizează un 

fi 1 A A (\.I) 'b 1 . 1. 1/f(x) 3 x
0 

2! 2 ast e meat v x 2! x
0 

să a1 ă oe mega 1tatea --< - . Aceasta 
X 2 

înseamnă că 

I 
- X~ 'lf(x) - X ~ - X (v') X 2! Xo· 

2 
. -. JR(x)I JR(x)I . R(x) 

Deci hm--~ I. Cum --~I, (v') x 2! x
0 

ş1 -- este o funcţie 
-"-- X X X 

mărginită pe intervalul [2, x0] ( deoarece 'I' e mărginită pe [2, x
0

] şi a(x) = x este 
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o funcţie continuă, mărginită şi nenulă pe intervalul [2, x0]) deducem existenţa 

unei constante pozitive c astfel încât I R(x) I $ ex, ('v') x ~ 2. După cum am văzut 

mai înainte S este funcţie derivabilă în orice punct y -:t- pi (unde p e număr prim 

şij E N*) şi S' (y) = R(y). Din cele de mai sus deducem că 
y 

(6) IS'(y)I $ c (V) y -:t- pi (p - prim; j E N*). 
Fie y1 < y2 două numere reale pozitive astfel încât intervalul (y1, y2) nu 

conţine nici un punct de forma pi (p - prim; j E N*). Aplicând teorema lui 

Lagrange deducem existenţa unuiy
0 

E (y1,y2) astfel încât 

S(yz) - S(y1) = S'(y
0

) CY2-yJ 
Aplicând inegalitatea (6) deducem că 

S(y2)-S(yl) 1::;; C lY2-Y1I (V) Yp Y2 E R+ 
astfel încât intervalul (y1, yz> nu conţine vreun punct de forma pi. În aplicarea 

teoremei lui Lagrange s-a ţinut cont că Se derivabilă pe intervalul (y1, y2) şi 

continuă pe intervalul [yl' y2] • Fie acum y1 < y2 două numere reale pozitive 

arbitrare şi fie y 1 $ a1 < a2 < ... <am $y2 toate numerele de forma pi (p -prim; 

j E N*) cuprinse în intervalul [yl' y2 ] (există doar un număr finit de astfel de 

puncte în orice interval finit). 

Aplicând cele obţinute mai sus deducem că 
m-1 

IS(y2) - S(y1)I $ IS(y2) - S(am)I + I IS(a;+J - S(a)I + IS(a1) - S(y1)I $ 
i=I 

m-1 
$ c (y2- am)+ c I (a;+i - a)+ + c(a1 - y 1) = c(y2 - y1) = c[y2 -y11. 

i=I 

Inegalitatea (4) este astfel demonstrată. Dacă punem în (4) y1 = 2 , y2 = y, 
deducem că 

IS(y)I = I S(y) - S(2)) I ::;; c(y- 2) ::;; cy, (V) y ~ 2, 

ceea ce dovedeşte inegalitatea (3). Formula lui Selberg demonstrată în propoziţia 

2, paragraful II din anexă arată că: 

(7) R(x) lnx+ 3;A(n){ ~ )= O(x), (li) x;, I. 

Fie y ~ 2; deoarece R(z) = O, (V) z < 2, deducem că 

R(x)lnx+ +IA(n)Jx '= R(x)lnx+ I A(n)JxJ, (V)xE [2,y]. 
11$.1: 1\n) _ ~y] '\n 
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Dacă / este o funcţie definită pe [2, 00 ] cu valori reale astfel încât / = 0(1) 

atunci funcţia g : [2, 00] ➔ R definită prin g(y) = f /( x) dx satisface egalitatea 
2 

g(y) = O(y) (J este o funcţie integrabilă pe orice interval de forma [ 2, y ], (V) y 
;::: 2). Într-adevăr există x

0 
~ 2 astfel încât I /{x) I $; a, ('ef) x ~ x

0 
(a este o 

constantă reală pozitivă). Atunci, (\7') y ~ x
0

, avem că 

lctv)I$; f 1/(x) / dx= ÎIJ(x) I dx+ f lf(x)I dx$; li/(x) I dx+a(y-x0 ) =O(y). 
2 2 r, 2 

Ţinând cont de aceste observaţii, împărţind relaţia (7) cu x şi integrând apoi 
pe intervalul [2, y ], deducem că 

f R(x) lnx dx+ L A(n) f j x} 2.dx = o(y ). 
2 X ns[y] 2 '\n X 

Pentru a calcula f R(x L!_dx vom uza de schimbarea de variabilă z = .:._ 
2 nfx n 

Deci 

y y '\ 
x l 1 - 1 R(z) - R(z) y 

fR(-1-!_dx=f --dx=ÎR(z)--dz=Î-dz+Î-dz=j_, 
2 n [x 2 ~ n ~ z ~ z 2 z "ln) 

n n n 

deoarece funcţia R este identic nulă pe intervalul [~, 2] (dacă ~ < 2 se 

verifică uşor că identitatea de mai sus are loc). Am arătat deci că: 

-lnxdx+ + LA(n) - =o(y). f R(x) {y] 
2 X nSy n 

Dacă 2 $; y 1 < y
2 

sunt două numere reale astfel încât intervalul [y
1
, y

2
] nu 

conţine nici un punct de forma p (p - prim;} E N*), deducem aplicând formula 
de integrare prin părţi că: 

,~~ ' ,~~ 
J-lnxdx= J s'(x)lnxdx= s(y2 )lny2 -s(Yi)lnYt - 1-dx. 
~ X ~ ~ X 

Din motive de continuitate (S, ln şi funcţiile de forma g(y) = f J(x) dx sau 
a 

h(y) = r f( X) dx, unde / este o funcţie integrabilă pe orice interval finit, sunt 
y 

continue) formula anterioară are loc chiar dacă y
1 

sau y2 sunt de forma 
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p (p - prim; j E N*). Un argument simplu arată acum că 

rR(x) ( ) ( ) rs(x) --lnxdx=S Y2 lny2-s YJ lnyl- --dx 
Y, X Y, X 

('v') y" y
2 

E R cu 2 ~ y
1 
< Yi- Înlocuind y 1 = 2 , y2 = y obţinem că 

f R( x) ( ) f S( x) 
--lnxdx=lnyS y - --dx, 

2 X 2 X 

(V) y ~ 2 (am ţinut cont că S(2) =O). Ţinând cont că 

f S(x) dx ,J S(x)1J.c~cf c1x=c(y-2)=o(y) 
2 X 2 X 2 

şi de toate consideraţiile anterioare, relaţia (5) este demonstrată. 

Lema2.Dacă 

A2(n) = A(n)+ L A(i)A(j), 
i-j=n 

('v') n E N*, atunci există o constantă k1 astfel încât: 

Demonstraţie. Din relaţia (5) a lemei precedente deducem imediat existenţa 

unei constante a astfel încât 

('v') y > O (pe intervalul (O, 2] membrul din stânga al inegalităţii precedente este 

egal cu O; acelaşi membru din stânga este o funcţie continuă pe orice interval de 

forma [yI' y2], unde y 1 > O, iarj(y) = a • y este o funcţie continuă şi nenulă pe 

intervalul [y1, y2]). Să evaluăm în cele ce urmează expresia 
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(pentru ultima inegalitate am folosit modul de definire al constantei a). 
Folosind această evaluare precum şi propoziţia 3 din paragraful I al anexei 
concluzionăm că: 

:EA(k)Jy)ny + L A(k)A(i)J_ţ.J=o(ylny)= 
~y "lk k j-k~y "l1k 

= lny L A(k) jy]- L j l'.. y A(m)lnm- L A(J}A(k)' 
~y "lk ~y "lm Ă jk=m ) 

(pentru ultimul semn de egalitate am folosit faptul că ln : = ln y - ln k şi 

o schimbare de notaţie; am scris în loc de k, m). Folosind din nou egalitatea 
(5) precum şi consideraţiile anterioare, obţinem că 

lny (O(y) -S(y) lny) -L j l'..} 2(m) = O (y lny) 
nt,;y "lm 

şi deci 

ln2yS(y)+L J1:.} 2(m) = O(ylny). 
m::.y "lm 

În toate consideraţiile de mai sus y > 1. Enunţul lemei 2 este acum imediat. 
Lema 3 . Există o constantă pozitivă k

2 
astfel încât: 

(9) ln2 y-,s(y)I ~2 L jy J lnm+.ţylny (v') y2=1. 
m::.y "lm 

Demonstraţie: L s[Y]IA 2(m)=2L s[l'..J ·lnm+J{y), (v')y>0, 
mSy m rl. mSy m 

undeJ(y) = L j l'..l {A 2(m)-2lnm}= L j l'..] (Q(m)-Q(m-1)). 
mSy "lm mSy "lm 

Q : N* ➔ R este funcţia definită la sîarşitul anexei prin fonnula 

Q(n) = L (~(k) -2 ln k) 
~n 

(v') n E N* (convenim ca Q(0) = O). În locul citat mai sus (fonnula (8) de la 
sfârşitul anexei) se arată că Q(n) = O(n). Deoarece 

0<--<1 S --1=0 y [ y ' 
[y]+l ' [y]+l) 
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ceea ce ne permite să scriem următoarea formulă pentru J: 

J(y)= L s(z.J ·(Q(m)-Q(m-1))= L s(z.J Q(m)-
mSy m mSy m 

- I s(--2'.....J Q(m) = I Q(m{ s(z.J - s(_LJ ]-
mS{yJ-1 m+ l 2:!,mSy m m+ l 

Există o constantă pozitivă b astfel încât, Q(n) $. bn, (\i) n E N*. 
Deoarece 11 z 1-1 t 11 $.Iz - t I (V) z, t E R, deducem (ţinând cont şi 

de inegalitatea ( 4) din lema 1) următoarea estimare pentru J: 

ll(y)I::; I IQ(m)I s(xJ- s(--2'.....J ::; 
l!;;mSy m m+l 

::; L b. m s(y} s(...1'.....J::; I c·b·m(l._ __ Y J= 
l!;;mSy m m+l 2SmSy m m+l 

1 m du 
=bc-y L - $.bc·y L J -= 

2SmSy m+ 1 2Sn!Sy m-1 U 

[r] du f du 
= bc-y I -$.bc· y -=bc· y· lny, 

I U 1 U 

(\i) y > l. Lema 2 încheie demonstraţia lemei 3 (k2 = k1 + bc ). 

Lema 4. Există o constantă pozitivă k3 astfel încât să aibă loc inegalitatea: 

(IO) ln
2 
y· I S(y) I $2 ! s(~ J Inu du+k,ylny, (\/) y;, 2. 

Demonstraţie: Deoarece funcţia ln este crescătoare pentru (V) m ::; y, 
avem inegalitatea 

1nm s(:J $ 71

1nu s(:J WJ $!Inu s(: J WJ+ 

+ !1nu s(: }s(: J du 

( m E N*; y E R, y ~ 2 ). Sumând inegalităţile precedente de la 2 la [y] obţinem 
(ţinând cont de inegalitatea (3) din lema I) că 

L lnm- s(z.J ::;1f11nu· s(YJ du+ L c1\nu L_Y du::; 
mSy m 2 U _ 2SmSy m m U 
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$f lnu s(Y] du+ L cyl_!_ __ I_IT' lnudu$f lnu s(Y] du+ 
2 u 2S'mS'y m m+ 1 m 2 u 

+ I cy · ln(m+l)$finu s(y] du+cy I - 1
-

2S'mS'y m(m+ 1) 2 u ZS'm:S:y m+ 1 

(ultima inegalitate are loc deoarece ln(x + 1) $ x (\i) x E R+ ; termenul 

corespunzătorlui m = 1 din suma L lnm· s(Y] este egal cu zero deoarece ln 
mS'y m 

1 
I = O). Am arătat mai sus că L -- $ ln y (în cursul demonstraţiei lemei 3) 

2:SmS'y m+ 1 
ceea ce combinat cu inegalităţile precedente ne duce la concluzia că 

L lnm· s(~] $f lnu s(Y] du+cylny. 
mS'y m 2 u 

Aceasta împreună cu concluzia lemei 3 demonstrează enunţul acestei leme (pe 
post de k3 vom lua k2 + 2c, k2 fiind furnizat de lema 3). 

Dacă în formula (1 O) punem x = ln y şi facem schimbarea de variabilă 

v = ln I. deducem că: 
u 

x2 I S(e') I $ 2 x-r I S(ev) I (x - v)e'-v dv+ k3 xe', (\i) X 2:: o 
o 

(deoarece (10) are loc evident şi pentru y E (1,2]). Dacă v E [ x - 1n 2, x] 
atunci x - v 2:: O, deci inegalitatea de mai sus se poate scrie şi astfel: 

(11) x2 I S(e') I$ 2 .r-r I S(ev) I (x- v)e'-v dv+ k3 xe' $ 
o 

$ 2f ls (ev)l(x - v)· • e'-v dv + k3 xe-', (\i) X 2:: O. 
o 

Dacă notăm cu w : [O, oo) ➔ R funcţia definită prin formula 
(12) w(x) = e-.r S(et) (V) x 2:: O 

atunci ( 11) se mai scrie şi 

2 j k3 (13) lw(x)l$-2 (x-v)lw(v)ldv+-, (\i)x>O. 
X O X 

Această relaţie s-a obţinut împărţind în inegalitatea (11) cu x2 
• e'. 

- -lf LemaS.Dacăex= lim lw(x)I, y= lim- lw(z)ldz(undefuncţia weste 
.r--+t<o .r--+t<o X O 

dată de egalitatea (12)) atunci ex$ ·1 şi ex $ y. 
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D · Am - A 1 1 - • - > 2 fi l A " IR(x) I< 1 emonstraţ1e. aratat m ema ca exista x0 _ ast e meat --_ 
X 

(\f) x ;:: x
0

. Luând acum y ;:: x
0 

deducem că 

jlR(x) I dx+ f IR(x)I dx 
IS(y)I 2 x x,, x A+(y-xo) 
--$-----'---$------'~ 

y y y 

unde A este o constantă reală pozitivă care nu depinde decât de x0. Făcând pe y 
să conveargă la + 00 obţinem din cele de mai sus că ex $ 1 . 

în acest moment trebuie să menţionăm faptul că lemele 2, 3 şi 4 folosesc 
doar la demonstrarea inegalităţii ex $ y. Uzând de teorema lui Fubini 
observăm că . 

f {.!.f lw(v)I dv]du= f11w(v)I dv du= f(f lw(v)I du]dv= f Jw(v)l(x-v) dv. 
0 U0 00 0 V 0 

Cu această remarcă inegalitatea (13) se mai poate scrie şi sub forma: 

(14) lw(x)J$-;-f{.!..flw(v)ldv]du+ k
3

, (\i)x>O. 
X O U0 X 

Pentru E > O fie x1 E a: astfel încât, (\i) u;:: xi' să aibă loc inegalitatea: 

(15) .!..f Jw(v)I dv$ y+ E. 
uo 

Inegalitatea (3) din lema I ne permite următoarea estimare valabilă pentru 

ir ir V cu (\f)u>O;- lw(v)ldv=- e- JS(ev)ldv$-=c. 
uo uo u 

Pentru x 2! x1 folosind inegalităţile (14), (15) precum şi consideraţiile 
anterioare deducem evaluarea următoare: 

lw(x)J$ 
2
~ ţ u du +-;-f u(.!..f Jw(v)Jdv]du+ k

3 
$ 

X O X .li, U0 X 

$-++ 
2 

udu+-3 $-f-+(y+E) 1--2 -. 
X X Xi XX X X 

cx
2 

2(y+E) f k cx
2 

( x: }k3 

În inegalitatea precedentă procedăm la o trecere la limită 
x ➔ + oo; concluzia este că ex$ y + E. 

şi 

Cum E > O a fost ales arbitrar soluţia lemei 5 este în acest moment realizată. 
Lema 6. Există o constantă pozitivă k astfel încât: 
(16) I w(x2) - w(x1) I$ k I x2 -x1 I (\i) xi' x2 E R+ 

(17) li w(x2) 1-1 w(x1) li$ k I x2 -xL I (\f) xi' x2 E R+ 
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Demonstraţie. Folosind observaţiile din lema 1 rezultă foarte uşor că w 
este derivabilă în orice punct x diferit de j ln p (p - număr prim, j E N*) şi 
w'(x) = - e-x S(e') + S'(e'). Din relaţiile (3) şi (6) (din cuprinsul lemei citate mai 
sus) obţinem că: 

I w'(x) I:::; 2c = k, (V) x * j lnp (p - prim; j E N*). 
Uzând de un raţionament similar cu cel făcut în lema 1 pentru a arăta că S 

satisface relaţia (4), deducem că are loc inegalitatea (16). 
Inegalitatea (17) este o consecinţă directă a inegalităţii (16) şi a faptului 

că li u I - I v li :::; I u - v I, (V) u, v E R. 
Lema 7. Există o constantă pozitivă M astfel încât oricare ar fi O:::; v1 < v2 

cu w(v) * O, (V) v1 < v < v2, să aibă loc inegalitatea: 

(18) Jlw(v)ldv:::;M. 

Demonstraţie. Aplicând lema 1 din paragraful I al anexei cu 

1 
cn = A (n) (V) n E N* şi.f{t) =; 

deducem că 

I, A(n) = 'l'(x) + j 'I'(:) dt. 
~ n X 1 I 

Folosind propoziţiile 2 şi 3 din paragraful I al anexei obţinem că 

j 'l'(t) A(n) 'l'(x) f 'Kt) 
-

2
-dt= I,-----=lnx+O(l)= - 2-dt(x~2). 

1 t n~ n X 2 t 

j R(t) 
Evaluând - 2 dt se obţine formula: 

2 t 

(19) jR~) dt=f'I'(:) dt-f!dt=O(l). 
2 t 2 t 2t 

Aplicând teorema lui Fubini se deduce egalitatea: 

j S(;) dy=r(r R(t) ·-\-dt]dy= 
2y 22 t y 

= r(r R(t) -~dy]dt = j R~) dt-.!. j R(t) dt. 
2 I t y 2 t X2 t 

Inegalitatea (3) din lema 1, formula ( 19) împreună cu egalitatea precedentă 
fumizează estimarea: 

(20) jS(;) dy=O(l) (x~2). 
2 y 
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Punând x = e• şi uzând de schimbarea de variabilă y = & obţinem că 

V J w(u) du= 0(1) (s-a folosit bineînţeles şi formula (20)). De aici şi din faptul că 
ln2 

funcţia h(z) = f w(u) du este continuă pe orice interval finit, rezultă că există o 
ln2 

constantă M care să satisfacă inegalitatea 

J w(u) ..1.J '5. M, (\i) v e R+. 
1n2 uul 2 

De aici se deduce imediat că 

V ' 

r w(u) du '5:. M, (v')v" Vz E R+; 
v, 

enunţul lemei este în acest moment evident. 
Lema 8. Fie g : [O, oo) ➔ Ro funcţie având următoarele proprietăţi: 

i) g este o funcţie continuă şi dacă notăm cu ex= lim lg(x )I, 
x--++-

-1 f 1 = lim -. lg(z) I dz 
z.....+o, X o 

atunci ex '5. 1 şi ex '5. 'Y . 
ii) există o constantă pozitivă k astfel încât I g(x2) - g(x1) I '5. k I x2 - x,I 

(v') x" x2 e R+. 
iii) există o constantă pozitivă M astfel încât 

Jlg(v)ldv'5. M 

pentru orice o '5:. v
1 

< v2 satisfăcând condiţia g(v) -:I: O ("ii") v
1 

< v < vr 
ln aceste condiţii neapărat ex trebuie să fie egal cu zero. 
Demonstraţie. Înainte de soluţia acestei leme să observăm că funcţia W 

definită anterior satisface ipotezele lemei 8 (aceasta rezultă din lemele 5, 6 şi 7). 

Presupunând că lema 8 este adevărată deducem că lim IW(x)I =O= lim IS(y) 1. 
z--++- y--++- Y 

După cwn am observat înainte de a demonstra cele 8 leme, faptul că lim S(y) = O 
y-rl- y 

implică rezolvarea teoremei elementului prim. 
Pentru demonstraţia lemei 8 să presupunem că constantele k şi M sunt 

alese astfel încât M • k> 1. Fie pe R astf~l încât ex< p < J Mk (ex::; 1 < M • k). 
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Există atunci x~ ~ O ales astfel ca I g(x) IS p, ('d) x ~ x . Dacă cumva 
există x

0 
:2: O astfel încât g(x) -::t O ('d) x ~ x

0 
atunci ipoteza iii) ne asigură că 

y = O; cum O S o: $ y aceasta înseamnă că o: = O, deci enunţul lemei este 
demonstrat. 

Presupunem acum că funcţia g ia valoarea zero în orice vecinătate a lui 
+ 00 (adică ('d)y0 ~ O existăy 1 :2'.y0 astfel încâtg(y

1
) =O.Fie a şi b două zerouri 

succesive ale funcţiei (g(a) = g(b) = O şi g(y) -::t O, ('d) a < y < b) astfel încât 
b > a ~xw y 

2M 
Cazul I: b - a :2= -. Con-

/3 
form acestei presupuneri şi 

ipotezei iii) deducem că (21) b-a ______________ _ 

Îlg(x)ldxSM S P(b-a)_ 
a 2 

2 

y 

/3 
k 

o 

Cazul II: b - a< 
2/3 . 

- k 
o a a+b b X 

2 

Pentru a evalua r lg(x) I dx vom folosi ipo-teza ii): 

a 

a 
<>+b 

Îlg(x)ldxS J lg(x)-g(a)ldx+ 
a a 

+ r lg(b)-g(x)ldx${tb(x-a)dx+ r (b-x)dx]= 
<>t-b O <>t-b 

2 2 

=k·A= ,f b-aJ Sk-~- b-a = P(b-a). 
Al 2 k 2 2 

/3 a+-
k 

~ b--
k 

b X 

(A este aria figurii haşurate din 
desenul de mai sus; 

b-a p 
--<-

2 - k' 
conform presupunerii făcute). 
Deci şi în acest caz are loc 
inegalitatea (21 ). 

2p 2M 
Cazul: III -<b-a<-. 

k p 
Deoarece M • k > W inega

lităţile de mai sus au sens. Folosind 
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a+_!!_ 

faptul că I g(x) I~ p, (\f) X 2'. X~, deducem că r lg(x) I dx ~ JÎg(x )-g(a) I dx+ 
a a 

+7 lg(x)ldx + J lg(b)-g(x)ldx~k-B+P(b-a-
2

P l(B este aria figurii 
,,J_ i,..1 k) 

k k 2 

hasurate din desenul de mai sus, B = L
2

; s-a folosit de asemenea si ipoteza ii). • k , 

Deci, Îlg(x)ldx~ k • f_ + jb-a-
213

)=(h-a)/3[1- /3 } 
a k2 ' k k(b-a) 

~ (b-a)/3 1--- (b-a)/3 1---1 întrucât b - a < - si ex< p. [ 
13

2 
} [ ci Î 2M 

2Mk 2Mk) /3 ' 

Deoarece 

,;._P(h_-_a) :5;(b-a)Jl __ cx_i) 
2 '1_ 2Mk 

afirmaţie ce rezultă din faptul că cx2 ~ 1 < M • k deducem că inegalitatea 

Îlg(x)ldx~ /3(b-a)(1-~J 
a 2Mk 

are loc în toate cele trei cazuri de mai sus. Fie acum x~ ~ a < b astfel 
încât g(a) = g(b) = O dar fără nici o altă presupunere asupra lui a şi b. Fie 
D = { x E [a,b] I g(x) -:t O}; deoarece g este funcţie continuă atunci D este 
mulţime deschisă în [a,b] şi chiar în R (deoarece a, b e D). Ştim atunci că 

D = UD;, unde D;nDJ= 0 (\f) i #j, Di este interval deschis, (\f) i EL şi/ este 
ie/ 

n 

o mulţime cel mult numărabilă. Dacă/ este finită atunci D = U Di. şi 

~ n n [ cx2 
] J=l '[ cx2 Î 

J ig(x)ldx= I J lg(x)ldx~ IP· l(D;) 1-- ~ P·(b-a)· 1--J' 
a }=I D1 j=l 1 2Mk 2Mk 

J . 

(am notat prin l(D; ) lungimea intervalului D; ; dacă D; = (a; , h;.) atunci 
J J J J J 

l(D;.) = h;. - a; .. Consideraţiile precedente au permis scrierea inegalităţii 
J J J 

I lg(x)ldx~/3· l(D;)·[l-~ l 
D,. 2Mk 

J - I' 
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deoarece ai , bi sunt două zerouri succesive ale funcţiei g. Faptul că 
I I 

Î, [ Di )::; b-a rezultă din faptul că l)Di ~ [a,b] şi că D; nni = 0, (V) i ::t: J). 1=i'l I j=l I 

Dacă l nu este o mulţime finită, cum ea este numărabilă, putem scrie N* în loc 
de /. Să notăm cu g" : [ a, b] ➔ R funcţia definită prin următoarea formulă: 

(22) gnCx) = g(x)· Xv,UD,U--UD. (x), (V) x E [a,b] pentru fiecare n E N*. 

XA însemnează funcţia caracteristică a mulţimii A(x)x)) = 1, dacă x E A şi 
xix) = o, dacă Xi!: A). 

Este clar că I g"I este o funcţie integrabilă pe intervalul [a, b] pentru orice 
n E N*, şi şirul de funcţii ( lg"I )" e N• converge simplu la funcţia I g I (pe 

intervalul [ a, b ]). în plus f lgn (X) I dx::; r lg( X) I dx, (V) n E N*. Ştim atunci că în 
a a 

aceste condiţii şirul de numere reale pozitive f lgn (x) I dx converge la numărul 
Îlg(x)ldx. 

0 

a 

Folosind un argument de care am uzat ceva mai înainte, deducem că 

Îlg"(x)I dx= f Jig(x)ldx::;fp. /(Di) [1-~} P(h-a{1-~} 
a i=ID; i=I 2Mk 2Mk 

Cum 

lunÎlgnCx)ldx = Î1g(x)ldx 
n➔- a a 

din cele de mai sus rezultă că 

f lg(x) I dx::; P(h-a{1-~)-
a 2Mk 

Deci această inegalitate are loc oricare ar fi a şi b două zerouri ale funcţiei g 
astfel încât x13 ::; a < b . Fie acum x

1 
cel mai apropiat zero al funcţiei g faţă de xP' 

situat la dreapta lui x
11 

( conform presupunerii făcute la început funcţia g ia 

valoarea zero în orice vecinătate a lui+ 00 ; există deci acel x
1 

de mai sus. Dacă 
g(x

11
) = O atunci x

1 
= xp). Fie y ~ x

1 
şi x cel mai apropiat zero al funcţiei g faţă 

de y, situat la stânga lui y ( în orice caz x ~ x
1

; dacă g(y) = O atunci i = y). 
Ţinând cont de observaţiile precedente precum şi de ipoteza iii), deducem că 

f lg(x) I dx::; Îlg(x) I dx+ Îlg(x)I dx+ f lg(x) I dx::; 
o o :r, z 

::; Îig(x)ldx+(x-x,)· P·[l-~)+ M. 
o 2Mk 
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Din această inegalitate rezultă că 

..!..flg(x)ldx~..!._ jlg(x)ldx+p(1-~} M [x-Xi ~ x ~1). 
yo y o 2Mk y y y 

Trecând la limită spre + 00 cu y, se obţme că 

y ~ p (1-~) si rx ~ y ~ p [1-~ I. 
2Mk ' 2Mk) 

\i rxJ 
Mai realizăm o trecere la limită si anume R rx; rezultă că rx ~ rx - -- s, i că 

' '"' 2Mk 
rx3 ~O.De aici deducem că rx ~ O; cum evident rx ~ O enunţul lemei 8 este în 
acest moment demonstrat. 
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ANEXĂ 
(Teorema elementului prim) 

I. Lema 1 (A b e l ). Fief: [ 1,00) ➔ R o funcţie derivabilă cu derivata 

continuă şi (c")" ~ 1 nişte constante reale. Dacă notăm cu c(u) = Le", atunci are 
nS,, 

loc următoarea identitate: 

LcJ(n) = f(x)c(x)-1 f'(t)c(t)dt ('v') x ~ I. 
nSi: I 

Demonstraţie. Funcţia ceste integrabilă pe intervalul [I, x] deoarece 
este o funcţie etajată. Ţinând cont că pe intexvalul [i, i+l) care valoarea 

c(i) integrala 1 f'(t)c(t)dt se poate scrie în modul următor: 
I 

1 f(t)c(t)dt= J f'(t)c(I)dt+ J f'(t) c (2) dt+ ... 
I I 2 

cr f'(t)c([x]-I) dt+ 1 f'(t)c([x])dt =c(l)(/(2)-.1(1)) + c(2)(f(3)-.1(2)) + ... 
[.t]-1 [.t] 

+ c([x]-1 )(f([x]) - .l([x]-1 )) + c([x])(f [(x)] - j([x])) = 
-c(l)/{1)-.1(2)(c(2)-c(l))-.1(3)(c(3)-c(2)) ... 

- .l([x])(c([x]) - c([x] - 1)) + c([x])/{x) = 

- Lcnf(n)+c(x)f(x) 
11$.t 

(am ţinut cont în cele de mai sus de formula lui Leibniz-Newton, de faptul că 
c(i+I) - c(i) = c;+i ('v') i E N* şi că c(x) = c([x])). Deci formula din enunţ este 
demonstrată. 

Lema 2. (formula de sumare a lui Euler). Dacă asupra 
funcţiei f se fac aceleaşi presupuneri ca şi în lema precedentă atunci are loc 
următoarea formulă: 

Lf(n) = 1 f(t)dt+ f (t-[t])f'(t) dt + f(I)-(x-[x])f(x), ('v') x ~ 1. 
nSi: I I 
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Demonstraţie. Folosim lema precedentă cu cn = 1, (v') n E N*. În aceste 

condiţii c(u) = Ll = [u]. Deci 
n5u 

Lf(n) = f(x)[x]-Î f'(t)[t] dt = j{x)[x] + Î (t-[t])f'(t) dt-Î tf'(t) dt. 
n:..t I I I 

Folosind formula de integrare prin părţi deducem că 

f tf'(t) dt = xf(x)- /(1)-Î f(t) dt. 
I I 

Aceasta împreună cu egalitatea anterioară demonstrează enunţul. 

Propoziţia 1: 12. = lnx + y + j ..!_ 
1
, pentru x ~ I (y este constanta lui 

n:.xn ~X) 

1 1 
Euler, adicăy= lima undea= 1+-+ ... +--lnn). 

n➔- n' " 2 n 

1 
Demonstraţie. Pentru x ~ I şi .f{t) = ; aplicăm lema 2 şi obţinem 

formula 

L2_=j!dt+f-t+[t]) d;+l- x-[x] 
n5:.cn I f I /

2 
X 

( am ţinut cont că/' (t) = -~]- Ţinând cont că I x - [ x] I < 1 şi că f ! dt = lnx 
t I t 

deducem că 

I 2_= lnx+I-Î t-
2
[t] dt+j ..!..J. 

n5:.c n I t ~X 

1 
Deoarece O ::; t - [t] < 1 şi ? este integrabilă pe 

este integrabilă pe intervalul [1, ex,) şi în plus 

-t-[t] - 1 1 
o::; f--dt~f-dt=-1 1 =1. 

I / 2 I / 2 •• t -

De asemenea 

o::; î'-;11 
dt::;; î {dt=!j: =.!., 

I t :d t X 

-I t-2[tJ cit= ~-1 J. ceea ce înseamnă că 
:r t X -
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Tinând cont de cele de mai sus deducem că 
' 

1 
00

t-[t] ~l l I-=l+lnx- J-
2
-dt+ - . 

rrS.x n 1 t X 

A • b • ~ t-[t] fu • • b"lă [l ) d . m o servat mai sus ca -
2

- este o ncţ1e mtegra 1 pe , oo ; ec1 
t 

~t-[t] . 1 t-[t] J-2-= hm - 2-dt. 
I f n--+00 I f 

neN• 

Dar 

1 t - [ t] n--1 iît t - i n-1 [ ( l l ]~ 
- 2-dt= I - 2-dt= L ln(i+l)-lni+i -. ---:- = 

I t i=l i t i=l I + 1 I 

n--1 -1 n 1 n➔oo • 

= lnn +L-=l+lnn-1---➔l-y. 
i=Ii+l i=li 

în acest moment enunţul este demonstrat. 
Propoziţia 2. Există x0 E R, x

0 
~ 1 astfel încât oricare ar fi x ~ x

0 
să 

3x 
aibă loc inegalitatea w(x) < 2 (Ce b î ş ev - 1850). 

v{x' 
Demonstraţie. Ştim că T(x) = L - llllde T(x) = L lnn. Folosind faptul 

~ f · ă rrS.,; n) • nSxl. ~ ·1 · ca 'I' este o uncţ1e cresc toare precum ş1 ega 1taţ1 e anterioare 
deducem că: 

T(x) - 2 j X'\= 'lf(X) - 'lf(.:_ \ • .f X'\ -w(X '1 + . .f x '\ - \ll[X '\ ... ~ \ll(X) - ,J X". 

"l2 1 2 1 4'l3 1 4 1 4'ls 1 6 1 ''T2 1 
Aplicăm lema 2 cu.l{t) = ln t şi obţinem 

T(x) = Î lntdt+ Î (t-[t])-!dt- (x- [x]) ln x. 
I 1 t 

Ţinând cont că O ~ y - [y ] < 1, 0/) y E R, deducem că 

1t-[t] j 1 
O~ --dt~ -dt=lnx 

1 t 1 t 
şi că 

(x-[x]) ln x = O(ln x). 
Deci 

T(x) = f (t)'lnt dt+O(ln x) = x ln x- f t • ! dt+O(ln x) = 
1 I t 

=x lnx-x + 1 + O(lnx) =x lnx-x + O(lnx) 
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(am ţinut cont mai sus de formula de integrare prin părţi. Identitatea obţinută 
mai sus este forma slabă a formulei lui Stirling. Să mai spunem aici că formula 
lui Stirling este următoarea: 

liro n!en =1]. 
n➔~ nn · J2rcn 
neN• 

Există deci x1E R, x
1

2:'. 1 astfel încât 

IT(x) -x ln x + x I S k 1n x, 

(\1') x 2'. x1 (k este o constantă reală, pozi-tivă). Dacă cumva 2 < xi' ţinând cont 
că funcţia T(x) - x 1n x + x este mărginită pe intervalul [2, x1] şi că funcţia ln 
este continuă şi nenulă pe intervalul indicat mai sus deducem că (mărind even
tual constanta k) 

IT(x) -x ln x + x I S k ln x, 
(\1') x 2'. 2. Folosind inegalitatea de mai sus obţinem că pentru x 2'. 4 are loc 
evaluarea 

{

X Î X X X X 
T(x)-2 - \Sx lnx-x + klnx-2 ---ln-+2·-+2kln-S 

2j 2 2 2 2 

::;; x • ln 2 + 3 k ln x. 

Ţinând cont că Teste mărginită şi că x • ln 2 + 3k • ln x este continuă şi nenulă 
pe intervalul [2, 4] ( evident mai sus trebuie înţeles că Te mărginită pe intervalul 
[2, 4 ]) deducem (mărindu-l eventual din nou pe k) că 

T(x) - 2{;) ~ x • ln 2 + 3k 1n x (\I) x ~ 2. 

Ţinând cont de inegalitatea 

w(x)-~t J~ T(x)-2{; J 
deducem că 

~

\ 
XI 

v(x) - - i::;; x ln 2 + 3 k • ln x (\i) x 2'. 2. 
2' j 

X 
Pentru orice j E N astfel încât -. 2:: 2, aplicăm inegalitatea de mai sus si 

21 ' 

obţinem 

~

X Î ~ X Î X X X 
-. 1- -.- -:S;-. ln2 +3 k· ln-::;;-_ ln2 + 3 klnx. 
21 ) 21+1 ) 21 - 21 21 
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Cel mai mare numărnaturaljpentrucarex~ ~+1 este egal cu[ :;]-1. Sumând 

inegalităţile anterioare pentruj de la O la [ :~ ]-1 obţinem că 

3k ( )2 '!'(X) ~ 2 • 1n 2 ·X+ - lnx , (V) X~ 2. 
ln2 

Avem că 

~ 3 ( ~ 1 
3 9 33 

e4 >1+-+~.il=l+-+-=l+->2 
4 2 4 32 32 

3 3 
si deci - > ln2, ceea ce se scrie sub forma - > 2 1n 2. Tinând cont de faptul că 
' 4 2 ' 

X 3 
lim - 2-=-too, că - > 2 ln 2 şi de ultima inegalitate referitoare la funcţia 'I' 
-"---ln X 2 
deducem existenţa unui număr real x0, x0 ~ 1 astfel încât să aibă loc inegalitatea 

3 
'lf(x) < - x (V) x ~ x0• 

2 

Propoziţia 3. (Mertens) I. A(n) =lnx+O(l) . 
..s::i n 

Demonstraţie. Calculăm întâi următoarea expresie: 

I. A(nJ ~]= I. A(n) • I.1= I. I. A(n)= I. J !_)=T(x). 
~ ln ..s.x ,,,,s~ ~ ,.s=. ~ 'm 

n m 
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în cursul demonstraţiei propoziţiei 2 am arătat că T(x) = x ln x - x + 
+ O(ln x). Deci 

L A(n) ·.:_- L A(n)· {.:.} = x lnx -x + O(lnx) 
rrSr nn<....x n 

(am notat prin { ex }-partea fracţionară a numărului real ex). Împărţind cu x ultima 
identitate obţinem că 

A(n) A(n){ x} I---I- - = lnx + 0(1). 
nSr n n9: X n 

Pe de altă parte 

A(n){ x} 1 'V(x) I- - :5-I A(n)=-=O(1) 
nSr X n X ir.,.,: X 

(c. 1 ~ 'l(x) rYt) . ~ . . • 2) D • 1aptu ca -=V\ este o consecmţa a propoziţ1e1 . ec1 
X 

A(n) 
I--= lnx + 0(1), 
nSx n 

adică tocmai ceea ce trebuia demonstrat. 
II. Fieµ: N* ➔ Z funcţia lui Mobius definită precum urmează: 

{

l, dacă n=l 

µ(n) = (-1 )', dacă n = PtPi · ... p,, unde Pi, ... p, sunt numere prime distincte 
O, în celelalte cazuri posibile. 

Lemă. Dacă n E N, n > 1 atunci Lµ(d) =O.Dacă n = 1 atunci evident 
c/Jn 

Lµ(d)=L 
dfl 

Demonstraţie. Fie Pi, p
2

, •.. , P, numere prime distincte astfel încât 

n = p~. p;i. ... p;, (e; E N* (V)i = l,r). Divizorii dai lui n pentru care µ(d) -:ţ. O 

sunt 1, P;, pentru (V) i = 1,r, P; • pj pentru (V) i -::ţ. j, i = 1,r, j = l,r, 

P; • pj • Pt (V) i -::ţ. j, i -::ţ. k, j 'I= k, i,j, k= 1,r şi aşa mai departe. Cum divizorii 

de fotma P; sunt în număr de c:, cei de fotma P; • Pp cu i 'I= j sunt în număr 

dec; şi în general divizorii de forma p~piz ... P;
1 

(i, 'I= is (V) r-::ţ.s) sunt în număr 

dec; deducem că Lµ(d)=i+C:(-1)1+C;(-1)2. .. +c;(-l)*+ ... =(1-l)' =0, 
c/Jn 

ceea ce trebuia demonstrat. 
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Propoziţia 1 : Fie F: [1, CX)) ➔ R o funcţie definită pe [ 1, CX)) cu valori 

reale. Definim G: [l, ex,) ➔ Rprinformula G(x) = L J .:.J. Atunci 
ns:xrln 

F(x) = Iµ(k) J .:.J (V) x ~ 1. 
k:,x ~k 

Demonstraţie. Să calculăm expresia 

Iµ(k) J .:.J = Iµ(k) I. j ..:...J= 
kSx ~k kSJ: n::;= r lnk 

k 

= Iµ(k)F(..:...) = I j .!..XIµ(j))= F(x). 
n-k~x nk m$x I' lm j!m 

Pentru ultima egalitate am folosit lema precedentă care afirmă că 

I.µ(j) = O (V) m > I, m E N şi că Iµ(j) = 1 = µ(1). Propoziţia este astfel 
;lm iii 

demonstrată. 

n 
Corolar: A(n) = Iµ(k)ln- (V) n E N*. 

kln k 

Demonstraţie. Ţinând cont că T(x) = L • .f x) şi de afirmaţia propoziţiei 
,r.,x 1/'l n 

precedente deducem că \jl(x) = Iµ(k)j x), (V) x 2= 1. Din egalitatea 
kS:X 1 lk 

precedentă precum şi din definiţiile funcţiilor 'I' şi T deducem că 

!;A(n)= lµ(k{~ 1nui} l j~(k)lnU)= l (;µ(k)lnf J În ultima 

n 
identitate, punând succesiv x = I, 2, 3 ... , deducem că A(n)=Lµ(k)ln-

kln k 
(V) n E N*. 

Propoziţia 2 (Atle Selberg). Pentru x 2= 1 are loc următoarea identitate: 

(1) (w(x)-x )lnx+ .~,[ ~: )- : }<•) = O(x) 

Demonstraţie. Fie F : [1, CX)) ➔ R o funcţie cu valori reale care va fi 
precizată mai târziu şi G: [l, ex,) ➔ R funcţia definită prin formula 

G(x)= Ip(.::.) (V)x2:l. 
nSx n 

Definim funcţia J: [ 1, CX)) ➔ R. 
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X (X~ (2) J(x)= 2.µ(k)ln-G - pentru (\:f)x2:l. 
k:0: k k 

Explicitând formula de de nire a funcţiei J obţinem că 

J(x)= 2.µ(k)ln.:. I. F[_.:._)= I. µ(k)ln.:.p[..:..)= 
16:x k js= jk j·k:0: k jk 

k 

= L F(.:.J[ 2. µ(k)ln.:.} 2. F(x:[2.µ(k)ln x)·= 
n:0: n j-k=n k n:0: n k[n k 

-1 F(: J1n: [;~(k+ _t F(: J[;µ(k)ln;) 

(pentru ultima egalitate am tinut cont de formula ln.:.= ln.:.+ ln~J. Tinând 
' k n k ' 

cont de lema de la începutul acestui paragraf precum şi de corolarul propoziţiei 
I deducem că 

J(x) = F(x) lnx + 2,1.:. t (n). 
nSx n J).. 

Această din unnă identitate împreună cu ormula (2) furnizează următoarea 
egalitate cunoscută sub numele de formula Tatuzawa-Iseki: 

(3) F(x) lnx + I. J.:. t (n)= I.µ(k)ln.:.J x]. 
n:0:rlnJ1. k:0: k 1_k 

În acest moment precizăm cine este funcţia F: [I, 00) ➔ R. Alegem deci 
funcţia F cu ajutorul următoarei formule: F(x) = 'lf(x) - x + y + I. în aceste 
condiţii 

{
X] X 1 G(x) = I. - =T(x)- 2. -+(y+l)Ll=T(x)-x2. -+(y+l)[x] 

n:0: n nSx n nSx nSx n 

unde y este constanta lui Euler. Am folosit mai sus şi faptul că I.·.J ..:.]= T(x). 
nsx"'ln 

Deoarece [x] = x- {x}, (V) x E R, unde O :S; {x} < 1, deducem că 

(y+ 1) [x] = (y+ l)x+ 0(1). 
Propoziţia I din paragraful I al anexei ne arată că 

1 
x2.-=xlnx+yx+0(l). 
~n 

Deci G(x) = T(x)-x ln x + x + 0(1). 
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Fom1a slabă a formulei lui Stirling ( demonstrată în cursul soluţiei propoziţiei 
2 din paragraful I al anexei) arată că T(x) = x ln x - x + O(ln x), identitate care 
împreună cu consideraţiile anterioare ne conduce la egalitatea G(x) = O(ln x). 

Deoarece lirh J'; = 00
, deducem că ln x • G(x) = O(ln2 x) = o(5). Există 

x--ttoo Jn X 

deci x1 E R, x 1 ~ 1 şi o constantă reală şi pozitivă a astfel încât J ln x • G(x) I$ 

::;; a Jx (\f) x ~ x
1

. Ţinând cont că 1n x • G(x) este o· funcţie mărginită pe 

intervalul [1, x1] şi Jx este o funcţie continuă şi rienulă pe acelaşi interval 

deducem că (mărind eventual constanta a) inegalitatea J ln x • G(x) I$ a Jx are 
loc (\f) x ~ 1. Putem evalua acum membrul din dreapta al egalităţii (3): 

Iµ(k)ln.::J X) $ L ln.::J .::) $ La· rx = a d L ~]$ 
k:.x k 1:k k:.x k 1:k k:.x Îk ~Alk:.xyk 

::;;a d1+ L f ~duJ=a d1+[f1 ~duJ$a d1+f ~du]= 
~Al '25.k:Sxk-lyU ~Al I yU ~Al I yU 

= a.[;(1+2,F-2) = O(x). 
l J l 1 1 

(inegalitatea ,z $ r du are loc deoarece r ~ ,z (\f) u E [ k-1, k ]). 
vk k-1vu vu vk 

Folosind egalitatea (3) deducem că 

('V(x)-x+ y+ I) lnx+ i ~:)-: +y+l }(n)= O(x) 

Deoarece 

(y + l)ln x = O(x) şi (y+ 1) LA(n) = = (y + 1) 'Jf(x) = O(x) 
n:.x 

(conform propoziţiei 2 din paragraful I) constatăm că are loc identitatea din 
enunţ (formula lui Atle Selberg) 

('Jf(x) -x)ln X+ Lr.r .::}.::).A(n) = O(x). 
n~ 'n n 

Încheiem acest paragraf cu câteva formu e ce vor fi utile în demonstrarea 
teoremei elementului prim. Propoziţia 3 din paragraful I ne asigură că 

x L A(n) = x lnx + O(x) care împreună cu formula lui Atle Selberg ( egalitatea 
n:.x n 

(1 )) fumizează identitatea: 

( 4) 'V(x) lnx+ ~A(n )~ ~ )= 2x lnx+ O(x ). 
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Există o constantă pozitivă b astfel încât \j/(x) ::s; bx, (V) x 2: 1 (aceasta 
este o consecinţă imediată a propoziţiei 2 din paragraful I). De aici rezultă 

că f \jl(t) dt = O(x). Aplicând lema I din paragraful I, punând c = A (n) 
I t " 

(V) n E N* şi/{t) = ln t, obţinem 

LA(n)lnn =\jl(x)lnx-J \jl(t) dt :\jl(x)lnx+O(x) 
n$x I t 

(pentru ultima egalitate am folosit consideraţiile anterioare c.are arătau că 

f \jl(t) dt = O(x)). Avem deci egalitatea: 
I t 

(5) LA(n)lnn=\jl(x)lnx+O(x). 

Un calcul uşor arată că: 

(6) ~A(j~.r ~J= ~Au{r A(k)} _LAU)A.(k). 
J'i,:.c 

1ţJ J'.5,:.c kS:. J·/cSx 
j 

Trebuie menţionat că în formulele de mai sus x este un număr real, x 2: 1. 
Definim acum A2: N* ➔ R prin formula 

Ai(n) = A(n) 1n n + LA(j)A(k), 
j•k=n 

(V) n E N*. Folosind formulele (5) şi (6) deducem că 

. IA 2 (n)= I A(n)lnn+ I A(j)A(k)= 
n<..:c nSx j-k'.5,:.c 

=\jl(x)lnx+ LA(j)J ;}o(x) = 2xlnx+O(x) 
j'.5,:.c 1_; 

(pentru ultima egalitate am folosit formula ( 4) ). Deci am obţinut fl nouă formulă: 

(7) LA 2(n)=2xlnx+O(x). 
n'.5,:.c 

Definim funcţia Q: N*➔R prin Q(n) =I(A 2 (k)-2lnk), (V)nE N* 
!Sn 

(Q(l) =O). Folosind formula (7) şi formula lui Stirlingîn forma ei slabă deducem 

că Q(n) = 2n ln n + O(n)-2n ln n + 2n + O(ln n) = O(n). Punem acest rezultat 
sub forma egalităţii: 

(8) Q(n) = O(n). 
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TEOREMA LUI DIRICHLET 
A PROGRESIILOR ARITMETICE 

Introducere 

Scopul acestui capitol este demonstrarea unui rezultat clasic în teoria 

numerelor şi anume teorema lui Dirichlet privind existenţa unui număr infinit de 

numere prime într-o progresie aritmetică (de numere naturale) în care primul 

termen şi raţia sunt numere naturale prime între ele. Deci dacă a, b E N*, 
(a, b) = 1, atunci există o infinitate de numere naturale kpentru care a· k + b 

este număr prim. Dirichet a demonstrat acest rezultat în anul 1837. Reciproca 
afirmaţiei de mai sus (dacă a, b E N* sunt astfel încât există o infinitate 
de numere naturale k pentru care a • k + b este număr prim, atunci ( a, b) = 1) 
este evidentă. 

Demonstra~a prezentată în acest capitol combină argumente din două lucrări: 
„Teoria numerelor" de Z.L Borevici şi LR. Şafarevici, Editura Ştiinţifică şi 

Enciclopedică, Bucureşti, 1985, pagina 413 şi „ Vorlesungen iiber Zahlentheorie" 
de E. Landau, Leipzig, 1927, pagina 79 din volumul I (,,Aus der elementaren 
und additiven Zahlentheorie"). 

În paragraful I al anexei se dau câteva rezultate privind caracterele 
grupurilor abeliene finite, iar în paragraful II se studiază în general seriile de 

~ a 
forma I-;, unde s este un număr real strict pozitiv, iar a" sunt numere 

n=I n 
complexe. 

S-a urmărit evitarea utilizării argumentelor de analiză complexă. S-a făcut 
rabat de la acest deziderat numai la considerarea logaritmului de variabilă 
complexă. Există o demonstraţie - cea dată de Dirichlet - care nu utilizează 
deloc chestiuni de analiză complexă, cu preţul unei demonstraţii laborioase ce 
foloseşte teoria formelor pătratice. 
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Demonstraţia teoremei lui Dirichlet 

Teoremă (Di r ic h 1 e t ). Dacă a şi b sunt numere naturale strict pozitive, 
prime între ele, atunci există o infinitate de numere naturale k asţfel încât numărul 
a· k + b să fie prim. 

Enunţul este evident adevărat pentru a = 1 şi a= 2 şi de aceea în continuare 
vom presupune că a E N, a~ 3. 

În paragraful I al anexei am definit noţiunile de caracter şi caracter 
numeric modulo a. Dacă notăm cu G grupul unităţilor inelului claselor de resturi 
modulo a ( G = U (Za• •)) un caracter X al grupului G este un morfism de grupuri 
între G şi (C*, •) (grupul multiplicativ al numerelor complexe). Dacă x(g) = 1 
(\i) g E G caracterul X se notează cu Xo şi se numeşte caracterul unitate al 
grupului G. Conform propoziţiei 1 din paragraful I al anexei există cp(a) caractere 
ale grupului G. Unui caracterx al grupului Gi se asociază o funcţie x*: Z ➔ C, 
denumită caracter numeric modulo a, definită prin următoarea formulă: 
x*(m) = =x(m) dacă m este un număr întreg prim cu a (prin m înţelegem clasa 
modulo a a numărului întreg m) şi x*(m) = O, dacă m E Z şi numerele m şi a nu 
sunt prime între ele. Funcţia x* are următoarele proprietăţi evidente (menţionate 
şi în anexă) 

i) x*(m) -:ţ. O<=> (a,m) = 1 

ii) x*(ml) = x*(mz), dacă ml = m2 (mod a) ml'm2 E Z 
iii) x*(mlm2) = x*(m) x*(mz) (\i) ml, m2 E Z. 

Fără a exista pericol de· confuzie, pentru a nu complica scrierea, vom 
folosi în loc de X* tot notaţia X (în funcţie de context va fi clar dacă este vorba 
de un caracter al grupului G sau de un caracter numeric modulo a). Pentru 
caracterul numeric modulo a, provenit din caracterul unitate al grupului G vom 
păstra denumirea de caracter unitate (şi se va nota tot cu x0). În propoziţia 3 din 

ful II 1 
. w w f x(n) w • 

paragra a anexei s-a aratat ca suma ~-
5
- este convergenta pentru once 

n=I n 

caracter numeric modulo a diferit de Xo şi orice s > O. Dacă se notează cu L(s, X) 
suma seriei precedente, atunci L(s, X) este funcţie continuă pe intervalul (O, 00 ). 

De asemenea s-a arătat în observaţia care urmează propoziţiei 3 din paragraful 

II 1 . w f Xo(n) w • 1 . d w ă a anexei ca L-
5
- este convergenta pentru once s > şi aca not m cu 

IFI n 

L(s, X0) suma seriei precedente, atunci L(s, X0) este funcţie continuă pe intervalul 
(1, + 00 ). Rezultatul cheie în demonstrarea teoremei lui Dirichlet este unnătoarea: 

Propoziţie: L(l, X)* O (\i) X* Xo· 
Demonstraţie: Vom demonstra întâi enunţul în cazul în care există 

m E Z astfel încât x(m) E C\R. De aici d~ducem că x2(m) -:ţ. l şi x2(m)-:ţ. O; deci 
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x2 ::f:. Xo· Conform propoziţiei 9 din paragraful II al anexei (folosind notaţia 

h 
h == cp(a) , h E N, h ~ 2) avem că I L(s, x2) I S 2 < h pentru s > 1. 

Pentru 1 < s < 2 au loc următoarele evaluări: 

= X (k) ~ 1 = 1 ~ 1 = ţ 1 
L(s X)= I-0-= L -s 1-=1+ 1-sl+ L J-d.x= 

' O k=I k' k=I k' k=l k' k=2 k' k=2 k-1 Xs 
(k,a)=l 

=J 1 xl-s I x=oo 1 s 2 
=1+ -d.x=]+- -1 =1+-=-<-. 

1 xs 1-s x= s-1 s-1 s-1 

Ţinând cont de evaluările precedente 

( IL(s,x2
) I< h, L(s, Xo) E R: 

2 
şi L(s, X0) < -

1 
pentru 1 < s < 2) precum şi de propoziţia 7 din paragraful II al 

s-
anexei obţinem că: 

3 ~ 

1 (s-]J 1 (s-1)
4 

(1) IL(s,x)I~--..,.... > - --> 
3 lr(s,x2)li 2 ./h 2./h IL(s,xa)l4 

1 

În ipoteza că L(l, X) == O atunci: 

(2) I L(s,x) I= I L(s,x)-L(I,X) I== f L'(x,x) clx s f IL'(x,x) I d.x s h(s -1), 
I I 

pentru 1 < s < 2. Pentru a justifica relaţia (2) sunt necesare unele explicaţii. 

În propoziţia 1 O din paragraful II al anexei s-a arătat că L(s,X) e derivabilă pe 
(1, + oo) şi că 

, ~ x(k)lnk 
L(s,x)=-L s • 

k=l k 
= lnk 

Deoarece L - 1+. este sumă convergentă pentru (V) E > O (acest lucru a fost 
k=l k C 

d ~ 1 . . . 1 O . . ) d d ~ ~ X( k) ln k emonstrat m cursu propoziţ1e1 citate antenor e ucem ca - L 
k=I k' 

converge uniform pe [I+ E, oo) (V) E > O şi deci L'(s, X) e continuă pe (1, + 00). 

Din cauză că X i:- X0, I L '(x, X) I < h ('d) x ~ 1. Funcţia L' (x, X) este deci 

integrabilă pe [l,s] (V) 1 < s < 2. Faptul că I L' (x, X) I< h ('d) x ~ 1 ( demonstrat 

în aceeaşi propoziţie 1 O din paragraful II al anexei) justifică inegalitatea 
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f lL'(x,X)ldx:5h(s-1). Dacă/este o funcţie definită pe un interval I al axei 
I 
reale cu valori în numere complexe, înţelegem prin faptul că f este derivabilă 

egalitatea/= J; + iii, undeJ; şili sunt funcţii definite pe I cu valori reale şi în 

plus.I; şili sunt derivabile. Derivata/' este funcţia fi'+ i J;. Spunem că/ este 

integrabilă dacă J; şi li sunt integrabile: atunci J / = J J; + iJ fz (unde J J; şi 
I I I I 

J /2 sunt integralele Riemann ale funcţiilor J; şi li pe intervalul I). Se justifică 
I 

astfel şi egalitatea 

l(s,x)-L(l,X) = f L'(x,X) dx 
I 

(ca o consecinţă a formulei Leibniz-Newton). 
Din inegalităţile ( 1) şi (2) rezultă că 

(s-1)4 

h(s - 1) ~ I L(s, X) I > r,: 
2vh 

şi deci 
1 

(3) (s-1) 4 > "-' ('v')l<s<2. 
2hvh 

1 
Alegem s = 1 +--6 (avem că 1 < s< < 2 deoarece h E N*) si deci 

16h ' 

1 
(s-1)4 = f. Inegalitatea (3) este deci imposibilă. Presupunem căL{l, x) = 

2h h 
O este deci fa să şi enunţul propoziţiei este demonstrat în acest caz. 
• în cele ce urmează considerăm celălalt caz posibil şi anume situaţia în 
care x(n) E R, ('v') n E Z. Aceasta înseamnă că valorile posibile pentru x(n) 
sunt -1, O, + 1, pentru ('v') n E Z. Folosind propoziţia 4 din paragraful II al 
anexei, precum şi ipoteza privind caracterul X deducem că l(s, X) ~ O ('v') s > 1 
(într-adevăr 

1 
L(s,X) = II ( ) ('v')s > 1, 

p-· 1_XP 
s p 

conform propoziţiei citate anterior. Cum x(p) = - 1, O sau 1 pentru orice număr 
primp, rezultă că 

şi deci L(s, X), ~ O ('v') s > 1 ). 
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Confonn propoziţiei 3 din paragraful II al anexei L(s, X) e funcţie continuă 

pe (O, 00 ) (deoarece X* X0) şi deci L(l, X)= limL(s,X)::2::0, conform celor 
s➔I 

arătate mai sus. Am obţinut deci că L( 1, X) 2:: O. în cele ce unnează vom nota cu 
/următoarea funcţie (definită pe N* cu valori în R): 

(4) f(k) = I.x(d) ('v') k E N*. 
d]k 

Dacă p este număr prim şi / număr natural atunci: 

j(p~ = l + x(p) + l, dacă X(p)= O 

+x(p2 )+ ... +x(/)= /+l, dacă X(p)=l 

{
o, 

1 + (-1)+ 1 + (-1) ... = l, 

în concluzie: 

{
/(/)'~O, ('v')/E N 

(
5

) /(/)2::1, dacă /E N, / :2 

dacă X,(p)=-1,2// 
dacă x(p)=-1,2 I/. 

Fie al' a2 E N* astfel încât (al' a2) = 1 şi d/a1 a2 (d E N*). Există atunci 
d

1
, d

2 
E N* astfel încât d/al' d/a2 şi d = d1 • d2• Ţinând cont de această 

observatie deducem că: 

(6; f(a,,0-i)= I.x(d)= I.x_(d1)X(d2)=[I.x(d1)I I.x_(d2)}/(a . .)· /(0-i) 
dl<>i"2 d1i"i d1l"i d21"2 

d2l"2 

('v') a
1
, a

2 
E N, (a1, a2) = 1. 

Din fonnulele (5) şi (6) rezultă că: 

{
/(k)::2::0, ('v')kE N* 

(?) f(k) 2:: 1, dacă k este număr natural nenul, pătrat perfect. 
în continuare vom folosi unnătoarele notaţii: 
m=(4h)6, (am notat h=q>(a)) 

m 
z= L2(m-n)f(n) L2(m-kl)X,(/). 

n=I k-1~ 
b-0,l>O 

Ţinând cont că /(k) 2:: O ('v') kE N* şi/(k2) 2:: 1, ('v') kE N*, rezultă că 

~ !.rm !.rm ( ) 
z:2:: 2: 2(m-k2 )2:: 1: 2(m-k2) 2:: 1: 2 m- m = 

.t=l k=l k=I 4 

J;, 3m 3 r3 9 =-·2·- = -m-1m=-·(4h). 
2 4 4 4 

Am obţinut inegalitatea: 
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3 
(8) z~-(4h)9. 

4 
Putem scrie pe z sub următoarea formă: 

z= z1 +z2 

(9) Z1 = f L 2(m-kl)x(L) 
k=I ~<I$'!!. 

k 

3,f,l 
Zz=L L 2(m-kl)x(L). 

f=I O<k~'!!. 
I 

Aplicând propoziţia 8 din paragraful II al anexei pentru 
h 

y1 =X,([), e1 = 2(m - kl), v $ 2 
(această din urmă inegalitate se justifică folosind propoziţia 2 din paragraful II 
al anexei) deducem că 

h 
L 2(m-kl)x(l) $--2m 

~<l$'.!!. 2 
k 

( deoarece s, :5 2m, (V) l{,;i < I :5 : J. 
Folosind :~m astă ultimă inegalitate îbţ~em unn!toarea evaluare pentru z 1, 

(10) Z1 $ L 2(m-kl)x(l) $ thm=m3h 
k=I V,j <l'.5.'.!!. k=I • 

k 

Aici, ca şi în evaluările din formula (8), am folosit faptul că 

'Vm,, J; şi½ J;, sunt numere naturale. Fie O $ ex< 1, astfel încât!!'!_=[!!!.]+ ex. 
Atunci l I 

m [7][7]+l 
L 2(m-kl)=2m-[-]-2t--.....__.. 

0<1c:,'!!. l 2 
I 

2 2 2 2 m m 2 m 2 =---2mcx--+2mcx -la -m+lcx=--m+l(cx-cx ) 
l l I 

74 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



(am ţinut cont mai sus de faptul că Î.k = n(n+ l)J. Deoarece I ex - cx2 I~ 1 
k=l 2 

avem că 

z2 = ! x({~ 2(m-kl)} 

2rmrxc1) v;; u 2 
=m "I--m "Ix(l)+ "Ix(l)/(cx-cx )~ 

l=I l l=I l=I 

~m
2 
[r(l,x)- I x(l)}m·!!..+(,;1. Î1 [îxu) ~!!.. 

l=(.;1 +I l 2 l=I I=! 2 

conform propoziţiei 2 din paragraful Il al anexei şi datorită faptului că X,;:. Xo). 
în cursul demonstraţiei propoziţiei 9 din paragraful II al anexei s-a arătat că 

I 
f x(k)I ~!:.2.. (\t) V~ u ~ l (v, u E N), s >o.Punând în această inegalitate 
k=u k9 2u1 

s = 1, u = {r;1 + lşi făcându-l pe v să tindă la infinit deducem că 

i X(l)I< h <-h-
1=f.1+1 l - { v,l + 1 )- ·2v,;;2. 

Din toate consideraţiile anterioare obţinem unnătoarele evaluări pentru z
2 

h i h 
z2 ~ m2L(l, X)+ m2. 1rT + m3 + m. -< 

2ym2 2 

~ (1 1) ~ <m
2
L(1,X) + m3 • h 2+1+2 =m2L(1,X)+2m3 h 

(h = cp(a) > 1). 

Aceasta împreună cu inegalitatea (1 O) ne conduce la concluzia: 
4 

(11) z = z, + Z2 < m2
• L(t,x)+3m3h. 

3 3 
Amintim că z ~ -(4h)9 (conform inegalităţii (8)); deci -(4h)9 ~ z < 

4 4 

~ 3 
< m2 L(1,X) + 3m3 h = m2 L(1,X) + 3 • (4h)8 • h = m2 L(1,X) + -(4h)9. În acest 

4 
moment enunţul propoziţiei este demonstrat. 
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Demonstra/ia teoremei lui Dirichlet 
' 

Ştim că funcţia logaritm ( considerată ca funcţie de variabilă complexă) 

este multiformă şi de aceea trebuie considerată o ramură a sa. Alegerea se face 

în modul următor: 
n 

-z 
-ln(l-z)= L-, (v')zE C, lzl<l. 

n=l n 
Astfel pentru orice număr prim p şi orice caracter numeric modulo a X 

vom avea: 

X(P) ~ x(p)" 
-ln(l--, )= L-m-, (v')sE R, s>l. 

p n=I np 

l l 1 'd • . d • $ - < - < si eci are sens scnerea e mai sus. s , 
p p 

Deoarece 

1 
L(s,x)= TI 

p-pri 
1 
_ X(P) 

p' 
(propoziţia 4 din paragraful II al anexei) pentru s > 1 şi L(s, X) 'I= O (propoziţia 5 

din paragraful II al anexei) tot pentru s > 1 deducem că valoarea lui 1n L(s, X) 

(referitor la ramura considerată) este egală cu: 

- x(p)" 
(12) lnL(s,x) = L 1-,-" · 

p-prim n=I np 

D • R( ) ~ ~ X(P )" 1 • aca notez cu s,X = L L--,n-, pentru s > , atunci 
p-prim n=2 np 

~ 1 ~ 1 
IR(s,x)I::;; I I-s I I-"= 

p-prim n=2 np'" p-prim n=2 p 

= I ~--
1
- = I 

1 
s Î 

1 
= Î (2.--

1
-]=1 

p-prim p 1 _ _!_ p-prim p(p-1) n=I n(n+l) n=l n n+l 

p 

(aceasta arată şi faptul că seria care defineşte pe R(s, X) este într-adevăr 

·) C ~ X(P) . ă . 1 . convergenta . um L -.- este sene convergent pentru once s > atunci 
p-prim p 

din formula (12) deducem că: 
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(13) lnL(s,x) = I X(P) + R(s,X) (\i)s > 1. 
p-prim p' 

D • ~ x(p) b 1 ~ 1 eoarece sena ""' -
9
- este a so ut convergenta pentru s > 

p-prim p 
deducem că 

x(p) _ [ 1 ) • I -, = Ix(c)· I -, 
p-prim p ceG p-.!'!,_m p 

p=c 

(în stânga egalităţii precedente X este caracter numeric modulo a, iar în dreapta 

egalităţii apare caracterul lui G corespunzător caracterului numeric modulo a). 

Notând cu 

1 
/(s,c)= I -

9 
p-prim p 

pentru s > 1, egalitatea (13) devine: 
'ji=c 

(14) lnL(s,x)= LX(c)f(s,c)+R(s,x). 
ceG 

Înmulţind egalitatea (14) cu X(b -1) şi apoi sumând egalităţile obţinute 
după toate caracterele X ale grupului_ G (care sunt în număr de q>(a)) rezultă că: 

(15) I X(b-1)lnL(s,x) = I Ix(b-1 c)/(s,c)+ I X(b-1)R(s,x)= 
pX pX&G pX 

= I I X (b-l c) f(s,c)+ R;;(s), unde 
ceG xeX 

~(s) = Ix(h-1
) R(s,x) 

xex 
şi X este grupul caracterelor grupului G (vezi paragraful I al anexei). Conform 

pro-poziţiei 5 din paragraful I al anexei L X(b-1 c) = O, dacă b -:ţ. c şi 
xex 

I X(b-1 c) = cp(a) = I GI, dacă b = c. În concluzie: 
xex 

(16) lnL(s,xo)+ Ix(b-1)lnL(s,x)=cp(a)f(s,b)+~(s). 
X'°Xo 
xex 

Să presupunem că există doar un număr finit de numere prime p de 

forma ak + b, cu k E N ( aceasta înseamnă că p = b ). în această ipoteză 
- 1 

lim/(s,b)= I -<oo. 
•➔l rprim p 
s>I p=b 
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Pe de altă parte· 

I ~(s) I~ L I R(s,x) I$ cp(a) 
xex 

(deoarece I R(s,x) I~ 1) pentru orice s > 1. De aceea când trecem la limită cu 
s ➔ 1, s > 1 termenul I Rb(s) I rămâne mărginit. Conform propoziţiei 3 din 
paragraful II al anexei deducem că 

lim LX(b-1)lnL (s,x)= LX(b-1
)lnL (1,X) 

s➔I X"Xo X"X, 
s>I xeX xeX 

(aici s-a folosit în mod esenţial propoziţia demonstrată ceva mai înainte şi care 
afirmă că L(l, X)* O dacă X* x0). Din toate consideraţiile precedente precum şi 
din egalitatea (16) deducem că ln L(s, Xo) rămâne mărginită atunci când s tinde 
la 1 prin valori strict mai mari decât 1. De aici rezultă că L(s, Xo) rămâne 
mărginită când s ➔ 1, s> 1. însă ( conform propoziţiei 4 din paragraful 
II al anexei) 

1 1 
L(s,Xo)= n 

1-xo(p) 
= n --1 = 

p-prim p-prim 1--
PS 

Pl a 
PS 

= n 
[rprim 

1 
--1 
1-

ps 
[ 

1 ) (- 1 } [ 1 ) . n 1-- = L- n 1--
p-prim p' =Ins p-prim PS 

pia pia 

(egalitatea TT_ -
1
-1- =(I ~)pentrus > 1 a fost demonstrată în observaţia 

[rpnm 1-- n=I n 
PS 

ce urmează propoziţia 4 citată mai sus). Cum 

~ 1) ~ 1: lim n 1-- = n 1--
s➔l [rpri ps frpri p 
s>I pia pia . i- 1) - 1 ŞI 1' L-; = oo (deoarece seria armonică L- este divergentă) deducem că 

•~~n ~n 
s>I 

L(s, Xo) nu rămâne mărginită când s ➔ 1, s > I. 
Contradicţia obţinută ne arată că presupunerea făcută, aceea că există doar 

un număr finit de numere prime de forma ak + b, este falsă si deci enuntul 
teoremei lui Dirichlet a fost demonstrat. • ' 
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ANEXĂ 
(Teorema lui Dirichlet a progresiilor aritmetice) 

I. Definiţie: Se numeşte caracter al grupului abelian finit G un morfism 
al grupului G în grupul multiplicativ al corpului numerelor complexe. Dacă 
X : ( G, •) ➔ ( C*, •) este caracter al grupului abelian finit G atunci: 

i) X (xy) = x(x) • x(y), (v') x,y E G 
ii) x(e) = 1, unde e este elementul neutru al grupului G. Se observă imediat 

că dat fiind un caracter X al grupului G de cardinal n, atunci x(x) este rădăcină 
de ordinul n a unităţii în C* deoarece (x(x))" = X (x") = x(e) = 1, (v') x E G. 
Notând cu X = {X I X caracter al grupului G} anmci mulţimeaX poate fi înzestrată 
cu o structură de grup în modul următor: pentru X1, X2 E X definim X1 • X2 prin 
formula (X

1 

• X
2

)(x) = X1(x) • xi(x), (v') x E G. Este evident că X
1 

• X2 aparţine lui 
X, că operaţia definită mai sus este comutativă şi asociativă, că elementul neutru 
pentru această operaţie este caracterul Xo (numit şi caracterul unitate) definit 
prin formula Xo(x) = 1, (v') x E G, şi că inversul unui caracter X (relativ la 
operaţia definită mai sus) este dat prin formula x·1(x) = x(x), (v') x E G 
(conform unei observaţii anterioare x(x) este rădăcină de ordinul na unităţii în 
C, (v') X E X şi x E G; deci în particular rezultă şi faptul că I x(x) I = 1, 
(v') X E X şi X E G). 

Propoziţia 1: Dacă G este grup abelian finit atunci grupul caracterelor 
lui G (adică X) este izomorf cu grupul G. 

Demonstraţie: Dintr-o consecinţă a teoremei factorilor invarianţi se ştie că 
G = G, x G2 x ... x Gm' unde G" G2, ••• Gm sunt grupuri ciclice finite. Este deci 
suficient să demonstrăm enunţul în cazul în care G = G

1 
x G2 x ... x Gm' GI' 

G2, .... , Gm fiind grupuri ciclice finite. Dacă X1, X2, ... , Xm sunt caractere ale 
grupurilor GI' G2 ... Gm atunci funcţia X: G ➔ C* definită prin formula 

m 

x(x" x2,··· xm) = nxi (x), (v') xi E G;, 
i=I 

i = l,m, este un caracter al grupului G. Reciproc dacă X este un caracter al 
grupului G atunci notând prin X; funcţia definită pe G; cu valori complexe dată 
de formula x/x;) = x(el' ez,·" ei-I' X;, ei+I''" em), ~nde ej este elementul neutru al 
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grupului G
1 

(\f)j = l,m, avem că X; este caracter al grupului G;, ('ef) i = l,m şi că 
m 

x(xl' x2'"" x) = ITxJx). De aici rezultă că X :::XI X X2x ... X Xm, unde.X: este 
i=I -

grupul caracterelor grupului G, (V) i = l,m. Pentru a demonstra enunţul este 
suficient deci să considerăm cazul când G este grup ciclic finit. Dacă I G I = n, ex. 

. 2n . . 2n . . ~ . 
este un generator al grupului G s1 E = cos - + 1 sm - atunci exista un umc 

n n 
caracter X E X astfel încât X( ex.)= E (într-adevăr, (V) x E G existăj E N, O ~j < 
n astfel încât x = CJi şi deci 

. . 2rrj . . 2rrj 
x(x) = x(txY = fJ = cos - + l sm -). 

n n 
Notăm prin x

0
, X, x2, x3. ... x"-1 caracterele lui X determinate unic prin condiţia 

'X!( ex.)= fl. Cum am observat la începutul acestui paragraf, pentru orice caracter/ 
EX avem că.f(cx.) este rădăcină de ordinul na unităţii, deci există}E N, O ~j ~ n 
-1 astfel încât.f(cx.) =fi.Aceasta înseamnă ca/= 'Xf. Deci grupul X este ciclic de 
ordin n, generat de caracterul X· Enunţul propoziţiei 1 este astfel demonstrat. în 
particular rezultă şi că IGI = IXJ = n. 

Propoziţia 2: Fie G un grup abelian finit şi Hun subgrup al lui G. Atunci 
orice caracter al grupului H poate fi prelungit (în IG: HI moduri) la un caracter 
al grupului G. 

Demonstraţie: Dacă X este grupul caracterelor lui G şi Y este grupul 
caracterelor lui H atunci definim aplicaţia <p : X➔ Y prin formula <p(X) = X/F 
Este evident că <peste morfism de grupuri şi vom nota cu A= ker <p. Avem că 
X E A, dacă şi numai dacă x(h) = l, (V) h E H (dacă X E X). Pentru fiecare 

G 
caracter X E A putem construi un caracter X al grupului factor - în modul 

H 

următor: X ( i) = X (x ), (\f) x E G ( am notat prin i clasa lui x modulo H). X este 

bine definit deoarece dat fiind y E G astfel încât i = y atunci x = y h, cu h E H 

şi deci X(x) = x(yh) = X(h) x(y) = X(y), deoarece X(h) = 1, (\f) h E H (x E A). 

G 
Este evident faptul că X este un caracter al grupului-. Reciproc, dacă 'I' este 

H 
G 

un caracter al grupului factor-, atunci putem defini un caracter al grupului G, 
H 

aparţinând mulţimii A, prin formula x(x) = 'l'(i), (\/) x E G (x(h) = 'li (h) = 
= 'lf(e) = l, (V) h E H, deci X E A). Din c~nsideraţiile precedente deducem că A 
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G 
este izomorf cu grupul caracterelor grupului factor H şi deci în particular (ţinând 

cont de propoziţia 1) IA! = I : I = 1G :H]. Aplicând teorema fundamentală de 

G 
izomorfism lui q> rezultă că A.: Im cp şi trecând la cardinale în relaţia precedentă 

obţinem ca 

lfm cpl = I G =0=.:El_=IHI 
A IAI IG:HI 

(s-a folosit în egalităţile precedente şi teorema lui Lagrange). Cum ll'I = IHJ 
(conform propoziţiei 1) din cele de mai sus rezultă că q> este surjectivă. Afirmaţiile 
din enunţ sunt acum imediate. 

Propoziţia 3: Dacă G este grup abelianfinit şi x este un element al lui G 
diferit de elementul neutru e, există X E x astfel încât x(x) * 1. 

Demonstraţie: Fie H subgrupuţ ciclic generat de x în G. Avem că 
IHI= m > 1 (deoarecex* e). Fie X1 caricterul lui Hunic determinat de condiţia 

27t 27t x
1
(x) = cos - + i sin-; evident x1(x) * 1. Aplicând propoziţia 2 există un 

m m 
caracter X al grupului G astfel încât X H = Xi· Deci x(x) = X1(x) * 1, ceea ce 
trebuia demonstrat. 

Propozitia 4: Fie un grup abelianfinit Gşi X EX. Notăm cu S= Ix(x). 
• xeG 

Atunci S = IGI dacă X= Xo şi S = O dacă X* Xo· 
Demonstraţie: Dacă X = Xo enunţul este evident. Dacă X * X0, există y E G 

astfel încât x(y) -:t 1. Când x parcurge G atunci x • y parcurge mulţimea G, deci 

S= Ix(x) = lX(xy)= Ix(x) ·x(y)=x(y)·S.Cumx(y)*l rezultăcăS=O . 
.reG •eG .reG 

Propoziţia S: Dacă x este un element fixat al grupului abelian finit G şi 

T = I X( x) atunci T = I G I dacă x = e şi T = O dacă x * e. 
X,EX 
Demonstraţie: Dacă x = e enunţul este evident. Dacă x * e atunci conform 

propoziţiei 3 există X' E X astfel încât X' (x) * 1. Când X parcurge mulţimea X 
atunci XX' parcurge mulţimea X, deci 

T= Ix(x) = L(XX')(x) = Ix(x) • x'(x) = x'(x) • T. 
'X,EX xex 'X,EX 

Cum x'(x) * 1, rezultă imediat că T = O. 
În cursul acestui capitol G = U(Za, •) (grupul unităţilor inelului claselor 

de resturi modulo a), unde a E N, a~ 3. Dacă X este un caracter al grupului G 
vom nota cu x* : Z ➔ C funcţia definită prin următoarele formule x*(m) = 
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= x(m), dacă m E Z, (m, a)= 1 (prin iii înţelegem clasa modulo a numărului m) 
şi x*(m) = O, dacă m E Z, (m, a)* 1. x* se numeşte caracter numeric modulo 
a şi are următoarele proprietăţi evidente: 

i) x*(m) *O<=> (a, m) = 1; 
ii) x*(ml) = x*(m2) dacă ml, m2 E z, ml= m2 (mod a); 
iii) x*(mlm2) = x*(ml) ' x*(m2), (V) ml' m2 E z. 
Pentru a nu complica scrierea în loc de x* vom folosi tot notaţia X, în 

funcţie de context fiind clar dacă e vorba de un caracter al grupului G sau de 
caracterul numeric corespunzător. 

II. Propoziţia 1: Fie (an)neN un şir de numere complexe cu proprietatea că 

există c E R.., astfel încât 1An1 S c, (\i) nE N*, unde An = ~ak (V) nE N*. 

- a • 
Pentru fiecare s > O seria I.-;- este convergentă şi dacă notăm cu 

o=ln 

- a 
/{_s) = L--;- atunci feste o funcţie continuă pe intervalul (O, 00 ). 

""'n 
Demonstraţie: Fie cr un număr real strict pozitiv; (V) € > O există n

0 
E N* 

1 
astfel încât dacă n E N, n 2: n

0 
atunci O < €. Dacă s 2: cr şi n E N, n 2: n0 atunci 

n 

1 1 
-S-<e. Fie M si N numere naturale astfel încât M > N > n

0
• Avem s a • n n 

că I a1c = I -\ --\--1 I A1c - 11 __1._ = ! -\[~--1-} AM - AN-1 

k:=N k' k:=N k9 
k:=N k' k=N--1 (k+ 1)' k:=N k' (k+ 1)3 M9 N' ' 

pentru (V) s E R: . Dacă s enumăr real satisfăcând inegalitatea s ~ cr din ipoteză 

~şii5~!:(~::r;~ ;: ~::~:evaluare 

- a 
De aici rezultă imediat că seria I,..!. este convergentă pentru orice s > O. 

s=t n$ 

De asemenea mai rezultă şi faptul că convergenţa este uniformă pe intervalul 

[ cr, + 00) (\i) cr > O. Deoarece funcţiile ! ak sunt continue pe (O, 00) (V) n E N*, 

i=I k' 
din cele de mai sus rezultă că/ este funcţie continuă pe (O, oo). 

Propoziţia 2: Dacă X e caracter numeric modulo a (a E N, a 2: 3), iar uşi 

v sunt numere naturale astfel încât v 2: u 2: 1 atunci I ! X(k) I S ·~a) în cazul în 

carex *Xo· 
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Demonstraţie: Deoarece a E N, a~ 3 rezultă că 21 cp (a) şi deci <p~a) este 

număr natural. Folosind propoziţia 4 din paragraful precedent deducem că 

2. x( k) = O pentru orice număr natural (X ~ a ( se mai ţine cont şi de faptul că 
k=a-a+l 

x(P) = O pentru orice număr întreg p care nu e prim cu a). 
Această observaţie arată că este suficient să demonstrăm enunţul propoziţiei 

în cazul în care v - u + 1 ::; a. În această ipoteză cel mult cp(a) termeni din şirul 
x(u), x(u + 1), ... , x(v) sunt nenuli. 

Dacă cp(k) '#- O pentru un k E Z atunci ştim că I X(k) I= 1. Ţinând cont de 

"d • • 1 ă ~ 1 ~ 1 1 <p( a) • 1· aceste consi eratn rezu t , m cazu m care ce mu t -- termem sunt nenu 1 , 2 

(dintre numerele x(u), x(u + 1), ... x(v)), că I ix(k) I::; <p(a). Dacă numărul 
1,-...,. 2 

de termeni nenuli din şirul x(u), x(u+l), .... x(v) este mai mare strict decât 

<p(a) • umărul d • 1· d' • 1 -- atunci n e termeni nenu 1 m siru 2 , 

x(v + 1), x(v + 2), .... x(u + a - 1) 

. . . d ~ <p(a) Î . -este mai rmc stnct ecat --. n acest caz avem ca 
2 

I ix(k) I= I "Y-~(k)- u+f~(k) I= l"îx(k) I< cp(a) 
k=, k=u k=v+I k=v+I 2 

(am ţinut cont încă o dată de faptul că 'f X(k) = O). Enunţul propoziţiei 2 este 
Ă'=lil 

astfel demonstrat. 

Propoziţia 3: Dacă X este un caracter numeric modulo a diferit de Xo 

( 1 . t ) tu . ~ x(n) . - . -caracteru unita e a nc1 L-,- este o serie convergenta pentru orice numar 
„1 n 

real s strict pozitiv. Notând cu L(s, X) suma seriei precedente pentru orice s > O, 
atunci L(s, X) este funcţie continuă pe intervalul (O, 00 ). 

Demonstraţie: Aplicăm propoziţia 1 din acest paragraf pentru a.= x(n), 

(v') n E N*, c = <p;a) şi enunţul propoziţiei 3 este astfel demonstrat (conform 

propoziţiei 2 I A. I ::; <p(
2
a), ('d) n E N*, unde A.= Iak; aici ca şi mai sus 

k=I 

a E N, a~ 3). 
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Ob ti f Xo ( n) . w tru . > 1 D w serva e: L-.-- este serie convergenta pen orice s . aca se 
' • s n=I n 

notează cu L(s, Xo) suma seriei precedente pentru s > 1 atunci L(s, ;(0) este 
funcţie continuă pe intervalul (I, 00 ). Dacă s0 este un număr real fixat, s0 > I 
atunci 

fi Xo(n) f I f I 
L -- <L-<L-

• n=t n' - n=in' - n=in'• 

(\f) S E 
- I - X (n) 

R, s ~ s
0

• Cum seria I.-s- este convergentă deducem că I.-0-,-
n=tn ° n=l n 

unifi . l 1 [ ) . f Xo(n) fun . . ~ converge orm pe mterva u s
0

, + 00 ş1 cum L--, - este cţ1e contmua 
, n=l n 

des pe [s
0

, 00 ), (\f) k e N* rezultă în final că L(s, Xo) este funcţie continuă pe 
[s0, + 00 ), (\f) s0 > I. Afirmaţia enunţată în observaţie este astfel demonstrată. 

Propoziţia 4: Cu notaţiile precedente L(s, i) - ,.~ I -~ l pentru 

p J 

orice număr real s > 1 şi X caracter numeric modulo a. 

Demonstraţie: Notăm cu P; al i - lea număr prim. Fie E > O şi s > 1. Există 

- 1 I -
atunci r0 e N* astfel încât I. -, < E. Deoarece--= I. z'", (\f) z e C, 

n=p,.+tn 1-z - 0 

Iz I< 1 (convergenţa fiind absolută) şi 

X(P) 1 1 

p' 
pentru orice număr prim, rezultă că 

s;-<-<l 
p' p 

pentru (\f) r e N*. 
Pentru r e N*, r ~ r O deducem, din cele de mai sus, că: 
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(am ţinut cont de faptul că orice divizor prim al unui număr natural n :s; P,, 

trebuie să fie de forma p
1 

cu j ~ r 
0
). Enunţul propoziţiei 4 este astfel demonstrat. 

Observaţie: Folosind acelaşi raţionament ca şi în propoziţia 4 se 
arată că 

= I I 1 
I-;= IT --1 
n=ln p-prim 1--s I 

p ) 
pentru orice s > 1. 

Propoziţia 5: L(s,X) -:t O pentru orice caracter numeric modulo a şi s > 1. 
Demonstraţie: Deoarece I µ(n)x(n) I ::;; 1 ('v') n E N* (unde µ 

fu . 1 . M""b" ) . . {' µ(n)x(n) b 1 este ncţia u1 o ms atunci sena L.. , converge a so ut pentru 
•=l n 

- x(n) 
orice s > 1. Deoarece I

1
-,- converge absolut pentru s > 1 obţinem că 

= n 

L(s,x)·(Î µ(n)~(n)J= I µ(n)x(7n) f X(~) (Iµ(d)J= 1 
n=I n m,neN• (mn) k-=l k dik 

(conform lemei din paragraful II al anexei teoremei elementului prim Lµ(d) 
. ~ 

este egală cu 1, dacă k = I şi este egală cu O, dacă k E N, k > 1 ). De aici rezultă 
imediat enunţul propoziţiei 5. 

Propoziţia 6: (1 -TJ)3 • I I -T]eiyl4 • I 1 -T]e2iv12 < 1 (\1') V E R şi o < li < 1 
(eiv= cos V+ i sin V, (\1') V E R; i E C, i2 = -1). 

Demonstraţie: Deoarece r,.2 :2: O, ('v') ex E R, deducem că 

( 
I J 3 3 2cosv+cos2v= 2cosv+2cos2v-1=2 cosv+- --:2:--, 
2 2 2 

('v') V E R. Deoarece! 1 -TJeivl = Jcl-T]cos v)2 + 1]
2 sin2 

V = Jt-2T]COS v+ TJ 2 
, 

('v') v E R, deducem că 

II -TJeivl4. II -T]e2ivl2 = 

= (1 - 2 TJCOS V+ TJ 2) • (1 -2 T]COS V+ T] 2
) • (1-2 T]COS 2V + TJ 2) '.S; 

~[ 1-2ncosv+n' + 1-2t]co;v+n' + 1-2t]cos2v+n' J" 
=[ 1-¾TJ(2cosv+ cos2v)+TJ

2 J 
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,f'7': a+b+c 
(s-a ţinut cont mai sus de inegalitatea mediilor: vaac s; 

3 
, (V) a, b, c E 

R0 care se mai scrie şi sub f:$( a+b+c J} 
La începutul demonstraţiei s-a arătat că 3 

- : (2 cosv+ cos2v) s; 1 şi deci II - 11eivl4 
• II -11e2ivl2 s; 

s;(1+11+112)3 <(-1-J 
1-11 

conform ipotezei O < 11 < 1. Enunţul propo~ţiei 6 este astfel demonstrat. 
Propoziţia 7: L(s, Xo)3 • IL(s, x)l4 IL(s, X2)12 2: 1 pentru s > 1 şi X caracter 

numeric modulo a. 
Demonstraţie: Dacă p este un mnnăr prim care nu-l divide pe a, atunci 

1 
x(p) -:t:- O şi deci x(p) = evi, cuv E R Dacă notăm cu 11 =-,,atunci O< 11 < 1 şi 

p 

aplicândpro(;~;,;;Jced::;~~:,(p) , $I (x,(p)=!} 

PS PS PS 

Dacăp este un număr prim care divide pe a atunci inegalitatea de mai sus 
are loc deoarece Xo(p) = x(p) = O. Înmulţind inegalităţile precedente pentni toate 
numerele prime p, obţinem enunţul ţinând cont de propoziţia 4 din acest paragraf. 

Propoziţia 8: Fie u s; v două numere naturale şi y1 nişte numere complexe, 
unde k este număr natural satisfăcând inegalităţile u s; k s; v. Fie de asemenea 
numerele reale E.,, E.,+l'···· E. care satisfac inegalităţile E„ 2: E.,+1 2: ... 2: E. ~ O. 

k 

Notăm cu R(k) = I.yk. pentru orice ke N, u s;ksvşi cu V= maxlR(k)I. Atunci 
k'•• u5Jcs; V 

lfekrklse.-v. 
Demonstraţie: NotămR(u-1) =O.Atunci 

fE1Y1 =fek(R(k)-R(k-1))= 
k=u k=u 

V V-I 

= I. ekR(k) - 1Ek+1R(k) = 
k=u k=u-1 

= ÎR(k) (ek -Et+i)+ E.R(v) - EuR(u-1) = 
k=u 

v-1 

= I R(k)(ek - Ek+l) + Ev R(v). 
k=u . 
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Tinând cont de enunt deducem că 
' ' 

I !e.r. I$ !~v(Ek -Ek+l)+VEV =VEU; 

ceea ce trebuia demonstrat. 

Propoziţia 9: IL(s,X)I $ <p;a) pentru orice s > I şi X caracter numeric 

modulo a diferit de Xo (a E N, a;;:: 3). 
Demonstraţie: Aplicăm propoziţia precedentă pentru Yt = x(k), (V) k E N, 

1 
< k < > 1 - - (\./) k N < k < • ~ d • d • • 2 u _ _ v, u _ , Ek - k' , v E , u _ _ v, ţman cont ş1 e propo21ţia 

I 
t I <p(a) din acest paragraf care afirmă că •="[X(k) :s:;-

2
-, (V) u

1 
$ v

1 
, u

1
, v

1 
E N* 

( • - • f: < cp(a)) R l - -consecmţa a acestui apt: v _ -
2

- . ezu ta ca 

I f x(k) I $ cp(a) . _!_ 
k=u k8 2 Us' 

(V) v;;:: u;;:: 1 (v, u E N). Dacă în această ultimă inegalitate punem u = 1 şi facem 

pe v să tindă la +oo, obţinem enunţul. De fapt enunţul are loc pentru orice s > O. 
Propoziţia 10: L(s, X) este funcţie derivabilă pe intervalul (1, 00) pentru 

orice X caracter numeric modulo a. Are loc următoarea formulă 

L'(s, X)= =-I X(k)lnk 
k=I k' 

(dacă X -:f. Xo atunci L(s, X) e funcţie derivabilă pe (O, 00) şi are loc formula de 
mai sus). În plus dacă X -:f. Xo şi s;;:: I atunci IL '(s, X)I < cp(a). 

Demonstraţie: Fie E > O şi s ~ 1 + E deci 

I 
x(k)lnk I$ lnk' 

k' k1
+< 

Ink 
(V) k E N*. Deoarece !~-~ = O, pentru un ex > O fixat există k0 E N* astfel 

k2 

1nk 
încât , $ ex, pentru (V) k E N, k ~ k

0
. Avem că 

12-

fi x(k)Ink I<~ lnk f _1_ 
L s _L l+E+a:L E" 

.t==l k k=I k k=,to+l l+-
k z 
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Cum f ~ este convergentă deducem că şirul de funcţii g• converge 
k=ko+l l+-

k i 

uniform pe [1 + E, 00 ), (\7') E > O, unde 
f x(k)lnk 

g,,(s)=-L s • 
k=l k 

Deoarece g.(s) = J:(s), undef,.(s) = f Xk(~), şi lim J,.(s) = L(s;y.), (V) s > 1, 
k=l n➔-

rezultă că L(s, x) e derivabilă pe intervalul (1, 00) şi 

, ~ X(k)lnk 
L(s,x)=-L--. 

k=I k9 
Pentru a justifica această afirmaţie vezi •Gh. Sireţchi Calcul diferenţial şi 
integral, volumul I, Editura Ştiinţifică şi Enciclopedică, Bucureşti, 1985, pagina 
416, teorema 12.1.14. Acest rezultat clasic de analiză afirmă că fiind dat un şir 
ci: :furnlllidet:::iva:xiel,. definite pe un interval I astfel încât if.(y)). e N este şir 
convergent măcar pentru un punct y E I şi astfel încât şirul derivatelor J: con
verge uniform pe I la o funcţie g atunci există o funcţie/ definită pe I astfel încât 
f ' = g şif. converge uniform la/ pe I. Deşi în locul citat funcţiile au valori 
numere reale, enunţul este adevărat pentru funcţii cu valori complexe ( definite 
însă pe submulţimi ale lui R); pentru aceasta în raţionamentele Bcute este suficient 
de a considera modulul de numere complexe şi de a utiliza inegalitatea lui 
Lagrange în loc de teorema clasică a lui Lagrange. 

lnx 
Fie h : [3, + oo) ➔ R funcţia definită prin formula: h(x) = -, (s E R, 

X 

s ~ l). Evident h este funcţie derivabilă pe [3, + 00) şi 

xs-1 -sxs-1 
- lnx 1-s lnx 

h'(x)= 2s s+I ' 
X X 

(\t) x ~ 3. Pentru x ~ 3 avem că 1 - s ln x ~ 1 - s ln 3 :5; 1 - s :5; O; deci h este 
funcţie descrescătoare pe [3, + 00). Rezultă că 

Inu lnv 
->-

J - 9 ' 
U V 

(\t) v ~ u ~ 3. Dacă X -:t- Xo aplicăm propoziţia 8 pentru v ~ u ~ 3 (v, u E N), 

(k) ( c. • • • 2 d' f <p( a) l . ln k y1 = X con,orm propoziţiei m acest paragra v :5; -
2

- ş1 E1 = 7, 
(\t) u :5; k :5; v, k E N. Obţinem că 

I 
f x(k)lnk I :5; <p(a) . Inu :5; <p(a) Inu . 
.t=u k3 2 _ u3 2 u 
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Atunci 

I 
f x(k)lnk I ln2 cp(a) ln3 1 cp(a) lne

2 
I cp(a) 

""' ~ - + --.-<-+-----<-+--~cp(a) 
k=u k5 2s 2 3 2 2 3 2 2 

(s-a procedat la o trecere la limită cu v ➔ + 00 în inegalitatea 

I 
f x(k)lnk I ~ <p(a) lnu 

1c=u k' 2 u 

şi la înlocuirea u = 3). Pentru s ~ s0 > O avem că 

f X(k)lnk ~ <p(a) Inu 
Jc=u ks 2 usa 

_!.. [ 
00 x(k)lnk J dacă u ~ e so ; aceasta semnifică convergenţa seriei - 1 s , convergenţă 

k=l k 
uniformă pe [s

0
, +oo ). Folosind acelaşi argument pe care l-am menţionat mai sus 

deducem că L(s, X) este funcţie derivabilă pe (O, 00) (dacă X -:t X0) şi are loc 
formula 

, ~ x(k)lnk 
L(s,x)=-L--. 

k=I k' 
Enunţul propoziţiei 1 O este astfel demonstrat. 

Observaţie: Argumentul care se dă, de obicei, pentru a arăta că L(s, X) e 
derivabilă pe (l,00) (respectiv pe (0,00) dacă X -:t Xo) şi că 

I ~ x(k)lnk 
L (s,x)=-"""' 

k=l ks 
este teorema lui Weierstrass asupra şirurilor uniform convergente de funcţii 
analitice definite pe un anume domeniu din C (domeniu înseamnă mulţime 

d h . ~ · ~) P. t t b • ă ~ 1 b"l ~ f x(n) esc zsa şi conexa . entru aceas a re u1e ar tat m prea a 1 ca L -s-
11=1 n 

converge pentru orice s E C, Re s > 1 (partea reală a lui s este strict mai mare 
decât 1 ). Dacă X -:t Xo seria precedentă converge pentru orice s E C, Re s > O. 
Mai trebuie arătat că convergenţa este uniformă pe mulţime { s E C I Re s > cr } 
(V) cr E R, cr > 1. Dacă X -:t Xo atunci convergenţa este uniformă pe mulţimea 
{s E C I Re s > cr } ('v') crE R, cr > O. 

Inegalitatea 

I 
f X(k)lnk ~ <p(a) Inu ~ <p(a) lnu 

1c=u k9 2 u' 2 u'0 

I 

pentru s ~ s0 > O, X -:t Xo şi u ~ e'0 , menţionată mai sus, se justifică folosind din 
lnx 

nou propoziţia 8 din acest paragraf şi faptul că funcţia h(x) = -. este 

descrescătoare pe intervalul [ e ¾; + ~ l X 
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TEOREMA LUI BRUN 

Introducere 

Scopul acestui capitol este demonstrarea unui rezultat aparţinând lui 
Brun care afirmă că 

1 
I-<oo, 

peG p 
unde G este mulţimea numerelor prime p pentru care şip + 2 e număr prim ( o 
pereche de numere prime p şip + 2 se numeşte pereche de numere prime gemene). 

1 
Deci sau G este o mulţime finită, sau I - este o serie convergentă în cazul în 

peG p 
care G este mulţime infinită. Acest rezultat a fost demonstrat de V. Brun în 

111111 1 11 1 1 1 
articolul La serie-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+-+ ... ou 

5 7 1 I 13 17 19 29 31 41 43 59 61 
Ies denominateurs sont „nombres premiers jumeaux" est convergente 
ou finie din Bull. Se. Math, volum 43 din 1919, paginile 100-104 şi 
124-128. Demonstraţia din acest capitol urmăreşte soluţia dată de Landau în 
Vorlesungen uber Zahlentheorie, volumul I (Aus der elementaren und additiven 
Zahlentheorie ), paginile 71-78 (Der Brunsche Satz uber Prim-zahlzwillinge ). 

Nu se ştie până acum dacă mulţimea G este finită sau infinită. 

1 
În finalul capitolului se dă şi o demonstraţie pentru faptul că I - este 

o serie divergentă. 

Demonstraţia teoremei lui Brun 

Teorema 1. (B r u n ). Dacă notăm cu 
G = {p E N Ip număr prim şip + 2 e număr prim} 

1 
atunci seria I - este convergentă. 

peG p 
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Pentru a demonstra teorema I avem nevoie de următorul rezultat: 

Teorema 2: Dacă notăm cu P(x) numărul de numere prime p S x pentru 

care şip + 2 este număr prim atunci există o constantă strict pozitivă c1 

astfel incât: 
X 2 

P(x) < c;-
2
-(lnlnx) ('v')x ~ 3. 

ln x 
Demonstraţia teoremei 2: Fiex> 5 şiyun număr real satisfăcând inegalitatea 

5 S y < x unde y va fi precizat ulterior ca funcţie de x. Este evidentă următoarea 

inegalitate: 

(1) P(x) Sy + Q(x), 

unde prin Q(x) s-a notat numărul de numere naturale n pentru care y < n S x, n şi 

n + 2 fiind numere prime. Dacă notăm prin r = 1t(y) (adică numărul de numere 

prime mai mici sau egale cu y) atunci r ~ 3 deoarece y ~ 5. Vom nota deasemenea 

cup
2
,p3, •.. ,p, numerele prime impare mai mici sau egale cuy(p

1 
= 2) şi cuA(x) 

numărul de numere naturale n pentru care O < n S x, n I=- O (mod ph) şi n i -2 

(mod ph) ('v') h = 2,r. Are loc inegalitatea: 

(2) Q(x) S A(x). 

într-adevăr dacă n E N este un număr natural numărat de Q(x) atunci 

y < n Sx, n şi n +2 fiind numere prime. De aici rezultă imediat că n 'I= O (mod ph) 

şi n !;. -2 (mod ph) ('v') h = 2,r (deoarece n şi n + 2 sunt numere prime mai mari 

strict decât orice ph, h = 2,r ). Inegalitatea 2 este astfel demonstrată. Inegalităţile 

(1) şi (2) furnizează evaluarea: 
(3) P(x) S y + A(x). 

• 
Pentru orice n E N* notăm cu !l(n) = La;, unde n = q'(t . q';! .... q:•; 

i=I 
q1, q2, ••. , q, fiind numere prime distincte (!l este într-un anume fel „lungimea" 

lui n). Avem că Q (n • m) = !l(n) + !l(m), ('v') n, m E N*. De asemenea vom 

nota cu B(d, x), pentru fiecare d E N*, impar şi liber de pătrate, numărul de 
numere naturale strict pozitive n pentru care n :Sx şi în plus pentru fiecare număr 

prim pld este satisfăcută una din următoarele condiţii: n = O (mod p) sau n = -2 
(mod p). Este clar că B(l, x) = [x]. Pentru fiecare d E N*, impar şi liber de 

pătrate, deducem, folosind lema chineză a resturilor demonstrată în paragraful II 

al anexei teoremei lui Gauss, că sistemul 

(4) n = cxP (modp) ('v')p - prim,p Id 
are soluţii oricare ar fi cxP E Z (sistemul a fost considerat în necunoscuta n). în 

particular acest lucru este adevărat pentru ex = O sau ex = -2. Avem 2°<d) sisteme 
p p 
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de forma ( 4) în care ex = O sau ex = -2 oricare ar fi p un număr prim care divide 
p p 

pe d. Ţinând cont de modul de definiţie al numărului B(d, x), de observaţiile 

anterioare precum şi de propoziţia 3 din paragraful II al anexei rezultă că: 

(5) I B(d, x) - 2n(d) .:. I < 2n(d)_ 

d 
Notând cu 

A= {n E N* I n :5 [x], ni O (mod ph) şi n i-2 (mod ph) (\i) h = 2,r}, 

BPh = {n E N* I n :5 [x], n = O (mod ph) sau n =-2 (mod ph)}, 

atunci 

A = { 1, 2, ... , [x]} \ ( U B I 
h=2 Ph) 

şi ţinând cont căA(x) = IAI, B(ph, x) = IBPh I ('v') h = 2,r, 

I BPq nsP;2 n ... nsP;,I =B(p~.' P;,, •... • A,,x) 

propoziţia 1 din paragraful II al anexei ne arată că: 

(6) A(x) :5 I. µ(d)B(d,x) 
dJk 

D.(d)Sm-1 

unde k = Pi • p 3 • ••• • P,, iar m este un număr natural impar ce va fi precizat 
ulterior ca fiind funcţie de x (în inegalitatea (6) µ este funcţia lui Mobius 
definită în paragraful II al anexei teoremei elementului prim prin formula 
µ(q 1 • q2 • .•. ·q,) = (-1)', dacă ql'q2, ••• , q, sunt numere prime distincte, µ(1) = I şi 
µ(n) = O, dacă există p număr prim astfel încât p 2/n; numerele B(d,x) pot fi 
definite pentru orice d E N*, nu neapărat pentru numere impare şi libere 
de pătrate). Pentru a deduce inegalitatea (6) s-a ţinut cont şi de faptul că 
B(1, x) = [x]. Din inegalitatea (5) rezultă că: 

şi că 

X X 
2n(d> · - - i}(_d) < B(d x) < 20l..d) + 2n(d>-

d ' d 

µ(d)B(d,x) < 2n(d> + 2r}(_d> . .:.. µ(d). 
d 

Folosind această din urmă inegalitate precum şi evaluarea (6) deducem că: 

(7) 
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Convenind să notăm e:_1 = O dacă h > r - 1 şi e:_1 pentru h $ r - 1, 

combinări de r - 1 luate câte h, atunci: 
m-1 m-1 

L 20(d) =Li -eh <2m L eh < 
r-1 - r-1 -(8) 

dJk h=O IFO 
!J.(d)9n-l 

m-1 rm -1 
m~ h m m m m $2 L r =2 ---<2 -r $(2y) . 

h=O r-1 
În evaluările de mai sus am folosit că 

h (r-l)(r-2) ... (r-h) e 
1 
=------$ (r - l)(r- 2) ... (r- h) $ r1', 

,- h! 

1 
dacă h $ r - 1, C~1 =O< r1', dacă h > r - 1, -< 1 deoarece r ~ 3, r $ y 

r-1 
deoarece r = 1t(y) $ y. 

Pe de altă parte 

2lJ.(d)µ(d) µ(d)·20( d) r-1 µ(d)·20(d) 
I. --=I.--- I. I. 
dJk d dJk d n=m dJk d 

lJ.(d)Sm-1 lJ.(dFn 

( 
2 } ,-1 1 ( 2 } r-1 = IT 1-- I.(-1)"-2"· I. -= IT 1-- I.(-1)"-2"-S". 

2<~p, p rr=m dJk d 2<p:5.y p n=m 
p-prim lJ.(dFn p-prim 

Pentru egalitatea 

µ(d)· 2ncd
> 

I.----
dlk d [ 2] IT 1--

2<~p, p 
p-pnm 

2lJ.(n) 
am folosit faptul că funcţia/: N* ➔ R definită prin formula f(n) =--, este 

n 

[ 

2lJ.(n-m) 2O(n)+O(m) 2n(n) 2n(m) 

total multiplicativă f(n· m)=--=--- -----= f(n)f(m), 
nm n·m n m 

('v') n, m E N*) şi deci se poate aplica propoziţia 2 din paragraful II al anexei. 

r-1 µ(d)20(d) 
Dacă m ~ r suma I. I. ---se consideră egală cu zero. Am notat cu S 

n=m dJk d n 

lJ.(dF" 

1 1 1 
expresia I. - • --... - , dacă m $ r - 1 şi S" = O, dacă m ~ r. Folosind 

~<ii<. •• <.i,,:5.r p~ P;,l A. 
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propoziţia 4 din paragraful Il al anexei rezultă că 

Sn $ S1 $ (e ~ r $(3C2 lnlny J 
n! n n 

r 1 - nh nn 
(am folosit în evaluările precedente că S1 =I-, en = L - >- e < 3 si 

b=-2 A h=O h ! n ! ' ' 

S
1 
< c

2 
ln ln y pentru o anume constantă c2 e R: furnizată de propoziţia 3 din 

paragraful I al anexei; r = 1t(y) şiy 2: 5). Din consideraţiile precedente precum şi 
din propoziţia 4 din paragraful I al anexei deducem că: 

(9) ~ µ(d) • 2
n(d

l IT ( 2} 'i-' • n c3 'i-' (6c2 lnlny J 
L ---- $ 1-- L 2 ·Sn s--2 + L ---"-- $ 
d]k d 2<~y p n=m (ln y) IF=m n 

.Q( d )Sm--1 p-prim 

c3 'i,1(c4 lnlnyJ c3 'i-' 1 c3 f 1 c3 2 <--+ L --- <--+ L -<---+ L -=--+
- (lny)2 

IF=m m - (lny)2 n=m 2n - (lny)2 = zn (lny)2 
2m' 

unde c4 e R: este > 2 şi> 6c2, c3 E R: este furnizat de propoziţia 4 din paragraful 
I al anexei şi am presupus că îl pot alege pe m astfel încât să fie îndeplinită 
inegalitatea 
(10) m > 2 c

4 
ln lny. 

Din inegalităţile (7), (8), (9) şi (3) rezultă că: 

(11 ) 
c3x 2x ~ . _ 

5 1 P(x)< y+--
2 

+-;;;-+(2yt m ipoteza ca Sy < x, m număr natura 
(lny) 2 

impar care satiface inegalitatea (10). 
În acest moment vom preciza cine sunt numerele y şi m: 

I 

(12) y=x3c4 1nlnz; m=2[c
4

lnlnx]-1. 

Arătăm că există c5 E R:, c5 > 5 astfel încât, (v') x 2: c
5

, să fie îndeplinite 

lnx 
conditiile impuse numerelor y si m. Deoarece lim ln y = lim--- 00 

, • x➔00 z➔- 3c4 In Inx 

rezultă că lim y = 00 şi deci y 2: 5 pentru x mai mare sau egal cu o anumită 
:i➔-

constantă. 

De asemenea deoarece 3c4 ln ln x > l, pentru x mai mare sau egal cu o 
anumită constantă, deducem că y < x (pentru x mai mare decât constanta amintită 
mai sus). Deoarece 2c4 ln (3 c4 ln lnx) > 3 pentru x mai mare decât o anumită 
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lnx 
constantă deducem că: 2c4 ln ln y = 2c4 ln --- 2c

4 
ln ln x -

3c4 lnlnx 

- 2c
4 

ln (3 c
4 

• ln lnx) < 2c4 ln lnx-3 < 2 ([c4 ln lnx] + 1)- 3 = m pentruxmai 

mare decât constanta amintită mai sus. Există deci c5 e R:, c5 > 5 astfel încât 
(v') x ~ c

5 
avem că 5 ::;; y < x, m număr natural impar care satisface inegalitatea 

(10), unde y şi m sunt numerele definite prin formulele (12). Deci are loc 

inegalitatea (11 ): 

c3x 2x m 
P(x)<y+--2 +--;;;-+(2y) . 

(lny) 2 

în cele ce urmează arătăm că fiecare din cei patru termeni din membrul 

X 
drept al inegalităţii precedente sllllt mai mici sau egali cu -

1 
-2-(ln ln x )2 înmulţit 
nx 

cu o constantă, pentru x suficient de mare. 
Avem că 

I I 
-- - X 

y=x3c.1n1n.r sxi ::;;-2-(lnlnx)2 
ln x 

I 

xi 
pentru x suficient de mare deoarece lim lnlnx = 00 şi lim-2- = 00• Al doilea, 

.r-+- · .r-+-ln X 

din cei patru termeni menţionaţi anterior, este egal cu 

c3x c3x· (3c4 lnlnx)2 2 x(lnlnx)2 
--2 =------ C3·(3c4) 2 
(lny) ln2 x ln x 

De asemenea 

2x 2x 
-<----2 m 2 2c, lnln.r-3 

16x 

2 2c, lnln.r 
16x 16x 16x(lnlnx)2 

----<--<----
(lnx)2c,ln2 (lnx)2 (lnx)2 

( egalitatea 22<, 1n1n.r = (lnx )2<, 1n2 este adevărată deoarece logaritmind-o obţinem 

că 2 ciln 1n x) • ln 2 = 2 c4 ln2 ln ln x, ceea ce este evident adevărat; în 
evaluările de mai sus am folosit şi că 2 ln 2 > I, c

4
>2). 

( 
lnx J (2y)"'$ (2y)2c,lnln.r =e2c,Inln.r. ---+ln2 = 

3c4 lnlnx 

2 3 3 -ln.t+2c4 ln21nln.r -ln.r 
=el <e4 =x4 
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- ( lnx J ~ x(lnlnx)
2 

pentru x suficient de mare deoarece lim--= 00 • Cum x 4 < 
2 

, 
x➔~ lnlnx (lnx) 

pentru x suficient de mare, din observaţiile anterioare deducem că există c
6

, 

c7 E a:, c
7 

> 5 astfel încât: 

x(lnlnx/ 
P(x)<c6 -

2 
, (V)x~~ (c

7 
~c

5
). 

(lnx) 

. x(lnlnx)2 

Cum fi.mcţia g( x) 
2 

este continuă şi strict pozitivă pe intervalul 
(lnx) 

[3, c7], enunţul teoremei 2 este demonstrat. 

Demonstraţia teoremei 1. dacă notăm cu p; al r-lea număr al mulţimii G 

atunci p; > r + 1. 
Cum , , 

P(p;) = r < GP; 
2 

(ln ln p; )2 < CsP, 
3 

(lnp,) (lnp;)2 

pentru o anumită constantă c8 Ea: şi p; > r + 1, (V) r E N, deducem că 
, 

CsP, · 
r<-3..=-:-şică 

ln2 (r+l) 

} - Cg I- <L--3....;;...._ 
peG p r=I 

rln 2 (r+ 1) 
În scrierea inegalităţilor precedente am folosit teorema 1 precum şi 

faptul că 

x(lnlnx)2 x 
2 <--3, 

pentru x suficient de mare (ai::) ţine ~:,x: faptul că !im (lnx): 
2 

- ~ ]· 
x--(lnlnx) 

Avem că 
- 1 1 1 1 
I 3=--3+ 3+L 3< 
~ - - ~ -

r[ln(r+1)]2 (ln2)2 2(ln3)2 r[ln(r+l)F 

1 I - 1 I I _, 1 
<--3 + 3 + L 3 < 3 + 3 + L I 3 dt = 

- - r=3 - - - r=3 r-1 -
(ln2) 2 2(ln3) 2 r(lnr) 2 (ln2) 2 2(ln3) 2 t(lnt) 2 
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I I I 
= --3 + ---3 +J 3 dt. 

2 -
(ln2) 2 2(ln3) 2 t(lnt) 2 

Cum 

Î I 
3 

dt=(-2)·Î[(lnt)-f],dt= 
2 - 2 

t(lnt) 2 

~( _ _!_ J t = 00 J ( _ _!_ l 2 2 
=(-2)~ (lnt) 2 t=2 =-2 -(ln2) 2 = (ln2)i = Jln2 

( 

1 ~ 
am ţinut cont că lim ~=O i din consideraţiile precedente rezultă că 

1➔-vlnt ) 

- 1 1 
L 3 este convergentă şi deci L - este convergentă. 
r=I r( ln(r+ 1) }2 peG p 

1 
Să arătăm acum că L - este o serie divergentă. Pentru aceasta vom 

p-prim p 

folosi propoziţia 2 din paragraful I al anexei care afirmă că p, < a 
10

r ln r pentru 

• ~ I 
o anumită constantă llio E R+ şi ('ef) r > 1 . Pentru a arăta că suma L< - este 

p-prim p 

- I 
divergentă, este suficient să arătăm că L -- este divergentă. Aceasta se 

r=2 r lnr 
întâmplă deoarece pentru orice număr natural n, n 2=: 2 avem că 

- 1 n 1 n 11 1 rtţl 1 
L-- > L--> L --dx= J--dx=lnln(n+l)-lnln2. 
r=2 rlnr r=2 rlnr r=2 r x lnx 2 x lnx 

1 
Deci L - este divergentă şi în particular rezultă că mulţimea numerelor 

Jrprim p 

prime este infinită. Enunţul teoremei lui Brun nu permite nici o concluzie asupra 
problemei dacă mulţimea G este finită sau infinită. 
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ANEXĂ 
(Teorema lui Brun) 

I. Lema 1. Dacă n este un număr natural şip este număr prim atunci 

exponentul lui p în descompunerea în factori primi a lui ni este egal cu Î. [ .; ]. 
i=I p 

Soluţie. Evident că în suma de mai sus doar un număr finit de termeni sunt 

nenuli ('mtr-adeviir există i0e N* cu proprietatea că p'> n . Avem că [ ;, ] = O, 

('ii) i '2:. i0, i E: N). 
Numărul numerelor naturale nenule, divizibile cu p şi mai mici sau egale 

cu n este egal cu [;]. La fel pentru orice ie N* numărul numerelor naturale 

nenule, divizibile cu p' şi mai mici sau egale cu n este egal cu [ ;, ]. Ţinând cont 

de aceste observaţii lema este demonstrată. Enunţul lemei 1 este cunoscut sub 
numele de teorema lui Legendre. 

Propoziţia 1. Există două constante pozitive strict, pe care le notăm cu a
1 

şi a
2 

astfel încât 

X X 
tli-<1r(x)<e1i-

lnx lnx 
oricare ar fix '2:. 2 (7t(x) reprezintă numărul numerelor prime mai mici sau 
egale cu x). 

Demonstraţie. Enunţul este imediat dacă ţinem cont de teorema elementului 

. n(x)· lnx 
pnm care afirmă că lim....;_....;_ ___ }_ Vom da însă în continuare si o demon-

.. - X ' 
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straţie directă a propoziţiei 1 fără a utiliza teorema elementului prim. Fie n E N *, 
n ~ 2. Pentru fiecare p, număr prim mai mic sau egal cu 2n, notăm cu r cel mai 
mare număr natural pentru care p'5:2n (evident r depinde de p; mai precis 

r =[ 1
:: ]. Dependenţa lui r de p nu a fost pusă în evidenţă prin intermediul 

notaţiei pentru a nu se îngreuna scrierea). Vom arăta că are loc inegalitatea: 

(2n)! IT ' 
(1) rr p5:--5: P . 

n<pS'ln n!· n! pS'ln 
Se subînţelege că în inegalitatea ( 1) numerele p care apar sunt 

numere pnme. 

D 
(2n)! n _ l . . - • fi l A A eoarece --= C2n este numar natura ş1 once numar pnm p ast e meat 
n!-n! 

n < p 5: 2n divide (2n!), dar nu divide (n!)2, prima parte a inegalităţii (1) 

este demonstrată. Pentru partea a doua a inegalităţii (1) trebuie să observăm 

- d - - • fi 1 A A (2n) ! . 2 . ca aca p este un numar pnm aste meat pJ--, atunci p 5: n ş1 
n!· n! 

1 1 . A d A & • • • l . (2n) ! 1 exponentu Ul p m escompunerea m 1acton pnm1 a u1 -- este ega , 
n!·n! 

conform lemei 1 cu 

(ultima egalitate se întâmplă deoarece pi > 2n, pentru i ~ r + I). Pentru orice 
număr real y avem că 

[y]-t]<y-2(~ -1)=2 

şi cum [y] -2[;] este număr întreg deducem că [y ]-2[;] $; 1, ('v') y E R. 

Ţinând cont de această observaţie şi de consideraţiile anterioare deducem că 

11 
. A d A f: . . . 

1 
. (2n) ! . . 

exponentu u1 p m escompunerea m acton pnm1 a m -- este mai mic sau 
n!·n! 

r 

egal cu II= r. 
i=I 
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Aceasta demonstrează şi a doua parte a inegalităţii ( 1 ). Din inegalităţile ( 1) 
rezultă că: 

(2) n1t(2n)-1t(n) < IT p '5, c;n '5, IT p' '5, (2n t(2n) 

n<p.;;ln pS2n 
Am ţinut cont în inegalităţile (2) de faptul că numărul de numere prime p care 
satisfac condiţia n < p '5: 2n este egal cu 1t(2n) -1t(n ), numărul de numere prime 
p '5: 2n este egal cu 1t(2n) şip' '5: 2n. Logaritmând inegalitatea (2) obţinem că: 

(3) {1r(2n)-1r(n))lnn '5: lnc;" '5: ,r(2n)· ln2n (\t)n E N, n 2:: 2. 

Deoarece 
2n 

C" < LC' =(1+ 1)2
" = 22

" 2n - 2n , 
j=O 

inegalitatea (3) ne permite să concluzionărn că 

( 1r(2n )-n(n)) lnn '5: ln c;" '5: ln22
" = 2n • ln2; 

există deci a3 E R: astfel încât: 

(4) 
n 

1t(2n)-7t(n)<~-, (\t)nEN,n2::2. 
. lnn 
Deoarece 

n (2n)! (n+l)(n+2) ... 2n n n+a n " 
C2"=-- ------=I1--2::I12=2, 

n!· n! 1 · 2· ... ·n a=I a a=I 
a doua parte a inegalităţii (3) ne asigură că 

1t(2n) • ln 2n 2:: ln c;" 2:: ln 2" = n ln 2. 

Există deci a4 E R: astfel încât: 

(5) 
n 

1t(2n) > a -
4 lnn 

lnn 
Aceasta rezultă din inegalitatea precedentă precum şi din faptul că lim--= 1. 

n➔-ln2n 

(5) are loc pentru n E N, n 2:: 2). Dacăx E R, x 2:: 4 atunci folosind (5) precum şi 

faptul că 2[;]:S2-; =x, deducem existenţa unei constante a5 E R: astfel 

încât să aibă loc inegalităţile: 

{ [X] 1 [~] X 
1t(x)2:: 2· - .>a4~>a5-

2 J 1 ~ lnx 
- 2 
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(pentru scrierea ultimei inegalităţi, şi deci şi pentru justificarea existenţei 

. "' 1 . "' 1 ~ 1· [1] 1 . 1· lnx 1) D . 
I➔oo X 2 I➔oo X 

constantei a5, s-a 10 os1t 1aptu ca 1m-= - ş1 1m~ = . ec1 

X X 

1 -
2 

1t(x) > a5 -, (V) x ~ 4. Deoarece - este funcţie continuă pe intervalul [2,4] 
lnx lnx 

şi 1t(x) ~ 1, (V) x E [2,4] deducem existenţa lui a1 E R: astfel încât: 

Deoarece 

X 
1t(x)>t1i-, (V)x~2. 

lnx 

y=2+2[~ -1}2+2[~]. 
(V)y E R, şi n-(a+2)~ n-(a)+2, (V) ex. E N, ţinând cont de inegalitatea (4), 
deducem existenţa lui a6 E ~ astfel încât pentru orice y ~ 4 să aibă loc 

unnăro:::rr}++2[~]}n[~ }2u(2[~]]- n([~]} 
[i] y 

<2+a -~<a -3 6 
l 2'._ ln y 

2 

( am ţinut seama mai sus de faptul că 

1r(y]=1r~[2'..]], JiL!_, lim~lny =l, limL=oo). 
2 ~ 2 y➔00 y 2 y➔"" 2'._ y➔00 ln y 

2 

Se deduce imediat existenţa lui a7 E a: astfel încât n(y)-n(y]<a1 L, 
2 lny 

(V) y ~ 2. Folosind această din urmă inegalitate precum şi faptul că 
1t(a)~a, (V)aE R+, rezultă că 

(lny) ~y)-(ln ~ H~ ]=(n(y)-n(~ ]}r+On2) n(~} 

<a1 ·L·lny+y =y(~+.!..]=llgy, 
lny 2 2 
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• I 
evaluare ce are loc (v') y ~ 2(ln 2 < ln e = I). a8 E R+ deoarece 'la = <ii + 2° 

X 
Dacă x E R, x ~ 2 şi m E N astfel încât ~ ~ 2 atunci 

{;. }n;. -{ 2:} 2:1 < a, ;. 

conform celor demonstrate mai sus. Dacă v este cel mai mare număr natural 

astfel încât ;. ~ { deci 
2 
:, < 2) atunci consideraţiile anterioare precmn şi raptul 

că ln 
2
: • n (z :, } O ne conduc la următoarele inegalităţi 

V X - I 
< I. '1s • - < '1s • x • L - = 2a x = azx. 

m=O 2m m=O 2m 8 

În acest moment propoziţia 1 este demonstrată. 

Propoziţia 2. Dacă notăm cu P, al r-lea număr prim, pentru orice r E N, 

r > I, avem inegalităţile: 

a9 r ln r < P, < a
10 

r • ln r, unde a9, a 10 E R:. 

Demonstraţie. E uşor de văzut căp,> r, (\1') r E N*. Într-adevărp 1 = 2 > 1, 

Pi= 3 > 2 şi dacă presupunem că P, > r, pentru un r E N, r ~ 2 atunci 

p r+ 1 ~ p, + 2 > r + 2 > r + I. Afirmaţia p, > r, (\1') r E N*, este demonstrată astfel 

prin inducţie. Dacă r E N, r > I atunci p, ~ Pi = 3 şi aplicând atunci propoziţia 

1 pentru x = p, deducem că r = n(p,) < ai · -
1 

P, . Ţinând cont că p, > r, 
np, 

(\1') r E N*, această din urmă inegalitate se mai scrie şi sub forma 

rlnp, rlnr 
P, >-->--=a9 ·rlnr 

az az 

1 
(unde '1g =-; a

9 
E R: deoarece ai E R:). Tot din propoziţia 1 rezultă că 

<lz 
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<liPr < r, (v') r E N, r > 1. Această din urmă inegalitate se mai scrie şi sub 
lnp, 

rlnp, lnx 
forma a1 < --. Deoarece lim r = O, deducem existenţa unei constante 

P, .r ➔- ,JX 

lnp lnp r ln p, 
pozitive a astfel încât r.;- <a,,, (V) r E N*, r 2: a. Deci r.;- <a,,< 

yP, yP, P, 

(V) r E N*, r 2: a. Primul şi ultimul termen al precedentei inegalităţi fumizează 

evaluările ,J;: <rşip, <r2 valabilepentrur E N*, r2: a. Logaritmând obţinem 
că ln p, < 2 1n r, pentru r E N*, r 2: a. Aceasta împreună cu faptul că a1 • p, < r 

2 
ln p , (V) r E N, r 2: 2 conduc la inegalitatea: p < - r ln r, valabilă pentru r E 

r r {l,, 

N*, r 2: a. Enwiţul propoziţiei 2 este acum imediat. 

1 
Propoziţia 3: Există a11 E R: astfel încât L - < a11 ln ln x, (V) x 2: 3 

2<~xp 

(suma de mai sus se face după acele numere prime p pentru care 2 < p ~ x). 
Demonstraţie: Deoarece 

1 • 1 
--~ f --dy 
rlnr ,-t ylny 

(V) r 2: 3,p, > a
9

• rln r, (V) r2: 2, rE N (conform propoziţiei 2) şi n(x) ~ 

[x], (V) x 2: O, deducem că 

I _!_ = ltf l_l < _I ltl >_I_ ~ _I~ _I_ = 
2<pSx p r=2 p, a9 r=2 rlnr a9 r=2 rlnr 

=- 2ln2+ 2..-- - 2ln2+ 2.. J --dy =- 2ln2+ --dy = 1 ( W 1 } 1 ( W ' 1 J 1 ( [jl (ln Y )' ] 
a 9 r=J r lnr a 9 r=J ,-1 y lny a 9 2 lny 

1 I 
=-(21n2+ lnln[x]-lnln2) <-(21n2-lnln2+ lnlnx) < a,, 1 ln lnx,(V) x 2: 3 

a9 a9 

(pentru valabilitatea ultimei inegalităţi s-a folosit faptul că lim lnlnx = 00 ). 
x➔~ 

Propoziţia 4: IT (1-~J<--3½-, (\i)x2:3,pentruoanumităconstantă 
2<,;:~ p (lnx) 

strict pozitivă a12 (ca şi mai sus produsul se face după numerele prime p pentru 
care 2 <p ~x). 

103 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Demonstraţie. Să observăm[ ~tâi ,

1
ă, (\f) m[: [~• Jm]~ 2, 

1 
IT -- = IT l - = l-, 

p:im _!__ p:.m rr-0 p a 
p-prim 1 - p frprim 

unde ultima sumă se face după acele numere naturale nenule a care au toţi 
divizorii primi mai mici sau egali cu m. De aici deducem că 

W 1 { I ..t-<IT--
~1 (l - p< 1-; ' 

rţ1 dx 1 1 dy [xrl dy 
(\f) x 2: 3. Deoarece J -<-, (\f) r 2: N*, -< - (\f) x 2: 1, deducem că 

r X r ty I y 

..!_ IT [1-i]<_!_ IT [1-~+-;-J= IT (1-.!_J = 
4 2<p<..:x p 4 2<~ . p p pSi p 

= IT 1-_!_ < lf_!_ < rxr dy < f dy =-1-[~ ]~ ( J2 [ J2 [ J2 
p< p -=Ia - 1 y 1y (lnx)2, 

(\f) X 2: 3. 
Enunţul propoziţiei 4 este astfel demonstrat. 
II. Dacă µ : N* ➔ Z este funcţia lui Mobius definită în paragraful II al 

anexei teoremei elementului prim, atunci lµ(d) = O, dacă n > 1, n E N, şi 
din 

Iµ( d) = 1, dacă n = 1 ( aceste fapte au fost demonstrate în lema din locul citat 
din 

mai sus). 
Propoziţia 1. Dacă n, m E N, n 2: 1, m număr par, 

B = {1, 2, ... , n}\ \ U/4 ~ (
, î ,. 

i=I I 

unde AI' A2 , ... , A, sunt submulţimi ale mulţi,;;ii { 1, 2, ... , n} (s E N*), atunci 

~l::S;n-ţl/41+~JA;nA1 j ... +(-It __ I .,~n. . .fî/4.1 
1=) l<J ~<L,< ... <i. 

(pentru m = O trebuie demonstrat că IBI ::S; n, ceea ce este evident; prin IX! 
înţelegem cardinalul mulţimii X). 

a I 

Demonstraţie: Arătăm întâi că L(-1) C~ 2: O oricare ar fi a şi b numere 
l=O 

naturale, a ::S; b şi a este număr par._ Pentru aceasta demonstrăm că 
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a I 

L (-1) ci = ( -1 )° c;._1, oricare ar fi a şi b numere naturale supuse condiţiei a<b. 
1=0 

Vom realiza o recurenţă după a. Verificarea pentru a = O este imediată. 
Presupunem că egalitatea de mai sus este adevărată pentru a E N, a < b 
şi a + l < b. Atunci folosind ipoteza de recurenţă precum şi faptul 

că c:-1 = c:; + c;._1 deducem că 
a+I a 

L(-li ci= L(-1)' Ci +(-l)ut1c:-1 = 
l==O /=O 

= (-l)°c;_I +(-1r1ct = (-1r1
{ ct-c:-1) = (-l)utl. c:;. 

Deci raţiona-mentul prin recurenţă este încheiat. Pentru a arăta acum că 
a I 

L(-1) ci 2:: O (V) a, b E N, a::;; b, a număr par, deosebim două cazuri: dacă 
l=O 

a I 

a < b atunci L ( -1) ci = (-1 )° c;._1 = c;._1 ~ O conform celor demonstrate ante
b=O 

b I 

rior, iar dacă a = b atunci I (-1) ci = (1-1 )b = O. Să trecem acum la demonstraţia 
/=O 

propoziţiei 1. Fie ex E { 1, 2, ... , n}; presupi.mem că elementul ex aparţine mulţimilor 

~ ,'\ , ... ,,ţ, (t E N*) şi nu aparţine nici unei alte mulţimi Ai cu excepţia celor 

indicate mai sus. Atunci contribuţia lui ex în suma 

n-ţl /4 I+ r.l /4 nAj I+ ... +(-lt .. I _ ,Ali nAii nAJ .. , 
i=l •<J li <J2< ... <J„ 

I m 
este egală cu I(-l)'c: =O,dacăt<mşiesteegalăcu I(-I)'c:,dacăt~m. În 

/==O /=O 

orice caz ne-am situa contribuţia lui ex în suma indicată mai sus este un număr 

pozitiv ( conform celor arătate la începutul demonstraţiei avem că f (-1 )' c: ~ O). 
/=O 

Dacă ex nu aparţine nici unei mulţimi Ai atunci contribuţia sa în suma indicată 
mai sus este egală cu 1. Conform tuturor consideraţiilor precedente enunţul 
propoziţiei 1 este imediat. 

Propoziţia 2. Dacă feste o funcţie multiplicativă (adică f: N* ➔ R, 
/(1) = 1 şi/{m • n) =f{m'J/(n), ('v') m, n E N*, (m, n) = 1) atunci 

k 
Iµ(d)f(d)= TI(l- f(p;)) 
dja i=l 

k 
pentru orice număr natural a -:;:. 1 care se scrie sub forma a= TI p~', unde ex. E 

i=I I 

N*, ('v') i = l,k şi, PpP2 , ... ,Ptsunt numere prime distincte. 
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Demonstraţie: Din formulele lui Viete ştim că 
(x - ~1)(x - ~2) ... (x - ~k) = _xk - srrt-1 + s2x1-2 -sJ_xk-3 ... + (-1)'\ 

unde 

s
1 

= I ~- · ~- · .. --~;, 
JS4<i,.-<i,g ~ '2 I 

(v') I== l,k. Punând în această identitate x = l, ~; = p1 (V) i = l,k, se obţine 
imediat egalitatea din enunţ folosind faptul că/ este multiplicativă şi µ(d) = O 
pentru orice d E N pentru care există un număr prim p astfel încât p2 Id. 

Propoziţia 3. Fie x E a:, d E N* şi n0 E Z. Dacă notăm cu A mulţimea 

următoare: { n E N* I n::;; x, n = n0 (mod d)} atunci 11 A I-; I< 1 (IAI înseamnă 
cardinalul mulţimii A). 

Demonstraţie. Fie k E N, astfel încât kd::;; x < (k + 1 )d. Este evident că 

An (id, (i + l)d] e formată dintr-un element (V) i = 0,k-1 şi An (kd, (k+ l)d] 
e fie mulţimea vidă, fie o mulţime formată dintr-un singur element. Deci IAI este 

egal fie cu k, fie cu k + 1. Cum k = [;] enunţul propoziţiei 3 se obţine imediat. 

" s 
P "ti 4 C'" R • N* < A • < 1 d ropozi,a :r1exI'x2, ••• ,xsE +ş1nE ,n-s. tuncis"_-

1
,un e 

n. 
s 

S1 = LX; şi sn = L Xi.X; ••. X;. 

i=l lg,<i,<--<i,.~ -, 2 
• 

Demonstraţie. Pentru 1 ::;; i
1 

< i2 < ... < i"::;; s este clar că coeficientul lui 

x~ • x~ • ... • x;. din s; = (x1 + ... + x)" este egal cu n! şi cu această observaţie 

enunţul propoziţiei 4 este acum evident. 
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TEOREMA LUI SCHNIRELMAN 

Introducere 

Scopul acestui capitol este demonstrarea unui rezultat aparţinând lui 
L.Schnirelman şi anume : există un număr natural s astfel încât orice număr 
natural mai mare sau egal cu 2 se scrie ca suma a cel mult s numere prime (nu 
neapărat distincte). Demonstraţia prezentată aici urmăreşte soluţia dată de 
Schnirelman în articolul său: Uber additive Eigenschaften von Zahlen, Math., 
Ann. 107 (1933 ), paginile 649-690. Demonstraţia se bazează în special pe noţiunea 
de densitate a unui şir strict crescător de numere naturale nenule (faptele legate 
de această noţiune sunt demonstrate în paragraful II al anexei; cheia demonstraţiei 
teoremei lui Schnirelman este de fapt teorema 2 din paragraful II al anexei) 
şi pe aşa numita „metodă a ciurului" (folosită pentru a demonstra teorema 2 
a lui Brun). 

Ţinând cont de teorema lui Vinogradov care afirmă că orice număr natu
ral impar suficient de mare se scrie ca suma a cel mult trei numere prime, 
deducem existenţa unui n

0 
E N, n

0 
2= 2, astfel încât orice număr natural mai 

mare sau egal cu n
0 

se scrie ca suma a cel mult patru numere prime. 
Demonstraţia dificilei teoreme a lui Vinogradov poate fi găsită în articolul 

Represeniation of an odd number as a sum of three primes, Comptes Rendus 
(Doklady) de !'Academie des Sciences de l'URSS, 1937, 15, paginile 191-294. 
Shapiro şi Warga au demonstrat elementar că orice număr natural suficient de 
mare se scrie ca suma a cel mult 20 de numere prime ( 0n representation oj 
large integers as sums of primes, Comm. pure Appl. Math, 3, 1950, pagina 
153 ). Rafinând procedeele lui Schnirelman, Yin Wen-Lin a demonstrat că orice 
număr natural suficient de mare se scrie ca suma a cel mult 18 numere prime, 
demonstraţia fiind de asemeni elementară (Note on the representation of large 
integers as sums of primes, Bull. Acad. Polon. Sci. Cl. III, 4 (1956), 

paginile 793-795). 
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Să mai spunem că dacă conjunctura lui Goldbach ar fi adevărată adică 

orice număr par mai mare sau egal cu 4 se scrie ca sumă a două numere prime 
atunci orice număr natural mai mare sau egal cu 2 se scrie ca suma a cel mult 
trei numere prime. 

Teorema luiSchnire/man 

Scopul principal al acestui capitol este demonstrarea următorului rezultat: 
Teorema 1 (S c h ni re 1 man). Există un număr natural s astfel încât 

orice număr natural mai mare sau egal cu 2 se scrie ca suma a cel mult s 
numere prime (nu neapărat distincte). 

Demonstraţia acestei teoreme se bazează pe următoarele două rezultate: 
Teorema 2. Dacă notăm a1 = 1, a;+i = P; (\f) i E N* (p; semnifică ca de 

obicei al i-lea număr prim), A(u, x) numărul de soluţii al ecuaţiei ai - a.= u, 
unde ai' ai ~ x, pentru orice uşi x numere naturale satisfăcând inegalitatea 
O < u ~ x, atunci există o constantă c

1 
şi un x1 E N* astfel încât 

X 
A(u,x) ~ ei_-2 -S(u), 

ln x 
(\f) x ~ x1 (x E N), unde 

S(u)= IT (_L l 
p'217 p-2 I 

p,u, p,prim ) 

(în caz că nu există p prim astfel încât p ~ 17, piu atunci S(u) = 1). Acest 
rezultat este legat de numele lui Viggo Brun. 

X 

Teorema 3. Există o constantă c2 astfel încât L s2( u) ~ c2x, (\f) x E N* 

(S(u) are aceeaşi semnificaţie ca mai sus). 
u=I 

Să observăm acum (înainte de a demonstra teoremele 2 şi 3) cum se 
demonstrează teorema 1 pe baza celor două rezultate precedente; se va folosi în 
mod esenţial teorema 2 din paragraful II al anexei. 

Folosind notaţiile precedente precum şi enunţurile teoremelor 2 şi 3 
deducem că pentru x ~ xi' x E N au loc următoarele inegalităţi: 

2 3 
f2 2XX2 2 X 
LÂ (u,x)~ Ci_ - 4-LS (u)~Ci. c2 - 4-, 
=I ln x =I ln x 

c1 şic2fiind nişte constante reale strict pozitive. Notăm cp: [1, oo) ➔ R+ funcţia 

cp(x) = lnx. Evident că cp(i) = o( /f) şi conform propoziţiei 2 din paragra~l I al 

anexei teoremei lui Brun ai= O(i ln i) = O(i cp(i)). Ipotezele teoremei 2 din 
paragraful II al anexei sunt îndeplinite şi există deci un număr n E N* astfel 
încât orice număr natural nenul se scrie ca suma a cel mult n elemente ale şirului 
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(a); e N•' Evident că n ~ 2. Arătăm că acum putem alege s = n + I. Într-adevăr 
fie m ~ 7. Conform celor demonstrate anterior m - 2 = a;_ + a. + .. . +a. . cu 

·1 12 1, 

t E N*, t $ n ( a~ , a~ , ... , ai, sunt termeni ai şirului ( a)i e N• de mai sus). Putem 
considera că în această scriere apare cel mult odată numărul I . Dacă apar cel 
puţin doi de unu atunci înlocuim I + 1 cu 2 şi repetând acest procedeu de câte 
ori este nevoie obţinem o scriere a lui m - 2 ca mai sus în care 1 apare cel mult 

odată. Dacă 1 apare exact odată în scrierea lui m - 2 (presupunem că ai, = 1) m 

= 3 + a. + .. +a. a. ,a., ... a. fiind numere: prime. Dacă 1 nu apare deloc în r, • ,,, r, ', ,, 

scrierea lui m - 2 de mai sus atunci m = 2 + a +a + ... +a., a. ,a , ... a fiind 
~ ', ,, ~ ', ,, 

numere prime. Din cele de mai sus rezultă că orice număr natural mai mare sau 
egal cu 2 se scrie ca suma a cel mult s = n + 1 numere prime ( evident că 2, 3, 4, 
5, 6 se scriu ca suma a cel mult 2 numere prime şi 2 $ n $ n + 1 = s). Teorema lui 
Schnirelman este deci demonstrată în ipoteza că enunţurile teoremelor 2 şi 3 
sunt adevărate. 

Demonstraţia teoremei 3 
Avem că 

S(u)= IT (_!!_]= IT (1+-
2 Î 

P-17. p-2 p?.17. p-2): 
piu, p-pnm piu, p-pnm 

precum şi urmă-toarea evaluare: 

S
2
(u)= IT [1+-

4
-+ 

4 
2 Js IT [1+-

5
-]=1+ 

p?.17 . p-2 (p-2) P-17 . p-2 
plu,p-pnm plu,p-pnm 

5 5 5 
+ I: --+ I: -----+ 

P-17. p-2 p,q?.17 . p-2 q-2 ... , 
plu,p-pnm p,qlu,p,q-prrme 

PN/ 

valabilă (v') u E N* ( 
4 

2 s-
1

- deoarece p ~ 6; în caz că nu există p prim 
(p-2) p-2 

astfel încâtp ~ 17,plu atunciS(u) = 1 şi evaluările de mai sus au sens considerând 
sumele care apar mai sus ca fiind egale cu zero). 

Pentru un x E N* şip număr prim, p ~ 17, p $ x, termenul -
5

- apare în 
p-2 

suma !,s' ( u) de [;] ori ( deoarece p, 2p, 3p, ... , [; ]P sunt toţi multiplii de p, 
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mai mici sau egali cu x). De asemenea dacă p, q sunt numere prime astfel încât 

5 5 ~ fs2( ) d [ x ] • • p -:ţ:. q, 17 S p, q S x atunci --. -- apare m k, u e - on ş1 aşa 
p-2 q-2 u=l pq 

mai departe. Ţinând cont de inegalitatea [y] ~ y (V) y E R, deducem din 
cele de mai sus că 

-"2 X 5 X 5 5 
LS (u)Sx+ L ----+ L -.--.-+ = 
u=I p-prim p p-2 p,q-prime pq p-2 q-2 •·· 

l1Sp.:,x 11Sp,~ 
P'#l 

5 5 5 
=x 1+ l + l --- ---+ ... = 

p-prim p(p-2) p,q-prime p(p-2) q(q-2) 
11Sp'.5x 11Sp,qS:,; 

P'#/ 

=x IT 1+--- <x IT 1+--- < [ 5 ) xi 5 ) 
fiI:'x p(p-2) - k=l k(k-2) -

,t,5 -5 - 5 I I 
L k(k2) L k(k 2) L (k l)(k 2) 5·- -

S x e•=11 - S x e'=11 - S x e.1-a,11 - - = x e 15 = x e3 S 2x 
(am ţinut cont în cele de mai sus de inegalitatea 1 + x Se°' (V) x E R, de faptul că 

5 5 
---<----
k(k-2) (k-l)(k-2) 

precum şi de egalitatea 

!,(k-1):k-2) I((k~2) - (k~I)} /s J 
Deci teorema 3 este demonstrată cu c2 = 2. 

Demonstraţia teoremei 2: Deocamdată x
1 

E N*, x
1 
~ 179

• Pe parcursul 
demonstraţiei vom puncta momentele în care x

1 
mai trebuie mărit pentru a fi 

îndeplinite anumite inegalităţi (care nu-l implică însă în nici un fel pe u). Notăm 
I 

cu ql' q2, q3, .... q, numerele prime cuprinse în intervalul [17, x 9 ] care nu-l divid 
pe u; x ~ x" x E N, 17 S q1 < q2 < % < ... < q, (se poate întâmpla să nu existep 

număr prim astfel încât p J u, 17 S p S x 9 ; aceasta nu constituie nici un impedi
ment pentru consideraţiile ce urmează). A(u, x) înseamnă numărul de soluţii al 
ecuaţiei ai - ai = u, unde ai S x, ((V) O < u S x; u E N). Soluţiile ecuaţiei prim 
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I I l - - -

Precedente în care a. :5: x 9 sau a. :5: x 9 sunt în număr de cel mult 2x 9 . Solutiile 
' I , 

I I 
- -

ecuatiei a- a.= u, unde x 9 < a. :5:x, a.> x 9 (conditiile acestea asigura~ faptul că 
, I J J / , 

qk l ai' qk l ai ('v') k = 1,r) se află printre soluţiile ecuaţiei a - b = u, a,b E N, 

q k l a • b, (V) k = l, r a :5: x. Pentru a afla soluţiile ultimei ecuaţii e suficient să 

indicăm toate numerele a E N, a~ u, pentru care qk l a(a- u), (V) k = l,r. Din 
consideraţiile anterioare deducem că 

I 

(1) A(u, x) :5: 2x 9 + P(x; ql' q
2

, •.. q,), 
unde am notat prin P(x; q

1
, q

2
, ... q) numărul de numere naturale nenule n 

pentru care n '/:- O (mod ql) şi n j;. u (mod qk), (V) k = 1,r şi n :5: x. În general 

vom nota cu P(A, D, x; d1, e
1
, t

1
; d2, e2, 12; ••• ; d„ e,. t,) numărul de numere 

naturale nenule n pentru care n :5: x, n -I= A (mod D), (n - d)(n - e) i O (mod t), 
(\t) i = 1, r, unde D E N*, A E N, tl' t

2
, •.• , t, sunt numere prime distincte 

pentru care ti l D, (V) i = 1,r, iar dl' e
1
, d2, e2, ... , d„ e, sunt numere întregi 

pentru care ei'/, di (mod t), (V) i = 1,r . Pentru a uşura scrierea vom omite 
anumite simboluri ele fiind sau subînţelese sau rară relevanţă pentru scopurile 
urmărite (în general obţinerea unor inegalităţi care nu depind de simbolurile 

omise). În cazul nostru, di= O şi ei= u (\t) i = l,r, ti = qi, (\t) i = l,r (di= ei 

(mod t) deoarece qi l u, (\t) i = 1,r ), D = 1, A un număr natural oarecare (de 
exemplu A = O). Definim 

{

ho =1,29 
(2) h = 89 1 < h < ho (h::. 1,289855). 

69 
Au loc următoarele inegalităţi 

2 2 1 
1--~l--~1-012= O 88>0 61>-

q1 17 ' ' ' ,,g 
I I 1 

(3) 
--~---<4:5:17:5:% deci --<q1, 
lnho - 0,2546 lnfio 

eroarea în scrierea logaritmului natural este de cel mult I0-4. 
Folosind corolarul teoremei 2 din paragraful I al anexei deducem existenţa 

unei constante c5 pentru care lim [ I ..!_ _ ln ln z - c5 ]= O. Calculăm mare număr 
z➔- p-prim p 

pSz 
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lim[ I .!._]= lim[ L _l__lnlnz' -c,- L ..1..+ lnlnz+c5 +lnlnz'-Inm: 
z--+oo p-prim p z--+oo p-prim p p-prim p 

z<pSz' [1'5,z' pSz 

lim{ln(hlnz)-lnlnz)=lnh<lnho (în plus limita precedentă este mai 
z➔-

mare strict decât O deoarece h > 1 ). Conform teoremei 3 din paragraful 
I al anexei ştim că există o constantă reală strict pozitivă c

6 

pentru care 

limln
2

z· ITi1-~)=c6 • 
z➔- p-p p 

3:5[1'5,z , 

Putem calcula atunci următoarea limită lim IT (1-i) = 
z ➔- zsps;i p 

p-pr,m 

= lim ln z · IT 1-- -----.,...--..,. --- =-lim---2 h ( 2 ) 1 ln 
2 

z c6 ln 
2 

z 
Jspsi p 2 ln 2 zh c

6 
z..- h2 ln2 z 

1 1 

p-prun ln 2 z IT 1- -
3SpSz 
p-prim 

p 

= ,1 > ,1 · D :n CEEdem airusd=d KBT\ ex::mnl&l. unuiz0 E R+ pentru care să 
o 

se întâmple următoarele inegalităţi 

(4) 

1 
O< I -< lnh0 

z<pSz' p 
p-prim 

IT 1-- >-
( 

2) 1 
z<[J'5._z' p ht 
p-pnm 

Rezultatele din anexa teoremei lui Brun (propoziţiile 3 şi 4 din paragraful 
I al anexei teoremei lui Brun) nu erau suficiente pentru justificarea inegalităţilor 
( 4 ), de aceea a fost realmente necesar demonstrarea teoremelor 2 şi 3 din 
paragraful I al anexei, care constituie întăriri ale rezultatelor citate mai sus. în 
cele ce urmează vom defini o secvenţă de numere naturale 

'•+I= O< r. < r._1 < ... < r 1< < r = r0. 

Dacă q, > z0 alegem r 1 < r astfel încât q 'i este cel mai mare număr prim mai mic 
I 

sau egal cu q;, în ipoteza că q'i > z0. Apoi ~legem r2 astfel încât q,
2 

este cel mai 
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I 

mare număr prim mai mic sau egal cu qf în ipoteza că q,
2 

> z
0 

(în această 

situaţie conform formulelor (4) deduc că I _!_> O şi deci r
2 

< r
1
; la fel 

I I 
;z „P 

q, <p$q, 
p-prim 

~ 1 ~ . . ~ 
1 "- -> O, m situaţia m care 

,t<p$q, p 
p-prim 

Continuăm această alegere a numerelor r atâta vreme cât q > z0. Fie q, 
m ~ k 

cel mai mic număr prim care a fost ales ca mai sus. Conform formulelor ( 4) au 
loc următoarele inegalităţi: 

r 1 '{ 2) 1 O<o-1 = I -<lnho, n, = n 1-- >-2 
v=1j+l % v=1j+ qv ~ 

(5) 

se poate aplica într-adevăr formula (4). La fel 

nj :2: n_ [1-~J>~, 
p-pnm p l,,' 
I I "O 

l<p$qf' 
I 

(V) i = 1,k, deoarece qf :2'. q~ > z0 şi se poate aplica într-adevăr formula (4)). 

Inegalităţile r = r
0 

> r 1 > r
2 

> ..... > rk se justifică în aceeaşi manieră în care 
s-a arătat mai sus că r

2 
< r

1 
< r = r

0
. Vom alege succesiv numerele naturale 

rm (m = k+ 1, n+ 1) ca fiind cele mai mici numere naturaleµ pentru care au loc 

simultan inegalităţile: 
r I 1 

0< ! -<lnho 
v=µ+l qv 

'f,l ( 2) 1 li 1-- >-
v=µ+I qv ~-

(6) 
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1 1 2 2 1 
Acest µ există într-adevăr deoarece - ::;-< lnho şi 1--~ 1--> 2 

q,,....1 % q,,...1 ql ~ 
confonn fonnulelor (3). 

Şipentrum-k+~~:}:ri:~:;}-:,) 
Confonn celor arătate anterior au loc inegalităţile 

1 
(7) O< cr; < ln hO' IT; >-2 , (v') i = l,n+l. 

D - ( l,i:i - • •• I aca q, $ z0 sau ce mai mare numar pnm q; care este mai ffilc sau ega 
I 

cu qf, este mai mic sau egal cu z0) atunci r m (pentru m = 1, n + 1) se defineşte ca 

fiind cel mai mic număr naturalµ pentru care au loc inegalităţile (6) (definirea 
se face evident succesiv. Definim întâi r

1

; cu ajutorul lui rl' definimr2 şi aşa mai 
departe). Şi în acest caz folosim notaţiile anterioare cri' IT; (au loc inegalităţile 

(7), (v') i = l,n+ 1 ). Este evident că procedeul anterior este finit. Toate aceste 
preparative se fac pentru a putea majora pe P(x, q

1
, q2, ... q,) şi implicit (confonn 

inegalităţii (1 )) pe A(u, x), ceea ce este chiar scopul teoremei 2. 
Să arătăm că are loc o egalitate de tipul: 

(9) P(A, D, x; tl' t
2
, ... , t,) = P(A, D, x; tl' t

2
,...,t,_1) -

- P(AI' Dt„ x; t1, t2, ... , t,) - P(A2, Dt„ x; tI , t2, ... , t,_J 
Pentru a demonstra egalitatea (9) să observăm că numerele numărate de 

P(A, D, x; tl' t2, ... , t) sunt acelea numărate de P(A, D, x; tl' t2, ... , t,_1) din care 
se scot acele numere naturale nenulezpentru carez =Â (mod D), z$x şi în plus 
z = d, (mod t,) sau z = e, (mod t,). Fie A

1 
E N astfel încât A I = A (mod D) şi 

A1 = d, (mod t,), A2 E N astfel încât A2 = A (mod D) şi A2 = e, (mod t,)(există 

A1 şi A2 conform lemei chineze a resturilor; t; l D, (v') i = 1,r ). De asemenea 
A I =; A2 (mod Dt,) deoarece d, =;e, (mod t,). Formula (9) este astfel demonstrată. 

Ea va fi scrisă simbolic (pentru a ~ura scrierea): 

(10) P(D,x; t
1 

... t) = P(D,x; tl' ... ,t,,,) - 2P(Dtm' x; t
1

,t
2

, ... ,t,,,_J 
Aplicând formula (10) de mai multe ori în cazul nostru particular 

obţinem că: 

(11) P(x; qI , q2, ... q,) = P(l, x) - 2P(ql' x)- 2P(%, x; q1) -

- 2P(q
3

, x; ql'q2) - ... - 2P(q,,x; q
1

,q
2

, ... q,_
1

). 

Aplicând din nou formula (10) în egalitatea (11) de mai multe ori 
(P(q

2

, x; q1) = P(q
2

; ~)- 2P(q
1

q
2

, x); 
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P(q3, x; q1,q2) = P(q3, x; 41) - 2P(q3 q2, x; 'l1) 
şi aşa mai departe) obţinem: 

r r a-1 
(12) P(x; q1, q2, ... q,) = P(I, x) - 2 LP(qa,x)+4L LP(qaqr,,X;%,q2, ... qf',-I). 

CI=\ a.=\ 13=1 

(Pentru a uşura scrierea am pus în suma dublă de mai sus pe ex să parcurgă 
numerele naturale de la 1 la r însă e clar că, pentru ex = 1, ~ p E N*, p < ex şi 
deci termenul corespunzător lui ex= 1 trebuie considerat O. în cele ce urmează 
vom mai folosi această convenţie). Deoarece 

P(D, x; tl' ... , tm) :5: P(D, x; t1, t2, •.• , t), 
01)}::;; m, din formula (12) deducem: 

r 

(13) P(x; q1, q2, ... , q,) :5: P(l,x) -2 L P(qa, x)+ 
a.=1 

r . 

+4L L P(qaqr,,x;qi,q2,···,qmin(f',-I,,)). 
~f',= I 

Continuând procedeul care a condus la (13) obţinem: 
r r 

(14) P(x; ql' q2' ... ,q,)::;; P(l,x)- 2 IP(qa,x)+4I I P(qaqfJ,x)-
a=1 a=I fku. 

Şl 

[;] ::;; P (D,x) ::;; [;] + 1 

(conform propoziţiei 3 din paragraful 2 al anexei teoremei lui Brun), deducem 
(folosind (14)) inegalitatea: 

(15) P(x; ql' q2 , ... , q,) ::;; x [1- 2 f -1
- + 4 f I -

1
- -

a=I qa a=\ f',<a qaqf', 

r min@:-1 'i) 1 2 r min(~l,r,_,) 1 l 
-8I I l:' --+ ... +2 nII... I I---- +R, unde 

a=\ f',<11 y=I qaqf',qy Cl=lf',<a k=I µ<J.. qaqf', ... q'A. qµ 
X 

R este suma unor termeni reali de modul cel mult 1 (P(D,x) = D + E, unde 

IEI ::;; 1)). Pentru a putea să-l evaluăm pe R trebuie să putem 
majora numărul de termeni ai sumei de mai sus. Numărul de termeni ai sumei de 
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numărul de termeni din 

( după ce se fac înmulţirile). 

R $ r (r+ 1) r1(r1+ 1) ... r"_1(rn-I + 1) $ (2r+ 1)2 (2r1+ 1)2 
••• (2rn-l + 1)2 

(deoarece r, rl' ... , r"_1 E N). Avem că q1 ~ 21 + 1, (v') I= 1,r (se demonstrează 

prin recurenţă după /. q 
1 
~ 17 ~ 2 • 1 + 1 = 3. Dacă q1 ~ 21 + 1 atunci 

ql+l ~ q 1 + 2 ~ 2/ + 3 = 2(/ + 1) + 1. 
Acest raţionament a mai fost făcut). Conform observaţiilor precedente, precum 

şi datorită alegerii lui r1
, r2, ... , r", rezultă că: 

2 2 2 

(16) R < 2 2 2 2 < 2 1r ,;r ,1 2 2 - q,q„qr- ... q, - q,q, q, .. . q, q, .. . q, 
L 2 11-l k+I 11-l I 

Să arătăm acum că q, $ z
0

. Avem două cazuri de analizat: 1) qYP > z
0 M r 

I 

şi 2) qt•I $ ZO. 

Să analizăm prima situatie. în ipoteza că q > z
0 

atunci conform definitiei 
I 'k+L ' 

I I 

lui k trebuie neapărat să aibă loc inegalităţile: qf ~ q,
1 

> q,,., > q;"' > z0 . 

I 

Aplicând formulele (4) (pentru z = q;i+i ) deducem atunci că 

i 1 
0< L -<lnlzo 

v=rhl qV 

şi 

IT 1-- >-2 . 

V=r,~ qv ~ 
'•[ 2J 1 

ceea ce contrazice alegerea lui r tt-i (vezi formulele (6); r tt-i era cel mai mic 
număr natural pentru care au loc inegalităţile (6) cu 

m = k+ 1. Din cele de mai sus s-a văzut că şi µ = rt+i - 1 satisface inegalităţile 

(6), ceea ce este evident absurd). Deci în primul caz neapărat q $ z0. Să 't+l 

analizăm acum cel de-al doilea caz şi să presupunem din nou că q > z
0

. 
Thl 

Alegem z E R astfel încât z
0 

< z < q . Deducem, ţinând cont de inegalitatea 
'.t+t 

q/•
1 

$ z0, că z0 < z < q,M < q 'i $ q ;i = qt1 
$ z~ < z". Aplicând din I I [ I J 
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nou formulele ( 4 ), pentru acest z se obţine că 
r l 

O< f -<lnfio 
v=rhl qv 

Şl 

IT 1-- >-'•[ 2] l 
v=,,., qv h~ 

ceea ce const1tme o contradicţie cu alegerea lui r tt-i după cum s-a văzut ceva 
mai sus. Deci si în acest caz q :5 z0• Din consideratiile precedente precum si 

' r.t+l , ' 

din inegalitatea (16) deducem existenţa unei constante reale pozitive c
7 

astfel 
încât să aibă loc inegalităţile: 

2h 89 89 
- - - X 

R< c qh-1 = c qto < c x9o < c --
- 7 r 1 r - 1 - 1 ln 2 X ' (17) 

Trebuie precizat în acest moment că x
1
, trebuie ales suficient de mare 

astfel încât oricare ar fix 2: x1 să aibă loc inegalitatea ln2x :5 x 90 
( există un astfel 

I 

x9o 
de x

1 
deoarece lim-2- = 00 ). În stabilirea inegalităţii (17) s-a ţinut cont că 

.x_,,ln x 

89 ~ 
h=- q :5x9 si 

69' r ' 
1 1 ~1 1 h 

1+-+ +-<~-=--=... k-k; } • 
h h r-0h l-- h-1 

h 
Folosind notaţiile: 

r:(l)= ±2., 
a=Iqa 

(2n) - r min(lt-1,'i) min(9-l,r•-l) 2.. 2. . .2_ 2 2 
E -LL L ... I I ... 

a=l ~<ex y=I A.=l µ.<l. qa q/J qy %. qµ. 

E = 1 - E(l) + E(2) - E(l) + ... + E(2•l, 

deducem din inegalităţile (17), (15) şi (1) că: 
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X 
(18) A(u, x) $ 2 x 9 +c1 - 2-+xE, (V) x ~ x1. 

ln x 

Pentru a putea demonstra teorema lui Brun trebuie să reuşim să-l evaluăm 

pe E în mod convenabil. Vom nota cu E~l o sumă de acelaşi tip cu fJiJ în care se 

impune în plus condiţia ca toţi indicii care apar (a, p, y ... ) să fie mai mari 
strict decât r m; m poate fi orice număr natural de la 1 lan + 1, iar i E N*. Pentru 

m :s; n avem că E~l = O, dacă i > 2m. Într-adevăr, dacă i > 2m, atunci al 

(2m+ I )-lea indice ( a e primul indice, P al doilea şi aşa mai departe) trebuie să 
fie mai mic sau egal cu r m pe de o parte şi mai mare strict decât r m pe de altă 

parte (vezi definiţia lui E~l), deci suma care-l defineşte pe E~l nu va conţine 

nici un termen; ceea ce înseamnă că E~l =O.Este evident că E;,'.;1 = O pentru 

i > 2n E<il = FJil (V) i = I 2n Vom nota cu E = 1 - EI) + e<_2l - e{_3l + 
' n+l ' ' • m m m m ·' • 

(ultimul termen al sumei este ( 2
ml, dacă m $ n şi E~~l, dacă m = n + I). Este 

evident că E.+
1
= E. Vom nota cu S~l, s,,,2l , ... funcţiile simetrice elementare 

calculate pentru valorile: -
2
-, -

2
- ... _2_. În continuare vom stabili o formulă 

q, +I q, +2 q, __ , 
de recurenţă pentru E~l . • • 

Suma tuturor termenilor care apar în E~l şi pentru care toţi indicii sunt 

mai mici sau egali cur m-1' este egală cu S~l. 

Suma tuturor termenilor care apar în E~l şi pentru care doar primul indice 

(adică a) este mai mare strict decât rm-1' este egală cu E,21 s~-l). Suma tuturor 

termenilor care apar în E~) şi pentru care doar primii doi indici (a şi P) sunt mai 

mari strict decât r m--1' este egală cu E~ ~-2
l. În general, suma tuturor termenilor 

care apar în E~l şi pentru care doar primii / indici sunt mai mari strict decât 

r m-i, este egală cu e:~, S~-t). Suma tuturor termenilor care apar în E~l şi pentru 

care toţi indicii sunt mai mari strict decât r m-1' este egală cu E~1. Am obţinut 
deci formula: 

(19) E(i) = s<il + t:1> s<i-l) + e<_2> s<i-2) + + Ki) 
m m m-1 m m-1 m •• • m-1 

valabilă pentru orice m = 2, n + 1. Cu ajutorul ei deducem că: 

(20) E = 1 - <s<'> + e'i ) + (s--2> + E'-_I) s<'> + eezi) - + (s<2m-2) + 
m m m-1 m m-1 m m-1 • • • m 

+ e<,2, s~2m-J) + ... + e<,;T2i) - (S~,,....,i + e<,2, s~m-2i + ... + E~-zi s~>) + 

+ (S,,,2m) + E,,:2, s,,,2m-l) + ... + E,;_T2
) s;,>) (am folosit mai sus şi faptul că E,!}, = O, 

(V)j > 2m - 2, (V) m = 2,n+ I). 
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Expresia lui E„ din formula (20) o vom compara cu: 

_ '•-1 ( ~J- ,...(1) r/2) (I) rl2) _ (21) Em_)IT,.-Em-) rrl 1- -(l-1'..;,_1 +~;,_I .... )(1-Sm +.),;, - ... )-
\t=r. + qv 

= 1-(S~l + E~1) + (S-,;l + ~~1S~l + E';,~1)- ... + (S~zm-zJ + E~1s~2m-3l + .. . 

+ E,;._T2))-(S~m-1) + E~l s~lm-l) + ... + E,;._T2) s~)) + (S~Zm) + E~l s,;m--l) + .. . 

+ E,;._7-2) s(,;l) - (S~mtl) + E:~1 s;,,2m) + ... + E;.~T2) se;))+ ... 

Conform inegalităţii lui Schlornilch (teorema 4 din paragraful I al anexei) 
avem că: 

s<n s<H> s<2i 
• J" ~ • 1 ~ ~ m m 111 nO) 2 2 1 h aceste mega 1tăţ1 rezu ta ca s(t-1) < s(t-2) < ... < 11) < .),;, = cr,. < n o = 

m m m 

= 2 ln 1,29 < 2 • 0,255 = 0,51 < 1 şi ca o consecinţă: 

(23) S~l < tt--t) < ... < s:l < s(,;l < S~) < 0,51 < 1. 

Comparând expresiile (20), (21) şi ţinând cont de inegalităţile (23) deducem 
următoarea evaluare importantă: 

(24) E 5: E IT + (S(Zmtl) + _e(ll s(Zm) + ... + E2m-Z) S(J)) (convenim că 
m m-1 m m m-1 m m-1 m 

Sj,l = O (V)j E N,j > t). Să observăm că din formulele (22) printr-un raţionament 
de recurenţă concluzionărn că: 

(25) s~l 5: (S~
1?, (V) i E N* (dacă i > t inegalitatea este absolut evidentă). 

l. 

Într-adevăr, pentru i = 1 inegalitatea este clară (de fapte chiar egalitate în acest 
caz). Presupunem că formula (25) e adevărată pentru uni şi vrem să o demonstrăm 
pentru i + 1 (în caz căi+ I 5: t; altminteri este evident). Din (22) deducem că 

s,:+l) (t-i) l ~) . . s<t) (S:.1)i s<I) (S(l)tl 
-.-<--1)<--. Deci s(l+l)<s(•) __ ,._<_m __ .....!!!....=-'"--

s!:) t(i+l) m (i+l) m m (i+l) - i! i+l (i+l)! 
(am folosit ipoteza de recurenţă). Formula (25) este astfel demonstrată. 

Notând cu <I>,.= s~Zmt-l) + E~1S,; 111
) + ... + E,;._7-zi s~) obţinem succesiv 

următoarele inegalităţi 

Ei 5: E1rr2 + <1>2 5: n2 (E1 + ~«I\) 
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E3 $ Ei113 + ct>3 $ II] (E2 + ~<I>3) $ IT] (I12 (El + Ji;<I'z) + ~<I>3) ~ 
~ nl. II/E1 + Ji;<I>2 + ţ<I>3) 

şi aşa mai departe până când deducem că 
(26) E = E. + 1 ::;; ~ • n3 ..• • rrn+1(E1 + 1i;<1>2 + ţ<1>1 + ... + ~·<t>n+1 ). 

Pentru a obţine rezultatele de mai sus s-au folosit inegalităţile (24) şi (7) 

[ n; > ~, (li) i-1,n+ I} Notând cu ,-2 ln h, din (7) rezultă cA t,:> -20-. < 

. r' 
< 2 ln h 

O
= 't< 1 şi deci ( conform inegalităţii (25)) S~ l $ -;- , ('v') i E N*. Această 

l. 

din urmă inegalitate, împreună cu fomula (19), conduce la următoarele evaluări: 
'( i-l 

(27) Eu>$-+ R1> r .,fiJ 
m •1 m--1 (' -l)I ••• +n,;._1 

l. l . 

Î2m+l Î2m Î3 

(28) <I>m s---+E~1--+ ... +E,,;_7"2
J-_ 

(2m+ l)! (2m)! 3! 

Avem că B{2>=sf2><s?>=B;1l<r (vezi (23)); de aici rezultă că 

El''< 9~ 1 (li) ie N*. Verificarea trebuie făcută doar pentru i - I şi i - 2 

deoarece Ei'> = O pentru i > 2. 
I 9't' 9,i 

Cum Ei l < r < -
2 

şi Ei2l < -r < - ( î = 2 ln h
0 

= 2 1n 1,29 = 2 • 0,2546 > 

' 4 4 
> 2 • 0,25 = 0,5 > 0,(4) = - rezultă că inegalitatea 

9) 

(29) E?' < 9 ( 1 J (li) i e N", este adevărată. 
Punând m = 2 în inegalitatea (27) şi ţinând cont de (29) obţinem că 

(30) n -ri -r l-
1 

(-r J -ri-z (-r J E2
1 $-+9----+9 - ---+ ... +9 - S. 

i! 2 (i-1)! 2 (i-2)! 2 

$ {.::.J ·[f+~+~+ ... +1]$ {.::.Je2, 
2 i! (i-1)! (i-2)! 2 

(li) i e N*. Raţionând în acelaşi mod obţinem că Ef' $ { ¾} 4, (li) i e N*, şi 
în general: 

(31) Ji!:' $9e"-°(¾ J (li) m, ie N*, m $ n + I. 
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Folosind această din unnă inegalitate împreună cu evaluarea (n) 
obţinem că: 

(32) <I> $---+9e2(m-2)_ ---+9e2(m-2) - ----+ ... 
't2m + I 't 't2m ('t J 't2m-l 

m (2m + 1)! 2 (2m)! 2 (2m-1)! 

(
'tJ2m--2J 'tJ ('tJmt1[ 22m1-1 22m 22m-1 23] 

+9e2(m--2> - --$9ez(m-2) - ---+--+---+ ... - $ 
2 3! 2 (2m+l)! (2m)! (2m-1)! 3! 

~ 9e"-''(f r[ •' -!'.-:, -1]=9•''-"(fi~

1

(e'-5) 

(v') m -2, n + l. Să observăm acum că e' li;( f J = 7,3 891 • (I ,29)' • (0,2546)' = 

= O, 7970539 < 1 ( e' /t; ( Î J < 7,3892 • ( 1,29)' • (0,25 5)' = O, 7995712 < I). 

Folosind inegalităţile (26) şi (32) rezultă că 

E < J\IT3 ... nn+l (E, + h;<I>2 +h:<1>3+ ... +h;"<I>n+l) < 

< n,rr, ... rr..,( E; +9( f} e' -5)1r; +•~;e' -5)(f J ~•' +. • c+-9( •' -5)( f f.•'"''} 
<IT,rr, ... rr~,G, +9(e' -5{f J li; {'(; J li; J} 

2 ('t 2 '\ 9(e -5) 2 h0 

= n2n3, .. nn+1 E1 + ( 't J 
1- e--h 

2 o 
J 

( deoarece e' • Ir; ( f J < 1 ). Am demonstrat deci următoarea inegalitate: 

9(e2 -5)(_: li; 
2 2 

(33) E<h0IT1IT2 ... ITn+1 E1+ ( 't J 
1- e· -h 2 o 

Am demonstrat ceva mai sus că E{2
) < E{1

) ceea ne arată că 

E = 1 - E(ll + + ct2l < 1 
I I ~ 

17.1 
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(în stabilitatea inegalităţii (33) am ţinut cont de inegalităţile (7) care ne asigură 

[ 

2 2 5 ~ 1 2 2 9(e -5)h0 (lnh0 ) 
că II, > -

2 
şi deci IT,~ > 1) Evaluând ~ 1 + 2 obţinem că: 

h0 1-(eh0 lnh0 ) ) 

(34) E ~ ll,IT, ... IT,.,- 2,1 - 2,1 ~I-:,] 

Pentru a obţine evaluarea precedentă se ţine cont că h
0 

= 1,29, ln h0 :: 

0,2546 şi e2 
:: 7 ,3 891 ). Ca o consecinţă imediată a teoremei 3 din paragraful I al 

anexei (aici se poate invoca şi propoziţia 4 din paragraful I al anexei teoremei 
lui Brun) există o constantă c8, reală şi strict pozitivă, astfel încât 

Deci 

( 
2] c~ 8lc8 IT 1-- <--=--

! - I 2 • 
11~p:.x' P ln2 9 ln x 
p-prim X 

E $; 2,1 r/1 _2_] = 
V=\ qv 

= 2 1 IT (1-i]. IT (_..!!._]< 21 • 
81 

ca. IT (_..!!._]= 
' 17~~) p p-prim p-2 - ' ln2 X p-prim p-2 

p-prim /lu p?.11,pfu 
.x 9?.Jel7 

81 c8 c9 S(u) 
= 2,1 • - 2 - S(u)= 

2 
. 

ln x ln x 

Inegalitatea (18) împreună cu evaluarea precedentă permit următoarea 

estimare: 
I 
- X X 

A(u, x) $; 2x 9 +c7 - 2-+c9 - 2-S(u). 
ln x ln x 

Pentru un x1 suficient de mare şi o constantă reală strict pozitivă c10 are loc 
inegalitatea 

122 

A(u, x)$;c10 +(2+S(u))$; 
ln (x) 

$; C10 +(2S(u)+ S(u)) = 3so +s(u), 
ln (x) _ ln (x) 
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('v') x 2= x1 deoarece 

S(u)= IT_ [_.!!_]2:1. 
~pnm p-2 

p?.11,pfu 

În acest moment teorema lui Brun este demonstrată şi deci rezultatul lui 
Schnirelmann este argumentat complet. 

Observaţie. În general procedeul de evaluare al termenului P(A, d, x; d
1
, 

e
1
, t

1
; d2, e

2
, t2; ••• ; d„ e„ t,) urmăreşte aceeaşi schemă ca evaluarea termenului 

P~; q
1
, q

2
, •.. , q,) din teorema 2. Acest procedeu poartă numele de „metoda 

ciurului lui Eratostene" şi este legat de numele lui Brun (vezi articolul „Le 

crible d'Eratosthene et le theoreme de Goldbach", Vid. Selsk. Skr. I Math. Nat. 

Kl. Kristiania 1920, No3). 
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ANEXĂ 
(Teorema lui Schnirelman) 

I. Teorema 1. (A bel). Fie O < A
1 
< Â.

2 
< A

3 
< ... un şir de numere reale cu 

proprietatea că A. n➔.. 00• Dacă cp este o funcţie cu valori complexe definită 

pentru x :2: O să se arate că : 

Ic k-1 ( ) 
Ia.<p(Â.) = A(Â1c )<p(Â1c )- IA(Â.) q,(Âltf-1 )-<p(Â.) , 
n=I n=I 

unde A(x) = I a., pentru x :2: A1 (a. E C, (\f) n E N*), k E N*. Dacă cp este o 
J...:..r 

funcţie cu derivata continuă în intervalul (O, 00 ), atunci 

I a.cp(A.) = A(x) cp(x)- j A(t) cp'(t)dt, 
1..:s;.r A, 

pentru x :2: A1. 

ln ipoteza că lim A(x)cp(x) = O, are loc egalitatea 
.r ➔oo 

Îa.<p(Â.) = - j A(t) cp'(t)dt, 
n=l A, 

în situaţia în care cel puţin unul din cei doi termeni ai egalităţii precedente 
are sens. 

Demonstraţie. Dacă notăm cu A(A
0

) = O, atunci 
Ic Ic 

Ia.<p(Â.) = I ( A(Â.. )-A(Â.n--1)) cp (A.)= 
n=I n=I 

k-1 Ic 

= A(Ak) cp (A.Ic)+ LÂ(An) cp0,n )- LÂ(An-1) <p(A.) = 
n=I n=2 

/r-1 k-1 

= A (Â. k) cp (A k) + I A (A..) cp (A..) - L A (A..) cp (A. ..+I ) = 
n=I n=I 

k-1 

= Â (A.k) cp (A. k) -LA(A. ){ cp(Altf-1 )-cp (A.)) 
n=I -
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şi primul punct al teoremei este demonstrat. Pentru a doua parte a enunţului fie k 
cel mai mare număr natural nenul pentru care A1~ x. Atunci 

k H 

I. an<p(An) = L an<p(An) = A(}.k) <p (At )- L A(Ân) { <p(An+I )- <p (Ân)) 
.l,,S.r n=I n=I 

conform punctului demonstrat mai sus. Pe de altă parte, deoarece funcţia A(x) 

este constantă pe orice interval de forma [An, An+I) (şi egală cu A(A)), avem că 

A. 

A(x) <p (x) -f A(t)<p'(t)dt=A(x)<p(x)-r A(t)<p'(t)dt-f A(t)<p'(t)dt= 
At At A.k 

k-1 J.. 1 j 
= A(x) <p (x) - LA(An) T <p'(t) dt-A(Ak) <p'(t) dt = 

n=I J..
0 

A.k 

= A(x) <p (x) -I.1 
A(An) • {cp(A,,..1 )-<p(An ))-A(11.1:)( <p(x)-<p(At)) = 

n=I 

= A(At) <p (At)- I.1

A(11.n)( <p(Â.1tt1)-<p(Â.n)) ( A(x) = A(Â.1:) ). 
n=I 

Am folosit mai sus formula de integrare prin părţi precum şi faptul că 

două funcţii integrabile care Sllllt egale aproape peste tot au aceeaşi integrală 

( evident în cursul acestei demonstraţii şi a acestei teoreme este vorba despre 

integrala Riemann). Ultima parte a enunţului este evidentă. 

1 [ 1 ' Teorema 2: L -= lnlnx+c1 +O - pentru x ~ 2, unde c, este o 
~. p lnx J 

p-pnm 

constantă reală. 

Demonstraţie. Avem nevoie de unele preparative. Întâi ln n! = n ln n + 

+ O(n). Aceasta se poate demonstra aplicând criteriul lui Cesaro - Stolz şirului 

lnn!-nlnn 
dn=----

n 
Se obţine că 

lirnd =lirn ln(n+l)!-(n+l)ln(n+l)-lnn!+nlnn 

n-- n n--+- (n+l)-n 

= lirn{-nln(n+ l)+nlnn) = limnln-n-= 
n--t- n-- n+l 

{ 
1 J(n+l) 

= lirn n l 1--·- =-lne=-1 
n➔00 -(n+l) n+l 
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iar aceasta justifică formula: ln n ! = n 1n n + O(n ). Se poate observa de asemenea 

că această formulă este consecinţa imediată a formulei lui Stirling 

n! 
lim " -n ff= = 1 
n➔~ n e .,, L.7rn 

(de altfel formula ln n! = n ln n + O(n) mai poartă numele de forma slabă a 

formulei lui Stirling). 

În al doilea rând avem nevoie de formula de evaluare asimptotică a lui 

Mertens 

lnp 
L -=lnx+O(l) 'v x?:.2. 
~ p 

p-prim 

Conform teoremei lui Legendre ( demonstrată în lema 1 din paragraful I al 

anexei teoremei lui Brun) avem că 

sau 

Deci 

lnn!= ~ [~l·lnp. 
pSn p 

p-prim 

1n n!?:. I [!!..]· lnp?:. I (!!..-1}p= 
p$n p p$n p 

p-prim p-prim 

lnp lnp lnp 
=n L - -ln IT p?:.n L --ln4" =n L --nln4 

pSn p p-prim pSn p pSn p 
p-prim p$n p-prim p-prim 

(am folosit mai sus inegali-tatea [y] > y -1 precum şi inegalitatea IT p ~ 4" 
p$n 

pprim 

demonstrată în lema 2 a anexei teoremei lui Scherk ). În cele de mai sus n este 

un număr natural nenul. Conform formei slabe a formulei lui Stirling există o 

constantă pozitivă c
2 

astfel încât 

- c2n S ln n ! - n Jn n S c
2 

n 
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şi deci 

lnp 
n ln n ~ ln n! - c

2
n ~ n L -- - n ln 4 - - c

2
n, 

pSn p 
p-prim 

pentru orice n E N*. În concluzie, 

lnp 
lnn~ L --ln4-c 

2 
pSn p 

p-prim 

pentru ('v') n E N*. Pe de altă parte 

ln n ! = L [.!:..]1n p ::;; L .!:_ ln p::;; 
p'Sn p' p'Sn p' 

p-prim p-prim 

lnp ( 1 1 1 l ~n L -+n Llnp - 2 +-3 +-4 + ... = 
pSnp pSn ppp 

p-prim p-prim 

=n L ~p +n L ln;.--;.=n L lnp +n L lnp ~n L _ln_p +nc
3

, 

~ P pSn P }-- pSn P pSn p(p-1) pSn p 
p-pnm p-pnm p frpnm p-prim [rprim 

unde c3 este o constantă pozitivă şi anume 

- lnk 
ej=L--

t=ik(k-I) 

(suma precedentă este cu siguranţă convergentă deoarece (3) a> O astfel încât, 

lnk a ~ I 
-<- ('v') kE N, k~2 şi suma L r,: este convergentă). Am obţinut 
k-1 /f' 1:=2k~k 

deci că 

lnp 
n ln n::;; ln n! + c

2
n ~ n L - + nc

3 
+ nc

2
, 

pSn p 
Jr prim 

care se mai scrie sub forma 

lnp 
ln n ::;; L - + c2 + c3, 

pSn p 
Jr Prim 

('v') n E N*. Din consideraţiile anterioare deducem că 

lnp 
L -=lnn+O(l). 
pSn p 

Jr prim 
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lnp [x] 
Dacă x ~ 2 atunci I - = ln[x] + 0(1) = ln x + ln - + 0(1) = ln x + O( 1) 

1B p X 

deoarece 
rprim 

[x] x-1 1 1 
1~->--=1--~1--

x X X 2 
Şl 

o~,<] ~,{,-H 
Formula lui Mertens este astfel demonstrată. Pentru a demonstra teorema 2 vom 
folosi teorema I precwn şi fonnula lui Mertens. Dacăp1 ,p2 , ··•,P;, ... este secvenţa 

numerelor prime ordonate crescător notăm cu an= lnp,,, A(x) = I an (pentru 
Pn P.~ 

A(x) j A(x) j A(t) . 
= --- A(t )( qf (t)) dt = --+ -

2
- dt conform teoremei I ( se observă că 

lnx 2 lnx ztln t 

<p are calităţile cerute pe orice interval [I + E, 00), (V) E > O. În enunţul 
teoremei 1 este esenţial că q, are calităţile indicate pe orice interval de 
forma [A1 - E, 00 ), cu E > O). Conform fonnulei lui Mertens A(x) = ln x + j(_x), 
undef este o funcţie care satisface inegalitatea lf(x)J :5 c

4
, (V) x ~ 2, 

c4 fiind o constantă pozitivă. Înlocuind pe A în egalitatea de mai sus 
obţinem că 

f(x) r( I f(t) l B(x)=l+--+ -+-2- dt= 
lnx 2 tlnt tln t 

f(x) j /(t) 
= lnlnx-lnln2+1+--+ -

2
-dt= 

lnx 2 tln t 
f(x) ~ J(t) 

=lnlnx+c1 +---J-
2
-dt, 

unde am notat 
lnx x tln t 

~ f(t) 
c = I - ln ln 2 + J--dt. 1 ztln2 ! 

Funcţia /(!) este integrabilă pe orice interval de fonna [k, oo) (cu k~ 2) şi 
tln t 

j f(t) dt :5jlf(t)ldt:Sc j_I_dt=c (--1 ]t=
00

=~. 
ttln2 t k tln 2 t 4 ttln~ t 4 lnt t = k lnk 
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Rezultă deci că 

f(x) _j /(!) dtl:e;l/(x)l+I j /(!) dtl:e;..5_+..5_= 2c4 

lnx x tln t lnx x tln t lnx lnx lnx 
('v') x 2: 2. Din această inegalitate precum şi din faptul că 

deducem că 

f(x) ~ f(t) 
B(x)=lnlnx+c1 +---f-

2
-dt 

lnx x tln t 

I _!_=lnlnx+c;+j_l_) (V) x2:2. 
J1S.t p ~lnx 

p-prim 

Corolar. Există o constantă c
1 

astfel încât 

li~ I _!__lnlnx-c,]= O • 
.t➔ pS.t p 

p-prlm 

Demonstraţie. Afirmaţia este evidentă ţinând cont de teorema 2. 
Teorema 3. Există o constantă c5 astfel încât 

limln
2
x· IT_ (1-~J=c5.(c5 >0). 

z➔- p-pn~ p 
D . p· J<;;p.;x 
emonstraţze. 1e 

g(x) = ln2 x IT [1-~J. 
Jsp.;_x p 
p-prrm 

('v') x 2: 3. Tinând cont că 
' 

('v') z E R, izl < 1, deducem că 

n -z 
I-=-ln(l-z), 
1>=\ n 

ln g(x) = 2 ln 1n x + I ln[1-~J= 
J<,pS:.t p 
p-prim 

2 ln ln x - L Î{[~J · .!._]= 
JS:pS:.t n= p n 
p-prim 

1 ~ 1 [2 J 2lnlnx-2 I -- I I-- - . 
JSp..z p ¾p<....x: n=2 n p 
p--prim p-prim 
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Deoarece 

= I [2 J [2J I I I-- - < I - · = 
3S:/fil n=2 n p - 35:/fil p RJ 
p-pnm p-prrm 1- -

p 

1 = 1 rc2 

=4 I ::;4 I 2 ::;4I-2 =4--< 00 , 

Js:pS:X p(p-2) 3S:p<_:c (p-2) n=ln 6 
p- prim p-prim 

rezultă că 

limlng(x)= lim[{lnlnx- I ]._}l-c6 ]=-2s +1-c6 , 
z➔= .t- 2S:/fil p 

p-prim 

unde c
1 

este constanta din teo-rema 2, iar 

c = lim I I-· -= 1 [2} 
6 

z- 3s:/fil n=2 n p 
p-pnm 

(s-a observat mai sus că această limită există într-adevăr). De aici deducem 

imediat că lim g(x) = e-zc,+I-G; = c
5 

(În cele de mai sus s-a folosit dezvoltarea 
z- -

1{1-iJ= -Î _I_[ iJ 
p n=l ~p 

pentru p număr prim, p ~ 3, care are loc deoarece 

este evident. 

2 2 
::;-< 1). Faptul că c

5 
> O 

p 3 

Teorema 4. (S c h Io mii c h) Dacă xi' x
2

, •.. , xn sunt n numere reale 
pozitive diferite (n E N, n ~ 2) şi dacă sl' s

2
, .•. , sn sunt polinoamele simetrice 

fundamentale în x1, x2 , ... , xn (adică s
1 
=x

1 
+ x

2 
+ ... + x,., s

2 
= x

1
x

2 
+ ... + xn_

1
xn, ... , 

s" = x1x2 ... x) atunci au loc inegalităţile: 
s1 2s2 3s3 nsn 

(1) - > _..;;:__ >----"--- > ... > -
n (n-l)s1 (n-2)s2 sn-t 
Demonstraţie: Să demonstrăm întâi prima din inegalităţile precedente: 

s; . (n - 1) > 2ns2 sau echivalent 
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(n-1 ){ x1
2 + x; + ... + x;) + 2(n-1 )s

2 
> 2ns

2
, 

(n-l){x;+x;+ ... +~;) -2s2 > O. 
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Însă ultima inegalitate se mai scrie sub forma 
(x1 - x/ + (x1 - x/ + ... + (x1 - x.)2 + ... + (xn-l - x.)2 > O. 

Cwn valabilitatea acestei inegalităţi este evidentă (numerelexp··· xn sunt diferite) 

s 2s 
rezultă că ..l. > 2 

• Celelalte inegalităţi vor fi probate prin inducţie după n. 
n (n-l)s1 

Pentru n = 2 enunţul este demonstrat (pentru n = 2 nu există decât prima din 
inegalităţile (1)). Presupunem enunţul adevărat pentru n - 1 ~ 2 şi vrem să-l 
demonstrăm pentru n. Înlocuind elementele xi' x2, ... , xn cu txl' tx2, ... , txn, unde t 

E R:, numerelesl' ... , sn vor fi înlocuite cu tsl' t2s2, t3 s3 , ..• , f'sn. De aici deducem 

că este suficient să demonstrăm inegalităţile (1) pentru numerele txl' tx2 , ... , txn. 

Alegându-l pe t convenabil putem presupune deci că unul din numerelexp····, xn 
(de exemplu x

1
) este egal cu I. 

Dorim să demonstrăm inegalitatea: 

isi (i+ l)si+1 __ 
(2) ---->---, i= 2,n-1 (pentru i = 1 s-a demonstrat mai 

(n-i+l)si-1 (n-l)si 

sus). Dacă notăm s: ,s;, ... s;._1 polinoamele simetrice fundamentale în x2, x3 , .. . ,x" 

b • (u· ~ d t ~ 1) ~ ' ' ' ' ' ' o ţmem , nan con ca x1 = ca s; = si-i +si, s;_1 = s;.-2+s,, .. i, s;+i = s;+si+I· 

Facem convenţia s~ = s
0 

= 1, s: =O.Inegalitatea (2) se scrie deci 

(3) i(n - i) (s;_1 + s;)2 > (i + l)(n -i + l)(s;_2 +(1)(s; +s;+1). 

Trecând termenul (i+ 1 )(n - i + 1) s;_1 • s; în partea stângă se obţine 

(4) i(n - i)(s;_1 )
2 + i(n - i)(s;}2 + (in - i2 - n - 1 )s;_1 s; > 

> (i + l)(n - i + 1) [s;_2 s; + s;_2s;+1 + s;_1s:iJ. 
Conform ipotezei de inducţie au loc următoarele inegalităţi: 

(i -1 )s;_I Î s; (i + 1 )s;+l 
(5) ----"--'-->--->---. 

(n-i + l)s;_2 (n -i)s;_1 (n-i - l)s; 

Ţinând cont de inegalităţile (5) putem evalua membrul din dreapta al 
inegalităţii (4) 

(i-l)(n-i)( )2 
< (i + 1 )(n - i + 1 )· . . s;_1 + 

• 1(n-1+ 1) 

(i-l)(n-i-1) i(n-i-1) ( }2 
+ (i +l)(n -i + 1) -----l /+(i+l)(n -i + 1)----- s; = 

(n-i+l)(i+l) •- ' (i+l)(n-i) 

(i
2
-l)(n-i)(')2. . , , i[(n-i)2-l](')2 =---- s._1 +(1-l)(n-1-l)s._1s.+---- s. 

• I I I ( ") I l n-l 
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(trebuie observat că această inegalitate are loc şi pentru i = n - 1 ). Pentru a ne 
convinge de valabilitatea inegalităţii ( 4) ar fi suficient să arătăm că are loc 
următoarea inegalitate 

(6) 
(i

2 
-l)(n-i)( , )2 . . , , i[(n-i)

2 
-1]( ')2 < 

. sH +(1-l)(n-1-l)sHs;+ . s; -
I n-1 

:5 i(n-i)( s;_I r +i(n-i)(s;)2 +(i n-i2 
-n-l)s;_ls;. 

Inegalitatea (6) se mai scrie sub forma: 

n - i ( , )2 i ( ')2 , , (7) -.- si-i +--. s; -2si_1si :2: O 
I n-1 

Această din urmă inegalitate este însă evidentă deoarece poate fi pusă 
sub forma: 

i 1(n-i), ,]
2 

K-,-. -si-1-s; :2:0. 

Teorema 4 este în acest moment demonstrată. 
II. Dacă F este un şir strict crescător de numere naturale nenule având 

primul termen I, vom spune că Fare densitate egală cu ex dacă 

ex=inf{pjp:2:0, N:x):2:p, (V)xE N*}, 

unde N(x) este numărul de termeni ai şirului F care sunt mai mici sau egali cu x 
(O :5 ex :5: I ; se observă imediat că ex = 1 dacă şi numai dacă F coincide cu N*. 
Vom scrie D(F) = ex. 

Lemă: Dacă F,_F2 , ... ,Fksunt şiruri de densitate exI'<Xz , ... , ex"; D(F1) = ex,, 
D(F2) = <Xz , ... , D(FA:) = ex"; atunci F 1 + F2 + ... + Fk este un şir de densitate mai 
mare sau egală cu un ex. Aici şi peste tot în acest capitol F 1, F 2 , ... , FA: sunt 
şiruri strict crescătoare de numere naturale nenule (k E N*) având primul 
termen 1. Prin F 1 + F2 + ... + Fkse înţeleg elementele deformă b, + b2 + ... + bk, bi 
fiind element al şirului Fi sau bi = O (însă nu se poate întâmpla ca b1 = 
= b2 = ... = bk = O) (V) i = 1,k, aceste elemente fiind ordonate crescător (două 
elemente egale se scriu o singură dată). În plus I - D(F

1 
+ F

2 
+ ... + Fk) ~ 

:5 (I - cx1)(1 - <Xz) ... (I -ex"). 
Demonstraţie: Pentru k = I enunţul este clar. în continuare vom demonstra 

enunţul pentru k= 2. Fie x E N* ,J;,l'J;,2 , ••• ,J;,. termenii şirului F 1 care sunt mai 

mici sau egali cu x. Deci n ~ a,x ( deoarece N,: x \ ex, } Numărul de termeni 

de forma J;; + f cuprinşi strict în intervalul (/i;,J;,;+i) (undef este termen al şirului 
F2) este egal cu N/fi.i+i - J;,; - I) (~(x) în~earnnă numărul de termeni ai şirului 
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F care sunt mai mici sau egali cu x); deci este mai mare sau egal cu 
J 

a./fi.i+l-.t;,;-1). Evaluarea de mai sus este valabilă pentru orice i = l,n-1. 

Numărul de termeni de forma.t;,. + /(unde/E F2) cuprinşi în intervalul ifi .• , x] 
este egal cu Nz(x - .t;.) şi este deci mai mare sau egal cu ~(x - .t; .) (deoarece 
D(F2)= ~). , , 

Trebuie menţionat că termenii.t;,1,.t;,2 , ... fi,. sunt aranjaţi în ordine strict 
crescătoare. Deci numărul de termeni ai şirului F

1 
+ F

2 
care sunt mai mici sau 

egali cu x este cel puţin 
n-1 

n + !.a2 ifi,i + 1 -.t;,; - 1) + ~(x -J;,.) = 
i=I 

= n -CJ./i.1 - ~(n -1) + ~ = n + ~(x- n), 
.t; 

1 
= I . Deoarece n ;?: cx.1x deducem că 

deoarece 

n + ~ (x- n) = n(l - ~) + CX0;?: cx.1(1 - ~) x + CX0 = 
= x(cx.1 + ~ - cx.1~)(1 - ~)~ O, 

Din cele de mai sus rezultă că 

D(FI + F2);?: ex.,+~ - ex.,~ (ex.,+~) - ex.,~ ==cx.1(1 - cx.2) +~>O) 
şi deci, 

1 -D(F1 + F 2) $ 1 - ex, - ~ + cx1cx2 = (I - cx,)(l - cx.2). 

în cazul general enunţul se demonstrează prin inducţie. Presupunem afirmaţia 
adevărată pentru un număr k E N, k;?: 2. Notând F = F2 + + F3 + ... + F k.+I atunci 
conform ipotezei de inducţie I -D(F) $ (I - cx.2)( 1 - cx.3), ... ( I - cx.t+J Folosind 

ceea ce am demonstrat mai înainte, rezultă că 

J - D(FI + F2 + ... + F lr+-1) = J -D(FI + F) $ 

$ (I - cx.1) [l - 1 + (1 - ~)(I - ~) ... (I -cx.1rt-1)] = 
= (I - ex., )(1 - ~)( 1 - cx.3) ... ( I -cx.k.+I). 

Raţionamentul prin inducţie este astfel încheiat. 
Teorema 1: Facă Feste un şir strict crescător de numere naturale nenule 

de densitate egală cu a > O atunci 4[ :] F = N*. Prin nF se înţelege F + F + 

+ F + ... + F, F apărând de n ori. 
Demonstraţie. Să demonstrăm întâi următoarea observaţie: dacă F1 şi 

F2 sunt şiruri strict crescătoare de numere naturale pentru care 

D(F I) = ex.I, 

D(F2) = ~ 
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Şl 

atunci 

Fiex E N* şi 
a1 = } < a2 < a

3 
< < , .. <an~ X 

toţi termenii şirului F1 care sunt mai mici sau egali cu x. Dacă an = x este clar că 

x E F
1 

+ F
2

. Presupunem în continuare că an < x. Fie b,_ = 1 < b2 < 

< b
3 

< ... < b ~ x toti termenii sirului F
2 

care sunt mai mici decât x. Dacă 
m • • 

x - ai* br ('v') i = 1,n, j = ~m, deducem că în intervalul (1, x] există 

cel puţin m + n numere naturale, deci m + n ~ x. Pe de altă parte, deoarece 

D(F1) = cx1 şi D(F2) = <½, deducem că 

m + n 2: cx1x + ~ = ( cx1 + C½) x > x 
pentru că cx

1 
+ cx

2 
> I. S-a ajuns la o contradicţie. Există deci i (1 ~ i ~ n) şi 

j ( I ~ j ~ m) astfel încât x - ai = bi; aceasta înseamnă că x aparţine şirului 
F, + F 2 (x = ai + b)- S-a demonstrat astfel că F1 + F2 = N*. Să trecem acum la 

demonstrarea enunţului teoremei 1. Notăm h = 4[ ~]. Dacă ex>± atunci 

1 N(x) 
l~-<2 (este clar că ex~ I deoarece cx~--~1; N(x)înseamnănumă-rulde 

ex X 

termeni ai şirului F care sunt mai mici sau egali cu x) şi deci [:] = I, 

h = 4. D(F) + D(F) 2: 2cx > I, ceea ce înseamnă, conform observaţiei cu 

care am început demonstraţia, că 2F = N*. Cu atât mai mult hF = 4F = N*. 

I 
Trebuie analizat acum cazul ex ~ - . Conform aceleiasi observatii cu care am 2 • ' 

început demonstraţia acestei teoreme este suficient să demonstram că n( 1 F }f. 
Atunci D(!:..F]++ n(!:..F Î> 1 sideci hF=!!..F+!:..F=N*; h este număr par. 

2 2 ) ' 2 2 

Conform lemei 
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Logari:r:Ne;)f ~:::::TT::~~i:~ -... )s -CX~= 

=-2cx{:]s -2a(:-1)=-2(1-cx)S-2[1-:)=-1=ln~<ln: 

• • I [ I ] I o· 1 d • • Am ţmut cont mai sus că O< ex :5 - , - > - -1. m ce e e mai sus obţmem că 
2 ex ex 

1-D(!!. F)< .!_ si D(!!. F)>.!.. Cum s-a observat mai sus aceasta demonstrează 
2 2 ' 2 2 

că hF = N*. Enunţul teoremei I este în acest moment demonstrat. 
Teorema 2: Fie cp : [I, 00 ) ➔ R+ o funcţie crescătoare pentru care 

cp(i) = o( Ji). Fie F un şir strict crescător de numere naturale nenule notat cu 

n
1 

= 1, n2, n3, ..• , pentru care ni= O(i<p(i)). Pentru O :5 y :5 x (y E N) notăm cu 
A(y, x) numărul de soluţii al ecuaţiei n; - ni= y cu ni' ni E F, ni ~ x (deci şi 
ni ~ x). Presupunem că: 

(1) ÎA2(y,x)= j ~ 1 Să se arate că există un număr natural n E N* 
)CI 1_cp (X); 

astfel încât n F = N*. 
Demonstraţie. Alegem x0 2: 2, c1, c2, c3 constante reale strict pozitive 

X 3 

astfel încât cp(x) :5 c2/;, LA2 (y, x) :5 c3 -{--, (V) x 2= x0 şi ni :5 c1 i <p(i), 
y=l <p (x) 

('<I) i ~ N (~)+I, unde ca de obicei N(z) înseamnă numărul de tenneni ai 

şirului F care sunt mai mici sai egali cu z. Fie x 2= x
0 

(x E N). Atunci au loc 
inegalităţile 

Am fulositmai sus faptul căN[;) ~ N(l) = I, N[;) + I S ; + I Sx, 

x 2= 2 şi cp este funcţie crescătoare. Pentru orice m E N* notăm cu B( m) numărul 
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de solutii al ecuatiei m = n. + n., unde n, n. E F, iar cu Ml(x) nummJl acelor 
I I ' ' I J 

r 

m E N*, m S x pentru care B(m) ':I- O. Numărul I.B(m) reprezintă numărul de 
m=I 

so I utii pentru inecuatia n. + n. S x, unde n , n. E F. Dacă n ~ n. E F astfel încât n 
1 ' I J I J , J I 

X • < X • 'd • ~ ă f > 11.12( X ) S - s1 n _ - atunci ev1 ent n. + n S x; aceasta mseamna c L B(m) _ iv- - . 

2 ' ' 2 ' 1 m=I 2 

Ţinând cont de această ultimă observaţie precum şi de inegalităţile (2) obţinem 

(3) 8 / 4 ~ N4
(.:.]s(fB(m)J ~ M(x)fB2(m). 

2 c1 <p (x) 2 m=l m=l 

J: 

Ultima inegalitate se justifică cu inegalitatea Cauchy-Buniak.ovski). IB\m) 
m=I 

este egal cu numărul de cvadruplete (n;, n
1 

n., n) de elemente ale lui F 

pentru care 

n + n.= n + n = m 
I J U V ' 

unde m este orice număr natural cuprins în intervalul [1, x]. Dacă n; = n. atunci 

n. = n si numărul de astfel de cvadruplete este 
) V ' 

.r x [B
2
(m)+t] x 1 x 2 LB(m)S I. --- =-+-I.B (m). 

m=I m=I 2 2 2 =I 

Dacă n > n atunci 1 S n. - n = n - n. ~ x si numărul de astfel de 
J U I U V ) ' 

X 2 
cvadrupleteestecelmultegalcu LA (y,x). Dacăn.<n atunci 1 Sn -n =n. 

I 
I U U I ) 

r-
X 

- n. S x şi numărul de astfel de cvadruplete este cel mult egal cu LA2(y,x). 
_r-1 

Din cele de mai sus obţinem că 

x 2 X lx 2 x 2 
LB (m) s - + + -IB (m) + 2IA (y,x), 

m=l 2 2 m=I y=I 

sau 

f 2 f 2 x
3 

( 4 ) x
3 

LB (m)::; x + 4LA (y,x) S x + 4c
3

-
4
-S S c2 +4c3 -

4
-

m=t r-t cp (x) cp (x) 

(am ţinut cont că cp(x) S c
2 
J;, ('v') x ~ x0). Inegalitatea precedentă împreună cu 

inegalitatea (3) ne conduc la următoarea evaluare: 
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4 3 

X ( 4 ) X 
8 4 4 ~ M(x) c2 +4c3 • --. 

2 c1 <p (x) cp\x) 
(4) 

Există deci o constantă c4 strict pozitivă încât M(x) ~ c
4 

x, (\f) x ~ x
0

. 

Numărul de termeni ai şirului F + F = 2F care sunt mai mici sau egali cu x este 
mai mare sau egal decât M(x) şi de aici deducem imediat că 2F are densitate 

1 
pozitivă mai mare sau egală decât minimul dintre numerele- şi c

4 
(este impor-

Xo 

tant aici că 1 E F şi deci 1 E 2F). Aplicând teorema 1 lui 2F rezultă imediat 
enunţul teoremei 2. 

Observaţie: Din condiţiile enunţului (n; = O(i cp(i))) rezultă imediat că <p 

este o funcţie strict pozitivă de la un rang încolo, ceea ce permite operaţia de 

împărţire cu <p, care a fost făcută mai sus. 
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TEOREMA LUI SCHERK 

Introducere 

Scopul acestui capitol este demonstrarea unui rezultat aparţinând lui 

H. F. Scherk şi anume: există o alegere a semnelor,,+" şi ,,-" astfel încât să 
aibă loc următoarele egalităţi: 

Pin = 1 ± Pi ± Pi ± ··• ± Pin-2 + Pin-I 
P2n+I = 1 ±PI± Pi± ... ± Pin-I + 2pn, pentru n E N* unde Pn semnifică al 

n-lea număr prim. Acest rezultat a fost conjuncturat de Scherk în 1830 şi a fost 
demonstrat în 1928 de S. S. Pillai. 

Demonstraţia pe care o dăm aici unnează prezentarea lui Waclaw Sierpinski 
din Elementary theory of numbers, Warszawa, 1964, capitolul 3, paragraful 11, 
pagina 140. Se demonstrează de asemenea un rezultat al lui Sierpinski şi anume: 
pentru n E N* există o alegere a semnelor+ şi - astfel încât să aibă loc egalitatea 

Pin+I =Pin± Pin-I ± Pin-2 ± ... ± P2 ± pi" În propoziţiile 1 şi 3 se arată că putem 
preciza exact unele semne + şi - din cele trei egalităţi precedente, alternând 
prima jumătate a semnelor sau pe cea de a doua. Rezultatele expuse în propoziţiile 
1 şi 3 au fost demonstrate de L. Panaitopol în Buii. Math. de la Soc. Sci. Math. 
de laR.S. de Roumanie, volumul 31 (79), nr. 3, 1987, paginile 249-253. Pentru 
demonstraţia propoziţiilor I şi 3 (mai exact pentru demonstraţia teoremei 4 din 

anexă) s-au folosit inegalităţile lui Rosser şi Schoenfeld (se arată locul în care 
poate fi găsită demonstraţia acestor inegalităţi). 

Pentru soluţia teoremei lui Scherk este nevoie de unele rezultate ce sunt 

în legătură cu teorema lui Cebîşev (sau postulatul lui Bertrand, cum i se mai 
spune). Aceste rezultate sunt demonstrate în anexă (inclusiv teorema lui Cebîşev 

care afirmă că (\7') n E N, n > 3 există p număr prim astfel încât încât 

n <p < 2n -2. Acest rezultat a fost conjencturat de P. Bertrand în 1845 şi a fost 
demonstrat de P. Cebîşev în 1850). 
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Demonstraţia teoremei lui Scherk 

Teoremă (S c he r k ): Oricare ar fin un număr natural nenul există o 
alegere a semnelor + şi - astfel încât să aibă loc egalităţile următoare: 

(1) P2n = l ± P1 ± P2 ''" ± Pzn-2 + Pin-I' 
(2) Pin+I = 1 ± P1 ± Pi .... ± Pin-I + 2pin' 

Avem nevoie de următoarea lemă: 
Lemă 1 : Fie (q) n E N• un şir strict crescător de numere naturale având 

următoarele calităţi: 

i) q1 = 2, qi = 3, % = 5, q
4 

= 7, q
5 

= 11, q6 = 13, q
1 

= 17; 

ii) qn este impar, (V) n E N, n ~ 2; 
iii) qn+I < 2 qn, (V) n E N*. 
Pentru orice n E N, n ~ 3 şi orice număr natural impar mai mic sau egal 

cu qin+I există o alegere a semnelor+ şi - astfel încât numărul impar($ qin+I) 
să se scrie sub forma: 

± ql ± q2 ± .... ± qin+I + qin· 
Demonstraţie : Se va face demonstraţia prin inducţie după n. Pentru n = 3 

trebuie verificat că orice număr natural impar mai mic sau egal cu 17 = q
1 

se 
poate scrie sub forma: ± 2 ± 3 ± 5 ± 7 ± 11 + 13 . 

Într-adevăr au loc următoarele egalităţi: 
1 = -2 + 3 + 5 - 7 - 11 + 13 = - q + q + q - q - q + q • Ii 3 4 5 6 

3 = 2 - 3 - 5 + 7 - 11 + l3 = ql - qi - q3 + q4 - qS + q6 

5 = 2 + 3 + 5 - 7 - 11 + l3 = q1 + qi + q3 - q4 - qS + q6 

7 = - 2 - 3 - 5 - 7 + 11 + l3 = - q1 - qi - q3 - q4 + qs + q6 

9 = 2 + 3 - 5 + 7 -11 + l3 = ql + qi -q3 + q4 - q5 + q6 

11 = 2 - 3 - 5 - 7 + 11 + l3 = ql - qi - qJ - q4 + qS + q6 

13 = 2 - 3 + 5 + 7 - 11 + l3 = ql - q2 + q3 + q4 - qS + q6 

15 = -2 + 3 + 5 + 7 - 11 + l3 = -q1 + qi + q3 + q4 - qs + q6 

17 = 2 + 3 - 5 - 7 + 11 + l3 = ql + qi - q3 - q4 + qS + q6. 
Presupunem acum că enunţul lemei este adevărat pentru un număr natural 

n ~ 3. Fie 2k - 1 un număr natural impar mai mic sau egal cu qin+J· Are loc 
inegalitatea 

(3) - qin+i < 2k- l - qin+2 < qin+i· 

Prima parte a inegalităţii (3) are o justificare evidentă iar a doua este o 
consecinţă a condiţiei iii) din ipoteză 

2k- l $ q2n+3 < < 2 qin+2 • 

Există deci o alegere a semnului + sau - astfel încât 
(4) O$± (2k- l - q2n+2) < qin+i· 

Folosind din nou condiţia iii) din ipoteză, deducem că: 

(5) - qin+I $ ± (2k- 1 - qin+i) - q2n+I < q2n+I" 
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Aceasta deoarece± (2k- I - qin,) < qin+i < 2 qin-.r Există deci o alegere 
a semnului+ sau - astfel încât să aibă loc inegalităţile: 
{6) Q ~ ± [± {2k-} - qin+i)- qin+l] ~ q2n+I' 

Deoarece q2n+i şi qin+l sunt numere impare rezultă că termenul din mijlocul 
inegalităţilor de mai sus este număr natural impar şi deci conform ipotezei de 
inducţie există o alegere semnelor + şi - astfel încât să aibă loc egalitatea 

± [± (2k- 1 - qin+i)- qin+l1 = ± ql ± q2 ... ± q2n-1 +q2n' De aici deducem 
imediat că are loc o egalitate de tipul: 

2k- 1 = ± q1 ± qi ... ± qin+l + qin+i . Raţionamentul prin inducţie este 
încheiat şi lema este demonstrată. 

Să trecem acum la demonstrarea egalităţii (2) din teorema lui Scherk. 
Pentru aceasta (ca şi pentru demonstrarea egalităţii (1) să observăm că şirul 
numerelor prime (p.) îndeplineşte cele trei condiţii din ipoteza lemei precedente 
(primele două condiţii sunt evidente iar cea de a treia este demonstrată în anexă 
- teorema 1) deci enunţul acestei leme poate fi aplicat în acest caz particular. 

Dacă n este un număr natural, mai mare sau egal cu 3, atunci Pzn+l- p
2
n - 1 

este un număr natural impar~ Pin+i. Aplicând lema precedentă rezultă că există 
o alegere a semnelor+ şi- astfel încât P2n+I - Pin - 1 = ± P1 ±Pi ••• ± Pin-! + Pin· 

Egalitatea (2) este astfel demonstrată pentru n E N*, n 2: 3. Deoarece 
p

3 
= 5 = 1 - 2 + 2 • 3 = 1 - p

1 
+ 2pi 

Şl 

A= 11 = 1-2 + 3 - 5 + 2. 7 = 1 -pl + Pi -p3 + 2p4, 
deducem că egalitatea (2) este valabilă (V) n E N* . 

Pentru n 2: 3, Pin+i - Pin+i - 1 este un număr natural impar mai mic sau 
egal cu Pin+! ( deoarece Pin+i < 2 Pin+! conform teoremei 1 din anexă). 
Aplicând din nou lema precedentă obţinem (pentru o alegere a semnelor + şi - ) 
o egalitate de tipul Pin+i - Pin+! - 1 = ± p 1 ± Pi ... ± Pin-! + Pin· Deci egalitatea (I) 
este demonstrată pentru n E N, n ~ 4. Deoarece Pi= 3 = 1 + 2 = 1 + pl' p 4 = 

= 7 = 1 - 2 + 3 + 5 = 1 -p
1
+ Pi+ p

3
, p

6 
= 13 = 1 + 2- 3 - 5 + 7 + 11 = 1 + p

1 
-

-p
2 
-p

3
+ p 4 + p

5
, egalitatea (1) este valabilă, (V) n E N*; teorema lui Scherk 

este deci demonstrată. 
Propoziţia 1: Există o alegere a semnelor+ şi - astfel încât 

{7) P2n = P2n-l - P2n-i + Pzn-3 - P2n-4 ... + (-1)" + 
1
Pn + Pn-1 ± P.°-i ... ± P2 ± P1 + l, 

(V) n E N, n 2: 7 şi 

{8) P2n+l = 2P2n - P2n-l + Pzn-2 - ... + {-l)" Pn ± Pn-1 ... ± P2 ± P1 + l 
(\t) n 2: 8, n E N. 
Demonstraţie : Pentru a demonstra egalitatea (7) în cazul când n este 

număr par considerăm x. = P2n - Pin-I + Pzn-2 ... + p n - p n-1. Este evident că x. 
este număr par strict pozitiv. De asemenea 

Xn = Pin- (pin-I- Pin-i) - (pin-3- P2n-4) ••• - (pn+I - p.) -

- p < p - p < p -p < 2n 
n-1 2n n-1 in+l n-i r n-2' 

pentru n E N, n 2: 18. 
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lntima inegalitate din evaluările precedente (pin+I < 3pn-i' pentru n E N, 
n 2= 18) este valabilă în virtutea punctului i) al teoremei 4 din anexă. Deci x - 1 

n 
este un număr impar satisfăcând inegalităţile O < x. - 1 < 2 p n-i - 1 ('v') n E N, 
n 2= 18, n număr par. Printr-un calcul uşor se arată că ultima inegalitate are loc 
chiar pentru ('v') n E N, n 2= 1 O , n număr par. 

Secvenţa PI, Pi, ... , Pn-i' 2 Pn-i - 1 satisface condiţiile lemei 1 pentru 
orice n E N, n ~ 1 O, n număr par (vezi din nou teorema 1 din anexă) si cum 
xn- 1 este un număr natural impar < 2pn-i - 1 lema 1 asigură posibilitatea 
alegerii semnelor+ şi - astfel încât să aibă loc egalitatea 

xn- 1 = Pn-i ±pn-3 ± ... ±Pz ±pI. 
Aceasta înseamnă că egalitatea (7) are loc pentru orice număr natural par 

n ~ 1 O (Se observă imediat că concluziile lemei 1 se menţin dacă în locul şirului 
qn se pune o secvenţă de numere naturale care îndeplineşte aceleaşi condiţii). 

Dacă n este număr natural impar, n 2= 9 atunci considerăm 

Yn = Pin - Pin-I + Pin-i - ••• + Pn+I - Pn· Yn 
număr natural par strict pozitiv care satisface inegalitatea Yn < Pin - Pn '.S; 2pn-i 
(inegalitateayn <p2n -p

0 
se arată grupând termenii în modul următor y

0 
= Pin -

- (p2n-I - Pin-i) - ... - (pn+2 - Pn+I) - pn; inegalitatea P2n ~ 2pn-I + P. pentru 
n ~ 9, n impar este consecinţa punctului iii) al teoremei 4 din anexă). Secvenţa 
p1, Pi• ... ,p._1, 2p•-I - 1 satisface condiţiile lemei 1 şi cumy. - 1 este un număr 
natural impar mai mic decât 2p •-I - 1 atunci ( conform lemei 1) există o alegere 
a semnelor + şi - astfel încât să aibă loc egalitatea 

Y.-1 = Pn-I ± Pn-i ••• ±pi ±pl. 
Egalitatea (7) este deci demonstrată pentru ('v') n E N, n ~ 9. Ţinând cont 

de egalităţile: 
43 = pI

4 
= 41- 37 + 31-29 + 23 -19 + 17 + 13 - 11 + 7+ 5 + 3 - 2 + 1 = 

= Pl3 -pii + Pu -Pio + P9 - Pa+ A+ P6 - Ps + P4 + P3 + Pi - PI+ 1. 
S3 = PI6 = Pis - PI4 + Pl3 - Pii + Pu - Pio + P9 - Pa+ P1 + P6 + Ps + P4 -

-p3 - Pi - PI+ 1 = 47 -43 + 41 - 37 + 31 -29 + 23 -19 + 17 + 13 + 
+ 11 + 7 - 5 - 3 - 2 + 1, 

formula (7) este adevărată pentru orice n E N, n ~ 7. 
Pentru a demonstra egalitatea (8) în cazul în care n este număr par 

considerăm pe x. = P1n+I - 2p1n + Pin-I - Pi,._z ••• + Pn+l - P. + Pn-I" x. număr 
întreg par. x. -1 = (p2n+I - Pz.) + (p2n-I- Pin-i) + ... + (pn+I - P.) - Pi.+ Pn-I
- 1 ~ 2 - Pzn + Pn-I - 1 > 1 - Pin+I + Pn-i > 1 - 2pn-i• pentru n ~ 18 (ultima 
inegalitate din şirul de evaluări de mai sus are loc confonn punctului i) din 
teorema 4 prezentată în anexă). Punctul ii) al teoremei amintite ne asigură că 
Pin+I <p2n + P., pentru n E N, n ~ 3. 

Deci 
x-l=(p -p )-(p -p )-(p -p ) n 2n+I 2n in 2n-I 2n-i in-3 ••• 

- (p -p )-1 <p -1< 2p - 1 n n-l n n-2 ' 
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pentru n E N, n ~ 18 (ultima inegalitate are loc datorită teoremei 3 a anexei). 
Din cele de mai sus rezultă că rx. - I I este un număr natural impar care 
satisface inegalităţile O < rx,. - I I < 2p n-i - I. Aplicând lema 1 secvenţei p 1 , p2, 

... ,p,._i• 2pn-i -1 deducem că există (pentru n E N, n ~ 18) o alegere a semnelor 
+ şi - astfel încât rx n - 1 I = p n-i ± p n-3 ... ± Pi ± p I. De aici rezultă imediat 
egalitatea (8) pentru n par, n ~ 18. Pentru n = IO, 12, 14, 16 se arată prin calcul 
direct că I xn - 1 I < 2p n-i - 1 şi raţionamentul se face ca mai sus. Pentru n = 8 
avem următoarea egalitate p

17 
= 59 = 2p 16 - P15 + P 14 - P

13 
+ 

+ P12 - Pu + P10 - P9 + Ps - P1 - P6 - Ps + P4 + PJ - Pi - P1 + l. 
În cazul în care n este număr natural impar atunci considerăm 

Y =p - - 2p +p -p -p +p y - I n in+I in in-1 · in-2 ••• n+I n· n 
este număr întreg impar care satisface următoarele inegalităţi 

Y.- l = (pin+I- Pzn) + (pin-I - Pin-~)+···+ (pn+i - Pn+I}- Pin+ 
+p -1>2-p +p -I~1-2p . ~ . -~ 

(ultima inegalitate are loc pentru n E N, n impar, n ~ 9, conform punctului iii) 
din teorema 4 a anexei). De asemenea 

Y - I =p -p - (p -p )- - (p -p) - 1 <p - 1 < 2p -1 n in+l 2n in in-1 • • • n+I n n n-1 
(avem căpin+I -Pi. <pn pentru n E N, n ~ 3 conform punctului ii) din teorema 
4 a anexei şi P. < 2pn-i (v') n E N, n ~ 2 conform teoremei 1 a anexei). Din cele 
de mai sus rezultă că IY. - I I este un număr natural impar care satisface inegalităţile 
O< IY.-11 < 2p._1 -1, pentru n E N, n ~ 9, n impar. Aplicând lema I secvenţei 
P1,Pi, ... , P._1, 2pn-l - 1 rezultă că există o alegere a semnelor +şi-astfel încât 
să aibă loc o egalitate de tipul: 

[yn - li = Pn-1 ±pn-i ±···±pi ±pi· 
De aici şi din cele de mai sus deducem imediat valabilitatea egalităţii (8) 

pentru orice număr natural mai mare sau egal cu 8. 
Propoziţia 2 : Pentru orice n E N, n ~ I există o alegere a semnelor+ şi 

- astfel încât să aibă loc o egalitate de tipul: 

Pin+I =Pin± Pi,....1 ••• ±Pi± P1· 
Demonstraţie : Pentru n ~ 3 enunţul rezultă imediat din lema 1 ( cum am 

mai spus şirul numerelor prime satisface condiţiile lemei 1 conform teoremei 1 
din anexă) p = 11 = 7 + 5 -3 + 2 =p +p -p +p p = 5 = 3 + 2 =p +p • • 5 4 3 i I' 3 i I' 
aceasta arată că propoziţia 2 este adevărată pentru orice n E N*. 

Lema 2: Dacă (q
0
). E N• este un şir strict crescător de numere naturale 

satisfăcând condiţiile din Ierna 1 atunci pentru orice n ~ 4 şi orice număr 
natural par 2 k mai mic strict decât qi. există o alegere a semnelor+ şi - astfel 
încât să aibă loc egalitatea: 

2k= q2n-l ± qin-i ± ··• ± qi ± ql. 
Demonstraţie : Au loc inegalităţile - qin-l :;; 2k - qin-l < qin - qin-l < 

< qz,....1 (ultima inegalitate are loc conform teoremei I din anexă) ceea ce înseamnă 
că 12k - qi.-il este un număr natural impar mai mic sau egal cu qin-i. Cum 
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n-12:3 lema 1 ne asigură posibilitatea alegerii semnelor+ şi - astfel încât să 
aibă loc o egalitate de tipul l2k- qin-11 = qin-i ± qin-3 ± ... ± qi ± ql . 

Enunţul lemei 2 este în acest moment evident. 
Propoziţia 3 : Pentru n E N, n 2: 6 există o alegere a semnelor+ şi - astfel 

încât şă aibă loc egalitatea: 

(9) Pin+I = Pin - PiTJ--I + Pin-i - ••• + (-l)n Pn + Pn-1 ± Pn-i ±···±Pi± P1· 
Demonstra,tie : In cazul în care n este par considerăm numărul 

Xn = Pin+! - - Pin+ Pin-I - ••• + Pn+l - Pn • Xn 
este un număr natural par care satisface inegalităţile 

O<xn <p2n+l- pn< 2Pn-l -l, 
pentru n E N, n 2: 1 O, n par ( ultima inegalitate are loc conform punctului iv) din 
teorema 4 a anexei). Aplicăm lema 2 secvenţei p 1, Pi, ... , Pn-l' 2pn-i - 1 şi 
numărului natural par xn < 2pn-I - 1. Există deci o alegere a semnelor+ şi -
astfel încât să aibă loc egalitatea xn = Pn-l ± Pn-i ± ... ± Pi ± p 1• Aceasta 
înseamnă că egalitatea (9) are loc pentru orice număr natural par~ 1 O. 

Dacă n este număr natural impar, ~ 9 considerăm 

Yn = Pin+! - Pin+ Pin-I - •·· + Pn - Pn-1' Yn 
număr natural par care satisface inegalităţile 

O< Yn < P2n+l - Pn-1 < 3 • Pn-2 - Pn-2 - l = 2Pn-i - l, 
pentru n E N, n impar, n 2'. 19 (inegalitatea p 2n+l < 3pn-i este consecinţă a 
punctului i) din teorema 4 a anexei, iar inegalitatea - P._1 < - Pn-l - 1 este 
evidentă). Printr-un calcul direct se poate verifica că O < Y. < 2pn-i - 1 şi 
pentru n = 9, 11, 13, 15, 17. 

Aplicând (pentru n E N, n impar, n 2'. 9) lema 2 secvenţeipl'pi, ... ,pn_2, 

2p._2 - 1 şi numărului natural par Y. (O< Yn < 2pn-i - 1) deducem că există o 
alegere a semnelor+ şi - astfel încât să aibă loc egalitatea Yn = Pn-i ± Pn-3 ± ... 
±Pi± p

1
. Deci egalitatea (9) este adevărată pentru orice n E N, n 2'. 9. Pentru a 

încheia demonstraţia să observăm că au loc următoarele egalităţi 
Pn = 41 = P12- P11+ P10 - P9 + Ps - P1 + P6 + P5 - P4 + P3 + P2 +Pi= 

= 3 7 - 31 + 29 - 23 + 19 - 17 + 13 + 11 - 7 + 5 + 3 + 2. 

P15 = 47 = P14 - P13 + P1i - P11 + P10 - P9 + Ps - A+ P6 + P5 + P4 + A -
-p2 - pi= 43 - 41 + 37 - 31 + 29 -23 + 19- 17 + 13 + 11 + 7 + 
+ 5 -3 -2. 

P 17 = 59 = P16 - P15 + P14 - P13 + P12 - Pu + P10 - P9 + Ps + P1 + P6 -
-A+ P

4 
- P3 - P

2 
+ p

1 
= 53 - 47 + 43 - 41 + 37 - 31 + 29 - 23 + 

+ 19 + 17 + 13 -11 + 7-5-3 + 2. 
Deci egalitatea (9) are loc pentru orice n E N, n 2: 6. 
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ANEXA 
(Teorema lui Scherk) 

4" 
Lema 1: c;" > r• (\t)n E N,n > I. 

2,1n 

Demonstraţie: Inegalitatea de mai sus se demonstrează prin inducţie 

după n. G = 6 > 4
~ ; enunţul este deci adevărat pentru n = 2. Dacă 

2v2 

4" 
c;n > r.: pentru n E N ' n > I atunci 

2,1n 

Cn-+I __ (_2n_+_2_)....,! 
2(n-+t) - [ (n + 1) !]2 

(2n+ 2)(2n+ 1) " 
(n+ 1)2 • Czn = 

2(2n+l) " 2(2n+l) 4" 
=---·C2 >------

n+I " n+I 2/; 
2(2n+l)-4" 2·4" 4n-+1 

---;:::::==>----== 
Jn+I-J4n 2 +4n Jn+I - 2Jn+I 

şi demonstraţia este încheiată ( 2n + 1 > J 4n2 + 4n , deoarece (2n + 1 )2 = 
= 4n2 + 4n + 1 ). 

Lema 2: Dacă notăm cu P"produsul numerelor prime mai mici sau egale 
cu n atunci P" < 4" (\t) n E N* (P

1 
= 1 ). 

Demonstraţie: AvemP
1 
= 1 < 41, P

2 
= 2 < 42. Fie n E N, n > 2 astfel încât 

enunţul lemei 2 este adevărat pentru orice număr natural mai mic strict decât n. 
Dacă n este par atunci P = P < 4•-1 < 4". 

n n-1 

Dacă n = 2k + 1 (k E N*), atunci fiecare număr prim p, pentru care 
k + 2 5. 5. p 5. 2k + 1, 

divide numărul 

rit _ (2k+I)-2k ... (k+2) 
½k+I - k! • 
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Deoarece 

(1 + J)2k+l > Ci'k+I + Ci'ti.1 = 2CJ'k+l 

d d _ k k P. 4k+l c • • d • d • e ucem ca C2k+I < 4 . k+I < con1orm 1poteze1 e m ucţie. 

consideraţiile precedente rezultă că 

I:i -5,_ pk+l. G'k+l < 41o+-1. 4k = 42k+l = 4n_ 

Enunţul lemei 2 este astfel demonstrat. 

Din 

Lema 3: Dacă p este un număr prim astfel incât plc;n şi p ~ ffn atunci 

exponentul lui p în descompunerea in factori primi a lui ½n este egal cu 1. 
Demonstraţie: Conform lemei 1 (teorema Legendre) din paragraful I al 

anexei teoremei lui Brun, exponentul lui p în q'. este egal cu ![[ ;: ]-{ ;, ] } 
Avem că p = .fin doar în cazul n = 2. Deci p = 2 şi exponentul lui 2 în cf = 6 

este egal cu 1. Putem presupune deci că p > .fiii. Această presupunere asigură 

faptul că [ :: ] = O, pentru orice k e N, k ~ 2. Deci 

![; ]-{;. ]}[: ]-{; ]<: -{;-1} 2 
ln acest momentenun~l este demonstrat [ ! [[:. ]-{;,]} 1 ~=PI½,) 

Lema 4: Dacă n este un număr natural mai mare strict decât 2, atunci 
2 

nici un număr prim p pentru care -n < p -5:. n nu poate să dividă numărul G'. . 3 _n 

Demonstraţie. Dacă p este un număr prim astfel încât i n < p -5:. n atunci 
3 

1 ~ > ~ şi 2< 2 > 3 Deci [: ]= 1 ,[: ]= 2 şi [; ]- z[:] = 2 

4n2 . 2n 2n 9 9 
- 2 =O.Dacă k E N, k ~ 2 atunci pk ~ p 2 >- s1 -<-<-<-<1 

9 • l- p2 2n -10 

pentru n H De aici deducem că [ ;: ]-{;,]=O pentru orice k e N , n 2 . 
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Folosind din nou teorema lui Legendre (lema I din paragraful I al anexei teoremei 
lui Brun) enunţul lemei 4 este demonstrat pentru n ~ 5. Dacă n = 3 sau n = 4 
rezultă că p = 3. Cum 3 J c: = 20 şi 3 J c: = 70 enunţul lemei 4 este demonstrat 
şi în cazurile n = 3 şi n = 4. 

Lema 5. Exponentul numărului prim p în descompunerea în factori primi 
a lui G'n este egal cu I dacă n < p < 2n. 

Demonstraţie. Dacă p este un număr prim astfel încât n < p < 2n atunci 

2n n [2n] {n] I <-; < 2 şi -; < I. Aceasta înseamnă că -; - -; = I - 2 - O = I. Dacă 

2n 2n 2 di • a1· ·1 d d du k E N, k ~ 2 atunci -k $ -
2 

< - . Dacă n 2!'. 2 n meg 1tăţ1 e prece ente e cern 
p p n 

că [ :: ]-{ ;, ] = O pentru k ~ 2. Folosind din nou teorema lui Legendre 

(invocată şi mai sus) enunţul lemei 5 este demonstrat. Dacă n = I nu există p 
prim care să satisfacă inegalităţile n <p < 2n. 

n 
Lema 6: n-(n)$--l pentru n E N, n ~ 14. 

2 

14 
Demonstraţie: n-(14) = 6 = --1. Enunţul este deci adevărat pen-

2 
trun = 14. 

Dacăn E N, n 2!'. 15 atunci numerele 1, 9, 15, 4, 6, 8, 10 ...... , z[~]nusunt 

prime şi sunt mai mici sau egale cu n. Deci n( n) ~ n -[ 3+[ ~J-1} 
=n-2-[;]< n-2-( ~-1 H-L 

Lema 7: Dacă notăm cu Rn produsul numerelor prime p care satisfac 

n 

43 
inegalităţile n < p $ 2n atunci R,, > n (v')n 2:: 98 (dacă nu există p 

2.µ(2n)' 
prim astfel încât n < p $ 2n atunci convenim că Rn = 1 ). 

Demonstraţie: Din modul de definire al numărului R se deduce că 
n 

R,, lc;n şi deci c;n = R.,, · Qn unde Qn E N. _. Folosind lema 5 deducem că orice 
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divizor prim p al lui Q. trebuie să fie mai mic sau egal cu n. Din lema 4 rezultă 

2n 
mai mult, anume că orice divizor prim p al lui Q trebuie să fie ~-. Să 

" 3 

observăm că dacă cflG'n, q fiind număr prim, atunci qr ~ 2n. Să presupunem că 

,f > 2n. _Aceasta înseamnă că [ ;: ]= O, (\l)k <Or şi deci exponentul lui q în G'" 

este egal cu 

([2y] - 2[y] < 2y- 2(y- 1) = 2 şi deci [2y] - 2[y] ~ 1, (\t) y E R). Aceasta însă 

contrazice ipoteza cflG'n. Deci q' ~ 2n. 

Dacă exponentul unui număr prim p în descompunerea lui Q. este mai 

mare strict decât I atunci p < .fi;. Q. se poate scrie sub forma Q. =A.· B., 
unde An' B. E N* , (A •. B.) = 1, A. este produs de numere prime diferite, iar B. 
are calitatea că orice număr prim q care divide pe B. trebuie să satisfacă şi 

2n 
relaţia q2 I B •. Deoarece orice divizor prim al lui Q. este ~ 3 , rezultă că 

[2•] 2n 
A. ~ l 2;] < 4 

3 ~ 4 3 . Ţinând cont de observaţiile precedente ( dacă cf I G'n 

şi q e prim atunci q' ~ 2n şi dacă exponentul unui număr prim p în descom

punerea lui Q. este mai mare strict decât 1, atuncip < ffn conform lemei 3), 

deducem că B. ~ (2n t([Jznl). Deoarece n 2'. 98, atunci [ $] 2: 14 şi 

Zn H 
Folosind inegalităţile obtinute pentru A si B rezultă că Q = A • B < 43 (2 ) 

' "'" "nn ·n' 
pentru n 2'. 98. Ţinând cont şi de lema 1 obţinem inegalităţile: 

4" ~ H 
r < c;. = R,, · Q,, < R,, • 4 3 

• (2n) . Lema 7 este astfel demonstrată. 
2,1n 
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Lema 8: 2k > l 8(k + l ), (\;/) k E N, k ~ 8 şi 2x > 18x, (\;/) x E R, x ~ 8. 
Demonstraţie: Prima parte e enunţului se demonstrează prin inducţie după 

k. Pentru k= 8 enunţul este adevărat deoarece 28 = 256 > 18 · 9 = 162. Presupunând 
că 2k > 18 (k + 1) (pentru un k E N, k ~ 8) deducem că 2.t+1 = 2t • 2 > 36 (k + 
+ 1) > 18 (k + 2). Raţionamentul prin inducţie este încheiat. Dacă x E R, x;;:: 8 
atunci 2i ~ 2[:i:J > 18([x] + 1) > 18 x (am folosit prima parte a enunţului precum 
şi inegalitatea [x] + 1 > x). 

Lema 9: 2k > 6(k+ 1), (\;/) kE N, k~ 6 şi 2x > 6x, (\;/) x E R, x ~ 6. 
Demonstraţie: Se face exact la fel ca demonstraţia lemei 8. 
Lema 10: R. > 2n pentru orice n E N, n ~ 648 . 
Demonstraţie: Conform lemei 7 este suficient să demonstrăm că 

n t 
43 >4n/;-(2n) 

2
, (\;/) n E N, n ~ 648. Deoarece n ~ 648 rezultă că 

,-;c ,fin 
v 2n;;:: 2 • 18 = 6 şi deci 2-6- > .fin (conform lemei 9). Ridicând ultima 

6 6 

inegalitate la puterea ffn obţinem că: 2 ~ > { ffn).rz; = (2n) ~ . Folosind lema 

2n 2n 2n 
8 (si tinând cont că - > 8 pentru n ~ 648) deducem că 2 9 > 18 • - = 4n . De 

' ' 9 9 
n 

aici rezultă imediat că 2 3 > 4n · ~ > 4n/;. Această ultimă inegalitate, 

n ~ n t 
împreună cu evaluarea 23 >(2n) ', conduce la inegalitatea 43 >4n/;(2n) '. 

Enunţul este deci demonstrat . 
Lema 11: Dacă n E N, n ~ 648 atunci există cel puţin două numere prime 

mai mari strict decât n şi mai mici decât 2n. 
Demonstraţie. Dacă ar exista cel mult un număr prim având calităţile 

indicate mai sus atunci R ar trebui să satisfacă inegalitatea R :s; 2n; ceea ce nu 
n n 

este posibil pentru n E N, n ~ 648 conform lemei 10. Enunţul lemei 11 este 
astfel demonstrat prin reducere la absurd. 

Lema 12. Dacă n E N, n > 5 atunci există cel puţin două numere prime p 
astfel încât n < p $ 2n (de fapt p < 2n deoarece pentru n E N, n > 5, 2n este 
număr compus). 

Demonstraţie: Conform lemei 11 trebuie să demonstrăm enunţul pentru 
n E N, 6 $ n :s; 647. Pentru n = 6 enunţul este adevărat deoarece 6 < 7 < 11 < 
< 12 = 2 • 6. Fie acum următoarea secvenţă de numere naturale: q

1 
= 7, q

2 
= 11, 

q3 = 13, q4 = 19, q5 = 23, q6 = 37, q7 = 43, q
8 

= 73, q
9 
= 83, q

10 
= 139, q

11 
= 163, 

q12 = 277, q
13 

= 317, q
14 

= 547, q
15 

= 631, q
16 

= 653, q
17 

= 1259. Numerele din 
această secvenţă sunt toate numere naturale prime şi în plus este verificată 

148 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



inegalitatea qk:+2 < 2 • qk, (V) k = 1,15. Fie acum n E N, 6 < n:::; 647. Există un 
unic k E N•, k:::; 15 astfel încât qk:::; n < q1r+1. Deoarece q1r+2 < 2 · qk ~ 2n 
deducem că între n şi 2n se află cel puţin două numere prime şi anume 

qlr+l Şl qlr+2' 

Teorema 1. pk-+-1 < 2 · pk, (V) k E N*. 
Demonstraţie. Dacă k E N, k ~ 4 atunci A~ 7 > 5 şi conform lemei 12 

deducem că P1c+i < 2 pk (se întâmplă chiar mai mult şi anume pk:+2 < 2 • A)
Deoarece p

2 
= 3 < 2 · 2 = 2p I' p3 = 5 < 2 · 3 = 2 · Pi, p 4 = 7 < 2 · 5 = 2A, enunţul 

teoremei 1 este în acest moment demonstrat. 
Deşi pentru demonstraţia teoremei lui Scherk vom folosi doar rezultatul 

enunţat în teorema 1, vom demonstra în continuare un rezultat celebru de teoria 
numerelor enunţat în 1845 de Bertrand şi demonstrat de Cebîşev în 1850. 

Teorema 2. Dacă n E N, n > 3 atunci există un număr prim p astfel încât 
n <p <2n-2. 

Demonstraţie: Folosind lema 12 pentru n EN, n ~ 6 deducem că există 
două numere prime p şi q încât n < p < q < 2n. De aici rezultă imediat că 
p :::; 2n - 2 şi enunţul teoremei 2 este demonstrat pentru că 2n - 2 este număr 
compus pentru n E N, n ~ 6. Dacă n = 5, atunci 5 < 7 < 2 · 4 = 8 şi dacă n = 4, 
atunci 4 < 5 < 6 = 2n - 2. Enunţul teoremei 2 este în acest moment demonstrat. 

Corolar. Dacă n E N, n > 1 atunci există p un număr prim astfel încât 
n<p<2n. 

Demonstraţie: Dacă n E N, n ~ 4, atunci totul rezultă din teorema 2. Dacă 
n = 3, atunci 3 < 5 < 2 · 3 = 6 şi dacă n = 2, atunci 2 < 3 < 2 · 2 = 4. Enunţul 
corolarului este demonstrat. 

În cursul demonstraţiei teoremei 1 s-a probat şi următorul rezultat: 

Teorema 3: Pk+2 <2pk, (V)kE N,k:2:4. 
-:ţ:. 

Teorema 4: Au loc următoarele inegalităţi: 

i) Pi.+i < 3 P._2, pentru n E N, n ~ 18; 
ii) P2n+l <Pin+ P., pentru n E N' n ~ 3; 
••• ) < + 2 N > 9 • Ul P2n -P. Pn-l'pentru n E , n - , n impar; 
iv) Pin+I <p" + 2p._1 - 1, pentru n E N, n ~ 10, n par. 
Demonstraţie.Pentru demonstrarea teoremei 4 avem nevoie de următoarele 

rezultate: 

3 
(1) p

0 
> n (ln n + ln ln n -

2 
), pentru n E N, n ~ 2; 

1 
(2) p

0 
< n (ln n + ln ln n -

2 
), pentru n E N, n ~ 20. 

Demonstraţia rezultatelor anterioare poate fi găsită în articolul Aproximate 
formulas for some functions of prime numbers de Ros ser J. B. şi Schoenfeld L. 
din Illinois J. Math. volumul 6, 1962, paginile 64-89. 
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În cele ce urmează vom demonstra doar inegalitatea i), modul de 
demonstrare pentru celelalte inegalităţi fiind absolut acelaşi. Vom arăta în 
continuare că funcţia 

4 3 
f(x) = -( ln(x-2)+ ln ln(x-2) )-ln(2x+ 1)-lnln(2x+ 1)--

3 2 
este pozitivă pe intervalul [230, +ex,). Să observăm că funcţia/ este crescătoare. 
Într-adevăr 

/'(x)=~--1-+~- 1 __ 1 ___ 2_ 1 __ 2_>0 
3 x-2 3 ln(x-2) x-2 2x+l ln(2x+l) 2x+l ' 

deoarece 

4 2 1 1 
--->--si--->---, 
3(x-2) 2x+ 1 • ln(x-2) ln(2x+ 1) 

pentru (V) x e [230, + 00 ); aceasta înseamnă că funcţia/ este crescătoare pe 
intervalul amintit. Folosind tabela cu logaritmi naturali vom calcula 

4 4 
/(230) =-(ln2,28+ lnlOO )+ -ln(ln 2, 28 + ln 100)-

3 3 

3 
- ln 4,61 - ln 100 - ln(ln 4,61 + ln 100) - - = 

2 

4 4 
= -(O, 8242 + 4,6051) + - ln(O, 8242 + 4, 6051)-

3 3 
- (1,5282 + 4, 6051)- ln(l, 5282 + 4, 6051) -1,5 2: 

4 4 
2: 3 · 5,4293 + 31n 5, 42- 6, 1333 - ln 6, 14 - 1, 5 = 

4 
= 7, 2390 + - · 1,6901 - 6, 1333 - 1, 8148 - 1, 5 = 

3 
= 1, 1057 + 2, 2534 - 1, 8148 - 1, 5 = 1,1057 ++O, 4386 -1, 5 = O, 0443. 

Cum eroarea în scrierea logaritmilor este de cel mult 0,0001, din cele de mai sus 
deducem că .1(230) > O şi cum/ este funcţie crescătoare rezultă că/ este funcţie 
pozitivă pe intervalul [230, + 00 ). De aici obţinem imediat wmătoarea inegalitate: 

4 3Î 1 
(3) -(ln(n - 2) + ln ln(n - 2) - -) > ln(2n + 1) + ln ln(2n + 1) - -, 

3 2 2 

(V) n e N, n 2: 230. 
Folosind inegalităţile (1) şi (2) precum şi faptul că 
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pentru n ~ 230, deducem că 

3p >3(n - 2)(ln(n - 2) + ln ln(n - 2) - ~J> n-2 
2 

> ~ (2n + 1 )(ln(n - 2) + ln ln(n - 2) - ~i > 
3 2 

1' 
> (ln(2n + 1) + ln ln(2n + 1) -

2
) · (2n+ 1) > P2 .... 1 

pentru n ~ 230 (am ţinut cont în şirul de inegalităţi de mai sus de inegalitatea 
(3)). Pentru a demonstra inegalitatea din enunţ pentru 18 $ n $ 230 vom proceda 
într-o manieră asemănătoare procedeului din soluţia lemei 12. Fie secvenţa: 

p
37 

= 157, p
39 

= 167, p
41 

= 179, p 45 = 197, p
47 

= 211, p
51 

= 233, 

p
55 

= 257, p61 = 283, p65 = 313, p75 = 379, p
87 

= 449, p
99 

= 523, p
121 

= 661, 

p
145 

= 829, p
177 

= 1051, p
217 

= 1327, p
273 

= 1753, p
339 

= 2281, p
429 

= 2971, 

p461 = 3259, de numere naturale prime cu proprietatea că dacă p 2a+t' p 2~+I sunt 
doi termeni consecutivi ai secvenţei precedente, atunci p 2~+i < 3pa_,; în plus 
p37 = Pz.1s+i = 157 < 3 • 53 = 3 • p 16 = 3 • p 18_2 (să menţionăm că: p 16 = 53, 
p

17 
= 59,p

18 
= 61,p

19 
= 67,p

21 
= 73, p

22 
= 79,p

24 
= 89,p

26 
= 101,p

29 
= 109, 

p
31 

= 127, p
36 

= 151, p
42 

= 181, p
48 

= 223, p59 = 277, p
11 

= 353, p
87 

= 449, 
p107 = 587,p

135 
= 761,p168 = 997,p

213 
= 1303). Fie acump

2
;+1' unde 2i + 1 E N 

şi 37 $ 2i + 1 $ 461, un număr prim care este situat în intervalul (p2a ... I' p 2~+1], 

unde Pza+I şi p 2~ 1 sunt doi termeni consecutivi ai secvenţei indicate mai sus. 
Atunci 2i + 1 2'. 2cx + 3, i 2'. ex+ 1, i - 2 2'. cx-1. Folosind aceste inegalităţi precum 
şi calităţile secvenţei de mai sus (p2~ .. 1 < 3p a-,) deducem că p 2;+i $ p 2~+I < 3 · 

·Pa-I$ 3 P;-z ceea ce reprezintă chiar inegalitatea i) pentru orice i=19,230. 

Pentru i = 18 avem că p
37 

= 157 < 3 · p
16 

= 3 · 53 = 159. Deci inegalitatea i) este 
valabilă pentru orice n E N, n 2'. 18 . 
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TEOREMA LUI WARING 

Introducere 

în anul 1640 Fermat propunea următorul enunţ: orice număr natural se 
poate scrie ca suma a patru pătrate de numere naturale. Folosind o identitate a 
lui Euler, Lagrange reuşeşte să demonstreze acest enunţ în anul 1770 ( enunţul 
de mai sus este astăzi cunoscut sub numele de teorema lui Lagrange. 
Demonstraţia acestei teoreme este dată în paragraful I al anexei). 

Edward Waring în Meditationes Algebraice (ediţia din 1770 şi ediţia din 
1782), prin examinarea unor cazuri particulare, afirmă că orice număr natural se 
scrie ca suma a nouă cuburi de numere naturale, 19 puteri a 4-a de numere 
naturale, ş.a.m.d. Prin teorema lui Waring astăzi se înţelege faptul că pentru 
orice k, număr natural nenul, există un număr natural nenul g(k), ce nu depinde 

decât de k, astfelîncât, (V) n E N, există n;E N (i=l,g(k)) aşa încât 

n= ~)nt. 
i=I 

După demonstrarea unor cazuri particulare de către diverşi matematicieni 
(pentru k= 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 şi 10) în anul 1909 Hilbert reuşeşte să demonstreze 
teorema lui Waring [D. HilbertBeweisfar die Darste/lbarkeit der ganzen Zahlen 
durch eine feste Anzahl n-ter Potenzen (Waringsche Problem), Gottinger 
Nachrichten, 1909 pagina 17-36 şi Math. Annalen, volum LXVII(67), 1909, 
pagina 281- 300]. în acest capitol se dă demonstraţia teoremei lui Waring urmând 
articolul lui W. J. Ellison intitulat Waring 's Problem şi publicat în American 
Mathematical Month/y, volwnul 78 din 1971, paginile 10-36. Demonstraţia din 
acest articol urmează ideile lui Hilbert, precum şi îmbunătăţirile aduse 
demonstraţiei lui Hibert, îmbunătăţiri datorate lui Hausdorff, Stridsberg şi Ellison. 
Raţionamentul principal al demonstraţiei se bazează pe o inducţie după k precum 
şi pe o consecinţă a unei leme a lui Hilbert care afirmă că dacă teorema lui 
W aring este adevărată pentru un număr natural nenul k atunci ea este adevărată 
şi pentru 2k. în anexă există şase paragrafe structurate după cum urmează; în 

152 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



paragraful I se dau două demonstraţii diferite ale teoremei lui Lagrange (una din 
ele foloseşte teorema lui Minkovski asupra corpului convex), în paragraful II se 
demonstrează că mulţimea polinoamelor omogene de grad n în k variabile cu 

coeficienţi reali formează un spaţiu vectorial peste R de dimensiune C!;L 
(k, n E N; k~ 1), (paragrafele III, IV, V şi VI se ocupă cu demonstrarea unor 
fapte „clasice" despre mulţimile convexe în R", scopul lor fiind demonstrarea 
unei afirmaţii „cheie" ce apare în soluţia lemei lui Hilbert (anume g E co S). 

Un absolvent al anului I al Facultăţii de Matematică poate parcurge rară 
dificultate acest text. 

Demonstraţia teoremei lui Waring 

Pentru a da demonstraţia teoremei lui W aring (pusă sub forma teoremei I) 
vom arăta echivalenţa acestei cu teorema 2 şi apoi vom trece la demonstraţia 
acestei a doua teoreme. 

Teorema 1 (W arin g) Pentru orice k număr natural nenul există g(_k), 
un număr natural nenul care nu depinde decât de k, astfel încât orice număr 
natural n se poate scrie sub forma 

ili) -
n= 2:.nt, unden.E N, (\i)i=l,g{k). 

i=I I 

Teorema 2. Dacă k este ca în teorema 1 există atunci A şi M numere 
naturale nenule şi A

1
, A

2
, .•• , AM' numere raţionale pozitive, care depind doar de 

k astfel încât orice număr natural N astfel încât N ~ A se poate scrie sub forma 

M --
N = Ikn~, unde n,. E N, (V) i= 1,M. 

I I 
i=I 

Luând A = 1, M = g(_k) şi A
1 
= A

2 
= ... = AM= I este evident că teorema 1 

implică teorema 2. Pentru a demonstra implicaţia cealaltă considerăm cr E N, 
cel mai mic multiplu comun pentru numitorii numerelor Ar În aceste condiţii 
numerele cr. =A.· cr sunt numere naturale. Fie x E N , x ~ cr • A. Există atunci 

I I 

numerele naturale N şi 0 astfel încât x = N • cr + 0, unde N ~ A şi O :5 0 < cr 
(conform teoremei împărţirii cu rest). Uzând de teorema 2 deducem următoarea 

M --
scriere pentru N: N = lÂ;nt (n; fiind numere naturale, (V) i = 1,M). Din 

i=l 

consideraţiile anterioare rezultă că x se poate scrie sub forma 
M 

x=Ncr+ 0 = =L:r. -i +0; 
I I 

i=l 

deci orice număr natural x, x ~ cr · A se poate scrie ca suma a cel mult 

{ cr -1 + !i C1';} k-puteri. Aceasta înseamnă că orice număr natural se poate 
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ca suma a cel mult { A a+ a - I+! (J;} k-puteri. Am demonstrat deci şi faptul 

că teorema 2 implică teorema 1, deci cele două enunţuri sunt echivalente. 
Cheia demonstraţiei teoremei 2 este următoarea lemă ce aparţine 

lui Hilbert. 
Lema 1. Pentru orice k, număr natural există A.

0
, A.1, ... , AN' numere 

(2k+ 1)(2k+ 2)(2k+ 3)(2k+ 4)) 
raţionale pozitive (unde N = ----------- şi numerele întregi 

24 

C¾.,, CXu.2, ... , C¾.5, cx1.1, cx,.2 , ... , Otl.5 , ... , cxN.i , ... , OtN.5 astfel încât să aibă loc 
egalitatea 

( 
2 2 2 )k N ( )2k 

Xi +x2+ ... +x5 = LA; CXi!Xi+ ... +CX;5x5 , 
t=O 

oricare ar fi xi' x
2

, ... , x
5 

numere reale. 
Demonstraţie: Conform propoziţiei din paragraful II al anexei, 

mulţimea formelor (polinoamelor) omogene de grad 2k în 5 variabile 
cu coeficienţi reali formează un spaţiu vectorial V peste R de dimensiune 

4 (2k+ 1)(2k+ 2)(2k+ 3)(2k+4) 
c2k+4 = N =-----------. 

24 
Considerăm S mulţimea vectorilor din V daţi de fomele L = L(cx) = 

- ( )2k d • • 1 - ex?,+ ... + cx~5 , un e ex,,~, ... , cx5 sunt once nwnere raţ10na e. 
Notăm prin co S intersecţia tuturor submulţimilor convexe ale lui V care 

conţin pe S ( co S se numeşte acoperirea convexă a lui S). 
Conform teoremei lui Caratheodory, demonstrată în paragraful mal anexei, 

N 
orice element a aparţinând lui co S poate fi scris sub forma a= LA;s; unde 

i=O 
-- -- N 

s; E S, (v') i = O,N, A; E R+, (v') i = O, N şi în plus LA;= 1. În acelaşi loc 
i=O \ 

citat mai sus s-a demonstrat faptul că dacă a e vector raţional (adică toate 
coordonatele sale sunt numere raţionale) şi toţi vectorii din S sunt raţionali ( ceea 
ce în cazul nostru este evident adevărat) atunci numerele A; de mai sus pot fi 
alese chiar raţionale. Conform consideraţiilor precedente pentru a demonstra 

lema e suficient a arăta că un multiplu raţional al formei (x1
2 + Xf+ ... +xff t 

aparţine lui co S. 
Fie g E V vectorul dat de formula 

J(CXix,+ ... +a5X 5 f da:1 ... dcx5 

g=-~----------
J dcx1 ... dcx5 
R, 
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unde 

~ ={(ai,a2 ••• a 5 )E R
5
lo:i+a;+ ... +a: ~1} 

ş1 dcx1 d~ ... dcx5 este măsura Lebesgue din R5 . 
Să menţionăm aici faptul că în anexă am folosit în locul notaţiei tradiţionale 

pentru măsura Lebesgue din Rm notaţia „v" pentru a uşura scrierea. Să 
mai spunem că semnificaţia formulei pentru explicitarea lui g este 

următoarea: coordonata lui g corespunzând monomului xr• ... X!' , unde P1, ... , 

5 
Ps sunt numere naturale astfel încât 2, P; = 2k, este dată de formula 

i=l 

J n • cx~1 
••• cx!s dCXi ... dcx5 

Ro 

unde n este un număr natural care depinde doar de PI' ... , Ps (mai exact 

n. a~1 ... a~s este coeficientul lui Xf1 
... Xf' în descompunerea polinomului 

( cx1X1 + ... + cx7sfk în sumă de monoame). 
Afirmăm că g E co S. Această afirmaţie esenţială pentru demonstraţia 

lemei, va fi demonstrată la sîarşitul paragrafului VI din anexă. 
g este un polinom omogen de grad 2kîn variabilelex1 , ... ,x5• Fie acum xi' 

x2, ... , x5 numere reale fixate astfel încât x1
2 + x:+ ... +x; >O. 

Pentru a calcula valoarea lui g în punctul (xi' x2 , ... , x5
) vom face următoarea 

schimbare de variabilă: 

{

t, = P11cx1+ ... +P,scx.s 

(*) : 
fs = Ps,CX1+ ... +PssCX.5, 

f-' I 2 2 2 ' 1-'y - ' ' ' 
unde A1. = J X; , ('v') i = 1,5, iar ceilalti A .(i > 2 i = 25 1· = îs) 

X1 +xz+, .. +xs 

sunt aleşi astfel încât matricea (Pii) .. _ să fie o matrice ortogonală ( dacă notăm 
,,_,=1,5 

e, = (P 11 , P12, ••• , P15) acesta este un vector unitar din R5; ştim atunci că există 
e

2
, e3, e4, e5, astfel încât e

1
, e

2
, •.. , e5 să formeze o bază ortonormată a lui R5. 

Dacă notăm coordonatele lui e. cu p. 1 , ... , p. 5 atunci matricea ( Pii) .. _ este o 
J J, ], 1,1=1,5 

matrice ortogonală). Ţinând cont de formula lui g, de schimbarea de variabilă 
considerată mai sus precum şi de faptul că o transformare ortogonală 
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transformă pe Ro în Ro deduc că g = ci( X1
2+ ... +x; r J t12kdt1 ···dt5 (am ţinut cont 

li,. 

de formula schimbării de variabilă şi de faptul că modulul determinantului unei 

matrici ortogonale este 1 ). g se poate scrie sub forma g = ~ xt + x; + ... + x; r 
unde 

c11 = Jdct1 ... dcx5 , c=c;fttkdt1 ... dt5 • 

~ Ro 

Constanta ceste strict pozitivă (funcţia t!k este continuă, mai mare sau egală cu 

O pe R0 şi măsura Lebesgue a mulţimii punctelor din R0 în care această funcţie se 

anulează este O). Cum egalitatea g = C ( X 1
2 

+ X Î +···+X: r are loc oricare ar fi 

1 • ~ d" • 2 2 i O ( d • d xi' x2 , ... , x5 numere rea e care sansiac con 1ţia x1 + x2+ ... +x5 > c nu epm e 

de xi' ... , x5) şi g este şi el un polinom în x1 , ... , x5 atunci egalitatea de mai sus 
are loc şi pentru punctul (x" ... , x5) = (0,0, ... , O). 

Cum am menţionat mai sus g E co S. Deoarece O E co S şi co S este 
evident o mulţime convexă atunci A · g E co S, ('ii') A E [O, I]. 

r 
în particular alegem A= - , unde r E {t. şi O < r < c. Din cele de mai sus 

C 

rezultă că r • ( X1
2 + ... + XJ / este un vector raţional ce aparţine lui co S. Con

form consideraţiilor de la începutul demonstraţiei lemei (legate de teorema lui 
Caratheodory) lema este în acest moment demonstrată. 

Să mai menţionăm aici că dacă T este mulţimea vectorilor din V daţi de 

formele L = (O\X1 + ... + cx.75)
2
\ unde ex; E R, ('ii') i = 1,5, satisfac condiţia 

cx.f +ex~+ ... +ex; ::; 1 atunci într-un limbaj intuitiv ( dar imprecis) g este „centrul 

de greutate" asociat corpului T (în orice punct Tare masa I). 
Lema lui Hilbert este importantă mai ales pentru următoarele trei corolare: 
Corolar 1. Pentru orice k şi y, numere naturale nenule, există întregii ~. 

CX.1 , ••• , ctN' Po , ... , pNşi numerele raţionale pozitive A.0 , A.1, ... , AN (unde N, A;, ct; 

depind doar de k) astfel încât să aibă loc egalitatea: 

(xt+ YY, = IA;{cx.ix1 +PJ2k (V) x1 E R 
i=O 

(să notăm faptul că p0, p1 , .•• , PN depind de y). 
Demonstraţie: folosind lema 1 şi faptul că orice număr natural se scrie ca 

suma a patru pătrate de numere naturale ( acest fapt este demonstrat în paragraful 
I al anexei) enunţul corolarului este evident. 

Corolar 2: Dacă teorema 2 e adevărată pentru k = m atunci ea este 
adevărată şi pentru k = 2m. 
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Demonstraţie. Dacă punem în corolarul 1 x
1 
= O şi k= m deducem existenţa 

unor numere raţionale pozitive A0 , A
1 

, .•. , AN care nu depind decât de m (N este 
un număr natural care nu depinde şi el decât de m) astfel încât pentru orice y E N 

N 
există P0 , P1 , ... , PN numere naturale aşa încât ym =LA;. p;m (în enunţul 

i=O 

corolarului 1 numerele p0, P1, ... , PN erau întregi însă, deoarece ele apar la puteri 
pare, pot fi considerate chiar numere naturale). Cum teorema 2 este adevărată 
pentru k = m există atunci A şi M, numere naturale nenule ce nu depind decât de 
m, astfel încât orice număr natural P ~ A se poate scrie sub forma 

M 
P= I,µ; ·Y;" 

i=O 

(µ
0

, µ1 , ... , µM sunt numere raţionale pozitive care nu depind decât de m; Y; E N, 

(V) i = O,M). Aplicând consideraţiile de mai sus pentru orice j =0,M 

- N 
există numerele naturale p .. (i = O N) astfel încât ym = ~ A A.Zm. Deci 

),I , J -'-' 1P1.1 
i=O 

unde v;(i = O, M • N) sunt numere raţionale pozitive care nu depind decât de m 
( sau de 2m) Deci teorema 2 este adevărată şi pentru k = 2m. În continuare facem 
următoarea: 

Convenţie de notaţie: Dacă n este un număr natural care se scrie sub forma 
M 

n = I A.;nt unde ME N şi Al' A2, ••• , AM E Q+ sunt numere ce nu depind decât 
i=l 

de k (n; E N (v') i = 1, M) vom scrie atunci n = l: (k). 
Această convenţie a fost racută pentru a uşura scrierea în cele ce urmează. 
Exemple: a) Dacă a= :E(k) şi b = l:(k) atunci a+ b = :E(k) 

b) Dacă a= l:(2k) atunci a= l:(k) 
c) Dacă a= 1:(k) atunci conform corolarului 2 avem şi 

relaţia a = :E(2k). 
Exemplele de mai sus sunt aproape imediate însă sunt importante în tot 

ceea ce urmează. 
Corolar 3: Fier, m, x si Tnumere naturale astfel încât r< m si x2 < T. Are 

loc atunci umătoarea egalitate: ' 
r-1 
LBvrx2vTm--v + x2'Tm-r = L(m), 

,=O 

unde coeficienţii B vr sunt numere naturale şi sunt funcţii explicite doar de m şi 
r (conform convenţiei de mai sus numerele A

1 
, ••• , AM nu depind de x şi T ci 

doar de m). 
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Demonstraţie: Să observăm întâi că dacă în egalitatea de la corolarul I 
punem k = m + r şi derivăm în raport cu x

1 
de 2r ori obţinem o egalitate 

de forma: 

{*) !cxv,,xt(xf + y)m-v = L(m), 

unde cxv, sunt numere naturale nenule care depind doar de r şi m ( egalitatea 

d ( 2 )m+r f 2v( 2 )m--v 
----i;- X1 + y = LCXv,rXI X1 + y 
OX1 v=O 

se obţine uşor prin recurenţă de la r = O până la r = m - 1 uzând în plus şi de 
formula de derivare a produsului aparţinând lui Leibniz anume 

(/· g)(n) = ic:Jlk). g(n-k)' 
k=O 

unde J şi g sunt funcţii definite pe R cu valori în R). Aparent în partea dreaptă a 
identităţii (*) scrierea l:(m) nu ar fi justificată fiindcă există o dependenţă a 
coeficienţilor A1 , ... , AM de r. Însă cum r depinde de m (anume r < m, r E N) 
lucrurile sunt clare şi scrierea este justificată. 

Pentru a demonstra enunţul corolarului vom face o recurenţă de la r = O 
până la r = m - 1. Pentru r = O enunţul este clar. Dacă în identitatea ( *) punem 
x

1 
= x şi y = T - x2 (y E N deoarece T > x2) obţinem identitatea: 

r 

(**) LCXv,rx
2

vTm--v = L(m), 
v=O 

Punem în egalitatea de mai sus r = 1 şi obţinem egalitatea 
a

0
_J.,,, + cx1,1x2T"-1 = 1:(m), unde cx.0,1 şi cx1_1 sunt numere naturale care depind de 

m. Fie pun număr natural astfel încât cx0 1 + P să fie multiplu de CX11 . Există deci 

B0,1 un număr natural nenul astfel încât '¾.i + P = cx.1.1 • B0_1. Consideraţiile 
precedente ne arată că B

0
_
1 
nu depinde decât de m (la fel şi numărul natural P). 

În consecinţă 
cx.1,1· Bo,1. T" + cx.1,1 xip-1 = (cxo,1 + P)T" + cx.1,1 x2p-1 = 
=PI'"+ (cx.0,

1 
I'"+ x2T"-1 · cx.1,1) = PT" + 1:(m) = 1:(m) 

( deoarece p nu depinde decât de m ). împărţind egalitatea de mai sus cu cx1 1 

obţinem căB0_ 1 T"+ x2T"-1 = 1:(m), ceea ce demonstrează corolarul pentru r = i. 
Presupunem acum că enunţul corolarului este adevărat pentru orice i = 0,r, că 
r + I < m şi vom arăta că enunţul este adevărat pentru r + 1. Conform(**) 
(1) ex T"+cx x2p-1+ .... +a xi,p-r+cx x2,+2p-,-1=l:(m) 

O,r+l l,r+l r,r+l r+l,r+I ' 

unde cx;_r+i sunt numere naturale care nu depind decât de r + 1 şi m(i = O,r + 1). 
Conform ipotezei de recurenţă avem egalitatea: 
(2) B I'"+ B x2p-1 + .... + B x2r-2T"-r+I + r' p-r. = 1:(m), 

O,r l,r r- 1,r 

unde B;,, sunt numere naturale ce nu depind decât de r şi m. Fie ex un număr 
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natural astfel încât ex+ ex,_,...1 să fie multiplu de ex,...1,,...1; există deci Br,r+i număr 
natural care nu depinde decât de m şi r + 1 (la fel ca şi ex) aşa încât 

ex+ex =ex ·B r,,+I r+].,+J r, ,+l. 

Înmulţim egalitatea (2) cu ex şi adunăm apoi relaţia obţinută cu egalitatea 
(1). Vom obţine următoarea egalitate: 

[ 

A Tm A 2r-2Tm-r+I B 2rTm-r 
1-'0,r+l + ... +l-',-1 r+IX + exf'l-1 r+l. r,r+IX + 

(3) +"' 2r+2Tm~r+I) = ~{ ) • 
..... ,+l,r+lx L, m ' 

unde ~i,r + 1 sunt numere naturale care nu depind decât de r + 1 şi m (pentru 

(V) i = O, r - l ). Continuând procedeul de mai sus, folosind şi ipoteza de recurenţă 

pentru r - 1 apoi pentru r - 2 etc., vom obţine o relaţie de forma 

f 2v m-v 2r+2 m--(1'1-l) ~{ ) 
( 4) L., ar+I r+I • Bv r+lx T + a,+I r+lx T = L., m • 

v=O ' , ' 

Împărţind apoi la o:,+t,,+i vom obţine enunţul (Bv_,...1 sunt numere naturale 
ce nu depind decât de r+ I şi m). 

Lema 2: Fie A şi k numere naturale nenule. Atunci pentru T număr real 
pozitiv suficient de mare, orice număr natural n cuprins în intervalul 
[A1"', A(T+ I)k] se poate scrie sub forma: 

n = A'P + b1 P-1 + ... + bk-l T + bk, unde b1, b2, ... bk sunt numere 

naturale satisfăcând inegalităţile O S bi < T (V) i = 1, k. 
Demonstraţie. E suficient de arătat că pentru T suficient de mare are loc 

inegalitatea A · 'P + (T -1) (P-1 + ... T + 1) > A (T + 1 )k. Aceasta este însă 
evident deoarece pentru un anume T

0 
număr real, oricare ar fi T 2: T

0 
are loc 

inegalitatea P - 1 > A · c! r- 1 + Ac; P-2 + ... + A ( dacă feste un polinom 

neconstant cu coeficientul dominant strict pozitiv atunci lim /( x) = + 00 ) • 

.x➔+oo 

Demonstraţia teoremei 2: Se face o inducţie după k. Pentru k = 1 enunţul 
este evident iar pentru k = 2 enunţul este adevărat conform teoremei lui Lagrange 
demonstrată în paragraful (I) al anexei). 

Pentru un număr natural m 2: 3 presupunem că teorema 2 este adevărată 
pentru orice k E N*, k S m -1 şi vom arăta că teorema 2 este adevărată şi pentru 
k = m. Ideea fundamentală este de a arăta că putem găsi numerele naturale A şi 
N

0 
depinzând doar de m astfel încât dacă T :2'. N0 este un întreg oarecare, orice 

n E N inclus în intervalul [AT"; A(T + 1)'"] poate fi scris sub forma n = l:(m). 
Întrucât orice număr natural l :2'. A · N0'" este inclus într-un interval de 

forma [AT"; A(T+ 1r] teorema 2 ar fi demonstrată. 
Vom arăta întâi că dacă Te un număr întreg suficient de mare (şi pozitiv) 

atunci orice număr natural n de forma n = A • 'I'" + b '"_1 'I'"-
1 + ... + + b

1 
• 1 

(unde bi sunt numere naturale satisfăcând inegalităţile O S bi S T -1 ('v') 
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i = l,m-J ) se poate scrie sub forma n = 1:(m). Fie T şi Nm-v (v = l,m-J_) 
numere naturale care vor fi alese mai târziu; ele vor satisface în plus şi condiţia 

Nm-v < T (V) v = l,m-1. Conform ipotezei de inducţie, teorema 2 este adevărată 
pentru orice k $ m -1, k E N*; ţinând cont atunci de corolarul 2 deducem că 
teorema 2 este adevărată pentru toate numerele naturale pare mai mici sau egale 
cu 2m - 2. Există deci r E N (care depinde doar de m) şi numerele naturale 

x . (i = 1, r; j = 1, m - ~) astfel încât să aibă loc egalitatea: 
1,j 

f 2 --
(5) LX;.~ =Nm-J' (V)j=l,m-1. 

1=1 

Punem în egalitatea enunţată în corolarul 3, x = xiJ şi adunăm egalităţile 

astfel obţinute pentru i = l,r (se aplică corolarul 3 deoarece 

- r 
x;\ $ x/j $ I,x;~j = Nm-J < T). Ţinând cont şi de formula (5) obţinem 

i=l 

următoarea egalitate: 

Î r (6) Bv,jrm-v • Ixt + N ,, ... Im-}= I(m). 
v=O i=I 

Trebuie menţionat că aici (ca şi în cursul demonstraţiei corolarului 3) am 
folosit repetat faptul amintit în exemplul a), apropo de convenţia de notaţie 
(anume dacă a= 1:(m) şi b = 1:(m) atunci a+ b = 1:(m)). 

-- r 
Egalitatea (6) are loc pentru oricej = l,m- J. Dacă notăm c . = B Ix~v 

VJ V,J i=I I} 

şi sumăm în (6) după j de la 1 la m - 1 obţinem: 

(7) 1'(tc .. Tm--v + N .rm--J l= I(m). 
J=I v=O V,J m-J 

Numerele Bv.J sunt naturale şi depind doar de m şij. Scriem formula (7) 
din nou punând în evidenţă polinomul în T obţinut: 
(8) am'I"' + am_i7m-l + ... + a,T= 1:(m). 

Ţinând cont de (7), a; (i = l,m) sunt numere naturale date de formulele: 

i-l 

(9) a;= N; + Lc,,...;,m-J (V) i = 2,m-1 
1=1 

am = r( Bo,1 + Bo,2+ ... + Bo,m-1) = A, -1. 

Este clar din cele de mai sus că A 
I 

nu depinde decât de m. Am arătat mai 
I 

sus că X;
2
1
1 < T, deci x _ < Ţ2f , ('v') i = 1, r si j = 1, m - 1. 

' I,] ' 
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-- J-1 1-! 1--1- m--~ 
Pentru v = l,j-1 avem că xt; $. T 1 = T 1 $. T m--i = Tm-- 1 (deoarece 

j $. m -1; xij şi T sunt numere naturale). Consideraţiile anterioare permit evaluarea 
m--2 

c .$.B·r·Tm--1 , (\i) v=l,j-1, undeB=max{B .lv=O,j-1,j=l,m-1}. 
~ ~ 

Deci 
m--2 

a; - ~ $. (m -1) · B · r Ţm-1 

pentru i = I, m- :i În acest moment putem preciza modul în care trebuie ales 
T. Anume T este un număr natural care trebuie să satisfacă inegalitatea T > 

m--2 

> Br(m -l)Ţm-1 . Aceasta se întâmplă dacă Te ales astfel încât T > 

> [Br(m -l)Jm-1, TEN. 

Deci T > a - N. ;;:: O (\1') i = 1, m - L Putem trece acum la demonstrarea 
I I 

primului pas; pe postul lui A se va afla deocamdată numărul A I amintit mai sus 

(vezi formula 9). Fie deci bi (i = l,m- L) numere naturale arbitrare care satisfac 

inegalităţile bi < T, (\i) i = l,m- Ir. 
Vom preciza acum cine sunt numerele naturale NI' N2, ... , Nm_1. Întâi de 

toate N1 = b1. Deoarece N1 este bine determinat în acest moment, acelaşi lucru 

se poate spune şi despre cm-z m-i ( într-adevăr din egalitatea N1 = ± x;~':.~1
) se 

' f.=I , 

determină numerele xim-1 deci şi cm-2m-1 = Bm-2m-l±x;~2
); cuvântul 

, ' ' f.=I ' 

„determinat" folosit mai sus se referă la existenţa numerelor în cauză şi nu 
neapărat şi la unicitatea lor). Putem alege acum N2 astfel încât a

2 
= b

2 
(mod T). 

Cum ai< 2T, (\i) i = l,m-1 (vezi alegerea lui T de mai sus care asigură 

inegalitatea T > ai-Ni, (\i) i = l,m-1 şi faptul că toate numerele~ sunt strict 
mai mici decât T prin alegerea lor) atunci a2 < 2T. Dacă a2 ~ T aleg pe N

3 
E N, 

O $. N
3 

< T astfel încât 1 + a3 = b3 (mod T). Dacă a2 < T, atunci pe N3 îl alegem 
astfel încât a

3 
= b

3 
(mod T) (evident ca şi mai sus N

3 
E N; O$. N3 < T). Să mai 

observăm că, deoarece N1 şi N2 sunt determinate, acelaşi lucru se poate spune şi 
despre cm-J,m-l şi cm-3,,,,_2; această observaţie împreună cu formula (9) ne arată 
că într-adevăr alegerea lui N3 ca mai sus este realmente posibilă. Evident 
O$. a

3 
< 2T. 
Dacă a3 ;;:: Talegem N4 E N, O $.N4 < T astfel încât 1 + a4 = b4 (mod T). 

Dacă însă a
3 

< T alegem N4 E N, O $. N4 < T astfel încât a4 = b 
4 

(mod T). La fel 
ca şi mai sus aceste alegeri sunt posibile deoarece sunt determinate numerele 
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naturale c,,,-4,m-l' c,,,-4,m-z şi c,,,-4,m-J (aceasta deoarece sunt bine determinate 
numerele N

1
, N

2 
şi N

3
). Continuăm în acelaşi mod procedeul de construcţie 

pentru a obţine numerele NI' N2, ... , N,,,_
1

. Din modul de construcţie al acestor 
numere deducem căA 1 • 'I"'+ b,,,_

1 
'I"'-1 + ... +b1Teste fie (A

1
-l)'I"' + a,,,_Jln-t + 

... + ai7, fie A
1 

• 'I"' + a,,,_J.,,_1 + ... + ai7. În orice situaţie ne-am afla, folosind 
şi formula (8) deducem că A/I'"+ b,,,_J.,,-1 + ... + b1T = L(m). După cum am 
văzut în consideraţiile anterioare A1 este un număr natural ce nu depinde decât 
de m; primul pas al demonstraţiei este astfel făcut. 

Putem preciza în acest moment cine sunt numerele A şi N
0 
anunţate la 

începutul demonstraţiei. Dacă T
1 

= l + max { A
1

• c: I i = O,m} atunci 
N

0 
= max {TI' [B · r · (m -1)]"'-1

}, iar A va fi egal cu 2A1 + 1. Fie acum C
0
, 

. --
c1,··· C,,,_1 numere naturale satis:f'acând inegalităţile Os C; < T, ('v') i = O,m-1 
(TE N; T~ N

0
). Vom arăta că 

Â • T"' + c,,,_J'I"'-1 + ... +CIT+ co= L(m); 
acest fapt combinat cu lema 2 şi cu consideraţiile de la începutul demonstraţiei 
realizează soluţia teoremei 2 şi implicit a teoremei I. 

Alegem ex, ex E N şi O~ ex< T, astfel încâtA
1 
+ ex = C

0 
(mod 1). Conform 

primului pas din demonstraţie avem următoarea formulă: 
(10) A

1 
(T+ l)"' + ex (T+ 1) = L(m). 

Alegem bi' b1 E N şi Os b1 < T, astfel încât E1 + A1c~ +ex+ b1 = C
1 

(mod T) unde E
1 
= O, dacă A

1 
+ ex < Tşi E

1 
= I, dacă A

1 
+ex~ T (în orice caz 

A1 +ex< 2T conform alegerii lui ex şi n. 
b

2 
este ales astfel încât b

2 
E N, OS b

2 
< T şi E

2 
+ A

1 
c; + b2 = Cz(mod T), 

unde Ez = o, dacă El+ Ale~+ ex+ bi< T, Ez = I dacă TS El+ Ale~+ ex+ bi< 

2T şi E2 = 2, dacă 2TS E1 + A1 C~ +ex+ b1 < 3T(altă alternativă nu există fiindcă 

alegerea lui Tşi ex ne asigură inegalitatea E
1 

+ A
1 

• C~ +ex+ b
1 

< 3n, 
b

3 
este ales astfel încât b

3 
E N, O S b

3 
< T şi E

3 
+ 

+ Ale!+ b3 = Cimod T), unde EJ = o, dacă Ez + Ale;+ b2< Tşi E3 = I, dacă 

T S E2 + A Ic; + b2 < 2T ( altă posibilitate nu există). în acelaşi mod construim 

b4, b5, ••• , b,,,_1• Conform primului pas al demonstraţiei are loc formula 
(11) A

1 
'I"'+ b,,,_1'I"'-

1 + ... + b
1

• T= L(m). 
Adunând formulele (I O) şi (11) rezultă, ţinând cont de modul în care au 

fost definite numerele ex, b
1
, b2, ••. , b,,,_p că 

(2AI + I) 'I"'+ c,,,_J 'I"'-1 + ... +CIT++ co= L(m), 
ceea ce termină demonstraţia teoremei. 
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Să mai mentionăm în final că în afara inexactitătii mentionate la sfârsitul ' ' , , 
paragrafului (VI) al anexei (singura mai serioasă de altfel) mai există două 
„scăpări" în textul lui Ellison. Anume în demonstraţia corolarului 3 se lasă 
impresia că identitatea (**) este suficientă pentru demonstraţia enunţului. Însă 

un calcul foarte usor arată că afirmatia „ex I ex , ('v') v = O, r - l" este cu , , r.r v,r 

siguranţă falsă. De aceea recurenţa făcută în demonstraţia corolarului 3 este 
indispensabilă. 

I 

În cursul demonstraţiei teoremei 2 se afirmă că x;J :5 rzm-2 , lucru care nu 
I 

e deloc clar (de fapt x :5 T2i şi aceasta e suficient pentru trebuinţele 
I,/ 

demonstraţiei). 
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ANEXĂ 
(Teorema lui Waring) 

I. Orice număr natural poate fi scris ca suma a patru pătrate de numere 
naturale (teorema lui Waring în cazul particular k = 2). Acest rezultat poartă 
numele de teorema lui Lagrange. 

Soluţie: Conform identităţii lui Euler 

(x12 +xJ +xf +xJ)(yf + yJ + yf + yJ) = <X1Y1+ x2Y2 + x;y3 + xs.J2 + 
+ (X1Y2 - X2Y1 + x;y4 -Xsl + (Xly3 -XJyl + Xsz - X2y4)2 + 

+ (x;y4 - X4yl + X2y3 - x;Y2)2
, 

este suficient să demonstrăm enunţul pentru numere prime impare (pentru 2 
enunţul este clar; 2 = 12 + 12

). Deci trebuie arătat că orice număr prim impar se 
scrie ca suma a patru pătrate de numere naturale. 

Arătăm acum că dacă p este un număr prim impar atunci există 
numerele naturale x şi y astfel încât O :5 x < p, O :5 y < p şi 

1 + x2 + y2 = O (mod p ). 
Pentru aceasta fie 

A ~ { x' o,; X,; p; I ; X e N} 
şi 

B={-1-y'osysP;
1
, yeN}. 

p+l p+I 
Cele -

2
- elemente din A sunt necongruente modulo p şi la fel cele -

2
-

elemente ale lui B sunt necongruente modulo p. Cum IAI + IBI = p + 1 deducem, 
ţinând cont de afirmaţia anterioară, existenţa unor x

0
,y

0 
E N, O :5x

0
<p, O :5y

0 
< 

< p astfel încât 1 + xt + Y5 = O (mod p), (de fapt x
0 

:5 p- l şi y0 :5 p- l ). 
_ 2 2 
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În aceleaşi condiţii ca mai sus (adică p număr prim impar) fie m cel mai 
mic număr natural nenul cu proprietatea că m · p se scrie ca suma a patru pătrate 
de numere naturale ( există cel puţin un astfel de m căci am văzut mai sus că 

există x
0

, y O numere naturale astfel încât D2 + 12 + xg + yg = fflo • p unde 
m

0 
E N*). Pentru a demonstra teorema ar fi suficient să arătăm că m = 1. Întâi de 

toate putem afirma că acest m este strict mai mic decât p deoarece 

m-p~fflop=l+x~+y~, unde x
0 

şi y
0 

sunt numere naturale astfel încât 

O < < p- l s1· O < < p - l 
- Xo - 2 . - Yo - -2- • 

( )
2 2 2 

2 2 p-1 p -2p+3 p 2 
Deci, m·p$l+x0 +y0 $l+-'----·2=----<-<p de unde 

4 2 2 
rezultă că m < p. 

Din definiţia lui m rezultă că există xi' x2, x3, x
4 

numere naturale astfel 

încât m • p = x{ + x; +Xi+ x; . Arătăm acum că m nu poate fi par. Într-adevăr 

dacă m ar fi par atunci xf + xJ + Xi + xJ ar fi un număr par, deci numerele x1, x2, 

x
3

, şi x
4 

sunt fie toate pare, fie toate impare, fie două pare şi două impare. Dacă 
cumva suntem în ultimul caz putem presupune că x

1 
şi x

2 
sunt pare, iar x

3
, x

4 
sunt impare. 

Avem următoarea identitate: 

. X1+X2 X1-X2 X3+X4 X3-X4 ~ . . 
Dacă m este par atunci--,--,--,-- sunt numere mtregi (vezi 

2 2 2 2 

presupunerea făcută mai sus în cazul când două dintre numerele xi' x2, x3, x4 

sunt pare şi două sunt impare; am presupus în acest caz că x 
I 
şi x2 sunt pare, iar 

m 
x3, x4 sunt impare). Cum 2 este un număr natural nenul care are proprietatea că 

m 
inegalitatea - < m este evidentă obtinem o contrazicere a definitiei lui m. Deci 2 • , 

m este impar; în plus ştim că I$ m <p. Pentru a demonstra că m = I presupunem 
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că m > 1 şi vom ajunge din nou la o contrazicere a definiţiei lui m ca fiind cel 
mai mic număr natural nenul pentru care m · p se scrie ca smnă a patru pătrate de 
numere naturale. Deoarece m > 1 şi m impar rezultă că m ~ 3. Fie r1r resturile 

împărţirii lui x1r la m pentru fiecare k = 1,4. 

m-1 m+I 
Dacă O :5 rk :5 -

2
- vom scrie Yt = r1r, iar în cazul când -

2
- :5 r1r :5 m-1 

vom nota Y1r = r1r - m (acest lucru se face pentru k = 1,4). În ambele cazuri 
vom avea 

Şl 

m-1 m-1 
---:5yk :5--, 

2 2 
q1r E N pentru k = 1,4. 

Evaluăm acum suma: 

(*) Y{ + Yi + Yi + Y] = xf + xJ + x; + x; - 2m(x1q1 + x2q2 + X3% + X4q4) + 

+ m
2 
( q: + q; + qi + qJ) = m • P - 2m(x1q1 + x2q2 + X3q3 + X4q4) + 

2( 2 2 2 2) + m q1 + qz + q3 + q4 = m • n, 
unde n este un număr natural. 

Avem că n > O. Intr-adevăr ipoteza n = O ar implica faptul că y
1 

= y
2 

= 

= y3 = y4 = O ceea ce înseamnă că m I x1r, pentru orice k = 1,4. De aici deducem 

că m2 I Xi2 + xJ + Xi + xJ = m • p de unde rezultă că m I p ceea ce nu se poate 
fiindcă I < m < p şip este număr prim. 

Avem că 

m • n = YJ2 + Yi + Yi + yJ :5 4-1 m; 112 < m2 

de unde rezultă că n < m. Avem de asemenea următoarea identitate: 

(**) m2 
• n • p = ( x: + x; +Xi+ x; )(y; + Yi + Yi + yJ) = 

(xiY1 + x~2 + X,)'3 + XJ'l + (xiY2 - x~1 + X,)'4 - XJ'3)
2 + 

+ (XiJ3 - xşl +XJ12 - X:J14)2 + (XiJ4 - XJ'1 + X~3 - xş2)2 
obţinută folosind identitatea lui Euler. Primul număr al cărui pătrat apare în 
partea dreaptă a egalităţii de mai sus este 

XiJ1 + X:Ji2 + X,)'3 + XJ'4 = 
= xi(x1 - q1m) + xz(x2 -q2m) + x3(x3 - %m) + xix4 - q4m) = 

= xf + xJ +Xi+ xJ - m(x1q1 + x2q2 + x3q3 + x4qJ = 
= mp - m(x1q1 + x2q2 + 'X_3q3 + x4q4) = mzl' 
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undez 
I 
este număr întreg. Următorul număr al cărui pătrat apare în partea dreaptă 

a egalităţii(**) este 

X1Y2 - X.Jl1 + X3"4 - XJ'3 = 
= x

1

(x
2 

- q2m) - x
2

(x
1 

- q1m) + xix4- q4m) - xix3 - q3m) = 

= m (- x1q2 + x2q1 - xJq4 + x4q3) = m • 22• 

unde z
2 

E Z. Analog deducem că 

xly3 - XJ'1 + XJ12 - X.)'4 = mzJ 
Şl 

xly4 - XJ'1 + X:;i}'3 - XJ'2 = mz4, 
unde z

3 
şi z

4 
sunt numere întregi. 

Înlocuind în (**) x1y1 + X:;i,Y2 + X)"3 + XJ14 cu mz1, x1y2 - X:;i,Y1 + XJ'4 -

-X,J13 cu mz2, x1y3 -x3y1 + XJ12 -X:;i,Y4 cu mz3 şi x1y4 - XJ11 + X:;i,Y3 -XJ'2 cu mz4 

obţinem 

m2nn = m2(z2 +z2 + .d +z2
) r I 2 3 4 

şi simplificând cu m2 se obţine 
2 2 2 2 

np = z1 + z2 + z3 + z4 . 

Deci n · p se poate scrie ca suma a patru pătrate de numere naturale, n fiind un 
număr natural satisfăcând inegalităţile O < n < m. Aceasta contrazice definiţia lui 
m. Contradicţia a provenit din presupunerea că m > 1. Deci m = 1, ceea ce 
înseamnă că orice număr prim se scrie ca surna a patru pătrate de numere naturale. 
Conform primelor observaţii ale acestei soluţii, aceasta înseamnă că orice număr 
natural se poate scrie ca suma a patru pătrate de numere naturale. Această 
demonstraţie urmează ideile lui Lagrange din soluţia pe care acesta a dat-o în 
anul 1770. Vom mai da în continuare o demonstraţie a acestui rezultat, 
demonstraţie ce se bazează pe teorema lui Minkovski asupra corpului convex. 
A vern nevoie de următoarele rezultate: 

Lema 1: Fie (G, +) un subgrup al grupului (Z", +), de rang n peste Z 
( G este considerat aici ca Z-submodul al Z - modulului liber Z"; este cunoscut 

că G este atunci Z - modul liber de rang mai mic sau egal cu n ). Fie xi' x2, ... ,x" 

şi el' e
2

, ... ,en Z - baze pentru G, respectiv Z". Se poate considera e; = 
= (O, O, ... , I, O, ... , O) vectorul ce are 1 pe poziţia i şi O în rest. Fie aij E Z astfel 

n -
încât X;= LaiJei (V) i = 1,n. Să se arate că indicele lui G în Z" este egal cu 

r-t 

modulul determinantului matricii ce are drept componente numerele a;p i = l,n 

şi j = l,n. 

Soluţie: Se ştie că există yl' y2, ... , Yn respectiv J;, fi, ... , f,, Z-baze 
pentru G şi z• precum şi numerele naturale dl' d2, ... , d" astfel încât Y; = dJ; şi 
d1ld2I ... I d. (vezi teorema 2.1. pag. 223 din Algebra; autori Ion. D. Ion şi 
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N. Radu; Editura Didactică şi Pedagogică, Bucureşti, 1991). Să arătăm acum 
că [Z" : G] = d

1 
d

2 
... d". Într-adevăr oricare ar fi ex din Z" el se scrie în mod unic 

sub forma ex= Îa.;_t;{ CX; E Z, (V) i = I,n ). Scriind teorema împărţirii cu rest 
i=I 

Pentru a.. si d deduc că ex.= qd + 1\ unde q. si A_ sunt numere întregi, A 
J' I J J J t-', ' , P, I-', 

satisfăcând inegalitatea OS P; < dr 
Deci 

n n n n 

a=I1~.t;+IA.t;=I1~+IAf-
i=t i=l i=l i=I 

n 

Evident elementul Iq;Y; aparţine lui G. Deci pot defini o funcţie 
i=I 

f: zn ➔ zd, xzd,x ... xzd, prin /(a.)=(P,,P2,···,PJcam folosit acelaşi semn 

pentru clasele de resturi modulo dl' modulo d2, ••• , modulo dJ E uşor de arătat 
că această aplicaţie este un morfism surjectiv de grupuri şi în plus Ker / = G. 
Aplicând teorema fundamentală de izomorfism pentru grupuri obţinem că 

Z"/G = zd, X zd, x .. x zd, şi în particular că [Z" : G] = d,. d2" d3 .... dn. Fie 

B = (bij ). __ o matrice cu elemente din Z astfel încât Y; = f bijxj, (V) i = I,n. 
1,1-l,n j=I 

Deoarece xi' x2, ••. , x" şi yl' y2, ... , Yn sunt Z-baze pentru G atunci det B = ± 1. 
Elementele bij E Z există deoarece xi' x2, ••. , x" este o Z-bază a lui G. 

Folosind aceleaşi considerente există o matrice C = ( cij) . . _ _ cu elemente întregi 
1.1-l,n 

" -
astfel încât e; = ~ciffj (V) i = 1,n; în plus det C = ± 1. 

_,=I 

Avem următoarele egalităţi 

n n n n n n 

Y; = I biJxj = I I biJ • a1k • ek =II Ibifajkctefe = d;J;. 
J=I 1=1 k=I j=lk=le=I 

Dacă notăm cu D matricea ce are pe poziţia (i,i) elementul d;, (\i) i = l,n, 

şi în rest O, din faptul căJ;,J;, ... ,f,, este o Z-bază a lui Z" deducem că D = BAC. 

Trecând în această egalitate la determinanţi obţinem că det D = ± det A = 
= d,· d

2 

• ••• • d". Deci [Z" : G] = d
1 

d
2 

• ... • d" = det D = /det Al, ceea ce 
trebuia demonstrat. 

Lema 2. Fie n,m, kl' k
2

, .•. , k,,. numere naturale şi aij (i = I,m,j= l,n) 

numere întregi. Fie G={u=( Ui,"2,···u,,) E Z" ţa!iuJ = o( modk;), (V) i =1,m}. 
1=1 
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Atunci G este un Z - submodul al lui z• de rang n pentru care v( G) ( volumul 
paralelipipedului fundamental asociat lui G) este mai mic sau egal decât 
kl· k2 ,., km. 

Demonstraţie. Faptul c_ă G este un Z-submodul al lui z• este imediat. 
Dacă notez cu k= k1 • k2 

• ... • k. atunci v; = (O, O, ... , O, k, O, ... , O), unde pe poziţia 

i se află k şi în rest O, este un element al lui G pentru orice i = l,n. Cum v
1
, 

v
2

, ... , v. sunt elemente liniar independente peste Zale lui G deducem că rangul 
lui G este n. Folosind notaţiile lemei precedente, dacăx1 , x2, ... , x. şi e1, e2, ... , 
e. sunt Z-baze pentru G, respectiv z• (e1, e2, ... , e. fiind chiar baza canonică a 

n -
lui Z") şi aij sunt numere întregi astfel încât X;= ~a1,ej, (V) i = 1,n, atunci 

J=I 

v(G) = ldetAI = [Z": G]. Definim acum o funcţie/:Z" ➔ Zk, xz"-i x . .. xzk„ 

r-1 J=I 1=1 

prin condiţia: -( • __ . " __ . . 11 --[ 
J(Ui,Ui,···,u•)- I.aljuj, I~juj , ... , I.amjuj). 

Despre f se poate afirma că este un morfism de grupuri ( evident că z• şi G 
sunt privite ca grupuri cu operaţia de adunare) şi că Ker/= G. 

Z" 
Din teorema fundamentală de izomorfism deducem că - ~ Im f, de 

G 
unde rezultă că [Z· : G] = l/m / I ~ I zi<., X zk, x ... x zk_, = kl • k2 • ... • k,,.. ceea 
ce demonstrează inegalitatea v( G) ~ k1 • k

2 
• ••• • km. 

Putem trece acum la demonstrarea teoremei lui Lagrange şi anume că 
orice număr natural n se poate scrie ca suma a patru pătrate de numere naturale. 
Se presupune evident că ne liber de pătrate, adică n = p 1• p

2 
., ... , • p, unde p

1
, 

p
2

, ..• , Pg sunt numere prime distincte. Pentru fiecare p prim care d!vide pe n 

consider aP şi bPnumere întregi astfel încât a;+ b; + 1 = O (mod p) (existenţa 

numerelor a si b a fost demonstrată în decursul primei solutii). Fie acum 
p • 1Z • 

G = { (ul' u2, u3, UtJ E Z4 I u1 = aPu3 + bPu4 (mod p) şi u2 = b u3 - aPu4 (mod p), 
(V) p-prim, p I n } . Conform lemei 2, G este un Z- submoduf de rang 4 al lui Z4 

şi v(G) ~ p: • p:-... • p: = n2
• 

Deci 24 v(G) ~ 24 • n 2 < _!_1t2 (2n)
2 = v(BJ'" ), unde 

2 
BJ· 11 = { (x, y, z, t) E R4 I x2 + y2 + z2 + 12 < 2n}. 

Folosind teorema lui Minkovski asupra corpului convex (demonstrată în 
capitolul privitor la teorema lui Gauss) deducem că există 

u = (u
1
, u

2
, u

3
, u

4
) E G, un punct diferit de originea lui R4, astfel încât u E BJ". 

Deci O < uf + Ui + u; + uJ < 2n. Pe de altă parte datorită alegerii numerelor a p 
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şi bP deducem că p I uf + uJ + uf + uJ pentru oricare divizor prim p al lui n. 

D . I 2+ 2+ ?+, • 0 2+ 2+ 2+ 2 2 1 •• ec1 n u1 u2 u3 u4 ş1 cum < u1 u2 u3 u4 < n rezu ta ca avem 

egalitatea n = uf + uJ + uf +ul, ceea ce demonstrează teorema. Pentru a 

arăta mai sus că v(BJn) = _!_1t 2 

• (2n)2 este suficient să arătăm că v(B
4

) = _!__7t 2

, 

2 2 
unde B 4 = { (x, y, z, t) E R4 I x2 + y2 + z2 + t2 < 1 } . Folosind teorema lui Fubini 
deducem că 

v(B,)-~!,,J,,.,,L,_)dtdz }xdy= b~'"~(l-x
2 
-y')dxdy. 

Folosind schimbarea de coordonate polare· uzuală rezultă că 

2 ţ { 2 ) 2[ r
2 I 1 r 

4

11 ] 2 ( 1 1 ) 2 1 1t
2 

v(B
4
) =21t ! 1-r ·rdr=21t 2 0 - 4 0 =27t 2- 4 =21t •4= 2 , 

ceea ce justifică egalitatea 

v(BJn)= ît
2 

·(2n)2. 
2 

Această a doua demonstraţie este inspirată din cartea An introduction 
to the Geometry of number de J. W. S. Cassels (Berlin. Springer, 1971) 
pagina 99. 

II. Propoziţie: Fie n şi k două numere naturale nenule. Mulţimea formelor 
(polinoamelor) omogene de grad n în k variabile, cu coeficienţi reali, formează 

un spaţiu vectorial V peste R de dimensiune C!;L. 
Soluţie: Faptul că V este un spaţiu vectorial peste R este evident, o bază a 

fi • d fi • d l a 1 a, 11
• d t sa m ormata e monoame e x1 x2 ... x1c , un e cx1, cx2 , ... , cxk sun numere 

k 
naturale îndeplinind condiţia La. = n. Pentru a demonstra că dimensiunea lui V 

I 
i=l 

peste R este C!;L vom proceda la o inducţie după k, numărul de variabile. 

Dacă k = 1 atunci evident că dimensiunea lui V este 1 = C° . Dacă k = 2 se 
n 

poate observa uşor că dimensiunea lui V peste R este n + 1 = C!+,
1

. Presupunem 

enunţul adevărat pentru k şi îl vom demonstra pentru k + 1. Trebuie calculat câte 
k+I 

cupluri (cxl' CXz , ... , D\ .. ) de numere naturale există cu proprietatea că Lt:X; = n. 
i=l 

k+I 
Dacă (cx1, CX2 , ••. , cxk-+) este un astfel de cuplu atunci o:k+I::; LO:; = n, deci cxk+, 

i=I 

este un nwnăr natural satisfăcând inegalităţile O$ cxk+
1 
$ n. Pentru un cxk+

1 
număr 
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natural fixat cuprins între O şi n, conform ipotezei de inducţie, există c:jhi+k-I 

posibilităţi de alegere a numerelor naturale a,, a 2, ... , ak astfel încât 
k 

L <X; = n - <X k+t . Aceste consideraţii ne arată că dimensiunea lui V peste R este 
i=I 

n n 

egală cu L c::!+k-i = L c!~i-t . Pentru a calcula această sumă se foloseşte 
a=O a=O 

formula C!-1 + C! = C!+, oricare ar fim E N, m ~ k. Deci 

f ck-1 ck ck-1 ck-1 ck-1 ck ck-1 ck-1 
4- a+k-1 = k + Ic + /c+I + ·· .+ n+k-1 = k+I + k+I + •· .+ n+k-1 = 

a=O '-y-----1 '------v------' 

C
k Ck-1 k-1 k k-1 Ic = k+2 + k+2+ ••• +Cn+k-l = ••• = cn+k-1 +Cn+k-1 = cn+k • 

Aceasta demonstrează că enunţul este adevărat pentru orice k, număr 
natural nenul. 

III. Teorema lui Caratheodory. Fie X o submulţime a lui R". Atunci 

coX={yE Rnly=fA;X;;ţÂ;=l;A;~O (V) i=l,s ,s:5n+l} 
1=1 i=I 

este cea mai mică submulţime convexă a lui R" care conţine pe X; deci 

co X= nY . Dacă în plus vectorii lui X sunt raţionali (adică coordonatele 
y convexă; Ys;;R" 

Xi;;Y 

oricărui x E X sunt raţionale) şi y E co X este un vector raţional, atunci acei\ 
de mai sus pot fi toţi aleşi numere raţionale. 

Demonstraţie. Fie 

B={yE Rnly=ÎA.;X; ;Î.ii =1; A; ~o, (V) i =l,m, mE N}. 
i=I i=I 

Este uşor de arătat că X<;;;; B, B este o mul~me convexă şi în plus orice submulţime 
a lui R", convexă, şi care conţine pe X trebuie să conţină mulţimea B. Deci 
B = co X. Trebuie arătat că dacă y = Â.1x1 + A.zX2 + ... + 'A.kxk este un element al lui 

coX(A; ~ O, (V) i= l,k; ÎA; = 1 ~atunci acel kdemai sus poate fi ales mai mic 
i=I j 

sau egal cu n + 1 . Dacă cumva k > n + I, din teoria sistemelor de ecuaţii liniare 
deducem existenţa numerelor ex.I' CXz , ... , a/c, nu toate nule astfel încât: 

(*) {exix, + a 2x2+ ••• +a"_x" = O 
a,+ CXz+ ... +CX.k - Q 

(sistemul alăturat are n + 1 ecuaţii, k 

necunoscute, este compatibil fiind omogen şi în plus k> n + 1). Fie 

A={r E Rlrcx.; ~-Â;,(V) i=l,k}; 
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atunci A este o mulţime închisă (A = A ). A este nevidă (A -:ţ:. <j)) deoarece O E A 
şi A este diferită de R, întrucât cel puţin un ex; este nenul. Din cele de mai sus 
deduc că cM, frontiera mulţimii A, este nevidă, deci există r

0 
E dA. Pentru acest 

r
0 

E aA există cel puţin un i
0 

E N, I S i
0 

S k astfel încât A;,+ r0cxio = O (în caz 

contrar dacă A;+ r0cx; > O (v') i = 1,k atunci r
0 

E A, ceea ce nu se poate). Ţinând 
cont de relaţiile(*) deducem că 

y = (A,+ roCX, )xi+{ "-2 + roCXz)xz+ ... { Ât + rocx.k)xk 
k 

Â;+r0cx;~O, (\i)i=l,k; I(A;+r0cxJ=I 
i=l 

Aio +r0~ = O. 

Repetând acest argument de câte ori este nevoie deducem că orice element y 
s 

aparţinând lui co X poate fi scris sub forma y = L A;X;, unde "-; ~ O oricare ar fi 
i=l 

s 
i de la 1 la s, LA; = şi în plus s este un număr natural mai mic sau egal cu 

i=l 

n + I. Dacă cumva y şi x; sunt vectori raţionali pentru orice i = 1, s atunci folosind 
teoria sistemelor de ecuatii liniare deducem că numerele Â. pot fi alese chiar 

' I 

raţionale, ceea ce termină demonstraţia teoremei. 

IV. Propoziţia 1: Dacă X este o submulţime convexă a lui Rn, atunci X 
este de asemenea o mulţime convexă. 

Demonstraţie: Arătăm întâi că B(X, 15) = {y E Rn I 3 x E X astfel încât 
distanţa de lax lay, pe care o vom nota cu jx-yl, să fie mai mică strict decât 15} 

este o mulţime convexă oricare ar fi 15 E R:. Pentru aceasta fie y 1,y2 E B(X, 15) 

şi Â.1, Â.
2 

numere reale pozitive satisfăcând egalitatea A
1 
+ Â.

2 
= 1. Ştim că există 

x" x2 E X astfel încât jx1 - y11 < 15 şi lx2 - y21 < 15. Atunci 

IA1Y1 + "-iY2 - Alxl - "-r2I S 

S "-1 lx1 - Y1I + "-2 lx2 - Yz) < O(Â.1 + "-2) = 15 
şi cum A1x1 + AzX2 E X ( deoarece X este convexă) atunci 

Â1y1 + A:;iY2 E E B(X, O). 

Această arată că B(X, o) este o mulţime convexă. Cum X= nB(X,o)şi 
6>0 

intersecţia unor mulţimi convexe este în continuare o mulţime convexă, cele de 

mai sus ne arată că X este convexă dacă X este o submulţime convexă a lui R•. 

Lemă. Fie X o mulţime convexă pentru care X -:ţ:. 0;.fie x
1 

E X şi x
2
E X; 

o 

atunci (xi' x2] <;;;:; X (prin (x
1
, x

2
] înţelegem segmentul de capete x

1 
şi x2, 

172 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



deschis în x1 şi închis în xJ Aici ca şi mai înainte X este considerată ca o 
submul,time a lui R" . 

Demonstraţie: Facem întâi demonstraţia în cazul x1 E X. Ştim că există 
o> O astfel încât B(x

2
, o)~ X. Fie y E (x

1
, x2]; aceasta înseamnă că există două 

numere reale A şi µ astfel încât y = Â.x
1 
+ µx

2
, unde A~ O şi µ > O, A+µ= I. Fie 

z E B(y, µo). Aceasta înseamnă că 

sau împărţind la µ, 

De aici deducem că 

deci 

Iz - (h1 + µx2)I < µo 

z-Â.xi X 
--E. 

µ 

z-AX; 
z=µ---+Â.·Xi, 

µ 

deducem că z E X(deoarece µ ~O, A~ O,µ+ A= I, x
1 

EX, z-Â.xi EX si µ , 
X e convexă). 

Aceasta înseamnă că B(y, µo) ~ X, deci (xi' x2] ~ X. Trecem la 

demonstraţia cazului general şi anume când xI E X. Ca şi mai înainte fie o > O 

astfel încât B(x
2
, o) ~ X şi y E (x

1
, x2) (dacă y = x2, enunţul este evident 

adevărat). Deoarece xI E X, există zI E X astfel încât 
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Şl 

µ = I X1 - y I+ I X2 - y 1 • 

. lx1 - Y I I X2 - Y I I X1 - Y lz2 + X2 - Y l2i 

Deci y = I x, - Y I+ I X2 - Y I x2 + I X1 - Y I+ I Xz - Y I x; = I x; - Y + X2 - Y I ' 
ultima egalitate rezultând din modul de definire al lui z2. Aceasta înseamnă că 

y E [z
1
, z

2
]. Cum 

o 

rezultă că z2 E X. Dacă 2 1 * y conform primei părţi a demonstraţiei (să nu uităm 
o 

că z
1 

E X) rezultă că y E X. Dacă z1 = y atunci 

81x,-yl 
[y-x1l=lz1-x1I< I 1 · 

Xz-Y 

Împărţind cu lx1 - YI ultima inegalitate (lx1- YI * O) obţinem că lx2 -yl < 8, adică 
o 

y E B (x2, 8) k X, ceea ce este conform cu cerinţa enunţului. 

Propoziţia 2: Fie X k R" o mulţime convexă astfel încât X -:t; 0. ln 
....!.... 

aceste condiţii X = X. 
o 

Demonstraţie: Deoarece X k X incluziunea X k X este evidentă. Fie 
o o o 

x e X şi x
1 

E X ( există un astfel de x
1 

deoarece X -:t; 0). Pe dreapta care trece 

prin punctele x
1 
şi x, orice punct y astfel încât x E (xi' y), nu aparţine lui X 

( aceasta datorită lemei precedente; dacă y E X, conform lemei amintite ar rezulta 
o 

că x EX, ceea ce nu e adevărat). Aceasta înseamnă că x e X (dacă cumva 

x E X, atunci ar exista un y E X pe dreapta ce conţine pe x şi x
1 

astfel încât 
o 

x E (xi' y), ceea ce nu se poate). Deci X= X, ceea ce trebuia demonstrat. 

Propoziţia 3: Dacă X k R" este o mulţime convexă astfel încât X -:t; 0, 

atunci X= X. 
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o o 

Demonstraţie: Deoarece X ~X, atunci incluziunea X~ X este evidentă. 
- o o 

Fie x E X şi x
1 

E X . Conform lemei demonstrate în acest paragraf (x, x
1
] ~ X, 

de unde se deduce imediat că x E X. Deci are loc incluziunea X ~ X, ceea ce 
o 

înseamnă că X = X. 
V. În cele ce urmează vom numi g ~ R" varietatea liniară de dimensiune 

r (O ~ r :5; n) o submulţime de forma g = V + a, unde V este un subspaţiu 
vectorial de dimensiune r al lui R• şi a este un vector oarecare din R• . Dacă 
dimensiunea lui g este n - 1 , g se va numi hiperplan. în cazul în care g este un 
hiperplan, există o exprimare foarte comodă pentru g. Dacă y = (yl'y2 , ... ,y.) şi 
z = (z1, z2 , ... , z.) sunt doi vectori din R• notăm priny · z produsul scalar uzual 

n 

din R•, deci y·z= LY;·Z;, Dacă g = V+ a şi e 1, e2 , ... ,en-l este o bază 
i=l 

ortononnată a lui V (adică e. • e. = O dacă i ,ţ. j si e. • e. = 1; existenta unei astfel 
f / ' I I ' 

de baze este un lucru cunoscut), fie e. un vector din R• astfel încât e1, e2 , ... , e" 
să fie o bază ortonormată a lui R". Dacăx = <X1e1 + <X2e2 + ... + cx._,en-i + a este un 

vector din g (a; E R (V) i = l,n-l ) atunci xe. =a· e. = A, unde A este o 
constantă reală. Pe de altă parte b E R" este un vector nenul, mulţimea punctelor 
din R• pentru care x • b = A (unde A este o constantă reală) este un hiperplan 
după cum uşor se poate verifica. 

Putem enunţa în acest ~oment principalul rezultat al acestui paragraf: 

Propoziţia 1: Fie X= X o submulţime convexă a lui R" şi g o varietate 

liniară de dimensiune r a lui R" astfel încât g nX = 0 şi O :5; r < n. Există atunci 
un hiperplan p astfel (ncât g ~ p şip nX= 0. 

Demonstraţie: Fie p varietatea liniară de dimensiune maximă astfel încât 
g ~ p şip iîX= 0. Fies dimeniunea lui p; trebuie arătat căs = n -1 (faptul că 
s $; n - 1 este evident). Fie D varietatea liniară ortogonală lui p. Dacă p = V+ a, 
unde Veste un subspaţiu vectorial de dimensiune sal lui R", atunci D = W + a, 
unde R" = V E9 W (dacă e1, e2 , ... , e, este o bază ortonormată a lui V şi e,+i' 
e.r+2 , ... , e" sunt nişte vectori astfel încât el' e2 , ... ,e. să fie o bază ortonormată a 
lui R", atunci W este subspanţiul vectorial al lui R" generat de vectorii e,+t' e,+i 
, ... ,e.). Deci dimensiunea lui D este egală cu n - s. Proiecţia lui p pe D este un 
punct P care are coordonatele vectorului a, iar proiecţia lui X pe D este o mulţime 
X, convexă şi deschisă. Făcând o translaţie de vector-a aceasta revine la un exer
ciţiu foarte simplu şi anume, dacă/R"➔R• este definită astfel}tx

1
,x2' ... , x.) = 

(xi' x2 , ... ,x,), unde O :5; r $; n, atuncij{A) este mulţime deschisă în Rr, dacă A 
este deschisă în R• şi j{B) este convexă în Rr, dacă B este convexă în R•. 

175 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Dacă r = O atunci fix
1

, x
2 

, ... ,x) = O, (\t) xi' x
2 

, ... , x. E R. Este evident că 
P e: X

1
. Datorită alegerii lui p ca fiind varietatea liniară de dimensiune maximă 

astfel încât ~ !:;;; p şi p n X= <I> deducem că orice dreaptă din D care trece prin 
punctul P taie (intersectează) pe Xr Dacă dimensiunea lui D este I atunci 
s = n - 1 şi enunţul este demonstrat. Dacă dimensiunea lui D este mai mare sau 
egală cu 2 atunci există un plan 7t !:;;; D care trece prin punctul P. 
7t n X

1 
= X

2
; X

2 
este o mulţime nevidă (orice dreaptă din 7t care trece prin P 

conţine cel puţin un punct al mulţimii X
2
), convexă şi deschisă în 7t. De asemenea 

P e: x;. Putem realiza următorul desen: 

d2 

Dacă d este o semidreaptă 
din 7t cu originea în P şi care 
trece printr-un punct x E X

2
, 

există atunci un b > O astfel 
încât orice y E 7t, astfel încât 
[y - xi S ii, trebuie să aparţină 
lui X

2
; aceasta înseamnă că 

există un E
0 

astfel încât oricare 
ar fi O < E S E0 şi oricare ar fi o 
semidreaptă d1 care porneşte din 
P şi face un unghi E faţă de 
semidreapta d, atunci d

1 
conţine 

un punct din X
2

. Această 

constatare împreună cu faptul căX2 este conexă (fiind convexă), implică faptul 
că semidreptele cu un capăt în P şi care taie pe X

2 
formează un sector unghiular 

de unghi ex (semidreptele „frontieră" ale acestui sector unghiular nu aparţin 
mulţimii indicate mai sus datorită observaţiilor făcute; pe figură acestea au fost 
notate cu d

2 
şi dJ Dacă cumva ex S 7t atunci prelungind pe d

2 
obţinem o dreaptă 

care trece prin P dar nu conţine nici un punct din X
2

; aceasta este o contradicţie 
fiindcă ştim că orice dreaptă a lui 7t care trece prin P taie pe X

2
. 

Dacă cumva ex > 7t atunci există d şi d
1 
două semidrepte ce se află 

una în prelungirea 
celeilalte, fiecare 
conţinând câte un ------. d 1 

punct din X
2 

(x, 
respectiv y). Deoarece 
x2 este convexă, 
deducem că [ x, y] !:;;; 

!:;;; X
2

, ceea ce d 
înseamnă că P E x;, 
aceasta fiind o 
contradicţie. Deci 
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singura posibilitate este că dimensiunea lui D este 1 ceea ce implică că 
dimensiunea lui p este n - I. Enunţul este demonstrat în acest moment. 

Propoziţia 2: Fie X 1 şi X2 două submulţimi convexe ale lui R" 

' astfel încât X 1 n X2 = 0 şi X 1 = X1 . Există atunci un hiperplan p care 

separă X
1 

de X
2

. 

Demonstraţie. Fie A =X1 -X2 = {y E R• IY = x 1 -x2, x1 E X
1 
şix2 E X2}. 

Deoarece 

A= u(xl -xi) 
X2EX2 

şi reuniunea unor, mulţimi deschise este în continuare mulţime deschisă, 

deducem că A = A . X1 - x
2 

este deschisă deoarece este translatata mulţimii 

deschise X
1 

cu vectorul - x2• Dacă A şi µ sunt două numere reale, pozitive, astfel 
încât A+µ= 1 şi y = x

1 
- x2, z = z1 - z2 sunt două elemente din A (x

1
, z

1 
E ~ şi 

x
2

, z
2 

E Xz) atunci 

Ây + µz = (Â.xl + µz) - (Â.x2 + µz2) E A 

deoarece X
1 
şi X

2 
sunt mulţimi convexe. Deci A este deschisă, convexă şi în plus 

O~ A (deoareceX
1 
nX

2 
= 0). Folosind propoziţia 1 există un hiperplan p astfel 

încât O E p şi p n A = 0. Presupunem că p e dat de ecuaţia a • x = O (unde a e un 
vector nenul al lui R" ). Deoarece P n A = 0 atunci a • x > O pentru orice x E A 

(sau varianta cealaltă a • x < O, (V) x E A, care se tratează în mod analog). 
Inegalitatea de mai sus se poate scrie şi sub forma ax

1 
> ax

2 
pentru oricare 

x
1 

E X
1 
şi x

2 
E X

2
. De aici deducem că există 

inf{ a " X I X E xi} = /\, > - CO 

şi X
1 
şi X

2 
sunt separate de hiperplanul a · x = A. 

Avem nevoie în continuare de câteva definiţii. 
Definiţie: i) Fie X c;;;; R"; se spune că hiperplanul p taie pe X dacă există 

puncte ale lui X, în fiecare din cele două regiuni deschise determinate de p. 
ii) În aceeaşi situaţie ca mai sus dacă hiperplanul p intersectează pe X şi 

nu taie pe X atunci p se numeşte hiperplan de sprijin. 
Definiţie. Fie X c;;;; R" o submulţime convexă. Se numeşte dimensiunea 

liniară a lui X (se notează cu dim X) cel mai mare număr natural r astfel încât 
X conţine r + I puncte xi' x

2 
, ... , x,+i pentru care vectorii x

2 
- xi' 

x
3 

- x
1 

, ... , xr+
1 

- x
1 

sunt liniar independenţi. 
Observaţie. Se arată uşor că dacă dim X= n, unde X este o submulţime 

convexă a lui R", atunci X ':f:. 0. într-adevăr dacă xi' x2 , ... , xn+I E X sunt ca 

în definiţia de mai sus atunci punctul 

x1 +x2+ ... +xn-+1 ° y = ........,,.___, _______ E X 
n+I 
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argumentul decisiv aici este că deoarece x
2 

- x, , ... , xn+i - x1 sunt vectori liniar 
independenţi, atunci pentru orice z E R" există a1 , ... , a" numere reale astfel 
încât 

n+I 

de aici deducem că orice z E R" se poate scrie sub forma z = 2A;X;, unde 
i=I 

-- n+I 
A,E R, (\i) i=i,n+lşi LA;= .Existădeciofuncţiebijectivăşibicontinuă 

i=l 

..+l 
f de la A = { (Al , ... , An+l) E R•+l I LA;= } la R· definită prin/(AI , ... , An+l) = 

i=l 

n+l , 
= L,A;X;. Există deci o > O astfel încât pentru orice z E B(y, O) să existe 

i=l 

Â.1 , ... , A +i numere reale suficient de apropiate de -
1
- - deci pozitive - astfel 

" n+l 
n+I n+I 

încât z = LÂ.;X; şi LÂ.; = . De aici rezultă că z E X, deci B(y, O) ~ X, 
i=l i=l 

o 

adică y E X. 
Propoziţia 3: Prin orice punct al frontierei unei mulţimi convexe X~ R•, 

trece cel puţin un hiperplan de sprijin. 
Demonstraţie: Dacă dim X< n enunţul e clar (X poate fi „scufundată" în 

acest ~az într-un hiperplan). Dacă dim X= n fie P E ax. Considerăm 
X

1 
= X şi X

2 
= P (X, -:;; 0 conform observaţiei precedente şi X

1 
este convexă 

conform lemei din paragraful (IV). Aplicând propoziţia 2 deducem existenţa 
o o 

unui hiperplan p care separă X de P. Aceasta înseamnă că p nu taie X şi deci 

P nu taie X (deoarece X ~ X = X conform propoziţiei 3 din 

o 

paragraful (IV). Deoarece PE ax~ X = X (conform aceluiaşi rezultat citat 
mai sus), atunci p trebuie să-l conţină neapărat pe P. Propoziţia este demonstrată 

în acest moment: 

VI. în acest paragraf, dacă X~ R• este o submulţime convexă astfel încât 

dim X= m (O :s:; m :s:; n; m E N), atunci pe X o vom considera „scufundată" în 

~(X), cea mai mică varietate liniară care conţine pe X. Este evident faptul că 

~(X) are dimensiunea m. Vom numi interior relativ al lui X, interiorul lui X, 
relativ la ~(X). Conform observaţiei făcută în paragraful precedent (ţinând cont 

că dim X= dim ~(X) = m) interiorul relativ al lui X este nevid. 
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Teoremă. Fie 

i=l 

fi.eJ;_,J; , ... ,fmfuncţii continue definite pe B cu valori reale şi A următoarea 
submulţime a lui Rm, Â = {y = (yl' Y2 , ... , Ym) E Rm I (:I) X= (xi, x2 , ... , x.) E B 

astfel încât Y; = J; (x), (V) i = l,m}. Notez cu C = {z1, z2 , ... , zm)punctul din Rm 

J J; dv 
ale cărui coordonate sunt date de formulele zi =-n--, (V) i = l,m (veste 

v(B) 

măsura Lebesgue din R"). Să se arate că C aparţine interiorului relativ al 
mulţimii co A. 

Observaţie. Într-un limbaj imprecis, dar intuitiv, semnificaţia teoremei 
precedente este că „centrul de greutate" al mulţimii A aparţine interiorului 
relativ al mulţimii co A. 

Demonstraţie: Conform observaţiilor racute la începutul acestui paragraf 
putem considera că dim ( co A) = m ( dacă nu se întâmplă aşa atunci înlocuim pe 

,..., 
R"' cu ~(co A)) şi deci trebuie demonstrat că Ce co A. Întâi să demonstrăm un 

lucru uşor şi amnne că CE co A. Pentru fiecare IE N" să considerăm Bf., ~, ... , B~ 

o partiţie a lui B adică Bj este mulţime măsurabilă Lebesgue, (V) j = l,lj, 

B; n B/ = 0, (V) i * j, i = l,!i ,j = l,r, şi în plus IJB/ = B ) astfel încât 
i=l 

/ 1 - -
v( B; ) < 1, (V) i = 1, r, . Pentru fiecare i = 1, r, alegem un punct ~;. ,, aparţinând 

lui n:. Fie 

, v(B:) 
zi= f-- (/,l(~.1),/,z(~- /), ... ,f. (~. ,)). . (B) r. r, m r, r=I V 

Este evident că z
1 

E co A, (V) IE N• (deoarece v(B/) 2:: O, (V) i = l,!i, 
v(B) 

I. v(B/) = 1 si (/,1 (~.1),/,2 (~ 1), ... ,f. K 1)) E A, (V) i = l,r.1) si că z1 I➔= C 
i=l v(B) ' I, I, m I, ' 

(datorită definiţiei integralei Lebesgue). Toate acestea ne asigură faptul că 

CE co A. Dacă enunţul nu ar fi adevărat atunci C ar aparţine lui co A\ co A = 
= a(co A). Conform propoziţiei 3 din paragraful (V) există un hiperplan de 
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sprijin p pentru co A astfel încât CE p. Dacă hiperplanul Peste dat de ecuaţia 
a. y = A (a e un vector nenul din R" şi A E R) să presupunem că co A aparţine 
regiunii determinate de inecuaţia a · y ::; A . 

P = {y E Rm I ay = A.} 
P1 = {y E Rm I ay =A.I} 

Există atunci un A1 E R , A1 < A astfel încât 
Al = {y E Rm I Y E co Â şi "-1 ::; a · Y ::; A.} 

Şl 

Ai = {y E Rm I y E co A şi a . y < ii} 
să fie mulţimi nevide (asta se întâmplă deoarece dim (co A)= m). Fief: B ➔ Rm 
definită prin.l{x) = (J;_(x),fi(x) , ... fm(x)); este evident că/ este o funcţie continuă. 
Fie B

1 
= f1(A 1) şi B2 = f1(Az). B1 şi B2 sunt mulţimi măsurabile Lebesgue 

(B
1 

este închisă în B şi B2 este deschisă în B deoarece 
B1 = f 1({y E R"' I A1 ::; ay::; A}), 

B
2 
= f1({y E R„ I ay < Ă. 1 }), 

feste continuă şi mulţimile {y E R"' I A1 ::; ay::; A}, respectiv {y E R• J ay < A1} 

sunt închise, respectiv deschise în R•. B
1 
şi B

2 
sunt mulţimi boreliene, deci şi 

măsurabile Lebesgue (vezi Miron Nicolescu Funcţii reale şi elemente de 
topologie, Editura Didactică şi pedagogică, Bucureşti, 1968, pagina 220, 
consecinţa teoremei din 8.4.1 ); în plus măsura lor Lebesgue este strict pozitivă 
(deoarece B1 şi B2 conţin fiecare câte o mulţime nevidă şi deschisă în B. Pentru 
B2 acest lucru e clar, ea însăşi fiind nevidă şi deschisă în B iar pentru B1 acest 
lucru rezultă din faptul căB1 conţinemulţimeaJ- 1 ({y E Rm I A1 <a• y< A}) care 
este deschisă în B şi este şi nevidă. Dacă cwnva mulţimea precedentă ar fi 

vidă, cum CE co A, atunci există a
1 

E A n p. Deoarece A
2 

'# 0 atunci există 
a2 E A2 n A. Presupunerea că mulţimea {y E R"' I Â.

1 
< ay < A} nu conţine nici 

un punct din A şi existenţa punctelor a1 şi a2 de mai sus ne-ar duce la concluzia 
că A este neconexă. Însă A fiind imaginea prin funcţia continuă fa mulţimii 
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conexe B este şi ea conexă). Fie u = (u1, u2 , •.. , um) şi v = (v1, v2 , ... ,vm) puncte 
din R"' ale căror coordonate sunt date de formulele: 

f J; dv 
u __ Bi __ 
; - v(.Bi) 

(\i) i = 1,m. 
f J; dv 

Bz v---
i - v(B2) 

Aceste formule au sens deoarece v(B1) > O şi v(B2) > O. Repetând 
argumentul din prima parte a demonstraţiei deducem că u aparţine regiunii de
terminate de inegalităţile A.

1 
$ ay $ A. şi v aparţine regiunii determinată de 

inegalitatea ay $ A.
1 

(se aplică deci acelaşi argument prin care am arătat 

că CE co A). Este evidentă formula 
v(B1) v(B2) 

C=--u+--·v. 
v(B) v(B) 

Calculăm 

v(B1) v(B2 ) 
ac=--a-u+--a-v. 

v(B) v(B) 

Ţinând cont că A.1 $ au $ A. şi av $ A.1 deducem că 

a-C:5; v(B1) Â.+ v(B2) ,.,, < v(B1) Â.+ v(B2) Â. = A. 
v(B) v(B) v(B) v(B) 

Însă aceasta contrazice faptul că C E p ( elementele lui p satisfaceau ecuaţia 
ay = Â. pe când noi am obţinut mai sus că aC < A). Contradicţia a provenit din 

,,.__ 

faptul că am presupus că C ~ co A. În acest moment teorema este demonstrată. 
Să demonstrăm acum o afirmaţie din lema 1 (Hilbert) apărută în cursul 

demonstraţiei teoremei lui Waring. Folosind notaţiile de acolo trebuie arătat 
căgE coS. 

Dacă T este mulţimea vectorilor din V daţi de formele 
5 

L = ( ex1X1 + ... + ex~s)2\ unde ex; sunt numere reale astfel încât I, ex; $ I atunci 
i=I 

teorema demonstrată în acest paragraf ne arată că g aparţine interiorului relativ 

al mulţimii co T. Este evident că T ~ S ~ co S. Cum co S este mulţime convexă 
(se foloseşte faptul că co S este convexă şi propoziţia 1 din paragraful (IV)) 

rezultă că T ~ co T ~ co S. Fie ~ varietatea liniară de dimensiune minimă care 

conţine pe co S ( deoarece ~ e submulţime închisă a lui V, rezultă că co S ~ ~). 
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Vom folosi notaţia co S pentru a desemna intmorul relativ al lui co S. Folosind 

observaţia din paragraful (V) şi propoziţia 2 din paragraful (IV) ( co S = co S = 
o 

= co S) deducem că dim co S = dim co S. Deoarece co T ~ co S deducem că 

dim co T ~ dim co S = dim co S. Dacă r = dim co S, fie yl' y2 , ••• , y.-+
1 

vectori 
din S astfel încât y

2 
- yl' y

3 
- y

1 
, ••• , y.-+

1 
- y

1 
să fie liniar independenţi. Pot 

alege un număr real Â., strict p-ozitiv, suficient de mare astfel încât Y; E T, (\f) 
Â. 

i = 1 r+ I. Cum evident Yz - Yi ___ Yr+I - Yi sunt liniar independenti 
' Â. ).''). Â. ' 

deducem că dim co T ~ r = dim co S, de unde rezultă că dim co T = dim co S = 

= dim co S. Conform celor spuse mai sus g E co T ~ co S = co S ~ co S 

(f~ptul că coS = coS rezultă din propoziţia 2 paragraful IV, iar incluziunea 

co S ~ co S este evidentă), ceea ce demonstrează afirmaţia. După cum se vede 

demonstraţia acestei afirmaţii nu este deloc simplă şi a necesitat un travaliu 
destul de însemnat ( deşi din punct de vedere intuitiv lucrurile păreau destul de 
simple). Să mai menţionăm aici că demonstraţiile din paragrafele (III), (IV) şi 
(V) ale acestei anexe sunt luate din cartea Convexity a lui H. G. Eggleston, 
Cambridge, University Press, 1969. 
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TEOREMA LUI GAUSS A CELOR TREI PĂTRATE 

Introducere 

Scopul acestui capitol este demonstrarea unei teoreme aparţinând lui 

Gauss, care afirmă că un număr natural m se poate scrie că suma a trei pătrate 

de numere naturale dacă şi numai dacă m :t- 4a (8n + 7), pentru orice a, n E N . 
Demonstraţia dată urmează articolul lui Ankeny N. C. Sums of three 

squares din Proc. Arner. Math. Soc., volumul 8 din 1957, paginile 316-319. 

Această soluţie foloseşte esenţial o teoremă a lui Dirichlet care afirmă că dacă 

a, b E N-, (a, b) = 1, atunci există o infinitate de numere prime de forma 

ak + b, k E N. Demonstraţia acestei teoreme a lui Dirichlet se poate găsi în 

Teoria numerelor de Z. I. Borevici şi I. R. Şafarevici, Editura Ştiinţifică şi 

Enciclopedică, Bucureşti, 1985, pagina 413, sau în această carte. În demonstraţia 
teoremei lui Gauss se mai foloseşte de asemenea şi teorema lui Minkovski asupra 

corpului convex demonstrată în paragraful (I) al anexei ( teorema 1). Să menţionăm 

aici faptul că în enunţul teoremei lui Minkovski se poate considera că v este 

măsura Jordan pe R". Aceasta deoarece orice mulţime convexă şi mărginită din 

R" este măsurabilă Jordan şi o mulţime mărginită Y nu poate intersecta decât un 

număr finit de mulţimi de forma T + z, unde z parcurge punctele unei reţele 

complete !I(_, iar Teste paralelipipedul fundamental asociat lui !l(a se urmări 

demonstraţia din paragraful (I) al anexei). Cu ajutorul teoremei lui Minkovski se 

demonstrează că un număr natural n :t- O se poate scrie ca suma a două pătrate de 

numere naturale dacă şi numai dacă orice număr prim de forma 4k + 3 care 

divide pe n trebuie să apară în descompunerea în factori primi a lui n la o putere 

pară (propoziţia 2 din paragraful (I) al anexei). O demonstraţie elementară a 

acestui rezultat poate fi găsită în Elementary theory of numbers de Waclaw 

Sierpinski, Warszawa, 1964, pagina 351. 
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Se presupun cunoascute de asemenea câteva fapte legate de simbolul 
Legendre şi Jacobi. Dacă a E Z şip este un număr prim astfel încât p J a atunci 

(;) se consideră egal cu 1, dacă a este rest pătratic modulo p ( adică (3) b E Z 

cu proprietatea că b2 = a (modp)) şi egal cu-I, dacă a nu e rest pătratic modulo 
p. Au loc următoarele proprietăţi: 

I) dacă a, b E Z şip J a • b , a = b (mod p ), atunci (;) = (;); 

2) dacă a, b E Z şip J a· b, atunci ( ~) = (;} (;} 

(-1) p-1 
3) dacă p este număr prim impar, atunci p = (-1) 2 ; 

(2) . p
2
-l 

4) dacă peste număr prim impar, atunci p = (-1) 8 ; 

5) dacă p şi q sunt numere prime impare distincte, atunci: 

(: }(; ]=(-!)';' ~'-

Dacă m şi n sunt două numere naturale ( chiar întregi pot fi considerate), 
r -

prime între ele si n = ITp~' (unde ex E N•, (V) i = l,r si p 1, p2, ... , p sunt 
' i=] I ' r 

numere prime distincte) atunci se defineşte simbolul Jacobi după formula 

(:)=(;J. 
unde [: J este simbolul Legendre definit mai sus pentru (li) i ~ 1,r. Deşi 
notaţia folosită pentru cele două simboluri este aceeaşi nu se pot ivi confuzii 
legate de acest fapt. Simbolul Jacobi are următoarele proprietăţi: 

1) dacă n este un număr întreg impar, atunci ( ~l) = (-1) ";°
1

; 

(2) n
2
-1 

2) dacă n este un număr întreg impar'. atunci -;; = (-1) 8 • 
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Demonstraţia teoremei lui Gauss 

Teoremă (Gauss): Un număr natural m se poate scrie ca suma a trei 
pătrate de numere naturale dacă şi numai dacă m :ţ:. 4a (8n + 7 ), pentru orice a 
şi n, numere naturale. 

Demonstraţie : Una din implicaţii este uşoară. Anume vom arăta că dacă 
m = 4a (8n + 7), unde a şi n sunt numere naturale atunci m nu se poate scrie sub 
formam = x2 + y2 + z2 cu x, y, z E N. Să analizăm întâi cazul a= O. Presupunem 
că există x, y şi z numere naturale astfel încât 8n + 7 = x2 + y2 + z2. Din motive de 
paritate, deducem că ori toate numerele x, y, z sunt impare ori două dintre ele 
sunt pare şi unul impar. Deoarece (2k + 1 )2 = 4k2 + 4k + 1 = 4k (k+ 1) + 1 pentru 
(V) k E Z, deducem că orice număr impar ridicat la pătrat este congruent cu 1 
modulo 8. Dacă cumva x, y şi z sunt toate numere naturale impare, atunci con
form observaţiei anterioare x2 + y2 + z2 = 1 + 1 + 1 = 3 (mod 8). Deci în această 
situaţie nu putem avea că x2 + y2 + z2 = 8n + 7. Se poate observa foarte uşor că 
un număr natural par ridicat la pătrat este congruent modulo 8, fie cu O, fie cu 4. 
Aceasta înseamnă că în cazul în care două dintre numerele x, y, z sunt pare şi 
unul impar, avem că x2 + y2 + z2 este congruent modulo 8, fie cu O + O + 1 = 1, 
fie cu O + 4 + 1 = 5, fie cu 4 + 4 + 1 = 1 (mod 8). Deci nici în acest caz nu poate 
avea loc egalitatea x2 + y2 + z2 = 8n + 7. Am arătat astfel că orice număr natural 
de forma 8n + 7 (n E N) nu se poate scrie ca suma a trei pătrate de numere 
naturale. 

Presupunem acum că există a E N" şi n E N astfel încât 4a(8n + 7) = m se 
poate scrie ca suma a trei pătrate de numere naturale. În aceste condiţii vom nota 
cu a

0 
cel mai mic număr natural nenul pentru care există n

0 
E N astfel încât 

4°0 ( 8n0 + 7) se poate scrie ca suma a trei pătrate de numere naturale: 

4°0 (8n0 + 7) = x2 + y2 + z2 

cu x,y,z E N. Deoarece 4°0 ( 8n0 + 7) este număr par ( deoarece a
0 

E N , a
0 

:2: 1 ), 
deducem că fie toate numerele x, y şi z sunt pare, fie unul dintre ele este par iar 
celelalte două sunt impare. în ipoteza că toate numerele x, y, z sunt pare, există 
atunci numerele naturale xi' y

1
, zi' astfel încât x = 2xl' y = 2y

1 
şi 

z = 2z 
1

. Din egalitatea 

deducem că 

4°0 - 1(sn
0 

+ 7) = xf + yf + zf. 
Ţinând cont de definiţia numărului a

0 
rezultă că a

0 
- 1 = O. Aceasta ar însemna 

că 8n0 + 7 = Xi2 + Y1
2 + z~, ceea ce este imposibil conform primei părţi a acestei 

demonstraţii. Mai rămâne de analizat cazul în care unul din umerele x, y, z este 
par iar celelalte două sunt impare. În acest caz 

x2 + y2 + z2 = 2 (mod 4) 
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şi cum 4°0 8n0 + 7 = O (mod 4), egalitatea 
4 °0 ( 8n0 + 7) = x2 + y2 + z2 

este imposibilă. Toate acestea termină demonstraţia faptului că orice număr 
natural de forma 4°(8n + 7) (unde a şi n aparţin lui N) nu se poate scrie ca suma 
a trei pătrate de numere naturale. 

Vom demonstra că orice număr natural m, care nu este de forma 
4a(8n + 7) (unde a, n E N), se poate scrie ca suma a trei pătrate de numere 
naturale. Dacă prima implicaţie a teoremei lui Gauss nu necesită decât argumente 
privind congruenţele, cea de a doua aduce în joc raţionamente mai subtile; în 
special teorema lui Minkovski asupra corpului convex şi teorema lui Dirichlet 
privind numerele prime dintr-o progresie aritmetică. 

Este suficient să arătăm că oricare ar fi m, număr natural nenul, liber de 
pătrate, m:;:. 8n + 7, (V) n E N, atunci m se.poate scrie ca suma a trei pătrate de 
numere naturale [într-adevăr, dacă b E N•, b:;:. 4a (8n + 7), (V) a,n E N, atunci 
putem scrie pe b sub forma b = m · d2, unde m este un număr natural liber de 
pătrate şi d E N•. Dacă cumva m = 8/ + 7 (/ E N), atunci scriindu-l pe d sub 
forma d = 2° · p, unde a, p E N, p impar, atunci b = (8/ + 7) · 4a • pi· p fiind un 
număr natural impar, P2 va fi congruent modulo 8 cu 1. Aceasta ar însemna că b 
se poate scrie sub forma 4° (8n + 7), ceea ce nu se poate conform presupunerii 
făcute asupra lui b. Aceasta înseamnă că m :;:. 8/ + 7, (V) / E N, şi în acest 
moment s-a justificat afirmaţia de mai sus şi anume că este suficient să demonstrăm 
că orice număr natural, liber de pătrate, diferit de 8n + 7, (V) n E N, se poate 
scrie ca suma a trei pătrate de numere naturale). În cele ce urmează vom deosebi 
două cazuri: primul va fi acela în care m este un număr natural, liber de pătrate, 
m = 3 (mod 8), iar al doilea va fi acela în care m este un număr natural, liber de 
pătrate, m = l (mod 8), sau m = 2 (mod 8), sau m = 5 (mod 8), sau m = 6 
(mod 8). Aceste două cazuri epuizează toate posibilităţile în situaţia dată. 

Într-adevăr dacă m E N, m liber de pătrate, m:;:. 8n + 7, (V) n E N, atunci m nu 
poate fi congruent modulo 8 decât cu I, 2, 3, 5 sau 6 modulo 8. Dacă m = O 
atunci enunţul teopremei lui Gauss este evident adevărat: m = 02 + 02 + 02

. 

Cazul I : m E N*, m liber de pătrate, m = 3 (mod 8). 
În acest caz scriem m = p 

1 
• p

2 
• ... • p ,, unde p 

1
, p

2 
... p, sunt numere prime 

;in[~:î~;:i:~ ;,~UIDM prim q care satisfuce wmăroarele conWVi 

(2) q = l (mod 4). 
Pentru a justifica această afirmaţie să observăm că, deoarece 

(p;, P) = l, (V) i,j = I,r, i :t-j şi (pp 4) = I, (V) j = I,r, atunci conform lemei 
chineze a resturilor (demonstrată în paragraful (li) al anexei) există un număr 

natural m0 astfel încât m0 = - 2 (modp), fV)j = 1,r şi m
0 
= I (mod 4). Din 
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modul de alegere al numărului m
0 

se vede imediat că (rn
0

, 4m) = 1. Pentru 

progresia aritmetică { m
0 

+ 4mk I k E N} aplicăm teorema lui Dirichlet privitoare 

la numerele prime dintr-o progresie aritmetică (pentru care termenul iniţial al 

progresiei şi raţia ei sunt două numere naturale prime între ele) şi deducem că 

existăunnumărprimqdeformaq=m0 +4mk,kE N. Ţinând cont de proprietăţile 

lui m
0

, rezultă că q = 1 (mod 4) şi q = - 2 (mod p), (V) j = I, r. În particular 

rezultă şi faptul că (q, 4m) = I. 
Ţinând cont de condiţiile precedente putem calcula simbolul Legendre 

(:29]-[=2I q ]-(=2I=2J-l 
P1 P1 P1 P1 P1 

(V) j = 1,r. în acest moment s-a justificat existenţa numărului prim q care 

satisface condiţiile (1) şi (2). Vom arăta următoarea egalitate: 

(3) (-qm }1 

Într-adevăr înmulţind egalităţile ( 1) pentru j de la 1 la r, 
obţinem că 

I a d-:: )- ~.[ ~ '.} ~.( :, l !!,(:,)a 
"( ~1 )t} d( ~}-o';-••;} 

=[~} [:)~[: )= [~} [:} (; )= 

=(-o";' H/,t )=(-iJ (-,){; }(; H ~1 I;}(-;} 
În egalităţile precedente am ţinut cont de proprietăţile simbolurilor lui Legendre 

şi Iaco bi, de legea reciprocităţii pătratelor a lui Gauss-Legendre [ dacă a şi b sunt 

două numere prime impare, distincte, atunci ( f )· (~) = (-1) a;t. b;t ], de faptul 

m I· m2 -l 
că m = 3 (mod 8) [ceea ce înseamnă că numerele naturale T şi -

8
- sunt 
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impare] şi în afâniit de faptul că q ~ I ( mod 4) [ ceea ce ne asigură că ( ~ 1 J = 1]. 

Relaţia 3) este astfel demonstrată. Semnificaţia acestei relaţii este aceea că există 
un număr întreg b astfel încât b2 = - m (mod q). în plus b poate fi ales impar 
[ dacă cumva b este par atunci considerăm numărul q - b care este evident impar 
şi (q-b)2 = b2 =-m (mod q)]. Există (conform alegerii lui b) un număr întreg h

1 

cu proprietatea că: 
(4) b2 -qh

1 
=-m. 

Dacă în egalitatea ( 4) trecem la congruenţa modulo 4 obţinem, ţinând cont 
că b e impar (deci b2 = 1 (mod 4)), q = 1 (mod 4) şi m = 3 (mod 8), următoarea 
relaţie: 1 - h, = 1 (mod 4) şi 4 I h

1
. Ţinând cont de aceasta precum şi de 

identitatea ( 4) rezultă că există h E Z astfel încât: 
(5) b2 - 4 qh = - m. 

Fie a, b, x, y, u numere întregi astfel încât (a, b) = 1 , x2 = u (mod a) şi 
y 2 = u (mod b). Deoarece ( a, b) = 1 există k, I E Z astfel încât 
al- bk= y-x [ştim că există 1

1
, k1 E Z cu proprietatea că a/1 - bk

1 
= l; luăm 

I= 1
1 
(y - x) şi k = k

1 
(y - x)]. Fie z = x + al= y + bk; evident z E Z, z2 = x2 = u 

(mod a) şi z2 = y2 = u (mod b). Deoarece (a,b) = 1, din cele de mai sus rezultă că 
z2 = u ( mod a · b ). Acest argument împreună cu relaţiile ( 1) şi cu un raţionament 
prin recurenţă permit găsirea unui număr întreg c astfel încât c2 = -2q (mod m). 
Ţinând cont că (2q, m) = 1, rezultă că ( c, m) = 1. Există deci un număr întreg 
t cu proprietatea că t • c = 1 (mod m). Ţinând cont de congruenţele c2 = (- 2q) 
(mod m) şi t · c = 1 (mod m) se deduce că numărul întreg t satisface congruenţa: 
(6) t2 

• (- 2q) = 1 (mod m). 

(7) 

(8) 
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Fie f: R3 ➔ R3 următoarea aplicaţie liniară : 

J(x,y,z) =(R,s,r) 
R= 2tqx+tby+m· z 

b 
S=/fqx+-y 

.ffq 

T=~y. 

Definim mulţimile X şi x; din R3 prin condiţiile: 

{

X= {(R,S,T) E R31R2 +S2 +T2 < 2m} 

X 1 ={(x,y,z) E R
3
1f(x,y,z)E x} = F 1(X). 
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Este evident că X este o mulţime simetrică ( dacă a E X atunci 

4 
- a EX), convexă, măsurabilă Lebesgue şi v(X)= 3n(2m) 2 (veste măsura 

Lebesgue din R3). Mărginirea lui X este la fel de evidentă (X este o bilă în R3 cu 

centrul în origine şi raza.Jz,;i ). Determinantul transformării liniare f este 

2tq; tb; m 
b =-Jfi 2tq; m Jfi 

3 

egal cu: .pq; --· o .fiq; = • m.fiq =m2 :;t:Q 
.fiq' o q 

O· 
' Jfi; o 

(aceasta înseamnă că/ este o transformare bijectivă; are deci sensf1 care este şi 
ea o aplicaţie liniară bijectivă). Deoarece o mulţime convexă, simetrică şi mărginită 
este dusă printr-o aplicaţie liniară într-o mulţime având aceleaşi calităţi, din 
faptul căX1 = f I (X) deducem căX1 este mărginită, simetrică şi convexă. Folosind 
formula schimbării de variabilă deducem că X 1 este măsurabilă Lebesgue şi 

3 

v(X) = v(X1) -m2 . Ţinând cont că 

rezultă că 

4 3 
v(X) =-1t(2m)2 

3 

7 

22. 1t 
v(X1)=--· 

3 

Vom considera reţeaua completă din R3 (vezi definiţia din anexă precum şi 

semnificaţia termenilor folosiţi) 1{_ = Z3. Paralelipipedul fundamental asociat lui 

1{.este [O, 1) x [O, 1) x [O, I) şi are evident măsura Lebesgue egală cu /J. = I. 
Deoarece 

7 

1t. 22 '!__ 

v(X1) =-
3
-> 22 >23 = 23 -A, 

folosind teorema lui Minkovski asupra corpului convex aplicată lui X 1 şi ~ 

rezultă că există(x1 , y1, z1) E Z3, (x1, yl' z1) :;t: (O, O, O), astfel încât (xi' yl' z1) E 

X
I 

(aceasta înseamnă că Rf +Sf+ T/ < 2m, unde RI' SI' T
1 

se obţin din formula 

(7) înlocuind x,y şi z, cu x
1

, y
1 
şi zJ 
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Calculând expresia R,.2 + S/ + T,.2 obţinem că 

= R; + 2qx: + 2bx1y1 + 2hl = R1
2 

+ 2v, 

unde R
1 
este un număr întreg (R

1 
= 2tqx1 + tby1 + mz1) iar veste dat de formula: 

(9) v = q x/ + b x1y1 + h Y/ . 
În egalităţile de mai sus am ţinut cont de relaţia (5) care spune că 

b2 + m = 4qh. Din formula (9) rezultă că v E Z; cum însă 2v = S1
2 + T1 

2 2: O, 
deducem că v E N. 

(10) R(+S,.2+J?=Rl+2v; Rf+St+J?EN. 
Explicitându-l pe R

1 
şi trecând la o congruenţă modulo m în 

egalitatea (1 O) obţinem că 

1 my2 

Rt + 2v = (2tq x1 + tb y1 + m z/ + - (2q x1 + by/ + --1 = 
2q 2q 

(2qx1 + bJi }2 m/ 
=a· m+t2(2qx +by)+-----+--1 = 

I I 2q 2q 

_ 2q ·a· m+ (2qx1 +byi}2(2qt2 + 1) + my2 
_ ( d ) 

--------------= O mo m. 
2q 

Aceasta se întâmplă deoarece ultima fracţie este un număr întreg al cărei 
numărător se divide cum, iar (m, 2q) = 1. Din formula (6) se obţine că m I (2q t2 
+ 1 ), deci într-adevăr numărătorul fracţiei precedente se divide cu m. Să mai 

spunem că aici s-a notat a= m z: + 2z1(2tq x1 + tb y) pentru a uşura scrierea. 

Calculul precedent ne-a arătat că: 
(11) R1

2 +2v =0 (modm). 
Deoarece (xi' yl' z) * (O, O, O), (R 1, S1, T1) = fi.xi, y1, z) şif este o 

aplicaţie liniară bijectivă, deducem că (R
1
, S

1
, T) * (O, O, O); aceasta înseamnă 

că O < R,.2 +St+ T/_ Deoarece (x
1
, y

1
~ z

1
) E X" are loc şi inegalitatea 
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R,.2 + S
1

2 + T/ < 2m. Aceste două din urmă inegalităţi împreună cu relaţiile 

(1 O) şi (11) ne conduc la următoarea egalitate: 

(12) Ri2 + 2v = m; v E N şi R.1 E Z. 
Vom arăta în cele ce urmează că orice număr prim impar p pentru care 

p 2n+I I v şi p 2•+2 J v (n E N) trebuie să fie de forma 4k+ l (k E N). Aceasta 
împreună cu propoziţia 2 din paragraful (I) al anexei ne arată că 2 • v se poate 
scrie ca suma a doua pătrate de numere naturale. Folosind relaţia (12) deducem 
că m se poate scrie ca suma a trei pătrate de numere naturale [ dacă cumva R.

1 
< 

< O înlocuim peR
1 
cu (-R1) ţinând cont căR. 1 = (-Rif]. Deci teorema lui Gauss 

ar fi demonstrată în cazul în care m = 3 (mod 8). 
Dacă p este ca mai sus (p prim impar, p 2•+1 I v, p 2•+2 l v, n E N) vom 

deosebi două subcazuri; primul este acela în care p l m, iar al doilea este acela în 
care p I m. Să presupunem întâi că p l m. Din relaţia ( 12) deducem atunci că: 

(13) (: J= I. 

Dacii cumva p = q, atunci din identitatea ( 5) deducem că (-; J= I, ceea 

ce împreună cu relaţia (13) ne conduce I, concluzia că ( ~I J= I. Cum 

( ~I J=(-1) ';' = I, 

deducem că numărul prim p trebuie să fie de forma 4k + 1 (k E N), ceea ce 
trebuia arătat. În continuare vom analiza situaţia în care p -:t q. Din calculul care 
precede formula (9) rezultă că are loc următoarea egalitate: 

(14) 4qv = (2q x
1 

+ b y/ + m Y/. 

Deoarece p -:ţ q şip -:t 2, din identitatea (14) deducem că există e,f E Z 
cu proprietatea că p 2 •+ 1 I e2 + m/2 şip2•+2 l e2 + mf2. Aici e = 2q x

1 

+ b y
1 

Şl 

f = y 
1
. Fie a E N cu proprietatea că p• I ( e, f) şi p•+ 1 J ( e,f) ; există atunci 

e
1
,J;_ E Z astfel încât e=e1 ·p•,f=J; ·p" şipJ(e1/1). 

Din faptul că pia I (e2 + m/2

) , p 2 •+ 1 I (e2 + m/2

) şi p 2 •+2 J (e2 + m/2

) rezultă 

că 2a s; 2n + 1, apoi 2a < 2n + l şip I (e/ + m.f/). Cump l (epf;) şip l m 

obţinem că p Je
1 

şip l J;. Deoarece p l J;_ există /
2 

E Z astfel încât 

J;,· fz = 1 (modp). Faptul căp I e2 + mf/ implică congruenţa e/ = - mf/ 
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(mod p) şi înmulţind această din urmă congruenţă cu f./ obţinem că 
( e 

1 
-fz)2 = - m (mod p ). Deoarece p f m aceasta înseamnă că: 

(15) (-pm )=1 
Combinând relaţiile (13) şi (15) rezultă că ( ~l J= 1; cum s-a văzut ceva 

mai înainte aceasta înseamnă că numărul prim p este de forma 

4k+ 1 ( k E N), ceea ce trebuia arătat. 
Vom analiza în continuare cel de al doilea subcaz şi anume acela în 

care p Im. 
Calculul care precede formula (9) împreună cu egalitatea (12) permit 

scrierea wmătoarei identităţi: 

(16) R1
2
+~(2qx1+hYir +ml ]=m. 

Deoarece p I v şip I m, din egalitatea R? + 2v = m deducem că p I Ri2 ş1 

deci p I R
1 

(p este număr prim). Înmulţim relaţia ( 16) cu 2q şi obţinem: 

(17) 2q • R/ + (2qx1 + by1)
2 + my/ = 2q • m. 

Cum p I R" p I m, din formula (17) deducem că p I (2qx1 + byi)2 şi că 

p I (2qx
1 

+ by
1
). Împărţim relaţia (17) cu p şi trecem la o congruenţă 

modulo p; ţinând cont că R/ şi ( 2qx, + by1 )2 sunt numere naturale congruente 
p p 

cu O modulo p obţinem că 

m yf = 2q· m (modp). 
p p 

Cum m este un număr natural liber de pătrate şip I m deducem că ( p,;) = l; 

ţinând cont de această observaţie, din ultima congruenţă rezultă că y
1
2 = 2q 

(mod p ). Aceasta înseamnă că are loc egalitatea ( 
2
;) = . Deoarece p I m, din 

relaţiile (1) se deduce că (-;q} 1. Combinând aceste ultime două egalitAţi se 
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obţine că ( ~l )= 1; după cum am mai observat aceasta implică faptul că p este 

de fonna 4k+ 1 (k E N). În acest moment cazul I este demonstrat. 

Cazul II: m E N• , m liber de pătrate , m = 1, 2, 5 sau 6 (mod 8). 

Se alege q, un număr prim care săsatisfacă următoarele condiţii: [ ~ ~ ]= 1 

(V) p
1 

un divizor prim impar al lui m, q = 1 (mod 4) şi în plus dacă m este par 

[-2] "'t-1 -;; =(-l)-2-, unde m = 2m
1

. 

[În acest caz m
1 

este un număr natural impar, deoarece 4 J m . Condiţia 

[
-2 J m,-I 
-;;- =(-1) 2

, semaiscrieînmodulurmător:q=l(mod8),dacăm1=4k+lşi 

q=S (mod 8), dacă m
1 
=4k+ 3 (kE. N). Am ţinut cont în transcrierea condiţiei prece

dente de faptul că se impusese anterior ca q că fie congruent cu I modulo 4]. 
Existenţa numărului prim q satisfăcând condiţiile precedente se probează în 
acelaşi fel ca şi în cazul I (se utilizează lema chineză a resturilor precum şi 
teorema lui Dirichlet privitoare la nwnerele prime dintr-o progresie aritmetică în 
care raţia şi termenul iniţial al progresiei sunt două numere naturale prime între 

r 

ele). Dacă m este impar şi m = JJ.P1 (unde p 1, p 2, ••. , Pr sunt numere prime 

impare, distincte) atunci ţinând cond de condiţiile precedente se deduce că 

1 = 6 [-q J = rr[-1
} 0 [_!L]=(-1 

)rr[(PJ Jc-i) PJ2-

1 

• :

1 

]= 
J=t P1 ;=l P1 ;=l P1 m ,=1 q 

=(-l) -;' ~(: H: H-:: 
m-1 

S-a ţinut cont mai sus că q = l (mod 4) şi că -
2

- este un număr natural 

par în cazul în care m = 1 sau 5 (mod 8). Vezi şi demonstraţia relaţiei (3). Dacă 
r 

m este par, atunci m = 2m1 = 2I1
1
p1 (unde p

1
, p2 , ... , P, sunt numere prime 

F 

impare, distincte). Ţinând cont de modul de definire al lui q rezultă că 
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[ ( F( ] 11\-1( J 11\--1(,, ... I2} 11\--1( } "1-1 , --q -1 , P· -- "1t. - ""'"I - m -
1= rr - - . - 1 =C-1) 2 - =C-1) 2 - - c-1) 2 - -1) 2 = 

,-1 P1 "1t. -t q q q q q 

=(; ]= -; } Deci în amândouă cazurile are loc egalitatea (3) şi anume 

(-;]=I. Există deci b, h e Z astfel încât b' - qh = - m. 1n acelaşi mod în 

care s-a demonstrat relaţia ( 6) se arată că există t E Z astfel încât t2. (- q) = 1 
(mod p), (V) p

1 
un număr prim impar care-l divide pe m. Dacă m este par atunci 

pe t îl alegem în plus să fie un număr impar ( dacă cumva acel t găsit mai sus este 
r 

par îl înlocuim cu m
1 

- t, unde m
1 

= J} p1, m = 2m
1

, p1, p2 , ... , P, sunt numere 

prime impare, distincte). În locul aplicaţiei liniare/ se va considera.t;: R3 ➔ R3 

o aplicaţie liniară, într-un mod asemănător cu formula (7) de definire a funcţiei 
f Şi urne/,, (x, y, z) = (R, S, 1) unde R, S şi T sunt definite astfel: 

R=tqx+tby+mz 

b 
(7') S = /qx+ .fq y 

T=ly, 

Mulţimile X şi X1 sunt definite analog cu formula (8) şi anume: 

{
X= {(R,S,T) E R3 JR2 +S2 +T2 < 2m} 

(8') 
xi ={(x,y,z)E R3 

IJ;(x,y,z)E X}. 
Raţionamentul curge în continuare exact ca şi în cazul I, cu următoarele 

J 

mici modificări. Determinantul transformării liniarei,,, este egal tot cu m2 , 

Şl 

J 4 
v(X)=-n(2m)2 

3 
7 

22 · 1t 
v(X1)=-->z3. 

3 
Aplicând teorema lui Minkovski se deduce existenţa lui (x

1
, y

1
, z1) * (O, O, O) 

astfel încât (xi' y
1
, z1) E Z3 n X

1
; fie 

(RI' sl, TI) = /,, (xi' Y1-, zi) Ţ. (O, o, O). 
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undeR
1 

E Z, vE N, 

v = qx: + 2bx,y1 + hl. 
2 

2 2 2 1 2 my, 
R.î +v=a·m+t (qx1+bJi) +-(qx1+by1 ) +-= 

q q 

amq+(t 2q+ l)(qx1 +by1)2 +mi 
=--------''---....;....-----'-=O (mod m), 

q 
( deoarece ultima fracţie este un număr natural al cărei numărător se divide cum, 

iar (m, q) = 1 conform alegerii lui q. Din modul în care a fost ales t se deduce că 

pj I (t2q + 1 ), (\t) pj un divizor prim impar al lui m. Dacă în plus m este par atunci 

2 I t2 • q + 1 fiindcă t a fos ales impar iar q este evident impar. Cum m e liber 
de pătrate, din cele de mai sus rezultă că m I (t2q + 1 ), deci într-adevăr 

numărătorul fracţiei precedente se divide cu m). Cum O < R1
2 + v < 2m; 

Ri_2 + v E N şi R1
2 + v = O (mod m), se deduce că R1

2 + v = m. Demonstraţia 

faptului că orice număr prim impar pentru care p 2" ... 1I v şi p 2"+z J v (n E N), 
trebuie să fie de forma 4k + 1 ( k E N) este identică cu cea din cazul I. De aici se 
deduce (folosind din nou propoziţia 2 din paragraful I al anexei) că v se scrie ca 
suma a două pătrate de numere naturale şi deci m se scrie ca suma a trei pătrate 
de numere naturale, ceea ce trebuia demonstrat. 

Se văd acum şi motivele pentru care apărea 2 în diversele condiţii din 

cazul I. El a fost introdus pentru a se asigura valabilitatea relaţiei (3) : (-; } I. 

Într-adevăr dacă în loc de (I) s-ar fi cerut doar că (; } I, atunci 

(-; H~} =(-1)"';
1 

=-1 (m=3(mod 8)). 

Prin introducerea acel ID 2[ [ :q H s-a obţinut că (-; H ~ r:} 
= (-1) 2 • (-1) 2 = (-1)(-1) = 1 (deoarece m = 3 (mod 8), m liber de pătrate). 
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ANEXĂ 
(Teorema lui Gauss) 

I. Fie e
1
, e2, ... , e. vectori liniar independenţi din R• ; 

n -
!I{_= {y E R• I y = Laiei, ai E Z, ('ef) i = 1,n }, 

i:=I 

n -
T= {ye R•\y=Laiei, <Xi E [0,1), ('ef)i=l,n}. 

i:=I 

!/{_se numeşte reţea completă, iar T se numeşte paralelipipedul fundamental 
asociat reţelei !I{_ . 

Propoziţia 1: Cu notaţiile precedente avem că 

R• = U (T+ z) şi că (T+ z
1
) n (T+ z2) = 0 

zel'(_ 

('v') z
1 

#- z
2

, z
1 
şi z

2 
aparţinând lui !I{_ . 

Demonstraţie: Incluziunea U (T + z) ~ R" este evidentă. Pentru a 
zeit 

demonstra cealaltă incluziune fie x e R•. Cum e
1
, e2 , ... , e. formează o bază 

a spaţiului vectorial R", deducem că există y1 , ... , r. numere reale astfel 
n 

încât x = Iy.e .. Dacă scriem y. = m. + ex., unde m E Z si ex e [O, I), ('ef) i = 
l I I l I I ' I 

i:=I 
_ n n n 

= l,n (mi = [yJ şi <Xi = {yJ) atunci x = Lmiei + L<Xiei. Cum I.miei E !I(_ şi 
i:=I i:=I i:=I 

n 

L aiei e T, prima parte a enunţului este demonstrată. Pentru cea de a doua 
i=I 

parte a propoziţiei să presupunem că există zi' z
2 

E !I{_ , z
1 

t:- z
2 

astfel încât 

(T+ z1) n (T + z2) -:t 0. Există deci ex;, ~ie [O, 1) cu proprietatea că 
n n 

z1 + L aiei = z2 + L/3iei. 
i=l . i=I 
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Aceasta înseamnă că există nişte numere întregim; (i = l,n ) astfel încât 

" " Lm;e;= I(P;-cx;)e;, 
i=l i=l 

" unde t
1 

- z
2 
= Im;e;; z

1 
- z

2
E !.I(, deoarece z

1 
şi z

2 
aparţin lui !I{_. Din această 

i=I 

egalitate deducem că P; - ex; = m;, (\7') i = l ,n. Cum (P; - ex;) E (-1, 1) şi m; E Z, 

(\i) i = l,n, din cele de_ mai sus rezultă că m; =O,(\;') i = 1,n şi deci că z
1 

= z
2

. 

S-a ajuns la o contradicţie; aceasta înseamnă că presupunerea făcută a fost falsă 
şi deci enunţul propoziţiei 1 este adevărat. 

Să notăm în cele ce urmează cu L\ = v(n, unde veste măsura Lebesgue din 
R". Dacă notăm cu f următoarea aplicaţie liniară pe R" 

fl.x1, x2 , ••• , x.) = (Ia .. x.) _, 
IJ l i=l,n 

(\i) x1 E R, 1 = l,n, unde e; = (ali, a2;, •.. , a,,), (\;') i = l,n atunci motivaţia 

faptului că T este o mulţime măsurabilă Lebesgue este aceea că 
T = fi.A), A fiind următoarea submulţime a lui R" : 

A={(xl'x2 , ••. ,x.)E R"lx;E [O, l),(\i)i=l,n}. 

Cum v(A) = 1, din cele de mai sus se deduce folosind formula schimbării de 

variabilă că 

v( n = J dv = J dv = J I det( a!i ) . - I dv = I det( a!i ) . _1 1. 
T f(A) A ,,;=l,n ,,;- •" 

Să mai observăm şi faptul că numărul D = v(n nu depinde decât de 'lt şi nu 
depinde de baza e

1
, e

2 
, ... ,e. a Z-modulului 'l{_. Într-adevăr dacă.t;,_t; , ... ,f,, este 

o altă bază a Z-modulului liber 'l{_, atunci există numerele întregi b;}i,j = l,n) 

" astfel încât_t; = Lb!ieJ' În plus, deoarece e1, e2 , ... , e„ şiJ;,/2 , ... ,f,, sunt Z-baze 
}=I 

ale lui 'l{_, modulul determinantului matricii (b . .) .. _ -1„ este egal cu 1. 
I) IJ- , 

Dacă 

n -
T' = {x E R" Ix= IaJ;, ex; E [O, 1)(\7') i = l,n }, 

i=l 
atunci folosind din nou formula schimbării de variabilă rezultă că v(T) = 

= I det(bij)ij~ r,;; I . v(n = v(n. Aceasta justifică observaţia tăcută mai înainte şi 

anume că L\ nu depinde decât de !.I(. 
Teorema 1 (teorema lui Minkovski asupra corpului 

c o n v e x ). Dacă 'l{_, T şi L\ au semnificaţiile precizate mai sus, iar X!;;;; R" este 
o mulţime mărginită, convexă şi simetrică (aceasta înseamnă că dacă x E X 
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atunci şi (- x) E X), astfel încât v(X) > 2" • .1 atunci mulţimea X conţine un 
punct al lui !!(_, diferit de origine. 

Demonstraţie: Se ştie că orice mulţime convexă şi mărginită este măsurabilă 
Jordan şi Lebesgue; de aceea în enunţul de mai sus nu s-a impus ca X să fie o 
mulţime măsurabilă Lebesgue (acest lucru fiind inutil după cum s-a observat 
mai înainte). 

Să demonstrăm întâi următoarea afinnaţie: dacă Y este o mulţime mărginită, 
măsurabilă Lebesgue, astfel încât (Y + z

1

) n (Y + z
2

) = 0, (v') z
1 

* z
2

, z
1

, 

z2E 1(, atunci v(Y)::;; .1. 
Din propoziţia 1 ştim că 

R"= U{T+z)=U(T-z) 
ze'lt ze'lt 

şi că 

(T- z1) n (T - z2) = 0, 
(v') z

1

, z
2 

E !I(_, z
1 

-:;;z
2

• Folosind aceste observaţii precum şi proprietăţile măsurii 
Lebesgue deducem că 

>(Y)=>(YnR")= {r {Yt-ziJ= 
=v( U {Yn(T-z)))it I v(Yn(T-z)) 

ze'I(_ ~ ze'I(_ 

(1( este o mulţime numărabilă). Cum translatata mulţimii Y n (T-z) cu vectorul 
z este mulţimea (Y + z) n T şi cum v(B + b) = v(B) oricare ar fi b E R" şi B ~ R" 
o mulţime măsurabilă Lebesgue, deducem că 

v(Y)= Iv(Yn(T-z))= Iv((Y+z)nT)= 
zel\'._ zel\'._ 

v (.Y. ((Y +z)nT) }v[(,y,<r +zi}T )} v(T)= d 

Pentru egalitatea 

Iv((Y+z)nT)= =v(U ((Y+z)nT)), 
zel\'._ zel\'._ 

am folosit faptul că 

((Y + z1) n T) n ((Y + z2) n T) k (Y+ z
1
) n (Y + z2) = 0, 

(v') zi' z
2 

E 1(, cu z
1 

-:;; z2' deci 

((Y + z1) n T) n ((Y t z2) n T) = 0, 
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('v') z1, z2 E !lt z1 -:t-z2. Cum v(P • B) = P" • v(B) (V) PE R+ şi (V) B ~ R", B fiind 

o mulţime măsurabilă Lebesgue, rezultă că v 

(2_ x]=-
1 

v(X) > d 
2 2" 

(ultima inegalitate se datorează ipotezei teoremei). Dacă cumva 

(¼ X+~}Gx+z2 }0, 

(\>') z„ z2 e 1(_, z, ~ z2 atunci prima parte a demonstraţiei arată că { ¼·x J~ LI , 

ceea ce contrazice inegalitatea {¼X} LI obţinută mai sus. Există deci z, ~ z,, 
zi' z2 E !lt astfel încât 

(¼ X+z,}(¼ X+z2 }0. 
Aceasta înseamnă că există x

1 
şi x

2
, două puncte din X cu proprietatea că 

1 1 
-x1 +z1 =-x2 +z2 . 
2 2 

Faptul că X este o mulţime simetrică faţă de origine ne asigură că punctul 
(- x2) aparţine lui X. Folosind şi convexitatea mulţimii X rezultă că punctul 

1 1 ( • ) • • I l • •• x( 1 l J D • 
2x, +2 -x2 aparţine ş1 e mu ţlmu 2 + 2 = l . ec1 

2-x +2-(-x ) EX n !I{. 
2 1 2 2 

şi în plus 

2.x +2-(-x )= z - z -:t- O, 
2 

I 
2 

2 2 1 

ceea ce demonstrează enunţul teoremei lui Minkovski. în cele ce urmează vom 
demonstra un cunoscut rezultat din teoria numerelor folosind teorema lui 
Minkovski. 

Propoziţia 2. Un număr natural n se scrie ca suma a două pătrate de 
numere naturale dacă şi numai dacă orice număr prim de forma 4k + 3 care 
divide pe n trebuie să apară în descompunerea în factori primi a lui n la o 

putere pară (n * O). 
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Demonstraţie. Presupunem că există numerele naturale a, b şi kprecum şi 

un număr prim p de forma 4 / + 3 (/ E N) astfel încât n = a2 + b2, p21c+
1 I n şi 

p 21c+2 l n. Se deduce imediat că a şi b sunt numere naturale nenule. Fie a E N 
astfel încât pa I ( a, b) şi pa.,.1 l ( a, b ). Din cele de mai sus rezultă că 

n = P2a( lli2 + b/ ), 
unde a

1

, b
1 

E N* şip l (a
1

, bi). Presupunerea făcută ceva mai sus ne asigură 

că 2a < 2k + I; există deci o scriere de forma n 1 = Gi2 + b1
2

, unde 

p I n1 şip l(a1, b1). Trecând la congruenţa modulop în ultima egalitate, obţinem 

că O = a,.2 + b1
2 (mod p ). Cum p l (al' b1) din cele de mai sus rezultă că p l a1 şi 

p l b1 • Ridicăm congruenţa Gi2 = -b1
2 (mod·p) la puterea 2 / + I; ţinând cont de 

mica teoremă a lui Fermat precum şi de faptul că p l a 
I 
şi p l b 

1
, deducem că 

1 = -1 (mod p ), ceea ce esfe evident absurd. 
Una din implicaţii este în acest moment demonstrată. 
Să presupunem acum că orice număr prim de forma 4k + 3 (k E N) care-l 

divide pe n trebuie să apară în descompunerea în factori primi a lui n la o putere 
pară. Vom arăta că atunci n se scrie ca suma a două pătrate de numere naturale. 

În ipoteza făcută mai sus avem că n = d2 • m, unde m este un număr natural 
liber de pătrate şi în plus orice număr prim p care-l divide pe m nu poate fi de 

r 
forma 4k+3. Deci m = ITp., unde pi' p2 , ... , p sunt numere prime distincte de 

i=I I r 

forma 4k+ 1, unul din ele putând fi 2 ( dacă cumva m = 1 atunci n = d2 şi enunţul 
este evident adevărat). 

Vom arăta întâi că orice număr prim p de forma 4k + 1 se poate scrie ca 
sumă două pătrate de numere naturale. Pentru p prim, p = 4k + 1 (k E N*), 
arătăm că există un număr natural i astfel încât p I (i2 + 1 ). Pentru aceasta vom 
folosi teorema lui Wilson care afirmă ca (p- 1)! = -1 (mod p). 
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Au loc, în mod evident, următoarele congruenţe modulo p: 
1 = -(p -1) ( mod p) 
2=-(p-2) (mod p) 

p-1 { p-1) {p+l) -2-= p--2- = -2- (mod p) 

p-1 p-1 
-=- (mod p) 

2 2 

2=2 (mod p) 
l=l (mod p) 
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Înmulţind congruenţele de mai sus şi notând cu i numărul natural ( p; 
1
) 

obţinem că 

p-1 

i2 = (-1) 2 (p-l)!(modp). 
p-1 

Deoarece (-1) 2 = ( -1 )2k = I şi 
(p- l)! = -1 (modp) 

conform teoremei lui Wilson, deducem că p I i2 + 1. Fie acum 
A= {(ul' u

2
) E Z2 lu

1 
- i u2 = O (modp)}, 

unde i este numărul natural indicat mai sus. Lema 2 din paragraful I al anexei 
teoremei lui Waring ne arată că A este o reţea în R2 (reţea completă) şi că A 
(adică volumul paralelipipedului fundamental asociat lui A) este mai mic sau 
egal cup. Fie X~ R2 următoareamulţime:X= {(x, y) E R2 

I x2 + y2 <2p}. Este 
evident că X este o mulţime mărginită, simetrică, convexă şi măsurabilă Lebesgue, 
măsura ei fiind egală cu v(X) = 1t • 2p. Din cele de mai sus rezultă că 22 

• A ~ 
~ 4 • p < 2 • 1t • p = v(.X) şi deci putem aplica teorema lui Minkovski. Aceasta ne 
asigură existenţa unei perechi (u1, u2) E An X şi în plus (u1, u2) * (O, O). Dacă 
explicităm concluziile· anterioare obţinem că u

1
, u

2 
E Z, u

1 
= iu

2 
(mod p), 

(ul' u2) * (O, O) şi în plus u,_
2 + u; < 2p. Alegerea lui i asigură următoarele 

congruenţe modulo p : 

u,_
2 + u; = i2 u; + u; = u; (i2 + 1) = O (mod p ). 

Deci 
2 2 2 2,2 2 

O< u,_ +Ui <2p,p I "i +Uz Şl u,_ +Uz E N; 

singura posibilitate este ca u;- + Ui să fie egal chiar cu p. în acest moment am 
arătat că orice număr prim de forma 4k + l se scrie ca suma a două pătrate de 
numere naturale. 

Identitatea 
(a2 + b2) (c2 + d1-) = (ac + bd)2 + (ad - bc)2 

ne arată că dacă două numere naturale au proprietatea că se pot scrie ca suma a 
două pătrate de numere naturale, anm.ci şi produsul celor două numere are aceeaşi 

r 
proprietate. Folosind faptul căm = TTp, undep. sunt numere prime distincte de 

i=I I I 

forma 4k+ 1 şi eventual unul dintre ele poate fi 2, că orice număr prim de forma 
4k+ l se scrie ca suma a două pătrate de numere naturale, că 2 = 12 + 12 precum 
şi observaţia precedentă, printr-o recurenţă rezultă imediat că m se poate scrie 
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~mb fonna m = a 2 + b2, unde a şi b sunt nwnere naturale. Deci 
n = cf(a2 + b2) = (ad)2 + (bd)2 

si enuntul este demonstrat în acest moment. , , 

II. Teoremă. Fie m
1
, m2 , ..• , m. numere naturale nenule astfel încât 

(m;, m) = 1, (V) i, j = I,n, i * j (n E N*). Dacă ai E Z, oricare ar fii= I,n, 

atunci existăm E Z cu proprietatea că m = ai (mod m), (V) i = 1,n (acest 
rezultat este cunoscut sub numele de lema chineză a resturilor). 

Demonstraţie. Deoarece (m 1, m) = I, (V) i = 2,n, există bi, ci E Z(i = 2,n) 

" 
astfel ca bm

1 
+cm.= I, (V) i = 2,n. Considerăm numărulx1 = a

1
• IT(I -bm

1
). 

I I I i=2 I 

Este clar că xi = al (mod ml) şi xi = o (mod m), (V) i = 2,n. În acelaşi mod 
găsim numerele întregi x2' x3 , .. , x. cu proprietatea că xi = ai (mod m) şi xi = O 

- " (mod m), (v') i = 1,n, i * j. Dacă luăm acum m = LX;, atunci evident m are 
i=l 

proprietăţile cerute în enunţ. Să mai observăm aici că orice număr de forma 
m + a, unde a E Z este un multiplu de m1 • m2 • ... • m., are aceeaşi proprietate ca 
şi m. De aici deducem în particular că în plus faţă de calităţile impuse în enunţ, 
m poate fi ales chiar număr natural. 
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