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Ca.pit.<>1-u.1 I 

ELEMENTE DE TOPOLOGIE GENERALl\ 

l.Mulţimi 

Cantor, in 1872,definea mulţimea ca reuniunea intr-un tot a unor 
obiecte ale intuiţiei sau ale gîndirii noastre,bine determinate şi 
care se pot deoi::ebi între ele. Obiectele din care este formată 
mulţimea se numesc elementele sale . 

aEA este notaţia pentru "a aparţine lui A",iar neapartenenţa 
unui element b la o mulţime A se notează : bfA . 

Mulţimile se pot nota în mai multe moduri .De exemplu: 
A• {a/ a are proprietatea P} 
A • { a, , a, , a,, . . . } 
Exemple de mulţimi uzuale: 

N • {1,2,3, ... } mulţimea numerelor naturale 
N·• {0,1,2,3, ... } 
Z • {x/xEN sau -xai sau x•0} mulţimea numerelor întregi 

O• <i I a,b€Z,b,oO} mulţimea numerelor raţionale 

R • {a0 ,a1 a, ... a •..• / a 0 EZ iar a, (ial,2, .. . ) este unul dintre 
numerele 0,1, .. . ,9,flră ca 9 să se repete de o infinitate de ori} 
este mulţimea numerelor reale 
~•mulţimea vidă (mulţimea care nu conţine nici un element), 
I• (a,b) • {x / a<x<b;a,bER} interval deschis 
I• fa,bJ • {x I asx~b;a,bER} interval închis 
[a,b) • {x / asx<b;a,bER} 
(a,b] • {x / a<xsb;a,bER} 

Relaţia dintre mulţimi este incluziunea, care se notează AcB 
dacă "A este inclusă in B" şi A~B dacă "A nu este inclusă în B". 

Definitia 1.1.Mulţimea A este inclusă in mulţimea B (A este o 
submulţime sau o parte a mulţimii B) dacă orice element care 
aparţine mulţimii A,aparţine şi mulţimii B. 

Proprietăţi ale incluziunii: 
l.~cE oricare ar fi mulţimea E 
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2.Ac B şi Bc:A-A = B 
3 . Ac.. B şi BcC~Ac C 

D~ia.....1....2....Mulţimile A şi B sunt egale dacă sunt formate d in 
aceleaş i elemente . Se notează: A= B. 

Definitia 1.3.Reuniunea a doua mulţimi A şi B este mulţimea : 
AvB = {x / xEA sau xEb} 

Definjtia 1 4.Intersecţia mulţimilor A şi B este mulţimea: 
AnB = {x / xEA şi xEB} 

Definiţia 1.5 Diferenţa dintre mulţimea A şi mulţimea B este : 
A - B = {x / XEA şi x{B} 

~finitia 1.6.Dacă BcA atunci C,B A B se numeşte 

complementara mulţimii B în raport cu mulţimea A. 
-P~e=f=i=n=i~t ..... i~· a~l~-~1~.Dacă E este mulţimea totală, atunci mulţimea : 

CA= E - A= {x / x~A} e complementara lui A. 
Definit ia 1. 8 .Diferenţa simetrică a mulţimilor A şi B este 

mulţimea: A&.B = (A - B)v(B -A) 

Considerăm o familie de mulţimi 

mulţime arbitrară de indici . 

unde I este o 

Definiţia 1.9.Reuniunea mulţimilor familiei {A1 } 1Er 

mulţimea: 

LJ A1 ={x I (3) iEI astfel incit xEA1 } 

iEI 

Definiţia 1.10 Intersecţia mulţimilor familiei {A1 } 1er 

mulţimea : 

n A1 = ( X/ XEAi pentru(V) iEI} 
.:ei 

Proprietaţi ale operaţiilor cu mulţimi: 
1°. Comutativitatea : AvB = BvA 

An B = BM 
2° .Asociativitatea :Au (BvC) (AvB) vC 

An(BnC) = (AnB)nC 
3°.Distributivitatea: 

An ,u A;> -u (A n Al> 
1EI iEI 

ALJ (n AJ =n (Au A1> 
1EI 1El 

4° . Formulele lui De Morgan : 

C( LJ A 1 ) = n CA 1 
l<iI ifiI 

C( n A;) = LJ CA1 
iEI ifiI 

Demonstraţia primelor două proprietaţi este evidentă . 
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s~ dPmo~străm p r i ma relaţie de la d ist ributivitate,cea de a 
dr.)ua demo:1strîndu-se analog . 

XE:A n (LJ A) -xEA şi XE U A; - XEA 
jt_J itl 

si (:l) i
0
EI astfel ca x EA;

0 
- xEA{jA;

0
-xE LJ (.1f1A1) deci A{j ( U Al) 

i€l it;l 

c LJ (A{jA1 ) .xELJ (A{jA1 ) - (3) i 0 EI astfel ca xEA(1A10 - xEA 
ir ( i€ I 

si xEA;0 - XEA si XE U A1 - XEA n ( U A1) deci si U (A{1A;} 
iEI iEI iEI 

astfel egalitatea celor două mulţimi este dovedită. 
Demonstrăm prima dintre relaţiile lui De Morgan,cea de a doua 

d e monstrindu-se la fel. 

XEC ( u Al) -xf u A1 - xfA1 pentru (\>') iEI - xECA1 pentru (\>') iEI -
iEI 1EI 

xEn CA1 deci C ( u AJ) C n CA1. 
iH iEI HI 

xEn CA1 -xECA1 (\f) iEI - xEA1 (\f)iEI-xfLJA1 -xEC(LJ A 1 ) 
lEI iEI iEI 

deci si () CA1 cC(LJ A 1 ) adica C(LJ A1) =n CA1. 
Je} 1EI 1EI iEI 

Definiţia 1.11.Produsul cartezian al mulţimilor A şi B este 
mulţimea: 

A X B = {(a,b) / aEA,bEB} 
adică este mulţimea tuturor perechilor ordonate (a, b) cu a EA şi 
bEB}. 

în general,produsul cartezian al mulţimilor X,,X,, ... ,X. este 
mulţimea : 

n X1 • x,x.xlx ... x.Kn • { (xl ,xl, ... ,xn) / X1EX1 1 i•l, ... ,nJ 
i•l 

Dacă x, .. x, .. . . . •X.=X, atunci se notează: 
X" ,. { ( x„ x, , ... , x.) / x, EX, i = 1 , .. . , n} 

Considerăm un şir de mulţimi {An} nEN. 

Definiţia 1.12.Se numeşte limita superioara a şirului,mulţimea 
lim sup A., formată din elementele ce aparţin la o infinitate de 
termeni ai şirului şi se numeşte limita inferioară a şirului, 
mulţimea lim inf A., formată din elementele ce aparţin tuturor 
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ysy')) şi (x'sx" sau (x'=x• şi y'sy")) -(xsx' şi x'sx") sau 
(xsx' şi (x ' =x• şi y'sy")) sau ((x =x' şi y~y•) şi x'sx") sau 
((x=x' si ysy') şi (x'=x" si y'sy"))-xsx" sau (x=x" şi ysy " )-

Bt ( (x, y), (x", y•)) E ~ . 

3.Spaţii liniare (vectorialel, 

12e.finitia 1.29.0 mulţime X pentru care este dată o operaţie 
internă care asociază fiecărei perechi (x,y)E XX.X elementul notat 
x+y EX şi o operaţie externă faţa de corpul K care asociază fiecărei 
perechi (a, x) E KxX elementul notat axEX se numeşte spaţiu vectoria l 
(sau liniar) peste corpul K,daca verifică următoarele proprietaţi: 
1°. x+y = y+x pentru (V)x,yEX, 
2° . (x+y)+z = x+(y+z) pentru (V)x,y,zEX, 
3° . (3)0EX astfel ca x+O=x pentru (V)xEX, 
4° . Pentru (V)xEX, (3) -xEX astfel ca x+(-x)=o, 
5° . a(x+y) = ax+ay pentru (V)aEK ş~ (V)x,yEX, 
6° . (a+b)x ~ ax+bx pentru (V)a,bEK şi (V)xEX, 
7° . a(bx) = (ab)x pen t ru (V)a,b K şi (V)xEX, 
8° . (3)leK astfel ca lx = x pentru (V)xEX. 

Elementele spaţiului vectorial X se numesc vectori iar 
elementele corpului K se numesc scalari. 

De exemplll,fie M o mulţime nevidă şi F. = {f / f : M ➔ R} 
Mu lţimea F. este spaţiu vectorial peste corpul R faţa de operaţia 
internă de adunare a funcţiilor: 

(f+g) (x) = f(x)+g(x) pentru (V)f,gEF. ,xEM, 
şi de operaţtia externă de înmulţire a funcţiilor cu scalari: 

(af) (x) = af(x) pentru (V)aER, (V)fEF.,xEM. 
Se verifică uşor cele opt proprietaţi. 
Definit ia l, 30 Se numeşte spaţiu vectorial normat, un spaţiu 

vectorial X peste corpul K pe care se defineşte o aplicaţie care 
asociază fiecărui element xEX un număr real numit norma lui x şi 
notat I 1xl I cu următoarele frofrietaţi: 

1.1 Ix I~ O pentru (V)xEX; Ix I =o~ x = o 

2.1 lx+yl isl lxl 1+1 IYI I pentru (V)x,yEX 

3 .llaxll = lal llxll pentru (V)aEK şi xEX. 
Exemple de spaţii vectoriale normate:R cu 

C cu norma I I x I I = I x I . 
Fie X un spaţiu vectorial normat şi x 0 EX. 
Definiţia 1,31 Sfera deschisă cu centrul 

mul ţimea: 

norma 11 xi I I xi şi 

x. şi de raza r e ste 

S, (x.) = {x / xEX astfel ca 11 x - x 0 ! I sr} 
Def iniţia l 32, VcX este o vecinătate a lui x 0 dacă există o 

sferă deschisă S,(x
0
)cV. 

Definitia 1 33 Fie Gc X şi x 0 EG.Spunem că x 0 este punct interior 
al lui G dacă există o vecinătate V a lui x 0 conţinută în G.x

0 
esce 
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punct exterior al l ui G dacă este punc t interi or al mulţimii X- G. 
J2.e.!.inj ţia 1 34 . O mulţime GcX se numeş t e mulţime deschisă dacă 

o r ice punct al ei este punct interior. Mulţimea FcX se numeşte 
mulţ ime închisă dacă CF este deschisă. 

Definiţia 1.35.Fi e G ex .un punc t xoEX se numeşte punct de 
acumulare al lui G dacă, o ri c a r e ar fi vecinatatea V a lui 
X 0 , rezult ă: 

Vn (G -{ x 0 }) " 4> 
G' = {x / x punct de acumular e al lui G} se numeşte mulţimea 

derivată a lui G iar mul ţ imea G = G'L-G se numeşte închiderea lui 

G. 
Definiţia 1.36.Fie GcX . Un punct XoEX se numeşte punct frontieră 

al lui G dacă orice vecinătate a lui x 0 conţine atît puncte din G 
r.ît şi puncte din CG.Mul ţimea punctelor frontieră se numeşte 

rrontiera lui G si se notează oG. 

Propoziţia 1 1, 

Definiţia 1. 37, Un punct XoEG, GcX, se numeşte punct izolat al 
mulţimii G dacă există o v e cinatat e V a lui Xo astfel ca 
VnG = {x0 } .O mulţime închisă G c are nu are puncte izolate se 
numeşte mulţime perfectă . 

Definiţia 1.38 Fie X o mulţime oarecare.Spunem că pe X s-a 
definit o topologie dacă se da o familie r de părţi ale lui X cu 
proprietaţi ] e: 
l.X si 4>Er 

n 

3 . Pentru orice G1 , G2 , ••• , GnEt - n G1 Et. 
1 •l 

cuplul (X,r} se numeşte spaţiu topologic iar mulţimile care 
aparţin lui r sunt mulţimi deschise. 

Definiţia 1. 39 Fie X un spatiu vectorial peste corpul K. Se 
numeşte produs scalar pe X o aplicaţie care asociază perechii 
(x, y) € XxX un element notat <X, y>EK şi are urmatoarele proprietaţi: 

l.. <x, y> z <y, x> 

2 . <x. e x,, Y> = <x •. Y> + <x, , Y> 
3 . <aX,y> = a<X,Y> , aEK 
4. <X,X> >0 pentru (V)x „O 

Propoziţia 1.2,Dacă pe X este definit un produs scalar,atunci 

X este un spaţiu normat cu norma llxll=✓<x,x> 

Definiţia 1 40 Fie X o mulţime oarecare.Se numeşte distanţa pe 
X o aplicaţie p : XxX ➔ R cu proprietaţile : 
l. p(x,y)20 (V)x,yEX; p(x,y) = o - X= y 
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termenilor şirului cu excepţia unui număr finit de termeni. 

Definiţia 1 13. Şirul de mulţimi {An} neN· se numeşte 

convergent dacă lim sup A,,= lim inf A,,. 
Deşi toate ştiinţele operează cu mulţimi,nu este inca unanim 

acceptată o definiţie riguroasă a noţiunii de mulţime.Se fac insă 
permanent incercari atit pentru definirea conceptului de 
mulţime, cit şi pentru extinderea acestei noţiuni .Astfel , in 
statistica matematica se utilizează conceptul de populaţie ([ ]) . 

o populaţie se defineşte: 

n1 
A={x1 E A I i=l, ... ,p;n1 ,PEN} 

şi reprezintă o grupare formată din unul sau mai multe tipuri 
distincte de elemente,elementele fiecărui tip fiind idenLice din 
punctul de vedere care caracterizează populaţia respectivă. 

2.Relaţii si funcţii 

Definiţia 1.14.0 relaţie intre mulţimile X şi Y este o 
submulţime a produsului cartezian X x Y. 

Vom nota faptul ca xEX este in relaţia !lt cu yEY astfel: (x,y)EI 
sau x!ly . 

Definiţia 1.15.Mulţimea de definiţie (domeniul) a relaţiei !lt 
este: 

dom !I= {x / xEX şi (3)yEY astfel ca xly} 
Definiţia 1.16 .Mulţimea valorilor (codomeniul) relaţiei !lt este: 

codom !I= {y / yEY şi (3)xEX astfel ca x!lty} 
Considerăm relaţia !lt intre mulţimile X şi Y şi mulţimile AcX şi 

BcY.Imaginea mulţimii A prin !lt este mulţimea: 
!lt(A) = {y / yEY şi (3)xEA astfel ca xly} 

iar imaginea inversă a mulţimii B prin I este mulţimea: 
1·1 (B) = {x / xEX şi (3) yEB astfel ca xly} 

Definiţia 1.17.Inversa relaţiei !lt,intre X şi Y,este relaţia !Jt· 1 

intre Y şi X definită astfel: 
81·• = { (y,x) / (x,y) Ei} 

O relaţie intre X si X se numeşte relaţie in X. 
Relaţia identică pe X este: A= ix {(x,x) / xEX} 
Definiţia 1 18,O relaţie !lt in X se numeşte relaţie de 

echivalentă dacă are proprietaţile: 
1°. (x,x)E!lt (V)xEX (reflexivitate) 
2°. (x,y)E!lt • (y,x)EI (simetrie) 
3°. (x,y)E!lt şi (y,z)EI • (x,z)Ei (tranzitivitate) 

Definiţia 1.19. Clasa de echivalenţa in raport cu !lt a unui 
element xEX este mulţimea: 

. [x] = {y / yEX,dy} 
Definiţia 1 20.Mulţimea claselor de echivalenţă in raport cu I 
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ale mulţimii X se numeşte cît (mulţime factor) şi se notează: 
X/!Jt 

DP(iniţia 1.21.0 relaţie -< in mulţimea X este o relaţie de 
ordine (sau o ordine) dacă este tranz i tivă.Cuplul (X,-<) se numeşte 
mulţime ordonată. 
~Fie Ac(X , -<) .Un element xEX se numeşte majorant 

al mulţimii A,dacă pentru orice yEA rezultă y-<x sau y=x.Notînd cu 
A., mulţimea majoranţilor mulţimii A, spunem ca A este majoranta dacă 
A., .,, ~-

Analog, un element xEX se numeşte minorant al mulţimii AcX,dacă 
pentru orice yEA avem x-<y sau y=x.Notînd cu A. mulţimea 
minoranţilor,spunem că A este minorantă în (X,-<) dacă A..,,~-

Definiţia 1. 23 ,Dacă mulţimea A este majorată în {X,-<) şi A., 
admite un minorant dA astfel ca dAEA.,, atunci elementul dA se numeşte 
un supremum al mulţimii A în (X,-<) .Dacă mulţimea A este minorată în 
(X,-<) şi A. admite un majorant sA astfel ca s.EA,.,atunci elementul 
s. se numeşte un infimum al mulţimii A în {X,-<). 

Definiţia 1.24.0 relaţie f între X şi Y este o funcţie {sau 
aplicaţtie) definită pe X cu valori în Y dacă: 

1°. dom f = X 
2°. {x,y)Ef şi {x,z)Ef • y=z 
Notăm: f : X ➔ Y 

Elementul yEY care se află în relaţia f cu xEX se numeşte 
valoarea funcţiei f în x şi se notează y=f(x). 

Definiţia 1. 25 .o funcţie f : X ➔Y este injecţie (aplicaţie 
injectivă) dacă pentru ('v)x11 x,EX,x,"x, rezultă f(x,).,.f{x,) 

Definiţ ia 1,26,Pentru orice yEY,există xEX astfel ca f(x)=y. 
Definiţia 1 27, Funcţia f X ➔ Y este bijecţie dacă este 

injecţie si surjecţie. 
Definiţia 1,28.0 mulţime A se numeşte numărabila dacă există o 

bijecţie a lui A pe N. 
Exemple de mulţimi numărabile:N,Z,Q;R nu este numărabilă. 
Exerciţii. 

1.Să se spună dacă relaţia I definită pe R a~tfel: 
(x, y) El • sin'x + cos>y = 1, 

este o relaţie de echivalenţă. 
Se verifică proprietaţile care definesc relaţia de echivalenţa: 

1° . (x,x)EI • sin'x + cos'x = 1,formula adevarată pentru orice xER 
deci relaţia I este reflexivă. 
2°. (x, y) Ellt • sin'x + cos'y = 1 • 1 - cos'x + 1 - sin'y = 1 
sin'y + cos'x s 1 •(y,x)EI deci relaţia I este simetrică. 
3°. (x, y) E!l şi (y, z) El • sin'x+cos'y=l şi sin'y+cos'z=l • 

sin'x+cos'y+sin'y+cos'z=2 • sin>x+cos'z=l deci relaţia lll este si 
tranzitivă,adică !(relaţia) este o relaţie de echivalenţă. 
2.Să se arate că relaţia I în R, definită: 

((x,y), (x',y'))E 8t • x sx' sau (x=x' şi ysy') 

numită ordinea lexicografică,este o relaţie de ordine. 
Se verifică tranzitivitatea relaţiei I: 

((x,y), (x',y'))E 8t şi ((x',y'), (x",y"))E 8t- (xsx' sau (x=x'şi 
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2. p (x,y) = p (y,x) (V)x,yEX 
3 . p (x,y) s p (x,y) + p(y , z) (V)x,y,zEX (inegalitatea triunghiului) 

Cuplul (x,p) se numeşte spaţiu metric . 
Propoziţia l 3.Orice spaţiu normat este spaţiu metric cu 

distanţa P (x , y) = 11 x ~yl I . 
Defini ţia 1.41.Spaţiul aritmetic n-dimensional real R" se 

defineşte : 
R" = {x / x = (x,, x,, .. . ,x,.) , x, ,x,, . .. ,x,,ER} 

şi este spaţiu vectorial peste R fată de operaţiile : 
X+ y = (x, +y, , .. . ,x,,+y.) (V)x=(X,, . .. ,x,.), y=(y,, ... ,y.)ER" 
ax= (ax , , .. . ,ax,,) (V)aER,x = (x,, ... ,x,,)ER" 

Produsul scalar pe R" se defineşte : 

n 

<x ,y>=I:X;Y1 
i-t 

R" este spaţiu normat cu norma: 

llxll=✓<x, x>=Jx~+ ... +x~ 

R" este spaţiu metric cu distanţa : 

n 

P (x, y) = I Jx-yJ I = L <x1-Y1> 2 

i-1 

Cazurile particulare R' şi R' ale lui R" sunt cunoscute şi se 
fo l osesc frecvent în analiză,geometrie analitic!,astronomie, 
mecanică. 

R' = {(x,y) / x,yER} reprezintă mulţimea vectorilor de poziţie 
ai punctelor din plan (Fig . 1 . 1 . ) . Pentru a studia vectorii de 
poziţie ai punctelor din plan,este suficient să cunoaştem numerele 
reale x ,y care determină poziţia punctului M în plan şi care se 

definesc în raport cu un sistem de 
referinţă şi se numesc coordonatele 
punctului M (dealtfel x, y se numesc 
şi coordonatele vectorului de 
poa.iţ.io oii] ) . 

FIG .1. .1 Coordonatele carteziene ale 
punctului M în plan sunt abscisa 
(x) şi ordonata (y) care se 

def inesc faţa de sistemul de referinţă x0y (Fig, 1 . 1.) format 
din axele de coordonate 0x,0y şi originea O. 

Reprezentarea curbelor plane în coordonate carteziene şi 
proprietaţile lor sunt cunoscute. 

Se pot însa defini şi alte sisteme de coordonate in plan. 
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() 

I 10 1.Z 

Astfel.sistemul de coordonate 
îr. plirn (Fig.1.2.) numite 
coonio11c1 tP. polare are ca sistem 
de refe1i11ta axa polara (ox) si 
polul (o) . Coordonatele pol are ale 
punctului M sunt:unghiul pol~r 
(0) şi raza polara (r). 
Reprezentarea curbelor plane in 
coordonate polare şi studiul 

proprietaţilor lor se face ca sila cele incoordonate cartez iene , 
t,in î ,1 , l cc,11L însă de ::;emnifica\ia deoseb ită a coordonatelor.De 
ex"rnplu,ventru repreze11tarea curbei incoordonatele polare: 

r = 2(1 + cos 8) 
obsen,ăm că variaţia funcţiei este: 

tt I 
o lt )Jt 

21t lt 
2 2 

r 
4 2 o 2 4 " " 

., ., 

Graficul funcţiei este reprezentat in Fig . 1 . 3. 

,. ·k"<<><.w> 
( r,. •> . " 

o „ 
" FIO 1.3 FIG 1,4 

Legat.ura dintre coordonatele polare in plan şi coordonate]~ 
carteziene ortogonale in plan este dată de formulele : 

{
X z r COS 6 
y = r sin 8 

care se deduc imediat din FiQ . 1.4 . 
R' • {(x,y,z) / x,y,z~R) reprezintă mulţimea vectorilor de 

poziţie ai punctelor din spaţiu.Este suficient insă să cunoastem 
poziţia punctelor in spaţiu.care este determinată de trei 
coordonate ce se definesc in raport cu un sistem de referinţă. 
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z 

z 
o~-----v 

V 

Sistemul de coordonate 
carteziene (ortogonale) înspaţ ~u 
(Fig . 1.5.) are sistemul de 
referinţă format din axele Ox,Oy 
Oz şi originea O. 

>< FIG 1 . :S 
Asemanător , se pot defini şi 

spaţiu . 

Coordonatele carteziene ale 
punctului M în spaţiu sunt: 
abscisa (x) , ordonata (y) şi cota 
(zi. 
alte sisteme de coordonare în 

Sistemul -de coordonate polare în spaţiu (sferice) are ca sistem 
de referinţa polul O,axa Oz şi planul xOz.Coordonatele polare ale 
lui M sunt:raza polară (r) şi două unghiuri.respectiv unghiul 8 
(latitudinea) dintre OM şi Oz şi unghiul~ (longitudinea) dintre 
planul MOz şi planul xOz (Fig.1 . 6 . ). 

FIO 1.& 

Legatura dintre 
coordonatele polare 1n spaţiu 
şi cele carteziene (ortogonale) 
în spaţiu se stabileşte prin 
relaţiile: 

r = r sţn 8 c<;>s cj, 
= r sin 8 sin cj, 

z • r cos 8 

care se deduc uşor (Fig. 1. 6 . ) . 
Sistemul de coordonate cilindrice în spaţiu (Fig.1.7.) are ca 

sistem de referinţa : polul O, axaOx şi planul xOy . Coordonatele 

>< 

z cilindrice ale punctului M 
sunt : raza polara (r),unghiul 
polar (8) şi cota (h). 
Legatura dintre coordonatele 

11( r, •• h) 

h " 
V 

FIG 1.7 

cilindrice şi coordonatele 
carteziene ortogonale în 
spaţ1u este data <le urma:toarele 
relaţii: 

r =r cos 8 
= r sin 8 
z = h 

care se stabilesc uşor din 
Fig. 1 . 7. 

Definiţia l 42 Fie X un spaţiu vectorial peste corpul K. 
Vectorii x,,x,, . . . ,x,,EX se numesc liniar independenţi (iar mulţimea 
{x„ x,. .. . ,x,,} se numeşte liniat independentă) dacă relaţia: 

10 
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este adevarată numai dacă:a1 =a,= ... = a.= O. 
în caz contrar,vectorii x 1 ,x,, . .. x,_ se numesc liniar dependenţi 

iar mulţimea {x1 ,x,, ... x,,} liniar dependentă. 
Exemplu. Considerăm vectorii: x 1 ( 1, O, O) , x, ( 1, 1, O) , x, 

(1,1,1) din R'.Să vedem dacă ei sunt liniar independenţi. 
a 1x 1 + a,x, + a,x, = o 
a.(1,0,0)+a,(l,l,0)+a,(1,l,1) 
(a1 +a,+a,,a,+a,,a,) = (0,0,0) 

l
a 1 +a2 +a3_ = o 

a~+a3 - O 
a 3 = 0 

(O, O, O) 

DB = I~ i i I deci sistemul admite numai soluţia 
O O 1 

banală:a,=a,=a,"'o şi prin urmare vectorii x„x,,x, sunt liniar 
independenţi. 

Definitia 1.43 .Spaţiul vectorial X are dimensiunea n dacă el 
conţine o mulţime liniar independentă formată din n elemente,dar nu 
conţine nici o mulţime liniar independentă formată din n+l 
elemente. 

Spaţiul vectorial X este infinit dimensional dacă el conţine 
submulţimi infinite liniar independente. 

Definiti~ 1,44,Submultimea liniar independentă {x1 ,x,, ... ,x.} a 
lui X se numeşte bază dacă orice vector xEX se poate scrie ca o 
combinaţie liniară a elementelor x„x,, .. . ,x,, adică există 
a 11 a ,, ... ,a. din corpul K astfel incit: 

X = alxl + a.x. + . . . + anXo . 
Exemplu .Considerăm vectorii : e,"' (1, O, ... , O) , e,"' (O, 1, O, .. . , O), .. 

.. . ,e."'(0,0, ... ,0,I) din R".Stabilim ca mulţimea e 1 , e, , . .. ,e. este 
bază in R". · 

a,e, + a,e,+ ... + a.e. "' O 
(a1 ,a,, ... ,a.) = (0,0, ... ,O) relaţie adevărată 

numai dacă: a, • a, = ... • a. = O deci vectorii e 1 ,e,, ... ,e. sunt 
liniar independenţi. 

Orice vector x"' (x„x,, . .. ,x,,) se poate scrie: 
(x1 ,x,, . . . ,Xn) m x 1 e 1 + X 1 e 1 + ... + .>enea, X 1 , ••• ,XnER 

deci ca o combinaţie liniară de vectorii e„e,, ... , e •. 
Mulţimea {e11 e,, ... ,e.} formează deci o bază a spaţiului 

vectorial R" şi se numeşte baza canonică a lui R". 
Definitia. 1.45 Fie X un spaţiu vectorial pe care este definit 

un produs scalar .O bază {x„x,, ... ,x,,} a lui X se numeşte 
ortonormată dacă: 

> -{l daca i = j 
<x , ,yj - o daca i.,. j 

Exemolu.Baza canonică a spaţiului vectorial R" este ortonormată 
deoarece : 
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Definiţia 1 46.Se numeşte acoperire liniara a unei mulţimi AcX 
(sau spaţiul generat de A),X fiind spaţiu vectorial peste corpul ; 
K,mulţimea tuturor elementelor de forma: .-

cu x, EA,a,EK şi nEN. 

12 
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Ca.pi t:.<:>.1. -u.l I I 

ŞIRURI ŞI SERII 

1, Multimi liniare 

Def,2,1, Mulţimea liniara este o mulţime de numere reale.adică o 
multim~ care se poate reprezenta prin puncte pe o dreapta. 
De.L~ Vom numi vecinatate a unui punct x 0 orice interval deschis 
(a, b) care-l conţine pe x. . 
Def,2,3, Se numeşte margine suverioara a unei mulţimi liniare A cel 
mai mic majorant,adică un numar M cu următoarele proprietaţi : 

1) as M pentru orice a EA 
·2) Pentru orice E > O,există un numar bEA astfel ca b>M- E, 

numarul b putînd fi chiar M,dacă MEA (orice vecinatate a lui M 
cor.ţine puncte ale mulţimii A). 
Def,2,4, Se numeşte margine inferioară a unei mulţimi liniare A cel 
mai mare minorant,adică un număr m cu proprietaţile : 

1) a~ m pentru orice aEA 
2 l Pentru oricE: E >0, există un număr bEA astfel ca b<m+E, numărul 

b putînd fi chiar m,daca mEA (în orice vecinatate a lui m exi stă 
puncte ale mulţimii A). 
Def,2.5. Se numeşte limita suverioara a mulţimii A şi s e not ează : 

L=' 11.m A = lim sup A,marginea superioară a mulţimii derivate A' . 

Def,2,6, Se numeşte limita inferioară a mulţimii A şi se notează : 

1=1 l.im A = lim inf A, marginea inferioară a mulţimii derivate A' . 

Def,2,7. O mulţime majorată şi minorată se numeşte mul ţ ime 
mărginită. 
Def,2.8. Se numeşte punct aderent al mulţimii A punctul x, ER pentru 
care orice vecinătate a sa conţine cel puţin un punct din A ( dacă 
x,EA,acel punct poate fi numai x,). 
Def,2 9. Se numeşte mulţime închisă o mulţime A care işi conţ ine 
toate punctele aderente. 
Def 2 10 o mulţime A de numere reale se numeşte multime compactă 
dacă este închisă şi mărginită . 

O mulţime A care nu este mărginită inferior, s punem că est e 
mărginită inferior de -oo. 

O mulţime A care nu este mărginită superior,spunem că este 
mărginită superior de +oo. 

-oo şi +oo sunt sirnboluri,nu sunt numere reale . 
Def,2.11, Se numeşte dreaptă reala închisă mulţimea: 

R = RU{ -"', +<><) 

iar -oo si +oo sunt punctele ei de la infinit. 

13 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



2 Şiruri numerice 

Def 2.12, Se numeşte sir de numere reale o funcţie definită pe N 
cu valori în R şi se notează: (an)nEN sau (anl . 

(an) EN sau (anl. 
Def, 2 13, Un şir de numere reale (a.) este mărginit dacă este 
mărginit superior şi inferior,deci dacă există două numere m şi 
M,msa.sM,pentru orice nEN. 
Def,2 14 Un şir de numere reale (anl este nemărginit dacă oricare 
ar fi numarul B>O,există astfel încît lanl>B. 
Def, 2 15, Un şir se numeşte monoton dacă este crescător (ansan.,) , 
strict crescător (an<an.,) , descrescător (a ... a •. 1 ) sau strict 
descrescător (an>an•l) . 
Def 2, 16, 1 Şirul (anl ... se numeşte convergent către a dacă pentru 
(~)E>O, (3) un rang N(e) astfel încît pentru (~) n;;,N(e) să avem 
I an- al <E . 

Notăm 

Def, 2, 16, 2 Şirul (anl ••• este convergent către a dacă în afara 
oricarei vecinataţi a lui a se află cel mult un număr finit de 
termeni ai şirului. 
Def, 2, 16, 3 Şirul (an) n•• este convergent către a dacă 1 = L=a. 
Def,2,17, Se numeşte sir divergent un şir care nu este convergent. 
Lemal, (Lema lui Cezaro) , Dacă (a.l ••• este un şir mărginit de numere 
reale,atunci (a.) ••• conţine un subşir convergent . 
Ilem : (an> ... mărginit,deci (3)a,E.ER astfel ca asa.s:S oricare ar fi 

nEN.Luam c=~ 
2 

si fie [a„E.,] acela dintre intervalele [a , c] sau 

[c,S] care conţine o infinitate de termeni ai şirului (a.) .Avem: 

unde l=B-a.Luăm şi fie [a„ E.,J 

acela dintre intervalele [a„c,J sau [c„B,J care conţine o 
infinitate de termeni.Se continuă acest procedeu şi să presupunem 
că am găsit un interval [an,B.J care conţine o infinitate de termeni 

ai şirului (an) şi astfel ca I} -(X =.J_ 
n n 2:>" 

În acest fel se obţin două şiruri (a.) şi (Bnl cu proprietaţile: 
1. a,sa,sa,s ... sa0 s ... sB0 s .. . sB, 

2. 

3 . Fiecare interval [a., B. J conţine o infinitate de termeni ai 
şirului (a, ). 

Şirurile (a. l si (B. ) sunt: convergente către aceeaşi limită. 
Înt:r - adevăr,dacă a şi a· sunt: limitele celor două şiruri,at:unci: 
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deci: şi pentru n suficient de mare, 

la'-al~__:!_<e 
2n 

convergent către a. 

cu E arbitrar deci a=a'. Să construim subşirul 

Alegem : an
1 
E (« 1 , P1 l (acesta există deoarece [a1, B1l conţine o 

infinitate de termeni ai şirului) .Deoarece [a,,B,J conţine o 

infinitate de termeni ai şirului şi [« 2 , P2 l c [«1 , P1 l, (3) a,., , cu an, E 

[a,, B, J şi n1 <n, ş. a . m. d. Să presupunem că am ales un termen an„ al 

Atunci există a,,,,.
1 

cu np<np. 1 

Din construcţia şirului rezultă că: 

la -al<P -ex =_!:_-o deci a -a. n„ p p 2p n„ 
Def 2 18. Şirul (a,,l ••• de numere reale se numeşte sir Gauchy (sau 
şir fundamental) dacă pentru ('v')E>0, (3)N(e) astfel incit pentru 
orice n,m~N(e) să avem: 

I a.-a. I <E. 
Lema 2.2. Orice şir Cauchy de numere reale este mărginit. 

~ Dacă (an) nEN este şir Cauchy, (3) n0EN astfel ca pentru n~n. 

Atunci: lanl~l +max { la1 I, ... , la,,__, I, la,,.I} 
Lema 2 3 Dacă (a.)nEN este un şir Cauchy de numere reale şi dacă 

un subşir (an,) al sau converge către a,atunci (a.) converge către 

a. 
(a.) şir Cauchy deci pentru ('v')E>0 există N,(E) astfel ca pentru 

('v') n,m;;,N,(E) rezultă lan-am1<1 

Subşirul (an,) converge către a,deci pentru ('v')E>0 există 
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N,(e) astfel ca pentru (V) p2N,(8) să avem 

Fie E>0 arbitrar şi N(e)=max{N,(e},N, (e)} şi să luăm p astfel 
ca p2N(e} şi n,.2N(e) . Atunci: 

lan-a lsl an-an l+lan -al<~+~=e pentru m .N(e) 
P P 2 2 

deci a.➔a . 
Teorema 2.2 (Criteriul lui Cauchyl. Şirul de numere reale (a.}nEN 
este convergent dacă şi numai dacă este şir Cauchy. 
~ :Necesitatea. (a.l ••• şir convergent deci pentru (V) E>0, (3}N(e), 

astfel ca pentru (V}n,m2N(e) să avem lan-a1<1 si lam-al<1 . 

Deci pentru E>0 arbitra~·, (3) N(e} astfel ca pentru (V}n,m2N(e} 

adică şirul (a.} este 

Cauchy. 
Suficienta. Dacă şirul (a.) este şir Cauchy,rezultă din Lema 

2.2 că este mărginit;din Lema lui Cezaro rezultă că (a.} conţin~ un 
subşir convergent iar din Lema 2.3 rezultă că şi şirul (a.) este 
convergent . 

Criteriul lui Cauchy poate fi enunţat şi astfel:Condiţia 
necesară şi suficienţa ca şirul (a.l ••• să fie convergent este ca 
pe1::.. ru (V}e>0,să existe N(E} astfel încît pentru (V}n2N(e} şi orice 

pEN să avem lan•.r, -an I <e. 

Exemple 
1. Să arătam că şirul cu termenul general: 

a = sinx + sin2x + + sinnx 
n 5 5Z . . . 5n 

este convergent. 
Fie 

e>0; la. -a 1=1 sin(n+l)x+ . .. + sin(n+p)xl~I sin(n+l}x+ .. 
n r, n 5n•1 5n+p 5n•l 

... J sin(n+p}xl._ _ 1_ +,,, +_ l _ =_ l_ ( i+..!.+ +- 1 -) = l 5n•.r, 5n•l 5n•l !:,n•l 5 • • • 5p-l • • 

1-.l.. 1-.l.. 
• • _ 1 _ 5.r:> _ 5.r:> < 1 

5n•l 1-..!. 4.5n 4 . 5n 
5 
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deci: 

N(€) =rl lg /J~] 
lg5 

şi fie 

2. Să arătam că şirul cu termenul general: 

a =-~+~+~+1.Q+ 
n 5 7 9 11 

este divergent. 
Fie 

7•n 
+--

2n+S 

e =l. si p=n 
2 

S+n 7•·2n 7+2n 1 
la2n-anl=--+ .. . +-->-->-pentru orice nEN, 

2n+7 4n+S 4n+5 2 

3. Să arătam că şirul cu termenul general 

a =1-.l+.l-.l+ ... +(-l)n-1,l 
n 2 3 4 n 

este convergent. 

Fie e>O; la. -a l=l-1 ___ 1_+_1 ___ 1_+ _ .. + (-l)p-1_1_ l< - l_ 
n P n n+l n+2 n+3 n+4 n+p n+l 

deo .~rece ---+--<O; ---+--<O, .. . ; --<e;n>-- ;N(e) = ---1 1 1 1 1 1 --e [ 1 -e] 
n+2 n+3 n+4 n+S n+l e e 

4. Să arătam că şirul cu termenul general 

a,,=1+.l +l. + ... +l. 
2 3 n 

es te divergent 

Fie e=-½ ;p=n 

Ja. -a 1=-1-+-1-+ . .. +.l:...>_!_+.l:...+ ... +_!_=.! pentruoricenEN 
•n n n+l n+2 2n 2n 2n 2n 2 
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~~ 

Considerăm şirul de numere reale : u 1 ,u, , ... ,un, ... 
Def,2.19 Se numeşte ~ suma cu o in finitat e de termeni 

u1 +u2 + ... +un+ ... care se notează L un. 
n•l 

n 
Şirul cu termenul general sn = 'î' u.1r se numeşte şirul sumelor 

f=1. 

partiale, 

Def. 2. 20. Seria· L un este convergentă dacă şirul {s.) este 
n•l 

convergent.Dacă şirul (s., ) este divergent,ser i a este divergentă . 
Dac! şirul (s.) converge către s atunci vom pune.prin 

definiţie, L u
0
=s , s numindu-se suma seriei 

n•l 

Exemple : l)Seria 1+.!+l:.+ .. . +.!+ .. 
2 3 n {numită seria armonică) 

este divergentă deoarece şirul sumelor parţiale este divergent . 

2) Seria {numită seria armonică 

alternată) este convergentă deoarece şirul sumelor parţiale este 
convergent . 
Teorema 2.3. <Criteriul general al lui Caucbyl. Condiţia necesară 

şi suficienţa ca seria L u
0 

să fie convergentă este ca pentru 
n•l 

(V)E>O, să existe un rang N(E) astfel incit pentru (V) n~N(E) şi 
(V) p~l, pEN să avem: 

(un•l + ••• +un•p( <:e 

Demonstraţia este imediată observind că : 

adică şirul (snl este şir Cauchy. 
Teorema 2, 4. Condiţia necesară (dar nu şi suficientă) ca seria 

L u
0 

să fie convergentă este ca 
n•l 
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Demo<lstratie. Se pune p =l în criteriul general al lui Cauchy . 

Exemplu : Seria geometrică :[ qn este convergentă dacă l q l< l şi 
n •l 

d.i.vergentă dacă l q l;:,, l.Dacă ! q l ;:,,l,termenul general nu tinde la 

zero,deci seria e divergentă.Dacă 

s=l im l-qn•i =-1- deci seria e convergentă 
n-• 1-q 1-q 

şi are suma 1 
1-q 

3 1 serii cu termeni pozitivi 

Def.2.21, Seria se numeşte serie cu termeni pozitivi 

dacă.începînd de la un rang N1 EN,toţi termenii u 0 ,n;:,,N1 ,sunt strict 
pozitivi. 

Vom da în continuare criterii de convergentă pentru serii cu 
termeni pozitivi. 
Teorema 2. s (Criteriul monotoniei) . Seria cu termeni pozitivi 

L u
0 

este convergentă dacă şi numai dacă şirul sumelor parţiale 
n •l 

(sn) este mărginit. 
Demonstraţia se bazează pe teorema 
este convergent. 

orice şir monoton şi mărginit 

Teorema 2 , 6 < Primul criteriu al comparat iei l Fie L un si L vn 
n•l n•l 

două serii cu termeni pozitivi .Dacă există un rang N0 EN astfel 
incit pentru orice n ;a, N0 , u 0 s; v 0 atunci: 

a) - dacă seria L vn este convergentă, şi seria L un este 
n•l n•l 

convergentă 

b)- dacă seria L un este divergentă, şi seria L vn este 
n•l n•l 

divergentă 
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Demonstraţie , a)Dacă seria L vn este convergentă.atunci conform 
n•l 

criteriului monotoniei, şirul sumelor parţiale V.=v,+ ... +v. este 
mărginit adică V" s M pentru orice nEN.Dar: 
U.= u, + ... +u. s v, + ... +vn s M pentru orice n .,, N0 =l deci şi şirul 

sumelor parţial Un al seriei L un este mărginit şi conform 
n •l 

criteriului monotoniei şi seria L un va fi convergentă. 
n•l 

b) Presupunem că seria L vn este convergentă;atunci conform 
n•l 

afirmaţiei de la punctul a) şi seria L un este convergentă, ceeace 
n•l 

contrazice ipoteza;deci seria L vn nu este convergentă,adică este 
n•l 

divergentă. 

Exemplu : Seria f, ...!... ( se numeşte seria armonică generalizată 
n •l n« 

sau seria lui Riemannl este convergentă pentru a>l şi divergentă 
pentru asl. 

Într-adevăr,dacă a<l, rezultă: ...!...> ..! 
n« n 

şi deci seria "E, ...!... 
n•l n• 

pentru asl este divergentă deoarece ştim că seria "E, ..! este 
n•l n 

divergentă. 

Teorema 2 7 (Al doilea criteriu al comparatieil 

Fie seriile L un si L vn astfel ca u.2:0 şi v 0 >0 pentru ('v') nEN. 

a) Dacă 

n•l n•l 

liro un=l,1„0,+oo 
~- vn 

,atunci seriile 

aceeaşi natură (sunt ambele convergente sau ambele divergente) 
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şi da că seria L vn este convergentă, atunci 
1:'" l 

si seria este convergentă; dacă este 

d ivergentă .atunci şi seria L vn este divergentă. 
n •l 

c ) Dacă şi dacă es t e convergentă,atunci L vn 
n•l 

este convergentăa iar dacă este divergentă, atunci şi L un 
n• l 

este divergentă. 
Demonstraţie. a) ('v')E>O, (:3)N(€) astfel ca pentru ('v')n-,N(e) să 

avem I un_l l<e , adica : -e< un_l<e , sau (1-e) vn<un< (l+e) vn 
v11 vn 

Luăm E<l . Dacă L un este convergentă, atunci şi 
n•l 

convergentă (rezultă din prima inegalitate.conform ·· imului 

criteriu al comparaţiei); dacă L un este divergentă, atunci şi 
n•l 

L vn este divergentă (a doua inegalitate) .Dacă este 
n•l 

convergentă,atunci şi este convergentă (a doua 

inegalitate) ;dacă a L vn este divergentă, atunci şi 
n• l 

divergentă (prima inegalitate) . 

b) ('v')e>O, (:3)N(e) ,astfel ca pentru ('v') n"N(E) ,să avem sau 

Un<Ev. ; aplicind primul criteriu al comparaţiei rezultă afirmaţiile 
respective. 
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el (V) oO, (::l)N{E) ,astfel ca pentru (V)n-,N(E) ,să avem sau 

u . > Ev„ ş . a . m . d . 
Teorema 2 a (Criteriul raportului sau al lui d'Alembertl 

Fie seria L un cu termeni pozitivi ;dacă există un rang N0 

n • l 

astfel încît pentru {V)n-,N0 să avem ,seria este 

convergentă,iar dacă un• 1 2q>l ,seria este divergentă. 
un 

u 
Deronstratie, Presup.mem inegalitaţile adevărate pentru Il21; dacă ---E..:! ~q<l 

un 

rezultă : 
u, s q u, 
u, s q u, s q'u, 

Deci seria este convergentă deoarece seria u1L qn-1 

n•l 

este convergentă (seria geometrică cu raţia q < 1) şi u. s u 1q" · 1
• 

Dacă 

Deci 

u 
---E..:! 2q> 1 rezultă : 

un 

seria ~ u L., n 
n• l 

este divergentă deoarece seria u1 E q"-1 

n•l 

este divergentă (seria geometrică cu raţia q>l) şi u.2u,q" · 1 

Q)ser:vatie, Criteriul raportului se aplică în practică calculîn::i lim un•i =1 
n-- un 

dacă 1 < 1 seria Lun este convergentă,dacă 1 > 1 seria este 
n• l 
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divergentă iar dacă 1 = 1 nu ne putem pronunţa asupra naturii 
seriei cu acest criteriu. 
Teorema 2,9 {Criteriul rădăcinii sau al lui cauchyl 

Fie seria cu termeni pozitivi E un ; dacă exista un rang No 
n•l 

astfel incit pentru orice n>N0 să avem n,ju;,-s.q<l , seria este 

convergentă,iar dacă n,ju;,~q>l ,seria este divergentă. 

Demonstraţie. Din n,ju;,-s.q<l rezultă u. s q" şi deci seria E un 
n•l 

este convergentă deoarece seria L qn este convergentă ( seria 
n•l 

geometrica cu raţia q < 1). 

atunci u. .. q• şi deci seria este 

divergentă deoarece seria L qn este divergentă (seria geometrică 
n•l 

cu raţia q > 1). 

Cbseryaţie, Practic,criteriul rl!dăcinii se aplica calculîmu-se lim n,fu;, 2 1 
n◄• 

;dacă 1 < 1 seria L un este convergentă,dacă 1 > 1 seria este 
n•l 

divergentă iar dacă 1 = 1 acest criteriu nu ne spune numic despre 
natura seriei. 
Teorema 2 10 {Criteriul lui Kummerl, Fie seria cu termeni pozitivi 

L un .Dacă există un şir de numere pozitive (a.) ••• şi un rang N0 

n•l 

astfel incit pentru orice n .o N0 ,seria este 

convergentă. 

Dacă pentru orice n „ N0 ,iar seria este 
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divergentă,şi seria L un este divergentă . 
n • l 

Demonstraţie. Din ,deoarece u. > O,rezultă 

a •.• u • ., ,. .l. u •. , > O deci şirul (a. u 0 ) este monoton 

descrescător şi mărginit inferior deci convergent 

Seria cu termenul general v.+a.u.-a •. 1 u •. 1 este convergentă avînd suma 
v=a, u, - 1. 

Dar şi deci,conform primului criteriu al 

comparaţiei, seria L un este convergentă. 
n•l 

Dacă atunci deci şirul 

(a. u.) este monoton crescător;în acest caz există un rang N0 astfel 

ca pentru orice n ;;i, N0 să avem a.u. > M de unde u > ..!!... adică seria }: u
0 n an n•l 

este divergentă deoarece f-1:.. este divergentă. 
n • l an 

Observaţie. În practică, criteriul lui Kummer se aplică 

calculîndu - se lim (an~-an.1 ) =1 ; dacă 1 > O seria 
n- • Un+l 

este 

convergentă, dacă 1 < O şi seria f -1:.. este divergentă atunci 
n•l a n 

L un este divergentă . 
n• l 

Teorema 2 11 !Criteriul lui Raabe şi Duhamel> 

Fie seria cu termeni pozitivi L un . Dacă există un număr N0 

n•l 
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astfel incit 
u 

n( - 0- - l) ~Â>l pentru(V)n~N0 ,seria 
Un•l 

este 

convergentă iar dacă n(~-l)~Â<l ,seria este divergentă. 
Un-1 

Demonstratie. Acest criteriu se obţine din criteriul lui Kummer 
luind an=n. 

3.2.Serii cu termeni oarecare 

Def 2.22.0 serie cu termeni oarecare are o infinitate de termeni 
pozitivi şi o infinitate de termeni negativi . 

Def. 2. 23. Seria cu termeni oarecare L un se numeşte absolut 
n•l 

convergentă dacă seria modulelor L luni este convergentă. 
n•l 

Def.2.24. Seria cu termeni oarecare se numeşte 

semiconyergentă dacă ea este convergentă dar seria modulelor este 
divergentă. 

Exemplu: Seria armonică 

este semiconvergentă . 
Teorema 2.12 Dacă o serie cu termeni oarecare este absolut 
convergentă,atunci ea este convvergentă . 

Demonstraţie, Seria L lunl este convergentă deci pentru (V) 
n•l 

E>O, (3)N(E) astfel incit pentru orice n.,N(E) si p;i:l,pEN,să avem 

lu0 • 1 l•lu0 • 2 I+, • • •lun•pl<e (criteriul general al lui Cauchy). 

Dar deci,conform 

criteriului lui Cauchy,seria L un este convergentă. 
n•l 
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Teorema 2 13 (Criteriul lui Abell. FiP seria cu termeni oarecare 

L un cu şirul sumelor parţiale (s.) mărginit .Dacă (a.l ••• este un 
n•l 

şir de numere pozitive,monoton descrescător şi convergent către 

zero, atunci seria . L anun este convergentă. 
n•l 

Demonstraţie, Notăm cu ,,.l şirul sumelor parţiale ale seriei 

O n•p -a n=an•l Un•l + • • • +an+pUn+p=an•l ( 8 n+l -Sn) +" • • 

+an+2 (sn•2- 8 n+ll + • • • +an+p(sn•p-8 n+p-1> =an+p8 n+p-an+1 8 n• 

+ ( an•l -an•2) 8 n•1 + • • • + ( an•p-1 -an•p) 8 n+p-1 

Dar ls.i sM pentru orice nEN (sirul (s.) mărginit prin ipoteză) 
şi a •.• -a •.•. ,> 0 (şiru,l (a.) descrescător prin ipoteză) şi deci 

1°n•p-0 nlsan+pl 8 n+pl +an+1i.:1nl+ (an•l -an+2> l 8 n+1 I•••" 
+ ( an+p- 1 -an•p) I 8 n+p-l I ~ M ( an•p +an•l +an+l -an•2 +an•3 -

e 
-an•J + ••• +an+p-l -an+p> =2an+1M<2M. 2M =e 

deoarece an,i < ~ ( sir ul an - O) • 
2M 

Conform criteriului general al lui Cauchy, rezultă că seria 

L anun este convergentă. 
n•l 

3.3.Serii alternate, 

Def, 2, 25, Seria u, -u,+u,-u.+ ... + (-1) •·•u.+ ... 
uutue::;;te :;or.ip ol tprn,at.!l. 
Teorema 2.14. <Criteriul lui Leibnitzl. 

L (-1)n• 1 un ,u.>0,este 
n-1 

convergentă dacă 

monoton.descrescător şi are limita zero. 

Seria alternată 

şirul (u.) este 

Demonstrat ie, Considerăm seria L (-1) n - 1 care are şirul sumelor 
n•l 
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o.arţ i ale mărginit deoarece : =-1+1-1+ +(-1)k- 1 ={l,n=ţk+l 8 n • • • O,n„2k . 

Şirul (u. ) de numere pozitive este descrescător şi convergent către 
zero.În aceste condiţii,conform teoremei lui Abel,seria ·, 
L ( -1) n - 1 un este convergentă . 
n• l 

Exemplu 

Seria armonică 

convergentă deoarece 

alternată: 

1 im.! =O si ( 1:.) este descrescător. 
n-• n n 

este-
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3 4 Exerciţii 

l. Să se calculeze suma seriei : f_ ln [1 + 2 ) ] 
n•l n(n+3 

u =ln [1+ 2 ] =ln n2+3n+2 =ln (n+l) (n+2) 
n n(n+3) n(n+3) n(n+3) 

=ln 2. 3 . 3. 4 . 4. s . 5 . 6 ... 
1.4 2.5 3.6 4.7 

(n- 2) (n - 1) 
(n - 3)n 

(n-l)n 
(n- 2) (n+l) 

(k+l) {k+2) 
k(k+3) 

n(n+l) 
(n-1) (n+2) 

2.Să se studieze natura seriilor: 

1". 

(n+l) (n+2) =ln 3 {n+l) 
n(n+3) n+3 

lim un+ 1 =lim (n+l)n•l .E..!.=lim(l+..!.)n=e>l 
n-• Un n-• (n+l) ! nn n-• n 

deci seria este divergentă . 

.[if+i-n 
lim un =lim n =lim n• (~-n) 
n- • n n-• .1 

lim n" (n2+1-n2) =1. 
n-• n(./n2 +1+n 2 

n 

pentru a=2,deci seria are aceeaşi natură 

cu seria Riemann pentru a=2,adică este convergentă . 
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§ 4.Şiruri de funcţii reale 

"' -,:,__.n sideră şirul de funcţii (f") n,o unde f. :A➔R şi funcţia 

D€finitia 2. 26. Şirul de funcţii 

convergent pe A către o funcţie f 
(V)xEA,există N(E,x) astfel incît pentru 
j f.(x)-f(x)l<E. 

(fn) n>O este (punctuali 

dacă,pentru (V)E>O şi 
(V)n~N(e,x) să avem 

Definiţia 2. 27. Şirul de funcţii (fn) n>O este uniform 
convergent pe A către o funcţie f dacă,pentru (V)e>0,există N(E) 
astfel incit pentru (V)n>N(e şi (V)xEA să avem lf.(x)-f(x) l<e. 

Vom da, fără demonstraţie, următoarele proprietăţi ale şirurilor 
de funcţii: 

Pl. Dacă (fnl n,o este un şir uniform convergent de funcţii 

continue pe [a, b] , atunci f=lim 
n--

f. este continuă pe [a, b] şi 

limf b fn (x) dx=f b f(x) dx . 
n-• a a 

P2. Dacă (fn ) mo este un şir de funcţii c.ontinue şi cu derivate 

continue pe (a,b], (fnln,o este convergent către f pe (a,b], (f~)n,o 

este uniform convergent către g pe [a,b] iar f şi g sunt funcţii 
mărg~nite pe (a,b] ,atunci feste derivabilă pe (a,b] şi f'=g . 
P3. Orice şir de funcţii uniform convergent pe A este (punctual) 
c onvergent pe A.Reciproca nu este adevărată . 
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§ s. serii de funcţii reale 

~ Prin serie de funcţii se înţelege o serie ai cărei 
termeni sunt funcţii reale definite pe aceeaşi mulţime.Dacă 
f„ f , , .. . f

0
, • • • este un şir de funcţii definite pe multimea X,atunci 

seria: 
f 1 +f , + . .. +f0 + . . . este o serie de funcţii şi se notează 

Definiţia 2.29, Se spune ca seria de funcţii este 

convergentă in punctul xEX dacă seria numerică L fn (x) este 
n•l 

convergentă.Mulţimea AcX,a punctelor xEX in care seria L fn este 
n•l 

convergentă se numeşte mulţimea de convergentă a seriei de funcţii 
n 

iar funcţia u : A➔R astfel că : u(x) lim L fk(x) se numeşte .fi.WIia 
n-• k•l 

seriei. 

Definiţia 2, 30, Seria de funcţii L fn , t. definite pe X (nEN) , este 
n•l 

simplu convergentă pe AcX către funcţia !,definită pe A,dacă şirul 
sumelor parţiale converge către funcţia f pe A,adică dacă,pentru 
orice xEA şi orice €>0,există un număr N(f,x) astfel incit oricare 
ar fi n~N(f,x) să avem: 

I f, (x) + ... +f. (x) -f (x) I<€ 
Convergenţa simplă a seriilor ce funcţii se stabileşte cu 

a j utorul criteriilor de convergentă d e J~ ~oriiJo n umor i c o 

deoarece.din definiţia 1,rezultă că seria de funcţii L fn este 
n•l 

simplu convergentă pe A către funcţia f dacă,pentru fiecare 

xEA, seria de numere L fn (x) este convergentă către f (x) . 
n•l 
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Definit ia 2 31. Seria de funcţii L fn, fn (nEN) definite pe X, este 
n•l 

absolut convergentă pe mulţimea AcX,dacă seria L ltnl este simplu 
n• l 

convergentă pe A. 
Convergenţa absolută a seriilor de funcţii se studiază cu 

ajutorul criteriilor de convergenţă de la seriile numerice cu 
termeni pozitivi . 

Exemplu, Să se afle mul ţimea de convergentă a seriei 

t ( n+l)n ( 1_-x )n 
n •l n 1 2x 

Considerăm seria t (n+l)n I 1_-x ln 

criteriul rădăcinii : 

li m n,ffu,;T = li m 
n-• n--

n•l n 1 2x 

n+l -1~1 = 1~1 n l-2x l-2x 

Seria modulelor este convergentă dacă: 

pentru care aplicăm 

j 11_·;\j<1 de unde xE(- 00
, o)LJ(1 • + 00

) care este mulţimea de 

convergenţă seriei date. 

Definiţia 2, 32, Seria L fn de funcţii definite pe mulţimea X 
n•l 

este uniform convergentă pe mulţimea AcX către funcţia f definită 
pe A dacă şirul sumelor parţiale este uniform convergent pe A către 
f adică dacă oricare ar fi €>0 , există un numar N(€) ,astfel 
incit,oricare ar fi n~N(€) şi oricare ar fi xEA să avem: 

lf1 (x) + ••. +fn(x) -f(x) l<e. 

Definiţia 2.33. Seria L fk se numeşte restul de ordinul n al 
k•n+l 

seriei L fk .Dacă restul de ordinul n este o seri~ convergentă pe 
k•l 

A, suma sa se notează cu R0 şi se numeşte de asemenea restul de 

ordinul n al seriei L f;. . 
k•l 

31 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Teorema 2.1s, <criteriul general de convergentă uniformă al lui 

Cauchyl . Seria " f de funcţii definite pe X este uniform L, n 
n •l 

convergentă pe mulţimea AcX dacă şi numai dacă,pentru orice 
E>O,există un număr N(e),astfel încît,oricare ar fi n~N(e) şi p~l 
şi oricare ar fi xEA, să avem:. 

I fn•l (x) + fn. 2 (x) + ... + fn•p (x) I <e 

Demonstraţia este evidentă,acest criteriu exprimînd condiţia 
necesară şi suficientă ca şirul sumelor parţiale (s.) al seriei de 

funcţii L fn să fie uniform convergent. 
n•l 

Exemplu Să se studieze convergenţa uniformă a seriei de funcţii: 

1+j: (xn-.xn-1 ) pentru xE[o, 2]. 
n •l 2 

Aplicăm criteriul lui Cauchy: 

Fie E>O, 

... +xn•p-xn•p-1 I= Jxn•p-xnl = Jxn (xP-1) I= JxnJ. jxP-1 I s: 

s;..l.. J-1:._-ljs:..l.<e - zn>2,n lg 2>lg..! 
zn 2p zn € e 

e € deci seria dată este uniform convergentă lg2 I lg2] 
n> lg2 ; N(e) = lg2 

pentru xE [o,½]· 
Teorema 2.16. (transfer de continuuitate) 

Fie L fn o serie uniform convergentă de funcţii reale f. 
n•l 

definite şi continue pe [a,b] şi s suma acestei serii .Atunci s este 
o f u n c ţ i e c o n t i n u ă p e [ a , b J ş i 

rezultă: fab (t fn(x)) dx= t J: fn(x) dx 

Demonstraţie : Din P.l. rezultă că s este continuă pe [a,b] şi 
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= limfb s n (x) dx= lim(f b f 1 (x) dx+ .. . +J b fn (x) dx)= 
n--a n-• a a 

Teorema 2.17. (transfer de de r i vabilitatel 

Fie L fn o serie convergentă de funcţii reale f . definite şi 
n•l 

continue pe [a , b) ,cu suma s şi seria uniform 

convergentă . Atunci s este derivabilă pe [a,b) şi (f )1=f f~. 
n•l n• l 

Demonstraţie: Seria :.[ f n are şirul sumelor parţiale s~ care 
n•l 

este uniform convergent către o funcţie g .Din P2. rezultă că 
funcţia s este derivabilă şi s'=g . 

§ 6. Seria Taylor 

Definiţia 2.34. Fie f:X➔R o funcţie derivabilă de o infinitate de 
ori in XoEX,Xo punct interior al mulţimii X.Seria: 

x-x0 1 (x-x0 ) n < > 
f(x0 ) +--f (x0 ) + •.. +----"--f n (x0 ) + . • . 

11 n! 

se numeşte seria Taylor a funcţiei fin punctul Xo -
Fie AcX mulţimea de convergentă a acestei serii. 

Definiţia 2, 35, Spunem că funcţia f este dezvoltabilă in seria 
Taylor pe mulţimea A dacă ea este suma seriei respective pe A 
adică,pentru xEA : 

x-x (x-x ) n 
f(x) =f(x

0
) +--0 f 1(x

0
) + ... + 0 f<n> (x

0
) + . . . 

1 ! n i 

Teorema 2.18. Funcţia f:X➔R este dezvoltabilă in serie Taylor pe 
mulţimea AcX,dacă şi numai dacă ea este derivabilă de o infinitate 
de ori pe A şi restul ei de ordinul n din formula lui Taylor tinde 
către zero cind n--,oricare ar fi xEA . 
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Demonstraţia este evidentă şi decurge din definiţia seriei 
Taylor ataşata funcţiei f. 
Teorema 2.19. Fie f:X➔R o funcţie indefinit derivabilă pe AcX şi x0 

un punct interior lui X.Dacă există un număr M>O,astfel încît 
I f '"' (x) I sM pentru orice nEN0 şi orice xEA, atunci funcţia f este 
dezvoltabilă în serie Taylor pe mulţimea A. 

Demonstraţie. Restul R,.,sub forma lui Lagrange,este: 
( ) n+l 

Rn(x) = x-xo f<n+l) (~) ~E(x x)cA 
(n+l) ! ' 0 ' 

lx-x 1n•1 
lim IRn (x) 1. s; lim O 

• M=O deoarece seria 
n-• n-• (n+l) ! 

lx-xo.fn•1 
----"-,-- M este convergentă: 

(n;+-1) ! 

Cînd n...a1 • 1 = 0.1 • 1 = O adică 
lx-x 1n•1 

lim O .M=O 
n-• (n+l) I 

Dacă x0 =0,seria corespunzătoare : 

f(O) +~ f 1 (0) + ... + xn f(n) (O)+ ... 
ll n! 

se numeşte seria Mac Laurin a funcţiei f iar dacă f este suma 
acestei serii pe mulţimea A,se spune că funcţia feste dezvoltabilă 
în serie Mac Laurin pe A. 

Exemple de dezvoltări în serie Mac-Laur.in: 
1. Funcţia f (x) =e•, xER este indefinit derivabilă pe 
R , E '"' (x> - c•, E '"' ( O ) - 1, x4;~ ~i _po.n t.ru g.r · <;:e xE ( -m. m.) • e·•<e"<e• deci f 
este dezvoltabilă în serie Mac Laurin: 

conv. pentru orice xER 

Dacă înlocuim pe x cu -x obţinem 
2 3 n 

e -x=l- 1~ + ;! -;! + .. . + (-1) n ;, + ... 

În general : 
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e«·'=l+ /J.X + cc 2x 2 + ... + a nx n + . . . 
1 ! 2 ! n! 

2. Funcţia f(x) =shx=ex-e-x ,definită pe R,are dezvoltarea: 
2 

X x3 x2n'1 
shx= - +- + ... +--- + 

1! 3! (2n+l)! 
convergentă pentru orice xER 

3. Funcţia 
x 2 x4 x 2n 

f(x) =chx=l+- +- + ... +--- + ••. convergentă pentru 
2 ! 4 ! (2n) ! 

orice xER 
4. Funcţia f(x)=sinx,definită pe R,este indefinit derivabilă pe R 

şi 

xER: 

t <n> (x) =sin (x+n~) .Deci 
2 

lt<n> (x) I :!> 1 pentru orice xER şi avem 

f( 4k) ( O) =O, f(4k•l) (o) =1, t <H• 2 > (o) =O, f(4k•)) =-1 deci.pentru orice 

. x x3 xs x1 x2n•1 
s1.nx=- -- +- -- + •.. +(-l)n ___ + 

1 ! 3 ! 5 ! 7 ! ( 2 n• 1 ) ! 

5. Funcţia f(x)=cosx,definită pe R,este indefinit derivabilă pe R 

şi t<n> (x) =cos (x+n~) ; deci I f '"' (x) I sl pentru orice xER şi avem 
2 

t<W (O) =1, f( 4k•l) (O) =O. f< 4 k• 2 > (O) =-1, t<4k•l) (O) =O . 

Pentru orice xER avem: 

~ ~ ~ ~n 
cosx=l- 21 + 41 - 61 + ... + (-1) n(2n)I + ... 

6 . Formulele lui Euler 
Considerăm numărul complex: 

= 1 - ;; + :; - :; + ... + i ( 1~ - ;; + ;; - ; : + ... ) 

deci : cosx + isinx = e„ 
Similar : 
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. . x 2 x 4 x 6 
• ( x x 3 x 5 x 7 

) cosx-1 s1.nx= 1-2! + 41 - 61 + • • · -1. 11 - 31 • 5! - 71 • · · · 

_. - ix ( - i) 2x 2 ( -i) 3x3 ( - i) 4x 4 ( - i) 5x 5 
e lX = 1 + -- + _;....---'-- + _;....---'-- + -'----'-- + _;....---'-- + 

11 21 3! 41 51 

= 1- ;; + :; - :; + ... -i ( 1~ - ;; + :: - ;: + .. . ) 

deci : cosx - isinx = e · 1
• 

Rezultă formulele lui Euler : 

Observaţie Numarul complex a+bi care se scrie sub forma 
trigonometrică: a+bi = r ( cos 8 + isin 8) se va scrie sub forma 
exponentială astfel :a+bi=re1

•. 

7 . seria binomiala 
Considerăm funcţia : 
f(x) =l l+x)",xER, aER 
f '., (x) =a(a-1) ... (a - k+l) (l+x)•·• 
f '., (O) =a ( a- 1 ) ... ( a - k + 1 ) 

R = a: (a: - l) · · · (a: - n) (1+8x)• -n-l . xn•l (l-8)n, 0<8<1 
n ni 

unde : 

u = a: (a: - l) · · · (a: - n) xn• 1 este termenul general al unei serii 
n n! 

absolut convergente pentru lxl<l deoarece: 

lim~ = lxl liml a: - n•l1 = lxl 
n-• 1un1 n-• n+l 

şi deci 

V=( 1 - 8 )n . (1+8x)•-l 
n 1+8x 

l,!::vn=O pentru lxl<l deoarece I 11."e~I <1 pentrulxl <l 

Deci, pentru lxl<l, lim Rn=O şi seria este convergentă . Pentru 
n-• 
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j xj<l şi aER avem urmatoarea dezvoltare în s erie Mac - Laurin : 

Exemplu : Să se dezvolte în serie Mac - Laurin funcţia 

1 
f (x) = -- ; se aplică dezvoltarea în serie binominală cu 

Jl+x 

a= - .! ,deci pentru jxj<l vom avea: 
2 

§7. Serii de puteri 

Definiţia 2.36. Se numeăte serie de puteri o serie de funcţii de 

· sau 

a 0 +a
1 

(x-x
0

) +a2 (x-x0 ) 2 + ... +an (x- x 0 ) n + . .. 

unde a 0 ,a1 ••• ,a., ... sunt numere . 
Seriile Taylor ş i Mac-Laurin sunt deci serii de puteri. 
Mulţimea de convergenţă a unei serii de puteri conţine cel 

puţi~ un punct (x=O sau x=x0 ) . 

Teorema ·2 20 {Abell Mulţimea de convergentă a unei serii de puteri 
este totdeauna un interval adică există un numar R ~ O finit sau 
infinit astfel incit seria este absolut convergentă pe intervalul 
deschis ( - R,R) şi divergentă pentru orice x pentru care /x/>R. 
Demonstraţie Dacă seria de puteri este convergentă numai în 
x=O,atunci R=O şi teorema este demonstrată.Să presupunem că x.~o 
este un punct în care seria de puteri este convergentă.Să arătam că 
seria este absolut convergentă.pentru orice x pentru care jxj < 

I x 0 I . Într-adevăr, seria fiind convergentă rezultă că 

anxt-o cînd n ➔ oo şi deci există un număr M>O astfel încît 
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deci seria L anxn este absolut 
n•l 

convergentă pentru lxl<lx0 I ,termenul ei general fiind majorat de 

termenul general al unei serii geometrice cu raţia I~, < 1 care 

este convergentă. 
Dacă x, este un punct de divergenţă al seriei,atunci seria este 

divergentă pentru orice x pentru care Ix\ > Ix,! .într-adevăr,dacă 
ar exista un punct x, astfel ca Ix, I > x, I pentru care seria e 
convergentă, ar rezulta că seria e convergentă şi în x1 (Ix, I< Ix, I) 
ceeace contrazice ipoteza. 

Să notăm cu A mulţimea de convergenţă a seriei şi fie R 
marginea superioară a acestei mulţimi ; R>O deoarece OEA .' Rezultă că 
seria este convergentă pentru orice x pentru care I xi <R adică 
pentru xE (-R, R) . 

Seria este divergentă pentru orice x pentru care lxl>R.Într
adevăr,să presupunem că seria ar fi convergentă în punctul 
x ,>R,ceeace nu este posibil deoarece x,iA. 

Numarul R se numeşte raza de convergenţă a seriei de puteri,iar 
intervalul (-R,Rl se numeşte intervalul de convergentă al seriei de 
puteri. 

Determinarea razei de convergentă a unei serii de puteri 

L anxn se face folosind criteriile de convergentă de la seriile 
n•O 

cu termeni pozitivi pentru seria modulelor L lanxnl . 
n•O 

Aplicînd criteriul raportului pentru seria modulelor obţinem: 

lim lun•1I =lim lan•1I. !xi =l 
n-• ~ n-• Ta:f 

şi deci seria e convergentă pentru l<l , adică 

Aplicînd criteriul rădăcinii obţinem: 
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Teorema 2.21. Fie seria de puteri convergentă în 

intervalul (-R,R) .Seria derivatelor are acelaşi 

interval de convergentă ca şi seria dată. 
Demonstraţie. Să calculăm raza R, a seriei derivatelor: 

R -1 · n+l I an•11 _1 . lan.i i -R 
1 - im-- -- - im~- . 

n-- n+2 an•2 n- 1an•2 I 

Consecinţă: 
în intervalul de convergenţă,suma seriei derivatelor este egală 

cu derivata sumei seriei de puteri. 

S(x) = L anxn ; ci> (x) = L nanxn-1 

n•O n•l 

S' (x) = ~(x) pentru orice xE(-R,R) 

Exerciţii 

1. Să se studieze convergenţa seriei: (-l)nxn 
n 

Rzlim lanl =liml(-l)nl·I n+l l=limn+l=l 
n- lan•1 I n-• n ( -1) n•l n-• n 

Deci intervalul de convergenţă este (-1,1). 

Pentru x=l seria devine "E (-1)".! şi este convergentă. 
n•l n 

Pentru x= -1 seria devine L 1 şi este divergentă. 
n•l n 

Deci seria este . convergentă pentru xE(-1,l]=A (mulţimea de 
convergenţă) şi divergentă pentru xE(-~.-l]v(l,+~). 
2. Să se dezvolte în serie Mac-Laurin funcţiile: 

1° . f (x) =cos'x 
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cos3x=4cos3x - J c osx - cos 3x=.!cos3x+2cosx 
4 4 

f(x) _ l[l- (3x)
2 

+ (3x)
4 

_ (3x)
6 

+ ... + ( - l) n ( 3x)
2

n + .. . ]+ 
4 2! 4! 6! (2n)! 

3[ x2 x4 >. · n x2n l-+- l--+---+ ... +(-1) ---+ . .. -
4 2! 4! 6! (2n)! 

= = 1 _ 3 2 - 3 x2 + 3 
4 

- 3 x4 _ 3 
6 

- 3 x6 + ... + ( _ 1) n 3 
2
n- 3 x 2n + ... 

4. 2 ! 4. 4 ! 4. 6 ! 4. (2n) ! 

dezvoltarea fiind valabilă pentru (~)xER. 
2° f (x) =arctgx . 

f 1 (x) = - 1- = (l+x2) -l = l-x2+x4 -x6 + . . . + (-1) n x 2n+ ••• 
l+x2 

dezvoltarea fiind adevărată pentru xE(-1,1) 

f(x) = f (1-x2+x'-x6 + ... +(-1)nx2n+ ... ) dx= 

x 3 xs x1 x 2n•1 
=x-- +- -- + ..• +(-1) -- + ... +( 

3 5 7 2n•l 

Pentru x=O rezultă C=O deci dezvoltarea,valabilă pentru xE 
( -1 , 1) va fi : 

x3 x5 x1 x2n•1 
arctgx=x-- +- -- + ... +(-l)n __ + . •. 

3 S 7 Xn•l 

§8 . Serii Fourier 

Unele probleme au condus la r~prezentarea unei funcţii 
per1001ce r tx/ ae per 10aaa 2 ~ p r itttr- o ~ o rie de Eo.nn<a : 

(1) f(x) = : 0 +a1cosx+b1sinx+a2cos2x+b2 sin2x+ .. . 

. . . +ancosnx+bnsinnx+ ... 

numită serie trigonometrică. 
Să vedem cum putem exprima coeficienţii seriei cu ajutorul 

funcţiei f (x) . 
Admitem că seria e uniform convergentă în intervalul [-~,~]; 
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termenii seriei sunt funcţii continue deci f(x) este continuă. 
Integrăm termen cu termen: 

f(x) dx= -2.dx+ a 1 cosxdx+ a 2 sinxdx+ ... 
J

" J" a J" J11 
- ,c; - • 2 - n -• 

r11 f(x) dx=1tao - (2) 1 J" a 0 =- f(x)dx 
1t _,. 

Valoarea coeficienţilor depinde de funcţie in ansamblul ei in 
intervalul in care facem dezvoltarea. 

Se înmulţesc ambele părţi in (l)cu cos kx; 

f(x) coskx= : 0 coskx+a1 cosxcoskx+b1 coskxsinx+ ... 

. . . +ancosnxcoskx+b
0
coskxsinnx+ ... 

Se face din nou integrarea: 

J
" a J11 J" J11 _
11 

f(x) coskxdx=--f _,. coskxdx+a1 _,. cosxcoskxdx+b1 _
11 
sinxcoskx+ ... 

+ ... +anJ_: cosnxcoskxdx+bnf_: sinnxcoskxdx+ ... 

Dar: cosnxcoskx:½[cos(n+k)x+cos(n-k)x) şi deci: 

f" cosnxcoskxdx= .!J" cos (n+k) xdx+ .! f" cos (n-k) xdx= -11 2 _,. 2 - ,r 

!
Opentrun„k 

- 1 " - -f dx=1tpentrun=k 
2 - ,r 

coskxsinx= i [ sin (n+k)x+sin (n-k) x] 

J
" coskxsinxdx=.!J" sin (n+k) xdx+.!J" sin (n-k) xdx= O 
-,r . 2 - 11 2 - ,r • . 

Deci: 

~ ·r f(x)coskxdx=ak.1' adică: 
l • . ,", I . ... ,"\•'.;; l .., J,. 
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Înmul ţim . ambele părţi cu sin 'kx: 

f (x) s i nkx= ao s i nkx+a1 cosxs i nlcx+b1 s i nxs inkx+ 
2 

. .. . +ancosnxsinlcx+bnsinxsinlcx+ ... 

Integrăm: 

f• f(x) sinkxdx=a0 f"s inlcxdx+a1f•cosxs inlcxdx+b 1f" sinxsinkxdx+ ... 
- n: 2 - x - - - 11 

... +anf_•,. cosnxsinkxdx+bnf_: sinxsinkxdx+ ... 

cosnxsinkx= .l [si n (k+n) x+sin (k-n) x) 
2 

J:cosnxsinkxdx =O 

sinnxsinkx= .l [cos (n -k) x-cos (n+k) x) 
2 

f„ sinxcoskxdx= ½ f_",. cos (n-k ) xdx-½ f„ cos (n+k) xdx={~ ~:~: ~:t 
Deci : 

J_",. f(x) sinxdx=bk . 1t 

(4) bk=.lf" f(x) sinkxdx 
1t -rr 

Succesul calculelor a fost garantat de proprietatea de 
ortogonalitate a şirului (ortogonal) de funcţii: 
(5) l,cosx,sinx,cos2x,sin2x, ... ,cosnx,sinnx, .. . 

Funcţiile~,.~,, . .. ,~., ... formează un şir ortogonal dacă : 

i f""' ( ) A. ( ) dx-• -{o pentru i~j n .,. 'I' ; x "'J x -u1J- 1 pentru i=j 

Reprezentarea unei funcţii f(x) printr-o serie trigonometrică 
revine la scrierea funcţiei sub forma unei combinaţii liniare 
infinite de termeni din şirul (5)'. 

Fiind dată o funcţie integrabilă f(x) oarecare putem calcula 
după formulele (2), (3) şi (4) coeficienţii a 0 ,a.,b. cu ajutorul 
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cărora putem forma o serie trigonometrică care se numeşte seria 
Fourier a funcţiei f(x) . 

Coeficienţii a , şi b, se numesc coeficienţi Fourier ai funcţiei 
f (x). 

f(x) - do + L (dkcoskx+bksinkx) 
2 k • l 

Problemele care se pun : 
1. Ce condiţii trebuie să îndeplinească funcţia f (x) pentru ca 
seria F. ataşata să fie convergentă? 
2. Dacă seria F. ataşată funcţiei f(x) converge,ce legatură există 
între suma seriei F . şi f(x)? 
3. Ch~ar dacă seria F. ataşată funcţiei f(x) nu este convergentă,în 
ce fel poate fi utilizată ea în studiul sau aproximarea funcţiei 
f (x). 
1. Condiţiile de convergenţă a seriei F. ataşată funcţiei f(x) sunt 
cunoscute sub denumirea de condiţiile lui Dirichlet şi se definesc: 

Vom spune că functia f(x) îndeplineşte condiţiile lui Dirichlet 
în intervalul (-n,n) dacă : 

1°) în intervalul (-n,n) f(x) are un număr finit de puncte de 
discontinuitate de prima speţa (dacă x 0 e un punct de 
discontinuita t e, el se numeşte punct de discontinuitate de prima 

speţa dacă f(xo-Ol = lim f(x) si f(xo+O) = lim f (x) există) 
X-,,.Xo-0 X---Xo•O 

2°) în intervalul (-n,n) există derivata f' (x) cu excepţia unui 
număr finit de puncte şi are un număr finit de puncte de 
discontinuitate de I speţă. 

Dacă sunt îndeplinite condiţiile lui Dirichlet pentru funcţia 
f(x) atunci seria Fourier a funcţiei f(x) converge şi în punctul în 
care funcţia f(x) este continuă suma seriei F . coincide cu f(x) iar 
în punctul x 0 în care f(x) e discontinuă suma seriei F . este egală 

cu 
f(x0 -0) +f(x0 +0) 

2 

Teorema d e unicitate a seriilor Fourier Fiind dată o serie 
trigonometrică,există o s.ingură funcţie continuă care să o admită 
drept serie Fourier. 
Demonstraţie. Considerăm funcţia f(x) definită în [-n,n] şi seria 
F . asociată ei : 

f(x) - do+ I:, (dxcoskx+b~inkx) 
2 k•l 

Să presupunem că seria F. converge uniform către funcţia g(x); 
g(x) e continuă deci trebuie sa presupunem că f(x) e continuă. 

Să arătam că f(x) ş i g(x) sunt identice. 

ak=l:. J• g(x) coskx dx ; bk=l:.J" g(x) sinkxdx 
n - n -

şi deasemeni: . '· 
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Dacă f şi g ar fi distincte atunci ar însemna că două funcţii 
continue diferite au aceiaşi coeficienţi F.Dar atunci F(x):f(x)
g(x) ar fi o funcţie continuă cu toţi coeficienţii F. nuli,ceeace 
nu se poate,deoarece F(x)~O. 
Deci : f = g. 

Concluzia: Dacă seria F . a unei funcţii continue f(x) converge 
uniform către f(x) atunci suma seriei F. coincide cu f(x). 

1
1.J" F(x) coskxdx=O 
1t -a 

Daca 1 Jr;,u . atunciF(x) •O 
- F(x) sinkxdx=O 
1t -a 

adică F(x) este ortogonală pe toate funcţiile din sistemul 
trigonometric . 

Sistemul trigonometric: 1,sinx,cosx,sin2x, ... este c~mplet în 
mulţimea funcţiilor continue adică are proprietatea _· ca orice 
funcţie continuă ortogonală pe toate funcţiile sistemului · 
trigonometric este identic nulă. 

Inegalitatea lui Besşel 

Considerăm funcţia f(x) integrabilă în [-,r,,r] şi polinoamele 
trigonometrice de forma: 

n 

T (x) =~ + L (cxkcoskx+Jţksinkx) 
n 2 ,k•l 

Integrala : J:,. [f(x) -Tn(x) Pdx va fi minimă atunci cînd 

coeficienţii a, şi S. vor fi chiar coeficienţii F. ai funcţiei f (x) . 

J_: [f(x) -Tn(x)]2dx=/_:fl(x)dx-2f_",,f(x) Tn(x)dx+ 

J• <X • n • 
_,, f(x) Tn(x) dx= -f f_,, f(x) dx+ ~ (cxxJ...,. f(x) coskxdx+ 
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2 n 

J" ~ (x) dx = ~ f" dx + L ( a !f_",. cos2 kxdx + P !f_",. s in2 kxdx) 
- ,r 4 _,, k • l 

deoarece : J_: coskxdx=O ; J_",. sinkxdx=O; 

J_: coskxsinlxdx=O ; f_",. coskxcoslxdx=O pentrul~k 

J:,. sinkxsinlxdx=O pentru 1 ~k 

f
" cos2 kxdx=f" 1 +cos2Jcx dx=n 
_,, -· 2 

!" sin2 kxdx=n 
-s 

+n[ ~~ + t (4;+ Pi] 
Aceasta expresie este minimă cînd a.=a., B..=b., a 0 =a0 deci: 

f
" [f(x)-Tn(X)~]dx=f" f 2(x)dx-n[ai +f (a:+b:J ~ O 
-a - a 2 k•l 

(deoarece în prima parte e integrala unui pătrat) deci: 

a~ n 2 2 1 f" 
- + L (ak+bk) ~ - f 2 (x) dx 
2 k•l lt - a 

Bessel 
Proprietaţi: 
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1. Dacă funcţiei f(x) îi corespunde seria Fourier: 

f(x) - do+ 't, dkcoskx+bksinkx 
2 k•l 

atunci funcţiei c f(x) îi corespunde seria F. 

cf(x) - Cdo +'t, t:;:dkcoskx+cbksinkx 
2 )c•l : 

2 . Seria F . a sume~ -a 2 funcţ i i e egala cu suma seriilor F. a celor . 
2 funcţii. 

f(x) - ~ + 't, a~coskx+bksinkx 
2 k•l 

f(x) +g(x) 

f(x) - do+ 't, akcoskx+bksinkx 
2 k • l 

atunci seria F . a integralei : 

F(x) = J f(x) dx 

ak=l. J" F(x) coskxdx=l.[F(x) sinkxf" -l.f" f(x) sinkxdx] 
1t . ,. 1t k _,, k -• 

l}k=l.f" F(x) sinkxd.x=l.[-F(x) coskxf" +l:.J" f(x) coskxdx] 
1t - • 1t k -• k -• 

~- Da~ ~ E(x) arc ocria F. , 

a - . 
f(x) - -.!! + L akcoskx+bksinkx 

2 k•l 

şi dacă f(x) are derivata f' (x) continuă,atunci 

f'(x) - L -kaksinkx+kbkcoskx 
k •l 

5. Dacă f (x) este funcţie pară atunci b.=O iar dacă f (x) este 
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funcţie impară, a 0 =0, a , =0 . 
In general,pentru o funcţie f(x) periodică cu perioada 

T,integrabilă pe [a,a+T] seria Fourier ataşată este: 

f(x) - ao + E (akcosk. ~x+bksink. ~x) 
2 k• l T T 

unde : 

l1«•T a 0 =- f(x) dx 
T « 

2 1«•T 27t ak=- f(x)cosk.-xdx 
T « T 

2 1a•T 27t bk=- f(x) sink.-xdx 
T « T 

Exemplu: Să se dezvolte în serie Fourier funcţia f (x) =X2 pentru 
xE[-n,n) cu perioada T = 2 n. 

a =-!...J" x2dx=_!...., xJf" = 7t2 
O ;,:1t -n 21t 3 -w 3 

ak= - x coskxdx= - x - sinkx dx= l f" 2 1 f" 2 ( 1 . )' 
1t _,, 1t _,. k 

1 ( l f" 2 f" ) = n k. x 2
• sinkx _,, - k _,, xsinkxdx = 

=-- --coskxdx.=--.x.coskx +- coskxdx= 2 f" x( 1 )' 2 ( 1 f" 1 f" ) 
k1t _,, k , k1t k _,, k _,, 

- -1 . - + -- . - sin = -1 . -_ ( ) Jc 4 2 1 , kxf" ( ) ,r 4 
k 2 k 21t k _,, k 2 

2 -
x 2 =~+4L (-1),r_..1.._coskx 

6 k • l k 2 
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Ca.pit.e>l-u..l III 

FUNCŢII REALE DE O VARIABILĂ REALĂ 

Definiţ j a 3 . 1. o functie reală de o variabilă reală este o 
corespondenţă care atasează fiecarui element xEX un element yEY şi 
numai unul.Se notează:f:X➔Y X este domeniul de definiţie al 
funcţiei (X<.:R) Y este mulţimea valorilor funcţiei (YcR) 
Definiţia 3.2. Se numeşte graficul funcţiei f:X➔Y,mulţimea: 

G,= { (x, f (x)) /xEX} 
şi are proprietatile: 
1 ) fieca r e element xEX face parte dintr-o pereche şi numai una a 
graficului G,; 
2) în fi ecare pereche (x,y) a graficului,cele doua coordonate x,y 
verifică egalitatea y=f(x) ;pentru orice altă pereche (x,y) care nu 
aparţine graficului avem Y"f(x). 

1. Limite. continuitate. continuitate uniform«. 
Definiţia 3.3. (Il Fie f:X➔Y si X0 un punct de ·acumulare al lui 

X.Spunem că fare limita l ~ Y în punctul x şi scriem lim f(x)=l 
o x-xn 

sau f(x) ➔l pentru X➔X0 dacă pentru orice E>O,există O(E)>O astfel 
ca lf(x)-ll<E pentru orice xEX pentru care lx-x0 l<6(E). 
Definiţia 3 4. ( II l Fie f: X➔Y şi x 0 un punct de acumula re al lui 
X. Spunem că fare limita lEY în punctul x 0 dacă pentru orice şir 
(x,,) convergent către x 0 (x.,EX,x.,,.x0 ) şirul valorilor (f(x,.)) este 
convergent către 1. 
Teorema 3 1. Definiţiile I si II sunt echivalente . 
Demonstrat ie 

Presupunem că limf(x) =l 
x-x„ deci pentru orice E>O 

, există 6(E)>0 astfel încît pentru orice xEX,pentru care 
l x-x.l <6(e) să avem lf(x)-ll<E. 

' ată Nle J ast fe l i ncî t 

pentru orice n2N(e) să rezulte lx..-x0 l<6(E). 

Dacă I x,,-x. l <6 (E) rezultă că I f (x,,) -l i <E deci lim f(xn)= l . 
n-• 

În ipoteza că · pentru orice şir x.,-+x0 (x.,EX, x.. "Xo ) şirul 
corespunzător f (x" ) -H, să presupunem, prin absurd, că 1 nu este 
limi ta funcţiei · f Î1:} x 0 deci există un E0 >0 astfel încît pentru 

or i ce 6 >0 , să existe x 6 EX astfel încît lx6 -x0 l< 6 si lf(x) - l l~e:0 
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ceea ce contrazice ipoteza:deci fare limita 1 în x0 • 

Corolar.Dacă f are limita în x 0 ,atunci această limită este 
unică. 

Demonstraţia rezultă din unicitatea limitei pentru şiruri. 
Teorema 3.2. <Criteriul lui cauchy-Bolzanol 

Condiţia necesară şi suficientă ca funcţia f:X➔Y să aibă limita 
pentru X➔X0 este ca pentru orice E>0,să existe 6(E)>0 cu 
~roprietatea că dacă lx "-x0 I <6(e) şi Ix' '-x.l<6(E) să rezulte 
lf(x')-f(x''))<E. 

Demonstrat ie 
Presupunem că f are limita 1 deci pentru orice E>0,există 

6(E)>0,astfel încît pentru lx'-x.l<6(e) să avem 

pentru Ix' '-x,l<6(E) să avem 

I f ( x') -11 < ..!. şi 
2 

Dar lf(x1) -f(x 11 ) l=lf(x') -1+1-f(x11 ) lslf(x') -lj+jf(x"l-lls..!.+..!.=e 
2 2 

Presupunem că pentru orice E >0, există 6 ( E) >0 astfel încît 
pentru lx' - x0 l<6(E) şi lx"-x0 l<6(e) să avem lf(x')-f(x"ll<E. 
Fie şirul x..➔x0 ;rezultă că pentru E>0,există 6(E)>0 şi N(E) astfel 
încît pentru n>N(E) şi n>N(E) să avem lx..-x0 l<6(E) şi lx.-x.l<6(E) 
ceea ce implică I f(x,.) -f(x,,) I <E adică şirul (f(x,.)) este fundamental 
şi deci are limită . 
Definiţia 3.5. Se spune că funcţia f:X➔Y are în punctul x0 (x. punct 
de acumulare al mulţimii X) limita la stînga 1.,dacă pentru orice 
E>0,există 6(E)>0 astfel încît lf(x)-1.l<E pentru orice xEX,XPXo 

1 =lim f(x) 
astfel că x.-x<6 ( E) . Se notează: s x~x0 

Definiţia 3.6 Se spune că funcţia f:X➔Y are în punctul x.(x0 punct 
de acumulare al mulţimii X) limita la stînga 1 0 ,dacă pentru orice 
şir crescător (x,,),convergent către x.(x,,EX,X,,PX.),şirul 
corespunzător al valorilor (f(x,,)) este convergent către 1 •. 

Cele două definiţii (5 si 6) sunt echivalente . 
Definiţia 3. 7. Se spune că funcţia f :X➔Y are în punctul x. <x. punct 
de acumulare al mulţimii X) limita la dreapta 14 ,daca pentru orice 
E>0 există 6(E)>0 astfel încît lf(x)-14 l<E pentru orice xEX,XPXo 

pentru care x-x,,<6(e) .Se notează 
ld=lim f(x) . 

-Xo ..,.., 
Definiţia 3.8. Se spune că funcţia f:X➔Y are în punctul x.<x. punct 
de acumulare al mulţimii x) limita la dreapta 14 ,dacă pentru orice 
şir descrescător (x,,)convergent către x., (x.,EX,X,,PX.) ,şirul 
corespunzător al valorilor (f(xnll este convergent către 14 • 

Definiţiile 7 si 8 sunt echivalente . 
Definiţia 3.9. Funcţia f :X➔Y are limita în punctul x.(x0 punct de 
acumulare a mulţimii X) dacă: 
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lim f(x)=lim f(x)=lim f(x) (finita) 
X-J<o X-J<o 

Definiţia 3.10 {III). Fie f :X➔Y şi XoEX.Spunem că funcţia feste 
.c..QD.t..i.m!.ă în punctul Xo dacă pentru orice E>O,există 6(E)>0 astfel 
încît lf(x) - f(x0 ) l<E pentru orice xEX pentru care lx-xol<6(e). 
Definiţia 3 11. (IVl. Fie f:X➔Y şi x 0 EX. Spunem că feste continuă 
în x 0 dacă pentru orice şir (xnl astfel că Xn➔Xo (XnEX) şirul 
corespunzător f(Xn) ➔f(x0 ). 
Teorema 3.3. Definiţiile III şi IV sunt echivalente.Demonstraţia 
este la fel ca la teorema l,fară a mai pune condiţia Xn~X0 • 

Definit ia 3 .12. Fie f: X➔Y şi XoEX. f este continuă în x 0 

lim f(x)=lim f(x)=f(x0 ) (finita) 
dacă : x-J<o x-Xo 

Definiţia 3.13. O funcţie f:X➔Y este continuă pe o mulţime AcX dacă 
este continuă în fiecare punct al mulţimii A . 
Definiţia 3.14. Fie f:X➔Y.Un punct x 0 EX în care funcţia f nu este 
continuă,se numeşte punct de discontinuitate al lui f . 
Definiţia 3.15. Punctul de discontinuitate x 0 EX se numeşte punct de 
discontinuitate de prima speţa dacă limitele laterale în punctul x 0 

există si sunt finite.În alte cazuri(cel puţin una dintre limitele 
laterale nu există sau este infinită) discontinuitatea se numeşte 
de speţa doua . 
Teorema 3.4. Fie funcţiile:f:X➔Y,g:f(x) ➔Z şi funcţia compusa 
h=g0 f:X➔Z (h(x)=g(f(x)) pentru orice x X.Daca feste continua în 
Xo X şi g este continu în f(x0 ) f(x) ,atunci h este continu în x 0 

Demonstrat ie 
Deoarece feste continu în x 0 rezult c pentru orice şir 

Xn➔Xo(Xn X) ,şirul valorilor f(x)=fn➔f (x0 )=f 0 . Funcţia g este continu 
în f o deci pentru orice ş ir f n➔f 0 rezul t g ( f n) ➔g ( f 0 ) adie 
g(f(x,,)) ➔ g(f(xoll , (x"EX),adică funcţia compusă g este continuă în 
Xo. 
Teorema 3.5 Funcţia inversă a unei funcţii continue este o funcţie 
continuă. 

Demonstraţie Fie f:X➔Y o funcţie strict crescatoare,continuă pe X 
şi f · 1 funcţie inversă. 
f continuă în x 0 EX deci pentru orice şir Xn➔X0 (XnEX), şirul valorilor 
f (x,,) =Yn converge către f (x0 ) =y0 • 

Considerăm şirul (y") strict crescător, convergent către 
Yo=f(xol . Funcţia f fiind biunivocă ,şirului (~~) îi corespunde sirul 

unic (x~) (x~EX) 

Să arătam că şirul (x~) este convergent către x 0 • Şirul (x~) 

este strict crescător,deci are o limită x'EX . 
feste continuă pe X deci: 

lim Yn=lim f(x~) = Yo = f(x0 ), n-.. n-• 
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deci f(x. )= f(x' ) ş i cum feste biunivocă rezultă x 0 =x'.La fel se 
demonstrează pentru şirul (y.J s t rict descrescător.convergent către 
Yo · 

Fie f :X➔Y şi x0 un punct de acumulare al lui X (x.,,.X) 
funcţia are o limită fini tă y 0 • 

Definiţia 3.16, Funcţia 7 :X+{x0}-Y definită astfel: 

7 ( -{f (x), daca X"-X0 ,xEX, 
L x) - y

0
, daca X"'Xo 

în care 

se numeşte prelungirea funcţiei f prin continuitate în punctul x.,. 
Teorema 3 6. o funcţie continuă pe un interval compact (închis şi 
mărginit) este mărginită pe acest interval. 
Demonstraţie. Fie X o mulţime compactă de numere reale şi f:X-Y o 
funcţie continuă pe această mulţime . 

Să presupunem că f nu este mărginită pe X,deci pentru orice 
număr M>O există un punct x.,EX astfel ca I f (x.,) I >M. În 
particular, există x.,EX cu I f (x.,l I >n pentru orice număr natural 
o.Înseamnă că putem considera şiru] (x.l, (x0 EX) care este mărginit 
(deoarece X este compactă) . În baza lemei lui Cezaro, (x,,) conţine un 

subşir (xn,.> convergent către X.EX (deoarece X este compactă este 

şi închisă deci odată cu termenii lui <x,,,,> · conţine şi limita sa 

x.) .Rezultă că f este continuă în x.. iar din convergenţa lui <xn,.> 

către x. deducem lim f(xn ) =f(x0 ) 

p-• " 
şi de aici limlf(xn) l=lf<xo) I• 

p-• " 

Pe de altă parte, trecînd la limită, cînd p-oa,, în inegalitaţile 

lf(xnp) l>nP , avem l i m f(xn) = 00 ceea ce este în contradicţie cu 
p-• " 

rezultatul precedent.Deci feste mărginită pe X. 
Teorema 3,7. o funcţie continuă pe un interval compact îşi atinge 
marginile pe intervalul respectiv (T.Weierstrass). 
Demonstrat ie 

Din teorema precede~tă rezultă că dacă f:X-Y este continuă pe 
intervalul compact X,ea este mărginită deci există două numere m 
(marginea inferioară) ş.i M (marginea superioară) astfel încît 
msf(x)sM. · 

Să arătam că există · cel puţin un punct CEX astfel ca f(C)am şi 
cel puţin un punct. C'EX ·astfel ca f(C'l=M . 

Presupunem că nu există ni ci un punct CEX pentru care f(C)•m 
deci f(x)>m pentru orie~ x EX. 

Funcţia 
1 ' . 

g(x) = f(x) -<ro este continuă şi strict pozitivă pe X 
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deci 

adică: 

este margini tă (conform 

Dar de aici rezultă: 

f ·(x) 2: m+..!.. 
' Ml 

teoremei precedente) 

ceea ce contrazice l3,efiniţia marginii inferioare m a funcţiei 
f . Deci există un punct CEX astfel ca f(C)=m.La fel se demonstrează 
existenţa lui C'. 
Definiţia 3.17, Fie f:X➔Y . Spunem că feste uniform continuă pe x 
dacă pentru orice E>O exista un număr 6(E)>0 astfel încît · 
if(x')-f(x")l<E pentru orice pereche x',x''EX care satisface 
inegalitatea x'-x' 'l<6(E). 

Continuitatea uniformă se defineşte pe o mulţime deci are un 
caracter global, în timp ce continuitatea se defineşte într-un punct 
adică are un caracter local. 

Continuitatea uniforma implică continuitatea. 
Exemple de funcţii uniform continue: 

1 . Funcţia constantă f(x)=c,definită pe R,este uniform continuă pe 
R,deoarece oricare ar fi x',x''ER avem lf(x')-f(x'')l=O şi deci 
pentru orice E>O,putem lua 6(E)=l astfel încît,dacă lx'-x' .'l<6(E) 
să avem if(x')-f(x'')i<E. . 
2. Funcţia identică f(x)=x,definită pe R,este uniform continuă pe 
R.if(x')-f(x' ') l=lx'-x''I deci pentru orice E>O,există O(E)=E>O, 
astfel încît dacă lx' .-x' 'l<6(E) rezultă if(x')-f(x'')l<E. , 
3 . Funcţiile care satisfac condiţia lui Lipschitz pe o mulţime · x 
sunt uniform continue pe X. 

Funcţia f :X➔Y satisface condiţia lui Lirschitz dacă pentru 
orice x', x' 'EX, corespunde L>O, astfel încît : f (x') -f (x' ') I sLI x' -
X'' I. 

Pentru orice E>O,luăm şi deci pentru orice pereche 

x', x' 'EX pentru care Ix' -x' 'I <0 ( E) rezultă lf(x') -f(x'') I ~ L. i=e. 
Teorema 3, B, o funcţie continuă pe un compact X este uniform 
continuă pe X. 
Demonstraţie 

F.iQ I: , X➔Y . PrQ~upune>m, pr.in .ol:l~urd , o3 runoţ.i,;, I: ognt.inµJl F.IP 
mulţimea compactă X,nu este uniform continuă pe X deci există E0 >0, 

astfel încît pentru fiecare 6>0,corespund X:, ,X:,Ex cu 

în p:lrtia.il.ar, luîm ~ = ..!. , n = 1 , 2 , . . . p..tt:an a:ns:i.cEl:a şirurile ( x~) s i ( xi) 
n 

din X,astfel incit pentru orice număr natural n,să fie satisfăcute 
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inegalitaţile şi 

Şirul (x~) este mărginit,fiind conţinut în mulţimea compactă 

X;conform lemei lui Cezaro din (x~) se poate extrage un subşir 

(x~) convergent ,, către din X.Deoarece putem scrie 

şi ţinînd seama că Ix, -x" l<~-o î ă n n c nd p--,, rezult ,, ,, nP 

Conform ipotezei,f este continuă pe X,deci şi în x_EX,iar din 

x~,,-x
0 

si xi.-x
0 

cînd p--, urmează limf(x~) =f(x0 ), liro f(xi) =f(x0 ) 
., p-- p p-- p 

şi deci şi liro lf(x~)-f(xi>l=O ,, ,, ceea ce este în contradicţie cu 
p-• 

relaţia lf(x~) -f(xi) l>e0 • 
,, I> 

Din contradicţie rezultă că f este 

uniform continuă pe X. 

§ 2. Derivate si diferentiale. 

Definitia 3 18. Fie f :X➔R şi x 0 EX. Funcţia f este derivabilă în 
pu~ctul x. dacă există şi este finită limita: 

Definiţia 3.19. Funcţia f:X➔R este derivabilă pe X dacă este 
derivabilă în fiecare punct xEX. 
Teorema 3,9, !Teorema lui Cauchyl, Fief şi g două funcţii definite 
pe un interval X cu valori reale şi a , bEX , a<b . Dacă f şi g sunt 
continue pe intervalul închis [a,b] şi derivabile pe intervalul 
deschis (a,b) şi g' (x) ,.o pentru orice xE(a,b) ,atunci există un 
punct cE(a,b) a<C<b,astfel încît: 

Demonstraţie 

f(b) - f(a) 
g(b)-g(a) 

f 1 (c) 

g'(c) 

Funcţia F (x) =A f (x) +Bg (x) cu A, B constante este continuă pe 
[a,b] şi derivabilă pe (a,b) . Să determinăm pe A,B astfel încît 
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F (a) =F (b )= O: 

{
A f(a ) +Bg ( a) =O 
A f( b)+ Bg (b ) =O 

Scăzînd,obţinem: 
A (f(b) - f(a)) + B(g(b)-g(a) ) =O 

ş i pcit em l ua: 
A=g (b)-g (a ) ; B=f(a ) -f (b) 

Nu putem avea g(b)=g(a ) ,deoarece,conform teoremei lui Rolle,ar 
exi s t a cE (a,b) astfel îr.cît g' (c)=O ceea ce nu se poate deoarece am 
p resupus g' (x)*O. 

F (x) = ( f (a) -f (b)) g (x) + (g (b) -g (a)) f (x) 
Funcţia F(x) îndeplineşte condiţiile teoremei lui Rolle,deci 

există un punct cE (a,b),a<c<b în care F' (c)=O. 
F ' (x ) = (f (a )- f (b )) g' (x ) + (g (b ) -g(a))f' (x) 
(f(a)-f (b))g' (c ) + (g (b) - g (a ) )f' (C)=O 

şi cum g' (C)*O,g(b)-g(a)*O se obţine, ,formula generală a mediei'': 

f(b) -f(a) = f
1 (c) , a<c<b. 

g(b ) -g(a ) g 1 (c) 
~ 

Definiţia 3.20. O funcţi e f(x) se numeşte diferentiabilă în punctul 
x , daca există o constant ă A independentă de x (depinzînd numai de 
x 0 ) astfel că: 

unde 

f (X) - f ( X 0 ) =A ( X - X 0 ) +E ( X , X 0 ) • I X - X 0 I 
li□ e(x,x0 ) =O. 
x- xo 

Teorema 3.10. Dacă funcţia f(x) este diferenţiabilă in x,,atunci ea 
este derivabilă în x 0 şi derivata sa este f' (x,)=A. 
Demonstrat ie 

Teorema 3.11. Dacă funcţia f(x) este derivabilă in punctul 
x, ,atunci ea este diferenţiabilă în x,. 
Demonstrat ie 

f(x) -f(xo) -f1(x) =e(x x) unde e(x,x
0
)-0 

x-x o , o 
o 

cînd X➔X, . 
f (x) -f (x, ) =f' (x0 ) (x-x,) +E (x.x0 • (x,x,) 

Definiţia 3.21. Expresia f' (x0 ) (x - x,) se numeşte diferenţiala 
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funcţiei f în punct u l x 0 şi se notează d f (x ,, ) . 
Deci : d f (x , ) = f' (x, ) (x- x , ) 

Dacă f (x) =x , atunci d x=x-x, (deoarece f' (x, ) =l) şi deci 
d f(x)=f' (x)dx de unde: 

f'(x) = .df(x) 
dx 

adică derivata f ' (x) în punctul x este raportul dintre diferenţiala 
funcţiei f(x) şi diferenţiala funcţiei x . 
De fini ţia 3. 22 . Fie f: [a , b) ➔R o funcţ ie derivabilă pe (a, b) cu 
de rivata f' (x) ,xE( a,b) .Dacă f' (x) es te derivabilă în punctul 
x , E(a, b) , se spune că f(x) este de două ori derivabilă în x, ; 
derivata lui f' în punctul x , se numeşte derivata de ordinul doi a 

d 2 f (x
0

) 
funcţiei f în punctul xO şi se notează f'' (x, ) sau 

dx2 

Prin recurenţă se poate defini derivata de un ordin oarecare 
nEN. 
Definiţia 3.23. Fief: [a,b) ➔R o funcţie derivabilă de n -1 ori pe 
(a,b) .Dacă f (n-1i (x) este derivabilă în punctul x E (a, b), se spune că 
f este de n ori derivabilă în punctul x , . Derivata l ui f ' · 11 în 
punctul Xo se numeşte derivata de ordinul na funcţiei f în punctul 

x, şi se notează f (n> (x,) sau 
dnf(x

0
) 

dxn 

Teorema 3.12, Dacă u(x) si v(x) sunt două funcţii derivabile de n 
ori pe un interval (a,b) atunci produsul u(x) .v(x) este de nori 
derivabilă pe (a,b) şi derivata lui este : 

( U . V) (n) •U (n) • v+C,; U (n-l) • V+ . .. +C:: uv ln) 

relaţie care se numeşte formula lui Leibniz. 
Demonstrat ie 

Vom demonstra formula prin inducţie. 
Pentru n=l,avem: 

(u . v) ·=u'v+v'u adevarată . 
Pentru n - 1,presupunem formula adevarată , deci : 

( u. v) (n-l) =u (n - l) • v+c,;_l u (n -2) . V+ . . . •C::~; uv<n - 1) 

Vom avea : 

(u. v) <n l = ( (u. v) n - 1) '= ( u <n - 1). v) '+c,;_1 ( u <n -21 v') '• ... •C::~; (u . v<n - 1)) I 

=u ln) • V+U (n -1 ) V+C,;_l ( U (n - l) • v'+U (n - 2). vil) +. • • +c;::; (U l • V (n - l) + 
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Definiţia 3.24, Fief: [a,b] ➔R si xe(a,b) .Se spune ca funcţia feste 
diferentiabilă de doua ori în punctul x 0 dacă feste derivabilă în 
x 0 şi dacă f' (x) este diferenţiabilă în x0 . Diferenţiala de ordinul 
doi în x 0 se notează cu d 2 f(x0 ) şi este egală cu: 

d'f(x0 ) = f'' (x, )dx'. 
Definiţia 3.25, Fief: [a,b] ➔R şi xe(a,b) .Se spune că funcţia feste 
de nori diferenţiabilă în punctul x , dacă feste derivabilă de n-1 
ori în x , şi dacă f 1n•11 (xi este diferenţiabilă în x,. 

Diferenţiala de ordinul n în x , se notează dnf (x, ) şi se 
defineşte prin egalitatea d nf (x0 ) =f 1n) (x, ) dxn. 

§ 3. Formula lui Taylor 

Considerăm funcţia f: [a,b] ➔R continuă şi cu derivatele pina la 
ordinul n inclusiv continue pe [a,b] şi avînd derivata de ordinul 
n+l în fiecare punct din (a,b) . 
Definiţia 3.26. Definim,pentru orice xe[a,bl ,polinomul: 

x-x (x-x ) 2 (x-x ) n 
T(x)=f(x)+--0 f'(x)+ 0 f 11 (x)+, .. + 0 f!n>(x) 

n o l! o 2 ! o n! o 

unde x , e [a, bl (x. <x) numit polinomul lui Taylor asociat funcţiei f 
în punctul x , . 

Notăm: R., (x) =f (x) -Tn (x) 

şi observăm că 

Formula: 

lim Rn(x) =Rn(x0 ) =f(x0 ) -Tn(x0 ) =O. 
x-x. 

f(x)=Tn(X)+Rn(x) se numeşte formula lui Taylor iar Rn se 
numeşte restul formulei lui Taylor. 

Formula lui Taylor,aproximează,pentru valori ale lui x 
suficient de apropiate de x0 ,funcţia f(x) prin polinomul lui Taylor 
Tn (x). 

Vom căuta restul R .. (x) al formulei lui Taylor sub forma: 
R .. (x) = (x-x0 )• .A,pEN. 

x-x (x-x) n 
f(x)=f(x0)+-

1
! 0 f 1 (x0 )+ . . . + 0 f<n>(x)+(x-x)P.A 

n! o o 

Introducem funcţia: 

g( t) =f( t) + x - t f 1 ( C) + ... + (x - t) n f in i ( t) + (x-x )P.A 
1 ! n! o 

definită pentru tE[a,b] şi derivabilă pentru te(a,b) 
Se vede că: g(x)=f(x) şi g(x0 )=f(x) deci g(x)=g(x0 ) 

aplica teorema lui Rolle funcţiei g pe intervalul 
există un punct (E(x0 ,x) X0 <(<x,în care g• (()=0. 

g ' (t;) =f1 (t) -f1 (t) + x - t f 11 (t)- x - t f 11 (t) + ... 
1 ! 1 ! 

56 

şi se poate 
[x0 ,x] . Deci 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



g' ( € l =0 înseamnă: 

de unde: 

A= (x- on-p•l f(n•l) (0 
n!p 

Restul de ordinul n al formulei lui Taylor este deci: 

( ) p ( () n - p• I 
R(x)= x-xo x- f(n•ll(O,x<~<x. 

n nlp o 

Pentru p=l se obţine restul lui Cauchy: 

R (x) = (x-xol (x-~) n f(n•1> (0 
n n! 

Pentru p=n+l se obţine restul lui Lagrange: 

(x X in•l 
R (x) = - o fln •l l (0 

n (n+l) ! 

Dacă în formula lui Taylor se pune x 0 =0 se obţine formula lui 
Mac - Laurin : 

f(x) =f(O) +~f1(0) + .•. + x n f (n) (O) +R (x) 
1 ! n! n 

unde restul R,,(x) are una din formele: 

xn•l ( 1 - 0) n-p•l 
Rn (x) = ---"---'--- f(n•l) (Ox) , 

n!p 

Exemple : 

x n•I 
f(n• 1> (Ox) (Lagrange) 

(n+l) ! 

1. Formula Mac-Laurin pentru funcţia f(x)=e• va fi: 

X X 2 X n e•=l+-+-+ .. . +-+R (x) 
1 ! 2 ! n! n 

iar restul î n forma lui Lagrange este: 
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2 . Să se ca lculeze valoarea aproximativă pen t r u 3v'30 şi să s e 

evalueze eroarea comisă. 

Scriem formula lui Taylor pentru funcţia f(x)= 3fx luînd x=30 

şi X 0 =27. 

f 1 (x) =-1-
J 1.3. 

3 yx -

f 111(x)=~ -
3 ' 

27',(xâ 

f'(x ) =J:.. 
o 3) 

[ 11 (x ) =-2 
o 37 

3 • 3 3 2 .2 1 1 /)O=J4 - - -- .. R, (~) - 3 .. _ - ---340, 11 1 1 - 0, 00 2S 
3 3 2.3 7 9 34 3 

3
y'30-3, 098 

Eroa rea comisă este mai mi că dec î t: 

=-s- < _s_ =-1- < _1_ 
2187 2180 1090 1 0 00 

dec i primele 3 zecimale sunt bune. 
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Cap:it.e>l-u.l IV 

FUNCTII REALE DE MAI MULTE VARIABILE 

Def in iţia 4.1, Spunem că f:E➔R este o funcţie reală de n variabile 
reale x,, x,, . .. , x,. aefinită pe EcR" dacă la orice vector 
(x„x,, . .. ,x,.)t=E corespunde o valoare determinată f(x„x., . . . ,x,.)ER. 

În particular ,funcţia reală de două variabile reale f : E➔R face 
să corespundă la orice pereche (x, y) EEcR' o valoare f (x, y) ER şi 
numai una. 

Exe.m.;21.u: 
Să se afle domeniul de definiţie al funcţiei: 

z=b-x2+./4-y2 

{
l-x2 .:0 fx2 sl {-lsxsl 
4-y2 ,:0 1.Y2 s4 -2s4s2 

Fie f: E➔R, EcR' şi (x., y0 ) un punct de acumulare pentru E. 

. . , limf(x,y) =1 . . ă 
Def1n1ţ1a 4, 2, Spunem că x-x. dacă pentru an.ce E>O exist 

6(E)>0 cu proprietatea că dacă lx-x0 I <6(E) şi IY-Yol<6(E) să rezulte 
jf(x,y)-11<• pentru orice (x,y)~(x0 ,y0 ). 

Exemplu: 

Să se arate că lim ( 3x+y) s 5 
x-1 ,..., 

j3x+y-5 I-= j3x-3 +y-2 I s 3 lx-1 I+ ly-2 I 

Fie E>O; luăm şi atunci pentru orice x şi y pentru 

care lx-1 I< .!. si ly-2 I< .!. rezultă: 
6 6 

/3x+y-5/s3/x-1/+ /y-2/<3 . ..! +..!-= 2 e <e. 
6 6 3 

Definiţia 4,3, Spunem că 
limf(x,y) •l 
x-x. 
--·· 

dacă pentru orice şir de 

puncte P.(x,.,y.) ➔ P0 (x0 ,y0 ),P.(x,.,y0 )~P0 (x,.,y0 ),şirul f(x,.,y.)-+1. 
Aceste defini ţii se pot generaliza pentru funcţii de n 

variabile reale. 
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Fie mulţimea EcR", x 0 = (x~, xf, ... , x~l un punct de acumulare 

pentru E şi functia reală f:E-R. 

Definiţia 4.4. Spunem că limf(x) •l dacă şi numai daci pentru 

orice f>O există un număr O(E)>O astfel incit oricare ar fi 

vectorul x .. (x„ x., ... , x,.) EE, X"X0 astfel că lxJ-xJ I <l> (el pentru orice 

i=l,2, ... ,n,să rezulte lf(xl-ll<E. 

Definiţia 4 s. Spunem că limf(x) •l 
,c-,,,0 

dacă pentru orice şir 

x"(x1",xl, .. . ,x!)EE,x""x0 ,x"-x0 ,avem f(x") ➔l, 

Fie funcţia f:E➔R,BcR" şi x 0 EE. 
Definiţia 4.6. Funcţia feste continuă in punctul x• dacă şi numai 
dacă pentru orice şir x•➔x0 ,x"EE,avem f(x•) .. f(x0

). 

Definiţia 4. 7. Funcţia f este continuă in x0 dacă şi numai dacll 
pentru orice număr E>O există un număr O(E)>O astfel incit oricare 

ar fi punctul x=(x,, ... ,x,.)EB cu lx1 -xîl<l>(e) pentru orice 

i•l,2, .. . ,n să avem: 

lf(x1 ,"'2,.,, ,xn) -.f(xf ,x~, ... ,x~) I <e. 

Definiţia 4. 8. Funcţia f: E➔R, Ec:R", este continuă pe E dacă este 
continuă in orice punct xEE. 

Exemplu: 
Să se arate că funcţia: 

!~, daca x2+y2„o 
f(x,y) • x2+y2 

o , daca x 2 +y2 =O 

este continuă in tot planul. 

Observăm că : 1~1 = lxl · IY! . lxl. y2 s: 1. lxl . ya 
x2+y2 x2+y2 2 

deoarece: 

<lxl -lYll 2 :i:o-x2 +y2 -2lxl, IYl:i:o- jxj. jyj s:.l 
x2+y2 2 

Deci pentru orice E>O,există &(e) • 3Je astfel incit pentru lxld(E) 

şi IYl<6(E) rezultă: 

I ; 2:;21 s: ½ lxl -Y2 < ½. 3
Je. JR· 1 <e. 
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§1. Derivate partiale 

Fie funcţia reală de n variabile reale f :E➔R, Ec~R. şi 

x 0 =(x~.x~ •... ,x~) un punct interior al lui E. 

Definiţia 4, 9, Funcţia f (x1 , x , , . .. , x.) este derivabilă parţial in 

punctul (x~,xi • . .. ,x~) în raport cu variabila x,.(lsksn) dacă: 

exi st ă şi este finită.Limita respectivă se numeşte derivată 
parţială in punctul x• a funcţiei f (x,, x,, ... , x.) in raport cu 
variabila x. şi se notează: 

o o o df ( xf, X~, • • • , X~) 
fxlt (X1,X2,. • • ,Xn) Sau ----a=----

Xk 

În particular pentru funcţia de două variabile vor fi două 
derivate parţiale.Fie f:~R,EER' şi (x.,,y0 )EE. 

Dacă există şi este finită limita: 

lim f(X,Yo) -f(_x;,,y0 ) 

,C-JCo x-.x;, 
ea se numeşte derivata parţială a funcţiei f(x,y) in punctul (x.,,y0 ) 

in raport cu x şi se notează 

f ' ( ) df(x0 ,Y0 ) 
Jt Xo,Yo sau ax 

Daci există şi este finită limita: 

1
. f(_x;,,y) -f(.x;,,y0 ) 
1m-------------'-

,,..Yo y-yo 

ea se numeşte derivata partială a funcţiei f(x,y) in punctul (x.,y,) 
in raport cu y şi se notează: 

~ df(Xo,Yo> 
Iy (Xo,Yol sau ay 

Exemplu: 
• az si OZ Sa se afle derivatele parţiale ai Ty pentru funcţia 
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az=2xsin1'.:-(x2 +y2 ) .LcosX; az=2ysinX+(x2 +y2 ) • ..!cos; 
ax X x 2 X ay X X ; 

Fie f:E➔R,EER' o funcţie reală de două variabile 
reale,derivabilă parţial în raport cu x şi cu y în fiecare punct 
interior (x,y) al lui E. Dacă derivatele parţiale 

f~{x,y) si f;(x,y) definite pe EcR' sunt derivabile parţial în 

raport cu x şi y, derivatele lor parţiale se numesc derivatele 
parţiale de ordinul doi ale funcţiei f şi se notează: 

~(af)=f" = ifl-f ax ax x' ax2 

~ ( af) = f", = ifl-f 
ay ay y ay2 

Deci o funcţie de doua variabile are patru derivate parţiale de 
ordinul doi. 

În general,o funcţie reală de n variabile f{x,,x,, ... ,x,.) are n' 
derivate parţiale de ordinul doi. 

Spunem că funcţia f : X➔R, xcR", este de clasa Ck dacă este continuă 
şi are derivate parţiale continue pîna la ordinul K {inclusiv). 
Teorema 4 1 (Schwartz) Fie f:E➔R,EER2 .Dacă funcţia f{x,y) are 
derivate parţiale mixte de ordinul doi într-o vecinatate V a unui 

punct (x.,,y0 )EE,şi dacă f!,{x,y) si f:X(x,y) sunt continue în 

(x., Yo) atunci 

Demonstraţie. 
Considerăm funcţia: 
F (x, y) =f (x, y) -f (X., y) -f (x, y 0 ) +f (X., y 0 ) 

q>(y)=f(x,y)-f(x0 ,y) 
P'(x , yJ=<p yJ - <p Yol=ty-y0 )q>' ( fi) (t.creşterilor finite) 

Dar : <l>'{y) =f;(x,y) -f;(x0 ,y) = (x-x0 ) f:X{Cy) 

lim F{x,y) -f" ( ) 
( ) ( ) - yx Xo, Yo x-x. x - x 0 y-y0 ,,.. .. 
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ljr (x) =-f(x,y) -f(x,y0 ) 

F(x,y) =lj, (x) -• (x0 ) "'(x-x, O lj, 1 
(~•) 

1 . F(x,y) f" ( ) 
im ( ) ( ) '" ,cy Xo,Yo • x-x. x-x0 y-y0 

rro 

Consecinţa: f::1Y·= f::,. , etc. 

Formula criteriilor finite pentru funcţii de 2 variabile. 
Considerăm funcţia f:S-.R,BcR',f derivabilă parţial în raport cu x 
şi cu y în (x.,y0 ) EB. 
Fie funcţia : F (t) .. f [x.+t (x-x.), y0 +t (y-y0 )] 

F(l)=f(x,y) ; F(O)=f(x.,y0 ) 

F(l)-F(O)=(l-0) F' (8), 0<8<1 

F'( t) af~[x0 +t(x-Xo) ,y0+t(y-y0 ) l (x-x0 ) + 

+f; [~+t(x-x0 ) .y0 +t(y-y0 ) l (y-yo) 

§2. Diferentiabilitate 

Definiţia 10, Funcţia f (x, y) este diferenţiabill în (x.,y.) daci 
există constantele A şi B astfel încît: 

f(x,y) -f(x0 ,y0 ) aA(x-x0 ) +B(y-y0 ) +e:(X,Xo,Y,YolJ(x-Xo) 2+(y-y
0

) 2 

Dacă funcţia f(x,y) este derivabill în (x.,y0 ) în raport cu x 
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şi cu y respectiv.atunci ea este diferenţiabilă în (x0 , y 0 ) . 

Dac:ă funcţ ia f (x,y) este diferenţ iabilă în (x, ,y0 ) ea este 
deri v;ibi lă parţia l în (x0 , y 0 ) în raport cu x şi cu y şi avem : 

A =f~(x0 ,y0 ) si B = f~(x0 ,y0 ). 

Expresia (x-x0 ) f~(x0 , y 0 ) + (y-y0 ) f~(x0 ,y0 ) se 

diferenţ iala funcţiei f(x,y) în (x.,y0 ) şi se notează: 

df(x0 ,y
0

) = (x-x0 ) f~(x0 ,y0 ) + (y-y0 ) f~(x0 ,y0 ). 

Dacă f(x,y)=X atunci I I fx=l, fy=O şi dx=x- x. 

Dacă f(x,y)=y atunci I I fx=O, fy=l şi dy=y- y. 

Deci: df = f~dx+ f~y 

sau: df= of dx+ of dy 
ax iJy 

În general,pentru o 
reale,diferenţiala va fi: 

funcţie reală 

df=..E!_dx1 + oF ~• ... + of dx • 
OX1 i})(l axn n 

de n 

numeşte 

variabile 

_ Diferenţiala a doua a funcţiei f(x,y) continuă şi cu derivate 
parţiale de ordinul I şi II continue va fi: 

d f .. _ -dx+-dydx+- -dx+-dydy• 2 a ( of of ) a ( of iJf ) 
ax oy oy oy ax oy 

=( a2f dx+ a2f dy)dx+( a2f dx+ a2f dy)dyz 
ax2 oxoy oyox iJy2 

"' a2 f dx2 + 2 a2 f dxdy + a2 f dy;; 
ox2 oxoy oy2 

d 2 f .. [.± dx+ ..!!... dyJ '"l f 
ax oy 

unde [~dx+ ~dy]<2
> • .Y:_dx2 +2_?:_dxdy+ .Y':_dy2 

ax oy ax2 axay iJy2 

este operatorul de diferenţiere de ordinul doi . 
Dacă funcţia f(x,y) :B➔R,BcR' este continuă şi are în B toate 

derivatele parţiale de ordinul n continue,atunci diferenţiala de 
ordin na funcţiei f(x,y) este: 
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• ct o" dxn "dy•,- . .. +c; ~ dy" oxn-•oy. oy n 

este operatorul de diferenţiere de ordinul n. 
Pentru funcţii reale de n variabile reale x„x,, ... x,, 

diferenţiala de ordinul p va fi: 

[ 
a a a ] (p) 

d"f= ~dx1•~dxl+ ... +~dxn f 
QX1 OXl QXn 

unde: 

____ i'JP _ __ c1x:• dx;• . .. dx=" 

ax:·ax;· ... ax:· 
~dLe operatorul de diferenţiere de ordinul pal unei funcţii de n 
variabile. 

Derivatele ei diferentialele functiilor compuse 

:reu~ma__i_._-2_._ Fie funcţiile u:X➔R,v:X➔R,XcR cu derivate continue pe 
X . Dacă funcţia f(u,v) :E➔R,EcR',are derivate parţiale continue pe 
B,atunci funcţia F(x)-f(u(x) ,v(x)) are derivata continuă pe X,datA 
de : 

dF(x) • of du „ of d1, 
dx au . dx CV . ex 

oemonstratie. 
r· ( K) - F ( X 0 ) • f ( u, v) - f ( u

0
, V 0 ) • f~ ( u0 , v

0
) ( u- u

0
) + f~ ( u0 , V0 ) ( v - v

0
) 
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dF(x) _ of J11 or J~ 
-dx - au · dx ' âv . dÂ 

De tivati:I fu11,: ţiei: 
F(x)=f(u,(x),u,(x), . .. ,,1 .. (x)) 

va fi: 

du, iJt iJ11, 
cix • .. · · âii~. · -c& 

iar diferen~iala ej va fJ ; 

of du at 
dF(x) =r, '(x)dx=---1 <.ix• . .. • -aul dx aun 

at ilf ar 
dF(x) = -- du • ,,-du,• . .. •'.>-- Ju, 

aul I 
C1llz <Jll 11 

A'2lica~ie 

d11 
- "d> 
dx 

Funcţia f(x,,x,, . .. ,x.) se 11t1111c1;1Le u11109e11ă de ':jtc:i.J III Udc:ă: 
f(tx , ,tx,, ... ,tx,)=t"f(x ,, x,, .. . ,x,) 
Dacă derivăm relaţia în raport cut şi apoi facem t ~J,ob~i11t::111 

relaţia lui Euler pentru funcţii oruogt::ne: 

of at at 
x 1 ~ +x2 ~ + ... +xP 5 - =mf(x1 , x 2 , ••• , XP) 

ux1 ux2 oxP 

TuQ~i.l__i_.__L Dacă funcţji"le u(x,y) : X---R şi v(x,y) : X •R , Xc.. R' , a11 
derivate parţiale continue pe X şi daca func~ja t (u, v): B-•R, Ec..R', ore 
derivate parţiale continue pe E,aLunci funcţia 
F(x,y)=f(u(x,y),v(x,y)) are derivate parţiale continue pe Xc.. R' dale 
de: 

_ of 011 of dv - ou . ay + av . ·ay 
Demo111:1Lraţ. ia ei;;te 1,imila1a c, 1 cea a teu1e111ei 4 . 2. dcOdtt Ce la 

derivarea în raport cu x,y ~sle constant deci Feste considerată 
funcţie de o variabilă. 

Difere11ţiala funcţiei F' (x,y) este : 

dl-' = oF dx, oFdy =( of 011 , ar . ov)dx • ax oy ou ax OV ax 

·(~f . ~~ I at. ~~)dJ·= âf(~~~x• ~'-'-dJ) I au oy av ay ou i}x oy 
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,; l ( C7 V (i V ) a l al • ă ~· ;:i~d.>< • <Îyd)' - ;ş~du• avd~ 

„<1 1,· /\ di f e 1t:>11 ~iald e,; Le in vd dantă fată de opecat;ia de com1;>u11ere a 
fllllCl,,tilor . 

co111dderăm func ţia f(x,y);E➔R,EcR',derivabilă parţial de 11+1 
0 1 i şi cu derivate par1,,iale continue.deci toate derivatele mixte 
sunt eyale şi fie (x,, y, ) un punct interior al lui B . Rezultă că şi 
f11nc1,.ia de t: 

F ( t ) ~ f ( x, + ( X - X 0 ) t , y O + ( y - y O ) t) 
are dedvate pîna la ordinul n+l pentru tE[0, _11 şi i se poate 
aplica formula lui Taylor pentru funcţii de o variabilă; 

P(l) • F(O) +_!__F"(O) +_!__F"1 (0)+ . •• +_!__Fln>(o) +R 
11 21 ni l 

unde 

R,.• l F(n•l l (8), 0<8<1. 
(n+l) I 

.1-'(l) m f(x,y) ;F(O) •f(x0 ,Y0 ) 

F ' (t) • ox . dx + iJf. !!Y_ a iJf (x-x) + of (y - y; ax d t oy d t ax O oy 0 

1'''(0) •r a: (x-xo) + â~ (y-_yol] f(xo,Yol 

În general 

r<•I ( t) •r ¾ (x- x 0 ) + t, (y- y 0) r•I f(x( t), y( t)) 

şi deci ; 

pl•I (0) •fa: (X-Xo) + t (y-yo) r•I f(Xo,Yo) 

Formula lui Taylor pentru funcţia f(x,y) în punctul (x0 ,y0 ) se 
scrie: 
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1 [ o o ] (ni . . ··ni ·ax(x- xu> + oy(y- yol f(Xo,Yol + R,. 

unde 

Formula lui Taylor pentru funcţii de g-variabile . 

Fie f(x1 ,x0 , • •• ,Xp) : E➔R,BcRP,derivabilll parţial de n+l o.ri şj c u 
derivate continue (deci toate derivatele mixte sunt egale) şi 

x 0 .. (xf, x1, ... , x~) un punct interior al lui B. Genera 1 h Îll l1 

rezultatul obţinut pentru funcţia de doua variabile avem: 

f(xl'x3, ... ,xP) =f(xf,x~, ... ,x~) + 

cu 

, ... ,xP+8(x,,-x~)) 

care este formula lui Taylor pentru funcţii de p variabile . 

§4 . Maxime ai minime pentru funcţii reale de dau4 Yârlâbile a~1~ . 

Qe!jniţie. Fie f(x , y) :X➔R,XcR•. 
Un punct (x0 ,y0 )EX se numeşte punct de minim (relativ) cd 

funcţiei f (x , y) dac! există o vecina ta te V a lui (x0 , y . ) at1Lte I 
incit pentru orice punct (x,y)EVnx s! avem f(x,y)~f(x0 ,y0 ) . 

Un punct (x0 ,y0 )EX se numeşte punct de maxim (relaliv) c:1J 
funcţiei f(x,y) dacă există o vecinatate V a lui (x0 , y 0 ) atittel 
incit pentru orice (x,y)EVnx să avem f(x,y)~f(x0 ,y0 ). 

Teorema 3. Fie f(x,y) :XER,XcR• şi (x0 ,y0 ) un punct interior al lui 
X . Dacă funcţia f(x , y) are derivate parţiale de ordinul îutîi în 
(x.,y.) şi dacă (x0 ,y0 ) este un extremum (maxim sau m1nim) atun c i 
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t~(x
0
,y

0
) •O si f~(x

0
, y

0
) •O (cond i ţii necesare de ext1t1111) (x. , y . ) se 

numeste punct staţionar . 

Pe.!llQlliltratie 
Funcţia f (x0 , y) de o variabilă este derivabi 1 A în puuctul y-y. 

şi are în acest punct un extremum d1::oarece f(x. ,y),i;f(x,y) sau 

f (x. , y) ;a,f (x, y) pentru yEV . Conform teoremei lui Fermat t; (x
0

, Yu) aa o . 

Funcţia f (x, y 0 ) este derivabil& in x. şi are in acest punct 11n 

extremum,deci f~(x0 ,y0 ) .. o. 

Teorema 4. Fie f:X➔R,XcR2 ,derivabilă parţial de trei ori pe X şi 

(x0 , y 0 ) o soluţie a sistemului f~(x,y)zO f~(x,y)~o. 

c:ttunci punctul (x., y 0 ) este un punct de minim al funcţiei f (x,y) . 

Dac& în punctul (x0 ,y0 ) avem iP f iP f - ( . iP f )
2 

> O ş 1 iJA !_ <U 
ax2 • ay2 axay ax2 

atunci (x0 ,y0 ) e~te un punct de 

Dac& in punctul (x0 , y 0 ) avem 

maxim al funcţiei f(x,y) . 

iPf iPt - ( iPt )
2 

<O atunci punctul 
ax2 • ay2 axăy 

(x0 ,y0 ) nu este punct de extrem al funcţiei f(x,y). 

Dac! in punctul (x0 , y 0 ) avem iPf. iPf - ( iPf ):o nu putem afirma 
ax2 ay2 axăy 

despre punctul (x0 , y 0 ) dac& este sau nu punr.t de extrem pent. r 11 
funcţia f(x,y) . 

Demonstratie 
.Aplicăm funcţiei f(x,y) formula lui Taylor : 

at at 1 iP ·· 
f ( K, y) •f (x0 , y 0 ) + (x- x 0 ) ~ ♦ (y - y 0 ) ~ ♦- (x - x 0 ) •--E. • 

ox oy 2 ax2 

Dar 

Oeci pentru (x,y) suficient de apL"oape de (x0 ,y. ) 1 e 21iJL!i : 
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" 

1 1 2 f(x,y) - f(x
0
,y

0
) : 2 (x- x 0 ) 2 r+ (x-x0 ) (y-y0 ) s ... 2 (y - y 0 ) t 

unde am folosit notaţiile lui Monge : 

iflf iflf iflf 
r=-- s=-- t"--ax2, axay' ay2 

f(x, y) -f(x0 , y 0) =½ (y- y 0) 2[r( ;=;:f-,.2s( ;=;:)• c] 

Dacă (x01 y0 ) este un punct de minim al funcţiei f(x,y) atunc i: 
f(x,y)-f(x0 ,y0 )>0 
Rezultă: 

( 
x-X )

2 
( x - X ) r --0 +2s --0 

+ t>O 
y-yo y-yo 

pentru orice valoare a raportului x-xo i i d ă ,ceeace se nt mplă ac : 

adică : 
( )

2 

iflf iflf - ~ > o 
dx2 • ay2 axay 

y-yo 

şi in punctul (x0 ,y0 ) dacă 

acesta este un punct minim al funcţiei f(x,y) (Fig.4.1) . 
Dacă (x0 ,y0 ) este un punct de maxim al funcţiei f(x,y) atunci 

rezultă condiţiile: iflf iflf _ iflf >O 
( )

2 

ax2 • ay2 axay 
şi 

Dacă s, - rt>O atunci f(x,y) - f(x0 ,y0 ) nu păstrează un semn 
constant in vecinatatea punctului (x0 ,y0 ) deci (x0 ,y0 ) nu este punct 
de extrem pentru funcţia f(x,y) şi el se numeşte punct sa 
(Fig . 4.3). 

< "O• "O• r< M(), vo» 
z a e G 

z 

<xo,vo,r<><o,wo>> 

o " o " o>------4"' 

FIO 4.1 
FIO .... FIO 4 .3 .. .. 
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Exercit.ii 

l . Să se calculeze derivatele parţiale ale tu11c 1,.11J u1: 
1°. f (x, y, z) •x'y'z' 

iJf • 2xylz'; iJf •3xayaz' I iJf „ 4x2y1z1 
iJx iJy iJz 

ălt 6 2 , t 
iJxiJy • xy z , e c. 

2° . f(x,y,z)-•(x -y,x - z) •• este o funcţie a rbiLrar a de t: ld~d c• 
UaX-y; V• y - z 

'f 2 2 2 2 2f l 
-•-+ --+-; -- •-;-"' 

x 2 u 2 u v v2 y 2 u 2 z 2 v 

~ Să se afle extremele funcţiei: 
f (x, y) •x'+y'-3xy 

of 
3 

, ax . x - 3y 

ălt s ~-- - - 3 
iJxiJy 

L =- ălf "'6Y 
iJy2 

Pun c tele staţionare sunt: 0(0,0) ; M,(J , l) 
, .. L .. s' • -9 dec i funcţia 11u are extrem în O. 
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r1 t 1 -s: •27} 
r 1 •6 

deci funcţia are in M,(1.,1.) O 

valoare minimă f . ,. " - l. 
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Cap:i t.e>::J u:l V 

FUNCTII IMPLICITE 

§ 1 . Functii twJ icite si sisteme <k. functii .i...uwlici.~ 

Oitiinitia 5.1, Fie ecuaţia F(x,y)~O,unde F(x,y) este o funcţie 
reală de două variabile reale definită pe o mulţime XcR• .o funcţie 
yuf(x) definită pe mulţimea EcR,astfel incit pentru orice 
xEB, (x, f (x)) EX se numeşte soluţie in raport cu y a ecuaţiei 
F(x,y)~O pe mulţimea 8 dacă F(x,f(x)):O pentru xEE. 

~xemple; 
l . Bcuaţia 2x-3y+s~o are o infinitate de soluţii reale in raport cu 

y date de : f(x)• 2x+S pentru xER. 
3 

2 . Ecuaţia x•+y2 - 3=0 are, in raport cu y,o infinitate de soluţii 

definite pentru xE(-/!,v'!J date de: 

f(x) •±b-x1 

J . Bcuaţia 3x2 +2y2 +l:O nu are nici o soluţie reală. 
Găsirea soluţiilor unei ecuaţii F(x,y)=O este in general 

dificilă.Se pot insă studia proprietăţile acestor soluţii direct pe 
ecuaţia F(x,y)•O fără să fie nevoie de explicitarea lor .Teoremele 
care stabilesc aceste proprietăţi poartă numele de teoreme de 
existenţă. 

Teorema I de existenta . Fie F(x,y) o funcţie reală definitl pe 
XxY, XcR, YcR fi (x.,, y 0 ) un punct interior al lui XxY (deci X. 
inte~ior lui X şi y 0 interior lui Y) . Dacă F(x0 ,y,)•O,dacl 

F (x, y), i~(x,y), Yy(x, y) sint continue pe o vecinătate a lui (x0 , y,) 

şi dACI Yy(x0 ,y0 )PO ,atunci există o funcţie unici y•f(x) astfel 

incit t(x,)•y, şi F(x,f(x))=O într-o vecinătate a lui x 0 ,care are 
derivata continuă într - o vecinătate a lui x 0 dată de 

: f 1 (x) •· ~(x,y) .Dacă F(x,y) are derivate parţiale de ordinul p 
Yy(x,y) 

continue !ntr•o vecinătate a lui x 0 , atunci f (x) are derivata de 
ordinul p continuă într - o vecinătate a lui x0 • 

Demonatreţi~ existenţei funcţiei y=f(xl este mai dificili dar 
expr-eeia darivştei y' se află derivînd funcţia compue!l: 

1 F~ 
F(x, y(x) l •O, Pi,. 1 • Fv. y 1•0, y'• - F: 

y 
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Pentru aflared derivdtelor de ordin superior ale unei funcţii 
implicite procedăm la fel: 

F::,+f"~. y 1•(i;;:,. + F-;:,. Y1Y' + F~. y 11=0 

Exemple: 
1. x'y' - x'y'+2x - 3y+1=0 

3x' y'+2x'yy' - 2xy'-3x'y' y' +2-3y ' =0, y' "' .. : 
6xy• +6x'yy' +6x'yy' +2x'y • • +2x'yy' ' -2y' - 6xy•y' - 6xy•y' 
-6x'yy, • -3x'y'y, , _ 3y, , =0, y, , = . .. 

2. f(x'+2y,y' - 3x}=0 unde y este funcţie impli~ită de x 
x ' +2y•u; y' - 3x=v 

f~, (Jxl+2y1) + f~, (2yy1- 3) :Q, , , , y 1•,,, 

+[f~. (X+ y 1} +t'!,.. ( yy1- )]. ( yy1-) +f~( y 1 + yy11 ) =0 ... y 11= ... 

Definiţia 5.2. Fie ecuaţia P(x,,x,, . . . ,x.,,yl=O undb 
P (x„ x., ... , x.,, y} este o funcţie reală de n+l variabile reale 
definită pe o mulţime XcR• · • .O funcţie y=f (x,, . '.. ,x.) · definită pe 
EcR• este soluţie î.n raport cu y a acestei ecuaţii pe mulţimea E 
dacă pentru orice (x,, x,, ... , x.,} EB razul tă F (x,, ... , x.,, f (x,, ... , x.} ) =0 

Teorema II de existentă. Fie F(x,,x,, .. . ,x.,,y} o funcţie reală 

definit! pe XxY, XcR", YcR, x°• (x~, x~, . , . , x:) un punct -interior al 

mulţimii X şi Yo pn pupct interior lui Y . Dacă 

F(x~, ... ,x:,y0) =-O ,dacă funaţia F(x., . . . ,x.,,y} şi derivatele sale 

p:irţjale P,,
1

, ••• , Yx., , r,, sirt: CDtin.e J;I! o ~ a p.n::bJb..d. ( x~; .... x:, 'V" ) 

şi dacll atunci exista o funcţie unică 

Y• f ( x,, x,, .. . , x.} astfel incit şi 

vecinătate a punctul 11 i 

(x:, .. ,, x:1 ,funcţia y avind derivate parţiale conti~ue in raport 

cu x,,iml,2, ... , n intr - o vecin!ltate a Juj x 0 date de: 
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I J-~, ( X 1 , • • • , X,., Y) 
t "• ~ ·- ,1 -- - - - , i =I, 2, . .. , n. 

l-y(X 1 ,, •• , X,., y) 

Dacă F'(x, ,x., ... ,x,. ,y) are derivate pa1.t,,iale de ordinul p 

cuuLi11ue într-o vecinătate a lui atuuci funcţia 

implicită f(x,, .. . ,x., ) are derivate parţiale continue intr - o 

vecinătate a lui (x~, .... x~) 

Demonstraţia existenţei funcţiei y=f(x,, .. . ,x.) este dificill!i 
dar expresia derivatelor parţiale se pot afla derivînd funcţia 

_compusă: 

F(xl',s,.,. ,x,.,y(x1 , x 2 , ••• ,x0 )) =O 

Derivatele parţiale de ordin superior se obţin la fel: 

F"' • F'..' ~ •(1--,11 „ .EX. 1--,1',) ây • f 1 o" Y = o "•"J x,y ax YAJ ax y ax y ax âx 
j . j 1 J j 

Ex~l e : 
1. x'+y'+z ' -2x+z-lc0 unde z„z(x,y) 

2x+2z. t -2+tao, t- .. . 
3y~+2z. i}z + i}z •O , ~yz • .. . 

Ty Ty V 

l F(2x+y,3y+2z,z-x) =O unde z=z(x,y) 
u ~2x+y, v=3y+2z , w+z-x 

..J ..J az ..J ( az ) az 
l'"u. 2 + l'"v. 2 ax+ r·., ax -1 -o - Tx - .. . 

..J ..J ( az) ..J az az 
l'u . 1 •rv 3+2 oy +r„ay •O - ay •· .. 
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sisteme de funcţii imglici.t.e 

Oi:!.1.nllk~....l.... Un sistem de m ecuaţii: 

1

Fi(X 1 , •• • , xn; y 1 , ••• , Y.) ~O 
( J.) f'2(XI' .•• , Xn; Yl' ... , Y.,)•0 

. . . . .. . . .. ... . .. 
F.,(X1 , •.• , Xn; Y1 , • • • , Y. )~O 

unde F, (x., .. . ,x,. ; y., ... ,y.),(l~k~m),sunt m funcţii reale 'de 11,111 

variabile reale x , , . . . , x,,; y,, . .. , y. defini te pe XxY unde XcR• , Yc1<· , se 
numeşte sistem de m funcţii implicite . 

Definiţia 4, Un sistem de m funcţii reale 
y l c f l ( X, • • • • I X.) 
y,•f, (x,, . .. , x.) 

y.•f. (x,. ... , x.> 
de n variabile reale x, , .. . ,x,.,definite pe o mulţime AcX~R• ,est1: o 
soluţie a sistemului (1) in raport cu variabilele y„y., . i . ,y. ~e 
mulţimea A dacă înlocuind in sistem pe y,(i•l, ... ,m) îl ~erificl 
identic: 

I
F1 (X1 , , , . , Xn / f 1 (X1 , , , • , Xn) , , •• , f• ( X1 , • , • , Xn) ) ~O 
F3 (x1 , ••• , xn; f 1 (xi' ..• , xn) , ••. , f. (x1 , • • • , xn)) •O 

O o• o o o o o O O a o O O O O O O o O I O o O o o o o o 

F.(x1 , • •• ,xn; f 1 (x1 , • • • ,xn),, •• , f.(x1 , ••• ,x0 )) •O 

Exemglu: 
Funcţiile:x'+y'+z'•l,x'+y'•z , definesc pe y şi z ca funcţii de x 

şi formeaza un sistem care are pentru o infini tale de 

soluţii date de : 

ly•:t~ 

z •:trr-

Teorema III de existent&, Fie sistemul de m funcţii raa1• da 
t"l +m va.r · a le 

(
F1 (~1_. _ ... .. ... ~ 0 ·/-~1: .. .. : : :~) •O 

F.(x1 , • • • ,X
0

; Y1 , • • • ,y.) • O 

def i nit pe XxY,XcR", YcR" şi 

lui XxY . 
Dacă : 

( o o o o) 
Xi, • • • • Xn I Y 1 , • • • • Ya 
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1) i"1(xt, ... , x! I Yt, ... , Y!) 0 0, i •l, ;a, ••. , m; 
l) funcţiile reale F., (i•l,2, . . . ,m),au derivate 

vecinlltate UxV a punctului (xt, .... x!; Yt, ... , Y!) 
3) determinantul: 

D(P'1,P'2, "• • ,FD) 

D(y1,Y2, • · • ,y.) 

oF1 ar1 aF1 

O}' 1 dYa .. • ey. 
aF3 OF3 aF3 

• 0}'1 dYa• • •~ 
iJF. iJF• iJF• a;; dYa ... ~ 

continue 

parţiale 

într - o 

numit determinantul funcţional sau iacobianul tuncţ i il or 
F,, P1 , •• • , F. în raport cu variabilele y 1 , y1 , ••• , y., eate diferit de 

zero, ln punctul (x:, ... , x! 1 y:, ... , Y!) 
Atunci: 

l') existl un sistem de m func_ţii reale de n variabile reale 
x., . .. , X., 

y 1-t1 (x., ... ,X.) 
y,-f. <x., ... 'X.) 

y •• f. (x., ... , x.) 
aatfel încît 

Y!•tJx:, ... ,x~), 1•1,2, ... ,m 

şi care verifici identic sistemul (1): . 
1'1 (x1 , ••• ,x0 1 f 1 (x1 , ••• ,xn), ••• , t.(x1 , ••• ,xn)) •O, i•l, .I, ... ,m 

l'I funcţiile reale f 1 , ••• ,f. au derivate parţiale continue într -o 

vecinJltate a punctului (x:, ... , x!)cx date de: 
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a1:-·1 oF, a1:-·1 

ax~ av2 • • • a;:,~ 
oF", âF2 oF~ 

- ox
1 

oy
2 

•• • ay., 
. . . . . . . . . . . . 
at-·., oF„ of",,. 
ax, ay, ... ay„ 

. . . . . . . . . . . . 
aF„ aF. aF. 
ay

1 
ay

2 
• • • ay„ 

, .. , 

.. ...... .... 
oF,,, aF. oF. a1-·. 
~a;;···~ax; 

aF1 aF1 0F1 

ay1 ay2 · · · ay. 
oF2 aF2 oF2 

ayl ây, • • • ~ 
.......... 

oF„ oF„ oF„ 
oy

1 
oy

2 
••• ây„ 

3') dacă funcţiile F„F,, ... ,F. au derivate parţiale de ordinul p 

continue intr - o vecinătate a punctului (xf, .. ; ,x~;yf, ... ,Y!) atunci 

şi funcţiile f,, f 2 , ••• , f. au derivate parţiale de ordinu 1 p continue 

intr - o vecinătate a punctului (xf, ... ,x!) . 
Demonstraţia existenţei funcţiilor f,, ... ,f. este mai 

dificilă,dar expresiile derivatelor parţiale se pot afla destul de 
uşor. 

( 

F1 ( X1, , .• .•: ~~: -~1 : : : : , fa) • 0 

F.,(x1 , ••• ,xn; f 1 , ••• , f.) •O 

Derivăm in raport cu x, : 

I 
OF1 OF1 Of1 oF1 iJf„ 

~·~---~-~·-·.·.~~:ax;·< 
oF. aF. âfl aF. a:t. 
ax

1 
+ af

1
• ax;•·'. •u.. ax

1 
•C 

AeeaLa eae e un sistem l iniar neomogen 1n necunoecuteJe 

of1 ~ (i•l,2, ... ,m) care se rezolvi cu regula lui Cramer: 

D(Fl' F 2 , ••• , F•) 

D(x1 ,y2 , ••• ,y.) 
D(Fl I ••• I F.) 
D(y,, ... ,y.,) 
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Bxemplu: 

{
x•y•u

2
- ~•l ,uşi v funcţii de x şi y 

xa•y~+u+v•2 

Derivăm în raport cu x: 

- l - 2xv 
2u+2v 

- 4 ux+ 1 
2u+2v 

Derivăm în raport cu y: 

1+2u- -2v- •O ay ay l 
au ov 

011 av 2y+-+-;Q 
c)y c)y 

- l - 2yv 
2u+2v 

- 4uy+l 
2u+2v 

§ 2.oependenta funcţional! 

Definit ie Funct;ia F (x„ x,, ... , x,.) :X„R, XcR" depinde de funcţiile 
1t::c1le y,~f,(x., . .. ,x. ),y,•f,(x., .. . ,x,.), ... ,y.-•t.(x., ... ,x_) definite 
pe x~R• , dacă există o funcţie reali de m variabile • (y„ y,, . .. , y.) 
definită pe o mulţime YcR" astfel încît pen:t •ru xEX sl avem: 

1-'(x, , . .. ,xn) •~ (f1 (X1 , ••• ,xn), ... , f.(x1 , '. •• ,xn)) 

~IIWlU : 
Funct; ia f (x , yJ •x'+y' depinde de funcţiile g (x, y) -x•y şi. h (x, yl •X 

~> ,y' deoacece f•g . h . 
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d/<'1 iiE-\ 01-·1 

OX~ Oyl. •. ay~ 
oF"~ oF2 oF'2 

- JXi ây2 . .. ay .. 
. . . . . . . . . . . . 
âr-_, âF• âF,,, 
ax~ c3y2 • • • ây_ 

, . . ' 
oF„ oF. oF. iJF•. a;: ay; ... ~ ax; 

iJFl iJFl iJF1 
oy

1 
ây

2 
••• ây. 

âF2 âF2 âF2 

âyl ~•••~ 
.......... 

oF• âF• âF„ 
c3y1 ây2 •.. ây. 

3') dacă funcţiile F1 , F., ... , F. au derivate parţiale de ordinul p 

continue intr-o vecinătate a punctului (xf, .... x~;yf, ... ,Y!) atunci 

şi funcţiile f 1 , f., .. . , f. au derivate parţiale de ordinul p continue 

într-o vecinătate a punctului (xf, ... , x~) . 
Demonstraţia existenţei funcţiilor f 1 , ••• ,f. este mai 

dificilă,dar expresiile derivatelor parţiale se pot afla destul de 
uşor. 

(
Fl (X1, •.•.•.-~~: -~1::::, f.) •0 

F.,(x1 , ••• ,Xn; f 1 ,., , , f.) •O 

Derivăm în raport cu x, : 

I 
âFl âFl âfl âFl ar. 
~+~---~-~---.·-~~: ax;·< 
âF. âF. âfl oF. of. 
ax,+ of,.~+ .. . + ,u •. ·~ •( 

Ae eaLa eace un a1 tem itniar neomogen 1n necunoecuteJe 

of, ai; (i•l,2, ... ,m) care se rezolv! cu regula lui Cramer: 

D(F1 , F2 , ••• , F.) 

D(x1 ,y2 , ••• ,y.) 

D(Fl, ... ,F.,) 
D(y,, ... ,y.,) 
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Bxemplu : 

{
x•y•u

3 - ir • 1 , u şi v funcţii de x şi y 
x3+y3+u+v• 2 

Deriv!m in raport cu x: 

l1+2u iJu - 2v iJv • O ax ax 
au ax 

2x+- •.....- •O ax ox 

av ,._~ . 
ax F~ -:1 

- l - 2xv 
2u+2v 

- 4ux+l 
2u+2v 

Deriv!m in raport cu y: 

l1•2u ou - 2v ov • O ay ay 
Oll ov 2y +- + - • O 
ily ay 

- 1 - 2yv 
2u+2v 

- 4uy+l 
2u+2v 

§ 2 .Dependenta functionall, 

Qj:finitie. Func ţia F(x„ x , , ... ,x.) :X ... R,XcR• depinde de funcţiile 
Lc:,ale Y,= f , (x., . . . ,Xn),y,- t , (x., .. . ,x.), . .. ,y.--t.(x., .. . ,x.) definite 
pe Xt..R" ,dacă exis t ă o funct;ie reali de m variabile ♦ (y„y,, ... ,y.) 
definită pe o mu l ţime Yc R" astfel incit pen:t •ru x€X sll avem: 

1-'(x,, ... ,x0 ) •~ (f1 (x1 , • • • ,x0 ), ••• , t.(x1 , ". •• ,xn)) 

&xenwlu : 
Func t; i a f (x, y) • x ' +y' depinde de tuncţiile g (x, y) •X-+Y şi h (x. y) •X 

Ar •Y' d eoa rece f • g . h . 
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l.li..1.i.uitl.t:.. 1'1m c ţiile reale y,• t , (x ,, . .. ,x .. ), . . . ,y. - t.(x , . . · · ·" ·· ) 
d""t 1nite pe Xc.J{" sunt în dependenţă fu11cţionalll pe o mult,. i mtl Ac. X 
dac a cel puţin una dintre ele depinde de celelalte pe mulţimea A. 

1'.i:OIJ;.JTu\... Condiţia necesara şi suficientă ca n funct,.ii reale de 
n variabile independente y , .f, (x,, ... , x. ), . .. , y. •f. (x,, ... , ,c., ) 
defin i te pe Xc.R", cu derivate parţiale continue pe X, să fie în 
dependenţă funcţională pe mulţimea Ac X este ca detenui 11d11L ul 
funcţional : 

D(Y11 .. . ,y,,) 
D(x1 , . •. , Xn) 

at1 at1 at1 ~ax. ··· ax: 
of. of. at. 
Tx"; ~" ·ax: 
... . .. ... ... 
atn atn otn 
ax

1 
OXa ' • • ijxn 

să fie identic nul pe A. 
(fara demonstraţie) 

ExeJDl2lU: 
Funcţiile:y, •x+y+z;y,•x'+y'+z' şi y'-xy•xz„yz sunt iu dt1.l,)t!lldc11~a 

funcţională pe R' deoarece: 

D(yl' Ya, y3 ) j ix 2~ 2~ L.o 
D(xl' x., x3 ) l;+zx+zx+~ 

Definitie, Funcţiile f, (x, . . . . , x,. l , .. . , f . (x,, ... , x.) det.i1d Le .., .. 

XcR" sint independente într -un punct (x~, ... , x~) EX dcac, ni c i 1111<1 

dintre funcţii nu depinde de celelalte intr - o vednlt.ate d lui ,. 

Funcţiile f,, ... , f. sunt independente pe X :da1.;a ...... 1 

independente in orice punct interior al lui X. 
Teoremă, Funcţiile f,. f,, . . . , f. definite pe Xi:.k" 11w11t 

i ndependente in punctul (xf, x;, , . , , x~) daci d111.e1m1110111 11 l 

func ţional 

D(f1 , f 3 ,. , ,, f-,.) 

D (xl' Xa: :-:-:-: x0 ) 

e s t e diferit de zero in acest punct . 
(far!l demonstraţie;aceastl teoreml este da f&.l,)t o 1.;u111:111:;i..: 111~a .. 

teoremei precedente) . 
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U(l1 , [ 3 , • •• , t) 

D(x1 ,x2 , ••• ,xn) 

toate diferit de zero in acest punct '. 
(fara demonetraţie ; aceaatl teorema eat& de ta1,>t o co11t1to<.:i11t,,I a 
teoremei precedente) . 

Sl . Bxr.reme condi:tionue il~L..l,Wll.-'l.l !.t.W.Cl..l.L lla__;l 
.lLAriabile · 

Definit,ie Fie funcţia f(x,y):X--+R,Xc:..R' şi re.1.aţh 4>(x,y)•O . Un 
~unct (X., y 0 ) cX este punct de extrem al funcţiei f (x, y) condiţionat 
de relaţia ,; (x, y) •O daci .,; (;x0 , y,) •O şi f (x0 , y,) eate un extrem al 
funcţiei f(x,y) . 

Teprem! : Extremele funcţiei f(x,y) pentru x şi y legate prin 
relaţia ~(x,y)•O sunt extremele funcţiei 

P(x , y)•f(x , y)+l,(x , y) 
Punctele staţionare şi constanta 1/1 se detfnmJ ni di u si attomul : 

c1F(x,y) •O c1F(x,f) •O ♦ (x y) .. o 
âx I ay I 

1 

Se cerceteaza apoi care dintre punctele glei.te 111,mt puncte de 
~xt~em ale funcţiei F(~,y) . 

Exemplu: 
sa se ana extrem@le funcţiei f(x,y)-x'ty' cu condiţia x12y „ s . 

F(x,y) •x2 +y 2 +l(x+2y - S) 

r • 1--;:.-2 

s•F'!, •o 
t-r;-2 

.lo .; J funcţia f (x , y) .. x'ty' are pentru X•l 111 y - :.1 o va I oaL8 mi 111ml 
tmin (1 , 2)-~ cu condiţia xt2y• 5 . 

54 . Transform4ri punctuale 

Fie funcţ J i le 
1 1 I ~·. - f , ( x , , x, , ... , x,,) , y • • f , (x, , x, , . . . , .x,.) , . . , y . .. f . l x, . x,, . . . x. l 
.latiuite pe mulţimea Xc.R• . cînd punctul (x„x, , ... ,x. ) pa1.;u1.~& 
m11lţimea X, punctul (y„y., . . . ,y.) parcurge o mulţime l(c.R'· Mulţimea 
Y as t e t1ansformatll mulţimii X prin transformarea datl de sistemul 
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(1) numitl transfdrmarea punctuali în R". 
Bxemple:schimblÎJi'ile de coordonate in plan fi 1n spaţiu. 

lld <keniIBtul ~ 

atunci transformarea (1) se numeşte transformare reversibili 
(proprie) în acest ,punct. 

Dacă transformarea este proprie in fiecare punct al mulţimii 
X,ea este proprie p~ _x. 

Pentru transformarea (1) proprie in (xf, ... ,x!) ex:l.sta 

transformarea inversă in (yf, ... ,y!) 

l
x1=♦1(Y1, ·· ·•Ynl 

(2) X2"'+2<Y1 1 • • • ,Yn) 
......... 

xn•+n<Y1 1 • • • 1 Yn) 

şi: 
D(y1 ,,,.,Yn)I D(X1,···•xn)I •l 

D(X1, ... ,Xn) (x: ..... x!>. D(Y1, ... ,Yn) (y: .... ,y:) 

Fie transformarea: 

I 
U 1 =f1 (X1 , .. , ,X,,) 

(T,) ~•f2 (X1 ,, .. ,x,,) 
•Io o o••• 

un•f,,(x1 , ••• ,xn) 

a mulţimii XcR• în mulţimea UcR" şi transformarea: 

t1 = ♦1 (u1, •••,un) 
(T,) Y2•+2<u1, ... ,u,,) 

........ 
,,a ♦,,(Ul, ••,,Un) 

a mulţimii UcR• în mulţimea YcR•. 
Transformarea: 

{ 

Y. =ci>. ( f, (x., ... , x,. ) , ... , f . (x., ... , x .. >) 
(T) Y2 •cl>2 (f1 (x1 , ••. ,x,,), ... , f 0 (xl' ••. ,x0 )) 

' ... ....... . 
Yn=cl>,,(f1 (x1 , .•• ,xn), ••. , f,,(x1 , ••• ,xn)) 

care transformă pe X in Y se numeşte transformarea compusă a 
transformărilor T, şi T, :T•T, (T,) 

Exemplu: 

( T ) { U1 = X1 + Xa I ( Ta ) { y i • u;-+ u: - T2 ( T1 ) { y i = ( ~1 + Xa ) 2 + ( x 1 - Xa ) a 
l U2•X1-X2 Y2•U1U2 Y2•X1-X: · 
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§ 5 . S!,;himb.4..t:i J1e yariabia.uL.â.e...!WlCtil. 

1 . Scilimbarea variabil.ei..independente .la functii de o variabili 

Fie funcţia y = f(x) , f ; X➔Y,X,YcR şi funcţia x•4'(t),4' ; T◄X , TcR . 
Transformarea ycf(4J(t)) realizeaza o corespondenţi între T şi 

Y.sa vedem cum se cal culează derivatele .!:!x. ~ 
dx' dx 3 ' • • • 

cu ajutorul 

~ ~ i f iil derivatelor dt' dta ' . . .. Aplicăm regula de der vare a uncţ or 

compuse : 

* = :~ . : ~ :~ . !c ~ ♦' ~ t) . ~ 
dt 

dtH.: i: 

~ : -5!..(~) • _1_ -5!._ (- 1- ~) • 
d.xa d.x dx ♦'( t) dt . ♦'( t) . dt 

- .. !._[ __ l_!fx _ dy ~i--1-[♦'(t) ifx -♦"(t)~1 
♦' ( t) ♦' ( t) dt 3 dt ♦13 ( t) ♦13 ( t) dt 3 dt 

rnemplu: n ecuaţia diferenţială x'y' '-5xy'+5y•O el se faci schimbarea 
dtt variabilă x: e• . 

s"' . - 1-(~-~)-se• . ..!.. ~ +Sy•O 
e 3 t dt 3 dt et dt 

~ -6.!:!x. +5y•O 
dt 3 dt 

~ S~imbarea variabilelor independente la tunctiile de, variabile 

Fie funcţia Z•f (x, y), f: Z, XcR', ZcR şi funcţiile 
x-,ţ, tu, v), Y•• (u, v) definite pe UcR' astfel ca (x, y) EXcR' . Transformarea 
z•f(4>(u,v),.(u,v)) realizează o corespondenţi între mulţimea Uşi 
mulţimea Z.Dacl feste derivabill parţial de nori pe X fi••• sunt 
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de rivabil e parţial de nori pe U,sa vedem cum se exprim.I derivdteJe 

parţiale cu ajutorul derivatel o r 

parţ i ale 
OZ OZ iJl z iJl !l iJl 
OU I Tv I oul I dliav I av-3 I • • • 

Dacă di ferenţiem pe z-z(x,y) sau a-a(u,v) avem : 

âz OZ o~ az 
dz • - dx + - dy a ....- du+ ....- d\ ox oy ou ov 

dx a ~du• ~dv 
du av 

dy•~ du +~dv au ov 

!~-~·*·~-~ az ~ + az ât - 02 ax . av dy . Tv d\ 

Dacă D(f,t) ~o obţinem : 
D(u, v) 

Observlm că se introduc operator ii: 

¾ • D(f
1 
... t) (~ . -fu -TtJ . fv} 

D(u,v) 

¾& D(♦, f) (~ -¾ ~ -fu) 
D(u , v) 

cu ajutorul clrora putem calcula derivatele paiţiale de u1.ll1111I 
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o':&., i}(i};&) o':& .. ~(i};& ' 
doi .Oe exemplu: axa Ţx ax , axay ax °ăy, 

Hxt:~lu: 

tn ecuaţia cu derivate parţiale 
i)A z i)A :& ---axa aya 

atcldmbarea de variabile: x• .! (u+v) , Y"' .! (u- v) 
2 2 

D(x,y) 
D(u,v) 

1 ~ 2 2 1 
• 1 1 •--

- - 2 
2 2 

az 1 
au 2 
OZ 1 

OZ Tv - 2 _ i}z 
I 

az 
-.,,-x• -.....- ~ 
O'X _ _! OU 0\1 

2 

a 
a 
a 

i}z "' "' az . iJz 
"o; _1:, Tu Tv 

2 

deci: 

deci: 

a3z_ a(az)-( i} + iJ vaz.az) a3z ♦ 2 a3z tc3a 
axa ax ax Tu av "Tu Tv „ aua auâv a~ 

a3z O auav. 
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3.Schimb4ri de variabile ai de functii. 

Considerăm transformarea punctuală plană: 

{
X= f(x, y) 
Y=g( x,y) 

undef şi g sunt definite şi derivabile parţial de nori pe AcR' . sa 

calculăm derivatele cu ajutorul derivatelor 

dX = at dx + at dy ax oy 

dY • ~dx+~dy ax oy 

~ +~ dy 
dY ; dY . dX ; ox oy . dx 
dX dx · dx of+ of .EX 

ax oy. dx 

cu condiţia of+ of EZ„o 
Tx ey dx 

Pentru calculul derivatelol de ordin superior folosim 
operatorul: 

d2 Y 1 d( ?+~ţ l 
dx ~ at + at .EX · dx at + af ~ 

Tx oy dx ax ey . ax 
Exemplu : 

Să se scrie ecuaţia: 

Jx ~rcos8 dy _ 
\Y=rsin8 dx -

oy +~ dr 
aa or. d6 

dX + ax dr 
o6 odr . °ăij 

EX.. x+y 
dx x-y incoordonatele polarei 

rcos8+sin8. ~ 

-rsin8+cos8. t 
rcos8+sin8. '!,;. 

uv _ r (cos8+sin8) 
_______ d_r_ - r (cos8 - sin8) ' 
- r sin8•coe8 . d6 

87 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Coneiderlm transl!ormarea punctuali în spaţiu: 

{

X•f(x,y, z) 
Y•g(x,y,z) 
Z•h(x,y, z) 

unde f,g,h sunt definite şi derivabile parţial de nori pe A,R'.SI 

calcullm derivatele parţiale 
az az iPz ax· av· a~· ... cu ajutorul 

derivatelor parţiale 

dX• ât dx+ ât dy+ ât da 
~ ay Tz 

dY• ~ dx+ i dy+ t da 

z-Z(X,Y) deci dz.,. âz dx+ az dy 
~ ey 
az az Z•Z(X, Y) deci 1dZ•Ţx·dX•Ţy.dl' 

~are rezolvat 1n raport cu âz si az dl· Tx Ţy . 
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az 
oY "' 

Fie transformarea punctualll: 

(x , y,z)ER,,w„w(u,v) iar z„z(x,y) .Sll se detennine ~ s1 ~ 
au av · 

dw•-,.- u+ -dv-=-,.- - dx- - dy + ~ (dx) Ollfd aw aw( l X ) a111 
au av ou y ya av 

. (az oz ) dar W•XZ - y deci dwazdx+xdz - dyazdx- dy+ JC fuc dx. ey dy 

(z I JC az)dx •(-i•x az)dy-(1. aw + a"')t1x ~( 1!. ~u111)dy ax ay y Tu Tv ya au 

1
1 aw aw OZ 
- ~ +- •z+xS: 
Y OU iJv X .,. 

X dllf Z - ..,_- • - l+x.,.
aya au oy 
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PAR.TEA II : CALCUL INTEGRAL 

CAPITOLUL ::J.. 

INTEGRALE PE INTERVAL NBCOMPACT 
!INTEGRALE IMPROPRII} 

Integrala Riemann f:t(x) dx se defineşte 1n condiţiile: 

1 • . Intervalul [a, b) pe care este definit I funcţia f (x) este 
compact (închis şi mărginit) 

Â0 .Funcţia f(x) este mărginită în [a,b] 
Vom studia integrale fără una sau amîndoul dintre aceste 

restricţii deci integrale (numite şi improprii) pe intervale 
necompacte de una din formele: 
[ a ,.b) ; (a, b] ; (a, b) ; (-CD, b] ; (-CD, b) i [a, +CD) ; (a, +CD) ; ( - ao, +ao) 

1. Integrale cu limitele de integrare infinite 

Pot fi de forma: 

f f(x) dx, /_: t(x) dx, r. t(x) dx 

dar este suficient al studiem integrale de forma 

I• f t(x) dx 

calalalte forme reducîndu-se uşor la acest tip . 
Dotinitie. Fie o funcţie f:[a,+CD)~R,integrabill pe [a,u] pentru 

orice u>O;dacl lj;!;'/.ut(x)dx existl şi este finitl,spunem ci 

integrala /~t(x)dx este convergentl (are sens) şi notlm: 

f• t(x) dx•lim/u t(x) dx . .,.... . 
o integrali care nu este convergentl se spune ci aste divargantl 
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(nu are sens) . 
Exemple: 

1. I =J.-~•limJ. 0

- dx •limarctgu•..! declI1 •conv . 
1 o 1 + x 3 U-• o 1 + x 3 u-• 2 

2. I 3 •J.•sinxdx•limJ.
0
sinxdx•lim( - cosu) nu existll deci I,•djv . 

o u-• o ~-

3. !-dx I 3 "' - (a>O) ; 
.. x• 

u dx ţnu-lna pentru «•l 

f - " ul-• a1-• 
• -- - -- pentru «'"l 

• X 1-« 1-« 

f• dx slim/u dx .,{c'!nvergen~ pentru «>1 
• x• ,,... • X- divergent<5 pentru cx~l 

O integrală cu limite infinite se poate transforma 1ntr - o se1ie 
numerică astfel: 

!• 1••1 f a•l f ••a•l f(x) dx• f(x) dx+ f(x) dx+, .. + f(x) dx+ ... 
• a ••l a+D 

f ••a•l 
unde Un"' f(x) dx . .... 

Să presupunem că funcţia f(x) plstreazl un semn constant pa 
[a, +co] de exemplu f (x) >0 pentru xE [a, +111) .Rezultl ci u,,>0 şi dtsci 
rezultă următoarele proprietaţi: · 

1. Dacă f(x)~g(x)>O pentru xE[a,+co) şi daci integrala f:t(x)c1x 

este convergentă, atunci şi integrala f: g(x) dx este convergeuUI 

2 . Dacă g(x)~f(x)>O pentru xE[a,+co) şi daci integrala J:t(x.)dx 

este divergentll , atunci şi integrala J:g(x) dx este divergeutl 

3. O condiţie necesari ca J:t(x)dx el fie conve r gentl e&Lts ~ a 

1 imf(x) •O ,..... 
O condiţie suficient! de convergent.I este datl de: 

Teorema l. Fie f(x) : [a,+coJ„R,a>O,f(x)>O pentru xE(a,•wl !Ja,a 
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IJmx.•t(x),K .(finit) ,. .. pentru a>l,atu11ci J: t(x) dx eete 

cunvergenta . oacll ( finit şJ „O) pentru a„1, atunci .,.... 

f: t ( x) Jx e~te di vergeută . 

DemonatLat..i.e . Dacă limf(x) "'K pentru a> l,există un număr M>O 

âettel incit f(x) .X-<M pentru orice xE(a,+m) şi deci : 

f-t(x) dx<-Hf- dx care este convergentă pentru Ot>l deci şi 
• • x• 

f:t(x)dx este convergentă în aceste condiţii. 

Dacă a~l şi K~o.exietă un număr M'>O astfel incit X-f(x)~M' deci: 

f -f(x)dx>H'f•dx care este divergentă deci şi /.•t(x)dx este .. . ~ 
divergentă pentru Ot~l. 

Rxemple: sa se stud,teze convergenţa integralelor: 

f- dx 
l . 11 .. -~ . 

l yA-+1 

lim x•. --1- =1 
.-- Jx3+1 

pentru CI"' l_>l 
2 

deci I, este convei:yentll 

lim x•. __ l_ •l 
..-- Jx2+1 

pentru a•l deci I, este divergenta . 

Cciteriul integral al lui Caucby, Fie f(xl o funcţie continui, 
limf(x) •O . pozitivă,descrescltoare pe (1, +m) şi ,,... integrala 

J:t(x)dx este convergent! sau divergentl dupl cum seria: 

f(l)+f(2)+ ... +f(n)+ ... este convergent& sau divei:·gentll şi reciproc. 
Demonetratie. 

f• /3 fl 1n•l 
1 

f(x) dx• 
1 

f(x) dx+ 
3 

f(x) dx+ ... + n f(x) dx• .. . 
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unde un• J:• 1 
f(x) dx . 

Funcţia f(x) este continui deci se poate aplica formula mediei: 

Funcţia f(x) este descrescltoare deci: f(n) 2f((n) 2f(n+1) 

1. Dacă seria cu termeni pozitivi este 

convergentl,din u0 •.f(en) i;f(n) •vn ,rezultl ci şi seria E un este 
n•l 

convergentă. 

2 . Dacă seria E vn este divergentă,din un•f((n) 2f(n+l) •vn•i 
n•l 

rezultă că şi seria ~ un este divergenta. 

3. Daci seria E un este convergent!, din vn•l • .f (n+l) ~ f ( ( 0 ) • u0 

n•l 

rezultă ci şi seria E v
0 

este convergent!. 
n•l 

4. Dacă seria E un este divergentl,din v0 •f(n) :lf((0 ) •un rezulta 
n•l 

că şi seria L v
0 

este divergentl. 
D• l 

Bxemplu :Seria _l_+-1
-+ ... +-1-+ ... are aceeaşi natură ca 

2ln2 3ln3 nlnn 

integrala I• -- • ln (lnx) • 00 deci este divergentă . f- dx ,-
2 xlnx 2 

Să studiem cazul cind funcţia f(x) schimbi semnul de o 
infinitate de ori pe intervalul [a,+~) . 
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Definiţie. Fie f(x) : (a , m) ➔R care schimbă semnul de o infinitate de 

ori pe [a,+m) .Dacă integrala f:it(x)jdx este convergentl spunem 

ci integrala f: f(x) dx este absolut convergentl;dacl integrala 

f: f(x) dx este convergentă, insă integrala f:it(xl 1c:1x este 

divergentl,spunem că integrala f:t(x) dx este simplu convergent&. 

2. Integrale definite de funcţii nem«rginite 
in intervalul de integrare. 

Vom studia integrale de forma: 

fbl(x) dx cu limjf(x) 1•+00 , a,!;C,!;b 
a llt'-C 

care,datorită descompunerii: 

f.b f(x) dx• f.c f(x) dx+ J: f(x) dx 

ne permit s!l ne ocupăm de integralele pentru care funcţia este 
nemlrginitl pentru una sau ambele limite de integrare. 

Definiţie Fie f: [a,b) ... R cu ~flf(x) ...... ,integrabili pe [a,SJ 

pentru orice S<b;dacă limita limf' f(x) dx 
ll•b • 

existl şi este 

finitl,spunem ci integrala f:t(x) dx este canyergentl (are sens) 

ti notam: 

oacl limt(x) •+• atunci notlm 
.... I f bf(x) dx•limfbt(x) dx . ·"· . 

O integral& care nu este convergent&,este diyargantl. 

SXemplu : I•f.b dx 
(b-x) 1 
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[ 

ln(b- a) - ln(b- ~) 

fli dx • (b- a) H (b- lH 1-1 
• (b- x)l 1 - ). - 1-). 

pentru l.•1 

pentru l.t1l 

JIJ dx {convergen tA pentrul.<l 
I=- 1

11~!" • (b- x)l • divergen tJ pentru l.:i:l 

Integr ala J: f(x) dx cu limlf(x) I•+• ,se transform! într -o 
vb 

serie numerică în felul următor: 

b ►l ► l ► l ►-l-
f f(x) dx zf f(x) dx+ f 2 f(x) dx+f 

1
3 f(x) dx+ .. . +f : •1 .t(x) dx+ ... 

• • Jb-1 J,.__ Jb--
2 D 

Să presupunem că funcţia f(x) plstreazl un semn constant de 

exemplu f(x)~o pentru xe[a,b) şi ~~_!"lf(x)I•+•. 

1. 

Deci u.~o şi rezultă urmatoarele proprietaţi: 

Dacă f(x)~g{x)>O pentru xe[a,b), limg(x) •+• 
,vb 

) I 

şi integrala 

J: f(x) dx este convergentă, atunci şi integrala J: g(~ ) _dx este 

convergent! . 

2 . Dacă g(x)~f(x) pentru xe[a,b), 1~_!"g(x) •+• şi dacă integralo 

f.b f(x) dx este divergentă, atunci şi integrala J: g(x) dx este 

divergentă. 
Teoremă , F ' e funct a f( voit vl. d f n I ,pe in arvalul {a . b , cu 
limf{x) • + ao 
vb 

Dacă lim(b- x)•f(x) • A 
,r,b 

(finit) pentru Otel, atunci integral a 

f:t(x)dx este convergentl;dacă lim (b- x) • f(x) •A 
x,b 

{finit si „o) 
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pentru a:al,atunci integrala J:f(x)dx este divergentă. 

Demanstratie. Dacă 1 im (b-x) • f (x) aA 
,ub 

(finit) pentru a<l rezultă 

că există un număr M>O astfel incit pentru orice xE[a,b) să avem 

(b -x) "f (x) <M deci f(x) < M 
(b-x)• 

şi cum este 

convergentă pentru a<l rezultă că şi integrala J: f(x) dx este 

convergentă. 

Dacă lim (b-x) • f(x) •A 
x,b (finit şi ~O) pentru a:al atunci există 

un număr M'>O astfel incit să avem f(x) (b-x)">M' deci f(x) >--"'-
(b-x) • 

şi cum integrala Hf b dx este divergentă pentru a:al rezultă ca 
• (b-x) • 

şi J:f(x)dx este divergentă. 

Bxerqglu. Să studiem convergenţa integralei 

lim(2-x)• 
va 

lim (x+2)• 
.... -a 

1 "'..! pentru CI=..! <1 
1 1 2 2 

(2-x) a (2+x) a 

1 = ..! pentru CI=..! < 1 
.! .! 2 2 

(2-x) a (2+x) 2 

deci integrala I este convergentă. 

fa dx 
I• ---

-a~ 

Să consideram cazul cind funcţia f (x) schimbi semnul de o 
infinitate de ori pe [a , b) . 
Definitie. Fie f(x) o funcţie definită pe [a,b) care schimbi semnul 

de o infinitate de ori pe [a,b) şi limlf(x)I•+• .Daci integrala 
Pb 

J:lf(x)jdx este convergentă,spunem ci integrala J:f(x)dx este 

absolut convergentl (şi se aratl că este şi convergent!). 

96 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Exercitii 

Să se studieze convergenţa integrelelor urmltoare şi dacă sunt 
convergente să se calculeze valoarea lor: 

1. I „1• dx 
i i x-/1 +xi 

limx« 1 =1 
,,.... x-/1 +x2 pentru a•2>1 deci I, este convergentă 

Primitiva I• f dx se află cu schimbarea de variabilă 
x-/l+x2 

-/l+x2 • t 
l+x• .. t• 
2xdx=2tdt ~ xdx•tdt 

.1. inl {f+,?-11 + C 
2 -/l+x2+1 

2. I = ( 1 dx 
2 

Jo (2-x) /1-x 

lim ( 1-x) l 1 "' 1 
x-1 (2-x) ;r:i 

pentru deci I 2 este conve19en Lă 
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Primitiva I•f dx se atUl cu schimbarea de variabili 
(2-x),/r-x 

.;r-x- t 
1-X•t• ~; dx•-2tdt 

I•f - 2 tdt •-2/_E!_ •-2arctgt+C•-2arctg,/r-x+C 
(l+t2 ) t l+t2 

I 2 • l im ( -2arctg./i + 2arctgl) • 2 . .! • .! 
- 4 2 
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Capit::.<>1LI1 2 

INTEGRALE CARE DEPIND DE UN PARAMETRU 

Integralele care depind de un parametru sunt de forma: 

f b fb(yl 
I (y) • " f (x, y) dx sau, mai general, de forma J(y) • t (x, y) dx 

•Cy) 

unde funcţia f (x, y) este definită şi integrabili pentru orice 
(x,y)E[a,b]XY. 
Definiţie. Fie funcţia f(x,y) definită pe XxY şi y, un punct de 

acumulare al lui Y deci pentru orice xex g(x)•limf(x,y) Spunem , , ,...y. . 
că f(x,y) tinde uniform pe mulţimea X către g(x) daci pentru orice 
număr E>O există un număr ~(E)>O astfel incit pentru orice xEX,dacl 
ly-y.l<~(E) să avem lf(x,y)-g(x)l<E. 
Teoremă, Fie funcţia f(x,y) definită pe [a,b]XY continui pe (a,bJ 

oricare ar fi yeY .Daci existl g(x) •limf(x,y) unde y este un 
. Y""Yo ' • 

punct de acumulare al lui Y şi daci f(x,y) tinde uniform către g(x) 
pe _(a, b] in punctul y„ atunci 

lirn/b f(x,y) dxm/b[lirnf(x, y) Jdx•fb g(x) dx 
Y""Yo " " Y""Yo " 

Demonstraţie. Funcţia g(x) este continui pe [a,bJ deci şi 
integrabilă şi avem: 

l/.,b:f(x,y)dx-f:g(x><txJsf:lf(x,y)-g(x)jdx<e (f unif. cont . ) 

dacă IY- Yol<~(E),deci: 

lim fb f(x,y) dx-= Jb g(x) dx-=/b[lirn f(x,y))dx· 
Y""Yo " " " Y""Yo 

'.IeoremL. Fie funcţia f (x, y) continui şi cu derivata parţial a 

f~(x,y) continui pe intervalul l•(a,b]x[c,d] .Daci funcţiile a(y) 

şi b(y) definite pe [c,d] au derivate continue pe [c,d],iar curbele 
x•a (y), X•b (y) se afli in I, atunci funcţia F (y), datl de 

f
b(yl 

F'(y) • f(x, y) dx 
•(y) 

este derivabill pe [c,d] şi 

.-..r(y' ) •· Jb(yl t,f(X y) / r r,; dx+b (y) f[b(y) ,y] -a 1(y) f(a(y) ,y). 
alyl 
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J.:!elllUI.Wtratie . Jo'(y) s f(x, y) dx f
t,( y) 

• (y> 

f b (y 0 1 fb (y l 1•(yl 
1'' ( y ) - f(x, y) dx -+ t(x, y) dx - f(x,y) dx 

• (Y0 1 bl Yo> •CYol 

- _ 1 _ f•lyl f(X, y) dx 
y - yo •IYol 

Facem limita pentru y~y. deci : 

Hm F(y) - F(y0 ) •F'(yo> 
y •y• y - yo 

J i,J_i_ fblyl f(x, y) dx] =liJ_i_ (b(y) - b(y
0

) f(b(() ,y)]= y•y;l y - yo Jb(Yo> y-:.1 y-yo 

• b'(y0 ) f(b(y0 ) ,Yo> 

formula mediei 

•a' (y0 ) f (a(y0 ) ,Y0 ) 

formula mediei 
Rezultl 

f"(y) •fb(yl t,f~x,y) dx+b1(y). f(b(y) ,y) - a'(y). i'(a(y) ,y) 
a(yl y . 

l 't:lllIU integrala I(y) ~f.bt(x,y) dx rezult!: 
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I'(y) •fb 6f(x,y) dx . • &y 

Rxemplu :S! se calculeze: I(•> •/.
1 

x- ..: l dx folosind derivarea 1n 
o lnx 

raport cu parametrul sub semnul integralei 

r'<•> •/.1 X-lnx dx•/.1X-dx• x-•111 __ 1_ 
o lnx o ••l O c+l 

I(GI) •/ d• +C•ln l••l I +C c+l 

I(c) •ln l••l I 

Integrale auleriene 

Funcţia lui Buler de speţa a doua •au funcţia I'(xl . este 
definit! de integrala: 

r(x) • Io- t,,...1 e -tdt, x> o 

Consideram funcţia: 

r(x+l). Io- t•e-'dt 

pe care o integram prin p!rţi: 
U•t• ; du•x. t• ·• dt 
dv•e·•dt ; V•-e·• 

/
0
• t•e-'dt = - t••-t[ -t x J: t•·1 e · t dt ~x /

0
• t•· 1 e -tdt 

Deci: 
r(x+l) •xl'(x) 

r(n+l) •ni 

r(x) . r(l - x) " ,r (O<x<l) 
sinxn 
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Funcţia lui Euler de speţa intii sau funcţia B (m, n) este 
detinită de integrala: 

B(m,n) s /

0

1
~ - 1 (l-x)n-1 dx, m>0,n>0 

care prin schimbarea de variabilă x•sin•t devine: 

• 
B(m, n) s2 /

0

2 sin2• - 1 xcos2 n-1 xdx 

B(m,n) • l"(m)l"(n) 
r(m+n) 
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Rxercitii 

l. 
• 1 ■ a a 

I •f.2 './tgix•f. 2 ein l xcoa - 'xdx• .! 8(1 , .!) • 1 o o . 2 6 6 

. 

-
1 1 • 

• 2 ( ) "'"j: sin.! .. ,. 
6 

l. Ia•/.1~~ xs dx . 
o 1-x3 

l. 

se face schimbarea de variabili 

x3 • t-x•.ft-dx• Jc 
2./f 

l ..! _ 1 l _ 1 I•!. c' (1-C) 3 . dc • ..!el (1-t) 1 dc• 
a o 2,/f 2 

1 1l K --------
6 sin.! 3./! 

3 

Observaţie Se poate face şi substituţia X•sint 

I•[~ 
, o l+x' 

limX--1- •l pentru Ot•4>1 deci I, este convergenta - 1+~ 
1 1 1 .! 1 1 -.!( 1) l+~---~---1-x-(--1)•-dx•-(--1) • -- dt c C C , c c 3 

l 1 1 

I,•-.!/° C. (..!.:!)-• ...!.. dt • .! f. 1 c -. (1-C) -. dC • 
4 1 C ca 4 O 
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rl ~ }r(-!) ~lo(l _!) _ _!_}4 4 =.!--•-=_1_ 
4 4 ' 4 4 r ( 1) 4 sin__! 2..r;. 

4 

Observaţie : Se poate tace şi substituţia ~1-tgt 
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Ca.p .i t:. e>.1. -u. .1. 3 

INTBGRALB CURBILINII 

§1. Noţiunile (intuitive) de integrala curbilinie în raport cu 
coordonatele şi în raport cu elementul de arc în plan. 

Considerăm arcul AB al curbei : 

(C) y•f(x), f:[a,b]-.R, [a,b]cR,f continua pe [a,b] şi funcţia 

g:o.R,DcR',CcD,g continua pe arcul AB. 

Dacă facem o diviziune: 
A : aax,, <X1 < •.• <X, . 1 <X,< •.• <X..llb 

" 

.. 
b 

FIO 8.1 

unde s, este mărimea arcului MJ_ 1 MJ 

a intervalului [a,b] de normă 

v(A) •max{xJ-xJ-1} aceasta 
l~Jgi , 

deteI1Dinl o diviziune 

corespunzltoare pe arcul AB 

Fig. ) : 

de normă v (Ac) •max{sJ} 
ldgi 

Se pot forma următoarele sume integrale: 
n 

Si ~ .Jtf1)(Nr~v1 -1) 

n 

S3•"f' 9(~1,'l1)(X1-X1 -1) 
~ 

n 

S1 • "f" 9(~ i • 'l 1) 8 1 
~ 

Dac! se consideră toate diviziunile A ale intervalult.U. 
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(a,b),deci şi diviziunile corespunz!toare ale arcului AB ,şi dac! 

la limitll cind normele acestor diviziuni tind la zero pentru 
n-,sumele S,,s.,s, au valori finite,acestea vor fi: 
1 . Limita sumei riemanniene S, este integrala Riemann a funcţiei 

f(x) [e intervalul (a,b) şi se notează: f:f(x)dx 

2. Limita sumei neriemanniene s. este integrala curbilinie 1n 

raport cu coordonatele a funcţiei g (x, y) pe curba AB şi se 

noteazll: f.ug(x,y)dx .Analog se poate defini şi (_ g(x,y) dy 
JD • 

3 . Limita sumei neriemanniene s, este integrala curbilinie ln 

raport cu elementul de arc a funcţiei g(x,y) pe curba AB şi se 

notează: fisg(x,y)ds . 

Daci se considera o funcţie mărginitll f:(a,bJ~I şi o funcţie 
monoton crescltoare h : [a. b) ~• iar A este o di viziune a intervalului 
[a,b),se poate forma suma integrală: 

a 

S•. ţ" f((,)[~XJ)-~XJ.1}) 
t=1. 

numitll suma Riemann-Stieltjes a funcţiilor f şi h. 
Spunem cll f(x) este integrabili Stieltjes în raport cu h(x) pe 

intervalul (a,b) daci pentru orice diviziune A de norml v (A)...O 
pentru n--, suma s, are o limitl unici finita şi aceasta este 
integrala Stieltjes a funcţiei f(x) 1n raport cu h(x) pe (a,b) şi 

se noteazl : f:f(x)dh(x) . 
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§2. Integrala curbilinie in raport cu coordonatele. 

Considerăm arcul AB al curbei plane C şi funcţiile 

X,Y:D-R,DcF,AB<:D ,X şi Y fiind funcţii continue pe D. 

Se face o diviziune: 
A. : A=Mo,Mi., •.• ,M1 1 ,M1 , . •• ,M,,=8 

a arcului AB şi se formează suma integrală: 

n 

sn = î" X(C,, 'l1}(XcX1-1) + Y(C,, '11)(Y,-Y.1-1) 
~ 

Definiţie Considerăm un şir de diviziuni (A.) ale cu1bei 

C(arcul AB ) de norma. v (A.) ➔O pentru n-».Dacll lims„ există şi ,,... 

este finită şi unică,oricare ar fi punctele (C 1 ,'l 1)EM1. 1 M1 ,aceastll 

limită se numeşte integrala curbilinie in plan,in raport cu 
coordonatele, a funcţiilor X (x, y) şi Y (x, y) pe curba C şi se 
notează: 

I= (x(x,y) dx+Y(x,y) dy 

Calculul integralei I se face prin reprezentarea parametrică a 
curbei C şi reducerea integralei curbilinii la o integrală Riemann 
in raport cu parametrul,conform teoremei următoare. 

Teorema 1, Dacă C este o curbă netedă, adică are ecuaţiile 
parametrice: x~f(t) ,y.g(t) (t luând valori de la a, la b,) cu f şi 
g funcţii de clasă C' pe [a,b],iar X şi Y sunt funcţii continue 
într-un domeniu DcR' care conţine curba C,atunci are loc 
egalitatea: 

Demonstrat ie, Diviziunii A. a arcului AB al curbe i c i i 

corespunde o diviziune: A' a 1•t0 <t,< . .. <t, .,<t1 < . .. <t . -b, a 
intervalului [a„b,J astfel ca :x, .. f(t 1 ),y1 -g(t 1 ) pentru i„1 , ... , n . 

Suma integrală care conduce la integrala curbilinie va fi : 
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" s„ a L X{t,, 'I} ,)(xJ - x, -,) • Y(~,. 'I} ,)IV, - Y; -1) ~ 
J •.l 

a 

•I: X(f(6J) ,g(6;))jf(t1) - f(t 1_1)J+ Y(f(6J ,g(&J))lg(tJ) -g(t1_1))+ 
J•l 

a 

-L X(f (6 J) 'g(& J) )(t1-t1-1). f' (61> ♦ Y(f (6 ,> , g(6 J) )(t1- t,-1). g'(6~) 
i • l 

riemanniană care la limită, cind norma oridirei diviziuni v (4~) -o 
pentru n--,se poate scrie: 

" lim ţ' X(~l''l;)(X1- X1-1) + Y(~u 'l;)(Y1 - Y1 -1) = 
vt4~)=-o f:t 

„ f'' [X(f(t),g(t)) .f1(t) +-Y(f(t),g(t)) .g'(t))dt ., 
Proprietăţile integralei I sunt: 

1•.oricare ar fi reprezentarea parametrică a curbei C,valoarea 
integralei I este aceeaşi. 

2•. J,.,
11
x(x,y) dx+ Y(x,y) dy= -JBAx(x,y) dx+ Y(x,y) dy 

3•. f ABx(x,y) dx+ Y(x,y) dy= !AP;(x,y) dx+ Y(x,y) dy+ 

+J X(x, y) dx+ Y(x, y) dy , oricare ar fi punctul P pe arcul AB 
PB 

4• . fABkX(x,y) dx+kY(x, y) dy=k fABx(x,y) dx+ Y(x,y) cty 

• f.u/1 (x, y) dx+ Y1 (x, y) dy+ JAB~ (x, y) dx+ Y3 (x, y) cty 

.., _\ 
·, \ 

o• . Dacă C este o curbă închisă, atunci valoarea integralei I -·nu 
depinde de punctul de plecare de pe curba C. 

Demonstraţia acestor proprietăţi se face scriind sumele 
integrale care conduc la integralele respective. 
7° . Fie D un domeniu plan in care funcţiile X(x,y) şi Y(x,y) sunt 
continue . Condiţia necesară şi suficient! ca integrala curbilinie,: 
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J X(x, y) dx+ t'(x, y ) dy 
1\8 

tiă nu dE:pindă de d111111 1 11 lJ c:,1::1te ca exprtsic1 X(x ,y) ch, Y( x,y)dy s,!I 
fie diferenţiala t0Lc1lă exact ă a unei funcţii F:D•R,ctdi că 

ax _ 6Y 
ay-6°x · 

Demonstratie. Co11dj1,-!a este suficientă 
dF =X(x,y)dx+Y(x,y)dy atunci: 

f X(x, y) dx + Y(x, y) Jy -f cil-' = 1'\x", Y 8)-1'{xA, YA) 
AB AB 

deoarece.dacă 

Condiţia este necesară . Da că integrala nu d epinde de drum şi o 
calculăm de la punc tul A(a,R) fix la punc tu l B(x ,y ) arldtrar,atunci 
integrala depinde numai de coordonatele puncL ului B deci : 

JAB X(x, y) dx+ Y(x, y) dy= r ' (x, y) 

Dacă dăm lui B o creştere infinitizimală BB' , B' (x+dx,y • dy) , 
atunci la integrală se adaugă termenul X(x,y)dx+Y(x,y)dy iar 

funcţiei F'(x,y) i se adaugă termenul dF = ~~dx• ~!:dy . Di11 
6x 6y 

egalitatea celor două creşteri re:.tultă: 

X(x,y) dx+ Y(x, y) dy~ ~idx+ -~dy 

adică 

&F' &F _6X „ 6Y 
X(x,y) • &x, Y(x,y) • 3y deci t,y &x 

a•. Dacă 
6Y 6X 
6x = t,y şi C este o curbă inchisa atunci: 

le X(x, y) dx+ Y(x, y) dy• O 

Integrala curbilinie in raport cu coordonatele in spat,1u se 
defineşte asemănător cu cea în plan . 

Cono.idor.!lm o d.i .ia.iuno , 

arcului AB al curbei C din epac,iu şi funcc, ii l c:, 

X,Y,Z:D-R,Dc.R 3 ,ABcD,X,Y,Z fiind tuucţli contJnue pe D . 

Se formează suma i11 cey tc1lll : 
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n 

sn-~ X(ej •'lj• C1)(X1-X1-1) + Y(e1,'11, C1)(Y1-Y1-1) •~ej, '11• C1)(Z1-Z1-1) 
t=r 

Definiţie Dacă, pentru orice şir âe diviziuni (A.) ale arcului AB 

de normă v (A.)-+0 pentru n---, lims„ există şi este finită, atunci 
n-• 

aceasta se numeşte integrala curbilinie in spaţiu, in raport cu 
coordonatele.pe curba C pentru funcţiile X,Y,Z şi se notează: 

Isfcx(x,y,z)dx+Y(x,y,z)dy+Z(x,y,z)dz 

Calculul acestei integrale se face prin reprezentarea 
parametrică a curbei C şi reducerea integralei curbilinii la o 
integrală Riemann in raport cu parametrul. 

Teorema 2. Dacă C are ecuaţiile 
x-f(t),y=g(t),z-h(t),a,stsb,,cu f,g,h de clasă C' pe 
curbă netedă),iar X,Y,Z sunt funcţii continue pe C 
egalitatea : 

fcx(x,y,z)dx+Y(x,y,z)dy•Z(x,y,z)dz• 

parametrice 
[a„b,] (C este 
atunci are loc 

•fb,.[X(f(t) ,g(t) ,h(t) )f1(t) +Y(f(t) ,g(t) ,h(t) )g'(t) + 
•• 

+Z(f( t). g( t) .h( t)) h 1( t) )dt 

Demonstraţia este analoagă celei de la Teorema 1. 
Proprietăţile integralelor curbilinii in spaţiu sunt 

asemănătoare celor de la integrale curbilinii in plan.La 
proprietatea 7°,condiţiile ca integrala 

fcx(x,y,z)dx+Y(x,y,z)dy•Z(x,y,z)dz 

al nu depindă de drumul de integrare sunt: 

6Y 6X 6Z 6Y 6X 6~ 
6x

2

Ţy' 6y.&z' 6z• 6.> · 

Aplicaţii ale integralelor curbilinii în 
coordonatele: 
1. Aria plană mărginită de curba inchisl C (Fig ... 
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<a.O> 

J. 

.. 
<b. O> 

FJO 3,1 

-f • ♦ (x) dx - f b ♦ (x) dx • -f ydx 
b a • 1 C 

Deci : 

A = f )•a (y) -•1 (y) Jdy• J:•a (y) dy+ 1: •1 (y) dy,,• fcxdy 

Deci : 

(2) A • fcxdy 

Daci se aduni (1) şi (2) se obţine: 

(3) A•.! J xdy-ydx 
2 C 

Daci se consideri cAmpul de forţe 1n pl "'" 

'F(X(x,y), Y(x,y)), X, Y: D--R,Dc:R3 ,X, y funcţii continue pe ai.cuJ AB 

.. i ou.rbo.i not:odo C , at:uno.i l.uo.rul. -o.-n.io .~,•ot:u,at: oînd puncit:uJ d.., 

aplicaţie a forţei 11' descrie arcul AB este: 

L• fABx(x,y) dx+ Y(x,y) dy 

Demonstratie. Se face o diviziune A. a arcului AB 1;1i t1„ 

formează suma: 
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" 
Ln• î"' X{~ 1 • '1,)(x, - x J .,) + Y((,, '1,)(Y,-Y1-1) 

t:r 
cdre reprezintă suma lucrului necanic efectuat de forţele 

Considerind un ş ir de diviziuni (â.) ale arcului AB cu 

V (A,.) ◄ O pentru n-.a>, dacă l imLn există atunci această limitll este 
n---

şi reprezintă lucrul mecanic efectuat cind forţa "F'(X, Y) se 

deplasează având punctul de aplicaţie pe arcul AB 

j. Dacă se consideră câmpul de forţe in spaţiu 

?(X(x,y,z),Y(x,y,z),Z(x,y,z)) ,X,Y,Z:D-R,DcR3 ,ABcD,X,Y,Z cootinue 

~e AB ,atunci lucrul mecanic efectuat cind punctul de aplicaţie a 

forţei P descrie arcul AB este: 

L• fi,ix(x,y, z) dx+ Y(x,y, z) dy+Z(x,y, z) dz 

Demonstraţia este asemănătoare celei de la punctul 2. 

„ Dacă r • x7 + YJ + z1< este vectorul de poziţie al punctului curent 

M(x,y,z) iar F(x, y, z) = X(x,y, z) 7 + Y(x, y, z)J •Z(x, y, z) 7c atunci 

lucrul mecanic efectuat când punctul de aplicaţie a forţei F se 

Jeplasează pe arcul AB are formula vectorială: 

L-f F.ar ,.,, 
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Exercitii 

1 . Să se calculeze 

C<0,-1> 

FIO 3.3 

reprezentarea parametrică: (AB0) 

I=!. ydx + dy , OABCDBO fiind 
OABCDIIO 

curba din Fig ... 
I= ! 0 , 0 + I 0 c + I co + ! 00 + ! 00 

(OAB) este un semicerc cu centrul 
in (1,0) şi raza 1 deci are 

f x•l +cos t , dx= -sin t dt 
\y•s in t , dyscos t dt 

Jo • J.1 . Io K 1 K I 0AB= (- s1.n2 t+cost)dt=2 s1.n2 tdt+sint =2.-.-=-
• o • 2 2 2 

(BC) este un arc din elipsa de semiaxe 2 şi 1 deci are 
reprezentarea parametrică: 

(BC) {
x•2cos t , dxm-2sin tdt 
y•sin t , dyacos t dt 

. . 1-~ - - - 2 ,t X Iac=!, 2 (- 2sin2 t+cost)dt=2f 2 sin2 tdt +sint =2.- . ..! - 1 = - - l 
o o O 2 2 2 

(CD) este un segment din dreapta de ecuaţie: 

deci are reprezentarea parametrică: 

..l!... +L - 1 zO 
-2 -1 

(CD) f x• - 2y-2 , dxa - 2 dy 
\y•y , dy•dy 

(DE) este un sfert din cercul cu centrul in (-2,1) şi r a za 1 de c i 
are reprezentarea parametrică: 

(DE) {
x=-2+<;os t , d.x= - sin t dt 
y=l +sin t , dy=cos t dt 

I 08 =f
0
.( -sint - sin2 t+cost)dt=costl 0 .! - ~+sintl

0 

=1 - ~• 1= 2 - ~ 
~ 2 4 - .! 4 4 

2 
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Parabola (BO) are reprezentarea parametrică : 

(BO) {X*X , dx•dx 
y=x2 , dy"'2xdx · 

I,o• f1(x2+2x)dx • ~J I~, +xa 1~1 •1-1 •-3 
Deci s • · n 2 3g 7 I•-+--1+2+2 - ---•-•Î 

2 2 4 3 4 ' 

2. sa se calculeze I"f. xdy+yd,c ,OABCDBO fiind conturul din 
OAael>BO 

Fig .... 

Bxpresia xdx+ydy este o diferenţiali totală exactă (ax• !l: • o) 
&y &x 

şi deci l•O. 
3. SI se calculeze lucrul mecanic efectuat când punctul de 
aplicaţie a forţei de componente : X•xy , Y•x'+y' descrie în sens 
direct cercul (C) x'+y'-2xa0 

L= fcxydx+(x 2 + y 2)dy 

(C) {
x•l+cos t 
y•sin t 

, dx• -sin tdt 
, dy•cos tdt 

/.

2• 
L• 

0 
[-sin2 t (l+cos t) +2 (l+cos t) cos t)dt• 

•-4 . .!. . .!. - sin1 t 1:• + 2 sin ..i:a• + 2. 4 . .!. . .!. • • 
2 2 3 '1o 2 2 

4. SI se calculeze I• xdx+ydy-zdz 
/

12,J,-,, 
2 

(1, 1, l) 

• 

N 

FIO a , 4 

Bxpresia xdx+y'dy-zdz este o 
diferenţiali totali exactl 
deci I se calculeaal pe curba 
ABCD din Fig . ... 

I• I,..+ Isc+ Ia,• /
1

2 
xdx+ 1: y 2 dy-
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§ 3. Integrala -curbilinie în raport cu elementul de arc. 

Considerăm arcul AB al unei curbe netede (C) din planul xOy 

şi o funcţie F(x,y) definitl şi continui într-un domeniu 

Dc:R3 , ABcD . 

Se face o diviziune a arcului AB 

Ac : A:M,,,M1 , ••• ,M. .1 ,M11 ••• ,M,.aB 
şi se formează suma: 

Definitie, Dacl,pentru orice şir de diviziuni (&.) de norml 
v(&.)...O când n-,sumele s. au o limitl comunl,finitl,aceastl limitl 
este integrala curbilinie a funcţiei P(x,y) în raport cu elementul 

de arc pe curba AB şi se noteazl: 

I"'- fuF(x,y) ds 

Calculul integralei I se face prin transformarea ei 1ntr-o 
integrală Riemann conform teoremelor urmltoare. 

Teorema 3, Daci arcul AB are o ecuaţie cartezianl: 

(AB)y=f(x),asxsb,atunci: 

jllBF( . y ds•f.bF(_ . f(x J:1.+L12 _(_dx 

Demonstraţie, Ştiind că elementul de arc ln plan este: 

ds,. ,/dx2 + dy2 

suma integrală s. devine: 

s,,,. t Ff.( 1 , '1 ,)s, • t F((,, f(C 1 ) ) ✓dC~+f,2 (C,)d(~ • 
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.f l'{~J• f(~1>)✓l • fl <C 1> dC J 
t=1 

<idică o sumă riemanniană care,la l imi că,tinde la integrala Riemann : 

J: F(x, f(x)) J1+/ (x) dx · 

Teorema 4. Dacă arcul (AB) este dat parametric: (AB) 
X•f(t),y•g(t),f şi g de clasă C1 pentru a 1 stsb1 ,atunci: 

f fb, ✓ 2 2 
- F(x,y)ds• F(f(t),g(t))f1 (t)+g' (t)dt 

.u •1 

Demonstraţie. 

s,. -~ F('J• '11)81 -~ F(t(61> I g(6,)) Ji (61> d6~ +g'
2 

(61> d6~. 

• ~ F(f(61),g(6 1)) J/ (61 ) +g'\61) d61 

care este o sumă riemanniana care, la limita, tinde la integrala 
Riemann: 

f"-F(f(t) ,g{t)) ✓/ (t) +g'
2 
(t) dt 

•1 
Proprietăţi ale integralelor curbilinii in raport cu elementul 

de arc : 

1. /AB1F(x,y) ds • lt.F(x, y) ds 

l. /..,, (F1 (x,y) +F3 (x,y)) ds • f.v/1 (x,y) ds+ J,..1, (x,y) ds 

3 . /..,,F(x,y) ds• fuF(,c,y) ds+ f nF(x,y) ds ,oricare ar fi punctul 

PcAB 

Aplicaţii ale integralel or curbilinii în raport cu elementul de 
arc în plan : 

1• . Lungimea arcului AB este l •'fAllds 

Demonstraţie . se face o diviziune a arcului AB 
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ş i se formează suma: 

unde s, este lungimea arcului MJ_1 MJ 

Dacă,pentru orice şir de diviziuni A. ale arcului AB de normll 

v(A.) ➔O când n--,sumele s. au o limită comunl,finită,aceasta este 

lungimea arcului AB deci l s fABds . 

2°. Masa unui corp filiform AB neomogen,de densitate p(x,y) este: 

M• /ABP (x,y) ds 

Demonstraţie. Se consideri o diviziune A a arcului AB şi se 

fonneazl suma 

care reprezint li suma maselor relative ale arcelor 

MJ_1 MJ (i•l, •• , ,n), ((1 ,'IJ)EM1_1 N1 • 

Masa total! se obţine c&nd,pentru orice şir de diviziuni de 
normă tinzlnd la zero când n--,sumele s. au ac~eaşi 
limită,finită,care este: 

M"' f ABP (x, y) ds 

3°. Ar i a unui domeni u pian margtnlt oe urbea t n ooordonato ~ ~ r o 
(AB) r„f• (8) ,8, ,i;8s8. este: 

A=.!f f 3 (8)~ 
2 AB 

Demonstraţie. Considerăm diviziunea arcului AB 

Ac ; AzM.,M,, . .. ,M1 . 1 ,M1 , ••• ,M.sB 
căreia îi corespunde diviziunea: 
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" 

FIG a.III .. 

. -Aria 111, a sectorului OM, ., M, este 
. cuprinel intre ariile sectoarelor 

·. de cerc o,'1_1 H1 şi OH1 _1~ 

· deci: 

½ ~1(9,-9, _·1)S(a).1S½ M1(6.1-8.1 . 1) unde 

fflt şi M, sunt marginile 

inferioarl ti superioarl ale funcţiei f (8) pe intervalul (8, . .,8,J . 
lnsumind,se obţine: · · 

.1 D 3 D 1 D • 

8 6 • 2 ~ m.1(8.1-8.1 -i)S ~ (a)J S 2 ~ ~(81-81-1) •S6 

Dacl,pentru orice tir de diviziuni,de norml tinzlnd la zero 
P4tntru n-, şirurile sumelor Darboux (s.) ti (S.) au o limitl 

conun.l, finitl, aceasta este toanai aria dc?meniului mlrginit de arcul AB 

ti razele OA ti OB deci: 

A•_! f• .t3 (8) d8 
2 •• 

4~ . Coordonatele centrului de greutate al arcului neomogen AB, de 

densitate p(x,y),sunt : 

f xp(x,y)ds 
Ka • __ Ma.,._____ , 

{.P (x,y) ds 

Qemooatratio, Se 

f yp (x,y) ds 
y ._a;;;u;..._ ___ _ 

o fup (x,y) ds 

consideri o diviziune a arcului 

AB .Coordonatele centrului de greutate al liniei poligonale 

ubţinute unind punctele diviziunii,sunt : 
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La limită,când norma oricărei diviziuni tinde la zero pentru 
n--- ; sumele integrale respective tind la integralele curbilinii din 
~ormulele centrului de greutate. 

· o~că arcul AB este omogen,coordonatele centrului de greutate 

devin.: 

' f xds 
' X :_AB __ 

.. ,a, fABds 

f yds 
y =-AB __ 

' a fABds 

Analog se definesc integralele curbilinii in -· raport cu 
elementul de arc in spaţiu. 

' Considerăm arcul AB al curbei netede in spa~iu (C) şi o 

funcţie P(x,y,z) definită şi continuă într-un domeniu ' .DcR3 ,ABcD . 

Pentru diviziunea: 

; A: A•Mo,M,., ... ,M1 _1 ,M1 , ••• ,Ma•B 

a arcului AB ,se formează suma integrală: 

Definiţie. Dacă,pentru orice şir de diviziuni de norma v(A) -o 
cind n---,sumele s. corespunzătoare au o limită comunl,finitl, _ 
aceasta este integrala curbilinie a funcţiei F(x,y,z) in raport cu 

elementul de arc pe curba AB şi se notează: 
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Calculul inetgralei curbilinii în raport cu elementul de arc în 

spaţiu se face pr in reprezentarea parametrică a arcului AB şi 

transformarea integralei curbilinii într-o integrală Riemann în 
raport cu paramet rul. 

Teorema:. Dacă AB este reprezentată prin ecuaţiile 

parametrice: 
(AB) x=f(t) ,y„g(t) , z=h(t) 
unde f,g şi h sunt funcţii de clasă C' pentru a,st$b„atunci: 

f F(x,y,z) ds =fb'F(f(t) ,g(t) ,h(t)) ./f/(t) •g/(t) •J/(t) dt 
AB •1 

Demonstratie. Elementul de arc in spaţiu este : 

ds = ✓dx2 • dy2 + dz2 

şi deci : 
n n 

S n• fu F(~1-'l1,C1)S1=fu F{f(61) ,g(61) ,h(61)) 

✓ f,1 ( 6 1) + g'
2 

( 6 1) + h,2 ( 6 1) d6 1 

Aceasta este o sumă riemanniană care.la limită,tinde la : 

f b, F( f ( t) , g( t) , h ( t) ) . ✓ / ( t) + g'
2 

( t) + h,2 ( t) dt ., 
Integralele curbilinii in raport cu elementul de arc in spaţiu 

au proprietăţi şi aplicaţii asemănătoare celor de la integralele 
curbilinii in raport cu elementul de arc in plan. 

Coordonatele centrului de greutate al arcului neomogen AB ,de 

densitate p(x,y,z) ,sunt: 

/,;,.xp{x,y,z) ds JMyp{x,y, z)ds JMzp(x ,y, z)ds 

Xa" -------- • Ya = - ------ • Za=-------f .vJp ( x, y, z) ds f.vJp(x,y,z)ds f.vJp(x,y,z)ds 

iar pentru arcul AB omogen.acestea vor fi: 

120 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



f yds 
AU y o -- -- -

~ 1· Js 
AB 

z .· , G 
f zds 

A8 

fABds 

Exercit ii, 

1. Să se calculeze 1-f (x+y) ds , OABO fiind conturul triunghiului 
uABO 

cu vârfurile 0(0,0) ,A(l,O) ,B(O , l). 

-~-
A(l,0) 

FIG 3.6 

I AB , r ./'i. dx = ✓2 xl0 

~ ./2 
l l 

(BOI 

Deci 

(OA) 

(AB) 

rixdx= x211 =.! 
lu 2 0 2 

{
x=x 
y=l-x ds=./'i. dx 

1 
2 

li. Scl. i:h:: a .flb luugimoa curbe i în apaţ.iu 

(C) {::1• X J 

de la punctul 0(0,0 , 0) la punctul A(3,9,18) . 

L. - !,. ds - f,./dx 2~-dy2 + dz 2 ~ f /1-; 4x2 + 4x' dx = 

1 2 1 
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•f3
(1•2x2)dx•xl~•~x3

1
3 

• 21 
o 3 0 

3 . S! se afle coordonatele centrului da greutate al arcului omoge n 
al cu r bei : 

(C) fx • a ( t - sin t) (O~t~n) 
\y•a ( l - cost) 

[_xds 
x•-

u f cds 

f yds 
Yu•_c __ 

fcds 

•a/2 (1 - cos t) dt•2asin~ dt 

f ds•2aJ,•ain.idt• - 4acoa.i/••4a 
C O 2 2 o 

J xds„f,• a ( t-sin t) 2asin.i dt•2a 2 f,• tsin.i dt-
c o 2 o 2 

yds• a (1 - cos t) 2asin- dt•4a 2 sin3 - dt f !,• t f.. t 
C ) 2 O 2 

Se !ace schimbarea de variabilă : 

.! 2 6 2 

f yds • aa 2 J. 2 s in3 udu • 8a 2
• - • ~ 

C O ) ) 

Deci : 
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.llfl'lli.,f!Al,E DUBLB 

=ar) (0) 

' • .· 
C - · 

.. 
a b 

FIO 4 . 1 

Fie f(x,y) o funcţie 
def.inită şi m.!i i-9i1, 1tl.'i 
pe un domeuiu plan D, 
msf(x,y)sMpt . (V) (x , y)~D . 
Dacă presupunem f( x, y)..-0 
pent t·u orice (x,y) El1, 
atunci z=f(x,y) pentru 
(x,y)E'D repcezinta o 
suprafaţă S situat~ 
deasupra ~ldnu l xoy ~i 

avind ca proi ecţie pe planul x0y domeniul D. 
sa gcis.im vo lumul V aJ co, pului mărginit de 

D şi cilindrul cu generi'ttoarele paralele 
deplasează de - a lungul curbei r. 

suprafaţa S,dumeni ul 
cu axa Oz care se 

" . 

VJ 

b „ 

intregime sau parţial in domeniul O.Notăm: 
A" (6 „ 0,, .. . ,O.> 

Considerăm diviziunile: 
o: asXo<X, < ... <X • . , <X.=b 

Paralelele la axa Oy 
prin punctele diviziunii 
6 şi la axa Ox prin 

punctele diviziuni i J 
detennină o diviziune 
A a domeniului D formată 
din subintervalele 
bidimensionale I ,1 care 
sunt conţinute in 

ordinea de numerotare a subintervalelor o. fiind indiferentă . Numim 
norina unei diviziuni 4 numărul pozitiv . 

v(A) • max (X1 , 1 -x1,Y1•1-y1)~max(v(O),v(J)) 
o,Js.n · t 

Intervalele bidimensionale 6,, 6,, ... , O, ale diviziunii 
ariile w, , w,, . .. , w, iar marginile inferioarll şi superioara 
funcţiei f(x,y) in sunt : 
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m. s f (x, y) sM, pentru ('v') (x, y) Ell,cA 
Formăm sumele Darboux : 

şi suma Riemann : 

p 

(suma Darboux ~nferioară) 

(suma Darboux superioară) 

04 = L f(t1,'l1)W1 
j„1 

Proprietăţi: 
1. Dacă A• este o diviziune a domeniului D mai fină decit A 
(adică v(A')cv(A)) atunci: 

2 . Oricare ar fi diviziunile A' şi A'' rezultă: sA,s.S411 

3 . Dacă ti· este mulţimea tuturor diviziunilor domeniului D,atunci 

mulţimea este mărginită superior,mulţimea SA .... este 

mărginită jnferior şi avem: sup s. s inf s. 
AEA" AEA" 

4. Între sumele Riemann şi sumele Darboux ale unei diviziuni A avem 
următoarele relaţii: 

"' .. 
Însumînd 

z 

o 

B4S.04S.S4 

t-1 Ci 4 . 3 

în raport 

k 

s 
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Considerăm intervalul ll, al 
diviziunii A şi s. partea 
din suprafaţa S care se 
proiectează pe planul x0y 
in ll,. 

mks.f(t«, 'l«) S.Mk 

sau 
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S A „ Vs:SA . 

iltlJ. nitie. Fief o funcţie defini t ă şi mărgini tă pe un domeniu 
înch i s şi mărginit Dc.R'. Se spune că feste integrabil ă Riemc1 1111 pe 
D dacă pentru orice şir de diviziuni (A.) ale domeniului D cu 

v ( A,.) -•O cînd n--, şirurile sumelor Darboux (SA.) şi (SA.) au o 

lim ită comună finită V care se numeşte integrala dublă a f uncţiei 

f pe domeniul D şi se notează v=ff
0
f(x,y)dxdy 

Altil' definiţie Spunem că o funcţie f (x, y) definită ş i 
mărgi nită pe domeniul închis şi mărginit D este integrabila Ri emann 
pe D,dacă pentru orice şir de diviziuni (A.) cu norma v(A. ) ➔O cînd 

n...co, şi pentru orice alegere a punctelor (tJ<• 'h)E6tcA , şi rurile 

Riemann corespunzătoare (a,.) au o limitA comună, finită , V . 

Dacă f(x,y) este pozitivă pe D,atunci V reprezintă volumul 
cilindric care are ca bază domeniul D din planul x0y şi este 
limitat sus de suprafaţd zcf(x , y). 

Criteriul de integrabilitate, Fie f(x,y) o funcţie definită şi 
mărginită pe un domeniu închis şi mărginit O.Funcţia f(x,y) es t e 
integrabilă pe D , dacă pentru orice număr E>0,există un număr ~(E)>0 
astfel încît pentru orice diviziune A a domeniului D cu 
v(A)<~(E),să avem ş. - s.<E . 

Demonstraţie, Necesitatea. Presupunem că feste integrabilă şi 

fie v=ff
0
f(x,y)dxdy ,deci pentru orice E>O,existl N(E) 

astfel îzcit p:rnu cr.ice IDN(E) al.el\: s,._ > v-.!, s,._ < v+.! pn:ru limv (A 0 ) cO 
• 2 • 2 ,, .• 

v-.! < s,. < s,. < v+.! 
2 • • 2 

deci : s,. - s,. < v+..! - v+.! ce 
• • 2 2 

(din: a<b<C<d rezultă : c - b<d-a) 
Sut1c1enta. Presupuac m ~a pentru orloo • Q, -i@t3 N IE astfel 

încît pentru ori ce n>N(E) avem s,..-s,..<c pentru orice d i viz i une 

A. a domeniulu i D cu v(A0 ) ➔0 cînd n--. 

Dacă l i ms„ z v', limS,._ ,. vfl rezultă: s,..s.v's.v'1s.s,._ 
n-•• n-••, şi deci 

v''- v's.s,. - sA. <e şi cum E este oarecare iar V' , V'' fixe rezul t ă 
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v•-v•' deci feste integrabilă Riemann pe D. 
Proprietăţile integralelor duble : 

1• . Dacă feste integrabilă pe D şi lER,atunci lf este integrabilă 
pe D şi : 

f folf(x,y) dxdy „ l f //<x,y) dxdy 

2•. Dacă f şi g sunt integrabile pe D,funcţia f+g este integrabili 
pe D şi : 

/t[f(x,y) +g(x,y)Jdxdy~ ffof(x,y) dxdy+Jfog(x,y) dxdy 

3" . 

unde 

4°. Dacă f(x,y)20 , (x,y)ED este integrabilă pe D,atunci 

f fof(x, y) dxdy20 

5°. Dacă f(x,y)2g(x,y) pentru orice (x,y)ED şi dacă f şi g sunt 
integrabile pe D,atunci 

ff
0
f(x,y) dxdy2ff

0
g(x,y) dxdy 

6°. Dacă feste integrabilă pe D,atunci lfl este integrabili pe D 
şi 

lff/<x,y) dxdylsffolf(x,y) ldxdy 

Calculul integralelor duble, 

Teorema, Dacă f(x,y) este mărginită şi integrabili pe domeniul 
limitat de un dreptunghi : I .. ((x,y)/asxsb;csysd} şi daci: 

a) pentru orice xE[a,b] există integrala F(x) -J:f(x,y)dy, 

bl F(x) este integrabilă pe [a,b],atunci: 

f //<x.y) dxdy '" f.bif:f(x,y) d~dx 

Demonstratie. Coneiderlm o diviziune Aa domeniului I. 
Notăm:m,lainf f(x,y) 

(x,y) EI 11 
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4 

" 
- -·- I 

Sumele Darboux vor fi: 

lij n-1 m· 1 

st,.~ E E M11"'11 
.l •l J • l 

C -

/ 

a ><1 b >< 

FIG 4 . 4 
unde w ,1 =(x1 • 1 -x;}(Yj., -y1) este aria intervalului bidimensional I,, . 

m,, s: f (x, y) s: M, , pentru orice (x, y) EI,i 

JY/•1 m1j(Y1•1 -y1)~ f(x,y) dy~M1J{Y1.,-Y1) 
Y/ 

Însumăm in raport cu j şi vom obţine 

m- 1 m-1 

L M;1(Y1•1-Y1) ~ j'd f (x, y) dy~ > M1J(Y1•1-Y1) 
j ~ C ~ 

Funcţia F(x) = J: f(x, y) dy este integrabilă pe [a,b) deci 

pentru orice interval [x,, x ,. 1 J putem scrie: 

I: m11 (Y1•1 -y1)(x;. 1 - x 1)~ f x'.'(f d f(x, y) dy)dxs E M1J(Y1•1 -y1)(x1 • 1 -x1) 
J-0 x, C J•O 

Însumăm in raport cui şi vom obţine 

sau : 

:St,. S !J!,.d E(X-, Y,/ J_r)<.iN"'StJ. 

Deoare ce f(x ,y) este integrabilă pe I rezultă : 

sup s. in f s. JJI: f (x, y) dy)dx 

6. Et. · 6 E6 " 
unde t,,.· este mulţimea tuturor diviziunilor lui I . 

Deci: f J /(x, y) cixdy~ ru: f(x, y) dy)dx. 
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Oe obicei se notează : 

1:v: l(x,y) dy)dx = I: dxfcd f(x,y) dy 

Analog se obţine şi : 

fJ/<x,y) dxdy• J:if.b f(x,y) dx)dy= J: dy f.b f(x,y) dx 
„ o 

FIO 4.:5 

Considerăm domeniul D 
din planul x0y, mărginit 
de o curbă r închisă . 
Domeniul o este conţinut 
in domeniul I limitac de 
un dreptunghi : 

I•((x,y) /asxsb, csysd) 

L-.L...C•_..._><c.:.._ _____ _;.:b....L➔M. 

Fie y=~1 (x) ecuaţia arcu ui ACB al curbei r şi y-~,(x) ecuaţia 
arcului AEB al curbei r pentru asxsb. 

Teorem<I Fie funcţia f(x,y) · - definită pe o,mărginită şi 

integrabilă pe O;dacă există integrala F{x) =J.♦,(x> f(x,y) dy pentru 
♦,(x) 

orice xE[a,b] şi dacă F(x) este integrabilă pe (a,b] ,atunci: 

JJ 
f(x,y) dxdy=fi{f♦,(xl f(x,y) dy)dx 

D •l +,(x) 

Demonstratie. Vom reduce problema integrării pe o la problema 
integrării pe intervalul ! ,t ratată anterior . 

Considerăm funcţia: 

r(x y) ={ f(x,y) ,dacă (x,y)ED 
' O , dac~(x,y)EI-D 

ffrr(x,y)dxdy =JJ
0
t(x,y)dxdy 

Dar: 

f dl f♦,I KI"? f♦,(x) fd (x,y) dy= L (x,y) dy+ r(x,y) dy+ r(x,y) dy= 
C' C' ♦1 (X) ♦3 (x) 

f
♦,lx) 

~ f{x,y)dy 
♦ 1 1x ) 

deci : 
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ff f if.♦, (K} ] f b f.♦,(x) f(x, y) dxdy: f(x. y) dy ,tx: .:ix f(x,y) Jy. 
u • ♦1<i> • ♦1(.X) 

Analog se deduce că: 

ff f d[f♦,IYI ] f d f♦,(Yl f(x,y) dxdys f(x,y) dx dy~ dy f(x,y) dx 
D C ♦ 1 (y} C ♦ 1 (X) . 

unde xst, (y) este ecuaţia arcului CAE al curbei r iar x-t, (y) este 
ecuaţia arcului CBB al curbei r pentru csy~d . 

Formula lui Green 

Fie D un domeniu inchis şi mărginit de o curbă inchisă r şi fie 
P(x,y) şi Q(x,y) două funcţii continue pe D derivabile parţial şi 

f,p 6Q 
cu derivatele 6Y şi l,x continue pe D. 

În aceste condiţii are loc egalitatea: 

f.-P(x,y) dx•Q(x,y) dy= f Jo(-~~ - ~;)dxdy 

numită formula lui Green. 
Demonstratie. Presupunem 

"le d r> 
(0) 

A 

C . E 

)< 

FlO 4.6 

• b 

că orice paralelă la Ox sau la Oy taie 
curba r numai in două puncte (formula 
lui Green este insă adevărată şi dacă 
se inlătură această condiţie). 

Dacă y-~1 (x) este ecuaţia arcului ABB şi y-~.(x) este ecuaţia 
arcului AFB atunci: 

JJ l)p Jb J.♦,(x) t)p Jb r(xl b 
- .-dxdy= - dx. .-dy= - P(x,y) dx= - f P(x1 ♦3 (x))dx. o uy • ♦-, (x) oy • ,(x) • 

+Jb.i:tx1 ♦1(X))dx.:=f P(x,y)dx+f P(x,y)dx•f.P<x.y)dx 
• arA AD r .. 

Dacă x~•.(y) este ecuaţia arcului RAF şi x-t,(y) este ecuaţia 
arcului EBF atunci : 
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-Jd 0(. 1 (y) ,Y)dy~ ( O(x,y) dy ♦ f O(x y) dy =J, O(x, y) dy 
C )a, l'/16 I' 

Adunind: 

fr P(x,y) dx•O(x,y) dy• f Ja( :~ ;_ ::)dxdy 

schimbarea de variabile in integrale duble 

FIO 4.7 

>< 

Considerlm in 
planul xOy un 
domeniu D mărginit 
de curba inchisl r 
şi in planul uov 
un domeniu D' 
mărginit de curba 
închisă r• 

Fie transformarea punctuală a domeniului D' in D: 

(l) Jx-+(u, vi 
lY=• (u, v) 

cu <f, şi • continue, c•.1 derivatele de ordinul întîi continue pe 
D' .Determinantul funcţional: 

i!t!t 
D(x,y) 6u 6v „0 pe d. 
d(u,v) !t !t 

6u 6v 

Fie A'•(6~. 6~ .... , 6:.) o diviziune a domeniului D' cllruia îi 

corespunde prin transformarea (1) diviziunea A•(6i,6 2 , • • • , 6,.> a 

domeniului O . Dacă v, şi 

respectiv,atunci: 

Deci : 

sunt ariile subdomeniilor 6, şi 6~ 
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de unde rezultă : 

J J v { ( x, y) dx = J J D ft~ ( u, v) , • ( u, v)] · I ~~t: t; I · dudv, 

care est.e formula schimbării de variabile în integrale duble . 

Aplicaţii ale integralelor duble 

l . A.ti.a unui domeniu plan D este : 

Demonstrat ie 

2 . Mfili_a domeniului plan neomogen D este : H=ffDp(x,y)dxdy 

3 . Volumul cilindric care are ca baza domeniul D şi est.e limi tat. 
sus de suprafaţa z=f(x,y) est.e: 

V= f fof(x,y) dxdy 

Formula rezultă din definiţia integralei duble. 
~- centrele de greutate ale plăcilor plane. 

Considerăm o placă plană D,neomogenă,de densitate p(x,y) . 
Fie D= (O„ O,, .. . ,O.) o diviziune a domeniului D şi w,,"',, .. . ,w, 
ariile subdomeniilor (plăcuţelor) 11 , ,11,, ... ,li, respectiv . Dacă 
presupunem că masa unei plăcuţe 11. est.e concent.rat.ă in punct.u l 
P, (x., y.) , atunci masa unei plăcuţe 11. est.e p (x,., y.) . w. iar centrul de 
greut.at.e al celor p plăcuţe are coordonatele: 

p 

y= ];_ Y1:P(X1:,Y1:l<.>1: 

, Q p 

p (X1:,Y1:l <.).t 

Dacă este un şir de diviziuni ale- domeniului O cu 

v(d 0 )-0 , atunci sumele integrale respective conduc la integrale 

duble relative la domeniul D şi deci: 
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f f xp (x, y) dxdy 
X • _ _ o _____ _ 

-Jf yp (x,y) dxdy 
, Yo'" o . 0 

ffop<x,y)dxdy f fop (x,y) dxdy 

Dacă placa este omogenă,centrul de greutate are coordonatele : 

f f xdxdy f f ydxdy X • D • y ___ o __ _ 
o A , a A 

Mon.ente de inert ie , 
Definiţie, Dacă M,, M., .. . , M,, sî.nt n puncte materiale de mase 

m.,m., .. . ,m. respectiv,momentul de inerţie I al acestor n puncte 
li 

materiale faţl de un punct P(o dreaptll,un plan) este: I•~m.td: 

unde d,, este distanţa punctului M,. la P . 

Considerlm diviziunea A• (6 1 , 63 , ••• , 6") a plllcii D ,i masa 

unei pllcuţe o. este p <x.t,Y.t>. (i).t .Momentele de inerţie pentru 

diviziunea A vor fi : 

p 

To; ,. ţ"' x; p (x.t, Y.t> (i).t faţl de O, 
r-t 

Considerăm un şir de diviziuni (An) de normă v(An)-0 cî.nd 

n-- şi vom obţine momentele de inerţie: 

Io "' ffop<x,y) (x2+y3) dxdy 
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Exercitii. 

Să se calculeze integralele duble : 

1. 1-ff/x•y)dxdy ,D fiind domeniul limitat de curbele : 

FIO 4.8 

2 1 
1 x• 1 x 2 1 x 5 1 3 = - X 

2 Io - - Io+ - Io - - Io= -
' , 4 4 10 10 

2. I =ff
0

(x+y) 2 dxdy pe domeniul (D)x'+y's;2x 

FIG 4 . 9 

Se trece la coordonatele polare: 

Jx=rcos6 
\y=rs i n6 

dxdy= D(x,y) drd6=rdrd6 
D(r,6) 
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L - f J u. c 3 (cu::16 • ::1i 1,6) "Jc ,16 - J ~ ( co::16 • s i 116 ) 0 
{'·'~•• L JJc -

2 

- -1 J ~ (cu s6•::1.i116)'cu !c!'6,.16-4Jlcos'6. ~•~/ c w,1 ' 6::1i1,tt , ,6-
2 2 

- 4 . 2 . 1t 
2 

l 

2 
3 ( - c o!cl'·6 ; ) 3 n •~ --- I • -
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CA.PITC>LUL S 

INTEGRALE DE SUPRAFAŢĂ 

§1. Integrale de suprafat4 în raport cu elementul de suprafat4 

>< 

z 

o 

~ ... ~ .. 

FIG 5.1 

Fie in spaţiu suprafaţa : 

rz
=f(u, v) 

(S) =g(u, v) , (u, v) ED 
=h(u, v) 

funcţiile f,g şi h fiind continue 
şi cu derivate parţiale de ordi nul 
intii continue in domeniul inchis 
şi mărginit D. 

Considerăm funcţia F(x,y,z) definită pe S. 
Facem o diviziune 6 a suprafeţei S in suprafeţele s 1 , s,, .. . , s, 

de arii respectiv a„a,, ... ,a, şi considerăm suma neriemaniană: 

p 

06 = E ftt1, 111, C)a1 
i • l 

unde (tu 11 1 , '1) este un punc t oarecare situat pe s, . 

Considerăm un şir de diviziuni (6") ale suprafeţe i S c u 

v(~n) - 0 cind n-+a> . 

Definit ie Dacă pentru orice şir de div i z i uni (6") ale 

suprafeţei S cu y(6 " ) ➔0,şirul sumelor a re o limit ă 

finită,atunci această limită se numeşte integr a la d e supraf a ţ ă a 
runcr;1e1 ~ p e supra ra ţ a s 1n r aport c u e .1 ementu.1 ae supLdCcH„a ş1 ::,~ 
notează: 

f fs (x,y, z) da 
Pentru calculul integralei de suprafaţă in raport cu elementu l 

de suprafaţă,observăm că diviziunii 4 a domeniului O şi d eci la 

şi rul de diviziuni ( 6 .. ) ale suprafeţei S c u corespunde 

ş irul de d iv iziuni (4 .. ) ale domeniului O c u v(4 n)-O 
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Din geometria diferenţială a suprafaţelor se şt ie că elementul 
de suµrafaţă este: 

unde : 

sau : 

unde : 

Deci : 

do =/X2 +YJ.+Z 2 dudv 

X= D(y,z) 
D(u, v) 

Y= D(z,x) si Z= D(x,y) 
D(u, v) D(u, v) 

do =/EG-F2 dudv 

2 2 2 

E= f~ +g~ +h~ 

2 2 2 

G= f~ +g~ +h~ 

Jf
5

F( x,y,z)do =ff
0
F[f(u ,v),g (u,v) ,h(u,v)] /X2 +Y2 +Z2 dudv 

Dacă suprafaţa (S) este dată prin ecuaţia: 

(S) z=f(x,y) , (x,y)ED 

atunci : 

unde : 

tiz tiz p=- si q=-
tix tiy 

Aplicaţii ale integralelor de suprafaţă in raport cu elementul 
de suprafaţă 

1 . Aria unei suprafeţe S în spaţiu este: 

Considerăm o diviziune 6 a suprafeţei S in suprafeţele 
s,, s,, ... , s. de arii <; , , <; ,, . .. , i;; . respctiv şi formăm suma integrală: 

Considerînd un şir de diviziuni ( 6
0

) ale suprafeţei S de normă 
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v ( a,,> -o , şirul sumelor (06) tinde către aria suprafeţei S . 

2 . Coordonatele centrului de greutate ale unei plăc i curl.Je S de: 
densitate p(x,y,z) sint: 

J f _xp (x,y, z) da JJ yp (x,y, z) da f f _zp (x, y, z) da 
Xa= - · ~ ; Ya"' s ; Za=--'---="'-------J fl (x, Y, z) da J fsp (x, y, z) da J /,,P (x, y, z) da 

Pentru o diviziune fJ a suprafeţei S,coordonatele centrului de 
greutate al suprafeţelor s„s,, ... ,s, vor fi: 

Co-lsiderind un şir (fJ.) de diviziuni ale suprafeţei s de normă v (a,.) · O 

,sumele integrale respective vor tinde către integrale de suprafaţa 
in raport cu elementul de suprafaţă. 

Observăm că masa suprafeţei S este: 

M=ffsp(x,y,z) da 

§2. Integrale de suprafat4 in raport cu coordonatele. 

• m , • 1----------➔ r 

/ " 

➔ C 

Considerăm suprafaţa: 

t=f(u, v) 
(S) ag(u, v) 

Z""h(u,v) 
(u,v)ED 

f,g şi h fiind funcţii 
continue cu derivate 
parţiale de ordinul 
!nt î i cont i nue î n 
domeniul închis şi 

mărginit D din planul uOv;presupunem că determinanţii funcţionali 

X = D(y,.:c) Y = D(.:c,x) Z= D(x,y) nu se anulează in D. 
D(u,v) ' D(u,v) ' D(u,v) 

Numim faţa superioară pozitivă a suprafeţei S in raport cu 

137 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



planul xOy faţa lu i S pentru care vectorul normal n face un unghi 

ascuţit cu axa Oz,cealaltă faţă a lui So vom numi faţa inferioară 
(negativă) . Dacă suprafaţa S este mărginită de curba r,atunci sensul 
pozitiv pe r care este asociat feţP.i superioare (pozitive) şi 
corespunde sensului direct pe C. În acest mod definim o suprafaţă 
orientată S . 

Considerăm funcţia P(x,y,z) definită pe suprafaţa orientată S 
şi fis 6 o diviziune a suprafeţei S: 

6= (6,,62, .. . ,6p) 

căreia îi corespunde o di viziune A' a domeniului D, , proiecţia 
suprafeţei S pe planul xOy: 

A'= (6~.6~ •... ,6~) 

Fie : 

,,/ ={ aria 
J • - aria 

6~. daca 6~ este orientat direct 
6~,da ca 6~ este orientat invers. 

Dacă rJ , este aria porţiunii de suprafaţă 61 

unghiului pe care îl face normala la suprafaţa 
punct al ei cu axa Oz,rezultă : 

Considerăm suma neriemmaniană: 

şi y, este cosinusul 
orientată 6 1 într-un 

Înlocuind valoarea lui w~ , s ·Jma OA, este egală cu suma: 

p 

o;=E P(~ ; ,11 1 .C;)r1o; 
J • l 

Considerăm şirul de diviziuni 6(n) ale suprafeţei S cu 

v(6n) - 0 cînd n .....,,căruia îi corespunde şirul de diviziuni (A~) 

a domeniului D, cu v(A ~)-0 cînd n...a> . 

Def i nit ie Dacă pentru orice şir de diviziuni cu 

n...oo,ş i ru l sume lor are o limită 

tinită ,această limită se numeşte integrala de suprafaţă a funcţiei 
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P(x,y, z) in rapor t c u x şi y şi se notează : 

f f / >(x, y, z ) ,lxdy 

Ş irul sume l o r (0 1
6.) are aceeaşi limită cu (OA ~) deci : 

ff
5
P(x,y,z) dxdy ~JJ

5
P(x,y,z) ydo 

f onnulă care face legătura între cele două tipuri de integra l e d e 
suprafaţă ş i în care y este cosinusul unghiului pe care îl face 
nonnala la suprafaţa orientată S cu axa Oz: 

Calculul integralei JJ
8
P(x,y,z)dxdy se face ţinînd con t d e 

relaţia: 

dxdy= D(x,y) dudv 
D(u, v) 

şi deci: 

Jf
5
P(x,y,z)dxdy=JJ

0
P[f(u,v),g(u,v),h(u,v)]. ~:~:~: dudv 

dacă domeniul Dare aceeaşi orientare cu domeniul D1 şi: 

f fs P(x,y, z) dxdy=-f f
0

P[f(u, v), g(u, v), h(u, v)). ~:~: ~: . dudv 

dacă domeniul Dare orientare inversă faţă de D,, (de fapt şi faţă 
de S) . 

Similar se defineşte integrala funcţiei Q(x,y,z) pe suprafaţa 
S orientată în raport cu y şi z: 

ff
5
0(x , y , z)dydz ~ff

5
0(x,y,z) .ada 

unde a este cosinusul unghiului pe care îl face normala la 
suprafaţa orientată S cu axa Ox. 

Calculul acestei integrale se face: 

f f 
5
Q(x, Y, z ) dydz = f foolf(u, v), g(1.1, v), h(u, v ) ]. ~)~: ~: dudv 

dac ă S ş i Dau aceeaşi orientare sau: 

ff Q(x ,y , z )dydz =- ff O[f(u,v) ,g(u, v ) ,g(u,v)J. D)y , z: dudv , 
s D D u, V 

dacă S şi Dau orientări diferite. 
Asemănă t or se defineşte integrala funcţiei R(x, y, z) pe 

su p rafaţa Sin raport cu z,x: 

f f /<l x. )' , z ) dzdx ~ f fs R( x, y, z) pJa 
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unde !s este cosinusul unghiului pe care îl face nonnala la 
suprafaţa orientată S cu axa Oy. 

Calculul se face: 

ffs R(x,y,z)dzdx=ff
0
R[f(u,v) ,g(u,v) ,h(u, v)] ~:~::\ dudv 

dacă S şi D sunt orientate la fel şi: 

ffsR(x,y ,z)dzdx=-ff
0
R[f(u,v),g(u,v),h(u,v)] ~)~::\ dudv 

dacă S şi D sunt orientate invers una celeilalte. 
Adunînd cele trei relaţii obţinem: 

ffsP( x,y,z)dxdy+Q(x,y,z)dydz+R(x,y,z) dzdx= 

=ffslPR(x,y,z) +«Q(x,y,z) +yP(x,y,z)] do 

care dă fonna generală a integralei de suprafaţă în raport cu 
coordonatele şi legătura acesteia cu integrala de suprafaţă în 
raport cu elementul de suprafaţă. 

Fonnula lui Stokes 

Fie su[>rafaţa orientată: 

t=f(u, v) 
(S) =g(u, v) 

z=h(u, v) 
(u, v) ED 

mărgini tă de o curbă închisă r; f, g şi h sunt continue şi au 
deri vate parţiale de ordinul întîi şi doi continue pe D. 

Dacă P(x,y,z) ,Q(x,y,z) şi R(x,y,z) sunt trei funcţii continue 
şi cu derivate parţiale continut pe S,atunci: 

fr P(x , y , z) dx+Q(x, y, z) dy+R(x,y, z) dz= 

=ff (lJQ _ lJP)dxdy+( 6 R - lJQ)dydz+(lJP - lJR)dzdx 
s l! x oy oy OZ OZ ox 

egalitate care se numeşte fonnula lui Stokes. 
Demonstraţie. 

J,. P(x. y, z) dx =fcPi f (u, v), g(u, v), h(u, v) J ( ~i du+ ~~dv) 

unde Ceste conturul domeniului D din planul xOy. 
Notăm: 

PI f ( u , v) , g ( u, v) , h ( u, v) J = p• ( u, v) 

şi deci: 

140 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



•J·f I h (/'' . ~l.) - ţi_ (p•. ~()]Judv= ,, hu ti v ti v ti u 

=ff [ ~!'( -~~. ~~ +· l>x . ti z}-~( tix . tiy - tix. ti y )] dudv = 
o ti z tiu tiv 6v llu 6y llu 6v llv llu 

=JJ I~~. D(z, x) -- ~f . E.(~!x2 ]Judv=ff l>P dzdx - ~f dxdy 
,. f> z D(u, v) 6y D(u, v) s llz lly 

A.tld J og obţinem: 

J
1
.o(x,y,z)dy ~f{, -Î~dxdy - :~dy dz 

( l?(x, y , z )dz~ JJ ~R dydz - ~Rdzdx 
Jr s uy uX 

Adunînd cele trei relaţii,obţinem: 

f. P clx • (Jdy • H<lz = 
I ' 

- - - --- dydz • - - --· dzdx • - - - dxdy. - JJ(tiR 6Q) (!IP ti R) (ao 6P) 
~ l> y 6 ✓. l> z ll x llx ll y 
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Exercit ii 

Să se calcul e ze integralele de suprafaţă : 

(S ) z =Ja 2-x2-y2 se proiectează in (D)x2+y2sa2 

2 . I =ff
5
zdxdy+xdydz+ydzdx pe suprafaţa: 

{
x =asin8cos4> 

(S) y =asin8sin4> 
z=acos8 

e .._ {0 <; 8 S1t 
( ,'f') E (D) Oscj>s21t 

_ D(x,y) ...o,..,...._,acos8cos4> acos8sincl>j...o _ 2 . 
d.xdy- D(O, <j,) uvu"'- - asin8sincj> asin8coscj> uvdcl>-a s1nOcosed8d4> 

dydz = D(y, z) d8d4> =jac<;>s6s incj> - asin8,d8,.,._ =a2sin2ecos.._d8,.,._ 
D(0,4>) asin8cos4> o ~ "' ~ 

dzd.x= D(z,x) d8,..,....=j - asin8 ac9s8c~scl>la10,.,._= 2 . 28 . .._d8,.,._ 
D(0, 4>1 ~ O -asin8sinil>! ~ a sin sin"' U'f' 
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CAPITOLUL VI 

INTEGRALE TRIPLE 

" 

or------4" 

)( FIG 6 . .l 

Considerăm un corp K de volum 
V,neomogen,de densitate 
f(x,y,z)20,variabilă,f fiind 
definită şi mărginită in V: 
ms f(x,y,z) s M, (x,y,z)EV 
Ne propunem să determinăm masa 
totală a corpului K. 

Domeniul V închis şi mărginit este interior unui interval 
tridimensional I: 

I={(x,y,z) / asxsb,csysd,eszsg} 
Considerăm diviziunile: 

6: a=x0<X1 < ••. <xn-i <xn=b 

6 11 : e=z0 < z1 < .•. <zq-l < zq=g 

respectiv ale intervalelor [a,b), [c,d), [e,g) .Planele paralele cu 
pl~nul yOz prin punctele diviziunii 6,planele paralele cu zOx prin 
punctele diviziunii 6 1 şi planele paralele cu xOy prin punctele 
diviziunii 6 1 ' impart intervalul I in nmp subintervale: 

I ijg ={ (x, y, z) / X 15:X5:X1•1•Yjs;ys;yj•1• zks;zs;zk+1} 

Dintre a~estea , o parte sunt conţinute in intregime in V 
(mulţimea acestora o notăm M) ,o parte conţin şi puncte ale lui V şi 
ale lui I-V (mulţimea lor o notăm cu M' I şi alte subintervale 
exterioare lui V. 

Definiţie Numim o diviziune A a volumului v,mulţimea 
subintervalelor I•l• din M şi M' şi notăm : 

fl=(a 1 , a2 ••••• ap) 

ordinea de numerotare a subintervalelor 6, fiind indiferentă . 
Norma unei diviziuni A este: 

V_ (6. I =maX{Xi•l -xj , Yj•l -yj , zk•l -zk} =max{v ( a I , v ( 61) , v ( 6 11)} 

Notăm cu m, ,M, marginile inferioară şi superioară ale funcţiei 
f(x , y,z) in 6,: 
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m;s. fx,y, z) s.M, , (x,y,z)Ec 6 1 

ci formăm s u me le: 

p 

s 1;. = L mjv1 (suma Darboux inferioară) 
l" l 

p 

SAaţ" M1v
1 

(suma Darboux superioară) 
t:r 

(suma Riemman) 

unde v , este volumul subintervalului 61 iar (~ 1 , '1 1 , ( 1) un punct 

oarecare în 61 • 

Proprietăţi : 
1. Dacă A• este o diviziune a volumului V mai fină ca â rezultă: 

S1;.S.SA1S.SA1S.SA 

2. Oricare ar fi diviziunile â' şi â'' ale volumului V rezultă: 

SA1S.SA 11 

3 . SAS.O AS.SA 

4 . s.-infu. ; s.=supa. 
AEA' f>.Ef>." 

Definiţia I, Fief o funcţie definită şi mărginită pe un volum 
Vc R' . Se spune că feste integrabilă Riemman pe V dacă pentru orice 

şi r de diviziuni (A 0 ) ➔0 ale volumului V cu v(A n)-0 cînd 

n--, şirurile sumelor Da rboux (sA.) şi (SA) au o limită comună 

M fi n it ă care se numeşte integrala triplă a funcţiei f pe volumul 
V şi se notează : 

M- Jffvt( x, y, z) dxdydz 

Da că f (x , y, z) .: O î n V, atunc i M reprezintă masa corpului K, de 
volum V,de densita t e f(x,y, z ). 

Defi niţ ia II O func ţie f{x,y,z) definită şi mărginită pe 
domeniul înch.i.s ş i mărg ini t Vc R' este integrabilă Riemman pe V, dacă 

[Je ntru orice şir de di v iziuni ( A,,) cu norma v (A n) -o cind n➔00 şi 

pen tru orice alegere a puncte l o r (~1 ,'l ; ,(;)E6 1c An ,şirurile Riemman 

co resµu11zăt oare ( 0.:1 „l au o limită comună, finită M . 
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Criteriul de integrabilitate al lui Darboux. Funcţia f(x,y,z) 
definită şi mărginită pe un domeniu închis şi mărginit V este 
integrabilă pe V dacă pentru orice număr E>O există un număr ~(E)>O 

astfel încît pentru orice diviziune â a domeniului V cu v(&)<~(e) 

să avem s,. -s,. <e . Demonstraţia se face la fel ca la integralele 

duble. 
Se arată că funcţiile continue pe un domeniu închis şi mărginit 

V sunt integrabile pe V. 
Proprietăţile integralelor trip~e sunt analoage celor de la 

integrale duble adică: 
1° . Dacă feste integrabilă pe V şi lER,atunci lf este integrabilă 
pe V şi 

Jffvlf(x,y,z)dxdydz=lfffvf(x,y,z)dxdydz 

2° . Dacă f şi g sînt integrabile pe V,atunci f+g este integrabilă 
pe V şi 

Jffv[f(x,y,z)+g(x,y,z)Jdxdydz=fffvf(x,y,z)dxdydz+ 

+Jffvg(x,y,z)dxdydz 

3°. Dacă f(x,y,z);;,O, (x,y,z)EV,este integrabilă pe V atunci 

Jffvf(x,y,z)dxdydz~O 

4°. Dacă f(x,y,z)2g(x,y,z),(x,y,z)EV,şi dacă f şi g sunt 
integrabile pe V atunci 

Jffvf(x,y,z)dxdydz~Jffvg(x,y,z)dxdydz 

5°. Dacă feste integrabilă pe V şi V=V,uV, atunci 

J J ( f(x,y, z) dxdydz= J J fv, f(x, y, z) dxdydz+ J f fv, f(x,y, z) dxdydz 

6° . Dacă feste integrabilă pe V atunci şi lfl este integrabilă pe 

V şi 

IJ f fv f(x, Y, z) dxdyd9 ~ J J J )f(x, y, z) jdxdydz 

7° . Formula de medie. Dacă feste integrabilă şi mărginită pe V: 

m~f(x,y, z) ~M, (x,y, z) EV , 

atunci există un număr msµsM astfel încît: 
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f f f.,t(x,y, z ) dxdydz=µ V1 

uude V, este volumul d omeniului V. 

calculul integralelor triple, 

I . Considerăm întîl cazul cind V este un interval I limitat de un 
paralelipiped: 

I ={(x,y,z) / xE[a,b) ,yE[c,d) ,zE[e,g]} 

Teorema. Dacă f(x,y,z) este mărginită şi integrabilă pe I şi 
dacă: 

1° . pentru orice (x,y)E[a,b]x(c,d) există integrala 

F(x,y) =f:f(x,y,z) dz , 

2°. F(x,y) este integrabil ă pe D=[a,b]x[c,d] ,atunci: 

f f {t(x,y, z) dxdydz= f fv[J: f(x,y, z) dz]dxdy 

Qemonstratie. Considerăm diviziunea 

intervalului I formată din subintervalele: 

1 11• =j (x, y, z) I xE[x1 , xi.,] .. YE[YJ , Yj+i], zE[zk, zk+l]} 

Fie: 
rn.i•=inf f(x,y , z) , M.,.=sup f(x,y,z) 

(x,y, z) EI 1i• (x,y, z) EI 11 • 

şi sumele Darboux corespunzătoare: 

n-1 .e-1 q - 1 n - 1 m- 1 q-1 

8A = > > > m1Jk v1Jk ; SA=>> L M1Jk V1Jk• 
t:6M~ t:6Mk-O 

unde v,,. este volumul intervalului Iq•: 

vijk =(x1., -X1) • (YJ ,1 - yj) • (Zk•l -zk) 

Însumînd în raport cu k: 

a 

Funcţia F (x, y) ~ f' f(x, y, z)dz este integrabilă pe D=[a . b]x[c,d] 
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q - 1 

s L M1 1k(zk•L - z k)(X1•1 -x 1)(Yj •1 - y i ) 
k • O 

Însumînd în raport cui şi j şi ţinînd seamă că D = v D,, : 
0sisn-1 
0sjsm-1 

sA s J fu[J: f(x, y, z) dz]dxdy s SA 

de unde rezultă: 

JJ f/(x,y, z) dxdydz = Jfu[J: f(x,y, z) dz]dxdy 

deoarece : sup s. = inf s. = Jff
1
f(x,y,z)dxdydz 

Notăm : 

Jf fif(x,y, z) dxdydz = JJ
0
[J: f(x,y, z) dz]dxdy= f fvdxdy J: f(x,y, z) dz= 

= J: dxJ: dy J: f(x,y, z) dz 
(am ţinut seama de notaţia de la integrale duble). 
II . Considerăm cazul cînd domeniul de integrare V 

este un cilindru T: T =Dx[e,g]={(x,y,z)i(x,y)ED,zE[e,g)} 

z 

FIG 6.2 

o,,_ _________ ____,. 
.. 

r 
-«C c bc;::;7 J 

unde D este un domeniu închis 
şi mărginit din planul xOy li 
mitat de curba r şi cuprins în 
dreptunghiul J : 

J={ (x, y) lxE [a, b], yE [c, dl I 
Cilindrul Teste cuprins în 

paralelipipedul: 

I = {{x, y , z ) l xE [a,b] ,yE[c,d] , z E[e,g]} 

Teoremd. Dacă f{x ,y ,z) este mărginită şi integrabilă pe T şi 
dacă : 
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1 · !Jeutru 0 1. 1-..: t:: (x,y)tU t:xJi:;Lă J11Lc:~Lola . r'lx . 1) -J;n x.}-·. z)Jz. 

2·. f'(x,y) esLI:, J11Lc~lal,Jli1 IJ<:: U , dLllllC i: 

JJJ, f(x. y, z) dxJrJz - f J,,IJ: t(x, )', z) ,.Jz1 , iA,l1 -

JJ J ,J li; 1··"' f " - dxdy f(x ,y, z)Jz - ,tx J y t(x , 1·. z)Jz 
LJ d dl ♦ 1 (..C) d 

L>emonstrati.e... Co11tiide1.ăm tuu c ~j o : 

f(x ,y , z) ~ ( ~(x, Y, z) da c a(x , y , z) e'J · 
da ca(x,y,z)ET · 'J· 

J J { f(x , y, z) dxJyJz -J J J.,. t (x, y, z) J.x.J)'dZ 

J J J, f (x, y, z) JxdvJz- f JJ J.x ,h • J: f (x . )', z) dz -

J J f ,_t(x, y, z) dxdyJz -J li, dxJyJ: t (x , )' . z) ,h -

Jb f♦,I~) !fii = dx dy f(x,y,z)c.Jz 
a ♦1 Ix) ,. 

"-,. " 

u11de am considerat că o patalelă Jo axa uy Lah, c 1trl>d r î,, du1,a 
puncLe de abscisă: 

y,=4>,(x) <Y2Ecll2(x) 

III . Considerăm volumul V închi1:1 şi mă1.gi1dt do: O suptdfdt;ă S 
(presupunem că o paralelă la axa Oz taie su_prataţd S în doua 
p11ncte) . Considerăm cilindrul proiectaL al volumului V pe planul 
x Oy, T ;ci lindrul T conţine volumul V fiind tangent după o curbă y la 
suprafat;a S care se proiecteaz ă pe planul. xOy în domeniul D limitat 
de curba r care este proiecţia curbei y din spaţiu. 

Cilindrul Teste cuprins între planele z=e şi z=g,e şi g(e <g) 
fjjnd cotele extreme ale punc telor de pe suprafaţa S . Cutba y 
împarLe suprafaţa S î ntr - o suprafaţă S 1 de ecuaţie Z=' • (x,y) şi o 
suprafaţă S, de ecuaţie T,( x,y). 
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Teoremei, Dacă funcţia f(x,y,z) e ste integrabilă ş i mărgi1111a f ,c: •1 

şi dacă: 
1° . pentru orice (x, y)ED exist.ă integrala 

f
• ,tx,yl 

F(x,y) = f(x,y,z)dz, 
• • tx,y) 

2°. funcţia F(x,y) este integrabilă pe D,atunci: 

JJJ 
f(x, y, z) dxdydz= ff [f♦, <x,y> f(x,y, z) ciz]dxdy= 

V Jl ♦ 1 (X, y ) 

=ff dxdy J.♦, <x,yl f(x, y, z) dz = J b dx f♦,< x > dy 1•,<x,y> f (x, y, z) dz 
IJ • • tx,y) a ♦, (x) • • tx,y) 

Demonstraţie. Reducem problema integrării pe V la prul.J I e 111 e1 
integrării pe cilindrul T,considerînd funcţia : 

f"(x, y,zl= { f(x, y ,z), daca(x,y,z)EV 
o, daca(x,y,z)ET- V 

JffTf'(x,y,z)dxdydz =fffvf(x,y,z)dxdydz 

J J t f' (x, y, z) dxdydz = J fu[J: f' (x, y, z) dz]dxdy~ 

JJ [f . ,(x,yl l JJ 1••(x,yJ f(x,y,z)dzdxdy= dxdy f(x,y,z)dz = 
D t,(x,y) D t,(x,y) 

Jb !.+,Ix) J••(x,yl "' dx dy f(x, y, z) dz, 
a ♦1 (x) 1j, 1 (x, yl 

preaupunind că o paralelă la axa Oy (in planul xOy) taie curba r· 111 
două puncte de abacise : y=~1 (x) şi y=~,(x) . 

z 

/'A<l,O,O> 
.... 

FIG 6 . 4 

l
x +y+z-1:s:O 

V x:s:O 
y2: 0 
z2:0 
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Scw.,rnba r ea de variabile in integrale triple 

Conside.r;ăm t ransfo rmarea de coordonate a volumului V' cR' în VcR': 
x =f (u, v ,1o1) ,y=g(u,v,w), z =h(u,v,w), {u,v,w) EV' 

funcţiile f,g şi h fiind continue,cu derivatele pan;:iale de 
ordinul int!i continue în V' şi cu detenninantul funcţional 

D(x,y,z) 
D(u,v,w) 

t,f~6h 
liu liu liu 
tif lig tih 

.= 6v ~v6v 
t,f lig tih 
tiw tiw rw 

diferit de zero in V' . 
Formul~ schimbării de variabile in integrale triple este: 

J J J vF(x,y, z) dxdydz= J JJ v'F{f(u, v, w), g(u, v, w), h(u, v, w)]. 

· I D(f, g,h) I· dudvdw 
D(u,v,w) 

Exe~lu : 

I =fffv(x1 +y2 +z2 )dxdydz ,V fiind volumul limitat de sfera cu 

centrul in 0 (0,0,0) şi raza R=a 

{

x =rsin8cos4, 
y =rsin8sin~ 
z=rcos8 

D(x,y,z) =r2 sin8drd8~ 
D(r,0, ♦) 

Formula lui Gauss-Ostrogradski 

Fie V un volum în spaţ iu , mărginit de o suprafaţă S astfel încit 
orice paralelă la axele de coordonate care intersectează pe V taie 
suprafaţa S numai în două puncte . Volumul V 1ile proiectează in 
domeniul D pe planul xOy .Generatoarele cilindrului proiectat al 
vo1umu l ui V pe planul xOy î ntîlnesc suprafaţa S după o curbă y care 
împarte supra faţa S în două suprafeţe (S,) z=•• (x, y) şi 
/S .)z =ljl , (x,y). 
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cu 

Dacă P(x,y,z) , Q(x,y ,z ) şi 

derivatele 
fi p fi Q fiR 
fix' fiy' "Kz 

R(x,y,z) sunt trei funcţii continu e 

continue pe V, atunci are l oc 

egalitatea: 

f f/<x,y, z ) dydz+Q(x,y, z) dzdx+R(x, y, z) dxdy =f f f ~ : : • :~ + ~:)dxdydz 

numită formula lui Gauss-Ostrogradski. 
Demonstratie. 

fff 
fi R ff J••lx,yl f>R ff v f> zdxdydz= 

0
dxdy • ,<x.y) f,zdz = JR(x,y,lj,2 (x,y))-R(x,y,lj, 1 (x,y)) 

) dxdy= f fvR(x,y, lj, 2 (x,y)) dxdy- f fvR(x,y, lj, 1 (x,y)) dxdy= 

=ff R(x,y,z)dxdy+JJ R(x,y,z)dxdy=ff R(x,y,z)dxdy 
~ ~ s 

Analog obţinem : 

f f fv ~:dxdydz= f f. P(x,y, z) dydz 

fffv!~dxdydz=ffso(x,y,z)dzdx 

Adunînd obţinem: 

ff Pdydz+Qdzdx+Rdxdy=fff ( fip + f>Q + f>R)dxdydz, 
s v fix t,y ti z 

integralele de suprafaţă fiind luate pe faţa exterioară (pozitivă) 
a lui S . 

Aplicatii ale integralelor triple, 

1 . Volumul unui corp V este: 

V= f f fvdxdydz 

2 . Mas.a unui corp K de volum V şi densitate p(x,y,z) este : 

M- Jffvp(x,y , z)dxdydz 

3 . Coordonatele centrului de greutate 

fff xp(x, y ,z)dxdydz Jff yp(x,y,z)dxdy dz 
X _ V • y _ _ __;V _ _ _____ _ 

G- M , G- M 
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fff zp (x,y,z)dxdydz 
. z = V 
' G M 

4 . Momente de inertie 
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J . 

~l.t.il..... 

::;a se cdlcul eze integcalele triple: 

l fff dx.Jydz 
v (1+x+y+z) 3 pe 

I = f J „ d.xdy ( K Y _(_l_+_x_d_+ ;-.-z-)-l 
" . 

= - _21 JJ,,[-41 - 1 ] dx.dy D - ! 
(l+x+y) 2 8 

J 

2 

♦ ! f. l d_xf.l K __EX._• _ _!. _ ! f' ! <.ix 
2 o o (l+x+y) 2 16 2 u 2 

<1.0 , U> 
,/ 

FIU 6 . :1 

1-f J J„ xyz.J.x.Jydz pe 

Se trece la cooidonate ster1ce: 

~

- 1 sintlcos<j, 
-r s i ntl :,d.114' 
=rcos8 

. . -J
0 

2 si n4,cos4>dcl> J
0 

2 si11 36cos6~ /
0

1 
r' dr -

pe 
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" 

.. 
FIO 6.6 

{ 
x=rcos8 

y:rsin8 
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