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PREFAŢA 

Această carte este scrisă în sprijinul studenţilor din anii IV, V ai facultăţii de 
Matematică, care urmează cursul de" Dinamica Atmosferei". Ea alcătuieşte axul 
central al cursului şi reprezintă atât experienţa didactică de opt ani a autorilor 
( în calitate de conducători ai cursului respectiv ), cât şi o parte din experienţa 
lor de cercetare. 

In abordările moderne, meteorologia dinamică se ocupă cu studiul fluidului 
atmosferic privit ca un corp continuu în mişcare. Mişcarea ( împreună cu variaţiile 
de temperatură) caracterizează starea vrt-mii, atât în sensul curent al cuvântului, 
câ.t şi în sensul său general ( incluzând mişcări de tip briză, climatologie, etc.). ln 
general în carte sunt neglijate proprietăţile de corp cu structură de bază discretă 
ale aerului atmosferic, fiind puse în evidenţă proprietăţile de corp continuu ale 
acestuia ( cu mici excepţii ). 

Autorii au pornit, în alcătuirea materialului, de la ideea că diferitele ştiinţe ce 
descriu mişcările naturii sunt ( sau ar trebui să fie ) unitare. De aceea, în primui 
capitol al lucrării ( şi Îfi Anexa 1, în completare ) se prezintă o teorie generală de 
termodinamică a continuumului ( datorată lui Coleman, Gurtin, etc.). Aceasta 
este probabil una dintre cele mai clare şi concise teorii, în care subiectul nostru 
( fluidul atmosferic ) se încadrează perfect. Acesta este modelat ca un fluid 
vâscos liniar ( de tip Navier şi Stokes ). ln cuprinsul capitolului arătăm în ce 
condiţii legea lui Fourier este o bună aproximare a fluxului de căldură şi ecuaţia 
de " propagare a căldurii " ( a temperaturii ) se scrie în forma clasică. Tot aici 
scriem ecuaţiile complete ce guvernează ( din punct de vedere termodinamic ) 
miîcările aerului ca îi problemele cu date iniţiale la frontieră şi / sau la limită 
ce pot fi formulate. Punem de asemenea în evidenţă un fapt fundamental şi 

anume, în natură, o mişcare reală se reprezintă totdeau11a în raport cu o stare, 
numită stare de referinţă. Câteva asemenea stări sunt dt•scrise din punct de vedere 
termodinamic, punându-se în evidenţă ecuaţiile adimc>11sio11ale raportate la ele şi 
o serie de numere ( parametrii ) adimensionale cc apar şi care vor fi utilizate în 
capitolelt• următoare. 

lu Capitolul doi se analizează principalele mişcări ondulatorii ce pot fi puse 
în cvidc>n\ă de setul dt~ ecuaţii ce descriu mişcarea atmosft>rei ( deduse în primul 
capitol ). Utilizând teoria micilor j>f'J"lurba~ii şi 8Împlificâ11d sistenml de ernaţii, 
S<' S('pitrit 1111ddt• sonore ori:tontale şi w•rticale, undele de gravita\ie de suprafa\ă şi 
n·lc i1wrlialt• ~i 1111del(• Hossl>y, care dc>sniu principal<'lt' perturbaţii la scară mare. 
ln finalul capitolului c•slt' descris a~a numitul procrs de ajustare geostrofică. 
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Capitolul al treilea este dedicat analizei la scară a principalelor variabile me-1 

teorologice. Se pun în evidenţă ordinele de mărime ale termenilor din fiecare 
ecuaţie şi se justifică. aproximările făcute. 

Urmare a celor obţinute deja, în capitolul patru sunt descrise principalele 
modele atmosferice la scară mare. Astfel se pun în evidenţă, în primul rînd, 
modelele cu ecuaţii filtrate de tip barotrop şi baroclin. Capitolul se încheie cu 
prezentarea modelelor cu ecuaţii primitive. 

Consecvenţi încercării de a face o prezen_tare unitară a materialului, în Capi
tolul cinci analizăm, cu mai multă atenţie, ce înseamnă a neglija anumiţi coeficienii. 
Astfel suntem conduşi la prezentarea câtorva modele asimptotice. Obţinem mai 
întâi modelul lui Boussinesq iar apoi două modele derivate din acesta. Ele vor 
descrie mişcări în prezenţa unor obstacole izolate. Tot în acest capitol prezentăm 
şi un model oarecum diferit, de turbulenţă ( propriu descrierii mişcărilor de tip 
briză ), care se bazează pe " teoria K " de aproximare a ecuaţiilor turbulenţei. 
O foarte foarte scurtă prezentare a acesteia este fă.cută în Anexa 3. Toate aceste 
modele nu pot fi obţinute fără utilizarea unor parametrii de similitudine ce se 
evaluează cu ajutorul " teoremei Il ( a analizei dimensionale ), prezentată de 
asemenea în Anexa 3. Pentru o parte a acestor modele se obţin soluţii analitice. 
Pentru celelalte probleme este adusă în formă finală, ia.r soluţiile sunt prezentate 
prin programe numerice ( sau scheme logice detaliate ) în Anexa 4. 

In Capitolul al şaselea sunt analizate cele mai uzuale metode numerice utilizate 
pentru rezolvarea problemelor cu date iniţiale şi la frontieră prezentate. Astfel 
sunt studiate, cu metode cu diferenţe finite, " ecuaţiile de advecţie " liniare şi 
neliniare. Apoi se integrează ecuaţia eliptică ( de tip Helmholtz ) necesară în 
modelele cu ecuaţii filtrate. Pentru rezolvarea ecuaţiilor primitive este prezentată 
o metodă spectrală. · 

Cartea se încheie cu un număr de cinci anexe. Dintre acestea Anexele 1,3,4 
au fost parţial prezentate deja. ln Anexa 2 se face o prezentare ( pe scurt ) a 
unor proprietăţi de calcul algebric şi analitic pentru câmpuri scalare, vectoriale 
şi tensoriale, care sunt intens utilizate în lucrare. Anexa se încheie cu teorema de 
reprezentare a funcţiilor tensoriale izotrope a lui Wang ( scrisă în cazul unei funcţii 
tensoriale cu variabile tensor simetric şi vector ). 1n Anexa 3 mai prezentăm un 
exemplu util pentru a înţelege capcanele ce apar când tehnicile de dezvoltări 
asimptotice nu sunt corect aplicate. Anexa 5 prezintă. ecuaţiile dinamicii atmos
ferei în sisteme de coordonate ( x,y,p ) şi în coordonate sferice. 

Autorii speră ca această carte, ce se adresează şi studenţilor din anii de studii 
aprofundate şi cercetătorilor în domeniu, să se dovedească a fi un material util 
pregătirii lor de specialitate. 

Nu putem încheia această scurtă perzentare fără a mulţumii domnului 
dr.N .Beşleagă şi a m~ închina memoriei domnului dr.A.Doneaud întemeietorii 
şrnlii româneşti de melt>orologie dinamică. ln acelaşi timp aducem calde mulţumiri 
rnlt•clivului Catedrei de Mecanică. şi Ecuaţii care ne-a acordat. girul său pentru 
apariţia cmsului. 

-t 
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în fine dorim li aducem mulţumiri Editurii Universitlţii din Bucurefti care a 
atz,duit cu amabilitate aceut1 lucrare. 

Autorii 

Bucurefti 
1 Martie 1997 
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INTRODUCERE 

De studiul mi~cărilor aerului ( sub diversele lor aspecte ), ca şi de studiul 
( observarea ) altor fenomene, ce au loc în atmosferă ( ploaie, ninsoare, fulgere, 
etc. ) se poate afirma că., sub o formă sau alta, omul s - a ocupat din cele mai 
vechi timpuri. Ştiinţa care se ocupă cu studiul sistematic al acestor fenomene se 
numeşte meteorologie. Numele său vine, nu întâmplător sau prin tradiţie, de la 
grecescul " meteoron ", adică, " ceea ce se întâmplă în aer ". Spunem că nu prin 
tradiţie, deoarece marii gânditori ai Greciei Antice au fost cei care au semnalat, 
descris şi încercat să înţeleagă. aceste fenomene. Primele însemnări sunt atribuite 
lui Herodot ( 484-425 î.e.n. ), însă prima carte în legătură cu subiectul este" Mete
orologia " lui Aristotel ( 384-322 î.e.n. ).In aceasta Aristotel încearcă să găsească 
o explicaţie a originii apelor şi vânturilor. Iliparh ( 190-125 î.e.n. ) şi Strebo 
( 63-19 î.e.n.) sunt primii care descoperă şi explică legătura între încălzirea aeru
lui şi înclinaţia razelor solare. 1n India secolului al şaselea, Varamihara descrie 
(într - un tratat de Astronomie ) fenomene meteorologice ca ploaia, vântul, ful
gerul, comentând evenimentele ce le prevestesc. Primul care arată că fenomenele 
meteorologice se produc sub aţiunea unor forţe ( fizice ) reale este filozoful arab 
Kindi ( 800-873 ), în cartea sa " Epistole ". ln mod cert, la acest nivel de 
prezentare, mai trebuie amintit şi Galileo Galilei ( 1564-1642 ) care este consid
erat inventatorul termometrului, ca şi Evangelista Torricelli ( 1608-1647 ) ca.re 
este constructorul primului barometru. 

După 1700, în Europa încep să. se înfiinţeze staţii meteorologice de observaţii. 
Ca urmare, odată cu acumulările de informaţii şi date, ştiinţa respectivă, meteo
rologia, începe să se dezvolte tot mai rapid ( urmând calea naturală. de dezvoltare 
a tuturor ştiinţelor naturii ). Apar nume celebre ( la început legate de partea 
de observaţii, măsurători şi interpretări empirice ) ca E.Mariotte ( 1620-1684 ), 
R.Uoyle ( 1627-1691 ), D.G.Farenheit ( 1686-1736 ), A.Celsius ( 1701-1744 ), 
etc. Socotim, într-un anumit fel, etapa încheiată odată cu marele salt calitativ 
şi de obiectivare petrecut în 1820, odată cu întocmirea primei " hărţi sinoptice" 
( 11.W.Brandes ). 

O<lat,i cu în\elt•gerea aspeetului co11tinuu al atmosferei şi cu apariţia primelor 
mo1lt·k d1· t1•n11odi11a111ica contiuuumului, st• tn·n• la <"eea ce s-ar putea numi etapa 
mo<l1•rnă a 111ekorolo,i;i<•i. Oa111Pnii dt• ştii11~ă 11-au preg,•tat să constmiască" mo-
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dele " în care să fie prinse proprietăţile principale ale aerului ( principale peutrn 
feuomenul ce se doreşte a fi descris ). Astfel lumea ştiinţifică. a realizat, prin 
perfecţionarea sistemului de măsurători meteorologice ( pe înălţimea coloanei dt' 
aer ), că densitatea variază continuu cu înălţimea dar, cu o bună aproximart', 
există straturi de densitate constantă. Pe de altă. parte, dacă începând de la 
o anumită înălţime , aerul poate fi aproximat, destul de bine, cu un gaz per
fect, totuşi, în vecinătatea Pământului el este mai curînd un fluid vâscos ( cu 
vâscozitate slabă ) într-o mişcare turbulentă. 

Astfel, abia după 1900, încep să apară primele modele matematice pentrn 
mişcarea aerului. lncepând cu primele încercări ale lui N.M.Richardson şi apoi cu 
cele ale lui C.G.Rossby, studiul matematic ( privind modelarea fenome 
oelor termodinamice ) şi cel numeric ( privind rezolvarea sistemelor de ecuaţii 
obţinute ) capă.tă o tot mai mare importanţă.. Centre puternice se dezvoltă 
peste tot în lume. Spre mijlocul secolului aceste studii iau mare amploare, 
apărând lucrările fundamentale ale lui J.G.Charney, E.N.Lorenz, J.Smagorinsky, 
P.D.Thompson, A.Wiin-Nielsen, etc. ln ultimii ani (după.anul 1960) pot fi citaţi 
pentru aportul lor deosebit A.Arakawa, F.G.Shuman, M.Yamasaki, J.P.Guiraud, 
K.R.Zeytounian, etc. 

Căile pe care această. ştiinţă. se dezvoltă. cu precădere în zilele noastre sunt 
pe de o parte legate de calculul numeric ( puternicele centre de calcul numeric 
crează pachete de programe pentru rezolvarea diferitelor modele implementate, 
printr-o muncă în mari colective, iar pe de altă parte de construirea de modele 
( cu precădere la scară locală ) care să descrie cât mai exact fenomene locale, dar 
care afectează. viaţa oamenilor ( brize, poluare, etc. ). 

10 
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1. ELEMENTE DE TERMODINAMICA 

1.1 Câteva noţiuni de termodinamica mediilor continue 

Toate fenomenele ce au loc în natură se petrec în prezenţa unui câmp de tem
peratură. Prin urmare evoluţia (mişcarea, deformarea) corpurilor nu poate fi 
modelată, apriorit în absenţa temperaturii. Observaţii de natură experimentală 
arată că, pentru a putea descrie corect în vecinătatea Pământului mişcările aeru
lui, este necesar adesea ca acesta să fie privit, din punctul de vedere al modelării 
matematice, ca un fluid vâscos ( chiar dacă vâscozităţile sunt considerate "slabe"). 
1n acest capitol vom prezenta pe scurt axiomele ce stau la baza unei termodi
namici a proceselor neomogene ireversibile (pentru mai multe precizări cititorul 
este trimis la Anexa I a prezentului curs şi la bibliografia corespunzătoare) cât 
şi modul în care, pornind de la acestea se obţin informaţii suplimentare asupri'. 
" coeficienţilor constitutivi " şi se poate deduce matematic forma ecuaţiei de 
propagare a temperaturii. 

Cum adesea se poate imagina corpul supus unor " situaţii " care determină 
un câmp de temperatură. constant în timp şi uniform în spaţiu ( adică aflat în 
câmpul unor teorii de Mecanica Mediilor Continue - MMC) este clar că axiomele 
MMC şi rezultatele obţinute în acel cadru trebuie să se regăsească în orice teorie 
termodinamică coerentă. 

Pentru construcţia unei astfel de teorii, care să modeleze comportamentul 
termodinamic al mediilor continue trebuie introdus un set de mlrimi primitive 
şi un set de mărimi derivate (deduse, definite). Proprietăţile fundamentale 
ale acestora din urmă sunt precizate prin Axiome în raport cu prim~le. Scopul 
principal al acestui paragraf este de a prezenta un cadru axiomatic coerent pentru 
înţelegerea modelelor specifice discutate în capitolele următoare. 1 

ln această. parte a lucrării vom nota cu B un corp continuu deformabil ( amorf), 
cu 81, o configuraţie de referinţă a sa (forma sa materială. şi geomehică nedefor
mată.) ~i cu Bi configuraţia sa actuală. (deformată.). 1 B1c şi Bi sunt submulţimi 
deschise în R 3

. Cantităţile primitive ale teoriei sunt mişcarea (deformarea) 

1 Pentru cititorul dornic să se informeze pe larg uupra fundamentelor acestei 1tiin\e reco-
111a11dă111 tratatele lui C.Truesdell (1969),1.Milller (1985) ca şi C.Truesdell , R.Muncaster (1980). 

~P1•11tru amănunte privind axiomatica corpurilor în MMC în sensul lui Noii, a se vedea 
C.'fru1•1Hlell [1977], S.Cleja-Tigoiu, N.Cri11tescu [1985]. 

11 
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corpului X : Bk xR ._ V şi câmpul de temperatură T :B1 x R ._ R+. Mai sus 
s-a notat cu V spaţiul translaţiilor lui R3 şi cu R+ = (O, oo ). Despre câmpurile 
X şi T se presupune că sunt suficient de regulate pentru a avea sens calculele ce 
urmează ( în axiomatica MMC se presupune, spre exemplu, că mişcarea este o 
funcţie de clasă C2 în raport cu timpul şi cu spaţiul ). 

Perechea (x, 1') se nume~te proces termocinetic. 

Starea termodinamică a corpului este descrisă de cunoaşterea unui număr de 
funcţii ( diferite de tensorul tensiune al lui Cauchy ). Acestea sunt U - energia 
internă a corpului, W - puterea netă a tensiunilor, Q - încălzirea corpului şi H -
entropia sa. Acestea depind de corpul ce se studiază şi de timp. Dintre ele U, Q, li 
sunt specifice cîmpului termodinamicii. Puterea tensiunilor este definită la nivelul 
MMC (a se vedea citările de mai sus ca şi L.Dragoş [1983)). Aceste funcţii sunt 
principalele mărimi derivate ale teoriei. Există. diverse interpretări ale acestor 
funcţii. Energia internă este gândită ca o măsură macroscopică (de continuum) 
a " agitaţiei termice " a moleculelor corpului ( sau a energiei cinetice relative a 
acestora, Truesdell C., Muncaster R.G. [1980]3). Experienţe foarte simple arată 
că încălzirea Q a corpului poate fi de două. tipuri Q = Qb + Qc. Qb este încălzirea 
de masă (volumică.), în timp ce Qc este încălzirea de contact (sau de suprafaţă.). 
Aceste două tipuri de încălzire modelează radiaţia şi conducţia ( fenomene fiz
ice complect distincte ). Cititorul poate observa cu uşurinţă asemănarea dintre 
modul în care se modelează încălzirea unui corp şi modul, mai familiar, în care 
sunt modelate în MMC forţele ce acţionează asupra unui corp ( forţe masice sau 
volumice şi forţele de contact ). Probabil că noţiu11ea cel mai dificil de înţeles 
este entropia H. ln legătură cu ea există o seamă de interpretări posibile. Ne 
vom limita să observăm că la nivelul termodiuamicii continuumului s-a remar
cat că, în timpul unor dase foarte largi de experimente, majoritatea corpurilor 
"îşi pierd" unele proprietăţi. Aceste schimbări, adesea foarte importante, au fost 
puse pe seama unei mărimi caracteristice ( funcţie de material ) pe care unii oa
meni de ştiinţă. o numesc limita de încălzire a corpului (a se vedea spre exemplu 
Trues<lell C. [1969]}. Din punctul de vedere al teoriilor de continuum această 
mărime ar indica" existenţa unei limite pentru viteza de transformare a energiei 
în căldură fără producerea de putere mecanică ". Conţinutul acestei observaţii se 
constituie ca o axiomă a teoriei. Cea mai mică asemenea margine superioară este 
legată de noţiunea de entropie (sau mai precis rntropia este definită de aceasta) 
prm 

.C(B,t) = T(t)H(B,t) 

lnainte de a tren• la prezentarea axiomelor teoriei şi a consecinţelor llH, \'0111 

3 Dcsigur aceste inlc-rpretări ies <lin cadrul unei tt>Orii clasice de continuum. Ele tiji gi\sl'tK ,, 

juHt.ifirnrP co111plt>til doar III cadrul unor lt>orii" 111icrc>Hcopice" cart' 11ă poată fi lll co11corda11~a .-11 

l1•oriilt- ·• macroscopic,•". De· arl'<"a rititorului dornic Hă cu11oască mai prof1111d acestt> do11w11ii 
f1111d,1111,·11tal<- 1i rt•ro111a11tla111 L.Dra~o~ [l9î&], I.Muller [HJ85] fiÎ rn deoseoirt· < '.'l'rut's,h-11 'ii 
H M1111rn.-sl<"r [1!1~0] 
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observa că teoriile microscopice ( spre exemplu diferite teorii cinetice ale gazelor, 
teoria legilor constitutive ale soluţiilor de polimerilor, etc. - a se vedea I.Muller 
[1985], C.Truesdell, R.Muncaster [1980], Curtis şi alţii [1976]) sunt singurele care 
dau o interpretare ( complet plauzibilă ) noţiunii de entropie ( interpretare ce se 
pare că a fost pentru prima dată folosită consecvent de Gibbs [1902] ). Entropia 
este gândită , în acest sens, ca o măsură a dezordinii sistemului discret de" puncte 
materiale " ( ce reprezintă, pentru un observator microscopic, moleculele corpului 
considerat ). Media acestei mărimi, în sensul fiecărei teorii, defineşte densitatea 
de entropie de continuum ( câmpul de entropie ) despre care discutăm în cadrul 
termodinamicii mediilor continue. 

Mărimile definite mai sus şi ataşate corpului 8 pot fi, în anumite condiţii, 
reprezentate prin densităţi, sau mărimi specifice, definite la nivelul particulei 
materiale ( câmpuri ). Astfel, presupunând că funcţiile U, Qb, H sunt aditive 
de masă şi absolut continue, W este aditivă de volum şi absolut continuă, iar 
Qc este aditivă de suprafaţă şi absolut continuă o teoremă cunoscută de analiză 
reală conduce la existenţa unor densităţi specifice u, s, h, 11 pentru care avem 
reprezentările 

U(B, t) = 1 u(x, t)p(x, t)dV 
81 

W(B, t) = 1 T(x, t) · D(x, t)dV 
81 

Q(B, t) = 1 s(x, t)p(x, t)dV + f h(x, t, n)dA = 
81 la81 (1.1) 

= f s(x, t)p(x, t)dV - f q(x, t) • n(x, t)dA 
kl k~ 

H(B, t) = 1 71(x, t)p(x, t)dV 
81 

ln ecuaţiile ( 1.1) sunt utilizate notaţiile clasice. Astfel T reprezintă tensorul 
tensiunilor al lui Cauchy,D = ½(vv + (vv?), peste câmpul densităţii de ma.să, 
iar veste câmpul vitezelor. Relaţia h(x, t, n) = -q(x, t) • n(x, t) se obţine prin -
tr-o metodă asemănătoare cu metoda lui Cauchy pentru reprezentarea vectorului 
tensiune t(x, t, n) = T(x, t) · n(x, t). ln cele de mai sus n reprezintă. versorul 
normalei exterioare în x E 8Bt (frontier,. configuraţiei de la momentul actual 
ta corpului 8), punctul ( în (1.1)2, (1.lh, etc. ) reprezintă produsul scalar al 
mărimilor respective. ln acelaşi timp, semnul" - " în a doua parte a formulei ( 1.1 h 
este o convenţie ( ca indicând faptul că vectorul flux de căldură q este orientat în 
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sens invers gradientului temperaturii pe suprafaţa considerată, cel puţin în cazul 
în care inegalitatea lui Fourier este adevărată - a se 1·edea paragraful 3 al acestui 
capitol ). 

Corpul 8 trebuie să se supună axiomelor MMC şi deci, pentru câmpuri sufi
cient de regulate, următoarele ecuaţii ( ce leagă între ele o parte a funcţiilor de 
mai sus ) trebuie să fie verificate 

p + pdivv = 0-, (1.2) 

ecauţia de continuitate ( conservare locală a masei); 

pv = divT + pb, (1.3) 

ecuaţiile de mişcare ( de conservare locală a impulsului ); 

(1.4) 

ecuaţia de conservare locală. a momentului ( care pune în evidenţă simetria ten
sorului tensiunilor al lui Cauchy ).Inecuaţiile de mai sus câmpul b reprezintă den
sitatea forţelor masice ce acţionează asupra particulei materia.le din punctul x iar 

d 8 
punctul este notaţia clasică pentru derivata materială· = dt = ât + v(x, t) · V 

Acestor axiome li se adaugă axiome specifice de termodinamică.Prima ax
iomă a termodinamicii mediilor continue (TDMC) descrie bilanţul global ener
getic în corpul cosiderat ( este cunoscută. sub denumirea de prima lege a TD) şi 
este da.tă de următoarea relaţie 

( 1.5) 

Ea reprezintă observaţia ( experimentală ) conform căreia, dacă. într-un proces 
se produce putere atunci se poate schimba energia corpului şi, pe de altă parte, 
încălzirea corpului poate produce putere. Bilanţul variaţiei energiei este deci 
realizat de încălzirea corpului şi puterea mecanică produsă. Axioma trebuie in
terpretată ca o re11tricţie asupra mărimilor ce intră în ea şi nu ca o definiţie a 
vreuneia dintre ele. Local, în condiţii de regularitate a densităţilor introduse mai 

. . 
sus, axioma se scne 

rni = T · D - divq + p~ (I.li) 

11 
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Observaţiile făcute mai sus cu privire la" limita de încălzire,. şi legătura sa cu 
entropia corpului H, conduc la introducerea unei "a doua legi " a termodinamicii 
( axiomă ), numită de unii autori ( C. Truesdell [1969] ) "inegalitatea lui 
Clausius şi Planck ", care se reprezintă matematic prin 

T(t)H(B, t) ~ Q(B, t) 

Această formă a" legii a doua" este improprie utilizării ei pentru obţinerea de 
restricţii asupra răspunsului .termodinamic al materialului, cel puţin în cazul unor 
procese neomogene ( aşa cum sunt procesele termodinamice la care ne referim în 
cadrul acestei lucrări ). 4 Este de reţinut că sensul acestei inegalităţi trebuie 
înţeles ca punând în evidenţă un pricipiu matematic din care să rezulte propri
etatea celor mai multe " materiale " conform căreia pentru ele există clase la~gi 
de procese termocinetice în care se produc disipări ( pierderi ). Acest fapt poate fi 
pus în evidenţă printr-o inegalitate (numită cel mai adesea inegalitatea disipării). 

Procesele termocinetice în care se realizează egalitatea pentru orice timp t se 
zic reversibile. Orice alt proces termocinetic se zice ireversibil.Evident propri
etatea este constitutivă, în sensul că un proces poate reversibil pentru un corp şi 
ireversibil pentru un altul. 

Temperatura este modelată matematic ca un câmp scalar, independent de 
mişcarea corpurilor. 

Un principiu de limitare local, corespunzând observaţiilor legate de disipare 
(făcute mai sus ), care formează conţinutul a!ia zisei "legea a doua" a termod
inamicii va fi introdus sub forma inegalităţii lui Clausius şi Duhem.5 Aceasta 
cere ca producţia de entropie ( în orice punct x la orice moment de timp t ) să 
fie nenegativă pe orice proces termocinetic. Global, pe orice parte 'P a corpului 
aceasta se poate scrie 

. 1 s 1 q·n H - p-dV + -dA ~ O 
'P, T 8 -p, T 

Noi vom utiliza forma locală a acestei inegalităţi şi anume 

(1. 7) 

Este de observat că unii autori ( vezi spre exemplu I.Miiller[l985] ) inter-

41n Anexa I a lucrării prezentăm, pe scurt, unele observaţii, rezultate şi comentarii privind 
ace11tă formă a" legii a doua" a TO. 

5Sensul acestei inegalităţi este mai uşor de inţeles in cadrul unor teorii " microscopice " cum 
ar fi Teoria cinetică a gazelor 
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pretează aceste inegalităţi pornind de la observaţia că entropia specifică 'I , verifică 
o ecuaţie de bilanţ de forma 

. d" ( q) s p11 + 1 V T - p T = Pi 

( sau una globală corespunzătoare ) §i impunând ca producţia de entropie , să fie 
nenegativă pe orice proces termocinetic. Introducând densitatea de entropie 
liberă a lui Helmholtz prin 

·1/J(x, t) = u(x, t) - T(x, t)17(x, t) (1.8) 

inegalitatea de mai sus devine imediat 

( 1.9) 

Pentru ca ecuaţiile de mai sus să devină explicite este necesar să cunoaştem 
" răspunsul materialului "( pe orice proces termocinetic ). Aceasta presupune 
descrierea modului în care funţiile ( constitutive ) T, u ( sau ·,J,), q şi 11 depind 
de procesul termocinetic. Se prc1mpune apriori că acestea sunt determina.te ( în 
orice punct x, la orice moment de timp t ) de valorile unor funcţionale pe istoria 
procesului termocinetic la care a fost supusă o vecinătate a particulei materiale 
X E 8. Prin urmare se afirmă existenţa unor funcţionale ( constitutive) T, q, u 
şi ij a.şa încât 

T(x, t) =--= T( x', 1'1) 

u(x, t) = u( x', 1'1) 

q(x, t) = q( x', T') 

,1(x,t)=11(x1
, T') 

lu relaţiile de mai sus am notat, pentru o funcţie I : R -+ . l rn 
f': [O,oo)-+ A. funcţia definită. prin J'(s) = J(t - s), pentrn orice ... E [O,oo), 
<"a.re s<• uum~te istoria. funcţiei f până. la momentul t. Corpurile ce vor fan' ol>i('c
tul de studiu a.I acestt•i <"ă.rţi sunt materiale simple de tip Huid. Pt•ntru acea.-;t.c\ 

clasa larga d<' 111atc-riaw teoria lt•gilor corn;titutive ( a st· v<'dea sprt• ext•111plu 

I (i 
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C. Truesdell [1977), S.Cleja-Tigoiu şi N.Cristescu [1985] : "Teorema fundamen
tală asupra fluidelor") arată. că dependenţa funcţionalelor constitutive de isto
ria mişcării se face pri11 intermediul tensorului Cauchy-Green ( la dreapta ) 
în mişca.rea relativă ( C) ). Un principiu utilizat adesea ( care reprezintă im
posibilitatea unei opţiuni apriorice asupra tipului dependenţelor funcţionale din 
relaţiile de mai sus ), numit principiul echiprezenţei, conduce la presupunerea 
că toate funcţionalele constitutive sunt apriori dependente de C! în loc de x'. 
Funcţionalele constitutive trebuie să verifice Axiomele teoriei ( ecuaţiile de bilanţ 
(1.3), (1.4), (1.6) şi inegalitatea disipării - oricare ar fi aceasta), oricare ar fi proce
sul termocinetic la care este supus corpul. Această remarcă face obiectul axiomei 
cunoscută sub denumirea de Principiul Determinismului Termodinamic ( a 
se vedea Anexa 1 ). Pentru utilizarea acestui principiu trebuie satisfăcute ecuaţiile 
(1.3) şi (1.6). Pentru aceasta se vor alege câmpurile b şi s astfel ca ecuaţiile să. fie 
hilanţate ( corespunzător fiecărei alegeri a procesului termocinetic )6. Inegalitatea 
(1.9), pe care o vom utiliza, va impune anumite restricţii asupra funcţionalelor 
constitutive considerate ( care poartă denumirea de restricţii conatitutive ). 
Odată cu eliminarea câmpurilor b şi s obţinem, utilizând observaţiile de mai 
sus, Principiul Efectiv al Determinismului Termodinamic (PEDT), care 
pentru un corp fluid se enunţă astfel 

Corpul fluid 8 este un corp termodinamic dacă există funclionalele T, q, u fi 
'1 definite pe istoriile lui C, şi T aşa încât 

T(x, t) = T( CL T1
) 

u(x, t) = u( C!, T1
) 

q(x, t) = q( c:, T1
) 

iar inegalitatea (1.9) este satisfăcută oricare ar fi procesul termocinetic la care a 
fost supus corpul până la momentul t, pentru orice t. 7 ln fapt, PEDT reprezintă 
axioma fundamentală a termodinamicii mediilor continue. Acest principiu in
dică, calea de urmat pentru obţinerea unor informaţii suplimentare asupra struc
turii funcţionalelor constitutive, informaţii ce poartă numele de reatricţii con
atitutive. Din punct de vedere teoretic general nu avem alte mijloace ( axiome, 
etc.) pentru a putea obţine II limitări II asupra formei functionalelor de răspuns 
( constitutive ). 

6 Exi11tl\ ,i alte modalităţi dt• a utilin aceste relaţii. I Shih Liu [1972) con11truie.tte o metodă 
dt> multiplicatori Lagrange pP care o aplică !fi cart> e11te prezeutatl ,i in Muller [1985), în timp 
1"1• Sulil'iu [lllM3] i11troduce o nwt.odă ce 11e hllzează pe dependenţa soluţiei sistemului de ecuaţii 
tlirn1•11\ial•· de dalele iniţialt•, utilizată de Făciu [19~5] 

7 EHtP U!iOr 1le ohH••rvat. cil 111 <le11crierea de mai 1H1H, !Uier\iunea - oricare ar fi procesul, revine 
lll oricart• ar li ÎHtorilL pnt-d1ii ( C 1 , T). 
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1.2 Restricţii constitutive termodinamice 
pentru fluidul lui Navier l)i Stokes şi gazul perfect 

Fluidul lui Navier şi Stokes, privit din punctul de vedere al termodinamicii 
mediilor continue, este un corp continuu simplu, de tip fluid ( numit şi fluidul 
vâscos, liniar şi izotrop ). In cele ce urmează vom enunţa PEDT pentru acesta. 
1n acest scop să facem mai întâi precizarea că alegerea unei forme particulare 
pentru funcţionalele constitutive se face respectând axiomele introduse. Aceasta 
cere, în primul rând, precizarea modului în care funcţionalele depind de ( c:, Tt ). 
Pentru fluidul izotrop, vâscos şi liniar " se ştie " că tensorul tensiunilor ( presiuni
lor ) al lui Cauchy, T, este dat de 

T(x, t) = -p(p(x, t), T(x, t)) I+ A(p(x, t), T(x, t))(trD(x, t)) I+ 

2µ(p(x, t), T(x, t)) D(x, t) 
(1.10) 

şi prin urmare dependenţa de ( C!, Tt ) se face, în acest caz, prin intermediul 
mărimilor p, D, T şi VT. Există mai multe căi de a obţine această ecuaţie. 
Se poate apela la " Teorema de aproximare " a lui Coleman şi Noll (1960). 
Aceasta însă, deşi un rezultat matematic foarte frumos, impune restricţii im
portante asupra proceselor ce pot fi luate în consideraţie. Pe de altă parte se 
poate presupune că dependenţa funcţională a tensiunii de c: se realizează doar 
prin valoarea acestuia la s = o, adică ca x, s) l.=o= 2D( x, t). 1n acelaşi timp 
dependenţa de Tt( x, s) se realizează prin T şi VT. Aceste ipoteze conduc la 

T(x, t) = -p(p, T) I+ f(p, D, T, VT) 

' care este legea ( generală ) pentru un fluid vâscos conducător de căldură.. Dacă 
utilizăm acum teorema lui Wang de reprezentare a funcţiilor tensoriale izotrope 
( cu variabile un tensor simetric şi un vector - a se vedea Wang [1970) şi Anexa 2 ) 
şi se ţine cont de ipoteza de liniaritate a funcţiei de răspuns a tensiunii în raport 
cu variabilele sale, se obţine relaţia (1.10). O prezentare mai detailată. a unui 
rezultat similar, privind fluxul de căldură, se· face în paragraful urmă.tor. Cum 
apriori nu avem motive să considerăm alte liste de variabile pentru celelalte funcţii 
de răspuns ( Principiul Echiprezenţei ), rezultă că" domeniul constitutiv " este 

~ = {M = (p, T,D,g) Ip E R+, TE R+, DE Slin(V, V), g EV} (1.11) 

lK 
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unde am notat cu SLin (V, V) mulţimea aplicaţiilor liniare şi simetrice dela spaţiul 
vectorial V cu valori V. Prin urmare PEDT se enunţă. acum astfel 

Fluidul vâscos, liniar şi izotrop este un corp termodinamic dacă există Junel iile 
p, ,\, µ, F, H şi Q definite pe ~, astfel ca 

T(x, t) = -p(p, T)I + ,\(p, T)(trD)I + 2µ(p, T)D 

1/J(x, t) = F(p, T, D, g) 

11(x, t) = H(p, T, D, g) 

q(x, t) = Q(p, 1', D, g) 

(1.12) 

iar inegalitatea ( 1. 9) are loc oricare ar fi procesul termocinetic la care a fost supus 
corpul până la momentul t, pentru orice t. 

Mai sus ( şi în cele ce urmează ) s-a notat g = VT. 

Observând modul în care funcţiile de răspuns depind de (x', T') suntem 
conduşi la următorul rezultat, ce facilitează utilizarea ingalităţii C-D. 

Fie T 0 E R+, To E R, g 0 E V, g: E V, L 0 , L: E Lin(V, V). Atunci există o 
mifcare x şi un câmp de temperat-ura T aşa încât pentru timpul t fi pozilia x 
fixate, arbitrare să avem 

d I 

Vv{x, t) = L0 ; dt Vv(x, t) = L0 ; 

T(x, t) = T0 ; T(x, t) = To; (1.13) 

d I 

VT(x, t) = g0 ; dt VT(x, t) = g0 . 

Pentru demonstraţie este suficient să observăm că dacă definim un câmp de 
viteze şi un câmp de temperatură prin 

v(y, r) = Vo + Lo[Y - x] + L~[y - x](r - t) (1.14) 

~i rrspel'I iv 

l!I 
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şi ţinem cont de definiţia derivatei materiale, un calcul direct conduce imediat la 
obţinerea relaţiilor din enunţ. Pentru a încheia demonstraţia trebuie să observăm 
că mişcarea X, pentru care câmpul de viteze este definit de relaţia (1.14), este 
soluţia problemei Cauchy 

dy - = v(y,r) 
dr 

y(t) = X 

(1.16) 

unde y(r) = x(X, r). Având în vedere forma câmpului v, problema (1.16) are 
soluţie unică (teorema lui Peano- Cauchy) pe orice interval finit de timp [t, a]. 

Enunţul va fi folosit în sensul că vom putea afirma că: dacă inegalitatea 
C-D are loc pentru orice proces termocinetic la care a fost supus corpul până 
la momentul t, atunci are loc pentru o alegere arbitrară a valorilor funcţiilor 
T, T, g, g, D, i>, la momentul t în x, şi reciproc. Evident, alegerea arbitrară 
a valorii lui D rezultă. din alegerea posibilă. pentru L = Vv, ti definiţia lui 
D = ½(L + LT). 

Cu acestea putem enunţa teorema de caracterizare (numită adesea de tip Cole
man, căci acesta a dat pentru prima dată. o asemenea teoremă de caracterizare 
pentru materialele simple cu memorie întârziată.; Coleman[1964]) termodinamică 
a fluidului vâscos, liniar, izotrop al lui N avier şi Stokes. 

Fluidul vâscos, liniar, izotrop al lui Navier şi Stokes verifică PEDT dacă şi 
numai dacă 

t/J(x, t) = F(p, T) 

77(x, t) = -FHp, T), 

p(x, t) = p'l Fp(p, T), 

3.\(p, T) + 2µ(p, T) ~ O, µ(p, T) ~ O 

1 
-..\(p, T)(trD) 1 

- 2µ(p, T)trD1 + TQ(p, T, D, g) · g ~ O 

pentru orice p, TE R~, g E V şi DE SLin(V, V). 

20 
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Pentru demonstraţie se observă că satisfacerea inegalităţii (C- D) de către 
funcţiile de răspuns ( 1.12) ( conform cu PEDT) este echivalentă, prin utilizarea 
lemei precedente, cu satisfacerea inegalităţii 

-p2 Fpti-D + (pFT + pH)T + pFg • g + pFo · i>+ 

I 
p trD - .X(trD)2 

- 2µ trD2 + TQ · g ~ O 
(1.18) 

oricare ar fi p, T E R+, g, g E V şi D, D E SLin(V, V), unde am ţinut cont de 
ecuaţia de continuitate. 

ln această parte a lucrării, notăm cu Ar(x, y, .. . ) derivata parţială. a funcţiei 
A, în raport cu x. lnţelesul notaţiilor vectoriale, Fg şi respectiv tensoriale, Fo 
este evident ( a se vedea şi Anexa 2). 

Având în vedere că F ( şi deci şi derivatele sale ), H, Q, p, Â şi µ nu depind 
de T, g, şi D, rezultă că termenii liniari în aceste mărimi trebuie să se anuleze. 
Prin urmare primele două relaţii ( 1. 17) sunt satisfă.cute. Cu aceasta inegalitatea 
reziduală devine 

(1.19) 

pentru p, TE R+,1 EV şi DE SLin(V, V). Alegând I= O,D = sl, cu a E R 
arbitrar, inegalitatea este satisfă.cută dacă p = p:i FP şi, pe un proces izotermic, 
inegalitatea reziduală se scrie 

-Â(p, T)(trD) 2 
- 2µtrD:i ~ O 

pentru orice p, T E R+, D E SLin(V, V). Inegalitatea de mai sus este echiva
lentă cu condiţiile ( 1.17)4,5 din enunţ. lntreg ansamblul de condiţii obţinute dau 
riulpuns complet teoremei. 

lncheiem, acest paragraf, cu câteva observaţii. Reamintim că pozitivitatea 
vâscozităţii cinematice µ şi inegalitatea Stokes ( 3Â + 2µ ~ O ) sunt condiţii 
extrem de utile în demonstrarea. teoreme; de unicitate a soluţiei problemei cu 
<late iniţiale şi la frontieră., precum şi în demonstrarea. stabilităţii asimptotice a 
stării <le repaus ( sau a stabilită.ţii soluţiei în raport cu datele iniţiale) pentru 
Huidui vâscos al lui Navier- Stokes. 
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Primele trei relaţii din ( 1.17) arată că energia liberă specifică 1/,, ( dar şi energia 
internă specifică u ) este determinabilă în experienţe termostatice ( de echilibru ) 
şi, mai mult, ea este potenţial termodinamic ( În sensul termodinamicii proceselor 
reversibile ), căci determină entropia specifică 11 şi presiunea p. 

La acest nivel de generalitate nu se pot obţine informaţii suplimentare prin 
prelucrarea inegalităţii reziduale. Pentru necesităţile paragrafului urmă.tor, vom 
observa că inegalitatea ( 1.17)6 conduce la introducerea" funcţiei de disipare" 

I'(M) = -.\(p, T)(trD)2 
- 2µ(p, T)trD 2 + ~Q(M) · g 

cu care inegalitatea devine 

r( M) ~ O, pentru oriceM E ~ 

1.3 Fluxul de căldura lji energia internă în vecinătatea 
stărilor de echilibru.Ecuaţia de propagare 

ln ipotezele constitutive s-a presupus că fluidul pc care îl analizăm et1te izotrop 
din punct de vedere termodinamic ( deci cele patru funcţii de răspuns sunt 
izotrope ). Pentru fluxul de căldura această ipoteză conduce, prin aplicarea 
teremei de reprezentare a lui Wang, la o reprezentare particulară a lui Q. Ob
servând că fluxul de căldură depinde de un vector g E V şi de un tensor simetric 
DE SLin(V, V) se consta.tă. imediat că. mulţimea de generatori corespunzătoare 
este 

g,Dg,D2g, 

iar mulţimea completă (ireductibilă} a invarianţilor corespunzători este: 

Cu accstt• remarci teorema de reprezentare a funcţiilor izotrope condun• la 
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unde qi sunt funcţii scalare izotrope. 

Evident, se pune acum întrebarea: în ce condiţii se poate obţine "celebra" 
lege a lui Fourier ( de reprezentare a fluxului de ·căldură ) ? 

Pentru un fluid ( vâscos ) starea de echilibru este definită de punctele 
Me = (Pe, Te, O, O) E Â, unde Pe, Te pot depinde de x, dar nu de t ( evident 
ecuaţiile (1.2), (1.3), (1.4) şi (1.6) trebuie să fie îndeplinit~). 

Se poate observa imediat că legea lui Fourier poate fi întotdeauna obţinută în 
ipoteza răspunsului liniar în ambele variabile g, D. Ipoteza ni se pare însă prea 
"tare" ( pe de o parte ) şi ascunzând esenţa problemei. Trebuie să observăm 
în plus că, până în prezent nu există experienţe dinamice (controlabile) din care 
să. poată. fi pusă în evidenţă. o asemenea relaţie. In plus, inegalitatea reziduală. 
a disipării (1.17)6 , pune în evidenţă faptul că funcţia de disipare r îşi atinge 
maximul pe stările de echilibru 

(1.21) 

pentru orice M E Â. Vom utiliza ( în ipoteze de regularitate pentru .\, µ şi Q ) 
un procedeu cunoscut de stabilire a condiţiilor de maxim (care indică. faptul că. 
relaţia de mai sus este echivalentă cu asertarea ei pe orice "direcţie" din Â ce 
trece prin Me ). 

Pentru aceasta se consideră. un punct arbitrar fixat M1 E Â şi se observă că 
pentru orice M E MeM1 avem M = Me + sM1 • Se defineşte funcţia 

şi se observă că (1.21) revine la 

(1.22) 

Atunci aceasta este echivalentă cu condiţiile 

( 1.23) 

Ohsnvâud că 
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Se constată imediat că (1.23). este automat satisfăcută ( q(Me) = O, din (1.20)), 
în timp ce (1.23):i conduce la 

pentru orice g1 E V şi D1 E SLin(V, V). Urmând calea deja cunoscută se 
constată că aceasta conduce cu necesitate la 

(1.25) 

Cu această observaţie suntem îndreptăţiţi acum si considerăm V o vecinătate 
suficient de mică a lui Me E ~ şi să vedem care este forma lui Q aici. Pentru 
aceasta, considerăm că I p- Pe I, I T - Te I, I g I, I D I, sunt mici ( în reprezentare 
adimensională în raport cu 1 ), ceea ce, cu alte cuvinte înseamnă că starea M este 
apropiată de starea (în vecinătatea ) M~ . Dezvoltând în serie Taylor, până la 
termenii de ordinul întâi, fluxul de căldură în vecinătatea puctului Me, obţinem 

Q(p, T, g, D) = Q(Me) + Qp(Me)(p - Pe)+ QT(Me)(T - Te) 

+Qg(Me)[g] + Qn(Me)[D] + O(t:i) 

In urma unor calcule directe, ţinând cont şi de (20), ajungem la 

Qg(Me)[g) = q1(Me)hij9iej = q1(Me)g 

Qn(Me)[D] = O 

24 

( 1.26) 
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Prin urmare, în vecinătatea stărilor de echilibru 

(1.27) 

Cu aceasta se poate trage concluzia că, în vecinătatea stărilor de echilibru 
legea lui Fourier este o bună aproximare a fluxului de căldură pentru un fluid 
vucos liniar, iar inegalitatea lui Fourier ( 1.25) este adevărată. 

In mod tradiţional se notează cu 

k(p, T) = -q1 (p, T) ( 1.28) 

şi se numeşte coeficientul conductibilităţii termice. Cu aceasta concluziile de mai 
sus se subsumează în : 

q(x, t) = Q(p, T, VT, D) = -k(pe, Te)VT 

k(p, T) ~ O 
(1.29) 

în vecinătatea unei stări de echilibru Me E Â. Formula ( 1.29) arată că în vecinătatea 
unei stări de echilibru fluxul de căldura q este proporţional cu gradientul tempera
turii şi are sens opus. Uneori, prin generalizare, se presupune că fluxul de căldură 
este proporţional cu VT, dar mai mult coeficientul conductibilităţii termice este 
presupus dependendent de T şi nu de Te. 

In termostatică. ( termodinamica proceselor reversibile şi omogene) se definesc 
două. mirimi importante pentru caracterizarea comportamentului termodinamic: 
cv(P, T) - căldura specifică la volum constant şi respectiv lv(P, T) - căldura latentă 
în raport cu volumul. ln termodinamica proceselor reversibile şi omogene 1e arată 
că. ( teoremele de potenţialitate) aceste mărimi sunt determinate de energia liberă 
a lui Helmholtz ( ca un potenţial ) prin 

Jcv(P, T) = -Tfrr(p, T) 

J lv(P, T) = p2T F'pr(p, T) 
( 1.30) 

iar ev > O priu axiome. 111 ( 1.:JO) J este con:-1ta11ta ce interconverteşte unităţile 

dt• lucrn Î11 1mită\i df• <'ăldură. 

•)I". _.) 
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Deoarece am arătat că pentru fluidul lui Navier- Stokes t/J ( şi respectiv u ) 
este determinabilă prin cunoaşterea sa pe stările de echilibru ( depinzând doar 
de p, T), sau prin experienţe de termostatică, rezultă că formulele {1.30) sunt 
îndeplinite. Atunci, având în vedere relaţiile (1.8), (1.17), (1.30), obţinem: 

pu = -p(p, T) trD + Jlv(p, T) trD + pJc,,(p, T) T (1.31) 

unde s-a presupus că relaţiile (1.30) şi ev > O au loc în vecinătatea unei stâri de 
echilibru Me. 

Aceste observaţii împreună cu cele din paragraful precedent conduc la scrierea 
ecuaţiei de bilanţ a energiei interne (1.4), pentru un fluid de tip Navier şi Stokes, 
în forma 

(1.32) 
= -Jlv(P, T) divv + A(p, T) (trD)1 + 2µ(p, T) trD1 + ps 

care poartă numele de ecuaţia de propagare a temperaturii, sau a căldurii 
(în vecinătatea punctului {p0 , To)). 

ln majoritatea problemelor ce vor fi tratate în prezentul curs se va presupune 
că, coeficienţii constitutivi ev, k, Iv, A,µ sunt constanţi. 

Se observă că există situaţii în care se consideră ecuaţia de propagare în care 
în locul celui de-al doilea termen din membrul stâng se va lua div(k(p, T)gradT). 
O astfel de ecuaţie corespunde cazului în care se presupune apriori că legea lui 
Fourier este peste tot adevărată şi coeficientul conductibilităţii termice va depinde 
atunci de valorile curente ale densităţii de masă şi ale temperaturii. 

Adesea în modelele meteorologice se consideră aerul ca un gaz ideal, perfect. 
Deci pentru el se presupune că 

T(x, t) = -p(p, T) I, ( 1.33) 

ŞI 

p(p, T) = RpT , ( 1.3-!) 

u11<lt' I este tensornl unitate, iar H t'sle constanta gazului. 
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Toate observaţiile anterioare rămân valabile iar ecuaţia de propagare a căldurii 
se scrie 

(1.35) 

Foarte utilă pentru descrierea unor procese omogene, este transcrierea ecuaţiei 
( 1.35) într-o formă uşor modificată.. Pentru obţinerea, ei amintim că, în termod
inamica proceselor reversibile şi omogene ( a se vedea spre exemplu C.Truesdell 
[1978) ) se arată că pentru un gaz ideal pentru care diferenţa căldurilor specifice 

R 
este o constantă. pozitivă ( c;,-c11 > O), adică are loc relaţia lui Mayer Cp-Cv = J, 
Teorema fundamentală a calorimetriei conduce la obţinerea unei relaţii simple 
între căldura latentă în raport cu volumul şi presiune Jlv = p. Ţinând acum 
cont de cele de mai sus şi de relaţiile (I.:JO), rezultă că, în vecinătatea stărilor de 
echilibru, ecuaţia de propagare ( 1.35) pentru un gaz ideal conducător de căldură 
se scne 

(1.36) 

Cp 
unde 1 = -, c;, fiind căldura specifică la presiune constantă. 

Cv 

1.4 Ecuaţiile fundamentale ale termodinamicii atmosferei 

Cu acestea sistemul de ecuaţii ce va descrie starea termodinamică a unui gaz 
ideal, perfect este dat de (se introduce (1.3:l) în (I.:J) şi (1.2), iar (1.3) şi (1.36) 
dau) 

p + pdivv = O 

/I= Up'/' 

·r _, 

( l.:Ji) 
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In acelaşi timp sistemul de ecuaţii ce va descrie starea termodinamică. a unui 
fluid vâscos liniar şi izotrop este 

p + pdivv = O 

. l µ l µ . 
v = --gradp + -~v + --gradd1vv + g 

p p 3 p 

T + ~divv = _k_~T - 2 µ(p, T) (divv)2 + 2µ(p, T) Di1rDi1c + ~ 
PCv J PCv 3 J PCv J PCv Jev 

(1.38) 

p = p(p, 'J') 

unde am folosit relaţia lui Stokes 3A + 2µ = O ( caz curent utilizat în dinamica 
atmosferei). 

Uacă. relaţia de stare (1.38)4 este cea de fluid ideal, adică {1.34) atunci (1.38)3 
se transformă În ( 1.37)3 la care se adaugă termenii ce depind de mişcare { de 
câmpul de viteze v din membrul drept al relaţiei {l.38)3.) 

Ecuaţia de propagare ( 1.37)3 poate fi scrisă În diferite forme echivalente. Vom 
da mai jos două. asemenea forme ce vor fi des utilizate în capitolele ce urmează.. 
Pentru a le obţine vom presupune că. gazul este ideal, perfect, neconducător de 
căldură (k = O) şi se găseşte în absenţa unor surse volumice de căldură (s = O) 8 

ln aceste condiţii, notând o = 1/ p volumul specific se constată că legea de stare 
se scrie po = RT. Ţinând cont că Jlv = p şi înlocuind direct p cu 1/o în (1.35) 
obţinem imediat pentru ecuaţia de propagare 

Nişte substituţii la fel de simple ce ţin cont şi de relaţia lui Mayer, conduc la 
scrierea ecuaţiei (I.:H)J în forma simplificată 

Dacă vom ţine cont, acum, de faptul că mişcarea aerului în raport cu un 
observator solidar legat cu Pământul se face într- un reper neinerţial 9 şi dacă ne 
vom referi la cazul mişcării la scară mare ( la acesta scară. atmosfera este presupusă. 

8 Putem uşor constata că, chiar şi în razul unui gaz conducător de căldură, 111călzirea se 
nuulează pe procese adiahat.irc. Oeri se pollte presupune, de asemenea, că procesele de care ne 
ocupăm sunt adiabatice 

!I A "" Vf'df'a paragraful fi al flrt'Hl.11i capii.ol pc>nt.rn prc>riziiri Ruplim„nt.,uc> 
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în echilibru hidrostatic, adică acceleraţia verticală. şi componenta verticală a forţei 
Coriolis se neglijează) atunci ecuaţiile de mişcare (37)2 se scriu 

v' = -ograd.r,11P - f X v' 

8p 
0= -o- -g 

8z 

unde am notat cu v' câmpul orizontal de viteze în mişcarea relativă v = v' + w şi 
cu / = 200 ainy,0 parametrul lui Coriolis în apoximaţia descrisă, f = /k. In cele 
de mai sus y,0 este latitudinea geografică a observatorului, iar 0 0 este modulul 
vitezei Coriolis a Pământului. 

Cu aceste observaţii sistemul ( 1.37) se poate scrie într- una din următoarele 
forme 

o- odivv = O 

v' = -ograd p - f X v' z,11 

8p 
0= -a--g 

âz 

Jc,,T +pa= O 

po=RT 

o- adivv = O 

8p 
0= -a--g az 
Jc„T- op= O 

pa= RT 

:rn 

(1.37)' 

( 1.37)" 
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ce vor fi utilizate în capitolele următoare. 

Adesea în calculele curente, se neglijează constanta J de interconvertibilitate 
a unităţilor de căldură în unităţi de lucru mecanic. 

1.5 Stări de referinţă ale atmosferei 

Diferite modele de mişcare a atmosferei ce vor fi discutate în capitolele următoare 
se referă la perturbarea unei anumite stări date. O astfel de stare (neperturbată.), 
căreia se presupune că- i cunoaştem complet caracteristicile, se numeşte stare de 
referinţă (pentru problema considerată). Dintre stările de referinţă posibile o 
semnificaţie deosebită. o au: a) atmosfera politropă şi b) atmosfera omogenă. 

a) Atmosfera politropă este determinată ca o stare staţionară. de echili
bru termodinamic a coloanei de aer. Aceasta înseamnă să presupunem absenţa 
mişcării mecanice (v = O) şi forţele externe date de forţa de greutate (b = 
g acceleraţia gravitaţională. în ( 1.3) ), ceea ce conduce la următoarea formă a 
ecuaţiilor de mişcare 

p(x,t) = p,.(::) 

( 1.39) 

-Pr9 

de unde, imediat avem că p(x, t) = Pr(z) şi cu legea de stare Pr = RprTr rezultă 
că şi T(x, t) = 7~(z). Priu urmare, presupunând că suntem în absenţa surselor 
volumice de căldură avem , din ( LJ2) sau ( 1.36) 

( 1.40) 

Observând că ( 1 .10) conduce la un gradient vertical de temperatură const aut 

dTr r · · ' l l l' ( "I - I )g b . . d' - = - r ŞI cum III atmos,era stan< ar< r = --- vom o ţme 1me iat, 
~ 1R 

din ( 1.:39) şi ( 1.40), descrierea completă a atmosferei politrope 
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1~(z) = 1~(0) - l',.z 

g r <- -1) 
p,.(z) = p,.(0)(1 - T,.(~)z) f„R 

(1.41) 

g 

( ) f r f R 
Pr Z = p,.(0)(1 - T,.(O) Z) r 

Şi deci atmosfera politropă este atmosfera în echilibru staţionar, în care tem
peratura descreşte liniar cu înălţimea. 

b) Atmosfera de referinţă omogenă este (fără.alte specificaţii) aceea stare 
de echilibru staţionar a atmosferei în care densitatea este constantă cu înălţimea. 
Din ( 1.31) avem imediat că 

p(z) p(O) 
T(z) = T(O) = Rp(O) = c~st. 

Cum {1.41)4 şi (1.41):, conduc la 

g 

p,.(z) = (T,.(z)) f „R 
p,.(O) T,.(O) 

( 1.42) 

rezultă, din cele două relaţii de mai sus, că. atmosfera omogenă este uq caz par

ticular de atmosferă. politropă în care r,. = f~ = ~, ( unde g = 9,804 m/ s1
, iar 

R = 286,8 m2/s2 °K). 

Notând cu H: înălţimea atmosferei omogene în cuprinsul că.reia densitatea 
aerului are valoarea p~ de la nivelul solului, atunci presiunea la sol se poate 
exprima cu definiţia (respectiv cu relaţia (1.34)) 

Jl 
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n; = RT:(o) ~ 7990, 5m 
g 

pentru 1~(0) = 0°G' = 273, 15 ° K. 

(1.43) 

1.6 Forma adimensională a ecuaţiilor termodinamicii atmosferei 

Atât pentru rezolvarea unor probleme efective de mişcare a aerului cât şi 

pentru construirea unor " modele " de mişcare ( a se vedea capitole următoare) 
şi realizarea unei analize cantitative şi calitative a rezultatelor, este deosebit de 
importantă punerea în evidenţă a variabilelor fără dimensiune, şi, în mod core
spunzător, a ecuaţiilor scrise în formă adimensională. 

Pentru a pune în evidenţă parametrii proprii ecuaţiilor (1.38) să introducem 
mărimile de adimensionalizare. Precizăm că acestea depind de fiecare problemă în 
parte ( spre exemplu se pot referi la" starea de referinţă." descrisă. în paragraful 
5, la caracteristicile domeniului ocupat de fluid, la tipul de problemă., etc.). De 
aceea, la acest nivel le vom numi mărimi caracteristice. Mai precizăm că se 
presupune că fluidul ( atmosfera ) se mişcă relativ la un observator fix pe Pământ. 
Scara mişcării fiind mult mai mică. decât raza medie a Pământului ( a0 ~ 6367 km) 
vom lucra într- un sistem de coordonate carteziene, cu axele îndreptate spre est, 
nord şi verticala ascendentă, de versori i,j, k, ( k având sens opus lui g -
acceleraţia gravitaţională). Deci, dacă vom nota cu {l viteza Coriolis şi cu t/J 
latitudinea punctului de observaţie, atunci {l = 0 0 (costpj + sint/Jk) şi ecuaţiile 

(1.38) se scriu în reperul solidar legat cu Pământul 

p + pdivv = O 

pv = -grad p +µdv+ 1grad divv + pg - 2pO0 (e xv) - 4pO!(e x (ex r)) 

( 1.44) 
· -y-lT -y-1 t -y-1 T 1 3 -y-1 

'l' - ---p = --k-d1' + 2--µ-(D · D - -(divv) ) + --s 
-y p -y p -y p 3 R-y 

p= RpT 

Pentru obţinerea ecuaţiilor ( 1.44) s- a ţinut cQnt de formulele cunoscute ( vezi 
spre exemplu lacoh[l971], sau Dragoş [1976] şi [1983]) privindscriereaacceleraţit-i 
în mişcarea relativă 
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Notând cu r poziţia punctului din atmosferă în raport cu un reper solidar 
legat de Pământ, cu r0 poziţia acestuia în raport cu un reper fix centrat în centrul 
Pământului ( I r0 I= a0 ~ 6367 km raza medie a Pământului ) şi cu U viteza 
de rotaţie instantanee a sistemului mobil în raport cu cel fix, ţinând. cont că O 
este derivata lui {} în raport cu sistemul mobil şi că {} este presupus constant 
în timp faţă de acesta, avem 

Jl . •• = dtlro + n X r + n X (O X r) = n X (O X r) 

Pe de altă parte acceleraţia Coriolis va fi 

unde am folosit notaţiile obişnuite Î' = v, e· = costpj + simpk, I e I= 1 
( 0 0 ~ 7,3 10-5 s-1 . Cu acestea ecuaţiile (1.40h rezultă. imediat din (1.38)3. 

Sistemul astfel obţinut este închis şi are ca necunoscute p, v, T, p. 

Mărimile caracteristice ale problemei noastre vor fi : un timp t0 , două lungimi 
caracteristice L 0 , H0 , (în dinamica atmosferei este util, ca dimensiunea caracteris
tică verticală să fie luată diferită de cea orizontală, în cele mai multe probleme) , 
două. viteze caracteristice U0 , W0 , ( care se află în aceiaşi relaţie relativă. ca şi 
L0 , H0 ) o presiune caracteristică. p0 , o densitate caracteristică p0 şi o temperatură 
caracteristică. T0 (care sunt legate prin p0 = Rp0 T0 ). Notând cu .Â. mărimea 
adimensională. corespunzătoare mărimii fizice A, avem imediat 

( 1.45) 

Aceste mărimi, introduse în sistemul <le ecuaţii ( 1.44) conduc, în urma unor 
rakulc simple, la scrierea sistemului în forma 
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Sh: + div(pv) = O 

&v 1 1 - 1 ~ 1-
p{Sh ât + (v · gra.d)v + R~ (ex v)} + -yM2 gra.dp = Re (av + 3gra.ddivv) 

1 
+a Ro le 

(1.46) 

âT -y - 1 T âp 1 T -
{Sh-ât + (v · grad)T} + ---{Sh-

8 
+ (v · gra.d)p} = R p -aT+ 

-y p t e rp 

M2 - - 2 2 +h - 1)-(2D · D - -(<livv) ) + As 
Re 3 

p=pT 

Io scrierea sistemului (1.46) am notat mărimile a.dimensionale: Sh = l!Lo 
oto 

(Strouhal); R0 = ,:;
0 

(ltossby), cu /0 = 200 sinc,o0 - parametrul lui Coriolis, 

Uo ( ) PoUoLo şi C;?o - o latitudine de referinţă.; M = ("YRTo)l/2 Mach ; Re = , µ 

(R.cynolds); Pr = ~ (Prandtl). 

Să mai observăm că În ecuaţia de propagare se poate introduce numărul 
Pe = RePr - (Peclet) şi că am notat a = 

2
U r:,0

• ( 90 - fiind acceleraţia 
o o!Ull(;?o 

gravitaţională medie în regiunea considerată), g,. = (g - {l x (O x r))- acceleraţia 
. . al. L • • A "Y - 1 Loso ( d ă . . . . 

grav1taţ1on a e1ect1vă,1ar = R-y ToUo un e s 0 este o m rime caracteristica 

pentru sursele volumice de căldură ). Asupra acestor din urmă para.metrii se va 
reveni În capitolele următoare.Io fine, în formulele ( 46) am notat cu v, g~, a, Î> 
cămpurile 

( 1.47) 
grad• grad 

} - -T 

2[grad(v) + grad (v)] 

:l4 
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unde l = H0 / Lo = W0 /U0 se numeşte parametru de scară. 

1. 7 Formularea condiţiilor iniţiale şi la limită 

Pentru a rezolva o problemă concretă legată de mişcarea aerului este evident 
că, în primul „ând, trebuie formulate nişte condiţii iniţiale pentru p, v, T. Acestea 
vor fi date de 

(1.48) 

Aceste condiţii vor descrie starea atmosferei în domeniul considerat la 
începutul intervalului de observaţie. Ea poate fi spre exemplu asimilată unei 
atmosfere politrope sau unei atmosfere omogene, etc. 

Datele iniţiale se adimensionalizează ca şi ecuaţiile, iar în variabilele adimen
sionale, în formulele adimensionale ( 1.48) v 0 se înlocuieşte cu v0 (spre exemplu). 

lu ceea ce pri velite cou<liţiile la frontieră. trebuie ::iă. observăm că. a.cestea. suut 
de două tipuri 

a)Condiţii pe o suprafaţă solidă ( nedeformabilă, impermeabilă) fixă E. 
Dacă ne referim la sistemul (1.38) atunci trebuie să impunem condiţii de aderenţă 
(pentru viteze) 

{1.49) 

Dacă în plus coeficientul de conductibilitate termică k este nenul, ·trebuie să 
impunem o condiţie la limită în temperatură adecvată. Aceasta poate fi scrisă. 

(în cazul frontierei impermeabile) într- un caz destul de general sub forma" legii 
de transfer a lui Newton" 

-k n · gradT(x, t) IE= 4aTl(x, t)([T(x, t) - TE(x, t)]) IE ( 1.50) 

ln ecuaţia (1.50) s-a notat cu n- normala interioară la frontiera E şi cu 
/~ l.t>lllpf'ratura propif' a suprefeţt>i. Coeficientul a descrie capacitatea de 
i11111agazi11are ~i transfer de tcmpcratmă a frontit>r<·i solide ~ ( pentru Pământ, 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



în condiţiile standard, este aproximativ 0.55 10-s cal/m2 s° K 4 ). Acest tip de 
aproximare este alternativ cu cel utilizat în Zeytounian [1988). Pentru abordări 
asimptotice se foloseşte adesea formula 

unde '1~ = const. este o temperatură de referinţă, T(x,t) este o funcţie de 
distribuţie a temperaturii frontierei ( legată de transferul de temperatură. ), iar 
ÂT0 este o valoare de referinţă pentru variaţiile de temperatură. datorate funcţiei 
T . Evident, cazul adaptării perfecte a aerului la frontieră corespunde condiţiei 
clasice 

(1.51) 

care se poate scrie şi sub forma (vezi (1.50)) 

Evident, când µ -+ O, deci suntem în cazul limită al ecuaţiilor ( 1.37); în locul 
condiţiei <le aderenţă ( 1.49) se consideră condiţia de alunecare 

Trebuie să. observăm că în reprezentarea adimensională a condiţiilor la fron
tieră de mai sus intervine forma suprafeţei. Condiţia de aderenţă rămâne neschim
bată ( cu precizarea efectivă a formei adimensionale a ecuaţiei suprafeţei E). 
Dacă aceasta este, spre exemplu 

u(x.1)=0 

;ţ(i 
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pentru X3 = Foh(xi, x2), (x1, x2) E V 0 , unde F0 = h 0 / L0 este parametrul de 
formă al frontierei ( obstacolului). 

Forma adimensională a condiţiei termice ( 1.50) la frontieră este 

- Pr Tf(x,t) 
-n · gradT(x, t) = -p , F [T(x, t) - TE(x, t)] 

rr; o 
( 1.55) 

h 2 
µeulru X3 = F0 lt(x1, :i:2), (xi, x2) E V 0 , uu<le Prr. = u 

0
T0 

- esle uumă.rul lui 
cpµu 

Prandtl ataşat condiţiilor de transfer. ln termenii condiţiei folosite de Zeytounian 
( spre exemplu în (1988] ), aceasta devine 

Ec fiind numărul lui Eckert, iar G0 - parametrul termic al frontierei. 

b) Condiţii la infinit. Adesea sunt considerate probleme ce vor descrie 
mişcarea aerului în prezenta unui obstacol. ln această situaţie trebuie impuse 
condiţii la infinit ( mari distanţe de obstacol ). Condiţiile, în cele mai des întâlnit~ 
probleme, sunt de tipul unei mişcări uniforme la infinit (amonte), adică 

(p, V, 'l') - (p00 , V 00 , '/'oo), când I X I - 00 (1.56) 

Există situaţii în care condiţiile de mai t1us nu pot fi impuse la infinit aval. 

Valorile p00 , Voc,, 7'o., sunt bine definite descriind o stare cunoscută a atmosferei10
. 

Alte numere adimensionale. Din cele de mai sus se ve<le că în cadrul 
re:tolvării unei proble11w de mi~care a aerului pot apărea, pentru acelaşi tip de 
mărimi tizice, diferite mărimi caracforistice ( în general, cele ce vor caracteriza 
domeniul de mişcare ~i don11mi11l de rdt•rin~ă). l11 această situaţie pot fi int.ro<luse 
1111 lll('l't' adirnt•11sionalr pe11t r11 " com paran•a " lor. 

10111 orin• prohlt·n1ii dt• aplicaţi,• eft•rlivă valurilP ri•spertivt• se t>xlrag din datt>le ri:>ale provi:>nite 
din 111a,;11ralori sp,·.-ifir•· 
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Spre exemplu, constatăm că numărul 

caracterizează înălţimea atmosferei omogene ( a se vedea (1.43)), unde '.L:xi(O) 
este valoarea la sol a temperaturii standard. Raportul 

(1.57) 

se numeşte numărul lui Boussinesq. 

Cu ajutorul lui H0 şi T00 (U) se poate construi numărul lui Frff
0 

( numărul 
lui Froude ) şi respectiv M00 , un<le 

Este evident că 

F 1 'Y M1 
rHo = Bo 00 

(1.58) 

( 1.59) 

Dacă R0 ~ 1 ( /, 0 ~ U0 / l0 ~ 105 
) se înlocuieşte adesea numărul lui 

Reynolds cu numărul lui Eckman 

(1.60) 

şi numărul lui Strouhal cu numărul lui Kibel 

( 1.61) 

Ac.este înlocuiri sunt cerute de tipul de problemă ce se studiază, a~a cum se 
va vedea în capitolul referitor la Modele Asimptotice. 
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2. TIPURI SIMPLE DE MISCĂRI ONDULATORII ÎN . 
ATMOSFERĂ 

2.1 Noţiuni introductive 

In continuare pentru a descrie mişcarea fluidului atmosferic, se folosesc 
ecuatiile (1.37') şi (1.37") scrise în sistemul de rcferintă neinerţial (legal de 
pământ) sub forma simplificată: 

Ecuatia de continuitate: 

op+ div(p v) = O (2.l) 
a 

-ecuaţia de mişcare: 

v = -aVp-f xv 
q> 

0=-a--g 
& 

(2.2) 

unde am notat cu g acccleratia efectivă g şi am folosit aproximaţia 
e 

hidrostatică în cea de a 3-a ecuatic de mişcare, a cărei justificare o vom 
prezenta în capitolul 3. 
-primul principiu al termodinamicii în ipoteza că nu există schimb de căldură: 

O=c t+ pa 
V 

-ccuatia de stare: 

unde 

ap= RT 

I 
a=-

p 

(2.3) 

(2.4) 

ln ipoteza cchilihru)ui hidrostatic. cslc convenabil să folosim presiunea JJ 

ca o coordonată verticală. In anexa A2 se prezintă forma ecuaţiilor în sistemul 
de coordnalc imharic (x,y.p,1) precum ~i în coordonalc sferice. 

l'omparâmJ ordinele de mărime ale lcrmcnilor din ecuaţia de mişcare 

ori1onlală (prima l..!cua\ic din (2.2)). se rcman:ă faptul d termenul accclcra1ici se 
poate neglija într-o primă aproximalic (dclalii în cap.J). Rezultă faptul că în 
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aproximalia gcostrofică, câmpul de 
Ecualiilc violului gcostrofic suni: 

a ip "= ---/ cy 
a lJJ 

V=---
f /k 

presiune este În echilibru cu câmpul vântului. 

(2.5) 

şi exprimă faptul că vântul este paralel cu izobarele şi proporţional cu gradientul 
câmpului c.lc presiune 

2.2 Ecuaţii llncorlzotc 

Pentru a Înţelege mişcările extrem de complexe ale atmosferei, este de 
dorit ca să izolăm şi să analizăm câteva tipuri simple de mişcare. Vom prezenta 
dezvoltările făcute de Haltiner [ 1971]. 

Considerăm mişcarea numai În planul x - = , uniformitate În directia y şi 

neglijăm rotalia pământului. Sistemul de ecuatii În (2.1-2.3) se scrie: 

. e,JJ o l u+a-= {,,: 
ecua1iile de mişcare 

w+atp+g=O 
c1:' 

ap + pya = O principiul I al termodinamicii 

a - aJi\lV = O ecua1ia de continuitate 

C 
unde y = _f_; 

(,'v 

Linearizim sistemul cu metoda micilor perturbatii presupunlod fiecare variabilă 

ca o surnl de 2 termeni: o valoare de bază (ncperturbatl) şi o perturbaţie mică 

ex: u = li + u' . 
lolocuind În sistem. scazând ecuaţiile valabile pentru mişcarea de bază şi 

neglijând termenii produse de perturbalii, vom obţine ca rezultat un sistem linear 
de ccuatii pentru perturbaţii: 

( 

:'l .. , :'l .. ,) '1, , , 
• {,W {-W -- {iJ ~a 

/j - + li -- + a - -- -- = O 
I /} t:X t'.: ll 

( 
1 • 'l ') ( 1 ' 1 ' 7,-) - f-1J <1> , __ fa , a , , a 

a --+li--- -~w +py --+l/--+w - =0 a ,t a ~ ~ 
(2.6) 
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Simholurilc 8 1 şi 8 2 identifică termenii cc conţin accclcratia verticală şi 

respectiv termenii de comprcsihilitatc, şi vor avea valoarea I sau O, după cum se 
doreşte sau nu luarea În considerare a aceslor lermcni. 

Cocficicnlii variabilelor dependente vor fi considcrati constanti, pentru 
cazul când scara fenomenului este mică. 

Presupunem că perturbaţiile sunt armomcc în x , = şi I cu cocficienli 
const anii: 

p' = Pe'\µ.Ht:: ,,, 

a'= Aei(µx,c ,1) 

unde ţi şi k sunt numerele de undă în dircctiilc x şi=. iar v este 

frccven1a. 
Inlocuind aceste functii În sistemul (2.6), se ajunge la un sistem algebric 

liniar şi omogen pentru amplitudinile S, W, I' şi A : 

(µU - v)S + aµP = o 

it5 1(µU - v)W +ia/ci'=! A= O 
a 

(Pra; -}!. )w +ia(µll - v)P + pyi(ţ1l I - v)A = O 

· ::::-c• ·-;;:;LW ·s: ( {/ )A s: iJa W 1µu.1 +IUA -lv 2 µ - V -" 2 -:;::- = O. 
r,_ 

Sistemul poate fi scris în forma matricială: 

(ţi( I - v) o aţt o 

}!.i o 8
1 
(ţtll - v) ak 

a 

( ~-) o -- {:a 
a(ţ1l I - v) µy(ţtl I -- v) }!. - ')'TJ ii- I 

(~- . ' {1a) o -li! (11ll -- v) aţt I- Ic'> -
2 i: 

s 
w 

=0 (2.7) 
p 

A 

l'l:ntru ca sistemul să admită şi alic solutii în afară de solutia hanală. 

ddcrmi11a111ul cocfo.:icn(ilor lrchuic să fie nul. Aceasta conduce la o ccua(ic Ul'. 

ordinul 4 [h:nlrn valorile permise pcnlru frecventă. ceea cc dcsnic slarca de hată 
ş1 h111fÎ111\.·a llc u11dă a perlurlrn1iilor. I .ua11d in considerare varia!ia parnmdrului 
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Coriolis, apare cel de-al 5-Ica mml de oscilaţie pentru undele 4uasi-orizonlalc, 
care sunt caracteristice mişcărilor sinoptice, la scară marc. 

2.3 Unde sonore verticale 

Vom omite prima linie şi prima coloană a determinantului şi vom pune 
µ :::: O. Notând: 

unde: 

'2,r 
\.'=-: 

r 

T -perioada: 

/, V 
c::::-::::-

T k 

c -viteza de fază a um.lclor 
Raportul celor doi termeni care compun clementul din ultima linie, 

coloana 2, este: 

------
ak '21rlf 

unde H este scara verticală a atmosferei . 
Pentru unde sonore, acest raport este mic, deci termenul gradient poale fi 

neglijat aici. 
Cu aceste simplificări şi cu notaţiile de mai înainte, determinantul devine: 

-â
1
ck ak 

1!,i 

a 

( tJa) 
~ - 'YP {:' I -ack -Prt:k =0 

al< o â 2ck 

Rezultă ecua1ia: 

Relinând compresihililalea şi acceleraţia verticală â 1 = i5 2 :::: I . Putem neglija de 
T,;;; 

asemenea ~~r în raport cu Uf k 2 . Am notat şi pa = RT 
{_ 

Rezultă: 

care este vite/a I ,aplacc a sundului şi rcprc1.intă propagan.:a verticală a unddor 
sonore în amhde dircc\ii. 

l'c de aliă parte. dacă lic <\ sau ,)·, suni luati 1.cro. adi.::1 daL·:1 ~-: 

utili1.c,t1ă forma incompn . .:sihil[1 a ccua(i\.·i conlinuilălii. :-.au (K'flurha!ia L'~IL· 
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considerată hidrostatid, nu există unde sonore care se propagă vertical. ( >ricum, 
ipoteza de incompresihilitate este o foarte drastică limitare pentru modelarea 
atmosferei în scopuri meteorologice, pe când aproximaţia hidrostatică. care de 
asemenea filtrează undele sonore care se propagă vertical. nu constituie o limitare 
semnificativă în investigarea pcrturhaţiilor la scară marc a atmosferei. 

2.4 Unde sonore orizontale şi unde de gra,·ltaţic interne 

ln continuare, vom considera că undele se propagă numai în direcţia x , 
deci nu vom include linia şi coloana a 2-a. 

Ecuaţia de frecvenţă devine acum: 

(µU - v) aµ 

O a(µll - v) 
aµ O 

o 
py(pll - v) = O 

-8 2 (11l I - v) 

V 
Punând c = - şi simplificând. rezultă: 

µ 

8 2 (ll -c)3 - y(ll - c)pa = O 

Acum, dacă includem termenul de comprcsihilitatc În ccua(ia de continuitate, 
8 2 = I şi rădăcinile ecuaţiei de frecventă sunt: rădăcina trivială c = l I şi din 

nou vitezele de fază pentru undele sonore: 

~ 
c=U±vl~) (2.9) 

pe de altă parte, ncglijând comprcsihilitatea. 8 2 = O. ceea cc este 

echivalent cu ipoteza unei curgeri ncdivcrgcnte, apare numai soluţia hanală 

c = l 1 • undele sonore fiind filtrate. 
Revenind acum la cazul general, şi egalând cu zero determinantul matricii 

coeficienţilor. rezultă ecuaţia de frlX:vcn(ă: 

â/> 1 (pll - vf _J RTr(k2 + 1/61 ) + ~ik(d 2 - 1) + d 2 ~ t:] · l a l-

·(µl I - lf -- ~ţ/ (~ -- yUT ~~ /~) = O 
a <-

(2.10) 

Pentru a simplifica această ecua(ie. neglijăm termenii mici care con(in ~ 

111 h:rrncnul pătratic. exprimăm ultimul termen ca o func(ic de temperatură 

potcn(ială. l-k1ultă: 
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Cele patru rădăcini ale ecuatici corespund unei perechi <le unde sonore şi unei 
perechi de unde de gravitaţie internă. 

U n<lele de gravitat ic pot fi neglijate, omitând ultimul termen, care conţine 
g . Pentru simplificare vom neglija de asemenea şi curentul de bază şi vom 

pune 8 1 = 8 2 = l , în care caz, ccuatia <le mai sus se reduce la bine<.:unoscula 

formulă pentru viteza sunetului: 

l'
2 = yRT, 

unde 

V 
l' = --;:;=== 

.je + µ2 

Este evident că ipoteza de incompresibilitate sau cea a echilibrului 
hidrostatic va elimina undele sonore care au o componentă verticală a vitezei de 
fază. 

Pentru a izola undele de gravitatic, se ia 8 2 = O şi 8 1 = l. Punând U = O 

se pun în evidentă următoarele frecvente, relative la curentul de bază: 

Substituind v în forma <le mai înainte: 

(2 .11) 

Aceste oscilatii gravitationalc sunt stabile dacă gradientul temperaturii este 

b d . b . d. - dB O f) - d. l d" b . d' -su a ,a alte, a 1ca - > . aca gra ,colu este supraa ta alte a ,ca 
cc 

perturhatia se amplifică. 

â0 
-<0 
â: 

Dacă adîncimea perturt,atiei este marc comparată cu scara orizontală 

1/ > k 1 
• şi rezultă: 

(2. I 2) 

Aceasta este frecventa Urunt-Vai.ml" pentru os<.:ilatii verticale scmnifo..:ativc. 
Dacă gradientul este supraadiahati<.:. ,, este imaginară şi perturhatia se amplifid 
cxponcntial în timp. 

Acum dacă scara ori1ontală este mult mai marc decât cca ,crticală. 

aproxima\ia hidrostatică este valabilă şi â 1 ~ O . re1ultă: 
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2 -
2 ţi g c,,1() 

V=-=-
k2 () & 

ceea ce poate proveni şi din relaţia de mai înainte, cu k 2 > µ 2 
• 

In continuare, pentru o propagare strict orizontală v = cµ şi rezultatul 
acesta se scrie: 

(2.13) 

care exprimă viteza de fază pentru propagarea orizontală a undelor de gravitaţie 

internă, rezultat care va fi dezvoltat mai târziu, într-o formă uşor diferită, din alt 
punct de vedere. 

2.5 Unde de gravitaţie de suprafaţl 

Cazul următor de unde care se propagă orizontal, va permite mişciri pe 
orizontală şi verticală. 

Atmosfera va fi considerată incompresibilă a' = O . 
Deoarece fluidul este incompresibil, va exista o suprafaţă superioară liberi. 
Ecuaţiile de mişcare linerarizate, la care am tenunţat la notaţia cu "prim": 

Ecuaţia echilibrului hidrostatic aplicată la mişcarea neperturbată este: 

q5 -
-=-gp 
â 

(2.14) 

Integrând această ecuaţie de la z = O până la înăltimea suprafeţei libere H 
(unde nu mai există pcrturhaţii) rezultă: 

>!.PH= /Jo 

ln continuare vom presupune că perturhaliile sunt armonice: 

4S 
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W( ) 'I'(-' d) ll=T=e , 

Inlocuind În sistem şi simplificând rezultă: 

!
(li - c)'I'(=) + P(=) = O 

iµo(U -c)<t>(=) + P'(=) = O, 

i.u'P(=) + <1>'(=) = o 

(2 .1.5) 

Eliminând P(=) din primele 2 ecualii ş1 mai departe eliminând 'I'{=), rezultă 

ecua1ia: 

<l>"(=)- .u28<1>(=) = o 

Considerăm 2 c~uri: 8 = l În care accelcraliile verticale sunt permise ~• 
8 = O când perturbaliilc sunt hidrostatice. Soluliilc sunt respectiv: 

<t>(=) = a,e1,:: + a1e /IZ 

<1>(=) =a:=+ a~ 

pentru 8 = l 

pentru 8 = O 

unde cocficicnlii "a" sunt arbitrari şi pot fi deh.:rminali din condiliilc la 
frontieră. 

La frontiera inferioară. care se presupune a fi orizontală, viteza verticală este 
nulă. Deci a, = -a1 = a , pentru 8 = l şi deci: 

<t>( z) = a( e µ, - e /IZ ) pentru 8 = l 

Dezvoltând func\iile cxponcn\iale În scrie de puteri, se poale aproxima: 

<t>(z) = 2a.u::+. ... 

In cazul hidrostatic (c5 =O), a~ = O şi punând a;= a. rezultă: 

<l>{=) = a= 

Cca de-a doua conditic de frontieră este ca presiunea totală a unei parliculc la 
suprafll\ă (care trchuic să rămână pc frontieră) rămâne ncschimbală. Deci: 

pc suprafllta lihcră 
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Aceasta poale fi aproximată prin lincarizarc ş1 aplicând această condiţie la = = H 
Rezultă: 

la = = H 

Utilizând soluţiile <I>( z) în sistemul init ial rezultă: 

Cazul 1: Nehidrostatic (o= 1) 

'l'(z) = ia(e'.: + e >") 
P(z)= -ia(U-cXe,.: +e '"') 

Introducând valorile acestor funcţii, ţinând cont de forma perturbaţiilor în 
coodi\ia la limită pentru = = H se ohţin rădăcinile ecuaţiei de frecvenţă: 

( 
gL 21rH 

c =li± -tanh--
2,r L 

Cazul 2: Hidrostatic (o= O): 

'l'(z) = a'i 
µ 

ia'(U - c) 
P(z) = -----'---

µ 

Procedând similar se ajunge la: 

c=U±Jgii (2.16) 

U odele care călătoresc cu viteza de fază dată de relaţia de mai sus sunt 
în general numite "shallow-water" (apă puţin adâncă) sau unde lungi. Când 
raportul H/ L, în expresia vitezei undelor din cazul nehidrostatic, este relativ 

marc (în jur de 0,5 este suficient) viteza de fază este aproximată cu: 

c=U± ~ v~ (2.17) 

Undele sunt numite unde "deep-water" (apă adâncă) şi traiectoriile particulei sunt 
aproape cin.:ularc. Pc de altă parte. pentru valori m1c1 ale raportului 
H / '- G; 0,04) formula se reduce la cca valahilă pentru cazul hidrostatic şi 

traicdoriilc particulelor sunt elipse foarte întinse şi suni aproape linii orizontale. 
Dacă se presupune o atmosferă omogenă, ecuaţia hidrostatică dă: 
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!!,H = Po = R1' 
p 

şi viteza de fază a undelor se poate scrie: c = ( I ± Jifi 
Astfel, viteza undelor de gravitaţie lungi, este aproape viteza undelor sonore. 

Viteza de fază a undelor de gravitaţie lungi a fost obţinută neglijând 
acceleraţia verticală şi presupunând perturbaţia hidrostatică. Acest rezultat poale 
fi obţinut într-un mod mai direct. Presupunând echilibrul hidrostatic, rezultă 

imediat că pentru orice punct din lluid !!,p{h - =) = p, unde h este înăltimea 

suprafeţei libere. Punând h = H + h' ş1 rezultă: 

gph' = p' 

şi deci, ncmailuând în considerare notaţia cu pnm: 

cn l C]) 
g-=--

cx pc'.x 

astfel că prima ecuaţie de mişcare se scnc în perturbaţii: 

Cea de-a 2-a ecuaţie în II şi h se obţine integrând ecuaţia de continuitate pe 
verticală. In acelaşi mod, ccuatia conservării masei poate fi dezvoltată direct în 
funcţie de II ş1 h , după cum urmează (fig.2 .I) 

qph) il.,_p11h) 
= 

Linea.rizând şi simplificând, rezultă: 

puh 

Fig.2.1 Continuitaka de masă 

unde II ş1 h sunt acum perturbaţii. 

h d h, pu +--pu ax ex 

lntrucât II şi h sunt funcţii de : , pot fi luate de forma: 

J 
IJH \' d) 

li = 110 1! 

Î J h u,I , d, l 1 - o<-' 

umk 11 0 ,h,, suni constante 

➔ 8 
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lnlocuind În sistemul celor 2 ecuaţii În h şi u şi punilnd condiţia ca 
determinantul cocficien\ilor să fie nul, rezultă din nou viteza de fază, pentru 
undele "shallow-water": 

c=U±.Jgii 
ceea cc era cunoscut. Aceste unde se mai numesc externe, întrucAt maximul este 
atins la frontiera fluidului. Există de asemenea unde de gravitaţie internă care se 
pot dezvolta pc interfeţele de discontinuitate de densitate sau vite:ză. vitezele de 
propagare pentru astfel de unde de gravitaţie internă pol fi diferite fati de cele 
menţionate mai înainte. De exemplu, în cazul simplu a 2 niveluri semi-infinite 
separate printr-o suprafaţă de discontinuitate de ordinul zero a densităţii şi a 
vitezei, viteza de fază este dată de: 

C= pU +p'U' ± [gL(p-p') _ pp'(u-uy] 
p + p' 2n-(p + p') (p + p-)2 

unde cu prim am notat parametrii nivelului superior. S-a presupus că perturbaţiile 
sunt nule la +oo. Viteza de fază pentru undele "deep-water" poate fi obţinută 

punând p' =O. 

2.6 Unde de aravltatle lnertlale 

Vom lua în considerare mişcarea de rotaţie a Pământului. Considerăm un 
curent zonal constant de bază li , în balanţa -gcostrofică: 

lf=-!._iR 
I 0' 

H este adâncimea unui fluid de densitate constantă. Daci perturba\iile 
u, v şi h , la fel ca şi / sunt considerate independente de y , rezultl urmitorul 
sistem de ecuaţii: 

(2.18) 

Considerând H constant şi presupunând perturbaţii armonice de forma 

u
0
e'1'(.x " 1 , este necesar pentru ca u0 , v

0 
şi h

0 
să aibă soluţii nenule, sl fie 

imJeplinilă condiţia: 

11(ll - c)i --f ?,ţii 

f µ(li - l'~ o =0 

Hţ1i 
.fli 

ţ1(l I -- c)i 
>: 
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ceea cc conduce la următoarea ecuaţie de frecvenţă: 

J c/2 
(U - c) - gH(ll - c) + -· - = O 

µ2 

Se pot găsi rădăcini aproximative pentru această ecuaţie de gradul 3, 
considerând că cel puţin una din vitezele de fază este considerabil mai mică 

decât cea a undelor de gravitaţie, deci: gH >> (li - c}2. Astfel primul termen 

poate fi neglijat în raport cu cel de-al doilea şi· deci: 

li 
c=------

1 + /2 /(µ2 gH) 
(2.19) 

Pentru valori tipice ale lui f ,ţ, şi H pentru atmosferă, 

f 2 /(µ 2 gH)- ( L/2.0)2 cu /, în mii de kilometri. Rezultă deci c = U justificând 

ipoteza iniţială. 

Celelalte două rădăcini. care se aşteaptă să reprezinte unde de gravitaţie, 

se pot ohţine presupunând ,.: >> {I • în care caz llf 2 
/ ţ/ poale fi adăugat 

ultimul termen din ecuatia de frecventă, care se scrie într-o formă mai simplă: 

Rezolvând ccuatia, ohtincm c ={I. ca maa sus şi: 

(2.20) 

care reprezintă vitezele de fază pentru undele de gravitatie inerţiale. După cum 
s-a arătat mai înainte .f 2 

/ µ 2 
, este în general mic în comparaţie cu gH . 

2.7 Oscihttli incrtialc 

Este de interes să cercetăm modul în care sunt posihilc oscilaţiile 

orizontale în atmosferă, când fluctuaţiile presiunii sunt neglijabile. Pentru acest 
scop, vom neglija variatia spatială a pcrturhatii)or şi vom omite curentu) de 
hază {I. 

Rezultă un sistem simplu: 

h>losind procedura ohisnuită: 

so 
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care va conduce la: 

-iv -j 

=0 

f -i 

V= V e 111 

o 

şi ecuaţia de frecvenţă cu soluţia: 

v= ±f 

Perioada oscilaţiilor inerţiale este 2,r/v şi deci rezultă 12h/sinrp adică aproape 
17 h la 45° latitudine. Astfel frecventa oscilaţiilor inerţiale la latitudini medii 
este considerabil mai marc decât a undelor sinoptice ordinare care au perioade 
de la câteva zile la o săptămână. Introducând în sistemul iniţial u0 şi v 

0 

pentru fiecare în rădăcinile ± / rezultă: 

Soluţia completă a sistemului de ecuaţii este: 

_ijl rjl 
u = u 0+e + u0 __ e' 

v--iu e-iJl+iu eiJI - o. o 

Din sistem rezultă: 

care este de asemenea verificată de partea reală a soluţiilor sistemului. 

2.8 Unde Kosshy 

Continuând investigarea efectelor rotaţiei pământului asupra mişcărilor 

ondulatorii din atmosferă, vom considera din nou un fluid incompresibil 
omogen fără frecare, cu o frontieră de jos, orizontală şi o suprafaţă litk!ră 

deasupra. Presupunând că atmosfera este determinată hidrostatic. ecuaţia de 
mişcare se exprimă în forma: 
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(2.21 a) 

(2.21 b) 

Din cauza ipotezei de densitate constant~. forţa de presiune orizontală 

este independentă de înălţime. Presupunând că, câmpul vântului este iniţial 

independent de înălţime. acesta va rămâne aşa. astfel încât termenii de advecţie 
verticală au fost omişi în sistemul de mai sus. 

Cu ipoteza de incompresibilitate, ecuaţia de continuitate este lineară: 

a, d, {,W 
-+-+-=-=O 
ix 0' i= 

Integrând această ecua(ic în raporl cu =, se obţine: 

(a, t1'J -+-_ -h+w -w =0 
{,~l}' J, o 

Conform condiţiilor la limită cinematice, w trebuie să se anuleze la 
limita inferioară, w O = O . Pc de altă parlc. viteza verticală w = z la limita 

superioară, reprezintă viteza cu care este ridicată suprafaţa liberă. 

Astfel: w = h si deci: 
h • 

Avem astfel un sislem de .l ecuaţii cu necunoscutele u, v şi h. 

nolând: 

putem obţine ecuaţia turbionului: 

ot; r1t; r1t; )(d' A,J ( ) I · --+u-+v-+/Jv=-(t;+f -+- - t;+f -h a {,x 0' ix {.)' h 

cauc de asemenea poale fi scrisă: 

J (' 1 I) -· ---··- = o 
dt h 

(2.22) 
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ţ+f 
Ecua1ia arată faptul că, cantitatea 

h 
care se numeşte turbion potenţial, se 

conservă. 

Scopul ecuaţiei turbionului este de a introduce variaţia latitudinală a 
parametrului Coriolis p, pentru simplificarea analizei. 

Pentru a ohlinc solulii analitice pentru sistemul de ecuaţii (2.21 a,b), 
(2.22) şi (2.23), ecuaţiile vor fi linearizate cu metoda perturbaţiei. 

Presupunând un curent zonal U şi perturbaţii independente de y , 
rezultă: 

Aici H este grosimea medic a fluidului, este turbionul, u, V şi h 

reprezintă perturbaţii. 

Coeficientul t5 al operatorului linear diferenţial în prima ecuaţie va 
identifica sursa acestui termen-ecuaţia de conservare a momentului. 
ln starea neperturbată ecuaţia (2.21 b) se rcd~cc la: 

iH 
JU=-g-

0' 

care poale fi folosită în sistemul de mai sus. 
Vom considera soluţii armonice pentru perturbaţiile u, v şi h . 

j 
,µ(r-ct) u = u0e 
1µ(.r· ct) v = v0e 

h = hoe'l'(x c,) 

Pentru a simplifica analiza, f 

u v si h o, (J • o 

2,r 
µ=-

L 

şi p vor fi presupuse constante, la fel şi 

Inlrn.:uind în sistemul de ecuaţii se ajunge la următorul sistem de ecuaţii: 

8(ll - c►,w10 - ./i'0 + ~iµh0 = O 

fliţ/11 0 - Jlf \'
0 

+ (li - c.:)iµh
0 

= O 
. g 

.fiţ1110 + [/J- ţ/ (li - c) ]1•11 = O 

'i_l 
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Solutii nenule există numai dacă dclerminantul coeficicntilor este nul: 

o(ll -c) -f 

f 

H 

Dezvoltând: 

- .fli 

g 

o =0 

li -c 

mai întâi presupunem că viteza de fază este mult mai mică decât a undelor de 
gravitaţie: 

(li - c) 2 
<< gH 

Rezultă: 

(P-µ 2(ll -c)p:H- 1 2 [(u -c)- 11) = o 

Rezolvând pentru <.: - U rezultă: 

Pentru a aproxima rădăcinile care mai rămân, presupunem că viteza undelor 
depăşeşte CR (viteza undei Rosshy): 

lntruciU CR şi li au acelaşi ordin de mărime, 

Cu aceste aproximatii. termenul cc conline p poate fi omis. la Id ~• 

ultimul l I din ecuafia de frecventă: 

sau 
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(U-cf =gH+f: ,8=1 
µ 

2.9 Procesul de ajustare geostroflc 

(2.24) 

O problemă care a fost luată în considerare mai recent, este ajustarea 
mutuală a cămpului masei şi al vitezei, când nu există un balans iniţial. Este 
important pentru necesitatea de a avea o determinare potrivită condi\iilor 
iniţiale pentru masa şi vitezl pentru integrare numerici a ecuaţiilor de mişcare 
primitive. 

Considerăm un fluid harotrop cu un nivel de grosime H cu aceste 
condiţii iniţiale impuse la t = O . 

1>1 ~ a 

IYl>a, 
(Vh)

0 
= O 

(2.25) 

Intrucât transportul lateral al masei· este important a1c1, varialiile în 
direcţia x vor fi neglijate. Rezultă următorul sistem de ecuaţii lineare: 

:-fo=O 
~ ro 
-+ju+g-=0 a 0' 
ro ~ 
-+H-=0 
a 0' 

Derivăm (2.26 b) în raport cu t şi (2.26 c) în raport cu y 

şi: 

(2.26 a) 

(2.26 b) 

(2.26 c) 

(2.27) 

(2.28) 

InlocuinJ din (2 .26 a) ş1 (2 .28) în (2 .27) rezultă o ecuaţie pentru v: 
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iJ2v 2 iJ2v -+f v-gH-=0 a2 012 (2.29) 

Pentru soluţii de tip undă de forma Ae•(t:Y ") , undele de gravitaţie inerţiale se 

propagă cu frecventa (c = v/k) 

V= ±.J/ 2 + gHk 2 

unde k este numărul de undă În direcţia y . 

Pentru analiza procesului de ajustare, trebuie să includem difuzia. Pentru 
aceasta soluţia poate fi reprezentată prin integrala Fourier. 

I J"' v(y,t) = - v(k,t)e•k>-dk 
2Jf -«> 

unde: 

Aceaste integrale sunt transformări Fourier inverse şi directe. 
Io continuare, ecuaţia (2.29) poate fi transformată în spatiul (k, I) 

tnmullind cu e -•k>' şi integrând În raport cu y de la -oo la + ao . 

02v(k,1) 
Primii doi termeni sunt respectiv il 2 şi f 2v(k,t) , pc când cd 

de-al treilea termen 

transformată este: 

se transformă În -k 2v(k,t). Rezultă că ecua1ia 

care are soluţia generală: 

v(k,t) = A(k)cos ~ + B(k)sin vt (2.30) 

unde v este definit mai înainte. 
Pentru a determina A( k) , punem I = o În şi folosind dcfinitia lui v( k, t) . 
rezulti: 

A(k) = -
1 f"' v(y,O)e '9'dy 

2lf "' 
(2 .3 I) 

Derivând rclatia (2.3P) rezultă: 

56 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



şi: 

Deci: 

_&_,(k_,_t) = -vA(k)sin vi+ vB(k)cosvl 
e-1' 

iv(k,O) = vB(k) = J"''. a,(y,O) e 1/c)dy 
a -~ a 

Rezultă din (2.26 b), folosind condiţia iniţială (2.25) ca: 

a,(y,O) = -fu 
a o, pentru y ~ !al 

Din (2.31) rezultă A(k) = O i;;i din (2.32): 

de unde: 

B(k) = -
2.fuo sinka 
kv 

Substituind aceste valori în (2.30) rezultă: 

v(k,t) = -
2.fuo sinkasin vi 
kv 

Şi din definiţia lui v(y, t) rezultă: 

( ) 
-2ju0 1.,. sin ka sin vt •kl· _

11
_ 

v y,t = -- ----e · u11, 
2,r O k v 

(2.32) 

lntrucât distribuţia iniţială este simetrică în raport cu y, soluţia poate fi 
scrisă ca o integrală din cosinus. adică: 

.( ) -2.fi10 l·1·sinkasin~1 ·k ·''k I' r / = -- ----COS }'u, 
·' 1T o k V 

un1..k ,. este cunoscut. 
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Uncie rezultate interesante pot fi ohţinutc pentru valori tipice ak 
diverşilor parametri. 

De exemplu: u0 = I O m I s, f = I O 4 sec 1
, H = I OJ m, raza deformării Â. , 

,! E J(~~) = 1000km 

Valoarea mică comparativă a lui H este aleasă pentru a rcc.Jucc viteza c.Je grup 

maximă ../ii.ii a undelor de gravitalic extreme (de suprafală la " valoarc 

apropiată de cca a undelor de gravitaţie internă În atmosferă, care vor avea ca 
ch:ct principal rcc.Jistrihuirea masei Într-o situaţie concretă de "ncbalantă". 

Figurile următoare, după Winninghroff, prezintă înăl\imea suprafeţei 
func1ic de timp la y =-a, înăllimca suprafclei ca o funclic de y după 80 de 

ore şi viteza laterală ca o funclic de timp la y = O . 

h(m) 

~~-I ---
1 

~I 

o to 20 30 40 t(h) 

Fig.2.2 lnălţimea suprafeţei ca funcţie de timp la y =-a= -500km 

h(m) 40 

o 

-40 

o HAJOO 16000 24000 32000 y 1Kml 

Fig.2.3 Inălţimca suprafclci ca funcţie de y după 800 de orc, a= 500km 

In figura 2.2 notăm o ridicare iniţială a suprafeţei în punctul y = a. 

deoarece masa este transportată rapid spre dreapta centrului curentului _, =-- O. 
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Suprafala oscilează apoi. tkoan.:c1..: umklc <k gravita\ic incr\iak se propagă 

lateral trav1..:rsând cur1..:ntul cu oscila!ii car1..: scad în timp. deoarece curentul 
tinde către un cchilihru gcostrofic. 

I ,inia verticală din figura 2.3 la aproape 30000 km arată prezenta unei 

regiuni de inlluen\ă care se propagă cu viteza de grup maximă G = Jiii . 
Mai general: 

Jc 
G=c-/,-

JI, 

Figura 2.4 arată variaţia vitezei laterale cu timpul la mijlocul curentului 
iniţial y = O. Deplasarea iniţială a masei spre dreapta, se reflectă în viteze 

negative în primele câteva ore. 
Mişcările de gravitaţie inerţiale în atmosferă au amplitudine ffilCa, 

întrucât ele tind să fie estompate prin dispersia de energic în spectrul 
lungimilor de undă care sunt prezentate în mod ohişnuit. 

v,ml s I~~ 
-10 ... -~--..-~--1------..,_--+----' 

O 10 20 30 40 t .h 

Fig.2.4. Viteza laterală ca o funcţie de timp la y =O, a= 2000km 

Ca o consecinţă, energia totală a acestor mişcări tinde să fie dispersată 

în regiuni din ce în ce mai mari şi este eventual disipată prin frecare. 
In raport cu perturbaţiile sinoptice, o funcţie importantă a undelor de 

gravitaţie inerţiale este de a ajusta nepotrivirea dintre câmpul de presiune şi cel 
al vântului, care tinde către o stare cuasi-geostrofică, proces care este numit în 
mod curent. ajustare geostrofică. 

Natura precisă a acestui proces depinde critic de scara mişcării L. Dacă 
această scară este marc în comparaţie cu raza deformaţiei, L ~ Â. , efectul 
ajustării este mai întâi schimharea câmpului vântului. pe când pentru scări mici, 
/, < Â. • câmpul masei se schimhă mai rapid. 

In prohlcma precedentă dmpul de viteză zonal a fost impus instantaneu 
pentru un lluid sta\ionar în echilibru. Forţa Coriolis generează unde de 
gravita\ic incr\ialc care se propagă lateral. care redistribuie masa şi energia. O 
prohlcmă analoagă constă din impunerea dintr-o dată a unei distribuţii de masă 
variahilc lateral pentru un lluid sta\ionar în echilihru, şi apoi determinarea 
car:1ctcrului evoluţiei câmpului de viteze şi redistrihuirea masei. 

Ecua\iilc pentru această prohlcmă sunt identice cu cele precedente, dar 
1..:sk mai ,1.:onvcnahil să oh\incm o ccua\ic difcrcn\ială pentru înălţimea suprafc\ei 
dcdl pentru vitaa ~i asta se oh\inc într-un mod indirect. utilizând ccua\ia 
turhionului potcnlial. care s1..: poate scrie: 
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unde: 
ev a, ph 

'I=-----
{X 0' H 

Când condiţia de egalilalc pentru valorile ini\iale şi finale ale turbionului 
potcntial este impusă, împreună cu ipoteza că starea finală este geoslrofică, 

este uşor de obţinui expresii pentru dislributiilc limitate ale înăllimii şi vitezei. 
Io cazul când distribuţia iniţială a înăltimii este dată de h = h0 , IYI ~ a 

şi h0 = O,jyl >O, câmpurile rczullante după un inleval infinit de timp sunt 

simetrice faţă de y = O cu vânturi de vest · spre nord şi vânturi de est spre 

sud. Intrucâl turbionul polcnţial lrcbuie să rămână zero pentru IYI > O 

crcşlcrea lui h trchuic să fie estompată prin contribuţii laterale conform relaţiei 
de mai sus. 

Apar două probleme în lcgălură cu rezolvarea sistemului de ecuaţii 

primitive pentru prognoza numerică. Prima este de a simula corespunzător 

ajustarea geostrofică către starea sa caracteristică cuasi-ncdivcrgenlă, de exemplu 
în raport cu condiţiile iniţiale unde pol fi nepotriviri eronate între câmpurile de 
masă şi vileză, datorită datelor de observaţie puţine şi incorecte. 
A doua este că schema de integrare numerică trebuie să prognozeze corect 
mişcarea la scară marc a almosfcrci şi deci transformările dintre energia 
cinelică şi cca potenţială. 
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3. ANALIZA LA SCARA 

3.1 Analiza la scară pentru rnriahile termodinamice şi 

ecuaţii de bilanţ 

O analiză la scară, furnizează o metodă sistematică de comparare a 
mărimilor difcri\ilor termeni care apar în ecua\ii hidrodinamice care guvernează 
mişcările atmosferice. 

Această teorie împreună cu considcra1ii energetice, permite desemnarea 
unor modele consistente dinamic şi matematic pentru analiza dinamică şi 

prognoza numerică a vremii Haltiner [ 1971]. 
Variabilele fizice sunt presupuse a avea valori caracteristice şi scara în 

spa\iu şi timp după cum urmează. 
L -scara orizontală caracteristică (grosier un sfert din lungimea de undă a 
perturba\id); 
D -scara 
H -scara 
V,W -scara 

verticală caracteristică; 

înăţimii atmosferei (uzual troposfera); 
caracteristică a vitezelor orizontale şi verticale; 

L 
-perioada caracteristică (o perioadă de advcc\ic); 

V 
De exemplu pentru unde sinoptice tipice: /, - 1000 km, fi - 10 km, V - tom I J'. 

Se presupune că mărimea aproximativă a derivatelor este: 

el, V V 2 

----= 
d l.!V L 

V 

V 

1-'ig.J.I - Mărimi caracteristice 

Vom analirn următoarele ccua!ii, care descriu nuşcarca fără frecare: 
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v + 2n x v = -aVp + g 

I . 
-p=-V-v 
p 

C T 
-"-0= 1)-0 ~, 0 = tr; 
pa=RT 

1 
a=-

p 

Variabile termodinamice 

(3.1) 

Presupunând că a1mosfcra arc 1cmpcra1ura cons1an1ă 0 şi in1egrând 
ecuaţia hidrostatică: 

dp = - gpd= rezultă: 

}) -//· 1R8 u :;/f p = e ., = re 

unde H = R0 

g 
(3.2) 

defineşte scara înălţimii, ca fiind nivelul unde presiunea atmosferică este egală 

cu P/e, adică aproximativ 37% din valoarea sa la nivelul mării. 

In continuare, vom scrie variabilele termodinamice în formă 
adimensională, ca perturbaţii de la o stare de rcferin\ă (standard) care depinde 
numai de z: 

p = p,(z)+4,, = P(p; +iJJ') 

T= r,(z)+oT = 0(1:·+or) 

0= 0,(z)+c50= 0(0; +c50') 

P = Ps(z) + Jp = }:~ (P: + c5p') =; (P: + 8p') 

a= a (z)+oa = RO(a' +8a') = gH(a' +oa') 
s p s p s 

(3.3) 

Cantităţile adimensionale 1:•, p~ ,p:, a:, 0: sunt apropiate de unitate, pc 

când o/'',8p',8p',8a' şi c50' sunt mult mai mici decât l. l~stc evident d 

variabilele adimensionale pentru atmosfera standard satisfac relaţiile: 

I 1 I I/'' p =-p =p 
s a' .\ _, ., 

O
, ,., , li, 
' = ,,,, ,, ., 
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Dacă coordonata verticală este scalată cu ajutorul înă)limii H. de 
exemplu: 

i;14, 1 oA I . h"d . ~ J . - = - __ , re a\ta 1 rosh:tllca cvmc: 
â H c;:' ' 

sau 
olnp; 

= 
T' , 

(3.5) 

Io general, variahilcle termodinamice care reprezintă starea de rcferintă a 
atmosferei vor fi scalate vertical cu parametrul H, pc când variabilele dinamice 
'J)' ,6'/", etc. sunt scalate în conformitate cu lungimea caracteristică de scală, 

care pentru directia verticală este D. Introducând variabilele adimensionale în 
ecua\ia de stare ohtincm: 

Neglijând produ11ele de perturbatii şi utilizând (3.4) rezultă: 

p'oa' + a'(JJ' = of' 
s • 

şi 

oa' 4'' or• -+~=-
a' p' T' s s ,l 

(3.6) 

Ecuaţia de continuitate 

In coordonate curhilinii sferice (vezi anexa A2), ecuatia de continuitate 
este: 

· âl C\I vlgq, &, 2w 
(lnp)+-+---+-+- = O 

&{J' r d: r 
(3.7) 

V V V V W 2W _ 0 

L L L a D a 

Or<linek de mărime sunt scrise sub fiecare termen. 

Deoarece r - a ( a raza pământului): 

2W 2W W 
---<.<.-

,. a /) 

De asemenea 

I I !1p ,. 
-p '· -

p p /, ,. I. 
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De asemenea 

1. lt'.\p V 
-p~---$-
p p L/V L 

rezultă că ultimul termen din (3.7) poale fi neglijat. Mai mult, primii 3 
V 

termeni din (3.7) sunt de ordinul de mărime sau mai mici, dar: 
L 

W V D 
-<- sau W<-V 
D L L 

Pentru mişcări la scară marc, fJ/ L << l , deci W << V. 

Este evident în mod empiric că termenii a, şi ~ 
a,; 0' 

(3.8) 

tind să se 

compenseze unul pc celălalt, şi deci suma lor este de un ordin de mărime mai 
mică decât fiecare termen individual. 

Ecuaţia de mişcare orizontali 

Se consideră ecua\ia de mişcare: 

iv iv 
-+(vV)v +w-+ ft xv= -aVp a & 
vi vi v · 

W- JV 
L L D 

(3 .l l) 

Dar J = 20sinq, ~ 10-• s 1
, iar pentru mişcări la scară mare V~ 10 '. 

L 
In consecin\ă, acceleraţia orizontală este de un ordin de mărime mai mic decât 
for\a Coriolis. Rezultă că pentru aceasll scară a mişcării foqa de presiune 
trebuie să fie de acch1şi ordin de mărime ca forte Coriolis (vântul geostrofic). 

Raportul dintre acceleraţie şi foqa Coriolis este denumit numărul lui 
Rossby R0 . 

(3.12) 

Pentru R0 ::; O. I suntem în cadrul aproxima\iei geostrofice. 
Ecuu\ia (3.11) poate fi scrisă în forma adimensională, utilizând (_ţ.3), 

alte valori caracteristice şi numărul lui Rossby: 

f HR. 
R v'+--=-k xv'= - - _2_a'V'8a' 

o f D F 
(3.13) 

unde f este valoarea parametrului Coriolis la o latitudine medic şi: 

(J.14) 
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iar F=V½ g·D 
(numărul lui Froude) 

Este evident din (3 .13) întucât V' ~ I ~ a' , că 

4>' ~ DF/HRO pentru R0 < I 

lip'~ DF/H pentru R ?: I o 
sau 

4>'~DF/HR
1 

unde 

R. = llo pentru ~<I 

R - 1 pentru R ?: 1 .- o 

(3.15) 

O valoare mică a lui R0 , sau o valoare marc a lui F pot fi asociate 
cu o perturbaţie marc de presiune. 

Ecuaţia de mişcare verticală 

In coordonate curbilinii sferice ecuaţia se scrie: 

U
2 + V2 CţJ w-----u 20cosq,+g+a-=0 

r & 
Considerând mişcări cu v ~ 10 ml s, f ~ 10-• s-•, al doilea şi al treilea 

termen sunt de cel puţin 4 ordine de mărime mai mici decât forţa de 
gravitaţie. Rezultă: 

w+g+aip=O (3.16) 
& 

Introducând variabilele adimensionale, rezultă: 

VW w' + g+ gH(a' +8a')!__ ip~+ gH_(a' +8a') p &ip'= O 
L p • H (Î.!' I p • D & I 

care se reduce la: 

VW . , 8a' gH( , ~ ')tJqJ' 0 --w -g-+- a +ua --= 
L a' D • &' 

(3.17) 

Primul termen arc mărimea VW/ L, pe când ultimul termen, folosind (3.15) are 

mărimea V 2 
/ DR1 • Raportul dintre acceleraţie şi pcrturba\ia verticali a forţei de 

presiune este: 

{VW/L)HR WDR J)2R 1) 1 
____ I~ ___ I~ ___ I< __ 

{gH I D)IJF Vl /} - J,2 
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ceea cc arată că / ) 2 
/ /,

1 << I este o condiţie suficientă pentru 

hidrostatică. Aceasta este evident valahilă pentru mişcări tipice la 
deoarece D este foarte mic în comparaţie cu L , şi nu este 
exemplu pentru studiul convecţiei, unde D - L . Cu aproximaţia 

(3 .17) se reduce la: 

8a' = H (a'+ 8a') o~' 
a' D • &' 

s 

8a' H DF F 8p' 
-~---=-~-
a' D HR R p' 

s I I s 

Folosind relaţia (3.15) în (3.16) rezultă: 

aproximaţia 

scară marc, 
valabilă de 
hidrostatică, 

(3.18) 

of' F DF F 
-~-+-~- (3.19) 
T' R HR R 

s I I I 

Io mod similar, introducerea unor cantităţi adimensionale în definiţia 

temperaturii potenţiale conduce la: 

80' S/" R ~• 
=-----

0' J" C p' 
s s p s 

iar 
80' F R JJF F 
_, ~-+---~-
0' R c HR R 

s I p I I 

Principiul I al termodinamicii 

Poate fi scris suh forma adiabatică: 

oln0 oln0 
--+ v-Vln0+{.v-- = O 

c1' c':' 

Putem scrie în continuare: 

a [ ( o0'J] 1 00, c7 ( 80') w-ln 0 I+- =w-.-+w-.-ln I+-= a: • 0' 0 a: & 0' 
.\" .'î • s 

/J 60' Wa WF 
= w--+w---~--• +--

âlnB 

cJz ()' l) J)R 
s I 

c71n0 

(3.20) 

unde a = I) - ---' este parametrul de stahilitate statică, bazat pc o atmosferă 
/: 

slandard ~i care arc o valoare de aproximai iv 0,1. 
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Rezultă că: 

J'F Wa WF 
--+--, +--~O 
lR D DR 

I I 

Pentru mişcări )a scară sinoptică F ~ l O 3 deci Wa., / D > WF/ DR1 • 

Rezultă că primii doi termeni din rcJaţia precedentă trchuie să aibă acelaşi 

ordin de mărime, dar de semn opus, deci: 

VF Wa DVF 
--~--" sau W~---
LR D La R 

I s I 

Acceleraţia orizontală 

Acceleraţia vântului orizonta) poate fi dezvoltată astfel: 

\' = (~ + V· v) V + W 0V a cz 
vi vi wv vi vi F 
-~-+-~-+--
L L D L La R 

s I 

(3.21) 

Pentru mişcări Ja scară mare, F/a „ R
1 

~ 10 1
, deci advecţia verticală a 

momentului este uzual de aproape un ordin de mărime mai mic decât advecţia 

orizontală a momentului pentru mişcarea la scară mare. 

Ecuaţia de continuitate 

Revenind )a ecuaţia de continuitate, temperatura poten1ială 0 se poate scrie sub 
C 

forma: ln0 = -lnp+-v lnp+consl. 
C 

Deci 

olnp __ '-',. olnp oln0 '-',. g oln0 
------==-------

& C OZ OZ C RT & 
p I' 

Suhstiluind în ecuaţia de continuitate: 

.( o ) CV gw oln0 &, 
-+v-V lnp----, -w--+V•v+-=0 a c RT oz oz 

p 

MărimiJc difcri\ilor termeni sunt: 

(a) 

(h) 

(
d ·) VF --+ , .. v lnp~--
d I. R 

I 

'-',. ~w __ c,. ~ _ c, __!_!_ __ f_ !:__ 

c RJ' c H c Ha R /, 
,, /I I' .) l 
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oln0 wa FV 
(c) w--~--• ~--

& D R L 
I 

(d) 
V 

V-v~-
L 

(e) 
&, w F V 
-~-~---
& D aR L 

s I 

Intrucât F/a R ~ 10-• pentru perturbaţii la scară mare, rezultă că: V• v < V ceea 
s I L 

ce stabileşte că: âl şi iv 
ac 0' 

ambele de ordinul V trebuie să fie de semn opus şi 
L 

V 
div v = âl/âc + iv/0' ~ 10-• - ~ 10-6 s-• . 

L 
Pentru perturbaţii adânci D ~ H şi as < l . Rezultă că (b) este mai mare 

decât (a) şi (c) şi deci ecuaţia de continuitate se scrie: 

V• v + '; - ; v 1J; = O (perturbaţii adânci) 
p 

sau înlocuind ambii termeni care conţin advecţia verticală a densităţii: 

&- olnp 
V-v+-+w--=O 

â & . 

Când perturbaţiile sunt puţin adânci, D/ H < 1 ultimul termen din ecuaţia 

de mai sus se neglijează şi se reţin numai (d) şi (e): 

Coordonatele de presiune 

(perturbaţii puţin adânci) 

( fluid quasi nedivcrgent) 

Dacă aproximaţia geostrofică este valabilă e convenabil să utilizăm 

x,y,p,t. Ecuaţiile de mişcare se scriu: 

av av 
-+(v• V)v+w-+ jk xv= -V<l> a qi 
t30 80 
-+v-V0+w-=O a 4> 
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unde: 

âw 
V-v+-=0 

ip 
~ -RT 
-=-a=--
ip p 

. ip ip (â ) 
(L) = p = - +V. Vp + (l)- = - +V. V p - g{M' a & a 

VP ( 8 , "•) .>..,, W P ( , i: ,) a, - - - + v · v vr - - p + up 
L â' H ' I 

VPDF DVFP 
a,---+---

LJIR La HR 
I s I 

DVPF 

Hla R 
s I 

(1.22) 

Al doilea termen este de regulă dominant, sugerând următoarea scalare: 

DVPF DVP 
w=---u.>'= (u' cu numărul lui Richarson: 

Hlcr R H/,R R 
, I I I 

gDa 
s s ----"- = 

a 
vi F 

pentru R1 = R0 < 1 ; (u - I O 3 hPa I s . 

Scalarea geopotcn\ialului <I> = gz este: 

<I>= gH<I>' 
Cu acestea ecuaţia de mişcare se poale scrie: 

vi ( 8 ) V FPV iv' H - - + V, . V' V, + - . a,, - + /Vk X V, + LV '(<I>' + 8<1>') = o 
L â' P La R ip' . L 

s I 

IJ 
unde r'.jJ = - PcJJ' 

H 
lmpărtind ccua\ia cu i.f şi simplificând: 

sau 
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( 
iJ ) Rz ov' f HR R -+ v'• V' ,,, +--1-w'-+----=k xv'= --1 V'8<l>' = O 

I iJ t R R2 tp' f JJF 
1 I 

R R2 ~ 1 
' I 

pentru unde sinoptice (R ~10-1,a ~10- 1,F=I0 3 ,R -102
). 

I s I 

Comparând forţele de presiune şi forţele Coriolis, cu R
1 

~ 0,1 rezultă: 

o<I>' ~ DF/ HR
1 

HR 
<I>" = __ I 8<1>' ~] 

DF 

In acelaşi mod, ccua\ia termodinamicii, ecua\ia de continuitate şi ecua\ia 
hidrostatică poate fi normalizată după cum urmează: 

( 0 I 'CT/)011 •( 191 1 iJ0"J- o -+v ·v -(1) a ----- -
a• ' • R R cp' 

I I 

R a, 
V'· v' +--1-~ = O 

R R2 tp' 
I I 

a"= R1oa
1 

; 0 ,, = R100' 
F F 

iJ <I>" li o --+a= iJ p' 

Vântul divergent 

(3.23) 

Teorema lui Helmoltz permite împărţirea vântului într-o parte rolatională 

şi o parte divergentă. 

v=v +v ;v =kxV1ţ1;v =Vx 
'I' X 'I' X 

Deci ccua\ia de continuitate se poale scrie: 

. O{JJ 
d1vv = V• v = - -

X cp 

Scalând accaslă ccua\ic: 

DVPF VF V 
___{_ ~ ------ = --- = 
L (DP/H)HLa/?, /,asR, R,R/ 

şi 
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FV 
V~-

x aR' 
s I 

v ~ -
1-v şi v ~ v 

x RR "' 
I I 

partea divergentă este cu un ordin de mărime mai mică decât partea 
rolatională, deci: 

u, , oOJ' O 
V ·V +--= 

X ip' 

3.2 Analiza la scară pentru ecuaţia turbionului şi a divergenţei 

Ecuaţia turbionului 

o( +(v +v )v;+ dv +v )+wo( +(ţ+ f\, 1ivv+k'vwx ,,v. +v,) :O 
a "' x f'\ "' x ip r ip 

vi vi ( 1 ) v ( 1 ) vi -+- I+-- +(20cosq,)- I+-- +--+ 
Li Li R, R1 a R, R1 RJl

1 
I} 

(
V ---<1) I V I vi ( I ) + -+10 ---+---- I+-- =0 
L R,R, L R,RI L2 R,RI 

Aici ordinul de mărime al termenilor ce contin OJ a fost luat din estimările de 
mai înainte a vitezei verticale cu / ~ 10-4 s- 1 ~ 20cosq,, V/ L ~ 10-', şi 

( R
1 
R

1 
)-

1 

~ l 0-1 pentru mişcări la scară mare şi medie şi V/ a < V/ L 

Este evident că termenul kV w x {)v :r / q1 este mic, deci o primă 

aproximatie a ccuatiei turbionului este: 

a; a; ov 
-+v• V((+ /)OJ-+(( + /)V• v +kVOJ x-"' = O a ip x ip 

(3.24) 

Cu o a doua aproximatie, termenii de ordinul vi/ I} R,R1 pol fi omişi 

a<;+ v . v(; + /) + v . V/ +fi'. v = o a "' x z 
(3.25) 

advcctia parametrului Coriolis prin vântul divergent poale fi neglijată: 

o(+ v -V((+/)+ fi'· V = 0 a "' x 
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Pentru a menţine restricţiile intcgra)e se foloseşte / , obţinând forma cuas1-
geostrofică a ecuaţiei turbionului: 

o( ( ) -ow -+v -Vţ+f =J-. a "' ip 

Omiţând ultimul termen, se ajunge la ecuaţia turbionului simplu barotropic: 

oţ + v . v(ţ + /) = o 
a "' 

Ecuaţia dh•ergenfei 

O scriem sub forma: 

o(divv) i'divv) 2 ov 
--'-_____.c_ + v · V(divv) + W--'------C- + (divv) + V w- - fţ + fiu- 2J(u, v) + vi<1> = O a qJ ip 

1 vi 1 v 2 1 v 2 1 vi 
----+----+-----+--- + 
R R L

2 
R R L

2 
( )

2 
L

2 (n R ) L2 

I I I I RR I I 
I I 

1 v 2 
4 v 4 v v2 1 vi 

+----+IO -+IO -+-+--=O 
·R R L1 L a /} R L2 

r I I 

unde /311 este aproximaţia plan p Holton [ 1979). 

Cei mai mari termeni sunt fţ şi vi<I> urmaţi de /311 şi .!(u, v). Deci pcnlru 

mişcări la scară mare: 

Ţinând cont de partea rotaţională v = k x V'P 

o halanlă continuă între componenta rotaţională a vântului 
gcopotcn\ial. Omiţând termenii nclincari. rezultă ba)anta lineară: 

ln final aproxima1ia cuasigcostrofil:ă: 
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https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Ecuaţia termodinamicii 

Pentru ecuatia termodinamicii care a fost ana]izală mai înainte, 
consideratii similare ca în cazul ecuaţiei turbionului şi a divergenţei, conduc la 
ecuatia: 

o{} 
-+v a op 

-V0+am=O 
s 

care este considerată cu aproximaţia gcoslrofică. 

Ecuaţia m 

Vom deriva ecuatia de balanţă liniară (3.27) în raport cu timpul: 

f 8( - vi al>+ VJV iJll = O 
a a a 

Eliminând ~( între această ecuaţie şi ecuaţia turbionului, rezultă: a 

2 al> iJll ( ) . 2 (7{j) V --VJV-+fa ·'v(+f +fa ·'vf-J -=O a a op z 4> 

(3.28) 

Analizând ordinele de mărime din ecuaţia precedentă, se ajunge în fina] la 
relaţia: 

(3.29) 

care este o re]aţie de diagnoză pentru câmpul viteze]or verticale m . 
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4. MODELE ATMOS.FERICE LA SCARĂ MARE 

Introducere 

Modelarea atmosferei presupune o cunoaştere aprofundată a legilor şi 

proceselor fizice care au loc în atmosferă, posibilitatea definirii elementelor 
esenţiale ale acestora şi neglijarea celor cu efect secundar. Ipotezele 
simplificatoare, care definesc fiecare model în parte trebuie alese de o 
asemenea manieră încât modelul să reprezinte cât mai fidel realitatea, dar în 
acelaşi timp să fie suficient de simplu, pentru ca să poală fi folosit în mod 
operativ. 

Utilizarea calculatoarelor pentru integrarea numerică a ecuaţiilor cc 
caracterizează aceste modele, face ca acestea să fie folosite în practica curentă 

a Institutelor Naţionale de Meteorologie realizându-se hărţi cc descriu evolu!ia 
viitoare a câmpurilor meteorologice, necesare atât pentru prognoza timpului, dl 
şi pentru protecţia meteorologică a navigaţiei aeriene. 

4.t · Modelul echivalent barotrop 

Ipotezele care stau la baza definirii modelului echivalent barotrop suni 
Thompson [1961]: 

i) direcţia vântului variază puţin pc verticală în rnndiţiilc circulaţiei la 
scară marc; 

ii) variaţiile vitezei vântului cu înălţimea sunt aceleaşi pentru toate 
verticalele; 

Vom face uz de ecuaţia turbionului, în coordonate (x,y,p) scrisă sub 

forma: 

o;+ vv'(( + /) + {JJ oi;::: -(( + f)div V+ k )( ~ X V {J) 

a lp lp 
(4.1) 

şi ecuaţia continuităţii: 

d . ow o 
IV V-t - = 

lp 
(4.2) 

Ipotezele enunţate mai sus ne conduc la următoarea evaluare: 

v (x,y,p,t)::: A(p) v(x,y,t) (4.3) 

unde A(p) este o funcţie empirică. 
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Procedând în mod analog, pentru lurhionul relativ, se oh\inc: 

-
t;(x,y,p,t) = A(p)t;(x,y,I) (4.4) 

Operatorul hară indică o valoare mediată pc verticală de la p = p 
o 

(presiunea de la nivelul mării) la p = O şi se defineşte: 

1 o 
a=-f adp 

Po Po 

(4.5) 

Aplicând relaţiei (4.3) acest operator de mediere, se ohţinc: 
- -v = A v sau A = l ( 4 .6) 

Folosind (4.3) şi (4.4) în (4.l) şi (4.2) rezultă: 

şi 

Ad 
- ow 

ivv+- = O 
ip 

Vom media din nou aceste ccua\ii prin inh.:grarca în raport cu p. 

(4.8) 

Pentru ecuatia continuitătii (4.8), făcând uz şi de (4.6) se ob\inc: 

divv = -[ru]P" Po 
p--0 

Se cosideră pentru ru următoarele condi\ii de limită, care se' impun în 
mod natural: 

w = O pentru p = O ŞI p = Po 

Rezultă deci: divv = O 
care introdusă în ecua\ia (4.8) arată că pentru aceste condiţii la limită. viteza 
verticală tinde la zero. 

Integrând în raport cu p ecuaţia turbionului şi ţinând cont şi de rela\ia 

(4.9) se obţine: 

-

ot; + A2vv-;; + vV.f = o (4.10) 
a 

Func\ia A(p) se determină statistic, luând în considerare un marc 

număr de date. Se alege un nivel pentru care A 2 (p") = A(p") şi rcla\ia 

(4. 10) devine: 

--,~ 
{<~ + A(J,)\·V( +,·V/= O (4.11) 
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sau folosind relatiile (4.3) şi (4.4) ohtinem: 

oţ + vV(ţ +/)=O 
a 

sau 
d 
-(ţ +/)=o 
dt 

(4.12) 

(4.12') 

S-a constatat că, această formă simplă a ecuaţiei turbionului, care 
exprimă consevarea turbionului absolut în raport cu timpul este valabilă la două 

niveluri p • . Acestea sunt numite niveluri echivalent barolrope şi se situează în 

apropierea suprafeţei de 500 hPa şi respectiv 200 hPa. 
Analogul hidrodinamic al acestui i:nodel de atmosferă poale fi interpretat 

ca un fluid incompresibil şi omogen cc se mişcă între doi pereţi rigizi. 

4.2 Modelul barotrop divergent 

1n continuare vom pune în evidentă efectul divergentei la scară marc în 
cazul mişcărilor harotropc Doos [1968]. 

Conform teoremei de descompunere a lui Helmoholtz, se exprimă 

câmpul vântului în funcţie de potenţialul z şi funcţia de curent f/1 : 

V= V + V (4.13) 
1/1 ;r 

unde am notat cu: 

v =kxVf/1 
1/1 

(4.14) 

partea ncdivergcntă a vântului şi cu: 

v =Vx 
;r 

(4.15) 

partea nerotaţională. 
Cu aceste nota\ii, turbionul relativ şi divergenta se transcriu: 

(4.15') 

Considerăm ecuaţia divergentei scrisă suh forma generală: 

; divv + vVdivv + (divv) 2 
- 2J(u, v)- v ! + 11 ! -Jr;+ gV

2 
Z = O (4.16) 

Vom face o analiză a ordinelor de mărime pentru termenii ccua1iilor 
(4.1) şi (4.16) în functie de numărul lui Rosshy (1.12). 
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Păstrând în ecuaţiile (4.1) şi (4.16) termenii de ordinul R 0 = 1 şi unii 
termeni convenabili de ordinul lui R 1 = 1 O I şi utilizând şi relaţiile (4.15) se 
obţine ecuaţia turbionului sub forma: 

(4.17) 

iar ecuaţia divergenţei se transformă în aşa zisă ecuaţie de balanţă, care exprimă 
faptul că în atmosfera reală există o corelaţie strânsă între câmpul vântului şi al 
geopotenţialului: 

(4.18) 

Această ecuaţie este de tip Monge-Ampere şi e dificil de rezolvat, 
necesitând condiţii suplimentare care să asigure faptul că este de tip eliptic. 

Rezultatele bune se obţin şi cu ecuaţia de balanţă lineară: 

(4.19) 

Se consideră atmosfera ca fiind formată din 2 straturi de fluid omogene, 
incompresibile şi nevâscoase limitate de 2 pere\i ng1z1. 

Se fac următoarele ipoteze: 
-sistemul este static stabil (p' < p) 
-fluidul din stratul superior este în repaos; 
-în stratul inferior, viteza fluidului este independentă de înălţime; 
-înălţimea h a interfeţei ce separă cele două fluide este variabilă (depinde 

de timp); 
-mişcarea pe verticală este presupusă mică, astfel că mişcarea indusă în 

fluidul de deasupra poate fi neglijată. 

Vom considera următorul sistem de ecuaţii ale dinamicii aerului, în 
coordonate obişnuite, rectangulare: 

-ecuaţia turbionului (4.17); 
-ecuaţia de balanţă ( 4 .19); 
-ecuaţia continuităţii: 

-ecuaţia echilibrului hidrostatic sub forma: 

z = (1- &)h + const. 

unde 811) notat & = p' Ip 
Se integrează ecuaţia continuităţii (4.20) de la O la h: 
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a, a, 
Cantităţile & , 

01 
depind de z , iar pentru w folosim următoarele condiţii la 

limită: 

pentru z = O 

pentru z = h 
(4.23) 

unde w == v V H şi v - viteza vântului de la suprafaţa solului şi VH = o o o 

gradientul orografici. 

Cu aceasta (4.22) devine: 

(4.24) 

unde V 2 z reprezintă valoarea medic a divergenţei. 

Se folosesc În continuare următoarele ipoteze simplificate: 

-se neglijează partea divergentă a vântului; (i) 

(ii) 

(iii) 

v=kxVff 

vVh =0 

h=h 
-mişcarea fluidului este paralelă cu interfaţa de înălţimi..: 11; 

(iv) 

(v) 

unde 

ai 
În expresia a 

{7Z 
1
. . . 

1
.. _ ,'U 

= ---- se ace aprox1maţ1a geostro 1ca = 
1-e il il 

v = m· = hodograful vântului este drept. 
o 

Cu acestea ccua\ia turbionului (4.17) devine: 

q = f (V21f + /) 
Kh(I - l·) 

h = a( Vi li!__ + f) 
h 

(4.25) 

(4.26) 

(4.27) 

Constantele q !:ii h se calculează prin liniarizarea expresiilor (..t.1n) ~• 

(4.27). în lunctie de alcgcn.:a nivddor = !:ii I,. 
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Ecuaţia (4.25) este ecuaţia de lul:ru a modelului barotrop divergent, în 
care este inclus şi efectul orografic Doncaud, Pescaru [1978]. Neglijând 
termenul de corecţie datorat orografici (hf/ --= O), se regăseşte ecuaţia modelului 

barotrop divergent obişnuit Doos [ 1968 ]: 

(4.28) 

Vom pune în evidenţă câteva caracteristici ale acestui model. 
Presupunem o mişcare de hază în direcţia Ox cu viteza U . Se 

suprapun peste acest curent de hază perlurhatii armonice m1c1, independente de 
direcţia nord-sud. Rezultă pentru functia de curent: 

'I'= -lfy + 1/f '(x,t) (4.29) 

Introducând (4.29) în (4.28) se ohtine după liniarizarc: 

?l/f' ?l/f' ol/f' 01ţ1' 
--+U--+p--,1-=0 aa2 & 3 a a (4.30) 

cu notaţia consacrată Haltiner [ 197 I}, p = (,,J_. 
C)' 

Presupunem în continuare că perlurhatiile suni sub formă de unde cu 
lungimea de undă L şi amplitudinea A şi că ele se propagă fără să-şi 

schimbe forma în direc\ia est cu viteza c . 

(4.31) 

unde k = 2,r este numărul de undă. 
L 

Pentru a satisface ecua\ia (4.30) viteza de fază trebuie să satisfacă 

rcla\ia: 

Uk2-p 
C = ---'--

k2 +q 

Viteza de grup pentru aceste unde este: 

uk2 +p+2gc 
C =-----

!i k1 +q 
(4.32) 

Nolăm că penlru unde cu lungimea de undă mai mică dcclU 2,r,; 

(c >O), viteza de fază este putin mai mică pentru modelul divergent. 

PCnlru unde cu lungimea de undă mai marc dccâl 2,r,; 

(c < 0). vileza de fază esle considerabil mai mică pentru modelul divergent. 
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In legătură cu viteza de grup se observă că aceasta poate fi şi negativă 
în cazul modelului divergent, ceea ce înseamnă că energia se poate propaga 
contra curentului, pentru unde foarte lungi. 

Se poate studia de asemenea şi rata de dispersie, care se poale 
măsura prin diferenţa dintre viteza de grup şi viteza de fază. 

C -c= 
2k 2 (p+qll) 

-in cazul divergent 
g (q+k2)2 

şi (4.33) 

C -c=2f!_ 
g k2 

-ID cazul nedivergent 

Din aceste expresii se observă că dispersia descreşte cu creşterea 

latitudinii (deoarece se micşorează p = ! ,/ = 2w sinq, ). 

Notăm de asemenea ca dispersia este cu mult mai mare in cazul 
nedivergent, crescând rapid cu creşterea lungimii de undă. 

La modelul barotrop divergent, dispersia are un maxim pentru o 
anumită lungime de undă. 

4.3 Modele barocllne 

Vom face mai întâi câteva consideraţii energetice privind modcklc 
barocline. 

Modelele barotrope pot descrie numai redistribuirea energici 
cinetice în atmosferă. In realitate, energia cinetică se disipă în mod continuu, 
astfel încât, dupa o săptămână se reduce cu aproape 10% din valoarea 
initială. Se pune întrebarea, în ce condiţii şi în ce mod este creată energia 
cinetică în atmosferă. 

Considerând că, componentă verticală a vântului este de aproape 3 
ordine de mărime mai nuca decât componentele orizontale, se poate 
considera următoarea expresie pentru energia cinetica: 

l 2 2 K = -(u +v ) 
2 

Din ecuaţiile de mişcare, scrise în sistemul de coordonate ( x, y, p) se 
deduce cu uşurinţă relaţia: 

e,'f( oK 
-+v+w-+gvVZ=O a ii) 

Folosind ecuaţia continuităţii, ecutia hidrostatică şi ecuaţia de stare. 
relaţia devine: 
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e,1(. [( ~ ) ] â [( ) ] {O T - = -V K + gZ V - - K + gZ {O - U-
a ~ P 

Pentru a simplifica întcrprclarca accslci ecuaţii. o vom inh„gra pc un 
domeniu inchis S , neglijând lransportul de energic prin frontieră. 

iJ iJ T 
-Jf Kds = -ff-[(K + gZ)w~ls- RJf ~ds a s s cJJ s p 

ln continuare se intcgreaza din nou relaţia raport cu p , de la O la p . 
. o 

Condiţiile la limită pentru {u fiind cele ohisnuilc, adica {u = O la p = p
0 
şi p = O, 

primul termen din membrul drcpl al relaţiei dispare: 

0 Po l'o J" - J JJ Kdpds = -R f fJ f}!-d\· (4.34) 
a o s o s P 

Din definiţia atmosferei harolropc. p ş1 T sunt constante pc fiecare 

suprafa\ă de presiune. Rezultă că reia\ ia ( 4 .34) se poate scrie: 

iJ Po I',, T - J Jf Kdpds = -R J-dpJf oxls = O 
il'os oP s 

întrucât JJ {ais = O , rezultă că energia cinetică totală este constantă într-o 
s 

atmosferă barotropă. 

Revenind la atmosfera haroclină. vom presupune că regiunile de 
ascenden\a şi de descendcn\a ale acrului sunt egale. Considerând o viteză 

verticală medie w m şi notând cu 1:. temperatura acrului cald, iar cu 'f. 
temperatura aerului rece, rezultă din (4.34 ): 

Rezultă că energia cinetică creşte, când energia poten\ială şi cea inh.:roă 

descresc. 
Energia cinetică este generată, în principiu, în două moduri 

diferite. 
Mai întâi, datorită încălzirii diferenţiale a atmosferei, încălzire datorată în 

principiu radia\ici solare, se crează gradien\i de temperatură ce implica 
o crcşh!rc corespunzătoare a energici cinetice. 

O alta formă de creare a energici cinetice este în legătură cu 
ciclogcneza. Aceasta perlurha\ie ondulară este asociată cu o creştere rapidă 

a ener~iei cinetice. energia potenţială descrescând corcspunzator. 
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Fenomenul de ciclogeneza nu poate fi descris de mişcarea harotropă ~i 
de aceea, folosirea exclusiva a unor modele de acest tip poate wnducc 
uneori la prognoze eronate. Deficientele modelului barotrop decurg din 
ipotezele artificiale care au fost impuse pentru această mişcare şi anume: 
direcţia vântului este independentă de Înallime şi izotermele sunt paralele cu 
izobarele. 

Pentru a prognoza ciclogeneza, trebuie să utilizăm aşa numitele mişcări 

barocline, pentru care se presupune ca vântul variază liber de la un nivel la 
altul: şi în care distribulia temperaturii nu este, În general, În f.u.ă cu 
distribuţia presiunii. Vom formula ecuaţiile unui hp mai general de model, a 
cărui stare este caracterizată prin condiţii la mai mult decit un nivel. 

Se porneşte de la ccualia turbionului (4.17) scrisă sub forma: 

a, aw 
-+vV((+t)=/a ip 

şi ecuaţia termodinamicii scrisă sub forma: 

!_(ffZ) + vv(ilZ) + wa = o a c;, t:,p 

unde a este indicele de stabilitate statică şi are expresia: 

1 iJ8 
a=----

ga8ip 

(4.35) 

(4.36) 

(4.37) 

Considerând o relaţie de balanţa geostrofică Între câmpul de 
geopotenţial şi cel al vântului, ecuaţia turbionului devine: 

vi!= J((+ /,Z)+ ~2: (4.38) 

care t; are expresia: 

(4.39) 

unde am folosit o relaţie de balanţă geostrofică. 
Ecuaţiile (4.36) şi (4.38) reprezintă un sistem complet de 2 ecua\ii pentru 

doua variabile dependente Z şi a, . 
Intrucit condi\iile de frontieră sunt condiţii restrictive esenţiale pentru {u 

(fluxul vertical al masei), este natural să căutăm o ecuaţie care să permită 
estimarea lui w la orice moment de timp, În funcţie de distribuţia cămpului 

de geopotenţial Z. O astfel de ecuaţie se obţine prin derivarea ecuaţiei (4.38) 
raport cu p, aplicând operatorul V2 ccua\iei (4.36) şi scăzând prima din 

aceste ecuaţii din cca de a doua. 
Rezultă: 
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(4.40) 

unde indicele de stabilitate statică a este presupus constant pentru un nivel 
izobaric dat. 

Ecuaţia (4.40) sau aşa numita ecuaţia m , este o ecuaţie de diagnoză 

pentru câmpul mişcărilor verticale la un moment dat, iar ecuaţia 

turbionului (4.38) este ecuaţia de prognoză pentru câmpul de 
geopotenţial. Ele formează un sistem închis de doua ecuaţii cu două 

necunoscute, care este astfel rezolvabil: 

O hPa 

100 hPa 

200 hPa 

J<X) hPa 

400 hPa 

500 hPa 

600 hPa 

700 hPa 

800 hPa 

900 hPa 

1000 hPa 

---------------------- {i) IU = 0--------------------

- - - - - - - - -I ,g 

------------------- {tJ 8 

- - - - - - - - -Z., 

--------------------{tJ6 --------------------------

- - - - - - - - - - - - - - - - - - -Zs 

-------------------- {tJ ~ -------------------------· 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - -Z j 

---------------------{t)l -------------------------

- - - - - - - - - - - - - - - - - - -Z, 

--------------------- {i) o = {i) 11 ------------------

Fig.4.1 Rezoluţia verticală a modelului baroclin cu S niveluri 

Pentru soluţicmarea acestui sistem, s-a presupus atmosfera 
imparţită în IO straturi echidistante (fig.4.1). Ecuaţia w este presupusă 
valabilă la nivelurile pare, iar ecuaţia turbionului la nivelurile impare. 

Pc frontiera orizontală a domeniului se poate considera cu o buna 

aproximaţie că m = O şi ! = O , adică aceste frontiere acţionează ca nişte 
pereţi rigizi. 

Pentru câmpul vitezelor verticale m , se 
urmatoarelc condilii de frontieră: 

(V.= 0 

(() = {() li 

pentru 

pentru 

p = O hl'a 

p = 1000 hl'a 

8J 

mai consideră 

(4.41) 
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unde: 

(4.42) 

S-a notat cu {J) Hi componenta suplimentară a vitezei verticale a 

aerului datorită freacării şi cu w 112 cea datorită orografici. 

Viteza verticală indusă prin frecare în stratul Ekman se poate estima 
cu formula: 

mH, = -cr; (4.43) 

unde c este o constanta de proporţionalitate, iar r; 0 este turbionul la nivelul 

i7,obaric de I OOO hPa. 
Constanta c este pozitivă şi se poate calcula funcţie de coeficientul de 

viscozitate cinematică, acceleraţie gravitaţionala, densitatea aerului şi parametrul 
Coriolis. Pentru condiţiile atmosferei standard, s-a luat pentru c o valoare 
medie de 16,88 hPa. 

Pentru a pune în evidenta şi 

şi componenta vitezei verticale 
orografic, cu ajutorul relaţiei: 

m = -gp v VH 
Hl O I 

influenta masivelor 
generalizate, ce 

unde s-a notat cu v 
I 

vântul de la nivelul de 1000 hPa. 

muntoase, s-a estimat 
ia naştere prin efect 

(4.44) 

Rezultă că, modelele barocline cu ecuaţii filtrate, de tip diferential, 
permit introducerea efectelor orografice şi a celor de frecare, prin modificarea 
condiţiei la limita inferioară a atmosferei pentru câmpul vitezelor verticale. 

4.4 Modele cu ecuaţii primitive 

Rezolvarea ecuaţiilor primitive ridică o serie de dificultăţi datorită 

neliniaritătii ecuaţiilor şi a condiţiilor la limită de la suprafaţa pământului şi de 
la frontiera domeniului luat pentru analiză. 1n acest sens este necesar să se 
asigure continuitatea şi integrabililatea funcţiilor î~ domeniul considerat, evitându
se totodată inslabilitătile de calcul legate de ne liniaritatea ecuaţiilor. 

Vom prezenta numai cazul modelelor barotrope, rezultatele putând fi 
extinse cu uşurinţă pentru modelele barocline. 

Ecuaţiile modelului barolrop, reprezentând 
omogen, în prezenta unui relief muntos H, sunt scrise 
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a, (., ,, . ~ . 
-=--(H+K)+(.f +s)1•-1 J, 
c1 {,1- " 
a, d . . 
- =--(fi+ K)-( f +t:;)11 + /· a 0' ' I 

(4.45) 

iJH = D(H - H) + v · (V li - V li)+ F 
{,) s s li 

unde s-a notat cu D = divv . H cslc înăl!imea obstacolului orografic, iar F F 
M > V 

şi F reprezintă termeni de fortaj. 
li 

Vom considera mai întâi cazul unidimensional. adică omogenitatea în 

dircc1ia y(: =o). Aslfcl: 

şi sistemul de ecuaţii devine: 

a, a11 {,'K ~ 
- = jv-g---+t;v+I· a & ex " 
l-1' ' - = -fu-ţu+J, a ,. 

iJH =-H-D-uiJH +11 oH. +H -n+F 
a a a- 11 

(4.46) 

Sistemul (4.46) deşi simplificat, arc toate caracteristicile escnliale pentru 
un model cu ecuaţii primitive şi poate fi utilizat în aplicaţii simple pentru a 
înlelege modul de funclionare şi a experimenta rezolvarea numerică. 

Termenii care apar se pol clasifica în trei categorii: 
-termeni liniari sau quasilincari; 
-termeni dinamici nclineari; 
-termeni de forţaj şi disipare, F , F , F împreună cu termenul de forţaj 

" ,, li 

orografic H • D . 
s 

Vom cerceta mai întâi proprietăţile lineare ale modelului. Pentru aceasta 

vom lineariza sistemul (4.46) în ahsenla unei mişcări de bază, H = H şi fără 

forţaj. Se notează: 

H = H + h'(x,t) 

11 = u'(x,t) 

v = v'(x,t) 

(.4.47) 

unde perturhaţiilc sunt considerate armonice ~i mici. Aplicând metoda micilor 
pcrturha\ii sistemul de ccuatii lincarizatc se scrie: 
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(4.48) 

Astfel putem determina viteza de fază a perturbaţiilor: 

deci sistemul pune în evidentă undele gravitaţionale. 

Un raţionament similar se poale face şi pentru sistemul bidimensional 
(4.45), punând astfel în evidentă undele gravitaţionale alături de. undele Rosshy 
care au importantă pentru mişcările la scară mare. 

Sistemul (4.45) cât şi (4.46) conţine 3 ecuaţii de mişcare pentru 
variabilele u, v şi H , şi poale fi rezolvat numeric, astfel că pornind de la 
distribuţia iniţială a acestor câmpuri să se poată estima evoluţia viitoare a 
acestora. Detalii despre metodele numerice cc pol fi utilizate vor fi date în 
capitolul 6. 
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5. MODELE ASIMPTOTICE IN TERMODINAMICA 
ATMOSFEREI 

5.1 Introducere 

Scopul capitolului este de a prezenta câteva ecuatii model, ce se obţin ca urmare 
a folosirii unor dezvoltări asimptotice. Evident sistemul de la care se porneşte este 
sistemul adimensional (1. 46) pentru descrierea comportamentului termodinamic 
al atmosferei, privită ca un fluid vâscos. Desigur, în cazul în care considerăm 
fluidul nevâscos ( perfect, µ ---+ O) trebuie scrise ecuaţiile adimensionale core
spunzătoare ecuaţiilor (1. 37), care se obţin imediat din (1.46): 

Sh ~ + (divpv) = O 

p{Sh: + (v · grad)v + ~
0 

(ex v)} + 
1

~ 2 gradp = a ~
0 

ge 

âT 1 - l T âp 
Sh-

8 
+ (v · grad)T + ---{Sh-{) + (v · grad)p} 

t I p t 

p = RpT 

l T ~ = ---llT+As 
Re.Pr p 

cu notaţiile folosite în ( 1.46). 

(5.1) 

Numărul parametrilor adimensionali ce se introduc, depinde, în mod evident 
de problema ce urmează a fi analizată. Problemele matematice ce apar prin 
re\inerea sistemului ( 1.46) sau (5.1), devin extrem de complexe şi cel mai adesea 
imposibil de rezolvat. De aceea se caută punerea în evidenţă a unor II modele 11 

mai simple (din punct de vedere matematic ), dar care să conducă la rezultate 
11 bune 11

1 atunci cârni dorim să studiem una sau mai multe proprietăţi specifice, 
bine precizate, ale mişcării aerului. Aceste " modele II se obţin din cel general 
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printr-un proces de trecere la limită după unul sau mai mulţi parametrii. Din 
punct de vedere pur matematic problema revine la: 

i) demonstrarea existenţei şi unicităţii soluţiei problemei cu date iniţiale şi la 
limită ataşate problemei complete: V = ( v, p, p, T); 

ii) construcţia aproximării asimptotice va a problemei date; 

iii) estimarea erorii 6( t) c.:u c.:are aproximarea va <liferă. <le solu~ia exadă. V 
li V - va li . 

( h(t) ---+ O când t ---+ O ), adică b(t) ---+ O cand t ---+ O, unde 

li · li reprezintă o normă într-un spaţiu funcţional convenabil ales, iar c este 
" parametru mic" principal al problemei. Ecuaţiile corespunzătoare aproximării 
va se numesc ecuaţii model sau pe surt, modele. 

Chestiunea care se pune cu acuitate este legată de posibilitatea ducerii la bun 
sfârşit a celor trei puncte stabilite mai sus. ln cazul sistemului (1.46) acest lucru 
a putut fi stabilit doar în câteva situaţii particulare ( a se vedea spre exemplu 
Lions (1969], Temam (1979)). 

Scopul acestui capitol nu este analiza detaliată a unuia sau mai multor cazuri 
de reuşită completă, ci prezentarea unor modele utile, cu rezolvarea lor com
pletă şi analizarea cazurilor de aplicabilitate ( deci,într-un anume sens, rezolvarea 
punctului ii)). Totuşi în această situaţie trebuie analizate cu atenţie rezultatele 
obţinute, căci aşa cum se poate observa pe un exemplu simplu (vezi Anexa 3) nu 
orice dezvoltare în raport cu un " parametru mic " este o dezvoltare asimptotică. 
ln exemplu se vede că se pot obţine soluţii care nu verifică proprietăţile problemei 
iniţiale. 

ln acest scop ( ca de altfel în orice situaţie în care se urmăreşte realizarea 
unei analize de tip asimptotic ), prima problemă care se pune este obţinerea 
parametrilor adimensionali ai modelului de pornire. Modelele ce vor fi analizate 
sunt modele laminare şi, chiar dacă în cele mai multe cazuri, se va face o aprox
imare la numere Reynolds mari, acestea vor fi mari, dar totuşi " moderate ", 
astfel că turbulenţa să nu aibe decât un efect neglijabil. Experienţa a ară.tal 
( vezi Guiraud - Zeytounian [rn7Y]) că se pot face " previziuni " utile, fără a ţine 
cont de turbulenţă ( şi aceasta ar fi justificarea, a posteriori, a studiului modelării 
asimptotice a curgerilor laminare cu Re ~ 1 ). Mai trebuie să observăm că nu 
dorinţa de a face modelul mai " comod ", sau vreo " intuiţie fizică " trebuie să 
conducă la " neglijarea " unor termeni în modelul primar, ci necesitatea de a 
pune mai clar în evidenţă anumite proprietăţi alt curgerii ( care se dovedesc a li 
primordiale ) selectate în mod raţional. De altfel o seamă de modele asimptotice 
se reprezintă prin probleme cu date iniţiale şi la frontieră ( la limită ) ce nu se 
pot rezolva ( până în prezent) decât numeric. 

O primă împărţire globală a cestor modele se face în raport cu manmea 
parametrului de scară t = Jfu/ L0 • Astfel vom avea modele la scară siuoptll·a 
( t. « l; t ~ 10-2 ); modele la mesm1cară, în care t ~ 10- 1 ~i modele locale 
( t ~ 1 ).lu capitolul prezent, modelele ce vor fi analizate fac parte din ultima 
catPgorie. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Mai mult, atât datorită faptului ca în fenomenele la care modelele respective 
au aplicabilitate ( mişcări în prezenţa unor obstacole, brize, etc.) cât şi pentru 
obţinerea unor soluţii cu posibilitate de int('rpretare mai rapidă, vom presupune 
că aerul este un fluid perfect, ideal, conducător de căldură, şi prin urmare evoluţia 
sa termodinamică este guvernată de ecuaţiile ( 1 ). In obţinerea ecuaţiilor model 
un rol esenţial vor juca numerele M, Sh şi R0 • 

Modelul din paragraful 5 (modelul de briză) face totuşi apel la vâscozitatea 
fluidului. Aceasta este reprezentată prin intermediul coeficientului de difuzie tur
bulentă k (funcţie constitutivă) ce este aproximată diferit în straturile considerate, 
prin formule empirice. 

5.2 Ecuaţiile de bilanţ în raport cu o stare de referinţă 

ln acest paragraf vom scrie ecuaţiile ce guverneaza mişcarea aerului într-un 
domeniu V. Aceasta este considerată ca o perturbaţie a stării din domeniul de 
referinţă ( presupusă ca fiind atmosfera politropă, descrisă prin ecuaţiile (1.39), 
(1.40) sau de soluţiile acestora (1.41)) dată de 

(5.2) 

Pr, Tr, Pr sunt funcţii de z. 

Vom presupune că perturbaţiile faţă de starea de referinţă sunt mici, adică 
vom sCie 

p(x, t) = Pr(z)(l + 1r(x, t)) 

p(x, t) = Pr(Z )(1 + '](X, t)) 

'l'(x,t) = 'l~(z)(l + O(x, t)) 

(5.3) 

Introducând (5.3) în sistemul de ecuaţii (1.44) scris pentru un gaz ideal, perfect 
conductor de căldură, ţinând seama de (5.2) şi neglijând forţa centrifugă. (în 
(1.44):.i obţinem următorul sist,~m (dimensional): 
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du 
(1 + 17 )[ dt + 20ow costp - 200 v sintp] = 

(1 + 17 )[ !: + 2ilou sintp] 

dw 
(1 + TJ )[ di - 200 u costp] 

= -RT: â1r 
r ây 

-RT. â1r 
r âx 

dfJ 1 - 1 d1r 1 - 1 
0 

w 
(1 + r,)- - --+ (1 + 1r)[-r - fr]- = 

dt I dt I r Tr 

7r = T/ + () + 1]() 

_ , - 1 k 6.0 1 - 1 2kf r âfJ 
- -,-Rpr - -,-RprTr âz 

(5.4) 

ln ecuaţiile (5.4) s-a notat cu ( vezi şi Cap.1.4) r r = -~ ( gradientul 

temperaturii în atmosfera politropă ) în timp ce f~ = g/ R este gradientul 
temperaturii în atmosfera omogenă. ln acelaşi timp observăm că perturbaţiile 
1r, ·11, () suut fum.:ţii a<lime~1siouale. Sistemul (5.4), împreuuă <.:u rnu<liţii iuiţiale 
şi la limită convenabil alese, conduce la aflarea perturbaţiilor 1r, TJ, fJ, v, iar pri11 
(5.:J) şi (5.2) la obţinerea mărimilor reale ale presiunii, densităţii, temperaturii şi 
vitezei în problema formulată. 

Forma adimensională a sistemului (5.4), corespunzătoare deci sistemului (5.1) 
se obţine observân<l că, pe de o parte sunt mărimi ce trebuie adimensionalizate 
în raport cu domeniul ocupat de fluid şi mărimi ce se adimensionalizează î11 
raport cu atmosfera politropă de referinţă. Pentru aceasta vom nota cu tu un 
timp caracteristic al mişcării perturbate, cu L şi H dimensiunile caracteristice 
orizontale şi verticale ale domeniului V şi cu U, W mărimile caracteristice ale 
vitezelor orizontale ( u, v) şi respectiv a vitezei verticale w . Ue remarcat că 
W/U = H/L = f. Vom nota, în fine, cu p~,. p~, r: mărimile de referi11ţă 
constante pentru Pr, Pr, Tr, Ca urmare putem scrie 

t = tot; u = Uu; v = Uv; w = w w; x = Lx; y = Ly; 

Introducând (5.5) în (,5.4), notând variabilele adimensionale l,i,y, . .. rn t, 

t!O 
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x, y, ... şi funcţiile adimensionale u, v, . . . cu u, v, ... ; sistemul ( 5.4) devine 

Sh !~ + (1 + 17)[ divv + (00 - B0 );] +V· grad11 = O 

au 1 . 
( 1 + '7 )[ S h at + v · gradu + Ro ( fW costp - v sm tp) ] = 

,M;âx 

av 1 . 
(1 + 17)[Sh at + v · gradv + Ro usmtt,] = 

Tr 81r 
-----

,M;8y 

8w 1 1 
(1 + 17)[ Sh- + v · gradw - --u cosip] = 

8t R0 t 

ao . , - 1 a1r 
(1 + 17){(Sh-a + v · gradO] - --[Sh-a + v · grad7r ]+ 

t 1 t 

200 1 ao 
t 2 RePr Pr 8z 

7r = T/ + (J + 170 

Jn sistemul ( 5.6) au apărut următoartie numere (constante) adimensionale:S h

numărul lui Struhal; 0 0 = f;/ H = H / Hr - parametru ce descrie dimensiunile 

relative pe înălţime ale domeniului V şi ale domeniului de variaţie a. tempera
turii de referinţă (atmosfera politropă); H0 - numărul lui Houssinesq (1.57), care 
descrie dimensiunile relative pe înălţime ale domeniului V şi ale domeniului de 

omogeneitate a stării de referinţă ( aici B0 = H/ H: = :;J. Numerele R0 

r 
(llossby), Pr (Prandtl) şi parametrul de forma t sunt definite ca în (1.5) în timp 
ce numerele Mr (Mach) şi Re (Reynolds) se definesc în mod corespunzător prin 

Re= p~UL_ 
µ 

(5.7) 

O scurta analiză cantitativă, perHru unele valori standard ale mărimilor în 
discuţie este edificatoare. Pentru atmosferă avem următoarele valori medii uzuale 
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p~ = l.293kg/m3, 1 = 1.402, U ~ lOm/ s, k ~ 5.510-3cal/ms2 ° K, de un<le 
rezultă imediat 

1 
RePr 

l 
Deci oricât am lua dimensiunea caracteristică orizontală L rezultă că -- « 

Re.Pr 
1. ln plus, cum a 0 < 1 ( sau cel mult a 0 = O( 1) ) rezultă că în ecuaţia ( 5.6 ).~ 
putem neglija termenii din membrul drept, în prezenţa celor din membrul stâng, 
ceea ce înseamnă că în atmosferă se pot neglija fenomenele de transfer de căl<lura 
în favoarea celor convective (proprietatea aerului de izolant termic). 

5.3 Model pentru mişcarea aerului cu considerarea gradientului 
termic propriu ( convecţia intensă) 

Având în vedere cele discutate în paragraful anterior, să luăm acum T: = 
273, 15 ° K. Obţinem pentru numărul lui Mach 

Aceasta justifică pe deplin încercarea de a obţine un model asimptotic pentrn 
ecuaţiile ( 5.6) în limita Mr --+ O ( cu atât mai mult cu cât starea de referin~ă 
este caracterizată de absenţa rnişcării) 1 • Un rol important îl joacă acum relaţiile 
de similitudine (Anexa 3, Teorema Il ). Vom alege ordinele de mărime ale 
parametrilor în acestea aşa încât să nu " dispară complet " ecuaţiile de mişcare 
(se observă că si_stemul (5.2) este aproximaţia de ordin zero în Mach a sistemului 
(5.6) ). Pentru aceasta introducem următoarele dezvoltAri 

i~ Mb + 11" = r 11"b • • • 
(5.8) 

1 Conţinutul acestui paragraf urmăreşte articolele lui Ogura şi Phillipe [21], cartea lui Zey
tounian [1988] şi articolul lui Cipu şi Ţigoiu [în pregătire] 
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unde a, b, c, d, sunt numere pozitive şi vor reprezenta cele mai mici puteri ale 
lui Mr în seriile respective. Dezvoltările (5.8) se introduc în sistemul (5.6), iar la 
nivelul cel mai mic de aproximare se obţin a:;a numitele " ecuaţii ale convecţiei 
intense " (sau forţate). Cum mişcarea este considerată într-un domeniu în care 
li::=:'. H;, trebuie să admitem că numărul lui Boussinesq este B0 = 0(1). Asupra 
parametrului 0 0 nu putem impune nici o restricţie, deoarece nu ştim apriori 
modul în care este legat de Mr şi H0 • Ceilalţi parametrii ai t'ntaţiilor ( 5.6) sunt 
fixaţi. Aplicând teorema n rezultă imediat că 

a = O, b = c = d = 2 

Cum dorim să avem un model local, pe de o parte, iar pe de altă parte se 
poate considera apriori că viteza verticală este de acelaşi ordin de mă.rime cu 
viteza orizontală, rezultă evident că t :::'. O( I) ( el poate fi diferit de l, dar nu cu 
un ordin de mă.rime). 

O atenţie deosebită trebuie dată ecuaţiei de bilanţ a energiei (5.o)s, care în 
prima aproximaţie conduce la 

862 , - l . ihr2 
Sh-a + Vo. grad02 - --r Sh-[) + Vo. grad1r.i ]+ 

t 'Y t 

Analiza arată că dacă, parametrul 

ar avea proprietatea că lim S'(M,., 0 0 ) = oo, ar rezulta că viteza w0 = O ş1 
JH,--o 

deci mişcarea verticală ar fi cu un ordin de mărime mai mică decât cea orizontală, 
ceea ce contrazice ipoteza de pornire. Prin urmare trebuie considerat că 

,-I 
--H0 - ao 

Jim - 1-'------- < oo 
M,-o M 2 

r 

adicf1 n., = l~_}_JJ,, -- .\/,2,...,· c·stt· o n·lc1ti<' d<' t•valuare a parametrului dt• formă 
Î 
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Oo• Cu acestea, în locul sistemului (5.ti) obţinem pentru Mr --+ O urmAtoarelt
ecuaţii ce descriu convecţia intensă. (forţată.) 

Bo 
divv O = -T, W 0 

1 r 

(5.10) 

ln acestea intervin doi parametrii de similitudine esenţiali JJ0 f'y şi S. ln 
legătură cu parametrul S, se constată imediat că apar două cazuri distincte: 
a) S = O, şi b) S 'I O. O observaţie specială, necesită cazul limAir-+O S = O, 
adică. ( dacă ţinem cont de-definiţiile pentru 0 0 şi B0 ) pentru care 

Aceasta permite introducerea " parametrului de stabilitate statică" 

KO= r 

Cu el, S = K: / M: şi cum S trebuie să fie mărginit, 

r t l. • • fi • . • t t l . ")' - l r 0 
r reuu1e Ha 1e 111 vet:ma a ea Ul -- r. 

")' 

K 0 -+ O ca Ri Af'J adică r 'I r I 

Prin urmare, sistemul (5.10) descrie mişcarea aerului considerat ca un gaz 
compresibil la numere Mach mici. Pe de altă parte, cum problema în discuţie est<' 
o problemă la scară locală., avem imediat evaluarea pentru numerele lui Strouhal 
şi Rosby 
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Sh = L 104 
0(10- 2

) -~ --~ 
Ut 0 lOtG 

Ro= 
u 

0(10) ---~ 
20oL -

unde t0 este considerat O( 105 
). Deci vom putea considera în plus ( ca o nouă 

serie de dezvoltări asimptotice) că avem mişcări la numere Strouhal mici şi numere 
Rossby mari. Aceasta ar presupune introducerea a două noi dezvoltări de genul 

T/2 = T/20 + S'hTJ21 + .. . 

62 = 621 + S h621 + .. . 
11' 

şi respectiv 

o 1 1 
V oo = V oo + Ro V oo + · · · 

o l 1 
1/20 = 1/io + Ro 1/20 + · · · 

în sistemul (5.10). Introducând pe rând cele două dezvoltări şi reţinând în fiecare 
prima aproximaţie (pentru Sh --+ O, respectiv R;; 1 --+ O), se obţine, renotând 
,11·1•astă apoxima\ie cu ( v 0 , 1r2, 112 , 02 ), urmă.torul sistem 
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Vo. gradua= 

Vo. gradvo = 
( 5.11) 

Dezvoltarea în raport cu numărul Sh şi reţinerea primei aproximări revine la 
a considera procesele cuasistaţionare ( câmpurile nu depind explicit de timp ), în 
. • • . <l" <l 1 A 1 . l _tnup ce a. re\me pruua. a.pwxmuu-e m e~vo ta.re:,a m raport cu Ru revme a a 

neglija efectul undelor mari din atmosferă asupra mişcării locale. 

Pentru o primă abordare a sistemului să considerăm că mişcarea este bidimen
sională (nu avem, variaţii ale mărimilor caracteristice în direcţia y). Se observă. că 
dacă. presupunem componenta v0 = const.(O) atunci din ecuaţia (5.11)3 rezultă 
,r1 = ff':,(x, z) 1Ji deci ipoteza capă.tă. o semnificaţie mai clară. Presupunând deci 
funcţiile necunoscute independente de y avem imediat sistemul (.5.11) sub forma 

(5.12) 

In cele ce urmează se aplică un procedeu cunoscut pentru analiza sistemului 
(5.12) care conduce la obţinerea ecuaţiei pentru funcţia de curent. 
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Remarcăm mai întâi, că deoarece 

,-1 
Tr(z) = --· -B„z 

Î 

derivând ( 5.12h în raport cu x, ( 5.12h în raport cu z şi scăzând relaţiile astfel 
obţinute avem, în cele din urmă (cu (5.12). ) 

(5.13) 

unde s-a notat 

turbionul. Folosind (5.12)i, putem introduce funcţia de curent generalizată 
tp = t/J(x, z), pentru care 

-exp( flo j _!!_:_) 81/J 
"Y T,.(z) az 

(5.14) 
Bo J dz 81/J 

Wo = exp(-:; Tr(Z)) ax 

introducând în (5.12)4 , rezultă că aceasta admite o integrală primă de forma 

(5.15) 

Atu11ci, observâ11d ca 

iJ , - I d f' olj• 
-. (Oi - --1ri) = d·•'• 8:.r' d.r , 'I-
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(,5.16) 

Aceasta, la rândul ei, produce o nouă integrală primă 

, ) B0 J dz ) B0 dF (_1(1/J = wexp(- -- - ---z 
"Y Tr(.?) "Y dtl1 

(5.17) 

Să observăm acum că, având în vedere expresia funcţiei 'l~(z ), se obţin imediat 
următoarele relaţii ( din ( ,5.14)) 

( 5.18) 

Atunci, ţinând cont de (5.1.5) şi (5.17), ecuaţia (5.1:i) conduce la unnă.toan•a 
ecuaţie pentru funcţia de curent 

( 5.1 !) ) 

pentru care vom ataşa condiţii la limita coresp1111zătoare obţinute din nmdiliil1· 
pt>lll.l"ll 1l 0 , ll\,, (}2, 'lr].. 

Suntem ch•ci conclu şi la urrnătoan•a co11d11zif": 
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Aflarea solufiei sistemului (5.12) cu condiţiile la limită date în domeniul de tip 
bandă V= {(x,z) Ix E (-oo, oo), z E [O, 1]} este echivalentă cu aflare.a solufiei 
sistemului (5.14), (5.19), (5.12)5 ,6 cu conditii!e lu limită deduse din precedentele. 

Ecuaţia (5.19) suferă o serie de explicitări care conduc, dacă nu la o formă 
esenţial simplificată, cel puţin la una pentru care metodele numerice sunt mai 
uşor aplicabile. 

Pentru aceasta trebuie însă precizate mai întâi condiţiile la frontieră ( z = 
O, z = 1) şi condiţiile la limită (x --+ ±oo ). Pentru descrierea completă a 
acestora, vom presupune că există o mişcare la infinit amonte paralelă cu planul 
orizontal, iar atmosfera politropă de referinţ-ă este descrisă de aşa zisa atmosferă 
standard. Fluidul fiind un gaz ideal, condiţiile pe frontiera solidă z = O şi pe 
suprafaţa liberă z = 1 sunt descrise în Cap.1.6. Să mai obi:;ervăm că la infinit 
aval nu avem, apriori, condiţii de impus, în afara celor de mărginire uniformă a 
soluţiilor şi de racord cu celelalte condiţii. Cu acestea avem evident următoarele 

u(x,z) = O(z) = U(z)/U 

w(x, z) = O (5.20) 

T (X, Z) = Tr ( Z); 11" (X, Z) = 11" r ( Z) 

pentru x --+ -oo ş1 

w(x,O) = w(x, I)= O 

'.l'(x, O)= '.1~; '.l'(x, 1) = '.1~(1) (5.21) 

1r(x,O) = 11"r(O) j 1r(x, 1) = 11"r(l) 

Relaţiile (5.20), (5.21) devin în termenii modelului descris (adică pentru perturbaţiile 
introduse şi apoximaţia asimptotică luată în consideraţie) ' 

u0 (x, z) = O(z) = U(z)/U 

w0 (x,z) = O (5.22) 

pentru x --+ -oo, şi respectiv 
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w0 (x,O) = w0 (x, 1) = O 

O:(x, 1) = O (5.23) 

Cu aceste remarci, să notăm, pentru claritate, z - z00 la infinit amonte 
( x ~ - oo ) şi atunci din (5.14). avem imediat 

şi prin urmare ( tp E C'f> ) la infinit amonte funcţia de curent este dată de 

(5.24) 

Ecuaţia ( 5.24) poate fi rezolvată. în raport cu z00 
( dacă u0 =/= O) şi avem 

unde z00 este funcţia inversă a funcţiei t/J00
• Cum am observat deja, dacă 

U(z 00
) > O, atunci funcţia i 00 este uniformă. Să constatăm acum că ecuaţiile 

(5.15), (5.16) devin, la infinit amonte 

(5.25) 

şi respectiv 

( 5.~6) 

100 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Ţinând cont că (5.15), (5.16) sunt integrale prime , atunci (5.25), (5.26) con-
duc la următoarea formă a ecuaţiei (5.19) · 

= ( 1 - , - l D0z )2h-1 [ 
880 ( 1 - , - l Doz00 (1/J) t1(z - z00 (1/)))di

00 

(5.27) 
'Y 'Y , dtJ, 

-( 1 - / - 1 Bozoo(l/J) tlh-1 dU(z(X)\ 
, dz 00 

Evident forma ecuaţiei (5.27) depinde esenţial de alegerea vitezei U. Vom lua 
în cele ce urmează pentru O următoarea expresie 

(5.28) 

cu aceasta avem imediat din ( 5.24) 

(5.29) 

Expresia (5.29) conduce la explicitarea membrului drept în (5.27) şi astfel 
obţinem 

2{}21/J {J21/) Bo ( 1 , - 1 B )-1 81/) -
t. - + - + - - -- oZ - -

âx1 âz1 1 1 âz 

1 - l 
Observând acum că -- '.::::'. 0.187 ~i B0 '.:::'. O( 1) ( dar subunitar), rezultă 

1 
"'ţ-1 

că notând A = -~ -IJ0 avem A '.::::'. O(lu- 1
) şi deci putem căuta o primă 

I 

apruxima~i,· asi111ptot ică a lui I/' nmsidnând dez.voltarea 
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tp = 1Po + Âtp1 + • • • (5.:H) 

Scriind dezvoltările expresiilor de tipul ( I ->..z )0 şi (I+ Âtp )ţj, introducându-le 
împreună cu (5.31) în (5.30) şi reţinând prima aproximaţie a ecuaţiP.i obţinute 
avem 

(5.32) 

ecuaţie ce descrie, în primă aproximaţie, comportarea funcţiei de curent. 

Condiţiile la limită (5.22), (5.23), împreună cu relaţiile (5.14) şi (5.29) conduc 
la formularea problemei la limită pentru ecuaţia (5.32) 

7f1o(x,O) = O; t/J0 (x, 1) = -1 

t/)0 (x, z) = -z, x-+ -oo (5.33) 

Otp0 Otj,0 max{l t/Jo I, I ax I, I [h I} < M, X-+ 00 

ln fine, forma finală a problemei ( 5.32), ( 5.33) se obţine făcând schimbarea de 
scară X = ce şi schimbarea de funcţie necunoscută 

Bo 
-z 

~o(Cz) = e 21 t/)0 (c(,z) 

care în urma unor calcule directe conduc la următoarea problemă 

(5.:H) 
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Jo(!, O) = o 

Ba -
J,o(e, 1) - -e2, 

Bu (5.36) 
-z 

J,o({,z) -ze 2'Y 1P-+ -00 ' 

Să observăm în final că problema ( 5.35), ( 5.36) se integrează numeric obţinându
se funcţia de curent. Cu aceasta, relaţiile (5.14) conduc la determinarea câmpului 
de viteze, rămânând apoi de integrat (tot numeric) ecuaţiile (5.12)J,4 pentru 
obţinerea temperaturii 82 şi presiunii 1r2 ( cu condiţiile la limită corespunzătoare 
obţinute din (5.22) şi (5.23)). Uin (5.12)s se determină, în cele din urmă câmpul 
densităţii de masă. 

Câteva rezultate numerice privind integrarea numerică a problemei, deter
minarea funcţiei de curent şi apoi a câmpurilor de interes sunt prezentate in 
Anexa 4. 

6.4 Model pentru mişcarea aerului în prezenţa 
unui obstacol izolat 

Se urmăreşte obţinerea sistemului de ecuaţii care descriu mişcarea aerului ( la 
scară locală ) în prezenţa unui obstacol izolat 1 şi rezolvarea sa în condiţii la 
limită bine definite. Obstacolul poate modela un masiv muntos, un oraş mare, 
etc. El este aproximat prin forme geometrice simple. In aplicarea modelului se 
alege pentru aproximarea obstacolului un paraboloid de rotaţie. Datorită faptului 
că ecuaţia ce descrie mişcarea verticală este liniară, pentru aproximarea unor 
obstacole. de forme mai complicate se poate lua o reuniune de paraboloizi. 

A. Pentru obţinerea ecuaţiei se va dezvolta modelul cunoscut al lui Boussinesq. 
Se consideră deci aerul ca un fluid ideal, perfect conducător de căldură. Prin 
urmare mişcarea sa este descrisă ( aşa cum am văzut ) de sistemul de ecuaţii 
(5.6). Având în vedere observaţia făcută, după fqrmula (5. 7), privind coeficientul 

1 ' 
RePr, rezultă că în ecuaţia (5.6)s, care descrie propagarea temperaturii vom 

neglija termenii din membrul drept. 

2Subiectul este prezentat după cartea lui Zeytounian[1977], şi articolul lui H.I. Ene şi 
V .Ţigoiu (1980] 
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Remarcăm, ca şi la începutul paragrafului precedent, ca Mr ~ 0.0:1. Dez
voltarea asimptotică ce va fi considerată este diferită de cea din cazul convecţiei 
intense şi anume, se consideră că. variaţia perturbaţiilor temperaturii şi densităţii 
datorată prezenţei obstacolului este mai important\ decât variaţia perturbaţiei 
presiunii. Aceasta conduce la a căuta dezvoltări (5.8) cu a = O, b = 2, c = d = 1, 
adică. 

V= V 0 + ... 

(5.37) 

'1 = Mr'll + • • • 

Pentru a nu decupla complet ecuaţiile de mişcare de ecuaţia temperaturii se 
introduc doi parametrii de similitudine ( a se vedea şi Anexa 3 ) 

pentru care vom impune să rămână finiţi ( în procesul de trecere la limită cu 
Mr - O), ceea ce conduce la Bo <: 1 şi Oo <: 1 ( sau Bo - o, Oo - O 
îndată ce Mr - O). Introducând dezvoltările (5.37) în (5.6) şi ţinând cont de 
observaţiile de mai sus avem, în primă aproximaţie, următorul sistem de ecuaţii 

(5.38) 

10.1 
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Sistemul (5.38) poartă denumirea de sistemul lui Boussinesq. Se poate observ:a 
că sistemul se obţine în procesul (asimptotic) de trecere la limită cu 
RePr -+ O , Mr -+ O, B0 -+ O, 0 0 --+ O păstrând parametrii S1, şi S2 
finiţi şi pozitivi 3

• 

Ca şi în cazul analizat în para.graful precedent, vom considera în continuare 
procese cuasistaţionare ( 8h = O ) şi locale, adică se neglijează efectele de scară 
mare ( R0 -+ oo). 

Cu acestea, introducând o nouă dezvoltare asimptotică în raport cu 
1 

µ0 = Ro~ 1 prm 

(5.39) 

sistemul (5.38) devine 

o 

o 

o 
(5.40) 

3 1n fapt se consideră 1111 proces ceva mai complex de trecPre la limită, aceasta fi\ciindu-se 
f!'2 

dupit 1111mărul lui Mach local M; = 
R1T,0

( ! ) 

I O:, 
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Să observăm că în dezvoltările (5.39) s-a presupus că mişcarea se face î11 
prezenţa unui curent uniform şi omogen de la infinit cauzat de mişcarea la scară 
mare, pe direcţia xi, care este perturbat de obstacolul ce va fi prezent în calea sa. 
Este motivul pentru care în dezvoltarea componentei u0 apare termenul constant 

independent de µ 0 • ln sitemul (5.40) s-a notat cu ,\0 = Si[ 'Y -
1 

--S2 ]. Un număr 
'Y 

de derivări succesive ale ecuaţiilor sistemului (5.40) şi combinări ale noilor ecuaţii 
astfel obţinute, conduc la eliminarea necunoscutelor 621 , ,r21 , vi, v2 şi obţinerea 

unei ecuaţii în v3 • Aceasta este 

o ( 5.41) 

ln ecuaţia ( 5.41) s-a notat cu A = >..0 8if-y. Astfel am obţinut ecuaţia ( 5.41) 
care descrie repartiţia vitezelor verticale în domeniul considerat. Ecuaţiei (5.41) 
trebuie să-i ataşăm un set de condiţii pe frontieră. Acestea trebuie pe de o parte 
să ţină cont de datele specifice ce se întâlnesc În practica meteorologică. şi , pe de 
altă parte, de corectitudinea formulării problemei din punct de vedere matematic. 
Pentru acea.~ta, să precizăm că în interiorul domeniului paralelipipedic 

avem un obstacol aşezat pe planul x3 = U, a cărui suprafaţă presupusă suficient 
de regulată are ecuaţia x3 = h(x 1 , X:.J). Să. notăm cu U urma obstacolului pe 
planul X3 = O, adică interiorul curbei h(x1, x2 ) = O. Câmpul vitezelor, conform 
cu cele arătate în Capitolul 1, trebuie să verifice condiţia de alunecare v · n = O. 
Urmare a relaţiilor (,5.:Jî) avem v 0 • n = O şi urmare a dezvoltărilor (5.39) şi a 
definiţiei normalei la o suprafaţă obţinem 

(5.4:!) 

Impunând condiţia de periodicitate ( a domeniului mişcării ) în raport rn .r 2 

lji ca prin suprafaţa z = 1 să nu intre şi să nu iasă fluid, iar la infinit a1110111t> 

şi aval perturbaţia să se anuleze ( Împreună cu derivatele sale ) îndepliuim atât 
cerinţele matematice ale problemei cât şi proprietăţile fizice şi geometrin· alt> ,·i. 
Aceste condiţii St' transformă în 

I Oli 
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(5.43) 

Să mai remarcăm că, condiţia (5.43)2, pusă pe x 3 = O şi (x1 ,x2) E 1J ( zonă 
în care curgerea de fapt nu are loc), nu face decât să transforme domeniul efectiv 
de curgere din V\ (D, x 3 ) în întreg domeniul 'D, cu modificarea corespunzătoare 
a datei pe frontieră. 

B. Pentru rezolvarea problemei (5.41)- (5.4:J) în domeniul V considerat, pre
supunând funcţia h suficient de regulată în vecinătatea punctului de contact cu 
planul x 3 = O, vom face mai întâi următoarea schimbare de funcţie 

{ 

v3 - (1 - x3) oh 
W(x1, x2, x3) = âxi 

V3 

(5.44) 

în exteriorul lui (D,x3 ) 

obţinând o ecuaţie neomogenă pentru W, dar cu condiţii la limită omogene. Prin 
urmare problema ((5.41), (5.43)) devine 

( 5.45) 

în exteriorul lui (D, x3 ) 
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(5.46) 

Având în vedere forma condiţiilor pe x3 = O, ş1 x3 = 1, vom căuta soluţia 
problemei (5.45)-(5.46) de forma 

00 

W(x1, x:i, X3) = L Wn(xi, X:,)sinmrx3 (5.47) 
n=l 

adică o serie sinus- Fourier. Introducând (5.47) în (5.45)- (5.46) obţinem imediat 
pentru coeficienţii Wn ai dezvoltării următoarea problemă 4 

(5.48) 

(5.49) 

ln (5.48) s-a notat 

{ 

a2 a'}, &3 a2 

( - 2 + - 2 )( t
1

- 3 + - 2 ) h în D 
L'( ). _ âx1 âx'J. âx 1 âx'J. 
r X1,X:1 -

O în exteriorul lui D 

(5.50) 

ltemarcând acum forma condiţiilor (5.46h pentru I x1 I-+ oo st' poalt' 
aplica transformata Fourier integrală în raport cu x1• Atunci, dacă notăm rn F 
operatorul ele tram1formare Fourier avem următoarele notaţii şi definitii 

4 Prartir se \nmul,eşt.e ecuaţia ru Hinuir.i:3 şi 8t' integrează între O şi 1. ţinand eoni ni (:1.-H) 

rontlure la W,.(r1, z:i) = i f. 1 
W(r1, x:i, z3)sin111r.rad.r3. 

li 

lOX 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



( 5.51) 

unde evident am ţinut seama de definiţia (5.50) a lui 1'1 ;· 1 •• r 2 ), care împreună 

cu proprietăţile lui h conduce la 1·: I F(x 1, x2 ) I ,h 1 < oo. ln aceste condiţii, 
problema (5.48)-(5.49) se transformă, în urma unor calcule directe, în problema 

22" 222 22 2 .. (A-t W )Un +w (t w - A+ 11 T. )U11 = - -f,(u,•,x:i) 
117r 

(5.52) 

Desigur în obţinerea ecuaţiilor (5.52) (pentru n E N·) trebuie obţinute relaţiile 
de transformare Fourier a derivatelor în raport cu J: 1 , ceea ce conduce la utilizarea 
condiţiilor la limită (5.19)2. Pentru obţinerea condiţiilor (5.53) se transformă 

Fourier (5.49h şi se adaugă condiţia de simetrie în raport cu axa Ox 1 (simetrie 
impusă de simetria obstacolului). 

ln plus se vede clar că membrul drept al ecuaţiei (5.52) este imaginar (da
torită simeriei obstacolului). Atunci, utilizând notaţia Un(w, x 2 ) = Un(w, x 2 ) + 
iVn(w, x2), funcţia Un rezultă identic nulă ~i, pentru funcţia V n suntem conduşi 
la următoarea problemă (din (5.52)- (5.5:J)) 

( 5.54) 

. . 
V,, ( w, 1 ) = Vn ( w. - I ) = O; v:, ( w, l ) - V,, ( w, - l ) = O ( 5.55) 

l'eulru aflarea soluţiei problemei ( ,5.5'1 )- ( 5.5f>) cons_ţatăm că, funcţie de sem
uu I lui.\ (în l«•gălură rn s1•11111ul rnefi1•11t11l11i lui V,, ~i \:, din (.1 .. 5-1) ) an·m dona 
sit 11a~ii posibili· ( A > O,:\ < O), ce \'Ol' ti analizat<• s<•parat. 

lH.Fie A> O. Să lac1·111 urmăloan·I«• notaţii 

j (Jq 
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/3""' =w 

"tnw =w (5.56) 

Cu notaţiile (5.56) avem (în urma unor calcule standard privind soluţia prob
lemei (5.54)- (5.55)) următoarele două posibilităţi 

v'A a) Daci n E (O,-) 
,r 

sau 

-11 

sin1-(x2 - t) F(w, t)dt} 
:l:'3 

(5.57) 

v'A J A - n2,r2 J A - n2,r2 v'A 
dacă wE(--,----)U(---,-) 

l l l l 

sau 

l lO 
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sau 

J A - n271"2 J A - n211"2 
dacă wE( ----,O)U(O,---) 

( ( 

- J;î b)Daca n E (-,oo) 
7f 

J;î ✓A 
dacă w E (-oo, --) U (-, oo) 

( ( 

1 cos-1n..,(x2 - 1) 1• -
Vn(w,x:i)=--c { . ( ) cos(,n..,t)F(w,t)dt-

nw SIIl /nw U 

- [1 sin1nw(x2 - t) F(w, t)dt} 
lx1 

dacă 
J;î J;î 

wE(--,-) 
( ( 

]11 fine, a doua familie de soluţii se obţine pentru 

B2. Fie A < O. Atunci, notând cu 

111 

(5.58) 
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soluţia problemei ( .5.54 )- ( 5 .. 55) este dată de 

( .5.60) 

pentru orice n. 

Se observă imediat că subcazurile prezentate ( a, b) ţin de tehnica de rezolvare. 
Cele două cazuri mari 81 şi 82 însă, depind de parametrul A care, conform 
definiţiilor din prima parte a acestui paragraf, este un parametru de stare al 
atmosferei. lutr- a<levă.r semnul său <lepin<le esenţial <le numărul lui 8oussiues4, 
de 0 0 şi de ,, indicând apriori (funcţie de mărimile de referinţă) tipul soluţiei. 

Se observă c..:u uşurinţă nt <la.că Vn este obţinut c..:a mai sus, atuuc..:i soluţia Hln 
a problemei (5.48)-(5.49) este transformata Fourier inversă a lui Vn, adică 

(5.61) 

şi prin urmare componenta v3 a mişcării verticale se obţine din (5.44) şi (5.47) 
ca 

(5.h2) 

Câteva observaţii se impun. ln primul rând, odată soluţia (5.62) obţinuta. 
sistemul (.5.40) se rezolvă. imediat cu condiţii la frontieră şi la limită co11ve11abil 
alese. (Lăsăm în seama cititorului ca, pe baza condiţiilor formulate în paragraful 
:l al acestui capitol să scrie problema la limită completă.) 

Toate consideraţiile acestui paragraf au fost făcute în ipoteza că s11prafc1~c1 
.r~ = h(x1,:1· 2 ) este regulată. O formă simplă (din punct de vedt•re 111at1•111alil) 
pt>11tru t'cnaţia supraft>ţei t•st.P d,, preferat. Totuşi în aleg,·n•a sat n•lrni(• ~i1111I cu11! 
pc ele o parte ele faptul că aceasta tn·IH1i<' să. aproxi11wzt• diver:-;c ob:-!acolt' n·al1·. 

I J:! 
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iar pe de altă parte că în formula (5.50) de calcul al lui F apar derivatele de ordin 
cinci ale lui h ( paraboloid de revoluţie ) de forma 

(5.63) 

unde C0 = h/ H înălţimea adimensională a obstacolului şi H = L/r, r fiind raza 
cercului de bază ( din planul x3 = O ). Atunci se vede uşor că. F este continuă în 
banda Rx [-1, 1), este pară în x2 şi impară. în x 1 . Prin urmare, transformata sa 
Fourier fi' coim:i<le cu Lrausformata sinus- Fuurier a lui F. Aceste ol,serva~ii ~i o 
serie de calcule elementare conduc la 

(5.64) 

- 105R4 (48R:2x:2 - 49) - ll.340H']} 
w4 2 w6 

Evident se pune problema convergenţei integralelor ce vor apare în formulele 
(5.61), {5.62). Acestea sunt integrale din funcţii de tipul 

g(w)/w2k+1 

unde g sunt funcţii infinit diferenţiabile, deci lipschitziene împreună cu derivatele 
lor. Prin urmare integralele vor avea singularităţi tari în w = O. Cu aceste 
observaţii, constatăm că ne încadrăm în ipotezele teormelor demonstrate de 
Ch. Fox [1957] privind generalizarea valorii principale în sensul lui Cauchy. ln 
cazul nostru, w = O este un punct singular de multiplicitate impară. şi atunci 
restul formulei lui Fox este nul şi prin urmare integralele au sens. 

5.5 Modelul de briză 

Problema circulaţiei aerului la" sca.-ă. mica" an·, printre alte multiple aplicaţii 
de un deosebit interes, şi pe acelea legate de brizele marine, brizele pe vai, diferite 

11 :l 
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probleme de poluare, etc. Problematica sus amintită. a fost abordată. din diferite 
puncte de vedere atât în privinţa modelării matematice a fenomenului fizic re
spectiv, cât şi în privinţa metodelor de integrare numerică. folosite (vezi Estoque 
[1961], Saito [1976], Chorin [1968],[1969]). 

In cele ce urmează. vom urmării prezentarea făcută în Pescaru, Romanof, 
Tigoiu [1985] ca şi în Estoque [1961]. Jn modelarea mişcării vom folosi aproximaţiile 
permise de " teoria K " (vezi Monin , laglom [1965] ; Mohammadi, Pironneau 
[1991] şi Anexa 3), dar nu voin apela la aproximaţia hidrostatică şi nici nu vom 
elimina ecuaţia mişcării verticale pentru a o înlocui cu derivata ecuaţiei de conser
vare a masei. Modelul obţinut descrie mişcarea unui fluid (gaz) cu gradient termic 
propriu. ln schema numerică vom introduce uri prim pas distinct, în aproximaţii, 
pentru a putea calcula funcţia constitutivă K(x,z,t) la pasul următor. In rest 
schema numerică foloseşte rezultatele lui Chorin [1968]. 

Deşi tehnica directă de obţinere a modelului şi de analiză. a sa, pare a fi una de 
" mici perturbaţii " totuşi, având în vedere modul în care sunt obţinute ecuaţiile 
de bază (5.65), (5.68) din ecuaţiile (1.:J8) sau (1.46), ca şi observaţiile făcute în 
introducerea la acest capitol, am găsit de cuviinţă că această tratare " hibridă " 
a unui model îşi găseşte locul în această parte a cărţii. 

Vom începe studiul prin a prezenta pe scurt descrierea modelului. Atmosfera 
este presupusă ca fiind un fluid vâscos; incompresibil. Urmând cele arătate de 
Estoque vom împărţi atmosfera în două straturi. Unul adiacent Pământului cu 
o grosime de aproximativ 50 m, în care se presupune constanţa cu înălţimea a 
fluxului de căldură şi a fluxului vertical al momentelor orizontale. 

Mecanismul mişcării se datorează încălzirii diurne, diferenţiate a solului şi a 
mării. ln plus presupunem ·că, coasta este o linie dreaptă şi că variaţiile mărimilor 
câmpurilor de interes sunt nule în direcţia y ( direcţia coastei). Tinând cont 
de aproximaţiile " teoriei K ", vom introduce funcţiile constitutive K1(x,z,t), 
K2(x,z,t) corespunzătoare celor două componente orizontale ale impulsului, şi 

atunci avem, în stratul limită considerat (se face atât ipoteza egalităţii celor două. 
funcţii constitutive, ceea ce revine la a presupune omogenitatea orizontală. a strat
ului limită, cât şi egalitatea lor cu conductibilitatea termică, funcţia respectivă 
fiind notată cu K(x,z,t)), 

( 5.6,5) 

mult' avem 
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a' 
K2 = K2(x, z, t) = [ k0 (z + z0 ) (1 + nll;) ]2 Dl: 

L' _ /( l + /( 2 (- L' _ L' 
n-

2 
-n1-n2 în ipoteza fă.cula) 

pentru Ri > Ric ~ -0.03 şi 

pentru Ri ~ Ric. Mai sus s - au folosit notaiiile clasice 

Ri = !!_ at I ăz + r giJ()' I a:: 
T au/ D z 01 

( 8tt / cJz )2 

(5.66) 

(5.67) 

pentru numărul lui ltichardson ( lti ) şi temperatura echipotenţială ( fJ ) şi unde 
p0 = presiunea d~ 1000 mb, k0 , z0 , o,,\ constante de material şi problemă. 

In stratul superior, în care nu se fac nici un fel de ipoteze de natura constanţei 
fluxurilor (dar se păstrează ipoteza de constanţă a cantităţilor de interes în ra
port cu directia y), se scrie sistemul complet al ecuaţiilor de conservare a masei, 
impulsului şi energiei, care cu aproximaţia " teoriei K ", devine ( vezi şi ( 1.38)) 

divv = O 

du 1 âp a ,au 
- = --- + fv + -( I\ - ) 
dt p âx â.i ă? 

dv 1 iJp a ,âv 
- = --- - fu+ -( /\-) 
dt p Dy Dz âz (5.68) 

dw l iJp 
- - ---, -g 
,lt p d:: 
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unde p = pRT = p(p/p0 )XfJR, feste parametrul Coriolis, pentru fluxul de căldură 
s- a considerat aproximaţia lui Fourier, iar pentru această p·arte a lucrării vom 
lua 

K(z) = K(h) z = ~ (5.69) 

Considerând, în mod obişnuit, că fiecare funcţie necunoscută a procesului ter
modinamic este formată dintr- o parte datorată mişcării la scară mare (sinoptică) 
şi dintr-o altă parte datorată. perturbaţiei induse de încălzirea diferenţiată. de la 
nivelul solului, avem 

V= Va+ V
1 

() = 8. + ()' 

p = p. + p' 

p = p. + p' 

mărimile neperturbate verificând ecuaţiile de bilanţ 

divv. = O 

dv. = _ RT. âp. _ fu. 
dt Ps ây 

dw. 1 âp. 
dt = - RT.P• âz -_g 

dfJ. 
dt = O 

(5.70) 

( 5. 71) 

Şcăzând ecuaţiile (5.71) din (5.68) ~i ţinând cont de notaţiile (5.70), ca ~i <I<· 
ipoteza <le constanţă a funcţiilor necunoscute pe direcţia y, ob~inem următorul 
Histcm diferenţial pentru perturbaţii 

l I ti 
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8' a~ + bfv' · gradx,zu' + bfi/ ·gradu .• + bfvs · gra<lx,zu' = 

l 8p' p' 8p!I , â i I u 
---+--+/11 +-(/\1-;-) 

p fh PPs 8x fh ih 

a I 

V I I I d bf l / 8t + bfv · gradx,zv + bf v · gra Vs+ vs· gral x,zu = 

p' 0Ps f , iJ ( } , iJu ) 
- - - U + -. - \2-
PPs 8z âz âz 

8

8
:' + bfv' · gradx, 2 w' + bf v' · gradws + bf,·. · gradx,zw' = 

I âp' p' 8ps ---. +--.-
p ih PPs 87-

889' + bfv' · gradx zO' + bf1,' · gradO. + bf 1'
3 

• grad.r 
2
0' -t . . 

i) , i)t} 

ih ( /\ Dz) 

(5.72) 

Sistemul (5.72) este cel ce descrie evoluţia î11 timp a perturbaţiilor procesului 
termodinamic, îndată ce s- a precizat comportamentul masei de aer, la scară 

mare. 

Pentru aceasta trebuie să formulăm problema cu date iniţiale şi la limită. 
Considerând domeniul mişcării ca fiind un dreptunghi cu lungimea (în direcţia 
x) L = 100 Km şi înălţimea H = 2 km (în direcţia z) vom ataşa sistemului (5.72) 
următoarele date initiale ( coni;iderând că la momenhil t - O avem lipsa oricărei 

perturbaţii ) 

P = Ps 

(5.7:J) 

V...:.... Vs 

Dalele la frontieră (t > O) trebuie intro<luse la nÎ\'t>lul sol11l11i, la 11in•l11l fron 
tinPÎ lil>f'n' ~i pe fro11ti<·n•lf' l;itpr;il<•. l,;i niv<•litl sol11l11i vom considt•rn a1111lan•a 

p<'rl ml,a~iilor vil<'Zl'Î 

11, 
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I I I o u=v=w=, z=O (5.74) 

iar pentru profilul de temperatură avem 

o, x<O 

T'(x, t) funcţie de încălzire diurnă 

T'(x, t) = cunoscută pentruO < x:::;; 20km (5.75) 

T'(x, t) = T'(20km, t), x > 20km 

T'(O,t) = ţ[T'(-0,t) +T'(+O,t)] 

unde am presupus că pentru x > O avem solul, iar pentru x < O suntem dea.supra 
mării. 

La nivel superior vom impune anularea tuturor perturbaţiilor 

I I I Al o u.=v=w=u=, z=H ( 5. 76) 

Pentru perturbaţia presiunii, p', se poate lua fie condiţia p' = O (fluid cu 
suprafaţă. liberă.), fie nu se impun condiţii, ceea ce revine la a considera că la z 
= H presiunea este cea calculată prin integrare numerică gi deci perturbaţia de 
presiune se propagă şi peste acest nivel. 

Pe frontierele laterale x = L/'l., x = -L/'l. avem 

I a ( I I ') p· = w = o, -
8 

u , v , o = o 
X . 

( 5. 77) 

unde p"' este cel considerat spre exemplu în Saito [1976], ca urmare a metodei lui 
Chorin. 

ln locul condiţiei folosite de Estoque : lai-=±Lt2= O vom introduce o condiţie 
complet diferită., şi anume, vom presupune o distribuţie hidrostatică de µn,siune 
pe aceste frontier<>. adică. 
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8p' Ps P 
az lx=±L/2= g( R1~ - RTs) (5.78) 

Este clar că ipoteza existenţei nivelului h care separă cele două zone de fluid, în 
sensul precizat la început, presupune introducerea unor condiţii de racordare 
pentru soluţiile celor două probleme. 

Este evident că sunt necesare două tipuri distincte de condiţii de racordare, 
după cum Ri > -0.03 sau Ri ~ -0.0:l 

a) 1n primul caz, mişcarea fiind mai apropiată de cea laminară, vom cere conti
nuitatea vitezelor, temperaturii şi a derivatelor lor verticale la trecerea frontierei 
z = h. Ţinând cont de (5.65) şi (5.66), se calculează soluţia la nivelul h şi se 

impun condiţiile de continuitate cerute. De aici, notând cu C( u') = 2z0 ~:' lz=zu 

avem, pentru z > h 

• '( ) , ) '( ) / ( h + Zo )C(u') hmu x,y,z,t =u(x,y,h,t =u .r,y,zo,t + n 
2 z-+h Z0 

. 8u' C(u') 
hm-=-
z-+h az h + Zo 

8v' 
şi notînd C( v') = 2zo 8z lz=zo 

l. , ) '( h ) '( ) / ( h + Zo )C(v') 1mvt.i,y,z,t =v x,y, ,t =v x,y,zo,t + n 
2 -h ~ 

. 8v' C(v') 
hm-=-
z--h az h + Zo 

Absolut analog pentru (J' avem 

lim 8'(x, y, z, t) = O'(x, y, h, t) = O'(z0 ) + ln( h + Zo )°(8') 
z-+h 2z0 

. 80' C( O') 
hm-=-
z-h az h + Zo 

11!1 

(5.79) 

(5.80) 

(5.81) 
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b) ln al doilea caz se foloseşte o schemă de racordare ce presupune extrapolarea 
ipotezelor de lucru din stratul O S z S h până la primul pas din <lome11i11I 
superior, adică h + Âz. Se aproximează componenta verticală a gradientului d,~ 
temperatură laz = h prin 

80' I _ JJIJ'(x,h + Âz,t)-fJ'(x,O,t) 
âz z=h- h + Âz (5.82) 

fJ fiind o constantă empirică de proporţionaiitate (în calcule vom lua fJ ~ l ). 
Folosind, ca şi în cazul a), ecuaţiile ( 5.65) şi (5.67) obţinem următoarele relaţii 
aproximative 

fJ'( h t) = 3/3h4
/

3 
[ 8'(:r, h + Âz, t) - O'(x, O, t)] [ (h + 6.zt 113 

- h- 113
] + 

x, ' h + 6.z 

+O'(r,h + Âz,t) 

, , :Jjih4/:J[(u',v')(x,h+Âz,t)]((h+6.z)- 1/:J_h- 11:J] (
5

_
83

) 
(u,v)(x,h,t)= I Â + 

l + Z 

+(u', i,')(x, h + Âz, t) 

K(. h t) = ~(9~) 112 I O'(.r,h + Âz,t)- O'(x,U,t) 
1
, 12 h2 

x, ' 8 h + 6.z 

fJ este valoarea medie a lui 8' î11 sratul inferior. 

Calculele numerice vor fi făcute, în primul rând, considerând că atmosfera 
exterioară domeniului de interes este în repaos termodinamic, adică 

v, = O, p, = p,(z) 

dp, p,g 
- -- -pg- -
dz - ' - RT, 

adică, practic, dVt'lll o atmosfPră politropă dată dt-> (vezi (l.-11)) 

l~tl 
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v., = o 

r 
p.,(z) = p.,(0)(1 - Ts(O) z)g/rR 

r 
p.,(z) = p.,(0)(1 - Ts(O)z)(_,,/rR-1) 

ln aceste condiţii sistemul (5.72) devine: 

8-u' 8w' 
-+-=0 ax âz 

8u1 
1 âtJ.1 

1 âtJ.1 
1 8p' f I a ( L' âu') -+u-+w-=--+ v+- .111-

lJt âx âz p âx âz âz 

8v' 8v' 8v' a âv' 
-+u'-+w'-=-fv'+-. (K2-) 
lJt 8x {)z âz âz 

8w' , âw' , 8w' 1 âp' 1 8p11 -+u-+w- = ---- ---g 
ât âx âz p âz p âz 

88' + u,â6' + w,86' = ~ ( Kâ6') 
lJt & âz âz âz 

iar condiţiile iniţiale se precizează în raport cu ( 5.85 ). 

(5.85) 

(5.86) 

Vom descrie pe scurt în cele ce urmează. schema numerică şi algoritmul ataljat. 
Vom urmări tehnica folosită de Chorin [1968) cu precizarea făcută în introducerea 
la acest paragraf, privind ca.leul funcţiei K(x,z,t ). 

Pentru prezentarea schemei numerice şi a schemei logice, vom observa mai 
întâi că în tranBCrierea derivatelor în diferenţe finite, derivatele de timp sunt 
înlocuite prin diferenţe înainte, iar termenii de advecţie prin diferenţe înainte 
cînd viteza de advecţie este negativă., şi prin diferenţe înapoi cînd este pozitivă.. 

Schema numerică. pentru calcului lui v' şi 6' este descrisă mai jos 
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8v' 8w' 
v'(t+I)= v'(t)-ht(u'âx +w' âz +fu'+ 

+ 1 K ( h) ov' _ H - 4 K ( h) o2v') 
h - H âz H - h âz2 

(5.87) 

81( ) I}'( ) c ( ,âO' ,80' t + 1 = t - vt u - + w -+ ax 8z 

+ I K(h) 08
1 

_ H - z K(h) 0
2
8') 

h - H 8z .H - h âz2 

Calculul lui u' şi w' este efectuat în doi paşi. Mai întâi se omit termenii care 
conţin Vp' şi se calculează vitezele fictive u• şi w• după formulele 

u•(t + I) = âu' âu' 
u•(t) - ht (u'- + w'- - Jv'+ 

âx âz 

(5.88) 

,âw' ,âw' 1 âp6 
w• (t + I) = w• ( t) - ht ( u - + w -. - + - - + g) 

âx 8z p 8z 

Evident relaţiile de mai sus se obţin din sistemul (5.86). 

lu coutiuuare i;e reiutro<luc termeuii Vp' ~i utili:..:âu<l ~i u•, w• se calculează 
u' şi w' 

I • <Jt 0p1 

u(t+I)=u(t+I)---
8 

lt+I 
p .? 

I ht âp' 
w (t + 1) = w*(t + 1) - - ~ lt+t 

p uz 

(5.89) 

Acest mod de rezolvare permite utilizarea unui pas de timp. M = ;J minut<'. 
în condiţiilt> în care soluţia rămâne stabilă. 

Apare însă problema determinării câmpului <le presiune p' la pasul <k t irnp 
t + 1. Aceasta se rezolvă, derivînd ecuaţiile (5.~Y) în raport rn x ~i rl'sp,·ct i, 1 

~i eliminând u' şi w' cu ajutorul ('cua\it•i ele rn11t.inuitat(•. Hez11lt ă <'rnaţia d,• tip 
Poi~son 
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(5.90) 

care este o ecuaţie de diagnoză pentru perturbaţia ele presiune p' şi se rezolvă cu 
condiţiile pe frontieră date anterior. 

Schemele logice ale programului principal şi subrutinei de racordare a soluţiilor 
sunt prezentate în Anexa 4. 
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6. METODE NUMERICE PENTRU MODELE LA SCARĂ 
MARE 

6.1 Noţiuni Introductive 

Utilizarea modelelor numerice pentru prognoza numerica a vremii 
implici rezolvarea unui sistem de ecuaţii cu derivate parţiale, nelinear. ln 
general aceste ecuaţii descriu trei procese dinamice importante: advecţia, 

ajustarea (modul cum cilmpul vântului şi câmpul masei se ajustează unul pe 
celllalt) şi difuzia. Ne vom referi la rezolvarea ecuaţiilor lineare, 
unidimensionale, care descriu aceste procese, prezentând abordările lui 
Riddaway (1990). Folosim ecuaţiile "shallow watcr" în care: 

a)-se ignoră rotaţia plmântului; 
b)-nu avem mişcare în direc\ia y; 
c)-nu avem variaţii în direc\ia y 

Unea.rizând ccua\iilc fatl de o stare de bază (u , H) constantă în spaţiu 
o 

,i timp obţinem: 

unde u şi h sunt perturbaţiile pentru componenta vitezei în directia x, şi 

înAl\imea suprafeţei libere. Vom pune în evidentă cele trei procese amintite mai 
sus. 

Advecţia 

âl âl 
-+u -=O a o& 

a, a, 
-+u -=O a o& 

In general, ecuaţia de advecţie linearizată unidimensională, poate fi 
scrisă astfel: 
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Ecuatia de adv,xţie nclincară este: 

e,'f' c'î.' 
-+11-- = 0 a & 

Ajustarea 

care se mai numeşte ş1 ecuaţia undelor de gravita\ic lincarizată şi 

unidimensională. 

Difuzia 

Forma generală pentru ecuaţia de difuzie unidimensională (cu turbion de 
difuzie constant K ) este: 

oF oF 
-=K-
il' a-2 

Multe idei şi tehnici folosite pentru rezolvarea acestor t..:uaţ ii 
simplificate pot fi extinse pentru rezolvarea ccuatiilor primitive complecte. 

Cele mai utilizate metode sunt cek cu difcrente, dar şi metodei,: 
spectrale sau cu clement finit sunt de interes. 

Problemele de meteorologie sunt cuprinse în una din cele trei categorii: 
probleme cu valori pe frontieră, probleme cu valori iniţiale şi probleme cu 
valori proprii. 

a) Probleme cu valori pc frontlcral 

Problema este să determinăm F într-un domeniu /J unde avem ecuaţie 

L(F) = f şi B(F) = g pc frontieră. ( /, şi B sunt operatori diferenţiali). 

/,(F) = .f în domeniul D H(F) = g pc frontieră· 

Exemple tipice pentru această problemă, conduc la rezolvarea unor 
ecua\ii de tip 1/elmholtz. sau l'ois.wm. 

~) Probleme cu \'aiori lnlţlulc 

Acestea suni protJleme de prognoză. în care dorim să prognozăm 

comportarea unui sistem, cunoscând starea ini\ială. Aceasta se face rczohiând 
sistemul. diferenţial /.( F) = f în domeniul /) cunoscând condiţiile inilialc 

/( F) - I, !'.ii considerând că pc frontieră avem condiţiile H( F) = g. ln această 
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categoric sunt ccuatia de advcctic. ccuatiilc umlclor de gravitatie s, ecuaţia de 
difuzie. 
c) Probleme cu ,·adori proprii 

Problema este să determinăm 11. ~i F astfel încât /,( F) = ÂÂ1( F) sa 

fie satisfăcută în domeniul /J cu H( F) = 11./·,'( F) pc frontieră. Prohlcma apare 

în studiile de instabilihllc baroclină. 

O altă variantă de clasificare derivă din forma ccualiei lineare cu 
derivate parţiale de ordinul al doilea: 

Clasificarea se bazează pc proprictălilc caracteristicilor ecuaţiei. Vom găsi trei 
tipuri de ccua1ii: 

Tip Caracteristici Conditii Exemple 
hiperbolic reale h 2 

-(J(,' > o ccuatia undelor 

parabolic imagimuc h 2 
- al'< O ccua\ia de difuzie 

eliptic nu există h 2 
- al'= O ecuaţia Poisson 

Tabelul 6.1 - Clasificarea ecuaţiilor 

Ecuaţiile hiperbolice ~i parabolice suni probleme cu valori initialc, iar 
ecualia eliptică este o problemă cu conditii pc frontieră. 

Vom considera un exemplu simplu pentru o problemă de cvolutie 
unidimt!nsională: 

if' = H(F) (6.1) 
ll 

unde H este un operator spa1ial diferenţial linear. Vom presupune că F este 
dat în N + I puncte de grilă din domeniul nostru Os x ~ L ~i d există o 
condiţie la frontieră corespunzătoare pentru F. dorim să vedem cum putem 
găsi numeric dF/ t:-1 având date valorile F, . 

Calea ct!a mai uzuală este să exprimăm derivatele care apar în memhrul 
drept al relaţiei (6.1) ca diferenţe înlrc valorile în puncte de grilă ale lui F . 
Aceasta este tehnica cu diferenţe. pc care o vom analiza mai târziu. Notăm că 
atunci când ulilizăm această tehnică. nu se face nici o ipoteză asupra modului 
în care F variază între punctele de grilă. 

O altă variantă de aproximare. este să dezvoltăm F înlr-o scrie finită 1.lc 
(N + 1) func1ii linear indcpcndcnlc em,m = m1 ... m 2 • unde m! - m1 = N. as1fcl 

încât: 

F = "'' F (t) e (x) ~ n, ni 
('1.2) 

Accaslă scrie nu cslc o soluţie exactă a sistemului d1..~ crnatii cu dnivalc 
parţiale: Deci când înlocuim (6.2) în (6.1) apare un rezidiu U: 
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dF 
R=L-"'e -LFH(e) 

m dl m m m nr 

Vom alege. derivatele de timp df~_ minimizând R. O metodă este 
dt 

aproximaţia celor mai mici pătrate, penlru care trebuie să minimizăm: 

în raport cu derivatele de timp. Efectuând aceasta şi rearanjând, rezultă: 

(6.3) 

Aceasta ecuaţie poate fi de asemenea obţinută utilizând metoda Galerkin 
în care punem: 

i = l,'2 ... , N + l 

unde ,p, poate fi orice mulţime de funcţii test linear independente. Dacă 

funcţiile pe care le-am folosit pentru dezvoltarea În scrie Ic folosim ca funcţii 

test, obţinem (6.3). lntrucât funcţiile dezvoltării sunt cunoscute (6.2) acestea pot 
fi utilizate pentru a obţine coeficienţii dezvoltării /•~ având date valorile În 

puncte de grili F
1 

• 

De asemenea integralele: 

din (6.J) pot fi calculate exact pentru toate valorile posibile ale lui m şi / . 
Deci (6.3) se reduce la un set de ecuaţii difcrcnliale ordinare cuplate, 

dF 
care poate fi rezolvat pentru 

Soluţia completă este deci: 

--"' 
dt 

cunoscând f ~ • . 

Această abordare se numeşte tehnirn Galerkin. Pentru cazul când 
funcliilc dezvoltării sunt ortogonale, se ajunge la (N + I) ecuaţii difercn1ialc 

ordinare necuplate, pentru coeficienţii dezvoltării: 
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Un exemplu de astfel de ahordare este metoda !)Pf!clrală în care se 
utilizează o scrie Fourier. In acest caz (6.2) devine: 

M 2.o: 

F = Lf~,(t) e' L n, 

m=-M 

unde Fm sunt coeficienţii Fourier complecşi şi M = N /2 . In geometria sferică, 

este natural să folosim armonicele sferice. 
Pentru metoda spectrală funcţiile dezvoltării sunt globale. O altă variantă 

este utilizarea unui set de funcţii de dezvoltare care sunt numai local nenule, 
acestea fiind ideea de bază a metodei cu element finit. Cu această metodă, 

aviod încă un set de noduri (puncte de grilă) în care cunoaştem f ~ , dar 

presupunem că variaţia lui F într-un clement ( o mulţime de noduri) poate fi 
descrisă de un polinom de grad mic, cu condiţia ca să existe continuitate 
pentru F între clementele adiacente. Cel mai simplu caz este să presupunem o 
variaţie liniară a lui F pc un clement care are numai două noduri (puncte 
finale), deci o filare lineară. Atunci (6.2) devine: 

r-1 

unde f~ sunt valorile nodale şi ei(x) sunt funcţii "pălărie", vezi figura) 

e(x) 

1 
x-x J-1 

Al-

Ax 

X 

Fig.6.1 - functii "pălărie" 

Funcţiile dezvoltlrii nu sunt ortogonale; dar sunt apropiate de cele 
ortogonale, deci integralele care apar în (6.3) pot fi evaluate cu uşurinţă. 

Rezultatul unui astfel de proces este un set de ecuatii cuplate din care 
derivatele de timp pot fi determinate. 

O caracteristică interesantă a tehnicii Gnlerkin este că dacă ecuaţia 
iniţială (6.1) arc un invariant pătratic (ex.energia).: 

..<:r.· • I. vi 

_c4:_~ = O CU f, = f ~dx 
d o -

atunci aceia.tă propri\:hllc este păstrată când se face o apro.rimflfit· (;,,1aii11 
pentru varialiile spatiale (pc când diferenţele finite nu garantează acest lucru). 
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l'cnlru a tldini mclotldc cu tlilcrcnlc I inilc. presupunem că avem un 
interval /, care este acoperii cu N + I punch.'. tic grilă cchitlislanlc. 

Pasul tic grilă este tlcci L~x ::. /./ N ş1 punctele tic grilă 

sunt x, = (.J-- l)Ax, .J - 1,2, . , N +I. Notăm Yaloarca lui F în punctul x, cu 

F. 
I 

Vom inccrca să aproximăm valoarea tlcrivalci într-un punci tic grilă în 
functic de valorile în puncte de grilă. Pentru aceasta vom folosi tlezvoltărilc în 
J;ertt~ Taylor: 

) . 
}. i·( A) 1. 1 .,A 1.,,,1x- 1.,,, Ar·' ' = ' X + uX = ' + · Ll.r + ' --·--- + ' --

.1 • I I I I I 2' , ,11, JI (6.4) 

v - 1·( "--)- 1· 1·•A .. ,_.,,A,! ,.,,, Ar3 r - • X - Ll.-\ - • - ' Ll.\ -+ -- -- ·· • --
.1- I I I I / , I / . ,,. .. , 

- _) 

(6.5) 

Rezolvând (6.4) şi (6.5) pentru F, oh1inem: 

F -F 
f~ = J•I I 

J 
(6.h) 

F -F 
F = I I I+/·'· 

J Ax '• (6.7) 

Scăzând (6.5) din (6.4) raultă: 

, F I -F I ,. F =-1-• __ .1_+ •,; 
' 2Lix 

( 6.8) 

Neglijând ,~-, aceste expresii tlau aproximatiilc înainte (6.6), înapoi (6.7) 

şi centrate (6.8) pentru prima derivată. 
Eroarea de trunchiere este dală de J,; şi ordinul de aproximare este 

definit prin cca mai mică putere a lui Ax din ,~· . Deci schemele înainte şi 

înapoi sunt de ordinul întâi, iar schema centrată este de ordinul doi. Cu cât 
ordinul schemei este mai marc, cu atât precizia aproximatici cu difcrcntc finite 
este mai marc. 

Se poate dezvolta o schemă de ordinul patru, utilizând (6.4) şi (6.5) cu 

dezvoltări pentru F(x, + :!Ax) şi F(x, -- :!Ax) . Rezultă: 

I·. = _ , , 1 , , _ _ , , 2 , 2 + <)(Ar 4 ) , 4(F -F ) J(F -F ) 
' 3 '.!Ar 3 4Ax 

(6.9) 

Aproximatia uzuală pentru derivata a doua, din (6.4) ş1 (6.5) este: 
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F -2F +F 
F"= _1_•• ___ 1 __ 1-_• + O(Ax-2) 

J Ax-2 
(6.10) 

Se poate ilustra precizia cu care aproximaţia cu diferenţe finite 

reprezintă derivata unei funcţii cunoscute. Presupunem F(x) = R(e'tr) unde 

k = 2,r/ L este numărul de undă şi L este lungimea de undă. 

Inlocuind F în (6.8) rezultă neglijând E: 

it(.r,.1.rJ ,t(.r-6.rJ itr ( · k ) 
F-

e - e e ( ,ttu- --,lu\.r) .k ,1:.r sm Ar =-------=-- e -e =Ie 
1 2Al' 2Al' - kât' 

Deci aproximaţia cu diferenţe ftnite este egală cu valoarea exactă 

multiplicată cu un factor de corecţie C . Dacă lungimea de undă constă în / 
paşi de grilă, avem k = 2,r/ /Ar şi factorul de corecţie devine: 

2,r 
q=-

1 
Calculele similare pentru schema de ordinul patru arată ca: 

C 
_ 4 sinq 1 sin2q --------

3 q 3 q 

Reprezentând C în funcţie de/ pentru aceste scheme se observă că sunt 
necesare aproape I O puncte de grilă pentru a descrie cu precizie comportarea 
unei unde, iar undele mai scurte vor fi tratate prost. De asemenea se va vedea 
că schema de ordinul patru este mult mai precisă decât schema de ordinul doi. 
Acest lucru se poate ilustra examinând comportarea lui C pentru lungimi de 
undă mari (/ mare, q mic). Utilizând dezvoltări în serie se obţine: 

2 

-ordinul doi C = 1 - q
6 

= 1 + o(q 2
) 

-ordinul patru 
4 

C = 1 - ;
0 

= 1 + (~q
4

) 

Intrucât valoarea corectă a lui C este I , aceasta arată că schemele de 
ordinul 2 şi 4 au respectiv erori de ordinu_} 2 şi 4. Io general, dacă 

C = I + o(qn) se spune că schema este de ordinul n . 

In final este de interes introducerea notaţiei care este adesea utilizată 

pentru diferenţe finite: 

F -F 
8 F = 1•m/2 J m/2 . 

_. 1 mâl' , 
F F 

pnu: = J+m/2 + .1- m/2 

J 2 

utilizând această notaţie (6.8) şi (6.10) devin: 

I;, - J: ,.. -' - J: ,.. . 
) - U X ) - (,1 2.t .I 'J F"= 6 2 F 

I X I 
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Diferenţele finite pot fi utilizate pentru derivatele temporale, la fel ca şi 

pentru derivatelt: spaţiale, ceea cc înseamnă că vom reprezenta derivatele 
temporale în funcţie de valorile la intt:rvale discrete de timp. Dacă &t este 
intervalul de timp (pasul de timp) atunci nivelurile de timp sunt date de 
tn = 11/lJ cu 11 = 0,1, .... Acum valoarea lui Fîn punctul de grilă x

1 
la timpul 

t n este dată de F;' . 
Se utilizează difert:nţe înainte sau centrate: 

(i) (aF)" J,'"'' - /;" 
înainte - ➔ 1 1 + O(ât) 

d „ Al 

(ii) centrate 

Pentru a rezolva o prohlcmă cu valori iniţiale trehuie să transcriem 
ecuaţiile cu derivatt: parţiale în forma cu diferenţe finite. Vom construi un 
algoritm care să permită calculul valorilor lui F la nivelul de timp (n + 1) în 
funcţie de valorile la niveluri de timp anterioare. 

Ca exemplu vom considera ecuaţia de advecţie cu diferenţe în timp 
înainte ,1 diferenţe înapoi (upstream) spaţiale. 

J J + " .I J I = O· 1''
11

•

1 
-F" (F" -F" J 

d/ 0 Al ' 

Schema este de ordinul inlili in spaţiu şi timp. 
Rezultă următorul algoritm de rezolvare: 

Fn+I = F" - a(l-'" - /,'" )· 
J .I J J I ' 

care esle o schemă explicilă. 
Numai pentru că putem produce un algoritm pentru rezolvarea unei 

ecuaţii, nu înseamnă că utilizarea acestuia va produce soluţii realiste. De 
exemplu. dacă utilizăm diferenţe înainte în timp şi diferenţe centrale în spaţiu 

pentru ecuaţia de advecţie. ohţinem: 

F_"' 1 = J,'" -· a (1.- 11 
- F" ) 

I .I ') _/, I ./ I 

Aceasla este o schemă cxplicilii cu două niveluri, de ordinul întâi în 
limp şi de ordinul doi în spaţiu. care parc a fi rezonabilă pentru rezolvarea 
ecuaţiei. Se poah: arăla că accsl algorilm arc proprietatea ca diferenţa între 
soluţia cxaclă şi soluţia numcrid creşte exponenţial cu timpul şi deci schema 
csh.: inslahilă. 

Vom defini în conlinuarc no!iunilc de ,·ow•r1,:L't1{r1. ,·011.\'i.\'ll'nţ,1 şt 

.1/(lhtlit111,· s1 v11111 l'nun\a o lcorcmă de legătură. 
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Convergenţa -o soluţie a unei ecuaţii cu difcren\e ~stc convergentă, 

dacă aceasta tinde către soluţia ecuaţiei cu derivate parţiale corespunzătoare, 

cind puul de grilă şi pasul de timp tind la zero. Dorim să asigurăm 

convergenta, dar aceasta este dificil de făcut. Există o teoremă pentru aceasta, 
dar mai întli trebuie să introducem două noi definiţii. 

Consistenţa -o schemă cu diferente finite este consistentă cu o ecuaţie 

cu derivate parţiale dacă eroarea de trunchiere a ecuaţiei cu diferenţe finite 
tinde la zero cind pasul de grlll şi pasul de timp tind la zero. 

Consistenta este uşor de testat. Presupunind ~" soluţia adevărată a 

ecuaţiei (6.1) în punctul x, şi timpul I" . Această soluţie este înlocuită în 

ecuatia cu diferenţe Jinile şi dezvoltările Taylor utilizate pentru a exprima totul 
în funcţie de comportarea lui F la poziţia x

1 
şi timpul I" .Rearanjând 

ecuaţia, rezultă: 

Dacă eroarea de trunchiere t_; tinde la zero când pasul de grilă şi pasul 
de timp tind la zero, i.chcma este consistentă. In continuare, consistenta va fi 
presupusă fără alte comentarii. 

8tabllltatca -o schemă este stabili daci diferenţa dintre soluţia exacti şi 

&0lu\ia numerici a ecuaţiei cu diferenţe nu creşte exponenţial cu creşterea 

nivelului de timp. 

Existl mai multe tehnici pentru testarea stabilitltii. 
Conril■tenta şi 11tabllltatca schemelor cu diferenţe finite pot fi 

investigate, deci putem testa daci schema este convergentă utilizând următoarea 
teoremă: 

Teorema Lax-Rlchtmt!yer 

Daci o schemă cu diferenţe finite este consistentă şi stabilă, atunci 
această schemă este convergentă. Reciproca este de asemenea adevărată. 

6.l. Ecuaţia de advecţie lineari 

Ne vom ocupa mai întâi de ccua\ia de advecţie lineară unidimensională: 

F = F(x,l),u0 = COII!#. (6.11) 
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cu condiţiile de front icră ciclice: 

F(O,t) = F( /,,/) 

şi conditiilc initialc 

F(x,O) = f (x) 

SoluHa analitică a ccua\ici (6.11) este cunoscută: 

F(x,1) = f(x - uaf) (6.12) 

şi exprimă faptul că pcrturha\ia iniţială se translatează în direcţia Or (dacă 

U0 > 0 ). 

Considerând "ener,;ia" pcrturhatiei definită pnn: 

E(t) = ¾ J F 2 
dx (6.IJ) 

- o 

vom deduce din ecua\ia (6.11) înmultind cu F ş1 integrând în raport cu x: 

e,'f.,' -_ - "o f1, t,1;2 d.x -___ llo (/••2) 11 -_ O d . ~ . ec1 energia se conservă m hmp. a 2 0 & 2 o 

Vom reprezenta derivatele în functie de valorile lui F în 
punctele de grilă x„ şi la nivelurile de timp /

11 
• unde: 

x = (j - 1) Lh; j = 1,2, .. , N + I; 
J 

I = 11/11; 
" 

11 = 0,1,2, ... 

adică f~n reprezintă valoarea lui Fîn punctul x, ş1 la timpul /
11 

Vom folosi aproximatia cu difcrente înainte pentru derivata temporală ş1 

cu difcren\e înapoi (upstream) pentru derivata spatială: 

Fn+I = Fn - a ( F_n - F" ) 
J J I / I 

(6.14) 

Rezultă deci că dispunând de datele lui F la nivelul de timp 11. 

împreună cu conditiilc de frontieră ciclice (/•;" = F;,1) . ecua\ia (6 .. 14) permite 

estimarea lui Fla următorul nivel de timp. 
Frac\ia a este numită numărul C.FL. (după Courant. Freidric.\· şi /,el'_v) 

utilizat în analiza de stahilitalc. 
Vom încerca să demonstrăm convergenta schemei. utilizând teorema I ,1,.r

Ni1 ·/,/me\'er. 

lntrucât schemele cu difcrente utilizate au fost construite astfel încât să 

fk consistente. rămâne să mai demonstrăm numai stahilitatea acestora. Pentru 
aceasta trchuic să rnnsiJcrăm comportarea l.'.mrilor initialc şi să examinăm Jad 
acestea cresc exponent ial. Vom lua în consiJcrarc ~ metode: 
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a) Metoda energiei, în care schema este considerată instabilă dacă "energia" 
definită de (6.13) creşte în timp; 
b) Metoda seriilor Fourier, în care se studiază comportarea unei singure 
armonici. Stabilitatea tuturor armonicelor admisibile este o condiţie necesară 
pentru stabilitatea schemei. 

Am uitat mai înainte că, pentru ecuaţia de advecţie lineară, energia 
E(t) se conservi. Vom studia o cantitate analoagă E" definită: 

SI studiem de exemplu stabilitatea schemei cu diferenţe (6.14). 

lnmu}tind cu (Ft' - F/), substituind în membrul drept Ft' şi rearanjând 

termenii, rezultl: 

Flclnd suma pentru toate punctele de grlll ,i utilizlnd condiţia de 

frontierl F," = F :+, , rezultl: 

Pentru a preveni cre,terea energiei, vom pune conditille: 

(i) , ceea ce implici u0 ~ O 

(ii) 
u ru 

( 1 - a ) ~ O , ceea ce conduce la a = - 0
- ~ 1 
~ 

Aceasta inseamnl că, având fixat un pas de grilă ~ , soluţia este 
stabili numai daci alegem pasul de timp ru ~ ~/u0 • 

Metoda seriilor Fourier a fost inlrodusl de John Neumann şi în 
comparaţie cu metoda energiei este simplu de aplicat şi permite o evaluare 
considerabili a performantelor diferitelor scheme. · 

Vom relua ecuaţia de advecţie (6.11) cu condiţiile iniţiale de forma: 
2,r 

F(x,O) = f(x) = c.e;tr; k = L·m 
unde m este numlrul de undi. 
Soluţia analitici este: 

F(x,t) = (\e'k(x Moli (6.15) 

In continuare vom considera ecuaţia cu diferenţe (6.14). cu condiţia 

iniţială de forma: 
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F 0 = Cke'1u:, 
.I 

Soluţia este dată de: 

(6.16) 

unde Â 1 este o cantitate complexă ce depinde de schema cu diferenţe şi 

numărul de undă k. 

Considerând Â k = IÂ. k ie'0 rezultă: 

(6.17) 

Deci IÂ. k I dă partea de schimhare a amplitudinii pc pasul de timp şi 0 

furnizează informa\ii despre fază. 

Comparand solutia schemei cu diferenţe (6.17) cu soluţia analitică (6.15) 
se pot pune în evidenţă următoarele: 

(i) Stabilitatea schemei cu diferenţe este asigurată dacă ll. I ~ I 
pentru toţi k . 

(ii) Schema numerică introduce o aplatizare fictivă D = ll 1 I la 

fiecare pas de timp; dacă D = I schema este neutră. 

(iii) Viteza de fază a solu\iei numerice este c = - 0/ kAt şi de regulă 

este diferită de u0 • O măsură convenabilă pentru eroarea de fază este viteza 

de fază relativă r = c/110 • 

(iv) Intrucât viteza perturbaţiei depinde de numărul de undă, apare o 
dispersie de calcul, ceea ce înseamnă că perturbaţia care are mai multe 
componente Fourier, nu îşi menţine forma. Astfel spus viteza de grup 

o 
cg = a (kc) nu este identică cu viteza de fază. 

Pentru ecuaţii diferenţiale cu coeficienţi constanţi, criteriul (i) de 
stabilitate este prea lare, deoarece sunt posibile creşteri exponenţiale a soluţiilor 

realistice fizic. Ca urmare, criteriul de stabilitate poate fi scris: 

ceea cc permite o creştere exponenţială, dar nu rapidă a soluţiei. Dacă însă se 
cunoaşte că soluţia adevărată nu creşte (ca în cazul ecuaţiei de advecţie), este 
necesar să ne asigurăm că IÂ. k I ~ I . 

Revenind la ecuaţia cu diferenţe (6.14), vom substitui • conform relaţiei 

(6.16), ceea cc conduce la evaluarea: 

Â. t = l - a (I - coskAr + isinkAr) 

şi utilizând faptul l:ă A, E ( • • rezultă: 
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IÂ 1 I--1+2a(a-l)(I CPsk\r) 

lntrucât I - coskh.r 2'. O. nitcriul de stahilitatc JJ, 1 J ~ I cslc satislărnt numai 

dacă a(a - 1) ::o O. ceea cc conduce la 11 11 ~ O şi 1111 111 / tl\'" '_- I. accla~i raultat 

ca în cazul metodei energici. 
Se spune <.:ă schema cu difcrcnlc analizată (6.14) este condiţional stahilă. 

Pentru a studia aplatizarea amplitudinii şi erorile de fază. este 
convenahil să punem în cvidcnlă lungimile de undă de / paşi <le grilă. 

Numărul de undă k va fi înlocuit cu '2,r//t!x. Se poate arăta că aplatizarea 

pe pasul de timp (/)) şi eroarea relativă de fază (r) au expresiile: 

JJ = J I + '2a ( a -- I) ( I - cos q) . 
'2,r 

l/ =: -----
/ 

(6.18) 

I as111q 
I"= - ---a/"CIJ!. ~~------- (6.19) 

aq a ( I - cos q) - 1 

ln tahclul următor sunt prezentate valorile lui /) ş, r pentru / = 2J.4,6 şi 10 

- I 
Pa~ 

2 J 4 6 10 

Aplatizarea (n) O .00 050 0.71 0.87 0.9) 

Eroare de fază relativa (r) I .O I.O I.O I.O I.O 

Tahclul 6.2 - Parametrii schemei cu dil"crcnlc "upstream··. funclic de / . 

Se remarcă acuratclca cu care 
(menţionăm că r < I pentru O< a < 0.5 

schema 
şi r > I 

reproduce viteza de fază 

pentru 0.5 < a < I ). dar 

aplatizarea undelor cu lungime mică de undă este importantă. 

Pentru ecuaţia de a<..lvcclic (6.11) se pot folosi şi alte scheme cu 
diferenţe. Vom folosi aproximalia cu <..lil"crcnte înainte pentru ucrivata temporală 
şi aproximaţia cu difcrcntc centrate pentru derivata spalială: 

/<""'I· __ /,",, /,"" _ /,"" 
_1 J f1 I I I Q 

+lin----= 
'2Al-

(6.20) 

Folosind metoda seriilor hmrier se arată cu uşurinlă că: 

Rezultă că J,1. k J > I înlot<lcauna şi deci că schema csll' instabilă pentru toate 

valorile lui a şi k . o astfel de schemă este ahsolut instahilă. 

O altă schemă. care este extrem <le mult folosită în prohlcmclc de 
meteorologic este schema "lcap-frog". denumirea provine de la utili,arca 
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diferenţelor centrale pentru derivatele de timp. împreună cu diferenţele centrate 
pentru derivatele spaţiale: 

(6.21) 

Aceasta este o schemă explicită cu trei niveluri, care este de ordinul al 
doilea în spaţiu şi timp. 

Folosind tehnica seriilor Fourier pentru a lesta stabilitatea schemei, se 
ohţine ecuaţia: 

1 2 + 2ipÂ. - I = O • cu p = -a sin k.1.x 

cu soluţiile: 

Â. = ip±.J1- p 2 

Există deci două solulii pentru Â. ca o consecinlă a schemei cu 3 
niveluri. In general o schemă cu m niveluri va avea m - 1 soluţii pentru Â. , 

fiecare soluţie este considerată un mod. 
Se poate arăta că pentru unul din moduri Â ➔ 1 dacă .1.x', ~I ➔ O, 

acesta fiind considerat modul fizic. Celălalt mod nu arc o semnificaţie fizică şi 

este numit mod de calcul ( Â ➔ -1 dacă .1x', ~, ➔ O). 

Dacă lal ~ 1, rezultă IPI ~ l şi deci .J1 - p 1 este real. In consecinţă 
Iii= I pentru ambele moduri şi deci schema este condilional stabilă ş1 neutră. 

Continuând analiza, se arată că pentru modul fizic rezultă: 

I -p 
r = - -arctg--;::c==== 

aq .J, - /J2 
p = -asmq; 

2,r 
q=-

1 

în timp ce pentru modul de calcul viteza de fază este în direcţie opusă cu 

u
0 

(r = -1 ) şi amplitudinea se schimhă la fiecare pas de timp. 

Io general soluţia ecuaţiei cu dif ercnţc finite este o combinaţie a celor două 
moduri. 

Schema leap-frog este foarte populară, deoarece este simplă, este de 
ordinul al doilea şi este neutră, oricum există erori de fază şi dispersie de 
calcul. 

Pentru a starta o schemă lcap-frog se obişnuieşte să se folosească un 
pas de timp înainte şi pentru a suprima separarea soluţiilor la paşii de timp 
pari şi împari. se obişnuieşte fie folosirea din când în când a unui pas de timp 
înainte, sau un filtru de timp. 

O altă variantă a schemei lcap-frog este aproximaţia semi-momentului. 
Pentru aceasta câmpul de vânt este netezit înainte de a înmulţi derivata. 
Folosind notat ia din paragraf ul precedent. schema devine: 

---x 
--, -x 
8 F = -11 8 F 

I .\' 

Pentru 11 = 110 constantă, schema se reduce la (6.1 I). 

Pentru a alege o schemă cu difcrcnlc finite, să punem în cvidcnlă 

factorii ~arc trebuie luali în considerare: 
a) htc de dorit ca crorilc de trunchiere să fie mici în spaţiu şi timp: 
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h) Ideal se doreşte ca erorile de fază şi aplatizarea să fie m1c1, de regulă se 
face un compromis rczonahil: 
c) Avantajul schemelor explicite constă în uşurinta de programare. dar ele sunt 
conditional stahilc: 
d) Dacă schema arc mai mult de 2 niveluri, apar moduri de calcul şi posihila 
separare a solu\iilor, şi de asemenea ocupă mai multă memorie de calculator. 

6.3 Ecuaţia de advecţie nelineară 

In sistemul de ecuaţii primitive al dinamicii acrului, termenul de 
advecţie este neliniar. Vom considera ecuaţia de advecţie nclineară: 

a,+ ud,= O 
a <l° 
Soluţia acestei ecuaţii cu condiţia 

reprezintă o ecuaţie implicită pentru 
reprezintă perturha\ia initială, care se 
schimbe forma. 

(6.22) 

iniţială,11 = f(x) este li= f(x - ul) şi 

variahila dependentă, 

deplasează cu viteza 
li Soluţia 

u , fără să-şi 

Proprietă\ile schemelor cu diferenţe pentru ecuaţia de advecţie nelineară, 

nu pot fi studiate cu tehnicile introduse în paragraful precedent pentru 
investigarea stahilităţii, a erorilor de fază şi aplatizarea soluţiei pentru ecuaţia 

lineară. De aceea se vor folosi proprictă\ile integrale ale ccuatiei de advec\iei 
nelineară pentru a furniza indicaţii privind scheme cu difcren\c finite. 

lnmulţind (6.22) cu II şi integrând pc întreg domeniul, cu condiţii de 
frontieră ciclice, se ohtinc: 

l-t = o 
a 

unde E este energia cinetică totală. Rezultă deci că ar fi de dorit ca schema 
cu diferenţe să conserve energia. 

In continuare se va considera o formă a ccuat1c1 (6.22) în care este 
discretizat numai termenul de advecţie. Pentru diferite scheme, se va examina: 

a unde E' = _!_' ,,2 · L~x 
'")L._. I 

- I 

Pentru schema cu diferenţe centrate: 

li - li 
J ,I ./ I 

înmulţind cu II şi făcând suma pentru toate punctele. rezultă: 

rt' I L 1 , -- = -- (u- ·li -11- ·li ) 
ll 2 ./ I .,,1 I .I I 

In general suma nu se anulează, deci energia E' nu este conservată. 
O altă schemă cu difcrcn\c poate li considerată, pornind de la ccuatia 

(6.22) scrisă suh h,rma: 

:~ -= - {~ ('~2-) 
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Discrclizând operatorul de derivare în raport cu x: 

âl ,/ 2 
+li -11 li li - li 

J J ;J .I I J I I .I I I I I I 
= = ---------

a 2 2.1.x ,., ') 

Analiza acestei scheme arată încă odată că energia nu este conservativă. 
Se poate arăta însă că următoarea schemă conservă energia: 

a, li +li +u li -11 
J ;+I ./ J I 1d J I 

= 
3 2Llx 

Aceasta sugerează că medierea poate furniza scheme c·arc să conserve 
energia. 

Interacţiile neliniare în termenul de a<lvectie pol produce o undă cu o 
lungime de undă prea mică pentru a fi reprezentată pc grila dată, astfel va fi 
reprezentată eronat ca o undă cu o lungime <le undă mai marc. 

Se consideră un domeniu de lungime care con\ine N + 1 puncte de grilă 
echidistante flx(L = N • At). Pc această grilă. cca mai scurtă undă ce poate fi 

pusă în evidenţă are o lungime <le undă Â = 2Lix • deci numărul de undă 
min 

maxim / este dat de: 
mu 

N 
I 

L 
= -- = 

nwt Â 
min 

Se va arăta cum poale fi reprezentat pc această grilă produsul neliniar: 

al> 
A = u(x) · & (6.23) 

Pentru aceasta, se va considera că 11 ~i <l> conţin numai componentele 
Fourier cu numerele de undă /

1 
şi /

2 
, respectiv: 

u(x) = sin ( 2,r / x) . 
L I ' 

X = (j- ])flx 
} 

Inlocuind în (6.23) se obţine: 

,r [ . 2,r(/ + I )x . 2,r(/ - I )x l 
A = -/ sin 1 2

- + sm 1 2 

L 2 L L 

deci în evaluarea lui A apar contribuţii ale numerelor de undă / + / şi / - / 
I 2 I 2 

. Dacă aceste noi numere de undă sunt mai mici decât / , reprezentarea lui 
max 

A este corectă, dacă nu. produsul neliniar nu va fi bine reprezentat pc grilă. 

Vom considera o undă cu numărul de undă / > / şi vom studia 
max 

reprezentarea pc grilă. Se observă că: 

(
,., ) 2,r(2/ -/)x 

SJO -lf Ix = sin mL, I 

L ., /, 
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Deci nu este posibil să deosebim numerele de undă / şi f =. 2/ - / , a<lică 
ma., 

dacă intcrac\ia neliniară conduce la un număr de undă / > / , alunei acesta 
max 

este reprezentat eronat. 
După cum s-a arătat mai inainle, când două numere de undă / si / 

I ' 2 

interac\ionează rezultând / + / care este mat marc decât / , unda rezultată 
I 2 Oll)I 

este reprezentată eronat ca având numărul de undă f = 2/ - (/ + / ) . dacă f 
max I 2 

este una din undele originare (de ex. I ), rezultă: 
I 

2/ = 2/ - I 
I mu 2 

(6.24) 

Pentru a obţine intervalul valorilor posibile pentru / care satisfac (6.24 ), vom 
I 

introduce valoarea maximă şi valoarea minimă pc care le poate avea /
2 

• 

(i) 

(ii) 

Valoarea maximă a lui / este / , deci / = / / 2 şi Â = 4.1.x 
2 max I max I 

Valoarea minimă a lui / este O deci / = / si Â = 2.1.x 
2 ' I mu' ' I 

Deci dacă una din undele implicate în interacţiunea neliniară arc o lungime de 
undă 2.1.x ~ Â ~ 4.1.x , se produce o canalizare a energiei către undele cu 
. I 

lungime mică de undă. Aceasta conduce la o creştere catastrofală a energiei 
cinetice a undelor de lungime de undă 2.1.x fa\ă de cele de 4.1.x , acest proces 
este referii ca instabilitate neliniară. Notăm că şi în situaţia în care undele cu 
lungimi de undă mai mici decât 4.1.x nu suni iniţial prezente, interac\iunea 
neliniară Ic poale produce. 

Vom evidenţia o condiţie necesară pentru instabilitate. In acest scop 
considerăm cazul semi-discretizat: 

al> <I> -<l> 
__ J = -ll(X ) Jtl J I 

a 1 2ru-
(6.25) 

Dacă u (x ) >O. aceasta se poale scrie: 
.I 

al> <t> -<t> 
.I 1•1 ./ I --- = 

li a 2Ax 
.I 

Se defineşte energia ponderală f,' 
H' 

rezultă că: 

,:~- ~ -2~[ ~$'$''' - ~$'$' ,] 

Dacă condiţiile de frontieră sunt ciclice, avem: 
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,1•: 
--"---:-: o 

{f 

deci energia ponuerală se conservă. adie ii la 11ricl· 111onll'nt de Ii mp / avem: 

energia iniţială 

unde M = min( I/ 11 ) şi <lcci soluţia este mărginită. 
I 

Pentru a controla instahilitatca neliniară se dimină prin analiză Fourier 
undele cu o lungime de undă mai mică lkcâl 4Ax şi se utilizează operatori 
de aplatizare care reduc amplitudinea undelor <le lungime de undă scurtă care 
au un efect mai mic fală de un<lclc meteorologice importante. 

6 . .a Ecuaţia de ajustare 

Primele ahor<lări în prognoza numerică utilizau aproxima\ia gcostrofică 

în ecua\ia turhionului. aceasta concJucâncJ la eliminarea unc.Jclor <le gravita\ic. 
Pentru ccua\iilc primitive ale c.Jinamicii acrului. care sunt utilizate acum în mod 
curent, tratarea unc.Jclor <le gravita\ic este extrem <le importantă. 

Vom relua ceua\iilc unic.Jimensionalc lineare ale unc.Jclor <le gravita\ic: 

d, + >: t1, = O t1, + H tl, = O (6.26) 
tl ix a 1,· 

Căutăm solu\ii <le forma: 
11 = iie't,, " 1 ; h = lie'"' .,, 

şi se oh\inc viteza <le fa.tă pentru aceste umk: 

c = ±J>:H 
Rezultă c.Jcci 2 unc.Jc care se c.Jcplascază în c.Jircc\ii opuse pc axa Ox. 

(6.27) 

Vom arăta câlcva moc.Juri <le raolvarc a sistemului <le ccua\ii 
hiperbolice (6.26) utilizâncJ scheme cu c.Jikrcnţc finite. 

FolosincJ c.Jifcrcnţclc centrate în spatiu ş1 timp vom ohţinc schema 
explicită: 

n·I ,, I 
li - li 

_I _I 

211, 
,,,,. I - h" I 

-' --- = -H<)i1" 
I 

(6.28) 

unde â n:prczintă operatorul cu <lifcrcn\c centrate spaţial. Pentru a determina 
stahililatca vom introc.Jucc: 

,1 --.,r IĂ..\· 
11 =111te h'' = ii ;.,11(.'JU 

~• vom pun..: condiţia ca 1).::; I .R..:zultă 
I I 
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o ' ,, 
ş1 deci pentru a se as1gurn stahilitalca lineară de calcul: 

8X 
81:'.:c--

Ji;ii 
Dacă se folosesc dikrcntclc înainte în timp ~• centrate în spatiu. se ohtin: 

I I ? ( 8/) l . ' 
Â - = I t gH -::i_-;- sin- kM 

şi deci schema este instahilă. 

Se poate ahorda o schemă implicită: 
n, I II I 

li - li &-,"' I - âh" I 

_I I I I (6.29) 

h"' 1 -h" I â11"· 1 -âu" 1 

./ I 

'281 
=-H---'---'- (6.J0) 

Aplicând operatorul c5 relat ici (6.29) ~• introducând: 611"' 1 în (6.30) oh\inem: 

gH~1\:i2h"" 1 
- /," 

1 = 1-'(h" 1
,11

11 1
) 

I I 
(6.J I) 

lntrucât memhrul drept este o funct ic cunoscută. (6.J I) este o ccuatic 

eliptică care poate fi rcwlvată cu condiţii de frontieră. iar 11
nd poale fi ohtinut 
I 

similar. 
Se poale arăta că schema este ahsolul slahilă ş1 deci poate fi folosită la 

orice pas de timp. 
Vom introduce ~i termenul de advcctic pentru ca ecuatiilc să exprime 

un knomcn mai realistic. 

(11 (1/ /11 
-+li-+~--= o a O rx <1-

lnlocuind (6.27) în (6 .. 12) ohtincm viteza de fază: 

c=-11 ±J~H 
li 

(6.J2) 

Dacă se utilizează schema leaplrog împreună cu dilcrentclc centrate spaţiale, 

criteriul de slahilitalc devine: 

Ohscrvăm că alegerea pasului de timp csk' in pri111.:ipal conditională tk ,·i1aa 

undelor 1..k gra,ita!i\.' ( "·· • J.,..:.!I ) 

I I~ 
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Ne vom ocupa acum de modul cel mai avantajos în care sunt distribuite 
variabilele u şi h pe grilă. 

La inceput ne aşteptăm ca u şi h să fie distribuite în fiecare punct 
de grilă 

• 
u,h 

• 
u,h 

• 
u,h 

• • 
u,h u,h 

Examinând cu mai multă atenţie, se remarcă faptul că, utilizând diferenţele 

centrate, trebuie să separăm 2 grile. Aceasta înseamnă că soluţiile pe fiecare 
subgrilă devin decuplate. 1n consecinţă este necesar să calculăm una: din solutii 
luând în considerare variabilele din cealaltă grilă . 

• 
u 

• 
h 

• 
li 

• 
h 

Aceste idei pot fi extinse pentru problema bidimensională. 

ro a, 
-+g-=O a m: 

• 
u 

Se pot folosi mai multe grile, dar cea mai convenabilă este grila Ara.kawa C. · · 

• 
h 

• 
V 

• 
h 

• 
u 

• 
u 

• 
h 

• 
V 

• 
h 

La fel se poate raţiona şi pentru discretizarea în timp, un exemplu de 
astfel de grilă este grila Eliassen. 

6.5 Metode spectrale 

Vom prezenta o metodă spectrală pentru rezolvarea sistemului de ecuaţii 
ce carai.:terizează modelul barotrop ( 4 .45) . 

Se lucrează într-un domeniu rectangular de dimensiuni L şi L , 
:r y 

punând în evidenţă numerele de undă: 

şi 

• X y 

14) 
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Fie Q(x,y,p,1) E R o func1ic care poate să reprezinte una din cek J 

functii ncl·unoscutc din sistemul (4.45). Vom dezvolta această funclic în scrie 
Fouricr trunchiată atât în direct ia x cât şi în direct ia y: 

(6.JJ) 

Trebuie remarcat faptul că în relaţia de mai sus s-a neglijat 
dependenta mărimii Q de presiune şi timp. 

Obtincrca transformatei Fourier bidimensionale (a coeficientilor 

Fourier Qn) se face prin aplicarea succesivă a transformatei dupa x , urmată 
m 

de o transformată după y. 

Astfel, aplicarea transformatei Fourier pc directia x duce la 
reprezentarea: 

.\I 

Q(x,y) = L Q)y)e'"'tt 
n, .\/ 

_unde 
() (~

1
) EC, -n, ., 

şi Qm (y) = Qm, (y) + iQn11 (y); Q, n11 Q ER n11 

Deoarece Q(x,y) E R . este_ valabilă egalitatea: 

I) = 0• 
~ n, -m 

unde am notat cu * conjugata. 

Dezvoltarea ulterioară după y. duce la rcla1ia: 

,\/ ,... 

Q(x,y> = L L < v~:, + v~:. > 
,mkx inh e e · 

m A/11 -N 

unde Q" , O" E C, 
nn -nu 

ceea cc implică următoarea formă a coeficicnlilor hmricr {!" , Q" 
nu ,m 

()" = Q" + i(J" 
-,,,, mn -n,,, 
()" = ()" + j()" 
- IIJJ - 11111 - 11111 

Cu m.:csh:u, davollarca (6 .. n) se scrie: 
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Al i'i 

Q(x,y> = L L (Q;:,, + u;:,, 
m- Aln- N 

· (()" ()" ) ] ,mb: 111h +1 + e e · 
- n111 -nur 

Vom indica modul de calcul al <.krivatclor în spa\iul hmrier. 

Dezvoltarea in seric dublă Fourier a derivatei O(x, l') în func\ic de x 

este dată de rela\ia formală: 

itJ(X y) Al N l,\)" 
----=---------', = L L ~ 

l-X ni- M n· -N l-X 

unde coeficicn\ii 
l-X 

~.i dezvoltării derivai ei sunt mărimi 

având în consecinţă forma: 

iQ" iQ" ar (ar iV" J m nrrr - m11 · - n11 , - n111 --=------+/ ---+--
& & l-X l-X ex 

Coeficien\ii transformatei 
cl_) 

liourier a suni da\i de rcla\iilc: 

t-îJ" 
-""' = -n,kO" 
l-'l-" -,rnr 

V" ~ = -mk( )" 
de ~,,111 

t-xQ" 
n111 = mkO" -,,,r, 

{,\)" 
-nu, = mkQ" cX nu, 

· r··.. ·1 · 1·iQ respectiv, pentru coc 1c1cn\n 1ransformate1 :ouner a u1 -

q)'' -m,, 

0' 
11/Q" 

mrr 

ac r 
~nur = -n/Q" 
l-Y ,,,,, 

7'):" l-~ 
--"'-" = 11/()" 

-nu, 

0' 

145 
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Se remarcă faptul că există difcren\e în calculul deriyatclor pc di reci ia 
x sau y. Avantajul folosirii metodei spectrale este că aceste derivate sunt 

calculate exact. 
Vom face, în continuare, câteva considcra\ii asupra modului în care se 

poate face avansul temporal în spa\iul hi-Fouricr. 
Considerăm [1•;] vectorul de stare al modelului, unde: 

(E] E {u,v,H}, sau 

Modelul poate fi scris astfel: 

unde D este un operator complet neliniar, care poate fi impărţit în două părţi: 
o parte liniară J, (care este o matrice) şi un rest neliniar R. Principiul 
schemelor semi-implicite este de a face: 

şi notând cu / matricea unitate ob\inem: 

(I) 
(2) 

(3) 

• -lt!rmcnul ( 1) este o matrice, pentru care este necesară inversa; 
• -termenul (2) este o schemă explicită; 
• -termenul (3) con1ine partea explicită a corecţiei semi-implicite; 

Pentru r = O ohlinem o schemă explicită, pentru y = 1 una implicită. /, 
descrie undele rapide (undele de gravita\ie). 

Vom aplica rezultatele pentru modelul barotrop descris de ccualiilc 
(4.45). 

u"· = u" + 2t5IS" 
m m um 

v"' = v" + 2/il.'-,'" 
n, n, \'ni 

H"' = H" + 2âtS" 
n, n, 1/n, 

După linearizare. sistemul de ecualii /, poate fi scris: 
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= a <:Y 

âH = -HD 
a 

Următoarea schemă implicită: 

li+ -11, ') s:, . k[ 1 (J-/"' + H" ) - H"] li = li - -Ul Ylfll -
n, nr ") m m m 

v"+ = v"+ - 281 111{}_(H"' + H" ) - H"] 
m nr fi „ III III III 

H"+ = H '" - 2ât H[}_(/)"· + /)" ) - I)"-) 
m n, Y, 2 m m mj 

Aceasta poate fi făcută În două etape: 

• în prima etapă calculăm: 

_,,,. _,,, "'>:1 - k( I fi" H" 11 = 11 - -<~ ym, -
n, n, ,.., n, n, 

-n,• _,,, "Î:• - I( I H" H") V = V - ~<HY,11 - -
m n, ')nr nr 

H n+• = H '" - 2otyH[imk( }_ 11" - 11" ) + i11/( }_ )v" 
m nr "')n, m ')nr 

• şi în final, în a doua etapă: 

I 
11"' = li"'. -'28tyimk-H"' 

"' "' ') "' 

v"' = v"' 8 -2olinl}_H"' 
m m ') n, 

Din ultimele 3 relaţii rezultă: 

„ l -v 
"'J 

După calculul lui 

pn.:ccdcntc. 

H"'. 11"' ~1 v"' 
,,, "' n, 

valorile pot fi uşor estimate din ccuaHilc 
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6.6 Ecuaţii eliptice 

Modelele cu ecuaţii filtrate, conduc la rezolvarea unor ecua\ii cu 
derivate parţiale de ordinul al doilea de tip eliptic. Ne vom ocupa de 
rezolvarea ecuaţiilor de tip Poisson şi Helmholtz cu metoda Jacobi optimă 

Pescaru [1978]. 
Considerăm ecua\ia Poisson pe un domeniu D cu frontiera C 

discretizată pentru o reţea pătratică de puncte de grilă de forma: 

(6.34) 

şi condiţia de frontieră 

u =g. 
!) !) 

1n mod analog ecua\ia Hclmhollz este de forma: 

(V 2 
- q)u = - I 

!) !) 
(6.35) 

cu aceeaşi condiţie de frontieră. 

Vom rescrie sistemul de m = Ix J ecuaţii lineare (6.34) sub forma: 

AU= B 

Presupunem că A este o matrice reală nesinguloră de dimensiune 
m x m , având valori proprii strict pozitive. Propunem următoarea schemă de 
iteraţie: 

U (v) = [f<v-1) + p R(•'·I),. ) 2 V= , , ... ,n 
V 

în care am notat reziduul: 

iar valorile p sunt constante în timpul unei iteraţii. ,, 

Notăm vectorul de eroare, după cea de-a (Y- 1)-a iteraţie: 

Din (6.36) rezultă: 

Vom calcula pătratul vectorului de eroare: 

148 
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Această expresie are ca maxim valoarea proprie maximă a matricei simetrice 

(1 + pvA,XI + pvA), deci: 

, , 

(ev) e'' ~ Ânw1[(1 + P,.A'Xl + P,.A)Ke•· 1
) c'' 

1 

iar după n iteraţii: 

, 

(e") ~•,; Ii -<_[(1 + P,A')(I + JJ, A)] 
(eo) v-1 

In membrul stâng al acestei relaţii avem pătratul erorii medii pătratice a 
vectorului soluţiei la iteraţia n , raportat la aproximaţia iniţială. Printr-o alegere 
corespunzătoare a valorilor p , acest raport va fi minimizat. 

I' 

Considerând matricea A simetrică rezultă: 

(ev)' e'' ~ Â,Dlll[(1 + P,.Ar }i··· ·)' i··· I= Â,mu[I + P,.AKi··•-•)' e··-I 

adică 

, 2 , 

(ev) t·v ~ Max(l + P,.Â [ A]) (e•· 1
) E

1
· 

1 

pentru toate valorile proprii Â [A] 1tle matricii A , sau: 

::!~: ,; Mar O (1 + P,-' [A~ pentru loti A [ A]. 

Prin minimizarea membrului drept al relaţiei de mai sus, rezultatul devine 
optim. 

1n cazul în care toate valorile proprii Â J A], µ = 1,2, .. ,n ~ m ar fi 

cunoscute, putem considera ( RA,!S),, nul luând: 

pentru toate valorile proprii Â 
11 

[A] diferite între ele. 

De regulă se cunoaşte doar intervalul în care aceste valori se găsesc: 
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De aceea se pune prohlcma să se determine II constante P, în a~a Id încât 

maximul valorii polinomului: 

/~
1
(x)= fl(1+p

1
_x) 

I' I 

să fie cât mai mic în intervalul [a,b]. 

Aceasta se realizează când valorile sunt cele 11 zerouri ale polinomului 
P,. 

lui Cebîşev: 

P(x)= r[2x-(h+a)l 
" " h-a 

unde am făcut o transformare afină pentru a aplica intervalul [- t,t] în 

intervalul [a ,h]. Notând cu Y,. zerourile polinomului lui Cehîşcv 1Jy). 
obţinem: 

--
1 =¾[(b+a)+y

1
(b-a)] 

P,. -
Această relaţie nu permite estimarea 

(6.36). In cazul în care matricea 
rezolvată multiplicând A cu matrici 
fie o matrice simetrică. 

Reluăm sistemul de ecua1ii 
(6.34). Considerăm reziduul la pasul 

v2,,<•·> + f = u<•·, 
şi !a pasul v + I : 

v2,,<,··'' + f = u<•·,,, 

constantelor p pentru schema de itera\ie ,. 
A nu este simetrică problema poatt: fi 
convenabil alese, astfel încât rezultatul să 

asociat ecualiei Poisson scris suh forma 
de itera\ic v . 

rolosind o schemă de itera\ie di; forma (6.36) rezultă: 

vi,,<•·>+ P viu<•·>+ f = uc,-,,, 
I' 

şi ţinând cont şi de dcfinilia valorilor proprii . Â 
1· 

pentru operatorul lui 

Laplace: 

v 2 u<•·> = -J R<•·> ,. 

rezultă: 

u<•· 1
> = u<• 1(1-,,,.J,) 

Pentru ca rcziduul să tindă la 1.ero. trehuie să aleg.cm: 
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I 
P,.=;:-

" 
Vom face aceleaşi consideralii şi pentru t'CLiaţia Helmholtz scrisă sub forma 
(6.35). Scriem reziduul la pasul de iter&ţie v : 

şi la pasul de iteraţie v + 1 . 

Vom utiliza schema de iteraţie (6.36): 

V 2u<v> + p V 2 R''') - qu<•·) - qp u<•·) + j = R'' 'I) 

" ~ 

Rezultă: 

R(v+I) =R(v)[J-p.,(Â., +q)] 
Pentru ca reziduul să tindă la zero, vom alege: 

I 
p = 

" Â +q 
" 

Cu aceste scheme se pol realiza rutine de rezolvare a ecuaţiilor de tip 
Poisson şi Helmholtz extrem de eficiente. 

Rezultatele se pot extinde pentru rezolvarea unor sisteme cuplate de 
ecuaţii de tip Helmholtz Pescaru [ 1978]. 

Aceste metode, alături de metodele clasice de tip Jacobi, Gauss-Seidcl 
etc. Isaacson E., Keller H.B.(1967] pol fi utilizate În rezolvarea problemelor de 
prognoză numerică. 
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A. ANEXE 

Al. Câteva complemente de termodinamică 

Inegalitatea disipării şi Principiul determinismului termodinamic 

lncă din secolul al XIX - lea ( Clausius 1822- 1888) lumea ştiinţifică a " simţit " 
că ar trebui să existe corpuri (şi anumite procese termocinetice pentru ele) care 
să sufere În timp " deformări " termomecanice ireversibile. Ireversibile, în sen
sul de a nu exista alte procese în timpul cărora corpul să poată reveni la starea 
sa iniţială. Desigur aceste fapte, la început mai mult intuitive, au căpătat, în 
timp, forme matematice dintre cele mai variate. Faptul care , odată cu adâncirea 
studiului experimental şi cu aprofundarea justificărilor matematice, a devenit o 
certitudine, era acela că în afara principiilor de bilanţ trebuie introdus şi un 
principiu al disipării ( al pierderilor irecuperabile). Această " certitudine " em
pirică a căpătat un suport -deosebit odată cu teoria lui Gibbs ( 1839-1903) care 
a demonstrat afirmaţia celebră privitoare la stă.rile unui sistem mare de puncte 
materiale (în "Elementary Principles of Statistica} Mechanics developed with spe
cial references to the Rational Foundations of Thermodynamics"- 1901): " Dacă 
o mulţime de sisteme este canonic distribuită în fază, indexul mediu al proba
bilităţilor este mai mic decât în orice altă distribuţie a mulţimii, având aceiaşi 
medie a energiei " . 

Acelaşi principiu al lui Gibbs capătă în cadrul Teoriei Cinetice a Gazelor ( a lui 
Boltzmann şi Maxwell) forma neaşteptatei H- teoreme(" Dintre toate densităţile 
moleculare ce au acelaşi moment principal, densitatea Maxwelliană realizează 
pentru entropia h, cea mai mică valoare "). 

Dacă toate aceste teoreme provenite din teorii discrete susţineau axiomatic şi 
matematic adevărul privitor la " acele pierderi irecuperabile ", totuşi la nivelul 
Termodinamicii Continumului, asemenea rezultate nu puteau fi demonstrate. 

Atunci, vechea afirmaţie a lui Clausius, privind energia şi entropia lJ ni versu
lui (" Energia Universului este constantă; entropia sa tinde la un maximum '', 
1865) a început să capete valenţe noi. Reluată şi completată sub forma aşa- zisei 
" inegalităţi Clausius- Planck" ( Planck 1858- 1947) 

T(l)H(B, l) ~ Q(B, t) (.\.I) 
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ea a fost multă vreme exprimarea matematică. globală. a Axiomei de ireversibilitate 
(sau a doua Lege a termodinamicii). La o privire mai atentă, inegalitatea C- P 
nu rezistă. criticilor, că.ci dacă în privinţa entropiei H şi încălzirii Q lucrurile sunt 
clare (ele sunt nişte mărimi ataşate corpului B la momentul t), totuşi în privinţa 
temperaturii T apare o ambiguitate. Ea este în mod firesc ataşată. particulei 
şi nu corpului. Deci undeva ar trebui sâ se presupună. că, eventual, câmpul de 
temperatură. este omogen în corp (!). Urmare, ea (inegalitatea) este neaplicabilă. 
sistemelo:- neomogene (proceselor neomogene). Cu suport În Teoria Cinetică, s-a 
introdus ca formă alternativă. a acestui principiu, aşa zisa " inegalitate a bă.ii de 
căldură" 

. I q·n 
'H(B, t) ~ - JaB T,(t/A 

unde se presupune ca T1 este temperatura frontierei corpului şi că aceasta este 
uniformă (în punctele frontierei). 

Este momentul să observăm că aceasta formă a axiomei redă matematic o re
marcă (vezi Truesdell (1969]) universal acceptată" lucrul şi energia pot totdeauna 
să fie transformate în căldură ( prima axiomă a Termodinamicii ) dar există o 
limită pentru viteza de transformare a energiei în căldură, fără producere de 
lucru " 

(A.2) 

unde C este limita menţionată mai sus. Definind entropia produsă în procesul de 
la t 0 la t prin 

-lt C(t) 
'H(to, t) = ta T(t/t 

inegalitatea lui Clausius- Planck devine evidentă. 

(A.3) 

Trebuie spus în acelaşi timp că faimoa.<1a inegalitate a lui Clausius ?t(t) ~ O, 
care este echivalentă cu o formă a H- teoremei (numită H- teorema redusă) nu 
este valabilă decât în cazul sistemelor ( continue sau nu) care sunt astfel încât 

sau 

q · n ~ O pe 8Bt 

/ q · ndA ~ O 
lal3, 

15:1 
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şi T1 uniformă pe 8Bt (spre exemplu când sistemul este închi~). Se poate spune 
că ea este perfect adevărată în cazul Universului (sistem închis) dar ridică mari 
probleme când dorim s-o aplicăm unor corpuri oarecari din Universul însuşi. 

Cu observaţiile de mai sus, acest mod global de a privi lucrurile cât şi remarca 
privind temperatura (fă.cută în legătură cu inegalitatea (A.l)) conduc la ceea ce 
se poate numi o Termodinamică a proceselor ireversibile, omogene. 

ln aceuta, procesul termocinetic este definit ca perechea de funcţii (T, r) 
care asociază unui corp dat o temperatură T şi un ansamblu de" parametrii de 
stare" r = (r1, ••. rn) la fiecare moment de timp dat 

T = T( t) > O, r = r( t) (A.4) 

( în construcţie se mai poate presupune că (T, r) este neted pe porţiuni). 

Nu comentăm aici diverse aspecte legate de regularitatea proceselor. Pentru 
a.ceasta trimitem la literatura citată. Am amintit în para.graful 1.1. că starea 
corpului este descrisă de cunoa,terea, la fiecare moment de timp, a puterii W, 
a încălzirii Q, energiei interne U şi a entropiei 'H. Ca urmare a observaţiilor 
făcute mai sus, nu orice set de astfel de funcţii de timp descriu ( din punct de 
vedere Termodinamic) un corp 8. Conţinutul acestei observaţii este transcris 
matematic prin ceea ce se numeşte Axioma Constitutivi. Ea arată. pe de o 
pa.rte, că funcţiile mai sus amintite sunt determinate de cunoaşterea valorilor unor 
funcţionale pe istoria procesului termocinetic la care a fost supus corpul până la 
momentul t şi , pe de alti parte, că aceste funcţionale trebuie să verifice axiomele 
termodinamicii, adică (2)1 şi (1) pe orke proces termocinetic. Un corp pentru 
care s-au definit fuocţiooalele respective ljÎ care verifică (2)i şi( 1) se va nwni un 
corp termodinamic. 

Axioma constitutivă. Pentru un corp 8, existd funcJionalele W, Q, V, H, 
astfel încât la fiecare moment t 

W(t) = W(Tt, rt) 

Q(t) = Q(Tt, r') 

U(t) = U(Tt, rt) 

1t(t) = H(Tt,rt) 

iar relajiile (A.2)t, (A.1} sunt satisfăcute~ orice proces termocinetic. 

(A.5) 

Din necesită.ţi ce sunt mai clare (poate) ocl.ată cu introducerea proceselor neo
mogt>ne, dar care sunt complet justificate, de fapt, prin teoremele de potenţialitate 
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ale lui Reech, din termodinamica proceselor reversibile şi omogene (vezi Truesdell 
şi Bharatha (1978}) se introduce energia liberă. a lui Hemlholtz (în locul energiei 
interne li) \li prin 

\ll(t) = U(t) - T(t)H(t) (A.6) 

Dacă vom da entropiei 'H interpretarea ( din teoriile microscopice )de măsură a 
" dezordinii interne" a corpului atunci energia liberă poate fi interpretată ca dând 
acea parte a energiei interne ce nu este datorată dezordinii proprii sistemului ( ea 
este interpretată şi ca aceea parte a energiei interne consumată pentru învingerea 
frecărilor interne). 

Cu ( A.6) şi ţinînd cont de ( A.2)i, inegalitatea disipării se scrie 

. . 
\Jl(t) - W(t) + T(t)H(t) ~ O (A.7) 

formă sub care se numeste" inegalitatea redusă a disipării ". 

ln acest fel Axioma constitutivă capătă. o nouă formă, cunoscută ca" Prin
cipiul Efectiv al Determinismului Termodinamic " şi anume 

Pentru un corp dat B, există funcJionalele W, "1, H, astfel încăt pentru orice 
moment de timp t 

W(t) = W(Tt, rt) 

(A.8) 

'H(t) = H(T', rt) 

iar inegalitat~a ( A_. 7) este satisfăcută pe isto1·iile oricărui proces termocinetic, cu 
condiJia ca T şi \li să existe. 

Funcţiona.lele W, \11, H ce satisfac PEDT se vor numi funcţionalele con
stitutive ale corpului termodinamic B. 

Deci un corp termodinamic defineşte o regulă prin care se determină puterea 
(prezentă), energia liberă (prezentă) ~i entropia (prezentă) din istoria procesului 
termocinetic la care a fost supus corpul, astfel încât inegalitatea redusă a disipării 
este satisfăcută pe orice proces. Reciproc, orice astfel de regulă defineşte un corp 
termo<liuarnic. 

Armn vedem că este ceva mai <"X plicit contextul în care este desrisă Tern1od
ioamica Proceselor Ireversibile, Neomogene din Capitolul 1.1. Se va vedea 
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clar că dacă toate mărimile constitutive U, W, Q, 'H pot fi interpretate local 
prin relaţii de tipul (1.1), localizarea inegalităţii lui Clausius- Planck nu mai este 
posibilă. (în contextul Termodinamicii proceselor neomogene temperatura este un 
câmp şi deci observaţia făcută după relaţia (5.1) se 5ustifică complet). 

Totuşi având în vedere definiţiile lui Q ( a se vedea ( 1.1 h ) se postulează că 
inegalitatea globală a disipării are, în acest caz, forma 

. 1 s 1 q·n 'H(B, t) ~ p--dA - -dA 
88, T 8t1, T 

(A.9) 

formă cunoscută ca inegalitatea lui Clausius şi Duhem (globală). 

Aceasta se poate scrie imediat, local, în forma (1.7) sau (cu introducerea 
energiei libere a lui Helmholtz şi utilizarea ecuaţiei (1.6) în forma redusă (1.9). 

Obţinem astfel ceea ce se numeşte în literatură Principiul Efectiv al De
terminismului Termodinamic ( care este de fapt Axioma fundamentală. a ter
modinamicii mediilor continue) şi care acum se enunţă simplu 

Pentru un corp dat 8, există funcJionalele T, t/J, w, ,;, astfel încât pentru 
orice particulă X şi la orice moment de timp t 

T(x, t) = T(x', Tt) 

t/J(x,t) = t/J(x',Tt) 

q(x, t) = q(x', Tt) 

11( x, t) = ,;(x', Tt) 

(A.10) 

iar inegalitatea redusă. ( 1. 9 ~ este satisf ăcutd pe istoriile oricărui proces termoci
netic, cu condiJia ca t/J şi T să existe. 

Să observăm că aici s-a utilizat deja faptul (menţionat lji în Capitolul (1.1)) că 
ecuaţiile de bilanţ ale impulsului şi energiei se presupun satisfă.cute prin alegerea 
corespunzătoare a câmpurilor de " surse " din c~le două ( adică. forţele volumice 
b(x, t) şi sursele volumice de căldură s(x, t)). Se pot face o seamă de comentarii 
asupra posibilităţii unor aaemenea alegeri (vezi Truesdell [1969] şi Muller [1985] 
spre exemplu). Am menţionat deja alte variante posibile. Ele nu conduc la 
rezultate diferite. 

Probabil că acest ultim pas făcut în organizarea raţională a Termodinamicii 
Mediilor Continue este şi cel mai important prin consecinţe. Definitivată în anii 
1950- 1960 de Colcman, Gurtin, Owen, Serrin, etc. această formă logică de 
prezentare a condus (vezi litaratura citată) la obţinerea unor rezultate deosebit 
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de importante, în caracterizarea unor clase largi de materiale ( din punct de vedere 
termodinamic) şi la obţinerea unor legi constitutive noi, etc. 

Acestea ar face obiectul unei Prime Prob!eme(fundamentale) a Termodi
namicii: Pentru o clasă dată de procesf şi o c/a:,;ă dată de funcJionale să se de
termine toate funcţionalele constitutive. Aceasta revine la utilizarea unor tehnici 
matematice dintre cele mai variate pentru obţinerea ( din inegalitatea lui Clau
sius şi Duhem) restricţiilor constitutive (şi deci descrierea claseÎ.··funcţionalelor 
constitutive). 

O a doua problemă importantă este: descrierea echilibrului termodinamic 
şi a trecerii la echilibru. O dată cu aceasta, ca un corolar este problema deducerii 
principiilor termostaticii pentru o clasă dată de corpuri termodin.amice. 

lntr-adevar, obţinerea teoremelor de potenţialitate de care am amintit reprezin
tă suportul legăturii între T.P.I.N. şi Termodinamica proceselor omogene reversibi
le ( acestea din urmă dând suportul teoretic al majorităţii experimentelor ( con
trolabile) de laborator). 

Subliniem că abia după ce primele două probleme îşi găsesc răspuns, poate 
fi abordată cea de-a treia problemă importantă (aplicarea): dată acţiunea 

lumii înconjurătoare asupra unui corp specificat, să se determine procesul pe care 
trebuie să-l efectueze corpul pentru a suporta acJiunea. Aceasta revine deci la 
scrierea şi rezolvarea unor probleme cu date iniţiale şi la limită, analiza stabilităţii 
soluţiilor,etc. Se dovedeşte că restricţiile constitutive obţinute, produc informaţii 
extrem de utile în abordarea matematică a acestor probleme. Este exact ceea ce 
cursul prezent îşi propune să facă. 

lncheiem prin a observa că inegalitatea ~ui Clausius şi Duhem intră într-o 
contra - dicţie flagrantă cu H- Teorema lui Boltzmann (pentru anumite clase de 
materiale). Aceasta a condus la modificarea inegalităţii (vezi I. Muller [1967] 
pentru modificarea fluxului de entropie) pe de o parte, şi la introducerea unor 
aşa numite termodinamici extinse, pe de altă parte (introducerea lor fiind 
sugerată tot de teoriile microscopice). 

A2. Complemente de calcul vectorial ljÎ tensorial 

ln cuprinsul lucrării se notează cu f - spaţiul euclidian punctu~! (afin) tridi
mensional, cu V spaţiul vectorial al translaţiilor lui f ( vectori liberi). Astfel un 
punct x E f (în care s-a fixat o origine O şi un reper) se identifică cu vectorul 
legat x, care ca element în V este x = x - O. Se folosesc în mod curent, în special 
în Capitolul 1 notaţiile 

Lin= Lin(V, V)= {T: V-+ V I liniară} 
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SLin = {TE Li-:i I simetric} - mulţimea transformărilor simetrice 

Alin = {T E Lin I antisimetric} - mulţimea transformărilor antisimetrice 

Ort= {Q E Lin I Qu · Qv = u · v, u, v EV} - transformări ortogonale 

Elementele din Lin, notate cu litere mari, groase se numesc tensori ( de or
dinul 2). 

A. Amintim o serie de definiţii şi proprietăţi de algebră vectorială şi tenso
rială care sunt utilizate în cadrul lucrării. Peptru expuneri complete, trimitem 
cititorul la Eringen [1967), Iacob [1971), Beju, S6os, Teodorescu [1976),(1977), 
(1983), Dragoş (1976), Gurtin (1981]. 

Presupunem că cititorul este familiarizat cu reprezentarea vectorilor într- o 
bază.Vom reaminti doar câteva definiţii şi proprietăţi ce sunt utilizate adesea în 
cuprinsul cărţii. 

Prin produs scalar în V înţelegem o aplicaţie biliniară " • " : V x V -+ 'R 
aşa încât x · y = XiYi• Peste tot în această parte considerăm un reper cartezian 
{ O, ei}, în raport cu care x = Xiei. 

Produsul vectorial este o aplicaţie biliniară 

definită prin 
(A.11) 

unde E,ij/c este simbolul lui Levi- Civita. 

Produsul mixt este o aplicaţie trilioiară 

(·, ·,·):V X V X V - V definită prin 
(A.12) 

iar produsul dublu vectorial este o aplicaţie triliniară. definită pe V x V x V -+ V 
prm 

x x (y x z) = y(x • z) - z(x · y) (A.13) 

Reamintind că transformările Q E Ort descriu o schimbare de reper cartezian, 
iar <letQ = ±1. ,Este uşor de observat că notând, în sens de aplicaţii, Qe1c = e~. 
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(unde e~ este cealaltă. bază) §i considerând vectorii x atât în baza {ei} cât şi în 
baza { e:}, adică. 

avem imediat următoarele proprietăţi 

(i) produsul scalar este o operaţie intrinsecă xiyi = XiYi, 

(ii) produsul vectorial este un pseudovector 

x x y = (x' • y')(detQ) 

(iii) produsul mixt este un pseudosclar 

(x x y) • z = (x' x •y') • z'(detQ), 

(A.14) 

(A.15) 

(A.16) 

unde am notat tot cu Q matricea corespunzătoare transformării Q E Lin. 

După opinia noastră. proprietăţile devin mai clare imediat ce vom defini repre -
zentarea transformărilor liniare. 

B. Fie 8 = {A : V x V -+ 'R I biliniare} spaţiu vectorial real. O teo
remă. cunoscută arată imediat că Lin este izomorf cu 8 prin relaţia Tx • y = 
A(x,y), Vx,y E V. Această proprietate conduce la definirea transpusului ten
sorului T E Lin. El este elementul din Lin (unic) cu proprietatea că 

(A.17) 

Produ1ul tensorial a doi vectori x, y E V se defineşte ca o aplicaţie liniară 

x ® y : V -+ V prm 
(A.18) 

(x ® y)v = x(y · v), Vv EV. 

Cu aceasta să reamintim că dacă { ei} i=t,J este o bază (nu neapărat carteziană) 
în V atunci ( ei ® ej }i,1 este o bază în B şi urmare a teoremei de izomorfism de 
mai sus, aplicaţia T E Lin este unic de1.erminată de cunoaşterea valorilor sale pc 
elementele bazei, adică 
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(A.19) 

Nu insistăm asupra proprietăţilor geometrice şi algebrice legate de bazele di
recte şi reciproce, componentele covariante, contravariante, etc. ale vectorilor şi 
tensorilor, pentru care trimitem la referinţele date la începutul Anexei sau, pentru 
o reamintire compactă a formulelor de calcul necesare, la Cleja- Ţigoiu, Cristescu 
[1985]. 

Suntem acum însă în poziţia de a reveni la problema schimbărilor de bază 
(carteziană) şi a proprietăţilor i) - iii), enunţate la A. Observând că o caracterizare 
echivalentă. a transformărilor Q E Ort se face prin 

(A.20) 

unde IE Lin este transformarea identică, este uşor să constatăm că dacă {ei} i=t,3 

este o bază ortonormată. în V, at unei Qei = e~, i = 1, 3 este o bază ortonormată 
şi cum 

(A.21) 

atunci, cu definiţia produsului tensorial a doi vectori, avem imediat 

(A.22) 

Aceasta arată imediat şi reciprocă. Pe de altă parte putem obţine imediat. 
legătura între elementele bazelor (scrise explicit) 

(A.23) 

ln plus, dacă x = Xiei = xjej (cele două reprezentări ale vectorului x în cele 
două. baze) atunci avem 

(A.1-t) 

Prin urmart>, dacă 11otă111 cu x şi x' matricile coloană cu componentelt• .r 1 , .r 2 , J' 1• 

r<>spc·d iv J'~, .r~, .r!1, formulele de mai sus se scriu 
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x' = QT X, X = Qx' (A.25) 

Cu aceste notaţii ii) (spre exemplu) se demonstrează imediat. lntr-adevăr 

dacă notăm cu Zk = (x x y) • ek atunci constatăm (în conformitate cu definiţia 
produsului vectorial) că 

(A.26) 

Şi deci, cum QTQ = I şi QktZk = z: rezultă Zk = (detQ)qkiZ: şi deci x x y 
este un pseudovector. 

Urma este aplicaţia liniară tr : Lin --t R definită prin 

tr(x®y) =x·y, Vx,yE V (A.27) 

Aceasta definiţie, împreună cu formulele de reprezentare ale unui tensor con-· 
duc la a concluziona că pentru orice T E Lin urma sa este dată (spre exemplu) 
de 

(A.28) 

într-o bază oarecare {ei}, iar dacă baza este carteziană 

(A.29) 

Se defineşte produsul scalar a doi tensori ca fiind aplicaţia biliniară 

• : Lin x Lin --t R prin 

Ea defineşte în mod evident un produs scalar pe Lin. 

llu tensor se numc~te simetric (T E S'Lin) dacă T 
( TE 1\/,in) dacă T = - TT. 

l 1nnătuc1rek• propriPtăli sunt evicl(•ntt' 

IGI 

(A.30) 

TT ş1 antisimetric 
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i)T · S = O, VS E SLin ~TE Alin 

ii)T• W = O, VW E Alin~ TE SLin 

iii)Dacă S E SLin, W E Alin atunci S · W = O. 

ln Capitolul 1 al lucrării am folosit în unele demonstraţii proprietăţile spec
trale ale tensorilor. Amintim aici definiţia şi teorema de descompunere spectrală. 
Pentru orice T E Lin, ,\ E R se numeşte valoare proprie dacă există e E V 
numit vector propriu aşa încât Te = ,\ e. 

Dacă T E S Lin atunci există ,\i E R, valori proprii şi e; E V vectori 
proprii ortornormati cu j = 1, 3 aşa încât 

3 

T = L ,\iei 0 e; 
i=l 

(A.31) 

1n plus, dacă T este pozitiv definit, adică T x ·X 2::: O, V xE V şi T x · x = O, 
dacă şi numai dacă x = O, atunci oricare ar fi j = 1, 3 , ,\; > O(,\; valoare proprie 
a lui T ). 

Observând acum că ,\ este valoare proprie pentru TE Lin dacă şi numai dacă 

det(T - ,\I) = O 

numită ecuaţia caracteristică {sau seculară) putem constata că acea.sta se 
scne ş1 

Scalarii li, j = 1, 3 se numesc invarianţii tensorului T şi sunt daţi de 

11 = trT, h = 1/2(tr(T2
) - (trT) 2

], /3 = detT (A.31J 

ln fapt invariabile sunt mărimile tr T, tr T 2
, tr T 3, şi aşa cum rezultă. di11 

teorema lui Hamilton şi Cayley cele două seturi sunt alternative (şi sunt singurii 
invarianţi). l11tr-adl'văr, teorema amintită afirmă că. pentru orice T E Lin estt• 
adevărată t•cua~ia 
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(A.33) 

ceea ce conduce la 

(A.34) 

şi deci seturile sunt alternative. Pe de altă parte teorema arată că orice putere 
mai mare ca 3 a lui T se reprezintă ca o combinaţie a tensorilor I, T şi T 2 cu 
coeficienţii depinzând de invarianţi. Prin urmare nu mai există alţi invarianţi 
independenţi de cei de mai sus. Evident invarianţa se referă la independenţa 
mărimilor respective de baza în care lucrăm. 

C. In această parte vom reaminti o serie de proprietăţi şi definiţii de analiză 
vectorială 1i tensorială. folosite pe parcursul lucrării. 

Fie 1) ~ R3 o mulţime deschisă, nevidă şi conexă. Aplicaţia / : 1) -+ 1Y 
se numeşte diferenţiabili în x E 1) dacă există aplicaţia d/(x) E Lin 1i 
w ( x , • ) : 1) -+ V aşa încât 

/(y) = /(x) + d/(x)[v] + w(x,y), 

lim w(x,y) = O 
y-x I y- X I 

V= y - X EV Şl 

{A.35) 

Se notează în mod curent cu V /(x) = d/(x) E Lin şi se numeşte gradientul 
funcţiei f în x (în raport cu x). ln cele ce urmează vom preciza această. definiţie 
pentru cazurile În care f este o funcţie cu valori reale, vectoriale şi tensoriale. 
Astfel, împreună cu proprietăţile ce rezultă. de aici formulele utilizate în Capitolul 
1, capătă sens. 

Dacă f: 1)-+ R este un câmp scalar atunci df(x) E Lin(V, R) şi urmare a 
teoremei lui Riesz există V /(x) E V aşa încât d/(x)[v] = V /(x) · v şi V/ se 
numeşte gradientul lui f. 

Fie şi (O, ei) un reper cartezian. Fie v= s ek atunci 

~i deci 

(A.;J6) 
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prima relaţie definind derivata în raport cu direcţia ek. 

Obţinerea relaţiilor de mai sus se face direct cu definiţia diferenţialei ( ţinând 
cont că limita se face acum pentru , ~ O). 

Fie acum v : l) ~ V un câmp vectorial. Observăm că atunci 
dv(x) E Lin(V, V). Prin urmare notînd 

Vv(x) = dv(x) 

acesta este un tenaor. Un calcul analog cu cel de mai sus conduce la reprezeqtarea 
sa într-o ha.zi carteziană 

(A.37) 

Dacă fare valori tensoriale, aă. considerăm T : l) ~ Lin un câmp tensorial. 
Atunci dT(x) E Lin(V, Lin(V, V)), iar notaţia gradientului se păstrează, 

VT(x):: dT(x) E Lin(V, Lin(V, V)). 

ln plua aceasta conduce , într-o hază carte3iană la 

(A.38) 

8T,--
unde adesea se notează _.!l = Ti,.k pentru a păstra legătura cu reprezentările 

8:zk 
aceloraşi formule în baze arbitrare (pentru acestea trimitem cititorul la literatura 
citată deja). 1 

O serie de operatori diferenţia.li, derivă din operatorul gradient. Ei sunt de
osebit de importanţi în mecanică, fiind legaţi de noţiunile de flux al unui vector 
printr-o suprafaţă, circulaţia unui vector (de-a lungul unei curbe), proprietăţi de 
potenţialitate (câmpuri conservative). Aceşti operatori sunt divergenţa ti rotorul. 

Divergenţa unui cîmp vectorial v(x) este apli~aţia liniară dată prin 

divv(x) = tr(Vv(x)) = :: (A.39) 

în reperul cartezian considerat. In acelaşi timp se poate defini divergenţa unui 
câmp tensorial T(x) ca vectorul 

10 definiţie a dublului produ11 teruiorial eate • © y © • : V-+ Lin, dată prin (x 0 y © z)v 
= (x 0 y)(a · v) pentru orice v E V 
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ăT. 
divT(x) = a I) ei 

X J 

(A.40) 

Se ohaervi cu uşurinţă că dacă prin V, s&u gard vom nota vectorul 

V = grad = 
8
8 

ei, atunci gradientul unui câmp vectorial, divergenţa sa şi 
z; 

divergenţa unui câmp tensorial capătă semnificaţiile 

gradv(x) = Vv(x) = V 0 v(x); divv(x) =V• v(x) 

. ( ) [ ] 8Ti; d1vT x = T(x) V = -ei 
8x· J 

(A.41) 

Rotorul u11ui câmp vectorial este vectorul definit prin 

rotv(x) = V x v(x) = 

(A.42) 

Formula ar părea dependentă de reper, dar după cum se va vedea (urmare a 
aplicării formulei lui Stoke1), proiecţia vectorului V x v(x) pe o direcţie oarecare 
este independentă de reper. Inainte de aceasta dăm o serie de proprietăţi ele
mentare a.le operatorilor 1u1 amintiţi ( ce sunt de altfel, utiUzate în lungul acestei 
lucrări). · 

i) Operatorii grad, div, rot aunt liniari. 

ii) Următoarele proprietăţi sunt imediate 

div(/(x)v(x)) = grad/(x) · v(x) + J(x)divv(x) 

div grad/(x) = ~/(x) 

unde~ este operatorul lui Laplace (~ = ax~x/ 

div rotv(x) = O 

l(i!j 

··• (A.43) 

(A.44) 
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iii) următoarele proprietăţi ale operatorului rot sunt imediate 

rot(/(x)v(x)) = v(x) x grad/(x) + /(x)rotv(x) 

rot rot(v(x)) = grad divv(x) - Av(x) 

1 

2grad(v(x) · v(x)) = (v(x) · V)v(x) + v(x) x rotv(x) 

rotgrad/(x) = O 

(A.45) 

Revenim acum la semnificaţia operatorilor. Să reamintim că dacă E este o 
suprafaţa ( în C) pe care am definit o faţă pozitivă (ti una negativă) ti dacă n(x) 
este versorul normalei la E orientat în sensul pozitiv atunci integrala 

~(E) = L v(x) • n(x)da (A.46) 

defineşte fluxul vectorului v prin E. Pentru precizare, dacă p (x) este densitatea 
de masă (a unui fluid) iar v(x), câmpul vitezelor, atunci w(E) este cantitatea 
de fluid ce traversează suprafaţa E în sensul lui n în unitatea de timp. In plus 
dacă 'D este un domeniu (eventual ocupat de un fluid ), iar E este suprafaţa sau 
(frontiera sa) atunci (cu formula lui Gauss- Ostrogradski) se obţine relaţia flux
divergenţi 

L v(x) · n(x)da = L div~(x)dv (A.47) 

Fie C C 1) o curbă închisă, pe care s-a definit un sens pozitiv de parcurs. Se 
<Jefiheşte atunci c~rc~~aţia vectorului v(x) (în lungul curbei C) prin 

r(C) = L v(x) · dx 
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Fie acum C un arc simplu, neted pe por(iu~1i şi E o suprafaţă netedă pe 
porţiuni, ce se sprijină. pe C. Fie n(x) vectorul normalei la E, orientat pozitiv 
în raport cu sensul de pe curba C şi n(x) un câmp de clasă C1

. Atunci avem 
următoarea formulă (a lui Stokes) 

L v(x) · dx = i (rotv(x)) • n(x)da (A.49) 

Aceaati. formulă permite, prin alegerea convenabilă a curbei C şi a suprafeţei 
E (cu aria sa tinzând la zero) să obţinem o interpretare simplă pentru proiecţia 
lui rot v pe direcţia n (arbitrară) şi anume 

rot0 v = limAriaE-o(i v(x) · dx/AriaE) (A.50) 

ceea ce dovedeşte că. proiecţia vectorului rotv pe o direcţie oarecare se obţine 
independent de reperul considerat. 

Se 1tie (din tratatele de Analiză matematică) că. dacă. / : 'D -+ R este de 
clui C1 1i daci lfD este suficient de netedă. atunci 

f grad/(x)dv = f n(x)/(x)da 
}r, lav. (A.51) 

de unde avem imediat 

1 rotv(x)dv = f n(x) x v(x)da 
r, 18l) (A.52) 

ln încheierea acestei anexe mai reamintim câteva rezultate utile din teoria 
c&mpurllor potenţiale. Amintim mai întâi că un câmp vectorial v(x) se 
numeşte c&mp potenţial (conservativ) dacă. există. un câmp 1eala.r P(x) (definit 
tot pe 'D) de clasă. C1 ,i uniform astfel încât v(x) = grad P(x) pentru orice 
x E V . Această condiţie, într-un reper ca.rtezian, este echivalentă. cu condiţia 
ca v1(x)dxi să fie diferenţiala totală a funcţiei P în x 

(A.53) 

Funcţia P se numeşte potenţial. Observând acum că relaţia de mai sus 

exprimă. condiţia necesară ~i suficientă ca integrala curbilinie / v(x) · dx să 
lA1A1 

l(i7 
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nu depindă. de drum putem enunţa proprietatea fundamentală a câmpurilor 
potenţiale-

Condiţia necesară şi sufucientă ca un câmp v : 'D -+ V, c• t) domeniu 
simplu conex, să fie conservativ este ca 

rotv(x) = O (A.54) 

oricare ar fix E 'D (adică câmpul v(x) este irotafional). 

Formula flux- divergenţă (A.47) aplicată.·unui câmp de vectori conservativi 
(v(x) = grad P(x)) conduce la formula 

-,-da= 6Pdx 1 8P 1 
ar, iJn r, 

(A.55) 

care este cunoscută şi ca prima formuli a lui Green. 

Dacă alegem pe rând v(x) = f(x) grad g(x) şi v (x) = g(x) grad f(x), 
scriem formulele flux- divergen\ă (A.47) şi scădem relaţiile, obţinem formulele 
lui Green 

{ J
8
89 

da= { (/6.g + gradf · gradg)dx 
Jar, n )r, 

(A.56) 

L ag a1 l (f î""" - g-
8 

)da= (J 69 - gll.J)dx 
r, un n r, 

ln fine, un câmp v : 'D -+ V se zice solenoidal dacă există un câmp 
P : 'D -+ V astfel încât 

v(x) = rotP(x) (A.57) 

Ţinând rnnt de proprietăţile enunţate mai sus pentru operatorii div şi rot 
rezultă. imediat proprietatea de caracterizare a câmpurilor solenoidale -

Condiţia necesară şi sufucientă ca un câmp vectorial v : 'D -+ V, cu V 
domeniu simplu conn să fie solenoidal este ca 

divv(x) = ~ 
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oricare ar fix E 'D (dacă v(x) este un câmp de viteze, (A.58) cere ca mişcarea 
să fie incompresibilă). 

Comentarii extrem de utile şi proprietăţi suplimentare se găsesc în Dragoş 
[1976]. 

D. Teorema lui Wang. ln cele ce urmează vom enunţa teorema lui Wang 
de reprezentare a funcţiilor izotrope în cazul de interes în lucrare. 

ln Capitolul 1 am utilizat-o pentru reprezentarea tensorului T corespunzător 
fluidului liniar, vâscos (al lui Navier şi Stokes) cât şi în reprezentarea fluxului de 
căldură q. In primul caz este vorba deci despre o funcţie tensorială izotropă de 
variabile tensor simetric D E SLin şi vector g = VT E V, iar.în al doilea caz 
de o funcţie vectorială izotropă ( q) de aceleaşi variabile. 

Fie spaţiul euclidian tridimensional. Fie J(D, g) o funcţie tensoriali si
metrici 1i izotropi, atunci reprezentarea sa completă gi ireductibili este 
dată de 

/(D, 1) = 'r'o(I)I + 'r'1(I)D + 'r'2(I)D2 + <p3(I)g ® g+ 
(A.59) 

+'r'4(I)[g ® Dg + Dg ® g] + <ps(I)[g ® D 21 + D 2g ® 1] 

unde <p,, cu i E { O, 1, ... , 5} sunt funcţii scalare, izotrope şi unde I este mulţimea 
invarianţilor corespunzAtori setului { D, g}, adică 

AplicAnd condiţia de liniaritate se obţine imediat formula (1.10}. Precizăm 
el mulţimea generatorilor este, în cazul relaţiei de mai sus 

Cu această precizare şi cu indicaţiile date înainte de (1.20}, reprezentarea 
(1.20) este evidentă, iar particularizarea enunţului teoremei de reprezentare a 
funcţiilor vectoriale izotrope devine un exerciţiu util dar evident . .J>entru cei ce 
doresc să aprofundeze subiectul recomandăm încă odată articolul original a.l lui 
Wa.ng[1970]. 
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E. Sisteme de coordonate echivalente. Când este valabilă aproxima\ia 
hidrostatică este avantajos să introducem presiunea ca o coordonată verticală 

deaorece unii termeni din ecuatiik principale iau o formi mai simplă. In acest 
scop considerăm variabilele arbitrare b(x,y,z,t) şi u(x,y,z,t) care reprezintă o 

nouă coordonată verticali. Fie b(x,y,u,t) forma functională a lui b În 

sistemul u şi b'(x,y,z,1) în sistemul cartezian ordinar. 

h'(x,y,z(x,y,u,1i1) = b(x,y,u,t) 

Aşadar: 

(:) ,., = ( !},., +( !') .,., {!) , .. , 
şi similar pentru derivatele în raport cu y şi / , iar pentru derivata în raport 
cu u: 

• Rezultl: 

V b = Vh+ a,V : 
a l7.:' a 

De unde: 

i\i 
V v= Vv+-V = 

tr tÎ: a 

Pentru început considerim cazul b = u = p , pentru a obţine expresia 
forţei de presiune orizontali: 

V · p = V · p + q, · V · z· V · p = O· V · I' = - q, · V · z· 
p â p'p , â p' 

Din ipoteza hidrostatici şi folosind definiţia geopotenţialului CI>= gz , 

avem: 

şi deci: 

-a· qJ · V : = g · V : = V (gz) = V cJ> â= I' p p p 

rezultă: 

aV · p = V <I> 
I' 
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este: 

1-'orma echivalentă pentru ecuaţia de continuitate în sistemul (x,y,p,1) 

dw 
V ·V+-=0 ,, cJ1 
forma rezultantă a ecuaţiilor hidrodinamicii este: 

v = -V<l>- f x ,. + F 

ow 
Vv+-=0 

cp 
~ 

qJ 
R-T 

=---
p 

. R-T 
Q=c -T----w 

p p 

li 

sistem în necunoscutele v (11, "), ftJ, 1 ·, <t> • Am notat cu {tJ = j1 viteza verticali 

generalizată în sistemul de coordonate (x,y, p,I). 

Coordonate sferice curbilinii 

Notând longitudinea cu A., latitudinea cu <p şi cu r distan1a mă.-.urată 

de la centrul pământului, vitezele considerate în lungul cercurilor de latitudine, 
a meridianelor ş1 pc verticala locului sunt date de: 

u = rcos<pA.;v = rip; w = f = = 

unde z este altitudinea măsurată de la nivelul mării. Vectorul viteză are 
componentele: 

v =ul+ vj + wk 

unde am pus în cviden\ă versorii direc\iilor coordonatelor curbilinii x,y şi z. 
Sistemul de ccualii de mişcare se scrie: 

. uvtg<p uw tp 
11---+- = -a-+fv-2w0cos<p 

r r c1-
, ll

2lg,p VW ip 
"+ --+ - :.:..: -a- - fu 

r r 0' · 
) ) '.} ,r + ,,- {,p 

H' - --- = -a - - ~ + 2u0cos<p 
f /: 

Neglijând termenii mil:i din sistemul de mai sus. se oh\inc Haltincr [ I 'l7 I): 
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. uvtg<p ip 
11--- = -a-+ fv 

r & 
. 112/g<p ip 
v+--=-a--Ju 

r 0-' 
. ip 

w = -a--g 
â 

Notăm că relaţiile diferenţia.le pentru sistemul de coordonate sferice sunt 
cele obişnuite: 

lix = rcosq,ol;8y = r&p;& = 8r 

Ecuaţia de continuitate ia forma: 

1 . ro ~ vtg<p &, 2w 
-p+-+----+-+-=0 
p âcy r â r 

iar ecuaţia de stare şi ecuaţia termodinamicii rămin neschimbate. 
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A3. Complemente de dezvoltări asimptotice şi calcul dimensional 

A. Exemplu simplu de dezvoltare asimptotică. ln cele ce urmează 
vom da un exemplu din lecţiile lui Zeytounian [1988] din care se vede că nu 
orice dezvoltare făcută în raport cu un parametru mic este asimptotică în sensul 
precizat în Capitolul 5. De aceea trebuie multă. atenţie când lucrăm cu aceste 
dezvoltări. " Traducerea" incorectă, în termenii dezvoltării, a condiţiilor la limită 
poate afecta esenţial soluţia aproximativă obţinută, conducând la soluţii foarte 
depărtate de cea exactă. 

Fie spre exemplu următoarea problemă. Să se afle soluţia problemei următoare 

(A.60) 

cu 

/(O)= Co (A.61) 

/'(O) = C~ (A.62) 

pentru o > O şi o < < 1. 

Este ales, în mod evident, un model care permite obţinerea unei soluţii ex
acte. Astfel, dacă integrăm ecuaţia (A.60) ·şi utilizăm condiţiile (A.61), (A.62) 
pentru determinarea constantelor rezultă. în urma unor calcule standard că soluţia 
problemei propuse este 

/(x;o) =exp(-ox)[C0 cos(Jl -olx)+ C~+aC0 sin(JI -o2 x)]. (A.63) 
Jl -ol 

Se observă cu uşurinţă că pentru o fixat, oricât de mic, avem 

lim J(x; o)= O. (A.64) 
I--+00 

Să căutăm acum imluţia sub forma dezvoltării asimptotice 

f(.c; n) = fo(.r) + of1(x) + a:.! f:.i(x) + · · ·. (A.65) 

Se constată cu u~11rinţă că setul <le ernaţii diferenţiale ce rezultă din (A.60) 
~i ('iHt' tn•b11it• satisfărnt dt• aproximaţiile Jo, /1, ... ,•stt> 
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tP li J,· _ -2dfi-l 
dx1 + • - dx ' 

pentru i = 1, 2, .... 

Soluţiile generale ale ecuaţiilor de mai sus sunt 

Io( x) = Focos( x + cp0) 

l1(x) + Focos(x + c,oo)[l - ax], 

,.a.m.d. 

In concluzie soluţia aproximativă se scrie 

l(x; a) = Focos(x + c,oo)[l + a - ax+ O(a1
)] 

(A.66) 

(A.67) 

(A.68) 

Se remarcă imediat că în timp ce aproximaţia de ordin zero este mărginită ( dar 
nu are limită(!)) pentru x-+ oo, aproximaţiile de ordin superior au un compor
tament " catastrofic ", căci există termenul ax -+ oo când x -+ + oo ( termenii 
de acest tip se zic seculari ). Cum am mai obaervat, faptul ci aproximantele 
nu au toate proprietăţile soluţiilor exacte (ba chiar au anumite comportamente 
" stranii" ) nu este singular. Asemenea rezultate 1e întâlnesc în teorii foarte com
plexe, cum ar fi în dezvolt6.rile de tip Chapman - Enshog din Teoria Cinetică. a 
Gazelor ( vezi Truesdell lji Muncaster (1980), Speziale(1981), Ţigoiu [1983] ) sau în 
comportamentul fluidelor de tip polinomial din Mecanica Fluidelor Nenewtoniene 
( vezi spre exemplu Joseph [1976) ) 

Cu toate acestea, dacă. aproximaţiile, chiar proaste (pe întreg domeniul prob
lemei ), au subdomenii pe care se regăsesc proprietăţile soluţiilor exacte, ele pot 
fi folosite şi adesea aduc informaţii deoeebit de preţioase cel puţin pentru studiul 
calitativ. 

Revenind la exemplul propus la început, iată o cale prin care, în acest caz se 
poate corecta eroarea (metoda dezvoltărilor uimtotice racordate). Ideea este de 
a elimina într-un fel termenii seculari. Aceasta se realizează. prin introducerea a 
două scări ( sugerate de problemă ) IJÎ eliminarea termenilor seculari prin racor
darea soluţiilor. Astfel, se observă că în soluţia exactă (A.63) variabila x apare 
în două " combinaţii " distincte cu parametrul a lji anume 
i) în termenul de amplitudine exp(-ox) avem x = ax, 

2 4 6 

ii) în termenul de undă avem x = ✓1 - o 2x = (1 - ~ + ~ - ~
2 

· · · )x, ultima 

egalitate având loc pentru o < < 1. 

Prin urmare soluţia depinde, pentru o < < 1, de două " variabile " 
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'U = O:X Şi V = g( O: )x 
(A.69) 

unde µi, i = 2, 3, ... sunt constante ce trebuie determinate în urma rezolvării. 
Prin introducerea acestor variabile (pentru o: < < 1) facem ca soluţiei /( z; o:) 
să-i corespundă o nouă funcţie 7 ( u, v; o:). Se observă că u este variabili lenti 
( o: << 1 ), în timp ce veste o variabili scurtl (sau rapidă), aşa zis. Evident 
trebuie formulată problema (A.60) - (A.62) pentru 7. Io particular observând ci 

df a7 a7 - =o:-+ g(a)
dx ou l:Jv 

(A.70) 

1i presupunând că 7 admite o dezvoltare asimtotiră în raport cu o: regulată. (uni
form valabilă ) 

7(u, v; o:)= 70 + o:71(u, v) + cr"7iu, v) + ... 

obţinem pentru 7 următorul set de ecuaţii 

ffl11 -
1 

_
2

1:J7o _ 
2 

0 270 
lJv2 + 1 = lJv lJulJv 

8
2
12 -1 -(2871 + 2 8

271) _ (D27o + 2µ,, 8
2To + 2870) 

8v2 + :;i = 8v 8u8v 8u2 • 8v2 au 

(A.71) 

(A.72) 

A spune că dezvoltarea este uniform valabilă revine la aceea că fiecare aproxi
maţie nu are singularităţi mai puternice ca precedenta (nu tinde mai repede la 
zero ca precedenta când o: -+ O ) şi acelaşi lucru se întâmplă şi pentru derivatele 
aproximaţiilor. ln particular aceasta conduce la 

(A.73) 

sunt uniform mărginite pentru o: -+ O şi pentru orice u şi v. Condiţiile (A.73) 
trehuie să conducă la eliminarea tt>rmenilor seculari din soluţia (A.71) (aceia care 
în partirnlar rresc ne<l~finit pentru v -+ oo ). 
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Este uşor de constatat că ecuaţia ( A. 72h are soluţia 

/ 0 (u, v) = Fo(u)cos[v + c,oo(u)]. (A.74) 

Urmând cele spuse ma.i sus, vom elimina termenii seculari la nivelul soluţiei 
/ 1(u,v) (pentru a avea (A.73) satisfăcută ). Pentru aceasta, scriind soluţia 
ecuaţiei (A.72h, vom anula termenii respectivi. In acest scop se evaluează mem
brul drept al ecuaţiei ( A. 72h, care se scrie 

2[F~(u) + F0 (u)] sin(v + c,o0 (u)) + 2F0(u)c,o~(u) cos(v + c,o0 (u)) 

şi deci condiţia de anulare a termenilor seculari revine în mod evident la 

F~(u) + F0 (u) = O, c,o~(u) = O. (A.75) 

Cum aceste ecuaţii conduc la F0 ( u) = F o exp( -u) 1i c,oo( u) == 1.fJo rezultă că 
(A.74) este dată de 

/ 0 (u, v) = Foexp(-u) cos[v + ~0] (A.76) 

ca.re în mod evident este o aproximaţie la ordinul zero în o ce respectă caracteris
ticile soluţiei ( A .63) 1 . Pentru a gui dependenţa v = g( o ):r trebuie să rezolvăm 
problema la ordinul 2 în o adică să aflăm soluţia ecuaţiei (A.72)3 • Să remarcăm 
cA membrul drept ( neomogeneitatea ) al acestei ecuaţii ( ca.re va introduce ter
menii seculari în soluţie ) este scris în condiţiile în care datele fiind independente 
de o, problema pentru ] 1 (A.72h este omogenă cu date nule şi deci soluţia este 
] 1(u, v) = O, şi este 

Deci anularea sa conduce la 

1 
l'l = --

2 
(A.77) 

prm urma.re avem 

(A.78) 

care este o bună aproximaţie a soluţiei exacte ( A.63) până la ordinul o 1 . 

2Pentru simplitate am renunţat la a considera forma completă (A.63) Se observă că la ace11t 
nivel 11 = z 
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B. Teorema TI. ln această parte a Anexei dăm câteva explicaţii şi exemple în 
legătură cu Teorema - TI a analizei dimensionale. Pentru clarificări suplimentare 
demonstraţii şi alte exemple recomandăm Brand (1957], Birkhoff [1955] şi C.lacob 
(1971]. Aceasta este cerută de analiza dimensională care se face pretutindeni 
în Ca.pitoiul 5. ln particular pentru introducerea parametrilor de similitudine 

S1 = !:, S2 = o:o/Bo şi 

1=..!Bo - O:o S=_.., ___ _ 
Mr2 

In abordarea problemelor de Termodinamică. (în particular ) Teorema - Il se 
dovedeşte a fi un aparat matematic puternic. Ea se utilizează cu deosebit succes 
în probleme în care, spre exemplu, urmare a trecerii la variabile şi funcţii adimen
sionale, apar coeficienţi (a.dimensionali) între definiţiile cărora nu găsim (apriori) 
legături invariante (la schimbări de variabile ). Aceste legături numite ( de ma
joritatea autorilor ) de similitudine dau informaţii importante asupra modului în 
care se pot face diverse evaluări asimptotice (în particular ). Pentru a înţelege mai 
bine să zicem că o mă.rime fizică. (derivată), viteza, se poate exprima în unităţile 
sale de bază, în raport cu o lungime şi un timp, dar şi cu o viteză de referinţă. 
lnsă nu ştim, schimbând-o pe aceasta (sau lungimea şi timpul caracteristic ), ce 
legătură. există între ele! 

Să considerăm deci că în problemele în discuţie, mărimile fizice ce intervin 
f'ă (i = 1, ... , n) au măsuri pozitive /i care depind de un sistem fundamental de 
unităţi {U;};=I,I• Dacă se schimbă sistemul de unită.ţi 

U; = m;u;, m; > O, 

măsurile pozitive /i se schimbă. de asemenea. Spunem că /i (de fapt Fi) are 
dimensiunea fizică ( ai 1 , ai3 , ••• , ai1) în unităţile U1 , ••• , U, dacă noile măsuri J[ 
sunt legate de cele vechi prin 

Dacă toţi aij = O se spune că /i este adimensională. Vom exemplifica peste 
tot cu cazul modelului din Capitolul 5.4. In acesta (a se vedea ecuaţiile (4)) 
intervin unităţile fundamentale L ( lungimea ), M ( masă ), T { timp ), K ( 
temperatură) şi mărimile fizice derivate li: (înălţimea), v (viteza), g (acceleraţia 
gravitaţională ) , O~, Pr ( densitate de masă ), Pr (presiunea ), Tr ( distribuţia de 
temperatură ), I'r (gradientul temperaturii ). 

Dimensiunile celor n cantităţi se pot. pune într-o matrice (n x /) 
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fn anl an ani 

ln exemplul nostru aceasta va fi 

L T M K 
Oo o -1 o o 
Pr -3 o 1 o 
Pr -1 -2 1 o 
Tr o o o 1 
H 1 o o o 
V 1 -1 o o 
9 1 -2 o o 
rr -1 o o 1 

Să presupunem că. măsura / a unei cantităţi fizice se exprimă ca 

I= g(/1, ... , /n). 

Se spune că g este " omogenă dimensional " sau " izobarică ", dacă pentru 
orice schimbare de unităţi de măsură U; = m;UJ(j = îJ) avem 

Făcând înlocuirile, aceasta revine la 

dacă ( a1 , ... , a,) sunt dimensiunile lui f. 
Câteva observaţii simple se impun. 

i) Dacă suma 

este izobarică ( cu coeficienţi Ci adinensionali) atunci toţi termenii sumei au aceea~i 
dimensiune 

178 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



ii) Produsul 

I _ f PI f P2 J,Pn 
- 1 2 · .. n 

este o funcţie izobarică a cărei dimensiune a1, în orice unitate l!j este 

Putem enunţa acum Teorema II. 

Fie o funcfie g izobarică În raport cu cele l unită/i fundamentale U1 , U2 , ••• , U,. 
Fie matricea dimensională n x I, a măsurilor· / 1 , •.• , fn, de rang p = n - k, iar 
g verificd ecuaf ia 

Atunci, ecuafia de mai sus este echivalentă cu 

g ( 1 , ... , l , II 1 , ... , Ih) = O 

unde Ili, i = 1, k, suni n - p produse indt:pendflite şi adimensionale formate cu 

/1, • • • ,fn• 

Este evident că. schimbând numărul unităţilor fundamentale se modifică. numl
rul relaţiilor independente Iii. 

O demonstraţie foarte frumoaMă a teoremei se găseşte în Brand [1957]. Demon
straţia conduce la o reformulare a teoremei care dă în acelaşi timp şi algoritmul 
de calcul necesar 

Fie /1, ... , / n. Fie 

A=(p R ) 
Q QP-IJl 

11wlriaa dimensională 11 x I dt rnng p = H - A: undt P t'Sit· o matrice p x p 
11t .-;i11gulară. Atunci, dacă g(/1, ••• , J,1 ) e8le o Junc/ie izobarică în raport cu 
n lt I uuilăti fundamt 11/alt t'c1wtia g(/1, ••• , fn) = O t·slf t·rhivalrntă cu ecuatia 
!J( I. ... , l, 11 i, ... , llk) = O un<lt. 

li = ,., .. 1·.1•1 ,., .. , i = TT 
• , I l ' · ·, 11 • • 
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suni k = 11 - JJ canlilă(i adimensionalt i11drpende_nfr cu ma/rina upont 11(i/o„ 
({~ X n) 

h este matricea ( k x k) unitaif. 

Se observă că teorema n conduce la 

LA= O. 

Trebuie înţeles că teorema nu se poate substitui integral modelării. Conform 
cu observaţia de mai sus, dacă luăm un alt număr de unităţi fundamentale, atunci 
numărul relaţiilor independente li; se modifică. Acestea conduc la rândul lor, la 
obţinerea unor relaţii între variabilele / 1 , •.• , fn ( de tipul II, = g,(II 1 , ••. , Ilr) şi 
deci /, = g,(II 1 , ... , II,)/~••• ... /~'"' ) numite relaţii de similitudine. Ele au 
un rol deosebit de importaut în construcţia modelelor căci dau anumite restricţii 
privind comportar<'a unor parametrii în raport cu ceilalţi. Cum aceste relaţii 

variază funcţie de lista unităţilor fundamentale sau funcţie de lista variabilelor 
/i alese, este evident că teorema II nu poate impune unele sau altele, decât în 
contextul alegerii făcute de noi. Prin urmare numai experimentul poate decide 
care dintre aceste alt>g<'ri este corectă (experimentul sau impunerea apriorică în 
model a unui anume comportament ). 

Să vedem cc concluzii se desprind în cazul exemplului nostru. Evident ma
tricea P ( 4 x 4 ) este dată de ( primele patru linii şi cele patru coloane ale 
matricei A) 

/' = ( 

o -1 o 

n -3 o l 
-l -2 1 
o o o 

iar matricea Q ( .ţ x l) esh• 

<l= ( : 

o o 

n -1 o 
-2 o 

-I o o 

l'ri11 11rman· 111atric<'a c•xpo1u•11Ulor /, (·I X s ) f'Slt• 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



L = ( ~ -1 
-1 

1/2 
1/2 
1/2 

-1/2 

-1/'2 
-1/'2 
-1/2 
1/2 

o 
o 
o O O 1 O 

l~ ~ ~ ~) 

-l O O O 1 

Aceasta conduce imediat la definirea relaţiilor independente 

Cu definiţiile introduse în Capitolul ,5, se constată imediat că se obţin relaţiile 
( între variabilele existente ) 

Cum din definiţiile cantităţilor ni avem 

rr /Il - Oo . 111113 1/2 - Bo 
4 3 - 8 ş1 rr , - M , 

O 2 · r 

rezultă că am definit astfel parametrii de similitudine S1 şi S2 • Acum, observaţiile 
ce urmează introducerii acestora în 5.4 capătă mai multă substanţialitate. 

C. Modele termodinamice stohastice. Vom da în cele ce urmează o schiţă 
de obţinere şi unele comentarii privind ecuaţiile (5.65), (5.68). Pentru o privire 
mai atentă asupra subiectului recomandăm cititorului lucrările, Monin, laglom 
(1965) şi Mohammadi, Pironneau (1994), spre exemplu. 

Pentru descrierea mişcării turbulente a unui fluid, diverse mărimi hidrodinam
ice (viteză, densitate, temperatură, etc. ) sunt considerate funcţii aleatoare de 
spaţiu şi timp. 

Cum în ecuaţiile de mişcare ale lui Navier şi Stokes (sau în alte ecuaţii de con
servare ) apar produse de astfel de funcţii, acestea vor introduce măsuri noi, ne
cunoscute ( vezi, spre exemplu, situaţii similare în teoria cinetică a gazelor Trues
dell, Muncaster [1980), preluate în teoriile de termodinamici extinse Truesdell, 
M uncaster (1980), Muller [1985]). Trebuie să precizăm că măsurile microscop
ice nu au în aceste cazuri semnificaţi,, fizică măsurabilă aceasta se acordă doar 
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valorilor medii. In procesul de mediere al unei mărimi, vor apărea în ecuaţii şi 

medii de produse. Prin urmare, trebuie să scriem ecuaţiile de conservare pentru 
aceste produse. Aceasta însă conduce la apariţia unor produse triple de funcţii 
aleatoare ceea ce arată că procesul acesta este nemărginit. Această problemă. 
( adică trunchierea lanţului de ecuaţii la un anumit nivel astfel ca atât semnificaţia 
fizică cât şi corectitudinea matematică să. nu fie alterate ) este cunoscută sub nu
mele de " problema închiderii ". Ea are diverse soluţii ( modalităţi matematice de 
realizare), prima dintre acestea fiind atribuită lui Kolmogorov. Pentru obţinerea 
ecuaţiilor de tipul (5~65), (5.68) se foloseşte un model de închidere de ordinul /. 
Acesta presupune reprezentarea mediilor produselor de fluctuaţie ale parametrilor 
hidrodinamici ( fluxurile turbulente ) cu ajutorul unor funcţii ( constitutive, nu
mite coeficienţi de difuzie ) şi gradienţi ai mărimilor medii. Evident relaţiile 
(5.66) conduc la asemenea funcţii. · 

Pentru definirea mediei unei funcţii se consideră o densitate de probabilitate 
w, 

w:lt'xE-+B+ 

integrabilă şi cu 

J, J, w(y, r )dy dr = 1. 
fi3 fi 

Evident, w(y, r )dydr este probabilitatea care dă numărul mediu ( sperat ) de 
particule ale sistemului ce se găsesc în vecinătatea dy a punctului y, în intervalul 
de timp dr din momentul r. Mai exact dacă 1) C R1 deschis ti V C .ll deschisă 
atunci 

j j w(y, r)dydr 

B V 

este numărul mediu de particule cu poziţia în 8, în intervalul de timp V. Evident, 
dintre toate momentele lui w, importanţă, din punct de vedere termodinamic, au 
doar acelea ce pot avea o interpretare fizică. Fie /(x, t) o asemenea mărime. 
Atunci, se numeşte valoarea medie a lui/ ( sperB:tă) în punctul x la momentul t 

/(x, t) = j j /(x - y, t - r)w)dydr 

fi3 

Evident pentru fiecare mărime" microscopică." / 1 7 este un câmp ( mărime 
macroscopică ) în sensul termodinamicii mediilor continue. Sunt uşor de verificat 
următoarele proprietăţi 
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of= o:f(a E Dl); 

pentru orice s = xi, x 2 , x3 , t; 7 g = fg, dar / g -/:- Jg. 

of a] 
as as 

Pentru orice mărime ( microscopică ) aleatoare f se notează cu 7 media 
sa ( mărime macroscopică, deterministă ) şi cu f' fluctuaţia sa ( abaterea de la 
medie). 

I= 7 + f'. 

Se observă imediat că /' = O. Scriind acum sistemul ecuaţiilor lui Navier şi 
Stokes în mişcarea turbulentă 

unde fi sunt forţele ce acţionează asupra sistemului ( putând fi incluse aici şi 

forţele Coriolis ), vom introduce în el descompunerea de mai sus pentru câmpul 
de viteze şi presiune şi avem 

ecuaţii ce se numesc adesea, ecuaţiile lui ·Reynolds. Fluxurile turbulente 
sunt termenii neliniari u~uj care fac ca problema determinării valorilor medii să nu 
fie închisă. ( aceşti termeni sunt cunoscuţi în literatură. sub numele de " tensiuni 
Reynolds " ). ln relaţiile de mai sus s-a presupus că fluidul este incompresibil 
( sau că peste câmp macroscopic ). Pentru exemplificare şi o mei bună înţelegere, 
să considerăm cazul stratului limită orizontal omogen, caz în care funcţiile depind 
doar de x3 ( componenta verticală), iar u:1 =O.Sistemul de mai sus devine acum 

Mai sus, s-a presupus şi că vâscozitatea " moleculară " 11 este neglijabilă 
î11 raport cu vâscozitatea turbulentă dată de termenii u; u; şi u;u;. ln aceste 
condi~ii, dacă vom Închide sistemul la acest nivel (tooria /{ a lui Kolmogorov ), 
avem evid<•nt ( presupunând şi faptul că, coeficien~ii de difuzie turbulentă coincid 
p1•11trn cele două fluxuri ) 
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( relaţiile de mai sus sunt obţinute prin analogie cu procesele de transfer din 
cadrul Teoriei Cinetice a Gazelor, pentru descrierea vâscozităţii). Acestea conduc 
împreună cu ecuaţiile de mai sus la 

oiit âK 8ii1 ----
ât âz âz 

Otii âK âu2 â2u2 1 Op _ 
---- =K------fu1 
ât âz âz âz2 pây 

şi se observă clar că, funcţia K joacă rolul vâscozităţi II din sistemul Navier -
Stokes clasic. 

Aşa cum am mai observat funcţia K este funcţie constitutivă ( din punct de 
vedere macroscopic ) şi prin urmare, funcţie de problemă., ea trebuie să fie dată. 
In 5.5 prin formulele (5.66), (5.67) şi (5.68) sunt propuse diferite forme pentru 
aceasta. 

O problemă similară se pune pentru ecuaţia de transfer a căldurii (5.65)3, 
(5.68)a. Cititorul va observa că, deşi se porneşte cu o ecuaţie în ca.re se presupune 
că fluidul este neconducător de căldură. ( din punct de vedere macroscopic, k = O) 
şi nu avem surse volumice de căldură, totuşi în urma procesului de mediere şi de 
închidere se obţine, spre exemplu, (5.68)a în care funcţia K " joacă rolul " coe
ficientului conductibilităţii termice al lui Fourier. Se poate considera că fluidul 
conduce căldură ( după o lege de tip Fourier ) dar, ca şi în cazul ecuaţiilor de 
mişcare, se presupune că, conductibilitatea termică moleculară ( k ) este neglija
bilă în raport cu conductibilitatea termică turbulentă dată de forma u~6'. Adică., 
pornind cu o ecuaţie de transfer de căldură de forma 

86 8 - + -(u ·fJ) = kllfJ 
8t âxi • ' 

introducând valorile medii şi fluctuaţiile prin fJ = 8 + 8', ui = ui + u~ şi mediind 
ajungem la ecuaţia 

â8 a - - -- + -(u-6' + u~il') = kllfJ' 
ât âxi • • 

ln general, pentru închiderea termenului u~fJ' se foloseşte o metodă similară 
cu cea de mai sus, adicA, apriori 
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unde Ki, sunt coeficienţii de difuzie turbulentă (sau tensorul conductibilităţii 
termice turbulente, prin analogie cu termodinamica mediilor continue ). Pre
supunându-se K sferic ( difuzia se face Ja fel în orice direcţie ), K = Kl avem 

-,-8 K( ) 86 · 1· · A d k A 1 · K Ui 1 = - Xi, X2, X3, t -
8 

fjl neg IJan lil prezenţa Ul avem 
Xi 

ceea ce conduce la ecuaţiile (5.65)3 şi (5.68)5 • 

Ca mai sus este de observat în final că funcţia K este constitutivă şi deci 
( ca şi coeficientul Fourier ) trebuie să fie dată odată cu problema. Formulele 
(5.66), (5.67) şi (5.69) propun asemenea modele. Ele sunt de natură empirică. 
Un număr de testări efectuate la IMH Laboratorul de Fizica Atmosferei au condus 
la verificarea mulţumitoare a acestor formule. 
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A4. Scheme logice şi exemple numerice 

A. Program de calcul pentru problema din Capitolul 5.3 

Program pentru calculul funcţiei de curent 

1. START 

! 
2. Se iniţializează : nx; ny; ep = 1/3; eps; dx; dy; ,r; o = alf; Cl; C2; fJ =het; 
indl = 1; ind2 = nx. 

! 
3. s = O ---+ ro= Cl • (l + s • (j - l) • dy) • exp(-Cl/2 * (j - l) • dy) 

! 
4. j = 1 

! 
5. tt,(1, l,j) = O 

tt,(l,ny,j) = • exp (C2) 

! 
6. j < nx; Dacă. Da, atunci j = j + l şi merge la 5. 

! Nu 

7. k = 2 

! 
8. v,(l, k, 1) = -(k - 1) • dy • exp(C2 • (k - 1) • dy) 

! 
9. k < ny; Dacă Da, atunci k = k + 1 şi merge la 8. 

! Nu 

10. j = 2 

! 
11. k=2 

! 
}2.s1=0;M2=0 

! 
t:t i = I 
1 
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14. d = 1/ sqrt(((j - i)*dx) * *2 + ((k - 1) * dy) * *2) 

sl = sl + d ; s2 = s2 + d * ,ţ',(1, i, ny) 

15. i < nx ; Dacă Da , atunci i = i + 1 şi merge la 14. 

! Nu 
16. i = 1 

! 
17. d = 1/ sqrt(((j - i)*dx) * *2 + ((k - ny) * dy) * *2) 

sl = s1 + d; s2 = s2 + d * ,ţ',(1,i,ny) 

18. i < nx j Dacă Da, atunci i = i + 1 şi merge la 17. 

! Nu 

19. i = 1 

! 
20. d = 1/ sqrt(((j - l)*dx) * *2 + ((k - i) * dy) * *2) 

sl = sl + d i s2 = s2 + d * ,ţ',(l, 1, i) 

21. i < ny ; Dacă Da , atunci i = i + 1 şi merge la 20. 

! Nu 
22. ,ţ',(1, k,j) = s2/sl 

! 
23. k < ny - 1 ; Dacă Da, atunci k = k + 1 şi merge la 12. 

! Nu 
24. j < nx; Dacă Da, atunci j = j + 1 şi merge la 11. 

! Nu 
25. j = 2 

! 
26. k = 2 

! 
27. r(k, j) = (,ţ',(l, k,j - 1) + ,ţ',(l, k,j + 1 ))/(dx * dx) + 

+(,p(l, k - l,j) + tJ,(1, k-+ 1,j))/(dy * dy) -

- (2/(dx * dx) + 2/(dy * dy)) * 4,(1, k,j) - ro(j, dy) 

l 
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28. k < ny - 1; Dacă Da, atunci k = k + 1 şi merge la 27. 

! Nu 
29. j < nx - 1; Dacă Da, atunci j = j + 1 şi merge la 26. 

! Nu 
30. iter = O 

! 
31. j = 2 

! 
32. k = 2 

! 
33. 1/,(1, k,j) = 1/,(1, k,j) + bet • r(k,j)/(2/(dx • dx) + 2/(dy • dy) + alf) 

! 
34. k < ny - 1; Dacă Da, atunci k = k + 1 şi merge la 33. 

! Nu 
35. j < nx - 1; Dacă Da, atunci j = j + 1 şi merge la 32. 

! Nu 

36. j = 1 

! 
37. t/,•(2, l,j) =O; 1/,(2, ny,j). = - exp(C2) 

! 
38. j < nx; Dacă Da, atunci j = j + l şi merge la 37. 

! Nu 
39. k = 2 

! 
40. ţ/,(2,k,l)= -(k-l)•dy•exp(C2•(k-l)•dy) 

ţb(2,k,nx) = ţb(l,k,nx-1) 
! 
41. k < ny - l; Dacă Oa, atunci k = k + 1 şi merge la 40. 

! Nu 
42. j = 2 

! 
1:1. k = 1 

! 
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-14. r(k,j) = (t/,(2,k,j - l) + V•(2,k,j + 1))/(dx * dx)+ 

+(1P(2, k - l,j) + ~•(2, k + l,j))/(dy * dy)-

- (2/ (dx * dx) + 2/(dy * dy) + alf) * 't/J(2, k,j) - ro(j, dy) 

45. k < ny - l; Dacă Da, atunci k = k + l şi merge la 44. 

! Nu 
46. j < nx - l; Dacă Da, atunci j = j + 1 şi merge la 43. 

! Nu 
47. k = 2 

! 
48. I 1ţ1(2,k,nx) I> 2*exp(C2); Dacă Da, atunci 

1ţ1(2, k, nx) = 2 * exp(C2)* abs(t/•(2, k, nx))/ t/,(2, k, n;r) şi merge la 4~ 

! Nu 
49. k < ny - l; Dacă Da, atunci k = k + 1 şi merge la 48 . 

.l. Nu 
50. j = 1 

! 
51. k = 1 

! 
52. dif(kj) = abs( 1P(l, k,j) - 1/•(2, A-,j) ) 

! 
53. k < ny; Dacă Da, atunci k = k + 1 şi merge la 52. 

! Nu 
54. j < nx; Dacă Da, atunci j = j + 1 şi merge la 51. 

! Nu 
55. j = 2 

! 
.16. k = 2 

! 
,17. <lif(k,j) > eps; Dacă. Da merge la 67. 

! Nu 

!';ti. k < 11y - I; Dacă Da, al u11ci k = k + I şi 11wrge la !Jî. 

1 N11 

IK!l 
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59. j < nx - 1; Da.că Da, atunci j = j + 1 şi merge la 56. 

! Nu 

60. j = 1 

! 
61. k = 1 

! 
62. v,(2,j, k) = t/J(2,j, k)/exp(C2 • (j - 1) * dy) 

! 
63. k < nx; Dacă Da, atunci k = k + 1 şi merge la 62. 

! Nu 

64. j < ny; Dacă Da, atunci j = j + 1 şi merge la 61. 

! Nu 

65. SCRIE eps; t/J(2,j, k); j = l,ny; k = indl, ind2 

! 
66. STOP 

67. j = 1 

! 
68. k = 1 

! 
69. v,(l, k,j) = t/J(2, k,j) 

! 
70. k < ny; Dacă Da, atunci k = k + 1 şi merge la 69. 

! Nu 

71. j < nx; Dacă Da, atunci j = j + 1 şi merge la 68. 

! Nu 

72. iter > 50; Dacă Da, atunci SCRIE dif(j,k); j = 1,ny; k = indl, ind2 şi merge 

la 65. 

! Nu 

73. Afişează iter 

! 
74. iter = iter + 1 şi merge la :n. 
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Calculul perturbaţiilor vitezelor, presiunii, temperaturii şi densităţii 

I. START 

1 
2. Se iniţializează: nx; ny; dx; dy; o; ,r; indl = l; ind.2 = nx 

3. Citeşte tţ,(j, k), j = l,ny; k = l,nx 

1 
4. k = 1 

1 
5. j = 2 

1 
6. u(j,k) = -1/((1 - 0.28673 *O - 1) * dx) * *(1/0.402)) * (1J•(j + 1, k)

-1/J(j - 1, k))/(2 * dy) 

7. j < ny - l ; Dacă Da, atunci j = j + l şi merge la 6. 

1 Nu 

8. u(l,k) = - (tţ,(2, k) - tţ,(l, k))/dy 

1 
9. u(ny,k) = - 1/((1 - 0.28673 *(ny - l) * dx) * •(1/0.402)) * (,t,(ny, k)-

-1/J(ny - 1, k))/dy 

10. k < nx; Dacă. Da, atunci k = k + 1 şi merge la 5. 

1 Nu 

11. j = 1 

1 
12. k = 2 

1 
t:i. w(j,k) = ((1- 0.2867:J *(j-1) * dx) * *(-1/0.402)) * (',t,(j,k+ 1)

-,j.,(j, k - 1))/(2 * dx) 

1·1. k < nx - l; Da.că Da, atunci k = k + l ~i merge la 1:l 

1 Nu 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



15. w(j,1) = ((1 - 0.28673 •(j - 1) • dx) • •(-1/0.402)) • (tJ,(j, 2) - tJ,(j, 1))/dx 

w(j, nx) = (( 1 - 0.28673 • (j - 1) • dx) • •( -1/0.402)) • ( tJ,(j, nx)-

-t/_,(j, nx - 1))/dx 

16. j < ny; Dacă Da, atunci j = j + 1 şi merge la 12. 

! Nu 

17. Scrie u(j,k); w(j,k); j = 1,ny; k = indl, ind2 

! 
18. s = O; iniţializează al; a2; gamr; ep 

! 
19. k = 1 

! 
20. j = l 
! 
21. t/,,11 (/c,j) = (-s/a2) • ln 11 + a2 * t/_,(k,j) I 
! 
22. tr(kj) = 273,15 - gamr • (k - 1) • dy 

! 
23. j < nx; Dacă Da, atunci j = j + 1 şi merge la 21. 

! Nu 

24. k < ny; Dacă Da, atunci k = k + 1 şi merge la 20. 

! Nu 

25. j = 2 

! 
26. k = 2 

! 
27. 9f(k,j) = ep • •2 • u(k,j) • (w(k,j + 1) - w(k 1 j - 1))/2/dx+ 

+ep • •2 • w(k,j) * (w(k + l,j) - w(k - l,j))/2/dy+ 

+ tr(k,j) • (t/,,.(k + l,j) - tl,,.(k - l,j))/2/dy/0.402 

28. k < ny - l; Dacă. Da, atunci k = k + 1 şi merge la 27. 

! Nu 

29. j < nx - 1; Dacă. Da, atunci j = j + 1 şi merge la 26. 
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1 Nu 

30. tt = 1/0.0009 * 15/273.15 

1 
31. 8(1, 1) = O 

1 
32. j = 2 

1 
33. 8(1,j) = tt * 0.0009 

1 

Of(l,j) = ep * •2 * u(l,j) * (w(l,j) - w(l,j - 1))/dx+ 

+ep * •2 * w(l,j) * (w(2,j) - w(l,j))/dy

-tr(l,j) * (1/iz(2,j) -1/iz(l,j))/dy/0.402 

34. j < nx; Dacă Da, atunci j = j + 1 şi merge la 33. 

1 Nu 

35. k = 2 

1 
36. 8(k, 1) = O 

1 

Of(k, I) = ep * •2 * u(k, I) * ( w(k, 2) _- w(k, 1) )/dx+ 

+ep * •2 * w(k, I)* (w(k, 1) - w(k - 1, 1))/dy

-tr(k, I)* (1/iz(k, I) -1/iz(k - I, I))/dy/0.402 

37. k < ny; Dacă Da, atunci k = k + 1 şi merge la 36. 

1 Nu 

38. Of(l, I)= ep * •2 * u(l, 1) * (w(l, 2) - w(l, 1))/dx+ 

1 
:m. j = 2 

1 
40. k = l 
1 

+ep * *2 * w(l, I)* (w(2, 1) - w(l, 1))/dy

-tr(l, 1) * (tJ,z(2, 1) - ti'z(l, 1))/rly/0.402 
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41. 6(k + l,j) = ((6f(k,j) - al * 0(k,j)) * 0.402/(tr(k,j) + 0(k,j)) * 0.0009 

! 
42. k < ny - l; Dacă Da, atunci k = k + 1 şi merge la 41. 

! Nu 

43. j < nx; Dacă Da, atunci j = j + 1 şi merge la 40. 

! Nu 

44. Scrie fJ(k,j); k = J,ny;j = l,nx 

! 
45. j = 1 

! 
46. k = 1 

! 
47. p(j,k) = ( 1.402/0.402) •(-·,J,(j, k) + O(j, k)/0.0009-

-a2 * 111 I 1 - a2 • (j - 1) • dy I) 
p(j, k) = p(j, k) - B(j, k) 

48. k < nx; Dacă Ua, atunci k = k + l şi merge la 47. 

! Nu 

49. j < ny; Uacă Da, atunci j = j + I şi merge la 46. 

! Nu 

50. Scrie p(j,k); p(j, A:); j = l ,ny; k = l,nx 

! 
51. STOP 

B. Schema logică a problemei brizelor, Capitolul 5.5 

Schema logici a programului principal 

1. START 

l 
2. Citire <late iniţiale 

l 
:1. i = I 
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4. Citire condiţii la frontiera z = h 

! 
5. v'(t + 1) = v'(t) - 6h ecuaţia (5.87) 

8'(t + 1) = 9'(t) - b.h ecuaţia (5.88) 

! 
6. u•(t + 1) = u'(t) - b.h ecuaţia (5.89) 

w•(t + 1) = w'(t) - 6h ecuaţia (5.90) 

! 
7. REZOLVARE Ecuaţie Poisson lat + 1. Ecuaţia (5.93) 

! 
b.ta I 

8. u'(t + 1) = u·(t + 1) - - ap 
p X 

b.ta I 

w'(t + 1) = w*(t + I) - -
8
P 

p z 

9. t = tmu:i Dacă Nu, atunci t = t + 1 şi merge la 4. 

! Da 

10. Scrie rezultatele 

! 
11. STOP 

Schema logică a subrutinei de racordare a condiţiilor la limită 

I.Intrare 

3. u'(h) = O; Dacă Nu, atunci merge la 7. 

L Da 

4. Ri~0.14 

L 
5. Jli ~ Ri.,; Dacă Nu, atunci merge la 9. 

L Da 
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g 88' 
6. K(h) = Ăz2( 9,I az 1)1/2 

! 
12. IEŞIRE 

. g 9(h) - Ba 1 
7· Ri = 9 (u'(h)/h)'l h 

! 
8. Ri ~ 0.14; Dacă Nu, atunci merge la 5. 

! Da, atunci merge la 4. 

9. t = l; Dacă Nu, atunci merge la 11. 

! Da 

10. K(h) = Formula (5.66) 

h 
u'(h) = u' + --~u 1 h + ~z 

! 

h 
v'(h) = v' + --~v 1 h+ ~z 

~z 
fJ'(h) = (1i + h + ~z~9 

Merge la 12. 

11. K(h) = Formula (5.66) 

u'(h) = Ecuaţia(5.79)i 
v'(h) = Ecuaţia(5.80)i 

B'(h) = Ecuaţia (5.81 )a 

Merge la 12. 

1% 
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