




































































































3.8. Gazul ideal din molecule poliatomice 

ln acest paragraf vom generaliza rezultatele pentru gazul monoatomic tn cazul 
gazului poliatomic. Cele gaze prin gradelor de libertate de 
în cel poliatomic. Vom studia gazul biatomic apoi vom generaliza rezultatele tn cazul gazului 
poliatomic. Neglijând electronilor în interiorul atomului, fiecare atom ca un 
punct material dimensiuni. 

moleculei biatomice poate fi în de a centrului de 
de a unei particule fictive de cu masa 

I-'= m Im 2 /(m 1 + m 2 ) în sistemul centrului de În cele ce vom considera cazul 

general ln care cei doi atomi din au mase diferite m 1 m 2 (exemple:CO, HCI) 

cazul particular m, = m 2 (exemple: O 2.H 2 , N 2 ) imediat 

un gaz ideal din N molecule biatomice (fiecare având masa 

m = m 1 + m 2) aflat în stare de echilibru termodinamic la temperatura T . 

3.8.1. de a centrului de 

Considerând viteza centrului de al moleculei cu v , energia de 
va fi: 

2 
mv m ( 2 2 2) E =--=- v +v +v 

I 2 2 " y 

Folosind (3.44) (sau (3.30)), energia de transla~e medie este de 

(E 1 ) = ~kT 
2 

astfel încât energia de are expresia 

iar la volum constant este 

c~ =!(au,) =~R 
v BT v 2 

Deci, grad de libertate de transla~e îi corespunde în medie o energie kT/2. 

3.8.2. de 

ln figura 3.8 este reprezentat de al centrului de Deci 

m,y, +m2Y2 =0 

z 

(3.87) 

(3.88) 

(3.89) 

(3.00) 

(3.91) 

Deoarece în jurul axei moleculei nu are sens, 
atomii fiind considera~ puncte materiale, rlmâne numai 
posibilitatea in jurul celor doul axe (x z) 

I( 

Figura 3.8 

perpendiculare pe axa moleculei, astfel incât energia 
de este: 

E = Iw! + Iw! 
' 2 2 

(3.92) 

unde I este momentul de al moleculei: 
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I= rn 1y~ + rn 2y~ (3.93) 

Notând distanţa dintre atomi cu a= y 1 - y 2 şi folosind relaţia (?-.91) momentul de inerţie devine 

rn rn 
l=-'-2-02 =µe2 

ffi1 + ffi2 

adică momentul de inerţie al unei particule fictive de masă µ . 

(3.94) 

Probabilitatea ca o moleculă să aibă componenta w„ a vitezei ung:,iulare cuprinsă intre 

00
11 

şi ro,.+ doo„ sau echivalent, numărul relativ de molecule care au componenta ro„ a vitezei 

unghiulare cuprinsă intre ©,. şi oo 11 + doo „ poate fi scrisă 

J 

dN( ) '"'• 
dP(ro )= g'(ro \.Joo = rox = Ce - Zlr.T do) 

11 11.fJ" N x (3.95) 

unde constanta C se detennină din condiţia de nonnare: 

... "' ~ r-( 2nkT )l/1 J dP(roJ= C f e - lkT doo" = 1_-
1

- = 1 
-a> ---

(3.96) 

Valoarea integralei a fost detenninată folosind rezultab.JI (86). Astfel funcţia de distribuţie 
are expresia: 

(3.97) 

Valoarea patratică medie a componentei 00
11 

a vitezei unghiulare poate fi detenninată cu 

ajutorul relaţiei: 

... ( I )l/1 „ i<»! kT 
(oi)= fa?g'(oo uoo = -- Joo1e-1kTdro = -

" " " JU 11. 2nkT " " I _.., -
unde integrala a fost calculată cu ajutorul relaţiei (B7). Analog 

(oo!) = k: 

ceea ce implică folosind proprietăţile (1.9) şi (1.1 O): 

(E ) = _!_ (001 ) + .!. (oi ) = kT + kî = kT 
r 2" 2>' 2 2 

Energia internă corespunzătoare mişcării de rotaţie are expresia: 

Ur = N(Er)=NkT =vRT 
Iar căldura molară la volum constant este: 

C~ =_!_(âUr) =R 
v 8T v 

(3.96) 

(3.99) 

(3.100) 

(3.101) 

(3.102) 

Rezultatul (3.100) poate fi enunţat ln felul următor: fiecArui grad de libertate de rotaţie li 
corespunde în medie o energie kT / 2 . 

3.8.3. Mişcarea de vibraţie 

Considerăm oscilaţii elastice ale atomilor în jurul pozi~el de echilibru (vezi figura 3.9 • unde 
este reprezentat sistemul de referinţă al centrului de masă). 
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z 

)( 

Figura 3.9 

Mişcarea de oscilaţie a atomilor tn jurul poziijei de 
echilibru este o mişcare interni care nu influenţeazl 
mişcarea centrului de masă. Astfel 

ffi1Y1 + ffi2Y 2 = m1(Y1 + U1 )+ m2(yz +Uz)= O (3.103) 
de unde rezultă 

m1u1 +m 2u 2 =O (3.104) 

Presupunând forţele de intera~e dintre a1Dmi de tip 
elastic, ecua~ile Newton pot fi scrise ln fom1a: 

(3.105) 
d 2u 

m2 --f=-k0 (u 2 -u.) 
dt 

unde k O este constanta elastică a legăturii dintre cei doi atomi. 

Cele două ecuaţii diferenţiale cuplate de ordinul doi pot fi decuplate cu ajutorul schimbării 
de variabilă q = u1 + u 2 . Folosind rela~a (3.104) cele două ecua~i Newton (3.105) se transfom1I 
ln una singură 

dzq k2 m1 + m2 O „ 
-z + 0---q= (3.106) 
dt m1m 2 

Notând masa redusă cu µ = m1m 2 /(m 1 + m 2 ) şi pulsaţia oscilatorului cu 6) 0 = (k 0 /µ.)'12 , ecuaija 

(3.106) devine: 

(3.107) 

Astfel, oscilaţiile elastice ale celor doi atomi au fost reduse la mişcarea oscilatorie am1onicl 
unidimensională a unui punct material de masă egală cu masa redusă µ . Energia de vibraţie a 
moleculei este suma dintre energia cinetică şi poten~ală a oscilatorului: 

l k 2 

E.{p,q)= t + 0
; (3.108) 

Probabilitatea ca un oscilator el albi poziţia cuprinsl între q ,1 q + dq 91 lmpulaul între p 
şi p + dp (sau echivalent numărul relativ de oscilatori (molecule) care îndeplinesc aceste condiţii) 
este dată de: 

• dN(p ) -~ 
dP{p,q)= !.P(p,q}ipdq = N,q = Ce ZkaT dpdq (3.109) 

unde am notat constanta Boltzmann cu k 8 . Constanta C se detem1inl din condiija de normare 

l!~(p,,) .., ,1 00 ko'l3 

C fJ e -kŢ dpdq = C J e - lJ.l,ka T dp J e -1"8 T dq = 
-ao -DO 

(3.110) 
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unde am extins domeniile de integrare la (- oo, oo) deoarece integranzii scad extrem de rapid. 

Integralele au fost calculate folosind rezultatul (86). Astfel funcţia de distribuţie după poziţie şi 
impuls a oscilatorului are expresia: 

!P(p )= 1 e - 2µ1t 8T ko e - 2t 8T 
pl ( )1/2 l<gql 

,q (2:n:µk:
5
T)1I2 2xk 5 T 

(3.111) 

Echivalent rela~ei (1.57), funcţia de distribuţie după impuls !P(p) 
!P(p,q) peste poziţii 

se obţine integrând 

(3.112) 

tn timp ce funcţia de distribuţie după poziţii !P(q) se obţine prin integrarea lui !P(p,q) peste 

impulsuri 

.. ( )~ ~~ !P(q)= l!P(p,q,iq = 2!0BT e -lkeT (3.113) 

ln calculul integralelor (3.112) şi (3.113) am folosit rezultatul (86). 

Cu defini~a (1.48) şi rezultatul (B7), valorile pătratice medii ale impulsului, respectiv pozi~ei 
pot fi uşor determinate conform rela~ilor: 

... 
(pl)= f plfJ>(p)dp=µksî (3.114) 

-
şi 

„ k T 
(ql )= f qlfJ>(q,iq = _B 

_.., . ko 
(3.115) 

ceea ce implică folosind proprietăţile (1.9) şi (1.10): 

{E )=-1 (P2)+~(q1)= kT + kT =kî 
V 2µ 2 2 2 

(3.116) 

Deci, fiecărui grad de libertate de vibraţie li corespunde tn medie o energie kT . Energia interni 
corespunzătoare mişcării de vibraţie are expresia 

U, = N(E, )= NkT =vRT 
iar căldura molară la volum constant este dată de 

3.8.4. Generalizarea rezultatelor şi comparaţia cu cele experimentale 

(3.117) 

(3.118) 

Notând cu o numărul atomilor din moleculă, numArul gradelor de libertate al unei molecule 
poliatomice este 3n . Notăm numărul gradelor de libertate de translaţie cu t , cel al gradelor de 
libertate de rota~e cu r şi cel al gradelor de libertate cu v . Evident t + r + v = 3n , astfel fncât 
conform relaţiilor (3.00), (3.102) şi (3.118), căldura molară la volum constant poate fi scrisă Jn 
general: 

R 
C.,=(t+r)-+vR (3.119) 

2 
ln cazul gazului alcătuit din molecule monoatomice n = 1; t = 3; r = O şi v =O, deci 
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3 
C =-R „ 2 

ln cazul gazului biatomic n = 2; t = 3; r = 2 şi v == 1 astfel încât 

(3.120) 

C = 2R (3.121) „ 2 

începând cu molecula triatomică trebuie făcut distincţie între molecula liniari (toij atomii 
sunt distribuiţi pe o dreaptă, ca in cazul CO 

2

) şi cea neliniarA (H
2

0, SO 
2

). Astfel, ln cazul 

gazului alcătuit din molecule poliatomice liniare t = 3; r = 2 şi v = 3n - 5 şi deci 

lncât 

5 
Cv = -R +(3n-5)< 

2 
(3.122) 

ln cazul gazului alcătuit din molecule poliatomice neliniare t = 3; r = 3 şi v = 3n - 6 astfel 

(3.123) 

în concluzie, căldura molară a gazului ideal este independentă de temperaturi, fiind 
determinată numai de structura moleculei. Rezultatul teoretic este în bună concordanţă cu cel 
experimental pentru gazele monoatomice pentru un domeniu larg de temperaturi. Situaţie este 
diferită în cazul gazelor biatomice (vezi figura 3.10 unde am prezentat schematic rezultatele 
experimentale ob~nute pentru H 2 ). 

C.,/R 

~5 - - - - - - - - - - - - - - - -

3 

2,5 

2 

1,5 - - - - - - - - - - - - - - - -

1 

0----1------r-----;----+------+-----

T,K 100 200 300 400 500 

Figura 3.10 

Rezultatul teoretic pentru gazul biatomic este: c. /R = 3,5. MlsurAtorHe experimentale 

efectuate pentru Hz arată însă că c. depinde de temperatură şi tinde citre valoarea teoretici la 

temperaturi mari. La temperaturi mici (în jur de lOOK pentru Hz), c. /R = 2.5 valoare care 
corespunde unei molecule biatomice cu o legătură absolut rigidă Intre cei doi atomi astfel lnc.lt 
mişcarea de vibraţie a atomilor în jurul poziţiei de echilibru este imposibili. Anularea (lngheţarea) 
mişcării de vibraţie este complet Inexplicabili de fizica statistici clasici (ln cadrul clreia toate 
gradele de libertate sunt perfect echivalente), fiind prezisă numai de fizica statistică cuantici. 
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Pentru temperaturi şi mai scăzute (pentru H 2 aprolt\mati11 50K) C. /R = l,S va·Ioare 

corespunzătoare pentru un gaz monoatomic. Astfel, la temperaturi _joase. lnghea\ă ~ gradele de 
libertate de rotaţie, fapt inexplicabil de teoria clasică. Rezultatele prezentate pentru H 2 sunt 
caracteristice şi gazelor alcătuite din molecule poliatomice. 

f n concluzie, echivalenţa gradelor de libertate constituie un rezultat al fizicii statistice 
clasice, rezultat în neconcordanţă cu cel experimental la temperaturi joase, dar care constituie o 
aproximaţie acceptabilă la temperaturi fnalte. 

3.9. Teorema echipartitiei energiei pe grade de libertate 

Rezultatele prezentate în paragraful 3.8 constituie cazuri particulare ale teoremei 
echipartiţiei energiei. Menţionăm că această teoremă este valabilă numai în fizica statistică 
clasică, constib.Jind o aproximaţie acceptabilă a rezultatelor experimentale în domeniul 
temperaturilor mari (vezi paragraful 3.8.4). 

Pentru a demonstra teorema echipartiţiei energiei, considerăm funcţia de distribuţie a 
ansamblului canonic (2.31) în care notăm numărul gradelor de libertate cu f = 3N, 

- ~E(q, ,rr,P1, -,Pr) 

ff(r1,···,rc,P1>···,Pc )= f f ( e ) 
e-~E ~.- ,rr,P1,--,Pr dr dr dp dp 

• • • I··· f I .. • f 

(3.124) 

De fapt cu această notaţie, am trecut de la o variabilă vectorială (de exemplu r1 = (x 1, y 1, z1 )> la 

trei variabile scalare r1, r2 , r3 . 

Două situaţii apar frecvent în practică: 

i) Energia se împarte aditiv în forma 

E = e, (p, )+ E' (r1 , ... ,re, P1 , .. ·,Pi-1, P1+1•·--• Pr) 

unde c, depinde de o singură variabilă Pi, iar partea rămasă E' nu depinde de p
1 

ii) Funcţia Ei este patratică in P;: 

unde b este o constantă. 

(3.125) 

(3.126) 

Menţionăm că rezultatul rămâne neschimbat, dacă variabila aleasă nu este un impuls, ci o 
coordonată care însă îndeplineşte cele două condiţii (3.125) şi (3.126) . 

. Valoarea medie a lui ei este dată de: 

(3.127) 

_,.. 

unde am folosit ipoteza i). 

Notând integrala de la numitor cu I(p), expresia (3.127) devine: 
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âl 

(ei)= ~ =- :,/lnI) (3.128) 

Folosind Ipoteza ii) şi rezultatul (87), 1(13) poate fi calculată, ob~nându-se rezultatul: 

(3.129) 

(3.130) 

Astfel, în cazul unui sistem termodinamic aflat în stare de echilibru tennodinamic la 
temperatura T , valoarea medie a fiecărui termen pătratic din energie este kT /2 .Pe baza 
teoremei echiparti~ei energiei pe grade de libertate, rezultatele paragrafului 3.8 devin Imediate. 

Fiecare grad de libertate de transla~e şi rotaţie aduce un termen pătratic în energie (vezi 
relaţiile (3.87) şi (3.92)) în timp ce un grad de libertate de vibraţie aduce doi termeni pătratici în 
energie (vezi relaţia (3.108)). 

Probleme 

3.1 Să se determine numărul relativ de molecule dintr-un gaz ideal ale clror viteze diferi 
cu mai puţin de t: = 1 % de: ., 

1/(v). 

a) viteza cea mai probabilă; 

b) viteza termică 

R: a) 8
~ ;;; 1,66%; 

evx 
b) 12

E (~)1/J = 1,85% 
el/J 21t 

3.2 Folosind funcţia de distribuţie după modulul vitezei, determinaţi (1/v) şi comparaţi cu 

R: ( 
1 ) ( 2m )l/

2 

; = 21:kT = 4/x(v) 

3.3 Determinaţi valoarea medie a vitezei relative a douA molecule dintr-un amestec de 
două gaze diferite. 

(
BkT )t/z 1 1 1 

R:' (vr)= - unde-=-+-
nµ µ m 1 m 2 

3.4 Să se determine energia cinetică a moleculelor unui gaz ideal care ciocnesc unitatea 
de suprafaţă a peretelui recipientului în unitatea de timp. 

3.5 Să se determine numărul relativ de molecule care au energia cinetică de translaţie mai 
mare decât E 0 unde E 0 >> kT . 

R: 
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3.6 Să se determine viteza cea mai probabilă şi energia cinetică cea mai probabilă a 
moleculelor dintr-un fascicul care părăsesc un vas prin efuziune. 

R: (
3kT)

1
/
2 

V = - ·E =kT 
P m , P 

3.7 Într-un perete al unui vas de volum V complet vidat se deschide un orificiu de arie S, 
extrem de mică. Cunoscând presiunea aerului ln exteriorul vasului p0 să se determine 

dependenţa de timp a presiunii din interiorul vasului. După cât timp presiunea din vas devine p0 . 

R: t = 00 

3.8 Considerăm un gaz ideal aflat într-un cilindru vertical foarte înalt. Presupunând câmpul 
gravltaţional uniform, să se determine a) energia poten~ală medie a unei molecule; b) 
modificarea căldurii molare la volum constant; c) pozi~a centrului de greutate al coloanei. 

R: a) (EP) = kT ; b) ll.Cv = R ; c) (z) = kT /mg 

3.9 Energia potenţială a moleculelor unui gaz ideal într-un anumit câmp central de forţe 

este U(r)= a.r 2 unde a este o constantă pozitivă. Temperatura gazului este T, iar concentra~a 

moleculelor în centrul câmpului este n 0 . Se cere: a) numărul de molecule care se găsesc la 

distanţe cuprinse între r şi r + dr de ce9trul câmpului; b) distanţa cea mai probabilă la care se 
găsesc moleculele de centrul câmpului; c) numărul relativ de molecule care se găsesc în stratul 
sferic cuprins intre r şi r +dr; d) de câte ori se modifică concentraţia moleculelor în centrul 
câmpului dacă temperatura se micşorează de 1l ori. 

R: 

c) - = 41t ~ • r 2 
• e-arJMf dr; d) creşte de 11 3l2 ori dN ( )

3

/

2 

N nkT 

3.10 Din condi~ile problemei precedente să se determine: a) numărul de molecule care au 
energia poten~ală cuprinsă între U şi U + dU ; b) energia poten~ală cea mai probabilă. 

R: 
u 211:n r;-; -- kT 

a) dN= --0 ~Ue kTdU; b) U =-
a.3r • 2 
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4a FLUIDUL VAN DER WAALS 

Din punct de vedere statistic, ipoteza fundamentală a modelului gazului ideal constă în 
neglijarea forţelor de interac~e dintre molecule. Această ipoteză face posibil calculul exact al 
funcţiei de part~ie canonice, dar modelul rezultat are un inconvenient major şi anume acela ci nu 
prevede tranziţia de fază gaz-lichid. Considerarea· aproximativă a interacţiei intre molecule 
conduce la modelul Van der Waals, model care conţine informa~i despre tranziţia gaz-lichid ti 
despre fenomene critice. 

4.1. Integrala de configuratie 

Considerăm un fluid alcătuit din N molecule monoatomice, fiecare moleculă având trei 
grade de libertate de translaţie. Fluidul se găseşte in stare de echilibru termodinamic la 
temperatura T , ocupând un volum V. Energia sistemului este egală cu suma dintre energia 
cinetică şi energia poten~ală de interacţie a moleculelor: 

E(-N -N) ~ li5il
2 

U (- - ) r ,p = ~--+ N r1, ... rN 
i•l 2m 

Folosind relaţiile (2.83) şi (2.85) funcţia de partiţie canonică devine succesiv: 

E ' 

Z(V,T)=-
1-J Je-kTdrNdpN = 

NlhJN 6N 

_ _!__f hl uH(;") 
=-1-J Je kT;.1 lm dpNJ Je - kT diN = 

NlhJN ••• ••• 
JN JN 

(4.1) 

=-
1

-(2mnkT)3N/2 Q(V, T) (4.2) 
NlhlN 

unde Q(V, T) se numeşte integrala de configuraţie a sistemului, având următoarea expresie: 

U(rH) 
Q(V,1')= J ... Je- kT diN (4.3) 

JN 

Astfel, problema determinării funcţiei de parti~e canonice ae reduce la determinarea 
Integrale! de configura~e. În cazul gazului ideal deoarece moleculele nu lnteracţioneazl Intre ele, 
integrala de configuraţie devine: 

Q ,d == J. . .J dr, ... drH == v N 

JN 

astfel încât funcţia de parti~e canonică capătă forma cunoscută (2.59). 

4.2. Energia potentială de interacţie 

(4.4) 

Notăm energia potenţială de interacţie între moleculele i şi j prin u~iJ) şi presupunem cA 

ea depinde numai de modulul distanţei dintre cele dol!ă molecule rij = IG - rjl, presupunere 

adevărată numai pentru fluide alcătuite din molecule cu simetrie sferică, pentru celelalte energia 
potenţială de interacţie bi-particulă depinde şi de orientările celor douA molecule. Presupunem în 
plus că energia potenţială de interac~e totală este dată de suma interac~ilor Intre perechi de 
molecule (deci interacţionează simultan numai două particule, interac~ile Intre trei sau mai multe 
particule se neglijeci2;â). Cu aceste două ipoteze, energia potenţială de interacije devine 
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u(r 

Figura 4.1 

N N 

u(r; , ... .rw ) = L L:U(riJ (4.5) 

r 

i-l i<j _r-1 

Energia potenţială de interacţie bi-particulă are forma 
din figura 4.1. La distanţe scurte u(r) este puternic 

repulsivă, caracteristică generată de suprapunerea 
păturilor electronice exterioare. La distanţe mari u(r) 
este atractivă, dar mult mai lent variabilă cu distanţa. 
În principiu este posibilă obţinerea riguroasă a lui 
u(r) din calcule cuantice. Există două obiecţii 
principale cu privire la rezultatele obţinute. Prima 
obiecţie constă în faptul că aceste calcule pot fi făcute 
exact numai pentru distanţe mari între molecule. 

A doua sursă de erori provine din faptul că aceste calcule se fac numai pentru o pereche izolată 
de molecule, neţinându-se cont că perechea de molecule face parte din sistem. Astfel, potenţialul 
de interacţie bi-particulă tebuie privit ca unul efectiv care ia în considerare, în medie, contribuţia 
interacţiilor între trei sau mai multe particule. Oe aceea în cadrul calculelor statistice se folosesc 
forme empirice ale potenţialului bi-parti~ulă, rezultatele obţinute comparându-se cu cele de 
simulare pe calculator cu acelaşi potenţial, astfel încât dispar erorile generate de forma 
potenţialului. Una dintre cele mai folosite forme empirice este potenţialul Lennard-Jones: 

(4.6) 

La distanţe mici predomină partea repulsivă 46(a/r )12, în timp ce la distanţe mari partea atractivă 

devine importantă - 4e(a/r )6
. Cei doi parametrii ai potenţialului Lennard-Jones (vezi figura 4.1), 

a (distanţa dintre particule pentru care u(r )=O) şi E (adâncimea gropii de potenţial) se fitează 
din date experimentale. 

4.3. Modelul Van der Waals 

Ideea de bază a modelului constă în presupunerea că structura fluidului este principal 
determinată de forţele de repulsie, forţele de atracţie joacă numai un rol minor, constituind un 
potenţial de fond care generează apariţia energiei de coeziune care stabilizează lichidul. 

• Prima aproximaţie a modelului constă în considerarea potenţialului de interacţie bi-particulă 
de forma (vezi figura 4.2). 

u(r) 

-E 

Figura 4.2 
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r<cr 

r~cr 
(4.7) 

Deci moleculele sunt considerate sfere rigide 
de rază a/2 care se găsesc într-un poten~al 

slab atractiv - e(a/r )6
. 



A doua aproximaţie, folosită foarte des în fizică, se numeşte aproximaţia câmpului mediu. 
Conform acestei aproximaţii, presupunem cA o moleculă se găseşte într-un câmp efectiv creat de 
celelalte (N - 1) molecule şi mai mult, această moleculă nu influenţează distribuţia celorlalte. 

Astfel, sistemul este alcătuit· din N molecule independente, fiecare aflându-se într-un câmp 

efectiv U .r (r,). Cu această aproximaţie energia potenţială de interacţie totală devine 

N 

u(r, , ... , rN )=Lu .r (ri) (4.8) 
i=I 

iar integrala 3N -dimensională din integrala de configuraţie se factorizează în N integrale triple: 

-~ f u,,('i) N _ u,r(ij) 
Q(V,T)= J._Je k'f,_, dr, ... drN = J...fne k'f dr;= 

3N i=I 

N U,r(0 [ U.r(f) ]N 
= CT ff f e --~ dr; = f ff e -1<r dr (4.9) 

unde domeniul de integrare al ultimei intenrale este volumul V. 

În regiunea r < cr, datorită repulsiei puternice intre molecule u(r )= 00 şi evident 

u.r (r)= oo, ceea ce implică anularea integrandului. Volumul acestei regiuni se numeşte volum 

exclus Va. În regiunea r 2: a, de. volum V - V"", U .r (r) se modifică lent cu distanţa dintre 

molecule, astfel încât îl putem înlocui cu o valoare efectivă medie (u .r) . Acest lucru este posibil 

datorită faptului că partea atractivă a potenţialului are o importanţă secundară în determinarea 
structurii fluidului. Cu această aproximaţie integrala de configuraţie (4.9) devine: 

[ 

(U.r) ]H [ (U.r)]N 
Q(V, T)= e---ia- J~dr = (v - v.x ~-~ (4.10) 

Astfel folosind aproximaţia câmpului mediu calculul integralei de configuraţie se reduce la 

determinarea celor doi parametrii (U .r) şi V'"' . Energia potenţială totală medie este datA de 

N (U or), dar, deoarece în sistem există N(N - 1 )/2"" N 2 /2 perechi de molecule, energia 

potenţială totală medie are expresia N 2 (u)/2 unde (u) este media potenţialului bi-particulă, 
astfel încât: 

(4.11) 

Pentru a estima energia potenţială bi-particulă medie, presupunem că oricare altA moleculă 
se poate găsi cu probabilitate egală oriunde în sistem dacă ea este la o distanţă r > o faţă de o 
moleculă dată i . Probabilitatea ca poziţia ei să fie cuprinsă între r şi r + dr este datl de 

(4.12) 

astfel încât potenţialul bi-particulă mediu este dat de 

( )- s"' ( 'l"C>(. \~~ - 4nt>o
6 s'"' -4dr - 4m;o

3 

u - u fJJ 1,-u ----- r ----
V 3V 

(4.13) 
0 0 

iar conform rela~ei (4.11), potenţialul efectiv mediu este 

(
U _ ) ___ 2m-;o

3 
. N _ 

11
, N 

.r 3 V V 
(4.14) 

61 



unde a'== 21tea 3 /3. Deci a' este un parametru definit prin considerarea forţelor de atracţie dintre 
molecule, fiind dependent de natura fluidului prin intermediul parametrilor E şi a . • 

' / 

Considerând moleculele sferice rigide de rază 
cr/2, confom, figurii 4.3, prezenţa moleculei j 
duce la apariţia unui volum inaccesibil 
moleculei i . Acest volum care apare la 
contactul a două molecule se numeşte volum 
exclus fiind egal cu cel al unei sfere de rază a . 

Figura 4.3 

Deoarece există N(N - 1 )/2 ~ N 2 /2 perechi de molecule, volumul exclus total este 

2iN2a 3 /3. Dar acest volum exclus trebuie să fie egal cu NV e11 unde V ex este volumul exclus 

per moleculă. 

Astfel 

(4.15) 

unde b'= 21ta 3 /3 este un parametru generat de considerarea forţelor repulsive între molecule şi 
care depinde de natura fluidului prin intermediul parametrului a . 

Cu relaţiile (4.14) şi (4.15) integrala de configuraţie (f 1 O) devine 

Q(V, Tî=[(v- b'N},;;;; r 
în timp ce funcţia de partiţie canonică (4.2) are expresia 

z(v. T)= -
1 

-(2xmkT )1
N

12 [(v - b'N},: ]N 
Nlh3N 

Energia liberă poate fi detem,inată confom, relaţiei (2.45): 

F=-kTlnZ=-NkT -ln.T+ 1n V-b N)+ --+ - -- -lnN + 1 [
3 ( , a'N 3~21tll1k) l 
2 VkT 2 h 2 

astfel încât ecuaţia tem,ică de stare are expresia: 

p = -( aavF )T = _Nk_T __ _ a'_N_
2 

V-b'N V 2 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

sau folosind noi parametri a= a'N! şi b = b'N A unde NA este numărul lui Avogadro, se obţine 
forma cunoscută a ecuaţiei termice Van der Waals: 

( 
v

2

a) p+ yz (V-vb)=vRT (4.20) 

Folosind expresia energiei libere (4.18), ecuaţia calorică de stare devine: 

(oF) 3 va
2 

U=F+TS=F-T - =-vRT---
âT v 2 V 

(4.21) 

Menţionăm faptul că aproximaţia câmpului mediu folosită în deducerea expresiei (4.16) a 
integralei de configuraţie este cu atât mai bună cu cât partea atractivă a potenţialului (4.7) este 
mai slabă şi acţionează la distanţă mai mare. 
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Probleme 

4.1.a Un model teoretic folosit ln studiul lichidelor este următorul: IT'oleculele sunt 
considerate Independente, fiecare moleculă are o energie potenţială constantă -& datorită 

interacţiei medii cu celelalte molecule şi se poate mişca într-un volum total N v O , unde v O este 

volumul (constant) permis per moleculă. Cu aceste ipoteze determinaţi: i) integrala de 

configura~e; ii) energia liberă; iii) ecuaţia calorică de stare; iiii) potenţialul chimic. 

NB 

R. i) Q = (Nv O )K e kT 

ii) F=-NkT[~lnT+ ..!._+ lnv 0 + 1 + ~ 1J 27)] 
2 kT 2 u\ h 

iii) U= ~NkT ·- N& 
2 

iiii) µ =-kr[~1nr + ~ + 1n Vot 1 + ~1J 
2xm1c)] 

2 kT 2"\ h 2 

• 4.1.b Considerând vaporii gaz ideal, determinaţi expresia care leagă presiunea vaporilor 
de temperatura T la care sunt în echilibru cu lichidul. 

R. Q 11• ~-kr[ %1nr .,,1np+In (2""'f;k'"] 

4.2 Considerând poten~alul de interacţie bi-particulă de forma u(r) = {
co pentru r < a 

O pentru r >a 
să se determine pentru un fluid monoatomic: i) funcţia de partiţie canonică; ii) ecua~a termică de 
stare; iii) ecua~a calorică de stare. 

R. i)Z = _I (2mnk:T )1N/2 (V -vb)M. 
NI h 2 1 V. =vb 

ii)p(V -vb)= vRT 

iii)U=~vRT 
2 
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&. TEORIA CINETICA ELEMENTARA A FENOMENELOR 

DE TRANSPORT 

ln capitolele precedente am prezentat o descriere statisticA a sistemelor aflate tn stare de 
echilibru. Dar tn multe probleme de interes fizic major apar situaţii de neechilibru. 

ConsiderAm, ca exemplu, cazul tn care cele două capete ale unei bare de cupru sunt 
menijnute la temperaturi diferite. Aceasta nu este evident starea de echilibru, stare tn care 
întreaga bari ar avea temperaturi constantă. în exemplul prezentat, are loc un transport de 
energie sub forrmă de căldură de la capătul mai cald către cel mai rece, rata acestui transfer de 
energie fiind determinată de conductivitatea termică a barei de cupru. Calculul coeficientului de 
conductivitate termică se poate face prin considerarea microscopici a prooesului de neechUlbru 
prin care energia este transportată de la un capăt al barei la celălalt. Calculele de acest gen pot 
deveni extrem de complicate chiar şi pentru un sistem simplu cum este gazul ideal. 

Prezentarea teoriei elementare a fenomenelor de transport aduce o lnţelegere fizici a 
mecanismelor de bază, elucldAnd caracteristicile principale tntr-un mod semnificativ. Menţlonlm 
cA rezultatele obţinute nu diferă cu mai mult de 50% decât cele bazate pe calcule riguroase 
(soluţia ecuaijel integrodiferenţiale Boltzmann). 

1n acest capitol vom prezenta teoria cineticii elementarA a fenomenelor de transport cu 
aplicaţii tn cazul gazului ideal. 

lntr-un gaz, moleculele lnterac~on~azl una cu cealaltA prin ciocniri. Daci gazul nu este 
Iniţial tn stare de echilibru, aoeste ciocniri intermoleculare aduc gazul în starea de echilibru. ln 
cazul gazului Ideal, problema se slmplifică, având următoarele caracteristici: 

O Timpul petrecut de o moleculă Intre ciocniri este mult mal mare decât Umpul de ciocnire 

10 Probabilitatea ca trei sau mal multe molecule să interacţioneze simultan este neglijabil de mici 
faţA de aceea a interacţiei bi-moleculare. Pe scurt ciocnirile triple apar extrem de rar I ncât pot fi 
neglijate. 

P(t) 

1 

Figura .5.1 

5.1. Tlmpul de cjocnlre 

t 

Con■lderlm o molecull ■vtnd viteza f . 
Fle P( t) probabilitatea oa molecula al nu 
sufere nici o ciocnire ln Umpul t . Evident 
P( O)= I , deoarece nu existA şansa unei 

ciocniri Jntr-un Ump foarte mic t ➔O. P(t) 
descrette cu timpul, deoarece creşte "pericolul" 
unei ciocniri. ln final P{t)➔ O ctnd ·t ➔ «>. 

Rezultatul este prezentat ln figura 5.1. 

Fie wdt probabilitatea ca molecula să sufere o ciocnire Intre t şi t + dt . MArimea w 
reprezintă frecvenţa de ciocnire, fiind consideratA constantl. Probabilitatea ca o molecull sl nu 
sufere nici o ciocnire tn t + dt poate fi scrisA 

P{t + dt)= P(tXI - wdt) . (5.1) 
ceea ce implici 
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1 dP 
-·-=-W 
P dt 

(5.2) 

sau după integrare 

P(t)=e-wt (5.3) 

unde constanta de Integrare a fost determinată prin condi~a P(o)= I. 

Probabilitatea ca o moleculă sa sufere o ciocnire tn Intervalul de timp cuprins Intre t ti 
t + dt, după ce nu a suferit nici una ln timpul t este: 

9>(t}lt = e-wtwdt 
Evident condiţia de normare este îndeplinită 

., ., 

(5.4) 

f 9>(t}it = w f e-v.twdt = 1 (5.5) 
o o 

Timpul mediu între două ciocniri succesive t poate fi calculat ln modul următor: 

., ., 1 
t= (t)= J &(t}it= w Jte-v.twdt =- (5.6) 

o o w 
integrala fiind evaluată conform relaţiei (D3). Considerând mişcarea moleculei între două ciocniri 
succesive rectilinie şi uniformă, distanţa medie între două ciocniri succesive numită şi drumul liber 
mediu este: 

1 
l=(v)t=(v)·-

w 

I 

5.2. Secţiunea eficace 

(5.7) 

Ciocnirea a două particule poate fi descrisă cu ajutorul se~unii eficace, mlrime care poate 
fi calculată cunoscând potenţialul de interacţie. Considerăm două particule de mase m 1 i,I 

respectiv m 2 şi viteze v 1 şi respectiv v 2 . În sistemul de referinţă legat de particula 2, aceasta 

este evident în repaus, iar particula 1 va avea viteza egală cu viteza relativi V= v 1 - v 2 . În 

acest sistem de referinţă, considerăm un flux uniform 11> 1 de particule 1 (un numlr de particule 

pe unitatea de arie în unitatea de timp) cu viteza relativă V îndreptat citre particula ~ntl 2 aflati 
ln repaus (vezi figura 5.2). 

-1 V 

Trale1rtorla 
partlculel 1 

Figura 5.2 

Ca rezultat al procesului de ciocnire un număr dN de particule de tip 1 pe unitatea de timp 

vor fi Jmprăştiate tn unghiul solid dO' tn Jurul lui V' . Acest numAr de particule dN este 
proporţional cu fluxul incident fl> 1 şi cu unghiul solid 

(5.8) 
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unde factorul de proporţionalitate a se numeşte secţiune eficace diferenţială. ln general 

a = a(v. v•) poate fi detenninată cu ajutorul legilor mecanicii (clasice sau cuantice) daci se 

cunoaşte poten~alul de interacţie dintre particule. 

Numărul total de particule împrăştiate pe unitatea de timp în toate direcţiile este obţinut prin 
integrarea relaţiei (5.8) 

unde 

N = J a<I> 1del'= <t> 1a 0 

o 

ao(V)= I a(v. v}tcl· 
o 

se numeşte secţiune eficace totali. 

în cazul unui poten~al de interacţie de tip sfere rigide 

u(r)={~ 
pentru 

pentru 

confo,m figurii 5.3, ciocnirea are loc numai dacă parametrul de impact b < 8 1 + a 2 • 

b 

Figura 5.3 

(5.9) 

(5.10) 

(5.11) 

Astfel din fluxul <t> 1 incident, numai particulele aflate ln aria circulari .{a1 + 8 2 )
2 vor fi 

Jmprlştiate, deci 

ao =_!!_=:11(a1 +a2)2 
ci, 1 

Daci cele ,douA particule sunt identice expresia (5.12) devine 

ao = Kd2 

unde d = 2a este diametrul particulei. 

(5.12) 

(5.13) 

Dacă cunoaştem secţiunea eficace de ciocnire a O , frecvenţa de ciocnire w se poate 
determina extrem de simplu. Considerlm un gaz avAnd densitatea numirului de molecule egali 

cu n . Fie viteza medie a moleculelor egală cu ( v), Iar viteza relativi medie 

(V)= .fi.(v) (conform rezultatului problemei 3.3). Folosind un argument similar celui prezentat fn 

paragraful 3.4, fluxul de molecule incident pe o moleculă ţinti este 

cl>1 = n((V)dtdA) = n(V) 
dtdA 

dar numai n(V)a O sunt lmprAştiate de aceasta, astfel lncAt frecvenţa de ciocnire este 
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(5.15) 

Iar drumul liber mediu are expresia 

I::: (v) = 1 = _k_T_ 
w /2ncr O J2,pcr 0 

unde am folosit ecuaţia termică de stare p = nkT . 

(5.16) 

f n cazul unui gaz aflat la temperatura camerei (T = 300K) şi presiune atmosferică 

~:;;}O,N/m 2
) n:;;2,4·1025 molecule/m 1

. Un diametru molecular tipic este d.=2•10-10m 

ceea ce implică a O = x(2 -10-10 
)

2 = l 2 • 10-20 m 2 şi conform relaţiei (5.16) l 1113-10-7 m. Astfel 
1 >> d, deci ipoteza ciocnirilor extrem de rare între molecule este îndeplinită. În cazul azotului 

(v):;;500m/s şi w = 2·109 s- 1
. 

În următoarele trei paragrafe este prezentată o tratare elementară a celor trei proprietlţi 
cunoscute prin termenul general de fenomene de trans.port ·in cazul gazului ideal. Cele trei 
proprietăţi, vâscozitatea, conductivitatea termică şi difuzia pot fi explicate prin transportul 
impulsului, energiei şi respectiv masei printr-o suprafaţă imaginară din gaz. 

5.3. Vâscozitatea 

Considerăm într-un fluid un plan imaginar cu normala în direcţia z (vezi figur~ 5.4). 

X 

Figura 5.4 

Fluidul de sub acest plan exercită o forţă pe 
unitatea de arie Pz: asupra fluidului de 

deasupra şi conform legii a treia a lui 
Newton, fluidul de deasupra exercitl o 
tensiune - Pz asupra celui de sub plan. 
Forţa medie pe unitatea de arie normală la 
plan (componenta z a lui P&) este 

presiunea p:;; P zz . 

Când fluidul este in echilibru (in repaus sau se mişcă cu viteza uniformă) componenta 
medie paralelă cu planul se anulează: P"' :;; O. 

ConsiderAm situaţia de ne-echilibru prezentată în figura 5.5. 

X 

z=L 
z=ct -
z=O 

Figura 5.5 

Fluidul are o viteză u" în direcţia x, viteză care depinde de z astfel fncât u. :;; u. (z). 
AceastA situaţie apare dacă fluidul este fnchis rntre două plăci paralele, placa inferioarl aflatl la 
z = O fiind fn repaus, iar placa superioară aflatA le z = L se mişcă fn direcţie x cu viteza 
constantă u 0 • Straturile din vecinătatea plkilor au, cu o aproximaţie bună, viteza acestora astfel 

lncat straturile de fluid dintre pi Aci au viteze diferite cuprinse Intre O şi u 0 . f n acest caz fluid ul 
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exercită o forţă tangenvală asupra plăcii mobile, tinzând să încetinească mişcarea acesteia 
restabilind situa~a de echilibru. Fiecare strat de fluid de sub planul z = ct. exercită o tensiune 

tangenţială P u: asupra fluidului de deasupra. La echilibru P m = O iar ux (z) nu depinde de z. ln 

cazul de ne-echilibru prezentat, P u trebuie să depindă de derivatele lui ux tn raport cu z astfel 

încât să se anuleze când ux nu depinde de z. Dacă însă âux /âz este relativ mic, o relaţie 

liniară 

(5.17) 

constituie o bună aproximave. Constanta de proporţionalitate fi se numeşte coeficient de 

vâscozitate, fiind pozitiv definit (Pu: <O dacă âu.._/âz>O). Unitatea de măsură în Sistemul 

Internaţional de UnităV este Kg/m •s. Relaţia (5.17), formulată prima dată ca o lege empirică de 

Newton este adevărată pentru gaze şi lichide. 

Teori"' cinetică permite determinarea microscopică a coeficientului de vâscozitate pentru 
gazul ideal. Conform figurii 5.5 moleculele aflate deasupra planului z = ct. au componenta x a 
impulsului mai mare decât cele aflate sub acest plan, astfel încât la traversarea acestui plan 
moleculele transportă un impuls. Astfel gazul de sub plan va câştiga impuls în direcQa x de la 
moleculele de deasupra, iar gazul de deasupra va pierde impuls în direcQa x datorită moleculelor 
de sub plan. Această variaţie de impuls generează conform legii a doua a lui Ne'Wton o forţă cu 
care gazul de sub plan acţionează asupra celui de deasupra astfel încât P Zll este creşterea 
medie pe unitatea de timp pe unitatea de arie a componentei x a impulsului gazului de deasupra 
planului datorată transportului net de impuls al moleculelor care traversează acest plan. 

Să determinăm distanţa medie (z) de la suprafaţă la care molecula a suferit ultima 

ciocnire înainte de traversarea suprafeţei (vezi figura 5.6). 

z 

l<Z> 

s 
Figura 5.6 

Această mărime poate fi determinată în felul 
următor 

Jff lcos0d<t>(v) 

(z) = f Jf dct>(v) (5.18) 

Folosind rezultatele (3.67) şi (3.69) obţinem (z) = ~ l unde l este distanţa medie între 
3 

două ·ciocniri succesive. 

Numărul de molecule care trec în unitatea de timp prin unitatea de arie a planului z = ct. 

lntr-un sens este conform relaţiei (3.69) «li= n(v)/4 fiind evident egal cu cel al moleculelor care 

traversează planul în sens contrar. Dar moleculele care traversează planul de jos în sus au 

suferit ultima ciocnire la distanţa (z)= ~l de plan, astfel încât componenta x a vitezei unei 
3 

molecule este uJz-(z))=u.._(z-¾1) iar impulsul transportat de fiecare moleculă este 

mu x ( z - ¾ l) . Impulsul total transportat de jos în sus prin unitatea de suprafaţă în unitatea de 

timp este dat de: 

(5.19) 
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Analog impulsul transportat fn unitatea de timp prin unitatea de suprafaţă fn sens contrar 
are următoarea expresie 

(5.20) 

Transportul net de impuls pe unitatea de ln unitatea de timp (adică tensiunea Pa) este dat 

de: 

(5.21) 

Deoarece gradientul vitezei âu
11 

/âz este mic (viteza u
11 

nu se modifică sensibil pe o 

distanţă de ordin l ), putem scrie 

u z--1 =u z ----1 ( 
2 ) ( ) 2 ât.111 

11 3 
11 

3 âz 

u (z+ 3.1)= u (z)+ 3. âu 11 l 
li 3 K 3âz 

şi 

P = _.!_nml(v) fu 11 

D 3 OZ 
(5.22) 

Comparând relaţiile (5.17) şi (5.22) obţinem 

l .' 
ri = 3 nrnl(v) (5.23) 

Rezultatul (5.23) are câteva consecinţe interesante. Confonn relaţiei (5.16) 1-= 1/ ,fi.na 0 

astfel încât 

ri=-
1-~(v) 

3,fi. a o 
(5.24) 

Concluzia neaşteptată care reiese din relaţia (5.24) este aceea că vâscozitatea unui gaz 
nu depinde de presiunea p sau densitatea n, ci numai de temperatură prin intennediul vitezei 

medii (v). Acest rezultat nu este adevărat la densităţi foarte mari. ( n deducerea relaţiei (5.23) am 

folosit două ipoteze: 

i) Am considerat un gaz diluat astfel încât am putut negliJa interacţiile între trei sau mai multe 
particule. Această presupunere este adevărată când densitatea gazului este suficient de micA 

aşa încât l >> d = Fo . 

li) Am presupus că gazul este suficient de dens astfel încât moleculele să se ciocneascl între ele 
şi nu cu pereţii recipientului. Astfel l << L unde L este dimensiunea liniară a recipientului 
(distanţa dintre plăci în figura 5.5). 

Notăm că domeniul densităţii în care cele două condiţii sunt îndeplinite simultan este destul 
de mare deoarece uzual L >> d . 

Considerând moleculele sfere rogide, secţiunea eficace de lmprăştiere nu depinde de 
temperatură (vezi relaţia (5.13)) şi ca urmare dependenţa de temperatură a lui ri este con\inuti 

ln (v) (conform relaţiei (5.24)) 

ri - T 112 (5.25) 

ln general însă o O = o O ((v)) depinde de viteza relativă medie care la rândul ei depinde de 

ternpt,ratu1ă, ceea ce implică o dependenţă 11-T 07
. Această dependenţă poate fi înţeleasă 

calitativ prin prezonţa interacţiei atractive care tinde să crească secţiunea eficace şi care devine 
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mai importantă la temperaturi mici. De aceea secţiunea eficace descreşte cu creşterea 

temperaturii şi Tl ~ T 112 /o O creşte mai puternic cu temperatura decât T 'fl. 

De notat că vâscozitatea unui gaz creşte cu creşterea temperaturii, comportare total 
diferită de cea a vâscozităţii lichidelor care descreţte rapid cu creşterea temperaturii. 

ln cazul aerului la presiune normală ~05 N/m2
) la temperatura camerei (300K), 

(v) = 500m/s şI l = 3 • 10-1 m astfel încât: Tl = 6 • 1 o-' kg/m • s. 

5.4. Conductivitatea termică 

Considerăm un sistem oarecare în interiorul căruia temperatura nu este constantă (vezi 
figura 5. 7). 

T1 1j >lj 

- - - - - - - - - z=ct 

T1 qfO 

Figura 5.7 

În particular T = T(z). Sistemul nu este în 
stare de echilibru. În consecinţă va e)(ista un 
t~ansport de energie sub formă de căldură 
de la regiunea cu temperatură mai mare la 
cea cu temperatură mai mică. 

Fluxul de căldură în direcţia z (căldura care trece în unitatea de timp prin unitatea de 
suprafaţă a planului z = ct. ) poate fi scrisA 

(5.26) 

unde K se numeşte coeficientul de conductibilitate termică fiind pozitiv definit (dacă âT/âz 

atunci qz < O). Relaţia (5.26) este adevărată în gaze, lichide şi solide izotrope, fiind numită legea 
Fourier. 

În cazul gazului ideal, folosind argumente microscopice similare celor prezentate în 
paragraful 5.3, teoria cinetică permite determinarea coeficientului de conductibilitate termică. 
Considerăm un plan z = ct. într-un gaz în care T = T(z). Transportul de căldură este generat de 

moleculele care traversează acest plan ln ambele sensuri. Deoarece âT/âz (conform figurii 5.7) 

o moleculă de deasupra are o energie medie (E(r )) mal mare decât una de dedesubt. Astfel 

rezultl un transport net de energie de la regiunea de dea1upra planulul la oaa de sub plan. 

Numărul de molecule care traverseazl în unitatea de timp unitatea de suprafaţA a planului 
z= ct. într-un sens este n(v)/4 egal cu oei care traverseazi în sens contrar. Moleculele care 

traversează pla~ul de jos in sus au suferit ultima ciocnire la distanţa (z) = 3.1 de plan. Deoarece 
3 

energia medie a unei molecule depinde de temperaturi, dar T = T(z) fn acest caz, rezultA 

(t:)= (t:(z)). Astfel energia medie transportatA fn unitatea de timp pe unitatea de suprafaţă de jos 
în sus este datA de: 

(5.27) 

Iar energia transportatA în unitatea de timp pe unitatea de supraffţl tn sens contrar este datA de: 

Ei =¾n(vXt:(z+(z))) (5.28) 

astfel încât fluxul net de energie are expresia 
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=-n(v (&{z))- -1--(&{z))- -1- = I { 2 B(&) 2 o{&)] 
4 3oz 3oz 

= _!n(v)l o(&)• of 
3 of oz 

(5.29) 

deoarece (e) depinde de z prin intennediul temperaturii T. NotAnd olldura specifici per 

moleculă cuc =o(e)/or relaţia (5.29) devine 

şi comparând cu (5.26) obţinem 

K = !n(v)cl 
3 

Folosind relaţia (5.16) 1 = 1/ ./2 no O , densitatea dispare şi 

(5.30) 

(5.31) 

I c(v) 
K=-- ~~ 

3J-j_ Oo / 

deci K nu depinde de presiunea gazului. Domeniul de valabilitate al relaţiei (5.32) este ac:elati 
cu cel al relaţiei (5.24). 

În cazul gazului monoatomic (e)= 3kT /2 deci c = 3k/2. Deoarece (v) ~ TJ/J (conform 

relaţiei (3.25)), considerând moleculele sfere rigide (0 0 = xa2 ), dependenţa de temperaturi a lui 

K este dată de 

K ~Tl/l (5.33) 
Influenţa forţelor de atrac~e este în sensul creşterii mai puternice a lui K cu temperatura. 

Ordinul de mărime a lui K poate fi determinat din relaţia (5.31). Astfel conductibllltatea 

termică a argonului la temperatura camerei are valoarea l,65 • 10-2 J/m • • • grd. 

Comparând relaţiile (5.23) şi (5.31) obţinem 

K c Cv 
-=-=- (5.34) 
,, m µ 

5.5. Difuzia 

ConsiderAm cA un anumit numAr de molecule ale unei substanţe este "etichetat' într-un 
anumit fel. Fie n1 numărul de molecule "etichetate" din unitatea de volum. ln starea de echilibru 

moleculele etichetate sunt distribuite unifonn, astfel încât n 1 nu depinde de poziţie. Presupunem 

că distribuija moleculelor "etichetate" nu este unifonnl astfel Incit n1 depinde de poziţie (de 

exemplu n1 = n1(z}> chiar daci numArul total de molecule din unitatea de volum n itmAne 
constant Aceasta nu este o stare de echilibru şi f n conseclnţl va exista o mişcare a moleculelor 
"etichetate" care tinde sA creascA entropia, adicA tinde &I unifonnlzeze concentraţia n1 . 
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Fie J z tlulCul moleculelor "etichetate" (numărul moleculelor etichetate care traversează tn 
unitatea de timp unitatea de suprafaţă a unui plan z = ct. ). Analog rela~ilor (5.17) şi (5.26) putem 
scrie 

J =-D ân1 
z uz. (5.35) 

unde D se numeşte coeficientul de difuzie fiind pozitiv definit (dacă an 1 / âz > O atunci J z < O). 

Relaţia (5.35) descrie extrem de satisfăcător difuzia ln gaze, lichide şi solide izotrope. A 
fost formulată prima dată ca o lege empirică de Fick. 

De fapt ace!»t fenomen, în care particulele etichetate sunt Identice cu celelalte, se numeşte 
auto-difuzie. 

Coeficientul de difuzie poate fi calculat în cazul gazului ideal folosind argumente similare 
celor prezentate în paragrafele 5.3 şi 5.4. Considerăm în interiorul gazului un plan z = ct.. 
Numărul de molecule etichetate care trec în unitatea de timp prin unitatea de suprafaţă de jos în 
sus prin acest plan este: 

Nţ=.!.(v)n 1 (z-(z)) 4 
iar numărul corespunzător care trec în sens contrar este 

astfel încât fluxul net are expresia / 

Iz =l(v{ni(z-¾1)-ni(z+¾1)]=-l(v)l~~ 
Comparând relaţiile (5.35) şi (5.38), coeficientul de difuzie este dat de: 

D = i(v)l 

Folosind relaţiile l = 1/ /1. na O = kT //1,a O p şi v = (8kT /7Un )112 ob~nem 

2 1 kT 312 

D=----
3/;c P<Jo ml/2 

Astfel coeficientul de difuzie depinde de presiunea gazului. La temperatură fixă 

1 1 D~-~-
p n 

Iar la presiune fixă 

(5.36) 

(5.37) 

(5.38) 

(5.39) 

(5.40) 

(5.41) 

D~T3/l (5.42) 
dacă moleculele sunt considerate sfere rigide, astfel lncât a O = 7td 2 nu depinde de temperaturi. 

Valoarea experimentală a coeficientului de difuzie pentru azot la T = 273K fi 

p = 105 N /m 2 este D = 2 • 10-5 m 2 /e . 

Comparând relaţiile (5.23) şi (5.29) oţinem 

D 1 
-=-=-
'l nrn p 

(5.43) 

ln concluzie rezumăm principalele rezultate prezentate în acest capitol. Considerând 
moleculele sfere rigide, frecvenţa de ciocnire şi drumul liber mediu au respectiv expresiile: 

(5.44) 
şi 
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I= I = I (5.45) 
.fi.oo O .fi.Md 1 

În cazul gazului ideal, coeficientul de vâscozitate, coeficientul de conductibilitate tennicl şi 
cel de difuzie au respectiv expresiile: 

1 
11 =-nml(v) 

3 
I 

K = -ncl(v) 
3 

1 
D= -l(v) 

3 

(5.46) 

(5.47) 

(5.48) 

Menţionăm faptul că legile empirice (5.17), (5.26) şi (5.35) constituie cazuri particulare ale 
relaţiilor Onsager (vezi capitolul 7 din prima parte a cursului). 

Probleme 

5.1. Calculaţi fracţia din moleculele unui gaz care: 

a) traversează fără ciocniri distanţe mai mari decât drumul liber mediu 1 

b) au drumul liber cuprins intre 1 şi 21 

R. a)e-\ b)e-1 - e-2 _,, 

5.2. Determina~ drumul liber mediu şi timpul mediu de ciocnire pentru azot aflat în: a) 

condi~i normale şi b) t = o· C şi p = 10-9 N / m 2 

R. a)= 0,06µ.m, t = 0,1 Jna; 

5.3. Cum depinde de temperatură drumul liber mediu şi frecvenţa de cioonire pentru un gaz 
care suferă un proces: a) izocor; b) izobar 

R. a)=const.,w~T'12 ; b)~T,w~T-112 

5.4. Într-un anumit proces efectuat de un gaz ideal coeficientul de vucozitate crette de a. 
ori şi coeficientul de difuzie creşte de J3 ori. Cum se modifici presiunea gazulw ln acest proces? 

R. creşte de a. J /p ori 

5.5. Un gaz ideal ~uferă un proces politrop. Determina~ indicele politropel daci în aceet 
proces: a )o = ct.; b )11 = ct. ; c )K = ct. 

R. a )i = 3; b )i = 1; 0 )n = 1 
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ANEXE 

A. Valoarea lui lnnl pentru n mare 

Conform definiţiei 

nl=1·2·3· .... ·n (A1) 
de unde 

I\ 

lnnl= lnl + ln2+ .... + lnn = !:lnm (A2) 
mal 

Daci n_este mare, suma (A2) poate fi aproximată printr-o integrală astfel încât 

D 

lnnll'lj ftnxdx=(xlnx-x)j~ l'ljnlnn-n (A3) 
l 

deoarece contribuţia limitei inferioare este neglijabilă. Aproximaţia (A3) implică rezultatul 

dlnnl 1 
--=lnn+n·--l=lnn (A4) 

dn n 
O aproximaţie mai bună care furni,ează o eroare mai mică decit 1% chiar pentru n=10 

este dată de formula Stirling 

1 
lnnl = n 1n n - n + - ln(2xn) (A5) 

2 
În limita n mare, n»lnn şi formula Stirling se reduce la forma mai simplă (A3) . 

.., .., 
B. Evaluarea jntegralelor f e-•

1 

dx §i J x 0 e-•
1 

dx (n gar) 
-co -co 

Integrala nedefinită J e-•
1 
dx nu poate fi exprimată prin funcţii elementare. Fie integrala 

definitA 

(81) 

pe care o putem scrie şi tn funcţie de altA variabili de integrare 

(82) 
_.., 

lnmulţind (B1) şi (82) obţinem integrala dubli 

... "' 
I2 = f f e -a:(•l+yl )dx dy (B3) 
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y 

'I 

8 
IL------C....----------+ 

X X 

Figura B.1. 

SA exprimAm Integrala (83) tn 
coordonate polare (vezi figura 81) 

x=rcos8 

y= rsin8 
(84) 

Pentru a acoperi întregul plan O < 8 < 2K 
şi O< r < ao. Trecerea de la vechile variabile x 
şi y la noile variabile r şi 8 se face cu ajutorul 
relaţiei 

dxdy = 1Ildrd8 

unde III este Jacobianul transformării 

âx âx 

III= t : 
or oo ,,, 

Deoarece x 2 + y 2 = r 2 iar Jacobianul transformării este egal cu r , rezultA pentru (83) 

(85) 

sau 

(86) 

... 
Pentru evaluarea integralei de tipul J x 0

e-cm
1 

dx cu n par derivAm egalitatea (86) tn raport 

cu parametrul a. . Astfel, derivând succesiv în raport cu a. obţinem 

şi 

j x2e-•i dx=½.Jxa.-Jfl 
-<Q . 

j x 4e-•
1
dx = ~ ,J; a-'/1 etc 

-oa 
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C. Trecerea de la coordonate carteziene la coordonate sferice 

' I ' ________ ..._ .. 

Figura C.1. 

Trecerea de la coordonate carteziene la 
coordonate sferice se face conform relaţiilor (in 
figură am considerat spa~ul figurativ al 
vitezelor): 

v • = v sin 0 cos <p 

v Y = v sin0sin<p 

vz =vcos8 

(C1) 

Pentru a cuprinde tot spaţiul, domeniul coordonatelor sferice este: v e [o. co), 8 e [o. "] şi 

cp e [o, 2x]. Eleme_ntul de volum devine dv = III dv de dq, unde III este Jacobianul transformării: 

âvx &v. &v. 
0V 00 â<p 

r
in0cos<p v cos0cos<p -vsin8sin~ 

111= 
0V y &v y 0V y 

= sin0sin<p v cos8sin<p vsin~cos<p = v1 sin8 
0V 00 iJ<p 

âvz ov, âv z 
cose ,,. -vsin8 

(C2) 

0V 00 â<p 

astfel încât 

dv== v 2 sin8d0dq,dv (C3) 

D. Functia de distributie P(x)=Cx"e- 11 

Considerând fun~a de distribu~e P(x) definită pentru x e [o. co), constanta C se 
determină din condiţia de normare: 

... ... 
J P(x)dx =CJ x 0 e-•dx = 1 
o o 

Pentru n=O, evaluarea integralei este simplă: 

... f e-•c1x = 1 
o 

ln general integrala poate fi simplificată printr-o integrare prin părţi. Astfel, pentru n>O: 

... ... 
xe =n x e J D -1.dx J D-l -a:dx 

o o 
Dacă n este natural, aplicând relaţia de recurenţă (D3) de n ori ob~nem 

"" 

(D1) 

(D2) 

(D3) 

f x 0 e- 11
dx = n • (n-1) .... 2· l = ni (D4) 

o 
Integrala este definită şi pentru n neîntreg şi n-1. ln general, fun~a f(n) este definită prin 

relatia: 
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"" 
f(n) = f x 0 --te-•ctx 

o 
Relaţia de recurenţă (03) implici relaţia generalA 

f(n) = (n - l)f(n-1) 
Din condiţia de normare (01) rezultă 

1 1 
C=----=---

"' f(n + 1) J xne-•dx 
o 

astfel încât funcţia de distribu~e normată la unitate are expresia 

P(x)= 1 xne-1: 
f(n+ 1) 

(05) 

(06) 

(07) 

(08) 

Valorile caracteristice ale variabilei aleatoare x pot fi determinate extrem de simplu cu 
ajutorul rela~ei (06). Astfel valoarea medie este dată de: 

(x}=fxP(x)dx= 1 jx0 +1e-•dx=f(n+ 2)= 
0 

f(n + 1) 
0 

f(n + 1) 

= (n + I)r(n + 1) = n + 1 
r(n + I) 

iar valoarea pătratică medie are valoarea: 

(x2)= jx2P(x)dx= 1 j ><a+Je-1:dx= f(n+3) = 
0 

r(n + 1) 
0 

f (n + 1) 

;::: (n + 2)r(n + 2);::: (n + 2)(n + l)r(n +I);::: (n + 2Xn + l) 
r(n+ 1) f(n+ 1) 

Fluctua~a relativă se determină imediat: 

J(x 2
)-(x)

2 

J(n+2)(n+l)-(n+1)2 1 

(x) = n+l ;::: Jn+l 

Valoarea cea mai probabilă a variabile! x se determini din condiţia 

dP 
-=O 
dx 

obţinându-se valoarea 

(09) 

(010) 

(011) 

(012) 

xP;:::n (O1~ 

ln limita n foarte mare, K, = (K) şi fluctuaţia relativi tinde la zero astfel ci sunt realizate cu 

probabilitate diferită de zero numai valorile practic egale cu x, = (x}. 

Pentru n=1/2 funcţia de distribu~e are expresia: 

P( ) - 1 1/2 -• • 
x - r(3/2)x e _ (014) 

Folosind relaţia de recurenţă (06) rezultA 

(015) 
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unde r(t/2) este datA de: 

1½)~ [ x-1/2e-•dx (D16) 

Cu schimbarea de variabilă x = y 2 şi folosind expresia (86) obţinem: 

(017) 

astfel Jncât funcţia de distribu~e devine: 

P(x) = ~ x 112e -• 
J; 

(D18) 
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