
























































































































































I=my} +m,y; (3.93)
Notand distanta dintre atomicu a =y, — y, $i folosind relatia (2.91) momentul de inerie devine

I=— MMz g2 =pa’ (3.94)
m, +m,

adicA momentul de inertie al unei particule fictive de masa n.

Probabilitatea ca o moleculd sa aiba componenta o a vitezel ungiiulare cuprinsa intre
o, §i ®, + do, sau echivalent, numarul relativ de molecule care au componenta @, a vitezei
unghiulare cuprinsd intre ®, §i ®, + dw, poate fi scrisa

dP(o, )= Plo, Mo, =

unde constanta C se determina din conditia de normare:

- ok n
[dr(o,)=C [e *Tdo, =c($) =1 (3.96)

Valoarea integralei a fost determinata folosind rezultatul (B6). Astfel funciia de distributie
are expresia:

Nw,) =
1:’ =Ce Mdp_ (3.95)

12 1o}
Q’(m,)=( I J o *dp_ (3.97)

\ 2nkT
Valoarea patraticd medie a componentei w, a vitezei unghiulare poate fi determinata cu
ajutorul relatiei:

h&
kT
2 TIRT - ,
Ia) g) )ico _(2nkT) J.m e *do, = I (3.98)
unde integrala a fost calculata cu ajutorul relatiei (B7). Analog
(m:) = l-‘II (3.99)
ceea ce implica folosind proprietatile (1.9) si (1.10):
Iy a9y, 1,2\ kT kT
(E')—E((Dl>+5<0)y>—7 —i——kT (31m)
Energia internd corespunzatoare migcarii de rotatie are expresia:
U, = N(E, ) = NKkT = vRT (3.101)
lar cdldura molara la volum constant este:
1({oU
Cy=-— =R 3.102
() -

Rezultatul (3.100) poate fi enuntat In felul urmator: fiecarui grad de libertate de rotatie i
corespunde in medie o energie kT/2.

3.8.3. Migcarea de vibratie

Consideram oscilatii elastice ale atomilor in jurul pozitiel de echilibru (vezi figura 3.8 unde
este reprezentat sistemul de referinta al centrului de masa).
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Miscarea de oscilatie a atomilor in jurul pozitiei de
echilibru este o miscare intema care nu influenteaza
migcarea centrului de masa. Astfel

my, +m,y,= ml()’l +u,)+ mz(Yz + uz)=0 (3.103)
de unde rezulta
m,u, +m,u, =0 (3.104)

Presupunand fortele de interactie dintre atomi de tip
elastic, ecuatiile Newton pot fi scrise In forma:

Figura 3.9
d*u
1 dtzl = _ko(ul —Uz)
(3.105)
d*u
mz‘d't-zi=_ko(uz —u,)

unde k, este constanta elastica a legaturii dintre cei doi atomi.

Cele doua ecuatii diferentiale cuplate de ordinul doi pot fi decuplate cu ajutorul schimbdérii
de variabild q =u, + u, . Folosind relatia (3.104) cele doua ecuatii Newton (3.105) se transforma
in una singura

2 .
49, 2 mrm g (3.106)
dt? m,m,
Notand masa redusa cu p=m,m, /(m, + m, ) §i pulsatia oscilatorului cu @, = (k, /1)", ecuatia
(3.106) devine:

1, 02q=0 (3.107)
Astfel, oscilatiile elastice ale celor doi atomi au fost reduse la migcarea oscilatorie atTmonicé

unidimensionald a unui punct material de masa egala cu masa redusd p. Energia de vibratie
moleculei este suma dintre energia cinetica si potentjalé a oscilatorului:

Lk
E,(p. q) °;1 (3.108)

Probabilitatea ca un oscilator & aiba pozntla cuprinsé Intre q ¢l q +dq ¢l impulsul Intre p
i p+dp (sau echivalent numérul relativ de oscilatori (molecule) care indeplinesc aceste conditil)
este data de:

(PQ) Edea)

dP(p,q)=P(p,qlpdq = "X = Co T dpdq (3.109)

unde am notat constanta Boltzmann cu kB . Constanta C se detemmina din conditia de nonmare

E,(p.9) w
CHC k"qdpdq CI ’“““poj‘ zk.,'rdq_

!
—t

anBT)m |
il 14 (3.110)

=C(21tp.kBT)'/z( .
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unde am extins domeniile de integrare la (-, ) deoarece integranzii scad extrem de rapid.

Integralele au fost calculate folosind rezultatul (B8). Astfel functia de distributie dupad pozitie si
impuls a oscilatorului are expresia:

A .
Plp.q)=— e 2“"“[ 0 J o 2T @.111)

(2muk , T) 2k, T
Echivalent relatiei (1.57), functia de distributie dupa impuls P(p) se obtine integrand
g>(pq) peste poziii
pl

f (. Q)dQ—W_ﬁ’_T (3.112)
B

In timp ce functia de distributie dupa pozitii g)(q) se obtine prin integrarea lui g)(pq) peste

impulsuri
12 _ked'
Pla)= jf"(p aMq= (2 - T] ¢ Mot (3113
In calculul integralelor (3.112) si (3.1 13) am folosit rezultatul (B6).

Cu definitia (1.48) si rezultatul (B7), valorile patratice medii ale impulsului, respectiv pozitiei
pot fi usor determinate conform relatjilor:

p')= [P*PpMp=pk,yT (3.114)
§i -
A\ a2 _kgT
)—_{q Plapa=2~ (3.115)
ceea ce implica folosind proprietatite (1.9) si (1.10):
1 k kT kT
(Ev):2—H<pz>+—2°-(qz> S+ kT (3.116)

Deci, fiecarui grad de libertate de vibratie ii corespunde In medle o energie kT . Energia interné
corespunzatoare miscarii de vibratie are expresia

U, =N(E, )= NkT =vRT (3.117)
iar cildura molara la volum constant este data de

C’ =R (3.118)

3.8.4. Generalizarea rezultatelor §i comparatia cu cele experimentale

Notand cu n numarul atomilor din moleculd, numarul gradelor de libertate al unei molecule
poliatomice este 3n . Notam numarul gradelor de libertate de translatie cu t, cel al gradelor de
libertate de rotatie cu r si cel al gradelor de libertate cu v . Evident t +r+ v =3n, astfel Incat

conform relatiilor (3.80), (3.102) si (3.118), caldura molar3 la volum constant poate fi scris3 In
general.

C, =(t+r)%+vR (3.119)

In cazul gazului alcatuit din molecule monoatomice n=1; t=3, r=0si v=0, decl
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C, = ER (3.120)
In cazul gazului biatomic n=2; t=3; r=2si v=1 astfel incat
7
C,=-R , 3.121)

Incepand cu molecula triatomica trebuie facut distinctie intre molecula liniard (toti atomii
sunt distribuiti pe o dreapt, ca in cazul CO,) si cea netiniard (H,0,50,). Astfel, In cazul
gazului alcatuit din molecule poliatomice liniare t=3, r=2si v=3n -5 si deci

C,= §R+(3n—5){ (3.122)

In cazul gazului alcstuit din molecule poliatomice neliniare t=3, r=3 si v=3n-6 astfel

incat

C,=3R+(3n-6R (3.123)

In concluzie, cildura molard a gazului ideal este independentd de temperaturd, fiind
determinatd numai de structura moleculei. Rezultatul teoretic este in buna concordanta cu cel
experimental pentru gazele monoatomice pentru un domeniu larg de temperaturd. Situatla este
diferitd in cazul gazelor biatomice (vezi figura 3.10 unde am prezentat schematic rezultatete

experimentale obtinute pentru H, ).

C//Rs

1 [ | | | -
0 | T . T | T -

100 200 300 400 500 T,.K

Figura 3.10

Rezultatul teoretic pentru gazul biatomic este: C, /R =3,5. Mésuratorile experimentale
efectuate pentru H, aratd insd cad C_ depinde de temperatura si tinde citre valoarea teoreticé la

temperaturi mari. La temperaturi mici (in jur de 100K pentruy H,), C, /R =25 valoare care

corespunde unei molecule biatomice cu o legaturd absolut rigida Intre cei doi atomi astfel Incat
migcarea de vibratie a atomilor in jurul pozitiei de echilibru este imposibild. Anularea (Inghetarea)
migcarii de vibratie este complet inexplicabild de fizica statistich clasicA (In cadrul careia toate
gradele de libertate sunt perfect echivalente), fiind prezisd numai de fizica statisticA cuantic.
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Pentru temperaturi si mai sclizute (pentru H, aproximativ SOK)C, /R =1,5valoare
corespunzatoare pentru un gaz monoatomic. Astfel, la temperaturi joase, Ingheala si gradele de
libertate de rotatie, fapt inexplicabil de teoria clasicd. Rezultatele prezentat® pentru H, sunt
caracteristice si gazelor alcatuite din molecule poliatomice.

in concluzie, echivalenta gradelor de libertate constituie un rezultat al fizicii statistice

clasice, rezultat in neconcordanta cu cel experimental la temperaturi joase, dar care constituie o
aproximatie acceptabila la temperaturi inalte.

3.9. Teorema echipartitiei energiei pe grade de libertate

Rezultatele prezentate in paragraful 3.8 constituie cazuri particulare ale teoremei
echipartitiei energiei. Mentiondm ca aceastd teorema este valabild numai in fizica statistici
clasicd, constituind o aproximatie acceptabild a rezultatelor experimentale in domeniul
temperaturilor mari (vezi paragraful 3.8.4).

Pentru a demonstra teorema echipartitiei energiei, consideram funclia de distributie a
ansamblului canonic (2.31) in care notdm numarul gradelor de libertate cu f = 3N,

) e—ﬂE(‘l.--,r',Pl.v-.Pr)
J.-"J.e_ﬁ(q ~mbPdr | drodp,..dp,

De fapt cu aceastd notatie, am trecut de la o variabila vectoriala (de exemplu 1, = (x,, Y2 )) la

’

P(r,.....teo Py P (3.124)

trei variabile scalare r,,1,,1,.

Dou3 situatii apar frecvent In practica:

i) Energia se Imparte aditiv in forma

E= En(pn )+ E (rl s T Proc s Pic s Pistse o Pr ) (3125)
unde €, depinde de o singura variabila p, , iar partea rdmasa E' nu depinde de p,

i) Functia € este patratica in p,:
€ = bpi2 (3.126)
unde b este o constanta.

Mentionam ca rezultatul rdmane neschimbat, dac3 variabila aleas3 nu este un impuls, ¢ci o
coordonata care insa indeplineste cele doua conditii (3.125) si (3.126).

“Valoarea medie a lui ¢, este dati de:

_f _J."'J.eie_udrn“'dp‘_
(9i>“j"'.[e‘g)dr""dpr_ J'__,J'e"’“drl...dp, )

@

_ J'eie"’e- dpiJ..,,J.eie'ﬂ'drl...dpi_ldpm-“dpf N _‘[,Eie_ﬂq o (3.127)
Ie'ﬁe‘ dp; jf e P dy,...dp; ,dp;,,...dp; Te_pe‘ dp; |

unde am folosit ipoteza i).

Notand integrala de la numitor cu I(ﬁ) expresia (3.127) devine:



__B__0
(e;)= ; % (In1) (3.128)

Folosind Ipoteza ii) si rezultatul (B7), I(ﬁ) poate fi calculata, obtindndu-se rezuitatul:

- A
1(B)= J; ¢ Pl dp, = Jpzb =Cp? (3.128)

astfel Incat conform relatiei (3.128) obtinem:

1 kT
( )———(1 C—-lnﬁ)——~—— (3.130)

op B2
Astfel, in cazul unui sistem termodinamic aflat in stare de echilibru temodinamic la
temperatura T, valoarea medie a fiecarui termen patratic din energie este kT/2.Pe baza

teoremei echipartitiei energiei pe grade de libertate, rezultatele paragrafului 3.8 devin imediate.

Fiecare grad de libertate de translafie si rotatie aduce un termen péatratic In energie (vezi
relatiile (3.87) si (3.92)) in timp ce un grad de libertate de vibratie aduce doi temeni pétratici in
energie (vezi relatia (3.108)).

Probleme

3.1 Si se determine numarul relativ de molecule dintr-un gaz ideal ale caror viteze diferd
cu mai putin de € =1% de: 4

a) viteza cea mai probabila;

b) viteza termica

R: )

v
12¢( 3
6% b)e| 2| =185%

> )e’” (ZEJ ’

=16
evr
3.2 Folosind functia de distributie dupa modulul vitezei, determinati (1/v) i comparati cu

1/{v).

3.3 Determinati valoarea medie a vitezei relative a doud molecule dintr-un amestec de

dou gaze diferite.
e\ V2
R: (v,)=(£) unde L=t . 1
Ap p m m,

3.4 Sa se determine energia cinetica a moleculelor unui gaz ideal care ciocnesc unitatea
de suprafatd a peretelui recipientului in unitatea de timp.

R: E =_n;_n<v3>

3.6 Sa se determine numarul relativ de molecule care au energia cinetica de translatie mai
mare decat E, unde E, >>kT .

12 B
dN_ [ Eq 1 ir
N n
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3.6 Sa se determine viteza cea mai probabild si energia cineticA cea mai probabila a
moleculelor dintr-un fascicul care pardsesc un vas prin efuziune.

'3

3kT '

R: v, =(—) E, =kT
m

3.7 intr-un perete al unui vas de volum V complet vidat se deschide un orificiu de arie S,

extrem de mica. Cunoscand presiunea aerului in exteriorul vasului p, s& se determine
dependenta de timp a presiunii din interiorul vasului. Dupa cat timp presiunea din vas devine p,,.

R: p=poll-¢ ¥V | t=w

3.8 Consideram un gaz ideal afiat intr-un cilindru vertical foarte inalt. Presupunand campul
gravitational uniform, s3 se determine a) energia potentiald medie a unei molecule; b)
madificarea caldurii molare la volum constant; c) pozitia centrului de greutate al coloanei.

R:a)(E,)=kT;b) ACy =R ; c) (z)=kT/mg

3.9 Energia potentiald a moleculelor unui gaz ideal intr-un anumit camp central de forte
este U(r)= ar? unde a este o constanti pozitivd. Temperatura gazului este T , iar concentratia
moleculelor in centrul cAmpului este n,. Se cere: a) numarul de molecule care se gisesc la

distante cuprinse intre r si r+dr de centrul cdmpului; b) distanta cea mai probabila la care se
gasesc moleculele de centrul campului; c) numarul relativ de molecule care se gasesc in stratul
sferic cuprins intre r i r+dr; d) de cate ori se modificd concentratia moleculelor in centrul
cdmpului daca temperatura se micgoreaza de 1 ori.

o 12
R; a) dN = 4an,r’e ¥ dr; b) I, =(£I‘_) ;
a

dN a " ?
C) —=4an| —— .rz-e‘“""dr; d) creste de n’/’ori
N nkT

3.10 Din conditiile problemei precedente sa se determine: a) numarul de molecule care au
energia potentiala cuprinsa intre U si U+ dU ; b) energia potentiala cea mai probabila.

v
R: a) dN=2l#Jﬁe sTdU; b) UP=E
a'r 2
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4. FLUIDUL VAN DER WAALS

Din punct de vedere statistic, ipoteza fundamentald a modelului gazului ideal consta in
neglijarea fortelor de interactie dintre molecule. Aceasta ipoteza face posibil calculul exact al
functiei de partifie canonice, dar modelul rezultat are un inconvenient major $i anume acela ca nu
prevede tranzitia de faza gaz-lichid. Considerarea aproximativd a interactiei intre molecule
conduce la modelul Van der Waals, model care contine informatii despre tranzitia gaz-lichid gi
despre fenomene critice.

4.1. Integrala de configuratie

Consideram un fluid alcatuit din N molecule monoatomice, fiecare moleculd avand trei
grade de libertate de translatie. Fluidul se gaseste in stare de echilibru termodinamic la
temperatura T, ocupand un volum V. Energia sistemului este egald cu suma dintre energia
cinetica si energia potentiala de interactie a moleculelor;

N |2 2
N Pi S .
E(r",p“): |2n|1 + UL, Ty) (4.1)
i=1
Folosind relatiile (2.83) si (2.85) functia de partitie canonica devine succesiv:
Z(V,T) NIhJN J. j. der Ndp
1 LBl o)
— |-l m k N
B Nlh’N ‘..3' I d .f J‘ T
1 INj2
=———(2nmkT V, T 4.2
o kT )V, T) (4.2)

unde Q(V,T) se numeste integrala de configuratie a sistemului, avand urmatoarea expresie:

Q(V,T):J'mj'e" LT g N (4.3)

Astfel, problema detemmindrii functiei de partite canonice se reduce la determinarea
integralel de configuratie. In cazul gazului ideal decarece moleculele nu interactioneaza Intre ele,
integrala de configuratie devine:

Qu=|. fdi. 5 =v" (4.4)
IN

astfel incat functia de partitie canonica capata forma cunoscuta (2.59).

4.2 Energia potentiald de interactie

Notdm energia potentiald de interactie intre moleculele i si j prin u(rij) si presupunem cé

ea depinde numai de modulul distantei dintre cele doud molecule L; =|f; —?jl, presupunere

adevaratd numai pentru fluide alcatuite din molecule cu simetrie sfericl, pentru celelalte energia
potentiald de interactie bi-particuld depinde si de orientarile celor doud molecule. Presupunem in
plus ca energia potentiald de interactie totald este datd de suma interactiilor intre perechi de
molecule (deci interactioneaza simuitan numai doua particule, interactiile Intre trei sau mai muite
particule se neglijeaza). Cu aceste doud ipoteze, energia potentiala de interactie devine
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ulg;) (4.5)

UE,....% i

i=licjj

IMz

“('1 Energia potentiala de interactie bi-particulé are forma
din figura 4.1. La distante scurte u(r) este puternic
repulsivd, caracteristica generatd de suprapunerea
paturilor electronice exterioare. La distante mari u(r)
este atractiva, dar mult mai lent variabild cu distanta.

GV r in principiu este posibild obtinerea riguroasd a lui

- u(r)din calcule cuantice. Existd doua obiectii
principale cu privire la rezultatele obtinute. Prima

_ obiectie consta in faptul ca aceste calcule pot fi facute
Figura 4.1 exact numai pentru distante mari intre molecule.

A doua surs3 de erori provine din faptul ca aceste calcule se fac numai pentru o pereche izolata
de molecule, netinandu-se cont ca perechea de molecule face parte din sistem. Astfel, potentialul
de interactie bi-particula tebuie privit ca unul efectiv care ia in considerare, in medie, contribufia
interactiilor Intre trei sau mai multe particule. De aceea in cadrul calculelor statistice se folosesc
forme empirice ale potentialului bi-particuld, rezultatele obtinute comparandu-se cu cele de
simulare pe calculator cu acelasi potential, astfel incat dispar erorile generate de forma
potentialului. Una dintre cele mai folosite forme empirice este potentialul Lennard-Jones:

-z (2]

La distante mici predomina partea repulsiva 4a(c/r)'z, in timp ce la distante mari partea atractiva

devine importantd — 46(0/!')6 . Cei doi parametrii ai potentialului Lennard-Jones (vezi figura 4.1),
o (distania dintre particule pentru care u(r)= 0) si € (adancimea gropii de potential) se fiteaza
din date experimentale.

4.3. Modelul Van der Waals

Ideea de baza a modelului constd in presupunerea c& structura fluidului este principal
determinaté de fortele de repulsie, fortele de atractie joacd numai un rol minor, constituind un
potential de fond care genereaza aparitia energiei de coeziune care stabilizeaza lichidul.

- Prima aproximatie a modelului consta in considerarea potentiaiului de interactie bi-particuld
de forma (vezi figura 4.2).

u(r
w r<o
‘ 6
u = .
(r) _{g) o (4.7)
r
o| _—~ r
€| _ _/ Deci moleculele sunt considerate sfere rigide
de razd o/2 care se gasesc intr-un potential
. (]
Figura 4.2 slab atractiv —e{a/r)° .
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A doua aproximatie, folosita foarte des in fizica, se numeste aproximatia campului mediu.
Conform acestei aproximatii, presupunem c# o molecula se gaseste intr-un camp efectiv creat de

celelalte (N —l) molecule si mai mult, aceastd moleculd nu influenteaza distributia celorialte.
Astfel, sistemul este alcatuit din N molecule independente, fiecare aflandu-se intr-un camp
efectiv U, (r ) Cu aceasta aproximatie energia potentiald de interactie totala devine

N
Ui )= 2 Uk (R) (@.8)

iar integrala 3N -dimensionala din integrala de configuratie se factorizeaz in N integrale triple:

Q(v,T)= I'zh..‘.e-ﬁ?':':u.r
Uu(8)
-1 | [

unde domeniul de integrare al ultimei intefrale este volumul V.

£) Uy (8)

-.dr, = J-J.He K dr, =

} T (49

in regiunea r<o, datoritd repulsiei puternice intre molecule u(r)=ao si evident
U, (F)=w, ceea ce implica anularea integrandului. Volumul acestei regiuni se numesgte volum
exclus V., . In regiunea r=c, de volum V-V, , U, (f) se modifica lent cu distanta dintre

molecule, astfel incat il putem inlocui cu o valoare efectiva medie (Uef) . Acest lucru este posibil

datoritd faptului ca partea atractiva a potentialului are o importanid secundard in determinarea
structurii fluidului. Cu aceasta aproximafie integrala de configuratie (4.9) devine:

N N

QV,T)=|e & m'df =[(V-V ) & (4.10)

Astfel folosind aproximatia campului mediu calculul integralei de configuratie se reduce la
determinarea celor doi parametrii (Uef) si V. Energia potentiald totald medie ests datd de

N(U, ), dar, deoarece in sistem exista N(N-1)/2~N?/2 perechi de molecule, energia

potentiala totald medie are expresia N*(u)/2 unde (u) este media potentialului bi-particuld,
astfel incat:

(U.)= 3 N(u) @n)

Pentru a estima er{ergia potentiala bi-particula medie, presupunem cé oricare altd moleculd
50 poate gasi cu probabilitate egala oriunde in sistem daca ea este la o distantd r > o fatd de o

molecula datd i. Probabilitatea ca pozitia ei sa fie cuprinsa intre r i r + dr este dath de

2
dP(r)=P(r)dr = ‘mildr 4.12)
astfel incat potentialul bi-particuld mediu este dat de
r dnec® 7 _, 4neo’

u)y= |ulr P (rjdr=- dr=- 4.13
(u)= [u(r P ke v!' 3v (4.13)

iar conform relatiei (4.11), potentialul efectiv mediu este

2ne0” N N

U,)=- c— =4 — 4.14
Va)=-—5—g =¥y (4.14)
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unde a’=2zea’ /3. Deci a' este un parametru definit prin considerarea fortelor de atractie dintre
molecule, fiind dependent de natura fluidului prin intermediul parametrilor € §i . '

Considerand moleculele sferice rigide de raza
c/2, conform figurii 4.3, prezenta moleculei ]
. duce la aparitia unui volum inaccesibil
/ moleculei 1. Acest volum care apare la

N s contactul a doud molecule se numeste volum
’ exclus fiind egal cu cel al unei sfere de razd o .

Figura 4.3

Deoarece existad N(N—l)/2~N2/2 perechi de molecule, volumul exclus total este

2xN%a’ /3. Dar acest volum exclus trebuie sa fie egal cu NV, unde V., este volumul exclus
per molecula.

Astfel

\'/ =?03N:b'N (4.15)

unde b'=2na’ /3 este un parametru generat de considerarea fortelor repulsive intre molecule gi
care depinde de natura fluidului prin intermediul parametrului ¢ .

Cu relatiile (4.14) si (4.15) integrala de configuratie (4.10) devine

K N N
Q(V,T)=[(V—b'N)e”VW (4.16)
in timp ce functia de partitie canonica (4.2) are expresia
1 a'N N
Z(v,T)= TRD (2xmkT )™/ [(v ~b'N) v (4.17)

Energia libera poate fi determinati conform relatiei (2.45):

F=-kTInZ = —NkT 31nT+1n(v—b'N)+ a'N +3 2mmk ~InN+1 (4.18)
2 VKT 2 h?

astfel incat ecuatia temmica de stare are expresia:

Nt 2
p=_(6F) NKT a'N 4.19)
T

V). V_bN V?
sau folosind noi parametri a =a'Ni si b=b'N, unde N, este numarul lul Avogadro, se obtine

forma cunoscuts a ecuatiei teimice Van der Waals:

via
PrT (V -vb)=VvRT (4.20)
Folosind expresia energiei libere (4.18), ecuatia calorica de stare devine:
2
U=F+TS=F—T(9£J N (4.21)
ar), 2 A"

Mentionam faptul c& aproximatia cdmpului mediu folositd in deducerea expresiei (4.16) a
integralei de configuratie este cu atat mai buna cu cat partea atractiva a potentialului (4.7) este
mai slaba si actioneaza la distantd mai mare.
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Probleme

4.1.a Un model teoretic folosit In studiul lichidelor este urmatorul: moleculele sunt
considerate Independente, fiecare moleculd are o energie potentiala constantd -¢ datoritd

interactiei medii cu celelalte molecule si se poate migca intr-un volum total Nv,, unde v, este
volumul (constant) permis per moleculd. Cu aceste ipoteze detemminati: i) integrala de
configuratie; ii) energia libera; iii) ecuatia calorica de stare; nn) potentialul chimic.

Ne

R. ) Q=(Nv,)NeX

i) F=—NKT| 2InT+ =+ Inv, +1+ 31:.(2’“‘“‘)
2 kT 2

hZ

ii) U=%NkT-—N8

3 € 3, ( 2amk
ilii) p=—kT[ElnT+E+lnvo+l+§lr{ 12 )J

'4.1.b Considerand vaporii gaz ideal, determinati expresia care leaga presiunea vaporilor
de temperatura T la care sunt in echilibru cu lichidul.

/21,52
R )y, =—kTBlnTﬂnp+ln%]

N k
") By =R, =2p=—

© pentru r<o

4.2 Considerand potentialul de interactie bi-particula de forma u(r)= {
0 pentru r>0o

53 se determine pentru un fluid monoatomic: i) functia de partitie canonicé, ii) ecuatia termica de
stare, iii) ecuata calorica de stare.

IN/2
R. i)z=i(2”“kT) (Vv-w)¥; v, =vb

NI h?
i)p(V - vb)=vRT

i) U= 3WRT
2
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5. TEORIA CINETICA ELEMENTARA A FENOMENELOR
DE TRANSPORT

In capitolele precedents am prezentat o descriere statistica a sistemelor aflate in stare de
echllibru. Dar In multe probleme de interes fizic major apar situatii de neechilibru.

Consideram, ca exemplu, cazul In care cele doud capete ale unei bare de cupru sunt
mentinute la temperaturi diferite. Aceasta nu este evident starea de echilibru, stare in care
Intreaga bard ar avea temperaturd constantd. In exemplul prezentat, are loc un transport de
energie sub forrma de caldurd de la capatul mai cald citre cel mai rece, rata acestui transfer de
energie fiind determinatid de conductivitatea termica a barei de cupru. Calculul coeficientulul de
conductivitate termica se poate face prin considerarea microscopica a procesului de neechilibru
prin care energia este transportata de la un capat al barei la celdlalt. Calculele de acest gen pot
deveni extrem de complicate chiar si pentru un sistem simplu cum este gazul ideal.

Prezentarea teoriei elementare a fenomenelor de transport aduce o Intelegere fizicd a
mecanismelor de baza, elucidand caracteristicile principale Intr-un mod semnificativ. Mentionam
cd rezuitatele obtinute nu diferd cu mai mult de 50% decat cele bazate pe calcule riguroase
(solutia ecuatjel integrodiferentiale Boltzmann).

In acest capitol vom prezenta teoria cinetici elementard a fenomenelor de transport cu
aplicatil in cazul gazului ideal.

Intr-un gaz, moleculele interactiondaza una cu cealaltd prin clocniri. Daca gazul nu este
inltial In stare de echilibru, aceste ciocniri intermoleculare aduc gazul in starea de echilibru. In
cazul gazului ideal, problema se simplificd, avand urmatoarele caracteristici:

i) Timpul petrecut de o molecula intre ciocniri este mult mai mare decat impul de clocnire

if) Probabilitatea ca trel sau mal multe molecule sa interactioneze simuitan este neglijabll de mic3
fatd de aceea a interactiei bi-moleculare. Pe scurt ciocnirile triple apar extrem de rar incat pot fi

neglijate.
5.1. Timpul de ciocnire

PO Coneiderd@m o moleculé avdnd viteza ¥ .
1 Fie P(t) probabilitatea ca molecula si nu
sufere nici o ciocnire in timpul t. Evident
P(0)=l. decarece nu existd sansa unel
clocniri Intr-un timp foarte mic t—0. P(t)

descreste cu timpul, deoarece cregte "pericolul”
unei ciocnirl. In final P(t)—»0 cand t > .

t Rezultatul este prezentat in figura 5.1.

Figura 5.1

Fiewdt probabilitatea ca molecula sa sufere o ciocnire intre t si t+dt. Marimea w

reprezinta frecventa de ciocnire, fiind considerati constant. Probabilitatea ca 0 moleculd s& nu
sufere nici o ciocnire In t +dt poate fi scrisa :

P(t + dt)=P(t)1 — wdt) (5.1)
ceea ce implica

64



1d__ 5.2)
P dt

sau dupa integrare
P(t)=o" 6.3)

unde constanta de integrare a fost determinata prin conditia P(0)=l .

Probabilitatea ca o moleculd si sufere o ciocnire In intervalul de timp cuprins intre t i
t +dt, dupa ce nu a suferit nici una In timpul t este:

P(t)dt = e ™wdt 5.4
Evident conditia de nomare este Indeplinita

}g)(t)it = w]:e“'"wdt =1 (5.5)
0 0

Timpul mediu intre doué ciocniri succesive t poate fi calculat in modul urmator.

1=(t)= Ttg)(t)it = w:fte""‘wdt = & (5.6)

integrala fiind evaluata conform relatiei (D3). Considerand migcarea moleculei intre doud ciocnini
succesive rectilinie gi uniforma, distanta medie intre doua ciocniri succesive numita si drumul liber
mediu este:
V4

(6.7

1
w

5.2. Sectiunea eficace

Ciocnirea a doué particule poate fi descrisa cu ajutorul sectiunii eficace, méarime care poate
fi calculatd cunoscand potentialul de interactie. Consideram doud particule de mase m, §l

respectiv m, siviteze v, si respectiv v,. in sistemul de referinta legat de particula 2, aceasta
este evident In repaus, iar particula 1 va avea viteza egald cu viteza relativd V=¥, —¥,. In
acest sistem de referinta, considerdm un flux uniform ®, de particule 1 (un numar de particule

pe unitatea de arie in unitatea de timp) cu viteza relativa V indreptat catre particula tinta 2 aflatd
in repaus (vezi figura 5.2).

Tralagtoria
particulel 1

Figura 5.2

Ca rezultat al procesului de ciocnire un numéar dN de particule de tip 1 pe unitatea de timp

vor fi imprastiate In unghiul solid d€¥ In Jurul lui V'. Acest numar de particule dN este
proportional cu fiuxul incident @, si cu unghiul solid '

dN = o® ,dQ (5.8)
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unde factorul de proportionalitate o &e numeste sectiune eficace diferentiala. In general
o=o(v,\7') poate fi determinata cu ajutorul legilor mecanicii (clasice sau cuantice) daca se
cunoagste potentialul de interactie dintre particule.

Numarul total de particule imprastiate pe unitatea de timp in toate directiile este obtinut prin
integrarea relatiei (5.8)

N=[o0 dr=0,0, (5.9)
Q

unde

oo(V)= [ oV, V) (5.10)
Q
se humegte sectiune eficace totala.

in cazul unui potential de interactie de tip sfere rigide

U(r)={m pentru r<a, +a, 6.11)

0 pentru r>a, +a,
conform figurii 5.3, ciocnirea are loc numai daca parametrul de impact b<a, +a,.

Figura 5.3

Astfei din fluxul @, incident, numai particulele aflate in aria circulara :(a, +8,) vorfi
Impragtiate, deci

a, =1=1:(al +taz)z (5.12)
2,
Daci cele doua particule sunt identice expresia (5.12) devine

- (5.13)
unde d = 2a este diametrul particulei.

Dacad cunoastem sectiunea eficace de ciocnire o, frecvenia de ciochire w se poate
determina extrem de simplu. Considerdm un gaz avand densitatea numérului de molecule egal8
cu n. Fie viteza medie a moleculelor egald cu (v), lar viteza relativd medie

(V)= v2(v) (conform rezuttatului problemei 3.3). Folosind un argument similar celui prezentat in
paragraful 3.4, fluxul de molecule incident pe o molecula {inta este

1

o =-“(<:i’—t>§A‘dﬁ‘-)=n(v) 6.14)

dar numal n(V)o, sunt imprastiate de aceasta, astfel incat frecventa de ciocnire este
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w =10, (V)= v2no,(v) (6.15)
iar drumul liber mediu are expresia
vy 1 kT

W Zno, 2pa,
unde am folosit ecuatia termici de stare p=nkT.

1= (5.16)

In cazul unui gaz aflat la temperatura camerei (T =300K) si presiune atmosferica
(p=10’ N/mz) n=2,4-10% molecule/m’ . Un diametru molecular tipic este d=2:10""m

ceea ce implicd o, ::n(z-lO‘“’)z =12-10""m? si conform relatiei (5.16) 1»3-10" m . Astfel
1>>d, deci ipoteza ciocnirilor extrem de rare intre molecule este indeplinitd. in cazul azotului
(v)=500m/s si w=2-10"s"".

in urmatoarele trei paragrafe este prezentatd o tratare elementard a celor trei proprietati
cunoscute prin termenul general de fenomene de transport in cazul gazului ideal. Cele trei
proprietati, vascozitatea, conductivitatea termicd si difuzia pot fi explicate prin transportul
impulsului, energiei i respectiv masei printr-o suprafata imaginara din gaz.

5.3. Vascozitatea

Consideram intr-un fluid un plan imaginar cu nommala In directia z (vezi figura 5.4).

Fluidul de sub acest plan exercita o forié pe
z unitatea de arie P, asupra fluidului de
‘PPZZ deasupra si conform legii a treia a lul
Newton, fluidul de deasupra exercitd o
R tensiune — P, asupra celui de sub plan.
X lBZX Forta medie pe unitatea de arie normala la

plan (componenta z a Iui P,) este

fesiunea p=P_ .
Figura 5.4 P P=%a

Cand fluidul este in echilibru (in repaus sau se migcad cu viteza uniform&) componenta
medie paraleld cu planul se anuleaza: P, =0.

Considerém situatia de ne-echilibru prezentata in figura 5.5.

¥ 4
Uy=Ug
: U, =u
z=L [ - x_0 >
LIM_______-___.
X ——
z= L ; — u)(=0
u, =0
Figura 5.5

Fluidul are o viteza u, In directia x, vitezd care depinde de z astfel Incat u, =u, (z)

Aceasth situatie apare daca fluidul este Inchis Intre doud plici paralele, placa inferioara afiata la
z=0 fiind In repaus, iar placa superioard aflath la z=1. se miscd In directia X cu viteza

constantd u,. Straturile din vecinatatea placilor au, cu o aproximatie buni, viteza acestora astfel
Incat straturile de fluid dintre placi au viteze diferite cuprinse Intre 0 si u,. In acest caz fluidul
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exerciti o fortd tangentiald asupra placii mobile, tinzdnd sd incetineascd migcarea acesteia
restabilind situata de echilibru. Fiecare strat de fluid de sub planul z=ct. exercitd o tensiune

tangentiald P, asupra fluidului de deasupra. La echilibru P, =0 iar u, (z) nu depinde de z. In
cazul de ne-echilibru prezentat, P, trebuie s& depinda de derivatele lui u, in raport cu z astfel
Incat sa se anuleze cand u, nu depinde de z. Daca insd du, /9z este relativ mic, o relatie
liniard

ou

P,=—m—= 5.1
=N~ >.17)

constituie o buna aproximatie. Constanta de proportionalitate 1 se numeste coeficient de
vascozitate, fiind pozitiv definit (P, <0 dacé 6u,/62>0). Unitatea de masura in Sistemul

International de Unitaij este Kg/m -s. Relatia (5.17), formulata prima data ca o lege empirica de
Newton este adevarata pentru gaze si lichide.

Teoria cineticd pemite determinarea microscopica a coeficientului de vascozitate pentru
gazul ideal. Confomn figuni 5.5 moleculele afiate deasupra planului z=¢t. au componenta x a
impulsului mai mare decat cele aflate sub acest plan, astfel incat la traversarea acestui plan
moleculele transporta un impuls. Astfel gazul de sub plan va castiga impuls in directa x de la
moleculele de deasupra, iar gazul de deasupra va pierde impuls in directia x datoritd moleculelor
de sub plan. Aceasta variatie de impuls genereaza conform legii a doua a lui Newton o fortd cu
care gazul de sub plan actioneazd asupra celui de deasupra astfel incat P este cresterea
medie pe unitatea de timp pe unitatea de arie a componentei x a impulsului gazului de deasupra
planului datorata transportului net de impuls al moleculelor care traverseaza acest plan.

Sa detemindm distanta medie (z) de la suprafats la care molecula a suferit ulima
ciocnire inainte de traversarea suprafetei (vezi figura 5.6).

z Aceastd marime poate fi determinata in felul
urmator
| l<z> .U 1cos6dd(V)
Q , (2)=2"—— (5.18)
. R
S
Figura 5.6

Folosind rezultatele (3.67) si (3.69) obtinem (z)= 1 unde | este distanta medie intre

wiN

doua ciocniri succesive.

Numarul de molecule care trec in unitatea de timp prin unitatea de arie a planului z=ct.
Intr-un sens este conform relatiei (3.69) @ = n(v) /4 fiind evident egal cu cel al moleculelor care
traverseaza planul in sens contrar. Dar moleculele care traverseaza planul de jos in sus au

N L . 2
suferit ultima ciocnire la distanta (z)=§l de plan, astfel incat componenta X a vitezei unei

2 ..
molecule este ul(z—(z))=u,(z—§lJ iar impulsul transportat de fiecare moleculd este

2
mux(z— -51) Impulsul total transportat de jos In sus prin unitatea de suprafata in unitatea de

timp esta dat de:

G, =%n(v)mul(z— %l) (5.19)
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Analog impulsul transportat In unitatea de timp prin unitatea de suprafatd in sens contrar
are urmatoarea expresie

1 2
Gl =Zn(v)mu,(z+ Sl) (520)
Transportul net de impuls pe unitatea de In unitatea de timp (adica tensiunea P_, ) este dat
de:
1 2 2
P,.=G;-G =- -=1]|- =1 5.2
o T i 4nm(v)[u,‘(z 3 ) u_(z+ 3 J] (5.21)

Deoarece gradientul vitezei du, /0z este mic (viteza u, nu se modificd sensibil pe o
distanta de ordin 1), putem scrie

u{z_§q=u4a_3&h

3 0z

2 2 0u,
u,(z+ 51)=ux(z)+§ = 1

si

P, = —%nml(v)%‘— (6.22)

x
z
Comparand relatiile (5.17) si (5.22) obtinem

.

n= % nmi{v) ' (5.23)

Rezultatul (5.23) are cateva consecinte interesante. Conform relatiei (5.16) l=1/‘/5noo
astfel incat

= —=—(v) (5.24)

Concluzia neasteptata care reiese din relatia (5.24) este aceea ci vascozitatea unui gaz

nu depinde de presiunea p sau densitatea n, ci numai de temperaturad prin intemediul vitezei
medii (v) Acest rezultat nu este adevarat la densitati foarte mari. In deducerea relatiei (5.23) am

folosit doua ipoteze:

i) Am considerat un gaz diluat astfel incadt am putut neglija interactiile Intre trei sau mai multe
particule. Aceastd presupunere este adeviratd cand densitatea gazului este suficient de micl

asa incat 1>>d = /o, .

li) Am presupus ca gazul este suficient de dens astfel incat moleculele s& se ciocneasca Intre ele
si nu cu peretii recipientului. Astfel 1<<L unde I, este dimensiunea liniard a recipientului
(distanta dintre placi in figura 5.5).

Notam ca domeniul densitatii in care cele doua conditii sunt indeplinite simultan este destul
de mare deoarece uzual L >>d.

Considerand moleculele sfere rogide, sectiunea eficace de lmbréstiere nu depinde de
temperaturd (vezi relatia (5.13)) si ca urmare dependenta de temperatura a lui 1} este continutd

in (v) (conform relatiei (5.24))

: n~T% (6529)
In general insa o, = 0,((V)) depinde de viteza relativa medie care la randul ei depinde de

temperatuid, ceea ce implicA o dependentd w~T°’. Aceasta dependents poate fi injeleasa
calitativ prin prezenta interactiei atractive care tinde s creascd sectiunea eficace si care devine
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mai importantd la temperaturi mici. De aceea sectiunea eficace descreste cu cresterea
temperaturii i ~r]~T‘/2 /oo creste mai puternic cu temperatura decat T,

De notat ci vascozitatea unui gaz creste cu cresterea temperaturii, comportare total
diferitd de cea a vascozitatii lichidelor care descrette rapid cu cresterea temperaturii.

In cazul aerului la presiune nomald (105 N/mz) la temperatura camerei (3001().
{v)=500m/s 5i 1=3-10"m astfel incat: n=6-10"kg/m-s.

5.4. Conductivitatea {ermica

Consideram un sistem oarecare in interiorul ciruia temperatura nu este constanta (vezi
figura 5.7).

In particular T =T(z). Sistemul nu este in

z [ T ] stare de echilibru. in consecinta va exista un
_________ z=ct ransport de energie sub forma de caldura
de la regiunea cu temperaturd mai mare la
[ Ti } 950 cea cu temperatura mai mica.
Figura 5.7

Fluxul de caldura in directia z (céldura care trece In unitatea de timp prin unitatea de
suprafatd a planului z=ct.) poate fi scrisa

ar
=-K— 5.26
q, pe (5.26)

unde K se numeste coeficientul de conductibilitate termica fiind pozitiv definit (daca 4T/éz
atunci q, < 0). Relatia (5.26) este adevérata in gaze, lichide si solide izotrope, fiind numita legea
Fourier.

in cazul gazului ideal, folosind argumente microscopice similare celor prezentate in
paragraful 5.3, teorta cineticdA pemite determinarea coeficientulul de conductibilitate temica.

Considerém un plan z=ct. intr-un gazincare T =T(z). Transportul de cildurd este generat de
moleculele care traverseaza acest plan In ambele sensuri. Decarece 8T/dz (conform figurii 5.7).

o moleculd de deasupra are o energie medie (¢(T)) mai mare decat una de dedesubt. Astfel
rezuitd un transport net de energie de la regiunea de deasupra planului la cea de sub plan.

_Numdrul de molecule care traverseaza in unitatea de imp unitatea de suprafata a planului
z=ct. intr-un sens este n(v)/4 egal cu cel care traverseazad In sens contrar. Moleculele care

traverseaza planul de jos In sus au suferit ultima ciocnire la distanta (z): gl de plan. Deoarece

energia medie a unel molecule depinde de temperaturd, dar T=T(z) In acest caz, rezulti

(€)= (e(z)) . Astfel energia medie transportata In unitatea de timp pe unitatea de suprafata de jos
n sus este data de:

1

Br=y n(v ez - (2))) (6.27)

lar energia transportata In unitatea de timp pe unitatea de suprafatd In sens contrar este data de:
1

By =gn(v Xelz + (z))) (5.28)

astfel Incat fluxul net de energie are expresia

70



3 oz
__1 .\ 0e) or

deoarece (e) depinde de z prin intemediul temperaturii T . Notdnd cdidura specificd per
moleculd cu ¢ =8(e)/IT relatia (5.29) devine

1 aT
=-= 1— 5.30
9, =-3n(v)el - (5.30)
si comparand cu (5.26) obtinem

K= %n(v)cl (5.31)

Folosind relatia (5.16) 1=1/v2 no,,, densitatea dispare si

c{v

= 1 < ) (5.32)
3\/5 Gy

deci K nu depinde de presiunea gazuiui. Domeniul de valabilitate al relatiei (5.32) este acelagi

cu cel al relatiei (5.24).

in cazul gazului monoatomic (€)=3kT/2 deci ¢=3k/2. Deoarece (v)~T"* (conform
relatiei (3.26)), considerand moleculele sfere rigide (cr0 = mz), dependenta de temperatura a lui
K este data de

K ~T¥ (5.33)
influenta fortelor de atractie este In sensul cregterii mai puternice a lui K cu temperatura.
Ordinul de marime a lui K poate fi determinat din relatia (5.31). Astfel conductibilitatea
termica a argonului la temperatura camerei are valoarea 1,65-107> J/m -8 - grd .

Comparand relatiile (5.23) si (5.31) obtinem

K_c & (5.34)
nm u
5.5. Difuzia

Consider@m ca un anumit numér de molecule ale unel substante este "etichetat’ Intr-un
anumit fel. Fie n, numarul de molecule "etichetate" din unitatea de volum. In starea de echilibru

moleculele etichetate sunt distribuite uniform, astfel incdt n, nu depinde de pozitie. Presupunem
ca distributia moleculelor “etichetate” nu este uniform& astfel Incdt n, depinde de pozitie (de

exemplu n, = n,(z)) chiar dacd numiarul total de molecule din unitatea de volum n rémane

constant Aceasta nu este o stare de echilibru si In consecintd va exista o migcare a moleculelor
“etichetate” care tinde s creascé entropia, adica tinde s& unifornizeze concentratia n, .
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Fie J, fluxul moleculelor “etichetate" (numérul moleculelor etichetate care traverseaza In
unitatea de timp unitatea de suprafatd a unui plan z= ct.). Analog relatiilor (5.17) si (5.26) putem
scrie

J,=- Qn_, (5.35)
oz
unde D se numeste coeficientul de difuzie fiind pozitiv definit (daca &n, /éz > 0 atunci J, <0).

Relatia (5.35) descrie extrem de satisfacétor difuzia in gaze, lichide §i solide izotrope. A
fost formulatd prima data ca o lege empirica de Fick.

De fapt acest fenomen, In care particulele etichetate sunt identice cu celelalte, se numesgte
auto-difuzie.

Coeficientul de difuzie poate fi calculat in cazul gazului ideal folosind argumente similare
celor prezentate in paragrafele 5.3 si 5.4. Consideram in interiorul gazului un plan z=ct..
Numarul de molecule etichetate care trec in unitatea de timp prin unitatea de suprafata de jos in
sus prin acest plan este:

1
N;= z(v)nl(z—(z) (5.36)
iar numarul corespunzator care trec in sens contrar este
1
N, =Z(v)nl(z+(z)) (6.37)
astfel incéat fluxul net are expresia 7

1 2 2 1 on
I =—()nfz-Z1|-nfz+Z1||===(v)I==L 5.38
Comparand relatiile (5.35) si (5.38), coeficientul de difuzie este dat de:

D= %(v)l (5.39)
Folosind relatiile 1=1/y2 no, = kT/ V20,p siv= (8KT/xm )" obtinem
2 1 kT*?
3\/1_‘ POy, m
Astfel coeficientul de difuzie depinde de presiunea gazului. La temperatura fixa
1
p~1.1 (5.41)
. p n
lar la presiune fixa
D~T% (5.42)

daca molecuiele sunt considerate sfere rigide, astfel Incat Oy = nd? nu depinde de temperatura.
Valoarea experimentald a coeficientului de difuzie pentru azot la T =273K si
p=10’N/m? este D=2:10"m?/s.
Comparand relatiile (5.23) st (5.29) otinem
D_1 1

n nmm p
In concluzie rezumam principalele rezultate prezentate in acest capitol. Considerand
moleculele sfere rigide, frecventa de ciocnire si drumul liber mediu au respectiv expresiile:

w= \/inoo (v)= V2nnd? (v) (5.44)

(5.43)

si:
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1
V2no, v2mnd?

In cazul gazului ideal, coeficientul de vascozitate, coeficientul de conductibilitate termica si
cel de difuzie au respectiv expresiile:

1= (5.45)

n= %nml(v) (5.46)
K= %ncl(v} (5.47)
D= %l(v) (5.48)

Mentionam faptul ca legile empirice (5.17), (5.26) si (5.35) constituie cazuri particulare ale
relatiilor Onsager (vezi capitolul 7 din prima parte a cursului).

Probleme

5.1. Calculati fractia din moleculele unui gaz care:
a) traverseaza fara ciocniri distante mai mari decat drumul liber mediu 1

b) au drumul liber cuprins intre 1 si 21
R. akp™l; bep'-e?”
5.2, Determinati drumul liber mediu si timpul mediu de ciocnire pentru azot afiat in: a)
conditii nomale i b) t=0°C si p=10"" N/m?
R. a)l=0,06pm,t=0,13ns; bli=6-10"m,t=38h

5.3. Cum depinde de temperatura drumul liber mediu i frecventa de ciocnire pentru un gaz
care sufera un proces: a) izocor; b) izobar

R. a)ll=const,w~T", bl~T,w~T"?

5.4. Intr-un anumit proces efectuat de un gaz ideal coeficientul de vascozitate cregte de o
ori i coeficientul de difuzie creste de P ori. Cum se modifica presiunea gazulul in acest proces?

R. creste de a.’ /p ori

$.8. Un gaz ideal sufera un proces politrop. Determinaij indicele politropel dacé in acest
proces: a)D = ct.;b)n = ct.;c)K =ct.

R. a)1=3', b)1=1', o)n=l
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ANEXE

A. Valoarea lui |nn] pentru n mare

Conform definitiei

n=1-2-3....:n (A1)
de unde
1nnl=1n1+1n2+....+1nn=i1nm | (A2)
Dacd n este mare, suma (AZ) poate fi aproximata pri“r‘\;‘r-o integrala astfel incat
lnnlrejtlnxdx:(xlnx—x)ﬂ'wnlnnwn (A3)
deoarece contributia limitei inferio;re este neglijabila. Aproximatia (A3) implica rezultatul
dhm'zlnn+n-%—l=lnn (Ad)

O aproximatie mai buna care furnizeazi o eroare mai mica decét 1% chiar pentru n=10
este dati de formula Stirling ’

lnn!:nlnn~n+%ln(21m) (A5)

In limita p mare, n>>Inn si formula Stirling se reduce la forma mai simpla (A3).

B. Evaluarea integralelor [e*'dx gi [x"e*'ax (npar)

integrala nedefinita Ie""ldx nu poate fi exprimata prin functii elementare. Fie integrala
definita
I= J’e“"dx (81)

pe care o putem scrie si in functie de alta variabild de integrare
1= J' e dy (82)

Inmultind (B1) si (B2) obtinem integrala dubla

= ﬁc‘“"’*"’dxdy (83)

-~ 00—
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y$

S& exprimdm integrala (B3) In
coordonate polare (vezi figura B1)

X =rcos0
- - - — : (B4)
— | y=rsinf
y D | Pentru a acoperi intregul plan 0 <6 <2x
0 i §i 0<r <. Trecerea de la vechile variabile x
—> si y la noile variabile r si 0 se face cu ajutorul
X X relatiei
Figura B.7.
dxdy = |J | drdo
unde IJI este Jacobianul transformarii
x X
=l 2
Y %
a o0
s
Deoarece x* + y* =r” iar Jacobianul transformarii este egal cu r, rezulta pentru (B3)
. 2% [ o l _a‘_l @« x
I =J.d(-)je rdr=2n.| ——e =— (BS)
. % 2a, o @

sau

1= }e‘“"dx:é (B6)

Pentru evaluarea integralei de tipul J'x“e""zdx cu n par derivAm egalitatea (B6) in raport

cu parametrul o . Astfel, derivand succesiv in raport cu a obtinem

Ix’c“‘zd:c:—;—\/;ta‘m (87)
6i ’
J' x‘e""’dx=%ﬁa"f‘ etc (B8)

-
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C. Trecerea de la coordonate carteziene la coordonate sferice

i
R . Trecerea de la coordonate carteziene la
“. coordonate sferice se face conform relatiilor (in
X figura am considerat spatiul figurativ al
o ' vitezelor):
. . v, =vsin6cos ¢
_______ P v, =vsinBsing (03))]
“
v, =vcosO
Figura C.1.

Pentru a cuprinde tot spatiul, domeniul coordonatelor sferice este: v e [0, ao), Oe [0, n] §i

¢<[0,2x). Elementul de volum devine dV =|J|dv d0 de unde 1] este Jacobianul transformarii:

avx av! w‘
Zvv Z? Z:f inBcos¢p vcosOcosp —vsinOsin
P|= 6vy 66y a(;' =|sin@sing vcosOsing vsinBcosp|=v?sin6 (C2)
Clov, ov, o, cos® - —vsin6 0
N B B
astfel incat
dv =v?sin 6dO dpdv (C3)

D. Functia de distributie p(x)=Cx"e™™

Considerand functia de distribute P(X) definitd pentru xe[O,oo). constanta C se
determina din conditia de normare:

IP(x)dszIx"e"dx=l (D1)
. [ 0.
Pentru n=0, evaluarea integralei este simpla:
J' e*dx=1 (D2)
0

In general integrala poate fi simplificata printr-o integrare prin parti. Astfel, pentru n>0:

]zx"e"dxz n]:x""e"dx (D3)
° °

Daca n este natural, aplicand relatia de recurenta (D3) de n ori obtinem
j'x"e—'dx=n-(n~1)....2-1=nt (D4)
) .
Integrala este definita gi pentru n neintreg si n-1. n general, functia I'(n) este definita prin
relatia:
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I'(n) = _[ ode X iy (05)
0
Relatia de recurenta (D3) implica relatia generald

F(n)=m-DI'(n-1) (D6)
Din conditia de nomare (D1) rezultd
1 1
C = = D
% I'n+1) ©n
Ix "o *dx
0
astfel incat functia de distribuiie normata la unitate are expresia
1
P — n_-x m
=™ ©8)

Valorile caracteristice ale variabilei aleatoare x pot fi determinate extrem de simplu cu
ajutorul relafiei (D8). Astfel valoarea medie este data de:

_-’ - l r n+l_-x _F(n+2)_

‘!xp(x)dx‘r(nﬂ){x =T

_(n+l)F(n+1)=

T T+ ! ©9)

iar valoarea patraticad medie are valoarea:

T ] ¢ n+ —l r( 3)
(xz>=!sz(x)dx=m£x 2e I"(lr::]) =

(m+2)I(n+2) (n+2)(n+Dl(n+1)
B I'(n+1) B I'n+1)

=(n+2)}n+1) (D10)

Fluctuatia relativd se detemmina imediat:

\j ) (x J(n+2)(n+]) (n+1)? 1 O1)

n+l Jn +1
Valoarea cea mai probabllé a variabilel x se determin din conditia
dP
—=0 D12
& (012
obtindndu-se valoarea
X, =n (D13)

In limita n foarte mare, X, = (x) si fluctuatia relativa tinde la zero astfel ca sunt realizate cu

probabilitate diferita de zero numai valorile practic egale cu x, = (x).

Pentru n=1/2 functia de distributie are expresia:

I/Z -X s
P(x)= —5/—25 (D14)

Folosind relatia de recurenta (D8) rezulta
1
r(3)= 1 -r(—) (D15)
2) 2 2

77



unde I'(1/2) este data de:

r(%): Ix‘me"dx

Cu schimbarea de variabila x = y2 si folosind expresia (B6) obtinemn:

1)_ { ¥ a4y, _ T -Y v —
F(EJ—2£C dy—:[e dy = Jx
astfel Incét functia de distributie devine:

P(x)= 2 xV2e®

V=

(D18)

O17)

(D18)
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