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1.INTRODUCERE 

1 .1. Obiect. Istoric 

Termodinamica (studiul macroscopic al fenomenelor termice) nu lmpllcA nici o Ipoteză 
asupra structurii Interne a sistemelor. Principiile termodinamicii sunt o generalizare a rezultatelor 
experimentale şi permit determinarea proprietăţilor termice şi calorice ale sistemelor firi a putea 
determina tnsA ecuaţiile de stare. 

Se poate trece peste această limită a termodinamicii numai abordând microscopic studiul 
fenomenelor termice. Descrierea microscopică a fenomenelor termice are următoarele 
caracteristici: i) sunt făcute presupuneri cu privire la structura materiei, ii) este necesar un numlr 
mare de parametrii care nu pot fi determinaţi experimental. Studiul microscopic al fenomenelor 
termice a urmat două căi diferite. Prima din punct de vedere istoric, teoria cinetică sau dinamici 
aplică legile mecanicii constituen~lor sistemului, determinând în cazul gazelor ecuaţiile de stare. 
Acest subiect a fost dezvoltat de Clausius, Maxwell şi Boltzmann. Maxwell a descoperit legea de 
distribu~e a vitezelor moleculare în 1859, iar Boltzmann a formulat ecuaţia fundamentali a 
fenomenelor de transport în 1872. A doua direc~e de dezvoltare, termodinamica statistici (sau 
mecanica statistică sau încă fizica statistică) a fost fundamentată de Boltzmann (1872) şi Gibbs 
(1902) (fizica statistică clasică), iar apoi după dezvoltarea mecanicii cuantice, Bose şi Einstein, 
Fermi şi Cirac au pus bazele fizicii statistice cuantice. Fizica statistică ignori considerarea 
individuală a constituenijlor sistemului, aplicând consideraţii probabilistice globale. Proprietlţile 
medii ale unul număr foarte mare de obiecte pot fi determinate chiar în absenţa informaţiei despre 
un obiect individual. Natura acestor obiecte poate fi extrem de diferită, de la moleculele unui gaz 
la unde elastice în solide etc. Fizica statistică permite determinarea ecuaţiilor de stare şi de 
asemenea fumizeazA o interpretare fundamentală a conceptului de entropie şi a principiului dol al 
termodinamicii. 

Această parte a cursului este structurată în felul următor: în Capitolul 1 sunt prezentate 
noţiuni fundamentale ale teoriei probabilită~i aplicate atât variabilelor aleatoare cu spectrul 
discret, cit şi celor cu spectrul continuu. în Capitolul 2 este descrisă funcţia de distribuţie 
canonici, iar în Capitolul 3 teoria cinetică a gazului ideal aflat în stare de echilibru, e&te 
prezentată ca o aplicaije a distribuţiei canonice. Studiul fluidului Van der Waals este abordat ln 
Capitolul 4, iar Capitolul 5 este dedicat studiului fenomenelor de transport. 

1.2. Notiuni de teoria probabilitătii 
Considerlm un sistem fizic A cu care putem face experienţe. În unele cazuri efectul 

particular care rezulti din efectuarea unei singure experienţe nu poate fi prevbut cu oertitudtne; 
fie ci acest lucru este intrinsec imposibil (ca în cazul mecanicii cuantioe), fie ci Informaţia 
disponibilă despre sistem este insuficientă pentru o prezicere unică. Deşi nu este poslbll &I • 
faci afirma~i despre rezultatul unei singure experienţe este totuşi posibil si ae faci p,ezicMJ 
daci &e efectuează un numir mare de experienţe similare. Suntem astfel concluti la o ~ 
statistici a sistemului, adicil la o descriere în termeni probabilistici. În general problema poate fi 
abordată în doul moduri: 

i) Ansamblu statistic temo.oral- Efectuăm cu sistemul A un set de N experienţe fi fle Ni 
numlrul de cazuri Tn care se obţine un anumit rezultat (eveniment) i, care ne lntereaeul. 
Probabilitatea de apariţie a evenimentului i este 

N, 
pi= lirn _I 

N-- N 

5 

(1.1) 
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Când N este foarte r.rM•~. o repetare a setului de experienţe va duce cu o 

N' 
reproductibilitate foarte bună la ~cel~şi rapt>rt N•, , astfel lncât definiţia (1.1) devine neambiguă 

ln limita N ➔ oo . 

li) Ansamblu sta~stic spaţiai. ln kK~ să ne lndreptâm atenţia asupra unul sinyur sistem A 
care ne interesează, analizăm un ,-=Am,arnblu alcătuit dintr-un număr N de sisteme identice cu 
sistemul A . Fiecare sistem din ansamb!u e-st~ supus aceluiaşi experiment ca A . Dacă 
presupunem că din cele N sisteme di11 ansamblu, în Ni sisteme se obţine evenimenbJI i , 
probabilitatea de apariţie a evenimentului i e,isle: 

P ). Ni 
i ;a;; 1111 ---

N-- N 
Cele două abordări sunt echivalente numai dacă situaţia analizată nu depinde de timp. 

1.2.1. Proprietăţi ale probabilit~tii 

Probabilitatea Pi are următoarele proprietăţi: 

i) Pi este un număr cuprins Intre O şi l 

(1.2) 

(1.3) 

Evenimentul care are Pi = O se numeşte eveniment imposibil iar cel cu Pi = 1 se numeşte 

eveniment cert. 

ii) Presupunem cA o experienţă efectuatA cu sistemul A ne duce la un rezultat i din cele 
o rezultate posibile mutual exclusive. Considerăm cA în N I experienţe s-a ob~nut rezultatul 1 , 

ln N 2 rezultatul 2 , ... , ln N n evenimentul n . Deoarece aceste n evenimente sunt mutual 

exclusive şi epuizează toate posibilităţile, obţinem 

N 1 +N 2 + ...... +Nn=N 
lmpărţind prin N această relaţie, se obţine condiţia de normare a probabilitlţii: 

(1.4) 
i•I 

iii) Considerăm douA evenimente mutual exclusive cu probabilitlţile de apariţie P1 t;I 

respectiv Pj . Probabilitatea ca evenimentul i sau evenimentul j &I apari ca rezultat al unei 

experienţe este dată de relaţia 

P(i V j)= pi+ pj (1.5) 

iv) ConsiderAm douA evenimente statistic independente sau necorelate ou probabllitlţile de 
apariţie Pi şi respectiv Pj . Atunci 

(1.8) 

1.2.2. Valoare medie. dispersie. fluctuabe si fluctuabe relatiyl 

Presupunem cA o variabil.\ x a unui sistem oarecare poate lua una din cele n valori 

posibile: x 1 , x 2 , ... , xn cu probabilităţile P1 , P2 , ... , P.,. Aceasta lnseamnl ci tntr-un ansamblu 

de N sisteme identice (cu N foarte mare) variabila x ia valoarea xi ln Ni = NPi sisteme (sau 

daci asupra sistemului efectuăm N experienţe ln Ni = NPi experienţe, varlablla x la valoarea 

xi ). Specificarea tuturor probabilitA\ilor Pi pentru toate cele i valori poslbHe x 1 ale varlabllet x 

. constituie o descriere statistică completa a sistemului. ln majoritatea cazurilor este tnsA suficient 
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de a defini anumi~ parametrii care descriu distribu~a valorilor posibile ele variabilei x în ansamblu. 
Aceşti parametrii sunt: valoarea medie, dispersie, fluctua~e şi fluctua~e relativi. 

Valoarea medie a variabilei aleatoare x ln ansamblu este definită priri rela~a: 

(1.7) 

Acest parametru Indică valoarea centrală a lui x tn jurul ci.reia sunt distribuite valorile xi . 

Analog, valoarea medie a unei funcţii f(x) este definită prin expresia: 

n 

(r)= LPir<xi) (1.8) 
i=I 

Proprletăţile mediei sunt: 

I) valoarea medie a sumei este egală cu suma valorilor medii 

n n n 

{f + g)= LPi[f(xi)+ g(xi )]= Lpif(xJ+ LPig(xJ= {f) + (g) (1.9) 
i•I 

ii) media unei constante este egală cu constanta 

n n 

(c)= LPic=cLPi =c (1.10) 
Î•I i•I 

Parametrul care măsoară împrăştierea valorilor posibile ale variabilei aleatoare x ln jurul 
valorii medii este dispersia (sau media pătratului abaterii de la medie) definită prin rela~a: 

{(xi -(x)f)= f Pi(xi -(x)f =i: P,{xf-2xi(x)+(x)
2
)= 

l•J l•l 

n n n 

= LPixf -2(x)LPixi + (x}2I:P1 = (x
2
)-(x}2 (1.11) 

i•I i•I i•I 
n 

Dispersia nu poate fi negativă, deoarece fiecare termen al sumei LPi(xi -(x)f este nenegativ. 

Dispersia se anulează numai dacă toate valorile xi ale variabilei aleatoare sunt egale cu (x) . 
n 

Daci dispersia este foarte mici, trebuie ca toţi termenii sumei L Pi (xi -(x))
2 

sA fie foarte mici, 
Î•I 

deci (v), Pi(xi-(x))
2 

trebuie &A fie foarte mic, deci cel puţin unul din factori trebuie sA fie mic. 

Astfel, ori (xi - (x)) este mic (variabila aleatoare ia valori apropiate de valoarea medie) sau 

variabila aleatoare ia valori xi depărtate de (x) , dar atunci probabilitatea Pi trebuie sA fie foarte 

mici. Astfel, dacă dispersie este foarte mică, nu pot fi realizate cu o probabilitate apreciablll 
decât valorile foarte apropiate de valoarea medie, celelalte valori fiind improbabile. 

O mAsurA llniarA a lmprăştieril valorilor posibile xi este datA de rAdAcina plltratl din 
dispersie numită abatere pătratici medie sau fluctuaţie, care conform relaţiei (1.11) are expresia: 

J((xi - (x)f) = J(x1 
)- (x)

1 
(1.12) 

Fluctuaija relatiw se defineşte prin raportul dintre fluctuaţie şi valoarea medie: 

J((x, -(x))
2

) _ J(x 2 )-(x)
2 

(x) - (x) (1.13) 

7 
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Aceste argumente se pot generaliza în cazul mai multor vadabile. Considerăm cazul a 
două variabile. Variabila x poate lua una din valorile posibile xi cu 1 :5: i s; n şi variabila y una 

din valorile y i cu l s; j s; m . Fie P;i probabilitatea ca x sA ia valoarea xi şi y să ia valoarea y J. 

Condiţia de normare devine în acest caz 

n m 

LLP,j=l (1.14) 
i-l _;..1 

Probabilitatea P, ca variabila aleatoare x să ia valoarea xi , Indiferent de valoarea luată 

de variabila aleatoare y , este sume probabilităţilor tuturor situaţiilor posibile consistente cu 

valoarea xi , 

m 

Pi= Lpij c1.15> 
Jcl 

Similar, probabilitatea Pi ca y să ia valoarea y J indiferent de valoarea pe care o ia x est.e datl 

de 

(1.16) 

Fiecare din probabilităţile P; şi Pi sunt normate. De exemplu 

n n m 

LP; = LLpij =l (1.17) 
i~l i~l J~l 

Un caz important este acela în care probabilitatea ca o variabilă să ia o anumită valoare, 
nu depinde de valoarea luată de cealaltă variabilă. În acest caz variabilele sunt statistic 
independente, sau necorelate şi conform relaţiei (1.6) 

P,J=P; ·PJ (1.18) 

Valoarea medie a oricărei funcţii F(x, y) este definită prin relaţia 

(F)= :t f P,l(x,,yJ (1.19) 
i•l J•l 

1.3. Distribuţia binomială. Relaţia Bo!tzmann 

Subliniem importanţa deosebită a acestui paragraf atât prin exemplificarea noţiunilor 
introduse în paragraful precedent, cât şi prin introducerea unor concepte fundamentale cu care 
operează fizica statistică. 

Problema la care dorim să răspundem poate fi formulată simplu în felul următor: lntr-un 
recipient de volum V O izolat adiabatic, se află un gaz ideal alcătuit din N molecule. Presupunem 

cA vasul este împărţit în două părţi de volume V1 şi respectiv V
2

. 

I I 
v, 

I I 
Figura 1.1 

8 

Evident 

probabilitatea ca o molecull sl se afle ln 
volumul V1 şi q ca ea să se găsească în V2 . 

Din condiţia de nqnnare ob~nem p + q = 1. 
Care este probabilitatea ca n molecule sl se 
găseascA in V1 şi restul n' = N - n ln V2 ? 
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Deoarece gazul este ideal, moleculele nu interacţionează între ele şi pot fi considerate 
statistic independente, astfel încât probabilitatea de apari~e a unei configuraţii particulare ln care 

n molecule se ană în V,, iar restul n' = N - n se g~sesc în V2 , poate fi scrisă: p 0 q
00

. Dar 

această situaţie în care n molecule se găsesc în V, se poate realiza fn mai multe moduri (vezi 

tabelul 1.1 unde litera S indică moleculele care se găsesc in V, , iar litera O moleculele care se 

găsesc Tn V
2

. Numărul moleculelor care se găsesc în V, este n, iar al celor care se găsesc în 

V
2 

este n' . Numărul O N al configuraţiilor posibile ln care n molecule din cele N se găsesc Tn 

V1 este indicat în ultima coloana). 

TABELUL 1.1 

1 2 3 4 n n' o... 
s s s s 4 o 1 
s s s o 3 1 
s s o s 3 1 

4 s D s s 3 1 
D s s s 3 1 
s s o o 2 2 
s D s D 2 2 
s D D s 2 2 

6 D s s D 2 2 
D s D s 2 2 
D D s s 2 2 
s D D D 1 3 
D s D D 1 3 

4 D D s D 1 3 
D D D s 1 3 
o o D D o 4 1 

Pentru a detennina numărul configuraţiilor posibile ln care n molecule se găsesc ln V1 şi 

restul n' = N - n se găsesc în V2 , trebuie contorizat numărul de căi distincte în care N obiecte, 

din care n indiscernabile de un tip şi n' indiscernabile de alt tip, pot fi plasate în N :::; n + n' 
locuri posibile. Astfel, primul loc poate fi ocupat de unul din cele N obiecte, locul doi poate fi 
ocupat de unul din cele N - 1 obiecte ramase ... locul N poate fi ocupat de ultimul obiect. Deci 
toate locurile disponibile pot fi ocupate rn N(N -1 ) .... 1 = NI moduri posibile. Dar aceastA 

contorizare consideră fiecare obiect discernabil (cu etichetă). Dar, deoarece n obiecte de tipul 1 
(moleculele aflate Tn V1) sunt indiscernabile toate pem1utările ni ale acestor obiecte conduc la 

aceeaşi situa~e. Similar, toate cele n'I permutări ale obiectelor de tipul 2 (moleculele ,.diate ln 

V2 ) conduc la aceeaşi situaţie. A_sttel, îrnpă,ţind numărul total de petmutări NI prin numărul de 

permutări irelevante ni n'I obţinem numărul total de căi distincte în care N obiecte pot fi aranjate 
ln N locuri dacă n sunt de un tip şi n' = N - n de alt tip. Probabilitatea căutată devine 

(1.20) 

Această probabilita~ constituie răspunsul la urml'ltoarea J.,roblemă generalA: fie N 
evenimente statistic independente; probabilitatea ca un evenirnent să se rec1lizeze este p Iar 

probabilitatea ca el să nu se realizeze este q. Ca,e este probabilitatea Pw (n) ca n evenimente 

r.ă se realizeze, iar n' să nu se reuh:wze? 

Probabilitatea dată de (1.20) lndephneşte co11di~a de nom1a1e 

o 
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(1.21) 

Deoarece probabilitatea (1.20) apare Tn expresia dezvoltAril binomului Newton, ea se 
numeşte distribuţie binomială. 

Analizând informaţia cuprinsă în tabelul 1.1 putem nota următoarele observa~!. Starea 
termodinamică a sistemului (numită în cadrul fizicii statistice macrostare) este complet specificatl 
de numărul de molecule dintr-o partiţie a vasului. Numărul de căi distincte ln care se realizeazl 
macrostarea se numeşte numărul de microstări compatibile cu macrostarea datA (sau ponderea 
statistică a macrostârii). De exemplu, macrostarea n := 3; n' := 1 se poate realiza ln O= 4 
moduri diferite. Numărul de microstări compatibile cu macrostarea de echilibru este maxim (ln 
exemplul din tabelul 1.1. O:= 6 ). Nu există nici un motiv de a prefera una sau alta dintre 
microstările compatibile cu macrostarea de echilibru, astfel încât toate microstările compatibile cu 
o macrostare de echilibru sunt echiprobabile. 

Evoluţia unui sistem izolat are loc din punct de vedere macroscopic (termodinamic) ln 
sensul creşterii entropiei, iar microscopic (statistic) ln sensul creşterii numărului de mlcrostari 
compatibile cu macrostarea dată. Legătura dintre entropia S şi ponderea statistică a macrostării 
se numeşte rela~a Boltzmann. Considerăm două sisteme macroscopice oarecare aflate ln stare 
de echilibru termodinamic. Legătura dintre S şi O pentru fiecare sistem poate fi scrisA 

(1.22) 

Aducând cele două sisteme în contact, entropia sistemului format este dată de 

S = S1 + S2 (1.23) 

Presupunem că cele două sisteme aduse în contact interacţionează slab astfel încât pot fi 
considerate statistic independente. Deci, folosind (1.6): 

0=0 •• ()2 

Deoarece sistemul final format este ln echilibru 

S=f(O) 
şi combinând rela~ile (1.23) şi (1.24) ob~nem 

r(o )=- r(o, . o 2 )= r1 (n1 )+ f 2 (o 2) 

Diferenţiind această egalitate 

df dfl df2 
-dO=-dLJ +-dO 
dO dO 

1
d0 

2 
I 2. 

şi egalitatea (1.24) 

obţinem 

(~o _ <lf1 }o +(~a _ df1 }a =O 
d0 1 do 1 d0 1 dO 1 

l 1 

Deoarece O I şi O 2 sunt independente, din rela~a (1.29) obtinem 

81 

şi apoi 

,.1~ =-- n. _Jf2 = o df• = k 
dO 

2
d0 1 d0 2 I 

(1.25) 

(1.26) 

(1.27) 

(1.28) 

(1.29) 

(1.30) 

(1.31) 

unde k este o constantă universală (nu depinde de natura sistemului), numitl constanta 

Boltzmann (k.:..: 1.38 - 10·-D ..!. ). Deci 
. K 

10 
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df = k dO 
o 

(1.32) 

Integrând relaţia (1.32), considerând constanta de integrere O (conform principiului III al 
termodinamicii) obţinem relaţia Boltzmann 

S=f(O)=klnO (1.33) 

relaţie fundamentală, deoarece exprimă legl!Hura dintre un parametnJ macroscopic S şi unul 
microscopic. 

Revenind la distribuţia binomială (1.20), pot fi determinate valoarea medie, dispersia şi 
fluctual,ia relativă conform definiţiilor (1.7), (1.11) şi (1.13). Valoarea medie a variabilei aleatoare 
n este dată de: 

N N NI 
(n)= LnPN (n)= L ( • ) npnqN-n 

n=O n=O ni N - n 
Pentru a calcula această sumă, putem scrie 

şi atunci valoarea medie devine 

=p~~+qN)=Np(p+qr-• =Np 
op 

deoarece p + q = I . 
Analog, aplicând relaţia (1.35) de două ori: 

l D n â/_n) â{ n) â[ âLn)~ â/_a) l {J2 ■ 
• n p = n • np = np lp \P = p âp \"P = P âp P âp \P J = P op \P + P lp 1 P 

Valoarea pătratică medie devine succesiv: 

N NI (n2)= L----,--~nzpnq•N-n = 
n= 0 nl(N -n) 
» NI N 2 -~-----.- O ln\ N-n ~ NI 2 O l_ntN-n 

- ~ P-\P }I + ~ --,.-----.- p -\P }l = 
n•O nt(N - n) âp 0 • 0 nl(N - n) Bp2 

o [~ NI n N-n l 2 â
2 
[~ NI n N-n] 

=pâp ~nl(N-njP q +p âp2 ~nl(N-nt q = 

=p~(p+ qr + p2 â22 (p+ q)" =Np(p+ qr-• + N(N-lj:>2(p+ q)M-2 = 
op âp 

(1.34) 

(1.35) 

(1.36) 

= Np + N(N -1Al 2 (1.37) 

Dispersia este dată de 

(1.38) 

iar fluctua~a relativă devine 

11 
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(1.39) 

Presupunem pentru simplitate cil partiţia din figura 1 .1 este lntrodusA la jumAtatea vasului. 

Atunci p=q=.!. şi (n)=N/2, iar fluctuaţia relativă are valoareat/../N. Aceste doul mlriml 
2 

conVn o cantitate apreciabilă de informa~e asupra dlstribu~el numărului de molecule dintr-o 
parti~e a vasului. Astfel, apar cu o probabilitate apreciabilă numai acele valori ale lui n care se 

afli fn vecinltatea lui (n) = N /2 , iar împrăştierea acestor valori în jurul valori I medii este datl 

de 1/ ./N. Când recipientul conţine un mol de gaz, N este egal cu numărul lui Avogadro 

N -10 26
. fn acest caz fluctuaţia relativă are valoarea -10- 13

, aşa de mică încât poate fi neglljatA. 
Astfel definiţia sistemului termodinamic (sistem alcltuit dintr-un numlr foarte mare, dar finit de 
constituenţi). devine evidentă. 

Deoarece fluctuaţia relativă - 1/ ./N (subliniem generalitatea acestui rezultat, chiar daci a 

fost dedus pentru o distribuţie particulară) când N este foarte mare, ftuctua~a relativA devine 
neglijabilă şi valorile variabilei aleatoare coincid cu valoarea medie. Valorile variabilei aleatoare 
diferite de valoarea medie sunt practic improbabile. Deci, în acest caz funcţia de distribuVe are un 
maxim extrem de pronunţat în jurul valorii medii, fiind practic zero în rest (vezi figura 1.2). 

Figura 1.2 

n 

Valoarea variabilei aleatoare pentru care 
funcţia de distribuţie este maximi, se numeşte 
valoarea cea mai probabili. Valoarea cea mal 
probabilă nP se determini din condiţia ca 
PN(n) sA fie maxim 

dPN(n) = O 
cin 

sau echivalent, din oondiţia ca lnPN să fie 

maxim 

dlnPN(n) l dPN(n) 
----=-·---=O (1.40) 

dn PN dn 

ConsiderAnd logaribnul distribuţiei binomiale (1.20) obţinem 

lnPw(n)= lnNl-lnnl-ln(N - n)+nh1p + (N - n)lnq (1.41) 

ln limita N foarte mare, folosind formula Stirling simplificatA {A4) derivata lui (1.41) devine 
cu o buni aproximaţie 

dlnPw(n) = ln (N -n)p 

dn nq 
(1.42) 

Condiţia necesară de extrem (1.40) implică 

(N -n)p= nq 
de unde &e obţine valoarea cea mai probabilă a variabilei aleatoare 

n, = Np = (n) (1.43) 

ln cazul particular al distribuţiei binomiale valoarea cea mai probabilă a variabilei aleatoare 
este egală cu valoarea sa medie. Subliniem că acesta nu este un rezultat general, ci în general 
cele două valori sunt apropiate, dar nu coincid. 
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1.4. Variabile aleatoare cu spectru continuu 

Considerăm cazul unei variabile aleatoare x care poate lua orice valoare în domeniul 
continuu (a1.a 2]. O descriere probabilistică a acestei situaţii implicA cunoaşterea probabilitAţii ca 

variabila x sA ia valori cuprinse Tn intervalul infinitesimal [x. x + dx]. Această probabilitate este 

proporţională cu mărimea intervalului dx şi poate fi scrisă în forma: 

(1.44) 

unde g> (x) se numeşte densitate de probabilitate, sau funcţie de distribuţie. Condiţia de normare 

se scrie ln acest caz 

(1.45) 

.. •1 

Media oriclrel func_ţii care depinde de x este: 

., ., 
(f)= Jr(x)JP(x)= Jr(xfJ>(x)Jx (1.46) 

... •1 

astfel lncât valoarea medie a variabilei aleatoare este dată de 

., 
(x) = J x.o/(x)Jx (1.47) 

•1 

Iar Y111ioarea pătratici medie are expresia: 

(1.48) 

•1 

Cunoscând funcţia de distribuţie g> (x), dispersia, fluctuaţia şi fluctuaţia relativi pot fi 

calculate cu ajutorul expresiilor (1.47) şi (1.48). 

Un caz deosebit de Interesant este acela în care variabila aleatoare x la cu certitudine o 
valoare x 0 din domeniul (- oo. ~). Valoarea x 0 fiind realizau\ cu probabilitatea egali cu 
unitatea, obţinem: 

(1.49) 

Acest lucru nu este posibil decât daci funcţia de distribuţie are urmltoarea expresie (vezi 
figura 1.3). 

Figura 1.3 

pentru X= x0 (1.50) 
pentru X >F- x

0 
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ln acest caz ideal ln care variabila 
aleatoare nu poate lua decAt valoarea x0 (deci 

fluctuaţia relativă S€I anuleazA) funcţia de 
distribuţie definită prin (1.50) se noteazA cu 
6(x - x 0) şi se numeşte funcţia Oirac, având 

următoarele proprietăţi: 
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.., 

f 8(x - x0 Jlx = 1 (1.51) 

şi 

.., 
f f (x }s(x - x0 ).ix= f (x 0 ) (1.52) 

Generalizarea rezultatelor în cazul mai multor variabile este imediată. Considerăm cazul a 
două variabile xşi ycare pot lua valori în domeniul [a 1 ,a 2 ]şi respectiv [b1,b:J Probabilitatea 

ca x să la valori în intervalul [x. x + d'C] şi y în intervalul [y,y + dy ]este: 

dP(x, y) = 9>(x, y }Jxdy (1.53) 
cu condiţia de normare 

., 1,, 

j J~(x, y }Jx<ly = I (1.54) 

Valoarea medie a oricărei funcţii F(x, y) este dată de: 
., I,) 

(F) = f J F(x, y 'fJ(x, y ţixdy (1.55) 

Probabilitatea ca variabila x sa 1a valori cuprinse între x şi x + dx indiferent de valoarea 
variabilei y este: 

I,) 

dP(x) =-= 0>(x ~1x = J 9\x, y }:Ixdy (1.56) 

b, 

iar 

"i 

g>(x)_; fY(x,y}.ly (1.57) 
b, 

Evident 9'(x) îndeplineşte condiţia de normare 

(1.58) 

DacA. cele două variabile sunt statistic indep,3ndente, sau necorelate, conform proprietăţii (1.6) 
rezultă 

(1.59) 
Noţiunile prezentate în acest paragraf vor fi exemplificate Jn urmAtorul, cu ajutorul funcţiei 

de distribuţie Gauss. 

1.5. Functia de distributie Gauss 

Funcţia de distribuţie Gauss are următoarea expresie standard 

(1.60). 

14 
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~ verificăm dacA 9>(x} este normată la unitate. 

1 r:::--; 
=--===v2xa- =1 

.J2na 2 
(1.81) 

unde am folosit schimbarea de variabili y = x - µ , iar evaluarea integralei ..,. flcut cu ajutorut 

expresiei {B6). 

Valoarea medie a variabilei aleatoare x poate fi determinat\ ln felul urmltor: 

• i • _(•-~r 
(x) = J x9>(x}tx = 

2 
f xe 2

a
1 

dx = 
-• ri;;;;r __ 

[ 

J J l 1 • y • y 

= z Jye-wdy+µ Je-wdy 
J21ea -• -• 

(1.82) 

unde am folosit aceeaşi schimbare de variabilă y = x - µ . Prima integrali se anulează deoarece 
integrandul este impar şi intervalul de integrare este simetric ln jurul originii, iar a doua integrali 
poate fie evaluată cu ajutorul (86). Astfel se obţine rezultatul 

(x)=µ (1.63) 

Valoarea patratici medie a variabilei aleatoare este datl de 

• 1 • ~ 
(x 2 )= Jx 29>(x}tx= 

2 
Jx 2e- za1 dx= 

-• J2xa -• 

unde y = x - µ . Integrala a doua se anulează, iar celelalte doul au fost evaluate ln Anexa B 
(expresiile (87) şi (86)), astfel încât obţinem rezultatul 

(x 2) = a2 + µ z (UM) 

Folosind expresiile ·(1.63) şi (1.64) ob~nem pentru dispersie, fluctuate tl fluctuate relativi, 
respectiv valorile: 

((x-(x)f)=(xz)-(x)z =az +µ2-µ2 =aa 

J{(x-(x)f)=J(x1 )-(x)1 
=a 

✓((x-(x)f} _ J(x 2}-(x)2 
a 

(x) - -(-,---x)-= µ 

Valoarea cea mai probabili a variabilei aleatoare este datl de condiţia 

ceea ce conduce la rezultatul 

JP 
-=O 
dx 
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x, = µ = (x) (1.69) 

Reprezentarea schematicA a funcijei de distribuţie Gauss este prezentatA tn figura 1.4. 

Valoarea maxlmA a funcţiei de dlstrlbuije (ob~nutA pentru xP = µ) este 9>(J.i)= t/ J2ao2 

Iar llrgimea curbei Pste datill de fluctua~e, având valoarea a (conform relaţiei (1.86)). 

Cu scAderea parametrului a curba se înalţă şi se fngusteazl cu condiţia tnsA ca aria 
mArglnltA de curbA şi axa absciselor să fie egalA cu unitatea. Când cr ➔ O funcţia de distribuţie 
Gauss tinde către funcţia de distribu~e Dlrac (vezi figura 1.3) caz în care variabila x la cu 
certitudine valoarea µ . 

1 

X 

Figura 1.4 

Probleme 

1.1 Cum se comportă ponderea statisticA a macrostArii daci sistemul termodinamic 
efectueazA un proces adiabatic reversibil? 

R: O=consl 

1.2 Un aletern termodinamic trece din starea 1 fn starea 2 undaCl 2 = 201. CM es18 M 12 ? 

R: AS12 = k ln2 

1.3 Pond~rea statistici a macrostAril unei mase de gaz este Cl1 . Determinaţi ponderea 
statistici a ui:-et mase de ori mal mare din acelaşi gaz aflat tn aceleaşi condiţii de temperaturi fi 
presiune. 

R: Cl 2 =Cl/1 

1.4 Considerăm variabila aleatoare x care poate lua valorile 1,2, ... ,n, ... cu probabilltlţlle 

1/2, 1/4, ... ,1/2" .... SA se calculeze: Q (x); li) dispersia; III) fluctuaţia relatlvA. • 

R: i)(x) = 2; ii)((x - (x)}2) = 2; iii)J2/2. 

1.5 Un gaz Ideal alcătuit din N molecule se afli în stare de echlllbru termodinamic tntr-un 
vas Izolat de mediul exterior. Care este probabililatee oa spontan cele N molecule si se stnlngl 
1ntr-o treime din volumul Iniţial? 
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1.6 Si se arate ci tn limita p«1 tl n<<N, distribuţia binomială (1.20) devine distribuţia 

Pol8150n: P(n):::; 'A.0 c-a. /ni . Si se determine condiţia de normare şi (n). 

·• 

1.7 SA se arate cA in limita N ➔ «> dlsbibutia binomială devine distribuţia Gauss. 

1.8 ln figuri sunt date patru funcţii de distribuţie ale variabilei x . 

f(I) 

A A 

• X 2• • -• • X X 

Pentru fiecare caz sA se determine: ij valoarea constantei A astfel tnctt funcţiile de 

disbibuţie să fie normate; ii) (x) ; iii) ( x 2) ; iv) dispersia. 
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2. DISTRIBUŢIA CANONICA 

2.1. Spatjul fazelor 

Considerăm mişcarea uni-dimensionali a unul punct material de masă m . Starea 
dinamici a punctului material este complet caracterizată de poziţia sa x şi de impulsul său pll . 
Daci cunoaştem forţa care acţionează asupra punctului material şi starea sa dinamici la un 
anumit moment de timp, putem detennlna starea sa dinamici la orice moment ulterior de timp, 
rezolvAnd ecuaţia Newton: 

d2x 
m-;:::F 

dt2 
(2.1) 

Ecua~a Newton este o ecuaţie diferenţiali de ordinul dol, deci sol~a el depinde de doul 
constante care se determină din condiţiile Iniţiale. Este o ecuave reverslbilA (invariantă temporal), 
adicl schimbând t în - t soluţia ei nu se schimbă. Aceasta proprietate a ecuavei Newton 
generează anumite probleme în studiul fenomenelor irever&ibile. 

Astfel, rezolvând ecuaţia Newton, detenninlm dependenţa de timp a coordonatei x şi a 
Impulsului pll şi putem trasa graficele x(ţ) şi J!!t). Este însă mai convenabil să avem un grafic 
care să reprezinte o secvenţă de stări dinamice ale punctului material. Pentru a obţine acest 
grafic este necesar să eliminlm timpul intre x ;::: x( t) şi p";::: Pi t). Spaţiul bi-dimensional care are 

ln abscisă poziţia x şi tn ordonata Impulsul pll se numeşte spaţiul fazelor (concept Introdus de 
Gibbs). Spaţiul fazelor nu are nimic comun cu spaţiul real, fiind un concept pur imaginar, figurati-.,_ 
Starea dinamici a punctului material se reprezinta in acest spaţiu printr-un punct, numit punct 
reprezentativ, iar fiecarui punct din spaţiul fazelor îl corespunde o stare dinamică bine definită a 
punctului material. Când starea dinamici a punctului material se modifică, pozi~a punctului 
reprezentativ din spaţiul fazelor se schimbă; punctul reprezentativ descrie o traiectorie, numită 
traiectorie de fază, complet diferită de traiectoria reali. Pentru a localiza punctul reprezentativ 
este convenabil sl tmpă,vm spaţiul fazelor în celule elementare de arie dxdp . 

Starea dinamica a ·punctulul material poate fi astfel specificată prin faptul că pozi~a lui se 
găseşte în intervalul [x, x + dx] şi impulsul în inteivalul [p, p + dJ? l. 

) IC ici 

p+dp 
X X 

Px 

X X+ X 

Figura 2.1 

X 

Specificarea stării dinamice este cu 
atAt mai precisA cu cât mlrimea celulei din 
spaţiul fazelor poate fi arbitrar de mici. 
Mecanica cuantică impune o !Imitare inferioarl 
a mlrimil celulei datoratl principiului de 
nedeterminare Heisenberg: Lixl\pll ~ h/2K. 
Asţfel, din punct de vedere cuantic, împărţirea 
spa~ului fazelor tn celule de arie mai mici 
decât h/2K nu are suport fizic. 

ln cazul mlşcArii unul punct material cu trei grade de libertate (mişcarea de translaţie tri
dimensionali), starea dinamici este complet determinată de şase variabile, trei variabile pentru 
poziţie r=(x,y,z)şl trei pentru Impuls p=(pll,Py,Pz). Evoluţia în timp a stării dinamice se 

poate afla rezolvând trei ecuaiji Newton scalare 
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(2.2) 

cu şase condi9i iniţiale date: r(to )= fo şi p{to )= Po. 

p M(r,p) 

df~ 

~---------r 
Figura 2.2 

ln acest caz spa~ul fazelor este şase 
dimensional, cu elemer.tul de • volum 
didp = dxdydzdp

11
dpydp, (Deoarece suntem 

nişte biete fiinţe bi-dimensionale nu putem 
vedea într-un spaţiu cu mai multe dimensiuni şi 
de aceea în figura 2.2 am desenat un spaţiu bi
dimensional). 

Considera9ile anterioare pot fi 
generalizate pentru un sistem macroscopic, 
alcătuit dintr-un numar N foarte mare de 
particule, fiecare particulă având trei grade de 
libertate de trenslaQe. 

Starea dinamică, numită starea microscopică (sau microstarea) sistemului este complet 
determinată de setul celor 6N variabile reale, Independente, 3N variabile pentru poziţiile 

particulelor, rN =(r1,f2,·····•rK) şi 3N variabile pentru impulsuri, PN =(i>1,P2•·····•PN). Cele 

6Nvalorl ale variabilelor (rN .p") definesc pozi~a punctului reprezentativ al sistemului ln spaţiul 
H 

fazelor 6N -dimensional, numit spa9ul r" cu elementul de volum dr" = dr"dp" = TT dridPi. 
i•I 

Determinarea evoluţiei în timp a microstării sistemului s-ar putea face prin rezolvarea unui sistem 
de 3N ecuaQi Ne'Nton. Deoarece pentru un sistem macroscopic N este de ordinul numărului lui 

Avogadro NA = 1026 ,acest lucru este imposibil în practică. (Cele mai pertonnante sta~i de 

calculator actuale pennit simularea sistemelor alcătuite din maxim 1 o' particule). 

Aşadar,'dificultatea esenijală a acestei metode microscopice de studiu este unnătoarea: 
ln timp ce metoda macroscopică care face abstracije de structura internă a sistemelor are nevoie 
de un număr mic de parametrii (tennodinamici) pentru caracterizarea stlrii, metoda microscopici 
cere cunoaşterea unui număr enonn de parametri. Deci, un sistem macroscopic considerat din 
punct de vedere al structurii sale interne este un sistem mecanic cu un numAr enonn de grade de 
libertate. Numărul diferit de parametrii care caracterizează macrostarea faţă de cel necesar 
pentru descrierea microstării introduce unele simplificări esenţiale. Este clar că Intre parametru 
macroscopici (tennodinamici) şi cei microscopici trebuie să existe anumite relaţii şi în consecinţl • 
cunoaşterea microstării implică univoc cunoaşterea macrostării. Reciproca nu este adevărat\, 
existând o varietate largă de microstiri compatibile cu macrostarea datA. 

2.2 Ansamblu statistic 

Fie un sistem termodinamic pe care li aducem într-o stare macroscopici bine 
determinată. Starea microscopică a sistemului nu este detennlnatA. Ea poate fi una, oricare din 
mulţimea de microstări compatibile cu macrostarea datA. Daci\ repetăm experienţa, aducalnd 
mereu sistemul în aceeaşi macrostare, stările microscopice pot diferi de la experienţi la 
experienţă. Astfel, condiţiile macroscopice date fn care se face experienţa nu pennit 
determinarea univoci a microstArii (rezultatul experienţei), ci sunt posibile mai multe rezultate. 
Rezultatul unei astfel de experienţe fiind un fenomen aleatoriu, putem analiza comportarea 
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sistemelor termodinamice în termeni probabilistici. Ideea de bază a lui Gibbs este unnătoarea: ln 
loc de a face ..;V experienţe cu acelaşi sistem, considerăm .,,V sisteme identice. Toate aceslB 
copii fidele se găsesc în aceleaşi condiiji macroscopice, dar pot fi fn microstAri diferite. Cele 
_;V sisteme identice formează un ansamblu statistic. 

Spre exemplificare, considerăm un sistem macrocopic aflat la un anumit moment de timp 
Tntr-o macrostare bine determinată. Cu trecerea timpului punctul reprezentativ al sistemului va 
descrie o traiectorie de fază care se va afla în întregime cuprinsă în regiunea din spaijul fazelor 
unde se găsesc microstările compatibile cu macrostarea dată. Dacă considerăm ansamblul 
statistic la acelaşi moment de timp şi ''fotografiem" spaijul fazelor, ''vedem" microstArile (punctele 
din spaijul fazelor) aflate de-a lungul traiectoriei de fază. Este vorba de înlocuirea ansamblului 
statistic temporal cu cel spaţial. 

Fie un sistem macroscopic închis, alcătuit dintr-un număr foarte mare N de particule cu 
mase cunoscute, fiecare particulă având trei grade de libertate (considerăm particula ca punct 
material neglijând gradele de libertate ale mişcărilor interne). În principiu, fiecare punct material 
reprezintă o particulă elementară constituentă a sistemului. În practică, pentru simplificarea 
tratării, anumite asociaţii de particule elementare, care in timpul prcx:eselor studiate păstrează o 
structură invariabilă, pot fi considerate ca formând un singur punct material. 

De exemplu, dacă nucleele atomilor sistemului nu suferă modififcări în cursul proceselor 
studiate, le putem considera pe fiecare ca un singur punct material, deşi nucleul are o structuri 
complexă, fiind alcătuit din protoni şi neutroni (neglijăm astfel gradele de libertate ale mişcărilor 
protonilor şi neutronilor). Dacă şi păturile electronice ale atomilor păstrează aceeaşi configuraţie 
în timpul proceselor analizate, putem trata fiecare atom ca punct material. 

Presupunem cunoscute toate forţele care se exercită asupra fiecărei particule din sistem, 
atât cele interne, cât şi cele externe. Admitem că aceste forţe sunt conservative şi deci ci energia 
mecanică a sistemului se conservă. De asemenea, presupunem că mişcarea particulelor 
sistemului se face după legile mecanicii clasice. Această ipoteză nu este corectă, totuşi ln 
anumite condiţii constituie o aproximaţie destul de bună a mecanicii cuantice. 

Starea dinamică sau microstarea sistemului este complet determinată de setul celor 6N 

variabile reale, independente (rN = (i; , ... , rN lPN = (p1 , ... ,pH )). Valorile acestor variabile 

definesc pozi~a unui punct reprezentativ în spaţiul fazelor 6N -dimensional r N . În timp, punctul 

reprezentativ descrie o traiectorie de fază. 

Dacă este cunoscută poziţia punctului reprezentativ la un moment dat, ea poate fi univoc 
determinată (cel puţin principia:) la orice moment ulterior de timp prin rezolvarea celor 3N ecua~i 
Newton, astfel încât o traiectorie de fază este perfect determinată printr-un singur punct al du. 
Altfel spus, prin fiecare punct al spaţiului fazolor trece o singură traiectorie. 

Legea conservării energiei admite o interpretare geometrică simplă în spa~ul fazelor. 
Locul geometric al punctelor din spaţiul fazelor care corespund unei valori numerice constante C 
pentru energia sistemului este reprezentat analitic prin ecuaţia: 

(2.3) 

Această ecuaţie reprezintă o hipersuprafaţă 6N - I -dimensională. Fiecărei valori C li 
corespunde o astfel de hipersuprafaţă de energie constantă, iar modificând valoarea lui C 
obţinem o familie de astfel de suprafeţe. Când C creşte, aceste suprafeţe se învăluie una pe 
cealaltă; ele nu se intersectează. Prin fiecare punct al spaţiului fazelor trece o astfel de suprafaţl 
de energie constantă. 

Deoarece în cursul mişcării valoarea energiei sistemului nu se schimbă, punctul 
reprezentativ se va găsi mereu pe aceeaşi suprafaţă de energie constantă. Astfel, fiecare 
traiectorie de fază este integral conţinută într-o suprafaţă de energie constantă (vezi figura 2.3) 
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Figura 2.3 

unde din nou spaţiul fazelor 6N -dimensional 
r N a fost desenat ca un spa~u tridimensional, 
hipersuprafaţa de energie constantl fiind acum 
o suprafaţl obişnultl. 

O suprafaţl de energie oonstantl ••te 
o suprafaţl închid, nu ae poate întinde la 
Infinit, deoarece ln acest cu: alatemul nu ar 
putea atinge starea de echHlbru tennodlnamic. 

Conaidertm doul hipersuprafaţe da energie constantl (deoarece în figura 2.4 am 
reprezentat spa~ul fazelor bi-dimensionai, hipersuprafaţa de energie oonatantl eate acum o 
curbl). 

Figura 2.4 

Suprafaţa (1) este caraotsrizatl de 
faptul cA energia sistemului eata egali ou 
valoarea oonstantl B, Iar suprafl,a ~ 
îndeplineşte oond~ia ol energia alstemului are 
valoarea constantă B + AB . Fiecare hipefSU
prafaţl de energie oonatantl conatlhHe 
frontiera regiunii din ap■ţf~ fazelor în oal'9 • 
O,lseec mlorostlrile care au en9f191e mal mici, 
l■U cel mult egali cu Wlloaraa datl. Votumul 
aoeatel ,aglunl (sau aclwalent numind 
mlerostlrUor care au energia mel mici NU 

egali cu B ) este dat de Integrala 6N -uptl. 

(2.4) 

Volumul din spaţful fazelor cuprins între doui suprafeţe de energie constant.I, B tl reepedlv 
B + AH , sau echivalent numlrul mlcrodrllor oare au energia cuprlnal între B fi B + AH est8 
dat de 

B+AE 

_clf(B)= J ... J~ ... df,,dp •... dp" =r"(B+ÂH)-rM(B) 
a 

(2.15) 

Funcţiile r" (B) ,1 Cl N (B) sunt cu atit mal puternic oreecltoare de erMqle, cu oM N •• mal 
mare. 

Partlcularlzlm naţlunlle preuntata tn paragrafele 2.1 fi 2.2 în cuul caoH■toruful lll'l'l'IOnlo 
uni-dimensional de maal m ti constanta elatiol k . Ecuaţia Nawton ..te: 

d2x 
m-=-kx 

dt2 

unde x este deplasarea faţl de poziţia de echilibru. Solu~a ecuaţiei (2.6) este 

Iar Impulsul oscilatorului este 

x(t)= Asin(mt+ (Io l 

dx 
p(t)= m-= mmAcos(c.ot + % ) 

dt 
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Cele douA constante, amplitudinea A şi faza iniţiali cp 0 se pot detennina cunoscând condiţiile 

Iniţiale (coordonata x şi Impulsul p la t = t0 ). 

x O = A sin(rot0 + q,0 ) şi Po = mooA cos(6)t0 + 'Po) (2.9) 

Elimlnând timpul Jntre ecuaţiile (2.7) i;I (2.8) obţinem ecuaţia traiectoriei de fază 

o ellpsA de semi-axe a = A şi b = mIDA . Deoarece energia oscilatorului este E = kA 2 /2 =const, 

semiaxele elipsei pot fi exprimate tn funcţie de E : 

(2.11) 

Impunem o condiţie macroscopică oscilatorului şi anume energia sa sA fie cuprinsl Intre 
E şi E + Mi . Microstărlle compatibile cu această condiţie se găsesc în regiunea din spaţiul 
fazelor cuprlm,ă între cele două elipse (vezi figura 2.5). 

p 

Figura 2.5 

X I 

Astfel, există extrem de multe valori ale 
variabilelor dinamice x şi p care corespund 

stării macroscopice date. Impunând condiţia 
macroscopică ca energia oscilatorului sA fie 
mal mică decât E , toate stările din Interiorul 
elipsei E sunt compatibile cu restricţia impusă. 
Numărul de microstări din interiorul elipsei E 
sau echivalent "volumul'' bi-dimensional (aria) 
este dat de: 

r(E)= Kah= a {m J2mE = 2x E 
VT oo 

(2.12) 

Pentru un sistem alcătuit din N oscilatori uni-dimensionali, independenţi, spaţiul fazelor 
este 2N -dimensional şi numărul de microstiri compatibile cu condi~a ca energia sistemului sl 
fie mai mică decât E este dat de 

(2.13) 

Cum pentru un sistem macroscopic N III NA = 102
', r N (E) este o funcije foarte rapid 

crescitoare de energie. 

2.3 Funcţii de distribuţie 

Considerăm un sistem macroscopic închis, alcătuit dintr-un număr N foarte mare de 
particule, fiecare particulă având trei grade de libertate. Starea dinamică sau microstarea 
sistemului este complet determinată de valorile celor 6N variabile reale, independente 

(r" = r. .... ,r" ;·pN = p,, ... ,pN ), valori care definesc un punct în spaţiul razelor 6N -dimensional 

r" . Efectuăm cu sistemul o experienţă care constă în aducerea lui într-o macrostare bine 
definită. Microstarea nu este determinată. Deoarece nu putem vorbi cu certitudine despre o 

anumitA microstare ca rezultat al experienţei, definim g>~N ,PN. t) densitatea de probabjlitate 
sau funcţia de disbibuţie astfel lncât mărimea 
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d ,Â-N -N) 
dPI-N -·N)= g,I-N -N t\.i,.., = ./f\( ,p \f . p \f ,p . ,-u- N K (2.14) 

reprezintă probabilitatea ca punctul reprezentativ al slstemulul să se gAsească la momentul t ln 
N 

elementul de volum df'N =drNdpN = n~dpi din jurul punctului de coordonate (rN,pN) din 
i-1 

spaţiul fazelor r N , sau echivalent, numlrul relativ de sisteme din ansamblu care lndeplinesc 
aceiaşi condiţie. 

Deoarece punctul reprezentativ al sistemului se afli cu certitudine ln spaţiul fazelor, 
rezulta condiţia de normare a funcţiei de distribuţie 

(2.15) 

In anumite probleme concrete, prezintA interes determinarea unor mărimi care depind de 
microstarea sistemului şi de timp f(r, p, t). Deoarece microstarea nu este determinatl, rezultl 

că nici valoarea numerică a mărimii f nu este cunoscută. Mărimea f este deci o variabili 
aleatoare, iar valoarea sa medie pe ansamblu poate fi determinată prin relaţia: 

(2.16) 

Printre mărimile f sunt unele direct accesibile observaţiei macroscopice, de exemplu 
parametrii termodinamici. în termodinamică, când starea macroscopici a si3temulul este 
cunoscută, parametrii termodinamici au valori perfect determinate. ln fizica statistici el devin 
mărimi aleatorii care nu au valori bine precizate. Această contradicţie dintre descrierea 
macroscopică şi cea microscopică dispare deoarece funcţia de distribuţie este de ata naturi 
încât abaterile mari de la valoarea medie sunt improbabile şi nu au probabilltă~ sensibil diferite de 
zero decât valorile din vecinătatea valorii medii. Astfel, ceea ce numim la scarl macroscopici 
valoarea unică a mărimii, coincide cu valoarea medie (2.16). Aceste mărimi pot avea mici abateri 
de la valoarea medie, abateri numite fluctuaţii. Unul din marile succese ale fizicii statistice este 
acela de a fi prevăzut existenţa fluctuaţiilor. În concluzie, parametrii termodinamici se ob~n ca 
valori medii ale unor funcţii de microstarea sistemului. Pentru calculul valorilor medii (conform 
relaţiei (2.6)) trebuie cunoscută funcţia de distribuţie. 

Deoarece în starea de echilibru termodinamic, parametrii termodinamici sunt constanij ln 
timp, rezultă că îotr-o astfel de stare valorile medii ale mărimilor microscopice nu depind de timp. 
Pentru aceasta este necesar şi suficient ca funcţia de distribuţie sl nu depindl explicit de timp. 

Postulatul de bazl al studiului statistic al atărllor de ec:hlllbru termodinamic H enunţi ln 

felul urmAtor: ln cazul stărilor de echilibru termodinamic, funcţia de distribuţie 9>(1N.~N) 

depinde de cele 6N varlabile numai prin intermediul energiei sistemului B(rN, pN }: 

(2.17) 

Această egalitate are o interpretare geometrică simplă ln spaţiul fazelor şi anume daci punctul 

de coordonate (rN, pN) descrie o suprafaţă de energie constantă şi funcţia de distribu~e fP va 

avea o valoare constantă. Prin urmare, suprafeţele de energie constantA sunt ln acelaşi timp fi 
suprafeţe pentru care densitatea de probabilitate este constantă. 

Prima Tncercare de justificare directl a postulatului fundamental a fost flcutl de 
Boltzmann şi anume egalitatea (2.17) poate fi demonstrati numai dacă traiectoria punctului 
reprezentativ din spa~ul fazelor trece prin orice punct al unei suprafeţe de energie constantl. 
Această ultimă afinna~e se numeşte ipoteza ergodicl fi ea nu a fost demonstrată. S-a arltat lnsl 
ci pentru a demonstra egalitatea (2.17) este suficientă existenţa unei ipoteze mai puţin exigente, 
numită ipoteza quasiergodicA (traiectoria punctulul reprezentativ trece prin vecinătatea oricărui 
punct al suprafeţei de energie constantă). 
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Această ipoteză a fost demonstrată de Birchoff, dar numai în cazul unor sisteme care 
satisfac unele condiţii restrictive. Deoarece nu a fost demonstrat.A în cazul general, considerAm 
egalitatea (2.17) ca un postulat. 

Problema determinării funcţiei f (E) admite mai multe soluţii distincte dependente de 
condiţiile în care se găseşte sistemul, dar toate soluţiile conduc la aceleaşi concluzii pentru 
comportarea macroscopică a sistemului. În paragraful următor vom discuta una dintre aceste 
soluţii, numitA funcţie de distribuţie canonică. 

2.4 FuncVa de distributje canonică 

Considerlm două sisteme macroscopice aflate fiecare în stare de echilibru termodinamic. 
Primul sistem are energia E1 şi conform postulatului fundamental (2.17) funcţia de distribuţie 

!P
1
(rN ,PN)== f 1 ~i(i:N ,PN)]. Analog, sistemul al doilea are energia E 2 şi funcţia de distribuţie 

g>
2 

(rN .pN )== r2 [E 2 (rN ,PN)]. Aducem cele două sisteme în contact termic (presupunem 

volumele lor fixe, astfel încât transferul de energie care are loc între ele este numai sub formă de 
căldură). Sistemul global, izolat de exterior, va avea energia E = EI + E 2 + Eirt. Termenul de 

interacţie Eiot nu poate fi zero, deoarece atunci cele două sisteme nu schimbă energie şi deci 

sistemul global nu poate fi în stare de echilibru. Totuşi putem considera Eirt << E 1 şi 

Eirt << E 2 (cele două sisteme interacţion~ază slab) şi astfel îl putem neglija cantitativ. Datorită 
interacţiei, sistemul global va fi în stare de echilibru termodinamic şi deci 

g>(rN, pN )= r[E(rN. pN )]. Dar, deoarece energia de interacţie este mici, cele două sisteme pot 
fi considerate statistic independente sau necorelate şi conform relaţiei (1.6) 

(2.18) 

sau echivalent 

f(E)= flE1 )-fjE2) (2.19) 

Logaritmând şi diferen~ind relaţia (2.19) obţinem 

(2.20) 

• Deoarece sistemul global este izolat: E = E 1 + E 2 = const. de unde dE = O şi 

dE1 = -dE 2 ceea ce implică 

(2.21) 

şi 

d lnfl (El)= d }n f 2 (E2) -P(T) 
dE1 dEz 

(2.22) 

Starea de echilibru, atinsă în urma contactului termic dintre cele douA sisteme este 
caracterlzatA de un singur parametru J3 care are aceeaşi valoare pentru cele doul sisteme aduse 
ln contact. Dar, din punct de vedere macroscopic două sisteme sunt tn echilibru termic când au 
aceeaşi temperatură. Deci 13 este o funcţie de temperatură. 
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Deoarece nu am ficut nici o ipotezl asupra naturii sistemelor, 13 este o funcţie 

unlversall de temperaturi. Omiţând Indicii din ecuaija (2.22) obţinem: 

dlnf(B)= -13dB 

Iar prin Integrare 

lnf(B)= -13E + a 

Deci 

9>(rN ,PN)= e-~(r" ,") 

Menţionăm două proprietăij ale funcţiei de distribuţie (2.26): 

I) Funcţia de distribuţie este pozitiv definitl 

deoarece C = e1 >O. 

ii) Funcţia de distribuije este normată la unitate 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

Pentru ca integrala sA fie convergentă trebuie ca 13(r) >O. C se numeşte constantl de 
normare, având urmAtoarea expresie: 

(2.29). 

unde am folosit notaţia: 

(2.30) 

z(v,13) se numeşte fu~a de partiţie canonici sau integrala stlrUor ,1 reprezlntl numlNI de 
mlcrostArl compatibile cu macrostarea unul sistem termodinamic alcAtult dintr-un numlr fix de 
particule N , aflat ln stare de echilibru la o temperaturi dată T (ln contact cu un termostat de 
temperaturi T ) şi având un volum V . Din aceastA cauză ansamblul canonic este numit uneori tl 
ansamblul NTV . Cu expresia (2.29) funcţia de distribuţie canonici devine 

(2.31) 

Cunoscând funcija de distribuţie, se poate calcula media oriclrei funcţii de cele 6N 

variabile r(rN ,PN) conform relaijel (2.16): 

(2.32) 

sau lnloculnd expresia (2.31) pentru funcţia de distribu~e: 
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(2.33) 

2.5 Relatja de legătură cu termodinamica. Fluctuatja energiei 

Deoarece sistemul schimbi energie sub formA de căldură cu un termostat aflat la 
temperatura T , energia sa nu este constantă, ci fluctuează în jurul valorii medii, care nu este 
altceva decât energia sa internă. Astfel, conform relaţiei (2.33) energia internă a sistemului este 
datA de expresia 

(2.34) 

Dar folosind definiţia lui Z (2.30), putem seri~ 

(2.35) 

as1fel tncât 

u = (E) = _ .!_ ffZ = _ cHn z 
, z âf3 â(3 

(2.36) 

Relaţia (2.36) constituie ecuaţia calorică de stare a sistemului. Două observaţii se impun 
cu privire la relaţia (2.36). 

ln primul rând, relaţia (2.36) nu este suficientă pentru determinarea tuturor proprietăţilor 
termice şi calorice ale sistemului respectiv, ci avem nevoie şi de ecuaţia termioA de stare, sau 
echivalent de un potenţial termodinamic. Deoarece funcţia de partiţie canonici depinde de 
variabilele (3 şi V, diferenţiind logaritmul sâu obţinem: 

dlnZ((3. V)= c):Z dj3+ m:vz dV 

şi folosind relaţia (2.36) obţinem: 

dlnZ((3. V)= -Ud(3+ c)JnZ dV 
lJV 

• Aplicând transformarea Legendre, - UdP =-d(j3U)+ l}dU, obţinem 

1 d( 1 C,lnZ - lnZ+f3U)=dU+---dV 
13 13 fN 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 

Identificând aceastA relaţie cu relaţia fundamentali a termodinamicii (obţinutA prin 
generalizarea rezultatelor experimentale) 

obţinem 

ceea ce implicA 

6Qrev = TdS=dU + pdV 

tds=.!.d(1nz+13u) 
p 
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1 
P=

kT 
(2.42) 

unde k este o constantă universală care Tn sistemul Internaţional de unită~ se mAsoarA ln J/K 
astrei lncAt fp 1 ;; 1/J . Deci, 

şi prin integrare 

u 
S=klnZ+

T 

unde constanta de integrare a fost aleasă zero. Expresia (2.44) devine: 

F(T. V)= U- TS= -kT lnZ(T. V)= _ _!_Inz(T. v) 
p 

(2.43) 

(2.44) 

(2.45) 

Astfel, potenijalul termodinamic corespunzător ansamblului canonic este energia libert. 
Cunoscând energia liberă putem determina ecuaijile (calorică şi termică) de stare şi astfel toate 
proprietăţile termice şi calorice ale sistemului. Singura problemă rămad este determinarea 
funcţiei de partiţie canonică (2.30). 

A doua observaţie cu privire la relaţia (2.36) constă ln posibilitatea identificArii (E)cu 

parametrul termodinamic U numai dacă fluctuaţia relativă a energiei tinde la zero. Pentru a 
determina tluctuaija energiei, derivăm relaţia (2.36) în report cu p, obţinând 

au= a(E) ;;-1 ( az)
2 

ap ap z 2 l ap 
(2.46) 

Derivând relaţia (2.35) în raport cu p, rezultă 

aZz;; f 'Ei -jlE;n ... 
2 ···J e Ul N 

of} 
(2.47) 

deci 

.!_ a
2

z;; (Ez) 
z ap2 

(2.48) 

lnlocuind rela~ile (2.36) şi (2.48) în (2.46) obţinem 

(2.49) 

Efectuăm schimbarea de variabilă cu ajutorul relaţiilor 

a - kr2 a --- -
âp of 

ţi astfel obţinem 
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(2.50) 

ultima egalitate apare din definiţia căldurii molare la volum constant Dar 
vc. ,wvR111vN1,.k111Nk şi deci 

J{(E-(E))2) _ J(E2 )-(E)
2 

= ~kzTzN 
(E) - (E) NkT 

1 
JN 

(2.51) 

ln limita termodinamică (N ➔ oo) fluctua~a relativă a energiei tinde la zero, deci nu este 

nici o probleml tn asimilarea mediei energiei (E) cu energia internă U. 

în demonstraţia anterioară am folosit faptul că, constanta k introdusă prin definiţia (2.42) 
este constanta Boltzmann (k = R/N "-), afirmaţie care va fi demonstrată în paragraful următor. 

2.6 Distributia canonică aplicată aazului ideal monoatomic 

Considerăm un gaz ideal alcătuit din N molecule monoatomice, fiecare moleculă având 
trei grade de libertate de transla~e. Gazul se găseşte în stare de echilibru termodinamic la 
temperatura T , ocupând un volum V . Din punct de vedere al fizicii statistice ipoteza 
fundamentală a modelului de gaz ideal constă în neglijarea energiei potenţiale de interacţie dintre 
particule astfel încât energia gazului ideal poate fi scrisă: 

N N 1- 12 N l l l 

E(-N -N)- E _ ~ _ "'1 Pi _ "'1 Pa+ Piy + Piz 
f ,p - cin - L,Ei - L,--- L, 

i=l i=l 2m i=l 2m 
(2.52) 

unde prin ei şi Pi am notat energia cinetică şi respectiv impulsul moleculei i . Fo!osind definija 
(2.30) şi bxpresia (2.52) funcţia de partiţie canonică devine 

Z(T, V)= J..Je-flE(,1<,iiH)df_:'dpN = 
6N 

(2.53) 

unde 

f j -fl& • ..1=d-z- = e 1w, p-
• ••• I I 

6 

(2.54) 

este funcţia de partiţie uni-particulă. Astfel funcţia de distribuţie a întregului gaz devine 

(2.55) 

unde ~(ri,PJ este funcţia de distribuţie a moleculei i. Relaţia (2.55) exprimă faptul ci 

moleculele, deoarece nu interacţionează între ele, sunt statistic independente sau necorelate, 
poziţia şi Impulsul uneia dintre ele nu depind de poziţiile şi impulsurile celorlalte, sau altfel spus, 
microstarea unei molecule este independentă de microstările celorlalte. Relaţia (2.55) nu 
constituie decât aplicarea proprietăţii (1.6) în acest caz. 

28 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



ln cazul unui sistem alcătuit din particule care interacţioneazl între ele fn expresia 
energiei (2.52) apare şi energia potenijall, tennen care depinde de poziijHe tuturor particulelor ti 
atunci integrala 6N -upll care apare ln definiţia funcţiei de part~e canonice (2.30) nu mal poate fi 
factoriza~ fn N lntegrale6-dimensionale. Geometric, aceastA factorizare, deci Independenţa 
statistici a particulelor face posibili trecerea de la spaţiul fazelor 6N -dimensional r" , la apaţiul 

fazelor 6 -dimensional al microstArii unl-particulA. ln acest caz sistemul alcltuit din N particule 
poate fi privit ca un ansamblu statistic alcAtuit din N sisteme (particule, molecule) Identice. 

Funcţia de distribuţie uni-particulA 9>(r, p) este definiti astfel lnalt mărimea 

(2.56) 

reprezintA probabllitatea ca punctul reprezentativ al miorostlrii uni-particull al ae glseaacl fn 
elementul de ''volum" drdp din jurul punctului de coordonate (r,p)" din spaţiul fazelor 6-
dimensional (ceea ce inseamr.'.i ca poziţia moleculei să se gă&eascl ln elementul de volum 
dr= dxdydz din jurul punctului de coordonate r = (x, y, z) din spa~ul real al poziţiei, iar lmpulaul 

ISAu &I se găseascA în elementul de volum dp = dpxdpydp, din jurul punctului de coordonate 

p={ps,Py,P,) din spaijul figurativ al impulsului) sau echivalent cu numirul relativ de particule 

din sistem care se găsesc în elementul de "volum" drdp din spaţiul fazelor 6 -dimensional (vezi 
figura 2.6 unde din nou spaţiul fazelor 6 -dimensional este desenat ca un spaţiu bi-dlmensionaQ 

z 

-p 

D--didji 

➔ 

r 

Figura 2.6 

Revenind la calculul funcţiei de parti~e. rela~a (2.53) care exprimi funcţia de parti~e a lntregulul 
gaz poate fi scrisă: 

(2.57) 

unde z este funcţia de partiije uni-particulă. Folosind expresia (2.52) aceasta poate fi calculatl 
astfel: 
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( 

2 ]3 • ...!L 
= V J. e - zmkT dpi = V(2mtk:T )312 (2.58) 

Deoarece lntegrandul nu depinde de r , integrala 6 -dimensională se factorizează în două 
Integrale triple şi astfel am obţinut egalitatea a doua. Exponenţiala poate fi factorizată în trei 

exponenţiale şi integrala triplă după impuls se factorizează în trei integrale simple, iar JJJ dr 

este chiar volumul sistemului şi astfel a rezultat a treia egalitate. Ultima linie a expresiei (2.58) 
rezultă imediat aplicând formula (B6). 

Astfel 

z(r, v)= zN = vN(2,nn1cr)rn12 

şi folosind rela~a de legătură cu termodinamica (2.45) energia liberă devine: 

F(r, V)=-kT h1Z = -Nkr[% lnT + ln V+ %1n(2xrnk)] 

Deoarece 

dF = -SdT - pdV 

ecuaţia termică de stare are expresia 

iar ecua~a calorică de stare poate fi scrisă 

U=F+TS=F-r(:t 

Demonstraţia echivalenţei expresiilor (2.36) şi (2.63) o lăsăm ca exerciţiu. 

Folosind expresia energiei libere (2.60), ecuaţia termică de stare (2.62) devine 

pV=NkT 

(2.59) 

(2.60) 

(2.61) 

(2.62) 

(2.63) 

(2.64) 

Identificând aceastA ecuaţie termici de stare cu cea obţinută experimental pentru gazul 
Ideal, obţinem 

k = _!_ = 1.38 • 10-23 J/K 
N,.. 

(2.65) 

deci constanta universală (independentA de natura sistemului) k introdusă prin relaţia (2.42) este 
constanta Boltzmann. • 

Entropia gazului ideal este 

S= - = -lnT+lnV+-ln(21Dllk)+--{ âF) ~3 3 3] 
8f V 2 2 2 

(2.66) 

iar ecuaija calorică de stare 

3 3 
U=-NkT=-vRT 

2 2 
(2.67) 
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unde am folosit N k == vN „ k == vR . 

Folosind definiţia căldurii molare la volum constant, obţinem 

Cv=_!..(i1J) =~R 
V of V 2 

(2.68) 

Subliniem ca numai ln două cazuri (modele), calculul funcţiei de partiţie poate fi flcut 
exact Unul este gazul ideal, iar celălalt model va fi analizat in capitolul IV. f n restul cazurilor 
funcţia de parti~e poate fi calculată numai aproximativ. 

Deoarece am considerat faptul cA mişcarea celor N particule din sistem se supune 
legilor mecanicii clasice, apar două deficienţe importante în expresia tunoţiei de partiţie canonice 
(2.30), deficienţe analizate în paragraful următor. 

2. 7 Deficientele tratării clasice 

Din relaţia (2.45) rezultă pentru func~a de part~ie canonică următoarea expresie: 

F 

Z=e kT (2.69) 

şi folosind defini~a (2.30) obţinem egalitatea 

(2.70) 

Egalitatea (2. 70) nu este omogenă din punct de vedere al unită~lor de măsuri. Astfsl oei dol 

exponenţi F/kT şi E/kT sunt adimensionali, dar elementul de ''volum" drN =di"dpN este 

dimensional: 

(2.71) 

Mărimea (energia.timp) se numeşte ac~une, iar fizica statistică cere existenţa unei unitj~ 
naturale pentru măsurarea ac~unii. Această primă deficientă a tratării clasice (neomogenitatea 
egalităVi (2.70)) generează şi o neconcordanţă cu principiul m al termodinamicii. 

Figura 2.7 

Deoarece fluctuatia relativă a energiei se anuleazl 
fn limita termodinamici funcţia de distribu~e 
ccnonicA trebuie să aibă forma schiţatA fn figura 
2.7, adică cu un maxim foarte pronunţat şi foarte 

îngust pentru B = (E) = U. 

Astfel integrala din egalitatea (2. 70) poate fi 
evaluată aproximativ: 

E U U 

f f -kTd-Nd-N ~ -kT J J..Jr ~ -kT Ar ... e r p =6 ... WN :=e LllN (2.72) 

unde am folosit faptul cA valorile energiei diferite de energia medie (energia interni) sunt 
improbabile. Egalitatea (2. 70) devine 

F U 
-·- --

e kT :::: 6 ltT ~rN (2.73) 
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ceea ce implică (deoarece F = U - TS ): 

(2.74) 

Dacă elementul de volum din spaţiul fazelor devine arbitrar de mic Ar N ➔ O , atunci 

S ➔ -oo ceea ce contrazice principiul IIl al tennodinamicii. Deoarece principiile termodinamice 
sunt o generalizare a rezultatelor experimentale, putem spune că experienţa impune o limitare a 
divizării spaţiului fazelor 

N 

Ar N = n Llr,L\pi = (Llx. L\pa JN - h 3N (2.75) 
i-1 

unde h este constanta Planck iar ultima relaţie este relaţia de incertitudine Heisenberg. Deci, din 
punct de vedere cuantic, spaţiul fazelor nu poate fi divizat la infinit, ci există o celulă limită de 

"volum" h3
N. Ca urmare, două microstări aflate ln această celulă din punct de vedere cuantic 

sunt identice, dar din punct de vedere clasic sunt distincte. Deoarece prin definiţia (2.30) noi am 

numărat clasic microstările, acest număr trebuie împărţit la h3
N, astfel Jncat definiţia respectivă 

se modifică astfel: 

E 

Z = _l_ f f -kT .,.1:: N An N JN ... C: w up 
h 

{2.76) 

ceea ce implică şi rezolvarea omogenităţii egalităţii (2.70). Cu corecţia (2.76) relaţiile stabilite 
pentru gazul ideal se modifică după cum urmează 

unde funcţia de partiţie uni-particulă este acum: 

V(2xmkT f12 
z=-----

h3 
(2.17) 

Energia liberă devine: 

F(T, V)=-kT lnZ=-Nla[%1nr + lnV + %~
2

~ )] (2.78) 

Corecţia cuantică introdusă nu modifică ecuaţiile de stare, ci numai constanta entropici, 
entropia având acum expresia 

S = Nk( % ln T + ln V + a) (2.79) 

unde a nu depinde de T, V şi N ci numai de natura gazului având expresia 

(2.80) 

Expresia (2. 79) pentru entropie generează a doua deficienţă a tratării clasice. Jn primul 
rând cAnd T ➔ OK atunci S ➔ -oo, ceea ce contravine principiului m al termodinamicii. Chiar 

dacă am introdus o corecţie cuantică, am determinat proprietăţile sistemului plecând de la 
mecanica clasică, care nu este corectă la temperaturi joase unde este necesar o de$criere 
cuantică. Astfel această comportare la temperaturi joase nu este alarmantă. Relaţia (2. 79) implici 

32 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



faptul ci entropia nu are proprietatea unei mărimi extensive. Dacă volumul sistemului şi numărul 
de particule din sistem cresc de a. ori, entropia trebuie să crească de a. ori: 

S(aV,aN)= as{V, N) (2.81) 

Expresia (2. 79) pentru entropie nu îndeplineşte această egalitate, ceea ce duce la 
paradoxul Gibbs. Rezolvarea termodinamică a paradoxului Gibbs a constat în adăugarea unui 
termen - Nk ln N la entropie, termen care determină aditivitatea entropiei. Întâi vom introduce 
acest termen şi apoi vom discuta semnifica~a lui fizică. 

Expresia corectă a entropiei este 

S = Nk( ln V+ % ln T + a - ln N) (2.82) 

Un termen aditiv la entropie înseamnă un termen multiplicativ în Z(T, v). Astfel, folosind rela~a 

(2.67) putem scrie: 

(2.83) 

Logaritmând şi reţinând numai termenii care ne interesează, obţinem: 

S=-klnNl+ ... =-NklnN +Nk+ ... (2.84) 

unde am folosit formula Stirling simplificată (A3). Deci termenul - NklnN din entropie provine 
din factorul 1/NI din funcţia de partiţie. 

Pentru a arăta semnificaţia fizică a acestui factor considerăm exemplul unui sistem alcătuit din 
două particule şi ne îndreptăm atenţia numai asupra impulsurilor. Fie p1 impulsul primei particule 

şi p2 impulsul celei de-a doua particule (vezi figura 2.8). 

-b 

-I 
Figura 2.8 . 

Integrala J..J di\dp1 care apare în funcţia de 

partiţie se efectuează peste toate valorile 
posibile ale impulsurilor fiecărei particule. 
Considerăm două microstări ale sistemului. În 
prima microstare prima particulă are Impulsul 

egal cu a , iar a doua impulsul egal cu b. l n a 
doua microstare, a doua particulă are Impulsul 

egal cu ii , iar impulsul primei particula este b. 

Când efectuăm integrala J..J di\dp1 considerăm separat fiecare din aceste microstirl. 

r.u alte cuvinte, presupunem că prima microstare este diferită de cea de a doua. Daci fnsA cele 
două particule sunt identice, aceste două microstări sunt echivalente. Mai mult, din principiul 
identităţii complete (indiscernabilităţii) a particulelor elementare, principiu valabil în mecanica 
cuantică, cele două microstări corespund unei aceleiaşi microstări fizice a sistemului. Astfel, o 
microstare este complet caracterizată de faptul că o particulă (oricare) are impulsul p1 şi cealaltA 

impulsul p2 . Stările (p1, p 2 ) şi (p2 , p1 ) constituie aceeaşi microstare a sistemului. Pentru a 

considera acest lucru, integrala Tn raport cu p1 şi p2 nu trebuie efectuată peste tot spaţiul 

(p1, pi) ci numai peste jumătate din el (vezi figura 2.8 unde din nou am desenat acest spa~u ca 
fiind bi-dimensional). Dar putem proceda diferit efectuând integrala peste toate valorile posibile 
p1 şi p2 şi împărţind apoi rezultatul la doi. 
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• 

Procedăm analog în cc1lculul părţii din funcva de partiţie care include integrarea in raport 
cu coordom1tele celor dou~ particule. Astfel, in calculul fun•.:;~ei de partiţie pentru un sistem 
alcătuit din dou.'.\ particule identice, efectuăm integrala p~te toate microstările (p1, r1) şi 
(p

2
, r2 )dar rezultatul obţinut trebuie împărţit la doi. Rezultatul poate fi generalizat in c.uul 

sistemului alcătuit din N particule. 

Toate microstările sistemului care diferă numai prin schimbarea valorilor ooordonatei şi 
impulsului unei particule cu cele ale altei particule nu sunt microstări distincte. Deci toate 
microstările obţinute prin permutările celor N puncte reprezentative din spaţiul fazelor sunt 
identice. 

În calculul funcţiei de parti~e acest set trebuie considerat o singură dată. De aceea 
rezultatul integrării peste toate valorile posibile ale coordonatelor şi impulsurilor particulelor 
trebuie împărţit la numărul de permutări ale punctelor reprezentative din spaţiul fazelor. Acest 
număr este NI. Astfel, funcţia de partiţie canonică completată cu cele două corecţii cuantice are 
expresia 

(2.85) 

În cazul gazului ideal monoatomic, 

N 

Z(T V)=~ 
' NI 

(2.86) 

unde func~a de partiţie uni-particulă este dată de (2. 77). Energia liberă devine în acest caz 

F(T, V)=-NkT[ ţ1nr + ln V+%~ 
2
:~ )-tnN + 1] (2.87) 

Ecuaţiile de stare rămân nemodificate, iar entropia are acum expresia: 

S = Nk( ¾ ln T + J.n V - ln N + o) (2.88) 

unde 

(2.89) 

este-constanta entropică. 

Probleme 

2.1 SA se demonstreze echivalenţa relaţiilor (2.36) şi (2.63). 

2.2 Să se arate că în cadrul distribuţiei canonice S = -k(1n!r). SA se Interpreteze 

echivalenţa acestei relaţii cu relaţia (1.33). 

2.3 Să se găsească expresiile entalpiei H şi a potenţialului Gibbs G în funcţie de funcţia 
de parti~e canonică. 

R: H=kr[(a1nz) +(a1nz) ] 
âlnV T âlnT V 
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O=kT[(âlnZ) -tnz] 
âlnV T 

2.4 SA se gAseascA ecua~a termică de stare, energia şi capacitatea calorici a unui mol 
de gaz de particule libere a căror energie este proporţională cu impulsul (E = ct; cazul 

ultrarelativist). 

R: 
RT 

p=V~ U=3RT; Cv =3R 

2.5 Să se stabilească cu ajutorul distribuţiei canonice că 

şi să se arate că în cazul unui gaz ideal monoatomic alcătuit din N molecule relaţia de mai sus 
devine 

( (E - {E) )1 ) = ! N z 

(E)1 9 

2.6 Să se arate că funcţia de parti~e a ansamblului canonic lndeplineşte rela~a 
' 

N(âlnZ) + v(âlnZ) = lnZ 
aN vT av NT . . 
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3. TEORIA CINETICA A GAZELOR IDEALE 

Considerăm un gaz ideal alcătuit din N molecule monoatomice, fiecare moleculă având 
trei grade de libertate de translaoe. Gazul se găseşte in stare de echilibru termodinamic la 
temperatura T , ocupând un volum V . ' 

Deoarece moleculele nu interacoonează între ele, sunt statistic independente sau 
necorelate astfel încât funcţia de distribuţie a întregului gaz poate fi scrisă (vezi discuţia din 
paragraful 2.6). 

g,(rN,PN)= -~~(ri,Pi) 
t=l 

(3.1) 

unde funcva de distribuţie uni-particulă g'(r,p) este definită astfel încât mărimea 

dP(- -) ID(- -'u-d- dN(f,p) r,p =V r,pJUr p= N (3.2) 

reprezintă probabilitatea ca o moleculă să se găsească în elementul de ''volum" drdp din jurul 

punctului (r, p) din spavul fazelor 6 -dimensional (să aibă poziva cuprinsă între r şi r + dr şi 
impulsul cuprins între p şi p + dp; vezi figura (2.6)) sau echivalent numărul relativ de molecule 

care se găsesc în elementul de ''volum" drdp din spaoul fazelor 6 -dimensional. 
' 

Considerând relaţiile (2.55) şi (2.58), făcând abstracţie de corecţiile cuantice discutate în 
finalul capitolului 2, func~a de distribuţie uni-particulă are expresia 

_L 
e - ~e e 2mkT e 2mkT 

g'(f,p)=-=----= 
z p2 v(21tI11kT )3/2 

---

J ... J e 2mkT di'dp 
6 

Funcţia de distribuţie (3.3) îndeplineşte cond~ia de normare 

(3.3) 

J„.JEP(r,p~rdp=I (3.4) 
6 

Doul observaţii se Impun cu privire la forma (3.3) a funcţiei de distribuţie. Jn primul rând, ea nu 
depinde de poziţia r a moleculei în gaz, ceea ce implică faptul că toate poziţiile r ale molecule! 
sunf echiprobabile. Un astfel de sistem este un sistem omogen. În al doilea rând, funcva de 
distribuije depi„de numai de modulul impulsului moleculei şi nu de direcţie, ceea ce înseamnă cA 
toate direcţiile sunt echiprobabile. Un astfel de sistem se numeşte sistem izotrop. 

3.1 . Funcţiile de distributie după viteze {Maxwell) 

Probabilitatea ca o moleculă sA aibă impulsul cuprins între p şi p + dp (impulsul să se 

găsească ln elementul de volum dp din spaţiul figurativ al impulsului; vezi figura (2.6)) indiferent 

de poziţia sa, sau echivalent numărul relativ de molecule care au imp1Jlsurile cuprinse intre p şi 
p + dp are expresia 

dP(p) = f (p );ip = dN(p) 
N 
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u:1de r(p) se numeşte funcţia de distribuije dupA impuls. Deoarece pozi~a moleculei poate fi 

oricare, r(p) se detem1ină ~rin integrarea lui g>(r,p) peste poziiji (echivalent expresiei (1.57)) 

_L 
_ _ _ _ e 2mkT JJJ e 2mkT 

f(p)= JfJ!P(r,p)Ji = ( )3/2 dr= ( 'j3/2 
V 2mnkT 2mnkT 

(3.6) 

Evident, r(p) îndeplineşte condiija de nom1are 

JJJ f (p ţip= 1 (3.7) 

3.1.1. Funcţia de distribuţie dupa vectorul viteza 

Probabilitatea ca o moleculă să aibă vectorul viteză cuprins între v şi v + dv , sau 
echivalent numărul relativ de molecule care au vitezele cuprinse între v şi v + dv are expresia 

dP(v )= r(v ):iv= dN(v) 
N 

(3.8) 

Efectuând schimbarea de variabilă v == p/m şi dv== dp/rn în funcţia de distribuţie după 
impuls (3.6) (menţionăm că la o schimbare de variabilă probabilitatea se conservă) obţinem 

dP(v)= r(v}lv == r(p}Jp = 
,, 

- (2~T )'I' .-=: m 'dV -( 2:r r • -;; dV 

(3.9) 

astfel încât funcţia de distribu~e după vectorul viteză are expresia 

(3.10) 

cu condiţia de nom1are 

fJf r(vJiv = 1 (3.11) 

f(v) depinde numai de modulul vitezei, deci în starea de echilibru tem1odinamlc toate direcţille 
sunt echlprobabile. 

' 
3.1.2. Funcţia de distribuţie dupa o componenta a vectorului viteza 

Probabilitatea ca o moleculă 'Să aibă componenta v II a vectorului vitezA cuprinsl între v 
11 

şi v 11 + dv II Indiferent de velorlle celor1alte componente, sau echivalent numlrul relativ de 

molecule care au componenta v II a vitezei cuprinsă între v II şi v 
11 

+ dv 
II 

este dat.I de: 

(3.12) 

Deoarece nu ne interesează componentele v „ şi v z , g ( v 
11 

) se ob~ne prin Integrarea lui 

f (v) peste aceste mărimi (analog egalităiji (1.57)) 
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( )
3/2 ~ m ~ m ~ ( )1'"' -~(2:JdcT) 

= ~ e - 2
"' Je- 2

"' dv Je - 2 "° dv = ~ ,~ e 2kT -- = 
2xkT y z 2xk:T m 

-ID -CD 

( )

1/z mv! m --
= -- e z"° 

2,dcT 
(3.13) 

unde cele doul integrale au fost calculate conform expresiei (B.6). Funcţia g( v.) îndeplineşte 
condiija de normare 

(3.14) 

-
Acelaşi rezultat se obijne - şi pentru v Y şi v, , deoarece prin simetria problemei toate 

componentele vitezei sunt echivalente. 

Fiecare componenta a vectorului viteză este caracterizata de o distribuţie Gauss (vezi figura 3.1). 

Este evident ci • (v •)=O din simetrie, 

deoarece ln stare de echilibru termodinamic, 
componenta v • a vitezei unei molecule poate 

fi pozitivi sau negativi cu aceeaşi 
probabilitate. 

Calculând valoarea medie conform 
definiijei (1.47), obţinem rezultatul 

(3.15) 

deoarece integrandul este impar şi intervalul de integrare este simetric tn jurul originii. Pentru 
distribuija Gauss valoarea cea mal probabilA a variabilei aleatoare (valoare pentru care funcţia de 
distribuţie este maximi) coincide cu valoarea medie (vezi relaţia (1.89)) astfel Incit maximul 
funcţiei de distribuţie se atinge pentru (v •)=O. 

Dispersia este egală cu: 

((v. -(v.)f}=(v!}-(v.)2 =(v!} (3.16) 

deoarece (v. )=O. Foloslnd definiţia (1.48) şi expresia (B7), (v! )se determini astfel: 

= (~)1/2 
. "t/z . ( 2kT )

112 
__ kT 

2KkT 2 m rn 
(3.17) 

Deci fluctuaija are valoarea 

(3.18) 
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Cu c4t temperatura este mai scăzutâ curba se lnalţA şi se lngusteazA astfel încât aria de 
sub curbA sA rAmânA egală cu unitatea (condiţia de normare). În limita ter,,peraturilor foarte joase 
funcţia de distribu~e Gauss tinde către distribu~a Dirac (toate moleculele de gaz au componenta 

v • a vitezei egala cu (v.) = O). 

Deci fluctua~ile ln jurul valorii medii sunt generate de mişcarea de agita~e termici şi 
implicit de temperatura. Cu creşterea temperaturii curba se micşoreazA şi se lărgette astfel ci ln 
limita temperaturilor mari toate valorile v. sunt echiprobabile. 

O consecinţă a relaţiei (3.17) este următoarea 

m(v!) kT 

2 2 
(3.19) 

şi cum rezultatele sunt echivalente pentru v Y şi v z putem spune ci fiecArui grad de libertate d~ 

transla\ie li corespunde ln medie o energie kT /2. Această afirmaţie constituie un caz particular 

al teoremei echipartiţiei energiei pe grade de libertate, teoremă care va fi discutată in paragraful 
3.9. 

Folosind expresiile (3.9) şi (3.13) precum şi faptul cA rezultatele pentru vy şi vz sunt 

echivalente, obţinem 

f(v};;; g(v x )· g(v Y )· g(v,) 
ceea ce implică independenţa statistică a componentelor vectorului viteză. 

/ 

3.1.3. Funcţia de distribuţie după modulul vitezei 

(3.20) 

Probabilitatea ca o moleculA sA aibA modulul vitezei cuprins Intre v şi v + dv Indiferent de 
orientarea vectorului viteză, sau echivalent numărul relativ de molecule care au modulul vitezal 
cuprins între v şi v + dv este dată de: 

dP(v )= F(v ):Iv= dN(v) 
N 

(3.21) 

Deoarece nu ne interesează orientările vectorului vitezA, funcţia de dlstribu~e dupA 
modulul vitezei F( v) se obţine prin integrarea funcţiei de distribuţie dupl vectorul vitezi f (v) 
peste aceste orientări. Pentru aceasta vom trece la coordonate sferice (vezi anexa C) ( v, 8, q,) 

cu elementul de volum dv;;; v 2 sin 8d8dq,dv şi integrAm f (v) peste 8 şi <p: 

3/2 ~3 

= 4{2:T) v2.., - zia dv (3.22) 

Astfel, funcţia de distribuţie după modulul vitezei are expresia 

(3.23) 

cu condiţia de normare 

.. 
J F(v )dv= I (3.24) 
o 

Funcţia de distribuţie F( v) este reprezentat.\ schematic ln figura 3.2 
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F(v) 

11 I 

I 11 

I I I 

111 

111 

Figura 3.2 

Viteza medie este dată de 

a, )3/2 a, 1119 J 

(v)= J vF(v )dv= 4x(~ J v3e- 2kT dv= 
0 

2xkT 
0 

= 4j ~)
3
/2 . .!... 4k

2
T

2 
=(8kT)l/z 

\21tkT 2 m 2 
2t111 

unde integrala a fost evaluată prin derivare in raport cu parametru. 

Astfel, derivând egalitatea 

ln raport cu parametrul a. obţinem: 

J
... -(DJ 1 

xe dx=-
o 2a. 

J
"" 3 -a:a3 dx 1 

X e =--
2a.1 

o 
Viteza pătratică medie are valoarea 

V 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

unde integrala a fost evaluată conform rela~el (B8). Rezultatul (3.28) poate fi o~nut direct 

folosind expresia (3.17): 

(3.29) 

Folosind acest rezultat, media energiei cinetice (deoarece am considerat molecule monoatcmice, 

energia cinetică este numai de translaţie) a unei molecule poate fi determlnatA direct prin: 

(3.30) 
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ceea ce este evident ln virtutea observaţiei cA fieclrul grad de libertate de tranaiaţie li 

corespunde ln medie o energie kT/2. Deoarece (v 2 ) are dimensiunile unei viteze la pltrat, se 

lucrează cu J( v 2 ) care se numeşte viteza termica, notată cu v T • 

Viteza cea mai probabilă a moleculelor se determină din condiţia 

(3.31) 

condiije care implică rezultatul: 

V p = ( 2:Î) 1/2 (3.32) 

Cele trei viteze caracteristice sunt extrem de apropiate ca valoare, ele gAsindu-se respectiv 
ln rapoartele (vezi figura 3.2) 

(3.33) 

Deoarece aceste viteze sunt proporţionale cu (kT /m )lf2 , vitezele moleculare cresc cAnd 
temperatura creşte, iar pentru o temperatură dată, mol~ulele gazelor mai grele vor avea viteze 
mai mici. Aceste viteze sunt de ordinul sutelor de m / s . De exemplu pentru azot 

(m = 28 • 10-23 /6g) aflat la temperatura camerei (T = 300K) vT = SOOm/s f 

Fluctuaija relativă a vitezei unei molecule este: 

J ( V 
2 
)- (V) 2 J 3:T _ : 

(v} ~ J ~ ae0.42 
(3.34) 

Datorită ciocnirilor moleculare, viteza unei molecule se modifici extrem de des, astfel Incit 
fluctuaija relativă este foarte mare ceea ce duce la faptul că maximul funcţiei de distrlbuije 
reprezentată în figura 3.2. este destul de larg. 

Falsitatea aparentă a rezultatului (3.34) (faptul că fluctuaţia relativi nu tinde la zero) apare 
deoarece am lucrat cu o singură moleculă, deci cu un spaţiu al fazelor cu un numlr mic de 
dimensiuni (trei considerând numai vitezele). Vom discuta pe larg aceastl &ituaije tn paragraful 
3.2. 

3.1.4. Functia de distribuţie după viteza redusă 

Analog legii stărilor corespondente prezentată în partea întâi a cureului, putem glsl o 
forml universali a funcijei de distribuţie care nu depinde nici de natura gazului (masa m a unei 
molecule), nici de temperatură. Astfel, alegem ca unitate de mlsurA pentru vltezl viteza cea mal 
probabilă. Viteza măsurată cu această unitate se numeşte viteza redusl tl se noteazA cu u. 
Deci 

V V 
u=-=--~· 

vP (2:Tr
2

' 

(
2kt)'/2 

dv= --;;- du (3.35) 

Deoarece probabilitatea se conservi ln urma schimbArii de variabili 

f'(u}iu = F(v )Jv = J; u2e-u\iu (3.36) 
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de unde rezultă imediat funcţia de distribu~e după viteza redusă 

( ) 
4 2 -ul 

Fu =-u e .rx (3.37) 

3.2. Funcţia de distribuţie după energia cinetică de translaţie 

Probabilitatea ca o moleculă să aibA energia cinetică de translaţie cuprinsă între E şi 

E + dE sau echivalent numărul relativ de molecule care au energia cinetică de translaţie 
cuprinsă între E şi E + dE este dată de: 

dP(E) = P(E ţlE = dN(E) 
N 

(3.38) 

(Deoarece am considerat gazul ideal alcătuit din molecule monoatomice energia cinetică totală 
este egală cu energia cinetică de translaţie). 

Efectuând schimbarea de variabilă: 

mv 2 dE 
E=-2-; dv= (2mEJ/2 

tn F(v) (rela~a 3.23) şi considerând că probabilitatea se conservă ob~nem: 

2 1 _.!_ 
P(E )dE = F( v }iv = - · ----,- • E t/2 e kT dE 

7f.l/2 (kT )l/2 

(3.39) 

(3.40) 

Expresia se simplifică dacă lucrăm cu energia cinetică măsurată în unită~ kT (energia cinetică 
adimensională s = E/kT ): 

(3.41) 

cu condiţia de normare 

(3.42) 
o 

Funcţia de distribuţie (3.41) este identică cu (D18) deci valoarea medie, valoarea pAtraticA 
medie, fluctua~a relativă şi valoarea cea mai probabilă se obijn imediat punând n = 1/2 ln 
expresiile (09), (010), (011) ,1 (D12) rezultatele fiind urmltoarele: 

, (e)=%~ (e 2 )= 
1!~ 

sau revenind la variabila inl~alA: 

1 
6 =-

p 2 

1 
E =-kT 

p 2 

• Menţionăm echivalenţa evidentă dintre primul rezultat din(3.44) şi (3.30) 

dar şi faptul cA energia cinetici cea mai probabilA 

E =_!_kT 
p 2 
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(3.43) 

(3.44) 

(3.45) 

(3.46) 
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este diferită de 

l 
mvP m 2kT 
-=-·-=kT (3.47) 

2 2 m 

Deoarece fluctuaţia relativA (3.44) este J2fj (de ordinul unităţii) funcţia de distribuţie dupl 
energia cinetică (prezentată în figura (3.3)) 

P(E) 

---1 <E>=3/2 2 4 
S=E/kT 

/ 

Figura 3.3 

are un maxim extrem de larg (caz identic cu cel discutat în paragraful 3.1.3). 

Dar pentru orice sistem termodinamic (deci şi pentru gazul ideal) alcătuit din N molecule 
funcţia de distribuţie canonică are un maxim foarte pronunţat şi foarte îngust (vezi figura (2. 7)), 
astfel tncât fluctuaţia relativă a energiei practic se anulează conform relaţiei (2.51). 

Înţelegerea profundă a diferenţei intre comportarea unei singure molecule şi comportarea 
întregului gaz constituie problema fundamentală a fizicii statistice. Oe aceea vom analiza această 
diferenţă în paragraful următor. 

3.3. Diferenţa între comportarea unei molecule şi cea a întregului gaz 
(alcătuit din N molecule) 

Considerăm un sistem macroscopic alcătuit dintr-un număr foarte mare N.,,,, N,,. Aj 6 • l 0 23 

particule, fiecare particulă având tr~i grade de libertate. Sistemul se găseşte fn stare de echilibru 
termodinamic la temperatura T , ocupând un volum V (ipotezele distribuţiei canonice). Un astfel 

de sistem are un număr extrem de mare de grade de libertate 3N, Iar spaţiul fazelor r N are un 

număr foarte mare de dimensiuni 6N . Deoarece sistemul schimbă energie sub fomiă de călduri 
cu un te1mostat de temperatură T , energia sa nu este constantă (vezi ~ragraful 2.2). 
Considerăm energia sistemului cuprinsă între E şi E + dE şi notAm cu O(E) numărul de 

microstări ale sistemului care îndeplinesc această condiţie. Deoarece dE este foarte mic, putem 
considera O(E) proporţional cu dE, astfel încât obţinem 

(3.48) 

unde w(E) reprezintă numârul de microstări pe unitatea de energie, mărime numita densitatea 

stărilor. Men\ionăm analogia rela~ilor (3.48) şi (1.44). Problema principală constă fn detemiinarea 
e><presie1 funcţiei (J)(E) pentru un sistem macro!iCopic. 
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Probabilitatea ca energia sistemului să fie cuprinsă intre E şi E + dE este dată de: 

(3.49) 
E:5.l!nccgic~Etfil! J!;J!;;,c,irc„l!ta! 

Domeniul de integrarea este regiunea din spaţiul fazelor cuprinsă intre cele două suprafeţe 
de energie constantă (vezi figura 2.4). Conform postulatului fundamental (2.17) pe o suprafaţă de 
energie constantă, funcţia de distribuţie este constantă. Cum dE este foarte mic, funcţia de 
distribuţie se modifică foarte puţin în această regiume, deci poate fi considerată constantă astfel 
tncât egalitatea (3.49) este corectă. Dar (vezi expresiile (24) şi (2.5)): 

ar 
J c1rN ::: rN(E + dE)- r N(E)::: -~ dE::: w(E}IB 

âE 
E!.l!.o~c51.!tffi 

(3.50) 

unde r N (E) este volumul (sau echivalent numărul microstărilor) din interiorul suprafeţei de 

energie egală cu E. Astfel, folosind expresia dist,ibuţiei canonice (2.26) pentru !P(E) şi (3.50) 

probabilitatea ca energia sistemului să fie cuprinsă fntre E şi E + dE (3.49) devine 

(3.51) 

Deoarece r N(E) depinde de natura sistemului, ar N /oE nu poate fi determinat decât 

considerând un sistem particular. De e)(emplu, fn cazul gazului ideal monoatomic energia este 
dată de expresia (2.52): 

sau echivalent 

(3.52) 

Pentru E::: const, ecuaţia (3.52) reprezintă ecuaţia unei sfere de rază R = (2mE y.ii în spaţiul 
3N -dimensional al impulsului. Volumul unei astfel de sfere 3N -dimensionale este proporţional 

cu R3
N, deoarece se obţine esenţial (ca şi volumul cubului 3N -dimansional) înmulţind 3N 

dimensiuni liniare astfel încât: 

(3.53) 

unde masa particulei a fost absorbită în constanta c·. Cu ajutorul relaţiei (3.53), probabilitatea 
(3.51) devine: 

lN_I -~ 

P(E }IB == AE 2 e kT dE (3.54) 

Introducând energia cinetică adimensională (.,; == E/kT) expresia probabilităţii (3.54) se 
simplifică devenind: 

1 m_, 
P(E >k = ---- - 6 2 

c) -ll dt: (3.55) 

r(3i) 
unde expresia constantei de normare a fost dettl1111inală <.:u ajutorul relat,iei (07). RaLllll<-ilul (3.41) 
determinat pentru o singură moleculă constituie evident un caL pa1ticular al rela\iei (3.55) obţinut 
pentru N = I . Particularizând relat,iile (D9), (01 O), (D11) şi (012) pertlru n = 3N/2 -1 obtinem 
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3N 
6 :..;--) 

p 2 
(3.56) 
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şi revenind la variabila iniţială 

(3.57) 

EP = (~~- -1}1 

Rezultatul cel mai important ii constituie faptul că fluctuaţia relativă a energiei este 

proporţională cu 1/ /N ceea ce implică anularea acestei mărimi în cazul unui sistem 

macroscopic pentru care N este de ordinul de mărime al numărului lui Avogadro NA = 6 -102
J . 

Subliniem că acest rezultat a fost determinat în cazul general al distribuţiei canonice in paragraful 
(2.5) dar este interesant de discutat apariţia lui, prin analiza comparativă a expresiilor (3.41) şi 
(3.45). 

Problema esenţială este cauza care determină faptul că maximul funcţiei de distribuţie se 
Jngustează şi se înalţă când N creşte. Folosind relaţiile (3.50) şi (3.53) putem determina 
dependenţa densităţii microstărilor de energie: 

ar m 1 

w(E)=-N -E 2 

âE 
(3.58) 

deci numărul de căi în care o energie dată E se distribuie pe cele N molecule creşte enorm de 
rapid când N creşte. Altfel spus, numărul microstărilor care au energia în vecinătatea energiei 
medii devine extrem de mare, iar cele care au energia diferită de valoarea medie este neglijabil 
de mic, ceea ce implică un maxim foarte pronunţat şi foarte îngust al funcţiei de distribuţie. 

Analizând problema mai profund, ajungem la concluzia că această grupare a microstărilor 
ln jurul valorii medii a energiei este generată de numărul mare de dimensiuni el spaţiului fazelor. 
Pentru a dovedi această afirmaţie să calculăm volumul cuprins între două sfere N dimensionala, 

una de rază R - Afl, iar cealaltă da rază R. . Volumul fiind proporţional cu R N obţinem un 
rezultat extrem de interesant şi anume volumul sferei de rază R este practic integral concentrat 
intr-o coajă extrem de îngustă Astfel volumul cojii sferice poate fi calculat ca diferenţa volumelor 
celor două sfere 

V. =Cli<N -(R-6R)" ]=CR"[I (1 ···~ n=CR" (3.59) 

deoarece când numărul de dimensiuni al spaţiului N este foarte mare (1 -- !iR/R )H devine 

neglijabil. Acest rezultat arată extrem de clar că dacă numărul de dimensiuni al spaţiului fazelor 
este mara, microstările care au energia mai mică decât E + dE se găsesc grupate în coaja sferici 
cu energia cuprinsă între·E şi E + dE . 

3.4. Curentul mediu de molecule 

Putem analiza anumite fenomene fizice interesante, făcând abstrac~e de consideraţii 
statistice, ci considerând mişcarea moleculelor în detaliu. Această abordare constituie subiectul 
teoriei cinetice. 

Consideram un gaz ideal aflat ln starea de echilibru termodinamic la temperatura T intr-un 
vas de volum V. Dorim să detenninăm numărul de molecule care ciocnesc in unitatea de timp, 
unitatea de suprafaţă a peretelui vasului (acest număr se numeşte curentul mediu de molecule). 
Acest subiect este legat de altul de interes fizic: câte molecule ies din vas in unitatea de timp 
printr-un mic orificiu aflat Tn peretele vasului 7 
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Num:irul relativ de molecule care au pozi\illf' c•Jprinse între r şi r + dr şi vitezele cuprinse 
Intre v şi v ·I dv este dat de 

(3.60) 

unde ultima egalitate apare deoarece pozi~ile şi vitezele moleculare sunt statistic independente. 

Deoarece gazul se află in stare de echilibru termodinamic, densitatea numărului de 
molecule n == N /V este constantă, deci toate pozi~ile sunt echiprobabile ceea ce implică faptul 

că funcţia de distribuţie după poziţii este constantă. Valoarea constantei se determină din condiţia 
de normare: 

dar f(r)= C, astfel încât 

şi deci 

fff r(r)Jr = 1 

cfff df = I ⇒ 

r(r)= _!_ = ~ 
V N 

(3.61) 

(3.62) 

(3.63) 

unde V= f Jf di este volumul sistemului. Înlocuind (3.63) în (3.60) obijnem numărul de molecule 

care au poziţiile cuprinse intre r şi r + dr şi vitezele cuprinse între v şi v + dv : 
dN(r, v)= nf(v}fvdr (3.64) 

Moleculele care ciocnesc aria d.A a peretelui în timpul dt se găsesc Jn elementul de volum 

di= dAv zdt (într-un cilindru infinitezimal reprezentat in figura 3.4 de arie dA şi înălţime v .i: dt ). 

- - --z 
dA 

Figura 3.4 

Putem considera inăl~mea cilindrului 
mult mai mică decât distanţa medie Intre două 
ciocniri succesive. 

În acest caz orice moleculă care se 
găseşte în acest cilindru şi se mişcă către 
perete va ciocni sigur peretele, deoarece 
direcţia ei de mişcare nu este schimbată de 
ciocniri cu celelalte molecule. 

Numărul de molecule care ciocnesc aria dA în timpul dt şi au vitezele cuprinH Intre v fi 
q + dv este dat de 

dN'(r, v )== nf(v ţ!Av ,dtdv (3.65) 
iar numărul de r,nolecule care ciocnesc unitatea de arie tn unitatea de timp şi au vitezele cuprinse 
intre v şi v + dv este: 

d<l>{v)== dN'(v)=nf(v)v dv 
dAdt .i: 

(3.66) 

Folosind expresia elementului de volum în coordonate sferice (C3), v z == v cos 6 precum şi 

relaţia F(v )= 4,rv 2 f(v) .(conform expresiilor (3.10) şi (3.23)) rela~a (3.66) devine: 

d<t>{ v) = ~ vF( v )sin 0 cos 0d0dcpdv 
4x 

(3.67) 

Pentru a determina numărul de molecule care ciocnesc unitatea de suprafată in unitatea 
de timp şi au modulul vitezei cuprins intre v şi v + dv , trebuie însumat peste toate direcţiile 
posibile ale vitezei cu restricţia v. = v cos e > O, deoarece moleculele care au v z < O nu vor 
ciocni peretele (vezi figura (3.4)): 
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2.-,,/2 211 71./2 

d«l>(v)= f f d«l>(v)= 
4
n" vF(v}:tv f d,p f sin0cos0d0= SvF(vţiv 

o o o o 

(3.68) 

Numărul total de molecule care ciocnesc unitatea de suprafaţă în unitatea de timp (curentul 
mediu de molecule) este dat de 

<I>= j d<I>(v )= ~ j vF( v ţfv = n(v) (3.69) 
o 40 4 

Folosind ecua~a termică de stare a gazului Ideal (2.64) scrisă sub forma p = nkT, precum 

şi expresia vitezei medii (3.25) curentul mediu de molecule devine 

<I>= p -
(2xmkTf11 

(3.70) 

3.5. Efuziune 

Dacă în peretele unui vas se face o mică fantă, starea de echilibru a gazului din interiorul 
vasului este perturbată neglijabil, astfel încât numărul de molecule care ies prin fantă într-un 
anumit interval de timp este acelaşi cu numărul de molecule care ciocnesc aria fantei în acelaşi 
interval de timp când aceasta este închisă. 

Dacă diametrul fantei este mult mai mic decât distanţa medie străbătută de o moleculă 
între două ciocniri succesive (mărime numită drumul liber mediu) ieşirea moleculelor prin fantă nu 
influenţează starea de echilibru termodinamic a celor rămase în vas. În acest caz procesul' se 
numeşte efuziune. 

Dacă însă diametrul fantei este comparabil cu drumul liber mediu, moleculele aflate ln 
vecinătatea celor care au ieşit prin fantă vor căpăta o viteză de drift către fantă datorită ciocnirilor 
cu moleculele vecine. Deoarece în acest caz ieşirea moleculelor din vas este asemănătoare 
curgerii unui lichid printr-un orificiu al unui rezervor, fenomenul se numeşte curgere 
hidrodinamică. 

Considerăm cazul efuziunii. Dacă în extmiorul va~ului se menţine vid, moleculele care ies 
prin deschidere pot fi colimate ulterior prin fante adi\1onale, formând un fascicul molecular. 
Numărul de molecule care au modulul vitezei ctiprin~ int1e v şi v t dv şi care trec într-o 
secundă printr-o fantă de arie A, având di1eqia vitezei cuprinsă într-un unghi solid 
dO = sin0d0d<p în jurul direcţiei 0"" O este dat de 

mv:il 

Ad<t>(v)= A~ vF(v )co!IUd!.l<lv - e- 2kT v \t.Odv 
4n 

(3.71) 

Notăm prezenţa factorului v 3 şi nu v 2 ca în cazul funcţiei de distribu~e dupA modulul 
vitezei (3.23). 

Verificarea experimentală a funcţiei de distribuţie după modulul vitezei se face prin 
inltHrnediul expt,rienţelor cu fascicule moleculare verificând direct relaţia (3.71). Montajul 
experimental este prezentat schematic rn figura 3.5 Atomii de argint sunt produşi prin evaporarea 
lntr-un cuptor şi trec printr-o fantă foarte îngustă formând un fascicul molecular. 

După ce fasciculul este colimat, intră într-un cilindru care se poate roti. ln funcţie de 
vitezele lor, molecul~le care pătrund in cilindru au nevoie de timpi diferiţi pentru a ajunge pe faţa 
opus.ă. Asllel, determinând grosimea stratului de argint obţinem informaţii despre distribuţia 
vitezelor moleculelor in fascicul. Concordanţa rezultatelor experimentale cu (3.71) este foarte 
bună. 
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Relaţia (3. 70) arată că rata efuziunii depinde de masa moleculei, ceea ce face posibil 
aplicarea fenomenului la separarea izotopilor. Presupunem că un vas conţine un amestec gazos 
alcătuit din doi izotopi. Vasul este închis printr-o membrană cu orificii foarte mici iar spa~ul din 
exteriorul său este vidat. Cu trecerea timpului, în vas va creşte concentraţia relativă a izotopului 
mai greu, în timp ce spa~ul din exterior se va îmbogăţi în izotop uşor. 

Alt exemplu de interes este ilustrat în figura 3.6. 

P1 

Figura 3.6 

P2 

Un vas este împărţit în două părţi printr-o 
partitie cu o fantă foarte îngustă. Vasul conţine 
gaz, dar în partea stângă este men~nută 

temperatura T1 iar în dreapta temperatura T 2 . 

Problema constă în determinarea relaţiei între 
presiunile gazului p 1 şi p 2 când gazul este in 

echilibru. 

. Dacă dimensiunea fantei este comparabilă cu drumul liber mediu, atunci rela~a este 
p 1 = p 2 . Dacă insă dimensiunea fantei este mult mat mică decât drumul liber mediu apare 

fenomenul de efuziune. În acest caz condi~a de echilibru implică egalitatea numărului de 
molecule care trec într-o secundă prin fantă de la stânga la dreapta cu cel al moleculelor care 
trac de la dreapta la stânga . Folosind expresia (3. 70) această egalitate se scrie: 

⇒ (3.72) 

3.6. E><presia cinetico-moleculara a presiunii gazului ideal 

Considerăm un vas care conţinti gaz ideal aflat în stare de echilibru termodinamic. 
Presiunea exercitată dd gaz apa1e datorită cic.cnrr1lor presupuse pe1tect elastice ,;1le moleculelor 
cu pereţii incintei. 

ln tigura (3. 7) c1n1 co11~iJe1 c1t peretcJlo por pendicul..H µe ax<-1 z . 

4tl 
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----------z 
t 
I 

În urma ciocnirii elastice, energia cineticA 

se conservă şi Ivi= lv'I - Componenta vitezei 

paralelă cu peretele nu se modifică, iar 
componenta perpendiculară pe perete schimbi 
semnul, astfel încât numai componenta z a 
impulsului moleculei se modifică cu: 

Figura 3.7 

(MI). = m(v ~ - v J= --2mv, (3.72) 

Deci variaţia impulsului peretelui în urma ciocnirii cu o :singură moleculă este 

(Aflt,p....,lo :cc -2JnV ~ (3.73) 

Folosind legea a doua a dinamicii şi defini~a presiunii ob~nem 

(3.74) 

Deci presiunea este variaţia de impuls a peretelui pe unitatea de timp şi unitatea de suprafaţA. 

Folosind expresia (3.67), putem determina presiunea exercitată de moleculele care au 
vitezele cuprinse între v şi v +dv: 

dp = 2mv zd<t>( V)= nm v 1 F( v )Jv sin O crn.1 U<l0J<p 
2n 

Presiunea gazului este dată de: 

sau folosind (3.28): 

111 n/2 211 

p = m~s V 
2 F( V ţlv f 1:1in e CUtl 

2 0d0 f <lip = 
2n o o o 

=~ruu(v
1

) 

N 
p=nkî=-kî 

V 
⇒ pV=NkT 

ceea ce constituie ecuaţia termica de stare a gazului ideal. 

3.7. Functia de distribuţie după pozitii (Boltzmann) 

(3.75) 

(3.76) 

(3.77) 

Fie un gaz ideal alcătuit din N molecule monoatomice de masă m, aflat în stare de 
echilibru Lermodinamic la temperatura T . Gazul se află intr-un câmp conservativ extern de forţe 
astfel încât energia unei molecule este suma dintre energia ei cinetică şi energia potenţială rn 
acest câmp de forţe: 

l 

t: '- .e__ + u(i) 
2m 

Folosind relaţia (2.54), tunc~a de distribu~e uni-particulă (3.3) devine: 
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e _ ___t__!!!} 
g> e kT e lmkT kT 

(f, p)= - = ' v1 u(P) 

z J J e - lmkT -u dfdp 
6 

(3.79) 

Probabilitatea ca o moleculă să aibă poziţia cuprinsă între r şi i + di, oricare ar fi 
valoarea impulsului sau echivalent numArul relativ de molecule care au poziţiile cuprinse Intre r 
şi r + di are expresia 

dP{r)= r(r}E = dN(r) 
N 

(3.80) 

unde f(r) este funcţia de distribuije după poziţii (Boltzmann). Deoarece impulsul poate avea 

orice valoare, f (r) se determini prin integrarea lui g> (f, p) peste impulsuri (echivalent expresiei 

(1.57)): 
u(i) --w 

f(r)= JJJg>(f,p}ip = e u(•> 

JJJe--w dr 

Evident, f (r) îndeplineşte condiija de normare: 

JJJr(r)H = 1 
ln absenţa câmpului extern de forţe u(r)= O , expresia (3.81) devine 

r(r)=_!_ 
V 

(3.81) 

(3.82) 

(3.83) 

ceea ce implică echivalenţa tuturor pozlţiilor moleculelor, rezultat imediat având ln vedere starea 
de echilibru termodinamic. 

Considerăm ci gazul ideal se giseşte într-un câmp gravitaţional uniform. Alegând axa z 
de-a lungul verticalei, energia potenţială a unei molecule tn acest câmp este u(z)= mgz. 
Deoarece energia potenţială depinde numai de z , moleculele sunt uniform distribuite în planul 
z = ct . De aceea mărimea interesantă este probabilitatea ca poziţia moleculei sA fie cuprinsA 
Intre z şi z+ dz: 

(3.84) 

relaţia care poat~ fi scrisA 

l1llP' 
n(z)= n0e -"ii'"" (3.85) 

unde n(r) este concentraţia moleculelor la înălţimea z, iar n 0 este concentra~a moleculelor la 

nivelul solului. Considerând gazul ideal în stare de echilibru termodinamic n = p/kT şi deci 
relaţia (3.85) poate fi scrisă şi sub forma 

(3.86) 
Cele două expresii echivalente sunt cunoscute sub numele de formula barometrică (densitatea 
sau presiunea unui gaz ln câmp gravitaţional scade exponen~al ou Tnllţlmea). Densitatea (aau 

presiunea) descreşte dee ori la fnălţimea6 = kT /mg . La T = 300k, s_ = 104-m iar 

6HJ ::3•10'm. 
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3.8. Gazul ideal alcătuit din molecule poliatomice 

ln acest paragraf vom generaliza rezultatele obţinute pentru gazul monoatomic tn cazul 
gazului poliatomic. Cele două gaze diferă prin prezenţa gradelor de libertate de rotaţie şi vibraţie 
în cel poliatomic. Vom studia gazul biatomic şi apoi vom generaliza rezultatele tn cazul gazului 
poliatomic. Neglijând mişcarea electronilor în interiorul atomului, considerăm fiecare atom ca un 
punct material fără dimensiuni. 

Mişcarea moleculei biatomice poate fi descompusă în mişcarea de translaţie a centrului de 
masă şi mişcarea de rotaţie şi vibraţie a unei particule fictive de masă egală cu masa redusă 
I-'= m Im 2 /(m 1 + m 2 ) în sistemul centrului de masă. În cele ce urmează vom considera cazul 

general ln care cei doi atomi din moleculă au mase diferite m 1 şi m 2 (exemple:CO, HCI) 

cazul particular m, = m 2 (exemple: O 2.H 2 , N 2 ) obţinându-se imediat 

Considerăm un gaz ideal alcătuit din N molecule biatomice (fiecare moleculă având masa 

m = m 1 + m 2) aflat în stare de echilibru termodinamic la temperatura T . 

3.8.1. Mişcarea de translaţie a centrului de masă 

Considerând viteza centrului de masă al moleculei egală cu v , energia cinetică de 
translaţie va fi: 

2 
mv m ( 2 2 2) E =--=- v +v +v 

I 2 2 " y ~ 

Folosind relaţia (3.44) (sau (3.30)), energia cinetică de transla~e medie este dată de 

(E 1 ) = ~kT 
2 

astfel încât energia internă corespunzătoare mişcării de translaţie are expresia 

iar căldura molară la volum constant este 

c~ =!(au,) =~R 
v BT v 2 

Deci, fiecărui grad de libertate de transla~e îi corespunde în medie o energie kT/2. 

3.8.2. Mişcarea de rotaţie 

ln figura 3.8 este reprezentat şistemul de referinţă al centrului de masă. Deci 

m,y, +m2Y2 =0 

z 

(3.87) 

(3.88) 

(3.89) 

(3.00) 

(3.91) 

Deoarece rotaţia în jurul axei moleculei nu are sens, 
atomii fiind considera~ puncte materiale, rlmâne numai 
posibilitatea rotaţiei in jurul celor doul axe (x şi z) 

I( 

Figura 3.8 

perpendiculare pe axa moleculei, astfel incât energia 
cinetică de rotaţie este: 

E = Iw! + Iw! 
' 2 2 

(3.92) 

unde I este momentul de inerţie al moleculei: 
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I= rn 1y~ + rn 2y~ (3.93) 

Notând distanţa dintre atomi cu a= y 1 - y 2 şi folosind relaţia (?-.91) momentul de inerţie devine 

rn rn 
l=-'-2-02 =µe2 

ffi1 + ffi2 

adică momentul de inerţie al unei particule fictive de masă µ . 

(3.94) 

Probabilitatea ca o moleculă să aibă componenta w„ a vitezei ung:,iulare cuprinsă intre 

00
11 

şi ro,.+ doo„ sau echivalent, numărul relativ de molecule care au componenta ro„ a vitezei 

unghiulare cuprinsă intre ©,. şi oo 11 + doo „ poate fi scrisă 

J 

dN( ) '"'• 
dP(ro )= g'(ro \.Joo = rox = Ce - Zlr.T do) 

11 11.fJ" N x (3.95) 

unde constanta C se detennină din condiţia de nonnare: 

... "' ~ r-( 2nkT )l/1 J dP(roJ= C f e - lkT doo" = 1_-
1

- = 1 
-a> ---

(3.96) 

Valoarea integralei a fost detenninată folosind rezultab.JI (86). Astfel funcţia de distribuţie 
are expresia: 

(3.97) 

Valoarea patratică medie a componentei 00
11 

a vitezei unghiulare poate fi detenninată cu 

ajutorul relaţiei: 

... ( I )l/1 „ i<»! kT 
(oi)= fa?g'(oo uoo = -- Joo1e-1kTdro = -

" " " JU 11. 2nkT " " I _.., -
unde integrala a fost calculată cu ajutorul relaţiei (B7). Analog 

(oo!) = k: 

ceea ce implică folosind proprietăţile (1.9) şi (1.1 O): 

(E ) = _!_ (001 ) + .!. (oi ) = kT + kî = kT 
r 2" 2>' 2 2 

Energia internă corespunzătoare mişcării de rotaţie are expresia: 

Ur = N(Er)=NkT =vRT 
Iar căldura molară la volum constant este: 

C~ =_!_(âUr) =R 
v 8T v 

(3.96) 

(3.99) 

(3.100) 

(3.101) 

(3.102) 

Rezultatul (3.100) poate fi enunţat ln felul următor: fiecArui grad de libertate de rotaţie li 
corespunde în medie o energie kT / 2 . 

3.8.3. Mişcarea de vibraţie 

Considerăm oscilaţii elastice ale atomilor în jurul pozi~el de echilibru (vezi figura 3.9 • unde 
este reprezentat sistemul de referinţă al centrului de masă). 
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z 

)( 

Figura 3.9 

Mişcarea de oscilaţie a atomilor tn jurul poziijei de 
echilibru este o mişcare interni care nu influenţeazl 
mişcarea centrului de masă. Astfel 

ffi1Y1 + ffi2Y 2 = m1(Y1 + U1 )+ m2(yz +Uz)= O (3.103) 
de unde rezultă 

m1u1 +m 2u 2 =O (3.104) 

Presupunând forţele de intera~e dintre a1Dmi de tip 
elastic, ecua~ile Newton pot fi scrise ln fom1a: 

(3.105) 
d 2u 

m2 --f=-k0 (u 2 -u.) 
dt 

unde k O este constanta elastică a legăturii dintre cei doi atomi. 

Cele două ecuaţii diferenţiale cuplate de ordinul doi pot fi decuplate cu ajutorul schimbării 
de variabilă q = u1 + u 2 . Folosind rela~a (3.104) cele două ecua~i Newton (3.105) se transfom1I 
ln una singură 

dzq k2 m1 + m2 O „ 
-z + 0---q= (3.106) 
dt m1m 2 

Notând masa redusă cu µ = m1m 2 /(m 1 + m 2 ) şi pulsaţia oscilatorului cu 6) 0 = (k 0 /µ.)'12 , ecuaija 

(3.106) devine: 

(3.107) 

Astfel, oscilaţiile elastice ale celor doi atomi au fost reduse la mişcarea oscilatorie am1onicl 
unidimensională a unui punct material de masă egală cu masa redusă µ . Energia de vibraţie a 
moleculei este suma dintre energia cinetică şi poten~ală a oscilatorului: 

l k 2 

E.{p,q)= t + 0
; (3.108) 

Probabilitatea ca un oscilator el albi poziţia cuprinsl între q ,1 q + dq 91 lmpulaul între p 
şi p + dp (sau echivalent numărul relativ de oscilatori (molecule) care îndeplinesc aceste condiţii) 
este dată de: 

• dN(p ) -~ 
dP{p,q)= !.P(p,q}ipdq = N,q = Ce ZkaT dpdq (3.109) 

unde am notat constanta Boltzmann cu k 8 . Constanta C se detem1inl din condiija de normare 

l!~(p,,) .., ,1 00 ko'l3 

C fJ e -kŢ dpdq = C J e - lJ.l,ka T dp J e -1"8 T dq = 
-ao -DO 

(3.110) 
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unde am extins domeniile de integrare la (- oo, oo) deoarece integranzii scad extrem de rapid. 

Integralele au fost calculate folosind rezultatul (86). Astfel funcţia de distribuţie după poziţie şi 
impuls a oscilatorului are expresia: 

!P(p )= 1 e - 2µ1t 8T ko e - 2t 8T 
pl ( )1/2 l<gql 

,q (2:n:µk:
5
T)1I2 2xk 5 T 

(3.111) 

Echivalent rela~ei (1.57), funcţia de distribuţie după impuls !P(p) 
!P(p,q) peste poziţii 

se obţine integrând 

(3.112) 

tn timp ce funcţia de distribuţie după poziţii !P(q) se obţine prin integrarea lui !P(p,q) peste 

impulsuri 

.. ( )~ ~~ !P(q)= l!P(p,q,iq = 2!0BT e -lkeT (3.113) 

ln calculul integralelor (3.112) şi (3.113) am folosit rezultatul (86). 

Cu defini~a (1.48) şi rezultatul (B7), valorile pătratice medii ale impulsului, respectiv pozi~ei 
pot fi uşor determinate conform rela~ilor: 

... 
(pl)= f plfJ>(p)dp=µksî (3.114) 

-
şi 

„ k T 
(ql )= f qlfJ>(q,iq = _B 

_.., . ko 
(3.115) 

ceea ce implică folosind proprietăţile (1.9) şi (1.10): 

{E )=-1 (P2)+~(q1)= kT + kT =kî 
V 2µ 2 2 2 

(3.116) 

Deci, fiecărui grad de libertate de vibraţie li corespunde tn medie o energie kT . Energia interni 
corespunzătoare mişcării de vibraţie are expresia 

U, = N(E, )= NkT =vRT 
iar căldura molară la volum constant este dată de 

3.8.4. Generalizarea rezultatelor şi comparaţia cu cele experimentale 

(3.117) 

(3.118) 

Notând cu o numărul atomilor din moleculă, numArul gradelor de libertate al unei molecule 
poliatomice este 3n . Notăm numărul gradelor de libertate de translaţie cu t , cel al gradelor de 
libertate de rota~e cu r şi cel al gradelor de libertate cu v . Evident t + r + v = 3n , astfel fncât 
conform relaţiilor (3.00), (3.102) şi (3.118), căldura molară la volum constant poate fi scrisă Jn 
general: 

R 
C.,=(t+r)-+vR (3.119) 

2 
ln cazul gazului alcătuit din molecule monoatomice n = 1; t = 3; r = O şi v =O, deci 
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3 
C =-R „ 2 

ln cazul gazului biatomic n = 2; t = 3; r = 2 şi v == 1 astfel încât 

(3.120) 

C = 2R (3.121) „ 2 

începând cu molecula triatomică trebuie făcut distincţie între molecula liniari (toij atomii 
sunt distribuiţi pe o dreaptă, ca in cazul CO 

2

) şi cea neliniarA (H
2

0, SO 
2

). Astfel, ln cazul 

gazului alcătuit din molecule poliatomice liniare t = 3; r = 2 şi v = 3n - 5 şi deci 

lncât 

5 
Cv = -R +(3n-5)< 

2 
(3.122) 

ln cazul gazului alcătuit din molecule poliatomice neliniare t = 3; r = 3 şi v = 3n - 6 astfel 

(3.123) 

în concluzie, căldura molară a gazului ideal este independentă de temperaturi, fiind 
determinată numai de structura moleculei. Rezultatul teoretic este în bună concordanţă cu cel 
experimental pentru gazele monoatomice pentru un domeniu larg de temperaturi. Situaţie este 
diferită în cazul gazelor biatomice (vezi figura 3.10 unde am prezentat schematic rezultatele 
experimentale ob~nute pentru H 2 ). 

C.,/R 

~5 - - - - - - - - - - - - - - - -

3 

2,5 

2 

1,5 - - - - - - - - - - - - - - - -

1 

0----1------r-----;----+------+-----

T,K 100 200 300 400 500 

Figura 3.10 

Rezultatul teoretic pentru gazul biatomic este: c. /R = 3,5. MlsurAtorHe experimentale 

efectuate pentru Hz arată însă că c. depinde de temperatură şi tinde citre valoarea teoretici la 

temperaturi mari. La temperaturi mici (în jur de lOOK pentru Hz), c. /R = 2.5 valoare care 
corespunde unei molecule biatomice cu o legătură absolut rigidă Intre cei doi atomi astfel lnc.lt 
mişcarea de vibraţie a atomilor în jurul poziţiei de echilibru este imposibili. Anularea (lngheţarea) 
mişcării de vibraţie este complet Inexplicabili de fizica statistici clasici (ln cadrul clreia toate 
gradele de libertate sunt perfect echivalente), fiind prezisă numai de fizica statistică cuantici. 

55 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Pentru temperaturi şi mai scăzute (pentru H 2 aprolt\mati11 50K) C. /R = l,S va·Ioare 

corespunzătoare pentru un gaz monoatomic. Astfel, la temperaturi _joase. lnghea\ă ~ gradele de 
libertate de rotaţie, fapt inexplicabil de teoria clasică. Rezultatele prezentate pentru H 2 sunt 
caracteristice şi gazelor alcătuite din molecule poliatomice. 

f n concluzie, echivalenţa gradelor de libertate constituie un rezultat al fizicii statistice 
clasice, rezultat în neconcordanţă cu cel experimental la temperaturi joase, dar care constituie o 
aproximaţie acceptabilă la temperaturi fnalte. 

3.9. Teorema echipartitiei energiei pe grade de libertate 

Rezultatele prezentate în paragraful 3.8 constituie cazuri particulare ale teoremei 
echipartiţiei energiei. Menţionăm că această teoremă este valabilă numai în fizica statistică 
clasică, constib.Jind o aproximaţie acceptabilă a rezultatelor experimentale în domeniul 
temperaturilor mari (vezi paragraful 3.8.4). 

Pentru a demonstra teorema echipartiţiei energiei, considerăm funcţia de distribuţie a 
ansamblului canonic (2.31) în care notăm numărul gradelor de libertate cu f = 3N, 

- ~E(q, ,rr,P1, -,Pr) 

ff(r1,···,rc,P1>···,Pc )= f f ( e ) 
e-~E ~.- ,rr,P1,--,Pr dr dr dp dp 

• • • I··· f I .. • f 

(3.124) 

De fapt cu această notaţie, am trecut de la o variabilă vectorială (de exemplu r1 = (x 1, y 1, z1 )> la 

trei variabile scalare r1, r2 , r3 . 

Două situaţii apar frecvent în practică: 

i) Energia se împarte aditiv în forma 

E = e, (p, )+ E' (r1 , ... ,re, P1 , .. ·,Pi-1, P1+1•·--• Pr) 

unde c, depinde de o singură variabilă Pi, iar partea rămasă E' nu depinde de p
1 

ii) Funcţia Ei este patratică in P;: 

unde b este o constantă. 

(3.125) 

(3.126) 

Menţionăm că rezultatul rămâne neschimbat, dacă variabila aleasă nu este un impuls, ci o 
coordonată care însă îndeplineşte cele două condiţii (3.125) şi (3.126) . 

. Valoarea medie a lui ei este dată de: 

(3.127) 

_,.. 

unde am folosit ipoteza i). 

Notând integrala de la numitor cu I(p), expresia (3.127) devine: 
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âl 

(ei)= ~ =- :,/lnI) (3.128) 

Folosind Ipoteza ii) şi rezultatul (87), 1(13) poate fi calculată, ob~nându-se rezultatul: 

(3.129) 

(3.130) 

Astfel, în cazul unui sistem termodinamic aflat în stare de echilibru tennodinamic la 
temperatura T , valoarea medie a fiecărui termen pătratic din energie este kT /2 .Pe baza 
teoremei echiparti~ei energiei pe grade de libertate, rezultatele paragrafului 3.8 devin Imediate. 

Fiecare grad de libertate de transla~e şi rotaţie aduce un termen pătratic în energie (vezi 
relaţiile (3.87) şi (3.92)) în timp ce un grad de libertate de vibraţie aduce doi termeni pătratici în 
energie (vezi relaţia (3.108)). 

Probleme 

3.1 Să se determine numărul relativ de molecule dintr-un gaz ideal ale clror viteze diferi 
cu mai puţin de t: = 1 % de: ., 

1/(v). 

a) viteza cea mai probabilă; 

b) viteza termică 

R: a) 8
~ ;;; 1,66%; 

evx 
b) 12

E (~)1/J = 1,85% 
el/J 21t 

3.2 Folosind funcţia de distribuţie după modulul vitezei, determinaţi (1/v) şi comparaţi cu 

R: ( 
1 ) ( 2m )l/

2 

; = 21:kT = 4/x(v) 

3.3 Determinaţi valoarea medie a vitezei relative a douA molecule dintr-un amestec de 
două gaze diferite. 

(
BkT )t/z 1 1 1 

R:' (vr)= - unde-=-+-
nµ µ m 1 m 2 

3.4 Să se determine energia cinetică a moleculelor unui gaz ideal care ciocnesc unitatea 
de suprafaţă a peretelui recipientului în unitatea de timp. 

3.5 Să se determine numărul relativ de molecule care au energia cinetică de translaţie mai 
mare decât E 0 unde E 0 >> kT . 

R: 

57 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.6 Să se determine viteza cea mai probabilă şi energia cinetică cea mai probabilă a 
moleculelor dintr-un fascicul care părăsesc un vas prin efuziune. 

R: (
3kT)

1
/
2 

V = - ·E =kT 
P m , P 

3.7 Într-un perete al unui vas de volum V complet vidat se deschide un orificiu de arie S, 
extrem de mică. Cunoscând presiunea aerului ln exteriorul vasului p0 să se determine 

dependenţa de timp a presiunii din interiorul vasului. După cât timp presiunea din vas devine p0 . 

R: t = 00 

3.8 Considerăm un gaz ideal aflat într-un cilindru vertical foarte înalt. Presupunând câmpul 
gravltaţional uniform, să se determine a) energia poten~ală medie a unei molecule; b) 
modificarea căldurii molare la volum constant; c) pozi~a centrului de greutate al coloanei. 

R: a) (EP) = kT ; b) ll.Cv = R ; c) (z) = kT /mg 

3.9 Energia potenţială a moleculelor unui gaz ideal într-un anumit câmp central de forţe 

este U(r)= a.r 2 unde a este o constantă pozitivă. Temperatura gazului este T, iar concentra~a 

moleculelor în centrul câmpului este n 0 . Se cere: a) numărul de molecule care se găsesc la 

distanţe cuprinse între r şi r + dr de ce9trul câmpului; b) distanţa cea mai probabilă la care se 
găsesc moleculele de centrul câmpului; c) numărul relativ de molecule care se găsesc în stratul 
sferic cuprins intre r şi r +dr; d) de câte ori se modifică concentraţia moleculelor în centrul 
câmpului dacă temperatura se micşorează de 1l ori. 

R: 

c) - = 41t ~ • r 2 
• e-arJMf dr; d) creşte de 11 3l2 ori dN ( )

3

/

2 

N nkT 

3.10 Din condi~ile problemei precedente să se determine: a) numărul de molecule care au 
energia poten~ală cuprinsă între U şi U + dU ; b) energia poten~ală cea mai probabilă. 

R: 
u 211:n r;-; -- kT 

a) dN= --0 ~Ue kTdU; b) U =-
a.3r • 2 
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4a FLUIDUL VAN DER WAALS 

Din punct de vedere statistic, ipoteza fundamentală a modelului gazului ideal constă în 
neglijarea forţelor de interac~e dintre molecule. Această ipoteză face posibil calculul exact al 
funcţiei de part~ie canonice, dar modelul rezultat are un inconvenient major şi anume acela ci nu 
prevede tranziţia de fază gaz-lichid. Considerarea· aproximativă a interacţiei intre molecule 
conduce la modelul Van der Waals, model care conţine informa~i despre tranziţia gaz-lichid ti 
despre fenomene critice. 

4.1. Integrala de configuratie 

Considerăm un fluid alcătuit din N molecule monoatomice, fiecare moleculă având trei 
grade de libertate de translaţie. Fluidul se găseşte in stare de echilibru termodinamic la 
temperatura T , ocupând un volum V. Energia sistemului este egală cu suma dintre energia 
cinetică şi energia poten~ală de interacţie a moleculelor: 

E(-N -N) ~ li5il
2 

U (- - ) r ,p = ~--+ N r1, ... rN 
i•l 2m 

Folosind relaţiile (2.83) şi (2.85) funcţia de partiţie canonică devine succesiv: 

E ' 

Z(V,T)=-
1-J Je-kTdrNdpN = 

NlhJN 6N 

_ _!__f hl uH(;") 
=-1-J Je kT;.1 lm dpNJ Je - kT diN = 

NlhJN ••• ••• 
JN JN 

(4.1) 

=-
1

-(2mnkT)3N/2 Q(V, T) (4.2) 
NlhlN 

unde Q(V, T) se numeşte integrala de configuraţie a sistemului, având următoarea expresie: 

U(rH) 
Q(V,1')= J ... Je- kT diN (4.3) 

JN 

Astfel, problema determinării funcţiei de parti~e canonice ae reduce la determinarea 
Integrale! de configura~e. În cazul gazului ideal deoarece moleculele nu lnteracţioneazl Intre ele, 
integrala de configuraţie devine: 

Q ,d == J. . .J dr, ... drH == v N 

JN 

astfel încât funcţia de parti~e canonică capătă forma cunoscută (2.59). 

4.2. Energia potentială de interacţie 

(4.4) 

Notăm energia potenţială de interacţie între moleculele i şi j prin u~iJ) şi presupunem cA 

ea depinde numai de modulul distanţei dintre cele dol!ă molecule rij = IG - rjl, presupunere 

adevărată numai pentru fluide alcătuite din molecule cu simetrie sferică, pentru celelalte energia 
potenţială de interacţie bi-particulă depinde şi de orientările celor douA molecule. Presupunem în 
plus că energia potenţială de interac~e totală este dată de suma interac~ilor Intre perechi de 
molecule (deci interacţionează simultan numai două particule, interac~ile Intre trei sau mai multe 
particule se neglijeci2;â). Cu aceste două ipoteze, energia potenţială de interacije devine 

59 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



u(r 

Figura 4.1 

N N 

u(r; , ... .rw ) = L L:U(riJ (4.5) 

r 

i-l i<j _r-1 

Energia potenţială de interacţie bi-particulă are forma 
din figura 4.1. La distanţe scurte u(r) este puternic 

repulsivă, caracteristică generată de suprapunerea 
păturilor electronice exterioare. La distanţe mari u(r) 
este atractivă, dar mult mai lent variabilă cu distanţa. 
În principiu este posibilă obţinerea riguroasă a lui 
u(r) din calcule cuantice. Există două obiecţii 
principale cu privire la rezultatele obţinute. Prima 
obiecţie constă în faptul că aceste calcule pot fi făcute 
exact numai pentru distanţe mari între molecule. 

A doua sursă de erori provine din faptul că aceste calcule se fac numai pentru o pereche izolată 
de molecule, neţinându-se cont că perechea de molecule face parte din sistem. Astfel, potenţialul 
de interacţie bi-particulă tebuie privit ca unul efectiv care ia în considerare, în medie, contribuţia 
interacţiilor între trei sau mai multe particule. Oe aceea în cadrul calculelor statistice se folosesc 
forme empirice ale potenţialului bi-parti~ulă, rezultatele obţinute comparându-se cu cele de 
simulare pe calculator cu acelaşi potenţial, astfel încât dispar erorile generate de forma 
potenţialului. Una dintre cele mai folosite forme empirice este potenţialul Lennard-Jones: 

(4.6) 

La distanţe mici predomină partea repulsivă 46(a/r )12, în timp ce la distanţe mari partea atractivă 

devine importantă - 4e(a/r )6
. Cei doi parametrii ai potenţialului Lennard-Jones (vezi figura 4.1), 

a (distanţa dintre particule pentru care u(r )=O) şi E (adâncimea gropii de potenţial) se fitează 
din date experimentale. 

4.3. Modelul Van der Waals 

Ideea de bază a modelului constă în presupunerea că structura fluidului este principal 
determinată de forţele de repulsie, forţele de atracţie joacă numai un rol minor, constituind un 
potenţial de fond care generează apariţia energiei de coeziune care stabilizează lichidul. 

• Prima aproximaţie a modelului constă în considerarea potenţialului de interacţie bi-particulă 
de forma (vezi figura 4.2). 

u(r) 

-E 

Figura 4.2 
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r<cr 

r~cr 
(4.7) 

Deci moleculele sunt considerate sfere rigide 
de rază a/2 care se găsesc într-un poten~al 

slab atractiv - e(a/r )6
. 
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A doua aproximaţie, folosită foarte des în fizică, se numeşte aproximaţia câmpului mediu. 
Conform acestei aproximaţii, presupunem cA o moleculă se găseşte într-un câmp efectiv creat de 
celelalte (N - 1) molecule şi mai mult, această moleculă nu influenţează distribuţia celorlalte. 

Astfel, sistemul este alcătuit· din N molecule independente, fiecare aflându-se într-un câmp 

efectiv U .r (r,). Cu această aproximaţie energia potenţială de interacţie totală devine 

N 

u(r, , ... , rN )=Lu .r (ri) (4.8) 
i=I 

iar integrala 3N -dimensională din integrala de configuraţie se factorizează în N integrale triple: 

-~ f u,,('i) N _ u,r(ij) 
Q(V,T)= J._Je k'f,_, dr, ... drN = J...fne k'f dr;= 

3N i=I 

N U,r(0 [ U.r(f) ]N 
= CT ff f e --~ dr; = f ff e -1<r dr (4.9) 

unde domeniul de integrare al ultimei intenrale este volumul V. 

În regiunea r < cr, datorită repulsiei puternice intre molecule u(r )= 00 şi evident 

u.r (r)= oo, ceea ce implică anularea integrandului. Volumul acestei regiuni se numeşte volum 

exclus Va. În regiunea r 2: a, de. volum V - V"", U .r (r) se modifică lent cu distanţa dintre 

molecule, astfel încât îl putem înlocui cu o valoare efectivă medie (u .r) . Acest lucru este posibil 

datorită faptului că partea atractivă a potenţialului are o importanţă secundară în determinarea 
structurii fluidului. Cu această aproximaţie integrala de configuraţie (4.9) devine: 

[ 

(U.r) ]H [ (U.r)]N 
Q(V, T)= e---ia- J~dr = (v - v.x ~-~ (4.10) 

Astfel folosind aproximaţia câmpului mediu calculul integralei de configuraţie se reduce la 

determinarea celor doi parametrii (U .r) şi V'"' . Energia potenţială totală medie este datA de 

N (U or), dar, deoarece în sistem există N(N - 1 )/2"" N 2 /2 perechi de molecule, energia 

potenţială totală medie are expresia N 2 (u)/2 unde (u) este media potenţialului bi-particulă, 
astfel încât: 

(4.11) 

Pentru a estima energia potenţială bi-particulă medie, presupunem că oricare altA moleculă 
se poate găsi cu probabilitate egală oriunde în sistem dacă ea este la o distanţă r > o faţă de o 
moleculă dată i . Probabilitatea ca poziţia ei să fie cuprinsă între r şi r + dr este datl de 

(4.12) 

astfel încât potenţialul bi-particulă mediu este dat de 

( )- s"' ( 'l"C>(. \~~ - 4nt>o
6 s'"' -4dr - 4m;o

3 

u - u fJJ 1,-u ----- r ----
V 3V 

(4.13) 
0 0 

iar conform rela~ei (4.11), potenţialul efectiv mediu este 

(
U _ ) ___ 2m-;o

3 
. N _ 

11
, N 

.r 3 V V 
(4.14) 
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unde a'== 21tea 3 /3. Deci a' este un parametru definit prin considerarea forţelor de atracţie dintre 
molecule, fiind dependent de natura fluidului prin intermediul parametrilor E şi a . • 

' / 

Considerând moleculele sferice rigide de rază 
cr/2, confom, figurii 4.3, prezenţa moleculei j 
duce la apariţia unui volum inaccesibil 
moleculei i . Acest volum care apare la 
contactul a două molecule se numeşte volum 
exclus fiind egal cu cel al unei sfere de rază a . 

Figura 4.3 

Deoarece există N(N - 1 )/2 ~ N 2 /2 perechi de molecule, volumul exclus total este 

2iN2a 3 /3. Dar acest volum exclus trebuie să fie egal cu NV e11 unde V ex este volumul exclus 

per moleculă. 

Astfel 

(4.15) 

unde b'= 21ta 3 /3 este un parametru generat de considerarea forţelor repulsive între molecule şi 
care depinde de natura fluidului prin intermediul parametrului a . 

Cu relaţiile (4.14) şi (4.15) integrala de configuraţie (f 1 O) devine 

Q(V, Tî=[(v- b'N},;;;; r 
în timp ce funcţia de partiţie canonică (4.2) are expresia 

z(v. T)= -
1 

-(2xmkT )1
N

12 [(v - b'N},: ]N 
Nlh3N 

Energia liberă poate fi detem,inată confom, relaţiei (2.45): 

F=-kTlnZ=-NkT -ln.T+ 1n V-b N)+ --+ - -- -lnN + 1 [
3 ( , a'N 3~21tll1k) l 
2 VkT 2 h 2 

astfel încât ecuaţia tem,ică de stare are expresia: 

p = -( aavF )T = _Nk_T __ _ a'_N_
2 

V-b'N V 2 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

sau folosind noi parametri a= a'N! şi b = b'N A unde NA este numărul lui Avogadro, se obţine 
forma cunoscută a ecuaţiei termice Van der Waals: 

( 
v

2

a) p+ yz (V-vb)=vRT (4.20) 

Folosind expresia energiei libere (4.18), ecuaţia calorică de stare devine: 

(oF) 3 va
2 

U=F+TS=F-T - =-vRT---
âT v 2 V 

(4.21) 

Menţionăm faptul că aproximaţia câmpului mediu folosită în deducerea expresiei (4.16) a 
integralei de configuraţie este cu atât mai bună cu cât partea atractivă a potenţialului (4.7) este 
mai slabă şi acţionează la distanţă mai mare. 
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Probleme 

4.1.a Un model teoretic folosit ln studiul lichidelor este următorul: IT'oleculele sunt 
considerate Independente, fiecare moleculă are o energie potenţială constantă -& datorită 

interacţiei medii cu celelalte molecule şi se poate mişca într-un volum total N v O , unde v O este 

volumul (constant) permis per moleculă. Cu aceste ipoteze determinaţi: i) integrala de 

configura~e; ii) energia liberă; iii) ecuaţia calorică de stare; iiii) potenţialul chimic. 

NB 

R. i) Q = (Nv O )K e kT 

ii) F=-NkT[~lnT+ ..!._+ lnv 0 + 1 + ~ 1J 27)] 
2 kT 2 u\ h 

iii) U= ~NkT ·- N& 
2 

iiii) µ =-kr[~1nr + ~ + 1n Vot 1 + ~1J 
2xm1c)] 

2 kT 2"\ h 2 

• 4.1.b Considerând vaporii gaz ideal, determinaţi expresia care leagă presiunea vaporilor 
de temperatura T la care sunt în echilibru cu lichidul. 

R. Q 11• ~-kr[ %1nr .,,1np+In (2""'f;k'"] 

4.2 Considerând poten~alul de interacţie bi-particulă de forma u(r) = {
co pentru r < a 

O pentru r >a 
să se determine pentru un fluid monoatomic: i) funcţia de partiţie canonică; ii) ecua~a termică de 
stare; iii) ecua~a calorică de stare. 

R. i)Z = _I (2mnk:T )1N/2 (V -vb)M. 
NI h 2 1 V. =vb 

ii)p(V -vb)= vRT 

iii)U=~vRT 
2 
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&. TEORIA CINETICA ELEMENTARA A FENOMENELOR 

DE TRANSPORT 

ln capitolele precedente am prezentat o descriere statisticA a sistemelor aflate tn stare de 
echilibru. Dar tn multe probleme de interes fizic major apar situaţii de neechilibru. 

ConsiderAm, ca exemplu, cazul tn care cele două capete ale unei bare de cupru sunt 
menijnute la temperaturi diferite. Aceasta nu este evident starea de echilibru, stare tn care 
întreaga bari ar avea temperaturi constantă. în exemplul prezentat, are loc un transport de 
energie sub forrmă de căldură de la capătul mai cald către cel mai rece, rata acestui transfer de 
energie fiind determinată de conductivitatea termică a barei de cupru. Calculul coeficientului de 
conductivitate termică se poate face prin considerarea microscopici a prooesului de neechUlbru 
prin care energia este transportată de la un capăt al barei la celălalt. Calculele de acest gen pot 
deveni extrem de complicate chiar şi pentru un sistem simplu cum este gazul ideal. 

Prezentarea teoriei elementare a fenomenelor de transport aduce o lnţelegere fizici a 
mecanismelor de bază, elucldAnd caracteristicile principale tntr-un mod semnificativ. Menţlonlm 
cA rezultatele obţinute nu diferă cu mai mult de 50% decât cele bazate pe calcule riguroase 
(soluţia ecuaijel integrodiferenţiale Boltzmann). 

1n acest capitol vom prezenta teoria cineticii elementarA a fenomenelor de transport cu 
aplicaţii tn cazul gazului ideal. 

lntr-un gaz, moleculele lnterac~on~azl una cu cealaltA prin ciocniri. Daci gazul nu este 
Iniţial tn stare de echilibru, aoeste ciocniri intermoleculare aduc gazul în starea de echilibru. ln 
cazul gazului Ideal, problema se slmplifică, având următoarele caracteristici: 

O Timpul petrecut de o moleculă Intre ciocniri este mult mal mare decât Umpul de ciocnire 

10 Probabilitatea ca trei sau mal multe molecule să interacţioneze simultan este neglijabil de mici 
faţA de aceea a interacţiei bi-moleculare. Pe scurt ciocnirile triple apar extrem de rar I ncât pot fi 
neglijate. 

P(t) 

1 

Figura .5.1 

5.1. Tlmpul de cjocnlre 

t 

Con■lderlm o molecull ■vtnd viteza f . 
Fle P( t) probabilitatea oa molecula al nu 
sufere nici o ciocnire ln Umpul t . Evident 
P( O)= I , deoarece nu existA şansa unei 

ciocniri Jntr-un Ump foarte mic t ➔O. P(t) 
descrette cu timpul, deoarece creşte "pericolul" 
unei ciocniri. ln final P{t)➔ O ctnd ·t ➔ «>. 

Rezultatul este prezentat ln figura 5.1. 

Fie wdt probabilitatea ca molecula să sufere o ciocnire Intre t şi t + dt . MArimea w 
reprezintă frecvenţa de ciocnire, fiind consideratA constantl. Probabilitatea ca o molecull sl nu 
sufere nici o ciocnire tn t + dt poate fi scrisA 

P{t + dt)= P(tXI - wdt) . (5.1) 
ceea ce implici 
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1 dP 
-·-=-W 
P dt 

(5.2) 

sau după integrare 

P(t)=e-wt (5.3) 

unde constanta de Integrare a fost determinată prin condi~a P(o)= I. 

Probabilitatea ca o moleculă sa sufere o ciocnire tn Intervalul de timp cuprins Intre t ti 
t + dt, după ce nu a suferit nici una ln timpul t este: 

9>(t}lt = e-wtwdt 
Evident condiţia de normare este îndeplinită 

., ., 

(5.4) 

f 9>(t}it = w f e-v.twdt = 1 (5.5) 
o o 

Timpul mediu între două ciocniri succesive t poate fi calculat ln modul următor: 

., ., 1 
t= (t)= J &(t}it= w Jte-v.twdt =- (5.6) 

o o w 
integrala fiind evaluată conform relaţiei (D3). Considerând mişcarea moleculei între două ciocniri 
succesive rectilinie şi uniformă, distanţa medie între două ciocniri succesive numită şi drumul liber 
mediu este: 

1 
l=(v)t=(v)·-

w 

I 

5.2. Secţiunea eficace 

(5.7) 

Ciocnirea a două particule poate fi descrisă cu ajutorul se~unii eficace, mlrime care poate 
fi calculată cunoscând potenţialul de interacţie. Considerăm două particule de mase m 1 i,I 

respectiv m 2 şi viteze v 1 şi respectiv v 2 . În sistemul de referinţă legat de particula 2, aceasta 

este evident în repaus, iar particula 1 va avea viteza egală cu viteza relativi V= v 1 - v 2 . În 

acest sistem de referinţă, considerăm un flux uniform 11> 1 de particule 1 (un numlr de particule 

pe unitatea de arie în unitatea de timp) cu viteza relativă V îndreptat citre particula ~ntl 2 aflati 
ln repaus (vezi figura 5.2). 

-1 V 

Trale1rtorla 
partlculel 1 

Figura 5.2 

Ca rezultat al procesului de ciocnire un număr dN de particule de tip 1 pe unitatea de timp 

vor fi Jmprăştiate tn unghiul solid dO' tn Jurul lui V' . Acest numAr de particule dN este 
proporţional cu fluxul incident fl> 1 şi cu unghiul solid 

(5.8) 
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unde factorul de proporţionalitate a se numeşte secţiune eficace diferenţială. ln general 

a = a(v. v•) poate fi detenninată cu ajutorul legilor mecanicii (clasice sau cuantice) daci se 

cunoaşte poten~alul de interacţie dintre particule. 

Numărul total de particule împrăştiate pe unitatea de timp în toate direcţiile este obţinut prin 
integrarea relaţiei (5.8) 

unde 

N = J a<I> 1del'= <t> 1a 0 

o 

ao(V)= I a(v. v}tcl· 
o 

se numeşte secţiune eficace totali. 

în cazul unui poten~al de interacţie de tip sfere rigide 

u(r)={~ 
pentru 

pentru 

confo,m figurii 5.3, ciocnirea are loc numai dacă parametrul de impact b < 8 1 + a 2 • 

b 

Figura 5.3 

(5.9) 

(5.10) 

(5.11) 

Astfel din fluxul <t> 1 incident, numai particulele aflate ln aria circulari .{a1 + 8 2 )
2 vor fi 

Jmprlştiate, deci 

ao =_!!_=:11(a1 +a2)2 
ci, 1 

Daci cele ,douA particule sunt identice expresia (5.12) devine 

ao = Kd2 

unde d = 2a este diametrul particulei. 

(5.12) 

(5.13) 

Dacă cunoaştem secţiunea eficace de ciocnire a O , frecvenţa de ciocnire w se poate 
determina extrem de simplu. Considerlm un gaz avAnd densitatea numirului de molecule egali 

cu n . Fie viteza medie a moleculelor egală cu ( v), Iar viteza relativi medie 

(V)= .fi.(v) (conform rezultatului problemei 3.3). Folosind un argument similar celui prezentat fn 

paragraful 3.4, fluxul de molecule incident pe o moleculă ţinti este 

cl>1 = n((V)dtdA) = n(V) 
dtdA 

dar numai n(V)a O sunt lmprAştiate de aceasta, astfel lncAt frecvenţa de ciocnire este 
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(5.15) 

Iar drumul liber mediu are expresia 

I::: (v) = 1 = _k_T_ 
w /2ncr O J2,pcr 0 

unde am folosit ecuaţia termică de stare p = nkT . 

(5.16) 

f n cazul unui gaz aflat la temperatura camerei (T = 300K) şi presiune atmosferică 

~:;;}O,N/m 2
) n:;;2,4·1025 molecule/m 1

. Un diametru molecular tipic este d.=2•10-10m 

ceea ce implică a O = x(2 -10-10 
)

2 = l 2 • 10-20 m 2 şi conform relaţiei (5.16) l 1113-10-7 m. Astfel 
1 >> d, deci ipoteza ciocnirilor extrem de rare între molecule este îndeplinită. În cazul azotului 

(v):;;500m/s şi w = 2·109 s- 1
. 

În următoarele trei paragrafe este prezentată o tratare elementară a celor trei proprietlţi 
cunoscute prin termenul general de fenomene de trans.port ·in cazul gazului ideal. Cele trei 
proprietăţi, vâscozitatea, conductivitatea termică şi difuzia pot fi explicate prin transportul 
impulsului, energiei şi respectiv masei printr-o suprafaţă imaginară din gaz. 

5.3. Vâscozitatea 

Considerăm într-un fluid un plan imaginar cu normala în direcţia z (vezi figur~ 5.4). 

X 

Figura 5.4 

Fluidul de sub acest plan exercită o forţă pe 
unitatea de arie Pz: asupra fluidului de 

deasupra şi conform legii a treia a lui 
Newton, fluidul de deasupra exercitl o 
tensiune - Pz asupra celui de sub plan. 
Forţa medie pe unitatea de arie normală la 
plan (componenta z a lui P&) este 

presiunea p:;; P zz . 

Când fluidul este in echilibru (in repaus sau se mişcă cu viteza uniformă) componenta 
medie paralelă cu planul se anulează: P"' :;; O. 

ConsiderAm situaţia de ne-echilibru prezentată în figura 5.5. 

X 

z=L 
z=ct -
z=O 

Figura 5.5 

Fluidul are o viteză u" în direcţia x, viteză care depinde de z astfel fncât u. :;; u. (z). 
AceastA situaţie apare dacă fluidul este fnchis rntre două plăci paralele, placa inferioarl aflatl la 
z = O fiind fn repaus, iar placa superioară aflatA le z = L se mişcă fn direcţie x cu viteza 
constantă u 0 • Straturile din vecinătatea plkilor au, cu o aproximaţie bună, viteza acestora astfel 

lncat straturile de fluid dintre pi Aci au viteze diferite cuprinse Intre O şi u 0 . f n acest caz fluid ul 
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exercită o forţă tangenvală asupra plăcii mobile, tinzând să încetinească mişcarea acesteia 
restabilind situa~a de echilibru. Fiecare strat de fluid de sub planul z = ct. exercită o tensiune 

tangenţială P u: asupra fluidului de deasupra. La echilibru P m = O iar ux (z) nu depinde de z. ln 

cazul de ne-echilibru prezentat, P u trebuie să depindă de derivatele lui ux tn raport cu z astfel 

încât să se anuleze când ux nu depinde de z. Dacă însă âux /âz este relativ mic, o relaţie 

liniară 

(5.17) 

constituie o bună aproximave. Constanta de proporţionalitate fi se numeşte coeficient de 

vâscozitate, fiind pozitiv definit (Pu: <O dacă âu.._/âz>O). Unitatea de măsură în Sistemul 

Internaţional de UnităV este Kg/m •s. Relaţia (5.17), formulată prima dată ca o lege empirică de 

Newton este adevărată pentru gaze şi lichide. 

Teori"' cinetică permite determinarea microscopică a coeficientului de vâscozitate pentru 
gazul ideal. Conform figurii 5.5 moleculele aflate deasupra planului z = ct. au componenta x a 
impulsului mai mare decât cele aflate sub acest plan, astfel încât la traversarea acestui plan 
moleculele transportă un impuls. Astfel gazul de sub plan va câştiga impuls în direcQa x de la 
moleculele de deasupra, iar gazul de deasupra va pierde impuls în direcQa x datorită moleculelor 
de sub plan. Această variaţie de impuls generează conform legii a doua a lui Ne'Wton o forţă cu 
care gazul de sub plan acţionează asupra celui de deasupra astfel încât P Zll este creşterea 
medie pe unitatea de timp pe unitatea de arie a componentei x a impulsului gazului de deasupra 
planului datorată transportului net de impuls al moleculelor care traversează acest plan. 

Să determinăm distanţa medie (z) de la suprafaţă la care molecula a suferit ultima 

ciocnire înainte de traversarea suprafeţei (vezi figura 5.6). 

z 

l<Z> 

s 
Figura 5.6 

Această mărime poate fi determinată în felul 
următor 

Jff lcos0d<t>(v) 

(z) = f Jf dct>(v) (5.18) 

Folosind rezultatele (3.67) şi (3.69) obţinem (z) = ~ l unde l este distanţa medie între 
3 

două ·ciocniri succesive. 

Numărul de molecule care trec în unitatea de timp prin unitatea de arie a planului z = ct. 

lntr-un sens este conform relaţiei (3.69) «li= n(v)/4 fiind evident egal cu cel al moleculelor care 

traversează planul în sens contrar. Dar moleculele care traversează planul de jos în sus au 

suferit ultima ciocnire la distanţa (z)= ~l de plan, astfel încât componenta x a vitezei unei 
3 

molecule este uJz-(z))=u.._(z-¾1) iar impulsul transportat de fiecare moleculă este 

mu x ( z - ¾ l) . Impulsul total transportat de jos în sus prin unitatea de suprafaţă în unitatea de 

timp este dat de: 

(5.19) 
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Analog impulsul transportat fn unitatea de timp prin unitatea de suprafaţă fn sens contrar 
are următoarea expresie 

(5.20) 

Transportul net de impuls pe unitatea de ln unitatea de timp (adică tensiunea Pa) este dat 

de: 

(5.21) 

Deoarece gradientul vitezei âu
11 

/âz este mic (viteza u
11 

nu se modifică sensibil pe o 

distanţă de ordin l ), putem scrie 

u z--1 =u z ----1 ( 
2 ) ( ) 2 ât.111 

11 3 
11 

3 âz 

u (z+ 3.1)= u (z)+ 3. âu 11 l 
li 3 K 3âz 

şi 

P = _.!_nml(v) fu 11 

D 3 OZ 
(5.22) 

Comparând relaţiile (5.17) şi (5.22) obţinem 

l .' 
ri = 3 nrnl(v) (5.23) 

Rezultatul (5.23) are câteva consecinţe interesante. Confonn relaţiei (5.16) 1-= 1/ ,fi.na 0 

astfel încât 

ri=-
1-~(v) 

3,fi. a o 
(5.24) 

Concluzia neaşteptată care reiese din relaţia (5.24) este aceea că vâscozitatea unui gaz 
nu depinde de presiunea p sau densitatea n, ci numai de temperatură prin intennediul vitezei 

medii (v). Acest rezultat nu este adevărat la densităţi foarte mari. ( n deducerea relaţiei (5.23) am 

folosit două ipoteze: 

i) Am considerat un gaz diluat astfel încât am putut negliJa interacţiile între trei sau mai multe 
particule. Această presupunere este adevărată când densitatea gazului este suficient de micA 

aşa încât l >> d = Fo . 

li) Am presupus că gazul este suficient de dens astfel încât moleculele să se ciocneascl între ele 
şi nu cu pereţii recipientului. Astfel l << L unde L este dimensiunea liniară a recipientului 
(distanţa dintre plăci în figura 5.5). 

Notăm că domeniul densităţii în care cele două condiţii sunt îndeplinite simultan este destul 
de mare deoarece uzual L >> d . 

Considerând moleculele sfere rogide, secţiunea eficace de lmprăştiere nu depinde de 
temperatură (vezi relaţia (5.13)) şi ca urmare dependenţa de temperatură a lui ri este con\inuti 

ln (v) (conform relaţiei (5.24)) 

ri - T 112 (5.25) 

ln general însă o O = o O ((v)) depinde de viteza relativă medie care la rândul ei depinde de 

ternpt,ratu1ă, ceea ce implică o dependenţă 11-T 07
. Această dependenţă poate fi înţeleasă 

calitativ prin prezonţa interacţiei atractive care tinde să crească secţiunea eficace şi care devine 
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mai importantă la temperaturi mici. De aceea secţiunea eficace descreşte cu creşterea 

temperaturii şi Tl ~ T 112 /o O creşte mai puternic cu temperatura decât T 'fl. 

De notat că vâscozitatea unui gaz creşte cu creşterea temperaturii, comportare total 
diferită de cea a vâscozităţii lichidelor care descreţte rapid cu creşterea temperaturii. 

ln cazul aerului la presiune normală ~05 N/m2
) la temperatura camerei (300K), 

(v) = 500m/s şI l = 3 • 10-1 m astfel încât: Tl = 6 • 1 o-' kg/m • s. 

5.4. Conductivitatea termică 

Considerăm un sistem oarecare în interiorul căruia temperatura nu este constantă (vezi 
figura 5. 7). 

T1 1j >lj 

- - - - - - - - - z=ct 

T1 qfO 

Figura 5.7 

În particular T = T(z). Sistemul nu este în 
stare de echilibru. În consecinţă va e)(ista un 
t~ansport de energie sub formă de căldură 
de la regiunea cu temperatură mai mare la 
cea cu temperatură mai mică. 

Fluxul de căldură în direcţia z (căldura care trece în unitatea de timp prin unitatea de 
suprafaţă a planului z = ct. ) poate fi scrisA 

(5.26) 

unde K se numeşte coeficientul de conductibilitate termică fiind pozitiv definit (dacă âT/âz 

atunci qz < O). Relaţia (5.26) este adevărată în gaze, lichide şi solide izotrope, fiind numită legea 
Fourier. 

În cazul gazului ideal, folosind argumente microscopice similare celor prezentate în 
paragraful 5.3, teoria cinetică permite determinarea coeficientului de conductibilitate termică. 
Considerăm un plan z = ct. într-un gaz în care T = T(z). Transportul de căldură este generat de 

moleculele care traversează acest plan ln ambele sensuri. Deoarece âT/âz (conform figurii 5.7) 

o moleculă de deasupra are o energie medie (E(r )) mal mare decât una de dedesubt. Astfel 

rezultl un transport net de energie de la regiunea de dea1upra planulul la oaa de sub plan. 

Numărul de molecule care traverseazl în unitatea de timp unitatea de suprafaţA a planului 
z= ct. într-un sens este n(v)/4 egal cu oei care traverseazi în sens contrar. Moleculele care 

traversează pla~ul de jos in sus au suferit ultima ciocnire la distanţa (z) = 3.1 de plan. Deoarece 
3 

energia medie a unei molecule depinde de temperaturi, dar T = T(z) fn acest caz, rezultA 

(t:)= (t:(z)). Astfel energia medie transportatA fn unitatea de timp pe unitatea de suprafaţă de jos 
în sus este datA de: 

(5.27) 

Iar energia transportatA în unitatea de timp pe unitatea de supraffţl tn sens contrar este datA de: 

Ei =¾n(vXt:(z+(z))) (5.28) 

astfel încât fluxul net de energie are expresia 
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=-n(v (&{z))- -1--(&{z))- -1- = I { 2 B(&) 2 o{&)] 
4 3oz 3oz 

= _!n(v)l o(&)• of 
3 of oz 

(5.29) 

deoarece (e) depinde de z prin intennediul temperaturii T. NotAnd olldura specifici per 

moleculă cuc =o(e)/or relaţia (5.29) devine 

şi comparând cu (5.26) obţinem 

K = !n(v)cl 
3 

Folosind relaţia (5.16) 1 = 1/ ./2 no O , densitatea dispare şi 

(5.30) 

(5.31) 

I c(v) 
K=-- ~~ 

3J-j_ Oo / 

deci K nu depinde de presiunea gazului. Domeniul de valabilitate al relaţiei (5.32) este ac:elati 
cu cel al relaţiei (5.24). 

În cazul gazului monoatomic (e)= 3kT /2 deci c = 3k/2. Deoarece (v) ~ TJ/J (conform 

relaţiei (3.25)), considerând moleculele sfere rigide (0 0 = xa2 ), dependenţa de temperaturi a lui 

K este dată de 

K ~Tl/l (5.33) 
Influenţa forţelor de atrac~e este în sensul creşterii mai puternice a lui K cu temperatura. 

Ordinul de mărime a lui K poate fi determinat din relaţia (5.31). Astfel conductibllltatea 

termică a argonului la temperatura camerei are valoarea l,65 • 10-2 J/m • • • grd. 

Comparând relaţiile (5.23) şi (5.31) obţinem 

K c Cv 
-=-=- (5.34) 
,, m µ 

5.5. Difuzia 

ConsiderAm cA un anumit numAr de molecule ale unei substanţe este "etichetat' într-un 
anumit fel. Fie n1 numărul de molecule "etichetate" din unitatea de volum. ln starea de echilibru 

moleculele etichetate sunt distribuite unifonn, astfel încât n 1 nu depinde de poziţie. Presupunem 

că distribuija moleculelor "etichetate" nu este unifonnl astfel Incit n1 depinde de poziţie (de 

exemplu n1 = n1(z}> chiar daci numArul total de molecule din unitatea de volum n itmAne 
constant Aceasta nu este o stare de echilibru şi f n conseclnţl va exista o mişcare a moleculelor 
"etichetate" care tinde sA creascA entropia, adicA tinde &I unifonnlzeze concentraţia n1 . 
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Fie J z tlulCul moleculelor "etichetate" (numărul moleculelor etichetate care traversează tn 
unitatea de timp unitatea de suprafaţă a unui plan z = ct. ). Analog rela~ilor (5.17) şi (5.26) putem 
scrie 

J =-D ân1 
z uz. (5.35) 

unde D se numeşte coeficientul de difuzie fiind pozitiv definit (dacă an 1 / âz > O atunci J z < O). 

Relaţia (5.35) descrie extrem de satisfăcător difuzia ln gaze, lichide şi solide izotrope. A 
fost formulată prima dată ca o lege empirică de Fick. 

De fapt ace!»t fenomen, în care particulele etichetate sunt Identice cu celelalte, se numeşte 
auto-difuzie. 

Coeficientul de difuzie poate fi calculat în cazul gazului ideal folosind argumente similare 
celor prezentate în paragrafele 5.3 şi 5.4. Considerăm în interiorul gazului un plan z = ct.. 
Numărul de molecule etichetate care trec în unitatea de timp prin unitatea de suprafaţă de jos în 
sus prin acest plan este: 

Nţ=.!.(v)n 1 (z-(z)) 4 
iar numărul corespunzător care trec în sens contrar este 

astfel încât fluxul net are expresia / 

Iz =l(v{ni(z-¾1)-ni(z+¾1)]=-l(v)l~~ 
Comparând relaţiile (5.35) şi (5.38), coeficientul de difuzie este dat de: 

D = i(v)l 

Folosind relaţiile l = 1/ /1. na O = kT //1,a O p şi v = (8kT /7Un )112 ob~nem 

2 1 kT 312 

D=----
3/;c P<Jo ml/2 

Astfel coeficientul de difuzie depinde de presiunea gazului. La temperatură fixă 

1 1 D~-~-
p n 

Iar la presiune fixă 

(5.36) 

(5.37) 

(5.38) 

(5.39) 

(5.40) 

(5.41) 

D~T3/l (5.42) 
dacă moleculele sunt considerate sfere rigide, astfel lncât a O = 7td 2 nu depinde de temperaturi. 

Valoarea experimentală a coeficientului de difuzie pentru azot la T = 273K fi 

p = 105 N /m 2 este D = 2 • 10-5 m 2 /e . 

Comparând relaţiile (5.23) şi (5.29) oţinem 

D 1 
-=-=-
'l nrn p 

(5.43) 

ln concluzie rezumăm principalele rezultate prezentate în acest capitol. Considerând 
moleculele sfere rigide, frecvenţa de ciocnire şi drumul liber mediu au respectiv expresiile: 

(5.44) 
şi 

72 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



I= I = I (5.45) 
.fi.oo O .fi.Md 1 

În cazul gazului ideal, coeficientul de vâscozitate, coeficientul de conductibilitate tennicl şi 
cel de difuzie au respectiv expresiile: 

1 
11 =-nml(v) 

3 
I 

K = -ncl(v) 
3 

1 
D= -l(v) 

3 

(5.46) 

(5.47) 

(5.48) 

Menţionăm faptul că legile empirice (5.17), (5.26) şi (5.35) constituie cazuri particulare ale 
relaţiilor Onsager (vezi capitolul 7 din prima parte a cursului). 

Probleme 

5.1. Calculaţi fracţia din moleculele unui gaz care: 

a) traversează fără ciocniri distanţe mai mari decât drumul liber mediu 1 

b) au drumul liber cuprins intre 1 şi 21 

R. a)e-\ b)e-1 - e-2 _,, 

5.2. Determina~ drumul liber mediu şi timpul mediu de ciocnire pentru azot aflat în: a) 

condi~i normale şi b) t = o· C şi p = 10-9 N / m 2 

R. a)= 0,06µ.m, t = 0,1 Jna; 

5.3. Cum depinde de temperatură drumul liber mediu şi frecvenţa de cioonire pentru un gaz 
care suferă un proces: a) izocor; b) izobar 

R. a)=const.,w~T'12 ; b)~T,w~T-112 

5.4. Într-un anumit proces efectuat de un gaz ideal coeficientul de vucozitate crette de a. 
ori şi coeficientul de difuzie creşte de J3 ori. Cum se modifici presiunea gazulw ln acest proces? 

R. creşte de a. J /p ori 

5.5. Un gaz ideal ~uferă un proces politrop. Determina~ indicele politropel daci în aceet 
proces: a )o = ct.; b )11 = ct. ; c )K = ct. 

R. a )i = 3; b )i = 1; 0 )n = 1 
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ANEXE 

A. Valoarea lui lnnl pentru n mare 

Conform definiţiei 

nl=1·2·3· .... ·n (A1) 
de unde 

I\ 

lnnl= lnl + ln2+ .... + lnn = !:lnm (A2) 
mal 

Daci n_este mare, suma (A2) poate fi aproximată printr-o integrală astfel încât 

D 

lnnll'lj ftnxdx=(xlnx-x)j~ l'ljnlnn-n (A3) 
l 

deoarece contribuţia limitei inferioare este neglijabilă. Aproximaţia (A3) implică rezultatul 

dlnnl 1 
--=lnn+n·--l=lnn (A4) 

dn n 
O aproximaţie mai bună care furni,ează o eroare mai mică decit 1% chiar pentru n=10 

este dată de formula Stirling 

1 
lnnl = n 1n n - n + - ln(2xn) (A5) 

2 
În limita n mare, n»lnn şi formula Stirling se reduce la forma mai simplă (A3) . 

.., .., 
B. Evaluarea jntegralelor f e-•

1 

dx §i J x 0 e-•
1 

dx (n gar) 
-co -co 

Integrala nedefinită J e-•
1 
dx nu poate fi exprimată prin funcţii elementare. Fie integrala 

definitA 

(81) 

pe care o putem scrie şi tn funcţie de altA variabili de integrare 

(82) 
_.., 

lnmulţind (B1) şi (82) obţinem integrala dubli 

... "' 
I2 = f f e -a:(•l+yl )dx dy (B3) 
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y 

'I 

8 
IL------C....----------+ 

X X 

Figura B.1. 

SA exprimAm Integrala (83) tn 
coordonate polare (vezi figura 81) 

x=rcos8 

y= rsin8 
(84) 

Pentru a acoperi întregul plan O < 8 < 2K 
şi O< r < ao. Trecerea de la vechile variabile x 
şi y la noile variabile r şi 8 se face cu ajutorul 
relaţiei 

dxdy = 1Ildrd8 

unde III este Jacobianul transformării 

âx âx 

III= t : 
or oo ,,, 

Deoarece x 2 + y 2 = r 2 iar Jacobianul transformării este egal cu r , rezultA pentru (83) 

(85) 

sau 

(86) 

... 
Pentru evaluarea integralei de tipul J x 0

e-cm
1 

dx cu n par derivAm egalitatea (86) tn raport 

cu parametrul a. . Astfel, derivând succesiv în raport cu a. obţinem 

şi 

j x2e-•i dx=½.Jxa.-Jfl 
-<Q . 

j x 4e-•
1
dx = ~ ,J; a-'/1 etc 

-oa 
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C. Trecerea de la coordonate carteziene la coordonate sferice 

' I ' ________ ..._ .. 

Figura C.1. 

Trecerea de la coordonate carteziene la 
coordonate sferice se face conform relaţiilor (in 
figură am considerat spa~ul figurativ al 
vitezelor): 

v • = v sin 0 cos <p 

v Y = v sin0sin<p 

vz =vcos8 

(C1) 

Pentru a cuprinde tot spaţiul, domeniul coordonatelor sferice este: v e [o. co), 8 e [o. "] şi 

cp e [o, 2x]. Eleme_ntul de volum devine dv = III dv de dq, unde III este Jacobianul transformării: 

âvx &v. &v. 
0V 00 â<p 

r
in0cos<p v cos0cos<p -vsin8sin~ 

111= 
0V y &v y 0V y 

= sin0sin<p v cos8sin<p vsin~cos<p = v1 sin8 
0V 00 iJ<p 

âvz ov, âv z 
cose ,,. -vsin8 

(C2) 

0V 00 â<p 

astfel încât 

dv== v 2 sin8d0dq,dv (C3) 

D. Functia de distributie P(x)=Cx"e- 11 

Considerând fun~a de distribu~e P(x) definită pentru x e [o. co), constanta C se 
determină din condiţia de normare: 

... ... 
J P(x)dx =CJ x 0 e-•dx = 1 
o o 

Pentru n=O, evaluarea integralei este simplă: 

... f e-•c1x = 1 
o 

ln general integrala poate fi simplificată printr-o integrare prin părţi. Astfel, pentru n>O: 

... ... 
xe =n x e J D -1.dx J D-l -a:dx 

o o 
Dacă n este natural, aplicând relaţia de recurenţă (D3) de n ori ob~nem 

"" 

(D1) 

(D2) 

(D3) 

f x 0 e- 11
dx = n • (n-1) .... 2· l = ni (D4) 

o 
Integrala este definită şi pentru n neîntreg şi n-1. ln general, fun~a f(n) este definită prin 

relatia: 
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"" 
f(n) = f x 0 --te-•ctx 

o 
Relaţia de recurenţă (03) implici relaţia generalA 

f(n) = (n - l)f(n-1) 
Din condiţia de normare (01) rezultă 

1 1 
C=----=---

"' f(n + 1) J xne-•dx 
o 

astfel încât funcţia de distribu~e normată la unitate are expresia 

P(x)= 1 xne-1: 
f(n+ 1) 

(05) 

(06) 

(07) 

(08) 

Valorile caracteristice ale variabilei aleatoare x pot fi determinate extrem de simplu cu 
ajutorul rela~ei (06). Astfel valoarea medie este dată de: 

(x}=fxP(x)dx= 1 jx0 +1e-•dx=f(n+ 2)= 
0 

f(n + 1) 
0 

f(n + 1) 

= (n + I)r(n + 1) = n + 1 
r(n + I) 

iar valoarea pătratică medie are valoarea: 

(x2)= jx2P(x)dx= 1 j ><a+Je-1:dx= f(n+3) = 
0 

r(n + 1) 
0 

f (n + 1) 

;::: (n + 2)r(n + 2);::: (n + 2)(n + l)r(n +I);::: (n + 2Xn + l) 
r(n+ 1) f(n+ 1) 

Fluctua~a relativă se determină imediat: 

J(x 2
)-(x)

2 

J(n+2)(n+l)-(n+1)2 1 

(x) = n+l ;::: Jn+l 

Valoarea cea mai probabilă a variabile! x se determini din condiţia 

dP 
-=O 
dx 

obţinându-se valoarea 

(09) 

(010) 

(011) 

(012) 

xP;:::n (O1~ 

ln limita n foarte mare, K, = (K) şi fluctuaţia relativi tinde la zero astfel ci sunt realizate cu 

probabilitate diferită de zero numai valorile practic egale cu x, = (x}. 

Pentru n=1/2 funcţia de distribu~e are expresia: 

P( ) - 1 1/2 -• • 
x - r(3/2)x e _ (014) 

Folosind relaţia de recurenţă (06) rezultA 

(015) 
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unde r(t/2) este datA de: 

1½)~ [ x-1/2e-•dx (D16) 

Cu schimbarea de variabilă x = y 2 şi folosind expresia (86) obţinem: 

(017) 

astfel Jncât funcţia de distribu~e devine: 

P(x) = ~ x 112e -• 
J; 

(D18) 
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