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Capitolul 1

Ecuatii diferentiale de

ordinul 1ntai

1.1 Definitii

DEFINITIA 1.1.1 Se numegte ecuafie diferentiald de ordinul intdi orice relafie de

forma

F (I,y, j—:) =0 (1.1)

d
unde F: D Cc R3 — R este o functie care depinde efectiv de d—y ,§i se cere deter-
T

minarea functiilor de forma

¢: 1 =R (1.2)

unde I C R este interval, cu proprietatea

F <:c,d>(x) , % (x)) =0, V)zel (1.3)
O functie de forma (1.2) care verificd relajia (1.3) se numeste solutie pe I a ecuatiei

diferentiale (1.1).

Observatii. l)in ecuatia diferentiald (1.1) litera y este numitd functie ne-
cunoscutd, iar = este numitd variabild independentd. Expresia j—z se inlocuiesgte
adesea prin y'. Intr-o ecuatie diferentials, functia necunoscuti si variabila indepen-
dentd pot fi desemnate prin orice simboluri, daci nu se creazi confuzii. In cazuri

concrete litera y este ”eticheta” unei marimi fizice sau de altd naturd cum ar fi:

)
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6 CAPITOLUL 1. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI

masa, spatiu, viteza, acceleratia, intensitatea, tensiunea, concentratia, etc. Vari-
abila independentd este adesea timpul, desemnat prin ¢.

2) Din definitie rezultd ci solutia ¢ : I C R — R este derivabild pe I si ci
(r, o(z), %(m)) € D pentru orice z € I. Dacé J este un interval inclus in [ atunci
restrictia lui ¢ la J este solutie pe J a ecuatiei (11)

3) Solutia din definitie se indici uneori prin:‘ y = ¢(z), = € I. O solutie
neprecizati se indici adesea sub forma: y = y(z), z € I. Pentru exprimarea
unor proprietdti in care intervin solutii, uneori, prin abuz de limbaj, o solutie se

»

desemneazi sub forma ” y (z) ” intelegand c& este vorba de functia z — y (z) gi nu
de valoarea acestei functii In punctul z.
4)Determinarea solutiilor unei ecuatii diferentiale este un proces complex, numit

rezolvarea (sau integrarea) ecuatiei diferentiale respective. Mul{imea de definitie a

unei solutii se determing, de reguld, In procesul rezolvarii.
Exemplu O solutie pentru ecuatia diferentiald de ordinul intai
d
a:y+—y—a:3—2:c:0
dz
este y = 2, pentru orice r € R. Intr-adevar, inlocuind pe vy cu =2 obtinem
2,4 2 3 2 3
T T +d—z —z°-2z=z-z°4+2z-2°-2z=0,Vz e R
T
DEFINITIA 1.1.2 Graficul unei solufii a unei ecuafis diferenfiale se numeste curbd

integrald a acelei ecuatit diferentiale.

Observatii. 1) Daci o curbd v C R?, definitd parametric prin

(t)

T (a4
B(t), telICR

Y
unde o, B : I — R, este curbd integrald a unei ecuatii diferentiale, adici este graficul
unei solutii, atunci se spune ci sistemul

z =at)
y =B(), teICR
este reprezentarea parametricd a acelei solutii.
Dacd o, € C' (1), a(I) = J i o’ (t) # O pentru orice ¢ € I, atunci curba v se
poate defini explicit sub forma

v:y=P0(a"t(z)), z€J

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.2. FORME DE ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAL 7

Rezulta,
_ 1/
’ Y 1 ot _ Py
y (x) - ﬁ (a (I)) a/ (t) a, (t)y
pentru orice x € J si ¢ € I pentru care z = a(t). Conditia ca -y si fie curbi integrald

a ecuatiei (1.1), adicd y = B (™! (z)) si fie solutie a ecuatiei (1.1), devine

F(a(t),ﬂ(t),gg) —0, (V)tel

2} Daci ~ este o curbd definitd implicit sub forma

v:9(z,y) =0,

# 0 pentru orice

unde g : E C R? — R este o functie de clasi C1 in E i w
Y

(z,y) € E, atunci, pentru orice punct My (zo,%0) € 7, existd un interval deschis /o,

care contine pe zg, si 0 functie unica ¢ : Iy — R cu proprietitile:

¢(z0) = ¥o
g(z,¢(z)) = 0, (V)zel
99 (z,¢(z))
/ _ _ Oz T
¢ (I) - 69 (.'12,(]5(:1,‘)) ) (V) € IO

9y
Graficul {(z, ¢ (z)) | = € Ip} al functiei ¢ este inclus in +y; de aceea, in conditiile de

maij sus, curba «y va fi curba integrald a ecuatiei diferentiale (1.1) daci

99 (z,¢(z))
F(z,¢(z),¢' (z))=F W(I)"#ﬁ(m)) =0
pig)

pentru orice Mo (zg,y0) € v, 81 ¢ € Io. In particular, pentru x = zg, egalitatea

devine
89(10vy0)
oz
Flzoy,—w—=—|=0
0¥ ™59 (z0, %0)

Ay

pentru orice (g, yp)cu proprietatea g (xg,yo) = 0.
1.2 Forme de ecuatii diferentiale de ordinul intai.
DEFINITIA 1.2.1 1. Relatia (1.1) este numitd forma generald a unei ecuatii diferentiale

de ordinul intads:.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



8 CAPITOLUL 1. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI

2. O relatie de forma

unde f : E C R2 — R este o functie datd, este numitd forma normald a unei

ecuatis difereniale de ordinul tnta:.

3. O relatie de forma
P(z,y)dz +Q(z,y)dy =0 (1.5)

unde P,Q : E ¢ R? = R sunt funcfi date, este numitd forma Pfaff a unei

ecuatsi diferenfiale de ordinul intaz.

Observatie. Ecuatia diferentiald (1.5) se poate scrie sub forma normald

dy __P(z,y)

dz Q(z,v)

daci functia @ nu se anuleazi in F.
Daci functia P nu se anuleazd in E, atunci ecuatia diferentiali (1.5) se poate

scrie sub forma normala
dr _ Q(z,y)

dy  P(z,y)

in care z este consideratd functie necunoscutd, iar y este variabila independenti.

1.3 Problema Cauchy

Principala problema pentru o ecuatie diferentiald este rezolvarea sau integrarea
sa, adicd determinarea solutiilor sale. Problemele concrete care conduc la ecuatii
diferentiale nu cer cunoasterea tuturor solutiilor, ci doar a unor solutii care indeplinesc
anumite conditili. O problemé practicd importantd si frecvent intalnitd este prob-
lema, numitd problem& Cauchy, care constd in determinarea unei curbe integrale, a

unei ecuatii diferentiale de ordinul intai, care trece printr-un punct dat. Mai precis:

DEFINITIA 1.3.1 Problema Cauchy pentru ecuatia diferenfiald (1.1) este problema
care constd in determinarea unei solufii y = y(z), = € I, a ecuafier (1.1), care
verificd conditia

y(z0) =vo (1.6)

unde zg € I siyo € R sunt numere date. Condifia (1.6) se numegste conditie inifiald

sau condifie Cauchy.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.4. SOLUTI 9
Problema Cauchy descrisd mai sus se mentioneaza de obicei sub forma:

problema Cauchy (1.1 + 1.6)

sau
F(z,y,y')=0
problema Cauchy (=vy)
v (zo) = vo
in care se specifici ecuatia diferentiala si conditia initiald. Solutia problemei Cauchy

(1.1 + 1.6) este notatd, de obicei, prin: ¥y = y(c; zo,y0)}, = € I.

1.4 Solutii

1.4.1 Solutia generala.

DEFINITIA 1.4.1 Se numegte solufie generald a unei ecuafii diferenfiale de ordinul
intdi, pe mulfimea E C R2, o familie S de solufii ale acelei ecuatii diferentiale cu
proprietatea cd pentru orice punct (xo,yo) € E existd o singurd solutie ¢ € S astfel

incdt ¢ (xo) = yo-
Observatie. Solutia generald se indic& de obicei printr-o solutie de forma
y=¢o¢(z,c), €I,

care depinde de un parametru ¢ € J, unde J si I, ‘pentru fiecare ¢ € J, sunt
intervale reale. Aceasta solutie trebuie sa aiba proprietatea: pentru orice (zg,yo) €
E existd un singur ¢g € J astfel incat solutia y = ¢ (z,¢0) , T € I, verifici conditia

¢ (0, co) = yo.

Exemplu. Pentru ecuatia diferentiald

a—y+12—21=0

functia

y=ce®+z%, z€R

unde ¢ € R este o constantd arbitrari, este solutie generald pe R2. Intr-adevir,

inlocuind in ecuatie obtinem

dy(l') 2 T T 2
F—y(m)+x -2z = ce®+2z— [ce” +2°| +

+22 -2z = 0,vVzeR

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



10 CAPITOLUL 1. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI
pentru fiecare ¢ € R. Pe de alti parte, pentru orice (zo,yo) € R?, punand conditia
Yo = C()€IU + 1(2)

deducem

co = (yo — 1:(2,) e~

Rezulta ca

y=coe"+ 122, z€R

este solutia care verifici conditia Cauchy y (7o) = yo-

1.4.2 Solutie particulara.
DEFINITIA 1.4.2 O solutie a unei ecuafii diferenfiale, care apartine unei soluii

generale a acelei ecuatii diferenticle, se numegte solufie particulard.

Observatie. O solutie particulard se obtine din solutia generals pentru o val-

oare particulard a parametrului.

Exemplu. In exemplu precedent, functia
y=y(z,0)=12° z€R

este o solutie particulard obtinutd, din solutia generald mentionatd, pentru c = 0.

1.4.3 Solutie singulara.

DEFINITIA 1.4.3 O solutie a unei ecuatis diferentiale care nu este solufie particulard

se numegte solutie singulard.

1.4.4 Integrala unei ecuatii diferentiale

DEFINITIA 1.4.4 O relatie de forma

9(z,y) =0

unde g : E C R? — R este o funcfie datd, se numeste integrald a unei ecuafii
diferentiale de ordinul intdi dacd aceastd relafie defineste implicit pe y ca functie
de x, pe o mulfime I C R, §i aceastd funclie este solutie pe I a acelei ecuatii
diferentiale.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.4. SOLUTII 11

DEFINITIA 1.4.5 Se numeste integrald generald a unei ecuatit diferentiale de or-

dinul intdi o relatie de forma

9(z,y) =c, (1.7)

unde g : E C R? —» R este o functie datd, cu proprietatea cd pentru fiecare
(z0,y0) € E relatia

g(z,y) =co

unde ¢o = g (zo,yo), definegte implicit pe y ca functie de z, pe o vecindtate In C R

a lui Tg, st aceastd funclie este solufie pe Iy a acelei ecuatii diferentiale.

Observatie. Notand prin
y =y (z;70,%0), T € o

solutia definitd implicit de ecuatia g (z,y) = co, rezultd y (zo; zo, yo) = ¥o.

Exemplu. Pentru ecuatia diferentiald
Y (3y*+1)+y=0 .
relatia
zy + y3 =c

unde ¢ € R este o constantd arbitrard, este integrald generali. Intr-adevir, con-
siderand functia

a(y)=zy+y’-c, yeR
pentru un numér ¢ € R gi un numér = € (0,00), avem tabloul de variatie

Yy -00 +oo

o (y) =z + 3y? + 4+ o+ o+
a(y) T S ao

din care rezultd cd existd un singur numar y (z,c) € R astfel incat a (y (z,c)) = 0.

Asadar, ecuatia zy + y® = c definegte implicit functia
z —y(z,e), z € (0,00)
Derivand identitatea

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



12 CAPITOLUL 1. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI

obtinem

y(z,c) +zy' (z,¢) + 3y2 (z,¢)y (z,¢) =0

din care rezulta
y (z,c)

__x+3y2 .0’ z € (0, 00)

y' (z,c) =
Inlocuind in ecuatia diferentiald considerati obtinem

y(z,¢)

T +3y2(z,0) [3y2 (I,C)+J:] +y(z,c)=0

v (z,¢) [3v® (z,0) + =} +y (z,¢) =

pentru orice z € (0, 00), ceea ce trebuia demonstrat. Pe de alti parte, pentru orice
zo € (0,00) si yo € R ludnd cp = zoyo + y§ rezultd ci solutia y = y (z, co) verificd

conditia initiald y (zg, co) = Yo.

1.5 Tipuri elementare de ecuatii

d
1.5.1 Ecuatia diferentiala ﬁ = f(z)

Fie f : E C R — R este o functie continud definitd pe un interval E. Ecuatia
diferentialad
dy
dr f(z)
este cel mai simplu model de ecuatie diferentiald. Daci
y=y(z), z€ I CE,
este o solutie care verificd conditia y (zo) = yo, unde z¢ € I si yo € R, atunci avem

y(2)=f(2), Mzel

din care deducem

/Iy’(z)dz = /If(z)dz, Mzel
deci K B

y(z) =yo+ /:f(z)a’z, Mazel

Dacd F este o primitivé a lui f, a.tunci0

y(z) =yo+ F(z) - F(z0), (V)z €I
Notand yg — F (o) cu ¢, rezultd ci forma solutiei generale este

y=F(@@)+cgzel

¢ fiind o constanti oarecare.
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1.5. TIPURI ELEMENTARE DE ECUATII 13
Exemplu. Ecuatia diferentiala
y =z +sinz
are solutia generald
. 1,
y= (:r+smz)d:c=§:c —cosz+c¢ z€R

unde ¢ € R este o constantd arbitrara.

1.5.2 Ecuatii diferentiale exacte

Ecuatiile diferentiale exacte sunt ecuatiile de forma
P(z,y)dz+Q(z,y)dy =0

unde P,Q : E ¢ R? — R sunt functii continue care nu se anuleazi in acelasi punct
oP .0 - . . . -
din E, iar B si B_Q existd, sunt continue si egale pe E. Noi vom presupune, in
y T

cele ce urmeazd, ci E este un interval bidimensional deschis de forma
E =(a,b) x (¢,d)

si cd functia ) nu se anuleaza In E. In aceastd ipotezd ecuatia considerati se poate

scrie sub forma
y =— P(z,y)
Q(z,y)

1) Vom arita c8 functia u : E — R definit prin

u(z,y):/IP(t,y)dt+ yQ(mo,s)ds, (z,y) € E

To Yo

unde (z9,%0) € E este un punct oarecare, fixat, verifici relatiile

Ju . Ou
$_P§la_y_Q

intr—adevér, folosind regulile de derivare ale integralelor care depind de parametri,

avem
Oulz,y) _ P(z,y) si
Oz
u(zy) _ [T 0 B

_ /15‘95 (t,y)dt + Q (z0,y) =

= QY iZZ, +Q(z0,9) = Q(z,y)
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14 CAPITOLUL 1. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI

pentru orice (z,y) € E, ceea ce trebuia demonstrat. S& observam si ¢ u (zo,yo0) = 0.
2) S3 presupunem ci

y=y(z), z€IC (a,b)

este o solutie a ecuatiei diferentiale considerate pe intervalul J, care verificd conditia

initiald y (z¢) = yo. Deci

P(z,y(z))

VO =G ey )y T
Pe de altd parte, derivind, obtinem
pey@) = 2EvE), REIE) e
- Py@)+QEy@): -5 ha o

pentru orice £ € I, din care deducem ci u(z,y(z)) are o valoare constanti.

Deoarece
u(zo,y (€0)) = u(zo,%0) =0
rezultd cd u (z,y (z)) = O pentru orice = € I.
3) Vom aréta ci relatia
u(z,y) =0
definegte implicit, In jurul punctului (zg,yg), o solutie a ecuatiei diferentiale con-
siderate, de forma
y=y(z), zel

unde I este un interval deschis, inclus in (a,b) si care contine pe zo. Intr-adevir,

conditiile cerute de teorema functiilor implicite sunt indeplinite:

1. u(zg,y0) =0,

5} 5} . .
9. si U existd si sunt continue pe F,
ox * Oy

3. Ou (z0,y0) 40, ciici ou (zo,yo)

a",l ) 3y = Q (IO:yO) # 0.

In consecintd, rezultd existenta unui interval I, care contine pe zg, si a unei
functii

y: I -R
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1.5. TIPURI ELEMENTARE DE ECUATII 15

derivabild pe I, astfel incit y (zo) = yo §1 u(z,y(z)) = 0 pentru orice z € I.

Derivind ultima egalitate obtinem

0= fu(e,y @) = 2 (xéi/ <, (xé:j C) y @) =

=P(z,y(@)+Q(z,y(x)) v (z), Vz e ]

din care deducem
P(z,y(z))

Q@) “ ¢!

y'(z) =
ceea ce dovedegte cd

y=y(z),zel

este solutie a ecuatiei diferentiale considerate si verifica conditia initiald y (zo) = yo.

Din analiza ficuti, tindnd cont ci (zq,yo) € E este arbitrar, rezultd ci relatia
u(z,y) =0

este integrala generald a ecuatiei diferentiale exacte considerate.

Observatie. Este de retinut ca ecuatia diferentiala
P(z,y)dz+ Q(z,y)dy =0

are integrala generalda

)
dy Oz’

care verificd conditia de exactitate — =

T v
/P(x,y)da:+/ Q (z0,) dy = 0

0

unde zg §i yp sunt numere reale arbitrare.

Exemplu. Determinati integrala generald a ecuatiei diferentiale

1 T
— + dr+ ——dy =0
(ﬁ ﬂ) 25"
Rezolvare: Avem P (z,y) = %+\/§, Q(z,y)

T

27

, iar domeniul de definitie
al functiilor P si Q este E = (0,00) x (0,00). Avem
AP (z,y) 1 8Q(=z,vy) 1

. 9y 2y Oz 2/7
; 9P (z,y) 0Q (z,y)

= , V(z,y) € E, adicd ecuatia considerati este exacti.

Oy oz

Integrala ei generali este

L:<%+\/§>dx+/yj;—;§dy=0
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16 CAPITOLUL 1. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI

unde xp si Yo sunt numere pozitive arbitrare. Efectudnd calculele obtinem
2V + z/y = 2/T0 + T0\/Yo
Daci notdm 2./Tg + To+/o cu ¢ rezultd forma
Vrt+zfy=c

a integralei generale, unde c este o constantd pozitiva oarecare. Observim ca putem
explicita pe y : )
(c —2/1)

’y:—zz—‘, IE(0,00)

1.5.3 Metoda factorului integrant
Considerdm ecuatia diferentiald de ordinul intéi sub forma Pfaff
P(z,y)dz+Q(z,y)dy =0

unde P,Q : E ¢ R? — R. Presupunem ci E este un interval bidimensional de
forma

E = (a,b) x (¢, d)

: oP 0
Deasemenea presupunem cid P, Q, — si —Q sunt functii continue pe F si @
oy oz dy
g—f. Fie \
p:E—-R

o functie de clasi C! pe E, care nu se anuleazi in E. inmultind cu p ecuatia datid

obtinem ecuatia echivalentd

p(z,y) P(z,y)dz+ p(z,y) Q(x,y)dy =0

Cautim functia p astfel incat

5 0P = 5 (60

Functia i cu aceastd proprietate se numeste factor integrant pentru ecuatia dati.

Conditia impusi lui g se scrie detaliat sub forma
oP o, 09

Ou
Ep g
Jy +'u8y oz +#31

Dacid p verificd aceastd conditie atunci integrala generald a ecuatiei date este
T Yy
| #@uPEnd+ [ p0)Q @) =0
I

0 Yo
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1.5. TIPURI ELEMENTARE DE ECUATII 17
Mai precis, aceastd relatie defineste implicit o solutie de forma
y=y(z), z€IC(a,b)

care verifica conditia y (zo) = yo. In general determinarea funcgiei p este la fel de
dificild ca si rezolvarea ecuatiei diferentiale considerate, dar se pot identifica unele

cazuri particulare in care se pot determina factori integranti.

Cazul I. Factor integrant care depinde numai de z. Presupunem ci

existd un factor integrant care depinde numai de z, adicd de forma p = p(z).
Ou Ou

Conditia indeplinitd de u se scrie, inlocuind By =0si 32 = !, sub forma
or _0Q
K _ 9y Oz
B Q
’
Deoarece B depinde numai de z rezultd ci egalitatea este posibild numai daci
expresia
or _0Q
8y Oz
Q
depinde numai de z. In acest caz rezultd
OP 0Q

p(z) = exp / wd:c

S& mai observim ci u (zp) = 1. Integrala general3 este in acest caz

/Im)P(z,y)dx+/yp(zom(zo,y)dy=0

0 Yo

Cazul II. Factor integrant care depinde numai de y. Presupunem ca

existd un factor integrant care depinde numai de y, adicd de forma p = u(y).

Conditia indeplinitd de p se scrie, Inlocuind % =0si % =y, sub forma
L )
oQ _9p
po_ 0r by
i P

!
Deoarece & depinde numai de y rezultd cd egalitatea este posibild numai daci

expresia

0Q OP e
Y% YT e, .
oz _ Ay {’ b mz;-tgim‘-t:.
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18 CAPITOLUL 1. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI

depinde numai de y. In acest caz rezulti

0@ OoP
vB: By
p(y) = exp s dy
Yo P

S3 mai observam ci p (yo) = 1. Integrala generala este in acest caz

/I#(y)P(r,y)err/yu(y)Q(ro,y)dy=0

0 Yo

Exemplu. Determinati solutia ecuatiei diferentiale
z2

care verifici conditia initiald y (1) = 2.
Rezolvare: Avem P = —ysi@ =z + % Consideriam functiile P si Q déﬁnite

pe (0,00) x (0,00) . Deoarece

oP . 0Q 2z

R S s A I nind

Ay ¥ bz + y2
. . OP oQ . .. — < o «
rezulti ci 8_y # e deci ecuatia diferentiald nu este exacti. Cercetim dacid

ecuatia admite factor integrant care si depindd numai de o variabild. Avem

oP 0Q 2z T
= 7 1-1-Z 9f1+=
b _ Oy oz _ -1 v _ <+y2)

= = 5 =
H @ $+a:_2 r(1+£2) ¥
Y Y

din care deducem ci ecuatia admite un factor integrant care depinde numai de z,

£ 2
#=9XP</ (——)dx>=exp(—21nx+21n1):i2
1 z T

. 1 . . .
Inmultind ecuatia cu p = — obtinem ecuatia diferentiald exacti
T

sl anume

Y 1 1

T y y 1

Efectuand calculele obtinem

a cdrei integrald este

1 1
Yyt+y—2-245=0
x y 2
adica
y_1_3
r y 2
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1.5. TIPURI ELEMENTARE DE ECUATII 19

1.5.4 Ecuatia diferentiala cu variabile separabile

Forma Pfaff a ecuatiilor diferentiale cu variabile separabile este
f(x)g(y)dz + h(z)k(y)dy =0

unde f,h: E C R—-Rsigk: F CR — R sunt functii continue, F gi F sunt
intervale, g nu se anuleazd in F’ iar h nu se anuleazi in F. In aceste conditii ecuatia

admite factorul integrant
1

= 9w k(@)

inmult;ind cu u ecuatia datd, obtinem ecuatia echivalentd

12) gy 4 EW gy g

h(z) 9(y)

Se spune, in acest caz, ci am separat variabilele In ecuatia datd. Am obtinut o

ecuatie diferentiald exacta. Solutia sa generali este

*f(=) Yk@), _
/Ioh@)d”/yog(y)dy‘o

unde zg € F gi yp € F sunt numere arbitrare.

Exemplu. Determinati solutia generald a ecuatiei diferentiale
zv/1+y2de+yv1+z2dy =0

Rezolvare: Separand variabilele obtinem

— L dr 4 ———dy =0
T Y=
V1+z? V1+y?
care este o ecuatie diferentiald exactd. Solutia generald a acestei ecuatii este

Yy -

T T v
—dz+/ — Y=o
/zo V142 v V1+y?

unde ¢ §1 yo sunt numere arbitrare. Facand calculele obtinem

Vi+z2+ /14y =c

unde ¢ = /1 + z3+ /1 + y2 este un numir oarecare mai mare sau egal cu 2.

1.5.5 Ecuatia diferentiala de tip omogen

Prin ecuatie diferentiald de tip omogen se intelege o ecuatie diferentiald de forma

z=/(%)
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20 CAPITOLUL 1. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI

unde f : E C R — R este o functie continud datd. Pentru rezolvarea acestei ecuatii

diferentiale se face schimbarea de functie
U= E, z#0
T

Presupunem ci

y=y(z), zelICR
este o solutie pe intervalul I care verificd conditia initiald
y(zo) =0

unde zg € I si yo € R. Este evident ci I nu poate contine pe 0. Vom presupune

I C (0,00) . Rezultd

w = y,utzu =y,

Y f(%) = f(u), deci u+ zu’ = f (u)

Daci f (u) = u pentru orice u, adicd f este functia identici, atunci deducem u’ = 0,

din care rezultd ci u are o valoare constants

c=u(xg) = y (20) =%
To To
Asadar solutia ecuatiei este
y= @x, zel
Zg

Notand pe e obtinem solutia generald
Zo
y=cx,czel

unde ¢ € R este o constantd arbitrari.

Dacd f nu este functia identica, deci f (u) # u pentru orice u, atunci rezultd

_v L1,
u—f(u)+;_

z u’ T dz
—d:c+/ — =0
Lou—f(u) To z

Daci G (u) este o primitivd a functiei

Integrand obtinem

atunci obtinem

1
u— f(u)
G(u)-G(up) +Inz—Ilnzyg=0
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1.5. TIPURI ELEMENTARE DE ECUATII 21

Yo .o
unde ug = =, adica
To

G’(g)—G(y—O>+lnx—lnIO:0

s To

Considerand pe zg si pe yo numere arbitrare, obtinem integrala generald
G (2) +Inz=c
T

unde c =G (Q) + In zg este o constantd arbitrara.
T

Exemplu. Determinati solutia ecuatiei diferentiale

dy _¢*
dr ~ z2?

LY
T

care verifici conditia initiald y (z¢) = Yo, unde zo # 0 §i yo sunt numere arbitrare.
Rezolvare: Fie

y=y(z),zeICR

solutia cdutati. Rezultd

dy(@) _ 2 (@) , y(@)

zel
dz z? z '

din care este evident ci intervalul I nu poate contine pe 0. Vom considera cazul

I C (0,00). Notdm u = % Avem

4 du
=ur,— =u+I—
y dx dz’
d d
—y:u2+u, deciu—i—:r—u =u?+u
dz dr

Deducem ca

du 9
Ia =1Uu
si deci
T 4 et
/ = dz = / Zdz
To u To T
Rezulta
1 + 1 Inz—-Inz
- — _ 0
u(z)  u(zg)
adica
T _ T —Inz +1lnzxg
y(z) o
din care deducem
T
y(z) =

Zo
—Inz+Inzg+ —

Yo
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22 CAPITOLUL 1. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI

T
Din calculele ficute rezultd ci numdirul yg nu poate fi egal cu 0. Notand Inzg + y_o

(}
cu ¢ rezulta

T

viz) = —Inz+c¢

adicd am obtinut solutia generald.

Observatie. Se verificd imediat ci functia nuld
y=y(z)=0,z€el

unde I este un interval arbitrar care nu contine pe 0, este solutie a ecuatiei consider-
ate. Aceastid solutie, care verificd evident conditia y (zg) = 0, este solutie singulara

a ecuatiei considerate.

1.5.6 Ecuatia diferentiala liniara

Ecuatia diferentiald liniard de ordinul intai are forma

Y tp@y=a()

unde p,q : E C R — R sunt functii continue date. Considerim ci F este un interval

de forma (a,b) . Forma Pfaff a acestei ecuatii este

(p(z)y—q(z))dz+dy =0

Sa verificim daci aceastd ecuatie diferentiald este exactd sau admite factor integrant

depinzand numai de o variabild. Avem

2 @)y () - 5 [
1

=p(z),z€E

din care deducem ca ecuatia admite factorul integrant

p=p(z) = exp </I:p(z)dr)

unde z¢ € E este un numdir oarecare. Aceastd form3 a lui x rezultd din relatia E_
p(z). Observam ci p(zo) = 1. Inmultind cu i forma Pfaff a ecuatiei considerate,

obtinem ecuatia echivalentd

p(@)lp(z)y —g(@)de+p(z)dy =0
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1.5. TIPURI ELEMENTARE DE ECUATII 23

Integrala generald a ecuatiei considerate este
T Yy
| #@b@y-g@lde+ [ ulzm)dy =0
Io Yo
unde zy §i Yo sunt numere arbitrare, dar fixate, din FE. Calculand obtinem
y/ u’(r)dl‘—/ p(z)g(r)dr+y—yo =0
Io Zo
sau

yﬂ(w)—y—/I#(I)Q(I)dr+y—yo=0

To

din care rezultd

y= u(lz) [yo+/1:,u(z)q(m)dz]

Aceasti solutie verificd conditia initiald y (zg) = vo.

Observatie. Considerdm o primitivd « (z) a lui p (z). Atunci rezulta
p(z) = exp (a(z) — a(20)) = expa(z) - exp (—a(zo))

Notand

m(z) = exp a(z)

forma solutiei obtinute devine

y= ﬁ [yoexpa(ro)+/I:m($)q($)dr]

Daca notdm cu G (z) o primitiva a functiei m (z) q () atunci forma solutiei devine

y= m;(r) [yo exp a (z0) + G (z) — G (z0)]

Notand cu ¢ numdrul ygexp e (zg) — G (x9) obtinem pentru solutie, forma
= ——[c+ G ()
T m)

care este forma solutiei generale a ecuatiei diferentiale considerate.

De obicei solutia generald este reprezentata sub forma

y = m [c—l—/q(:r)exp (/p(z)d:c) d:s]

unde c este o constantd arbitrard, iar integralele nedefinite care intervin sunt prim-

itive fixate ale functiilor respective.
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24 CAPITOLUL 1. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI

Exemplu. Determinati solutia generald a ecuatiei diferentiale

1
! - :12
y oy

Rezolvare: Ecuatia diferentiald considerata este liniard. Fatd de modelul general

avem p (z) = 1 si ¢ (z) = z2. Aceste functii sunt definite si continue pentru orice z #
T

0. Vom determina solutia generald pe E = (0,00). Conform metodei de rezolvare

expuse mai sus, solutia generald este
1
y= ——1— [c+/z2exp (/—dz) d:z::| =
flda: T
T
1 4 3
=lC+ 2?2 zdz| == c+I— =E+$_
T T 4 T 4

T
4

adica

[

unde ¢ este o constanti arbitrara.

Observatie. Solutia ecuatiei diferentiale precedente, care verifica conditia y (z¢) =

10, se poate obtine din forma solutiei generale. Inlocuind pe T cu zp Si pe y cu yo,

obtinem
3
- ° . %
Yo = Zo 2
din care rezultd
z
¢ = ToYo — 4
Solutia ciutati este
%o
ToYo — g3
y = —_— + J—
T 4

1.5.7 Ecuatia diferentiala a lui Bernoulli

Ecuatiile diferentiale de tip Bernoulii au forma generald
v +p@)y=q(z)y"

unde p,q : £ — R sunt functii continue definite pe un interval F, iar m este un
numdr real diferit de 0 si de 1. Cand m este 0 sau 1, ecuatia este liniari sau cu
variabile separabile. Aceastd ecuatie diferentiali se transforma intr-o ecuatie linjara
prin schimbarea de functie

z =yl m
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1.5. TIPURI ELEMENTARE DE ECUATII 25

Intr-adevir, daci
y=y(z),z€lICF
este o solutie a ecuatiel diferentiale considerate, atunci avem
Z=(1-my ™y
Inmultind in ecuatia dati cu (1 — m)y~™ si ficand inlocuirile obtinem relatia

Z+(1-m)p(z)z=(1-m)q(z)

care ne arati ci z este solutie a unei ecuatii diferentiale liniare. Din aceastd relatie

rezulta

.= m [c+/q1 (z) exp (/p1 (:r)da:) d:c]

unde p; (z) = (1 —m)p(z) si q1 (z) = (1 —m)q(z), iar c este o constanti reald.

Cunoscand pe z, deducem

Exemplu. Determinati solutia generala a ecuatiei diferentiale
1
y + —y =y’
z

Rezolvare: Ecuatia este de tip Bernoulii, cu m = 2. Vom reduce ecuatia aceasta

la o ecuatie liniard ficand schimbarea de functie
z= y_l

Considerand ci y este solutie a ecuatiei date, obtinem

Inmultind ecuatia datd cu —y~2 obtinem
- 1 _
—y %~y =z
T

Ficand inlocuirile obtinem

De aici deducem cé

2= —ﬁ [c+/—x2exp </—%d:c> dx] -

exp(f—;d:c
:I[c—/;ﬁédm] =z[c_%2] zf_(QC_Q‘_{Q_)-
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26 CAPITOLUL 1. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI

unde c este o constanti. Deoarece z = y~! rezultd cd y = 27!, deci solutia generald

a ecuatiel date este
2

V= z (2¢ — 22)

1.5.8 Ecuatia diferentiala a lui Riccati
Ecuatia diferentiald
v =p(e)y’ +q(@)y+r(2) (1.8)
unde p,q,7 : I C R — R sunt functii continue, se numegte ecuatia diferentiald a lui
Riccati. Functiile p,q si r se numesc coeficientii ecuatiei. S-a constatat c3 aceastd
ecuatie nu este rezolvabild, in toate cazurile, prin metode elementare. Vom arita ci
dacd se cunoagte o solutie a ecuatiei 1.8, atunci rezolvarea ei se reduce la rezolvarea
uneil ecuatii diferentiale Bernoulli. S& presupunem ci
y=w1(z),z€(a,b)CI
este o solutie a ecuatiei 1.8. Vom face schimbarea de functie
z=y—1(x) (1.9)
Avem
y' =2 +y(z)
Inlocuind in ecuatia 1.8 obtinem
2
74y (@) = p@)z+u (@) +9(z)[z 4y (2)] +7(2) =

p(2)2* +[2p (2)y1 (2) + g (2)] 2 +

+ [p (z)y3 (z) + q(z) g1 (z) + 7 (‘C)]

Deoarece y; este solutie pentru ecuatia 1.8, rezultd ci
¥1 (2) =p(2) 4} (2) + ¢ (2) 31 () + 7 ()

Asadar

!

2 =p(z) 22+ [2p(z) 1 (z)+q(z)] 2 (1.10)
De aici rezulta ca
Yy :y(I)7 TE (avb)

este solutie a ecuatiei 1.8 daci si numai daci

z=2z(z), z € (a,b)
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este solutie a ecuatiei diferentiale Bernoulli 1.10, unde

z(z) =y (z) —y1 (x)

Exemplu. Determainati solutia generald a ecuatiei diferentiale

z—1

v+ 2zy’ -y —
T

Rezolvare: Constatdm c3 ecuatia dati este de tip Riccati. Intr-adevir ecuatia

are forma
1

T

Y =2z +y+ —
z
-1
Coeficientii ecuatiei sunt: p(z) = —2z, ¢(z) = 1 s r(z) = %, definiti pe un
interval I care nu contine pe 0. Vom considera I = (0, 00) . Observim ci

1
y—yl(z)—;,xel

este solutie a ecuatiei date. Pentru a determina solutia generald a ecuatiei date,

facem schimbarea de functie

1
z=y—y1(r)=y—;,z61

Rezulta
1
[
y=2-7
Inlocuind in ecuatie obtinem
.1 11? 17 z-1
Z——=="2z|z4+—-| +|z2+—-|+
z2 z T z?
Ficand calculele obtinem
2= —2z22 -3z

Aceasti ecuatie Bernoulli se reduce la o ecuatie liniard prin schimbarea de functie

u=z
inmul§ind cu 272, ecuatia devine
27?27 =-2r-3-z7!
Avem
u=-2"2%.7
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28 CAPITOLUL 1. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI

Inlocuind obtinem

—u' = —2z — 3u, adicd

v —3u =2z
Solutia generald a acestei ecuatii este

= ——1— <c+/2:c~ex [/—3d:r da:) =

"~ exp [f —3dx) P B

2
= exp (3z) - <c ~ 3 3z + 1) exp (—31)) =
2
=c-exp(3z) — 9 3z +1)

unde c este o constantd oarecare. Rezulta

z= L 5
c-exp(3z) — 3 3z +1)
Solutia generald a ecuatiei date este
1 1 1
y=2z + — = D) + -
c-exp(3z) — 5(3z+1) I
1.5.9 Ecuatia diferentiala a lui Lagrange
Considerdm ecuatia diferentiald

y=zfW)+9@) (1.11)
unde f,g: E C R — R, sunt functii de clasi C!. Facem schimbarea de funct;it;
p=y (1.12)
Derivand relatia 1.11 obtinem
vV =f@)+zf @)y +9 @)y (1.13)
Inlocuind 3’ cu p si y” cu p’ obtinem ecuatia diferentiald
p=f@)+zf (p)p +4 (p)r (1.14)

TEOREMA 1.5.1 . 1) Dacd

y=y(z), z €l (1.15)

este o solufie a ecuafiei 1.11 pe un interval real I, atunci

p=y(z), z€el, (1.16)
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este solufie a ecuatiet 1.14.

2) Daca
p=p(z), z€l,
este solufie a ecuafiei 1.14, pe un interval real I, atunci

y=zf(p(z)) +g(p(z)), z€l,

este solufie a ecuafiei 1.11.

Demonstratie. 1) Avem, prin ipotezi,
y(@)=zf @ (2)) +9 @ (), z €1
Derivand, rezulti
¥ (@) =@ (@) +zf @ (@)Y (@) +9 @ (@)y" (z), z €],

ceea ce inseamni ci p = ¢ (z), = € I, este solutie a ecuatiei 1.14.

2) Avem, prin ipoteza,
p(z)=f(p(z)) +=f (p(2))P' (z) + ¢’ (p(2)) P (z), z €1
Derivand functia y definitd prin

y()=zf(p(z)) +g(p(z), z€l

obtinem
v (z)=f(p() +zf (p(z))p (z) + ¢’ (p () P (z)
deci y' (z) == p(z) pentru fiecare = € . Asadar
y(2)=xf(p(2))+9(p(z) =2f (W (2)) +9(¥ (2))
adica

y(z)=zf (' (z)) + 9 ()

29

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

pentru orice z € I, deciy = zf (p(z)) + g{p(z)), = € I, este solutie pentru 1.11,

ceea ce trebuia demonstrat. B
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30 CAPITOLUL 1. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI

Consecinti. Conform teoremei rezultd ci pentru a obtine solutiile ecuatiei
1.11 este suficient si obtinem solutiile ecuatiei 1.14. Rezolvarea ecuatiei 1.14, in
care functia necunoscutd este p, iar variabila independenta este z, este dificild, dar

daci scriem ecuatia 1.14 sub forma Pfaff
[f (p) — pldz + [zf" (P} + ¢’ (p)]dp = 0, (1.26)

observim ci ea poate fi tratatd ca ecuatie liniard, considerdnd pe z ca functie

necunoscutd si pe p ca variabild independent, si rezolvarea devine simpli. Aceastd

ecuatie se poate obtine din ecuatia 1.11 prin inlocuirea lui y’ cu p si diferentiere.
Daci pentru un numar pg € E are loc relatia f(pg) = po, atunci functia con-

stanta

p=po, TER, (1.27)
este solutie a ecuatiei 1.26. Rezultd ci functia
y=1zpo+g(po), z € R, (1.28)

este solutie a ecuatiei 1.11.

Daci f (p) # p, pentru orice p € F, atunci ecuatia 1.26 se scrie sub forma

dz  f'(p) g (p)
b T@ -5 TH-» (129)
54 presupunem ci solutia generald a acestei ecuatiei are forma
:L‘=I(p,c), p€ L, (130)

unde I, C E este un interval, iar ¢ este o constanti arbitrari dintr-un interval
JCR.
Fie
Ke={z(pc) |pe I} (1.31)
Presupunem c# pentru fiecare z € K existd un singur numir p € I, astfel incat
t = z (p, ) ; notdm acest numdr prin p (z, ¢) . Atunci solutia generali a ecuatiei 1.11
va fi

y=xf(p(z,¢))+g(p(z,c), z € K, (1.32)

unde ¢ € J. Deoarece, in general, explicitarea lui p nu este posibil§, vom avea in

vedere curba integrald v, a ecuatiei 1.14, definit in planul zOp prin

Ye:z=z(pc), pel, (1.33)
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pentru ¢ € J. Atunci curba integrald a ecuatiei 1.11, in planul zOy, corespunzitoare

curbei 7., este curba I'. definitd explicit prin

Le:y=zf(p(z,¢)) +9(p(z,c), z € K, (1.34)

sau parametric prin
Le: ,pel, (1.35)
"De obicei se spune ci
yPE L

este reprezentarea parametrici a solutiei generale a ecuatiei 1.11

1.5.10 Ecuatia diferentiali a lui Clairaut

Ecuatia diferentiald a lui Clairaut este ecuatia lui Lagrange in cazul f (p) = p, pentru orice

p € E. Deci forma ecuatiei lui Clairaut este

y=zy' +g(y) (1.36)
Ecuatia 1.14 devine, in acest caz,

(z+4g (p)p' =0 (1.37)

Conform consecintei teoremei 1.5.1 rezultd ca solutiile ecuatiei (1.36) se obtin din

solutiile ecuatiei (1.37). Mai precis, solutiei
p=p(z), zel
a ecuatiei (1.37) i corespunde solutia
y=azp(z)+g(p(z)), zel

a ecuatiei (1.36). Concret, ecuatia (1.37) are solutia generald datd de functia con-

stanta

p=c¢ (V)z€R

unde ¢ € E este o constantd arbitrard. Rezultd cd ecuatia (1.36) are solutia generald

y=zc+g(),zeR
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32 CAPITOLUL 1. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI

Pe de alti parte, curba
vyiz=-g(p), pEE
este o curbad integrali a ecuatiei (1.37). Dacd ¢’ : E — K C R este inversabili,

atunci rezultd ci curba I', definitd prin

z= -g
. g (p) e
y= -pg (p)+9(p)

este curbi integrald, definitd parametric, a ecuatiei (1.36). Aceasti curbi integrali

corespunde unei solutii singulare a ecuatiei (1.36). Se mai spune ci

T = -9’ (p)
y= -pg' (p)+g(p)

, PEE,
este reprezentarea parametricd a acestei solutii singulare.

Exempfu. 1) Determinati solutia general3 a ecuatiei diferentiale
y=2zy +y”?
Rezolvare: Ecuatia consideratd este de tip Lagrange. Punem 3’ = p si obtinem
y = 2zp+p° (1.38)
Diferentiind obtinem
pdz = 2pdx + 2zdp + 2pdp,
deci

d
pdz + (2z + 2p)dp = 0, sau —x+2x:—2
dp p

Solutia generald a acestei ecuatii este

2
zzg——p,pEICR
p 3

unde I este un interval care nu contine pe 0, iar ¢ este o constanti reals arbitrari.

Din relatia (1.38) deducem reprezentarea parametrici a solutiei generale a echa;iei

date:
c 2
=-—3P
gc 31 pel
y—;—gp

unde c este o constanti reald arbitrari.
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2) Determinati solutia generald a ecuatiei diferentiale

;1
y=zy' +
y

Rezolvare: Ecuatia considerata este de tip Clairaut. Punem 3’ = p si obtinem
1
y=zp+ > (1.39)

pentru orice ¢ € R si p € I C R, I fiind un interval care nu contine pe 0. Vom

considera I = (0, 00) . Diferentiind obtinem

1
pdz = pdx + zdp — —dp
p

1
(z—;)dpzo

sau, ordonand,

O posibilitate este z = F’ din care deducem reprezentarea parametrici a solutiei
singulare:
1
=5
g y,DET
y=-
p

In acest caz putem obtine forma explicits a solutiei singulare, eliminand parametrul
b,
y=2vzx, z € (0,00)
Altd posibilitate este dp = 0, din care deducem p = ¢, unde ¢ este o constantd

arbitrard. Solutia generald a ecuatiei considerate este, tinind cont de relatia (1.39),
1
y=1zC+ —
¢

unde ¢ € (0, 00) este o constanté arbitrara.

1.5.11 Ecuatii algebrice in

Considerdm un domeniu F din R? si functiile continue a; : E - R, 0<i < n.

Notiam
n

P(z,y,t)= Zak (z,v) {nk

k=0
Ecuatia P (z,y,y’) = 0 se numeste ecuatie diferentiala de ordinul int4i, de gradul

n in raport cu y’. Pentru a gisi solutii ale acestei ecuatii proceddm astfel: deter-

minim mai intai ridicinile ecuatiei algebrice

P(z,y,t)=0;t€C

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



34 CAPITOLUL 1. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI

si apoi rezolvim fiecare ecuatie diferentiald ¢’ =t (z,y), t (z,y) fiind o rddécini a
ecuatiel mentionate.

Aritim ci fiecare solutie y = u (z) a ecuatiel y' =t (z,y) este solutie a ecuatiei
P(z,y,y)=0.

Avem succesiv

P(z,y,t(z,y) = 0, u'(z)=t(z,u(z)),

P(z,u(z),v' (z)) = P(z,u(z),t(z,u(z)))=P(z,9,t(z,y)) =0

Deci P (z,u(z),u (z)) =0, ceea ce trebuia si verificim.

1.6 Inegalitati integrale
TEOREMA 1.6.1 (INEGALITATEA LUI GRONWALL) Dacd funcfia continud
z:[a,b) >R
verificd inegalitatea
i
z(t) < aft) +/ B(s)z(s)ds, pentrut € [a,b],

unde functiile a, 3 : [a,b] — R sunt continue, iar 3(t) > 0 pentru orice t € [a,b],

atunci functia ¢ verificd gi inegalitatea

z (1) Sa(t)+/:a(s)ﬁ(s)exp (/stﬂ(‘r)d'r> ds, pentrut € [a,b]

Demonstratie. Notdm

y(t) = / B (s)xz(s)ds, pentru t € [a,b]

Rezulti y (a) =0,
z(t) <a(t)+y() (1.40)

iy’ (t) = B(t)z (t) pentru t € [a,b]. Inmultind cu 3 (t) relatia (1.40) obtinem
Y (t)=B()z(t) <B()a(t)+B(t)y(t), pentru t € [a,b] (1.41)

Notam

u () = exp (- / "6(r) dT) , pentru ¢ € [a, b]
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Rezultd u(a) = 1 si ' (t) = -8 (t)u(t), pentru t € [a,b]. Inmultind cu u(t) in

relatia (1.41) rezultd
v ()ut) <u(t)Bt)a(t) +u(®)B(t)y(t)

care se poate scrie sub forma

% [y (&) u )] <u(t)B(t)al(t)

Prin integrare obtinem

y(t)u(t)—y(a)u(a>s/ o (s) B () u (s) ds

a

adicia

y(t)s[a@)ﬂ(s)u(s)d»ﬁo=/:a(s>ﬁ(s>exp(/stﬂmah)ds

De aici si din (1.40) rezult tocmai inegalitatea ce trebuia demonstrats. l

Luénd functia a egald cu o constantd M se obtine enuntul de mai jos.

Consecintd. Fie z : [a,b] — R o functie continui care verifici inegalitatea
t
z(t) < M+/ B(s)z(s)ds, t € [a,b

unde M este o constantd, iar 3 : [a,b] — R este o functie continud si pozitivi.

Atunci are loc si inegalitatea

x(t)§M~exp/ B(r)dr, t € [a,b

1.7 Existenta si unicitatea solutiilor
Fie tg si zp doud numere reale oarecare, a si b doud numere reale pozitive,
I=[to—a,to+a], J=[zo—bzo+b, A=1xJ,

iar f: A — R, o functie datd. Multimea A este numita dreptunghi inchis cu centrul
in (tg,zg), de laturi 2a gi 2b. Considerdm ecuatia

dzx
— = 1.42
= = f(t) (1.42)
si conditia initiald

T (to) = Ip (143)
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TEOREMA 1.7.1 Daca:

1. f este continud pe A,

2. f este lipschitziand pe A in raport cu x, adicd existd o constantd pozitivd L

astfel incat
|f(t,z) = fEyl < Llz—yl, (V) (t,2),(ty) € A,

atunci problema Cauchy (1.42+1.48) admite o solutie unicd pe intervalul

b :
[to — &,t0 + 6], undeézmin{a,ﬁ} gi M =sup{|f (t,z)| | (t,z) € A}.

Demonstratie. Ardtim mai intéi cd problema Cauchy (1.42+1.43) este echiva-

lenta cu determinarea unei functii continue z : I — R, care si verifice egalitatea
i
z(t)=zo0+ [ f(s,z(s))ds, tel (1.44)
to

Relatia (1.44) este numitd, de obicei, ecuatie integrala. Intr-adevir, daci functia
continui z verifici (1.44), pe un interval I, atunci rezulti ci ea este de clasi C!
pe I, ' (t) = f(t,z(t)) si z(t) = o, adicd z este solutie a problemei Cauchy
(1.42+1.43) . Reciproc, orice solutie a problemei Cauchy (1.42+1.43), pe un interval
1, verifici relatiile z (tg) = zo st 2’ (s) = f (s,z(s)), pentru orice s € I. Integrand
ultima egalitate pe intervalul [tp,t] C I obtinem
t t
/to ' (s)ds=z(t) —z(to) =z (t) —z0 = ; f(s,z(s))ds

ceea ce aratd ci z verifici (1.44). Rezultd, asadar, ci pentru a demonstra teo-
rema este suficient s& demonstrdm ci ecuatia integrald (1.44) admite o solutie con-
tinud unicd pe intervalul Iy = [tg — é,t0 + 6]. Vom folosi o metodi, numiti metoda

aproximatiilor succesive. Definim un sir de functii (z,),, o astfel:

g Iy — J, 2o (t) = xo,

¢
Tn In— J, 2, (t) =20+ / f(s,zn_1 (s))ds, (1.45)
to

(V) t € Iy, n € N*. Functia constantd zq : Iy — J este, evident, continui. Pre-
supunem ci pentru un numar n din N* functia z,_; este continui pe I si avem

Tn_1 (t) € J pentru orice ¢t € I. Atunci functia ,, este corect definits si

|Tn (t) — o] <

t
/ [f(8,Zn_1(s))|ds| < M|t —to] < MELD
to
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Deci z,, (t) € J pentru orice t € Iy. Din continuitatea functiei f pe A si a functiei
T,—1 pe Ip rezultd continuitatea pe Iy a functiei compuse s — f (s, z,_; (s)). In
consecintd, tinind cont de proprietatile integralei, rezultd ci functia

1
t— | f(s,zn_1(s))ds
to

este continud pe I si deci functia z, este continud pe Iy. Conform principiului
inductiei matematice, rezultd cd sirul (z,),.N este corect definit §i functiile z,
sunt continue pe Ig, pentru orice n € N.

Vom demonstra ci girul (z,),,cn este uniform convergent pe Io. Avem
t

|f (5,20 (s))| ds

to

) 1f (s,21(s)) = f(s,20(s))| ds

|21 (5) — 2o (s)| ds

to

|71 (8) — 2o ()] < < M|t —to| < M,

IA

<

|z2 () — 21 (¢)]

It - to|?
< ML———Q!—

IA

L

pentru orice ¢ € Ip. Presupunem c& pentru un numér n € N, n > 2, este indeplinitd

inegalitatea

|t — to]™

|Zn () — Tao1 (B)] < MLt —

pentru orice t € Iy. Avem

t
(s (£) — 7n ()] < / £ (5,2n (5)) = 1 (5, Znes ()] ds| <
to
t
< 2| [ fon ()= 7o (9] ds| <
to
< o[ rmlEm bl g < pppnlt =™
= o nl = n+1)

Conform principiului inductiei matematice, rezultd ci are loc inegalitatea

2 (8) = 2ncs (0] < it 2t

n!

pentru orice n € N* si pentru orice t € Iy. Deasemenea, are loc, ca o consecinta,
inegalitatea

I2n (8) — 2n_1 (B)] < ML"“‘Z—

pentru orice n € N* i pentru orice t€lp. Din aceasta inegalitate, pe baza convergentei

seriei

o0 n_ 677'
;ML 15
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si conform criteriului lui Weierstrass rezultd ci seria

S (@ (t) = 2oy ()

n=1

este uniform convergentd pe Ip. Prin urmare, sirul sumelor partiale (S.),cn- ale

acestei seril este uniform convergent pe Iy. Deoarece

Sn(t) =D (zk (t) = ze-1 () = 2a (8) — 70 (1)

k=1
rezultd ci sirul (z,),c este uniform convergent pe Ip. Fie
z(t) = lim z, (¢)
L—00

Datoritd convergentei uniforme a sirului (z,),.n §i a continuititii functiilor z,

rezultd continuitatea functiei . Deasemenea, deoarece

1f (2 () = F (8,2 ()] < Llza (¢) — z (t)]
pentru orice t € Iy si orice n € N, rezulta ci

ftza () = F 6,z ())

cdnd n — oo, uniform pe Io. Trecénd la limita sub semnul integrald in relatia (1.45),

rezultd
t
z(t)=x¢ +/ f(s,z(s))ds
to

pentru fiecare ¢ € Ip, adicd z este solutie a ecuatiei (1.44).
Unicitatea solutiei. Si presupunem c& ar mai exista o solutie y : Iy — J, a ecuatiei

(1.44), deci
y@=%+[f@ﬂm® (1.46)

Scizand relatiile (1.44) si (1.46) obtinem

lz(t) -y (@) =

<

[U@m@%f@ﬂmﬂs

IA

Llz(s) —y(s)lds

2

Din consecinta lemei lui Gronwall rezultd |z (t) — y (t)] = 0, pentru orice ¢t € I,

adicd z (t) = y (t), pentru orice t € I, ceea ce trebuia demonstrat. B
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Observatii 1) Functia
t
Tn:Iog— J, 2, (t) = z¢ —|—/ f(s,zn-1(s))ds,
to

V't e lp, n € N*, se numeste aproximarea de ordinul n a solutiei problemei Cauchy
(142 +1.43).
L Of o . . e
2) Daci 92 existd si este continuid pe A, atunci f (¢, z) este lipschitziani pe A

in raport cu z. Intr-adevir, in conditiile mentionate, existd
af (t,z
L= sup {‘L
oz

Pe de alta parte, din teorema cregterilor finite, rezulti ci pentru fiecare (t,z) € A

| (t,:z)eA}

si (t,y) € A existd £, cuprins intre z si y, astfel incat

#ta) = el = [ - < 2oy

Exemple. 1) Folosind metoda aproximatiilor succesive, determinati aproxi-

marea de ordinul 3 a solutiei ecuatiei diferentiale
y/ — 1:2 4 y2

care verifici conditia initiald y (0) = 0.
Rezolvare: §irul de functii (yn),,c , care converge cétre solutia problemei Cauchy

mentionate, este definit de metoda aproximatiilor succesive astfel:

Yo (z)=0
(z) = [ [s* +y3_, (s)] ds, n € N*
0

pentru orice * € I = [—4,6], ¢ fiind un numar suficient de mic incét sirul s3 fie

uniform convergent pe I. Deci

n(x) = [ [+ 0] ds = 3o,
0
z 1 1 1

_ 24 26| ds = 2g3 4 g7
yo () c{ s°+gs 35 T g
* ys(z):f32+16+i 0, _ - 1 s ds =

0 9 189 3969°

= lz + ia: + 2 !+ ! x5

3 63 2079 59535

2) Determinati solutia problemei Cauchy

¥ =2*+y,

y(0)=0
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folosind metoda aproximatiilor succesive.
Rezolvare: Sirul de functii (y»),cn , care converge citre solutia problemei Cauchy
mentionate, este definit de metoda aproximatiilor succesive astfel:
Yo (z)=0
r
Yn (z) = [ [$® + ¥n-1(s)] ds, n € N~
0

pentru orice z € I = [—6,6], 6 fiind un numdr suficient de mic incét girul si fie

uniform convergent pe I. Deci

v (z) = f [s*+0] ds = %z:*,

0

z 1 1 1 1

= 2 —3d_ 4:2' —_
gs+3s s 31: +3 3'z +4 ,
z 1 1 1 1 1

_ 2 __3 S
_g s +3 3 1 ]ds— <—3|z +—4,:c +5|z>

Presupunem cd, pentru un n € N, n > 1, avem

1, 1 1
=9 el n+2
¥n () (3"’ RV ey )

Deducem

7 1 1 1
_ 2 1 4 n+2 _
Yn+1 (2) /[s + 2! (—3'3 +st +(n+2)!s )]ds—
0

35t (4' Tt ara® )

1 1 1
= 2 —z1 ——— "3
(S'z +4|:c +- +(n+3)!$ )

ceea ce aratd ci formula

_ 1 45 1 1 2
yn (z) =2 <3II MR e 1 )
este valabild pentru orice n € N*. Rezulti
1 1 1
= 1 =9 e —— P2 ) =
y(z) = hmyn(:z:)—Z.(B'z +4 +(n+2)!$ + )_

2!(61—1—1‘—%1?2):261—2—2.’r—l'2

Deci solutia problemei Cauchy considerate este y = 2e% — 2 ~ 2z — z2. Observim

o . o v e L4
cd solutia gasitd este valabila pentru z € R.

1.8 Existenta si unicitatea globala a solutiilor

DEFINITIA 1.8.1 Fie D C R? o mulfime deschisi. Spunem cd functia

f(t,z):D-R,
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este local lipschitziand in raport cu © dacd pentru orice mulfime compactd K C D

eristd un numdr pozitiv Ly astfel incdt

|F(t,z) = f @ty < Lelz -y
pentru oricare (t,z) € K §i (¢,y) € K.

TEOREMA 1.8.1 Dacd functia f(t,z) : D — R, unde D C R? este o multime
deschisd, este continud pe D gi local lipschitziand in raport cu ,atunci pentru orice

punct (to, To) € D eristd o vecindtate U C R a lui tg pe care ecuatia diferentiald

dr
- = ®2) (1.47)

admite o solufie unicd
z=z(t),telU
care verificd condifia inifiald T (ty) = zo.

Demonstratie. Deoarece D este o multime deschisd rezulti cd existd doud

numere pozitive a gi b astfel Incit
A=[tg—a,to+a] x[zg—b,zg+ b C D
Deoarece ipotezele teoremei 1.7.1 sunt indeplinite pe A, notand

M = sup{|f(t=)| | (t,z) € A}

. b . .
§ = mln{a,M} §iU=][to—6,t0+ 6|,
rezultd cd existd o solutie unica
z=z(t),tel

a ecuatiel

dz

E :f(t,.’lf)

care verifici conditia initiald z (¢tp) = zo. W

Consecintd Considerim functia f : D — R, unde D C R? este o multime
deschisa. Se gtie ca daca f si g—i sunt continue pe D, atunci f este local lipschitziana
pe D in raport cu z. Prin urmare, pentru orice punct (¢, o) € D existé o vecindtate
U C R a lui ty pe care ecuatia diferentiald Z—f = f(t, z) admite o solutie unici

z =z (t), t € U, care verificd conditia initiald z (to) = zo.
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Teorema 1.8.1 afirmi existenta si unicitatea solutiei problemei Cauchy intr-o
vecinitate a punctului ¢, adicd existenta si unicitatea locald a solutiei problemei
Cauchy. Vom arita acum cé, in ipotezele acestei teoreme, unicitatea are caracter
global, adici daci doud solutii coincid intr-un punct, atunci ele coincid pe tot

intervalul comun de definitie.

TeOREMA 1.8.2 Consideram doud solufii
z=u(t),telgiy=v(t),tel

ale ecuatiei diferentiale (1.47), definite pe intervalele I i respectiv I'. Dacd existd

to € INTI astfel incdt u(tg) = v (to), atunci u (t) = v () pentru oricet € INI'.

Demonstratie. 1)Presupunem la inceput c& I si I’ sunt intervale deschise.
Notim (¢1,%) = I N I'. Vom arita egalitatea celor doud solutii pe [to,t2). Facem
observatia ci daci solutiile u §i v coincid pe un interval de forma [to, 7), cu o <
T < t9, atunci ele coincid §i in T. Intr-adevir, datorits continuitétii solutiilor « si v,
avem

w(t)=limu(t) =limv(t) =v(r)

t—T t—r

Fie [to, 7], unde tp < 7 < £2, un interval pe care cele doud solutii coincid. Din
teorema 1.8.1, care afirmi unicitatea locals, si deoarece u (1) = v(7), rezultd ci

existd ¢ (1) > 0, suficient de mic, astfel incéat
u(t)=v(t), (V) te[r,7+e(7)

Deducem ca solutiile considerate coincid pe intervalul [¢o, T + £ (7)], care include
strict pe [to,7]. Asadar, reuniunea tuturor intervalelor de forma [to, 7], pe care
solutiile u si v coincid, este un interval J pe care aceste solutii coincid. Nu se poate
ca J si ajbd forma J = [to, T| deoarece [tg, T + € (T')], care include strict pe J, ar
fi un interval pe care solutiile u si v ar coincide, deci ar fi inclus In J si suntem
condusi la o contradictie. Rezultd cd J are forma J = [tg,T). Dacd am avea T < tg,
atunci, conform observatiei ficute la inceputul demonstratiei, ar rezulta ci solutiile
u §i v ar coincide pe [to, T}, deci [to, T} ar fi inclus in J, adici in [tg, T), ceea ce este
imposibil. Deci singura posibilitate este T' = t5, adic# solutiile u si v coincid pe
[to,t2), ceea ce trebuia demonstrat. Analog se demonstreazi egalitatea solutiilor pe

intervalul (t1,o]. In concluzie rezulti egalitatea solutiilor u si v pe IN I’
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2) Consideram cazul cand I i I’ sunt intervale arbitrare, nu neapirat deschise.
S& presupunem, de exemplu, cd J NI’ = (t;,t5]. Dupd ce demonstrim ci u si
v coincid pe (t1,¢2), ca in primul caz, deducem, ca in observatia de la Inceputul
demonstratiei, cd

u(t2) = lim u (t) = lim v () = v (t3)

t—tp t—to

adic3 tocmai concluzia cé solutiile u §i v coincid pe (¢1,t] =INI. A
DEFINITIA 1.8.2 Solufia
z=z(t),tel
a ecuatiei diferentiale (1.47), se numeste prelungibild, dacd existd o solutie
z=%(t),tel
a acestei ecua}ii, numitd prelungirea solufiei z = = (t), astfel tnedt IC I', I # I
$t

z(t)=2(@t), Vtel

Observatie. Daci in definitia precedentd avem I C I’ si existd tg € I’ astfel
incit t < tg (¢t > to), Vt € I, atunci solutia ¢ = z (t) se numegte prelungibils la
dreapta ( la stinga), iar solutia £ = Z(t) se numeste prelungirea la dreapta (la
stdnga) a solutiei z = z (t).

O solutie care nu este prelungibili (prelungibild la dreapta, prelungibili la

stidnga) se numegte saturatd (saturati la dreapta, saturatd la stinga).

TEOREMA 1.8.3 Intervalul de definitie al unei solufii saturate ( saturate la dreapta,

saturate la stinga) este deschis (deschis la dreapta, deschis la stinga).
Demonstratie .intr—adevér, s& presupunem ci
z=¢(t), t € (a}b]

ar fi o solutie a ecuatiei diferentiale (1.47), saturatd la dreapta, definitd pe un
interval care nu este deschis la dreapta. Din teorema 1.8.1 rezultd existenta unei

solutii a acestei ecuatii, de forma
T=¢q(t), t€b—¢€b+¢
unde ¢ > 0 este suficient de mic, care verificd conditia

¢a (b) = ¢ (b)
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Din teorema 1.8.2 rezultd egalitatea solutiilor ¢ si ¢4 pe intervalul comun de
definitie:
B(t) = ¢alt), (Vt€lb—eb]

Acum, z = ¢ (t), definitd prin

. ¢ (t), t € (ab]
¢ (¢
¢a(t), t€[bb+e
este, evident, o prelungire la dreapta a solutiei ¢ = ¢ (t), ceea ce contrazice faptul

ci ¢ este saturati la dreapta. H

TEOREMA 1.8.4 Solufia
z=1z(t), t € to,t1)

a ecuatiei diferenfiale (1.47) este prelungibild la dreapta dacd gi numai dacd graficul

G = {(t,l‘(t)) | te [to,tl)}

este inclus intr-o submulfime compactd a lui D.

Demonstratie. Presupunem ‘cid solutia considerata este prelungibili la dreapta
si fie
z=Z(t), te [to,t1+¢
unde £ > 0 este un numdr suficient de mic, o solutie a ecuatiei diferentiale (1.47)

astfel Incat

Rezulta ci existd

lim z(t) = lim Z (¢) = Z ()

t—1, t—t,
ceea ce inseamnd c& functia z se poate prelungi prin continuitate la intervalul [to, t1].

Graficul G, este inclus in inchiderea sa

Gz ={(t.z (1)) | t € [to, ta]}

care este o multime compactd inclusd in D, fiind imaginea intervalului compact
[to,t1] prin functia continud ¢ — (¢,z (t)) .
Reciproc. Si presupunem ci existd o multime compacti K C D care si includi

graficul solutiel considerate. Rezulti ci

z (¢) =z(t0)+/t f(s,z(s))ds, t € [to, t1)
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De aici deducem

|z (t) —z ()] <

[z pias

<Mt =], () t,t' € [to, t1)

unde

Mg = sup |f(s,z)|
(s,z)eEK

Rezultd de aici, conform criteriului Cauchy-Bolzano, ci existd tlil{l z(t), §i deci
=11
functia z se poate prelungi prin continuitate la intervalul [to,¢;]. Vom nota aceasti
prelungire tot cu z. Deci vom avea tlintl z(t) = z (¢1). Din continuitatea lui f si din
—t)

ipoteza G; C K rezultd existenta limitei

fn,zt))=_ lm f(z@)= Ilm '(@t)=2(4-0)

11y, 1<t ot i<t

si (t1,z (t1)) € K. Conform teoremei 1.8.1, existi o solutie
T=ZI(t),te(t;—¢€t +¢

unde € > 0 este un numdr suficient de mic, a ecuatiei 1.47, care verificid conditia

Z(t1) = z(t1) . Consideram functia

z [to,t1 +€¢] = R
z(t), t € [to,t1]

Z(t), t € (t1,t1 + ¢

Avem

Ft1+0) = ()= (t1.Z(t1)) = f(t1,z(t1))

Tt —-0) = (1 -0)=f(t1,z(t1))

Deci derivata 7’ (t;) existd si este egald cu f(ty,z (t1)), deci si cu f(t1,Z (1)),
adica

' (t) = f(t1,Z(t1))

Aceasta arati ci T este solutie pe intregul interval [tg,¢; + €], prelungire a solutiei

considerate, si teorema este demonstraté. l

TEOREMA 1.8.5 Pentru orice solufie a ecuafiet diferentiale (1.47) existd o prelun-

gire saturatd unicd.
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Demonstratie. Unicitatea prelungirii rezultd din teorema 1.8.2. Este suficient
si arfitdm ci orice solutie este prelungibild la dreapta pani la o solutie saturata la

dreapta. Fie
z=zx(t),tE t1,t

o solutie fixatd a ecuatiei (1.47), iar D multimea tuturor solutiilor Z, ale ecuatiei
(1.47), care prelungesc la dreapta solutia z. Multimea D , ordonatd dupi relatia de

incluziune a intervalelor de definitie a elementelor sale, admite o margine superioard
I:i‘(t)) te [tlyT)

care este o solutie saturatd la dreapta si care prelungeste la dreapta solutia dati. W

1.9 Exercitii

1. Ardtati cd y = % + Ce™32, ¢ fiind constant, este solutia generali a ecuatiei

¥y +3y=1

2. Aritati & (y — 3) € = ¢, c fiind constantd arbitrard, reprezinti integrala

generald a ecuatiei y' + 3y = 1.

3. S& se arate cd ecuatia ¥’ = = + y are solutia y = ce® — £ — 1, pentru orice
constantd c. S& se determine solutia care verificd conditia initiald y (zo) = yo,

unde zg $1 yo sunt numere reale.

4. SA se integreze ecuatiile diferentiale de mai jos folosind metoda aproximatiilor

succesive:

(a) v =y,y(0)=1; y =z +siny;

M) v =y% v =v>+1,y(0)=0

5. Determinati solutia generald a ecuatiei Riccati cunoscind o solutie y; a ei:

2
(c) v — 3% - Frh 0, y1 = Az unde X este o constanti:

6. S& se integreze ecuatiile diferentiale de forma 3’ = f (z) si 54 se traseze curbele
1 2 1 _,
/ — &

= — ’:—— I:_
2\/511/ 31? ' Y 31 33
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7. Sa se integreze ecuatiile diferentiale
(a) ¥ =2,y =2,
(b) v’ =42, v = 3y3 si sd se traseze curbele lor integrale;
8. 54 se integreze ecuatiile diferentiale:

(a) z(v?* —1)dz+y (2> —1)dy =0, VI - z2dy — /1 — y%dz =0,

dz dy
b) z+/1 - y2dz + yv1— z2dy = 0, = .
(b) zv/1-y yv Y N/ Ry

9. S& se integreze ecuatiile diferentiale:

/:y_:r y/= ¥
y+I1 l"

Yy 2zy
(b) y'=\/;+§,y'=12—_y2~

10. S& se integreze ecuatiile diferentiale:

(a) y

1+2z 1+2z , 2 3
_ - R P §
z+a:2y I+z2’y o ’

1 z3 4 T
b I—— = — I—— = ’ / = ——-
(b) ¥ ——y Y 7Y /Yy +zy m

(@) y

2
ORE %yz “3 0 stiind ci are solutia y; = —%;

(d) (2% —y)dz+ (v* —z)dy =0;

() y=2zy' +y*% y=ay — 7y
11. S& se integreze ecuatiile diferentiale cu variabile separabile:

(a) z'cos®tcotz + tantsin®z = 0; t2’ = = + z?;
(b) tz'z =1-1t% 2’ = (t + z)%;
(c) o' = (Bt +2x+1)% 2/ (4t + 6z — 5) = — (2t + 3z + 1);
(d) 2/ (4t -2z +3)=— (2t —z); 2 (tP’z —z) +tx* +t =0.
12. S3 se integreze ecuatiile diferentiale omogene sau reductibile la acestea:
(a) tz' =z —tjta' = - (t+ x);
(b) t2z' =z (t — z); 2tzz’ = t? + 2%
(¢) (2Vtz—t)a' = —z; tz’ =z + V2 + 1%

(d) (422 + 3tz + t?) a’ = — (2 + 3tz + 4t?) ; 21’ = 3z? — 2.
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13. Si se integreze ecuatiile diferentiale liniare sau reductibile la acestea:

(a) tz' =z + tx; ta’ = =2z + t¥
(b) tz' = —xz + €'; (22 — 3t*) &’ + 2tz = 0;
(¢) ta’ = —z — tz?; 2zz’ = 2% — ¢;
(d) (2t —t?z)z’ = —z; to’ = -2z (1 —tz).
14. Si se integreze ecuatiile diferentiale exacte sau reductibile prin metoda fac-
torului integrant:
(a) (t+2z)z +t+z =0 2t" +t2+ 25+ 2t =0;
(b) (3t2z —22)z’ — 2+ 3tz —2=0; (2x+ 23 +t) 2’ — 3 +t2a2 +z =0,
(c) (22 —3t?) 2’ + 2tz = 0; 2tzz’ — (¢ + 2?) =0
(d) tz' —z(1+tx) =0;t(z3 + Int) 2’ + z = 0
15. S& se integreze ecuatiile diferentiale de tip Lagrange sau Clairaut:
(@) z=dtr' +o'3 2= +V1-2'%
(b) z=(1+)t+2'% z=-3z' (2t +2');
(c) z=tz' +1'? z=tz' + 1/,

d x:tr’+\/1+z’2;z:tz’+l.
II
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Capitolul 2

Sisteme diferentiale de

ordinul intai

2.1 Definitii

DEFINITIA 2.1.1 Se numegste sistem. diferential de ordinul intdi, cu n functii ne-

cunoscute (n € N*}, un sistem de relatii de forma

d dyn
Fl (I)yla'“vy‘ny%"“)%>:o

........... S UURURRRRRO (2.1)

dy dyn
Fn(%.ﬂl:"'»?/m%:"',a =0
in care Fy - D C R?™1 = R, pentru 1 <1 < n, sunt functii date, gi:
d dyn - . . g
1) fiecare dintre variabilele %, cee % apare efectiv in cel pufin una din relatiile
(2.1);
2) fiecare dintre funciiile F; depinde efectiv de cel pufin una dintre variabilele
i Y,
dr’' 'dx’’

3)se cere determinarea funciiilor de forma

((f)ly”-y(f)n):ICR_‘Rn (22)

astfel incat

F <1‘,(/51(CL‘),-“,(f)n(l'),%(.T),'“,%‘(-’13)> =

) zel (23)
Fn (I,¢1(ZE),"',d)n(CL‘),%(l‘),"',%(ff)):0

49
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50 CAPITOLUL 2. SISTEME DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI

O functie de forma (2.2) cu proprietatea (2.3), se numegte solufie pe I a sistemului

diferential (2.1).

Exemplu Sistemul diferential

T4y Y2ty y3—22-3z-1=0
vty tyhtzoy1—22-22-3=0
Yo —T-ys+yp ys+222—5x=0

admite solutia (¢1, ¢2, #3), unde

p;: R—-R 1<i<3si
$1(z)=1,2(z) =2% ¢3(z) =2z+1, z€R

deoarece inlocuind

1 = $1(z) =1z,

2 = ¢2(z) =77

Y3 ¢3(z) =2z + 1

yll = ]-1 y2 = 2I1 ylli = 2)

in sistem, se obtin egalititi adevirate.

Observatii.

1. Se spune ci relatiile (2.1) definesc forma general a unui sistem diferential
de ordinul intdi. Sistemul diferential mai este numit si sistem de ecuatii

diferentiale.

2. Literele y; desemneazd functiile necunoscute ale sistemului diferential, iar
litera = desemneazi variabila independenti a acestor functii. In locul ex-
presiei % se foloseste adesea expresia y;. Functiile necunoscute si variabila
independenta pot fi desemnate prin orice fel de simboluri, daci nu se creazi

confuzii.

3. Spunem ci sistemul diferential

dy
Erl_ =f1 (IYyly"')yn)

(2.4)

dy
ﬁ = fn(I)yla""yn)
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2.2. PROBLEMA CAUCHY

unde f; : E C R™! - R, pentru 1 < i < n, este dat sub forma normala,

sau ci relatiile (2.4) reprezintd forma normali a unui sistem diferential de

ordinul intdi, cu n functii necunoscute. Daci functiile fy,- - -, f, nu depind de

x, atunci sistemul (2.4) se numegte autonom.

4. Determinarea solutiilor unui sistem diferential este un proces numit rezolvarea

(sau integrarea) sistemului diferential respectiv. Multimea de definitie a

solutiei se determind, de regula, odata cu solutia.

DEFINITIA 2.1.2 Fie (¢1,---,¢n) : L — R™ o solutie a sistemuluz diferential (2.1).

Curba v C R™, definitd parametric prin

1 = ¢1 ()
Y4 o ,zel,

Yn = d)n (:I,‘ )
se numegte traiectorie a acestui sistem diferenfial. Curba I' C E definitd prin

Fz{(Iy¢1(I))"'r¢n(I) |I€I}

se numegte curbd integrald a sistemului diferential.

Observatie Solutia (¢, -+, @) : I — R™ se poate indica sub forma

y1:¢1(r)y"')yn=¢n($), zel

Uneori aceastd solutie se indicd sub forma

y:(¢l(z))"~’¢n($))y el

sau sub forma
¢1(z)
y(z)= : ,Tel

¢n (2)

2.2 Problema Cauchy

O problemi concretd importantd si frecvent intalnitad este problema care consta

in determinarea unei curbe integrale (unei traiectorii) a unui sistem diferential de

ordinul intai, care trece printr-un punct dat. Mai precis, problema Cauchy pentru

sistemul diferential (2.1) consta in determinarea unei solutii a acestui sistem,

yl :¢l (I))"'yyn:¢ﬂ(1)y IGI)
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



52 CAPITOLUL 2. SISTEME DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI

care si verifice conditiile

¢1 (x0> = Y10, - 74571 (:1'0) = Yno, (25)

unde zp € I §iy10, -, Yno € R sunt numere date. Conditiile (2.5) se numesc conditii
initiale sau conditii Cauchy. Problema Cauchy descrisd mai sus se mentioneazi prin:

" problema Cauchy (2.1)+(2.5)” sau

0

d Ay,
P (I,yb"',yn, LA _y_)

dz’ dz

problemaCauchy:

dyl dyn '
F‘n 1y 1,777 Y 3T T Ty T
(I U1 Un dz dz 0

Y1 (To) = 410, Un (Z0) = Yno,

in care se specificd sistemul diferential si conditiile initiale.

2.3 Solutii

2.3.1 Solutie generala

DEFINITIA 2.3.1 Se numegte solufie generald a sistemului diferengial (2.4), in mulfimea
E’' C E, o multime S de solutii ale acestui sistem cu proprietatea cd pentru fiecare
punct (o, Y10, .. -,Yno) € E' ezistd o singurd solufie (¢1,...,¢n) € S, care sd veri-

fice conditiile initiale
¢1(z0) = ¥10,- -+, n (T0) = Yno

Exemplu Se verificd usor ci sistemul diferential

d d

dyl + dyz Y=y =0
ffy2 Idy]

3% "3z T =0

admite solutia generald
{yl =c1€" + e %, yo = 2¢1€F — CQG_I} ,t€R

unde ¢; si cp sunt numere reale arbitrare.

2.3.2 Solutie particulara

DEFINITIA 2.3.2 O solufie a unui sistem diferential, care apartine unei solutii gen-

erale a acelui sistem se numegte solufie particulard.
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Exemplu. Pentru sistemul diferential

d d
%4‘%—% —y2=0
dy:  y,
32 3y =
- dr + y2 5y1 0

solutia generald este
{yl =c1e® + e, yo = 2c1€" — cze_“’} ,T€R
Luind ¢; = 2 si ¢; = —5 se obtine o solutie particulari

y1 =2 —5e" ", yy =4+ 5%, z € R

2.3.3 Integrala unui sistem diferential
DEeFINITIA 2.3.3 Un sistem de relafii de forma

Gl (ziyly"')yn) =0

Gn ($1y1)" " 1y‘n.) =0
unde G; : E C R™"*! — R, pentru 1 <1 < n, este numit integrald (solutie definitd
tmplicit) a sistemulus diferential (2.1), dacd el definegte implicit pe y1,---,yn ca
functii de =, pe o mulfime I C R, gi setul {y1, -, yn} format din aceste funcfii este

solutie pe I a sistemului diferential (2.1).

DEFINITIA 2.3.4 Prin integrald generald a sistemului (2.1) se infelege un sistern de
relatii de forma
G1(z,v1, " ¥n) = 1
) (2.6)
Gn (2,91, ", ¥n) = Cn
unde G; : E ¢ R™! = R, pentru 1 < i < n, cu proprietatea cd pentru fiecare

(0,10, ,Uno) € F, sistemul

Gl (I)yly"'yyn) =C10

G"n. (I)yl)”' vy‘n.) = Cno
unde c;o = G; (Zo,Y10," ", Yno), Pentru 1 < i < n, defineste implicit pe y1, -, yn
ca functii de x, pe o vecindtate I C R a lut zg, tar setul {y1,---,yn} format din

aceste functii este solufie pe Iy a sistemului diferential (2.1).
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Observatie. Daci notdm prin
y1 =1 (z, €10, 5 Cno)
, T €l
Yn = UYn (Il €10, " ,CnO)

solutia definitd de sistemul

Gl (x)yl1"'yyn) = C10

G"-(I)yl)"')yﬂ) = Cno

atunci ea verificd conditiile initiale

n (Io, €10, - ndO) = %o

Yn (1:0, €10, - )cn.O) = UYno
2.4 Forma vectoriala a unui sistem diferential

1) Fie
F:(Fl)"'aFn):DCRzn-l-l—)Rn

o functie vectoriald cu componentele Fj, 1 < ¢ < n. Vom nota

_ .dy _ (dn dYn
y—(yl, ,yn) S dr (—E’ ',E

Considerdm ci relatia
dy
F —_— = .
<I,y, dI) 0 (2.7)

unde 0 este vectorul nul al spatiului R”, este echivalentd cu sistemul de relatii

‘ d d
Fl <$7y17”'7yn7£1"'~%> =0

dy, dyn
Fn ’ v alYny 5y T
<Iyl Y dz 0

adici cu sistemul diferential (2.1). Rezultd ci un sistem diferential de ordinul intai
are forma unei ecuatii diferentiale de ordinul inti, pe care o vom numi ecuatie
diferentiald vectoriald de ordinul intai.

2) Fie f = (f1,--, fn) : EC R™! — R"™, o functie vectoriald cu componentele

fi, 1 <1 < n. Cunotatiile de la punctul precedent deducem ugor c3 relatia vectoriald

j—g: = f(z,y) (2.8)
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este echivalentd cu sistemul diferential normal

d
% :f] (I7y17"'yyn)

dyn
e = fo(z, 91, -, Yn)

3) O solutie a sistemului diferential (2.7), sau (2.8), de forma
n1=¢1(z),  yn=¢n(2), T€I,
va fi reprezentatd vectorial sub forma
y=(d1(z),...,¢n(z)), z €I
4) Conditiile initiale (2.5) se exprima sub forma vectoriald
Y (zo) = vo

unde zg € I si yo = (¥10, -, ¥no) € R™

Observatie. In cazuln = 1, sistemele diferentiale de ordinul intai devin ecuatii
diferentiale de ordinul intai. Rezultatele obtinute in legdtura cu solutiile gi problema
Cauchy pentru sisteme diferentiale de ordinul intai se transpun in cazul ecuatiilor

diferentiale de ordinul intai.

2.5 Existenta si unicitatea solutiilor

2.5.1 Cazul general

Fie zg, y10, - -, yno numere reale date, a, b1, - - -, b, numere reale pozitive date,

[to—a, zo+a),Ji = [yio — bi, vio + i), 1 <i<m,

A = UxJyx-xJn,

iar f; : A = R, 1 < i < n, functii date. Multimea A este numitd paralelipiped
inchis cu centrul in punctul (zg,y10, -, ¥no) de laturi 2a, 2by, - - -, 2b,.Considerdm
sistemul diferential normal, (2.4),

d .
% =f1 (I)yl)"'yy‘n)

dyn
B @ 90)
T
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56 CAPITOLUL 2. SISTEME DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI
si conditiile Cauchy, (2.5),
y1 (Zo) = Y10, ¥n (T0) = Yno

Vom prezenta in continuare o teoremd de existent si unicitate a solutiei problemei

Cauchy.
TEOREMA 2.5.1 Daca

1. functiile fi,---, fn sunt continue pe A,

2. functiile f1,-- -, fn verificd conditiile lui Lipschitz pe A, adicd ezistd numerele

pozitive Aj, 1 < j < n, astfel incdt
lf’i (zy}fl)' o )Y‘n) - f’i (xayl)' . )yn)l S ZAJ D/J _y_’ll
=1

pentru 1 < i < n, g orice (z,Y1,---,Ya) st (2,91, -,yn) din A, atunci

problema Cauchy (2.4,2.5) are o solujie unicd pe intervalul [zg — h,zo + R},

unde ,
. bl bn
h—mm{a,M,-w,M}, (2.9)
iar
M=max  sup |fi(z,y1," -, yn)l (2.10)

1SS (2,1, ,9n) €A
Demonstrafie. Vom arita cd problema Cauchy din enuntul teoremei se reduce

la un sistem de ecuatii integrale. Fie

{ylzyl(z))"'rynzyn(r)}, zel

o solutie a problemei Cauchy mentionate, unde I este un interval anumit de numere
reale, care contine pe rg. Rezultd cd y; este derivabili pe [, si

dy: (z) _ /, (r, dy, (z) . W (I)>

dz dr ' dr

(2.11)

pentru orice z € I si pentru 1 <4 < n. Integrand intre zg si z rezultd ca

vi(z) = vio + /I fi (s, i (s) . (s)) ds, (2.12)

) b
20 dz dz

Reciproc, dacd y; (z), 1 < 4 < n, sunt nigte functii continue care verifici relatiile

(2.12) pe I, atunci deducem c3 ele sunt derivabile pe I si, derivand, rezulti

du (@) _ < i (z)  dyn(2) >

dz dr ’ ' dz
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pentru orice = € I si pentru 1 < ¢ < n. Deasemenea, inlocuind z cu zg in aceleasi
relatii (2.12), rezultd y; (zo) = wi0, pentru 1 < ¢ < n. Deci, problema Cauchy din
enunt se reduce la sistemnul de relatii (2.12), numit sistem de ecuatii integrale.
Vom construi, In continuare, o solutie a sistemului de ecuatii integrale (2.12),
folosind metoda aproximatiilor succesive. Vom considera ci I = [zq — k, zg + h] este

intervalul din enuntul teoremei. Considerdm nigte functii continue arbitrare
a;:J—-R
pentru 1 < i < n, astfel incat
(z,a1(z), -, an(z)) €A

pentru orice T € I, pe care le vom numi aproximatiile de ordinul 0 ale componentelor
solutiei (y1,---,yn) cdutate. Putem lua, de exemplu, functiile constante definite
prin

«; (I) = Y40, (V).’L’ € I,

pentru 1 <7 < n. Rezultd cd au sens integralele

/I:fi(s,al (5),-+-, am (5)) ds

pentru orice z € I gi 1 <1 < n. Deci putem defini functiile

IR, ys(z>=yio+/ fi(s,0n(s), - o (s)) ds
To

pentru orice z € I 51 1 <1 < n, numite aproximatiile de ordinul 1 ale componentelor
solutiei (y1,---,yn) cdutate. Din relatiile de definitie rezultd cé functiile y} sunt
derivabile pe I si y} (z9) = yio pentru 1 <i < n.

Deoarece

|vi (z) — vio| = <

/Ifi(s,al (s), --,an(8))ds

< <Mz —xzo| K Mh < b;

/|fi<s,a1'(s>,---,an<s>>|ds
rezulti ci
(Iyyll (I),,y,,ll(l‘)) €A

pentru orice z € I. Deducem ci au sens integralele

T
1 1
/ f‘L (57y1 (S)v"')yn(‘s))ds
To
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58 CAPITOLUL 2. SISTEME DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI

pentru orice £ € I gi 1 <14 < n. Putem deci defini functiile
T
BT R =vo+ [ (sl () v () ds

zo
pentru orice z € I gi 1 <7 < n, numite aproximatiile de ordinul 2 ale componentelor
solutiei (v1,---,yn) ciutate. Din relatiile de definitie rezultd ci functiile y? sunt
derivabile pe I si y? (zo) = ¥i0, pentru 1 < 7 < n. Urménd aceeasi cale ca in pasul
anterior, deducem ca

(2,93 (2), - ,yn(2) €A

pentru orice z € I. Putem construi in acelasi mod aproximatiile de ordinul 3,4, ...
ale componentelor solutiei (y1,- -+, yn) ciutate. In general, aproximatiile de ordinul
p, (p € N*), se definesc cu ajutorul aproximatiilor de ordinul p — 1, prin
z
EiI=R @ =vot [ £(s7 0 @)ds @)
To
pentru orice z € I i 1 < i < n. Se verificd ugor ci y? sunt derivabile pe I si

y? (zo) = wi0, pentru 1 < i < n. Deasemenea rezultd ci

(z,yf(a:),~-~,y,’i(z)) €A

pentru orice z € I.

Am obtinut astfel girurile

(yf)pa B (yﬁ)p

gi vom demonstra cé ele sunt uniform convergente pe I. Pentru a demonstra convergenta

uniforma a girului (yf), vom considera seria ajutitoare
i (2) + (vi (2) = i (2)) + (47 () — 9! (2)) + - (2.14)

Suma partiala de ordinul p+1 a acestei serii este tocmai yf (z) , deci convergenta se-
riei este echivalentd cu convergenta sirului (y? (z)) . Folosind conditiile lui Lipschitz

obtinem

v (2) =yl (2) =
= :o [fi (s’yf_l (), uh? (3)) - fi (S,yf_z (8), -, yP2 (s))] ds

‘Trecénd la valoarea absolutd si tinidnd cont de conditia lui Lipschitz, obtinem

/I
Zo
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Pentru p = 2, avem

Functiile yjl- — a; sunt marginite deoarece sunt continue pe I. Fie K > 0 astfel incat

|yJ - (s)| ds

|v; (z) — 2 (2)] < K
pentru orice £ € I si 1 < j <n. Deducem ca
|47 (z) — i ()] < KA|z — 2o

pentru orice z € [ 5i1 <7< n, unde am notat A = A, +---+ A,.

Vom demonstra acum ca

¥ (@) 977 ()] < Kar- l(p—1|> (2.16)

pentruoricez € I,1 <i<nsip € N, p > 2. Folosim metoda inductiei matematice.
Pentru p = 2 inegalitatea este demonstratid mai sus. Presupunem ci inegalitatea

este adeviratd pentru un numdr natural p — 1 > 2. Deci

p—2
p—1 _ P2 < KAp—2|$—$0|
V@) - @) < KA E S

pentru orice z € I,1 < ¢ < n. Vom arita cd inegalitatea este adevirati si pentru

numdrul p. Din inegalitatea (2.15) avem

v (z) — ZA

z |5 — gofP "2
| BTl g
’ /Io (p-2)!

pentru orice £ € I, 1 < i < n, ceea ce trebuia demonstrat.

Ap—2 |S Iol d
(p—2)!

1l$—$0|p_1

(p—1)!

s| <

< KAP? ZA

=1

< KAPT

Conform criteriului lui Weierstrass, seria

ZKAP III IOI
-

este uniform convergentd pe I, deoarece este majoratd pe I de seria de numere

pozitive convergenta

(o o] p_l hp__l
> KA oD = K exp (Ah)
Din inegalitatea (2.16), demonstratd mai sus, rezultd ci si seria

a; (z) + (4 (z) —ai (2)) + (v7 (2) — vl () + -
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este uniform convergenta pe I, si prin urmare sirul (y? (z)) este uniform convergent

pe I.
Notand

y1(z) = lm yP(z), -+ ,yn(z) = lim ¥ (z)
p—00 p—o0
pentru orice ¢ € I | vom demonstra cd

{ni=u, (@), Y=y, (x)}, z€T

este solutia unicd din enuntul teoremei. Din convergenta uniformi a sirurilor
(¥% (z)) pe I si din continuitatea functiilor y? pe I, rezultd continuitatea functiilor

y; pe I. Vom trece la limit&, ficand p — oo, In relatiile (2.13). Mai intdi, din
v () — yaol < s

valabild pentru orice z € I gi 1 <7 < n, obtinem, pentru p — oo,
lys (z) — yiol < s

ceea ce inseamnd ca
(xvyl (I) y T Yn (1")) € A

pentru orice z € I. Pe de altd parte, avem

o Fe(sn (), vn () ds = [ fi (5,08 (s) -+, 02 (s)) ds| =
J2 s (s, u1 ()=, 9m () = fi(,08 (), 9B ()] ds| <
S Vfesva () un () = fi (5,95 () -+ 12 (5))] ] <
NI HOROIEY

<

Deci

Jay fiswn (), un (D) ds = [ S (5,97 ()42 () ds] <

S é As | fo lwi () =95 ()] ds| (2.17)

Din convergenta uniforma a girului (y;-’ ) citre y;, pe I, rezultd c3 pentru orice e > 0

existi un numar natural N astfel incat

- €
[v; (@) - 97 (@) < =

pentru orice z € I, 1 < j <ngi p > N. Din inegalitatea (2.17) deducem

f:o fi(s,yl (S)v"':yn(s))ds_f:o fi(s,yf(s),~~-,yﬂ(s))ds <
< ﬁA|z—zo| <e

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



2.5. EXISTENTA $I UNICITATEA SOLUTIILOR 61

pentru p > N i 1 <7 < n, ceea ce inseamna ci

T

lim ’fi(s,yf(s),--uyz(s))ds=/If1-(s,y1 (), (5)) ds

p—00 Joo

pentru fiecare z € I, 51 1 <4 <, adicd, tinind cont de relatiile (2.13),
w@ v+ [ fils,un(6), um(9)ds
. Jzo
pentru fiecare x € I, 5i 1 <4 < n. Am demonstrat ci
{i=mn(@), - yn=uyn(z)},zel

este solutia sistemului de ecuatii integrale (2.12), adic solutia problemei Cauchy
considerate.

Vom arita ci solutia sistemului de ecuatii integrale (2.12), obtinutd mai sus, nu

depinde de aproximatiile de ordinul 0, adici de a3, - - -, a,. Alegem ca aproximatii de
ordinul 0 functiile continue gy, - -, B,. Suntem condusi la urmé&toarele aproximatii
succesive

Yil ZI—)R, Y.,;l ($):yi0+/ f‘i(s)ﬁl (s))"'n@n(s))ds

si

T

V2T R YP@) =vat [ £ (s V776 12 6)) ds

To

pentruoricex € I, 1 <i<nsip€ N, p>2 Sededuce, ca si in cazul precedent,

cd sirurile de functii (Y”) sunt uniform convergente pe I si
{(Yi=Yi(z), - Yo=Ya(z)}, z€l

este o solutie a sistemului de ecuatii integrale (2.12). Tindnd cont de definitiile

functiilor y? si Y? avem

Y} (2) - vl () =

= [ [fi(5,81(8), -, Ba () = fils,a1(s) -+, o (5))] ds

Y7 (@) -4 (2) =

=2 [ (577 ), Y2 = £ (7 (), 9B (9)) s

Tinand cont de inegalititile lui Lipschitz, obtinem

¥ =) v @) < 2 A [[7 166 5) — e (5]

Y2 (@) - @] < 3 A|fZ
k=1
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pentru orice € I, 1 < i < nsip € N, p > 2. Functiile G (v) — ax (z) sunt

mirginite deoarece sunt continue pe intervalul inchis /. Fie K’ un majorant pentru
{16 () —ar(z)| | z€l, 1<k<n}
Din inegalititile precedente obtinem
2 @) -0 @) < KA < gt

pentru 1 <i < ngipe N*. Ficand p — oo, obtinem

lim Y7 (z) = lim y? (z)

p—oo p—oo

adica

pentru orice z € I, 1 <1i < n, ceea ce trebuia demonstrat.
Vom arita, in fine, unicitatea solutiei obtinute. S& presupunem ci in afard de
solutia obtinutd prin metoda aproximatiilor succesive, sisternul de ecuatii integrale

(2.12) are si solutia
(1=2(5), zn=2:(2)}, 2 €T

Deci
z; (z) =yi0+/ fi(s,21(8),---,2zn(8))ds

In continuare aplicim metoda aproximatiilor succesive luand ca aproximatii de or-

dinul O functiile zy, - -, z,. Aproximatiile de ordinul intai sunt date de relatiile

v (‘T):yio-l'/zfi(syzl (s),---,2n(s))ds

Din relatiile precedente rezult, evident, y! (z) = z;(z), pentru orice = € I si
1.< i < n. In mod analog rezulti c aproximatiile de ordinul doi sunt y2 (z) = z; (),
pentru orice z € [ gi 1 <4 < n. Prin inductie matemetica se deduce ci aproximatiile

de ordinul p, oricare ar fi p € N*, sunt y? (z) = 2 (z), pentru orice z € I si

1 €17 < n. Deci

v (z) = lim y? (z) = 2z; ()

p—oo
pentru orice T € I'si1l <4 < n, ceea ce arati unicitatea solutiei sistemului de ecuatii

integrale (2.12), deci unicitatea solutiei problemei Cauchy din enuntul teoremei. B
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2.5.2 Prelungirea solutiei
Solutia
L=, vn=va(2)}, 2 €1,

construitd in ipotezele teoremei Cauchy-Lipschitz este definitd doar pe intervalul
I = [z9 — h,zo + h], unde numirul h € (0, a] este bine determinat. Dacd h < a,

atunci se poate pune problema prelungirii solutiei. Notdm
Zo = zo + h, Tio = yi(Zo)

pentru 1 < ¢ < n. Dacd (Zo, 710, -, Jno) este punct interior paralelipipedului A
atunci existd un paralelipiped inchis A C A, cu centrul in punctul (Zo, 710, - - -, ¥no)
de laturi 2a,2b;,---,2b, convenabil alese, strict pozitive. In A sunt indeplinite

ipotezele teoremei Cauchy-Lipschitz. Prin urmare existd o solutie unicd de forma
{yl =’£71(I),"',yn=37n(l')}1 IGI,
unde | = [to+ h—€,20 + h+¢|, pentru € > 0 bine determinat, care verifici
conditiile initiale
71 (Zo) = H10,***, ¥n (To) = Fno
Pe intervalul J = IN [ = [zo + h — €, z0 + h] sistemul diferential are doud solutii:
{yl =y1(r)7"'yyn:yn(x)}7 zedJ
i
=52, yn=9(2)}, z€J
care verificd aceleasi conditii initiale in Z :

n (IO) = (jO) =110, ", Yn (i'O) =Tn (fO) = Yno

Datoritd unicittii solutiilor rezultd egalitatea lor pe J.

Putem considera functiile

¥i:lzo—h,zo+h+e] - R
_ vi (x), T € [xo — h,zo + A]
gi (z) =
¥i (z), T € [zg + h,zo + h + ¢]
pentru 1 < 7 < n, care definesc solutia

{®n :gl(z),-~-,yn=1}n(a:)}, S [xo_h)10+h+51’
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unici pe intervalul [z — h,zo + h + €] si care verificd conditiile initiale
1 (2o) = y10, "+, ¥n (T0) = Yno
Evident, solutia
{yi=0(z), ¥ =Un(z)}, T€[z0—hzo+h+¢],
este o prelungire a solutiei
{m=11(), ¥n=vn ()}, 7 €[z0— h, 70 + A

In mod analog, daci (y1 (zo — k), -, Yn (To — R)) este punct interior paralelip-
ipedului A, atunci putem prelungi solutia construitd in teorema Cauchy-Lipschitz
pe un interval de forma [zg — h — 1, g + k], unde > 0 este bine deterrl;inat. Daci
ambele puncte, (y1 (zo + k), -, ¥n (zo + h)) sl (v1(zo—h), -+, yn(zo — h)), sunt
puncte interioare paralelipipedului A, atunci solutia construiti in teorema Cauchy-
Lipschitz se poate prelungi pe un interval de forma [zo — h — n,Zp + h + €], unde
€ > 0 si 7 > 0 sunt bine determinate.

Procedeul descris mai sus se poate aplica pani cand conditiile de prelungire nu
se mai indeplinesc. Se ajunge la o solutie, a problemei Cauchy considerate, care nu

mai poate fi prelungitd. Aceastd solutie este numita saturata.

2.5.3 Regularitatea solutiilor

Considerdm sistemul diferential de ordinul intéi, sub forma vectoriald (2.8),

dy_

de' - f(‘r)y)

unde f: E C R**! - R™

TEOREMA 2.5.2 Dacd f € CF(E) siy: I C R - R"™ este o solufie a sistemului
(2.8) pe intervalul I, atunciy € C**+1(I).

dy (z)
dx
f € C*®(E) si din proprietatile compunerii functiilor derivabile rezulti ci y €

CHI(). B

Demonstratie. Din = f(z,y(z)), pentru orice z € I, din ipoteza ci

Observatie. Daci f are derivate partiale de orice ordin atunci si y are derivate
de orice ordin. Intr-adevir,

feC®(E)= (| CrE)=ye () Ck()=c=()

kEN keN
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2.6 Sisteme diferentiale liniare

2.6.1 Existenta solutiilor

Un sistem diferential liniar cu n functii necunoscute este un sistem diferential de

forma
dy, _
g (@) a2 (@) y2+ -+ a1n (2)yn + 11 ()
: (2.18)
dyn
~g = ot @)y +an2(z)y2+ -+ ann () Yn + 1n ()

unde functiile a;; : [a,8] — R,1 < 4,5 < n, se numesc coeficientii sistemului, iar
functiile {; : [a,b] = R, 1 <4 < n, se numesc termenii liberi ai sistemului.
Observatie

1. Sistemul diferential liniar (2.18) este un caz particular al sistemului diferential

normal (2.4), unde functiile f; sunt definite pe E = [a, 4] x R™ gi sunt de forma

fiz,y, - yn) =@ (T) 1 +an () y2 + - + in (T) yn + 1 (z)
pentru orice (z,y1, -, ¥n) € Esi1 <i<n.

2. Daci [; (z) = 0, pentru orice z € [a,b] gi orice 1 < i < n, adici daci toti
termenii liberi sunt identic nuli, atunci sistemul diferential liniar este numit

omogen. Sistemul este numit neomogen daci nu este omogen.

3. Daci presupunem ci toate functiile a;; si [; sunt continue pe [a,b], atunci

rezultd ci toate funcgiile f; sunt continue pe E.

4. Notdm A = max sup |a;;(z)|. Rezultd
1€4,5Sn z¢(a,b]

If‘i (Iyyly”'yyn) - f‘i (‘r7y1)" ) vyn)l = Zaij (:L) [Y] - y,’l]
j=1
din care deducem
|fi (I:Yh"'yy‘n) - fi (zvyly" . yyn)l S ZAI},J —y]l
i=1

pentru orice (z,Yy,---,Yn), (z,91,---,yn) € E i 1 < i < n, adicd se

indeplinesec conditiile lui Lipschitz.
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In urma acestor observatii, putem reformula teorema 1 pentru sistemul liniar

(2.18) astfel:

TEOREMA 2.6.1 Dacd a;; §i l; sunt funcfit continue pe [a,b], pentru orice 1 <
1 < n gl < j < n, atunci, peniru orice Ty € [a,b] $t pentru orice numere

Y10, - -, Yno, Sistemul diferential liniar (2.18) admite o solufie unicd de forma
{yi=v1(2),yn =vn(2)}, T € [a,0]
care verificd conditiile inifiale
Y1 (Z0) = ¥10, -+, Yn (T0) = Yno (2.19)

Demonstratie. Se procedeaza ca In cazul unui sistem oarecare. Mai intéi re-
marcim echivalenta dintre problema Cauchy considerata si sistemul de ecuatii in-

tegrale

y1(z) =y10+ f:o (11 (8) w1 (s) + - + a1n (s)yn(s) +11(s))ds

Yn () = yno + f; (@1 (S)y1(s)+ -+ ann (8) yn () +1n (s)) ds

Pentru rezolvarea acestui sistem de ecuatii integrale folosim metoda aproximatiilor

succesive. Vom lua ca aproximatii de ordinul 0 niste functii arbitrare continue
a;:[a, b - R

pentru 1 <7 < n. Aproximatiile de ordinul Intai sunt
y: :a,b] = R

definite prin

Y: () = yio + / Y ai;(s)ay (s) +Li(s) | ds

zo \ j=1
pentru 1 <4 < n g r € [a,b]. Aproximatiile de un ordin oarecare p € N, p > 2,
sunt

yila, b - R

definite prin

yZ () :yi0+/

Z

Zaij ()YP" (s) + 1 (s) | ds
0 ]=1
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pentru 1 < 7 < n gl ¢ € [a,b. Urmeazi si se cerceteze convergenta sirurilor
(7 (z)),en Pentru z € [a,b] §i 1 < @ < n. Pentru aceasta este suficient si se

cerceteze convergenta seriei

o (z) + (Ui (x) — 0 (z)) + (2 (2) — 9} (2)) + -+

a cdrei sumi partiald de ordinul p + 1 este tocmai y? (z).

Avem
v? (z) —yi (z) = /IZ%‘ (s) (y; (s) = (5)) ds (2.20)
§i In general
HORFSIORS | ey (7@ -8 @)ds 2
Zo j—1

pentrul<i<n,z € [a,bsip>3.

Din definitiile aproximatiilor ¥ rezultd ci ele sunt derivabile pe [a, b] si yf (zo) =
Yi0-

Deoarece functiile y; —aj, 1 < j < n, sunt continue pe [a, b] rezultd ci ele sunt
maérginite pe [a,b]. Notdm cu K un majorant pentru toate aceste functii, pe [a,b] .

Din (2.20) rezultd
|92 (z) = i (z)] S nKAlz — zo|

pentru 1 <i<nsgiz€[a,b.

Din (2.21) deducem, prin inductie matematica,

p—1
P p—1 ‘ <np—1KAp—l|I_IO|
v (@) -4 (@) < =
pentrul<i<n,z € [a,bsip>3.
Deoarece
[z—zo| <b—a=:h
rezulta
Ah)P!
Pr) — P (r <K("—

pentrul <:<n,z€ab]sip>2.

Deoarece seria numerica

Z K nAh = K exp (nAh)
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68 CAPITOLUL 2. SISTEME DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI

este convergentd, rezultd ci seria
oo
-1
S (@@-v @)
p=1
unde 3 =: o, este absolut gi uniform convergent3 pe [a, b] . Din definitia convergentei
seriilor deducem c& sirul sumelor sale partiale este uniform convergent pe [a, b], adici

sirul (y7),cn este uniform convergent pe [a,b], pentru fiecare 1 < i < n. In plus,

datoritd convergentei uniforme, functiile limita, y; : [a,b] — R,
yi (z) = lim yf (x)
p—oo

pentru orice z € [a, b], sumt functii continue pe [a, ] . Mai departe se demonstreazi,

ca in cazul general, ci:

1. Solutia sistemului (2.18), care verifici conditiile initiale (2.19) este
{yl =y1(I)"")yn=yTL($)}) TC [a’)b]

2. Solutia obtinutd nu depinde de aproximatiile de ordinul 0 alese.

3. Solutia obtinuta cu metoda aproximatiilor succesive este unica solutie a sis-

temului (2.18) pe [a, b], care verificd conditiile initiale (2.19).
4. Are loc evaluarea

nAh (nAR)™!
1! {(m—1)!

lyi (z) —y" (z)| < K <exp (nAR) =1 - —— — - —
pentrul <i < n, z € [a,b], m € N*. Deoarece

, nAh (nAR)™!
TT}gnoo (exp (nAh)—1- TR (m——l)') =0

deducem ca pentru orice € > ( existd m € IN* astfel Incat
lyi (2) — 9" (z)] < €

pentru orice z € [a,b] siorice1 <i<n. MW

Observatie Daci coeficientii a;; i termenii liberi [;, 1 < 7, < n, ai sistemului
diferential liniar sunt functii continue pe un interval deschis I = («, £) , unde « poate
fi —oo, iar 3 poate fi +o0, atunci teorema riméne in vigoare pe orice interval inchis

a, 8], inclus in (o, 8) . Putem calcula solutia, care are date conditiile initiale intr-un
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punct zg € I, In orice punct z din I. Pentru aceasta alegem un interval [a, b] inclus
in I astfel Incét acesta si contina pe zg si pe z, si folosim solutia corespunzitoare
intervalului |a, b] . Daci alegem intervalul [a’, b] care include pe [a, b] , atunci solutia
corespunzitoare lui [a’,b'] , care este o prelungire a solutiei corespunzitoare lui [a, ],

ne va conduce la aceeasi valoare in z.

2.6.2 Sisteme omogene

Consideram sistemul diferential omogen

d
%= an (2)y1 + a2 (T)ye + -+ a1 (T) Yn
: (2.22)
dyn
T = o (@)1 + an2 (@) Y2+ + Ann (T) Yn

in care coeficientii sistemului sunt functiile continue a;; : I — R, I fiind un interval
de numere reale, iar 1 <1< n,1 <j< n.

Pentru scurtarea ‘'scrierii vom folosi scrierea matriceald a unui sistem diferential
liniar. Vom face urmétoarele notatii.

1) Pentru functiile y; : I — R, 1 < ¢ < n, vom considera functia vectoriald y, de

componente yi, ..., Yn,
n
Y= ZI_’Mn,I[R]’
Yn
Vom nota
. dy;
) 1
dy _ d _ dz:
dr ~ dz B d'
Yn
Yn dz
I
v (2) fa v (z)dz
3 I¢]
/ y(z)dr = / dz =
Yn (I) ff Yn (I) dz
2) Matricea
a (l‘) Qln (.I?)
A (;1;) = )
ani (I) Qnn (I)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



70 CAPITOLUL 2. SISTEME DIFERENTIALE DE ORDINUL INTAI

este numitd matricea coeficientilor sistemnului diferential considerat.

Cu aceste notatii sistemul diferential liniar omogen considerat se scrie sub forma

ecuatiei matriceale

MY Jaw@  an@ || w
'dy—n anl (I) Ann (17) Yn
dz
sau, pe scurt,
B A)ysauy = A(2)y
dz

O solutie pe I a sistemului omogen, cu notatiile de mai sus, va fi o functie de forma

#1
¢=| : |:T— M.1[R]
bn
care verifica relatia ¢’ (z) = A (z) ¢ (z) pentru orice z € I. Se spune ci ¢ este solutia
de componente ¢y, ..., ¢, si va fi notatd uneori prin (¢1,...,9n).

Conform teoremei (2.6.1),de existenta si unicitate a solutiei sistemelor diferentiale
liniare, rezultd ci pentru orice =g € I §i yo € My 1 [R], existd o solutie unici a sis-
termnului omogen considerat,

y=y(z), z€l,
care verifici conditia initiald y (zo) = vo. In particular, unica solutie care verificd
conditia initiald y (zo) = 0 € Mp,; [R] este solutia y : I — M, ; [R] definitd prin

y (z) = 0 pentru orice z € I, numita solutia nuld sau solutia banali.

TEOREMA 2.6.2 Multimea So, a solufiilor pe I ale sistemului diferenfial omogen

(2.22), este spafiu vectorial real n—dimensional.

Demonstratie.Deoarece Sy este o submultime a multimii V' a tuturor functiilor
definite pe I cu valori in M, ; (R], iar V este spatiu vectorial real fatd de operatiile
obignuite de adunare a doud functii §i de inmultire cu un scalar a unei functii,
pentru a demonstra cd Sy este spatiu vectorial real, (subspatiu vectorial al lui V),
este suficient si demonstrdm cid lu + pv € Sy pentru orice A\, € R i u,v € Sp.
Intr-adevir, din v’ (xr) = A(z)u(z) si v'(z) = A(z)v(z), pentru orice z € I,

deducem

Qu+ ) (z) = M (2) + ' (z) = M (z) u (z) + pA () v (z) =

= A(z)[PMu(z) +pv(2)] = Az) Qu + po) (z), (V)zel,
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adicd Au + pv € Sp. Vom demonstra in continuare ci Sp.este n— dimensional. Fie

zg € I, un punct oarecare. Notdm cu

yi

solutia sistemului omogen, care verifici conditia initiald

y§? (z0)
y(@)=|  |=E,
() (

Yn IO)

unde E; € M, [R] are toate componentele nule afard de componenta din linia 4,
care este egald cu 1. Din ecuatia

n -

S Ay =0 Ay, A €R,

i=0

unde 0 € M,,; [R], deducem

M 0
Z NE; = Z Ay@ (zo)=| 1 |,
wml| 0

deci A; =0, pentru 1 < 7 < n, ceea ce Inseamnd ci multimea de solutii

{ym, . ’y<n>}

este liniar independentd. Considerdm o solutie oarecare y € Sp, de componente

Y1,---,Yn- Rezultd ci

1 (o) n

y(zo) = = Zyi (z0) E;
1=0
Yn (1'0)

Functia
n
i
2= i (z0)y?,
=0
este solutie a sistemnului omogen, conform primei pérti a teoremei, si verifica conditia
initiald

E yi (z0) ¥ (o) § ¥ (20) ¥ (zo0)
=0
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Deoarece y si z sunt solutii care verificd aceeagi conditie initiald rezultd ca ele

coincid, deci

n

y=> vi(zo)y®,

=0

din care se deduce ca {y(l), e ,y(")} genereazd spatiul Sy si deci este o bazd a sa. B

Observatie. Fie zg € I si y solutia sistemului diferential liniar omogen care
verifici conditia initials y (zg) = 0. Atunci y(z) = 0, pentru orice z € I. Intr-

adevir, din y; (zg) = 0, pentru orice ¢, rezultd
n
y(2) =Y wi(z0)y? (2) =0
i=0
pentru orice z € I.

DEFINITIA 2.6.1 Fie {y),...,y(™} o multime formatd din n solutii ale sistemu-
lui diferential liniar $i omogen (2.22), iar ygi) yeee ,y,(f) componentele solufiei y(*)

pentru 1 < 1 < n. Functia W : I — R, definitd prin

2
W@ @ W e
(1) (2) (n)
v (z) v (2) v (T
W (z) = 2 2 | 2 (2)
v (z) v (z) v (z)
pentru orice T € I, se numegte wronskianul sistemului de solufii {y(l), ces ,y(”)} .
TEOREMA 2.6.3 Dacd {y(l),...,y(")} este o mulfime formatd din n solufii ale

sistemului diferenfial liniar gi omogen (2.22), iar zo € I este un numdr oarecare,

atunci are loc relatia
W (z) = W (xg) exp (/ (Z Qkk (z)) dz)
To \k=1
pentru orice x € I.

Demonstratie.Notdm componentele solutiei y*) prin ygi), - ,y,(f). Din ipoteza

rezultd (y® (.’II))/ = A(z)y® (), deci

(@) = Yo @1 @)
=1
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pentruorice z € I, 1 <7 <nsi 1<k <n Tindnd cont de regula de derivare a
determinantilor, avem

1 2 n
FERNC e

v ) ) )|

k=1
y e e
2
g P yi™
n n N . . n
- ST [ (S
k=1 j5=1 . N A k=1
gy 8 e

adici

W' (z) = (Z Ak (x)) W (z)

k=1

Inmultind in ambii membrii cu exp (— f:Io (Crog akk (2)) dz) obtinem

e (- [ (5 0) ) =

din care deducem ci expresia W (z)exp (— Jo (ke akk (z))dz) are o valoare

independenti de x. Valoarea acestei expresii pentru = = z¢ este W (zq), deci

W (z)exp (— /I <Z Qkk (z)> dz) =W (z0)
To \k=1

din care deducem

W (z) = W (z¢) exp (/I (i gk (z)) dz)
To \k=1

ceea ce trebuia demonstrat. l

Observatie. Wronskianul unui set format din n solutii ale sistemului diferenti-
al liniar gi omogen (2.22) poate fi numai in una din situatiile: 1) nul in toate punctele

intervalului I; 2) nenul in toate punctele intervalului I.

DEFINITIA 2.6.2 Un set ordonat format din n solufii ale sistemulut diferential liniar
5t omogen (2.22), al cdrut wronskian nu se anuleazd, se numegte set (sistem) fun-

damental de solutii. Dacd {y(l), e ,y(")} este un set fundamental de solujii, iar
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componentele solutiei y(i) sunt ygi), . ,y,(li), atunci matricea

[ 2 n

w oy y |
(1) (2) (n)

Y Y Y
y={ > > 1 :I- M,[R]

2 n

s v |

se numegte matrice fundamentald de solufii.

TEOREMA 2.6.4 Dacd {y™,...,y{™} este un set fundamental de solufii ale sis-
temului diferenfial liniar gi omogen (2.22), atunci orice solufie a acestui sistem
diferential are forma

unde ¢y, ...,c, sunt constante arbitrare.

Demonstratie.Vom ardta cd multimea {y(l), e ,y(")} este bazd a spatiului
So. Fie ygi), .. ,y,(f) componentele solutiei y(?. Deoarece Sy are dimensiunea n,
rezultd ci pentru a demonstra ci multimea {y(™), ... y(™} este bazi a spatiului So,
este suficient s demonstram cd mul{imea {y(l), e ,y(")} este liniar independent4.

Pentru aceasta cercetdm ecuatia
ayM+ - +ey™ =0, ¢1,...,cn €R

adicéd sistemul

ayM (@) + -+ eyl (z) =0

Clyél) (z) +---+cny£") (z)=0
; cly"'ycTLER

| v @)+ + el () =0

pentru orice x € I. Determinantul matricei acestui sistem algebric, liniar si omogen,
este tocmai wronskianul unui set fundamental de solutii, deci este nenul. Rezultd ci
singura solutie a sistemului este: ¢y =0,...,c, =0, ceea ce inseamni ci multimea

{y,...,y(™} este liniar independents. W

Observatie. 1)Expresia

y= cly(l) + -4 Cny(n)
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75

unde ¢; sunt constante arbitrare, reprezintd solutia generali a sistemului diferential

(2.22). Intr-adevir, se stie cii pentru orice zg € I si yg = (y10,---,yno) € R™, existd

o solutie unicd y = (¢4, ..., ¢n), care verificd conditia initiali

y(xo) = (1 (Z0) ,---,Pn (z0)) = vo

adicd ¢; (z0) = yi0, 1 < i < n. Aceastd solutie are forma y

— cly(l) + e + cny(n) §1

se obtine determinand constantele ¢y, ..., ¢, din sistemul compatibil si determinat

clyﬁl) (z0) + - + cay™ (z0) = y10

195" (zo) + - + eats” (zo) = y20
y C1,

{ eyl (zo) + - - + cntt™ (20) = Yno

2)Solutia generald are forma y =Y - ¢, adicd

(yl y) y® Y
v | |4 o v
v | [ W W] |

unde Y este o matrice fundamentald de solutii, iar

1

C2
c= . S Mn,l [R]

| e |

2.6.3 Sisteme neomogene

Consideram sistemul diferential liniar neomogen
, @
dz

dyn
—dy; = Qn} (m)yl+an2($)y2+"'+ann(x)yn

...,cn €R

1

C2

=an(z)y1 +are(@)y2+ - +am () ye + L (2)

(2.23)

+ !, (2)

unde coeficientii sistemului sunt functiile continue a;; : I — R, iar termenii liberi

ai sistemului sunt functiile continue [; : I — R, I fiind un interval de numere reale,

1<:<nsgil<j<n
Notand
L
I=| ... | :IT—- M,1[R]
ln
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si folosind notatiile de la punctul precedent, sistemul diferential liniar neomogen se

scrie

Y =A(@)y+I(z)
TEOREMA 2.6.5 Fie {y(l) y(")} un set fundamental de solufii ale sistemului
diferential liniar gi omogen (2.22), unde solufia y® are componentele y( ) ,y,(f) ,

iar functiile ¢; : I — R, pentru 1 < i < n, astfel incdt sd verifice relafiile

@)y @)+ + @)y (2) = L (2)
(2.24)

¢ @)y (@) + -+ (2) 3 () = ln (2)

pentru orice T € I. In aceste conditii, functia
Ypart = ayM + -+ cpy™
definitd pe I, este solufie pentru sistemul diferenjial neomogen (2.23).
Demonstratie.Avem
(@) = 4@ @),
I(z) Xn:CQ (@) (),
i=1

pentru orice £ € I gi 1 <1 < n. Pe de altd parte

port (2) = i (2) (49 (@) + Zc )99 () =
=1

ci(z) A(z)y" (z) + 1 (z) = A(z) (Zq m(:c)%—l(a:):

i=1

hE

il
o
Il
—_

T) Ypart (%) + 1 (2)

adicd Ypore () = A(Z) Ypare (z) + L(z), pentru orice = € I, ceea ce inseamnd ci

Ypart este solutie pentru sistemul diferential neomogen (2.23). B

Observatie. 1)Solutia ypqer: mentionatd in teoremi este o solutie particulard
a sistemului neomogen. Aceastd solutie are aceeasi formd ca solutia sistemului
omogen, c1yM + -+ + ¢,y™, cu deosebirea ci c¢; nu sunt constante ci functii.
Metoda mentionatd in teoremé, pentru obtinerea unei solutii particulare a sistemu-
lui neomogen, este numitd metoda variatiei constantelor.
2)Solutia particulard ypa,: se poate scrie sub forma matriceald

Ypart (I) =Y (I) : C(Ill)
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unde

[ o (z)

Co (I)

cn ()

Pe de altd parte, sistemul (2.24) se poate scrie sub forma matriceals

O@ W@ [ g b (z)

[ y§” (z) w
@  w@ | |4 I ()

s (z)

vy () yP () - i (2) ¢, (z) 1 ()

sau, cu notatiile cunoscute,
Y(z) ¢ (z) =1(z)

Deoarece determinantul matricei Y (z) este nenul, fiind wronskianul unui sistem

fundamental de solutii, rezultd ci Y (z) este inversabil} si
d(z) =Y (z) ()

din care rezultid
T

c(z) = c(zo) +/ Y~ (2)l(2)dz
Zo
pentru orice z € I, unde =g € I este un numdr fixat, iar c(zg) € My 1 [R] este
arbitrar, si deci

T

Ypart (z) =Y (2) - [c (zo)+/ Y1 (2)1(2) dz]

Io
Deducem

Ypart (T0) =Y (20) - ¢ (x0)

din care rezultd c(zo) = Y ! (20) - Ypart (To) si deci

T

Ypart (I) =Y (I) |yt (1'0) * Ypart (xO) + / y! (Z) l (Z) dz]

zo
TEOREMA 2.6.6 Fie ypare 0 solufie particulard o sistemului diferenfial liniar neo-
mogen (2.23). Multimea S, a soluftilor sistemului diferential liniar neomogen (2.23),

este egald cu mulfimea {yn + Ypart | Yn € So} -
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Demonstratie.Daci yn € So, adicd y, este solutie a sistemului diferential liniar

omogen 2.22, atunci

(yh. + ypart)l = y;z + y;art =A (I) yh+ A (.’17) Ypart + l(z) =

A(z) (yn + Ypart) +1(z)

ceea ce inseamnd ci Y, + Ypart €ste solutie a sistemului diferential liniar neomogen,
adicd

{yh + Ypart | yn € SO} cS

Daci y € S, adici y este o solutie a sistemului diferential liniar neomogen (2.23),

atunci

(y - ypart), = y, - y]IJart =A (l') y+1 (a:) - [A (:L‘) Ypart + l (I)] =

= A ('T) (y - ypart)

ceea ce Inseamnd i Y —Ypart € So, adicl Yy —ypart este o solutie a sistemului omogen.

Notand cu yp, aceastd solutie, rezultd cd y = yn + Ypare, deci

Sc {yh + Ypart I Yn € SO}

Din cele doud incluziuni demonstrate rezultd egalitatea din enuntul teoremei.

Observatie. Forma oricarei solutii a sistemului diferential liniar neomogen

(2.23) este

y= Cly(l) + .4 Cny(") + Ypart
unde {y(l), o ,y(”)} este un sistem fundamental de solutii al sistemului omogen
(2.22), ¢1,...,¢, sunt constante arbitrare, iar yp..; este o solutie particulard a

sistemnului neomogen (2.23).

2.7 Sisteme diferentiale cu coeficienti constanti

Fie sistemul diferential liniar §i omogen cu coeficienti constanti

yi =anyr + - -+ ainln
(2.25)

y;z =an1t1 +- 4+ AnnlYn
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unde a;; € R, pentru 1 < i < n,1 < j < n. Pentru aceste sisteme vom arita cum
se poate construi un sistem fundamental de solutii.

Folosind notatiile

ax Q1n n y’1

an1 Onn Yn Yn

sistemul se scrie sub forma y’ = Ay.

Observatii 1)Din teorema de existentd si unicitate a solutiei problemei Cauchy
pentru sisteme liniare rezulti ci sistemul diferential ¢’ = Ay admite o solutie unici

definitd pe toatd multimea numerelor reale
y:R—->M,;[R],

care verificd conditia initiald y (zo) = yo, pentru fiecare zo € R si yo € M, 1 [R].

2)Fie u € M, 1 [R], v € My, ; [R] si ¢ unitatea imaginard. Se constatd usor ci
ut+iv=0€ M, [Cl<=u=0s5iv=0
Daci u: R — M, [R]si v: R - M, [R] atunci
= Ausiv = Av <= (u+ ) = A(u+iv)

Se spune in acest caz ci u + iv este o solutie complexd a sisternului (2.25). Deci,
u + iv este o solutie complexd a sistemului (2.25) daci si numai daci partea reali
§i partea imaginard a ei sunt solutii ale acestui sistem.

3)Notim cu Sp multimea solutiilor sistemului ' = Ay. Deducem ugor ci daci
y € Sp atunci y’ € Sp. Intr-adevir, mai intai deducem ci Ay (z) este functie deriva-
bild, deci y’ (z) este derivabild. Apoi, derivind egalitatea y’ (z) = Ay (z) si tindnd
cont ci matricea A are elementele constante, obtinem (y’ (z))’ = Ay’ (z), pentru
orice £ € R, ceea ce aratd tocmai ci y' € Sp. De aici deducem c& Sog C C° (R) si

ci daci y € Sp atunci y(*) € S, pentru orice k € N.

TEOREMA 2.7.1 Dacd \ este o valoare proprie a matricei A, iar v € M, [C] este
un vector propriu al matricei A corespunzator valorii proprii A, atunci sistemul

diferential (2.25) admite solufia

y=ve* zeR
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Demonstratie.Prin ipotezd avem Av = Av si v # 0. De aici deducem
(ve’\I)/ = e = Ave*® = A (ve’\I)

A 1] . “ . o
deci (ve**)’ = A (ve*?) , pentru orice = € R, ceea ce inseamn ci y = ve**, z € R,

este solutie a sistemului diferential (2.25) W

Observatie. 1) Reamintim ci un numar r, real sau complex, este numit val-
oare proprie a matricei A € M, [C] daci exist3 o matrice nenuld v € My [C] astfel
incAt Av = rv. Multimea valorilor proprii ale lui A se noteazd cu o4 i este numitd
spectrul lui A. Pentru a determina valorile proprii si vectorii proprii ai matricei A

pornim de la ecuatia

Av=rv, v € M, [C]

pe care o scriem sub forma sistemului

.
(en —m)vr + a12U2 +---+ Q1nUn =0
a1 + (agz—r)v2 +---+ A2nn =0

(2.26)
an1v1 + an2v2 +---+ (ann - T) v, =0

in care vy,...,v, reprezintd componentele lui v. Deoarece ciutdm solutii nenule,

tinand cont de teorema lui Rouche relativ la sistemele algebrice liniare, rezults ci

determinantul sistemului trebuie si fie nul, adici

a;1—r  a ain
a1 azy — T aon
A(r) = =0
anl an?2 Anpn — T

Matricea sistemului (2.26) este A — rI, unde I = (6;;) € M, [R] este matricea
unitate. Determinantul A (r) = det (A —rI), este un polinom de gradul n numit

polinomul caracteristic al matricei A, sau al sistemului ¢ = Ay. Ecuatia
A(r)=0,7reC

este numitd ecuatia caracteristicd a matricei 4, sau a sistemului 5’ = Ay. Ridicinile
ecuatiei caracteristice sunt tocmai valorile proprii ale matricei A. Pentru a deter-
mina vectorii proprii corespunzétori unei valori proprii A € g4 trebuie si rezolvim

sistemul liniar i omogen (2.26) pentru r = \. Orice solutie nenuld a acestui sistem
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este vector propriu al matricei A corespunzator lui A. Se stie ci o solutie a acestui
sistem poate fi v € M, 1 [C] de componente vy, ..., v,, unde v; este complementul
algebric al elementului ay; — 78;; din prima linie a matricei A — AI. Daci numerele
v; nu sunt toate nule atunci v este vector propriu al matricei A.

2} Se verificd ugor ca la valori preprii distincte corespund vectori proprii liniar
independenti. Aritim aceasta in cazul a doud valori proprii. Fie A\, u € 04, A # u,

§iu,v€ Mp1[C], u#0,v#0, astfel incat Au = Au i Av = pv. Din relatia
ou+Pfv=0 acC

deducem
alu+ Glv=0

aAu+ fAv =10

deci

alu+Bxw = 0

adu+fpy = 0

Scizand aceste relatii rezultd 8 (A — 1) v = 0, din care deducem 3 = 0. Revenind la
relatia au + fv = 0 deducem si a = 0. Deci u si v sunt liniar independent,i.

3) Dacd matricea A are elementele reale, iar A € o4 este o valoare proprie
complexd a lui A, atunci solutia nenuld v a sistemului (2.26), in care r = A, are
componentele complexe. Din relatia Av = \v rezults, prin conjugare, A7 = Ao din
care deducem c& ) € o4 §i T este vector propriu al matricei A corespunzitor valorii
Az

proprii . In acest caz, solutiile y! = ve*® si y? = Ge**, ale sistemului (2.25), sunt

liniar independente, complexe si conjugate. Functiile

~1 . !‘_ 1 l 2 _ Az
§ho= gyt = Re (ve*?)
o 1 g1 5 Az
v o= gy oY = Im (ve**)

sunt solugii cu valori reale si liniar independente ale sistemului (2.25).

1 n

4) Daci valorile proprii r1,...,7, ale matricei A sunt distincte, iar v!,...,v

sunt vectori proprii corespunzatori, atunci setul de functii

yl — ’Ulerlr,. ) .’yn — yMe™T

este un sistem fundamental de solutii al sistemului 3’ = Ay. Intr-adevir, din relatia

Myl 4 4+ Ay™ =0, adica din \jvle" T+ -+ A o™ =0 pentru orice = € R,
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deducem, pentru z = 0, \jv! + - - + Av™ = 0. Deoarece vectorii proprii v!,...,v"
sunt liniar independenti rezultd cd A\; = --- = A, = 0, din care deducem ca solutiile
y',...,y™ sunt liniar independente, deci {y',...,y"} este sistem fundamental de

solutii. In consecint solutia generald a sistemului diferential y' = Ay este in acest

caz

y=cvle"® 4+ .-+ cpue™% z€R

unde ¢y, ..., ¢, sunt constante arbitrare.

Daci matricea A are coeficientii reali si doud dintre valorile proprii sunt complex-
conjugate, atunci solutiile corespunzitoare acestor valori proprii se pot inlocui cu
doui solutii reale, ca la punctul 3), astfel Incit noul set de solutii s& rimans fun-
damental. Acest procedeu va fi folosit dacd intr-o problemd concretd este nevoie

numai de solutii reale.

TEOREMA 2.7.2 Dacd ecuafia caracteristicd a sistemului diferengial (2.25) admite
o rdddcind X\, multipld de ordinul m, atunci acest sistem diferenfial admite solufii

de forma

y=(Pi(z)e*, P (z)e*,...,P.(z)e*), z€ R
in care P; (z) sunt funcfii polinomiale de grad cel mult m — 1 de forma

P;(z) = c1Pig(z) + 2Py (z) + - + cmPim_1 (2)

!
€1, ..,Cm fiind m constante arbitrare, P;; (z) fiind functic polinomiale de grad cel

mult j g1
P(z)=0,....,P(z)=0, MzeR=zc1=---=¢, =0

Demonstratie.1)Dacd A # 0 atunci vom inlocui sistemul (2.25) cu un sistem
a cdrui ecuatie caracteristici admite rddacina 0 cu ordinul de multiplicitate egal
cu m. Pentru aceasta vom céuta functiile z; : R = R, pentru 1 < i < n, astfel
incat (e*zy,...,e*z,) si fie solutie a sistemului (2.25). Cu alte cuvinte facem o

schimbare a functiilor necunoscute definiti prin relatiile

A
yi=e"z

pentru 1 <7 <n. Avem
A
yi = Ne Mz + eAIzé = g aije’\Izj
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pentru 1 <7 < n. Simplificind cu e** si ordonand obtinem
n
7= (a5 = Ay) z
5=1
pentru 1 < ¢ < n, adicd am fost condusi la un sistem diferential de aceeasi forma.

Polinomul caracteristic corespunzator acestui sistem este

ayp —A-r aiz Q1n
aoy @z~ A—r azn
Ay (r) = ] ] =A(r+X)
anl An?2 Qnn — /\ -7

Deoarece A este riddcing multipld de ordinul m alui A (7) rezultd c& A (r) are forma
A(r) = (r — A)™Ag (r), unde Ag (r) este o functie polinomiali de gradul n — m si
Ag (A) #£ 0. Asadar Aq (r) =r™Ag(r + A), djn‘ care deducem ci polinomul carac-
teristic al sistemului diferential la care am fost condusi are pe 0 ca r&d&cind multipld
de ordinul m. Dacd vom demonstra ca sistemul diferential obtinut admite solutii de
forma (P (z), P2 (z),..., Pn(z)), atunci va rezulta ci sistemul diferential (2.25)
admite solutii de forma (P (z) e*®, P, (z) €**,..., P, (z) €*®) , ceea ce ar insemna
cil teorema este demonstrati. Deducem cd demonstratia teoremei s-a redus la cazul
cand polinomul caracteristic al sistemului diferential are pe r = 0 ca rddécind mul-
tipld de ordinul m.

2)Vom presupune in continuare\cé polinomul caracteristic al sistemului diferential
(2.25) are pe r = 0 ca radacind multipld de ordinul m si vom demonstra ca sistemul
admite solutii de forma (P (z), P2 (z),..., P, (z)). Vom demonstra aceasta prin
recurentd. Pentru m = 1 afirmatia din teorema este adevérata. Intr-adevir, din
teorema 77 deducem ci sistemul diferential (2.25) admite o solutie nenuld de forma
(a1, 2,...,0p), corespunzitoare valorii proprii 7 = 0. Pe de altd parte, conform

teoremei 2.6.2, sistemul admite si solutia (c;a1,c109,...,c1a,), pentru orice con-

stantd ¢;. Aceastd solutie are forma din enuntul teoremei, pentru
P (z) = ciay, P (T) = c1og, ..., Pr (T) = c10,

S8 presupunem ci afirmatia din teoremd este adeviratd cind multiplicitatea rddacinii
r = 0 este m — 1 gi sd demonstrdm cd afirmatia rdmane adevdratd cand aceastd
multiplicitate este m. Pornim de la solutia mentionatd mai sus, (a1, a9,...,a5), In

care numerele ay, as, ..., @, nu sunt toate nule. Pentru simplificarea expunerii si
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1 . A . .
presupunem ci a; # 0. Ludnd ¢; = - si notand cya; = f; pentru 2 < < n, solutia
1
(c1a1, 109, . .., C10,) devine (1,82, ...,0x) . Inlocuind aceastd solutie in sistemul

(2.25) obtinem egalititile
ai1 + aigf2 + -+ ainfn =0 (2.27)

pentru 1 < i < n. Cdutim nigte functii u; : R — R, pentru 1 < i < n, astfel incat
sistemul (2.25) si admit3 solutia (u1, Seu1 + ue, ..., Opur + Un) . Pentru aceasta, in

sistemul (2.25), inlocuim:
) :Ul,y2=ﬂ2U1 +u2)"')yn:ﬂnul + un (228)

Obtinem

uh = anur + a1z (Bour +u2) + - + a1n (Bour + un)

Boul + ub = agiug + agz (Baur +uz) + - - + agn (Baur + un)

ﬁnull + u;—:. = @n1U1 + an2 (ﬂZul + UZ) +-+anpn (,Bnul + un)
\

sau, tinidnd cont de relatiile (2.27),

uy = appuz+ -+ 1aln

]

uf = (ag2 — fra12) uz + - - - + (azn — B201n) Un

(2.29)
L u:—» = (an2 - /6710'12)“'2 + -+ (a'nn - ﬁnaln) Un
Remarcidm sistemul
uh = (age — Pear2) ug + - - - + (aon — B2a1n) un
(2.30)

!

u, = (aﬂ-2 - ﬁna]?) ug+ -+ (ann - /Bnaln) Un

care are n — 1 functii necunoscute. Rezolvarea sistemului (2.25) s-a redus la re-
zolvarea sistemului (2.30) din care determindm functiile us, ..., u,. Determinarea
lui u; se face din relatia v} = ajgua + --- + ajnu, prin gisirea unei primitive a
lui ajous + -+ 4+ a1nun. Vom arata cad r = 0 este rddicind multipld de ordinul
m—1 pentru polinomul caracteristic al sistemului (2.30). Notdm cu f (r) polinomul

caracteristic al sistemului (2.29), iar cu f; (r) polinomul caracteristic al sistemului
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(2.30). Avem
—r a2 ais Q1n
0 age—fra12—71  ax3— Paays Aoy, — P2ain
f(ry=| 0 azgz — 312 azz—fzaiz—T azn — B3a1n
0 an2 — ,BnaIZ an3 — ﬂnQIS Qnn — ﬂnaln -T
Rezultd, dezvoltand dupﬁ elementele din prima coloand, f (r) = —r f; () . Pe de alti

parte, iInmultind elementele primei linii cu §; si adunindu-le la elementele liniei i,

pentru 1 < 7 < n, obtinem

-r a2 a3 A1r

—rf2 axp-—T a3 a2n

f(r)=| —rBs a3z azg-—rT asn
_T,Bn Qn2 an3 Apn — T

inmul;ind elementele coloanei j cu —f;, pentru 2 < j < n, si adundndu-le la

elementele primei coloane, obtinem, tinind cont de relatiile (2.27),

apn —T @12 213 Q1n

a21 a2 — T a23 a2n

f(r)= asy aszz az3 — T azn
anl an2 an3 Qnn — T

Deci f(r) = A(r). Din f(r) = —rf1(r) rezultd —rf; (r) = A(r). Din aceastd

egalitate deducem, tinand cont de faptul ca r = 0 este radacind multipla de ordinul

m pentru A (r), c& r = 0 este rddicind multipld de ordinul m — 1 pentru f (r).
Din presupunerea cd afirmatia teoremei este adeviratd cidnd multiplicitatea

rddicinii 7 = 0 este m — 1 deducem ci sistemul (2.30) admite o solutie de forma

(R2(z),R3(z),...,Rn(zx)) in care

Ry (x) caRoo (z) 4+ caRo1 (z) + - + cinRom—2 (x)

R, (z) = coRno(z)+ c3Ru1(z)+  +cmRam-2(x),
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Ri;(z), pentru 2 < i <nsi0<j <m-— 2 sunt functii polinomiale de grad cel

mult 7, ¢a, ..., Cm, sunt constante arbitrare si
Ry(z)=0,...,Ra(z)=0,(¥)z€cR=c2 =" =¢cn=0

Pentru a determina o solutie a sistemului (2.29) trebuie s& utilizim prima ecuatie
a acestui sistem,

u) = ajguz + -+ + A1,
unde uy = Ry (z),...,un = Rn(z). Rezultd cd u; este o primitivd arbitrard a

functiei polinomiale aj2Rz (z) + - - - + a1nRn () . Deci

Uy /(a12R2 () + - +aRn (:r)) dz =
= C /QIO (:L‘) de +---+ Cm/Ql,m—Z (:11) dz

unde

Q1 (z) = a12Rp5 (2) + -+ - + @10 Rnj ()
pentru 0 < 7 < m — 2, este functie polinomiald de grad cel mult j. Rezulta ca
uy =P (z) + -+ emPrmor (z) + 1

unde ¢; este o constantd arbitrard, iar Pj; (z), pentru 1 < j < m—1, este primitiva
lui @1,-1 (z) pentru care Py;(0) = 0. Deci Py () este o functie polinomiald de

grad cel mult j. Notand cu Pjg (z) functia egald cu 1 pentru orice z € R, si
P1 (I) =: C]P]() (I) + C2P11 (I) + -0+ CmPI,m—l (9:)

rezultd ci P; (z) este o functie polinomiald de grad cel mult m — 1 si u; = P; (z).

Revenind la relatiile (2.28) obtinem o solutie a sistemului (2.25):

’U.]Z.P](I)

n

y2 = four+up =GP (z) + Re(z) = P (z)

Yn = Brug + un = 06, P (I) +an($) = Pn(z)
VerificAm proprietétile polinoamelor P, (z),..., P, (z). Pentru 2 < i < n avem

P;(z) = Bi(c1Pio(z) + c2P11 () + - + e Prm—1 (2)) +
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+ (c2Rio (z) + 3R (x) +--- + leRri,m—2 (z)) =

=aPo(@)+aPa(x)+ -+ cmPim_ (z)
unde am notat

Po(z) = pBiPio(z)
Pa(x) = BiPui(z)+ Rio(z)

Pim-1(z) BiP1m—1(z) + Rim—2 (x)

Rezultd cd P;; (z), pentru 2 <i<n s 0 <j <m-— 1, sunt functii polinomiale de
grad cel mult j.

S& presupunem ca
P (z)=0,...,P,(z)=0,(V)z € R

Din expresia lui P; (z) i din ipoteza ci P; (z) este identic nul deducem ci ¢y = 0,
c; fiind termenul liber al lui P; (z). Tinand cont de ipoteza ci P (z),..., P, (z)

sunt functii polinomiale identic nule gi de forma lor luatd prin definitie obtinem
Ra(z)=0,...,Rn(2)=0,(¥)z € R
din care rezultd ci ¢c; = --- = ¢;, = 0. Asadar
P(z)=0,...,P(2)=0,(M)zeR=2c1=c3=--=¢,=0

ceea ce mai aveam de demonstrat. ll

Observatie 1) Solutia sisternului (2.25), a cdrei existenta a fost demonstratd

in teoremi, este o combinatie liniard a m solutii liniar independente ale acestui

sistem. Intr-adevir, tinand cont de forma functiilor polinomiale P, (z), ..., P, (),
avem
y=(PA(z),..., ZCJ (Prj—1(x),. -\ Paj_1(x))e chy
j=1

unde am notat

y D =(Pj1(z),...,Pnj1(z)) e
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pentru 1 < 7 < m. Solutia y () se obtine din solutia y pentru ¢; = 1 si ¢; = 0
pentru oricare ¢ # 7. Liniar-independenta solutiilor y M.y ™ rezults imediat.
Relatia

N )

revine la y = 0, adici (P; (z),..., P, (z))e** = 0 pentru orice £ € R. De aici
rezultd

P (z)=0,...,P,(z)=0,V)z e R

din care deducem, tinand cont de proprietatile functiilor polinomiale Py, ..., Py,
cdcy =+ =cym =0, ceea ce trebuia demonstrat.

Deci, unei rddicini multiple de ordinul m a ecuatiei caracteristice ii corespund m
solutii liniar independente pentru sistemul diferential. Vom folosi scriere solutiilor
ca matrice-coloane, pentru a economisi spatiul orizontal al paginii.

2) Determinarea practicd a polinoamelor P, - -, P, se face prin metoda identi-

ficarii coeficientilor.

Exemplu. Consideram sistemul de ecuai’gii diferentiale, liniar si omogen cu
coeficienti constanti:
y1 = —9y1 — 12y2 — 5y3
Y5 = 51 + 62 + 3y3
y3=y1 +4y2 +y3

Notand
Y1 -9 -12 -5
y=|w | §4A=| 5 6 3 |,
Y3 1 4 1

sistemul se scrie sub forma matriceals

y' = Ay
Ecuatia caracteristici este
-9—-r =12 -5
5 6-r 3 :(T'+2)2(2—T‘)=0;1"€C
1 4 1-7r
din care deducem cé r; = 2 este rddicind simpli si 7o = —2 este radicini simpl4.
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Pentru valoarea proprie simpla r; = 2 corespunde o solutie a sistemului de forma

y = ve?®, unde v este un vector propriu de componente vy, v, §i Tespectiv vz, definit

prin Av = 2v, sau (A — 2I) v = 0. Deci

-11 -12 -5 (%1 0
5 4 3 vo | =] 0
1 4 -1 V3 0
Deducem usgor o solutie nenuld: v; = —2, v = 1 si vs3 = 2. Asadar solutia care

corespunde valorii proprii simple r; = 2 este

Pentru valoarea proprie 72 = —2, dubld, corespunde o solutie de forma

oy + iz
T=| ap+ oz |

az + O3z

unde «; gi G;, pentru ¢ = 1,2,3, sunt numere ce urmeazi a fi determinate prin

inlocuirea lui 7 in ¢’ = Ay. Avem

o) a1+ fiz
B | € =2| aptfor | =
| B3 a3 + O3z
[ 9 12 =5 || ;45
= 5 6 3 as+ Poz [ €7
i 1 4 1 az + O3z
Deducem
Jon) —al- ——9 —12 —5-—a1-
B2 | —2| a2 = ) 6 3 s
03 | a3 | | 1 4 || a3 |
EN [ 9 -12 -5 | [ 4 |
2| e = 5 6 3 B2
| Gs ] | 1 4 1 }| B3]
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Din a doua ecuatie deducem

-7 —-12 -5 Je 0

5 8 3 G | =10

1 4 3 Jo2) 0
Rezolvind, obtinem solutia generald §; = c2, f2 = —ca, B3 = ca.

Din prima ecuatie deducem:

-7 =12 =5 ay 61
5 8 3 [¢%) = ﬁz
1 4 3 (8%} ﬂg
din care deducem solutia generald: a; = c3 — ¢, az = —¢c3 + %cz gi a3 = c3, unde

¢ i c3 sunt constante arbitrare. Rezultd solutia

cs+c(-1+1z)
§=| —cs+c2(3—12) e % =
Cc3 + CoT

Pentru ¢y = 1 si c3 = 0, respectiv pentru ¢z = 0 si c3 = 1 rezultd doud solutii liniar

independente
—1+z 1
y(2) — % 6_21, y(3) — 1 6—2:

Solutia generald este

v = a1y + coy® + cay®

unde c;, ¢z si c3 sunt constante arbitrare. In reprezentare scalard solutia este

y1 = —2c1e® +cp(=1+1x)e % 4 cze >,

P 1 —2z -2z
Yy = e +cy E—I e — c3zxe ,
y3 = 201 + core ¥ 4 cze "

Determinarea solutiei generale Presupunem ci matricea A are valorile
proprii Ay, - - -, A, de multiplicititi algebrice m;,---,m,. Asadar my +---+m;, = n.
Pentru fiecare valoare proprie A; vom deduce m; solutii liniar independente pentru
sistemul diferential. In final dispunem de n solutii, despre care se demonstreazs ugor
cd sunt liniar independente. Deci dispunem de un sistem fundamental de solutii.

Conform teoriei generale a sistemelor liniare, deducem solutia generald a sistemului
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omogen, ca o combinatie liniara arbitrard a sistemului fundamental. Folosind sis-
temul fundamental, deducem o solutie particulari a sistemului neomogen, indiferent
de forma membrului perturbator. Adunind cele doud solutii mentionate obtinem
solutia generald a sistemului neomogen.

O probleméa mai deosebitd este cazul cAnd matricea sistemului are coeficientii
reali, dar se obtin valori proprii complexe. Deoarece aceste valori proprii vor fi doud
cate doud conjugate rezultd, din cele ardtate mai sus, ci putem inlocui cele doud
solutii complexe ale sistemului diferential, corespunzitoare celor dou# valori proprii,
prin dou3 solutii reale ale sistemului respectiv. Setul de solutii astfel obtinut este,
de data aceasta, format din 7 solutii reale liniar independente. Deci se poate obtine

un set fundamental format numai din solutii reale.

2.8 Exercitii.

1. Se consideri sistemul
Y1 =91+
Yy = Y1 — Yo

Aratati ca

no= Cl(\/§+1)e‘/§z+02(\/§—1)6_ 2=

Y2 = CleﬁI—CQC_ﬂx

este o solutie a sistemului, oricare ar fi constantele ¢; si co. Pentru acest sistem,
relatiile
n+ (\/Q - 1) va = 2V2ceV*"

Y1 — (\/5 + 1) 2 ~2v2cpe™ V%

f

reprezintd integrala general.

2. S& se arate ci sistermnul
V=Y1—Y2t+z
yo=um+y2+1

are solutia

T+ 1
2

y1 = e*(cicosz —casing) —
el 3 T
ya = e*{cysinz+cpcosz)+ 3
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oricare ar fi constantele c; si cz2. S& se determine solutia astfel Incat y; (zg) =

19, y2 (z0) = yg, unde zg, y(l) si ¥J sunt numere date.

. Si se integreze sistemul diferential

Y —2—2=0,2 —-y—2z=0,

cu conditiile y (0) = 1,z (0) = 1 si apoi y (0) = 0,2z (0) = 1, folosind metoda

aproximatiilor succesive.

. Determinati sistemele fundamentale de solutii pentru sistemul diferential liniar

§i omogen:
Yl +9y1 +12y2 + 5y3 =0
ys — 5y1 — 6y2 — 3y3 =0
Ys—y1 —4dy2—y3 =0

5. Determinati solutia generald pentru sistemele diferentiale liniare de mai jos:

(a) ¥ —y+ 2z =X, 2/ + 4y + 2z = pe®s;

®) vityi—ye=4c+1, b —y1 —y2 =222 + 2z — 1

(¢) ¥y —5y1 —4y2 =0, y5 — dy1 — Sy2 = 0;

(d) v7 —2u1 + 32 =0, y5 — y1 — 2y9;

(€ ¥1—3y1+y2-y3=0,y+y1— 592 +y3=0,93— 1 +v2 — 3y3 =0;
) vi—y1+y2+y3=0,92—3y1 —y2+3y3 =0, y3 + 4y1 +2y2 —y3 =0.
(8) -4 +1y2=0,y5—y1 —2y2 =0.

M) vi—-y-vw=0y-y1-y+y3=0v3-y2 —ys =0.

(1) ¥i+y2+2y3=0,95—y1 —y2 =0, 5y + 6y, — 8y = 0.

6. S5& se rezolve urmaitoarele sisteme de ecuatii diferentiale liniare:

(a) 7} = 1 + 222, 75 = 4x1 + 3235

(b) @y = x9, x5 = —x3;

(c) =i = 21 + Bz, 2h = —37 — 3z2;

(d) ] =1 + z2, Th = 1 + 22 + £;

(e) z} + 2y + z9 = sint, x5 — 4z, — 215 = cost;

(f} =)+ 2z; + 4z = 1 + 4, x'2+x1—zg=%t2;
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(g) Ill = Iy, IIZ =3, If} =TIy,

(h) ) =zo+ 3, 245 = z3 + 11, T = T1 + Ty
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Capitolul 3

Ecuatii diferentiale de ordin

superior

3.1 Definitii

DEFINITIA 3.1.1 Se numegte ecuatie diferentiald de ordinul n, unde n € N*, orice

d d®
F(a:,y,—y _y) =0 (3.1)

relatie de forma

dz’ dzn

dTL
unde F : D C R*? — R este o functie care depinde efectiv de d—z st in care se
x

cere determinarea funcfiilor de forma

p:ICR—-R (3.2)
cu proprietatea
d d"
F(z,¢(m),£(x),~~~,dzf(1)>=0,(V):c€[ (3.3)

O functie de forma (8.2) care verificd relatia (3.3) se numeste solutie pe I a ecuatiet

diferentiale (3.1).

Observatii. 1) In ecuatia diferentiald (3.1) litera y este numiti functie ne-
. ey y . dy d%y d*y
cunoscutd, iar r este numita variabild independentd. Expresiille — ,—,..-, —=
dzr 'dx? dz™

se inlocuiesc adesea prin ¥’ (sau y(V ), v (sau y® ),---,y(™, daci nu se creazs

confuzii. Intr-o ecuatie diferentiala, functia necunoscuti gi variabila independenta

95
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96 CAPITOLUL 3. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDIN SUPERIOR

pot fi desemnate prin orice simboluri, dacd nu se creazd confuzii. in cazuri con-
crete litera y este "eticheta” unei marimi fizice sau de altd naturd cum ar fi: masa,
spatiu, viteza, acceleratia, intensitatea, tensiunea, concentratia, etc. Variabila in-
dependentd este adesea timpul, desemnat prin ¢.

2} Pentru n = 1 se obtine definitia ecuatiei diferengiale de ordinul intai. Ecuatiile
diferentiale de ordinul n > 2 se mai numesc si ecuatii diferentiale de ordin superior.

3) Din definitie rezultd ci functia ¢ : I C R — R este de n ori derivabild pe I
§i (z, ¢(z), % (z),--, % (z)) € D pentru orice z € I.

4) Solutia din definitie se indicd uneori prin: ” y = ¢(z), z € I 7. O solutie
neprecizati se indicd adesea sub forma: ” y = y(z), £ € I 7. Pentru exprimarea
unor proprietdtl in care intervin solutii, uneori, prin abuz de limbaj, o solutie se

desemneaza sub forma ” y (z) ” intelegnd ca este vorba de functia z — y (z) si nu

de valoarea acestei functii in punctul z.

Exemplu. Pentru ecuatia diferentiald de ordinul 2

functia y = ze®, z € R, este o solutie. Intr-adevir, ficand calculele rezults

d? d
i) (ze®) — T (ze®) +z (ze®) —2¢" =0, (V) z€R

Observatie. Determinarea solutiilor unei ecuatii diferentiale este un proces
complex, numit rezolvarea (sau integrarea) ecuatiei diferentiale respective. Multimea

de definitie a unei solutii se determiné, de reguld, in procesul rezolvirii.

DEFINITIA 3.1.2 Graficul unei solufii a unet ecuatii diferentiale se numeste curbd

integrald a acelei ecuatit diferentiale.

Forma normald a ecuatiilor diferentiale de ordinul n.

Relatia (3.1) se numeste forma generald a ecuatiilor diferentiale de ordinul n.

Relatia
d™y

—=F (:v,'y, (3.4)

dzm dz’ ' dzn-1

dy d""ly)
unde f : E C R™! — R, reprezinti forma normali a ecuatiilor diferentiale de
ordinul 7.
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3.2 Problema Cauchy

Problema Cauchy pentru o ecuatie diferentiald de ordinul n (3.4) constd in deter-

minarea unei solutii a acelei ecuatii diferentiale, y = y (z), z= € I, care si verifice

conditiile
y (zo) = o
dy
gz (70) = ¥ (3.5)
dn—ly _
\ ggn-1 (zo) = yp !
unde zo € I'§iyd, %3, -+, ¥4~ € R sunt numere date, astfel incat (zo, 39,4, -+, v5™") €

E. Conditiile (3.5) se numesc conditii initiale sau conditii Cauchy. Problema Cauchy

descrisi mai sus, pentru ecuatia (3.4), se mentioneaz3 prin: ” problema Cauchy:(3.4 + 3.5)

”

, sau
dny _ dy dn—ly
y(z0) =8

problema Cauchy: ¥ (zo) = b ,

Yy (zo) =y~

in care se specificd ecuatia diferentiald si conditiile initiale.

3.3 Solutii

3.3.1 Solutia generala.

DEFINITIA 3.3.1 Se numegte solufie generald a unet ecuatit diferentiale de ordinul
n, pe mulfimea E C R™1, o familie S de solutii ale acelei ecuafii difereniale cu
proprietatea ca pentru orice punct (ro, v9, 99, .. 7yg_l) € E existd o singurd solutie

¢ € S astfel incat

¢(z0) = w3
de¢
E (IO) = y?)
dn—1¢
dzn-1 (z0) = yg—l
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98 CAPITOLUL 3. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDIN SUPERIOR
Observatie. Solutia generald se indicd de obicei sub forma
y=¢(z,c1,...Cn), T € I,,.c. CR, (c1,...cn) e JCR"

unde c1,. . ., c, sunt parametri. Aceasti solutie trebuie si aibd proprietatea: pentru
orice (z0,%3,%,...,45_1) € E existd un set unic de numere (c10,...,¢r0) € J

astfel incat solutia

y=¢(x7010a"'ycn0))IEIclo,...,cng
verificd conditiile
¢(z0,c10,---Cn0) = g,
d¢
< (0,¢10,--Cn0) = v,
dn—1¢
W(-’DO;CIO)---%O) = yf{_l

3.3.2 Solutie particulara.
DEFINITIA 3.3.2 O solufie a unei ecuafit diferentiale, care aparfine unei solufii

generale a acelei ecualii diferentiale, se numegte solutie particulard.

Observatie. O solutie particularé se obtine din solutia generald pentru valoari

particulare ale parametrilor.

3.3.3 Solutie singulara.

DEFINITIA 3.3.3 O solufie a unei ecuafis diferentiale de ordin superior, care nu

este solufie particulard, se numegte solufie singulard.

3.3.4 Integrala generala

DEFINITIA 3.3.4 O relajie de forma
9(z,9) =0, (z,y) e RC R?

unde g : 2 — R este o functie dotd, se numegte integrald a unei ecuatii diferentiale
de ordin superior, dacd aceastd relafie defineste implicit pe y ca functie de x, pe un
interval I C R, si aceastd functie este solufie pe I a acelei ecuatis diferentiale de
ordin superior.
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DEFINITIA 3.3.5 Prin integrald generald a unet ecuatii diferentiale de ordinul n se

intelege un sistem de n relatii de forma

dy dr 1y
Gl (I)yaay"':dzn_l =

.................. ,Gi: ECR™ SR, (3.6)
dy dn—ly
G N R R Ry M
" ("” Yiar dg1) T
pentrul < i < n,cu urmdtoarele proprietdfi: pentru fiecare punct (zo,y8,39,---,y2_;) €

F sistemul

d dn!
G (z . _y) ~

— 0,0 0
.................. y ciO = Gi (zO’yO’yl’---,yn_l)

dz™
. okici dy dr! g
pentru 1 < i < n, definegte implicit pe y, o gano1 @ functii de z, pe o
vecindtate Iy a lui g sub forma
y = ¢(z),
d
?d% = o (z),
dn—ly
a1 = (@)

astfel incdt y = ¢ (z), sd fie solufie pe Iy a ecuatiei diferentiale considerate gi
¢(z0) = wo

¢ (z0) = a1 (zo)

¢V (20) = an_i(z0)

3.4 Exemple

Ecuatii de forma y(™ = f(z). Presupunem ci f : E C R — R, este o

functie continud. Atunci, pentru orice g € E functia reald

#(z) = 1),/( (t)dt + Pacr (2)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



100 CAPITOLUL 3. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDIN SUPERIOR

definitd pe F, unde

n-1

_ .0 (z = 20) of — %o 0
Pn—l(m)—yn—l—(n__T+ tuiT T
este solutie gi verifici conditiile initiale
¢(z0) = o
¢ (z0) = ¥
¢V (z0) = oy

oricare ar fi numerele y3, 39, -+, ¥2_;.
Observim ci dacd f (a) = 0, pentru un numdr a, atunci ecuatia admite solutia

constantd y = a.

Ecuatiile de forma F (:r, y*) . ,y(k“’)) =0, In care lipsec functia necunos-
cuti si derivatele sale pand la ordinul k£ — 1, se rezolvi prin schimbarea de functie

y*) = z. Derivind obtinem imediat y(*t1) = z(1) ... 4(k+P) = 2P} Ecuatia devine
F (x,z,z(l), e ,z(p)) =0

Deci avem de rezolvat o ecuatie de ordin p, adicd cu & unitdti mai mic. Legitura
dintre cele doud ecuatii este urmétoarea: daci z = u (z) este solutie pentru ecuatia
F(z,2,zM,... 2(P) =0, pe un interval I, iar y = v (z) este solutie pentru ecuatia
y*) = u (z), pe acelasi interval, atunci y = v (z) este solutie pentru ecuatia dati.

Intr-adevir, avem

F (.'c,u (z), v (z), -, ulP (1:)) = 0, (v (I)](k) =u(z), deci

F (I,U(k) (z),---,vk+P) (:r)) = F (:r,u (z),uV (x),-- ulP (I)) =0

deci
F ($1 v(k) (I) y T 7,U(k+P) (ZE)) = 0
ceea ce trebuia verificat.

/ (n)
Ecuatiile de forma F (a:, y;, SN y—y-) =0 se reduc la ecuatii de ordinul

/
n — 1 prin substitutia = = z. Pentru simplificarea expunerii vom considera cazul
Y

/ 1
n = 2, adicd vom cerceta ecuatiile de forma F <r, y_’ y_> =0.
Y
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Deducem succesiv
Y =yz ¥ =yzty, — =224

Ecuatia devine

F(:r,z,z2+z’) =0

Deci pornind de la o ecuatie de ordinul 2 am ajuns la o ecuatie de ordinul 1.

Legdtura dintre cele doud ecuatii este urméitoarea: daci z = u(z) este solutie
!

pentru F (z,z,22+2') = 0, iar y = v(z) este solutie pentru L u(z), atunci

/ i
y = v (z) este solutie pentru ecuatia F (z, i, y_) =0.
vy v

fntr-adevér, avem succesiv
14
o V(@)
v (z)
v(2) _

o (@) u® (z) +u (z)

:L'UI(I) v'(z) = F(z,u(z),v? () + ¢ (z)) =
F(,v(z),v(z)> F(z,u(2),v* (2) + o () =0

F(z,u(z),u?(z) + v/ (z)) = =u(z), v (z) =v(z) u(z)

v (z) = (z)-u(z) +v(z) v (),

deci

ceea ce trebuia verificat.

Ecuatiile de forma F (y, y@ .. ,y(")) =0 sunt ecuatii in care lipseste vari-
abila independentd. Se poate reduce ordinul ecuatiei prin schimbarea de functie si
de variabild y’ = p(y), in care p va fi noua functie necunoscuta, iar y va fi noua
variabili independentd. Pentru simplificarea expunerii vom considera cazul n = 2,

adicd vom cerceta ecuatia

F(y.v,y)=0

Avem
n_dy _dpdy
dr dydz
Ecuatia data se reduce la ecuatia
F(y,p,p'p) =0,

deci este o ecuatie diferentiald de ordinul 1. Legatura dintre cele doud ecuatii este

urmétoarea: daci p = u (y) este solutie pentru ecuatia F' (y,p,p'p) = 0,iary = v (z)
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102 CAPITOLUL 3. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDIN SUPERIOR

este solutie pentru ecuatia ¥y’ = u (y), atunci y = v () este solutie pentru ecuatia

Fyy,y")=0

Intr-adevir, avem succesiv
F(y,u(y),v' () u@) =0,v (z) = u(v(z)),
v (z) = v (v(@))v' (2) = v (v(z)) v (v (z)),
Apoi

F(v(z),v' (2),v"(2)) = F(v(e),u(v(e)),v (v(e) u(v(z)) =

Fyu(y),v' (»)uy)=0

deci

F(v(z),v (z),v" (z)) =0

ceea ce trebuia verificat.

3.5 Reducerea unei ecuatii diferentiale la un sis-
tem diferential.

Considerim ecuatia diferentiald (3.4), scrisd sub forma normals

dny B dy dn—ly
o f ,Y, 5, 5 1

dz’ ' dzn-1

si o solutie oarecare a acestei ecuatii y = ¢ (z), z € I, unde I C R este un interval.

Notim
v (z) = ¢ ()
y2 () = dy:iiz) = @;—:(Cx)
ya (z) = dy;ix) = dzz,ch)
vn (z) = dyn;; (=) _ d"d:i(lm)
Deci dus (2)
Tdz 2 (z)
dy;ix) = y3(z)
@%(x) = ¥Yn (2)
B E) e (@), 0m (@)
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Asadar

d a1
{y1=¢(1),y2= Ziz)vayn:%_(lm)}yxef

este solutie a sistemului diferential normal

d
G
&
E=y3
: (3.7
Adyn—_
:lii ! =Yn
I
iy_”_f(x )
\ 4z - » Y1, 'y Yn

Reciproc, daca

{i=n1 (@), yn=yn(2)}, z €I

este o solutie oarecare a sistemului (3.7), atunci

dy; @) _ y2 (z)

L) 1y - £f

foa6) ) £t

B _ 0 (0), 10 () = L0

pentru orice z € I. Deci

G P )

dz™ dzn-1

ceea ce aratd cd y = v; (z), = € I, este solutie a ecuatiei (3.4). Am demonstrat

astfel cid ecuatia diferentiald (3.4) este echivalentd cu sistemul diferential normal

(3.7).

3.6 Reducerea unui sistem diferential la o ecuatie
diferentiala.

Comnsiderim sistemul diferential normal, (2.4),

dy; _

EE_—fl(‘r)yla ,yn)

dyn

di = fn (zyyl)"')yn)
T
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104 CAPITOLUL 3. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDIN SUPERIOR
unde f; : E ¢ R*™! = R, 1 <1 < n, si o solutie oarecare a sa

{ylzyl(l‘)!"'ayn:yn(x)}, zel

unde I C R este un interval. Avem identitatile

WD @ @) v @)
D) _ e @), )

pentru orice £ € I. Vom deriva succesiv una din aceste identitdti, de exemplu
pe prima, de n — 1 ori, si din relatiile obtinute vom elimina, daci se poate, pe
y2 (), -, yn (z) . Vom obtine o relatie care arats cé y; (z) este solutie a unei ecuatii

diferentiale de ordinul . Asadar, dupd prima derivare a primei identitéti obtinem

Py (e) _ Oh(2) , Oh(@dn(z) , | 9h()dyn(a) _

dz? h oz O dz OYn dr
e s ORST - L NE R YO
unde am notat pentru prescurtare z = (2,41 () ,- - - , ¥ () §i
Fy(2) = 6%,5 2) a](;ly(lz)fl (2)+--+ ag;iz) fn(2)
Deci
% = Fy(2)

Continudnd procedeul de mai sus, obtinem un sistem de relatii de forma

dyy (z
ycli—:r()- = fl (l‘,yl (:l?),' Yn (I))
d*y; (z)
——F = Fg (I,yl (I)y"'yy'ﬂ (.’L‘))
d™y (z
3;15 ) =F, (I:yl (x)""’y" (‘T))
Dacé din primele n — 1 relatii ale acestui sistem putem deduce pe ya (z),- -, yn ()
sub forma 1
dy; (z dr~
v2 (z) = 2 <a:,y1 (z), y(lii )""’ dxgl—l(x)>
: (3.8)
. dyi (z) d*ly ()
Yn(z) = an (I)yl (I)r dr ' dzn—1 >
atunci, inlocuind in ultima relatie a sistemului obtinem o relatie de forma
d"y1 (z) dyi () d™ 'y (z)
dz™ _F I’yl(x)) dz ' dzn—1 )

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.7. EXISTENTA SI UNICITATEA SOLUTIILOR 105
pentru orice x € I, ceea ce aratd ci
nn=un(z), zel

este solutie a ecuatiei diferentiale

dr d dr!
o F (:c,yhﬂ," _y1> (3.9)

dzm dz’ 7 dzn1

unde F': E — R este definitd prin compuneri corespunzitoare. Si presupunem ci

putem gisi solutia generald
Nn=mn (Irch T rcn) y TE I{:l...c,l
a acestei ecuatii. Inlocuind in relatiile (3.8) obtinem relatii de forma

yQ(I) :,62(17101)"'7671)1
sTel .,
Yn (z) = Bn (z,c1, -, Cn),

Rezulti ci solutiile sistemului diferential (2.4) se obtin din solutiile ecuatiei diferentiale

de ordinul » (3.9).

3.7 Existenta si unicitatea solutiilor

3.7.1 Cazul general

Considerim ecuatia diferentiald (3.4)
y(TL) = f (:C) Y, yl’ e 7y(n_1)>

unde f: E C R*! — R. Am viizut mai sus ci aceastd ecuatie este echivalenti cu
sistemul diferential normal (3.7)

dy,

& _
-d;—ya

=12

- Jgn

N Zf(:r)yly"'vyn)
i

unde y; = y. Vom reformula teorema Cauchy-Lipschitz , de existentd a solutiei

problemei Cauchy pentru sisteme diferentiale normale de ordinul intai, in acest caz.
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TEOREMA 3.7.1 Considerdm numerele reale Io,yg,yé, .. ,yg_l, gt numerele pozi-
tive a,b% b1, ---, b7~ 1. Notam
Ji o= [ue-b, w+b],0<i<n—1,

E

I

[Io—a, 1170+a]XJOX---XJn_1

Dacd f : E — R are proprietafile:
1. f este continud pe E;

2. f este lipschitziand, adicd existd numerele pozitive A;, pentru 1 < i < n, astfel
incat
n
|f(1:,Yi,' o )Y‘n) - f(I)ylr' o 1y'n.)| S ZA'L |YL —y'L|
=1
pentru orice (z,Y1, -, Yn),(Z,¥1, - -, ¥n) € E, atunci existd h € (0,a] astfel
incdt ecuatia diferentiald (3.4) sd atbd o solutie unicd de formay =y (z), z €

I, unde I = [zg — h, T + h|, care verificd conditiile inifiale

y (o) =
¥ () = 5
vy D (z0) = 5!

\

3.7.2 Cazul ecuatiilor diferentiale liniare

DEFINITIA 3.7.1 Prin ecuatie diferenfiald liniard de ordinuln ( n € N*), se ingelege

o ecuatie diferenfiald de forma
ag (2)y™ + a1 (2)y" 7V + -+ an1 (@)Y + an (2)y = 1 (2), (3.10)

in care functiile a; : I = [a,b] — R, 0 < i < n, se numesc coeficientii ecuafiei, iar
functia I : I — R este numitd termenul liber (sau perturbator) al ecuatiei. Dacd
l(z) = 0 pentru orice z € [a,b], atunci ecuafia se numegte omogend. Ecuafia se
numegte neomogend dacd nu este omogend.
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Observatie 1) Presupunem ci ag (z) # O pentru orice z € I. Ecuatia (3.10)

este echivalentd cu sistemul diferential liniar

.
vi =2
y§=y3
y;,—lzyn
1
! = l(z)—a1 (@)yn — - —
{ Yn ao(z)( ( ) 1( )y an(z)yl)

unde y; = y.

2) Forma generald a ecuatiei liniare omogene de ordinul n este

ag (z) y(") +ap (z) y("_l) + ot a1 ()Y +an(z)y =0

(3.11)

Se spune ci (3.11) este ecuatia diferentiald omogend asociatd ecuatiei diferentiale

neomogene (3.10).

Putem reformula teorema de existenta relativa la sistemele diferentiale liniare

de ordinul intii pentru acest caz.

TEOREMA 3.7.2 Dacd coeficientii a;, 0 < 1 < n, gi termenul liber | sunt funcfii

continue pe intervalul I = [a,b], iar ap (z) # 0 pentru orice z € I, atunci ecuatia

diferentiald liniard (3.10) admite o solutie unicd de forma
y=y(z), zel

care verificd condiftile inifiale

y(zo) = ¥9, ¥ (za) = wb. -+ ¥y (z0) =457,

n—1

unde o € I s1 93, vd, -~ ,y5~ ' sunt numere reale arbitrare.

3.8 Ecuatii diferentiale liniare omogene

3.8.1 Spatiul solutiilor

TEOREMA 3.8.1 Functia L, : C™[a,b] — C°|a,b] definitd prin

d™y d"ly dy
Lalyl = ao(z) 7= +a1(z) oo+ +an (2) -~ +an(2)y
pentru orice y € C™ [a, b, este o transformare liniard.
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Demonstratie. Avem

n dn—iy
L” [y] = Z a; (:1:) dIi
=0

deci
n qr—t ay + Bz n 'dn—iy dn—iz
Lnloy +82] = Zai (z) _(dT_) =Zai(x) (a dzrt +6 dzt ) N
i=0 i=0
n dn—iy n d'n—iz _
= a;ai (z) = + ﬂ;a, (z) = aLy [y] + BLn (7]

pentru orice numere a, 3 si y,z € C"[a,b] . W

Observatie Ecuatia (3.10) se poate scrie sub forma L, [y] = {(z). Ecuatia

liniari omogeni (3.11) are forma L, [y] = 0.

TEOREMA 3.8.2 Multimea solufiilor ecuatiei omogene (3.11) este un subspafiu vec-

torial n— dimensional al spafiului vectorial C™{a,b].
Demonstratie. Intr-adevir, aceasti multime este tocmai nucleul lui L,, :
N(L.)={yly€ C"|a,b], La[y] =0}, (3.13)

despre care se stie cd este subspatiu vectorial. Fie zg € I. Considerim solutiile

Y1, ,Yn ale ecuatiei omogene, care verifici conditiile initiale:
U1 (zg) =65, 1<i<n, 1<j<
y; (o) =6i5,1<i<n, 1<j<n

Pentru a demonstra cid N (L,) este n— dimensional, vom arita ci multimea de
solutii {y1, --,yn} este o bazi a spatiului N (L,). Va trebui si demonstrim ci
{y1,---,yn} este liniar independentd si cd genereazd spatiul N (L,) .

Consideram ecuatia

D Awi=0; M, M €R
=1

Derivand succesiv, obtinem:
n .
Y 2PV =0 A, A €R
i=1

pentru 1 < j < n. Pentru x = z¢ obtinem

> 2V (m) =0
1=1
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adica
n
D Xibi; =0
i=1
Deci A; = 0 pentru 1 < j < n, ceea ce Inseamna. ci (y;,- - -, ¥n) este liniar indepen-
denta.
Vom arita cd multimea {y;,---,yn} genereaza spatiul solutiilor N (L,,). Fie

y=y(z),z€l

o solutie oarecare a ecuatiei omogene, adicd un element oarecare din N (L,). De-

termindm numerele ¢;, 1 <1 < n, astfel incat solutia
n
=3 aw
i=1
sd verifice conditiile initiale
2079 (z9) =y (z)
pentru 1 < j < n. Asadar

Zc’y(J l) = 30U~V (z4),

adica

c; =yY ™1 (zo)

pentru 1 < 7 < n. Deoarece solutia z indeplineste aceleasi condi;ii initiale ca solutia

Yy, tinind cont de unicitatea solutiei problemei Cauchy, rezulti ci z = y. Deci orice

solutie a ecuatiei omogene este o combinatie liniard a solutiilor yq,---,y,, ceea ce
inseamnd ci {y1,---,yn} genereazd spatiul N (L,), si teorema este demonstrata.
|

Observatie Orice multime formata din n solutii liniar independente ale ecuatiei
omogene (3.11) formeazi o bazi a spatiului N (L,) . Asadar, orice solutie a ecuatiei

omogene este o combinatie liniard a acestor n solutii.

DEFINITIA 3.8.1 Fie I un interval real, m € N* siy; € C™"1(I), 1 <i<m. Prin

wronskian al functiilor yy,- -, ym se nelege functia

W[yl::ym]-[_’R
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definitd prin determinantul

v1(z) y2(2) Ym(z)
vi(z) va(z) Y ()
Wiy, yml(z) =
y" @) oV (@) v (=)
pentru orice z € I.
TEOREMA 3.8.3 (LIOUVILLE) Dacd y1,---,Yn Sunt solufii ale ecuatiei omogene

(3.11), atunci

Wigr, - va)(z) = Wlan, -, 4] (20) exp (— / “ Egdt)

pentru orice T,y € I.

Demonstratie. Notim, pentru scurtarea scrierii, Wyi, - - -, yn|(z) = W(z), pen-

tru orice z € I. Tinind cont de regula de derivare a unui determinant gi de egalititile

n

e
pentru 1 < j < n, avem
y1(z) y2(z) Yn()
vi(z) v v (z)
W (z) = : : S
1) w5 () ()
) V() v (z)
y1(z) y2(z) yn(z)
o) y1(z) ya(z) Yn(z)
= lam| ' Nk
I CONEY S € v (z)
@) (@) yr (@)
- Lae

adica

W'(z) = — Z; Ezi W (z)

dt) obtinem

z a1 (?)
fa:o ag (t)

e[ 280 -
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fI a1 (t)

%o agp (t)

din care deducem cd W (z) exp < dt) are o valoare constantd, adici inde-

pendentd de . Asadar

W (z) exp (/: a (1) dt) = W (zo) exp (/:0 a () dt) = W (z0)

o Q0 (t) o @0 (t)

din care rezulti

W (z) = W (z0) exp (- /: a (1) dt)

o G0 (t)

pentru orice x,zg € I, ceea ce trebuia demonstrat. H

TEOREMA 3.8.4 Solutiile y1,-- - ,yn, ale ecuatiei omogene (3.11), sunt liniar inde-

pendente dacd gi numai dacd wronskianul W [y, - - yn] nu se anuleazd in I.

Demonstratie. Considerdm ecuatia

M+ F U =0 A, A €R (3.14)
Putem constata ugor c& (A1, -, A,) este o solutie a acestei ecuatii daci si numai
dacd (A1, -, A,) este solutie a sistemului liniar
[ A @+ @ = 0
) My (2) + -+ Anyn (2) =0 Moo AL ER (3.15)
| PV @+ V@) = 0

pentru orice z € I. Observam ci determinantul sistemului este tocmai wronskianul

Wiy, - yn] ()
Dacd W [y1,---,yn) (z) # O pentru orice £ € I, atunci sistemul (3.15) admite

doar solutia (0,---,0) pentru orice z € I, deci ecuatia (3.14) admite doar solutia
(0,--,0). Rezultd ci solutiile y1, - - -,y sunt liniar independente.
Daca W [y1,- -+, yn) (zo) = 0, pentru un numir zp € I, rezultd cd sistemul (3.15),

pentru x = xg, are o solutie nenul, (Mg, -, Ano) . Aceasta Inseamni ci solutia
Y= A10¥1 + -+ Ano¥n
a ecuatiei (3.11), verificd conditiile initiale

y(zo) =y (zo) = - =y V(z0) =0

problemei Cauchy, rezultd ci

/\10y1 +"'+/\n0yn =0
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ceea ce inseamni ci solutiile y1,---,yn sunt liniar dependente. De aici rezultd
ci daci solutiile y1,- - -, yn sunt liniar independente, atunci W [yy,---,ya] (z) # 0,

pentru orice z € I, gi teorema este complet demonstratd. W

Observatie Tinind cont de teorema (3.8.3), teorema (3.8.4) se poate formula
astfel: Solutiile y;,---,¥yn, ale ecuatiei omogene (3.11), sunt liniar independente

daci si numai daci existd zo € I astfel incat W [yy,- - - yn) (z0) # 0.

3.8.2 Solutia generala

DEFINITIA 3.8.2 Mulfimea {y1, --,Yn}, de solutii ale ecuatiei omogene (3.11), se
numegte sistem fundamental de solutii dacd wronskianul W [y1,---,yn| nu se an-

uleazd n nict un punct din I.

Observatii 1) Pentru ca multimea {y1,--,y.} ,de solutii ale ecuatiei (3.11),
s fie sistem fundamental de solutii este necesar si suficient ca wronskianul W {yq, - - -, yn]

sd nu se anuleze intr-un punct din I.

2) Un sistem fundamental de solutii al ecuatiei omogene este o bazi a spatiului

solutiilor acelei ecuatii.

TEOREMA 3.8.5 Dacd {y1, - ,yn} este un sistem fundamental de solutii al ecuatiei

(8.11), atunci solufia generald a acestei ecuatfiei este

y=ciy1+ -+ Ca¥n

unde ¢;, pentru 1 < i < n, sunt numere arbitrare.

' Demonstratie. Deoarece {y1,---,yn} este o bazd a spatiului solutiilor rezulti
Cd Yy = c1y1 + - - - + caYn este solutie pentru orice constante ¢;, 1 < 1 < n. Pe de altd
parte, pentru orice zg € I gi pentru orice numere y8, yd, ,yg"l, putem determina
valori potrivite ale constantelor cj, - - -, ¢, astfel incat solutia y = c1y1 + -+ + ca¥Yn

sa verifice conditiile initiale

Yy (1:0) = y(c))a y/ (IO) = y(l)) Tt y(n_l) (‘TO) = yg_l
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Intr-adeviar, aceasta revine la rezolvarea sistemului

c1y1 (To) + - - + ca¥n (7o) = yg
a1y (zo) + - + cnyy, (o) = ¥ .
) cl)"'yanRv
_ -1 _
[ o™ (o) + -+ enyl TV (m0) = g3

care are solutie, si aceasta este unici, deoarece determinantul sistemului este tocmai

wronskianul W [y, -, yn] (zo), care este nenul. W

3.9 Ecuatii diferentiale liniare neomogene -
3.9.1 Solutia generala
TEOREMA 3.9.1 Solutia generald a ecuatiei diferentiale neomogene (8.10) are forma

Y =Yn + Ypart

unde yy, - este solufia generald a ecuafiei omogene asociate, iar Ypory este o solutie

particulard a ecuatiei neomogene (3.10).
Demonstratie. Prin ipotezd avem
Ln [yn] =0, Ln [ypar:] = 1 ()
Rezultd ci

Ln [yh + ypart] =L, [yh] + L, [ypart] =

Ln [y]

= 0+1(z) =1(x)

deci y = yn + Ypare este solutie a ecuatiei (3.10). Reciproc, daci y este o solutie

oarecare a ecuatiei (3.10), avem Ly, [y] = (z) . Deducem ci
Ln [y - ypart] = l(l‘) - l(.’L‘) =0

ceea ce inseamnd Gi y — Ypart €ste solutie a ecuatiei diferentiale omogene. Notand
cu y, aceastd solutie, deducem y = yn + Ypar:- Asadar, orice solutie a ecuatiei

neomogene este de forma

y=ay+ -+ clYn + Ypart
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unde ¢; sunt numere arbitrare, iar {y1, - -, yn} este un sistem fundamental de solutii
al ecuatiei omogene. Vom arita cd orice problemd Cauchy pentru ecuatia (3.10) are
o solutie de forma y = c1y1 + - - + Ca¥n + Ypart- Fie 1o € I si numerele arbitrare
¥, 43, -, vy~ " Sistemul liniar

,

c1y1 (zo) + -+ + Ca¥n (T0) y8 — Ypart (Z0)

clyi (IO) +---+ Cny;, (IO) y(l] - y;art (IO)

et (z0) + -+ ey TV (o) = ¥l - y,(,’;;” (7o)

este compatibil gi solutia este unici deoarece determinantul sistemului este nenul,
fiind wronskianul sistemului fundamental de solutii considerat. Daci (c;,---,¢n)
este solutia acestui sistem, atunci y = ¢1y; + - + Ca¥n + Ypart €ste solutia ecuatiei
diferentiale (3.10), care verificd conditiile initiale

r

v(zo) = o
v () = y§
y D (z0) = 43t

\

si teorema este demonstrats. I

3.9.2 Metoda variatiei constantelor

TEOREMA 3.9.2 Ecuafia diferentiald liniard neomogend (3.10) admite o solutie

particulard de forma

Ypart = C1 (I)yl +--- + cn (T)yn

unde {y1,---,yn} este un sistem fundamental de solutit al ecuatieir diferentiale
liniare omogene asociate, iar funcfile ¢; (z),---, cp (z) verificd sistemul
¢
191 (2) + -+ + cyn (z) = 0
i (2) + -+ cpyy (2) = 0
(3.16)
A @+l P @) = 0
G @)+l (@) = L)
ag (x)
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Demonstratie. Calculam derivatele lui ypar:. Avem

ypaTt = E:’L-Lzl ciyi

y;)a'rt = Z? 1 ciy; + Zz 1 Gy = Z?:l C;y;
2 _ 5w (2

ypart - Zz 1 C‘Lyz + Z‘L 1 ‘t - Zi 1 Czy.,'

n—1 1 n -2 n —
yz(mrt )= i1 Clyz(n '+ > ic1 nggn ) = die Ciyz(n Y

T (n—1 l T
yi(mZ‘t = Ez— c’-yz + Zz—l zyz ) - 21,— Clyz ao(—(l‘))
Deci
L, [ypart] = Z a; (:L‘) y;(az'rtj) Za (I ypartj) +ap ( )y;(::)rz
; =

= Lu@Y ™ +ae [.Z "+ % ] -
_ Zaj(r chz(n J)+l C.LZCLJ +l()
3=0

i=1 i=1 ;=0

M:

= ZciLn [vi] +1(z) = (z)

adicd L, [ypart] = [ (z), ceea ce trebuia demonstrat. B

Observatii 1) Solutia particulard yp.-: a ecuatiei neomogene, mentionati de

teoremd, are aceeasi forma ca solutia generald a ecuatiei omogene, si anume
QY1+t Calin

cu deosebirea ci ¢;, 1 < i < n, sunt In acest caz functii, nu constante. Din acest
motiv, metoda expusd in teoremd, prin care se determind o solutie particulari a
ecuatiel neomogene, este numitd metoda variatiei constantelor.

2) Sistemul (3.16) se rezolvi in doui etape. In prima etapa sistemul (3.16) este
considerat ca sistem algebric liniar cu necunoscutele ¢, 1 < 7 < n. Sistemul este
compatibil deoarece determinantul sistemului este nenul, fiind tocmai wronskianul
sistemului fundamental de solutii {y1, -, yn}. Rezolvind sistemul obtinem ¢, =
¢; (c), pentru 1 < ¢ < n, unde ¢; : [a,b] — R sunt functii continue, rezultate in
urma unor operatii algebrice cu functii continue, impuse de rezolvarea sistemului
algebric. In etapa a doua se determind c; ca primitivd particulard a functiei ¢;,

1<7<n.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



116 CAPITOLUL 3. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDIN SUPERIOR

3.9.3 Reducerea ordinului

TEOREMA 3.9.3 Dacd u,v € C™ [a,b] atunci
n k3 )
Ly [uv) = Z Zan_jCJ’-‘u(J—k) o
k=0 |j=k
Demonstratie. Avem, tindnd cont de formula de derivare a unui produs §i in-

versdnd ordinea de insumare,

n n J
L,uw] = Zan_j (uv)(J) = Zan_j ZC’;-‘u(j_k)v(k) =
=0 =0 k=0
n n -
= Z Zan_jcjku(J-k) p(k)
k=0 | j=k

ceea ce trebuia demonstrat. Am tinut cont cd pentru o valoare fizatd a lui k, numdrul

j poate lua orice valori mai mari sau egale cu k. M

Observatii 1) Daci u = e atunci, deoarece ul/~F) = r7=*¢™2  are loc egali-

tatea
n

(k)
L, [e™v] = [Z E"kf[rlv(k)} e (3.17)
k=0 ’

2) Daci v (z) este o functie polinomiald de grad m, atunci
L, [e%v(z)] = e™u(z),
unde u (z) este functia polinomiald

(k)

s

?.
i
=]

u(z) =

K (3.18)
Kl o (2

S

.
Il
o

m<n
In particular, pentru m < n avem
Ln €777 = [K 1) 2™ + CLED ] a7 4 4 CRE™ ]
iar pentru m > n avem
Lnle™a™) = [Ku[r) ™ + CLED [ 2™ 4 + CRLEL []am"] 7

3) Daci y; este o solutie a ecuatiei diferentiale liniare omogene, adicid are loc

egalitatea L, (1] = 0, atunci functia y = v este solutie a ecuatiei diferentiale

Lnly) =1(z)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.9. ECUATII DIFERENTIALE LINIARE NEOMOGENE 117

daci si numai daci v este solutie a ecuatiei diferentiale

n n

i—k
YD ansCry O o0 = 1(a)
k=1 |j=k

Notand v{V) = z, ecuatia de mai sus se transforma in ecuatia de ordinul n — 1
n n ok
> D en-iChyI 0| 24D =i (a)
k=1 |j=k
Exemplu. Considerim ecuatia diferentiald de ordinul doi

v +a1(2)y +az(z)y=0

unde coeficientii a; si az sunt functii continue pe un interval [a, b] . S& presupunem ci
y1 este o solutie, care nu se anuleazi in [a,b], a acestei ecuatii. Ficaind schimbarea
y = y1 () v deducem c3 y este solutie a ecuatiei considerate daci si numai daci v
este solutie a ecuatiei diferentiale

[a1 (2) y1 (2) + 291 (z)] v + 91 (2) 0" =0

Notand v’ = z, deducem ecuatia diferentiald

z'+(a1(z)+2zi—8>z=0

care admite solutia

z=mexp [—/_r:al (t)dt] , T € [a,b

unde zo este un numdr oarecare din [a,b] . Revenind la v/ = z deducem o solutie

vzzjmexp [—/I:al(t)dt] ds, T € [a,b]

din care deducem solutia

y2 = v (z) /1: » (ls)]g exp [— /TO a (t)dt] ds

Verificdm liniar independenta solutiilor y1 si y2. Avem

Yo
W 1,92 = , =11Y3 — Y1¥2

Y1 )

Deoarece y3 = yyv, iar v’ = z, rezultd

Wiy, ye] = w1 @+ uiv) —yiyiv =yiz =

T

= exp [—/ a (t) dt] #0
Zo
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Deducem ci solutia generald a ecuatiei considerate este
y =yt 2y

unde c; si co sunt numere reale arbitrare.

3.10 Ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti

3.10.1 Sistemul fundamental de solutii
Considerim ecuatia diferentiald liniard omogend

dy
T a F+"-+an_1£+any_0 (319)

unde coeficientii a;, 0 < ¢ < n, sunt constante reale. In acest caz, coeficientii
ecuatiei fiind functii constante definite pe R, solutiile ecuatiei vor fi definite pe R.
Pentru acest tip de ecuatii diferentiale vom indica un mod de a determina un sistem
fundamental de solutii.

Fie L, : C"[a,b] — C°[a, ] functia definitd prin

d™y "1y dy
L, [y] =a0o o +01W +"'+an-1a +any

pentru orice y € C™ [a, b] .
TEOREMA 3.10.1 Are loc egalitatea
L,[e] =e™ K, |[r]

unde
Kolrj=aor™+a1im™ '+ Fan_1r+an
pentru orice x € R sir € C.

. k
Demonstratie. Deoarece (€7%)!¥) = r*e™= deducem

n

L,[e™] = Zan_k (e”):(ck) = Zan_krke” =e"" K, |r]
k=0 k=0

ceea ce trebuia demonstrat. Il
TEOREMA 3.10.2 Are loc egalitatea
L, [a:ke”] = (CETkKn [r] + Car* KM [r] + - + CEK(®) [r]) e’s

pentru orice k e N*, z € R gir € C.
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Demonstratie. Deoarece functia de doud variabile u (r,z) = ™ este indefinit

derivabild, rezultd ci derivatele sale mixte, de orice ordin, coincid. Deci

dk T dk T
E;k‘ (Ln [e ]) =L, [m (e )]
si deci
dr k
s (e Knlr]) = L, [ze"*]
adica

(C,?rkKn [r] + ChrF K [r] + - - 4+ CFKLP) [r]) e = L, [z*e™]

ceea ce trebuia demonstrat.

Observatii 1)Functia polinomiald K, [r] se numesgte polinomul caracteristic
al ecuatiei (3.19).
2)Ecuatia
Kn[r]=0;7€C

se numeste ecuatia caracteristicd a ecuatiei (3.19), iar rddicinile ecuatiei caracter-
istice se numesc radicini caracteristice.

3)Daci r este o ridacind caracteristicad atunci y = e™% este o solutie a ecuatiei
diferentiale (3.19) . Daci radécina caracteristica g este multipld de ordinul m, adica

anuleazi polinomul caracteristic si derivatele sale pana la ordinul m — 1, deci

Knlro] = K}, [ro] = --- = K{™ ™V [ro] = 0,
atunci
YL = eoT Y = xeroa:, e Um = Im—leroa:

sunt solutii ale ecuatiei diferentiale (3.19).

TEOREMA 3.10.3 Dacd ecuafia caracteristicd a ecuatiet diferentiale (3.19) are rdddci-
nile distincte r1,---,7p cu ordinele de multiplicitate my,---,m;,, unde p € N*,
m; € N* pentru orice i §i m; + - + m, = n, atunct ecuafia diferentiald (3.19)

admite sistemul fundamental de solufu

erlz’ :ce”’, , Iml—lerl::
T2T T2 T mo—1,r2T
et re'?’, , e

TpL TpT mp—1,7,T
et et ... gMrT e’

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



120 CAPITOLUL 3. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDIN SUPERIOR
Demonstratie. Avem, prin ipotezi, egalitdtile
Kolrd =KV [r) = = K™ D r) =0
pentru 1 < 4 < p. Asadar, tindnd cont de teoremele (3.10.1) si (3.10.2), avem
L[] = Ly [ze™") = = Lp [g™1e"*] =0

ceea ce inseamna ci cele n functii mentionate sunt solutii pentru ecuatia diferentiala
(3.19). Mai avem de demonstrat liniar independenta celor n solutii. Dacé solutiile
din enuntul teoremei ar fi liniar dependente atunci ar exista un set de numere A; j,

nu toate nule, care ar verifica relatia

p Ty

Z Z )‘i j(L‘i_lerjI =0 (320)

i=11:i=1

pentru orice z € R. Notand
™m;
Pi(z)=) Xijztt
i=1
relatia (3.20) se scrie
P (z)e"®+ -+ P, (z) e =0 (3.21)

pentru orice z € R, unde cel putin una din functiile polinomiale P;(z) nu este
identic nuld. Presupunem, fari a afecta generalitatea, ca functia polinomiald P, ()
nu este identic nula.

Ne vom folosi de faptul, ugor de verificat, cd dacd r # 0 si P(z) este o functie
polinomiala neidentic nuld, atunci derivata de ordinul k, oricare ar fi k € N, are

forma
d*(P(z)e™)
dz* N

Q(z)e™,

unde Q () este o functie polinomialéd neidentic nul&, de acelasi grad cu P (z).

Relatia (3.21) se poate scrie, inmultind cu e~™%, sub forma
P (z) + Py(z)elm=m)7 4.y P, (z)elrr=m)T =0
pentru orice z € R. Derivand de m, ori obtinem o relatie de forma
Py (z) el™2™mI% 4 Py (z) elm—m)T .. 4 P, (z)elm)z = (3.22)

pentru orice z € R, unde P, (z) este o functie polinomiald neidentic nuli.
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Relatia (3.22) se poate scrie, inmultind cu e~ (2="1)% sub forma
Poy (z) + Pay (x) €777 4o 4 Py (2) e T = (3.23)
pentru orice z € R. Derivand de ms ori obgihem o relatie de forma

P33 (x) elm—m2)s L 4 P, (z) elrr—m2)z —

)

pentru orice z € R, unde Pp; (z) este o functie polinomiald neidentic nuld. Con-

tinudnd acest procedeu, ajungem la o relatie de forma
Pp,p_l (.’17) E(TP_TP'I)I =0

pentru orice z € R, unde P, ,_; (z) este o functie polinomiald neidentic nuli.

inmuli;ind cu e~ ("—T»-1)% obtinem relatia
Pop-1(z) =0,

pentru orice z € R, care aratd ci P, ,_; () este o functie polinomial3 identic nula,
ceea ce ne aratd cd am ajuns la o contradictie. Asadar cele n solutii din enuntul

teoremei sunt liniar independente. M

TEOREMA 3.10.4 Dacéd {v1,...,Yn} este un sistem fundamental de solufii pentru

ecuatia (3.19), iar

z1 = ay+ Py
zz = YY1+ 06y2
unde o, 3,7,6 € C, atunci {z1,22,Y3,.-.,yn} este sistem fundamental de solufii

pentru ecuafia (3.19) dacd gi numai dacd ad — fy # 0.
Demonstratie. Ecuatia
Mz +Aza+ M3y3+ - Ayn =05 Mg, A €C

devine
(A1 + A2y) y1 + (M8 + A2b) yot

+A3y3 + -+ AnYn = 0; A, ., €C
din care rezultd
Ma+ Ay=0
MB+X6=0
da=--=X, =0
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122 CAPITOLUL 3. ECUATII DIFERENTIALE \DE ORDIN SUPERIOR

Acest sistem admite numai solutia banald, A\; = --- = A, = 0, dacd si numai dacd
@ v
=ab—-Py#0
g 6
Asadar, multimea de solutii {21, z2,¥3, - - ., Yn} este liniar independenti, si deci sis-

tem fundamental de solutii, dacd si numai dacid ad — fy # 0, ceea ce trebuia

demonstrat. W

TEOREMA 3.10.5 Dacéd r{ = a + 10 §i ro = a — i3 sunt doud raddcini compleze
conjugate ale ecuafiei caracteristice ale ecuatiei diferentiale (3.19), cu ordinele de
maultiplicitate m; = my = m, atunci, in sistemul fundamental de solutii dat de

teorema (8.10.3), putem inlocui solufiile compleze

T1T

et zelT, .. . gmlens

72T T2T

e re™T, .. . zmlemn®

cu solutiile reale

m—lea:t

e cos Az, ze“Tcosfz, ..., T cos Bz

e*® sin Bz, re**sinfz, ..., 2™ 1e*®sin fz

)

st setul astfel obfinut este deasemenea sistem fundamental de solufii.

Demonstratie. Putem inlocui perechea de solutii

I]_lerlr, I]—leTQI
cu perechea de solutii

1. 1 . 1. 1.
—piTlen® 4 ZgiTlere®  _gi-lgnz | gj-lores

2 2 T2 21

pentru 1 < j < m, fard a se modifica liniar independenta sistemului de solutii, deci

fard modificarea caracterului de sistem fundamental de solutii, deoarece se verifici

1 -1 1 1 1
ditia din t dentd: = —— — = . - = —— A
conditia din teorema precedenti 5 % 5 % % # 0. Dar, tinand cont de
formula lui Euler

e = cosf + isinb
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pentru orice numdr ¢, avem

eletif)z  — e (cos Bz + isin Bz)
ela—iB)z oz (cos Bz — isin f1)
si deci
SeiTlenT g sai e = S (e("‘“ﬁ)’ + e(a_lﬁ)z> -

= z/71e*® cos Bz

. 1 . 1 . . .
ij_lerlr _ Z‘T]_lem: — E1:_7—1 (e(a+zﬁ):|: _ e(a—zﬁ)z) —

= 277 'e*®sinfz

pentru 1 < j < m, ceea ce trebuia demonstrat. Wl

3.10.2 Ecuatia neomogena

Putem determina solutia generald a unei ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti
constanti, neomogend, pornind de la sistemul fundamental de solutii indicat de
teorema (3.10.3) si folosind metoda variatiei constantelor pentru obtinerea unei
solutii particulare a ecuatiei neomogene. Vom indica o altd metod4 de gisire a unei

solutii particulare in cazul ciAnd termenul perturbator este un cvasipolinom.

TEOREMA 3.10.6 Considerdm ecuafia diferentiald liniard, cu coeficienti constanti

reali, neomogend
Ln [y = L (=)

in care termenul perturbator este cvasipolinomul
[(x) = e [P (z) cos Bz + Q (x) sin fzx],

unde o si 3 sunt numere reale, iar P(x) si Q(z) sunt functii polinomiale cu
coeficienti reali. In aceste conditii ecuafia considerald admite o solufie particulard
de forma

yp = zfe” [}5 (z) cos Bz + Q (z) sin ﬂ:c]

unde P (z) §i Q (x) sunt functii polinomiale astfel incat

deg P (z) = deg Q (z) = max {deg P (z),deg Q (z)} ,
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124 CAPITOLUL 3. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDIN SUPERIOR

iar p este un numdr natural, numit indice de rezonanid, definit astfel: p = 0 dacd
a+13 nu este réddcind a ecuafiel caracteristice, §i p = m dacd a+if3 este rdddcind

multipld de ordinul m a ecuafiei caracteristice.
Demonstratie. Deoarece
,B _ 1 [ iBz + e—iﬂa:] sin,@:c _ l‘ [eiﬁa: _ e—iﬁ:r:]
cosfz =7 |e , =%

rezultd ca

yp = zPelatif)z. -;— [13 (z) —iQ (:c)] + gPelo—h)z . % [}5 (z) +4Q (z)]
si
l(z) = o+ 2P (z) ~iQ (@) +€==0)7 - 2 [P (2) +1Q (2]
Notim 1
= e |7 (@)~ G ()]
= ez 1[50 i)
h@)= et % P (2) - iQ («)]
Ia(z)= elah)=. 3 [P (z) +1Q ()]
Rezulta

Yp = UYp, T Yp, $L(2) =11 () + 12 (x)
Observim ci
Yp, = Up, lar lp (z) = m)
unde bararea superioard reprezintd conjugarea complexd. Dacd L, |yp,| = {1 (z)

atunci

Lnlyp] = Ln [ym +Ypy) = Ln [ypn + 9] =
= L" [yP1] + Lﬂ- [?7171] = L" [yPI] + Ln [ym] =

=L(z)+4 () =L (2) + 1y (2) =1 (z)

Deci este suficient si aritdm ci se pot determina polinoamele P (z) si Q (x) astfel

incit Ly, [yp,] =11 (z) . Folosind formula (3.17) obtinem

Ln [yp,] = Ln [Ipe(”iﬁ)z : % [15 (z) —iQ (I)H -
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k

=0
= 972 [P (z) - iQ (3)

adica

SERHA (o [p o) - i @) = P - i@

k!
k=0
Dacd p = 0, adicd dacd @ + 70 nu este radécind a polinomului caracteristic, atunci

relatia de mai sus devine

n (k) a+1i _ -
S It B (5 o) —iG @)Y = P - 1)

= k!
§i reprezintd egalitatea a doud functii polinomiale de acelagi grad. Coeficientii
functiilor polinomiale P (z) si @ (z) se obtin prin metoda identificirii coeficientilor.
Dacd a + i3 este rddécind multipld de ordinul m a polinomului caracteristic, adici

p = m, atunci
Enla+if) = K la+if] = = K™V [a+if] =0,
iar K™ (o + 48] # 0 i rezulta

n (B) (o + 4 = 2
> K BB (nip (o) - iG @) = P ) - iQ@),

k=m
care reprezint egalitatea a doud functii polinomiale de acelasi grad. Ca si in cazul
precedent, coeficientii functiilor polinomiale P (z) si Q(z) se obtin prin metoda

identificrii coeficientilor. W

Remarca Practic se procedeazi astfel:

1. Se determin4 elementele definitorii ale cvasipolinomului I (z) : o, 8, P i Q.

2. Se verificd dacd numdrul « + 70 este radacind a ecuatiei caracteristice, deter-

minandu-se indicele de rezonanta p.
3. Se compune forma solutiei particulare, ca In teorema:
yp = xPe" [15 (z) cos Bz + Q (z) sin ﬂz] ,

unde functiile polinomiale P (z) si Q (z) au coeficientii nedeterminati.
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4. Se calculeazd derivatele pani la ordinul n ale lui ¥, si se compune identitatea
Ln [yp) = L (=)
Tinand cont ci un set de functii de forma
az .2 az }

2 oz
{1,2,2°,- -, €%, 2e", 2%, - .-

este liniar independent, se identificé coeficientii si se obtine un sistem algebric

din care se determini coeficientii functiilor polinomiale P (z) si Q ().

3.11 Ecuatia diferentiala a lui Euler

Ecuatia diferentiald a lui Euler este o ecuatie diferentials liniard de forma

d"y 14Ny dy
GOIHIC; +a1z" e +---+ An-12 +ay =1(z) (3.24)
in care n € N*, ag,ay, ..., a, sunt numere reale, ag # 0, iar termenul perturbator

[ este o functie reald, continud, definitd pe un interval de numere reale pozitive.

TEOREMA 3.11.1 Ecuatia diferenfiald a lui Euler se reduce la o ecuatie diferenfiald

liniard cu coeficienti constanfi prin schimbarea de variabild = = et.

Demonstratie.Vom demonstra ci pentru fiecare numir natural k, existi nu-

merele aygy, ags, ..., arx astfel incat
d*y dy d*y d*y\ &
7 — =+ —J .. hli4 —kt
da* (a’“ e TR T ek dtk) ¢
Folosim principiul inductiei matematice. Avem
dy dydt dy _, dy _,
Z=—=—=—"e " =a—e¢
de dtdz dt dt

unde a;; = 1. Deci pentru £ = 1 proprietatea se adevereste. Presupunem ci
proprietatea se adevereste pentru un anumit numdir & > 1 si vom demonstra ci

proprietatea este adeviratd pentru numdrul £ + 1. Avem

% = di:c [(am% +ak2%+---+akk§;—£> e"“] =
= % [<Qk1%+ak2%+~-+akk%’;—g> e"“] et =
= (akl% + akZ% +--+ akk%) e~ (k+1)t _
-k (akl% + ak2% 4o+ au%) e (k+1)t
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Notand
k1,1 = —koyg,
Okt12 = oy — kogg,
Oktl ke = Okk—1— ko,
Qpy1,k+1 = COkk
obtinem
dk+1y = | o &y + ey 2d2y “t apy1,k dk+1 e"(k+1)t
— = 1,15 29 Lk+1 S
dzk+1 Ll 12 g2 HLEHL gkt

ceea ce aratd cd proprietatea este adeviratd pentru numarul £+ 1. Conform princip-
iului inductiei matematice, proprietatea este adevaratd pentru orice numar natural

k > 1. Folosind proprietatea demonstratd avem

k

n n
Z dy Z Z dy\
k kt
2 Qp kT _d:l:k = 2 an_ke e '] dt-" + anly =

n i

n
Z Zan—k‘ak,j %+any

5=1 \k=j

Noténd b,_; = Z:zj Qn—k - C,j, pentru 1 < j <n, si b, = a,, rezultd

Z k _ Z .
Un—kT gk = , b3 dti
k=0 7=0

Ecuatia lui Euler (3.24) devine o ecuatie diferentiald cu coeficienti constanti

d™y a1y dy
— bn_ bpy =1 .
bodt +bldt"“1 + -+ ‘d + by =1 (&) (3.25)
|
Consecinte A) Notim
E.ly = Za er-——q
k=0

si

L [y] an JdtJ

Am stabilit egalitatea
Enly(2)] = Ln [y (")]
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128 CAPITOLUL 3. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDIN SUPERIOR

din care rezulti c& solutiei v = u(z), a ecuatiei lui Euler (3.24), ii corespunde
solutia y = u (e'), a ecuatiei transformate (3.25). Reciproc, solutiei y = v(¢), a

ecuatiei (3.25), 1i corespunde solutia y = v(Inz). In particular rezultd egalitatea
E,[z7] =L, [e”]

pentru r = e'.

B) Avem

ke vy
En [Ir]_za" "Ikdd(k)=

n
z:an_k-7'(1'—1)~--(r—lc+1)+a71 z”
Functia polinomiald

¢n[r]=Zan_k-r(r—l)---('r—k+l)+an=

=ap+ap1r+---+agr(r—-1)---(r—n+1)
se numegte polinomul caracteristic al ecuatiei lui Euler. Deci
E.[z"]| =¢alr]z"
Ecuatia
dnlr] =0, 7€C

se numegte ecuatia caracteristicd a ecuatiei lui Euler, iar radécinile acestei ecuatii
se numesc raddcini caracteristice ale ecuatiei lui Euler. Se observa imediat ci daca
7o este o radacind caracteristicd a ecuatiei lui Euler, atunci y = z™ este o solutie a

ecuatiei lui Euler. Pe de altd parte avem
L[] = Knlr]e™

unde

Knlrl = bajr? =bg+bir + - + byr™
=0

este polinomul caracteristic al ecuatiei diferentiale L, [y] = 0. Deci

¢r[r]z" = Ky [r]e™

pentru x = e*, din care deducem ci ¢, [r] = K, [r].
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C) Rezolvarea ecuatiei lui Euler (3.24) se face prin intermediul ecuatiei diferentiale
cu coeficienti constanti (3.25), dar fird a face calculele efective prin care se obtine

aceastd ecuatie. Determinarea sistemului fundamental de solutii se face astfel:

Observatie. 1. Formim polinomul caracteristic ¢, [r] gi rezolvim ecuatia

caracteristica.
2. Sa presupunem ci am obtinut rddicinile caracteristice r,...,7, cu ordinele
respective de multiplicitate m,,...,mp, ( m1 + --- + mp = n). Deoarece aceleasi

ridicini caracteristice are gi ecuatia cu coeficienti constanti, rezultd ci aceastd
ecuatie are sistemul fundamental de solutii

erlt, terlt, , tml_lerlt,

e‘r‘gt’ terzt, , tmg—lerzt’
tme— 1 erpt

Tl 5Tpt
e, te"rt ,

Sistemul fundamental de solutii, corespunzitor ecuatiei lui Euler, se obtine inlocuind

petculnz:
-1
7, z"Ingz, , 2 (Inz)™ ™",
-1
2, zr"2Inz, , 2 (Inz)™ ™",
-1
z™», z'rlnz, vy 2 (Inz)™

3. Daci toate radécinile caracteristice sunt simple, atunci sistemul fundamental

de solutii este

4. Dacd ry = a+ 183 si 7o = a — i3, st my; = mg = m, atunci in locul solutiilor

complexe
™, z™Inz, , 2" (Inz)™ !
™2, z™lnz, cz72 (Inz)™ !,
se considerd solutiile reale
z%cos (Blnz), (Inz)z*cos(flnz), , (Inz)™ ' z%cos (Blnz),
z®sin(Blnz), (Inz)z*sin(flnzx), , (Inz)™ ' z%sin (BIn z)

Aceste solutii corespund solutiilor ecuatiei cu coeficienti constanti:

et cos(Bt), textcos(ft), , t™ et cos (Bt)
e®sin (Bt), te*'sin(ft), , t™~le*t sin (Bt)
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D) Pentru determinarea solutiei generale a ecuatiei neomogene ne bazédm pe sis-
temul fundamental de solutii obtinut mai sus gi, in general, folosim metoda variatiei

constantelor pentru a gisi o solutie particulard. Daci termenul perturbator are

forma

(z) =1 (') = e** (P (t)cos Bt + Q(t)sin ft) =

=z%(P(Inz)cos (flnz) + Q (Inz)sin(Flnz))

unde a si B sunt numere reale, iar P (t) si @ (t) sunt functii polinomiale, atunci
putem ciuta o solutie particulard y, de aceeasi formd cu termenul perturbator,

adici

yp = tPe (}3 (t) cos Bt + Q (t) sin ﬁt) =

= (Inz)” z°* [}5 (Inz)cos(Blnz) + Q (Inz)sin (Blnz)

unde p este indicele de rezonant3 (p =0 daci o+ if nu este ridicini caracteristics,
si p = m daci a + if este ridicini caracteristici multipli de ordinul m), iar P (t)
siQ (t) sunt functii polinomiale de grade egale cu maximul dintre gradele lui P ()

5iQ(t).

3.12 Exercitii

1. Aritati cd ecuatia 2y’ — (z +3)y’ + y = 0 are solutiile y; =z + 3 si yp =
e* (z* — 4z + 6) , care formeazd un sistem fundamental de solutii pe orice

interval care nu contine pe 0.

2. S se integreze ecuatia neomogend y” +y = x3, observind ci ecuatia omogeni

are solutiile cos z si sin z, care formeazi sistem fundamental de solutii.

3. Sa se integreze ecuatia xy” — (x + 3) ¥’ + y = 0, definiti pe orice interval care

nu contine pe 0, observind c& admite solutia y; = z + 3.
4. Considerdm ecuatia zy”’ — (z +3)y' +y = 0.

(a) S& se arate cd ecuatia are o solutie polinom in z;

(b) S& se determine solutia generali;
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(c) S& se determine solutia cu conditiile y (2) = 17, ¥’ (2) = 8.

5. Si se integreze ecuatia z (z — 1) y” —(2z — 1) ¢’ +2y = €* (2* — 3z + 3) , stiind
cd ecuatia omogend admite o solutie de forma y = Az + B, unde A si B sunt

constante.

6. Sa se integreze ecuatiile diferentiale liniare cu coeficienti constanti omogene:

(a) " —Ty" + 14y’ — 8y = 0;

(b) v —3y" +4y -2y =0;

() ¥V +y=0;

(d) y® —y® —dy® 4 29" + 5y” —y' — 2y = 0;

(€) ¥'® —dy® + 10y — 8y +17y" — 4y’ + 8y = 0;
7. S4 se integreze ecuatiile diferentiale liniare cu coeficienti constanti neomogene:

(a) v" — 4y’ + 8y = 8z2% — 16z + 14;
(b) y” — 5y’ + 6y = ze*;

(c) v — 4y" = 8z% + 3;

(d) y" — 5y’ + 6y = ze®=;

(e) ¥y’ — by + 6y = rsin2z; vy’ — 4y = zsinz;
8. Si se integreze urmitoarele ecuatii diferentiale de ordin superior:

(a) 2" — 52" +4z=0; 2"+ 22" +z=0;2" + 4z =0
1
(b) =" — 4z =t%e?; 2" + 9z = cos2t; 2" + T = —
sint
(c) 2/ + x = 2tcostcos2t; =" — 4z’ + 4z = te?!: 2/ — 2z = 4t%"’
(d) 2" - 132"+ 122’ =0; 2" =2’ =0; 2" + 2 =0

(&) !V +4z =0, 2" — 32" +3z' —z=t; 2’V + 2" + £ =0

() oV =2z 4+ 2" =€ 2" + 2" + 2’ + z =tel; 2 + 62" + 9z’ =1t
9. Si se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale de tip Euler:

(a) t2z” 4 3tz' + z =0; t2z" —tz' — 3z = 0;

(b) t2z" +tz’ + 4z = 0; t3z"" — 3t%z" + 6tz’ — 61 = 0;
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2z
(C) (3t+2) IN+7II = 0’ "’ = t_QY
d) ="+ = +——0 22" — dtz’ + 6z = t;

t 2
(e 1+8)2z" —3(1+t)z' +4z=(1+1)%; 22" —tz' +z = 2t;

(f) z%y" —3zy’ +3y =0

(g) =3y — 3z2%y" + 8zy’ — 20y = 0;

(h) =3y + Iz%y" — 3zy’ + Ry =0;

(i) ziy™@ + 1423y’ + 732%y" + 1552y’ + 169y = 0;
() =3y" — 9z2y" + 36z’ — 60y = O;

(k) S& se integreze, cu metoda aproximatiilor succesive, ecuatia diferentiali

y” —zy = 0, cu conditiile ¥ (0) = 1 si ¢’ (0) =
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Capitolul 4

Aplicatii ale principiului

contractiei

4.0.1 Principiul contractiei

DEFINITIA 4.0.1 Fie R un spatiu metric cu distanfa p. O aplicafie A: R — R se

numegte comtractie dacd ezistd a € (0,1) incdt
p(Az, Ay) < ap(z,y), (4.1)

pentru orice T,y € R.

Observatie. Toate aplicatiile contractii sunt aplicatii continue. Intr-adevir,

din z,, — z si din (4.1) rezultd Az, — Az.

DEFINITIA 4.0.2 Spunem cd z € R este un punct fir al aplicatiet A: R — R dacad

Ax = 1.

TEOREMA 4.0.1 Orice contractie definitd pe un spafiv metric complet admite un

punct fix unic.
Demonstratie: Fie xo € R un punct arbitrar. Notam
ZTpy1 = Az, pentru orice n € N (4.2)
Vom aréta ci sirul (z,) este fundamental. intr-adevér, pentru m > n > 1 avem

p(mnyxm) = p(AIn—l)AIm—l) <ap (‘T‘n—l):l:m—l)

133
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134 CAPITOLUL 4. APLICATII ALE PRINCIPIULUI CONTRACTIEI

Prin urmare

IA

p(Tn.Tm) ap (Tn-1,Tm-1)

p(Tn-1,Tm-1) < p(Tn-2,Tm-2)

IN

P(Ilyzm—n+l) ap (IOva—n)

Inmultind aceste relatii obtinem
P (ITH xm) <a"p (IO, :L'm—-n)

Pe de altd parte avem

IA

p(:l,‘o,l‘m._n) ,D(IO,JJ]) + P(Il,$2) +---+ p(Im—n—I,Im—n) <
< p(zg,z1) +ap(zo,z1) + - +a™ " p(z0,71) =

p(zo,z1) [L+ a+--+a™ "1 < p(z0,21)

I

1-—

Deci
n

P(Inazm) < P(IO,II) (4'3)

l-a
Cum a < 1 rezultd ci a™ — 0. Mai precis, pentru orice € > 0 existd N (¢) € N

astfel incat

an

l—a

,0(1:0,131) <e

adici p(zn,Tm) < €, pentru orice m > n > N (¢) . Deci sirul (z,,) este fundamental.

Deoarece spatiul R este complet rezultd ci sirul (z,,) este convergent. Notim

z= lim z,
n—oo

In virtutea continuititii lui A si a relatiei (4.2) rezulti ci Az = z. Unicitatea

punctului = rezultd astfel: dacd ar mai exista un punct fix y, atunci

p(z.y) = p(Az, Ay) < ap(z.y)

din care ar rezulta o > 1, contrar cu ipoteza a < 1. B

'

Observatie. Se spune ci girul (z,) definit prin (4.2) este sirul aproximatiilor
succesive ale lui z. Din relatia (4:3), ficind m — oo, obtinem

n

p(zn,z) < 1a

aP(fonyl)

care evalueazi eroarea in aproximarea r >~ z,. Modul in care s-a obtinut punctul
fix = se numegte metoda aproximatiilor succesive.
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4.0.2 Problema Cauchy pentru ecuatii diferentiale de ordinul
intai

TEOREMA 4.0.2 Considerdam ecuatia diferenfiald

dy
2 ) (4.4)
§t conditia inifiald
y(zo) = yo (4.5)

unde functia f(x,y) este definité intr-un domeniu plan G care confine punctul

(zo,y0) §¢ verificd in acest domeniu conditia

|f (z,91) — f(z,y2)] < M |y1 — yo (4.6)

pentru orice (z,y1) € G §i (z,y2) € G, numitd condifia lui Lipschitz in raport cu y.
Atunci ezistd o solufie

y=y(z), z€l
unde I este un interval real de forma [tg — d, zo + d], a ecuatie: (4.4), care verificd

condifia initiald (4.5).

Demonstratie. Ecuatia (4.4) cu conditia initiald (4.5) este echivalenti cu ecuatia

integralad

y (@) = yo + / f (b (1)) dt 4.7)

Datoritd continuitdtii lui f vom avea |f (z,¥)| < K pentru un anumit K, intr-un

domeniu G’ C G care contine pe (xo,¥o). Alegem d > 0 cu proprietitile:
(a) (z,y) € G’ dacd |z — 20| < d, |y — yo| < K,

(b) Md < 1.

Notém I = [zg — d, zg + d] . Desemnédm prin C* spatiul functiilor reale continue

y, definite pe I gi astfel incit |y (z) — yo| £ Kd, dotat cu metrica

p(y1,y2) = Tg-;(lyl (z) — y2 ()|

unde y;,y2 € C*. Spatiul C* este complet, ca subspatiu inchis al spatiului complet

al tuturor functiilor reale, definite si continue pe I. Consideram aplicatia

A:CT=C
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136 CAPITOLUL 4. APLICATII ALE PRINCIPIULUI CONTRACTIEI

definitid Ay = z, unde .
2@ =w+ [Fy@)a

pentru z € I. Aceasta este o contractie a acestul spatiu. Intr-adevar,
1(2) = 2 @) < | [ 1F (30 () = S (b2 ()] | < Mmarch (=) = 32 ()
o)

Cum Md < 1 rezulti ci A este contractie. In concluzie putem spune ci existd
o unicd functie y € C* incAt Ay = y, deci care verificd ecuatia (4.4) si conditia

(4.5). 1

4.0.3 Problema Cauchy pentru sisteme diferentiale de or-
dinul intai

TEOREMA 4.0.3 Considerdm sistemul de ecuatii diferentiale

d d dyn
ﬂ=f1< dn L)

dz D s
(4.8)
e g (o0 )
dz "dr' O dz
st condifiile inifiale
v1 (Zo) = ¥10
(4.9)
Yn (To) = Yno

unde functiile f;, 1 <1 < n, sunt definite §i continue intr-un domeniv G din R™*!

care confine punctul (o, y10,---; Yno) , §i verificd conditia lui Lipschitz

|fi (2,91, 9m) — fi (298, um) | S M- max. lv} — 5] (4.10)

pentru orice (x.y},..,yl). (x.y}.....y3) € G. In aceste conditii ezistd o singurd
solufie a sistemului (4.8), definita pe un interval de forma I = |z9 —d,zo +d], §t

care verificd condifiile mnifiale (4.9).

Demonstratie: Sistemul (4.8) si conditiile (4.9) sunt echivalente cu sistemul de

relatii, numit sistem de ecuatii integrale

U () =0+ [ i (B (8), - vm (6)) de

To

(4.11)

yn(l') :yn0+ffn(t7yl (t)t"')yn(t))dt

Zo
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In baza continuititii, functiile f; sunt marginite intr-un domeniu G’ C G ce contine

pe (zo, Y10, ---» Yno) , adicd existd o constantd K astfel incat

|f1 (I)ylr7yn)| SK (412)
pentru orice (z,y1,...,Yn) € G’, 51 1 < i < n. Alegem pe d astfel incat

(a) (z,y1,..-,yn) € G’ daci |x — zo| < d, 5i |y; — yio| < Kdpentrul < i < n,

(b) Md < 1.

Considerdm spatiul C;; avind ca elemente sisteme de forma y = (y1,...,¥n),
unde y; sunt functii reale, definite si continue pe segmentul I = [z¢ — d,zg + d] si
astfe] incit

lyi (z) — yio| < Kd (4.13)

Vom defini o metricd pe C; punind

ply,2) = max_ |yi(z) -z ()l

pentru orice y, z € Cx. Se gtie ci spatiul astfel definit este complet.
Consideram aplicatia A : C;; — Cy, definitd prin Ay = 2, unde z = (21, ..., z,)
si
T
5 (@) = v+ [ £i(60r (O vn ()
To
pentru y € C. Cu ajutorul lui A, sistemul de ecuatii integrale (4.11) se poate scrie

sub forma

Ay=y,yeC,

Vom arita ci A este o contractie a spatiului C}; in el insusi. Intr-adevir, pentru

v'o= (yvn) €Ch 2 = (21 2) = Ayl
y2 = (y%f"vyg)ec:l,vzzz(Z?a"'723):Ay2y

avem
2 (z) = 2} (z) = / [fi (o1 () wn () = fi (t0f () v (1)) it

si In consecintd

p(Ay', Ay?) = Ie;n,laggglzil (z) — 22 (z)| <
< Md-Ie;n.laSJgSnlyil(w)—yf(z)l=Md~p(y1,y2)‘
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138 CAPITOLUL 4. APLICATII ALE PRINCIPIULUI CONTRACTIEI

pentru orice y!,y? € C. Deoarece Md < 1 rezultd c& aplicatia A este o contractie.

Faptul cd A (C:) C C rezultd din continuitatea functiei z = Ay si din evaluarea
5 (@) = vl = | [ £33 (), (0)] < KA
To

pentruorice z € [ gil1 <t < n. In consecinta ecuatia operatoriald Ay = y admite
o solutie unica in C7. Deci sistemul de ecuatii integrale (4.11) admite solutie unici,

adici problema Cauchy (4.8,4.9) admite solutie unici. W
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Capitolul 5

Exemple de ecuatii

diferentiale

5.1 Reguli generale pentru elaborarea modelelor

matematice ale proceselor de evolutie.

Consideram un proces de evolutie bine cunoscut prin legi cantitative gi calitative.
a) Si notim variabilele (sau parametrii) de stare, care definesc evolutia proce-
sului (coordonatele pozitiei, vitezei, temperatura, volumul, etc.), prin zy, -, Zn.

Vom nota
f(t) = (Il (t):"'vxn (t))

vectorul de stare al sistemului la momentul ¢t € R.. Vectorul & (¢) reprezintd modelul
matematic al procesului considerat gi adesea este identificat cu procesul.

b) Diferenta # (¢t + 7) - I (t), unde 7 > 0, se numeste variatia vectorului de stare
pe intervalul [t.t + 7] . jar raportul

T+7)—Z(t)
T

se numeste viteza medie de variatie a vectorului de stare pe intervalul [t,¢ + 7] .
Presupunem in continuare ci, utilizind legile procesului, se poate evalua viteza

medie mentionatd sub forma

HAD 20 - Flyma (), 204 7)
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140 CAPITOLUL 5. EXEMPLE DE ECUATII DIFERENTIALE

unde F este o functie vectoriald determinatid practic de cunoagterea procesului.
Daci existd lirr%) F(t,7,z(t),x(t+ 7)), atunci aceastd limiti se numeste viteza de
variatie a veTctorqui de stare (sau a procesului) la momentul ¢, iar procesul se
numeste diferentiabil. S& notdm cu f (t,z (t)) viteza de variatie a vectorului de

stare la momentul ¢, deci

lim F(t,7,Z(t),Z(t+7) =t Z({1))

7—0

TE+7)—Z()

Atunci rezultd ca exista si lin%) — care, dupd cum se gtie, se noteaza
T—
3 . dE(t Fre n R .
prin dzdit) . Asadar ajungem la relatia di ) = f(t,Z(t)), ceea ce Inseamnd ci

vectorul de stare verificd ecuatia diferentiald

numitd ecuatia diferentiald a procesului considerat. Aceastd ecuatie diferentiald
poate fi interpretatd astfel: dacd se cunoagte viteza de variatie a unui proces
diferentiabil si starea procesului la un moment to atunci se poate determina evolutia
procesului In momentele £ > {g.

Pe de altd parte, ecuatia diferentiald a unui proces este, de fapt, un sistem de

ecuatii diferentiale, daci sistemul are mai multe variabile de stare. Dacd f are

componentele reale f1,---, f, atunci sistemul diferential al procesului are forma
d.’L‘]_
—_ = t’ Ty, ", T
T filt, o n)
dz,
= ta Z1, -, T
dt f( 1 n)

5.2 Ecuatii diferentiale in mecanica.

Considerdm procesul care constd in migcarea unui punct material M de masi m
sub actiunea unei forte F. Newton a introdus notiunile de vitezi momentani o si
de acceleratie momentand @ ale migcérii unui punct material. Modelul matematic

propus de Newton pentru acest proces constd in ecuatia

cunoscut sub numele de Principiul II al Mecanicii sau Legea a doua a lui Newton.
Variabilele de stare ale acestui proces sunt coordonatele z,,; si 3 ale pozitiei

pe care o ocupd punctul M in spatiul raportat la un sistem cartezian de coordonate.
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5.2. ECUATII DIFERENTIALE IN MECANICA. 141

Notim Z (t) = (z1(t),z2(t), x5 (¢)) vectorul de pozitie al punctului M la mo-

mentul ¢. Vectorul 7 (¢) se mai poate scrie si sub forma
Z()=x(t) &1 +z2(t) er + z3 (t) &3

unde &7, €5 §1 €3 sunt versorii axelor de coordonate. Presupunem ci functiile ¢ —
z; (t) sunt functii reale cu valori reale, derivabile ori de céte ori este necesar in
expunere. Vectorul v (t) = (x} (t),z5 (t),z5(¢)) a fost numit viteza la momentul
t a punctului M, iar vectorul @ = (zf (t),z3 (¢),z% (t)) a fost numit acceleratia

punctului M la momentul ¢. Se constatd imediat relatiile

5 = #=2Y,
m 2z
i) = 7=z = 20

Despre forta care actioneazd asupra lui M se poate spune ci este o mirime
vectoriali, F = (Fy, F2, F3), care depinde de t, de £ (t) si de &' (t) . Legea a doua a
Iui Newton se poate scrie

d?z (t)
dt?

m

_F (t,f(t) , dig”)

ceea ce Inseamni cd migcarea punctului M este descrisd de ecuatia diferentiald de

&7 = dz
— =F(tz =
i < * dt)

Interpretarea fizici a acestei ecuatii este cd dacd se cunoaste pozitia Z (o) si

ordinul doi

viteza 7 (tp) = Z'(tp) la un moment tg, atunci pozitia T (t), a punctului M la
momentul ¢, este determinati, pentru orice ¢ > tg.

Pe componente, aceastd ecuatie se scrie sub forma sistemului diferential

2z, 1 i
1 p =
a2 omi o \"T
2z, 1 i
22 Rtz —
a2 m i\ @
d2:1:3 1 ~ éf

— = —F3 |t
a2 m e\

Daci alegem ca variabile de stare coordonatele x;, 2,3 ale pozitiei si compo-
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142 CAPITOLUL 5. EXEMPLE DE ECUATII DIFERENTIALE

nentele vy, vp, v3 ale vitezei, atunci sistenul de mai sus se poate exprima sub forma

d.’E]
— =
t
)
— =1y
t
I3
— =g
! 1
!
_t = ;LFI (t,l‘l,Iz,mg,’Ul,’Uz,’Ug)
) 1
j_t = EF2 (t,$1,$2,I3,'U1,'U2,'U3)
U3 1
L E = EF3 (t,Il,Iz,IL‘:;,Ul,’Uz,’Ug)

care reprezintd un sistem diferential de ordinul intai cu 6 functii necunoscute.

5.3 Ecuatii diferentiale in Fizica.

5.3.1 Dezintegrarea substantelor radioactive

S-a constatat ci unele specii de atomi, de obicei cu un numar mare de ordine, sunt
supuse unui fenomen, care se desfigoard in timp, numit dezintegrare radioactiva,
care constd in spargerea nucleelor lor in nuclee mai mici. Substantele care sunt
supuse acestui fenomen se numesc substante radioactive.

Notdm prin z (t) cantitatea de atomi dintr-o substanta radioactiva, existents la
momentul ¢. Pentru 7 > 0 dferenta z (¢) — z (¢ + 7) reprezinti cantitatea de atomi
care s-a dezintegrat in intervalul de timp [t,¢ + 7]. S-a constatat experimental ci
z(t) — 2 (t + 1) este direct proportionald cu z (¢) si cu 7, lungimea intervalului
considerat. Deci

z(t)—x(t+7)=ka(t) T
unde k este o constantd pozitivd care depinde de substanta respectivd. Cand 7 — 0
egalitatea aproximativa se transforma in egalitate. Deducem

z(t+71)—x(t)

Thir%) - = —kz (t)
Deci 2’ (t) = —kz (t) , ceea ce inseamni ci z (t) este solutie a ecuatiei diferentiale
dz
= = _k
dt *

Solutia generald a acestei ecuatii diferentiale cu variabile separabile este
z (t) = z (to) e F(t=t0)

unde ¢y este un moment de referinti, iar z (¢9) este cantitatea de substanti radioac-
tivd ne dezintegratd la momentul tg.
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5.3.2 Oscilatorul armonic

Prin oscilator armonic se intelege migcarea pe o axa a unui punct material A, de
masi m, sub actiunea unei forte elastice F = —kz, unde k este o constanta pozitiva,

iar z este abscisa punctului M. Din Legea a doua a lui Newton deducem ca

mz” = —kz
.k 2 o . : : .
Notind — = w*, rezulti ecuatia oscilatorului armonic:
m

" +uw?z =0

Solutia generald a acestei ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti este

z(t) = Cy coswt + Cosinwt

unde C; si C» sunt constante arbitrare.

5.3.3 Pendulul matematic

Pendulul matematic poate fi privit ca un dispozitiv format dintr-un cerc agezat
intr-un plan vertical i un punct material de masa m, care se migca sub actiunea
greutatii proprii pe acest cerc. Notdm cu O centrul cercului, cu M pozitia pe cerc
a punctului material si cu [ raza cercului. Unghiul z dintre OM si verticala locului

se modificd in timp si este determinat de ecuatia

d%z

-(EE-F%SiHI:O

Pentru oscilatii mici putem aproxima pe sinz cu z §i ecuatia devine

d’z ¢

— +>r=0

ez 1
Ea este numita ecuatia pendululul matematic. Notind % = w?, ecuatia pendulului
matematic se scrie

i +wiz =0

— twr =

dt?

si este identicd cu ecuatia oscilatorului armonic.

5.3.4 Curgerea fluidelor

Se considerd un rezervor cilindric de razi R in care se afli un lichid care se poate

scurge printr-un orificiu de arie S aflat la baza cilindrului. Volumul de lichid z (t),
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144 CAPITOLUL 5. EXEMPLE DE ECUATII DIFERENTIALE

aflat in cilindru la momentul ¢, verificd ecuatia diferentiala

s _ 06y [
dt R T

g fiind acceleratia gravitationald.

5.3.5 Ricirea corpurilor

Conform unei legi a lui Newton, un corp cu temperatura mai mare decat a medi-
ului inconjurator se riceste. Fie z (¢) temperatura corpului la momentul ¢. Atunci
diferenta z (t;) — z (t2) este proportionald cu t; — ¢ si cu temperatura mediului

ambiant xg, presup usi constantd. Se deduce cd z (t) verificd ecuatia diferentiald

dz
yn =k(z — zo)

unde k este o constantd pozitivd. Solutia acestei ecuatii este

z(t) = (z (to) — zo) e*%) £ > ¢4

5.4 Ecuatii diferentiale in chimie

Reactiile chimice, fiind procese de evolutie, se pot modela, in cazurile cele mai
simple, prin ecuatii diferentiale asemandtoare cu cele anterioare. Consideram cazul
unei reactii bimoleculare

A+B-C

in care a moli / litru din substanta A si  moli / litru din substanta B reactioneazi,
dind a + b moli / litru din substanta C, astfel incat si fie respectati legea actiunii
masei conform cireia numarul de moli / litru din substanta C, format in unitatea de
timp, s& fie proportional cu produsul cantititilor substantelor care intrd in reactie.

Presupunem ci la momentul initial au existat ag moli / litru din substanta A si
b moli / litru din substanta B. Se pune problema evolutiei concentratiei substantei
C.

Not&m cu r (t) numarul de moli / litru din substanta C existenti la un moment t.

Rezulta ci x () moli / litru din substanta C corespund la i b
a

52 (t) moli / litru din substanta B. Prin urmare la momentul

z (t) moli / litru din

substanta A si la b
a+

i 52 (t) moli / litru din substanta A si by — . -ll)- 5
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din substanta B, pentru a intra mai departe in reactie. In baza actiunii legii masei

rezultd cd existd un numdir &’ astfel incat pentru 7 > 0 suficient de mic s& avem

1&iﬁ:ﬁﬁ)=y<%_aibﬂn+0ﬂtﬂ><%—

T

b
P t) + 02 (t, T))

unde O; (t,7) §i Oz (¢, 7) tind catre O cand 7 tinde citre 0. Obtinem astfel relatia

(o) o st

ab
(a+b)*

rezultd cd concentratia substantei C verifica ecuatia diferentiald

Notind
a+b

k=k
b

b
a=ao%,ﬂ=bo

dz
2 —k(a-2)(8-2)
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prelungibila, 43
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singulara, 10, 98
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