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Soopal. p,ai,lioafiti a. tâ,1,· ac- la~ 3, ••t• de a 

pnlMlâta IIMH nsul.11&t• 4in acel.• ii~ al.a auiiHi timeţionale 

oare au connituit ~biectul. ~ -r membrilor ••~ui 

,utnţif.ic de Spaţii liJli_. .om--. iiop,ol.ogiee„ hnc11,onîn4 4~ 

15 ani la Pacu;L tat.ea .4• -...tj,ol Un JlQounfU.. •emliarllJ. •-

1ionat ~• an ~ inaoanat 4• •~tt-eudi din 41:nrse oea

b.e -cmiffi~til" din 1ad-La al a parUcipat ·91111111 -t..iUoielli 

•tstiai wni-ţi la cloooto~t aav. apeoiallMft~ 
. . 

ln aîlul. 1980 a foat organbat prliml.. co:loari.u. -ţicmal al 

aceetui seminar; e&l'II ...a 4Ht-.U,.t 1a ~ova Intre 25 ,1 27 

octombrie . . Au ·uniat il doilea ~l.oOTiu. -deaf&t,u,at la :ai,a,OT ( ll-

( 15 iunie 1981) ,t al treil-ea coloari.u ·la Craiova (i5-17 llâi• 1981.). 

Pre-zentul. -ar conţine cttna az1;icole a1 clror conţinut a 

'flcut obiectul confarinţe1or la cel 4a ai treilea colocviu. Sînt 

incluse da asemenea razumatel.e unor . ccaunicliri 'P!'!tHDt&b l.â aoalqi 

, colocviu. 
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»upra upor t;opoloJ11 local ■.ol1cle pe 

1pat11 11.Diar• ori.ouau . ... 
ftOlllllu■ Crut•■ou 

Ia ace■ t arUool ■- ·pr•ala11l uoala ·tia priaolpald• renl

Hh .privla4 t;opoloeUl• looal ■ ol14• nai (IA)-coaUau• p• ■ pa

ţl-1 lllliar• reUculah ,preau■ t1 oUna re ■ult;ah prhla4. hpolo

_pUe ■-■1 (o)-coaUau• ~- topoloellle oare ■aUdac "ooa41 ţla • 

(A
0
)".Pr1a utiaiţla, o topoloeit U.aiarl PI un ■ paţiu l1Dlv 

reticulat ,■aUdac• ooacli ţla (A0) ,tac& orlo• tir cir11oltor tl 

■aaor•t 4• .i„ea11• al■ ■ paţlulul, ■-t• ua •~ -(~ )-Cauolly.Ao■u-

trl o-o?41ţl• . ■ah a■o ■earl tl Hf1c1■-atl' peatN oa o t;opolocl■ local~ 

■olHl tl ■■al (W )-oooUiiul,al f1■ (4.l )-oooUaui., 

Caţinahl eo-eelul arUool •• ~-•ul pe ruultahl■ nto

rilor tr■auţ.1 1a ~~lioerafla 4■ la ■ttr,Uul u-Uoolulul. 

T■r■loolop.a utlllsaU. ••'■ o■a · '1.a [9]. 
Pentru 41:nru aoţluol 41 hor1a·-epaţ11lor l1D1ar■ or4ona

h a ·•• v .... a t1 [1.;J, 
I l.Topol91il liniar■ P! ■patU. lloiare riUoulah 

Toah topoloeUle ooo■ H.1rate 1D ac ■■t arUool •o:r :U pr1-

■upa1 topolocll ••-PU'ah~ilocl■ prin ,1 • .lU••a nua■r■ lor natural, 

,;1 pria R aulţ1-t .DUM.Nl.or real•~Ia ciasul unul ■ paţtu liDiU' 

ordoau topolop,c., Ya 1.ad.loa prin _ litera o referirea la or41DI 

(4■ u■111plm 1111llţill■ (o)-lllri1n1U) tl prin "C rehrlr1a la topolo

sl• at;l PI apa.ţiul oonaU■rd (4■ u111plu1 wlţl■• ("'t) -■lrciaUl). 

lD to11 artloolul VOII nota ou I WI apatiu· liniar r■ Uoulat 

uila!!!i1'9. 

Ddio1t1a l.O 1111lţlu .l CI u nwiith ault1H Pat01&, 
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daoă uh aol:lil t1 aci peq-uu orn'W tâ' pnaral.1sat ~-

f iikt. ·~ ■luenU poai lift d:1• A._.-V-U'U Clll"S •:da·• -r~ ll;

ruuHl :r E J. .• I>aol tiru.l pneral.1..C M ~q.t;e ou 1111 .p;r 

ordiJl&r dunei 4 •• DUMfl• ~ <f' ~ 
.Llef1~1ţif 2.SS D11Httol topglggia kl9! l'I X~iff t-llP0-

104'18 liniari "'t pa' X S,.Dtl'!\l OIIN U1'°tl O _llul .. -tai'"-"1 

ale or1c1n11 formau tio -1ţ1a1 Pa•••»-1. ·-1"~.11U• • h:t• • 

1olocu1eac ou 1111lţµd G" ...Pp1111ia.taturlcd,:; n . ...,.._. TIIPNE! 

tr-~h•• 
'hpoloc11u j•·•~ (rNPo V~) N --1 ~ ~ lilllt--

&11 1,oa1 1.511~t• ew. . (A) >-,.UP!! (.,..~ ·Hai {a)-o.-~)--

Def1a1ţta_}•~· ~,,. ••1e;SP'!!f ,,.. pa x, .. 10• ·--
ooral aolidi p pa I o~• aN propl'inataaa M O ~ ~ ţ s ~1 

1'1E:A • · 
p(:r

0
) ţ p(:r).Dacl tirul ,-11enlbai" kl~•~• C11 · a '11' 
~t. . . • 

ordioar,•"1001 P se D~t•• feiP~Tii Cl -~ 

C:.aerw1a J.:Şa POlllt arUa tl ual 11 •te-. aa1.noi'lll 

aolW pa X,atu1101 -oou41ţ1a oa p al fit • •...illCll'III latGD. nM 

eohhal1Dtl ou ooo41ţ1aa ~l { ll;\E-ti. .. , • . ua tiz' ~r.al:l<al 49 

■ l1aeoh 41n X ti t.aol u1aft [ •} ou \ z„ -ir l ~ •r , 'vdEÂ 
f oEA o - a 

iar •
6

.J. o,atuoo1 
!€-A . . 

p(z)~ ,ll!_p(sd") 
q~/J,. 

4Daloc ,o HlllDOral aoliil. p pa X .... o Naia:ol'lll 

(f -Fa~CRl,&&el t1 DWHli 4aol 

2'=(o)-11JI :iD ~ p{:r)~ _,il! p(11
11

) 

llf°li .li€ N 

2.0 topoloc1• local coove:rl pe I este o topol-ogt:e Fa~Clll 

(Nap. c,-Fat;ou) .daci t1 omaai dacii eate clefioită cla ·o ·iau~ 

de aemioorme Patou {ras p. u -Fatou) . 

Def1o1t1a 4.0 topolocie 11o1ar.l -r pe I aatics1tace a;epdi:.. 

ţia (A0 ) ,dacă orie• şir ar.escător ,1 -aorat de elemeDt.e pozilt-'ri 

din X esh (T )..Cauoll:,. 
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«-a-erv,a-ţle. 3.llaa-1 o topoloei• lioiarl ~ pe X ••U•f•o• 

aoacliţia (A
0

) ,duoal oria• •ll' p ,ae-ralhd ore■cl'tor 11 ■a,ora, 

u elae:nt• posi Un clill X ute ( -r; )-CuollJ-• . 

lim--adll.&r.ue o~ L ,t p li,-!:,,< y cfe:A,. ).llaal 
~ i~A ,., 

{ z
6

}.r.e,A ~ ar f'1 (:c-)-Cauo:• -~1 -fi• W o "ffCiDHate a orlp.oU 

~ttel ca pitatru oricte {f A . d euaM l:[";;:,,J" oa-..- ~1•• 
Pr1t1 ~-ţh,'IIJ\'U oltţiN 1lll tir oreaoUor 4'• lo41o1 • { c{;. }tt €Iv 

... -oa -ar- ◄i- ffW o•- o• oowvanc• fapwl el _X ••tldaoe ooacl1-
.a.11.+ ◄ o-n • . I 

ţi.a(-.;). . . . . 

~P"P l.llaol r uh o t'Ol>olaei• loaal •oll41 P9 X~ 

uralt_..i. oeDdtţii dat eclâi-111ab.1. 

(l) TopoJ.Gsla i; H ·t• {wJ-OCtUDd, 

(11,) . ~lMU ~ ••t• Pntlll p ••'-l1i4aoe oOlltiţla (A0). 

·-..• ·•--••(l-)_"? (U).;iMcl '~U,Sla "C ffh ('-J )~oi,. 

Uaul.amaci ~• aiiţbii ■ella ti · (1: )-llta-ldiăi nte o ■ulţi■e 

Pat oii.li. -a1c1 nai.li. d . -c ,an <G; ·•~• llncla.· 

:!ie 801m O~ ll 0 t • :.âa '~ j~•( 'ţ,' ·11 ,E ll).8l ootlli 
. oe• f': -1 . .. 

ou .l all:ţi■e:a. u,or„telar firului (._11 ,(■E • .i fi• 

B= ( 1"'1111 l , E •• ■€ •} • 
hiăfllC. .. BC~ .Fle · acu■ • _-mi~ oaNCtan al lui B. 

Dia•~ :,-,:r
0
~Y,~ A,\fafX,r111mltl j-.s.{'.&-.Ma laboţl•,~·ttaer>t 

;,-111•€ A, 'ţi ■(; 1, \f:, EA.Ia part.laui.,. ll;j~ 10-n,'V■ €49 1:eol 

ms ~ :,
0
-zl' 'ţi mf I.Spaţiul flllld ar~ NculU •~o.Deal 

illf B,;,O.Mulţlmlle A ,1 B fUDll 41r1p.te la atiop,uiatl UD ,1r 

reoeralizat [ :,cf}~A ele elemente 411,2 A, .• t:f•l . ca,aot1!14 /\ ;. Â :rB 

,1 z). =:,,_ -:r
11 

peota-u ). =(cf ,a) , al n~ ■). ,J, O.Resultl,prlo l-
4 • . lM 

poteză , (i: )-lim m). =O.Fie W o vaciolt.ate oarecare a or1c1ol1 ,1 
~~A •••--~v · • • 

W
0 

o veoioătat11 •cbi~.a orlrlnll qa. ca WiW0 C W.Pl• 

-X
0
:(~, 110 ) EI\. ava oa &,l. E W0 da~).?.). 0 .Dacl o>,, o0 ,atuoal 

d1D 
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:ro-:r11•<:r11-Y~ )+(::,[., ...z•) E "o••o C W 

ruultl el f :r0 } 11 f III est• uo ,1r ( "t )-Cauc a::,. 

(11)~ (1).1"1.• ţ,!A O.Cu coacUţ1a (.A0 ) ruu_lU ol { :r0 ~<ÎEC. 

eatt un ,1r c•o•ralillat (-c)-Caucb::,.I11tr-adeYlr,1o caz contrar, 

fie •o o noioil.tatl a or1,11111 utfel tacit peoi;ru ar1c• /J€Â 

el uiete a~J''~J cu 7' -7;r" f w0 .Prio inducţii •• poate oeţioe 
UD ,1r creecltor de 111dici {~Jnf/t' uUel tocii; :rr -:r,. (! W0, . r a .... 0,i_ 

V of N.Ave11 O ~ :r~ -:rc!;,.f ,1 7a"A -¼ f. :rd:j ,clar \ 7;{.. -:r,r.,_'J-nG-N 
DU este uo ,1r (-c. )-Cau_oti, ,a Ha ce coo1.ru1ce coDdi ţia (A0). 

Fie acU11 w o Hcioil.tah P'&1.ou oarecare a or1cin11.i:r18tl 

deci d; f ,1 

cf':7,,~ ave■ 

·O.f. :r,-llr" t ll_,.1 
ţ a f•;,;s' f1 

deci :11„1 ·1:w,dacl 0 1
'?,, { .RuuUI ( -r )-11■ llr =0,adicl topolocia 

0 • FEA a 
,: este ("' )-oootinul.. 

Oltnrvat1a 4.Dacl x · .. -. un 1paţiu l1n1ar reUculat to-

polocio,C-z: )-complet ,1 cu t;opoloc1a (w)-o-oaUouă,atunci X este 

c011plet reticulat;. 

IDtr-adnlr, daci. O~ 2.r 
1

jA ,1 :110 ~ a,( VdE~) ,atuao1 

cu ••orema l ,1 ~UrYaţia 3,Naultă ol{xo \-ire:A Hh (T)-Cauoh::,. 

Spaţiul X fiind (-c. )-co■ple11,e:r181.l l'= (J:.; -1111 :xr ,1 avea .:x...t x 
[El, o v[c-A 

(o~o1 epaţ1ul are coa 1nob1•). 

iuaple (l).Pe spaţ.iul C([O,l]) (al_ funcţiilor reale 

oooUnue def1111te pe aepeatul [0,1]) 1nzHtrat cu ordinea puo c tu

all,tlopolocia dat! de norma ollitnuiU es·te semi (W )-conti nuă . 

(2) _F1• B(T) •paţiul liniar complet reticulat (cu ordi

nea puact;uall) al funcţiilor Nalt llăra;ioHe , defini te pe o mul •ţime 

1nf1nită"J:!ropol011a converceaţei puuct;uale pe B('l) este o topolocie 

(«i )-coatioul,iar topoloeia dată d• D4raa oa1,nuită este aemi 

(w )-oonU11uă,ilar nu . eat;1 ( 1,v )-co11Unuă. 
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• -5,-

rn P'i'8 'l o mulţime ~c&N (nevidl' t ·l 

o_/T.>-•{=-4«'- a/ r E: T.j h-0)/-~f} Ua1U... 'V,f) O} 

Cu _ ope'-ţ.Ul• o•1tou1tt , ,t ordiD•a puaa'1lalA a
0

(T') e■h uo 

spcţ:1• l1aiar c0111pleţ re,t1'.0Ulat~1ar formula 

HX/1 .-up{Js<od U:~} 
6ef'i-a .. ,e o a-Ol'llil aolidl p. <~)-coaUoul pe _ o

0
(1f) {fa" 4e caN 

a;paţi-a:1 .. _,. ti _ o~•t) .• 

(4) Sl -CODII.J.âl'la ~~i ,12, A ellJiH• •• ■Ol'lla o•ita•UC. 

~1-• .. ~ _;. w .a.oUcli - ·(Cc) ).o.QDUnl.Dael (.l ((12)) Hh 

•»~ ~,._.Uor ~ o_. •pliol . (12 ~ l-. el 1a,-.1 iar 

.C <.-f.~'), ..-1,s. .. ,epuatoeu- li•~ -< -c )-o·oeUn1 (ove _,uo1 

ci2) 1■ ei1 ~p) -~ dlcc12))C[c--c12')).Cu opttaţ.1:Lle ,,. 

ort-1n•• .-.1_,1nd,n, d?_ ((12)) • ·'• un apa\iu lt,a1ar c~i., reuau1a,; ' 

clar ·Natr1oţ.1a la acea"' apaţa,a ll'or-1 ~ -1,auue •• pe /:, ((12)) 1 

n .. ,. o ·•IFl'J l'ata. -: 

. . . 
'Jpor-r, 2 •Dali ·• .... ni• .. nia• 0\1 e '-apolope l'dR , 0:C , 1 

. .-1. d&tJ o tl>polOC-l• Melll ~ ,,. ~ UD& pe ...... ,.. wu1 • .,\ 

'i. ltll X ..... oa ~ Ix = -e.- . • . • • • 

Duss,ţraţie .:ne 4/iJ"' o -.as»: ~ ('r)-ndaUţ.1 Pateu ale 

qnc1D11 la x„Peatru „1ce V- .E W- el s-ou· 
~{, E x { 3 [ •~},;v, o &'. •0 t l j I } 

,a i,ti tff:A 
Are l.oc eplUa,e-a _ ' , 

v.f, E 'i'/ o_f:,,~/ 1/ .X E i'➔ z E_ V} (l) 
~ L. • 

Iatr-aclevlr,iiaoă 1 € V ,!lţ;uao.•1 .O - "( ţ 11·1 o-a t E: V1 

d"aDă o~ .x !: I , I cu x ~ X ,atunci O~~" s -t • iar 7 ,- :r E: V 

(clei V este solid!) ,4le uade li f V ,o:ăai V eate 1111lţi111 J'at:w.Reo1-
• ~ ·-

proc ,clac! -, € X ,of :r ~ I 1 I ,1 li E. X implic! li ~ v,a'1111C'i dia 
. f'J 

O 6 Z.r 1' / y I cu .x_ f X re·zultl,prio ipohzJl..,Zr f V,d-.ci 1 G v. 
. o o . ,..., o 

• • "Peotru orice V f f/.1; · ,111ulţl11ea V--es11e uam'llantl ti 

solidl,dupl cum ee veri;ticl ou uturiaţl.Daal v,v0 ·;v1 ,v2 f vW 
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dunei 

UD şir 

forma 

,,.., ""' ,...., 
v

0 
+ v

0
Cv ➔v0+V0 CV 

,,.._, ,_, 
Dacă o~ ~ 1 , îo X cu ~-E V ,atunci pe-ctru orice ,<J_ ,uisU. 

ceneralizat f a0-).};i.€-l\ (c:lde el&111ente !10 Vfi X+ ·astfel incit 

.Pectru crice { 6,1 i.1 ÂzE/2 (ii .:), (1=-1,2, ••• ,.11) avo 

lui (1)) Va,r..). _. EV n X+ iar 11Ulţiaea elementelor d.e 
'V'L i=l i.. L 

·,, / a ,. ;i- este diri,lată la dreapta~Deci ·, se poate repre-
1=1 e1,· ., • . • 

zenta ca marcinea superioară a unui ,a ceneralii:;at de eleae11.te 
.--., 

pozitive dio V.Prin urmare y E V. 

Io coociuzie,sishmul fu:r ={'v}vi.W} est.e o llad de ·nci

cătlţi ale orir;io11 peotru o topolocie l'atou=tp• X ,1 ev1d•ot 

-=c Ix== -c • 
Fie acum î: 1 o topolo~i• Fatcu pe 'x cu -,;'/x = -C .Daci. W este 

o ('z:-')-vecinltate Fatou a oricinii,atunoi aulţiaea V=W n X este o 

rr)-vecinltate a or1cinii în X.Dac! H;. 'v,atuoci din O 5 :xfţ I y / 

cu _ :x[E"V,rezultă :xff IV ti pria urmare IY/EW. clci IV este o 

1111lţiae Faţou.Deoarece W este în particular o mulţime solidl,re

zultă y(W.O:âVCW cHa ce arat! că -c1~t .Pe de altl parte, 

dacA V E 11; ,atunci existl o (7:') -vecină ta te Fatou a or:Lcinii 

aşa ca W'Î xc V (clei -z:•/x:: 'Z" ).DacA y E w,atunoi există UD ,1r 

C4!D8.:,a1111at f :x.f ÎJ E-tl. de elemente d1p X a,a · oa o~ :ro 1' 1, I căci 
y € X.Rezultă :x,_r E W rt X căci W este sol1~ş1 O~ :xr~ fyj.In 

" .._,. 
oonsecinţl :ro E V ,1 deci y E V.Am arătat astfel oă 7,: ~ "t:' 

.,1 deci ~•: ~ -

Definiţia 5.Un spaţiu liniar ordonat Z se zioe oA este 

(o)-eeparaail da.oă pentru orice sullmulţime AC Z care admite mar

eic• superioară,există o sulamulţime B CA,cel mult numărallilă, 

astfel ca sup A= sup B. 

i:xemple (5).0rioe spaţiu da tip (KB) este uc spaţiu 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



-?
(-01-a-e-pm-4a,n • (-a " Hclea [10)-). 

('6) Sp&ţivl B.(T) al funoţj.Uor .reale •,cinit• ,dd1D1'• 

pe uo • ••caut T,N·la un apa.ţiu l1111ar · 01191>ln r.eUoulat ia rapor, 

qu ·ordinea p11no-tu&11,aar DII Nte (o)-fft)uull. 

(7.') Spaţiul (") al •hror t-i.rul'.il«' JIU'CiDUe 4• INMH 

re&i• (ou' ordia•• ~auUrl) ••h un apqlu liniar ooapl.O reUou

la' (o)◄~ll. 

ID inia Olil'W 1U'ae~ "'G.11 "ţiH ...... ol latr-'llD apaţiu 

lia:l.ar. _NUoulat; ar~i.aa Z~ ■llff~ţ1u· l1aiar reUoul,a, I H

"11 <•>◄••i•cl li Duaai '-l,peab'll or1oe •lelÎeat •>O ilD z.

•lnl •€I ap oa O< a.f • (a••· ff4ea [9]). 

llll!L.1•:DaoA I ut, _ o No4l latr-oa apaţiu· liaiar re,ioula, 

lll'laiMilU Z.,a-.ioi .... ~~ 

n _ pţr,AAt~llllţu,a I fiind. aolidl,uh (o)-41ul 1a ~. 

r,,_-4,-.v,tti- oon~- fi• O(af'J-'-., ,:Uttel oa {.:e:1!o<a~3" • 

"'sz-.Jlesultl ... , A,.-0. V•€ i,uoi • € ".1..1..ti_ priD Ul'INN ••O,oHa • 

oe••*• ooaa.4-S.-.lll. 

lllllţil.Ma :S tU.lit (o~•aal ta I .... .L,peatfll orioe •le■ea, 
- poaUh' • ~ 1-Li._. 

-•{•:f •-\•o~• ~ • }- -
ti ua4e • ~ "I okl I •"• o N.Ddl..O.o~ i.J.!..Cl,1M' -_ i■oluaiuaea 0011-

trarl ... loo o~ ,..._ ... t1 o ~lţi■I OU'IO&no 

!!l!..i.-n, Z 1111 ;.'p&,l lu l1D1ar NUov.lU arlll■e4i&D (o)-ee

puuU 111 ... ~ oa • tvol-oCi• ht~~Deol Y ut, ailţi■ea tutu

ror tiruril-or {•al..€• ·• •· •oMIHţi l'atou. ale 1R'i11DU,ou proprii,~ 

ha "n+1•• .... 1 C w,,,&1nani 

z-U{:rj:r- n •.. {-•.}a-fit :r1 
Dfl . 

(l) 

Dl■oaetra-til.SÎ- -flrla ou G cmlţi■ea din H■llrul trept al 

•c~itlUi ll).,Peotru a ulk el GcZ ••te eutioiln-• •• d.e■oaatrl■ 

Oli G .. -. o lludl <o)-4eoal 1D I (~ ........ [91 ,p,..15}). 

Jiul ţiae:a G •• t, ua -auN-paţlu -11111.v al lui z. 
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mal, 

Peotru ca o sil. f'U o aaodl,1at1 au:fioieafl oa · 

o~~-J:••,r f G,(V'd'°") ~ ii f- G • (2) 

Cua - îosă e(iâţiul Z Hfl (o)-a1·pualiUtPll-ll• d. pNG.puua 

to (2) că ii =llf, 

• Fi• deo1 O~ 10 t_ • ou •• e: ~iC\t îi E ll).PtoU.li erld• . 

o E N aă coosiderll.m ua ;~ { • 11 , }1'= 1 ~ Y aiftd o-i,p11al111 

. J'a= f'"'i "a,• (a € I) 
. . :,/-~ I 

d. avea 20 E :r0.Sl puÎJ;•. acUII 

•a• n
1 

• 0 .,(f Elf) . 
D= LP 

Se olnrvl oă {•,} ~ € 1E ~ ,1 ol 

n "• C n •a,..:ri• (Va E- lf) 
HN ~Elf 

Pudod P= nw~,avq P'C J'a,4• u_ade P':c ,..1:- tJ, daci 
• E-lf 

r.
0 

E . P' -L,('11'aEB).Ruul11l •E J'.,_CG d:•o1 G 11ai1 o Mll4 111 :t. 

Sl arltla că Gest• (o)-4•asl laz. 

Sl ollurvla aa1 ioU.1 el claol _.,._~/■. · ou t•11} D€ t ~ 
atuaoi F ••te o llaodl. Ia1lr-u1văr ,d.eoareoe J!' . is te ~ 111Ul 1;1111 Fatou, 

eah auf'icieat să ariU.11 ci F es-h 110 •~•spaţiu Unar.Dar ac: easta, 

rezultă . 1llle<1iat,cloi dacă a,llE:P,atiuaci a,llf Wil+l'Va_G'N,de uode 

a+ll fw
0

,(VaE:lf) ·deoi a+ll E-F~CWII !' 1811.e eolidli.,P' eet• 1111 s t1iepaţiu 

liniar. 

Fi• aowa O<'• E- Z ,-1 eă c·ooaid.erh o v.ecJ.d .. tate F'atou 

W a ori11a11 as;a oa • % w.SA ooas 1d•rla 'tlD tir { W
0

} 
0 

Elf (: j .P 
ou w1 =W,Deoareoe apaţiul Z eete erb11l•d1aa , puoiad P'= r,.w 1.1 

.... ,..N 
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.,, •• l'.P.J...J. (leaa l) ••oi • t l'J.\ltlt■ \A anao1 a € l' .l. ,a"> o. 
uUel oa,aoUa4 \s■ A a,al avea \) o.Dia O<. ·- ~ a ,1 a E I ..J... -•• .... • . ' 
H■-lU - E p ,"-•oi o<- f • n - € -G. 

lbllţ1Ma G e■h 4eo1 (ci)-4eaal ta z ,1 i.- ••h deaou11ra-

11l. 

~-H• z 11a •paţ111 l1a1ar ir ".'r•Unla11 ,1 { A• }• { 1 
aa ,1r · 4• au'qulţ1a1 . ■ oU,4• oare ■aU■ f'ao _ o.on41ţ11l• 

(1) ••Co) .. ~ ••••a E -'••( \I.a E I)=,, . ■ € A. 

<11> •,..1••,._1C-',r <'v• E -•> 

1'1• { OD} 8 f I 11D ,tr <•>..a4r~1D1' •• ele■eah 41D Z oare" 

aaUafao• ooa41~ 

9-.+l-OD E • .. 2• (\,'DE•> C,) 

A'1ulo1 

Cl!!! 0.)~~ f •a• ( ~- € ii) (4) 

• ·fi 

• cui •·)-o, f -'a• CV•·~ Jl) (5) 

· -· • 
l!:!!5!9•11r!U••V• ■tu1U (4) ;.rdaţta (5) ■ 11al1l1a4u-a• 

ÎD'-11■ ■M M:■■lal11Cll'.Sl lioU■ -•~ o■• 

n, a.■ f I.Pea11ra or1o• ~1_! 12 1 ... ~•} .,,,. 

i 0 a-011+kl~+.iJ 0,rt►tlE ~0♦2••~•,_-'~.,_1C AD+l 

,1 ••oi ...... 
o, ... A 

- li i■a 

Re ■ultl 

. ' Qo 

-fi cu oooUţia (1) Un eauaţul 1-e■e1 ... ptta1JI• - 0• /\ o,,••tuoe■ 
••D 
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c :.._ G .& 1 ,('rfnEl).Pria m-aar• 
D D D+ 

I "D+■-CD I ~ I "D+■-cll+lli,+ I 0.,. ..... 1 ~ 
11+rn - .f 

~ ·1 "a+a-co+m l + E I 0~+1-c, I-e ·D+•l„D+l C .AD 

de ued• "o+a-cD E .&0 ,1 iaci i.-c0• .&8 • 

Teore■a 3.Sl pre■upuliiâ dl a}l&ţl-.l I Oh (o)◄.,...li 

,1 înzestrat cu o topoloCU l'a11.oil.llaâl {1,r-J:r~.4 „h • ,1.r Id.._ 

ralhat; (o)-ailrsinit ie eluea~• 4111 I 11 _a-("'ltJ ... ~ 9J" . i · 

atuilo1 e:riatil UD ,1r oreaclur 48 _ ladioi {cr.] iE I . ..... ... 

:s:(o}-1~• :11[.,,.' . . . • . ,._,, 

De11ogatiţat1t.Sl oouiHNa ••••â.• •tli:t■i I a ·- :t. la 
este uo spaţiu 11D1ar coaplet reUoulat {o)-a•parâ-11,.Insu.Rla . . ,..., . 
I .ou topoloei• Pat• u111. a ,._. ... 2 • .&N iaci loo ep.U.,n-■a (1) 

,_; 
ta cart Zd. 

Fi• s-(-i:- )-11■ Jl.,r ,1 \ llţ- I ~ o 1 (l'jt:A) ..n• · o E r-4 ClU 
,-... •• . [ · iE-b 

P= ~ e ••11 iar _• 11 } 8 E • E :;I' (o'll ■otaţill• 41■ 1--. 2) ... 

o'IIHMi!. UfGI' el u latt llD fir crN■o111V „ la41Cll {<f.a} D t I ... 

oa :rJ,,.-:r • ... 3('faEI) deo.i 

• li~◄ E wi., (V ■·€ I) (6) 

.Ir- -:i.r ~ .ll+c„ ('t,'~ ·•>· (7) 
aa+l c.,,_ 

Pnaiad -.Ya *J..._ ~..iii •• . • la •~l 'i' fi ţiabd aeua 
· a~lf 1EI°" · 

,. (7) . , cu 1 ... 3 .... 

\-40. ~ W8 , ( 'va CB) · 
"I. . 

• De a1o11iÎd1a (6) . rual tl 

4eo1 'li-li E F„ 

Pe 4• alll parte ,ana :ref E. J'~(Vd€-'1) ,de uad• 'li E r1.D, as a

••aea :r E -,.J. .oloi I :rl ~ o .Deai 'li-li € r"- fi cnaa Uliii to1IOQ&til '11-:r E F 

ruul1il '11:,z.Ia aod. aualac a, araU. c-l -..C; ~•cl x .. (o)-11■ * ,r. , 
'n ... 
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• -ll-

Ddlpljl« c6.Va ••npaţiii llalar NUoulal G al 111ia1 

epaţ1• Uaiar r..houiat Z H inuteth euie.paţ1a nacl,uol CllD 

.A:CG ,, W ălitiiaţă ,ineliw.bd. âanp .A 111 G Naulll ..... p j 

,t !.iii ~i>aţ1.Î z. 
wf!i .. 4.;Îlaci. G •• ,. 1111 -~■ i)aţlil l11illir NUci•lal C,)

uu a1 •1 •s,aUii itaUr reUcrillilti vltiiietiaa i,anaot a ••te 

u iilitpaţl~ diât.biiaă ci i■ie ta pw ooă~iit rUtcnili11 1âiu8i. 

â liih u ••ti,iti• îi~. . . 
· , . . iJi■,a,~a\!~11,, ~iltot,iH 111 -K,u e11 wi 1_ ,1,· e ~ G 
(7. t~~-. ~ · i6> o 4 • - ~~~ Z . S ~ ..w,,.~~ 'li:!' TicA 
b.~~'•~ ar 'H ' itilkd.,fti t•iii •r;f/la G tl i € i ... 
oe. i<. ■ ~ăţ {t'ife-A h 8o li~iU tijJ4HII iii z Cbi i IUi irli.i:.. 
„uui,,stid. -~ a iii.t:hi oa o<i i;1.i.u,1 o<a t:at" viE-Li . . . I , 

o•avâi.oUrii, • • 

. ll liN•upiiiin ._ .. oi G ••h ,t ooaplel "'loulat. 

:he G~i l.it& cnl iE z.ii.i .; r-t' â lil . Z n. O!a,GG, 
. • • ~oN c 

(Yof:A)· âpaţllil G tH111i oiiiiipiiti reii.°'lat,eii.at& oE G IÎfli. oa • 

,rit• 1- li.du G •••• 111i ituupâţiil na, .il i.1 z,r,niii ~ t o 
fEA . . Sf-A 

,t tii z.io ooai•ota\i â-o c; .G ,1 iiiiă ••h cleioubali. 

ii.oa z ,t t âtit, •ciill i.'Pâfli U.a1are 1opoioei.ci,o flilioU• 
id: ,.....,.y •• •inaii• ol eatie ~lfiin cioaliDUi,uoi. pea,n. arlc• 

••ctiîUal• 'f a ort11Di1 iii T,au• o ~eclaltaie W a orlcliiU . .," . . 

la x aăU*1 ca t<•1)-t(a2) E- .·., a.~ •1-•2 E ~ • 
Leu -5.haln., oa o lopoloelt l1a1arl ~ pt UD ■ paţl• 

liniar reUculal Z,el fle local ■ ·ollU,H,e a■ceaar tl nUcleal. 

oa. fllacţla f, z .- z ud cli tormila f(s>-s+ el U• •1tlfara 

{-C )-cOIIUaul. 

De•onelratle.lece1llalea renlll clla ln•calllalea 

\ a.+ _..)-r I f \ -.,1, -( ,\fa,, E Z) 

&■clproc ••• pre■ULJUD„ el f .. ,. ualfora (,: )-CGDl.lliul • 

. Plt _'f o nclallale oarecare • . orlclDll ' tl y1 o 'Hclallale eoblll

\rall a orlrta11 udel ca Y1 +v1CY.Ple •• utaenea • 1 ,v2 ,w2 
C:ta.--,,.-lil.su . • 
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naialtl.ţi ecllililtrah al• lll'icia11 utfel oa v2+W2 CWl'iar 

ciiD .... E: Wi'aă remlt• •+-•+EVi'(i:sl,2).~aoHa au_~. aco

perirea ■ oliciă a lui w2 .Avea V0 C v.Iat;r-adeYii.r,fie I sf~la I_ au 

a E: w2 ,Avea G.t- ,c- E v2 ,1 deci I a I f. w1 • Dia 2-4- -<•~ - _JIIO• 
= j-o l <:W1 rezultă 

z+ =z+ -(&.._ -1 at4 EV1 
Ia moci aaalo1,,11_<::-v1 ti deai • '= v. 

Teorema 4.Sl preaupua•• al X eat; ■ 1asea11ra11 o• o 11opolor1• 

local solidă ,1 ti• Y aoapl11iat;ul ld X ila apÎLţi• llaiar t;opolo-

110 1.Au . loc uralt;oarelei 

• (1) (.'r) - laallider1a 1D Y a -lţiaii° X+ uh u OOl:I 1n 

Y, 111 ia raport; au orciioea uH ci• aaHt; ooa,Y ••'- ua_ apaţiâ 

liniar r•Uouî a.t; ;., opolorio ,iar X .. ,. •a ··••paţiu liniar r,u-

(11) Peat;ru oa X al fi• un aultapaţi• normal al lui Y ••t• 
aeouar-oi ■ufioieat; •• oria• (o)-aepeat; al lui X al fii 

(~ )-ooapht;. 

Deaoaat;raţie.(1) SA aotlla cu H iachid1r1a lui X+ 1D !, 

liah evident; ol H ut;1 UD ol~D ia Y.J'i1 aoua 1 € Hn (-H) ti • 

• 1-=(;; )-lia 9ţ• • -( "t" )-lia ~•• 
"6''r.t.' S"E--1,.11 

·X+ 6.Atiuaoi _ 

(-r)-lia (a01 -t:•ţ'' ).O -
Ci)f"JEtlx1,.• 

1D •~ţiul %.-Ph V o v10iall.t;ah ■ oliciă a Drip.Dii ia X ,1 
' • ,. f /I (o a ):0 )€A ,c4 uue1 oa 

a;t?>,(0:,1,b~1
) ~ . a..1 +i_ 11 • EV 

- 6 C 

Dia O~ acf':! 8J-' -+ltJ"''. ruuUl ·at;uao1 

cr'~ 1;, ~ 8.r' f .., 
,,01· (i;)-:J,ia ar,=O ÎD x.Rezult;i ., .. o,4101 H eah UD COD la apa

o'f:/J u 
ţiul Y. 
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•aifora (-.: )-ooatialll.Spaţiul T t11ad ( t )-oo■pleJ,t0 u prelua

•••'• 1D mod unio illtr-o tuaoţie uuitor:a (t)-o.oatiaul r1T-T. 

Pwntru orice y E T a••• r(y)-,+ .Iutr-uni.r,fi• 1• tr/ -11• :a„ 
Ff:,t,. " ' 

era :a[ Ex, ('v'fE f ) . Di• • . 

. r(s [ )-:i0 •(2 [ ~-a0 € X+ 

ruulU ·r(y)-1 G Y + ,4eo1 r(y) ,>/ 1 1D T.A·n■ nideut ti r(y)?,, O 

1o t.:n• ao-. • )r. ,,o ia T.s, pot oouai.,.ra •oul tiruri cea•raU.

Hh { a,ilr~.4 , { "o }fEA 4• de■ent• 41D X+ (ad.ad. aueqi alţi■• 
4• 1nd1oi 4 ) .. a oa •=(T)-11■ ar ,1 a-y.(~)-11■ •.r .BoUo4. 

. 6€:A " fl:A " 
od -a[ _..ir an■ 1•<1: >-jh_ o.r tl 

•.; -:r<o.r )-ar ;.c~c >+); o 
•• uad•, 11rec1u4. • la ( T )".'11■ 1111,s-r c;) ~ o.a arlta11 uUel ol 

r(1)-,+- 1a a.paţtul T.Deci T uh un apaţ11,l liniar r•Uoula11,1ar 

•X·••11• ••14eat ua au-.apaţiu liniar retiou~at.P• •• al11l parte, 

apl1oaţ1a y -+ ~ r11a4 iaoitor■ ( --C: )-ooaUnl,11opoloe1a lui T 

••11• looal aolidl (le■a 5). 

(11) Sl pr„upuae■ el X Hte 1ut aultapaţiu uoraal al lui• y; 

Ph o<' s E X ,1 { t/Jţ fA. ua tir 1•n•ral1sat (-r: )-Cauclay •• ■l•
••ah dia X cu O~ sr- G :a,WJ°EA ).llltată a11unc1 ya(-c )-11■ :I r-

c • j(:-~ CI 

ia apa.ţiul T ,1 O~,~ :a ia Y.Cu■ X·••11• -.u)apaţiu normal al lui 

I ,ruultl. y E- X •. 

' ~to Ul'llare,uputul [o.z:J al apaţ1ulu1 X H11!(r)-ooaplet

ia X.Daci a,) f X t1 a ,C -.,atu.aci . [a,~] -a+ [O,'l-a] •••ci 

[ a,-.] Hh (-C)-o~plet 111 X6, • 

lleciproc,al pruupuaa el orice (o)-aepeat al lui X ut• 

(T.) -COlllplet.111 O.f y f :a{: t c:.a y t T.111 y~( 1:')-11■ :Ir cu 
' .Jfi,6 • 

Of 2 0 EX,( VJ'E Â ).Pllh■ 1-v1d11Ît preaupuo1 O~ ~~:a , V' FG.â 

(clei 1a ou coatrar,ialocuui s 6 pria s,A s).Cu· 1pohaa,rnulU 

1 · E J„T1a1ad a1aaa el X eât, ,1 au1tapaţ1u liniar reUoula11 r.esulU. 

.el X ■ah aunpaţiu aoraal. I 
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0 topoloei• loo&l aoUdl iar T Hte ooaplebtul lui I oa •~ 

tiu liai■r topoloeic,■tuaci (-c)-toob14•r•• 1a Y • ua•1 a..--1-
1

ţt.ai ■ l!lid• a l\11 I •••• o nlţll!i aolHI 111 J . 

Teor••• 5.DacA I ••h tasHtra·t ou • tlopo1'~• J'atoa, 

at;uaci orie• •u-lllllţ;ill• Patoa a 1111 I HI• l"C )-taobi■lt 

De111oaairaJ;ie.SI aotib cu ~ -lţillta w'1irCIII' tirarilor 

{ w
0

} of N de nciail.Hţi Pdoa &le or1p.a11 ta I,n propdetdea 

wa+l+WD+l C wn.Sl nou.a o• G .aulţi■H d1D -■-rul vept &l .... 

lUiţ;ii (1) .Mulţ;1„a G eat;e (o)-4.euil. 1D I {a ... Tel.ea deaoaatira

ţ;1a 1•••1 2 în oare•~• arltiat el G ••11• (o).«eaal _ta Z firi a 

folosi (o)-upara"111tlatlea lui Z) . • 

Sil. presupun•• cil. I••••· ooapletl retioalat. 

J'1t A o •u•lllllfi■e F.at;oa a lui I _ ti ll 0 € A.J>ul li E G t1 
- - ..L o~ :ir f f :ir

0
f atuao1 ~ f A alei A Hh aol141.h• aou■ ::11 € r 

cu F: n,D • {•aJ Dt ,e ·Y .Peatru oria• Ie I uiatll 
a€ I ·, L · 

:ir
0 
~ A. qa oa :ir-:r~ t: wa+3.Putrea prenpuoe o_ :r1 _ i (ta ou 

ooatr~ 1alocu1JI :ir 11 pria /:ir0 //\ li) _deoi llat r-l-:,(v'a E l).C• 

lqa 3,aot!Qd li• l,!! lla ,avea :&-lla E W0 'fi pria u.are a-i € •a 
OE li • 

(oii.oi lla~ ;s).».r ~1iuao1 s-,1 t7 P ,1 oua dia li E 1'.l.t1 • ~ :r .J,, 

ruuHl :a-:r € p.J.. ,4e4ucea li=-■ E A. 

A■ arUatl deci ol 4a~l •~, ~I :a_-J cu li E G ah.■!11 

li EA.Pe. de &l.1iil. part;a,G f11a4 (o)-4.ea•l ta 1,u1at1· aa tir 1•-

1Îeral1sa11 { Y~}-fA el• ele■ea11• din G qa· oa o~ ...,_,,. l:a I .Deai 
• o o . . dfEA . , 

l- E .A,(Y cfE .â ) ,1 ta coaaec1aţli li € .A 14eid. A eah (-c )-1aob1-

•l. . 
. . 

Daci I a• este coaplet; retiou~t,voa ooasidera eiteas1a 
,-::,; 

De4ek1ad l _a lui X,îasestratil. ou t;opolo11a Patiou 4atl de teorema 

2.Pllatall 

'"t -{~fi' /:;i f •0h.f-'1 o f.~t111} 

'r esh o 11111lţ;1me Patou ta -X::t•o1 eah iacbisil. ta ,Q~olosia lui 
,.,, . ,.-., 
X.Rlatae el o-seryb oii. .A=.A (\ :z: ,.._, 

iar A n I ea h ( "t' )-ta-
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• 
ollul 1■ x. 

!'•or••• Hh 4•■oaatra'1. 

Uraltoar•• tlorolll ·• lui R.llu:aao, • toat hd•aoaetrat;A 

to c.D.Altprmtu ,1 o.hrklaallaw. 

Toor,u. 6 1 Dacl X Hh -■ 1paţlu l1a1ar ooapl" r,Uculat' 

,1- iaa11tr•• ou ~ t;opoi01U Patou,at;uao1 or101 (o)-11p1at; al lui 

r 110 p: )-ooap10. 

P911op1,trat11,ra l,aaa hor1■d 4 111h 1ut101lat d. aritb : 

ol r illh 1111 11i1,1· paţ1u aoraal 1a c c:aplet;atul . 11opoloc1o Y,Ia acut; 

1dop,.._ arlta el r i1t, (o)-4oa1 ia· 1ul,1paţlul aoraal Z ,,aerat . 

,, t tn t.Cîi itillt. 4 ta i'uu.ha l•Z. . 

:n, d.101 o<,-~ ir EX cu 1 G Y.n, { va }a(: li UD ,1.r 

de Yiclaltlţt' Patou al• or1c1a11 1a I car1 ·1atiatac coadiţia 

·v:D+l+va;l C v.,('9' DE 11).SA aoU■ cu •1 1acla1dlrH lui vl ia Y 

,i fit 1 ft •1 .SA coaaid•rlJI llD ,1:- 11aoralhat; [ ~ lrfA ,. elt■ent• 
u~ X utt,i oa o.f7ci-~ ir,('V'cfE-A) , _11a(-r->;1Jl ](o ia Y.NoUcd 

ou W
0 

taoh14trU. iul _Va °ta Y1 f1o {~}~u.i · ua tir (1 1ad1c1,qa ca, 

aoUa4 ■a-«J"-n al ana 

~a E •11 ,•D+■-•a ~ va+2 , (-~,ii,• e 1) 

Cu leu. },aoUacl call■ aa• ■Y!I■ o-ii~ V0 bel ,-o E. ia 
a€B 

('vil€ B).SI. paDla la r"', V
0 

t1 
11EB • . 

Ba f• E X-4- \- E --~} 
ATI■ B-" ,oloi o E B.n, !,alat B ta X.Dloar101 I 1at;1 

o 1,aad.l: ta X 1aTo■ ►o E l 1Roaultl i, > O oloi clacl aa an·a l,:O,ar 

rezulta o EI ,1 deci 1E w1 ,ooat;rad1ctoriu. 

Fie ac~ s1 o vecinltate Patou a oric1a1i ia r ,cu s 1 C v1• 

n, ( 10 } a E, Jf ua tir el• nc;,iaUAţi Patou cu s~1+sa+l C S0 iar 

s~c va,<Ya € 11).Ca ,1 mai .iaa1ah,a_oUad ou Ta iacbiderea lui 

sil· ia Y,PQh■ cla1 , EI+ qa ca,-, E. T
0
,(\t a E: N).Rezultl,tot 

oa mai taalah 1►1t:(°'\ S0 • D t .. 
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Cu dd1D1 ţ1a lui li ,oltţ1D„ li -~ • ,1 t:•ai 

o ~ Cll-1~~ C•-14- E '1 
4• uDd• (ll-:,l+, E T1 oloi T1 ute •ol1dJ..».NNo• 11 a foa-t o. 'H01ol- , 

taU Patou oar•car• a or1C1D11 ta _I,ooaţ1au1il 1a Vl;-suUI ('li-:,4•0 

deci li-:, ~ o.Pric ur■are O< li~ :, ou • EI •49ai I ••.t• (o)-clH• 

to Z. 

l!!!!!.,_§.Sl preaupuo„ ci I Hh laHatrat oa o topoloch lo

cal solidă ,1 fie Y coapbtatul lu1 X oa a.paţ1u l~iar hpoloel•♦-

Dacil. X este uo sultapaţ1u aoraal al lu-1 Y,atuaoi ·x_- .••.•·• (o)-4•111! 11 Y. j 

.O.moastrat1•.P1• · O<:, E Y fi :,•('r)-l1a Zr- ou O~~€' X 
. IE-b a • d 

('1t' d'E't:.) . Pute111 prtl!UPllDI so~ :,,(\fi>E-A_) oloi ÎD ou 00111-rar lalo-

cui111 xJ' pria S[/1.1 şi OUIII I esh _ sultspaţ1u DOl'llllll al lu1 · T_aT•■ 

:r4 /\ 1 EI.Avem deci o~ sd!::, ,1 cu■ :, > O,•:ri■ U. J;, .E Â 

astfel îocît :rJ., >. o.spaţiul Y t11D4 arb1a•41aa rnuUl ci X · ••'III 

(o)-d.eao ·îa Y ( [9J ,pac.151). • 

Teorema 7.Daci I est~ taseatrat ou o topoloc~• l'at0111 

atunci I este (o)-cleas ta oaapl•tatul topoloc1o Y al 1~1 X 1ar topo-1 

locie, lui Y este o topolocie htou·. 

Dl■oastraţh.Daci I eah ocaplet retioulat,atuDc1 011· teore

••l• 6 ,1 4 rezultă oi I ••t• UD aultopaţ1u ·aor■al al lui Y11ar ou 

lema 6 1I eat• (o)-d•a• 1D . Y. 

Dacii. I DU eate complet Ntioulat,atv.aoi oouait:•J"ia uhaa1a 
· ,.._, ' 

Dldek1ad ·I a lui I tas•straU. cu topolocia Patoa. 4aU. de teore■a 2• I 
Spaţiul r; ute (o)-i11as til oo■pl•tatul alia topoloeio z„Dar 1aola14ereJ 

topolocioil. a lui X to ·Z NpN&iatl ooapletatul topoloeio Y al a.p.. \ 

ţiului X,Rezulti ci I eat, (o)-deaa ta y; 

Pi• aou111 fJ.J.J" o •uil. 4• nciail.tiţi :Patou ale onciai:1 1D x.· 
Pentru orice vG2.tlsi ootb ou V' (~)-iaobiderea lui V to apaţiul 

Y.Deoarece familia { V' I V f Wt este o 'llasil. 4• noiaitlţi al• oriei

oii îo apaţiul T ri.atoe ai aril.tă■ ol dacii. 'I E'l,ti atunci v• eatt o 

■ul Vi■• Patou.Cu • o'llurvaţia 5_,~l ţb{eţ:=vt·,â t• _•oUU.. 1'11 acum 
,. 

; 
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_ {1ţ][~A ~ ,1-r 'citn·erallaa1i de ele■eah dia V' qa oa O.f:,d" J"~::, 

ia Y.Pentl'U or1o'e dE-A Hietl ua ,tr ceaera~1--, ianlH/\~4~ 

demente d.ia X qa oa O~ a1).· t 'rJ (cle,oareo, X ·••h (o}-deael în Y). 

eum v• Hh •·oudl 1-ar ';Ev• rH11Ul ·a..r~ E V'()X.llrieU awaoi 

(4a ,S: 1a cle111oaatra~i• hor1111i 2} un tir c•a1ralisa, \ \ \'" }fE'~ 
44! •~•eah_ dia· V qa oa O ( -i.{ f: ::,.Ia ooauo1Dţl ::, Ev•. 

a.a,rvatia 6.Sl prHUpllD .I■ ol X ••h ÎDH■1ird ou o 1iopo-

• locii local ooave::i:l de:tiaUl ele o aul ţi■• P de H■inora, J'atou.!'1• 

y ooapl~1ia1iul 1i!)poiocio al lui X ,i _p,atru ~ri01 p E '? el aotl■ 
011 p prduaciNa pria (-C }-ooat1Du111~,, a lui p ~ Y.DQpl oua H 

,u,,topolosia lui Y Hte ddiaUl de faailia d.1 H■iaora, 

{il,e!P}. · 
Se P1?9-h arlta ol U•o&N fuaoţioaW p Hh o HlliDol'lll 

hflaa tl ol · 

i<,>,~P [P<;>\o~:s ~\:,I, :ir f 'J:} ,C ::, E T) 

7._Daol X Hh 'IUi ■_paţl11 - reUoula1i local CODYH anacl 110-

polocia fiare J(X~ .- ,:t} 1■ 1ie o flopolos'le ht;w. 

Ia1ii--u.nlr,.u, A o" eu•1111lţ1M (-r }-■lr11-D111l a ·lut I ,1 

pntru t E 1ţ ■l PllDn 

P.tCt>aa\lP{ltC::i:>t \x E ·"} . 

Du.pi cu■ H 9t1'~1iopoloc1a ,(Xţ ,I) Hh dd1aUl de 11111-

ţiaea ftlui'er HlliDoradOI'. Pj.• •• 

_ Oria• Haiaoriil ~ .. ,, 1vlcl1t11i ■ ol1dl.J'1• aou■ O~ t0 1ţ4 t 
1D 1ţ ~Daci D11 ail avea p1 (t0 ) t p.l(f) ,a1iuaoi ar 1:111■ 1ia •a aualr . 

• • '" f"> O uUel oa · • 

p"ct0 > f P,<i,-E I l -vF~t:J _ 
Coa■iderîad un 111111,al pozitiv a€ J. utt1l oa P.t(f)-E < 

< f(a) ,tirul c1t11ral1sd {.td (a)}bfÂ•au conv_erc~ cltr• f(a) 011a ce 

••t• ooa1ira4101ioriu5 • • 
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• } 0 Uat1• proprh,lt1 al• iopolog11lor (T" -hip • 

T•or•M a.Daci X .. ,. ua apaţ1u 11a1ar C·l!IIPl•• r•Ucula$ 

ÎD !J !l■ ţţf. 99 @ ţ9p9lpfU (Î ~,,ţ~ ,§~Dqi qr1c, ( p)~,~'-!!ţ ~ 

lqi X •11 H !t!IUDHf~· f -;:)~fRplfţ~ 

Demoa■ trati•.Sl ao,u o• Y 9~pl■ tau; lu1 X oa . ■ paţ1• 

l1Diar ţppo}oJic ,1 fit 

Z={:,E-î):,={T)-,;:.*a' •aE X,'da€ 11} 

llulţillle& Z est;, UD aultsp,ţţiu l1a1ar .r•Uould al lui Y,lu 

I este UD sultiipaţiu liai~ NUcul~ti al lu1 z. ÎCII arlta el X •••• 

uD aultapaţiu Dprmal al lui Z.ID ltasa l•••l 4, .. ,. auf1o1■Dt al 

arătăJI ci X,.,, {p)--4,a■ laz. 

Fie 9< :, f .li~ X cu :, f z."18111 4•c1 UD ,1r{iiD} ac;• 

de ll•meDh dh 1. q!l ca :,=(r )-1~ ~!! ,1 O~ :.iD f li, "t ·a t •~ne 

W o ncipltah v -J'$i"'1 a !)l'i~Dii i~ l .-ţf■ l oa '1 ţ W tl al 

c oDa ider~ ~!I ,ţr ţ!11 } 11 f I! f • ,.,ctl!itlţi (T -J'atioa al• o.r1'1D11 1a 

X oµ W1:ff t1 fiq+1+w11,.:1 C WD ! {'ţ,' DE li). 

s ; poat e pr;ş; puDe ~i :1D+l-:1a E wa+2 ,{ \7' D € Jl)(11J ou coD

tr~· r1••11 !lP!!a~der, UD !l~ttir ~~v~; alt1l ai ,1rului {,D} DEli).1'0-

tiDd a= .ll!,_:1D ,cu l!l■J } tl pu fap~l 91 •a C •, CY a f I) Nsultl 
DEj .. _ • 

a-:10 f W~( 'y' !I f Jl),q~:, ţ'ff~ '"f!l!I f '> 0. 

~ 9PDI! ~~!!~ ao~ p ! tclp~~._,. (;-l!'a11w oarece■ V a 

ori_CiD11 in X ,1 fi~ { VD} DE I UD ,1r df n!J1glţlţ1 u -J'~ţ~ P• 
or1c1nţ1 ia X,!1!1ţţ,1 9, Yi=Y !11 va+1tva+lC: VD,(\>'D E li).~ coDa1-

d•rl■ UD au1t,1r { ll11) Df. al ,1ru1~~ t~D 1 D~·. ~- ca 

lllr: -lllr: f VD+2' ('ţl11 ~li) 
D+l D 

lolliDd lt=l1m llk ,avem O( a ~ lt ,1 cu lema 3,ave■ lt-llk f V 
. D D D 

clei VD CV.Rezultă lt-y EV ,1 cu■ (a-,4-f (lt-:,)+ r■zuUl mai 

depart• (a-14f V.Deoarece V a foşt o vpc1altat, (T"-Fatou a or1-

c1a11,oarecare,rezµltl (a-J~"-C.Deci p<,- ~ y ou "'€ 1. 

Ali arltat aat;fel ol I ••t• (o)-deaal ia Z ,1 ia aoasea1Dţl 
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1 "'' •ullapaţ,1u aoraal al lui z.n. •a- ,o<a E" I ,1 (aa} DE• 

u tir (~}..Cuc~ da ele■eat, dia I,au O~~a ~ a.bilU awaa1 

J•( -r ).,i:ţr, a 11 S:a a ·paţilaJ. Y ,1 teo1 ,1 E z.~ •~acti o~, ~ 2 la 

I fi ou■ I ea,, autta .paţiu aor■al al lui Z r1nUl J E- I 11 t,01 

.. ~,a~l . [o.s J e,a,e •~-naţial ( 1: )-oo■p11,.Pe111ru •a upaal • 

oar1aaN,ţine■ •e- de •calUaha& [a,llJ~ a+. [0,11,-a] ,(a< li) • .. 

• T19Fe■a 9.Daol I .. ,, ua apaţ1u . l1a1ar (;_-reUaula, laH■ traî 
. . 

ou -o ~opoioc11 O"" ;..pşţ;oa.,1ar G Hh ua aullapaţiu aqr11~ l"Hnaţial 

(o)-1ach11,atuao1 toţio:!;01~• oU 1D 1/G Hh o topoloch u -Faţou. 
~•op,tra-tie.ne l a I~ i/G apl1oaţ1a aaaoaial ,1 V o • 

• •• • • • • ' • • ;A • 

·noiaJtata (J- -P&tOII a or1c1a11 ia I.llulţiaH Va l(V) Hh aolidii.. 
. ' - •. . .. ... , • • 

Ţal~•ylr, ~• ll(a}/.f f1(1)/ aia J E V~aţuao1 ~aiDt 

!l~(Hfl ) V a)/\ I a I 

aye~ f • l 1f 1 41"~ 11 -~ V.P,aal,41a 

l(s}•{C- l l(J) I) V l(a)) /\ I l(a) I ■l(,:) 
.... 

renl•l l(z) E V •.. . 

114! &41~ O~ ; 11 t ; 1a X/G aalll {'~a} De • ~•'' ua tir d• 

11,.,a,4! dia V.l'laa1ad~D~l(z~>.-;=l(ll),pu,e■ p!'HUp11DI O~al!f,: cu 

il!a ~ v,(\fq E ").lo111ad a=~1• lla••n• a G v, ele uad• 
. • . D . 

/' VA .,.. ./',. ,A 

JI• ZaslJ:! JID • & c:aV 
D € I • DE B 

,1 teo~eaa ••'• •e~oa•11~tl. 

Otaervatia a.se poa,, demoilatra ol daci I 11h . iau■trd 

cu o_ topoloc1.e u -Fatou Ceau htou) atuao1 topolocia cU ia X/G 

Hte o topoloci-1 u -Fatou (r11 p.Fatou). 

§ 4.Ucele proprietăţi al• topoloJiilor car, satisfac 

coiid1t1a (.&0 ). 

Teor,ema lo.Dacl X 111h laautrd au topoloc1• local aolidl, 

ur■itoarele coad1ţ11 alat •a~ivaleate a 

(1) Topolocia lui I aaUatac, cocd1ţ1a (.&
0
), 
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(11) 0t-1oe ,1r (o)-ai.rSS.Dit ,1 anacoaal •• .i-•oţ-• 41D X 

.. ,. (-c)-ooa:w-•~qt 01.n-e · O. . 

(111) Daci u ,1r {z.} D ~ 1 (o)-ei,rs:Lll.it 4• e.l.•■aah dlJI l' 

&N propridaha ol peotru UD aouait •e• &N loc .•salUaha 
W\ 

A Iz~ I =0 orioar• ar fi ouaerd• oatural• 11 < ~2 < ••• <'1., 
i=l i • • 

duao1 ( -c )-1~• Xa=O. 

Demoostraţie. (1) =9 (11).ne {••}DE I uo .,1r ortos~ 

bal d• eltaeait dia l' 91 I xa I f: y,(V DE: lhPuoiDd 

""' ...... 
10 = î:ix1 1 •V/s1 I 

isl 1•1 

avea O~,~ 1' ,1 y0 i: ,, Y o E".B.C-. (1) ruuUl ol. t1Nl {,.} of 1 
eat• (~)-Caucby.Dacl W ••t• o veololtat• aol14 oareo&Ni a· or1s1o11 

awao1 ex1atl o
0 

f. lf qa ca ,
11
-,

0 
~ • daol a,o),1 a0.Luioel a-o+l 

ruulU. _ I x
0 
lf W daol D~ o

0 
,1 4eo1 x

0 
E W elml D);, 110.Pria uraare 

(-c )-li■ ll 0 =0• 

(11) ~ (111)" • .At1rmaţ1a (111) ••'• acievlra'i peotrli ■•l ta 

)asa lui (11).Să preaupuaem că eate adevlratl pentru uo anumit a ,1 

fie aou■ {x0 } afli ua tir (o)-drginU qa oa ~ l x~ j..o elaol 
1.c:l 1 

a1 < ~2 <••. < a ... 1 .Puh11 evident preaupuo• x 0 4 o, Va €1.Pie 4 E I ; 

qa oa x
0 
~ el, 'V'oEI. 

81 puaea aoua , 1=<> fi 'ft- 1 

Ya•<xo-o,L' xi- .l el) ,c2 ·~ a E- li) 
l•l . D . '+ 

Se "urvl 1■ed1at oă o~ ,
0 
~ el, v' .ac· •• 

Birul {,0 }· 0 { li Hte orto,oaal.Iatr-ad.•văr,eah -sufiohat 

al- ţ1oe■ uaaa ol daci l<•<• atuaol 
• .....-1 .... -4 

.! , =( .! x - 'E x_1- ~) ~ ( .!a- ~ x1-x - ~el) ~ 
■ a a a 1.c:l li -t- li 1„1 D . 11 t 
• -..-,( ~ .... -< 

~<¾el-~ :r1-x0 )+ !f.. ( ¾ d+o Z.....:, x 1-z0
)::(x

0
-o 2: x1·- ~>-

1=1 1=1 t W D 

C11 (11) ruultl (i::)-11■ y -O. 
. ')\. •· 
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Jllli •••parte ,d •ettela -i_-o t1 
.... -c 

•••:Ce .t: •1> A ••, ( 2 f • ~ .I) ' 
ial , 

:P.1• i f: 11 . < 11, < ••. < .. ou a1 E I.Daol a1•1,atuo1 
·- . 

"14••• A _ •, .. =<>.Aio••tl •sal.1tat;1 are loo ,1 uol i 1'- 1 ••oer...; 
. 1•1 91. r , 

o.e . • ., 'l . . i-' . .,,- ""I. · 

Â a:, -~ (•1E:s,M( A•,)~ •1 ·E( /\. .,\A •1•0 
1•1 1 _ ial • 1al 1 1-1\_11:a1 --~~ .... 

. . . 

·i'r111 -i1>o.1ln• 1aduoţ1d NnlU _(-r )-1~ ••-O~ · 

Papal ol (-c).:.lţ_a Jl.~-0 ruulU eau •tD 1a11allt1,11e 
L. . l • 

O_ x1 ~ 18+.a11+ 1 •• (2.f a(I) 

yalaltile kticr1U.· •e&l1'lţ11 
.... -4 . 

• • • *a.Ya•<• Z: lls,+ j •> A li• 
1.1 . . . 

(olo1 peDtl'll or1o• ••~ E. :I •••• aa(~·4- +_(a A. li) 

_ (111) ~(1).M,e O~ .ZD ••· t1 :ID~ 1,('</af I) t1 al 

pNlfllpuilq ol t1ral. {•a}Dfl n uteyr)..Ciluola1.llrbt~ atuD0_1 

• T•o1altat, W a _or1sia11 ,1 UD aulltir {Zic LD E I at• oa •1t -
. • . • al a+l 

-ak.,f/_W,('r/a f:l).n. -.. o no1altah a_ol1dl a· or1s1a11 ••• oa 

Wo••o C. W ,1 fi• ■ E li qa o• . ¼ 1 E •o·Sl iiotb ••-ailta ,1 al PIJDI■ 

..... 

1a•(■-♦l-•~-: . ! 1},. , . (D E- I) 
l'l'Ue■t O~ 1. ~ _1, \f DE••. 

Sl oou1-4•rb acu • auaar• D&tural• a1 < a2 <' ••• <~ •. Ro-

1al 

-C•• -•4 - J: 1) c~2., 
1 1.+l •1 ■ -: • 1„1 

'W\ 

>,, 1/\ ~14 .. 
1•1 1 1 

( !;, ••. -• . . +1. ) >,, 
■ •1 •1+1 •1 

de· .UIJd• ,=O.Cu (111) resultl ·c -c: )-11■ 1a aO,dec1 u1ad. a
0

€ H qa 
D 
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ca y
0 

E W
0 

daol D ),a
0

.Dar 

sa+1-•a E W,(D"71ao) 

căci· (:tolosiod 1arăf1 14eatUatea ac:(a-,}ţa Alt) an■ ' 

:i: 1-z =1 + Cz 1-z )ltl 1e•0+w0 D+ D U D+ D ■ 

dacă o~ c
0

• 

Am ajuos ast:tel la o oootra41oţi•. 

Teorema 11.Fie X uo spaţiu liniar reticulat topoloeio 1ar 
• tv.t . 

y completatul topolocic al lui t.Dacl topolocia I aat1afao, ooadi-

ţia (A
0

) atuoci şi top6locia lui T aatiafao• condiţia. (!
0
). 

Demoostraţie.P'h O ~ Ya . btl fi Ya ~ y,(y~~tr) ia apaţiul 
• Y.Notiod z

0
=y-y

0
,avem O~ z

0 
t ,1 Hh auf1o1eat al arlU■ ol 

{ z
0

} Df N este uo şir (,:: )-Caucby.Fi• deci W Q vaoiDltat, aolidl 

a or1cio11 ÎD Y.Fie {w0 } o Elf UD şir de •·•o1altlţ1 ao11dil alt arisi-

011 ia Y astfel ca 

w1+W1+w1 C W (8) 

wo+i••a+l C 11a ,( V' a € lf) (9) • 

Deoarece I eah (-c- )-d1aal 1a Y,peatru .orie• · a E 1f uia U 
. ,,,. 

UD elemeot pozitiY :r0 EI aşa oa :r0 E WD+l••n•Pl1D1ad ~'"' Ci :r1, 

ave■ O~a0 J, 111 I ,1 pria urmare { a1 f a.E 111 1ah uo şir 
(-r)-Cauoby.J:ristl deci D1 E I aşa oa -.-•

0 
E .• 1 ucă a,o)a1• Dar 

."'1. 

l ~-•0 I f tî. \ :r 1-s1 \ (lo) 

~ .,.,_ 
a -z = /\ x1-• L. x -s .c. ~ I x1-1:1 I o a i=l a - a a- 1=1 

iar 
'I'\. '>'I t\\. "' 

zD-•o=zo-1\ X1=V' <•a-.z1~V Cz1-:r1~I t.x1-•1l 
1=1 • 1=1 1=1 • 1=1 

~ ţio•m a01111 seama că / x 1-z~ € Wi+l şi d.eci cu ( 9 ) 
" -
i;,l!:r1- 111' (;'; W2+ ••• +WD+l C•1 

Cu (lo) rezultil. (a0 -110 I f w1 , ( \1' a f I) .Avem deci pentru ■ ,a ~ .a1 . 
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(foloda4 ( 8 )) 

I ~-•111 lt \.•.-.1• I ._~J+ 1-.-•.1 E • 
w,1 {•a} ie• ••h 1lll tlr ( -c )-C1111u1.

!tlor„a „11a d•■oaatratl. 

III 4•f1o1ţ1a 'U'■l.-1.oara H oohul ou lo(J.) 1ult1paţiul 

.oor■al s•~•ra1. 4• o 1111lţ11M J. C X. 

' Ddig1ţla 7~Daol X .. ,. hsa11.ra, O'll o 1;opolos1• 11- l 
·1181'1.,o aultaulţ1■• J. a lui I•• s1o• că ••1.• ,g!!!! (o) -pr•ooapac1.5~ 

(rHp. (o)-pracoapactl) .uc_l ll'Dffll or1c• nc1oUah • a or1s1o11, 

~11U. uo .1 .... , poaUiY 2 € I (N1p.2 E •o(J.)) uu,1 oa 

J.CW + [-2-2] 

~ t1 hore■- car• ur■eul 1111 fc1t d•■o111trah r•

otot ..... DU.t. [11]. 
V• ao,a ou· oo(B) . acoper1N~ coaY•2l a uae1 ■ulţ1■1 

B. 
Ll■a 7.1'1, z ua 1unpaţ1u_ re'1oula1i local conu ,1 

B • l\t'aaulţl■e 1ol1dl_ t1 _ ('t; )-airctoUă •• ·1u1 z, ou propr1eUţ1lt 

(1) orice eir orto1ooal 4• tl•■•oh dia B Hh ( 't: )-oon

nrs,111. 01,r, o, 
(11) orlot tir c~eaoltor ,1 ·(:t.,1 ..CaliobJ 4t tlea,ott pos1-

Un dia oo(B) .. ,, u~orat~ · 

Io ac•••• oood1ţ11 aulţiÎita . B •••• (o)-prtooapao,l. 

De11op1tirat1,.~l B~1 '(o)-preooapaoU , du.oo1 fit W 

o Yto1nltat, aoiidl a or1s1n11 utf•l oa,ptotiru orie• ,1,aeot posi

Uy s E Bo(B) el e21e,, un tlea,ot poaUiY 7 E B cu J f 1'+ [-a,,]. 
Ia particular (::,-•4,f/: • clei (,-a)+ •:,-• I'\ :,.Prin inducţie ,nsultl 

•x1a _hoţa unui şir \1ot oE;B d• tl11noh poaiUn Ilio B uUtl ca 

_ c,~1-"
0

~ , 1>+1- •· c-v o e li) 
hl . . 

S~l - f ~ ~ ,1} n€I .... orHclt~r tl tltatohle sale do, 
_ \.w 2 _ 
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ta oa(B).J.oeat; ,1r Hh (,: )-Caucby(oloi -lţiaea oa(B) ••h 

l -c) -•irsinHl 91 lleoi ,1ru1 ;.,. (-C) -■lrs1n1t:).Cu oood1ţ1a (11) 

1xiatl un aaJarant •a al t1rulu1.Bat1ad 

aa=Ya+i-40 ,i:: '11 •a•<~-~•>+ • (a E B) 
1=1 2 

avem ZD E-B,( VaEN) clei o ~-D ~<•a>+~ ;D+l EB.Daoi •>a,anaoi; 

l L l ( ) L( 1 ,,:. l 1 ) . <. 
4

111Z111 --zr -■ + - 4m- 1a+1-Yn+14- (Ţ ~i 1a+1".'Yn+i ~ " 

,,., 
L. l D'5"°' 1 ~ 
- <-•o+4 ~,i-Ya+l)+=<~- -•o,:... 

2" . i=l . • 2D 

de unde rezultl •• ..L za.Dar Ilia NlaţUle 

so+ ~•o~<-_>+ f • 2 . 

rnuHl s 0+ ~D z0 '/ W ,1 pria uraare firul { •aJ a€ 1 .au Hh 

( -r )-caaverrent elitre o,coatrar ooodi ţ1e1 (1). 

C.aervatia 9.Coodiţia (11) dia le11a precedent.I. Hh lada

plini tl d.acil. z ea t.1 ( -.:)-co■ plet. 

Teorema 12.Dacll X Hh un apaţiu reUculat local ooavu,ta,: 

polncia lui X satisface oood1ţia (A), dacll ,1 DU111ai daoll orice su--. o 
aulţi•• cvasi (a)-preooapaoU. a lui X este (o)-precoapacti. 

Deaoaatratie,SJ presupunea ci t.opolasia J,ui X satisface coc' 
i 

diţia (J.
0

),Cu teorema 11 ia c011pletatul ţ opoloric Y al lui X,t.opO-: 

logia aatiafaoe de asneaea condiţia (J.
0
),Pie J. o su-111U.lţi111 cvasi 

(o)-pr,oompacti a lui X fi B acop11rirea aolidi a lui J. ia spaţiul Y, 

llulţ1■1·a B este cvasi (o)-precoapaqti .la Y. 

Si arătăm acum ci orice . tir ortogonal d·e element. dia B 

este (-cJ-coaverr!ln·t cil.tre - O.Fie deci {za} nEN uri tir ortogooal de 

ele11eotjl dia B.l?Ute11 presupune a
0 
71 O oii.ci B este sol.l:dil.,Sil. ooaside

rla o vecioil.tate oarecare W a oririoii io Y şi fie w
0 

o veciail.tate 

solidil. a oririoii ia Y aşa ca w0+W0 C W.llulţi11ea B fiind cvasi (o)- ,: 

preooapaot.l,existi uo 1le11eot pozitiv a€! aşa oa B C.W
0
+ [-z,z] ,10:1 

particular •a-sat.• E •o ,(Va€ li) (clei dacii. O~yEB atuoci .r 
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nu~ o~ a f 1'0 .... oa:, -~ .... •• -a.e o ~ ::,-:,Aa•C:,-aţ~•cW0). 
" •• alU. IIU"e,,opolacia lv.1 Y aa111aflo1D4 ooaUţia (A0-} (111 

'tasa ,eore■ei 11) .i-uulU. ol C -c)-'l~ _a1 A a-O (ou hor•- lohne 

teci 1
0

E J qa.oa •~A•EW0 4-1 ·1">, 1 0 -.lln:u-ui 

••••.,"\ a+C••-•• A • >' E •o+•o C w 
ual 1'),,10 _~•~01 ('t/ · -1,t■ a1 .0.Cu l••• 7 ti C.aernţia 9,■v.lţi■ea B 

,1 deoi ti .& .. ,. (o)-pNOo■pacU 1D Y.R,.aulU ol .& Hh (o)-pr•"". 

a _o■paaU._1a X. 

• Reoiproo .-1 presupune■ ol orice ,au'll■ulţi■e nul (o~-pNoo■-

pactl • lui .I .... (o):..preoo■~t;l .:r1e {•.}DE• UD tir ort;oconal 

,1 (o)-alrc1D1' ,. el•■ .•.Dh pesiU'H 411 x.11 Hh . nideat; 0'9U1 

(o)-pr1oo■pacil ,1 ,pria . ipoteal,ruuUl ol Hh . (o)i,reoo■pac11. Sl 

ooa■14•rb o noiolta,, oarecare ··• a or1c1a11 ti fie 

O$ 1 E Bo( lz11 DE :a}) ut;fd oa :11:..:11-/\ 1 €. •~CV D E ·•)~lzi■ t;l 

~ € ll+ ,1 •1 E :a,c1;;1, ••• ,le) ,uUel oa -~E~:1•1 ,deol daol 

D >•i'cs.-1, ••• ,le) ,ah.aci :ID/\ ••0 ,1 11:!, o OIIHOiDţl :III E, w • .&ve■ ~•c 1 

~-ll- s 1;=<> ,1 ou ,,or•- lo,t;opoloeia lut ·I 1ati1fac1 oond1ţ1a 

. (.&o)• 

Caapla.;_gteli) 

l.S, poate de■o111tlra '.Ol ua apaţiu l1a1ar reUoulal arhiaedl-. . 
an ••h (o)-upara•il,daol ,1 numai·-claol oria• su'll■ulţi■• ortocoaaU 

t1 (o)-■lrciaitl a apaţ1ttlu1 ••t• _cel _■ulii IIUillra'llill. 

2. Ua 1paţlu liniar reUoulat- oa · sioe ol eah u :.lahral 

0011p1e, (rup. lateral 0011pletl) dacl ()911111'11 orio• tir ortOroaal 

(Nap.oria• ■ulţ1■e ortoeoaall) de ele11e11h pos1Un,uiotll ■arc1n•Eţ 

eu peri oarl) : .,., 

X) .&111at1m ol t;opoloc11le liaiare coaa14erah 1D aoHt arUool 

11 pre■upia topolocu uparate. • . 
lf ></ . I,(..,,_ 4f. a..U...., .Lcn-w:4}1. c.~ta-~.ea.t .C"'-41! ~ ,&.~ 
t~, a. _/oa-~~ ,:c:... [,io) 41'0...,~ 1neu:.c._d_ • 
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- ,Spaţ1il11a1ar rt2 iDHdrat ou ard11tea le:irlcocrafiol,H-

h UD i:remplii 4i ■ pa.ţiu ltatlir NtiOUlat; latl.irill ooitpl.d jO&N DU 

••'• arbill•41aa. 
Sp4ţiui 11iiiill' al '1ituror fulioţ11ltir' Hala liiÎJjuraiila (L) 

definite pe UD sielieiit ta,i]CR;iih uă iîpa'h,u itaiâr t'.;.rehcii

lat ti (J-lăierâl complet ia rapor l cu ordiîi.ia siltâotuâll,dă.r au 
este 'Tlk1 c°"piet rilHculăt;il:Î.cii iubai ciiiÎlpii,i. 

A,I.Vei.rilitr ,1 v • .&.0eiier[2~ fi dÎlili:I08'ra:i uni.tWU 

propoli ţii ,rÎde111oii• d-iii. â~oi • pi i. _&al.ii iiil il'lipU ie sâ.Be:lfoai.( 

[6] . 
Iiâcil i tâh uil ipaţHi HâUr. riUiluiit eld . .Mcl:i.âii,iit.Ual 

complet ,atuiid oriei 'llâDM a i~t i iiih ii oâipociebU.. 
3,uriÎ1eara1a resuiut.i a i•• iiU'jlJ..UI• t, »~a.:rr.aua 

G,3] peatrli spaţii 11Uiaal• ,1 cuarallaatil 4i C.Da Âl1prai1■ ji 

o.~1dlii• !;şJ. 
Dacii Z Ht• _11D ■paţlu l1D1ar Ntioulat u -lderal cc:Îlplet 

atunci ■datl cel auit o topolo111 Pai.oii pe Z oi aohHI t;opolo1:i.1 

Hh (W)-'Coâtilaul. 

fiici. Z iah W1 ■ paţiu liliiar i'OiotilAt,latiral ocapllt, 

îasestrit ou o topolo,1• looal ■ oliM,atUilc:Î. pentru oa ao,1111,1 

topolo1i• ii fi• aitrlsalllll 1ăt1 1tic1aar li_auficient oa Z al 

• tii (o)-iilparâ1i. • oii -

. 4.PU .I 1ili ■ paţtu Ntiould local. /(ou t!polo,la-,:-) 

,1 •l_11otlil o'li lo-f c.1,xţ) topolocia local .C!if\'H:rl difialU da 

• faailla { P.f} lE 1 -11 a umla«a-■lllll" 41 fom 
. 'C 

• . Pi_u>-ltlQ:irD ,<:ir.Ex> 

Si podi arlta ol peatru oa ,opoloela °L a -spaţiului I 

· •I fi• (ev)-coatlaul,,st• a•oesar ,1 auflcleat oa topolo11a 

l <rl (I;rţ) ai fie o topolo,1• lat011.- . 

5.Dacl Z Hh uli ■ paţiu liniar omplet; rÎIUo.ul&t; ,atu.aci 

lll"lci ,i„eat 1€ ~ •• Npreziat;l fa aod uaio au) forilâ s=,+a,uad• 
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, eaie UD ele111eat d.1fua 1 1ar a UD 1l111ea1i &1iOID1C (l_9J 1Cap.V 1 § 2 ) . 

Fie Z uD spaţiu lia1ar 00111pl1i reiioulat iazestra1i cu 

o topolo(ie loaal coDvexil. , looal plini!. ,1 (w)-coa'1auil..Un eleaeat ,
0
'; c_. 

din Z tete d1fuz,daoil. şi auma1 daoil. pentru oria• &1miaor11il. 11oaoton!i. :. 

şi (c./ -coatiouil. p P• Z şi peo1iru ori01 olllllllr ~ > O uiatil. 1lem1at s-~ 
• ~ m 

le oroto11oaale , 1 ,,2 , ... ,1
0 

&fa oa 'Z....; , 1-1
0 

iar au p(yi) ~ ~ 
i•l · i•l 

(a a• v1d1a [8J)~ 

& • .Uaoi ·z tat• ua spaţiu liaiar,o funcţionali p111- R+ 

se numeşte p2eudoaorlll,daol p(z1+z2) ~ p(a1)+p(a2) ,1 l1111t>t'.a: a)=<>. 
• ~➔ur· 

O peeudooorml p. definitl pe un spaţiu liniar reticulat Z se aioe cil. 

este~,dacl lz1I f: [ z2I ~ p(zl)~p(z2).0 topolocie local Bo

lită pe uo spaţiu liniar retioula, Z eate definitl de mulţimea pseudo 

normelor ("t:/-cootin9e ,1 aolide,adiol pentru oria, veoioltate W 

a oricin11 1 ex1atil. o paaudonorml fc1-oontinuil. ,1 eolidl p pe Z aaife l 

oa t•EZ\ p(z)< l~CYI. 

O paeudoaormil. p defioitil. fe un ep~ţiu liniar r1tioulat Z 

ae numeşte pseudonormil. Fatou,daoil. eete aolldl ,1 dacil.1 

o_f a„f z ~ p(z,,)ţ_ p(z). O topolocie Fatou, pe un spaţiu 
o f:1ct:. o 

lioiar reticulat Z este def1nitil. de mulţimea paeudonormelor 

Fatou, (,: )-ooat1nue. 

?.Se poate arăta cil. daoil. Z este un spaţiu liniar re ticulat 

topolo,;io (-c/ -comple t , o.tunci pen.tru ca topolo1ia lui ·z aă aat111 -

facil. condiţia (A 0 ),este necesar oi suficient oa topolocia lui Z 

ai!. fie (W)-oontinuil.. 

Cu teorema 11 (dia prezentul articol) rezultă oă da ,·t ::: 

este uo spaţiu lioiar reticulat topolocio iar I esh oompletat\i" 

topologic al lui X, atuoo1 pentru ·oa topolo11ia lui X să aatia facii 

condiţia (A0 ) es t e oeoesar şi su.tioieot oa t opolocia lui I să fi e 

(W)-cootiouil.. 

Cda, .58/8& hl,5(!.3 
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PROGRESE RECEN'.rE :m TEORIA OPERATORILOR 

I>EFINITr- PE LATICI BA!fACJr. 

de conatantinp. !ficalescu 

scopul _cont'erintei noastre este acela de a t'ac·e .o trecere 

1n reviat!l. ·a ~1torva rezultate mai reprezentative obţinute 

dup!I. 1977 1n teoria operatorilor ·det'initi pe latici aanach . 

. :;,"Ubiectele ce vor t'i dezb!ltute e1nt urm!l.toarele: 

1, Qperatori con absolut sumabili gi majorizan1i 

2, ()paratori compacţi det'ini1i pe lat.ici Banach 

}. Qperatori continui 1n eenaul ordinei. 

:rn seminarul prot'_eeorului R.cr.iateecu,deet'!l.gurat la Fa

_,.ltatea âe matematic!I. din Bucure;iti , eu t'oet deja tratate 

subiecte adiacente precum comportarea operatorilor p-abeo

l ut St'Jllabili ·aet'iniţi pe letici Banech, · -::, ·:·t eoreme de atruc

"url a oper ator ilor slab compacţi etc, motiv. pentru cere 

1u vor mai t'i menţionate ;ii aici. 

•Al:ltor ul dore;ite l'l!I mulţumeae'c!I. colegilor Al,Leonte şi G. 

r~··ci t u pflntru spri jinul acordat 1n redactaru . prezentei 
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l.. Operatori con abeolut su.mabili gi -joriuuiU 

Schlotter~eck (i,1 a remarcat cil laticile sanach de 

.tip IL gi D ee pot caracterisa prin comportarea (din 

pu.nctul -de vedere al ■waabilitlltii ) • a girurilor de e

lemente· pozitive disjuncte 1 

(.IL) o l■~ic·e san.ach. eete izomorl'!l cu un .&t-apaUu 

dac!l ginu.mai dacii orice gir (el.ab) au.mabil de el.emante 

pozitive ,disjuncte doull c1te dou!l,eate abeolut au.mabil. 

CEI) o latice sanacb eete izomarfll cu un .&J!-spaţiu 

dacii gi numai dacii orice gir normic convergent le o este 

o - mllrginit • 

Anal.ogul. operatorial al acestor razul tata 11 repre

zint!! studiw. (iniţi'at deeaemeni de Scbl.otterbeck ) ope

ratorilor con absolut aU111abili gi majorizanii , 

l"ie L o lat~ce _Banach, X un spaţiu Banacb gi T 
·con 

Un operator TE ,l(L,X} ae numegte absolut au.mabil 

dacii transform! orice gir sumabil de elemente pozitive 

1ntr-un gir absolut 11U111abil. 

Un operator T" .;ecx·,Ll ae numegte ma~orizant dacii 

transformi! orice gir normic convergent la o 1ntr-un gir 

o -:-mllrginit. 

T este .. OQfl. . abeoltit sumabil (majorizant) dac!I 9i 

numai dacii T' este majo_rizant ( . con absolut stimabil). 

Qperatorii con absolut sumabili admit factorizllri prin 

AL -apaţii lar cei majorizanii prfo AM-spaţii,. 

rn anul i 977 c~rtwright gi Lotz au caracterizat acesta 
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clas e de operatori. folosind girurile dis j uncte , Rezulta

tele lor s1nt 1n particular importante pentru evidenţierea 

de noi tehnici de diejunctare, 

1.1 LEtu,csrtw~t @i Lot:r. [ :q ). Fie L o latice Sanaeh, 

O $ d' k ~ L' Cit = 1,2, • • • ,n) f'unclionale d·i sjuncte,0$.X-ICEL-

(k =1•2, •••. ,n} gi e;,, O,Atwu:i exiatll elemeD.te disjuncte 

¾: E: [o, xk ] astfel cil 

- cl. •k( ~ - d11;) < E. 

pentru orice lt· z 1 , 2, •.• ,n. 
De*unstre i ie.considerb aici rwaai cazul - 2,ca:r.ul gene

ral r eslll.t1Dc! prin iild,uctie. ;:fie x "' x1 V x2 .l)eoarece 

•1• 1 V· d •2 fx) "' O ,rezultll c i! exist!! dou!I elemente ·poziti-

n u.i §i ¾ ~•.1 I aetf el cil x = 11.1 + U.2., 11i 

i!~ (IA.d + ~ Cu.Jo ) ~ ,t . 
~•_.• • w1 :a 11.:i, - IA., /\ Ll.z. gi w

2 
„ U.4 - i.1.4 /\ Lt.,_ • • .atwici 

•1 Â '&"2 •_O, _wl'w2 l;[O,z ) {l i 4~(X-W.):i::4~(~4+&.;AK.,_)~ 

-~ 2 d 1
1 (13.,d <_ €. .,&nalog d •2 ( z - w2 ) <~ , ,Fi• dlt .. 

"'x:IC /\Wk , Ic .. -1 , 2. Atund J.,Ad:. =o,-J.,c E co, X11l 

1?,i _ Mic ~el"= (x1t-'ll.':,. )+ ~ x-Wic ,astfel cil 

li '11: (xk - di< E pllntra lt „ l,2. ■ 

JJm!.A, (Cartwr ight ~i l,ot.:,: C Ir 1 ). Fie L o letice B!mach,-

·.m §il de eleme,it e d ie-

j Wlc ~~ aeti el c n· :[; d '11; (x11:l „oe, 

At unc i exis tă un şir {d11: l1t <: ~ de e l emente die juncte 
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aatt'el cil O ~ dk $ xk pentru orice k şi L cL~ (clic) c 00, 

Demonstraţie.Fie u: I; •c .cantora teoremei 
. .i"('I♦ •••• 

lui Kakutani de reprezentare a apaţiilor ae tip q puteai-

dentit'ica idealul ~ ( 1nzeatrat cu norma I 111, ) cu un 

apaţiu C(S} cu S compact.Fiece .xk lle interpreteu,ll ca o . 

.Cl&nCţie f'k E C('S) gi . fiece . d '1t . '.ae interpretead ca o all-

aurll fltc € cr(S}'+ .l(!surile Vie : fie fLk .atnt mutual 

dia junc te gi . Z:. I \>ll R• oo • Fie ţ A • (. un o dea compunere . J r.1 
• lui r,r 1n pllrţi ti~te gi disjuncte astfel cil I~",~ 1 
pentru orice j . , unde >.~ • E V,t • • rnmulţind .cu cons-

K~AJ. 
tant·e pozitive convenabile,putem chiar pr~supune cil Q'Ai,U•d . 

fiind echivalent cu baza naturalii ·a lui ~ , 
im cunoscut ·criteriu de slab compacita.te a lui orothendieclt 

ne aeigurll existenta .unui .t .. > O , a unui aubgir { ~"i }j ti 

a unui gir de .elemente di~juncte, gJE CfS), astfel cil 

gi 

pentru orice j ,Fie 

Lema l,l ne aeigurll 

)"'ă- (Ji) ~Î. 

B- · = A ; rntruc1t ~ V1cCfi)=)"'.c1j)>6 
.J nj . • it&8i .- -~ .-

existenţa pentru fiece j a unai famiiii 

punem 

d.eci. 

I\: • O pent.ru k </. U B j. . 
~ f ,c { ftc tk) :oo gi pu-
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l.'.3 LBJU.(ca-rtwright şi Lot:r. Cit] ).Fie I lll1 ideal 1nchia 

fo leticea Banach L 9i :f'ie <f : L --+ VI aurjectie cano

oic!I • Fie { xk}Jc un şir de elemente din L+ _iL. f •1c}1c 

, ,i §i r de elemente diejnncte din VI _aet:f'el cll O~ "k ~f(X11) 

-~~ntru orice k .Atunci exist!I 11n !jir de elemente diejuncte 

~- d k:h: 1n L 1nc1t 

;.~ntru orice lt 

!)emoiµitraţie. :rnmultiw! cu conetante poz.it-ive convenabil:e 

.t em presupune c!I: Z: I ~k I<. .O .pentru :f'iece Ic alegem un 

- il. E [ o, ~k 1· 1nctt . 'f<:a:k} .. ylt • §Î pun.em- . dit = ~ -

¾ - / \ ( I:, :j) . ,ivea 
cf,:111« . 

Q ,.,k Aa .. ,(t.1e- lic A~j.) /\ (~j.-ik A~ţ): 0 

~1. deci elementele d j. s1nt dfs_juncte.Eete clar cll. d1c:fe,x1tl 

_ ·;)oi, • . • - -

<f{d.ic ): Cf(lk}- ceciir) A <f <J/·ţ) = ,,._ • 
l. 4LEJU (certwright gi Lotz [',l.).Fie L o latice Banach §i 

',i!;}lc un gir. normic ll!!!rginit din . _L 

~ici m!!car 1n L"• 

At unci u ist!! un !lir de el emente disjuncte dit 1n- L+ c-u 

O t_ dk, ' :.tk..C.._\.!. -. -~ &- -~~- t 'l't t!. 
De1110netreţie .cons ider!!111.mei 1.~t1 i cazul c1nd L este un 

epeti u L1( r, T, tt, ) cu ~(X}< 00 • F i t x* ct)"' 

, i_P ·xk tt ) , _t E x .Func~ia ·x* nu este int egrabilii. 
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Fie .X0 "' { t E X ; x*Ct.) <: 00 } • 

cohsiderh cazul c1nd ll (X, X ) ,. O, gi punea 8k • 
:lf./ r o . _1e-ţ 

... {UX0 -pcl(H)>X 1.i)-1} ' li A1r.'"' Bk , UBJ pelltru 
• ir4 

fiece Ir. ,)llllţimile A1r, dnt mutual disjuncte gi pe ~ a .A 

• * =U .&1c avea eup xk(t)X,A (t)>:lt (i)-1,:rntruc1t 
~ "• funcţia eup xk tt>XA li) nu eeta integrabili ,pute■ lua 

• Ic " 
dt „ xkt,. E: ·x,. 

)t 
In cazul c1nd f't (X'- Xol > O TOm observa ci deoarece 

girul t xl)k este normic mll.rginit -,mul1imea X'- x
0 

nu 

poete con!ine nici-un atom. Atunci exietl o funcţie mlaurabi-

11 gi pozitivi h _pe X att:!el el h(t) • ·o pe x
0 

gi 

Revenim la cazul general al unei latici L,Deoarece tirul 

{xJk nu eate o -alrginit 111 L• , ._exiatl ·un x• EL'+ aat:!el 

cA 
• aup x•cy· li:,.) "IIO ..... ... 

Fie uk ima~inea canonici a lui xk 1n AL-apa1iul (E• ,x' ), 

Alegem un 11ir ţ vktk 1n (E• !x•') • de elemente . disjuncte 

care 1111 nu !ie majorat gi . o f;. v]c .~ •ir pentru orice k, Deoare

ce x• este :funcţionali . o-?ontinu!l pe C, atunci E"ir eete 

un ideal 1n or• ,x• ) • .Am notat I ,;. \x• ~ I!'; I :rl . (X' l „ o}. 
Conform Lemei l ,, exi sU un gir Y-1r. 1n E" 1nc1t. O~ 1:•1c ţ. ~ -

gi imaginea canonici e lui Y-1r. 1n fK" ,:i: • ) eate vk • .&vem 

gi conform Lemei 1.2 ex i stl un 11ir de elemente mutual disjancte 
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·~em deaaemeni 

~ z'k(xk) "' CIQ gi !) noul! aplicare a Lemei 1.2 ne 

dii an gir \ dk~k de elemente disjuncte din L+ ca · 

O , dk ~ zk pentru fiece k li~ ~ )(~ _(cfK ): .. ,Deoarece 

rezultli 

• gi aeci i d~}k nu este 0-11111.rginit 1n t•. ■ 

1.5 TEOREIU(Cartwright gi tot:r.[ltJ ).P'ie r. o 1-atice Banâch 

gir ·= spatiu Banach. 

(a) UD. operator 'f' E.tfL,X) este con absolut sumabi1 dacii 

oi numai dacii L li T(zk) \\ < QO pentru oric'e gir sumabil 

de elemente diejuncte zk din L+. 

(b) Uil operator '!',.tcx,L} este majorizant dacii gi nu- . 

mai da_cli_ pentra · orice gir \ z,:Jk convergent la O 1n x· gi 

orice gir fx1ch: de elemente di~juncte din L T cu O~~ ~ 

!, ( '!'Sk \ (k Ea 1N J, girul ~ xJ k este slab sumabil • 

Demona~retie.pertea _de necesitate este clarll.SU:ficiente 

la punctul (b) rezult!I din Leme 1.4. 

Fie T, ;f, (L,X) un operator · care trensformli orice §ir 

sumebil ·de elemerite disjuncte din L+ 1ntr-un gir absolut 

SUlll8bil.vrem e!I ~r!!t!un c!I 'r este con absoiut -sumabil sau , 

echivalent, cll T' este majorizant.rntr-adevlir, preeupun1nd 

contrariul ar rezulta din afirmatia (bJ existen ta unui şir 

de 
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elemente diejuncta din L' + care nu a.sta alab aumabil dar 

O ~ x 't: ~l T"'•'t:l (Ic:, l'l >••legea z . E L. tnc1t 

!. J:']c:(X) = 00 

I 
Din Lema . l.2 rezultl \Ul 11ir de eleaente. diajW1cta xltE [o,xl 

1nc1t ~ - x._ (Xk )i: ~ .Rezultl -~ \T •~~\>•-,c: co. 

Dar 
IT'~~\:ic .. = """t \ T'~~ CJ,c); , . ,c-xu·x.H 

§i deci pentru fiece 1c: · exiatl . elemente Y1c: E C-ll:ec , X1e l 
1nc1t L _•'t:C TY1c: l • 00 , ~ceasta contraaice ipoteaa 

c§ci girurile \ n ~~ I 1:} 11i l G t· .. u ~; } a1nt a1.1111ebile 

gi diejuncte ta ~+ gi 

! l•'1/TY1c:> I ~ Z: n i'w K, ITl w l ~ 
"'?:. ui.~t-U Tt:n+ z. 1t~U-RTr;ll ■ 

Din Teorema l,5 rezultA noi cara cterizlri ale laticilor 

de t"ip A.- : 

O latice Bsnech L ·•• t• izomorfi cu c lat i ce de t i p A• 

dac§ şi numai deci . orice ş ir de elemente dia j W1cta ai pozi

t i ve 1normic convergent le O tn ' L este o- mlr8init 1n t•, 

o letica Banec h L eete izomort!l cu o l at ice de tip • • 

di81 ş i numai deci orice şir normali zat de elemente di a-

junct e din L este echivalent cu baza nat ur ali a lui c
0 

Tehni cil e de diajunctar e permit 1ne§ dcmonetrerea gi 

a al tor re~ul t at e ca de exemplu urmlt oa rea prec izare l a o 

t t or eml a l~i Beaeage 11i P• l czynaki 
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_,,_ 

1.6 nORBMA• 1'ie La latice Banach astfel ci!: t• conţine 

o eublatice izomorf'!!. cu c
0

• ktunci L conţine o eubletice 

izomorf'!! cu 

Demonstraţie. conform ipotezei exiet!I un ;îr id•Jk de 

eieaiente disjuncte din L'+ ...:,constante m, I( ~ O aetf'el • , 
ci!: pentru orice familie de scalari >-., ... , i'.._ • 

avem 

.m max \ ).IC ( (: U L ~ic d.~ U, M ~ \>.ac(. 

EXieU d,• =- sup J.,k E L' • !Ji ft d' ff , ii.Fie i>E>O• 
k 

Pentru fiece indice k alegem cite un el:ement xk E L+ 

1ac1t Q x.kl( ·' 1 {li d'.k(xk) ~ (1-E,) n d' 0 ,.(4-E.)'IM • 
k 

Conf'orm demone_traţiei le Lema ·1.2 ,pentru r ~ O exiet!I 

un eubgir ţd•nkt a lui \d•.kt.k ~un subşir de eleaente 

diaj~cte i d.k.h: C. L 1nc1t O ~ dk ~ xn gi 
k 

d'n/<Iit>:, 6 J..'"k (.ţ"tc)~l(+-E.)m pentru orice k .Atunci 

pentru orice familie finiU >.,, ~&., •u J A" f R avem 

~ \As l ~ ll ~ )." ds u = ll z. \)" l dii: I~ 
). ir x.' ( ~ l)ic l dk) ;:, 

~ .l. î l>.1rl ~'cJ.ic) ~ M . . 

~ lffl·n ,_ i) r. 1 ~ 1 
• "' . lt 

ceea ce .implici!: faptul c!! 

baza naturalii a lui /,ţ 
este echivalent cu. · 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



J. OPERATORI COIIPACTI DEFINIT! P!: LA'l'ICI BANACH ' , 

Principalele rezultate obţinute 1n a_ceaetll problematicll 

se datoreec lui Dodde gi Framlin t' 1 • gi Aliprantia gi 

BUrkinehaw Cil . Ei propun realizarea operatorilor com

pacţi dintr-an produe da trei operatori cu diferita grada 

de compacitete . 

Fie J!: .. ··latise _Banach • I' . , latica •. Banach gi T E 

f. a; ,J') • 

Spunea cil T eete aproape o-mllrginit dacll pentru orice 

i~ o · exietl . un element u ~ r+ a~tfel cil 

TX ~ : E B(7.) + C-u, ul pentru or ice x~ :g. 

Am il.otat cu B(F)) bula . unitate a·. lu.i r. • 

le 

Spunem cil T este {~{111}
~ T • i . I-. i.Lotnt 

E'x--,i -::F-_'.I," ... ,- • 

F"'° compact dacl toate compuneri

rtrecompac t e J Ieri eemnificl 

topologi a datll de eeminormela yl(f•I> cu y• ~ :r•. 

Spunem cil T este . aproape abeolut continuu daci 

pentru orice i > o exiatll un ::i: • (: g• + aatfel 1ne1t 

U~ l ~El\zl\+ z•clxl> pent r u orice XEB· 

Ori ce operator compact eete simultan da una din formale 

specificate mai eus gi dacll compunem un operator appoape 

absolut cGntinuu cu un operator ( o- , \G"l )-compact şi apoi 

cu un operator aproape o-mllrginit obţinem un oper ator 

compact . 
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2·i TEOREW. (Aliprentia şi B11rtin11baw[1] ).:P'ie r ~ 
ii?, (E,E) un operator compact şi pozitiv.şi :f.'ie s,.t'(E

1
E) 

un operator pozitiv aet:fel ci! O ~ S , r. 
ntunci s3 este un operator compact~ 

Demonstraţie se reduce 1n eaen~!! la motivarea :faptului 

c§ :fiecare din cele 3 clase de operatori .semnalate mei aua 

s1nt ideale 1n sensul . ordinei ,adie!! veri:f.'ic!! condiţia 

implic!! s E t' . 
un exemplu cere ne aret!! ci! puterea a nu poate 1'.i redue!! 

se obţine astfel .Notl!Ja cu frntn sistemul :f.'unctiilor 

Redemacher şi considerb operatorii s1 : / 4 --+ Ls, (o,(] 

S2 :L.1, to,n-l . 'r1 : e4 ~L.2.,to,1J f Tl, ~ L.t. co,-tJ-.>loo 
defini ~i prin 

Jtunci 

Si({Q."}.,) = ~ o."r..,+ 
¾Cf') =c~· 1'.td", s'i.-J,+â.-, ... ) 

o o. 

'1'1(10. .. 1~1 = (E°"') • Ir_o,n 
'1'2ff') =-() ţJ.,t I ţ ţd.'I(> • • • ) 

o • . 
consider!!m :g = l, $ Li. (C,\) ~ eoo §i 

S= 

o ~ s~ 'I' ' T este compact şi 

U~ o n s2 = o 
o 

au este compact. 
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.aic 

3. OPERATORI CONTINUI IN SENSUL ORDINU 

rie • L .. o latice Banach ;i :r un apa ţiu Banach • 

Spunem c!S un operator T' ~ ;t, CL.Xl eat.e de_ !!2...L daci 

O .:. ~ ,1, 1n B • illljilicll { nn} n eete normic connrgent 

·spime.111 cil ~ eete. de tip B dacii '' 

o ( xnL nxnl\ s 
conve-rgent 1n :r~ 
Daci L eate o latice 

X 1n L 

Banach 

implici {T:l:Jn eate nor-

11"- complet!!. atunci I. eete .. 
de tip .& · ~ L eate • o latice • cu. topologie <r -continui!.· 

• şi ~ eate de tip .a • ~ L ••te o la.tic• Banach· alab aec

"renţial completll.Rezultatele obţinute de Lo:r.anovalci (,) 

•eyer-Niebe~g (fo·l, [\\ l ;i ~ts[ 11 privind ac-■ te ·doull 

c~aee de latici au reprezentat principalele rezultata obţi

llllte 1a teoria laticilor Banach 1n jurul anilor 70-Bst• in

tereeant de remarcat ci! analogul operatorial al ·acaetor re

zultate este 1ncll adev!lrat gi conte;a:tul lor da ·valabilita.ta 

poate fi extina. 

Voia note cil Dodda (Ş] a foat primul care • dat atenţia 

operatorilor de tip j {nwai.ndu-i o- .•lab compac_ţi ,deoar••

ce se aratll imediat cil aceşti operatori a1nt precis opera

torii care traneformli intervalele 1n mulţimi relativ alab 

compacte) . Rezultatele noastre , expuse 1.n· [12.) §i [ 131 & 
contiu _pe acelea ale l ui I)edda . 
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rncerc1nd s§ peezenth un rezumat al acestor rezultate 

vom tncepe cu o extensie a noţiunii de <r - completitudine 

a unei latici Banach 

o latice 88nach L •• numeşte aproape (j'_ completă 

dac§ pentru orice şir o-m~rginit de elemente pozitive 

mutual disjuncte ~ E: L exist~ un opertor r E X(f.., J L) 
astfel c!! Ten= dn pentru otice n ~N . A• notat . cu 

bau natural!! e lui c
0 

ca 1n defini~ia da mai sus es te . ala~ 

sumabil gi deci eeociat unui operator _·TE ;i, {c
0 

,L ':)• 
Definiţia apune c§ dac!! L este apr oape O'"-c omplat atunci 

T se extinde la {,., • 

gste clar c!I orice latice Ba~nsch <i-completă este gi 

aproape (j - complet§: 

}. l LEICA . Yie L o latice Baruich aproape CT'-completă gi 

I an ideal 1nchis al e§u . Atunci L/I este deaeemeni aproe

pe (I'"_ complet!!. 

I.n particular laticea Ban.ech C(f jN , ·(N } = f..o /.t:
0 

este aproape O- - completă de~i nu este u -·complet§. 

}.2 LElfA .Adlll.item axioma continuului.Atunci orice i~

tice Banach care are proprietatea interpolatorie este aproa-

pe IT' - completă. 

Amintim .c!I o letice Banach L are pr_opr ie ta teo interpo-

letorie dac!!·pentru oric e şiruri lxn}n şi {Yn}n din L 

ca :rm ~ Yn pentru orice m,n tlN exist ~ un X E L 

1nc!t xn ~ X ~ Yn pentru orice n E N 
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. J.-3LE!ţA-~ Oric·e eubLatice c·omp '.reille11taU a unei latici 

aproape O"' -compJ.,etli est·e aproape cr -complet!. 

se ş-t i,e c!l proprietatea intenpo·ljltoria n 1,1 se tranami

ta 1n mod necesar subl,aţicilor complementate • Vezi r,,3 , 
Rez.ult li cli proprietatea interp_o_latorie eşti! distinct! de 

proprietaţea de aproape G" - completi tudine . 

3.4 TEOREMA,Fie L o latice aanach aproape «'-complet!!, 

;ic: un epaj;iu 13anach şi T ~ ă( (L,X) •Atunci urm!ito·arele 

a~irmaj;ii e1nt echivalente 

i} 'I' e_a-t-e d'i t ip A _; 

ii) T" tranâfol'!ll!i 'iâealul I-g ,~enarat de E tn E", 1ntr-o 

p-arte • l:11i~ l' :; 
iilfT : •~e pro.pri,_i,ţatea :).ui Pel~•'yt\e~i (.u),ad-ic!i pen

tru orie&: g-i:r al~b --ca:uchy fx~\~ a lt ex-iad un gir elab 

BWlll!bil ml ·&et:tel el 

- t. :IC',c W,_ -► 0 ; 
1ta_1 

iv) 1•111 . e:a:~a-til _nio.i-un aubapa1;iu z a lui L, izomorf' cu 

C [q,1l · ~etfel . cll : 'T' r z al tiaun izolliorfîam 

v) _ Nu u:i~a't:'!1 r:i-ici-un· âub.sp111;iu z a lui L ,izomorf cu I., 
astfel ol T ţ : z este un izemorfiam • 

}., TEOREMA~ Fia - L o la0t-ice Banach , X an. spaţiu Ba

nech -gi '1' E .Jt"ţL,Jr) .urm!ltoar..-le affrma-j;ii atnt echiva

len'ta 1 

i ,) T · eaie dii tip · -B 

iî) -Dao!l {~!n _ aat,e un v-!r aleb aumabil de elemente 

poz;itiva • a lui X.: atu,nc;i \\ ~U ~ O ; 

Gl.ri~~huit.-1/ 
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iii) lfU exiatA nici o ■ublatice Za lui :i.,iz0111ortll 

aattel cA T J z ~•te un izomor1'iam. 

Citit·orul intereaat ve g!hii detaliile de damon~r• ~l • 

ll!enţion!!ll 1n !.ncheiere !aptul c.!I autorul nu cu:ioagte 

d■cll operatorii de tip B s.1n.t precis operat.orii car.e 

tranaformli 11iro:rile sla~ Caucby 1n gir.uri sl.ab .convergel1te. 
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COIIURI IJTICI!LI IN TiCIRli 

.A'PROX"IIUR II 

G.PlltiDean 

Prill COD laUcial „ Î DJ•l•c• 'CID COD COD'H:J •• tttDctU 

N&b ,1 11Arciai1.e pe o 1111lţ1JH X, car• coaţioe fuocţi1h cooet&Dh 

ta. -■•• î■ollb la operaţiile laticiale .Pe-Dtru un ue■1Dea a,oD •• ~ 

•• ■ taai.11 • hored ·•• Up Xakuiani-S,11-••• oare per■ih -apo1 ,o■ci■ ,rii.

lt-•• 11Dd ••orii a coapaoUUclri1 «r4ona11e f. •ou1 ■ paţiu i ·optilOC19 

o"cJo-ri.at. 

I■ uorer■a •• Satl •• prea111fl. b •• tlD~ ţ,ar t.'1 

o■■cl• ac,_.u 11e_.1,,,fol•■1Da-e• i• r•:P ·ll •••■p■ traţ.1-t 4H.reoh, 

•ar• ai.feti •• oll• iDUlDU• 1a ll11e:ra1iar• •• ■.peo·1■:1u•111. 

I l. Te■r•■a •• oaract1r1.-1 

Io _oll• H 11rHul,peo1iru er_.101 •.lţ:l:■ 1 X "'·• ,..u 
•• B(X) ■ p&ţiul t.11cţ11ler r,&11 11 11Arci111'1 pe X• P.I aci••·i apaţ1J 

•• D ■Daii•rl i■poloc1a a ■■v•rc•oţe1 uaifor■• iail _. D-ora■ 

f -- hfll • ••P l lf(s)I 1 • E :r 1 . 
Dd1111t1a l.UD 0011 r C: B('X) ■• D„e,te 0011 laUei• 

&l (i1 fuoţ11) pe X 4acl 

1) Coaţ1D• f11Doţ111• oeo•11an11•, 

2) r H1il la1i101 ( fVr E, r 
tn orie• f,c f: r ). 

Deflo1j1a 2.Dacl r C B(:X) este UD con laticial P• :X, 

ai•oo1 "'•• 11eia 011 f ■11lţi■1a htur_■r fuDcţiilor f E: B(X) car• u 

preprieta11•• el!. p1airu ■ricl a ,r E: IR 111 a 111uaţ1a a :,,,, r ,uia t;l '•r € r 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



2) '•r(ll)=· 1 ud. t(z)~ 1 

,) Car(:ir)a O bo~ f(ll).C: r 

Ol!Hr.ajlf l. Dacă peat;ru erio• f ~ B(X) ,1 erto• • € lt , 

■etb ou lt~, ~ = { li€ X1 f(:x ) ~ ,3 ,a,uaot r € r uoll ,1 

a-1 uoll peotn arie• ■ •~ ~ IR ,■ > r,n:1111~ c,r € r utt,l 

hc!t ' 
1) l) 

l t ;, r j 

OltHtnUa 2. Dacl r fftt COD l&Ucial pe X, atunci r e r 
I■ tr-a,■ri.r,taol f € r t1 ■ > r,•tuao1 fit 

{l) C.r'" 1JA[c r-r)vo] 
■-r 

DtMNot r Hh OOD laUcial,rtsulti. 1JHj1at; cf Iar E r 
Pe ._, alt! parh u nr1f1ol qor ol tuacţta ••fiaitl 4.■ (1) are 

preprt■taha 11 ~ I -; 1I 
{t-,1! ar _ [-f~rl 

L■aa l.Dacll r Hh oea laUo1al pe I, aiuoci rf 
l■il coc laUo.lal 1;qclaia PI X. 

D■aoasiraţie. 

P■ntrn 1ao■ puti ,,. arltla oii 
rJ 

t 1+t2 Er .In~r-at,~, fl■ 1 :,- r tl 

atunci 

Pentru erice • E. I ,11:11.111'1 a=■(ll) E Z utfel tocit 

(2) 11-(-l) E > t 1 (z) ~ ■- E 

Daol!. preau.puHa 1a plu el :i . E lt1+r2 ~ 11 J ,atunci 

t 2 (:r) ~ ■-:r1 (s) tl ,,c1 ana 

<,) t 2 (s) °? c-1) E 

11 A funcţia 

• • oaraoterillttol. 
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l>1D (2) ,1 (') resultră 

(4) f f1+~~ • l C LJ (î fl ~ -•E }f)lf2 _, <-l)E i] : E 
• € z 

Deeareo• :t1 ,1 :t2 ai ct a!r:;ici iie pe X , cuaai uc cuaăr UaU .•• 

aulţ1■1 ,10 r1uc i ~c •a ~1D u eapta Tor fi D6ViQe , Fi• z,c Z, 

iacu: 

(6) 

Ia onUauare •"•• 

11 ~ 
lt1 > •-<-1t+1)E3n ft2 ~ c-2)E J 

~ 1/ 
i f 1+t2 ~ a-,E ! 

Atadar , razul tă 

(8) 

Deoarece Z
0 

ea;tl ficită ti r este latics,rezulţă oă 

,1 aeci că f 1+f2 E r 

~ Fie f E r , c:< > O fi S > r,Atuaci exiwtă_ :; €. p astfel 

iacii 
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t •• 11••• re:ml H 

Aa e-ri.tiai ieci că r este COD coovex.Fap,ul că Î7 CODţ1De 

hDoţ_11le 00Dlh,a1ie esh ffidea11.iate (e aeeaeDea i■e(iat cil. j, 
11te laUce.Rllli.De lă arii.tu cil. f 11te iacnia ia topolocia coanr

' se-aţei lill-1f ora, pe I. 

Peatl'll aoeuta, fi• 

PeDt:r.s Ec 13r ,u1atll. DEit li qa oa 

(lo) ,1 aeci 

(11) f- l -. f
8 
ş f+ c 

E 

Deoarece f 0 E r 
E 

ii € P utfd iacii 

(12) 11 ~ li ~ f 
tf

0 
~ 1-f~ lf0 ~ 1-2€~ 

f E 

ID coa111auar,,(1a (11) ,1 (12) resuliă 

1 ~ 11 - 11 D •f .: 11 ff~•~ tf1 ~ •-O~ ~ tf0 ~s-2d • Ih 11-3Ef' {f >, r f ~ E ~ 
.qa(ar,f € r ,1 cu ac,uia •••oaatraţia leae1 este hra1Dată. 

Teore•a l ((e caracter1sare}, 

Daci!. r ea111 UD COD lat1o1al pe 1 1 atUDC1 r = f' 
De11001 tratie. • 

Fap11ul că. r C r ,rezuUă 11.1D O.servaţ1a l 91 L,aa l. 

Rlaîae 11ă verifică■ 1ocluzi·uoea 1Dversă. PeDtru aceaata,fie 

f E p . Deoareo, r C B(X) ,este COD ooove:r ,1 cooţ1oa fuDcţiile 
OODa11aate,pu11ea . preaupuae cil. f ~ o. 

Fie E > O arllUrar ,1 fit o
0 
~ N astfel ÎDcît 

(13) 
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_,t;- . 

C- f C (',r■ sul:H ol pea1rril ·orioe D ~ B ■liaţl-Sa € r 
011 propr1■,at■a 

11at■ rnulU 

(15) f+ E 

acu.a D +l 
o 

~ I= V D E. 'a E: r 
D=l 

p■atn orio ■ a € • ·• •• 

F■ d.■ al~! part■ ,pea11ru. ~io■ s E J:, ni~,l ■,..(:r)·€ • 

uU■ l iacit 

(17) s(z) ;p • E 11/r) 

Ia 01H1tiauar■ ,ua (16) rnulU ol a E { f ~ ■ f t 

(lB) la(X)=l. ~o- tia (~6) 1 (17) fi (18) VM avea 

(19) r(:r) ~ •E ~ f(:s)-E .Dia (15.) ,1 (19) roaalU ci. 

lt-11..::E t1 aec1 c! f E fÎ 

§ 2.T■ ore■a Kalcutaa1-Stone p■at;ru conuri ldiciale 

Io acea, parasrat cu J: a■ not ■azl un s~aţiu Hau.atorff 

0011pacţ oi cu C(X) aulţiaea funcţiilor oontiaue pe X ou valori roale, 

Daci re C(X) ee ţe uo coo lat1o1al,v011 1atro4uoe urml

toarea relaţie•• preord.iae pe X: 

(l) :r'-::, aacl fi ou11ai dacă ,;(:x)~ ,;(::,),(.Y:)~€p 
r 

lah clar c! taci!. presupuae■ 1o plus oă f' separă puoc.h -

le lui X, rezultă că relaţia de fio i tă d.e (1) este chiar o relaţie d t 

orcli o ■• 
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-~l -

't•1r•p 3 CJ,e$:ap1-ş$oe.ş~. 

~l :( ·•" •a Ipaţi-- ~l:erU CQiipact ,,1 r C C(lr) 

p•h U!' CGD J.a.t~c1al , a,uo_ai foclaH,1rea li~ 'f' CQil.DcH• cu IIUlţi

••• '1l"tllror fuaoţ11lor f E C (X) o~e • aiat 0r1110i!, h~e faţl •• re-

- ~•ţ1a •• prurUDI f t-lfiD1 tl . J~ (t). 

De•o~~~r•u,. 

!'11 lf ■ulţi■ea' tuturor fuocţ11lor f t C(X) care au pro-

prJ·•••~•• ol f-(111) .=,;, f(:,) a11.0J s :s. ,. ·- . - r 
D1Jar1ce iaolusiua1a j'I C 'f e11te e'riaeqU ,rl.aiDe al 

••rifiol■ i~al•1t1u11•• 1anr.sl .• Di o Teor••• l ru-qlt( c.i. eah 11:Ufi-oi-

111 ai!, ~t~• oi r c r ~Pi■ , -._a1 f ~ !J' ,1 1 ,r € IR , la li tuaţia 
1 > r.fr•t!lP.,Dll[I pri~ ~!!1Li'4. ol f _, r .-nU!ICi. l!-~'--11111 zoe; lf ~ B~ . 

,1 ' ·• E. î:ţ < r Jr ~tţel iao!t •o ţ 10 .Ia11Md•.•lr, ••i:ii'i ou ar 

U at!l-,PeD~ru •rioe ~, tf '?> • ½ fi IP,"ic t -, f. tî"Zr1,.ar e~ista 

s_, E r _ u11hl lpoit l:1:,(4 )..,,.. -&z~ (J).P'ari. a reatri oce l!!De;ra-

litah,_ ( r fiJi:a~ cea laUcial.) ,pa11, 11 prenpuae el O ~ Cir,~ l, 

1z,C::1)=l ti &z,(:,)=0• 

Puia li e i f ~ 11}.Dia oe.le • • ■ai aus r-ezuHă că peotru 

eri oe 1 E: ~ 112:Utt_ă 1-, € r 1 0ll pz,·opriltăţilt O ~ C:, S 1 1 

1
1

(:11):l t 1 c, (:, ) -o. 

rte :u,= t 1
1 

< ¾ 1 ••"'ta·eat. ,u
1 

ea ,e 4.esc llisă t1 

, € u
1

• Deoarece l_f <. r\ esu oo■pacU.,re·zulti. c ă n1sti'i uo ouaăr 
n.. 

fioU J'p••• ,-,
0 

E {t < r! astfel 1aoit if <. riC LJ u
1 

1=1 1 
.... 

Dacii. aoti!.■ ou 'ir= V ,, ,at.uaci 'x t p tl.z(:s)=l ,1 
1=1 1 

Iz(::,) < l peotru or1o• -, Ei f .:: rl' . . 
-4+ 

Fie' acum Vs= l I:,">, : ! .-:s.ueot., 1 V:11 l :1 E 1 f~ 11 ~ este 

o aoeperirt 4.eacl11să a ■ulţi■ii co■paote t f>; 11 \ ipi iaci uistl!. 

sl, • •. ,ll•t lf ~ 11 ~ uthl !oc!t 
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-.rz.-

Daal aoib aou ou I'" /\ Iz ,a'1lac1 I Eăr _,O~ I~ l, 
1=1 1 

ol P9 lllllJuea tt::, •~ ,11< .! pe aulţillealf< r}. 
4 4 

(2) 

Ia ooatiouare avqi 

11 =!f 1 li ~ 2 [<1- .!) V Oj :::o 1J 1 :!:: 1J 
lf ~ • I l 1 ~ ~q 4 l c -:, - ~ lh l' r 

4 4 

Deoarece r eaie OOD la1i1o1al,rHultl oi. 2 -((1- .!) V o]€ r 1 

• 
Cua ,1 • ,1 r au toat luaţi arll111rar1 011 ooaUţia • :> r, 

1aaeuo! ci Uo (2) resulU o! f E r ,ooatrar ipotiezei 4• uaur4. 
~ .ltaoiar,taol preaupuae■ -la alleuri ol f (t r . ,&1;111101 

e:11■ ,1 :r
0 

E i f=-: •~ ,, -,0 e !f~ ,uttel 1no1' 2 .. • 

o, f € 1,ruua! f(:r
0

} ~ f(-,
0
}, 

Daci ao,u ou I• l f,;. • ~ ,1 ou P• ~ f< r ~ 1a ooaUouare 

vo■ •••as 

1 ~ 1of f(i) -6 f(:r 0) ~ - f(y0) ~ aup f(F) .. up f(P) sr 

.A■ a4'JDI uu,-1 -ia- e oooira41cţ1e ,d.eoarece e--. presupus 

~urvajia 3 „Dac! 10 eauaţu.l Teore■ei 2 preaupuae■ 1a 

plue c! r eeh eullepaţiu lioiar,reollţiaea o_ ll-iaeouooeoută 1•'D•rali- ~ 

sar, a teoremei Stoae-Weieretrase pentru latic1 ~ 

Ia11r-adevăr,4ac! r eate laUoe v.eotorial!,atuo·ci :r s '1 
r 

4ao! ,1 ouaai tao! c(z)=c_(;y) pentru orice ce- r .Pe ,, al1iă parte, 

a a puoe o! f ea te o rea oii toare faţ! 4• îi' revine la a a puae oă 

f(:it)•f(y) ori 4e cîte ori 1(:r)=c(;y) pentru oMce CE r. 
Dac! pen~ru orice z E X,noth ou 

.l(:it)= l;y € X; c<,>=c(x), (.,) 1 E r \ ,atunci d.in Teor111a 2 

,1 preciz!rile ole ■ai eue resu l tă1 

Î' = tf€C(X)1 flJ.(.:r),. ooostant, pentru orice :z € x:J 
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-n ... 
h14eo1; 1.h.cl ae Jll'HUPll,.!1•. b plus al r N .l)U'l paaa,ele 

lui X Ya r•sulta aJ 

p"' C(X) 

§ ,.copur1 lati-oial, 09!J>!,ti'llll• pi 1paH1 mu••· 
tppolo5ic• 

Fie X D aulţiae oarecare ,1 r C B·(X) UD ODD laUcial. 

Voa oota oa ~ro•• aa1 sla'llă topolo,1e pe X peotru oare fuooţ111• 

~1D r riaiD coot;oue. 

l>;;o.poz1tia l.O •asă peiltru topolocia Tr este :fo:N&U. 

Un aulţiail.• •• forlla l:f> O,>,.~ · ciot t ,1, Ptl'0.111'( wlţ1Ha r. 
l)qoga tr.ati e. 

F-1• $,, { f > Q > () f •' '€ r .De11ar101 r iah laUo• ,1 

oooţ1o• fuocţUl, coo.1t&11$• ,NsuUl 1aeUat ol I€ .8 ,1 ol 

! 1 1" 12,€ ~ uol Bi,B2 -~ .f>. 
Palibu or:l.o• a E :r;,t:t., 411ca) nlţiaea tuwror 111•-lţiailor 

V c X oare au propr1eh.tta ol e::r1atl f ,S E. r 
V::, lf > o-,.,~ 3 a 

uUtl !DoU 

:Pie ~ topolocia pe X ia car, 't1'(a) ••'-• failia 4• 

veo1oltăţ1 ale puo.otula1 a.1:atni nideot el 93 eat:e 'llasa topolos1e1 i'. 
Deoarec-11 peatru or1o• :r,, € r aulţiaea lt > o> ,l 

este T. - deaebisl,resulU oă ~ est• ■ai pn,ţ1o Uoă oa i:,. -
r 

Fie acu11 . h E: r ,a '- X t 1 E. > O.Daci ootăa a. f:11-ll(a)+ E 

t1 C=ll-ll (a}- l , atuoo1 f ,S e r t1 

V= l:x; I la ( :x ) -n ( a)I < E.) • l :t1 f( :x h O > c (:i n ~ ~-

Pr1D Ul'll&rtl la es·te Î -c oDt1Dul pi X pectl'll oric e la E. f'. 
Cllll --i;r este cea 11a1 sla'lll topolo,1e cu aceas t ll. pr opr ie tate ,rezultă 

el -r; r este a a1 puţin f1d. d.e oi~ t: . 

A,adar , ~ = "r t i ou aoeasta,proposiţia eete teaonstra-
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Def1Dit1• 3-B• auaa,te apatia topolo51c eraopat -e ·1111lţi

M :r insHtraH c• o 1tl'llotllrA topelociă li t:L a 1'tructurl 

te aratae -~ ,cu propriddea ol Gc l<•.1>-i•:s. 7 3 „te o ••--1-

ţille 1acllial • lui I ::r X faţl te topaloria pro,tae. 

Propozitia 2.0rice 1paţiu -topo:loric or•oaat -ea-te Bmatorff; 

De■ooatratie. 

Sl ••aervl■ .el uol •" 7,atuaci Jz.,7) lţ ~ .u■t• C11 ~ 

- notat tiaroaala lui z. 
Iah-alievăi:,uol (z,7} €~ ,atuaoi n:istl •• tir reneral1· 

sat (s1 , s 1)Efl astfel incit (si'si)____,.(a•,:,). 

Dia d.diai ţia spaţiului .kopolosic oraonat resu:ltl ol uea 

::r ~:, ,1 ,~ s ,1 teci •=:1• 

Atuar,ucil s/:, , a'1lac1 (lt 1J) ,t. ·A ,1 te·o1. ·•:lisll e 

••c1nltate U a lui ::r ti o Yecialtate V a lut 7,aatfal inoit 

('O ::r V) .n t;:. -f) • Renltl el tJ n Vc I> ,1 teci ol X eli't• Banatorff•· 

Detia'itia 4.:rte (X,'t: 1 l!o ) aa apaţiu topololia oraoaat. 

Un COD laiicial iacllia r C B(X) ae au■ette oaapatiltil taol 

a) .; ute cea ■ai 1laltl topolorte pe X pentru oara toate 

fuocţ11b d.io r aint 0oot:1:nu111 

lt) S:: este cea ■ai ■are ord.ioe pe X peatru oara toate fuac

ţiile d.io r siot creacltoare. 

Io cont1nuare,"e111 nota ou C9 (X,~ ) ·1111.lţiaea tuturor fuocţil 

lor f E C(X) ■lrJio1te ,1 cresaltoar•• 

Propozit1a 3.Uo coo laticial iocll1s r C B(X) Hte c011pa.

.ll!.!.l,_u.cl 51 ou■ai 4aol 

l) r C c._ (X I ~ ) 

2) Pentru orice ::r EX ,1 orice Yecialtate U a aa, e::ristă 

f E r ,1 r E - r utfel incit 

'ill•l ~ f /1.C ~ 1/ V 
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}) li~ J tiol ti DUN1 . aci li' J [ -.-. lWC-:ai) -~ 'lî(7,) 

peotru ono• la E: r] • 
Dellpp• trat1•. 

••o•dte.:ha • .Dacl r Hh o•p&tllltil,ataaa,1 ~=,r 
fi fuaoţiile Ua f dat crucătoar• .Resuni t•oi ol fr IC. ~(~.,~ .l) .. 

k1 all1' ,oltunb că • r separi puachle lui l.ID~'nlllr.,:ti■ 

propo;iţ111e .l ,1 2 rezultă c·ă dacă :x 1 J s 2 , ahaoi aldil ¾ ,i1&1 tE.:r 

(1cl,2) uthl 1acit :x 1 ~ u1= l t 1 ;;,, o;;,, 11 ! ,1 U1 fl u2"'tr, 

Şi eltHrv6,a acu• că sau t 1 (:x 1)J t 1 Cs2) •• a.i~i);fc,{~ 
leo&No■ 1a ou oon.l'&I' ,resuU~ ol f,t (:s2) "7 o ?' 11 (1112 ) p aal d 

a2 E: v1„o■•• •• ••" u■ur.t. 

~ . . r IH,pari puc-..-i. 111, 1 ,1 a.c1 1 ■llf1lll ,. 

rdaţ:1e il• oralae .pe 'I. 

~0:41 r •• ,. OQ!IIS-Ultil fl fuDG~jiill '11 . r alJri 

tdl•JI., O,N■OHC>eN f .ail, -- ' .,1!9R'lU ,ol ·a-.. , _. *. , ... ·r . . r 
P, •• al:U -t·, n'\t •~•ea•t ol :i~ ,._. :r ~ J•l'r.l• ..-- - r 

11D&N anii •-outraţta lui :5'). 

Ph -aoua·:U o l; -ffridkh • lui :1.-c:u. -r; = •?:r ' 

puh• pr.l811puDH ol u18'f t ., 'E r utfel laoh 

li E. Ua \ f > O·,,: 11 ., ½ ('1 A -J) > O J .Daol 1Dtro4ucea aot

ţ.iile 'i::t "' o e r ,i•<-, " o> e. -r ,1 

ll• 11 A[ ,..1 î] , t • -t!Af;,'- el€ -r ,atu1101 
f(:r) l\:1) 

•~••l'Tb oi av•• f {S! ::. ll A t ~ «11~ • 

Iat:t'-dtvlr,uoi. •;. u atuac1 f(s) ~ O uu s(s) ~ O fi 

boi f(z)=O sau i(s)=O• :auuUl că (li A f.)(s)=O.RH"1l af1raaţ1d 

es·h evicieat. 

sur1o1.,ata, 

Dacă r C c_(X,d,, ) ,atuaoi or1o• fuacţ1e Ua r es11e 

?; -ooot1aul ,1 4ec1 t; esh -1 UaA oa l'.r 
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l"1e U o ! -vec i ol!:tate a lui i _.Dio (2) ren.ltă -ci Jljistf : 

f c r ,1 , € -r as tfel îocit 

-fit•\~ f.Ac~ llu 

RnulU atuoci că :· -:, lf > O> -c \ ~ :i • f 'i bei _otl U 

este -i:r-•ecioătate.A,adar "f; "' -~r 

.Fi e : 1 o a:Hă orciioe pe X cu · proprietat.ea ol 

. orip e tuocţie din r este eresciftoare faţl d.e aoeaetl ordio-â. 

Dacă ,: ~ 1:,,atuoci 11(:r)~ lt(:,) pii.otru orice a ii r t-i 

deci :J' "" :,-.Din 3) rezultli acum cil. .1t ~ :, 1.i ou aceasta propoziţia 
r 

es te ~emoDstrată, 

Defioitia 5.Uo apa.ţiu topolopo -ONooat se 111.U1e9te 

c011plet re;ulat- dac·ă cocul c11_(X,s. X, aste c:a.p&t-i<11il.- 1 •. - ··:- -

Oaservatia 4.Pe uo spaţiu tcopol:ocic •orloaat C'OIIP!,Ot, 

ex-is tă cel .11u~t uo coD lati11i·al ·lacil"8 ocapatie:tl. 

Iotr-adevll.r ,u.cii r este uo COD latic'ial iacliill c0111pati- , 

eil,atunci r: ?' ti '.,;' = ':!::" - Dia Te-oreaa :2. rezultl "' r r 
Următorul rezultat as.te suficieot .,ie .cuooacut -ti •e · 

aceea Du-l aai O11oilstriill.Peotru demoriatl!_aţie iad.ic;h [li] ,pa,:.116, 

Teoreaa 3. (Jllacilllio), Fie X ua ap11;ţtu topolo,ic •ordoaat 

coapact.Dacă 't este o fuocţie re.ală pe X,- s.uperior aemicootiouă , 1 

crescătoare fi lf/ este o fuocţie realii pe X, :l:rif·eri.or s ·emio.ootioul 

ti cres că~oare t o situaţia Cf ~lft ~atuoci uiată o ,tuDcţie f:X-+ I! . 

cootinuă ,1 crescătoare astfel iocit q> ~ f~ ,'t' . 

'Propoziţia 4 .• 0rice spaţiu t ·opolocic ordooa:t compact 

este complet reiulat, 

Demoostraţi e, 

Tre•uie să arătăm cil. f ::C(l',::) este- COD latici·al io

chis c D11pat1eil. 

Pentru i11oeput să arătăm ol 

Faptu l că :x~ 'J ~ li ·~ :, 11~• --e-ti~~c+ .·~e_.ai111 ~ !E.3 
r- • r -
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•~ •l ~•inlPllD._ pi'la ~nN ol.11,:j_,. 

».c:i .Dl>tb Oll 

A= 1(11l•J.s1 s:. ■ 1 .-1 !.._(-.,),. :1•, •~1l ,awaot fA ••h n

·pei-lor •••1coaUaal tl or1e0Uoart. f 1 , li ••·•• 1d·tr1or sta1oonU■t.t · 

t1 or••oltoue ti 

1 ~ 11
x,B 

• Dia Teor••• ~ rtsulţl O'I esillil t € C(X,s.) uttel tacit 

-iJA s.f s.1J.~• 

1pohs,. ii 

In parUoular.,Toa ..,,a t(:s)al ,1 f'(;J)=O 011a oe oontruice 

~ ',1,Afalar, '' E:": ~ ~' 
·.r· . r . 
ltap~l. el -c-r . ._.,_. -1 pu:ţia fiai oa '?: eah n14111t. 

ai. "Cl)i:,nb _iil■'.l ot -r .C(X,•} •:e.pjt,rl ~aohh lti.1 x. 
tb,t:r-aii-nlr-,:.Qel· xi;.· -.,,,!l~Oţ • -illj. :s < '1 fau ;r 1/ţ ;,.In pr1aa situ·aţie 

Ş]l1eU f 'E: P utflJ. boit •«11~ .c::., f·(7) .,p1ntru ·ci ia c·u cootr&r ·aa 

&T.<a ll(-11).Ji(Ji) penbu or:tc-1 la E': f · , :1 ••c1 ll.aJi!l-Ol!trv tp41tnl.1. 

I-o ·• ,., ll1itiaţ1e,,q,U .tl · f -~;(' uttel $Dc·n f(s),a:"i 7 f(;,)=O,a,a 

oua ~ arl,t~t ia pr,1:aa par-h a ie11ona .traţi;d.B.1sultll el topolor;ia 

'Tr •• te BQa~l-orft. 

·Qn,_nh ol apUcaţ1a til'enUc'i 

11 (·X, T) - -(X,~ J 
f' 

.. f• o -1-11eoţ1.t 001111-111~ ·•• la u11 c·011pa~t -p.e un a.paţ1u :aiweăorf,f. 

C.oatora Ull_1l1 1illl'IU\lll08C'!lt rezult;·at 41 toppl.oc1◄ "-1" esh UD lloaeo

aorf1u til 1,0·1 "t; =1:"r. 

§ i+.C011P!:9Uti■area spaU1.lor topolodc• ordooa·t• 

D•f1oiţia 6. n, X uo spaţiu topoloric orăooat. s, 11u-

11e,te 0011pactit1oare or-4.ooatil. a lui X o· perecae (Y ,k) uode Y este 

uc spaţiu topolocic orliooat 0011~ iar 1<': X -Y are proprUtăţiles 

a) IC· est-I lilo11eoaorf1aa topoloric ie la X P• ll'(X), 

-) :li~ 1 dacă ,1 DUJ1ai ăacA k(:z)~ 1((1) 

c) ic(X) ••h aecaă 111 Y. 
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Teor•■a 4.Un spaţiu topol.o:1c Gr4looat X p@ care Hiat!. 
-I 

un coD laticial iDcklis coiîpat:!.il il , ahih o omipactific·are _ o!"~ooa-tăi 

D11111ogs trat1e. 

ltie r. UD COD laticial ioc l:i iB comi>atiilil pe X. Vas _Dota 

cu Y aulţi•e• tuturor :fuccţiocalslor / ;,. t r - R oi;. propr1etă

ţ1lu 

a) .,,.-.(t+:~= _)"- (f)+ _,,,.-- (c) 

"l)_J-( ?."!)z ?._j4•{f) .peatru 'i\~O . 

a) 7Cf V c)• _J'-(f) V ~1) :•~ f? ~~}c/(!} Y4tc) · 

a) / ( H)• ?. ,(.Y.) ;;H: ~ . . 

Daoă 1asestrh aiu_lţ~•a Y ou -to120-1:oc1a, e,o~er,Jtiiţ•"t pui:iotu

a1e . ,1 ord.ioea p11aotu&lă,rnu+tă oă -Y -ea.te un apaţ1u . to_~ici~o,1:c ~orâO'

aat.DefiaJ.a te: X~--Y utfel 

r~cs)].Cf).:,f(i,r), (Jq'}f. 6- r. 
./' 

De u -•~_eoea,peah"l :~101 , t--€:r'-. ·T~ ••u:.11-1 t, Y .-R .!IJltfe¾ 
~ ~ f_1/- )•__r(f),(~)_)"- E Y.llste ev,Ueat oă '&YIJl!J:~=11-. _111 ·c_oot~ar• 

rezulti1 
A A. A A • '- A 

flf-cll -=aupll(t-c)Y4')l,_,,u-E'.Y! ~ aup l..-Ct-r) ·[K(:rj]f r:t€ x} .. 

„ llf-c li .Pe lle altă .parh ,.u.cl irotă111 ca -ci= H-c.11 ,atuac"i 

ana f-ot ~ c ~ f+o< ,1 lleo.i 1-a/~ s ~ ·1..°' --'> llf-cll-sot. 

Afdar,-&N loc •cal1tatu: llf-s.n -n~ill ·f1. 4lec_1 conul r:l-Î,,t.cr1 
este •• ueaeaea 1acla1a -11l ll(Î). 

ID coo·t1cuarli.,,r.oa ară11a oă -Y e:11te ·o.aapac't 1o ·rapol"t cu 

1;opoloc1a cooverc·eoţei puoctual-e d:eti~iua.l.il. _ii• T . • J;)acil. t -E: .r, 
atunci - 1/t li ~ f -~ A fN t1 .p.eotru orice ~ 6 Y avea - llfft~.J"(f) ~ li !li 

Rezultă aă Jr{f)I ~ HI ., ( _.,. 1/ E "I.Dacă oot!i.JI cu :r(f.),;;(-111U„4fi/1'R 

,1 Cll I= TT I(f) ,atucc1 I eah CO!tpao.t io topol.oci,a p~odu,i a lut 
ll r tf:r 

Deficia 'f l y - I U<llt.e.'1 -

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



S.9 verif1.:,l ~ar ol rp 
•••t.rat 011 r -topoÎo{1a.,la 

•• topol1J1ta proa.1H l!J,11 Rt' 

•l! te_ uli_ ll~oaort111a •• 1,- Y 111 ... 

'f (Y) i11u• ~r.,,t o- t9pol,011a indu&! 

.R-ezultă că daci; 11,l'ltib oă 4' (Y) 

1111.e iDcbi& iD topoloc1a produ• ,va rezulta că Y e&te coapabt iQ 

topoloeia &lasl.Faptul ol 

, ... 'f (Y) u t.e i11ch18 r•irultă UD • ·caU ta-

('\ ţa E I1 o< prr•=pr «r• l n 
tEr, c( E li+ 

r. { • € I1 prt v ,s=prf V pr,• ti prf /\ 1z=pr1s A pr1z j f\ 

r ,rEr 

... atar,Y este 0011paot iD ra.por-t ou I" -topolocia. 

Din Propozi:p1a 4 rezultă că G(,Yd0 este coapatii11. 
A 

P• te altă parh ,aeoarece r eat.e ioc·ll-ia ,diD Teorema 2 

rtzultă că ? =C(Y,~ ) ti teei (' e11te COD laticial iDcbis co111-

pat1■1i.l, 

Daci ~(:r)=k(:'/) ,atuDci t'(:ir)=f(:,) peDtru orice f € r ti 

teci :r=:,,teoareoe r este 00111pat1111t ,1 teci separă puDotele 

lui X.A,ad.ar, K este o llijecţie te la X la 1e(X). 

Dacă I z 11, C X este UD ' tir ceoeralizat ti x1 -- x ,atuoci 

[1e(x1 )] (f)=f(:r 1) - f(:r)= [lc(:x)] (f) peotru orice f € r ,ceea ce 

oe arată că tirul k(\ ) - 1<.(:x) iD 

GJa.5'8/!JBZksa.5 

r'-topolocia lui Y ,adică 
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- 60-

k es t e com t iouă. 

Rec i pro<: , dacă 1e { :11 1).....,. 11.(x ) 1D Y,atuaci pentru. orlc·• 

avea f (x 1 ) _o. f ( ::; ) .Rezulti! oă l x1 1i coaverce la li ia -rr 

pe X.Deoarece r est e oompatia i l, • =7:r ,1 aeci 2 1 - ::r ~ 
' -1 

raprrt cu i:- .Aeaear ,1 1< •ah c oo tinuă. Ic eontiauare av•-• 

:I~ 'J ~ :I ::, ., ~ [ic(x)] (llk [1<( -,)1 ( li)' (V) A€ r+I> k(:r)~ k('J) 
r 

Răain e 2ă varificb ci! i■a&icea 1<(X) este •acsi! io Y. 

Presupu ce■ prio a•aur._, oă, Hi8tă _r t Y \ K(X).J.tuoci 

existi! o ve c ioă tate U a lui.,.,..... astfel incit 
,< 

U (I 1<. (X) =, . Cua r ut.e co■patiail pe Y, rezultă oă 
A A /\. Â Â l. 

e:ristă f,& E r asthl îacît U::> 'l,~;f("j )>O> C('v )J 3/ 
I\ A 

Cu■ U (') 1< ( lC)= r:ţ; ,n■ ave~ sau f [IC(x)J~ O aau s [K(x5.l~ O .pentru 

orid• li E. I.Rezultă că (-t) V c ~ O pe X. 

In ooctioQar•,ave■ 
I\ . A A 

t+(-t) V c=O V (t+c) ~ t ,1 ... 01 t ~ OV(t+c) • 

._. unt• ruulU oootrad1cţ1a U= <p „Iatr-ad.evăr,ă,aoă ar axis ta · it U, 
/I J\ 

atunci a■ avea f(v ) > 07 c("i ). 

Pe._. altă parte ave■ 

o < f()I) ::: o V [t( )I )+ C()) ~ =::;> 
,,. 
c( 'v ) ~ o, ceea oe este 

aisurâ.Prio ur■are, ~(X) este decs ic Y ,1 au ao1uta teor6~a este 

111.e■oostraU .• 

Defioiţia z. Dacă (Y,1e) este o compaatif1Bare oraoaată 

a spaţiului ordocat top0Io3ic X, atucci se aume9t• oooul laticial 

iocb.ia uociat acestei co111pactit1căr1 Qraiătorul CCD r a=ff 0 1<; 

f E C(Y, '=' ) J. 
Propoziţia 5. Cocul laticial iocaia asociat unei C011ipact1-

f1căr1 ordcoate (Y,11.) este oompatiail. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



D-t1111ooe-trat111. 

Faptul - că I" a t11h 0011 laticial rezultl iaecUat cUo 

_ faptul ol C(Y, ~ ) este coci laticial. Deoarece IC(X) este d.ecs 

!o Y aH• - H fol(ff • #fi ,1 aec1 r._ este ioctiis ia B(X). r.st e 

... &SIHDtla 1.aecllat ol r. C C,.(X,:,, ). 

Cui! C(Y,~) est• coapdiail ,rezultă oă x" :,~1<(x)s " : , ) 

~ (foi( Hx)~ (f•t:. )(;y), (-+) f<; C(Y,-=)-lt(:r),;;;la(:,)
1 

( "') -la € r'a ~ s ~ ,. 
r.... 

Daci 11 e■ te o sua1!ulţia1 7: -4.escRisl a lui X,atuoci 1< '. U) 

este ciescbisă io Y ,1 cieci există f,C €; C(Y, ~ -) astfel îocit 

k(U) ::> { f > 0'7 el. Io particular, ave11 1<(U)-:, Ur(:r);f[.k(x)l>O "> 

>C [k(x)]} ,1 ._eoare.01 k aate io:jectivl avea 

11-=, -\,.'I; (.ţok)(x) > O> (C oK )(l!)} 

Cu.a f•M; E r ,1 coK€r, rezultă el U est• a - a 

'?: -41&cbisă.J.tad.ar,avea ,1 ~ -='t'r ,a._icl r a este cmipat1•11. 
,;,_ . "-

Qllservaţia 5. Fie X uo spaţiu topolocic ordonat ,1 r 
uo ooo laticial iochis 0011pat1ail pe X. A,a cum aa vlzut io Teorema 

4,îo acjat cu X auit, o ccapactificare ord.ooaU (f,,l().D1o d•-

" J"' 2 moostraţia Teoremei 4 ruultl că C(Y, ~ ): r : 1 f1f E r J 

Pria uraar• c·aoul lat1c1al · aaoo1at va fi 
" ,. " t 1.. r ... lt•1t 1fEr, .. \!1fer1 =P 

O.servatia 6. llo apaţiu topolocic ordooat ad.aite o c011pac

tificar1 ordooată daci ,1 oumai ilacl este coaplet reculat. 

Iotr-adevăr,4acl X este c011ple ~ reculat,atuoci 

C,.(X,~ ) este coapatH11l ti io -rirtuha Teoreaei 4 -ra auite o 0011-

pactificare ordonată. Reciproc,d.a~ă (Y,1<) este o c011pact1ficare 

ordonată a lui X,atuoci r~ este coapat1a11 ,1 deci cu atit mai 

mult C,.(X,!::) -ra fi coapatiail, atică X este c011plat reculat. 
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h -lţ1a•• o.oapacUf1oAr1lor lll'UDatl• al.• UDU1 apaţ.111 

, opolodc oraooat X •• -1at.roduc• uralt.oaea relaţie 4• preoi,11.in.e 

(Yp.a:1 ) ~ ( Y2 •·"2) uol e:r1.atl 'f , Y2 - Y
1 

o.u proprie:tl!.ţ1le1 

a) <f Htt coat1au.ll., 

Obe:naţ1a 2• Da.el (Yl'"i) a lat om:pac t1:t1cli.r1 oraoaah 

ala apaţ1ulu1 topolo(1o or,oaat X, unde icl.,2 „1 r i a ■1D-t 0 :0011-

rile laUciU• uociate ,ata,ac1 (Yl'«1 ) ~ (Y2'K2 ) 4:ao.l t1 nuaa1 

uo1 r ~ r 
la 2a• 

D•rin1't1a a.o coapaoliif.icar• orllonatlă (Y,x) a lui X •• D11-

••fh coapact1!1car• laclllt1o, ucl or41oe·a •• Hh cea ■a1 ■ici 

orll.101 pe Y pentru car• 1t t X -- Y a■h i.11o■or!iam io oraiae. 

Teor•■a 5. :Pie (Y,~) o compaotificar1 or4oaatl a spaţiului 

11opoloric oraoaat X ,1 fie r a conul lat1c1al aaoc_iat • Dacl no.tă.a 

Oli A• -!f'( C(Y)i fo lt L c.cx,~),atuoc1 1 

1) " ~" Hh oea ■ai aioii. or4.1oe pe Y ia raport cu oare IC 
b. 

e■ t• 1so■or!1a■ ia or41ae, 

}) (Y,c) e■ te co■pactificare lacllltio 4acl ,1 oumai 4acl 

r •• r. - ra" c1tcx,11o > 

Deaooetraţie • • . " l) i..-14eot f •11:te o preor41o• pe Y •. Deoarece C(Y,s,.)cA, 
n ,, 

ruult;t. el t. ■ •pară punctele lui Y ,1 bei f este chiar or41oe 

pe Y. iat1 de ueae01a i■ed1at faptul el x ~, dacă ,1 oumai 4.acl 

K (:x) ~ t<C,). 
A 

.. ,,1 
F'ie i o altl orcUoe p1 ! aat:tel iooit l<.:(X, _~ )-(Y,~J-

••h izomorfism io ord1oe ,1 fie f E. C(Y, ~ 1).Dacl· :x,, EX ti :X$c,, 1 
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Pric ur■ar• avea C(Y,,s,1 )CA ,ăe ued-. rezultă acil.III că 

clacă u f "' = u :;, i T. 

2) Să oaservh că dacă li= r a - r a• atunci II este o la tic~ 

Yector1alA fa C9 (A). 

Iatr-adevăr,~acă f=f 1-f2 ,1 1=11-,2 ,atuoci 

fV 1=U.1 +12 ) V (c1+f2)-(f2+c2 ) E fa - Pa E 11 ,1 

.r"s• - [C-f)V<-,)]E r.- r. =.M. 

Dacă cotă.III ou L= l f E C(Yh f • k E Mi ,a·t~aci L este o 

aualatio• ••otorială • lui C(Y),car• cooţio• funcţiile coostante ,1 

11·eparA punctele lui Y ,deoartoe C(Y, = ) c L. 

•••• 
llai mult, cteoareoe K(X) est• etena ic Y, peotru orice t,,E L 

•lf o .lt-Co kN ,aHa ce ce arată oă L este ,1 iacbiaă. 

Dia teor••• s .toae-Weitrstrasa r.ezultă oă L:C(Y) sau 

jfo lt1fE C(Y)] = ifolt1f f Lj =li= r
8

- Pa 

,) Dacă (Y,k) e11te o oo■paotificare lacbaio a lui X,atunci 

orctia•a •• pe Y ooiaoict• cu orctiaea 1 • ,ata Cilii rezultă dio 

a.ţlrma.ţ1a l) aia aceast! teore■A. 

Daoi!. fE C(Y,-!:) ,111 ~ 'l',atuaci u~• ,1 4lec1 f(w~f(v). 
~ 

D1D hore- 2 rezultă atunci că f E:.6. .Pria ur11are l.fE C(Y), 

fo ·lt € ¾OC,'!:: )J = C(Y,.;;. ) ti aeai 
--·-

i:=lf•lt1f6C(Y,~)J= lfolt;fEC(YHnc.cx,~) = ra- ranc.c<,-,i 

Rec1proa,aii. presupuo•• că, ra= r.- r. n c.cx,:::-),Atuoci 

clacă f ~ C(Y) este astfel iocit f oK ~ C9 (X,,-,),există, f: C(Y,~) 

utfel 1110itl folt=c• lt. Cu.li K(X) este tecs io Y, rezultă că f=I• 
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RezuUA că 6 C C(Y,~ ) .Cu. iacluaiuaea 1.av.iirsă es:tfe i ati;t

... auaa ate:w:kaU,iae.11ual oă t:. ..C(Y,~ . ) t:il.· i:,oi '' ~" ooiaQiie ' • ~ 

ou or•1aea lui Y. 

~--r:Y~tia a.va spaţ·1u t.op.o1oe1:c or4oad a~t■ o o.Q11pv.ctl.

f1oar• llaoltHo dacl ,1 a1111ai •aoa eate ccaplet r..ep·l11:1i._ 

Af1raaţ1a reauUă Ilia C.aerv-.ţia ·~ ip. 41D Tecireaa 5,_pu.actul 

1). 

Propoz1t.1a 6. Dacă I ut9 spaţiu topoloCic orcion,t o·q11p1.et 

resulat ,1 (Y,K) este· o oOllfPact-ifioa:r• or1.:oltd'ă a sa; atuti.oi fY,-tcJ 

eato · ooapactifioare ,aoa•ia iaaă ,1 DU11ai dacă orloare ar fi 

t <=. c._ (X,~ ) • e::riati!i Î '= C(Y • ~ ) aat-f 'lfl ln_!l1·ti .f •· X-=f ~ 
Deao.nstrath. 

llecesih.t•a.F111 f € C9 (X,-s )_ ţi c: tr.(X) - R ·de:flnită 

prin c [ it(::r)] =f(::r) ,("I) ::r E x.cm1 t<(X) este d.eas io Y0;C se pr·11lt10-
.,... 

ceth io mod ua1c la o funcţie oootiiiuă f € C(Y) .C-01Îfor111 Teoreali 

51 4aol (Y,1<) eata ooapacU:tioare Nao!!•ia,atu·aoi l'a= r,Cra /'.l 

f'I C9 (I,~) t1 aeoi fo k € r.,4• uade reault;ă oă f € C(Y,~ )o 

Sufioieota.Dacl C €._f'•- ra CI C9 (X,~ ),atuoo.i exist! 

Î E C(Y,~) astfel iooit c= f o k.RezuJ·tă oă c € i::'.a .-.1 4101 oă 
(Y,k) este ooapactificars Maoa•io a lui X,coofor111 Teoremei 5. 

De:Ug1tia 9.Deaă ooapaotifie'lri Nai::bltia ale lui X s,e DU!IUO 

1cbivaleote d.acă1 

(Yp1<1 )~ (Y2 ,"2) ti (Y2 ,~) ~(Yl'k'l) 

Teorema 6.Dacă X este un spaţiu topolocic orâooat 0011plet 

reculat ,atunci există o cea 11ai 111are oompaotificare -Naclillill a sa, 

uoiol 1n afara unei ech1valeoţe.Aoeastă oo■pactificare se notează cu 

Demoos trat1e, 

Deoarece X este cOD1plet re111lat, rezultă ~ă C_;(X, ~ ) este 

compati\il.Notă11 cu ( Pc X, "-f, ) compact1f1carea ordonată oorea

punzătoare c ocului c-. (X,~ ),Coaul laticial închis asociat va fi 
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• c.bia C11{X,~ ).Cu111 orice alt' con la"tioial iochia coliipath11 p1 l 

uh .îacfiua b Cll(X,~),«111 ~a~rvaţla: 7" r.hult.a o~ (Y,k),:- <r
0

,ic, >< f) 

l!tDtru orl.oe 06111paoţiflo·e._re 01;'&0D&tli, ('Y t.k)" & ).ui X. 

D!l_oă· A= \t G C( ~X)1 t • "r-, 6 c,<x,,;;: ) t ,1 ii;izeştrl!.m 
a-paţiul Ps. X ou orii.iii~& iii,, ,atuogi ( p ... X' ~f ) va fi o C Om pac ti-

ftolii'e llacllll :l;-â ·•axi11all. 

9!urv.e,ţia 9.Dio propo~iţ1a 6 rnultă că pe·11t!;"ll oric-e. 
b ~ 

f 6" c11_(:lt, o;; ) uiatii f € C( ~"X,~!:) liatfel foc•H f I X=:f • 

o!,pervatia 19.Fie l qa spaţiu · topolocic oo~plet r.esulat .Dacă 

o·oosibiwa pe X orq.io-ea „:tj el• etalft·ate .;aj;upcţ C~ (X, <G):C• (X) .Fie 

(Y,lt) o 00111paot.ifio.e,i<1 liao-ltâii:I a lui lC.Deoa~•·oş pe,iitru orice x,::, E- x, 

i:y tlaoA. ,1 Dlllllai d.s;o/l. l(,_{~t::~::,); rezult~ ci ord.ioea pe Y este tot ei:-a

l-iţata-a.At.a4ar,orice c:_0111.pacti:Uoar.1 ijacb)irl a 1u1 X: e·st-e d~ fapt o 

c.011pactificare to·polosioă ·a lui X.Ia particul4r 

acest oa11 ou c.oapac1iificarea S110ae-6e1ib a lui X. 
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Ia ace„atl lucr,;re n iatrodue·e e„nceptul de apR ţ-iu '!lia,rt!"ic 

p-aoriu t, uad_e 0-< ~ $ 1-, el!"'l:'e &••erarizeez.\ •• ţlilure 4:e • sp!i"ţ.in d-

11e t r h a orrcat: ( A •• ved"" de exercplu [4] . • ) 

J'P.atru •I" ţi·ile s:f11.e trille J-Jl'l"l'•'"•te ,c·u ·o< J <!: 1, H • f'Ttiad . 

apoi ( r-.r<l • ae d11 4., ■oast?e ţii) u11ele rezultate !!le lui I.C.. G_eh 

'aer, şi .Iii. G. K?-d• "[4] , J. Arazy ll] , L~J , 11r4.tiltd-u-se p-r.in<1 

tl"e altele ca dăc 6 iAdicii Boyd ""E şi -'lx ai uaui sp11ţ1.u si■etrie 

p-11araat de ,1ruri .I 1n si•t tr1v1•11 

T llet'iaitf. p!'ia (Tx)(.i,j):::. tir Ji.,J) 

atuaei p:reieeţi11 tr1aaeu.lar4 
lf&C li 1 ~ J 
altfel 

pe •P" ţiul a i11.etric p-aor:aat n,respuazli.tor CIi: ;1 :i-,c1prc,e.dee~ 

T este co•tiau( ,., C;s atuaci iaăieii B9yd .au ■ :bt triviali. _Ii. pe!' 

tieuler c
4
,, eu q>l , O<p<l , oete Ull sp11ţfu si•et:r.ic p-llo'!':111t 

pomtr11 eer11 T este oe1atiaull, pe c:iad T nu ·e·ste eentillrr'!. ,,., c, , c ·. 

O<p<l, 

l - Teo,ib ,eaerAl~ a spntiilor sîrcetriee p~aor~nte , 

O<. p 41. 

Vc:111 1'0lo!li ii. c0Jlti11u11re ter111iAe>lo,1e clin [_qJ şi d'in [1] . 

P■ atru ~ iatrodur.e nc~iuRe~ ~E sp~~iu 5iaetric p-aor~at ~u 

O .Cp ~l , ev11lll .a ■ vc,fe ele G ~ltll no,ilrne şi r.ntt!'le cte cefl de p-nora o 

Bio,e tr ic a . 

pe~i;;.itia 1.1 O rua.:1,1 ■ P"Zitiva IXl
8 

i!~filiit!t pe :.i 11 1d.-e 1 

a!l~t erkl CC B(f2) ( Blţ) ■ ete sp Rţiul tuturor o,ieretorileT 
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l iiitir:f ti !ll'l11ti•11. i p~ ţ) se ,iu:,,.eete p_-l\,<t!'ilt'!. ai!l,tricll d11"•· 11:re· 

•H ■ ltt•~_:rele p:rnrr iet.i. i;i: 

l ~ lxl
11

=0 ll11~'!. .,111.u~i d.•cll X=O. 

2) j,:u:ra= lill · IX I& ft~Rt!'U :><E c, ii~ c. 

3) (h•priet!l tei< i:!e p-criave:ititate) Pft'Rtl'\l grice două , t :nni 
~ . = . 

ll1j\.1 ) U.ză);i=1 de :uia,>rP. rAd" şi p entru erie11 sist11 ■ 11:fhA<>rP1at 

ie Tect■:ri_ ăia f 2 ( 'fa);:1 are lQ~ i"e~nlit l\ tf!a • , • 

_ I /f l 1~ _+ ?fi)1-i1>c '>'fi)<fi\,~ ~(1[ 1
1-,t>'fj)1J I~ 1- lf ~i/•.,'fi )f:il!/t 

fue'i riţ_- "" ,,'1/' ~n. ri~.) 
4) 1-~1. ~ U.J.11•1~1~• ll ·BII , _pntru .t.,13e:B(-l2), xe:c. • 

~) Pecatrli. UR X lllliclillÎeasio11r.l s •ea 

1x1. :il'XII = si(x) • 

.lf') I UXI 
8
= IXUI 

11 
::: I X·\

5 
pent:ru orie!! X€ C ,1 Qrir." <'lpe,ator 

un-ita.r U, i,tuar.i lxl
11 

se ~ullle,te o p-n orr~- unite rit. 

Remarai, 1 •. 2 Se .-e 1<rii._ta rrni de p11:rte c 4, aenn11:i~e 11 d"' p-Rorr-:ll 

d;.tli. t'uacţiei IX t • . este justit'iettt ;( ilt sensul r.;t VOM H!'l!.t ~ e :l P.e 

iadepline,te iae4;:ali·t 11 t11~ .:e11.ereliza tl(,.. triuA~liiulni 

pentru orice X,YE:C. 

V•■ ar4te ele ase,1.eaea iaa i tîrzi 1, c<l pe spr. ţiile 8Î !1l<:ţric e p -nor

■•te ae_p•11r11-ile ( e11re .-.,:r ri nu!"lite sp 11 ţii p-::nţtF.re de "'~t:,-l r.!) 

••~1uaile de p-••r"'~- ullitl'lrll. si de p-R„r11tll ·sil'l~tric:t c.cin~id. 

D•oca■cl!ltl\ putea Tfl:iiercea urmii.toru l r eznltRt evicle':".t. ( A 8" ve den 

(.4) p. 6e .) 

I.eae 1.3 Orice p-ROTili'l , dllletriel!. estP. "p-i;:or1111\ .1"v1trin nt-t . 

De "seiaP..JoS!l • se d11~oast're11zil sta rtd !> rd ur:. 'ltn„reil. .~r npozi ţie. 

(>- se ve ,rei; [4] p. 65-69 .) 

Propozitio l. 4 ") Fie IXl 8 • p-nor<i( s im,.':r i ci!. pe c. 
Atuasi 
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1 xt 
8 

= 1x• I•= I (n:1>) 1121 • = I lX-X)112 \ 8 _peatrv. ar:1.c.e X e: c_ 
a) Dac( IIT!tL 1lUl&■l1ţAţ1"la 

■ jlY) ~ ~- ■/X) , J=l,2,3, ••• 

uacle XfC, Y este l1ll 11peretor ee„_paet,1.ar e>O e ■ tf! o o-■a-st11 ati(, 

et l' llCi YE C „ i, i ll .11lus, 

jY 16 ~ •IX la• 

Dia PT"l'oT.1 ,ia l.'1 r<1zultll: git • p-·••rmll. s1111etriell. ·rxl • cle 

pinoe YIU"ll'i de ,m::ierele sin.eul-are ale uuti ".!Îerat,n· X ;sjlX) , 11-

âicll. c%1a sJ(x1 } =:: •Jl12) , j =l,2,3, •• rezul t'JI. e!l \i1! 8=_Jx2 \ •· 

Dacit C:. ~, ids11lul tuturor opl!retorilar d'l! rfi11.c t'ir.it , e

t unc i p ai:.iad 

\Xl
8

: p(a1(X),a2 tX), ••• ) 

o•t i0 e111 Q t,1~cţie cf, defi,nitll. pa 1u1lţi1a11 „1rurilor deecr„ se!lte„ re 

de nur1~r" p ozi ti ve care eu eel ault un 11.u„,tr finit de te ·• seni ne

auli. 

Studiul 11ce~ t ei :!"uae ţii eate 11til peatru • a-r!l.te el!. IX\
8 

•Te

ritie( iaec&litatea c■narelizatl e t:r1llllch1ulu1~ 

Fie "• ape ţili.l ,irlll'iler de auttere re11le carfl _eoa-Y1trc l a O si 

~ su•ap~~iul lui c • rar■11t din. ,1rur1l• ••~e au aumei ua auNllr 

tiait de t er~e•i 11.enuli. 

Defi:t1 ţiil l. 5 o fulle ţie r a~H. ;pa)= ~(1:i·, I,i , ... ) ~efill.1 t!l pe ~ 

ac n;,, !lle ~te tune i;ie p-ftorotP.atll dac.;_ a re prep!'!.et !l ţile ur111.!lte11re: 

I <f?(}) :::> O hgJl 7 t O, 1 E. 's 

II p l"' D= fo(.\ ~ ff) 1ei.tr11 d.. E IR :,i ~ E, ~ 

III P(U1>+ 7.PffP) ~ (<PO),r+p{.'1.l/F peatru ~, '1_ €: ~-

Aa~~•t~ pr np rie t ate pekrtt nu■ele de _p-coavexite tea fuac

.ll!J._~. ( Aiei fr. putn ~ real, llSIIR"'11!l J:lllotltrul lilf4nf .) 
IV 1 (1 , O, O, •• ·) = l. 

O t'uu ;h p-i:.er•1111tA ,P[~ ) •• l!llllta,te l"-u:&.;!;ţic: •-±w!r1:r1.~Jl p-nor

riE:• t -~, ffre!!~ ~• .:· till. tUaeţie s.p.n., d.acll 
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-(9-

v ~(~1 i i > •• ) ,'ltie ,_o i .. ,) =i(11,r<111> 1, 1 . 1, 10 0 ) 
• • "li~))' •) Tt-,,Jl)J'·· . . 

qie )·=-lJi_)i;1 Ec, iar'ir e~ate o pel'■Uh?'.e. 11 "'ul_ ţill11 p,2, ... ,.•i· 
- 1/r,1t.-f' ~ °' 

Veia note yUL,I.z,-•)=c§ll11 \~~) peatrv. f,;.OJi:l~ e . 

At11Jtei 't' Tfrithll pro)\ri1ft1iţile f - V u cil re fole·o.ui. ,n-· 

pr1etatea III pria i •llcali}ataa 

:Prii! ur!!Ar• ţ etţe o· !11,11,cţi,_e sH:etricll lic,i■!liJ.tlt ÎA seasul J.ni 

[ 4] ei cloci ur11ltei1r••• pr<>pozi ţi.• uite , c.••••e1a pi. iaea !AU a 

oia-aUer• ţiiler r•e•_te i:a l.ii] p;?l-74 . 

P..r.epe;;iţ·~- 1 •. 6 11) Dtic·,t i!JI ~·lt-ij: j =1,2, •• 

•i::• lH peatru T,et._rîi ,.,. (~j)'î::ij 7. = l'tj)ţ1 E f: 

' cpU) ~ ~Nii) 

, A'tu nc: 1 

Citeetlatll a11 ti•T■dei,te util all ciet'b.ia o ţuaeţie aiae t rie~ r-r. c,r 

" ■a.at-ll ■11aa..i pe ••■111 Ic foJ'■•t ii■ i,ir11r1le · cle11■reHJlt<>ar.e „1 l'"zi -

tin iia ~-

Peatr■ , E: e' Tea ••t■ •11 t• ~irul } r■ 11r11aj11t ilescresc ;i.tnr . 

STitieat 1~ = (1~7r(lll)j) li.ah 'u eate • p.eratti:tftre a llll■<;r eler at1 t nre l e 

. At■■-1 Ua V rezlllU •t Plî)= ~(f''") ,1 deci i> ,011te f i dt1d11s~ 
,._ 

cur.oaeiatiu-i auaai Taleril• pe k. 

Leu urallte11re, eare se ell ţ î ■- cib le ru 3.2 -p.75 [4] pr ia "oe

l•t1 preHlle11 Cfl pro1 ■zi ţi11 , 1.6, n.• arstll cil~ ,oate fi dl'l te l'<\in~ tl\ 

da• r11aaţie clflfia:ltll a11••i ;e ' k au ,ro,r1'1tll~i :u, ca:- e intr•. n~l-
,... 

aei eleaeatele lui I( • 
,,... 

l.ectl'l 1.7 Fie 'P{~} n t'uneţh d11l"iD.itl\ pe k. P•atru ca Pt;lllit~t e , 

tL1)=Plit , ~el 
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st h ! ia••s•._ n :".iac ;.ie ■iu tri cl p-a~tl ■st• a■ ce 1J11'1' ■i au1'-1-

aiea~ c• • "- r 1a ia4epl!~1t■ eoai1~11le: 

I• 

III' 

IY' 

V • 

ataac1 

i' m ;::, o peana i E ~ ) I * o. 
cp L.,-: ?J= ~Pl1) p■atru cJ.~o 

!E[lf.,. •//fr) ~ L~mt+Pl'l.l1'y1ip 
p , -:110,c , .. ) =1 

" l.Jac A F ,f1)j ,~ ~L4i)j· E1:. oi 

i.1! ~ iii: ?1.d.,2. ,- - · 
j =: J j=l ~ 

11::na,l• •• r •a11;1i s1„trie• p-•-.r-•te eia"t 
O<> f')1../t p [l) = ■llX 11.,..J s1 '.P,.,tn=f~}~jl pntru ~ E: ~ • 1 ■ '1' iia 

00 hetl r ':i 
p7opezil,1ao 1. 6 11) est• ui,er ae reaare■ t •l pe•tl'" arie■ tua ■ ţilt 

■ iaetri•l p-n•r aaatll. , if> •••• 

Dea i 9?.,., e ■te aii:.imr.ll ,1 ~1' e11te ux i i;:alll. priat:r• r11a■ ,i1l• 

•i ■ctrice p-ncr...,.mta. 

Ia ph11 ,..,_ ::-elWTGUI ., j(ia prepri■ tll'tell III ,1 iiR ,-ropoziţill 

1.6 • ) r azultt a~ 

p { h~)'P ~ t{7)1'-t ~tiil ,redw.. 1/1. €. c. 
Pria ar ■-r• •••• i a•c~lit•t•~ 

Ip mt-~{tif'I ~ g,p-i/ ~ z:n.1-~/' f,~ ef I 
. :! 

c••• u iapliell i11 p11rtic11la.r c-11 srice !'1u1eţ;ie a.p.a.';f{V(>ats c ■:a-

ti•••. 

Do11il rua ~11 a.p.R. J(l) ,1'f'{1) ■.1:at sct>.1Tnl■nte cact 

sap ~m <. = :,i up 't'IV < "° 
1d '1-'ln JE.e ~m 

l ■ te ll ■•r de na11:re11t all : O r-.ul'" ~1• a.p. ■.. p(î) aa te eehiTal„utli cu; 
' ruaeti• mini ■klll d•uli si su~~ 1 dac( 

aup <f>(1 ,1.1 . . ,1,0 10,-.-)~ 0<> ..,, ....__.:,__:___ 
"'-
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,1 ~(t) • •h ec ll.inJe!l :!:1 ... '"l tun,.c .ia . "'":ir i_i,1< lll cl l\ cll şi_ nu!f-1 «.11 c l\ 

..,/tf' 
•• , --~--- < - ' 
n. ~(~,o,o, .. ) 

Teereu ,rr~ll.teare ase T II ar ,.ta core sp o::iclell ţ11 ce ~:x i stil într e 

tiae ~11le •·•·•· t• k i,i ,p-:er ,,..,le ian. r ia ■ te _l)e '.F 
Tp11J"4.■• . Le Fie iJ.1 5 o p-11or1:11\ i1nP1rhnU _r,e (ţ' .Atmi c1. e , a11 -

tatee 

cp (a(A)) = i J>. I• URcle A E: 'J:' ,i a(A) :: (aJ(A) )°
0 

J=l 

••P••·, atuaci e&al1t„tea 

pntru A<:. T 

De.ioastra.yi• Daci( jJ.1 5 ost■ o p-n1>r :u A i nvArh11 t 4, a tm1r.i e .:;~-

11tetes ai.I.) = aj(li) , j =1, 2 , ••• i.ai,lic:!: e,~11taten \!1
15 

::. \BI R, 

•••• •• re:z:11ltoi. esaerTîad. c~. • A :. w- 1E,Z, 'ii şi Z tibd epeTAtor 1 

(.lio1 u şi V a1at operatorii pttr ţi r. 1 izometrici cla ţi d" a ~~ r. .,:1-

puaeru pel„rll II llli A şi !½ , i11r 'fi ,i 'f'a 

■ele ele nr. t ori pre.prii ai lui A ei B.) 

J.tuui put<Jm scrie fU)=\fli(· ,fi)fil~ 1mde · ('fi)j este un s i s t.~:ll 

ertu■:r ■lit tu:at ei Oa);'l ua i,ir dia c' . 

Sli. nritieu proprietltţile I - V r "utru ½ . Sia,ur11 d in tT11 

ele ure e ■ t. e •~i clit'icil ol~ . ~:riticAt. es t e r ~!lpriet,i;t e" III . 

Fie f 1~ E e . . H ,rn~1 

. ii>Ur"+t(tl= lf 1[l·/fah0jl~ + I t ,i.;( ' J'f;i)i\( =- f 
=(,_.ti• unzl( e,t iAl

8 
est.■ ~RY11ria11U)=lf~l•i'l';i)'fl„ t

+ILii · l•,'°~~..D· \'P~ ldill proprietetu 3)~ 
i d . T4 ll A"\. • 

~ 1 z L~,. -r ~fPc. >'l'iffil~ =~llif-+-1t>11
") • 

Deci~ d••t• • run• ;i• s., .. n. d~tin i til\. p t11 C. 
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1e:i.tru. A IE: T . 
Sl ar d la • li. I-" t, • iite • p-1u1riiÎ i~"'tei'iăat~. Î'TOJJ-TL9' lt\ţ1le 

l) •1 2) aut iee.Uat"a. s it n~11'1.-âa 3) • Fi• U1.ib I d.1j J;1, it•l!'.11 

•1r11r1 le !\UOi..,,.. :r •• 1-. ,1 ·tf;) lUl siatea ortuarut. 

Atuaai 
,,, .,. :1/.o i1' ~(IT;, ,-1" )1/f>)1' '/ ) I l ;[./l1it ~ij) rb'f~'fitt= ':t'\.l'1j+'z.j . ~ I.. 1.1• pUJJT1et11tea III 

~ -~ U1t+~(1_,l= I 7 ~1i (•,'f'j)'f~lţ + !f 7„i(') 'fi)'fi l; • 
DacllU est-. iu •per.tu i:.ioaetr1c, 11tUJ1e i i UAlcp=f>(slUA))== 

=- <,P{â) = \A I½ i,1 ai.ala& \A'J li =- I Alt 

Deo i p::-o_pr i e t•t•- '+ ') eşi;e îaăe_pl ia.it "- , 

Ia •fîr ş1t, Jo ■ nt-ru lll operet■r UA1Ciaeae- cnal A, ~ v,a a
1 

(A):./J.I 

:,1 • ; l")= O ;,n t:ra J= 2,3, ••• D■ ci- lAl 4 - ~~•LA))~P t_:A i ,O,O, •• ) -= 

=(1.in IV ,1 II)= IAI:. • 1 (A), 

pria v:r aare ta•r• .. est e deao1utr•t ~. • 

C«>:r•lar11.l 1. q Orice .11 - •orrall ia T■r f. 1,ttll .11• icJeali.l 'F- asţe • 

p-l'l ■ Tll& s1aetri<all. 

Daa,uutn,1■ f ie IA\! • p-aua ~ l nv~riea t l\ li " ţ' ,1 B,CE:B({; 

DeHrece 11/BAC) ~lBI- ICl - •jlA) j = i ,2,3, ... , rezulU âi1t JIT9-

f■z.1ţ1a 1, 6 11) •ll 

I BAC I~-= f>(" (BJ.C)h<i'Qa-1, 1 c I · s l• l)=- 1:s.1 . ,c I- P(l!lA)) =- 1 B\ •IC\ ,\J. lq;. ,· 
- . 

J-u t l!l!l „oua Justit'i"'" denuo.ir• .· Q f! p-11.a:r;,ill. aat~. a ntl!T'ior. 

Corol11r11l 1.10 Orice .11-.ter i: 1 I A I . . 
tee 1•11.eraliz~ tll. a trirut~Riulai 

lA+ et; ~ lAf !-t JHI! 

De ;,iQ1att11 ~it, Co1tfo!'!I. teorei;:e1 2 . ' ~ ~3) rezultâ ~li 

I; •;J_ LA -t B) "'- ~ s,Pj (.A.) -t 4- ~ ~ ( :l ) . eeatr11 A ,Bc1'_ 
i a ~ - -

rr io ur~are ~ in pTO?T f " t=-t~- V I - leae l . ? rezul~~ ~~-- • 
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- 1- ■• 1.7h_ 1> (• l• l'>'+ c:p(s(B))'=- iA I! + !BjP 
cţ, ½ -

S,l :renu1.re<ua 11o u ;11 ~l "rice p - 110:"-ill. sir11,tr1eA de t'i!lit~ pe o/ •r 

at'll ■ere„ sitll ■ tll. îat:,, e deuâ p - ner 111e specia le. !dai p• ee.l s ~-r e 1 „r. 

urmll.tearee pr0>po ~i,ie . 

Pr--:;:.,t. i yl.11 l.11 

u~ i~eal C, aYe■ 

s1 (X)!S p: 1
8

, 

ia r dacG. di■ X< oo at,.mc:i 

IX\,, ~ ( Z: • }(X))-11•. 
a 

Da'i;Ollştrai;i!l Fi■ Y::: s 1 (:..)(.,'f)'f , u1ul e 'feste un e ls:ae rc t 

t'f:nt a e 2: Ctl llfli-=-1. Di.li prc;,pc;,zi;h 1.4 -•) ~i <lin ,rnorie t ll 

tea 5 - det'iRi;ia 1.1 r ezultll. cil 

p-.aor•• siiutrice rezultă c"-

1 x/ ! : I f 4i (X)l· 1f1)'fil! ~ f -i,{(x)IL•) '1'4">'fi 1! = Ţ ,,JpO .• 

Det'°i.ai tie 1.12 Un ide11l ll ila teni l C ÎJ! ep a r;iu l B l{2 ) ~e r. n:r" 

exist ă i:i p - 1:teri:all iriae t riclt c1tre-l trAnsf<>rml\ pe C :într-,rn spaţiu 

..!.o.!.:.!.:. 

.iah u,er de ar lltAt c;t do1,ut ic: aale 11.p.n. cttre coincid cR nml 

tiai au ••:rm■ le topnlec;ic aclli V>o l e:;: t e. 

~x■ aple d~ ideala ai~e t rice p-ner■11te ef ■ t c
1

, unde 

c,=fX6B'(-l 2); \Xl,-=(i/~lX))11•.e:=j di,cl( peste finit, i ar 

C00 ={x i:B ( .f.2:; X ,ui eperator ~oapa ct ,i II:(
00 

= ijX li~ 

Dae ;i '# ~I c
11 

••t• m:. s;>" ~i1.t B"n" ~ll, i n • clac ~ o <. !' ,1 , c;, 

este ua sp~ţi u ~-B•n~~n. 

Vea ;,~ez;e11.h în aentinuRre <> metoă/1. de " ,ener c1 ide~l~ sic1~•-l'ic~ 
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71■ J a a ,1r ara1trar de nulU'l"e reale ct1re ce■ver«• la O, 

edica , '= e,., . Notai. an. 1C=l=l7i,· ··, 1;,,o,o,-~ Daea 'f eat.e • :C1>netit 

este un sir cres-cl!.te:r d-e -il.1111..,re pozit-ivr., 

J /1) = li■ 1' (!'""') .,,_ jrntru 7 c -c.cp 

ure u.r ::1!1.toorele propriet:l.ţi: 

e) L ~ "'- •~ 1ap l1cll. f+f/. c. c t • 

I 1nr-10d e v lir 
~ cu+ ~J l"' l ~ ~ ( oi'+1ii.1~/">l ~ 1:(f ("'Jr+ 1> W"1J"' <'. 

00 
, .,,_ &t-i, 

~) Daoll o( E- U, ,i î c cf , "tmu:1 o<.1 €- cg; • 

c) D&cll. j = ( }j\f ~ ~~ f ~; (~j)~':1 € C0 ve~it'icll cendţ ţia 

f '1.""f' <- Z: 71:"'P n=1,-2r 
~=-1 .a - -i~1. J 

&tuaci fi. apar t,ir. e de llae'"-el!U> lai c~ • 

Dia -· • ) rez1.1lt l!. !JÎ o altll propriebte 

i) 1=Uj)i ~ 'f implict c ~ fl'c=Ul.)icc$ , 

lsh clr.r acu.a al( f P.Xtins•. l a e~ poseC:ll proprietit~ils 

I - V •. Uuiiei !"e ,..8 r.u ;;. f clo1:1e:iiul neturAl a l runr.ţiei s.p.11. 

il.66 a Ofl!'retorilq::- Xt: C
00 

pentru care 

1-'-s:itru ,.ri ne XEC,t punea 

I X 1 'f ::::. f ( s (:.:/) 

iste c.1 ... r c~ X ~c<P d~c rj. şi nu :\:R i d P.c~. s~p / Xn l~.:: oa, unde 

I ~ es t e $U~• pr i ~ i lor n t erQl!'ni din dezvol t ,reR Sc~~i~t e l~ i x, 

l. :riif~olir e~ te ore E.:'., o.nn lo~ :t teo:emei 4 .1 - p . ~O - [4} , n~ â~ 

po sia1 l tta t ■ P d e a ~onstr~i d:~er ite ideale s.p. n , 
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~eorelllfl l.l~ Fie ~{f) o fua1,t~i• ••P••• . . Uu.t1c! :,;ul~l"'e" C{, 

· ~st• ua id•~l ••P••• •~ p-nornft si~r.tr1e4 

Deaeastrn~ie !'i• A1 ,.A2 E: C!P , 11tmaoi s(A 1) + ■ (A?) e, 'l<f ! .! 

4111 talln„ 2.8 -()J • rszult, ca 
.,._ -p .JJ .. ) ~ p 
~•iA1+A2)::; ~•'.jl.A1 +- ?•JlA2 ) ptintru a=l, ? , ••. 

~=1. ~-1. ~---1. 

Atw..cf 

't)(s(J.
1

-t-.A
2
)(A)) p6(4ia Y')~<Î{(a(A

1
)'-t-11(A

2
)P)l/p t•))P,:; 

~(Un III')~ ~(•(A1)l•))'+<!>(•lA2 )l•l·),~ IA~l;+/A2 1/, 

da uade rezulU el A1 -tA 2 _4: C~ ~1 \A1 -t-A2 \;~1;11;+ t•21~•<_ 

lete el•r o4 ,entru A E: c.F ,1 ~ E: C , IIM■ r:I..~- ~ c.f, ,1 

1,ul½ =l;\l-1•1~ 

lvid'o1Jnt c.., est• ,1 ua i~e11I 't111tte!'11l. Sll. •r'ltu ar.,ia c~ / Al 
.. :! 

••t• • ,-ne:!'11( d•trtP.'I.. _Sta&u!'( pr~prtetate11 3) M'!l!•itis_ l'!Jiir:' .. 
atea~i•,. _r1e -71:.(f.,) J:1 1 l~=U.z.j);:1 dou~ ~irari d11 n,1,..,'='" '!''!!l!l ~ 

şi ( 'fj),~l un thtH ertoaerrar.t 1'uet ta t 2 • 

A.t.ud 

•f l1~it~l'"c· ,ţ,)fil: = t(ll/+ ,:y1!f)"6. ("- #IJ ~!tfi>"rf<s~l,~ 

=• f1v'-·,ftl'fs:.t; +''f. iz.i'"J"fJ>'fî•;. 
Z. •Urţit . _,,a: erat• U c~ ••• .. Olll,ld -'·••'l•at-:. ,1. (A::}~ 

iaa e11' Caufif. ta O,.t. Cutera 1H,uht•t 1.11 •"• 

••m·•.n - e1('•--'ll)6QA·-A•ll1::::: o 
naci "•---:, -.. in •9•~1111 Bl<;, ,1 AE,C"". I11 ,1u,,'1'1 ""'!'"

lerul_ 2.3 - p.,30 - l4] , ruultil el . 

1111 sJ(A,) : ■JlA) 
ll 

J=l,2, .. . 
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Pri1ţ 11rl11ore 

3d. arll.t.\11. ct 

[A lf ~ ·r I Akl;p-<: 00 „1 ,!-,ci A E c!P 
A ~A iJl C,_ :P'ie ~> O ,1 N 1111 num!l'!' 

k· le . .' ;r 
natural e9ttel et .pentru a.q > N 11vam 

I Al!I - Aq lcf < & . 

At1rnei ½> l•i(A• - Aq) , ••• ,s!l(-'m - Aq) ,o •••.• )< E. , n=-1,2 ••••• 

111 ,q>N. Dee11reoe aj(A -A )- ■3 (A 11 -A), p.;ntru J=l,2, •• ·, 
m 'l ·'l. 

atu.acri ~ (a
1

lAa - A) •... ,sn(Am - A} .o, .. ~S: E., pentru n =1,2, •• 

cŞI 111;,,N._ Daci (.A" - A\~:!;~ pentru ll>fl. -

St aetb ot 1•1~ nrit'iell. o pr11prietats i::ipartan t'l • 

• Propriahte11 de dortiRRll tll D1111!1. AE: c~ ,1 B ·~ · C"" Rre p :Mp.,. ie-: 

totea 1:il 

atuaoi 

'>t 
I; s1(B) 

,-=1 

BtCi ,1 

a -:..1,2 • ••• 

~ata clar de a911~ena11 ei!. id12lele ş.p.n. C~L ..tl.... G.i:.z.. co!n

cid u, mulţfai dKeJ!. ,1 m.uud d11ell. tune ~111" s.p.5. ~ .2L gi~ 1!!J..! 
ec!ltval111lte. 

V,a111. rni,1 cî„ o ";;l in.a t;.ie utilll b p1'09ria t(ţii d-, ilor'ti'l! An ţii.. 
. w . 

Teor411.a l.15 Jl'i" k UJl Clperntar din C'Î! ,1 (P j) j:: 1 ·[...: ~ .,.. ) nn 

s i st„a de ,r„ieatori erto~oaRli. Atunai 011·era tor11l 

.A :: 2 P·.Al'J 
J=l. •. J 

5ps~ţina d• Astt~enaa lui C~ ,1 

IA_\i !:: / Al~-
• 1 JI' JL ~li"\ ~ lf De111.0ns tr1q • ie A J = P l t' /P j Atuno 1 " · A.:: ~ PJA PJA2 I . 

,i-1 • 

Pc de •l til. ,ert~, 9entru 'f din 1:ua~in■s lui P J 11-vei. 

(i.J'f ,y ) =-(A"ij~'f i f)=(PiA'f,"P.iAihtA,..Af,'f)::(ţA*A"P:i~ l f) 1 i: .11 •• ,....i . 

D"ci O~Aj _~P/icAl'j :,1 „t,u.e.1. ll oa!'or11 ler.i~i l.l - ,."'7 _ 

-[~J' 6 98'1 ·•k (Aj) ~ - •'<(Pl)f"FJ} . Ic ~1.2 •..•• J =l,:? •... ,'-<.' (Jf) 

A tllnsi 

Z •'(A) = f s•l2 (Â~) 4. 
*'°1. ,c °k=1 Ic 
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C,uol&rul 1.16 

cf(lil:1.(All,li1i4ll, .. )~ fAl:f p,rntru A<= Cp . 

Deaoastr•~ia eete >1cee11şi cu eea ·,. t80!'11!'!et 4.3 -,.~3 - [ 11] , i 

o G1mit_e.a. 

Va111 prezenta R<1;1u:a o extend• ~ teoreu1 ·5.1 - ,.:o15 - · [4) el'lre 

De T11 t'1 de flllos în cllai:rer. dualului unui 1411111 s.p.n . . 

JIIR1 iatU voia de11n11iltr• o le11l ce coastitu1R 11neh1e;•tl -lc11ef 5.1-

Li.llul . l;.17 Fie 1.111 •per11tnr l111i11r si c011tinu11 A Hro est'-4 limita 

slab~. • .-1rlllu1 •• t1p11J'atoti (•.);":.l Un c_ . 

Diid 

.ţţil ■11~ ■J<-'■ >= O (:roi!p„ţi't' J..!!. li■ •Jt"•l=O) 
1 ..... "' . . .~ -

etuaoi opehtQrul A este 1to■pe~t 11 

i}.~ţ{A) ~ 'i;, aup •'J(-'•) (rnp. 
1•:I. ' 1=:1 "'- • 
P1u1pD.itr• ,;s Pr11ced iRd 111 f• l· CI! 

H · ara-t'I ct ·A este UA operRter eo=,ac:t ,1 .oit, în ,:l11s 

3JCA)-:: lia sJ(A. -) • J=l,2, ..• 
n1t-,·-» ~ 

Dec;l .-.z~c.•) =._ 1;111 f:.11!l" J ~. i.tt■ ~'J(") ~ •=-1,2, •• _. ·_ 
J:::1 "".-➔- 1--..'l. • •r 1-=-1 "' "' 

'I'e-or.li·nu:1 • 1.1e !'ie ~(;} o tu11e;ie s.p.ii., neee.lliT~lentll. cu t'uno-

\ i. a :'!i'lirac.1' ( l¼d iell C<f> î= c_). Daet .ui:: o_i e r&tor Ac B (ţ) este 

l1r.1it e dnt<t II ur.ui ~ir .ele op_eratori (A-11 )
111 

cliA· cf' şi d1u:ll 

s!pJA11 {~..:.oo 
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atuiid operat·orul ;. 11p11r ţine de ftsemenfta 1111 C $> e1 

i A lf ~ s~p I A111 IP 

De 111o1utr:q1a care :!'oloseste le111a 1.17, · url'le!lz!( linia de!'!Gnst:ra-

~1e1 taere~e1 5.1 - p.~5 - (4] şi o Ol!litea. 

Cerolerlll 1.19 Fie 

.ti11.de t1<re ],11 1cle.•titate, acl1c( pentru care 

:;,-eatru. lf E. e;, 11tu11.ai A E:: C:P claall „1 numii clac,;. 

;,i :: sup / Pnil'i: \..,_ ~ oo , 
:1 '% 

~.p . r. . -, i "- 11.lllH ich11,1„ 7. ~ ~., , ••• ••par1tllil11, SftU :!'o11t-si11d terlll111•

le1111 lui J . .l.:rH ;;y [1] - p-ap,i ,;iih, unitarei da m11triei, 

Vom CC'nsiderR ., tuna ~i• s.p.n. p şi idei-lul c{> VoJ11 nnt11 

0\l c! îaallicteraa spa ~1ulu1 1=' Îll c~ . Din 1!!11111 
32 

[._4] ,. oara r!lmîaa ·vala■ il( ,,i in Hce st caz, r!izultli 

for,mt din toţi operatori~ A,E.Cp _pantr.ll 011re 

lic. 1?(:in+l(A), "nt2(A) , ••• ) =-O 
'l~-

.sau 

6.1 

cil 

lh: $>(snt-l(J..), s ..,(A), ••• ,sn+ (A),o,o, •. J = o. 
-..,f.,,,""' n +~ . fi 

Vcuv. spune cil"' !'1111.c~h •• . .P•lt· aste r109:onC1r1111;lizr.tit 

înde,>~1nitll c0ncli~i11 

lh JU11+11°l>1+.:l.,l , - -):: Q 
l\ ➔"" 

pentru 

-p.!17 -

c" e1'te 
'P 

lilll ;-.., ( 1 l . J v c ) o "',p ➔- -:r- l<-r"1 l ,,..,..z._1_ • ·1 .,,.,,,_ 1 , i·- =- pentru ·,;E:c<i 

Deo1 cf, ·= c:; dlloll şi R ll:Dllli d. ACII. ii eet-e l!lllnO?)t'lrP1Aliz11t11.. 

D!lc li. f e ata :i.0n0m:ir,au1lizHt.it „i d:R" ~. A e C · 1 o · h 1 ""!f, !!E!J'· A · .,.a rq qţ Ar,-

_i,e:-llt:nul11i A a01:1.nr3e 11< A în rrorCltl I½. 

Orice fune ~ie s ~ p-.R . c,;re nu este ni.ononorl!J.S liza t ·!l 13e va m,uni 

a,1n<>r:u,11;i;a tl(. 
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li:ic· ,"!pl• 11.e t1.1:1c· ţ~i .10n0nor=l!:?:ht11 1ât ruacţiile l'li:.iiwl~ ş1 

lllltii.lll!lll. 

U!'l ·exemplu de tun<: ~ie binor:imliz11tll .e11t11 urmlltar11l: 

l .,, ~ ,.,,.)-1/13 ,, . • -
o('t)= ,~ ~-7i J 1.:cW1~~-~C ~'"" ·.ţ,.-1v::cAt1. Z."-':':oo 
- ')\ • "'l ' ~ l4>.>- ' ,-=-, 

:# j D . 
E1te clar <Pi. en■ 1p11- ~iul C!P este ideh1 s.p.n. • 0 ~11rt<1'1l 

(vez:1 t11orSP1e 6.1 -p.6S ;. [4]). Repetînd de l?<on!!tra ~fo teore_!'lei 

6.2 - ~- e9 - [4] ••tinea 

Te9r•15" 1.20 Oriee ide11l 11.p.n. eep11r11ail c0i1niile "H un 11nu1-.it , 

o 
id.al Cep • 

Dupll eu■ 11~ vllzut în cOTolerul - i.10 • p-n•r•ll innriantll pe :J::' 
Y~!'iticll iaecelit11t1a e11ner~lizatll II tr1~h1ulu1, Un rol iap~rt11nt 

u Gie111on11tr1<:re" 11ce st1ti tapt îl Jeao ll ;,r0p-rieta_tt111 lle p-oonTeirit&tc 

a p-ae:rmei. 

Din 011rel11rul l, 10 rczul U. c ll ,111tru p ocl • pe ide11lul '1=' an-

1i;1d•lul prop:rietll~iler 1) - 5) eete echiTi<_lcat ou 1) - 5) în e11!'e 

pro;i r iet11t1,; 3) 111te înlilcuitll au iaec11l1t11te11_ ••1smzitlf. 11 t riun- · • 

~ililui. 

Se ,1011te Jllllla intrea11:rei, d1101l acelistll. 1cldT11lea ţll se p•llt.re11zll • 

şi pellt·ru (l < p <l, FU.1pu:i. ■11l 111c11tiv le a,u, ::·at:. înt„ebare II toet 

d11t de - 11,atl!:11fit"1cir.11ul sovieti= !!etrelă l8J . l!:l e arllt11t ell 

cjl,.,,..:ţT~,H(<2); fTli'too=s~p -lt,11,,.k:(T)'-ool••te un contrfl

;:x"-mp,l.u .-& in tr~llne11 de i:a 1 1u1, 

ua ral cu în teo:re,ui III- 12,1.- ['J] .- arAt:l cil llua1ul lui C 

" 9:Ee<-1 Iute Bit'2) ,1 CI\ cou1es«-ia11, d1atr,. t'11ut1on11l( 

l"1uiRŢo\ 71 cont1auit 'F ~ cjl d un •l•p•t AEBlr2) .. te dlltil (Ip 

r,inuln F(X):: tr(.U) :•~ ec, .Ju_f'Fi.::.npJtr(ll)I_ fAfl, 
• • . llE.C,- l)(lf> -

Dl4c i1. netllal r:11 i 0,-,(1) t'wacţia f{f'+-:,.1' (_...atru? E, ~), ,p 
t'iilld o_r;u~i• 11.p.11 •• ~1 dNCli. ., ,u1 •• ~,,.){f)s:.11:tit,, .. ),. f-izi~:. 
"ti.11.ci lf,r, est• · o i'uu-;1• a.a • . •1 ""• a11alecul teel"eae1 12,2 -[:j 
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Te1tnD1a 1.21 Fie i{I) o f1me.~ie e.p.n. nee11hh11lentll eu fune~i!I 

max1aall. A-t:u••i ror11U1 ceneralll i, unei fllllc,ioni,le liniare ,1 con

ti•v.• !'(X) •• epR~i11l Ci este clat,t ele for1111.1l11 

!'(X) = tr(.U) 

!.laie A • et• 1111 "iii ra tctr 1U11 

ll"(X)I -=ltr U I=- I Z: il/ilJ \ ~ ( eonru■ oor. 3;-1 ~[41) ~ 2 s j'A~~ 
a . j • ) 

f (u-r. II •.l - l•1)~ f•JlA), •J(.X) ~ - (du .iefini~i11 lui<f,1/') ~ 

<. cf, (s(:r:))•IB{~. (slA)) =- I X la • I A l-1:.• < 00 ' 
- (~) ~ t'l ""U'J ':t:'(pl 

Dar preal.lp~, 41 oii. ttxH:PEl, atund •JlX)~_ l, J-=1,2, .•• , 
11, - • - . ci• ulllle •J (X) -•jLX) , J-1,2, ••. ,:,111tunc1, ,un prtlpozi~ifl 

1.6-•) rezulUcll PLsf•cx))~p(sjlX)):: IXl{>:l . 

.leoi IXlt ~ 1, ,,1 prin ;U"t'Ulre IFCX)I ~ IX~ ,/J.I~~ p11ntru 
t~ ~ 

X'=:î' • Deell xe-c; :,i XR---:!>X în c!_ , 11t,.mc1 Xn -~x în c; . 
-r (/>) 

~i cleci P'.(X) - P'lX) ,1 atunci j!'(X)l~(X\.r.•IA l..xlf- , prin urraRre 
• n ..... ,r "'(r) 

l',(X) -= tr(1'X) <ist• o tuno:~ieru1l( liniair.t şi noatinu( pe c; -,1 

l ll ) IIFII ~ IA\.,,.. 
'r(~j 

Vom arH11 ec1111tete" în {li!} . Pe11tru !lr.eiist11 se JJ?'or.erleaz'I. cr, în 
tn) 

[4] ·,. 1.31 îllloouilul ,e ] j pria J_!.,,,),, 
l 

Mai dr,p!· ,t• "•ru>Aatri, ~1n con timii!. <: e în ~4 J .... 131-132. -
. :i~Gu,roa 1.22 . D1t11ii. ~ est• · o t'unc ~1• s.,.n., s tnnci non fora ten

r,2:-er ci .. ,~u-i foafnte c; . Ast11_ separat ~li ltut1lul~n ,1 deci putem 

c i.,11 ■ idara ,i"e111pletatlll Mooi<ey 111 s'lu ( Ttrz1 D}) c; . De ""'"111e11e11 

so, p ... te verifias el\. . C- este llA· p-spaţiu inw.ria11t 11'1 rsa-ranjitri . g: 

d" •1rllr1 _(v_~i [7}) ,,1 ,r:tn ur111are putea _cnnsidera ao111plet11 tul , 

~lll bl&alce:, ~ , aare e9te tul spa ~111 inv11rfant, 18 rearanj J!ri 

Hp1<rallil de ,truri. 
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c" 
A 

_,,_ 

•elil nota,t epe ~iul _ope!'l'torilor ci,111pae ~i X 

~ • o 
C.._:C- , · undi! pr in 

,.. e'P 
eu prnpriet•tea n'l 

•J(X) e ii:. De re;;i.arc•t 
o c=!. C.i: e•t• un ideal s.p.n. sepnrr,1111. 

pentru 
• • .a "'t' _,,,, 

R~. ,,u,uul este' M~flt!Y. Intr-adev'lr rie ,f(f)-: (~w.,. \ . J. 
,\ - "" unde j'= t. ;1 (wn)n=i ••te un ·,ir pozitiT dascJ'e ■c'lto!' ~u 

1:_.,, ,,_ ,111111 w -=O. At1rnci, peatru p=-1/i:, k:
0

E.IN, k:>l ,1 
""=~ D '11 ➔ "° ll • • 

pentru v = (T•);: 1 wi ,1r r.u eoele11,1 prr,prietllţ1 011 „1 '"n) n 

I11. Mceat P"r•4r•t TOIII 111dic11 podl,1l1t11te11 extinde!'ii unt9r re• 

Zwltata •le . lui J. •r•zy L!J , - [2] priTind ,în •pec111l
1

teo.,.ei,ie 

de interpolare in i~a11le a.p.n, 

Rezultatele aht nu.1111 anunvl't•, tul k • ~ de de!'llonefr_,. ţ11, 

De en:aene11 ,,n„le noiiulli :.u vel' ,i,:111 %'1 expl1ct1te ei se vP. 1n-

fia ii: 1ui p-sr" ~iu si,p11Tal,1l de · eir11r.i 1nffr11111t 1„ re11rl"nj 'lr ! 

( p<!: scurt un "P'' kiu . dr.ie tr ic r-narr:::.t )· • ti,ae i 

dotl't cu p-nor:111 IITU = 11 s(T)ffE) 

este un idP-Hl s.p.n. sep11r„l,il, 

Defini~ proiee ţifl trie:n~ulfll'll 'T':CS ~ C:I , "" t'Un:! 

d•tli in telul uria:\tar: ct,11~,t f•nl;' ... 1 , (rn\a":l eint 401111. l111z" 
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---
ortoRorute ill e2 , iar Â ~ -CI atwlei AN 11nt1~1et Oa •tri

oea _(~(.s,a)) :,'
11 
•l relaUY4 la oele doull -•za, unde a (.a,a)-= 

s(.a•••t•) - ,t 

l •lt,J) ltU 
t~)(.l,J)= . 

o • aUtal. 

o •r1a4 %atra-•r• .. ra •• ••t• ••■•••ta••• pri~ta• ent1-

••1tlt• 11&1 - t. lbJll■•l .-ate 4st de 

Teerou ·2.1 Fie I llA •J•ţiil ■i.:utric J-norut. Pro1••~111 

trt .... l•r• 'f ••te aaaUJ11&a ,- Ca - .. ._ •1 1111111111 daCll. 1!11ffe11 

-,. al 1111 • W1'1t"teit iaepllta,11• 

1 <. ... •'la' - • 
( hatn „r1111 ţla tallail.r ..,. • • 'Nit•• la an:1,i. [J 1 .) 

·nacl ~ @f!lta ua p-spii ti\l B11n11e.ll, o Ctesc:o;;p·unar• t'ini t diMnsio

.!.!.ll.. (presc11.1rt11t 11.t.c.) e lui X in _sptt~U (Xa):°:·1 este W1 :,ir 

(x.J ::_1 ot• su-spllţi:f t'init dia.11aicmale ale lui X eu praprietll1;ea 

sori•r•• 

llU!lie„te d.t.d. 11.er:omUponPltit A lui X. 

Pn :Cli:~c1 date de 

;;i,x (1.JJ~ n 

Al ttel. 

C1nd 

l'ie Za :.Sjl: ( • 1,j ; t'IPIX(.i , j") =•) , uncie ("1 ,j)lk,l)=di:c·t; e 

La t'al ,,., ill [l] n El.!!:nor.str1ta, zt .r(: 

'h<1r~o1e 2.2 cie CA un 9-spa ,-ia. 1u1it"r de :itR,rici. Ur11(t„11rele 

s!irme~i1 siat · er:hivala.11~e: 

1) T sat• ~il.rcinit pe ex. 

2) 

• d.t.11. 11.ec•11.di,ienatA. 

3) CS •r• " :le l!C:Q°spuners r .d. 11ecesdi .ionat~. 

") 

5) 
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.,,_ 
lna,l• .~- ... ţif C:s aettel s„u - 1 < 'w 'liw<- el 

.Sat 1:1;el•cal-connze sint •JIB 51ile c,;q = C f, .q , ••ci• 

U•I l =- 5aee ; f:sl ..l"z•(•'"••('l?,,-1\l/11 
,.q l • 1•4\.fi; 1 - ) 

••• ~•{~\ •n• e1Hl (zt .. )'ll r„ruJ•t „Nl' ... u.~ 

.... ,. . 

Jt•a■intia o( 11a „ttţ11l 1'9ctor1•l t-,olo&lo I • •11-ew .IIJiel 

tasl 1111 ta1t11l el ~ • Te Z atllad •11 T ~ I • .. 11 Z ;::: X. 

C• ace•••f •••ollstra ~1• •• !a [2] n Jtellte fe„aet?a t ·a,-:,,a-. 

t,ve:1111 213 Sp■ 511le c,. 

[1] Ar■zy, J. - Soae relllRrka nn 1nterp•l•tien tlleereiu ft ■d tbe 

JJouadn•s• or thc trieri~ulfl:1' _prejcat!on :!:11 ruJitnry 

11mtrix spaoas. IRt. Kq. ana Ope:!'ftter n. Tol 1 , 

453--1195 (1m). 

[2J Ar•%7, J' • . - A remerlc e11. 00111plem.ented s11•11pces ef uuit„r:o 

PU1t:1'1X 11p11ccs. Proc • .l„r. ll!a t J::. See. ?9 , 

fi0l-60e . (i9eo) 

[3] Mc Cflrtay, ca.4. - c
11

. Is:!'11el J. Mttta. _ 5. 249-271 (1967). 

[4] Ge"•rc.: I!·c.,.Krelâ,M.G. _- Iatr~•ri:lea: t-.~tllle .: t!aaa'!'y er 11-. 

i •eai- aiaaeil◄•Jltu'k • .,.!'u•ra:U.-aat;;lllrn; s .... 

TrRnslat1ens, vol. ie. 

[5] Kslte■, N.J'. -- Orlioz ·scquenoa .apr<ees witaont loenl-convc_x i ty 

Proc-. CR11ii,rictcc Piiilos. soe; e1, 253-277 (1977) . 

[6] P_epa; N. - &111• scquci:tocs an• IN8■pAees in Lereatz sequence 

sp~c•s without lacnl coaverlty. Tr!lll.a.A-'!'.lillltb. 

sec. 263, 431-456 (19ei). 

[?1 Popa, N. - p-Spa ~11 de fucţii 1inariante 111 ?'811:l'aa_Jlr1, 

O <:p«:.l • n •P•l'• h 1:,1t..:1'8 .l~i-1•1. 
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pl•t•lj ~~nt.1nuous op9TPtore. 7n~1~s 1n Math. 

Plly11. 3 , 73-!'!l ( 19n9) . 

S.e~ia 1fo Matallltltir.4., IHCR:IST 

!½ueu't'e,ti, Bd. P'le11 220 

:. 
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OFE!iATORI LINIARI CARLEMAN 

MIRCEA C!RNU 

INSTITUTUL POLITEHNIC BIICUR;;sTI 

Se 'dă noţiunea-extinsă de autor le generalitatea 
prezentată in comunicare- de operator liniar Cerlemen şi · 

citeve din oezuril_e· s·a1e particulare, oare dovedesc sfere 
largă de cuprindere eaoestei noţiuni. 

· Fie So mulţime, E . şi G speţii vectoriale topologi
ce pe corpul K el numerelor reale seu complexe, F un spa
ţiu vectorial pe K ·format din funcţii definite pe s· ou va

lori în G. Un operator liniar Ucu domeni1:1l de def~niţie 
D(U) inclus in E şi cu valori in F ·se numeşte Cerlemen 
dacă există o funcţie 'f numită funcţie generatoare seu nu
cleu definită pe S ou valori in spaţiul vectorial L(E,G)pe 
K al tuturor operatorilor linieri şi continui de la Ela G, 
astfel incit 

(1-) D(U)c;;{eEE :cp(.)eC:F} 

(2) Ue(s) = 'f(s)e, eED(U), sE s. 
Caturi perticu~are de operatori liniari Cerl!!man: 
Onerato:~,:!.i linieri şi continui; Dacă F este· spaţiu 

vectorial topologic ou t opologia me_i fină dacit topologie 
convergenţei pl.µlctusle şi U este un operator liniar şi con
tinuu peste tot definit, atunci U este Carleman. 

Exemplu: Operatorii liniari intre spatii .finit dimen
sionale.- Dacă U este un oţ>m.'etor liniar de le R°i~ ·Rm cu 
metriceR asgcietă A =lla;:,u, · el este Cerlemen evind ca nu
cleu matricea A. Mai precis avem S={J.,2, •.• ,-m),, G:.K,E=li\ 

F = ~,tp(i) =lle11 ••• ainl/ER°::::(Rn)•= E', _i€S. 
Operatorii generaţi de matriai infinit~.._care acti

~neeză intre spatii de şiruri. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Notiupea initişlă de opeţs_ tor Carlernan şi extip- l, . 

de;ile sale. 
Dscă S=(a,b) ~ R _inzestrgt cu mli surs Lebesgue, 

G= K, E = F = L2(a,b), se o~ţine noţiunea d!ltă de · 
Carleman in .1923. Io acestă situaţie nucleul este o funcţie 

de două variabile ies)= K(s,.) € L2(a,b),iar operatorul 
are . forme U41(3) = l~K(s,t)e(t)!l.,t , pentru e in D(:11) . şi s 

a.p.t. •în (s,b). · · ,Iij , 
In cazul S = Rn, E spaţiu Banech, F spsţ1u Ban.ech 

~"), I 

compus din clase de funcţii m'1.surebile, , noţiunea 'ct . operator 

Cerleman a fost dat de Jdanov, 1974, iar în cazul,. cînd Se 
un spaţiu cu m~ sură tr -finită, G= X, F= L2(3),n;ţiunes de· 
Jper:!tm, Carleman a fost ·dată· de J. ·,ieidmann, 1975. 

·E:temolu. Oo,ra t orU HU bsrt .'>chmid t de la un spa

ţiu clilbert E la F = L2(s) sînt ,peratori Cerlem.an cu nuclwl 

<f(s) =L,.~ e,, _ , dscă l:.,p,.1,1<-şi O îi:; rest, unde 
{ en} este un sistem 'Jrt on 0rmat din·· l,((J ).L 

Oper~t:,rii _ liniari şţ 99ntinµi îgtr9 sg.aţ!.ţ J:9 
d·iatrfbucii, U :.3'-.l>', sînt 9dj~c ţi de •Jper9tori Cerlernan 

i:u nucleele f9milii comp -'.>Zab!.le de distribuţii în sensul de
finiţiei d~te 1 e R. Cristescu, 1964. 

, .Q2~r2tor1i de c ,:,nvolul;i1ii'. D,ac il. S este un semi13r,.rp, 
·'! ,.rn sps ţ iu vect ,)l~i~l t opril o~ic, D un spaţlu vectori!ll, E 

este c" mpus din funcţii ·i e 13 S l,a D ,inv ~ri9nt la t -r~nsla ... 
ţi.•ile l!! d.reapţq 't'.s, s € s , <l efi ni te p:.-in '?'.re( t)=e( t ·s) · , 

t 6'. S şi are transh ţiile continue. Un oper:!lto.r u-~L(E;F) , 
se numeşte . convolutor(~;D') d ,ică (u•e){.)~'·uc--e·e)E.F ,· 

Oi;,er9t rirul de convo1'.1 ţ ie lJ definit de un c onv"lutor "' ~f.!<j 

?rin U(e) = u * e l!ste C,irleman cu nucleul 'ft's) =?''"' ,u,nlie 
(?''1.1.)e= u(·t:"5e.) • 

!'::rnmplu. O.para tGŢUl de · der}v;şre. de la 2} la .,21 este 
C3rlem!'n cu nu.el-eul .p(s) = "ts··;i , uncl~ .f'este deri•rat, 
d istri~,1 ţiei .,;1r3c 
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Operatori l111iari pe s.patii O.e fu11oti1 • vectorial• 

... 

Fie X u11 spaţiu reticulat local coavez ,1~ ~lţia1a ,_ 

turor .ae111iaorm1lor soli4• ,1 ("t;)-coDt1Due ·4•f1D1~• pe X.Fie y aa 

spaţiu 11D1ar ooaplet ·:11et1oulat.PeDtru orie• p E- 5' v1111 aota ou z . p 
111ulţi111ea tuturor operatorilor l1a1ar1 Ua :x---.y pentru care J1Ulţ1-

Hll { U(xh p(il:) .6 1} este (o)-u.rc1D1ti..DaoA u E zp,vOII paa• 

/! U-·llp=a~ftJ j U(x)I I p(x) .f: 1 }. VOII Dota z„U zp _ 
. ~ ~7 -

Fie T UD spaţiu locu-o·-0011pact ,1 !1C1111lţiaea tuturor pir-. ' . . . • 

ţ11or 00111.paote ·ale lui T.PeDtru orice lif:rl'v011 Dota ou·~ mulţia1a 

tuturor ·pă:rţUor •orelleD'1 ale ·1u1 i ,1 S= U!l1 • VOII nota cu ll(T,X) 
. IE:X -

1111lţ1Jlea tuturor fuDoţ111or f1 T~ X cu propriltateai 1i1at1· I f;'1{. 

,1 UII şir S8Dera11sat { fo}cffA _ .. e fuaoţi1 ~si111pl1 (oare aplici T 

iaX) aşa oa apt f;s-C I ,1 carii al :t1e ua1.fol'll -ooov•rceat oUre f. 

SpuDem ol { ;\E:-Aeate qli tir aprox1■81it _peDtru f.llu1ţ·1.a,a ll(T,X) Hte 

UD apaţ:tU: reticulat local ooa·vex ia raport ou· ortiiaea pnaotuall ,1 

·topolo.Cia da,tl ele mulţ1■ea aem:!.Dol'lltlor p(PE~1 ua4e 

p(.f)=JIUP {v<t,<t)-) 1 t E'T}.PeDtru _orice i e'j(; aotl■ 
-"ir(T,X)={ f _E ll(T,lO;apt-fCll} • _ • 

ne aowa 1111$-z aliiUvl,ou propr11tatieaa 'v'IE~.:.:l PE !P 
4&tfel oa ■--) C zp iar 1112lţ1.■1a . • 

· • ( ½: ll .■ <.41 ) 11 pi (A1 , •.• ,-'ic) ~paru ţii a lui 1} 
. l. 1=1 

ute (o)-il,i.r~iaUl. V~ Dota cu v
111

(J,p) ■arsiaea _.Hp1rioari. a aoe■-

11.81 lliulţtmi ,-1 v0111 apuDe ol II eate _ae Up (v■).Daol f€'11(T,X) utl 

!11-.simpU,d.efiD:l..m 1D1i•Fala I(f1 ■) ia ao4 o•itauU.Dacl .fi:-ll(T;X) 

•s·te oareoar1 1~ { t5 !aeA este up ·,1r apro:zi■aat oarioare ,puae■ . 
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---
I(fa•>· (_f )-li■ I(f- 1 ■) (l1■Ua cu r1111ia,or tll18UD4 ,1 Dtllt-

• f<i-A d 
p1a■1D4 · 4• 91.rlll aprox1■aa,). 

Iahcrala I(.1■) tah Uit op,railor 11D1ar P• ll(!l',X) cu 

propr11,aha ci.. peaţru orlo• 1ElC.rea11r1oţ1a aa la 111 (T,X) eaile 

UD opera,or (po)-alrc1a1t. 

Reo1proo~4aoil. Utll(.T,X)--"?-Y Hh UD operailor 11a1ar pea-

111'11 oare rea,r1cţ1a ul la -_c,,x) •• ,. UD opera,or (po)--llircta1t 

('\1':Sf,0,awac1. ex1aU o fulloţle a4U1vl az'3~z,,, t1p (va) 

uUel oa UaI(-. ,■) ,1 U ul ll'p ... c:11,p) or1 .,. cu, ori --·••ru.l 

••tac (al ul111me1 •ial1til.ţ1) are•••• · 

Ia · parUcular, 11 poa,, ţine 11aa _ol -apaţiul c0(!l';X) 

al fuaoţi~lor (1:) ooafllau• ou nport o~pa,o• (cart apliol 
1
T 

tri X) .. ,, ua auupaţJu liaiar re'1ou1a, al apaţi11lui ll(T,X). 

Dl ae■phl, 11a operahr l1D1ar {po).:..rc1D1' pe C0(T,X) cu ff.lori 

la Y •• poa,, pr1lu11ct p!al la UD opera,_. liniar (po)-alrs1a1' 

PI ■(T.X). 

BlUlw,ţtf 

Roaahll cr1■ ,Ho1&e0Hff14 -no-,or 1-pac,a -ucl liaear. 

OPffa, .... aaou PNaa,1976. 
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Siruri Vitali convergente 

Gh. Grigore 

Iii (•] şi [2.] s-a degajat . oa instrument de lucru, o . teoremll 

de tip Lebesgue-Vitali de derivare a, ,unor_ .lllllsuri, teorem!l în ou-e 

am !nlocuit sistemele Vitali cu şiruri generallsate Vitali. 

l!'ie T o mulţime, IJ o G"-algebrf. de pilrţi ale lui f, ·• o . 

Diilsură pozitivă definit!l pe 'J'. Vom numi partiţi~ a lui f un 

si Jtem finit t.• f Ei, ... , I\i} de amJ. ţimi clin 'J" astfel inoît . 

Bi nBj • ,(j;i'i), k{~ • T, m(~) > o. Vom nota cu .0 famllia 

tuturor partiţiilor lui f şi o· vom ordona dup!l fine.ţ9. Pie { A.,J .... 
un şir generalizat oreso!ltor de partiţii şi fie $a{El E.E.0.,11aAJ 

Vom nota cu~ familia reuniunilor numllrabile de mal ţimi 4in $. 
~Definiţia l Spanem ci!. şirul de partiţii { ti...L.. •ne total 

daci!. 
ţ;r, ·~-_\. ... 

(l)l't')B·•'Tşi • ·t ;i.O exiaU o<IA şi B
0 

o reuniune 4e ■al~ 

clin ~ aşa ca m(B~0 ) <.E. • 1 

(2) V Z • <j ou m(Z)-0 şi t.>O @)B E-S?t, aşa oa B~ Z şi m(B)<. E 

Daci!. l:}.e f> vom nota 1.0.ft • max m(B) • 
Be-A 

Definiţia 2 Vom .,pune ci!. şirul de partiţii · {t..ileste un 

şir Vitali daoA este total, oresc!ltor şi lim \I .A.ii- O 
oe. 

Teorema oare w:meazl!. generalizeazA un reEUltat din t;sJ 
Teorema~ ~~~{b.i~este un şir seneralizat· de partiţ~i, 

cresoA'tcr ş·;t. cu proprietatea (1) iar ~sura m nu are atomi 

atunci lim I\ .0..CI-O 
"' litie- X un spaţiu Banach şi ~!,X) spaţiul fmlcţiilor m-inte-

pal)ile &clµler cu val.ori în x. Pentn f E L(T,X) fie • 
'- _ ~ • .,.L. t <.. l,ctlcl.111)11: ... ;•tel„ q,1.,,. (e. t-5") 
'411 - Ţ.· O,. ""<I) \ \ • • • -ţ . 

Tec~ 2 Dilal!. f ~ L( f ,X) şi { A.c} este un. şir Vitali atuDci 
. • . . 

11m f (t) • f(t) m.a.p.t. şi 11m var (f - f.i ) • O ... .-. . . • "' 
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!eorep I r1• 14 o lli9arA Nall. pe CJ fi pentra, fieo-.re 

:s0 • , fi• e:_•~ ,~•( . .&.tm1ci 1¼-C~:t; ezin& a.p.t. 

,1 ene eplil ou demd. tatea pllrţil m-abaolut contbmi a lui 14. 

Blblioen,fie ,. 
(.1) I-t Be~. lriBON Jlepresentarea alior· operatori 

liJd.~ ( ab tipar ) 

l2] Clh. Qricore Representarea unor operatori lJ.Di.ari (no}

lllrginiţt Anal.ele Univ. din Oraiova 2-1974 lo3-lo7 

l_3) f• Balaoa „uare fheOl'J' •- Yerlc l~ 

l"1 r.E. w~, e,. rJr8-" llM•~· ""t4- IL ~NAI. 

"# 1-i~i. M o<lio. i'i&'t. ~ 

Universitatea din Buouref~:i. 

Pllc9l.taha de mte111&ttcA 
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MASURI VECTORIALE 'P1l LA.UCI . 

!'!tel.ian Gllinll 

Institutul. de Arhitecturi ~ucureşti 

•In tot acest rezumat;(~ însemna un grup topologic separat, 

complet şi comuta~iv, în care operaţia va fi notat& aditiv şi 

elementul. unitate cu O, X o mulţime nevid& arbitrar11,c;ifx)i!IUAţi

mea tuturor pll.rţilor lui . X , ~cqtx-J o latioe de mulţimi, adicll e 

mul.ţime de .Jlllrţi cu proprietlţile l)pe.;( 1 2) A,Ht 9),4<11! ,Alle € ~ 

şi Â ,;e ... ~ o funcţie modul.ari., adioll o funcţie ev. propr;etllţi~e 
l)~•O. ; 2) '>.(i'lu&) +.\(Me)• )./l!J+~(l'l), V .11,0~~ · 

Prin <r-mll.surll vom înţelege o funcţie DU1111lrabil aditivi!. de· 

mul ţ:µne şi ou valori în ')( • Pentru orice funcţie 'f' 9rx,~, 3t"vom nota 

""'re - l A , x I rce) - f(l)flJ'tJ .. '<' Cf3"o,.., ~ ~ ,cf 

•In lucrarea D,J, noi - generalizat noţiunile de 1111laurtt. 

interioarl1 · şi extetj.oarll, la cazul funcţiilor cu valori· în)(, 

în ~era de mai ;loe . 

Definiţia 1.1 Puncţia '(''10<> ... "Jf! ee numeşte eemi-mllaurll inte

rioara dacll l)'f<,)•G; 2)((~..,).,C1bc),A,..J.(,I) .. !:'_'f(~) s'f(lf) 

DacA, în aoeaetll definiţie, condiţia 2) ■eînlooieşt• ev. 

condiţia mai tare ~toare : • 

2') ((,W C~), A,..J. ~) • 4., u>(i\.) c 'f(A) . "" __ .,. ,. 
atunci VOIII einme cil f eete O 111lsurll interioarll 

Def~;Qa 1.2. Puncţia ţ,<:Jt"JO-+~ ee n1.1111eete eemi-deurll 

exterioar'l daoll 1) 'f' l!IIJ-=o > ~ ((4..)., c ~), A,., 'tx) ~ ~ i'<.q_)-tt:n 

DacA ~ în aceastll definiţie, condiţia 2) se tnlocieşte ou 

condiţia mai tare \U'IIIAtoare ' 

2 •_) (( A~),., C ~) , A,...1'A) _,. ... ~ 'f'(~) • 'f(,4 ). 

a tunci vom spune cil. 'f' e'ste o mll.surll exterioarl. 

C:la.SB/!JBZ, Fasc.7 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



De a■emene_a , !n lucrarea [~], noi am demonstrat teoremele 

~toare. oare generalizead binecunoscuta teoreml!. a lui 

Caratheodor,, 

!eoreaa 1,3, 1'1•'f'9'1:icJ-+~ o semi-lllll.aurll interioarl, ~"'~ şi 
J ,- •!AC X I (:1) (A.,)., C, dt 1 aA{J MAAl/ A s.E, A_} 

Atunci ana l)" este o algebril. de mul.ţimi şi~ eete o <r

milaurll, j) ((A...),. C o4-,., .4_ TA) ~ ~- 'f(,4.,,,) •'f(#t). -

3) ((A..)., C Ar, A„J.) .. (Cf(4.)).., eate convergeat , 

4) Jţ_e■te o l&Uce de aulţiai, Jic~ti '-f /1/,- este o funcţie modul&JI.. 

5) Dacll '( eete o allaUrll tnterioarll, atunci d/ eate v--1.pllrll ,1 li'"~ li 
Obeerrati• l'lmcţia 'f,{R n. fi nuaitll tn cont:llluare ~-mllaura 

generata 4• 'f • 

Teorema 1,4, He f'~) -~ o eead.-mllaurll exterioarll, ~-R'f' ,1 

<7.J. • S ~c X I (3 Vil "' c <I!,, o-.J..U ,:..,.u ,i" r\,'3_ I. tr l v ... , ... --r ,.,., J 

J.tlmoi ana l) ~ Hte o algebrll· de llllllţiai ,1 ~ Hte o 

a--mlleurA, 2) ((B...),.. C 0.,., ~M J./}) - !'!:!. 'f(~) ='t'(~) · 

I 

4) ~ Hte -~ latice de aulţiai,19~ şi t/~ eate o_ funcţie modul.aril, 

5) ))aol.ţ eete o mll.-11urll n:terioarA, atuoci~ 911te r-algebrl şi 9.3.,-•JS. 

Obeenaţie luncţia ~~ .,. f'1 numi tll 1n continuare cr-111!.aurll 

geaeratll de '/-' • 

Dupl. cum se · aratl. în [fJ 91 [', J , orie• IT-mileuri!.)',~ ..... ~ unde 

~ e■te un olan care poseclll proprietatea cil pentru orice i,ir 

monoton (E_) ct:, şirul (j(~J )- :eate convergent, se poate prelungi la 

o a--mAsurll pe o o--algebrl • Astfel, de a,ici şi din proprietllţile 

2) şi .3) din teoremele de mai sus, rezul.tA f!./i; •c/.~~~ funcţiile '-f 

şi 't' eînt numai semi-mii.suri, interioarl!. şi re11peetiv exterioarl!. , 

aee11t fapt _nu reprezintll un impediment pentru generarea, cu aju.

torul lor , a unei G"-mă11uri pe o a--algebrll, 
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Scopul lucririi pe care o reEllllllm aici şi care va apare tn 

Revue Roua. de Math. pure11 et appl. , e11te de a arilu tn ce aod 

118 pot construi, plecind de la funcţia modular& .:\ , 11ami-alsuri 

şi mileuri interioare şi exterioare tn se!181,ll definiţiilor 1.1. 

şi 1.2. şi de a da eondiţii neceaare şi INficiente tn care r;-

mlisurile generate de ele prelunp11c pe .l. • 
- . 

2. Pentru realizarea ace11tui deziderat vom preaupune tn plw, 

cli funcţia~ poaeil tn plw, proprietAţile urmlitoare 

I) i (t'E_")_ C ~, E.,.1') ~ ( ~ (~)) ~ e-, ·••~• •~ 

l ((E_).C ~' E_.,l, <P) - .8... ~(E_) -.o 

şi vom foloai unillt oarea led care e11te binecunoacutA ( v . tiJ) 

Lema 2.1 • .ii' ie (~-),·~~-,m eir pneralizat tn ~ • Dacii pentru 

orice şir creacltor ~)CI , 9irul (lt). eate un air Cauchy , - • 

atunci~-)~ cz,,) Hte un şir Cauchy generaliza~. 

PentN orice mulţime ,te X , -nm nota ..l" -~ • i E e <" IE'"'} ,1 

vom ordona acea■tl au.lţ:Lae cu relaţia de inclusiune. At119Ci .r'{,fJ 

eate o mµl.ţille dirijat~ şi dia pro-orietat•a {I) "i leala 2.1. , 

rezultll cli (:\(El)n.ti'•> eate ua şir Cauchy getleralizat tn ~ ,1 deci 

convergent. NotÎJl4 liaita aa prin 'V(-4) , obţinea aa"tfel o funcţie 

y :<;it)() - J( cu proprietatea evideaH Y/,;(' "" "- · . 

!eore• 2.2. A-..- l) ,' eate· o ■ea1-11Aaurl interioarl. 

2 > (CA..,... c ~, , A,,:n -> (6,r-4,,1.) (Sp., -.,-.. 1-; • 

J) ,;.,._- As;)( .:fii-· A€""'"' ~ ~~) • -l(En fi) •"l(E ,,t) 1 V E ~ ;t'_ 

4) ~ ~ ,/("" <• -'l,i, E-t°, 'f- s: I) • l(IJ~4) ..- ~IJ) - :\{,tJ. 

Obaern.tie Daoa~, ~. atunci -~ntru orice 9ir aonotn ~.l.. C~ 

ou limita ee-ot', av- AC~J-+.\C.}deoareoe tn baza teoreaelor l„J. 

2. 2 ~, v I~, eate o 11'"-mlaurA 9i "'lr „;i.. In particular razul. tl el A 

este numArabil aditivi pe .J:: . Afirmaţia· inver■II nu H*e !nai 

adevllratll., dupl1 ci.III aratl exemplul uniltor 
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-~,/-

Ph- I 11Nl_ţqea~n~:i:,1~r , re!:1,~~ X• (o,1J c R, ~ • { (-o,QJ I, <P'E(a,1J -} 

,1 ;\ =«~ Co,t1,~<~1'Ătunoi ~-(o,o]E-"½X~i- ;,e■t~ o 1~~~~e at

bill ID rapon ou operaţia de j,.nţe_"9o:t;ie ma!l:rabt-11. De ~--JUl-.., · 
• , ' . 

ene nident CA >. Hte o funcţie •oclu1arll i,i o.A pentru orice d.1' 

(E,,, )., C.ţ, .'-.-1.E &T- :\(-.,) --.-;\(~) i_ar pelltl'll_ Ori:H tir (f;.).,. Gl;'~fllPirui 4(~) 

Hte co~ero~1.' ·daol -l"E:-l" - ,--MUei-c•-· -~ - ~(P .. ) ➔ '). W., -· 
'l'otqi, daci .f•{~.q:J ll•(ei'JUDA• 'o< tii<-0 ~ - t _, --a"1mci- X:f'»,-~(4) :. 

• I • ~ • 

- b- >o <at 'l(ll\4)~l(;)•q deci- nu-• ;t'~ ~..; 
. . - . 

hore- 2.3. • JJaoa:( Hte ata~l lD a}iq~ ou .operaţia _ de 

intersecţie nudrabill ti daoţ ;\ po„lHl ID_ '()'lua . Pl:Ollritt~u~ 

("t' )( (E_)., C ~' E,,. ,J, E') ,.._. .,./~ :\ (lit..) • ~-(E). 

atunci Y este o mAaurA interioarA. 

Obsenatie . Exemplele tipioe de. lat:Loi ei ·aati■1'ao· corid.i-ţi-a 

din teorema 2. 3. ~lat laticea .X:- a plljrţil.or c~lll~\~b !LI.• im!li -

apaţiu 1.opologic separat ei lsUc:ea 7 a pArţilor ~chi; .. , .... ace'iu:1.$1 

al)& ţiu. De asemenea rema,:,cl!m cil. dac!J, în teorellie-li 2. 2·. şi -2. 3 .- ., 

mulţimea X eah: un epaţi.u topolo~c ae'pa_rat ei.-~~ s ·Jţ, a,~- -- -• 

7 f .Kl' dupA c\llR ruul.1.I t!aediat 41n di,rw,ţi.a J') a te.oNini • -2-~~a. 

••i mult , Iacii. ;~., eete iT'-algebra ~ţ~lor bo:r:aU~ ~ , l• x-• . 
9i 't. eeta mii.Burli i.nterioa~, atund ss., 4'i1 , el-ei- 14'.ji • ea-t:e ~li_d 

( Y .1.eore- 1.3-) . 
-

In propoziţia ID'ldtoan YC,m da o cOJMU, ţi-e ~icien'li& pm.1.rll 

ca ~~ ""-i: • Pentr.u ac11a1t'A YOIII int~u_oe o neţi~ .noul. •~ -'fml-

genaralisa noţiuzwt. de TO-lua reg,uat { y. cn,eo.,K' q~ >--~ 
De1'initia 2.4. -'uncţia "( , .('➔ </(X) se liUIJl•ş~-e operaţoţl de re~ 

larisan petatru laticea ~ dacll : ,1 )-<-{,/\) Ci A , v 1t ·€.;t'. 

~) ( A,6-1:, € ;(', A S"<(IJ' E ) =0> 3 F €-~ 1 ~..;:,...t:,,/ A:,d-(F) _tF ~ ... (~)'!:: _, 

3)' A,1', e-1" ~ ~" ot(/)l E~ 

Obeer.atie CU notaţiile din obeenaţia neutil la teoieu 2·.-J., 

eate endent cil daoA )( eete un apaţi.u local o0illpae1; 91 ae-pânt,· iar 
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~- ~ - , atl.lDci res.tricţi~ operatorul.ui interior la )f" este un 

op_erator d.e regulariz11,re pentru .'.>c' , De aae111enea, daci ,X este un 

spaţiu normalşi~ Jt; atunci restricţia operatorului interior la 

'Teste un operator de regularizare pentru 7. 

Def'.initia 2,5, Funcţia 111odulari ;I, ,;('-.~ se nU111ea,te volum 

regulat dacă există un operator de regularizare...- pentru laticea,:( 

astfel • incit pentru orice }I€ dl!' şi orice vecin.lltate V a lui o în ?!' 

exist! 0 t-f', a.,a încît ,1 & «{l'J) i,i .\(,4)- "CE) <;V pentna orice E,:: X' , 

astf'el încît A~ I!: I; 13 . 

Propo.z;i.tia 2,6, Dacă~;,(' .. ~eate un volum regulat cu propriet.atea 

l), atunci~s;~. 

3) In .continuare 'YOIII allt.a în ce, mod se pot construi , . -plecind 

de la funcţia modular!! ::I. , aemi-m!!suri ei 1111!.suri •rlerioare. Pentru 

aceasta vom presupun,i c1Xtcfei el;:,. poaedl proprietatea umlltoaft 

Jr){~E.) .. c.)( , E.,l,.) _; (~OE.,))_ ..-...G &. .. ••41••·1" 

((f...),..C.;f, E_1'1()~ ~-~(E„J = ;\(Ji;) • 

-'Pentru- o._ri.ee 14 ~ )( vom ord«!_~ mulţimea ~•c,.) ~{H.t/Jl(E~u ralaţia 
d~ll _in!):J.µzi .mii ; Atuncir6'Jeate o mulţiiie filtrantl ,1 din l•-

2,l. şi ipoteza II rezultll el (~(t:))11:&l't.r•te 'im eir Cauch7 genenlizat 

în )r , deci convergent, Rotind limita sa prin j"(-tJ obţinem astfel o 

funcţie/' : 9cx) -+ ~ cu proprietatea//~ •;,,. • 

!eorep 3yi. A~,l~.1< ••te o an1-.11.aurA exterioarA, . 

2) ((4~) .. C~1,A„J,') •{jr-4.,))_~~ .. ...,,,~.,.,- • 
3) Dac,h~X , _ atunci A€'~ <.-t> J(.in..- ',>.(EJ /(l!vlf) ;_,, {1:v<:-11,J vEr:~ 

4) DE!,cll.1'este stabili la reunimu nualtrabile i,i ;i poeedl! ln plua 

propri:etatea : 

(!.11) (Le~).., _co<"', E_'î'E J => ~ .:\CE.;.)"' A(E) . 
...... -

atunci/ este mll.s~ll exterioarA, 

Obser:v-alie O latice impQrtantll oare satisface cozidiţia din afir

~~ţia 4) a teoremei 3,1. este laticea mulţimilor deschise ale unui 

s-paţiu topologic · 
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In oontinullna lucrllrii •• dau oonU._ţU _11.eoeaare •1 au1'1ciente 

pent:,:,i oa f'aoţia ~ sl . fi• prelQII.Cilxi-11 la o f'lmoţie ■o4Ularl oare 

al ID4eplilleaaol oondiţiile 41n t•oresa 2.J. ,1 din - ati.J1'1lţia ·4) a 

teoreae1· 3.1. 

. 
l ~ GUnl, s •• ProlODC9■e11.1; dea UnNll „ Tal•lU'a· dana QII . 

groupe .topologique , Blall. Kath. Soo.Soi. lllitl!,.Jl.s~:a. , 14(62), no2 

(1970), pp.171-179 

2. Gtinl., s., Dual1tl d~ la theon.e de 'la a;eaure , JleT. lo,a. 

de •n. Pure• et Appl. ( .a al)BN) • 

J . Halaoa, P.R. , ■•aeure fheoey, 1'•• Yorlt •, 1950 • 

4. Sion, •• , Outher meaaure• wi'fll Titl.ilea in -a to110logice,l 

p-oup, Proo,. ~ndon ■ath. Soo. , 19,3, 89-106 (1969) 
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O TEOREMA OE RE PREZEt; TARE CU APLICATII Hl 

T E R M O O I N A M I C A 

de Eufr.osins Manzetu 

- R e z u m a t -

Lucrarea porneşte de la ideea Ga al doilea 

postulat al termodinamicii exp rimat prin ecu a ţi a ~alori

c ă de stare, care precizeaz ă de pendenţa energiei i n t erne 

a unui sistem in stare de echilibru l a un moment notat 

de parametrii externi şi de tempe ratura ea sis t emului 

este o dependenţă funcţională : 

U =F [ g J , cu g~g( t )c( ei ( t:) ,e( ~)), 't, f (- oa, t], 1=1, •.. ,n 

c·u F funcţională continu ă pe spa ţiul l oca l cone x notat 

O(- oo,t] al funcţiilor vectoriale inaefinit derivabile s, 

(- ""• t) ➔ Rn+l inzes tret cu familia de sem inorme: 

I g I C sup 1/f:--;r,· ;~2 ( ?; ) • ).. :, o rea l. 
). i i 

tE(t-oe>, t) 
In ipoteia _ că Feste diferenîiabil A Fr~ chet · 

intr-un punct fixat g1E D(-""' ,t},notind cu SF di .f e ren

ţi a la Fr~c~et corespunz ă toare, se demonstreaz 5 : 

Teorem a : Există un.\ > O•şi o funcţi e vectori

al ă f("C )=(bi('t),'i,( 't)),bişii,fu~cţii de p ă trat inte

g rabil pe (t-). ,t J ,a şa incit el F(9 1 ;h] admite in punctul 

h=g 2-g1 E [,( - <>-,t]pentru ca re gjc (aji'Qj),j=l, 2 , g2 (-e i= 

=g1 ( -c )pentru'?:€ (-oo,t-J.),o re prezent .i re inte s r a lă de 

forma 
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c)F( gl ;92-911= \ { L ( a2i1'!:)-a11(T.))b1(~)+lQ2•{'t)-B1(~)],i.(-c)} dr; 
t-l. i=l 

For mula lui Taylo r d_ci ,în notaţia •V2 =F(;i2), -V1=Fl g11 şi cu 

i~otezP.le suplimentare că funcţiile b 1 ş1 ţau deriv~tă a.p.t. 

continuă pe lt- ~.t)şi că a-2i(t)=a 1i(t),e2(t)=e1(t): 

~-V 1 =• t5 i Î: l 82i( -e)-ali(i:)) ( -b: (-eH+[Q2( -e)-Ql ( 'C }J -[-i( ~ )l}d1ro + 
. t-l i . . 

cu 

+ R1[91 ;g;-gl] 

. Rl(gf;g2- gl] 

l g2 - 91 l}. 
= o 

Re nu nţ 1n d l a ter menul complementar R1 ,ac eastă formul i re
p rezintă ega l ita t ea lu i Gouy(echiva len t ă cu principiul I I a l 

t ermodi nam icii pentru proc ~se complet r eve rsi~ile)deoare ce 

varia ţiil e a2i-a11a le parametrilor e x terni(deform ă rile)in pro
dus cu f:o rţele (-b1) integrat pe per ioada de timp c it au avut 

loc deformările se poete int e rpr e t a · cu lucru]. mecanic efec,tuat 

de sis te.{11 prin trecerea de la o st a re la alt;;· ;va loa r ei, d-ife
r e nţi ală - 4,,'(t)di; reprezi n t ă entropia dS • ~ a !hstemului, 

2 
s 2-B1 difa re11ţa tem-peraturilor in cele· două stări. 

0 I6LIOGKAFIE; 

1. Druh at G.,Cours de physique g~n~ra l e-Thsrmocyn am ique, 
Pa ri s ,1938. 

2 . r·la r1 nes cu G. ,Espa ce, vectoriels pse-udotopolo g i ques et 
t h~o ri e des dist r ib1Jtions,3e rlin ,l963 . 

3 . Mânz atu E .,Contri b uţii l a studiul topologiilor AdA i
sibile .. .. ,3t udii şi ce rc e t ă r i mate ,~~ tice, 
29/6 , 1977 . 
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O fEORmA DE PRJWJJfGIRE A TJllOR OPBRA!ORI il'IJII 

Oct&T Olteum 

Se 411 o teoNIIIA 4• prelWlgire a unui operator afin, ou 

pll■trana proprietllţii aoe■1;uia de a fi ma~orat de un operator 

ooncaT ,1 mino:t"&t de un operator ooinez. 

1'otaţie _ fte X un epaţi-u liniar real ,1 "i ~ X o ■ulllu1-

ţime oonn:icll. Vom nota:· 

1ill Ai •\-c'_-i • P a2 l -i•~2~ "i . •qe.R. °!"Tr =- 1 , 

ieorept. l'i:e X 1m_ ■i,aţiu 1iniar . , Y un apa ţiu 11niar ~re-

ordonat , ~~~ co~:.ll, fA~Y un operator ooncaT, p:A--:-"Y un 

operator , oonTex, a■tf'el înoît p ~ q • • Pie B ~ ·.l o ■ulllul ţiae 

oonTe:icll , .1 h: B-Y un operator _af'in a■tf'el înott 

f°I~ .$ ~ ~ ~ IP 
.l tunoi • e:icisU o ■ulllul. ţiae ooil'nd "i ~ A astfel .înott 

B S:"i ~ .l ~ l1DAi, fi un operator af'in hi~ "i _.., Y astf'el înctt 

1.) 2, I lr.i -:: ~ 
2> p (,4 S ~ 1 ~ , I ,4 

I I. 

Bi-blioeQ• 

l) Pe.rea■Ui, .l.L. Ordered !opologioal. Yeetor SapoH, 

lfew-York , 1967 • · • 

2) Soha.efer, H. _!opological Te_cfor apaoH, ... till.an, 

New-York, 1966. 
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UI,n&.PBODtJSB DB SP.lfll BBtICULAH CYÂSIIOJIOH 

Jlil'ffa •PopoTioi i,1 On411l Sanlr,a 

Oou14erla fllllilia ( •. t. de- spaţii Um.are,CY&■inona11e ov. l,J,"' . 
OTUilloraele fit 111111oao.-. ( , 1 (o<z} ~ q (z) 4..., 1a< 1 < 1) • 

lloU. l"°(I,Si,) • {°x-{zt.}1E1 I zt_ ~Ii. • -;1P flt(zt.) < ...o J' 

,1 q(z) ~ ~ flt(zt.) 

DeUnitta J. Daol u ee11• un ul 11~1Ul'll pene I , Dtll1a ul tn-

pro4\lftl naţiilo:r{BJ,'ff a11&ţilll oit 1~ (I,'li:>INu 

••11• aubapaţi:al 1111 le," (I,:Bi) foeaat 41D aoei ~- • 

1111 fit Czt,) • O • loU. ul tra-prodwnal cu (E,·) 11• 
~ . 

, 11114• N" 
(zt.) pen11J'1l care 

Propositia 1 t1111rap~4ueul (B1 )1
,
61 

este spaţiu liniar_ c'fttlinona11 

ou Clff.llillona euboaogen.11. 

Defin.1:ţia 2 Span.ea ol un. a1111ţiu ret1C1lla11 B este a-paţiu reticulat 

CT&a:ln.oma11 claol!. nallino.na este eolidl. 

Proposi-ţia 2 tl1bapro4ueul de spaţii ret1C1llate naain.ormate 

••t• apa.ţiu reticulat naainonaat. 

Propositii83 11e~R1ţ_ o fu±lie de ·naţii ,r-retioulate CTaaino:r,,. 
. . . t ,,a 

-t• ,1 EZnl,,. fNC. (E,\. Daol!. ~ .Z. x tn.(E.-)'l( , atunci pentru fiecare 

1 E I, , exiatl!. i,irul ( z!) .,E; Bi fi xi E:. Bi aatfel înott X,:, ~ i' tn E1 
• 1 

Şi ( ~) • ~ 1 Eic )n • X • . • 

"" 
Prol)O■iţia oare umeasll conduce la -generalizarea 1U'lllll11oarei 

teoreme a lui KriYin.e : 

Pie L o latioe llanaoh K-isomorfll latioial cu lp (p ?ll. A.tWlci 

lp este fiD.it reprezent~bil laticial tn L. 

Propozitia 4 Pi• L o latice Banach IC-izomorf! laticial cu LP [0,1J 

(p ~1) • A.tunai Lp(o,(J eate fiD.it reprezentabil latioial tn L • 
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AI'LICATII ALE .NUJilERELOR DE EnROPIB 

ALE UNUI OPERA TOR 

Nicolae fiţa şi Horiana Tudor 

Universitatea 41n BravOT 

In iucrare se stud1az_l mlsU%'a necompacitl1;11- unui 

operator liniar cu ajutorul numerelor _de entropie fi a nu

merelor lui Ghelf'and 111 KolmogorOT [ l] • [2] • ()] • 

Fie L(E) mulţimea operatorilor lln1ari fi _mlrginiţi 

T E - E, unde E este un spaţiu normat. 

Numerele de entropie se def'ineso aatf'el _: 

en(T)• inf'{G")O 13 7p72 , ... , 1q E E a.i. 

TUcV{y1+6'.U}} • n•l,2, •••• U•{zeE, lzl~ 1}, q<n. 

In [l) se aratl el mlaura de neoompacitate p (T) a 

operatorului T (in se~sul lui G.Darbo) este ·ega1l ou 

E(T)= lim . en(t), in cazul oind E este spaţiu Hilbert şi 
n-oOD . 

T = T*. In lucrare,cu E(T) se noteazl mlsura de nec0111pa-

ci tate a unui operator pe un spaţiu normat.: __ 0arel'Gl:.e,cu 

~(T) şi _On(T) se noteaz! numerele lui Ghelf'and şi res

pectiv Kolmogorov, iar cu d(T) • 11m '1n(T)~ 
n-.oo 

Tinind cont de proprietlţile numerelor en(T), '1n(T) 

şi 4n(T) ( ()J, [2)) şi de relaţia • 

c-1 E(T) ~ d(T), C E(T) , C*) 

unde C e o constantă independentl de . E, rezultă unele re

laţii ' pentru . E(T). 

lo E(T1 +T2) ' E(T1 )+E(T2 ) 
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2 0 _ E(T1 T2) ~ E(T1 ) E(-r2 ) 

J. E(T+S) " E(T) * '? este · compact 

4. E(T1 ®+ T2), K [E(T1) IIT21 + U T11 E(T2)], unde K 

este o constantă, iar Q o normă tens~riail! . . /; 4 -8 ;,;· Îl . 

Relaţia 4 se obţine ţinînd cont de ( 1t') şi de expre

sia n~erelor ~(T1 ® T2 ) ( 13]). Celelalte relaţii se ob

ţin din proprietăţile numerelor en(T) date . de : 

Lemă, Numerele de entropie verifică relaţiile 

l. em n (T1+T2) ~ em (T1 )+ en (T2) , m,n•l,2, ••• 

2. • em n (Tl T2) .( em (Tl) en (T2) 

Pentru demonstraţia relaţiei (2) se procedează aatfel. 

Fie fi l ~ em(T1 ) şi 6' 2 ;>en(T2) • Din definiţia lui em(T1 ) 

rezultă oă pentru x EU există y1 E. E şi XE; U astfel oa 

T1 x•yi +6 1 "i" 1, i( 'l < m 

Ui~o_!_ _: _ T2 Tl x "' T2 Y1 +6' l T2 'i 
Din definiţia lui en(T2) rezultă oă există yj ~E 

l , j " r < n şi JC„E U astfel înoit 

T;!Tlx " T2yi+ 6"1 (yj+ 02.i°)'"'l!2Y1+ 01 7j +6' l f: 2 %* 

Deci 1, A • 

CT2T1 )u c lJ 11 {i1- + Y;1 +6"1 6"2 u}, yi • T2 71 1~1 j';i 

şi f;1 „ 6'1 7;1 

.Cum q • r<. m • n , ţinînd cont de definiţia numerelor en(T) 

se obţine (2). ~elaţia (1) se justifică analog. 

Bibliograt1e1 

l D.EDMUNDS, H.TRIEBEL: Entropy Numbers for Non-Compact 
Self-Adjoint 0perators in Hilbert Spaces, Math.Nachr. 
100, 213-219 (1981). 

2 B.CARL: Math.Nachr. loJ, 39-43, 1981. 
J N.TITA : Consecin.ţe ale aplicării n-diametrilor în stu

diul operatorilor -liniari, S~s.St.Univ.Craiova, 1971. 
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OPQHOlll IWl~DHI PB Lt.UOI JWIAOB 

el• 

1. _t>aol B •11'1• • :;u.uoe -~ < 1.11. > , •11'1• ....-r •• uitat 

o& ,.." 1. c. :s 'Ulld.'Pu.1• dil'lia-111 illât •oJd.-•te ! 

1)-,\il t>O ~ uEB~: A ţj;Elli, + [--.•] J 

11)lJ- oo-=~ 1lE'B♦: l<lz\ -->•u4 E , lf zo J 

ili)~ E>"O =!. ,.,j•: l\Lz\ -lzlA•I ,t , l.f- zU • 

•• ·'1, •••• ~ -••• -s.Jal- a 11d. B • 

2' ,itfW,ij.p . -ne ·B .ia~, fi A C B ~ A • -1oe .!ii:eii ;-;ii:-' - • . ·. 
-- ~O:,. T-•ntiCll, _. 41a oellti ţiUe le ai ... -• 

3•· D.!iler&·•I •-- l.:Bi -f! ACB , atllb!si , ..:L"1aU,e : A , 11M , • 

O,,l , -oet~h •<Mir) .lllid ll.e..alrdalt• li• blatJ " n:l-.n, 

.... -1• •"-• ~ ...... ~ ..... . ' 

•~·-i•fd ( li1 , ăJA) fi•. - J;i,,apaţi• ,1 J.CB. 9ml -

~• a:#-i'aa~ dat -•old.ftlat• : 

1) I. ..... "'.....,.~ .... J 
U)" J. -•tlt!I aiel,at1;-. âl,ol> ......... 

. ,. Îitj:iiaf ~• B-11,t;ţiu ~ , ., l.B. f1 I E L(B,~) • 

I M ~11, ·•--t. if~ii;H. ~ --· al ţie M:nd.O' 
. ' • . • • . 

llb~t...,~-11Qli ••~p:llite • 

6. OU ·~· •n• !'1,ar· ol. 4-o& :I ·••·· iar „ L-spaţi• , a'haoi 

' E: :t,{B-,_,.) • ._,_ . ... -.~--· 4&01. ,1 _--1 4ao& ..... al.al> -~. 
-71 ~1D1:a4 oent ·c1.e. e&rallten■bil• •pe:raterller lllali . oe-,aoţi I • . -

ddim.-ţj. pe' O(S) ( ve•1 [~] 6~) 91 din 6. ebţinea: 

!eoţep Pie B şi P laUoi llazlaoh 91 I E'. L(B,P) • Daol, I 
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ut• ~ -•P•l'!'~! ~ , • !~~~u r. ~~~ ; _ _. ,., •:•~ =:::::: :.: :: , __ 
.· .. .. i) t .'apl:Lcl • orioe t1i- o-•ginit dia~uno într-un tir 

--~ --- -·".'..: - ··-• . ; •• ·'--·· ··- . . 

.. · ... ii) "t'apl:l:o& erio• tir aono,en _&-drginit într-un tir 

118~~- 0•DT~!~~:;1 : _ -···· : ,;__ __ _ , _ __ • 

111t ! :~!•~~ ~-=•~n~~~~ ~, t~,.-~::• _. < na1 J2). -~··L _:·; 

., . ~; ~~-~#.iţte : ~~ ~~~;:~~~~c:1_!~~-:-! , t~-L{B,•) H ::~I -

~~ opera~•r abitiu-t . oofri:fP,i; (a._c.) _ 4ao& : \J €}O :I x'n•+ 

oa: _ \l~J\.J,~llx~.::• ~(l~_IJ:: ~! ~ -~-~:~ ; ; •••• : ···-- -- , 

.:~~: !••i:;IÎÂ -~~: ••-~.:!t~!i.c:t~ -~~ ,~~;~-!-<ll1t!L, .: !f-~01 , 

~ .!~t!::~ - ~~~! •~; ,~~,~~~--~ll~'imm dao& ti ~ ~Cil. f' 

Ht• ; im .. !~•ra~!~.:• ! ~~~-"!H !. ; : ; : . .-~ ~:.::.: : .. • ..... ·, __ _ 

: :1.:~• D&O! ; ~ .. !•~!:.~ :.!f.!~~•!~~~!!.:: • . !~~i~t :~ ;-~P.!i!il. mul -

ţiai . \q-ht•ta.1- llirgiait1 ta -,1 ţiJli noraio- -o•l@ac:it• • -·•··•,. ... .... . _.._, .·--• - ,. ;; ; - - v- - --• .J....r . ·- - - - - •- • -

:µ. !;oreiii He B l.B. 11 f 6-L(J) pedUY oe"1)&c;lt ti tte .. . - . . ... ---· .., _ -
S: B -+B ,- .. Q(,S~f •I.tunai. :~ _.·· ·-· ·- -, - __ , _ _, ,.. _ , .., _ _ __ _____ _ - - .. ·- · - 1 __ ._ _ _ _ _ _ 

--11) S •!);~o~_ e:-~~--~~l.~ ~;~~:ţ~:l::"1-tetal llbginUe 

111) s . Hte . . im. ep1rater . ab„iut·-on,timm--1 . -

iY) sl ~~~ ~ ~;~~:~ .. ;~.: -( ~~.~ .~ [3}) 
• BIBLIQGBUU , 

\.11 lrealin,D.H.,•tttpo,;4:1~~~ ~•-~• ~~~~}~. ~•~ fheel'TI 

_ . . ____ . . . _: c~~~ ~t __ t~ .11~~~~•!1~74 ! :.; 

L21 lfioul-■ou,o .• ~•e>ţ,•~~11~ ~'!'b :·~~-, •· ~~ r ş_.~•Spaţ11 Lin. 

~- .: .... . : . .• , .. O~•~t!::!ttţi~ ~ ,!r.2ţl;?8~-)lll'llf!! . ! ~ . _ :. :.~.::~ :.::. 
[3} Alipr■Dti■,oO.D.,Bui'ld.nahaw,9.,.•ioait1Y• · C•lll)&Clt - Qpe:rt,.ten-

- · _ , , • -••• -V - ~ •• -::-°" ~' - • - •- • .. - -.JV • :. - •• - , • -• -- ~ 

1D Banaoh Lat1oea•,aath.Zeiaoh.Hett 3,198~. 
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• SDIGRUPURI JOZITIVB Pi I.ATICI LOCAL COJrVBD 

JIIHAI VOICU 

- .IlfSTITUTtJL ·DJ COIISTRUCTII BUCUDSTI .-

11t X Im 11pa;ill local ODlff'tlC ,1 P f•1lla N-

miDormtlor oontinb pe x. 
~ 

P~a, l;l E L (X) t :t>O •• iiw..,t, NSOlTalltl claoll. Ttri-

t1âl to11aţ1a 

R,t t- Rr'f • <t-i) R,t Rrf . 

~ -

o re-solv,.n.U R;i,, :\)O teh dt Up L
8 

( Leo ) daoll. 1 

1,1.a .1 R .t t • o, ( lia „ Jl .1 t • t) , V /EX ' 
.:t➔O .:t--

Obaerya.pit 

Daoll. RA., .1 >O eatt dt Up L8 , DOUll .Oll 'f I D - X 

optra<torlll ·dtfin1t utftl I Tt • lia Jl • f , t 6 D. 
• A-+0 '"' 

V •• DIUlttlt oogtneralorlll uoo1at. • 

Daci 1,_. l>O teii dt Up L.i , noua Oll .4 1 Di - X 

operatorul dttin1t utttl M • ~- ~ (~ R~ /-ţ), :fd>1 
A a• n11111e9t, · gentratorlll. uooiat. 

~ 

Spllnea ol f~ll• P1; ' L(X) t t ~o .. ~. IDl ••migrllp dt ola

all. 0
0 

daol 1 

l. pt pll • pt~ 

2. P1 • I 

J. l.im. P1; f • P1;af, 
t ... 1:o 

Notlm 011 V1 D - l:0 gentratorlll 1nt1,n1hsimal al stai- . 

gru.p lll 111. 
\ pt t - t . 

Vf•li.m-.....,--,t c D 
• t-'>0 

Tuneai 
Pic X o latict looal oonTe~l ( în eenalll din / l / . ), 
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R~, l->0 o f'amilie rezolvantl d9 tip L0 şi L-şi V1D -x 
g9119ratorl11 asociat. Urmltoanla -af'irmaUi sint 9ohiva1"n.

h1 

1) R„ est" positiY, pentru orio• ~ > O 

2) UD,l>O ,1 (l.I-. V) f't'-( - Vf') ~o ➔ t,o 
J) f'~D, 1)0 şi ( Â.I - V) f' '- O ..... f 1i tJ 

•r.onaga 2 . 
Pi• X o latio• looal 0011v1%l,se0Ye11;ional oompletl,Pt• 

t ~ o tm semigr11p de olasl C
0 

şi V1 _ D--, X s•nerâtorul in.

f'1nitnimal. PNsllplll19III el aint înd1plinih oondi;-1119: 

l. P911tru orice p ~ P, n:istl q e- P, astfel î11CU p(Pt f')4a 

q ( f'), V ( t ~ o, f' E X) • 

2. fiii • X. Atllllci urmltoanb_ afi,rma;ii ţ1int 1ohiYal1_nt11 

(1) Pt est, pozitiY,pantru or.l.01 t > o 

( 2) te D,:l.>0 şi (AI-V)f'/\ (-Vf') -' 0 ~ f to.() 

- B i b l i o g r a f' i ~ -

/1/. Cristescu a. - Spaţii 11.llian topologio,. Bd.Aoad. 

asa, 1974. 

/2/.- Sato,Ken-iti. - Positi•• ps_eudoNsdl_yants 111 B~h 

latt1oes. J.-Pao.Soi.Univ.Tokyo,Sect. 

I 17 (1970). 

/J/. Voiott li. 

/4/. Voiau 11. 

/5/. Yoeida K. 

- Pamilli Nzolvante p1 spa9ii local 

0011y9:z:1. St-.oal'C.mat.29,2 ( 1977). 

- Operatori asociaţi NzolTant1lor pe 

apaţii local 0011'1'8%80 St.cel'C.llat. 

29 I 5 ( 1977) • 

- PIUICtional An_alysis, Springar, 

Ba~lin,..Heidalbarg-New York, 1965. 
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SPA!II ~ACI{ SEPAlWIILE CU DUAL lfESEPARAl!IL 

Constantin Volintiru 

Pacul.tatea 4• •at■-Uol BllcUNtti 

. . ~ 
·»-A. X eilte un . spaţiu l!ana,oh real separabil cu dtJalul X 

ueee,,az:a_bil., •• poate demonstra umltoarea at'imaţie : 

. "_î'l!iD.tZ'll ori.oe e > e enatl un vir bazic (Zn) c (ti z 11 E: x"' 
aaUel tnc!t II s•it • 1 - ti 

uZnu • 1, :Z:*<Xn) > 1 - E 

peD.'h'U orioe nE·• •" 

o inte-rpr.e'1:.~ a aeea:ni enwaţ eate aaeea ol daci X ••te ■e

par.e;~_U .cu ·dWlil neaept.~bil., atunci oonţiD.e aproape izometric 

O!)Dul petzi ~'T •4!n . fi. ; 
:a.:.,uutul. _...ta est• o alt.eraativ& la contraezeaplele olllţi-

~ tn:[.1] ri,. î1M>:tesa · ( 0Banach ) ci daol X eate un ■paţiu Banaeh 
' • 

Aprabil cu ~~ ne■epu,abU, atunci fi_ C X • 

JOl!opgj,e ; 

• ,i. :.J .• 14;Jid~.J'il~, Q,-S1;ep;U ~le• of separable 81l&OH 

•cil 44. ~t. ~90:t;~_.f.i.:.c~~ ~'ila:la .~ __ 11on-a9pe,rabl•. 

_Stud~ .-a~. -r.r,tt {1975) • 
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-...PRODUSE !DSORIALE PERPEC'!E DE LA'!ICI BAll'ACH PEBPECfE 

Dan Vusa 

IICRES! Buc\lreşti 

fte B o latice Blmaoh ; notla cu Bx spaţiul_ fo:nnelor li.m.are 

w-0011.tima pe B !!ii ou C(B) idealul elementelor z E B pentru care 

reatric:tţa lui B la idealul generat de z este c..-continwl • 

o le.tic• Banach perfecta eate l latice Banach B pentru care 

aplicaţia canonici B -+ B~
1 e■te izometrici şi aurjectid. I crl-to

pologia unei 18_tici Banach perfecte B eate topologia daU 4• ae1n

noraelez..,.f( \J:1) IID4• f € B: • 

Piind date douA latici llanach perfecte ¾,E2, a-prodţ18Ul. lor 

tenaorialJ!:i iMB2 tn Hnni lui La-n.n nu eata tn general latiee ~ 

naoh perfeoU. ( da ez„11111. , J!:i•B2 ::rL..([o,1J)) f apare deci necesari 
~ 

introllucerea produaul.1li tensorial perfect ¾ ®,., B2 care al! fie latice 

Banach perfecta. 
X 

J.l'ie ¾• E2 latici !lllll&eh perfeota1 ROtla eu.(;(Ei, ii)■paţiul opera-

torilor ro -mtrginiţi fi c.,-continui U : Bi-~ . lntroduc!nd pe ace■t 

spaţiu no:nna li 11. li • I Ao.fi'<,!.-o I iree.,....;., devine latice llanach perfectil; 
~ 

not~ cu((E,,f,)închiderea sub~aţiului operatorilor de rang finit clin 

.(x(E,,E,_) în !~\-topologia lui :C."' ( E,, E,.) . 

- Prin definiţie , ~ i,.,B2-: L:.(E1,1,.) I Bi ®..,B2 eate aubapaţiu 
--& 

ÎII. ¾ -~M)t2 • 

Teoria 11-produ.aelor tenaoriala perfecte eete danoltatl în 1-

crarea " 'rhe -perfect li-tensor product of pe;rl'act Banach latticee• , 

Preprtnt-IRCREST Rr.)5/1982 ei a foat prezentatl într-un ciclu de 

e:unmeri în cadrul aalllinarul.ui de Spaţii liniare ordonate topologica. 

Ultill\11 rezultat din aceaatl lucrare a flaut obiectul prezentei co-

111unicl!ri. 

Fie 8i(i•l,2) latioi Banach perfecta şi fie Pi un ideal închis 
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conţinut în C(E1 ) • Atunci subspaţiul închis generat _de J'1 " P2 
în Ei_ i,., E2 este un ideal în L,.,C1;X.~j ~onţinut în -~ ( E, ~"' ~L) . 

Demonstraţia foloseşte teoria module·lor tare reticulati a,i 

unele procedee ale lui Dodds ,1 Premlin. 

Rezultatul de mai sus penu.te precizarea unor rezultate ale 

lui Nicolae .Popa referitoare la a-produaele ten,soa.ale • • 
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!feferate prezentate la _se~ ştiinţific le 

Spaţii liniare od,o-te- toJ)Ologice 

.tn JU!.11]. univ~rsi~ar .1981-1982 

l.Boaulua _ Cri-■te■cu - . 'lopol,Qgii cu proprietatea lui l'at,ou. 

- Jlu,l.ţimi (o)-preooapaote i,i t~'!lologii'!IN

Lebe■giµi • 

2.Gh.Gl'igore- Spa-ţiul 1u1 Sch~·• cu ordinea . puncţu&U.. 

3.c.nou1e■-- ~tici ou toP.01og:ii (o)-co~ţinuA. 

- Operatori -eontinUi. 

4.0.0lte-Opentcri -liniari. 

• .5.G.Plltineama,-· '!ecrema lui Be~t11 pentru ■paţii topologice ordonate 

6.Nioola!I Popa - Spaţii Orlios-. 

7.■.Popovici - Ultraţ1roduae de latici llanach. 

8.0.SQ!lrq. - horea& lui DTo-"tsld.. 

O generalisare a unei teorema a lui ltrivin • 

.9.G.Tarcitt - Operatori pozitivi ooapacţi pe latiai. Banach. 

10. ■.Voicu - Seaigr1tpuri pasttţn _ pe latioi Banach. 

ll. c.- Volintiru.- Sllaţii Banach separabile cu d-l ne■eparabil. 

Proprietatea Badon-likod)II în ■'!laţii Banach. 
• ' • 

12.'Dea Vusa - Oiµ-acterisarea latioilor vectori~• f.olo•~ ~eJili?Jo_. 

■oli4• extin■e. 

- ■-Produ■e tens9ri.ale pen'ecte de 1-t:loi Banach. 

13. Iamaţ Be~ Pald.■taa . ) - B81Jresentarea int•O"&ll 

IFIC A":r· . ::., - ~\~ '1 VER "' . I _,,_ ~- ~'ol • 

2017 • -~!- ~ ' 

Autorii referatelor· au· present11t rell11ltatele 

multe. şedi.iţe ale seminarului. 
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