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Une.le · app.ec_ţţ1 .ale . teoriei spaţiilor liniare 

. ordc;>na tl! tqpologi_ce şi operlltorilor liniari 

Sp.aţiile liniare ordonate înzestrate cu structuri ~opologice 
au .fost . studiate începind din anul 1937, dar în ·primele lucrări· 

asupra acestor spaţii ee considerau topologii .definite de norme, 
studiindu-se mai ·a~es spaţii reticulate normate. Este vorba de 
rezultatele ol;>ţinute de L.Y. Jtantorovici, precum şi de 111.G.Krein 
şi - şcoala sa.. 

Dezvoltarea teoriei spaţiilor liniare topologice şi, în 
special, a spaţiilor l9ca1 ·convexe a dus· şi la introducerea unor 
spaţii liniare ordonate topologice mai generale decît ·spaţiile 

reticulate normate. 
In 195? G. T.Roberts a introdus sţ>aţiiie 1:1,.niare reticulate 

topologice cu ajutorul bazelor de vecinltlţi solide ale originii. 
In 1953 H.Nakano a considerat di:f:erite tipuri de. topologii pe un 
spaţ~ liniar complet reticulat iar în· 1954 (ap_oi .îp 1956) 
R.Cristescu a considerat spaţii ret_iculate local .. ca,nvexe introduse 
cu ajutorul f~iliilor de eaniinorme ~olide. 

Spaţii ·liniare or_donate·. topologice ma:!, gMter13.le au fost
apoi considerate de H. Schaefer; I.Namioka, I.Kawai ·.e:tc. 

In cele ce urmează ·se trec ·în r~;ietl un~le· noţiuni utilizate 
actualmente în teoria ep~ţ:iilor liniare . ordonat°e topologice, precum 
şi unele rezulsate din teoria ope_ra.torilor liniari· între spaţii 
ordonate , topologice . . 
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§.l. Topologii pe spaţii liniare ordonate 

Presupuilellll cunoscute noţiunile de spaţiu liniar ordonat. 

spaţiu liniar dirijat, spaţiu liniar reticulat ( O""-reticulat, 
• -

complet retic~lat). Prin~ într-un spaţiu liniar înţelegem 

un clin E cu proprietatea E n ( -E) ={o) , 

Notl.lm cu X+ conul pozitiv al unui spaţiu liniar ordonat 

x. 
Amintim că ~ şir { xn J n c N .cu valori într-un apa ţiu 

liniar ordonat X se zice că este (ol-convergent către un 

eleme.nt x dacă există un şir{ vn I nE N cu valori în X astfel 

ca v J.. O (i.e., . v L v 1 şi /'-. v = O) şi 
nnEN n- n+. nEN n 

:tCxn - x) f;;. •n , V n€ N 

Elementul x 

x = (o)-lim 
n~ N 

a~ numeşte (o)-limita şirului şi se notează 

xn • Un şir gen~at {x6}dED(cu valori în ~) 

se zice că este (<.,)-convergent către un element x dacă există un 

şir generalizat {v).hf/\.cu valori în X astfel ca '?.,..!/\ O , 
iar pentru ori9e -;i. E. r-,_ există d0 € A astfel ca ;t.(x., -x) ~ v;\ , 

V f7;J;,. Elementul x se nume ,i te (W )-limita şiruli~.i generalizat 

şi se notează x = (w)-lim x,. 
t°f:l:i. o • 

Presupunem cunoscute noţi.unile de subspaţiu liniar 

reticulat, subspa ţiu normal, bandă, componentă .• : • . 

O funcţională f pe ·un spaţiu liniar =donat X se· zice 

noziti& dacă ~(x)~.o,VxEX+ : şi se zice re:ul$ă dacă este 
diferenţe. a două funcţionale aditive şi pozitive. 

1.1. Topologii local pline 

Dacă X este un spaţiu liniar ordonat şi a,bEX, notl!m 
cu [a,b] (o')-segmentul •• determinat de a,b (i.e.[a,bJ={x( x( 
a fx~b ). d;1 ... . 

O submulţime E a lui X se numeşte mulţime plină dac~bE B 
rezultă (a, bj C B. 
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Fie X un spaţiu liniar crdonat. 

Se nume ş te to pologie local plină. pe X orice topologie 

liniară -c; pe X pentru care există o bază de vecin~ tăţi a le 

originii formată din mulţimi pline, 

Pentru o topologie local - plină -c există o bază de vecină

tăţi ale originii formată din mulţimi echilibrate şi pline, i a r 

dacă t este local convexă şi local plină, atunci există o bază 

de vecinătăţi ale originii formată·· din mulţimi echilibrate, 

convexe şi pline. 

Pentru ca o topologie liniară.:. pe X să fie local plin~, e s t e 

nece s ar şi suficient ca pentru orice •siirur:i. generaliza•e 

{1"Tcfe:"AJ"a-JJ~t:,. cu valori în X cu proprietăţile O~}~ 1°, ('r/{f:A) 

şi ( "( ) -lim Y. = O să rezulte ( "t; ) ,- lim· Xr = O . 
ff:A o . . ăU. d 

Iritr-o topologie local plină~ orice mulţime (.C-)-mărginită 

(i.e~ mărginită în sensul ordinei) este ('t )-mărginită (i.e. mărgi

nită topologic). 

Se numeşte seminonnă monotonă pe spaţiul X, orice seminorm~ 

p pe X care are proprietatea O~xi:y, (x,yGXi~p(x) ~ p(y). 

Pentru c_a o topologie local convexl!._ pe X să fie_ local 

plină , este necesar şi suficient să fie definită de o mulţime de 

seminonne monotone. 

Un spaţiu _ liniar ordonat înzes_trat cu o ·topologie local 

convexă-plină se numeşte spaţiu ordonat local · convex. _ 

Orice funcţională liniară (..::)-continuă -(i.e·. topolog ic 

continuă) defini tă pe un spaţiu ordonat loca_l c·opvex X este o 

diferenţă a două funcţililnale liriiare (-c)-coritinue şi pozitive. 

·Notăm cu x• mulţimea f~cţionalelor liniare · :(o)-continue ,cr . 
definite· pe X (o func_ţională· f p_e X este · ( o )-continuă dacă din 

x = (o)-lim • X rezultă f(x) = lim f(x) • Notăm de asemenea cu 
n E N n · 1:tf:1" . n • -

xt mulţimea funcţlllonalelor. lini~I'.e {ev l-c;ontinue defini te pia! X. 

(o funcţională f pe X este (c.J )-continuă _da.c il din x = ("-')-liro x(Î 
• • d° t-li 

rez1ultă f(x) = }~ f(x0 ) •. ,,.- _ 
Dacă X este înzestrat c.u o topologie liniară; .. notăm cu X~ 

mulţimea funcţionalelor lini'are (,:; )-continue defini te pe X. 
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Da cii X este un spaţiu ordonat loca l c onvex, a tunci condiţia 

~ C x,;'.:.(resp . X~ C ~)este echivalento. cu.t condiţia 

x,., J O~ (--Z: )-lim x = O (resp. x,,- _j,. O ~(,::)-lim Xr=O). 
- nE N . n~Nn d6E-A J'Et:,a 

C normă p. pe spaţiul liniar .ordonat X se nume ş te ~ ~ 

monot on1 da c ci. e xistă un număr 'f';ţ 1 astfel ca '. O~ x~y , 

( x , y E Y.) =9 p(x) ==.Y°p(y) • 

Dac .'l. '[' = 1 e.tw1ci p se numeşte normă monotonă •. 

DQc fi. spaţiul liniar ordonat X este normat, a tunc i următoarele 

trei condiţii sînt echivalente. 

( i) t·' or m2 s paţiului X este c1iasimonotonă • 

( ii ) ;:Ja~ ii oL x Ly 
• - n- n 

li,n /I xnJl = O • 

('7'nE N) în X şi lim!i Yn/1 = O atunci 
n 

n (i i i) Topologia normei este local plină . 

Pentru or ice normă cva_simonotonă pe S?aţiul liniar ordonat 

X, exist ă o normă monotonă echivalentă . 

Dac 9 ~ este o topolog ie linia r ~ oa rec a ~e pe spaţiul liniar 

or do na t X, a t unci pentr,.1 orice bază W-de ,,ecinil. t ăţi a le 

cr i;:- i n ii , s istemul ---

·W-1 ={ pl ev>/ v1: 'UÎ"j . 
( an d e pl ('/) înseamnă a coperirea p lină a lui V) 1 f orme.ază 
o l,az.ă ole vecin-ăt-ăf/ .ale. 0 1ria/n// 

pentr u cea . mai fină topolog ie loc~l plină --z::' ~adorată de topolo

g i ::i. 

1. 2 . Toooloe:i-i local pa.zi tiv-genera te 

O submulţime Ea unui spaţiu linia r ordona t X se zice 

e l est e oozitiv~generată dacă 

E C E ('\ x ... - E (\ X+ 

Se numeşte topologie local o o zitiv-generată pe un 

spaţ iu liniar ordonat X, orice t ocologie liniar_ă -z:: pe ~ 

pentru care ,e xistă o ·baz i1. de vec iniit.ă ţi· a l~ originii forma tă 

din mulţi~i poziti~ - gen erate. 

Pentru ca o · to polog ie liniară -.; pe un s paţiu liniar 

or dona t X s fi. fie local pozitiv-ge nerată , este- necesar 9 i suficienl 
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ca pentr u orice vecinătate W a orig inii, mul ţimea 

s ă f i e , d e a semenea, o v~cinătate e orieinii. 

In narticular, dac ă pe un spaţiu liniar ordonat X există 
o topologie local pozitiv,-generată, atunci% este un spaţiu 

liniar dirijat. 

Fie X un s paţiu liniar dirijat. 

Dacă -C.. este o topologie ·liniară metriz.abilă pe X, atunci 

pentru c a 1:. să fie local pozitiv-generată , este necesar ~i 

.suficient ca următoarea condiţie s ă fie îndeplini tă. dacă 

r-c )-lim. X = o , atunci există şirurile {Y l,. r N şi Iz } ' n • n Jn .,. i..: n n f- N 
n N 

de elemente pozitive (c: )- convergente către o, astfel •încît 

xn = y
0 

- zn (\fnE N). 

Dacă t.. este o topologie local convexă şi local pozitiv

generată pe X, atunci există o mulţime ,g:'de s eminorme care 

defineşte topolog i a -c: astfel ca orice p E: ,:P să aibă proprietatea: 

pentru orice x €: X şi orice număr ~'?O există elementele pozitive 

x1 , x 2 .astfel c~ x = x1 - x 2 şi p(x1 ) + .p(x 2)~ . p(x) + ~. 

Dac e. -c e·ste o topologie li~iară oarecare pe X, atunci 

pentru orice bază 1ff de vecine.tă ţi ale originii, sistemul 

1/.ff'={v n I
1 

- vnx+! VE W} • 
f o:nnează o bază de vecinătăţi ale originii pentru eearJ11ai puţin 

fină topologie local pozitiv-generată Lll care m~jorează 
topologia .; . 

1.3. Topologii local solide 

O submulţime E a unui spaţiu ·liniar o'rdon i,. t X se 

n~e s te mul ţi:ne solidă dac ă. are urrn~.toa rele do·uă proprietă ţi 

( i) ţ( x f- E , :I y E E , :!: X ~ Y; 

( ii) O :f x E E =9 (:-x,~C E • 

Se num e ~te t onologie local solidă pe un spaţiu liuiş.r. ' 

diri jat X, ori ce topologie liniafă -c- pe X pentru care există 

o bază d e vecin /\ t fi ţi a le originii · fo~ată din mul ţimi solide. 
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Fie X un '1'oaţ i u ,liniar dirija t . 
O topolo~ie _li r: i a r :'l pe X este local solid~. dacă şi numai 

dacă es te l ocal p lină ş i local po zitiv-generată. 
Da c .~ i:, es te o topologie local plină pe X, atunci pentru 

ca .:. ~ ă fie local solidă , este necesar şi suficient ca pentru 
oric e vecinătate W a originii, mulţimea s(W) dată· de formula 

s(W) = \_____/ [-x,x] 
Of- x E W 

să fi e o vecinătate a ori~inii. 
Se nume~ te seminormi'i s olidl pe spaţiul X orice seminormă 

p oe X care satisface condiţia. 

p(x) = iru{p(y)/ :t X~ y} ' (\:/ X EX) 

Pentru ca o topologie local convexă. c:: Pf: spaţiul X să fi e 

loc al s ol id!', , este necesar şi s uficient ca topologia -c să 

poată fi d efinită de o mulţime dirija t :'i de s eminorme solide·. 

1.4. S-:iaţ;ii cn con nozi tiv închis 

Prin spaţiu cu c on pozitiv închis vom înţelege un spaţi~ 
liniar ordonat K J nzestrat cu o t opologie l iniar :'!. :c astfel 

încît conul pozi tiv X+ să fie o mulţime ( -c. r-înch.isă. 

;Jn s paţi u cu con po z_i tiv închis X este separat ca spaţiu 

t opologic şi arhimedian ca spaţiu liniar ordonat (i.e. o< xE x➔ 

o = 
l n X ) • . 

nfN 

Dacă T este o topolog ie local convexă se!)arată pe un 
spa ţiu liniar or donat · X, atunci · pentru ca mulţimea X+ să fie 
( -C )-închisă e·ste ne c esar ş i suficient ca din condiţia 

f (~
0

) « G oricare . ar fi f E- X~ cu f~O, s :'l rezulte x
0 
//0• 

Dac ă un O?paţ::. ·~ Ranach 8ste un s;,a ţiu · c11 con pozitiv . închis, 

atunci condi ţia ca to poi~gia norm e i să f ie l ocal plină este 

echivalentă cu condiţia c a oric e . mulţime ( o )-m~rginită . să fie 
( "C' )-mărgini tă . 
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1 . 5. Spaţii cu con pozitiv tare 

Pri n spaţiu cu con nozi t iv tare vom înţelege un spaţiu 
liniar ordonat :X: înzestrat cu o topologie liniari!. .: astfel · 

ca int. X+ ic q5 0, • 1 

Dacă X este un spaţiu cu c~n pozitiv- tare ş i dacă 

x E int X+ atunci x se numeşte element _tare pozitiv . 

Fie X un spaţiu liniar ordonat şi normat. 

Condiţia int X+ -,I (;l'5 este ech:tvalentă cu c pndi ţia ca 
orice submulţime ( .: )-mărgini tă a lui X să fie ( o )-mărgini tă . 

Dacă •int X+:;i( (/J· , atunci pentru orioe element v; EX 
următoarele condiţii eînt echivalente • 

(i) Elementul v este · tare po.zitiv 

(ii) Miµ ţimea: [ -v, vJ este o _vecinătate a originii 

(iii) Elemerrtul veste axial (i.e."i7'x~:x;;;i).E R+; x~). v ). 

Să presupllllem că int x.:::,J. 0 ·, atunci orice funcţional ă 

regulată pe )[ este o funcţiopală liniară ( -c: )-continuă. · In 

particular,. pe spaţiul X există funcţionale lin_iare pozitive 

(-C)-continue nenule pe X. Orice element .al lui X. este o 4ife
renţă de · două elemente tare pozitive; · îp piu-ticul:ar ·x· este un 

spaţiu liniar .dirijat. Un .element V!E:X este tare pozitiv, dac ă ş i 

numai dacă din O( f G ~ rezultă f(vi ) O. 

1.6. Spaţii cu proprietatea (S)° 

Dacă X este un • spaţiu · liniB.7'.•· ordonat_ îmzestrat cu o 

topologie liniari!, -r ., • vom sp_une că X are pro ori etatea ( S) dac ă 
pentru orice mulţime ( .::. )-mărgini tă A C X există o- mulţime 
(.:)-mărginită lfCX astfel ca AC::B'.;. B1• + . . .. 

In particular, un spaţiu cu· proprietatea (S) este un 

spa ţiu liniar dirija t. 

Dacă X este un . soaţiu lini~ •ord~nat şi . norma t, a t unci 

pentru ca X să aibă pr~prietatea (
0

S) este necesar şi f' uficient . 

să existe un număr f'> o astfel. ca _. orice e"iement ·x-~x si · :;-e . 
• • .:.-,:..- . • :-"~ . . _··:;· 1 ..-epr-e-z.inte &1.d, . f.or"",a ._:t:::: x'..:.-x 11 cu. .x~x''~D ş, 

--~-- - - ---- •• 

max ( li x • /l , I\ x" I [ ) f: ţ-!I s // . • 
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Dacă un spaţiu ·liniar dirijat. - este un spaţiu Banach 

cu con pozitiv fnchie, atunci el este un spaţiu cu proprietatea (S). 

1.7. Sp.atii liniare rţ,ticula'te topolggic.e 
' 

i>acă X este un s·paţiu liniar __ reticulat, o submulţime E a 

lui X este o mulţime solidă, dacă şi mnnai dacă din/ x /.f / y/ şi 
y I:- g rezultă x €:-E. 

Dac~ t. este o topologie liniară pe un spaţiu linill,T reticu

lat ·X, atunci următoar.ele patru condiţii sînt echivalente 

(1) Topologia 'teste local solidă 

(ii) Dacă{,x6 },re-t, şi { y0 }[(:-~înt şiruri generalizate cu 

valori în X astfel ca ( xr/~!Yr/, (VdE-!).) 11 (-C )-lim Y "' O 
a_ o ~Ad 

a t unci ( '"C) ttl 7 • O • • • • • 

(iii) Topologia 'C este local plină J.ar a-plic a ţia x ~ x+ 
a lui X în X este (-el-continuă în origine. 

(iv) Aplicaţia x_,,..x+ a lui X/I h X este uniform ~"t:)-conti-

nuă . 
Intr-o topologie local solidă pe un spaţiu liniar reticulat 

X aplicaţiile (x,y)- xVy şi (x,y)~ x;I y ale lui Il'IX în X 

s în't. continue. 

Vom numi ·soaţiu liniar re:t.iculat tooologic orice spaţiu 

liniar reticulat înzestrat cu o topologie local solidă separată. 

_ Dacă X ea.te un spaţiu liniar reticulat ·topologic şi Y comple.:. 

tatul lui X ca spaţiu liniar to pologic, atunci î nchiderea lui X+ , 
î n siaţiul y· este .un c on şi î n raport cu ordinea ·dată de aceet 1 

con, Y este un spaţiu liniar · reticul at topologici~ X este- un subsna ~ 

ţiu linillT reticulat al lui Y. . . • . • I 
Dacă X este un spaţiu ' liniar ·reticulat top_ologic,,. atunci ' 

k este un spaţiu cu con pozitiv închis (în part icular este un 

spaţiu · arhimedien) -, un spaţiu cu pro prietat ea (S) iar orj_ce bandă 

a l .:i X este o mulţime ( -r; )--!nch isă . 

. 1.8. Tocologii Patou şi topologii f. -3 besgue 

O submulţime Ea unui spaţiu liniar r eticulat se · numeşte 

mulţime Patou dacă este solidă şi de.c ă <'lin• O~ :xd 1' ■' şi 
x O €'. E , ('tf EA) razul tă x €-- E. • . .f1=-ll 
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Dac;,; E eBte o mul ţiine Fatou, atunci •din x = (w )-lim xc 
oE-A 

şi · x0 GE , (VJE-A) rezultă x € E. 

Se numeşte topologie Fetou pe · un soaţiu re t iculat arhime

dian X orice topologie 11niară sepa?'4tll. pe X pentru care există 
o bază de vecinătăţi ale originii formată din mul_ţimi Patou. 

_ Se numeşte topologie Lebeef\'.lle _ pe un spaţiu l:i.lliiu::: ~eticulat 
arhimedian X-, or~ce to;rologie lo_cal ;_solidă separată . şi 

(W)-continuă pe X • 

. Pentru ca topologia unui · spaţiu liniar reticulat X să fie 

o topologie Lebesgue, este necesar şi suficient ca orice sub~paţiu 
normal ( -c )-închis al lui X, să :fie o bandă. 

P ie X un sP,a ţiu _ liniar reticulat arhimedian •. 

Pentru ca o topologie liniară -c pe X să fie o _topologie 

Lebesgue, este necesar şi suficient ca ,:-C să fie o ·topoloE'ie 

Patou şi orice _ şir crescător şi majorat. de elemente pozitive 

din X să :fie un şir (-c )-Cauch:,-. 
Dacă X este (,:)-complet în raport cu o topologie Lebesl<Ue . _. 

atunci X este un- spaţiu ;Liniar complet reticulat_. 
Dacă ·este Q ·topologie Patou {sau· Lebeegue) ·pe ·spaţiul X 

atunci există o topologie Pat~u (resp.Lebesgu~) -
,._, 
-c P• extensia 

/ - ~ .. 
Dedekind X a lui X şi numai o eingurli astfel de topolopie . 
pentru care~ I X ., ,:: -. 

1.9. Spatii reticulate local convexe 

Dacă X este un spaţiu · liniar reticulat iar _P este o 

seminormă pe X atunci ·următoareie patru coridi ţii- :eînt echivalente 
(i) p este -0 semi_norm!!. . • solid_ă 

(ii) I x/~(:rl, (x,yEX) 2yp(x:) ~ p(y) 

(iii) peste-o seminormă llion<it,:mA ·şi p(x) = p(lx/),('l;txE-X) 

(iv.) p ( lxl - I :rl ) ~ p(x-_y) , (V:x,yE X). 

o topologie local convexă pe un e:oaţiu .lin;i._ar reticulat X 

este local solidă dacă şi numai _ dacă - _poate :fi dd'.in:i, tll de o 

mulţime de seminorme solide. 
Fie X un . spaţiu liniar reticulat Ş,i ,: _ o topologie local 

convexă-plină pe x. Fie W• ' be,2,ll. de veb;i.nll.tăţi ale orifinii 

formată din mulţimi echillibrate; • conv·exe _ ş _i pline. 
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Pentru orice Vlc:.'Wsă punem 

; •{ x ~ v/ ( xi e= V} 
Atunci si_stemul ,Cv--('v'/ V€- W} reprezintă o bază de vecinătăţi 
a l e originii pentru o topologie liniară f-t pe X care este cea 

mai puţ in fină topolog ie local convexă solidă care majorează 

topologia -c • 
Numim suaţiu reticulat _lo.c:al conve;ic orice apa ţiu liniar 

reticulat topologic a cărei _ţopologie este local convexă. 

,1t · .Dac ă X este un spaţiii - ·-~~-~'·· •i reticulat local convell< atunc i 
X,: eete uri subspaţiu normal al sp~ţiului liniar complet reticulat 
xr al funcţionalelor regulate pe x· (în -Xr se consideră drdinea 

d~tă de conul funcţionalelor · pozitiv~)-. 

Dacă X_ este .un spaţiu reticulat local convex, atunci 

topolog ia tare pe~ este o topologie Patou. 

Se numeş te seminormă . Pa:tou pe ':!11 s oa ţiu liniar reticulat X, 
orice seminormă solidă p pe X care satisface condiţia 

o !: :i;i-- d L. X în X -====9 p( ~) ,I xt,. p( x).: 
Pentru ca ·o topologie local convexă -c pe un spaţiu 

liniar re t iculat a rhimedian X să fie o topologie Patou, este 

nec esar şi sufici ent ca -r. să fie definită de o iiulţime . suficientă 
de seminorme Patou. 

O t opologie borno logică · "C 

este local sol~dă, dacă şi numai 

în X şi(1:) 1lim : Yn • O rezultă 
neN -

pe un spaţiu liniar reticuţat X 

dacă din! xnl~/ Ynl,("7'n E: N ) 
( 'C-)-lim X = 0. 

n~ N n . • 

Pentru ca un spaţiu re t iculat local convex X să fie un ' 

spaţiu bornologi c, este necesar şi suficient ca orice seminormă 

solidă şi ( -c )-mărgintt.11 de.fini tă pe X să f i e (tJ-cont:linuă. 

1.10. Spatii reticulate norroate 

Se numeşte spaţiu - reticulat normat ori ce · spaţiu liniar 

reticula t Y înzestrat c u o normă solidă (i.e.: / xi~/ YL în X~ 

li xi\ f.ll y li ) . Dacă X este î n plus un apa ţiu Bana ch, a t unci X s e 
numeşte spaţiu reticulat' Banach. 

Dacă X es t e un spaţiu retic ula:t; norniat c are e s t e . <Î-r e t i c ula t 

şi cu normă (ol-continuă (i. e. x J... O în X ~ ll x ll :J.,. O l 
• n n €N n n ·i:N 

atunci X este 1m spaţiu liniar complet reticulat, (o)-se parabil 

(i.e. dacă A C _X şi · a~ sup A _atunc·i există B CA, B ce l mult 

numărabilă cu a = sup. B). In plus, X are o norma. ( W.)-ccntinuă 
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( i. e . x, ,i,,A O î n X ~ I) -srJI J, O) . 
u E~ 0 IE A 

Orice spa f i u reticule t . Bana ch cu normă (W}-continuă este 

un spaţiu liniar comple t re t iculat . 

Dac ă- X e s t e un spaţiu retic ul a t norma t, atunci norma lui X 

se poate pr ·el_ungi pÎ:nă l a o normă solidă pe extensil!l Dedekind 
I'--/ 
X a lui JC. Următoare1.e două formule 

_ p
1 

(y)l =· sup{iJ xfi / O~ xf) y /; x E X} 

p 2(,-) • inf{l! xi\ IIY-l ± xE x.} 
reprezintă norme solide pe X care prelunc e_sc norma lui X ş i dac ă 

q este o prelungiire solidă oarecare pe'x (a n orme i lui X) atunci . 

Dacă spaţiul reticulat normat ·x are normă - (w)-continul! , ' · 

~tunci p1 = p2 , deci norma lui X se prelungeşte în mod unic 

într~o normă solidă pe X. 
Dacă X este un spaţiu reticula-t norma_t, atunci. Xi este un 

spaţiu reticulat· Banach şi un spaţiu linia_r complet ·reticulat. 

Pentru orice spaţiu reticulat Banach are · loc egalitatea 

~= xr . . 

Fie acum X un spaţiu reticulat normat · ş{ "să no-tlim 

xff. (~~(deci z"'H'°. (:Xf)r). Pentru orice :xfX,punţnd 
Fx(f) • f'(x) ,'v fE :xţ_ şi 

(l.) p~xl {l'x Ix ex} 
mulţimea tp(x)· este un subspaţiq liniar reticulat al lui x.li--" 

iar X şi t.p(X) sînt izomorf~ ca s_paţii lin°i~e ordonate normate 

(prin · !'-plica ţia · x-Fx)• Dac!!. X es-te în •plus compl et reticulat, 

atunci condiţia caCl( X) să fie 'un· si.tbs-paţiu norm!l l a l lui X 

este echivalentă cu . condiţia ca X să aibă normă . ( o) -continuă. 

_l. ],l. Spatii de tip (KB) 

Se numeşte spatiu de tip (KB) orie~ spaţiu .liniar complet 

reticulat înzestrat cu o normă . solidă (o)-continu~ şi satisfăcînd 

condiţia O~xn f în X şi/! xnJl.f)., ('d'n E- N)=!> :I~ xn • 
n~N • · 
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- 'V' I -

Intr-un spaţiu de tip (KB) orice mulţime (--c-)-m!'lrgini tă , 

dirijat'\ la dreaptă şi formată din elemente pozitive este 

(o)-m~rginită. 
Un şir{xnJn f;-N de elemente- ale unui spaţiu X de tip (KB) 

·( ol-converge Chitre un element x, dacă •şi numai dacă conv.erge ca 

regulator către x (i. e.3 Vf: X+ , 3 En Ei R+ , (nE- N), Z: -l,· O, 
n n c.N 

\ xn - -x\f ~n v, \f n EN) • 

Pentru ·orice şir {xnfnGN de elemente ale unui spaţiu de 
ti? (KB) există un şir {'\ } de numere mai mari ca Z!lrO 

l'-n n ·EN 
a s tfel câ (o)-lim).n ~=o. · 

n 
_Dacă X este un · spaţiu "de tip (KB) atunci 

y-r „ x-li' = x • = xr 
-.; ,V- c..> 

Dacii X este w1 spaţiu reticulat normat care este şi compl.et 

- reticulat atunci pentru ca mulţimeaq;'(Jt) (v~- 1.10 , formula (1)) 

sll fie- o componentă a spaţiului x-t'~ e~te necesar şi suficient .ca 

X să fie un spaţiu de tip (KB). 

Dacă X este un · spaţiu reticulat Bane.eh, complet re.ticulat, 

pentru ca X să fie un spaţiu normat reflexiv este necesar şi 

suficient ca X şi X~ să fie spaţii de tip (KB). 

1.12. Spaţii de tip ( L) şi spaţii de tip (M) 

Se numeşte spaţiu reticulat Banach de tip ( L) orice spaţiu 

reticulat B'anach a cărei normă satisface condiţţa 

Orice spa_ţiu reticulat Banach de tip (L) este un spaţiu
de tip (-KB). 

Se numeşte suaţiu · ret:i.culat Banach de tip (ra) orice spaţiu 
reticulat Banach a cărei normă satisface condiţia 

(1) llxv :rll =--mitt (flxlt ,\lJ'/1) (',tx,yfX+) 
Dacă X este un spaţiu liniar O-- reticulat în care · există 

el_emente axiale atunci X este un spaţiu reticulat B~h de tip(M) 

cu norma genefatll de un elemeii:t axial v, adicli 

C2>!l x(l • ~{r> o! )xlbf<-•} • 
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Dş:că X e s te un -ej)~ţif; rii:t ic;µlat Bana.eh, atunc;i urml!,lparele 
trei i;on di ţii -sîp t e chJya:i,gi:ite -

(i) Ei(i stă~- o no~ă-:~td'.J.'id}f·p~ -X~ s~tisfăc;înd condiţia .- ( 1) 

·şi echJvaie~tă c-q - ~.Qiin~ _ ,n;i,;ţiuiui X, . . ·- ·-- . _ .. , 

( iii) X ( ~ ) -lim xn ~ x _.; 

n N 

(unde CJ' )-lim 5:nse§!llll_ă liJll i_ta cu -regule.tor) 

Dacă X ~ste wi spaţiu retic ulat Bane.eh de tip (L_) .(de tip{ N. ) )_ 

atunc_i x{ f[Bte -un spaţiu-_ reţicul_ăt Ba.iiach de lip {M) {resp.de tip(L)) 

Un spa:ţi-µ_ re_t:l:_cul~:t ) a?lai:h (nenu1_) -care este în acelaşi timp 
de tiţ,- C 1-f·ş":f-d€" t-fp -=-f~) '~ e "dimeneil.lI1ea imu.· 

Da.eră X e1i te un s_pa..ţiu- ·rQ -ticula.t Ba.nach în c~re norma este 

genera.1;ă de un llh!)lel'!t B.lCiiµ v (v. !o~ulaC-2_), a.t.unc-1 există un 

Sl)aţ"iu c9mpa.c·t Ţ as_:tfel -ca '.l( _ să fie iiQmo:rl (c'Cllspaţiu liniar 

ordonat noFIDa t) . cu sp,ai.ţiul· ·c(_"?')) --al funcţiilor reale··_ continue p t 

( spaţiul C_('r) fiind înzestrat ·cu etrv.cturi;l.e obişnui te). 
Dac ă 'X este - un spaţiu re"tic:uia.t B!Ul~h de .-tip (L) atunc i 

ex.ie tă un apa ţiu loc_ai ·compact T ş-i o _ m!isur_ă Radon . pozi tivă_f{ pe T 

a.stfel ca :X „iă fie .iz_omo:r'f (ca ~paţiu liniar .ordonat normat) cu , -

spa ţ i1.4 L(T,jA) (cu structurile ol)işnuitef. Daeă _ în I există 
elemente totele ( v este total dacii x.L 1 ➔ x .. ·O)" . atunci ie poate 
lua T compact. • - -

l, 13. S;pajii_ rll.tic_ula te B.a.nach cu prOJ)I'.ieta:J;ei!. l{rein-ll·ilman -

Da.c.ă X e s -te tm apa. ţiu liniar-normat ia.r --BC X, ·vom nota cu 

co (B ) acoperirea convtlxl!. ş i · închisă a: _lui. B. -V-0111 nota- de asemenea 

cu ext A mulţimea punct·elor extrem·a1e ale unei eullmtil. ţimi convexe A 

a lui X • 

. Uh spa_ţiu Banach X se .zic~ c i! li.re --oroorie .t_aţe_a Krein4lilman · 

dac ă pentru orice submulţime convexll:, închisă şi mi'trgini tă A a 
lui X are loc egal i ta tee. A = CO .( ex~ A). ··"'· • -
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Dac :1 A. este o submu1 ţime . înărgiiti. tă · a J.li,lili sp'â1Iiu B_anjic)l • t, 
se . nume~te t:cansă a lui A, qr-ice mti;'.l.ţime de f9'rljia 

T(A,f, o<.) ={~EA l f(x)) sup ((A) - c(}. 

unde f este o funcţiona.lă liniară ş·i continuă pe X iar 9( > O. 

Fie a cum X un spaţiu reticulat 1'i:µ;iac;_h i,nfini t . dimens.ional. . .. 
Pentru ca X să aibă proprietatea Krein-M:i.tman, este neo-esar 

şi suficient ca X să . aibă urmă:toarea. proprietate (Ra:don-Nikodym) 

pentru orice număr i )- O, oric_e . subtilul ţime ( -c)-mărgini tă a -1ui 

X posedă o transă de diametru mai mic· decît E:. • 
Dac ă X este se-parabil ca · spaţiu normat, .atunci . următo_arele 

două condiţii sînt echivalente 

(i) X are proprietatea Krein-Milman şi . admite o bază 

(-c: )-mărginită de elemente pozitive. 

(ii) X este izomorf ca spaţiu liniar ordonat- cu spaţiul (,f,1 ) 

(cu structurile obişnuite). 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



-- 15 -

• §.2 . D~§'!f'to'1-i P!l,_ şpa;ţii. J.inie;ţe ordone.t.e ~ţop.OlQgice 
' -" • 

"Dac"ă J •fi Y· s:Int -şpi1ţ_ii .linia~e orq,onate, un operator 

U: X~Y se: ntlin~rt~ . ClMJ'P,},ef;;;potj.ti.;'ir dacă U (x) C Y+ şi 
op.erat91; t'•J:Y,la,.t~ d,_ac.11 .. ·u· • ·U1 - 112 ,r unde u1 -~i u2 .. slnt opera:tori 
aditivi ş:i, . ii<rzţtivi. - .·, ,- • . 

. VOD! nota~-C~,Y) -c.mul:ţi~ea ope:ratorilor ref\llaţi care aplici! X 5:n Y. 

Dac!!. i: i,ste ~~- spaţiu liniar d:irijat, ·atunci. mul ţime.e opera
tor:i,loi: po;sltin •• .din'R. (X,Y) - formeilzĂ ~ con şi considerăm ordinea 
dată de acijet·-c·orit Dl!,c-i X e~.t.e un spaţiu liniar dirijat ·care • 

satisf~c.e_ c·ondiţili ~µi l!ies·z (1.e.· O~zi_x1 ~ x2 şi x1,x
2

e:x+. s;> 
z „ z1 + z2· c:u Q~•z1~x•{ -, J. ~ 1,2) iar Y est~ un J3!)aţiu liniar 

ordoruit (o)-_compie,t .(1.e. orice !)arte ·majorat!!. admi,te supremum) 

atunci IJt (:X:! Y,) -esfe- un -syaţiu liniar complet -r,etic-ulat. 

Dacii. -X şi Y .J.1înt sp_a ţii liniare . ordonate ( sau. spaţii liniare 

oarecare) înze~trate --~u topologii liniar~, vom nota· .cu ..C(X,Y) 

mulţimea o'per~ţQrilor _ Ji_niari ( c: )-continui . ( i. e. topologic 
continui) c'are !1.Pl.ic(fX- în Y. Dac!l. X este ·un spaţiu liniar dirijat° 

şi Y un spaţiu liniar orfonat atunci în.[; (X,Y) c~psiderăm ordinea 
dată de conul o.peratcr:i,1._c;>r pozitivi. 

2. 1. 011eratori relZ}¼!aţi ;si operatori li.niar.i ( -c )-continui 

Dac!!. :i şi Y sînt spaţii liniare dirijate ·înze•trate ou topo

logii ti.niare, vom nota.[~ (x·,Y) m\dţimea oper~torilor U: x-Y 
care se pot reprezenta. sub forma · U" u1 .- .l!2 c·u o·fuif.[(X,Y), 
(1=1,2). • • 

. Condiţia ca spaţiul -liniar ordonat .;,C; (X,Y') ~!l. fie dirijat 

se poate exprima sub · forma 

( 1) .,C (X, Y) -I,,, (X, Y) . 

Egalitatea (1) are loc dac!l. :l " (;,li') , (l.~pf:R) iar 
, y" (c). Dacll. X;_ {,f:) -atunci egalitatea (ţf ·are . loc .oricare ar 

fi spaţiul reti'culat Bânach Y. ln particular, 0['{'(j-), (c)) 

•.J:,,, «t1>, (c)), d$1-L ( (o), (k.,1 )) ,";[,'[.H c·), ( f..1}) ~ • 
, • S!l presupunem acum cli X este un spaţiu ;ini_ar dirijat 

• înzestrat cu •o topologt e loc~l c.onvex!l-plinll., iar Y un spaţ11l 
~liniar complet _ reticulat. Dac!!. în r exist!l. elemente. axiale ·şi-
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iac~ se consider~ topologia dată de norma asociată unui element 

axial_, atunci egalitatea (1) are loc. Aceeaş i agalitate a re, de 

asemenea, loc dacă to~ologia lui X este nucleară iar Y este un 

spaţiu reticulat Banach. 

F-ie acum X un spaţiu liniar dirijat înzestrat c.u o 

topologijl-:tiniară c•t conul pozitiv t a re iar Y ur. :lpaţiu liniar 

ordoriat înzestrat cu o topologie local plină. In a cest caz are 

loc incluziunea • 

(2> 1?. cx,Y> c ,Ccx,Y> 

Dacă X este un spaţiu liniar dirijat şi _un spaţiu Banach 

cu conul poziziv închis, iar Y. un spaţiu liniar ordonat yu normă 

monotonă, atunci orie& operator liniar şi pozitiv care aplică X în 

Y este (.:: }-continuu. In particular, dacă X este un spaţiu 

reticulat Banach, iar Y un spaţiu reticulat normat atunci incluziu

~ea (2} are loc. 

]facă X este · un spaţiu reticulat Banach de tip (L) iar Y 

un · spaţiu de tip (KB) atunci '.R (X,Y) = .C(X,Y}. 

2.2. Ooeratori ('C.o}--mărginiţi şi operatori (o~--mărginiţi 

In ac·eastă secţiune vom nota cu -X un spaţiu liniar 

reticulat topologic. 

Fie Y un spaţiu liniar complet r e ticulat. 

Un .operator U ! x-Y se numeşte operato:i- (,:-o)-ffle.rginit dacă 
·pentru orice submulţime (-C. )-mărgin;it 1l A a lui X, mulţimea U(A) 

este (o)-mărginită. 

Dacă G ·este un subspaţiu normal al· lui X iar U
0

; G ._,,.y un 

.opera ţor liniar pozitiv şi (-Z::o}--mărginit: atunci u
0

• se poate 

prelungi pe X cu păstrarea liniarităţii, pozitivităţii şi 

(,:·o} -mărginirii~ 

Vom nota cu.Jl{tq!X, Y) mulţimea operatorilor liniari şi· 
('C.o}-m ărgini ţi care :.aplică X în Y. 

Mulţimea.fati;JX,Y) ~~te un subspaţiu normal al spaţi.ului 
'J(_(X, Y). 
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Dac il. în spaţiul X ex;i.stă elemehte . axiale iar .t _opologia s·pa ţi

ului este to pologia dată de nor,ne asociată unui element axia~, • 

atunciJrt_"!o,(X, Y) = JZ.(X, Y). 

Fie acum- Z u:n spaţiu liniar t~poiogic. 

Un operator U: X--"l'z ·. se numeşte op.era tor ( o"t.)-mărgini t · dac ă 

pentru orice submulţime (Q)-mărgi~ită A a lui -X, mulţimea ll(A) este 
_(-C. )-mărginită . 

Vom nota c~X,Z) mulţimea opeţatorilor li~iari (o"t.)~ărgi
niţi care aplică X în z. 

Dacă topologia lui :X este cea mai fină .:topologie local 
convexă-solidă pe X ( topologia ( o )-măr_ginirii) iar to;iologia lui z · 
este local convexă, atunc~(X,Z) ~.c(x,z). 

2. 3. Asupr.a Îljlor ope.ra tori pozitivi 

• Fie X şi Y spaţii iiniare ordonate înzestr~t~. cu topologii 

lini.are. Vom nota cuX(X,Y) mulţimea o·peratorilor liniari u:x-Y 

cu proprietatea dacă A est~ o submulţime · ( :r )-mărgin_i-tll. a lui X, 

atunci U(A) este (!: )-precompactă în Y. . 

Vom nota, de asemenea, cu 'J,l(x, Y) mul ţime9: ~yeratoriţ<ir _ lini~ri • 

u:x --,y cu pro;,rietatea există o vec:inătate W a .ori·ginii în ,; 

astfel ca U(W) să fie_ o mulţime ( "C )-precompactă -în Y. 

Fi'e acum I şi Y spaţii liniare dirijate . carii satisfac con.di ţia 

lui Riesz ş i Z un spaţiu liniar COIJ!plet ,·r .e_ticulat. · Să_ presupunem ·că 

X~Y,Z sînt înzestrate cu topologii ).ocal. sol.ide şi .- pă topologia lui 

Z este (W)-continuă. Fie ui·!x~Y şi v-1 : .y~z . , (i=l,2) 

operatori liniari astfel . ca OfU1 ~u2 şi O_fV1~v2 • Dacă 

ll2EJ{(x;.Y) iar Vl:J<(r,z) at~ci -V1t½_ e-J{{X~:j . . 
Dacă î este un spaţiu liniar dirijat ·1nze~trat cu o topologie 

liniară; o submul ţinte A · a lui X se zici;! că este·.{ -r '.) '-mărgini tă , 

dacă pentru orice vecinătate W a · originii în . X __ există x
0 

E X,+ 

astfel ca AC:: [-x0 ,x;;J + W • . .· . ., · . . 
Fie X un spaţiu liniar ·dirijat înzestrat cu 'o topologie 

liniară cu p;oprietatea (S) 'iar -Y .un . spaţiu lirti!r dirijat care 

satisface cor,tdi ţia lui Riesz,' înzestrat cu o top.ologie local solid/:.. 
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--
. - Fie U/;,f;(X,?), (1•1,2) cu o-fu1 fu2 11 să presupunem că 

U?f-J{,(X,Y), Atunci pen_tru orice submulţime (-z: )-mărr,init½_ A a lui 

x: :nul ţimea iJ1 (A) ee:te (,: o)-ntllrgini tă, Dacă . orice- ( o)-ee~;,al 
l _ui Y estd"o mulţime (-c..)-precompa~tll,- atunci Ui'=}{,(X,Y). --

Dac!! X este un.. spaţiu liniar diri_jat care satisface- condiţia 

lui Riesz, înzestrat cu ' o topologie lo~al solidă şi dacă Y este 1m 

s[)a ţiu. :reticulat "Banach în care există elemente axiale, atum~-i 

mu1. 1; i mei:i J[(X,Y) este ·un subspaţiu liniar reticulat a1 spilţiu:l.ui-- - --
j{(x,Y). -

2.4. Operatori regulati •slllll&bil1 -
. . 

l.l'ie X un· ·spaţi u:;;reticul.a:t B"anach şi_ Y un spaţiu Banach. 

D_ac!! ue:;l(X,Y) _, şi-daci!\ ~istit. !. E - xţ aetfel ca 

Jlu(x})l~r(jx/) ,'vrtX. 
atunci U se nume,te operator sumabil~. c: ~ 

i'om nota _cu b(X) mulţimea- tuturor._ şi_rurilor. { x~)'ri E: 1' cu 

valori !n X pentru c.~~e aeria ~ -\x~I as-te (-,: )-convergentă. Vom 
nota, de asemenea, ou ,f (Y) mulţimea tuturor şirurilor {Ynfn~lf cu -

va lori i:n · Y pe:1tru care seria 2.11 Ynll _est_._ convergentll • . In raport• . 
- n - ·. -

cu operaţiile obişnuite cu ~irurile- ~1 tnsestrate re■1Etiv ou norme~e 

. oO 

IH:nf nE N\I - ~111 :r~U -: 
b(X) şi ,t'..(Y) stn·t ■paţii Banach • 

. Dac!l u·c .C (X, Y) atunci U este sumabi). da.ait. şi riumat" dacă 
eat-teface cond-1 ţia .. __ 

{xnfne: N E- ii1x) ➔{uc:n'let.lc'f) . .. 

Vom nota cu ,-Sl'(X,Y) mulţimea operatorilor sumabili care 
aplică X în ! . 

Dac "i. Utl' S'lx, Y) atunci op~ratorul 'u: b(X)-•;,l'.'.( •E) dat de 
formula - • • 

'o ( l~fnE-rl) {u(xn )}nE:N 

este liniar şi ( --i: )--continuu. 
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Dacă Y e1Şte un spaţiu reticulat Bana ch cu ~ormă ( w )-continuă , 
atunci mulţimea ".J{(X,Y)(\ tf(X,Y·) es t e un subs paţiu norma l al 

spaţiului R (X, Y) : In particular, dacă Y ·este un spaţiu de tip 

(KB) atunci 9'(X,Y) este o eomponentă a spa ţiului '.R(X,Y) • . 

2.5. Operatori de tip ~v) 

Fie X un spavi.u liniar reticulat, Y un spaţiu local convex 

şi P mulţimea seminormelor continue, pe Y: 
Un .operator liniar U : :t-Y se numeş:te operator de tip( v ) 

dac ă pentru orice q E 'P , există o f1mcţională liniară şi 
pozitivă 'i'q pe X astfel ca 

(1) q (U(x)-)~ 'fq(\x))~ (Vx GX). 

Cea mai mică ' funcţională liniară şi po'zd. tivă· ~ _c ar e 

verifică (1) se numeşte q-variatia l .ui U si s e noteaz ă /l U!l'l.. 

Not~ cu°1J{X,Y) mtllţimea opera torilor de tip (v) ca r e 

aplică X în Y. 

Funcţia . U➔ i!UI~ de la 'lf{X,Y) la spaţiul xr a l funcţio-

nalelor reg11late pe X, este o semino:i:-mă v.ectorie. l ă şi nunînd 

~ ={'+'e Yej \'f(ylJf q(y) • ,\/YG Y} 

( unde yt este mulţimea funcţion.alelor ,liniar.a pe Y) avem 

Dac ă X este un .spaţili reticulat local c onve x bornolor i.c 

seifvenţial (,: )-complet, atunci xr = X~ şi deci, . în ,,c est caz , 

orice opera tor de tip (v) este (-:i::)-~ontinµu. I n pP. rt icular, d8c ~ 

X este un spaţiu reti~
0

ulat lftmach, a tunci.dl)'(X·, Y) = :J(X, Y), 

(v. eecţ.2.4). 
Vom numi spaţiu de ·tin (K

0
) .• ·orice spaţiu reticulc: t loc;,l 

conv'Bx a cărei · topolo.gie este. ('0 )-contin,uă şi care . s,(). tisfrc e 

condiţia : pentru orice şir generalizat ~resc ă tor şi ( -c: ) - r-.-~r 

gini t de elemente pozitive există marginea sup.erioa r ,, . 

Dac ă Y este un spaţiu de tip (K
0

) _, at~ci mul ţimea '.:/.J(x , Y) 

este un subspaţiu normal,a~ spaţiului ,1Z(X,_Y) ş"i 

oricare 
li Ul~ = I\ pi/ l\q 
ar fi UE 62)"( X, Y) . 

- I/ -
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''I.SUPRA SP j.TIILOR LWIARE DIRIJATE TOPOLOGICE 

Gheorghe Grig~re 

Un studiu mai sistematic a l spaţiilo.r liniare d.irijate 

t opologic e a înc eput prin anii 1974 cînd Romulus Cristescu, 
;,,. Duhoux, autorul '} .a. s -au preocupa t de organizarea · spaţiilor 

liniare dirij a t e cu topologii compatibile cu ordinea , dovedindu

s e că l egătura ces mai naturală se face · cu ceea ce s-a nufu.it 

topologie local solidă . Spaţiile lini.are dirijate si tuîndu-se . 

î ntre cele liniare ·ordona.te şi cele reticulate, rezultatele 

obţinute· au genera liza t l a început un~ le din cele cunoscut e 

pentru spaţii reticulat e . Pe parcursul ·studiului s-au dega jat 

noţiuni noi, spacifice acestor spaţii, cum ar fi cea de o~togona„ 

litate,l~ ,subspaţiu dirijat [I.] ,. ideal, morfi sm ş. a . In cele ,. 

urmează sînt p:iientate unele rezulta te privind du ~lul unui 

spaţiu liniar dirij at. Pentru realizarea unei im,;gini mr-.i com

lete vom reami1;1ti unele ·rezulta te dintre. c el.e c are au făcut 

obiectul unor comunicări prec edente~ 

Am:i.ntim că un subspaţiu Y a l spaţiului linîar dirij ~.t X s e 

nurneste subspaţiu dirij a t dacă pentru O~ yE. X şi x _E Y ,. X4 y , 

există z E Y a s t f el înc î ţ .x ~ z.; Y• Est e evident c :'i d 'lc§. X est e 

r eticula t iar Y un subsp_aţiti dirij a t atunci el est e un sub

spaţiu r f ticul.a t al. _ iui . x. O ~ie ·de rezul t ats contribui e l a 

acredi t arec-t ideii că no ţiune "'. este naturală . Astfel topologi a 

indusă pe un subspaţiu dirij a t de o t opo l ogi e l oc al soli d1 

est e de asemenea local solid'i , func ţional el e lini ar i; , conti!ltl.i 

şi pozitive pe Wl sub.spaţiu ,di r;.j"t a l unui sp~ ţiu :'.i ri jat 
;_ 

l~cal convex, 1~62.l solid se !)O a t c prelun,:si pe înt:·,g ·sp:;.":,i ul 

cu pi'S.s trarea pozi t ivi t:;. ţ:!;i şi a continu i tiţii. In c 0ea ce pri

ve ş te s truc turrJ. du !tl ului t opo l ogi c ca subs;:, ~ ţiu ". "l sp2, i ul 
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( 2) 

Demons t r2:'_; i e : Să. o"tis erv5.m -pentru î nc eput c ~. pent ru orice f EXr 

E.V efn 

f f (x ) l6 i nf { lf l (y) : - y( x, y } ( 3) 

Intr- a d ev~r, ac e ~.s t 2. · re zultă din 

lf l (y) = sup{f(yl) - f (Y2i : .r 1 •Y2 ~ 0 , Y1_~~'2=y J 

l u înd -y1= ½( x +y ) , y 2= ½( y - x ) 

Di n (3) rezultă: 

IF( x ))6 i nf {IF l( y) : - yf~ Y}~ inf{f( y): -y1 :ic1:vJ 

deci 

Pen tru. a ob t i ne cea l a l t l!: inegalitaţ e · fi e p :'X➔B+ 

FlL~cţ i onala pest e eviden t o s eminormă solidă p e ·x . Fie Y = 
{>. x :#R\ . şi a ·; Y➔-R· d ef i ni tă prin 

\ G( y )l, ;, (y ) V y • Y şi pr el ungi m p e G 

U( A xi =ln(x) ~ -Atunci 
- . I 

cu t eor ema Hahn- Bana ch l o. 

o func ţions,,lă liniar l'i F
0 

a s tfel _înc î~ . ' f F
0

(x )) _, _p ( x ) Y x ~ X. 

Func ţionr.l '2 F 
O 

e s te a t unci m1!.rgini t ~ p e mulţimil e· ·o- m..l!.r gini t a' 

şi est e d eci regulată . Fi e t • X : : • • 
+. şi t= t l +t2 , ·t i ~ :_X+ • 

Din - t , t 1 - t 2 , t re zultă p ( t 1-t2 ) , p ( t) .= f( t ) ş:( deci 

F
0
(t1 ) - F

0
(t 2 ) = F

0
(t1- t 2}4 p (tr t 2 )·, f ( t) . _Da a ic i I F

0
~ f şi 

prin urma r e . . . . 

s u i:{!F(x)l:I Fl, r } ~ IF
0

(x )I =IG( x )I -~ p(x ) . ~ inf{f( y ) : - y , x , Y} 

adică ar c loc i n eg alit a tea contrară c elei · di n ( 4) •· şi t eorem:, · 

e ste demons tra t ~ . 

. . 
Teorema 6 Fi e X un s ;:n,,,i f lini a r dirij a t cu propr i e t a teao,. d ,; 

d~scompt..ner e . . :ii' i e f i e , f f, r un -e_l ement discr et . Atunci 
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ş i {:r : - y ~ z , y}:>{y: -y~ x ~y} ~tunci lf( z )j~jf(x) j şi deci 

z 6 l:e r f . D~o:sre'c e O = min f( { y : - Y, x~ y}.) exi sţii Y" ker f n. 
{ / : - y '" X ~ y l şi '.tn consecinţă ker f es_t e mul ţimc solidă; 

:luci proc să presupunem cit f ~ O şi că lrnr f _as te un subsp:;ţiu 

:ioli6 .. Să o!Jservăm pentru înc eput c!.i da.cil. N este un subspaţiu 

2olid o.tun~ i, cu ordinect cQnonic~, X/N este un sp2,ţiu liniar 

:1i!'ij o. t . Intr- 'c.devăr, dacă · 'f (:c)~l este aplicaţia canonică, . 

xE :;c+ , yU:+ 'li 'f(x) = -'f(y) a tunci x+ya N. Din -(y+x), x'-y~ 

x+y , deoarece N este solid _rezultă că x-yaN, de aici Cf(x)=(f(y)=r 

= O adică Cf(X+) este con.- Deoarece ,x este dirij_at rezul t !t 

i :::edi at -că X/N este dirijat. Jl'ie f6-_Xr, f>O şi astf·el încît 

'!'."c,rf s~ fi o un subspaţiu , solid. l':in .f(x) = f(x) , x• x, 

sp:, 1;i ul x,'lcerf es t e izomorf cu li. Să observăm c i!. x=-- O daci! 

şi nu.(!l'.'-i do.că" x ~ x , f( x) _. .O. Intr-adevăr, dacă_ pentru oric e 

~ le a :!l avea f(x) .= .O , deoarece x/!cerf este dirijat ._a r rezult s. 

f = 8 ceea ce asta o contradicţie. Exi stă deci x>Oastfel încît 

f(x)>O şi deci f(X) ": [o,.); Deoare~-e f este o bijec ~ie ;ezul

tă e.tunci că f(~)~ ~+t x ~ 6 ~clică x > ~* f(~)> O. 

Fie x _f: karf; conform ipotezei există z•_ker:f, -z, x~ z 

deci lf(x)l,r(z), adică ff(x)I= O„ min{f(y):-y, x'-y} ceea c e 

în:i e s,nnă c!i are loc (1). :;i'ie x• X astfel '.tncî:t·.f(x)> 6; fie 

conform observaţiilor precede~te u)'O· astfel încît f(u) 

Atunci x-f(x)u• kerf' şi _ există ·w_l-kerf astfel î ncî.t 

-w, x..:r(x)u, w 

1. 

de unde -w7f.(x)u ~x, w+f(x)u şi f(w--f(x)u.) .,... f(x) ceea ce din 

nou arată că ai!e loc (•l). Din a.cci~tll. :u:it1.m11 et:,.p/'1 rezultă c~ 
• .· ~ - . 

r elaţia (1) are lo~ şi în c ,fzul f{ic)<O c ee ţ;1. ce î ncheie demon4 

straţia . 

Teorema 5- Jl'ie X un · spaţiu . liniar- dirij41;- ·cu ·-pro~rietataa d a . 

doacom:mnera şi f~ţ', f~O .A.1;ur.ci: -;'._ 
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futio;ii~Mie"oj; . ~~t_~• ~~- J:~c ; -

T_ij9~e~~- ~:(t-~Jr~~:ă X ei;;,~·.'.~ ~;,.iiu 'clir--ij a t . locaJ.· 0Q11ve·x,10.ca l 

solid c. t 1.Uin.{x-:; - ~~i &i .S1.l,.iiiiaJiu il,ir:\.-j ~t f~ i~ 
In obţ:1,p.e:râ ~r c~µltatu:l:ui ~:rec·eden.;,6a . şi a unora din cele ce 

urmează s-a dovedit utilă _ o • !l;i t;! noţiun!l şp@cifici:1 epa-~iilor· 

dirij a t _e, _ cea de ideal : un subspa.ţiu Y al utllti spe .. ţiu liniar 

dirij a t X se nume9t e ideal _d_ac}!. V rtEJ:\+,,$,lo exi stă 0<( U& YlJ:Y.L 

astf el încit u~ ·z. -·.,\re loc 

Teorema 2 (ttl)Dâ~ă X este un spp.ţiu dirijat loc.al cor.vex , 

lo~ e.1 . solid a tunci: ~ este un ideal în Xr. 

In cazul _spaţ{ilor Bane.eh dirijate X. este aproape o componentă 

î~ r: 
• Teorema 3(f,J} . Fie .x un 

Pentru orice ·ger· există 

spaţiu Bahach dirij at local şolid. 
. • . .L . • 

g1-E--\ şi g2~ ~ - astf!ll. încît g--g1 +g2 • 

De .rem!3-I'cat că rezultatul precedent este n·eba:năl doar dacă 

X nu are con închis. 

Studiul spaţiilirr liniare dir:l,jate topol ogic~ _presupune în 
. . 

CO!lt inuare adecvarea unor noţiuni .car~ să ®})linească absenţa· 

nodulului sau să regăsească valenţele unora · care · şi-au · demon-

sr at importanţa în ca zul re.ticulat ·. O asemenea noţiune ar ,putea f( 

fi cee._ de moŢfism: dac ă X este un -spaţiu liniar dirij at, fE r 
• 

se numeşte morfism dacă _ . . . 

lf(~)J =· :nin{f(y)::~y ' ~~ Y} xE X (1) 

Teorema 4 Fi e X m.1 spaţiu · lini_ar _dir.ijat. cu proprieta tea de 

descompunere. Func ţiona1a fer· este morf\sm dac ă şi _ numai 

dac ă f;ai O şi ker f este un subspaţit1 solid. 

Demonstraţie: Dacă f este morfiSm a~ci · fi -~-. -Dacă ~ker f 
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::J e:1on.3 t r2. , i e : Da;i:f o, g, f a tunci · cord'orm :!.poteiei există_ 

>,1(0 , 1] a s tfel înc ît g = Af. Pentru x·l X av em deci fg(x:J=, 

\A f(x )I, f (x) şi a tunci 

sup {fg(x)J: o, g ' fţ~ lf(;) f 

Confo rm t eo r sm~i 5 aceasta însea!llilă că 

Av înd î n v ed er e. forma mul ';imii a cărei margine inferioară se 

c ,0.lcui a ază în inegalita te a precedentă nu ··putem avea ineg1,.li t a te 

"! trict /1 • şi deci are loc ( 5). 

Considerînd t ou conul C ={x: ic= (xi):iAN •xi>O} u{oţ 

put em const a ta c ă fun~ţionala f(x )' = x1 este o funcţicmall 

discretă c a r e nu este· morfism. Are loc· însă · : 

Teorema 7. ·Fie X un spaţiu- liniar dirij a t cu proprietat e a 

de descomp1L~ere. Atunci oric e morfism din ' r ~ste element discret . 

De~onstraţie: Conform teoremei 4 dacă feste morfism a tunci 

f :,O şi kerf.es'te un subspaţiu s olid. Fi e 0 ,S g 4f. Deoarece kerf 

este solid, dRcă. X 6 kerf' există z~{Y: -y-, x , ylA k erf şi deci 

\ g; (x)l~ g (z)~ f(z) = O ceea oe arată că kerfC. kerg şi deci s au .: 

g=O· s au ker g = kerf de unde g= ).f cu M(p,1] 
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!(bi UZ°"~Tţ_Tl.11' ~KPitU. ALPSţ!l--:JPfl'tO:i 
C~fi~t~tin P.N~clil~~ ~u 

Tâ'o~ia ~fs.~~fro-s Îfi _,.ţe ori·pne_a m luc,\'ar.elil, (U 1 . unde 

se dQ'1Yoi tf ,5.'t!idţw., 11:..ii,,eeJ..eler ,11: ·,iad. de 19U'bspaţii închise care 

genenJ.j,,:e-'Jil- j_.~ealele ltilateral.e închise într-o Ct<-algel!ri..Prin

cip~ele :r.-ez~tăte oţiţ:i;ritite în (A.ţ:] sînt-: 

i) _carac_te:,;:ize,rea- K-i_!l..ealeror în termeni de intersecţie· de bule1 

ii)) rl!Prcer:efl·tf!1"ea_ ~entra,l.izalerului ca spaţi11 de -funcţii reale, 

Jllăr.:fni te ,1 conti.Ji~e_ în raport cu tepologia structuralii.. 

I>emonstraţii:,ie · originale au fost complicate.Ultiirior,•ehrends tmil 
Li- [Ll] ,n;Liptt [li] ,1 nliett ,t . Olesenc: ()o] . au indicat argu

au1tâ .mai -aimple -9:î mi -puternice. 
~ -
In abordare:'a lui ·.Ufsen ~i · fffres un nl imporţeilt n juoa descri-

ere~ C!!Oill.etri.!11-~ei unitate a unui spaţiu ~oh-ow ajuterul unei 

relaţii de .Qr~•-•ce_asU. idee a fost-· r.elus.tl. de autor în 1983 cînd 

h conterinţc-ţinutJ la aelocviul de spaţii lin:i,are ordo:a.ate topolo-- . .., . . . .- • 

gice C•i'afiov,:i.unu .c1-g83.) a introdus .conceptul ceneral de nructuril. 

de .ordine ~e tip 0ilfee►.ltfroa . şi a remcatcl.. acest cencapt expli-
- - . . .. . . .. . • • 

el aimil_ari:tAvile_ înt~e fe_oaetria :c -Algeltreler _li a lati cil.or 

._~h. _-

Pri.n.tre rezul:t~tele import~te ale teoriei. -fileell-fflree • ■1111. -

ţioal!m cBl"BCterisllrtia 1S111talgebreior vim. •euiaimni QDJlll,l'tatin ii.le u:au1 

spa~u .de oper.ători-I,(J:,I) ca ce.-.iiu.tori (v~si [•3]) pNc- 11 

'rezuJ. tateia din [R'] ţirivinit clae~le el~ -raţiii. ii:l.a~ secvenţial 
complete precWII ţ,i cene%'1!.J_izarea teore111e~' lui Gro'tllllll.dieclc privind 

• - ~ . . .. .. • _; •. 
aumanmii lui I. ( /'") .IJl . proces -4e elaltoraN :1lB_. a.fii. teeria 0011-

..-ex!. ţif.ţii ate:î!'eJltl. str11cturiler 4il 'tţp llf:Nll-fff~• t•3] • 
- . ' \ ·:. . . 

1'e propunem în cele o~ _ 'IU'llleasă ■l!. · prilsentAli ·nei contri~ţii la 
. . 

teoria idealele~ din pu,utul. 4e T~der-e a1·. teoriei ilfHB-J:ft'N ... . 
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1.structuri, ·de oriline de tip Alfsen-Effroş 

Pie B un spaţiu :lanach peste corpul li< ( I< = R sau C ) . 

1.1 DBPINIŢI.1.(Yezi (10.] ).O relaţie - de ordine<< pe Jl se zice 

că este de tip Alfsen -Bffros (prescurtat, << este o AK-relaţie) 

dacă verifică următoarele condiţii 

AJll.) • u « VJ _implică v-u « T 

82) u « v implici O( u « e( v pentru orice O( E li< 
AB3) O , O( , (! în IR implici O( U. « p. C.t. pentru orice 

u E. B ; 

A.ii4l Dacă ,_ « , 1 ) x.1.«lz. şi ;r1 « y1 + ;r2 atunci 

X4 « lC I +lCa, ":" ><, +>Ca, << M,+V2. ; 
A.Ul u.+-v~Z.'I> implici llu.U· '- lhrU j 

~6) uo< «. v ( ot. E. A) şi tluot - u I -+ O implici u « T. 

Bste evident el definiţia de mai aus se poate adapta la contex

tul spaţiilor l~cal convexe cu sisteme de seminorme precizate.Dea

semenea,condiţiile An)-..._,) se pot refol"llula în termeni de codi

recţie definind 

x li y (~ şi y sînt codirectional.i) ~ ~ ~< x + y • 

Ili1'l An) rezultă că ·· x li y ~ y I\ x. 

De asemenea, din Am.) rezultă el 

O. « x pentru erice x t .I · 

astfel cJ o il-relaţie de ordine nu este compatibilă ou structura ,.. 
liniară.In schimD,ea pare mai adaptată pentru a descrie geometria 

bulei unitate a unui spaţiu :lanach. _Yezi(.'rf:J). 

EXElfi'Lli:LIC 1'UifDAJIDTALJ:. 

l.Spaţiul euclidian 1-dimensitmal 1K admite o si~ă A.E-relaţie 

de ordine, 
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2.-Pie H un. spaţiu Hilbert şi J. C L(l'l,l'I) o sullalgebrll. von 

ffe~ co@titat-ivll..Atunci putem considera pe l'I .U:-relaţia de • ordine 

def-in;j. tă ·pril;l 

x.«~ 'c\ _-(iă:> .x: ... A~ 

Yezi [1'3],p11-t;.94·• 

3.Pi.e J: ~_ spaţiu :lanach regul.at or"donat (în aensul. lui Davies) . 

.ltunci putem C<nlcsidera pe I relaţia de ordine <~ de tip il,def'i

nitll. prin_ 

Dacii. J: este . o Atice :lanach atunci 

x <<_o.~ ~ lil=IXl+l~-,cl • _.. • 

4.Pe orice spaţiu knach J: putem .eensidera relaţiife de ordine 

«L. şi «M ( introduse de ilfaen 91 J::tfres 

x <<L y 4-> H1ll=ll~U+111-xt 

• X ~ M y 4-> orice . bul.ll. .închi·sll. •r< i:) _J.un E care conţine 

pe O şi pe 7 îl conţine fi po x. 

Putem. general.iza aceste exepple consi4erind nonae TI1ctori.ie 

<f ~ J: - X care sînt izometrice şi au propriet.atea lui liesz de 

descompunere (vezi (1'31 ,pag.90 ) .· 

X (~Cf'y (pol), cp.(J) 19 'f(,C} + Cf(J->C~ 

X «.to\,Cfy .-> ff(11-x) ~ <f (11)Vf(t;-:-7) pentru orice ll~L 

Pentru Cf „u li ,norma l.ui J:, <'IC:L,Cf : 4'L -f- ~ M,Cf • «.-, .i 
peatru :I o latice liane.eh şi <f .-. I \ ,JlloduJ,u1 lui :l,avem <<L,'f• 
~M•Cf c<.<..,o, .Considerarea relaţiilor «°L.,~ ti. -~fi\<f' permite 

inglollarea î.ntr-o teorie unitarii. a .re~:tatelor. din(il] şi diJl 

teoria laticilor llanach/,elli de .exemplu _(Jrf] ·: . 

Pi.e I: un spaţiu -.mach' înzestrat . cu ·o relaţie << de tip il. 

3punem cll. J: a.re nor!Dll. ( « -) continuă dacii. or.ioe şir generalizat 

(Yw}ac <<.- dirijat descrescător este 1:1PrDQ-C convergent (la <<. -
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marginea sa in!erioarll).Se arată uşor că această condi ţie implică 

faptul. că orice ş_ir generalizat « - majorat şi <<-dirijat crescă

tor aste normic convergent la <<- marginea sa superioară~ 

lxemple de spaţii :lanţlch cu normJ c?ntinuă: 

spaţiile •anach rafiexive,indiferent de« • 

spaţiile :la.na.eh înzestrate cu <<L 

1attcile 3anâch cu normă (o)-continuă în sensul. teoriei 
laticilor lanach (vezi(~2]) înzestrate cu «,o-• 

2.Proi!lcti:ii. <luJuc,nghaa 

.He I ua spaţiu· :Jene.eh înzestrat cu o relaţie de ordine << 
d• tip .U. 

2.l. l)D'I1'I'fl:l•O preiecţie P ~ L(:a:,:a:). se zice cil asta • ( « -) 
proiecţie Cum:iinpa!ll dacll 

Px<<. x pentru orice x E: I. 

Imaginile ( << --) preiecţiilor Cwmin«halll se numesc ( «-)swnanzi. 

lvident, O şi~ eînt proiecţii <wnningham1 dacă Peste a pre-

iecţia CunnincJisa atunci fi ~peste. 

2.2 LEIU.Orica două ( <<.-) proiecţi:h. CfunninghBlll comută. 

11ezi [53J,neta de la pac.lll,pentru demonstraţie. 

Rn4ecesori:ii. Defilliţisi 2.1 sîat L- ,1 •- p~oiecţiile intro

dusa de r.i,nn1ncJ,aa.O proiecţie _ P ~ L(K,B) se zice cil este o L

proiecţie daoA 

, ~ • a-proiecţia dacă 

I~ 11 • I Pic.~ V Ix- P"l\. 

ie arată simplu cil ~-(respectiv ■-) proiecţiile . coincid cu 

. <<L - (respectiv «M -) proiecţiil~. 

:oacA JI: este o algebril. von JJeuaann atunci ((M -sumanzii lui 

o4 eînt idealele liilateraia ..,-,_închise ale lui of .Vezi (il] 
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pentru de t a lii. 

Dacă li: este o latice Banach atunci· _ <<# - proiecţiile Curuµn

gham ale lui E sfut precis proiecţiile asociate benzilor.Vezi (ff3], 

pag.l09. 

ffotlilll cu IP(E) mltlţimea tuturor ~ -proiecţiilor Cunningham pe. 

a ; ; notaţii ca ~< (E) sau llt_{E) semnificl faptul el relaţia de ordi~e 

în atenţie este (< . ,respectiv <<L . IP(E) constituie o alge'brJ 

•ole de proiecţii relativ la ope·raţfile 

p V Q • P.-t~-~ 

P /\ Q = PQ. 

P.1. .,. I-P. 

2.3 P!tOPOZI}IE( [.n:3J,pag.1l2 ) .Presupunem el . ,.ad.mi te o topologie 

lOcal convexă Hausdorff 't mai Bl.al!tl decît topologie. normei · astfel 

încît: 

~) Orice şir generaliza t «. -filtrant deecrescltor conţine un 

subşir generalizat 't. -convergent,; 

ii) Orice ,c:; -interval (u,v1 este 't: -compact, 

Atunci IP(E) esse o algebra •oole de proiecţii completl în sensul 

el pentru orice familie (P41()Q( din IP (i) e~stl V PII( ~ 

/\ po( s:n IP(E) şi în plus 

(VP.)(E)~ G, '.t'P.c(E~ 

(t\Pol)(E):: Q Pot(E). 

1P(K) este o algebrl!. •oole de proiecţit compiet& 1n fiecare din 

următoarele cazuri: 

<< • «L 
<<.: ~#' şi • · este o latice :lanach cu normA ( o )-continuă 

«. ~t.ţ şi li: este dualul unui spaţiu :la:ilach. 

Vezi (!t3l pentru -dr1t&1,ii:. 
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. . 
Cazul. relaţiei « .. ,'f ,unde * este -L sau 11,p:rezintli importan-

ţă deoarece este posibilli ·reliefarea unei dll&lităţi între relaţiile 

<<L,(f şi <<M,'f' . ,respectiv între «,...,<f şi <<L,cp'• 

Dual~ normei _nctoriale <f :I ~ X ( izometrice şi avind. proprieta

tea lui liesz de descompunere) este norma vectorială cp', E' - X' 

definită prin formula 

cp'<e.'>" • ""'f le!(e>\ ~ "~ X+ • 
'f(e),')C 

Se poate arăta cli ·'f' . este de . asemenea izometrică şi cu pro

prietatea lui llies■ de descompunere,deci se pot considera relaţiile 

«L tJJ' şi <..<M , .Yezi (1"3] ,Pa«•9l. 
IŢ Jf · 
armînd o idee din (.U:J , putem introduce ~oţiunea de «L/f-

(respectiv ·«"','f'-) ideal al unui spaţiu :lanach ll ca fiind •ric• . 

subspaţiu închis ':t cu proprietatea că polara sa ':1° este _un <<M,rf' 
(respectiv un <<L1'f6 ➔ sumand al lui :I'. 

3,1 Lli1li(Yezi U'3) ,pac,109 ) .o proiecţie P ' L(:1,ll:) 'este o 

<<u - proiecţie da_cli şi numai dacii 
.... 'f • 

f(>C)., f{) (h)V f'ic-Px) ~ °""" x~E. 

3,2 LiXA(Yezi (1'3],pag-.i.09)).:Pie P~:C.(E,E) o proiecţie • .t.tunci 

i) l!. este ca . ,(\\.,4t - proiecţie dacă şi numai dacii l!' 

«M,cp' -prlliecţie. ' • 

i:li.) P este . o _«M,(/ - proiecţie dacă şi numai dacă P' 

«L,'r""proiecţie • . 

este o 

este o 

O condiţie necesară pentru ca o proiecţie P ~ L(E,B) să fie 

J/f' << L,f - ( sau «f',Vf-) proiecţie ute aceea de a !i 'f' -con tracti

.Y!. adică, 
p.entru orice ic , B. 
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3 .3 I,~. 

i) DElc_~ .~ este_ o <<M,f- pro ţ_ecţie pe jt şi Q eşte o proiecţie 

f ..,ccvit fac:t id."-:-pe î înqit -- Îţ P ~ I!IÎ · Q atynci p„ Q. 

1:1.) -~9.Ă-:-?•: ·e'jt~ _o <,:\Cf - proj.ecţie pe Ii: şi Q este e proie_cţie 

f-'i!Qhtrac'j;i'!ă-'f, •::j focît Ker P "' ~r Q at1mci p „ Q. 

».l!fonştr-âţie.i).t..v,.~ de ar1,_tat ci. Kcr P „ Ker Q. 

Xncil1,1~:iije!!, c;- ,Pie x -~ ~r P. fi Iii. preS1,lp1me" el Qx ~ 0 • .A.vem 

O<.f(ftlr.)$Cf0l} fi e~l!U. \Dl. OC >- l astfel inc î t 

(<f(x_) .:.Q\lîp(Q~lr > O f -~ («p(~))>O 

1,JJM,le ~ 'HL~-- - ,'t~6t)-9''f-(Q~l'J''J'kfâell!b-eazl. proiecţia ~qnicl.. 

il aie_g~ z•t(S:-,ÂtC>1)-tr'f(~lll)".'f, z' > O astfel .c~ r(.x-(f{O)C)~~O ~ 

,1 

l)e'•U!e~ -

Teri-t±cJ- urillltoarele d,uJ. c~ţit 

:ic'(f($d)>0 

- JC'(~c{iti-0.C~l')) ~ x'[f(>() V« cp(~,cl1 • 
- - • •"""P [11'(~)+oc(icl-11')('f>(~ht)\] 

' 4•t''"'f <1 Ţ-· . " • 

t•ntru or-a.ce ~O exist• ~ 1E E to, x'l astfel încU 

~'(((1(1U«Q,c~)< 1{: (fC>t>)+ ot. c, .. ~~ H(f(~l)U< 

< 1~ (,'ue> -oe it<~i)-+ «· >t'( cpC,al)+E, 

, oe • X"( Cf ((Ix>)-~ E . 

De~c• Q Hte T - contraot1ri, 

X1 (<p(,c-i,«QJl)• X' (cp,(~-te<f,c·)) •~+ «) ,t'(f(flx)) 
ceea oe co~uce l.& o contradicţie - ·peiltru ' E > O ,llldicient de Ilio. 

Inc-lUK:lu:aa ) :Pi• . :ic t hr Q~Uunci ~ z-.Px t rar P c:t:'cA4' 
,1 caci 

o • ~ ~ • ~" - ~ P,c • - 9 P,c -~ - Px 
adicl. z 6 1:.r- P • 
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ii) rezultă prin dua1itate din i) utilizînd lema 3.2. ■ 

3-40Qlt0X.All.Dacă un (<M,(f ideal J al lui E -este imacinea UJl:ei 

proiecţii 'f -0011ţraoti~e P) atunci J este ~ « ·M,~ - ~ -
- I 

Demonstraţie. Con!orm- ipotozei fP' . este 

tiTil şi XerP' .. J 0 .Deoar,oe • J• este uiţ 
o proieţ:~ie 'f 1 -contr-a:c-l 

« - , ·-mlliland din L,f . --· , . 
1,ema 3.3 ii) deducem cA P' este 

Kămine să apliclla X.ema 3.2. ■ 

«L,'f -proie~ţi-e, corespunzătoare. 

3.5 PltOPOZiţI:S.Pie • un spaţiu :lanach fi 

al lui •~Dacă K este un ~'f -sumand u lui 

este de asemenea um «M co - eumand al cărui 
J. li; 

r reprezentînd or togonal.ul 1111 X. 

Ji un «M,'f-ideal 

li: ,atunci lt n J! 

ortogonal. eete ti:.1.n J 
) _ 

Demonstraţie .Pie P « ~ 'f- proiecţia lui • pe K. Tom arllta cA 

x.J C Ji i .e. , P 'J J 0 .'Într-adevăr; P' este o «i.,(f' -proiecţie 

şi J 0 este un <<L , - sumand.Pie Q «L,Cf'- proie~ţia pe 
..o . •'P . 
.i•" . Comutativitatea proiecţiilor· <runninghalll implică 

P'J• • P'q>(E'): Q P'CB)C. q(E')•J• '. ■ 

3 . 6 <roltOLAll.U: presupunem 01:·• este un 

Ji un (<M,'f - ideal în J:.Atunci J este un 

«...,, .. -ideal în Kl' şi 

~lf - eumand în L 

Demonstraţie.Con!orm ipotezei, J00 este un ~~'4,<p• -eumand în 

• " •Or, Ji• J00 f'\ :a: 91 se aplicil ,Propoziţia j,5. ■ 

S•mi\fioaţia Corolarului j.6 în contextul lat:l.cilor knach 

este el orice ideal în sensul ordinei ,ii.armie închis,a1 unei la

tici :lanac!:i -eu normJ; ( o )-continui este de fapt o bandă ( deci illla

puea unei proiecţii poz~tive).a.a să ne convingem •de acest fapt 

avem nevoie de razul tatul următor care ne arată ol <<_o,-ideal.ele 

coi ncid cu ideal.ele în sensul ordinei. 
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3 . 7 l'?tOPOZITIK.E.e li: o latice llanach ti l un eu.bspaţiu 

îtuhis.Sîp.t echiyalente Ul'lliăt~IU'ele afi=.aţ~i: 

ţ) 'J este U%l id~)µ iii seţlil\ll oY!',inei s diell 

111 ~ I~ _,1· %-iO' i11fi,lioll 7 E 'J . 

i :il.)) • =t 'l'e.t-1-l'foţ - ~to·N"el,e d~ proprţe-t„ţi: 

PI):(prepr;i.e·t~t•i. cfe .~t~'rp-Ol.ârt) Daoll ~,kEl ,TE· :S ; 1 

j ,k < v atunci .ş_xi"stll_h E !!J_ a'!ttel ·trui ît ~ ,le ~ lt _$ T r; 
.. 

PD)(pr;prie~atea de de11c-ompunere) Daoll h $ w +v ou h ( 'l 

şi u,v ~ O atunci h „ j+k cu - j,i:, J ,1 _H; u ;le { v. 

iii) ,a · este o Dandll. 

Demonstraţie.i -) ~ 11)). PI) a,re loc pentru h • jV le E 'J. 
PD] se o•ţi~e din.proprietatea lui lliess de descompunere aplicata 

pentru • h+ , u + T • .Avem 

h+ - ,. + F pentru IIDUlll.e .. 3',k', 3 . o 'r, ;i,0,1c ~ ...,. 

,1 al.ecem j -r - h- •. k • k 
ii) -+ 1) .Daci x • 'l dunei O,x , z• ti conform Pii)) 

rezul.tll ci existl h (,. încît O,-x ~- li-., , :i:+. De6i · x+ • lr.EJ • • 

Pie O ~ 7, x 111 xE :t . .Atunci . x .$ 7 + (x-y) ,1 con

form PD) 
X ·• j + k CU ~,k4, • , f" 7 • ,~ ~ X-J • 

lnecaJ.itlţile nu pot fi strl.ote _clci prill .adUD&N ebţinem Îll 

membrul stînc x .Deci y • • ~ -~ 'l. 
' "' .• 

i) ~ iii) .P.ie Cf' :1° .Intl"llCît 

<f+( x ) = sup 'f'CIJ) ~ .:ic.~O 
01t:a6)t . 

+ . + ,.,o 
razul tl cll <p (r) • O pentru orice :LE, :J , deci 'f f." • 

Prin urmare ~o este un· ideal.• ' 

Pie ('f., )t( o familie dirija-tl , . -.cres,;t.-ter de elemente al.a 

lui J0 pentru care existA 

condiţii. <fee. (x) ➔ Cf' (x) 

'f ~ aup -Cf oc • .»a.oarece iD ace■~ 
« :· 

pentru. .. erioe x ~ O , re sul U. ci. 
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iii ); ,o:::f> i) • A.vea :t „ l 00 
() .1. • 

Cînd un spaţiu :aanae h este W1 « H,tf'" Ltla.eî:n. &'idu?J.ul a~u? 

tn context de l.atici :lanach ( înzeatrat_e ou «' .o" )ac.easta îp.se~ 

că norma este (o)-oontinull..Yen (~l .ii caziµ. genera1 are l.oc 

următoarea: 

3.8 P:ltOPOZITll.H presupunem cil: proiecţia natural.A ~ a l.ui 
I 

!'' ' pe li:' de:fini.tA pri.n 

a ( ~"'). t"' I-E 

es ,, 1•1 - contraoti-.t..J:t1D1ci. urmll.t.oarel.e afirmaţii sînt echival.entet 

i) E este un «",'f'* -idea1 iJl :I" 

ii) ~ este o 4tL,"f'" - proiecţie. 

Demonstraţie.i} ... i.i.). <<t.,--,"' ,.. proiecţia P pe <<L
1

tp"' -
o . o 

sumandul ortogonal. l.u:1 i.,C·:s>, are nuol.eul. iJ•)) ; i,1.1.I-Ji:" 
·,. 

r e?re zintA incl.uziunea aanonio4.Intrucît ac~ta ~sta de aaemenea 

n·-tcl.eul. l.ui li ,I.ema 3.3 ne aratii cii P • :IC • 

ii) :t, i) este eTi.dent. • 

" In cazul cîm <f'"'I I> condiţia de contractibilitate diJL 

Propo zi ţia 3.8 eete automat îndeplinit&. 

c
0 

şi K(K) , {coapaoţii pe 1D1 ~iu Kilbert H) a!nt •-ideale 

în bidualel.e lor ! ,t• şi reapectiT L(!!T,H) .Dt.n .:eropozi ţia 3.8 

razul tă că proie_cţia naturalii :rr : :11 • • -. :I' -..erifiol. .hi acest 

caz relaţia 
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IDEALE DE IlffERPOL4RE IN RAI'ORT 

* CU UN SlIBSPAi'IU AL UNEI LATICI SAU AL UN.EI _C .,. .lLG:ŞBR E 

de 

Gavriil Făltineanu şi Dan Tudor Vuza 

Introducere. In §1 sint prezentate prinoipalele noţiuni 

şi re ~ultata cunoscute privind mulţilllile de interpolare strictă ia 

raport cu ua · subapaţiu _ de fWlcţii continue pa un 00111pact. 

!n §2 sa intreduo noţiunile de ideal de interpolare v:~~tri~

tă 1i ;deal~-· distins în raport au ua subspaţiu E ·al unei l atic i 

( sau .J - algabre)X. 

Teorema 2.l generali~ează Teorema 12 din [4] • Io §3 se 

i ntroi uca no ţiuaea de ideal _fr oatalier î~ raport cu E. Teeram.ele 

3.1, 3 . 2 şi 3.3 generalizează Teeremale 3,6 şi 8 dia [ll. I~ §4 

sa iucroduca uoţiunea de ideal real a~tioentral ia raport ou E, . 

care seaarul izează aoţiu■-a de 111ulţim.e antiaim.etrică 41• [2J • 

Teore~ele 4.2 şi 4.3 geaeralizează Le ma da Bran~as, ·iar •ra,:iraaa 4.4 _ 

ge ne ralizeuă Tegrema lui Bishop [ 2] • 

§l. Mul~illli de interpelare 

Io această secţiune prezeatl■ a sinteză a principalelor 

noţ icl.lli şi rezultate privind 11.ulţim.ile de interp.olai:e. Feutr12 detalii 

recoU1and ălll CJ..1 , C 4] • 

Fie X UD spaţiu IIauadorff compact, Ec C(X) wa subspaţiu 

li c1.ciI •, Kc X e subm.ulţi111e · compactă şi E
0

(K) =(f e: Bi t flK „ oJ 

J.plioat;ia f I B/:&
1
,(K)- BIK, def111ită prill f (f) = _tl K, 

A 
u:1Je f € t , este bine definită, lillliaJ:11, c ont inuă şi bijectivă, dar 

au e -; te î a geaeral izoiaorfis11. ( topdoe;io). 
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Defiuil(ia 1._l K se aullieşte m!ll ţime de iaterpolare alrginităc 

(de interpola.re strictă) în rapert cu E aacă ·f este i .zomorfisa 

(izomorfism izo■etrio). 

y 
In ipeteza suplimeata.ri!. oă E este b.ol:iis, • dia teorem de 

izomorfism a lui Ba~aoh rezultl I K este de iatar pelue alrgi■ită 
. . 

dacă şi lll.Ullai dacă EIK este i11_0·tisă ia C(K). 

Teorema 1.1 Dacă E/E
0

(K) _est~ complet şi _lKţEZ- peatru . 

erice f E E0 , atU11ci K este de iaterpolare striotl ia -raplilrt. ou :B0 

Defipi.tia 1,2 K se ■wneşte disti■s - ta rapert ou E dacă 

există• aplicaţi• liAiară şi conti■lă. 

N 1 14(:X:) ..,- .ll(X), ll(X) - spaţiul llisuril•r Radea pe X 

au prepri•tăţile 1 

l) 11 N li~ 1 

2) Dad. f E :18 atuaci Nr) E: E8 şi ~upp Nr) c K 

3) Dacă/€ ll(X) şi sa.p~ C K~ at~ci N~) / 

T.eoreu 1 12 Dacă E/:B
0

(K) este aeaple-t •şi 1t este dis:tias 

ia rapert au :B, atunci K este de .i11terpelu• striotl. ia rapert c~ E. 

O alasl speciali de IUll.ţiai ci, iatorpelare _striotl • ceDsti• 

tuie clasa m.ulţilliler fro11taliere. • 

Defiaiţia 1.3 K se IIWdşt• freataiieră ia rapert 011 :B daal 

~ f E E, "'I- V vecinătate a llii lti "r C > O_ ~1 v f > O, e.xistl f E: :B 

astfel i■cit 1 

l) fllt ·= flK 

2) lltl/ X~ 11:r:ll,c. ~ 1 • 
3) lltU:x:,v'-E 

Neţiu.aea de mulţime freatalierl .a fest - 1.atredusă ia. [l]şi 

geaeralizeazl, pe11.tr11 subspaţii, aoţiU11ea: .. de aul.ţi•• peak de la alg.

bre de fu■cţii. 
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lieră în 

oa:recare 

Teorema 1.3 Dacă E/E
8

(K) este complet, atw:i.ci K est~ fronta-' 

raport cu B dacă şi ciumai dacă V€ E0 p_e11.tru· orice ,.P- E: Ee. 

Familia mul.ţ;imilo,r frontaliere este înob.iaă la iaterae,cţ;ii 

şi la reUlliua:i. finite şi_ determini o topologie (ia geaeral. 

neseparată) pe X, awută top.elogia freatalieră. 

De_fiaitia 1 14. O sab11.ulyime Y c X se au.meşte slab alltia].ge~ 

brică · în rapert· cu B, dacă 1'- f ~ C(:X:) cu proprietăyil.e I f(Y) c.lR 

şi fg!Y€ BIY,,;. g€ B este coastaată pe Y. 

NoţiW1ea de mulţime slab utialgebrică a fost 111.trodu.să ia 

[61 oa o ge11eralizare,· pe11.tru. subspaţi1, a 11.oţ;illl2ii de aml.ţ;im.e aatisi

metrică de la algebre de fWlcţ;ii. 

Se observă imedi~t oă familia mulţimilor slab a11.tialgebrioe 

este încbisă la reuniWli o;u,ecare şi u i ce anlţ;ime slab antialgebrică 

este conţinută . Îlltr- mul.vim.o slab antialgeb.rică maxi.mală. Există • 

partiţie .a spaţiului :X: formată dia mulţimi slab a11tialgebrioe ma.xi.male 

pe care o aotăm (Si)
1 

€ I 

Teorema 1 14 Fie B c: C(X) subspaţiu incb.is şi :r E C(:X:) . 

Atunci l.) Si freatal.ierii Îll raport ou E, ""i e: I _ 

2) f~ B dacă şi DWIIB.i dacă flSiE EIS.i. > . ..-..ie:l 

Se ştie că dacă IC C(X) oste Wl ideal în ordine îscb.i.s , 

atunci există X: c:::X: iaobisă astfel înoit 1 

r =lf' e cc:x:) , fli:= o} 

Iat?:e fallilia idealeiGr inobise şi :familia iLUl1;11iil•r uula

toare, este e corespo·adenţă bijectivi.. Prill. această bi.jec:ţie • a.-011. 

următoarele corespondenţe l ·• 

... ... 
şi ~ is_-nr1 

..c.=t .:,s,f 

Această legătură iRtre ideale şi' mulţimi sugerea~ă posibili

tatea generalizării moţiunil•r şi rezultatele~ ne l a mulţiotle d• 
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* .interpol are la ideale î.&tr-o latioe sau î atr-e C - algebră. 

I n cele ce uxm.ează voa considera urlllătoaxele dotlă situaţii 

A) X este o latice lecal convexă., local solidă,--metrizabilă 

reală s au complexă. In cazul complex vom presupune X relati v ur:iliorm 

c ompletă . X' este dualul lui X, iar Ic X este Wl i deal (in oi dine ) 

inct:lis. 7!
0 

este un sistem fundame ntal de vecinătăţi ceave.x;e_solide 

şi desct:dse ale originii • 
• B) X este e C • algebrl ou Wlitate , X' dualul său, iar 

Ic X este un ideal. .bilat er al incbia auteadj~ot 

aotălll bila unitate • şi cu ?/• = ! ,I B • ;:i > Ol • 

* (I = I). Cu .B 

Defilliţiile şi rezultatele de mai jea · ai•t valabile pentl:u 

ambele cazuri. 

§2. Ideale de interpelare '27
0 

"". atriotl. 

Fie B c X U.D subspaţiu. liaiar, I ~ X 11a i!ittal _iaot:lis şi 

'Ir I X - X/"I. aplicaţia oaaea.ioă. Pe spaţil11 • 'ii (X) se i■trod11oe 
l . • I 

ullica structură de latioe (C · - algebrl) pentru .care 'iiI este 
~ 

morfis■ latioial (de C - algebră). 

Defip.it1e 2,1 Idealul I se m.u.aeşte de 1aterpolare ~- stria

tă in raport lu B dacl 

1ifI(VnB) = fl'I(V)f'\ 'fiI(B) , >r V€.~ 

Din Jtefiniţia 2.1 rezult~ el dacă I este ideal de iaterpelare 

- stricU, atunci aplicaţia B : ~,l: r,<i) ute deact:liaă, unde 

este restricţia lui 'iiI la .B, .iarYdiagrau. •• . 

B Tx „ 'ii I(B) 

11
r11~ E" /j>l • 

tE:nl 
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rezultă ca dacă I este de iate;rpala,re -v: ... ~t.ţictă, at1,11:ci apr:!,.ca~i!i 

Jr : E/Ellr-'ii1 ( E) este iza!IIO:dism (ţ•~.o;J.egie). 

In cazul pu.tic:ul.ar cind lW» fi 1- esţ'e cre~::!,et, r.ezq;L-tă 'ii1 (E) 
este încb.isă în X/I. -

P;opozit;ia 2.1 Da.el ·B/B n l este o.elllplet, ~tul!ci l eşte 

de ioterpolare ?J e._ strioti uoă şi aliq;i. · da.Oă 'ii 1CV n E) ' •s'tii 

deasă îii 111(E) n 1i1 (V), >I .V€ -V: 
Definiyia 2,2 ,l s• awieşte ideal ·7J•- clistias îa ra~ort 

cu E dacă există o aplio-.ţie liiliară 

N : X' - X' ou pre~ietăţUe , 

i) N{v°) C. v8 , ~ V E V. 
iii) N(E8

) C E9 I'\ 18 

iii) Dacă f € 1• atuoi lif = ~ 

Teorema 2 11 Orice ideail. ~- distias este ideal de 1:ltte~ 

polare 'lf - stricti-
0 . 

}. Ideale ţroatali,til,'! 

.Io ~az~ .A), r• ~st~ . e buU ia X' şi Pr• X" - %1 este 

proiecţia asociată aoeotei bomi. Ia cazul .. B), d':ţil1~ea · apl1oaţ1ei 

P1 este mai complicată şi a.aoesit l e anuau:tă pregătire. Dacă X eete 
¼ L . , J. , • • • *} 

o C - algebră ou 11111,~i;a,1 , se aotetul Cil ~ = f z E: X, ; x = z 

şi cu .. 
asttel iaoit z = Y Y } 

Ele 111e.:rtelo 4h ~ 1111 . .111µmeao l:ler11L'lt1oe, ur el~iullteb 4,ill . 

X+ se awaesc pozl t ive. /1':rC. l..c iacluzilUl!la l'.+ c ¾~ 
.· P9 Xll se auttduoe .i.-cl!ătoaroa .rclaţ,1e d.e <llrdiu I x .~ · 7 dacă 

şi numai daci. 7 - llt ~ · X4 
O fWlo ţiHal.l. ·~ E z• &e auae9t& l;.:!!rntiol (pe~iliivi) uol .. - - ' 

t(x ) = f(x ) , "'f z: E X· (r.spec·tb daci t(:i:)~ o, 11 l:' 6 =9- .. Daci. 
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notăm 011 ~ mu.1.ţimea f'uncţioaa_leler b.ermitioe şi ou X~ 11u.lţilil.ea 

funcţionalelor pezi ti ve, atunci Xb. = X' -- X·'. 
n . . + + 

O~rvăm de asemenea · că X'= Xh + i ~ - . IatJ:'-adevu, pentr11 orice 

fi:: X' nc,tăa l 

Ref(X) = ½[ f'(x) + f(x") ] şi 

Illf(X) = .Jr [f(x) - f(x")] , "' x €. x. 

Se CHBtată' imediat oă Ref„ Illf €. ~ şi f = Ref + i Illf. 

P'ie I c X wi ideal bilateral auteadjuct incb.is. Defi!lllea 

aplicaţie P1 se face ia urllătoarele etape 1 

Dacă f ~ t; , atuci 1 

(1 - PI)(f)(x) = a11p ~(:,) , .., x ~ x+ 

7 E % 

Ia oeatiauare Pr se extiad• la_~ cieeareo•· -~ e: x• · - X' 
. . . . . . . . + + 

Ia st'rişit, PI se extia4• la i; pria Pr(f) .= P1(Ref) + i P1(Illf) 
. . . . 

Aplicaţia Pr I x•- X' a fast iatrodl2Si, de Oeabes şi Perdrizet ia 

(3 J şi ar• uraătearele preprietăt;i I 

1. P CZ') = r•n r.• • .I- 11 71 . 

Ou aceste precizări, p~t•• spuae oă erioărui ideal bilateral 
• nteadjWlct iaob.ia diat:r-e O . - ·a1gebrl 1 -•• ·pute _aaeoia • preiecţie 

O Ollt 1,Jlai.0 

Ia ceatiauare, iatroduo•• re-laţia Îl• 4eai~ iatre ua 

•leaeat x E X şi ua •l••••t y € X+ ." as:t;t'el 1 
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I11 cazul J.) 

x-< y daoă şi aumai dacă 1-x 1 -!: y 

Ia oazul B) 

x-< y dacă şi numai dacă V- E > O avea 

,, (y + t 9)-112 X (y + t •)-112 11 ~ l, uade 
-,.. 

au• s-a aotat .elemeatul uaitate al O· - algebrsi X. 

Definiţia 3.1 Ua idea:!. S--: ~'lis I se anmeştli froatalier îa 

rapGrt ou SUbSI1aţiul .:S C X daci ... ·; .; V:, "'° X E B, ~ y E X 012 

prGprieta.tea 1 

'ii/x)-< 11I(y) , 3 i E B 

iacit 'i - x E: I şi 'i -< y + z • 

astfel 

Teorema 3.l Urlllătearele afirma~ii siat ecb.ivaleaţe 1 
- . -
l) I este ideal fro■talier ia rapert au B 

Oorela,r ~ioe ide„1 :fraL c , ier în raport og..' :S este ideal 

de illterpelare - ?J'e_ strictă in raput cu :So 

• Notăa au ,ŢB !aail.ia tu.,:;;,.:- •,.: _:: ealelor froataliere ia raport 

ou B. 

Teerey 312 

.. 
Teorema 3.3 ne I şi l ideale iacb.ise 

(';' - --
I ~ 1-B şi E/B n I este complet. J' Atunci J E E "·. , __ c,e,1.i de.că 

3JI este frootalier ie raport ou îi'1(E). 
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4 • I,;,e..;l_e.rgaL,;; r:1gpV,se.ptr¾P. 
"-"ai;;Lntim că_ crntrui 11!1.lli latici arbi~iUei,e X este IIUIJ.ţi-

11u1_11. Z(X) a ·aceJ..gr• op-e_r4-t,:,i'_i .l.in;\.ari I U I X-> X pen'tru oare există 

a E IR (d-.pi11zînd de U) astfel iatcit I U(x)I .._ al xi , v- x E:. x. 
+ 

astfel , 

Se Botează ou zh = Z(X) - Z(X)+ 
. * + 

Ia cazul Uat•i q - algebre ~u Wlitate, oeatrul se defiDeşte 

Z(X) = { X Ci X ; xi „ yx I YY '= X l 

llulţiaea .. .e-lemeatelor herlli.tioe dia oeatru se Dotează ou zb.. 

Ia cazul ~) • subliWlţ1119 Y c X se Duaeşte ~eal - .antioila-

trală_ dacă '<'- U € Z·b. Cil preprietatea U(Y) c Y_ •~ti a ,; IR astfel 

iacit u _ = :.c: lr• 
Ia cazul B) • subm.ulţiu Y c X ·s• D.lllleşte real·- aatioea

trală daol. Jif 11 E Zb. Cil preprietatea ay € Y· peatru . " y € Y, existi 

a E ~ a ·> O ast1:•l iacit 11 = a e • . 

l?elltru _alll>el_e cazw:i iatroduoea urllitearea defiaiţie 1 

Definitia 4 .-2 Un ideal iacb.is . I c: X !'8 a~şte ideal · :real _ 
. . . - . . . ~ •. 

anticeatral iR ~aport cu subspaţiul B -c -X da.ol "I~B) este real 

aatioHtral ia r/I. :Soda 011 .AB fa.:U.1,a tu-turei id.aleler real-

11.nticeatrale ia raport ou•• 

PriDcipalele preprietăţi ale faailiei .AB 'siat coaoutrate 

î■ urllli.tearea teereal 1 

Teorema 4.1 
1) - ~~ă (I~~ c~~ şi- f I,. ~ X attµaoi !:' I„ E ~ 
2) Pentru orice I E Jl B e~~tl Wl . wlio __ j,deal real-aatioea

tral ain.i.ul J c: X. 

}) Dacă B este _oemplet,' erioe •ideal real-aaticeatral aiaiul 
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este i jes.J. ironttlier. 

Notăm cu JiE f a llllia idealel.or real-anticentral.e ailliul.e 

In ca zul A) are loc ur111ătorul rezultat 1 

'Eeore ma 4.2 Fie V G vaci11.ătate a originii , 1.ocal coavexă, 

local s olidă care este subl.atice, f Wl elameat extremal. al aul.ţillli.1 

E0 n v0 şi 

I =li: E x:; lfl(txt): ol 

Atunci I E .Jl E 

• Fie X o C - al.gebră cu uaitate şi B : l x e X ; 11 xii ~ iJ 

Se poate arăta că pentru orice el.e111t1at extremal. f .. al. 111Ul.ţiai1 B8 n B0 

e xistă 3 ~ X' astfel incit 

lf(.x)I ~ g(x) , .,,. X E :Z:+ şi ligi = 1. 

Cu ac este precizări, îa cazul B) are 1.ec următorul rezultat a 

Teore111a 4-.3 Fie f wa al.e11.Ht extrem.al. al. IWl.ţiall. :a• r, B8 

şi I =lz€ X; g(y"'x*ry): o, y y€ xl 
AtUClCi I € ~:B 

Teorema 4.4 Fi• :Z: wa (Jll) - spaţiu iB cazlil. A) respeoti.v • 

* C - algeb~ă cu ~itate ia cazul B). Fia B C X un s11bspaţia 1.illiar 

şi X E x: . .Atwici X € E dacă .şi au.mai dacă 'ii' I(x) ~ . 1î r<B) • ,,,. IE .Ali , 

Teorema 4.4 generalizeazl Teore11a 1. di11 [61 care la ri■dlll 

să11 este o ganeralizare a Teoreaai Bisnop da .la al.gebre de fuacţ11 

(vezi (2J). 
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SISŢE!iiUL F!Ufl DISCRET ,;r fTIOIECTII 

'.: cr:rni uw IN SPATII HARDT OLI.DICE DJ;i snnrnr 

In l!lceal'! t a lueTare vcom inti-oduc·e un sistem or-trogonal de , ii-ui:< , 

aare, da torita enelogie1 a u it1steaml Haar, VI! t."1 nwni-tr ~~ Haer 

discret. Cu aJutorul lui - ve defini spaţiul !i!lră~ ~1ed1a de şi

rut:1 llx<d), :z: fiind un epatiu ~e ,:,1rur1 1nvar1an1r la rearenJlt1'1. 

Va,~ da o reprez·entare a dualului !!cestui spa. ţiu ş1, tn oezul 

l'. = ~. 'llo,n car acteriza. aub·ep.a t,Ule tn h 1 <dl generate ele subşiruri 

ale bazei Hae.r discrete. De asemenea vom da unele re21Ulta1te p1."1-

v1nd 11p11, tu.tle. o·omp:lemen1tate generats ăe „1rur1 baz 1ee ala 11111te-
1 

mulul Haar d iscret, de datit aceasta, tn aaz-ul z:-l.,, ·o.cp~l. Aees-

te ct1n urmă rewul'ltate i,în1t motivatei ele luerlfrile .(5J ş1 [3] . 

. Fie X un spat.iu o·u baz-ll s1metr1all as,tt'el c:4 -i:. 1 .::; :tc-f.2 , -~~ ~::;l 

ţt11• ., ca11cnfoe ·1: .t1 --?:Z: ş! j::z:--,.,e 2 evtnd normi,!,. n:.a1 ci~! ite-

eit 1. In plus ,~ersupiunem e-ll :X eet_e un ide ail <-"." -ţf!n. !=n11 o'.l9i, in.11 î=: 

..f2 , -l1 fiind la rtni!ul slu, !deal în ~nf,. ;, ,:,·,·cr lnu S l'.. Re-
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pe:rmutax ee ,C :fv ~ ta . 

Va: ccnside r e s istemul Ha!'lr d i sc ret -l.
00 

- nor mo l1zat 'o · ) -
' 1 1-:.1 

de fin i t pre c um urrneaz-!!.: 

unde Ej ::. 0,1 

portul lui itt" iar I Ii I 
II 2 2 i 

snc:z):(~ <:z,ri> ri ) , 

oe.rdine.lul lui• I 1 . _Prin urmare __ 

-1 
tmde t'i •ci. li c 1 I .tz. _ este un sis-

tem ortcnormal !II. -t. 2 , 1er <:z,:t1> este produl!IUJ. seeler 

1n .f.
2

• Cu S(:z) Tom nota sup Sn(.11'.), ia:r _ s se nume~te 
n .. 

Notlm C11 hx(d) , sa~, Fl'escrurt■t, · au ?ix• · spaţiul 
• d t" • 

{ :z:<:zJ:0 cu S(:z)Uj , l!otat cu nor- h:lbz: :, IS(xJlx-

Le- l~l !Ix eah un muu. l9ian11ch de 'sirur1. 

Demcrnirtra. Ue Fili. x 16 box• 1:1,"2,;- ~~ eett'el_ el 

- i Trebuie sl arll.tllm el L:z ea:i'ftlrge .la ll'.Ehx~ Dar 
1•1 • • 

-l: I :rit= ,:. _ 
1•1 

.r..lf 1Q= 
1=1 
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=.Zps,(:1hffx<oo ~1, cum X sst-e un ~eţ iu 31•L :&ch, de aici re:?mltl 
1::J. • 

oii seria ~ Sl:11:1, converge le. y in .r~· Pe -i e alt-ă parte, if9oareae 
1=-1 

-1""' 1 . • · .8!'1 
ux•~2~ nxnx• i'ez:ultll c·ll. Z nx •2-= Z, /I Sl:-7110_.:: c,o. D:eo1 L. x 

-< 1-=l 1=1 --Z 1=1 
00 ' 

converge lax tn -l. 2 • Ieru <x,·r-1>= L<::.:~,t-1 ::>, 1-=l,2,~ •• i:,1 
J=l 

n - i n • i oo 
sntxr-CL[ Z<.xJ,r1>J2t/) ~j!!_ ( ~<:I-J;r1>2r/, :Z: s~J)$ 

1=1 J.:=l j=l 1c:l J=l , 

~:,-€,X. Prin urme.re 0.cSS(X)=lltlP• Sn_(.x,~, de unde rez:b.ltl cil 
. n 

2. Dualul lui bz-

Ji"1e lcEJ:g: t'ixat- i,1.s2.1c==fO,l~. ;: ,2lC-1J ; N'otlm au ~~ 1 1=0,1, •• , 

2k-ll, a}8ebrele de mul ţ1m1 gen81'ete ::o intervale!!, de conrlimţl 
• le 21c-l 

ale şh-urflor (o j) J.=O , unde 

k . • 
Clo = "(1t'81·h „1-e 2k-1 

• k 
C l = eo1-e1+•. ;+e 2k-l_1 ::e 2k-l- ; ~ .-e 2!1'.-1 

o~:2ic„o+~ ~~+e 211:-2_1-e 2k-2-· •• -e 26.-.l._1) 

c,k,,,.2ic.e .,_1+~.i+e 'te-1 ·~-2 -e •. -1 ., _ _ ,- ... -e ., ) 
2~ 2 +-2.. -1 2~ -+ z · - ..; -1. 

• Ic 0.:-lJ/'2 
e k =2 (a Ic -e Ic >• 

2 -1 2 -2 2 -l 

-'.! <½ 0 :o ermutsre elementele 
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, ' 2k l 
-i,/·· <-t,·1) 1.::1 • 

Fe J2. k def'in im mii.sura f{- k â•U de •l'l-k(.&),;: 2-• k1.& \' , pen1iru .&c.n.k: 

Evident . (Jlk, ,;ţk le , ~ k) • este un. 11pa t1\1 probabilist~ .&timd _ 
2 -1 • 

k _ k le zlt-1 
1101 11 L

2
(14:k?-l pentru 0~1~ 2 -1 şi (e1)1ll:0 erle o bazl 01''to- -

normal.li: a lui Lz<fL1c) i Se observ.l .c& • ~teptar~a ~iţionatl 

t • lt 
a unui u '="½_(.Qk' ~

2
k.;.i' t--k) este <!11.t& de Jr(ul';fn )= 

11 k · k • • - - . 

=~o ~u. ei >Lzc~ti' unde <·. ·>~lft1c) este proclusul eodar _ 

k t~1 . k 2 t 2 i -
în Lz(f'l1r)• Daoll not&m au S (·u)=~<n,o-1 > Lfu 1te1)) , atunei 

. :l;;() c rt - . -

ptmem hx~(d) ':!r i u_ «:-½_ (12.:, s::k:_
1 

,_ t,,l t> eu. ~ -n4Jl1:= O ş:t • cu 
• k 

11un (.kl ::s(ISlctu>llx J. unde X1c-=lx•1.X1>t~
1

; 11:xl'xt= 2-kaxnxJ: hi d} k . 

SII. mai obNrVllm cll. SklU) ... s k (U), 4e~1 lua- (k) ~2-:~; k l~ 
2 -1 . ?t-i, _ ~4) 2 :-1 „ I 

pentru cn-ice u eu supp, u cJl.lr:: pentru ~iee . t~ hol!. nEhxld'>, •-
Ic 

2~ w .. 
timd notind u1c= L <. u,r 1->r 1 ~ a,vem _etil ut(: hi , (.4)" penb'u Ol'ioe 

1-=l . . . . . . . 

lcE:Ji i,1 

(2:1) 1unh.__ ::- l:tm 2kpuk I dcl • : 1111p 2ktur! llQ _ ': 
-X t-.OD lli (4) Ic • hz lll) 

SII. presup.unem 2n continuare c.11. X _eate o latioe :88:r.aoh q-c-c-aTII. 

:pentru tm enume l~i4 <2, edicll all :pral!l1lptm:em ell. ·existl 11!>0 a!IU'el 

cil C'Z. nx111q)1/q~Mll(!:'tJC1jq)J.fqllx ;pent-n. or~ce xl' •• ,xn'=I, 
1::1 • 1=1 . . . • - _ . · 

unde d: _IJC1J q)l/q este i,irU:l{l f IJC1(kll 4)]/q):0 41D ~~ 
~l · il:ll . . , . -

.atunci J:k. este !n. mod evic!ent -~-·latioep ~~eh finit 4illenllio

nall. vertrbinct 1negal1ta~•/l 4e q-cC111cavita1te eu ems~ta li ori

ce. v :ti Ic~-~ 
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(1Xnl p ) 0 ~XJ, dotată cu norma 11x11x<P)::R(1Xn1P\
1
H

1
h >, pentru l~P<""· 

Âtunoi x<P> aste le:tiae u1111acb p:q-ooncavA, numit! g-eonve:rit'iosrea 

.!!!.!...!.• Dao!I. io 1negalitates d:e mai sus inversl!m _ sensul, obţinem _de

t'1n1 ţ1a . unei l~tioi B.anach q-convexe şi notllm în acest caa prin x
1
~ · 

spa ţţil_: tx:t:rn>n; (l~I 1/qJn. E: xJ, Wide 1 ~ 4 <OO ~ .!!"ai _ţl de qu■d-norma 
' 1/" ~ 

1:r n X ◄JJrnt · qllq, X ,q) devine o lat:iae B-anaon, numit li. q-~ 
~ \ . -

' vit'icatul lui :z:. Vom t'olotl acum urmltos.re·le notaţii c!in (6] pentru 

.:.l!tioea xk. Not4m . cu r1c:::.[x~2f·q>)~,• ?Ic es-te o lat10't!t B-anacl:t :ri.-

2k„1 
nit-dimensionali av!xxd s1s1:emul (ei) 1--0 l!r„pt bazll. l!limetricll c!e 

oonstantA de· siinetri.e nedep;irurînd de le; D'e asemene& plillem. Z:t• 

=(xk W (2-4)~, oare el!l'te n spaţiu _Banaott tin1't dimen!Jional a·dnc! I 
baz-a simetrici l•1) t::l • olrei oonst8lltll. d:e simetrie na c!epinde d~ 

011 norma li g I '-!!t' 
ll!mo (k) (d) -

x• . 

tme!e 
. • Ic • Ic 

f.>1--<s, "1"½t"1c>, 1-=1;2,; •• ,2 -1. 

Pe de al.tl pi!Tte, notfn4 e:u l}:'1 , 1=-0,1,2,; •• , algehra t'initl ci, 

plrţtlale lui fi: ganerrat& d:e primele fUn:cţ.11 nau distn-ete(_t'!t~ll d9 . 

oa.-dccarea: introdusl la 1noeputu.i luubii), p,utom d:et'1n1 x• c: 

c:aup,IX(xi;r1)1 pent:l'U orice şir' x~ x• se numeş'te s1rul maximal 
1 

al. lut ·Doob „1 el poate avea eventual oomp.onent" 19gala ou -t• ; 

DaoA X este o le.tioe Banaoh q-<?on„l!lv!l, l~ ~ <.2, •vfad s:!.!ltemuJ 
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şiruri 1nvar1ent la r&aranJAr1 (acf1ol!. ll(z'luJk:l : ·l(:Z~ kl\ pent-r~ 

ar1ce permutare 'ir Ş~N ) X- t'11ncf b plus latioe Bariech p.-ecm

ve:zl!. pentru un p·> 2. 

Cans1deraţ11le cf1n (4) pag. 222~24 ne .dau tll"l!l l.toarea teoremll 

c.e interpolertt: 

Teorema 2a y·1, r un spaUn de s1rvr1 ipva.riant la raarenlll:r1, 

care este lat1oe Beneoh p-oanveza pentru un· p >2 .:t!...!k T:,l
00 

~./. .. 

mi opere.tor eubl1n1e.r e1 poz1t1T omosen;1 mlll'g1n1t t:aţa de norllll!lls 

~-tao.e.!(r Atunci T aplici. mlll'g1n1t pe Y !n el !n.sgş1 1 adicll 

IT:zly 1!f C,ft:z&y, ~ C=mu: ll1'1 •• ITII 2 ) ~ -

Sc:;.1tl • a demonetra Uei Bete neoe nr sl. '9'9l'ir1cla concU ţ1a 

( s .23) - p.223 -(4) , oare %n O'Otlte:rtul noe'C'ru 111 1'01'1111! urmlltOlll'e: 

~ (n·i-l)i'- [n-•-ui-t-1)-iJc:• pcţru un 0<.9'<i~ 
~ 

' ol. • ,,,. -i-ot 
Cum (n+l)fi- ~n•- 1-n f nE:11, atuno-1 

l: (n+l)i-"' [n-•·-tni-1)-i]~ f_ en-e( : (n-t:U-"J+f n-1-«< co 
n=l nsl • • ~ . • 

~pl1crtnd teorttma 2a apa~.1ulu1 Y:Xk obţinem: 

-
•• -

Corolerul 2.2 (Inegel1t11.tea lui 1'oob,) ~ Xk ·det'1n1t le !nce

putul lucrl!r11. Atunci ezistl C>O nedepinaînd de k astfel cil 

ll~Q • ~ C-U'll • 
I.Ic X1c 

Repet!nd reţicnamentul din [Ei] - teoremele 4 ~1 5 - obţinem: 

Lema 2~ 3 Dualul lui hx kl~) • X t'Un:d .ui:x spaţiu de 91rur1 in-
. . . 

-;:ar1ant la raerenJl!r1 1 . g-concev pentru l ECJ!-'2, tJe 1ctentU1e!I C1l 

( k ) • • · :l!Li Uc) • 
omox• ( ~ ) pr in apUoaUa , s.~Lg• unde s•~ ~:r1Ebl!!Ox• (d) , 
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iar L E(~>)• :!'iind datll de g ~ . 
k 

2 -1 (k) 
pentru u: :l: ae1t 1 E,hi (d). 

1:d_ 

k:ED as-ttel tnctt 

In plus. e:1:btA C> o nedi:tpin;dnd de 

c-
1

1Lgll <kJ )*~AgU lkJ ~Cil L8 11 (.k>)• -~ 
(?Iz ( <!) bmo r' · (hx 

Putem descrie acum dualul lui h:t(d) : 

Teorema 2.11: F'ie X un spa)i1v·.iBanaoh de ;dr=i 1nvar1mt le 

rears:n,1 llri 1 care _este tn plus lattcre 9-e,onca"l'll pentru ·an t1!11lDl8 

l~q<2 • .A.tunc1 dualul lut hx(d) se 1dent1t'fo! ou sp11Uul bmorfld)= , 

def { ) oe bm Ud • . = g=(gk: k::1.• Sk:Ei o- (d) au <gk:+l•n>r.:..(u )'=(g tV 
A • -Z 1·k:+l Ic' Lz \ft-1,) 

pantru arioe u•bi ;r1 eu (lglbmo (d) ::c sup 2 l81c lkl J' lJc) d:11:r:- -k: I < ·.,2 1: 
,X- • k balo r' (I!') 

IdenttU.oaraa se tace prtn ':1'termed1ul apl1oat1e1 L ~g=(giJ:i l 

~bmo-(d) unde: S1c=2k ~l Llt1)f1 pentru k::1,2 •• ; ; Reeiproe 
... - 1=1 

!!2,! lglbmo < - • ltii S U 0orespund11 t'nnoUonall! Lg E: lhx)
111 

d!tti 
r' 

00 . -

~ L8 lu)=l1m <.S1t•nlt"-Iz tl'- )~ u: L oeit 1 E-b.xllf) ~ uk = 
- ~~ k1~ k: ~ 

:Z:o(.._tr1• 1n plus Ulbmo ~IL8 l\ .~ • 
i~ . r' . • (h:z:) 
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Din leme. 2.3 &vem atunci 

11gk1~ .(kl ~c; 2 lcu1.11 • ki:11 ~ 
Oz'l . • (~) 

Pr Ul urmare 

:1(811:+,t•UJN-.( -uk~(t(l't"Î'll~(41n lema 2 ; 3)E; 

~C li gk-t-f li bmoz'IC&:+{)aut+rukllb_i (k-t-{)~(1Un 

~ ft uit+ e -ukll b_i --+ O etind t, -f ~ 1:IO ~ 

Prin urmare ui1rU lim <8t,u1r;>L(") ~r -L,~> pentru uE-~ 
k➔GO • c r-t 

şi 

In e.oeet para~, avtn4 drep-t- moU-.aţ1e l'llcrare• (5] , W'O■ 

4eeor1e în ce.zui :r:=~• sub11paµ1111 generate 411 ~1 e.le bazei 

B.aer dillcrete normalizat~ Sn -l1 , t 1 -JI11~1c 1• Cs l1e remarcat ci - • (c-1) 1'11J. este be.zll- neoc:,nl!Uţianatl 1n ?!x<4) pentru orice epaUu 4-e 

şiruri 1nvar1an1t la rearmJ l!r i X) ! 

Rnz-ulte.tul _princ ipal al pe.ragi;a:t'ul.ui ~ste i.:rmll.t oruJ.: 
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-58-

- ) ao 
Teorema 3.·1 Y'! e SAAJi1ul. h1 ~ {t1 i"'ll .. ba~ ţf1tW,: norma-

lizat :l , De._c a q/J.c. ~- este o,. sub!llUiţ-iM- -tlâ')n·1U • . aţ,ţţp:crt - Wb'.spţţUul 
, · . - - . - - . · . - . . 

inchb 5ene_rat de :B, notat a.u [t 1J 1E.13 , esţe izp91911' :r1e ___ s; ţ 

n „ 1, :ruiJ> , ,n -J. -~ II/ = 11 < or;, • 

J ~' • • 
1'e:n.onstraţ1a te-arems1 3:1 • t'aee !li mai multe etape. Prinnd 

_p.a s const A în cfemans1:1'aUa propou \iei "ln'llllltoal"e: 

Pro~?zH!a: ,· 3~2 Dac:& relaţia Q :;'l) fl!l't• !m!eplip.1U aţafrqi 

şoaUile (t1J1ElJ .li! ~l dqt 1zomor.ţe. 

Demonatra tie C'cmfCJ1'm te_oremd 2 ; 4, 4ualul 1111 ?t.1 (d) este spa

ţiul bmo(4) pe oar-1 vom 4eli!11"1e a~el: 
def' . . _Jc 2 , l 

bmo(<i) = i g■ (gt>1c.a• SJc:zZ- Z:.. f>irt> •~ • 
. -1::.t 

- -k ~l 2 Ir 2 Ic i -
: sup SU? rl2 Z:., .,a ' {1') <~1, 1 'F .>.) ft < • .1 

k: l~'- zic_l 1111!1 . • --ryk - " co 

• <SIC't-l'll'½' tt~r=<Bt•u~(f-l./' ~ EltJUt} cu}. 

Afai 7rli::: /1,2, ;~ 0 2k-l} ~ {1,2,,-: ~;,2k-1j ea"le --Pff~ 
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8?a, ''\ti''h) ~l<L;-~ oL1ti>; Id · " lj~ • 
l 1~3!. h l 

k • - .. • k _2 -1 
~c su~J <Lg• L-.:."'1t1>; lgflbmo(\!)~l. g:(.gk)k; gt=2 ?- fs1:rd ~ 

1E.., · 1=1 -- ,, 
16.'.B - , 

~c sup ţ Z.. o<1~1 ·1 I 1\-i-; sup 1~l·\I1\-i! etip( IJl -l ~ II1\)t.! l )~ 
1E:~ 1(.$ J a'.B 

. Ip 

~c»--\ăl"'1'. , adid [tiJ1E!B esh 1.21omor:r_ l?'U • el"_ 

00 . . • 

Vom noh ctu X:::a(ti.Jtanf21r:_1300 =CE h1(Icl)l , unde h10:)= 
- - l - ksl lc=J. l 

Urmi.torul pas 1n demoostral,1a îeoremi,1 3~1 el!l'te _ Oat. lle: 

:Propozitie 3;3 (Z. X),, '.lle,J. 
1=1 ..:1 

Demonstra U• p~opoz1t1e1 3;3 Wot_lm l=Cf_X)t
1

; 1'olo•1nll . re-

• - • )- ~ 
nWMrotsl'Jla . sistemulul Haar 1!1scret (oi) 1=J. l!lllb _t'orma (c1 ,J i=-O,J=O 

• .. • 09 00 ' 

ObBl!l?'Vlm cl ,bazs lui X se poete scrie sst:r.el: · {co• 1li=1Ulc1 J1:1u - ... • ·' , 
u •• ~:uf0 1t 1î1':1ll~ ••• ~u u Ic 1 de:t'ra. ~ .D •compunem pe !a 

' k-0 1=1 k,1 - '= .JJ _ • - li 

fn ::Bl 1'1 :B2, unde .1:ţ~ 1°0,13 U{ 0 0,2• 0 1,1lUl0 0,22•~1,2• 0 2,13ll 

Ulc "' o 2' 02 2• 03 ;su .. ; U{c . k' C 1c-1•-~-. ok :J u .. ; ; 
v, 2 - I, 2 • ' • O, 2 • , l ,2 _ ' 

iar 1l2-:::..'.B\ .'.B.i_ =ioc 2+13 Uic 2 <ui_o • 2 • o _;, • el 2"'tlJ 
_ ' - 0,2 -+r' • 0,2+~ - 0,2-+2+1 ' 

~ 3 Ju Î C 3 • e " • C • _;> •• 1 \J (c .• " 2 I C I :,: 2 • 
(1 ., 2 :.t-.1: l 0,2 't-2 0,2-'+2+1 l t z-+IJ • l 0,2"+2 0,2-'+2 +2 

def' .. • . •' . . ,1 
O 2 _;, 1 e 2 , C 2 , · o2 2 , 1 I.) ; . ; '= .l(J ....._, V J. 2 V 
o, ?-'♦Z--+~ 1,2 :+2 1,2 +2+1 • ' +iJ , =-.,, 0,2-i- l 

U•1 21-1u.a ~ lh 2 U A22+-1u „ 4u • 3U.& 2 V -'32r1° 
' 0 , 2··1-1 1 , 2 +l • 0 ,2 + 1 1 , 2 + 1 2,2 ·rl ' 
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DMll notam au Tlk translaţia spre st-hga cu 2kt-l pa"'i cte lungi-

ma 2 a lui tti]iE,A · , se ohserv!l uşor 
• k.21-1 

o-ii. Tlk este o 1zometr1e 

h hr Punem-atunoi Tl:~ Tlll: 0'U Tl: 
. le=() . 

- 
Kviden.t T1 este o izometl'ie în h 1 ;, -· In mod: =;tog T2 =fa T2k _lie 

1a , (ti.l1E O A '.) 
bLO 11:.r+l 

le X, unc!e T2lc reprez.1ntll trims-iaţia spre 

• sUn.ga ou ' 2lci-2 paşi l!te 

g9Ilerail::C , Tn = tc, ·Tnk : 

laţi& spre st!n.ga eu 2k-+n paşi de lungime 2, este o izometrie 

( , 00 • . - • 

Deci (t1l1e-'.B.,/~(~ x)tl ş1 x~[1t1'l1€~EJ% X).t1• 

Prin 1.nducţie se poate BTAta cil aup 2-1!: ~ ...,II1 IS2 
• k: Ii C: I Ic ,1e_ o1>l 

2 -1 

i,1, apUoind pro,.toz.iţia 3;2, obţinem d [t1J1e: =s ~ '-r Prin ur-
. l . 

man-", x~{i_ey; ·Deoareo-e ·X este llll sub~aţia _eomplementa't. !D Y, 

iar Y ':::! (f Y) t , .llletoda de c!esoompunere e lui PelC21711elci n.e -
1=1 1 - • !'a<t:t. 011. :t~Y-:::(2:x'-- • 

1=-l 'l!1. • 

sa ~esupunem acllill ol 

(3.2) aup• I JI -l 2:.. II1 l:oq. 
-Z ·r1cJ 

16:0 

Dsoi!. ':B nu c·ou,1.na n:l:d un 

[.t 1 J 1 ~.'.Jf-&, $B: 111,a !Bi; unde 

rr.it-e i!e 1 .d' i c 1, d !sJune,te dou!l c·Ue .doul ş:ţ, aet:t'e.l !ttit!-t „ ezie-

te un unic i ndica ih: E-Alc 011 11 c:I1 pentl'tl. 16A1c ei cu 
I!: 
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In ci.z o.-&-N ~ oo- • 0 ~il~_giI)d . wbş.1rul mll!.tvet ente_1'1or, ejtmgem 

la · l:'el!l til!iJ~ 

!Jµp, · ,1-1-1 Z.::., II1\•4N;t,l<,d0 , 
.J . . Ii C::J • 

- 1~.a -

cesa i:e O9ntraZ'.iq,e (3~2!) ~ 

No~6m- ou ll1t:Ail:c[t;_):16"Ak ; Atunci [t 1Jiir:i\_;,.(li_tt1(.Ai?).e_
1 
= z: 

UrmlltOl'ul, ş 1_ 'oef ma:!,- important, pas !n demonstra ţie- teoreme 1 

3.1 est. dat · de.: 

P-ropoz1U.a _ ~-"' _ sv,a-t1u1 [t1) 1 ~ $
1 

este 1z·omorţ ou :z:. 

De.111onstravâ;: propo;;;ţtid 3.~·4 . Deoarece .t.k este 1nolusl în 

f2k, ~.; ,2k+i_2J ; -k :.1,.2,~ . -~, rezultll. _ ol .z:. erle . m · eubspaţiu oom

pliimenta·t !n :z:. Reo1Pl'oe, deoarece e3;3) es1:_e !ndepl1n1tl; pentru 

nEJl ,:1 un rn 9.stfel înoit 1-4-i;i<Tn.::i, nhU subşirul (~)n 

<;g:f :an i,1 subşirul 1n d~ 1~ e- 5n -~' : _ 

II I-i ~ . l Iii> ~u_;;~ n) ".'1 ; 
1zi'. iEBn , I 1cI1 • . 

n 

Da-el punem G1 (.I):{;r~.'.B.: _;rcI, J.1118Jt1malj, iar Gt(U= _ 

- U ~(;r) pentru .lc:::2,3,.~ ; , at~c1 relaţia '3;.-.) 1mpl1el 
JEGk-l (I) 

n:hten ţa ,. unui. I 1 EBn cu I 0 c:.I1n şi 01l_, • 

0~5) IIrl ~ IJI ·~ yn ; 
J-,°n<Io} • 

F;taţion!n<i oa 1n •lema Jn'1no1pilll o:_:rn C5J rezultl c,c nil!IU Tn 

un eubspaţiu · al lui [ti]i•~· astfel el Yn al!. :fie '!--izomorf cu 
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subspa ţiu 4-e0lliplemen1l:at: [t1J 1(: U 
~ 

B> , oare etan Una la rfudul 9!lu 
k 

-( Y" h1Cn1'l))t :.,, X. Deci Z: conţine un subi,peţiu oomplementat izo-
~ l . 

rr.orr ou X şi :C-olosinl!! prop.ozi ţia 3 ; 3, • putem aplica me1rod; • de des

eompunere e lui P~lozynski, ceea ce încheie dem~nstraţia propozi

; ţţei 3 ; 4 o III 

D'emonetratia teoremei 3a Este :;-le.::- oii. xe.e1 c::sh1 , deci din 

prop or,i:UUe 3; ~ şi 3~2 ar urme cit oricare ~ r-i'Bc.rr, (t 1JiE.!B 

este izomor!' ou ..tl' X sau eu hlt Deoarece "din propoz:f ţia ,; ; 3 rl'-

:lllll tl!. ol Xlt:Z:=X şi c~ n1::::X'9ţ e-ste iz:oruor:!" au un BUl:tepaţiu 

J ~ lementat în X ez~, metoda de deeoomplillere a lui Pelo:eynski 

1u1 a:.-s:r- s ol!. :X:::'h.1 , eeeei ee încheie demonstraţia.• 
• • k: 

C'orolarul 3; 5 ~ [-t1Ji=i
1 ~ B1c• k: ::.1.2 •••• ob ,inem C /l . 

O!'! ... 
h1 98'te izomorf 011 ~ Bk),! , adiol!. cu imatiul (L H1ln)) .f 1n

?=1 1 n=l - l 

tro<!ul!I in (5] ~ 

~emonst ratie Intr-edevlr din demonstra:tia teoremei 3~1 razul
- . 00 . 

tl!. · cil h
1 

este izomorr nu X:(L h 1 (k:)}., • Dar' h 1 tk) este izOI"'-' -• 
lr-1 ..c.1 

tl' fa cu :Ul! prin :lz'omet1'1a Tk oare t rmrs l ateazl. hlocul n1 (le) l!p2'e 

. , - CIi 
et inga c:u un pa s. Deei (, .L. h 1 ( k)) ; este izometr-le eu <2:. :el!:-) l 

k~ ~ k~ l 
2~- 1 2k- : 

r,:,...- 1i I. °'i t~ li b = I\ L a:in 111H -..,. &:, =de t: = 
1:1 1 t=l l 

. • ()O 
~hi'i=l e ste ~i~temul Ea~~ L1-normal1zet~ Deei 

oe, • 
este 1z-ometxio cu (Z- B. ) 6 •. 

k~ !!: _-\.1 • 
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Corola;ţu l 3 ,6 So;i. tiul · bmo{d.) e s t e i zomorf cu BMOld·) 

Demonst:retie Din (7J -pe:g . · 153 r e z~l tl!. c il B'MOld)i::(Z_B'blOln)\. , 
n · 'too 

B'MO III.) . t"iind spe ţit1l (aiJf:.Îl în B!i!Old): Der ~in eorolarul 3~5 

• . 
bmo,a;lh1) ute izomorf cu (LBMO{nl). • 

n "-ao • 

~g!Dfir~ 1-~7. S-ar pute~ blnui ca toate subspaţiile aomplemen

tate ale lui h1 a:r fi izomorfe ou h1 . fflu cu li• 

Nu eete aşa dupll a·wn aratll eiemplul U1'llllltor: 
eo • · 2n-k--l_1 

Fie Y=<> Yn)! , ande Yn'"(:Jk]~:~ cu yk = E. c lc ,i .• n:21. l - i=O 

ts:0,1,~ -; ,n-l. Ei,te olar cil Pn:h1 --.Yn dat de Pnl~c(..ijc.13)= 

n-1 1 ;z11-1-l . i,j 
s.l:, 2 -n( L -'tJ)y1 eete o proieaţie de norml.El pentru orice 

1:0 .i-o • 

n. -Prin ll2'mare _P: f:i Pn:~~ Y este o proiecţie ml\rginitll, 1111 

p e de alt!!. part!! este olar a! Yn_ sate izometric' cu t1t2W ,_ deci 

deci Y~(~ t1 l2 (.n)),t1~(Z:ţtn)) 11 • 
f:I. n:::l ~l 

Prin urmare h1 cantine un subspaţiu Y o_omplemenht fu h1 . şi izo-
c.o . . 

morr CJ'U l~l2 1Jl))l1 ; Dv Y nu _este iz.omori- oo h1 , olla-i Y ere o 
n,:J. . 

ba.zi neaondi ţi011at l unia ll p!n ll la o permuţare D.] .(.spunem ci:. o ba

zll. neoondiţianatl!. u:n>n este baz! lDliall p-!n!I. la o permntare în llflll• 

ţiul. Banaoh Y, dac A ~ioare ar f .1 ba~ neoond1.tianat I. (yn> n în Y, 

ezistll. un izomorfism T:Y~T şi o permutare Elfi ➔lf ~stfel !noît 

Tin=Y'l'ln) ..,.n~l'I _) şi atund 111'. ell:ista_ T:'!,--+h1 un izomorfism 11!'1 

W :lll~Cf 'o .permutare =:u T (e'WIJ1~= an .t n, ~e_ee- oe conduc" trşor 

la o eontradic· ţie. Din cauza: un1citll.•11baz~i necondiUonete Ţ1l t 1 

niet -! 1 nu est e i z omorf cu r ;·• 
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4 . Proiecti:t cont inue în hp ~ O <p-'!:l 
,·.-... 

In acest paragraf 'V/Om d!escrie !!tUbspa ţ11le complementate h hp.• 

O < p -'il, gener!lte de o bazll necondit101Iatli. 1nesenţ.ialll (det"1n1 ţ1'1. . . .. 
va fi :iat!! mai departe). Rezultatele s:înt !IIlalo·ge celor d!:ln (3], 

de unde este ~umutatl şi tehnica de demonstraţie. 

Fie deo1 0<_pS.l !1i slv=em hp;(i) __ a:ffr:(.:rn)n 1 ; Sa)E--(,:ij 

d t" dot a i. ou p-norma U:rlh ~ I S(:r)Df • Atunci hP· ei,te mr spaţiu 
p p 

p-Banach, adică un spa ţiU! complet a cl!;rui topologie ai,te generat li 

de o p-norml 111 (aara verific& 1negal1tatee· li X-t"Yllp~IJQIP+NYIP +:r,y) I 
. . . I 

Demor,stra ţia acestui .fapt este complet similari cu cea a lemei l • .i.. ' 
! 

Vom i n t roduce acum unele notatii._ Daoll (~)
11 

este tm „1r ba4ic j 

complemeirtat, adică !un)
11 

este un sub-apaţ1u o-omp L;,.nentat în hp• 

vom nota ou u• :rwio-ţ1onala liniari „1 o-ant1null pe h asocbtA lui ---n _ p 

un; ad!ial!. vom avea -PY=Z.. ~c:,)u
11 

pentru P o proiecţie pe C.o;J
11

• 
n 

VO!!l spune oA (~,u~) este un sir bazic co'l!J)lementat 1n hp. Notllm -de asE.:nenea e:u (bi) 1..,1 11~ştemul Haar discret normalizat în hp. ,._ 

:Daci!,. 1111 : ~ a 1hi şi u; =- i~ b 1h 1 spunem all . lu11 ;u~) este un ili 

b:azio de blOCUJP1 o-omplemen'tat în hp~ J.tuno-1 are loc analogul le

mei 6.3 -()] : 

Propoziţia q:.1 Fie '(~•~> un sir bade neoonditionat nor-

.aali"zat şi complementat în hp.. Presupunem c:ll CJ•n>n~ e:r'te tm sir 

9- e submulţ;imi disjuncta ale lui ff asttel o A 

P- , ~.,~m~ 19n\~ e > O ~ . orice n ~IL ?.:?.::.t,J.2L 
'7r ~ ~• L. I:.{~·-· . ).': 

• '•:""-
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u'(h )b:' • 
-zr k k . . 

~ (vn,v~) este un sir bazic o:omplementat de: bloc.U1'i eob:iva-

• Dempnstrat1e Erie olar el (vn,..,,~> este. biortogcnal~ neQ&rece 

~~•~> este i,1r baz:1c complementat şi neoondiţ·ionat rez.ultl ol 
n 

11Jn ~(6):0, unde tel) ::: ll:lll)' 111:lp \\ I: ~1 ui lX) u1 lh ~ 
tf-O nflll: u• ,I· 1-=l • p 

El' • • , tn:.-t1 • hp ·, 

Vom ar I.ta ol s: [iyn----, ["-'n1n l!!at de SCX) = ~ ~ ~)vn şi 
. n-sl . 

00 
T: Oi-nln~ [~}n clat de Tx:~ "~(X)~ dnt operatori emt1nn1. 

Atunci, cfeoareae ~=v~, rez:ultl. ell <°n>n. şi r•tt>n dnt e1r1n"i 

00 
echivala».- In p.lus Tv :: ~ şi S'Dx =~ -"~ (X) "m este o p.roieeţţe 

n . . .n.i · · . . ..• 

d:e la hp pe ["17n.Jn • Intr-4H'il' TS'=I4[.~lll: V:em arlta . mai hti:I 

ol s este opel'&tO'l' eantinuu~ 

!'ie x: L aiui ~ l°iJlncJl! · •• Daol.• IXl?t~d anm:d U t airi (ttu1\ . 
1::J. P . p 1~1 

"~li) y tE(o,1] şi cum ,.=i h3lJ')hJ Jf ~~hp,• ~ve• 

~(d) ➔ IIZ: a 1r 1lt)u1Uh = l\~t.i. a 1r 1 ~t)hjlu1) li 1ţ, ~ldin ino ge..lit a-
1=1 . p j:l 1=1 • • p 

tea B-urkb.older-Gundy-i:tavie (2J aplioa:tl spa ţ1uli11 LpltY, notaţiile 
- • oo . n : • •. 

!iind oele d:l!l §2}~0- ~ 4l .E..€1 Cl: a1r 1 (t)bJ'lu1nn3U~ , d'e unde 
Ej='tl rl • 1=1 , , ·. • 4:p 

notind ou ·c o ~ons-tantl ere ee ~!limbi!. de la rfnd la :pîmf'~ 

y_ (~rj<.s) i:a1r 1 (t)hjln1>eklhj))·p;~C1,(// . ţt- s,H:I, edict ra f;2i. 1-1 • l .· . 
oo · - n . . . . • 
~(j~ ~[a1hj(u1)ek(h,t)Jrj(.s)r1 (.t))P~~ ~{f)P 't a,tEI~ 

Integrlln şi folosim inegalitatea lui B,:inam1 ('Vl9zi lem 6.2 -l)J) 
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, Ob ţ 1:1em a tunci: 

L (Z. ~ e 2h • (u) 2 [s'(h )J 2)Pl2 ~ c I.({) P. sau 
k: >U j=l f""'l i j 1 k J 'l 

Y ( L.,. f e/h3tu1>2
111t.1PP nJ1-21i{1c 'l_(cf_>P~- i 

~ {J, k csupp, hJJ .1::-1 I 
D li ~ IP' ~ ( lL ..;-- 2-. I .)2 :,;; " j-,:-ll,,J>,1 ar .&- aivf ·h= ~ z_ ~ aiujlur •~islt· },:; 

1=-1 p lr-1 1:::1 Jr:•1n[.f;k 6511pp ht3 :.I " 

= .E, ( I}.. . t. e 1 ~j(u1) 2 1npp hjl -2/p)p/Z~ ( 4:m i.nege- : 
k:-=:l J E:f{; kEsupp h,_1 i=l > 

11tatea de ~1 !NS) ~ C t<IJ P,:- Pr1n,,.u:rmare ffS(x\, ~ ctch (! --dl 

U:zllh ~[ şi cum }_im ~t/J= O, rezuitll. cil S ests C'O!rtin1IU. 
p d ➔O 

Fie acum x=-1!. a 1h 1c (hiJ:1 , 'll!I<J!e .aif•O n_ umai pentru u:n nu-
1=1 

m!l:r :!'init de t~rmen.1, o~ llx'ti.:::: J . ·Atuno1, deoarece ~111) : 1 e~ -c;:, ,., 

o baza n~condiţion&tll !n hp-' :V~lll pentru orfoe tf:(0,1) şi or1oe j 
DJN R Z.. ?-ii: tt) • E a 1h 1 ~ S d • D&ei • din · det'_1n1 ţia lui lll) , :-"' 

~ ~k p -

zult ll cil ij i:.. ~ j ls>JIJ( ¾,rk(t)• ?- a1h 1)nilh ~'l_(d) 'I u(o ,JJ • 
j:J. k:-1 iti: D' 

n n k -
sau li~(~ _,:-"_r3 tslrk(t) Z. a 1nj<h1>?t'(nj)]h.t_l\.i ~ t(d) • 

{:l j.,.J_ @ _1Uk _ p . 

Deci, pentru orioe t.\,IE:(9,1], deoarece 11:zll.f,,'= CP:db. , 
p p 

u.frlU,)[i: Z:rj(s}rklt) Z.. a1uj<h1)hl<Ui~ ~llll ~ Cn{d),llflU 
-T::1 j::l ~""1 1"1t p C. 

,oo~ n n ,, 
~ l~ ~ Zrj c.s)rk (.t)r"(ul) ~ a1uj(h1)hi (Uj)\supp n,r~ Ji), 
m=-1 -t:l FÎ k:d ~ iE-Ak ' 

m (;aUpp ht .. _ · 

~ cP 't_(J')P • IntegrAm pc [0,1]3 ş1 repetînd ăamon!ftraţia leme ; 

6.2 -(3] pantru _ trei v~1ab1le, obţinem: 
00 :&- Y\ "'- • 
k L ,:E 2:_ (;E_ a1uj(h1)hi(,.Uj}) 

2
1supp t1:-tl-2/pJp!2~ţ,zcJ)JP 

rn ..l -:1 j =-:L b c i~.&k , • 
:;: ~ q tPJ;,. ht . 

J<;r. t, lu înd J:.k:, obţinem: 
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~ [i:_ n ( "> 2 I I ~ l=l -iS_ fti_ a1uir<h1)h,i{U1i)) 1snpp h.tl-2 PJP 2~cPvhP , 

mEsupp h.t k: • • · 

adio.!, ţinind cont" de def'1n1ţia lui vi::: 
oO n , -t:i. r1.if=· ~(Bkvk (X)h .etu~( 

2
1supp, h.ll - 2/P]P/2 ~ cP t<Ji P. 

mEsupp ':i 
Deoarece 181!:I~& ~k, avem cu un alt C>O, 

E_[ L.. ± jv'(:z)h'(n-'\ 
21~ h..l-2/P"J~/ 2~cP1t ([JP. 

m::l ·fE~ 1!::l I!: lt" • { . .J l 

':1îpi' hl n 
Dar ..,::...._ ( ( (L.. 2. rk(s)r(.t}v,!(.x)hk' (O.,\ jsupp h.1-l/P,/P ds dt 

m::J.~ 6 fEl'I. lc...J. "' IC' • · t. 

. ~~p~ . • .. 

~ (din le:na 6.2 -[3J~c~[ E_. L. vf<x>2b.'<n/tsnpp hţ-2lPJif2 
m:l t,&N· !t:l 

muup~ ht 

~ cPh(d)P. D;,ci, pentru un anume sf[Q,1], avenr: 

1 - - ~ 
(i-hl) J ~ ~ f~/1!:ls)r.{tt?Vk(x)hklnk) lSUP.P hll l/Pjfdu..{9t1J/ 

n M~pp- h.( • • · 

Dar U ~ vklx)niJI~ E ldeoa,rece tuJ !t este un !;!ir bazfo necond1 Uo-
k="l n P- n • · 

nat in h )~C-ll.Lr!t(t!)vk(x)tiiJl:=ctL.rk:(s)v;tx)fh'(u~h 8 ~~ =: 
P k:l • p • ~ · -l=l t. p 

oo n 
=eh~ (Z.r11:ls)v;(x)h'(u1c)Jh 8Ut -=r: 

..(1=;1_ k=l < _ p, 

=c i:(n%- [ .t:.rl!:(s)v.k c_x}ll; ( uk:fl
21 ~PP h, I - 2hyl2

1; (<Hn 
m=l ~ : lc-::.1 --\. • -(. 
. mf:Sllpp ll,t . . 

(4-~l) ~1 din ineg~litatea lui H:1nc1n)~ cP f{d) 11 • , 

-Prin urmare li~ vk(:ii:)u~l(h~o cind {---=.o,adic-l!. Teste 

un operator oon-tinuu. -

Urmlttoe.raa defini ţie este adaP:istll dupll _D] 

Un şir bazic (un,u;) complementat, _neconiUticnat :;ri nC"!'maliz!it 

în hp, O <P :!:l., sa numeşte esenţial da,o:!l 

1nt" sup I~ (h1c)hk(~)l.:::.O 
n Ic • 
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In c uz contrar, şirul bazic· se numeşte ine:sen tia;t. 

Taorem_a 4.2 lli (un ,u~) un ;dr bazio inesenUal în: hp·' 

o<.p ~ 1~ Atuno-:f e;x1.s-tA /Efl a;t:tş.l oit ;d,ru.1 (1:tzJ.n sli fie efpb.1'tjl.

len t cu un subşir al l:raze1 canonice (adio! baza :rormptll. ctt ajuto

rul sj.s te mulu1 E:aer ă1s·cret }a li;i 1 -h • • 
. 1=1 P 

De:nonstratie Tia /A=in1 sup 111n<hf!!hk(~>I > O. Atunci exist!! 
n k: 

o -· ap,11oa ţie 'ir:tr.~ fi; eirtf'el în:cît: 

(4 .2) 

Daoareae ,, (~)n.Efi este m!lrginit topo-logic, e:ristll. M>O o-u 

s~p \lh k: fi .tlhl!:11 <M. Dar .(~ n :riind şi complementat, f'ie P:h:p~[un) nJ 

~Mhk: 11 ·R~u~ (h~ unllh ', ( deoarece (nÎI) n ,rnte neoandi ţionat) ~ 
p . . 

~cnhkll·ll,?u~ O'J_k:')Unllh/' cr\lhktllPhJI ~ crthkll · llhk:W~ K ' 't lttti. ancie' 

K> 0 este o constan1rll <:te i!«tpinde numai de (.u11)n• Daci 

sup, ~ l~lhk)hk(u >I~ M. 
k n::l ll 

Din (4.2) şi(.4'~3) rezult!! imediat o-li ex1st& un !~t'l ~u 

c.ar d 'lt' -l(~kj)(..f 'i' ltttll; deai putem descompune pa l'f tntr-o reu

niur,e finit A_ şi disJun?tA_ B1 U ••• lJBf de sub~irur1 astf'el tno-1t 

1f"I B 1 s!l fie inJeotivll . pentru orice ·1 ~ J!:l ~ 

Pentr11 a demonstra te ore ma e sta 511:tic 1ent s !!: !U' !lt 11:n c !!. 

{un; n&Rd este echivalent cu (hff'(nJ)ntBi 1~1${ ~ Notam ou 

A1 =r'iT(B 1) pentri. 1 ~ -f f'1::rn.t; Ai;licbd propozi t1a 4;1 şirului 

~ 
i 
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lUn)n4:lli :;ii ' t h md cont de rela ~ia ( 4 _. 2), rez-,.1lt!l-c!l (°n_lnt,B E:stc1 
1 

ech ivalen1; •·cu ·(hi'(n-) (1.in) h'lt'(Dl) n(:Bi. Deoarece sirurile (.~>n şi 

lhff{D)) n eînt narmaltze.te şi necand:i ţionete, at_unc 1 tc1nl ntB e ste 
i 

Cor.olarul 4 ; 3 Fie O~p ~l~ Atunci Mtb~etHle complementate 

ale lui hp' gep,er·et.e de o baz!l necondiţionat~ si inesen U.el!!.1 • eînt 

izomorfe cu subsp!l.ţ111e sen:erate de subs;iruri ale bazei Rau dis

crete in hp. 

Demonstraţie Folosind: nota Uile ·d:1n ăemonma ţie. propoz-1 ţiei 

3.3 precum şi aceast!l demonstraţie, este imediat de arlltat e ll 

ba:im · canoniell e. lui(' n1) este echivalent!!. cu baza Re.ar Uscre tl!. 
1•1 

a lui h1 -; In cazul O <,p <.l, demonstra ţie propozi ţi_ei 3;3 11'8 a-
. . . oD 

plici!., dacit a7ltl!m cit baza ee.nonicll e. lui lt 1 Jwe [t1J1c:B 
2 -1 1 

n 
este echival.ent!i cu baza eancmicl e. lui ep ~ Dar · l\~111h l \\Piii 

1=1 2 -1 li. p 
n 

ş1 4~ a1h 1 IIP ~ (. calcul direct)~ 
1=1 2 -l h • p 

_unde Xn este i zometric cu [h°21_
1
]i:I -~ -n, baza esnoniell a lui 

,. [ • ·' c J „1•-2 • ăusll prin 1zometr1a de_ ... -= C • l' C t1 2'.... II 1 l ~ ....... n O ...n- J - - ., ,~ . . , . . 

mai · sus în (h i )° • Deci lt1) 1e;J este d;;lf"ll printr-an: izo-
. 2 -1 1~ · 1 • .. . 

. - • 
mor~i!llll în baza oe.nanir. ll a lui (~ lp(.~Vt = l;• 

n~ p • • 

. Din teorema 3.J. şi earolarul 4.3 l'&zult!l o !mbunătlţ:lre sen-

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



sibil.'i. a teore mei 4,-1: 

Cor olaru l 4 .'l- Orice subspattu oomplemFJnta t Y .ZI!. n1 avîmf o baz ,: 

necondiţic:rntll. şi inesenţialii <un)n este i zomorr cu .f1 ~ l't1 • 

de mai sus nu e ste adevllrat. 

Vom ar!lt a în a ontinuare el, daci\ O < p <l• at1l?le·:1 snbspa- ţiul 

( Y 22 (n)) n nu · este complementat în h , în oontrsst o·u cazul p;:-1. 
~ ~p ~ . 

Pentru· 9ceasta vom r ·olos~ t&hnic"' ăezvoltaţ!l-ăe N .J. Kalton 

în (3J - teorema 6;5. 

Lema 4. 5 !J.! O <P~l • .t.tun.c·i normale ftZ.a
1

h 11!ri _tl 
. 1 p 

De:nonstra tie IHn inegalitatea B'urkholde-r-Gundy..;.Devis aplic&t A 

spa ţ it1lu.! LP ttLK'> re2,1.1ltll existen ~a unei const11I1te C > O astre-1 el! 

max n ~-aiE1h 1 1111 6 C ftZ a1h}h._. 
ii=tl T t'p 1 -p 

l 
Recipl!"OC mai PEa E-h li l suza r (t)h n dt ~ 

_ Ert.1 i i 1 1 e.; o i 1 1 i ~ • "' 

~cl(Z a/h/)~I,, = cllZ a 1h 1Qh • 
i -tp . _1- P' -

Propoziţia 4,6 lli O<p~l ~l'\x)n un sir b!l:zie !lorllllllliZ!!t

c omple::ient-at şi esenUal în h ; Atunc·1 (u) ·"'re un subs-1r ·echi -
- - - -p --- nn - . 

valent cu baza canonic !I a lui .f. P „1 cu un ,;cir bazic- !ia blocuri 

ale siste mului Ha!ll' discret <.!omplementat in lt, • • 
. p 

Demonstra ţie- Oooareoe• (1¾
1

) n a s"tit .,,1r esan ţial, putem gll.si 

cu !D.i =.O !11 -llstfel încît-· 

11m max 1u•,c111)h1(um,)1=.0 
n-.oo 1 ll!Ji îI 
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p - . 
~ ui(hi)h1tu1)~ i. ( ·Bl'tte eut'icient sA observam ci. uilu

1
:,::1). 

1-po,t-l -

;;" ;i t 4 .4) put-etll-gâsi _m2 eu f 1u~ll'Ip hi l~* 2 -p1 . 

Punînd m2=~• a-vu, pentru o.n _p 2 >Pl' ci. 
2:2 . 
~ u,! (hi)h1tu,,,): 92➔ i. 

i=p1+1 ""2 . ""2 _ _ . 

Prooedînd li! fel ln. continu~e, construim ş.irur-11e lP1} ~ eu 

,. 
Din propoziţia 4-.l si din l4.5) re2111ltl. ol. tum) l!I este eoh1valent 

. n 

ou un şir bazio _Ele b.lootll'."1 tVn• v~) comP'!ementat, unde 

Pn Pn • 
vn:. ~ h1tum) h 1 .:. ~ a 1h 1 

i=pn.;.1-t-l n _1=:pn-it-1 
• .P • . p · 

T~:9n -l ~ u,! (h1)h1.,. ~ b 1h1. 
1:pn-1+1 '"n :b:.i>n-1+1 

p 
Dace.rece I Vnllh =- U :f:::_ ai1:1:1Ah "'l din lems 4.5) ~ 

P ,:1::-pn-lt-l P 
p . ' ' 

.-v!IIIU li ~ ~1E.1h 1U1 , rezultl ol. exist& t.1: "tl pentru 
Ej"~l :L:pn-l+-1 . p • 

.1l . Pn 
p.n_1 .c:t~pn v n, astfel _ln.cît, not.ind w •n::: X:.::. a 1Eih1 , sit 

• i=1>n-1+l 

nem ffvnJlh ~ b •nll,e (adicl!. cel~ doul!. norme satisfac o du'hlll 
. P p k .. 

inegalitate cu conatante independe!it.e ·de n ) • .iţuncd li 2:«1um Kh -v 
• . • :t::1 1 p 

k . . . ' k 
~I L"':tv1Mh ~(h1 tiind bazl neocmd1ţianaţlt în hp)~ft~oCi•1Bh 
~ p • . . ~ • 

pentru orice I!:. · 1"eoereoe QO > sup qvnllh ~ 1nt' l(Vnllh > o, atunci 
n PD: P ·. 

co > sup • a irnU h ~ int' • •nll h > o, de unde ra ţ10Ii:1itii" simil&r ou 
n p· n p 
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ctamanstra ţi9 propoz1 ţ1e1 4 ~3 - C,J , obţinem lill !!Ubş,ir al lut t•J n 
k le 

notat-, to1i ou <•n>n, asttel el ILoi:1„1'1, ~a L..C:1e1U,t = 
1=1 p 1::.1_ p 

V k ' 
:::(l::J.c1\P) P: pentru oriCJa soal&rt °½• r,,,c:1 ( ~l°'tlp)lfP,.4 ~ 

i=l ' 
~ K ~ . 

jllLoCi'\i uh "'n~"'·1•1•h ~ c-U>°'1•1'n'°"< Z:1ac.11P)l/p, 111:l'!a •·= 
1 1 p 1::u p M -1:p 1""'1 

:lltlp l'\i .h, eeea ee 1.mplid el I ~°'1.um llh"' n!.ae1•;l\h -.J 
1 1 p 1 ... 1 1 P' 1=1 p 

~.±~•111_,_ ~(_t:l°'il_p,)l/p: 1'~tiu9 trf<te""ij&~hi'.r1 ac. 1 • r>eo·t pr-o-
' 1:1 p 1•1 

poziţ1'1 . -4 :6 · ene demmurtr•1t~ • 

Coroluui 4 ; ? F"oloaind notat11le 111 oondiţ11le p;ro-pod.Uei 4 1 6 

p-tru O <.p <l, rezult.l al nu putem avea şirurile cn-e!IC'llt9V:e de 

llUlllere natnrala (f CtrJ) :°..i ,tl (p;(lll) :'-=1 aa'ttel o & 

(4.:6) sap. .z=-AA I h1 lU..) \ .P ~ M .c::: oo 
n i=ip.b) _1+1 • "'li -

DemcmatrsUe Din alegerea lui (a1, 1 ş1 Cb
1
) 1 t:loute fn pro-

de b_locuri oompiamentat- tn 11.P -e-1 eoh1valen1t cn:i (li:~, ; V0111 ttltte 

h'mll o&, .it.ol.·r~J..al1,a (4 :i6) este 1nd:epl1n11t&, attmct1 ["il h ~ ~r 
p 

l!'1e, mai tn'l11, 0~9'z: .:o:_l ou 1:4<-n< m1. Eeite irnt:io iant :!ll. e.
n 

ra.tllm o& 'Z,«-n_P4!::. oo • Exist& un şir <:Nl!!:Jlltor (mUl))ri ou : 
n 

m(n >-t
11 

:=:: t1nlT • _• .i't~ • O , t ~n> ~ l, unde 

ilegem apoi un şir oreeo&to:r l(.n) ou 
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A "tunc1 mul ţ1mea _{ -P·,t('.11) ,,.1+1, • • ; ,:? elnJl poate 1'1 deec-ompusA in !ll(n) 

eu:bmul ţ 1liti ' I. I, n , • -.: ~ ,.&m~n) eu 

(4;9) \L.. a1b1 -m(.D) -li-" 2-mln) k .d,~~., m(n) 

iEl•tn 

DacllP:hp~ LvnJn este o pro1eetie continull, avem din def'iniţb 

lui vi că,:Py .,..;[_ vi<.Y )vi >f n. deci I.PYn• eara oonverge 
n i n o , 
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P.!:- . !;1.lll) (n} -
Dar Vi<YJ =< -~ b 1hj , z._ t ,ll:(lr} L- ejhj>=(cun ortogon:e-

j-spi-1-rl , k=l jf:Akn 

litataa 1'11 ( h 1) 1) =o oînd 1 /; /(;a) i;1 v.t(n) ( Y.J = 
~ '1) l l m(!J) > 

-=:.z_ ttt,.'i:) L aJltJ:;, { din (4.9)»i m(.n)- Z:.. tiCJc)::.(din 
k:ă jcA1t 'lt:d, 

a le ge r ea lu i t1n>,. *"'n· Pr1n llrlll!tl'& -llfPynllh:•~v;(l!lpJve,~, 

~ t II L,11( v I( ,tl h ,_ ( clin demonstraţia prop~1 Ue1 4 ; 5 ) ,...; 
n n n, :I" 

oO 
"{2:1~,I P J1IP ~1 d:eoi Z,fluP ~ oo , ceea ae este ilbl!III1"4, cAei 

n . u--1 

a:n a j un ge la faptul ea -1.1 ~ fp pan'llru un O<p<l. • 

Corolarul J2.!E! O .c p < 1, atunci1 spa't1ul 

nu este i z omorf cu un subspat1u comple:nantat in hp. 

Demonstrat1a Intr-odevllr at!t condiţie de esenţialitate cSt 
• I 

,; ! ( 4 . 6 ) sin.t !ndepl1n1te de ba:zia lui Y~ Deci apliollm corolarul 4 .7~ 

Remarca 4- . 8 Corolarul 4.8 pare slî. justa1cte tntreln!.rn.: lli I 

T un subspat1u complementat cu baz lî. necond'iţionat4 Sn hp• 0-'p·<l. 

Ests Y' iz,or:1ort' cu t sau cub ? p --- p 

·Sectţ1a ele matematici!. lNCR!!S1' 

aucurei,U 79622 ROMAN IA 
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C O X U • I O Jr;, R X ( Rezuaate. ) 

o l'QW.llf.d'J! l'Bnll!1 11.IB'l'IltUilB 

a _m4 ADl!liil. (Jll~ţ) 

s. mc1.~• ~'~• ~~:-... -~ -- .Dri$.■. , c,--';t ~U:s. o_ N t'I, 1 
l:::OP"'--,( L2 ~:;:r~el•· ;(lliţ~~, ~ ,.•••) ~ --~t· -~-• 1: 
rarmjlri p_ LUt J eill\ --~~, . -~il~ . _ fi:( J~).~C1$W..._......._ 
pUratiel -,1 • Jqx ""- -til!ie!i!l• . 9'11..-..r- ;) • r~._.... 
l•• • •• 

Teor„ lo Pa\1'11. -X .Un :un-~t lAl ~ pe (0,1} ,.-&~ 
rele âtliiiiâUI 81JI\ Mll1•&1.ne1 

Hl~ ~ CuUel Of. t1,,l{_~MstlliiC--t•l,c· 
panv,, ori„ t6 X fi orice ft,r, ---wr- cle4--. ~alplDh ii!~ l!l· ure , 
■i.n COlllliden\e ...tiDc~-el•• • _ 

0-•traţia .tololl~-~ 2~UN ~ ~ d!l.:it -' -1Mplit&ţil 
1-1 ~b obţiat& 1a l}j fi :l.4elle 11d. D.lliinllo14w dia (),J I 

T~2. l'adft X ..,.Uu ill'l'aria\ 1- .....-Jllr1 pe to,1.T .lmlll~ 
nl• al" fi ■iD1, Nld.Ta1.ait•1 • , "J 

(1) Ilir""',- • 
(li) emta ---. c.:ra.1.I ~ I_Bt-tal "• >J ( x · ~ 

~ c( ~ l.t11j ij x ,Ol'iNN a ti r_6 X fi ·finl· 4• lf'~ nbaJ..- J'-. • 

.lplicaţii. (l)(r:...U- a~ NAJ.Mt di.a [4.Î ) 
1'1• ~• ~arilat 1-. ~ P" {O~ ,ca IIOpll 

-tial. • .Abui , lls_(~>-ţ t~ 11 {O,l.}J.st-€ l J ,aa 110aa I", Sx • lat U X 

eate ap■ţii& BanMlla,aa •~ ~ , J ~} ..i. bal 1-eei.1.it,1-■ta, ( [li] , ), 
< DMA qx·<- _aac1 M'fx~lrax~ ~ 1~, x .llaalt& . 

~ t f1stllfii: ~ ~ I (f ef -Î )l/2!; X ,,,.._ ortoe f1• U.. 

Pe de ■111 parte,tolo■iad in■pli.tatu luc1a - lfm"lr ( [:,J ),- I 

~ ( < t 9171..î rt'2 f1 ~ \~h;r1(t>-i~ Ix ~ ....h-:-Ei■t!IJ • odNl 
• _ - , i,~1.' X 

l_(o) n 1dent.iticl nb■pa\1111111 la1 J. tomd dia fllaot,We. pa\ft an 
dria .lur COIIY__. ■Neali'1c&■to _ . 

(2) 
Ph X • ■p■,111 in~ la reanaJAri pe Ia [ e,1] •• 

qx.:::. .,_ • .1t.-.c1 a1n1 o coaa\alt& •.G>-e.1. 

rl I <f lirtl 2 >'./
2 lx ~,tz,1(~ ) zi(e)!x(:r-u) ~ (: l~ 2r'2 ( 

1
• 

orican u fi \ ~} 1:,_ C X 
1 
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Repreze•tana 1-1J418ral.l a aiapr operatori 

~ abgiDiţi 
Irilla -OltliH&a■ 

Iutiţutul 4e :htrol ti Ga„ 
Ploietti 

· Fie X spaţiu liniu reticulat fi. Y spaţia 11nt ar complet r.ti

culat, mulţimea ~ ti ~ algebrl de. plrţi ale lui 'fe ll0(X,ţ) 
COJllpoueuta operatorilor regulaji fi (o)- coutingi definiţi pe X 

cu valori .Î'D Y. 

ll'ie z UD subspaţill DOnal. hi llo(X,Y). 

~e 111Y -;,...z aditivi ,1 adll4 proprie"tatea ol 

'Gcm)• / Z: }-c~>//Ai••••• -'a Y- ~iţie a tai 'fJ 
- 1::1 • 

este (o)- miu'g1n1tl 1• z. 
Z este spaţia 11n1u ooaplet• ret1011lat, deci enst& 

v. - sap te■> 
Fie f€ Jl(T,1/.%) . (and_e ll(T.:r;X)) este spaţiul funcţiilor (o)-

11ărginite definite_ pe T cu valori 1D X C81'8 au- ar■ltoarea propri- · 

etate~ (3) (fu)
11 

• UD fll' de faDCţ11 ¼ aiaple qa 1nc1, f•(o)~ 

converge uuifor■ _ pe T la tJ.. 
Definiţia 11 . cr . . 
Dacă f E:ll(T, ,X) ea11e :/ - aillpll atunci dafiui■ 

5 fdm = J; lt(~)(zt) nda ~(~) .i:,_ ţ---'1.(t)x1 fte'f 
'l iaJ. • t-1 . 

Observaţia 11 

ID acest oaz J ) :r,: d,■ f ~ V•(uz f x1f> 
'f 1 

Propozitia 11 

Dacă fE'll('f,1,X) ,1 (fu>na este 011 şir aproximant pentru f, 
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-: 

firul ( j ~dll)uc lJ e■te (o)-oon.,:;,-:rg!JDt • . 

Deţipiti§ 21 
Dacl f C' li( '1' ,~X) ,1 ( ~).u e li eate ,1r apro:nmat pelrtra f, de-

tiuia S tda • (o)- Ua,.. (r_411 • • 
' T i f . 

-.10 îu coutiuua.n, :F"coapo•eata faJi!oaalelor regalate",1 
(o)- ooutillue def1u1te·_pe 11('1'$:X) ·.,1 ~ spaţial fuuoţioulelor 

• regul.ate ,1 (o)- ooatillae def1Di11e pe X pr11l1 

ic'z:) • ~C-r=>, -Y-z:e=x ,1 -,.€Ţ. • 

Voa oou1d•ra 1n ooratinuare Z• ~~ ( :z:, T) ~ [ 4-] • ~( J:, Y) este 
apaţ1u l1n1u- ooaplet ret1oUld [3] • 

't!9EIM: 11 -· • -· . 
Daol Utll('l',,";'X)➔Y eate 11111.u- ,1 g;"' -'rgiuit, atunci U •• poa

te repreunta • ■ab for-■ 
U(f) • _,) fa 

B1bliograf1u 
T 

l.17 llolllllae Orietesou 1 " Spaţii linie.re ordonate ,1 operatori 11-

aiari" - 114. Aoadem1e1 BSR, Bacure,ti,19?o. 
(2] lloaulue Oristeeou 1 " Ola■e 4e operatori pe spaţii ordonate" îu· 

"Structuri de _ord1De 11a Aua11sa iuncţio•
ll" vol I, K. Acadelli.e1- Jl8R, Buo11_re,t1, 

Xrina Oltuaeana 1 "y'-2.
1
~4 o~tor■ • a~ . <f: bunded operatora" ; 

1u Analele UniT. Baoare,t1, 198?. 1 

Xrina Olt1111e■na 1 • uaprş opentor1lo_rF- alrgiuiţi ,1 operato- : 
r11or (ib~)- oontinai" 1• "8p■ţ11 liniare or-
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PRELUNGIREA UNOR OPERATORI LINIARI SI POZITIVI 

Rodica-Mihaela OAneţ 

In aceestA lucrare, continu1nd studiul pro~lamatic i i da prelungire 
" unor operatori linieri•. şi pozitivi, studiu dezvoltat ln D} , ~ - ua I 

reaultat ce genareli,zeazA o teora■A e l1d Z.Lipecki ( (2,T.h.pag.231} }). 
Acest rezulta t aste ~rmAtorul 1 -

TEOREMA 1 . Fie ~ un spaţiu lin:t'ar rel!:icula t, '1j- un spaţiu. l:litrtlar com
plet re tticulat, GS );un subapaţWJ liniar retdculetr, ><

0
', :i(,G tar 

T : G ~'â, un opera tor l:linia r şi!. pozitiv. Fia de asemenea, P :~~ 

yn operato r astfel lncl t 1 1) P subl1inbr1 2J P tizot10n: l) ~v)-T(v), 
("1"-) V€.G; 4) P{)C<•V) • P(x)+T(v), ( \f} XE,)c-şi v~&; 5 ) P(x1vx2> • 

P(x1)VP(x2> • ('<f") XpX2" 'l!:- • ftunc1 I 

a) axistâ So unicâ prelungire l:b'lierA şi pozit2lvA a lui T la 
spaţiul liniar reticulat generat de Gu.\._x

0
),.a,l. __ n 

S( ,V vii+ 01..1x )) • P( V (v1 +"1_X )), ('9'") ('1t1} 1• 1 ~G şi 
hi~ • • 0 1!:.-1!:n o 

n 
(~)i•l '=IR ; 

b) dacă ln plua Teste laticial, atunci rezultA cA · ş1 S •Jte de 
asemenea laticial. 

'În demonstraţia teoreaai de ■ai sua a• folosit ur•A~aarele leae 
~~( [2] ) OacA 'v~,r: este un clin, atunci _: 

a) v.'f: este un aubapaţiu al lui3t: 
b) V-V este un aubapaţiu 1:1:iniar reticulat al lui ~ , ln tipot·eza 

suplimentara· că V este lnchis la _luarea supre■urilor finite. 
LEMA 3.(ce generalizeazl [2, P.pag.23O] ) Daci ln plu"a· hţA de leaa 2, 
G este un subspaţiu liniar ral'icul_at al lui ~ e.l, Gs;.,V iar T :_ G -::J.. 
este un operator liniar şi' pozitiv ş1 P _: ~~- are proprietlfila 
(1 )- (4) din -teoreaa 1, atunci 1 

a) următoarele aftir■aţi~ s1nt echiNalente 
(1) existA o ~nici prelungire liniari Şh pozitivi Sa lui T 

le V-V a.l. S(w)~P(w), (V) w~ V, 

(1:li) P este aditiv pe V> 
b) 1n ipoteza supli■en~arA ci V este 1nchia la luarea supremuri

lor finite iar P are proprietatea (5 ) din teorema 1, rezultl 
cA S este un ope ra t or l a~ic i al • 

Ca o consecinţl a teoremei l sa obţine un cunoscut rezultat da 
prelungire pentru operatori laticiali, rezul tat care in l:b.tarature da 

specialitate a fost demonstrat cu tehnici mai complicate, tocma~ 
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pentru ci! nu se putea aplica teoreMa Hahn~Banach. Acela,1 razult : t 

dec urge şi di~ [2, Th, peg.231] • 

COROLAR 4_, Deci! G':. ~ este un . aubapaţiu liniar reticulat ,1 Major.ant, 

ier T : G -~ este un operator letie-ial., atunci el poa.te fi prelungit 

la 1ntreg ape ţiul ~ cu phtraree htic1a11t6ţii. 
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FUlWTII CONVEXE PE LATICI . BAN.ACH 

M. GAVRILA 

Institutul de Construcţii Bucureşti 

In această lucrare, E reprezintă o latice Banach de 
dim t 2 iar f o funcţie definită pe E cu valori !:.__We . ' 
O funcţie f se nU111eşte monoton simetrică. dacă pentru orice 
x,y,y' din E · cu lyl~IY'I atunci f(x+y) + f(x-y) ~ f(x+y') + 
+ f(x-y'), iar f se ;o.Ulll8şte ortogonal aditivă dacă pentru orice 
X ,Y din E cu X .J.. y ( IXI ;\ I YI = O) avem f(x+y) = f(x) + f(y) 

In [21 (Propoziţia 2) am ·arătat .următorul rezultat 1 

PROPOZITI.A l. Fie f continuă şi monoton simetrică atunci 
f este convexă şi translaţi_a Sx I E --.R definită prin 
gx(y) = f(x+ţ) - f(x) este ortogonal aditivă. · 

Scopul prezentei lucrări este de a prez~nta reciproca acestui 

rezultat. 

O reciproC'ă _a prop_ozi ţiei _1, în cazul în care E este 1atice 
"fT - cbmpletă cu proprietatea de a fi relativ uniform completă 
(dacă pentru .orice x ~ E+ 1 ideal~ Ex cu norma U yfl = inf • 
\ A 7 O; I y I ~AX J (y din Ex) este c, latice Banach) şi cînd 

în loc de continuitate am -lua1i • .f - continuitate · cxn ~ x implică 
f(xn) --,. f(x) ) , a fost dată in [2] (teorema 5). 

TEOREMA 2. Fie - f continuă, convexă, ortogonal .aditivă, 

f( o) = O şi pentru orice - x din E translaţia Sx I E ~R este' 
ortogonal a<li~ivă. Atunci f este uniform continuă pe orice 
(e-) - interval [-z, , z], z ;!I O. 

PROJ?OZITIA 
1 C(K) -+R 

din C(K) 

3. Fie K un 
în i potezele 

cu I x1t <lx2 \ 

spaţiu compact Hansdorlf arbitrar 
teoremei l. Atunci pentru orice 
avem - f(x1 ) + f(-x1 ) ~ f(x2)+f(-x2) 

COROLAR 4 1 In cazul E = C(K) este adevărată reciproca 
propoz:lţiei 1. 
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LEMA 5. 
orice x,y din_ E 

D1;Lc ă f e-ste ortogonal aditivă atunci pentru 
cu \x\ =\y\ ·avegi 

i'.(~) + f(-x) f(\x\) + f (-\x\) = f-(y) + f(-y) 

~OREMA 6 • Fie f c.on:tinu.ă. 

Dacă • f este convexă şi pentru O+-ice X din E, translaţia 
Sx e-ste o(tţ,-l~"·,1 ad;f;.,.,.r_ . ot,utc.i -f ~~ mcmofon .:s,.,.,,._t,.,·cd, 

De111pnstratie, Teo.rema este de{llonstrată dacă se arată că 

gx(y) + Sz(-y) ~ Sz(y•) + Sz(-y') pentru I Yl~\y'l şi :x: .din E. 

In .v·irtutea • lemei 5 este suficient să ·verificim inegalitatea 

pentJ:'.ll ·x,y,y• ~ E .cu o,y ~y•. Coneiderî.nd _ EY', cu teoi-ema 

Krein - Kakutani există un spaţiu topologic compact K astfel 
in cit _Ey' este . izomorf (ca spaţiu liniar ordqnat nqrmat) cu 
spaţiul C(K). Identi:f'.icind Ey, cu C(K) _ prin acest izomorfism 
restricţia lui Sx la Ey, considerată ca o aplicaţie a lui C(K) 
in R s•tisface ipotezele _ Propoziţiei 3 şi astfel teorema este , 
demonstartă. 
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OPERATORI CONVECŞI 1#,RGINŢH I NFE.RIOfl 

Octav Olteanu 

Catedra de Matematici I, I.P.B. 

· se enunţă _ o proprietate de bază a unor operatori c onvec şi pe 

mulţimi mărgin.ite, care conduce la proprietatea de mărginire a unor 

mulţimi convexe de tip intergrafic. 

TEORMEA l. Fie BCRn o submul.ţime comrexă §i mărginită, Y un 

spaţiu liniar complet reticulat, P: B ➔Y un operator convex. 

Atunci P este mărginit inferior pe a._ ~eci_proc: dacă B este ,c. s~b

mulţime convexă a unui spaţiu vectorial real oarecare, a.i. orice 

func ţională convexă pe B este mărginită inferior, atunci B este in-.. 

clusă într-un subspaţiu finit dimensional §ieste mlrginit~. 

TEORE11A 2 • . Fie X un spaţiu vectorial topologic, real, BC.X o 

submulţime convexă, ml1rg?Jlită, a.1. K 1J: Fie Y un s.l.c.r.· cu 

unitate tare şi P : B ->Y un ·operator convex continuu 1ntr-un punct 

bt, g. Atunci P este mărginit inferior pe B. Re.ciproc: dacă X este· 

local convex . separat §i B X este convexi! a.1. orice :f'uncţională 

convexă continuă pe B es~a mărginit! inferior, ~tunci B este mărgi

nită în X. 

CONSECINTA. Fie i:, B, Y _ca tn teorelllll 2. !'ia Q :· B ➔I un o
o 

perator concav, continuu 1ntr-un punct b1t- B, a.1. P(x) ~Q(x} 

(f) x~B. At\Jllci mulţime~ intergrafic : . 

K = {Cx_,y) : ·xi- l;l; P(x)~ y "-Q(x) f 
este mărginit! tn XX r, unde Y este 1nzestrat cu norma de1'ini.tă da 

unitatea tare. 
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TOPOI.00 IA ( 0)-MARGINI-'?ll IN SPATII CU !(ULT~I AXIALE 

.llexat!d·J.'U Petcu 

Institutul de Petrol şi Gaze-Plcieştl 

Vom pune în evidenţi unele proprietlţi ._ale topologiei .( o)-ilrgi

nirii în spaţii cu mulţimi arlale. 

Fie X un sp'Bţiu liniar ordonat. O . mulţime B de elemente pozitive 

din X se numeşte mulţime gţatl dacă pentru orice x d111 X enstă )._ 

in R şi e in B aşa incit x~ A e._ 

Pe un acelaşi spaţiu I pot .coensta mai multe mulţbli u:iale. Fi

cărei mulţ_imi axiale B i se asociazl o' topologie pe :X c&N înei!. nu 

coincid neapărat. Topologia 't'B se defineşte cu semino.rma llinkowski . 

• pE(x):: infJ ,ho\xe '-8E} unde 8i- u c..:e,e] •• l · eell 
Fie X un spaţiu liniar dirijat avlnd mulţimea arlall :I şi 

Xe= Sp [-e, el. Evident e este element arlai în :Xe şi l';a \_J::xe • Notb. 
~0e. ~~ (o)-mli,-rglnlrti pe. X "resţ:,ec.itv e€-ll 
cu -eYpe ie. Dacă presupunem in plus că .X este cvasiarhi:median, •~unei 

-G-e este topologie de spaţiu no.rmat, .local· plinii. şi funcţionala lui 

Minkowski pe<:z:)=int{J>o\-)e ~ :r(X e} este o uarmi!. pe ie• 

Este cunoscut următorul Nzul~at ([l], psg.184,prop.3)1 daci!. X es

t e spaţiu liniar dirijat ovasiarhimedian avînd mulţimea a:riail B,- a

tunci topologia -O- pe X este 1.1miţa inductivii. a topologiilor -&e pe ~-

Intrucit -~ este ~niol pe Xi~ pa- X se pot considera diverse mul

ţimi axiale, se poate pune problema determinil.rii unei mulţimi axiale 

pe X faţă de care limita inductivă sil. fie strictl. Cu alte cuvinte sa 

pune problema ca . mulţimea uislă E ei aibă o ostfel da. proprietate in

ci t pentru el' e2 E:;B eu e1<.e~xe
1
C X

82 
să r ez11lte "8-eJ X -= ~81 • 

81 -
0 condiţie suficientă este dată de următoal'ea · teoremă. 

TEOREMA 1, Daci :X este un spaţia liniar dirijat, ova~iarhimedian, 

E o mulţime axială a sa avind proprietatea 

fe2,e2]nx.1 = [ -e1•~l • Ve1,e2 E: E cu el <_t!i2 (1.) 
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at unci -e- es te li.mi ta inductivă . stdctă a topol ogiilor -e-e pe ~ • 

C9ndiţia (l) devine şi necesar.ă în csz·u1 spaţiilor _ ·liniar e reti

culate . Mai precisa 

TEOpÂ ?• Fie X an spaţiu liniar :re t iculat, fll'h1:lled1an şi 

{ e11} 11 G N o mul ţ!llle axială 1111111.rabill pe X. Topologia ( o)-~1n1r11 

-9 pe X es te limita inductivă s1;r1atl a topologi ilo,r·.,e.e pe ~ -dacl şi 

n~ ai dacă X conţine o mulţime axială i.~~1 n E:. N avînd pt'Oprietetea 

( l ) i i fiecare eti este element axial în ~a Sp[-en,en]• 

TF,OfflA 3. Dacl x este un spaţia lini~r dirijat arhimedian şi 

:s={en1 n _E, N este o malţime ax1all a aa ca ,propri etatea (1), 1~ X nu 

conţine elemente arlale, atunci 'I; (-e- ·. 

T!lORpA 4 1 !'ie X an spaţia liniar reticulat.·. Umltoarele afiruţii 

sînt echivalentei 

(1) X conţine o _ mulţime arlall naabbill ca proprietatea (1) 

( ~"1) X conţine o malţ.1.ae arlall :s-Ie~) u Elf au :proprietatea, 

(en+l-en)Aen• O VnE-B • . ._ ·c2) 

(111) X conţine o _ malţime B=\tr11 ţ ne. li de eie:.9~ strict poz1tiYe 

mutual disjuncte aşa incit L { e;1 _n Elf oa e;_=f./'1 ·911te o mulţ1-
axialii. în x. 

TJl:rl!P9(& , 5; Dacii. X este au apaţi11 liniar _d1rija1', arh1-d1an avind 

mulţimea axialii.! en1 n{:N cu· ~roprietatea (l), atmi:c1 armltoarele a.;. 

f1rmaţi1 sint echivalentei 

a) X este secvenţial (~)-coaplet 
b) X are proprietatea (O)-sllll&bilitlţU a iai Schaefer. 

BIBLIOGR.l!'I:S 

l. Cristescu R."Spaţiţ liniare topologioe~.:Sd • .lcad.RSR,Bucureşti,1974, 
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APROXIIMJlE CU FUNCŢII COAIPLEŢ POZlTIVE 

George POPESCU 

Teor-le de aproxilaar.e date de Korovkin pentru operatori pozitivi 

pe C(X) cu X coapact, pot fi generalizate pentru '?.,(H), _(.operatorii 

măg1n1ţ1 pe H spatiu H1lbert) • 1,u· analogul adecvat ai operatorilor 

poz1t1V1 sint : funcţtUe coaplet poz1t1V!t pe 1!,(H) • 

DetillitJ,• Fie A,B c!.a1gebre, apl1c'1la liniară ~,A--+ B eate 

caaplet paz1.ttri dacă pentna orie• -trie• poziUTa <••j) , a,/ A ••

( l\)<••,j)) pezittTă. 

• 

Detipith O aubilal-~1- ';f c '.D(B) •• -"!t• "11KS• <-ak KoroTkin Ht.) 

._.,.,.atna orice ,1r de funcţii coaplet "poz1t1n (4> ... ),,. ca 4),..(1),l 

CODTergeDt.a q,,. ~i(, _pe ':/ lllplică conYergenh S>.., ':!!..14 pe 2, (H) • 

':Î e;t.e tr.dactU.Uă d&A:i'. operatorii ~in ':f •1 'i* na aa aabapa}ii 

1-•-t.e. 

Teoraaă Ph '1 irHUCtibil.; c :&(B) c~ c-~1- I,iar c!al&_ebra 

aenerat~ !le 'J, c• ( ::f) con~iae an eperator coapact nanul. ':1 Ht• ns dacă 
"11 naaa1 • • __ dacă id \::r •• ~iad• unic coaplet pHi t1 • la c" ( ~) • 

C_orolar Dacă ':1 „te irednct1b1lă,co11~ina I 'li exbt.ă TE •pu,l ':f• "f* Î 
,1 _ ~ operat.ar c---~•- ~• i11CU \ T _ - KU < hi at1111c·1 -J eate .ns. 

-~ S < b(B) oparat.e~ coapact. trecbact1bil,at1111ci \ l,S i eate IIKS. 

,._ratonal Voltarra Y f(:x) • Î f(t)dt H l( l0,11) Hte ce.....,t 
o 

1f1 iredactiltil.. l 

Pia operatorii li :t(:x) • :d(x) , T f(:x) • x } f(t)dt 

':J • tI,11,T J Hte ireduct.ibilă 
1
1ar-~ ca~t,deci ••t• ns. 

Defiaitie Pie A,B c°!.a1&ebre • 4), A➔JI o aplicalie •-liniară ~1 

'P(a<ta} ' cl>(a•),p(a), ,i\, Hte- ~ funcţie Sr:Jnrarz. 

Teeraaă Pie li c 4, A , c•-aJ.aebra '/1 F • li. <J l •••- • I • ~ B 1 
,t> 1 ce(ll)_.,. B 1111 •--rfiaa. Atunci c\>\ F H pralungeţite unic la • 
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• 

Cgro l a r Dacă 'fc 13 (H ) este ireductib1lă, con~1ne I,iar c•(j') con~ine 

un operat •r compa ct, atunc i 

1) 'j' u is•s + ss• I S <ă -:f1 este WKS 

ll) po..- t.r.i ':f' - l s, ,s,.,_. .. ,Sn 1 , .--j' u l i;. 5i_*S, + s, S! l eate Wl(S • 

E:l:emele Fi• S opera✓tor _1reduct1b1l ~1 aproap~ no™l,adică . 

S•S -SS• este compm., at.unci ' il,S , S•S + SSl'j eet.e llKS. 

Iata'.o claeă de operatori aproape normali. H apaU u Hi lbert separabil, 

e0 , e1 , • • • ba,:~rtonormată, • S ~ift nuilateral ca po~deri Se,, • d.0 e.,.1 ,1 

\.;.,..\ ~ ~ <. d> , atunci s esh ireduţUbH '/1 s•s - ss• 4proap• ) no.-1 

dacă I <i. I - \ cl.n-• I -> c . 

Dacă limsup \ J.n\ <. eup \.i..,I 
egalitate ,atunci lx,~.s'-, . .. 1 
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CONURI SUPERNO&.ALE SI APLICATII 
de . 

Vasile Postolică , Piatra Neamţ 

Lucrarea conţine exemple sugestive de conuri supernormale şi 
rezultate de existenţă pentru optimele vectoriale în_ spaţii local 
convexe ordonate de astfel de conuri, .care . extind criteriile ·din 
(3J • se baz~ază pe Teorema 2 din (l] •. dovedesc că super~ali- . 
tatea cuplată cu condiţii specifice impuse extensiilor sau secţiu
nilor conice ale mulţimilor nevide asigură existenţa punctelor 
eficiente în spaţii local _c onvexe• permi ţînd trecerea de la 13pa ţii 
finit-dimensionale (optimele Parato) la spaţii infinit-dimensionale. 
Se pune astfel în evidenţă o nouă cale (completitudinea şi mărgi
nirea în raport . cu conuril e respective în locul compactităţii sau 
ipotezelor care solicit ă neviditatea interiorului conurilor) pen-
tru studiul op timelor de tip Pareto. 

Fie X un spaţiu local convex separat Hausdorff cu topologia _ 
indusă de o familie 5'. .. ( pi( : ~•rf de semi;orme ~ ordonai de un con 
convex propriu K şi dualul X', A o submulţime nevidă şi :te A. 

Peste tot în lucrare notăm cu~mulţimea vidă. _ 

Definiţia 1. ~ se numeşte punc t ef icient pentru mul ţime a A ~ 

raport cu conul K, în notaţie, !eMINK(A), ~ An (x - K) •{IJ. 
Definitia 2.(.lJ. K se numeşte supernormal Cnuclearl dacă pen

tru orice seminormă -~•JS• există măcar o funcţională liniară şi 
continuă f~•x• astfel încît p.t(x).ra,f(x) pentru orice xeK. 

Exemple. .c. . 
l. Orice con generat de- o mulţime nevidă, convexă, mărgini tă a 
c ărei aderenţă nu c onţine originea es te supernormal~ 
2. Intr-un apa ţiu liniar- no_rmat, un con convex este s upernormal 
dacii şi numai dacă are o bază de tipul exemplului pr_ecedent. 
). Orice con local compact (slab locar compact) este aupernormal. 
4. Intr-un spaţiu nuclear, un con convex este s upernormal dacă şi 

numsi dacă conul este normal. 
5. Să considerăm spaţiul LP((a, bJ) ( p -- l ) şi 
K •{.x•Lp((a,bl) : x(t)tJO . .a~p,t,l,.;~,3st co~ eete s:upernorrnal 
i.ullla i dacă p m l, avînd ca balil·ă m~lţime a B z¾i;: t-K : tx ( t)dt a 

6, Ln apaţiul C(la, b],R) cu norma uzualăW"' s uplx(t)l un con 
uupernormal este 
I{ •{xfC(fa,b1,R) 
cu baza mărginită 
a şi o). 

ettab 

r x concaYă, x (a) " x(b ) =- O şi x (t ).o,W'tf(a, bJ} 
B •fxeK : x(t 0 ) " l, t

0 
arbitrar fixat înt?"e -
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_Te.oreme +· ·-1:li A,~B,a A + K. DaQă cgnul K este -eupernennal . 
s.i mulţime ~ B:ft:<~- K1 ~et-e măljginită ·s1 1,PW,Plf t /1 pentru g mu1-
t1;me nevidă _11rbit=ră Ao'/IA, .llllJ2.U mHy;(A)l/iiJ6. _ 

GoroJer 1~ Dac-ă _ A; este o mu;i,pime nevidă . mărg;l.pită si închisă 
u JC n K este geperşi de O mulţime nevidă, convexă. mărginită 
si completă cere nu conţine orj,g\Aea în aderentă . ~ MI~(A}fJI 
.§J.. A&,!.!INK(A) + K. 

ne fi njţj a 3. ,o mulţime nevidă · BGX este K - mărginită daţă 
exietă o multime mărginită B0c.x astfel încît B•B0 + K ~ B n 
numeşte K - închisă dacă extensia conică în raport cu K, B _+ K 

eete închisă. 
Proprietăţi ale mulţimilor conic ,_- mărginite · _ş:i. conic - închi

se în spaţii in1'1ni-t - dimensionale eînt exp~ee ··_în (2] . 

Teorema 2. pacă X este cvasi - -complet (orice mulţime nevidă, 
mărginită si închisă este completă) ei K este închis ei euper~or
J!!tl• atunci pentru orice submulţime nevidă K - mărginită ei K·
închieă A1 MINK(A),., şi Af:!l!INK(A) + K. . 

_ corgiar 2. Dacă x este cvasi - cow,p1et; K este închis si su
perngpna1 şi B•ft (A0 - K) este mărginită si închisă în raport cu 
K pentru măcar două submultimi B llJ. A0 ~ A §B&A + K .ll A01aA, 
.fWWU LU NK ( A >ljl. 

1. Iese G. 

2. Luc D.T. 

B I B L I O -G R A· F I E 

(Extraa) 

- Sur •l'existence de l'optimum de Parato. Riv, 
I.lat. Univ. Parms·, -4;9,19a3, 303 - 325, 

- - Cone cl~sedness • and cane continui ty. To appe·ar 

in SI~ Journ.Optim.Controi Theory. 

3. Postolică v. - Existence condiiions of efficient pointe for 
mul tifu_nctions wi th values 'in locally convex 
spaces. To appear in .;Stud-iLşi cercetări me- -
tematice"., Ed. Academiei R.S.România, 1989. 
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P , ]lo;;oveanu . 
I . M.F. Buoureşti 

Fie X spatiu luiar •r•••at, .l~X • -su\mult;iao a lui x.. 
~i: U• JlUllC t a f; J. so •u.aosto pUllct ~era pe•tru .t. • ,taci·\f x c X, ~) E:- •♦ 

a.i: 
a+t.•XEcA, \1-uB, ()""'~'X ' 

Netu cu c·•r(A}=[a E-.l/a este p_. uto.ra-. ptr-. A!_ ". 
Q!!2 :U• pllllct a A H ll.uaeşto pUllct (t)-iate.ra p„truA Aăac·i: 

1) a este pUllct iatora po•tru .t. 

ii),t X 1 a, 3 A E: K♦ a.i. 

• l. •-). (x-a) ,a+>. (x-a)J ~ .t., 
UJ11ie utat;iatx,1) âaonai {TE: X/ x.;, T ~ 1 ·1 

~3: U• c„ C d.u spat;ia.l li.lliar real X •H •uao.1Jt_o (J)-cea hei pOlltru, 
erice şir fx:,j •c;. I, ,eacroaaiter la zer• ia rapert ou erii.llea ase'. 
ciată lui C,n•• 1-cluziuaeaz • 

o•r(C~ k l• cx. ..c)· • 

l!'ie X: apat;iu li.lliar er,teaat „tfel ci cer(X)#'•a.ât echii 

-.al.este: 

i)X:+ este (f)-C .. > 
ii)Orice !Ullct;i•aali liaiari ll oaro separă · ,teu,J.-ault;i:111 . .t. şi ·J.', \ 

asttel
0
oi A are puaote (f)-iater•• eate (e)-cnti.llul. 

~!,~_r~~!!.1 Fie X •• i .•. arll~••iu,cli oer(z.>H ş1·x: (f )-Cn. 
Daci IHşi K2 aât · aupult;im.1 ale lui X,ceavexe,ll111ju.acteii 
(e)-sec-.••t;ial îaclliae,iar Kt ••t• (•)-aecveat;ial-ceapactă, 

atUJ1ci exiati • f'Ullct;ieaală liaiară şi (e)-c~atuui f şi 

exiati o şi_E -ar. :reale, t,:,.o utfel ci: 

tin~ •~' • ~.r,n 
Ia · c••ilt;iil• t<9ere■oi ·,aaci J. c;;. X ••t• cea-.e::d., atuaci 

1'=(xeX/:J ••• .l a.î • :--i..:-:4 x} 

x'"•=lxeX/-v'tc:t!d •·e.l a.i. t<•._)--4t(x)J 
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Prepeziţ;ia 2.. ]'ie X a.1.a.arltµle~• cu oar(X+)ţ,16 şi X+ (.f')-cH • 
.&.tu.cil 

1) Jf- a,aeX,a~•.-V-xeX, xt/: [a,11],3.t-!u.eţieulă la.iară<•)- '. 

11) 

eeat1au1. şi p.e,zitiYă care aepară tare ·P• x •• [a ,lt]. 
; 

Daci •• ••••, •' 1:: X ·a.:t. a!:. li şi a•~ . li' şf · aacă •4 [ a-11 1
, 11-a•J , \ 

atu.ci exiată !-!u.eţi„aJ.ă: llJliară şi (a)-cntuuă şi pezith, 
Ti care ■epară tare 1.aten.alale [a,ltJ Şi la',a'J• 

Ca aplicaţi••• peata ••••••tra I.U'llit.area teereaă •rc•aică: 

!!!"••2 l!'i• _X a.1.a. arldlleaiu,cu car('X+):f-0 _ ai x ... {y)-cH şi 
!1• U:X-►X IDl eperater l:iai:u care .. aatia!ace ca•a11;1a: -O~x:"99!!, U(Jt)~ X , . X €':I• 
••tă■: .... • 

u.(x)= ¾ t;-- uk(x) 
Dacă x 1E X are preprietatea că . lu.c~J~1 . are ua pact 
x• o; ...aaereat,atuaei: 

1) U(xa)=x• 

~}(•)_-li■ U•(x-t).:x• ~~ 

Bi~iecra!ie: 
u.cr1■te■c11 

J..B.Belua 

i' 

I 
atruetai-~. ae arii.a• ia ■paţil .l1a1are 1 
·aera.ta. · . I 
·Gee-trio .Puacti••~ .All~•i• ua.1ta 
.lpplioati••• -,75-ilpriapr-Verlac. 
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Operatori o-deriv~bil1 Gst,ţe_au..r şi C-oonţracţii 

Gh-Simi.on II'B 

Fie X un spaţiu Banach înzestrat cu un con C ca:re preşupunem 
că est e o mulţime închisă in topologie lui X şi oă ordinea dată de 
C pe X este o ordine dirijată, adică X=C-C. Un ast·fe-1 de spaţiu 
il vom numi C-spaţiu. Prin Y vom-nota un spaţiu Banach. 
Def iniţie Fie f: ',t. ___., )', x

0 
1:- X. Vom spune că f este o deriva.-

bil Gateaux in x
0 

dacă există f' G(x
0
): X --'? Y liniar şi 

continuu astfe l incit or:Lcare ar fi s '--C să avem 
f (x0-+tş)-f(x0 ) 

lim 
t 

Definiţie 

.; : 
I 

Fie X un O-spaţiu, A c. X mulţime închisă. 

A -~ A se numeşte C- contracţie dacă: 

1) Oricare ar fi _ :.. X:€ A, x şi 'f (x) •sint comparabile. 
"'i· .,:. (o , l) astfel incit oricare ar fi x,y E- A compa-2) Există 

rabile să rezulte 11 ~(x) - ~(y)(/ ~o\• ii x-yll • 
3) Î este continuă~ 
Teoremă Fie X un C-spaţiu. Fie AC X 

convex;1, Fi e ~ :A -') A astfel incit: 
1) Oricare ar fi . x A, X şi lţ (x) 

i este continuă. 2) 
3) f este o -derivabil Gateaux pe A. 

o mulţime închisă şi 

sint comparabile. 

Atunci următoarele afirmaţii sînt echivalente 
1) \{ este o C-oontracţie • . 

2~ sup j! i' G(x) li ~ O< ~ . 1. 
X€: A -

Teoremă Fie X un C-s_paţiu, A .C X o mulţime închisă şi convex11. 
Fie :f: A -----', A astfel 1ncit: 
1) :feste continuu . . 
2) :feste derivabil o-Gateaux -pe A. 

3) sup ÎJ f'G(x)I/ z c( < l. 
k<eA 

4) Oricare ar fi x G A, x şi f(x) sint comparabile. 
Atunci :f are cel puţ:Ln un punct fix. Dacă in plus x _şi y 

sint puncte fixe pentru f, comparabile; atunci X=Y• 
Acum vom da un exemplu de O-contracţie care nu este contracţie. 
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Fie X= 
A = \ \ (x,y) 

Fie 'f 

:a2 • ( } cu noryia eucl1dianl1. C=l(x,y) / x 1 o, y 1' o_ 
I x ~ o, y ~ ·o, x ~ y J . 
: A ~ A, tţ(z) = _z_ • 

iz\ 
Se a.rată că ~ este C-oontr~n+ie Ri nu t \ - • ,, es e contracţie . 

Bibliografi.e 

l. Romulus Cristescu, "Structnri de ordine in spaţii liniare 
normate". Ed.Stiinţi:fică şi Enciclopedică , 

. Bucureşti,1983 . 

2. L.V.Kantorovici, G.P. Akilov •Alia.liză Puiicţionall!." • . 
. Ed.Stiinţifică şi Enciclciped1că.,: Bnoureşti, 
1986. 
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O .-,ri:.l C,dIE A NORiiiELOR V"ECTORI ALE I N ANALI ZA NUfi1ERICA 

de 
G.EORGE TURCITU 

- De fini ţi e Fie 

r eal ii • O funcţie 

B un spaţiu liniar re.al şi X o l a tice liniară 

p: B ➔ X se numeşte no rn;~ vectoriaj.ă, dacă 

a re propri etăţil e : 

i) p(x + y) ~ p (x) + p(y) , pentru orice x,y €. B; 

ii) p( ol. x ) =lol.fp(x), pentru orice <:>/..GR şi x EB; 

iii) p(x) = 0 ➔ X= 0 
Dacă pe E so defineşte o noz;mă vectorială cu valori în laticea 

X, c zice că E este un spaţiu cu no1'!lă vectoria.J.ă şi notăm aceas4 
ta prin (E,p,X) 

Di n i ) ş i 

orice x , y eE 

ii) rezultă: \p( x) - p(y)I ~ p(x-:,) , pentru 
de unde O ~ p(x) 11entru or±ce x € E • 

D e fini ţie :Fie (E,p,X) .• p se numaitt• norinii. }l:ant _orovici (sau 
cu propri etatea de descompuneFe) , pe scurt K-normă, dacă pentru 

orice x € E ş i orice ~,u2 €. X+ cu p(x) ~ ~ + u 2_ , există 

xl'x2 € E a stfel încît . x =Xi+ x2 , p(Xil ~ - ~, p(x2 ) ~ u 2 • 

Dacă p este o K-normă spunem oă (B,p,X) este un sp~1j1u K-normat 

I r. !1] proprieta1.ea de descompunere ee defineşte ca ·ma1 "sus 

cu d.eosebirea " ~ L:. s, g;uiMţi JP ~ .. v ~n "f;=2.'.. t ':-r i • Aceasta este o pro -

priet~t e mai tare • In adevăr , dacă .p(x) !: ~ + u 2 , -:;um X -:in 

proprietatea lui Riesz, există 11i_,z2 EX♦ astfel înc!t z1 ~~ 

z 2 !: u 2 şi p(x) • z1 + s 2 .cu proprietatea de des?ompunere (1] 

exi2tă xl'x2 E: E astfel în.cit x = Xi + x 2 şi p(Xi j = Zi~ l½_ , 

p(x2) = z2 !: u2 

Orice spaţiu liniar normat c,:;.;.şnuit (X = R} cu p =li · li precum 
ş i orice l atice liniară (X = B) cu p = 1-1 . sînt spaţii K-normate . 

Definiţie :Fie (B,p,X) şi (P,q,Y) • U_n operator aditiv 

U : X ~ Y 2e numeşte p;9-mărginit dacă există un operator adi -

tl.v ~i pozitiv V : X ➔ Y , numit p , a-majorant aJ. lui U ,a.î. 

q (Ux) ~ lf(p(x)) . , pentru orice x € E • 

l'ilul ţimea tuturor p,q-majoranţilor lui U o i;j.otăm cu MaHU) , iar 

mulţimea operatorilor P, q-!l!ăr/Zini ti C" JVl (R, F) .. 

Teorema Fie (E,p,X) şi (P,q,'Y) 

Dacă u € M(i,P) , atunci, există 
cu p K-normă şi Y completa 

inf Maj(U) în Lr(X,Y) şi 
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I\Ullp~~) := (inf Ma j(U))(:x) _= sup \ .q(Uy) / y t=E, p(y) ~:x t ., 
pentru orice x GX • 

Fie în continuare _E = -rfl-. Da~ă Ei•••••Bit sînt supspaţii lini . 

are netriviale ale lui :a11 considerăm pe . •fiecare Ei . o normă \\ · I~ , 

Pentru o:ric~ • :x t: R° , dacă xi este proiecţia lui :x 1n. Ei definim 

Pi_(:x) = l[:xi ll i • Esh uşor de arătat că p : • R° ➔ Itk pr.in 

p(:x) = (p1 (x), ••• ,pk(:x)) este o K-norm!l de la ~ la :ak cu ordi -
.,.. k 

nea pe componente , . R ,. ~ E._ . . 

Proprtetate Fie - A e M(R°,R°) în X-:spaţiul. (Rn,p,Rk) . 

Dacă matricea B t!E Ma~(A) , a.tunel , B es11e nenegativll şi rair.a spec -

tral.ă a matricii A este mai mi:că decît raaa spectrală a lui B, 

~ (A) ~ )'(B) •. 

Cu teorema şi0 proprietatea de mai sus . obţinem. 

TeorelQS. Fie Pi (i=l, •.• ,r.) ,proiecţia lui R° pe 

pentr11 matricea arbitrară A de tip n.>< n , 

Atunci: i) există I\Allp,p • C111t,~CA))kXk 

. . 

Ai,~• P1AP~ 

unde 

Teorema Fie A o iliatr:l:c• ~ reală de tip ·n )( n cu ţ(II Allp, P) < l 
Atunci , i ter-aţia liniară . xr+l . • Axr +· ·b . converge la soluţia 

unică x • (I - A)-1b • ·rn plu_s ., _are loc următoarea estimare a 

erorii 

Ultimul ·resu1tat constitue o genei:ii,Iisare a teoremei cîasice 
(p „ \l· 11) asupra i:teraţiilor U.niai,e ~-: Mai, mult , eeh un criteriu 

practic uşor de folosit · . · Astf:el · d~că -~t~•a• A ·ar• rangul. mare 

este foarte greu de cilJ.culat rasa sa spectrală _pentru a vedea dacă 
proceaul este conv-.,rgent • Prin_· cons1;%'Uire·a uniii :a.ol'IDe vectoriale 
adecvate (după modelul de mai sus) -C'.l ·;.;..;. k. su.ficic-:it /li) mic totul 

revine la caic-.il.ul razei spectral• pentru o matrice de ordin k X.k • 
BIBLIOGRAHIB • l R.Cristesou , Spaţii Li.ni~• Ordonate Si Ope -

ra.toti Liniari, Bd.Acad.R.s.R. ,Bllc'.1970 • 
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PUNCTE FIJiS 0.01,\UN;§ :m SPAŢII LINI-ARE OljDONATE 

l!'loriaa Voiau. 

ID19titu.1.ul de Colll!tru.aţii Buau.reşti - 1 

TEOREIIA 1. Fie X: Wl 11payi:i 11111u 6- retioulat, T,U I X~ 

fi o( €[o, ½[ . De.al este 11at1arăcu.ti. relaţia 1 

i T(x) - U(;r)I ~ ex( jx - T(x)I + I y - U(y)I) ( 'r)x,y e. :I (l) 
atunci avem. 1 

(l) l!'ix(T) = l!'ix(U) = ix~} 

(11) Pentru (V-) x
0 

€ X deUu.ia firul i x
0

} 1 

DEii-i 

~ = (UT) 0 (x0 ) , ~+l • T(~) I• (x211 .= U(x2u.-1 )) 

• 1\-
.t t uu. a 1 z ~ ~x ,1 

*I 1 - °' ( o< )ni I \~ - x ~ ~ -~ xo - 'f(xo) 

(111) IT11
(x0 ) - x

4 ! ~ f :~ Ct~cx.~
11

lx0 - T(x0 )1 

1uu.(xo) - x~'j. ~ f : 1x (t ::S,o()n[xo - U(xo) l 
(iv) Fie V,W : :I ~I aproxiaatele lu.1 'f şi V, adiol 1 

( 3 ) v G I+ aat:r:el 1u.a11. 1 

\T(%) - V(x)I !- v ( '+) x e I 

IU{x) - ll(x)l ~ Y - - (V) x EI 
Daol y

11 
a V11(x

0
) şi a

0 
~ 11°(x

0
) atuu.ai z 

\Yu. - x*l.d : 'l., + [ 2Cu.-l) + Î :ax](1 C:::o(J~o - 'f(xo>I 

lan -x~J~i :~., + [2<11-l) + f :~]~ ~cxfP:o - tJ(xo>J 

(v) Daal Ta,tJJ X~ astrel 1ac1t . 1 

T (o) - 11 T şi U (o) - u U 
. D - D 

,.. " ) (11 daol all E l!'ix(TD), "u. ~ .fix(Ul1 a1.Wl01 1 

* o o * aD ~X şi bn--:>X 

:ne :I,Y spaţii liniare retiaulate şi Ta:I x Y ~:I. Coliai
derla urmlt~•l• apliaayii induse de apliaaţia 'l!: 
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...... 
ir7 ~ x~x T7 (x) • • T(x,;r) 

Tx I y~ X Tx(y) - T(x,y)" 
P-reaupune11t c ă p!lntru or<ioe 7 '- I ,T7 are • W1 p~ot ; 1x llllio v-r

1
<~) 

Der1i:u 111 aplicaţi a P I Y~X prin rormula P{:, ) "'~- ' • 
tÎ . W iffllt6 l 1 Se a_pu.11e ol p11Deftul. -f"u: 17: al aplicaţiei TY 

depinde oont:1111111 de parqiltr.lll. 7, daol a"l)lioa~u P este (o)-oontilllll. 
Foloa~nd der1~1ţ1-il• anţ•rio,ra fi 1;ttor su 1 regul.ti. 1 

Ţll:OREIU 6• na i apaţiu 111:11.aJ:' 6'. retj,otli.at, I apaţiu 
liniar reticulat o-1 apl1uaţ11l• Tt"O' 1. X x Y ~X pl'D1;ra. oare 1 

(1)(-3) o< e[o,,½-[ aettei 11:1c1t (~; .~ € .X,:r '= Y avea, 

IT (;_,;r) - U(~,:r)I ~ o( <I;. - T(;_,y)j + \~· - U(:z:2,Y)l) (2) 

. (11) aplicaţiile T:z:,u,x dat (o) - wiirora oontin_u pe1:1tru ( 'r) :z: e X 
ituno1 -apl1ca~1ile ·T şi U au 111:1 punct f"ix ooaum Wlio. 

~:ŞQBW- 31 He X apaţill liui.aJ:' (5 - reticulat şi apl.1oaţ1ile 
T,U I x.:___,x pentru oµe (3) o(,f-,e-R+ , o(+}'< 1 aetrel 1Do1t 

\T(x) - U(7)I ~ -.:c--<' lx ;_ T(x)I +Jl:r - U(1)\ (V,):z:,7€ X (3) 
itW1ci apl1caţ11l• T ş1 U au 1111 · punot ·r1x coau1:1 UDio. 

COROI.Ai. H• X spaţiu lini.ar r5- ret1clllat, T I x~x o 
aplicaţie pentru oare ( 3) o<., f-> G ~, cx+.f.> < :1 ~-1 ~nc1t * 

. I T(x) - T(7), ~ cxf:z: - T(:z:)I . + Y.,17 ... T(7)\ \} ( 'f)x,7 G X e ) 
itwic1 T are WI pwict ru UDio. • 

:şomgµ 4. -Jia X !'!pa ţiu _ 111:11.aJ:' G' - ret:l,olllat ş1 aplioaţ1U• 
T ,u 1 .x-x pentru care ( 3) ol ,J ,-6"' t 1R-+ , ol.+_ 2J + 21S" <' · .1 · 
astral 11:1cit ( >.f) x,7 b X eata _ aatiaf"loutl relaţiei ·• . • 

IT(:z:) - U(7)[ fcxlx - 71 +}(Ix - T(x)I + l7 - U(7)l) + 

+"6"(\x - U(7JI +17 - T(x)I) • (4) 

itunci apl1oaţ1ll• T şi U au lîEI punct rix coa111:1 llD.ic. 
CORO!Jli 1'1• X apaţiu liui.aJ:' <2/- ratioalat, T z x~x o 

aplicaţi; pentru car• C3 )ol ,j,'t' ~ 1R,+ ·, oe'. + 2}+ 2~ < l astral 
1i;ic1t ( >,f-) :JC,y E X avea 1 . . • . 

lT(x) - T(7)f f olf :ii:-7I +J<l:z: - T(:z:) I+ 17 - f(7)J) + 

• +o-< \x, .. ,c;r~I + _ I 7 - fcx> I) • <•*) 

ÂtW1Ci T are 1111 p110at ' th' 111:11.a. 
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G1l1PlIRI DB Ol'JRATORI ffl L&TICI 
LQ9AL COFflIB 

„ VOICU 

- Il:l prlma-parte a lucrl.rU. •• dall-con411;11 ne04i-aare 01 
su!1oiente-da F9lUDgire (ertillda:re) a .se~grupurllor pe spaţii 
local oonve:n •ovenţial o.0J11plete. . - . . - , -

- Il:l partea a doua ee ob.ţ;-in .ooJldiţ.11 suf-icJ..eute pentru ca 
UD opera.tor_. PO~t1V rezolvant d geDereze un gt'UP pozit-1v. 
Def1p.1t1a 1, J'ie B/fi UIL.apaţ11.1 local ~ODT•~ ,1 B I IR .-L(B) o 
aplicaţ1e.-J.plioa~1a S .ff I1W11eş'te ~ de olasl C

0 
daci are 

urmltoarele _ proprietlţ1 1 

1. s(t+s) • s(t)s<•> 
2. S(o) • I 
.3. lim S(t)x =- x pentru orice t, se ll f1 x e •• Daol !n plwr 

t-.o - . -· 
familia. S(.t),·t e llleate_eoh10011t1Duă, atmio!· s ee numeşte g2"llp 

echioontimlu de-olul. Co. -
Def1nit1a 21 11.e Lo-·laUoe l.00$1 oomred, • ZU:JLun subsp•~~u 
fi J. 1 D~. un . operator linear • . Spwiem el A este poziU~ -rezol
vant dad ex1stl 9f numlro(€.& astfel !.zaott . (.CI ,go) C f (A) ol 
R(.:l . .J.) • ( ,'lI-.l) G Lf(B) peutru orţce- ~ ;,«· • - . 
Defip1.t1a '3. Daci J. I D -1 _este Wl operator po*1t1T fHolvant 
voa nota 011 a • . . . . ·· - - . - - . 
3(.A) • ~ f_r€IV( f'-,a0)C f (i) . oi R( !l .J.) E :L+(il), PI~~ or1od>tJj 

- I 
horep 11 11e .1 un apa1;1u 1ooal. ool1Vex . •ev.l)uţ;ial -oQmPlst.., 
s a 1H _., L(:I) oi J..~• .I>-,-1' _wi operator lil»ar. U:niltoarele af1r
aaţ11-s!nt echival-te • . .. 
lo B eete un grup echioont1mm de elaal Co al olrui B19111t~t .or 
eate A. "' 
2. :!lxistl .dolll aelligrupw:1-eohioon:tiDue da olul ~o, ,.,,(or>

L~l!!) astfel !.zaott A geu:Nasă pe 'J! t1 (-.l) pe 'l'. 
In aee.~t ou 1 . 

- 1· '.i:('5)s · t ~~ 
S(~) ., " • . 

• 'J!(-4); t~o 
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'l\_ep_3:..e1;41a .2,_ Fie (B 1E.+) Q latioe-looiµ oofi.lie:d. aecven:ţi&J. compJ.etl!, 
P femiU~ ăi)Jl!~Flli'.l,.~o.;' con._t1nua, ş-1 eo;).ide ş·1 A · 1 D __ B un opera
tor 1-inee.r oa:ri'! a_ţe ~ăţ~e-f~ p"l'(!pri.etăţi : • 
1 • . D " B 
2.' 1 şi (..-A,) eµţ -_):11>~tiv - rtfzoI~&Jl.ti fi S-.(.A), sc-.1>(--00,0} 
3. ~stL:l0 ► O· astte-1 incit pentru Qr4.ce p e ! •::d.st·ă q G r 
cu pl'Qpr-i~ţa:;eâ p(x) ~ -q (~ !:l. 6 ,iA.}11,:) pentru orice :z: E B+ .. 

Atunţ,1 A genereazl UJI grup eobJ_continuu de clasă O.O pozitiv. 
TegreffiA• 1, l!'ie (:S:,:S+), P ou pr9prietl-ţ~l• din horeme 2 şi • 
A : D-B lineli.:ţ cu următoarele propr1et 11 ţi. 

l. iî • B 
2~ A şi (-A) sînt pozitiv-rezolvanţi . : . 
.3 . E::d.stă :l.

0 
'7 S(~) astfel incit peatru orice p f: P e::d.stă 

q (; P cu P!oprietâtea 1 

p(~) - ~_ q(R(;t 9 ,t..):z:2 pen~ru orice ·x e B+ 

Ătunci A generează un grup de_ clasă Co pozitiv. 
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BD. LACUL TBI 124, S!ClrOR 2, BUCURBSTI 
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-l02. -

Referate· şi · colftllleăr:1 prezentate la __ seai!'-a'rtQ1 ştiillţi1'ie 

"Spaţii li:aiare erd,eils.-l.e topltl.e~-••" 

în aill1l. Ullinrsitu · 1988 - 1989 

• 
1. A.Antipa - Inegalitatea l'lli Deolt peu.tru spaţii ill<rarţute la • 

rearaajhi 
- b.egaiiUţi de 11&rtiqa1e -li)' 

2, a.Cristescu - Aute■ate liniare poaitin ,1 auto■ate regu1ate 
- Operateri de tip {I) .. TaJ.en ~t~• 11._paţia 

loe·a:t-COllTex 
- Spaţii _l.imare ndoaate topol.•~•• ~ 

J. li..Dăne] - Prelunp.rea -or operateri li.JU.ari po·sitirt-11) 

4. 111,Gavrilă - :hacţii COllTexe pe latiei ~ ~ell._ 

5. o.Olteanu - O earacterispe pome.t.rieil a refie:Jd.Titilţii la spaţii 
Baaacll şi aplicaţii 

6. G.Pntineanu. - Jlul.ţiai. de ute:r:'pelare şi lll1l.ţiai 1'ro■tal.e ta 
• spiiţii looal.-eeapaete 

,.:. •uţiai de iaterpolan ta n,porl n li■ a11a1;i• 4• 
f'aaoţii co•ti-• ~ r- . 

7. li.Popa - Ruv.ltate NHnte- !• teoria apaţiile:r :8aaaell. .. 0<:11<1 

- Spaţii Hard:, de aa:rthlal• *) 
.a. G,Popesn - Uiuilll n2ml:ltate _dia teoria salţillilor X:eroTkia 

9, 111,PopoTici ·;± pan .fu& - 7aetorizarea eperaterile:r de eellTolvţie 

10. G,Siari.o~ - :funcţii 4ite~aţiabile !n spaţii lini.an erde:aate 

ll, C~Voiintira - Asapra -•r p:nprietil.ţi al.e operatoriler ~~:r4-
-Pettia 

't ) 
.3:cpunere tăcută l.a UDiTersitatea d:ua !iaişoarli. ( ■ai l.989· 
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0,• ~ 11.rat• 

l. R•eJ.•• Grl.:ttu,e-~ ~•le -aa11eete a1e _ t eoJ'if'S. 11paţiil•r 11.Jlia:n 
ordonate t•~• ~•giae _, 1 -•-pe:rat•rU.• r ·l :l.Jliaâ. 

2. Qheer p e G:n-g•n - Asupra • ,a1;iiler lilliare U,rijaie ·tepel•gi• •· . - . 
3 . CenatanUJl -n e11l-e-!9• - St,idiaJ. teP919«i.e §1 11t n e1n1rller ele 

• • • erf.i3e . 

4 . GaTI'il -PnU1t11e,, .gi. Dy. . Tua - . I deale de i.Jlii•rpela:n 

5. Kico1ae ~- - S•'ll•paţU ••pl;.-.eai:de .ta apaţii Bar47 ai _fl nri.. 

Cemi,eilr,1 

1. A • .llltipa - _O 'illegal.Ua-i:e peatra ·liartiatai• -

2. Iria!l Căt~e!!,! - ll.epr.eseatuea iatepa11l • .a : -..er epera-t;eri 
• !J" -alrgiai ţi 

3. •~DAuţ - Ope-ratni pHiti.'f' .-ma'IIW 

4. Redica D"ilaeţ ... J.•:,ra -•r e)lerderi liaiari 

5. a_.GaT-ri.111 - hluţ:Li •••fl:n :,o _latiei llaahll. 

6. o .Oil. t_eaa. - O-,eratori ........ ,1 ailrgiai 1;1. 1-htt.er 

7. ·A.Petea - !epol.egia (e)-~rii ta apaţi:l ea -1.ţilli anale 

8. G.Pe.pesn - .a.-pra 1;eere■e1er do apro1CilliLN :ae tip b:n~ 

9. T.PestelieA -- CeBU'i -pen,H■al.e fi aplieaţii 
10. o.sasu ~ uupra u or te•rna• de ·rep~se~taire, .a epera-t;o:ril.er liaiar. 

--- • şi eo11lt11Ri . 

11. G~ S:i.:idea - A1111pra operatoril~r (e )-4erh allill 

12. Ligi.a Sp«»r.ig - Ctte~ eo:asideraţii &&ni.pra aigeltreler NIUeul.do 
· ~•dieu e• jtl•••'I: -..1'1:a'I:• 

13. I.Sta.a - I1&terpelarea faailiiler de · a-,aţii •~ 

14. Doi.Da SerbU.:.Tef'aa-- feere■il -~- prel-im&i~ peai:1"11. o-perawri 
• -regg.la,i • 
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1.5. • q. fu:rci va - lfonae n-ct•ria.'1.o şi. apli„aţi..i h aaaJ,i111a -erieil 
:i.im.-.r! 

16. nerlea Voiea - Pmaete fixe colRlll• P••t- ope:ratori ta apa,-ţti 
1.illi-a:re o.:rd•~· 

1. 7. lf. Vei eu - · G:rllplll'i de e.peszato-ri pe latie:!> lecal-eeaTez• 

18. c. 'feli.Jl.tii;ţ - O ea:racte·:risan geos.etri-eA a mal. ţillUa:r •••-rexo 
de tip Dmlfard~Pettis h spaţii Baaaok· 
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• 
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