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- 1-

ESPACES DE OIRICHLET RECURRENTS 

Par 
A.BOUKRICHA et GH.BUCUR " 

Dans (4) on a introduit la notitm d'espace de Driclilet symetriQue • 
par la donnee (furi espace de Hilbert reticule H tel que <r ,gl ~ o si f Ah = o 
oour t ,g e H. 
En partant ,rur. article recent (31, on definit dans ce tnivail Ies espaces de 
Dirichlet rec,Jrrents et on demontre Qu·un espace de Oirichlet recurrent est 
1somorphe ă un espace de la forme L 2(X,µ). 
Definit ion I : On appelle espace de Dirichlet symetrique le donnee d'un 
triplet (H, < ,, H+> ou (H, {>)est un espece de Hilbert et H. un cone convexe 

ferme cte H qui veriiient les proprietes suivantes : 
a) H+ n (- H+) = {O} 

bl H, munt de la relation d'ordre donnee par 1,f., est reticule 

c) <i ,g> ~ O si f A g = O I 
S1 ifi)iel est une famille crelements de Hon note par/\ t1(resp V t 1) la 

ial iei 

':J:Jme mierieure 
(re~p superieure) dMs H, s1 elle existe, de la familie (fi)iel 

Definit ion 2 : Un espace de Dirichlet symetrique est appele rec1Jrrent si on 
a < i ,g> ~ O si f ,g e H. 

Remraue • Dans un espace de Dirichlet symetrique et recurrent on a la 
propriete suivante • 

i ,g e H, f .!. g = O ==> <f ,g> = O, 

Proposition I : (S1 (H, < >, 11<-) est un espace de Dirichlet symetrique et 
recurrent alors il e~i st e une familie (Piliel d'elements de H. et une feimille 

(Hi)ie·, ,1e sous-espaces fermes de H venfiant Ies proprietes suivantes : 

* Ce trava:I o ele reillise penctant un sejour â Tunis soutenu par la fondat ion 
na l.ional e pour la recherche scientifique pro jet MA4/89 
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1 J Hi est un ideal d'ordre de H (i.e xi e Hi , x e H 

bd ~ lxil ==> x e Hi avec bd= x A (-x)). Pi • Hi et l;m x A (;<pi)= x 
n-->co 

= V (x A xp1) pour tout x a Hi n H+ et tout i a I. 

2)ţ,our tout i,j e I 11vec i „ j Hi et Hi sont orthogonaux. 

3) H est la somme directe des sous-espaces (Hi>te I el x • H est 

posil.if (x e1H.J si et seulement si toutes ses projections s·ur Ies Hi le sonl 

Demonslntion : (voir aussi [51). 
On considere le c6ne P des ootenliels de H c·est o dire : 
,;/ = [p e H / ,p,h> 1 o pour tout n „ H.} 

o·apres [41 on 11 _ 

~cH. , 

el cfapres la defini lion d'esocce recurrenl on 11 

H. cbl. 
!! en ri?sOJlt.e QOJe ~ = H. et. QUe l'ordre sur H defi ni par H. coi nci de avec 

i'ordre soeci f ique sur H defini par ie c6ne des potenliels : donc H est 
comolelemenl reticule. 

o·apr ils [<1! et [5! on sait Que pour tour element p e~= H. et tout el ement 

x e H • . la suite xn : x A (npj est convergente et aue !im x0 = V(x t. (noli. 
n n 

Sm! E l'ensemDle des pert1es A de H. aont Ies elements sont aeux a deux 

elrangers (a.b e A ==> a A o = OJ. 

Al ors î est ordcnne induc tivement per la relation d'ordre : 

~f 

A,B e [ A ; 8 <==> A c 8. 

Par su;t.e E possede un element ma;.:;mal. 

Pour tout i e :, on note 

Hi = ;:~ e H . lxl = lim (lxl A npi)}. On voit que si x e Hi, y e H et ly! i txt on a 
n 

!y! = lyi b. !xi = i!JI b. (V lxl .',. npi) 

= V(lyl A (ix l A rioiii = V (lyl A noii= I im (t,;! !i (npili 
n n n 

o:e qu1 aor,ne y "'H1 et ,Jonc lo propnete il est verif1ee 

~i Soi t 1.J ~ i. 1 _,. _i el x" Hi• el ~'= H; ' ,;ne 
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x =Jim ~ A (npi), y = Jim y A (npj), 
n n 

<X,y>: l1m (X l,. np-i , y A np f : O. 
n 

Si x et y sont arbitrai~es dans Hi et Hi respectivement, elors on ecrit 
+ - + - + ♦ --<X.y> =, ()( - X , y - y i : <X ,y > + <X ,y i 

- <x• ,y-, - <x-,y•> = O. 

3) Soit x e H+ et soit .i e I. Si on note 

alors on â , 

xi = Jim x 1,. (npi) = V (x h. (npi)) 
n-->oo n 

o i X; i ~, (x-xi) A P; = X· A (xi•P;) - xl = 
= x :,. (V (x A (np;)) • P;l - x; = 

n 

= )( ;,_ (Y(x+pi) ;,_ (n+ l )pi)) - X; = 

= V(x A (x+p j) A (n+ l)pi ) - X;= X; - x, = O. 
n 

Pour tout systeme finie (P; li„J , J •= I on o 

Per suite 

On •1oit qu·on ~ 

x o. (n ~Dii = :u ( V P;l = 

n 

j e.l j eJ 

ieJ ieJ 

llxll2 
i I llxi ll2 

ieJ 

pour toute pertie rime Joe I. Per suite le femille (x;l;e I est sommaole et on 

d 

L X; = V ~ :<; i X. 

iei .Ici ie,I 

Si on note y = ~ xi alors O~ y , x el de plus O , x-y, x-xi pour tout i e I el 
iei 
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oar su ite oi (x-y) A oi i (x-xi) A pi = O pour toul i e I. De la maximali le de 

I a i ami 11 e (pi )ie I on en deduil que x - y = o el 

" [, 

- i 

Theoreme : Soit (H, <. >, H+> un esoace de Dirichl~l symetrique el 

recurrent qui possede une unite pour J'orere c'est a dirr qu'il exist: pe H+ 

tel que : 
x = V(x 1.,, (np)) = lim·x 1.,, (np) po~r toul x~., H. _ 

n n 

,\lors il existe un esp!lce Stonien X et ii existe une mesure normale m sur X 
( . ~ 

qui charge t.ous Ies ensemoles ouverts non virJe de X tels·que • 
1) L'espace vect.onel ordonne C(X) de t.out.es les 'ofonctions 

continiJes et reelles sur X est isomorphe
0

8U sous espace ordonne H0 de H 

,1efini par : 
i 

H0 = {he H : il exi~te e<.h e R. lei que lhl s. "·hp}. 

Plus precisement si on note 1 cel isomorphisme de H0 dans C(Xl nous a11ons 

Ies proprietes suivantes : , • , 

a) x,y • H0 , et.,P" ll. ==> ,<Ct.X •,P„Y) = c-.,p(x) •J,(y) 

O) x,y e H0 ==> (x s. y <==> ,()_() s. ,ty))_ - • • 

c) ~(H0) = C(X) ; 1(0) =,} . 

2) Pour toute fonction f: X---> Jl, an note par f, la classe de toutes les 

fonclions de X- - -> Jl qui sont egales a f m-presque partout. Alors 

l'appiication de C(X) dans L 2(m) qu1 â f ·associe i est injective el de plus 
l'appl1c:ilion de H0 dons L 2(m) qui o x associe ,(x) admel ,un prolongement 

unique ide H d:ins L 2(m) qui est un isomorphisme d'espaces vectoriels 
ordonnes el qui veriiie l'egalile sui11ante ; 

I <t>(x) <1>(y) dm = <x,y> • pour lout x,y e H. 

IC 

Demonst; atio~' . Mec les notâtio~ /fe\·enonce e~e~ utilisanl fe f 'oit'Q~e 1 

(H, tl est complelement reticule on deduit que (H0,i ) est aussi un espace 

completement ret.icule 8 unite , 
D'l'lpre:, le theoreme de Kekut. eni ii exist.e., un ~ppl'lce compact. X, une 

appl1cat1on , • H0 ---> C (X) tel s que : 
J a 'f1_tr • I ;, 

a) f(c-.x + py) = r,,,~(x) + F,,p(y) pour tout c:.,F, e IR et x,y ~ H0 . 

bl X,\J e H0 ==> (x i. y <==> 1(x) 5. ;•(~)) . 
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ci .,(o)= 1. 

d) X,!' Ho ~=> n,MII = inf la. e ~♦ ' lxl ! a.p}. 

ou pour toute ct1on oomee f : X'-- > fl. : le n·o'mbre llfll designe la norme · 

•Jniforme de f. 

el ,<x t. y) = inf(.,(x), f(y)), f(X Y yl = sup(f(X) , f(y)) x,y e H0 . 

f) L'ensemble -,(H~) c: C1
(X) sep11re les points de X· , 

Soit i '= C (Xl et so(~ (xn.ln,f ,cH0 un,e,suite telles que 1_11 limit~ unifprme 
1
de la 

suite, (,p(xnll0 est la fonction f . En passanl., eYentuellement !i une sous sui te 

nous pouvons supposer que pour tout n e IN on 11 
llt'(x0~ I) - f (Xn'lll , 1i2n . 

C, 'apres la' proj)
1
ri ete precedente d) on a I ~ 11 

1 
lxn+ 1 - x

0
I <-;; p pour tout n " IN , 

2 
et alors 

Donc • • ,, 
1 I 

:~ - - p' i x ' H <1 + - p pour tous m,n e N, m ? n. 
n 2"-1 m 1\. 2n-1 

Si pour tout n ·e N on note x0 = V xm . xn = A xm , 

nous ayons 

Donc on a 

ri - 1 
'2 

~l alor·:: 

mm mm 

1 1 
~ - -P i X S. X S. X +-p 

n n-1 n n n n-1 
2 2 

f ..... 

= I\ xn = ?< e H0 . 

neN 

1 
p s. x ! x • - p pour tout n e N i 

n ""'r,-1 ,_ 

I 
ll,;(x

0
) - -,(x)II , - pour tout n " N 

- 2n-1 

f = lim t<xnl = if(X). 
n- ) -.:.-o 

11_1r ,_J t.-,.., 
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PuisQue ,<H0l est, d'apres le theoreme de Stone Weierstrass: dense dans · 

C(X) par nipport e la convergence uniforme on deduit que , 
f(H0l = C(X) 

De plus, H
0 

etant un espece vectoriel completement reticule, on deduit aussi 

que respace X est un espace de Stone. • 1 • 

Pospns mai~tenent, pour f = f(X), g - ,<y) ele C(Xl ,. X,!{,• H0 

E(f,g) : =<X,Y> '. \ C ~ 
On constate que E est une forme bilineaire sur C(X)' qui'possede Ies 
proprietes suivnntes : 

(*) f ,g a C(X), f i O, g i O==> E(f,g) ~ O ~ ., -11 ., 

(**) f,g e C(X), tnf(f,g) = 0_==> E(f,gl i O 
Si E veri fie la propriete *, en suivant [71, on montre qu\l existe urw mesure 

I ~lf' , :_,. •. 
positive a sur X x X telle que 

E( f ,g) = r f(xl g(yl da(x,y) pour f ,g e C(X) 

JX oX 

En eifel. on note par '3 rensemble des fonctions reelles continues jl sur 

X x X pour lesquelles ii existe f i, 9; a C(X), i = 1,2,. .. ,n tell ~s que ' 
n ", 

h(x,u) = I f. (x) g.(yJ pour x,y e X \i' • 
• 1 ' 

' i = I 
et on demontre que si h ; O olors on a 

I W;,9;l z O (h(x,y)i = L f;{x)g;{y)). 
i = 1 i = 1 

En effet_ pour toul e > O on considere un recouvrement (Dj )jeJ ouvert et 

r1nie de X tel que l'oscillet1on de chaque fonct1on f i sur ch8Que Di est 

infeneure ci ~ el on note par (fJ)jeJ une partit ion ele rum te suborcJonnee ă ce 

recouvrement. Si pour chaque j e Jon f ixe un point x.i e Dj et si on note 

fi=L fi (xjl fj pourtout 1 0 1.2, ... ,n. 
jeJ 

·:in r;ons tete que nous evons 

lli ,-1111 i t pourt.out i : 1,2, ... ,n. 

En ul. 1 I 1:, MI. la propnete (.,) on voi I: QUe 

F(i gl , E(if!, lgl) po•Jr i ,g -= C (X), 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



- 7 -

pour chllque i = 1,2,. .. n. Por addition on deduit que 

Î ft ri.9;> t Î W;;!I;) • c Î E( t,lg;D 
1= 1 i= 1 121 

et puisque 
n n n 

l w;,!I;> = Î l Wh>• .. 9;> = I E<, .. l rpA>_ 1 o 
i=I i=I jaJ • J jaJ J i sl 

on a 

•· 
ia I ia I 

pour tout c > o. Donc 111 propnete annoncee est demontree. Molnteniint on 

conetate que l'11pplic11tion line11ire L : ';J--> ll 

L ( l f;(x)9;(y)) = L EH;,9;> 
i= I i= 1 

est !lien def inie et posit1 ve. Comme l'esp11ce line111re '3 est positivement 
nche d:ms C(X). on deduit qu'il existe une unique mesure de Rodonc positive 

cr sur X x X te 11 e que : I 

i ~I E{f;,9;) = r iii f/x) 9;(y) dcr(x,y) pour f;,9; & C(X) 

"'X xX 

En 11tilisant la propr1ete (**)dela forme bilineoire E. on demontre que cr est 

portee par la ai agonale t. de X x x. En effet, soit h. C (X x X) , hi o sur X x X 

h = O sur une voi si nege de t.. 

Pour t out: > O on peut construire une fonctionh. '3 de Io forme 

h (x,y) = l fi(x) 9;(y) avec f
1 

A !I; ; O 
ia 1 

et telle que llh - hi! i c 

On a : I h c!O' i C o-(X X )() ♦ J ii dO' = C O' (X X X) 

et par suite f h dO' = O. Donc cr est portee par la diagonale de X x X. 

On note mointenant por m Io mesure sur X definie por 

Jr dm = r i(x,y) do-(x,y) = I f(x,x) c!O'IA 

-x ~x 
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ou, pour chaque fonction f" C(X), test 18 fonction sur X x X definie por : 

i 
f(x) si x = y 

1(x,y) ~ 
0 si x ,,. y 

Pour f ,g s Ci(X) on 8. 

E(f ,g) = I f(x) g~y) do-(1<,Yl = J f(x) g(y) da(x,y) = 

X •X 11 

• 

= J f(x) g(x) do-1
11 

= J f(x) g(x) dm(x) • 

li X . 

L11 meeure m ch11rge tout ouvert non vide O de X. En effet soit O ouvert, 

D „ Id et soit f e C(X) I.el que f „ O, supp f c O. 

On a : f = ,p(u), u • H0, u "' O 

O,. <u,u> = E(f,0 = f f 2dm 

et par sui te in(D) > o. 

La mesure m est une mesure norm8le puisque pour toute suite (p0 )0 c H0 • , 

Dn ţq, Q e H0 • on 11 <Q,Q> = 11m <Pn,Pn>, 
n- >oo 

f,2(q) dm = lim I ,2<Pnl dm. 
n->oo 

Consideroils m11intenent h" H 8rbitr11ire, h i o 

so,t hn . = h A np. 0·11pres [21,la fonction ,<hl ' x --> R + def inie p11r : 

-----
,(h)(x) = sup t<hn) (x) 

n&N 

(ou pour une fonction f =X -:- - - , R on note par fla regulnrisee semi continue 

superieurement de f) a la propriete suivonte : 
• inf(f(h),n) = f(h A np) pour n " N. 

C,onc on a 

l „2(h) dm :: lim f , 2(h A np) dm :: lim <h A np, h A. np> : <h,h> 
n->oo n->oo 

at ~lors , 2(h) est integrable por rapport o Io mesure m. Si on note par -l>(h) 

1<1 classe d'eQuivt1lence cte t<hl p11r rapport ă Io mesure m on a 

ll-1>(hlll :, = 11h11 . 
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Soit f '. X --> R. tiorelienne telle Que f f 2dm < oo. Si on considere pour chaque 

ne IN 18 ionction fn : = ini(f,n) (llors en utilis8nt la propri et.e de normali li? 

de 18 mesure m, il resuite qu·il el<iste Pn e H0, Pn ! np tel QUe , (Dnl = in oour 

tout n e IN. Oonc on 8 (pn)n c H+. Pn ~ Pn+ 1 pour ne IN et par suite (pn„n es t 

convergente puisQU:.On o : 

., .., I " IIPnll- = I _f nL dm i f-- (x) dm(x) ,: oo . 

Si oa note Q = V Pn = lim Pn on voit Que 
n n->oo 

n->oo n->oo 

♦(Q ) = f 
Moi s f = f m-p_p el par sui te ♦(Q) = f. Donc 

+<H+l = L2 •(m) et ll♦(h l ll:, = 11h11 pour h e H• 

Oe plus on 8 

♦(h 1) .; ♦(hzl (==> h 1 i h'.> 

et par suite ♦ peut etre prolonge par adddi ti •, ite a H 

Evidemment l'applicstion ♦ : H --> L2(m) es t addi tive et. 

,p(h I) i ♦(hzl <==> n : i hz . 

On voit oussi Que si h e H alors on a 

n •. , h_ = o, :n., ru = o 
,, ..... .., ..., ., 

ilhll~ = llh. • n_11L = <h. ,h.> • <h_ ,n_ , = nn.!l~•llhJ I' = nr,11-, 

,;e qu1 donne Que 
? ? 

llhll- = ll♦(h JU2- pour h e H. 

Celte demiere propnete nous condu1 t o la rP.lst.ion 

<h,h'> = j ♦(h ) ♦( h ') dm pour h,h' " H. 

Theoreme 2 : Soit (H.; >. H.) un esp~ce de Oi n chlet symetnque et 

recurrent Alors ii existe un espace loc~lement compact X, une mdure 
positive m sur X et une oppl1cotion lineo1re 

+ · H-->Ll mi 

ayant Ies proprietes sui11entes : 

1) h I ,h2 e H ==> (h I i hz <==> ♦(h \) i ♦(h2)\ 

2) ♦(H) = L..,(m) . -
3)_ h 1 ,h~ e H ==> <h 1 ,h2; = f ♦(h 1 :•,p(h2 )drn 
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oemonstration : an considere d'apres la proposition precedente une 

familie (pi )i e 1d'elements de H. tels que Pi A Pj = O et Ies espaces 

correspondants Hi tels que (Hi ,<>, Htl est un espace de Dirichlet 

symetnque dcurrent ~ unite pour l'ordre. On a : 

1) X " H ::> X : 2, Xi , Xi e Hi• 
1 i•d 

llxll2 = 2. llxill2 . 
lei 

2) x,y " H, x = L xi , y = t Yi ==> <x,y> = 2. <xi,Yi ;, . 
tel ie i iei 

3) x,y e H, x = L ~,. y = 2, Yi ==> ('x , y <=> x1 , Yi pour tout i • I)_ 

i,el iei 

• Pour ch_aoue i „ I on cons idere un espace compact Slonian Xi, une mesure 

pof1t1ve mi sur Xi et u_n isomorph1sme 4>i : Hi - -> L2(~i.mi ) qu1 preserve la 

retation d'ordre et pour lequel an a 

f 
h'., r,· . e H. ===> (h'.,h· . > : j 4>. (h' 1 ·H h".) dm. 

1 1 1 1 1 ~ 1 < I l 1 

; 

Sur l'~sp,;ce local ement compact X = 0 X1, Io somme di recte des espoces 

io:I 

t_opologique,; ~l'on donne I~ mesure m def i nie por 

m(A) = 2, m(A r, Xi) 

lei 

On voit imrnedialement qu·on a 

L;2 !. X;m) = L L2(Xi ;mi ) et 
i ei 

• 

• 
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On pose pour tout h ii H 
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+(h). = L +i(hi) 
iei ' 

i?t on peut verif ier ai;ement que + : H --> L;2 (m) a toutes Ies proprietes de 

renonce du theoreme. , 
ne~aroue: ~ne autre demonstr~tlon du theorEme 1 en utili~ fi nt l e 

duaîI{e,G"iiii les esp~ce de Stone est ;pporu d~ns une dlscution p~rtc 
p:? r J.i. ~cboc,Gh. Aucur et _:;.z.nugy e T U~işoura rl l'ecc asion• ~ •un E c or, 
!erence de la Theorle des operoteure, 
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Op6rateurs A variation born•e 

Ro■ulus Cristescu 

Dans det article on consid&re · des''.-op•rateurs· d•firiis sur Î.. n 
~. .. ' J I ~ 

e_space linl!aire ordonn6 ( dirig6 ou ' r6ticu.16) A vsleurs dans un 

espace localement convexe,en g6neraiisant les notions d'op6reteur 

de type (v) et d 'op,frateur de type (I) cc1n11id6r•es dens [e] .On 

donne ce rtaines propril!t6s des ces,.. ~p6reteurs ,en -perticuli•: le 

re prl!sentation intl!qrale des op6ret.eurc11,ad.e t,ype (I) . . 

La terminoloqie utilisee dans cet articls corresoonde A celle 
' . J , ..., 

utilisl!e dans (3] .Nous rappelons quelq~es d•finitions dane le 

premier pa r aqraphe'. ii. .,. 'J l" 

'Jr 

l.Pr6li11ina1res 
u 

Soit X un espace lin6aire dirigl!. 

Si Y est un espace "lint:1aire ord~nnf quelconq,!,e ,}un 
1
0p6rateur 

t° I ~r-, 
t ' : X--,. Y est dit op•rateur r6gulier ai U • u1 ~ u2 avec u1 ,u2 
adrlitifs et positifs.Noiis d6; ignons par Jl.(X,Y,)' l'espa~e lin6aire 

diri~~ des op6rateurs r:gul iers definia sur X.A valeure dans Y. 

L'espace des fonctionnellea r6quli&res d6f 1hi~s aur~ ~ere d6sign6 . ,. 
par X r, 

~i Y est un espace lin6ei r e topologiq ue 1 >,un op6reteUr 
I ' 

u : X - Y est dit op6rateur (o~}-born• s1 pour tout sous-enae■~le 

(o)-born6 · (c' est - &-d tre borne par rapport & l'ordre) Ad~ X,l"en-
• ,O •· I• 

semble U(A.) est ('i -)·,- born61(c • es ţ- ll-dir e born6 .,P•rt rapP,or.t li la. to~ 

polooie de 'O .0 ~
1 
dhigne r a pa r fi (X , Y) 1 'ense■ble des op6rateurs-

l)Les espaces lin6aires topolog iques consid6r6o dans cet ~rt icl e 

seront suppos6a eapecea lin6airea su r le cor ps R , 
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11n6e1ree {o~)-born6s d6fin1s sur X• veleurs dens Y. 

On dit que , l "espace X sst1sfait la cond1tion de Riesz s1 de 

o~ y ~ x,1 + _112 ·oo o , _,x.1 ~ x, _(1 • ,.1,2} 11 r6sµlt~ y• y 1 + v2 _ 

avec O~ y 1 , x1 .(i • 1,2). 

Si X aetillfait le condition de Rieaz et Y est_ un espace li-" 

n6sire ordonn6 ( ~ )_-co11ple.t _( c • eat-•.,-d1re tout .~ous-ense11blf 11ejo

r6 11d11et 1s borne sup6rieur~) slorf Si(X,Y) est un _espace lin6aire 

c011pl6teaent r6tidu16 . . 

S1 Y est un espece lin6eire ordonn6 •u~i .d"une topologie .lo

celeaent co~exe· ~ ,on dit que Y e,et un eapece evec la proprUt6 

ill (voir eue111 [9J) ai pour tout eoua-ense11bla (11)-born6 E 11 

axis.te eupE _et pour cheque •••1-nor■e (11)-continue q aur Y 11 

existe una ae111-nor11e (11)-continue q
0 

aur le ■Aae espece telle que 

q( aupE) -' supq
0

( E) qu.elque soit 1 • enae11ble ( t)-born6 E. 

Si X est un eapace li~6eire dirig6 qui aatiafaţt le condition 

de Riesz et si Y est un eapace lin6eire r6ticulA -ăvec la propr16t6 

(B) alora ...-'G(X,Y) est un espace lin6aire r6ticult [s] -et ai 
.• 

U € A, (X,Y) alora 

" U~(x) • sup U([O,x)) ( '9' 11 E x.J . 
J '~ ' 

Soit aeintenent Z un eapece lin6eire reticul6. 

On appelle eous-eapece norael de Z,tout şous-eepece lin6etre 

Ed~ Z qu1 setisfeit la cond1t1on: ai l•I f lbl dane Z et b E E 

elors a E E. 

Unii topoloqia lin6etre t: aur Z est dite ( c., )-continue si 
, ,, 

pour toute suite g6nerelis:6e { ţs }se.o • veleurs dens z telle que 

z, .!A O 11 rhulte (;J-11~ zs• O. 
0 .,. JE4 

Una se111-norae p sur z · e'eppelle se■ i-norae solide si de 

I II I ' I bi dens Z 11 rtfsulte p(a) ' p(b). 

Une topolotii• linbire ?: aur l 'espace Z 11 'eppelle topologie 
. . . 

loc11le11ent convexe-solide s"il existe un enae11ble de se111-nor11es 

solidf!s qui rlefintt h lopoloqie 'I; • 
,. " 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Un aapaca lin6aira r6ticul6 ■uni d'una 'topologie locale■ent 

convexe-solida a'appelle eapace r6ticul6 locale■ent convexe.Un 

eapace r6t1cul6 iocale■ent convexe aepar6 aat dit da type (L) a'il 
. r.:, • 

axiate un anaa11ble :J da aa■i-nor■ea aolidea qui d6finit la topo-

loqie de l\eapace tel que chaque p E. j) aoit additiva aur le 'cona 

poaitif da l'aapaca. 
I 

una ae■ t-nor■e p d6finie ilur un aapaea lin6ire ordopn• a' ap-
pelle 11e11i-nor11e (o)-born6a ai pour chaque soua-enae■ble (o)-born6 

A de l'aapace,l'en11e11bl11 p(A} aat born,. 

51 z eat 4n eapace 11n6eire r6tic.ul6 archi■6dien et { znln ~ N 

una auite ll valeura dana Z,on dit que la e'uite converge • regule

~ vera un 616■ent z, 11' 11 exist·• un flt!■ ent v E r et une sui'ta 

{En\netl da no11br1111 rhla tel111 que En L O et fzn - · z l 4 f;nv, 
n,;N 

'V n E N, 

' ' • 
2.0p6rateura lineair.es ll variation born6e 

Soient X un eapace lin6aire dirig6,Y un eapace local1111ent con

vexe a6par6 et Q un ense11bl11 dirig6 de se11i-nor11a11 qui d6finit la 
.; 

topologie de Y.Nous d6siqnona par X+ le cone poaitif de l"espace X • 
• 

D6finition l,Un opt!rateur lin6aire U : X - Y a'appella 

op6rateur da type (v) (ou op6rataur ll variation born6e) ai quelqua 

soit q E Q 11 existe una fonction~elle lin6aira et po~itiv~ <f q 

definit aur X talla que 

(1) q(U(x})~fq(x}, (Vxex.) 

Ra11ar9ua 1.51 D ~ Î E Xr noua posons 

(2) <f(x) ■ int{cp(z)l!:xs,, :z · ex} ,, . • (°'<f-x~.X} 

La fonctionna_lle 'f donn6 par la formule (2) eat una_ aemi-nor:1111 

(o)-born6e et f (x) • 'f Cx). 'v x E x •. En particulier ai X est 

~ r6ticul6,alora 'f (x) ■ 'f (lxJ) V x ex. 

Quelque soit l'esP,ace lin6aira dirig6 X,la condition (1) est 

6qu1valante ll la condition suivanta 
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(3) 
8 

En 11f f et,soit x .e X et :tx ~ z.En , posant -

x'• +<z + x} I 

' I 
on ax• x " X z • ~ ' + x" , O f x' f -~ , Oi x" f. 

ai (l) est valable",alors on a 

,. 
z.Oonc 

q(U(x)) ~ q(U(x')) + q(U(x")) ~ C('q(x') + 'f'q(x
11

) " • " fq(z) 

d'ou il r~ul i e (3 i. 

R6ciproquement de . (3) 11 r6sulte (1) parce que 

. . 

, Remargue 2.51 l'op6rateur 11~6a1re ,~ : X - Y satisfait la 

cond1t1on (1) pour tout _q E Q_ ,alors 11 sat1sfa1t la ■ eme condition 

quelque soit la semi-norme continue q daf1n1e sur x;oonc la d6f1ni-
, ; • . . l v ) ,. 

tion de l 'op6rateur de &ype (v) ne d6pend pas de (t, 

Propos1t1on 1.51 X e~t un e p~ace lin6a1re dir1g6 qui satisfait 

la condition de Riesz et Y un espace 11n6aire r6t ;~u~6 avec la 

propr16t6 (8) alors l'ensemble Y-(X,Y) des op6rateurs de type (v) 

(dt!finia ~_u r . X 11 val
1
eurs dans Y) , est un 7sous-espace lin6a1re r6t1-

cuU cte '1 • espace A (X, Y) des op6ra teurs 
0

lintlaires ' (·o~)-bornes. 

Ot!monstration.On a "\) (X,Y) C--" (X,Y),En effa t, soit' 

UE '\f(X,Y) et O~ x ~ a dons •X,Oe (l) 11 r6aulte 

donc l'ensemble U([O,s)) est (i)-born~.S1 A eat 1 0n sous-ensemble• 

born6 quelconque de X,alora 11 existe · un ~lement a> O tel que 

A c (o,aJ - fo,a] 

Il en r6sulte que l'ensemble U(A) est (~)-born6 , Psr consequent 

U EA (X,Y), 

Evidemment _ }J' (X,Y ~ e ~t un sous-espace 11n6s1re de l'espace 

Ă(X,Y), 

Soit mAint~~a nt UE V-(x , v, ) et consid6rons U dans l'espace 
,J ~ ♦ 

A (X,Y) ,On a 

u (x ) ~ sup uc[o ,x] ). 
♦ 

( V X E x.) 
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Soit q E Q at soit q
0 

una aam1-nor■ a (t)-continue sur Y tall• que 

q(aupE) f aup q
0

(E) quelque soit le' aoua-enaemble (?i).:.borri6 E 

de Y.51 x E X+ alora on a 

'f q (x) 
o 

dnnc u. f V(X,Yj.Par cona6quent 11(X,Y) aat un aoua-espace line-

aire r6t1dul6 de ~(X,Y). 

Propoaition 2.Soient X un eapace lin6a1re d1r1g6 ,qu1 aatiafait 

la condition de Rieaz et Y un eapace lin6aire co11pl6te■ ent r6ticul6, 

muni d'una topologia locale11ent convexe-solide a6par6e et (w )-con

tinue .Alor a l 'enae11ble l)-r( X, Y) de~ op6r~teura rtlguliera de typa 

' ' (v) (d6finia aur X I valaura dana Y) aat un aoua-eapaca nor■al da 
l • ' 

l'aapace .R(X,Y) dea operataura . r6guliera, 
• "'~ r 

D6■onatration.L'anae■ble "\J;.(X,Y) est 6vide■■ent un aoua-ea-

pftca lin6aire de l'eapace YC(X,Y) et ai u! €. 

O ~ u 1 t; u2 E V-r(X,Y) alora u 1 E Vr(X,Y). 

E(x) •{ţ ju( : j ~I J " '' 
E ÎN} ~ xj • X o !: xj E. X ; n 

\ " 
on a (voir. (5) . 2.2) • 

I ul (x) • aup E( X) , ' 
et l'enae■ble E(x) eet dirigt! I droite.Si ·q eat une semi-nor•• 

solide st (~)-continue sur Y alors 

q(IUl(x)) • sup { q(y) 

et avec (1) 11 r6sulte 

y E E(x>} . 

Par const!quent IUi € '\rr(X,Y) et la proposition est d611ontr6. 

v 

eapace 

lin6aire diriq6 q,uelconque)'un op6rateur Un6aire u : x--+ y est 

un op6rata~r da typa (v) si et seuli11en~ a'il e~ista Î e Xr telle 

que 
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(-4) . llll(x)II ~ 'f(x) , 

Lem111e l,Soient X un espace lint!aira dirigt! qui sa t isfait la 

condition de Riesz at E ex+ . un ense•ble convexe (non videi po ur 

lequel 11 existe S'C X equilibrt!,convexe et {o)-bornivore te l que 

S n E „ fi.Il exist ~ alors une fonctionnelle lineaire e t pos1 t 1v e 

f
0 

d~finie sur X telle que f
0

(x) ~1.. "'x E. E . 

Ot!monstration.Ot!signons par 8 la -plua fine "ti;,pologie l&cale -

111ent convexe . sur X talle que tout ense•ble (o)-bornt! soit topolo

giqu.,•ent bornt! ("topology of (o)-boundedness• dar,s [3]).Si s est 

un sous-ensemble equilibr6,convexe _et (o)-borfti~ore de X alors ~ 

est une voisinage de l'origine dans la topologie 8 et la condition 

6 fl E • f6 111ontre que O 4 E ( la e:..adht!rence de · e·) . Par const!quen t il 

existe une fonctionnelle lint!aire et 8-continue f sur X telle que 

f(x)) 1.,...,. x E. E.Le fonctionnelle f Hant urie fonctionnelle regu-

• 1ure [3],5.3.1.prop.l et (s].2.2) an 

' f
0

(x) ~ f(x)) 1., Vx E E parce que E C x •. 

po sa n t f 
0

_ • I f I 

' 
on a 

Proposition 3.Soient X un espace lin6aire d i r1ge qui satisfait 

la condition de Riesz,Y un espaca lint!aire normt! et u : X - Y ur, 

I op6rateur lineeire (non nul).Pour que U soit de type (v ) il faut 

etil suffit qu'!l existe une semi-norme (o)-bornt!ep dt!fin1t sur 

X teli"e que 

Dt!fflonstration.Si U est de type (v).il existe <f EXr telle que 

(-4) soît' _v.a,lable_.E,:r:, p_osant •• p(x). · ". <ţ _(x),( "r x EX) ·o_n obtient une 
• ·) 

~e„1-nor•e (o)-bornt!e p sur ~~t l'in~galitt! (5) est - sa~isfaite. 

Rt!ciproq~ement supposons qu'il existe une _semi~ norme (o)-bornt!e 

p ~ur X u-lh que . (5) _soit: valable.Poso_ns 
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L'enseable E est cenvexe et EI 9f car ai x E' X+ et U(x), O,alore 

en posant 

(6) 

I 
on a x E 

X 

E. 
j 

't' 
li U(x) U 

•x 

n 
S1 .x € E alors X . ~ Xj avec Xj f, o et 

,, 

donc p(x) ~ l.En pos&nt 

S ■ { x E X j p( x) <.. 1
1

} 

11 en rt!!!ulte sne » 9f et l'enseable S est equilib~t!,conv'~·xe et 
. . 

(e)- bornt!.Av~c le le~•• p rt! cedent , il existe une f onctionnelle 

' .,, "" 
l1 nt!11i re et poaitive f

0 
definie su r X, telle qu e f

0
(x) ~ 1, V x E E . · 

h. ..,. IC I 

Si x E x. et U(x) - O alars en considt!rant l't!lt!111ent x donnt! par 
r 

h f ormule (6) on a f
8

(x 1) ?- 1 car x' E E,donc 

li U(x)II ~ 'j'f
8

(x) 

11 reste ii poaer <f • .I/' f •, 

Reaarque 4,Supposons que X est un 

et dh.ignone par -e (X) "i_ ~ense01ble des 
t 0 , 00 • 

dans X telles que la ser•ie >. Ix" I . .,, " ;;,- ,, 

espace lint!a i re 'cr- r't!t i.c1J·1, 

{ ' }' l ~- • eui t es xn n E !N /I valeu re 
. i ~ ., 
soit ( o )-converoe·nte .Ave c 

~ ' •• 
les structure~ habituelle s 

Soit Y un eapace local~,c, 

eo(X) est un espace l int!ai r e r ~tlcul~ . 

c onvex e et Q un ens e mb le di r 1qt! de 

se mi-norme qui cît!fi'nie la t o poloqie pe Y.Dee;, gnon s ' par •/ r. t Y) l ' Pspac e 

11 n·~.,1re des su1tes {:ynjn ~ 1N â valeurs dans Y t e l !' qu e po u, to ,n e 

q E Q 
r oo 1 (;,... ~·, ~ 

,la J,t!rie ~ q ! vn,l s; it converqente .Con sidt! rons sur cet 
'~ '- !1 •. 

espace la topo loqie•·•dt!finie .pa r la fa mill,e, de.s ~ou„q,,s . les semi -

normes li · llq de l:t for,ne 1 ' 
00 

" li { v n l'" { 1N li q • ~ q(vr l 

avec q€ Q .Alors pou r tout lJ E lÎ(X,Y) l'opt\r,iteur 
, I 

hU : €0 (X) - f.,_(Y) rlonnt! p:tr l a l ohr1 ule 
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est un opfrateur de type (v), 

Re■argue 5,Si X est un eepace rfticulf locale■ ent convexe de 

type (L) et Y un espaee locale■enţ convexe quelc6nque,alors en 

dfsiqnant par .e (ţ,Y) l'ense■ble des opfra t eurs linfaires et con

tinua d6finis sur X,I valeurs dans Y,on a .((x,Y) C. V'( \ ,Y).En 

particulier si X est un espace rftic~l• de Banach d e type rL) alors 

<'(X,Y) • V'(X,Y). 

Exemples l.Soit x · un espace lin6aire dirig6 et Y un espace 

r locelement convexe.St O, fj EX ~vj E Y, (j•l,2, ••• ,n),et pos~ns 

n 
U{x) •) fj(x)yj , 

-.r=r 
(x EX) 

alors UE V(X,Y), 

2,Soient X• L([O,l]) et Y • (A ) , (l'e~pace des su i tes r6elles ) 

svec Q • { qnlr>E IN oii 

Soit { an}n( Nune suite ' de fonctions rl!elles rlffinies sur · [0,1) , 

mfsureble (L) et bornfes,et posons 

on a 

• 
. U ( x ) • { s an ( t ) x ( t ) d t J n € N 

o 
En pasant ■aintenAnt 

I 

<f n(x) • Jc 
o 

n 
max jaj(t)I ) x(t) dt 
J•,l 

do.ne U E V (X, Y) . 

(x EX) 

';' x EX) 
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.3.Fenctiens additi,/es· d"enae11blas • 

Soient X un espaca lint!aira dirigt! · ~ui ; ~atiaf■ iţ l• . ~•ndition 

da Riasz, y un espâce localeMel\t convexa . e t . Q. • unr· anee•bla •d:i.rigt! 

da semi-nor11es qu1 dt!fini .t la ·. topologie de Y. -• 
I 

·S1 , u · € . '\1'(X,Y.),·naus dhignons par IIUII q. 1,a plus pati.te . 

foncti•n')elle ~inbire at posi tiva 'f q eeUsfaisante ( l) .Elle 

s'appella .!!,_q-variation de u. 
Ra1111rgue 6 .L • anse11 bla V( X, Y) est un aepaca .lint!aire sur -le

qual 'la" fonction U - li U li •q • es t ,una sa11i-nor11s vect-orielle. 

Seiant 11aintanant Ţ un anse11b"le· quelconqua (non vida) . at ~!T. , 

une alqebra da sous-~ nse11blas da T, 

Dt!finition 2.Une fonction additiva 111 : 'J-- V(X,Y) est dita 

A v8riation born6e ai pour tout A€. :f' at pour tout .qE Q. l'en-

sellbla 

(7) 7q(A) • { -f- ll11{Aj)II q I {A1 , ••• ,An) .'.T-partitior\ de .i:;nEN } 
T-T 

est born6 dans l'eapac e lint!aire co11plt!te11ant ritticul6 Xr. 

Le10111e 2.Pour qu'une fonction acjditive '!I . : 7 - Vcx,Y) soit 

• veriation bornt!e,11 f aut at 11 suffit que ~9ur t , ute q E Q 11 

exista une fonction additive et poaitive •q :T - Xr telle que 

(8) ( V " AEJ') 

D6111onstret10n.Supposons que la fonction • soit , • varia~ion 

bornt!e et poeone . 

(9) { 'I' A, E T ; V q E ~ ) 

On v6rifia eis6111ent que la fonction ii : :T - xr donn6e per re q 

for11ule (9) es t une fonction additive.Elle est 6vide•e~t positive 

et on a 

peree que li •{A)II q E .J'q(A) ,Per cone6quent (8) eet valeble ei 

•n pose •q • •q· 

Rt!ciproqua111ant si (R) eat valeble alor.a '"q(A) eet un Majorant 
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de ~(A) dane l'eepece i( . 

D6finitien 3.Le fonction •q donn6e par la feraule (9) ( vo1r 

aueei ( 7 )) e'appelle la q-veri■ ti■ n de•· 

Rea argue 7.La fancti~n i ~ est l e · pl us pet ite fonetien a ddit 1v ~ 

et poeitive v6r1fient (8). 

4.Int69r11lee vecterielle■• 
..!. 

Soient X un eepac·e l i n6e1re ,-rihicule ■ t ,-r6gulter J 3] , Y 

un eepace localeaant conve,ce e6pere. et co.ap le t ,e t ~ un enee11ble 

diriq6 de ee111-noraee qui ~6fin1t le t opo logie de Y. 

Soient Tun- enee■ble quelconq,ue (non vide) et :T une alol!bre 

da soue-enae■bles d\ T. 

D6fin1tion 4.51 ■ : T - Xr es t un foncti ■ n additive et 

positive et f,fn: r - X ,
1
(n E N),en d i t que la auite {fn}nE.IN 

{o)-c:onverge •-pree'gue unifor•e•ent vers f ei les suivantes condi 

tions eo ~·t v6rifUea: (1) 11 e,cUte une auite {sk.\kEN ă valeu r s 
~ 

dans ![" telle que {11(CSk)}~EN converge li r6gulateur vers 

l'l!l1!11ent n ( 11) pou r chaque k E N 11 ex 1s ţ e une su 1 t e { d~ \ n € 1N 

li valeurs dans X .telle que 'v k E N) et 

On d6finit d'une 11an1Are habituelle l'integrale d'une fonct i on 

.7'~si11plef : T - X par rspport li une fonction additive et posi

tive • : .J"' - xr. 

D6finition 5.51 • • .J"' - xr ~st une fonction additive et 
\ 

poeitive,une fonction f : T - X est dite •-intl!grable s'il existe 

une suite {f} ~ de fonctions n ne„ J"'-ai11plea (d6finit sur T li va-

leura dans X) qui (e)-c:onverqe •-preeque unifo111!11ent vers f , telle 

que 
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- 22-

s1 f est un fonction •-1nt6grable,en'pese (avec les notations 

de la d6finitions 5} 

(10) 1 f d• • li• l f n d• 
T n T 

I 
Il existe la liaite dans (10) et elle ne d6pend pas de ls 

suite Vn)nE:_N" 

0Minition ţ,,Soit ...-" • { •J~jEJ une fa111lle de f'onctions 

additives st positives definies sur :T ,li valeurs dans x: ,0n dit 

qu'une fonctien f : T - X est.-" -int6qrabJe si elle est •j-inte-
• 

· grsble quelque soit j E J,et a'il existe uns .suite g6n6ral1s6e 

de fonctions !T-simples {f S i.sE'o (dt'lfinies sur T li valeura dans 

X) telle que 2 l 

li• f.. I t j - f I d•j • o . 
~E:A T 

• 

Reaa rque ·7 .06s iqnons par G( T, X•-" ) 1 • ensembl e des fonc t ions 

rl6f1n1es sur T li valeurs dans X_qui sont 11j-int6grables, V j E J 

(ou A • { •j}j E:, est une fa„ille de fenctions adrlitives "t posi

tivss definis sur :T & valeurs dans Xr),L'ense„ble G(T,X,.-") est 

un espace lin6aire (par rap ~ort aux ep~rations habituelles) et 

pour tout j €Jan ohtient une semi-nor■e sur cet "space en pasant 

( 11) 11 fa J j I t I d11j ( f E G(T ,X,-")) 
T 

Soit 't h topolooie donnt§e par la famille {11.11j1 ~ tJ de 

semi-normes.La d4!finit1on 6equivaut d .dire que une fonction 

f : T - X "St ..A'-1nr6qrable si f E G(T ,X,-"') et s'il exisn une 

suite o6n4!ralis6e {f,d)EA de fonctions J'-si.mples,telle que 

f • 

2)Pour une fonction g : T -➔ X on dl! sig n•J pil r i'II l e< f onction : 

1'11 ( t) • l <1(t )\ , \/ t E T.S1 Q es , mj-1 -, t~ qr·,.t, l(• " lor '< lgl est 

aussi "' J-int4!nra ble . 
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Re111argue 8.S1 (avec les netatlons de la ~!finltlen 5) il 

existe une fe nction additiv~ et pesitive •• : T - xr telle que 

...,. j E _,:J) et si f : T --+ X est une fonction 111
0
-integra-

ble ,alors est --"' -integrsble. 

D6fin1tion 7.Soient • : _:r -Vcx,Y) una fonction additive ., 
at Iii variatioli bof'n6e,iq 'la q-variation de • (peur, q E Q ) et 

,1" • 1 i ) .On rlit que une fencti on f: T - X est •-1nt6orable 
• q QEq 

si elle est ~ -inten rable. 

La definitlon · des fonctions 111-integrables ne d6pand pas de q 
Soit "' ,~ J" - ·v,-(X,Y) une

0 

fonctio n ·additive et ri varietio,'l 

born6e. 

51 f : T...:....... X est une fonction :T -si111pla,en definit d'une 

manl~r~ hahltuelii l'in t!qrale def par rappo ~ t ~ •• 

5 1 : T ---+ X est une fonc•~ c -· "' 1nt6grable et '31 { fJ\~€
6 

es t . 

une suite q6nerali s 6 ~ de fonctio ne .Y.-sioiple tel111 que 

Jî 

f 

( 12} 11„ I t J - , I dii • o ' - ( 'v q/E Q 
~€6 

q 

nous oosons 

I f doi 1 f,r 
) 

( 13 l • 11 .. d111 
T ; E:t.. T 

._., .. 
Il Px i ste la limitp ( 13) et elle ne depend pas de la su ite 

qenern 1 s, ee { t.J JEc.. q u l verlfie (12) , 

Re a rg1ue 9 ,Soit T w [o,1.J . Une for.ctlon f : T - X est dia 

uniform..,n,en,t_ (to)-continue s'il existe une suit~. {vnl n €!N d'Ht!

ments de X relle que vn n~N Oi et r', r" Ec î , I t' - t" I (. ) . ==?
0 

f ( t I } f ( t") I. ~ v n . 

l'ensemhl r des ,parties boreliennes deT,alors, 

riur- • •;., n ad rli t ive et r. variation bornee 
I 

J • --,, ~.1- ( Y . ,; . t~. nnction uniform!ment (o)-continue 

-r - - x est 1n-1nt8-:1ra · 
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5.Op6rateurs de· type iI) 

sau x un eepace lin6aire F-r6ticuU .• F-r6guHer. 

Soient r. un ense■ble quelcanque ( nan vide), . J una algebre 

tle eaus-e„a■blas de T. et -"' • { • j} j E.:, una, fa■ illa de fanctions 

additivaa at poeitivae d6finiaa aur J" I valeura dana Xr. 
I . 

Noua poaana 

F(T,X • .A:) • { f : T' - X f .)C. -in,t6grabla } 

L' ensa■bla F(T ,X,--",) · est un aapace _lin6aire r6ticuU avec 

l'or.dra: f
1 

f f 2 ~ f 1(t) !.. f 2(t) , V t E- T (.et lea op6·r 'ations 

habi tuelles). 

Sait ■atntenant Y un espaca . locale■ent convexe a6par6 et co•

plet at q un enaa■bla dirig6 da aa•i-nor■aa qui d6ftnit la t o~o~ 

laqia da· -Y. 

D6fin1t1en 6. Un op6rateur lin6aire U 

s'appella op6rataur de type (I) ei pour tout q E Q il existe 

j(q) E ::J tel qua 

(U) q(U(f)) f Llfld•~(q) 

ri r. 
f"ropoaition '4.Un op6rataur u : F(T·,X,-") - Y eet da' type· (I) 

si et seule■ent ai 11 se repr6aante sou s la for■e 

(15) ,, U( f) ■ J f li• 
T . . 

( f € F(T,X,.)(,)) 

condition:pour tout q E Q 

(16) U ■ (A)llq _ ( 

D6■onatration.Soit • • : 

qu1 v6rii1e · (16),En poaant 

11 existe j(q) E ::, tel que 

•j(q}(A) ( V- A E J" ) 

. :T ---t(;_;\tcx,Y) una fonction additiva 

~. {•qlqf;.Q 

o0 •q est 111 q-variation de ■ ,on a •q ~ •J(q) d'oO 11 r6sulte que 

si f '= _F(T.X...I(.) alors f est --"·-11H6grable . On -pev: donc const -
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derer l'op6rateur U denn6 par la for11ule (~5) e t alors U ast ~vi

da11ment lin6aire.D'autre part,avec la def1nit1on de l'integrole,on ~ 

,. 

q( J f d11 ) ~ 
T 

d'oO 11 r6eulte (14). 

J I.fi dii 
T q 

(VqeQ 

R6ciproque11e;t,soit U : F(T,X,.,;I(,) - Y un operateur lin~ai~e 

tiefa,1.sant ( U) .En poeant 

(11(A))(x) • li( 'ţ"A.x) , ( "t A E :T, 'r' x, EX) 

(oO 'I-A eet la fonction caract6ristique de _A),Cln obtient un·e 

fonction additive II Ţ -- 1'-(X,Y ) qu1 v6rif1e (16). 

51 f : T ·- X eet un fonction 

(1!5) est 6vtdentt,51 f E F(T,X,-"'} est un(fonctton quelconque,alors 

de •q f '"J(q } (qui eet une cons6quence de (16)) 11 · r6sulte que 

1" fonction f est 11-tn.tegrable.D'autre part ,il ex1steune su·ite. 

qi!neral1e6e P;i,eA de fonctions 

( 11)) 

:T -si11ples telle que (voir 

I 

et avec (14} on a 

Il en . r6sulte 

U(f) • 1111 U(fS) • 1111 
J".6. Se& 

f_ f J dwt • f. f d11 
T T 

donc (11) eet valable. 

Remargue10,51 Y est un espace lini!aire nor116 et 

une fonction additive et positive,alors un operateur lin6air~ 

U : F(T;x,111
0

) --+ Y est de type (I) si et eeule11ent e.i 

lf U( f )fi STifld'"•, ( 'f f E F.( T,X ,1110,):'-l 

Re11argue 11,S1 Y est un espace lin6aire r6ticul~ evec 1~ 

propri6t6 (B) et ei u : FIT,X,~) - Y est un operateur de type 

(I),alors U est un op~rateur r6qulier et lu t estu~ op6rateu.r- de 
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type (I), 

En e'ffet,F(T,X,-") est un e-space 11n:a1re reticul6 at U est 

un op6rateur de type ( v),Donc 11 existe (avec la proposition 1) 

l'op6rateur I Ui et on v6rifie ais6ment que I Ul est de type (I) . 

I 
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A llvN - . COJ.IMUTJ,TI.VB VERSION OF BISHOP 1S 

APPRODJJATIOJ! THEORD 

by 

. Constantin P. Niealescu, Gavril Păltineanu, Den Tudor Vuza . 

It is well know that there is ·an one:to-one map ~ro~.the 
family of the olosed subsets of a 0001paot Hausdorff space I onto 
the family of the olosed ideals--<>f C(I, C). More exaotely, to 
every closed ideal fJ cQrresponds a closed subset K of I • auch 
that 

J ={ te C(I,4') ; ,fi K ■ ol. 
Starting from this remarque- we have generalized ' in [15] 

the Bishop 'e approximaUon theore ·- and some .. results -of the inter

polat ion seta to the oase of order ic.e_:ls _in a Bana_ch lat tic a or 
to the case of two-sided ideala in a C - algetru. 

In this paper we extend these results for ~-ideal a i~ a 
Bc:r ach space . . This ex:ten.tion is a proper ge:-,.erali:$at ion aP1d i t 
makes alao possitle an unitary approach of the both cases wl!lich 
appear i!'. [1~ 

1. ·Ar.tisy~matric sota and Bishop 1 s approximation theoram . 
Let X be a Ha usdorff .. compact space a:,d l et-.A te a clos0 ·.i 

subalgebra of C(X, <t:) tha t conta ins the cons.tants end se,:a rates 
the. points of)(. A sttbset S of X is .called a r. tisv=et; ic with 
respect t o-.. Jl provided that fE.Â. and f(S)c !R implies f is 
constant on· s. ,..._. ' 

There is a disjoint - pair~iee partition :I.A of X forffi c ~ 
by tte maximal antlaymmetric eubsets (with resp ect to A ; . 

Theorem 1.1 (E.Bishcp) For each fc. C(X, a:) we h:.iye 

d(f ,.}l) = :3up ld(f I s,Jll S) , Sf~ţ (Here .AI.S Jflnotes the 

restriotion of { to S a:nd d(f, cJl ) de;'l.otes the -dis t anc o f::-om 
fto .11:. 

d(f,Jl) = irif l llf - gfl ţ g EJ!J) 

!l'he pro.of ie bases on app licat ion of the Krein - 11:ilma,-, 
theorem and on .the following de Branget' t;ype lemaa : i:'/< E. Ext 
( ball Jt,0 ) , then ce.rrier _,)"- .. ie a set of antisymu:et1· wi th 
respect to Jl (Here AQ 6enotee the polar se t of ) . 
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For each closed subset K of I, we· put 

.Jl (K) .. l f E .ft; f I K = o~-
o . -~ . ~ 

A closed suOset K ia called a set . of ·strict interpolat ion 
wi th re a9ect to .A: if .Al K i9 i111ometria'a1iy - isomorphic to the 
quatient1 algebra .A:/~(K). Particularly, it follows that JllK is 
closed in C(I(, 4:) 1f K ia a set of interpolation f9r .A. • 

I • -· 

1 
Theorem 1.2 Evecy maximal antisymmetric set with 

re spect i;c .li:. :I.a a set of strict b ter!)Qlation with re.pect to .A:. . i 
We recall that .a oubset '.~ of I ia oalled _a peak set tor 

.A 1t K •-·l x ~ I1 t( x) .. 1 } , waere t € Jl and U ~ - • 1. Bvery-, , 
interae.ction of peak sete tor ./t. ie a set of strict 1nterpolation l 
f er .A:. -,; I 

Tlie generalization of Theorem • .Lfrom..the case of algeb~E. 
to the case of 11near--subspaces was obta1ned in [14] • 

.. Let I be a linear aub~pace of C(I, <C ) . .A subset S of I is : 
called antiaymmetric wi th reepec.t to B. provided <f €. C(I, <C ) wi th 
the propertiea: a} (.f(S) GIR. a:nd b) ~fl ,._ S€ Bi S, -+-f€ S 

L-npliea <.p ia constant on s. 
,..., -

We aha11 denota by J';. tl;le . family of- maximal antieymmet:d.c 
aubsets _of I with respec t to I . 

Theorem 1.4. For each f E C(I, C ) we have: 

d_(_f,lil)., sup{d(flS, BIS), se ?'E} 

.. The generaliza tiona of Theorem 1..2. and 1. 3. to the ca se 
of a linear subspaca of O(I, <I:) wae oiltained in C 41 

A cloaed subaet-,K or-I ie said to be a set of strict 
ir.terpolation for the linear aubapace--E of C(X,«:), if BIK is iso
metrically - iaomorphic to the ·quat i ent spa'ce E/B

0
(K), where· 

E:o(K) =lfe B; flK= oţ 

Theore!II 1.5; ~very maximal ~nt i aymmetric subset of X with 
respect to the linear aubapace i of C(X, 4:) is a set of stri~t 
interpolation with respect to E. A cloaed subset 5_.of X it1 1:1aid 
to be a frontal set fo.t' Jil ii' for ev,ery f (. E, e very ne'i ghbourhood... 

V of K, every ( :7 O and· 1 ~ o..., there i a f € B with tll.e followins; 
properties: 

a) ~ IK = fl K 

b) nfllx ~-11f111< ~ 1. 
c) li f U . ~ E. 

X,v · 
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(Here llgtl$ supl lg(x)I; XES} for-each g€ ccx,.i:) ar.d 
eaoh olosed aubaet S of . Z) . -

E_ver.i frontal set for -i ie a ·se_t ot . str 1ot i n_tsrpola tior, 

~heorem ·1.6. ivery maximal antisymmetţic se~ ~ith respec t 
to 'the· linear subspaoe B of C(.J:,C) ia a frontal set !9r .E, 

2- Reviewof M' - · structure theory 
, , ~ . . ' . 
In- 'what follows we re_~iew soml:l basic ţaots .consarning to 

lli - structura theory .. vlhiAh ws need 1n our apf)L'oaoh of non-oommuta
tive approximation and lnterpolation. Por a thorough preseritat ion 
of iii - .structura. theo,ey. we reter to (3] 

_, Let S be ~ ::aaitach spa~e. An idempotent P € 'L(H,E) ia 
called a L - projeotion prov.ided that 

. . 
,, . The L - projeotions on· E constitute a Bollean algebra _. ty 

latting: 
p· V Q p +' Q - PQ • 

PAQ -=PQ 

PJ. = I - P ·' • 
l. 

··Gn.c- denotes by 1'1 (E) this qoolean algebra. Actually 1'1 (,i;) 

·ie a Bade complete ·i.e, :for . . every family (P"' )., of 'eleme·nts cf 

• 1 CE) there exist V Pol. • and A P" ·1n . IP,L(i) and moreover 

) (B) = SpSil U P ,c (li:) 

(E) = (l Pot (i) 

A olosed subspace !/ , of E ie sai·d to -be s i.1 - i deeL. 
pr ovided that its~pela,r :]0 is. tha. ~aga of a L - project i.on on E1

• 

• .!t'can be the in1age of at' most one L - p.rojeot i on , 
usua lly denoted . by F,_ , . ,· 

There are · various axampl~s . of "' ideale. 

* l) If E ia a O - algebra, then the M - ideala are prec i s el y 
the olosed t1yo - aided i dea le.~. 

2 ) I{ E ia a !.i - sp~oe, then ~ ta hl - ideala , oo~ncide wi ';ll tt:e 
·cloaed lattioee idea ],s, 

_3) If E · ia.,the space A(K) of all oon t i.t1uous effine .fu::1 ct ions 
on compact convex K., then the M - ideala of :S are the ann ihilators 
of the aplit facea . . of . . K, Soe C'11, 

, j 
4) If E ia a Lindenstrou,s spa ce (1.e i! E 1s an L - space), 
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. - 30 

then the M - .. ideale of li: are the -annihila"bore of the bi_faoee of 

t he cloeed unit ball of .. B' , See [ lJ. 
5) If ~ ie a function alsebra on a compa()t metritzable şpace K, 

then t he hl - ideale of I a.re exactly the annihilatore of the pe,ak 

pete. See C 131 • 
•1 we shell denote by A(- (i) the set. of all iii - ideala of a 

:a.mach apace li:, The map !1-P!l, fr0!/1. . ..«(~ <?n to , JJt(E') ia 
bijective and t hua .Af(i) can be organized .naturally as a Boolean 

a l e;etra, 
1 

• • ~ . 
Every finite · sum, .. aa well as every fini te 1ntereect1or. of 

!fi - i deale of E: is etill a· M - ideal of 'ii:, Aleo, if ( • 'J) ' is 
-- ., · ol .. 

a fan: ily · of eler.ie!lts of A( (E) then Span Uz~ 4((B) • . 

It f olowe tha t every close_d subepace of __ E con taine a 
l arge s t ;.~ " ideal. 

I n. con trast .t el' the eituation .. for ideale in rings, 

arbitrary i nte.z:aect i on· of !li - ·fdeals need r.ot l;e an ~ - ideal. 
Se e ( 6 ) • . A Babach epace .. ;i; ;\.e called 1! - dietingui ehed if Â(.(E) i s ,.. , 

c l ~se d UT'de r arbitrary .intersection. Examplea: C - . algebras, 
:,i- apneea, r eflexi:11e Banach apaces ~te. 

J . The centralizer of a .. Banach space. 
To any Ba!!a ch space ii: one can associate two opera to.:: 

; l gebr a a. The firat ol"!e ie the so c a lled Cunrriglwm algebra, namely 

eo;) = 5pan ~ 1 CE) 
-~~ 

tthc el o s ure i s Cof'\HY in .;ma uniform topology of L(E,E)), (!(i) i s 
:., c o1,1r,1uta t ive Banach a l ge br a with unit I , the i.den tity of&, Als o 

(! ( ;;;) ic a l .:;ebra ic an d iso:netric i somorphic to C(Spec9.,, tk ) , 
·,;:.er~ 3p0 c 93 de P.e>tea t he S t ane s pace aasociateu t o l"1_ ( E) and I< 
.le ··.otG s the f i~1.fcl of. scalara . See Evan s (8J f or d.,et a ils. Pa r.tic u.
l arl;; , (? ( E) 

;;~ ReC( E) 
o f IP O:: ) -.-,e 

L 

ia a Bana eh lau~ce, pas ai bly c omplex.. If Vii_. d~note 
t he clooure o'i"y?riÎite re a l CO!!!bina ti_ons of"?e'!cment s 
have ( v ia t he above i s omorphisn), 

Re (!(E) ~ C(Spec 1Jt(~), IR) 

The second algebra 1·a the .. centralizer, It ia the Bansch 
subol Gebr a Z(E) of L(E,E) conaisting of .all operators ~E L(E,E) 

I 

.:a1ch t hat T'E e< E'). Z(E) ie a lso a commutstive Banach algebra i 
·.:i. t h u„i t I on d e a ch T E. Z(E) l eav e s i n varian t _ every .M - ideal of l/1 

We defini te the _real par t the cen tralizer by · 

Re Z(E) c { TI T' E Re (!(E')} 
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It ia natural. toa.consider on ReZţE) the order re lot.:.. o:, ~ 

S ~ T ih ?.e Z(~) if and only if S' ~ T' •• ' 'i i\. ~l?(EJ= 
= C(S 9c c {J)L ·(a'), /A.). ',lith resp.ect .. to this order rel:Jtio:-: , au::;(:;;) 

becomes a C(S, IR) - space. Alfsen and Effros (lJ have d.escr.i:;a:'... . 
the .order relations on Re (!00 an~(E) via e>rdar reL:tio:·s c, 
;.. We sha_J.l not enter the detaila have. However it sae.::!s wort~_·;:hi-~ 
la . to recall thel,.r basic recark. 

X -,ţ,, y 
L 

Jonsi.der 0:1 the Banach space E the 1-oŢder relstio:1 

if and..only if HY-a = /Ix/(+ IY - x1 
Then O, S~ T in ~e (! (:S) if and or.ly if Sx ~ Tx foi· 

I.. . ,, . . 
all x f E. A conseq.u.ence of this . remark ia the 

~osition ).1. __ Let iz'e ReZ(E) sucii 
• Then ImT ia s ii! - ideaJ.. 

.follov:ir:g . 

that O~ T ~ I. 

• The doscription of Jhe centralizer ir.. terr.is. of C(S, ~ }
- space is much easier for C - alge bras· U wi th urrit 1/ . b 

fact,as ·re.narked Wila r20J , 

Z ('U.) = l x E 'U. I x:y "' yx for all y E 'U ţ 
and ReZ(U) =~XE.'ZLI .•;.• -ti'§,,~~al-11 for a suitacle. al~ O! 

. ':.'!:en :as Z( t( ) ·ic ; Bauck lattic• with a stron5 orier 
.u.>1it I 3:, d t:le operatori~l nor@ on. ReZ( 'U. ) coincicles with ~,.e > l 
!'!Orm li 1

1 
• as3ociated to I, 

11x11r-: ,i.ţ to1 -..tt~~'$o( ,1 
By a classical theorec: due to Kakuta!!i an1 Krei:! , :!eZ( ·U. ) 

is al r;el:raic lat-tice and iscimetric-c.somorphic to a s;i;;c,:i C(3, IR). 

·4. An tiq=e.tric' l.! - ideals. _The p;eneraliza tion o ;.· 

3 1 ::no~ ':; a, ., -:.•o;da:ation theorem. 

\ie start with a natural generalization o! the notiori. of 
a -set of antisy~etry. Let EI f O]be a complex Banach space and 

le .t X be a closs·d subspace ~f · E. Por each li! - iă.eal !1, we si:a ll 

ă.e note by 11
3

, the_ oGnonica_l map E -'P E/']. 

Definition 4.1. A· ~ - ideal 1 . of E ia said tobe 
antisymmetrio with respect to X provided that every Uc Re 3(~/J 

such . that U ( 'i'î,-<x)) C 'iţ, (X) is . a multiple of !~/t/ . 

rie shall denota by -\(E) the set of all i.\ - ideuls of 
E:, antisymr.ietric with respect to X. 

Clearly, ..l.JC(E) C "\(E). 
The foct that ever3. poin.t belones to a .. maximal s,? t of 

antisy!umeti·y has tJ-.e followiilg noncommutstive analoc;ue. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



- 32 -

Le=a 4.l. Suppose .. tbat E ie M .:: distingu.isaed and ist 

( !j ) be a family of element a of .A (E) such that .I •Span U :J I -c; 
◄ J X . ~ 

Then 'J = (l.!7a(f;Jl(E). 
X 

Corollary 4.1. Suppose that E ie M fl dietinguished. 

The,i e'llery '] ~ Jl (E), '!f I :S: containe a ( unique) minimal ideal 

:7
0 

in1 )ţ_(E). X. • 
The following reeult ie an extension , of de Brangee' L~"""'•il 

• ' 
Lemma 4.2. Let E be a Banaoh ·epace, X/, {O}-a. subspace 

of E and fan ex:trelll8 point of the 1mit ball of x0 • Then maxi.mal 

M - ideal ~ containdd in Kerf is antisyrametric with respect to ' 

x. ,._, ' 
_o.,~ deMI« L) .llx,(F:) •·f-1..c. fa..,..;-R-r ·4 A-l! -wa;':"},,.â(.ă„'f;-,.J,;:.;..«._ 

#11.. e. , .,1, .. e,,. ..f E. '1'4„ -folfowir1i tf.,.olf,,... ~:.cl,,..,t~ B4~0 ~f~~clf1-.,.,._. 

Theorem 4.1. Let E be_ a !.I - distinguished Banach space 

and let X bea cloeed aubspace of E. Then, for evecy X€ E we 
have: 

5. Mon - colllJllutative interoolation . 

In t.lie ee!J.,i.el E will denote a Banach space, B i te unit 

ba ll and X a cloeed eubspace of E • 

.. Definition 5.1. A M - ideal !1 of E ie eaid to be s. 
strict interpolating ideal for X provided that 

'ii'~ (B n X) ~ i..7 (B) o \<x) 
The baeic remark ie that the canonical ourjection 

11 : E -".> E/'J admite a natural factorization . J . 

X __,,_, 11 :i CX) 

L~ IR!I • 
X lxn'J 

The mape L!I and Rii are both con t inuoue when X/Xt'l 'J' 
is endowed wi th the quatienttopology . 

tl.f.vi Le mms 5.1. If 'J i e a strict interpolating ideal f or 

X~mapping R'J : X/Xrt 1J _,, ~:r(X) is ·an algellraic to;JDl ogic i :: c-,
!.!i0r9hism • .. 

Since XIXII~ is com_i?let it followo (via LemI,13 
'iî(X) is a closed sQtspace of E /J. 

!J Lee.una 5. 2 . A iii - ideal 'J of E ia a n i n.± erpol,at ing 
ideal for X if and on ly if Cj(:Î (B n X) is dense i n ft3' B) I) 'i~(X ) . 
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. ilefinition 5. 2 . A. l>.i- ideal '1 of E, is caid t o be a 

f:-o;,to l ideal wit h respec t t o x, prov ided.. t ha t .the L - projac ~i o

p E L(E' ,E' ) whose :unage is !1~ leaves invariant :x:D . 
! ' -· 

We shall deno t e by ţ<E) 
ideala of E. If ~ and J are in 

t he set of -.all X .:. f r or,t.i::. 
.-K(E) then. !J E J (:is ) , 

. . The fam:tl11 

finite L~teraectiona. 

J -
ţ (E) ia cloaed under finite s ums ,md 

Theorem 5.1 . Every X - frontal ideal -of E ia a S'tri c t 
interpolating ideal for · x. 

The following .. reault ia an analoque of the fact th□ t 

fronta l aubse ta of frontal aub~eta · ,; are frontal . . r„o . 

... T ... he_o __ r __ e_m ___ 5_._2. Let fi arui . J be two !.I - ideals of E s-ic h 

that !Ic J and 'J € Î(E). Then, • J € !i' (E) if and only if 
J'/3 E !f. (E/' ), X X w (l() 

:,Theorem 5,J. Suppoae that E is l\L.- diat.ing uiahed an d X 
i a a closed subapace of E. Then every minimal antisymmetr ic 
I-i - ideal wi th respect to X ia a frontal ideal with respec t to X . 

. --\(E) C ţ(E)). .. , 

_ ~ This result extenda the fact that every Jximal anti -
Yetric s et ia a frontal set. • • 
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A GAIILEN-GAUDET TYPE THEOREII 

IH __ TIIE UNCONDITIONAL PART OF L_;(O,l) . 

WITII RESPECT TO TIIE IIAAR SYSTEM 

by N. POPA 

We consider the sp11c-=P-• the. unconditioru,.l part of . the space L.(O,l) 

with respect to thc llaar:system (h1 );~l and we classify ~e i11o~orpliy 

typcs of the clo:;ed subspaces ofu. spanned by the subsequenccs of the 

Haar syctem, llore precinely we show that _ there arc only ten s . c n- · 
\ . 

tinct :mbspaces. Tj1is re~
1
ul t ia naotivatcd by t.he prcvious 110rk of Gamlen-

Gaudet f3) and P. F .. X. ~ller [7). 

§O - Introduction 

k , 
Let k=O,l, ••• ; 0Em~2 -ţ. Then we define thc c!yndic interval (km)• 
-k -k • ' 

•(2 m,2 (m+l)) and the Haar i\mction "km which is l on the left half 

of (2-km,2-k(:n+l)), - 1 on ·:the right half and zero elsewhere. 
k 

ll'e use also the notation hn instead of ¾m• where n&2 +■ and b0 (x)•l 

for xc[O,l). 

1973 j. Gamlen and R. Gaudet characterized the closed ~ubspaoes of 

LP(O,l), (l<p<•), spann~ci by subsequcnces of the H11ar syste111 (hi);.0 . They 

proved that there arc only two distinct (up to an isor.orphism) _classcs of 

such subspaces, namely lp and LP(O,l) itself. 

_It seea:s tei be natural to ask ourselvcs what can bc said about the 

subspaccn (hk )1: 1 in the extremal c11scs p~l or p= 
. i 

It is clear that the unconditionnlity of the Haar system in the &pace 

Lp(O,l), (l<p<u), p1 ,,ys an ir.,port;cnt role in the proof of thc Gamicn

Gaudct thoc.~c::-,, so sincr, the fknr 5)':<t c n ;,, a cc•r.nit.icmal b:,~i:; in L
1 

(O,J. l 
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an aoreover L.(0,1) la a nonaeparable space, we can not expect ourselves 

to a strai&htforward extension of th~ Gaale.n-Gaudet theorem in these ex

trema]. csses. 

1987 P. ·y . X. lllllller found the ~iaht answer to thia problem for pzl, . 

More preciseJ.r he characterized the closed subspaces h1ic„l(k,11)<B .- ·Whe-

re BCff is an infinitd' aubset, of the d7adic Hard,y spsce H
1 

• 

. We recall the definition (ct. (7)) of H1 : for f• J: 'ic.,~•L
1
(0,1), 

(laa). • 

put s<r>-< i ~ 2
h. •

2>112 , flrllH_: .. ls(rJ 
(km) KIi Kil .- 7. 

and H
1 

:•UcL
1 

;I I fll
8 

<•}, 
. l 

But it was reaarke~ 1n f2) that H
1 

1s~ the uncondi.tional part · of L
1 

(0,1) 

with respect tO the Haar system (h1)1:o,_ i,e, H
1
•1fcL1 ; /fdt-0, a,t. f~ 

• Î • h the series being unconditionally convergent in L1(0,l)~ snd 
i•l 1 i 

lfrff8 1s equivalent to sup li Î a
1

<
1

h
1

11L. , 
1 _ • - 1:

1
.±1 i•l 1 

SQ instead of L1 (0,1) Kllller considercd 111 , the uncimdi tional part of 

L1 , snd he waa able to find that there are only three distinct subspaces 

I¾ 11 of H1 , namely Î1 , H1 and ( Î H
1

(n))1 , where H1(n) ia be subspacc 
i ~l . l 

"" • ~ n 
in H1 11panru:d ·by the _ firat 2 -1 Haar functiods. 

Motivatcd by this last result w6 intend to charactcrize the closed 

subspacea (hk ) 1:
1 

of 'th~ unconditional part of the space L.(O,lJ with ros
. i 

pect to the Haar system and we · get ten such subspaces. 

In order to dcscrilie thcm we first conuidcr the subc;:,ace a0 , the uncc,n

ditonal part of the spacc c
0 

(of all null-convergent scqucnces) with rcs-. 
pect to .a. systcm (c

1 
)1. 1 

similar to the Haar system of functions and we 

clnssify the subspaces [ck
1

)
1
:

1 
of a0 , 

Let us 01Cntion that the unexplained ter„inology uscd in this paper 

1'ollows [ 5) . 

§1 - The space a
0 

a.,d G=lcn-Gaudet theorem fer a0 

Iri. order to classif'y the subspncc:; [ hk ] 1: 1 of Uc i t is usc ful to "~ ct.y 
.i 

thc dincrete · varţnnt of the npacc Uc ,md firet. <>f .;ll ,-:e ~-;JJ lnt.1-0~\lc.c 
... 

th~ systt<R (c1 J
1
=

1 
of sequencn, syshtt wt,J~h is !li„ i lar to the c111,\\ita·h 
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Haar system ot :functfons. 
We describe now the s~alled discrete Hsar system indexed w.r. to · 

:•(xn,xn+i• · ··> tor x:•(x0,x1 , ••• ). Here (~0 ):_1 stands tor the standard . 

unit basi~ 1n aey spaco ot sequences. 

• Solletimes it is usef\11· to rearrange the sysiem (ci/;=0 ,;.0 w.r. to 

N• proceeding as tollows: 
., 

k , wherc cJ-0 or 1, 1~k<1 and 1•2,3, ••• 
-l _ t k 

. i cJ2"'+2 ·> 
j..O 

In what tollows we call the discrete Haar system anyone ot these tvo - - .. representatious: (ci)icl nr (ciJ)i-0,j=O' . 

The tollowing defini tion is essentially contained in ( 5) •, Let E be a 

space and (x
0
);1 a basic soqucnce 

tionnl part ot E w.r. to (x) • 1 and we denote 
-===--"-'"--''--"--.;;,...='-'--...;c.;. n li= 

real Banach in E. Ve call the uncondi-

by Unc(E,x
0

) the space . 

Unc(E,x ):=(xcE s.t. x• ! a x unconditionally convergea in E) sndo,..cd 
n n-lnn . . , 

with the nono llxll:• sup li! c1a1xillE tor x~ i a
0
xn' It ia well-kno~n 

•J•±l 1•1 n-1 

that Unc(E,xn·) 1s a Banach space. Recall that a Schaudcr basis (xn>U:1 

unconditionally convercges in E itt sup . li i ·ai_c1x111E<•. • 
c1•±l ;ll t aixil!~l . ial 

Now we study the propertics of thc discre t e H:iar oyste:a (c1) 1: 1 1n 

the space c0 . 

Let fc(fi)i:lcc0 and denote . by a}i'):cJsupp e,Jl-l t r1cj{ i ). 
i<&Up fl CJ 

Uâing the classical Cesaro theorem ~e have : • 
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Leaaa 1.1 The Fourier-Haar eeries i aj(f)cj coordinaterlse conver
J•l 

But more ia true, nai:ialy: 
• ' 

Theorem l.2 The discrete Haar ayetem (c1)i:l ia a Schauder basis of 

k 
Proof By Lemlla 1.2 it follows that the set { t a1c~, a1 dR, kdN) ls 

1-1 
n • 

dense in_ c0 . We show that 11 t a1c1 11 ~21( t a1c11 I for all a1cf! and 
: i • l cd _ ial . CO 

all n'"'. Then Nikolsk11 '·s criterion encia the proof. 

k k+l 
~ If n32 <n(2 71, the above inequalit;)' ·follows i:eaiarking that 

lal(la+bl a-bi for all ~,bcR . . 

~ For n•2k-l<,...zk+l for l:?,1, 

2k+l 
wherce f= t aici ,o is the finite algebra generated by the following 

1-1 •. 

• k li. . k+l k+l k+2 
aubsets {0,1, ••• ,2 -1),1~_, , .• • ,2 -1},{2 , ... ,2 -1),.,., 

{2k+l-l, .. ,,2k+l_l), o' i·a the . aleebra generated by I0),{1),, .. ,12k- l}, 

{2k,, . ,,2k+l_l),,,,,12k+l:l, ,. ,,2k+l_l} and E(flo) is the conditional ex-
n 11 

pecta tion of f with respei,t to o. Hence li t a
1
c

1
11<211 t a

1
c

1
11 for 

i•l i•l 

all Bitfl, . 

The third case, the ge,jerai one, follows easy frcm the cases I and II, Q 

It is clear that (ci)i=~ ia not an uncdnditional basis in c
0 

andin 

what follows we denote by a
0

:cUnc(c0 ,c
1

)c(fcc
0

; f= i a
1
c

1
, the series 

. . . 1.-1 • 

being unconditionally convergent in c
0
), endowed with the noriu 

li I fi 11 = sup • li i a c c li •sup t · I a I. 
cj=±l J=l j j j CO icN {j;icsupp -cj} j 

(t,l) 

It ia clear .that a0=(fcc0 ; s.t. lllflll<•)·. 

Now_ we classify the subspaces of a0 spanned by the subsequences of 

the basis (c
1

)
1
:

1
. 

In the sequel Bis an infinite subset· of~-
• 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



. we have the following obvious types of subspaces 8» of a0 generated 

by (ciJ)(1,J)c8 ' 

1. B=((Jk,O~ ; l~J1<J2<.,,}UA, where A is a finite family of indi-

cea of thâ fon, (J,k) : It _is easy to show, using (1.1), thitt -»•11 , 

2, If there ia a constant M>O such that for each id!, l{J ; icsupp cJk' , 
I

) . 
(J,k)cB} Q-1, then 9a•c0 • 

3. If _B-B1U82 , where 81 
(resp. 82) ie the famiiy from case 1. (resp. 

rrom case 2), then 9a•l1CBc0 , 

( ) O 1 2n-J-l,k<2n-j_l} and ~ m((j,2n-j-l),, 4. Let An:={ J,k .; ,J:;_n- , .. -. n 

Qsj~n-1 , where n=l,2, .• , It is obvious that, putting 8= U 8n' we get 
;J. n•l 
( 

S\ If ama
1

u84 , where ~l (resp. 84_) ia the family from thc case 1, 

(resp. from the C'!,SO 4.) )thcn "82 11 © ( Î 11 (n))c , 
) I • n-1 0 

6. If a- O A, wo denqte by· x0 the space 8a· 
nal n i 

2 • : 
7. Let 8..fl . Then a8 cfincides with a0• 

In what follows we wi~l show that only 'these ccven isomorphy types 

of thc subspaccs 8a or a0fare possible, This is thc Gamlcn-Gnudet thc-

orem for a
0

. 

It ia known (cf. (1]) that the firat five of thcse sevcn subspaces 

are pairwise nonis0a1orphic. 

Proposition 1,3 The space x0 is not isomorphi c to anyone of thc first 

five spaces obove. 

~ Sincc _11 and c0 have an unique unconditional basis it ia clear 

that x0 is not isomorphic ncither to 11 nor to ·_c0 • 

·.Ir x0 would ·be isomorphic to 110::0 , thcn ( t 1
1 

(n)) c should be 
• n O 

complcmented in 1
1
a,

0
. This is impossible since by a thcorem of Edel-

. . 
stein and Wojtaszczyk (cf , (5)- Remnrk 2 after Theorem 2, c,13) evcry coa

plcmentcd subcpace or 11ec0 should be isomorphic to one of thc spoces 
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li .• c0 or 'i1$o0 and bT [1) ( i 11 (n}) ia not isoraorphic to anyone 
n-1 co 

ot these three •pacea, 

We will show now that Xr/( i li(n)) , 
' n-1 co 

AaswH tha contrarT ia tnae and then by [l) it woultt follow ·that the 

buia (ciJ)(~,J)cUAn ~ot x0 wo;:1d be equi~ent to the standard buia or 
n . 

( i 1
1 
(n)) • 

n-1 co 

Thia in turn illlpl.J' that there ia a &:onstant IC>O indepent or n and 
r . I . 

a partition Ct
8
)s-l of the set An into pairwi•• disJoint eubsets au~ 

that: 

x-1 
max I l4it1 1~111 I ~ick1 1tl~II ■ax E l4it11 (1,2) 
1,~r t

8 
• . An 1'e~r t

8 

for• all 4ittcR and all ncff, 

·, • n 1 
Let ua put la(jO,j1 ,, .. ,Jn-l) auch thnt O supp c1j /.1/J and let us 

_ 1-0 i 

den te Bnl:•((1,J1);O~1,n-l, l•(JO, .. .. ,Jn-l)).' We ha~e 2n sucr distinct 

aubsets B 1 of A. Fix B 1 and lot , 1 ,,,.,t1 a partition of B 1 such 
n _ n _ n , l k n 

thnt til)Bnlţ~ for all 1'~k. Then, by (1,1.) and (1.2), we get the re

lation: 

(1.3) 

Moreover, for each l~s,r and O~i~n-1 put c
108

:•(j; e.t. (i,j)c,
8 

and 

supp c ij be pairwise disjoint) • · 

Then we have, by (1,1) and (1,2): 

(1.4) 

for l:.s~r, O(~n-1, 

Nexţ we show that the relations (1,2), (1,3) and (1,4) lead to a 

contradiction, • 

Take naMk f'br kcN which will be fixed later and take M in (1.2) suf

;iciently large such that 
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the number of. all subseta , 1 , l~J~1 • auch 
• j 

If M1•M for sll Bnl' by (1.3) 1t follows 

are covered by the subsets ( •.~ j) ~ .. 1 , hence at least one of : e subseta 

' let us say ,
1

, has the property that 
1 

I . • 

(1.6) 

Taking kcl'I sufficiently large we have that: 

2 h1 ,~M k (1.7) • 
l . . 

and putting a
1
j•l, for (1,j),,1 and O otherwise, we· get the false rela-

1 

tion 2!4k(Mk. 

Consequently there are 2M(k-l) subsets RnlcAn ~eh that ¼141 <M c.nd 

t1orc~ver there is an unique jkdl with the property; that (ll(k-1) ,jk) be

longs to thcse 2M(k-l) subsets. Take ~ne of these subsctr. Bnl· and denote 

by 8~~ the set {(i,J1 )cBnl; M(l-2)(1~M(k-1)-l}. 
2M Ml+l4„ 

Each of these Bnl 1s covered by O,;:M2<M sets Ct1/J=M
1

: 1 • 

for all these B~ , then all B~ are covercd by t 1 •••••• · 
1 • 1 M 

1 

and Gince 

l((M(k-2),J
1

)cU B:)f=2l4-l, it follows that at lcast one of the uP.ts 
l 

N-1 
1 1i' ... ,,1M has M12 ţl-1+1 elements (M(k-2),jl)' which clcarly contra-

1 
· · ll(k-2) • 2M 

dicts (1.4). Consequently there are 2 scts Bnl~ such that Bnl 
Ml+M2 n 

is covered by M2 sets Ct1/ J=Ml+l' where ~M2<M. Ass11111ing M1+M2<M, we ' 

procced as above finding the sets . ,
1 

, ... ,,
1 

for 1,11
3

<11 
111+M2+1 N1+N

2
+M

3 

and after at most M steps we 

•lk r-i2 I {(O.J1 le~ B~1 !1=2 - and 

find 2M(k-N) seta s•
1

,;;A such that 
n n 

such that B~1 be covercd by at most M seta 

1 . , ••• ,1 • Consequently there 1s a set, say ,
1

, auch that 
11 iM 
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-UII<~ . • I t(O,J1 l.n1 Jf 3" ~-- . • Take k verifiin& (1.7) and 

.-llAk4' ~{ . 

~ it t'oilows that (1.4 ) ia violated. 

So, (1.2) doea not ho.ld t'or ari,y n, thua x0;< i 1
1 

(n)) , and by Pro-
• . ~ .. ~ 

poai tion 4~·1 - [1 ),.-x0 ia not a C0111plemented s ubspace of' ( i ·1
1

) c • 
. . • n• l O 

( i 1i (n)) c ;·· then x0 would tie compleaenti:d • 1nto ( i 1
1

) c , 
n>ol . O . • nal'O 

which we have lieen tbat. ia t'alae. • 

Proposition 1.4 All seven · spaces a
8

. are pairwi s e noni~omorphic. 

~ Obvioualy 

(1.9) 

By Proposition 1.3, ~lation (1.9) and by theore~ of' Edelste i n and 

WoJtaszczyk it t'ollows 1:'1at a0 is not· ieomorphic to the !'ir.st f i ve spa-

ces 9f the 11st of' 8B• l:t remaina to ·provo that 
I 

• lc0"8.0 • (1.10) 

But using the fact th.at x
0 

is an .order continu~us Banachl lattice • 

with renpect to the orde~ given by the baeis (cj)j:l we get x0 contains 

11 (cr'. (6]), so (l,10) 7a proved . 111 

Theorcm 1.5 The eeven· spaces listed above are all the subsp~ce5 of 

a0 of' the type 8a· 
Proot' Let ser/ .an infinite subset. The.n B=B

1
ue

2
, wherc B

1
~ u A and 

n,;l n 

B
2
c((i,O);icNJ ; B.Y (1 .• 9) it su1"fi~es to show that (i:p to an isomorphism) 

c
0

, ( i 1

1

(n))c and x
0 

are all the subspaces ~ of x
0

. 

n•l O · 

Since x
0
.( i aA )c 1t ia clear that one of the following situatione 

n-1 n O 

occurs. 

1. Thcre is a subsequence (n1·J1,fi~ such that thc set (Ckj;(k,j),B/lA0/ 

contains the cle.cients ck(l) .. j' (with O._k(ll_:;n1 and l.(l(ri . such thnt 

!:: ri~>, . such that therc is j so that the support of' ck(r
1
),j intcr-

Gc.cts the supportc of at lcast ttro elcr:1cnt,i ck(~ 
1

) , eP.ch of thcsc 
. 1- , s 
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·el~nts having ~porte which intere~t the aupport of' at leut two 

ele■ts ckC'rcZ) ,a' ·etc. 

The nonexiatence of' auch a ·sequence (n
1

) 1 __ i■plin the exiaterice of'· a 

n
0 

auch t.hlt t'~ e_ach 11~0 .the
0

aet1s" {1;(1,J,>cBMnJ be in one ot' the t'ollo

wing situations: 
• l . . . . . . • 

2. There . ia ~ natural mnber K independent of' n, aucb that IU;(i,j)cBtlAnl)~ 

-~ for all njln0 • • 

• 3. sup I {1,(i,J)cBIIAnJ I..;, but all the supporta ·of' elemente ij' with 
n . 

(1,J)cll/\An for n~0 , are _paii;-wise diaJoint. 

4. Denoti~g by k(l):al{i,(1,J)cBnAn}I tor ~J.4r, we· have llQ k(rn)- and • 
N n.-

iAo re ove r MA• U Ck, wru:re 14 does not depend on ·o, such· that the BUP
n kal 

port of each ck(rn),J' with (k(r
0

),J)cCk'. intersect_s f nly one suppor_t of' 
\ .. 

an elec•ent ck(r -l),s d~ (k(rn-1),s)tCli. t'or kaJ,,2, .••• ,M; etc. 
n ' . • 

In case a 2. and 3. , obviouilly 8a ■c0 and in tha case 4. i t followa that 

08■( i 11 (n)) c 
rr-1 O 

In case ·1. Y:•8a conta'ina a complemented aubspace iaomorphtc· 'to x
0

, 

namely the sub11pace Z:=('! Z) , where Z :•(ck( .. ) J;ck(, ) ; 
. ~l n c0 n . rn , rn-1 ,sţ 

ck(r -1) a I ck(r -2) 11 i ck(r --2) s ,, •• ), ~ore cupp_ 'it(r -1) s 0 
n ' 2 n • 11 n ' 12 n • i 

/lsupp ck(r j /~ t'or i•l,2 and similar relationa for ck( _2•1 with 
• n ' . . . rn ' 8 11 

i=l,2; etc. 

Since ,. 

Xo•< i Xol 
nal cO 

, I 

(1.11) 

thc dcco:::.;obi ti~n ~,cthod of Pclczynski givea WI th:,t 't •X
0

, ,_whi_ch onds 

thc proof of Theorem ·l,5 
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12 - The space U and GBllll.~n-Oaudet theorea in U 
~ -

, ·• 2k-1 "" 
Let us remark that the Haar syatem (h ) ia a basic sequence 

~ .-. • .. · ' . , ~ . . ~ ~·~ ... .... . 
in L.(0,1), so we can consider the ,jlanach space u.:.,Unc(L.(0,1),hnk). The 

norm in_· u. ia; giveii· by: ' 0 

IJ fxfl l• aup Sl!P • t f"kjl -
. ,•·, ·i . .. • ndl tc[0.,1] 1<En;t<BUPP ~ . . 

Let 11cr? an · inf'.iniţe sub~et, We ,intend · to classify 

U :•(hnk] ( k). B of U • , , n, C ,__ ~ !.. : , ' \ 

Firat we list the obvious aubspaces u
8
su •• 

'(2.1)· 

the subspsces 

Ni, ,; . 
Proposition -2.1 •- B'eaides the seven 

,:• I •~ • , ♦ •• ( , ol ~ 

,other subspaces 08 , nrncly ( I 1
1

) i 
•~. n•l cO 

subspaces 8e ~ -a
0 

tt/~re ·ere three 

<' î 1
1

lc ()(
0

,~nd' u.: ' All these- ten 
n•l O , 

apacos are ,p~irw17e nonisomorphic. 

. .. P,;:oof A~l these spaces have a naturlll representation as subspaces 
.. , ~ ,•-~ ·•, ' • ..• •· • , 1 , ... _ ... 1 

of. the ~~ u8_- Lot us_·me~tion for- inatance that_U8•U;. _ 1f' B,ol(n1 ;k1j); 

i-11 • •• • . ·, • r . • 
n1<n2<n3< ••• , 1,J~ , supp h k . (\SUPP h k ,' for. Ji'l 1111d . • 

• ni ij ni .11 • • • • • • • . 
L , f,,~ } . ~' ' ' , J •,.:,; 

supp hn k nsupp hn k i'Gl, : 1•2J-1 or 2J). koreover, for B,o{(n1,k1); 
1 ,t.J i+l i+l;;l , • , "1 .,,. •. 

n
1

<n
2

< ••• , aupp tin knsupp bn k ,li!, itNh then u8~11 ' and ror e- I! B1, 
i i i+l i+l . · i•l 

• • • , I ~ - ' r; • 

where e
1 

are the above aets such tbat supp hnknsupp hnl..fl -ror all 

(n.-k)EBi'. c: : 1_ )EBJ ~or iil_J_. , th~- Ue•< · Î 111~\ .Finan/ for Ba :ff An' whe;-
•. n-r O , · n=l 

: ' • ~ . i~l ). .,. · 
~ - A ~{(mi'~ij); 4n; ~<a2< ••• <mn; L(J~2. , supphm .k !)supp h• k -, 
" n .: .. • • . ' ':--_- ',•.' c • ) ' ; •J '• i ij , ! i 11 

f'Qr j,ll snd aupp h ·k naupp h . k . • · '!'fi for, lc2j-l or lc2,fJ : and ■o-
. • • . · •1 ij- •· •1+1 i+l,1' ,. 

re~ver aupp ,hmJ!lsupp .hlj-- for_ ,,11 ( ■ ,k}•An and (l,j)~AI! ror_, '!1P· tban 

. {.): 

lt rc11atl),B \o show . tl\Bt tlle lasti three SPll,CeB '.of ~e sbove. liat are 

P"irwine _nonisooorphic and moreover ·· noni_som.orphic to any f'irst aeven 
~ , "t 111. 't • ' ; . • • ·• 

apaccs of the· 11st. lt. is knoa-n , (·cf. ( l J l' that ( t- l i ) • -is no'nis01110rphic 
• ~ ~ ' • 

•· 
to tho firat f'ive spaces, Sine~ _x0 in not isOCJOrphic' o· a c~plos:,entcd 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



subspace of (
O

~
1

11 Jc
O

, it follows that ( ! 11 Jc
0

1XO and (En11 )c
O
.il1(IJl.O• 

Similarly we may sho~ that ( rl1 )c @X0 is not isomorphic to anyone 
- no ~ • ~ ~ 

of the first eight spaces of the liEt except perhap~ 11<!)X
O

_ (this ~ase 

will be studicd later). 

Simple argumenta show that u. is not 'isomorphic to all the spaces which 

precede i t in this . list excep~ 11 qixO and (. El1 J c ~o• •.•.: ,. 
n O • 

It remains to show that ( Il1 Jc SlX~ is not isomorphic neither lto 
,: n „o ·.~ ... :,, . 

11(DX
O 

not to u. and u. is not isomorphic t~ 1
1
ec:O. 

. . ,,, . • ' .. "-•a·(·. 'i 
In order to prove these three nonisol'lorphisms we will. use Theorem 1.-1-

• . ~ ,J • • ·~. • ? : ?. 

- (1]. First let us show that u„Jli@'Co• Assume- tne contrary _ia true. 

; Applying Theorem l.l - [l) for m=2, .1'or r t nn1t. xO inste,Bdi -of _the ~aces 

2 ' ~•'\ ~. , ?' , • ·11 • ·, 1 > 
(X1 )i=l trc:m the statement of thiG _theorem and for z =T(h ), T:U +11ex0 

bei~~ isomorphism, we gc,! a partition · oflN, 

J..t ; n • • .. , 

t~Ji•l auch ~ -a\!hn)ncAl 

and (h) · A be equiva-

.,/ ~· 2 ,_ ; /;:-
lent to (P 2Th ei r J A c;;-L1 ([O,lj ,11 J, P { and P 2 being the· canoni cal pro-

• _, • n . n J'!!c 2 •. ·'--; •t _ ! .. >;. 

jections of XcJ,!}l-
1 

onto its componen·ts. ' 1 

I • • ~-, I-''- ·1:. .. ! .. ~ .,, ' ,t • - . ' 

Since , 11 ,;tx.0 it foll ~ws that !h/~ ~j J i,j is_" shrinking bas ia in 
I ~ • ,"'I I 1 1 . • • 

L2 ((O,1J,xOJ and consequently 11cifhn)n,.AtL2 ({O,1J,xOJ._ Denoting by 

.f 'f'- .~ .:, • • .,,, . ,! I 

of: ={tc[O,1)-, t belongs to an infini_ty ·of the supports of_ h
0

, ncA1 J,i=l,2, 

i ; roh ows thai/ ~
1

=1'1 and tpus la
2

1.,..': Hence ( tl'
1

) ' ·i;{h • J' ·,. • (cf. Co-
- . i, n , .~o ll ne_ 2 ' 

rol lary 2,3 aiid thc proof'' 'which fol Î bws after 'it) . . ;n,1s;'ln'cluaion l■ 
iJ;1possiblc , other'1ise cOc.L1 ([O,1J,11 ) (cf'. !9)). , .... 

11orphi&!il T:U.., +.( p 1 \ GXo'' • connequenţly it 1'ou~d clCist a . dccomposi ticn 
n o )a·, 
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11-equivalent toiu epr ) -~ into L ((0,1),( l 11) ) . Since 114(h ) _: , 
. n n . n .... 1 • . n c0 n n.,.2 

it follows that u.c[hn)nu. (a~ 1:!>e proof' or Proposition 2.2). • 
' • 1 • ' .· . 

B7 the proof of Theorea 1.1 - (1) it followa' the. exiatence or an .li 

non depending on ~di auch that, cienoting b7 Bk=Ainu,2, ••• ,kl, we heve 

~ • a 
that (h ) ,, B ia 11-equivalent to (2 ) cB <(l ( l 1

1
) • J and moreover 

n ne k n n k 
1 

_
1 

c
0 

• . 

[bn)n<B ·1a _11-comp1-,tec1 1D thie last apace for_.eli kdi . B7 2
0 

we de-
k ' . • • 
1 ... 2 2k · • i • k ' • 

note (c
0

u
0

,c
0

u
0

, ••• ,cl\ u,i)• ·wbere c
0
•±1 for J..::1..,<2_. and u

0
.P1Th

0 
tor ncBk. 

But there is; tne 1-etry Uk:(ţ ( t , ~
1

) J.•C l 1
1
·1 f'or' kdt: put 

' ·. 1 -1 co n co . • 

now !n1c•Uln for ncBk an~ '1t followa that (bn\cE ia 11-equivalent to 
• . ~ . k 

(vnk)ncB. _ror all ~dl. ~reover, let Qk be the projection of 

1f' ( t l:) J. ~nto (2 ) 8 . 'ţhen -¾;,.ukQkl!k~l ia tbe .proJcction o!' 
1 n-.1 c0 nnck . • _ 

\!/1>co onto [vnk_1~<¾ and _IIJ\:ll~[lokll~ for -~1 k~ff . ' 

llence _(h
11

)ncBk ia 11-equival~t to ~e 11-w>conditional and i1-c011ple

...,;ted aequence (vnk) B 1n ( l ·1
1

) for al_l kdf. 
• ne k • , n co . 

87 Propoaition 4.1 - (1) it f~llowa _ that there i11
0

1C>O ·non depen~ine 

on luft~ auch that for all ktfl 1;h•re b • partf.tion of BJ< i1J,to 1:he seta 

"~• 'l(a(rk' sucii tbat 

. ... x-1ux z · la
0
ldll E _•

0
h

0
1ll(IC.au l 1!

0
1 

- a ne,
8 

. nc!\t . • • net8 • 

k ·a11 .• 
0 
•• 

f . 

Since X_cau ţ;(h J , it follon thet for a rixed ldf, there ia 
. v-•nnc 1 . . 

• • . • . . n-J.:.1 n-,J • 
k(l)dl auch thet for the aet· "f i•((~,lt).;O(j~l, 2 .· : ~<2 • -,.1), the-

Z'e ia a aet, Ai ~Bk(l) ~ tbat (hJ~l(J ;klc'Ai. _ie •isometric to (b0 ) 0 •~ • 

Taking "~""anAi "e have: 

ic-1„ruc ·~ la 1,-111 ' a h 11 ,~ic • .,,;,,· -~ ,. r 
• s ntt 1 n · ncA'. -~ n . a nr.1 1 n 

s . l s 
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for all a~ dl and all l<ff, which is impossible by the proot' of Propoai

tion 1.3. • 

Denote by o ·the set (tc[0,1]; t belongs to an infinity of the sup

ports of hnk; (n,k)cl!). • 

Asin the proof of Theorem 1.5 we can sho,i th,it o..ţ6 implies thst u8 

ia isomorphic to one of the following apaces:c
0

, ( t 11 (p)) .and x
0

; 
n-1 co 

If !ol<•, then U
8
ia-obviously isomorphic to one -or ·the foll~ing -spaces: 

1
1

, cr/)1
1

, 1
1
@( t 1

1
(n)) , 1

1
e;

0
• It relllBins _to show that lol•• im-

n=l cO •• • ' 

plies that u
8 

must be isomorphic to ( t 1
1

)c , - ( _I l
1

)c (i)X0 or ,U.itself, 
.· - ""l O n=l O . 

Now we de!'lote by o' the set of accumulations. points of a. 
;,. ' 

~ Let t 0u. 

\. 

There ia a czyadic interval I • such thât supp hk _
10

s 

koio ·-u , . . 
alk i' and 

o o 
t 0cik 1 • S1nce t 0ca' there are ~,t2co wftb t {~t2 auch _that 

00 

t 1 ,t2cÎk i. Hence there is 'Ik i ,Ik i cik i such that Ik ' i Oik i •~• 
00 --·11 12 ou , 11 12 

. - } 
_t1 <Ik 

1 
, t

2
clk 

1 
. Since t

1
, t

2
ca •, there are t

11 
; ,t 12canI,_ 

11 
and t 21 ,' 1 1 ·1 2 "l. 

I ,; 

t 22canik i. t 11,t12 belonging to a .it followa that there are Ik 1 , 
1 2 2 3 

Ik ~ clk i &O that Ik i oik_i -li and tlldk i ,tl2cik i • Sitiilarly 
2 4 1 1 2 3 ""2 4 2 3 2 4 

there are disjoint intervals Ik 1 ,Ik 1 included into_Ik r BUCh , 
. 25 26 12 

that t21 clk i , t22clk i and BO on. -
2 5 2 6 . _ . n+l 

It follows eaaily that lh. J • 2 .-2.u 
K i n • n j n=l,2 -1 

metbod of PelczyJ:?,!lki abows that u8 •U •. a 

' · 
arid \he decOClposi_t i on . 

' ~· 
Corolli!ra 2.3 !! o is L"l unct\u::tn!:>le s~t. then u

8
•U_-. ,;. 

~ - By a ..-ell-kno1.n (cf. ·[ap - thcorea it ~f llo..-s t}>at o•a1Uo2 , 

1.'here ·a
2

1G a perfect set (Le. c
2
=o

2 
•). Cons,quently u

8 
contnins a cao

plct1entcd ,.ubsp: ce iso.-:iorphic to u. , _ hcncc u8 ~b:elf is ioomorphic to. u •. ,_., 
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- Z,']-

Jloi, it remaina tbe cue that o ia • countable aet ao tbat ~•-~ 

1'ut then ~0 :..,\a'ilfl and T1..,•na. · 

U o1-fl; -then -it ia. USJ to show tbat11~ ia 1-rphi~ eitber to ( '½_)c 
_ • · , ·:• •.. . ; •• ,. • · ·._ _ '. -- • D 0 

OJ"-u> ( I 1i>c .e,co; ' .-: · .; 
. , · • n . O • • 

li' .ai"i3 and ~iC;l, by ~1tion 2.2 it follm tliat U~•U •. Jience 

i~t -U:. ·~ sum!' -~t aicta:1~ .'put, o2..,1no~• and proc~ ~ llboft"" can 

llefine for each ordinu nuaber of the •,cond clasa 0<11 ·(ct. (8)) the set 

o
0

• Jlore preciaely -li' o i'! ·• li•it ordinal, that ia, there ia .nota .B_ao 

that &+1_,,, - 1re· t111ce. 0~
0 >_.n .• a.8 an~ 0Q....r,o<

0 >. . 
B<a 

It ia known tbat thcre 1a· 1111··ordinal a
0

<JI ao that oi. =o.
8 

tor all B>ca0 
i .: . . • . • o 

and we 1118,)' aaaume G ... So „ aet the aequence or pairwiae disjoint • 
. ..• • • 1 . •• . ao·. : . . . . • . . 

. • . ·. . . ~ 

sets•.To~\o', T{-01'\ai'•····TBDas\(oB)' _ror all 11...<a o· Tben o• U Ts· 
·': . • • ... • • • ,: •. • . . · • • . • ~a O • 

~ow _lct T~•l.t0111: 1 ; , where 101 are the la~iated polnts or o and let _ 

us ~note b7 BOC.8 ~~ •rt o= indlces auch .th:,t ~o-i~ .801' where toi• 

-c' n _supp. ~• 1~1,2, •••; and aupp "it.Jflsupp h~•lf for (k,j)<B01 
(k,J)cB01 ·. . • . . 

and <•,l)•B0n with ,.;in. Then [li. .J(k j .) ~ ia iao:.etric: to ( l: 11 )c by 
- · - ~ • _e O • n O 

. , .· th ' . 
the 11ap l ·0 _which carries the 1 . ; tunct1"!1 ·~j ·vi th (k,J.)cB01 onto eli 

th . . . tli • . -
the 1 _ .clecielit or. the -1 • cop7 of 11 into ( I 11 )c • 
. ,·. .• .. • •. ·; · .. -· . .. . :, . • · n-i . o · , -

_· • ~t_. s1•ttnl~:-
1 

~ :iet ~ consider the aet oţ :llldicea B1c:B\B0 '. dia-

Jo~t· h~11/ ii
0 

~~eh·:~~ a;.·u' .B
11 

with ~~~ (l ~ . aupp '\J• 1-1,2, ••• 
. • .. • . . . 1-J. • (k,J)cB11 

-~ ..aupp "i_'jlsu;,;i h~-13 f.;;. (k,J)<Bi1 and , •• i,.eln with 11'ri. 
~.J."l" • ... • • ... . . .- • -. ·- : • -. . . • 

liext we show that there 1s an iaome.tr,. t 1~ [i,1 ficB llB •< ll11 c 
. •. O 1 n O 

"'.ifch ext:~tlda· t 0:" ''· •,:,• •• 

Then Hf'i- . : ·r < •~khJ·k+ i • i , b~"it.JHI'." 
1•1 (j,k)c8

1
i i•l (j,k)cB01 
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-So-

xl!II I b!bJjjjVjllI I a!'\+ I •~· - t b!j'\jlll, 
icN

1 
(k,j)ca

01 
i (k,j) ~B

11
_ j j ict1,N

1 
(k,j)c~Oi 

where N1c:,f-l so _ that supp '\fsupp hm1=111 f'or (k,j )c i~N B01 and _Cm,l)<.111 •• 

1 •. 

Hence we may assume that for all 

(m,l)cB
1 

and it follows that: III I 
i 

supp hkj csupp '\l~l for all (k,j )< U e01 
lcNf 

i l 
+su;, ( I 11 I '\ J"k . + I I bkj'\j 111 , 111 I 

(k
2

,J)cB
11 

2 ~ li!ll1 (_k,j)cB0 1 , lt~J. 

~( using ·a set 11
2 

w~ c defini tion is like those of 11
1 

)< 

l l 1,· 1 . • <III I I bk ·"it-lllvlll t r • bkjhk.llfv<I'\ l+I'\ I+ 
lcll

1 
(k;j)cB

01 
J J lcl'/

2 
(k,j)cB

01 
J ,,_.· 

0
1ml ~: 2

11
2 

+ 111 I ~ .h .+' . I I b~ ·'\5111 )~ ••• 
(k3 ,J)cBli 3J k3J lt'l\lJH

2 
('k,j)cB

01 
J . 

• l • i 
~ V 111 I I • bk .hkj li I V ( I I'\ I ) . 

m=l lcllm (k,j)cB
01 

J j=l /
1
j 

The reverse inequality is obviou". <\>; bcing an unconditional ):>asis. 

This gives us the isometry T
1 

which extends T
0

• 

Consequently, for all Hni te ordinal s n we ma,y define is~tries· 

T :(hk.](k ' ) U B +( ! 1
1

) which map the natural"bas~~ one ·onto a-
n J • ,.J 1 i n=l co ~!' • 

~i~n 

nothcr. If a~ a
0 

1s n li~it ordinal, the ~bove proce~ure wor~s iml:banged 

and consequcntly using t he transfinitc inductio;i we get an · 1sonae;tr,' ... 

T : (hk .](k ') U B •( Î 11 1c . 
0 o J • J C o n=l o 

o~o.o 

Lct B' .:=n '\ U B
0 

n:id rcr;;~:-k t hnt UB ' 1,; cithcr of finite dirocnc!on 
c,~:i ~ 
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or .ieoaorphic to one or tbe following epecea: ( i 1. (n)) or X . 
·• n,,J. A c0 0 

Consequently ·u8 iii :l110110rpbic eithe,: to ( ! 11 )c
0 

or to !1
1

)c
0
@1.

0
. 

Thie .ends the proot of Gialen:.4audet • theorea tor. U .. : 

Theorem 2.4 All_ the isomorphy types or subspaces u8 ~ u. ~ those 

froOI the statement ur Proposition 2.1 

- Betven~u 

(1)- J. Bourgain,P.G. Caaazza,J. Lindenstrauae, L. Tsatriri, Banach apa

cea witb a unique uncondi.tional buia up to pemutation, Hemoira PJS,54, 

• nr. 322, (1985) ,1-111, 

(2) - S.Y ,A • .cban&, z. Ciaielllki, Spline cbaracterizations of H1 , Studia 

.Me.th.,75, (1983), 183-,192, 

(3)-J,. L: B; Gulen, R. · J. Gaudet, 0n aubsequences of the HB3r systcm in 

LP(0,1), (l<p<.oo), Israel]~• Math,, 15, (1973), 404-4.1,3, 

(4) - A, Carsla, Marting~e inequlllities_;Seiaţnar Notea on recent progresa, 

V. A.· J. Donjamin Inc.• ~cading, 1973. ~ 

(5) - J. Lindenstrausa, i.:, T:&afriri, Claaeical lianach spaces · I, Sprini:er , 

Berlin, 1977 • 

. [ 6J - . . P, Ke7or-lfioberg, Z!1r l!chwacbon ICompakthei t 1n Banachverbllnden , 

1111th. z., 134. ·c1973J, 303-315. 

I7) - P. F. x·. KUiler, On .·suba~uenc~s or t:11.e .Haar basia in H
1

(&) and iso

aorph111J1' betwe<>n 1/-spaces, Studia llntfi., ss; (1987), · '73-90. • • • 

(8) - I. P. netanaon, Theo17 or t\lncti~ of real _v.ariablea (ruaeian), 

. Noacow, 1950. 

(9) - li. Popa, Dia Permanenzetaenachaiten. der Tenaorprodukte 'ton Banac:h

verbliaden, in "Ro::ianian-F.î.imiab Seoinar on Cooapiex ~siB" L.11,11,743, 

SprinJ:er, Berlin, 197ţl, 

Institute ~f lli~tica Romanian AcadellQ' 

p_-o. llox 1-764, 70700 Buchareat l!Ot:ANIA 
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SUII ' LA CCff!lll•C! DES Dffl'IIOAI.IS . 
IWIS a.z. &9P.ACIS • 

.lllt.tpa ll • .ldria 
Fao. da aat•atial 
u.tnrait.tN lli&avaat.t 

la r-1.t.n aet.. 1111a t...Ua an-1.0D ;dia u..r ... nr 1.a _ _.. 

1moa d•.•.-thlial• ~clas¾,<■), lqi ,("m,a • ·...,. da pn,. 

babili".en a pru la DOt.atlom da [11 et.(2] • " 

'Dllo..-a. 'lloimt. I 1111 aopaoa iJITariaat. - raarrans•eat.a nr [o,1J 

(i-.1 .... • brat)~lfl li ,i.., et. {rn\ n - ...U. eroiauaw dN 

ft' :-alsabra ~ 1mm la fi' -alaebra boNlier.na da [S',1] • Al.ora , 

!)OUi' qa 'ma ■art.insal• {'n l D relat.1•• ,t,D r D aoit. .-••rcmt.a d;ma 

I U taat at. 11 ntU q11 1alla aoit. bomla dala t,o.a.d •. 811P lrn l I ( CIi 

Po,ar la deoaat.ri,on 11t.111H_ l• ·••• idAl!A qiie dana le cu · ala

eiq111a et. das' propri~ el• r.1. N:>ac•• 

[11 ,1 .Li.dmat.r81las ,L. Tsatrirl • Clusioal l!anacih Sp-, II.1979 

[2Î .) .Dlat.el,J ,J ,llhl1faot.or Maanrea ,11at.1a.5'1rr..,.,No.15,Amer.llatb. , . - • 

Soo. 1197! 
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GEiaii.AL!ZING T!IB JIII>KD'i/SKI AN S?ACE-TIME 

T. Bl!l.sn (Univ. Craiova) 

'l'he Jfinlr:1>wskian epac-time is eseentiall;y cor.sidered as 11 -~rid endowed 
with a aupar-additiTe metrie. Its f'o rmer generalization to a Pontrjaguine 
n 1 apace keeps up the fundamental propertiee . concerning .U\e- e

0
l'lusal order . 

temporal and ·spatial norE snd metrica, orthogonality', hyperbolieal and 
circular angles, etc • . A similar, ·but more general .etructure, ·- ie etudied 
in the world ' of' the evente -.tlich happen in a normed ·or ~ e ,11.etri·e '8pace, 
'!'he specific properties ref'er tei 1110notony, eillllll.taneity; eharacterization 
of' the inner produc~ spaces between the normed ones , snd the· imai.nence 
a:rter eollllllOn eausea. 

Simple 8XS11Plea like. li f' ij = inf' ·,t(,t) ··, def'ined ·on the eon:e .or the 
·t E, ·" - • • • • 

strict order of' • 1' 8'(T), together ,ri~·f the t•ral' n~l'IIS ~ -e~~nt worlde 

lead to the general notion ·o:r- l!ilper-addit i ; e (e •• : r-·n~~ end -~tr.ic~ .Ă8 
, • • .. : .... • •. • ~ : . .., _. ,;_ •• • - :-_,:j ··- ''. -:- • ."· .., ~ ... • 

!or the s.a. ·metriee. the do11.11in 'a N•triction ie al~ _poe,ai~le.1,.,tt,e . 
. . ,: • ..... •. , - --r.c - :.:_ •.• . 

prolongation's probl9111 appe:are tobe more 11,i&nif'ieant. Apart :f'rolll the : 
,,..__, 

e:,mmetric prolongation, we h~e: 
·~,... . ·.__ .• . . -~ -~- y - '1 ; -_-

~- If . Ci : X: ·--·ll+ la a "DOl"lllal. a:•· metric . and <, :X - ll+ • ia 
~- - .,. •. ; .. ! . ~-\-. /'\·~ ' • • 

ita ·11tandard prolonga,tion Cwhich.'.vaniehea ·on „ r:, ·I: .. ), ·.then: . · 

a) c' 
._. '!;/,... :,1,_. 

b) -ir he no proper .ertenaion. 

'l'ne fnrthar generalizationa have II quali tatb~ ·-ch~cter· rind . conaiat 

.of' structurea dual to 1.be wdf'orm . t.opologicel and topologiclll cmea. · Tbese . 
structures, ca!led ·tu) horiatological, are ·consider~ ~truc·tures or dia-

\.,-:; •• ' . 
ereteneaa and the besic t.ool f'or introducin& . thn , t;a .. the ideal' e technil(Ue . 1 

For u.h. the f'ollowing 111etrizability .theor:.- ·boli~-; --· - . 

~- The u.h .• (W, J..( .) ia generated b-r-•e t ~l.y. J. .p:e:;a.- .. ~;:ies .• 

if' an!! only if d'{ !ldmita ~ b81!ie ~on11i11i~ of :~i,~ti~~:P~l!p~c~~i • .•• 
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The horietology on ,_W ie; detinsd by a tun11:tion "/.. : w - ~ ( S' (W)) 

which at taches to e&ch point or W _ an· ideal of per~pecti vea. .An a1 terna-

ti ie_ b t~ use ~operato; s ii~_e · the :p;emi~e operat~~ (correeponding to the 

topol.O"pcal .interior) < P : 9 _Cfl ,_. 9 (Y) , tor which p(A) = l ::r: G w 
• A €.: ~ţ (::r:)ţ "< In par·ticular the. completed directed_ sete admite natural 

horistologiee~ :" · 

The:; (u) :hi>ristologi.11s ·' generate proper. orders on the considered worlds ; 

which pli,;r an impo~~~ r~le i~ jiropertie~ H ke: • 

-h:tpoeition. It _·_p '• ia the '·,p;re!Dise operat or ot ,··(w ," î. · ), then: 

a) :•> p(A)~ .,·p(~[A)) .;·· 

• b) .,. r.-1\ p(l:X ~) >) ,, := p(A) •• • 

c) i!' • A ~ r-1 [ A), then p(A) = S, 

The 1110rphisms or the- (ul ' horilltologies ere .the so called discrete (u) 

:runctions, · which are duâl to .:the (u) continuoue omis. Rep1·aci1J8 the notioi 

of convergenee by i't.s•horistological. dual (emergence), we obtain the 

properties of _discretenese by anal.ogy with thoee of continuit;y 

• . ; ~- Le~ {W, _y. • ) . and (V, '( ) be hori~~~"logical. worlds end let 

p ,_ , and . Py> i be the corresponding ._prelude oper."tors. Then f:W - li 

ie cUscrete on W _if and onl;y if t(p~ (A)) '= · p'f (i(A)) for esch 

A': W •· 

The 110st important re:t'ererice_s -ere: 

Jl 1 Bogi;iăr J., InAfini te inner product spaces, Spriil8er- Verlag, 1.974 

[~l Crist_e_scu R., Aneliz!! t'uricţional!l, EDP, Bucuregti 1970 

[~) relley J.L., General Topolog,, Van Noetrsnd ·Comp., 1968, 
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Prolonge■ent dea operet aurs (o)-bornla 

Irlfta CAtuneanu 

f l o erolongeaent de s certei nee operateura po9itivea 

solent T I "· J;' et f'"' dH algl brn de aoua - ·enseab1H 

de T da talla aorta qu■ '1:Cr at, ~ur tuuta A'I.Y- at ·I'-• G • 

'J•. • 
Sol ent X un aepaoo 11ntalt'9 rlticult ■t las .aapacoo lintal

raa rftticulta "(T, l;.x) at "(T..r.'x). 

"(T~X ) oat l•aspaco -de fonceio1te . (o)-bomt~a ,dlfiniH eur T, I 

valeura dana x de t alla aorta qu•exJ.atent (fn)ileN una auito da 

fonctiona J- al■plaa da talle aorto quo (f,.>neN (o)-. oom,or,,o 

untfontlllent aur T vara f. 

N(T:t.x) Ht 1111 eapaco lialalre rltlcull oO f61~ f(t)'-10) 

1t6f •. 

, N(T,l;,x) Ht un aoua - aepaco da l!l(T3":x). 
.. 

Tbftor„a 1.1. 

sl u, N(T,'S,x)-Y ·aat ·.,. op,rattwr linlairo, poaitlf 

ot (o)-contlnu, ■lora axhte ·l•opftratwr linftalro ot· poeltlf 

. V I "(T .f:x) .._. Y 

do toll• aorto q&M 

RNa"9UaS 1.1. 

sl • , "(T.1°:x>-:/ u~ • optratour linlalro, 

poeitlf at (o)-contin• da talla sorta quo 'IV i.'CT,t: x) • u alon 

••voa, 

V I "(T, f":x)_,.y 

V(g) • 5 O d•t• li- 9 ~ N(T,9';'x) 
:r 

11y I Cf" - R0 (x,y) 

•v<A) • aup l • (F) J ,.. F, ,. .~ 1 . ,. ,r 
■ (P:)(x) • U( ţ a). P: El:' 
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12. Prolongnent dae cartain•• operateul"3 Ş: bomls 

s oiant _T J fi• 1i at rd•• 6' - anneaux• ·.te,,•us-ensaables 

de T de cella. -.,.rea q~e '(; C r et pour toute A e 'f' at „el'; • 

~• talh sorta qua F ~ F o• ., ,, f Z. 

soi a,lt X 1111 aapeca Uni.ir• rflticull. xr ~ f o)• y un 

•ep•c• 
. , - . 

linaaira ct>mplat„ant r§ticull. 

Soiant ·1(' l•an~Hbh ,d•• saa1.;noniH eolidH at (o) -

·continua• eur x. 
sehn~ p(f) • · ~up 1 ·p(f(t)) 1 

f ,T-+Xo f € "(T,<Ji'x). P6 <fl 

sohn~ lJ. f p I p f 'I'} at 

Thlorlaa 2,1, 

oii 

s1 u ~ "(T,'1-.X)-+Y Ht un oplratau_r linlaira. positif 
;..., -

•t 1>
0 

- bornl; alon axhU un opÎrataur linlaira. positif 

·V I M(T.S';'x) ➔ y da talh eort•f'9 

V/· ( ·.,. • U at >I A f CJ"' M T,o,X) -v1,.,.(T,1:'x) aat Cf>_ bornl 

H,.(T.Cf;x) •{ f f!- M(T.1:°x) { (l) (.f
8

)niN auite approd■ant pour f, 

da taUa eorta qua {tjf.(t) ,A oJC "• V nMtJ- -·· 

1taa■rgu•• 2.1. 
s1 ,li aat una clase• non vida da soue-aneaabl•• 

de T, .oi~.~(~ l ■ claas e _ do toutee _ansomblH E c.T por qualles 

.ue eA : . -I A ~.I{ • 
■) T t- '/:'r;I} . 

b) H,/l .a) I, '6- r ·<J3 
si .A Ht uri (j'- ennaau slors f ,;,, est un 

cr-annuu at ~c1t<.i&. T f; -1r~- on paux considlrerr- r,A, 
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Ttie representetio,:, of seae
1 

resrrange11ent invariant 

function apacee ueing the Poheon integral 

Nicolae Dlnttţ 

.. 

A•L•t )(, ·be- • ,rea_r-rangeaent !l:nvilria.n-t ( r ·.i ~) function space on 

T " ·[o-,2v] ( [3] ,2.a.) .Far· every t :E ,;r,,we define •n .alrtoaorphia• with 

invar·iant aeaeure _'1:t -~ :r _ inu 
• f~· . • .. , 

indf _b! 'tt(•) _• t - a ('•od 2'11' ). 
;..1 

9t_(•)" (9•'tt )(s). Far. every g e X let gt· be - ,the funct~•n defined by 
'. . . , 

_,_-v- • e. T.We s~•,~l wr~te_ ebuaively _gt_C•l "g(t-e), V . • E !,•Then 

gt Ex and lfgtlJx" lfgDx. 'vt E T. , 

If f _EX and g Ex' (the aubapace of x* consisting of the inte-

.g_r.als [3) , p.29),then _the convolution •f f and g 1• wa.11 defined by a . . -P - . 

ff~g -~ţt~· • rt-i f(e'~g~( -•1da __ • ~tf(e~g(~-•·)da , V t E T 

,. . . ,· . 
Propoeition ·1.1) If f E X and g _E X ,,th_en f.ţg e. ,,L.(T) C X and 

11, .. 9l\x ~ llt•vll./• lltllxDgllx• 

11) lf f E X and g E L..,(T),then !"9 E. L,;.(T) C X-and 

Uhgllx_~ Df:i:91/
00

~ ' 11,Uxllgll.., 

111)( le••• 6.L, [iJ) If _f E I ~nd -g t L1 ("T),then '*9 e. X_ and 

lhgUx -~ fffffxlgl~ 

Cero'ibry . 2~rf f E X,than f/jpr E X snd . /'·· a11<11~Bx · -4 ; '1-tllx· 

{ 2 . • 
where P,. ( t) • 2 - r "ie the Poiaaon ke.rnel on T.. 

. . _ · 1_+r -2rcoat . •. _.,., 

{ ZECllz\•1}\ _ .,!!.,Ftret aoH notatione: - i> · • { z E c-1 lzl .<.1-J, T 

canonically itlefltifisd w~th [o,21rJ, Ha_r(D_.) -.t~; s_et _ of 

-F : D---+ A ,-hich oro_ haraon_ic en ·.o • .-

the functi.ons ' 

boa r.i.funct1on apac~ ~n · -j- · .;[o,21T] .we denota by 

• :{ , E Har(~) I 11,n ~ ,c • ' aup IIF„Ux '- 00 } 
- • h (O) O~r,,_ _ • 

• · i .t • 
whera F,.(t) • t=(re ). , 'lf .t E T;·,If X • L;(T),'1. f p ~ oo,then hx(D) 

te the claasical apace h"(o~; ·-
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The Poisson integral ef s fur,ction f EX ie the function 

P[f] : O - R definsd by 
JlT 

P[f](reit) • (hPr)(t) • ~ f f(s)Pr(t-s)ds 

O . 

The aain results of this note are: 

._ .,,. _, .. 

Theore• 3.Let X be e r.1.function space an _[o.21r] • and 'f t .X, 

T!hen P [f) , the Poiason integral of f ,belonga . to tha space· hx(D) and 

li P'[f~ll x ' ~ lltllx 
h (D) _ 

Theerea -4.Lat ·x be a aaxiaal r,i.func·tton apace an -(o,21rJ 

which ia not orllller iaa■erphic ta L1 (0,2rr) . Than,fer · every function 

F E hx(D),there exista a function f E X auch that F • P[f) and 

llfllx 4 IIFII x 
. h (D) 

Cerollary 5.Lat X ba a , •axiaal r.1.function ·apace an [0',"2tr] 

•hlch 111 net ordar isoaorphic · ta, t.1 (?,2V)•Than• x la iao~-~tric te 

hx(D).Here prechely , the Poisson integral ·p: X - hx(D)~f :::-- P(f] 

ia an 1a•••·try fraa ·x an hx(D). 

l.C.Bennett_,R.Shar~lay.Interpohtion of Operatore.A~;" deaic Preas, 

New Yerk London Tekyo, 

2 .• P.Koo! is.Theory of HP-spac~a,London f'lath,Soc.Lilctura Note Sar • .W , 

Caiabridge Univ.Preas,1980. 
'I. 

3 .;:r.L1ndenatraua11, L. Tzaf riri .Class·1cal • Banach Spacea II ,Sprtnger-

Verlag ,Berlin Heidelberg ; New York , 1979-. • 

-4 .w .Rudin .Re'a'1 anii ·co■pliex A;,alys1s .Mc •Graw_:.H1·11 Book Co•pany, 

AIRsterda■ New Yerk Oxford.1966.~ 1 ·-. 

INSTITUTE OF CONSTRUCTIONS, DEPARTHENT OF · HATWEMATIC~ , , 
~ •. 

Bd ,LACUL TEI 12-4 , 72302 :.B~O;IAREST , . Rc»1Af:IIA 
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0N A -CLASS OF OR'!"HOMORPHISMS 
< ON BANACH LATIICES(I) 

·Roci"ica-Miheela Oineţ 

, It ' ia very wel.1'.-known ··that 1f i i a • co■plete . vector -latttce ca.1'\tl 
P: l.--, 3f.. 1a a proillctor, then the eet Ker( I-P) 1• • · coaponent of 3E.(llrtarte 
I is the 1dent1ty operator on z ) . ,. 

I.n thill way, ia _juetifiad the probl,e■ of, . th11 etudy of the ~ce . 
ker(I-T), for -r a linear opararor of ;& 1nto 2. , ): being an Archiaeilean · 
vector lettice). . . • . . • ~ • _ 
· A "firat ·step, ·ta to pive .so■e conditiona so that t ~• aubspace 
Ker(I-T) 1B retluced t .o lOj . · • • • • , • • 

We find the origin of thesil condit1ona for applications T::lc-.0~ , 

with it s co•plete Mtrt:c space, the Picard-Banech theore■ being e8lll\Y 
transfared . in a ( ~ )-co•plete vector lat-Uce( in • our · group ,F .Vpicu •• 
worked in thia directio_n) . • . , 

I .l e• inureeted in the lţnear_ ce•, end eapec'ially. when ~ la • (' ))
co1nple-te Banach lattica and T, 1s· an ortho■orphiaa on ~, with t ·T 1, l(me
aely, T•T1-r2 with T1 and ·r 2 ·two poaitive ortho■cîrphiaae on le . , that :il!s 
T1(U)I\V • O and Tz(O)AV • o. when UI\V • O in, ) .• It ie well-k-.,. 
11\ thiis casa. that the ·•et Orth( '.if.) of all ortho1norphia■a H lf-, 1 ~s ' 
a iso tha set of all regular opera tors T: ~--;. ;f ( T~ '.ll..(:E J) for that a!ber.-
exists )-,O so that ~T.{).i ( wa can auppoae even;llE.(0,l) ifu Ttt. 1)-

In thie pape.r, ;IE: ia a (IS" )-,,co■plete Banech l■ ttica and TE. Orth(:31: )). 
i want to find so•• ralationa bet~een the conditions of Picard•Banacilll 
type. . · ,i • • • ~ 

So: 

il'HEOREN f . ',If j T1(1 a~cf' <•n'>~~ e, ~ -~;1. 
and JCn+l • T(xn>• ('t . ). nE- ~• tnen:: ' 

f-: 4 ,,,,. 
a eequenqe defined by : 11

0
€ ~ 

a) _Kar(I-T.) • l•J , ~-
b) •n .lf4 f . , ·: 

'hlae•a 2; ~-lf· .tb.ar,i : axiata n E: 11· ao thlit Ir" I t. l, . than Ker( I-T)•fDl • 
.. . ~•. : ·r._.,, .,. '.... . . •. • • 4 •• 

THEOREN }- -If Tl '~ T2 E:'P.(~ ) and . there ax1et "',~:> O ao that -<. •, <. 1 
and . 

\T~(11):r2 (y)\~ot\T1(x).:xl •~I T2(yf-y I (V) x,H-l-, xfy. 
thent 

a) Tl'T~ ~ Drth(,f-') and iT11L~ , lT2 l '--~ : 
· 1 l · • 1-:;"- •-~ 

b) _-.. c. ~ ( and ~ L ~ ) .,. l T 1 1 L 1 ( and l T 2 l l... l) : 

a) Kar(I-T1 ) • ker(I~T2 ) •·lO) i 

d) •n.J4 o, wh•r• ·(•nln~· 1s •• tiaquanca· defined by x0 e-:l • . x2..,.1 • 

• .T1< 112nl •~d - 112n+2 _• T2< 112n+1>•· ('I-) n E:-IN • • • 

·Particu_larly~ fro■ ,theore■ 3 1t reaulte : 

THEOREl'1 .A. If \ ? ,:~-e-l.(=e ) ·and thare axt:ate ·<11:.(0, j · ) eo that 

• \T1 (x)-.T2 (y) l '- q( \T1 (;x)-xl •1T2 fy) -y .\ . ), N) x.y E;:.l-. xfy , _ 
than: . • 

a) -T1 , T2 {.0rth('I:) and ITil'--+ • . • T2 li.. _1 _ 

b) Ker(I-T1l • Ker(I-Tz) • \o) , : 
c) the aaae concluaion •• iii thao.re■ 3, d). 
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2!'3NITION 1. A •regular OP~f,itor Te1q ir: ) . ie -naaed11-eppryxi•able if ther.• 
tut at • regular operator Ss-~(~ ) .. and .t,p,.o , "''"1", ~'~ ac, that 

(l} \T(x)-S(y)\,.i.tr(x)-x\ + ~\ S(y)•Y\ , (Y }•K~yt,~, xfy, 

RUMARK 1. Then, the aenae of theDrt!• J 1B thet 1f T ·is a . - 1-Ap,rr,oxi•able 
operator then, e1ther u T f(.l, or T ia "a l•os t • '. in ths senae of ( l)) to 
an operator S „u-h l SHl. 

Another conaequan.:e• • ·' theore• 3 ie tl)e ţollowing 

THEOREM 5. If T E-1-. ( :l: ) 1s eo that there exist c, ~? O with !I', ~f> 4 1 end 

\ T(x)-T(y)\~\T(x}-x\ +a\T(y}-y\ for l!,ye-ilE- ,x;y , ' 
then : r . , , 

.a) H.-Orth(l;) • end l Tl '- Un( 
1
:C, ,f.:; ') i .l ; _. ~ • 

b) - Ker(I-T) • {o, ; f -, 

c) xn~ 9 ..,.,.. (xn>n•N c; ~ .ie • eequence _ d„f~n•d : bYJ "•~ ~ end 

xn+l• T(xn) , ('Ir) n1-1N. " '~1, 

"I .•. 

. ~-

1. B. fle PAGTER · : -~-elgebraa end o~th'oaerpliiaae",Theeie, 'un1v.' of Leiden 
19B1. 

2. v. ISlltATESCU ., "Introduction ~o .the theory o.f. .Uxttd pot.nu : , ·,Ed.Aca·d, 
Buc,, - l973i<"'- ll•~). ·: ' •• . · , ::--

lMt'itVU of Conatructione 
Depart■ant of Matheaatlca,Buchareet 

• Ro■ania • 
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Ilet.E „ a- Yeâars Jaui. aal l;e1; . F lM IIIIE<llll\6ed l'Mllltor 

,;. '. ., - ... • - - · -··------ - - -·· · ·-

•~•~~ .~.~ţ,.:: [i-.,F 1.s~ k!-a~.Jy jllppJ 

~icml u- tar,· ...,. . t11ree .,,--. z,. , ua;' mE „ \d'l:li 

.111 '- qf':i ~~ h tne u.-. . 
... .. t(~+-,-l * ~<.~ -·,- J !.. t{~ ·•,J') •--~~ -:..i ''> 

Ff?Dlt \. '!11e tolJ'-1111 .. ---. m ~ 
Cii >> t i. .,_~ in-tmta ~ 

. ' j~ ·~>-· .. tt~~ j ·li_~ t{~-.) ~ - ~~ •,:> -1( ~, . 

tor. a1l" ~ ,,, l ... t 1m ~ ... t11at 1,:• - ~ + :~ I ~ 1, • ~-~~h 
cw:) •. -~t ~ > - rcif. - 1 .- ~ ~~ -J - n• ·- ~ J 

tor aU ~: 'f J_-, i. .Im~ ~ ~~ • t, - I: ~ .aEI • l:,- .,_~ -.-J .. 
IiIMfl g;. IAt F ~ F ~ httilaas •• Ii ~= E . - F_ 1s ·-. 

-e~ -o~• ~• dD ~~ • o ;,. lailll· } • i!; are posl.tl .. 

ftYedcla~E„tJaeaJ . . 

( ~.) . ~.(.~ '! -;f ). 7.~.i! )'~ rt.J } _ ~ Ol J; 

C:..111 rc.-~--.. }J-: t( ~ l -~ -~-)l. 
•• • l • •. . ' . 

, ::~ ~ 
. (su?; .. u • ' ~ .ii "·i -., Uilllal . ' 

·' . . > . :_ţţ~si~:~(3' .~J, -)..5 t(~ .• 4 1-t(a!}. 

•rn91i 1.et . E " • -~1-...,,.•a: ~ee:1ar· 1atts.ce ui11· 
let ( F ,,.. I f )1 ~• ·• DONe4 Ye«tclr latts:ee:. 1fie fallcUaa; 

t 1. E - F u cwl:•d <t l· - wJ1tw-1T coptlp1lo1y tuDcJUCllll 

1l tor. aq· x ~ c .. , !. u . uaU-i. .eona.nuou t,mc.tloa>-
. . . . . ·~.,r.) . . . . 
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f2E(lf) - -in,.f l >. -~ o I ·,-:t_l ~ ). -~ J :. ·,. 
tJ!IOR/iil,lM Let E 1:e a ~edla• -.eaar.· 1.atu.a aail:. ie~ 

• • • .,.. ,. • ~ f • • ' -~ • • • . 

(. F „ li _4 ) • a 111>raţd: •ector 1.attt:n ,. ~ r i :!i; _--.. ~ 1a ~ _ • 

.,....trtimlly __ tom _f\1St1.0ll[I aJRL_ (f J- - • ~ -~ l 

w1 tli.; t.(.P i -.. '"~ .tflel t . iia t ! ) - . 'IIIIUaralt ~ tuno.U;oai 'ur. 
. . 

ealllt arder. • !.lrter•al [-s .,,. a J . ,, a i G • 

. F ··' 

• ·- f " 

IRJRPCEs· 
~ 

2. GanUI_.,. -.r1i1Uâ -· • 

!'11aeţ11 aouoilma aiăe1:.'ri.c!I 119 •P•~U:ibt:ar. ·tf. retua'

l.at.. ~ - j1U1il~Uls: •!!i,aţll llDtve ~oa:~ 
1.opo1.o,1a• uan. llacuaa~ l.Gi(l990);-,;.o 

11aw..attaua, Y01 !k(i!lm}~· 

a.-n. .Bns1Dtt•rtq JiiaUtli'\'e , '· 

• Bada"at„ Baaania 
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iJSO'tONE ,P.ROaEOTlON ,CONES 

.by 

Let C b• ii cl•••d ·cenvex ••t tn the re■1 H:l.lbert ep•11• (H. ~ • .) ) • 

and l•t ~'! • b■ ,en ••l•••nt thereln. -Th•n . •Pcu · denet■■ th■ 11n1qu■ 

tla■ent ·ef. C whtch r~■l1z■e the. ■tn:l.llel di■t■nce te u. ~h■ t t■• 

pc ie • -••11' d■ f1ned oper■ ter celled the ■etrtc preject1en 0 er s1■ply. 

th• p!!J~ ante C ·• 

Preject1ena ante cenvex ••t• eccur tn veri.eu• ■ppl1cet1en er1■nt ■d 

■athe.;et1c■l prebl••••· In ce■pla■entarlty theary ■nd 1n . •••• apecUl 

para■etei- ·••U.■atten prebl-• the canvsx .seta ana praject ■ an •r• 
1n fect cenn (aH e.g. '[5] • [6] and [2J ). Let ua .c•natdar far 

inatanc■ the •• celled generel ce■pl■■entertty prebl••• 

Let K be • cl•■•d cenvex cene _ 1n H and f i K~H b■ given. 

Find •• E · k auch _that f(x.> E: -r . and (f<•.> .. •.>. o • wh■ r• 

Kl:-•fy~H I (Y••> ~ O • 'ţ/ X e K _3 • Th• r■lat1en w1th prej ■ctt■n■ 

by Mara■u•• thear■a te] whtcti state■ 1 

I'f •• •Y• z '- .. H • th■n th• fell••i'hg ■tat■■■nta are equival■n"t 

(1) .z • x + y • 11· ~ K • ·Y 4:: K.!. . • (x.y) • O I 

(U) ·· X-• Pr. . • .Y • Pl(.i.& . • 

Th·ua •• is a seluttan . fei- th■ gan■. r•l ce■pl■■■nt■ ri ty prebla■ 

ia 

if ■nd anly 1f - th■ r• ext■ta an ■l■■ent y tn H auch that •• • PKy 

and ·· f(••) •-•~-v • 
Prejectien■ ant■ can■• ■ r■ · de■ply tnv■atl~■ted. Th• cl■■■tc■l 

r■ault■ cenc ■ rning tha.s· i:°apic can b■ find 1n Zar■ntenell••• ■anegraph 

[9] • It ia intar■•ting th■ t n■ in thi■ ■■negr■ph · ne 1n th■ ltteratur■ , 
unul 1986 was cen'e1dered tn eny way ·rh• t■latien •f • PK end the 
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ef thie kind cen b• ueeful in ••b11airU,ng fi.xed peint -. th■•r-• -•ITTI 

iteretive ••lhede. Thu• - hed te e-,,a1dar cane• K fer .which PK 

1• 1eeten• with reapect te th• erder rel-etien K 111duc••• thet 1•• 

•• eeked fer cenee K fer lllhich v- K i■plJ.ee PICv • ~ICU IC e 

If IC P•••••••• thia preperty •• oell u 
. . -, .., 

.1aa1an• p!!J•at.J.en cana. 

It ie ■1-•t abvieua that ICC Jlt
2 

1• 1Htene prejecu.en (s..p.) 

c•n• tf end enly 1f <'.x.v):;,,O Vx. Y _E IC 

Oe•• th1• preperty ch•~••ter1z• 1.p. canea 1n general? Unfertu

netely net. Th• cend1t1en ebeve 1• • n•c••••ry but -~ -• eufflctent 

en•• 

ln trying to an .. !'r tlle qu••Uon 1n poa1t1ve •• a,ot • oounter• 

••••pl• 1n di■ena1on thr .. which ia 1n plu• • ■tnthedrel con• . 
But fro■ thia ■o'!' ■nt beoo••• cl ■■ r thet the ~onditione •u•t ~• _put 

not an the ■1-enta ba.t c;,n th• fac•• ,of ~th■ o_on•• W. ,provsd 1n , [31 _-, 

the foll-1ng th-rn 1 

-L•t •IC ba -• pr-ope_r · cl■Nd ge11■r-■ 11n1 ■on ■ .1ft ~ • Then the 

foll-ing •• ■ondt tlona .are -equtvela111 ; · • 

(U) ther■ ntat ţ~• ,■1•:•nta u1 1n IR", {oJ •1~h~ (~t•".1'>~ o 
1f -ilj end IC•{•E~ _,. <x.u1)6o.',tj• 

In pertieular. th•r• axiet •••ctly n auch vector• u1 whtch ere 

lin■arly indepe„dent end .her,o ■ • IC. ,■uet ba ■inS.hedrel ( thet 1•- the 

order releUon ·tnduced by IC te • latu.ca o,r;dar) ·• Tha proof ••• 

-dlUS.eul-1 • . v•"'f ·••ohnioel -•nd -leng. Th• vactor■ ul -•r-•. tn ._ f ••ct .the 

nor■ala to th• ■■}Cl■■l f-■01!! of IC fact ,r~tcp , playe f!;' -,1,• _port_ent 

rola in ell tha -pro,of • . ,Henoe the ebov■, ch•!•c-tertzetion (•• ••11 •• 

1 te proof )· ,do■• not .work tn . infini ţ• dl■enaionel c•.•!' except for 

con■• which ,ere ~••1••1 f•~• gan■ r■ t ■d [6] ._!Jut f~r inetanc■ th• 

etaridard poatt1v• con■ tn L
1

( fp.11) which ia an 1.p. con■ h•• na 
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,roper e axual •••• • . 

Hanc• •• havato u•• dlffarant teraa l n _the ,-erel HltU9. 

On• of t h- ii.a t het of the -proJHtieftally eapoaad ~ [1] • 

K C H - ~~ •~ll•d P.!;!J••U-lly..!!!P,!ee41 • 1f f o r -ry f-• F of 

K ona hH P11;, ,=IC c:,K • . 

Ualng thia notton. our lleet reavlt for t ho 1-r•l ••" le tha 

foll•:lng , (4] 1 

Lat · K • be 

'itaca H • ' Than 

proper 9at1er■t:lng :1. . ~ . u na 1n the rul ·Hll ~art 
. . 

K -:I.• ,niJ•••J.enally •Jlft09N and ■J.nthedral. 

---•• •r.• aur·• -that -tha ... m,arH of -th:la thaorN J.a alao trua but 

H hava no proof U th:la -•nt.' 
. . . . . 

Tha -not:lon • f -,tha pr~Jaf t1~ ~lly ••poHd con• ae ••11 aa -• 

rHulta of Barkar~ U:lda_cltar 8ftd _Poola .-().] c-carnJ.ng thla -tlon ' 

help ua to a1■pl;fy - our proof for f~nlt• d1aenelona • •• heva ln 

th1• cont.xt tha followtnt theorN 1 

Let K be · a ~loHd. prop•r• genarat1ng con, 1n •". lhen the 

toll-lng aaaartJ.one ara equ:lvalant ·.1 

(I) •K 1.a ■n· :1..p . aona, · 
n 

( 11) , Thera _ax1ata ·- the tae11y of nonaero .veatora _ u1 ~ lt 01th. 

<11,~'!J'> t= O for 1 I J auch that K • t• a" , <_x.u1) <.o.V :1.1 

:la polyhadral and ·pr:o~eau.onally axpoHd 1 · ,(,U:l) , ,K 
>. 

• ,(-lv) K . le - ■:ln:lhedral and ,proJecUonally axpoHd. 

(v) " K -ia ■1n1hedr■l and for -•rv • :ln 1t" • P~ <; •• • 

wh•r• • ia tha at ■ndard .l■ttica operation :ln tha ~atttca •lth 

•th• -,oa1u.va •aoAa . . K ·• 

wa hava preaantad har■ tha vary ·eaaantlal part of tha thaory of 

1 0 p 0 conee. In fact thera -ara a lot of othar raaulta concam1ng th•• 

wh1ch 1n par-t we·ra uaed 1n obta1n.ing ,tha .t,c,.va. CMracter.1zeUe>-n 

theorNa. 

So for -•■p-1•-• evar.y ,1 •• p_. cone K -1• •ubd4161 .ln .tha. ""•• that 
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·:-; 

K C _Jf ., ,n-i.. --,, .t,-4>,, -~ ,ia .r.-g.u,la,r~ ~hat a-., .t-t. -4.~ en 
• . . ., . . . ~ . ·'-- . •· ' - ,,, 

o ,rdar'1n9 .tn H "'1-th !tn. p~-t ,y ,tha,t .-&r?t. --t- or-4i,e.i:- ,~ 
. ) 

-quence '1• -...,-gen,t,, -. arvent ~ -- 11• nOTile•l 

Spec-iel -r•--h• _,.. ob-ted.ned ,foi-. H.1J.b6r,t 1-tUcaa .n4il .,for,,-x.tNl 

face 98nerated conee .,.r• "he -.--log,y •Uh ,the f.i,u.-te di...,.ional 

caae ie proeainent 6 •• 

R E· F ~ME N CE S 

l BAIIKER, G.· f'K.,.- 4 +IDN»'F"·• K••• POOLE. G<••• P,ro,Jec,t ·ional.J..y. uposed 

con ea, SINI :J, Alg • Diec • Me,th, 8 { 1987) ·100 • 105 

2 eARI..OIW 0 R.e .•• tlRUNIG, H.D,-0 The ieot·on.ic. regraeeion probl•• and ··ite 

duel, :J. Aaer, Stet1at. Aesoc. 6-7 {1972) •l-40 • . l-47 • 

3 ISAC. G, 0 f<lfMETH, A.e •• Honotonicity of ■etric proJactiona · onto 

poe1Uve conee of ordered Euclid.ean spac••• Arch. KatN-, -.46 {1986) 

568 - 5-76 „ corr.lgandu■ .lbide■ A9 · {1987-) 367, - 368 , , 

.ii ISAC, G •• N!HETH„ A.a •• Ever.y s-rating -iaotone proJection cone 

'1e le-t,Uc.ieJ. and cor.r.ac-t -, v, Heth,, -Anal._ Appl,. l.C.7 (1990) 53-62, 
• !5 •ISAC, G., NlNE·TH •. A,&.·•• P-roj ec-t -ion ee-thode, ieotor,e proJection 

conee and co■pl-.,,.t•r.tty probl-•, -~. H~~h, Anal, Appl, 153 

(1990) i258 „ 27ţ '• 

6 ISAC, G•·• ·NtHE:rH , ' A..B.• ·• -I aoton.a proJec-tion. conea 11> H-ilber.t 

epacee arnl -the c011p-le■en,tar.i.ty p-roblea, Bollatino Un, HM•, •I -tel, 

{7) A-a (1990) ,773 „ 802 ,. 

7 ISAC, G,, Nl!HETM• A,a,, -I-tone ·p.-ojec-Uon con.ea -in Euclidean 

epecea, p-reprint_, 

8 MOREAU• o., 06coapo.t-t.i.on or,~nale d"un •9PK41 hill>er-t -ien 

-lon daux conae eutue-Ll--.t· f)Ola.i-r•• ·• 

22!5 {J.962) 238 - :lA0 •• 
-••, .• -.I 

9 ZARN<l:rCINEU.00 E,.H·, ·• Project-1- ,on con-vex e.a,te .ln HU.bert epec_ea 
end epectrel ·thao-.-.,,, ;u, ;•eon.t.r-ibut,1- to Nonl.lnN.- FuncUonal 

. Ana-lya-1a• ,(E,H-0 Z,ar.ant-1.J.o.~ -Ed~,),. f>P·• 23s7 - .42A •· Acedaeic 
...,._., Hew, i'lorlr,,. . .19'.7l· '" 
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,, 

• . • . . . . • ·.. . -

il .iPl'LICAfiOll 01 .l a,tml&.L U!fllllSIOll ;ţBIOU. t, 

- Ol' Llltiâ ' Q!'Dl!Ojs ,o ·ira1-eL&.SStCJ.t, ll!Olllll'! 

.. 

. ! • :pr:peae ef tlde -w~rk ,1~ •• ani,- tha th„r„ 1[Î ,r 9$6] 

-1i• th~ lulliul a ... .at Jmbla. J'~ tha, r;ueral thHrea 11 1.a 

(Î, 1.95<? }, •• deda~• thHra 2. wll.1~ll 11&7 be nprded -aa u unar 

:ter .• ••re r;a~1ral ·,rebi„ thaa that 111:ated u.[11 :,.199],prebll• 

, (~••J&H 'H th1 a; l'a:1)1u r;1T1». b)' ■.GJNh['f~- J.321] te th1 

U.lt~·al ; • bl~ atat•.d. 1a [1, . ,.199)). J'1Jlall7, ' w1 r;1Te u appl1ia

tb• ~ thHr„ 2 bdn ta th1 clasa1„l anut preblt.11. 

fh, :t•llnui: r,nlt~. ' . 
• ., -J " .. .. 4 ' • • 

- !HJ01!1K 2. L,t J: b• u •rd•r•d THt•r spae,, Y u •rd•r-

1,-,1;~• ,T.ecter latt111, ixj . : j t- J j f :t, { 7j- : j f- l ţ (: Y, 

~ t·• t 2 ~ (!'.. L~J:, "!)• _ . 

wt u . ·aua1de_r . tlia '!ellniac asaart.1eu: _ 

(a) (3) ti L(J:; Y)/t(zj ) • Jj; j f- 11 t 1(s) ~ :t(z) ~ tiz) 

(\I ·) • ~ J: 
. ... . :.I. , \ } - .+ -~ . .. 

(b) (V) ;'1-:ţ!.J, J' t1nta nbsat, <V)J.Aj : • j ~ 'I 3, C:: Jll, -..w• baT,,11: 

• .z::>,.jx~ ·- z2-i.1 w1thlz1,z2~~x ... -;::::, i?: Aj 1j ~ :r2Cz2> .... t1Cz1>· 

· }t-.F-,_ • It J: 1TTeetar la1:t1u1 •• Hull:f _allll thAI aaaartlu (b'): 

(b') t 1(z) ·t __ z;(z) (~) _z · ~ J:+ • U:d: 

• (-.,,) J' c J, 1 :Clalt~, (") { Ăj : j · t-" 'J' ~ C I:!, wa. :ii..n: 

~ ~j1j , :t2 (( .z -A' jxj)+).;. t 1((f{- ;\jxj)-) • Th•l! (a~;,(b), 
• .,. . lf-F' • • ff' 
\-r It J: 1s a l:itt1oe, tbu· (a) (=7 ( ) ('.-:_;) (b') • 

'fh• bui un,Uca:tiu }a-N 1s (b) -,:>(a) 1 whlch 1s a direct 
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-12 -

oH.seqv.aAOe .r (b) =P (a) 111.hHN& l .[l, _p.956). 

J'1ull7~--·1et 1ia rcwr111• tuena 2 11 ii:U _part1nlaZ' ••ae 

X• I.1c[a.b)), Y - •~u•-pl11te t•:p,eled-~al n _,.tu ~•a,• w:Use 

:,ei1t1T• ce.u Y+ 1s--..l.'!Ul., t ·• B 1 ~j t~ de.sa · •~ thl _Hl,:-1al t j 

j f 11', !1 • o,- t 2(x) • ( j x(t)dt)~7't"whaN ·Î ţ. ~ , ,{0}111 • • • • 

~1:nd 111 ... it, 1 ,-;J : ;J-'-Ufţ.:::: Y • We •btaia1 

COllOLLl.!Y 1~ The t•ll.•rlllt; alll!l■ rtb.L!I are 1qil.1.Tal1.at: 

(a) (3) t : ·L1(ta;o1)-P Y ll.1uu; 1•,tt1n .ud cutllilleua 1S11ch 'that 

• f(xj) • :r;1,.i • llJ .ud t(z) I. \ fz(t)dt).;:-~ (V ). uL1( a,b])+• · 

(b') (V) 11.·~ 11', cY)jA,,' .~ ••• ~!"ţel~. -...... .baTe: ·- • • - .. - · 

)i~,-. + >-1J"1+ ••• +).ll7ll ~ ( 5 aaxJ >.. + Â i'11+~ •• +,\it1~o}dt);-. 
. a. -- . . 

Ot ceusa; t iîit,th th.■ :,re:,erti,■ 1!1 ,.l!ltated U {a)"'!:a Uiq-■ b;r 

th■ duai't7 ■t :,■lpaea.1.al.-a ~ Li([ a,b]) _. ' • •: • 

Oi th■ ■t_h■r ·b.all4. 9ertiuu;r-J. .aa7':be Ns1iataa: '!bu • • ' r■1lae 

[a,b)b;r u .a-dausi■ul. uţ;■rval (■.1,1,) x :.; • . j.:[&.a• bi]. 
:, , ~ ,, 
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[ 41 ■.Dlilf0 ·A..A.ifflDn.alt, l!arkrr ioaii.t ·1 i:..'b1~ ·-u4 extroal pr•bieir.~ • 
. . · Sciuoa -Pabl1~ Hn.s•, · --ISC■W (197}) (ii Ril11sb.i) • • : 

[ 51 o.oua., Cu~eµte . •t ;pri■ l.■y:eâut d~e;plrat~a iu,.1~.~~ C~~ 
- .a.oad.Sc.Paria, 286 (197,8)., 5ll~!i14· 

[6) o.oLTamJ, ~ha■raes de ;prel■-.~ .... t ~d' ■pir~teurB, 11:&iai.ru," !tiT~ 

bllJUllli• ·lluh.hNS· et -Anl .. , ,-•-xnn:ii ~-1• _0983') ~ -
953.JJ83. • .• • · '. · ;. • • ', · ' '· • • • 
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0 0 0Il9U1J, A»lioatiu de th,erma ·de prel.•,•••D d'narateya 
liiaaire3 au prebl••• ·d•• ••••■te · et -• ·;bbaJ.1••• 
tieJL d'ui thaerae ·4• hzur • Orliez1 c.~•a4• Be 0 -

Parie (te appear). 

[a1 H.seaa.n-n_ · Tepelegical. vecter spacuj. tu ■a~■illu C-:,-■7, 
•New YnJt.' Cellier • kaaillu Liaited, LHdH (1966). 
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Represent atic.ns indui tes, _.generalîs_ees .. 
• dans les c space s ae '· FreC:fet~ •. 

Liliana · Pavel 

.. .... 

L a pr es'?.!lte cont:il.mic clt ion .•n ., cowme pOint Id;~ d~ .. ·d e~r" • gener a:. 
lisaeions de ,l a ljlethode ae · "M;;.c~ (Blâtner) concernant l e procede d! in:
ductio!!. La preni f?.rE generaili:s2t~on i'! ete rea.li sf.:e par .I .Schoche:tman et 
R. A.Fontenot qui ont v 2.lo!"·i.fi t: les idees de Brul::. ~t e t ont _extendu 12 r 
t h'2orie de.s represent~.ti±ts iso!':'!et::.."iques -induites dans l~s e sp ;:, c.:t2s de . ..... 
Bc.nach de n . r...r a ljev-ic F-'w( .representations "p-q inductibl12s ". _La dcuxi e
n~ ge?J.E!.!".Jlisatio1: cast donne par H . l-'ioscovici qui quoi gu' il~ represen
tations v~:it a ire: s Timagine u.ne t h6c=-ie d ai1s ll!ue11e · l e so:~ groupe H C.t1 
groupe G est re:.1pl ac'2· p ar w1 groupe H qu.i est lie au g2·c\,:pe G per une 
condition plus f 2.ible:les deu., groupe s oper .-.nt sur -un m.~r.ie esp;,ce l O• 
c aler.ient cornoact. • ·-

DW cc :rui suit nons nOUS proposor.s de g'eneraliser 1€' p r Ocede 
d ' i."lciuction de H.1-loscovici aux repr esehtations avec ·operat_eu.rs d~.ns l es 
e spaces de Frechet et · qui sont • "p- q inductibl es" . • 

Les 10rincine2.m: r esultats obt enus sont: 
- une theoreme de si::r ucture des fonctions q- horog~nes qui nous permet 
de const ruire l' espace de · 1 2 - repr esentaticm " induite - . . • • 
- 1 2 constrv.ction effective de 1 2. repre§enţ;,tion · indui t e et 1â dl11Y.ons
tr2tion du f a i t ·que l'object: obte."lu e st ~ vraimemt. une -represent : tion 
continue dans les esp aces de ,Frechet.. • 

• ·Nous presenterons .e r. resume 1e · contenu de l a ţ:ci ::ummication. 

Preli minaires 

Soient H et G 1€s grou:;:,es loc?..le lllent cor;,;icts, mJ:l_e.t r.'G de s. 

mesures de Haar sur .H, .respectiveiront li a,e .fonctions r..odUlair es 4if r es• 

pectiverne.'1.t AG et . p E;[l, ~. ·_ . • _ _._- . . • • -- , - - • ' - : 
De.finit ion. 0n dit · que· -1' espace localerneni: corrpact separ e X est 

.un p(G-H) e sp2.ce interr>.ediaire s'il s 2.tisfait , ?.U>: condit;ions s:ti-.rantes.: -
1. G opere t. g.!.Uche st:r X coi:ltin~lliE."l t (cn hote i'vec ·r l 1 action:,ae · G) -
~. H apere. ;:,. drai te · sur X continuMent !;t proper=nt et X/!l est paracor.>-
pact (on note -avec ol'ac::tion · a& P. ) • _ • 
3. Quels rn.ie -soient h •H et g~G • • • ··- • • 

Y-< gl o <n) =o< h l r< gi . 
4. Il exi s te une rnesur(• de Radon sur X :>vec • les propri ctes: 

5 . ... ( r-l (.Ş~f-);,r-et o()h),,. =6 (h )]'-. • 
. . \f AH(P\1 "'. d~(h ( 00. _-, • • 

3?i~ \3 , :·11~,,e• 1:'ll esp.>.ce de l"?'echet et. L(B) l 1esp.;ice des "ope· 
r a teurs lm~~.-~ires eî: ?:!011t1nues sur E. . 

Soit V: H - L(E) une, repr ~sent•.tito:. cont inue du groupe H sur E, 
De.f::.nitior, . O?l dit qne l a pai:r.:! (p;q )€[1 ,o-)x(o.~l est.une 

~re indur:to1.re pour V â G~ ::i.l pour c_~:!"quc rr. f.:l l , i l e:x:~ste nl!'-~t:i et 
cm} l tel , que, A , : ; . ••• 

.. IV{h )x} ~ ,cm (--H-(h~ f~i Jxl' , (~) (hU, x ~E ) • 
6 'J _ nm 

.;. 
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. ·- ·1' ·.S:- . . ,, 

chet) 
Si une teile P~:ire exist e on dit q:-ie V est inductibl e a G (Fre-

• ; :Poncţ\?11~ ~:-V-~0211~~es 
0n' note : . . . • . ·· _. • . . • . c : : . • . . ' · ; -~· 

,_, • (X,E) = (.f:X➔E \ 1. SUJ?p.f l.S '70nip,act · _ .. • '} 
"'o ,H . . . . . . 2. P l.S · H-1.ni.form continue •. 

f(xh) ,dll'lh) 
' . I'! ~ 

Fp;n(fa) -'= Fp,n·(IJ; '. ~Y)aEG .. • .. - •• , • . • 

. Note.'. 0n note ayeţ: B;,q(X,E) il,e :co~lete ·de: 1•esp.ace(~/(x,E), 
(FP )) . ,' d..:,,C B: (X-,E) est·. wi esp·ac.e de Frechet; • 

. ,n J~ a,~G,on.·n6te ave~ ~ -,q(G) (a) le prolongement de 1 1 applic.?tion 
continue: ... . '. · . "' v v . 
. ·, ·' . Up , <j(G)( ~) -~ ~'i (X,E) - ~q (Jj:;E) 

• . . up,q(G>1'a) ': :fa_;,1· . . • . . . • • : . 

~ l' espace '.de Frechet a;,q{X; E) ;· 
Theorerne .. L' applicat i on a.:.. Up ,q(G)~.a.) 

est une .~presentation cpn:tinue· du groupe G_dans 

(X,E) ~~i a la pr~.!l,?'îet e~ • . · . 
• F ''( U ţG)(a) f ) ='-F' · (.f), 

de G dans L(Byp· . (X,E)) , 
,q y 

1•espace de Frechet • ~ p, q 

. p,n p,q y . . ~.n 
(V)n~tl, a t:G, , f~B p,q(X,E) :. : _., . , ,. 

Pour- (p,q)E (i,o,,] :iţ(o, o,n f ixee, ce.t _te represent ation· s• appeHe 
la representation p-q_ induite de. l a representation V du groupe H on_ E 

sur le group: ~ ~t • • .. ' :,.;.~~i'ii;\:_,•~:- . . • • . 
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Tbe char acte rizet i oo of maxi males normal subs paces of 
a strict axial s pace 

Alexandro . Petc·u 
Tbe Insti tute of Oil aocl Gas-Ploie.fl1;1 . 

A subset fe~ni,,l of 

celled axial i f f or any 

s uch that txj ~ A en• 

po$ itiv elements of vector lattice · is 

X ex there exista ~ E N anii l ~e-al number 

In (:t,) I establ ished the · following res ult:s i 

Theorem 1. Let X be an .Ar himedian vector _lattice _a,nd -lelnpl 

en ax i al set of X • The fo llowi ngs aff 1rmation~ :. are . equivalents. 
e ) Topology of ( o) - bo unded & on I i s s trict •i i mit inductive of 

t opoloi; i es ( o )- bo~nded 0
0 

on lu=Spt-e~, -e
0

~ • 

b) X spece contenta an axis~ set l f J Q i ' . with 'the pr~perty 
fJ""-.fn+l - f n)=o, Vn~l and any -fn i a an axial el.ement iii "-u• · • . 

An .Arhi medi an vector lat t i ce X with counting axial set wfiicb_ 
verif ies one of t he conditions of Theorem t, will. be oatled-~ 

axial s pace . ;. • 
We remember t hat a vector s ubspa'~e M of e vec,tor :.ll1.tt1cit i: wi th 

the property: ~E M and -\ :r\~jx•t implies Yt 1&t'1s· .called no·;_.,.;~l sub

~ of X, A normal subspace ll wit h 11/{c½, »./x · is called ~ 
if does ·not exist any other normal s ubspace in X whicb ·contente U 

e:..-,epting X space itself. .~ 
In t his work we sball g i ve .a .characterization- of · nuixţ,ma.les no~ 

mal subspace 1n a strict artal _spece with the aid of •linear functio
nel. 

Firet we indicate thst eny strict axial S_!>a_oe .cont~nts martinalea . 
normal s ubspsce ~. 

Proposition 1. If X is a str ict ax ial space with .the. axial set 

{enjn;i!-l' :fan f or an:, n~l t bere exista a maximele · normal spsce _J.I 
such that e

0 
C:~ , · • 

Propos i t i on 2. If X is a str i ct. axial opace , ' thlm for eacb a E I 
with afo there exis~s a maximal normal s ubspace .M i n x · such that 
a f= M • • 

We denote with.M, the set of all maximales normal subspaces o~ 

strict axial X space . 

• 
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If X ia a strict 1;1.Xial epace, than 

~f,!=lo}. 

Corollar;y 

Proposition 3. If X 1s a strict axial space and aEX with a/o 
thsn 1.) a EJi implies a.l. C. Ji 

2) J. = /\ 1i 
' Ji~,ciţrl• 

Let X be s vector lattice with the axial set { eJn~ l: We denota 
with F the positiv linear functional set f1X~ with fFo with the 
properties1 

l:) f(lxD=lf(x)I , "fi :.i:e,X . 
. 2) there exista n~l such that f(en~k)=l for · any natural _k. 

Theorem 2. Uet X bea· strict axial ' space. • 

s) If f&F, than Ker t '1s maximal. normal scb'space in X. · 
b)' Reciprbcal, for si:ly msxim~l normal subspace liC;,Al, there e

xista t 11 E F. a uoh ths't M= Ker fll 

of Aplication gi.A(~F,where g(M)~f.,is a bijeotion. 
, .... 

' Bibliop;raph:y: 

1, Cristescu, R.-nTopological vector spaces"-'Noordhoff; J .P., . Leyden, 
·, 1977. 

2. Petcu, A~ -nTopologia (o)-mârginirii în spaţii cu mulţimi axiale" 
în ~peţii liniare ordonate topoîogice, Univ,Bucureşti, 
nr,lo, 1989, 86-87. -

3. Petcu,A•,- .,Asupra spaţiilor cu mulţimii axiale num!l.rabile" în 
• ,. spâţU liniare orclonate topologice, Univ,Bucureşti,nr.ll, 
\. r ~ 1990,86-97. 
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'!'HE B:>HW.Ji-KOROVKIN THEOR!:14 • 

3eorge Popeaou 

2h• basio tact OOJU114ere4 , ia thl tollcnri.Dg thllONll 

ot Bobzan-XoroTld.a. 
Ţh.eorel:! l Let X be a ooapaot Hau~ IIPM•-. C(X.ft) th• 

■pao• of OOJl~'IIOU8 N&l ftl.uec! tunoUouccm J: aa4 't ,.~· •• r.. 
• .. , ........ E C(x.,t) wo Hb of fwlottoJI■ ' ■uoh lhaţ 

P(x,7) ¾( ~ •• (7) tex) . "J o "'rf Zi,:E X . • · ·. ' 
t•i. ' • ' .. 

anc! P(x,;r) • O Uf X • 7 -. . .. ,. ,· · 
Let R„ I C(X_at)-C(x,ll) be a Nqub09 ot posili'ff liDeu 
open.kl-a. U B.,(ft )-+t, ţar! 1 •l..a; ·thu S.,.(t)-t 

foz, all_ t€0(%.,ll) • , i l• / _ , ·. 

\''f h this papu n 1Jlt8J14 to eneJl4 thia tiamr• f'ftaa thl 
ol&llaioal ape.oe ot OOJltiDUOWI. twlotiOJI■ Oli ~ .. •OIIPfl-Ot .. • . 
~adortt apaoe C(X,ft) t~ an arb1UU7 '. c-t--aip11ra an4 -o:r 
OOJl~Q118JIOII to ■ollll op~tor alg~p■. ~ · 'b(B), B 4enot•• 
a Hilbert IIJl&O• ·ud '.b(H) thl bowi494, ~pen.tora on B. • 

IJ,. th• ou• ot a •~-ţatin • c.-'-alge~ 1t ia ·• llbaple 
~aot or' uanapoaing the th~ into thl oonten of a1"-&1.gebru, 
•• get the tollowiJlg theorea. 

Ţheorea 2 · Let A be a oo-utaUn c•-al.gebra -with uU 
a.114 two ••ta ft , • •., t.._ ••~ • .,.-... a,.E .I. auch thA t 

t,rcl\'.) &°<ţ> -, o 
tor al.l. f',( JNZ'IÎ• atatea on 41 aJl4 • 

t;r<I¾> rc11> • o 1tt I'-. f . 
~en tor &JlJ' aequenoe a,., A-.1. of poeiU.n l1Dear operator■ 
on AU B.,(f,) -t._ for 1 • l,• then 3n(t)-.t 
tor al.l te.A. • 
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!ha aab u .... Of • lh• proot 'ue nld.lazo to the llluaiMl 
ou• bu.t •oa• c•-1.p11zu teohlaiquu an alN nqllind. 

Remark1 
1. Th• uiatanoe of a· Uit an4 tu ---.taUritJ ooul.4 
..,..11y be wrpaaoe4 eo th97 eu ba 4nppe4 fJ'OJI tu bnotu.S..o 
2. !he problea wh1oh l"9Jla1:AII opu 1■ lunr· t'! t1n4 a orUeri.a 
tor a tinUe Nt fti••••~••t••••~&,,, to .han the ·propertJ 
require4 1.n tu• tileorU1. It suoli a th1Dg a.._. t• ba hopeleu 
W find 1.n the general O&N ilf Ul a:rbib'm7 c•-ipbft.o 
a eoluUon tor 2> (H) or at leut tor eme operator eubalpllru 
wcnil4 ba of grat .illtereet. Othfflfi•• tu pruUoal purpuee 
:rea.ins ueoln4. 

HonTH' tu .iJlportaaH.ot appnziaUon bJ •po.S.Un 
preaerring" ,methoda 1.n C--aJ.gebrae iii ewphad...,_ nll ungh 
~d • ~ .oonsequno• . the 'buio brporiuoe of tu order eh-aotuN 
111 euoh alge'llraa. . r ;'. 

llftnlttl 
.. ; 

lo • J.Dllllilm. Les C---a1p11Na ot lftl" ,-pNNDtătiou 
O.V.~er-Villare Paria _ 1969 . 

2. G0 G0 LOIID'5~ Appr~tiou of fuotiC'JUI 1966 . 
). G. G0 LORBIIJ!Z, Jtronia Seteo LootJ!Ne ., .. , ~ U~:nrai tJ 

of hn.e at Autu l9'12o 
,.· J.Â.suias, ~ qet.-i ia epaooe of· oonU.OU 

tunoUOJ1e, . .&Mr.-11&th.Soo.tnne1.se.' 2054(1966) 125-144 
5• H.LSCHAD'D, ~ lattiou u4 poeitin opoz,aton, 

Spriaprl974 
.,. s.fiXARASI, EoroTtill'• ~NIi■ tor c"-1.ge11n11,. 

Jo.A.P~•!beo17· 27(l:9"r.:) 19'7-2o2.· . 
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O.I. €, - Vl>CTOhlaL Wb.::il F:?'i::?J::NTl ALti ;. zm n.?l'LlC-h'.rl O!l ::i 

Vaeile Po e tol i că , Pie t r e Neamţ 

Tekin6 into a ccount t he re eea r ch works ll) , [ 2] · and starting 

from the result s ob t ,; ine :i i n ( 4) , [5) and [ 6) v,e c onsi 1er ir, t his 

paper tte c occepts of E-vec ~or i 6 l eu~d i:~· crential and of H- vectorial 
su bdif f erential, respecti ve l y , f or multi f unc;tione wit h H s non- eo pt y 

subset of a c onvex poi ::i te d cone :> uc h • t hat it doe.a not conta'in t he 

orig i n i n a real or dered ve c t or space, •,ha ving i n Yi'i!w t he cheracteri 

zat ion of the E - e f fici en t points ( .Fi- ef:~icient points) wi t h r espec t te 

a mu ltifunction ( Tbeorem 1) , In point of epplicat ions, we show the t 

these notione can be used f or t he atudy of ·the soluti ons for t .he 

a ppro~imate vectorial optiruization programe withi'o bjective mg ps 
mu l tifunctions end, 1'oll'owing the· corre s ponding concepte of ~ - vec tor i, 

(H- v e c ~or i al) conj ~gate s ~ it is poss ible t o const r uc t \ and devel o~ 
an Hppr o:ximste d uali t y f or ( - e f ficiency ·( H- effi c iency )· i n ord.ered . 

locally convex ş pace a . Also we remark ths t every E. - .ef! i c i e nt po i ::t 

i e a cTi tical point f or .some generalized dynami:cal :,ys telli [':l] , 
Le t (Z,() be a re a l vector space ordered by a con\'ex , --p o i r,t e :i 

cone K and X a real linear spăce . To uni l;i- the etudy, we add t o Z a 

smallest eleu,ent denoted by - 00 and a 1argest el ei,,ent · denote d by + ()O 

re 8pective l y, we consi der Z • ZU{-oo , · +ooJand ·we sxter.d . t he a::idit ior. 

a nd. the scalar mul tiplica ti ~n from z· t o Z.,using _ t he calcu l atio:i 

c onve ntion g iveL in 15J . 
DZFHITTIOti 1. If. l -·is an arbitrary eleC!ent .of k snd '. f /. D(f)G 

-~-zis a multifunction w'ith D(f) ·• {x~X : ' f(r)'j, .f2J}, then we 
de fine the f. -vectol'ial subdifferent.isl of f st a ·ţ)oin-t x & D(.f) by· 

(1) b~J'(x,o ) • \ T~L(l.,Z.) ··, . there ' e:x-i~ta Yo-E tc'x~r su cii o thet 

Tx
0 

- Tu +(~y
0

- y fbr ,every uE,Ii(f),'·ruid yE,f(u)} • 

It ie, clear that (l) ex tenda 'the n'otione or usuel:E,- su bdifferen• 
t i a l f-or f uncti-ons !ind · "u generalizes tne , o'tl~cept t,f - vectori~l 

s u~c.if f..arent.L l 1.ntroduc e d 'i.n [5) ;' In '!> eimilsr ·!henner •~ne ·de :fiiles 
_, .,J,. 

the notiona of E. -vectorial ( E- vectoriel) eubdlffe.rentie'la. correepondir.; 
to E - eff icienoy ,{H- effH,iency·} ·wi th . epplicationa· to · t!:e re inilll~ li t y 
c ondi ti ons ( 4) : ' • 

D::::F~ t:11'10 )1 2 , We aay th&t x
0

E, D( f} is an €,-vectoribl oini:r.u:r. • 

point f or the multi:funct ion f witb respect to K if there .exista 

y 0 ~ f (x 0 ) auch that for every x~ D(:f} ana. y ~ f(x ) i t followe· t ha t 

Yi:- Yo -{. 
'l'HEORE!,l 1, (i) x

0
E D(f) 1s a n f.-ve_ctcrial 111ini roum poinţ · for: f 

if end ooly if OE,~~ ( f)' ;. 
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(ii) if we denote f ( D(f)) = Y and Y(E.} • lYE Y--: y -e, ţ. Y~ , then 
for every E. -ve.ctorial minimum point x

0 
of f wi tb respect to K 

there exista y
0

E, f(x
0

) such tbat 

(YUlYo-€lHHYo- E. -K) ·()(Y(t) --E.) .. \_Yo-El 
Tbus, y 0- ( ia a _critical point for the -generalized dynamical 
eyetem F defined by • ' 

F(tl • JY\J\.tll()Ct -1of\(ntJ - e.] , teY<ll - (. . 
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- a..i-

OB 'l'ENSOR PRODUCT STABILITY OP LORENTZ-zyGMUm) 

OPERATOR IDEALS 

1ITCOLAE TIŢA 

Iatroduotio.11., Let be E and P tw~ Banaeh spaces and 

TE- f ( R,P ) a lillear and botmded aperator rrom E illto Ji', 

Par T €. ;f (E,P) and D. = l, 2, • .. we de:fi.ne the l!.-th apprcaxilllatisll 

number as follows [ 11 , [2] ,[JJ ,[41 -

all. (T) = iDr i n T - Kl\ : K E .i(E,F), dim K < n J . 
We de.11.ote b;y ;/, q T (E,P) . the Lorent11-ZygEUl.d operator 

Pt I • 

ideal. [ 11, e < p ~ 00 , o < q < co , - oo < o< oo • 

• 00 .L r 'l -1 t 
Î. ffF}={Tlci.{i;-F); I.[n.''(tt-1-n)a.,_rTJ}n •<ooJ , f,2_.r I I f -a ' 

Ii!. the y,aper [l] is. proTed that 1! s1EL,7_.T(E., F.;) , i=f,l; 

1 -'\ .P ~ -"J o <q!l, - q < o< oo , then 5,®t52. f o1.. 00 ,2, ,r(E',@,e ,_, F, "z.F,. , 

where c:: ia a tensor norm 11] , [ 4-1 • 

Ren - study the ge.11.er!!.l case when o < p ! ,x, and we deduoe 

i.11. a simple way, :t:he ·- teueP product stability of the ideal .:l,,2,r 

:ror • < q < oo • 

l. Tensor product stabiliţy. Pro■ Lo■- J.l [4J it Ntisults 

the :ronowillg. 

Propositien 1 11. ·Por all 51 ci (B1 ,P1l, 1 • 1 12, the 

fellowillg relatiea helda . 
,.. 

a11. n{3i®~S2) = c(a.C3i) + 5.(s2)), ■,a• 1,2, ••• ,where o ia 

a constant, o< 2. u.x ( l3!ll , ftS2 - ). 

Prea thi.s propesition it resul.ts; 

'l'heorea 1,2. If s1 "- 'f. ... (E1 ,P1 ) , 1 a 1,2, then - p,q,. 
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Proof. ~7 a si■ple oaloul.ati•B 1\ results 1:hat 
2r • 2r r 

■u:((l+leg ll ) , (l+leg (A+l) ) ) ~ o(f)(l.+leg ■) , for all 

:aatural .l!IIUlbers a. 

Silloe the sequenoe l a•(S) 3 is deoreasing, we obtai.Jl 

• CorollBrY l.3_. The ideBl. J:,.,,1_, o- 111 tensor product stable 

for all q, i, , q ·, oo • 

Bemarks l. The case . o = o, is ltnowa ( 5] • 2. ill ·.resul ts 

are• Talid if l an ( S >1 1s replaoed b7 the sequenoes of the 

Kol■ogoro'I' nW!lbers or Gelfand DUlll!'ers, siltce the p~posi tion )., 1 

111 also· 'true for theae ~bers ( 4] • • 

)~ The ideal.li .ft,'J. • 0 are ■ot teuor product stable for 

all p, (21 1 (5] • 
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Risual,, 

- 8'1-

Une applic:aţion des op&rate u rs de F~~ dhcl~ 

d 'index O 

Rădulescu Vicenţiu 

Tarfulea Nicolae ,. 

Brawn a donnl ~en 1935, le reţultat auivant, 

Thebrelbe: soit U c. R" ouvert et fsU - R une fonction de clesse 

ck. Alors l•ansemble des valeurs critiques de la fonction f n•a 

pas de points intetiaurs. 

' Dans catte ouvrage nous donnons una generali.sation A cette 

thef>f-A■e en utili·sant les o\>ef-ataur~ d& Fredoolm qui ont l.•index 0 1 

oetinition:l, soit E et F deux espaces de Banach, l•ouvert--connexe 

uc. E et l•application T:U - F, de classe e1 • on dit que; est 
un apetateur ·de FredlrDlm si la detivee' Frafhet de T en cliaqu■ 

point u ~ U est un opef-ateur de Fredholm. 

Si on pose ind T • int duT, ·o11 u ~ U, on voit que le detini

tion est corecte perceque u est un oovert connexe, . T est de clasae 

c1 , l•ansemble des opetate~rs de Fredhole 'f (E,F) ast ouyerte an 
L(E , F) et la fonction .index• est continua sur l•e~sPmble -~ (E,F), 

oe'finition 2 :Avec Les conditiones ci-de'ssus, u EU s•appelle point 

re~ulier ~e l•ap~lication T si du~~ L(E,F) esc surjective, ' Autre

ment , u s•appella point cr1t1que, 

o,tinition 3: Le point y E F s•appell• valeur ra~uli&r• pour l•a-
r c. .... 

pplication T:U - F si. tous les poini:s u E U ·avec 1.e propriete• 
Tu . y sont des po~nts re~uliars pour T, Autre••~~, y a•ap pelle 
valeur critique. 

Le reiult a t que nous avons a~queti a le fond suivants 

Thefirllmes soit T:U- F un opet ,, taur de .Fredholm de classe e 1 et 
d'index O, Alors l•ensemble de valeur , critiquea de . T n•a pea de 

points inJ 9fieurs, 

oellionstrations soient a • Li at 's • d T k 'î= (E,F), on voit que . ~ . . 
nuus pouvons etrire E sous la forme suivante IE• e1 el Ker S ~ 

=:::::. e1 x Ker s. En vertu deces reletions noua pouvona ■eintenant 

idantifier a • (b0 , c
0

) oO ·b0 C:- ,e 1 et e-
0 

E Ke·r s . . 

Not1ns .d(~.,c,) T IE. ::fol : d.~ T ( ~.,c.) -: E4 ---l> F 
a.t on v9it que cette fo~clion est in_Ject.ive,. . . 

Parce que l•ensemble des isomorphismes est ouvert an L(E,F), 

il de!:oule 'que, dx T(b,c) est une epplication isomorplia qui applique 
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E1 sur un sous-espace fer■a'de F pour (b,c) dans un vo1s1nage de 

(b 0 , c 0 J. En vertu du the6rdme des fonc t ions implici tee, noua avona 

V1K'2..C E1KKer S telleque v2 est un . voisinage coiipact et Tj 
' • V. X [L) 

est un bomeomorpbisme sur l•i■age, oO cest un point arbitrai~e en v2 
on voi t •i„ediatn,ant _que T est une app licatio n propre. 0n sait que 

l•ense mble_ des points critiques de ·T e st ferm a~ Il est euffisent 

de de&ror,tr~r que si w e ·s ·t un voisinage , · a lors il existe ·u ne ' veleur 

re§ulidre en w pour Ţ. 

soit l•eppllcation: l -' (b0{ x Ker ·s ,,___,. F/U 5 

't'(c) • TI (T(bC:,, ~ll, 91l 

1T• F - ··F/Im 5 es.t l•application canonique. 

On sait qu• il &Kiste uns valeur re fl u lU re z de ( en Îl (VI). 

Alors Y .. E TC- ) (\ w est uns valeur ra!Ju l i llre de T en w. · 

Enfin, - nous croyons que utilis a nt la s no t ions · ci-dessous on 

peut deffiontrer . des gefief-.; lisati.ons pour dutres the6rA11es (par exemple 

pour .le the rd e des fonctions implicites). 
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:ogl'ENDBJif.A .!ll?Wi'UllJl FU lB P.A.IWlSi'BU 

„ FLCl!lh UD1J 

Ia lauare aiat ••••strate teu•••• PIUI ia eY1deaţl 
.... 1v11le udepl.11aite 4• uel.e aPUoeU1 peatru. .. paaet11.l let 
!iz ai dePl.adi eoatiallll da Para•tr11.. 

ne X. I 8PB~11 Uaiare retiolllate ,1 f • X z r---x 
• a1111eev1e• Ooas1cluăa 11.raăt0erele ePU„vll Ucilllle de aPU.
Ua f • 

( l } 

,1 

( 2 ) 

~ea11.p,.aea ai peatrll oriae 'I E r. t7 are . u pa,aet tiz 
alea:•T7 (~) 

Ddi&.a uraâheree epU..ţle 1 

DKFillifI&. Se a,ue al pu.aet;d !iz ~ el ePUeavid t
7 

tepude 
.. 11tuu11. •• Per1111etr11l. 7• uoă aPllcaeţJ.a P Hte (-.) • ••tialli. 

!300U& L Fle X p aJallll. Ua1e11 6' - :i:eUeu.le:19 I a ap,aU.a-• 
llAlsll t1 f I X .z I - X aattel hoit; t 

o( 1 z1 o ~ ! _(.!')z1•z2 ~ ·, • ( ~ ) 

Clh- t. r 
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UOUIIA 2 a & .x ·.,-H.ll Uaie~ ei'~ zeUoulat., Y •S-Ull UaJ.er ,1 
, .x a x ~x .,ueavu C•> - , ■-tiaul.. 
ei. 1 

• ' • • 

< :! l oe. Ea ~+, oe. <- 2 astfel taatt a . _ _ _ 

- I! Cz1-7) ~ ' -~2,7 >l~ ·:· o{ _(lx~ ~ ~1,.,>l -•\~ --t~,,>O C 5) 

~~tJ:11 -(V' ) z1ic2 
f . z':, f~) C~ lr • • 

. . . * . 
at~•l s.PlloeUa P , _ t . ~:r, '. .P (7) • ~ eaw: {•> - out1ul. 

!'ECl!E»A , • .ne :r iihvlll Uaiaz G' ro zeU011let, r •Pii~lll lh1az 
0-1 ! , 1'.x r-xepl1a_av1• C•>- ouU.iuil. i....- .ezietl 0(.,}~IR. , 
d.-t 2f-> < ! uttd 1ao1~ , ., .- . _ . . -

4 1 

I !Cz1,Y) ~x2,~) I ~ c(. I .x1-z2 \ •f (\a1,-fCz~7 )I +\ ~ _jfQtz,'j)~C i ) 

1>e■tr11 ('>J-) x1, z ~ i: ,1 1 '- r , , 
,1:ual ePU..evSa ) tef1a1ii ca (3) ute (a) • o•Uma.l., 

••IBI.10GJI.AJ1l .i• 

(1] ORISTBOOU R• "SPavU Ua1ere ·•rdeaete 91 •Pezater1 .lia.iari•• 
JMit•ACIS••&S.R.. lllour„t1t (l,'7e). 

"~1ao1p11 şi „pU011~11 ,ale teer1e1 puotlllai 
fh:"• Bd1tei.to1e 01.llj-lia~pea (1,7') 

[3] VOIJU :FWR.IO • .A "horeu 4• puot fix 1a sPevll 11.llleze G"' - ret1-
a11le'8•• -Jul.,t.1.o.B. ■IIUl ·ar•2 Cl,a?) 

. . ' 
[•) V..DICU :FuiBIOA ."APPlioaU.eQ aeatreaU\'H 4e„ lea eaPe•H 

erdoaaia• • 
• .:•_;.t-Be~1" U111Tera1t1, se .... Dlf•&i• 

~-pr1a1: Jfi:.-$, 19-,i. 
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JRwaaua şem1grp11Pf oa r~ 
FPP!!I Laţuo„ 

IIIHAI TOl'CV 

Ia tJai■ paper • gin Rf.f1o11tllţ ooli41Uo• auoh that 
a k-e■olw.at positi'n opontor gemate■ an 1n~grate4 •ld#Oup. 

R,.fiJl! uo1 1. X..t • / a 'be • oJ'4le:re4 looal.17 oOJl'ftx 
■iaoe u4 .l t D(.l)- B a 11.llear opeator. We ~ that .l 1■ a 

:re■ol'H.rd po■1Un opea1:ar 1.f the:r■ ez:iet ■ °' e • IIQOli that 
( loit' , oo ) c ~ (.l) (:re ■olwlrt aet of .l) &114 Jl(A .,.,. 
• 1< l. I • A)-il: € l.+(10 ~or a11 ·;1., > o<. • • . 

/ I.f A 1e • n.oln.at pod Un operat=- a ute bJ' t 

S(.l)•1.at{r€•l<t·a0)c fU) am l(~.l)c ♦(10.V.:i>tJ 

11e.r1n1u on 2, :t.et o.w.> a · a nqmnU.al~ ooaplete 
o:rdered l ooaU.7 OODY■X space and .la D(A)-~ a reaolve 
poai U n operator. J.■- tbat tt.:re exi■t ■ a (lmiqa) 111,onaaing 
tunoUon S t fo.oe)-+J.(B), S(O) • O ■aoh U.t C. 

J.. 101' ■ffl'J X € '.I aA4 t
0 

E ( !), ..o), 
l.1a s(t)x • s(ţ0)x . . • 

• '-'o o,t, • 

2. a( .t .. ) • ~ - :e• .:I. t ts(ţ)z. • tor aU .s E •• 
' o . . 

•114 .:l. .> , 0 ;;,l!l(l) . 
'l'hea S 19 oalltt t!le '1.rlt eo-ated. .. lliio'otr.p pnustecl. 

Thft=tL I.et (B,B+) bea 00111ple~ looall.7 OOlffU: 
lattioe, P the <f~ ot oontilmou aemlAonte Oli 'I wtth \!le 
propertJ' t X.Y €: •• Iz l ~ 171 iDtpllu p(z) -~ p(7) lor all J E-1 • . 

X..t A I D(.l)-a bea 4enad;r det1D14 _reaol?eat -
pos1t1ve operator. 'fhea .l geJMtraţee a poeit:l'I■ 1nteg1'ate4 ...i
gn,up. 

Remark, I.et (8•B♦) be aequent:l.aU.7 complet■ fl'dertt 

looall:, oo.DTex 11paoe, 'f • (o.c0) .... l,(B) a poait1n equlooraU.auou 
Co-eemigro11p ani! .l I D(.l)- 'B U s geo&l'l!I t'or . Tbea :!I t [01"')~(11) 

4ef1ne4 by s (t)z • ): 'f( s )x d•• x e W 1• : he 1nteeratet ••mi• 
groap genented "1 i.. 
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o.a.t-ti• v111uun 

. - Wâ'nrsi "7 --•! - -:au-... . .. .J 

::--::.et - ~:C -(O,lJ::-- llii a(aeaaralle ut witli f tJ.) ')- ' O ad 

1 et N~_-_tre•~J~,-1}~::- -~ . - -~-::·:·.- :-.-: .: · ·-_·::- -

... . . - W• Mll g,...BMr •:r•h~ ( :~"".._ '111' -:J. ) : aa:r ~~J' e! -

■euu-al11l.e -:- set11 li • (J.-<l,t-.6.11aell .taat J.,S • J. ~ t_•r •n 0,1:: A , 

f (J.ot'),: 0 -r -:- ~ă( • : J.,..o V ~1 , 11111 J.o<bn ~•<'f"• ; •• - . . . 

~ ~ &O( ,;. f (~~ • "« ~ -;l • ,; ,;. . ",ifJ. ! ,ţ • 'f' J. t 

.I, • * 
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ţ-~i€;6· '• ~ -~:-~ -f!r --llli.(4'~tt>:~~~t~: .. uei•~• · 

·r...tieaal.• (li ) . 11N f•ll•willC :,n:,eni;j,- te tn.·: 
• 'al'.( : __ ··-· :- :-·· :::: - -_ : - - ·.: • - • ::- ·: - - ; -:- -

HS>JlD -~~ ~•-~:-X: i•_ ~~~al. :~ :--r!• . . ~ 
•:-h;~(O,l}) ~ .I 1• ·a l.iluiar '--re:,NH»talle e:,erater, 

<1·• ·:· :~1.~1D1P:- ::- > • ··- - -- - - - -- --

- .. : : a .. ~•~:~d~_- ~"> o ..a a g,....aaar •:r•t- •a:,:,ert.._ llJ' 

•••• J.C(O,iJ -_-ell 1:11.at _:., ~ ::-· .. -: ::-·.-

(a) I •(11._.)N ~ E. -~t •r:-~lP7: : _ . , _ 
(~) <•<• ) ) i• a Naie seq11aae s.a . • 

. .. _._'«' : ,#A _ ::::::-:::- •. • --- • :· -:- · · ~:::: -- -

?e a'N..-• renlt ~~'!-■.·:~:" !-:•!!f __ •lll!·-~ tun an A■• 
- - C 

~~ ;~ ~••::~~--~ - ~11~~•~!~:!ţ -~~~~•Jle~:•~ ~•~J.i~A.r Y._.rf) 
~:~ .'!1!~=~ -& : '~!al._~~~ll'!~~~~~l.111~~.-~te.~---~: .. ff!•:··· 
:8::!~,1.eţ41 •~!t:_~~'-'~:.:~ --~~~~ ~::~~ r•l:·ua11.a~~:-~ 
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UNIFORM CONTINUITY AND UNIFORM CONVERGENCE 

Dan Tudor Vuza 

The Institute of Mathematice 
of the Romanian -Academy 

• 
,: In the book focul Hatemst1c11 [The Mathematical . Shock] by 

proţeeeor Solomon. Marcus, the relation between the uniform continuity 

of a function f:R---+ R and the uniform converaence of the eeguence of 
. . ~ 

fun~tione (fn)r:e.l atta.ched to f , where ·fn(x) = f(x + n ), ie ·conaide-
red. ·- It ie remarked there that the uniform continuity of f impliee the 

uniffrm convergence of (fn), while the converse ie -not true. The coun
terexample given· there ueee Dirichlet · e function (f(x) = 1 for ·x rati

onaL f(x) = O for x irational) for which the eeguence (fn) ie constant 
at every xE R. Dirichlet·e fWlction ie diecontinuous at every point; 

it ie therefore natural" to aek whether the converse implication ie 

true when f be1ongs to the clase of continuoue functione. The pUrpoee 
of thie communication ie to show that the anawer ie gative ·even for 
the clase of infinitely different.iable functions. In fact, we . consi-· 

dered the problem in a '1110re general eettin&, namely that of functione 
defined on a topologica! group. The ·main reeult followe. 

THEORKM. Let G b6 a co1D111Utative metrizable non-diacrete and non

compact topoloHical 1/Z'OuP and let (xn)~1 c G b6 a sequerce such -~~at 
lim x = O. There • iţ, a functlon f:G ---+ IR rdth tbtJ followina proper-
a-+ct) n .. • ~. , 

tles: 
,, ,1) .. f 111 contlnuous and. bounded; 

iii lim BUP I f(x + x~J. - f{x) I O; 
,,.....,..x,eG 

• iii) f 1s not unlforml·y ·cont1nuoU8; 

iv) If G iB ,t Lie 1/r'OIIP, then -:i ii inf1n1tely dlfferentlable . 
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Travaux au St■inaira 

(annâe univeraiteire 1990-91) 

A .Antipe-In6gel1t6e ·_de ■ertingelee , 

T .B1H1tl'I-G6n6rel1t111tiana -11• P Hp■ca •• Nil'lk-.ki 
. .., 

I .CAtuneenu-Sur le auppert 111111 certe·11111 ep6rateura r6gul1ers 

N.Clrnu-Appli~•tiana ,4~• reprtsentotiens •• Cerlo■en ~) 
• • *) 

R.Cristescu-SUr- le d41ce■peoit1el'I fes op6rauu_~• r6gu1,1or~ .~, 

-Ro■orqu•e - .avr le pralenge■ant ••• tonc~i•nnall•■ 

• ,, lin6a1r-•• .et peoi tivea 

, -sur le rht•r••• _do p ~elon~•••nt li• .Ka_nteravi t ch 

N .DAn■ ţ-Op6re_teura · pe111t1fa P-!•••~~~--
1'1 .G11vrilli-Fencti•n• cenv_exe_■ •~ r ••• eapec• 11n_6airea -:-.rt,Uc~Us 

• -P•in-te ferte■ent sexpoe6e ll■n■ ••• ·•!Pecse âe fonctione 

~ . '(ecterielle■ , . 
..j

C .Niculescu-un, t116or1e generele de■ !de■ux_ 

-sur le tht■ rie des 1116~ ux 

.. , 

0.Olteenu-~ne g4ntrelie1ttien. d'un thj _•r~•• 'c•~cernent le prebll■e 

li•• ■o■ente 

L.Pevel-R■pr6eont.!lt-1ona li ■■ .hype_r.-g_reup■■ sur lloa eep■ce a ■ 6trique 

indtfinle 
•> 

G.Plltineanu-sur . 1■ th6•r••• llo Boh■e - ~~r•vkin 

-Re■erquee concern~~ t ,111 th6~~fl~~o de Beh■en-lCorovkin 

F .Pop-Su,:, 111 th6•rll•~- Ila Freudont~■ l 1 . ., . 

N.Pepo-Lo th6■ rll■o de Ge~l•n-Geudot 4en■ le pertio incenditiennelle 

lle _Lec,(O,t)_ . . , , 
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