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PREFAȚÂ

Această carte reprezintă conținutul cursului intitulat Teoria Măsurii 
pe care îl predau la o serie din anul II, secția matematică, la Facultatea de 
Matematică, Universitatea din București.

Teoria măsurii și integralei este o componentă din ansamblul acelor 
cunoștințe necesare care intră în cultura matematică a absolvenților Facultății 
de Matematică.

Cartea cuprinde prezentarea noțiunilor fundamentale de teoria măsurii 
și integralei necesare pentru abordarea altor probleme. Pentru o mai bună 
înțelegere am încercat să prezint teoria măsurii și integralei ca o verigă dintr- 
un lanț, situată între Analiza Matematică și Analiza Funcțională.

Capitolul 1 intitulat Preliminarii, cuprinde o serie de rezultate de 
Analiză Matematică, predată în anul I, necesare pe parcursul capitolelor 2-5.

Recomand cititorilor, consultarea în paralel, a părții a Il-a a cărții, 
care conține exemple și exerciții rezolvate care permit dobândirea abilităților 
de lucru în condiții concrete și în final însușirea efectivă a teoriei.

Țin să precizez că manuscrisul acestei cărți circulă, sub formă 
xerografiată, prezentată de autor, printre studenții din anul II, de cel puțin 
zece ani. Posibilitatea redactării pe calculator mi-a permis prezentarea 
manuscrisului pentru tipar.

Tehnoredactarea computerizată aparține studenților Dan Eduard 
Muraru și Constantin Sirețchi, cărora le mulțumesc , încă o dată, și pe 
această cale,pentru strădania depusă.
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Cap. 1. PRELIMINARII

1.1. N oțiuni de teoria m ulțim ilor

Notăm cu 2X mulțimea părților unei mulțimi X. O clasă (familie) de 
mulțimi ^ /=  (A j) ieI se numește: mutual disjunctă, dacă A ; n  Aj = 0 , (V) i^j ; 

finită, dacă I este finită; numerabilă, dacă I este numerabilă; (p&£) filtrată, dacă 
(V) i,je l (3) k e l ; a.î. Aj, Aj c A k.

Fie X o mulțime și A cX . Mulțimea X\A se numește complementara lui 
A și se notează adesea cu CA sau Ac; să observăm că A=ACC. Dacă cf c 2 x, 
notăm ^ ^ { A 0; A G^ } .

1.1.1. Propoziție.F ie X o mulțime și A, A je2x (ie l). Atunci au loc 
relațiile:

’ 1) A \(U A 1 ) = Q ( A \A I ) ; A \ ( Q A , ) = U ( Z1 \ 4 ) ;
i i  i i

2) ( U  A , )\A= |J (A , \ A ); ( 0  A ,)  \A= (~|(A, \ A );
i i  i i

3) A u C n A J ^ C A U A ^ A n d j A J ^ ț A f l A , ) ;
i i  i i i

4) ( U A , )e= r ) A r ; ( D A , r - U A t

1.1.2. Propoziție.F ie (A j) jeI J B j ) ^  două familii de mulțimi. Atunci au 
loc relațiile:

»  ( Q A , M A B , H M  u B p x L K w U B , ) = l M  ^ P ; 
i j  i.j i j  i j

2) <ClA. M O ,  )= U (T )(A , V B jW idjA , N U B J )U (D ( A , \ B J» 
' j  j  i i j  i j

1.1.3. Propoziție.F ie (A j) j 6 l , (B j) jgJ două familii de mulțimi. Atunci au 
loc relațiile:

1) ( L k  « U B i H M  x B ^ f A ,  )X ( A B J ^ A A ;  *B ; ; 
> j  i.j i j  i j

2) Dacă I=J, avem ( Q A , )x (Q B j )= Q A f x B ; ;
i i i

3) Dacă I=J, avem ( F lA . M f l B ,  ) = n ( A .x B , ) ;

4) Dacă familia (A i ) ieI este filtrantă relativ la relația „ c ” rezultă că
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(Ui A.MUi A.HUi A.xAi )■ 
1.1.4. Propoziție.Oricare ar fi mulțimile A b  A2, Bi, B2,avem relația:

’ (A1XA2)\(BI\B2)=
^(AABO x(A2nB 2))u((A ,nB 1) x(A2\B2)M (  A^BO x(A2\B2)).

1.1.5. D efin iție. Fie X o mulțime și ( An )n >i c 2 x  un șir de mulțimi.
Să definim mulțimile

și Hm A n := U ( p |A k )
n>I k>n n>l k>n

iar dacă lim A n = limAn , să o notăm cu A; vom spune că șirul (An)n>i are 
n—>°o n—>°o

limita A și vom scrie A= lim A n . 
n -> »

1) lim A n < limAn ; (lim A n ) - l im ( A n ) c ; 
n -» «  n-»® iw ®

2) xe limAn « ( 3 )  (nk)k>icN, nkTco, a.î. xe  A n ,(V )k > l;

3) xe lim A n « ( 3 )  m>l, a.î. x eA n, ( V )  n>m; 
n—

1.1.6. Propoziție.Fie (An)n>i un șir monoton crescător (resp.descrescător)
de mulțimi. Atunci lim A n există și este egală cu j A n (resp. Q A n ).

n - > ”  n>l n>l

1.1.7. Propoziție.Fie X o mulțime și A, An e 2 x ,(n>l). Atunci au loc 
relațiile:

1) lim (A \A n )=A\lim A n ; lim(A \ A n  ̂=A\ limAn . 
n->*» n -> »  n->® n->®

2) lim(An \ A )=(lim A n )\A; lim(An \ A) =( lim A )\A;

3) lim (A u A n )= A ulim A n ; l im (A u A n )= A o lim A  .

4) lim (A n A n )= A nlim A n ; lim (A n  A n )= A nlim  A . 
n ^  11 n->=o ”

C orolar 1. Fie X o mulțime și (An)n>i c 2 x  un șir care are limită.
Atunci,(V) A cX , au loc relațiile:

1) lim (A \ A n ) = A \ (lim A ); 2) lim(An \ A) = (lim A n ) \ A .
n -> «  n -» »  n—>°o n->® n

3) l im (A u A n ) = A u ( l im A n ); 4) lim(A n  A) = (lim A n ) n A  . 
n~>w n- >® n~->oo n—

5) Dacă șirul (An)n>i este monoton, atunci șirurile din relațiile l)-4) sunt 
monotone.
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Corolar 2.Fie X o mulțime și A, An e 2 x ,(n>l). Atunci au loc afirmațiile:
1) AnÎA « A \A  J 0 ;  2) A jA < ^(A i\A n)î(A ,\A ). ’

1.1.8. Definiție.Fie A, B două mulțimi. Mulțimea (A\B) u(B \A ) se 
numește diferența simetrică a lui A și B și se notează cu A A B.

1.1.9. Definiție.Fie X o mulțime și A cX . Funcția f:X—>{0,1}, definită 
astfel f  (x) = 1 , dacă x G A și f  (x)=0,dacă XG X\A,se numește funcția 
caracteristică a mulțimii A și se notează cu cpA, IA , car(A)

1.1.10. Propoziție.Fie X o mulțime și A, B cX . Atunci au loc afirmațiile:
1) (pA= O » A = 0 ; <pA= 1 <=>A=X; AnB=0»xpA-(pB= O;
2) (PA <̂PB<=>AC B; (PA=<PB<:=>A=B;
3 )  (PAUB= <PA+ 9 B-<PA‘<PB; (PAnB~(pA ’ (PB;

4 )  <PA\B=<PA(1-<PB); (pAuB= (PA+ < P B « A n B = 0 .

5) <PAAB=<PA+<PB-2CPA-<PB- ___
1.1.11 Propoziție.Fie X o mulțime, (An)n>i c 2 x  un șir, A*:= limAn și 

n->«

A*:= lim A p . Atunci au loc relațiile:

1) car(A*)=lim car (A n ); car(A*)= lim car ( A n );

2) Dacă (3) A= lim A n , avem car(A)= lim car ( A n ); 
n^a n->«

3) lim An e x is tă»  lim car ( A n ) există. 
n->w n—>oo

4) AnÎA  (n—>°o)<=>car ( A n )Tcar(A)(n—>oo).
5) Dacă Ann A m= 0  și A = [ jA n av em car(A )= ^  car (A n ). 

n>l n>l

1.1.12. Propoziție.Fie X o mulțime; (V) A, B G2X  să definim A+B:=AAB 
și A B:= A nB . Atunci operațiile +, - definesc pe 2X o structură algebrică de 

inel comutativ unitar.
Corolar l.Fie X o mulțime. Atunci o serie ^ A n cu elemente din grupul 

n>l

aditiv (2X,+) este convergentă»> lim An= 0 .
II— >00

1.1.13. Definiție.Fie X o mulțime (nevidă). Se numește relație pe X o 
submulțime p c 2 x ;dacă (x,y)Gp se notează xpy.Relația p se numește de echiva
lență și se notează cu simbolul ~, dacă este reflexivă, simetrică și tranzitivă.

1.1.14. Propoziție.Fie X o mulțime și ~ o relație de echivalență pe X. 
Atunci mulțimea claselor de echivalență x~:={yGX; y~x}, definește pe X o 
partiție. Reciproc orice partiție (A j ) iel a lui X este unic determinată de o
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relație de echivalentă și anume x ~ y a (3 ) ie i , cu x,yeAj.
1.1.15. D efiniție.Fie X o mulțime. O relație p pe X se numește de ordine 

și se notează cu simbolul <, dacă este reflexivă, antisimetrică și tranzitivă; 
perechea (X, <) se numește mulțime ordonată și se notează cu X[<]. Vom 
spune că X[<] este total ordonată , sau că relația < este totală, dacă (V) x, y 
eX,avem x<y sau y<x. Fie mai departe X[<] o mulțime ordonată. Fixăm o 
mulțime A cX ; cel mai mic majorant al mulțimii A, dacă există, se numește 
marginea superioară a lui A și se notează cu supA, sau sup{x;xeA}sau sup x ;

X € A

cel mai mare minorant al mulțimii A, dacă există, se numește marginea 
inferioară a lui A și se notează cu infA, inf{x;xeA}sau inf x . Mulțimea X[<] 

X € A

se numește inductiv ordonată , dacă orice parte total ordonată A din X, posedă 
margine superioară. O mulțime ordonată X[<] se numește bine ordonată,dacă 
orice submulțime nevidă a lui X posedă un prim element. O mulțime amorfă X 
spunem că se poate bine ordona, dacă există o relație de ordine < pe X,a.î. X[<] 
este bine ordonată .

Un element al unei mulțimi ordonate X[<] se numește maximal,dacă (V) 
XGX, x>m,rezultă că x=m.

1.1.16. Principiul inducției transfinite.Fie X[<] o mulțime bine 
ordonată, cu Xo prim element și Xsx->P(x),o funcție prepozițională,cu 
proprietățile:

1) P(xo) este adevărată ;
2) (V) XGX7CU P(t) adevărată (V) xo<t<x, rezultă P(x) adevărată .
Atunci P(x) adevărată (V) xeX.
C orolar 1 (Principiul inducției comp!ete)-Fie Nan—>P(n),o funcție 

prepozițională,cu proprietățile:
1) P( 1) adevărată .
2) (V) n>l,cu P(n) adevărată , (V) ke  l ,n  + l,rezultă P(n) adevărată .
Atunci P(n) adevărată (V)n>l.
1.1.17. Teorem ă fundam entală. Afirmațiile l)-4 ) sunt echivalente:
1) Axiom a alegerii (Zermelo). (V) (A, ) ieI o familie de mulțimi nevide, 

(3) f : I - » ( jA j ,a.î. f(i)eAj, (V)iel.

2) Principiul m axim alității (Hausdorff). Orice mulțime ordonată 
posedă o parte total ordonată maximală.

3) Principiul elem entului m axim al (Zorn). Orice mulțime inductiv 
ordonată posedă cel puțin un element maximal.
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4) Principiul bunei ordonări (Zermelo). Orice mulțime (amorfa) se 
poate bine ordona.

•  V ariantă a axiom ei alegerii. (V )(A j) jeI o familie mutual disjunctă de 
mulțimi nevide, există o mulțime A,a.î. A nA i=l punct, (V )iel.

•  V ariantă a principiului elem entu lu i m axim al. Fie X[<] o mulțime 
inductiv ordonată . Atunci,(V) xeX ,există un element maximal în X,a.î. m>x.

1.1.18. Definiție.Fie X,Y două mulțimi și f:X—>Y o funcție. Funcția f  se 
numește inversabilă, dacă (3) g: Y—>X,a.î. g ° f  = lx  și f  ° g =1 Y- Funcția g se 
numește inversa lui f  și se notează cu f  \

a) f  injectivă « ( 3 )  g: Y—>X,a.î. g ° f  = lx '
b) f  surjectivă <=>(3) g: Y->X,a.î. f  ° g =1Y*
c) f  bijectivă «  f  inversabilă.
Fie f:X->Y injectivă și fi:X—>f(X) definite astfel fi(x)=f(x), (V) xeX. 

Atunci fi este bijectivă, deci inversabilă; inversa sa, fi’1 :f(x)—>X,se numește 
inversa lui f  pe imagine.

1.1.19. Definiție. Fie f:X—>Y o funcție; (V) A e 2 X
7definim f(A):={yeY; 

(3) xeA , f(x)=y}; obținem astfel o funcție,2X3A->f(A) e 2 Y, numită extensia 
lui f i a  mulțimea părților. Analog,(V) B e 2 Y,definim f ’ ’(B):={xeX; f(x)eB}; 

obținem astfel o funcție,2Y?B—> f “‘ (B) e 2 x,numită extensia reciprocă a lui f 

la mulțimea părților.
In mod curent se folosesc notațiile:

( V M - ț A ^ ,  c 2 x , f (^ ):=  (f(Ai))i6 l ,
(V )^ := (B j) JGj C 2Y , f ’ ’( ^ ) : =  (F 1 (B j))^ .

1.1.20. Propoziție.F ie f:X—>Y o funcție. Atunci au loc relațiile:
1) f C U A .h U ^ A i b f C Q A .f e n f f A i M V X A J ^  ’

2) f ( U  B,) = U  f ^ 6 , ) ’ f  1 <0 B ,) = A  F 'C B X ^ X B J) ^ ^

1.1.21. Propoziție. Fie f:X—>Y o funcție. Atunci au loc relațiile:
1) f(AnB)=f(A)nf(B), (V) A, B e2 x « f  injectivă.
2) F(A\B)= f(A)\f(B), (V) A, B e 2 x « f  injectivă.
3) f ( C \D ) =  f ’ 1 (C)\ f  (D), (V) C, D e2 Y

1.1.22. Definiție. Două mulțimi A și B se numesc echipotente și se 
notează A~B, dacă (3) f:A->B bijectivă; clasa mulțimilor echipotente cu o 
mulțime dată A se numește cardinal de A și se notează cu card(A);numerele
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cardinale se notează cu primele litere ale alfabetului gotic: a, b,r ..; cardinalul 
mulțimii vide se notează cu 0. O mulțime A se numește f in i tă , dacă este vidă 
sau (3) n>l a.î. A~{ 1,2....... n} și atunci card(A) se notează cu n. Card(N) se 
notează cu No (prima literă a alfabetului ebraic); o mulțime A echipotentă cu 
N se numește numerabilă. O mulțime finită sau numerabilă se numește cel 
mult numerabilă. Card(R) se notează cu r; O mulțime A echipotentă cu R se 
numește de putereacpntijiuumuluj. Un număr cardinal b se numește f n i t  dacă 
beNu{0} și transfinitîn caz contrar. O •> ■ •

1.1.23 Propoziție.O reuniune (cel mult) numerabilă de mulțimi 
numerabile este numerabilă.

1.1.24. Propoziție. Mulțimile Q ,Q n(n>l) sunt numerabile iar mulțimile 
R și R\Q sunt nenumerabile.

1.1.25. Definiție.Operațiile de adunare, înmulțire, ridicare la putere a 
două numere cardinale se definesc astfel:

a+b:=card(AuB), unde A ea, Beli și A n B = 0 .
axh:=card(AxB), unde A ea, Beb.
ab:=card(AB), unde A ea, B eb și AB :={f; F:B->A}

a) Fie X o mulțime și quiX—>{0,1} funcția caracteristică a lui A. Atunci 

aplicația 2X3A-xpA G{0,l}x  este bijectivă, deci card(2x ):=card({0,l}x ):=2card(X)

b) 2*°= r,i.e. card({0,l}N)=card(R).
c) No<2Xo= c ,i.e. card(N)<card(R).
1.1.26. Definiție.Fie a,b două numere cardinale. Definim a< k « (3 ) A ea, 

(3) Beh,a.î. A~Cc:B.
a) Relația < definește o relație de ordine totală pe orice mulțime de 

numere cardinale.
b) Relația < definește o relație de bună ordine pe orice mulțime de 

numere cardinale.

c) (V)a un număr cardinal, avem a< 2\ i.e. (V) X o mulțime, avem 
card(X)<card(2x ).

d) Suma și produsul a două numere cardinale sunt operații comutative 
și asociative; produsul este distributiv față de sumă.

e) a+b=axa=avb, (V)a,b numere cardinale transfinite.
f)Fie X o mulțime infinită și O(X) mulțimea părților finite ale mulțimii X. 

Atunci card(X)=card(<I> (X)).
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Să ne oprim acum la mulțimea R  a numerelor reale.
1.1.27. Propoziție.(Caracterizarea marginilor unei mulțimi). Fie A c R 

o mulțime mărginită . Atunci:
1) M=supA<=> i) a<M, (V) aeA ; ii) (V) e >0, (3) aeA ,cu a >M-e.
2) M=infA<=> i) m<a, (V) aeA ; ii) (V) e >0, (3) aeA ,cu a <M+e.
1.1.28. Definiție.Fie (xn)n>i^R  un șir. Vom spune că (xn)n>ieste 

convergent, dacă (3) x e R  cu proprietatea:
(V) e>0, (3) N>l,a.î. | x-xn | <E, (V) n>N

Vom scrie atunci: xn—>x; xn—>x(n—>oo); lim x n =x.
n->«

Vom spune că (xn)n>i are limită +oo și vom scrie xn—>oo, dacă (V) c>0, 
(3) N > l,a .t xn>c, (V) n>N. Șirul (xn)n>i se numește șir Cauchy, dacă

(V) s>0, (3) N>l,a.î. | xn-xm | <E, (V) m, n>N;
sub forma concentrată se scrie | xn-xm I —>0, (m,n—>co).

1.1.29. Teorem ă. 1) Orice șir monoton crescător majorat, (resp. 
monoton descrescător minorat), (xn)n>i c  R , este convergent și avem: 

lim x n = supx n (resp lim x n = inf xn ) 
n-»“ n>| n-»® n>!

2) (V) (xn)n>icR, avem (xn)n>i convergento(xn)n>i șir Cauchy.
1.1.30. Definiție.Fie (xn)n>|cR un șir. Numărul finit sau infinit definit 

astfel: in f(supx k ) (resp. sup(inf x k ) ) se numește limita superioară (resp.
’51 k>n n>l k -n

limita inferioară) a șirului (xn)n>i și se notează cu limxn (resp. lim x n ).

1.1.31. Propoziție.(V ) (xn)n>icR, un șir , au loc afirmațiile:
1) lim(-xn ) = - ! jm x n ; Um(-xn )= - l im x n . 

n-w n ->® n-*”

2) Șirul (xn)n>i este convergent o  limxn = lim x n . In acest caz avem

relația: lim x = limx = lim x n . > n n ---  nn->» n->« | W W

1.1.32. Definiție.Fie (xn)n>i un șir. Perechea ((xn)n>i, (sn)n>i),unde 
n ,

sn:= x k , se numește serie de termen general xn și se notează cu x  n . 
k = l n>l

Seria ^ x n se numește convergentă , dacă șirul (sn)n>i este convergent; limita 
n >1

lui (sn)n>i, să o notăm cu x, se numește suma seriei și se scrie x = E X n ' D a C ă

n >1

limsn =±<», vom scrie ^ x n =±® și vom spune că seria are sumă. Așadar,
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dacă (xn)n>icR+, atunci șirul (sn)n>i, fiind monoton crescător, are lim ită, finită 
sau oo, deci ^ x n convergentă < = > ^x n <oo . O serie ^ x n se numește absolut 

n>l o21 n a

convergentă , dacă seria modulelor ^ | x n | este convergentă. 
n>l

1.1.33. Propoziție. 1) Seria geometrică ^ a "  este convergentă o | a | < l - 
n^O

In acest caz avem ^ a " 
n^O

1
1 - a

2) O serie numerică ^ x n este convergentă 
n>l

» (V )  e>0, (3) N > l,a l
n+p

k=n

8, (V) n>N, p>l (cond. Cauchy).

3) O serie numerică absolut convergentă este convergentă .
4) O serie numerică majorată de o serie numerică convergentă cu 

termini nenegativi, este convergentă .
1.1.34. P ropoziție .0  serie numerică ^ x n este absolut convergentă a 

n>l

(V) it o permutare a lui N, seria ^ x ^  este convergentă . In acest caz avem 
n>l

, ( V )  TI o permutare a lui N. 
n>l n>l

C orolar l.Fie (xn)n>icR+ un șir. Atunci (V) % o permutare a lui N avem 
E x n = 5 X ( n )  =sup{ ^ X j  ; JcN , J finită }.
n>I n>l je j

1.2. N oțiuni de topologie generală.

1.2.1. Definiție.Fie X o mulțime(nevidă). O clasă (familie) T c 2 x  se 
numește tppologie pe X, dacă are proprietăile:

1 )0 , X e r; 2) (V) Di, D2 eT=>DinD2 e i ;
3)(V) D .G T C ie l j^ jD , e r .

Perechea (X,r) se numește spațiu topologic, prescurtat ST, și se notează 
cu X[r]; elementele lui T, D e r, se numesc mulțimi deschise din X, iar elemen
tele lui X, xeX , se numesc puncte din X. O mulțime A cXse numește Închisă, 
dacă Ac, complementara lui A, este deschisă; notăm TC:={DC; D ez}-clasa mul
țimilor închise din X. Se numește vecinătate a unui punct xeX  o mulțime V cX 
’ ’ 14
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cu proprietatea: (3)DGT, a.î. x eD cV ; notăm cu ^ (x ) ,  T(x),mulțim ea tuturor 
vecinătăților lui x. Spațiul topologic X se numește separat, dacă orice două 
puncte distincte x,y din X posedă vecinătăți disjuncte.

Fie A cX  o mulțime fixată. Un punct XGX se numește punct aderent lui 

A, dacă A n V ^0 , (V) V G T ( X); notăm cu A mulțimea punctelor aderente ale 
mulțimii A. Un punct XGX se numește punct de acumulare al lui A, dacă 
A n(V \{x})^0, (V) V G T ( X); notăm cu A' mulțimea punctelor de acumulare 
ale mulțimii A.Un punct XGX se numește punct interior lui A, dacă există 

o
V G Xx), a.î. V cA ; notăm cu A sau A interiorul mulțimii A. Mulțimea 

A n  A c se numește frontiera lui A și se notează cu SA sau Fr(A).

1.2.2. D efiniție.Fie X I[TI], XzljzLdouă spații topologice7X:=X[ XX2 
produsul cartezian al mulțimilor X| cu X2; atunci familia

T:={GC X; (V)(xb  X2)G G, (3) VjxV2 G T (X1)X T(X2), V ,XV2C G} 
este o topologie pe X, notată cu U ® 2̂ • Perechea (X,T) se numește spațiu to
pologic produs al celor două spații.

1.2.3. Definiție.Fie X un ST și (x„)n>icX un șir. Vom spune că (xn)n> 1 
este convergent dacă (3) XGX CU proprietatea:

(V) V G ^ ( X), (3) nv> l, a.î. X„G V, (V) n>nv .
1.2.4. Definiție.Fie X, Y două ST și f:X—> Y o funcție ; funcția f  se 

numește continuă într-un punct XQGX, dacă:
(V) V G (f(xo)), (3) U G ^  (XQ), a.î. f(U)cV.

Funcția f  se numește secvențial continuă în XQGX, dacă: (V) (xn)n>icX, 
xn—>Xo, rezultă că f(xn)->f(xo).

1.2.5. Teorem ă. Fie X , Y două ST și f:X->Y o funcție. Atunci 
condițiile l)-5) sunt echivalente:

1) fcontinuă pe X; 2) F ' ( TY)C Î X ; 3) f “' ( T^ C T * ;

4) f(Ă )c^Ă ),(V ) AcX; 5) f 'C B jc f 'C B ) ,^ )  BcY;

1.2.6. D efin iție. Fie X, Y două ST , A cX  o mulțime, XOG A ' un punct 
și f:A—>Y o funcție. Vom spune că f  are limită în  xo, dacă (3!)y0 G Y cu 
proprietatea:

(V)VG ^  (y0), (3)U G ^  (xo),a.î. f(AnU\{Xo})cV;

vom scrie atunci W  =  yo •
X->Xo
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1.2.7. Teoremă.Fie X, Y două ST, A cX  o mulțime, XQG A n  A' un punct 
și f:A—>Y o funcție. Atunci

f  continuă în x0«> *™ W  =  ^ x o). x ~* xo
1.2.8. Definitie.Fie X un ST; o familie de mulțimi ^ =  ( ^ i ) i e i ^  se 

numește local finită  dacă (V) x G X , există V G 7^(X) și J c l  finită, a.î. 
V nA j= 0, (V) iGl\J.

1.2.9. Propoziție.Fie X un ST și ( A J ^  c 2 x  o familie local finită de de 
mulțimi închisă. Atunci j A j  este mulțime închisă.

iei
1.2.10. Propoziție.Fie  x  un ST și f:X->R o funcție . Atunci: f  continuă 

(pe X)<=>(3) (Ai)ie i o acoperire închisă, local finită, a lui X, a.î. funcția f| Ai este 
continuă,(V) IGL.

1.2.11. Definitie.Fie X un ST. Vom spune că X este compact, dacă este 
separat și quasi-compact, i.e. (V) (Di)je i o familie de mulțimi deschise din X, 
care acoperă pe X, (3) J c l  finită, a.î. | j D j  = X . O mulțime A cX  se numește 

JeJ
compactă, dacă A înzestrat cu topologia indusă de topologia lui X, este un ST 
compact.

1.2.12. Teoremă.Fie X un ST. Atunci au loc proprietățile:
1) X quasi-compact și A cX  închisă, implică A quasi-compactă.
2) X separat și A cX  compactă, implică A închisă.
1.2.13. Teoremă.Fie X un ST și f:X—>R o funcție continuă. Atunci (V) 

A cX  o mulțime quasi-compactă,rezultă că f(A) este compactă și (3) xo, X] G A, 
a.î. (V) XGA avem f(xo)<f(x) <f(xi).

1.2.14. Definiție. Fie X o mulțime ; se numește metrică pe X o aplicație

d:X2—>R, cu proprietățile:

1) d(x,y)>0, (V) x,yGX; d(x,y)=0«x=y; 2) d(x,y)=d(y,x), (V) x,ycX;

3) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y), (V) x,y,ZGX.

Perechea (X,d) se numește spațiu metric, prescurtat SM, și se notează cu X[d], 
(V) XGX și r>0 se folosesc notătiile:

B(xo,r)={ XGX; d(x, xo)<r}- bila deschisă de centru xo și rază r

B[xo,r]={ XGX; d(x, xo)<r}- bila închisă de centru xo și rază r

S(x0,r)={ XGX; d(x, xo)=r}- sfera de centru Xo și rază r
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Exemple.
a) Relația d ( x , y ) = i i ,  (x ,y)eR 2 , definește o metrică pe R.

’ l + |x - y |  ’

b) Relafia d f x ^ t f i ,  - ^ J ’ )“ , x . ( y , . s  , p 01,( ^ , e R ” 
i = l

definește o merică pe R m (metrica euclidiană).
1.2.15. Propoziție. Fie X[d] un SM. Atunci familia următoare: 

{DcX; (V) XGD, (3) r>0,a.î. B(xo,r)cD}este o topologie separată pe X , 
numită topologia (naturală) definită de metrica d.

1.2.16. Propoziție.Fie X[d] un SM și Î J - topologia definită de d. Atunci 
au loc afirmațiile:

a) (V) x,xn eX  (n>l), avem: xn — ^ M x o d ț ^ x ^ O  (n->oo)
b) Bila deschisă, B(xo,r),este o mulțime deschisă; bila închisă, B[xo,r], și 

sfera S(xo,r),sunt mulțimi închise.
c) Familia (B(xo,l/n))n>i (resp. (B[xo, l/n])n>i)este o bază de vecinătăți 

deschise (respectiv închise), a lui xo, cuxoeX .
d) (V)AcX avem: xe  A <=>(3) (xn)n>|cA,a.î. xn->x; 

xe .4 '0 ( 3 )  (xn)n>icA\{x},a.î. xn->x;
e) O mulțime A cX  este densă în X,i.e. A = X « (V ) xeX , (V) s>0 (3) 

aeA,a.î. d(x,a)<s.
1.2.17. Propoziție.Fie X[d] un SM și x,xn eX  (n>l). Atunci avem: 

x „ 4 x «  orice subșir al șirului (xn)n>i, posedă un subșir convergent la x.
1.2.18. Definiție.Fie X[d] un SM. Un șir (xn)n>icX se numește șir 

Cauchy, dacă d(xn,xm)—>0(n,m->oo). Spațial X[d] se numește complet,sau că 
d este completă, dacă orice șir Cauchy cu elemente din X este convergent.

1.2.19. Definiție.Fie X[r] un spațiu topologic. O mulțime A cX  se 
numește de tip Fff (resp. Gg) și se notează A e(F a ) (resp. Ae(Gg)), dacă (3) 
(An)n>i un șir monoton crescător de mulțimi închise ( resp. monoton 
descrescător de mulțimi deschise) din X ,a .î .A = jA n (r e s p.A = Q  A n ). 

n>l n>l
Analog se definesc mulțimile de tip 4 r ,  « 4  , ^ 4 a X « ;  plecînd de la o 
mulțime X arbitrară ș i j t o  familie de părți din X precizată.

1.2.20. Propoziție.Fie x[d] un spațiu metric. Atunci au loc următoarele 
proprietăți:

1) A cX  este de tip Fo  ( resp. Go )<s>Ac este de tip Go  (resp. F„).
2) Orice mulțime închisă A cX  este de tip Gg și avem
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A = Q A n , unde An:={ xeX ; d(x, A)< 1/n}. 
n>l

3)0rice mulțime deschisă A cX  este de tip F„ și avem 
A = j A n , unde An:={ xeX ; d(x, Ac)> l/n  }.

4)(V) A, B e Fo  (resp. Gg), rezultă A uB, A n B e  Fo  (resp. Gg).
5)0rice interval Ic R  este simultan de tip Fa  și G g.
1.2.21. Definiție.Fie X[d] un SM. O mulțime A cX  se numește 

precompactă, dacă satisface una din următoarele condiții echivalente:
1) (V) E>0, (3) C cX  o mulțime finită,a.î. A c  U {B(X,E); xeC}.
2) Orice șir cu elemente din A posedă un subșir Cauchy.
1.2.22. Definiție.Fie X un spațiu topologic. O mulțime A cX  se numește 

secvențial compactă, dacă orice șir (xn)n>icA posedă un subșir convergent 
către un punct xeA.

1.2.23. Teorem ă. Fie X[d] un spațiu metric și A cX  o mulțime. Atunci 
condițiile 1)- 3) sunt echivalente:

1) A compactă; 2) A secvențial compactă;

3) A precompactă și completă.
C orolar l.(Borel-Lebesgue)Fie A c R m o mulțime. Atunci A compactă<=> 

A secvențial com pactăo  A mărginită și închisă.
1.2.24. Definiție.U n spațiu topologic X[T] se numește separabil, dacă (3) 

A cX  numerabilă a.î. A =X.
1.2.25. Definiție. Un spațiu topologic X[T] se numește cu bază 

numerabilă (de deschiși), dacă (3) o familie numerabilă ^ c r  cu proprietatea:

(V) D er, (3) ( D ^ c  ^ ,a .î. D= □  D n 
n>l

1.2.26. Propoziție.Orice ST cu bază numerabilă este separabil.

1.2.27. Propoziție. Fie X[d] un SM separabil și {ai, a2, a3,....} o 
enumerare a unei mulțimi numerabile A cX , densă în X,i.e. A =X.Atunci 
familia num erabilă,^ :=(Bx(an,lAi))n,m>i,este o bază a lui X, deci X este cu 
bază numerabilă.

C orolar l.Fie X[d] un SM. Atunci X separabil<=>X cu bază numerabilă.

C orolar 2 .0  bază numearbilă de deschiși a lui R este dată de familia 
numerabilă {(a, b); a, beQ , a<b}.
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1.2.28. Propoziție.Fie X[d] un spațiu metric. Atunci X separabil<=>(V) 
E>0 și AcX o mulțime E- discretă (i.e. d(x,y)>s, (V) x, ye A x^y), rezultă că A 
este cel mult numerabilă.

1.2.29. Propoziție.Fie Xb  X2 două spații topologice cu bază numearbilă. 
Atunci(V)^ 1,^2 baze numerabile de deschiși în Xiresp.X2,rezultă că ă6\x ^ 2 
este o bază numearbilă în spațiul topologic produs X[®X2.

Corolar l.Fie Xi, X2 două spații metrice separabile. Atunci spațial metric 
produs X|®X2 posedă o bază numerabilă.

Corolar 2 .0  bază numerabilă de deschiși a lui R2 este dată de familia 
numerabilă{(ai, bi) x (a2, b2); ai, b], a2, I^GQ, ai< bi ,a2< b2}.

1.2.30. Teoremă (N. Luzin). Fie X un ST separabil ș i ^ o  familie mutual 
disjunctă de mulțimi deschise nevide din X. Atunci ^ e s te  cel mult numerabilă.

Corolar l.Fie D cR  o mulțime deschisă nevidă. Atunci D se poate scrie 
că o reuniune cel mult numerabilă de intervale deschise , mutual disjuncte.

1.2.31. Definiție.Fie X[T] un ST. O mulțime AcX se numește rară 
(nicăeri densă), dacă A =0; o reuniune numerabilă de mulțimi rare se numește 
de prima categorie (Baire). O mulțime care nu este de prima categorie se 
numește de a două categorie.

1.2.32. Teoremă.Fie X un ST. Atunci cond. l)-2) sunt echivalente:
1) Orice mulțime deschisă nevidă dinX este de categoria a doua.
2) Complementara unei mulțimi de prima categorie (i.e. mulțime 

reziduală) din X este densă in X.
1.2.33. Teoremă (R. Baire). Fie X[d] un spațiu metric complet. Atunci 

oricare mulțime deschisă, nevidă,din X este de categoria a două.
1.2.34. Teoremă. Fie X[d] , Y[d ] două spații metrice XOGX și f:X—>R 

o funcție. Atunci cond. l)-3) sunt echivalente:
1) f este continuă în xo; 2) f este secvențial continuă în Xo;
3) (V) E>0, (3) r|>0, a.î. d'( f(x), f(xo))<£, (V) d(x, Xo)<r|.
1.2.35. Teoremă.Fie IcR  un interval și f:I—>R o funcție monotonă. 

Atunci f este continuă cu excepția unei mulțimi cel mult numerabile.
1.2.36. Definiție.Fie X o mulțime, ^(X,R):={f; f:X—>R} și (fn)n>ic 

^(X,R) un șir de funcții. Vom spune că:
• (fn)n>i simplu (punctual) convergent,dacă. (3) f:X->R,a.î.f„(x)->f(x), 

(V) xeX; vom scrie atunci fn —^ f  și vom spune că (fn)n>i converge simplu 
(punctual) la f.

• (fi)n>i uniform convergent, dacă (3) f:X ^R  cu proprietatea 

(V)E>0, (3) N>l,a.î. | f(x)- fn(x) | <E, (V) n>N, (V) xeX;
19
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vom scrie atunci fn — H—> f  și vom spune că (fn)n>i converge uniform la f.
• (fn)n>i uniform Cauchy, dacă are proprietatea:

(V)s>0, (3) N>la.î. | f„(x)- fm(x) | <£, (V) m, n>N, (V) xeX ;
Analog se definește convergența simplă (resp. uniformă) pe o mulțime AcX. 

(V) fe ^ (X ,R )  și A cX  vom folosi notațiile:
||f||A := sup|f(x)|; ||f||u := sup|f(x)| ;(||f||u se notează și cu 

xeA x eX
ID-

1.2.37. Propoziție.F ie f, fn e ^ X ,R )  (n>l). Atunci avem:
1) f n — H—>f  « | | f  -  f n ||u 0(n -> oo)osup|f(x) -  fn (x)| -> 0(n -> oo)

xeX

2) (fn)n>iuniform Cauchy o  ||fn - fm ||u -> 0(n,m  -> ® ) «

a  sup|fn (x) -  fm (x)| -> 0(n, m —> oo);
xeX

3) (fn)n>i uniform convergento(fn)n>i uniform Cauchy.

1.2.38. Defîniție.Fie X o mulțime și (fn)n>i G X X ,R) un șir de funcții. 
Seria de funcții ^  fn se numește: 

n > 1
n

• simplu (punctual) convergentă, dacă șirul (sn)n>i, unde sn:= ^  f k,este 
k=I

punctual convergent.
• uniform convergentă, dacă șirul (sn)n>i este uniform convergent.
• normal convergentă, dacă ( 3 ) ^ c n serie numerică convergentă cu 

n>l

termini nenegativi, a .t E f .  « E c . .
n ^ l n ^ l

1.2.39. Teorem ă.Fie X un ST, x„eX un punct și fn:X—>R(n>l) un șir 
unform convergent de funcții continue în x0. Atunci limita sa, f:X—>R,este 
continuă în x0.

C orolar l.Fie X un ST, x<,eX un punct și ^ f n o serie uniform (resp.
n>l

normal) con-vergentă de funcții fn:X—>R(n>l) continue în XQ. Atunci suma sa, 
f:X->R,este o funcție continuă în XQ.

1.2.40. Teorem ă (Baire). Fie X un spațiu metric complet și fn:X—>R 
(n>l) un șir punctual convergent de funcții continue. Atunci limita șirului, 
f:X—>R, este continuă pe X, cu excepția unei mulțimi de prima categorie.

C orolar l.In  același cadru avem: f  este continuă pe o mulțime reziduală, 
deci densă din X.
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1.2.41. Teoremă (Weierstrass).Fie f:[a,b]—>R o funcție continuă. Atunci 
există un șir de funcții polinomiale, fn:[a,b]—>R(n>l), a .t  fn — !i—> f .

1.2.42. Definiție.Fie E un R-spațiu vectorial. O aplicație ||-|| :E—>R se 

numește normă pe E, dacă are proprietățile:
1) ||x|| >0, (V) xeE , x^O; 2) ||ax|| = | a  | ||x||, (V) a e R  & xeE;

3> llx + y|-|xl + H ’ (V ) x,yeE.
Perechea (E, ||-||) se numește spațiu norm at, prescurtat SVN și se 

notează cuE[||-||].

1.2.43. Propoziție.Fie E[||-||] un spațiu normat. Atunci relația 

d(x,y):=||x -  y ||, x ,yeE 2, este o metrică pe E (numită și metrica naturală 

definită de norma ||-||).

1.2.44. Propoziție.Fie E[||-||] un spațiu norm at, d metrica naturală 

definită de normă și TJ topologia definită de d. Atunci au loc proprietățile:
a) (V) x, xn eE  (n>l) avem:

Ilx - x n h ° °  d(x, X T1) -> 0 o  x n - ^ > x ( n  -> oo)
b) Adunarea și înmulțirea cu scalari în E sunt operații continue în 

ansamblul variabilelor
1.2.45. Definiție.Un spațiu normatcomplet,în sensul metricii definită de 

normăjSe numește spațiu Banach.
1.2.46. Definiție.Fie E[||-||] un spațiu normat. O mulțime A cE  se numește 

mărginită, dacă (3) k>0, a.î. ||x|| <k, (V) XG A, i.e. sup{ ||x||; xeA}<oo.

1.2.47. Definiție.Două norme ||-|| i, ||-||2 definite pe un spațiu vectorial E se 

numesc echivalente, dacă (3)a, P>0,a.î. a||-|| i<||-|| 2^P||-|| i-

Exemple. a)Fie Rm înzestrat cu structura vectorială naturală. Atunci 
următoarele relații:

ll4:=£N;|lxh:= sN dlxh™ xl l̂’
unde x=(£j)i=^ e R m, definesc pe R m norme complete, echivalente între ele.

b)Fie X o mulțime și^//(X, R) mulțimea aplicațiilor mărginite f:X->R. 
Atunci operațiile vectoriale naturale f+g, a f  și relația ||x||u := sup|f(x)|, noma

uniformă, definesc pe J/țX , R) o structură de spațiu Banach.
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c) Fie X un spațiu topologic și ^ (X , R) mulțimea aplicațiilor f:X—>R 
continue și mărginite. Atunci operațiile vectoriale naturale f+g, af,și norma 
uniformă ||-|| u definesc pe ^ (X , R) o structură de spațiu Banach. Dacă X este 
compact, atunci â? (X, R) coincide cu ^(X, R),mulțimea aplicațiilor continue 
f:X—>R.

1.2.48. Propoziție.Fie E un spațiu normat. Atunci (V) A, BcE,rezultă 
Ă ± B c Ă ± B .

1.2.49. Teoremă.Fie E un R-spațiu vectorial. Atunci E finit dimensional 

« o ric e  două norme pe E sunt echivalente între ele.

1.2.50. Teoremă.Fie E, F două spații normate și f:E—>F o aplicație 
liniară. Atunci cond.l)-4) sunt echivalente:

1) f  continuă în 0; 2) f  continuă pe E;

3) (3) M>0, a.î. ||f(x)|| < M|x||, (V)x e E ; 4) ||f|| := sup||f(x)| < co.

Corolar 1. Fie E, F două spații normate și f:E->F o aplicație liniară și 
continuă. Atunci ||f(x)|| < ||f|| • ||x||, (V) xeE .

1.2.51. Propoziție.Fie D cR m o mulțime deschisă. Atunci există un șir 
(Kn)n>i de mulțimi compacte din R m care exhaustează pe D, i.e. J K n = D și 

n>l
KncK-n + 1 ,(V )n > l.

1.2.52. Definiție.Fie E un spațiu normat și (xn)n>icE un șir. Perechea 
tl

((xn)n>i, (sn)n>i), unde sn= ^ x n , se numește serie de termen general xn și se 
i=l

notează ^ x n . Seria ^ x n se numește convergentă dacă șirul (sn)n>i este 
n>l n>l

convergent; limita șirului (sn)n>i se numește suma seriei dată și se scrie 
x= ^ x n . Seria ^ x n se numește absolut convergentă, dacă seria normelor 

n>l n>l

^ | | x n | ,  este convergentă.
n>l

Observație. A nu se confunda seria ^  x n ,care este un simbol, cu suma 
n>l

acestei serii, care este un element din E și este notată cu același simbol. 
Diferenț1a rezultă din context.
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1.2.53. Teoremă.Fie E un spațiu normat și ^ x n , ^ y n două serii 
n^l n^l

convergente cu elemente din E și a ,P  G R. Atunci seria ^  (a a n + Pyn ) este

convergentă și are suma a  ^ X n + P X ^ n -
n>l n>l

1.2.54. Teoremă.Fie E un spațiu normat ș i ^ x n o serie cu elemente din E. 
n>i

Dacă ^ x n este convergentă, rezultă că seria satisface condiția Cauchy, i.e.:

(V) s>0, (3)N>l,a.î. <e, (V) n>N, p>l.

Dacă E este complet, este adevărată și implicația reciprocă.
1.2.55. Teoremă.Fie E un spațiu normat. Atunci,E este complet<=> orice 

serie absolut convergentă cu elemente din E este convergentă.
1.2.56. Definiție.Fie E un R-spațiu vectorial. Se numește produs scalar 

pe E, o aplicație <,>:E2—>R cu proprietățile:
1) (x,x)>0; (x,x)=0<=>x=0;

2) (x ,y )= (y ,x ) , (V) x,ye E;

3) (ax + p y ,z )= a (x ,y )+ p (y ,z ) , (V) x,y,ZGE; (V) a ,P eR ;

Perechea (E, <,>) se numește spațiu cu produs scalar sau spațiu pre-Hilbert.
1.2.57. Propoziție.Fie E un R- spațiu cu produs scalar. Atunci au loc 

proprietățile:
0  Kx ’y)|~ ^ (x ,x )-(y ,y ),(V )x ,y  G E ;

2) Relația p ( x ) : = ^ x j j ,  (V) XGE, definește pe E o normă (norma 

naturală definită de produsul scalar).
1.2.58. Definiție.Un R-spațiu cu produs scalar, complet în norma definită 

de produsul scalar, se numește spațiu Hilbert.
Exemple.a)Considerăm R-spațiul vectorial Rm. Atunci relația

(x , y ) : =  J  ^ n k ’ e R m,
k

definește pe R m o structură de spațiu Hilbert.
b)Fie £2 :={ x=(y„>iG R N; X l ^ l  < 00 }• Atunci operațiile vectoriale 

n >i
naturale:

X +y=(£n+T )n)n>I, a X = ( a ^ n )n > l , X = (^ n ) n >i, y ^ T ț n ^ !  G ^ , « G R
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și relația (x, y) := ^ ^ nTln ’ definesc pe & o structură de spațiu Hilbert. 
n>l

c) Fie ^ța,b]:={f:[a,b]—>R; f  continuă}. Atunci operațiile vectoriale 
naturale f+g, a f  și relația (f, g) := £  fgdx, definesc pe ^ța,b] o structură de 

spațiu pre-Hilbert incomplet.
d) Fie ^([a,b]):={ f:[a,b]—>R; f  R-integrabilă}, în care am identificat 

funcțiile egale între ele a.p.t.,atunci operațiile vectoriale naturale f+g, a f  și 
relația, (f,g) := J >f(x)g(x)dx , defnesc pe ^-([a,b]) o structură de spațiu 

pre-Hilbert incomplet.
1.2.59. Propoziție.Fie (E, <,>) un spațiu pre-Hilbert. Atunci norma

||x|| : = - ^ x j ) ,  xeE , satisface „relația paralelogramului” :

llx  +  y f + llx  ~ y f  = 2 llx f  + 2  M 2 ’ (V ) x,ye

1.2.60. Teoremă (F. Riesz).Fie E un spațiu Hilbert și f:E—>R o aplicație 
liniară și continuă. Atunci (3!) yeE , a.î. f(x)=<x,y>, (V) xeE ; ||f|| = ||y||.

1.2.61. Definiție.Fie f:[a,b]—>Rm o funcție; notăm cu Div[a,b] mulțimea 
n

diviziunilor lui [a,b];(V) A=(xj)i=o7 eDiv[a,b],suma ^ ^ ( X j)  -  f(xj.!)! se 
i=l

notează cu VA(f) și se numește variația parțială a funcției f  definită de A. 
Numărul sup{ VA(f); VeDiv[a,b]}se notează cu V b (f) și se numește variația 
totală a funcției f  pe [a,b]. Funcția f  se numește cu variație mărginită, dacă 
Va

b (f) <oo. Notăm cu VM([a,.b], R m),respectiv cu VM ([a,.b]), dacă m=l, 
mulțimea funcțiilor cu variație mărginită, f:[a,b]—>Rm.

Exemple.Orice funcție monotonă f:[a,b]->R,și orice funcție lipschitziană 
f:[a,b]—>R"} este cu variație mărginită. O funcție derivabilă cu derivată măr
ginită, f:[a,b]—>R, este cu variație mărginită.

1.2.62. Teoremă.Fie f=(fi)i=S :[a,b]—>Rm o funcție. Atunci:

feVM([a,b], Rm)e>fjeVM([a,b], R), (V)i = f m .

1.2.63. Teoremă.Mulțimea VM([a,b], R) este o R-algebră,i.e.
(V) f,ge VM([a,b], R), rezultă f+g, af, fge VM([a,b], R).

1.2.64. Teoremă.Fie f:[a,b]—>R o funcție cu variație mărginită. Atunci 
(3) fi, f2 :[a,b]—>R două funcții monoton crescătoare, a.î. f= fi-f2 .
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Corolar 1. Fie f:[a,b]—>R o funcție cu variație mărginită. Atunci 1°) f 
continuă cu excepția unei mulțimi cel mult numerabile; 2°) f  derivabilă (a.p.t.).

1.2.65. Definiție. O funcție f:[a,b]—>R se numește absolut continuă, dacă 
(V) E>0, (3)6>0,cu proprietatea: (V)((ak, bk))keK o familie finită, mutual 
disjunctă, de intervale deschise din [a,b], cu ^ ( b k - a k )< E , rezultă că

keK

^ |f ( a k ) -  f(bk )| < E . Notăm cu AC([a,b], R) mulțimea funcțiilor absolut 
keK

continue f:[a,b]—>R.
a) Putem înlocui în Def. 1.2.65. condiția ^ |f ( a k ) -  f(bk )| < s , prin

keK

condiția |f(b k ) -  f(a k )| < E .
keK

b) Orice funcție absolut continuă este continuă. Reciproca nu este 
numaidecit adevarată.

1.2.66. Propoziție.Fie f:[a,b]—>R o funcție. Atunci f  este absolut 
continuăo(V) E>0, (3) 6>0,cu proprietatea: (V) (In)n>i un șir mutual disjunct 
de intervale deschise din [a,b],cu ££(1,,) <6, rezultă ^ d ia  f(In ) < E .

n S I n>I

1.2.67. Teoremă.(V) f,ge AC([a,b], R), rezultă f+g, af, fgeAC([a,b], R).

1.2.68. Teoremă.Fie f:[a,b]—>[c,d] și g:[c,d]—>R două funcții absolut 
continue; f strict crescătoare sau g lipschitziană . Atunci funcția g ° f este 
absolut continuă.

1.2.69. Teoremă. Orice funcție absolut continuă f:[a,b]—>R este cu 
variație mărginită, i.e. AC([a,b], R )c  VM([a,b], R).

Corolar l.Fie f:[a,b]^R o funcție absolut continuă. Atunci f este 
derivabilă (a.p.t.).

1.2.70. definiție.Fie IcR  un interval și f:I—>R o funcție. Vom spune că 
feste primitivabilă (admite primitive), dacă (3) F: I—>R o funcție derivabilă,a.î.

F '= f; funcția Fse numește o primitivă a lui f.

a) Orice funcție continuă f: I—>R admite primitive.

b) Fie f: I—>R o funcție primitivabilă. Atunci orice două primitive ale lui 
f diferă intre ele printr-o constantă.

c) Fie f: I—>R o funcție primitivabilă și F o primitivă a sa. Atunci F are 
proprietatea Darboux.
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1.2.71. Teorema (Leibniz-Newton).Fie f:[a,b]—>R o funcție integrabilă 
^i primitivabilă. Atunci (V) F:[a,b]-»R o primitivă a lui f ,  are loc relația

[ f d x = F ( b ) - F ( a ) .

Corolar l.Fie f:[a,b]->R o funcție continuă. Atunci f  este integrabilă și 
primitivabilă, deci (V) F o primitivă a lui f, are loc relația: p d x  =F(b) -  F(a).

1.3. Integrala Riemann in R™

1.3.1. Definiție.Fie X o mulțime (nevidă) ș i 4 c 2 x Vom spune c ă d e ș te 
inel (clan) pe X, dacă (V) A,BG ,4  rezultă A nB , A\Be ^ ,  și dacă în plus X e 
^ ,  atunci se numește algebră pe X.O aplicație p: 4 - > R  se numește măsură 
aditivă (finită) pe X, dacă p(0)=O; p>0 ; ți(AnB)= p(A)+p(B), (V) A ,B c 4 
cu AnB/=0.

Prin (X, Ĵ̂ , p) vom nota un triplet definit astfel: X mulțime (nevidă), ch
inei pe X, p :4 - > R  măsură aditivă. Măsura p :J / - > R  se numește numerabil 
aditivă dacă (V) (An)n> i c 4 ,  un șir mutual disjunct, c u j A n e X  , rezultă că 

n>l
P ( U A n ) = E ^ A n ) ’ 

n>l n>l

Observația 1.Condiția p(0)=O rezultă din condițiile p finită și p aditivă.
Observația 2. în Cap. 2-4 prin măsură vom ințelege o aplicație 

p : ^ —>R cu proprietățile: p(0)=O; p>0; p numerabilă aditivă.Denumirea de 
„măsură aditivă” în loc de „măsură” este improprie. O utilizăm totuși păstrînd 
denumirea de „măsură” pentru „măsură numerabil aditivă”.

1.3.2. Propoziție.Fie (X ,4 , p) un triplet definit astfel: X mulțime 
(nevidă) , 4  inel pe X, p : 4 ^ R  măsură aditivă. Atunci au loc proprietățile: 

n n

1) (V) (A j) i= u c 4 , rezultă j A n , Q A n e 
i= l i = l

2) (V) (A j) i= u c 4 , cu A jnA j=0 (i*j), rezultă relația: 
n _n ■

P ( U A n )= E X A nXP f m i t  aditivă) 
i = l i = l

3)(V) A, Be ^ ,  A cB , rezultă p(A)< p(B) (p-monoton crescătoare); 
p(B\A)= p(B)-p(A) (p- subtractivă)

4) (V) A, B e 4 ,  rezultă p(AuB)=p(A)+p(B)- p(A nB)
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n n
5)(V) (A i)i=uCd^=>p.(^jA n ) < ^ g ( A n ) ( p  finit subaditivă) 

i=l i=l

O bservație. Condiția A inA j=0 (i^j) din 2) poate fi înlocuită prin 
condiția p(AjnAj)=0 (i^j).

1.3.3.  numește interval în Ro mulțime I c R  de forma:(a,b), 
[a,b], (a,b], [a,b), unde a,beR , a<b și (a,b)={xe R, a<x<b}-interval deschis, 
[a,b]={xe R, a<x<b}-interval închis, etc. Se numește interval în R  urma pe R 
a unui interval din R, i.e. o mulțime din R de forma : (a,b), [a,b], (a,b], [a,b), 
unde a,be R, a<b; (-00,a), (-00,a], (a,00), [a,00), unde aeR ; (-oo,+oo);punctele a,b 
resp. a, ± 00 se numesc capetele (extremitățile) lui I, iar b-a se numește 
lungimea {\-dimensională) a lui I și se notează cu (̂1); numerul /(I) este finit, 
nenegativ, dacă a și b sunt finite,și +00, dacă a sau b este infinit.

D efin iție.Se

Vom nota cu 3R, 3 R, ^ R, 3dR, 3 'R mulțimea tuturor intervalelor , a 
intervalelor mărginite, compacte, deschise resp. închise din R.

a) 3CR c il R C 3R; 3 R n^R  =3CR;
b) (V) le 3 R el se poate reprezenta ca o reuniune cel mult numerabilă de 

elemente din 3CR și ca o intersecție cel mult numerabilă de elemente din 3dR 
(resp. din 3d

R n il R, dacă Ie3  R), deci I este de tip K^ și GT.
c) (V) Ie 3 R a v e m ^ I)= O « I° = 0 »  (3) aeR,a.î. I=[a,a].
d) (V) 1G3R avem relația:

£(I)=sup{£(K); K G^ R, K c l }=inf{£(J); Je3 d
R , Jo i }

e) (V) Ie3  R și £>0, (3) K e3CR și Je3 d
R ,a.î.

K c Ic J  & £( J)-c< ^(I)< ^(K)+£
f) (V) I,Je3 R ,rezultă i) In J e 3 R ; ii) I\J este un interval sau reuniunea a 

două intervale din R.
g) (V) I G3R și ceR , I+C£3R și £(I+c)= £(I).
h) (V) ceR ^ezultă C+3R=3R, C+3°R=3 R, C+3CR=3CR etc.
1.3.4.  numește interval î n R m {interval m-dimensional) o 

■ m m
D efin iție.Se

mulțime lc R m de forma I= ]~ [lk , unde IR£ 3 R; numărul ff ^ k ) , finit s a u  + o °, 
’ k=I H

se numește lungimea (m-dimensională) a lui I și se notează cu ^(1) sau ^(1) (cu 
convenția 0-oo=co-0 = 0). Notăm cu HR™, S R

M, 3C R"1, 3*1 Rm, 3 1 Rm clasa tuturor 
intervalelor, a intervalelor mărginite, compacte, deschise, resp. închise din R m .

a) 3C Rm c3° R m R
m; 3° Rm n il’ Rm =ăc Rm ;
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b) (V )I= P [lk G^ R™, cu £ (I)>0 avem: I mulțime mărginită, închisă, 
k=l

deschisă, resp. compactă (în R m) o  (V)kG 1, m ,Ik mulțime mărginită e t  c. 
in _ in _  o ni © o _

C) ( V ) I = f J l k ^ V  avem :i = n i k , I - n i H W ^ ( I M I ); 
k=l k = l k=l

^(I)= 0o(3 ) kG l,m , cu ^(Ik)=O«Io= 0 .
d) (V) Ie  JR%I se poate reprezenta ca o reuniune cel mult numerabilă de 

elemente din dc
R

m și ca o intersecție cel mult numerabilă de elemente din A m 
(resp. 3dRm na°Rm , dacă Ie#  R

m).
e) (V) Ie,IR™ are loc relația:

£(I)=sup{£(K); K G^ R™ KC I }=inf{£(J); J G^ R"1, Jo i }
f) (V) lG 3 R

m și s>0, (3) K G d V  și JGddRm,a.î.
K d c J  & O -£ < ^ ( I )<  ^K)+c 

ni in

g> <v) i = n | o n J k,două intervale m-dimensionale, rezultă : 
k=l k=l

ni ui in

i<'j=< n ^ n  j > )=n< '. n , >)
k=l k=l k=l

h) (V) IG aR
,n și c=(ck)k= c™ e R n, avem:

I+ c = P [(Ik + c k ), deci I+CGV  și £(I+C)= ^(1).
k=l

O bservație.N ici una din clasele de intervale definite anterior nu este inel. 
O extensie naturală a claselor de intervale este clasa mulțimilor elementare, al 
doilea pas către teoria măsurii în R ni.

1.3.5.  numește mulțime elementară în R m o reuniune finită 
de intervale din R m; notăm cu » Rm, Rm, r R

m, Wd Rm, ^ ' R
m familia tuturor 

mulțimilor elementare, elementare mărginite, compacte, deschise, resp. închise 
din Rm.

Definiție.Se

m . m. <z'° m  _  cpî m  _  ^ c  mR R CI e R , ? R A e> R ~ C R ,
b) (V) E G ^ R

m, E se poate reprezenta ca o reuniune cel mult numerabilă 
de elemente din ^ CRm și ca o intersecție cel mult numerabilă de elemente din 
^ V '  (resp. r R m n  F°R

m , dacă EG ^°R
M).

c) (V) E G^ R'" (resp. ^ R™), (3) (Ik)k=^cdR
m (resp. 3c

R
m) , a.î.

m m

^ = U ^  ?' ^ n  k ’ = ^  (k ^ k ) ; vom spune atunci că relația E = J l k este o 
k=l k = l
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reprezentare canonică a lui E.
d) (V) E, F G r R

m (resp. ^°R
m), rezultă E uF , E n F e  ^ R

m (resp. ^°R
m). 

p q

Intr-adevăr, fie E=|^J I h , F = J j k . Evident EU F G ^ R
M . 

h=l k=I

p q

E n F = (U l h ) n ( | J J k ) = U ( l h n J k ) 
h=l k=l h,k

Cum însă Ih n  J k e3 R
m, rezultă că EnFG ^ R

m .
e) (V) E G ^ R

n și F G ^ R
m , rezultă că EXF G ? R

N+ M

Intr-adevăr E = J l h (Ik G^R
n), F= Q  J k (Jk G V ) ,  deci 

h=l k=l

p q

E xF =(U i,. X U K  ) = U ( V J > )  e  ? « " 
11=1 k=l h,k

(ținem seama că IhxIk GyR
n+m).

1.3.6. Propoziție.(V) I, JG#R
m,rezultă că I\JG ^ R

m (m>l).

Dem. Pentru m=l afirmația este evidentă.
Fie m>2 cu proprietatea:(V) I, J GV ,  rezultă I\JG ^ R

m (1)
Fixăm mai departe I ',  J 'G # R

m+1, deci r = l i x l 2, J '= J ix J2, unde E, J| GV

și I2, J2 G3R '. Din P. 1.1.41. rezultă I '\J '= ( IixI2)\(J|xJ2)=

=[(I1\J1)x(I2n J 2)] u  [(IinJ,)x(I2\J2)]u [  (W O x (I2\J2)].

Să arătăm că cele trei paranteze [...] aparțin lui ^ R
m+1. Din (1) rezultă că

I ^ G ^ R
m; evident I2n J 2 G r R ,deci (I,Ui)x(I2n J 2)G ^ R

m+1.
m  m

Deoarece Ii= J~f li^ , ^ r n ^ 1* (If(1\  ^ 1 ' e  Un1),rezultă
i=l 1=1

in

I i n J r n ț ^ n l ^ e S R V ^ 
i=l

C um I2n J 2 G ^ R ’,deducem că (IinJi)x (I2\J2) G ^ R
M+1.

In fine, deoarece I2\J2 G ^ R ’, rezultă că
(IMOx (I2\J2) G ^ R

m x ^ R ’c  ^ R
m+1.

Din cele arătate mai sus și din expresia Iui I ' \  J ' r e zultă că '̂ ^  G ^Rm+1-
Aplicînd principiul inducției conchidem că proprietatea din enunț este 

adevărată.
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C orolar l.(V) E, F G ^ R
m (resp. ^°Rm), rezultă că E\FG ^ R

m (resp. $  R
m).

p q

Dem. E = [ J l h , F= ț j J k ( I h , J k e V  ) fixati. Din P. 1.1.2. rezultă: 
h=l k=l

p q

E \F = ( U I „ ) \ ( I K  ) = u n ( ' > ' j >)
h=l k=l h k

Cum însă Ih \ J k e ^ R
m (P.1.3.6.), rezultă că Q ( I h \ J k ) e  ^ R

m,deci E\FG ^ R
M .

k

1.3.7. D efiniție. (Aria m-dimensională)(V) E G ^ R
m (resp. ^  Rm) și

m

E = |J l k °  reprezentare canonică a lui E, aria (m-dimensională) a lui E se 
k=l

P

definește prin relația cr(E):= ̂ 2-<(Ik ) .Definiția dată este coerentă, i.e. nu 
k=l

depinde de reprezentarea canonică a lui E.
a)(V) E G e 'Rm are loc relația:

o(E)=sup{o (K); K G r R
m, K cE  }=inf{ a  (D); J G ^ d

R
m, D oE }.

b)(V) E G ? ?  și s>0, (3) K G r R
m și D G ^ d

R”  a.î.
K cE cD  & O(D)-E<O(E)<O(K)+E.

c)(V) EG ^ R"1 și CG ^ 'R01, rezultă E+CG ^Rm & o(E+c)= o(E)+C
1.3.8. Teoremă.Tripletul (R m , % R

m, cr) are proprietățile: ^  Rm este inel 
pe R m și a: % Rm->R măsură aditivă invariantă la translație.

C orolar 1. (Unicitatea măsurii a)(V) v: ?  Rm—>R măsură aditivă, cu 
proprietatea v(I)=o(I), (V) IG T̂R™ rezultă că v=<j.

1.3.9. Definiție. (Măsura Jordan)Fie A c R m o mulțime mărginită. 
Numerele (finite), definite astfel:

p'(A):=sup{cr(E); E G ^ ?  , EcA}, p +(A):=inf{a(E); E G ^  °R
M , ED A} 

se numesc măsura Jordan inferioară, resp. măsura Jordan superioară a 
mulțimii A. Dacă p“(A)=p+(A), vom spune că A este J-măsurabilă (măsurabilă 
Jordan), iar numărul i i ' ț A ) ^ ^ )  se numește măsura Jordan a lui A, și se 
notează cu pm(A), sau simplu p(A). Notăm cu JR

m familia mulțimilor 
J-măsurabile din Rm ; funcția p: JR"1—>R se numește măsura Jordan pe R m.

Observație.J-măsurabililatea unei mulțimi A, ca și J-măsura sa depind 
de dimensiunea spațiului ambiant al mulțimii A, care rezultă din context. Dacă 
A cR m, atunci A are J-măsura nulă în spațiul Rm+p, (V) p>l, deci pm+p(A)=0, 
deși in R™ mulțimea poate să nu fie J-măsurabilă.
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a) J°Rmc: ^°RmcJR m și au loc relațiile:
^I)=o(I), (V) I GJ R"1 ; a (E )^ (E ) , (V) E e  ^ R

m.
b) (V) A G JR"1 avem relația:

p(A)=sup{o (K); K G i c
R

m, K cA  }=inf{ o  (D); J G ^ d
R

m, D oA  }.

c) (V) A G JR"1 și £>0, (3) K G r R
m și D G g V ,  a.î.

KcAcJD & Q(D)-E<H(A)<G(K)+£
d) (V) A G JR"1 și c e R m, rezultă A+CG JR

m & ți(A+c)= n(A).
e) Există mulțimi compacte în R m și care nu sunt J-măsurabile.
f) Fie R m:= R k xR h și C G JR

m. Atunci:
i) Mulțimea prRk(C) nu este numaidecit J-măsurabilă;

ii) Dacă XG prR
k(C), mulțimea C[x]:={yGRK, (x,y)GC), nu este 

numaidecit J-măsurabilă.
1.3.10. Teorem ă.Fie A c R m o mulțime mărginită. Atunci cond. l)-4) sunt 

echivalente:
1) A G JR"1, Le. A este J-măsurabilă.
2) (V) £>0, (3) E,FG Î̂ R™ a.î. E c A c F  & a(EE )<s.
3) (3) (E„)n>ic ^  R

m șir monoton crescător, (3)(Fn)n>ic ^  R"1 șir 
monoton descrescător, a.î. Enc A c F n, (V) n>l & o(Fn\En)->0.

4) (V) E>0, (3) C,DG JR
m, a.î. C cA c D  & p(D)-p(C)<c.

C orolar l.In  același cadru avem: lim o(E n ) = lim o(Fn ). 
n->® n—>w

1.3.11. Teorem ă. Tripletul (R m, JR
m, p) are proprietățile: JR"1 este inel pe 

Rm și p: JR"1—>R , măsura Jordan, este o măsură numerabil aditivă și invariantă 
la translație.

C orolar 1. (Unicitatea măsurii Jordan)(V) VJ R"1—>R,cu v>0, v măsură 
aditivă și v(I)=£(I), (V) lGy°Rm,rezultă că v=p (măsura Jordan).

1.3.12. Teorem ă.Fie A c R m o mulțime mărginită. Atunci cond. l)-3) sunt 
echivalente:

1) A GJR ™ Le. A J-măsurabilă.
2 ) ' (V) £>0, (3) C,DG JR"1, a.î. C c D c A  & p(D\C)<c.
3) (3) (An)n>icJRm, șir monoton crescător, (3) (Bn)n>icJRm, șir 

monoton descrescător, a.î. Anc A c B n, (V) n>l & lim p(A n ) = lim p(B n ).
n->® n->®

C orolar l.Fie A cR " 1 o mulțime mărginită,cu proprietatea(3)(An)n>icJRm, 

șir monoton crescător, (3) (Bn)n>icJRm, șir monoton descrescător, a.î.

Anc A c B n, (V) n>l & lim p(A n ) = lim p(Bn ). Atunci A G JR
m și avem
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lim g(A n ) = lim p(Bn ) =p(A).

1.3.13. Definiție.O mulțime mărginită A cR m se numește J-neglijabilă, 
dacă măsura superioară Jordan a mulțimii A este nulă, i.e. p+(A)=0; notăm cu 
^ R"1 familia mulțimilor J-neglijabile din R m.

a) Ae A m« A e  JR
m și ți(A )= 0«

(V )  e>0, (3 ) (Ek)k=rn ^ R ^ a .î. U E
k 2 A &  J o ( E k )<s O

k=l k=l
n

» ( V )  s>0, (B X M k^cS R "; a.î. U Tk 2A  & J  ̂ k ) <8. 
k=l k=l

b)(V) ( ^ ^ „ C X ^ I J A , , Q A , e ^ R
m

c)(V) A e ^ R"1 și B cA , rezultă Be ^ lR
m.

d)(V) A e £' R
m, rezultă â(A)e ^ tR

m.
e)Ae %R

mo A + c e  WR™ (V )  c e R m

f) (V )  A e JR
m avem: A e  %Rm<=> A = 0 ;  p(A)>0<=> A ^ 0 ;

g)Fie M e JR
m și f:M—>R o funcție mărginită integrabilă. Atunci Gf, 

graficul lui f, este o mulțime neglijabilă în R m +I.
1.3.14. Tcoremă.Fie AcR"1 o mulțime mărginită. Atunci A eJR

mo 3 (A ), 
frontiera lui A, este J-neglijabilă.

Corolar l.l°)(V )A e JR
m , rezultă Ă , Â e JR

m & p(Ă )=p(Â )=p(A ).

2°) (V)A, Be JR
m, cu A n B  = 0 , rezultă A nB  J-negijabilă, deci' 

p(AuB)=p(A)+p(B).
3°) (V) A c R m,avem A e JR

m« Ă ,  Â e JR
m & p (Ă  )= p (Â ).

1.3.15. Definiție.O mulțime A cR m se numește L-neglijabilă (neglijabilă
Lebesgue), dacă (V) e>0, (3)(In)n>ieJR

m, a.î. | J l n D A &  E«(ln)<8 
n>l n>I

a) AL-neglijabilă«inf{ X^(ln);(In)n>ic3R
m , ( J L ^ A ^ O ; 

n i l n>l
b) A L-neglijabilă și B cA , rezultă B L-neglijabilă.
c) Fie A c R m o mulțime. Atunci A J-neglijabilă=>A L-neglijabilă; A 

compact și L-neglijabilă=>A J-neglijabilă.
d) Fie A c R m o mulțime mărginită. Atunci A e JR

mo â ( A ) , frontiera lui 
A, este L-neglijabilă.
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e) O reuniune cel mult numerabilă de mulțimi L-neglijabile,este 
L-neglijabilă.

f) Există mulțimi L-neglijabile și care nu sunt J-neglijabile (spre 
exemplu mulțimea [0,1 ]nQ ).

1.3.16. Definiție.Fie tripletul (R m, JR111, p) unde JR111 este familia 
mulțimilor J-neglijabile din R m și p:JRm—>R , măsura Jordan; fixăm M e JR"1. 
Se numește diviziune (J-diviziune) a lui M, o familie finită A=(Ai)j= ̂  de 
mulțimi J-măsurabile, care are proprietățile: j A j  =M și p (A in  Aj)=0 (i^j).

numărul max(dia(AJ) se numește norma diviziunii A și se notează cu IIA II .
i<i<p

Se numește sistem de puncte intermediare (prescurtat s.p.i.) asociat diviziunii 
A, o familie (^)ie [^, cu ^eA j, notată cu ^4 . Notăm cu Div(M), familia 
diviziunilor mulțimii M. Fie A, A' e Div ( M ) fixate; vom spune că A' este 
mai fină ca A și vom scrie A< A ', dacă (V) A' e A ', (3) Aj e A, a.i Aj D  A ' .

1.3.17. D efiniție.Fie MeJRm o mulțime și f:M—>R o funcție arbitrară;(V) 
p

A:=(Ai)F ^  ș i ^ := f e ) i= ^  s.p.i.,numărul ^ f ( ^ ) p ( A , )  se numește suma 
i=i

integrală Riemann asociată lui f, A, ^  și se notează cu oifA^O- Funcția f se 
numește integrabilă Riemann (R-integrabilă), dacă Hm ot(A ,^) există și este

finită, (V) ^A s.p.i. Aceasta înseamnă că (3) L e R  cu proprietatea următoare:

(V)E>0, (3) n>0, a.î. | L - ^ A ,^ )  I <E, (V) AeDiv(M), |A| <n , (V )^-

Numărul L se numește integrala Riemann (pe M) a funcției f și se notează cu: 
n

V ’ L f ^ d x ’ J J - £ f ( x 1, x 2 - x n )dx ldx 2 ...dxn

Dacă n=2, resp n=3, se folosesc notațiile: 
, resp JJ£  f(x, y, zjdxdydz.

Notăm cu â^M ) mulțimea funcțiilor f:M—>R, integrabile Riemann.
a) Integrala £  f(x)dx este unic determinată de f și M.

b) (V )fe ^ (M ) și f>0, rezultă £f(x)dx>0.

c) (V) MeJRm și c e R ,  rezultă £cdx=c-p(M )
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1.3.18. Detîniție.Fie M GJR1" O mulțime, l':M->R o funcție mărginită și 
A=(Aj)j i.| ( G Div(M); notăm m ^ in f  f(Aj), Mi:~sup f(Aj), (V) i - 1 ,p . 
Numerele finite:

S i ( A ) £ m ji(A ,) , S,(A) ■ ^ M j t ( A ,) 
I-I i-i

se numesc sumele integrale Darboux inferioară, resp. superioară, asociate lui 
[și A, iar funcțiile:

‘P i l A ^ X 111^ ,  ’ M 't(A ):= iM,1A 
I=1 i=l

se numesc funcțiile Darboux inferioară, resp. superioară, asociate lui [și A.
Numerele (finite):

I (f):=sup{s((A); AeDiv(M)}; r  (l):=inf{S((A);AeDiv(M)} 
se numesc integralele Darboux inferioară, resp. superioară, pe M, ale funcției f. 
Dacă r  (f)= I + (f), funcția f  se numește integrabilă Darboux (D-integrabilă), 
iar numărul I ’ (f)= 11 (1) se numește integrala Darboux, pe M, a funcției f și se 
notează cu I(f).

a) (V) A, A' eDiv(M), A< A' ^s^A)<S(( A '), Si( A' )<S((A).
b) (V) A eD iv(M )^s1(A)<ol(A, ^A)<S,<A), (V)^A s.p.i.
c) (V) A, A' eDiv(M)=>Sf(A)<Sf(An A' )<Si(An A' )<St( A '). 
d) (V) A eD iv (M )^ S((A)=inf O ((A, ^ ) ,  S<A)= sup atfA, ^A).

e) £^>r (A)dx =Si(A), £ y f (A)dx=Sf(A), (V) A G D ÎV(M).

Proprietățile integralei Riemann și ale integralei Darboux in Rm, definite 
mai sus, sunt similare cu proprietățile binecunoscute, ale acestor integrale, în 
cazul particular n=l. Să reamintim, în continuare, pe cele mai importante.

1.3.19. Propoziție.Fie M GJR”1 o mulțime cu proprietatea: (V) e>0, (3) 
A:=(Ai)i=^ eDiv(M), cu dia(Aj)<c și p(Ai)>0, (V) i= l,p  (caz particular 
M ed Rm, cr(M)>0). Atunci (V) feâ?(M ), rezultă f  mărginită.

1.3.20. Propoziție.Fie M GJR”1 O mulțime J-neglijabilă și f:M—>R o 
funcție mărginită. Atunci f  este integrabilă și J f  dx =0.

Observație. P. 1.3.20. este adevărată și pentru f  arbitrară.
1.3.21. Teoremă.Fie M eJR

m o mulțime și f:M->R o funcție. Atunci cond 
l)-3) sunt echivalente:

1) f e ^ (M ) , i.e. f  este R-integrabilă.
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2)(V) (A||)n-icl)iv(M ) cu IA J I^ O ; (V )^A s.p.i. (n>l),rezultă că șirul 

((TI(A„,£A ))n i este convergent.

3)(V)i: -(), (3) r|>0, cu proprietatea: [,
|n !• (A ț  A ) - o r (A'. ț A ' )| < .:, (V)A, A' c I )iv(M), cu||A|. ||A'|| .  ?b  (V )U . U ' •

Corolar 1.1'ie M e J / '  și IG ;4$’(M). Atunci (V) (AnJn'-icDivțMJjCU 
||A„||-M) (n->oo) și £a  s.p.i.asociat lui An, rezultă Q|(A„, ^A —> J f  dx .

Obscrvațic.Din cond. 2) rezultă că șirul (CTI(A„,£A ))n î arc o limită in R 

care nu depinde de șirul (An)„>i și £A (n>l). Cond. 3) se numește „condiția 
Cauchy” de intcgrabilitate.

1.3.22. Teoremă. (Darboux)Fic M GJR1" și f:M->R o funcție mărginită. 
Atunci cond. l)-4) sunt echivalente:

1) fe ^-(M),i.e. feste R-integrabilă.
2) f este D-integrabilă.
3) (V) c>0, (3) AeDiv(M), a.î. Sj(A)-s((A)<e.
4) (V) c>0, (3) r|>0, cu proprietatea:

S|(A)-S((A)<E, (V) AeDiv(M), ||Â || < r ț .

In contextul de mai sus avem I(f)= | f  dx , deci integrala Riemann 

coincide cu integrala Darhoux în cazul funcțiilor mărginite.
Corolar l.Fie M eJR

m o mulțime și f:M—>R o funcție mărginită. Atunci 
fe^?(M)<=> (3) f|, f2 e ^ M ),d o u ă  funcții mărginite, (3) a i ,  a 2>0, a.î.

I f(x)-f(y) | < a! | f|(x)-f,(y) | + a 2 | f2(x)-f2(y) | , (V) x,yeM .
Corolar 2.Fie M eJR

m o mulțime J-măsurabilă și f:M—>R o funcție 
mărginită,uniform continuă (resp. M J-măsurabilă compactă și f continuă). 
Atunci f este R-integrabilă.

Observație.Conceptul de funcție ,,R-integrabilă” fiind identic cu cel de 
funcție „D-integrabilă”, pentru funcții mărginite, le vom folosi sub denumirea 
comună de funcție integrabilă, în cazul funcțiilor mărginite.

1.3.23. Teoremă.(Lebesgue)Fie M eJR
m o mulțime și f:M—>R o funcție 

mărginită. Atunci f  integrabilă<=>f continuă a.p.t. (i.e. (3) A c R m L-neglijabilă, 
cu f continuă pe M\A).

Corolar l.Fie f:[a,b]->R o funcție continuă (resp. monotonă). Atunci f 
integrabilă.

Corolar 2.Fie f:[a,b]—>R o funcție. Atunci are loc afirmația:
f  R-integrabilă<=> 1) f  mărginită; 2) f continuă (a.p.t.).
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1. 3.24. Teoremă.Fie M G JR™ O mulțime și f,gG ^ (M ) două funcții 
mărginite. Atunci au loc afirmațiile:

1)

2)

af+pgG ^(M ), (V) a,pG R  și avem:
£  (aa + Pg)dx = a  j f  dx + P £ g  dx 

Dacă S g , rezultă £  dx < £ g d x  .

3) | f | e ^ (M ) și Lfdx ^N^slIfL^M)-
4) fg G ^ M )  și |jM f-gdx|< ||fL  • £ g d x

5) Dacă g>0 sau g<0, există 7t G [mf, Mf], a .t £  fg dx = Jt g dx , unde

» l gdx

mf=inf f(x), Mf=supf(x). xeM xeM

6) Dacă M este compactă conexă, f  continuă și g>0 sau g<0, există 
xoG M, a.î. £  fg dx = f(x

7) £ |f |d x = 0 » f= 0 (a .p .t.) .

Corolar l.Fie M GJR"1 O mulțime și ^ M )  mulțimea funcțiilor f:M—>R, 
integrabile și mărginite. Atunci operațiile vectoriale naturale f+g, fg, af, 
împreună cu norma H-^, definesc pe ^ M )  o structură de algebră normată, 

completă , iar aplicația, £ : ^ M ) —>R,este liniară, monoton crescătoare și 

continuă.
1.3.25. Teoremă.Fie M G JR

m o mulțime și f:M—>R o funcție integrabilă 
mărginită și g: f(M) —>R o funcție continuă.Atunci funcția g ° f  este integrabilă.

1.3.26. Teoremă.Fie M G JR™ O mulțime ,(fn)„>ic ^ o(M),un șir uniform 
convergent de funcții,și f:M—>R limita sa.Atunci f e ^ M )  și f fn d x ^  [f dx .

1.3.27. Teoremă. Fie M G JR
m o mulțime și f:M—>R o funcție mărginită.

Atunci f  integrabilă» (3) (Aj)j=^o diviziune a lui M, a.î. feste
__  p

integrabilă pe fiecare Ai (i= 1, p ). In acest caz avem relația U dx = V  [f d x .

1.3.28. Propoziție.Fie M G JR
m o mulțime, A cM  și <pA:M—>R funcția 

caracteristică a lui A . Atunci cpA G â ?(M )»  A GJR"1. In acest caz avem 
relația: £ țp Adx = p(A).
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1.3.29. Definiție.Fie C c R kxR h o mulțime și f:C—>R o funcție. Fixăm 
xeR k; mulțimea C[x]:={yeR h; (x,y)eC}se numește secțiunea lui C prin x; 
analog se definește C[y] secțiunea lui C prin y, cu y e R h. Pentru orice 
ieprRk(C) fixat, are sens funcția C[x]ay—>f(x,y)eR; analog pentru orice 
yeprRh(C) fixat, are sens funcția C[y]ax —>f(x,y)eR. Aceste funcții se numesc 
funcțiile parțiale ale lui f; ele se notează cu fx, f(x,-), resp f , f(-,y). Integrala 

[ ^-,y)dx se notează, simplu, cu [ f(x,y)dx , iar integrala [ f(x,-)dy se 
£(y] -CM -CM
notează cu [ f(x,y)dy.Să ilustrăm grafic mulțimile C[x],C[y],prRh(C),prR

k(C).

prR h(C>

1.3.30. Teorem ă (Fubini).Fie R m:=RkxR h, CeJRm o mulțime și f:C—>R 
o funcție integrabilă mărginită ; presupunem îndeplinite condițiile:

i) prR
k(C)e JR

k și C[x]e JR
h, (V) xe  prR

k(C);

ii)(V)xGprR
k(C), funcția, C[x]?y->f(x,y), este integrabilă.

Atunci funcția,prR
k(C)3x—> [ f(x, y)dy, este integrabilă și avem relația:

(1)

Analog are loc relația duală:
}_[ <x, y)dxdy = [ ( [  f(x, y)dx)dy (2)

C orolar l.Fie A e JRR, B GJR11 și f:AxB—>R o funcție integrabilă cu 
proprietatea: (V) XGA , funcția,B ?y—>f(x,y),este integrabilă. Atunci
funcția, A?x —> lf(x , y)dy,este integrabilă și avem relația:

f(x, y)dxdy = f ( f d(x, y)dy)dx

Analog are loc relația duală:

£ B f(x’y)dxdy=H d(x’ y)dx>dy

37
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.3.31. Definiție.Relațiile (1), (2) se numesc formule de reducere a 
integralei mulțiple, la integrale iterate, în ordinea y,x (relația (1) ), resp. în 
ordinea x,y (relația (2)). Continuînd acest procedeu putem reduce integrala 
multiplă (m-uplă) la m integrale simple, i.e. pe mulțimi din R.

Exemple.a)Fie C:={(x,y)eR2; x2+(y-l)2< l, x>0} și f:C->R o funcție 
continuă. Atunci

fj>x ,y)dxdy  = [  ^ f l X r t d x J d y ,

unde
prx(C)=[0,l], C [x]=[l-(l-x2) 1/2, l+ (l-x 2) 1/2], (V) XG[0,1],

pry(C)=[0,2], C[y]=[0,(2y-y2) 1/2], (V) ye[0,2],

b)Fie K:={(x,y)eR2; (x-l)2+(y-l)2 <1 };Ci={(x,y)eK;0<x<l,y>l-x2 };

C2={(x,y)eK ;x>l}; C=C iuC 2 și f:C—>R o funcție continuă. Atunci avem:

prx(C I)=[0,l], C,[x]=[l-x2, 1+,(2X-X2) 1/2], (V) xe[0 ,l].

prx(C2)=[l,2], C2[x]=[ l-(2x-x2) ' /2, 1+(2X-X2) 1/2], (V) XG[1,2], 
deci

J£f(x, y) = £  f(x, y)dxdy + £ f(x, y)dxdy =

H fi + J l x - x 2 <*2 4 + ^ î - î J
=  V l-X2 ^X’ y)d y )dX +  J ( [ ^  ^X’ y )d y)d x

c) Fie C:={(x,y,z)eR3; x ^ + z 2^ ] , x >0, y>0, z>0}și f:C—>R o funcție 
continuă. Atunci avem :

WC  f dxdydz = flprxy (C ) (!C [ ( M ) J  fdz)dx dy = j ^  (C ) ( J J ^  fdydz)dx , 

unde
prx(C)={(x,y)eR2 ; x2+y2< l, x>0, y>0}; C[(x,y)]=[0,(l-x2-y2) 1/2], 

(V) (x,y)eprxy(C); prx(C)=[0,l], C[x]={(y,z)eR2; y2+z2<l-x2 , x>0, y>0}

Calculăm mai departe integrala dublă JJ F(x,y)dxdy, unde 

F(x,y):= = ( f dz .Altfel,calculăm integrala f( f  dydz și obținem o 

funcție în variabilă x, unde xeprx(C), să o notăm cu G, apoi calculăm
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C A P IT O L U L  2.
CLASE DE MULȚIMI. MĂSURĂ

2.1. C lase de m ulțim i: inele, algebre, clase m onotone

2.1.1. Definiție.F ie X o mulțime nevidă și ^ ^  2X, o clasă nevidă de 
submulțimi din X. Vom spune c ă d e ș t e  inel pe  X, dacă: A uB  și A\ B c  <4 
(V) A,B e ^ .  Dacă în plus X e X  vom spune c ă d e ș t e  o algebră pe X. Un 
inel(resp. algebră) <4pe X se numește chinei (resp. c-algebră) pe X, dacă 
UAn e t 4  (V) (An)n>i c ^  O mulțime A c  X se numește .^-măsurabilă 
n>\
(simplu, măsurabilă), dacă A G <4 Se numește spațiu măsurabil o pereche 
(X, ^ ,  unde X este o mulțime nevidă și ^ o  a-algebră pe X. Dacă, în plus, 
X este spațiu topologic (resp. metric), atunci (X, < ^  se numește spațiu 
topologic (resp. metric) măsurabil.

O bservație. Se mai utilizează terminologia : clan = inel; inel unitar 
(clan unitar) = algebră; trib(CT-clan unitar) = cr-algebră.

2.1.2. Propoziție.(Proprietăți elementare ale mulțimilor măsurabile).
]°)Fie adinei pe X.Atunci avem:(y) 0G .4 ; (ii) AABe<j<4 (V)A,B e .x^,

(iii) Q  Ak, Q  Ak (V) (Ak)k= Ln 

i=i *=i
2°) Fie a& a-inelpe X. Atunci,(V)(An)„>i c  .j^, avem: Q  An, lim An, 

n>l
lim An e <j&, în particular, dacă șirul (An)n>i are limită, spre exemplu, dacă

(An)n>i este monoton, avem lim An Ge4

3°) Fie ^ c f l x  fixat. Atunci o ^  algebră pe X  a -  (i) A uB  e , 4 
(V) A,Be <̂ 4 (ii) X \ A e X  (V) A G . 4

4°) Fie a ^ 2 x  fixat. Atunci ^  a-algebră pe X  <̂> 
( i ) |J  An e [4 (V )(A n)n>iQ4; (ii)X\Ae t4,(V )A e t4 . 

»>i
5°) Fie (.j^)iei o familie de inele ( resp. algebre, a-inele, rs-algebre) 

pe X. Atunci | J  ^  este inel (resp. algebră, u-inel, o-algebră) pe X.

6°) Fie ovinei (resp. algebră, etc.)pe X  ș i M ^  X  fixată. Atunci e4 | M , 

urma l u i ^ p e  M, este inel (resp. algebră, etc.) pe M.
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7°) F ie ,^  G  2X  fixat. Atunci S ir ie i  «A Â B , A nB  G <̂ 4 (V)A,BG «J4 
Dem. 1°) (i)Fie A G ^ f ix a t .  Atunci, 0  = A \ A 6 ^ .
(ii) A A B = (A \ B) o  (B \ A) G X  (V) A,B G ^
(iii)A n  B = A\(A\B)GX  (V)A,BG<J4  Mai departe deducem prin 

n n

inducție că [ J  Ak, Q  Ak G <4 (V) (Ak)k=î7 G  ̂  
k=\ k=\

2°) F ie ^ a - in e l  pe X și (An)n>i G  ^  fixat. Atunci avem următoarele 
relații:

Q  A ^ A ^ C p l  An) = A, \ (A,\ Q  An) = A , \ Q  ( A ^ A ^ G ^ ; 
n>| n>l n i l  n i l

Bn: = I I Ak e ^ 4  (V) n>l; A : = A  Bn G ^  deci lim An= A G J .̂ 
। । n —>oo

k>n n>{

Analog se arată că lim An = U QA k G <4
n>l\l>n J

3°) (<=) Fie A,BG<4 fixați. Deoarece A \ B = X \ ((X \ A) u  B), 
rezultă că A \ B G^ .  Fixînd A G<4 avem 0  = A \ A G , 4  deci X = X \ 0  G ^ 
și deci ^ a lg e b ră  pe X.

4°) Același raționament ca în cazul 3°).
5°) Fie ( <4)iei o familie de inele pe X și «J4 := Q  ^ .  Atunci

i

(V)A,BG ^ 4  rezultă A,B G e4 , (V)ÎG I, deci A u  B, A \ B G <4., (4 ) i^I ȘÎ 
deci A o  B, A \ B G Q  = ^ -  Prin urmare<4 inel pe X.

6°) Fie e*4 inel și Ai,Bi G ^ |  M fixati, deci (3) A,B G J / , CU 
A I = AnM , Bi = B n  M și deci A| u  B, = (A o  B) o  M G ^ I M , 
A I \B ,= (A \B )n M  G G^ | M. Prin u rm ă re a i M este un inel pe M, etc.

7°) Ținem seama de definiția lui A A B și de relațiile 
A uB  = (AAB)A(AnB),A \ B = A A (A n  B).

2.1.3. Definiție. F ie j^ u n  inel (resp. algebră, etc.) pe o mulțime X și 
M G  X. Atunci ^ |  M se numește inelul indus (resp. algebra indusă, etc.) de 

<^pe M.
2.1.4. Definiție. Fie X o mulțime și ^ c 2 x  fixat. Cel mai mic inel, 

o -ine l, algebră , a-algebră , pe X, care conține pe % se notează cu r(^), 
GT(4) , a ( ^ ,  resp-caț*^, și se numește : inelul, câinelui, algebra, resp. 
a-algebra pe X  generat(ă) de
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a) Notăm cu a('g) familia {A ; (3) (Cn)n>i ^  ^ , J C „  = A }. Atunci 
»>i

avem: o r(^ ) = o( r (^ ) ), oa(^) = a ( a ( ^ ) ).
2.1.5. Propoziție. Fie X  o mulțime și & cz 2* fixat. Atunci 

r ( ^ ,a ( ^ ,  o r (^ ,  o a ( ^  există:
& inel o  ^ =  r(  ̂ ;  & algebră o  ^ =  a( ̂ ,  etc.

Dem. Evident, avem: r ( ^ )  = Q  ^ ,  unde ( ^ ) i e i este familia tuturor 
ie i

inelelor pe X, care conțin pe % etc.
Corolar 1. Fie ^ u n  inel (resp. algebră, etc.) pe X  și ^ c z ^  Atunci, 

r( ̂ c ^ ( r e s p .  a ( &) ^ a ^  ele.).

2.1.6. Propoziție. Fie X  o mulțime și & cz 2 )  Atunci (V) A G r  ( f i 
(resp. A GOT( &)), (3) ( Ck) k 3 X ^  & (resp. ( Ck)k>i ^  & ), a .t A [)Ck 

l< k < n

(resp. A ^ \ J C J . 
k>l

Dem. Fie^:={AcX;(3)(Ck)k=~n ț 3 & ,  U c * ^ M - Atunci ^ i n e l  pe X

și ^ o 4  deci f i ^ G p f ,  etc.
2.1.7. Propoziție. Fie X o  mulțime și &<z2x . Atunci notând ^ : = 

=(AC, A G ^ } ,  au loc relațiile: a ( ^ )  = a ( ^ )  și a a ( &) = a a (& c).
Dem. ^ C G a(^ ), deci ^ c G  cra('g) și deci o a ( ^ c)c o a (^ |.  Analog 

avem & c c o a (  ^ j d e c i  ^  cz oa( &c) și deci cra(^) cz oa( ^ c).
Prin urmare aa(^ ) = cra( ^ c).

2.1.8. Propoziție. Fie X  o mulțime și ( ^ ) i £ [O familie arbitrară de 
inele, algebre(resp.o familie fin ită  de clinele, cpalgebre)pe X  filtrantă relativ 
la relația c  Atunci, u ^ i  este inel, algebră (resp. chinei, cr-algebră) pe X.

Dem. Fie A ,B e ^ :=  o ^ j  fixați. Atunci (3)i,j e I, cu A e<4 și 
BG<^. Cf. ipotezei, (3) k e l, a.î. ^ 2 { G  <j^kȘi<^jC d^k, deci A u  B, A \ B 
e Ô ^ GO^ , deci «j^este inel, etc.

2.1.9. Propoziție. Fie X o  mulțime și ^ c  2X. Atunci r ( ^ )  =^J & ^ , 
n>0

unde șirul ( ^ ) n>o este definit astfel: ^ 0 ) = & și
={ U  (A \ B); A,B G G t ^ 0 }, ( V ) n > l .

f in i ta
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Dem. Cum, prin convenție, mulțimea vidă este finită și | J  (Aj \ Bj) = 
ie 0

= 0 , rezultă că 0 G ^  *n\  (V) n>l. De aici rezultă că șirul ( ^ n))n>i este 
monoton crescător. Fie ^ =  J  $?(n) și A, B G ^£ fixați. Șirul ( ^ w )n>i fiind 

n>0

monoton, (3) n>l, cu A,B e ^ (n). Din definiția lui ^ (n+1) rezultă:
A \ B G ^ (n+1) & A o  B = (A \ 0 )  u  (B \ 0 )  G ^ (N+1), 

deci A \B , A u B  G ^  și deci ^  inel. Cum ^ ^ ^  rezultă r(^ ) ^  ^ . 
In fine, prin inducție deducem că ^ ( n )c  ^  , (V) n > 0, deci U ^ * n ) c  ^  . 

' »>i
Prin urmare, r ( ^  = U ^ (n)-

«>i

2 . 1.10. Definiție. Fie X un ST și T = Tx -topologia lui X; a-algebra 
generată de familia T se numește familia mulțimilor boreliene din X  și se 
notează cu .^x, i e. Xl^. =  oa(T). Un element A G .^ X se numește mulțime 
boreliană din X. Se numește mulțime boreliană din A/, cu M c  X fixat, urma 
pe M a unei mulțimi boreliene din X, i.e. un element din a-algebra pe M 
generată de TM (vezi T.2.1.14, Cor.3).

Exemple: a) Punctele dintr-un ST separat X sunt mulțimi boreliene "în 
X. Mai general, orice mulțime închisă dintr-un ST este boreliană.

b) O reuniune (resp. intersecție) cel mult numerabilă de mulțimi 
boreliene dintr-un ST este o mulțime boreliană (din acel spațiu).

c) Limita superioară și limita inferioară a unui șir de mulțimi deschise 
(resp. închise), dintr-un ST, este o mulțime boreliană.

d) Orice mulțime de tip FCT sau GT, dintr-un ST, este o mulțime 
boreliană.

Intr-adevăr, fie X un ST și A c  X, A G (Fa ) (resp. A G (GT )). Atunci 
A = U A .. (resp.A =  f | A n ), unde fiecăre An(n>l) este mulțime închisă 

n>l n >1

(resp. deschisă) din X. Cum An G ^ X  (V) n>l, rezultă cf. b) că A G^ X-
e) Orice interval din R este o mulțime boreliană din R. Mulțimile 

Z, Q, R, R \ Q sunt mulțimi boreliene din R; ® R ^ 2R (Ex. 2.77.).
2.1.11, Teorem ă (Clase de generatori pentru boreliene).Fie X [ T]  un 

spațiu topologic. Atunci ^X  = ou(&), unde ^  este una din următoarele clase 

(familii) de mulțimi:
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1°) Familia /  a mulțimilor închise din X;
2°) Familia mulțimilor deschise (resp. închise) și mărginite din X, 

dacă X  este spațiu metric;
3°) O bază numerabilă de deschiși a lui X, dacă X  este cu bază 

numerabilă;
4°) Familia numerabilă ^  :=(Bx(an,l/m ))n,m>i, dacă X  este spațiu 

metric separabil și A = {ai, a2, 03,....} o mulțime densă înX;
5°) Familia J ^  a mulțimilor compacte din X, dacă X  este separat și 

cr-compact, i.e. X  = U Kn , cu Kn compactă, (V) n > l;
n>\

Dem. 1°) Din P 2.1.7. rezultă cr a(T) = Q a(Tc), deci ^ x  = o  a (TC);
2°) Fie X [d] spațiu metric, T = ta  și ^  familia mulțimilor deschise și 

mărginite din X. Fixăm XQ e X; atunci (V) D G T, avem:
D = ^ D n , unde Dn:= D n  Bx (xo , n) G ^  (V) n> l, 

deci D e c a ț ^  și deci T coa(^), de unde obținem că ^ x : =  cra(T) c  a a ( ^  ). 
Cum, evident, ^ C T  c  <S?X, rezultă o a ( ^ ) cz ^ x . Așadar, a a ( ^ ) = ^ x .

3°) Fie ^ o  bază numerabilă a spațiului X. Atunci n a ț 1̂  )c a a (r)= ^ x - 

Reciproc, (V) D G T, (3)(Dn)n>i cz % cu ^ D n  = D, deci D G a a ( ^ )  și deci 

T c o a ț 'g ’), de unde rezultă %  = o a ( T ) c o a ( ^ ) ,  etc.
4°) Din P .1.2.27. rezultă că familia numerabilă ^  = (^x(an,l/m ))njm>i 

este o bază a spațiului X. Atunci, din 3°) rezultă că cra( ̂ ) = ^ x .
5°) Din T. 1.2.12 rezultă ^  cz Tc, deci era {"X ) c  era (TC) = ^ X . 

Reciproc, (V)AGT C, avem A = U ( A n  Kn) și A n  K„G<^, deci A G na (<JF) 
»>i

și deci Tc cz aa(<^), de unde rezultă Sdx cz aa(<%), etc.
C orolar 1. Fie X  = R m. A tu n c i^x  = o a ( ^ /  unde & este una din 

următoarele fam ilii de mulțimi din X:
1°) Familia mulțimilor închise dinX;
2°) Familia mulțimilor deschise și mărginite din X;
3°) Familia bilelor (Bx(ri,l/j))ij>i, unde {ri,r2,r3,...} = Q'n;
4°) Familia mulțimilor compacte din X;
5°) Familia intervalelor m-dimensionale deschise din X.
Dem. Afirmațiile l°)-4°) rezultă din T .2.1.11., ținînd seama că Rm este 

un spațiu metric separabil și a-compact. Intr-adevăr, Q ni este numerabilă și 
densă în X, deci X este separabil. De asemenea, avem X = U X„ , unde 

»>i
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Kn : = {XGX; d(O,x) < n} este o mulțime compactă din X (cf. T. 1.2.23.), deci 
X este a-compactă.

5°) Fie {rj/2, 3̂, •••} o enumerare a mulțimii Q. Atunci familia 
numerabilă 3=(rn-l/m , r n+l/ni)n,m>i este o bază a spațiului topologic R 
(P. 1.2.27.), deci 3 m = 3x3x ...x 3 (m-ori) este bază numerabilă a spațiului 
topologic Rm(P. 1.2.29.), deci(T.2.1.11.,30)) oa(3 m) = ^ R„ .Cum 3 ^  o 3  m, 

rezultă aa(3 d ) = ^

O bservație. In Cor. 1(5°) putem înlocui 3 R„ prin 3 Rm , 3 R „, ,3'Rm ; 

resp. și prin {(a, 00), aeR }, {[a,00); aeR }, dacă m = 1.
2.1.12. Propoziție.Me X  Ydouă  mulțimi, f :  X  —>Yo  funcție, ș i . ^  un 

inel(resp. cr-inel,etc.)pe Y. Atunci f 1 (p^i) este un inel(resp. chinei,etc.) pe X.
Dem. Fie, spre exemplu, 4  o-inel pe Y ș i 4 :  = f 1̂ ) .  Atunci, 

(V)A,B e 4  (3) C,D G cu f  l (C) = A și f '(D ) = B, deci:
A \ B = f '(C ) \ f '(D ) = f '(C  \ D) G ^ .

Fie acum (An)n> iQ 4  fixat. Atunci (3)(Bn)n>i G ^ I, CU f '(B l,)= An, (V) n > 1, 
deci cum j B n e 4 ,  rezultă:

U A .  = U r ' ( B n W 'd j B ,  ) e ^ . 
n̂ l nil n>l

Prin urmare, . 4  este a-inel pe X.
C orolar 1. Fie X  o mulțime, ^ u n  inel (resp. ovinei, etc.) pe X  și 

M a X o  mulțime. Atunci, ^ /w e s te  inel (resp. cr-inel, ele.) pe M.

Dem. Aplicăm P.2.1.12. pentru injecția canonică f : M—>X.
O bservație. Dacă , 4  este un inel pe X și f  : X—>Y o funcție, nu 

rezultă,în mod necesar,că f(o ^  este inel pe Y.
Contraexem plu. Fie f:[0,2)-»R definită astfel: f(x) = x, dacă XG[0,1) 

și f(x)=2x-2, dacă XG[1,2) și fie . 4 :  = {0 , [0,1), [1,2), [0,2)}. A tunci.^ inel 
pe [0,2) și f ( 4 |  = {0, [0,1), [0,4)} care nu este inel pe R.

2.1.13. Propoziție. Fie X ,Y  două mulțimi, ^ u n  inel (resp. cr-inel, 
ele.) pe X ș i  f : X —>Y o funcție. Atunci familia ^ :  = (B o  Y; f ' 1 (B) e ^ }  este 
un inel (resp. cj-inel, etc.) pe Y.

Dem. Fie B, C G 4  fixați, deci f '(B ) ,  f'*(C) G , 4 .  Atunci, 
f - ‘(B u C )  = f-'(B ) u  f ‘(C) G 4 ,  deci B u  C G 4 ;

f '( B  \ C) = f '( B )  \ f '( C )  G ^  deci B \C  G 4 ;
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Prin urmare, ^  este inel pe Y.
Corolar 1. Fie X  o mulțime, M  ̂ X  și ^  un inel (resp. chinei, etc.) 

pe M. Atunci, familia ^ : =  {AcX; A n M  e  < ^  este un inel(resp. ovinei, 
etc.) pe X.

Dem. Aplicăm P 2.1.13. pentru injecția canonică f : M—>X.
2.1.14. Teoremă. Fie X, Y două mulțimi, f :  X ^ Y  o funcție și ^ c z  2Y. 

Atunci au loc relațiile:
1°) r ( T ^ ) )  = f ' l (r ( ^ ) ) ;  2°) or ( f ^ ^ ) )  = f l (or < O /

3°) a ( f ‘( ^ ) )  = f - ‘(a(&)); 4°) o a țf-'(& )) = f l (o a (^)).
Dem. Să demonstrăm, spre exemplu,3°). Deoarece or(&  ) este o-inel 

pe Y, rezultă (P.2.1.12.) că f  \ o r ( ^ )) este cr-inel pe X, și cum f ’ț ^ j c 
f '(o r  ( ^  )), rezultă că or ( f ' ( ^  )) c  f '( o r  ( ^  )) (1). Fie mai departe 
familia:

^ :  = { B c  Y; f ‘(B) e or  ( f ^ ) ) }

Din P.2.1.13. rezultă că ^F este o-inel pe Y și avem:

^ c ^ ( ( V ) C  G % f'(C ) G f ' W c o r  ( f ' ( ^  )), deci C G IF ).

Atunci crr ( ^ ) cz F ,  deci (V) B G o r  ( ^ ), avem B G F ș i  deci f  *(B) G 
G or  ( f l( ^  )). Așadar, f ‘(a r  ( ^  )) c  or ( f ‘( ^  )) (2). Din(l) & (2)rezultă 
egalitatea or  ( f  ̂ ^  )) = or ( f ’l( <g’)).

Corolar 1. Fie X  o mulțime, M  ̂ X și •tFcz2x . Atunci avem:
l°)r (& ) I M = r ( ^ / M); 2°) or (& ) / M  = or ( ^ ;
3°) a ( ^ )  / M  = a ( ^ / ^ ;  4°) oa(& ) / M  = o a ( ^ / ^ .
Dem. Aplicăm T.2.1.14. pentru injecția canonică f : M —> X.
Corolar!. Fie ^ ^ 2  , âSfamilia mulțimilor boreliene din R  și XQ eR 

un punct. Atunci avem:
1°) r(xg ±  &) = xo ± r  (& ); 2°) or(xo ±  &) = xo ±  ar (&);
3°) a(xo +'&) = xo + a (^ );  4°) oa(xg ±  &) =xo ± o a ( &);
5°) 3? = xo + &, deci (V)A c R ,  avem: A e  â8 o x +  A e  ^ ,  (V)xeR.

Dem. 1°) - 4°). Aplicăm T.2.1.14. pentru funcția f(x) = xo + x, x GR.
5°) &  = o  a ( tR) = a  a(xo ± TR ) = XO ± O a ( tR) = xo + ^ .

Corolar 3. Fie X  un spațiu topologic T=Tx și &  = &  x  Atunci, 
(tyM cX , avem: ^ /M = o a (T n f
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2.1.15. Definiție. Fie X o mulțime și ^ c  2X . Vom spune că ^ e s te  o 
clasă monotonă (pe X) dacă (V)(An)„>i c ^ ,u n  șir monoton, rezultă că 
lim A ne^, i.e. I IA și A A n aparțin lui 

□ >1 n^l

a) Orice a-inel pe X este o clasă monotonă pe X
b) Dacă a#  este inel (resp. algebră) pe X și (V)(An)n>i cz <j^,un șir 

ascendent, avem lim An GJ^, dacă în plus unește clasă monotonă, atunci a ^ 

este cr-inel (resp. cr-algebră).
n

Intr-adevăr, fie (An)n>iG^fixat. Atunci,(V)n>l, avem Bn := j A k Gê Z 
k= l

și(B n)n>i este monoton crescător, deci I JA n =1 ]B n = lim B n G ^  și deci 
n>l n^ l

u^  este a-inel.
c) Fie (^ ) i e i o familie de clase monotone pe o mulțime X. Atunci, Q  ^

i

este o clasă monotonă pe X.
2.1.16. Definiție. Fie X o mulțime și ^ c  2X. Cea mai mică clasă 

monotonă pe X, care include pe ^  se notează cu m ( ^ )  și se numește clasă 
monotonă generată de <&.

2.1.17. Propoziție. Fie X o  mulțime și ^Q .̂ Atunci m (&) există.
Dem. Este suficient să punem m ^ :  = Q  ^  , unde (^ ) ie i este

ie i

familia tuturor claselor monotone pe X, care includ pe ^
2.1.18. Teorem ă. Fie ^  un inel (resp. algebră) pe o mulțime X. 

Atunci, m (d) = cyr (s ^  (resp. m (d) = a a (^ )) .
Dem. Deoarece <jr(p$) este o clasă monotonă și < /̂ <z n ț ^ ,  avem 

m (j^  cz a r (^ ) . Rămâne de demonstrat că a r ( J )  cz m (^). Să arătăm în 
prealabil că m ( ^  este inel. Intr-adevăr, fie A G m ( j^  fixat; să notăm:

^ A: = {B G m ( ^ ;  A u  B, A \ B, B \  A, G m(<^)}
Fie (B„)n>i,un șir monoton cu elemente din<A , fixat. Atunci A u  Bn, A \ Bn, 
Bn\ A G m ( ^ ,  (V) n>l, deci (P 1.1.7.Cor.l):

A u  lim Bn = lim ( A u  Bn) G m ( ^ 
n -» «  n—̂

Analog, A \ lim Bn G m ( ^ ,  (lim Bn) \ A G m ( ^ . 
n ^ «  o—>»

Cu aceasta am arătat că <^\ este o clasă monotonă.
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Dacă A,B G m ( ^ ,  avem,evident,că: B G dl& <=> A G dl®.
Deoarece ^  c d l^  (V)AG^ ,  rezultă m ^  c  d l\ ,  (V)AG^  , deci 

(V )B G m (^ c  d l/fk  (V)AG J^, avem A G^  și d e c i d e  ^ ,  (V )B G m (^ , 
încât m (^ ) c  ̂ B, (V) B G m ( ^ .  De aici rezultă că (V) A,B G m ( ^ ,  avem 
AuB, A\ B G m(«^, deci m ( ^  este inel.

Așadar, m ( ^  este o clasa monotonă și,în același t im p ,m (^  este inel, 
deci m(<X) este cr-inel. Cum ^  c  m (j^ , conchidem că a r  (p ^  c  m ( ^ ,  prin 
urmare m (^ = a r (  ^ .

C orolar 1. Fie X  o mulțime, P o funcție prepozițională definită pe 2X 
și ̂  un inel (resp. algebră) pe X, cu proprietățile:

1°) /PA ^ I ^ A E  X
2°) Familia d l  = {A E 2 \  /PA 1=1} este clasă monotonă.

Atunci /PA /=1, ( ^  A e  o r (^ )  (resp. o a (^ l).

Dem. Cf. i p o t e z e l e  dl-, deci a r  (p^  = m ( ^  cz m ( ^  ) = d l ,  etc.
O bservație Prin | PA I =1, înțelegem că propoziția PA este adevărată.

2.2. M ăsură, M ăsură exterioară.

2.2.1. Definiție. Fie X o mulțime și J ^ O algebră pe X. Se numește 
măsură pe X  o aplicație | i i ^ - > R  cu proprietățile: (i) p(0)=O;

(ii) p nenegativă, i.e. p (A) > 0, (V)A G d^; (iii) p numerabil aditivă , i.e. 
(V) (A„)n> i c X  un șir mutual disjunct, cu j A n G ^  , avem relația

M(U A n ) = ^ p ( A n ). Dacă în loc de (iii) punem condiția (iii’) p(A uB ) = 
n>l n>l

= p(A) + p(B), (V) A ,B G t4  A n  B = 0 ,  atunci p se numește impropriu 
măsură aditivă. Măsura p se numește finită, dacă p(X) < oo (i.e. p: d^->R) și 
afinită , dacă (3) (An)n>i C J ^ CU ( j A n = X, și p(An) < °o, (V) n > 1.

Șe numește spațiu cu măsură, prescurtat s.c.m., un triplet (X, ^ ,  p), 

unde X este mulțime nevidă, ^ o -a lg e b ră  pe X și p: ^ —> R o măsură. Dacă 
X este spațiu topologic (resp. metric), atunci tripletul (X, ^  p) se numește 
spațiu topologic (resp. metric) cu măsură. Dacă p este finită, a-finită, atunci 
(X, , 4  p) se numește spațiu cu măsură finită, resp. c-finită.
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Un triplet (X, <X p), unde X este o mulțime nevidă, ^ o  algebră pe X 
și p: eJsZ-» R  o măsură, se numește quasi-spațiu cu măsură (q-s.c.m.).

a) Din condiția(iii’) rezultă p ( | j A i ) = ^ p ( A i ),(V)(A i) ie iG ^  familie 
ie i  ie i

finită, mutual disjunctă, i.e. p finit aditivă .
b) Orice măsură este măsură aditivă. Reciproca nu este în general 

adevarată.
c) Fie p: ,Ĵ ->R  o măsură și M e  <^0 mulțime fixată. Atunci funcția 

^ 3  A —>p(A n  M), este o măsură pe X ( măsura concentrată pe M).
d) O aplicație p ^ - > R e s te  măsură <=> (i) (3) A e ^ c u  p(A) < 00 ; 

(ii) p > 0; (iii) p numerabil aditivă.
e) O măsură p ;^ /-> R  este o-finită <=>(3)(An)n>i o partiție măsurabilă 

a lui X, a.î. p(An)<oo, (V )n > l.
(=>) Prin ipoteză (3)(An)n> |C ^ ,  c u j A n =X & p(An) < 00, (V) n>l.

n>l
n-1

Atunci șirul (Bn)n>i, unde Bi:=Ai și Bn:=An\ | j A k , (V) n>2, constituie o 
k = l

partiție măsurabilă a lui X, cu p(Bn) < co, (V) n>l.
f) Fie p: ^ R  o măsură și ^  o ^  o algebră pe X. Atunci p 1 ,^ , 

restricția lui p pe , 4 ,  este o măsură pe X. Dacă p este a-finită, rezultă că și 
p | este cr-finită.

Exem ple.a) Măsura de numărare. Fie X o mulțime și p : 2X—> R o 
funcție definită astfekp(A) = card(A), dacă A este finită și p(A) = 00, dacă A 
este infinită. Atunci p este o măsură și (X, 2X, p) spațiu cu măsură.

b) Măsura Dirac . Fie X o mulțime nevidă , ^  o a-algebră pe X 
(în particular ^ =  2X), aeX  un punct fixat și, 5a : ^ R ,  o funcție definită 
astfel: 5a(A)=l, dacă aeA  și 5a(A)=0, dacă a^ A. Atunci Sa este o măsură 
(finită) pe X (măsura concentrată în a ) .Evident , 5a(A)=(pA(a) , (V )A e^ . 
Tripletul (X, , 4  5a) este un spațiu cu măsură.

2.2.2.Definiție. Fie X o mulțime, t/ l  c  2X o familie de mulțimi și 
(An)n>i c ^ u n  șir. Se numește ads-disjuncție a șirului (An)n>i un șir mutual 
disjunct (Bn)n>i c  ^  cu Bn c  An (V)n>l și L K  -  L K  ■

11 >1 n>l
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2.2.3.Propoziție. Fie X  o mulțime, ^Xun inel pe X  și (An) n>i ^ ^ u n 
șir. Atunci:

1°) Dacă A n t, șirul Bn := A n \ A n-i, ( ty  n>l (Ao = 0 ) ,  este o 
^-d is ju n c ție  a șirului (A„)n>i-

2°) Dacă An /Ao și A oe  X șirul BQ:=AO și Bn:=An\An +i,(\z)n>l, este 
o ^-d is junc ție  a șirului (Ajn>o-

n-1

3°) Dacă (A n) n>i este arbitrar, șirul B i : = Ai și Bn : = 4 l [ j A k  , 

k=l

(V) n>l, este o ^ -d is ju n c t ie a șirului (An)n>i-
Dem. 1°) Fie A:= j A n . Evident, Bn c  An c  A, (V) n>l, deci 

n>l

j B n c z  A (1). Reciproc, fie XGA fixat. Dacă xg Ai, fie m>2 cel mai mic 
n>l

număr natural, cu x eA m. Atunci, xgA m.i, deci x eA m \ Am-i = Bm și deci 
A c ( j B n (2). Din (1) și (2) rezultă | j A n = | J B n 

n>l n>l n>l

Mai departe, este clar că Bi n  Bn = 0 ,  (V) n>2. Fie acum m > n > 2, 
fixati. Dacă x G Bm, rezultă x G Am și x g Am-i. Cum Am_1 D  An D  Bn, 
rezultă x £ Bn, deci rezultă Bn n  Bm = 0 .  Prin urmare, șirul (Bn)n>i este 
mutual disjunct. Afirmat ia 2°) se arată la fel cu 1°).

3°) Notăm A : = j A n .Evident BncAnc A ,(V )n > l,d e c i |jB n c  A (1). 
n>l n>l

Reciproc, fie XG A fixat. Dacă x £ Ai, fie m > 2 cel mai mic număr natural, 
m-1 m -I

cu x 6 Am . Atunci x £ j A t , deci x e A m\ j A t  =Bm, deci XG | j B n și deci 
k=l k=l n>l

A c j B n (2). Din (1) și (2) rezultă [ j A n = j B n . Mai departe, este clar că 
n^l n>[ n^l

Bi n  Bn = 0 ,  (V) n > 2. Fie acum m > n > 2, fixati. Dacă XG Bm, rezultă 
m-1 m-1

XGAm și xg ( J A ; . Cum ( J A ^  A „D  Bn, rezultă xg Bn, deci Bn n  Bm = 0 . 
i=I i= l

Prin urmare,șirul (Bn)n>i este mutual disjunct.
Corolar 1. Fie X  o mulțime, ^  un inel pe X  și (A fi^Tn c z  ^

1°) Dacă Ai c ^ c ^ j c  . . .  ^A „ , rezultă că următorul șir fin it 
Ai, A2 \ Ai,..., A n \ An.i,este o ^-disjuncție  a lui (Afi^Țn.

2°) Dacă Ai ^ A 2  ^ A s ^ . ... ^ A n , rezultă că următorul șir fin it 
An , A n-i\An , AnfiAn-i,..., Ai\A2,este o ^ -d is ju n c ție  a lui (A fi=7X
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3°) Dacă (A ^T n  este arbitrar, rezultă că șirul fin it Bi: =Ai, 
k - l  ____

Bk: = A f  J A ,  ,(V)k=  2 ,n , este o ^ -d is ju n c ție  a lui (A f  Tn.
i = l

Dem. Aplicăm P 2.2.3. pentru șirul Ai, A2,..., An, An, A „,...
Corolar 2. Fie (I^ n>i ^  fa u n  șir de intervale. Atunci ( ^ (J ^ n ^ i^  fa, 

un șir mutual disjunct de intervale, a.î. u  ^ u  In- 
n>l n>l

2.2.4. Propoziție. Fie X  o mulțime, ^ o  algebră pe X  și p: ^ —>R o 
măsură aditivă. Atunci au loc afirmațiile:

1°) p  monotonă, i.e. (V) A, B e  ̂ f  A ^  B, rezultă p(A) <p(B);
2°) p  subtractivă, i.e. (V) A ,B Ĝ ,  A CZB, cu p(A)<oo sau p(B)<co, 

avem relația p(B\A)=p(B)-p(A);
3°) p  fin it subadilivă, i.e. (V) ( A i)je i ̂ ,X f  o familie finită  arbitrară, 

rezultă inegalitatea p  f j  A J  < ^ ^ ( A , );
ie i ie i

4°) p  numerabil supraaditivă, i.e. (V) (Arf>i cz <s4f un șir mutual 
disjunct cu [ j A n e< jf avem inegalitatea p < U A J  ^ & ( A J ’

nă| n^l n>l

5°) p  măsură o  p  numerabil subaditivă, i.e. (V)(An) n>i ^ ^ u n  șir cu 
| j A n &Xf avem inegalitatea ^ [ j A n )  < ^  p(A n ). 
n>l n^l n>l

Dem. 1°) Mulțimile A și B \ A sunt disjuncte, măsurabile, și avem:
B = A u ( B \ A ) ,  deci p ( B )  = p (A )  + p ( B \ A ) > p ( A )

2°) Rezultă imediat din 1°).
3°) Fie, spre exemplu, familia (A i)i=1~  cz , j f  arbitrară, fixată. Să 

k - l
notăm Bi:=A| și Bk:=Ak \ ( j A f , (V) keȚ ii. Atunci (P.2.2.3,Cor. 1.), (B i)j<„ 

i = l

este o disjuncție măsurabilă a familiei (Ai)i=^, deci avem:

P ( U A i )  =  ^ U B i ) =  X ^ i )  -  & ( A . ) 

i = l i= l i=l i= l

4°) Fie (An)n>i c  ^ u n  șir mutual disjunct, cu A:= j A n G ^ ,  fixat, 
n^l

Atunci/V)n>l avem:

Z p f A )  =  p ( U A . ) - ^ ( A ) ’ d e c i  Z ^ . ) =  l i m & ( A i )  - ^ ( A )
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5°) (=>) Fie (An)n>i c  4  un șir arbitrar, cu j A n e ^ ,  fixat. Să

notăm Bi:=Ai și Bn:=An \ | j A k , (V) n > 2. Atunci ( Bn )n>i este o disjuncție 
k=l

măsurabilă a șirului (An)n>i (P.2.2.3.), deci avem:
x  U A . ) ^  U B .  > = & ( B.) < 2>(A„).

n il n>l n>l n>l

(<=)Cf. ipotezei,p este numerabil subaditivă și cf. 4°),p este numerabil 
supraaditivă , deci p este numerabil aditivă , prin urmare p este o măsură.

2.2.5. Definiție. Fie X o mulțime, ^  un inel pe X și p: ^ R  o 
funcție. Vom spune că p este:

• continuă la stânga în A  e a&, dacă (V)(An)n>i c  X  AnÎA , rezultă 
p(A „)->p(A );^ ' )

• continuă,^condițional,jla dreapta în A e ^ ,  dacă (V)(An)n>i cz 
AJ A, și p(Aj)< oo, rezultă p(An)—>p(A); । -

• continuă în A e ,^ , dacă este continuă la stânga și condiționat la 
dreapta în A. .

• continuă (pe e ^ ,  dacă este continuăm fiecare A । >
a) p continuă la stânga în A e ^ < »  (V)(An)n>i cz ^ ,  un șir monoton 

crescător, cu U  A ti =A, rezultă p(An)->p(A).
n>l

b) p continuă la dreapta în A G ^  ^> (V)(An)n>i cz â -, un șir 
monoton descrescător, cu Q  A n = A și p(Aj) < oo, rezultă p(An)—>p(A).

n>l

c) Dacă p este finită, avem: p continuă (pe < ^  «  (V)(An)n>i cz ^ ,  un 
șir monoton, cu lim An e  ^ ,  rezultă p( lim An) = lim p(An).n->® n->w n—̂

O bservație. In loc de p continuă la stânga, continuă la dreapta, se 
spune uneori: p continuă inferior, respectiv p continuă superior. Condiția 
p(Ai)<oo, din Def. 2.2.5. poate fi înlocuită prin condiția (3)m>l,cu p.(Am)<oo.

2.2.6. T eorem ă.H e X o  mulțime, ovinei pe X  și p:„^ - > R  o măsură. 
Atunci p  este continuă (pe ^ .

Dem. 1°) Fie A G ^ ș i  (An)n>i C J^  cu AnÎA  fixați, deci A =  ( j A rl .
nil

Notăm Bi:=A| și Bn: = An \ A ^ , (V) n>2. Atunci, cf. P.2.2.3. șirul (Bn)n>i
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n
este mutual disjunct și | j B n =1^ A n =A; în plus ^ B k = An, (V)n>l, deci: 

n>l n>I k=l

P ( A )  =  p (  U B » ) = & ( B n )  =  „ ^ Î ^ k )  =  ^ M U ^ 
n>l n>l n - > ” k=l \ k = l  /

HmM(An ).

Așadar, |i(An)^ g (A ), deci p continuă la stânga în A.
2°) Fie acum A e<X (An)n>i c  ^ ,  cu An l  A și n ( Ai ) < 1, fixați. 

Atunci(P.1.1.7,Cor.2),Ai \ An î  A, \ A (n-> oo), deci (cf.l0)), p( Ai \ A „) -> 
-> p( Ai \ A ). Cum p(Ai) < 1, avem (P.2.2.4.), p(Ai \ A) = p(Ai) - p(A) și 
g(A,\ An) = n(Ai) - n(A„), (V) n>l, deci

p(A |) - p(An) —> p(Ai) - n(A) <=> n(An) —> n(A), etc.
C orolar 1. Fie X  o mulțime, ^  inel pe X  și p  : ^  —> R  o măsură 

finită. Atunci p  este continuă ( pe ^ ) ,  i.e. (V)(An) n>i c z ^ u n  șir monoton, cu 
l im 4  e ^  rezultă: n—

p  flim A n)  = lim // (An) fl->® 0->W
O bservație. Condiția p(Ai) < oo din T.2.2.6. este esențială.
C ontraexem plu. Fie ți.: 2N ^  R măsura de numărare și 

An : = {n, n+1, n+ 2 ,...} (n >1). Atunci A := P |A n = 0 , deci p(A) = O, 

în timp ce p(An) = °o, (V) n >1, deci lim p(An)= oo.

2.2.7. Propoziție. Fie X  o mulțime, o ^  un inel pe X  și p  : ^ —>R o 
măsură aditivă, continuă la stânga pe ^ (r e sp . la dreapta în 0 ). Atunci p  este 
numerabil aditivă, deci p  măsură.

Dem. Fie (An)n>i Q ^ u n  șir mutual disjunct, cu A := [ jA n e<X fixat. 
n>l 

n
Notăm Bn: = | j A k ,(V) n>l; evident (Bn)n>i c ^ ș i B n î  A. Presupunem p 

k=l

continuă la stânga p e ^  Atunci, p(Bn) —> p(A), deci:

& ( A k) = p( U  A k ) =  ^ B ") -> H(A) (n -> o o ) . 

k=l k = l

Prin urmare , ^ p ( A n ) = p(A), deci p numerabil aditivă, 
n >i
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Presupunem acum p continuă la dreapta în 0  și să notăm Cn:= A \ Bn, 
(V) n>l. Din P.1.1.7,Cor.2, rezultă Cn4<0, deci p(Cn)—>0. Cum A=Bnu C n și 
Bnn C n= 0 , (V)n>l, rezultă p(A) = p(Bn) + p(C n), (V) n>l, deci p(Bn) ->p(A) 

și deci, ca și mai sus, £  ^(A n ) =  KA), etc.
n > 1

C orolar 1. Fie X  o mulțime, o v in e i pe X  și p  : ^ —> R o măsură 
aditivă, finită. Atunci condițiile 1°) - 3°) sunt echivalente: 1°) p  măsură; 2°) p 
continuă la stânga pe a^; 3°) p  continuă la dreapta în 0 .

2.2.8. Definiție. Se numește măsură exterioară pe o mulțime X, o 
funcție p*:2x —> R cu proprietățile: 1°) p*(0)=O; 2°) p* monoton crescătoare, 
i.e. (V) A, B e 2X, A c  B, rezultă p*(A) < p*(B); 3°) p’numerabil subaditivă, 
i.e. (V)(An)n>i c  2X, rezultă p * ([J  A n ) < ^  p*(An). Tripletul (X, 2X, p*) 

nă l nă]

îl vom numi spațiu cu măsură exterioară.
a) Orice măsură exterioară este funcție nenegativă.
b) Orice măsură exterioară este funcție subaditivă, i.e.

( V X A ^ - d M j A , ) ^  p*(Aj).
’ i= l i= l

c) Dacă p : 2X—> R este o măsură, atunci p este o măsură exterioară. 
Reciproca nu este în mod necesar adevărată.

d)p*:2x —>R măs. e x t.« (i)  p*(0)=O;(ii) p*(A)<p*(B),(V)AcBcX; 
țiii)(^)(An)n>i^2 un șir mutual disjunct, avem p ( p*(A„)

n ^ l n>l

(<=) Fie (An)n>i cz 2x ,un șir, și (Bn)n>iO disjuncție a lui (An)n>i. Atunci, 

n>i n> l n>l n> l

deci p* numerabil subaditivă, etc.
e)Fie, p* :2X—> R , o măsură exterioară aditivă. Atunci p* este măsură.
Intr-adevăr, p* fiind aditivă, este numerabil supraaditivă (P.2.2.4.), iar 

prin ipoteză p* este numerabil subaditivă, prin urmare p* este numerabil 
aditivă, deci p* este o măsură.

Exem ple, a) Fie X o mulțime nevidă, care nu se reduce la un punct și 
p*:2x —>R o funcție definită astfel: p*(0)=O și p*(A)=l, (V) A e2 x , A 0 . 
Atunci p* este o măsură exterioară și nu este o măsură.

b) Fie X o mulțime nevidă, care nu se reduce la un punct și 
p*:2x —>R o funcție definită astfel: p*(0)=O; p*(A)=l, dacă A e2x , A finită
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nevidă; p*(A) = °o, dacă A e2 x , A infinită. Atunci p.* este o măsură 
exterioară și nu este o măsură.

2.2.9. Teoremă (Construcția unei măsuri exterioare)Fze /  o mulțime 
și & cz 2* cu proprietățile: 0 e &  și (S ^ C ^ n z ic ^ , aî- l J C n =X; fie  mai 

n>l

departe <p : ^ - ^ R  o funcție nenegativă, cu <p(0)=O. Atunci funcția 
p*:2*—>R definită astfel

p * ( A ) : = i n f { Y  <p(Cn); (3)(Cn) n^  &, U c
n 

n>l n>l

este o măsură exterioară pe X.
Dem. Evident, p * (0 ) = 0. Fie A ,B e2x , A c  B fixati și (Cn)n>i c  % 

cu | J C n B. Atunci, J C n D A , deci n*(A) < ^ (p (C n ) și deci 
n>l n> l n>l

H*(A) < inf { X  < p ( C n ) ;  (Cn)n21 c  ^ , U c n 2  B} = p*(B). 
n ^ I n>l

Fie acum (An)n>i c  2X și A : = j A n ; să arătăm că |i* (A )< X  p*(An) (1) 
n>l n>i

Dacă (3)n > 1, cu p*(Ai) = oo, ineg.(l) este, evident, adevărată; 
presupunem deci că p*(An) < °o,(V) n>l. Fixăm 8 > 0; din definiția lui p* 
rezultă: (V) n>l, (3)(Cnk)k>i £  ^ ,  a.î.:

U C nk 3  An, X ^ C n k )  < P*(An) . 
k> l k> l 2

Atunci (Cnk)n>i,k>i este o familie numerabilă de elemente din % care acoperă 
A, deci avem:

M*(A)< X ^ ^ n k ) -  E  ( ^ ( A n)+ 7 ) = X  p*(An) + e. 
n>l k> l n> l 2  n >|

Cum s > 0 a fost arbitrar, rezultă p*(A) < X  p*(An).
n>l

Prin urmare, p* este o măsură exterioară pe X.
Observația 1. Dacă ^  este o algebră pe X și cp : ^  —> R o măsură, 

atunci p* este o prelungire a lui cp (T .2.2.17.), ceea ce nu se întâmplă în 
cadrul T. 2.2.9.

Observația 2. Dacă X este un spațiu normat iar ^  și <p au proprietăți 
suplimentare: ^  invariant la translații, resp. cp monotonă, etc., atunci p* este 
invariantă la translații, monotonă, prelungește pe cp, etc.
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Exemplul 1. Fie 3R familia tuturor intervalelor din R și ^^R - R 

funcția lungime, i.e. ^(I)=b-a, unde a și b sunt capetele intervalului I. Atunci 
tripletul (R, UR, ^) satisface condițiile din T.2.2.9; măsura exterioară 
corespunzătoare se numește măsura exterioară Lebesgue pe R și se notează 
cu X* (vezi Def. 2.3.2.)

Exemplul 2. Fie 3R ca mai sus, h:R—>R o funcție monoton 
crescătoare și cp:#R—>R o funcție definită astfel <p(I) = h(b) - h(a), unde a și b 
sunt capetele lui I. Atunci tripletul (R, KR, (p) satisface condițiile din T.2.2.9 ; 
măsura exterioară corespunzătoare se numește măsura exterioară Lebesgue- 
Stieltjes pe R.

2.2.10. Definiție. Fie X o mulțime și p*:2x —>R o măsură exterioară. 
O mulțime A c  Xse numește p*-măsurabilă, dacă satisface condiția

p*(B) = p*(B n  A) + p*(B n  Ac ), (V) BG2X , (1) 
numită condiția de p*- măsurabilitate a lui A, pe care o vom nota cu M*.

a) Mulțimile 0  și X sunt p*-măsurabile.
b) Mulțimea A este p*-măsurabilă o  Ac este p*-măsurabilă
c) Deoarece familia {B n  A, B n  Ac } constituie o partiție a lui B și 

cum p* este subaditivă, rezultă că inegalitatea “< ” din relația (1) este 
întotdeauna îndeplinită.

d) Dacă p*(A)=0, atunci A este p*-măsurabilă.
Intr-adevăr, fie B c  X fixat. Deoarece B n  A c  A și B n  Ac c  B, 

avem p*(BnA)< p*(A)=0 și p*(B n  Ac) < p*(B), deci
p*(B) < p*(B n  A) + p*(B n  Ac) < p.*(B) <=> (1)

2.2.11. Teoremă (Caratheodory). Fie X  o mulțime și p* : 2* —>R 
o măsură exterioară. Atunci, familia ^ ^  a mulțimilor p*-măsurabile 

din Xeste o cr-algebră pe X și f : = p*/ o ^  este o măsură, deci tripletul 
(X ,^^, p ) este un spațiu cu măsură.

Dem. (I) Am observat mai înainte că mulțimile 0  și X sunt p*- 
măsurabile, deci aparțin lui ^ A, iar dacă AG< ^ A, rezultă că Xce ^ f  A. Să 
arătăm acum că AU BG^  A,(V)A,Bej^ A.Fie, în acest scop, A,BG^ A și 
McX, fixați. Din relația de p*-măsurabilitate a lui A,resp. B rezultă relațiile : 
p*(M )=p*(M n  A) + p*(M n  Ac) , p*(M)=p*(M n  B) + p*(M n  Bc) (1)

înlocuind pe M cu M n  Bc, resp. M n  (A u  B), obținem : 
p*(M nB c) = p*((M nB c) n  A) + p*((M nB c) n  Ac ) 

p*(Mn(AuB)) = p*((Mn(AuB))nB) + p*((Mn(AuB))nB r )=
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= n*(M n  B) + p*( M n  A n  Bc ), 
deci
H*(M)=|i*(MnB)+n*(MABc)=p*(M nB)+(n*(M nB cnA )+n*(M nB cn A c))= 

= p*(M n  (A o  B)) + n*( M n  Bc n  Ac)
Așadar,

|i*(M) = n*(M n(A uB )) + p*(M n(A uB )c) , (V) M G 2X  , i.e. AU B G^  .
Cu aceasta am arătat că ^ A  este o algebră pe X.
(II) Fie acum (An)n>i £  <^A  un șir mutual disjunct, cu A := U A n e ^ 

n>l

și M c  X fixați. Deoarece
(M n  (Ai u  A2)) n  A2 = M n  A2, (M n  (Ai u  A2)) n  Ac

2 = M n  Ai
și A2 este p*-măsurabilă, rezultă

p*(M n  (Ai u  A2)) = p*(M n  Ai) + p*(M n  A2), 
de unde, prin inducție, deducem relația

p*(M n  ( | J  A k )) = £ p  (M n  Ak), (V) n > 1 (2)
k=l k=l

înlocuind în (2) pe M cu X, obținem:
p*(A) > p*( Q  A k ) = ^ n ’ (Ak), (V) n > 1, 

k=l k=l

deci p*(A) > ^ /  (Ak). Cum inegalitatea contrară < este întotdeauna 
k>l

adevărată, avem egalitate.
Am arătat, în acest fel, că p* este o măsură pe <^A  .
(III) Fie acum (An)n> i c ^ A  fixat și A = [ j A n . Să notăm Bp = A, și 

n>l
n-1

Bn :=An\ | j A k (n>l). Evident, (Bn)n>ic 4  j B n =A & BnnB m =0 (n*m). 
k=l n>l

Atunci, (V) M c X ,  cf. (1) avem:

p*(M) = p*(M n  ( | j B k )) + p*(M n ( ( j B k / )  =(cf(2)) 
k=l k=l

n n n

= X  p*(M nB k) + p * ( M n ( j B k )c) > £  p*(M n  Bk) + p*(M n  Ac), 
k=l k=l k=l

deci, prin trecere la limită, n —> oo, obținem:

p*(M) > X  p*(M n  Bk) + p*(M n  Ac) > p*(M n  A) + p*(M n  Ac), 
k>l
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deoarece M n  A = [ J  (M n  B0 și pi* este numerabil subaditivă. 
k>l

Așadar, p.*(M) > p*(M n  A) + g*(M n  Ac), i.e. A GJ^ , 
prin urmare, a ^  este o a-algebră pe X.
C orolar 1. In același cadru avem: tripletul (X, a ^ X , p ^  ) este un 

spațiu cu măsură completă.
Dem. Fie B c  A G ^ ^ , cu p(A) = 0, fixati. Atunci p*(A) = 0, deci 

0< p*(B)< p*(A) = 0 și deci B e ^ A  .

Fie (X, 2X, p*) un spațiu topologic (resp.metric) cu măsură exterioară. 
Se pune problema : în ce condiții ABx ,mulțimile boreliene din X , sunt 
p* -măsurabile ?

2.2.12. Teorem ă. Fie (X, 2*, p*) un spațiu topologic cu măsură 
exterioară ș i , ? ^  familia mulțimilor p*-măsurabile. Atunci:

<X0 o p * ( A  u B )  = p*(A) + p*(B), (V) A,B e  ^ ,  cu A n  B = 0
Dem. (=>) Fie A,B G 2X, cu A n  B = 0 ,  fixați. Cum B e ^ x  c  'X 0 ' , 

rezultă
p*(M) = p*(M n  B ) + p*(M n  B c), (V) M G 2X.

Fie M:= A u  B. Deoarece B c  B și A c  B c , avem:
M n  B = ( A u B ) n B = ( A n B ) u ( B n B )  = B 

M n  B c = (A u  B) n  B C = (A n  B C) U  (B n  B C) = A, 
deci

p*(A u  B) = p*(M) = p*(B) + p*(A).
(<=) Fie D G Tx  fixat. Atunci, (V) M G 2X , avem:

( M n D ) n ( M n D c ) G ( M n D ) n (  M n p c  ) = M n D n D c = 0
Așadar,

(M n  D) n  M n  D C = 0  & (M n  D) u  (M n  Dc) = M , 
deci

p*(M) = p*(M n  D) + p*(M n  Dc), 
și deci D p*-măsurabilă, i.e. D G , etc.

2.2.13. D efiniție. Fie (X,2x ,p*) un spațiu metric cu măsură exterioară. 
Vom spune că p* satisface condiția lui Caratheodory, prescurtat condiția [C], 
dacă

p*(A u  B) = p*(A) + p*(B), (V) A,B G 2X , d(A,B) > 0.
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2.2.14. Propoziție. Fie (X, 2X, p*) un spațiu metric cu măsură 

exterioară și familia mulțimilor p*-măsurabile. Dacă Tx ^  ^ ^ , i.e. 
orice mulțime deschisă este p*-măsurabilă, atunci p*  satisface condiția lui 
Caratheodory.

Dem. Fie A], A2G2X , cu 3 = d(Ai,A2)>0, fixati. Evident, (V)0<e<8, 
avem AinBx(A2,e) = 0 .  Mulțimea D = Bx(A2,e) fiind, evident, deschisă, 
este , conform ipotezei, p*-măsurabilă, deci avem:

p*(Ai u  A2) = p*((Ai u  A2) n  D) + p*((Ai u  A2) n  Dc) (1) 
Cum avem (Ai u  A2) n  D = A2 și (Ai u  A2) n  Dc = Ai, din (1) rezultă 
p*(A iuA 2)=p*(Ai)+p*(A2), deci p* satisface condiția lui Caratheodory.

Observație. Din condiția d(A,B)>0 rezultă relația A n  B = A n  B= 0 , 
deci P.2.2.14 rezultă din T.2.2.12.

2.2.15. Teoremă (Caratheodory). Fie X[d] un spațiu metric și 
p * : ^ —>R o măsură exterioară. Atunci, orice mulțime boreliană din X  este 
p*-măsurabilă, i.e. r ^ c j ^ ^  a> p* satisface condiția [C] a lui Caratheodory.

Dem. Implicația (=>) rezultă din P 2.2.14.
(<=) F i e ^ ^  ^ ^ i  familia mulțimilor p*-măsurabile, boreliene, resp. 

închise din X.Dacă arătăm că ^ c ^ A (l) , rezultă AS =csa('^)^ și teorema 
este demonstrată. Fie, în acest scop, A e ^ ș i  M c X  fixati și să arătăm că

p * ( M ) > p * ( M n A )  + p * ( M n A ‘) ’ (2)

Să notăm An: = {XG M n  Ac ; d(x,A) > 1/n}. Atunci An este închisă, 
An c  An+i și d(An,A)> 1/n, (V) n>l. Cum d(M n  A, An) > d(A, An) > 1/n, 
(V) n>l, și p* satisface condiția [C], rezultă:

p*(M) > p*((M n  A) u  An) = p*(M n  A) + p*(An), (V) n > 1 (3) 
Șirul (An)n>i fiind monoton crescător, rezultă că șirul numeric (p*(An))n>i 
este monoton crescător, deci are limită. Dacă arătam că inegalitatea 

nli—m>« p*(An) > p*(M n  Ac) (4) este adevărată, din (3) A (4) rezultă că (2) este 

adevărată, deci (1) este adevărată.
Pentru a arăta (4) plecăm de la relația evidentă :

M n  ^  =  | J  A k = An o  ( |J ( A k+l \ A k )), (V) n >1 
k>n k>n

( U A k = | j A k c M n A c; reciproc, (V )xeM nA c, (3)E>0, a.î. A nB x (x,e)=0, 
k>n k>l

deci d(x,A)>a și deci (3)n>l, cu xeA n, a.î. M nA c c | j A k ), deci

58

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



H*(M n  Ac) < n*(An) + £ /  (Ak+1 \ Ak), (V) n > 1. 
k>n

Dacă ^ g ’ (Ak+1 -  Ak ) < oo, rezultă relația: 
k>l

^ (M  n  Ac) < lim p*(An) + Hm E M’ (Ak+i \ Ak) = lim p*(An), 
n-»® n - > 0 0k>n n->®

și cu aceasta, relația (4) este arătată.
In fine, să presupunem acum că avem E /  (A k+i \ Ak)= oo. Plecăm 

k>n

atunci de la relațiile evidente:

A1U(A3\A2) U ...U (A2n-i\A2n.2) C A2n; (A2\A[) U...U (A2n\A2n.i)cA2nl 
d(A2k-i\A2k.2 , A2k-3\A2k-4) > O ; d(A2k\A2k.| , A2k-2\A2k-3) > 0  J 

( Intr-adevăr, fie xeA 2k.i\A2k.2 și yeA 2k.3\A2k^ fixati, deci d(x,A)>l^k-l) 
și deoarece y e A2k-3 c M n  Ac șiy ^ A2k-4, (3)zeA, cu d(y,z)<l/(2k-4), 
de unde rezultă:

d(x,y) > d(y,z) - d(x,z) > l/(2k-4) - l/(2k-l)> O, 
încât:

d(A2k.,\A2k.2 , A2k_3\A2k_4) > l/(2k-4) - l/(2k-l)> O, etc ).
Cum p* satisface condiția lui Caratheodory, din (1), deducem:
2p*(A2n) >p*(Ai) +p*(A2\Ai) +H*(A3\A2) +...+ p*(A2n\A2n.i) -> oo, (n ^  oo), 
deci p*(A2n) —> oo (n —> oo) și deci p*(An) -> oo (n -> °o).

Așadar, avem p*(M n  Ac) < oo = lim p*(An). n—
Inegalitatea (4) este arătată și cu aceasta teorema este demonstrată.
2.2.16. Definiție. Fie (X, X  p) un quasi-spațiu cu măsură, i.e. X 

mulțime, «Ĵ  algebră pe X și p : ^  -> R măsură. Se numește măsura 
exterioară generată de p , o aplicație p* : 2X —> R definită astfel:

p*(A): = inf { ^ p ( A n) ; (An)n>i c ^ ,  | J A n ^ A } ,A e 2 x 
n>l n>l

(Din T.2.2.9. rezultă că p* este efectiv o măsură exterioară).
2.2.17. Teoremă (Hahn). Fie (X, ^ ,  p) un quasi-spațiu cu măsura 

p*:2* —> R, măsura exterioară generată de p  și familia mulțimilor p*- 
măsurabile din X  (Def.2.2.10.). Atunci 1°)(X, ^ ^ , p), unde p=p*/ ,
este un spațiu cu măsură(T.2.2.1 l),care majorează pe (X,^,p),i.e.
și A La= Fi 2°) Măsura p / aa^este o prelungire a lui p; această prelungire 
este unică, dacă p  este afinită.
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Dem. 1°) Fie A e ^ f ix a t .  Din definiția lui p.*, rezultă p*(A) < p(A). 
Presupunem cazul nebanal că p*(A)<oo și fie £>0 fixat; atunci (3)(A„)n>]C ^ , 
cu | j A n D A  și ^ n ( A n )<  p*(A)+£. Evident avem: A = (J  (A n  An), deci 

n>l n>! n Î

p fiind numerabil subaditivă, rezultă:
p(A) < ^ M (A n  An) < J p  (An) < p*(A) + £ 

n>l n>l

și cum £ > o a fost arbitrar, rezultă p(A) < p*(A). Am obținut astfel că 
p(A) = p*(A), deci p* | ^ =  p.

Fixăm din nou A e ^ ș i  să arătăm inegalitatea:
p*(M) > p*(M n  A) + p*(M n  Ac), (V) M c X .

Fie, în acest scop, £>0 și M cX  fixați și să presupunem cazul nebanal 
că p*(M)< oo. Din definiția lui p* rezultă: (3) (An)n>i c  . 4  cu [ j A n 2  M și 

n>l

^ p  (An)<p*(M)+£. Deoarece M nA  c | J  (AnnA ) și M nA c c | J  (Ann A c), 
n il n^l n^l

iar p* este numerabil subaditivă, rezultă:
p*(M n  A )<  ^ p '  (An n  A), p*(M n  Ac) < ^ p ’ (An o  Ac), 

n il n il

deci
p*(M n  A) + p*(M n  Ac) < ^  (p*(An n  A) + p ’ (An n  Ac)) = 

nil

= ^  (p(An n  A) + p(An n  Ac)) = J  p(An) < p*(M) + £ 
n>l n>l

și deci p*( M n  A ) + p*( M n  Ac ) < p*(M), ceea ce înseamnă că A este 
p* - măsurabilă, i.e A e , î n c â t ^ c ^ ^ .

2°) Din 1°) avem că ( X, ^ A ,p )  este un spațiu cu măsură care 
extinde pe ( X ,» 4  P ), deci ( X, o a ( j^ ) , p | „ ^ jje s te  un spațiu cu măsură 

care extinde pe ( X, p ).
Presupunem acum p cr-finită și fie v o măsură pe cra(p^) care 

prelungește pe p; să arătăm că v(A)= p(A), (V)Aeaa(<j^ (1). Deoarece p 
este cr-finită, (3)(B„)n>i c  «X mutual disjunct,cu j B n =X & cu p(Bn)<+°o, 

n>l

(V)n > l.Cum avem A = |J  (A nB n ), (V )A G o a(^ , rezultă: 
n>l

p (A )=  ^ p ( A n B „ ) ,  v(A )=  ^ v ( A n B „ ) ,  (V) A e o a ( 4 , 
n^l n il
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deci
p = v <=> p (A  n  Bn) = v(A n  Bn), (V) n > 1, (V) A e  oa(<^.

Insă,
p (A n  Bn) <£ (Bn) = n(Bn) < oo, (V) n > I, (V) A e  ( j a ( ^ .

Așadar, este suficient să arătăm (1) pentru orice A e o a ( ^ ,  cu 
jl (A)<+oo; să fixăm o asemenea mulțime. Atunci,

(V) 8 > 0, (3) (An)n>i c 4  a.î. B:= ( J A n ^  A & ^ n ( A n ) < p(A ) + 8, 
n>l n>l

deci
B & oa(<^ £  ^ &  ți ( B ) < ^  jl (An) = ̂ p ( A n ) < p (A) + s. 

n>l n>l

Pe de o parte, avem:
v(A) < v ( |J  A n ) < £  v(A„) = ^ ț i ( A „ ) < p (A) + S, 

n i l  n i l  n>l

deci, cum 8 > 0 a fost arbitrar, rezultă v(A) < fl (A).
Pe de alta parte, avem (2.2.4) jl (B\A)= jl (B)- )1 (A)<e și p (A n)= 

=v(An), (V)n>l, de unde deducem (2.2.6.), presupunând șirul (An)n>i 
ascendent, că p ( [ j A n )=v( ( j A n ), deci p(B ) = v(B) și deci, 

n>l n i l

p (A) < p (B) = v(B) = v(A) + v(B\A) < v(A) + p (B\A) < v(A) + s. 
Cum 8 > 0 a fost arbitrar, rezultă p (A) < v(A), prin urmare p (A) = v(A) și 
teorema este demonstrată.

2.2.18. Definiție. Fie (X, ^ ,  p) un quasi-spațiu cu măsură. Atunci 
spațiul cu măsură (X, , p ) se numește extensiunea (prelungirea)
standard a lui (X, p).

Corolar 1. Fie (X, a ^  p) un quasi-spațiu cu măsură. Atunci 
extensiunea standard a lui (X, ,X  p) este un spațiu cu măsură completă.

Dem. Aplicăm T.2.2.17. și T .2.2.11., Cor. 1.
Corolar 2. Fie (X, a ^  p) un quasi-spațiu cu măsură o-finită și p* 

măsura exterioară pe Xgenerată de p  Atunci, tripletul (X, cFa(d), p* / aaf.^) 
este un spațiu cu măsura cF-finită și p*  Iau^) este unica măsură pe <ra(s^ 

care prelungește pe p
Observație. Extensiunea standard a unui quasi-spațiu cu măsură 

( X ^ p )  se obține astfel: definim măsura exterioară p*:2x —>R determinată 
de tripletul (X, ^ ,  p); considerăm familia a mulțimilor p*-măsurabile
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din X; definim | î : = j i * |^  .Tripletul ( X ^ A ,|1) constituie extensiunea 

standard a lui (X^X p).
2.2.19. Definiție. Fie (X, ^ ,  p) un spațiu cu măsură. O mulțime 

A cX  se numește p-neglijabilă, dacă are proprietatea :
(V)E > 0, (3) ( A n ^ i c ^ ,  a.î. ( J  A n o A  & J p  (A„) < £. 

n>l n>l

2.2.20. Propoziție. Fie (X, ^  fi) un spațiu cu măsură și A ^  X  o 
mulțime. Atunci, condițiile 1°) - 3°) sunt echivalente:

1°) A p-neglijabilă; 2°) (3) B G exXa.î. B ^ A  & p(B) = 0.
3°) Măsura exterioară a lui A este nulă, i.e. p*(A)=0;

Dem. 1°) o  2°); 1°) «  (V) E>0, (3) (A n)^ c  ^ , c u  | j A n 2  A & 
n>l

X P  (An) < E «  (V) s>0, p*(A) < £ o  p*(A)=0 «  2°). 
n>l

3°) => 2°) Fie n>l. Cf. 3°) (3) (An
k)k>, a.î. Bn : = ( J  An

k 2  A & 
k>l

^ p  (An
k)< 1/n. Atunci, B :=  Q B n e  ^ ,  B 2  A și avem: 

k>l n>l

p(B) < p(Bn) < X P  (An
k) < 1/n, (V) n>l,

k>i

deci p(B) = 0. Prin urmare (3) B e ^ ,  cu B □  A & p  (B) = 0.
2°)=>3°) Cf. 2°) (3)Be ^ , a . î .  BD A și p(B)=0. Atunci p*(B) > p*(A)

și cum p*(B) = p(B) (T 2.2.17.), rezultă p*(A)=0. -
Corolar l.Fie ( X ^ f i )  un spațiu cu măsură. Atunci au loc afirmațiile:
1°) (V) B czX  neglijabilă și A ^ B ,  rezultă A neglijabilă;
2a) (V) A G ^  cu p(A)=0, rezultă A neglijabilă;
3°) ( ^  (Ăn)n>i <=2*, un șir de mulțimi neglijabile, rezultă că mulțimea 

^ . = ( J  A k este neglijabilă.
k>l

Dem. 1°) Din P.2.2.19. rezultă p*(B) = 0, deci p*(A) < p*(B)=0 și 
deci p*(A)=0. Prin urmare, A neglijabilă.

2°) Deoarece p*(A) = p(A), rezultă p*(A)=0, deci (P.2.2.19), A 
neglijabilă.

3°)Din P.2.2.19. rezultă p*(An)=0,(V)n>l, deci p * (A )< ^  P*(An)=0 
n>l

și deci p*(A)=0. Cf. P.2.2.19. rezultă A neglijabilă.
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O bservație. Nu orice mulțime ți-neglijabilă dintr-un spațiu cu 
măsură (X, ^ ,  p) aparține luia&

Fie, spre exemplu, spațiul cu măsură (R, <^R, p), unde p - măsura 
Borel și fie K c  R mulțimea lui Cantor. Atunci, 2K ct ^ R (Ex. 2.77.), deci 
(3)A cK  și A £ ^ R. Insă P*(A)<p*(K)=V(B)=X(B)=O, deci A P-neglijabilă.

2.2.21. Definiție. Fie (X, ^ ,  p) un spațiu cu măsură. Vom spune că 
(X, ^  p) este spațiu cu măsură completă, dacă orice mulțime p-neglijabilă 
din X aparține lu i«4  i.e.(V)A c  X, cu p*(A) = 0, rezultă X  & ^ .

a)Fie (X ^ ,p )  spațiu cu măsură completă și A c  X. Atunci A 
p-neglijabilă «  A e  j /  și p(A) = 0.

b) Fie (X, , 4  p) spațiu cu măsură. Atunci p completă «  (V) AC B G J^ 
și p(B)=0, rezultă A e ^  i.e. 2B c ^

c) Măsura Lebesgue X : . ^  -> R este completă, în timp ce măsura 
Borel, p:=X | <^R este incompletă (Ex. 2.77,Cor.2.).

2.2.22. Definiție. Fie (X, ^  p) un spațiu cu măsură. Vom spune că 

spațiul cu măsură (X, , ț i )  este o extensiune (prelungire, majorant) al Iui
(X, d^, p), d a c ă j ^ c ^  și p | ^  = p. Cel mai mic spațiu cu măsură completă 

( X , ^  ,p )  care extinde (prelungește) pe ( X , ^ ,  p) se numește completatul lui 
(X, «j^ p); se mai spune că p este o prelungire completă a lui p.

2.2.23. Teorem ă (Orice spațiu cu măsură este completabil).F7e 
(X ,^ p )  un spațiu cu măsură incompletă. Atunci completatul lui ( X ^ p ) 

este egal cu (X, a ^  ,\x), unde ^  = (A uN ; A e ^  N  ^ B  e ^  p(B) = 0} și 

p(AuN)=p(A), (V) A u N  e ^ .
Dem. Fie A e  e ^  și N c  B e ^  cu p(B)=0 , fixați. Atunci, 

X \(A o  N)=(X \ A) o  ((X \ B) o  (B \ N))=(X\(A u  B)) u  (B\(A u  N)) e  ^ 
deoarece X \ (A u  B) G și B \ ( A u N )  c  B.

Fie acum șirul (AR U  N ^ I c ^  fixat, deci (Ak)k>i C J ^  și (3) 
(B0k>i a.î. Nkc  Bk și p(Bk)=0, (V) k>l. A tunci:

A: = U  A k e  ^  B:= | j B k e ^  p(B) < £ p  (Bk) = 0, N: = □  N k cz B, 
k>l k>l k>I k>l

deci | J  (Ak u N k) = ( U A k ) u ( | j N k ) = A u N e J . 
k>l k>l k>l
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Așadar, ^  este o algebră pe X.
Dacă șirul (Ak n  Nk)k>i, considerat mai sus,este mutual disjunct, 

atunci șirul (Ak)k>i este mutual disjunct, deci:
p ( U  (A k U N k ))= p (A u N ) = p ( A ) = ^ p ( A j = ^  p ( A k O N k). 

k>l k>l k>l

Cum avem p >0 și p (0 )  = 0, conchidem că p este o măsură definită pe . 
Evident, p 1^ =p. Să arătăm că peste  completă. Fie, în acest scop, 

C cA u N e  ^ , CU p (A U  N) = 0, fixati. Atunci p(A) = 0 ș iN  c  B e ^ c u 

p(B)= 0, deci C c  A u  B e  j / ș i  p(A u  B) = 0 și deci C e ^ ,  încât p este 
completă.

Să presupunem acum că (X, ^ ,  pi) este un spațiu cu măsură 
completă care majorează pe ( X ^ p )  și să arătăm c ă j^  C J / |  și pi | ^  = p . 

Fie, în acest scop A u  N G ^  fixat, deci A G ^ c  ^  și N c  B G X  cu 
p(B)=0. Atunci, pi(B)=p(B)=0, deci pi fiind completă, rezultă N e j ^  și 
deci A u  N G ^ .  In plus, avem:

Pi(A u N )  = p ^A  u  (A \ N)) = pi(A) + p,(A \ N) = p(A) = p (A u  N).
Așadar, avem ^  c « 4  și Pi I ^  = p . Prin urmare (X, ^ , p ) este cel mai 

mic spațiu cu măsură completă care majorează pe (X, ^ f  p).
Corolar 1. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură. Atunci completatul lui 

( X ^ p )  coincide cu (X ,^i,p i), unde :
o ^ i: = {A  A N; A e  a^, N  ̂ B  G <X p  ( B )  = 0 } și 

pi(A AN ) = p(A), (V) A A N  e  0$.
Observație. Corolarul 1 poate f i  reformulat astfel: completatul lui 

(X, <jtf, p) coincide cu tripletul (X, j ^ ,  pi), unde ^  = ^  A d ^  ^ f i i n d 
familia mulțimilor p-neglijabile din X ^ 'p i(A  AN) = p  (A),(V)A A N G^ I - 

2.2.24. Teoremă. Fie (X a$ p) un spațiu cu măsură o-finită. Atunci 
extensiunea Caratheodory a lui ( X ^ p )  coincide cu completatul lui (X,<j£,p), 
i.e. ( X ^ f p )  =(X, ^ , p )  (Def. 2.2.18.)& (T. 2.2.23.).

Dem. Reamintim că «j^^ste familia mulțimilor p* - măsurabile din X 
(p* - măsura exterioară generată de p),
p = p* I a ^ ^  , ^  ={AuN; A G ^ ,  NC B G <4 p(B)=0} și p (AuN)=p(A).
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Deoarece (X ,^F ,\i)  este un spațiu cu măsura completă care 

majorează pe ( X, ̂  p ), rezultă că (X, ^ ^ , p )  majorează și pe (X ^ , p /
Reciproc, fie A G <J^ ^ , cu p(A)<+oo. Atunci, p*(A )=p(A )< +oo, deci 

(V) n> l, (3) (Ank)k>! c  ^ ,  cu Bn:= U  A nk 2  A & ^ p  (Ank) < p*(A) + 1/n. 
k>l k>l

Punem B:= Q B n și observăm că Bn , B G ^ ș i  A c B c  Bn, (V) n>l, deci 
n>l

p(A ) < p(B ) < p (B n) = p(B n) < X P  (Ank) < p*(A) + 1/n, (V) n>l, 
k>l

deci p(A ) < p(B) < p(A) + 1/n, (V) n>l <=> |i(A ) =p(B).
Cum p (A) < +oo, avem (P 2.2.24), p (B \ A) = p (B) - p (A) = 0.
Dacă reluăm acum raționamentul de mai sus pentru B \ A în loc de A, 

deducem că (3) C G J ^, cu C □  B \ A și p(C) = p (B \ A) = 0, deci B \ A este 

p-neglijabilă și deci B\AG ^  . Cum B G «J^ C ^  și ^  algebră, conchidem 

că A=B\(B\A)G , ^  .Așadar,(V)AG « j^ c u  p(A)<+oo,rezultă că A G ^  (1).
Fie acum A G ^ ^  arbitrar. Măsura p fiind a-finită, (3) (Cn)n>i o 

partiție a lui X,cu mulțimi d in X  a.î. p(Cn) < + » , (V) n > 1. Atunci, 
’ A = U  (A n  Cn) & p(A  n  Cn) < p (C n) = p(Cn) < + » , (V) n>l, 

n̂ l

deci (cf.(l)) A n C n G ^ ,  (V) n>l și d e c i , ^  fiind a-algebră, rezultă 

A G , încât .

Prin urmare, (X, ^ ^  , p j  = (X ^ , p ) și teorema este demonstrată.

2.2.25. Propoziție. Fie (X, ^  un spațiu măsurabil și p n: <^—> R 
(n>I) un șir monoton crescător de măsuri. Atunci //. = lim p„ este o măsură.

n—

Dem. Evident p > 0 și p(0)=O. Fie acum A,B G <^, disjuncte, fixate. 
Atunci

p(A u  B) = lim p n(A u  B) = lim p n(A) + lim p n(B) = p(A) + p(B) 
n-*^ n->® n->«

Așadar, p este o măsură aditivă.
Fie, mai departe7(Aj)j>i c ^ u n  șir monoton crescător și A := lim Aj.

Șirurile (pn)n>i și (Aj)j>i fiind monoton crescătoare avem:
p(A)= sup p n(A)=sup ( sup p(Aj ))= sup ( sup p n(Aj ))= sup p(Aj )= lim p(A j).

n>l n>l j>l j>l n>l j>l H ®
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Prin urinare (P 2.2.7.) p este o măsură.
Corolar 1. Fie ( X , ^ )  un spațiu măsurabil și p„ : j&  —> R  (n > 1) un 

șir de măsuri. Atunci p :  = ^ n n este o măsură. 
n!>l

n

Dem. Aplicăm P.2.2.25., ținând seama că ( &  )n>l este un șir 
i=l

monoton crescător de măsuri, care are limita p.
Corolar 2. Fie ( X, ^ )  un spațiu măsurabil și p n: d ^ R  (n>l) un șir 

monoton descrescător de măsuri finite. A tund  p  = lim p n este o măsură finită. n—
Dem. Să observăm, în prealabil, că (V)n,v>^->R, două măsuri finite, 

cu p > v, rezultă că p  - v este măsură. Revenind la enunț, observăm că 
(pi - p n)n>i este un șir monoton crescător de măsuri finite, deci (P.2.2.25.) 
pi-p=Iim (pi-pn) este o măsură. Cum p < pi<co, rezultă p i-p  <oo.

n->®

Prin urmare p=pi-(pi-p) este o măsură finită.
Observație. Măsura p din P.2.2.25. are proprietățile: i)p finită<=> 

<=>supp„ < 0° ; ii) Dacă (3) m >1, cu pm completă, atunci p completă. 
n>l

2.2.26. Definiție. F ie (X ^ ) un spațiu măsurabil. O aplicație v: <JÎ/->  R 
se numește măsură generalizată dacă are proprietățile:

1°) v (0 ) = 0; 2°) v este numerabil aditivă.

3°) v(A) G R , (V) A G e*/, unde R este [-oo, oo) sau (-oo, oo]; .
2.2.27. Definiție. Fie (X ,o^, p) un spațiu cu măsură. O aplicație 

v: d ^ r  R se numește absolut continuă în raport cu p  și se notează cu v «  p , 
dacă aplicația id.: ( .4  p)—>(tj^, v) este absolut continuă, i.e. (V)e>0, (3) T|>0, 
a.î. | v(A) | < £, (V)A G , 4  p(A) < r|.

2.2.28. Propoziție. Fie (X ,^ ,p ) un spațiu cu măsură fin ită  și 
v : ^ ^ >  R o măsură. Atunci:

v<< p  c ^ i d . f ^  p) —> (o^ v) invariază mulțimile neglijabile.
Dem. (=>) Fie A G ^ ,  cu p(A) = 0. Atunci (V) n > 1 , rezultă că 

v(A) < 1/n, deci v(A)=0, q.e.d.
(<=) Presupunem că id. nu este absolut continuă. Atunci (3) € > 0, cu 

proprietatea:
(V) n > 1, (3) An G 4  a.î. p(An) < 1/2" & v(An) > e.
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Fie A : = lim An, i.e. A U A k • A t u n c i  , (V) n > 1, avem: 
" ^  n>lk>n

M A l î p f U A J s J i i M s J  l / 2 ‘ < l / 2 “ ' , 

k>n k>n k>n

de unde rezultă p(A) = O, i.e. A este p-neglijabilă.
Pe de altă parte avem: 

v(A) > inf v( H A k ) > inf v(An) > e, 
k>n

deci v(A) > e și deci A nu este v-neglijabilă, absurd.
Prin urmare id. este o aplicație absolut continuă.

2.3. Măsura Lebesgue pe R și Rm (m > 1)
Am notat în Cap.l. prin 3 , 3° , 3 C , ,  3d , 3 1 , familia tuturor 

K  K  K  K  K

intervalelor, a intervalelor mărginite, compacte, deschise, resp. închise din
R m.Cu ^  (I) sau L (I) am notat lungimea (n-dimensională) a unui interval
I d  Analog, prin ?  , ^  , , ^ d , ^ ' a m  n o t a t  familia tuturor

K  K  K  K  K  K

mulțimilor elementare, a mulțimilor elementare mărginite, compacte, 
deschise, resp. închise din R m și cu o m(E) sau a(E) aria (m - dimensională) a 
unei mulțimi elementare E G ^ R [B. Folosim, în continuare, rezultatele 
cunoscute din Cap. 1, Secțiunea 1.3.

2.3.1. Teoremă. Tripletul (Rm, ^ R„ , <jm) are proprietățile:

i 0) ^  algebră pe R m;

2°) am : ^ rB1 -> R măsură (numerabil aditivă) c^finită, invariantă la 

translație.
Dem. 1°) în prealabil, reamintim afirmația:

(V) I, Je  « rezultă I o  J e  3 (1)
P

Să arătăm că ^ R„ este inel pe R m. Fie deci E, F e ^ R„, și E : = [ J l h ,
h=i

q

F : = [ J l k ,reprezentări canonice ale lui E , resp.F. Evident E u F e ^ R " , 
k=l

EnF =

deci
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E \ F  =
(  p

U'. '
V=1 /

^ q \  p (  q ^ 

l k  = U !W Jj 
^̂ =1 /  h=l\t=l ,

€ SR .

Cum, evident, R ‘n e  ^ R", conchidem că BR” este algebră pe R m.

2°) (V)EG ^ R ” și E =[^1* o reprezentare canonică a lui E, să definim
*=i

(ym( E ) : = ^ m (lk); notăm 6m și o m prin £, resp. ct. Să arătăm că definiția 
k=l ’

p 9

funcției o  este coerentă. Fie, în acest scop, E = J  h  Și E = \^_jjk ,două
A=I i=i

reprezentări canonice ale lui E. Evident, avem:

Ih = E n I h = ^ ( J t n / J , d e c i ^ ( I h) =  Z£(Jh n I k ),
M b=l

P , P M A , 9 P .deci î ^ ( J h )  = E  E ^ h  n  Ik) .A nalog obținem  X ^ k )  =  X X ^ k  n Jh ), 
h=l h=lk=l ’ k=l k=lh=l

P 1 q 1deci X H l h ) = X H i k ) .  Așadar, definiția lui a  este coerentă. Evident 
k=l k=l ’

p q
a(0 )= O  și a  > 0. Fie acum E, F e ^ R ", disjuncte, și E = | J / j  , F = [ J ^  ,

A=1 1=1

două reprezentări canonice ale lui E , resp. F. Cum Ih fi Jk = 0 ,

(V)(h, k) e ] ,p x l ,q  , rezultă, în virtutea coerenței funcției ct , că avem:

CT(E U F) = <5 k
p q^ (1 |,)  + E ^ k ) =  o(E) + a(F), 

h=l k=l
deci o  aditivă. Așadar? a  măsură aditivă, deci (P.2.2.4.) o  este monoton 
crescătoare.

In fine, fie (En)n>|C ^  R , șir mutual disjunct, a.i. E. ^J En e ^ .
n>l

Evident avem J f t  c  E, (V) n > 1, deci
H

< a (E ) , (V) n > 1,

și deci E ^ ) = l i m  X f f ( ^ )  -  a  (E).

68
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Așadar, ^ c r ( £ n ) < a  (E). Rămâne să arătăm că o  (E) < ^ a ( E n ) (2). 
n>l n>l

Presupunem a(E n)<oo, (V)n >1, altfel (2) este evidentă. Fixăm £ > 0 și K c  E, 
K e F R .  ■ Atunci (V) n > 1, (3) Dn e  ^ £ m , Dn o  En și o(D n) < a  (En) + E/2”

Evident avem K c E = j E „  c j D „  , deci K fiind compactă (3) N > 1, a.î. 
n>| n>I

K c  | j D n , deci

<7 (K) < f v f D J i  f i a f E .  ^ A k ^ f t j t  J ± 

n=l w=l \ ^ J n>\ n>l ^
și deci a (K )< ^(T (E „) + £. Cum E> 0 a fost arbitrar, rezultă a (K )< ^ c r(E „ ) , 

n>| n>|
deci

a  (E) = sup {a (K); Ke ^ R„,, K c  E} < ^ < ) .

Prin urmare, a  (E) = ^ c r ( £ H) , deci c  măsură.

n
Fie E f ^ R " și E = J / ( o reprezentare canonică a lui E. Atunci,(V)

*=i

c eR m, avem E +c e<? R" și are loc următoarea relație
o  (E+c) = o  +c)l = î ^ ( I k + c ) = î i ( I k ) = ff (E)» 

(k=l J k=l k=l

deci a  este invariantă la translatii.

Sa considerăm mai departe, cazul particular m = 1. Atunci R = |J [ - n ,n ]  ; 
n>l

[-n, n] E ^ R ș ia  ([-n, n]) < oo, (V) n > 1, deci o  este măsură cr- finită.
Corolar 1. Tripletul (Rm, $  “,  ,crm)  are proprietățile : 1°) ^ °„  inel

pe R™; 2°) am : ^  “ —R  măsură aditivă, finită, invariantă la translatii.

Dem. Aplicăm T.2.3.1.
C orolar!. (Unicitatea măsurii <ym ).Fie v : ^ R " ^ R O funcție aditivă 

cu proprietatea că v(I) = h  (I) , (V) l € o ^  „. Atunci v = crm.

Dem. Fie E E ^ R " și E = J / t  o reprezentare canonică a lui E. Atunci,
*=i
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V ( E )  =  £ v ( I k ) =  £ M D =  £ < * i n ( I k ) - ^ m  ( E ) . 

k=I k=l k=l

Prin urmare, v = a m.
O bservație . 1°) ^ R " nu este o- inel, deoarece (V) x e R m, x / 0 ,  avem

{1/n, x } e ? R '  , (V) n > 1 și A = (j{l/n,x}£ ^ R
m . Cum o m (A) = 0, rezultă 

n>l

ca a m este o măsură incompletă. 2°) ^ R 'n u  este o- inel și nici algebră, 
deoarece Rm g , d e c i ^ .  c  ^ R - ; 3 ° ) ^ -  = a (* ) și r .  = r  C )  ; 

4°) 5 R„ c  ^  și c m (I) = 4. (I), (V) I e  » R„ .

2.3.2. Definiție .Tripletul (R m, UR, ,  L ) satisface condițiile teoremei 
T.2.2.9., deci aplicația :

2 R” 9  A - in f  { E ^ (In ) ;  (In)n>, c  3 R .  , | J /„ o  A}, 
11 sl n>l

definește o măsură exterioară pe Rm, notată cu Xm , sau simplu X*, numită 

măsura exterioară Lebesgue pe Rm ; X’] se notează întotdeauna cu X*.
a) f m ( 0 )  = 0; f m monoton crescătoare și numerabil subaditivă.

b) 4 ( I ) = L ( 1 ) ,  (V) le  a R„ .

2.3.3. Propoziție . Tripletul (Rm, ^  R„,, crm)  satisface condițiile din 

T.2.2.9. și măsură exterioară asociată, să o notăm cu o f , ,  coincide cu f m .
Dem. Considerăm cazul particular m = 1. Cum 3 R c  ^ R, rezultă

a  <X*. Fie A e2 R fixat. Presupunem cazul nebanal, că c/(A)<oo. Atunci

(V)E>0, ( 3 ) ( En )n>, c  ^ R, cu j £ „  2  A & X < )  < o*(A) + E. 
n>l n>l

Evident, (V) n > 1, (3) «^ ^ # R, familie finită mutual disjunctă,a.î. En = |J I ,

decio(E n) =  £ i ( l ) . Atunci familia ^ :=  H  ^„ este cel mult numerabilă, 
n>I

3R și |J I o  A, deci

X*(A) < £  (̂I) = Z  E  (̂I) = £ o (E n ) < a ’(A) + E. 
I e ^  n > l le ^ n  n>l

Cum E>0 a fost arbitrar, rezultăXtA)<(/(A). Așadar X*(A)=o‘(A) ,deci X*=CT*.
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Observație.Putem înlocui tripletul ( Rm, ^ R. ,  c m ) din P.2.3.3. prin 

tripletul ( R m, % L ) ,  unde % e { 3 ^  , J C
R„ , a*„ , d R„ }

2.3.4. Definiție.Familia mulțimilor 4 ~  măsurabile (Def. 2.3.2.) din 

Rm se notează cu ^  „ ; elementele mulțimii <&„ se numesc mulțimi 
măsurabile Lebesgue (L-măsurabile) din R m . Cf. T.2.2.1 l,C or.l. tripletul 
(R m,X „ ,Xm), unde Ăm : = 4  L  „ , este un spațiu cu măsură completă, i.e. 

X  „ c-algebră pe Rm și Xm : — R măsură completă (i.e. (V) A eR m, cu

4  (A) = 0, rezultă A eX  „ ). Măsura Xin se numește măsura Lebesgue pe R m.
2.3.5. Propoziție. Măsura exterioară Lebesgue pe R m satisface 

condiția lui Caratheodory.
Dem.Considerăm cazul particular m =l. Fie A ,B cR , cu 8:= d(A,B)>0, 

fixați. Să arătăm că X*(AuB) > X*(A) + X*(B). Fie în acest scop 8 > 0 fixat și 

să presupunem cazul nebanal X*(AUB)<oo. Din definiția lui X* rezultă : 
(3) &  ci 3R, familie numerabilă, cu U 1 ^  A uB  & ££(D ^  X*(AUB) + 8.

le#’ Ie.#"

înlocuind fiecare interval Ie# cu o familie finită, mutual disjunctă, de 

intervale din R , având fiecare lungimea < 5, putem presupune că (̂1) < 8, 

(V ) I e ^  Fie acum ^ j  (resp. ^2) familia formată din intervalele l e ^  cu 

proprietatea IO A ^0  (resp. I n B /0 ) .  Atunci avem : ^ i U < ^ c ^  ^ j n  ^ = 0 , 
^ i acoperă A, ^ 2 acoperă B, deci

X*(A) + X*(B)< Z W + S W ^  £>(I)<X*(AU B) + 8, 
le.#; le^ Ie#

și deci X*(A) + X*(B) < X*(AuB) + 8. Cum 8 > 0 a fost arbitrar, rezultă că 

X*(A) + X*(B) < X*(AUB), q.e.d.
Corolar 1. ^ R, c ^ R,  și âSRm ? ^ Rm ’ ^ e c  ̂o r i c e  m u ldme măsurabilă 

Borel din R m , este măsurabilă Lebesgue și există mulțimi măsurabile 
Lebesgue care nu sunt măsurabile Borel.

D e m .^ D„ c ^  D.  , rezultă din P.2.3.5.&T.2.2.1 ^dP m (Ex.2.77)
R R R R

2.3.6. Definiție. Fie â? R„ , ^  , familia mulțimilor măsurabile Borel, 

resp. Lebesgue , din Rm și Xm : ^  R.  R , măsura Lebesgue pe Rm.
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Restricția lui Xm la ^ R„ , Xm I ^ Rm, se numește măsura Borel pe R m și se 

notează cu pm. Așadar,tripletul (Rm, 38 Rm , pm) este un spațiu cu măsură.

a) Măsura Lebesgue pe Rm, Ăm, este ofinită. Considerăm cazul m =l. 
Evident, (V) n>l, avem:

An: = [-n, n] e ^ R c  ^ R, X(An) = X*(A„) = ^A n) = 2n < oo & |jA n = R. 
n>l

Prin urmare, X este o-finită.
b) ^  Rm* 2 , i.e. există mulțimi A e2 , care nu sunt măsurabile

Lebesgue în Rni (Ex. 2.73.).
c) O mulțime A 6 2 R " este L-neglijabilă, i.e. f m ( A )=0 «
( V )  E >  0 , ( 3 )  (  I n )n>l G  3  R .  , CU U ln  3  A  &  £ 4  ( I n )  <  £ « 

n>l n>l

«  A e R„ și Xm( A ) = 0.

In concluzie: (Rm, S8 R. , Xm) este un spațiu (metric) cu măsură 

completă, o  - finită și avem 38 Rm c  R.  c 2  .

d) Măsura Borel pe R m, pm, este incompletă (Ex.2.77.). In concluzie : 
(Rm, 38 K, , pm) este un spațiu (metric) cu măsură incompletă, u-finită și 

avem ^ Rm c  Rm <z .

2.3.7. Propoziție (Unicitatea măsurii Borel)-Fie v : 38 Rm —*R o 

măsură cu v (l) = L„ (I), (V) l e  o^ »,. Atunci v = f m.

Dem. Tripletul (Rm, ^ R, ,  o m) este q -  s.c.m. (T.2.3.I.). Cum 

o*n : 2 Rm — R , măsura exterioară definită de o m, coincide cu f m (P.2.3.3.), 

rezultă (T.2.2.17.) că tripletul (Rm, ^ R, , a m) este majorat de tripletul 
(R m, ^  , Xm), i.e. ^  c  ^  și Xm I <L„ = o m. Mai mult, măsura o m fiind 

cr-finită, rezultă (T.2.2.17.) că Xm I a ( ^ R„ ) este unica măsură pe o ( ^ R.  ), deci 

pe 38 R„ , care prelungește pe a m- In fine, cum a m este unica măsură pe 

^ R„,care prelungește pe ^  (P.2.3.1,Cor.2), conchidem că pm este unica 

măsură pe 38 care prelungește pe ^n .

C orolar l.Fie v : ^ R„ R o măsură, cu v (E) = am (E), ( V ) E e ^ R„. 

Atunci i/ = f m.
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2.3.8. Propoziție (Condiții echivalente de X*- măsurabilitatej.Fze A ^ R 
o mulțime cu A (A) < oo. Atunci condițiile 1°) -  4°) sunt echivalente :

1°) A A*- măsurabilă, i.e. A eă^ț;

2°) (V) s>  0, (3) G ^ R  deschisă, a.î. G ^ A  & A (GlA) < £;

3°) (V) £> 0, (3) F  ̂ R  închisă, a.î. F ^ A  & A (A\F) < £;
4°) (V) £> 0, (3 ) F , G ^  R , cu F  închisă, G deschisă, a.î.

F  ̂ A  c G  & A(G\F) < £

Dem. 1°) => 2°). Fie £ > 0 fixat. Din 2.3.2., definiția lui X*, rezultă :
(3) (In)n>i £  ^  , a l  G: = | J l n 2  A & E«(In )< X ‘(A) + s.

n>l n i l

Mulțimea A fiind X*- măsurabilă și G = AU(G\A), avem

X*( G ) = X*( A ) + X*( G \ A ), 
deci

X * (G \A ) = X * ( G ) - X * ( A ) < M ) - X ‘( A ) <  £.
n>l

2°) => 1°). Cf. 2°) avem :(V)n>l, (3)Gn c R  deschisă, cu proprietatea 
Gn 2 A  & X*( Gn \ A ) <l/n. Punem G : = Q G n ; atunci avem :

n^l

G 2  A, G \ A = Q ( G n \ A) c  Gn \ A, (V) n>l,
n>l

deci
0 < X* (G \ A) < X* (Gn\ A) <l/n, (V) n>l,

și deci X (G \ A) = 0 , i.e. G \ A neglijabilă (L) . Cum G este de tip Gs, deci 
G e ^ R  și A = G \ (G \ A), rezultă A £^R, q.e.d..

2°) => 3°). Fie s > 0 fixat. Dacă A satisface condiția 2°), cum 2°) = 1°), 
rezultă A e ^ R , deci Ac€ ̂ R și deci cf. 2°) (3) G c R  deschisă, cu G 2  Ac 

și X*( G \ Ac ) < E. Atunci avem Gc închisă, G ^c  A și G \A C = A \ GC, deci
X*(A\ Gc) =X*(G \ Ac) < E.
In mod analog se arată implicația 3°) => 2°).
Evident avem : 4°) <=> 2°) A  3°).
Corolar 1. Fie A ^ R  o mulțime, cu A ( A )  < oo. Atunci condițiile

1°) -  3°) sunt echivalente :
1°) A A - măsurabilă, i.e. A eăk;
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2°) in f { X  (  G \A ) ; G  deschisă, G ^ A J  ;

3°) in f { A fA  \F ) ;  F  închisă, F ^ A } ;
4°) (3) G ^ R ,  G de tip G s,G  zpA & A*( G \ A )  = O;

5°) (3) F  ̂ R ,  F  de tip Fa f F  a: A & A ( A \ F )  = O.
Dem. Echivalența cond. 1°) -  3°) rezultă din P.2.3.8. cond. 1°) -  3°).

1°) => 4°). (V) n>l, (3) Gn € TR, CU Gn O  A și X*(Gn\A) <l/n. Atunci 
G : = P |G n este de tip G s ș iG c  Gn, (V) n>l, deci 

n>l

X*( G \ A ) < X*( Gn \ A ) < l/n  , (V) n > 1.

Prin urmare X*( G \ A ) = 0. Implicația 4°)=>1°) este evidentă.
Analog se arată echivalența : 1°)<=>5°).
Corolar 2. Fie A cz R  o mulțime arbitrară. Atunci condițiile 1°) -  6°) 

sunt echivalente :
1°) A A - măsurabilă, i.e. A E 3^  ;
2°) (3) G ^ R  de tip Gs, cu G ^ A  & A* (  G \A  ) = 0 ;

3°) (3) G ^ R  de tip Gs, (3) N  ̂ R ,  L -  neglijabilă, cu A = G \N ;
4°) (3) F  ̂ R  de tip Fa , cu F ^ A  & A*( A \ F ) = 0;

5°) (3) F  ̂ R  de lip Fa , (3) N  ̂ R ,  L -neglijabilă, c u A =  FuN ;
6°) A diferă de o mulțime boreliană printr-o mulțime L -  neglijabilă, 

i.e. (3) BeâdR, (3) N  ̂ R ,  L-neglijabilă, a. î. A=BUN(resp. B=AUN).
Dem. Evident avem : 2°)«3°); 4°)«5°); 3°A5°)^6°); 6°)=>1°).
1°) => 2°). Avem A =  J A ,, ,unde An = A n[-n, n]; An este,evident,

n i l

X*- măsurabilă și Ă*(A„) < oo. Fixăm s > 0. Din P.2.3.8,2°), rezultă :

(V) n>l, (3) D „etR , cu Dn D A„ & X*(Dn\An) < £ / 2n.

Atunci G f = j D n £T R ,G£ D A și avem :
n>l

GA A £ UD.
\ n > l

' | U A J S I M  'A - ) ,
\ n > l  )  n>l

deci
X‘( GE \ A ) < ^  ( D„\ An ) < ^ e  /2" = E 

n>l n>l
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De aici deducem : (V) n  ^  1, (3) Gn€TR, cu Gn o  A & X ( Gn \ A ) <l/n. 
Mulțimea G : = Q G n este de tip Gs și avem : 

n>l

X*( G \ A ) < X*( Gn \ A ) <l/n, (V) n>l, deci X*( G \ A ) = 0.

3°) => 1°). Dacă A = G \ A, cu G de tip Gs și N este L neglijabila. 
atunci G și N sunt L-măsurabile, deci A este L-măsurabilă.

Echivalența, 2°) o  4°), rezultă d in ,2°) c -  3°), prin trecere la 
complementară.

Corolar 3. Fie A ^ R  o mulțime. Atunci A este L -  măsurabilă <=> 

o L ~ (A ) = L +(A ), unde IA (A): = sup j Ă(F); F  e  T \ ,  F  ^ A  h b fA) . 

=inf {Ă(G); G €TR, G ^  A}; în acest caz avem relația L~(A)=Ă (A) L (Ar
Dem. Aplicăm P.2.3.8., 4°) ținând cont de relația :

X(F) < L"(A) < X*(A) < L+(A) < X(G), (V) FeT CR , (V) G eT R . !• c  A r . G ( i > 

Dacă A € ^ R și X*(A) < oo , atunci din (1) și P.2.3.8,40 ) rezultă;

(V) 8 > 0, L+(A) -  L~ (A) < 8, deci L^A) = L+(A) = X(A) etc.
2.3.9. Propoziție (Unicitatea măsurii Lebesgue).
Fie vA £ Rm -^R  O măsură, cu v(I)=Ă(I), (V) l €  3 Rin .Atunci r  Ă/l:.

Dem. Considerăm cazul m = 1. Evident v l ^ e s t e  o măsură, și. din 

ipoteză, rezultă (v| ^ R ) (I) = (̂1), (V )Ie3R, deci^.2.3.7) v| dSR =|UA| ,F> R i* \ 

Fie acum A e ^ R fixat. Din P.2.3.8,Cor.2 rezultă: (3) B c .^ R și N c ^ R , 

L-neglijabilă, a.î. A=BUN. Deoarece A=BU(N\B), putem presupune 

B n N = 0 . Fie, mai departe, 8 > 0 fixat; atunci
( 3 )  ( I n )n>| C 3 R ,C U  | J l n 3 N  &  X  W  <  X * (N ) +  8 =  8. 

n>l n>l

deci 0 < v (N) < ^  v (In) = ^  £ (In) ^  £• Cum 8 > 0 a fost arbitrar, rezultă 
n>l n>l

v (N) = 0. Atunci v(A) = v(B) + v(N) = v(B) = X(B) = X(BuN) -X( A).

Prin urmare v = X.
Corolar 1. Fie v : ^  ^> R o măsură, cu v (A) p„, (A). ( FG

A ^ ^ R„,. Atunci v  = Ăm.
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Dem. Cum ( Rm, \ m , 6n ) «  ( Rm, « R.  , Pm ) «  ( Rm, ^ R.  , Xm ), 

din ipoteza rezultă : v( I ) = pm(I) = Xm (I), (V) 16 3 RB .

Prin urmare (P.2.3.9.) avem v = Xm .
2.3.10. Propoziție Fie v.-^Rm ^ R  O măsură invariantă la translație, 

cu proprietatea v ((0,l]m)= l. Atunci v =  am.
Dem. Considerăm cazul m = 1. Fixăm n, k 6 N. Evident avem :

v ((0,n]) = v (Q (k  - 1 ,k]) = £ v((k - l,k]) = £ v(k -1  + (0,1]) = n. 
k=l k=l k=l

V ((0,1]) = v (k (0,1/k] )= kv ((0,1/k]) o  v ((0,1/k]) = (l/k)v ((0, 1]), 
deci

v ((0,n/k] ) = v (n (0,1/k]) = nv ((0,1/k]) =n/k.
Așadar, 

v ((0 ,r] = r v ( ( 0 , l ] ) , ( V ) r e Q ’+ (1)

Fie acum p, q e Q, p < q, fixați. Din (1) rezultă : 
v ((p, q] ) = v (p + (0, q -  p] ) = v ((0, q -  p] ) = q -  p (2)

In fine, fie a, beR , a < b, fixati. Atunci (3) pn, qn 6 Q, cu a<pn<qn< b 
și pn -> a, qn -> b. Atunci c f  (2) : v ((a, b] ) > v ((pn, qn] ) = qn -  pn -> b -  a, 
deci v((a, b])>b-a. Analog rezultă : v((a, b])<b-a, deci v((a, b])=b- a. (3)

Fie aeR  fixat. Atunci cf. T.2.2.6. avem :
v ({a}) = lim v ((a —( 1/n), a ] ) = lim  (a — (a —( 1/n))) = 0 - (4)

n—>oo n—>oo

Din (3) și (4) rezultă : v(I) = (̂1), (V)IeUR. In virtutea unicității măsurii a 
(T.2.3.1,Cor.2), rezultă o  = v.

Corolar.l. Fie vo  măsură pe ^ Rm (resp. ^ Rm/  cu v ((0, l ] m)  = 1 și 

invariantă la translație. Atunci v coincide cu măsura Borel pm (resp. măsura 
Lebesgue Ăm).

Dem. Considerăm cazul m = 1 și notăm o , = a ș i  Pi = p . Din ipoteză 
rezultă: v| ^ R măsura invariantă la translație și (v| ^ R ) ((0, 1]) = 1, deci 
(P.2.3.10.) v| ^ R = ct. Insă (P.2.1.7. Cor.l) p| ^ R = a , deci v = o  pe ^ R și deci 

v = p pe 3R. Prin urmare (P.2.3.4.) v = p. Raționament analog pentru Xm.
2.3.11. Propoziție Măsura exterioară Lebesgue pe R m, ^ . ' 2 R ” - > R , 

este simetrică și invariantă la translație.
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Dem. Considerăm cazul m = 1. Să observăm că 3R= -3 R și x +3R = 3R,

(V) xeR . Atunci

X- ( - A) = in H  £  A U M W ^  A  U * . 2  “ A î  =

.n>l
C - 3 R = aR , U J n oA}=Ă*(A).

Fie xo € R și A o  R fixați. Atunci,(V) (In)n>i c  ^R,avem 
A c  | J l n « x o  + A c  U < x ° + I n )’ 

n>l n>l
deci

X* (x0 + A) = inf { ^  ^(In);(In)n>icSR , | J / „ 2 J c 0 + 4  = 
„>1 n>|

= i n f ( X  W ;( J n ) n> i^ R - X o  = 3R, U J
n 2 A } = Ă‘(A). 

"il n>l
Corolar 1. Au loc afirmațiile: l°)( f i  Ac: R m, avem: A A'm -măsurabilă 

o x + A  A ’m -măsurabilă, ( f i x  cR m ; 2°) ( f iA  cR m, avem: A este A*m -măsurabilă 

o - A  este Ă m‘  -măsurabilă ; 3°) x ± ^  Rnl = ^  R„,, ( f i  x6 R m ; 4°) măsurile 

Borel și Lebesgue pe R m sunt simetrice și invariante la translație.
Dem. Considerăm cazul m = 1.
1°) Să observăm în prealabil că (V) A, B e 2R și xeR  , avem : 

x + 2R = 2R, Ac + x = (A + x)c; A nB  + x = (A + x) n  (B + x), 
de unde deducem imediat că

A X'm -  măsurabilă «  X* (B) = X* (B nA ) + X* (B n Ac), (V) B e 2R « 

« X ’ (B + x) = X* (B nA  + x) + X* (B n  Ac + x), (V) xeR , (V) B e  2R « 

«X*(B+x)=X*((B+x)n(A+x)) + X*((B+x)n(A+x)c),(V)xeR,(V) B e2 R « 

« X ’(C)=X‘(C n(A + x)) + X*(Cn(A + x » ,  (V)xeR, (V)Ce2x  « 

«  A + x X*-măsurabilă, (V) xeR .
2°) Se arată la fel ca 1°); 3°) Rezultă din 1°) și 2°);
4°) Fie xoeR și A e2R fixați. Dacă A e ^ R , rezultă (cf.30)) x ± A e ^ R 

și avem: X (x ± A) = X* (x ± A) = X* (A) = X (A).

Prin urmare X este invariantă la translație.
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Dacă A 6 ^ R, rezultă X+ A 6 ^ R (cf. T.2.1.14.Cor.2),deci

P(x ± A)=X(x ± A) = X(A) = P(B), deci p- invariantă la translație.

2.3.12. P ropoziție.Fie A cz R m o mulțime măsurabilă Jordan. Atunci 
A este măsurabilă Lebesgue și avem Ăm (A) = /jm (A), deci

(Rm, , ^  «  (R” ^ R m , ^ .

Dem. Notăm Xm, Hm cu X resp. p. Fie A e  J R .  fixat. Atunci din 
definiția lui p avem p(A)= p"(A)= p+(A) (1), și cf. Def. 1.3.9,Obs. b) avem : 
p '(A ) = sup{o(K ); K e ^ c

R.  , K c  A}, p+(A) = inf{a(D); D e ^  J . ,  D D  A}. 

Din P.2.3.8. Cor.3 rezultă : A 6 ^ Rm o  L" (A) = L+ (A) (2) unde 

L '(A ): = sup{X(F); F e T ; . , F c A } , L + (A): = inf{X(G); G e t R.  ,G O A}. 

Deoarece ?  C
R1„ c t  CR.  J  dR.  c t  R„ ; a(K) = X(K), (V) K e ?  C

R„, ; 

Q(G) = X(G), (V) Ge ^  J . ,deci pȚA)<L'(A)<X‘(A)< L+(A)< p+(A) (3).

Din (1) și (3) deducem: p(A) = L'(A) = X*(A) = L+(A) (4), deci (cf. (2)) 
A e ^ R.  , prin urmare (cf. (4)) p (A) = X (A).

C orolar 1. Măsura Jordan fdm este numerabil aditivă.

Dem. Ținem seama că Xm este numerabil aditivă.
O bservație. Mulțimea A := [0 ,l]nQ  este măsurabilă Lebesgue și 

nemăsurabilă Jordan, deci JR C ^ R-

O bservație finală. Din rezultatele precedente rezultă ca funcția 
„lungime”, ^ : 3 ° Rm —>R,se prelungește în mod natural la o clasa <U, destul de 

largă, de submulțimi din Rn', și prelungirea este unic determinată. Clasa ^ 
este cu atât mai restrictivă cu cât cerem ca prelungirea să aibă mai multe 
proprietăți. Se pune problema dacă nu putem prelungi ^  la o funcție definită 
pe 2 și aceasta să aiba proprietăți semnificative.

S-a demonstrat că nu există o măsură p : 2 —► R invanantă la
izometrii și care să prelungească funcția ^ .  Dacă m = 1 sau m = 2, există 
măsuri aditive p : 2 R —> R, invariante la izometrii, și care să prelungească 
funcția ^  (th. S. Banach), iar dacă m > 3, nu există asemenea măsuri 
(th. F. Hansdorff).
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CAPITOLUL 3.

FUNCȚII MĂSURABILE

Am definit noțiunea de funcție caracteristică a unei mulțimi și am 
prezentat câteva proprietăți elementare ale funcțiilor caracteristice în Cap. 1, 
Secțiunea 1.1. Fie ( X ^ )  un spațiu măsurabil fixat. O funcție f:X—>R se 

numește funcție simplă dacă se poate scrie ca o combinație liniară de funcții 
caracteristice,de mulțimi ^-m ăsurabile .definite pe X. O funcție măsurabilă 

este, în esență, limita a.p.t. a unui șir de funcții simple.
Cele mai simple exemple de funcții simple, definite pe R înzestrat cu 

(y-algebra ^ ,  sunt funcțiile de forma f := £cj(pj. ,unde C,GR și <p j. :R—>R este 
’ i = l ' '

o funcție caracteristică a unui interval J, din R  (1< i < n). Ele se numesc funcții 
etajate și pot fi reprezentate grafic astfel

— y

0 X *

Vom prezenta în acest capitol câteva rezultate importante din teoria 

funcțiiilor măsurabile, cu accentul pe funcțiile cu valori reale.

Să semnalăm câteva rezultate: teoreme de caracterizare a funcțiilor 

măsurabile cu valori în spații topologice, cât și cu valori reale.

Ne vom opri mai îndelung asupra șirurilor convergente (punctual, 

a.p.t. , aproape uniform, în măsură) de funcții măsurabile cu valori reale și 

relațiile dintre tipurile de convergență , ca de exemplu: teorema lui Egorov 

(relația dintre convergența a.p.t. și convergența a .u .) , teorema lui F. Riesz 

((fn)n>i este g-convergent <=> (fn)n>i este p.-Cauchy ), etc.
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3.1. Funcții sim ple

3.1.1. D efiniție. Fie ( X , ^  un spațiu măsurabil. O funcție f:X—>R se 
numește simplă , mai precis «^-sim plă, dacă se poate reprezenta sub forma 

n
f  = ̂  CjtpAi, unde avem (Ci)i<„ c R  și ( A , ) ^  este o partiție ^m ăsu rab ilă  a

lui X. Vom nota cu ^ (X , ^ ,  mulțimea funcțiilor simple f:X—>R și cu 
^ +( X ^ ) ,  ^ ' ( X ^ )  mulțimea funcțiilor simple f:X—>R, nenegative, resp. 

nepozitive.

O bservație. Condiția ca familia (Aj)i=<  ̂ să fie partiție a lui X nu este 
esențială; putem considera ( A ^ ^ o  acoperire ^m ăsu rab ilă  arbitrară a lui X, 

pe care o disjunctăm ^m ăsurab il. Expresia ^  Cj(pAj care definește pe f  o 

vom numi adesea o reprezentare canonică a lui f. Evident, ea nu este unică 
decât în cazul când Ci « j  (i^j).

Exem ple.a) Funcțiile constante sunt simple.b) Funcția signum, funcția 

parte întreagă (luată pe un interval mărginit) si funcția lui Heaviside, sunt 

funcții ^ -s im ple . c)Funcția lui Dirichlet este ^-sim plă ; f  = 1 -<Ț>Q + O.(p Q\R . 

d) Funcția parte întreagă (pe R) nu este ^-sim plă.e) Fie I c  R un interval și 

f:I—>R o funcție continuă. Atunci, f  ̂  -simplă <=> f  este constantă.

3.1.2. Propoziție. (Operatii cu funcții simple) Fie (X, a^J un spațiu 
măsurabil; f g e â fX ,  ^i aeR . Atunci funcțiile f±g, cf, fg, / f /, fvg , f A g 

sunt simple, i.e. aparțin mulțimii ^(X, j f ) .
Dem. Fie f, ge  ă fX , o ^  s i a e R  fixați și 

n m
f  = Z  a '(PAi,g= X  M BJ 

/=1 ;=I
reprezentări canonice ale lui f, resp. g.
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1°) Deoarece A, = J  (A  n B j ), rezultă (P. 1.1.12 )<pAi = ^  <Pcij, 
M  y=i

unde Cy = A  n  B j, deci 
n m n ni

f = X  a ' Z  ^cu = X  Z  a i(p°j' 
1=1 7=1 i=l y=l

Analog avem relația 
m n 

g= Z  Z  b j^ J  (2 )
7=1 i=l

Prin urmarejdin (1) și (2) rezultă : 
n m

f  ± g = Z  Z  (a i +  bj )<poj e ^ X ,  ^ 
1=1 7=1

Evident,familia (C„) — — constituie o partiție finită ^-m ăsurab ilă  a lui X.

2°)Cum AjnAj=0 (i/j), rezultă (P. 1.1.10.) <pA q>A =0, deci

^ = ( Z  a ^ A ^ - Z  a ,2 (PAi 
/=i /=!

și deci, f2 este simplă. Deoarece fg=^-(f2 +g2), deducem că fg este simplă.

n
3°) Evident, avem I f  I = ^  I a; | <pAj, deci | f  | este simplă. 

i=i
4°) f  și g fiind simple, din 1°) si 3°) rezultă că f  ± g și I f  ± g I sunt 

simple. Cum f  v  g = Z  (f+g+1 f-g | ), deducem că f  v  g este simplă.

Analog, rezultă că f  A  g este simplă.
Corolar \.F ie  (X, ^  un spațiu  m ăsurabil și ( 4 ) J=n, ^ " ^  (Cj),=^  ^ ^ ?

n

arbitrare. Atunci, fu n c ția  f=  ^  Ci^A, este sim plă. 
i=i

Dem. Prin inducție relativ la n, ținînd seama de faptul că ftincția 
caracteristică q)A :X—>R, cu A e ^ ,  este simplă.

O bservația 1. P 1.1.2. rezultă și din P 3.2.15. observînd că funcțiile 
f  ± g, fg, etc7 sunt măsurabile și au un număr finit de valori.

O bservația 2. Dacă funcția modul | f  | , este simplă, nu rezultă în mod 
necesar că f  este simplă (Ex.3.4.).
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3.2. Funcții măsurabile , Caracterizare.

Operații cu funcții măsurabile.

3.2.1. Definiție. Fie ( X X n )  un spațiu cu măsură și X 3 x->P(x) o 
funcție prepozițională, i.e. P(x) este o propoziție (falsă sau adevarată), 
(V)xeX. Vom spune că P este adevărată a.p.t. , dacă P(x) este adevarată, 
(V) xeX\A, cu A cX , neglijabilă.

Exemple, a) Fie ( X X p )  un spațiu cu măsură și f : X—>R o funcție. 
Vom spune că f  este finită a.p.t., dacă (3) A c  X neglijabilă, a.î f  este finită 
pe X\A, i.e. | f(x) | < oo, (V) xeX\A.

b) Fie ( X X n )  un spațiu topologic cu măsură și f:X->R o funcție. 
Vom spune că f  este continuă a.p.t., dacă (3) A c  X neglijabilă, a.î. f  este 
continuă pe X\A.

c) Fie ( X ^ ,p )  un spațiu cu măsură și A,B c  X două mulțimi. Vom 
spune că a.p.t. avem A c  B, dacă (3)N c  X neglijabilă, a .t A\N c  B\N.

3.2.2. Propoziție. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură si (Pn) n>i un șir 
de funcții propozționale definite pe X. Dacă fiecare Pn(n>l) este adevărată 
a.p.t., atunci (3) A ^  X  neglijabilă, a.î. Pn(x) este adevărată, ( f i x e X A  si n>l.

Dem. (V )n  > 1, (3), cf. ipotezei, An c  X neglijabilă, a.î. Pn(x) este 
adevărată, (V)xeX\A . Fie A := |J  An ; cum p*(A)< ^  P*(An) = 0, rezultă 

n>| n>l '
p*(A) = 0, deci A neglijabilă.Evident, Pn(x) este adevărată,(V)xeX\A și n > 1.

Corolar l.Fie (X o ^p ) un spațiu cu măsură si f i  :X—>R(n>l) un șir de 
funcții finite a.p.t.Atunci,(3)A^X neglijabilă,a.î. f i  este finită  pe X\A,(V)n> 1.

Clasa funcțiilor simple este prea restrictivă. Să definim acum o clasă 
mai largă de funcții care joacă un rol esențial in teoria integralei.

3.2.3. Definiție. Fie ( X ^ )  un spațiu măsurabil, Y un spațiu topologic 
si f:X—>Y o funcție. Vom spune că f  este măsurabilă (^-m ăsurabilă), dacă 
f ' ^ y ) ^ ^  i.e. f'(G ) e «Ĵ ,  (V)G c  Y deschisă. Dacă X=R și 0 ^ .= ^ 
(resp^= ^R ),a tunci f  se numește măsurabilă £e/?eygwe(L-măsurabilă)(resp. 
măsurabilă Borel (B-măsurabilă)). Vom spune că f  este măsurabilă pe o 
mulțime M c  X, (putem presupune (!) că M e ^ ,  dacă M n  f ‘(G )e<4 
(V)GetY, i.e. dacă funcția fM:(M, ^ M ) —>Y este măsurabilă.Notăm cu 
J t f X p ^  mulțimea funcțiilor ^-m ăsurabile  f:X->R.
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Exemple. a)Fie X:= [O ,1],^:={0,[O ,2’' ), [2'‘,1], [0,1]} ș if :[O ,l]^ R 
definită astfel f(x) = x2 . Atunci f  nu este ^  -măsurabilă, deoarece 
G:=(0,I)eTRși f ‘(G )£ ^ . Totuși feste  ^-m ăsurabilă, i.e. f '( r  R) c ^ [ 0,i],

b) Fie A G ^ \  <^R fixată, si f:R—>R funcția caracteristică a mulțimii 
A. Atunci f  este măsurabilă Lebesgue si nemăsurabilă Borel.

Intr-adevăr (V) G G T R, avem că f '(G ) este egală cu A,AC, R, 0 ,  după 
cum: G B!& G ^  0; G B0& G ^ l;  GBO& GBI; respectiv G^O & G ^l.

Așadar, f ‘(r R) = {A, Ac ,R ,0}  c  ^  si f '( r  R) c  38R, etc.
3.2.4. Propoziție. Fie ( X , ^  un spațiu măsurabil, Y,Z, două spații 

topologice, f X —YY o funcție măsurabilă si g:Y—YZ o funcție continuă. Atunci 
g  ° f  este măsurabilă.

Dem.g fiind continuă, rezultă (T. 1.2.5.) g''(iz)cTY;f fiind măsurabilă, 
atunci rezultă f '( r  Y)& ^ . Prin urmare,(g o f  )’'(r  z)= f  '(g '(T z )K f '( î  Y)C 4 
etc.

Observație.Fie f,g:R->R două funcții,cu f  continuă si g măsurabilă (L). 
De aici nu rezultă în mod necesar că g o f  este măsurabilă (L).

3.2.5. Propoziție. Fie ( X , ^  un spațiu topologic măsurabil, cu 
proprietatea că r x CJJ& si f ie  Y un spațiu topologic. Atunci, (V) f : X —YY o 
funcție continuă, rezultă f  măsurabilă.

Dem. f  fiind continuă, rezultă f ''(T y ) C T X , deci f '(TY ) G ^ -
Corolar \.F ie X e ă k , Y un spațiu topologic si f .X —CY continuă. 

Atunci, f  este măsurabilă Borel (resp. Lebesgue).
Dem. Cum f '(T Y ) c T x putem aplica Cor. 1.
3.2.6. Teoremă. Fie ( X ^  un spațiu măsurabil, Y un spațiu topologic 

ș i f X —YY o funcție. Atunci, Condițiile 1°) -3 ° )  sunt echivalente:
1°) f  măsurabilă, i . e . f ' ț r y )  a ^ ; T )  f ' l (SBy) G X  i.e. f ' 1 (B) e j f - , 

(V )B s^ y ;
3°) ( Z ) ^  cz2 Y, a .î oa (^) = â S y ș i f '1^ ) ^ ^ ;

4°) Dacă Yposedă o bază numerabilă &, a.î. f ' f ^  ^ a d , atunci f 
este măsurabilă

Dem. 1°) => 2°) Prin ipoteză avem f l ( rY) G ^ -  Atunci,(T.2.1.14.) avem: 
f ‘( ^ Y) = f'(oa(TY )) = o a ( f ‘(T Y)) G r a ( ^ |  = ^

2°) => 3°) • Putem lua,spre exemplu, ‘̂  r  Y sau ^ = x f  .
3°) => 1°). Fie ^ c  2y, cu <ya(^)=BB Y și f ^ ^ G ^ -  Atunci, (T.2.1.14.)
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f ’(TY) c  f ‘(oa(TY)) = f '(BY) = f '( n a ^ ) )  = a a (f '(€ )) c  c a ( ^  = ^ , 

deci f  este măsurabilă.
4°) => 1°). Fie ^  o bază numerabilă a lui Y, a.î. f 'C ^  c  ^ A tu n c i, 

(V)GGTY,(3)(Ci)ie i c ^ , c u J  Ci= G,deci f 1(G )=[J ^ ( C p c o a ț f ’ț ^ c ^ .
iei iei

Așadar, f ' ( i Y ) C eX  deci f  este măsurabilă cf. 1°).
Altfel; fie ^ c u  proprietatea din enunț.Atunci (T .2 .1 .14 .)oa(^)= ^Y, deci 

f * ( ^ Y) = f 1(oa('^)) = aaC f'C ^)) c  cra(<^ = ̂
Așadar ( S ^ c  2Y, a.î. n a (^ ) = <^Y și f ' ( ^ )  c  ^ ,  i.e. Cond. 3").

Corolar 1. Fie ( X ^  un spațiu măsurabil, Y un spațiu metric 
separabil si fX - X Y  o funcție. Atunci, f  măsurabilă o  (3) A={ai,a2,a3,...} 
densă în Y,a.t. f ‘( S fa ^ m 1)) (V)n,m>l.

Dem. Aplicăm T.3.2.6.(4°), ținând seama că familia (BY(an,m 'l))n,m,>i 
este o bază numerabilă a lui Y (P. 1.2.16.).

3.2.7. Teoremă. Fie (X, ad) un spațiu măsurabil și f = ( f i ) ^  :X—>Rn 

o funcție. Atuncifmăsurabilă <=>f măsurabilă, (V) i = l,n
Dem.(=>) Evident f:=pri°f, unde pniR"—>R este proiecția de indice i 

(i= 1, w ).Din f  măsurabilă și prj continuă,rezultă (P.3.2.4.) f  măsurabilă.
(<=) Pentru simplificarea expunerii considerăm cazul n = 2. Familia 

numerabilă ^:={(ai,bi)x(a2,b2);ai,bi,a2,b2GQ}este o bază a spațiului topologic 
R2 (P. 1.2.27., Cor.2) și (V) I J e ^ ,  avem:

f '(  W  ) = {xeX;(f,(x), f2(x)) e IxJ } = f 'C  I ) n  f2‘‘( J ) 
Funcțiile f(i=l,2) fiind măsurabile, avem f f 'ț  I ),f2 '( J ) e ^ ,  deci f*( IxJ) 
e o ^  și decijf1^  ) o ^ .  Aplicând T.3.2.6.40, conchidem f  măsurabilă.

3.2.8. Teoremă. Fie (X, ^  un spațiu măsurabil si f X ^ R  o funcție. 
Atunci Condițiile l)-3) sunt echivalente:

1°) f  măsurabilă, i.e. f ' ( x f )  c ^ ;  2°) {xeX ;f(x) >a} e ^ , ( \ / ) a  e R ;

3°) {xeX ;a<  f(x) < f} ea^,(V)-oo<a<P<oo.
Dem. F)=>2°) F ie6 := { (a ,» ];aeR } . Evident, tya(f&) =<^R, deci, cf. 

T.3.2.6.(3°), rezultă:f măsurabilă o  f ' ț ^ c ^ .  Prin urmare avem: 
l ° ) « f 1( ^ c ^ < = > f 1((a,oo]^,(V)aGR<»{xeX;f(x)>o(.}G<j!/,(V)cieR<=> 2°).

1°) => 3°) .Același raționament, luând:&:={ (a ,P ) ; -oo < a  < p <oo }.

84
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Corolar 1. Fie (X a ^  un spațiu măsurabil, A €0$ o mulțime și f : X —>R 
o funcție. Atunci f  măsurabilă pe A o A n  {xeX;f(x)>a} s X  (V ța eR .

Corolar 2. Fie ( X ^  un spațiu măsurabil și fi.X—FR o funcție 
măsurabilă. Atunci, (V)yeR, rezultă că f l ({y}) e ^ .

Dem. Ținem seama că f'({y}) = {xeX;f(x)>y}n{xeX;f(x)<y}
Observație. In T.3.2.8. putem înlocui în 2°) inegalitatea > cu una din 

inegalitatățile: > , < , sau < ,  iar in 3°) inegalitățile (<.<) cu una din 
inegalitățile: (<,<) , (<,<) , (< ,<), utilizând faptul că Q=R ș i ^ e s t e  c-algebră.

3.2.9. Propoziție. Fie (X, ^  un spațiu măsurabil și f : X —>R o funcție 
arbitrară. Atunci au loc afirmațiile:

1) Dacă f  constantă, rezultă f  măsurabilă;
2) Dacă f  măsurabilă (pe X) și A e ^ ,  rezultă f  măsurabilă pe A;
3) Dacă (3) (A k )k e x ^ ^  o familie cel mult numerabilă, care acoperă 

X  și f  este măsurabilă (resp. constantă) pe fiecare Ak (keK), rezultă f 
măsurabilă;

4) Dacă f  măsurabilă si A e<^ rezultă fcp măsurabilă;
5) Dacă f  măsurabilă și f : X —>R, este definită astfel: f  (x) =f(x), dacă 

/f(x) /<ooși f(x)=0, dacă /f(x) /= 00, rezultă f  măsurabilă;
6) Dacă f  măsurabilă și fin ită  a.p.t. pe X,relativ la o măsură, 

p  : ^ -^ 'R ,  rezultă că funcția f  definită mai sus,este măsurabilă și f = f  a.p.t.;
7) Dacă f  este măsurabilă, funcția sign f  este măsurabilă.
Dem. 1) Fie f=c și a e R  fixați. Atunci mulțimea A:={xeX;f(x)>a} este 

egală cu 0  sau X, deci A e,j;/ si deci (T.3.2.8.) f  măsurabilă.
2)(V)aeR,avem  {xeX;f(x)>a} e  ^ ,d e c i  A n { x e X ;f(x )> a } e ^  etc.
3)(V)aeR,avem :{xeX; f(x)>a}= J  {xeAk; f(x)>a}.Cum mulțimea

{x e At; f(x) > a} e<4 (V)keK, deoarece f  este măsurabilă pe Ak, rezultă 
{xeX; f(x)>a} G4-, deci (T.3.2.8.) f  este măsurabilă.

4) Fixăm A G^  și fie g:=fcpA. Atunci g | X\A=0  si g | a = f  I A, deci g | X\A 

măsurabilă (cf. 1°) și (cf. 2°) și f | A, deci g | A , este măsurabilă (conform 2°). 
Din 3° rezultă g este măsurabilă.

5) funcția f  fiind măsurabilă, rezultă (T.3.2.8.,Cor.2) 
A := { X G X ; | f(x) | =00} G ^ d e c i  B:= X\A G^ .  Cum f  | A= 0, rezultă (cf. 1°) 
f  măsurabilă pe A. Deoarece_f | B este măsurabilă (cf.2°) și f  | B=f I B, rezultă f 
măsurabilă pe B. Prin urmare f  este măsurabilă pe A u  B = X(cf. 3°).
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6) Dacă f  finită a.p.t., cu notațiile din 5°, avem A e ^ ș i  p(A)=0. Cum 
f=f, pe X\A, rezultă f=f, a.p.t.

7)F ieA :={xeX ;f(x)>0},B :={xeX ;f(x)<0},C :=X \(A uB ) și g:= 
=sign(f). Atunci (T.3.2.8) avem A,B ,C G^ . Deoarece A u B u C  = X ș i 
g I A=1, g I B= -1, g I c= 0, din 1) și 3) rezultă g măsurabilă.

Corolar 1. Fie (X,jd) un spațiu măsurabil; f g :  X —>R două funcții 
măsurabile, A e  ^  și h .X ^ R  o funcție definită astfel: h/A=f/A și 
h /x.A=g / X\A- Atunci h este măsurabilă.

Dem. Funcțiile f  | A și g | X\A sunt măsurabile (P.3.2.9. 2°). Atunci h | A și 
h | X\A sunt funcții măsurabile, deci (P.3.2.9,3°)) h măsurabilă.

Corolar 2. Fie ( X ,^ )  un spațiu metric măsurabil, a.î. TX^ ^  și fie 
f i X ^ R  o funcție. Atunci f  măsurabilă o  f  măsurabilă pe fiecare mulțime 
mărginită si închisă (resp. deschisă) din X.

Dem. (=>) (V )A e^ , în particular (V) Ă = A G TX, rezultă (P.3.2.9. 2°) f 
măsurabilă pe A.

(<=) Fixăm XoeX. Evident, X= U B[xo,n].Cf. ipotezei, f  este măsu- 
n>l

rabila pe fiecare mulțime B[xo,n](n>l), deci (P3.2.9, 3°) f  măsurabilă pe X.
Corolar 3. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură completă si f :X —>R o 

funcție arbitrară. Atunci f  este măsurabilă pe orice mulțime neglijabilă A ^ X .
Dem. Fie A G  X, neglijabilă, i.e. JJ.*(A) = 0. Fixăm aeR;atunci, 

M :={xeA;f(x)>a}c A, deci p*(M)=0 și deci, p fiind completă, rezultă M e ^ .
Prin urmare,(P.3.2.9) f  măsurabilă pe A.
Observația 1. Condiția p completă din Cor. 3 este esențială 
Contraexemplu. Fie X =[O ,1]X = { 0 ^ } ,  A=[0,2"'], f=(pA și 

p ^  ->R , p=0. Atunci, p*(A)=0, deci A neglijabilă și f=0 pe X\A, deci 
f=O(a.p.t.) Totuși, f  nu este măsurabilă, deoarece {X G X; f(x)>0}=A^<^.

Observația 2. Proprietățile l)-3) din P.3.2.9. sunt adevărate și pentru 
funcții f  cu valori îhtr-un spațiu topologic.

3.2.10. Propoziție.Fze ( X , ^  un spațiu măsurabil și A ^ X  o mulțime. 
Atunci, A & ^ o  q>A:X—>R,funcția caracteristică a lui A, este măsurabilă.

Dem. (=>) Fie M:={xeX; f(x)>-l}. Atunci (T.3.2.8.) M e<^ și M=A.
(<=) Dacă A e ^ ș i  f=tpA, atunci (V )aeR  mulțimea {xeX; f(x)>a} este 

egală cu 0 ,  A,X, după cum a > l , 0 < a < l , a < 0  respectiv. Așadar 
{X G X; f(x)>a}Ge4 (V )aeR , deci (T.3.2.8,2°)) f  măsurabilă.
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3.2.11. P ropoziție .F /e^ ^ J un spațiu măsurabil si f : X —>R o funcție. 
Atunci: f  este simplă <=> f  este măsurabilă ș i f  ia un număr fin it de valori.

Dem. (=>) Fie f= ^  Ci(pAj o reprezentare canonică a lui f. Atunci 
\<i<n

f(X)= (J {c 4  *̂ W  « e R , mulțimea A={xeX; f(x)>a} este de forma: 0 ,  X, 
l<fc<n

(J A j, cu J c  {l,2,...n}. Așadar,A G^ , deci (T.3.2.8,20)) f  este măsurabilă. 
jeJ

(<=) Fie f  măsurabilă,a.î. să avem f(X) = {ci,c2,...cn}. Atunci familia 
(A ) —, unde Aj:=f'({Ci}), este mutual disjunctă, acoperă X și A  G<J^,

___  n

(V) ie  1,«. Evident avem f= ̂  Ci cpA , prin urmare f  este simplă. 
i=i '

3.2.12. Propoziție. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură completă și 
f g : X —> R  două funcții egale a.p. t. Dacă f  este măsurabilă, atunci g 
este măsurabilă.

Dem. Fie A:={XGX; f(x)^g(x)}. Cf. ipotezei A este neglijabilă, i.e. 
p*(A)=0 deci p fiind completă, rezultă A G.^ . Fixăm a e R ; atunci avem:

{xeX; g(x)>a}={xeX\A; g(x)>a}u{xeA ; g(x)>a} = 
=({xeX; f(x)>a}\A )u{xeA;g(x)>a);

f  fiind măsurabilă, rezultă că B:={xeX; f(x)>a}G ^, deci B\AG^ .  Cum p 
este completă și C:={xeA;g(x)>a}cA, iar p*(A)=0, rezultă C e ^ .  Așadar; 
{XGX; g(x)>a}=(B\A) u  C G^ ,  deci (T.3.2.8.) g este măsurabilă.

Observație. Condiția p completă,în P.3.2.12, este esențială.

Contraexemplu.Fie spațiul cu măsură ([0 ,l] ,% i|.P ) , K c[0 ,l] 
mulțimea lui Cantor (Ex.2.74.) și A cK  o mulțime cu proprietatea 
A G <^O,IJ\ ^ [ O,I](EX.2.77.).Atunci funcția, f:[0,l]->R, unde f==cpA, are 
proprietățile: f=0 a.p.t. (deoarece P(K)=Ă(K)=0), si mulțimea {XG[0,1]; 
f(x)>l/2 }, care este egală cu A, nu aparține lui <&[o,i] Prin urmare f  nu este 
^[o.ij-măsurabilă.

3.2.13. Propoziție. Fie X E SFR O mulțime și f . X ^ R  o funcție continuă 
a.p.t.; în particular f  continuă sau monotonă. Atunci f  este măsurabilă 
Lebesgue pe X.

Dem. Fie A=Disc(f) ; prin ipoteză A este Ă-neglijabilă, i.e. X*(A)=0, 
deci A G SFR și deci X\AG SFR. Fixăm a G R; evident avem:
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{xeX; f(x)>a} = {XGX\A; f(x)>a} o  {xeA; f(x)>a} = M uN
Cum f  este continuă pe X\A, rezultă (P.3.2.5, Cor.l) f  măsurabilă pe 

X\A, deci M e ^ .  Deoarece N cA  și Ă, completă, rezultă N e  <%. Așadar,avem 
{xeX; f(x)>a}= MU N G ^ ,  deci (T.3.2.8.) f  măsurabilă.

Corolar 1. Fie D ^ R  o mulțime deschisă si f :D —>R o funcție local 
R-integrabilă. Atunci f  este măsurabilă Lebesgue.

Dem. Fie I c  R, un interval deschis, fixat. Evident, (3) (In)n>i un șir de 
intervale compacte din R, care acoperă I. Din ipoteză rezultă: (V)n>l, f  este 
R-integrabila pe In, deci (T. 1.3.23.) f  continuă a.p.t. pe In și deci (P.3.2.13.) f 
măsurabilă (L) pe In. Din (P.3.2.9,30) rezultă f  măsurabilă (L) pe I.

D fiind deschisă, (3)(Ik)k eK, familie cel mult numerabilă de intervale 
deschise, a.î. UE = D. Cum f  este măsurabilă (L) pe fiecare Ik(keK), 

k

conchidem că f  este măsurabilă (L) pe D.
O bservație. Fie f:[0,l]->R funcția lui Dirichlet. Atunci f  este 

măsurabilă Lebesgue și nu este R-integrabilă.
3.2.14. Definiție. Fie ( X ^ ,p )  un spațiu cu măsură și f,g:X—>R două 

funcții măsurabile. Atunci funcția sumă f  © g se definește astfel: 
(V)xeX,(f©g)(x) = f(x)+g(x),dacă f(x)+g(x) are sens și (f®g)(x) = 0 dacă 
f(x)+g(x) nu are sens

a)Dacă funcțiile f  și g sunt finite a.p.t.,atunci avem:(f©g)(x)=f(x)+g(x), 
a.p.t. pe X, iar dacă (3) XGX, CU f(x) = - g(x) = ±oo, atunci (f®g)(x) = 0.

b)Operatia de adunare astfel definită este comutativă însă nu este în 
general asociativă, decât a.p.t. și aceasta numai îh cazul în care funcțiile 
respective sunt finite a.p.t.

O bservație. Definiția 3.2.14. este justificată, deoarece funcțiile 
integrabile sunt finite a.p.t., iar integrala dintr-o funcție integrabilă f nu se 
modifică dacă modificăm valorile lui f  pe o mulțime neglijabilă. Din acest 
punct de vedere putem vorbi de o funcție f  definită pe un spațiu cu măsură X, 
dacă f  este definită a.p.t. pe X. In continuare vom nota f  © g prin f  + g, 
semnificația sumei rezultând din context.

3.2.15. Teorema. (Operații cu funcții măsurabile) Fie ( X , ^  un spațiu 
măsurabil și J l ( X , ^  mulțimea funcțiilor măsurabile f .X ^ R .  Atunci avem:

1°)(Y) f g ^ d ^ X , ^  și aeR , rezultă că funcțiile f  ±  g, o f  / f / ,  fvg , 
fAg, f s  aparțin mulțimii ̂ ( X ,^ ) .

2°)(V)(fn)n>i ^  M(X, ^  ) ,rezultă că funcțiile supn>i(fn) și infn>i(fn) 
aparțin mulțimii J(fX ,a^)
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3°)(b)(fn)n>i ̂ ^ X j ^ ) , c u f n -̂)>f, unde f : X —>R, rezultă că f e J l ( X , ^ )
Dem.l°)Da că x e X ,a e R  și f(x)+g(x)>a, există reQ , cu f(x)>r>a-g(x), 

i.e. f(x)>r și g(x)>a-r, și reciproc. Atunci putem scrie:
{xeX; (f+g)(x)>a}= U ({xeX; f(x)>r} n  {XGX; g(x)>a-r}) (1) 

r e Q

Cum f  si g sunt măsurabile, rezultă că mulțimile {xeX; f(x)>r} și 
{XGX; g(x)>a-r} aparțin luid^, deci intersecția lor aparține l u i ^  și deci, Q 
fiind numerabilă, deducem din (1) că {xeX; (f+g)(x)>a} G^ ,  de unde rezultă 
(T.3.2.8.) f+g măsurabilă.

Evident-g G J C ( X ^ ) ,  deci f-g G ^ ( ( X ,^ ) .  Analog a f  G J t ( X ,^ ) .
Dacă a>0, atunci avem:

XGX; 1 f(x) | >a} = {XGX; f(x)>a} u  {XGX; f(x)< -a}, deci 
{XGX; f(x) |> a } G ^ ,  iar dacă a<0, avem {XGX; f(x) |> a}  = X G^ , de 
unde rezultă (T.3.2.8.) | f  | ^ J t ( X ,^ ) .

Deoarece avem fvg =  ~  ( f+g+ I f-g IX din cele de mai sus rezultă că:

fvg G M ( X ,^ ) .  Analog se arată că fAg G J l ( X ,^ ) .
Dacă a  >0, atunci avem:

{XGX; | f(x) 12>a} = {XGX; f(x )> 7 ă  } u  {XGX; f(x)< - J a  }/leci {XGX; 
I f(x) 12>a} G A, iar dacă a<0, atunci avem: {XGX; | f(x) 12>a} = X G^ , 
de unde rezultă (T.3.2.8.) că | f  | 2 este măsurabilă, i.e. | f  2 G J l ( X ,^ ) .

In fine, din relația evidentă fg = — ( | f+g | 2-1 f-g | 2), deducem că funcția 
’ 4 '

fg este măsurabilă.
2°) Evident, avem relația:

{XGX; sup fn(x)>a} = U {XGX; fn(x)>a}, (V)OCGR.
„ > 1

Deoarece {xGX;fn(x)>a} Gt4(V)n>l,rezultă{xGX;ra jp„>/(/i)(x )> a} G^ 
deci funcția sup fn este măsurabilă. Cum avem inf fn = - sup (-fn), obținem că 

’ nai "al „ ă l  ’

funcț
’ 
ia i

„
n
> i
f
 
 fn este măsurabilă. Din cele de mai sus si din relațiile: 

’ ’

lim fn = inf (supfk), Hm (fn) = sup(inf fk)J. '
„ - > 0 0  k i n  „ _ > M  k > n  ;

deducem că funcțiile Hm fn si Hm (fn) sunt măsurabile.
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3) Aplicăm 2) ținând cont că lim fn(x) = lim fn(x)= lim fn(x).’ w-̂ ® n->® „->«
Corolar 1. Fie (X, j& ) un spațiu măsurabil si f g : X —fR  două funcții 

măsurabile. Atunci funcția f+ g  este măsurabilă.
Dem. Considerăm mulțimile următoare:
A! = {x; | f(x) | < oo, | g(x) | < co}; A2 = {x; | f(x) | < oo, | g(x) | = co};
A3 ={X; | f(x) | = oo, | g(x) | < oo} ; A4 = {x; Rx) = g(x) = ± 00};
As = {x; f(x) = - g(x) = ± co}. __

Din T.3.2.8. rezultă că mulțimile Ai(i=l,5) sunt măsurabile iar din T.3.2.15. & 
P.3.2.9.50), rezultă că funcția f+g este măsurabilă pe A , (V)i=l,5. Cum 
A ^u  A2 VJ ..XJ A} = X , rezultă că f+g este măsurabilă pe X.

Corolar 2. Fie ( X , ^  un spațiu măsurabil si f  : X ^ R  o funcție. 
A tu n c if măsurabilăofuncțiile f * = f v O ș i f ~  =-( f ) v  O sunt măsurabile.

Dem. Aplicăm T.3.2.15. ținând seama de relația f=  f - f .
Observație. Să prezentăm o variantă mai generală a afirmației 3°) din 

T.3.2.15.,convenabilă în aplicații. Fie fn:X—>R(n>l) un șir convergent (a.p.t.) 
de funcții măsurabile finite (a.p.t.). Atunci (3) f:X—>R măsurabilă a.î. fn^>f

3.2.16. Teoremă. Fie ( X ^  un spațiu măsurabil și f : X —>R o funcție 
măsurabilă. Atunci (3) f , : X —>R(n>l), un șir de funcții simple, a.î. f n — ^ f . 
Dacă f  este și mărginită (resp. f>0), șirul (fn) n>i converge uniform (resp. este 
monoton crescător).

Dem. Presupunem, pentru început, f>0 și fie fn:X—>R(n>l), un șir de 
funcții definit astfel:

n , Rx) > n
Jr _ 1 Iz 

Sa notăm A0:={XGX; f(x)> n} ; Ak:= {xeX; — <f(x)<—  }, (V)ke l,n 2 n , 

unde n>l este fixat. Evident familia (Ak ) ___ este o partiție măsurabilă a lui

X si avem relația:

f k-1"W  =  E  v (p
A^ x ) +  n ( p A0 (x ) ’ (v ) x e X , 

deci fn este o funcție simplă. Este clar că fn+i > fn, (V )n > l.
(a) Dacă xeX  și (3) N natural, cu fn(x) < N, rezultă:

O < f(x) - fn(x) < l/2 n, (V) n>N, deci fn(x)^f(x).
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b) Dacă XGX și f(x) = oo, avem f(x) > n, (V)n>l, deci fn(x) = n, (V)n>l 
și deci fn(x)-> oo = f(x),(n—> co)

Prin urmare, în ambele cazuri, avem : (V)xeX,fn(x) —> f(x), (n—> oo),
Presupunem acum f  măsurabilă arbitrară. Atunci f  = f  +-f “ și f  , f  ~ 

sunt măsurabile (T.3.2.15,Cor.l) nenegative. Există, deci, f  n, g n:X->R(n>l) 
două șiruri de funcții simple, cu f  n —^  f  + și g n — f ’ •

Prin urmare, funcțiile hn: = fn-gn(n>l) sunt simple și avem h j ^ f - f -  = f.
C o ro la r l.F ie fX ^ u n  spațiu măsurabil și f : X —>R o funcție măsu

rabilă. Atunci (3)fn:X—>R(n>l), un șir de funcții simple, a.î. f n(x)Tf(x), 
(tyceX .

3.3. Șiruri convergente de funcții măsurabile:
a.p.t., aproape uniform , în măsură

3.3.1. Definiție. Fie ( X ^ ,p )  un spațiu cu măsură și fn:X—>R(n > 1) un 
șir de funcții finite a.p.t. Vom spune că (fn)n>i converge a.p.(.(aproape peste 
tot), dacă (3) o funcție f:X—>R, (3) A c  X neglijabilă, a.î. șirul (fn(x))„>i este 
convergent (m R) și are limita f(x), (V) xeX\A; vom scrie atunci fn —^ ^  f

a) Dacă (fn)n>i este un șir de funcții, finite a.p.t., care converge a.p.t., 
funcția limită f  nu este, în mod necesar, finită a.p.t.

b) Dacă (fn)n>i este un șir de funcții, finite a.p.t., care converge a.p.t., 
atunci funcția limită este unic determinată a.p.t., i.e. dacă fn —a p t > f  și 
fn —a p t > g, rezultă f  =g(a.p.t.)

c) Dacă (fn)n>i este un șir de funcții finite a.p.t., atunci (V)n > 1, f  n este 
finită pe X\A,unde A = |J  {x e  X; | f  n(x)=oo}, deci (f  n(x))n>i c  R, (V)XGAC

3.3.2. Propoziție. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură completă și 
f n:X ^R (n> l),un  șir de funcții măsurabile, finite a.p.t., care converge a.p.t. 
Atunci funcția lim ită f este măsurabilă.

Dem. Din ipoteză rezultă că există A c  X neglijabilă a.î. fn(x)—>f(x), 
(V)xeA c .Cum fiecare fn (n>l) este măsurabilă pe Ac, rezultă (T.3.2.15,30)) 
f  măsurabilă pe Ac . Măsura p fiind completă, rezultă (P3.2.9,Cor.3) f 
măsurabilă pe A, deci (P.3.2.9.,30) f  măsurabilă pe X.

Observație. Condiția ca p să fie completă, în P.3.3.2., este esențială.
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Contraexem plu. Fie X = [O ,1],^= {0 ,X }, p=0, f=(p{0} și fn
= f, (V)n>l. 

Atunci, fn —a p t ' -»f, a .p .t,deoarece p(X)=0, și f  nu este măsurabilă (nefiind 
constantă).

3.3.3. Definiție. Fie (X, <4g) un spațiu cu măsură și fn:X->R (n>l) un 
șir de funcții măsurabile, finite a.p.t. Vom spune că (fn)n>i converge aproape 
uniform (prescurtat a.u.), dacă (3)f:X->R măsurabilă cu proprietatea: (V)s>0, 
(3)AEG <4 cu p(AE)<£ și fn —^ f  pe X\AE;vom scrie atunci fn —^ M  f.

O bservația l.Dacă vorbim de convergența uniformă a șirului (fn)n>i pe 
mulțimea X\AE către f, putem presupune că f  și fiecare fn (n>l) sunt finite pe 
x w .

O bservația 2. Dacă (fn)n>i converge a.u. la f, nu rezultă,în mod 
necesar,că (fn)n>i converge uniform a.p.t. (i.e. pe complementara unei mulțimi 
neglijabile) la f.

Contraexem plu. Fie fn:R—>R(n>l) un șir definit astfel: fn=(pAn, unde 
A n=(n',2 ^ '). Atunci fn —^ —> 0 și (fn)n>i nu converge uniform a.p.t. la 0.

3.3.4. Propoziție. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură, f n:X—>R(n>l) un 
șir de funcții măsurabile, finite a.p. t. și f :X —>R o funcție măsurabilă. Dacă 
f n — a u- > f  atunci f  finită a.p. t. și f n —a p l >f

Dem. Cf. ipotezei, fn —^ - > f ,  deci (V)k>l, (B jA ke^, a.î. p(Ak)<l/k 
și fn — > f  pe X\Ak și deci fn(x)—>f(x), (V)xeX\Ak. De aici rezultă că 
f(x)eR, (V)xeX\Ak. Să notăm mai departe A: = Q  Ak. Evident avem 

*>i ’
A e ^ ,  X\A = | J  (X\Ak); p(A)<p(Ak)<l/k ->0, (k->oo),

A >1

deci p(A) =0. Cum avem f(x)eR, (V)xeX\Ak, (V)k>l, rezultă f(x)eR, 
(V)xeA c. Prin urmare f  este finită a.p.t. și fn —^ ^ f

O bservație. Datorită P.3.3.4., rezultă că putem considera funcția f din 
Def. 3.3.3. finită a.p.t.

3.3.5. Teorem ă (Egorov).fie ( X ^ .p )  un spațiu cu măsură finită ș i f 
f n:X —>R (n>l) măsurabile, finite a.p.t. Dacă f n  A P 1 > f ,  atunci f n — a u - yf.

Dem. Din ipoteză rezultă că există o mulțime neglijabilă A oe^ , cu 
proprietatea că funcțiile f, fn(n>l) sunt finite pe xeX\Ao și fn(x)^f(x), 
(V)xeX\A0. Să notăm:

An,k: = p |  {xeX; | f(x)-f(x) | < l/k  } (n,k>l),
t>n

deci
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xeAn,k<=> | f(x) - f(x) | < l/k, (V)i>n.
Să arătăm că (V) k>l, mulțimea X\ [ J  An,k este de măsură nulă. Intr- 

n>l

adevăr, deoarece f„(x)->f(x), (V)XGX \ Ao, rezultă:

(V)xeX\Ao, (V)k > 1, (3)no>l, a .t | fn(x) - f(x) | < l/k, (V)n>no, 

deci xe  A nok * ^  aici rezultă X \  A « c |J  An,k c  X, deci ^ 3  X \ |J  A ^ c  Ao 
n>l n>l

și deci, p (X \ |J  AIlik)<g(Ao)=0, de unde rezultă că mulțimea X \ |J  An>k, să o 
n>l «>1

notăm cu Ao.k, este de măsură nulă.
Evident, avem X= [ J  A^k și A„,k c  An+i.k, (V)n>l, deci, p. fiind 

n>0

continuă (T.2.2.6.), rezultă:
p(X) = p(Ao,k) + P (H  A ^ ) = lim p(A„.k), (V )k>l.

n>l

Atunci,(V)e>0 și k>l,(3)nfc>l, a.î. pțX N A nO ^^V ln^nfc.N otând
A := Q  Ankk,avem A e ^ ș i  relația 

*>i

p(X \A )= p([J  (X \A n i k ) ) < Z  ^ A n i k ) < X  s / 2 k =e. 
t>l *>l k>l

Să arătăm acum că fn f  > f . Intr-adevăr, (V )k>l, rezultă: 

sup | £(x) - f(x) | < l/k , (V) x e A^^ D  A, 
i>nk 

deci
sup | fn(x) - f(x) | < l/k  , (V) n > nk, (V) k > 1.

Prin urmare fn X > € i-e - fn — a u  > f  •
Corolar 1. Fie ( X ^ p .)  un spațiu cu măsură finită  și f, f : X —>R(n>l), 

măsurabile, finite a.p. t. A tu n c i f  —a p t  > f  o f  — f
Dem. Aplicăm P.3.3.4. și T.3.3.5.
Observație. Dacă p nu este finită, atunci T.3.3.5. nu este, îh mod 

necesar, adevărată
Contraexemplu. Fie spațiul cu măsură (R ,^ ,X ) și fn:R->R(n>l) un 

șir definit astfel, f„:=<pA , unde An=[n,n+1], Atunci fn _ L>0, deci fn _ ?£!_> O, 

și (fn)n>i nu converge aproape uniform la 0.
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Lem a 1. Fie I c R  o mulțime măsurabilă Lebesgue și f :X —>R o 
funcție ă^-simplă. Atunci (V) £>0, (3) A E cz X  închisă (în R),a.î. k(X\A^<£ 
Și f  /AE continuă. 

n

Dem.Avem f = ^  Ck <pB k , cu (ck)k=Hi c  R  și (B kX ^ o partiție 
i=i ___

^-m ăsurabilă a Iui X. Fixăm £>0. Din P.2.3.8.rezultă:(V)k=l,n există AkC Bk 
închisă (în R) cu X(Bk\Ak)<E/n. Evident, familia (Ak)k=~n este mutual disjunctă 
și f  | Ak=Ck, deci funcția f  | Ak este continuă, (V)k=Tjî și deci mulțimea 

n
A:= J J  Ak este închisă și funcția f  | A este continuă. In fine, observăm că 

n n

X(X\A)<X( | J  (Bk \A k) ) < £  X(Bk \ Ak) < n(s/n) = E 
4=1 4=1

Luăm mai departe Ae=A.
Lem a 2. Fie X E 3 H O mulțime, cu k(X)<co, și f:X -^ R  o funcție

L -  măsurabilă , finită a.p.t. Atunci (V) £ >0, (3)AE Q X  închisă (în R) a.î. 
A fX X A ^c  & f  /AE continuă.

Dem. Din T.3.2.16. rezultă: (3) fn:X—>R(n>l),un șir de funcții simple, 
cu fn —i—> f. Din Lema 1 deducem: (V)n>l, (3)Anc X  închisă (în R), a.î. 
X(X\An)<£/2n+l & f  | An continuă.Notăm A:= Q  An; atunci A este închisă, 

n>l

fn | A continuă, (V) n >1 și avem:
X ( X \ A )=X ( | J  X \ An)< £  Ă (X \ An) < ^  £ /2n+1 = E/2 

n>l n>l n>l
Aplicând T 3.3.5 șirului (fn | A)R>I ? rezulta, ca (3) AQ CZ A o mulțime
L -  măsurabilă, cu X(A\Ao) < E/2 și fn | A —L-> f  I A Cum fiecare funcție 
fn |A(n>l) este continuă, putem presupune mulțimea Ao închisă. Deoarece 
convergența uniformă păstrează continuitatea (T. 1.2.39.), rezultă că f|Ao 
este continuă. In fine, observăm că

X (X \ Ao) < X (X \ A) + X (A \ Ao) < E/2 + E/2 = s.
Punem mai departe AE = Ao
3.3.6. Teorem ă (N. Luzin). Fie X G3 ^  O mulțime și f :X —̂  o funcție 

L -  măsurabilă , finită a.p.t. Atunci, (V) £> 0, (3) A E^ X în c h isă  (în R), cu 
^ X \ A f < £ ș i f l A E continuă.

Dem. Fie (In)n>i o enumerare a familiei numerabile ((k^k+lj^gz- Evident 
avem: X = J  Bn, unde Bn= X nIn și X(Bn)<l. Din Lema 2 rezultă: (V)n>l, 

»>i
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(3)Anc B n închisă (în R) cu X(Bn\An)<e/2n și f  | An continuă. Șirul (An)n>i 
format cu mulțimi închise, este, evident, local finit și mutual disjunct, deci 

A := J  An este o mulțime închisă (P. 1.2.9.) și cum fiecare funcție f  | An(n>l) 
nai

este continuă, rezultă, c f P.l.2.10., că f  | A este continuă. In fine, observăm că 
X \A = (|J  Bn) \ ( |J  An) = |J  (Bn\An), 

n>l n>l n>l

de unde deducem că
X (X \A )< £  k(Bn\An) < ^  s/2n = e.

n>l H>1

Luăm mai departe, AE = A.
C orolar l.F ie  X e ă k  o mulțime și fie  f  : X  —> R o funcție L - 

măsurabilă, finită a.p.t. Atunci ( f )  £>0, (3)AE ^ X  închisă (în R), (3) g:X—>R 
continuă, a.î. A(X\Ad<£ și f= g p e  A ș  deci X({xeX; f(x) *g(x)})<£.

Dem. Fie e>0 fixat și Ae ^ X  cu proprietățile din T.3.3.6. Prelungim 
apoi funcția f p e  la o funcție continuă g:X—>R, care, evident, satisface 
condițiile din enunț.

Formalizând proprietatea pe care o au funcțiile măsurabile Lebesgue, 
dat de teorema lui Luzin, putem introduce următoarea definiție.

3.3.7. Definiție. Fie X e 3 f  o mulțime măsurabilă Lebesgue. O funcție 
f:X-»R o vom numi aproape continuă, dacă, (V) e>0, (3) As cz X, închisă în 
R, cu X(X\AE)<£ și f  I Ae continuă.

Cu aceasta, teorema lui Luzin și reciproca sa pot fi reformulate astfel.
C orolar 2. Fie A e ^  o mulțime și f . X ^ R  o funcție finită  a.p.t.

Atunci fe s te  măsurabilă Lebesgue o fa p r o a p e  continuă.
Dem. Implicația (=>) este T.3.3.6. reformulată.
(<=)(V)n>l, c f ipotezei, (3)An cX , închisă în R, a.î. Ă.(X\An)< l/n  și 

f  I An continuă, deci f  este L-măsurabilă pe An(P.3.2.13). Notăm A := |J  An;
„>i

atunci (P.3.2.9,30)) f  este L-măsurabilă pe A și avem:
A (X \ A) = A ( Q  (X \ An)) < k (X \ An) <l/n, (V)n>l,

n>l

deci Ă, (X\A)=0, i.e. X \ A este L-neglijabilă. Din P.3.2.9., Cor.3, rezultă că f 
este L-măsurabilă pe X\A, deci și pe X (P.3.2.9, 3°)).

O bservația 1. Pentru a înțelege mai exact sensul teoremei lui Luzin, 
să observăm că există funcții f:R—>R măsurabile Lebesgue și care sunt 
discontinue în fiecare punct, ca de exemplu funcția lui Dirichlet.

95
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Observația 2. Funcția g din Cor. 2 are proprietatea: 
sup{ | g(x) I; XG 4 }  =sup{ I g(x) | ; xeX  } .

3.3.8. Definiție. Fie (X X ți)u n  spațiu cu măsură și fn:X—>R (n>l) un 
șir de funcții măsurabile, finite a.p.t. Vom spune că:

• (fn)n>i este convergent în măsură, dacă (3 )f:X -> I măsurabilă, a.î.
(V) £>0 , p ({XGX; | f(x) - fn(x) | > E} H  ( n ^  oo);

în acest caz vom scrie fn —i->  f;
• (fn)n>i este Cauchy (fundamental) în măsură, dacă

(V) E>0 , p({xeX; | fn(x)-fm(x) | > g} )^0  (n,m->oo);
a) fn —^ .  f  «  (V) E>0, (3)ne>l, a.î. p ({xeX; | f(x) - fn(x) |>  e})< E, 

(V)n>nE<=>(V)£, 5>0, (3)n<-,6>l, a.î. p({xeX; | f(x) - fn(x) | > E})< 5, (V)n>nE,6;
b) (fn)n>i, Cauchy în măsură «  (V) E,5>0, (3) nE,8 >1, a.î.:

P({XGX; | fn(x) - fm(x) I > E}) < 5, (V) n,m > nE,5 o
o  (V) £>o, (3) nE >1, a.î. p({xeX; | fn(x)-fm(x) I > E}) < s, (V) n,m>nE.

Observația 1. In loc de “convergent în măsură ” vom mai spune 
“p-convergent”; în loc de “Cauchy în măsură” vom mai spune “p-Cauchy”.

Observația 2. Deoarece fiecare funcție fn(n>l) este finită a.p.t., 
rezultă că mulțimea U {xeX; | fn(x) | = oo țeste neglijabilă, deci (V)n,m>l, 

n > I
avem a.p.t. relațiile:

(f-  fn)(x) = f(x) - fn(x); (fn - fm)(x) = fn(x) - fm(x).
Observația 3. Funcția limită f  din Def 3.3.8. este finită a.p.t. .
Intr-adevăr, (V) k >1, (3) nk > l7 a.î. p({x;|f(x) - f(x) | >1 })<l/n.Fie

A:= QA nk ;evident p(A)<l/k,(V)k>l,deci p(A)=O.Atunci(V)k>l,funcția 
k>l

|f -  fnk | este majorată de 1 pe X\A„k .Cum mulțimea U {xeX;|f„t (x)| = oo} este 
' kai

neglijabilă, rezultă că f  este finită a.p.t. pe mulțimea X\A^,deci finită a.p.t. 
pe [ J  ( X\A„,) =X\A. Prin urmare f  finită a.p.t. pe X. 

i>i
3.3.9. Propoziție. Fie (X ,^ ,p ) un spațiu cu măsură și f g , f n: X ^ R 

(n>l) funcții măsurabile, finite a.p.t. Dacă f n —^ f  și f n —^>g, atunci f  = g 
(a.p.t.).

Dem. Fie E >0 fixat. Din relația:
I f(x) - g(x) | < | f(x) - fn(x) | + | g(x) - fn(x) | , a.p.t pe X, 

rezultă că a.p.t. avem:
{xeX; | f(x)-g(x) | >e}c{xeX ; | f(x)-fn(x) | >E/2}u{xeX; | g(x)-fn(x) | >E/2},
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deci
p({xeX; | f(x)-g(x) | >E }<g({xeX; | f(x)-fn(x) | > e/2 }+ 

+g({xeX; | g(x)-fn(x) | > £/2}->0(n->oo)

și deci, p.({xeX; | f(x)-g(x) | >E})=0. Atunci avem:

{XGX; f(x) * g(x)} = | J  {xeX; | f(x) - g(x) | > 1 /k} ,

deci
H ({ x eX ;W g (x )} ) < £  K {xeX ; | f(x)-g(x) | > 1/k}) = O, 

t>i
de unde rezultă că p({xeX; f(x)^g(x)})=0 , i.e. f=g(a.p.t.)

Corolar 1. Fie (X ,^ ,p ) un spațiu cu măsură și f„:X—>R(n>l) un șir de 
funcții măsurabile, finite a.p.t., convergent tn măsură. Atunci limita sa este o 
funcție unic determinată a.p. t.

3.3.10. Teorem ă. Fie (X ,^ ,p ) un spațiu cu măsură și f  f:X -^ R (n > l) 
funcții măsurabile, finite a.p.t. Dacăf„— — —>f atuncifn — ^ . f

Dem. Fie £>0 fixat. Cf. ipotezei (3) A£e« 4  cu P (AE) < £ și (fn)n>i 
uniform convergent pe X\AE la fi deci (3)n£>l, a.t. | f(x)-fn(x) | <£, 
(V)xeX\A t , n>nE. Atunci avem:

X \ AE c  {xeX; | f(x)-fn(x) | <E }, (V)n>nE , 
deci

{XGX; | f(x)-fn(x) | > E} c  AE, (V)n> nE 
și deci

H({xeX; | f(x)-fn(x) I > s}) < p(AE) < £, (V) n>nE.
Prin urmare fn —^—> f.

Corolar 1 (H. Lebesgue). Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură fin ită  și 
f f n: X ^ R  (n > 1) funcții măsurabile, finite a.p.t. Dacă f _ A P ‘ > f  atunci 
f n ^ ^ f -

Dem. Din T.3.3.5. rezultă fn — >fi deci putem aplica T .3.3.10.
O bservație. Reciproca T.3.3.10, nu este,în mod necesar,adevărată.
Contraexem plu. Considerăm spațiul cu măsură ( [0,1] , ^ 0,i], X ) și 

fn: [0,1]—>R (n>l) un șir de funcții definit astfel:
( f n ) n > l= (  9 (0 ,1 ]  ; <P(0,l/2],(P[ 1/2,1] ; <£[0,1/3],<P[l/3,2/3],(P[2/3.11; ............. )•

Așadar avem fn —L > 0, fn _ a p 1 > 0 și fn —7 > 0
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3.3.11. Propoziție. Fie (X,a^p) un spațiu cu măsură și f n:X—>R (n>l) 
un șir de funcții măsurabile, finite a.p.t. Atunci: (f„)n>i convergent în măsură 
dacă și numai dacă satisface condițiile:

1°) (fn)n>i este Cauchy în măsură;
2°) (fn)n>i posedă un subșir (fnk )k2l convergent în măsură.

Dem. (=>) Fie f:X—>R măsurabilă,finită a.p.t., cu f A f .  Atunci(V)

E>0, a.p.t. pe X avem relațiile:

{xeX; | fn(x) - fm(x) I > E} c  {xeX; | fn(x) - f(x) | > s/2}u

u  {xeX; | fm(x) - f(x) | > E/2}, 
deci

p({xeX; | fn(x)-fm(x) I > E}) < n({xeX; | fn(x)-f(x) | > s/2}) +

+ p ({ x e X ;|fm(x)-f(x)|>s/2})

și deci lim p({xeX; | fn(x) - fm(x) | > s}) = 0. 
n,wj->co

Prin urmare (fn)n>i este p-Cauchy.
(<=) Fie E>0 fixat. Cf. 1°) (3) nE> l, a.î.

H({xeX; | fn(x) - fm(x) | >E/2}) <E/2, (V)n,m > nE (1)

Din 2°) rezultă: (3) ko>l, a.î.

p({xeX; | fnk (x)- f(x) | >E/2}) <E/2, (V)k>k0 (2)

Evident, putem presupune nko > ne Cum avem a.p.t.

{xeX; | f(x) - fn(x) | >s} c  {xeX; | f(x) - f nk0 (x) | >E/2} U

o  {xeX; | fnk0 (x)- fn(x) | >s/2},

din (l)și(2) rezultă:
p({xeX; | f(x)-fn(x) I >E}) < s/2+ E/2= E, (V) n > nE.

Prin urmare, (fn)n>i este p-convergent la f.

3.3.12. Teoremă (F. Riesz). Fie (X ,^ p )  un spațiu cu măsură și 
f n: X ^ R  (n>l) un șir de funcții măsurabile, finite a.p.t. Dacă (fn)n>i este 
Cauchy în măsură, atunci el posedă un subșir (fn^k>i convergent aproape 
uniform, deci convergent a.p. t.
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Dem. Deoarece (fn)n>i este |i-Cauchy, rezultă: (V) k > 1,(3) nk> 1, a.î. 
H ({xeX ;|fn(x)- fnk (x) | > l/2 k})<l/2k, (V) n ^ ,

deci,(3) Di<n2<...<nk<...,naturale, cu proprietatea:
H({xeX;| fnk+, (x )- fnk (x) | > l/2 k}) < l/2 k, (V) k>l.

Notăm Am:=  (J {xeX ;| fn in  (x) - fnk (x) | > l/2 k} (m>l).
k>m

Atunci,
P C A ^  £  P( {XGX;| fntH (x )- f„k (x) | > l/2 k} ) < Z  l/2 k = l/2 m 

k>m k>m

Evident, (V)m>l, avem: sup | fnkt, (x)- f„k (x) | < l/2m, (V) xeX \A m, 
k>m

deci (fnk )k>, este uniform Cauchy și deci uniform convergent pe mulțimea X\Am 
către o funcție gm:X\Am-»R.

Dacă A:= Q Am, avem A e ^ ș i  p(A)<p(Am)< l/2 m^ 0 ,  (m—>co), deci 
m>l

p(A)=0. Cum, evident, avem An^ A rn+i,(V)m>l, rezultă X\AmcX \A m+i, deci, 
în virtutea unicității limitei unui șir uniform convergent, rezultă 
gm n I X\Am=gm,(V)m>l. De aici deducem că este corect definită funcția, 
f:X—>R,prin relația f(x)=gm(x), dacă xeX\A, m>l și f(x)=0 dacă xeA. Din 
P.3.2.9,30) rezultă f  măsurabilă. Deoarece șirul (fnk )k>1 converge uniform, pe 

mulțimea X \ Am, la f, pentru orice m >l, deducem că (fnk )k>1 converge aproape 
uniform la f. Ultima parte din enunț rezultă din P.3.3.4.

Corolar 1. Fie (X ,,jfp) un spațiu cu măsură și f i :X —>R (n>l) un șir 
de funcții măsurabile, finite a.p.t. Atunci,(fn) n>t este convergent în măsură « 
(fn)n>i este Cauchy în măsură.

Dem. Implicația (=>) rezultă din P.3.3.11.
(<=) Dacă (fn)n>i este p-Cauchy, atunci (T.3.3.12.)(3)f:X—>R 

măsurabilă și (3) (fnk )k2lc ( f n)n>i, a.î. fnk — >f, deci (T.3.3.10) fnk —

Din P.3.3.11. rezultă fn —£—> f
Corolar 2. Fie (X ^ / j .)  un spațiu cu măsură și f i : X ^ R  (n>l) un șir 

de funcții măsurabile, finite a.p.t. Dacă există f g : X —>R două funcții 
măsurabile, a.î. f i — ^ - ^ f  și f i ——p- >g, (resp. f i  — — —yg), atunci 
f= g (a p t .f

Dem. Din T.3.3.12. rezultă:(3) (fnk )kk, un subșir al șirului (fn)n>i care 

converge aproape uniform, deci a.p.t., la f. Așadar avem: fnk a p ‘ > f  șî 

fnk a p t  > g, deci f=g (a.p.t.).
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Corolar 3. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f,fn:X ^R (n > l) 

măsurabile,finite p.t. Dacă f - ^ f  atunci ( 3 ) ^ m \ i l ^ f n)n>i, a.î. f ni —a p t  y f

3.3.13 Propoziție. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură finită  și f f n:X—yR 
(n>l) funcții măsurabile, finite a.p.t. Atunci f n — —̂y f  <=> orice subșir al 
șirului ( f ) n>i conține cel puțin un subșir convergent a.p.t. la f.

Dem. (=>) Fie (gn)n>i un subșir al șirului (fn)n>i- Evident, gn —^ f , 
deci (T.3.3.12,Cor.3) (3)(gnk  )kil £  (gn)n>i, cu gnk - J ^ f .

(<=) Fie a  >0 fixat, An:={xeX; | f(x)- fn(x) | > a} și cn : = p(An) (n>l). 
Cf. ipotezei (V)(gn)n>i un subșir al șirului (fn)n>i, există(gnk )k2, un subșir al 
șirului (gn)n>i, convergent a.p.t. la f. Cum p(X)<oo, rezultă (T.3.3.10,Cor.l) 
gnk -- ^ y  f  deci p(An k )->0 (k—>oo). Așadar, orice subșir al șirului numeric 
(cn)n>i conține cel puțin un subșir convergent la 0, de unde rezultă imediat că 
cn—>0, deci p(An)—>0.

Prin urmare fn —?—y f.
3.3.14. Teoremă. Fie X e F ^  o mulțime și f :X —yR o funcție 

măsurabilă Lebesgue, finită (a.p.t.). Atunci (3) f n:X—yR (n>l) un șir de funcții 
continue, a.î. f n —^ y f

Dem. Fie (£n)n>i c(0,oo), En->0, fixat. Din T.3.3.6,Cor.l rezultă:
(V) n>l, (3) fn :X—>R continuă, a.î. X({xeX; f(x) ^  fn(x)}) < £n.

Să arătăm că fn —L>f. Intr-adevăr, fie £ > 0, fixat și ne >1, a.î. En < £, 
(V) n>l. Evident avem a.p.t.:
{xeX; | f(x)- fn(x) | >£}c{xeX ; | f(x)-fn(x) | >£n }e{xeX ; f(x> fn(x)},(V)n>nEj 
deci

M {xeX ;| f(x)- fn(x) | >£})cX(țxeX; f(x> fn(x)})<En, (V) n > ne, 
și deci

Z({XGX; | f(x)- fn(x) | >E})->0 (n—> oo). Prin urmare, fn _ L ^f.

Corolar 1 (M. Frbchet). Fie X GF ^ o mulțime și f:X —yR o funcție 
măsurabilă Lebesgue, finită (a.p.t.). Atunci (3) f n:X—yR (n>l),un șir de funcții 
continue, a.î. f n —a p L  yf.

Dem. Din T.3.3.14. rezultă că (3) fn :X—>R (n>l), un șir de funcții 
continuă, a.î. fn —L>f, iar din T.3.3.12,Cor.3, rezultă că șirul (fn)n>i posedă 
un subșir (fnk )k a , cu proprietatea că fnk _ ?£L_> f
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CAPITOLUL 4
FUNCȚII INTEGRABILE

Integrala Lebesgue este o generalizare a integralei Riemann. 
Integrala Lebesgue are la bază următoarea idee simplă, sugerată de definiția 
integralei Riemann. Să o prezentăm, parțial, grafic.
Fie [a ,b ]c R  un interval, ^  familia mulțimilor măsurabile Lebesgue din R,

X: ^ R R măsura Lebesgue și f : [a,b] —>R+ o funcție cu proprietatea:
(V) [c ,d ]c R + = > {xe[a,b]; c < f(x) < d} € ^  (1)

Fie mai departe A = (yi)ie ^  o diviziune a lui R+ (nu a lui [a,b]!) și suma
Of ( A) :  = £  y^,X({xe [a,b]; yu  < f(x) < y j )  (2) 

l<i<n

(sumă care corespunde sumei c ^  A ,Ș,A) ! din integrala Riemann).
Atunci [ fdĂ  : = sup.{crf ( A); A e Div [0,oo]}

Dacă f : [a,b] —>R, atunci [ f d ^  : = [ / + dX - [ / “ dX (3)
v/] T,

1̂] V>̂ ]

Cazul general al teoriei integralei se obține luând în locul tripletului

([a,b], ^ R, X) un spațiu cu măsură (X, ^ ,  p) și funcția f  : X—> R este o

Să observăm că proprietatea (1) este necesară pentru a avea sens suma 
din (2). Relația (3) poate să nu aiba sens și atunci vom spune că funcția f  nu 
are integrală.

*
Fie (X ^ ,p )  un spațiu cu măsură. Vom nota cu â ^ ^ ,  J l f ^ ^ ) 

mulțimea funcțiilor simple, resp.măsurabile f:X—> R și cu ^ .(X , ^ ,  «^+(X ^ ) 
mulțimea funcțiilor simple nenegative, resp. măsurabile nenegative f:X-> R .
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Vom defini integrala unei funcții f  : X—>R în trei etape succesive. 
Mai întâi, pentru funcțiile simple, apoi pentru funcțiile măsurabile nenegative 
și, în fine, pentru funcțiile măsurabile arbitrare. Deoarece, 
^ - ( X ^ O A ( X ^ G J1!(X, ^  va trebui să arătăm că fiecare definiție este 
coerentă cu cea precedentă. Vom demonstra mai întâi proprietățile integralei 
£  fd p  pentru f e ^ X ,  ̂ ,  din care vom deduce proprietățile integralei £  fd p 

pentru f e ^ + ( X ^ ,  din care vom deduce mai departe, proprietățile integralei 
£  fd p  pentru f  e ^ ( X ^

Printre rezultatele mai importante din acest capitol semnalez: 
proprietăți ale integralei: monotonie, liniaritate, absolut continuitate; criterii 
de inlegrabilitate; trecerea la limită subsemnul integral (teorema Beppo Levi 
a convergenței monotone, Ierna lui Fatou, teorema Lebesgue a convergenței 
dominate); relația dintre integrala Riemann și integrala Lebesgue; teoremele 
de descompunere ale lui Hahn, Jordan, Lebesgue; teorema de reprezentare a 
lui Radon-Nikodim; teoremele Tonelli și Fubini de calcul a integralelor 
multiple.

4.1. Definiția integralei. Proprietăți elem entare.

4.1.1. Definiție. Fie (X, ^  p.) un spațiu cu măsură, f : X —> R  o funcție 
n n

simplă și^C z q>A o reprezentare canonică a lui f. Dacă expresia ^ c ,/ /(A i)
Z=1 ' z=l

are sens, se notează cu £  f (x )d p , £  f d p , J  fd p  etc. și se numește integrala 

din f  (pe X ); vom spune atunci că f  are integrală. Dacă f  are integrală și

integrala sa este finită, i.e. ^ f d p  < oo, f  se numește integrabilă (pe X). Vom

spune că f  are integrală pe A e ^ , dacă funcția fț3A are integrală; integrala 
£  fq>Adp se notează cu £ fd p  și se numește integrala din f  pe A. Dacă în 

plus, ^ f d p  <+oo, f  se numește integrabilă pe A. Dacă (X, ^ ,p )  = ( R ,^ R, Ă) 

integrala din f , ^fdX, definită mai sus,se numește integrala Lebesgue pe R 

etc. Vom nota cu « ^ (X ^ p )  mulțimea funcțiilor simple integrabile f:X —> R.
Exem ple 1) Fie f:R —>R funcția lui Dinichlet, deci f=LțPQ+O- ^ R\Q 

și deci fR fd^.=bĂ(Q)+O, X(R\Q)=O, prin urmare, f  este integrabilă Lebesgue.
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2) F ie f :R -> R fu n c ția  lui Heaviside, i.e. f(x) = 1, dacă x > O și f(x) = 
O, dacă x < 0. Atunci, f= l'(p R +0«<pR. , deci ^ fd Ă  = 1*X (R+)+O*X (R*.)=oo. 

Așadar, f  are integrală însă, nu este integrabilă Lebesgue. Se vede imediat că 
|  । fdĂ  = 1, deci f  este integrabilă Lebesgue pe [-1,1 ].

3)Fie spațiul cu măsură (N,2N , H) unde p este măsura de numărare. 
Atunci, (V) A c N  și f:N—>R, funcția caracteristică a mulțimii A, avem 
^ f d p  =  card(A), deci: f  integrabilă e> card(A) < oo.

4)Fie f  : R -> R  funcția signum, deci f  = -l*(pR* +  O«(pțO}+ 1*<PR*. 

Atunci, suma : -1*X (R-*) + o«X ({0}) + 1*X (R+ ) nu are sens, deci funcția f 
nu are integrală Lebesgue. Să observăm că f  are integrală Lebesgue pe R+ ca 
și pe R_, fără să fie integrabilă și că f  este integrabilă Lebesgue pe orice 
interval mărginit I c R  și avem ^fdX  =^(InR +)- ^(InR.).

4.1.2.Propoziție (Unicitatea integralei)- Fie (X ,^ ,p )  un spațiu cu 
măsură și f : X —>R o funcție simplă care are integrală. Atunci, integrala din f 
este un număr unic determinat de f .

Dem. Fie £ a i<PA, Și Zbj<PB două reprezentări canonice ale lui f.
i=i ' j=i 1

Atunci, (P.3.1.2.) avem:
f = z  W c i j ,  (1)

i=i j=i j=i Î=I

unde Cjj : = AiOBj. Evident familia (Cjj), = j^ j  = ^  constituie o partiție finită 

^m ăsurab ilă  a lui X. Dacă Cjj ^  0  și XQ 6 Cjj, avem (cf (1)) f(xo) = aj = bj, 
deci coeficienții lui ^cij, cu Cjj ^ 0  , în cele două sume din (1), sunt egali, de 
unde deducem :

n ni ni rt

i=l ;=1 7=1 i = l

Evident însă avem :
n ni n ni n ni

£  £ a.p (Cjj) = £  a.p (Aj), £  £  bjp (Cy) = £  F p  (Bj),
(=1 ;=1 /=! J=1 /=! 7=1

deci ^ a . p  (A i)= ^fe//(B j) și deci unicitatea integralei din f  este arătată. 
i=l 7=1
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4.1.3. Propoziție. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f . X ^ R  o 
funcție simplă. Atunci f  integrabilă o  |/ | integrabilă.

Dem. Fie f=£cj<pA. o reprezentare canonică a lui f. Evident, | / |  = 
i=l

ri __
=  X H  ^  • Atunci avem : f  integrabilă « (V ) i= l ,n , cu p(Aj)=oo, rezultă Cj=O 

1=1
« ( V ) i =  l ,n , cu p (Aj)=oo, rezultă |c>|=0 o | / |  integrabilă.

4.1.4. Propoziție (Proprietăți elementare ale integralei).Fie (X ,^ p )  un 
spațiu cu măsură și /=  ̂ Cj(pAi o funcție simplă definită pe X. Atunci au loc, 

i=l

cu conveția 0-(±°o)  = O, afirmațiile :
1°) f  integrabilă <^(Y) i t f n ,  cu p(A ) = oo, rezultă Cj=O<^fV)ie\,n, 

cu Ci z  O, avem p  (A )< oo.

2 °> = y  Cip (A), u n d e ^  este extinsă la toți indicii i,

i= l,n , cu proprietatea că Cj= O sau p  (A) = O
3°) Dacăf>0 (resp.<0), rezultă că ^ f d p  a r e  sens și avem 

(resp. <0), d e c i: f  integrabilă o  [(f^P  < oo (resp.> - oo).
i^ 0̂

Intr-adevăr, dacă f  > 0, rezultă Cj > 0, (V) i = l ,n , deci suma
n

^ a p  (Aj) are sens și este > 0, etc.
i=l

4°) Dacă f  este integrabilă (pe X), rezultă că f  este integrabilă pe 
orice mulțime A

Fixăm A e ^ ; f i p A = ^Lc i<PAp|A. • Dacă (3) i= l ,n ,  p (AnAj)=oo, 

rezultă p (Ai)=oo. Cum f  este integrabilă, rezultă (cf.l0) Cj = 0, deci (cf.l0) 
fipA este integrabilă.

5°) Dacă A e ^ ș i  p  (A)< oo, în particular, dacă p  (X)< oo, rezultă că f 
este integrabilă pe A.

n

Fie A e X  cu p (A)<oo, Din 4°) rezultă ^ fd p  = ̂ a p  (AnAi). Cum
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n

p (AnAj)<n(A)<oo, (V) i e l ,n ,  rezultă ^ f d p  ^  SIC'|P (^i)< o ° etc.

6°) Dacă A c ^  și p(A)=O, rezultă f  integrabilă pe A și 

avem ^ f d p  = 0.
n ___

Intr-adevăr , fipA = ^ c t  ^ AnAi și R(AnAj) = O , (V) I e l,w deci

£/4//z=£<MAnAi)=o

7°) Dacă A e ^ ș i  f=(pA, avem ^ fd p = p (A ), deci : f  integrabilă <=> 

o p (A ) < oo.

Scriem f  = b ^ A + 0-<p X\A și aplicăm definiția integralei.
8°) [1^1 “̂  e x ŝ ( d ?i avem : ^ f \ d p  = 0 o f  = 0 (a.p.t.)-

| / | = X H  ^ d e c i  c f -3 °) [ | / |  ^ există. Evident avem : l . M * = »

0  E H l 1 ^ '^  =  ^ °  lc , l I1  (Ai) =  0, (V) i = l,n <=> (V) i = l ,n , avem Cj = 0 

sau p (Aj) = 0 <=> f  = 0 (a.p.t.).

9°) f  integrabilă |c/| p  (Aj) < oo.

n

f  integrabilă <=> | / |  integrabilă o  ^ |c |g ( A i ) =  j j / | d n <  00. 
(=1 x

4.1.5.Teorem ă (Operații algebrice cu funcții integrabile simple)-Fie 
(X, ^  p) un spațiu cu măsură, f g  : X~>R două funcții simple, integrabile 
(resp. nenegative). Atunci funcțiile f+g, c f  (aeR) sunt simple integrabile
(resp. nenegative) și avem relațiile :

^ ( f  + g ) d p = ^ f d p  + [ g d p ;  ^ ( c f ) d p  = a ^ f d p

Dem 1°) Fie ^a,<pA, .î^bjiPB, două reprezentări canonice ale lui f  și g 
i=i ' j=i '

respectiv,presupuse integrabile. Atunci (P.3.1.2.) :
H ni

f  = , g = S Z ^  (Cy = AiOBj),
i= lj= l i= lj= l
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deci f+g = ^ ^  O  + b/Ypcy
'=1 7=1

și familia (Cyf = ^n j = ^  constituie o partiție măsurabilă a lui X.
Dacă p  (Cjj) = oo, rezultă p  (A) = p  (Bj) = oot deci a, = bj = 0 și deci 

ai+bj=0, prin urmare f+ g  este integrabilă. Mai departe avem 

j(f+ g )d g  = X & a i+ b jX C i j )  = ^ j M q p  + ̂ ^ h ^ q )  = [ fd p +  [g d g 
x i=l j= l 1=1 j= l >=> j= l

2°) o f  = £aaj<pAi Dacă p  (A) = oot rezultă a, = 0, deci aa, = 0 și deci 
i = l '

o f  integrabilă. In fine, avem : 
n n

[ c fd p  = ^ a a ^ C A i)  = a ^ a ,p (A i )  = a  £  f d p . 
,=i i=i

Raționament analog când f  și g  sunt simple nenegative.
Corolar l.Fie (X, ^  p) un spațiu cu măsură și f g :  X ^ R  două funcții 

simple, integrabile (resp. nenegative), c u f  <g. Atunci ^ f d p <  ^ g d p .

Dem. Funcția h=g-f este simplă, integrabilă (resp. nenegativă) și 
g=f+h. Atunci (T.4.1.5.)-

£ gdp = £  fd p  + \x hdp> £  fd p

Corolar 2.Fie (X, ^ p )  un spațiu cu măsură și f g  : X —>R două funcții 
simple, cu \ f \ ^ g  și g  integrabilă. Atunci f  este integrabilă.

Dem. Din Cor.l rezultă £ | / |<  £ ^ < o o ,  deci | / |  integrabilă și 

deci f  integrabilă (P.4.1.3.)
Corolar 3 . Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură. Atunci operațiile 

vectoriale naturale f+g, of, definesc pe ^ ( X ^ p )  o structură de R-spațiu 
vectorial, iar integrala ț  ^ ‘( X ,^  p )—>R este o funcțională liniară 
monoton crescătoare.

Dem. Aplicăm T. 4.1.5. și Cor.l
4.1.6. Propoziție. F/e ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f:  X ^ R  o funcție 

simplă, nenegativă. Atunci avem :
£  fd p  = sup {£  h d p ; 0 < h < f  h simplă}
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Dem. Fie 0<h<f, h simplă fixată. Atunci (T.4.1.5.,Cor.l) avem 
£ M / / < £ > , d e c i

sup{ £ h d p ; O < h < f, h simplă} < £  f d p .

Cum O < h < f  și f  simplă este adevărată și inegalitatea contrară.
4.1.7.Teoremă.Fze (X< ^ p) un spațiu cu măsură și f : X-+R o funcție 

simplă. Atunci, avem :
f  >0 (a.p.t.) o  £ fd p  >0,(Vț A 6 ^

Dem. (=>) Fie N:={xe X; f(x)< 0}. Cum f  măsurabilă, avem(T.3.2.8.) 
N e X  deci cf. ipotezei rezultă p(N)=0 și deci (P .4.1.4,6°)) ^ fdp= Q . 

Deoarece f>  0 pe X \A , rezultă £  fd p >  0 ,deci (T.4.1.5.)

£  fd p  = £  / O  + <P* \ f d p  = £  fd p  + £ w  fd p > 0 .

Fie acum A e ^  Atunci funcția f ^ A este simplă și f^A^O (a.p.t.), deci 
£ /^ A =  £ /^ A d p > 0 .

n

(<=) Fie y\ci<pA, o reprezentare canonică a lui f. Cf. ipotezei 
/=i

avem £ fd p  >0,(V)c = l ,n , deci q p  (A ) = fd p > 0 ,( \/) i  = l,n

și deci (V) i = l,n , cu Ci < 0, avem p (A,) = 0. Atunci mulțimea

{XEX; f(x) < 0} = U {Aj; i = 1,H , c, < 0} 
este de măsură nulă, i.e. f  > 0 (a .p .t.)

Corolar l.F ie ( X , ^ p ) un spațiu cu măsură ș i f g  : ^ R  două funcții 
simple integrabile. Atunci avem :

1°) f  ̂ g ( a p t )  <=> ^ fd p <  f^gdp , ( V A t e t

2 ° )f=  g  (a-P-t.) <^ [ f d p  = ^ g d p f t )  A e ^

3°) f =  0 (a.p.t.) o  ^ f ^ P  = 0, (V) A

Dem. 1°) Fie h : = g -  f. Cf. T.4.1.5. h este simplă integrabilă, deci 
(T.4.1.7.) avem :

f  < g (a.p.t.) <=> h > 0 (a.p.t.) «  ^ ( g - f ) d p >  0, (V) A e ^ e tc .

2°) rezultă din 1°) și 3°) rezultă din 2°).
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4.1.8.Propoziție.Fze ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f X ^ R  o funcție 
simplă, integrabilă (resp. nenegativă). Atunci (V)(A„)n>i ^ ^ u n  șir mutual 
disjunct și A = |J^n, avem relația ^ f d p  = V . £  f d ^  •

n>l n>ll

Dem. Presupunem f  integrabilă și fie £ c i<pBi o reprezentare canonică 
i=l '

a lui f. Atunci avem :
JA fd p  =  fx fipA d p  =  Jx ( ^ c i< p A nB, )d R =  I c ^ A n B i ) 

i=l i=l

Analog avem :
m

Șirul (AnnBj)n>i fiind mutual disjunct și J ( ^ n S , ) =  A nB h  rezultă 
n>l

H (A nB i)=  ^ / z ( ^ n B / ) , ( v ) i e l ,m  , 
n>l

deci
m ni

^ d p ^ ^ A c y S ^ ^  ^ ( A n ^ B ^ U ^ ^ c p ^ n S . )  =  E { / ^ -
n>l n>l

Corolar l.Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f : X —>R o funcție simplă 
integrabilă nenegativă. Atunci relația vfA):= ^ f d p  , A e ^  definește o 

măsurăfînită pe X.
Dem. Evident v/0)=O , Vf>0 și cf. P.4.1.8. Vf este numerabil aditivă. 

Cum v f (X)= £  fd p  <co, rezultă Vf finită.

Corolar l.F ie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f :X —̂ R o funcție simplă 
integrabilă. Atunci aplicația,Vf: ^ —>R, definită astfel v/(A)- = ^ fd p ,  este 

continuă (necondiționat) și numerabil aditivă. >
Dem/Tuncțiile f + și f ” sunt simple integrabile nenegative, deci (Cor. 1) 

Vf+ și v f  sunt măsuri finite, deci sunt continue (T.2.2.6.) și numerabil aditive 
pe ^ .  In fine avem :

V f  (A ) =  i ^ = L ^ d 8 ~ l  f  d B = V f + (A > ■V f_  (A )’ w A e ^ 

deci Vf =Vf+ - Vf" și deci Vf este continuă și numerabil aditivă.
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4.1.9. Definiție.Fie ( X ^ f )  un spațiu cu măsură și f:X—>R o funcție ; 
distingem următorii doi pași:

i) f  măsurabilă nenegativă. Atunci integrala din fpe~X.se 
definește prin relația:

jx  fdn := sup{jx  hdg; h G ^  (X, ̂ ) | ,

unde cu ^  (X,A) am notat mulțimea funcțiilor simple h : X—>R, 0 < h < f. 
Dacă £  fdp  <oo, funcția f  se numește integrabilă (pe X), iar dacă £ /^ = o o , 

vom spune că f are integrală (pe X).
ii ) f  măsurabilă arbitrară. Atunci integrala din f  pe X se def

prin relația :
!x f d ^  : = !x f + d ^ ! x f ’ d ^ '

dacă cel puțin una din cele două integrale este finită. Dacă

funcția f se numește integrabilă (pe X), iar dacă ^ fd p  = 0 0 , vom spune că f

are integrală pe X. Vom nota cu ^ ( X ^ f )  mulțimea funcțiilor integrabile
f:X-> R .Fixam A e ^  Integrala din fpe mulțimea A se definește prin relația
J fd^i := J f<pAdn ,dacă funcția f<pA are integrală (pe X). Dacă

funcția f  se numește inegrabilă pe A
a) Dacă f este măsurabilă și f >0 (resp. f< 0), atunci f  are integrală și 

^,fdp€[0,oo] (resp.[-oo, 0]).

b) Dacă f este măsurabilă, atunci avem :
f integrabilă <=> [ , f +dp<oo &. [f~dp< co.

4.1.10. Propoziție (Proprietăți elementare ale integralei). Fie (X ^ p ) 
un spațiu cu măsură. Atunci au loc următoarele proprietăți:

1°) Fie f : X-^R o funcție măsurabilă. Dacă f  este integrabilă (resp. 
are integrală), atunci integrala £  fdp  este unic determinată.

Unicitatea integralei din funcții simple (P.4.1.2.) implică unicitatea 
integralei din funcții măsurabile nenegative, de unde rezultă unicitatea 
integralei din funcțiile f  + și f  ~ etc.

2°) Fie f :  X-^R o funcție simplă. Din relația f = f  + - f~  și din P.4.1.6. 
rezultă că cele două definiții ale integralei ^ f^ P  (D.4.1.1. și D.4.1.9.) sunt 

compatibile Intre ele.
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Ținem seama că funcțiile simple sunt măsurabile (P.3.2.11.)
3°) Fie f  : / - 4 R  o funcție măsurabilă nenegativă. Atunci f  are 

întotdeauna integrală, dar nu este în mod necesar integrabilă (v. Funcția 
f(x)=[x], x c R  .)

Ținem seama că orice mulțime de numere reale are margine 
superioară în R .

4°) Există funcții măsurabile f : X —>R care au integrală, resp. care 
nu au integrală (v. funcția sign pe [-1, 1], resp. pe R).

5°) Fie f  g  : X -^R  două funcții măsurabile nenegative, cu f  < g. 
Atunci [ f d p  < [ gdp. în particular, dacă g  este integrabilă rezultă f

integrabilă.
Fie SPț f? £  mulțimea funcțiilor simple nenegative, h:X—> R, majorate 

de f, resp. g. Atunci +
f Q J ^ , deci

^  fd p  = su p ^ h d p ;h  e S ^ < s u p ^  bdp;b G SgJ =  \X ^ B

6°) Fie f : X-FR o funcție măsurabilă nenegativă și A ,B E^  A ^  B.

Atunci ^ f d p < ^ f d p .

Funcțiile fț»A, f^B  sunt măsurabile (T.3.2.15.) nenegative și 
Î ^ Â B. Atunci cf. 5°) rezultă :

IA f d ^  =  Ix f<P Ad R ^  Jx  f<PBdM = JB ^M

7°) Fie f : X -^R  o funcție integrabilă (resp. măsurabilă nenegativă). 
Atunci f  este integrabilă (resp. are integrală) pe orice mulțime A C^X

Distingem trei cazuri posibile.
i) f  integrabilă nenegativă. Atunci 0 < f ț ) A < f ș i f ^ A este măsurabilă 

(T.3.2.15.), deci cf.5°) jx f<pAd n < J x fdp<  oo și deci ^ f d p <oo. Așadar, f  este 

integrabilă pe A.
ii) f  integrabilă arbitrară. Atunci f + și f"sunt integrabile, deci (cf.i)) 

V  (pA și V  (pA sunt integrabile. Cum (f^n)+ = f  (pA și ( f ^ ) '  = f  (pA, rezultă f̂ M 
integrabilă, i.e. f  integrabilă pe A.

iii) f  măsurabilă nenegativă. Atunci f p A este măsurabilă nenegativă, 
deci (cf.3°))fpA are integrală și deci f  are integrală pe A.
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8°) Fie f :  X-^R o funcție măsurabilă nenegativă. Atunci ^ fd p > 0 , 

(V) A e ^ ț
Intr-adevăr, f(pA este o funcție măsurabilă nenegativă, deci 

£  fpAdp  >0, i.e. £ fd p  >0.

9°) Fie f : ̂ R  o funcție măsurabilă, c u f = 0  (a.p.t.f Atunci f  este 
integrabilă și ^ fd p = 0 ,  (\T) A E^

Funcțiile f  + și f  ” sunt măsurabile nenegative și, cf. ipotezei, sunt nule 
a.p.t. Dacă 0< h < f , h simplă, atunci h = 0 (a.p.t.), deci (T.4.1.7.,Cor.l) 
£ hdp  = 0 și deci

= 0

Analog se arată că £ /  dp  = 0, deci ^ f d p  = 0.

Fie acum \ e ^  fixat. Atunci f ^ A este măsurabilă (T.3.2.15.) și, 
evident, f  țp A = 0 (a.p.t.), deci £  fp id p  = 0 și deci £ fd p  = 0.

10°) Fie f  : /^>R o funcție măsurabilă, cu f  > 0 (a.p.t.). Atunci 
£  fd p  există și este nenegativă.

Intr-adevăr, din f  > 0 (a.p.t.) rezultă f “ = 0 (a.p.t.), deci (cf. 9°))avem 
^ f ~ d p  =0.Mai departe, f  este măsurabilă și T> 0, deci (cf. 8°)) £ f +dp  >0.

Prin urmare :

11°) Fie f :  A^>R o funcție măsurabilă. Atunci f  este integrabilă pe 
orice mulțime A E ^  de măsură nulă și avem £ fd p  = 0.

Fie A e ^ , cu p (A)=0, fixată. Atunci funcția f p A este măsurabilă și 
nulă a.p.t., deci (cf. 9°)) f^>A este integrabilă și avem ^f(pAdp=  0, i.e.

12°)Fie f  : /^>R o funcție măsurabilă nenegativă. Atunci avem 
relația £ ( - / )  d p  = - ^ f d p ,  (V) AEa^.

Evident avem (-f)+ = 0 și (-f)' = f, deci
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[ { - f W ^ [ ( r f y d ^ - \ A( - f y d i i = - [ f d f i

13°) Fie f : I -^ R  o funcție măsurabilă. Atunci avem ^ \ f \d p  =  O <=> 

f= O (a .p .t.)
(=>) Fie c > O fixat și A : = {x€X; |/(x ) | > c}.Evident avem c(pA< |/ | , 

deci cp(A) < ^ \ f \d p  = O și deci ^(A) = 0. Deoarece,

{xeX ;f(x)/O } = u (x £ X ;|f (x ) |> -! ,
nSll n J

rezultă că ^  ({xeX ;f(x)^ 0}) = O, deci f  este nulă a.p.t.
4.1.11.Propozitie.Fze ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f : X -^R o 

funcție măsurabilă. A tu n c if este integrabilă o  | / |  este integrabilă.

; Dem.(=>) Fie h:X—> R simplă, 0 < h < | / | ,  fixată. Fie mulțimea

A:={xeX; f(x) > 0}  și B = X\A. Evident funcțiile htpA, h<pB sunt simple și 
avem 0 < h(pA < f ,  0 < h<pB < f T  h = h(pA + hcpB. Atunci (T.4.1.5.)

L h d g  = j  h<pAdg + f h(pBd p < J  f + d^ + j  f - d p =  M  <  oo

Prin urmare,

°° ,

deci | / |  este integrabilă. < ■

(<=) Evident 0< f+, f ’< | / | ,  deci (P.4.1.10, 5°)) f + și f ' sunt integrabile 

și deci f  este integrabilă.
Corolar 1. Fie (X ,^ p )  un spațiu cu măsură și f : X —̂ R  o funcție 

măsurabilă. A tu n c if integrabilă <^>(3) g : X —> R integrabilă, a.t. |/| <g.

Dem. (<=) Din P.4.1.10,5°) rezultă ^ \ f \ d p < ^ g d p <  oo, deci | / | 

este integrabilă și deci (P.4.1.11.) f  este integrabilă.
Corolar 2. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f  g  : X-^R două 

funcții măsurabile, cu g  mărginită. Atunci funcția fg  este integrabilă.
Dem. fg este măsurabilă și £  \fg \ip  ^  IHL j f M ^ <  00

Corolar 3.Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură finită și f :X -^ R  o funcție 
măsurabilă. Atunci ^ IfldpsIf^^A ), ( V ) A e ^

D em . f J f |d g  =  Jx |f<pA | d ^ < | | f ^  ( V ) A e ^ .
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4.1.12. Propoziție.He (X, ^  p) un spațiu cu măsură și f, g  : X —>R două 
funcții măsurabile, nenegative. Atunci au loc afirmațiile :

l° ) f^ g ( a -P t .)  => ^ f d p < ^ g d p ,  ( \ 7 ) A ^

2 ° ) f  = g  (a.p.t.) => ^ f d p  = ^ g d p ,(V )  A e ^ .

Dem. 1°) Fie Af- și A^ mulțimea funcțiilor h e /  (X ,J / ,  p), a.î. 0 < h < f,

resp. 0 < h < g. Să notăm A:= {xeX; f(x) < g(x)}; cf. ipotezei rezultă (T.3.2.8.) 
A e ^ . și p (X\A) = 0. Fixăm h e ^ . Cum A e ^ ș i  p (X\A)= 0, rezultă h ^ 

simplă (P.3.I.2.), 0 < h ^ <  g și h ^  = h (a.p.t.), deci (T.4.1.7,Cor.l) :
£  hdp = ^h (p Adp<  £  gdp . Așadar avem : £ hdp < £  g d p , (V) h e A f .

Prin urmare,
Jx  fdp = sup(fx  hdp; h G <S  ̂|<  Jx  gdp, 

deci £ fd p  = £  f(pAdp  < £  g(pAdp  = ^ g d p ,  (V)A6^/.

2°) Dacă f  = g (a.p.t.), rezultă cf. 1°) că ^ f d p — ^ g d p  etc.

Corolar l.F ie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură; f g . X —FR două funcții, cu f 
măsurabilă, g  integrabilă nenegativă și | / |  <g (a.p.t.). Atunci f  este integrabilă.

Dem. Funcția f + este măsurabilă (T.3.2.15,Cor.2) nenegativă și avem 
f +< g (a.p.t.), deci (P.4.1.12.) ^  f +dp < ^ g d p <  oo și deci f* este integrabilă.

Analog se arată că f -  este integrabilă, prin urmare f  este integrabilă.
Corolar 2 . Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f, g  : X -^R  două funcții 

integrabile. Atunci au loc afirmațiile :
l ° ) f  ̂ g (a -P -t) ^ l f d p <  ^ g d p , ( ^ A e ^ ;

2°) f = g  (a-P- Q  ^  ^  fd p  = J g d p , (  V)A e ^ ;

Dem. 1°) Din f  < g (a.p.t.) rezultă f + < g+ (a.p.t.) și f >  g~ (a.p.t.), deci 
[ / d p  = [ f +dp -  [ f ~ d p  < [ g +dp  -  [ g 'd p  = ^ g d p  ,(V) A e ^ 

2°) rezultă din 1°)
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4.1.13. TeoremăJie ( X ^  p) un spațiu cu măsură completă ș i fg :X —FR 
două funcții egale a.p.t.. Dacă g  este integrabilă, atunci f  este integrabilă și
avem: J / ^ = [ ^ l (V )A e^.

Dem. Din P.3.2.12. rezultă f  măsurabilă. Evident avem | / |  = |g| (a.p.t.). 

Cum |g| este integrabilă cf. P.4.1.11., rezultă (P.4.1.11, Cor.l) f  integrabilă.
Așadar7f,g sunt funcții integrabile, egale a.p.t., deci (4.1.12.,Cor.2) 

^ fd p  = ( g ^ F ,  (V )A e ^ .

4.1.14. Teoremă.F/e ( X ^  p) un spațiu cu măsură și f :  X ->R o funcție 
integrabilă. Atunci au loc afirmațiile :

l ° ) f  >0 (a.p.t.) <=> ^ fd p > 0 , ( f / A f . ^ ;

2 ° )f=  0 (a.p.t.) o  [ f d p  = 0, (V)AE^ ;

3 ° ) f = 0 ( a .p . t . ) ^ [ \ f \ d p  = 0.

Dem. Implicațiile (=>) din l°)-3°) rezultă din P.4.1.12,Cor.2.
1°) (<=) Fie r > 0 și A:={xeX; f(x)<-r}. Evident avem f ^  <-r(pA , deci 

(P.4.1.12,Cor.2) ^ fd p  <-rp (A). Cum prin ipoteză ^ fd p  >0, rezultă -rp(A) > 0, 

deci p(A) = 0. Atunci (V) n > 1, mulțimea An : = {xeX; f(x) <-l/n} este p-nulă, 
deci mulțimea; N : = {xeX; f(x) < 0} = [J^ jC s te  p-nulă.

n>l

Prin urmare f  > 0 pe X\N, i.e. f  > 0 (a.p.t.)
2°) (<=)Din ipoteză rezultă £ (± f  )dp = 0 ,(V )A e ^ , deci cf. 1°) avem 

± f  >0 (a.p.t.) și deci f  = 0 (a.p.t.).
3°)(<=)Din relația | | / | ^  =0,rezultă £ (yl^/z =0,(V )A e^^, deci cf. 2°) 

avem |/ |= 0  (a.p.t.) și deci f=0 (a.p.t.).

4.1.15. Propoziție. Fie (X ^  p) un spațiu cu măsură și f : X-^R o 
funcție integrabilă. Atunci avem :

[ j d p  ^  £ / |^ A  ^ su p |/(x ) |//(^ ) , (V )A e ^
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Dem. Evident avem : - \ f \ < f  < |y | . Cum | / |  este integrabilă (P.4.1.11.), 
rezultă (P.4.1.10,12°)) :

-  >  - 1 ( - M ^  4 ^  W  • <v >A ^ 

deci
[ f d p ^ ^ d p f i ^ X e ^

Mai departe, fixăm A t ^  și fie c:= sup|/(x)|. Dacă c=oo inegalitatea din enunț
xe>l

este evidentă. Să presupunem c < oo. Atunci \ f\(pA ^  cq>A , deci

£ l / l ^ = 1 1 ^ ^ - “  -  L ^ ^ V = c ^

Observație. P.4.1.15. are loc dacă presupunem numai că f  are integrală. 
Considerăm succesiv ^ / | t / / i ; finită,apoi +oo.

4.1.16. Definiție. Fie ( X , 4  p) un spațiu cu măsură. O funcție măsurabilă

f  : X—> R se numește esențial mărginită , dacă există Ae^*/, cu p (A) = 0, 
a.î. f  este mărginită pe Ac . Adevăratul maxim al funcției | / |  se definește astfel: 

ad. max | / |  := in f  [ su p \f{ x j\  .

4.1.17. Propoziție. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură fin ită  și f : / - ^ R  o 
funcție măsurabilă esențial mărginită, în particular f  mărginită. Atunci f  este 
integrabilă și avem £  \f\d p  < p(X )ad . max . | / | .

Dem. Fie M:=ad.max. | / | . Evident avem |/(x )| < M  (a.p.t.), deci

cf. P.4.1.12 avem ^ f^ d p < M p (x )< o o  și deci | / |  integrabilă.

Prin urmare f  este integrabilă (P.4.1.11.)
4.1.18. Propoziție.Fie (X, <X p) un spațiu cu măsură și f : X —>R

o funcție măsurabilă. Atunci au loc proprietățile :
1°) (W  a > 0 ș iA  : = { x fX ; | / ( x )  > a} => ap  (A) < fA |f|dg < Jx |f|dp;

2°) (V) fi  > 0 ș iB :  = {xeX; | / ( x ]  < f }  => f p  (B) > JB|f|dp ;

3°) (V )0<a< fși C:={xeX; a ^ f ( x ]  <f} ^  a ^ Q 4 c |f|d^ <f p  (C).
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Dem. 1°) a ^ <  | / ^ , deci a g  (A) < [ | / | ^ ^  = ^ \ f \d p  ;

2°) p^„  > \f\<pB , deci pg (B) > ^\f\<pBdp = ^ \ f \ d p ;

3°) a p c  < \f\<pc  ^  P<Pc, deci a ^ ( c ) <  [ \ f \d p  < pg (C).

C orolar 1. Fie (X,o^p) un spațiu cu măsură și f  : X -^ R  o funcție 
integrabilă. Atunci au loc afirmațiile :

1°) (V) E > 0, (3) a >  0 , a .t p ({xeX ; \ f ( x )  > a}) < E;

2°) ( V ) a > 0 ,p  ({xeX; |/ (x ]  > a}) < oo;

3°) p ({x€X ; \ f{ x \  = oo}) = 0, i.e. f  finită a.p.t..

Dem. 1°) Fie 8 > 0 fixat. Atunci (V) a  > 0, avem :
M ({xeX; | / ( i |  ><*})< of1. \ ^ f \ d p , 

deci pentru a  > E' 1 ^ f \ d p  rezultă inegalitatea din enunț.

2°) rezultă din P. 1.1.18,1 °).
3°) Dacă A:={xeX;|/(x)|=+oo} și An:= {xeX ;|/(x ] > n}=>A =Q ^„,

n>l 
deci

0 < g ( A ) < g ( A n) <  ( l / n ^ / ^ - ^ C n - ^ - o 0 ) 

și deci p (A) = 0.
O bservația 1. Există funcții măsurabile, finite a.p.t. și ne integrabile, ca 

de exemplu funcția 1 pe R.
O bservația 2. Inegalitatea 1°) și 2°) din P.4.1.18. se utilizează adesea sub 

forma

U J ^  - a^ ^ ~  a & \ f ( ^ ^  - ̂ (Wx  ̂- ̂  •
O bservație.Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f  o funcție definită p-a.p.t. 

pe X și care este restricția unei funcții p-integrabile g:X—> R . Atunci prin 
definiție ^ f d p : = ^ g d p .  Definiția dată este coerentă. într-adevăr, fie 

gi,g2:X—>R două funcții integrabile, care prelungesc pe f. Atunci gi—g2 (a.p.t.), 
deci (P.4.1.12.) x̂ g\dp = ^.g^dp  ’ deci definiția integralei ^ f d p  nu depinde de
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funcția integrabilă g:X-> R care prelungește pe f. Cum orice funcție integrabilă 
este finită a.p.t. (P.4.1.18,Cor.l), identificând funcțiile integrabile egale intre ele 
a.p.t., putem identifica o funcție integrabilă g definită pe X și cu valori in R , cu 
o funcție integrabilă f  definită pe X sau a.p.t. pe X, și cu valori finite.

4.2. Șiruri de funcții integrabile

4.2.1. Teoremă(Beppo Levi-teorema convergenței m o n o to n e )^  (X X //)
un spațiu cu măsură, f n : X ^ R  (n > l ) f  un șir monoton crescător de funcții 
măsurabile nenegative și f(x) : = lim /,(* ) , (V) x c X  Atunci f  este măsurabilă și --------- -- - n—>co
avem :

Dem.Din T.3.2.15. rezultă f  măsurabilă. Fixăm A e X . Deoarece fn< 
fn+i<f, (V)n>l, rezultă (P.4.1.12.)

0 <  ț ^ i ț v ^ ^ . f f l n i l , 

d“ i ( ț Z , « )  este un șir monoton crescător de elemente din R +, deci are 

limită și avem
L :  =

Pentru a arată inegalitatea contrară, fie h:X—>R, o funcție simplă, 0< h< f, 
și 0 < a  < 1, fixați. Fie A„ : = {xeA; a h  (x) < fn (x)} (n > 1). Evident An c  An+ i, 
(V) n > 1. Să aratăm că J j „  = A. Fie in acest scop xeA  fixat.

i) h(x)>0 => ah(x) < f(x), deci (3)m >l, cu ah(x) < fm(x) și deci xeA m.

ii) h(x)= 0=> ah(x) < fn(x), (V) n > 1; deci xeA n /V ) n > 1.
Așadar,A = [ J  A  > deci A „f A.Din T.2.2.6. rezultă p (An)->p (A), 

nil
Este clar că a h ^  < fn (pAn < fn ̂ , (V) n > 1, deci

[  ahdp = ^ah<pA d p  < ^ f n<pAd p  = ^ /„ d p fV )  n > 1

și deci (P.4.1.8,Cor.2.) avem :
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a  I hdp  =lim a  I hdp  < lim I f ndp  = L. J4 n—►<» JAn n—><x> «M
Cum a  nu depinde de h, rezultă £ hdp  = lim a  ĵ  hdp  < L, deci 

|  fd p  = su p ^ |hdp',Q<h< f , h simplăJ < L.

Prin urmare, |  fd p  = £ = lim ^ f nd p .

Corolar 1. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f :X —>R o funcție 
măsurabilă nenegativă. Atunci (V)(An)n> i^^i A n f i ,  rezultă lim j^ fd p  = ^ f d p .

Dem. Fie fn : = f ^  (n > 1). Evident (fn)n>i este un șir monoton crescător 
de funcții măsurabile nenegative și fn — 2—>f<pA . Atunci (T.4.2.1.) rezultă 

[ / / A - >  £ j W / c d e c i

j  fd p  = [  f(PAd F  = S  [ ^  =  !™ [  / ^

Corolar 2. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f g : X ^ R  două funcții 
măsurabile nenegative și oc, f >  0. Atunci

f ( ^  + Pg)dp = a  [ f d p  + fi  [g d p , ( V  A  ^

Dem. Din T.3.2.16. rezultă : (3) fn, gn :X—>R (n > 1) două șiruri monoton 
crescătoare de funcții simple a .t fn — f  & gn — JL^. g. Atunci (T.4.1.5.) 

[i ((^'n+fign)dp = a ^ f ndp + f ^ g nd p , ( y ) n > \ .  (1)

Cum (a fn + Pgn)n>i este, evident, un șir monoton crescător de funcții măsurabile 
(T.3.2.15.), nenegative, punctual convergent la a f  + Pg, trecând în relația (1) la 
limită, n—>oo, și ținând cont de T.4.2.1, deducem :

j k + ^ = f m j k  + fe n )d p = a lm ^ fnd p + p ^ ^ g nd p = a ^ fd p ^

Corolar 3. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f n : T^>R (n > 1) un șir 
de funcții măsurabile nenegative. Atunci fu n c ția ,f: = ^ f n 7 este măsurabilă și 

n>l 
avem relația :

[ f ^  = X i f n d p ,  (V )A e^. 
n>l
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n

Dem. Fie sn: =  ̂ f k (n > 1). Evident (sn)n>i este un șir monoton crescător de 
*=i

funcții măsurabile (T.3.2.15.), nenegative,punctual convergent la f. Din T.4.2.1.
rezultă f  măsurabilă și ^ f ndp —> ^ f d p , deci ,cf. Cor.2, rezultă

*=i \*=i J

Prin urmare seria ̂  ^ f^d p  este convergentă și are suma [fd/J. 
n>l

Observația 1. Teorema convergenței monotone (T.C.M.) ne dă condiții 
suficiente de trecere la limită sub semnul integral.

Observația 2.Teorema Beppo Levi rămâne valabilă dacă presupunem
fn < fn+i(a.p.t.), (V) n > 1, și fn —a Pt- > f  c u  f  măsurabilă.

Observația 3 Relația din Cor.3 se traduce asfel: integrala este o aplicație 
numerabil aditivă pe m ulțim ea^ (X, ̂ p )  a funcțiilor măsurabile nenegative.

4.2.2. Teoremă (Operații algebrice cu funcții integrabile)- Fie (X,^,p) un
spațiu cu măsură; fg :X —FR două funcții integrabile și a, P E R. Atunci funcția 
of+fg este integrabilă și avem relația :

£ ( ^  +  P ^ P  = a ^ fd p  + f ^  g d p , (V)Ae^.

Dem. Vom demonstra teorema în mai multe etape.
(I) f > 0, g > 0; a  > 0, P > 0. Atunci a f  + pg este integrabilă și are loc 

relația din enunț. Am văzut (T.4.2.1.,Cor. 1) că are loc relația :
[l ^  + Pg)dp = a \ i fdp  + P \Agdp (1)

Termenul din dreapta relației (1) este finit, deoarece f și g sunt integrabile, deci 
și termenul din stânga este finit și deci a f  + pg este integrabilă.

(II) f > 0, g > 0. Atunci f  -  g este integrabilă și avem relația : 
^ f - g ) d p =  ^ fd p - ^ g d p .

într-adevăr, fie h:=f-g. Cum |A|<f+g și cf.(I) f+g este integrabilă, rezultă 
(P.4.1.1 l,Cor.l) h integrabilă. Deoarece h+-h'=f-g o  h++ g=h’+ f ,din (I) rezultă 

^ h +dp+ ^gdp=  ^h~dp+ [ /d p ,
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deci

(III) f,g arbitrare.Atunci f  + g este integrabilă și avem relația :
[i ( f  + g ) d p ^ \ A fd p +  ^ g d p .

într-adevăr, f  + g = ( f  + g+) -  ( f  + g") și f* + g+, f  + g* sunt nenegative 
și cf. (I) sunt integrabile, deci cf. (II) f  + g este integrabilă și avem :

j ( / +g)dp= [ ( f + + g+)d p -[ ( f~ + g -)d p  =

(IV) f  arbitrară, c > 0. Atunci ± c f  este integrabilă și avem relația : 
^ (± c f)d p  = ± c ^ fd p  .într-adevăr, (cf)+ = c f ,  (cf)" = cf",deci (cf. I) (cf)+ și (cf)' 

sunt integrabile și avem :
00

De aici rezultă că funcția c f  este integrabilă și avem :
[i (cf)dp = c[ i f +d p - c ^ f ~ d p  = c ^ f d p .

Deoarece —f = f - f  și f /  sunt integrabile, rezultă (cf.II) că - f  este integrabilă și

In fine, ^ ( - c f ) d p  = -  £ cfdp = - c ^  f d p .

(V) f, g și a , p arbitrare. Atunci a f  + Pg este integrabilă și avem relația 
din enunț. Intr-adevăr, a f  și Pg sunt integrabile (cf.IV), deci a f  + pg este 
integrabilă (cf. III). De asemenea avem :

^ ( c f  + 0g)dp = ^ (c f}d p +  \Jj3g)dp = a ^ f d p  + f ^ g d p

Cu aceasta teorema este complet demonstrată.
Corolar l.F ie (X ,^ p )  un spațiu cu măsură și f  g  : X —FR,două funcții 

integrabile. Atunci funcțiile f v g  ș i f / \ g  sunt integrabile.
Dem. f v g =  | ( f + g +  | / - g | ) ,  fA g =  | ( f + g -  | / - g | ) .
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Din T.4.1.2. rezultă f  ± g  integrabile, deci (P.4.1.11.) | / ± g |  integrabilă 

și deci (T.4.2.2.) f  v  g și f  A  g integrabile.
4.2.3. Teoremă (Proprietatea de monotonie a integralei). Fie ( X ^ p )  un 

spațiu cu măsură și f g : X —FR două funcții integrabile. Atunci au loc afirmațiile:
l ° ) f ^ g  (a-P-t.) e> ^ fd p <  ^ g d p , ( ^ A e ^ .

20) f = g  (a-P-t.) ^ fd p =  ^ g d p , ( ^ A e ^

Dem. 1°) (=>) Funcția h : = g -  f  este integrabilă și cf. T.4.2.2 avem 
l h d F =  [ g d F ~ f  f d F , (V)AE^.

Cum h > 0 (a.p.t.), rezultă (P.4.1.12.) ^ h d p  > 0, deci ^ g d p  > \^ fd F^ qe.d.

(<=)Fie h : = g -  f. Din ipoteză rezultă j  hdp > 0 , (V) A 6 ^ . Fie A:= 

={xeX;h(x)<0}și B:=X\A . Atunci 0< ^ h d p  = ^ h +d p -  ^ h  dp  .Deoarece h>0 

pe X, deci și pe A și h+=0 pe A, rezultă 0<- ^b~dp  < 0 , deci ^ h  dp  = 0 și deci 

(P.4.1.1O,130)) h"=0 (a.p.t.) pe A. Cum însă h“=0 pe B, conchidem că h’=0 (a.p.t.) 

pe A uB , deci pe X. Prin urmare h > 0 (a.p.t), i.e. f  < g (a.p.t).
2°) Rezultă din 1°).
4.2.4. Teoremă (Măsuri definite de funcții). Fie ( X ^ p )  un spațiu cu 

măsură și f X —FR o funcție măsurabilă nenegativă (resp. integrabilă 
nenegativă). Atunci relația vfA):= ^ f d p , A e ^  definește o măsură (resp. 

măsură finită) pe X.
Dem. Fie (An)n>ic ^ /  un șir mutual disjunct și A : = J ^  .Atunci 

n>l

f ^  = y \ f (p A și fiecare funcție f ^  (n > 1) este măsurabilă nenegativă, deci 
n<l "

(T.4.2.1,Cor.3) avem :
JA f d F  =  f x f ( PAd F  =  X | A f W n  =  I |  f d p , 

n^l n^l

și deci Vf(A) = ^ V y  (An). Prin urmare, Vf este numerabil aditivă.
n>l

Cum, evident, v £ 0 )  = 0 și Vf > 0, conchidem că Vf este o măsura.
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Dacă f  este integrabilă, ^ fd p < o o , Ae<^, deci Vf (A)<oo, A e ^ ș i  deci Vf 

este o măsură finită.
Corolar l.F ie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f : / - ^ R  o funcție care 

are integrală și v f A ) ~ ^ f d p ,  A e ^  Atunci v f= v f +-vf _ și v ^ , v ^  sunt 

măsuri în care cel puțin una este finită. Așadar avem :
1°) v f0= O ; 2°) vf (A )e R * ,(V )A e ^ ;
3°) Vf este numerabil aditivă, i.e. Vf este o măsură generalizată pe X
Dem. Cum f  are integrală,rezultă : f +, r  sunt măsurabile nenegative și f + 

sau f  este integrabilă. Atunci (T.4.2.4.)v/ + , v  sunt măsuri și cel puțin una 

este finită, deci putem scrie,
V ^ A )=  { / ^  =  ^ ^  ~ ^  ^  =  v r  v r  ^ ’ (v >A e ^ 

și deci Vf = v v . Dacă ^ ( r e s p .v ^ .)  este finită, rezultă că Vf(A)<+oo 

(resp. Vf(A) >-oo), (V )A e^ , deci v f (A) GR*, (V )A ej/.
Deoarece v f t  și v  sunt măsuri, și cel puțin una este finită, rezultă v f 

numerabil aditivă.
Corolar 2. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f :X —FR o funcție 

integrabilă. Atunci relația v fA ):= ^ fd p , A e  ^  definește o măsură 

generalizată finită pe X  absolut continuă în raport cu p  i.e. v / «  p.
Dem. Din Cor.l rezultă Vf = v ^  - v . Cum v și v _ sunt măsuri finite 

(T.4.2.1.)rezultă Vf este o măsură generalizată finită. Evident avem 
l ^ l ^ ^ ,  ^ v f-=  V\f \ Șicf. T.4.2.2.v ^  este o măsură finită. Dacă A e ^ ș i  p(A)=0, 

rezultă (P.4.1.10,11°)) v^ (A)= | j / ^ = 0 ,  deci (P.2.2.28.) v[A «  p.

Rămâne să aratăm că Vf«  p. Fie în acest scop £ > 0 fixat. A tunci:
(3) r] > 0, a.î. v ^  (A) < E, (V )A £ ^ ;  p(A) < Tț, 

deci l ^ ^ ) !  < v ^  (A) < E, (V)AG^ ,  p(A) < rj.

Prin urmare Vf este absolut continuă în raport cu p.
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C orolar 3- Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f : X —FR o funcție 
integrabilă. Atunci au loc afirmațiile :

1°) ( ty  (An)n>i c ^ ,u n  șir monoton, An —̂A, rezultă lim £ fd p  = ^ fd p .

2°) (V) (A^„> 1^^, un șir mutual disjunct, ș i A  = [ ^ A n , rezultă
n>\

relația: ^ f d p  = ^ ^ f d p . 
n>[ n

Dem. 1°) Am arătat (T.4.2.4.) că v  , și v  sunt măsuri finite pe X, deci 

(T.2.2.6.)continue pe ^ .C um  Vf = i/^, - v^_ (Cor. 1), rezultă că Vf este continuă pe 

^ .  Așadar (V)(An)n>i& ^, un șir monoton, An—>A, rezultă
^ f d p  = v f A n }-+ v f {A) = ^ f d p  .

2°) Deoarece Vf este numerabil aditivă (Cor. 1), rezultă
£ fd p  = v f ( A } = Y y f W = Y  £  fd p  ■ 

n>\ n>l

C orolar 4. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f : X —FR o funcție 
integrabilă. Atunci (V) (A,), ei ^ ^ o  partiție cel mult numerabilă a lui X  are loc 
relația : £  fd p  = X ^ p . 

iei
O bservația l.Dacă funcția f  din Cor.l este integrabilă, atunci avem :

Vf măsură <=> v  . > v r <̂> f  > f  (a.p.t.).

O bservația 2- Relația 2°)din Cor.2 se traduce astfel: integrala este 
aplicație numerabil aditivă ca funcție de mulțime.

4.2.5. Teorem ă (Absolut continuitatea integralei ).Fie ( X ^ p )  un spațiu 
cu măsură și f :  J - ^ R  o funcție integrabilă. Atunci lim [ fd p  = 0, i.e.

(V) E > 0, (3)8> 0, a.î. ^ f d p  < £ (V )A e ^ , p(A) < 8.

Dem. Deoarece ^ f d p  < ^ f \ d p j V)A€<Xeste suficient să arătăm că

„ ' j ^ W ’ O. Funcția | / |  fiind integrabilă și nenegativă, rezultă
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(T.4.2.4,Cor.2) că aplicația v ^  ^ /-^ R , definită astfel y^(A ) =  I I # ’ e s t e  0 

măsură finită,absolut continuă în raport cu p . Așadar avem :
(V)e>0, (3)8>0, a.î. V|Z |(A)<E, (V )A eX  p (A)<r|, i.e. 

j |/ |r f / /< £ ,(V )A e 4  H(A)<Î] .

Corolar 1. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f X ^ R  o funcție 
integrabilă. Atunci (V)(An) n> iQ ^  cu p  (An) —> 0, rezultă că £ \ f ^ P  ~> 0 •

4.2.6. Teoremă. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f .X —>R o funcție 
integrabilă. Atunci (V)£>0, ( 3 ) A e ^  cu p  (A)<oot a .î f  este mărginită pe A și

Dem. Fie An:={xeX;(l/n)< | f(x) | <n} (n>l). Atunci (An)n>i este un șir 
ascendent de mulțimi măsurabile,cu An ÎX\Ao, unde Ao:={x€X;|/(x)| =0 sau oo}, 

deci (T.4.2.1,Cor.l.) :

Și deci L l ^  =  U - # ^  -  1 #  0  (n ^ ° ° ) -

Așadar,(V)s>0,(H)m>l,a.î. £ \f\dp< £. Evident însă avem (P.4.1.18,30)):

( \ /m )p (A .n )<  ^ f \ d p <  ^ \f\d p < + o o , 

deci p(Am)< 0 0 , iar din definiția lui Am rezultă |/(x)|<m , (V)xeAm, i.e. f  este 

mărginită pe Am- Mulțimea A:= Am satisface condițiile din enunț.
Corolar 1. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f:X ^> R  o funcție 

integrabilă. Atunci (V )s>  0, (3) g  : X —>R,o funcție integrabilă mărginită, a.î. 
\x \ f - g \d p < £ .

Dem. Folosim notațiile din T.4.2.6. Funcția g:= f ^ ,e s t e  integrabilă, 
mărginită și verifică condiția din enunț:

£  |f -  g|dp = £  | f  -  g|dp + j j f  -  g|dp = £  |f| < E.
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4.2.7. Teoremă.Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f n : X -> R (n  > 1) 
un șir monoton crescător de funcții măsurabile nenegative, 
a.î. sup £  f„dp < oo. Atunci există f :  X -^R  integrabilă, cu proprietățile:

Dem. Fie f(x):= lim /„(x),(V ) xeX . Atunci f  este măsurabilă (T.3.2.15.) 

nenegativă, deci (T.4.2.1.) lim ^ f ndp  = ^ f d p .  Șirul (fn)n>i fiind monoton 

crescător, rezultă (P.4.1.12.) că șirul numeric ( [ f nd p \> \  este monoton 

crescător, deci avem :
LIM LĂ^  =sup £  f ndp <  o°

și deci ^  fdp< oo. De aici rezultă f  integrabilă, deci (P.4.1.18,Cor.l) există

A e ^ , p-nulă, cu f finită pe X\A. Modificând valorile lui f  pe A cu valoarea O, 
obținem o funcție, să o notăm tot cu f, care are proprietățile din enunț.

4.2.8. Teoremă (Condiții suficiente de integrabilitate).Fie (X, ^  p) un 
spațiu cu măsură și f : X —FR o funcție arbitrară.

1°) ( V N A ^ n z i ț^  A n lX, cu f  măsurabilă pe An (V)n>l,rezultă f 
măsurabilă pe X  și avem :

£  \f\dp  = sup £  Iffdp  = fim £  \ f \d p , 

deci
f  integrabilăosup  J \ f f tp  < 00

2U) (  ty (A n)n>ic  ̂tufuri șir mutual disjunct care acoperă X  cu f  măsu
rabilă pe A n , rezultăfmăsurabilă pe X  și avem: ^ f \ d p  = ^ |  \f\d p , deci 

n>l
f  i n t e g r a b i l ă ^ Y [ \ f \ d ^ < o ° 

n>| "

Dem. 1°) Din AnÎX , rezultă |J ^ » = X , deci (P.3.2.9,3°)) f  este 
n>l

măsurabilă pe X. Fie f n ^ ] / ] ^  (n>l). Evident (fn)n>i este un șir monoton 

crescător de funcții măsurabile nenegative și fn _ U |f |.  Din T.4.2.1,Cor.l 
rezultă ^ f nd p ^  £ |/ |^ F -
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Șirul numeric ( |  \f\dp  )n>i fiind monoton crescător, limita sa este egală cu 

sup £ \ f \d p , deci

l l f  1 ^  =  n i  l f n d |1  =  . ! i  ^  lf ^  =  SUP k  if  i ^

2°) Din P.3.2.9,30) rezultă f  măsurabilă pe X. Fie f„ := |/ |^ / t i (n>l). 

Evident (fn)n>i este un șir de funcții măsurabile nenegative și ^ f „ = \ f \ - 
n>l

Atunci din T.4.2.1,Cor,3 rezultă relația :

< °°
n>l N>I

Prin urmare, f  este integrabilă «► ̂ f ^  =  X  I  \^dp<co- 
n>] "

Corolar l .F ie (X ^ p )  un spațiu cu măsură ș i fX —XR o funcție arbitrară.
I") (V) (A„)n>i c ^ X  A n tA CZX, ș i f  măsurabilă pe A n (V)n>l, rezu ltă f 

măsurabilă pe A și avem:
l |f |d p = su p j;  |f|dp= lim £ |f |d p , 

n>l " n-x»

deci f  integrabilă pe A <̂ >sup f \f\d p  < oo. 
n>l

2°) (W (A J n>i^^fXf un șir mutual disjunct, A = \^A n , și f  măsurabilă pe 
„>1

An (V)n>l, rezu ltă f măsurabilă pe A și avem: k ^ P  =  E  IA l ^ >  deci 
’ n>l "

f  integrabilă pe A o ^  £  \ f \d p  < 00  - 
n>| "

Dem. Aplicăm T.4.2.8 pentru funcția g = fq>A

Corolar 2. Fie (X,<^Xp) un spațiu cu măsură și f .X —>R o funcție. 
Atunci: f  integrabilă o  ( ^ ( A f e i c  ^X  familie cel mult numerabilă, care 
acoperă X, cu f  măsurabilă pe A,, (V)i e l  și ^  J \f\d p  < co.

Dem. Implicația (=>)este evidentă : luăm Aio = X și Ai = 0 ,  (V) i îo- 
(<=) Considerăm familia din enunț numerabilă: {AI,A2,A3,...}.Fie Bn:= 

= [ jA i (n>l). Atunci (Bn)n>iOX B„ÎX, f  măsurabilă pe Bn,(V)n>l, și avem :
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LJ» E LiI=l »l>l E £1» ’
n 1 ’ 

deci sup £  \f\dp<  oo și deci (T.4.2.8,10)) f  este integrabilă și are loc relația :

Raționament analog îh cazul familiei finite.
4.2.9. Teorem ă (Lema lui Fatou).Fze ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și

f n:X—>R (n>l),un șir de funcții măsurabile, nenegative ^ tu n c i 

funcție măsurabilă nenegativă și avem : _

•ste o

Dem. Punem f : = lim f n și gn : = inf fk (n > 1). Atunci

gn < fn, 0 < gn < gn+1, gn măsurabilă (T .3.2.15), (V )n  > l ș i 
l i m g n C ^ s u p g n f ^ s u p k  fk (x)J=f(x), (V) xeX, 

. n>l n>l k-n

deci(P.4.1.12.) | g „ ^ < J / / / z  și deci (T .4.2.1.)avem : __

Prin urmare, £ fd p  < lim ^ f nd p .

C orolar 1-Fie (X ,^ p )  un spațiu cu măsură completă și f n:X—>R (n> lf 

un șir de funcții măsurabile nenegative, care tinde ap. t. către o funcție f 

f X —>R, cu f n < f (a.p.t.), (V) n > 1. Atunci lim 1 fndp = 1 fd^, (V) A
n -> a o J  A  A  ।

Dem. Cf. T.3.2.15 f  este măsurabilă. Deoarece fn —a -P-t - > f) rezultă 
fTx~)= lim f„(x) (a.p.t.) pe X, deci (T.4.2.9.), [ fd p  < lim f f ndp . Cum avem

fn < f  (a.p.t.), (V)n > 1, deducem (P.4.1.11.) -
[ ^ d p ^  ^  fd p ,  (V)n>l, deci hm ĵ  f d p  < ^  fd p  J  7

și deci

Prin urmare, șirul ( ^ f nd p ) n>i are limită și ea este egală cu ^ f d p  .
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O bservația 1 .Putem presupune că funcțiile fn(n>l) din Cor.l sunt de 
semn arbitrar, și au integrală, descompunând fiecare fn în f  * și f  ” .

O bservația 2. In Lema lui Fatou nu avem în mod necesar egalitate.
C ontraexem plu . Considerăm spațiul cu măsură ((0 ,1 ),^  |(oj), X) și 

fn:(0,1)—>R, unde fn :=n(p(o I/n) (n > 1). Atunci fn — 0, deci f lim fndA = 0. 

Pe de altă parte însă avem [ / /2 = l , ( V ) n > l ,  deci lim [ f ndX=\ și deci 
v,l) >00 40,1)

inegalitatea < din Lema lui Fatou este strictă.
O bservația 3. Condiția ca funcțiile fn (n > 1) din Lema lui Fatou să fie 

nenegative este esențială.
C ontraexem plu.Considerăm spațiul cu măsură (R, ^ R, X) și fn:R—>R, 

unde f„:= -(l/n)<p(ojn | (n>l). Atunci fn — ^—> 0 și avem JR f n d l  = -(l/n)J [0 n ] dX = -1, 

deci
f Hm fndĂ, > lim [  f nd X .

4.2.10. Teorem ă (Lebesgue-teorema convergenței dominate) • Fie 

(X ,^p ) un spațiu cu măsură și f, f n X -^ R  (n>l) măsurabile, a.î. 

f n — ^ ^ ^ f  și (3)g:X-FR integrabilă,cu \ fn \<  g  (a.p.t.), (V)n>l.Atunci f

este integrabilă și lim ^ f ndp  = ^ f d p , (V) A G ^

Dem. Din relația |/„ | < g (a.p.t.), (V) n > 1, prin trecere la limită, 

n—>oo, rezultă că | / |  < g (a.p.t.), deci funcțiile f, fn (n > 1) sunt integrabile 
(P.4.1.11, Cor.l) și deci finite a.p.t.^FM. 1.18,Cor.l).,

Evident avem g ± fn > 0 (a.p.t.), (V) n > 1 și g ± / n — --^'^' > g + £ 

Atunci(T.4.2.9 & T.4.2.2.) rezultă^.?
[ gdp + [ fd p  = f (g + f ^ F  < Km |  (g + /„  ̂  = f g ^  +Hm f  f nd p ,

d e c  i \ ^ f d p < ^ \ j ndp  (1)

In mod analog, obținem
I g ^ - Î ^ "  ^(g"f)dp<  li™ l ( g - f n ) V =
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= ^ + ^ 1 ( ^ 1 ^ =  f g ^ - l i m  ^ f„ d p ,

d e c i  L ^ - ^ L ^ n d ^  (2 )

Din (1) și (2) deducem că :
Jm  £ f ndp  -  l ^ - ^  [ j ^ P  ’

Prin urmare șirul ( ^ f nd p ) n>\ are limită și avem lim ^ f ndp  = ^ f d p

C orolar l.F ie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură finită și f n:X—>R (n>l), un 
șir de funcții măsurabile, convergent (a.p.t.) către o funcție măsurabilă f  și 
dominat de o funcție esențial mărginită g. Atunci f  este integrabilă și 
[ f nd p ^ f d p ,  ( W A ^ .

Dem. Conform P.4.1.17. funcția g este integrabilă. Cum avem 
|/„(r)| < |g(r)| (a.p.t.), (V) n > 1, putem aplica mai departe T.4.2.10.

O bservație .Teorema convergentei dominate (T.C.D.) ne oferă condiții 
suficiente de trecere la limită sub semnul integral. Vom prezenta și alte 
variante ale acestei teoreme fundamentale, în Cap.5. și sub formă de exerciții.

4.2.11. T eorem ă.Fze ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f :X —FR o funcție 
integrabilă. Atunci (3) f n :X—>R (n > J),un șir de funcții simple integrabile, 
a 3  ^ f - f ^ d p ^ t O .  ; F

Dem. f=f*-f'. Cum f  și f  sunt funcții măsurabile nenegative, rezultă 
(T.3.2.16) (J)(pn ,iț/n -. X—>R , (n > l),două  șiruri monoton crescătoare de 
funcții simple nenegative, a.î. (pn t  f \  y/n T f"  . Din T.4.2.1. sau T.4.2.10. 
rezultă: J ^

f ^ n d p ^  ^ , f +d p , f v ig „ d p ^  ^ f ~  (1)

Notăm fn:= ț? „ -^ „  (n > 1). Atunci (fn)n>i este un șir de funcții simple 
integrabile(T.4.1.5),deoarece<pn ,ipn sunt funcții simple integrabile.Cum avem 

| / - / n M / + - p J + ( r - ^ J ,  (V )n >  1, 

din P .4 2 1  & T.4.2.2 rezultă
^ f - f ^ F ^ ^ d p - ^ d p ^ ^  (V )n >  1,

de unde prin trecere la limită, n—>oo, și ținând cont de (1), rezultă că
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C orolar l .F ie  (X ,^ p )  un spațiu cu măsură și f : X —>R o funcție 
măsurabilă. Atunci f  este integrabilă o  (3) f n:X—>R (n>l), un șir de funcții 
simple integrabile a. î. £  | /  -  f n \dp —> 0.

Dem. Implicația (=>) rezultă din T.4.2.11.
(<=) Fie (fn)n>i un șir cu proprietățile din enunț. Atunci (3)N>1, a.î.

^ f - f ^ F ^  1 >d e c i

1 1 ^  -  11-^ -  ̂  \d ^  +  £  1 ^  1 ^  - 1 +  £  \ f N \dp < oo 

și deci f  este integrabilă.
*

Să revenim asupra definiției 1.3.18.Fie Q e J ^ ,, o mulțime J-măsurabilă 

(D. 1.3.9.); f  :Q—>R o funcție mărginită; A=(Qj).=—e Div(Q), o diviziune a
p p

lui Q; Sf(A )=^m ,//(fi,), Sf(A )=^W ,//(Q l ) - sumele Darboux inferioară, 
i=i <=i

p p

resp. superioară; <pf {tf)-.= '^ fn i(p î , i p ^ A j ^ ^ M / p ^  - funcțiile Darboux 
r=l /=!

inferioară.,resp. superioară,asociate lui f  și A.
a) q)f ipf  sunt funcții elementare, L- integrabile și avem : 

(pf  (A) < f  < ipf  (A), (V) AeDiv (Q).

b) Dacă A crește, funcția cpf  crește, iar ț̂ /y descrește.

c) sf  (A)= ^ ^  ( A ^  , Sf(A)= j ^ / A ^  ,(V) AeDiv(Q).

4.2.12. Teorem ă (Relația dintre integrala Riemann și Lebesgue).F/e 
Fl^J^, °  mulțime și f : Q ^ R  o funcție mărginită, R-integrabilă. Atunci f 

este LAntegrabilă și avem relația : ^ f d ^  = £/<&.

Dem. Fi^(Aj)j>i c  Div (Q) un șir monoton crescător de diviziuni de 
normă tinzând^ ETTT și ^Ț^r,(j>l) funcțiile Darboux inferioară, resp. 

superioară asociate lui f  și Aj. Funcțiile (pj ip, fiind L-măsurabile, aplicând 

(')T3.2.15), rezultă (3) <p ip :Q ^ R , funcții L-măsurabile, a.î ip, l  <p, ip, l i p .

Evident avem (p < f<  ip-^p^ip^ < 1 / ^  *p(Q), (V) j > 1, deci 

'^ ( A ^ - s c C A ^  J ^ - ^  (cf T.4.2.10.) (1)
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Cum prin ipoteză f  este R-integrabilă,alegând șirul (Aj)j>i convenabil, rezultă: 

Sf (Aj) — Sf (Aj)—>0 ( j-> o o )«  I ( ț / - ^  = 0 «  ț / - ^ = O (a .p .t .) , 

deci <p = f  = ig (a.p.t.). De asemenea avem relația :
lim s f  (ĂJ=  lim S f  (AJ= £ f d x .

Din f=(p(a.p.t.),rezultă (P.3.2J2 )- f  L-măsurabilă, d e c i,f  și Q fiind 
mărginite,rezultă(P.4.1.17.) fL-integrabilă și deci (TAZ.lO.^cpjdĂ.——-^fdX.

Prin urmare
£  fdX  = lim ^(PjdX = lim s f  (AJ= £ f d x .

Corolar 1 (Lebesgue -  criteriul de integrabilitate RiemannfFze f f z R m 
o mulțime măsurabilă Jordan și f : Q —>R o funcție mărginită. Atunci f  este 
integrabilă Riemann o f  continuă (a.p.t.).

Dem. Fie Aj,tpj,i|/j(j>l) considerati mai sus. Pentru orice 
p

A=(Qi). — eDiv(Q) , notăm A":=|JQ“ ; evident mulțimea Q\A° este 
<=i

L-neglijabilă, deci mulțimea f i \ J  A" este L-neglijabilă. Atunci:

f  R-integrabilă«>i|/j(x)-(pj(x)4<0(a.p.t.) pe Q«i|/j(x)-(pj(x)'l'O(a.p.t.) pe U A “ •

însă (V) x e |jA °  , (V) j > 1, avem vpj (x) - cpj (x) = dia(f (Q O ), unde 
Al

Q^ este unicul element din Aj care conține pe x în interior, deci este o 
vecinătate a lui x. Cum avem, evident, dia (Q 0 < ||A 7 || —> 0 0 —>o°), rezultă că 

(Q * )j>i este o bază de vecinătăți a lui x. De aici deducem:
f R-integrabilă <=> inf (k|/j(x)-(pj(x))=O(a.p.t.) pe I J A° <=> 

j - ‘ Al

o  o)[(x)=inf (dia f(Q^))=0(a.p.t.) pe J A" »
J ă l Al

« CDf(x)=0(a.p.t.) pe Q o  f  continuă (a.p.t.) pe Q.
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Corolar 2 .Fie Q  c  R m o mulțime măsurabilă Jordan și f : f 2 ^ R  o 
funcție. Atunci f  este integrabilă Riemann o  f  continuă (a.p.t.) și esențial 
mărginită.

Dem (=>) f  fiind R- integrabilă este mărginită pe Q , deci (Cor.l) f  | ^ 
O o

este continuă (a.p.t.) și deci f  este continuă (a.p.t.) pe Q . Cum Q \ Q este 
neglijabilă, conchidem că f  este continuă (a.p.t.) pe Q și esențial mărginită 
etc.

4.3. Măsuri generalizate.
Teoremele Jordan, Hahn, Lebesgue -  Radon -  Nikodym

Fie (X ^/,p) un spațiu cu măsură și f:X—> R o funcție integrabilă. Am 
văzut (T.4.2.4.) că aplicația

v f (A ): = ( / ^ , ( V ) A e ^  (1)

are o serie de proprietăți remarcabile:
1°) v f (0)=O; 2°) vf are valori în R  *; 3°) vf numerabil aditivă. In plus, vf 

mai are următoarele două proprietăți : 4°) (V)A£J /, CU p(A)=0, rezultă că 
V[(A)=0; 5°) Vf = Vf+ -Vf-  unde vp+ și Vf-  sunt măsuri pe X.

Apar acum cât se poate de natural două probleme : o funcție arbitrară 
v ^ - ^ R ,c u  proprietățile 1°) -  3° ) , admite ea o reprezentare integrală de 

forma (1), i.e. (3)f:X—>R integrabilă a.î. v=Vf ? Putem descompune o funcție 
v ^ /-> R  cu proprietățile 1°) -  3° ),ca diferență a două măsuri v b  v2^ /- > R ? 
Cele două probleme sunt legate intre ele și proprietatea 4°) ne sugerează calea 
pe care trebuie mers.

Observație.Prin R* notăm mulțimea (-00,00] sau [-00,00).
4.3.1. Definiție.Fie ( X ^  un spațiu măsurabil. O aplicație v:X—>R se 

numește măsură generalizată pe X dacă are proprietățile : 1°) v (0 ) = 0; 2°) v 
are valori în R *; 3°) v numerabil aditivă. Tripletul ( X ^ ,  v) se numește 
atunci spațiu cu măsură generalizată.

a) Condiția 2°) din D.4.3.1. este echivalentă cu condiția |i(A)>-oo, 

(V)Aeu/sau p (A)<oo, (V)Ae<^.
b) Orice măsură pe ^  este o măsură generalizată. Reciproca nu este în 

generai adevărată.
c) Fie ( X ^ ,  v) un spațiu cu măsură generalizată și M e ^ . Atunci 

restricția lui v l a ^ M  este o măsură generalizată.
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d) Fie ( X ^  un spațiu măsurabil și p , v ^  —> R , cu p măsură și v 
măsură general izată,a.î. p+v> 0. Atunci p+v este o măsură generalizată.

e) Fie (X ^ )  un spațiu măsurabil și VI, V 2 ^ R * ,  două măsuri 

generalizate. Dacă vi,V2 >-oo sau V|,V2 <+oo, atunci vj+v2 este o măsură 
generalizată. Dacă vi sau v2 este finită, atunci vi - v2 este o măsură 
generalizată.

f) Orice măsură generalizată este finit aditivă.
4.3.2. Propoziție.F ie(X ,^ , v) un spațiu cu măsură generalizată.Atunci 

(V )A ,B e^cuA czB  & \V (B ] < OO, rezultă \V (A \  <oo și avem v(B\A) = v(B)-v(A).

Dem. Perechea {A,B\A} este o partiție măsurabilă a lui B, deci 

v(B)=v(A)+v(B\A). Dacă v(B )eR , rezultă imediat că v(A) și v(B\A) sunt 
finite, deci v(B) -v(A)=v(B\A).

4.3.3. D efin iție .Fie ( X ^ ,  v) un spațiu cu măsură generalizată. Vom 

spune că mulțimea M e n e ș te  v-pozitivă (resp. v-negativă) dacă v(AnM )>0 

(resp. <0), (V )A e^.

a) M e .^  este v-pozitivă (resp. v-negativă)-»(V )A 6^, AczM, avem 
v(A)>0 (resp. < 0).

b) M e n e ș te  v-pozitivă (resp. v-negativă) «  restricția lui v (resp.-v) pe 
|M este (o măsură) nenegativă.

c)Da.că.Me^este v-pozitivă (resp.v-negativă) ș i ^ 3 N  c  M , rezultă 
Nv- pozitivă (resp.v-negativă).

4.3.4. D efin iție -Fie ( X ^ ,  v) un spațiu cu măsură generalizată. Se 
numește v-descompunere Hahn a lui X o partiție măsurabilă {P,Q} a lui X cu 
proprietatea că P este v-pozitivă și Q v-negativă.

4.3.5. P ro p o ziție .F ie fX ,^ , v) un spațiu cu măsură generalizată. Atunci 
(^ (P ^ n ^ iG ^ u n  șir de mulțimi v-pozitive, rezultă P. = |JP „  v-pozitivă.

n>l

Dem. Presupunem (P„)n>i mutual disjunct și fie A e ^  fixat. A tunci:
v( A n P) = p(’j ( z l  n  P J )  = £  v(zl n  Pn ) > 0, 

n>l n>l

deci P este v- pozitivă.
n-l

Fie acum (Pn)n> i c ^  arbitrar. Punem Qi:=Pi și Qn:= P n \lJ^  , (V)n>2.

Evident (Qn)n>i este o partiție măsurabilă a lui P ș iQ n c  Pn, (V) n > 1.
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Cum Pn este v-pozitivă, rezultă Qn v-pozitivă, (V)n>l , deci J 2 „  este 
«a

v-pozitivă și deci P este v-pozitivă.
Corolar l.In  același cadru : putem înlocui v- pozitivă prin v- negativă.
4.3.6. Teoremă (O. Hahn). Fie (X ,^ v )  un spațiu cu măsură 

generalizată. Atunci X admite o v-descompunere Hahn.
Dem. Presupunem v^-> R U {-oo}; cazul vi^->RU{-oo} se reduce la 

primul înlocuind v prin -v. Fie 8=sup{v(P);^3P,v-pozitivă} și fie (Pn) n > i ț 4 
cu Pn v- pozitive,a.î. v(Pn) —> 8 ;evident8>0. Atunci P := |JP „  este v-pozitivă 

n>l
cf(P.4.3.5.) și avem (W3.2.) :

8 >v(P) = v(Pn) + v(P \Pn) > v(Pn) -> 8(n->oo), 

deci 8 = v(P). Să arătăm că Q:= X\P este v-negativă. Presupunem contrariul. 
Atunci (3 )^9A C Q, CU V(A)>0. Cum v(AUP)=v(A)+v(P)> 8, rezultă că 

AUP nu este v-pozitivă, deci P fiind v-pozitivă, rezultă că A nu este v- 
pozitivă (P.4.3.5.). Fie ni>l minim, a.î. ( 3 )^ 3 A IC A,CU v(A J< -1/n,. Așadar, 
(3) ni>l și A |€ ^ CU proprietatea :

Ai c  A,v(Ai) < - l/n t ; v(B) > -l/(n,-l), (V)>/3 B c  A.

Deoarece v(A)eR, rezultă (P.4.3.2.) că :

v(A i)eR  & v(A\Ai) = v(A)-v(Ai), 
deci v(A\Ai)>0 și deci v(Pu(A\Ai))>v(P)= 8. De unde rezultă că A\A| nu 
este v-pozitivă. Fie n2 >1 și A z e ^ c u  proprietatea :

A2 c  A \ Ai, V(A2) <-l/n2; v(B) >-l/(n2-l), (V )^ 3 B  c  A\Ai 
Inductiv construim două șiruri ( n t ^ i c  N și (AkXjic J / CU proprietatea : 

t-i t-i
Ak c  A \ | j 4  , v(Ak) <-l/nk; v(B) >-l/(nk-l), ( V ) ^ B  c  A \ ^ 4  , (V)k>l 

(=i i=i
Cum ( J Ak cz A, avem (P.4.3.2.) :

ia
v (A \|J  Ak )=v(A )-v(|J Ak )= v(A )-X  K  A ) >v(A)+ £ l /n k > 0, (1) 

1>1 ia  i>l k ->
deci

v (P U (A \|J  A  )) = v(P)+v(A \|J A  ) > v(P) = a 
ia  ia
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și deci, ca mai sus, deducem că A \ ( J ^  nu este o mulțime v-pozitivă. Atunci 
4>1

avem : ( 3 ) ^ 3  C c A \ |J  Ak , cu v(C) <  0.
i>i

Cum v <oo, din relația (1) rezultă £ l /n k <+«), deci (l/n k) ^ 0  și deci nk—>oo. 
’ k>l

Fie nko >1, cu p (C )< (-l/n k o ). Cum avem : 
ô-l

A t0 U C c ( A \  U 4  M A \  | J 4  ) = A \ | J 4  , 
/=l />! i=l

deducem
(- l/n ko -1)< v(A h  UC) = v(A h ) + v(C) <-2/nk o , 

deci nko < 2, absurd. Prin urmare Q este v-negativă, deci {P, Q} constituie o 
v-descompunere Hahn a lui X.

4.3.7. D efiniție. Fie ( X ^  un spațiu măsurabil și ^ i ^ ^ R  două 
măsuri. Vom spune că pi, p2 sunt mutual singulare (pi singulară în raport cu 
p 2) și vom scrie pi _L p 2, dacă (3) Ac~«^, a.î. pi(A) = p 2 (X\A) = 0.

a) g i± p 2 <=> (3){P, Q} o partiție măsurabilă a lui X, a.î. pi(P)=p2(Q)= 0.
b) p i± p 2 <=> (3){P, Q}o partiție măsurabilă a lui X, a.î. p 1(A)=pi(AnP) 

și n2(A) = p 2 (A n Q), (V )A e^.
Intr-adevăr: p i± p 2 «  (3){P,Q} o partiție măsurabilă a lui X, a.î. 

Pi(Q)= P2(P)= 0.Atunci (V )A e 4  avem: p i(A )=pi(A nP)+pi(A nQ )=p1(A nP)

Analog p 2(A)=p2(A nQ ) etc.
4.3.8. D efin iție. Fie (X, ^ ,  v) un spațiu cu măsură generalizată. Se 

numește descompunere Jordan a lui v o pereche de măsuri mutual singulare, 
vi,v2^ - >  R , cu proprietatea că v=V|-v2.

4.3.9. Teorem ă.Fie ( X ,^ ,  v) un spațiu cu măsură generalizată și {P,Q} 
o v-descompunere Hahn a luiX. Atunci funcțiile v \ v  .^ ^ > R  definite astfel 

v*(A): = v(AnP), A e ^  v~(Af= -v(AnQ ), A e ^
sunt măsuri mutual singulare în care cel puțin una este fin ită  și v = v+- v~.

Dem. Evident v+(0)=O și v+>0. Mai departe (V)(An)n>ic ^ m u tu a l 
disjunct,averm

v+ | U 4  =  v U ^ n P )
\»>1 7 (n>| 7 «SI «ăl

deci v+ este măsură. Analog, se arată că v" este măsură.
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Deoarece v+(Q)=v(0)=O și v'(P)=v(0)=O, rezultă că v+ și v’ sunt 
mutual singulare.

Dacă oo ^ U{v(A); A e^} ,a tunci v+(X)=v(P)e[0,oo), deci v+ este finită.

Dacă -oo £ u{v(A );A e^^rezultă că v’ este finită.Atunci(V)A e ^ a v e m 

v(A)=v(AnP)+v(AnQ)=v+(A) -v'(A).
In fine, deoarece v+(Q)=v’(P) = O, rezultă v+±v
C orolar 1 (Existenta descompunerii Jordan).F/e ( X ,^ ,  v) un spațiu cu 

măsură generalizată.Atunci v admite cel puțin o descompunere Jordan.
4.3.10. D efin iție. Măsurile v+,v' se numesc variația pozitivă, resp. 

variația negativă a lui v, iar măsura v+ + v' se numește variația totală a lui v 
și se notează cu |v |. Să facem câteva precizări asupra măsurilor v+ ,v‘, |v |.

4.3.11. P ropoziție- Fie ( X ^ , v )  un spațiu cu măsură 
generalizată.Atunci au loc afirmațiile următoare :

1°) Orice două v-descompuneri Hahn ale lui X  definesc o aceeași 
descompunere Jordan a lui v.

2°) Orice descompunere Jordan a lui v este definită de o 
v-descompunere Hahn a lui X.

Dem. 1°) Din T.4.3.9. avem că orice v-descompunere Hahn a lui X 
definește o descompunere Jordan a lui v. Fie {P, Q}, {Pi, Qi} două 
v- descompuneri Hahn ale lui X. Evident (V)A E ^ ,  avem :

v (A o P )  = v ( ( J n / ’) n / ’1) + v ( ( ^ n / ’) n Q 1)'l

^ / f n P . )  = v ( ( ? ln /’l ) n / >) + v ( ( ^ n ^ ) n Q )

Deoarece mulțimile P, Pi sunt v-pozitive și mulțimile Q,Q i sunt v-negative, 
rezultă că mulțimile (A nP )nQ i și (A nP Q nQ  sunt v-nule, deci din (1) 

rezultă v(A nP)=v(A nPi). Analog deducem că v(A nQ )=v(A nQ i), deci cele 
două v- descompuneri Hahn definesc aceeași descompunere Jordan a lui v.

2°) Fie acum vj,v2 : j A R ,d o u ă  măsuri mutual singulare,cu v=vi-v2 .
Cf. definiției (3){P,Q} o partiție măsurabilă a lui X ,a.î. vi(Q)=v2(P)=0. Fie 
v=v+-v “ descompunerea Jordan definită de {P,Q}(T.4.3.9). Atunci (V )A e^ , 

deoarece vi(A nQ ) = v2(AOP) = O , rezultă:
v+(A)=v( A n  P)=v I (A n P)-v2( A n  P)=v 1 (A n P)=v i (A n  P)+v 1 (A n Q)=v i (A).

Așadar,v+= vi și analog v' = v2 .Prin urmare, v-descompunerea Hahn 
{P,Q}7definește descompunerea Jordan v = vi-v2.
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Corolar 1 (Unicitatea descompunerii Iordan)-Fie ( X ,^ f  v) un spațiu 
cu măsură generalizată. Atunci v admite o descompunere Jordan și numai 
una singură.

Observație. Descompunerea unei măsuri generalizate v în diferența a 
două măsuri (arbitrare) nu este unică. Intr-adevăr, dacă v=vi-v2, unde v (,v2 
măsuri, atunci avem v=(vj +VQ)—(v2+v0 ), pentru orice măsură finită v0.

4.3.12. Propoziție-Fie ( X , ^ , v )  un spațiu cu măsură generalizată 
și vi, V2 : ,^-> R două  măsuri,a.î. v=vi-V2. Atunci v+ <vi și v<V2, deci v^, v~ 
sunt măsuri minimale, cu proprietatea că v=  v -v~.

Dem. Fie {P, Q} o v-descompunere Hahn a lui X. Din T.4.3.9 rezultă: 
v+(A)=v(AnP)=vi(A n P)-v2(AnP)<vi (AnP)<vi(A), (V )A e ^ 

deci v+<vi Analog se arată că v'<v2 .
4.3.13. Propoziție. Fie ( X , ^ , v) un spațiu cu măsură generalizată și 

v+, v~, |vj variațiile pozitivă, negativă,resp. totală a lui v. Atunci ( V ) A c ^ 

avem:
1°) v+ (A) =sup{v(B); ^ jB c z A } ,  V~(A) = -inf{v(B); ^ J B ^A } .

2°) ^ (A )  = sup< ^ |y ( 4 ) | ;  (Ai)i^n partiție ̂ -m ăsurabilă a lui A}.

Dem. 1°) Fie {P,Q} o v-descompunere Hahn a lui X. Atunci avem : 
v+(A) = v(A nP)< su p { v (B );^ 3 B c  A}.

Reciproc, (V)w^3Bc A, rezultă

v(B) = v(BnP) + v(PnQ ) < v(B nQ ) = v+(B) < v+(A), 
deci sup{v(B); ^ 3 B c  A} < v+(A) etc.

2°) Fie A e ^ fix a t. Să notăm cu a  expresia din dreapta. Evident avem :
I v ^ )  = v + (A) + v \ A )  = v(A n P ) -  v(A  n  Q) = |v (^  n  P)| + jv(A n  Q)|, 

deci I v ^ )  < a . Fie mai departe (Ai)i =17 o ^ -p a r t i ț ie  a lui A. Atunci

(3 )k e l,n , a.î. v(Aj)>0, (V )i= l,„ , i< k și v(Aj)< 0, (V )i= l,n , i> k , deci 

£ |v ( 4 ) |  = £ v ( 4 ) - £ v ( 4 )  = y ( ^  (cf. I0)),
i=l i<k i>k i<k i>k

și deci

^ | K 4 ) | ^  M ^ - d e  unde rezultă a  < |v|(^) . Prin urmare |v |(J) = a . 
1=1
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4.3.14. Teoremă (Lebesgue-Radon-Nikodim).Fze (X ,^ p )  un spațiu 
cu măsură <j-finită și v :^ -> R o  măsură generalizată absolut continuă în 
raport cu p  (i.e. v «  p). Atunci ( 3 ) f : X ^ R  unic determinată (p-a.p.t.), 
p  - integrabilă, a.î. v=  Vf, i.e. \^)= ^ f d p ,  (V)Ae<^

Dem. Fie f,g:X—> R , două funcții integrabile, a.î. ^ f d p = ^ g d p ,

(V)Ae<^Z Atunci (P.4.2.3.) f=g (ți - a.p.t.), deci funcția f,dacă există,este unic 
determinată (p - a.p.t.).

Caz I. v > 0 și p(X) < oo. Notăm p* = p + v. Evident p* este o măsură 
(P.2.2.5) finită, v p^ și avem (P.5.3.9. Cor.l, P.5.3.10.) :

L2(X, 4  p*) c  L2(X, X  v) c  L'(X, 4  v).
Fie funcționala F(f):= £  f d v  ,feL 2(X X  p*). Să arătăm că Fe(L 2(X, X  p*))'.

Evident F este liniară și avem (P.4.1.15.) :

cf.Holdcr

<(lx N ' ^ r  b ’ * ' F ! ' ^ r a  l f lp -(v) fe L2 ( x ^ A

De aici rezultă (T. 1.2.50.) F continuă, deci F e (L2(X, 4  p*))‘. Aplicând 
T.5.3.13,Cor.l, rezultă că (3) g e L2(X, 4  p*),a.î.

F(f) = <€ g) . ,  (V)fe L2 (X, X  p ) ,

deci
[ f d v  = [ fg d p  , (V) fe L2 (X ,X  p ’) (1)

înlocuind în (1) pe f  cu <pA, cu Aeu^fixat, rezultă următoarea relație :
v(A )= £ g J / , ( V ) Ă e x  (2)

Deoarece v > O, avem f gd p ’ > O, (V) A e X  deci (P.4.2.3.) g > O (p*- a.p.t.).

Dacă Ao:= {xeX; g(x) > 1}, din (2) rezultă:
v(Ao) = f gdp* > \ \-d p  = p*(A0) = p(Ao) + v(Ao),

•No

de unde deducem că p(Ao) = O și cum v «  p, avem v(Ao) = 0.
Așadar,0<g<l (a.p.t.) relativ la p și v.Fixăm mai departe A e X  n>l și fie 

funcția hn=(l+g+...+gn)<pA. Evident hn e ^ ( X X  și avem (l-g )hn= (l-g n+1)(pA . 
înlocuind în (1) pe f  cu hn obținem :
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l(hndv=Lhngd̂ *= \xĥ d^+ i h»zd v’
deci

^ ~ g ) h nd v =  ^h„gd/i 

și deci
| ( l - g " +1) ^ =  j ( l  + g + ... + g " M  (3)

Cum ( l - g n+1)n>i și (g+g2+ ...+g n)n>i sunt șiruri monoton crescătoare de funcții 
măsurabile nenegative, primul convergent v-a.p.t. la 1, iar al doilea 
convergent p-a.p.t. la f  =g/(l-g), din (3) prin trecere la limită, n—>oo, obținem 
(T .4.2.10,Cor.l): ’

1 ^ = 1  f d ^ , deci v(A)= j  fd /j..

Prin urmare,(3)f:X—> R , o funcție p-integrabilă,cu f  > 0 (p-a.p.t.), a.î. 
v(A) = |  fd fj., (V) A e ^ .

Caz II v>0, p a-fînită.Atunci (3) (An)n>i c j / u n ș i r  mutual disjunct, 
cu X = |j 4 ,  & P(An)<oo,(V)n>l.Notăm 4 : M A „  , Hn:=nL„ Și v n:=vL„ ( ^ 0 - 

n>l

Evident vn« p n, deci (cf.(I)) (3) fn:An-> R o  funcție p n-integrabilă nenegativă 
(p n -  a.p.t.), a.î.

vn( A ) = { / / / / „ ( V ) A e 4  (4)

Fie acum f:X—>R o funcție definită astfel f]A n  = fi, (V)n>l. Atunci cf. (4) 
avem :

El /^ =E l ^ =Ei/» ^ =Ev̂ )=vw <0°’
n>l " n>l " n>l n>l

deci (T.4.2.8., 2°)) f  este p- integrabilă.
In fine, fie A e ^  fixat. Atunci A n A ne 4 ,  (V)n>l și avem 

A = |jG 4  n  /4„). Cum avem (cf. (4)) : 
n>l

v(AOAn) = vn(AAAn) = f f nd ^ n = [  fd ^ ,  (V)n>l, 

rezultă :
v(A) = E v ^  n  ^») = E  L ,  / ^ = l  f d ^ 

n>l H>1 N

Așadar, (3) f : X—> R o funcție p - integrabilă a.î. v = v f.
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Caz III . v-arbitrară, p cr - finită. Atunci (T.4.3.9.) (3) două măsuri 
vi, v2 : X—>R a.î. v = Vi - v2. Cf.(II) (3) f j: X—> R o funcție p-integrabilă,a.î. 
Vj= v fi (i= 1,2). Evident avem v=vi-v2= v f i  -  v f2  = v f l _f 2  =Vf.

Teorema este complet demonstrată.
4.3.15. Teoremă (Descompunerea Lebesgue). F ie (X ,^  un spațiu 

măsurabil și p /z .^ O R  două măsuri cr-finite. \Atunci (3!) două măsuri 
vi, V2 : CĴ - ^ ^ . ,  a .îfv = 'v i + V2, V iîp ș i  V 2 «  p. s

Dem.Existența: Evident X:=v+p este o măsură cr-finită și avem p « X , 

v « X . Din T.4.3.14. rezultă că există f,g:X—>R două funcții măsurabile 
nenegative,a.î.

p(A) = jA fdl, v(A) = fA gdĂ, (V)AE^ .

Fie P:= {xEX; f(x)>0} și Q:={XEX; f(x)=0}. Atunci {P,Q} este o partiție 
măsurabilă a lui X. Să notăm :

v^A) : = v(AnQ), V2(A) = v(AnP), A E ^/.
Evident vi, v2 sunt măsuri și avem :

vi(A) + V2(A) = v(AnQ) + v(A nP) = v(A), (V) A E ^
Mai departe, p(Q)= ^fdA.=Q și vi(P)=v(0)=O, deci p _L v. In fine, fie A E ^ , 

cu p(A)=0, deci £ 72ZZ =0 și deci (T.4.1.14.), f=0, pe A, cu excepția unei 

mulțimi B X-nule. Evident A nP cB , deci X(AnP)=X(B)=0 și deci
V2(A) = v(A nP) = JA n p  gdx = 0.

Așadar, (V )A e 4  cu p(A) = 0, rezultă v2(A) = 0, deci v2 «  p.
Unicitatea: Fie {vi,v2 }, {vi ,v2 } , două perechi de măsuri cu 

proprietățile : v = vi+v2 = v i + v2 , V |« p ,  V[ « p ,  v2 ± p , v2 ±p. Atunci 
(3)M, N E ^ 2 a.î. Vi(M) = p(X \ M) = 0 & vi (N) = p(X \ N). Fixăm A E^. 

Dacă A cM nN , rezultă v2(A)=v2 (A)=0, deci
vi(A) = v^A ) + v2(A) = v(A) = v, (A) + v2’(A) = v ,’(A).

Dacă A c(M nN )c=McUNc, rezultă p(A)=p(An(X\M))+p(An(X\N))=O.
Cum vi «  p & vi «  p, rezultă vi(A) = vi (A) = 0, deci

v2(A) = v,(A) + v2(A) = V! (A) + v2’(A) = v2’(A).

Așadar, vi=V] & v2=v2 , pe , ^ M nN ca și pe <^/(MON)C, de unde 
deducem imediat că v (=vi & v2=v2 p e ^ .
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4.4. Măsură și integrală pe spații produs

Fie(X, 4  n), (Y, SB, v) două spații cu măsură. Se pune problema de a 
defini o a-algebră ® pe mulțimea XxY legată de ^  și âB, apoi o măsură 
n :^-> R , legată de măsurile p și v. Spațiul cu măsură astfel definit 
(XxY, ̂ ,ît) se va numi spațiul cu măsură produs al celor două spații cu 
măsură (X, <4 p) și (Y, âB, v).

Pe spațiul cu măsură astfel definit, (XxY,^n), se consideră funcții 
7i-integrabile, f:XxY-> R , deci funcții integrabile de două variabile x și y. Se 
demonstrează aici teoremele lui Tonelli și Fubini care reduc calculul 
integralei | j  Y fd n  la calculul succesiv a două integrale simple de o variabilă.

In loc de produsul a două spații cu măsură se poate considera 
produsul unui număr finit sau chiar infinit de spații cu măsură.

Pe spațiul Rn putem astfel defini măsura Lebesgue ca și integrala 
Lebesgue, în două moduri diferite. Definim, In prealabil, măsura exterioară 
Lebesgue n -  dimensională, Ă’:2”' —>R, utilizând intervale n-dimensionale, 
în locul celor 1-dimensionale,utilizate pentru definirea măsurii Lebesgue pe 
R. In continuare se procedează după schema standard utilizată până acum. A 
doua posibilitate este să identificam pe Rn cu produsul a n spații cu măsură 
identice (R, ^ R,Ă) etc.

4.4.1. Definiție.Fie X, Y două mulțimi și C o submulțime a lui XxY. 
Atunci (V)xeX, mulțimea {ycY; (x,y)eC} se notează cu Cx și se numește
secțiunea lui C prin x; analog (V)yeY, se definește mulțimea 
Cy :={x6X;(x,y)eC}, secțiunea lui Cpriny. Secțiunile Cx, Cy se mai notează 
cu C[x], resp. C[y] :

a) (V)C:=AxBcXxY, avem: CX=B, dacă XEA și Cx= 0, dacă xeX\A;
Cy = A, dacă yeB și Cy = 0 , dacă y6 Y\B.

b) Fie C,CncXxY(n>l). Atunci
\®l Jx «̂ 1 V«>1 Jx

o.,
(V)xeX. Dacă CnÎC , rezultă (Cn)xÎC x, (V)xeX. Dacă CnlC , rezultă 
(Cn)x^Cx, (V) xeX. Afirmații analoage pentru secțiunea prin y din Y.

c) Dacă C,Dc:XxY,avem(C\D)x=Cx\Dx, (V)xeX . Dacă în plus CcD,
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avem Cxc D x,(V)xeX. Afirmații analoage pentru secțiunea prin y din Y.
d) Fie (X X n ) și (Y ,^ ,v ) două spații cu măsură.

(V )C := A x B e ^ ^  ^ C xe ^  & v(Cx)=v(B)cpA(x), (V)xeX;
CyE ^ &  p(Cy)=p(A)(pB(y), (V)yeY. Dacă (Cn) n > i c ^ x ^ ș i  C= (JC „ ,avem:

Cx e ^  & v(Cx) < X < „ ) J ,  (V) xeX;
n i l

Cy e  ^  & p(Cy) < ^ ( . ( C n Y ) ,  (V) yeY.
n>l

Dacă șirul (Cn)n>i este mutual disjunct, inegalitățile < devin egalități =.
4.4.2. Definiție.Fie X,Y două mulțimi și fiXxY—>R o funcție. Pentru 

fiecare xeX , fie fx:Y—>R o funcție definită astfel fx(y) = f(x,y), (V)yeY; 
funcția fx se numește secțiunea lu ifp r in  x. Analog pentru orice yeY, funcția 

f :X -> R  definită prin relația f(x ) = f(x, y), (V)xeX, se numește secțiunea 

lui f  prin y. Funcțiile fx, f ,  (x,y)eXxY, se mai numesc funcțiile parțiale ale 
funcției f  ele se mai notează cu f(x,-), resp. f(-,y)

a) (V)CcXxY=> (<pc)x=<p( i , (V)xeX & ((pc H (;, , (V)yeY.

b) Fie f,g:XxY —> R , două funcții și a , peR . Atunci
( a f  + pg )x  = a f x + pg x , (V) xeX; ( a f  + pg )y = a f  + pg

y, (V) yeY, 
dacă operațiile algebrice au sens.

c )(V )f:X x Y ^ R  ^  fx=fx
+ - f x' ,  (V)xeX; f = ( f ) y- ( f ) y, (V)yeY.

d) Fie f, fn:XxY—>R (n>l), un șir de funcții. Dacă fn _ ^  f, atunci 

(fn)x ^ f X! (V)xeX & (f„)y _ ^ f ,  (V) yeY.
4.4.3. Definiție. Fie X,Y două mulțimi și 4  38 două inele pe X și Y 

resp.. Inelul pe XxY generat de f a m i l ia l  x 38 se numește inelul produs al 
lui ^ c u  <^și se notează c u ^  ® 38, adicăe*/ ® 38 = r(p& x 38). Analog vom 
defini a-inelulprodus prin re la ț ia ^  ® 38 = a r ( ^  x 38), dacăex/și ^ s u n t  cl
inele; a-algebra produs, «^ ® 38= <3 a. (p& x 38), dacă ^  și 38 sunt o- 
algebre. In cazul cr-algebrelor produs, perechea (XxY, ^  ® â?) se numește 
spațiu măsurabil produs al spațiilor măsurabile (X, ^ )  și (Y, ^ ) .

a) a r ( ^  x 38) este cel mai puțin fin c-inel pe XxY cu proprietatea că 
funcțiile proiecție pri: XxY—>X și pr2: XxY—>Y sunt măsurabile.
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b) o&xdB este o parte cofinală în o $ 3 â fordonată prin incluziune ‘ț ”, 

i.e. (^ )C e^> â S , (B )A xB e^xâB , a .t CcAxB.
Fie, spre exemplu, ^ ș i â ?  n-inele și C € ^  ® A8.= nr(«^ x dS) fixat. 

Atunci (3)(AnxBn)n > iC ^x ^ a .î. C c [ J ( 4 ,  x B J , deci 
n>l

c)nr(®  X ^  = n r ( ® ) ® n r « ( V ) S c 2 x & ^ 2 Y

d) n r ( ^  x ^ ) |AXB =  n r ( ^ A) ® OT( ^ |B), (V) AxB c  XxY.
4.4.4. P ropozițieF ie(X^Z),(Y ,^două spații măsurabile și(X xY ,< ^® ^ 

spațiul măsurabil produs. Atunci ^  ®&este cea mai slabă (mai puțin fină) 
<j-algebră pe Z: = XxY, cu proprietatea că funcțiile proiecție

prx: (Z, (X, ^ ,  prY: (Z, ( Y , ^
sunt măsurabile.

Dem. Fie ^  = ^ ® ^  Atunci (V )A e^avem  :
pr y (A) = AxY€ ^ 0  â S c  % deci pr Y {pd) cz ^ 

și deci prx  este măsurabilă.
Analog se arată că și pry este măsurabilă.
Fie acum ^  'o  n-algebră pe Z, cu proprietatea că proiecțiile

prx : (Z, ^ ) - ( X , ^ ,  prY: ( Z X ) - ( Y ,  âS) 
sunt măsurabile. Atunci,

(V )(A ,B )e^x  ^= > A xY = prY ( A ^ ^  '&  XxB=pr ^  ( B ) e ^ ', 

deci AxB = (AxY)D(XxB)e ^  ' și deci ^ x â S ^ ^ ' .
Așadar o^® â3 =na (o ^x d sy ^^ ', prin urmare ^® A 6  este cea mai 

slabă n-algebră pe Z pentru care proiecțiile prx  și prY sunt măsurabile.
Observație. P.4.4.4. este adevărată și în cazul general al unui produs 

numerabil de spații măsurabile.
4.4.5. Teoremă. Fie X Y  două spații topologice. Atunci avem 

^ X® ^ Y cz d&xxY, cu egalitate, dacă X  și Y sunt cu bază numerabilă.
Dem. (X,âB x) și ( Y ,^ Y ) sunt spații măsurabile. înzestrând Z:=XxY 

cu topologia produs, proiecțiile prx : Z —X, prY: Z-*Y sunt funcții continue, 
deci (T. 1.2.5.) avem :

pr Y (Tx) C T Z C  dSx, p r ; 1 (TY) C T Z C  ^ Z , 
deci
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pr ̂  (^ x )= o a  (p r '1 (TX))C ^ Z ; pr?1 ( ^ y N a  (p r '1 (TY ) ^ Z , 
și deci aplicațiile

prx : ( Z ,^ z ) - ( X , 3BX); prY: ( Z ,^ Z ) - ( Y , ^ Y ) 
sunt funcții măsurabile și deci (P.4.4.4.) 38 x ® 38y C 38 x ^  = ^ z .

Presupunem acum X și Y cu bază numerabilă și fie ®i,@2 baze 
numerabileîn X resp. Y. Atunci @ix Sh este o bază numerabilă a lui Z 
(P.l.2.29), deci (T.2.1.11,3°)) a a ^ x  ^)= 38 7 . Cum ^ x ^  c  38 x®38 Y , 
rezultă 38 7, cz 38%® 38 y- Prin urmare 38 x® 38 y = 38^.

Corolar 1 - ^  ® 38 = 3 8 ^ m , (V)n,m >1.
Dem. Aplicăm T.4.4.5. ținând seama că Rn și R m sunt spații metrice 

separabile, deci cu bază numerabilă.
4.4.6. Propoziție.Fie ( X ,^ ) , ( Y ,^  două spații măsurabile și C e ^ ® ^ 

o mulțime. Atunci Cx e& , (V )x6X și Cy  6  ^ ,  (V)yeY.

Dem. Fie ^?:={Ce^ ® 38; Cx €38, (V)xEX}. Dacă C = A x B 6 ^ x ^ , 

avem Cx = B, dacă XEA și Cx= 0 , dacă X EX\A, deci Cx e 38 și d e c i ^ ^ c  ^.
Fie mai departe (Cn)n> ic ^  fixat și C :=(JC „ . Atunci, evident, avem: 

n>l -
Cx= [J (C n )x e38, (V) XEX, deci C e ®  In fine, (V)Ce®  și xeX  avem : 

n>l
( XxY\C )x=Y\Cxe ^ ,  deci X xY \C e®

Așadar, ̂  este o c-algebră, deci ca  ( ^ x  3 8 )^  ^  și cum
^ ®  38: = c a ( ^ x  38) ^  ^ ^  ^ ®  38, rezultă J & ® 38= *&.

Prin urmare, CXE 38, (V)XEX etc.
Corolar 1. In același cadru avem: ( V ) C € ^  ® ^  de forma 

C=AxBcfXxY, rezultă A e ^  și B e ^ ,  i.e. orice dreptunghi ĴX ® ^m ă su ra b il 
este egal cu produsul cartezian dintre o mulțime .^-măsurabilă și o mulțime 
3 ^-măsurabilă.

Dem. Fie aeA  fixat. Atunci (P.4.4.6.) B=(A x B)a E ^ e tc .
C orolar!- Fie ( X ^ ,  ( Y , ^  două spații măsurabile și f:X x Y -^ R 

o funcție ^ ®  ^-m ăsurabilă. Atunci f  este separat măsurabilă, i.e. (V)xeX, 

funcția f x:Y -^ R  este ^-m ăsurabilă  și (V) yeY , funcția f  : X —R  este 
^m ăsurabilă .

Dem. Fie aE  R fixat. Din ipoteză rezultă (T.3.2.8.) :
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C: = {(x, y)eXxY; f(x, y) > a} E ^ ®  âB 
Evident, (V) xeX, avem Cx={yeY; fx(y)>a} și cf.P.4.4.6. Cxe ^ ,  deci 
{yeY;fx(y) > a  }e âB și deci (T.3.2.8.) fx este âB - măsurabilă.

Analog se procedează și pentru funcția f  y.
4.4.7. Propoziție.Fie X, Y două mulțimi, ^ u n  inel pe X  și ^ u n  inel 

pe Y. Atunci ^ ®  â&: = r ( ^ x  ^  coincide cu familia ^ a  reuniunilor finite 
mutual disjuncte de elelmente din ̂ x  A&.

Dem. Să arătăm că ^  este inel pe X x Y. Fie în acest scop 
n m

C := |J (4 x B ,)  șiD " J ț J V x B 'J  din «’, fixați. Atunci (P. 1.1.2): 
<=i ;=i

a) CAD = J ( 4  x 4 ) n ( A ' ^ ) = J ( 4  n  A'j )x {B ,o  B 'j).

Cum familia (Ai x Bj)( — (resp. (A'j x B'j) —) este mutual disjunctă, 

rezultă imediat că familia ((AjAA'j) x (BjAB'j)), - de elemente din

^.SB , este mutual disjunctă, deci C nD e®
b) Dacă CnD = 0 , rezultă că CuD E ® 
C)C \D = U D  ((Ai xB 1) \(A ' j x ^ j) ) . 

' J

însă (V) i,j E l,nx \,m , mulțimea Cy = (Ai x Bj) \ (A'j x B'j) coincide cu 

reuniunea mulțimilor disjuncte (Aj \ A'j) x Bj și (A; A A'j) x (Bj \ B'j), care 
aparțin familiei ̂ x  âB, inclusă în % deci (cf. b)) Cy E <&. Atunci (cf.a)) 
Cj :=P|C y e ^,(V)i=l,n și cum familia (Cj)( — este mutual disjunctă, 

j

deoarece Ci cAixBj, (V) i = \,n , deducem (din b)) că C\D =  [ JQ  £ «".

d) CUD = (C\D) U (D\C) U (CAD) .
Deoarece,

CAD E «'(cf.a)) & C\D, D\C e «(cf. c)) 
și mulțimile CAD, C\D, D\C fiind disjuncte, rezultă (cf. b)) că CuD E <& 

Prin urmare,^ este un inel și cum ^ x  âB CL «" C  r(.^ x âB), rezultă 
r(^ x  âB) c  «̂  deci avem egalitatea r (^ x  âB) = <&
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Corolar 1. In același cadru avem : r ( ^  x  ^  coincide cu familia 
reuniunilor finite arbitrare de elemente din ( ^ x  ̂ .

Corolar 2.Fie tripletele ( X ^ p ) ,  (Y ,^ v ) , unde X, Ysunt mulțimi; ^  & 
inele pe X  resp. Y; p  v măsuri fin it aditive pe ^ ,  resp. ^ .A tunci (3) cel mult

o măsură fin it aditivă 7V .r(^x^  ~ ^R ,a .î nfA xB) =p(A)*v(B),( V)A xB 6^xâ&.
Dem. Intr-adevăr, fie n și X  două măsuri finit aditive cu proprietățile 

din enunț. Fixăm C:= U(Aj x Bj) er(^xâS), cu AjxBj (i= 1, w) mutual disjuncte. 
i=i

A tunci,
n(C) = ^ ^ ( A , X Bi) = ^ ^ ( A , )  • v (Bj) = ^ V ( A j  x Bj) = 7t (C) etc. 

i i i
4.4.8. Teoremă. Fie (X ,^ p )  și (Y<^v) două spații cu măsură

a-finită. Atunci (V) C e ^  ® 3? au loc afirmațiile:
1°) Funcția, X jx  — v(Cxf  este măsurabilă;

2°) Funcția,Yjy-^p(C y), este dF- măsurabilă.

Dem v(Y)<oo.l°)Considerăm mulțimea următoare : 

® ={C e^® âS; funcția,X3x->v(Cx),este «^-măsurabilă}.

Dacă C := A x B e ^ x ^ , avem Cx e ^ &  v(Cx) = v(B)<pA(x), (V) xeX.

Cum funcția (pA este J^ -măsurabilă , rezultă că funcția, X3x->v(Cx), este 
«^măsurabilă, deci C e ^ ș i  d e c i ^ x ^  cz^; în particular, X xY e^ . Fie acum 

C ,D c^, C cD , fixati. Atunci (V)xeX,avem (D\C)X = Dx\Cx,deci v((D\C)x) = 

= v(Dx)\v(Cx), și deci funcția, X 3x^v((D \C )xjestc «^-măsurabilă, ca diferență 
a două funcții «^-măsurabile, încât D\C e <8.

Fie mai departe (Cn)n> |C ^ ,un  șir mutual disjunct, și C= (jC n .A tunci: 
n>l

v(Cx) = v(U(C,.)x ) = £v((C„)x ), (V) xeX  (1)
n̂ l n̂ l

Cum fiecare funcție, X 3x—v((Cn)x), este «^-măsurabilă, rezultă din (1) că 
funcția, X sx — v(Cx), este «^-măsurabilă, deci C e ^

A șadar,^este un sistem Dinkin ș i ^ x  âScz <% deci 
b(p& x ^ )  c  ^  și deci b(p^ x âS) ^  < ^ ^ ^  ^  âS.

Pe de altă parte, (V) C=AxB și C '=A 'xB ' din ^  x A f avem C nC ' = 
= (A n A jx (B n B je .^ x ă 8 , deci (Ex.2.16.) b(.^xâS) = c a  (p^xdS) = ^ ® 3 S
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și deci b ț^-xăO ^^ =^®AB. Cu aceasta am arătat că (V )C e ^ ® ^  funcția, 
X3x—v(Cx), este ̂ -măsurabilă.

v(Y)=oo Deoarece v este cr-finită, (3) (Bn)n>i c  ^  un șir de 
mulțimi, mutual disjunct, care acoperă Y, a.î. v(Bn)<oo, (V)n>l. Atunci

(V )C ej/® ^  și n > l,avem: Cn(XxBn) 6 ^  ® d S s^ -  ® (AS |Bn), 
deci conform celor de mai sus avem că funcția

X3x -  vB n((Cn(XxBn))x) = v ((CA(XxBn))x), 
este ̂ -măsurabilă și deci funcția,

X3x^v(C x)=  ^v ((C n(X xB n))x),
u>i

este ̂ -măsurabilă, ca sumă a unei serii de funcții măsurabile (T.3.2.15.).
Prin urmare afirmația 1°) este arătată.
2°) Se procedează la fel ca la 1°).
Corolar 1. In același cadru avem: (V)Ce ^ ®  ^ ,  integralele 

^XCxjdx și ^pICv )dy există și sunt nenegative.
Observație. Vom arăta în teorema următoare că integralele din Cor. 1 

sunt egale și ele definesc măsura produs a mulțimii C.
4.4.9. Teoremă (Teorema de existență a măsurii produs) - Fze (X ^ p ) 

si (Y ,^v ) două spații cu măsură cr-finită. Atunci există o unică măsură pe 
tM£>& notată cu p®v, cu proprietatea că :

(p ® v) (AxB) = p(A) • v(B), (V) A x B e ^ â ^  (1) 
Măsura p ® v este a-finită și avem relația :

(p® v)(C > jx v(Cx )dn = |Yn(C y)dv ,(V )C €^«  (2)
Dem. Din T.4.4.8,Cor.l rezultă că are sens funcția

7r(C):=fx v(Cx )dg, C e^< W
și este nenegativă. Evident 7t(0)=O. Fie (Cn)n>i^Z<8>^ un șir mutual disjunct 
și C : = |jC n . Atunci (V)x6X, ((Cn)x)n>i este un șir mutual disjunct, 

n>l
^-măsurabil (P.4.4.6.) și avem Cx= U(CU)X ,deci v(Cx)= |Jv((Cn )x ) . însă 

n>l D>1

funcțiile, X 3x-v((C n)x)(n>l), sunt ^măsurabile (T.4.4.8.) și nenegative, 
deci putem scrie (T.4.4.8,Cor.l) relația:

n(C) = jx v(Cx )dp = X jx v((Cn )x )dM = E 4 C n ) 
n>l n>I

Așadar,7t este numerabil aditivă, deci o măsură.
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La fel se arată că funcția
% (C ) : = j / / ( C O ^ , C e ^

este de asemenea o măsură pe XxY
Fie mai departe C = A x B e ^ ® ^  fixat. Atunci (V)XEX, avem 

v(Cx)=v(B)(pA(x), deci 7i(C)= £ v{B)tpA (x)dp  =v(B)«p(A)

și analog î f  (C)=p(A)«v(B), de unde rezultă n=ît' p e ^ ® ^ .

Din P.4.4.7.Cor.2 rezultă că 7i=7f pe a ( ^ x ^ ) .

Cum p și v sunt cr-finite, (3)(An)n>i o partiție ^-m ăsurabilă  a lui X, 

(3)(Bn)n>i o partiție 38 -măsurabilă a lui Y, a.î. p(An)<oo & v(Bn)<oo, (V)n>l. 

Atunci, evident, (AnxBn)n>i este o partiție ,J&®38 -măsurabilă a lui XxY și 

avem 7i(AnxBn)<0 0 , (V)n>l, deci 7t și analog și n ' sunt măsuri a-finite.

Deoarece măsurile 7t și n ' coincid pe algebra a(^x38), rezultă 

(T.2.1.18.) că ele coincid și pe <ja(p£x38), deci pe ^/®3Bș\ deci 7i=7f. Tot de 

aici rezultă că pentru orice măsură a  pe ^® 38, cu proprietatea (1) din enunț, 

avem a  = K = n '.

4.4.10. Definiție. Fie (X, 4 f i )  și (Y ,^ ,v ) două spații cu măsură 

o-finită. Atunci măsura p ® v ^ ® ^ —R se numește măsura produs a 

măsurilor p  și v, iar tripletul (X x Y ^® ^ ,p ® v ) se numește spațiu cu măsură 

produs al celor două spații date.

Corolar 1. In același cadru avem relația :

^«>0 (C) -  f ^ ț ^ A »  f  J p ^ v .  W ) C e . ^

Dem. Deoarece Cx=0, (V)x£prx(C), avem v(Cx)=v(Cx) ^ p rv (C )(x), 

(V)xeX, deci avem :
(p®v)(C)= [v ( C J d g =  [ v(Cx )dp = [ f  [ d v k e t c .
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Să ilustrăm grafic mulțimile: C i , xeX  ; Cy , yeY

Fie (X, 4 f i)  și (Y,^,v) două spații cu măsură cr-finită și
<^®â&:= ua ^xâ S )  c-algebra produs. Fixăm C e ^ ® ^

Fie xcX; mulțimea CXG^; calculăm v(Cx) pentru orice x din X și 
„sumăm” rezultatele obținute, i.e. integrăm funcția ^măsurabilă nenegativă 
X 3x-v(C x); numărul astfel obținut, ^v (C x )dp , reprezintă o măsură lui C.

Fie yeY; mulțimea CyG^; calculăm p(Cy) pentru orice y din Y și 
„sumăm” rezultatele obținute, i.e. integrăm funcția 33 -măsurabilă nenegativă 
Y3y—v(Cy); numărul astfel obținut, |  p{C y )d v , reprezintă o măsură lui C.

Arătăm mai departe egalitatea ^v (C x )dp = ^p (C y )d v , deci cele 

două măsurători conduc la același rezultat. Măsura produs p®v se definește 
prin relația :

(p®v)(C): = ^v (C x )dp = ^p (C y )dv, (V)C Ĝ ®  33.

Deoarece (V)x£prxC avem Cx=0, deci v(Cx) = 0 ; analog,(V)ygprYC avem 
Cy=0, deci p(Cy) = 0. Prin urmare rezultă relația :

(p® v)(C )=[ v(Cx )d p = [  p { C fid v f i^ C e ^ ® 3 3 .

4.4.11. Teoremă (Tonelli). Fie (X ,^p) și (Y ,^v ) două spații cu 
măsură cr-finită și fiX xY  — R o funcție ^  ® ^  -măsurabilă și nenegativă. 
Atunci au loc următoarele afirmații:

(a) Funcția, Xjx*— j  f xdv , este ^-măsurabilă;

(b) Funcția, Yjy*—* £  f y d p , este ăff- măsurabilă;

Dem. Să observăm mai întâi că (V)xGX, funcția parțială fx este

149
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



^-m ăsurabilă (P.4.4.6,Cor.2) și nenegativă, deci funcția,X sx— j / ^ b d i n 

(a) are sens; afirmație analoagă pentru funcția din (b). Vom arată mai departe 
că aceste funcții sunt ^  respectiv âB -măsurabile și are loc relația (*).

(I) f  funcție caracteristică. Fie f=(pc , C€a^®âS. Atunci fx=(pcx și 
fy = <Pcy

!(V)(x,y)e XxY, deci funcția ,X 3x— j / ^ i / = v ( C x), este .^m ăsurabilă, 

iar funcția ,Y3y— ^ f y dți=ii(Cy) , este ^-m ăsurabilă (T.4.4.8.) și avem :

Pe de altă parte, J£  fd ( p  ^ v ) ^ ^ ®  v )(C ), deci (T.4.4.9. (2)) : 

f L - z a ( / , ® , ' ) = K U ^ ’  V P ^ * ' 

n
(II) f  simplă n e n e g a tiv ă .F ie ^ c ^  o reprezentare canonică a lui f,

notăm tpci cu f  (i=l,w). Atunci [ fxdv = Ț ^  | fxdv,(V)xeX, deci (cf.I) 
i=i

funcția ,X 3x—► £  fxdv , este .^m ăsurabilă nenegativă, ca sumă de funcții

«j?̂—măsurabile nenegative, și avem :

Analog,funcția,Ysy— J / ^ / ^ e s t e  âB -măsurabilă și avem :

de unde rezultă relația :

(III)/m ăsurabilă  nenegativă. Cf. T.3.2.16.(3)(fn)n>i un șir monoton 
crescător de funcții ^  ®âB -  simple definite pe XxY, a.î. f„(x,y)/f(x,y), 

(V)(x,y)eXxY. DinT.4.2.1. rezultă
lim E Y ̂ D ^  ® u) = E v ̂ ^  ° r)
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Mai departe, (V) xeX, (fn)x^ f x ; (V) ye Y, f^ / f ,  deci (T.4.2.1) 
j ( Ă ) x ^ z | / x ^  și \x ^ d P ^  \x f y d p .

Cf. II, (V)n>l, funcția nenegativă , X 3x— ^ ( f„ ) x d v , este ^m ăsu rab ilă , iar 

funcția nenegativă ,Y3y— £ / /d /2 ,e s te  Si- măsurabilă, deci (T.4.2.1) avem :

'™.L(Yt.\df f ‘=țMf -dv f̂i <2)

De asemenea din II rezultă relația :
j ^ f „ d ( p ® v ) =  ^ ( f n )x dv)d p =  ^ f n

r d p )d v ,

de unde prin trecere la limită, n—oo,rezultă, ținând seama de (2)&(3),relația c) 
Corolar 1. Fie (X, ^  p), ( Y ,^ v )  două spații cu măsură cr-finită și 

f :X x Y — R  o funcție p®v-integrabilă nenegativă. Atunci au loc afirmațiile :

a) Funcția, fx : Y-» R , este ^-m ăsurabilă  nenegativă, deci are 
v-inlegrală (V) xeX, și este v-integrabilă pentru p-aproape toți x din X, i.e. 

pentru orice xeX\A, cu p(A)=0.
b) Funcția, X j x  j  f x d  v , este p  - integrabilă.

c) Funcția, f :X — R , este ^m ă su ra b ilă  nenegativă, deci are 
p  - integrală (V) yeY, și este p-inlegrabilăpentru v-aproape to tiy  din Y,. i.e. 
pentru orice y£Y\B, cu v(B) = 0.

d) Funcția, Y jy  — J  f y d p , este v-integrabilă.

Dem. Din P.4.4.6,Cor.2, rezultă că funcțiile fx, T sunt: âB -măsurabilă, 
resp. ^  -măsurabilă. Ținând seama că f  este nenegativă , integrabilă, deci 
^ ® 3 B  - măsurabilă, din T.4.4.1 l(c) rezultă relația :

£  11 fxd v)d p  = j £ r  fd ( p  ® v) < oo,

deci funcția, X 3 x - > j Ț J v ,  este p-integrabilă și deci (P.4.1.18,Cor.l) 

j  Ț t J v  <oo(a.p.t.) pe X și deci fx este v-integrabilă pentru p-aproape toti x 

din X. Cu aceasta am demonstrat pe a) și b).
Analog se arată c) și d) inversând rolul lui x cu y.

151
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



O bservație. Presupunem funcția f  :XxY-> R  integrabilă cu valori de 
semn contrar. Atunci funcțiile f*(x,*) și F(x,*) sunt âB -măsurabile nenegative 

(V) xeX  și v-integrabile (V)xeX\A, cu p(A)=0, deci
JY f+(x,»)dv = Jy  f-(x,«)dv = oo , (V) xeA

și deci funcția ,x— j  f(x,«)dv, este definită numai pe X\A, i.e. p-a.p.t. pe X.
Afirmatii analoage pentru funcția f  (•, y).
C orolar 2.Fie (X, ^ p ) ,  ( Y ,^ v )  două spații cu măsură cr-finită, 

C e^j^Sf^o mulțime și f:C  — R  o funcție p  ® v-integrabilă nenegativă. Atunci 
au loc afirmațiile :

a) Pr x(C) e^ș ifu n c ția , p r fC )3 x -^  [ f  ( x ^ d v , este ^  măsurabilă; 
’ <|i]

b) pry(C) € & și funcția, p r r(C)3y — [  f(* ,y )dp ,este  ^-măsurabilă;

c) ț ț f d ( p » v ) = ț r ^  [ ^ ^ . . y ^ ^

Dem. a) și b) rezultă din P.4.4.6. și (T.4.4.1 l,a) și b)).
c) j{  fd ( p  ® v) = J£ f<pc d (p  ® v) = £  ( j  f { x ^ ( p c  (x * )d v ] ip  =

(cf. relației (pc  (x,*) = (pc lx ] (•), (V) xeX  )
=  L d ^ * ^ ^ ^  = ]x [ ^ f ( x » ) d v ] d p

Cum C[x] = 0 ,  dacă xgprx (C), rezultă că funcția,X3x~* [  f ( x , - ) d v ,  este 

nulă dacă x£prx (C), deci
f J M d v  = (p (C> ■ [  f ^ d v ,  (V)xeX 

și deci
f ^ C / / ® ^  j ^ (C )- £ ^ ^

Relație analoagă schimbând rolul lui x cu y.
O bservație .Relația c) din Cor.2, să o numim formula lui Tonelli, se 

scrie, dacă revenim la notațiile anterioare, astfel
^ fd țp ®  v) = fprx(C )^  fx dv)dp = ^ ^ ^  fydn)dv 

sau sub forma :
JJc f (x, y)d(n® v) = jprx(C )(fC[x| f(x, y)dv(y)Jlg (x) =JprY (C) ^  f (x, y)dp(x))lv(y), 

unde notațiile p(x), v(y) pun în evidență variabilele x, y în raport cu care 
integrăm funcția f(x, y),în raport cu p,respectiv v.
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Observație. Teorema lui Tonelli poate fi rezumată simplist astfel : 
(V)xeX, funcția nenegativă f(x,*) este .^-măsurabilă, deci(3) ^ f ^ x ^ d / j . ; 

funcția rezultată , X3x— ^ f(x ,» )d v  6 R+ , este ^-măsurabilă, deci 

(3) jx^fix^dv^g; integrala obținută este egală cu j£  fd(^i ® v ). Afirmație 

analoagă și pentru funcția f(*, y).
Semnificația grafică a formulei lui Tonelli-
a) Fixăm xeX; funcția f(x,*) este definită pe mulțimea {x} x Y și are 

subgraficul porțiunea hașurată a cărei arie este integrala ^f(x ,» )dvG R + .

Repetăm calculul pentru orice xeX și apoi „sumăm” rezultatele obținute (i.e.
integrăm funcția X3x-* [ /(x ,» )Jv ); obținem astfel numărul

iM^ X̂ dv^ care reprezintă volumul lui Tf, subgraficul lui f, deci

integrala £  ^fd{p.® v).

b) Fixăm ye Y; funcția f(*, y) este definită pe mulțimea X x {y} și are 
subgraficul porțiunea hașurată a cărei arie este integrala f f(» ,y)dpG  R+.

Repetăm calculul pentru orice yeY și apoi „sumăm” rezultatele obținute (i.e. 
integrăm funcția Ysy— ^ fț» ,y )d p );  obținem astfel numărul

j ( [ / ( * T ) ^ ) / vcare reprezintă volumul lui ff, subgraficul lui f, deci

integrala J£ fd ^ / /® ^ .
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c) Fie C € ^  ® dS fixat. Atunci avem graficele :

4.4.12. Teoremă (Fubini). Fze (X, ^ p ) ,  (Y ,^ v )  două spații cu 
măsură a-finită și f .X x Y - 'R  o funcție p ® v  integrabilă. Atunci au loc 
afirmațiile :

a) Funcția parția lă ,f : Y —R ,este  v- integrabilă pentru p- aproape 

toti x dinX, i e. (3) A Q X  p-neglijabilă, a . î . f  este v- integrabilă (V)xcX\A;
b) Functia ,X \A jx— ^ / d v ,  este restricția unei funcții p- integrabile 

definită pe X, deci are sens integrala £  Q  / d v ^ d p ; în plus avem relația

c) Funcția parția lă ,/ : X —R ,este  p- integrabilă pentru v-aproape 
toți y  din Y, ie. (3) B ^ Y  v- neglijabilă, a. î. /  este p- integrabilă (V)y6Y\B;

d) Funcția , Y \B jy — ^ f y dp, este restricția unei funcții v- integrabile 

definită pe Y, deci are sens integrala £ ^J f y d p ^ v ,  în plus are loc relația :

Dem. Notăm ^ ® v cu K . Funcția f  fiind n- integrabilă, rezultă prin 
definiție că funcțiile fi și fi sunt TI- integrabile și avem relația :

L  f d n  = Î L  ~ I r  f ~d K  ( 1 )

Funcția fi fiind 7t-integrabilă și nenegativă, din T.4.1.18,Cor. 1 deducem : 
funcția f i  :Y— R este v-integrabilă pentru p-aproape toti x din X; funcția ,
X 3x— ^ f f d v ,  definită p-a.p.t. este p-integrabilă și avem relația 

\ ^ r d n = \ ^ ^ d v ^  ( 2 )
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Analog rezultă : funcția f “ : Y — R este v- integrabilă pentru 
p-aproape toti xd inX ; funcția, X3x-* ^ f ^ d v  .definită p- a.p.t. este 

p- integrabilă și avem relația
( 3 )

Din (1), (2), (3) deducem :

JL 'd*=1 ■ 1 f ^ ^  <4 >
Funcțiile f , , f ” : Y— R fiind v- integrabile pentru p- aproape toti x din X, 

i.e. cu excepția unei mulțimi AcX p-neglijabile, rezultă că funcția fx = f*- fj 

este v- integrabilă pentru (V)xeX\A și avem relația :

J / ; ^ - f / > , ( V ) x e X \ A  (5)

Din(5)rezultă că funcția,X\A3x— ^ f x d v ,este restricția funcției p-integrabile 

X 3 x -  j / > -  ^ f x d v , deci are sens integrala sa pe X și avem relația : 

\x [ l f x d ^ =  [ [ [ f ^ d v - [ f ; d v } i p  (6)

Din (4) și (6) obținem relația:

Analog se arată și afirmațiile c) -  d) schimbând rolul lui x cu y.

Corolar 1. In același cadru, pentru orice CÊ ®  ă^avem relația :

Dem- f[ ̂d̂  ° ̂ =JL (pc ̂d̂  ® ̂ =I l{ ,̂/A =̂

deoarece avem:

[ , f xdv = <PPrx (c)W  ’ ^ f ^ v ,  (V) xeX etc.
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O bservație. Relația
i , * 0 , '> =  £. (.[ Z ^ > A  = ^ f ’d ^ v .

numită formula lui Fubini, se scrie adeseori sub forma :
f L / ^ ® ^  =  £ (J^ X’T)MT))^W^ ( ( f / ^ ’^ W ^ W ’ 

notațiile p(x), v(y) pun în evidență variabilele x, y în raport cu care integrăm 
funcția f(x, y),în raport cu măsura p,resp.v.

Formula lui Fubini în cazul când XxY se înlocuiește cu mulțimea
C e ^ ®  âS se scrie astfe l:

J g d l ^ v )  = ^ ^ ^ f ^ y M ) ^ )  = ^ ( ^  f(x,y)dn(x))dv(y)

4.4.13.Definiție.Fie (X, ^ ,  p), (Y, âB, v) două spații cu măsură, 

(XxY, ,^ ®  ^ ,  |i ® v) spațiul cu măsură produs și f : XxY — R o funcție cu 

proprietățile: 1°) Funcția parțială fx : Y— R este v-integrabilă pentru 
p- aproape toți x din X; 2°) Funcția rezultată J f x d v ,  definită p- a.p.t. pe X, 

este restricția unei funcții integrabile definită pe X, deci are sens integrala 
I - t f - ^ ^ ^ X ^ ' Vom spune atunci că f  admite (posedă) integrala iterată 

£  ( j  f x d ^ )d p . Analog se definește integrala iterată j  ( j  f y d p ^ iv  .

Integralele iterate definite mai sus se notează adesea astfel 

\x [ [ f ( x ,y )d v (y ) )d p (x ) , resp. ( ( [  f ( x ,  y )d p (x )]d v (y ),

iar în cazul când p=v=Ă (măsura Lebesque pe R), se folosesc notații și mai 

simple ,sub forma:

[X [ [ f{ x ,y )d y } ix , resp. [ [ [ f { x , y ) d x \ i y .

O bservație .Teoremele Tonelli și Fubini dau condiții suficiente ca o 

funcție f : XxY — R să admită ambele integrale iterate și acestea să fie egale 
intre ele. In general, aceste condiții sunt suficiente și nu necesare, i.e. există 
funcții f  care admit ambele integrale iterate, acestea sunt egale intre ele și 
totuși f  nu este integrabilă în raport cu măsura produs.
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C A PIT O L U L  5.

SPATII DE FUNCȚII INTEGRABILE

5.1. Spațiul L p=  L p ( X ^  ̂  ), 1 < p < oo
Spațiul lui Lebesgue Lp este unul dintre cele mai importante spații din 

A ializlPentru  cazuri particulare ale lui p este normat complet, respectiv 
Hilbert, reflexiv, uniform convex, cu bază Schauder etc.

Spațiul Lp (0 < p < 1) este sursa a numeroase contraexemple din 
Analiză. Lp este suportul unor teorii matematice și are importante aplicații în 
cele mai diverse ramuri ale matematicii actuale.

5.1.1. D efin iție. Fie ( X 3 ,g )  un spațiu cu măsură și 0<p<w un număr 

Prin X P(X,<^ ,p ) , sau simplu X p , vom nota mulțimea funcțiilor I': X >R .
-măsurabile , p-integrabile, i.e. j^ | / | p dp < oo.

Prin Lp (X, ^  ,p) sau simplu Lp , vom nota mulțimea funcțiilor .d  - 
măsurabile, p-integrabile, f:X—> R, în care am identificat funcțiile egale între 
ele p-(a.p.t.).Cum funcțiile integrabile sunt finite (a.p.t.), putem presupu -ne 
că elementele lui Lp sunt funcții cu valori finite. Dacă X G XR. atunci 
X P(X, XxA),resp. LP(X, X  xA),se notează adesea cu X p(X),resp. I ,r ( X ).

a)Fie f:X—> R o funcție măsurabilă. Atunci f e X p o  | / j G ff 
« | / | P G X 1 «  j ^ pdp<oo

b )F ie f :X -> R o  funcție măsurabila și r>0.Atunci | / |  r e X 'X > 1X f 1".

5.1.2. P ropoziție. Fie (X ,^ ,p ) un spațiu cu măsură. 0 < p -c un 
număr și Lp =LP ( X ^  ,p). Atunci operațiile vectoriale naturale I g, a f 
definesc pe Lp o structură de R -  spațiu vectorial.

Dem.Fie f, g G Lp fixați. Atunci f  + g este măsurabilă (1. 5.2.15) și, 
evident, avem inegalitatea:

|ZO ) + g(x)| p < 2P ( | / ( x ) |p + |g (x)|p), ( V ) x e X.

deci
^ p d ț i< 2 p ( j J ^ pd)i+  ^ Pdp)<oo

și deci f+g este p-integrabilă.Rezultă f+gG Lp.Analog arătăm că «I G 1 /ctc.
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O bservație. în primul rând vom lua în considerație spațiul Lp, cu 
1 < p < oo, pe care vom defini o normă și vom studia apoi proprietățile sale. 
Spațiul L” îl vom studia separat.

Pe spațiul vectorial Lp, cu O < p< 1, nu se poate defini o normă 
convenabilă ca în cazul 1 < p < oo, ci doar o metrică d cu proprietatea că 
topologia T jeste  liniară. Spațiul Lp, cu 0<p<l, astfel structurat este important 
prin faptul că el furnizează o serie de contraexemple interesante în Analiză.

5.1.3. Propoziție (Inegalitatea lui Holder- var. I). Fie (X, ^ p )  un 
spațiu cu măsură și p,q G (l,co) conjugate armonic. Atunci ( V ) f  G Lp(X ^ ,p ) 
și gG L ^ X ^ p ) ,  rezultă fgG L '( X ^ n )  și avem inegalitatea:

i l / « | * < ( [ M ' * ) ," ( W ' * ) " '  (1)

Dem. Plecăm de la inegalitatea cunoscută

+ — , ( V ) a , b e R  (2)
P 9

Dacă Np (f) : = ( \^ j \  p dp ) 1/p = O sau Nq (g ) : = ( j j ^  dp)1/q =0, 

atunci (T.4.1.10,13°) f=  O (a.p.t.) sau g = O (a.p.t.), deci fg = 0 (a.p.t.) 
și deci (1) este evidentă .

Presupunem acum Np(f) > O și N q(g) > 0. Dacă înlocuim în (2)
i  K H  U.- 1^ , N ’ . t f

a  =  N Și b = ——— obținem : ----- —-----  < ———  + ——— ,
N q (g) ’ N p (f)Nq (g) P N p (f) qNJ(g)

de unde prin integrare rezultă:

W P d^ +  x - + - =1N p (f)Nq (g) 1 pN p (f) 1 qN q (g) p  q

«  j J .^ d p < N p(f)Nq(g).

Din (1) rezultă că j j /g |d p  < °o, i.e. fg G L*(X, s4 ,p).

C orolar l.Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură și f,g G L2 (X, ^ ,p ). Atunci 
fg G L 1 (X, <j^p) și avem inegalitatea :

5.1.4. Propoziție (Ineg. Minkowski) - Fie (X, ̂ p )  un spațiu cu măsură, 
1 < p < oo p  f,gG LP(X, ^ ,p ) . Atunci avem inegalitatea:
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( ț  I Z + g l ' d ^ S l i  |Z |p dH)l / p + ( ^  | s | ' * ) ' *

Dem. Dacă p=l sau ^  | /  + ^ |pdM =  O , inegalitatea este evidentă. 

Presupunem deci p>l și ^  | /  + g |p d p > 0

Evident avem : | /  + g |p < | / |  | /  + g ^ 1 + |g| | /  + g |P’1

Notăm cu q conjugatul armonic al lui p. Cum f+g G LP (P.5.I.2.), 
av em |/ + g |p e L ',d e c i |/  + g |(p l ) q =  | /  + g |p G L’și deci | /  + g |p-1 G Lq.

Aplicând inegalitatea Holder pentru funcțiile | / |  (resp |g |) și 

| /  + g |p' ’, obținem :

ț  | / * « | ’d ^ ț  | / |  | /  + g |p 'd n + ^, | « | | / + « | p 'd g S

^ f .  I / I W » ) ^  | /  + g |<p-')’dn ) l '’+ ( ^  I g l 'd k O 'H  l / H - g l ^ d n ) 1'’ 

Cum (p-1) q = p , prin simplificare cu ( j^  | /  + g |p dj-0 '^  rezultă :

( ^  l / t r f d f i ) ' - 1* < ( ț  l / l 'd n ) 1» + ( ^  |^ |P d n ) ' ,p 

înlocuim mai departe pe 1-1/q prin 1/p.
5.1.5. Teorem ă . Fie (X ^ ,p )  un spațiu cu măsură și Lp =Lp (X ^ ,p ) , 

1 < p < co. Atunci relația, ||/||p : =  ( ^  \ f \ P d p  ) l / p ,definește pe Lp o normă.

Dem. |(/ ||p =0 <=> ^  | / | p dți = O o f = 0  (a.p.t.). Egalitatea

||a f  || p = |a | ||/ || p, ( V ) a  e R și f  G LP ,este evidentă iar inegalitatea 

triunghiului rezultă din P. 5.1.4.
O bservație. Relația Np(f) = ( ^  | / | p dp ) 1/p definește pe X P(X, ^ p ) 

o seminormă.

5.2. Spațiul L ’  (X,<9f,p)

5.2.1. D efiniție. Fie (X X p )  un spațiu cu măsură și f:X—>R o funcție 
măsurabilă. Numărul ( finit sau + oo), inf (sup{|f(x)|;x G A c }) se numește

p(A)=0 1 1

adevăratul maxim al lui | f  | și se notează cu ad.max. | f  | , vrai max. | f  | , 
ess.sup | f  | ,||f||«>. Funcția f  se numește esențial mărginită,dacă ad.max | f  | <oo.

Exem ple, a) Fie f(x) = l,d acă  XG[0 ,1]\ {1,1/2,1/3,...} ș if(l/n ) = n, 
(V)UGN. Atunci, ad.max. | f  | =1 și sup. { | f(x) | ; 0 < x < 1} = oo.
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b) Fie f : R —> R funcția lui Dirichlet. Atunci, ad.max. | f  | =0 și 
sup.{ | f(x) | ; XGR}=1

c) Fie f : [a,b] —> R  o funcție continuă. Atunci 
ad.max. | f  | = max.{ | f(x) | ;a<  x <  b}.

d) Fie f:X—>R o funcție măsurabilă finită (a.p.t.) și g:X—>R definită 
astfel: g(x) = f(x), dacă | f(x) | < oo și g(x)=0, dacă | f(x) | = oo. Dacă măsura 
p este completă, atunci g este măsurabilă și avem ad.max. | f  | = ad.max. | g | .

5.2.2. Definiție.Fie (X X ți) un spațiu cu măsură. Mulțimea tuturor 
funcțiilor măsurabile,esențial mărginite, f:X—>R, se notează cu X ” (X X n ), 
respectiv cu L”(X X li) , dacă am identificat funcțiile egale între ele p-a.p.t. 

Dacă X eX R, spațiul X p(X,XxA) se notează cu X P(X) iar spațiul L"(X,Xx, 
I )  se notează cu L^țX).

a) f  e L” <=> f  măsurabilă și ad.max. | f  1 < oo.
b) f  e L°°<=> | f  | eL°°<=> (3)Ae<^ ,p-nulă ,a.î. sup.{ | f(x) | ;xeA c}<oo.
5.2.3. Propoziție. Fie (X^Xp) un spațiu cu măsură și f:X —> R o 

funcție măsurabilă. Atunci au loc afirmațiile următoare:
1°) ad.max. | f  | < sup | f(x) | ; 2°) | f(x) | < ad.max. | f  | , a.p.t. pe X;

3°) ad.max | f  | = inf {a >0; | f(x) | < a , a.p.t. pe X} = 
=inf {a>0;p ({xeX; | f(x) | >a}) = 0 };

4°) ad.max. f  = 0 « f = 0  (a.p.t.);
5°) ad.max. f  < oo => f  finită a.p.t. Reciproca nu este în mod necesar 

adevărată;
6°)ad.max. | f  | < k o ( 3 ) A e 4 c u  p(A)=0,a.î. sup { | f(x) | ;XGAC}< k;
7°) dacă ad.max. | f |> 0  și 0 < a  < ad.max. | f | , rezultă că 

p ({ x e X ;|f (x ) l> a } )  > 0.
Dem. 1°) Evident. Să notăm în continuare ad.max. | f  | cu M.
2°) Fie E := {a > 0; | f(x) | < a , a.p.t.}. Fixăm a e E ; evident (3) A e ^ , 

cu p(A)=0, a î | f(x) | <a, (V)xe Ac , deci sup { | f(x) | ;xeA c}< a , de unde 
rezultă că M < a  și deci M < inf.E.

Fie acum a  > M fix a t. Atunci (3) A e ^ ,  cu p(A) = 0 și 
sup { | f(x) | ;xeA c }<a , deci I f(x) | < a  (a.p.t.) și deci a e E . De aici 

rezultă (M,oo) c: E , deci inf.E < M. Prin urmare M = inf.E.
3°) Cf. 2°) (3) a n 4, M, cu | f(x) | < a n (a.p.t.), (V) n > 1, deci (3) 

(An)n>1 & /,u n  șir de mulțimi neglijabile,cu | f  < a n,p e  A ‘ , (V)n > 1.
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Atunci mulțimea ,A := U  An e ^ ,e s te  neglijabilă și avem următoarea relație: ’ n>l *
I f(x) | < inf a n =  M, (V) xe  A  A ‘ = Ac

Prin urmare | f(x) | < M, a.p.t.
4°) rezultă din 2°) și 3°) iar 5°) rezultă din 3°).
6°) (=>) Fie M<k. Din 3°) rezultă: (3) A G4  CU p(A)=0 și | f(x) | < M, 

(V)XGAC, deci sup{ | f(x) | ;xeA c}<k. Implicația reciprocă, (<=),este evidentă.
7°) Presupunem că (3) 0 < a 0 < M, cu n({xeX; | f(x) | > ao}) = 0. 

Atunci | f  | < ao(a.p .t.), deci, conform 2°), ad.max. | f  | < ao, absurd. Rămâne 
că (V) 0 < a  < M, rezultă p({x GX; | f(x) | > a}) > 0.

5.2.4. Propoziție. Fie (X fj/,p) un spațiu cu măsură și f ,g :X ^ R  două 
funcții măsurabile, egale a.p.t. Atunci avem:

1°) ad.max. | f  | = ad.max. | g | .
2°) f  esențial mărginită o  g esențial mărginită.
Dem. 1°) Fie M := ad.max. | f | . Din P.5.2.3. (3°) rezultă că | f(x) | < M 

(a.p.t.) și cum f=g(a.p.t.) , conchidem că | g(x) | <M(a.p.t.) , deci cf. 
(P.5.2.3,6°)), ad.max. | g | < M.

Analog se arată că ad. max. | f  | < ad.max. | g | , deci egalitate.
2°) rezultă din 1°).
Corolar 1. Fie (X ^ ,p )  un spațiu cu măsură completă și f,g :X ->R 

doua funcții egale a.p.t. Dacă f  este măsurabilă, atunci g este măsurabilă și 
avem ad.max. | f  | = ad.max. | g | .

Observație. Vom nota ||f||«>:= ad.max. | f  | ,(V) fe  L” și vom arăta că 
relația f-»||f]|oo definește o normă pe Lp; relația,X” 3 f  —> ad.max. | f | ,  este o 

seminormă și nu o normă pe f f  de aceea o vom nota cu N «, (f),i ,e.
N «>(f):=  ad.max. | f | , (V) feX ” .

5.2.5. Propoziție. Fie (X ^ ,p )  un spațiu cu măsură și L” = L°°(X^,p). 
Atunci operațiile vectoriale naturale f + g, a f  și relația ||f]|oo : = ad.max. | f  | , 
definesc pe L”  o structură de spațiu normat.

Dem. Fie f,g G L“ fixați. Evident, f+g este măsurabilă și din definiția 
lui L“ avem ||f||Oo< oo și ||g||oo<co. Cf. P.5.2.3., (3) A ^eX  a.î. p(Ao) = 0 și 

| f(x) | < ad.max. | f  I I  g(x) | < ad.max. | g | , (V) x GAJ , 

deci
I f(x)+g(x) | < | f(x) I + I g(x) I < ||f||oo + llglloo, (V) X G A o

și deci
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sup | f(x) + g(x) I < ||f||oo + ||g||=o, 
x&A'

de unde rezultă
||f+g||»= inf (su p  | f(x)+g(x) | )< sup |f(x)+g(x)|<||f]|oo+||g||»<«>. 

p(A)=Q xeA c  x<=Ac

De aici deducem că f  + g G L" și că aplicația || II» este subaditivă.
Analog se arată că || a f  H» = | a  | || f  H® , (V) a  G R J G L00.
Așadar, L00 este un R-spatiu vectorial și || ||® este o seminormă pe L".
In fine, dacă f  G L” și || f  ||» = 0, deci ad.max. | f | = 0, atunci cf. 

(P.5.2.3. ,4°)) f  = 0 (a.p.t.), deci f  este elementul nul din L” .
Prin urmare, L°° este spațiu normat.

C orolar l . Relația f—> ad.max. | f | ,  definește pe X " (X ^ ,p )  o 

seminormă, pe care o vom nota cu N®.

5.3. Proprietăți generale ale spațiilor 
L p( 1 < p < oo)

Fie (X, eXp.) un spațiu cu măsură. Am definit anterior spațiile 
Lp := Lp( X ^ ,p )  (l<p< oo) mai întâi pentru 1 < p < oo, apoi pentru p = oo. Am 
arătat că Lp este un spațiu normat, cu norma || ||p definită astfel:

II f  HP: =  ( U / | W P , d a c ă  1:^p< 0 0  ’ II f||®=ad.max|/| ,(V ) f  G Lp

5.3.1. Propoziție (Ineg. Holder - Var.II). Fie (X, a^,ți) un spațiu 
cu măsură și p,q G [1, °°] două numere armonic conjugate. Atunci 

(V) f  G Lp( X ^ ,p )  și g G Lq(X ^ ,ți) ,re zu ltă  că fg G L‘( X X H) Și avem 
inegalitatea: 11 f g  111 < 11f 1 |p  11 g  11? .

Dem. 1°) dacă p,q G (1, OO) aplicăsm P.5.1.3.
2°) dacă p = 1 și q = oo, avem | g(x) | < ad.max. I g I = II g II® (a.p.t.), 

deci
I fg(x) | < | f(x) | || g ||® (a.p.t.)

si deci
l | f g | | i = [  I f g ld M  {, Ifl l lg lk d p ^ l f l l !  ]| g ||oo

Cum f  G L 1 și g G L“ , avem || f  ||i < °o și || g l^ < oo, deci || fg ||) < oo și fgGL1.
Măsurabilitatea funcției fg rezultă din T 3.2.15.
5.3.2. Teorem ă (Riesz-Fischer). Fie (X ^ ,p )  un spațiu cu măsură și 

l<p<oo . Atunci Lp. = Lp (X ^ ,p )  este un spațiu normat complet.
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Dem. Fie ^  fn o serie absolut convergentă cu elemente din Lp, 
n>l

n
i . e . £  ||f „ ||p S M < oo . Să notăm gn : = ^  | fk | , (n > 1). Evident avem 

«>1 4=1
(gn)n>i c  Lp și (V) x eX  șirul numeric (gn(x))„>i este monoton crescător, deci

(3) g:X—>R+, măsurabilă cu g n ^g  și deci, X  I fn(x) | = g(x), (V) xeX .
«>1

Evident avem: 
n n

IgJIpS I  l l i l l ^  X  K llp iM ,(V )n > l,
t= l  4=1

deci, ^  gn
p dp < Mp, (V) n > 1. Deoarece gn^gP , din T.4.2.1. rezultă:

i  g P d ^  ~  S  L  g n P d R ^  M P ,

deci (P. 4.1.18.)gp este finită (a.p.t.) și deci g este finită (a.p.t.).De aici

rezultă că a.p.t. pe X seria ^  fn(x) este absolut convergentă, deci este 
n>l

convergentă. Fie f:X->R definită astfel:

f(x)= X  fn(x), dacă g(x)<oo și f(x)=O, dacă g(x)=oo.

Atunci, a.p.t. pe X,avem f(x )= E  fn(x). De aici și din definiția lui f  rezultă 
rt>[

(T 3.2.15 .) f  măsurabilă. Cum avem: 
n n

X  | fk | < ^  | fk | < g, (V) n > 1 => | f  | < g (a.p.t.),
t= l  i= l

deci
I f  | Pdp < f gpdp < Mp < oo => f  e Lp.

Să arătăm acum că ||f- ^  fk||P—> O (n—>oo). Cum
4=1

n P
| f -  X  fk | —a p J ' > O, rezultă | f- ^  ^  । P —a  P ‘ > 0(n—>°o).

4=1 4=1
De asemenea, a.p.t. pe X, avem:
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n n
| f - X  fk | p < ( I f l  + X  lfk l)p < (g + g)p = 2p gp, ( V ) n > l

1=1 k=\
n

Așadar, ( | f -  ^  fk I )n>i, este un șir de funcții măsurabile, egal
k=\

majorat de funcția integrabilă 2P gp, deci (T 4.2.10.) avem :
n n

L I f ' X  fk Ip d î ^  0 (n-^ oo) și deci II f  - X  fk||P ->  0 (n-> oo).
k=\ k=l

Prin urmare,seria ^  fn este convergentă în norma || ||p și are
M>1

suma f, deci (T. 1.2.55.) Lp este complet.
C orolar 1. spațiu/ L2= L2 (X ^ ,p )  este spațiu Hilbert.
Dem. relația <f,g> : = j^ / | 2dp, (f, g) e  L2 x L2, evident,definește 

un produs scalar pe L2 și avem:
V < / . / >  = ( U d ) 1/2 “  | / | |  »  ( V ) f  e  L2

Așadar,norma (standard) a lui L2 provine dintr-un produs scalar.
Cum (L2,|| ||2) este un spațiu Banach (T.5.I.2.), conchidem că el este

un spațiu Hilbert.
C orolar 2 . Lp [0,1] este Hilbert o -  p=2.

Dem. (=>) Dacă Lp[0,l] este Hilbert, norma sa satisface relația 
paralelogramului:

| /  + « I V | / - « l r  l i ’, *  2 |S | !
P ( V ) f , g e L '[ 0 , l ]  (1)

Considerăm funcțiile particulare :

f(x) =
l ,x e  [0,1/2]
0 ,x e  (1/2,1] ’ g(x) =

0 ,x e  [0,1/2]
l ,x e  (1/2,1]

Atunci, | /  -  g| = | /  + g| = 1, deci | | /  -  g || p= | | /  + g|| p= 1, ||/|| p= ||g||p=(2‘1) 1 /p și 

deci, cf. (1) avem:
1 + 1 = 2  (2’‘)2/p + 2(2’’)2/p « 2  = 4 2'2/p «  p = 2

Implicația (<=) rezultă din Corolar 1.
5.3.3. Propoziție. Fie (X ^ ,p )  un spațiu cu măsură și X°°= 

= £ m (Xprf-, p). Atunci (V ) f,fn e X°°, n>l, avem :
Noo(f-fn)------>0 o f n ^ f ( a . p . t . ) .
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Dem.(=>)Fie k> 1 fix a t. Deoarece Noo(f-fn) < A /k , (V ) k > l , 

( 3 )  nk >1, a.î. NK ( f - f n ) < l / E ( V ) n > n k, deci (V )n >  nk, (3 )A n e ^ 

de măsură nulă, cu proprietatea sup |f(x) - f„(x)| < 1/ k . Evident mulțimea, 
XțAn

Bk :=  | J  An G<4 are măsura nulă și avem : 
n^nk

sup | / ( x ) - ^ ( x ) |  < l / t ( V ) n > n k

Mulțimea,A:= J  Bk G j^are  măsura nulă;să arătăm că șirul (fn) n>i converge 
fel

uniform pe Ac la f.Fie în acest scop £ >0 fixat și ko >1 ,cu 1 /  k0 <£ .Atunci, 
sup |f(x) - f„(x)| < sup  | / ( x )  -  / ( x ) | <( 1 /  k0 )< £ ( V )n>nk0.
x^A x£B*0

Așadar,(fn)n>i converge uniform pe Ac la f, deci fn — —̂> f  (a.p.t.).
(=> )Presupunem că fn —^  f  (a.p.t.), deci ( 3 )  A G^  de măsură 

nulă,a.î.(fn)n>iconverge uniform pe Ac la f. Atunci ( V )£ > 0 ,(3  )n £ > l, a.î.

Noo(f-fn) < sup |/ ( x )  - / (x ) | < t , ( V ) n>n£

Prin urmare, Noo(f-fn) —> 0 ( n —>oo).

Corolar 1. Fie (X ,X |V  un spațiu cu măsură, L^^L^țX , ej^p.) și 
f, fn e L°°(n>l). Atunci:

| / _ / „ p O « f „ ^ f ( a . p . t . )

Corolar 2. Fie (X, ^ ,p )  un spațiu cu măsură și (fn)n > ic X ” := 

^ “ ( X ^ g )  un șir uniform convergent (a.p.t.). Atunci

(3) fe X "  a.î. Noo(f-fn)->0(n->0).
Dem. Conform ipotezei,(3) Ao G J^ O mulțime p-nulă și g : X—>R,a.î. 

fn —^ g p e A ^  .Cum fiecare funcție fn(n>l) este esențial mărginită, 
( 3 ) A n G ^  o mulțime p-nulă,a.î. fn este mărginită pe X \ An. Atunci 

A :=  J  An G X  p(A)=0, fiecare funcție fn(n>l) este mărginită pe Ac și

fn — !!—> g pe A o Definim mai departe f(x) = g(x), dacă x e Ac și f(x) = 0,
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dacă x e A. Din T.3.2.16 . rezultă f  măsurabilă pe Ac, deci (P.3.2.9) 
f  măsurabilă și, evident, f  mărginită pe Ac, încât avem feX°°. Deoarece 
fn — f  (a.p.t.),conchidem că N„ (f  - fn) —>0 (n—> oo).

5.3.4. Teoremă. Fie ( X ^ ,p )  un spațiu cu măsură. Atunci L" = 
=L”(X, <4g) este un spațiu normat complet.

Dem. Fie (fn) n>i un șir Cauchy cu elemente din L", deci||fn -fm II» —>0 
( n,m —> oo ) și deci (P5.3.3.) fn - fm-^0 (a.p.t.) (n,m—> oo). De aici rezultă că 
(fn) n>i este uniform Cauchy pe complementara unei mulțimi p-nule, deci 
este uniform convergent (a.p.t.). Din P 5.3.3.,Cor. 2, deducem că (3)fe L” , 
a.î. ||f-fn ||®—>0, prin urmare L°° este complet.

5.3.5. Propoziție. Fie f, fn e Lp =LP(X, ^ , p ) , n>l , (1 < p< +oo), cu 
II f  - fi lip- >0 (n —> oo). Atunci fn —^—> f  i.e. convergenta în medie de ordin p 

implică convergenta în măsură.
Dem. Fie E>0 fixat. Atunci,

{xeX; | f(x)-fn(x) | > e} = {xeX; | f(x)-fn(x) | p > EP },
deci (P4.1.18)

p({xeX; | f(x)-fn(x) | > E}) < e -p [  | f(x)-fn(x) | Pdp = 

=8-p| | f - f n ||p -> 0 (p -> x ) 
si deci

P ({ xeX ; | f(x) - f„(x) | > s }) —> 0 (n —> oo).
Prin urmare, fn —^  f.
Corolar 1. In același cadru: dacă || f  -  fn||p -> 0 (n->0), atunci 

(fn)n>i posedă un subșir care converge a.p.t. la f.
Dem. Aplicăm P 5.3.5. și T 3.3.12, Cor 3.
5.3.6. Propoziție. Fie (X, ^ p )  un spațiu cu măsură completă finită 

și Lp = LP(X, ^ , p ) , p e [ l ,  oo]. Atunci (V) fe L", avem || f  ||(p) - |̂|fl|oo ,(p->oo).
Dem. Fie fe IF  fixat, M -Hf]^ și A£={xeX ; | f(x) | > M - E}(E>0). Din 

P5.2.3. rezultă p(AE)>0, (V)E>0. Atunci:
! % ' ( [  I f l ' d r f h l ^  I f l W '^ C M - E X ^ A . ) ) 1*,

deci lim || f | | ( p )> (M -E ) lim (n (A £) ) 1/p = M -E
p — >oo p —><x>

Și deci lim ||f||(p) > M (1)
p — >00

Pe de altă parte, | f(x) | < M (a.p.t.) pe X,
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deci
||f||(p) < M ( [  1’d n )'»  -  M ^ X ) ) 1' ’, (V) p> l, 

si deci
’ t a  ||f||(p)<M  t a  (p(X))1/p = M (2)

p —>oo p^ < x >

Din (1) și (2) deducem (P .l .1.31) că t a  ||f||(P) = M.
p —>oo

Corolar 1. Fie f:[a,b]—>R o funcție continuă. Atunci avem: 
t a  ( f  | f | pd p ) l/p = max I f(x) | 

xe[a tb]

Dem.Funcția f  fiind continuă,avem ad max | f  | = max I f(x) | ,etc. 
xe[o,A]

5.3.7. Propoziție. Fie ( X ^ p )  un spațiu cu măsură completă și 
LP= L \X ,^ p fp e l f o o ) .  Atunci mulțimea. ^ ' I= ^ :'1 ( X ^ , f ) , a  funcțiilor simple 
integrabile definite pe X  este un subspațiu liniar, dens în Lp.

Dem. Evident «Sieste un subspațiu liniar în Lp. Fie acum feL p, f  > O, 
fixat. Atunci (T.3.2.16.),(3) fn:X—>R(n>0),un șir monoton crescător de funcții 
simple, nenegative, a .t, fn —^ f ,  de unde rezultă că

I f-fn Ip < F  (a.p.t.) & | f-fn | p ^ ^ 0  ( n ^  oo), 
deci

t a  f | f - f n | pdp = O « | | f - f n ||( p ) ^ O ( n ^ « O 
>co

Cum avem O < //< F ,(V )n> l,rezu ltă  că fn e ^ 1.Conchidem c ă f e ^ 1 .

In fine, fie feL p fixat, arbitrar. Evident, avem f + , f  e  Lp. Din cele de 

mai sus rezultă: fi, f  e ^ 1 , deci f  = fi - f" e (P I.2.44).

Prin urmare, L P c ^ 1 , i.e. Lp = ^ ?1 .

5.3.8. Propoziție. Fie l<p< oo și [a ,b ]cR J/w n d  &([a,b])e.yte densă în 
spațiul Lp([a,b]).

Dem. Fie f  e Lp ( [a,b] ) și s>0 fixați. Din P.5.3.6. rezultă că (3) 

g:[a,b]—>R simplă cu || f -  g ||(P) < —; evident, g este mărginită, fie c = || g II®. 

Din T.3.3.6. rezultă că (3) A cz [a,b], cu X ([a,b]\A) < (E/4C)P și g I A continuă; 
prelungim g A h  o funcție continuă, h : [a,b]—>R, cu proprietatea că 

sup | h(x) = sup | g(x) | . Atunci h | A =  g I A și avem 
xe[a,b] xeA
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| g - h | p < ( Ig | + | h | ) p < (2 c  )p,
deci

llg- h IW  = L ,  I g - h I p<a = f l 8 - h l 'd u M W  = C^2 )”

și deci, ||g - h||(p) < E/2, de unde deducem:
____H -  h ||(p) < || f - g ||(p) + || g -  h ||(p) < E/2 + E/2 = s, 

deci fe  ^ [a ,b ] . Prin urmare ^[a,b]  = Lp [a,b].
Corolar 1. Fie 1< p<oo și [a,b] cz R . Atunci ^°([a,b]) este un 

subspațiu liniar dens în Lp([a,b]).
Dem. Fie f  e  Lp([a, b]) și E >0 fixati. Din P 5.3.8. rezultă că există 

g e ^([a,b]),cu ||f - g||(P) < E. Aplicînd (T. 1.2.41),rezultă că (3) h:[a,b]->R o
funcție polinomială, deci indefinit derivabilă, a. t  || g -  h ||n ^  E. Atunci:

II g - h  J|(p)
p = f  l g - h | ' d l  < || g - h |U ’X([a,bJ) < E

p( b - a), 

deci || g -  h ||(P) < c(b - a) l/p și deci
|| f -  h ||(p) < || f -  g ||( f l + || g -  h ||(p) < (1+ (b - a) "P)s

Prin urmare (P I.2.16), ^ ”([a,b]) este densă în Lp([a,b]).
5.3.9. Propoziție.He X o mulțime , ^  o algebră pe X și pi,g2: < ^—> ^ 

două măsuri, cu pi < |12- Atunci ^  | f  | dpi < ^  | f  | dp2, (V )feJ^ (X ^ ).

n
Dem. Fie h = ^

Z=1

Cj<pAi G (X, ̂  fixată. Atunci

n n
[  h d ț i r j  C im (AiX ^  Cjp2(Ai)= ^  hdp2, 

M  z=l
deci (V)f G ^ ( X , ^ )  fixat, avem:

(^ | f  | dpi = sup { ^  hdpb he . ^ ( X ^ ,  h < | f  | } <

< sup{ ^  hdp2 ; he ^ ( X ^ ,  h < | f | } = I f  I dp2

Corolar U n  același cadru avem:Lp( X ^ ,p i ) ^  Lp( X ^ ,n 2),(V)p >1.
Dem. Aplicăm P.5.3.9. pentru funcția | f  | p, cu f  e  Lp(X ^/,p  ) fixat.
Corolar 2. Fie (X ^ )  un spațiu măsurabil și p i ^ ^ ^ R  două 

măsuri. Atunci au loc afirmațiile:
1) Lp( X X m ) n  Lp( X X p 2 ) = Lp( X ^ p ^ ), (V) p>l.
2) (V) fe  L '( X ^ ,  ț i , ) n  L*( X ^/,p2) rezultă

j^ fd (p i+ p 2 ) =  [  fdgi + ^  fdp2
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Dem. Fie f  G ^  (X X p i)  o  -X1 (X X R J ) = ^  ( X , 4 MI+H2), 

f  = ^  CjtpAb fixată. Atunci avem:

fd(m +g2) = £  c^m +^X A .) =

= £  c.pXAO+jr c,p2(Aj) = fdg, + ^  fdn2 (1)

Fie acum fGL*(X,«Xpi) ^  L ’(X ,^ ,p 2), f  > O, fixat. Atunci (T.3.2.16) 
(3Xfn)n>!^ ^ +( X ^ ;  fjf(a .p .t.) , deci (T.4.2.1):

^  fd(n,+n2) = lim ^  f„d(n1+|i2) =

= lim f fndpi + lim f fndp2 = [ fdg ,+  f fdp2 (2)

Dacă f  nu este > O,scriem f  = f +- f ' și aplicăm relația (2) pentru fi și fi 
și scădem apoi între ele relațiile obținute, etc.

5.3.10. Propoziție. Fie ( X ,^ ,  p) un spațiu cu măsură finită și 
1 < p < q < oo. Atunci Lq( X ,4 p )  c L p(X X p>* și avem relația:

|| f  ||p < ( p(X) ) l / p l /’ || f  ||q, (V) f  G L’( X , ^ p  )
Dem. 1) Fie 1 < p < q < oo fixați,deci r := q/p >1. Atunci (V)feLq 

avem | f  | q G L’,deci | f  | p = =( f | q) l/r G Lr. Notând cu r ’ conjugatul armonic 
al lui r și ținând seama că funcția l e f i ,  rezultă (P5.3.1.) că | f | p= | f  | p-1 GL* , 
deci fe L p. Așadar, Lq c  Lp. Mai departe, (V )feL q, aplicând din nou 
inegalitatea lui Holder (P5.3.1.), deducem:

n riip p= X- i f i ^ ^  ( i f i w * ( ț  i ' W ' r =

=< f i fi ^  r  ( ^ ) , -“ = II fn q( M W

Prin urmare, || f  ||p < || f | |q ( p(X) ) l/p“,/q

2) dacă feL ” , avem | f(x) | < || f  ||oo (a.p .t.), deci 
| | f | | p

p= [  1 f | Pdp < [[ f | |p^p(X),etc.

Corolar l.In  același cadru au loc afirmațiile:
1) Injecția canonică, Lq( X ^ p ) —^Lp( X ^ ,p ) } este continuă, deci 

convergența în norma ||-||? implică convergența în norma || ||p .
2) aplicațiaJl,<x) 3 p —> Mp(f) = (l/p(X ) ^  | f  | pdp) l/p, este monoton 

crescătoare.
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Dem. 1) Injecția canonică fiind liniară, din P5.3.10. & Tl.2.50. 
rezultă că ea este continuă.

2) Fie l<p<q< oo fixati. Atunci (P5.3.10):
Mp(f) = ( l /M(X) )'»|| f  ||p < ( l/n(X) A  n(X) ) '* " ’|| f  ||, = M,(f)

O bservație. Dacă p(X) = oo, atunci între Lp și Lq nu avem, în mod 
necesar,o relație de incluziune (Ex.6.15.).

5.3.11. D efiniție. Fie (X X n ) un spațiu cu măsură și fj:X—>R (ie i) 
o familie de funcții integrabile . Vom spune că familia de integrale, 
( [ | f  | dp)jS[,eVe absolut echicontinuă, dacă lim [ | f  | dp=0, 

« AU)->O «
uniform relativ la ie i, i.e.

(V)s > 0,(3) 5 > 0, a.î. [ | f  I dp < 8, (V )A e^ , p(A) < 5; (V) ie i.

a) Fie frX—>R (ie i) o familie de funcții integrabile. Atunci familia de 
integrale; ( ^, | fi | dp) iGi,este absolut echicontinuă, dacă și numai dacă :

(V) 8 > 0, (3) 8 > 0, a.î. sup [ | f j  dp < 8, (V )A e j/, p(A) < 8.
ie i

b) Fie f :X ^ R  (ie i) o familie de funcții integrabile , finită sau 
egal majorată de o funcție integrabilă. Atunci familia de integrale, 
( f | fj | dp) iG[^ste absolut echicontinuă.

5.3.12. Teorem ă (Vitalii). Fie ( X ^ ,p )  un spațiu cu măsură fin ită  și 
fn:X—>R (n>l) un șir de funcții integrabile, convergent în măsură către o 
funcție măsurabilă f , f:X->R Atunci condițiile 1) - 2) sunt echivalente.

1 ) / integrabilă și f | f  - fn | dp —> 0 (n—>oo);

2) lim [ | fn | dp = 0, uniform relativ la neN .

Dem. 1)=>2) Fie 8>0 fixat. Cum ^  | f  - fn | dp —>0, rezultă

(3) N >1, a.î. | f-fn | dp < 8/2, (V) n > N,

deci
[ | f - f n | dp < s/2, (V) n > N, (V) A e ^ .  (1)

Funcțiile f  și f  - fk (ke 1, N ) fiind integrabile, rezultă (T.4.2.5): 
lim [ | f |d p  = O; lim [ | f  - fk | dp = 0, (V) k e 1, N ,

deci, (3) 8 > 0, a.î.
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f | f | du < 8/2 & f | f-fk | du < 8/2, (V) A e 4  p(A) < 5; (V) k e  1,N  (2) 
JA JA

Din (1) și (2) deducem:
£  |f n | d ^ < [  |f-fn ld R + £  |f |d p < 8 /2  + 8 /2 ,(V )p (A )< 8 ,(V )n > l

Prin urmare, lim [ | fn | du = O, uniform relativ la n > 1.
^ (/1 )^ O  -M

2)=>1) Fie 8 > O fixat; cf. ipotezei (3) 8>0, a.î.
f lfn | d p < e , ( V ) A e ^ ,  p ( A ) < 8 ; ( V ) n > l  (3)

Fie ( f n k )k>i c  (fn)n>i fixat. Cf. P.3.2.12,Cor3 (3 )(fnk )i>i un subșir al șirului

( f n )k>i, convergent (a.p.t) la f. Din T 3.3.5. rezultă:

(3) A e 4  cu p(A) < 8 & f n —^  f pe Ac , 

deci
(3 )io> l,a .î. | f ( x ) - f nk (x)| < 8 ,(V )i> io ,(V )x e A c . (4)

Din T 4.2.9. rezultă:
L | f  | dp = f lim | f  | < lim f | f  | dp < 8, (5)

. 44
/ —>oo / —>00

Ținând seama de (3), (4), (5) în ordinea (5), (3), (4), deducem:
’  [

S 1  l f | i W  K I W  i f - A

< 8 + 8 + 8p(Ac) = s(2+p(A c)), (V)i>i0 .
De aici rezultă că f -  fnk . (i>io) este integrabilă, deci f  este integrabilă, și avem: 

H f - f n J I ^ O  (i-^oo).
Așadar, (3) fe Lq : = L ^ X ^ p ) ,  cu proprietatea:Orice subșir al șirului 

(fn)n>i posedă un subșir convergent, în norma | ||i, la f, deci (P. 1.2.17):
H f- f J I^ O , i-e. f f - f n |dp->0.

Corolar l.F ie  (X ^ ,p )  un spațiu cu măsură finită  și fn:X—>R (n>l) 
un șir de funcții măsurabile (resp. integrabile), egal majorat de o funcție 
integrabilă(resp. șirul de integrale,( \ fndp )„>\,este absolut echicontinuu).

Dacă (3) f:X—>R măsurabilă, a. î. fn —^—> f, atunci f  este integrabilă și 
f |f - fn ld p ^ O .

Dem. Presupunem că (3)g:X—>R integrabilă,a.î. | f„ | <g (a.p.t.)(V)n>l.
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Fixăm £>0; atunci (T4.2.5.) (3) 8 >0, a.î. [ gdp < e, (V) A e 4 M(A)<8, deci

[ I f J d M  f gdn<M ,(V ) A e 4 (V )A e 4 n (A )< 6 ,(V )n > l , 
44 44

deci șirul de integrale ( f | fn | dp)n>i este absolut echicontinuu. Aplicăm mai 

departe (T.5.3.12).
O bservația 1. în  T.5.3.12. putem înlocui funcțiile integrabile,prin 

funcții p-integrabile ; mai precis : Fie ( X ^ j j )  un spațiu cu măsură finită 
și (fn)n>i c  Lp :=LP (X, ^ p .  ) ( p > \ ) un șir convergent tn măsură către o 
funcție măsurabilă f: X —> R. Atunci avem:

f  e  Lp & f  - fn lin —>0 «  lim [ | fn | Pdp = 0, uniform relativ la n e N.
ji(A)-»o  44

O bservația 2. T.5.3.12. ne dă cadrul optim în care convergența în 
măsură, a unui șir de funcții integrabile, implică convergența în medie. 
Implicația reciprocă este adevărată fără nici o restricție cf.(P.5.3.5.).

Lema \.F iep ,q  două numere armonic conjugate j  X ^ ,p )  un spațiu 
cu măsură fin ită  și g:X—>R,o funcție integrabilă, cu proprietatea:

(3)M>0, a. î. | f ghdp | < M ||h||p,(V )h e ^  ( X ^ .

Atunci g e l ? : = Lq ( X ^ p )
Dem. Cf. T.4.2.16 (3) (gn)n>i c  ^  X ^ ,u n  șir de funcții nenegative, 

a.î. gn T I g I q ; fie hn := gn
1/p sgn g(n>l). Atunci (V) n > 1, avem:

hng = gnl/p Sgn g.g = gn
1/p | g | > gn1/p gn ' /q = gn, 

deci
g n d ^ -  i r  h n g d P -  M  Hh n IIP = M ( L gndp)‘/p 

JA JA JA

si deci
f gndp < Mq, de unde rezultă (T 4.2.10.):

f I g I qdp = lim f gndp < Mq , prin urmare g e  Lq. 
n->oo

Lem a 2.Fie (X ^ ,p )  un spațiu cu măsură fin ită  , (A n)n> ^ , ^  un șir 
mutual disjunct și A : = [ J  An. Atunci seria de funcții ^  (pAn este 

«>1 «>I
convergentă în spațiul Lp := Lp( X X g  ) ( p> 1 ) și are suma (pA .

Dem. Fie Sn= U ^ i  ș iR n
= U  ^ ' (n>l). Atunci avem

deci,
(pA(x) - (pSn(x)=<pRn(x), (V)xeX, (V)n>l,
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I (PA(X) - <psn(x) | p =cpRn(x) , (V)XGX, (V)n>l 
și deci

k  |q)A(x ) -9 s n(x ) lp dn = ^<PR»(x)dn = p(Rn)->0, (n->oo)

n

Prin urmare,|| <pA - X  ^Af HP^  0  (N ^  ” )•

5.3.13.Teoremă (F.Riesz). Fie (X ^ ,p )  un spațiu cu măsură fin ită  ; 
p,q două numere armonic conjugate și Lp : = Lp (X ^ ,p )  , Lq : = Lq(XXp-)- 
Atunci, ( V )F G (Lp)’, ( 3 !)g G Lq , a.î. F(f)= [ f  • g d// , ( V ) f G Lp și ||F|| = ||g||q ; 

corespondența,(Lp) ’j  F ^ t g e  Lq, definește un izomorfism de spații normate, 
i.e. (Lp) ’* ] j .  ’

Dem. Fie g G Lq fixat și Fg (f) := £ f g  d/2, ( V ) f  G L P. Evident fg 

este măsurabilă și avem (P.5.3.I.):
^ d , »  < ( ^ ^ « W M ' ’ = l / M M < . ( v ) f ^ ' .

deci, fg este integrabilă și deci Fg are sens.Evident, Fg este liniară și avem: 

l ^ s l / | . ' W »  ( V ) f e L ’,

deci (T. 1.2.50.) F este continuă, i.e. Fg G (Lp)’ și ||Fg || < | |g | | q .

Mai departe considerăm funcția fo := (sgn g)|g| q~’. Funcția f0 este 

măsurabilă și avem:

deci, f0 G Lp și ||/o || p = ( £ |g |pdp)1/p.Cum av em :

Fg(fo) = j^ (sg n g )  |g |q‘‘ |g |d p  = j j g | qdp, 

rezultă
< w * 1 = w  s  h  I - H P= K  II < 

deci
W <  = ( W ’* ) 1'1 = ( ^ ’* ) ' ‘*  s  I N I -

Cu aceasta am arătat că ||Fg || = ||g ||q ,  deci corespondența 

Lq 3 g —> Fg G (Lp)’ definește o aplicație izometrică și evident liniară, deci 
injectivă.

Fie acum F G (LP) ’ fixat și v(A): = F (hA),(V ) A G^ ,  unde
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hA: X —> R este funcția caracteristică a mulțimii A. Evident, v ( 0 )  = 0; să 
arătăm că v este numerabil aditivă. Fie (An)n>i c  <^ un șir mutual disjunct 
și A= | J  An. Din Lema 2. rezultă că seria ^ h An este convergentă în Lp și 

n>l n i l

are suma hA. Cum F este liniară și continuă, rezultă
F(hA) = J  F(hA^ ,  deci v ( A > ^ y ( ^ « ) 

"al n>l
și deci v este numerabil aditivă. Deoarece v (A )e R , ( V ) ^ e ^  conchidem 
că v  este măsură generalizată. Dacă A G^  și p  (A) = 0, rezultă hA nulă 
p  -a.p.t., deci hA este elementul nul din Lp și deci v (A) = F(hA) = 0, ceea ce 
înseamnă că v este absolut continuă în raport cu p . Din T.4.3.14. rezultă

(3 )  g: X —> R , p  -integrabilă, cu proprietatea : 
v (A )=  [ gdp, ( V ) A e ^ .

n
Fie fe  ^ (X X ) fixat și ^ c . h A o reprezentare canonică a lui f. Atunci, 

i= l

[fg  dp = | î c , h A, g d ^ î 0  J A, g d ^ î c . ^ A ,  ) = F ( E c i
h Ai )=F(f),

^  X i=l i= l 1 i= l i= l

deci
£ fg  d p = F (0 ,(V )fe ^ (X ,^ .) ,

si deci
£ fg  dp |< |F || • ||/ ||p, ( V ) f e W . ) ,

de unde rezultă, cf. Lemei 1., că g e  Lq . Fie Fg funcționala definită de g. 
Deoarece F(f)=Fg(f)= £ fg  dp , (V ) f  G ^ (X ,^ .) ,  și cum ^ ( X ,^ . )  este 

densă în Lp, iar F, Fg e ( Lp )’, deducem că F = Fg.
Prin urmare , aplicația , Lq3 g ^ F g G(Lp) ’, este și surjectivă , deci 

un izomorfism de spații normate
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