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PREFATA

Aceastd carte reprezintd continutul cursului intitulat Teoria Mdsurii
pe care il predau la o serie din anul II, sectia matematicd, la Facultatea de
Matematicd, Universitatea din Bucuregti.

Teoria mésurii §i integralei este o componentd din ansamblul acelor
cunostinte necesare care intrd in cultura matematica a absolventilor Facultitii
de Matematica.

Cartea cuprinde prezentarea notiunilor fundamentale de teoria masurii
si integralei necesare pentru abordarea altor probleme. Pentru o mai buna
intelegere am incercat si prezint teoria masurii §i integralei ca o verigd dintr-
un lant, situata intre Analiza Matematicd si Analiza Functionald.

Capitolul 1 intitulat Preliminarii, cuprinde o serie de rezultate de
Analiza Matematicd, predata in anul I, necesare pe parcursul capitolelor 2-5.

Recomand cititorilor, consultarea in paralel, a partii a II-a a cartii,
care contine exemple si exercitii rezolvate care permit dobandirea abilitatilor
de lucru in conditii concrete si in final insugirea efectivi a teoriei.

Tin sd precizez ca manuscrisul acestei carti circuld, sub forma
xerografiatd, prezentatd de autor, printre studentii din anul II,de cel putin
zece ani. Posibilitatea redactérii pe calculator mi-a permis prezentarea
manuscrisului pentru tipar.

Tehnoredactarea computerizatd apartine studentilor Dan FEduard
Muraru si Constantin Siretchi, carora le mulfumesc , incd o datd, si pe
aceastd cale,pentru strddania depusa.
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Cap. 1. PRELIMINARII

1.1. Notiuni de teoria multimilor

Notam cu 2% multimea partilor unei multimi X. O clasi (familie) de
multimi = (A,),., se numeste: mutual disjunctd, dacd A; N A; =0, (V) i#j ;
finitd, daci I este finitd; numerabild, daca | este numerabila; (£S) filtratd, daca
(V) i,jEI (3) keI,a.i. A,‘, Aj gAk.

Fie X o multime st AcX. Multimea X\A se numeste complementara lui
A si se noteazd adesea cu CA sau A®; sd observim ca A=A*. Daci €2,
notim €:={A°; Ac€}.

1.1.1. Propozitie.Fie X o multime si A, Aje2™(icl). Atunci au loc
relatiile:

1) A\(UA,. )=ﬂ(A\Ai);A\(ﬂAi)=U(A\A,);

2) (UA )\A—U(A VA); (ﬂA )\A= ﬂ(A \A);

3) Au(ﬂA )= ﬂ(AUA) Am(UA ) U(AﬂA)
4) (UA) ﬂA (mA) UA°

1.1.2. Propozme.Fle (Ai)iel ,(B J.) jes doud familii de multimi. Atunci au

loc relatiile:

) (ﬂA )u(ﬂB) ﬂ(A uB)(UA )m(UB) U(A NB));
2) (ﬂA )\(ﬂB = U(ﬂ(A \B))) (UA )\(UB )U(ﬂ(A \B)))

1.1.3. Propozme.Fle (A.' Jicr» (B;)e; doud fam1111 de mulglml. Atunci au

loc relatiile:

D (UaoxUBj»=UA xBi(A )= (B~ A, xB;;
2) Dacal=J, avem ([ A, )x ([)B;)=[)A; xB, ;
3) DacaI=J, avem (ll—[Ai )><(ll—[Bi )=I1_[(Ai xB,);

4) Daca familia (A;),., este filtranti relativ la relatia ,,=” rezulta ca
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(UaoxUJan=(UAixA).

1.1.4. Propozitie.Oricare ar fi multimile A;, Ay, By, B2,avem relatia:
(A1xA)\(B1\B2)=
=((A1\B1) X(Aszz))U((AlﬂBl) X(Az\Bz))U(( A]\Bl) X(Az\Bz))

1.1.5. Definitie. Fie X o multime §i ( Ag)q21 <2” un sir de multimi.
Sé definim multimile

limA, : ﬂ(UA*\)slhmA =UJN Ao

n—>a
n2l k2n n2l k2n

lar dacd lim A _= limAn , sS4 0 notdm cu A; vom spune cd sirul (Ap)n; are

limita A si vom scrie A=lim A _ .
1) limA, ChmA (llmA )=lm(A,);

2) xelimA, <@@) ()eicN, nlw, al xe A, , (V) k21;
3) xelim A  <(3) m>1, ai xeA,, (V) n=m;

n—<

1.1.6. Propozitie.Fie (Ay)n>1 un sir monoton crescator (resp.descrescitor)

de multimi. Atunci lim A existd si este egald cu UArl (resp. ﬂAn ).

n—® n21 n2|
1.1.7. Propozitie.Fie X o multime si A, A,e2,(n>1). Atunci au loc
relatiile:
1) hm(A\A )=A\lim A, ; lim(A\A,)=A\lmA_.

2) hm(A \A) (hmA NA; lim (A, \VA)=(lim A )\A;
3) hm(AuA ) AuhmA ; Im(AUA )=Aulim A .
4) hm(AmA ) AmhmA ; im(ANA )=ANnlim A .

Corolar 1. Fie X o multime si (Ap)nzi QZX un sir care are limita.
Atunci, (V) AcX, au loc relatiile:
1) liirl(A\An)=A\(limAn); 2) im(A, VA)=(limA )\A.

3) im(AUA)=AU®limA,); 4) im(A, nA)=(mA,)NA.

5) Daca sirul (Ag)az1 €ste monoton, atunci sirurile din relatiile 1)-4) sunt

monotone.
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Corolar 2.Fie X o multime si A, A,e2*,(n>1). Atunci au loc afirmatiile:
1) ATASAAND; 2) AdlAS(ANA)T(ANA).

1.1.8. Definitie.Fie A, B doud multimi. Multimea (A\B) U(B\A) se
numeste diferenta simetricd a lui A si B si se noteazd cu A A B.

1.1.9. Definitie.Fie X o multime si AcX. Functia £:X-—>{0,1}, definita
astfel f(x)=1, daca x € A si f (x)=0,dacad xe X\A,se numeste functia
caracteristicd a multimii A si se noteazd cu @a, 1a, car(A)

1.1.10. Propozitie.Fie X o multime si A, BcX. Atunci au loc afirmatiile:

1) 0aA=0=A=T; pa=1=A=X; ANB=(J<0a-¢p=0;

2) @ASPpACB; pA=pp<=>A=B;

3) @AB=QATPB-0APB; PANB=PA PB;

4) oaB=0a(l-¢p); PaLB=PATOp>ANB=D.

5) ParB=QATPB-20A DB

1.1.11 Propozitic.Fie X o multime, (Ap)n>1 g2x un sir, A'= @An si

A«=lim A . Atunci au loc relatiile:

n—ro

1) car(A*)=H car (A ); car(A-)=lim car (A );

n—w

2) Daca (3) A=lim A, avem car(A)=lim car (A );

3) lim A, existae> lim car (A ) exista.

4) A,TA (n>w)escar (A, )Tear(A)(n—).
5) Dacd AvnAm=0 si A= JA, avemcar(A)=) car(A,).
n>|

nz|
1.1.12. Propozitie.Fie X o multime; (V) A, Be2* sa definim A+B:=AAB
si A-B:= AnB. Atunci operatiile +, - definesc pe 2% o structuri algebrica de
inel comutativ unitar.
Corolar 1.Fie X o multime. Atunci o serie E:An cu elemente din grupul

nx|

aditiv (2%,+) este convergenté<:>li1_n_ A=D.

1.1.13. Definitie.Fie X o multime (nevidd). Se numeste relatie pe X o
submultime pc2*;daca (x,y)ep se noteaza xpy.Relatia p se numeste de echiva-
lentd si se noteaza cu simbolul ~, daca este reflexivd, simetricd si tranzitiva.

1.1.14. Propozitie.Fie X o multime si ~ o relatie de echivalentd pe X.
Atunci multimea claselor de echivalentd x:={ye X; y~x}, defineste pe X o
partifie. Reciproc orice partitie (A,),., a lui X este unic determinatd de o
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relatie de echivalentad si anume x~y<>(3) i€l, cu x,yeA;.

1.1.15. Definitie.Fie X o multime. O relatie p pe X se numeste de ordine
si se noteazi cu simbolul <, daci este reflexivd, antisimetricd si tranzitiva,
perechea (X, <) se numeste multime ordonatd si se noteaza cu X[<]. Vom
spune ca X[<] este fotal ordonatd , sau ca relatia < este torald, daca (V) x, y
e X,avem x<y sau y<x. Fie mai departe X[<] o multime ordonata . Fixdm o
multime AcX; cel mai mic majorant al multimii A, daci existd, se numeste

marginea superioard a lui A si se noteazd cu supA, sau sup{x;xeA}sau supx;
X€EA

cel mai mare minorant al multimii A, daca existd, se numeste marginea
inferioard a lui A si se noteazi cu InfA, inf{x;xeA}sau inf x . Multimea X[<]
X€A

se numeste inductiv ordonatd , daci orice parte total ordonatd A din X, poseda
margine superioard. O multime ordonata X[<] se numeste bine ordonatd,daci
orice submultime nevida a lui X posedd un prim element. O multime amorfa X
spunem ca se poate bine ordona, daci exista o relatie de ordine < pe X,a.1. X[<]
este bine ordonata .

Un element al unei multimi ordonate X[<] se numeste maximal,daci (V)
xeX, x>myrezultd ca x=m.

1.1.16. Principiul inductiei transfinite.Fie X[<] o multime bine
ordonati, cu x, prim element si X3x—P(x),0 functie propozitionald,cu
proprietétile:

1) P(xg) este adevirati ;

2) (V) xeX,cu P(t) adevaratd (V) xo<t<x, rezultd P(x) adevirata .

Atunci P(x) adevarata (V) xeX. )

Corolar 1 (Principiul inductiei complete)-Fie Nan—>P(n),o functie
propozitionald,cu proprietitile:

1) P(1) adevérata .

2) (V) nzl,cu P(n) adevarata , (V) ke l,n+1,rezultd P(n) adevirati .

Atunci P(n) adevérata (V)n>1.

1.1.17. Teoremi fundamentala. Afirmatiile 1)-4) sunt echivalente:

1) Axioma alegerii (Zermelo). (V) (A, )., o familie de multimi nevide,

@) 1> JA . al fi)eA, (Viel.

i€l

2) Principiul maximalitatii (Hausdorff). Orice multime ordonata
posedd o parte total ordonatd maximala.

3) Principiul elementului maximal (Zorn). Orice multime inductiv
ordonatd poseda cel putin un element maximal.
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4) Principiul bunei ordonari (Zermelo). Orice multime (amorfa) se
poate bine ordona.

¢ Varianti a axiomei alegerii. (V)(A,),_ o familie mutual disjuncta de
multimi nevide, existd o multime A,a.i. AnA=1 punct, (V)iel.

e Varianta a principiului elementului maximal. Fie X[<] o multime
inductiv ordonatd . Atunci,(V) xeX,existd un element maximal in X,a.1. m>x.

1.1.18. Definitie.Fie X,Y doud multimi si f:X—Y o functie. Functia f se
numeste inversabild, daci (3) g: Y—>X,al gof =1xsi fog=ly. Functia g se
numeste inversa lui f si se noteazi cu f.

a) finjectivi &(3) g: Yo>X,a.l gof=1x-

b) fsurjectivd &(3) g: Y>X,al fog=1y

c¢) fbijectivd < finversabila.

Fie f:X—>Y injectiva si f;:X—>f(X) definite astfel f;(x)=f(x), (V) xeX.
Atunci f) este bijectivd, deci inversabila; inversa sa, ;"' :f(x)—>X,se numeste
inversa lui f pe imagine.

1.1.19. Definitie. Fie £X—Y o functie; (V) Ae2% definim fA):={yeY;
(3) xeA, f(x)=y}; obtinem astfel o functie,2*3A—>f(A) €2 numiti extensia
lui f la multimea partilor. Analog (V) Be2Y,definim f™(B):={xeX; f(x)eB};
obtinem astfel o functie,2¥sB— f ' (B) €2 numiti extensia reciproca a lui f
la multimea pdrtilor.

In mod curent se folosesc notatiile:

(V) s =(A,) 25, fet)= (€A))ic1 5

(B :=B))jes <27, {(B):= (7 B)jar-
1.1.20. Propozitie.Fie f:X—Y o functie. Atunci au loc relatiile:
D RYa 7Y, KN a2 14D, (DA)ae <2*.

2) £ (UB)_Uf (B,) f- (ﬂB)_ﬂf ®,)> (DB 2"

1.1.21. Propozme. Fie f.X—)Y 0 funcgle. Atunci au loc relatiile:
1) {ANB)=f(A)Nf(B), (V) A, Be2*<f injectiva.

2) F(A\B)= fIA)\f(B), (V) A, Be2" < injectiva.

3) £(C\D)= £ (C)\ £71(D), (V) C, De2¥

1.1.22. Definitie. Doud multimi A si B se numesc echipotente sise

noteazi A~B, daci (3) f:A—B bijectiva;clasa multimilor echipotente cu o
multime datd A se numeste cardinal de A si se noteazi cu card(A);numerele

11
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cardinale se noteazad cu primele litere ale alfabetului gotic: a, b,r . ; cardinalul
multimii vide se noteazd cu 0. O multime A se numeste finitd , daci este vida
sau (3) n=1 a.f. A~{1,2...... n} si atunci card(A) se noteazd cu n. Card(N) se
noteaza cu N (prima literd a alfabetului ebraic); o multime A echipotentd cu
N se numeste numerabild. O multime finitd sau numerabild se numeste ce/
mult numerabild. Card(R) se noteazd cu r; O multime A echipotentd cu R se
numeste de puterea continuumului. Un numdr cardinal b se numeste finit daca
heNU{0} si transfinit in caz contrar. /‘ ’ i Sy

1.1.23 Propozitie.O reuniune (cel mult) numerabila de mult1m1
numerabile este numerabila.

1.1.24. Propozitie. Multimile Q,Q"(n>1) sunt numerabile iar multimile
R si R\Q sunt nenumerabile.

1.1.25. Definitie.Operatiile de adunare, tnmultire, ridicare la putere a
doua numere cardinale se definesc astfel:

a+h:=card(AUB), unde Acu, Beh si AMB=0.
axh:=card(AxB), unde Acu, Beh.
a:=card(AP), unde Aeu, Beh si A®:={f; F:BH>A}
a) Fie X o multime si po:X—{0,1} functia caracteristica a lui A. Atunci

aplicatia 2*5A—>@,e{0,1}* este bijectiva, deci card(2*):=card({0,1}*):=2*4X)

b) 2%°= ,i.e. card({0,1}N)=card(R).

¢) 8o<2™°= ,i.e. card(N)<card(R). ,

1.1.26. Definitie.Fie 1,b doud numere cardinale. Definim a<b<>(3) Aean,
(3) Beh,a.i. A~CcB.

a) Relatia < defineste o relatie de ordine totald pe orice multime de
numere cardinale.

b) Relatia < defineste o relatie de buna ordine pe orice multime de
numere cardinale.

¢) (V)a un numdr cardinal, avem a<2* i.e. (V) X o multime, avem
card(X)<card(2%).

d) Suma si produsul a doud numere cardinale sunt operatii comutative
si asociative; produsul este distributiv fafa de suma.

e) a+h=axa=avh, (V)a,b numere cardinale transfinite.

f)Fie X o multime infinitd i ®(X) multimea pértilor finite ale multimii X.
Atunci card(X)=card(® (X)).

12

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



S3 ne oprim acum la multimea R a numerelor reale.

1.1.27. Propozitie.(Caracterizarea marginilor unei multimi). Fie AcR
o multime marginitd . Atunci:

1) M=supA<> i) asM, (V) a€A; ii) (V) € >0, (3) acA,cu a >M-¢.

2) M=infA< i) m<a, (V) a€A; ii) (V) € >0, (3) acA,cu a <M+-e.

1.1.28. Definitie.Fie (X;)n>1CR un sir. Vom spune cd (Xg)nz) €ste
convergent, dacd (3) xeR cu proprietatea:

(V) >0, (F) N=Lal |xx.|<e, (V) >N
Vom scrie atunci: X,—X; X,—>Xx(n—w); liixl X, =X.

Vom spune ca (Xq)n>1 are limitd +oo si vom scrie X,—>o0, daca (V) ¢>0,
(3) N=l,a.d xq.=c, (V) n=N. Sirul (Xq)a>1 se numeste sir Cauchy, daca
(V) >0, () N=L,al | xexml <€, (V) m, n=N;
sub forma concentratd se scrie I Xg-Xm | —0, (m,n—>c0).
1.1.29. Teorema. 1) Orice sir monoton crescdtor majorat, (resp.
monoton descrescator minorat), (X,).>1 € R, este convergent si avem:
limx _=supx, (resp lim x, =inf x, )
n— 02l n—o nx1

2) (V) (xp)n=1CR, avem (Xp)n>1 convergent>(Xo)nx1 sir Cauchy.

1.1.30. Definitie.Fie (xp)n> <R un gir. Numdérul finit sau infinit definit

astfel: 1nfl (supx,) (resp. sup(ilflf X, )) se numeste /imita superioard (resp.
02l g 2n

n21

limita inferioard) a sirului (X,)n>1 §1 S€ noteazd cu Hxn (resp. lim x ).
n—oro

n—wo

1.1.31. Propozitie.(V) (Xu)n21CR, un sir , au loc afirmatiile:
1) m(x,)—-lmx,; lin(x,)=-fmx, .

n—o n—>w n-—®

2) Sirul (Xq)a21 este convergente> limx =lim x . In acest caz avem

n—w noo

relatia: lim x = limx =lim x .
’ noo omoeo T TR

1.1.32. Definitie.Fie (x;)q>) un sir. Perechea ((Xq)n>1, (S)n=1),unde
Spi= i x,,S€ numeste serie de fermen general X, sl se noteaza cu Z X,
k=1

n2l

Seria Z x , Se numeste convergentd , dacd sirul (sp)q21 este convergent; limita

n2|

lui (sp)a>1, S8 0 NOtadm cu X, se numeste suma seriei §i se scrie x=z x, - Daca
n2|

lims, =+, vom scrie z X, =00 §i vom spune cd seria are sumd. Asadar,
n—w0

nx]

o}
13
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dacd (Xn)n21CR+, atunci sirul (sp)n=1, fiind monoton crescitor, are limitd , finitd
sau o, deci ZXH convergentd <:>Z:xn <o . O serie an se numeste absolut

n2l n21 nzl]

convergentd , daca seria modulelor Z|xn| este convergenta .

n2l

1.1.33. Propozitie. 1) Seria geometrica Za“ este convergentd < |a|<I.

n=0

1
In acest caz avem Za" =

n>0 l-a
2) O serie numericd ) X, este convergenta <
n2l

n+p
2 X
k=n

3) O serie numericd absolut convergentd este convergenta .

4) O serie numerica majoratd de o serie numerica convergenta cu
termini nenegativi, este convergenta .

1.1.34. Propozitie.O serie numerica an este absolut convergentd <

n2]

(V) 7 o permutare a lui N, seria z X . €Ste convergenta . In acest caz avem

n21

D> X, =Y X (V) 7o permutare a lui N.

nzl nz2l

(V) €0, (3) N2l,al <g, (V) =N, p=>1 (cond. Cauchy).

Corolar 1.Fie (Xq)n>1CR+ un sir. Atunci (V) © o permutare a lui N avem
an =an(n) =Sup{ ij 5 J‘;N, J fmlté }

n2[ nzl| jel
1.2. Notiuni de topologie generala.

1.2.1. Definitie.Fie X o multime(nevida). O clasa (familie) T <2 se
numeste topologie pe X, daca are proprietiile: )
1) o, Xer; 2) (V) Dy, Det=DinDser;
3) (V) Diet (iel) =| D, e.

Perechea (X,t) se numeste spatiu topologic, prescurtat ST, si se noteazi
cu X[t]; elementele lui t, Det, se numesc multimi deschise din X, iar elemen-
tele lui X, xe X, se numesc puncte din X. O mulfime AcXse numeste Mchisd,
dacd A°, complementara lui A, este deschisi; notam 1%={D Det}-clasa mul-
timilor inchise din X. Se numeste vecindtate a unui punct xe X o multime VX
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cu proprietatea: (3)Det, a.l. xeDCV; notdm cu %(X), ¥ (X),multimea tuturor
vecindtdtilor lui x. Spatiul topologic X se numeste separat, dacé orice douad
puncte distincte x,y din X poseda vecintafi disjuncte.

Fie AcX o multime fixatd. Un punct xe X se numeste punct aderent lui

A, dacd AnV=g, (V) Ve 7 (x); notdm cu A multimea punctelor aderente ale
multimii A. Un punct xe X se numeste punct de acumulare al lui A, daca

AN(V\{x})2@, (V) Ve 7 (x); notim cu A’ multimea punctelor de acumulare
ale multimii A.Un punct xeX se numegte punct interior lui A, daca exista

VeUx), a.l VCA; notam cu A sau A’ interiorul multimii A. Mulfimea

ANA°se numeste frontiera lui A si se noteaza cu 0A sau Fr(A).

1.2.2. Definitie.Fie X,[t], X5[1,],doud spatii topologice,X:=X;| xX,
produsul cartezian al mult,imilor X cu X;;atunci familia
T:={GX; (V)(x1, X)€@, (F) VxVa2e 7(x1)x Yxz), VixV,cG}
este o topologie pe X, notatd cu T, ® T, . Perechea (X,t) se numeste spatiu to-
pologic produs al celor doua spatii.
1.2.3. Definitie.Fie X un ST si (Xq)a>1<X un sir. Vom spune ¢ (Xg)nz1
este convergent daca (3) xeX cu proprietatea:
(V) Ve %(x), (3) ny21, al x,€eV, (V) n>n,,
1.2.4. Definitie.Fie X, Y doud ST 51 £:X—>Y o functie ; functia f se
numeste continud intr-un punct xoe X, daca:
(V) Ve % (f(x0)), (3) Ue % (o), al fU)CV.
Functia f se numeste secvential continud in xoeX, daci: (V) (Xo)n21=X,
Xp—>Xo, rezulta ca f(x,)—>1(xo).
1.2.5. Teoremi. Fie X ,Y doud ST si :X—Y o functie. Atunci
conditiile 1)-5) sunt echivalente:
1) feontinnapeX; 2) f'(ty)ctx; 3) f7'(19)=1y;

4) f(A)HA), (V) AcX; 5) f(B)cf'(B), (V) BCY;

1.2.6. Definitie. Fie X, Y douia ST, AcX o multime, xoe A" un punct
si £A—Y o functie. Vom spune ca f are limitd in xo, dacad (3!)yoeY cu
proprietatea:

(Ve % (¥o), (DUe % (x0),al HANUMX})SV;

vom scrie atunci  lim f{x)=yo,.
X—>Xo
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1.2.7. Teoremi.Fie X, Y doud ST, AcX o multime, xo€ AN A'un punct
si A—>Y o functie. Atunci

f continui n x,& xlin)} f(x) =1(x,)

1.2.8. Definitie.Fie X un ST; o familie de mulfimi #= (A );q 2" s¢
numeste local finitd daca (V) x € X, existd Ve %(x) siJcl finitd, a1
VNA=D, (V) iel\.

1.2.9. Propozitie.Fie X un ST si (A)), 2% o familie local finiti de de
mulfimi inchisa. Atunci UA,- este multime inchisa.

i€l

1.2.10. Propozitie.Fie X un ST si f:X—R o functie . Atunci: f continu
(pe X)=(3) (Ai)iel 0 acoperire inchisa, local finita, a lui X, a.1. functia f | Ajeste
continud (V) iel..

1.2.11. Definitie.Fie X un ST. Vom spune ca X este compact, daci este
separat si quasi-compact , i.e. (V) (Dj)ici 0 familie de mulfimi deschise din X,
care acoperi pe X, (3) JcI finita, a.i. U D; =X . O multime AcX se numeste

je)
compactd, daca A inzestrat cu topologia indusa de topologia lui X, este un ST
compact.

1.2.12. Teoremi.Fie X un ST. Atunci au loc proprietétile:

1) X quasi-compact si ACX inchisi, implica A quasi-compacta.

2) X separat gi ACX compactd, implicd A inchisa.

1.2.13. Teoremi.Fie X un ST si £ X—R o functie continud. Atunci (V)
AcX o multime quasi-compactd,rezulta cd f{A) este compacta si (3) X, X; €A,
a.l. (V) xeA avem f{(xp)<f(x) <f(x;).

1.2.14. Definitie. Fie X o multime ; se numeste metricd pe X o aplicatie

d:X*>R, cu proprietitile:
1) d(x,y)20, (V) x,yeX; d(x,y)=0=x=y; 2) d(x,y)=d(y,x), (V) x,yeX;
3) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y), (V) x,y,zeX.

Perechea (X,d) se numeste spatiu metric, prescurtat SM, si se noteazd cu X[d].
(¥) xeX si r>0 se folosesc nottiile:
B(xo,r)={ xeX; d(x, Xo)<r}- bila deschisd de centru xq sirazar

B[xo,r]={ xeX; d(x, X0)<r}- bila inchisa de centru xo sirazar
S(x0,1)={ x€X; d(x, xo)=r}- sfera de centru x sirazar
16
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Exemple.

x-y

a) Relatia d(x,y)=
1+|x-y

b) Relafia d(xy)=( Y€, ~1)*)"% x=E), 15 - ¥=(M), 1> €R”

defineste o merica pe R™ (metrica euclidiani).

1.2.15. Propozitie. Fie X[d] un SM. Atunci familia urmatoare:
{DcX; (V) xeD, (3) r>0,a.1. B(xo,r)cD}este o topologie separati pe X,
numitd fopologia(naturald)definitd de metrica d.

1.2.16. Propozitie.Fie X[d] un SM si 14- topologia definitd de d. Atunci
au loc afirmatiile:

a) (V) x,xpeX (n21), avem: x, —<—> x<>d(x,x,)—>0 (n>o0)

b) Bila deschisa, B(x,r),este o multime deschisi; bila inchisa, B[xo,r], si
sfera S(xo,r).sunt multimi inchise.

c) Familia (B(xo,1/n))n>1 (resp. (B[Xo,1/n])nzp)este o baza de vecinatati
deschise (respectiv inchise), a lui xp, cu xgeX.

d) (V)AcX avem: xe 2<:>(3) (Xn)ex1CA a1 X0 X;

xe A" <(3) (Kn)ux1SA\{X},a.1. XD X;

e) O multime AcX este densd in X, i.e. Z=X<:>(V) xeX, (V) >0 (3)
acA,a.l d(x,a)<e.

1.2.17. Propozitie.Fie X[d] un SM si x,x,€X (n=>1). Atunci avem:

XY X< orice subsir al sirului (X,)q21, posedd un subsir convergent la x.
1.2.18. Definitie.Fie X[d] un SM. Un sir (Xp)n>1X se numeste sir
Cauchy, dacd d(xp,Xm)—0(n,m->0). Spatial X[d] se numeste complet,sau ci

d este completd, daca orice sir Cauchy cu elemente din X este convergent.

1.2.19. Definitie.Fie X[t] un spatiu topologic. O multime AcCX se
numeste de tip Fq (resp. Gs) si se noteazd Ae(F;) (resp. Ae(Gs)), daca (3)
(An)nz1 un sir monoton crescitor de multimi inchise ( resp. monoton
descrescédtor de multimr deschise) din X,a.1. A:UAn (resp.A = ﬂAn ).

n2| nz2l

Analog se definesc multimile de tip %, %, % 4-#; plecind de la o
multime X arbitrara sisd o familie de parti din X precizata.

1.2.20. Propozitie.Fie x[d] un spatiu metric. Atunci au loc urmitoarele
proprietati:

1) AcX este de tip Fq ( resp. Go)<>A° este de tip G, (resp. Fs).

2) Orice multime inchisd AcX este de tip Gs si avem

, (x,y)eR?, defineste o metrica pe R.

AN 17
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A=[A, , unde Ap={ xeX; d(x, A)< 1/n}.
nxl
3)Orice multime deschisd AcX este de tip F, si avem
A= JA, , unde An:={ xeX; d(x, A)=1/n }.

nzl

4)(V) A, Be F; (resp. Gs),rezultd AUB, AnBe F; (resp. Gs).

5)Orice interval ICR este simultan de tip Fs $i Gs .

1.2.21. Definitie.Fie X[d] un SM. O multime AcX se numeste
precompactd, daca satisface una din urmétoarele conditii echivalente:

1) (V) >0, (3) CcX o multime finitd,a.l. Ac U{B(x,e); xeC}.

2) Orice sir cu elemente din A posedd un subgir Cauchy.

1.2.22. Definitie.Fie X un spatiu topologic. O multime AcX se numeste
secvential compactd, dacd orice $ir (X,)n21CA posedd un subsir convergent
cdtre un punct xeA.

1.2.23. Teorema. Fie X[d] un spatiu metric $i AcX o multime. Atunci
conditiile 1)- 3) sunt echivalente:

1) A compactd; 2) A secvential compacta;

3) A precompacta si completa.
Corolar 1.(Borel-Lebesgue)Fie ACR™ o multime. Atunci A compacti<>
A secvential compactd<> A marginitd $i inchisa.
1.2.24. Definitie.Un spatiu topologic X[t] se numeste separabil, daca (3)
AcX numerabild a.f. A=X.
1.2.25. Definitie. Un spatiu topologic X[t] se numeste cu bazd

numerabild (de deschisi), daca (3) o familie numerabila 9 ct cu proprietatea:

(V) Det, (3) (Do)ic Bal D= JD,
' n2|
1.2.26. Propozitie.Orice ST cu bazi numerabili este separabil.
1.2.27. Propozitie. Fie X[d] un SM separabil si {a,, ay, as,....} 0
enumerare a unei multimi numerabile AcX, densi in X,i.e. A =X.Atunci

familia numerabild,# :=(Bx(as, | M))n m>1,este 0 bazi a lui X, deci X este cu
baza numerabila.

Corolar 1.Fie X[d] un SM. Atunci X separabil<X cu bazi numerabila.

Corolar 2.0 baza numearbila de deschisi a lui R este datd de familia
numerabila {(a, b); a, beQ, a<b}.
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1.2.28. Propozitie.Fie X[d] un spatiu metric. Atunci X separabil¢>(V)
£>0 si AcX o multime €- discreta (i.e. d(x,y)=¢, (V) X, yeA x#y), rezultd cd A
este cel mult numerabila.

1.2.29. Propozitie.Fie X,, X; doui spatii topologice cu bazd numearbila.
Atunci(V)®B |,#, baze numerabile de deschisi in X resp. X rezultd cd #1x &,
este 0 baza numearbild in spatiul topologic produs X @X,.

Corolar 1.Fie X, X, doui spatii metrice separabile. Atunci spatial metric
produs X@X, poseda o bazd numerabila.

Corolar 2.0 bazi numerabila de deschisi a lui R” este data de familia
numerabilé{(al, b[) X (az, bz); ap, bl, ap, b2€Q, < b1 < bz}

1.2.30. Teoremd (N. Luzin). Fie X un ST separabil si <0 familie mutual
disjunctd de multimi deschise nevide din X. Atunci .« este cel mult numerabila.

Corolar 1.Fie DcR o multime deschisi nevidd. Atunci D se poate scrie
¢ o reuniune cel mult numerabila de intervale deschise , mutual disjuncte.

1.2.31. Definitie.Fie X[t] un ST. O multime AcX se numeste rard

(nicaeri densd), daca A’ =@; o reuniune numerabila de multimi rare se numeste
de prima categorie (Baire). O multime care nu este de prima categorie se
numeste de a doud categorie.

1.2.32. Teorema.Fie X un ST. Atunci cond. 1)-2) sunt echivalente:

1) Orice multime deschisa nevidd dinX este de categoria a doua.

2) Complementara unei multimi de prima categorie (i.e. multime
reziduald) din X este densa in X.

1.2.33. Teorema (R. Baire).Fie X[d] un spatiu metric complet. Atunci
oricare multime deschisd, nevida,din X este de categoria a doua.

1.2.34. Teorema. Fie X[d], Y[d'] doud spatii metrice x,eX si £X—>R
o functie. Atunci cond. 1)-3) sunt echivalente:

1) feste continud in x,; 2) feste secvential continud in x,;

3) (V) >0, (3) >0, al d'( f(x), fixo))<e, (V) d(x, Xo)<M.

1.2.35. Teorema.Fie ICR un interval si >R o functie monotona.
Atunci feste continua cu exceptia unei multimi cel mult numerabile.

1.2.36. Definitie.Fie X o multime, HX,R):={f, £X—>R} si (f)u21<
HAX,R) un sir de functii. Vom spune ca:

o (fo)nz1 Simplu (punctual) convergent,daca (3) . X—>R,a.1.f,(x)—>f(x),
(V) xeX; vom scrie atunci f ——f si vom spune ca (fy)n>1 converge simplu
(punctual) la f.

e  (fu)n>1 uniform convergent, daca (3) f:X—R cu proprietatea

(V)e>0, (3) N2l,ai. | fix)- f(x) | <e, (V) =N, (V) xeX;
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vom scrie atunci f ——f si vom spune ca (f;)n>1 converge uniform la f.
e (fu)u1 uniform Cauchy, daca are proprietatea:
(V)e>0, (3) N2lad | §(x)- fa(x) | <€, (V) m, 2N, (V) xeX;
Analog se defineste convergenta simpld (resp. uniformd) pe o multime AcX.
(V) fe #(X,R) si AcX vom folosi notatiile:
= supffo

1.2.37. Propozitie.Fie f, f,e AX,R) (n>1). Atunci avem:
) f, o fo|f-f,] —0n - o) suplfix) - f, () > 0(n — )
xeX

s IEl, = su§|ﬂx)[ 5([f] se noteaza sicu ”f ILo ).
Xe

2) (w1 uniform Cauchy < |f, £, [ — 0(n,m - )<

< sup|f, (x)—f, (x)| > 0(n,m — ©) ;

xeX
3) (f)nz1 uniform convergent<>(fy)n»1 uniform Cauchy.

1.2.38. Definitie.Fie X o multime §i (fy)n>1 € AX,R) un sir de functii .
Seria de functii Y f, se numeste:
nzl
o simplu (punctual) convergentd, daci sirul (sp)ns1, unde sp:= Z f,,este
k=i
punctual convergent.
e uniform convergentd, daca sirul (sp)n>; este uniform convergent.

e normal convergentd, daca (3) Z ¢, serie-numericd convergenta cu

n2l
termini nenegativi, a.t. an <<Zcrl .
n2l n2l

1.2.39. Teoremi.Fie X un ST, x,€ X un punct si f;:X—R(n>1) un sir
unform convergent de ﬁmc;ii continue n X,. Atunci limita sa, f:X—R,este
continud in X,.

Corolar 1.Fie X un ST, x,€ X un punct si an o serie uniform (resp.

n2l
normal) con-vergentd de functit f,:X—>R(n=1) continue in xo. Atunci suma sa,
f:X—>R,este o functie continui 1n x,,.

1.2.40. Teorema (Baire). Fie X un spatiu metric complet si f:X—R
(n>1) un sir punctual convergent de functii continue. Atunci limita sirului,
f:X—R, este continud pe X, cu exceptia unei multimi de prima categorie.

Corolar 1.In acelagi cadru avem: f este continui pe o multime reziduald,
deci densi din X.
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1.2.41. Teorema (Weierstrass).Fie f:[a,b] >R o functie continui. Atunci
existd un sir de functii polinomiale, f;:[a,b] >R(n>1), a1 f ——f.
1.2.42. Definitie.Fie E un R-spatiu vectorial. O aplicatie |{|:E—R se
numeste normd pe E, dacd are proprietitile:
1) x| 20, (v) xeE, x20; 2) |lax|=la| ||, (V) aeR &xeE;
3) e+ y] <+ ) ek

Perechea (E,|l|) se numeste spatiu normat , prescurtat SVN si se

noteazd cu E[||-||].
1.2.43. Propozitie.Fie E[|}{ ] un spatiu normat. Atunci relatia

, x,yeEz, este o metricd pe E (numita st metrica naturald

d(x,y):=|x —y
definitd de norma [[{)).
1.2.44. Propozitie.Fie E[”H] un spatiu normat , d metrica naturald

definitd de norma si T4 topologia definitad de d. Atunci au loc proprietatile:
a) (V) x, x,€E (n=1) avem:
[x —x,] = 0 < d(x,x,) > 0= x, —4>x(n - )
b) Adunarea si Inmultirea cu scalari in E sunt operatii continue in
ansamblul variabilelor

1.2.45. Definitie.Un spatiu normatcomplet,in sensul metricit definita de
norma,se numeste spatiu Banach.

1.2.46. Definitie.Fie E[||] un spatiu normat. O multime ACE se numeste
mdrginitd, dacé (3) k>0, a.i. ||x|| <k, (V) xeA, i.e. sup{ “x

1.2.47. Definitie.Doud norme ||

; XEA}<oo,

1, || 2 definite pe un spatiu vectorial E se

numesc echivalente, daci (I)o, p>0,a. o[ i<[H 2<B -

Exemple. a)Fie R™ inzestrat cu structura vectoriala naturald. Atunci

urmatoarele relatit:
] PN
||x|||:=z|§i|; x||z:=[_zl|é;a| ] ; &l
i=1 1=

unde x=(&,)i- = €R™, definesc pe R™ norme complete, echivalente intre ele.
b)Fie X o multime si (X, R) multimea aplicatiilor marginite X—R.

X|| :=max

I<i<m

Atunci operatiile vectoriale naturale f+g, afsi relatia ||x||w= sup|f(x)|, noma
xeX

uniforma, definesc pe .#(X, R) o structura de spatiu Banach.
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¢) Fie X un spatiu topologic si ZAX, R) multimea aplicatiilor :X—R
continue si marginite. Atunci operatiile vectoriale naturale f+g, af,si norma
uniforma ||{ . definesc pe Z(X, R) o structura de spatiu Banach. Daci X este
compact, atunci & (X, R) coincide cu & X, R),multimea aplicatiilor continue
f:X—>R.

1.2.48. Propozitie.Fie E un spatiu normat. Atunci (V) A, BCE,rezulta
A+BC A+B.

1.2.49. Teoremai.Fie E un R-spatiu vectorial. Atunci E finit dimensional

<orice doud norme pe E sunt echivalente intre ele.

1.2.50. Teoremi.Fie E, F doua spatii normate si E—F o aplicatie
liniarda. Atunci cond.1)-4) sunt echivalente:
1) f continud 1n 0; 2) f continua pe E;

3) (3) M>0, af. |f(x)| < M|x|,(V)x € E; 4) |f]:= |L?lﬁgnf(x)” <oo.

Corolar 1. Fie E, F doua spatii normate si .E—F o aplicatie liniara si
continua. Atunci ||fx)| < |f]- x|, (v) xeE.

1.2.51.Propozitie.Fic DcR™ o multime deschisa. Atunci existi un sir

(Ko)n21 de multimi compacte din R™ care exhausteazi pe D, i.e. |JK, =D si
n2l

K.cK:,,, (V) n21.

1.2.52. Definitie.Fic E un spatiu normat §i (X,)n>1<E un sir. Perechea

n
((Xa)nz15> (Sa)nz1), unde s,,=z X, , se numeste serie de termen general X, $i se
1=1

noteaza an . Seria Z X, se numeste convergentd daca sirul (sy)») este

n2l n2l
convergent ; limita sirului (sy)s>1 Se numeste suma seriei data si se scrie
X= Z X, . Seria Z X, se numeste absolut convergentd, daca seria normelor

nzl nxl

n2l

X,.|> este convergenta.

Observa;ie. A nu se confunda seria Z X, ,care este un simbol, cu suma

n2|
acestei serii, care este un element din E si este notati cu acelasi simbol.
Diferenta rezultd din context.
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1.2.53. Teoremi.Fie E un spatiu normat i an , Z y, doud serii

n2l nzl
convergente cu elemente din E si o,peR. Atunci seria Z (ac, + Py, )este
nxl1
convergentd si are suma o ) x, +B Dy, .

n2l n2l

1.2.54.Teoremi.Fie E un spatiu normat $inn o serie cu elemente din E.

n2l

Dacid Z X , este convergenta, rezulta ca seria satisface conditia Cauchy, i.e.:

nz1

3" x| <6, (V) =N, p21.
k=n
Daci E este complet, este adevirata si implicatia reciproca.

1.2.55. Teorema.Fie E un spatiu normat. Atunci,E este complet<> orice
serie absolut convergenta cu elemente din E este convergenta.

1.2.56. Definitie.Fie E un R-spatiu vectorial. Se numeste produs scalar
pe E, o aplicatie <,>:E*—R cu proprietatile:

1) <x, x) >0; (x, x) =0=x=0;
2) (x,y)=(y.x), (V) x,yeE;

3) {ax + By, z)=o(x, ) +B(y.z), (V) x,y,2€E; (V) o, peR;
Perechea (E, <,>) se numeste spatiu cu produs scalar sau spatiu pre-Hilbert.
1.2.57. Propozitie.Fie E un R- spatiu cu produs scalar. Atunci au loc
proprietatile:

D (%9 <(6x)-(5,9),(Nx,y € E;
2) Relatia p(x):= ,/(x, x) , (V) xeE, defineste pe E o norma (norma

naturald definita de produsul scalar).
1.2.58. Definitie.Un R-spatiu cu produs scalar, complet in norma definitd
de produsul scalar, se numeste spativ Hilbert. .
Exemple.a)Consideram R-spatiul vectorial R™. Atunci relatia

(x,y)= i En, x=(&)i= i » Y"(Mi)i=im €RT,

(V) &0, (AN=1,a.1

defineste pe R™ o structura de spatiu Hilbert.
b)Fie ££:={ x=(£)n>1€RY; Z]&n |2 < oo }. Atunci operatiile vectoriale

nxl1

naturale:
XHY=(EqHNadnzi, OX=(0E ) n21, X=(En)azt, Y=(Mn)az1 €&, aeR
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sirelatia (x,y) =Y £,n, , definesc pe £ o structurd de spatiu Hilbert.

n2l

¢) Fie #[a,b]:={f:[a,b] >R; f continud}. Atunci operatiile vectoriale
naturale f+g, of si relatia f g ffgdx definesc pe ¢ a,b] o structuri de

spatiu pre-Hilbert incomplet.

d) Fie #([a,b]):={ f:[a,b] >R; { R-integrabila}, in care am identificat
functiile egale intre ele a.p.t.,atunci operatiile vectoriale naturale f+g, of si
relatia, (f, g) = ff(x)g(x)dx , defnesc pe #([a,b]) o structurd de spatiu

pre-Hilbert incomplet.
1.2.59. Propozitie.Fie (E, <,>) un spatiu pre-Hilbert. Atunci norma

Ix]|:==4/(x,x) , x€E, satisface , relatia paralelogramului”:
[ + v+ e~ 5] = ", (V) xyeE.
1.2.60. Teorema (F. Riesz).Fie E un spatiu Hilbert si fE—R o aplicatie

=yl

1.2.61. Definitie.Fie f:[a,b]>R™ o functie; notdm cu Div[a,b] multimea

diviziunilor lui [a,b];(V) A=(x;)i=0n €Div[a,b],suma zuf(xi) - f(xl._l)” se
i=l

noteazi cu V(f) si se numeste variatia partiald a functiei f definita de A.
Numirul sup{ Va(f); VeDiv[a,b]}se noteazi cu V' (f) si se numeste variatia
totald a functiei f pe [a,b]. Functia f se numeste cu variatie marginitd, daca
V. (f) <oo. Notdm cu VM([a,.b], R™),respectiv cu VM([a,.b]) , dacd m=1,
multimea functiilor cu variatie marginita, f:[a,b]>R™.

Exemple.Orice functie monotona f:[a,b]—>R,si orice functie lipschitziani
f:[a,b]>R" este cu variatie marginitd. O functie derivabild cu derivata mir-
ginitd, f:[a,b] >R, este cu variatie marginita.

1.2.62. Teoremi.Fie f=(f))i<im :[a,b]>R™ o functie. Atunci:

fe VM([a,b], R™<>fie VM([a,b], R), (V)i=1,m.

1.2.63. Teoremia.Multimea VM([a,b], R) este o R-algebri,i.e.
(V) £,ge VM([a,b], R), rezulta f+g, af, fge VM([a,b], R).

1.2.64. Teoremi.Fie f:[a,b] >R o functie cu variatie marginita. Atunci
(I) £y, f2:[a,b] >R doui functii monoton crescitoare, a.i. = fi-f,.
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Corolar 1. Fie f:[a,b] >R o functie cu variatie marginitd. Atunci 1°) f
continud cu exceptia unei multimi cel mult numerabile; 2°) f derivabila (a.p.t.).

1.2.65. Definitie. O functie f:[a,b] >R se numeste absolut continud, daca
(V) £>0, (3) 8>0,cu proprietatea: (V)((ax, bu))kex o familie finitd, mutual
disjuncta, de intervale deschise din [a,b], cu Z(bk —a, ) <e,rezultd ci

keK

> |fa,) b, )| <&. Notdm cu AC([a,b], R) mulfimea functiilor absolut
keK
continue f:[a,b]>R.

a) Putem inlocui in Def. 1.2.65. conditia Zlf(ak) -f(b, )l <€, prin

kekK
conditia ) [fib,)—fla,)| <e.
kekK

b) Orice functie absolut continui este continud. Reciproca nu este
numaidecit adevarata.

1.2.66. Propozitie.Fie f:[a,b] >R o functie. Atunci f este absolut
continud<>(V) €>0, (3) 8>0,cu proprietatea: (V) (I)nz1 un sir mutual disjunct
de intervale deschise din [a,b],cu-3Y £(1,) <§, rezultd Z diaf(I )<e.

nzl a2l

1.2.67. Teorema.(V) f,ge AC([a,b], R), rezultd f+g, af, fge AC([a,b], R).

1.2.68. Teorema.Fie f:[a,b] >[c,d] si g:[c,d] >R doui functii absolut
continue; f'strict crescdtoare sau g lipschitziand . Atunci functia go f este
absolut continua.

~ 1.2.69. Teorema. Orice functie absolut continui f:[a,b]>R este cu
variatie marginita, i.e. AC([a,b], R)c VM([a,b], R).

Corolar 1.Fie f:[a,b] >R o functie absolut continui. Atunci f este
derivabild (a.p.t.).

1.2.70. definitie.Fie ICR un interval si >R o functie. Vom spune ca
f este primitivabild (admite primitive), dacd (3) F: >R o functie derivabili,a.i.

F'=f ; functia Fse numeste o primitivd a lui f.
a) Orice functie continui f: [ >R admite primitive.

b) Fie f: >R o functie primitivabild. Atunci orice doud primitive ale lui
f difera intre ele printr-o constanta.

c) Fie f: [5>R o functie primitivabild si F o primitiva a sa. Atunci F are
proprietatea Darboux.
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1.2.71. Teorema (Leibniz-Newton).Fie f:[a,b] >R o functie integrabild
si primitivabila. Atunci (V) F:[a,b]|>R o primitivd a lui f, are loc relatia

[’ f dx =F(b) — F(a) .
Corolar 1.Fie f:[a,b] >R o functie continud. Atunci f este integrabila si

primitivabila, deci () F o primitiva a lui f, are loc relatia: f f dx =F(b) - F(a) .

1.3. Integrala Riemann in R™

1.3.1. Definitie.Fie X o multime (nevida) si.«<2*.Vom spune ci .£este
inel (clan) pe X, daci (V) A,Be Zrezultd ANB, A\Be £, si dacd in plus Xe
£, atunci .« se numeste algebrd pe X.O aplicatie n: &£ —R se numeste mdsurad
aditiva (finitd) pe X, dacd p(2)=0; p=0 ; W(ANB)= p(A)+u(B), (V) A.BcC
cu ANB#D.

Prin (X, .« p) vom nota un triplet definit astfel: X multime (nevida), .-
inel pe X, n: £ —R masura aditivd. Masura p : . —>R se numeste numerabil
aditiva daca (V) (An)n>1< &, un sir mutual disjunct, cu UAn € & , rezultd ca

nzl|
p(Ua=2mA,).
nx1 n2l

Observatia 1.Conditia p(@)=0 rezulta din conditiile p finita si p aditiva.

Observatia 2. In Cap. 2-4 prin mdsurd vom intelege o aplicatie
u : . —R cu proprietitile: u(@)=0; u>0; p numerabili aditivi.Denumirea de
,,masurd aditiva” in loc de ,,masurd” este improprie. O utilizim totusi pastrind
denumirea de ,,masurd” pentru ,,masurd numerabil aditiva”.

1.3.2. Propozitie.Fie (X, .« p) un triplet definit astfel: X multime
(nevida) , .« inel pe X, p: £ —R misura aditiva. Atunci au loc proprietatile:

) (V) (A)iinc#, rezulta  JA, , (A, €;
=1 i=1

2) (V) (A)i=sinc &, cu ANAFD (1)), rezulta relatia:

n((JA, =3 WA, (u finit aditiva)

i=1 1=1

3XV) A, Be &, ACB, rezulta p(A)< pu(B) (n-monoton crescitoare);
w(B\A)= u(B)-p(A) (u- subtractiva)

4) (V) A, Be A, rezultd p(AUB)=p(A)+u(B)- n(AnB)

26

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



5)Y) (A)iac=p(| A, )< u(A,) (p finit subaditiva)

i=1 i=l

Observatie. Conditia AiNA;=J (i#j) din 2) poate fi Inlocuiti prin
conditia H(AiNA;)=0 (i#)).

1.3.3. Definitie.Se numeste interval in Ro multime ICR de forma:(a,b),
[a,b], (a,b], [a,b), unde a,beR, a<b si (a,b)={xe R, a<x<b}-interval deschis,
[a,b]={xe R, a<x<b}-interval inchis, etc. Se numeste interval in R urma pe R
a unui interval din R, i.e. o multime din R de forma : (a,b), [a,b], (a,b], [a,b),
unde a,be R, a<b; (-0,a), (-0,a], (a,0), [a,20), unde aeR; (-c0,+0);punctele a,b
resp. a, £ oo se numesc capefele (extremitdfile) luil, i1ar b-a se numeste
lungimea (1-dimensionald) a lui [ i se noteaza cu (1); numerul (1) este finit,
nenegativ, daci a si b sunt finite,si +oo, daci a sau b este infinit.

Vom nota cu Jg, UQR, IR, UdR, Y iR multimea tuturor intervalelor , a
intervalelor mdrginite, compacte, deschise resp. fnchise din R.

a) 'Y R S 8 RO'R =U7R;

b) (V) ledr el se poate reprezenta ca o reuniune cel mult numerabila de
elemente din 5°g sica o intersectie cel mult numerabila de elemente din i
(resp. din 4% NY'r, dacd [ed'R), deci I este de tip K §i Gr.

¢) (V) ledp avem (I)=01°=< (F) acR,al I=[a,a).

d) (V) Iedg avem relatia:

¢ (D=sup{UK); Ked%, KcI }=inf{{(J); Je 5%, JoI }
e) (V) Iedrsie>0, () KesrsiJesral
Kcla) & Y))-e< < YK)+e
f) (V) LLJedgrezultd i) InJedy; ii) I\J este un interval sau reuniunea a
doui intervale din R.

g) (V) IedrsiceR, I+cedg si (I+c)=I).

h) (V) ceRrezultd c+ir=0g, c+3 r=5 R, c+I°x=1'r etc.

1.3.4. Definitie.Se numeste inferval in R™ (interval m-dimensional) o

multime ICR™ de forma I= HIk , unde Ie 9g; numarul [T &(1), finit sau +o,
k=l kH

se numeste /ungimea (m-dimensionald) a lui I si se noteaza cu ¢y(1) sau ¢ (I) (cu
conventia 0-0=00-0 = 0). Notdm cu 4g", g™ HCR™, SOR™, 8T )™ clasa futuror
intervalelor, a intervalelor mirginite, compacte, deschise, resp. inchise din R™.

a) 50 ngg Rl'l'l g:j Rm; :j Rmmsl Rm =5C Rl'l];
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b) (WI=] ]I, €5 r" cu ¢ (1)>0 avem: I multime marginita, inchisa,
k=1
deschisi, resp. compacti (in R™)< (V)ke 1,m,k multime mirginitietc.

m

o) (M I=[]L, es*r™ avem: I=]]L, [=TTL . QD= ¢(1)=KT);
k=1 k=1 k=1
¢t (=0=(3) ke l,m, cu I )=0=1°=0.

d) (V) Iedg™I se poate reprezenta ca o reuniune cel mult numerabila de
elemente din 4°g™ si ca o intersectie cel mult numerabila de elemente din HaR™
(resp. #'x™ Ny g™, daci Ied r™).

e) (V) Iedr".are loc relatia:

¢ (I)=sup{t (K); Ke: ™, KT Y=inf{¢ (J); Je4R™, JoI }
) (V) Ley®™ sie>0, (3) Ke&“R"' si Jed'yMal.
Kelel & ¢(0)-e< £ (1)< (K)+e

g) (V) I= nlk ,J= I—[Jk,doua intervale m-dimensionale, rezult :

k=1

m m n

INI=(] JTON TYO=] T 0T ede™
k=1 k=l k=1
h) (V) Iedr™ si c=(c k=i €R™, avem:

m

H—c=l_'[(lk +c¢,), deci [+cedr™ si & (I+c)= £ (1).

k=1
Observatie.Nici una din clasele de intervale definite anterior nu-este inel.
O extensie naturald a claselor de intervale este clasa multimilor elementare, al
doilea pas citre teoria masurii in R™.

1.3.5. Definitie.Se numeste multime elementard in R™ o reuniune finita
de intervale din R™; notam cu & g™, & r™, €°r™, €r™, €™ familia ruturor
multimilor elementare, elementare mdrginite, compacte, deschise, resp. tnchise
din R™.

a) "/c mc$ R C%R : ': Rmm%}ik _%cRm,

b) (V)Ee é Rm, [ se poate reprezenta ca o reuniune cel mult numerabild
de elemente din #°R™ si ca o intersectie cel mult numerabili de elemente din
EIR™ (resp. F90™ N &)™, daca Ee & g™).

¢) (V) EeEr™(resp. € r™, (3) Tdi=im Y™ (resp. &™), a.l.

E=U I, stk I, =D (k# k'); vom spune atunci ca relatia E=U I, este o

k=1 k=1
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reprezentare canonicd a lui E.
d) (V) E, Fe Zr™(resp. & r™), rezultd EUF, EnFe &r" (resp. € r™).

P q
Intr-adevar, fie E=UIh , F=UJ . - Evident EUFe &r™

E~r=(| )1, )n(J710)=Ua, ~1)

Cum insd I, NJ, €4r™, rezultda ca EnFe &r".
e) (V)Ee &r"siFe &r™, rezulti ci ExFe ™™

p q
Intr-adevar E=| JI, (Ieedr"), F=(JJ, (Jeer™), deci

h=1 k=1
p q
ExF=(J1, x(JT )=, xJ,) € &
h=1 k=1 hk

(tinem seama ca Inx e r™™).
1.3.6. Propozitie.(V) I, Je g™ rezultd ca \Je &r™ (m>1).

Dem. Pentru m=1 afirmafia este evidenta.
Fie m>2 cu proprietatea:(V) I, JeJg™, rezultd I\Je &x™ (1)
Fixam mai departe ', J' edg™ " deci I'=Ix],, J'=J,xJ,, unde I}, J;eJg™

sily, Jedg". Din P. 1.1.41. rezultd 1'\J' = I;xI)\(J;xJ2)=
Z[(Il\Jl)X(IzﬂJz)] \ [(Ilﬁjl)x(lz\Jz)]U[ (Il\Jl)X (Iz\Jz)]

Sa ardtdm ca cele trei paranteze [...] apartin lui €r™". Din (1) rezulti ca
e Er™ evident LnJ,e Erldeci I\ Dx(In)e Er™.

Deoarece I|=HIi(” s J1=HJE‘) (Ii(l), JMe 3R1)‘,rezult{1
i=1 i=1
LAJ =] [(I? 7 I0) et Er™
i=1
Cum I,nJ,e Zg!,deducem ca LNTDx(I\,) € Er™
In fine, deoarece L\J,e &g, rezulti ca
()% (1) € Er™x Fr'c E-™".

Din cele aratate mai sus si din expresia lui I'\J" rezuitz ca I'\J' ¢ ™

Aplicind principiul inductiei conchidem ca proprietatea din enunt este
adevdrata.
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Corolar 1.(V) E, Fe €g™ (resp. & r™),rezulti ca E\Fe ZR™ (resp. & r™).

P q
Dem. E=| J1, , F=[JJ, (I,, J, €8x™ ) fixati. Din P. 1.1.2. rezulta:

h=1 k=1
P q
E=(J1 \UJIO=UNa Vo
h=l k=1 h k
Cum'insi I, \J, e Zr™(P.1.3.6.), rezulta ca [ |1, \J,) € #r"deci E\Fe &r™
k
1.3.7. Definitie. (Aria m-dimensionald)(V) Ee &r"™ (resp. &™) si

E=| JI, o reprezentare canonicd a lui E, aria (m-dimensionald) a lui E se

m
k=

defineste prin relatia 6(E):= Zp:{(lk) .Definitia data este coerentd, i.e. nu
k=!

depinde de reprezentarea canonicd a lui E.

a)(V) Ee &Rr" are loc relatia:

o(E)=sup{o (K); Ke %™, KcE }=inf{ o (D); Je &%" D=E }.
b)(V) Eec &' r™si >0, (3) Ke €™ si De €%Mai
KcEcD & o(D)-e<o(E)<c(K)+e.

c)(V) Ee &#r™ sice &Rr™, rezultd E+ce #x™ & o(E+c)= oE)+C

1.3.8. Teorema.Tripletul (R™, & k™, o) are proprietitile: & g™ este inel
pe R™ si : & R™—R misuri aditivi invarianti la translatie.

Corolar 1. (Unicitatea masurii 6)(V) v: € k"R masuri aditivi, cu
proprietatea v(I)=o(1), (¥) Ie¥’x", rezulta ca v=c. ‘

1.3.9. Definitie. (Masura Jordan)Fie AcR™ o multime marginita.
Numerele (finite), definite astfel:

w(A):=sup{cs(E); Ee €™, ECA}, u'(A)=inf{c(E); Ec &' r™, EDA}
se numesc mdsura Jordan inferioard, resp. mdsura Jordan superioard a
multimii A. Daca p{A)=p"(A), vom spune cd A este J-mdsurabild (misurabila
Jordan), iar numarul p{A)=p"(A) se numeste mdsura Jordan a lui A, si se
noteazi cu ph(A), sau simplu p(A). Notdm cu Jg™ familia multimilor
J-masurabile din R™; functia p: Jr"—>R se numeste mdsura Jordan pe R™.

Observatie.J-mdsurabilitatea unei multimi A, ca si J-mdsura sa depind
de dimensiunea spatiului ambiant al multimii A, care rezulta din context. Daca
AcR™, atunci A are J-mésura nula in spatiul R™?, (V) p=1, deci pm+p(A)=0,
desi in R™ multimea poate si nu fie J-masurabila.
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a) Jr™c & r"cJr™ si au loc relatiile:
tD=c(l), (V) IeJr"™ ; 5(E)=n(E), (V) Ee "
b) (V) AeJg™ avem relatia:
w(A)=sup{o (K); Ke Z%"™ KcA }=inf{ ¢ (D); Je &%™ DA }.
¢) (V) Aelg™sie>0, (3) Ke #%R™siDe %R™al
KcAcD & o(D)-e<p(A)<o(K)+e
d) (V) Aelr™ siceR"™, rezultd A+celJr™ & pu(A+c)= pu(A).
e) Existd multimi compacte in R™ si care nu sunt J-mésurabile.
f) Fie R™=R" xR"si Ce Jr™. Atunci:
i) Multimea prg*(C) nu este numaidecit J-misurabili;
ii) Dacd xe prg“(C), multimea C[x]):={yeR", (x,y)eC}, nu este
numaidecit J-masurabila.
1.3.10. Teoremi.Fie AcCR™ o multime marginiti. Atunci cond. 1)-4) sunt
echivalente:
1) Ae JR™, i.e. A este J-masurabila.
2) (V) e>0, () E,Fe €x™a.l ECAcCF & o(F\E)<e.
3) ) (Enwic ER™ sir monoton crescator, (3)(Fy)u1C E'R" Sir
monoton descrescitor, a.i. E,.cAcF,, (V) n>1 & o(F,\E,)—0.
4) (V) 0, (3) C,.Delr™, a.1. CcAcD & w(D)-pu(C)<e.
Corolar 1.In acelasi cadru avem: ﬁ_rgc(En) = h_r)lﬂl0 o(F)).

1.3.11. Teorema. Tripletul (R™, Jg™, p) are proprietitile: Jr™ este inel pe
R"™ si u:Jg™ >R , masura Jordan, este o masura numerabil aditiva si invarianta
la translatie.
Corolar 1. (Unicitatea masurii Jordan)(V) v:JR™ >R cu v>0, v misuri
aditiva si v(I)=((I), (V) [ey"r",rezultd ca v=p (masura Jordan).
1.3.12. Teoremi.Fie AcR™ o mulfime marginitd. Atunci cond. 1)-3) sunt
echivalente:
1) Aelr"ie. A J-mésurabila.
2) (V) e>0,(3) C,Delg™a.l. CcDcA & u(D\C)<e.
3) (@) (Apnx1IR™, sir monoton crescator, (3) (By)u1SIR™, Sir
monoton descrescator, a.1. A,CACB,, (V) n21 & ll_r)rﬂl0 WA )= hig wB,).

Corolar 1.Fie ACR™ o multime marginitd,cu proprietatea(I)}(Ap)n>1IR™,
sir monoton crescator , (3) (By)n1<JR™, sir monoton descrescitor, a.l.

ACACB,, (V) n>1 & limp(A, ) =lim u(B,). Atunci AeJg™si avem
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lim p(A, ) = lim p(B, ) =u(A).

1.3.13. Definitie.O multime marginita ACR™ se numegte J-neglijabild,
dacd misura superioard Jordan a multimii A este nuld, i.e. p+(A)=O; notam cu
AR™ familia multimilor J-neglijabile din R™

a) Ae MR"SAe IR™ si W(A)=0<

(V) £0, (3) (Bk-in = € %ad | JE, DA & D) o(E,)<e &
k=1 k=1

(V) 820, AI-m 8 G al (JI, 2A & i) <e.

k=l k=i

b)(V) (A) -im e b= A, A, €A™

c)(V) Ae AR™ si BCA, rezultd Be g™
d)(V) Ae &' x™, rezultd 6(A)e NR™.
e)Ae M"A+ce MR™, (V) ceR™.

N(V) Ae Jx™ avem: Ae M= A =T; u(A)>0 A 20,
g)Fie MeJr™ si M—R o functie mirginita integrabild. Atunci Gy,
graficul lui f, este o multime neglijabila in R™,

1.3.14. Teoremi.Fie AcR™ o multime marginiti. Atunci AelJg™<d(A),
frontiera lui A, este J-neglijabila.

Corolar 1.1°)(V)Ae Jg™, rezultd A, A e JR™ & p( A )=n( A )=p(A).

2°) (M)A, Be JR™, cu ANB =, rezultdi ANB J-negijabila, deci-
H(AUB)=p(A)+u(B).

3°) (V) ACR™ avem Ae JR"> A, A € Ja™ & u(A )=u(A ).

1.3.15. Definitie.O multime AcCR™ se numeste L-neglijabild (neglijabild
Lebesgue), daca (V) >0, (3)([o)n>1€Jr" a.1. UIrl DA & Y il,)<e.
n2l n2|

a) A L-neglijabilacinf{ Y ¢(14); ()1 <IR™, UIrl SA}=0;

n2| e

b) A L-neglijabild si BCA, rezultd B L-neglijabila.

c) Fie ACR™ o multime. Atunci A J-neglijabili=>A L-neglijabild; A
compact si L-neglijabilai=>A J-neglijabila.

d) Fie AcR™ o multime mirginita. Atunci AeJg™<0d(A) , frontiera lui
A, este L-neglijabila.
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e) O reuniune cel mult numerabild de multimi L-neglijabile,este
L-neglijabila.

f) Existd multimi L-neglijabile si care nu sunt J-neglijabile (spre
exemplu multimea [0,1]NQ).

1.3.16. Definitie.Fie tripletul (R™, Jr™, 1) unde Jg™ este familia
multimilor J-neglijabile din R™ si n:Jg™"—>R , masura Jordan; fixam Me Jg™
Se numeste diviziune (J-diviziune) a lui M, o familie finitd A=(A;)i-; de
multimi J-masurabile, care are proprietitile: UAi =M si p(Ain A)=0 (i#).

numdarul max(dia(A,)) se numeste norma diviziunii A $i se noteaza cu ”A” .
I<i<p

Se numeste sistem de puncte intermediare (prescurtat s.p.1.) asociat diviziunii
A, o familie (&;)ic i, cu ;€ A, notatd cu £,. Notdm cu Div(M), familia
diviziunilor multimii M. Fie A, A" € Div ( M) fixate; vom spune ca A’ este
mai find ca A si vom scrie A< A" daci (V) AleA', () Aje A, aiAjDA,

1.3.17. Definitie.Fie MeJr" o multime si f:M—R o functie arbitrard;(V)

P
A=(A)i=1p $1&a= (&) i=ip S.p.l,numdrul Z f(€;,) W(A,) se numeste suma
i=|
integrald Riemann asociatd lui f, A, £, si se noteazd cu oA,E,). Functia fse
numeste integrabild Riemann (R-integrabila), daca ”Li"mo or(A,E4) exista si este
finitd, (V) & s.p.i. Aceasta inseamna ca (3) LeR cu proprietatea urmaitoare:

(V)e>0, (3) >0, al. | L-o(AEn) | <&, (V) AeDiv(M), A <n, (V)Ea.

Numarul L se numeste integrala Riemann (pe M) a functiei f si se noteaza cu:
n

Lf, Lf(x)dx,T}jL f(x,,x,..x, )dx,dx,...dx,

Dacd n=2, resp n=3, se folosesc notatiile:
”:4 f(x,y)dxdy , resp _UL f(x,y,z)dxdydz.

Notam cu RAM) multimea functiilor f:M—R, integrabile Riemann.
a) Integrala Lf(x)dx este unic determinatd de f si M.

b) (V) fe RAM) si £20, rezulta Lf(x)dx >0,
c) (V) MelJg™ si ceR, rezultd Lc dx =c-u(M)

I
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1.3.18. Definitic.Fic MeJg"™ o mul{ime, M —R o funcfic marginitd gi
A=(A)i 1, € Div(M); notdm mi:=inf ({A). Miz=sup [(A), (V) i=1,p .
Numerele finite:

Si(A):= 2 m (A, S.(/\):*'i M.WA))

=1
s¢ numesc sumele integrale Darboux inferioard, resp. superioard, asociate lui
fgi A, iar [unctiile:

» )
Pi(A):= Z m, ]/\. L Yi(A):= i \Y A
=1 i=1

se numesc functiile Darboux inferioard, resp. superioard, asociate lui f §i A.

Numercle (finite):

I (D):=sup{s(A); AeDiv(M)}; I" (N:=inf{S«(A); AeDiv(M)}

se numesc integralele Darboux inferioara, resp. superioard, pe M, ale functiei f.
Daca I (D=1"(f), functia f se numeste integrabild Darboux (D-integrabild),
iar numarul 1™ ()=1" (f) se numeste integrala Darboux, pe M, a functiei f si se
noteaza cu I(f).

a) (V) A, A" eDiv(M), ASA" =s(A)Ss( A" ), S{ A" )SSHA).

b) (V) AeDiv(M)=s(A)<o (A, EA)SSHA), (V)Ea s.p-1.

c) (V) A, A" eDiv(M)=s(A)Ss{AN A" )<SHAN A" )<SHA").

d) (v) AeDiv(M):>sf(A)=igf oA, Ea), SHA)= Sglp (A, Ep).

€) _[Agor (A)dx =s(A), L\uf (A) dx =SHA), (V) AeDiv(M).

Proprietitile integralei Riemann si ale integralei Darboux in R™, definite
mai sus, sunt similare cu proprietitile binecunoscute, ale acestor integrale, in
cazul particular n=1. Sa reamintim, in continuare, pe cele mai importante.

1.3.19. Propozitie.Fie MeJg™ o multime cu proprietatea: (V) >0, (3)
A:=(ADi=7; €Div(M), cu dia(A)<e si W(A;)>0, (V) i=1,p (caz particular
Med g™, o(M)>0). Atunci (V) fe Z(M), rezultd f marginita.

1.3.20. Propozitie.Fie MeJg™ o multime J-neglijabila si :M—R o
functie marginita. Atunci f este integrabila si Lf dx =0.

Observatie. P. 1.3.20. este adevarata si pentru f arbitrara.

1.3.21. Teorema.Fie MeJr™ o multime si :M—R o functie. Atunci cond
1)-3) sunt echivalente:

1) fe Z#(M), i.e. f este R-integrabila.
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2)(Y) (Ap)e1Div(M) cu ||/\“ || —(0); (V)E;A" S.p.1. (n>1),rezultd ¢d sirul

(m(/\",g/\“ Da-1 este convergent.

3N V)e0, (3) =0, cu proprictatea: /2,

o (A Ea)-0r (AL EA)] < £ (VIAA'C DIV(M), cu AL AT < 5. (V)EA . En

Corolar L.Fic Melp" si fe s (M). Atunci (V) (A,,).,;,él)iv(M),cu
“A" |]—>() (n—>oo) $i E,A“ s.p.t.asociat lui A, rezultd 0’|(A",C:,A" —> Ll dx .

Obscrvatic.Din cond. 2) rezulta ca sirul (o(A,, &A" ))u>1 arc o limitd in R
care nu depinde de sirul (Ao $1 §, (n21). Cond. 3) se numeste ,,condifia
Cauchy” de integrabilitate.

1.3.22. Teorema. (Darboux)lic MeJg™ si :lM—R o [unctic mirginita.
Atunci cond. 1)-4) sunt echivalente:

1) fe #(M),i.e. feste R-integrabila.

2) [este D-integrabila.

3) (V) £>0, (3) AeDiv(M), a.l. S(A)-s(A)<e.

4) (V) >0, (3) n>0, cu proprietatea:

S(A)-s(A)<e, (V) AeDiv(M), A <.

In contextul de mai sus avem [(f)= Lf dx , deci integrala Riemann

coincide cu integrala Darboux tn cazul functiilor marginite.

Corolar 1.Fie MeJg™ o multime si M—R o functie marginita. Atunci

fe M) () fi, e AM),doui functii marginite, (3) oy, a2>0, a.l.
| £00-f) | < e [ 60-fi) |+ aa | £00-B) |, (7) xyeM.

Corolar 2.FFie MeJg™ o multime J-masurabila si :M—R o functie
mirginitd,uniform continud (resp. M J-mésurabila compacta si { continud).
Atunci f este R-integrabila.

Observatie.Conceptul de functie ,,R-integrabild” fiind identic cu cel de
functie ,,D-integrabild”, pentru functii mdrginite, le vom folosi sub denumirea
comuna de functie integrabild, In cazul functiilor marginite.

1.3.23. Teoremi.(Lebesgue)Fie MeJx™ o multime si M—R o functie
marginitd. Atunci f integrabili<f continui a.p.t. (i.e. (3) AcR™ L-neglijabila,
cu f continud pe M\A).

Corolar 1.Fie f:{a,b] >R o functie continua (resp. monotona). Atunci f
integrabila.

Corolar 2.Fie f:[a,b] >R o functie. Atunci are loc afirmatia:

f R-integrabili<>1) fmairginitd; 2) fcontinua (a.p.t.).
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1.3.24. Teoremi.Fie MeJr™ o multime si f,ge #(M) doua functii
mérginite. Atunci au loc afirmatiile:
1) aftBge AM), (V) a,peR siavem:

L(aa+[3g)dx = aLfdx+BLg dx
2) Daci f<g, rezultad Lf dx < Lg dx .

3) |tl eam si | [£ ax< [ [flax <[], -nov.

4) fge M) si |f, g <[], -ng dx‘.
5) Daci g>0 sau g<0, existd me[mg Mg, al. Lfg dx=mxn L g dx, unde
mt=in£ f(x), M= sup f(x).

X€M
6) Dacd M este compacta conexa, f continua si g>0 sau g<0, exista

X0€eM, a.l. Lfg dx = f(xO)Lg dx
D [ Ifldx=0o£=0 (ap.t).
Corolar 1.Fie MeJg™ o multime si 294M) multimea functiilor  M—R,

integrabile si marginite. Atunci operatiile vectoriale naturale f+g, fg, af,
impreuni cu norma | , definesc pe Z4M) o structuri de algebra normata,

completd , iar aplicatia, L A M)—>R,este liniara, monoton crescitoare si
continua. )
1.3.25. Teorema.Fie MeJg™ o multime si fM—R o functie integrabila
mérginita si g: fiM) —R o functie continud.Atunci functia g o f este integrabila.
1.3.26. Teorema.Fie MeJp™ o multime ,(f,)s21€ Z(M),un sir uniform
convergent de functii,si :M—R limita sa.Atunci fe M) si Lf“ dx —» L{ dx.

1.3.27. Teoremi. Fie MeJg™ o multime si f:M—R o functie marginita.
Atunci f integrabila<> (3) (Aji=ip 0 diviziune a lui M, a.1. feste

—_ P
integrabilad pe fiecare A; (i=1,p). In acest caz avem relatia L{ dx = Z Lf dx.
=l

1.3.28. Propozitie.Fie MeJg™ o multime, AcM si ps:M—R functia
caracteristicd a lui A . Atunci e BAM) < Aelg™. In acest caz avem

relatia: L(o Adx = u(A).
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1.3.29. Definitie.Fie CCR*xR" 0 multime si f:C—R o functie. Fixam
xeRY* multimea C[x]:={yeR"; (x,y)eC}se numeste sectiunea lui C prin x;
analog se defineste C[y] sectiunea lui C priny, cu yeR". Pentru orice
x.eprnk(C) fixat, are sens functia C[x]ay—f(x,y)€R; analog pentru orice
yeprr'(C) fixat, are sens functia C[y]ax —f(x,y)€R. Aceste functii se numesc
functiile partiale ale lui f; ele se noteaza cu f;, f(x,"), resp £, f(:,y). Integrala

L ]f(-, y)dx se noteazd , simplu, cu L ]f(x,y)dx , lar integrala L ]f(x,-)dy se
y ¥ X

noteazi cu L f(x,y)dy.Sa ilustram grafic multimile C[x],C[y],pre(C),prr"(C).

pre*(C) Cly] R
1.3.30.Teoremai (Fubini).Fie R™=R*xR" Celg™ o multime si :C>R
o functie integrabild maérginita ; presupunem findeplinite conditiile:

1) prkk(C)e Jr" si C[x]e JR", (V) xe pre*(C);
i))(V)xeprg*(C), functia, C[x]py—1(x,y), este integrabila.
Atunci functia,prg*(C)sx— L ! f(x, y)dy, este integrabild si avem relatia:
Jlfeydxdy=[ ([ foxydyde (1)

Analog are loc relatia duala:

[[foydxdy =[ ([ fxydady (@)

Corolar 1.Fie AcJg*, BeJg"si FAxB—R o functie integrabila cu
proprietatea: (V) xeA , functia, B sy—>f(x,y),este integrabild . Atunci

rho

functia, Aax — Lf(x, y)dy,este integrabild si avem relatia:

JI., o ydxdy = [ ([ dex, y)dy)dx
Analog are loc relatia duala:

[, foxyyaxdy = [ ( [ dee y)dxdy
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1.3.31. Definitie.Relatiile (1), (2) se numesc formule de reducere a
integralei multiple, la integrale iterate, in ordinea y,x (relatia (1) ), resp. in
ordinea x,y (relatia (2) ). Continuind acest procedeu putem reduce integrala
multipld (m-upld) la m integrale simple, i.e. pe multimi din R.

Exemple.a)Fie C:={(x, YeR?; X*+(y-1)’<1, x>0} si f:CoR o functie
continui. Atunci

[{feoyxdy =[ ([ fonandx=[ ([ fxy)dndy,

©

unde
pr(C)=[0,1], C[x]=[1-(1-x»)"?, 1+(1-x})"?], (V) x€[0,1].

pry(C)=0,2], Clyl=[0,(2y-y")'*], (¥) ye[0,2].
b)Fie K:={(x,y)eR%; (x-1)*+(y-1)* <1};C={(x,y)eK;0<x<1,y>1-x*};
C={(x,y)eK;x>1}; C=C1UC; si :C—R o functie continui. Atunci avem:
pr(C=[0,1], Ci[x]=[1-%%, 1+,(2x-x*)"2], (V) xe[0,1].

pri(C2)=[1,2], Ca[x]=[ 1-2x-x)"2, 1+2x-x})"4, (V) x€[1,2],
deci

j Lf(x, y) = L f(x, y)dxdy + L f(x, y)dxdy =
= s [T s

c) Fie C:_={(x,y,z)eR3; xX+y*+z2<1, x 20, y=0, z>0}si f:C—>R o functie
continud. Atunci avem : ’

([l dxdydz = | jpr“ © Uci yy fd2)dx dy = Jore ) Ul fdyd2)dx
unde
pri(C)={(x,y)eR%; x’+y’<l, x20, y20}; C[(x,)]=[0,(1-x>y*)"?],

(V) (x.y)€pr(C); pri(C)=[0,1], CIx]={(y,2)R’; y*+2'<1-x’, x20, y20}
Calculdm mai departe integrala dubla JI (C)F(x,y)dxdy, unde
F(x,y)== J’C[()g o 4z .Altfel,calculam integrala jjc[x] fdydz i obtinem o

functie in variabild x, unde xepry(C), si o notim cu G, apoi calculim

integrala simpla _EG(x)dx.
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CAPITOLUL 2. s
CLASE DE MULTIMI. MASURA

2.1. Clase de multimi: inele, algebre, clase monotone

2.1.1. Definitie.Fie X o multime nevida si Zc 2%, o clasi nevidi de
submultimi din X. Vom spune ca £ este inel pe X, daca: AUB si A\ B €
(V) A,B e Dacd in plus Xe, vom spune ci .« este o algebra pe X. Un
inel(resp. algebrad) .« pe X se numeste o-inel (resp. c-algebrd) pe X, dacid
UA. € & (V) (An21 € o O multime A ¢ X se numeste fmdsurabild

nzl
(simplu, masurabild), dacid A € . Se numeste spatiu mdsurabil o pereche
(X, e, unde X este o multime nevida si o0 c-algebra pe X. Daca, in plus,
X este spatiu topologic (resp. metric), atunci (X, &) se numeste spatiu
topologic (resp. metric) masurabil.

Observatie. Se mai utilizeaza terminologia : clan = inel; inel unitar
(clan unitar) = algebri; trib(o-clan unitar) = c-algebra.

2.1.2. Propozitie.(Proprietéti elementare ale multimilor misurabile).

1%Fie A inel pe X.Atunci avem:(i) Qe (i) AABest, (V)AB € A

(iii) U Ak,ﬂ Ay € o (V) (Ak-10 oA

=1 k=1

2% Fie .,dc-inel pe X. Atunci,(Y)(An)nz1 C & avem: ﬂ A,, lim A,

nzl H—0

lim A, € A, tn particular, dacd sirul (Apns are limild, spre exemplu, daca

n—-x0n

(An)nz1 este monoton, avem lim A,e.o.

n—om

3% Fie A2 fixat. Atunci o algebrd pe X < (i) AUB € &
(V) A,Be o (i) X\ Aed, (V) A € A

4% Fie od2*  fixat.  Atnci o4 o-algebrd pe X o
O Areth(V)Adwicd; (iX\Act(V)Aes .,

nzl
5% Fie ()ici 0 familie de inele ( resp. algebre, c-inele, o-algebre)
pe X. Atunci U & este inel (resp. algebrd, o-inel, c-algebrd) pe X.

6°) Fie inel (resp. algebrd, etc.)pe X si M X fixatd. Atunci o)y ,
urma lui s&pe M, este inel (resp. algebrad, etc.) pe M
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7°) Fie st < 2 fixat. Atuncilinel &AAB, AnB € 4, (V)A,Be
Dem. 1°) (i)Fie A € & fixat. Atunci, &= A\ A € &

(i) AAB=(A\B)U (B\ A) € &% (V) AB € &

(ii)A N B = A\(A\B)eoZ, (V)A,Beo Mai departe deducem prin

inductie ca | ] A, [ Ax € % (V) (A-17 S
k=l k=1
2% Fie & -inel pe X si (An)n1 C & fixat. Atunci avem urmatoarele

relatii :
N Ar=Ain((] A)=ANAN) A)=AIN[] (A\AY) e
nz] nzj nz1 nz]

B, = U Akeg,ei,(V)nzl;A:=ﬂ B, € # deci En—A,FAe.,J.
k>n n2l noe

n—m n2l\k2n
3% (<) Fie A,Be fixati. Deoarece A\ B = X \ (X \ A) U B),
rezulti ci A \ Be.#Z Fixind Ae.Z, avem @ =A\ A € o deci X=X\ € &
si deci Zalgebri pe X.
4% Acelasi rationament ca in cazul 39.
5°) Fie (#)ic1 0 familie de inele pe X si =] . Atunci

Analog se aratd cd lim A, = U[ﬂAk]eaﬁ.

(V)A,Be o rezulti AB € 4, (V)iel, deci AU B, A\B e, (V)iel si
deciAUB,A\B e ﬂ i = Prin urmare .« inel pe X.

60) Fie .« inel si A(,B) e.;aﬁ| M ﬁxa’ti , deci (3) A,B € Z,cu
A;=ANM,B;=BNM sideci A|UB =(AUB)NM € |y,

A \B=(A\B)"M ¢ e m. Prin urmare aaﬁ| m este un inel pe M, etc.
7°) Tinem seama de definitia lui A AB si de relatiile
AUB = (AAB)A(ANB),A\B=A A (AN B).

2.1.3. Definitie. Fie .«Z un inel (resp. algebrd, etc.) pe o multime X si
M c X. Atunci .,dl M S€ numeste inelul indus (resp. algebra indusd, etc.) de
&lpe M.

2.1.4. Definitie. Fie X o multime si € < 2% fixat. Cel mai mic inel,
o-inel, algebrd, o-algebrd, pe X, care contine pe €, se noteazi cu r(¥),
or(®) , a(®) , resp.ca( @), si se numeste : inelul, o-inelul, algebra, resp.
o-algebra pe X generat(d) de €.
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a) Notam cu o(®) familia {A ; (3) (Cp)w1 € G, UC,, = A }. Atunci

n2l

avem: or(@) =o(r (9 ), ca(¥=oc(a(e)).
2.1.5. Propozitie. Fie X o mulfime 5i & C 2 fixat. Atunci
r(4,a(4, or(4, ou(¥ exista:

& inel & G=r(¥, & algebrda & #=a(¥, efc.
Dem. Evident, avem: (€ ) = ﬂ 4, unde (%);c; este familia tuturor

i€l
inelelor pe X, care contin pe @, etc.
Corolar 1. Fie &l un inel (resp. algebrd, etc.) pe X si & < & Atunci,

r(@cresp. a(€) A elc.).

2.1.6. Propozitie. Fie X o multime §i & c 2% Atunci (VA er (49
(resp. Acor(&)), (I (Ci)isinc & (resp. (Ci)izir < & ), al. A < UCk

I<ks<n
(resp. A UCk ).

k=1

Dem. Fie Z={AcCX;(3)(Cilk=in =¥ |UCr DA}. Atunci . inel pe X

1<k<n
si € o, deci H{G)A, etc.
2.1.7. Propotzitie. Fie X o multime si @ 2. Atunci notand &°: =
={A°, A € &)}, auloc relatiile: a(€) = a(&°) si ca(&) = ca(&").
Dem. € coca(®), deci ¢ ° < ca(®) si deci ca( @ “)coa(®¥). Analog
avem &° coa( #°),deci € ca( #°) si deci ca(@) < ca( #°).
Prin urmare ca(%) = ca( ¢°).
2.1.8.Propozitie. Fie X o multime si (& )ic; 0 familie arbitrard de
inele, algebre(resp.o familie finitd de o-inele, o~algebre)pe X, filtrantd relativ
la relatia — Atunci, U & este inel, algebrd (resp. o-inel, o-algebrd) pe X.
Dem. Fie A,Bet:= U ; fixafi. Atunci (3)i,j € [, cu Aes si
Be.. Cf. ipotezei, (3) kel, al. Lic Aysijc ALy, deciAUB, A\B
€ 4 . deci &este inel, etc.

2.1.9. Propotzitie. Fie X o multime si @c 2" Atunci r( &) =U e™,

nz0
unde sirul (@)ns0 este definit astfel: #% = @ si
e”. ={|) @\B;ABecee™ ), (n=1.
Sfinita
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Dem. Cum, prin conventie, multimea vida este finit si U (Aij\ B) =

€@
=, rezultd ca D@ ("), (V) n=1. De aici rezultd ca sirul (%{"))m este
monoton crescétor. Fie &= U ¢VsiA,Be ® fixati. Sirul (& ™1 fiind

nz0
monoton, (3) n>1, cu A,B € @ ™. Din definitia lui @ ™ rezulta:
A\Be €™V&AUB=(A\Q)U(B\D) e ¢™",
deci A\B, AuUB e & sideci # inel. Cum €cR, rezulti (¥ < %
In fine, prin inductie deducem ¢ €™ < & ,(V)n>0,deci ¢V c & .
n>l
Prin urmare, (@) =) @".
nz|

2.1.10. Definitie. Fie X un ST st T = Tx-topologia lui X; c-algebra
generatd de familia T se numeste familia multimilor boreliene din X si se
noteaza cu Hy, i.e. Byx: = ca(T). Un element AeFBx se numeste multime
boreliand din X. Se numeste multime boreliand din M, cu M c X fixat, urma
pe M a unei multimi boreliene din X, i.e. un element din c-algebra pe M
generata de Ty (vezi T.2.1.14, Cor.3).

Exemple: a) Punctele dintr-un ST separat X sunt multimi boreliene in
X. Mai general, orice multime inchisi dintr-un ST este boreliana.

b) O reuniune (resp. intersectie) cel mult numerabila de multimi
boreliene dintr-un ST este o multime boreliana (din acel spatiu).

¢) Limita superioard si limita inferioara a unui sir de multimi deschise
(resp. inchise), dintr-un ST, este o multime boreliana.

d) Orice multime de tip F; sau Gq, dintr-un ST, este o multime
boreliana.

Intr-adevir, fie X un ST si A € X, A € (Fs) (resp. A € (Gy)). Atunci
A= UA" (resp.A =ﬂA" ), unde fiecare A,(n>1) este multime inchisa

n2l nzl
(resp. deschisd) din X. Cum A, € By (V) n>1, rezultid cf. b) cd A e&x.
e) Orice interval din R este o multime boreliani din R. Multimile
Z, Q, R, R\ Q sunt multimi boreliene din R; % = 2% (Ex. 2.77.).

2.1.11. Teoremai (Clase de generatori pentru boreliene).Fie X[7] un
spatiu topologic. Atunci %y =ocu( &), unde & este una din urmdtoarele clase
(familii) de multimi:
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1°) Familia ©° a multimilor inchise din X;

2°) Familia multimilor deschise (vesp. inchise) §i mdrginite din X,
dacd X este spafiu metric;

3% O bazd numerabild de deschisi a lui X, dacd X este cu bazd
numerabild;

4°) Familia numerabild & :=(Bx(@n 1/m))nm>, dacd X este spatiu
metric separabil 5i A = {a,, ay, a;,....} o multime densd in X;

5% Familia % a multimilor compacte din X, dacd X este separat §i
o-compact, i.e. X =U K,, cu K,compactd, (V) n=>1;

nzl

Dem. 1% Din P 2.1.7. rezulti o a(t) = 6 a(t°), deci Bx = ¢ a (1°;

2% Fie X [d] spatiu metric, T = T4 5i @ familia multimilor deschise si
marginite din X. Fixdm xo € X; atunci (V) D € T, avem:

D =y Dy, unde Dy:=D N Bx(x0 , n) € €, (V) n21,

deci Deca(¥) si deci Tcoa(®), de unde obtinem cd Hx: = ca(T) < ca(¥ ).
Cum, evident, €C T < Py, rezultd ca(€ ) c Fx. Asadar, ca(€ ) = HBx.

3% Fie € o bazi numerabili a spatiului X. Atunci ca(® )coa(T)=%x.
Reciproc, (V) D € T, (3)(Da)z1 € €, cu Y, D, =D, deci D € ca(€) si dect

Tc ca(®), de unde rezultd Bx = ca(T) c ca(@¥), etc.

40) Din P.1.2.27. rezulta ca familia numerabild @ = (Bx(an,1/m))y m=1
este o bazi a spatiului X. Atunci, din 3°) rezultd ca ca(@) = Bx.

5% Din T.1.2.12 rezulta & < 1°, deci ca (X ) C ca (T°) = &«
Reciproc, (V)Aet’, avem A=) (AN K, si AN KeH, deci A € ca (K)

nx1

si deci T° ¢ ca(X), de unde rezultdi By < ca(K), etc.

Corolar 1. Fie X = R". Atunci®By = oca(#), unde & este una din
urmdtoarele familii de multimi din X:

1°) Familia multimilor inchise din X;

2") Familia multimilor deschise §i mdrginite din X;

33) Familia bilelor (Bx (v, 1/)))ij>1, unde {ri,ryrs..} = Q"

4°) Familia multimilor compacte din X;

5% Familia intervalelor m-dimensionale deschise din X.

Dem. Afirmatiile 1°)-4°) rezulta din T.2.1.11., tinind seama ca R™ este
un spatiu metric separabil si c-compact. Intr-adevar, Q™ este numerabila si
densd in X, deci X este separabil. De asemenea, avem X = UK, , unde

nx1
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K, : = {xeX; d(0,x) < n} este o multime compactd din X (cf. T.1.2.23.), deci
X este o-compacta.

5% Fie {ri,ra, r3, ..} o enumerare a multimii Q. Atunci familia
numerabild 3=(r,-1/m, r,+1/m)pm=) este o bazi a spatiului topologic R
(P.1.2.27.), deci 8™ = ¥x9x ...x § (m-ori) este bazi numerabild a spatiului
topologic R™(P.1.2.29.), deci(T.2.1.11.,3%) ca(¥ ™) = %, .Cum ¥, 24 ™,

= d —
rezultd ca(d . ) = & .

Observatie. In Cor.1(5°) putem inlocui 4%. prin 8 8 ,tIiRm;
resp. si prin {(a, ©), acR}, {[a,©0); acR}, daca m = 1.

2.1.12. Propozitie.Fie X, Y doud multimi, /- X — Y o functie, si.o; un
inel(resp. o-ineletc.)pe Y. Atunci (&)) este un inel(resp. o-inel,etc.) pe X.

Dem. Fie, spre exemplu, .4 o-inel pe Y si & : = f'(a4). Atunci,
(V)AB € & (3) C.D € ., cu f'(C) = Asi £'(D) =B, deci:

A\B=fYC)\f'(D)=f(C\D) e .

Fie acum (Ap)n 1 fixat. Atunci (3)(Bp)as1 &4, cu £1(By)= An, (V) n > 1,
deci cum UBn e, rezulta:

) Ua, =" By =r'(|JB,) e

nzl n2l nzf

Prin urmare, .Zeste c-inel pe X.

Corolar 1. Fie X o multime, .« un inel (resp. o-inel, etc.) pe X §i
McX o multime. Atunci, ]y este inel (resp. o-inel, etc.) pe M.

Dem. Aplicam P.2.1.12. pentru injectia canonici f: M—X.

Observatie. Dacd .« este un inel pe X si f: X—Y o functie, nu
rezulta,in mod necesar,ci f(.«) este inel pe Y.

Contraexemplu. Fie £:[0,2)—>R definita astfel: f(x) = x, daca xe[0,1)
st f(x)=2x-2, dacd xe[1,2) si fiesZ: = {J, [0,1), [1,2), [0,2)}. Atunci . inel
pe [0,2) si ) = {, [0,1), [0,4)} care nu este inel pe R.

2.1.13. Propotzitie. Fie XY doud multimi, &Zun inel (resp. o-inel,
etc.) pe X 5i f-X—Y o functie. Atunci familia : = (B cY: f'(B) € .} este
un inel (resp. o-inel, etc.) pe Y.

Dem. Fie B, C € .# fixati, deci f '(B), f'(C) e .. Atunci,

flBUC)=f"'B)UF!C) e deci BU C € o;
f'(BNC)=f'(B)\f!(C) € deci B\ C € a:
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Prin urmare, .2 este inel pe Y.

Corolar 1. Fie X o multime, M c X 5i o un inel (resp. cinel, etc.)
pe M. Atunci, familia 4:= {ACX; ANM € .o este un inel(resp. o-inel,
etc.) pe X.

Dem. Aplicam P 2.1.13. pentru injectia canonica f: M—X.

2.1.14. Teorema. Fie X, Y doud multimi, f : X—Y o functie §i ¢ 2
Atunci au loc relatiile:

Pyr¢'e) =1 (®); 2)or (r'(€) =1"(or (€)),

) a'(@) =f"@(€); 4)oa(f"(€)=f"(0a(?)).

Dem. Sa demonstram, spre exemplu,3%). Deoarece 6r(@ ) este o-inel
pe Y, rezultd (P.2.1.12.) ca f'(or(@)) este c-inel pe X, sicum (@) c
fi(or (€ )), rezulta ci or (f'(€)) < f'(or (€ )) (1). Fie mai departe
familia:

F:={BcY;f'B)eor(f'(@))

Din P.2.1.13. rezulta ca F este o-inel pe Y si avem:

Cc F((V)Ce 4 f'(C) e £ (@) cor (f'(®)),deci C € F).

Atunci or (€)c &F, deci (V)B e or (€), avem B € Fsideci f'(B) €

e or (f'(©)). Asadar, f'(or (€)) c or (f'(€)) (2). Din(1) & (2)rezulta
egalitatea or (£'(€)) =or (f(®)).

Corolar 1. Fie X o multime, M < X si ggZX. Atunci avem:

I)r (@) [u=r (€)1); 2°) or (€) [u=or (¢]w);

)a(@) lu=a(®ly); 4 oc(#)/u=oca(@/y.

Dem. Aplicam T.2.1.14. pentru injectia canonicd f: M — X.

Corolar 2. Fie #c2® % familia multimilor boreliene din R $i xy €R
un punct. Afunci avem:

10) F(xog+ @) =xp1tr (&), 20) or(xo+ &) =xp +or (&),
3 ake+ &) =xota(€); 4°) culxo+ &) =xy +ou(#);
5% B =xy)+ B, deci (V)A =R, avem: Ae B <>x+ Ae B, (V)xeR.

Dem. 1°) - 4%). Aplicam T.2.1.14. pentru functia f(x) = xo + X, x €R.

5% # =0 a(tr) = 0 a(xe + Tr) = Xo + & a(TR) =X + B.

Corolar 3. Fie X un spatiu topologic =1ty §i & = F x Atunci,

(VMCSX, avem: %/M=aa(TM).
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2.1.15. Definitie. Fie X o multime i € c 2% Vom spune ca & este o
clasd monotond (pe X) dacd (V)(An)n21 <9%,un sir monoton, rezultd ci
lim Ane @ ie. | JA, si [)A, apartin lui @

02l n2|

a) Orice o-inel pe X este o clasd monotona pe X

b) Dacad .« este inel (resp. algebra) pe X si (V)(Ap)w1 € sZun sir
ascendent, avem lim A, €. daci in plus . este clasd monotond, atunci .«

n—xo

este o-nel (resp. o-algebra).

Intr-adevir, fie (Ap)u1 & fixat. Atunci,(V)n>1, avem B, :=UAk €l

k=1
si (Bn)ax1 €ste monoton crescdtor , deci UAn =UBn =lim B, € & si deci
nz| n| Ao
+L este o-inel.
¢) Fie ()i o familie de clase monotone pe o multime X. Atunci,ﬂ G

1

este o clasd monotona pe X.

2.1.16. Definitie. Fie X o multime $1 € ¢ 2%, Cea mai mica clasa
monotona pe X, care include pe @ se noteaza cu m(€ ) si se numeste clasa
monolond generatd de @.

2.1.17. Propotzitie. Fie X o multime si #c 2¥. Atunci m( ) existd.

Dem. Este suficient si punem m(%): =ﬂ % , unde (%) este

1€l
familia tuturor claselor monotone pe X, care includ pe €.

2.1.18. Teorema. Fie & un inel (resp. algebrd) pe o multime X
Atunci, md)=or () (tesp. m(d) = oa()).

Dem. Deoarece or(.#) este o clasai monotond si & C o(#), avem
m() C or(«). Ramane de demonstrat ci or(sf) < m(). Sa ardtim in
prealabil ca m(.#) este inel. Intr-adevar, fie A € m(9) fixat; si notam:

M= {B € m(); AUB,A\B,B\ A, € m(#)}
Fie (Bp)as1,un sir monoton cu elemente din .#,, fixat. Atunci A U B,, A\ B,
B\ A € m(), (V) n=1, deci (P 1.1.7.Cor.1):
Av lim B, = rlllf»g (AUB,) € m()

Analog, A\ lim B, € m(#), (lim B,)\ A € m().

Cu aceasta am aratat ca .#, este o clasi monotona.
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Dacd A,B € m(#), avemevident,ci: B € My < A € Mp.

Deoarece & CMly, (V)AL rezultdi m(h) < My, (V)Ae , deci
(V)Bem( Mr& (V)Ac, avem AcMp si deci sl C Mp, (V)Bem(d),
tncit m(.«b) < Mg, (V) B € m(). De aici rezulta ca (V) A,B € m(#), avem
AUB, A\ B € m(.4), deci m(=) este inel.

Asadar, m(.#) este o clasa monotona si,in acelasi timp, m(.«#) este inel,
deci m(#) este o-inel. Cum & < m(#, conchidem ci or (&) < m(4), prin
urmare maf)=cr( ).

Corolar 1. Fie X o multime, P o functie propozitionald definitd pe 2¥
sis uninel (resp. algebrd) pe X, cu proprietdtile:
19 [Pal=1(V) de
20) Familia M= {A 2’ / Py / =1} este clasd monotond.
Atunci [P4 /=1, (V) A € or(ed) (resp. ou(sd)).
Dem. Cf. ipotezei, £ < M deci or () = m(f) < m(MA ) =M, etc.
Observatie Prin |PAl=1, intelegem ca propozitia P, este adevarata.

2.2. Masuri, Masuri exterioari.

2.2.1. Definitie. Fie X o multime si o0 algebrd pe X. Se numeste
masurd pe X o aplicatie pd—)ﬁ cu proprietagile : (i) p(J)=0;
(i) p nenegativa, ie. u (A) >0, (V)A € & (iil) n numerabil aditivd , i.e.
(V) (Anns1 €& un sir mutual disjunct , cu UAn € & , avem rela’tia

n2l

n(lJA,)=>D n(A,). Dacain loc de (iii) punem conditia (jii’) p(AUB)=

n| n2|
=n(A) + u(B), (V) AB € 4 AN B =, atunci u se numeste impropriu
mdsurd aditivd. Masura p se numeste finitd, dacd pu(X) <oo (i.e. p: Z>R)si
ofinitd, dacd (3) (Annz1 S cu | JA, =X, si p(A,) <o, (V)n2 1.
n2l

Se numeste spafiu cu mdsurd, prescurtat s.c.m., un triplet (X, . p),
unde X este multime nevida, £ c-algebra pe X si p: £ — R o masurd. Daci
X este spatiu topologic (resp. metric), atunci tripletul (X, & p) se numeste
spatiu topologic (resp. metric) cu mdsurd. Daci p este finitd, o-finita, atunci
(X, &4 W) se numeste spatiu cu mdsurd finitd, resp. o-finitd.
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Un triplet (X, . p), unde X este o multime nevida, sZo algebrd pe X
i +Z—> R o masurd, se numeste quasi-spatiu cu masurd (g-s.c.m.).
a) Din conditia(iii’) rezulta p(| A, )=>"n(A,).(V)(A)iac familie

iel i€l
finits, mutual disjuncta, i.e. p finit aditiva .
b) Orice masurd este masurd aditivd. Reciproca nu este in general
adevarata.

c) Fie pu: /- R o misuri si M € 0 multime fixatd. Atunci functia
23 A >p(A N M), este o masurd pe X ( masura concentratd pe M).
d) O aplicatie p%—)—lieste masurd < (i) (3) A € & cu p(A) < ;
(i1) p > 0; (iii) p numerabil aditiva.
e) O masura p;;zﬁ—)l_l este o-finitd <>(3)(Ay)ux1 0 partitic masurabild
alui X, a.1. p(Ay)<eo, (V)n 2 1.
(=) Prin ipoteza (A)(Ap)wx1= , cuUA" =X & u(Ay) < oo, (V) n=1.
nzl|
n-1
Atunci sirul (B,)n21, unde B:=A; s1 Bp:=A,\ LJAk , (V) n=2, constituie o
k=1
partitie masurabild a lui X, cu p(B,) < oo, (V) n>1.
f) Fie p: o/—R 0 misuri §i ot <o 0 algebra pe X. Atunci pt |,
restrictia lui p pe =%, este o0 masurd pe X. Daci p este o-finitd, rezultad ca si
W | e este o-finita.

Exemple.a) Mdsura de numdrare. Fie X o multime si p : 23R o
functic definita astfel:pu(A) = card(A), daci A este finita si p(A) = oo, daca A
este infinita. Atunci p este o masuri si (X, 2%, ) spatiu cu masura.

b) Mdsura Dirac . Fie X o multime nevidd , .« o c-algebra pe X
(in particular .« = 2X), aeX un punct fixat si, 8, : «#—>R, o functie definita
astfel: 8,(A)=1, dacd ac A si 8,(A)=0, dacd ag¢ A. Atunci 8, este 0 masura
(finitd) pe X (mdsura concentratd in a ) .Evident , 8,(A)=¢a(a) , (V)Ae€sAL
Tripletul (X, .24 3,) este un spatiu cu masura.

2.2.2.Definitie. Fie X o multime, .« ¢ 2% o familie de multimi si
(A1 C £ un sir. Se numegte £ -disjunctic a sirului (Ap)nz; un gir mutual
disjunct (B,)n>1 € 2% cu B, < A, (V)n>1 si UBn = UAn .

nzl nzl
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2.2.3.Propozitie. Fie X o mulfime, «Zun inel pe X §i (An)n>1 < Zun
sir. Atunci:
1°) Daci AnT, sirul B,:=A,\Apy, (V) n21 (Ag= D), este o
Z-disjunctie a sirului (Ap)n>i.
2°) Dacd AndAo i Aoe o sirul Bo:=Ao §i Bu:=An\An11,(V)n21, este
o0 Z-disjunctie a sirului (Ay)nz0.

n—1
30) Dacd (A ) n>1 este arbitrar, .;irul By :=A4,5i B,: = A, \UAk ,
k=l

(V) n21, este o Z-disjunctie a sirului (4,)n>1.
Dem. 1°) Fie A:== [ JA, . Evident, B, < A, c A, (V) n21, deci
n2l
UBn c A (1). Reciproc, fie xe A fixat. Daca x¢g A, fie m>2 cel mai mic
n2l]
numdr natural, cu X€ Ap,. Atunci, X¢ Am.1, deci XeAn \ Am.1 = B si deci
Ac (JB, (2). Din(1)si(2)rezulta | JA, = JB, .

nzl n2l] n2]
Mai departe, este clar ca By n B, =, (V) n=2. Fie acumm > n > 2,
ﬁxa}i. Dacd x € By, rezulta x € Ap i X € Ap.. Cum A, 2 Ay 2 B,
rezultd x ¢ B,, deci rezultd By N By = . Prin urmare, sirul (Bg)q> este
mutual disjunct.Afirmatia 2% se arati la fel cu 1°).
3% Notam A :=| JA, .Evident B,cA.cA,(V)n=1,deci| JB, < A ().
n2l n2l
Reciproc, fie xe A fixat. Dacd x ¢ A, fie m > 2 cel mai mic numir natural,
m-1 m-1
cuXx € Ap. Atunci x ¢ UAk , deci xeAm\UAk =B, deci xe UBn si deci
k=1 k=1 n2l
A gUBn (2). Din (1) i (2) rezultd UAn =UBrl . Mai departe, este clar ca
n2l n2l nz|

Bi "By =, (V) n22. Fie acum m > n > 2, fixati. Daci xe By, rezulta

m-1 m-1
X€AR Sl X¢ UAi . Cum UAi D A, D B, rezultd x¢ B,, deci B, " Bn, = &.
=l i=1

Prin urmare,sirul (By)q2) este mutual disjunct.

Corolar 1. Fie X o multime, & un inel pe X 5i (A )i-in < A&

10) Dacd Ay c A, cAs < ... C A, rezultd ca urmdtorul sir finit
Ay, A2\ Ay,..., Ap\ Ap.seste o d-disjunctie a lui (A)i-1a.

2°) Dacd A; DAy DA35. ... DA, rezultd cd urmdtorul sir finit
An, An-i\An, An2\n.i,..., A\2.este 0 L-disjunctie a lui (A )i=in.
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30) Dacd (A )=~ este arbitrar, rezulta ca sirul finit B;: =Aj,

k-1 _
B = A\ UAi A(Vk=2,n, este o L -disjunctie a lui (A )=1».
i=1
Dem. Aplicim P 2.2.3. pentru sirul Ay, A, ..., Aq, An, Ay, ...
Corolar 2. Fie (l)n>1 < J& un §ir de intervale. Atunci (J)(Jn)n21C R,
un gir mutual disjunct de intervale, a.t. U J,,=U L.

nx1 n2]

2.2.4. Propozitie. Fie X o multime, & 0 algebrd pe X i p: AR o
mdsurd aditivd. Atunci au loc afirmatiile:

1°) wmonotond, ie. (V) A B €., A C B, rezultd u(A) < p(B);

2°) u subtractivd, ie. (V) A Besd ACB, cu p(d)<co sau u(B)<o
avem relatia p(B\A) =1(B)-14(A4);

30) M finit subaditivd, i.e. (V) (A i)icr € <4 o familie finitd arbitrard,
rezultd inegalitatea (] U A )< Z u(Ai);

i€l iel

4 p numerabil supraaditivd, ie. (V) (Aynst C &, un sir mutual

disjunct cu UArl € i avem inegalitatea y ( UA") > Zp(An )
nzl n2l n21

59 pmdsurd < p numerabil subaditiva, i.e. (V)(Ap)ns1 < Aun sir cu

UArl e, avem inegalitatea ,u(UAn) SZp(An )

n2l n2] n2|
Dem. 1°) Multimile A si B\ A sunt disjuncte, masurabile, si avem:
B=AU(B\A),decip(B)=uw(A)+w(B\A)>pn(A)
2% Rezulta imediat din 1°).
3% Fie, spre exemplu, familia (A )i=in C % arbitrard, fixata. Sa
k-1
notdm B;:=A, si Bx:=Ag \UAi , (V) ke2,n. Atunci (P.2.2.3,Cor.1.), (B i<

este o disjunctie masurabild a familiei (A i)i=i5 , deci avem:

u(L:JAi )=u(LiJB.- )= Zu(&) < Zu(Ai)

4°) Fie (An)az1 C Zun sir mutual disjunct, cu A:= UArl € 7, fixat.
2]

Atunci,(V)n=l avem:

Su(a,) = k(A < h(A), deci Tu(A,) = im > u(a,) < ()

il

50

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



5% (=) Fie (An)we1 € % un sir arbitrar, cu UAn e o, fixat. Sa

nzl]

notim B :=A; si By:=A, \ UAk , (V) n > 2. Atunci ( B, )s»1 este o disjunctie
k=1
masurabili a sirului (Ag)ns1 (P.2.2.3.), deci avem:

n(UJA) =p(UB,) =Y uB,) <X nA,).

nzl nzl n21 n2l
(<)CE. ipotezei,p este numerabil subaditiva si cf. 4%),uu este numerabil
supraaditiva , deci p este numerabil aditivad , prin urmare p este 0 masura.
2.2.5. Definitie. Fie X o multime, <+ un inel pe X §i p: «#>R o
functie. Vom spune ca p este:
. contmua la sténga in A € o, daca (V)(A,..)n>1 c :,d ATA, rezulta

| (A —R(A);
‘ e continud, ondzgonal ‘la dreapta in A e, dacid (V)(An)n>1 c
AnbA, st (A< oo, rezulta pu(A)—u(A); T A .

e continud in A €. daca este continud la stdnga si condltlonat la
dreapta n A.
* continud (pe ), dacd este continua in fiecare A .o ,‘ t

e o

a) 1t continui la stinga in Aef < (V)(An)n_l C & un sir monoton
crescator, cu UA" =A, rezulta u(A,)—p(A).
n2l

b) p continud la dreapta in A € & < (V)(A)w1 © & un sir

monoton descrescétor, cu ﬂA" = A si w(A;) <o, rezultd p(Aq)—u(A).

n2l
¢) Daci p este finitd, avem: p continud (pe 4 < (V)(Apaz1 € %% un
sir monoton, cu lim A, € = rezultd p( llm An) = llm L(Ap).

Observatie. In loc de p continud la stdnga, continud la dreapta, se
spune uneori: W continud inferior, respectiv p continud superior. Conditia
(A)<eo, din Def. 2.2.5. poate fi inlocuité prin conditia (F)m>1,cu p(Am)<co.

2.2.6.Teorema.Fie X o multime, Ainel pe X 5i u.sd — R o mdsurd.
Atunci p este continud (pe ).

Dem. 10) Fie A € asi(Anax1 €% cu ATA fixai, deci A = UAI. )

n2l]

Notam B :=A §i By: = Ap \ An.y, (V) n22. Atunci, cf. P.2.2.3. sirul (Bp)as1
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este mutual disjunct si | JB, =| JA, =A; in plus | JB, = A, (V)n21, deci:

n2l1 n2] k=1
KA = p(UB,) = 3on(B,) = lim > (B, ) = nﬁgn@u[UBk) = limp(A, ).
n2l n2| = k=1

Agsadar, p(Az)—1(A), deci p continui la stanga in A.

2% Fie acum A €, (A1 € & cu Agd A sip (A;) < 1, fixati.
Atunci(P.1.1.7,Cor.2),A; \ Aq T A1\ A (n— ), deci (c£:1%), p( A1\ Ay) —
> u(AVA). Cum p(A)) <1, avem (P.2.2.4.), u(A; \ A) = pu(A)) - p(A) si
(AN An) = H(AD) - W(An), (V) n21, deci

H(AY) - p(An) = WA - K(A) & p(Aq) - p(A), ete.

Corolar 1. Fie X o multime, & inel pe X §i pu : & — R o masurd
finitd. Atunci y este continud (pe &), i.e. (V)(An)nz1 < un sir monoton, cu
lim A, € rezulta:

#(lim An) = lim p(4,)
Observatie. Conditia p(A;) < _din T.2.2.6. este esentiala.

Contraexemplu. Fie p: 2" > R misura de numdrare si
An: = {n,n+1, n+2, ..} (n21). Atunci A=A, =0, deci p(A) = 0,

n2]

in timp ce w(Aq) =, (V) n 21, deci lim p(An)= .

2.2.7. Propozitie. Fie X o multime, & un inel pe X §i y1 : AR 0
mdsurd aditivd, continud la stdnga pe < (resp. la dreapta in ©). Atunci u este
numerabil aditivd, deci y mdsura.

Dem. Fie (An)a>1 4 un sir mutual disjunct, cu A:=UAn e fixat.

n=l1
Notam Bn:=UAk (V) n>1; evident (B)ps1 < £ si B, T A. Presupunem p
k=1

continui la stanga pe o Atunci, u(B,) — p(A), deci:

i_lu(Ak) = 1( OAk ) = w(By) = p(A) (n — o).

Prin urmare , Zp(An) = n(A), deci ¢ numerabil aditiva.

nxl
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Presupunem acum p continui la dreapta in & si sd notdm Cn:= A\ By,
(V) n=1. Din P.1.1.7,Cor.2, rezultd Cad @, deci p(Cy)—0. Cum A=B,UC, si
B.NCy=D, (V)n>1, rezultd p(A) = u(B,) + n(Cy), (¥) n=1, deci p(B,) —»u(A)

si deci, ca i mai sus, Y n(A,) = WA), etc.

nzl

Corolar 1. Fie X o multime, & inel pe X §i p: > R o mdsura
aditivd, finitd. Atunci condifiile | %) - 3% sunt echivalente: 1°) p masura; 2°) p
continud la stdnga pe s 3°) u continua la dreapta in &

2.2.8. Definitie. Se numegste mdsurd exterioard pe o multime X, o
functie p*:2* > R cu proprietatile: 1°) p*(@)=0; 2% u* monoton crescatoare,
ie. (V) A, B € 2%, A c B, rezulta p*(A) < u*(B); 3% Wnumerabil subaditiva,
ie. (V) Anzt < 25 rezulta p*(| JA,) < Y. p*(Au). Tripletul (X, 2%, p*)

nxl nzl
il vom numi spatiu cu mdsura exterioard.
a) Orice masura exterioara este functie nenegativa.
b) Orice masuri exterioara este functie subaditiva, i.e.

(WA, 2= (A ) Y HHAD.

¢) Daca p : 2 R este o masurd, atunci p1 este 0 masura exterioara.
Reciproca nu este in mod necesar adevarata.

d)p*:2* > R mias. ext.o(i) p*(D)=0;(ii) p*(A)<u*(B),(V)AcBcX;
(i{H)(V)(An)u=1<2™ un sir mutual disjunct, avemn p*( LJAn )< Z L*(An)

n2| n2l|
(<) Fie (Apns1 < 2% un sir, 51 (By)n=10 disjunctie a lui (Ap)qz1. Atunci,
wr(UJA) =p*(UB,) < Y 1w B < Y n¥(Ad),
nzl n2l] nzl nzl
deci p* numerabil subaditiva, etc.

e)Fie, p*:2*—> R, o misuri exterioara aditiva. Atunci p* este masura.

Intr-adevar, p* fiind aditiva, este numerabil supraaditiva (P.2.2.4.), iar
prin ipotezd p* este numerabil subaditiva, prin urmare p* este numerabil
aditiva, deci pu* este o masura.

Exemple. a) Fie X o multime nevida, care nu se reduce la un punct si
p*:2* >R o functie definitd astfel: p*(@)=0 si p*(A)=1, (V) Ae2*, A = &.
Atunci p* este o masurd exterioara §i nu este 0 masura.

b) Fie X o multime nevidd, care nu se reduce la un punct si

p*:2x—>l_2 o functie definita astfel: p*(@)=0; u*(A)=1, daca Ae2, A finita
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nevidd; p*(A) = o, daci Ae2X, A infiniti. Atunci p* este o misuri
exterioara si nu este 0 masura.

2.2.9. Teoremi (Constructia unei misuri exterioare)Fie X o multime
si @ < 2% cu proprietitile: De@ §i (P(ChnC ¥, ai. UCrl =X, fie mai

n2l
departe ¢ : €& SR o Sfunctie nenegativd, cu @()=0. Atunci functia
y*.'ZX—)R definitd astfel
pHA): =inf (Y pC; (P(Chnzi c &, |JC, 24},

n2] n2l
este 0 mdsurd exterioard pe X.
Dem. Evident, p*(J) = 0. Fie ABe2X AcB fixati 51 (Co)nz1 € €6,
cu UCn 2 B. Atunci, UCl1 DA, deci p*(A) < Z(p(Cn) si deci

nz| nzl nzl

pHA) <inf{ 3. @(C); (Coi € €, | JC, 2B} = p*(B).
n2l n|
Fie acum (Ap)ns1 < 2% si A:=UArI ; s ardtam ca p*(A)SZ n¥*(Aq) (1)
n2] nxl

Daca (I)n > 1, cu p*(A,) = oo, ineg.(1) este, evident, adevarata;
presupunem deci cd p*(A,) < (V) n=1. Fixdm € > 0; din definitia lui p*
rezulta: (V) n=1, ()(Cu i1 € F, ad:

Uan =2 Ana Z(P (an) < IJ-*(A") +% .

k21 k21
Atunci (Cux)n>1 k21 este 0 familie numerabild de elemente din €, care acopera
A, deci avem:

HA S YT 0C <Y (HA) + ;’ )= pHAL) +e.

n2l k21 nzl nzl

Cum € > 0 a fost arbitrar, rezulta p*(A) < Z p*(Ap).

nzl

Prin urmare,p* este o mésura exterioard pe X.

Observatia 1. Dacid @este o algebrd pe X i@ : ¢ — R o masuri,
atunci p* este o prelungire a lui @ (T .2.2.17.), ceea ce nu se intdmpla in
cadrul T. 2.2.9.

Observafgia 2. Dacd X este un spatiu normat iar & si ¢ au proprietiti
suplimentare: € invariant la translatii, resp. ¢ monotona, etc., atunci p* este
invariantd la translatii, monotona, prelungeste pe o, etc.
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Exemplul 1. Fie 8g familia tuturor intervalelor din R si ¥ Hr—> R

functia lungime, i.e. £(1)=b-a, unde a si b sunt capetele intervalului [. Atunci

tripletul (R, IR, £) satisface condigiile din T.2.2.9; misura exterioard
corespunzitoare se numeste mdsura exterioard Lebesgue pe R §i se noteazd
cu A* (vezi Def. 2.3.2.)

Exemplul 2. Fie g ca mai sus, h:R—>R o functie monoton
crescdtoare si ¢:9r—> R o functie definita astfel ¢(I) = h(b) - h(a), unde asi b
sunt capetele lui I. Atunci tripletul (R, g, @) satisface conditiile din T.2.2.9 ;
mdsura exterioard corespunzitoare se numeste mdsura exterioard Lebesgue-
Stieltjes pe R.

2.2.10. Definitie. Fie X o multime si p*:2x—) R o masuri exterioara.
O multime A c X se numeste p*-mdsurabild, daci satisface conditia

W (B) = p*(B N A) + u*(B M A°), (V) Be2%, ey
numiti conditia de p*- mdsurabilitate a lui A, pe care o vom nota cu M*.

a) Multimile & si X sunt p*-masurabile.

b) Multimea A este p*-masurabild < A° este p*-masurabila

c¢) Deoarece familia {B N A, B mn A° } constituie o partitie a lui B si
cum p* este subaditivd, rezultd cd inegalitatea “< ” din relatia (1) este
intotdeauna indeplinita.

d) Daca pu*(4)=0, atunci A este p*-mdsurabild.

Intr-adevdr, fie B ¢ X fixat. Deoarece B n A < A si B n Ac < B,
avem p*(BNA)< p*(A)=0 si p*(B N A°) < u*(B), deci

p*(B) < pu*(B M A) + p*(B N A9) <p*(B) < (1)
2.2.11. Teoremi (Caratheodory). Fie X o multime si p*: 2* >R
0 mdsurd exterioard. Atunci, familia £~ a multimilor u*-mdsurabile
din X este o o-algebrd pe X 5i 1 : = u*/ " este 0 mdsurd, deci tripletul
(X, L%, [1) este un spatiu cu mdsurd.

Dem. (I) Am observat mai Tnainte cd multimile & si X sunt p*-
masurabile, deci apartin lui ", iar dacd Ae.oZ ", rezultd cd Ace.sZ ~. Sa
ardtdm acum cd AUBeZ N (V)A,BesZ N Fie, in acest scop, A,Be.Z " si
McX, fixati. Din relatia de p*-masurabilitate a lui A resp. B rezulta relatiile :
P M)=p*M A A) + p*(M N A9, i (My=u* (M N B) + p*(M A B (1)

Inlocuind pe M cu M m B resp. M N (A U B), obtinem :

p*(M NB%) = u*((M NB%) N A) + p*((M NB®) N A°)
p*(MN(AUB)) = p*(MN(AUB))NB) + n*(MN(AUB))NB)=
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=u¥*(M N B)+pu*(Mn AnB°),
deci
pEM)=p*(MNB)+p* (MNB)=p*(MNB)Hp* (MNB A )+ * (MNBNA®))=
=p*MN(AUB)+u* (M BN A°)

Asadar,
p*(M) = p*(MN(AUB)) + p*(MN(AUB)S) , (V) Me 2% ie. AUBe .

Cu aceasta am aritat ¢ .o£" este o algebra pe X.

(II) Fie acum (Apn21 < <" un sir mutual disjunct, cu A:=UArl € A,

n2l
si M ¢ X fixati. Deoarece
MnNnAIVA)NA=MNA,(MNAITUA))NAS=MnNA,
si A, este u*-masurabila, rezulta
p*M N (AU A))=p*Mn A+ u*(Mn Ay),

de unde, prin inductie, deducem relatia

wMA(JA )= 2w MnAY, (n2l ()
k=l k=1
Inlocuind n (2) pe M cu X, obtinem:

w2 pr( | A, ) = ZH (A), (V)n>1,

deci p*(A) = Zp' (Ag). Cum inegalitatea contrari < este intotdeauna
k2l

adevaratd, avem egalitate.
Am aratat, in acest fel, cd p* este o masuri pe .«£" .
(IIT) Fie acum (Ap)nz1 < £ fixat i A =UArl . Sa notam By: = A, si

nzl
n-1

Bu:=An\ A, (n21). Evident, Bi)nic % | JB, =A & BarBn=F (nzm).

k=1 nzl

Atunci, (V) M c X, cf. (1) avem:

M) =p* M (LHJBk N+ M (LHJBk )) =(cf(2))

=3 W MABY M A (B, )2 kM A B+t (M A A,
k=1 k=1

k=1
deci, prin trecere la limita, n — oo, obtinem:
WEM) 2 3, M A B+ pHM N A9 2 pH (M0 A) + pH(M 0 A9,
k21
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deoarece M N A= U (M N By) si u* este numerabil subaditiva.
k21

Asadar, p*(M) 2 p*(M N A) + p*(M N A9), ie. Aed”™,

prin urmare, £ este o c-algebri pe X.

Corolar 1. In acelasi cadru avem: tripletul (X, 4™, u™) este un
spatiu cu masurd completd.

Dem. Fie B¢ Ae ", cu w(A) = 0, fixafi. Atunci p*(A) = 0, deci
0< p*(B)< u*(A) =0sideciBes™.

*

Fie (X, 2%, p*) un spafiu topologic (resp.metric) cu masura exterioard.
Se pune problema : ince conditii #x ,mulfimile boreliene din X, sunt
p*-masurabile ?

2.2.12. Teorema. Fie (X, 2X u*) un spafiu topologic cu mdsurd
exterioard si .s£” familia multimilor p*-mdsurabile. Atunci:

B A S u*A UB) = u*A) + u*B), (VW AB €2 cudnB =

Dem. (=) Fic A,B € 2, cu A" B=, fixati. Cum B e & c &~

rezulta
p*(M) = p*(M NB) + u*(M N B), (V) M e 2%,

Fie M:= A U B. Deoarece Bc B si A < B¢, avem:
MNB=(AUB)nB=(AnB)U(BNB)=8B
MNB=(AUB)N B =(AN BY)U (BN B =A,

deci
p*(A v B) = p*(M) = p*(B) + p*(A).
(<) Fie D € 1x fixat. Atunci, (V) M e 2% avem:
MND)N(MAD)cMND)N(MADPE)=MNnDND =
Asadar,
MND) A MAD'=0&MnNnD)UMND)=M,

deci
p*M) = p*(M N D) + p*(M N Do),
si deci D p*-masurabilg, i.e. D € &7, etc.
2.2.13. Definitie. Fie (X,2%,1*) un spatiu metric cu masura exterioara.
Vom spune ca u* satisface conditia lui Caratheodory, prescurtat conditia [C],

daca
u*(A U B) = u*(A) + p*(B), (V) A,B € 2%, d(A,B) > 0.
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2.2.14. Propozitie. Fie (X, 2X u® un spafiu metric cu mdsurd
exterioard §i " familia multimilor p*-mdsurabile. Dacd 1 c A, ie.
orice multime deschisi este u*-mdsurabild, atunci p* satisface conditia lui
Caratheodory.

Dem. Fie Ai, A2€2”, cu 8 = d(A1,A2)>0, fixati. Evident, (V)0<e<,
avem A;NBx(Azg) = &. Multimea D = Bx(A,,€) fiind, evident, deschisa,
este , conform ipotezei, p*-misurabild, deci avem:

H*(AI U Ag) = p*((Ar VU A) N D) + pu* (AU Az) n D) (1)

Cum avem (A; U Az) N D = A 5i (A U Ay) N D¢ = Ay, din (1) rezulta
L*(AUA)=u*(A)+r*(Ay), deci p* satisface conditia lui Caratheodory.

Observatie. Din conditia d(A,B)>0 rezulta relatia A AB=ANB= a,
deci P.2.2.14 rezultad din T.2.2.12.

2.2.15. Teorema (Caratheodory). Fie X[d] un spatiu metric §i
u2t —R 0 mdsurd exterioard. Atunci, orice multime boreliana din X este
u*-mdsurabild, i.e. Bad”™ < u* satisface conditia [C] a lui Caratheodory.

Dem. Implicatia (=) rezultd din P 2.2.14.

(«<=) Fie " , 8B, €, familia multimilor p*-masurabile, boreliene, resp.
inchise din X.Dacd aritdm ca ¥« (1), rezulti B =ca( @) " si teorema
este demonstratd. Fie, in acest scop, Ae €si M c X fixafi si sa aratdm cad

pr (M) 2 ps (M A)+p*(Mn A9 (2)

Sa notdm A,: = {xe M N Ac; d(x,A) > 1/n}. Atunci A, este inchisi,
An € Apn 1 d(Ap,A)2 1/n, (V) n21. Cum dM N A, Ay) = d(A, A,) = 1/n,
(V) n>1, si p* satisface conditia [C], rezulta:

M) 2 p* (M A) U Ay =pi*(M N A) +p*(An), (V)n2 1 (3)
Sirul (Ap)n>1 fiind monoton crescétor, rezultd ca sirul numeric (W*(Ap))nz1
este monoton crescitor, deci are limitd. Dacd aritam cd inegalitatea
Illi_t;ll H¥*(An) 2 p*(M N A°) (4) este adevirata, din (3) A (4) rezulta ci (2) este
adevarata, deci (1) este adevarata.

Pentru a arita (4) plecim de la relatia evidenti :
Mn A=A, =Av (| J(AL VA, (W) n>1

k2n k2n

(UAk =UAk cMNAS; reciproc, (V)xeMnAc<, (3)e>0, al ANBy(x,e)=2,

k=>n k21

deci d(x,A)>e si deci ()n>1, cu xe A, a.i. MNA® < UAk ), deci

k2n
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p*M N A) < p*(An) + i (A VA, (V) n2 1.

k=n

Daca Zu‘ (A, —A,) <o, rezulti relatia:
k21

WM A A9 < lim (A + tim ¥ p* (A VA = lim p*(A,),

i
—®k>n
si cu aceasta, relatia (4) este aratata.
In fine, sd presupunem acum ca avem Y p*(Ag+1 \ Ag)= . Plecam
k2n

atunci de la relatiile evidente:

A1U(A3\AY) U .U (Agn1\Azn2) © Agn (A\AD UL (Azn\Azn-l)QAzn} M
d(Ax-1\Mak2 , Azk3\Aak4) > 05 d(Ax\Aokt , Azk2\Aok3) > 0
( Intr-adevir, fie xe Ak \Aak2 §1 Y€ Ax3\Aoka fixati, deci d(x,A)> 18k-1)
si deoarece ye Ak C MM ASsiy & Ay, (3)z€A, cu d(y,z)<1/(2k-4),
de unde rezulta:
d(x,y) 2 d(y,z) - d(x,z) > 1/(2k-4) - 1/(2k-1)> 0,
incét: '
d(Azk-1\Aak2 , Axa\Aokg) 2 1/(2k-4) - 1/(2k-1)> 0, etc )

Cum p* satisface conditia lui Caratheodory, din (1), deducem:
2u%(Azn) 2p*(AD HRF (A TP (AS\A,) .t n¥(An\Agno) = 0, (n—> ),
deci p*(Azn) = o (n — ) si deci p*(A,) = o (n — o).

Asadar, avem p*(M N A¢) <0 = Il‘l_r)g ¥ (Ap).

Inegalitatea (4) este aritata i cu aceasta teorema este demonstrata.

2.2.16. Definitie. Fie (X, . p) un quasi-spatiu cu madsura, i.e. X
multime, £ algebra pe X si p : & — R masuri. Se numeste mdsura

exterioard generatd de 1 , o aplicatie p* : 2* — R definita astfel:

e (A): =inf {3 n(A); (A =, (JA, DA}, Ae2”

nl o=l

(Din T.2.2.9. rezulta cad p* este efectiv o masura exterioara).

2.2.17. Teorema (Hahn). Fie (X, & p) un quasi-spatiu cu mdsura
u*:2¥ 5 R, mdsura exterioard generatd de y §i " familia multimilor p*-
mdsurabile din X (Def 2.2.10.). Atunci 1°)(X, &7, i), unde {i=p* A",
este un spatiu cu mdsurd(T.2.2.11),care majoreazd pe (XL, p),i.e. Al A
si / =M 2°) Masura L / ou(y)eSte o prelungire a lui y; aceastd prelungire
este unicd, dacd u este o-finitd.
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Dem. 1% Fie A € £ fixat. Din definitia lui p*, rezultd u*(A) < p(A).
Presupunem cazul nebanal ca p*(A)<co si fie €0 fixat; atunci (I)(Ap)w1C
cu UAn DA si Z p(Arl )S pn*(A)+e. Evident avem: A=U (A N A,), deci

n2l nzl n21
p fiind numerabil subaditivi, rezulta:
RA) S Y HANA)S Y p(A) Sp¥(A) +¢
n2l n2]
si cume > o a fost arbitrar, rezultd p(A) <p*(A). Am obtinut astfel cid
1(A) = p*(A), deci p* | o= p.
Fixdm din nou A € £si si ardtim inegalitatea:
p*M) 2 p*M N A) + p*(Mn A9, (V) Mc X

Fie, in acest scop, >0 si McX fixati si s presupunem cazul nebanal

cad p*(M)< oo. Din definitia lui p* rezulta: (3) (An)a>1 < &, cu UAn 2> Mssi

n2l]

Zp (Ap)=u*(M)+e. Deoarece MNA gU (AnMA) si MmAcgU (A A9),
nzl n2] nzl
iar pu* este numerabil subaditiva, rezulta:
M AN A) S D p' (AN A), PEM N A9 < ) ' (A1 A9,
nzl n2]
deci
P MO A) +FMAA) < Y (¥(Aa N A) +p' (Ag N A9) =
nzl
=3 (AN A+ (AN AY) =Y p(A) SprM) +¢
n2l nzl
sideci py*( M A) + p*( M A°) < p*(M), ceea ce inseamna ci A este
p* - masurabili, i.e A € &7, incit L AL,

2% Din 1% avem ci ( X, £™,f1) este un spatiu cu misurd care

extinde pe ( X, % p ), deci ( X, ca(s#£), [1
care extinde pe ( X, p ).

aa(1))€StE UN spatiu cu masurd

Presupunem acum p o-finitd §i fie v o misurd pe ca(f) care
prelungeste pe p; sd aratam cd v(A)= [i(A), (V)Aeca() (1). Deoarece p
este o-finitd, (3)(By)nz1 < 4 mutual disjunct,cu UBn =X & cu p(B,)<towo,

nzl|

(¥)n > 1.Cum avem A=U (ANB,), (V)Aeca(4), rezulta:
fi(A)= D i(ANB.), v(A)= D V(AN By, (V) A € ca (),
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deci
f=ve (AN B)=v(ANBy), (V)n21, (V) A € ca(A).
Insa,
A (AN By <fi (Bo) = p(Bn) <o, (V) n21, (V) A € ca(4).
Asadar, este suficient s aratim (1) pentru orice Aeca(.#), cu
1 (A)<too; sd fixdm o asemenea multime. Atunci,
(V) e>0,(3) (At cefal B=| JA, DA & Y (A,) <fi(A) +e,
n=l nzl

deci

Beoahc A & A B)<Y fi(A)=2 p(A,)<i(A)+e

n2l n2l

Pe de o parte, avem:

vy sv(UA <Y v(a) =Y (A, ) < i (A) +e,

nz] n2l nzl

deci, cum € > 0 a fost arbitrar, rezultd v(A) < 1 (A).

Pe de alta parte, avem (2.2.4) 1 (B\A)=p1 (B)-p(A)<e si [1(Ay)=
=v(A,), (¥)n=1, de unde deducem (2.2.6.), presupunidnd sirul (Ay)p=)
ascendent, ca ;'J.(UAI1 )=v( UArl ),deci [1(B) =v(B) si deci,

nxl n2l
[(A) < p(B)=v(B)=v(A) + v(B\A) < v(A) + 1(B\A) < v(A) +&.
Cum ¢ > 0 a fost arbitrar, rezultad [1(A) < v(A), prin urmare [1(A) = v(A) si
teorema este demonstrata.

2.2.18. Definitie. Fie (X, A, 1) un quasi-spatiu cu masura. Atunci
spatiul cu mdsurd (X, &7 ,1) se numeste extensiunea (prelungirea)
standard a lui (X, o, ).

Corolar 1. Fie (X, & ) un quasi-spatiu cu mdsurd. Atunci
extensiunea standard a lui (X, & ) este un spativ cu mdsurd completd.

Dem. Aplicim T.2.2.17. 51 T.2.2.11., Cor.1.

Corolar 2. Fie (X, & 1) un quasi-spatiu cu mdsurd o-finitd gi p*
mdsura exterioard pe X generatd de o Atunci, tripletul (X, o a(), u* / -,
este un spatiu cu mdsura o-finitd si pu* / sa(y) €Ste unica mdsurd pe o a()
care prelungeste pe p

Observatie. Extensiunea standard a unui quasi-spatiu cu mésurd
(X)) se obtine astfel: definim misura exterioara u*:2x—>ﬁ determinata
de tripletul (X, <& p); considerdm familia 22" a multimilor p*-masurabile
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din X; definim f[:=p* l o -Tripletul (X ™ i) constituie extensiunea
standard a lui (X, ).
2.2.19. Definitie. Fie (X, & p) un spatiu cu misurd. O multime
AcX se numeste u-neglijabild, daca are proprietatea :
(V)e>0,(3) (A1 al| JA, DA & D p(A) <e.
o=l n2l
2.2.20. Propozitie. Fie (X < 1) un spatiu cu mdasurd §i A c X o
multime. Atunci, conditiile 1 ) 3 ) sunt echivalente:
I)A y—neglzjabzla 2)(IBe Fat BoA& B =0.
3% Mdasura exterioard a lui A este nuld, i.e. u*(4)=0;
Dem. 1%) < 2%; 19 © (V) £20, @) (A1 = A cu | JA, DA &

nzl]

D (A <& © (V) >0, p*(A) <e & p*(A)=0 < 2°).

nxl

3% = 2% Fie n21. Cf. 3% (3) (A1 ce 2l Ba: = | A2 A&

k21

Zp (A< 1/n. Atunci, B: = ﬂBn €, B D Assiavem:

k2t n2l

p(B) < p(By) <D 1 (AL) < 1/n, (V) nx1

k=l

deci p(B)=0. Prin urmare () BeZ,cu Bo A & u(B)=0.

29=53% Cf. 2% (3)Be A& ,a.i. BoA si p(B)=0. Atunci p*(B) > p*(A)
sicum p*(B) = w(B) (T 2.2.17.), rezultd p*(A)=0. .

Corolar 1.Fie (X, 11) un spatiu cu mdsurd. Atunci au loc afirmatiile:

1 0) (V) B < X neglijabild §si A < B, rezultd A neglijabild;

2 ) (V) A € A cu p(A)=0, rezultd 4 neglijabild;

3°) (V) (Annst = 2% un sir de multimi neglijabile, rezultd ca multimea
A: UA este neglijabild.

k=1
Dem. 1°) Din P.2.2.19. rezulta p*(B) = 0, deci p*(A) < u*(B)=0 si
deci p*(A)=0. Prin urmare, A neglijabila.
2% Deoarece pu*(A) = p(A), rezultd p*(A)=0, deci (P.2.2.19), A
neglijabila.
3%Din P.2.2.19. rezulta p*(A,)=0,(¥)n>1, deci p*(A)SZ p*(Aq)=0
n2l

si deci p*(A)=0. Cf. P.2.2.19. rezulti A neglijabila.
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Observatie. Nu orice multime p-neglijabild dintr-un spatiu cu
mdsurd (X, &, 1) apartine lui .

Fie, spre exemplu, spatiul cu masurd (R, g, B), unde P - misura
Borel si fie K& R multimea lui Cantor. Atunci, 2¢ ¢ HBr (Ex. 2.77.), deci
(DAcK si A ¢ PBr. Insa B*(A)<P*(K)=A*(B)=A(B)=0, deci A B-neglijabila.

2.2.21. Definitie. Fie (X, % p) un spatiu cu méisurd. Vom spune ci
(X, & W) este spativ cu mdsurd completd, daci orice multime p-neglijabila
din X apartine lui & i.e.(V)A < X, cu p*(A) =0, rezultd A €

a)Fie (X, o) spatiu cu misurd completd si A c X. Atunci A
p-neglijabila & A € £ si p(A) =0.

b) Fie (X, - 11) spatiu cu masurd. Atunci p completd < (V) AcBe.«
si w(B)=0, rezulti A € .+ i.e. 2° c .o

c¢) Misura Lebesgue A : % — R este completid, in timp ce misura
Borel, B:=A | P este incompleta (Ex. 2.77,Cor.2.).

2.2.22. Definitie. F ie (X, &% p) un spatiu cu misurd. Vom spune ci

spatiul cu masurd (X, .« ,|1) este o extensiune (prelungire, majorant) al lui
(X, &, 1), daca .,dg,,«az si 1L | <~ K. Cel mai mic spatiu cu mésura completa

(X,.JZ , 1) care extinde (prelungeste) pe (X, .= ) se numeste completatul lui

(X, 4, 1); se mai spune ca fi este o prelungire completd a lui p.
2.2.23. Teorema (Orice spatiu cu midsurd este completabil).Fie
(Xl ) un vpatzu cu mdsurd mcompleta Atunci completatul lui (X 1)

este egal cu (X,,d 1), unde oL = {AUN; A € N cB € pB)= 0} si

K (AUN)=1(A4), (V) ALN e .
Dem. Fie A € & i Nc B e« cu u(B)=0, fixati. Atunci,
X \(A UN)=(X\A) N (X\B)U (B\N)=(X\(A U B)) U (B\A UN)) € 4
deoarece X\ (A UB) e & si B\ (AUN)CB.
Fie acum sirul (Ax U N1 C o fixat, deci (At o si (3)
(Bkz1 €, a.d. Ny By si u(By)=0, (V) k=1. Atunci :
A:=JA, e #B:=JB, e £ p®B) <) n(B)=0,N:=| N, cB,

k=1 k=1 k2] k21
deci U @acoNy=JaouUN)=AuN e
k21 k21 k=1
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Asadar, JZ este o algebri pe X.
Dacia girul (Ax N Ng)e1,considerat mai sus,este mutual disjunct,
atunci sirul (Ay)k>1 este mutual disjunct, deci:

E U AuN) = AUN) =pA)=>u(A)=Y & (AUN.

k21 k21 k=1
Cum avem [1 >0 si [ (&) =0, conchidem ci [i este o masurd definitd pe .« .
Evident, o | ¢ =H. S ardtim cd [este completd. Fie, in acest scop,
CcAUNe o , cu fi (A U N) =0, fixati. Atunci p(A) =0 5i N ¢ B € & cu

u(B)=0, deci Cc AU B e i p(A U B) = 0 5i deci C € ., inchit i este
completa.

Sa presupunem acum cd (X, &, p;) este un spatiu cu maisurd
oA =
Fie, in acest scop A U N e,,gzﬁxat, deciAedc AsiNcBe & cu
p(B)=0. Atunci, p,(B)=u(B)=0, deci p, fiind completd, rezulti Ne .o si
deci AUN € . In plus, avem:

H(AUN) =pi(AU (A\N)) = i(A) + pi(A\N) = pu(A) = L (AU N).

Asadar, avem o C . §i p | o = 1t . Prin urmare (X, ,;{Z,ﬁ) este cel mai

completd care majoreazi pe (X ) si sd aratim cé,,ez C e §i

mic spatiu cu masurd completd care majoreaza pe (X, & ).
Corolar 1. Fie (X 1) un spatiu cu mdsurd. Atunci completatul lui
(X 1) coincide cu (X, p11), unde : '
sy:={AAN Ae A NcBek u(B)=0} si

(A AN) = i(4), (Y AAN € .
Observatie. Corolarul 1 poate fi reformulat astfel: completatul lui

(X, & W) coincide cu tripletul (X, &, W), unde sy = b A N, N fiind
Jamilia multimilor p-neglijabile din X i n (A AN) =n (A),(V)AAN e -
2.2.24. Teorema. Fie (X, & 1) un spatiu cu masurd o=ﬁﬁita'. Atunci
extensiunea Caratheodory a lui (X, 11) coincide cu completatul lui (X, y),
ie. (X A~ 0)=(X, oL , [i) (Def 2.2.18)& (T. 2.2.23.).
Dem. Reamintim cd .«£"¢ste familia multimilor p* - misurabile din X
(u* - misura exterioard generata de ),

i =p*| ™, ={AUN; A € & NCBe o p(B)=0} si fi (AUN)=p(A).
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Deoarece (X, ,[i) este un spatiu cu mdsurd completi care

majoreaza pe ( X, & ), rezultd cd (X, &£, [1) majoreaza si pe (X, o).
Reciproc, fie Ae 4™, cu [i(A)<+oo. Atunci, p*(A)=i (A)< +oo, deci
(V) 021, 3) (Awdiet € &, cuBo= [ JA, DA &Y 1t (Aw) Sp*(A) + 1/n.

k21 k21

Punem B:= an siobservim cd B, , B € si A € B < B,, (V) n=1, deci

nzl]

A(A) < A(B) < i(By) = p(Bn) < D 1 (Aw) < p*(A) + 1/n, (V) n21

k=1
deci [(A)<uB) < a(A) + 1/n, (V) 2l < [f(A) =u(B).
Cum [ (A) <+, avem (P 2.2.24), p(B\A)=(B) - 1(A)=0.
Daca reluam acum rationamentul de mai sus pentru B \ A in loc de A,
deducemca () Ce L,cuCoBVAsiu(C)=pn(B\A)=0,deci B\ A este

p-neglijabild si deci B\Ae . . Cum Be .,dgdz s " algebra, conchidem
cd A=B\(B\A)e, ;Z Asadar,(V)Ae .o cu [i(A)<t+oo,rezultd cd Ae .ch (D).

Fie acum A € " arbitrar. Masura p fiind o-finita, (3) (Cp)we1 ©
partitie a lui X,cu multimi din s a.1 p(C,) <+, (V) n > 1. Atunci,

A=) (AnC) & (AN Co) < [i(C) = (C) < +o0, (V) n21
n21

deci (cf(l)) A NnC,e ,,J, (¥) n=1 si deci, < fiind c-algebrd, rezultd
Ae ,,QZ incit 7 QVJ.

Prin urmare, (X, &£~ ,1) = (X, o, 1 ) si teorema este demonstrata.

2.2.25. Propozitie. Fie (X, ) un spatiu masurabil §i p,: 4> R
(n21) un sir monolon crescdlor de mdasuri. Atunci p:= %T}o HUn este 0 mdsurd.

Dem. Evident p > 0 si u(J)=0. Fie acum A,B € .« disjuncte, fixate.
Atunci
H(A U B) = lim py(A U B) = lim pa(A) + Lim pa(B) = p(A) + n(B)

Asadar, | este o masurd aditiva.
Fie, mai departe,(A;);>1 S« un sir monoton crescitor si A :=Lim Aj;.

n—o

Sirurile (fty)n>1 $1 (A4)521 flind monoton crescéitoare avem:
H(A)=sup pa(A)=sup (sup p(A;))=sup (sup ta(A;))=sup p(A;)= hm 1(A;).

n2| n2l 32l =t nzl =l
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Prin urmare (P 2.2.7.) p este 0 masura.
Corolar 1. Fie ( X,.&£) un spatiu mdasurabil §i g, : e > R (n>1) un

sir de masuri. Atunci y: = an este 0 mdsurd.
n2l

n
Dem. Aplicim P.2.2.25., tindnd seama ca (Zpi Jn>1 €ste un sir
i=1
monoton crescdtor de masuri, care are limita 1.
Corolar 2. Fie ( X, &) un spatiu masurabil §i p,: A—R (n>1) un sir
monoton descrescdtor de mdsuri finite. Atunci g =lim u, este o mdsurd finitd.

Dem. Sa observam, in prealabil, cd (V)u,ve«/—R, doud misuri finite,
cu p>v,rezultd ca p - v este misurd. Revenind la enunt , observim ca
(11 - Ma)nx1 este un sir monoton crescidtor de masuri finite, deci (P.2.2.25.)
”'-“:,lli_rg (11-pa) este 0 masurd. Cum p < py<oo, rezultd pj-p <oco.

Prin urmare p=p;-(p;-p) este o masuri finita.
Observatie. Masura p din P.2.2.25. are proprietitile: i)u finiti<>
& supp, <o ; ii) Dacd (3) m 21, cu ug completd, atunci g completa.

n2l

2.2.26. Definitic. Fie(X .4 un spatiu masurabil. O aplicatie v: />R
se numeste mdsurd generalizatd daci are proprietatile:

1%) v(@) = 0; 2° v este numerabil aditiva.

3% w(A) € R , (V) A € A& unde R este [-o0, 00) sau (-0, ©]; .

2.2.27. Definifie. Fie (X, .« p1) un spatiu cu masura. O aplicatie
v Rse numeste absolut continud in raport cu u §i se noteaza cu v<<p
daci aplicatia id.: (&% ) V) este absolut continui, i.e. (‘v’)s>0 (3) n>0,
al |[v(A)|<e, (WA € pA) <n.

2.2.28. Propozitie. Fie (X&) un spatiu cu mdsurd finitd §i
v:uf — R o mdsurd. Atunci:

v<< u <id:(s 1) — (& v) invariazd multimile neglijabile.

Dem. (=) Fie A € &, cu p(A)=0. Atunci (V)n>1, rezulti ca
Vv(A) < 1/n, deci v(A)=0, q.e.d.

(<) Presupunem ci id. nu este absolut continud. Atunci (3) € > 0, cu
proprietatea:

(Mn=>1,3) A, e al n(Ay) < 12" & v(A,) > €.
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Fie A : = lim A,, i.e. ﬂUAk . Atunci, (V) n> 1, avem:

n—© n2l k2n
p@A<p(Ja D@y 125<1/2™,
k2n k2n kzn
de unde rezulta p(A) =0, i.e. A este p-neglijabila.
Pe de alta parte avem:
V(A) > inf v( Uao = inf v(A) 2 €,
nz k>n n
deci v(A)>¢ si deci A nu este v-neglijabild, absurd.
Prin urmare id. este o aplicatie absolut continua.

2.3. Misura Lebesgue pe R si R™ (m > 1)
Am notat in Cap.l. prin i S {I(;m , 5;“, R Ui,,, , 4 familia tuturor
intervalelor, a intervalelor marginite, compacte, deschise, resp. inchise din
R™.Cu ¢, (I) sau £ (I) am notat lungimea (n-dimensionald) a unui interval

&ony &

Rll\ 2 Rm 1 Rm 1
multimilor elementare, a multimilor elementare mdrginite, compacte,
deschise, resp. inchise din R™ si cu 6(E) sau 6(E) aria (m - dimensionald) a

Iey .. Analog, prin 4 %’:m , %”'R am notat familia tuturor

unei multimi elementare Ee%Rm. Folosim, in continuare, rezultatele

cunoscute din Cap. 1, Sectiunea 1.3.
2.3.1. Teorema. Tripletul (R, %’Rm , Om) are proprietdtile:

0 - m,
I') &€, algebrdpeR",
20) Om = %Rm — R mdsurd (numerabil aditivd) o-finitd, invariantd la

translatie. i
Dem. 1%) In prealabil, reamintim afirmatia:
M LJedpn, rezultilnled . &I\JeE , (1)

p
Sa aratam ca %Rm este inel pe R™. Fie deci E, Fe %Rm SiE:= UIh i
h=1
q
F: =UIk,reprezentﬁri canonice ale lui E, resp.F. Evident E UFe &g~ ,
k=1

e = (U o U -t vy e e et 1,

deci
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E\F= (thJ\ (QJkJ=O(ﬁ(Ih\Jk)J e &

h=1\_ k=1

Cum, evident, R™ € &r", conchidem cd &g~ este algebrd pe R™.

2% (V)Ee&r~§iE =UI . O reprezentare canonici a lui E, s definim
k=1

om(E):=Y ¢, (I); notim &y, $i o prin ¢, resp. ¢. Sa aratim ci definitia
k=1

P q
functiei o este coerenta. Fie, Tn acest scop, E = UI , st E = UJk ,doud
h=1 k=1
reprezentari canonice ale lui E. Evident, avem:

q
L=ENl= Z(Jk A1,),deci b(Iy) = iwhmk),

deci ié(Jh) = Z Zf’/(Jh N Ik) .Analog obtinem Z“Ik) ZZ[?(Ik NJy),

h=lk=1 k=1h=l1

deci Zé(lh)— Z“J k). Asadar, definitia lui o este coerentd. Evident
k=1

P q
o(@)=0si 6 = 0. Fie acum E, F € & ", disjuncte, si E =UI,, , F= UJk ,

h=l k=1
doud reprezentdri canonice ale lui E, resp. F. Cum " n k=0,
(V)(h, k) € 1, px1,q , rezultd, in virtutea coerentei functiei o, ca avem:

c(EUF)=o[[01h)u(OJk]] $40,)+ 3600 o(F) + ofF),
k=1

h=

deci o aditivd. Agadar,c misurd aditivd, deci (P.2.2.4.) ¢ este monoton
crescitoare.

In fine, fie (Ep)n1C & rm, sir mutual disjunct, a.i. E:=U E € & r™

nz|

Evident avem | JE, c E, (V) n 1, deci

k=1

iG(E,() :O'(OEkJ <o (E),(V)n>1,

si deci Y o(E,)= lim Za(E Y<o (E).

nx|
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Asadar, Y o(E,) <o (E). Rdmane si aritim ci ¢ (E) < ) o(E,) (2).

nxl nxl
Presupunem o(E,)<oo, (V)n 21, altfel (2) este evidentd. Fixdm € > 0 5si Kc E,
Ke &, . Atunci (V) n2>1,(I) Dy€ &%, , Dn2EnsioDn) <o (En)+ e/2".

R ?

Evident avem K c E=| JE, c|JD, , deci K fiind compactd (3) N> 1, af.

n2| nzl

N
Kc | JD, , deci
n=|

N

o (K) < io‘(D,,)S Z(G(E")Jrzinj <Y o(E)+Y

n=l n=1 nzl nzl 2

£
n

si deci o(K)< Z o(E,)+¢&. Cume>0 a fost arbitrar, rezultd o(K)< Z o(E)),

dect " b
o (E)=sup {c (K);Ke &¢,,KcE} <> o(E,).

Rm 2
nzi

Prin urmare, ¢ (E) =Z o(E,), deci c masura.

nzl
Fie E€€r" Si E = Ulk o reprezentare canonicd a lui E. Atunci,(V)
k=1
ceR™ avem E +c €&~ si are loc urmitoarea relatie
c(E+c)=o (O(Ik +C)) = iﬂ(lk +¢)= Y1) =0 (E),
k=1 k=1 k=1
deci o este invarianta la translajtii.
Sa considerdm mai departe, cazul particular m = 1. Atunci R = U[— n,n] ;
nzl
[-n, n] €&rsio ([-n, n]) < oo, (V) n21, deci ¢ este misurd o- finita.
Corolar 1. Tripletul (R", & f{m ,0m) are proprietdtile : 1°) %";m inel
pe R™; 20) Om. @ (:w —R mdsurd aditivd, finitd, invariantd la translatii.
Dem. Aplicam T.2.3.1.
Corolar 2. (Unicitatea masurii oy, ).Fie v: &k~ — Ro functie aditiva

cu proprietateaca v(l) =t (1), (V) I€#,, . Atunci v = o,

Dem. Fie E€@&r" SIE = U I, o reprezentare canonici a lui E. Atunci,
k=1
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v(E)= iv(lk)=§lam(l)=ki_lcmak)= om (E).

k=1
Prin urmare, v = 6.
Observatie. 1%) &k~ nu este o- inel, deoarece (V) x€R™, x # 0, avem

{/n, x }e&" ,(V)n=21siA= J{/n,x}g &~ . Cum o (A) = 0, rezultd

n2l

ca oy este 0 mdsurd incompletd. 2°) &xmnu este o- inel si nici algebrd,
deoarece R™ ¢ &°,, deci€},c &~;3%) &m=a (¥,.) si Eh.=r (90.);
43 . c&sion()=tu (), (V) €Y,,.

2.3.2. Definitie . Tripletul (R™, §
T.2.2.9., deci aplicatia :

2% 5 A—inf { Stu () (W1 €8s (J1,2 A},

nzl n>1

o » tm) satisface conditiile teoremei

- - . - o . . e
defineste o masura exterioard pe R™, notata cu A, sau simplu A*, numita

mdsura exterioard Lebesgue pe R™; 1} se noteazi intotdeauna cu ™.

a) 1, (D)= 0; A, monoton crescitoare si numerabil subaditivi.

b) 1, (D) = tw(D), (V) L€ S

2.3.3. Propozitie . Tripletul (R", & oo Om) Satisface conditiile din
T.2.2.9. 5i mdsurd exterioard asociatd, si o notdm cu o ,, coincide cu 1,,.

Dem. Consideraim cazul particular m=1. Cum Yr < &g, rezultd
6 <\’. Fie A€2® fixat. Presupunem cazul nebanal, ci o (A)<oo. Atunci

(V)e>0, (3 ) (En)e1 < &rocu | JE, 2 A& D o(E,) <c'(A) +e.

nzl n2]
Evident, (V) n > 1, (3) %, < I r, familie finitd mutual disjuncti,a.l. E, = (JI
Ieg:n

decio(E,) = Y ¢(I). Atunci familia &= U %, este cel mult numerabild,
IE'QJ?; n>[

?

FcIrsi YID A, deci
eF

NA)S S un=3 ¥ U= oE,) <c(A)+e.

le# nzlle, n2l

Cum >0 a fost arbitrar, rezultiX(A)<c (A). Asadar A'(A)=c"(A) ,deci A'=c".
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Observatie. Putem inlocui tripletul ( R™, &_., om ) din P.2.3.3. prin

R’H b
tripletul ( R™, @, ¢), unde @ € {4° g

R™? R"" R""UiR"'}
2.3.4. Definitie. Familia multimilor A, — misurabile (Def. 2.3.2.) din

R™ se noteazi cu & elementele multimii &, Se numesc multimi

mdsurabile Lebesgue (L-mdsurabile) din R™. Cf. T.2.2.11,Cor.1. tripletul
(R™L . Am), unde A, : = A e o> €Ste un spatiu cu mésurd completd, i.e.
£ .. c-algebrd pe R"§iAn: L . — R misurd completi (i.e. (V) A€ER™, cu
A, (A) =0, rezultd AeL o )- Masura A se numeste mdsura Lebesgue pe R".

2.3.5. Propozitie. Mdsura exterioard Lebesgue pe R satisface
conditia lui Caratheodory.

Dem.Consideram cazul particular m=1. Fie A,BcR, cu &:= d(A,B)>0,
fixati. Sa aratim ca A (AUB) = X'(A) + N'(B). Fie in acest scop € > 0 fixat si
sd presupunem cazul nebanal A (AUB) < co. Din definitia lui A" rezulta :
(3) ¥ c 9, familie numerabild, cu JIo AUB & Z&(I) <\ (AUB) + €.

leF -

Inlocuind fiecare interval I€4 cu o familie finitd, mutual disjuncta, de
intervale din R, avand fiecare lungimea < &, putem presupune ca 1) <9,
(WIe & Fie acum % (resp. %) familia formatd din intervalele 1€ &, cu

proprietatea INA=O (resp. [INB=J). Atunci avem : U % CF, H1N $=0,
& acopera A, %, acopera B, deci

A(A)+N(B) < OB WIOE 24(1)<)\(AUB)+8

le "/’ leJ

sideci N'(A) + N'(B) <N (AUB) + €. Cum & > 0 a fost arbitrar, rezulta ca
A (A)+ N (B) <A (AUB), g.e.d.
Corolar 1. &S’Rm c¥ .- si B . #L ) deci orice multime mdsurabild

Borel din R" , este mdsurabild Lebesgue si existd multimi mdsurabile
Lebesgue care nu sunt mdasurabile Borel.
Dem..%‘Rm cZ > rezulta din P.2.3.5.&T.2.2.15.;&9Rm EL o (Ex.2.77)

2.3.6. Definitie. Fie B onr P familia multimilor masurabile Borel,

resp. Lebesgue , din R™ si An: & . — R , miasura Lebesgue pe R™

71

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Restrictia lui Ay, la 9B Am | # ., se numeste mdsura Borel pe R" si se

R"l 2
noteazi cu B, Asadar, tripletul (R", &8 o > Pm) este un spafiu cu mdsurd.
a) Mdsura Lebesgue pe R™, An, este o~finitd. Consideram cazul m=1.
Evident, (V) n=1, avem:
Ag:=[n,n] € Brc Zr, MA) = N'(Ay) =HA) =2n< o & A, =R.

n2!
Prin urmare, A este o-finita.
b) £ an 2R e existd multimi A€2 R™ care nu sunt masurabile
Lebesgue in R™ (Ex. 2.73.).
¢) O multime A € 2*" este L-neglijabild, i.e. X, ( A)=0 <
Me>0, @ ()1 cImculUl, 2 A& TE () <ee

n21 n2l]

SAEZ . 5iA(A)=0.

In concluzie: (R™, & Am) este un spatiu (metric) cu mdsurd

Rm 2
completd, o - finitd 5i avem B, £ , < 2"

d) Misura Borel pe R™, By, este incompletd (Ex.2.77.). In concluzie :
(R™, ®8 x> Pm) este un spatiu (metric) cu mdsurd incompletd, o-finitd §i

o
avem%’RmCQRchRm.

2.3.7. Propozitie (Unicitatea masurii Borel). Fie v © # . —~R o
mdsurd cu v(l) =tn (1), (V) 1€ &F,,. Atunci v = [

Dem. Tripletul (R™, & ., om) este q—s.c.m. (T.2.3.1.). Cum

Rm kl
o::2R" — R, misura exterioard definiti de o, coincide cu A, (P.23.3),
rezultd (T.2.2.17.) ci tripletul (R™, ¢ n» Om) este majorat de tripletul

(R", £

Rm 2
o-finitd, rezultd (T.2.2.17.) ¢ An | c(%Rm ) este unica masurd pe (& . ), deci

An), ie. & .C 2. si Am | ‘é’Rm = G Mai mult, masura oy, fiind

pe & care prelungeste pe on. In fine, cum G, este unica misurd pe

Rm’
@ . care prelungeste pe 4n (P.2.3.1,Cor.2), conchidem cd Bn este unica

masurd pe &, care prelungeste pe 4y.

Corolar L.Fie v: & ., — R o mdsurd, cu v (E)=0om (E), (\79E€5”R,,.

Atunci v = f,
72

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



2.3.8. Propozitie (Conditii echivalente de A misurabilitate).Fie AcR
o multime cu A" (4) < oo, Atunci conditiile ] %) — 4°) sunt echivalente :

1°9) A X'~ masurabild, ie. A€%k;

2% (V) €> 0, (3 G R deschisd, ai GoA& A (GU) < &;

3 (V) e>0 (P FcRinchisd, ai FcA&A (A\F) <¢;

£Y(v)e>0(3) F,G c R, cu F inchisd, G deschisd, a.i
FcAcG&AGF) <eg

Dem. 1% = 2%). Fie £ > 0 fixat. Din 2.3.2., definitia lui A", rezult :
@) (w1 <98 21 G = I, 2A & Ted,)<N(A) +e.
n>l n2l
Multimea A fiind A~ masurabila si G = AU(G\A), avem
AN(G)Y=N(A)Y+N(G\A),
deci

AN(GVA)Y=XN(G)-A(A)Y<TUI)-N(A)< &

nz1
2% = 19. Cf. 2% avem «(V)n>1, (3)G, R deschisi, cu proprietatea
Ga2A & N (G,\ A) <l/n. Punem G : = ﬂGn ; atunci avem :

n2|

G2A,G\A=[)(G,\A) =G\ A, (V)n2l,
n2l

deci
0 <N (G\A) <\ (G,\ A) <I/n, (V) n=1,
sideci A(GVA)=0, i.e. G\ A neglijabili (L) . Cum G este de tip Gs, deci

GeZrsiA=G\(G\A), rezultd A €%Zg, qed.
2% = 3%). Fie € > 0 fixat. Daca A satisface conditia 2%, cum 2% = 19),
rezulti A€ g, deci A€ Zy sidecicf. 2°) (3) G c R deschisi, cu G o A¢
si N'( G\ A°) <&. Atunci avem G¢ inchisa, G A si G\ A=A\ G, deci
N(A\G) =\ (G\ A9 <&,
In mod analog se aratd implicatia 3% = 29.
Evident avem : 4°) < 2% A 39).
Corolar 1. Fie A R o multime, cu A(A) < oco. Atunci conditiile
1°) — 3°% sunt echivalente :
19 A X'- mdsurabild, i.e. A €%;
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2°) inf {A(G\A4); G deschisd, G DA} ;

3% inf {A(A\F); Finchisd, F c A},

£9(9GcR GdetipGs,GoA&A(GVA)=0;

5% (P FCR FdetipFo,FcA&A(A\F) = 0.

Dem. Echivalenta cond. 10) - 30) rezultd din P.2.3.8. cond. 10) - 30).

1% = 4%. (V) n>1, (3) G, € Tr, cu G, 2 A 5i A(G\A) <1/n. Atunci
G:= nGn este de tip Gs 51 G < Gy, (V) n21, deci

nzl
A(GVA)SN(G\A)<I/n, (V)n21.

Prin urmare A'( G\ A ) = 0. Implicatia 4%)=1°) este evidenta.

Analog se arata echivalenta : 19)=5Y.

Corolar 2. Fie A < R o multime arbitrard. Atunci conditiile 1 9 - 6%
sunt echivalente :

1°) A X" - mdsurabild, i.e. A € %,

) (P GcRdetipGs, cuG2A&A(G\A) =0;

3°) (9 G cRdetip Gs, (9 N R, L — neglijabild, cu A = G\ N:

£L)(PFcRdetipFy, cu FCA& A (A\F) = 0;

5% (9 FcRdetip Fy, (9 N R, L —neglijabild, cu A = FUN;

6°) A diferd de o multime boreliand printr-o multime L — neglijabild,
i.e. () BEBr (I N <R, L-neglijabila, a. i. A=BUN (resp. B=A UN).

Dem. Evident avem : 2°)<3%); 4%)<5%; 3°A59<6%); 6%)=19).

10) = 20). Avem A = UAI1 ,unde A, = AN[-n, n]; A, este,evident,

nz|
A"~ masurabili si A(A,) < o0, Fixdm € > 0. Din P.2.3.8,2%), rezulta :
(V) n21, (3) DL€TR, cu D, DA, & N (D\A,) <€ /2"
Atunci G£==U D, €Tr,GeDA siavem :

G\ A c [UDnJ \(UA,,) c Jm, VA,

nzl nzl n2|

deci

N(GAA)<S YA (D\A)S Y e/2" =¢

n2l n=|

74
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



De aici deducem : (V) >1, (3) G€Tr, cu Gh 2 A & N(Go VA <D/n.
Multimea G : = ﬂGn este de tip Gs i avem :

o2l
A (G\VA)SA(Ga\A)<l/n, (V) n>1, deci A'(GVA) = 0.

3% = 1%. Daci A = G \ A, cu G de tip Gs §i N este L. -- neglijupili,
atunci G si N sunt L-masurabile, deci A este L-masurabila.

Echivalenta, 2°) < 49, rezulta din,2% < 3%, prin trecere la
complementara.

Corolar 3. Fie A — R o multime. Atunci A este L —mdsurabila

S L(4) =L"(4), unde L™ (A): = sup{ A(F); F € Ty, FCAl L' (1)
=inf {A(G); G€Tr, G DA}, Tn acest caz avem relatia L (A)=A (1) - 1. (4.

Dem. Aplicam P.2.3.8_, 4°%) tinfnd cont de relatia :
A(F) <L7(A) <A (A) <LY(A) < NG), (V) FeT s (M GeTp. o A G ()
Daca A € &g 51 A'(A) < o , atuncidin (1) si P.2.3.8,4°%) resulta

(V)e >0, L (A)- L (A) <s, deci L(A) = L'(A) = A(A) ctc.

2.3.9. Propozitie (Unicitatea masurii Lebesgue).

Fiev:& ., >R omasurd cu vI)=A), (V) 1€ 4, Atunci v A,

Dem. Considerdm cazul m = 1. Evident vl & este o masurd, 1. din
ipoteza, rezulta (V| &, ) () = (1), (V) €8g, deci®.2.3. ) vl &, =p=N .5 (+).
Fie acum A€ Zgr fixat. Din P.2.3.8,Cor.2 rezulta: (3) Be#n 31 NC %y,
L-neglijabild, ai. A=BUN. Deoarece A=BU(N\B), putem presupune
BNN=(. Fie, mai departe, € > 0 fixat; atunci

@) (et S8R cu [ JI, 2N & D () SNN) +e=e.

o2l n2|
deci0 < v (N) SZ vl = Z ¢ (I,) <&. Cume > 0 a fost arbirar, revulia
n2l nzl

v (N) = 0. Atunci v(A) = v(B) + v(N) = v(B) = A(B) = A(BUN) ~A(A).
Prin urmare v = A.
Corolar 1. Fie v : ZR,“ SR o mdsurd, cu v (A) Ly (). (V)

AERB,, . Atunciv = A
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Dem. Cum (R™, ¥ o, tn) << (R", B0, Bn) << (R", Lyus An),
din ipoteza rezultd : V(1) =Bm(D) =Am (D), (V) [€ Y o .

Prin urmare (P.2.3.9.) avem v = A,
2.3.10.Propozitie Fie v:¢& . >R o mdsurd invariantd la translatie,
cu proprietatea v ((0,1]")=1. Atunci v = oy,

Dem. Considerdm cazul m = 1. Fixdm n, k € N. Evident avem :
v(©On])=v (Jk-LkD =Y v((k-1k]) =D v(k-1+(0,1)=n.
k=1 k=1 k=1

v ((0,1]) = v (k (0,1/k] )= kv ((0,1/k] ) & v ((0,1/k] ) = (1/k)v ((0, 11),
deci
v ((0,n/k] Y= v (n (0,1/k] ) = nv ((0,1/k] ) =n/k.
Asadar,
v ((0,f] =t v ((0,1]), (V) reQ;, (1)

Fie acum p, q € Q, p <q, fixati. Din (1) rezulti :

vp.q)=v(p+0,q-pl)=v({0,q-pl)=q-p )

In fine, fie a, bER, a < b, fixati. Atunci (3) pp, qn € Q, cu a<p<qn<b
Sipn— a,qs— b. Atuncicf. 2) : v((a,b] )2V (P, Qn] ) =Gn—pn > b—a,
deci v((a, b])=b—a. Analog rezulta : v((a, b])<b—a, deci v((a, b])=b—a. (3)

Fie a€R fixat. Atunci cf. T.2.2.6. avem :

v({a})= limv ((a—(1/n), a] ) =li_r£ (a—(a—(1/m)))=0 - (4)

Din (3) si (4) rezulta : v(I) = {I), (V)I€Ygr. In virtutea unicititii masurii ¢
(T.2.3.1,Cor.2), rezulta o = v.

Corolar.1. Fie vo masurd pe &B . (resp. Lo ), cu v (0, 1]7) = 1 5i
invariantd la translatie. Atunci v coincide cu mdsura Borel [, (resp. mdsura
Lebesgue A,).

Dem. Considerdm cazul m = 1 si notdm o| = o si B; = B. Din ipoteza
rezultd : v| & x masura invariantd la translatie si o ¢.) (0, 1]) = 1, deci
(P.2.3.10.) V| ¢o=o0.Insa(P.2.1.7. Cor.1) Bl ¢ =0,deciv=cpe & sideci
v = pe Yg. Prin urmare (P.2.3.4.) v = . Rationament analog pentru A,.

2.3.11.Propozitie Mdsura exterioard Lebesgue pe R™, A" 2% —R,
este simetricd si invariantd la translatie.
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Dem. Consideram cazul m = 1. S observam ca Jg= —g Si X +Igr = IR,
(V) xeR. Atunci
N (-A) = inf {Z L0211, 2-A} =

n2l n2l
= inf {3050, ) 0 - =0 U1, AN
n21 nzl
Fie xo € R si A — R fixati. Atunci (V) (In)a>1 € Ir,avem
Ac UIn SxotAc U(xo +1),

n2| n21
deci
N o+ A)=inf{ Y L)1 < Sr, [ J1, 2%+ 4} =
nz| nz|
=inf{ Y ¢U)Une1C 8k — % = (JI, 2 A}=NT(A).
nx| n2|

Corolar 1. Au loc afirmatiile:1°)(V)Ac R”, avem: A A’ -mdsurabild
ex+A AL -masurabild,(V)x eR™ ;2°)(V)A €R™,avem:A este A’, ~mdsurabild
A este A -mdsurabild ; Ix+e gn =Z qur (V) x€R™ ; 4°) masurile

Borel si Lebesgue pe R™ sunt simetrice si invariante la translatie.
Dem. Considerdm cazul m = 1.

1°) Sa observam in prealabil ci (V) A, B € 2" si x€R , avem :
x+28 =28 Ac+x=(A+x)5ANB+x=(A+x) N (B+x),
de unde deducem imediat ca
AN’ - miasurabili & X" (B) =N (BNA) + X" (BN A9), (V) Be 2 &
SANB+x)=A"(BNA+x)+ AN (BN Ac+x), (V)x€R, (V)Be 2R =
SN (B+x)=N((B+x)N(A+x)) + A ((B+x)N(A+x)9),(V)xeR,(V) Be2R &
SN (C)=N(CN(A+ X)) + N(CN(A + X)), (V)x€R, (V)Ce* &

< A +x AN'-masurabila, (V) x€R.
2% Se arati la fel ca 1°); 3% Rezulti din 1°) i 2%);

4% Fie x0€R si A€2® fixati. Daca A€ 2y, rezulta (cf.3%) x+ A€ Zx
siavem: A (x £A) =X (x £A) =\ (A) =\ (A).

Prin urmare A este invarianta la translatie.
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Dacid A € B, rezultd x+A e g (cf. T.2.1.14.Cor.2),deci
B(x* A)=A(x* A) = A(A) = B(B), deci B- invariant2 la translatie.
2.3.12. Propozitie.Fie A < R™ o multime mdsurabild Jordan. Atunci
A este mdasurabild Lebesgue si avem Ay (4) = tm (4), deci
R", J s i) << (R", L, An).
Dem. Notdm Am, Um cu A resp. p. Fie A € J ., fixat. Atunci din
definitia lui p avem p(A)= P (A)= 1'(A) (1), sicf. Def. 1.3.9,0bs. b) avem :
w(A) = sup{o(K) ; K€, , K< A}, p'(A) = inf{o(D); DEE ., D2 A}.
DinP.2.38.Cor3rezulti: A€ Z .= L (A)= L"(A) (2) unde
L7(A): =sup{\(F); F € T;.,Fc A}, L* (A): =inf{\(G); G € T w0 DA}
e 1 0(K) = NK), (V) K€EF 5, ;
o(G) = NG), (V) Ge & ¢, deci p(AL(AN (A< L (A)<pu'A)  3).
Din (1) si (3) deducem: p(A) = L(A) =X (A)=L"(A) (4), deci (cf. (2))
A €%, , prin urmare (cf. (4)) p(A) =N (A).

Corolar 1. Masura Jordan p,, este numerabil aditivd.

d
Deoarece & .. ST n> & gn ST

Dem. Tinem seama ca Am este numerabil aditiva.

Observatie. Multimea A:=[0,1]NQ este maisurabild Lebesgue si
nemisurabila Jordan, deci Jr C%r. ’

Observatie finalid. Din rezultatele precedente rezultd ca functia
LHlungime”, £, : Sim — R se prelungeste in mod natural la o clasa &, destul de

largd, de submultimi din R™, si prelungirea este unic determinati. Clasa €
este cu atit mai restrictivd cu cit cerem ca prelungirea sa aiba mai multe
proprietiti. Se pune problema dacad nu putem prelungi ¢, la o functie definita
pe 2™ si aceasta si aib4 proprietiti semnificative.

S-a demonstrat cd nu existd o misurd p : 2® — R invariantd la
1zometrii $i care sa prelungeasca functia f,. Daci m = 1 sau m = 2, exista
masuri aditive p: 2% — R, invariante la izometrii, si care si prelungeasci

functia ¢4, (th. S. Banach), iar dacd m >3, nu existi asemenea misuri
(th. F. Hansdorff).
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CAPITOLUL 3.
FUNCTII MASURABILE

Am definit notiunea de functie caracteristicd a unei multimi $i am
prezentat citeva proprietiti elementare ale functiilor caracteristice in Cap. 1,
Sectiunea 1.1. Fie (X« un spatiu masurabil fixat. O functie £ X—>R se
numeste functie simpld daca se poate scrie ca o combinatie liniard de functii
caracteristice,de multimi .«Z-masurabile ,definite pe X. O functie mdsurabila
este, in esentd, limita a.p.t. a unui sir de functii simple.

Cele mai simple exemple de functii simple, definite pe R inzestrat cu

c-algebra %, sunt functiile de forma f:= ici(p 5, -unde cieR si ¢, :R—>R este

i=1

o functie caracteristica a unui interval J; din R (1< 1 < n). Ele se numesc functii

etajate si pot fi reprezentate grafic astfel

A
y

Vom prezenta in acest capitol citeva rezultate importante din teoria
functiiilor masurabile, cu accentul pe functiile cu valori reale.

Sa semnaldm céteva rezultate: teoreme de caracterizare a functiilor
masurabile cu valori in spatii topologice, cét si cu valori reale.

Ne vom opri mai indelung asupra sirurilor convergente (punctual,
a.p.t. , aproape uniform, in mésurd) de functii masurabile cu valori reale si
relatiile dintre tipurile de convergenta , ca de exemplu: teorema lui Egorov
(relatia dintre convergenta a.p.t. i convergenta a.u.) , teorema lui F. Riesz

((fo)n=1 este p-convergent < (f)n1 este p-Cauchy ), etc.
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3.1. Functii simple

3.1.1. Definitie. Fie (X, 4 un spatiu masurabil. O functie £ X—>R se

numeste simpld , mai precis .#-simpla , daca se poate reprezenta sub forma

f =Z CiPai, unde avem (ci)i-rn SR si (Ai)i-ty este o partitie .«/-misurabila a

i=1

lui X. Vomnota cu F(X, ), multimea functiilor simple £:X—R sicu
P (X)), P (X4 multimea functiilor simple £:X—R, nenegative, tesp.
nepozitive.

Observatie. Conditia ca familia (A;)i5 sd fie partitie a lui X nu este
esentiald; putem considera (A))i-r70 acoperire .«~-masurabili arbitrard a lui X,

n

pe care o disjunctim .«mésurabil. Expresia Z Cipai care defineste pe f o
i=1
vom numi adesea o reprezentare canonicd a lui f. Evident, ea nu este unicid
decdt in cazul cand c; #c; (1#).
Exemple.a) Functiile constante sunt simple.b) Functia signum, functia
parte intreagd (luatd pe un interval mirginit) si functia Iui Heaviside, sunt
functii %-simple. c)Functia lui Dirichlet este %-simpld; f=1.0q + 0.¢ or -

d) Functia parte intreaga (pe R) nu este %-simpli.e) Fie I < R un interval si

f:I>R o functie continua. Atunci, f % -simpld < feste constanta.

3.1.2. Propozitie. (Operatii cu functii simple) Fie (X, «%/ un spatiu

masurabil; f.g e AX, b si aeR. Atunci functiile f1g, of, fg, /f / fveg, frg
sunt simple, i.e. apartin multimii X, ).
Dem. Fie f, ge AX, 4 si acR fixatisi

f=) apn,g=), b @p
i=] J=1

reprezentri canonice ale lui f, resp. g-
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1) Deoarece Ai= | ] (Ai MB;), rezultd (P.1.1.12 )pai = D @i,

Jj=1 J=l

unde Cij =AiN Bj s deci

f= Z a; Z Pcij =Z Z aiQcij- (1)

=l =l
Analog avem relatla

g= Z Z iPCij (2)
Prin urmare din (1) si (2) rezulta :
f+ gzz Z (ai + by )oci € AX, )

Evident,familia (C))_r, -

2°) Cum ANA=D (i#)), rezultd (P.1.1.10.) ¢, .9, =0, deci

f'= (Z aiai)’= Z a’Qa

i=l

constituie o partitie finitd .«Z-méasurabila a lui X.

si deci, £ este simpla. Deoarece fg=5 (f +g%), deducem ci fg este simpla.

3") Evident, avem l£] = Z | a; |(pA.-, deci | f | este simpla.

i=]

4°) fsi g fiind simple, din 1%) §i 3°) rezultdcaf+gsi |+ gl sunt
simple. Cum fv g = %(f+g+ | f-g I ), deducem ci f v g este simpla.

Analog, rezulta ca f A g este simpla.
Corolar 1.Fie (X, ) un spatiu masurabil §i (4,), ; c,,d (¢c)

arbitrare. Atunci, functia f= z Ci4: este simpld.
i=l
Dem. Prin inductie relativ la n, tinind seama de faptul cd functia
caracteristicd @a:X—R, cu AeZ, este simpla.
Observatia 1. P 1.1.2. rezulta si din P 3.2.15. observind ci functiile
f+g, fg, etc. sunt masurablle sl au un numar ﬁmt de valori.
, este simpld, nu rezultd in mod

lln

necesar ca f este Smela (Ex.3.4.).
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3.2. Functii masurabile , Caracterizare.
Operatii cu functii masurabile.

3.2.1. Definitie. Fie (X)) un spatiu cu mésurd si X 3 x—>P(x) o
functie propozitionald, i.e. P(x) este o propozitie (falsd sau adevaratd),
(V)xeX. Vom spune ca P este adevaratd a.p.t. ,daca P(x) este adevarata,
(V) xeX\A, cu A X, neglijabila.

Exemple. a) Fie (X.#p) un spatiu cu masurd si f : X—R o functie.
Vom spune ci f este finitd a.p.t., dacd (3) A c X neglijabila, a.T f este finitd
pe X\A, ie. |f(x)|<w, (V) xeX\A.

b) Fie (X.4p) un spatiu topologic cu masurd si :X—>R o functie.
Vom spune ca f este continud a.p.t., daca (3) A < X neglijabild, a.1. f este
continud pe X\A.

¢) Fie (X.#) un spatiu cu masurd si A,B ¢ X doud multimi. Vom
spune cd a.p.t. avem A c B, daci (3)N < X neglijabild, ai. AN < B\N.

3.2.2. Propozitie. Fie (X, 1) un spafiu cu mdsurd si (Py) u2i un sir
de functii propoztionale definite pe X. Dacad fiecare P.(n21) este adevdratd
a.p.t., atunci (YA X neglijabila, a.t. Pa(x) este adevdratd, (V)x eX\4 §i n21.

Dem. (V)n > 1, (3), cf. ipotezei, A, € X neglijabild, ai. P.(x) este
adevirati, (V)xeX\A . Fie A:=U A, ; cum p*(A)< Z w*(An) = 0, rezulta

n2| nzl
u*(A) =0, deci A neglijabila.Evident, P,(x) este adevérata (V)xe X\Asinz 1.

Corolar 1.Fie (X, py) un spatiu cu mdsura si f, ‘X—>R(n>1) un sir de
functii finite a.p.t. Atunci, () ACX neglijabild,a 1. f, este finitd pe X\A4,(V)n=> 1.

Clasa functiilor simple este prea restrictivd. S3 definim acum o clasa
mai larga de functii care joacd un rol esential in teoria integralei.

3.2.3. Definitie. Fie (X« un spatiu masurabil, Y un spatiu topologic
si £X—Y o functie. Vom spune ca f este mdsurabild (.« -méasurabild), dacd
fl(1y) c o ie. £'(G) € & (V)G C Y deschisi. Daca X=R si =%
(resp.sF~%Br),atunci {f se numeste mdsurabild Lebesgue(L-masurabila)(resp.
mdsurabild Borel (B-midsurabild)). Vom spune ca f este mdsurabild pe o
multime M < X, (putem presupune (!) cd Mes#), daca M N £'(G)e.,
(V)Gerty, ie. dacd functia fu:(M, #/u)—>Y este misurabild.Notim cu
M(X %) multimea functiilor .= -masurabile f:X—R.
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Exemple. a)Fie X:= [0,1], #£={2,[0,2"), [2",1], [0,1]} si £[0,1]>R
definitd astfel fix) = x* . Atunci f nu este . -misurabili, deoarece
G:=(0,1)etgsi f '(G)g. Totusi f este F-masurabil, i.e. f'(t R) c B

b) Fie A € %\ HBr fixatd, si LR—R functia caracteristicd a mulfimii
A. Atunci f este mdsurabild Lebesgue si nemdsurabild Borel.

Intr-adevar (V) Ge T g, avem ca £'(G) este egali cu A,AS, R, &, dupi
cum: G 31& G 0; G 30& G$1; G30& Gal; respectiv GO & Gpl.

Asadar, f'(r rR) = {A, AC,R,Q} c %% §i fl(‘t R) & HBr, etc.

3.2.4. Propozitie. Fie (X)) un spatiu mdsurabil, Y,Z, dout spatii
topologice, f:X—Y o functie masurabild si g:Y—Z o funcfie continud. Atunci
g o feste mdsurabild.

Dem.g fiind continua, rezulta (T.1.2.5.) g'(tz)cty;f fiind masurabila,
atunci rezulta f'(t y)coZ. Prin urmare,(g o £ )'(t 2)=f '(g’'(r D)<'t v)oe,
etc.

Observatie Fie f,g:R—R doua functii,cu f continud $i g masurabila (L).
De aici nu rezultd in mod necesar ca g o f este masurabila (L).

3.2.5. Propozitie. Fie (X,..s) un spatiu topologic mdsurabil, cu
proprietatea ca 1« G i fie Y un spatiu topologic. Atunci, (V) f.X—=Y o
functie continud, rezultd f mdsurabila.

Dem. f fiind continua, rezulta £ '(t, ) < 1, , deci f '(1y )

Corolar 1.Fie Xe%, Y un spatiu topologic si f-X—=Y continud.
Atunci, f este mdsurabild Borel (resp. Lebesgue).

Dem. Cum f'(Ty ) ¢ T, c B %, putem aplica Cor. 1.
3.2.6. Teorema. Fie (X,.) un spatiu mdasurabil, Y un spatiu topologic
si f-X—=Y o functie. Atunci, Conditiile 1°)—3") sunt echivalente:
1°) f mdsurabild, ie. f'(tv) c;2°) (B b ie (B e,
(V)B eRBy;
3) (P€c2,ar (B = Brsif (€)ct;
4"y Dacad Y posedd o bazd numerabild €, a.t (€ <& atunci f
este mdsurabila
Dem.1") = 2°) Prin ipotezi avem f'(ty)C . Atunci,(T.2.1.14.) avem:
f'(By) = f'(ca(ty)) = ca(f'(x v)) coa(d) =&
2°)=3°). Putem lua,spre exemplu, €=1ysau €=1, .
3")=1"). Fie €c 2’, cu ca( =R v si (B Atunci, (T.2.1.14.)
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f'(ty) < f'(ca(ty)) = ' @v) = f'(ca®)) = ca(f'®)) c ca(#) =,

deci f este mésurabila.
4°Yy=1"). Fie @ o bazi numerabild a Iui Y, al f'(®) < Atunci,

(V)Gety,ACliac@eul ] C=GCdeci f'(G)= ] (C) e ca(f'(B)c -
iel iel
Asadar, f '(1y ) € #, deci f este misurabili cf.1°).
Altfel; fie & cu proprietatea din enunt. Atunci (T.2.1.14.)ca( ®)=RBy, deci
£(By) =f'(ca(®)) = ca(f (8))  0u() =&
Asadar (3) €< 2", a1 ca(®G) = By si f(® c . i.e. Cond. 3).

Corolar 1. Fie (X&) un spatiu mdsurabil, Y un spatiu metric
separabil si f-X—Y o functie. Atunci, [ mdsurabild < (3 A={a,aza;,...}
densd ™ Y,at f'(Bran,m'))esd (Vnm>1.

Dem. Aplicdm T.3.2.6.(40), tindnd seama ca familia (By(an,m"))n,mzl
este 0 bazi numerabild a lu1 Y (P.1.2.16.).

3.2.7. Teorema. Fie (X, o) un spafiu mdsurabil si f=(f) i, -X—> R
o functie. Atunci f masurabild < f; masurabild, (V) i =1,n

Dem.(=) Evident fi:=pr;of, unde pri:R* >R este proiectia de indice i
(i=1,7).Din f masurabila §i pr; continud,rezultd (P.3.2.4.) f; masurabila.

(<) Pentru simplificarea expunerii consideram cazul n = 2. Familia
numerabild &:={(a;,b;)x(az,b.);a1,bi,a;,b€Q}este o bazi a spatiului topologic
R’ (P.1.2.27., Cor.2) si (V) L,Je @, avem:

fi(IxJ) = xeX;(h(x), B(Xx) e IXJ } =£(1) N &'(T)
Functiile f;(i=T,2) fiind masurabile, avem f;'( I ),6'( J )e &, deci £'( IxJ)
€l si deci,f” @) . Aplicand T.3.2.6.4°, conchidem f masurabila.

3.2.8. Teorema. Fie (X, &) un spafiu mdsurabil si f-X —R o functie.
Atunci Conditiile 1)-3) sunt echivalente:

1°) fmdsurabild, i.e. f'(tn) c#; 2°) {xeX; fix) >a} e, (V) € R;

3") xeXa< fix) <p} e (V)-0<a<fseco

Dem.1") = 2°) Fie 8:={(a,»];aeR}. Evident, ca(®) =HBx, deci, cf.
T.3.2.6.(3%, rezulta:f masurabild < f'( @)= Prin urmare avem:
1y of (Bt of ' ((a,0]f4(V)aeRS {xe X f(x)>a} ed(V)oeRe 2°).

1) = 3°) . Acelasi rationament, ludnd: € :={ (o.,p) ; -0 <o <P < o0 }.
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Corolar 1. Fie (X&) un spatiu mdsurabil, A & o multime si f.X —R
o functie. Atunci f mdsurabild pe A<AN {x eX;f(x)> )} e, (V)aeR.

Corolar 2. Fie (X&) un spatiu mdsurabil §i f-X —R o functie
mdsurabild. Atunci, (VY)y R, rezultd cd f ") et

Dem. Tinem seama cé f'({y}) = {xeX; f(x)>y}m{xeX f(x)<y}

Observatle In T.3.2.8. putem Inlocui in 2% inegalitatea > cu una din
inegalitatatile: > , < , sau <, iar in 3% inegalitatile (<.<) cu una din
inegalitatile: (<,<), (<,9), (<,<), utilizdnd faptul ci Q=R si . este c-algebra.

3.2.9. Propozitie. Fie (X, .49 un spatiu mdsurabil si f:X —R o functie
arbitrard. Atunci au loc afirmatiile:

1) Dacd f constantd, rezultd f mdasurabild;

2) Dacd f misurabild (pe X) si A e, rezultd f mdsurabild pe A;

3) Dacd (3) (Akekc & 0 familie cel mult numerabild, care acoperd
X si f este mdsurabild (resp. constantd) pe fiecare Av (keK), rezulta f
masurabild;

4) Dacd f mdsurabild si A e, rezultd @, mdsurabild;

5) Daca f mdsurabild si f-X —R, este definitd astfel: 7 (x)=f(x), dacd
/f(x) / <oosi fx)=0, daca /f(x) /= o rezultd f mdsurabild;

6) Dacd f mdsurabild si finitd a.p.t. pe X,relativ la o mdsurd,
1 l—> R rezultd ci func,tiaj_’,deﬁnitﬁ mai sus,este mdasurabild si f~fap.t;

7) Daca f este mdsurabild, functia sign f este mdsurabild.

Dem. 1) Fie f=c si aeR fixati. Atunci multimea A:={xeX;f(x)>a} este
egald cu & sau X, deci AeZ sideci (T.3.2.8.) f madsurabild.

2)(V)aeR,avem {xeX;f(x)>a}e & deci An{xeX;f(x)>a} el etc.

3)(V)aeR,avem: {xeX; f(x)>a}= U {xeAy; f(x)>a}.Cum multimea

keK
{x € A f(x) > a} e (V)keK, deoarece f este masurabila pe Ay, rezulti
{xeX; f(x)>a} ed, deci (T.3.2.8.) f este masurabila.

4) Fixam Ae si fie g:=fpa. Atunci g | =0 sig | a= £l a, deci g | xon
misurabild (cf. 1% si (cf. 2% si f | a, decl g | A, €ste masurablla (conform 2°).
Din 3° rezulta g este miasurabila.

5) functia. f fiind masurabila, rezulta (T.3.2.8.,Cor.2)
=0} e deci B:= X\A e Cum I| o= 0, rezulta (cf. 1°)
£ masurablla pe A. Deoarece f | 5 este masurabila (c£.2% sif fle=f I B, rezulta £
mésurabild pe B. Prin urmare feste masurabild pe A U B = X(cf. 3°).
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6) Daca f finita a.p.t., cu notatiile din 5°, avem Ac o si p(A)=0. Cum
=f, pe X\A, rezulta £=f, a.p.t.

7) Fie A:={xeX; f(x)>0}, B:={xeX; f(x)<0}, C:=X \(AUB) si g:=
=sign(f). Atunci (T.3.2.8) avem A,B,Ce. . Deoarece A U B U C = X si
gla=1, gls=-1, glc=0, din 1) si 3) rezultd g misurabila.

Corolar 1. Fie (X,.d) un spatiu mdsurabil; fg: X—R doud functii
masurabile, Ae & si h:X—R o functie definitd astfel: h / =f /4 si
h /X\A—g /X\A Atunci h este mdsurabila.

Dem. Functiile f | a sig | o sunt misurabile (P.3.2.9.2%. Atunci h | A s1
h | xa sunt functii masurablle deci (P.3.2.9,3%)) h masurabila.

Corolar 2. Fie (X&) un spatiu metric mdsurabil, ai. wcs §ifie
[ X—>R o functie. Atunci f mdsurabild < f mdsurabild pe fiecare multime
mdrginitd i inchisd (resp. deschisa) din X.

Dem (=) (Y)Aes in particular (V) A=Ae t,, rezulta (P.3.2.9.2°) f
madsurabila pe A.

(<) Fixdim xoe X. Evident, X=J B[xo,n].Cf. ipotezei, f este misu-

n2l
rabila pe fiecare multime B[xo,n](n>1), deci (P3.2.9, 3°) f misurabila pe X.
Corolar 3. Fie (X, 1) un spatiu cu mdsurd completd si f.X —R o
Sfunctie arbitrard. Atunci f este masurabild pe orice multime neglijabild Ac X.
Dem. Fie A < X, negljabild, ie. p*(A) = 0. Fixim aeR;atunci,
M:={xeA;f(x)>a}c A, deci p*(M)=0 si deci, p fiind completd, rezulta Me.«Z
Prin urmare,(P.3.2.9) f misurabild pe A.
Observatia 1. Conditia p completd din Cor. 3 este esentiald
Contraexemplu. Fie X=[0,1],£={0 .4}, A=[0,2"], f=¢a si
neZ >R , p=0. Atunci, p*(A)=0, deci A neglijabild si =0 pe X\A, deci
£=0(a.p.t.) Totusi, f nu este masurabild, deoarece {xeX; f(x)>0}=A¢.
Observatia 2. Proprietétile 1)-3) din P.3.2.9. sunt adevdrate si pentru
functii f cu valori Intr-un spatiu topologic.
3.2.10. Propozitie. Fie (X&) un spatiu masurabil si Ac X o multime.
Atunci, A ed<> @4 X—R, functia caracteristicd a lui A, este mdsurabild.
Dem. (=) Fie M:i={xeX; f(x)>-1}. Atunci (T.3.2.8.) Me# si M=A.
(<) Daca AeZsi f=¢a, atunci (V)aeR multimea {xeX; f(x)>a} este
egald cu J, AX, dupd cuma > 1,0 <a <1, a <0 respectiv. Asadar
{xeX; f(x)>a} e (V)aeR, deci (T.3.2.8,2°) f misurabili.
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3.2.11. Propozitie.Fie(X,.£) un spatiu masurabil §i f2X—R o functie.
Atunci: f este simpld <> f este mdsurabild §i f ia un numdr finit de valori.

Dem. (=) Fie f= Z Cipa; O reprezentare canonicd a lui f Atunci
1€i<n

fX)= U {c} si (V) aeR, multimea A={xeX; f(x)>a} este de forma: &, X,

1<k<n
U Aj,culc {1,2,..n}. Asadar, Ac.deci (T.3.2.8,2°%) f este masurabila.
JjeJ

(<) Fie f masurabild,a.i. si avem f{X) = {ci,cz,...Ca}. Atunci familia
(Ai),_;» unde Ai=f '({ci}) , este mutual disjunctid , acoperd X si Aj €+,

(V) ie 1,n. Evident avem f=z Ci@, , prin urmare f este simpla.

i=1
3.2.12. Propozitie. Fie (X« ) un spativ cu mdsurd completd si
fg:X— R doud functii egale ‘a.p.t. Dacd f este mdsurabild, atunci g
este mdsurabild.
Dem. Fie A:={xeX; f(x)#g(x)}. Cf. ipotezei A este neglijabila, i.e.
pu*(A)=0 deci p fiind completa, rezulta Ac.«Z Fixdm aeR; atunci avem:
{xeX; g(x)>a}={xeX\A; g(x)>a}U{xeA; g(x)>a}=
=({xeX; f(x)>a AU {xeA;g(x)>a};
f fiind masurabild, rezultd cd B:={xeX; f(x)>oc} e, deci B\AeZ. Cum p
este completd i C:={xeA;g(x)>a}cA, iar p*(A)=0, rezultd Ce.«/. Asadar,
{xeX; g(x)>a}=(B\A) U Ce deci (T.3.2.8.) g este masurabila.

Observatie. Conditia pu completd,in P.3.2.12, este esentiala.

Contraexemplu.Fie spatiul cu masurd ([0,1],%0.,8), Kc[0,1]
multimea lui Cantor (Ex.2.74.) si AcK o multime cu proprietatea
Ae %o\ B, (Ex.2.77.).Atunci  functia, f:[0,1]>R, unde f=p,, are
proprietdtile: =0 a.p.t. (deoarece B(K)=MK)=0), si multimea {xe[0,1];
f(x)>1/2 }, care este egald cu A, nu apartine lui By ; Prin urmare f nu este
SBo,1-misurabild. '

3.2.13. Propozitie. Fie X% o multime §i f:X—R o functie continud
a.p.t.,; fn particular f continud sau monotond. Atunci [ este mdsurabild
Lebesgue pe X.

Dem. Fie A=Disc(f) ; prin ipotezd A este A-neglijabild, i.e. A*(A)=0,
deci Ae % si deci X\Ae %. Fixam aeR; evident avem:
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{xeX; f(x)>a} = {xeX\A; f(x)>a} U {x€A; f(x)>a} = MUN

Cum f este continud pe X\A, rezultd (P.3.2.5, Cor.1) f masurabild pe
X\A, deci Me % . Deoarece NCA §i A complets, rezultd Ne %. A§adar,avem
{xeX; f(x)>a}= MUNe %, deci (T.3.2.8.) f masurabili.

Corolar 1. Fie DcR o multime deschisd i f-:D—R o functie local
R-integrabild. Atunci f este mdsurabild Lebesgue.

Dem. Fie I — R, un interval deschis, fixat. Evident, (3) (In)n1 un sir de
intervale compacte din R, care acopera 1. Din ipoteza rezulta: (V)n>1, feste
R-integrabila pe I,, deci (T.1.3.23.) f continud a.p.t. pe I, si deci (P.3.2.13.) f
masurabild (L) pe . Din (P.3.2.9,3°) rezulta f masurabila (L) pe I.

D fiind deschisd, (3)(Ix)kek, familie cel mult numerabild de intervale
deschise, ai (JI,=D. Cum f este misurabild (L) pe fiecare I (keK),

k

conchidem cé f este masurabilid (L) pe D.

Observatie. Fie f:[0,1]>R functia lui Dirichlet. Atunci f este
masurabild Lebesgue sinu este R-integrabild. _

3.2.14. Definitie. Fie (X.#1) un spatiu cu misura si f,g:X—R doua
functii masurabile. Atunci functia sumd f @ g se defineste astfel:
(MxeX,(fg)(x) = f(x)+g(x),daca f(x)+g(x) are sens si (fPg)(x) = 0 daca
f(x)+g(x) nu are sens

a)Daca functiile f si g sunt finite a.p.t.,atunci avem:(f®g)(x)=f(x)+g(x),
a.p.t. pe X, iar dacd (3) xeX, cu f{x) = - g(x) = oo, atunci (fBg)(x) = 0.

b)Operatia de adunare astfel definiti este comutativa insd nu este in
general asociativd, decit a.p.t. si aceasta numai in cazul in care functiile
respective sunt finite a.p.t.

Observatie. Definitia 3.2.14. este justificatd, deoarece functiile
integrabile sunt finite a.p.t., iar integrala dintr-o functie integrabili f nu se
modificd dacd modificim valorile Iui f pe o multime neglijabild. Din acest
punct de vedere putem vorbi de o functie f definitd pe un spatiu cu masuri X,
dacd f este definitd a.p.t. pe X. In continuare vom nota f @ g prin f + g,
semnificatia sumei rezultdnd din context.

3.2.15. Teorema. (Operatii cu functii misurabile) Fie (X, un spatiu
mdsurabil i M(X,.s) multimea functiilor - mdsurabile f: X—R. Atunci avem:

I)(V) fgeMMX o) 5i aeR, rezultd ci functiile [ + g, of, /f/ fve,
g fg apartin multimii M(X,.A).

20 (V) (fo)nst < MX, A& ),rezultd cd functiile supnsi(fn) st infoxi(fy)
apartin multimii (X, )
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3)(V) (f)nzt S MX ), cu fn2f, unde [ X—R, rezultd cid fe MX A )
Dem.1°)Daci xe X,aeR si f(ix)+g(x)>a, existd reQ, cu f{x)>r>a-g(x),
Le. f(x)>r si g(x)>a-r, i reciproc. Atunci putem scrie:
{xeX; (fre)(x)>a}= EJQ ({xeX; f(x)>r} N {xeX; g(x)>a-r}) (1)

Cum f si g sunt masurabile, rezultd cd multimile {xeX; f(x)>r} si
{xeX; g(x)>o-r} apartin lui .« deci intersectia lor apartine lui s si deci, Q
fiind numerabild, deducem din (1) ca {xeX; (ftg)(x)>a} €. de unde rezulta
(T.3.2.8.) f+g masurabila.

Evident-g € M(X, ), deci f-g € M(X,4L). Analog of € MX, AL ).

Daca a0, atunci avem:

{xeX; lf(x) | >} = {xeX; f(x)>a} U {xeX; f(x)<-a}, deci
{xeX; [f(x) |>0L}e &2, iar daca a<0, avem {xeX; |f(x)l>a} = Xed, de
unde rezultd (T.3.2.8.) | f| et(X. ).

Deoarece avem fvg = %( f+g+ | f-g | ), din cele de mai sus rezultd ca:

fvg € MX, ). Analog se aratd ci fag € MK L ).
Daca o >0, atunci avem:

{xeX; (%) |2>oc} = {xeX; f(x)>«/;} v {xeX; f(x)<- Ja 1deci {xeX;
lf(x) l *>a}e A, iar dacd 0<0, atunci avem: {xeX; | f(x) l >a} = Xe,
de unde rezulta (T.3.2.8.) ca | f| 2 este masurabil, i.e. | fI = MX AL ).

In fine, din relatia evident fg =%( | g |2 | f-g|?), deducem ca functia

fg este masurabild.
2°) Evident, avem relatia:
{xeX;sup fu(x)>a} = | {xeX;fi(x)>a}, (V)aeR.

n1
Deoarece{xeX;f(x)>a} e, (V)n>1,rezultad {x € X;supn>/(fr)(X)>0.} €,
deci functia sup f, este masurabild. Cum avem mf fa = - sup(-f), obtinem cz

n| n2l
functia m>tl” f, este masurabila. Din cele de mai sus si din relatiile:
fim £, = inf (supf), lm (&) = sup(inf £, .

n—0 n—w kZIl P >n ‘4

n—® n— \

deducem ca functiile lim £, st lim (f;) sunt médsurabile.

n—wo .
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3) Aplicdm 2) tindnd cont cd hm fu(x) = hm fi(x)= Im f,(x).

Corolar 1. Fie (X, &) un spatiu mdsurabil si f,g:X —R doud functii
masurabile. Atunci functia f+g este mdsurabila.

Dem. Consideram multimile urmitoare:

A= {x] ) [< o0, [g00) [<e0}; A= x| ) [ <, = w};

As =% [ 109 | =0, | g00) [ < 00} 5 Ay = 35 ) = () = £ o0};

As = {x; f(x) = - g(x) = £ }.
Din T.3.2.8. rezultd cd multimile Ai(i=1,5) sunt masurabile iar din T.3.2.15. &
P.3.2.9.5%, rezulti ca functia f+g este misurabili pe A, (v)i=1,5. Cum
A VA,V UA, =X, rezultd cd f+g este masurabild pe X.

Corolar 2. Fie (X&) un spatiu mdsurabil si f . X >R o functie.
Atunci f masurabild<functiile f = v 0 sif =-(f)v 0 sunt mdsurabile.

Dem. Aplicdm T.3.2.15. tindnd seama de relatia f = f-f

Observatie. S& prezentdm o variantd mai generala a aﬁrmatlel 3% din
T.3.2.15.,convenabild in aplicatii. Fie {;:X—>R(n=1) un sir convergent (a.p.t)
de functii masurabile finite (a.p.t). Atunci (3) £:X—>R mdsurabild a.i. £,5f.

3.2.16. Teoremi. Fie (X,.d) un spatiu mdsurabil si f-X >R o functie
mdsurabild. Atunci () fu X—>Rn=1), un sir de functii simple, a.i. f—1,
Daca f este §i marginitd (resp. f20), sirul (fu)n1 converge uniform (resp. este
monoton crescdltor).

Dem. Presupunem, pentru inceput, £20 si fie fu:X—>R(n>1), unsir de
functii definit astfel:

u,k 1<f( )<— (k =1,n2")
fa(x) = { 2n 2"

n ,ﬂx)Zn

Sa notfm Agp:={xeX; f(x)> n} ; A= {xeX; %Sf(xkzin }, (Wkel,n2",

unde n>1 este fixat. Evident familia (Ay) este o partitie masurabili a lui

ke n2"
X si avem relatia:

n2" k-1
£ = v Pu (x) +ne (x), (V) xeX,
k=l
deci f, este o functie simpla. Este clar ca f,., > f,, (V)n > 1.
(a) Dacd xeX si (3) N natural, cu f,(x) <N, rezulta:
0 < f(x) - fu(x) < 172", (V) n>N, deci f(x)=>f(x).
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b) Daca xeX si f{x) = o0, avem f(x) > n, (V)n>1, deci f(x) = n, (V)n=1
si deci fy(x)—> o = f(x),(n— )

Prin urmare, in ambele cazuri, avem : (V)xe X,fi(x) = {(x), (n— ).

Presupunem acum f masurabild arbitrara. Atunci f=f'-f~ sif", £~
sunt misurabile (T.3.2.15,Cor.1) nenegative. Exista, deci, f 5, g n:X—>R(n>1)
doua siruri de functii simple, cu f,-—— " sig . ——f".

Prin urmare, functiile h,: = f;-g,(n>1) sunt simple si avem h,s>f'-f~= f.

Corolarl Fie(X,un spatiu mdsurabil si fX—R o functie masu-
rabild. Atunci (9f:X—Rn>1), un sir de functii simple,ai. fux) Tf(x),
(V)x eX.

3.3. Siruri convergente de functii masurabile:
a.p.t., aproape uniform , in misuri

3.3.1. Definitie. Fie (X.2u) un spatiu cu masura §i f:X—>R(n > 1) un
sir de functii finite a.p.t. Vom spune cid (f))n>1 converge a.p.t.(aproape peste
tot), daca (3) o functic fX—R, (3) A c X neglijabil, a.i. sirul (£,(x))ns! este
convergent (in R) si are limita f(x), (V) xeX\A; vom scrie atunci f, —2P4 f

a) Dacd (fu).=1 este un sir de functii, finite a.p.t., care converge a.p.t.,
functia limita f nu este, in mod necesar, finitd a.p.t.

b) Daci (fy)ns1 este un sir de functii, finite a.p.t., care converge a.p.t.,
atunci functia limitd este unic determinatd a.p.t., ie. daci f,—2P1f si
f,—2PL 4 o rezultd f=g(a.p.t.)

c¢) Daca (f;)n1 este un sir de functii finite a.p.t., atunci (V)n > 1, f , este
finita pe X\A,unde A=U {x € X;|fq(x)=c0}, deci (f o(X))n21 € R, (V)x€AC.

n2|

3.3.2. Propozitie. Fie (X)) un spativ cu mdsurd completd i
fuX—>Rn=>1), un sir de functii masurabile, finite a.p.t., care converge a.p.t.
Atunci functia limitd f este mdsurabild.

Dem. Din ipoteza rezultd ca exista A < X neglijabila a.i. f(x)—>f(x),
(V)xeAc.Cum fiecare f,(n>1) este misurabild pe AS, rezulta (T.3.2.15,3%)

f masurabilda pe Ac. Maisura p fiind completa, rezultd (P3.2.9,Cor.3) f
misurabili pe A, deci (P.3.2.9.,3°) f misurabila pe X.
Observatie. Conditia ca p sé fie completd, in P.3.3.2., este esentiala.
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Contraexemplu. Fie X=[0,1], £={J,X}, u=0, f=¢ 0} si fi=f, (V)n=1.
Atunci, f,—22% f a.p.t,deoarece pu(X)=0, si f nu este masurabild (nefiind
constantd).

3.3.3. Definitie. Fie (X, .#%pt) un spatiu cu misuri si f,;X—>R (n>1) un
sir de functii masurabile, finite a.p.t. Vom spune ca (f;).>1 converge aproape
uniform (prescurtat a.u.), daci (3)fX—R misurabili cu proprietatea: (V)e>0,
(D Ac€ o cu p(A)<e si f,—~— f pe X\A yvom scrie atunci f,—22 5 f.

Observatia 1.Dacd vorbim de convergenta uniforma a girului (fu)w1 pe
multimea X\A, citre f, putem presupune ca f si fiecare f, (n>1) sunt finite pe
X\A..

Observatia 2. Daca (f,)..1 converge a.u. la f, nu rezultd,in mod
necesar,ca (fn)a»1 converge uniform a.p.t. (i.e. pe complementara unei multimi
neglijabile) la f.

Contraexemplu. Fie f:R—>R(n>1) un sir definit astfel: fi=@an, unde
An=(n"',2n™"). Atunci f,—“_5 0 si (f,)az1 nu converge uniform a.p.t. la 0.

3.3.4. Propozitie. Fie (X, p) un spatiu cu mdsurd, fn:X —R(n>1) un
sir de functii masurabile, finite ap.1. si {*X—R o functie mdasurabild. Dacd
Jo—2% 5 f atunci f finitd a.p.t. §i fu—225f

Dem. Cf. ipotezei, f,—2%  f, deci (V)k=1, (F)Aces al p(A)<l/k
si fi—~5f pe X\A¢ si deci f(x)—>f(x), (V)xeX\Ay. De aici rezultd ci
f(x)eR, (V)xeX\A,. Sa notdm mai departe A: = ﬂ Ay. Evident avem

k2]

Aest, X\A =] (X\AY); WASH(A)LI/K -0, (k—>0),

k=)
deci p(A) =0. Cum avem f(x)eR, (V)xe X\Ay, (V)k>1, rezulta f(x)eR,
(V)xeA°. Prin urmare f este finitd a.p.t. §i f, 2245 f
Observatie. Datorita P.3.3.4., rezulta ca putem considera functia f din
Def. 3.3.3. finita a.p.t.

3.3.5. Teoremi (Egorov).Fie (X 1) un spatiu cu mdsurd finitd i f,
f2:X—R (n21) masurabile, finite ap.t. Dacd fy,_*®' , f, atunci f—2% f
Dem. Din ipotezad rezultd cd existd o multime neglijabilda Aje. cu
proprietatea cd functiile f, fi,(n>1) sunt finite pe xeX\Ap si fL(x)—>f(x),
(V)xeX\A. Sa notam:
A=) {xeX; |00 | <1k } (nk21),

i2n

deci
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xe A | £(x) - fix) | <1/k, (V)i>n.
Sa ardtdm cé (V) k>1,multimea X\ U A, este de misurd nuld. Intr-

n2t

adevir, deoarece f(x)—>f(x), (V)xeX \ Ay, rezulti:
(V)xeX\Ao, (V)k = 1, (Dne21, at | f(x) - fx) | <1/k, (¥)nno,
deci xe A, .De aici rezultd X \ AogU Ank € X, deci &> X\U Aok C Ao

nzl n21
si deci, X\ ) Ani)<p(A0)=0, de unde rezulta ca multimea X\| | Any, s o
n2| nzl

notdm cu Agy, este de masura nula.
Evident, avem X= U Aok §1 Ank € Annik, (V)n21, deci, p fiind

n>0

continui (T.2.2.6.), rezulta:
(X = (Ao + (U Awd = lim p(An), (k1.

nxl
Atunci,(W)e>0  si k21,(Dme>l, al  p(XAw)<e/2",(V)n>n..Notand
A:=ﬂ An ravem Ac.aZsi relatia

HXA=( ) A Y, p(X AL S ), &2

k=1 k21 k21
S4 aritam acum cé f, —> f. Intr-adevir, (V)k>1, rezulta:
sup | £ - £ | <1k, (V) x € Awk 2 A,
deci
sup | £(x) - O | <1k, () n=ng, (V) k> 1.

xe4
Prin urmare f,—4— f, i.e. fi—2% 5 f.
Corolar 1. Fie (X, 1) un spatiu cu mdsurd finitd §i f, fu X—>R(n21),
mdsurabile, finite a.p.t. Atunci,f, 2Pl , f e f, @, f
Dem. Aplicim P.3.3.4. 51 T.3.3.5.

Observatie. Dacd p nu este finita, atunci T.3.3.5. nu este, In mod
necesar, adevirati

Contraexemplu. Fie spatiul cu masurd (R, %,A) si f:R->R(n>1) un
sir definit astfel, fi=0, ,unde Ax=[nnt1]. Atuncif, =0, deci {22, 0,

si (fn1 DU converge aproape uniform la 0.
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Lema 1. Fie XcR o multime mdsurabild Lebesgue si f:X—R o
Sfunctie %-simpld. Atunci (V) >0, (3) A, c X inchisd (in R),a.t. A(X\4)<e
sif / 4¢ continud.

Dem.Avem %Z Ck Qg > CU (ci=tm < R 1 (Bik=rs 0 partitie
k=1

F-misurabili a lui X. Fix3m €>0. Din P.2.3.8.rezulta:(V)k=1,n existd Ayc By
inchisd (in R) cu A(B\Ay)<e/n. Evident, familia (Ai)x-17 este mutual disjuncti
sif | A=ey, deci functia f | A este continui, (V)k=T,n si deci multimea

n
A= U Ay este inchisa si functia f |  este continud. In fine, observdm ci
k=1

AXAA [ BVA)) <)) MBL\A) <n(e/n)=¢
k=1 k=1

Ludm mai departe A.=A.

Lema 2. Fie X e %k o multime, cu A(X)<co, §i {2 X—R o functie
L — masurabila, finitd a.p.t. Atunci (V) €>0, (JA.X inchisd (m R) a7
AX\A)<¢g &f/Ag continud.

Dem. Din T.3.2.16. rezultd: (3) f;:X—>R(n>1),un sir de functii simple,
cu f—<5f Din Lema 1 deducem: (V)n>1, (3)A.cX inchisi (iIn R), a.l
?»(X\An)<s/2"+l & f IAn continud.Notdm A:= ﬂ A;; atunci A este Inchisi,

nx|
f,| A continua, (Y) n=1 siavem: )
MXVARL(Y XVA)S Y AXVAYS D e =en2
nz| nzt nzl
Aplicand T 3.3.5 sirului (f, I Azt , Tezultd cd (3) Ao A o multime
L - masurabila, cu A(A\Ay) < €/2 si f, | A—7> f| a Cum fiecare functie
£ a(n=1) este continud, putem presupune multimea A, inchisi. Deoarece
convergenta uniformd péstreazd continuitatea (T.1.2.39.), rezultd ca f | A
este continud. In fine, observim ca
AXVA)SAXVA)+A(AVA) <e2+el2=¢.

Punem mai departe A, = Ay

3.3.6. Teoremi (N. Luzin). Fie Xe % o multime §i f:X—R o functie
L — mdsurabila, finitd a.p.t. Atunci, (V) €> 0, (3 A.c X inchisd (in R), cu
AX\ AJ<85if/A£ continud.

Dem. Fie (In)nz) 0 enumerare a familiei numerabile ((k,k+1])xcz. Evident
avem: X=U Bn, unde B;=XNI, si A(B,)<1. Din Lema 2 rezulti: (V)n>1,

nz|
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(IA.cB, inchisa (in R) cu A(B\Ay)<e/2" si f | An continui. Sirul (Ap)n>1
format cu multimi inchise, este, evident, local finit si mutual disjunct, deci
A:=U A, este o multime inchisi (P.1.2.9.) si cum fiecare functie f | Aq(n=1)

n2l
este continud, rezultd , cf P.1.2.10., cd f | A este continud. In fine, observam ca
Xa=(J BN A=l Ba\Aw),
nxl nzl1 nzl
de unde deducem ca
A XA MBM<) | &2 =€
nxl nxl
Luam mai departe, A, = A.

Corolar 1.Fie Xe% o multime i fie f : X = R o functie L -
mdsurabild, finitd a.p.t. Atunci (V) >0, (PA. < X inchisd (in R), (J) g:X—R
continud, a.i. MX\AJ)<e i f=g pe A¢, deci A({xeX; f(x) #g(x)})<e.

Dem. Fie £>0 fixat si 4, < X cu proprietatile din T.3.3.6. Prelungim

apoi functia f l ac la o functie continud g:X—R, care, evident, satisface
conditiile din enunt.

Formalizind proprietatea pe care o au functiile masurabile Lebesgue,
dat de teorema lui Luzin, putem introduce urmitoarea definitie.

3.3.7. Definitie. Fie X €% o multime masurabild Lebesgue. O functie
£:X—>R o vom numi aproape continud, daci, (V) >0, (3) Ae < X, inchisi in
R, cu A(X\Ag)<esi f | Ae continua.

Cu aceasta, teorema lui Luzin si reciproca sa pot fi reformulate astfel.

Corolar 2. Fie Xe%k o multime §i fX—R o functie finitd ap.t.
Atunci f este mdsurabild Lebesgue < f aproape continud.

Dem. Implicatia (=) este T.3.3.6. reformulata.

(<)(V)n=1, cf ipotezei, (3)A, <X, inchisd in R, a1l A(X\Ay<1/n si
f I A, continud, deci f este L-masurabilad pe A;(P.3.2.13). Notam A:=U Ap;

nzl
atunci (P.3.2.9,3%) feste L-masurabila pe A si avem:
AXVA)Y=A([] X\VA) <A (X\Ap) <I/n, (V)nx1,
nzl
deci A (X\A)=0, i.e. X \ A este L-neglijabila. Din P.3.2.9., Cor.3, rezulta ca f
este L-mésurabild pe X\A, deci si pe X (P.3.2.9, 3%).

Observatia 1. Pentru a intelege mai exact sensul teoremei lui Luzin,
sd observam cd existd functii fR—>R masurabile Lebesgue si care sunt
discontinue in fiecare punct, ca de exemplu functia lui Dirichlet.
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Observatia 2. Functia g din Cor. 2 are proprictatea:
sup{ | g(x)|; xe 4, } =sup{ | g(9) | ; xeX } .
3.3.8. Definitie. Fie (X.#t)un spatiu cu masura si f:X—>R (n>1) un
sir de functii masurabile, finite a.p.t. Vom spune ca:
o (£)us1 este convergent in mdsurd, daci (3)£:X—R misurabili, a.i.
V) >0, p({xeX; |fx) - ) [> £1)—0 (n—> );
in acest caz vom scrie f,—£ 5 f;
e (f)nx1 este Cauchy (fundamental) in mdsurd, daca
(V) &0 , p({xeX; | f(0)-fu(x) | >£}) >0 (n,m—);
a) i~ 5 < (V) 0, @)n2l, ail p ({xeX; [f(x) - fu(x) |> €})<ke,
(V)n>n.(V)e, 0, (Nne,s21, al p({xeX; | fx) - fi(x) |> £1)< 8, (V)nzn,,s;
b) (fu)ns1, Cauchy in misurd < (V) €,6>0, (3) ne.5 =1, a.i:
n({xeX; |00 - () [> £1) <8, (V) nm 2 nes
< (V) e>0, (A) n. 21, al p({xeX; | fa(x)-fm(x) |> €}) <g, (V) nm>n,.
Observatia 1. In loc de “convergent in mdsurd ” vom mai spune
“p-convergent”; in loc de “Cauchy in masurd” vom mai spune “p-Cauchy”.
Observatia 2. Deoarece fiecare functie f(n>1) este finitd a.p.t.,
rezultd ca multimea |J {xeX; | f,,(x)|= oo }este neglijabild, deci (V)n,m>1,

nzl

avem a.p.t. relatiile:
(f - fu)(x) = f{x) - £2(x); (fa - fm)(X) = fu(X) - £n().
Observatia 3. Functia limita f din Def 3.3.8. este finitd a.p.t. .
Intr-adevir, (V) k 21, (3) nk 21, a1 pu({x; | f(x) - f(x) |>1})S1/n;Fie
A:=NAq sevident p(A)<I/k,(V)k2l,dect  p(A)=0.Atunci(V)k>1,functia

k=1

|f - fn, | este majorata de 1 pe X\A ., .Cum multimea |} {xeX;
’ k2l

neglijabila, rezulta ca f este finitd a.p.t. pe multimea X\A ., ,deci finitd a.p.t.
pe U ( X\A;, ) =X\A. Prin urmare f finita a.p.t. pe X.

k=1

fa, (x)= 0} este

3.3.9. Propozitie. Fie (X.u) un spatiu cu mdsurd i f,gfuX—R
(n21) functii mdsurabile, finite a.p.t. Dacd f,—*—f§i f,—E > g, atunci f = g
(ap.t.).
Dem. Fie ¢ >0 fixat. Din relatia:
) - 00| < 1100 - £i00 [+ | 200 - 00
rezultd cd a.p.t. avem:
{xeX; | f00-g00 | 26} (xeX;

,a.p.t pe X,

fx)-fu(x) | 262} U {xeX: | g(x)-fux) | 2e/2},
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deci

f(x)-2(0) [>€ y<p((xeX; | f0-£0) | 2 62 3+
g(%)-£(x) | > £/2}>0(n—0)

p({xeX;
+u({xeX;

f(x)-g(x) | >¢ })=0. Atunci avem:
fx) - gx) | > 1k 3,

si deci, p({xeX;
xeX; f0 =g} = |J (xeX;

k21

deci
p({xeX;fx)=g} < Y. p({xeX; | fx)-g(x) |2 1/k}) =0,

k21
de unde rezulta ca p({xeX; f(x)=g(x)})=0, i.e. f=g(a.p.t.)

Corolar 1. Fie (X, 11) un spatiu cu mdsurd §i f X—>R(n2>1) un sir de
functii mdsurabile, finite a.p.t., convergent th mdsurd. Atunci limita sa este o
functie unic determinatd a.p.t.

3.3.10. Teoremi. Fie (X« 1) un spatiu cu mdsurd si f f: X—Rn>1)
Sfunctii mdsurabile, finite a.p.t. Dacd f,—2% f, atunci fn—* 5 f.

Dem. Fie £>0 fixat. Cf. ipotezei (3) Ace, cu p(Ae) < € si (f)m
uniform convergent pe X\A. la f, deci (I)n=1, at | f(x)-fo(x) | <g,
(V)xe X\A,, n>n,. Atunci avem:

X\ A, (xeX; | f()-(x) | <e}, (V)n2n,
deci
{xeX; | {0)-f0 |2 8} € Ao, (V)n2
si deci
H({xeX; | f00-600 [2 €}) < p(Ad) <, (V) n2n.
Prin urmare f,—# 4 f.

Corolar 1 (H. Lebesgue). Fie (X, 1) un spatiu cu mdsurd finitd si
fif:X—R (n > 1) functii masurabile, finite ap.t. Dacd f 2Pt f atunci
fo—t 1.

Dem. Din T.3.3.5. rezultd f, — 2% f deci putem aplica T.3.3.10.

Observatie. Reciproca T.3.3.10, nu este,in mod necesar,adevarata.

Contraexemplu. Considerdam spatiul cu masurd ( [0,1], %o1y, A ) si
fa: [0,1]>R (n=1) un sir de functii definit astfel:

(f)n21=( Ppo.1) ; P02, P21 ; Pro3 P23 P31 wevevee)-

Asadar avem f, —£ 3 0, f, 2P , 0sif,—%% 50
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3.3.11. Propozitie. Fie (X, 1) un spatiu cu mdsurd §i fu X—=R (n>1)
un gir de functii mdsurabile, finite a.p.t. Atunci: (fy)n> convergent tn mdsurd
dacd §i numai dacd satisface conditiile:

1%) (f;)us1 este Cauchy n mdsurd;

2°) (fi)n1 posedd un subgir (£a, ), convergent in mdsurd.

Dem. (=) Fie f:X—R maisurabila,finitd a.p.t., cu £.5f Atunci(V)
£>0, a.p.t. pe X avem relatiile:
1xeX; | fu(x) - fa(x) | > €} € (xeX; | fu(x) - f(x) | > 2}

U {xeX; | fu(x) - f(x) |> €12},
deci

n({xeX; | f(x)-fa(x) | > €}) < p({xeX; | f(x)-f(x) |> e/2})+
fu(x)-f(x) | > £/2})
si deci lim p({xeX;|fu(x) - fu(x)| >€}) = 0.

n,m-—»o

+p({xeX;

Prin urmare (f,)n> este pu-Cauchy.
(<) Fie £>0 fixat. Cf. 1°) (3) n:21, a.i.

n({xeX; | fu(x) - fa() | >e2)) <2, (VInm=n. (1)
Din 2°% rezulta: (3) ko>1, a.i.
n({xeX; | fa (x)- fx) | >e/2}) <e2, (V)k=ko )

Evident, putem presupune n;_>n, Cum avem a.p.t.

xeX; | fx) - f.x) | >} < xeX; | f(x) - fny, (x) | >e2} L
U {xeX;| fag (x)- F0) | >€/2},
din (1)si(2) rezulta:
n({xeX; | fx)-fu(x) | >e}) <e/2+ e2=¢, (V) n > n..

Prin urmare, (f)n> este p-convergent la f.

3.3.12. Teorema (F. Riesz). Fie (X ) un spatiu cu mdsurd §i
fuX—R (n21) un sir de functii mdsurabile, finite a.p.t. Dacd (f)ns1 este
Cauchy tn mdsurd, atunci el posedd un subgir (f)rz1 convergent aproape
uniform, deci convergent a.p.t.

98

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Dem. Deoarece (f;)n>1 este p-Cauchy, rezulta: (V) k > 1,(3) ne> 1, a.l.
p({xeX; | £0)- fa, x)|>1/2)<1/2", (V) n>n,
deci,(3) n<nz<...<ng<...,naturale, cu proprietatea:
n({xeX;| fan () - fu, )] >1/250) <125, (V) k>1.
Notim Am: = U {xeX;| fary (X) - fa )] >1/25} (m>1).

k=m
Atunci,
A < T p({xeX;| fa ) - o @] >12) <3 125=12"

k>m k>m

Evident, (V)m=1, avem: sup | fa.., (X)- fa, (X)]<1/2™, (V) x€X\An,

k>m

deci (fn, ),., este uniform Cauchy si deci uniform convergent pe multimea X\Aq,

catre o functie gn:X\An—>R.
Dacd A=) Am, avem Ae i L(A)<P(An)<1/2">0, (m—o), deci

m2]

pw(A)=0. Cum, evident, avem AnDAm:1,(V)m>1, rezultd X\AncX\An+, deci,
in  virtutea unicité;ii limitei unui sir uniform convergent, rezulta
Zmi lX\Am=gm,(‘v’)m21. De aici deducem cd este corect definiti functia,
f:X—R,prin relatia f(x)=gm(x), daca xeX\A, m>1 si f(x)=0 daca xeA. Din
P.3.2.9,3°) rezulti f masurabild. Deoarece sirul (fa, )... converge uniform, pe

multimea X \ A, la f, pentru orice m>1, deducem ci (fa, )., converge aproape
uniform la f. Ultima parte din enunt rezulti din P.3.3.4.

Corolar 1. Fie (X, o 11) un spatiu cu mdsurd §i f,: X —R (n>1) un sir
de functii masurabile, finite a.p.t. Atunci,(fn)n>1 este convergent in mdsurd <
(fn)nz1 este Cauchy in mdsurd.

Dem. Implicatia (=) rezulta din P.3.3.11. B

(<) Dacd (fn>1 este p-Cauchy, atunci (T.3.3.12)(If:X—>R
masurabild i (3) (fn, )., €(f)w1, @1 fn, —2% 51, deci (T.3.3.10) fo, —£ 5 f.
Din P.3.3.11. rezulta f,—# 3 f.

Corvolar 2. Fie (X, 1) un spatiu cu mdsurd si f X—R (n2>1) un sir
de functii mdsurabile, finite ap. Dacd existd f,g:X—R doud functii
mdasurabile, a.i fo—“ >f §si fo—2PY , g (resp. fn —2L sg), atunci
f=gla.p.t.).

Dem. Din T.3.3.12. rezulti:(3) (fa,)

converge aproape uniform, deci a.p.t., la f. Asadar avem: f, 3Pt ,f si
fn, —2Pt 5 g deci f=g (a.p.t.).

un subsir al sirului (f;).) care

ka2t
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Corolar 3. Fie (X 44n) un spativ cu mdasurd si f,f,:X—>R(n=1)
mdsurabile,finite p.t. Dacd f,5f atunci (3 (fu, ),,, Sfn2i, @l £, —22L 5 f.

3.3.13 Propozitie. Fie (X, 1y) un spatiu cu mdsurd ﬁnita si ff: X—>R
(n21) functii masurabile, finite a.p.t. Atunci f,—~ 5 f < orice subgir al
sirului (fo)n2 contine cel putin un subsir convergent a.p.t. la f.

Dem. (=) Fie (gn)n>1 un subsir al sirului (f)n>1. Evident, g, —£ £,
deci (T.3.3.12,Cor.3) () (gny ).., < (Bn)n=1> CU g, —2BL , f.

(<) Fie a >0 fixat, Ap:={xeX; I f(x)- fu(x) | > o} sicp: = WAy (n21).
Cf. ipotezei (V)(ga)n>1 un subsir al sirului (o)1, existd(gn, ), un subsir al
sirului (gq)ns1, convergent a.p.t. la f. Cum p(X)<eo, rezulta (T.3.3.10,Cor.1)
gn —4 1, deci p(An, ) >0 (k—0). Agadar, orice subsir al sirului numeric
(cn)nz1 contine cel putin un subsir convergent la 0, de unde rezultd imediat ca
cn—0, deci u(An)—0.

Prin urmare f,—# , f. _

3.3.14. Teoremi. Fie Xe%gp o multime 5i fX>R o functie
mdsurabild Lebesgue, finitd (a.p.t.). Atunci (J) f,;X—>R (n2>1) un sir de functii
continue, a.i. fu—*f.

Dem. Fie (gq)n>1 <(0,0), £,—0, fixat. Din T.3.3.6,Cor.1 rezulta:

(V) n21, (3) f:X—>R continud, a.i. A({xeX; f(x) # fu(x)}) <e&,.

S3 aratim ca f, —* ,f. Intr-adevir, fie € > 0, fixat si n, >1,-a.1. g, <&,

(V) n>1. Evident avem a.p.t.: '

(xeX; | fx)- £, L) },(V)n=n,,
deci

- fa(x) |>¢ N ({xeX; f(x)#fh(x)})<en, (V) n 2 ng,
si deci

AM{xeX; | f(x)- fu(x) | >g})—0 (n— ). Prin urmare, f, _* ,f.

Corolar 1 (M. Fréchet). Fie Xe%g o multime §i fX—>R o functie
mdsurabild Lebesgue, finitd (a.p.t.). Atunci (3) f,; X—R (n=1),un sir de functii
continue, a.i. f, 2Pt , f

Dem. Din T.3.3.14. rezultd cd (3) f;:X—>R (n>1), un sir de functii
continud, a.f. f,_* ,f, iar din T.3.3.12,Cor.3, rezultd ci sirul (f,),>; posedi

un subsir (fn, )., , cu proprietatea cd f,, —2Pt ,f

k2l ?
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CAPITOLUL 4
FUNCTII INTEGRABILE

Integrala Lebesgue este o generalizare a integralei Riemann.
Integrala Lebesgue are la bazd urmaitoarea idee simpla, sugeratd de definitia
integralei Riemann. S& o prezentdm, partial, grafic.

Fie [a,b] R un interval, % familia multimilor mésurabile Lebesgue din R,

A\: Zr— R misura Lebesgue si f : [a,b] — R+ o functie cu proprietatea:
(V) [c,d]cR: = {x€[a,b]; c < f{x) <d} € % (D
Fie mai departe A = (Vi)ico» 0 diviziune a lui R, (nu a lui [a,b]!) si suma
or(A):= 1<_Z< Yo A({xe[abl; yu <fx) <yi})  (2)

Ssn

(suma care corespunde sumei o A,Ex)! din integrala Riemann).
Atunci I b]fd/‘L: =sup.{or(A); Ae Div[0,o]}

Daci f': [a,b] > R, atunci L,b]fdl: = le]f dA - va]f dA 3
Cazul general al teoriei integralei se obtine luand in locul tripletului

([a,b], £r. N) un spafiu cu masurd (X, 4 ) si functia f : X—>R este o
functie . masurabila.

yf y
1/

Ai={xelably,, < f(x)<y}=
“4Y 4

N

<

¥ PO

X
>

(- —=—=——=—=4

ol 2 Ty A4 b
Sa observam ca proprietatea (1) este necesarad pentru a avea sens suma
din (2). Relatia (3) poate s& nu aiba sens §i atunci vom spune cé functia f nu

are integrald.
*

Fie (X,.#p) un spatiu cu masurd. Vom nota cu AX.o), MX . )
multimea functiilor simple, resp.mdsurabile £:X— R si cu F(X, &), M:(X )
multimea functiilor simple nenegative, resp. mdsurabile nenegative f:X—> R.
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Vom defini integrala unei functii f : X—>R in trei etape succesive.
Mai intdi, pentru functiile simple, apoi pentru functiile méasurabile nenegative
sii, in fine, pentru functille mdsurabile arbitrare. Deoarece,

L (X A (X AHMX, &) va trebul sd ardtam cd fiecare definifie este
coerentd cu cea precedentd. Vom demonstra mai intdi proprietatile integralei

L fdp pentru f€e AX, ), din care vom deduce proprietdile integralei L fdu

pentru fe.#.(X ), din care vom deduce mai departe, proprietgtile integralei
J; _fdu pentru f €.4(X )

Printre rezultatele mai importante din acest capitol semnalez:
proprietiti ale integralei: monotonie, liniaritate, absolut continuitate; criterii
de integrabilitate; trecerea la limitd subsemnul integral (teorema Beppo Levi
a convergenfei monotone, lema lui Fatou, teorema Lebesgue a convergentei
dominate); relatia dintre integrala Riemann i integrala Lebesgue; teoremele
de descompunere ale lui Hahn, Jordan, Lebesgue; teorema de reprezentare a
lui Radon-Nikodim; teoremele Tonelli si Fubini de calcul a integralelor
multiple.

4.1. Definitia integralei. Proprietati elementare.

4.1.1. Definitie. Fie (X, . p) un spatiu cu masuri, f: X — R o functie

simpla $iZc:' ¢, o reprezentare canonicd a lui f. Dacd expresia ‘Zcf,u (A)

i=l i=
are sens, se noteazi cu J; f(x)du, J; fdu, j fdu etc. si se numeste integrala
din f (pe X ); vom spune atunci ca f are integrald. Daca f are integrald si

integrala sa este finita, i.e. ' J; fdp‘ < oo, f'se numeste integrabild (pe X). Vom

spune ci f are integrald pe A€, dacd functia fo 4 are integrald; integrala

L foadu se noteazi cu L fdu si se numeste integrala din f pe A. Daca tn

plus,

L fa’,u‘ <t+oo, f'se numeste integrabild pe A. Daci (X, #p) = (R, %, \)

integrala din f, [ fd\, definitd mai sus,se numeste integrala Lebesgue pe R
etc. Vom nota cu (X)) multimea functiilor simple integrabile £: X — R.

Exemple 1) Fie fR—R functia lui Dinichlet, deci f=1-¢ o+0- ¢ rio

sideci [, fdA=1-A(Q)+0-A(R\Q)=0, prin urmare, f este integrabild Lebesgue.
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2) Fie f: R— R functia lui Heaviside, i.e. f(x) = 1, dacd x > 0 1 f(x) =
0, dacd x < 0. Atunci, £=1+¢, +0°pg., deci [ /a2 = 1-N (Ro)+0-N (R )=co.
Asadar, f are integrald insi, nu este integrabild Lebesgue. Se vede imediat ca
-[—1,1] fdA=1, deci f este integrabila Lebesgue pe [-1,1].

3)Fie spafiul cu masura (N,2~, p) unde p este masura de numdrare.
Atunci, (V) AcN si fN—R, functia caracteristicd a multimii A, avem
L fdu = card(A), deci: f integrabilda < card(A) < oo.

4)Fie £ : R—R functia signum, deci f = -1*pr" + 0@+ l°gr’ .

Atunci, suma : —1*A (R) + 0eA ({0}) + 1eA (R:") nu are sens, deci functia f
nu are integrald Lebesgue. Sa observam ca f are integrald Lebesgue pe R ca
si pe R, fard si fic integrabild si cid f este integrabild Lebesgue pe orice
interval marginit Ic R si avem '[ fdA =¢{INR.)- {INR).

4.1.2.Propozitie (Unicitatea integralei)- Fie (X« 1) un spativ cu
mdsurd §i f . X—>R o functie simpld care are integrald. Atunci, integrala din f
este un numdr unic determinat de f.

. . m - - s . .
Dem. Fie iai(PAi $1 2.bjep, doud reprezentdri canonice ale lui f.
i=l j=l

Atunci, (P.3.1.2.) avem:
f= Zl ilai Pcij= il _"ZIbJ eci, (1)
i=l = o=
unde C;; : = A;NB;. Evident familia (Cj)i= i j= ;= constituie o partitie finitd
«#masurabild a lui X. Dacid C; # @ si xg €Cjj, avem (cf (1)) f(xo) = a; = b;,
deci coeﬁcien;ii lui @ cj, cu Cj 2 , in cele doud sume din (1), sunt egali, de
unde deducem :

n m m

S Yaup©p=Y Ybhucy

=l =1 j=1 =l
Evident insd avem :

> Dan(Cy) =Y au(A), Y, Y bu(Cy = buBy,
=l j=1 i=] Jj=l =l J=l

deci Zai,u (A= be,u (B)) st deci unicitatea integralei din f este aritati.
i=] J=1
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4.1.3. Propozitie. Fie (X.s%yy) un spafiv cu mdsurd §i fX—>R o
functie simpld. Atunci f integrabild < |f| integrabild.

Dem. Fie f= ic,-(p a, O reprezentare canonicd a lui f. Evident, I f | =

i=1
=ZICi| @4 . Atunci avem : f integrabild <:>(V)i=l,_n , cu W(Aj)=00, rezulta ¢;=0
i=]
& (V)i= La, cup (A)=0, rezultd [c|=0 <|f] integrabila.
4.1.4.Propozitie (Proprietafi elementare ale integralei).Fie (X .oy un
spatiu cu mdsurd §i f=iciq) A, 0 functie simpld definitd pe X. Atunci au loc,
i=1

cu convetia 0-(to) = 0, afirmatiile :

1% fintegrabild < (V) i€l,n, cu pu(4)= o0, rezultd c;i=0<x(V)iel,n,
cuci#=0, avem u (4)< oo.

2% j‘\ fdu =Z'c,-/1 (4, undez' este extinsd la tofi indicii i,

i=]

i=l,n, cu proprietatea cd ci= 0 sau u (4) = 0
3°) Daca 20 (resp.<0), rezultd ca J; fdu are sens §i avem L fdu>0
(resp. <0), deci : fintegrabild < L fdy < oo (resp.> -o0).

Intr-adevir, dacd f > 0, rezultd ¢; > 0, (V) i = 1,n, deci suma

D" cipt (Aj) are sens si este > 0, etc.
i=1

4°) Daca f este integrabild (pe X), rezultd cd f este integrabild pe
orice multime A €.

Fix8m A€ & ; fo, = ici(pAnAv . Daca (3) i=l,n, p (ANA)=0,
i=l !

rezultd p (Aj)=co. Cum f este integrabild, rezulti (cf1°%) ¢; = 0, deci (c£.1°%)
fo, este integrabila.

5°) Daca A €L5i p (A)< 00, Tn particular, dacd p (X)< oo, rezultd cd f
este integrabild pe A.

Fie A€ cu p (A)<oo. Din 4°) rezulta J;fd,u =Zc:',u (ANA)). Cum
i=1
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L (ANA)Sp(A)<oo, (V) i€ 1,n, rezulti ‘ L fd,u’ < Z,c:] i (A< etc.
i=l
6’ ) Daca A€o §i u(A)=0, rezulta f integrabilda pe A §i
avem L fdu =0.

Intr-adevar , fpa= Y ci panai si MANAY =0, (V)1 €Ln deci

i=]
L fdu=>"cip(ANAY=0
i=1 .
7°) Dacd A €#5i f=¢ 4 avem J.‘ fdu=p(A), deci : f integrabild <

Su(d) < oo
Scriem f= 1+ @ , + 0+ x\a §1 aplicim definitia integralei.
80) I\|f| du existd si avem : L|f| du=0sf =0(@ap.t)-

/] =,Z::|CI| @ ai, deci cf.3%) J;|f| dp existi. Evident avem : J;|f| dp =0

& Yleln(A) =0 |of p(A)=0,(V)i=Ln < (V)i=Ln,avemc; =0
i=1
sau L (A) =0 f=0(apt).
9°) fintegrabild <) o] u (4)< oo
i=1

f integrabila <> | f| integrabila < i|c,-| H(A)= [ |/]dp<oo.
i=] i

4.1.5.Teorema (Operatii algebrice cu functii integrabile simple). Fie
(X, o 1) un spativ cu masurd, f,g : X—>R doud functii simple, integrabile
(resp. nenegative). Atunci functiile f+g, of (ax€R) sunt simple integrabile
(resp. nenegative) si avem relatzzle '

[U+edu= [ fau+ [ gdu; [ (@du=a i

Dem. 1 ) Fie iai(p A, ,ib ,op, doud reprezentiri canonice ale lui fsi g
i=1 j=I

respectiv,presupuse integrabile. Atunci (P.3.1.2.) :

f= iZacpq,,g Zlecu (Ci = ANB;),

i=l j=1
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deci frg = i i (ai+bj)gpc;

=l j=1
si familia (Cy)i - in j - im constituie o partitie mdsurabild a lui X.
Dacda y (Cy) = oo, rezultd p1 (4) = p (B) = oo, deci a; = b; = 0 i deci
a;i+b=0, prin urmare f+g este integrabild Mai departe avem

j(f+g)du 33 @ +bu(C) =D Y anCy+ Y Y bu(C,) = [ fdn+ [ edu

i=l j=1 i=t j=l =1 j=I

2%) of = i‘,aa oa Dacd p (4)= o0, rezultd a;= 0, deci aa; = 0 §i deci

of integrabild. In f ine, avem :
L aofdy = Zaai,u(Ai) = az au(A)=a ‘& fdu.
i=1 i=1
Rationament analog cdnd f §i g sunt simple nenegative.
Corolar 1.Fie (X, o 1) un spatiu cu mdsurd §i f,g: X—R doud functii
simple, integrabile (resp. nenegative), cu f <g. Atunci J;( fdu < J; gdu.

Dem. Functia h=g-f este simpld, integrabild (resp. nenegativd) si
g=f+h. Atunci (T.4.1.5.):

Lgdﬂ = J'\ fdu+ _Lhdﬂ 2 L fdp
Corolar 2.Fie (X, 1) un spatiu cu mdsurd si f,g - X—R doud functii
simple, cu | f | <g si gintegrabild. Atunci f este integrabild.
Dem. Din Cor.1 rezulta L|f|£ Lgdy <00, deci |f| integrabila si
deci f integrabild (P.4.1.3.)
Corolar 3. Fie (X.y) un spatiu cu mdsurd. Atunci operatiile

vectoriale naturale f+g, of, definesc pe & (X,.4u) o structurd de R-spattu
vectorial, iar integrala [, :9'(X,.4 p)—R este o functionald liniard

monoton crescdtoare.
Dem. Aplicam T. 4.1.5. si Cor.1

4.1.6.Propozitie. Fie (X,.4/1y) un spatiu cu mdsurd si /- X—R o functie
simpld, nenegativd. Atunci avem :

L fdu = sup J; hdy; 0 < h < f hsimpld}
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Dem. Fie 0<h<f, h simpld fixatd. Atunci (T1.4.1.5.,Cor.l) avem
J;hd,u < _L fdu deci
sup{ Lhdﬂ;oshsf,hsimpla} < Lfdp.

Cum 0 <h<f si f simpld este adevdrati si inegalitatea contrara.
4.1.7.Teorema.Fie (X,.o# 1) un spatiu cu mdsurd §i f : X—>R o functie
simpld. Atunci, avem :

20 (apt) < Lfd,u >0(V) Aest

Dem. (=) Fie N:={x€ X; f(x)< 0}. Cum f mdsurabild, avem(T.3.2.8.)
Ne.oZ deci cf ipotezei rezulta p(N)=0 si deci (P.4.1.4,6%)) L fdu=0.

Deoarece f> 0 pe X\ A, rezulta L\A fdu>0 deci(T.4.1.5.)
[ fau= [ fpu+oeimdu= [ fdu+ | fduz0.
Fie acum A€.«4 Atunci functia fp, este simpla si fp >0 (a.p.t.), deci

[ i = |, fo adp>0.

(<) Fie Zc,'(oA, o reprezentare canonicd a lui f. Cf ipotezei

i=|

avem L fdu>0,(Y)c=1Ln, deci cip(A)= L fdu>0,(v)i=1n

sideci (V) i= L,n, cuc; <0, avem p (A;) = 0. Atunci multimea
{(xeX; f(x) <0} = U{Asi=Ln,ci <0}
este de masurd nuld, i.e. >0 (a.p.t.)

Corolar 1. Fie (X ,.&411 ) un spatiu cu mdsurd §i fg : —>R doud funclii
simple integrabile. Atunci avem :

1)) f<gapt) = Lfd,us Lgdy, (V) Aed
)f=glapt) & | fdu= | gdu () Aews

) f=0@p.t) o Lfdy= 0, (V) Aes

Dem. 1% Fie h : = g — f. Cf. T.4.1.5. h este simpld integrabild, deci
(T.4.1.7.) avem:

f<g(apt)=h>0(apt) L (g - f)du=0, (V) A€etc.

2% rezulti din 1% si 3°) rezulta din 29.
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4.1.8.Propozitie.Fie ( X% 1) un spafiu cu masurd si f-X—>R o functie
simpld, integrabild (resp. nenegativd). Atunci (V)(Ap)n21 C AZun sir mutual

disjunct §i A = UAn, avem relatia L fdu= ZL fdu .

n2l 21

Dem. Presupunem f integrabild si fie icichi o reprezentare canonica
i=1

a lui f Atunci avem :

[ fdu=J, foadp=[ (i Ci Anp, JdH = Zlc M(ANBI)

Analog avem :
[ fdu=3 cp(4nn B, (V) n21.
" i=1

Sirul (AsNBj)e: fiind mutual disjunct si | (4 B)=ANB;, rezultd

n2|

k(ANB) = > (A" B)(V)ielm

nzl|

deci

[ fau=ScularB)- zc,[zy(AmB,) Z(Zc,y(AntlJ:Z [ .

nzl nz| \ i=l n2l

Corolar 1.Fie (X,.«Z1) un spatiu cu mdasurd §i f: X—R o functie simpla
integrabild nenegativd. Atunci relatia vf(4):= L fadu, A€ defineste o
mdasurd finitd pe X.

Dem. Evident v{@)=0, v¢ >0 si cf. P.4.1.8. v¢ este numerabil aditiva.
Cum v¢ (X)= I\ Jfdy <co, rezultd vy finita.

Corolar 2.Fie (X, p) un spatiu cu masurd §i f-X—R o functie simpld
integrabild. Atunci aplicatia,vy: . —R, definitd astfel v (4):= L fdu, este
continud (neconditionat) §i numerabil aditiva.

Dém. Functiile £ si ™ sunt simple integrabile nenegative, deci (Cor.1)

vi* si ve~ sunt misuri finite, deci sunt continue (T.2.2.6.) si numerabil aditive
pe .. In fine avem :

ve(A) = [ fdp= [/ du= [ frdu=ve (A) - vi (A), (V) Aet

deci ve=v¢* - v¢~ sideci veeste continud si numerabil aditiva.
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4.1.9.Definitie.Fie (X.#L) un spatiu cu masura si f:X— R o functie ;
distingem urmadtorii doi pasi :

1) f mdsurabild nenegativd. Atunci integrala din f pe X se
defineste prin relatia :

Jy fdu = sup{jx hdu;h e £+ (X, ﬂ)},
unde cu & (X,A) am notat multimea functiilor simple h : X5>R, 0 <h < f
Daca J:( Jfdp<oo, functia f se numeste integrabild (pe X), iar daca L fdu=oo,

vom spune ca f are integrald (pe X).
i) f mdsurabild arbitrard. Atunci integrala din f pe X se definegte
prin relatia :
fy fdu = [ f+du —[ fdu,

daci cel putin una din cele doui integrale este finitd. Daci ’ _L fdy’ < o0,

functia f se numeste integrabild (pe X), iar daca ‘.[( fd,u' = 00, vom spune ca f

are integrald pe X. Vom nota cu Z'(X .+ 1) multimea Junctiilor integrabile
fX— R .Fixim A€.« Integrala din f pe multimea A se defineste prin relatia
[, fdu = [, fo du ,dacé functia fo, are integrala (pe X). Daca “;fdp‘ < 00,
functia f se numeste inegrabild pe A

a) Daca feste masurabild si f >0 (resp. f< 0), atunci f are integrala si

[. fdu €10,00] (resp.[-o0, O]).
b) Daca f este masurabild, atunci avem :
fintegrabild < J" Frdu<oo & ﬁ fdu <o,

4.1.10. Propozitie (Proprietdti elementare ale integralei). Fie (X .7 p)
un spatiu cu mdsurd. Atunci au loc urmatoarele proprietdti :

1°) Fie f: X—>R o functie mdsurabild. Dacd f este integrabild (resp.
are integrald), atunci integrala L Jdu este unic determinatd.

Unicitatea integralei din functii simple (P.4.1.2.) implicd unicitatea
integralei din functii mésurabile nenegative, de unde rezulta unicitatea
integralei din functiile f "si f ~ etc.

2°) Fie f: X—R o functie simpld. Dinrelatiaf =f"-f " sidin P.4.1.6.
rezultd cd cele doud definitii ale integralei J.‘ fdu (D A4.1.1. §i D.4.1.9.) sunt

compatibile intre ele.
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Tinem seama cé functiile simple sunt masurabile (P.3.2.11.)

3% Fie f : X—>R o functie mdsurabild nenegativd. Atunci f are
fntotdeauna integrald, dar nu este in mod necesar integrabild (v. Functia
fC)=[x], x€R-)

"[inerg seama cd orice multime de numere reale are margine
superioard inR.

4°) Exista Junctii mdsurabile [ : X >R care au integrald, resp. care
nu au integrald (v. functia sign pe [-1, 1], resp. pe R).

5% Fie f g : X>R doud JSunctii mdsurabile nenegative, cu f < g
Atunci _L fdu < L gdu. In particular, dacd g este integrabild rezultd f
integrabild.

Fie # ,#4 multimea functiilor simple nenegative, h:X— R, majorate
de f, resp. g. Atunci & ;S &, deci

J;(fd,u = sup{.[( hdu;he §; }S sup{_[\, hdu;he S, }z _f\ gdu
6 ) Fie f : X—>R o functie mdsurabild nenegativi si ABeé# A c B,

Atunci L fdu < L fdu.

Functiile fpa, feos sunt miasurabile (T.3.2.15.) nenegative si
fo a<fps. Atunci cf. 5°) rezulta :

[ fdu={, fo du<| fo,du= [ fdu

7°) Fie f: X >R o Sfunctie integrabild (resp. mdsurabild nenegativad).
Atunci f este integrabild (resp. are integrald) pe orice multime A €.

Distingem trei cazuri posibile.

i) f integrabild nenegativd. Atunci 0 < f @ a < {51 fpa este misurabila
(T.3.2.15.), deci cf.5%) [, fp,du< ], fdu< oo si deci L fdu<oo. Asadar, f este
integrabild pe A.

ii) f integrabild arbitrard. Atunci f*si f™sunt integrabile, deci (cf.i))
f*@u §i @4 sunt integrabile. Cum (fgu)" = " gu si (fu) =f @u, rezulta fou
integrabila, i.e. f integrabila pe A.

11) f mdsurabild nenegativd. Atunci fo o este masurabild nenegativi,
deci (c£.3%)f @ 4 are integrala si deci f are integrald pe A.

110

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



8) Fief: X >R o Sfunctie mdsurabild nenegativa. Atunci J; fdu >0,

(V) A€o
Intr-adevir, fo, este o functie masurabilda nenegativd, deci

L Foudp >0, ie. L fdu >0.

9°) Fief: X >R o Sfunctie mdsurabild, cu f = 0 (a.p.t). Atunci f este
integrabild si L fdu=20 (v) Aco

Functiile f *si f ~ sunt mdsurabile nenegative si, cf. ipotezei, sunt nule
a.p.t. Daca 0< h < ', h simpl, atunci h = 0 (a.p.t.), deci (T.4.1.7.,Cor.1)
Lhdyz 0 si deci

[/ du=supl[ hdp0<h< s simpla | = 0

Analog se aratd ca J;,f'd,u =0, deci .L fdu=0.

Fie acum A€ fixat. Atunci f@ A este masurabila (T.3.2.15.) si,
evident, fp o =0 (a.p.t.), deci j‘ foudu =0 si deci L fdu=0.

10°) Fie f : X>R o Sfunctie mdsurabild, cu f > 0 (ap.t). Atunci
_[( Jfdu exista si este nenegativa.

Intr-adevir, din f > 0 (a.p.t.) rezultd f~= 0 (a.p.t.), deci (cf. 9°))avem
J;( f~du=0.Mai departe, f este masurabila si f> 0, deci (cf. 8°)) J" fdu>0.

Prin urmare :

= “du— “du= “du>
[ = [ frdu=[ fau=[ frdu>0

11° Fief: X >R o functie mdsurabild. Atunci f este integrabild pe
orice multime A €47 de mdsurd nuld §i avem L fdu = 0.

Fie A€ cu p (A)=0, fixatd. Atunci functia fo 5 este masurabild si
nuld a.p.t., deci (cf. 9°) fpa este integrabild si avem J; Joadu= 0, ie.

L fdu=0.
12°)Fie f: X >R o functie mdsurabild nenegativd. Atunci avem
relatia J;(—f) d,uz—Lfd,u, (V) A&
Evident avem (-f)" = 0 si (-f) = £, deci
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[ = (1Y du= (1) du=-[ rap
13°) Fief: X —R o functie mdsurabild. Atunci avem L| f |d,u =0

f=0@p.t)
(=) Fiec >0 fixat i A : = {x€X; f(x)l > c}.Evident avem C(pASIf

deci cu(A) < L| fldu = 0 si deci u(A) = 0. Deoarece,

2

(X€X:H(x) % 0} = U{x e X;

n2l

f(x)|> l} ,
n

rezultd ca p ({xeX;f(x)#0}) = 0, deci feste nuld a.p.t.
4.1.11.Propozitie. Fie (X,.o#1y) un spafiu cu mdsurd si f - X—>R o
functie masurabild. Atunci f este integrabild < | f | este integrabild.

Dem.(=) Fie h:X— R simpli, 0 < h < |f

, fixatd. Fie multimea
A:={x€X; fix) > 0} si B = X\A. Evident functiile hga, hop sunt simple si
avem 0 < hpa < 7, 0 < hog < ™ h=ha + hs. Atunci (T.4.1.5.)
.[x hdp =Ixh(pAdp+j'xh(dep SIX f*dp+_[xf“dp= M < oo
Prin urmare,
[l =supd[ hdp0 < h<|f
deci |f] este integrabild. 0
(<=) Evident 0<f ™, f'<| ], deci (P.4.1.10, 5%) £ * 5i £~ sunt integrabile
si deci f este integrabila.
Corolar 1. Fie (X .e71) un spatiu cu mdsurd si . X—>R o functie
mdsurabild. Atunci f integrabild < (3) g : X— R integrabild, a.T | f | <g.
Dem. (<) Din P.4.1.10,5°) rezulta j\,| fldu < L gdu< o, deci |f]

,h simpla} < o0,

este integrabila si deci (P.4.1.11.) feste integrabila.

Corolar 2. Fie (X,.«#p) un spatiu cu mdsurd §i f, g - X—>R doud
Sfunctii masurabile, cu g marginitd. Atunci functia fg este integrabild.

Dem. fg este misurabili si '[(|fg|d,u <|el. L|f|d,u< 00

Corolar 3.Fie (X,.«#1y) un spatiu cu mdasurd finitd si f: X —R o functie
mdsurabild. Atunci |, |fldu<|[f] u(A), (V4 e

Dem. f, [fkn = [y[foaldn <[fl, [y 0adn=[f] ,u(A), (V)A€ 2.
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4.1.12. Propozitie, Fie (X, & 1) un spatiu cu mdsurd si f, g : X —R doud
functii mdsurabile, nenegative. Atunci au loc afirmatiile :

I)f<g@pt) = [ fdu< [gdu, (v des

2)f=glapt) = [ fdu=gdu,(v) Acst

Dem. 1°) Fie &} si &, multimea functiilor he #* (X, #, p), at 0 <h <f,
resp. 0 <h < g. Sd notdm A:= {x€X; f(x) < g(x)}; cf. ipotezei rezulta (T.3.2.8.)
A€ 5ip (X\A) = 0. Fixdm he &, . Cum A€si p (X\A)= 0, rezultd ho,
simpld (P.3.1.2.), 0<hg¢,<gsihe,=h(ap.t.), deci (T.4.1.7,Cor.1) :
Jj\, hdu = .[\’hqudu < J; gdu . Asadar avem : J.\ hdu < J;gd,u , (V) hes; .

Prin urmare,
Iy fdp = sup{[X hdu;h e ¢ }S Iy gdu

deci [ fdu= [ fodus< | gpdu= [ gdu, (MAe.
0 = < N <
27) Daca f=g (a.p.t.), rezulta cf. 17) ca L fdy; L gdu etc.

Corolar 1. Fie (X 1) un spatiu cu mdasurd, f,g. X —R doud Sfunctii, cu f
mdsurabild, g integrabild nenegativd si | f | <g(ap.t). Atunci f este integrabild.

Dem. Functia f " este misurabild (T.3.2.15,Cor.2) nenegativi si avem
f*<g(ap.t.), deci (P.4.1.12.) Lf"du < j'\ gdy < oo sideci f' este integrabila.

Analog se aratd ca f ~ este integrabila, prin urmare f este integrabila.

Corolar 2. Fie (X 1) un spativ cu mdsurd i f, g - X —R doud Sfunctii
integrabile. Atunci au loc afirmatiile :

I)f<gapt) = [ faus [ gdu, (4 ést;
2)f=gapt) = | fdu=[gdu, (DAest;

Dem. 1% Dinf<g(a.pt)rezultaif*<g* (ap.t)si f = g (a.p.t), deci
[fau=[rdu-{fdus|gdu-[gdu=]gdu (v)Aext

2% rezulta din 1°)
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4.1.13. Teorema. Fie (X, 1) un spatiu cu mdasurd completd §i f,g:X- >R
doud functii egale a.p.t. Dacd g este integrabild, atunci f este integrabild §i

avem: L fdu = L gdu, (V)Ae.
Dem. Din P.3.2.12. rezultd f méasurabild. Evident avem |f| =|g| (a.p.t).

Cum | g] este integrabila cf. P.4.1.11., rezultd (P.4.1.11, Cor.1) f integrabila.
Asadar f,g sunt functii integrabile, egale a.p.t., deci (4.1.12.,Cor.2)

[ rdu= L gdu, (V)A€A.

4.1.14. Teorema. Fie (X 1) un spatiu cu mdsurd §i f: X >R o Sfunctie
integrabild. Atunci au loc afirmatiile :

19720 (@p.t) < L fdu 20, (VA et

2)f=0 (ap.t) o Lfd,u =0, (VAekt;

3% f=0(pt) = L|f|d# — 0.

Dem. Implicatiile (=) din 1°)-3°) rezulti din P.4.1.12,Cor.2.

1% (<) Fie r > 0 si A={x€X; f(x)<-r}. Evident avem fo,<-rep,, deci
(P.4.1.12,Cor.2) L fdu <-rp (A). Cum prin ipoteza L fdu >0, rezultd -rp(A) > 0,

deci u(A) = 0. Atunci (V) n > 1, multimea A, : = {x€X; f{x) <-1/n} este p-nuls,
deci multimea N : = {x€X; {(x) <0} = UA,,,este p-nula.

nzl

Prin urmare > 0 pe X\N, i.e. >0 (a.p.t.)

2% (<)Din ipotezi rezulta L(i f )a'y =0,(V)A€e, decicf. 1% avem
+£>0 (a.p.t.) sideci f=0 (a.p.t.).

3%(<)Din relatia L| fldu =0,rezulta L] fldu=0(v)A€s, deci cf. 2°
avem |f' =0 (a.p.t.) si deci =0 (a.p.t.).

4.1.15. Propozitie. Fie (X, o 1) un spatiu cu mdsurd si [ : X—>R o

functie integrabild. Atunci avem :
|[ 7] < [l < supl s (a0 . (DA
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Dem. Evident avem : -|f]< f <|f]. Cum |f] este integrabild (P.4.1.11.),
rezulta (P.4.1.10,12%) :
— )/l = [laus [ fdus< [|fldu. (DA,
deci

| < [|fldu. (DA€
Mai departe, fixim A€ si fie c:= sup] f (x) Dacé c=o0 inegalitatea din enunt

xeAd

este evidentd. Sa presupunem c < oo. Atunci [ I lq) 1<ce,, deci

[1fau = [|Alpdu < [ codp=cu(4)

Observatie. P.4.1.15. are loc dacd presupunem numai ci f are integrala.
Considerdm succesiv L' £y, finita,apoi +oo.

4.1.16. Definitie. Fie (X, . p) un spatiu cu masurd. O functie mésurabila

f: X>R se numeste esential mdrginitd , dacd existd A€, cup (A)=0
a.l. feste marginita pe A°. Adevdratul maxim al functiei [ fl [ se defineste astfel :

ad. max |f|:= mf (sup|f(x])

#(A)=0\ xeC4
4.1.17. Propozitie. Fie (X 1) un spatiu cu mdsurd finitd si f : X >R o
functie mdsurabild esential mdrginitd, in particular f mdrginitd. Atunci f este
integrabild si avem L|f|d,u < y(X)ad. max ‘f|
Dem. Fic M:=ad.max. | f]. Evident avem |f(x) < M (a.p.t.), deci
cf. P.4.1.12 avem J;(|f|d,u < Mp(X)<oo si deci |f] integrabila.

Prin urmare f este integrabila (P.4.1.11.)
4.1.18. Propozitie. Fie (X, & 1) un spatiu cu masurd §i f: X—-R
0 functte mdsurabild. Atunci au loc proprtetatzle

)(V)a20sid:=xeX; |flx) > a} = oy (4) <[, [flde < [, |fldu;
2) (VW p205iB: = {xexX; |f(x) <P} = pu(B) 2 [,idn;
3°) (V0<a<Bsi C:={xeX; as|f(x) B = au(©) <[ |fldn < Bu (C).
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Dem. 1% aup, < |flp,, deci o (A) < [ |flosdu= [ |fldu;
2% By 2| flpy, deci Bu (B) 2 [ |/lppdu= [|/ldu;
3% 0 <|flpc < Boc, deci ap(C)< [|£ldu < Bu (O).

Corolar 1. Fie (X&) un spatiu cu mdsura §i f : X—R o Sfunctie
integrabild. Atunci au loc afirmatiile :

)(We>0(Pa>0,at ufxeX; |fx) 2ap) <&
2) (v a>0 p(xeX; |f(xf 2a) < oo
) pxex: |f(x)= ) =0, ie. f finitdap.t.
Dem. 1% Fie £ > 0 fixat. Atunci (V) o> 0, avem :
i ({xeX; |f(x) 2o <o | |fldu,
deci pentru a > € _[Y | f id,u rezultd inegalitatea din enunt.

2% rezulta din P.1.1.18, 1%).
3% Daca A:={xeX;|f(x)] =+oo} si An={x€X;

flx)zn}=>A=(4, ,

deci
0<p(A)<p(Ay)< (1/n)L|f|d,u—)O(n—>oo)

sideci u (A)=0.

Observatia 1. Existd functii masurabile, finite a.p.t. si neintegrabile, ca
de exemplu functia 1 pe R.

Observatia 2. Inegalitatea 10) si 20) din P.4.1.18. se utilizeaza adesea sub

forma
j,(,,,,mlfliﬂ > ap{ /(x> a f} j LE pul{f(x)< ).

Observatie.Fie (X 1) un spatiu cu masuri si f o functie definitad p-a.p.t.
pe X si care este restrictia unei funcfii p-integrabile g:X—R. Atunci prin
deﬁni’;ie J; fdu = J;{ gdu . Definitia datad este coerenti. intr-adevér, fie

gl,gZ:X—H_{ doua functii integrabile, care prelungesc pe f. Atunci g;=g, (a.p.t.),
deci (P4.1.12.) [ gdu= [ g,du, deci definitia integralei | fdu nu depinde de

116

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



functia integrabila g-X— R care prelungeste pe £. Cum orice functie integrabila
este finitd a.p.t. (P.4.1.18,Cor.1), identificand functiile integrabile egale intre ele

a.p.t., putem identifica o functie integrabild g definitd pe X si cu valori in R, cu
o functie integrabila f definita pe X sau a.p.t. pe X, si cu valori finite.

4.2. Siruri de functii integrabile
4.2.1. Teoremi(Beppo Levi-teorema convergentei monotone)Fie (X, 1)
un spatiu cu mdsurd, f, : X>R (n > 1),un sir monoton crescdtor de functii
mdsurabile nenegative §i fx) : = lim f,,(x) (V) x€X Atunci f este mdsurabild si

avem :
lim [ f,du= [ fdu, (V) Act

Dem.Din T.3.2.15. rezultd f masurabild. Fixdm A€.«£. Deoarece f,<

for 1 <f, (V)n>1, rezulta (P.4.1.12))
0< L‘*d,u < J;f,,ﬂd,us J;fd;z, (V)n=1,
deci (L fnd,u)"21 este un §ir monoton crescitor de elemente din R., deci are
limita si avem
L:=’l'i_r>13°.[1f,,dysj:‘fd;z
Pentru a arati inegalitatea contrara, fie h:X—R, o functie simpla, 0< h< f]

si0<a <1, ﬁxagi. Fie Aq: = {x€A; ah (x) < f, (x)} (n>1). Evident A, < Ap+1,
(V) n=1. Sd aratdm ca UA,, = A. Fie in acest scop x€ A fixat.

n21
1) h(x)>0 = ah(x) < f(x), deci (F)m=>1, cu ah(x) < f(x) si deci XEAn.
i) h(x)= 0= ah(x) < fi(x), (V) n > 1; deci x€ A (V) n> 1.
Asadar, A = UA,, ,deci A, T A.Din T.2.2.6. rezultd p (Ay)—>p (A).

n2l

Este clarcd ahg, <fip, < fip,, (V) n2 1, deci

[ ahdu= [ ahp,du< [ fip.du= [ frdu(V)n=1
si deci (P.4.1.8,Cor.2.) avem :
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o Lhdy:ﬁmajA hdy < lim L]’ndﬂ= L.
Cum o nu depinde de h, rezulti Lha’,u =lima Lhd,us L, deci

_Lfdu = sup{Lhd,u;O <h<f,h simplﬁ} <L.
Prin urmare,Lfd,u =L= ’III_IEO Lf"d,u.
Corolar 1. Fie (X&) un spativ cu mdsurd §i f:X —R o functie
mdsurabild nenegativa. Atunci (V)(An)n>1C% An T4, rezulti ’1'1_1330 L fdu = L fdu.
Dem. Fie f, : = fp, (n > 1). Evident (f)s>1 €ste un sir monoton crescator

de functii masurabile nenegative si f, L)f%. Atunci (T.4.2.]1.) rezulta
[ fodie > [ fodu, deci

[ = |, fodu=lim [ fdp=lim | fdu

Corolar 2. Fie (X4 1) un spatiu cu mdsurd §i f,g:X >R doud Sfunctii

mdsurabile nenegative §i o, > 0. Atunci
[ + peMu=a [ fip+ p [ gdu. (v) A et

Dem. Din T.3.2.16. rezulta : (3) f;, go:X—>R (n > 1) doua §iruri monoton

crescitoare de functii simple af f,—2 »f & g, —P 5 g. Atunci (T.4.1.5.)
[, + e )du=c| fdu+B | g.du,(Hn=1. (1)

Cum (af, + Bgn)nzi €ste, evident, un sir monoton crescitor de functii misurabile
(T.3.2.15.), nenegative, punctual convergent la af + g, trecind in relatia (1) la
limita, n—o0, si tindnd cont de T.4.2.1, deducem :

[(or + Ae)du=1im [ (of, + /i, Y= alim | f,du+ Blim | g, du=a [ fdu+B | gdu

Corolar 3. Fie (X,.# 1) un spatiu cu masurd si f, - X >R (n 2 1) un sir
de functii mdsurabile nenegative. Atunci functia,f : = Z £, seste mdsurabild i

nzl

avem relatia :

[ fdu=3 [ frdu, (V)A€

nz]
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Dem. Fie s,: = Z f. (m>1). Evident (sp)n> €ste un sir monoton crescétor de
k=l
functii méasurabile (T.3.2.15.), nenegative,punctual convergent la f. Din T.4.2.1.

rezulta f masurabila si _LS,,dﬂ - _L fdu , deci ,cf. Cor.2, rezulta
> [ fedu= L(ka)dﬂ = Lsndﬂ - Lfdﬂ-
k=1 k=1

Prin urmare seriaz L /., du este convergenta si are suma L fdu

nzl

Observatia 1. Teorema convergentei monotone (T.C.M.) ne da conditii
suficiente de trecere la limitd sub semnul integral.

Observatia 2.Teorema Beppo Levi riméne valabild daca presupunem
fi < fi(a.p.t), (V) n> 1, si f,_@-PL £ cufmisurabila.

Observatia 3 Relatia din Cor.3 se traduce asfel : integrala este o aplicatie
numerabil aditivd pe multimea 4. (X, .«u) a functiilor masurabile nenegative.

4.2.2. Teorema (Operaii algebrice cu functii integrabile). Fie (X, 1) un
spatiu cu mdsurd, f,g:X R doud Sfunctii integrabile si o, f € R. Atunci functia
af+ fg este integrabild si avem relatia :

[+ By =a | fdu+ B [ gdp, (V)A€

Dem. Vom demonstra teorema in mai multe etape.

MHf>0,g=20;a>0,B > 0. Atunci of + Bg este integrabila si are loc
relatia din enunt. Am vazut (T.4.2.1.,Cor.1) cd are loc relatia :

[(of + Be)du=c| fau+B [ gdu (1)

Termenul din dreapta relatiei (1) este finit, deoarece f si g sunt integrabile, deci
si termenul din stAnga este finit si deci af + Pg este integrabila.

- (I £=0, g > 0. Atunci f— g este integrabild si avem relatia

[(F-g)du= [ fdu- | gdu.

Intr-adevar, fie h:=f-g. Cum |h|<f+g si cf.(I) f+g este integrabila, rezulta
(P.4.1.11,Cor.1) h integrabild. Deoarece h*-h"=f-g < h'+ g=h+ f ,din (I) rezulta
Lh*du+ Lgdp = _Lh‘dp+ Lfdy,
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deci
[ b= [ ndu- Lh-dp = Lfd,u— Lgdﬂ
(1)) f,g arbitrare. Atunci f + g este integrabild i avem relatia
[(F+gddu= [ fau+ [ gdu.

intr-adevar, f+ g=(f +g) - (F+ g)si f +g', f+ g sunt nenegative
si cf. (I) sunt integrabile, deci cf. (I) f + g este integrabild si avem :
)

[(r+e)du=[(£* +g" u— [(f+g Ju=
= [ frdu+ [grdu—[ fadu~ [ g du= [ fdu+ | gdu.
(IV) f arbitrard, ¢ > 0. Atunci *cf este integrabild si avem relatia :
L(i cf)z’,u = iCLfd/j Intr-adevir, (cf)" = cf’, (cf)” = cf ", deci (cf. I) (cf)" si (cf)
sunt integrabile si avem :
L(cf)+dy=ch+dy <, L(cf)_d,u =ch‘d,u <
De aici rezulta ca functia cf este integrabila si avem :
[(Ndu=c | frdu—c[rdu=c[an.
Deoarece —f=f-f" si ff" sunt integrabile, rezulta (cf.II) ci —f este integrabili si
[ du= [ fau=[ frau=-] fdu.
In fine, L(— cf)a',u =— chdu = —chd,u .
(V) £, g si a, B arbitrare. Atunci af + Bg este integrabila si avem relatia

din enunt. Intr-adevar, of si Bg sunt integrabile (cfIV), deci af + Bg este
integrabila (cf. I1I). De asemenea avem :

n vy
[(of + Bedu = [(@Mu+ [(Beddu = o [ fdu+ B [ gdu
Cu aceasta teorema este complet demonstrata.

Corolar 1. Fie (X,.&Zp) un spatiu cu mdsurd §i f, g : X ﬁﬁ,doud Sfunctii
integrabile. Atunci functiile fv g sifA g sunt integrabile.

1 1
Dem. fvg= 5(f+g+ |f—g), frg= 5(f+g- ,f—g|)-
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Din T.4.1.2. rezulta f + g integrabile, deci (P.4.1.11.) |f £ g| integrabild
sideci (T.4.2.2.) fv g si fAg integrabile.

4.2.3. Teoremi (Proprietatea de monotonie a integralei). Fie (X, 1) un
spatiu cu mdsurd si f,g8:X —R doud Sfunctii integrabile. Atunci au loc afirmatiile:

1% f<sg(apt) J;fd,u < Lgd,u, (VA e

X)f=g@pt) < [ fdu= | gdu, (Nacst
Dem. 1% (=) Functia h : = g — feste integrabili si cf. T.4.2.2 avem
[ hdp= [ gdu- [ fdu, (V)A€
Cum h >0 (a.p.t.), rezultd (P.4.1.12.) [ hdu>0,deci [ gdu> [ fdu, qed.
(<)Fie h : = g — f. Din ipotezé rezulta Lha’,u >0, (V) A€ Fie A:=

={xeX;h(x)<0}si B:=X\A . Atunci 0< L hdy = L W dy— Lh'd,u .Deoarece h>0
pe X, deci si pe A si h'=0 pe A, rezulti 0<- Lh“d,u <0, deci Lh_d,u =0 si deci
(P.4.1.10,13%) =0 (a.p.t.) pe A. Cum insi =0 pe B, conchidem ci h'=0 (a.p.t.)
pe AUB, deci pe X. Prin urmare h > 0 (a.p.t.), i.e. f< g (a.p.t.).

2% Rezulta din 1°).

4.2.4. Teorema (Masuri definite de functii). Fie (X4 un spatiu cu
masurd §i ffX—>R o functie mdsurabild nenegativa (resp. integrabild
nenegativd). Atunci relatia v(A):= _[ fdu A e defineste o mdsurd (resp.

mdsurd finitd) pe X.
Dem. Fie (Apn1S £ un sir mutual disjunct si A:=UA,, .Atunci
nx1

fo, =Z Jfo, s fiecare functie fo, (n 2 1) este masurabila nenegativa, deci

n<l

(T.4.2.1,Cor.3) avem :
Jfdp =], foadn= ZIIA foadp =3[, fdu,

nxl

si deci ve(A) = va (Aq). Prin urmare, v¢ este numerabil aditiva.

n2|
Cum, evident, v{@) = 0 si v¢ > 0, conchidem ci vy este 0 misurd.
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Daci f este integrabila, L fdu <oo, A€, deci v (A)<oo, A€ sl deci ve

este o masura finita.
Corolar 1. Fie (X, 1) un spatiu cu mdsurd si f : X—>R o functie care

are integrald si v/(A).'=Lfd,u, A€ Atunci vy =V,.-V_ §i v.v._ sunt

PR
mdsuri T care cel putin una este finitd. Asadar avem :
1% v(@=0; 2% v(4)eR (VA€ A
39 vy este numerabil aditivd, i.e. vy este o mdsurd generalizatd pe X.
Dem. Cum f are integrald ,rezulta : f *f~ sunt misurabile nenegative si f*

sau f~ este integrabild. Atunci (T.4.2.4.)v o> V- sunt mdsuri §i cel putin una

este finita, deci putem scrie,
VA= [ fdu= [ fdu= [ fTdp=v . (8)- v (&), (HAE,

si deci v¢ = Vs Vs Daca V. (resp.vf_) este finitd, rezultd ca vy{A)<+oo

(resp. vi(A) >-00), (V)A€, decivi(A) € R, (V)A€AL.

Deoarece v . si v, sunt masuri, §i cel putin una este finitd, rezultd v

!
numerabil aditiva.

Corolar 2. Fie (X% ) un spatiu cu mdsurd §i f:X—)ﬁ 0 functie
integrabild. Atunci relatia v/(A).'=L fdu, A€ & defineste o mdsurd

generalizatd finitd pe X, absolut continud ™ raport cu y, i.e. vy<< u.

Dem. Din Cor.1 rezultd v¢= Vom Ve Cum V. si v, sunt masuri finite

(T.4.2.1.)rezultd v¢ este o masurd generalizatd finitd. Evident avem
|vf| vty o=y sicf. T.4.2.2. Vi este o masura finitd. Dacd A€ si L(A)=0,
rezulta (P.4.1.10,11°%) v (A)= L| fldn=0, deci (P.2.2.28.) Vi <<H.
Rdmane si aratdm ca ve << p. Fie 1n acest scop € > 0 fixat. Atunci :
@Hn>0,ail Yin (A) <g, (V)Ae£, n(A)<n,
deci v, ()] < v, (A) <&, (V)A€ p(A) <.

Prin urmare v este absolut continu Th raport cu .
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Corolar 3. Fie (Xp) un spativ cu mdsurd §i f:X >R o functie
integrabild. Atunci au loc afirmatiile :
1 0) (V) (An)n>1 G, un sir monoton, A, —A, rezultd lim _L fdu = L fdu.

2V (V) (An)nzic, un sir mutual disjunct, § iA=UA,,, rezulta

nx1
relatia: L fdu= Z{: Ln fdu.
Dem. 1°) Am aritat (T.4.2.4.) ci v o si v /- sunt madsuri finite pe X, deci

(T.2.2.6.)continue pe &Cum vi=v , - v, (Cor.1), rezultd ca vy este continua pe

/
& Asadar (V)(Ap)n=1&#, un sir monoton, A,—A, rezulta

L”fdﬂ:vf(A,,)—) v, (A)= Lfd'”'

2% Deoarece vy este numerabil aditiva (Cor.1), rezulta

[ fu=v, (=3 v, (4)=3 [ rdu.

Corolar 4. Fie (X&) un spatiu cu mdsurd §i f-X >R o Sfunctie
integrabild. Atunci (V) (A)ier &=, 0 partitie cel mult numerabild a lui X, are loc

relatia : J;( fdu = Z Ll_ fdu.
iel

Observatia 1.Daci functia f din Cor.1 este integrabild, atunci avem :

ve masurd & v, 2 v & 2 (apt).

Observatia 2. Relatia 2%)din Cor.2 sc traduce astfel: integrala este
aplicatie numerabil aditivd ca functie de multime.
4.2.5. Teoremi (Absolut continuitatea integralei ). Fie (X, 1) un spatiu

cumdsurd sif: X >R o Sfunctie integrabild. Atunci lim J; fdu=0,ie

H(A)—0
(V) 6> 0.(36> 0, ai |[ fiu]< & (DA€t u4) < &
Dem. Deoarece‘ L fa’,u’s L |fldi (Y)A€ssgeste suficient si ardtdm ci

(l/t;r)no L | f|dy=0. Functia ' f| fiind integrabild i nenegativd, rezultd
u —>
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(T.4.2.4,Cor.2) ca aplicatia |, - —R, definité astfel v, (A) = L| fldu, este o

masura finita,absolut continua tn raport cu p . Asadar avem :
(V)e>0, (3)8>0, al. v, (A)<e, (V)A€ (A)<n, ie.

[ |71du<s.(V)A€ p(A)<n .
Corolar 1. Fie (X4 p) un spatiu cu mdsurd §i f:X—)ﬁ 0 functie
integrabild. Atunci (V)(An)ns1CH cu y(Ay) — 0, rezultd ca L" l f Id/j —0.

4.2.6. Teoremai. Fie (X, 1) un spatiu cu mdsurd si f:X >R o functie
integrabild. Atunci (V)e>0, (F)A & cu u (A)<oo, at feste mdrginitd pe A §i
Lc | S ld,u <g

Dem. Fie An:={x€X;(1/n)S| f(x)|<n} (n>1). Atunci (Ap)e=1 este un sir
ascendent de multimi masurabile,cu A,,TX\AO, unde Ap:={x€X; | f (xX =0 sau o0},
deci (T.4.2.1,Cor.1.) :

[ |fldu— [ |fidpe= [ |Adedl[ | rldu=0)
si deci L] Sl = L fldu- J; |fldi— 0 (n>0).
Asadar,(V)e>0,(3)m>1,a.1. L | f|du <e. Evident insa avem (P.4.1.18,3%):

(1/m)p(An) < | |fldu< [ |fldu<-+oo,
deci p(An)<oo, iar din definitia lui An, rezulta | f (x} <m, (V)x€A,, ie. f este
marginitd pe Ap. Multimea A:= A, satisface conditiile din enunt.

Corolar 1. Fie (X.&fy) un spatiu cu mdsurd §i f:X >R o Jfunctie
integrabild. Atunci (V)& > 0, (3) g : X—=R, o functie integrabild mdrginitd, a.i.
[ -gldu<e

Dem. Folosim notatiile din T.4.2.6. Functia g:= f¢,,este integrabil,
maérginitd si verifica conditia din enunt:

L|f—g|dp= Llf—gldu+ '[clf—g|du= L|f|38.
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4.2.7. Teorema. Fie (X .o/1) un spatiu cu mdsurd §i f, : X —R n=1)
un §ir monoton crescdtor de functii mdsurabile nenegative,
a.t. sup L [, du < oco. Atunci existd f : X—R integrabild, cu proprietdtile:

n|
f,_apL  rg Lfdﬂ—> Lfd,u
Dem. Fie f(x):=lim f, (x), (V) xeX. Atunci f este masurabili (T.3.2.15.)

nenegativd, deci (T.4.2.1.) lim jX fodu= jx fdy . Sirul (£)ms1 fiind monoton

crescator, rezultd (P.4.1.12.) cd sirul numeric (J; f,du =1 este monoton

crescitor, deci avem :
llm Lfdy-supod,u< o0

nz|

si deci J'\ fdu<oo. De aici rezulta f integrabild, deci (P.4.1.18,Cor.1) exista

A€ p-nuli, cu f finitd pe X\A. Modificand valorile lui f pe A cu valoarea 0,
obtinem o functie, s o notam tot cu f, care are proprietitile din enunt.

4.2.8. Teoremi (Conditii suficiente de integrabilitate). Fie (X, .o# y) un
spatiu cu masurd §i f: X SR o functie arbitrard.

]0) (V(A)niG# A TX, cu f mdsurabild pe An(V)n2lrezultd f
mdsurabild pe X si avem :

[ leus=sup [ /iy =lim [ [flds,
deci
[fintegrabilda<sup L l f |a',u <oo

nzl

20) (V) (AR)ns1C Z,un sir mutual disjunct care acoperd X, cu f mdsu-
rabild pe A,,rezultd f mdasurabila pe X si avem: L| f ld,u = Z J; l f ld,u, deci
nxl "

[fintegrabilda = Z I |f|d,u <oo

nz|

Dem. 1°) Din A\TX, rezulta | J4-=X, deci (P.3.2.9,3%) f este

nz]

masurabild pe X. Fie fi:=|f]g,, (n=1). Evident (f)ns1 este un sir monoton

crescitor de functii masurabile nenegative si fj —55)f|. Din T.4.2.1,Cor.1

rezulta [ fdu— [ |fldu.
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Sirul numeric ( L | f ldp )nz1 flind monoton crescitor, limita sa este egald cu
sup L ] 1 |d;1 , deci
nz| "
ol =Jim f fodpe= lim [ [fldn=sup [, [fldn
2% Din P.3.2.9,3%) rezultd f masurabild pe X. Fie fu=|flp,, (n>1).
Evident (f).»1 este un sir de functii masurabile. nenegative si Z £ =| f |

n21

Atunci din T.4.2.1,Cor.3 rezulta relatia :

Llfldﬂ:ZLfndﬂ=ZL"|fldy< )

nzl nz|

Prin urmare, f este integrabili & j; |fldu=>" L | fldp<oo-
n2] T

Corolar 1. Fie(X,.# 1) un spatiu cu mdsurd sif-X. >R o functie arbitrard.
19 (V) (Apnsi o An TA <X, si f mdsurabild pe A, (V)n2l, rezultd f
mdsurabild pe A §i avem:

hfldn=sup J, [fldn = lim [, [fldn,

deci fintegrabild pe A <>sup L | fldp < oo

n|

29) (V)(An)n21C A un sir mutual disjunct, A=UAn, si f masurabila pe

n2l1

An(V)n2l, rezultd f mdsurabild pe A si avem: L\Ifldu = Zl J;\n Ifldu, deci
n=

[fintegrabild pe A @Z L |f|d,u <oco.

nz|

Dem. Aplicam T.4.2.8 pentru functia g = fp,,

Corolar 2. Fie (X&) un spatiu cu mdsura §i fX—R o functie.
Atunci: f integrabild < (J(A)iac & familie cel mult numerabild, care
acoperd X, cu f mdsurabild pe A; (V)i €l si Z L | f la’p < oo,

iel '

Dem. Implicatia (= )este evidentd : ludim A;, = X i A; = &, (V) izio.

(<) Considerdm familia din enunt numerabild:{A,,A;,A;,...}.Fie By:=
=UA,. (n>1). Atunci (Bp)as1C#, BoTX, f masurabild pe B, (V)n>1, si avem :

i=1

126

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



.L|f|dﬂszn:L,|f|d#SZL_|f|dy, n>1,

deci sup L | 1 |d,u< oo si deci (T.4.2.8,1°%) feste integrabili si are loc relatia :
n2l <"
[\lau=tim [ |flaus< | |fldu.
izl

Rationament analog in cazul familiei finite.
4. 2 9. Teoremi (Lema lui Fatou).Fie (X,.s71) un spa;zu cu mdsurd gi

JuX >R (n21 ),un sir de functii mdsurabile, nenegative . EAtuncz lim f, geste o

n—wx

e
Sfunctie mdsurabild nenegativd si avem .
Ilunfdy<lun Ifd,u (V)Aed/
( "—)U) e _7__ ,
Dem. Punem f: —llmf, si gn mff (n>1). Atunci —

et h®

g < fh, 0<gn<gnr,s gn_r_nasurablla (T.3.2.15), (V)n=1si
lim g, (x)=supg,(x)= sup(iknf f, (x))= f(x), (V) xeX, .
noe n2| nx] k=0 v
deci (P.4.1.12) _[lg,,a',u < Lf du si deci (T. 4 2.1.)avem: __,,_.[,_[
[, i =l [ g, =lim [ g, e im [ fodu.

Prin urmare L fdu < lim L 7, dﬂ .

n—w

Corolar 1. Fie (X,.o#1y) un spatiu cu mdsurd completd §i fn: X —R (n21),
un §ir de functii mdsurabile nenegative, care tinde a.p.t. cdtre o functie f,

fX>R, cufy <f(ap.t), (Y) n>1 Atunci lim [ f,du=], fdu, (V) A€t

Dem. Cf. T.3.2.15 f este masurabild. Deoarece f, —)f rezultd
f(x)=lim f, (x) (a.p.t.) pe X, deci (T.4:2.9.), Ifd,u<thfd,u Cum avem

n—@o n—wo©

f,<f(ap.t.), (V)n = 1, deducem (P.4.1.11.) _ -
[ fudu < [ fpe, (921, deci Tim [ f,dp< | fdu i
si deci L —
Prin urmare, sirul ( L f,,dy),m are limiti si ea este egald cu L fdu.
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Observatia 1.Putem presupune ca functiile f;(n>1) din Cor.1 sunt de
_semn arbitrar, i au integrald, descompunand fiecare f, in f, sif,.

Observatia 2. In Lema lui Fatou nu avem in mod necesar egalitate.

Contraexemplu . Consideram spatiul cu miasurd ((0,1), |o.1), A) si
£:(0,1)>R, unde f:=no ) (@2 1). Atunci f,—>— 0, deci hm lim f,d1=0.

n—>uo

Pe de altéd parte insd avem Io ) f,dA=1,(V)n=1, deci lim -[0 ) fndl=1 si deci

inegalitatea < din Lema lui Fatou este stricta.

Observatia 3. Conditia ca functiile f; (n > 1) din Lema lui Fatou si fie
nenegative este esentiala.

Contraexemplu.Consideram spatiul cu misurd (R, Zg, A) si f;:R5R,
unde fp:= ~(I/n)pjo; (n21). Atunci f,—>— 0 si avem [, f,dr = —(/n) 0.y 42 =1
deci

Lhmfd/1>thfd/1

n—¢ n—orm

4.2.10. Teoremi (Lebesgue-teorema convergentei dominate) . Fie

(X.Z1) un spativ cu mdsurd §i f fu :X—>R (n2>1) mdsurabile, a.i.
f,,L'[')fﬂ' (59g:X——)ﬁ integrabild,cu If,,l_<g (ap.t), (Y)n2l.Atunci

este integrabild si lim L fidu= L fdu, (V) Aes

Dem. Din relatia

< g (apt), (¥) n > 1, prin trecere la limita,
n—oo, rezultd ci |f| < g (a.p.t.), deci functiile f, f, (n > 1) sunt integrabile
(P.4.1.11, Cor.1) sldemﬁmteapt“ 1 18 ,Cor.1).

o il

Evident avem g +fn20(apt) (V) n>1sig if,,—a'&) g £f
Atunci (T429&T422)rezulta "

S
Lgdw[{fdﬂ.‘\ L(g+f)dﬂ<mn[(g+f M = [ gdp+lim [ f,du,
deci Lfdy<hm jfdy (1)

n—w

In mod analog, obtinem

fiedu— [, fdu= L(g-f)dpsg [, (e—f0 )=

oy 128

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



= [(gdu+ lim [, (~fa)du= Lgdﬂ—ﬁ [ fodu.

deci L Jdu 2 lim L f.du 2)
Din (1) si (2) deducem ca :
lin [ f,du< [ fdp<lim [ f,dp.

n—w

Prin urmare sirul ( Lf,,d,u )nz1 are limita si avem lim Lf,,d,u = Lfd,u

Corolar 1. Fie (X .71 un spatiu cu mdsurd finitd §i fn: X >R (n=>1), un
sir de functii masurabile, convergent (a.p.t) cdtre o functie mdsurabild f si
dominat de o functie esential madrginitd g Atunci f este integrabild §i
[fdu— [ fdu, (9 dew.

Dem. Conform P.4.1.17. functia g este integrabildi. Cum avem
'f,, (xl <lg(x} (a.p.t.), (V) n =1, putem apllca mat departe T.4.2.10.

Observatie.Teorema convergentei dominate (T.C.D.) ne ofera conditii

suficiente de trecere la limitd sub semnul integral. Vom prezenta si alte
variante ale acestei teoreme fundamentale, in Cap.5. si sub forma de exercitii.

4.2.11. Teoremi. Fie (X, 1) un spatiu cu masurd §i f-X —R 0 Sfunctie
mtegrabzla Atunci () fr  X—>R (n > 1 ),un sir de functu simple integrabile,

at

/ ,L ~
B 0 . o e g

/-
Dem. f—f+ . Cum $1 f sunt functu IEnésurabile nenegative, rezultd
(T.3.2.16) Do, .¥,: X—>R, (n = 1),doua siruri monoton crescétoare de

functii simple nenegative,a.f. ¢, Tf, w,T f~. Din T. 4 2 1. sau T.4.2.10.

rezultd : - \l/ B ;:
fodu— [ frau [y.du— [ ® <7

Notam fy:=¢, -y, (n = 1). Atunci (f,)=1 este un sir de functii ‘simple
integrabile(T.4.1.5),deoarece ¢, i, sunt functii simple integrabile.Cum avem

<(f o)t (F -v.). Mz,
din P.4.2.1 &T422rezulta

de unde prin trecere la llmlta, n—o0o, si tindnd cont de (1), rezultd ca

n-—>cn
H
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Corolar 1. Fie (X)) un spatiu cu mdsurd §i f.‘X—)ﬁ o functie
mdsurabild. Atunci f este integrabild < (3J) fo: X—>R (n21), un sir de functii
simple integrabile a.i. L

Dem. Implicatia (=) rezultd din T.4.2.11.
(<) Fie (f)n21 un sir cu proprietatile din enunt. Atunci (I)N=1, a.i

_Llf—f~|dﬂ5 1, deci
[\ < [ 17 = fldu+ [ fldus<ts []fuldu< oo

si deci feste integrabila.
*

Sa revenim asupra definitiei 1.3.18.Fie Q€J_, , o multime J-masurabila

(D.1.3.9.); £ :Q—>R o functie marginita; A=(€Y) _; € Div(Q), o diviziune a

lui Q; sdA)= Zm 7, Q ) s{A)= ZM ,u(Q ) - sumele Darboux inferioard,

i=1

resp. superioard; @ f(A) Zm Pa,» Wy (A ZM @q, - functiile Darboux
inferioard,resp. superioard,asociate lui f §i A.

a) ¢, ¥, sunt functii elementare, L- integrabile i avem :

o, (A) <<y, (A), (V) A€Div (Q).

b) Daci A creste, functia ¢, creste, iar y, descreste.

o) sc(A)= [ ¢, (A)dA, Sr(A)= [ w, (A)dA (V) A€Div(€).

4.2.12. Teoremi (Relatia dintre integrala Riemann si Lebesgue).Fie
Q€J . o multime i f: QR o functie mdrginitd, R-integrabild. Atunci f
este L- zntegrabtla si.avem relafia : .[ fdA = L fdx.

Dem. FleL(AJ)Pl < Div (Q) un sir monoton crescitor de diviziuni de

normd tinzand™ @075 l]//(]>l) functiile Darboux inferioard, resp.
superloara asociate lui f si A;. Functiile ¢, , fiind L-mésurabile, aplicdnd

e

‘(\_3 2.15), rezultd (F) gy :Q—-R, functii L-masurabile, a.i ¢, To, v, ly.
<71 (), (9) j2 1, deci
S8 —se(d) = Llvi- cpj)dx—ﬁg(w olh (cf. T.42.10) (1)

Ev1d¢nt avem @< [ <y;
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Cum prin ipoteza f este R-integrabild,alegind sirul (A;)j>1 convenabil, rezulta:

. )
St (4)) - sr(4) 0 ((00) & [ (W —pMA=0 & y—p=0(ap.),
deci ¢ = f =y (a.p.t). De asemenea avem relatia
lims, (a,)= th )= [ fax.

Din f=¢(a.p.t.),rezulta (P.3.2 f L-masurablla, deci,f si Q fiind
marginite,rezulti(P.4.1.17.) f L-integrabila si deci (T.4.2.10.) L)(pjdx—j:r)jﬂfdk

Prin urmare
Lfdi thgo dA = hmsf Lfdx

Corolar 1 (Lebesgue — criteriul de mtegrablhtate Riemann).Fie {2 R"

o multime madsurabila Jordan si f-2—>R o functie mdrginita. Atunci f este
integrabild Riemann <> f continud (a.p.t.).

Dem. Fie A,0;,y;(G=1) considera;i mai sus. Pentru orice

A=(CY) €D1V(Q) notim A’:= UQ, ; evident multimea OQ\A’ este

i=[
L-neglijabild, deci multimea Q\UA”I. este L-neglijabild. Atunci:
j21
f R-mtegrabiléc:»\pj(x)-(pj(x)J«O(a.p.t.) pe Q<:>\uj(x)-(pj(x)¢0(a.p.t.) peUA"j .
jz1

fnsa (V) xe UA"I , (V) j =1, avem y; (x) - 9j (x) = dia(f (Q7)), unde
Jz1

~

Q7 este unicul element din A; care contine pe x in interior, deci este o
vecinatate a lui x. Cum avem, evident, dia (Qi)S”A j” — 0 (j>0), rezulta ci
(€27);>1 este o bazd de vecindtiti a lui x. De aici deducem:

f R-integrabila < mf (¥i(0)-9j(x))=0(a.p.t) pe | JA’ <

Jzl

< ofX)= mf(dlaf(Q )=0(a.pt) pe | JA <

J21

< 0dx)=0(a.p.t.) pe Q < f continui (a.p.t.) pe Q.
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Corolar 2.Fie Q2 c R™ o multime mdsurabild Jordan si f : Q—R o
Sfunctie. Atunci f este integrabild Riemann < f continud (a.p.t) si esential
madrginitd.

Dem (=) f fiind R- integrabild este mirginita pe Q deci (Cor. 1) £1

este continud (a.p.t.) si deci f este continud (a.p.t.) pe Q Cum Q\ Q este
neglijabild, conchidem cd f este continud (a.p.t.) pe €2 si esential marginita
etc.
4.3. Masuri generalizate.
Teoremele Jordan, Hahn, Lebesgue — Radon — Nikodym

Fie (X, 4u) un spatiu cu masura i £X—>R o functie integrabild. Am

vazut (T.4.2.4.) ca aplicatia
ve(A):= [ fdu, (DA€t (n
are o serie de proprietati remarcabile:

1% ve(2)=0; 2°%) v are valoriin R "; 3%) v¢ numerabil aditiva. In plus, v¢
mai are urmitoarele doud proprietati : 4% (V)A€ cu U(A)=0, rezultd ca
vi{A)=0; 5°) v¢= v¢* -v¢~ unde v¢* sive sunt misuri pe X.

Apar acum cit se poate de natural doua probleme : o functie arbitrara
veZ— R, cu proprietétile 1% — 3% ),admite ea o reprezentare integrala de
forma (1) ie. (DfEX— R mtegrablla a.T. v=v¢ ? Putem descompune o functie
vaZ—>R cu proprietitile 1%) — 3° ),ca diferentd a doud masuri v, vod—> R?
Cele doua probleme sunt legate intre ele si proprietatea 4% ne sugereazi calea
pe care trebuie mers.

Observatie.Prin R " notim multimea (-00,00] sau [-00,00).

4.3.1. Definitie.Fie (X,.«) un spatiu masurabil. O aplicatie v:X— R se
numeste mdsurd generalizatd pe X daca are proprietitile : 1°) w(@)=0;2% v
are valori in R"; 3° ) v numerabil aditiva. Tripletul (X.«, v) se numeste
atunci spatiu cu mdsurd generalizatd.

a) Conditia 2% din D.4.3.1. este echivalentd cu conditia p(A)>-oo,
(V)A€sau p (A)<oo, (V)AEAL.

b) Orice mésurd pe .« este 0 masurd generalizatd. Reciproca nu este in
general adevarata.

c) Fie (X.#,Vv) un spatiu cu masurd generalizata si M€« Atunci
restrictia lui v la #4M este o misura generalizata.
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d) Fie (X.#) un spatiu masurabil §i p,ve.e —>ﬁ,- cu | masurd §i v
masuri generalizatd,a.l. p+v> 0. Atunci p+v este o misurd generalizata.

e) Fie (X.#) un spatiu masurabil si vi,v2zd—>R ", doua masuri
generalizate. Dacd v|,v; >-00 sau v;,v, <t+0o0, atunci v;+v, este 0 masurd
generalizatd. Dacd v, sau v, este finitd, atunci v; - v, este o masurd
generalizata.

f) Orice mésura generalizata este finit aditiva.

4.3.2. Propozitie.Fie(X .« v) un spatiu cu mdsurd generalizatd. Atunci
(YA, B ecu AcB &v(B) < oo, rezulti |v(A4) < oo si avem v(B\4)=v(B)-v(A).

Dem. Perechea {A,B\A} este o partitic masurabild a lui B, deci
v(B)=v(A)+v(B\A). Dacd v(B)€R, rezultd imediat cid v(A) si v(B\A) sunt
finite, deci v(B)-v(A)=v(B\A).

4.3.3. Definitie.Fie (X,.«, v) un spatiu cu masurd generalizatd. Vom
spune ca multimea Meé€.«£ este v-pozitiva (resp. v-negativd) dacd v(ANM)=0
(resp. <0), (V)A€

a) Me« este v-pozitivd (resp. v-negativd)<(V)A€«, AcM, avem
Vv(A)=0 (resp. < 0).

b) Me.#£este v-pozitivd (resp. v-negativd) <> restrictia lui v (resp.-v) pe
+ |m este (0 masurd) nenegativa.

chacaMe.«£este v-pozitiva (resp.v-negativa) si.£3N c M, rezulta
Nv- pozitivd (resp.v-negativa).

4.3.4. Definitie-Fie (X,#, v) un spatiu cu masurd generalizatd. Se
numeste v-descompunere Hahn a lui X o partitie masurabild {P,Q} a lui X cu
proprietatea ca P este v-pozitiva si Q v-negativa.

4.3.5. Propozitie. Fie(X -, v) un spatiu cu mdsurd generalizatd. Atunci
(V) (Pr)nz1Zun sir de multimi - pozitive, rezultd P.'=UP,, V- pozitivd.

nx1
Dem. Presupunem (Py)n> mutual disjunct si fie A€« fixat. Atunci :
V(ANP) =p(( J(ANP) =D v(4nP,) 20,

nx\ n|

deci P este v- pozitiva.

n—|
Fie acum (Py)n>1<C # arbitrar. Punem Q,:=P; si Qn:ZPn\UP, , (V)n>2.
i=]

Evident (Qn)n> este o partitie masurabild a lui P si Q, < P, (V) n2 1.
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Cum P, este v-pozitivi, rezultd Q, v-pozitiva, (V)n>1, deci UQ,, este
nzl
v-pozitivi si deci P este v-pozitiva.
Corolar 1.1n acelasi cadru : putem inlocui v- pozitiva prin v- negativd.
4.3.6. Teoremda (O. Hahn). Fie (X.&v) un spatiu cu mdsurd

generalizatd. Atunci X admite o v-descompunere Hahn.

Dem. Presupunem veZ—>RU{-00}; cazul veZ—>RU{-00} se reduce la
primul Tnlocuind v prin -v. Fie d=sup{v(P); «£3P,v-pozitivd}si fie (Pp)n=1C
cu P, v- pozitive,a.i. v(P,) — d;evidentd>0.Atunci P:=UP,, este v-pozitiva

nxl

cf(P.4.3.5.) siavem (P43.2.) :
d 2v(P) = v(P,) + v(P \P,) > v(P,) = d(n—>o0),
deci & = v(P). Si aritam ca Q:= X\P este v-negativd. Presupunem contrariul.
Atunci (IACQ, cu v(A)>0. Cum v(AUP)=v(A)+v(P)> &, rezultd ca
AUP nu este v-pozitivd, deci P fiind v-pozitiva, rezultd cid A nu este v-
pozitiva (P.4.3.5.). Fie n;=1 minim, a.1. (3£ 3AcA,cu v(A)< -1/n,. Asadar,
() n;>1 si A € cu proprietatea :
A AVv(A) <-1/n,; v(B) > -1/(n,-1), (V)3 B C A.
Deoarece v(A)€ER, rezulta (P.4.3.2.) ca :
V(A ER & V(A\A)) = v(A)-v(A)),
deci v(A\A)>0 si deci v(PU(A\A))>v(P)= &. De unde rezulti ca A\A, nu
este v-pozitiva. Fie n; >1 si A€ cu proprietatea :
Ay c AV Ay, v(AY) <-1/ny; v(B) >-1/(np-1), (V)£3B < A\A,
Inductiv construim doua siruri (ng)i>1C N si (Ak)k=1< = cu proprietatea :
AxC A\UA,. , V(AW <-1/ng; v(B) >-1/(n-1), (VBB A\UA, , (k1

Cum UA,c ; A, avem (P.4.3.2.): i
A 40 @4 )=v(A)» T v(4) 2v(A) S, >0, (1)
deci . " ) )
v(PU(A\UAk )= v(P)+v(A\UAk )>v(P)=a

k21 k=1

134

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



si deci, ca mai sus, deducem cd A\UAk nu este o multime v-pozitiva. Atunci
k=]

avem : (@£3 CcA\ U A,y cuv(C)<O0.

k21

Cum v <oo, din relatia (1) rezultad Y 1/n, <+o0, deci (1/n,)—0 si deci ng—> 00,
k21

Fie n, >1, cu p(C)=(-1/n,, ). Cum avem :
ko-1 ko-1
A,V Cc(A J4)Hua (J4)=a\{J4,,
i=l i1 i=l
deducem
(-1/n, -D<V(A, UC)=V(A,,) +V(C)<-2/n,,,
deci n,, <2, absurd. Prin urmare Q este v-negativa, deci {P, Q} constituie o

v-descompunere Hahn a lui X.

4.3.7. Definitie. Fie (X,.«) un spatiu masurabil si pl,pzwaﬁ doua
masuri. Vom spune ci ,, Wy sunt mutual singulare (u, singulard in raport cu
U2) si vom scrie py L py, dacd (3) A€+, a.l. pi(A) = p2 (X\A) =0.

a) Ly, < () {P, Q} o partitie masurabild a lui X, a.1. p;(P)=p,(Q)=0.

b) puily, < (3){P, Q}o partitie masurabila a lui X, a.t. p(A)=pu(ANP)
st u2(A) = p2 (AN Q), (V)A€

Intr-adevar: p;lp, < (I){P,Q} o partitie masurabild a lui X, ai.
11(Q)=u2(P)=0.Atunci (V)A€ avem: u (A= (ANP)+u (ANQ)=u,(ANP)

Analog 1(A)=1(ANQ) etc.

4.3.8. Definitie.Fie (X, .«4, V) un spatiu cu masurd generalizata. Se
numeste descompunere Jordan a lui v o pereche de masuri mutual singulare,
vl,vzwﬁ , Cu proprietatea cd v=v |-V,

4.3.9.Teoremi.Fie (X.<, v) un spatiu cu mdsurd generalizatd si {P,Q}
o v-descompunere Hahn a lui X. Atunci functiile v*,v ;o —R definite astfel

vi(A)r= V(ANP), A€ v (A):=-V(ANQ), A €4
sunt mdsuri mutual singulare in care cel putin una este finitd i v=v'-v .

Dem. Evident v+(@)=0 si v>0. Mai departe (V)(Ap)n=1C -, mutual

disjunct,avem;

V{UAHJ = V(U(An mP)J =Y v(4,nP)=Dv'(4,).

n| nz| nx| n21

deci v' este masurd. Analog, se arati ci v este misuri.
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Deoarece v (Q)=v(@)=0 si v(P)=v(@)=0, rezulti ci v’ §i v sunt
mutual singulare.

Daca o0 ¢ U{v(A); A€ },atunci v'(X)=v(P)€[0,00), deci v" este finiti.

Daci -co¢ U{v(A);A €.« jrezultd ca v’ este finitd. Atunci(V)A €.avem

V(A)=V(ANP)+V(ANQ)=v'(A) -v(A).

In fine, deoarece v (Q)=v'(P) =0, rezulta v Lv ",

Corolar 1 (Existenta descompunerii Jordan).Fie (X.#, v) un spatiu cu
mdsurd generalizatd. Atunci v admite cel putin o descompunere Jordan.

4.3.10.Definitie. Misurile v, v' se numesc variatia pozitivd, resp.
vartatza negativa a lui v, iar masura v+ Vv se numeste variatia totald a lui v
si se noteazii cu |v|. Sa facem cateva preciziri asupra masurilor v*,v',|v|.

4.3.11. Propozitie. Fie (X.«&v) un spatiu cu madsurd
generalizatd. Atunci au loc afirmatiile urmdtoare .

1°) Orice doud v-descompuneri Hahn ale lui X definesc o aceeasi
descompunere Jordan a lui v.

2°) Orice descompunere Jordan a lui v este definitd de o
v-descompunere Hahn a lui X.

Dem. 1°) Din T.4.3.9. avem ca orice v-descompunere Hahn a lui X
defineste o descompunere Jordan a lui v. Fie {P, Q}, {P;, Q,} doua
v- descompuneri Hahn ale lui X. Evident (V)A €. avem :

V(ANP)Y=v((ANP)NP)+v((ANP)NQ)) )
v(ANP) =v((ANA)NP)+v({(ANF)NQ)

Deoarece multimile P, P; sunt v-pozitive si multimile Q,Q | sunt v-negative,
rezultd cd multimile (ANP)NQ; si (ANP)NQ sunt v-nule, deci din (1)
rezultd v(ANP)=v(ANP,). Analog deducem ca v(ANQ)=v(ANQ);), deci cele
doui v- descompuneri Hahn definesc aceeasi descompunere Jordan a lui v.

2% Fie acum v,v,: 4= R, doud masuri mutual singulare,cu v=v,-v,.
Cf. definitiei (3){P,Q} o partitie misurabild a lui X ,a.i. v{(Q)=v,(P)=0. Fie
v=v'-v~ descompunerea Jordan definiti de {P,Q}(T.4.3.9). Atunci (V)A€

deoarece vi(ANQ) = v;(ANP) = 0, rezulti:

v (A)=v(ANP)=v{(ANP)-vo(ANP)=v,(ANP)=v,(ANP)+v,(ANQ)=v,(A).
Asadar,v'= v; si analog v’ = v,.Prin urmare, v-descompunerea Hahn
{P,Q},defineste descompunerea Jordan v = v|-v,.
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Corolar 1 (Unicitatea descompunerii Jordan). Fie (X.#, v) un spatiu
cu mdsurd generalizatd. Atunci v admite o descompunere Jordan §i numai
una singurd.

Observatie. Descompunerea unei méasuri generalizate v in diferenta a
doud misuri (arbitrare) nu este unica. Intr-adevar, dacd v=v;-v,, unde v,v,
madsuri, atunci avem v=(v;+vp)—(vy+vp), pentru orice masura finita v,.

4.3.12. Propozitie- Fie (X, &7, V) un spatiu cu mdsurd generalizatd
sivova: Z>R doud mdsuri,a.t. v=v-vs. Atunci v <v; si v<v, deci vy
sunt mdsuri minimale,cu proprietatea ca v = v

Dem. Fie {P, Q} o v-descompunere Hahn a lui X. Din T.4.3.9 rezulta:

v (A)=v(ANP)=v|(ANP)-v,(ANP)<v;(ANP)<v(A), (V)AEA
deci v'<v, Analog se arati ci v<v,.

4.3.13. Propozitie. Fie (X.«Z, V) un spatiu cu mdsurd generalizatd si
vV |v| variatiile pozitivd, negativd,resp. totald a lui v. Atunci (V)A€
avem:

19 v'4) =sup{V(B), #3Bc A}, v (A) = -inf{ (B); #3IBC A).

2% |v|(A) = sup{Zlv(A,)' ; (A)i=in partitie #-mdsurabild a lui A}.

i=l
Dem. 1%) Fie {P,Q} o v-descompunere Hahn a lui X. Atunci avem :
v'(A) = V(ANP)< sup{v(B); .#3Bc A}.
Reciproc, (V)e#3Bc A, rezultd
v(B) = v(BNP) + v(PNQ) < v(BNQ) = v'(B) < v'(A),

deci sup{Vv(B);.#3Bc A} < v'(A) etc.

2% Fie A€.fixat. Sa notim cu a expresia din dreapta. Evident avem :

V(4) =v* (D) +v (4 =v(ANP)=v(ANQ) = (4N P)|+ |V (4" Q)

deci |v|(A) < o. Fie mai departe (A;)i -i» 0 & —partitie a lui A. Atunci

(DkeLn, at v(A)20, (V)i=Ln, i< k si v(A)< 0, (V)i=l,n, >k, deci

b

n

S A= Y v - S v(d) = vl d)—v(U4) v (4)+v7 (4) (e 19),

i=l i< i>k i<k i>k

si deci
Z":|V(A, )l < |v|(A), de unde rezultd o S|v|(A) . Prin urmare IVI(A) =aq.
i=I

—
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4.3.14. Teoremi (Lebesgue—Radon-Nikodim). Fie (X,.#1) un spatiu
cu mdsurd o-finitd §i vi>R o mdsurd generalizatd absolut continud in
raport cu pu (ie. v<< y. Atunci (3) f.'X—)ﬁ unic determinatd (u-a.p.t.),
M- integrabild, ai. v= v; ie w)= Lfd,u, (VA e

Dem. Fie f,g:X—> R, doua functii integrabile ,a.i. Lfd,u= Lgd,u ,
(V)A€ Atunci (P.4.2.3.) f=g (u - a.p.t.), deci functia f,daci existd,este unic
determinata (p - a.p.t.).

Cazl. v = 0si p(X) < co. Notam p.* = + v. Evident p* este 0 masurd
(P.2.2.5) finitd, v < p" siavem (P.5.3.9. Cor.1, P.5.3.10.) :

L2(X, o 1) € LY(X, o v) € LI(X, o4 V).
Fie functionala F(f):= L fdv feLX X, 1. Sa ardtim cid Fe(LXX, 4 p))'.
Evident F este liniara si avem (P.4.1.15.) :

PO < il <l = [ fn <
cf.Holder

<l aue ) 12 ) = WG, (V) e L2 (X o 1),
De aici rezulta (T.1.2.50.) F continui, deci F € (L*(X, .« p))'. Aplicand
T.5.3.13,Cor.1, rezulti ca (3) g € L}(X, 4 p'),a.t
F(D) = F &) oy g ey (DFE L2 (X, 1),

deci
Josav = |, fedu", () fe L* (X, o, 1) (1)
inlocuind in (1) pe f cu @a, cu A€ fixat, rezultd urmétoarea relatie :
W(A) = [ gdu’, (V) Aext @)

Deoarece v > 0, avem Lgd,u‘ >0, (V) A€ deci (P.4.2.3) g >0 (n™- ap.t).

Daca Ag:= {x€X; g(x) > 1}, din (2) rezulta:
v(Ag) = L gdu' > L I-du” = p'(Ag) = n(Ag) + V(Ao),
de unde deducem ci p1(Ap) = 0 si cum v << p, avem v(Ay) = 0.
Agsadar,0<g<1 (a.p.t.) relativ la p si v.Fixam mai departe A€.«, n>1 si fie

functia hy=(1+g+...+g")@a. Evident h,€4 (X, ) si avem (1-g)h,=(1-g")@a.
Inlocuind in (1) pe fcu h, obtinem :
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[ v = Lhngdy‘ = J;(h,,gd,u+Lhngdv,
deci
Ja-2mdv= | hgdu
si deci
[a-g™hdv=[A+g+..+g"edu (3
Cum (1-g" s si (g+g™+...+g")e1 sunt siruri monoton crescitoare de functii
misurabile nenegative, primul convergent v-a.p.t. la 1, iar al doilea

convergent p-a.p.t. la f =g/(1-g), din (3) prin trecere la limitd, n— o0, obtinem
(T.4.2.10,Cor.1) :

[dv= L Jfdp, deci v(A)= [ fdu .
Prin urmare,(EI)f:X—)ﬁ , 0 functie p-integrabild,cu f> 0 (p-a.p.t.), a.i.
v(A) = [ fdu, (V) e

Caz II v>0, p ofinita.Atunci (3) (An)n>1 € £ un sir mutual disjunct,
cu X=J4, & p(An)<oo,(V)n=1.Notam wth:=dla ,, =Ly, $i V=], (n21).

nzl
Evident v,<<pu,, deci (cf.(I)) (3) f:A—>Ro functie p,-integrabild nenegativa
(ta—a.pt.),al
vi(A)= [ f,du, , ()A€, @)

Fie acum £X—>R o functie definita astfel fla, = f,, (V)n=1. Atunci cf. (4)

avem :

Y| A=Y | fdu, = v, (4,) =3 v(4,) = v(X) < oo,

nx " n>l " n>l n]

deci (T.4.2.8., 2°) feste p- integrabila.
In fine, fie A€« fixat. Atunci ANA, €.«

A=U(A N A4,). Cum avem (cf. (4)) :

nxl

(¥)n>1 si avem

VANA) =Vl ANAY) = [ fidp, = [ fdu, (Dn21,
rezulta :

VA = DvAnd) =3 [ sdu= | s

n21 nl

Asadar, (3) f: X->Ro functie p - integrabild a.i. v = v¢
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Caz Il . v-arbitrard, p o - finitd. Atunci (T.4.3.9.) (3) doua masuri
vi, v : X—>Rai v=yv-v, CL(II) (3) fi: X—> Ro functie p-integrabila,a.i.
vi=v,(=1,2). Evident avem v=v,-v,=v, —v  =v, . =v¢

Teorema este complet demonstrata.
4.3.15. Teorema (Descompunerea Lebesgue). Fie(X,.sJ un spafiu

mdsurabil §i v, M ,,J—)R doud mdsuri o - - finite. tunci (7). doua mdsuri:
vi, vo: >R, ai v— Vit v, v1_L;151 vy << 1 &f
Dem. Exzstenta Evident A: =v-+u este 0 misurd o-finitd i avem p<<A,

v<<A. Din T.4.3.14. rezultd ci existd f,g:X— R doui functii masurabile
nenegative,a.l.
w(A) = [ A, v(A) =, gdr , (V)A€
Fie P:= {x€X; f(x)>0} si Q:={x€X; f(x)=0}. Atunci {P,Q} este o partitie
masurabild a lui X. Sa notdm :
vi(A) : = v(ANQ), v2(A) = v(ANP), A €
Evident v, v, sunt masuri si avem :
vi(A) + vo(A) = V(ANQ) + v(ANP) = v(A), (V) A € &£
Mai departe, u(Q)= J;fdxl =0 s1 v{(P)=v(©@)=0, deci p L v. In fine, fie A € .,

cu p(A)=0, deci L fdA =0 si deci (T.4.1.14.), £=0, pe A, cu exceptia unei

multimi B A—nule. Evident ANPcB, deci A(ANP)=A(B)=0 si deci
Vi(A) = W(ANP) = |, gdd=0.

Asadar, (V)A€ cu p(A) = 0, rezultad vz(A) 0, deci v, << pu.

Unicitatea: Fie {vl,vz} {v1 V2 } doua perechi de masuri cu
proprietatile : v = vit+vy = vi+ vy, vi<<p, v <<],1, vy Lp, vy J_p Atunci
@M, N € &£, al viM) =pu(X\M)=0 & v{(N) =u(X\N). Fixim A€
Daci ACMNN, rezulta vo(A)=v, (A)=0, deci

Vi(A) = Vi(A) + va(A) = V(A) = vi (A) + v, (A) = v (A).
Daca Ag(MnN)C=MCUNC, rezultd p(A)Zp(Aﬂ(X\M))ﬂL(Aﬂ(X\N))ZO-
Cumv, <<p & v;<<p,rezultd vi(A) = v, (A) = 0, dect
va(A) = Vi(A) + va(A) = Vi (A) + v, (A) = v, (A).

Asadar,vl=v1’ & v=v,, pe & mMnN ca si pe o mnnyS, de unde

deducem imediat ca v;=v, & v,=v; pe .«
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4.4. Misuri si integrala pe spatii produs

Fie' (X, 4 p), (Y, 9B, v) doud spatii cu masurd. Se pune problema de a
defini o c-algebri @ pe multimea XxY legatd de .« si 9B, apoi 0 misurd
n:@—>R, legata de masurile p si v. Spatiul cu misurd astfel definit
(XxY,%,n) se va numi spatiul cu mdsurd produs al celor doud spatii cu
masurd (X, % n) 51 (Y, B, v).

Pe spatiul cu misura astfel definit, (XxY,%,n), se considera functii

n-integrabile, £:XxY— R, deci functii integrabile de doud variabile x i y. Se
demonstreaza aici teoremele lui Tonelli si Fubini care reduc calculul
integralei ”Y . fdr la calculul succesiv a doui integrale simple de o variabila.

In loc de produsul a doud spatii cu misurd se poate considera
produsul unui numér finit sau chiar infinit de spatii cu masura.

Pe spatiul R" putem astfel defini masura Lebesgue ca si integrala
Lebesgue, in doud moduri diferite. Definim, in prealabil, masura exterioara

Lebesgue n — dimensionali, A_: 2% — R, utilizand intervale n—dimensionale,

in locul celor 1-dimensionale,utilizate pentru definirea méasurii Lebesgue pe
R. In continuare se procedeazd dupa schema standard utilizatd pand acum. A
doua posibilitate este sd identificam pe R" cu produsul a n spatii cu masura

identice (R, Zg,\) etc.

4.4.1. Definitie.Fie X, Y doud multimi §i C o submultime a lui XxY.
Atunci (V)x€X, multimea {y€Y; (x,y)€C} se noteazd cu C, §i se numeste
sectiunea lui C prin x; analog (V)y€Y, se defineste multimea
C':={xeX;(x,y)€C}, sectiunea lui C prin y. Sectiunile Cy, C’ se mai noteazi
cu C[x], resp. C[y] :

a) (V)C:=AxBcXxY, avem: C,=B, daca x€A si C,=0, dacd xe X\A;
C"=A, dacayeB i C' = @, daca ye Y\B.

b) Fie C,CoacXxY(n21). Atunci(UC,,J =J(c,), si(ﬂc”J =G.).

nz| nzl n2l nz|

(V)xeX. Daca C.TC, rezulti (CTCy, (V)x€X. Daci ColC, rezultd
(Co)VCy, (V) x€X. Afirmatii analoage pentru sectiunea prin y din Y.

c) Dacd C,DcXxY,avem(C\D),=C,\Dy, (¥)x€X . Daca in plus CcD,
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avem CycD,,(V)x€ X. Afirmatii analoage pentru sectiunea prin y din Y.
d) Fie (X 4u) si (Y,%B,v) doud spatii cu masura.
(V)C:=AxB et B =>Cr€ B & v(Cx)=v(B)oa(x), (V)x€X;
Ce & W(CH=p(A)ea(Y), (V)y€Y. Dacd (Cp)ux1C #xB 51 C= UC,, ,avem:

nzl

Ci€ B & V(CI< ) v((C,),), (V) x€X;

n2]

Ce & WC) < Y u(C,)), (V) yeY.

nzj

Daca sirul (Cp)q2; este mutual disjunct, inegalitétile < devin egalitati =.

4.4.2. Definitie.Fie X,Y doud multimi si £XxY>R o functie. Pentru
fiecare x€X, fie fuY—> R o functie definiti astfel f(y) = fix,y), (V)y€Y;
functia f; se numeste sectiunea lui f prin x. Analog pentru orice y€Y, functia
P:X—>R definita prin relatia (x) = f(x, y), (V)x€X, se numeste sectiunea
lui f prin y. Functiile f;, , (x,y)€XxY, se mai numesc functiile partiale ale
Sfunctiei f, ele se mai noteazi cu f(x,-), resp. f(-,y)

a) (V)CSXxY= (00)= i« » (VIXEX & (9c)=0 ., , (V)y€EY.

b) Fie f,g:XxY — R, doua functii si o, BER. Atunci
(of + Bg)k = afy + Pgx, (V) X€X; (af + Bg)’ = af’ + g, (V) yeY,
daca operatiile algebrice au sens.

) (VEXxY>R = fi=f7 —f;, (V)xeX; P=(f)«f), (V)yeY.

d) Fie f, £:XxY—>R (n>1), un sir de functii. Daca f, s, f, atunci

(f)x—— £, (V)x€X & (fr) — ', (V) yeY.

4.4.3. Definitie. Fie X,Y doud multimi i .« & doud inele pe X 5i Y
resp.. Inelul pe XxY generat de familia £ x & se numeste inelul produs al
lui o cu F3i se noteazi cu & @ B, adicd & @ F:=r(£ x &B). Analog vom
defini o-inelul produs prin relatia £ ® HB:= or(£ x B), daci £si & sunt G-
inele; o-algebra produs, & & B:= c a (&£ x &), dacd & si B sunt o-
algebre. In cazul c-algebrelor produs, perechea (XxY, & ® %) se numeste
spatiu mdsurabil produs al spatiilor masurabile (X, ) si (Y, #).

a) or(« x ) este cel mai putin fin c-inel pe XxY cu proprietatea ca
functiile proiectie pr;: XxY—X si pra: XxY—Y sunt misurabile.
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b) #x3B este o parte cofinald in #9H,ordonata prin incluziune “c”,
ie. (V)CeRRB, (I)AxBesxB, a1l CcAxB.

Fie, spre exemplu, £ si B c-inele si C€L ® HB:= or(#£ x B) fixat.
Atunci (3)(AnxBp)ns 1 xBal. Cc U(A" x B ), deci

nx]

(Y )(Un.) ~Aebe <

nzl nxt
c)or(g x M =or(9) @ or(8), (V)Gc 2" & H#e2".
d) or(# x B)|axs = or(Aa) ® or(&p), (V) AxB < XxY.
4.4.4.PropozitieFie(X &), (Y, B)doud spatii mdsurabile §i(XxY,./® B)
spatiul masurabil produs. Atunci . ® Feste cea mai slaba (mai putin find)
o-algebrd pe Z:= XxY, cu proprietatea cd functiile proiectie
pra: (L, & OB — (X A prv (Z, £ 8 — (Y, B
sunt masurabile.
Dem. Fie €: = £®% Atunci (V)A€£avem :
pry (A)=AxY€ A£® B ¥, decipr; (&) C €
si deci pry este masurabila.
Analog se arati cd i pry este masurabila.
Fie acum @ "o c-algebrd pe Z, cu proprietatea cé proiectiile
prx: (Z, €)—(X, &), pryv: (£,€)— (Y, B)
sunt masurabile. Atunci,
(V)A,B)EA#x B=>AxY=pr; (A)€€ & XxB=pr;' (B)e€",
deci AxB = (AxY)N(XxB)E€ " si deci ALx B €.
Asadar A& ® B=ca (AxB)C€ ", prin urmare £ B este cea mai
slaba c-algebra pe Z pentru care proiectiile prx si pry sunt masurabile.
Observatie. P.4.4.4. este adevirata si in cazul general al unui produs
numerabil de spatii miasurabile.
4.4.5. Teorema. Fie XY doud spatii topologice. Atunci avem
BBy < Fxxy, cu egalitate, daca X §i Y sunt cu baza numerabild.
Dem. (X,# x) si (Y,# v) sunt spatii mésurabile. Inzestrand Z:=XxY
cu topologia produs, proiectiile prx: Z—X, pry: Z—Y sunt functii continue,
deci (T.1.2.5.) avem :
pry (tx) S 2 S Bx, pry (tv) S 12 C B,
deci
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pry (Bx)=ca (pry (1))=Bz; pr;' (By)=ca (pr;' (ty) Bz,
si deci aplicatiile
prx: (Z,87)— (X, Bx); prv: (Z,B7)— (Y, BYy)

sunt functii misurabile si deci (P.4.4.4.) Bx® By € Bxxy = Bz.

Presupunem acum X i Y cu bazi numerabild si fie 9,9, baze
numerabile in X resp. Y. Atunci 21x 9, este o bazd numerabild a lui Z
(P.1.2.29), deci (T.2.1.11,3%) ca(@x @,)=B;. Cum D xP, C B xORF v,
rezultd B7; € Bx® B~. Prin urmare Bx® By = B 7.

Corolar 1.8, ® # ., = By (Y)n,m 21.

Dem. Aplicim T.4.4.5. tindnd seama cd R" si R™ sunt spatii metrice
separabile, deci cu bazad numerabil.

4.4.6. Propozitie.Fie (X,.2), (Y, #) doud spatii mdsurabile §i C €49 F
o multime. Atunci C,€®B, (VxeX5i C'€ A& (V)y€Y.

Dem. Fie €={Ceo ® B, Ci€B, (V)x€X}. Daca C=AxBe€.#xAB,
avem C, = B, daci x€ A si Cx=J, dacd x€X\A, deci C € & sideci B C €.
Fie mai departe (Cp)ax1C @ fixat si C:ZUC" . Atunci, evident, avem:

nxl

C=J(C,), €, (V) x€X, deci C€ €. In fine, (V)CE @ si xeX avem :

n2l
( XxY\C ) =Y\Cre B, deci XxY\Ce @
Asadar, ® este o c-algebri, deci ca (&£ x B) < € si cum
AR =ca(ALXB)C € AR B, rezulta &L S B=€

Prin urmare, C € &, (V)x€X etc.

Corolar 1. In acelagi cadru avem: (V)Césf ® £ de forma
C=AxBXxY, rezultd A€ §i BESB, i.e. orice dreptunghi & Bmdsurabil
este egal cu produsul cartezian dintre o multime .#mdsurabild si o multime
& -mdsurabila.

Dem. Fie a€ A fixat. Atunci (P.4.4.6.) B=(A x B),€ & etc.

Corolar 2. Fie (X, (Y, #) doud spatii mdsurabile si f:XxY—»ﬁ
o functie #® F-mdsurabild. Atunci f este separat mdsurabild, i.e. (V)x€X,
functia f,:Y—R este &-mdsurabild si (V) y€ Y, functia f : X—R este
#-mdsurabila.

Dem. Fie a€ R fixat. Din ipoteza rezulta (T.3.2.8.) :
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C={x,y)eXxY; f(x,y)>a} € £L3RB
Evident, (V) x€X, avem C,={y€Y; fi(y)>a} si cfP.4.4.6. Cie®B, deci

{yeY;f(y) > o }e B si deci (T.3.2.8.) f; este B - masurabila.
Analog se procedeazi si pentru functia .
4.4.7. Propozitie. Fie XY doud multimi, .«fun inel pe X si #Bun inel

pe Y. Atunci O H: = r(& x B) coincide cu familia &a reuniunilor finite
mutual disjuncte de elelmente din & x .

Dem. Sa aritim cd @ este inel pe X x Y. Fie in acest scop

C:={J4 xB) siD = J(«4,xB,) din @&, fixafi. Atunci (P.1.1.2):

i=l J=1
a) CND = J(4,xB)N (4 xB))=|J(4, "4 )x(B,NB)).
iJ ]

Cum familia (A x By _- (resp. (A} x B‘J-)Fm) este mutual disjuncta,

rezultd imediat ca familia ((AiNA’j)) x (BinB'})) — — de elemente din

(i, ))elnxl,m
xR, este mutual disjunctd, deci CND€ €.
b) Daca CND = J, rezultd ca CUD € €.
¢) C\D = [} ((Aix B)\(A'jx& ).
o

fnsa (V) ij € Laxlm, multimea Cjj = (A; x Bj) \ (A’j x B’j) coincide cu

reuniunea multimilor disjuncte (A; \ A'j) x B; s1 (AiNA’")) x (B; \ B)), care

apartin familiei . x &, inclusa in @, deci (cf. b)) Cjj € €. Atunci (cf.a))

G :=ﬂC,J € @,(V)i=ﬁ si cum familia (Ci)’=17 este mutual disjuncta,
S

deoarece C; cAixB;, (V) i= I,_n , deducem (din b)) ca C\D = UC,. € @

i=l

d) CuD =(C\D) U (D\C) U (CND) .
Deoarece,

CND € €(cfa)) & C\D, D\C € #cf. ¢))
si multimile CND, C\D, D\C fiind disjuncte, rezultd (cf. b)) ca CUD € €.
Prin urmare, @ este un inel si cum &£ x B < € < (& x B), rezultd
1 x B) C €, deci avem egalitatea r(Zx B) = &.
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Corolar 1. In acelagi cadru avem : r(« x &) coincide cu familia
reuniunilor finite arbitrare de elemente din (&Zx B).

Corolar 2.Fie tripletele (X, aZp), (Y, B v), unde X, Y sunt multimi; & &
inele pe X, resp.Y; u, v masuri finit aditive pe ., resp. B.Atunci (3) cel mult
o mdsurd finit aditiva v (<) —»ﬁ, al mAxB)=p(A)*v(B),(V)A xB Eat<B.

Dem. Intr-adevir, fie © §i ©° doud masuri finit aditive cu proprietatile

din enunt. Fixdm C:= L"J(Ai xB;) €1(#xB), cu AixB; (i=1,_n) mutual disjuncte.
i=l

Atunci ,
n(C)= Y w(AixB) =Y u(A)*v(B)=D 7 (AixB)=mn(C)etc.

4.4.8. Teoremi. Fie (X..o1) §i (Y, B v) doud spatii cu mdsurd
o-finita. Atunci (V) Cé# & B au loc afirmatiile:

1) F unctia, X3x —v(Cy), este Z— mdsurabild;

2°%) Functia, Y3y —u(C), este B- mdsurabild.

De. 1°)Consideram multimea urmétoare :

@={Ceo BB, functia,X3x—v(Cy),este .« -misurabild}.

Daca C:=AxB €& x®B, avem CL € B & v(Cy) = v(B)pa(x), (V) x€X.
Cum functia @a este .#-masurabild , rezultd ca functia, X3x— v(Cy), este
s~misurabild , deci C€ € si deci & xB €, Tn particular, XxY € €. Fie acum
C,De ¢, CcD, fixati. Atunci (V)x€X,avem (D\C); = D,\Cy.deci v((D\C)y,) =
= v(D)\W(Cy), si deci functia, X3x— v((D\C)y)este «-masurabila, ca diferentd

a doud functii . -masurabile, Incat D\C € €.
Fie mai departe (C,)n21< @ ,un sir mutual disjunct, si C=[JC, .Atunci :

nzl

V(G = v(U(C)x) = ZU(C)), (V) x€X (1)

n2l n2l

Cum fiecare functie, X3x—v((C,)x), este & -mdsurabild, rezulti din (1) ca
functia, X3x —v(C,), este «£-mdsurabila, deci Ce €.

Asadar, € este un sistem Dinkin si.#x & c €, deci

O x B)C €sidecid( & x B)c A @ B.

Pe de alta parte, (V) C=AxB si C'=A"'xB" din .« x &, avem CNC" =

= (ANA")x(BNB')ex xB, deci (Ex.2.16.) O(#£xB) = ca (A xB) = AR
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si deci O( xB)=€ =« ®B. Cu aceasta am aritat ca (V)Ce£ ®B functia,

X3x—Vv(Cy), este & -masurabila.

v(Y)=co| Deoarece v este o-finitd, (I) (Bp)n=i € A un sir de

multimi, mutual disjunct, care acoperd Y, a.1. v(B,)<oo, (V)n=1. Atunci
(V)Cea®@FBsin 2> lavem: CN(XxB,) € & ® B24 (A |n),
deci conform celor de mai sus avem ca functia
X3x = v (CN(XxBn))x) = v (CN(XxBn))x),
este .« -masurabild si deci functia,
X3x=v(Cy) = D v ((CN(XxB))),

nzl
este . -masurabild, ca suma a unet serii de functii masurabile (T.3.2.15.).
Prin urmare afirmatia 1°) este aritata.
2% Se procedeazi la fel ca la 1°).

Corolar 1./n acelasi cadru avem: (V)C€ & & &, integralele

J;(V(Cx x i I‘, W(Cy My existd si sunt nenegative.

Observatie.Vom arita in teorema urmatoare cé integralele din Cor.1
sunt egale si ele definesc mdsura produs a multimii C.

4.4.9. Teoremi (Teorema de existentd a masurii produs)- Fie (X,.«/1)
si (Y, B v) doud spatii cu mdsurd o-finitd. Atunci existd o unicd mdsurd pe
AAXB, notatd cu u&v, cu proprietatea ca :

(1 ® v) (AxB) = u(A) - v(B), (V) AXBE#x B (1)
Masura n ® v este o-finitd si avem relatia :
(1 ® V)(C)=[ V(C)du = J, w(CH)dv (V)CEALDR @

Dem. Din T.4.4.8,Cor.1 rezulti ca are sens functia
m(C):= [, v(Cy)du , CEALRRB
st este nenegativa. Evident n()=0. Fie (Cp)n21&#®28 un sir mutual disjunct
si C:= JC, . Atunci (V)x€X, ((Cp)xn>1 este un sir mutual disjunct,

n2]
#B-masurabil (P.4.4.6.) si avem Cy=J(C,), ,deci v(Cy)=Jv((Cy)y)- Insa
n2l n2l]
functiile, X3x—=v((Cn)x)(n21), sunt .#mdsurabile (T.4.4.8.) si nenegative,
deci putem scrie (T.4.4.8,Cor.1) relatia:

(€)= [(V(Cdp = X [, v((Co)y)dn = X 1(Cy )

n2l n2l|
Asadar, este numerabil aditivd, deci o misura.
147

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



La fel se aratd ca functia
n(C): = i 4(C?)dv, CEARB,

este de asemenea o misura pe XxY
Fie mai departe C=AxB €.#£®% fixat. Atunci (V)x€X, avem

V(CO=v(B)@a(x), deci n(C)= '[(V(B)CDA (x)dp =v(B)*p(A)

si analog 7 (C)=p(A)*v(B), de unde rezulta n=n" pe .« %.

Din P.4.4.7.Cor.2 rezulta ca n=n" pe a( xB).

Cum p si v sunt o-finite, (3)(An)a=1 O partitie £ -masurabild a lui X,
()(Bp)nz1 0 partitie & -masurabild a lut Y, a.i. p(Aq)<oo & v(B,)<oo, (V)nx1.
Atunci, evident, (AyxBp)nz1 este o partitie & ®% -masurabild a lui XxY si
avem m(A,xB,)<o0, (V)n=1, deci 7 si analog si ©° sunt masuri o-finite.

Deoarece masurile m i ©° coincid pe algebra a(«#x9), rezultd
(T.2.1.18.) ca ele coincid si pe ca(£x®), deci pe LOR si deci n=n". Tot de
aici rezultd cd pentru orice misura o pe £ ®%, cu proprietatea (1) din enunt,
avemo =m=T .

4.4.10. Definitie. Fie (X, ) si (Y,9,v) doud spatii cu misuréd
o-finitd. Atunci médsura PRV QB— Rse numeste mdsura produs a
mdsurilor p 5i v, iar tripletul (XxY £ ®%,u®v) se numeste spatiu cu mdsurd

produs al celor doud spatii date.

Corolar 1. In acelagsi cadru avem relatia :
(u®v) (C) = L_\_(C)( chiv)d,u = L,,.(C)( L a',u}lv, (VCELRR
Dem. Deoarece C,=0, (V)xgprx(C), avem v(Cy)=v(C,)¢ precy (%),
(V)x€X, deciavem :
(L®V)(C)= Lv(cx ydp = Lx@ v(C, )dp = Lx@( L(ilv)dp etc.
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Si ilustrim grafic multimile: C;, xeX ; Cy,y€Y

Fie (X,#p) si (Y,%B,v) doua spatii cu masura o-finitd si
A RVMB:= ca(AxH) c-algebra produs. Fixdm C€«£ B

Yl XxY Y

i 1 ' 1

X Ce

Fie x€X; multimea Cx€B; calculam v(Cy) pentru orice x din X si

,sumim” rezultatele obtinute, i.e. integram functia .«#~masurabild nenegativa
X3x—v(Cy); numadrul astfel obtinut, J;V(Cx )du , reprezintd o mdsura lui C.

Fie yeY; multimea C’€#; calculim p(C’) pentru orice y din Y si

»sumdm” rezultatele obtinute, i.e. integram functia 9 -mésurabild nenegativa

Y3y— v(C”); numarul astfel obtinut, £ u#(C”)dv , reprezintd o masura lui C.

Arataim mai departe egalitatea Lv(Cx )y = _[ u(C")dv, deci cele
doua masuritori conduc la acelasi rezultat. Mdsura produs n®v se defineste
prin relatia :

(LOV)(C): = jx v(C,)du = I 4(C*Ydv, (V)CEALR B.
Deoarece (V)xgprxC avem C,=9, deci v(Cy) = 0 ; analog,(V)y¢pryC avem
C'=¢, deci uw(C*) = 0. Prin urmare rezulti relatia :
= — e
(L®V)(C) L\'(C)V(Cx)dy jm(c) u(C"Ydv , (V)CEA® B.

4.4.11. Teoremi (Tonelli). Fie (X.o71) §i (Y, Bv) doud spatii cu
mdsurd o-finitd §i f-XxY—R o functie .o & & -mdsurabila si nenegativa.
Atunci au loc urmatoarele afirmatii :

(a) Functia, X 3x— L f.dv, este Z—mdsurabila;

(b) Functia, Y3y— L frdu, este #- mdsurabila;

@ [f., e = [([r.avhu= [([ raupv. "
Dem. Sa observam mai intdi ca (V)x€X, functia partiala f; este
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PB-misurabila (P.4.4.6,Cor.2) si nenegativd, deci functia, X3x— _[ f.dv,din

(a) are sens; afirmatie analoagd pentru functia din (b). Vom arata mai departe
cd aceste functii sunt .« respectiv 98 —misurabile si are loc relatia (*).

() [ functie caracteristicd. Fie f=¢c, CE£®3B. Atunci f=@cx §i
=, (V)(x,y)€ XxY,deci functia ,X3x— '[fxd v =v(C,), este .&/—masurabila,

iar functia ,Yay— L fFrdu=p(C), este B -masurabili (T.4.4.8.) siavem :

[ ([ v b= [ vCodu, [|[, duliv= [ ucav.

Pe de altd parte, [[ fd(u®v)=(u®v)(C), deci (T.4.4.9.(2)):
.”:ny Jd(p®v)= _L(_L/xd"}"ﬂ = Lu\,fydﬂ}”V

() f simpld nenegativa.Fie Zc,(o(fl o reprezentare canonici a lui f,

i=|

notdm @c; cu f (i=1,_n). Atunci fodv:ZciLfidv,(V)xex, deci (cf])
1=l

functia ,X3x— fo dv, este «#masurabild nenegativd, ca suma de functii

«/-masurabile nenegative, i avem :

I @)= Z ] nyf’dw@v)(i) z ([ frdv)au=
- L(Lgc,f;dv)dﬂ = ‘[Y(.[‘/;dv}lﬂ

Analog,functia,Y3y— I S dueste B -masurabild si avem :
[, @)= [([ rduv,

de unde rezulta relatia :

IL,, facu@v)= [ ([ f.av)au=[([ rauliv.

(1) f masurabila nenegativa. Cf. T.3.2.16.(3)(f,)s>1 un sir monoton
crescitor de functit & ®#B - simple definite pe XxY, ai fi(x,y)/f(x,y),
(V)(x,y)€XxY. Din T.4.2.1. rezulta

lim [[, /ud(u®v)= [, fAu®v)
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Mai departe, (V) xeX, (f)«/fx ; (V) yeY, 2 7, deci (T.4.2.1)
H y y
[eav s [ fdvsi [ fraus | frdu.
Cf. II, (¥)n>1, functia nenegativa , X3x— i( f,),dv, este #Fmasurabila, iar

functia nenegativa Y 3y— J;{ J.)du, este B- masurabild, deci (T.4.2.1) avem :

tim [ (fC7)cdv = [ ([ fidvfu @)
tim [([ /7 duhty = [ ([, fdupv ©

De asemenea din II rezulta relatia :
[, rdwevy= [{[r)dvhu=[([ fdupv.

de unde prin trecere la limitd, n— oo,rezults, tindnd seama de (2)&(3),relatia c)

Corolar 1. Fie (X, o7 1), (Y, #v) doud spatii cu mdsurd o-finitd si
fXxY —~R o Sfunctie pu&v-integrabild nenegativda. Atunci au loc afirmatiile :

a) Functia, f;: Y— ﬁ, este #-mdsurabild nenegativd, deci are
wintegrald (V) x€X, si este v-integrabild pentru p-aproape ftoli x din X, i.e.
pentru orice x EX\A, cu p(4)=0.

b) Functia, X3x — fodv,este M - integrabila.

¢) Functia, £:X— R, este .#mdsurabild nenegativd, deci are
U - integrald (V) y €Y, si este p-integrabild pentru v-aproape totiy din Y. i.e.
pentru orice y€Y\B, cu v(B) = 0.

d) Functia, Y3y— .[ frdu, este v-integrabild.

Dem. Din P.4.4.6,Cor.2, rezulta ca functiile f,, £ sunt: 9 -misurabila,
resp. & —masurabild. Tindnd seama ci f este nenegativa , integrabila, deci
AR - masurabild, din T.4.4.11(c) rezulta relatia :

[ ravhu= [ rwuev) <o,
deci functia, X3x— if:dv , este p-integrabild si deci (P.4.1.18,Cor.1)
_[ Sfidv <co(a.p.t.) pe X si deci fy este v-integrabild pentru p-aproape toti x

din X. Cu aceasta am demonstrat pe a) si b).
Analog se arati c) si d) inversand rolul lui x cu y.
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Observatie. Presupunem functia f :XxY — R integrabild cu valori de
semn contrar. Atunci functiile f'(x,*) si f(x,*) sunt 9 -misurabile nenegative

(V) x€X si v-integrabile (V)x€ X\A, cu p(A)=0, deci
[ fr(x,0)dv = [ f-(x,0)dv =0, (V) XEA
si deci functia ,x— [ f(x,e)dv, este definitd numai pe X\A, i.e. p-a.p.t. pe X.
Afirmatii analoage pentru functia f(s,y).
Corolar 2, Fie (X, o#w), (Y, Bv) doud spatii cu mdsurd o-finild,
C €98 0 multime si f:C ~Ro functie u & v-integrabila nenegativa. Atunci
au loc afirmatiile :
a) prx(C) €.425i functia, prC) 3x — -[”[-vl f(x,9)dv,este & mdsurabild;

b) prv(C) € #5i functia, pry(C)3y — Lm f (o, y)dueste B#mdsurabila;

o [[riwen=] ([ reoavhe={ ([ ronay
Dem. a) si b) rezultd din P.4.4.6. si (T.4.4.11,a3) si b)).

o [[Awu®n= [  focdu@v)= [ ([ fxo)pcxodypn=
(cf. relatiei pc (x,2) = popy (4), (V) x€X)

= [ ([ rCeopag@avhu=[|[ fexoavhu
Cum C[x] = &, dacd xgprx (C), rezultd ci functia,X3x— Lx] f(x, +)dv,este
nuld dacé x¢ pry (C), deci

[ /endv=0,c - [ fx9dv,(9)xeX
si deci
[[rdu®v)= [\ppc,- [, femmvliu={ ([ reeodvhu.

Relatie analoaga schimband rolul lui x cu y.
Observatgie.Relatia ¢) din Cor.2, sd o numim formula lui Tonelli, se
scrie, dacd revenim la notatiile anterioare, astfel

3
e =[ ol bdviu=] (L frdupv
sau sub forma :
JFoondm®v) = [, o o Foundvm o =[ (g, Foydutopv(y),
unde notatiile p(x), v(y) pun in eviden{4 variabilele x, y in raport cu care
integram functia f(x, y),In raport cu p,respectiv v.
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Observatie. Teorema lui Tonelli poate fi rezumata simplist astfel :
(V)x€X, functia nenegativd f(x,*) este B-misurabild, deci(3) J; Sf(x,9)du;
functia rezultatd , X3x— _[ f(x,9)dv e R. , este .Zmisurabild, deci
G (jY f(x,o)dV)du; integrala obtinuta este egala cu HY . Jfd(u®v). Afirmatie

analoaga si pentru functia f(e, y). .
Semnificatia graficd a formulei lui Tonelli.

a) Fixam x€X; functia f(x,*) este definitd pe multimea {x} x Y si are
subgraficul portiunea hasuratd a cérei arie este integrala L f(x,9)dv ER:.

Repetiam calculul pentru orice x€X si apoi ,,sumim” rezultatele obtinute (i.e.
integram  functia  X3x— _[f (x,9)dv); obtinem astfel numirul

f(x,0)dvHyu care reprezinta volumul lui I'y, subgraficul lui f, deci
Y
integrala '[\ , fAd(u®v).

b) Fixam y€Y; functia f(e, y) este definitd pe multimea X x {y} si are
subgraficul portiunea hasuratd a carei arie este integrala J:( f(o,y)du € R..

Repetdm calculul pentru orice y€Y si apoi ,.sumam” rezultatele obtinute (i.e.
integram  functia Y3y— L f(e,y)du); obtinem astfel numirul

_[(J.\f (e, y)d,u}z’v care reprezintd volumul lui [y subgraficul lui f, deci

integrala _[ny fAd(u®v).
a) A b)

=
W’

N
{|
R
2
N
N
|
-
3

. - — =
N
--dz-----—--

_\_—V_-
<
<

>
»”
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\'F\
>
\><
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\
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¢) Fie C € .« ® & fixat. Atunci avem graficele :

Y i Y

BC, prv(C)

X

prx(C) X Ces X
4.4.12. Teorema (Fubini). Fie (X, &%), (Y, BVv) doud spatii cu
mdsurd o-finitd §i f-XxY —~R o Sfunctie u®v integrabild. Atunci au loc
afirmatiile :
a) Functia partiald,f. : Y —R,este v- integrabild pentru u- aproape
totixdinX, ie. (9 A cX up-neglijabild, a.i. f, este v- integrabild (V)x €X\4;
b) Functia,X\A 3x — i f.dv, este restricfia unei functii p- integrabile

definitd pe X, deci are sens integrala J.\ ( ‘[ f.d V}l’/.l ; ™ plus avem relatia
JL., s ®v = [([ sav )

¢) Functia partiald,f : X —'ﬁ,este U integrabild pentru v -aproape
totiydinY, ie. (3 B Y v neglijabild, ai f este u- integrabila (V)y €Y\B;
d) Functia ,\Y\B3y— j\ f7du, este restrictia unei functii v- integrabile
definitd pe Y, deci are sens integrala _[('L f? dy}lv, in plus are loc relatia :
I st~ [ sk

Dem. Notdm p @ v cu w. Functia f fiind n- integrabild, rezulta prin
definitie ca functiile f* si f sunt 7- integrabile si avem relatia :

[loo =], =], s m

Functia f* fiind m-integrabild si nenegativa, din T.4.1.18,Cor.l deducem :
functia f7:Y— R este v-integrabild pentru p-aproape toti x din X; functia ,

X3x— _{ f.rdv, definita p-a.p.t. este p-integrabila si avem relatia

[, 7 =[] favu @)
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Analog rezultd : functia f: Y- R este v- integrabild pentru
p- aproape toti x din X ; functia, X3x— i f. dv ,definitd p- a.p.t. este

p- integrabild si avem relatia

[,/ dm= [ ([ £rav)iu 3)

Din (1), (2), (3) deducem :
JJ.., far = L([ fldv~ Lf;dv)iu @)

Functiile f7, f: Y—R fiind v- integrabile pentru p- aproape toti x din X,
i.e. cu exceptia unei multimi AcX p-neglijabile, rezulta ci functia f, = f7 - f

este v- integrabild pentru (V)x€ X\A si avem relatia :

[fdv=[rfrdu=[frdv,(vxexa  (5)
Din(5)rezulta ca functia, X\\A3x— ’[fxa’ v ,este restrictia functiei p-integrabile

X 3x- _[f;dv— _[f;dv, deci are sens integrala sa pe X si avem relatia :

J;(ifxd"}i/‘ = L(j;ffdv— J‘,f;dV}fll (6)

Din (4) si (6) obtinem relatia:

JI.., faz = [ [ fdv}u.

Analog se arata si afirmatiile ¢) — d) schimbénd rolul lui x cu y.

Corolar 1. In acelasi cadru, pentru orice C EZ£& HBavem relatia :

JLauon=[ ([ ravhu=] (L rdy.

Dem. [[ fdu®v)=[[ ocfdu®v)=[([oc fdvhu=

- L(L f"dv)dﬂ - -erc)( L f"dv)dﬂ’

[ £dv=0, ®- [ fdv,(V)xeXete.

deoarece avem:
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Observatie. Relatia

.., @ = [\[ r.avhu= [\[ rdupv.
numitd formula lui Fubini, se scrie adeseori sub forma :
[ vy =[ ([ fxndvobue = [([ £endue v,

notatiile p(x), v(y) pun in evidentd variabilele x, y in raport cu care integram
functia f(x, y),in raport cu mésura p,resp.v.
Formula lui Fubini fn cazul cand XxY se inlocuieste cu multimea

Ce® A& se scrie astfel :
JLfawev = [ oL fendvmueo= [ o (f, fx kv
4.4.13.Definitie.Fie (X, £, p), (Y, B, v) doud spatii cu mésurd,
(XxY, £ &, 1 ® v) spatiul cu masurd produs si f: XxY — R o functie cu
proprietatile : 1°) Functia partiald f,: Y— R este v- integrabilda pentru
u- aproape tofi x din X; 20) Functia rezultata _[.fxdv, definita p- a.p.t. pe X,
este restrictia unei functii integrabile definitd pe X, deci are sens integrala
J;( U f.d v}z’,u . Vom spune atunci c@ f admite (posedd) integrala iteratd

J;(_[ f.d v}z’,u. Analog se defineste integrala iterata L(i f "dﬂ}iv.

Integralele iterate definite mai sus se noteazi adesea astfel

([ rnavo) biue . resp. [([, £Gnduelivi).

iar in cazul cind p=v=A (misura Lebesque pe R), se folosesc notafii i mai

simple ,sub forma:
[ U £ (x,y)dy b , resp. L(j; F(x,y)ds iy .

Observatie. Teoremele Tonelli si Fubini dau conditii suficiente ca o
functie f: XxY — R s admita ambele integrale iterate i acestea si fie egale
intre ele. In general, aceste conditii sunt suficiente si nu necesare, i.e. existd
functii f care admit ambele integrale iterate, acestea sunt egale intre ele si
totusi f nu este integrabila in raport cu masura produs.
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CAPITOLUL S.
SPATII DE FUNCTII INTEGRABILE

5.1. Spatiul L*= L*( X, 1 ), 1< p <o
Spatiul lui Lebesgue LP este unul dintre cele mai importantc spatii din
Analiz% Pentru cazuri particulare ale lui p este normat complct. respectin
Hilbert, reflexiv, uniform convex, cu bazd Schauder etc.
Spatiul ILP (0 < p < 1) este sursa a numeroase contracxcmple din
Analizd. LP este suportul unor teorii matematice si are importantc aplicatii in
cele mai diverse ramuri ale matematicii actuale.

5.1.1. Definitie. Fie (X, «,1t) un spatiu cu masura si 0<p<oo un numar.
Prin L£P(X, .+ ,u), sau simplu £P, vom nota multimea functiilor 12 X >R .
& -mdsurabile , p—integrabile, i.e. .L, |f| Pdp < 0.

Prin L (X, & ,u) sau simplu L? |, vom nota multimea funciiilor .« -

mdsurabile, p-integrabile, f:X— R, in care am identificat funciiile egale intre
ele p-(a.p.t.).Cum functiile integrabile sunt finite (a.p.t.), putem presupu -nc

cd elementele lui LP sunt functii cu valori finite. Daca X € £g. atunci
LP(X, Lx,\),resp. LA(X, £ x,A),se noteazi adesea cu LP(X),resp. [."(X).
a)Fie £X— R o functie masurabild. Atunci fe £° < [f] e L" <

=S |f|pe;ﬁ1 o J;\Jf]pdp<oo

b)Fie f: X — R o functie masurabila si r>0.Atunci | f|"e L7« [ L™,

5.1.2. Propozitie. Fie (X,#p) un spatiu cu mdsurda. )~ p - = un
numadr gi LP =LP (X« ,u). Atunci operatiile vectoriale naturalc ' o, af
definesc pe LP o structurd de R — spatiu vectorial.

Dem.Fie f, g € LP fixati. Atunci f + g este masurabild (1.3.2.15) si,
evident, avem inegalitatea:

[/ )+ 2P <2°(|f )"+ |g@®)|P, (V) x e X.

L{jf+quu52°(mf|r’dp+ Mgpdu) <o

si deci f+g este p-integrabila.Rezulti f+g e LP. Analog aritam ca af'e 1. cte.

deci
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Observatie. in primul rind vom lua in consideratie spatiul L?, cu
1 <p <o, pe care vom defini 0 norma si vom studia apoi proprietitile sale.

Spatiul L il vom studia separat.
Pe spatiul vectorial LP, cu 0 < p< 1, nu se poate defini 0 norma

convenabild ca in cazul 1 < p < oo, ci doar o metricd d cu proprietatea ca

topologia T geste liniard. Spatiul L?, cu 0<p<1, astfel structurat este important
prin faptul ca el furnizeaza o serie de contraexemple interesante in Analiz3.

5.1.3. Propozitie (Inegalitatea lui Holder- var. I). Fie (X, AWL) un
spatiu cu mdsurd §i p,qe (1,00) conjugate armonic. Atunci (V) £ € LP(X#,L)
si ge LX), rezultd fge L' (X, #4) si avem inegalitatea:

flreldn < ([ AP ™ ( [1d* dwy'™ (1)

Dem. Plecam de la inegalitatea cunoscuta

Daca N, (f) : =(_[\,Mp dp )P =0sauNg (g) : =(J:\ngq dp)" =0,

atunci (T.4.1.10,13°) f=0 (a.p.t.) sau g = 0 (a.p.t.), deci fg =0 (a.p.t.)
sideci (1) este evidenta .
Presupunem acum Ny(f) > 0 si Nqy(g) > 0. Daci inlocuim in (2)

/1 ; :
a=nN (f § b= e obtinem 2 < £ + g ,
p Nq (g) Np(t)Nq (g) pNg(f) qNg(g)

P (v)abeR )

de unde prin integrare rezulta:

1 1 1 1
——— | |[fgdu < Pdp + fdp=— +— =1
N, (DN, (2) JXI ’* pNL’(f)'JXm qN“(g) j 4" o q

< [|feldn <N(ON(g).
Din (1) rezulti ci J-X]fgidp <ow,ie. fg e LI(X, oA.p).

Corolar 1. Fie (X #) un spatiu cu mdsurd 5i f,g € L (X, ). Atunci
fg e L\(X, ) si avem inegalitatea :

[ seldi < C[IA%W"™ ([lgdw) 2

5.1.4. Propozitie (Ineg. Minkowski)- Fie (X, &) un spatiu cu mdsurd,
1 <p <o i f,ge LA(X, #u). Atunci avem inegalitatea:
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C(f |f+elPaw™< ([, 117 dw"+( [, lg]” dw)'*
Dem. Daci p=1 sau '[‘, | f+ gl Pdp = 0, inegalitatea este evidenta.
Presupunem deci p>1 si J;( |/ +g|P du>0

Evident avem :|f + g|? < | /] |f+g|P'1 + |g| |f+g|r»l
Notam cu q conjugatul armonic al lui p. Cum f+g eLP (P.5.1.2)),
avem|f + g|’e Ll,deci|f+g|(p'”q =|f+g|Pe L'si deci |f+g|"'1 e L%

Aplicand inegalitatea Holder pentru functiile |f|(resp |g|) si
|f+ g|p'l, obtinem :
[ 1r+eldus [ A1/ +gl™du+ [ |g]|f+gl"'dn<
<[ 1P 1S+ g™ dw ([ [g]” dwPC [ 1S+ gl
Cum (p-1)q=p, prinsimplificare cu (L/ |f+gl° dp)" rezulta
C(fo [f+glPdw™ < ([ A7 am"™ + ([, |g"dw'™
[nlocuim mai departe pe 1-1/q prin 1/p.

5.1.5. Teorema . Fie (X #,1) un spatiu cu mdsurd si LP =LP (X,.#,W),
1 < p <oo. Atunci relatia, ” f ” - ={( J;, | f |p du )", definegte pe LP 0 norma.

Dem. |f],=0 < _[\, |f|Pdp =0 < £=0 (a.p.t.). Egalitatea
e £]l5 = le] |/

triunghiului rezultd din P. 5.1.4.
Observatie. Relatia Np(f) = ( J;( |/|P dp )'? defineste pe £P(X, )

» (V) ae Rsif e LP este evidenti iar inegalitatea

0 seminormai .

5.2. Spatiul L * (X, sA,p)

5.2.1. Definitie. Fie (X,#u) un spatiu cu misuri si :X—R o functie

masurabila. Numarul ( finit sau + o), %E)f 0(sup{lf(x)
(A)=

;X € A°}) se numeste

adevaratul maxim al lui | f | si se noteazi cu ad.max. l f | , vral max. | f
€ss.sup | |Ifll- Functia f se numeste esential mdrginitd,dacé ad. max | £] <o0.

Exemple. a) Fie f(x) = 1, daca xe[0,1]\ {1,1/2,1/3,...} s1 f(1/n) =n,
(¥)neN. Atunci, ad.max. | £]=1 si sup. { lf(x) | ;0<x< 1} =00,

2
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b) Fie f: R— R functia lui Dirichlet. Atunci, ad.max. |f|=0si

sup.{ | f(x)|; xeR}=1

¢) Fie f:[a,b] > R o functie continua. Atunci

ad.max. | f|= max. { | f(x) l:a<x< b}.

d) Fie £:X—R o functie misurabila finitd (a.p.t.) si g:X—R definitad
astfel: g(x) = f(x), daca | f(x) |<w si g(x)=0, daca | f(x) | = 0. Daca misura
u este completa, atunci g este masurabila si avem ad.max. | f| = ad.max. | g |.

5.2.2. Definitie.Fie (X,241) un spatiu cu masura. Multimea tuturor

functiilor mésurabile,esential marginite, £:X—R, se noteazi cu £° (X ),
respectiv cu L°(X.#1), daca am identificat functiile egale intre ele p-a.p.t.

Daca XeXg, spatiul LP(X,Lx,A) se noteazd cu LP(X) iar spatiul L(X,Lx,
A) se noteaza cu L*(X).

a) f e L” < f maésurabild si ad.max. | ] < oo,

b)fe L”o | fl eL® < (F)Aes ,p-nuli ,a.i sup.{ | f(x) | ;xe A} <.

5.2.3. Propozitie. Fie (X, 4p) un spativ cu mdsurd 5i £X —>Ro
functie masurabila. Atunci au loc afirmatiile urmdtoare:

1%) ad.max. | f]< sup | f(x) | ;2% | f(x) | <ad.max. | £l ,a.p.t. pe X;

xeX
3%) ad.max | f| = inf {o >0;] f(x) | < o, a.p.t. pe X} =
=inf {a>0sp ({xeX; | {00 [>a}) =0 };
4°) ad.max. |f|=0 = £=0 (a.pt);
5% ad.max. | £| < 00 = f finita a.p.t. Reciproca nu este in mod necesar
adevirati;
6%)ad.max. | fl< k(A edcu p(A)=0,a.1. sup { | f(x) | XeA}<k;
7°) daci ad.max. lf]>0 si 0 < a <ad.max. | ], rezulta ca
b ((xeX;| T [z a) > 0.
Dem. 1°) Evident. Sa notam in continuare ad.max. | £ cuM.
2°) Fie E == {a > 0; | f(x) |< o, a.p.t.}. Fixdm a€E; evident () Ae.,
cup(A)=0,ai |f(x)|<a, (V)xeA®, deci sup { | fx) | ;X€A}< a, de unde
rezultd ca M < a si deci M < inf.E.
Fie acum a>M fixat . Atunci (3) A €, cu pu(A)=0 si
sup { | f(x) | ;XeA}<a, deci |f(x)| <a(a.pt.) si deciaeE. De aici
rezultd (M,o) c E , deci inf.E < M. Prin urmare M = infE.
39 CE 2% @) an ¥ M, cu [ (x)]| <o (ap.t), (V) n> 1, deci (3)
(An)r21 =#un sir de multimi neglijabile,cu || < On, pe A, (V)n21.
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Atunci multimea ,A =U Ajeeste neglijabild si avern urmatoarea relatie:
nzl

|00 | <infan=M, (V) xel] A: = A°

Prin urmare | f(x) | < M, a.p.t.

4% rezulta din 2°) si 3°) iar 5°) rezulti din 3°).

6°) (=) Fie M<k. Din 3°) rezulta: (3) Ae. cu w(A)=0 sif(x)|< M,
(V)xe A, deci sup{ | f(x) | ;xe A°}<k. Implicatia reciproci, (<),este evidenta.

7% Presupunem ci (3) 0 < ap < M, cu p({xeX;lf(x)IZ og}) = 0.
Atunci | f | < op(a.p.t.) , deci, conform 20), ad.max. | f | < o, absurd. Rimane
ca (V)0 <o <M, rezultd p({x €X; | f(x) |> a})>0.

5.2.4. Propozitie. Fie (X, #) un spatiu cu mdsurd §i f,g:X—>R doua
Sunctii masurabile, egale a.p.t. Atunci avem:

10) ad.max. | f|= ad.max. | g | )

2% f esential mdrginitd <> g esential marginitd.

Dem. 1% Fie M := ad.max.%fl . Din P.5.2.3. (3% rezulta ca If(x) <M
(ap.t) si cum f=g(a.p.t) , conchidem ci |g(x) I <M(a.p.t.) , deci cf.
(P.5.2.3,6%), ad.max. | g | < M.

Analog se arata ca ad. max. | £] < ad.max. | g |, deci egalitate.

2% rezulta din 1%).

Corolar 1. Fie (X #u) un spatiu cu mdsurd completd §i f,g:X >R
doua functii egale a.p.t. Daca f este mdsurabild, atunci g este mdasurabild si
avem ad.max. | f| = ad.max. Ig | ;

Observatie. Vom nota ||f]|:= ad.max. | £] (V) fe L” si vom arita ci

relatia f—||f]| defineste o norma pe L”; relatia,£™ > f — ad.max. I f|, este o
seminorma $i nu o norma pe £, de aceea 0 vom nota cu N  (f),i .e.
N o (D:=ad.max. | f|, (V) fe £>.

5.2.5. Propozitie. Fie (X, #1) un spatiu cu mdsurd si L™ = L™(X 4,1).
Atunci operatiile vectoriale naturale f + g, of si relatia (|f||~ : = ad.max. | £ ,
definesc pe L” o structurd de spatiu normat.

Dem. Fie f,g e L™ fixati. Evident, f+g este masurabila si din definitia
lui L* avem [[f]|o<co i [|g|lo<co. Cf. P.5.2.3.,(3) Agess, al. w(Ag) =0 si
| f(x) | < ad.max. | f| , |g(x) | < ad.max. |g , (V) x €Ay,

deci
| f0)+e() | <] ) [+ 200 T < ([l + llgllen (V) x € AL
si deci
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sup | (%) + g() | < [1fllo + llgllo »
xe A€

de unde rezulta

If+gll= inf (sup [f0+e) < sup | Rx)+g(x) | < [[fllo Higllo<oo.
1(A)=0 xeAc xeA¢

De aici deducem ci f+ g € L™ si cd aplicatia || || este subaditiva.

Analog se aratd ca || of lo = |a| || f]lo, (V) & € R, fe L*.

Asadar, L™ este un R-spatiu vectorial si || [~ este 0 seminorma pe L.

In fine, dacd f e L” si|| f|lo = 0, deci ad.max. |f|= 0, atunci cf.
(P.5.2.3. ,4°) =0 (a.p.t.), deci f este elementul nul din L*.

Prin urmare, L este spatiu normat.

Corolar 1.Relatia f— ad.max. £l defineste pe L (X Apn) o
seminormd, pe care o vom nota cu N.

5.3. Proprietati generale ale spatiilor
L°(1<p<w)
Fie (X, &) un spatiu cu masurd. Am definit anterior spatiile
LP:= LP(X .2Z) (1<p< o) mai intdi pentru 1 < p < oo, apoi pentru p = 0. Am
ardtat ca L” este un spatiu normat, cu norma || ||, definita astfetl:
1| £ = ( L|f|Pd,u )"? daca 1<p<oo ; || f|lo=ad.max|f] (V) fe LP

5.3.1. Propozitie (Ineg. Holder - Var.ll). Fie (X, &) un spatiu
cu mdsurd §i p,q € [1, ©] doud numere armonic conjugate. Atunci
(V) f e LX) si g € LYX ), rezultd cd fg € L' (X p) si avem
inegalitatea:|| fg |11 || flp 11 & llq-

Dem. 1°) daca p,q € (1, ) aplicism P.5.1.3.

2°%) daca p=1siq =, avem Ig(x) | < ad.max. 'g |= Il g lo (a-p-t.),

deci
| e [ <0 | 1l g Il (@.p.t.)
si deci
g l= [ leldus [ 1€l 1gladn=1£ lgls

CumfeL'sig e L™ avem|| f|; <o sil g |lo < o0, deci || fg |l < o si fgeL'.

Masurabilitatea funcfiei fg rezulta din T 3.2.15.

5.3.2. Teoremi (Riesz-Fischer). Fie (X 1) un spatiu cu mdsurd §i
1<p<co. Atunci LP:= LP (X, ) este un spatiu normat complet.
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Dem. Fie Z f, o serie absolut convergenti cu elemente din LP,
n>1
n
ie.y Ifull,sM<ow.Sd notamg,:= Y. [fi
n>l k=1
(ga)nx1 < LP 51 (V) xeX sirul numeric (ga(x))s>1 €ste monoton crescitor, deci

,(n>1). Evident avem

(3) g:X—R., misurabil cu ge>g sideci, Y. |£(x)[= g(x), (V) xeX.
n>1
Evident avem:
n

n
lgallo< D Nl < Y Ifdlp <M, (¥)n21,
k=1 k=1

deci, L g, du <MP, (V) n > [. Deoarece g,*>¢P, din T.4.2.1. rezulta:

L, gldp < lim J;( g.Pdp < MP,
deci (P. 4.1.18.)g" este finita (a.p.t.) si deci g este finitd (a.p.t.).De aici

rezulti ci a.p.t. pe X seria Z fa(x) este absolut convergenti, deci este

nzl

convergentd. Fie f:X—R definiti astfel:

f(x)=r§ f,(x), dacd g(x)<oo si f(x)=0, daca g(x)=co.

Atunci, a.p.t. pe X,avem f(x)=Z fi(x). De aici si din definitia lui f rezultd
el

(T 3.2.15 .) f masurabild. Cum avem:
n 4]
Y l&l<Y l&l<g(@nz1= lfl<g@pt),
k=1 k=1
deci
L | £]Pdp < L ghdp < MP<oo = fe P,
n

S aritim acum ci [|f- ) fifl,—> 0 (n—>w). Cum
k=1

n p
l£- Y il =220, rezutta| £ £i [P —2L2L s 0(n—>00).
k=1 k=1
De asemenea, a.p.t. pe X, avem:
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n n
-3 &l < el + Y &P < @+gf = 2°g, (Wn21
il =l

n
Asadar, ( | £- Z fy | )nx1, €ste un gir de functii masurabile, egal
k=1
majorat de functia integrabila 2P g®, deci (T 4.2.10.) avem :

n n
L [£- > flPdp— 0@ w)sideci| £- Y fllp—> 0 (n—> o).
k=1 k=1

Prin urmare,seria Z fn este convergentd in norma || ||, si are
nzl
suma f, deci (T.1.2.55.) LP este complet.
Corolar 1. spatiu/ L*= L* (X, #p) este spatiu Hilbert.

Dem. relatia <f,g> : = J:\J j] 2dp, (f, g) eL?x L%, evident,defineste

un produs scalar pe L* si avem:
V< f > =A%) = | @n (¢) fe L2

Asadar,norma (standard) a lui L’ provine dintr-un produs scalar.
Cum (L%, ||2) este un spatiu Banach (T.5.1.2.), conchidem ci el este

un spatiu Hilbert.

Corolar 2. LP [0,1] este Hilbert & p=2.

Dem. (=) Daca LP[0,1] este Hilbert, norma sa satisface relatia
paralelogramului:

“f + g||2n * “f_g||2p - 2Hf||2P + 2"g||2p’ (V)fge LP[0,1] (D)
Consideram functiile particulare :
LLxe[0,1/2] 0,x €[0,1/2]
flx) = ; x)=
0,xe(1/2,1] Lxe(1/2,1]
S =gl=|f +g|=1, deci|l f - gl =] + g] =1,
deci, cf. (1) avem:
1+1=22"" + 20"Y" ©2=42"°" & p=2
Implicatia ( <=) rezultéd din Corolar 1.
5.3.3. Propozi;ie. Fie (Xodn) un spatiu cu mdsurd §i £°=
=L (Xes, n). Atunci (V) £f, e £°, n>1, avem :
No (f-f) — 0 & f,— > f(a.p.t).

Atunci,

f” P "g”pz(z_l)”p 51
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Dem.(= )Fie k>1 fixat . Deoarece Ny(f- f;) <1/k,(V) k=1,
(I) m>1,ad No(f-f)<1/7k,(V)n>n, deci (V)n>ng, (3)Ane
de médsurd nuld, cu proprietatea sup |f(x) - f..(x)| <1/ k. Evident multimea,
xgAn
Bx:= U A, €4, are masura nula si avem :

sup |f(x)— fa(x)| <1/k,(¥)n>n
xeBi
Multimea,A:= U By € #Zare masura nuld;si ardtam ca §irul (f2) n>1 converge
k>l
uniform pe A°la f.Fie in acest scop & >0 fixat si ko >1,cul/ k,<g .Atunci,

sup If(x) - fu(x)|<sup | f(x) - £:(x)| <(1/ ky)<& (V )n>n.

xeBx,
Asadar, ()21 converge uniform pe A° la f, deci f,—*— f (a.p.t.).
(= )Presupunem ci f, —— f(a.p.t.), deci () Aeo de masura
nula,a.i.(f,)n> converge uniform pe A° la f. Atunci (V) £>0,(3)ng>1, a.l
No(E6) < sup (1) = (0] &, (V) mzng -

xgA 0
Prin urmare, N.(f-f,) — 0 (n— ).
Corolar 1. Fie (X, AW un spativ cu mdsurd, L™:=L"(X, &) §i
f, foe L™ (n>1). Atunci:
v 0 f——f(ap.t)

-
Corolar 2. Fie (X, &) un spativ cu mdsurd §i (f)p1 < L=

=L (X, W) un sir uniform convergent (a.p.t.). Atunci
(3) feL”, al No(f-fn)—>0(n—0).
Dem. Conform ipotezei(3) Ay €c«Z0 multime p-nuldsig: X— ﬁ,a.i.
fi ——>gpe A, .Cum fiecare functie fi(n>1) este esential marginita,
(3) Ave & o multime p-nuld,a.l f, este marginitd pe X\ A,. Atunci

A= U A, € o, u(A)=0, fiecare functie f(n>1) este marginitd pe A° si

>0

f,——> g pe A Definim mai departe f{x) = g(x), daca x € A°si fi{x) =0,
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daci x € A. DinT.3.2.16 . rezultd f masurabila pe A°, deci (P.3.2.9)

f masurabild si, evident, f mirginita pe A°, incat avem feX™. Deoarece
f, —— f(a.p.t.),conchidem ci N (f- f;) >0 (n—> ).
5.3.4. Teoremai. Fie (X 1) un spatiu cu mdsurd. Atunci L™ =
=L™(X, W) este un spatiu normat complet.
Dem. Fie (f;) n>1 un gir Cauchy cu elemente din L*, deci||f; -f ||o =0
(n,m — o) si deci (P5.3.3.) f;, - f2>0 (a.p.t.) (n,m— ). De aici rezulta ci
(fo) n21  este uniform Cauchy pe complementara unei multimi p-nule, deci
este uniform convergent (a.p.t.). Din P 5.3.3.,Cor. 2, deducem ca (3)fe L*,
a.i ||f-fo]lo—>0, prin urmare L™ este complet.
5.3.5. Propozitie. Fie f, fre LP =LP(X, 1), n21 , (1 < p<+w), cu
| £- fall;—>0 (n — ). Atunci §,—*— £ i.e. convergenta n medie de ordin p
implicd convergenta in mdsurd.
Dem. Fie £>0 fixat. Atunci,
(xeX;| fx)-fx) |2 e} = {xeX;]| f(x)-fu(x) | P > P},
deci (P4.1.18)
m((xeX; [ f00-60 |2 e}y <e? [ [ f00-f0) Py =

=e7|| £~ fallp > 0 (p—o0)

s1 deci
p({xeX 1100 - f00 ] 2 €1 > 0 (n > w).

Prin urmare, f, —— f.

Corolar 1. /n 'acela;vi cadru: daca || f - fl, > 0 (n—>0), atunci
(fo)n21 posedd un subgir care converge a.pt. la f.

Dem. Aplicdm P 5.3.5.51 T 3.3.12, Cor 3.

5.3.6. Propozitie. Fie (X, &) un spatiu cu mdsurd completd finitd
5i LP=LY(X, ) , pe[l, o). Atunci (V) fe L*, avem || f||p) —|/fllo ,(p—>0)-

Dem. Fie fe L™ fixat, M:=||fllo & Ac={xeX; | f(x) |>M - £}(>0). Din
P5.2.3. rezulta p(A:)>0, (V)e>0. Atunci:

I Flley=Cf, T£1Pdm"e > ([ T£]7d)" > (M- 2)( uean) )™,

deci lim | fllp=M-€) lim (wA))?=M-¢
p—>© pPow®
si deci lim |f]g > M )
p—©

Pe de alta parte, | f(x) <M (a.p-t.) pe X,
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deci
gy <MC [, 1°dw)"™ = M(u(X)'™, () p21,

’si deci L L
im |flp<M lim (uX)"?=M )
p—)CD p—)CD
Din (1) i (2) deducem (P.1.1.31) ci lim |/ffjp =M.

po®
Corolar 1. Fie f:[a,b] >R o functie continud. Atunci avem:

lim ( f: | £]Pdp)'? = max | f(x) |
p—ro xela,

Dem.Functia f fiind continuid,avem ad max | £]= max | f(x)
xefab]

,etc.

5.3.7. Propozitie. Fie (X #p) un spatiu cu mdsurd completd si
LP=LP(X, p),pe[1,0). Atunci multimea. F'=" (X p).a functiilor simple
integrabile definite pe X, este un subspatiu liniar, dens in L".

Dem. Evident #'este un subspatiu liniar in LP. Fie acum felLP, f> 0,
fixat. Atunci (T.3.2.16.),(3) fn:X—>R(n=0),un sir monoton crescator de functii
simple, nenegative, a.1., f;——f, de unde rezultd ca

|£6,|P <P (ap.t) & | £f,|P—>0 (n> ),
deci
lim j;( |£- £,1Pdu =0 & || £- £,]|p) =0 (n—> o)

n—o

Cum avem 0 < £? <f° (V)n>1,rezulti ci f,e #'.Conchidem ca fe s
In fine, fie feL? fixat, arbitrar. Evident, avem f *, f~ € L". Din cele de
mai sus rezultd: f', e &', decif=f" -f e &' (P1.2.44).

Prin urmare, LP c %' ,ie. LP ="

5.3.8. Propozitie. Fie 1<p< oo si [a,b]cR.Atunci €([a,b])este densd in
spatiul LP([a,b]).
Dem. Fie fe LP([ab]) sie>0 fixati. Din P.5.3.6. rezulta cd (3)

g:[a,b] >R simplacu | f-g|p < %; evident, g este marginita, fie ¢ =|| g ||»-

Din T.3.3.6. rezulta ca (3) A < [a,b], cu A ([,b]\A) < (g/4c)’sig | A continua;
prelungim g |a la o functie continud,h : [a,b] >R, cu proprictatea ca
sup |h(x) |= sup lg(x) |. Atuncih|a = g | o si avem

xela,b] xeA
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lg-nlP<(lgl+ [nly < (2¢y,
deci
llg - bl = Lbl |g - h|Pda = LW | g - h|PdA < (2¢)P(e/4c)? = (€/2)

si deci, ||g - hilp) < €/2, de unde deducem:
[ f-hllp<[f-glp+Ilg-hllp=<e2 +e2=c¢,

deci fe @[a,b] . Prin urmare €[a,b] =LP [a,b].

Corolar 1. Fie 1< p<wo §i [a,b] < R. Atunci €°([a,b]) este un
subspatiu liniar dens in LP([a,b]).

Dem. Fie f e L?([a, b]) si € >0 fixati. Din P 5.3.8. rezulta ca existi
g € € ([ab]),cu ||f- gllp <. Aplicind (T.1.2.41),rezultd ci (3) h:[a,b] >R o
functie polinomiala, deci indefinit derivabila, a. 1. || g — h ||, < €. Atunci:

le=hlipP=[, lg-hlPdh < lg-hi"Aab]) <&b-a),

deci || g—h|lp<eb-2a)'" si deci
If-hlp <l f-glm+g-hlp< 1+ b-a) P
Prin urmare (P1.2.16), ¢™([a,b]) este densd in LP([a,b]).
5.3.9. Propotzitie.Fie X o multime & 0 algebrd pe X 5i py,pp: A& —> R

doud masuri, cu | < . Atunci L( | £] dp < -[‘, | £] dp,, (V) fe (X ).

n
Dem. Fie h = Z CiPai € & (X, ) fixatd. Atunci

i=l

[, hdui=3 CiHl(Ai)él; cia(A) = [ hdp,

i=l

deci (V)f € 4 (X, ) fixat, avem:
[, eldui=sup { [ hdwi;he #" (X, h< |£]} <
< sup{ L hdp,; he F' (X9, h<|f|} = J;( L £l dp,.
Corolar 1.In acelaysi cadru avem:Lp(X,ﬂ,pl)Q LP(X2112),(V)p 21.

Dem. Aplicim P.5.3.9. pentru functia | f|®, cu f e LP(X . ) fixat.

Corolar 2. Fie (X 4) un spatiu mdsurabil §i p,p-%—> R doud
mdsuri. Atunci au loc afirmatiile:

D) LP( Xty ) N LA Xty ) = LP( X+ ), (V) p21.
2) (V) fe LN X, 1) N LY X, 4, ) rezultd

Jo fCurrua) = [ fdu+ [ fdp
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Dem. Fie f € &' (X, ) N & (Xptipz) = ' (X, oipriH2),
f= i Cipai, fixatd. Atunciavem:
=1

L, fd(p+pa) = Zn: ci(itp2)(A) =

ol
=§ Ciul(Ai)JfZ:l Cit2(Aj) = J:‘, fdp, + _[\, fdp, ey

Fie acum fe L'(X, ) N L'(X,#p,), £> 0, fixat. Atunci (T.3.2.16)
)i F( X, ), £, Tfa.p.t), deci (T.4.2.1):

fo Gutm) = lim [ fud(uitu) =
= lim J/'\, fudpy + lim L fndp.2=.[\, fdp, + L, fdp, (2

Daci fnu este > 0,scriem f= f*-f ~ si aplicim relatia (2) pentru f* si f~
si scidem apoi intre ele relatiile obtinute, etc.

5.3.10. Propozitie. Fie ( X, ) un spativ cu mdsurd finitd si

1 <p<q<oo. Atunci LN X, #u) cLY( X 4u) si avem relatia:
I llo < () ™4 £l (9) Fe LYX, i)

Dem. 1) Fie 1 < p < q < o fixati,deci r := g/p 1. Atunci (V)feL?
avem | f|9eL deci | f|? ==(|f|" e L". Noténd cu r conjugatul armonic
al lui r i tindnd seama ca functia 1 €L", rezulti (P5.3.1.) cél fl P= | f| Piel!,
deci felP. Asadar, L? < LP. Mai departe, (V)feL? aplicind din nou
inegalitatea fui Holder (P5.3.1.), deducem:

IE1P = [, TEIPdp <[ celPydw™(f 17aw™ =
= ([, TE1%)P () = [ FIC %))

Prin urmare, || fl, < | fllq ( p(X) )"

2) daci feL”, avem |f(x)|<|| f|l (a.p.t.), deci

IE1P= [ 1E1Pdp <|[ £IPop(X).ete.

Corolar 1.1n acelasi cadru au loc afirmatiile:

1) Injectia canonicd , LNX, o 1) —LP(X. 4 1), este continud, deci
convergenta in norma ||-|| implicd convergenta in norma ||-||,.

2) aplicatia[1,0) > p - My(f) = (1/,(X) L | £| Pdp)"?, este monoton

crescatoare.
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Dem. 1) Injectia canonica fiind liniard, din P5.3.10. & T1.2.50.
rezulti ca ea este continué.
2) Fie 1<p<q< o fixati. Atunci (P5.3.10):

My(B) = ( 1/p(X) )] Iy < ( (X)) PC (X)) 1) £lg = M)
Observatie. Daca W(X) = oo, atunci intre L° si L% nu avem,in mod
necesar, o relatie de incluziune (Ex.6.15.).
5.3.11. Definitie. Fie (X ) un spatiu cu masuré si f: X—R (i€l)
o familie de functii integrabile. Vom spune ca familia de integrale,

|f |d icreste absolut echicontinud, daca  lim |ﬁ|d =0,
([, 1€l dmya m n

uniform relativ laiel, i.e.
(V)e > 0,3) 6> 0, a.i. L I£]dp <e, (V)Aest, u(A) < 8; (V) iel.

a) Fie f;;X—R (i€l) o familie de functii integrabile. Atunci familia de
integrale,(J;( | £ dp)ieneste absolut echicontinui, dacd si numai daca :
(V)e>0,(3)6>0,ai sup j | £ |dp <&, (V)Ae, p(A) <.
iel
b) Fie fi:X—>R (iel) o familie de functii integrabile, finitd sau
egal majoratd de o functie integrabild . Atunci familia de integrale,
( L | f; | dp)icieste absolut echicontinua.

5.3.12. Teorema (Vitalli). Fie (X o, 1) un spatiu cu mdsurd finitd §i
fo:X—>R (n>1) un sir de functii integrabile, convergent tn mdsurd cditre o
Sfunctie mdsurabila f , £ X—R Atunci conditiile 1) - 2) sunt echivalente.

1) fintegrabila si I | £- fa ldu — 0 (n—>x);

2) | £, ldp 0, uniform relativ la neN.

,u(A)—»O L
Dem. 1)=2) Fie £>0 fixat. Cum J[Y |£- £ |dp —0, rezulta

(AN =1, ai. J;( | £, |dp <e/2, (¢)n>N,
deci
L |£-f|du<e2, (V) n2N, (V) A et (1)

Functiile f5i f - fi (ke I, N) fiind integrabile, rezultd (T.4.2.5);
lim |f|dp=0;#(hA;)rl0 L |f-fldp=0,(V)k e I,N,

u(A)»0 H

deci, (3) >0, a.i.
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L |fldp <e2 &jA | 6| dp < /2, (V) Aest, ((A) < 8; (V) ke LN (2)

Din (1) si (2) deducem:
L |fn|dpsL |f-fn|dp+L | £ldp <e/2 + /2, (V) w(A) <8, (V) n > 1

Prin urmare, (lj(;;rl , L |t ] dp =0, uniform relativlan > 1.
u(A)->

2)=1) Fie € > 0 fixat; cf. ipotezei (3) 5>0, a.i.
[, |f.ldp<e, (V) A e, p(A)<8;(Mn=1  (3)

Fie (fnk Y1 € (f)nz1 fixat. Cf. P.3.2.12,Cor3 () frlki )it un subsir al sirului
(fy, )=t convergent (a.p.t) la f. Din T 3.3.5. rezulta:
(3) Aet cup(A)<d & fnki —%5f pe A,

deci

@) i1, al |fix)- fo, ® | <e, (V) 2, (V) x €A®. (@)
Din T 4.2.9. rezulta:

L | fldp = L lim | fo, | < lim L I fo, ldu<e, (5

{—>0

i—o
Tindnd seama de (3), (4), (5) in ordinea (5), (3), (4), deducem:
[, 1e=f ldu=[ lt=£, ldu+ [ [f-f, ldus

sjA |f|dp.+L | fo, |dp + [. [f- fo, |dp <
<€+ + gp(AY) = s(2Hu(AY), (V)iio.
De aici rezultd ca f~fy,,, (i>lo) este integrabild, deci f este integrabila, si avem:
ff—fn, i > 0 (i—>o).

Asadar, (3) fe L': = L'(X,#p), cu proprietatea:Orice subsir al sirului

(fo)a>1 posedd un subsir convergent, in norma || ||, la f, deci (P.1.2.17):
If=£ll1—0, ie. L | £- £,| du—0.

Corolar 1.Fie (X #,) un spatiu cu mdsurd finita §i f:X—>R (n>1)
un gir de functii masurabile (resp. integrabile), egal majorat de o functie
integrabila(resp. sirul de integrale,( -[Y fodp Yo 1,este absolut echicontinuu).
Daca (3) £X—>R mdsurabild, a. i. f, —4—f, atunci f este integrabild si
jX | ££,|dp > 0.

Dem. Presupunem ca (3)g:X—R integrabilad,a.i. | f | <g (a.p-t. )}(V)n=>1.
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Fixam £>0; atunci (T4.2.5.) (3) 8 >0, a.i. L gdp <, (V) Ae Ap(A)<S, deci
[, 1fldrs< [ gdus<p, (V) Act (V) Ac p(A)<8, (V)n21,

deci girul de integrale ( .[\’ If, | dp),>1 este absolut echicontinuu. Aplicim mai

departe (T.5.3.12).
Observatia 1. In T.5.3.12. putem fnlocui functiile integrabile,prin

functii p-integrabile ; mai precis : Fie (X,.#N) un spatiu cu mdsurd finitd
si (1 LP=LP (X, &p ) (p = 1) un gir convergent tnh mdsurd catre o
functie masurabild f: X — R. Atunci avem:

felP&|f-f|, 20 #mo L | £, | Pdp = 0, uniform relativ la neN.

Observatia 2. T.5.3.12. ne da cadrul optim in care convergenta tn
mdsurd, a unui §ir de functii integrabile, implicd convergenta in medie.
Implicatia reciproci este adevarata fara nici o restrictie cf.(P.5.3.5.).

Lema 1.Fie p,q doud numere armonic conjugate,( X .4,)1) un spatiu
cu mdsurd finita §i g:X—R o functie integrabild, cu proprietatea:

AM>0, a. i | jX ghdp [ <M [|hl],,(V)he s (X.9).

Atunci gel? := LY( XA 1)
Dem. Cf. T.4.2.16 (3) (gn)n=1 < H( X4, un sir de functii nenegative,

ali g, 9 fie hy:= g, P sgn g(nzl)./ Atunci (V) n 2> 1, avem:
hig =g."sgng.g=g'?lgl 2. g = g,
deci
Jy & = [ hogd < Milballp = M([ gudy)'”
§i deci

( j gd)''™ < M o j g.dp < MY, de unde rezulta (T 4.2.10.):
I lgl%p = lim J- gndp < MY, prin urmare g € LY.

H—®
Lema 2.Fie (X #W) un spatiu cu mdsurd finitd , (An)e=1CS & un sir
mutual disjunct §i A: = U An Atunci seria de functii Z Pan este
n>1 n2l
convergentd tn spatiul LP == LY X #p ) (p>1) i are suma @a.
Dem. Fie S;=|J 4; siR=J 4, (n>1).Atunci avem

i<n i>n

Pa(X) - Psa(X)=Pra(X) , (V)x€X, (V)n21,
deci,
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| 9AX) - @s:(%) [P =0ra(x) , (V)x€X, (V)n21
si deci

fo loa0 - 050 17dn = [ oral) dp = p(Ra)->0, (n->0)

Prin urmare, || @4 - Z Qaillp— 0 (n— ).
i=1
5.3.13.Teoremi (F.Riesz). Fie (X,#4W) un spafiu cu mdsurd finitd ;
p,q doud numere armonic conjugate §i LP: =LP (X #p) , LY : = LYX 4p).

Atunci,(V)Fe (L7, (ADgel?, al F(D= [f-gdu. (V) felP si |F|=g]

q»
corespondenta,(L¥)'> F— ge LY defineste un izomorfism de spatii normate,
ie (LP)'=L%

Dem. Fie g € L* fixat si F, (f) := Lf-gd,u, (V) f e LP. Evident fg
este masurabild si avem (P.5.3.1.):

ffeldi < C[lrimam™- C [lel'am'™ = 1A lelo (9) feL?
deci, fg este integrabild si deci F, are sens.Evident, F, este liniard gi avem:
B < 11w gl (V) fe?,
deci (T.1.2.50.) F este continua, ie. F, e(L?)’si [|F,| < [|g |«
Mai departe consideram functia f; ;= (sgn g)| g| ! Functia f, este

masurabili si avem:

Lol < [Jel ™V = [lel'au = e ]

deci, f, € LPsi || £ ol p=( jX|g| Pdp)P.Cum avem :

Fe(fo) = IX(Sgn ) g g]dn = LJgI“du,

rezultd
([lel’am' = Eg(fo) < [F | -Irollo = [ Fe ]| C[leldms
deci
”g“q = (J;(lg|qdu)”q — (J:Y|g,qd“)1-up < ”Fg “
Cu aceasta am ardtat ca HF p “ = || g |la» deci corespondenta

L5 g— F, €(L?)’ defineste o aplicatie izometrica si evident liniara, deci
injectiva .
Fie acum Fe (LPY’ fixat si v (A): =F (ha),(V) A€ unde
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ha: X — R este functia caracteristicd a multimii A. Evident, v () =0; s&
aratam ci v este numerabil aditiva. Fie (Ay)n>1 € & un sir mutual disjunct

st A= U A.. Din Lema 2. rezulti ca seria Zh 4+, este convergenta in LP si

nzl nz|

are suma ha. Cum F este liniara si continua, rezulta
F(ha) =) F(h,,), deci v(A)= v(dn)
= n21

sideci v este numerabil aditiva. Deoarece v (A)€R, (V) 4 €.« conchidem
cd v este misurd generalizatd. Dacd Ae si 1 (A) =0, rezultd hy nula
1 -a.p.t., deci hy este elementul nul din LP si deci v (A) = F(ha) = 0, ceea ce
fnseamnd ca v este absolut continui in raport cu g . Din T.4.3.14. rezultd
(I gX—> R , i -integrabild, cu proprietatea :

v(A) = L gdy, (V) Ae

Fie fe #(X 4 fixat si Z c,h, o reprezentare canonici a lui f. Atunci,

1=l

[fe du=[Seh, gdu=3c ], gdu=3 ¢ Fh, )=F(Y ch, »=F(b).
< i i=l i=l i-1
dect

[ fe du=F(D(V)fe F(X, ),

§i deci

[ f2 a <IF] |17 )fe (Xt
de unde rezulta, cf. Lemei 1., cigeL?. Fie F, functionala definitd de g.
Deoarece F(f)=Fg(f)= Lfg du , (V) f e AX, ), si cum F(X, ) este

densd in LP, iar F, Fy € (LP)’, deducem ca F = F,.
Prin urmare , aplicatia, L%g— F,e (LP)’, este si surjectivi , deci

un izomorfism de spatii normate. VERIFICAT
2007
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