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2 C.prina 

CUVÂNT ÎNAINTE 

Cursul se a.dresează studenţilor din a.nul 4, precum şi celor ce 

pregătesc doctoratul şi/sau diploma. de studii a.profunda.te. 
Pentru calculul Mallia.vin am urma• in principal monografia. 

lui D. Nualart: Malliavin calculus and related topics, Springer, 
1995. iar pentru teoria deviaţiilor mari a.m folosit monografia. 
lui R. Azencott: Grandes diviations et applications, Lect. Notes 
in Ma.th. vol. 774, Springer, 1980. In afară de a.cestea., a.m uti
lizat idei din cursurile ţinute la Univ~rsita.tea. Paris 6 (Pierre-et
Marie-Curie) in a.oii 1992-1995 de A. S. Usiunel (pentru calcul 
MalliaYin) şi A. Millet (pentru deviaţii mari). 

ln primul capitol am reamintit câteva. lucruri de calcul sto
castic clasic; am pus accent pe integrala. stocastică şi ecuaţiile 

stocastice, de0arece aplicaţia. standard ( atât a. calculului Malli
a "in cât şi a teoriei deviaţiilor mari) este la ecuaţiile de tip I to. 

Autorul mulţumeşte d-lor profesori I. Cuculescu, C. Tudor 
şi M. Dumitrescu, care a.u citit manuscrisul şi mi-au precizat 
noţiunile, rezultatele şi aplicaţiile importante pe care să pun 
accent. 

Gh. Stoica 

Bu ure~ti, 199 i 
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1 

INTRODUCERE 

1.1 GENERALITĂŢI 

Fie n f.; 0 o mulţime şi K, un corp borelian (sau cr-algebră) 
pe n. O probabilitate P pe (O,K,) este o măsură (pozitivă) 
cu P (O) = 1. Tripletul (O,K,, P) se numeşte câmp de prob
abilitate. Elementele lui K, se numesc evenimente. Funcţiile 
mă.surabile de la n la R se numesc variabile aleatoare (pres
curtat v.a.) şi se notează. cu X, Y, ... sau cu f,g, ... Integrala 
lui X in raport cu P se numeşte media lui X şi o notăm 
E (X)= J X (w) dP (w) = f XdP. Dacă un eveniment are prob
abilitatea 1, vom spune ca are loc aproape sigur (prescurtat a .s.) 
sau aproape peste tot (a.p.t.). Vom nota cu lA funcţia indica
tor a mulţimii A : lA = 1 pe A şi O pe Ac (Ac este comple
mentara lui A). Dacă An, n ? 1 este tlI1 şir de mulţimi, notăm 
1. A ·- n+oo u+oo A lffiSUPn-+oo n .- m=I k=m k• 

1.1.1 Lema Borel-Cantelli I: dacă E!,:i P (An)< +oo, atunci 

P (limsupn-+oo An) = O. 
1.1.2 Inegalitatea Cebâşev: dacă X? O a.s., atunci P (X ? a) 

S¼E(X). 
1.1.3 Inegalitatea Jensen: dacă g este convexă, X şi g (X) 

sunt integrabile, atunci E [g (X)] ? g [E (X)]. 
Legea (sau distribuţia, repartiţia) lui X este probabili

tatea P o x-1 pe R definită prin P o x-1 (A):= P (X EA) 
1.1.4 Formula de transport (schimbare de variabilă): dacă. 

f este P-integnbilă, atunci E [J (X)] = f f(x)dP o x-1(x) 
(integralele există simultan şi au aceea.şi valoare). 

Definiţia legii şi afirmaţia 1.1.4 se extind in cazul unui vector 
aleator (i.e. la o aplicaţie măsurabilă de la n la Rd ). 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



4 1. INTRODUCERE 

Două. evenimente A, B sunt independente dacă P (An B) == 
P (A) P (B). Definiţia se extinde la o familie arbitrară. de indici: 
evenimentele A;, i E / sunt independente dacă. p (nk=l A;t) == 
fH=i P(A;t) pentru orice {i1,• .. ,i,.} C /, n E N. Corpul bore
lian :F este independent de corpul borelian g dacă. orice A E :F 
este independent de orice B E G. Corpul borelian generat de 
v.a. X , notat O' (X), este familia {(X EA), A boreliană}; două 
v .a. sunt independente dacă. corpurile boreliene generate de ele 
sunt independente. Similar se definesc independenţa: unui eveni
ment şi a uner v '.a., ca şi a unei v .a. cu un corp borelian. 

1.1.5 Dacă. X, Y,XY sunt integra~ile, iar X, Y sunt indepen
dente, atunci E (XY) = E (X) E (Y). 
Thncţia caracteristică a v.a. X este transformarea Fourier 

a legii ei: f eiudp ox-1 (x) = E (e•tX). 
1.1.6 Criteriu de independenţă: X, Y sunt v.a. independente 

dacă. şi numai dacă Eei(tX+aY) = E ( eitX) E ( e••Y) pentru orice 
t. s rea.li. 

1.1.7 Lema Borel-_.Cjllltelli II: fie A,.,n ~ 1 evenimente inde
pendente. Dacă~ P (An)= +oo, atunci P (limsupn-~oo An) 
= l. 

Tipuri de convergenţă.: 
1. X,. -+ X a.s. (sau a.p.t.) dacă. P (X" -+ X) = 1. 
2. Xn _-+ X in probabilitate (sau în măsură) dacă., pentru 

orice c> O, avem P (IXn - XI > t)-+ O când n-+ +oo. 
3. X,. -+ X in L1' (p ~ 1) dacă. X,., X E L1' §i E IXn - XF'-+ 

O când n -+ +oo. 
4. Xn -+ X in lege (sau in repartiiie) dacă f J (Xn) dP -➔ 

f f (X) dP când n -+ +oo, pentru orice J E Cb (R) 1.e. con
tinuă şi mărginită pe R. Convergenţa in lege este echivalentă cu 
convergenţa slabă a măsurilor (reparti ţiilor ) PoX; 1 ⇒ PoX- 1

• 

Au loc urmatoarele implicaţii: 

convergenţa a.s., convergenţa în U' 
li 

convergenţa în probabilitate 

JJ 
convergenţa in lege. 
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1.1. GENERALrrĂŢI S 

Definiţiile şi rezultatele de ma.i sus se extind ffi.ră dificultate in 
cazul vectorilor aleatori. 

O familie de v.a. X„ se numP,Şte uniform integrabil~ dacă 
foxnl~c) I X„ I dP -+ o când C ·- +oo, uniform in raport cu n. 

1.1.8 Teorema de convergenţă dominată: fie X„ E V cu 
X,. -+ X in probabilitate. Atunci X E V şi X,. -+ X in V 
dacă şi numai da.că familia (IX„jP),.~1 este uniform integrabilă. 

O v.a. X este gausiană (sau normală), centrată şi de dis
persie 1 dacă f (X EA) = * JA e-r2l2dx, A boreliană.. Pe 
scurt vom spune că X are legea N (O, 1) i.e. are legea normală. 
de medie O şi dispersie E [X - E (X)) 2 = 1. Funcţia sa car
acteristică este E ( eitX) = e-12 

/ 2 • Spunem ca v .a. X are legea 

N (a, b2) dacă X = bZ + a, unde Zare legea N (O, 1). Vectorul 
aleator X = (X1, ••• , X,.) se numeşte gausian dacă există. uu 
şir Z1 , .•• , Zm de v.a. independente cu legea N (O, 1) şi numere 
reale b;;, a; astfel ca X; = Li=l b;;Z; + a; , pentru i = 1, ... , n. 
In notaţie matricială X = BZ + A. Covariaţia a două v.a. 
X. Y este Cov (X, Y) = E [(X - E (X))(Y - E (Y))]. Dacă 
v.a.. ga.usiene sunt centrate i.e. A = O, matricea de covariaţie 
este Cov(X) = E(XX 1

) = E [(BZ)(BZ)'] = E(BZZ1B 1
) = 

BB', unde X 1 este transpusa vectorului X, iar dacă .Cov (X) = 
B B 1 este o matrice diagonală, atunci componentele X; sunt in
dependente. 

1.1.9 Legea. numerelor mari: fie (X,.),.~1 şir de v.a. indepen
dente identic repartizate. Atunci 

X1 + ... + X„ E (X ) ----- --+ 1 a.s. 
n 

dacă şi numai dacă v .a X„ au medie finită.. 
1.1.10 Teorema limită'. centra.la'.: fie (X,.),.~1 şir de v.a. inde

pendente identic repartizate de medie finită şi presupunem că 
ui := E (X1 - E(X1 )f2 < oo. Atunci 

X1 + ... + ~ - nE(X1) :::} N (O, l). 
<7 n . 

Dacă F ~ g sunt corpuri boreliene şi X este v.a. 9-măsurabilă 
şi integrabilă, numim valoarea medie a lui X condiţionată 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



6 1. INTRODUCERE 

de :F, orice v .a.. Y care satisface fA Y dP = f A X dP pentru orice 
A E :F. 

1.1.11 Valoarea medie condiţionată este unică. a.s. Dacă X 
este integrabilă, atunci valoarea. medie condiţionată E [X I :F] 
există. Dacă & ~ :F, X, XY sunt integrabile, Y este v.a. :F
rnăsurabilă, atunci E [E [X I :F] IE] = E (E (X I E] 1.r] = 
E [X IE] şi E [XY I :F] = y E (X I :F]. 

Se folose.şte notaţia E [X IY] pentru E (X lu (Y)]. 
1.1.12 Convergenţa valorilor medii condiţionate: fie :Fn un şir 

crescător de corpuri boreliene şi :F 00 :=corpul borelian generat 
de Un~t :Fn . Atunci, pentru orice X E L2 (P), avem 

E [X I :Fn] - E [X I :F~] in L 2 şi a.s. 

Dacă X E L1 (P), atunci convergenţa precedentă are loc in L 1 şi 

a.s. Aceleaşi afirmaţii rămân adevărate in cazul descendent i.e. 
dacă :Fn este şir descrescător de corpuri boreliene şi inlocuim 
:f' oo CU :f' -oo := nn>l :Fn · 

Fie (n, >C, P) un-câmp de probabilitate şi fie B corpul bore
lienelor pe [O, +co). Un proces stocastic, notat X (t, w) sau 
Xi (u.-•) sau simplu Xi este o aplicaţie de la [O, +co) x n la R, 
măsurabilă. in raport cu produsul corpurilor boreliene B 0 K.. 

Procesul X = (X1)t>o de v.a. reale se numeşte gausian dacă 
orice combinaţie liniară. reală finită cu elemente din X are legea 
gausiană. Legea oricărui subsistem finit (X1 , . . . , X,.) al unui 
proces gausian are lege gausiană n-dimensională. Legea unui 
proces gausian este complet determinată de mediile sale şi de 
matricea de covariaţie asociată . 

1.1.13 Pentru cav.a. gausiene Xi , t 2: O să fie independente, 
este nec69.ar .şi s u .ficicn t c.a, pentru orice I f -9 sJi ~vem 

E {[X1 - E (Xi)] [X. - E (X.)]}= O. 

1.1.14 Pentru un proces gausian, convergenţa in proba.bili t ate 
( decişi cea a .s.) este echivalentă cu convergent.a. in L2 , iar limita 
este gausiană. 

Trecutul '"minimal" al unui proces stocastic X= {X1, t ~ O} 
la timpul s este a-algebra :F; =- u (Xu, O$ u $ s ); indexată. 
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1.1. GENERALU A îl 7 

după t ~ O, o astfel de familie crescătoare de o--algebre se va 
numi filtrare. Intuitiv, procesul X este Markov dacă, vrând să 
facem predicţia la timpul s la ceea ce se va întâmpla în viitor, 
aceasta se face cunoscând starea procesului X la timpul s şi 
nimic altceva. Acest lucru se scrie 

P [xt EA 1.r:] = P [Xt EA Ix.) a.s. 
pentru O $ s $ _ t, A ~ R boreliană, 

unde p [xt E A I .r;] := E (lcx,e..t) l.r;] . Dacă, pentru orice 
s $ t, 

P.t (X., A):= P [X, E A I X.) 

sunt probabilitlţi (numite de tranziţie), spunem că procesul 
X pe (!1, K:, P) este Markov în raport cu filtrarea {9t, t ~ O} 
dacă 

P [Xt E A j 9.] = P,t [X,, AJ P - a.s., 
pentru orice f boreliană mărginită, 

O$ s $ t, A~ R boreliană. 

Să observăm că, dacă X este Markov in raport cu 9t, atunci 
este Markov şi ir. raport cu .r/ . 

1.1.15 Definiţia procesului Markov este echivalentă cu: 

E [! (Xt) j .r;] = P,tf (X,), 
pentru orice s $ t, f boreliană mărginită, 

unde P,d(x) := J J(y)P.t (x, dy) , 

şi are loc relaţia Chapman-Kolmogorov: 

P,.,(x , A)= f P.t(x,dy)Pt.,(Y, A) 
pentru orice O$ s $ t $ u , x E R , A~ R boreliană. 

Probabilităţile P,t se numesc omogene dacă depind doar de t - s 
i.e. P,t = P1_,, caz în care relaţia Cbapman-Kolmogorov devine 
Pi+Ax,A) = f P,(x ,dy)Pt(y,A) pentru orice t,s ~ O,A ~ R 
boreliană, adică { Pt , t ~ O} formează semigrup. 

1.1.16 Să presupunem că 

P,d(x) = j Pn(x,dy)f(y) = j J(y)p(t,s , x,y)dy 
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8 1. INTRODUCERE 

pentru orice / borelia.nă mărginită (sau continuă care se an
ulează la oo ), unde p ( t, s, x, y) sunt densităţile de tranziţie 
i.e. densităţile Radon-Nicodym ale măsurilor P.,. 1n cazul omo
gen , o rescriere este Pt+af(x) = Pc (P.f) (x) sau Pi+•= PtP. = 
P.Pt , adică operatorii Pc formează un semigrup care, dacă 
traiectoriile procesului X sunt continue, este tare continuu pe 
funcţiile cont_inue (i.e. P,f-+ P.J uniform da.că J este continuă 
şi t ""s) . ' 

1.1.17 Generatorul infinitezimal Cal semigrupului Pt (a 
cărui existenţă este asigurat de teorema Hille-Yosida) conţine 
în domeniul său Dom(C) funcţiile boreliene mărginite (sau con
tinue care se anulează la oo) şi , pe aceste funcţii, are loc formula 
de calcul 

'"! lim Pd-J. 
1.., = ---'-~ m sens tare. 

t'-.0 t 
Derivând ecuaţia semigrupului in s = O, obţinem pentru f E 
Dom(C ) : f,P,J(x) = Pt(Cf) (x) şi f,Pd(x) = C (Pd) (x), 
numite ecuaţia inaintc (sau Fokker-Planck), respectiv ecuaţia 
inapoi. 

1.2 ~fIŞCARE BROWNIANĂ 

Un proces stocastic Wc se numeşte mişcare brownian~ ( sau 
proces Wiener) care incepe din O dacă 

(a) Wo = O a..s. , 
(b) pentru orice O $ s ~ t, Wc- W„ este v .a. gausiană centrată 

cu dispersia. t - s, 
(c) pentru orice O$ s < t, Wc - fl/, este v.a. independentă de 

o- (W„ O $ r $ s), i.e. independent..ă <le cel mai mic c-orp hore
Ji.an în raport cu ctu,o , ·.a.. H~, O~, ~ s sunt ruă.surabik, 

(d) cu probabilitate 1, traiectoriile (i.e . aplicaţiile t--+ W, (-·)) 
sunt continue. 

Io particular , covariaţia. mişcării browniene C ov ( W1 , Ws) : = 
E [W, 1-·V.J este egală cu t I\ s. 

O mi~care browniană d-dimensională arc expresiâ. ~Vi = 
( W/ ... . , 1,V/) , unde H'/, ... , W/ sunt mişcări browniene ( de 
dimensiune 1) independente. 
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1.2. KIŞCARE BROWNIANA 9 

Pentru a defini o mişcare browniană care incepe din x E R", 
este suficient să considerăm procesul W,Z = x + W,. ln loc 
să avem o singură. probabilitate P şi niai multe procese W{, 
va fi mai util să avem un singur proces şi mai multe proba
bilităţi, in sensul urmă.tor. Notăm ad-hoc z, ~ca.rea brown
iană d-dimensională. definită. anterior. Fie n spaţiul funcţiilor 
continue w de la [O, +oo) la Rci, şi definim W, (w) = w (t). Con
siderăm :F = u (W,, t < +oo) şi definim probabilităţile pz pe 
( n, .r) prin 

pz (W. EA)= P (x + Z. EA), pentru x E R"şi A E F. 

Vom numi perechea (Pz, Wt) ;x E Rci,t ~ O mişca.re browniană. 
1. 2 .1 Proprietatea de scaling: dacă ( pz, Wt) este ~care brow

niană. care incep_e din x şi a > O, atunci ( pz/a, a-1 W0 ,t) este 
mişcare browniană care începe din x / a. 

1.2.2 Uniform continuitatea şi modulul de continuitate al 
traiectoriilor browniene: presupunem că t E [O, 1) şi fie c > 1 
dat. Pentru aproape toţi w, există 6 = 6 (w) > O astfel că, dacă 
I t - s I< 6, atunci 

I W, (w) - W. (w) l:5 c [-2 I t - s I log I t - s 1)112
• 

Pentru orice t. > O, cu probabilitate 1, traiectoriile milicării 
browniene sunt Holder continue de ordin 1/2 - t. şi nu sunt 
Holder continue de ordin ~ 1/2. 

1.2.3 Nederivabilitatea traiectoriilor browniene: aproape toate 
traiectoriile mişcării browniene nu sunt nicăieri deriva.bile i.e. cu 
probabilitate 1, aplicaţiile t -+ Wt(w) nu au derivată in nici un 
punct t. 

Fie 1r(t) = {to< t1 < ... < ti} o partiţie a intervalului [O, t) 
cu norma li ,r( t) 11= ID<lXo<i<k-1 I t,+1 -t; I şi/: [O, +oo) -+ Ro 
funcţie oarecare. Definim ~d"r (/, ,r (t)) = Ef~J I/ (t;+1) - / (t,)1:i. 
Fie acum un şir de partiţii ,rn(t), n E N ale lui [O, t] din ce in ce. 
mai fine; reamintim că, dacă feste cu variaţie mărginită pe [O, t) 
şi I! ,r,.(t) li-+ O când n -+ +oo, atunci lim..-+00 var(!, 1rn (t)) 
există. şi este egală cu O. 
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10 1. INTRODUCERE 

1.2.4 Variaţia. traiectoriilor browniene: dacă li r,.(t) li- O 
atunci, pentru aproape toţi w, avem 

lim var(W.(w),1rn(t)) = t. 
•-+00 

· 1n pa.rticula.r: pentru a.proa.pe toţi w, traiectoriile mişcării brown
iene a.u variaţie nemărginită pe orice interval (O, t]. 

Avem că lim,-+00 w,p.,> = O a.s.; un rezultat ma.i precis este 
1.2.5 Legea loga.ritmului iterat la oo: pentru aproape toţi w, 

avem 

limsup . Wt(w) = lşi liminf Wt(c.1_ = -1 
1-+00 (2tloglog t) 1l2 t-+00 (2t loglog t)1

/
2 

sau, echivalent, legea loga.ritmului iterat in O : 

1
. W1(w) 

1 
. 

1
. .nf W1(w) 

rmsup 
112 

= ş1 lIIll 
112 

= -1 a.s. 
t',.o ( 2t log log t) t',.o ( 2t loglog t) 

Considerăm filtrarea (i.e. familia crescătoare de corpuri bore
liene) F,W := <1 (W., s ~ t), t E [O, +oo]. Fie 11 corpul bore
lian generat de F,w şi de mulţimile pz_neglijabile pentru orice 
x E Rd, iar F, = 11+ = n,>ol1+c . 

1.2.6 Mişcarea browniană d-dimensională este proces Markov 
omogen _in raport cu filtrările: F,W , 11 = Ft . Densităţile de 
tranziţie (numite nuclee gausiene) sunt date de 

p(t,x,y) = (21rt)-d/2exp ( _IIY ;/112). 

Generatorul infinitezimal al mişcării browniene d-dimensionale 
ar~ C.l dcuneniu funcţiile de clasĂ Cl (Rd) §j pe a=tc funcţii 
avem .Cf = (1/2).6.. 

Fie t0 > O; x, y E R fixate. Definim podul brownian prin: 
B 10 "'•'11 := W - J.. W, + ta-t x+ iy O < t < t . Acesta este proces t t,0 to to to'--0 
Markov, este proces gausian ( determinaţi media şi covariaţia), 
şi procesele B:o..r,'11 B::!f , O~ t ::; t0 au aceeaşi lege. 

Fie X, proces stocastic şi F,, t ~ O o filtrare continuă la 
<lreapt i: i.e. :F, = :F,+ := n,>0 :Ft+t ; presupunem că x, este 
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U. MAJn'INGALE 11 

adaptat la :F, i.e. X, este :F,-măsurabilă, pentru oric.e t ~ O. O 
aplicaţie ,,, : n -+ [O, +oo) se numeşte timp de stopare (sau 
opţională) dacă (T < t) E :Ft (sau, echivalent, (T ~ t) E .1,) 
pentru oric.e t. Aplicaţiile TA = inf {t >O: Xt EA} şi TA = 
inf { t > O : Xt (ţ A} le numim prima intrare (primul timp 
de intrare) a procesului Xi in mulţimea A, respectiv prima 
ieşire din A. 

1. 2. 7 Dacă X, are traiectoriile continue şi dacă A este deschisă 
(sau închisă), atunci TA este timp de stopare. 

Fie acum T un timp de stopare; definim corpul borelian al 
evenimentelor cunoscute până. la timpul T prin 

:FT := {A E :F00 : An (T ~ t) E :Fi pentru orice t > O} 
şi XT(w) := XT(w)(w). 

Dacă. Xi = Wi =mişcare browniană, atunci :FT este corp bore
lian şi T, BT sunt :FT-mă.surabile. 

1.2.8 Proprietatea tare Markov pentru mişcarea browniană: 
dacă. T este :Ft -timp de stopare, atunci 

P (WT+t EA I :FT] = Pi [WT,A] P - a.s. pe (T < oo) 
pentru orie~ t ~ O, A ~ R boreliană · 

sau, echivalent 

sau 

E [f (Wr+c) I FT] = (Pd)(WT) P- a..s. pe (T < oo) 
pentru orice t ~ o, f E eh (R) 

E [f (Ws) I :FT] = (Ps-T f) (Wr) P - a.s. pe (S < oo) 
pentru orice timp de stopare S ~ T, S = :Fr ~ măsurabiJ 

şi/ E eh (R). 

1.3 MARTINGALE 

Fie (O, K:. , P) câmp de probabilitate şi :Fn , n E N o filtrare 
i.e. un şir crescător de u-algebre. Un şir de v.a. (un proces 
cu timp discret) Mn , n E N se numeşte adaptat dacă. Mn 
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este Fn -măsurabilă., pentru orice n E N. Similar se defineşte 
adaptabilitatea pentru un proces cu timp continuu Mt , t ~ O in 
raport cu o filtrare :F, , t ~ O. Spunem c.ă. filtrarea. :Ft satisface 
condiţiile obi§,mite dac.ă. este continuă la dreapta (i.e. :Ft = :Ft+ 
pentru orice t ~ O, unde :Ft+ ~= n,>o :Fi+,) şi dac.ă. fiecare :Ft este 
completă (i.e. fiecare :Ft conţine neglijabilele). ln contiunare vom 
lucra cu o singură probabilitate P şi vom presupune că filtrării"! 
satisfac condiţiile obişnuite. 

Spunem că şirul Mn este martingal (cu timp discret) dacă 
Mn este adaptat la Fn , Mn sunt integrabile pentru orice n ~i 

E [Mn I Fn..:.1] = Mn-t a.s., pentru orice n = 2, 3, ... 

Similar spunem că familia Mt este martingal ( cu timp continuu) 
dacă ,\11 este a.da.pta.t la. :Ft , M 1 sunt integra.bile pentru orice t 
ŞI 

E [M, I :F.J = M. a..s., pentru orice s $ t . 

Da.c.ă avem E [Mt I :F.j ~ Ms a.s., pentru orice s $ t, spunem 
că Mt este submartingal. Da.c.ă avem E [Mt I :F,] $ M, a .s. 
pentru orice s $ t, avem un supermartingal. Submartingalele 
au tendinţa să creasc.ă; opusul unui submartingal este un su
permartinga.l şi reciproc; un proces care este submartingal şi 

supermartingal este martingal. 
Exemple Dacă W1 este mişcare browniană, atunci ea. este 

martin?~l. Similar W? - teste martingaJ şi, da.c.ă (w1
_, . .. , W") 

este mişcare browniană d-clim~nsională, atunci v\1/W/ este mar
tingal pentru orice i 1' j. Un a.!t exemplu de martinga.l cu timp 
continuu este M, := E [Z I .r"t), uude Z este v.a. integrabili. 

1.3.1 Opţiona.lizare in timp discret : dacă Teste t imp de sto
pare mărginit in !'aport cu .rn şi ,\,[ .. est-e martinga.l, atunci 
EMr = EM0 • Da.c.ă Teste mărginit de k şi Mn este submartin
gal, atunci EMr $ EMi . 

1.3.2 Opţiona.lizare in timp continuu: dacă .M1 este martingal 
continuu la. dreapta (i.e. traiectoriile sunt c.ontinue la dreapta) 
şi Teste timp de stopa.re mărginit de k, atunci EMr = E}vh = 
EM0 • Dacă M1 este submartinga.l pozitiv, avem EMr ~ EAli, . 
Dacă Mn sau M 1 sunt martingale, notăm Mt := sup•<t. I .M, ! 

şi similar definim M~ . .. -
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1.3.3 Inegalităţile lui Doob: dacă Mn este martingal continuu 
la. dreapta., atunci 

P(M= >a)$ EI M„ fla. 

Dacă p > 1, atunci există c ca.re depinde doar de p astfel ca 

1.3.4 Convergenţa subma.rtingalelor: da.că Xn este subma.rtin
gal cu supn E (Xt) < +oo, atunci Xn converge a..s. când n-+ 

+oo. 
In particular, dacă Xn este supermartingal pozitiv sau mar

tingal mărginit superior sau inferior, atunci Xn converge a..s. 
Afirmaţia 1.3.4 rămâne adevi(rată pentru submartingale cu timp 
continuu şi cu traiectorii continue la dreapta. In particular, dacă 
Xt este martingal ·continuu la dreapta cu supt E IXtl,, < +oo 
pentru un p > 1, atunci el converge a.s. şi in V. Similar pen
tru Xt submartingal continuu la dreapta.. Dacă Xi este martin
gal uniform integrabil cu traiectorii continue la dreapta, atunci 
convergenţa este in L1. Dacă Xt -+ X 00 in L1, atunci X, = 
E[Xoo 1.rt]. 

1.3.5 Descompunerea Doob-Meyer in cazul discret: fie z„ 
supermartingal. Atunci există un martingal M„ şi un proces 
crescător A1c, astfel că Ak+1 este F,.-măsurabilă şi Z1c = Mi. -
Ai-. 

1.3.6 Descompunerea Doob-Meyer in cazul supermartingalelor 
cu timp continuu: fie z, supermartingal cu traiectorii continue. 
Atunci există un martingal Mt şi un proces crescător Ai, ambele 
cu traiectorii continue şi adapta.te la filtra.rea lui. Zt , astfel ca 
z, = M, - At . ln plus M, şi Z1 sunt unic determinate. 

1.3. 7 Dacă M, este rnartingal continuu de pătra.t integrabil 
(i.t>. E(M;.;,) < +oo), atunci Mf este subrnartingal şi -Ml este 
supermartingal. Afirmaţia 1.3.6 spune că există un proces con
tinuu şi crescător notat < M >1 , numit procesul de variatie 
pătrată al lui M, , astfel ca. Ml- < M >c să fie martingal. 
Ma.i general, variaţia pătrată. { < X >, , t ? O} a unui proces 
stocastic {X(t), t? O} se defineşte ca. limita io probabilitate a 
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familieî ~ (Xt.+i - X,_) 2
, unde r =(O= to< t1 < ... < t. 

= t) parcurge mulţimea partiţiilor lui [O, t), câ.nd norma pa.rtiţiei 
I r != max. {ti+i - t;) tinde la O. ln cazul mişcării browniene, 
avem că < W >t= t a.s. Pentru două martingale Mi, N, definim 

. < M, N >, prin polarizare: 

2 < M, N >t=< M + N >, - < M >, - < N >, . 

1.4 INTEGRALA STOCASTICĂ ITO 

Am văzut că traiectoriile mişcării browniene (dqi continue) nu 
sunt nicăieri derivabile; a.ceasta înseamnă că nu putem defini 
f f ( ş )dW, ca integrală Stieltjes pentru integranzi generali f. 
Totuşi, este posibil să definim o astfel de integrală stocastică 
în sens L2. Vom defini J H,dM, , unde H, = Jl,(w) este proces 
a.daptat "c.onvena.bil" şi M, este martingal continuu, de cele mai 
multe ori mişcare browniană. Clasa integranzilor este următoarea: 

fie Tt filtrare ca.re satisface condiţiile obişnuite şi 'P = (1-algebra 
progresiv mlsurabilelor (previzibilelor), generată pe n x 
(O, +oo) de procesele Y, continue la st.ânga adaptate la F, . Vom 
cere ca H,(w) să fie măsurabil in raport cu 'P; (echivalent;un 
proces măsurabil este progresiv măsurabil dacă restricţia lui la 
oric.e interval [O, t] x n este 8((0, t]) ® Tt-măsurabilă). 1n plus, 
ma.i cerein ca E J0+«> JP,d < M >,< +oo şi apoi vom slăbi 
a.oeastă. ipoteză la. Jl00 JI'1d < M >,< + oo a.s. 

Să schiţăm definiţia. integralei stocastice in raport cu mişca.rea 
browniană. Să. observăm că, da.că. H este F 0 -măsura.bilă şi K 
este Fc-mă.sura.bilă, W, este mişca.re browniană şi a $ b $ 
C $ d, at unci E [H { Wb - w.) K (W, - Wc)] = o. Cum Wl - t 
este ma.rtingal, avem E [H2 (W. - W„ )2] (b - o)E [dl] . Să. 
definim a.cum f~ H,dW, . Da.ci H, este elementară i.e. H,(,.: ) = 
H(w)l1 ... 1>J(s), cu H = .ra-mĂsurabilă, atunci definim (ca la. inte
gra.la Stieltjes) Ii H,dW, = H (Wb - w .. ). Daci H. este simplă 
i.e. combina.ţie liniară finită de integranzi elementari, definim 
f~ H.dW. µrin liniaritate. In fine, da.că. H, satisface E Ii H;ds < 
+oo, aproximăm H cu integranzi simpli H" şi definim integrala. 
stocastică ca limita in L2 a. integralelor stocastice cu integranzii 
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aproxima.o.ţi H". De unde ştim că limita in L2 există şi că val
oarea ei este independentă de alegerea. şirului aproximant H"? 
Dacă H este simplă, putem scrie H = ZJ=1 K;l[a;,b;)(s), unde 
K; sunt mărginite, F .. ,-măsurabile şi a1 $ bi. $ a2 $ . . . $ b,.. 
Atunci 

al doilea sumand este zero şi deci 

Aceasta inseamnă. că există o izometrie intre JJ H.dW. cu norm3. 
. . ( )1/2 din V(P) ş1 H. cu norma. L2 : E JJ(·)2ds . Aceast fapt 

ajută la a arăta că limita există şi este independerită de şirul 
aproximant ales. 
Să revenim la. cazul general al martingalelor continue şi să dăm 

detaliile corespunzătoare. Fie M1 ma.rtingal continuu de pătrat 
integrabil i.e. supt E (Ml) < +oo. Din inegalităţile lui Doob 
şi teorema de convergenţa. a martingalelor, Moo ~ limt-+oo M, 
există şi E (M!,) < +oo. C,onsiderăm integra.o.zi H previzibili şi 
a.i. E ro-00 H:d < M >.< +oo. 

1.4.1 Fie K v.a. mărginită. şi .1'11-măsurabilă; definim 

11 = K (Mw - MtAa) . 

Atunci procesul J, este ma.rting'..I continuu, 

E(J!) = E[K2(< M >• - < M >.)] 
ti < I >t= fo K211•>1(.,)d < M > •. 

Spunem că un proces H. esk simplu dacă poate fi scris in 
forma Ef,..1 H;l(•;>;J(s), unde H; esteF.,-măsurabilăşi mărgi
nită, pentru orice j. Pentru un proces simplu H., definim 

J . 

I, = Lt H.dM. = EH; ( M11\6; - M«~ .. ,) · 
O i=l 
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16 1. INTRODUCERE 

1.4.2 Dacă H'; este şir de procese simple a.i. 

E [J0+
00 (H: - H:')2 d < M >.]-+ O când m,n-+ +oo, 

atunci E [sup•<+oo (/'; - 1-:' )2
] -+ O când m, n -+ +oo. 

Observaţie Un proces H. a.da.ptat1 de pătrat integrabil şi 

cu traiectorii ·-continue se poate a.pro~a cu procese simple; de 
exemplu, şirul de procese 

convergecătreH. in sensul că.E [J;00 (H': - H.)2 d < M >.]-+ 
O când n -+ +oo. Ma.i mult, orice proces adaptat şi cu traiectorii 
continue H. admite o versiune progresiv măsurabilă, cu care 
vom şi lucra; în particular, obţinem că. şirul aproximant H: de 
ma.i sus este a.dapta.t. 

1.4.3 Fie H'; procese simple a.i. 

E [1+oo (H'; - H,)2 d < M >,] -+ O când n-+ +oo. 

Atunci /'; converge în L2, uniform in raport cu s E [O, +oe), 
către uri martingal continuu. Limita, notată I. = Ji H,dM, , 
este independentă de alegerea şirului Hn care aproximează pe 
H, . ln particular, < I >1= fo H;d < M >,. 

Extensii ale definiţiei integra.lei Ito. Dacă Jl00 H;d < M >, < 
+oo a..s. da.r nu este neapărat integrabil, fie 

Tk = inf { t >O: l H;d < M >,> k} 

şi definim JJ H.dM, ca fiind JJ H,d.M,,-.r. dacă t S T1c. Cum 
< M > ,,-.Tl nu creşte pe [T1:, +oo) ; putem folosi definiţia din 
cazul integrabil pentru a defini integrala stocastică şi cum T1: -+ 
+oo când k -+ +oe, definiţia este completă. pentru orice t. Un 
proces M, se numeşte martingal local dacă există un şir de 
timpi de stopare S,. -+ +oo astfel că. M,,s,. sunt martingale 
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de pătrat integrabil pentru orice n. Dacă Mt este continuu, 
timpii de stopare Sn = inf { t > O : IMt I > n} satisfac această 
condiţie. deoarece Mv,s" este mărginit de n (pentru un exem
plu de martingal local care nu este martingal de pătrat integra
bil, rnnsideraţi mişcarea browniană). Definim f~ H,dM, ca fiind 
J~ H.dAf.,._s" pentru t ~ Sn şi < M >t ca fiind< M >tASnpentru 
t ~ Sn. 

ln e&:ul mişcării browniene, reţinem deci următoarele: dacă 
11. este previzibil şi f~ H;ds < +oo a.s., atunci f~ H.dW. există 
şi este martin9-al local şi continuu, iar dacă H, este de pătrat 
integrabil şi Elfi H;dsj < +oo, atunci J~ H,dW. este martingal 
de pătrat integrabil. Io plus, 

E [Ii H,dW,] = O 

E [I~ HrdWr J; HrdWr] = E [It" H;dr] 
şi < Io H,dW. >i= J~ JI;ds. 

Un proc~ At se numeşte local cu variaţie mărginită dacă 
există un şir de timpi de stopare R.. astfel ca At,._R.. să aibă 

variaţie mărginită pentru orice n (în cazul continuu, se poate 

considera şirul R.. = inf { t > O : I~ ldA,I > n} ). Un semimartin
gal X 1 este suma dintre un martingal local Mt şi un proces local 
cu variaţie mărginită At- Dacă J~ H;d < M >, + J~ IM.I ldA,I < 
+,x; pentru orice t, definim integrala stocastică Ii H,dX; = 
J~ H,dM, + f~ H,dA, , unde prima integr::.lă este Ito (stocas
tică), iar a doua este Stieltjes. 

Pentru un sernimartingal Xt = Mt + At , definim < X >t= 
< M > 1 • Dacă X, Y sunt semimartingale, definim procesul 
comun de variaţie pătrată prin polarizare: 

< X, Y >i= ~[<X+ Y >t - < X >t - < Y >t]. 

1.4.4 Formula lui Ito: fie X 1 = M1 + At semimartingal cu 
traiectoriile continue şi f E C2 (R) . Atunci, cu probabilitate_ 
unu, avem 

f (Xe) = f(Xo)+ fot f (X,)dX,+~ fo
1 

J"(X, ) d <X>,. t? n_ 
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Formula lui Ito d-dimensională: fie Xt semima.rtingal contirmu 
d-dimensional şi f E C2 (R.t) . Atunci: 

1
t d âf . 

f (Xt) = f (Xo) + 
0 
E â:ri (X.) dX; 

1 t d â2j 
+- { "" a â . (X.) d < X', X ; >. a..s., pentru t ~ O. 

'.? Jo L., X' xJ 
•J=l 

Mai mult. dacă f E C2 (R+ X Rd), formula lui Ito are forma 

111 d fP f . . +- L . a,(s, X.)d<X'.X ) >. a.s,pentrut~0. 
2 O . 

1 
OXJ X 

tt]= 

1.4.5 ln part.icular, dacă {W;. t ~ O, i = 1, ... , d} este mişcare 
b ~owniană d-dimensională. formula lui Ito deYine: fie Xf = 
\ ·. . ,-d rr •JdBWi + rt i , · _ 1 ii J 

0 -r ._ ,= 1 Jo u. • Jo v;as, J - , . . . , m , cu u, , v, pro-
cese adaptate şi măsurabile astfel ca Jl00 

( u~J )2 ds < +oo , 
foTOO lt·;: ds < +oo a.p.t . şi f E C2 (R+ X Rm), atunci 

m 1t âf 1t âf 
-t L -a (s, X,) v;ds + -a (s. X,) ds 

;=I O X) O S 

l tt m r a2 J . 
+- I: L 1 a , , (s. X,) u:'u:1ds a.s .. pentru t ~ o. 

2 o IlO:r 
•=l ;.<=! 

Observaţie Deosebirea faţă de formula clasică de schimbare 
de \"ariabilă se explică prin faptul că variaţia pătrată a pro
cesului X(t) este Jiu 2(s)ds şi când scriem formula lui Taylor 
pentru funcţia f (t, X1), obţinem o contribuţie de la termenul 
,I p ordinui 2 care prod11ce integrala suplimentară. in formula lui 
ito. 
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1.4.6 Formula de integrare prin părti: fie X, Y semimartingale 
continue; atunci 

XtYt = Xolo + l X.dY. + fot Y.dX.+ < X, y >t . 

1.4.7 Inegalităţile lui Burkholder: fie p ~ 2; atunci există 
c,, > O astfel ca. 

E [IMtlP) $ c,,E [< M >f12], t E [O, T) 

pentru orice martingal continuu Mt; t E [O, T), cu E [IMTIPJ < 
+oo şi M0 = O. 

Io particular: E [II~ H.dW.n $ c,,tP/'J-l E [fo IH.IP ds] . 
1.4.8 Continuitatea şi derivabilitatea integralei stocastice Îu 

raport cu parametrii: fie Ht(x); t E [O, T) ,x EA~ R previzibil. 
(a) Dacă H1(x) este continuu in {t,x) şi derivabil in x, atunci 

I~ H. ( x )dW. are o versiune continuă in { t, x) . 
{b) Dacă Ht(:r:) este continuu in (t, x) şi de m + 1 ori derivabil 

in x, atunci I~ H.(x)dW. are o versiunecontinuăin (t,x) şi de m 
ori desivabilă in x. In plus ;;,, Ii H,(x)dW. = f~ ;;.n.(x)dW. 
pentrn J: $ m. 

1.4.9 Caracterizarea mişcării browniene şi a martingalelor: fie 
Jf, martinga.l local continuu cu < M >t= t şi M0 = O. Atunci 
Mt este mişcare browniană. 1n particular, dacă X, este pro
ces d-dimensional cu componentele martingale locale continue, 
Xo = O şi < Xi, Xi >t= Ci;t, atunci X 1 este mişcare browniană 
d-dimensională.. Fie M, martingal continuu cu < M > 1 strict 
crescator şi < M > 00= +oo. Atunci M, este o schimbare de 
timp a mişcării browniene şi există o mişcare browniană reală 
W astfel ca M, = W<M>, (M, este o schlmbarede timp a lui Xt 
dacă e,wtă un proces crescător T(t) astfel ca M, = XT"(t))- Mai 
mult, orice martingal continuu este schimba.re de timp a unei 
mişcări browniene, posibil stopată într-un timp de stopare. 

1.4.10 Reprezenta.rea v.a. de pătrat integrabil şi a martin-. 
galelor de pătrat integrabil, adaptate . in raport cu mişcarea 
browniană: dacă Y E L2 este Ft-măsurabilă, atunci există 
UD proa-s previzibil H, cu Ero IP,d.-5 < +oo şi y = E (Y) + 
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J~ Had\,i,.-•. Da.că Mt este martingal cu Mo = O şi E (Ml) < 
+x·, atunci există Ht proces previzibil a.i. Mt = fa H.dW3 a.s. 
şi pentru orice t. Io particular, da.că Wt este mişcare brow
njană d-dimensională şi Y este măsurabilă in raport cu fil
trarea :Ft a mişcării browniene şi din L2(P), atunci există H1 = 
( H/ , . .. , Hf) previzibil cu E J~ ( H1) 2 ds < +oo pentru orice j şi 
Y = E (Y) +.f~ H. -dW •. Tinând cont că integralele stocastice in 
raport cu mişcarea browniană au traiectoriile continue, obţinem 
că martingalele adaptate in raport cu mişcarea browniană admit 
versiuni cu tra,iectorii continue ( două procese se numesc versiuni 
dacă, pentru orice t , sunt egale a.s .). 

1.5 ECUAŢII STOCASTICE ITO 

Fie (n. K, P) câmpul de probabilitate canonic asociat unei miş
că.ri browniene d-dimensionale {W~ , t E [O, T], 1 :S i :S d} şi :F1 

filtrarea mişcării browniene. Se dau <rj , b: [O, T] X Rm -.R'" , 
1 :S j :S d funcţii mă.sura.bile. Coeficientul b se numeşte drift, 
iar <r coeficient de difuzie. 

Prin soluţie a ecuaţiei stocastice m-dimensionale cu coefici
f'D~ii b. a. înţelegem un proces X = {Xt, t E [O, T]}, cu valori 
in Rm, :F1-adaptat, care să verifice 

( 1.1) 
Obsen·aţi că adaptarea soluţiei la :F1 este nece:sară pentru ca 
mt.egralele stocastice din ecuaţie să aibă sens . Orice solut,ie a 
ecuaţiei stocastice se numeşte proces de difuzie ( da.că exi~t ă , 

so luţia este semimartingal). Dacă coeficienţii ecuaţiei nu depind 
de prima. variabilă, ecuaţia ·se numeşte omogenă. 

1.5.1 Existenţă şi unicitate globală: dacă coeficienţii b, <rj; j = 
1 . ... , m sunt global Lipschitz i.e. 

!>f't1 tr11 orii:-"' r . y E Rm, t E [O,T],j = l, ... ,d, atunci ecuaţia 
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{1.1) are o soluţie unică. a..s. pe [O, T] pentru orice x E R"' , 
care este in P, p ~ 2, este adapta.tă şi ma.rtingal de pătrat 
integrabil (in raport cu .1",). Da.că lucrăm cu mişca.rea. browniană 
pe [O, +oo) , pentru a. obţine o soluţie unică pentru orice t ~ O, 
trebuie să. cerem în plus o condiţie de mărginire de tipul 

lla;(t,O)II , llb(t,O)II $ C pentru t ~ 0,j = 1, ... ,d. 

Observaţii 1. In cazul 1..:.dimensional, este suficient ca. <r să. 
fie Holc!er de indice 1/2. 

2. Constanta Lipschitz poate fi funcţie de t, crescătoare şi 
finită. 

3. Soluţia din a.firmaţia 1.5.1. se numeşte tare; există şi noţi
unea de sobţie slabă, ca. fiind insăşi legea. procesului X. De ex
emplu, dacă considerăm ecuaţia (1.1) intâi in raport cu mişca.r,-;,. 
browniană W, şi apoi in raport cu altă. mişca.re browniană. B, 
( ambele ecuaţii cu aceiaşi coeficienţi şi a.celea.şi condiţii iniţia.le), 
avem: 

(i) dacă B = W, atunci soluţiile coincid, 
(ii) dacă B, W sunt independente, soluţiile sunt şi ele inde

pendente, 
(iii) dacă B, W sunt puţia.l corelate, cele două soluţii mi sunt 

nici independente, nici egale. 
1n toate situaţiile însă., soluţille au aceeaşi lege, deci ecuaţia 

are soluţie slabă unică.. 
4. Condiţia iniţială este deterministă i.e. este adaptată. la 'Fo 

{ deci trebuie să. fie constantă.). Putem considera că valoarea. 
iniţială să. fie v .a. independentă de mişca.rea browniană., caz in 
care existenţa şi unicitatea. (tare) se păstrează, cu condiţia să. 
considerăm soluţia adaptată. in raport cu filtrarea generată de 
.1"1 şi de valoarea initială. 

Vom nota prin X1(.x) soluţia ecuaţiei (1.1). 
1.5.2 Continuitatea şi derivabilitatea soluţiei in raport cu 

datele iniţia.le: in ipotezele afirmaţiei 1.5.1., există versiuni con
tinue in (t, x) ale integralelor stocastice şi a lui X,(x). Fie <r;, b ;_ 
j = 1, . . . , d global Lipschi tz; dacă derivatele O<r; / !Jx"', ob / ox"', 
j = 1, ... , d, k = 1, ... , m, sunt continue şi mărginite, atunci 
matricea iacobiană. Y;;(t,x) = oX:fox;(x) (in sens L2) există. şi 
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satisface ecuaţia 

ffl d. ,, {) • 
i . "'°'~ U1 k I Y; (t,x) = c5} + ~ ~Ji 

O 1 (s,X.(x)) Y; (s,x)dW. 
1=11=1 O X 

+ f: t :bi: (s,X, (x)) }'/(s,x)ds. (1.2) 
1-=Jo ux 

' Are loc un rezultat similar afirmaţiei 1.5.2., in care derivatele 
de orice ordin ale coeficienţilor ecuaţiei stocastice sunt continue 
şi mărginite. iar concluzia este că solu~ia este irJinit derivabilă 
in raport cu :r .' Se poate determina e>..-plicit ecuaţia satisfă.cuta 
de derivate. 

1.5.3 Dependenţa continuă de coeficicn\i sau stabilitatea ecu
aţiilor stocastice: fie u1; , ~ global Lipschitz şi cu creştere cel 
mult polinomială cu aceeaşi constADtă K, pentru orice N 2: O. 
Notăm cu Xf soluţia ecuaţiei 

d. t t 

X N _ x·N " [ N ( XN).nvi [ hN ( X'N)d 
t - o +~Jo tTj .s, • an•+ Jo , s, • s. 

j=l O O 

Dacă lim,..·-ooEIXt' - .x~f = o şi. pentru orice a> o, o~ t ~ 
T.avemlinlN-ooSUP1zis 4 {rj=1 j<T}'.(t,x) - o-;(t,x)! + ll'(t,x )

b0(t , x)} = o, atunci limN-ocSUP09$T Elxt· - xfj2 = o (ccn
vergenţa are loc chiar in probabilitate). 
Observaţie Să considerăm X,.,(:r); s ~ t , soluţia ecuaţiei 

X,,. (.r) z + "E, f.' .,,, (,, X,,r(z ))JJF~-+ f l, ( ,.., X,,r (:u )J d r-, 
j= l • • 

cu x E R m dat i.e. la momentul .s , soluţia p!eaci d in x . Dacă 
coeficienţii sunt global Lipschitz, pentru aproape toţi .,.; E n, 
solu; ia. est-e morfism injectiv pe imagine: 

X,.r(: , - ·) = X,.1 (Xr_. (.:r , ... ·),w) pentru orice r < 3 < t. 
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Dacă. coeficienţii sunt de clasă. C00
, at,mci x • .,(·,w): R"' - R"' 

este difeomorfism de clasă C00 a.s., pentru orice ş < t. 
Presupunem in continuare că u ;, b Eatisfac condiţia. Lipschitz 

ciin afirmaţia 1.5.1. locali.e. satisfac condiţia Lipschitz pe domeni
ile mărginite din R"'. Procesul X,(:r), x E R"', t E (O,TzAT], 
c-J valori in R" , se numeşte soluţie locală a. ecuaţiei (1.1) cu 
condiţia initială X0(z) = x dacă 

(i) există un timp de stopare Tz şi un şir crescător de timpi de 
stopare T;; n = l, 2, ... , .r1 -măsurabili, cu T: < T.r şi T; / TJt 
pentru orice x, a.s. 

(ii) X,(x) este continuă în (t,z), este .1'1-effllima.rtingal pen
tru orice x şi satisface ecuaţii'. (1 .1) pentru orice t E (O, T.r]. 

Soluţia X 1(x) se numeşte maximall dacă are loc relaţia: 

lim X,(z) = +oo pe mulţimea {T.r(w) < +oo}, 
t/Ta 

iar Tr(w) se numeşte timpul de explozie a! soluţiei. 
1.5.4 Dacă q;,b sunt local Lipschitz, atunci ecuaţia {1.1) ad

mite o solutie m&A.;mală unică. 
Sol\!ţ,-.1 maximală X1(x) se numeşte conservatiw (~u ne

expio:civă) di,_că P (T: = +~) = 1 pentru orice z; se numeşte 
strict conservath·ă d"-Că P (Tr = +oo pentru orice z) = 1. 

1.5.5 Dacă Hb{x)H2 + l111(x)l12 $ k (1 + llzll2
), atunci soluţia 

maximală (dacă există) este conservativă. 
Observaţii In general, conservativ nu implică strict conser

vativ; in dimensiune l, răspunsul este da. F;e ecuaţi.,,_ stocastică 

ci C r 
X,= z + ~ k u(X.)dB. + Jo b(X.)d&, t_ E (O,T] 

,=t 

Presupunem că u -::/: O şi fie 

( r b(.$) ) r 2 [ c(a) 
c(x) = exp 2 Jo c,i(.,) ds , 1-(z) = Jo c(r) ul(a) dsdr. 

Atunci soluţia X, este strict conservativă dacă şi numai dacă 
1-(+oo) = l-(-oo) = +oo. 
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Exemple de ecuaţii stocastice 1. (Ecuaţii liniare) Soluţia 
ecuaţiei 

X 1 = Xo + 1' [o-1(s) + o-2(s)X.JdW. + 1' [bi(s) + "2{s)X.Jds 

se poate pune in forma 

._ Xt = Yt { Xo + Ici Y.- 1 u1(s)dW. 

+ Ici Y_-1 [bi(s) - o-1(s)o-2(s))ds} , 

unde Yt = exp{fcio-2(s)dW. + J~ [~(s)- ½u~(s)) ds}. 

În cazul multi-dimensional, se poate scrie o formulă. similară. în 
care apare matricea fundamentală. de soluţii a ecuaţiei omogene 
asociată.. 

De exemplu, 

·- -/Jt /3• -1
t 

X, .- oe 
O 

e dW. , Xo - O, 

numit procesul Ornstein-Uhlenbeck este soluţia unică a ecuaţiei 
stocastice Langevin 

X, = aW, - fJ 1' X.ds. 

2. Fie cr E C 2 (R) cu derivatele de ordine 1 şi 2 mărginite, iar b 
o funcţie iipschitziană. Ecuaţia diferenţială. stocastică I-dimen
sională. 

are o soluţie care se poate scrie in forma X 1 = u(W, , l~) , unde 
u(x.y) este soluţia ecuaţiei diferenţiale ordinare 

au 
ax = o-(u), u(O, y) = y 

şi. pent;-u orice w E ft , {Yt(w), t ~ O} este soluţia ecuaţiei 
diferenţiale ordinare 

}·;'(w) = f(lV,(w), Yt(w)), l'o(w) = Xo ' 
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unde f(x,y) = b(u(x,y)) (:;r1 

3. Dacă 

atunci soluţia ecuaţiei 

Xt = X 0 + f\,(s ,·X,)dW, + tb(s,X.)ds · Jo Jo 
se determină. prin 

X, = k (t, h (O, X0 ) + l'u(s)dW. + fo' b(s)ds), 

unde a'= u<J'{__!_ O<J' - ~ (!!.) + ~ a2(j} oh(t x) - ci(t) 
<J'2 at ax <J' 2 ax2 ' ax ' - <J'( t, X) ' 

k este inversa lui h (in al doilea argument), iar 

4. Dacă M, este martingal local continuu, atunci 

z, := exp (M1 - ½ < M >,) 
satisface ecuaţia Zt = 1 + J~Z,dM •. 

Martingalul Zt se numeşte martinga/ exponenţial. In partic
ular, dacă M, este funcţie deterministă de pătrat integrabil, 
atunci z, este martingal de pătrat integrabil şi exp (W, - t/2) 
joacă in calculul stocastic rolul exponenţialei obişnuite. 

5. Ecuaţia X 1 = x + J~X.dW • + ½J;X,ds are soluţia X. = 
x ex p (Wt), t ~ O. 

6. Ecuaţia X, = 1 + J~X;dW. + J~X;ds are soluţia Xt = 
( 1 - W t)- 1 . Care este timpul de explozie? 

7. Podul brownian xa i.e. mişcarea browniană B pe [O, l] 
condiţionată de W1 = a, a E R dat, este soluţia ecuaţiei stocas~ 
tice 

la
t a -xa 

X; = W, + • ds pentru O ~ t < 1. 
o ] - s 
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lntegra.ndul "explodează" când t - 1, de-"..:i X 0 c-.onverge către a 
la timpul 1. 

8. Ecuaţia stocastică 

Xt =X+ C 1' x:12cIW. + fo' (-ax.+ b) dt, 

cu a E R, c >. O. b ~ O are soluţie unică. 
9. Procesele Bessel de ardin d sunt definite prin Xt := IWtl, 

unde W1 este mişca.re browniană d-dimensională. Aceste pro
cese satisfac ~aţia st<>ca.5tică 

d-1 [' ds 
X,=IWol+B,+-2- -X• 

Jo • 
unde B, este o mişcare browniană I -dimensională. 

1.5.6 Procesele de difuzie (i.e. soluţia X,(x) a ecuaţiei (1.1)) 
sunt Markov. 

Fie P •. ,(x,dy),s :St semigrupul probabilităţilor de tranziţie 
i.e. P •. ,(x, dy) este legea lui Xt cunoscând X, = x . Dacii ma
tricile c(t, x) = u(t,x)u*(t,x) sunt inversabile, atunci P •. ,(x, dy) 
admit densităţi de probabilitate. Cum c(t ,x ) este mat„ice si
metrică, deci are valori proprii ~ O, condiţia. de inversabilita.te 
revine la faptul că valorile proprii sunt > O. 

Sa considerăm in continuare cazul omogen i.e. coeficienţii 

u i , j = l, ... , d şi b nu depind explicit de t imp ( de primul 
argument). Fie deci ecuaţia stocastică. 

d. r I' 
X,= X+ L, Jo u; (X.)dW~ + Jo b(X.)ds, cu X0 =IE Rm. 

1=1 o . o 
l 1.:!) 

cu u; , b: Rm -Rm , I :S j :S d. Legea condiţionat.ă a lui XT+i• 

cunoscând că XT = x este aceeaşi cu a lui X 1 • cunoscând. că 
Xo = x i.e. procesul Markov X este omogen. Acel~i raţionament 
cu T =timp de stopare finit, arată că X are proprietatea tare 
Ma.rkov. 

1.5. 7 Generatorul infinitezimal al proceselor de difuzie: fie 
Xt soluţia ecua.ÎJiei (1.3), in ipotezele a.firma.ţiei 1.5.1. Atunci 
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funcţiile cu suport compact C-: (R") C Dcnr. (C) ; pentru aceste 
funcţii avem 

l ~ ·· â2 / . 111 
· âf 

Cf(x) = 2 ;;:1 c''(x) âxiâx;(x) + ~ b'(x) âxi' 

unde c(x) = u(x)u•(x), iar 

"' " t âf . . 
M, := ~~fo· âx; (X.)u;(X.)dW1 

este ma.rtingal local. Da& b, u; sunt mărginite, enunţul rămâne 
adevărat şi peLtru funcţiile mărginite Cţ (R"). De exemplu, in 

cazul mişcării browniene, avem C = 6./2 pe Cl (R"). 
1.5.8 Legătura cu teoria ecuaţiilor diferenţiaie ordinare 

şi cu derivate parţiale Fie X, soluţia ecuaţiei (1 .3) şi să. notăm 
E•.z media condiţionată de X. = x. Dacă / 0 : R"' -+R este 
mă..c;urabilă. şi mărginită, atunci 

f(s , x) = E•.z[/o(Xt)] = I fo(y)P(s,t,x,dy) JR.,. 
pentru t E [O, T] fixat şi s < t, este continuă şi mărginită îm
preună cu derivateleâ//âx', â2f/âx;âxi; i,j = l, ... ,m, deci 
este in domeniul operatorului C. 

Totodată, /(s,x) este diferenţiabilă in raport cu s şi sat
isface ecuaţia înapoi â f / âs + C f = O cu condiţia la limită. 
lim._, f(s,x) = fo(x). 

1. In cazul in care P(s,t,x,·) are densitateap(s,t,x,y) con
tinuă în s şi dacă. derivatele âp/fJxi, â2p/âxiâxi există şi sunt 
continue în s, atunci p este soluţia fundamentală (in sensul 
distribuţiilor) a. ecuaţiei înapoi i.e. cu condiţia. lim=-• p(s, t , x, y) 
= âr-'11. 

2. ln plus, dacă. deriva.tele unnatoare: âp/ât, o( B"(t, y)p) /ây" 
si 82 (Ak(t,y)A1(t,y)p) /ây"ây1 există şi sunt continue, atunci 
p(s, t ,x, y) este soluţia fundamentală a. ecuaţiei inainte (sau 
ecuaţia Fokker-Planck) -âp/ât + C-p =O, unde 

1"m ,fl ma 
C-f = 2 tr lo~J ây"ây' ( utuU) + E âyk ( b" !) 
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este adjunctul forma.I al lui C. 
3. Fie D domP.niu I!lă.rgin.it în am , u E C 2 (D), u continuă 

pe D şi ti.u = O pe D. Atunci u(x) = E-ru(W.,.D), unde W este 
mişcare bro"'lliană d-dimensională ca.re pleacă din x şi TD este 
prima ieşire a lui W din D. Mai mult , fie 8B(x , r) frontiera bilei 
B (x, r ) de centru x şi rază r in am ,f funcţie mărginită pe âD 
~j u(x) := Erf(WrD). Fie X ED cur< dist(x , âD) şi 7B(r,r) 

prima ieşire a lui w din B(x, r ). Atuii.ci u(x) = Eru (wrB(%,r)) 
şi rezultă că u( x) este media valorilor ei pe suprafeţele bilelor 
mici centra.te in x, deci u este armonică. 

4. Să presupunem că. unnă.toa.rcle condiţii sunt îndeplinite. 
Fie un domeniu mărginit D C am cu frontiera âD netedă . 

(i) I:f=t Lk,l=I o-f(x)"1(x)6,~1 ~ µ 11~!1 2 cu µ > O , pentru 
orice x E D şi ~ E am i.e. C este uniform eliptic pe D. 

(ii) Funcţiile u; , B , g sunt uniform Lipschitz continue pe 
D şi Jo este continuă. şi mărginită pe âD . 

Notă.m prin TD prima i~ire din D a lui X; in condiţiiie de 
mai sus avem TD < +oo a..s. şi problema Dirichlet 

Cf = g, x ED; flav = !o 

satisface J (Xt)--+ Jo (XrD) când t / TD şi are soluţia da.tă de 

unde X(t ) este soluţia ecuaţiP.i (1.3). 
5. Să considerăm problema Ca~cby 

it + C.J(t,-) = g pe [O,T) x R 0
' , f(T,x) = folx) , x E: R"' . 

. .\ :,unei 

f(t,x) = Et,r [fo(XT)-1,T g(s,X.)ds] pe [O,T) x R" . 
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CALCUL MALLIAVIN 

2.1 HAOS ŞI INTEGRALE WIENER 
MULTIPLE 

Notă.m prin H spaţiul Hilbert real şi separabil L2(T,8,µ) inzes
trat cu produsul scalar < · , · > şi norma indusă li · li , 
unde T = [O, T] x {1, ... , d} , T > O , sau T = R+ x 
{ 1, ... , d} , 8 sunt borelienele pe T, iar µ este produsul 
dintre mă.sura Lebesgue A şi · măsura uniformă. pe {1, ... , d} . 
Vom folosi identificarea H ~ L2 ([o, T] ; Rd) , respectiv H ~ 

L2 (R+ , Rd). 1n aceste condiţii există. un câmp de probabili
ta te ( O., :F, P) şi pe el o familie gausiană. de variabile aleatoare 
( lV ( h ), h E H) cu proprietăţile : 

(a) aplicaţia h -+ W ( h) este liniară. 
(b) pentru orice h EH, W(h) este variabilă. aleatoare centrată 

şi E (W(h)2
] =li h 11 2

• 

Intr-adevă.r, ştim că pentru orice repartiţie (i.e. probabilitate 
pe R) există un câmp de probabilitate {O., :F, P) şi un şir (gn)n>l 
de variabile aleatoare independente pe O., toate având lege'i. dată. 
de acea repartiţie. ln cazul repartiţiei N(O, 1 ), fie ( e.,. , n ~ 1) 
o bază in H ; seria L::o < h, e.. > 9n este convergentă in 
L2(0., :F, P) către o variabilă aleatoare pe ca.re o notăm W(h). 
Această. serie converge şi a.p.t. pentru că, in cazul gausian, 
convergenţa. a.p.t. şi in L2 sunt echivalente iar W(h) este de fapt 
o clasă. de echivalenţă. de variabile aleatoare. Mai mult, aplicaţia 
h -t W ( h) este o izometrie liniară. a lui H pe un subspaţiu inchis 
'H.1 al lui L2(0., :F, P) ; elementele lui 'H.1 sunt variabile aleatoare 
gausiene centrate. Avem E (W(h)W(k)) =< h, k > şi cum 
in spaţii gausiene independenţa este echivalentă cu ortogonali
tatea., obţinem că W(h), W(k) sunt independente dacă şi numai 
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da.că. h j_ I. in H. Aplicaţia. W sesie cara.cteriza.tă de familia. de 
varia.bile a.leatoa:re {W(A), A€ B, µ(A) < oo}, unde W(A) = 
(WlA)- Să. remarcim ci lege.a lui W(A) este N (O,µ(A)) şi că, 
da.ci A E 8 cu µ(A)< oo se scrie A= L.J::oA„ disjunct, atunci 
W(A) ·= i::':o W(A..) a-p.t . . şi in L2(T,B,µ) ; totuşi, mulţimea. 
de proba.bilita.te O ,depinde de A şi de (A..)a>o deci nu există o 
măsură veritabilă m(.w, ·) astfel incâ.t W (A)(w) = m(w, A) 
a..p.t. pentru orice A E B. Totodată., pentru ~B in B disjuncte 
şi de µ ... mă.suri finită, avem că. E [W(A)W(B)] = µ(An B) şi 
că W(A), W(B) sunt necorelate, deci independente. 

Aplie&ţia. W se .111IlDeŞte .zgomot alb pe (T, B), ia.r familia. 
{W/ :-= W ([O,t] x {;}), (t,i) E 'T} se_numeştemişcare brow
niană ~irnensională sa.u proces Wiener. 

Fie H .. ( x) aJ n-lea :polinom Hermite definit prin 

(-1)" d" 
H 1.z) = -- er/2 - (e-r/2) n > 1 

ft\; n! dx• ' -

şi H0 (x) = 1. Aceste polinoame sunt coeficienţii dezvoltării 
in serie de puteri după. t a funcţiei F(x, t) = exp (tx - t2 /2). 
Intr-a.devă.r, avem 

[
x2 (x t)

2
] F(x,t) = exp 2 -

2 
(2.1) 

~-er/2f t~ (d" e-<-t)2/2) = Et"H,.(x). 
-=<>n. dt- lt=O „=0 

Din a.rea.stă dezvolta.re rezultă şi următoarele proprietăţi. 

F,.(x) = H,._1 (:r), n ~ 1 (2.2) 

(n + l)H„+1(:t) = xH,.(x)- Hn-1(:r), n ~ 1 (2.3) 

H .. (-x) = (:....ItH,.(x), n ~ 1 (2.4) 

Într-adevă.r, (2.2.) re-rulti din:- = tF, (2.3.) din ţf = (z-t)F 
şi (2.4.) din F(-x,t) = F(z,-t). Primele polinoame Hermite 
sunt H1(:r :, = x şi H2(z) = r;-1. Din (2.3.) re-rultă că termenul 
de grad maxim al lui ~ .. (x) este x•/n! . Din dezvoltarea lui 
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F(O,t) =e:xp(-t2/2) du!>.ă puterile ltti t, obţinem că. Hn(O) = O 

dacă n e8t.e impar şi H»(0) = <;,,~,t pentru k ~ 1. 
LEMA 2..1..1 Fu X, Y ~ akat0t1tt gausiene centrate 

i.e. E(X) = E{Y) = O şi redus~ i.e. E(X2 ) = E(Y2) = 1. 
Âtaaci, peatn,. m, n ~ O, @em 

{ 
O, dacă n # m 

E (H.{X )H.(Y)) = ti (E(XY)t, da.că n = m. 

~-Pientru s, t E a.vem 

E [exp (sx -~) exp (tY - ;) ] = exp(st E(XY)). 

Luăm in ambii membri .derivata parţială J:it„ c.alculată în ~ -= 
t = O şi obţinem 

E (n! m! H,.(X)Hm(Y)) = { n! (E(~:~ ;a~'::= m. D 

Pentru n ~ I notăm 1(... suoopa.ţilli inchis din L2(n, :F, P) 
generat de va.riahilele aleatoare{ H n ( W ( h)) ; h E fl, li h li= 1 } . 
'Ho este mulţimea. constantelor, iar 'H.1 coincide cu mulţimea. 
{W(h), h EH}. Din lema. 2.1.1 rezultă că. suhspa.ţiile 1i,.,. şi 

1i,. sunt ortogonale pentru m # n . Spaţiul 1in se va. !lumi 
haosul de ordin n (in sensul lui Wiener) şi are loc următoarea 
descompunere ortogonală. 

TEOREMA 2.1.2 Notăm prin <} u-algei,m generată de 
variabilele aleab:>aR! W(h), h EH. Atunci spaţiul L2(!l, <}, P) se 
descompune in suma orlog-0nală infinită a Stibspaţiilor 1in i.e. 

00 

L2(0, g, P) = EB 1i,. . 
„=0 

Demonstraţie. Să oomiderim X E L2(0,<},P) ortogonală pe 
1f.. , pentru~ n ~O ; vrem să adtăm a X= O. Avem . 
E (XH,. (W(h))) = O JM!Dtnl orice l EH cu U h 11= 1. Folosind 
faptul că z" se poate ecrie ca. o ambin&ţie linivi de polinoame 
Heanite Hr(z); O$ r $ A, obţinem ci E(XW(h)") = O pentru 
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32 2. CALCUL MALLlAVIN 

orice n ~ O, cloci E (X exp(t W(â))) = 6 pazinJ. orice t E şi 
h E H de normi l. ~ ~ h, - W ( h.) implică. 

E ( X exp t t;W (~)) = O, (2.5) 

pentru t1 , ... , t.., E R, h1 , . .. , k.,. E H , m ~ l. Dacă ki, . . . , 
hm E H, m ~ 1 sunt fi.D.ţi, relaţia (2.5) spune că tramf.ormat-a 
Laplace a măsurii ( cu semn) 

v(B) = E [Xi§ (W(h1), .. . , W(h...rn, 

cu B boreliană in ll"' , este identic~ pe ll"'. Aceasta implic.a 
v = O şi deci E(Xla) = -O pentni arioe G E g, adică X = O. o 

Pentru n 2 1 S& considecam s.paţiul 1'! format din~ 
aleatoare p(W(h1), .. . , W(h1:)) cut 2 l , h,, .. . ,h" EH şip 
polinom real in k va.riAbile, de gx-ad cel mult egal cu n. Fie 'Pn 
inchidere-a}ui ~ in L2(fl,!F , P) . Atunci-uc loc 

1f.o E.B rf.1 E.B · · · E.B 1't.. = P n · 

Într- adevăr , incluziunea" C " est.e imediati.. P.entrn incluziunea 
lll versil. este suficient si a.rătăm ci -P„ este ortogonal pe ?-im 
peutru m > n . Vrem să. a.ratam ci 

E (p(W(h1 ), .• • , W (hk)) H... (W(li)) ) = El, 

unde 11 h 11 = 1, p este polinom de grad cel mult n şi m > n . 

Dacă. {.e1 , . . . , ej, h} este o familie ortonormala., putem inlocui 
p(W (h1 ) • . • . , W(hk)) cu q (W (ei), .... W ( e;), W (h)) , cu gra
dul lu i q cel mult n . Apoi, din faptul ci. monomul xr se poate 
exprima ca o comb-inaţie lini.ară finită de polinoame Hermne 
H9(x ); n ~ q ~ r , obţinem că. E (W(kr H.,.. (W(h))) = O 
pon ' ru ori,cc r ~ n < rn.D _ 

Fie ( e,, i ~ 1) o hază in H şi A mutţimea multiindicilor 
a = (a 1 • a 2 .. • ) ; a, E N cu proprietatea că to\i termenii sunt 
nuli cu excepţia unui număr fi.nit dintre ei. Pentru o E A nota.ro 
1l ! = n~1 a, 1 

• I t1 f= ~, I 0. I ~ ddinim polinoamele Herm.ite 
genera.liza.te H,(x), :r E Jt1V prin 

00 

Ha(x) = IT H-.(x;). 
i= l 
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Produsul de ma.i sus este bine definit deoari>ce H 0 ( x) = 1 şi 

a i sunt nuli cu excepţia unui număr finit dintre ei. Familia 
{ ~ .. = (a!) 1!2 n~l H ... (W(e;)), a EA} este sistem ortonormal 
deoarece, pentru orice a, b E A avem 

00 

= II E (H,., (W(e;)) Hb, (W(e;))) (2.6) 
i=l 

PROPOZIŢIA 2. 1.3 Pentru n ~ 1 fixat , familia de vari
abile aleatoare 

{ (a!)112 fţ H,.; (W(e;)), a EA, I a I= n} (2.7) 

este o bază in 'H..,.. 
Demonstraţie. Din formula (2.6) rezultă. că. elementele fam

iliei (2 .7) sunt mutual ortogonale când n variază.. Pe de altă 
parte, variabilele aleatoare din (2.7) aparţin lui Pn . Este deci 
suficient să arătăm că orice varia.bilă. aleatoare polinomială de 
forma p(W(h1), ••• , W(hk)) poate fi aproximată cu polinoame 
in 1,F(e;), iar acest lucru este clar deoarece (e; , i ~ 1) este bază 
a lui H. □ 

Exerciţii 1. Deduceţi următ,oarea formulă explicită. pentru 
polinoamele Hermite: 

Ca aplicaţie ară.taţi că., dacă. Y este variabilă aleatoare cu legea 
N(O, o-2). atunci 

E (Hn(Y)) = { 
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34 2. CALCUL MALLIAVIN 

2. O altă. realizare a mişcării browniene este următoarea : 
n = Co ([o, T] X R') sa.u Co (R+ X R") ' p este măsura 
Wiener pe O , :F este o-- algebra borelienelor lui n in raport 
cu P , iar W1(w) = w(t) . Să observam că. mişca.rea brow
niauă. este proces cu creşteri independente (chiar de trecut), 
ga.usian centrat cu covariaţia E[W1 W.] = t I\ s , cu legea lui 
W,' - W; data de N(O, t - s) şi cu traiectoriile continue a.s. 
Pentru ultima afirmaţie folosiţi criteriul de continuitate a.I lui 
Koirnogorov , foiosind exercitiul precedent si a.rătând in preala
bil ca E (I W/ - w; 12

;,) = W'l !t - s!A: pentru i = 1, . . . , d si 
orice> k E N• . 

Cu notaţiile precedente, fie m ~ 1 şi 

Bo = {A E B: µ(A)< oo}. 

Vrem să definim integralele stocastice multiple Im(!) pentru 
f E L2 (Tm , Bm , µ"") . Notam E.,. mulţimea. fuu<.:ţiilor elc
men tare de forma 

" 
J(t1, ••·, tm) = L a,1 .. . ;,..l..4,1x .. . xA,..,(t1,- .. ,t,,.). (2.8) 

:1 , . . . ,,,,.=l 

lillde A 1 , .• • , An E Bo sunt mutual disjuncte şi a, 1 ·· ·•m = O ,iacă 
oncare do; indici sunt egali. Observaţi ca f se anulează p..- drep
tunghiurile care intersectează diagonalek {t, = t; ,ii: j}. 

Pentru J de forma (2.8) definim 

.. 
L a ,,- -·•rn W(A, ,J .. . W (A;.,.) . 

i i .···,1~=• 

Defin i ţia nu dep in de de reprezent1t.rea lui f ş, au 10<· urmă.toarck 
propric că.ţ1. 

(a) Im este liniară. . 

(b) Im(!)= Im(]) , unde J reprezintă. regularizarea simetrică. 
a lui J i.e. 
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când u pa.rcurge mulţimea permutărilor lui {1, . .. , m} şi 

(c) E(I,,.(f)I,(g)) = { t - ~' da.că m :f q_ 
m. < f,g >v(T"'), da.ca. m = q. 

Proprietatea (a) este evidentă; demonstrăm uşor (b) pentru 
o funcţie de tipul /(t1, . . . , t.,.) = 1,t.

1 
x ... xA..,. (t1, .. . , t,,.) şi apoi 

folosim liwa.rita.tea.. Pentru. m :f q, proprietatea (c) rezultă 
din fap~ul că. f E &m şi g E E9 pot fi asociate areleiaşi partiţii 
A1 , . . . , A.. . Pentru m = q presupunem / şi g elementare şi 
simetrice date de (2.8) respectiv 

.. 
g(t1, .. . , t,,.) = L b11 .. .._ lA,

1 
x •.. xA..., (ti, ... , t,,.) . 

•1 ,-· ..... = l 

Obţinem 

E (I,,. (J)J,,. (g) ) = E { (. L . m! a,1 ••• im W(A11) ••• W(A,m)) 
•1 <•··<•m 

X ( . L . m! ~ 1 ... ,m W ( Â.1 ) ••• W ( A.,..}) } 
•1<-·<tm 

= L (m!)2 «11···• ... ~r ...... µ(A.1) .. . µ(A .... ) 

= m! < f,g>L'{T"') · 

Pentru a putea extinde integralele stocastice multiple la spaţiul 
L2(T"') , trebuie u. demonstrăm ci spaţiul funcţiilor elementare 
E.,,,, este dens in L2(T• ). Este suficient pentru aceasta să a.rătăm 
că funcţiile cancteristice aJe oricărei mulpmi de forma A = 
A 1 x . .. x A,,., A. E Bo , 1 ~ i ~ m pot fi aproximate cu 
funcţii elementare din E..,,. • În~rnâ.t măsura µ nu are atomi, 
pentru t> O există B1, ... , B. E Bo mutu&l disjuncte şi cu 
µ(B;) < t pentru i = 1, ... , n , astfel incâ.t fiecare A. poate 
fi scrisă ca reuniunea disjunctă a unor B, . Acea.sta este posibif 
deoarece, pentru orice A E B0 de măsură nenulă. şi pentru orice 
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J6 2. CALCUL M.ALLIAVIN 

O < ; <.. µ(A) există o mulţime măsura.bilă B C A de măsură. 
.., _ Punem o:= µ(LJ:1Ai) şi obţinem 

n 

1,. = I: f. · · 1B B lJ ·•1,n •t )( . .. )( "m 1 

unde f.i, ... ,'" este O sau I. lmpărţim a.cestă. sumă. in două părţi. Fie 
/ mulţimea m -multiindicilor ( i1, • •• , i.m) cu toţi indicii diferiţi 
intre Pi şi J complementara lui /. Punem 

1B = L f-i 1 ---im 1B,1 x ... xB,,.. · 
{i1 , ... ,i.,.)El 

Atunci 1B E E.n , B CA şi avem 

L f.;, .... ffl µ(B,:) . .. µ(Bi...,.) 
(11,- --,i,..)EJ 

:S C! ţ µ2(B;) ( ţ µ(B,)) m-2 :S C! wm-1 

~i astfel obţinem rezultatul de a.proximare căutat. 
Luâm f = g in proprieta.tea ( c) şi obţinem 

deci operatorul Im poa.te fi prelungit la un opera.tor liniar şi con
lmu u de la U (Tm) la L2 (D.. F. P ), care satisface proprie.i [.ţile 
(a). (b). ( c ). Vom folosi următoarea not.a~ie pentru integralele 
Wicner multiple: 

fn,(J ) = Jm f(t1 1 • • •, ln. )W(d/ 11- • • l\'(dtm ) . 

. -\ re loc urmă.tva rea formulă. <l e multiplicare: 
PROPOZIŢIA 2.1.4 Fie J E U(Tm) şt g E L2 (7). Pentru 

l :S k :S m , definim 

(Jxu,)9) (t1, ... , t1c-1, i1c+1 : . .. 'Im) 
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2.1. HAOS ŞI INTEGRALE WIENER MULTIPLE 37 

"' 
lm+I(J ® g) = I..(f)J1(g) - L fm-1 (f x(J:)9) (2.9) 

k=l 

Demonstrope. Faptul că /x(J:)9 E V(T"'-1 ) rezultă din ine
galitatea Cauchy-Scbwartz. Pentru a demonstra (2.9), din den
sitatea funcţiilor elementare in L2(7m) şi din linia.ritaie, putem 
presupune că / = 1A1 x ... xĂ.,., unde A; E Bo sunt mutual dis
juncte iar g = l.A1 sau g = l.4o , cu Ao disjunctă de Ai, . .. , Am . 
Cazul g = l.4o rezultă din faptul că produsul tensorial f ® g E 
t:.,. . În cazul !I = 1A1 , să punem {:J = µ(Ai) ... µ(A.,.) . Pentru 
t > O da.t , să considerăm o partiţie măsurabilă A1 = U?:1 B; 
astfel ca µ(B;) < t. Definim funcţia elementară 

ht = L 1B,xB1 xA2 x ... xA.,. • 
i#j 

Obţinem 

lm(/)11(9) = W 2(A1)W(A~) ... W(A.,.) 

= L W(B;)W(B;)W(A2) ... W(A,,.) 

n 

+ E (w2(B;) - µ(B,)) W(A2) ... W(Am) (~.10) 
i=l 

ffl 

= lm+i(ht)+R..+ Llm-i(fx(J:)9) • 
k=l 

Avem deci 
n 

li ht - f ® 9 111,(7"'+1) = L µ
2(B,)µ(A2) •• •µ(Am ) ~ t{:J 

i=l 

ŞI 

" E( Rn = 2 E µ2(B;)µ(A2) ... µ(A,,.) 5' 2t{:J; 
i=l 

ln final facem t-+ O in (2.10).D 
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Obs8Mlatie I>aa. fmacţa f BmllietDOL, atunci formula 
(2.9) devine 

1m+1(/ ® g) = l,,.(f)J1(g) - ml.,,._1(1®1g), (2.11) 

unde f®19 înseamnă. cantrac.t.ia (supl)Îm&rea) UD.ni .singur .indice 
pentru f şi g. ln w:neuJ, dacă f E L'"'(P) şi g € L2(T9 ) 

sunt simetri~, pentru 1 $ r $ mm (p, q) notim prin f ®rg 
controcţui a r argJtmeJ'lte-pen.tru. f şi ·g funcţia 

(f ®r9 )( t1, • • •, tp+q--2r) 

.- f f(t1, ... , 4-r, s )g(t,.+1,: .. , t-1>+,,-r, s )µr(ds ). 
},Ţr 

Observăm că. f®,..g E L2(TPtt-lr) şi că. formula. (2.11) se gener
alizează. astfel. Fie f E L2(T") şi g E L2(7') funcţii simetrice. 
Atunci 

pl\q 

I.p(f)lq{g) = L r. c; c; lp+q-2r(/®rg) · (2.12) 
r=O 

Demonstraţie. Prin inducţie in raport cu q. Pentru q = I se 
reduce la. (2.11 ). Presupunem că. ,este adevă.rată pentru q - 1 şi, 
printr-un argument de densitate, putem presupune că. g este de 
forma 9. = 91®92, unde ® înseamnă. regulariza.rea simetrică a 
produsului tensorial, ia:r !h,92 sunt funcţ:i simt!trice ortogonale 
de q - l variabile (resp. o variabilă.). Din (2.11) avem că. 

lq (!h®92) = l 9 -1(9i)l1(g2) i 

apt,i folosim ipt>t~a. e indu ţie :şi din nou (2.11 ).O 
Legă.tura dintre polinoamele Hermite şi integralele stocastice 

multiple este dată in rezultatul următor. 
TEOREMA 2.1.5 Fie Hm(x) al m-lea polinom Hermite şi 

fie h E H = L2(T) de normă 1. At•nci 

m! H,, (W(h)) = f h(t1 ) • • • h(t,..)W(dt1 ) ••• W(dtm)• Jr ... 
(2.13) 
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În-comecinţă., integrala multiplă Im aplică. V(r") pe haosul 
Wrener 1l,,. şi, conform teoremei 2.1.2, orice funcţională. F de 
mişcarea browniană. (i.e. orice variabilă. a.rea.toare de pătrat inte
grabil F E L2 (fi, g, P), unde g este 17-algebra generată. de W) 
se dezvoltă. in serie de integrale stocastice multiple : 

00 

F = L Im(/m) • 
m=O 

Avem că Jo= E(F) iar I0 .este aplicaţia identitate pe constante. 
ln plus, funcţiile fm E L2(Tm) pot fi presupuse simetrice şi, in 
a.cest caz, sunt unic determinate de F. 

Demonstraţia teoremei 2.1.5 Prin inducţie după. m. Pentru 
m = 1 este imediat; presupunem adevă.ra.t pentru 1, 2, ... , m. 
Din formula de recurenţă. pentru polinoamele Hei-mite (2.3) şi 

din formula pentru produs (2.11) avem 

Im+t (h®(m+t)) 

= Im (h®m) l1(h) - mlm-1 ( h®(m-l).l h2(t)µ(dt)) 

= m! Hm (W(h)) W(h) - m(m - l)! Hm-1 (W(h)) 

= m! (m + l)Hm+l (W(h)) = (m + l)! Hm+i (W(h)), 

unde prin h®m am notat h®m(t1 , •.• , tm) = h(t1 ) ••• h(tm) . ' 
Fie Sm subspaţiul închis din L2('T''") format din funcţiile si

metrice. Integrala. multiplă. Im verifică. rela.ţia E(Im(/)2) = 
m! x li f IIL2(T"') pe Sm . Imaginea. Im(S,,,.) este inchisă şi din 
(2.13) conţine vari11.bilele aleatoare Hm (W(h)), h E H, li h 11= 
I . În consecinţă.1-l,,,. C Im(Sm)- Cum integral.ele multiple de or• 
dine diferite sunt ortogonale, obţinem că I,,,. (V(T"')) = J,,.(Sm) 
este ortvgona.l pe 1-l,. pentru n # m şi deci Im (L2 (T"')) = 
'Hm.□ 

Aceleaşi argumente ca mai sus ara.tă. că. elementele bazei lui 
'Hm ( date in propoziţia 2.1.3) verifică 

00 00 . 

( a!)112 II H ... (W( e;)) = II ( a!f 112 14; (era;) 
i=l i=l 
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unde I a I= a1 + · · · + a.,,.. 
Exerciţii Pentru n ~ 1 definim po:linoamde Hn(A,x) prin 

Hn(>.,x) = >."/2 H,. (,\;/2) , pentru X E R , A > O. 

Ară.taţi că 

(a) exp(tx - t2>./2) = E::o tn Hn(>.,x). 
(b) Pentru orice h E L2(T,B,µ) avem 

Aplicaţii la integrala Itâ şi la ecuaţii stocastice Ito 
1. Fie fn : Tn -+R funcţie simetrică şi de pă.trat integrabil. 

Pentru aceste funcţii, integrala stocastică multiplă In Un) in ra
port cu procesul gausian {W(h) = frh(s)dW., h E V(T)} co
incide cu o integrală Ito iterată. i.e. 

= n! 1T 1tn ... fo'2 

fn(tt,·••,tn) dW, 1 ••• dWt., • 

Într-ade"ăr, formula se verific.ă. pentru funcţiile elementare. iar 
in cazuJ general folosim un argument de densitate şi ţinem cont 
ca integralele Ito iterate verifică aceea!ji proprietate de izometrie 
ca şi integralele stocastice multiple. 

2. Fie {H'1
1 

, (t , i) E T} o mişcare browniană. d-dimensională. . 
ln acest caz int.egralastocasticamultiplă J„(f,.) este bine definită 
pentru funcţii/,. ((ti, ii), ... , (4., i,.)) t:: pclt1<t.L intt::g1c1.l.,iI ~j l>i

metrice in ( t i, ii) E R+ x { 1 .... , d} , deci se poate exprima ca 
sumă. de integrale Ito iterate : 

d rT r· t2 
l„(f,.) = n! L Jo Jo ... Jo J,. ((t1, i1), . .. , (t,., i,.)) 

i1 , .. . ,i.,=l O O O 
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În particular reţinem că, pentru orice h E H , W(h) poate 
fi obţinută ca integra.la stocastică I:1=t J{hi(t)dW/ si că orice 
F E L2(f!, :F, P) , cu :Feste generată de W , se scrie ca serie 
de integrale stocastice multiple ortogonale. 

3. Fie {Wt , t ~ O} o mişcare browniană. reală.. Am văzut in 
capitoiul 1 că, da.că h E L2[0, oo ), atunci 

Mh(t) = exp (J~lt(s)dW. - ½J~h2(s)ds) 
verific.ă ecuaţia Mh(t) = 1 + J~Mh(s)h(s)dW. ; 

să observăm că avem descompunerea in haos 

4. Ecuaţia X(t) = x + J~X(s)dW, + ½J~X(s)ds are soluţia 
X ( t) = x exp ( Wt) , t ~ O , iar dezvoltarea ei in serie este 
X(t) = x ;::=o ~ (W1 f (convergenta pentru orice t ~ O). 

5. Ecuaţia X(t) = 1 + J~X2(s)dW, + J~X3 (s)ds are soluţia 
X(t ) = 1 _

1w, , iar dezvoltarea ei in serie X(t) = l+ I::= 1 (Wc)" 
diverge, cu probabilitate pozitivă şi pentru t fixat, deoarece se

ria I::= 1 ll(W1f ll2 diverge. Totuşi , dezvoltarea formală con
verge pentru t < inf {t: I W1 I= 1}. 

2.2 OPERATORUL DE DERIVARE 

Fie W = {W(h), h EH:= L2(T,8,µ)} un zgomot alb. Pre
supunem că W este definit pe un câmp de probabilitate com
plet (!2,.T, P) , cu .T generat de W. Vrem să definim deriva.ta 
D F pentru variabile aleatoare F : n - R de pătrat integr.abil 
i.e . derivata in raport cu w E n . În cazul mişcării browniene 
d- d,mensionale, spaţiul n este topologic : n = C0 (R+ ; Rd) ; 
totuşi , ne va interesa situaţia. mai generală. când variabilele alea
toare F sunt definite P-a..p.t. şi nu admit versiuni continue, 
aşa cum arată exerciţiul u:-măt.or , şi cum von vedea la soluţiil e 
ecuaţiilor stocastice in sens Ito. Acesta este motivul pentru can· 
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vom introcluoe deriv.ata m -sens slab, firi. să. ţinem cont că n &re 

structură. topologică.. 

~- Fie W = {Wt , O $ t $ l} o mişc&l'e browniană 
reală. şi h E L2{0, 1] . Atunci integnda F = fJh.{t)W (dt) 
admite o veniiune continui in Co~ 1] dacă. şi numai daci există 
O mi&ură CU 9ffllll ţi. pe 16, 1] astfel CA µ({ 0}) = 8 şi h{ t) = 
µ ((t, 11) peatru orice t E [O, l} , a..p.t. in raport cu măsura 
Lebesgue. · 

/ncicaţie Dacă h. este dată de o măsură. cu semn, rezultatul 
decurge prin mtegra:re prin pătţi. Reciproc, ară.ta.ţi că. versiunea 
continuă a. lui 'F-trebuie aă fie liniară şi a.poi folosiţi teorema 
lu.i Riesz de zc;prea.;:ntare .a funcţionalelor linia.Te şi continue pe 
C[O, 1) . 
Notăm C;" ( "") mulţimea funcţiilor / : , ® -R de clasă 

C00 astfel incâ.t f şi toate derivatele ei au creştere cel mult poli
nomială. (i.e. rapid c:lescresai.tou pe Rdn: SUPJ:EJlcln jx°atJ f(x)I 
< co, pentru orice multiindici . a, .8). Fie S clasa variabilelor 
aleatoare ( ~) ~ i.e. de forma 

F = f (W(ki), ... , W(h,.)) (2.14) 

unde / E C;" (a=) şi la, , ... , h. E H . Cu teorema <le 
couvergeoţi a rm:rtinplelor §Î teorema clasei monotone, să ob
servăm d S este subspaţiu dens in V(.O) . Vom nota. S,, respec
tiv Se dasele de variabile aleatoare de forma (2.14) astfel incâ.t 

/ E CJr' (R•) i.e. f §i toate derivatele ei sunt mărginite, respec-

tiv'/ E ~ (1tn) i.e. fare suport compact. Vom nota. 'P clasa 
varia.bilelor aleatoare de forma. (2.14) cu f funcţie poEnonuală. 
de dn variabile. 

Derivata un.ei varia.bile aleatoare netede F de forma (2.14) 
este proceml stocastic { D,F , t E [O., T], t E R+} definit prin 

" 8/ . ' 
D,F = L 0% · (W(hiJ~ ... , W(h.)) hi(t). (2.15) 

i=l • 

Expresia deriva.tei in a.ceastă. definiţie nu depinde de reprezen
tarea. particulară a lui F ca funcţiona.li. netedă.. In particu
lar : DtW(h) = h(t) .· Vom considera. DF ca. un element in 
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L2 ([O, T] x O) '.:::'. L2(O ; H) i.e. DF este proces indexat după. 
T . De fa.pt DF E (1,,>1 LP(n ; H) . Pentru a putea interpreta 
D F ca derivata după o direcţie, să. observăm că. pentru h E H 
avem 

< DF,h > = lim ! [/((W(h1) + t: < h1,h >, ... , 
t'\.O t: 

W(h,.) + t: < h,., h >) - JW(h1), ... , W(hn)]. 

Formal vorbind, produsul scalar < D F, h > este derivata in 
t: = O a lui F compusă cu zgomotul alb "translatat" W(A) + 
t:J;,. hdµ. 
Dacă ne limităm la o mişcare browniană d-dimensională pe 

spaţiul O= Co (!O, T] ; Rd), forma funcţionalelor netede (2.14) 
poate fi luată 

F = f(Wt 1 , •• • , W1,.), 

cu f(x11 , ... ,zdl; . . . ;x1n, ... ,xd") E Cţ>(Rd") şi t1, .. . ,t„ E 
(O, T] iar deriva.ta. lui F este procesul stocastic d-dimensional 

pentru t E [O, T] şi j = 1, . .. , d. Derivata DF apare ca variabilă · 

aleatoare cu valori in H = L2 ( [O, T] ; R d) . 
LEMA 2.2.1 Fie F funcţională netedă şi h E H = L2(T) . 

Atunci avem 

E(< DF,h >) = E(FW(h)). (2.16) 

Demonstraţie. Putem presupune că d = l şi că h a.re norma 
1 . Există. elemente ortononnale { e 1, • .. , e,.} C H astfel incât 
h = e1 şi F este de forma 

cu f E r; (R") . Fie ef,( x) densitatea legii normale pe R n i .e. 
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Atunci avem 

E(< DF,h >) = )Rn if;-(x)<l>(x)dx = fR.f(x)ij,(x)x1dx = 
E (FW{e1)) = E (FW(h)) .o 

COROLAR 2.2.2 Fie F, G funcţionale netede şi h E H = 
L2(T). Atunci avem 

E(G' < DF,h >) = E(-F < DG,h > + FGW(h)). (2.17) 

Ca o consecinţă a.cestui corolar, obţinem că. D este operator 
inchizabil de la U(O) la Lr (O; L2(T)) , pentru orice r ? 1 . 
În t r-adevii.r, fie { F,. , k ? 1} un şir de varia.bile wea.toarc netede 
astfel ca Fk -o in Y(O) şi DA ---tq in Y (O ; L2(T)); vrem 
să ară.Lăm că T} = O. Pentru f > O , fie c.p,( x) = e-=2 . A tun- ci, 
pentru orice h EH şi F E sb' avem 

E ( < T/, h > Fcp, (W(n))) = Jim E ( < DF1c, h > 'Pc (W(h)) F) 
" 

= lim E(-F,. < D(<p,(W(h))F),h > 
k 

+F,.F<p, (W(h)) W(h)) = O. 

dPoarece Fk ---tO in Lr când k ---t oo , iar variabilele aleatoare 

< D(tp, (W(h)) F), h > şi Ftp, (W(h)) W(h) 

sunt mărginite. Facem f ',. O şi obţinem T/ = O . 
Vom nota prin nr,t domeniul opera.torului D in U(f2) . 

Mai precis, nr,t este inchiderea clasei S in raport cu norma 

r )
1/r 

li F llr.l = LE(I F n+ li DF IIL•(O;f/) . 

Sa observam ca 0 1>,J este spaţiu ffilbert iu raport cu produsul 
scalar 

<F,G>2,1 =E(FG)+E(<DF, DG>) . 

Mai general, se pot defini derivatele itera.te pentru varia.bile 
aleatoare de pori slab diferenţia.bile . Să notăm 
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pentru k E N• şi F E S . Derivata D1c F este considerată ca 
funcţie măsurabilă pe spaţiul prodm Tk x n care este definită 
µ.• x P-a.p.t. Pentru r ~ 1 şi p E N· vom nota or,p com
pleta.rea daaei S in raport cu norma 

li F lh-.,, = {E(I F n + ţ E(II fr F llv(T')) ]l/r 
În ca.zui mişcării ~ d----dimensionale, forma derivatei 

de ordin k a ~ netede F ( ca variabilă. a.leat.oa.re cu 
valori in Hfilllc) estie mmă.toarea. 

pentru s1, . .. ,.'l1,; E [O,T] şi j 1, ... , j1,; = l , ... ,d. Vom scrie 

D! F pentnt (DF}: ; cu a.cea.stă nota.ţie, { D" Ft····.;,. coincide 
"lt••·,•ll 

cu derivata iterată ~ ~ ... V!: F . Pentru r ~ 1 şi p E N• , 
să notăm că. 

li F llr.p = li F li,. + li I: DP F IIHsllr , 

unde li · IIHs inseamnă norma Hilhert-Schmidt pe H@r; 1.e. 

d 

li D1' F lfns = . L f .,..., [(D1' F):::~]2 ds1 . . . dsP • 
Jl ,-..JJ,=1 lt-,~ r 

Rezultatele următoare anti ci normele fi · !Ir„ sunt mono
tone, compatibile şi ci spaţiile or"' conţin dens clasele Se şi 
1' . 

(a) li F llr,p ~H F u •. q pentru orice F E s' daci p $ q Şl 

(b) Fie { F,,. , a ~ 1} un şir de varia.bile aleatoare netede . 
astfel ca H F„ P,,.,P con~ b. O când n - oo şi li F.,.. - f:n 11 , ,q 
converge la O când m , n - oo . Atunci II F ... 11,.r converge la O 
câ.ndn-oo. 
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lntr-adevăc, ştim că. 

pentru toţi O S i S j . Cum spaţiile L' (~ L2(T-i)) mnt com
plete, există Oi f: L• (!l„ L"(T;)) astfel ca 

·. 1111u F. - G!l~,.(T•)llt~co) - o' 

c.â.nd n - oo . Să. aritAm că. O = O pentru orice O S i S j prin 
inducţie după. ' i . Avem G° = O deoa.reoe F,. -+ O in Lr(O) 
când n - oo . Să. presupmiem că. ~ = G1 = ... = 0-1 = O . 
Atunci, pentru orioe F E Se şi ei, .. . , e.. EH, avem 

E (F( (j, e1 ® .. . ® e;) V (, •)] 

lim E [F(Ii F .. , e1 ® ... ® e;) . ] 
n l,2('P) 

= lim E [- (DF, e;) (u-1 Fn , e1 ® ... ® e;-1) 
n V(T•- 1 ) 

+F(Y- 1F,. ,ei® ... ®e;-1) W(e;)] 
V(T•-1 ) 

= E [- (DF, e;) (ci-1, e1 0 . .. ® e, -1) 
. l,2(7•-1) 

+ F(d-1
, e1 ® ... ® e;-1) W{ e;)J = O, 

V(T•- 1 ) 

deciG=O. 
(c) Clasele Se şi 1' sunt dense in D'".P pentru orice 

r ~ 1, p E N•. 
Reamintim că. 1' C S . Se C S. C S .•• c.onS.lderăm mt.âl 

cazul S e ; es-te suficient să ară.tă.ro că. Se este densă in S 
pentr-u orice normă. H · l!r,it . Fie d = l şi F E S de focma. 
F = f (W( h1 ), ... , W(h,.)) , cu/ E C;' (R•), Ă1, •.. , Ăn E H 
şi c1:(x) E C~ (R"), k ~ l astfel ca: O$ c.1: S 1 , 

{ 
l,daci.lx!Sk 

ck(x) = O, da.că.] x I~ I:+ 1, 
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ia.r ~ impr-euni cu toate derin.tde sale Stt::Dt mărginite uniform. 
Definim 

F« = CJ:/ (W(k1), ... , W(4.)) . 

Avem că F„ E So şi F„ converge către F in or,,, când k -
oo , pentru orice r ~ 1, p E N• . 
Să a.rătăm a.cnm că. 'P este deasă. in S„ m raport cu topologia 

lui Dr"' . Fre F = f (W(h1)., .. . , W(h,.)) o variabilă. aleatoare 
netedă. cu / E C'; ( •) ; putem presupune că. h1 , ..• , h„ sunt 
ortonormale. Fte /(y) = .fu. .. ei<p.,c> f ( x )dx transfonnata Fourier 
a lui f. Stim că 

/(x) = - 1
- { e-iq.z> Î(y)dy 

(2-zr )• JR,. ' 

iar j este infinit diferentiabilă pe R" şi descreşte rapid ( către 
O) la infinit. Punem 

. 1 i f (-i < y, X > )k • 
J;(x) = (211')iRe EJa„ k! J(y)dy. 

Atunci f 1 converge către fin L,.(R",N(0,1)), pentru orice 
r ~ l. Mai mult, derivatele parţiale ale lui /; converg către 
derivatele parţiale corespunzătoare a.le lui/ in V (R", N(O, 1 )) . 
De fapt această. oonvergenţă este punctuală t:i aplicăm teorema 
de convergenţă dominată.. 

Fie F func~iona.lă de mişca.rea. browniană cu descompunerea 
ortogonală. in ha.os Wiener 

00 

F = L 1,..(/,,.) , {2.18) 
m=O 

unde fm sunt funqii simetrice pe L2(T.,.). Ne punem problema 
in ce condi~ii asupra. lu.i fm, variabila a.1e&toare F se află. in 
do.meni open.torului de derivare şi cum putem cakula. derivata 
lui F folosind dezvokatta în b.os. Are loc 11J1D&torul rezultat. 

TEOREMA 1.U F~ F .,....iii ·ak.tocre ce ri.tra.t inte
grabil cu deZflOltcrea ia Ă4CN (!.JS). At.aci F E 1)2,1 d.că şi 
,u,mai dacă 

00 

E mm! U /,,. U,2{r-) < oo , - {2.19) 
tn=l 
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şi in acest caz m,ein 

00 

D,F = L m lm-dfm(·, t)), (2.20) 
,n=l 

iar Efr (D,Ff µ(dt) est-e egale ca naMi seriei 4--m {1.1~). 
Demoutra;ju. Pasul 1: Si pr punem că J,,,. este funcţie 

elementară. sjmetrici. pe E,,,. dw. de ( 2*8) şi fie F = Im (J m) . 
Vrem să a.ratăm ci 

DtF = m l.,._i(J.,.(·, t)). (2.21) 

Folosind definiţia hi J,..(f_,,.) şi simetria lui /.,,. obţinem 

.. ... 
D,1.,. (/,.) = L ai1 _...., L lA.• W(A;:) ... W(A,.,_,) 

i1 ..• ,im=l k=l 

xW(A;i.+1 ) • •• W(Âi.,.) 

= m L a.1 • ..._ W(Â.i,) ... W(A..,_1 )lA,_ (t) 

= m l,_,i(J-(•,t)). 

Pasul~: Vom arăt& că. H.,. C 1)2..I şi că formula (2.21) este 
adevărată pentru integra.le multiple de ordinul m . Variabila 
aleat~e F E H.,. poate fi a.proxima.tă în medie patTata printr
un şir de integra.le multiple (Ş = lm(g") cu g" E f.,. . Folosind 
prnprietatea de izometrie a integralelor multiple şi relaţia (2.21) 
aplica.tă funcţiilor fi' , obţinem că derivatele DC" converg in 
L2(T x fi) . Acea.sta implică F E D 2•1 şi că (2.21) este sat-
1sf. cutâ.. 

Pasul 9: Fie F vari-abilă aleatoare de pătrat integrabil cu dez
volta.rea in ha.os (2.18) ~ să presupunem că (2.19) este adevărată. . 

Definim 

Este clar~ă. F"' -+F in L2(0) iar pasul 2 ne spune că Fi< E D 2
•
1 

~i că. DtFk = ~m-=I m/.,,._1 (!,,,.(·, t)) . Atunci condiţia. (2.19) 
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implică fa.ptul că Df'« convergem L2(T x O) către membrul 
drept din (2~)- Deci F E 1)2.I şi {2.20) este satisfăcută.. 

Pll.$1U j: Fie F E D2,1 şi G o integra.lă multiplă. de forma 
G = I.(g) cu g aementari. şi simetrică.. Să observăm că. formula 
de intq;ra.re prin părţi (2.17) este adevărată. pentru F" şi G . 
Deci, pentru k E H , avem 

E!, E(< DF,h > G) 

= ~ E (-F'" < DG,b. > + FkGW(h)) 

= E(-F < DG,h > + FGW(h)) = E(< DF. h > G) 

Pentru k > n avem 

E (< DF",h > G) 

= E (<n + l)ln (l f..+1(·,t)h(t)µ(dt))a), 

Deci proiecţia lui < DF, h > pe~ este egala cu 

(n + 1)/n (l /..+1(•,t)h(t)µ(dt)). 

In fine, dacă ( e, , i ~ 1) este o bază. a. lui H , obţinem 

00 

E mm! 11 /,..ln,2<7""') 

00 

= L E ( < DF, e,>2
) = H DF llh(TxO) - □ 

•=l 
Pe scurt, teorema 2..2..3 spune 1uaul următor: fie F o inte

grală. multiplă. de forma următoare 
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Atunci F aparţine în-totdeauna domeniu.lui 0-peratorolui de 
derivare şi Dd se obţine suprimând un& dint-re integralele 
st.oca.stice, lăsând variabila t liberă şi inmulţind cu factorul 
m . Să. explicitam acest luau in cazul mişca-rii browniene d-
dimensiona.le : cum ori-ce variabilă aleatoare diu 7-(..,. se exprimă 
ca integrală multiplă Im(/.,.) cu fm E L• ([o. Tf"' ; Rcim) = 
H®m i.e. Jrr. ((t1,JI} ... , (tm,im)) e,;te s1rnetri1..ci. in (t1,Ji), ... , 
(im, }m ), obţinem 

cu l 0 (f1(t,j)j = Ji(t,j), iar spaţiul D-2•1 coincide cu mulţimea 
varia.bilelor aleatoare F = ~ InUn) care satisfac 

00 

E(II DF l~s) = LE (1 /.,(f,.)12) < oo. 
n=l 

Operatorul de 3eriva.-re D este liniar, inchis., cu domeniul 0 2
•
1 

ş i ia valori in L 2 ([o, T] X fii R") . 
Aplicaţie Dacă F E D2•1 astfel incât DF = O, atunci din 

ieorema._2 2.3 rezultă. că F = E(F). 
fie h E H fixat. Definim opera.torul Dh pe mulţimea. S 

prm 
IY'F= < DF,h >. (2.22) 

Din lema 2.2.1 rezultă că ac.est operator este inchizabil de la 
Lr(O) la U(O) pentru orice r ~ 1 şi a.re un domeniu deus 
în L2f0) . În cazul mişcării browniene d- dimensionale, pentru 
F E S şi h E H , operatorul Dh are forma 

oo . d T 

Dh F = ' L 1 nln-l (f,, ((·, · ), (t,j))) hi(t )dt 
n=l ;--= l O 

( dacă seria converge in L2(f1)). Domenial D" a.l opera.torului 
Dh este Rp.aţiul Hilbert obţinut p-rio inchi-d-erea lui S in raport 

· no ,· t (11 F !I;+ I! Dh F' 11:) 
112 

şj observam că 0 2
•
1 C D 4 

; 

dacă. F E Oh pentru orice h E H şi dacă. aplicaţia 
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liniară ii -+ D" F defineşte o varia.bilă a.leat.oa.re de pătrat inte
gnhil cu valori in H, atunci F E D 2

•• şi 

IrF= < DF,h > ·_ 

Putem interpreta operatorul /Y' ca derivata după. direcţia el
ementului .fo.h(s)ds, care este absolut continuu şi de pătrat 
integrabil : dacă 

există in L2(fl) (pentru F netedă) , atunci F E Oh şi limita de 
mai sus coincide cu i)hF . Într-adevăr, (in cazul d = l), avem 

" af l t; 
= ~ axi (Wtw . . ' Wi. ) lo h(s)ds 

= ! F ( w + ~ l h(s )tLs) ~ . 
Pe -de altă. parte, dacă F -este diferen\j,abilă Frechet şi notăm · 

prin AF măsura (cu semn) asocia.tă. deriva.tei Frechet a. lui F ' 
atunci DtF = lF ((t, l)) . Mai precis, pentru orice h E 'H , 
.._vem 

11 

D1Fl(t)dt = < DF,h > 

= 11 

lF(dt){[1t.(1J)ds}1t = fo1 

~F((t,ll)h(t)dt . 

.u.em.a.rca- Dacă H u fi fi.nit dimensiona.I ( i..e.. T ar fi finită.) 
ttmci spa.ţiile Dr"' re identifică cu spaţiile Sobolev uzuale 

\ţ,-.-.p de funcţii pe ll" care au, împreună cu primele lor · 
r, derivate parţiale, IDQlDeilte finite de ordinul r in raport cu 
legea normală. stamw-d. Mai precis, fie {ei, .. . '~} o ba.ză in . 
H, :Fn o--algeora.geoera.t&de {W(e1), ••• , W(e.)} şi F o vari
abilă aleatoare .F,.-măsttra.bilă.. Atunci F E 1)2,l dacă. şi numai 
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dac.a existâ fin &paţiul Sobolev W2.l(Jl", N (--0, ln)) astfel incâ.t 
F = f (W(ei), ... , W(e,.)). ln plus 

lirmă.torul Fe'Au.lta.t reprezintă. regale. lauţtUffl pentru spaţiile 
n-r ·1 şi poa~ fi demonstrat apr-OXimând pe F cu varia.bile 
aleatoare netede. 
PROPOZIŢ.[A 2-14 Fie r ~ 1 fixat, cp : Rm -R diferen

ţiabila, cu d,enootek pa.rpalt: mărginite şi vecfontl ~tor F = 
( F1 •... , F"') cu compo-nentele m D" ·1 . A tU'ftCi <p( F) E or ·1 şi 

D (<p(F)) = f, ::. (F) DF'. 
•=1 ' 

În continuare vom detennina deriva.ta valorii medii condiţio
nate de u-a.lgebra generată de in"tegralde stocastice gausiene. 
fie A E B . Notăm prin :FA u-a-lgebra generată de familia 
{W(B), B c A. B E .B}-şi completa.tă in raport cu P . 

LEM.A 2...2...5 Fie F ooriooilă. akat-oo-re de pătrat integrabil 
cu descomptt»erea in ws (J!.18} şi A E B. Atunci 

00 

E [FI :F~] = :E Im (!m 1tn). 
m=O 

Demonstraţie. Este snficient să. presupunem F = ImUm) , 
cu f m E Em . Din liniaritate, fm pot fi presupuse de forma 
1B1 x .. . xBm cu B1, ... , Bm mutnal dj.sjuncte ş.i de măsură. finită. . 
In acest caz avem . 

E [FI fA] = E [W(B1 ) • •, W(Bm) I FA] 

E IW(Bi n A)+ W(B1 n Ac) 

. .. (W(B,.. n A)+ W(B,.. n Ac)) I FA] 

= Im (t(.8inA)x ... x(B.,,/'\A)). D 

De aici obţinem 
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-~.....,.." ... u~".'",~m;_ .. .._ 12!6 Fu F ,e D2·1 şi A E B. Atunci 
fi 

Demonstraţie. Conform cu lema.2.2.5 şi propoziţia 2.2.3 avem 

00 

Dt{E{F J ..rA]) = L 7!1 f,,._1 (fm(·,t) 1:(m-l)) lA(t) 
m:=1 -

= EIDtF I .rA]l.A(t) .□ 

COROLAL. 2.2S Dacii. F E D 2•1 este:F.rmăsurabilă, atunci 
DtF = O a..p_L pe Ac x fl . 

În cazul miş-drii bT-0wniene d-4.imensionale, u-algebra uti-
lizată in r tele 2.2.S.-U 7 se defin te a.st.fel. Fie A c {O, '..t] 
boreliană. · !FA u--a1gebr. generată. de vectorii aleatori 

{G} = ll' J..cJW ' G C A • G homliană ; 

lr.t plus faţă -de rezultatele <l.emonstr.a.te, se poate arăta că, dacă. 
F este de pătra.t integrabil şi :FA - mă.sura.bilă~ funcţia h din 
L2 ([o, T]; Rd) se amrlea.ză pe A, a.tunci F ·ED" ~i Dii F = O .. 

Exerciţii L Fie J- E V QO, lf'1) . AtUI1.Ci 

D,F = rn! ·f: { J-(t1,-••,4-i.t, ... ,·t;,.) . 
~. Î{ -<...~<t.cr..<-~} 

xdWt, ... dW:_. 

~- că .f' E D2.i' . F= 1=.o 1-(J-), &tun~ 

00 

- I: m(m-l) .. -(m-7+1)1--,U-h~" ... ,Lp)). 

3.. D~ F t= I:':-t 1-(1.} € ~ pmtn orice p ~ 1 , 
· fm = -!î E(O-F) pentl,a WÎCle m ~ 1 .-
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S4 2. CALCUL ltALLIAVDi 

4. Fie F = exp {W(k)- ½ir lr(s)ds) , h E L2{T) . Calcula:ţi 
derivatele iterate ale lui F şi identincaţi-ooeficienţii fm. di-n dez
voltarea. ei in haos. 

5. Arăta\i a., dacă A ,E T, atunci lA E l)l.t daci. şi numa.i 
daci P(A) = O sa11 l. 
lndica:ţie . Avem D1A = D (l::1f = .2 1„Dl,. , deci DlA = O 
deoarece derivata. este O pe Ac şi este egali. cu .de.2 ori valoarea 
ei pe A. Obţinem 1,. = P(A~. Observaţi ci am aplica.t regula 
lanţului funcţ;ei i;p E e;:'(R), e~ co~ pe !O, l] . 

6. Folosind pmpoziti& 2.2.4 arAtati ca., claca. Fi , F2 E 02,1 
astfel ca Fi şj' I IDFdl s\lllt mă.r.ginite, atunci F1 F:i E 02·1 ş1 
D(F1F2) = F1DF2 ·i- F2DF1 . 

2.3 INTEGRALA SKOROHOD 

Am văzut că operatorul de derivare D este inchis şi nemărginit, 
definit pe subepaţiul D2 •1 dens in V(O) şi cu valori in L2(T x 
O). 

Notam p.rin 6 adjunctul operatorului D . Acesta este un 
operator nemărginit pe L2(T x O) , cu valori in L2(!l) şi cu 
proprietăţile urmăioal"e : 

(a) Domeniul opera:t.orului 6 , notat Dom 6 , este dat de 
mulţimea proceselor v E L2(T x O) care satisfac 

(2.23) 

pentru ori<:e F E 02•1 , iar constanta c depinde de u . 
(b) Dacă u E Dom b , atunci elementul 6(u) E L2(0) este 

caracterizat prin . 

E (F.S(u)) = E(h- DiFu(t)µ(ât)), (2.24 ) 

pentru F E D-2·1 
• 

Operatorul (închis) 6 se va. numii tegrala Skorohod a pro
cesului u . El tr&nsformi procese de pătrat integrabil invariabile 
aleatoare. Vom folosi şi notaţia u.nnă.toa.re 

8(u) = f u(t)dWc. . Jr 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



2.3. INTEGRALA SKOROBOD 55 

Să vedem cum se calcnleui explicit a.cest operator când cunoaş

tem dcerompmierea. in haos a procesului u , in forma următoare. 

LEMA. 1.3..1 Fie u E L2{T x O). Atunci există o familie 
de Juacţii dete:nniniste fm(t1, . .. , tm, t) , m 2'. O , măsurabile, 
de pătrat integrabil şi. simetrice in primele m variabile, astfel 
încât 

00 

u(t) = L Im Um(·, t)), (2.25) 

cu aeris h. mai .ns cMu,e,yentă ia L2(T x O) şi 

E{h- u2{t)µ(dt)) = ţ0 m! li /.,.lli,(1"•+1) . 

Demo.RS.traţie . P,entro a.proa.pe toţi t a.vem E (u2 (t)) < oo , 
deci v&riahila ~ u(t) se dezvoltă ca sumă de integrale 
stocastice multiple, iar nmcţ.iile f m sunt simetrice şi depind 
de parametrul t ; trebuie arătat că a:ceste funcţii pot fi alese 
măsurabile in raport cu toate variabilele. Aprox-imă.m procesul 
u in L2(T X O) cu un şir de forma u11(t) = LJ F1c,n 91c,n(t) , 
cu 9k,n E L2(T) şi F1c,,. E L2(0) . Aceste procese au forma 
u"(t) = I::'=o J.,. (!;.(-, t)) , iax {UIN;ţiile J;. au proprietăţile 
dorite. ln fine observăm că, pentru orice m , şirul {!;. , n 2'. 1} 
converge în L2 (T"'+l) şi definim fm ca. limita a.cestui şir.O 

PROPO:Zl'fU 2..3.2 Ae u t= L2(T x O) cu dezvoltarea 
(2.25). At.Aci u E Dom b dacă §i numai dacă seria 

00 

cS(u) = I: J.,.+i(J,,.) 
m=O 

converge in L2(0) . 
De aici -resultă ci Dom b coincide cu clasa proceselor u E 

L2 ( T X n) care satisfac 
00 

E (cS2(u)) = L (m + 1)! li J,,.ll~Tm+t) < 00. (2.27) 
m=O 

Remarcă Funcţiile f„ din formula (2:25) nu sunt simetrice 
decât in primele m variabile ; de aceea trebuie fă.cută. regu
larizarea lor simetrică i.e. · 

1 J,.. (t1, ... , tm, t) = -- [f.,. (ti, ... , t.,. , t) 
m+ 1 
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5.6 i. CAl,CUL MALli.UVDl 

ffl 

+ .I: J. t4.-. -.,~it.~---~1- t;) . 

Deozrece I,.+1Um) = J_,n_"(f-) pen .expres1a 
( 2 .26) poate fi .scrisă. Stră. regula.rit.are mmetrici., regulari.zarea 
simetrică este neccs;a.r.ă pentni .a calcula nonn l.P- a intcg.ralelor 
stocastice ( cl. formulei (2.21)). 1n cazul mişcării browni-en d
dimensionale, daci u E V (10„ T] X O; R") este proces st-0-
castic d- dimen: ional <le pătrat integrabil, atunci funcţiile din 
descompunerea ( 2.26) sunt de fonn / m ( s1 , • •• , s.,,,, t )i1 ..--JmJ E 

L.2 (ro TJ""+l . R~m..f-1)) . . . { . ) ( . ) 
1 , , sunetnce m s 1 , J1 , ••• . , s.,,,., Jm pen-

tru orice ( i, j) fixat, .iar regularizările _lor s-imetri c:e în cele m + 1 
variabile sunt clate de 

Î,. ((~,i1) . .. ,(s,.,j.,}, t,j)) 

= m ~ l lf ... ((, ,1_,j1) ••• ,(s.,.,jm), (t,j)) 

m 

+ I: J .. ((-'l,ii) •. .. , (Si-1~.ii-1)., (t,i), 

(~.1,h+1), ... , ($m,i,..), ( .,ji)}] . 

Cu aceste notaţii, mtegralia S.ko:rohod .i. lui u este 

X 

.,.,..,.....,,.,.-,.,· ci SC mt gr ză UD 

u,----d- cfmicn io

tă 

Df:.m'1~1J ,,...~ '·" - a:,;: l.wj ~ o inte-
girall. stoc:astic:ă · · de orcm. " Oli f ~ atunci 
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2.3. INTEGRALA SKOR-OHOD 57 

00 • 

= L j E(Jm Um(•,t)) n /,._1 (g(·,t)))µ(dt) 
m=O T 

= l E(Jn-1 Un-1(· , t)) n ln-l {g(·, t)))µ(dt) 

= n(n -1)! l < fn-1( ·.t) ,g{-,t)>v(T .. -1)µ(dt ) 

= n! < fn-1,g>vc'T") = n ! < ln-1 , g>v(T" ) 

= E(ln(l-1)1„(g)) = E(1„(l.-1) a). 
Fie acun u E Dom f, . Din formula (2.25) şi din calculele de 
mai sus obţinem că. E(6(u)G) = E{In(f-,)G). Rezultă. că 
ln(fn-1) coincide cu proiecţia lui b(u) pe aJ n-lea. haos. deci 

seria din (2.26) converge in V(O) şi are suma 6(u). Reciproc, 
să pres-upunem că. această serie con~ şi fie V suma ei. Avem 

pentru k ~ l , deci 

pentru orice variabilă aleatoare F cu dezvoltare in ha.os fi~ită.. 
Printr-un argument de derniitate, această relaţie este adevărată. 
pentru orice F E 02·1 şi {d. definiţiei}, obţinem ci u E Dom f, . □ 

ExeTciţii 1. As~ că. Dom b coincide cu a,c:operiffla linia.ră. 
inchisă. a proceselor de forma u = E::.t F,lA, , cu A; 
boreliană in fo., l] , F. E L2 ( fi, F Af, P) , în r&pot't cu norma 

l! u H~inl)+ li S(u)ftv(o} • 
2. Dacă F E 1)2,l cu E (I Fl- 1

) < 00 ' atunci p (F > O) = o 
sau 1. 
lndicalie Folosind fol'muia. (2.24) si pwpozitia 2.2..4~ estimaţi 
E('f'iF)b(u)}~ tmde 'A este o aproxima.re a fuocţiei sign, iar 
u E Dom f, este un proces mărginit . 

Să v-edem in continua.re proprietăţile i-ntegn.Jei Skorohod. 
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(a) Oper&tionl1 i .este liniar pe Dom â şi -are media O i.e. 
E(b{")) =0 pentru•€ Vmnf. 

{b) hi~ proaesdor dementare oetooe 

Să notăm prin SB da.sa prooeselor dementa.re netede i.e. de 
forma 

" u:(t) = L Fj ,(t) 
j=l 

unde F, sunt vamhile a1eatoa.re netede iac k; EH:= L2{T). 
Din fommla de integra.re prin păaţi <lin corolarul 2.16 deducem 
ci proresele elemenl.a.Te netede sunt integrabile Shorohod şj 

Să observăm d, da.ca h, sunt de forma. iA._, , cu A; E Bo şi 

dacă F; sunt .F A.J -măsura.bile., a.tunci conform corola.rului 2 .2. 7 
rez.ulli ci a doua sw:nă -din {2.28) -este ·O. 
Notăm pm1 L 2.A clasa ~ u E V{T !>i< !1) , cu u(t) E 

1)2,1 pesi.t.rn aJJroape tcsţi t~ w procesul (cu doi in<lici) D.u(t) 
admite o versiune măsura.bită. care sa.tis.face 

Da.că procesul u admite descooipunerea. {2.25), fap al că u E 
L1,1. este ~ at ~\a seriei 

(X) 

= 1:: sr(m _:_ 1 )'! U /., Jt'Pfr-+1) · 
t&=1 

Observam ci.1.,%,1 est;e ~tl Hilhert m raport cu no.rrna. 
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2.3. INTEGRALA SKOROHOD 59 

şi este izomorf cu L2 (T ; D2•1) . Din relaţia (2.27) şi din ine
galitatea. 

11 imllV(Tm-t : ) ~ li fmllV(Tm-tl) 

rezultă ca L2·1 C Dom c . În cazul mişcării browniene d
di mensionale, norma pe spaţiul L2•1 a.re fonna 

+ ( E j:T 1TII D,u(t) i!2dsdt) 
112 

, 

unde li D,u(t) li inseamnă norma matricei (D~uJ(t)). 

( c) Relaţia de romutMe intre derivată. şi integrala Skorobod 

Fie u E L2•1 ; presupunem că. procesul { D1u( •)} este integra
bil Skorohod şi există o versiune in L2(T x O) a procesului 
{Jr D.u(s)dW,}. Atunci 6(u) E D2•1 şi 

D, (6(u)) = u(t) + h D1u(.s}dW. (2.29) 

lntr-adevă.r, fie u(t) = E:=o Im Um(·. t )) ca Îli lema ~.3 .1. 
Atunci · 

D, (c(u)) = D, ( Îo lm+1 (im)) 
°" 00 

= L (m ➔ 1)/m (/m(·, t)) ~ :._ •m (!.,.(·, t)) 
m~ m~ 

(2.30) 

00 

= u(t) + E m Im u~.\ t . . J 

m=O 

unde f:,. (·.I . •) înseamnă. regularizarea simetri că a fun cţie! 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



60 2. CALCUL MALLIA VIN 

Pe de alta parte avem 

l D,u(s}dW., = l ( f m I.-.-1 Um( ·,t,s))) dW., 
T T m=l 

ca.re coincide cu al doilea sumand in (2.30), conform cu (2..26) 
Formula (2.29 ' este o rela.ţie de comut.are de tip Beisenherg, 

care poate fi scrisă. " [D, 6]u = u" . 

( d) Covariaţia mtegra;Jdor Skorohod 

Fie tt . V E L2',l . Atunci 

E(6(u)h(v)) = h, E(u(t)v(t))µ(dt) (2.31) 

+ h, h, E(D,u(t)D,v(s))µ(ds)µ.(dt) . 

( formula (2.31) poate să. nu aibă sens pentru procese in Dom 6). 
Int.r-- adevăr, putem presupune că u admite o dezvoltare in 

ha.os finită. ; atunci b(u) E 02·1 (din pFOprieta.ta (cn, iar din 
(2.24) şi (2.29) obţinem 

E («5(u)b(v)) = E(k, u(t)Dt (6(u)) µ{dt)) 

. ·= E(h- v(t) ( 1i(t) + h- D,u(s)dW.) µ(dt)) 

si aplicăm din nou (2.24). 

(e) Integrala Slrorobod a produsului dintre un proces şi o 
variabil~ aleatoare 

Fie u proces integrabil Skorohod şi F E D2 •1 astfel ca. 

Atunci avem 
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2.3. INTEGRALA SKOllOHOD 61 

in sensul că. Fu(t) este integra.b:il Skorohod dacă şi numai dacă. 
membrul drept din {2.32) este in L2 (O) . 

lntr-adevăr, fie G = g (W( h1 ), •.. , W ( k_,.)) o funcţională ne
tedă in care g are suport compad. Din regula. lanţului pen
tru operatorul de derivare (propoziţia 2.18) §Î formula (2.24) 
obţinem 

= h, E (u(t)(D1(FG) - GDcF)) ~(dt) 

~ E ( G (F6(u) - l u(t)DtFµ(dt))) 

(f) Procese stocastice care .sunt gradienţi 

PROPOZIŢIA 2..3..3 Fie u E L2 {T x !l). Atunci există 
F E D 2•1 cu DF = u dacă şi numai dacă funcţiile fm din de
scompunerea (2.!!.5) sunt simetrice in raport cu toate variabilele. 

DemonstroJie. Pentru suficienţă., definim 

00 1 
F = fo m + 1 J.,.+I (f m) ; 

seria converge in L2(!l) (chiar in ~•1 ) deoarece 

00 (m + l)(m + 1)! 2 2 fo (m + l}2 li f,,.UL2(1"-+ 1 ) = li u llv(TxO) < 00 

şi DF = u . □ 
PROPOZIŢIA 1.3..4 Orice procesu E L2(T x !l) admite o 

de.scomptmere ortt>gO'Aalti unică v = D F + u0 , cu F E D.2,l şi 
E ( < DG, u0 >) = O pentru orice G E D 2

•
1 

. ln plttS, u0 este 
integrabil Skurohod. ~i 6( u0

) = O . 
Demoustraţie. Din propoziţia 2..3.3 rezultă. că elementele de 

fonna DF cu F E 02·1 formează un suhspaţiu închis in L2(T X 

n) , deci orice proces u admite o unică. descompunere ca in 
enunţ cu u0 j_ DG pentru orice G E D2•1 .CI · 

Rezulta.tul următor ne arată. cum putem construi procese din 
Dom fJ ca.re să nu fie in L2•1 . 
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LE11A .1&.il Fie A -€ .8o . Dacă F -este _,,...w_ -.-tocre 
:FA•-~• -oi 4k ,,,;tn,t ~il, mJ&Ci ]1f"OCU81 FIÂ este 
i~ Slunwwtl şi 

-6(.F.1.) = FW(A). 

~ Daci F -E .D2,.l , . formula {2.32) şi corola.ml 
2.21 rezultă . 

6{fl.t) = FW(A)- i ~FlA{t):p{ ) = FW(A). 

Cazul ~ se·-obţme prin t.Teoere la mnită şi din fatptul că 
f, este inchis.D 

Â - la _- - Pentru t ~ 0 :vom not.a prin 
:Ft u-.Jcehc~ ~ti. de {W. , O ~ ,s ~ t} şi de nml~e de 
probabilitue nuli din-.F , andc W = { Wt 1 t ~ O} este o mişca.re 
browmană.~Pentnnmiuiier-va.J.de timp T carepoateifi Jo, T] 
sau R+ , notă!n ·prin V(T x fi) = V-{T x n, B('T) ® :F, ). x 
P) mulţuma pmcesdor de pă.tmt integrahi1. şi prin L! (T x !l) 
suhspaţiu.l ~ adaptak 

Sa obset mn ca, daci ambele proces.e din formula (2 .31) de 
cakul a. cu~~ Slmrobod sunt adaptate in raport 
cu fil.tnrea. ~ti .de mişcarea \Jrownianj, reală., din corolarul 
2.2.7 rezultă a D.,•(t) = O pentru aproape toţi s, t cu s > 
t~~ :F, = ,;o.., . Deci al doilea temien in fonnula. (2.31) se 
a.mileuă. şi astfel ·npsim pmprietatea de izometrie a. integralei 
Ito. 

_Folosind lema U.S putem si. arătăm că. opera.torul f, este o 
extensie a ~ 1\â... lntuit:w, aceasta se bazează. pe faptul 
c.Ă, daci u € ! ,. · _&rizările 1, din formula {2.26) 
pot ii ~ a ~: J,.(t1 , ••• , t_, t) = 8 pentru t ~ 
t1 V ... V t.,,.. 

PRtJPCJZZPA.1.&.G Aciea L! C Dom l, fi operatorul l, res
~ Ic l,~ __._ °' ~ ltO i.e. 

" 1 
6{u) = L 1 u*(t)<IW;. 

i=l O 
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Demonstraţie. Dacă. u este proces elementar adaptat de forma 

n 

u(t) = L F; l(t;,t;+1](t) , 
j=l 

cu F; E L2 (n, :Fi;, P; R") şi O~ t1 < ... < tn+t ~-1 
(reamintim că. in a.cest caz :Ft = F[O,t)), din lema 2.3.5 obţinem 
că. u E Dom 6 şi 

(2.33) 

Cum orice proces u E L! poate fi aproximat in sensul normei 
din L2(T x O) cu un şir de procese elementare adapta.te u" , din 
formula (2.33) rezultă că. 6( u") coincide cu integrala Ito a lui 
u" şi converge in V(!l) către integra.la Ito a lui u . Cum 6 este 
operator închis, · deducem că u E Dom 6 şi că. 6( u) coincide cu 
integrala Ito a lui u . O 

Am văzut la afirmatia 1.4.11 că orice varia.bilă a.lea.toare F de 
pătrat integrabil, măsurabilă in raport cu W poate fi scrisă astfel 

F = E(F) + 11 

u(t)dWt, 

unde u E L~ . Vom vedea. in continuare că., dacă. F este şlab 
diferenţia.bilă, atunci procesul u se poate determina explicit. 
PROPOZIŢIA 2.3. 7 Fie F E D 2•1 şi W o mi§care brown

iană reală. Atunci 

F = E(F) + 11 

E{D,F l .rc]dW, . 

Demonstraţie. Dacă. F = ~o Im(/m) , din formula. 2.20 şi 
lema. 2.2.5 obţinem 

00 

E{DtF I :F,J = L mE [Im-1 (/,,. (t, ·)) I :F,J 
tn=l 

00 . 

= L m/,,._1 (fm(t1,••·,t,.._1,t)l{t1 v ... vt__1 -$t}) 

"'=l 
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Punem u(t) = E{D1F j .rt] . Calculăm ~u) folosind expresia 
precedentă pentru u şi funnula (2-26) ; obţinem 

00 

h'(u) = }: J„(f,,.) = F - E(F), 
m=l 

care dă rezultatul Gă.uta.t, deouece iS( u) coincide cu integr&la. 
stocastică Ito a. lui u . □ 

Urmă.to.ru! rezultat a.rată că integra.la Ito este diferenţiabilă. 
dacă şi numai dacă integra.ndul este diierenţiabil Mai precis, 
avem 
PROPOZIŢIA 2.3.8 Fie W = {W1 , t E (O~ 1]} o m~are 

browniană reală, u = { u( t), t E [O; 1]} un proces adaptat de 
pătrat integrabil şi notăm X(t) = f~ u(s)dW •. Atunci u E L2•1 

dacă şi numai dacă X(l) E 0 2 •1 . Jn acest caz procesul X E L2•1 

ş, 

fo
1 

E(ID.X(t)l2)ds 

= 1t E (u2(s)) ds + 1'1• E(IDru(s)l2 )dr ds (2.34) 

pentru orice t E [O, 1] . 
Demonstrape. Fie u E L2•1 . Deoarece este adaptat şi de 

pătrat integrabil, procesul {D1u(s), s E [t, l]} este integrabil 
Skorohod. In plus, datorită proprietăţii de izometrie a integralei 
Ito, avem 

0btinem deci că X(t) E 0 2•1 pentru orice t şi 

D.X(t) = u(s)l{,st} + f. 1 

D,u(r)dW, . 

Luă.m media pătratului expresiei precedente şi obţinem formula 
(l.34) şi că X E L2 •1 

. 

Reciproc, dacă. X ( 1) E 0 2•1 , pentru orice k notăm uk proiecţia 
procesului u pe suma primelor k haosuri şi fie Xk(t) = 
Ici 1l°''(s)dW •. Atunci x.1: este proiecţia lui X pe suma primelor 
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k haosuri şi deci X"(I) oonverge in topologia lui L2•1 către 
X ( l) . R.ămâ.ne să observăm că 

k1 

E (1 D.X"(l) 12 ) ds = k1 

E (1 u"(s) 12) ds 

+ fo1 k• E (1 Dru"(3) F) drds ~ kl 1• E (1 Dru"(s) 12) drds. □ 
Să ol:servăm că. integrala· Skorohod nedefinită a unui proces 

u E L2·1 in raport cu o mişcare browniană d-dimensională : 

este continuă in medie pătrată , deci măsura.bilă.. Se poate arăt,1. 
că., pentru integranzi suficienţi de netezi, integrala. Skorohod 
nedefinită admite o versiune continuă şi că variaţia sa pătratică 

este integra.la. Lebesgue a. pătratului integra.ndului. Dar, spre de
osebire de integrala Ito, nu are nici o proprietate de martingal 
din lipsă. de adapta.re. Totodată, are loc o formulă de tip Ito, 
mai generală decât a.firma.tiile 1.4.4-1.4.5. 

2.4 SEMIGRUPUL ORNSTEIN-UHLENBECK 

Vom considera. un zgomot alb {W(h), h EH} asociat spaţiului 
Hilbert H = L2(T,8,µ). Vom nota J„ proiecţia.ortogonală pe 
cel de-al n--lea. ha.os i.e. da.ci. F = E::o /,.(!,.) este o variabilă 
aleatoare de pătrat integrabil, atunci J,.(F) = /,.(!,.) . 

Semigrupul de contracţii {Ti, t ~ O} definit prin 

00 

Tt(F) = E e-'j,.(F) (2.35) 
ft=O 

pentru F E L2(0) se numeşte semi.grupul Ornstein- Uhlen
beck. 

O modalitate probabilistă de a introduce ac.est semigrup este 
următoarea. Fie {W'(h),h EH} o copie independentă a lui 
{W(h), h EH} . Vom presupune că W şi W' sunt definite 
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pe spaţiul produs (fl x O', F ® F, P x P') . Pentru t > O , 
definim procesu! Z = {Z(b), l EH} prin 

Z(h) = ~-'W(l) + (1 - e-2t)112 
W'(h) . 

Acest proces~ gausi~, centr"t şi cu .-oeeaşi cov.ria.ţie ca şi 
W. Mai precis, 

E((Z(ht) Z(Ă2)) 

= e-21 < Ă1,h2 > + (1-e-2
') < h1 , Ă2 > = < h1,k2 > 

Fie W. W' : O - R8 aplicaţiile canonice asociat.e proceselor 
W. W' . Pentru F E L2{0., T, P) . putem scrie F = 'PF o W , 
unde 'PF este o funcţie măsura.bilă. de la RH la R şi este 
determina.tă P o w-1- a..p.t. În consecinţă., varia.bila a.lea.toare 

est,·. · ,ine defi mtă. P x P'-a.p.t . Pentru t > O . definim 

unde E' inseamnă. media. în raport cu P' . Să a.rătăm că f0r
mulele (2 .35) şi (2 .36) sunt echivalente. Mai intâi, să. observam 
că in ambele definiţii , operatorii sunt contracţii liniare pe 
L2(0, J:; P) : in (2.36) a.vem 

E (I T,(F)I") 

~E(E'(lt/JF(e-'W+(I-e-21
)

112 W'11')) = F li F I" ) . 

Apoi, este suficient să considerăm F = 11 n I W ' h) ) 1 I! h 11 = 
1 . 1n relaţia 

E' I exp ( -~ ~2 + _,; e-tW (h • + s(l - e· 21
)

1l2ff'(h))) 

= exp ( - ~ e- 21 + ,( -'W(h• ), 
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dezvotăm după puterile lui s E R . ln dreapta, coeficientul 
lui.,• este e-.,H. (W(h)) , iac derivata ;; membrului stâng 
calculată in s = O este egală. cu 

Operatorii T, Ml tmnă.toatt.le proprietăţi : 
(a) sunt pozitivi i.e. F 2: O=} T,(F) 2: O. 
(b) sunt simetrici i.e. · 

00 

E (GTt(F)) = E (FTt(G)) = L e-•t E(J.(F)J.(G)). 
n=O 

Pentru F E L2(O) , definim operatorul L prin 

00 

LF = L - nJ.(F) , 
n=O 

dacă seria din dreapta converge in L2(O) i.e. domeniul Dom L al 
operatorului L este 

ln particular Dom L C D2 •1 . Observăm că L este un vpera
tor nemărginit şi simetric pe V(m i.e. E(FW) = E(GLF) 
pentru F, G E Dom L. Următoarea. propoziţie spune că L este 
generatorul infinitezimal a.I semigrupulu.i Ornstein-Uhlenbeck; 
in particular, L este autoadjunct, deci inchis. 

PROPOZrflA 2.4.1 Operatorul L coincide cu generatorul 
infinitezimal al umigruptdui Ornstein-Uhlenhecl: {'.li, t 2: O} . 

Demonstraţie . Avem de a.rătat că F E Dom L dacă şi numai 
dacă lim,,o Tţ{r;-F există in L2(O) şi este egală cu LF . Dacă 
F E Dom L, atunci 
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care converge la O când t ',, O . Reciproc,~ ~'\.O 7•<:Q-F = 
G in L 2 (0 ), atunci 

Jn(G) = liro Tt (J,.(F)) - J., (F) = J (F) 
-n • ' f\.l, t 

deci F E Dom L şi LF = G . □ 
Legătura intre operatorii D, 6, L este dată in 
PROPOZIŢIA 2.4.2 F~ F E L2(fl) . Afirmafia F E Dom L 

este echivalt!nui cu F E Dom 6D (i.e.. F E 02•1 şi DF E 
Dom 6). /n acest ca.z ai,em, 6DF = -LF. 

DemonstraJie. Da.că F = E:=0 1,r(f.,.) E 02•1 şi DF E 
Dom 6 , atunci~ pentru G = I.(g) E 1i. , aV!elll 

E(G6DF) = E(< DG,DF >) 

= n 2(n -1)! < g,f .. >v(T•) = n E(GJ.(F)), 

deci Jn (6DF) = n J,.(F) , ceea ce implică F E Dam L si 
6DF = -LF. 

Reciproc, da.că F E Dom L atunci F E 1)2.1 şi pentru orice 

G = E~=O ln(9n) E D2
•
1 

, avem 

00 

..E(<DG,DF>) =En2 (n-l)! <g.,J.>v(T•) 
n=l 

00 

. · = L n E(J.(G)Jn(F)) = -E(GLF) , 
n=l 

deciDF E Dom L si 8DF = -LF . □ 

ln rezulta.t ul urmă.tor vedem că operatorul L acţionează. pe 
variabilele aleatoare netede ca un operator diferenţial de ordinul 
daÂ. 

PROPOZIŢIA 2.4.3 A vem S C Dom L şi pentru F = 
f (W(h 1 ) , . . • , W(h n)) in S, f E C'; (Rn) , avem 

n 

LF = E 8;âjf (W(h1), ... 'W(h.)) < h;, hj > 
i,j=l 

n 

- E 8J (W(h1), ... ' W(h.)) W(h;). 
i=l 
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ln plu.s, S este densă in Dom L in raport cu noJrna li F IIL= 
{E (F2) + E (I LF f))112

. . 

Dem'""stroţie. Ştim că. F E D 2•1 şi că · 

In consecinţă DF E SB C D9fll 6 şi din formula (2.28) obţinem 

n 

6DF = Eod(W(hi), ... W(h .. ))W(h;) 
i=l 

n 

- E a.a;J (W(h1), ... , W(hn)) < h;, h; > . 
i,i=l 

Rămâne de aplicat propoziţia. 2.4.2. Ultima a.firma.ţie se obţine 
aproximând F 01 o sumă finită de integra.le stocastice multiple, 
in ca.re fn sunt funcţii dementa.re.□ 

Ma.i genera.I, se poate ari.ta. că, da.că F = ( F 1 , ... , pm) a.re 
componentele in Dom L şi <p E C2 (R"') cu derivatele parţiale 
de ordin 1 şi 2 mărginite, atunci rp( F) E Dom L şi 

L (cp(F)) 

m m 

= L (8.â;'?)(F) < DF',DF; > + L (8.rp)(F)LF' .. 
i,j=l 

Să observăm că. Dom L = 1)2.2 şi că normele 11 · IIL şi li· ll2.2 

coincid. De fapt, dacă. F = E~o J"(/n) , atunci 

00 

E(F2
) + E(I LF 12 ) = L (n2 + 1) n! IJ /.,. llh(T") 

..-=O 

Exerciţii 1. Pentru O < l < 1 notăm F1-, = E:=o (1 - • 
t)n J,.(F) şi ji't = Fi-:-F . Atunci LF există. _ da.că. şi numai 
da.că F • converge in L2(0) câ.nd t "li O şi in a.cest caz avem 
LF = lim.,o r . 
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2. Fie F = exp (W(h) - ½ li h U2
) , h E H . Ară.ta.ţi că 

LF = - (W(h)- li hU2
) F. 

Am văzut că T1 sunt contracţii pe Lr(n) pentru orice r :?: 1 . 
Aceşti opera.tori verifică. o proprietete mai ta.re, numită de 
hi percontracti"vitate. 

TEO REM.A 2.4.4 Fie r > l. Dacă F E L*l(n, :F, P) , 
unde s(t) := e2t(r - 1) + 1, at1mci 

li Tt(F)Ha{t) ~ li F llr · 
Demonstraţie. Notăm s = s(t) ş:i fie s' conjugatul lui s. Din 

dualitatea. spaţiilor U, L•' , este suficient să a.cătăm că 

IE[(T1(F))G]I ~ n F llr li G lj.,, 

pentru orice F E L' ~i G E L•' . Printr-un argument. de aprox
ima.re, putem presupune că. O < a ~ F, G ~ b < oo , cu a ~ b şi 
F = f (W(hi), ... , W(hn)) , G = g (W(h1), .•. , W(h,.)) , cu 
f,g E C';' (R,.). Fie {W/, O~ t ~ 1 , i = 1,2} mişcări brown
iene independente şi ~1, ••• , ~n E L2[0, l] astfel ca 
< <I>, , <I>j>v[o,1] = < h.,,h; > . Atunci vectorii gausien.i 

au aceea.şi lege. lntrucât 

--t-(l -t- 21)1121: <l>,,dw2)_ x 9(11 <I>1d.W1, ... ,fo1 4>,,dwi)] , 
problema se reduce la a arăta că. 

E[XY] ~li X llr li Y li~,, 
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cu O < a $ X, Y $ b < oo , iar X, Y sunt ·:aria.bile aleatoare 
măsurabile in n.port cu u- a.lgebrele generate de mişcă.rile brown
iene W3 = e-twl + (1 - e-2t)1l2 W2 respectiv W1 . cf Q o Q Q ' • 

a.finna.ţiei 1.4.11, a.ceste variabile aleatoare se scriu 

A plicim formula. lui Ito ( a.finnaţia. 1.4.4) martingalelor mărginite 

şi funcţiei f(z,y) = zl/ryl/•'; obţinem 

unde 

XY = li X llr li Y 11., + fo1 

(;M~fr-lN~f•'dM0 

+.!.Mt/r N 1l•'-ldN ) + ! /
1 
Ml/r N 1I•' A do 

8
, o o o 21

0 
o o o , 

+ 2!.!.M;1 N;1 u(a)v(a)e-t. 
ps' 

Luă.ro mediile şi obţinem 

deci este suficient să observăm ci A0 $ O . □ 
Ca o consecinţă a teoremei 2.4.4, să arătăm că, pentru orice 

r < s in ( 1, oo) , normele li · llr şi li · li, sunt echivalente pe 
orice ha.os 1-{., . Fie t > O astfel ca s = I + e21

( r - 1) ; pentru 
orice F E 1-<.,,. , avem 

e-nt li F li, = li Tt(F)II, $ li F llr · 

Pe de altă. parte, operatorii ln sunt mărginiţi in L" , r > J . 
lntr-adevăr. fie r > 2 şi t > O astfel ca r - 1 = f

21 
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Din proprietatea de hipeuontractivitate cu exponenţii r şi 2 , 
obţinem 

11 Jn(F)lh = ent li Tt (J,.(F)) llr 

< ent li J,,~F)ll2 ~ e"' li F ll2 ~ e"' IJ F llr • 
Pentru r < 2 folosim un argument de dualitate : 

li J,.(F)llr = sup E(J .. (FG)) 
lfGII, $ 1 

~ li Fllr sup li J,.(G)II, ~ e2
t li F llr , 

11011. $ 1 

unde s este oonju_gatul lui r şi s - 1 = e2t • O 

Să. remarcăm că spaţiul D2•1 se ~te can.cteriza. ea dome
niul opera.torului C := -(-L)112 . Mai precis1 dacă F = 
E::"=o In(/n) , atunci opera.torul C este definit prin 

(X) 

CF = L - n 112J,.(F); 
n=O 

ca. şi în cazul opera.torului L , se poa.te ară.ta. că C este gener
atorul infinitezimal al semigrupulai de operatori (semigrupul 
Cauchy) dat de 

(X) 

QtF = L e-(nt)1/2 J,.(F). (2.37) 
n=O 

Observăm că Dom C = D 2•1 şi că., pentru F E Dom C , avem 

(X) 

E ((CF)2
) = L n n! li f„ llhcTn) = E (1 DF 12) • 

\ n=l 

Fie {<t>(n), n ~ O} un şir de numere rea)e cu </>(O) = O . 
Acesta determină. un operator liniar T., : 'P -+ "P prm 

T,J,(F) = L 4>(n)J,.(F) , F E "P. (2.38) 
"=O 

A re loc urmă.torul rezultat de mărginire in Lr , r > 1 , numi-t 
t t.·orema multiplicatorului. 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



' 
2.(. SEMJGRUPUL ORNSTEIN-UHLENBECK 73 

TEOBEM.A 14.5 Fie {</>(n), n ~ O} un şir de numere 
real~ u"feJ mcât ~.O) = O şi t/>(n) = Lh:O akn-1: pentru 
n ~ N. V.Că~ I a,t I N-"' < oo , at.nci operatorui (2.38) 
este ~ iA L" pe.tru orice l < r < oo . 
Să observăm că. ~ acestei teoreme sunt echivalente cu 

existenţa utiei fonc.ţii ~z) .uwitică in jurul originii şi cu pro
prietatea fP( B) ::;., Ă( ,i-1) pen'tru n ~ N . 

ElP'llDJ!le • aplh:me ;_ 

( l + al./2 ). (1 + n)l/2 
tp(n) = (1 + n)•/2 ' cu a€ R, q,(") = 2 + n . 

De asemena, obeenim ci operatorii Tt , Qt , L , C satisfac 
a.cesteipotem. 

Să GODSiderim dw.Sll vviabilelor aleaioett netede cu valori 
in H i.e. de forma 

" F = I: F;v; , v; E H , F; E S . 
j:1 

Pentru p E N• şi r ~ 1 , definim ~ &°"'(H) ca fiind 
completarea. daeei SB m raport cu normele 

11 F 11 .. ,,,,H = E<H FUR)+ t E (11 IYF llv(Ti ;H)) . [ l 
1/r 

,=1 

Proprietăţile de monotonie, compa.tibilita.te şi densita.ta.te de la 
normele li -~Ir,,. rămân adevărate pentru varia.bile a.lea.toa.re cu 
valori in H. 

Definim 

Atunci D(X) este un spaţiu metric număra.bi} complet; similar· 
definim D°°(H) . Observăm că. operatorul D este continuu de 
la or,p la. JY-1"'(H) pentru orice P, r . In consecinţă., D este 
operator liniac continuu de la. D(X) la. lY'°(H) . Mai mult, dacă. 
F,G E OOO, a.tuna < DF,DG > E ~. 
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Aproximând componentele lui F = ( F1, ... , F-) , /i" E 
D"° , cu variabile ~ netede, .pentru 1.p E C~ (R m) 
obţinem ci 'I'(_ F) E D00 şi 

"' 
n ("P(F)) = E (o;v,}(F)DF', 

i=l 

m m 

L(v><.F)) = ·· E (0;0;1.p) < DF\DFi > + E (EJ,v,){F)Lr . 
i,j=l i = l 

ln particular deducem că. .OOO este o algebră.. 
Exemplu F1e {Wi, t E {O, ll} o mişcare kowniană reală.. 

Pentru O< '1 < ½ .şip> 1 cu '1 < ½-- ~ , varia.bila. aleatoare 

W 1 - i- • dsdt D00 

( 
I w, w 12p )1/2p 

li li,,,., - k.1p I t - sj1+2n E . 

În continuare vom vedea că opera.torul L este continuu de la 
n 00 la n 00 şi că opendorul b este continuu de la n 00(H) la 
n00 

• Aceste rezult&te se demonstrează. utilizând inegalităţile 
lu.i Meyer, ca.re a.rată echivalenţa normelor [I . n,_ a.le 1ui CF 
şi I DF I , pentru r > 1 . La rândul ei, echivalenţa normelor va 
rezulta din faptul că operatorul nc- 1 este mă.-rginit in U , r > 
1 . Mai precis, avem 

TE<;)REMA 14.6 F~ r > 1 şip E N• . Atunci există con
stantele a~ , ~ > O astfel incât, pentn, orice variab ilă aleatoare 
p-0linomiaui F , avem 

a~E (11 DP Flfi~cn>) $ E (I C1' F['") 

$ ~ [E (tl U F l(v(T")) + E I FI' )j {2.J:J) 

1n cazul p = 1 , aoeste ioega.lit.ă.ţi se scriu mai simplu in 
forma 

a,. li DFHr $ li CFllr $ O,. li DFII,. , {2.40) 

pentru orice r > 1. De fapt, fommla (2.39) rezultă din (2.40) şi 
din inegalităţile lui Hincin pentru funcţii Rademacher, d . P.-A . 
.Meyer , Lect. Notes in Math. 1059, 1984, p.17~193. 
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PROPOZIŢIA L4.T Openatonl6 ute fflă,yiait de laDr.p(H) 
la D"..-1 , peatna ..-.cer > 1 fi p ~ 2, sar operatonJ L este 
mclrgina u la IY"'(H) la or,11-2 pentn& orice r > 1 fi p ~ 3. 

Demoutn,fie. Vom arăta numai c:ă I, este continuu de la 
IY·1(H) la V . Fie. coojugatlll lui r; pentru u E or,l(H) şi 

variabila~ polinomială G cu E(G) =O, avem 

E(i(u)G).= E(< u,DG >) 

= E(< ii,DG >) + E(< E(u),DG >) . 

Al doile;, sumand în expresia de mai sus este mărginit de o 
constantă inmulţită. cu 111 u 111 ... 11 G n •. Putem deci presupune 
E(u) = E(DG) = O şi obţinem 

I E(cS(u)G) I =IE(< u,DG >) I 

=IE(< Cu,cc-2DG >)I= IE(< Du,DC-2DG>v(-P))I 

:S li Du l1L•co; H®H> li nc-2 DG IIL•co; H®H> 

:S c,. li Du IIL•(O ; H) li G li. ; 
am folosit inegalităţile lui Meyer pentru a evalua termenul 
nc-2 DG . □ 

În capitolul următor vom avea nevoie de aplicţiile urmă.tore 
ale inegalităţilor lui Meyer. Fie PH da.sa variabilelor alt>atoare 
polinomiale cu valori in H . Atunci operatorul L-1/ 26 : PH --+ 

P este mărginit in V(O; H) pentru orice r > l. Intr-adevăr, 

pentru orice G E P cu E(G) = O şi u E PH , folosind formula 
(2.40), avem 

I E(L- 1126(u)G) I= IE ( < u, DL- 112G >) I 

:S II u llv(O;R) li DL- 1G IIL•(O ; H) $ c,.11 u IIL•tu ,H) li G II L •(O)., 

unde s este conjuga.tul lui r . Folosind dm nou rdaţi n (2 .40) , 
obţinemcă.DL- 1 6 estema.rgin ·, de la L' {O ; H ) laU (!I : H ) 

E(< DL- 16u, 1• ::: ) = [ (L- 18(u )f- t ·l) 
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= E( L-1l26{u)L-1l26(t1)) 

$ li L-112~(u)ULr(O} n L-112s(v)UL"{C) 

$ c.,. li u llv(D ; H) ; U v UL.ţo ; H) • 

PROPOZIŢIA .l.4-.8 Fie F E 00·1 cu a > 1. Dacă. F E 
Lr(O) şi DF E Lr(O; H) pentru un r > a, at:.nci F E fY.l . 

Demonstraţie. Presupunem că E(F) = O . Există un şir de 
variabile a.leat.oa.re polinomiale ,,_,,. cu· valori in H care converge 
că.tre DF în V(O; H) . Observăm că. -L- 1 6D = (I - J0 ) . 

Folosind desc.Qmpu.nerea. ,.,_ = DGn + u,. dată. de propoziţia 
2.3.4, in care 6{ u..) = O şi mărginirea in Lr a opera.torului 
L-16, obţinem că F- Gn = L-1 6(11 .. - DF) converge la. O m 
Y(O) când n-+ oo. Pe de altă parte 

li DF-DG.,. IILr(fl ; H) = li DL-1 0(1Jn -DF)IILr(O;H) 

$ 11 "" - DF Uuco ; H) 

deci I DGn - DF I converge la O în Lr(n) când n ---t 00. 

Avem că G„ E 0'•1 deoarece au dezvoltări în ha.os finite, deci 
F E or,l . □ 

PROPOZIŢIA 2.4...9 F~ Fn E Dr,11 cu p ~ 1 şi r ~ 2 . 

Dacă F„ conoe,ye către F in Lr(O) şi snp„ li F„ llr.p < oo , 
ahinci F E Dr,p. 

Demonstra.ţie. Fie s conjuga.tul lui r . Există. un subşir 
{ F,., , i ~ 1} astfel încât derivatele lJJ F,.. converg in topolo
gia sl&bă. u(V (O , L2(7i)), L• (O, L2(7i))), către un o; E 
L' (O, L2(Ti)), pentru j = 1, . .. ,P . Luăm r = 2 şi obţinem 
că, pentru hi, . . . , h; E H, proiecţiile lui < D(F.., ), h1 ® . .. ® 
1a, > pc orioo li-- OOO~ m ~si• er(I.. 2(7 x O)) , C3nd 

i ---t oo , către proiecţiile corespunzătoare a.le lui 
< o , h1 ®· . . ®k; >. ln consecinţă F E D2

·1' şi o;= Di F pen
tru orice j = 1, . . . ,P. Concluzioni.m ca. in propoziţia 2.4.8. □ 

COROLAR 2.4.10 Fie F„ E D2•1 , n ~ 1 un şir de vari
abile aleatoare care con~e către F in L2(0) şi astfel ca 
supn. E(l DF.,,. t2} < oo, atunci F E D2•1 şi {DFn, n ~ 1} 
converge: ctitrt: DF in topologia slabă a lui L2(T x O) . 
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Cu a.cest ultim lleZUltat putem extinde regula lanţului (propo
ziţia 2.2.4) la funcţiile lipechitziene. 

PROPOZl'flA. 2--4.11 Fie cp : Rm -R cu proprietatea 

I 'P(x) - cp(y) I~ K Ix - Y I, 

pentrux,yER"' şiunK>O- DacăF=(F1 , ••• ,Fm) are 
comporier,tde in D2·1 , at"nci cp( F) E D1•1 şi ezistă un vector 
G = ( G1

, ••• , G-) mărginit de K astfel incât 

ffl 

D(cp(F)) = E dDF. (2.41) 
i=l 

Demonstraţie. Fie a E Ctf (R"') o funcţie nenegativă cu su
portul in bila unita.te şi fn..,. a(x)dx = 1. Definim o,.(x) = 
nm a(nx) şi cp,. = cp • a,. . Atunci avem lim,. cp,.(x) = cp(x) 
uniform in raport cu x , funcţiile cp„ sunt de clasă. C00 cu 
I "v'Pn I ~ K şi, pentru orice n avem 

m 

D(cp,.(F)) = L (8icp,.)(F)DFi. (2.42) 
i=l 

Din corolarul 2.4.10 rezultă. că. cp(F) E 02•1 şi că. există un · 
subşir {(\]cp,..,) (F), k ~ 1} care converge in topologia. slabă 
a. lui L2(T x O) către D (cp(F)). De aici rezultă că. există un 

subşir{ ( "v'Pnt;) ( F) , i ~ I} care converge către un G ca in 
enunţ~ in topologia. slabă u(V (O; R"'), Lr (O; R"')), pentru 
orice r ~ 2 , unde s este conjuga.tul lui r . Obţinem că G este 
mărginit de K şi apoi trecem la. limită in relaţia. (2.42)□ 

Cu ajutorul propoziţiei 2.4.8, observăm că propoziţia. 2.4.11 
rămâne va.la.bilă in spaţiile V , r ~ 2. 

2.5 APLICAŢIE LA STUDIUL LEGILOR 

Să. considerăm W = {W(h), h EH} un zgomot alb asociat 
spaţiului Hilbert H = L2 (T, 8, µ) şi definit pe spaţiul de prob
abilitate complet L2 (fi,.r, P), cu .r generat de W. 
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78 2. CALCUL M.ALLIA VIN 

Pe:atru a ilustra metodologia are va fi utiliza.tă. in a.cest capi
tol, să. considerăm pentru început cazul va.riabilelor aw.-atoare 
I -dimensionale. 
PROPOZJŢIA. 1."i.1 Fie F E JY.1 cu proprietatea că 

Jl~~I E Dom 6 . Â.tllaci ·legu lu F admite" densit-a.te continuă 
dată de 

.,_J(x) = E {1{F>z}6 ( M ~~ 
11
)] · (2.43) 

Demonstraţi-e. P-entru .z € R fixat şi t > O , fi.e funcţiile 

1 
t/lir) = 2t l(z-<.r~J(Y) 

şi 'PiY) = J!'.
00 

t/liz)dz . Ştim că. ip,(F) E Dl.I şi fă.când 
produsul scalar dintre derivata ei şi D F , obţinem 

Această formulă. permite calculul lui t/J,(F) şi, folosind formula 
(2.24), obţinem 

E(v,,(F)] = E [ ( Dcp,(F), li g; 112 )] (2.44) 

= E[cp,(F)c(
11 
g; 112 )]. 

De aici · rezultă. că. ~ea. lui F este absolut continuă., deoarece 
este domina.tă. de măsura Lebesgue inmulţită cu constanta 
E [lc(uffl,12 )I] . 1n fine, facem t '\. O in (2.44) şi obţinem 
expresia. densităţii lui F . □ 

Exerciţii 1. Fie Ji' E D2,1 şi h E H cu următoarele pro
prietăţi < DF,h >#-O a..p.t. şi <V-';,,h> E Dom b. At unci F 
admite o densita.te continuă şi mărginită dată. de 

/(x) = E [1v-~z} s( < v!,h >)] . 
2. Fie F E o•.2 astfel încât E (!I DF 11-•) < oo . Atunci 

nt ful E Dmn 6 . 
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Fie F = (F1 , • •• ,f'Yn) un vector aleator cu componentele in 
D 1

•
1 

. Următoarea matrice aleatoare simetrică. şi pozitiv definită. 

"fF := (< DF,DFi >) 1-$iJ$m 

se va numi matricea Mailivin asociată lui F . Are loc urmă.torul 
rezultat. 

TEOREMA 2.5.2 Fie F = (F1, ••• , Fm) un vector aleator 
cu următoarele proprietăJi : 

(a) pi E 0 2•1 , < DFi, DFi > E 0 2•1 şi DF' E Dom f;, 
pentru orice i,j = 1, ... ,m. 

(b) matricea "fF este inversabilă a.p.t. 
Atunci legea lui F este absolut continuă in raport cu măsura 
Lebesgue pe R m • 

Pentru demonstraţie vom avea nevoie de următoarea lemă. de 
analiză. reală. 

LEMA 2.5.3 Fieµ o măsură finită pe Rm. Dacă 

(2.45) 

pentru i = 1, ... , m şi t,p E Cţ> (Rm) (unde âi inseamnă a~. ), 
atunci µ este absolut continuă in raport cu măsura Lebesgue . 
Demonstraţie. Dacă. m = 1 , pentru a < b considerăm 

funcţia 

{ 

O , dacă. x ~ a 
t,p(x) = :=; , dacă. a< x < b 

1 , dacă. x ~ b 

care, deşi nu este infinit diferenţia.bilă., poate fi aproximată cu 
funcţi i din Cţ> (R) astfel incât formula (2.45) să aibă. loc.Obţinem 
că.µ ((a, b)) ~ c1(b- a) , deciµ este absolut continuă. 
Dacă m > 1 , să. considerăm o aproximare a identităţi i i.e. 

func~iiJe t/J, pe Rm definite prin 

t/J,(x) = (21rttml2 exp (-;t: li x 11
2

) 

pentru t: > O şi fie ck(x), k ~ I un şir de funcţii din C0 (Rm) 
cu proprietăţile 

{ 
1 , dacă I x I ~ k 

CA: ( x) = O , dacă I x I ~ k + l , 
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O ~ c1, ~ I şi toate derivatele lui c„ sunt uniform mărginite în 
raport cu k. Atunci funcţiile 

sunt in Că (Rm} . Din inegalităţile Gagliardo-Nirero.berg (cf. 
E.M.Stein, Singular Integm:s and Differentia.bility of Hmctions, 
Princeton, 1970. ţ).129) aplica.te acestor funcţii, obţinem 

m 

li CI, (,p( * µ) IILm/m-1 ~ II li Oi (q (,p( * µ)) 11im • {2.46) 
i:l 

Inegalitatea (2.45) implică deci că. aplicaţia :.,; --+ fam âicpdµ, 
definită. pe Că (Rm), este o mă.sură. cu semn pe ca.re o vom 
nota v, , 1 ~ i ~ m . Obţinem 

li Oi (c1,: (,f;, * µ)) llv 5 c1,:(x) I /R ... Oi,f;,(x - y)µ(dy) I dx 

+ f I Oic1,:(x) I ( / ,f;,(x - y)µ(dy)) dx 1am }am 

= /Rm ci.(x) I (/Rm ,f;,(x - y)vi(dy)) I dx 

+ f I Oic1,:(x) I ( / ,f;((x - y)µ(dy)) dx ~ K , -lRm 1am 
cu J( i ndependentă. de k si de t:. Deci familia de funcţii 
{ CA- ( t:\ * µ ), k 2'. I. t: > O} este mărginită. in Lm/m-l . Rămâne 
;<-' a ;.1lirat faptul că. bila unitate din Lm/m-J este slab com
pact. a. . □ 

.:>t mor.str<iţia U<> )·eme: 2.S.2 Fie-; c C'0 (R "' ) o func\ ie test 
fi xai.t . Din pruµozi ţ i d 2.2.4 rezulta că c.p( F ) E D2

•
1 şi 

:n 

D (;,(F) ) = E Ojc.p(F)DF. 

Deci 
m 

< D(c.p(F) 1,DF' > = L Ojc.p(Fh~, 
i:l 
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adică 

ffl 

Oitp(F) = L < D (tp(F)), DF; >·(,p1)ii. (2.47) 
i=l 

Inversa matricei 'YF poate să nu aibă momente şi de aceea vom 
folosi un argument de localizare. Pentru k ~ 1 natural, fie 
\lf k E Că (R"' ®R"') cu proprietăţile 

unde 

\ltk(o-) = { 1, dacă o-~ Kk, 
\ltk(o-) = O, daca o-</. Kk+1 , 

K,. = { o- E R"' ®R"' : I o-;; 1:S k pentru orice i,j 

şi I det o- I~ 1 / k} . 

Observăm că K„ este compactă. in GL(m) C R"' ®R"' . 
Înmulţim relaţia (2.4 7) cu \li k( 'YF) şi obţinem 

m 

= L E[\ltk(,F) < D(tp(F)),DF; > (,p 1t]. (2.48) 
j=l 

Din condiţia (a) obţinem că \l!1,;(,F)(,F1 )iiDFi E Dom 6, 
deoarece '111,;(,F )(,;:1 )ii E D 2•1 ( este egală r.u compunerea din
tre o funcţie Că şi va.riciliile aleatoare din D2•1 , iar toate sunt 
mărginite. Folosind relaţia (2.24) obţinem 

E(,J, ,(-yF )8;.,(F)) = E [.,(F) t. •( ,i,,(-yy)(-y;;')';DF') l 
,,; E ( t. ,1(,i,,(-y,)b;;'tDF')) li I' li~ -

Din lema 2.5.3 rezultă că mă.sura [\li k( 'YF) · P] o p-1 este ab
solut continuă in raport cu măsura Lebesgue pe R"' i.e. pentru 
orice boreliană. AC R"' de mă.sură Lebesgue nulă., avem 
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f illi.:(,F)dP =O. 
lF-l(A) 

Facem k -+ oo şi folosind ipoteza (b) din enunţ, obţinem 
P(P-1(A)) =o.□ 
Remarcă Condiţia (a) din teorema 2.5.2 este satisfă.cută. dacă., 

e.g. pi E 0 4•2 . Totodată., concluzia teoremei 2.5.2 rămâne 
adevărată. d~ înlocuim condiţia (a) prin 

(a') pi E or,l, r > 1 pentru toţii= 1, . .. , m. 

1n cazul v.a. 1:-dimensionale a.re loc urmă.torul rezultat. 
TEOREMA "2.5.4 Fie F E 0 1•1 astfel incât I DF I > O 

a.p.t. Atunci legea lui P este absolut continuă in raport cu 
măsura Lebesgue pe R . 

Demonstrape. Putem presupune că. P este mărginită e.g. 
I F I< 1 . Vrem să. ară.tă.ro că., pentru orice funcţie măsurabilă. 
g : (-1 , 1) -+ [O, 1] cu J~1 g(y)dy = O , avem E (g(F)) = O . 
Există. un şir gn : (-1, 1) -+ [O, 1] de funcţii diferenţia.bile şi 
cu deriva.tele mărginite astfel ca gn(y) să. conveargă. către g(y) 
pentru aproape toţi y in raport cu mă.sura. PoF- 1 +..\ . Punem 

ŞI 

t/J(y) = l: g(x)dx. 

Din regula. lanţului obţinem că. t/Jn(F) E 0 1•1 şi D['l'n(F)] = 
gn-( F)DF . Avemcă.t/Jn(F) convergecă.tret/J(F) a.p.t. deoa;ece 
g,.,. converge că.tre g a..p.t. in raport cu mă.sura Lebesg11e. 
Acea.stă. convergenţă. are loc şi in L1(O) , din teorema. de 
convergenţă. dominată.. Pe de altă parte, Dt/Jn(P) couverge 
a.p.t. către g( F\DF deoarece gn converge către g a..p.t. in 
raport cu legea lui F . Din nou din teorema de convergenţă. 
dominată. obţinem că. a.ceastă. din urmă convergenţă. a.re 'oe 
şi in L1 (!1 ; L2(T)). Să observăm că t/J(F) = O a .p.t. şi să 
folosim faptul că opera.torul D este inchis pentru a. deduce că. 
g(F) DF = O a.p.t. lu consecinţă g(F) = O a.p.t. □ 
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Exerciţiu Fie u = {u(t),t E (0,1)} E L2•1 astfel incât există. 
un a > 8 cu proprietatea JJ JJ (E I D.u(t)l2)° dsdt < oo . 
Arăt&1_ii că variabila. a.leatoa.re F = JJ u( s )dW. a.re legea abso
lut «>ntinuă.. 

Criteriul uzual de diferenţiabilitate a. densităţilor este dat in 
rezulta.tul urmă.tor. 

TEOREMA 2.5.5 Fie F .= (F1 , •.• , Fm) un vector aleator 
cu componentele F' E D00 

• Dacă matricea Mallivin satisface 
conditia 

( det 'YF )-1 E n LP(fl) , (2.49) 
p>l 

atunci deR.Sitatea lui F este infinit diferentiabilă. 
Pentru demonstraţie avem nevoie de două leme tehnice. 
LEMA 2.5.6 Fieµ miisură finită pe Rm astfel incât 

(2.50) 

pentru orice cp E 0 00 (Rm) cu suport compact, orice multiindice 
o:= (o:1 , • •• ,ak) E {1,·· ·, m}k şi k ~ 1, unde 80 înseamnă 

8 
8

1t8 • Atunciµ este absolut continuă in raport cu măsura 
Za:1 ••• %ok 

Lel,esgue şi are o densitate infinit diferenţiabilă . 
Demonstraţie. Fie x0 E Rm fixat; este suficient să. a.rătăm că 

restricţia luiµ la. orire bilă. deschisă. B,.(x0 ) a.dmite o densit'a.te 
infinit diferenţia.bilă.. Fie /3 E C00 (Rm) asf;fel ca O $ /J(x) $ 
1, /3(x) = 1 pe B,.(xo) şi /J(x) = O pe ~(xo). Definim măsura. 
v( dx) = /3( x )µ( dx) ; pentru orice multiindice o: ca in enunţ, 
există. o constantă. d0 astfel ca, pentru orice cp E C;:o (R m) să. 

avem 
(2.51) 

( din (2.50) şi definiţia lui v ). 
Fie v{y) = fam ei<II,%> v( dx) transformarea Fourier a. lui 

v . Pentru <p(x) = ei<r,%>, y E Rm, o:= (1, ... ,1), din_ 
inegalitatea (2.51) obţinem 

I Yt · • · Ym ii(y) I $ da, , 
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deci v(y) est-e de pătrat integrabil şi, ca o consecinţă, are o 
densitate dată. de t:-ansforma.rea Fourier inversă. 

(2.52) 

Mai mult, funcţia I yjn I v(y) I este integrabilă peutru oi ice 
n . deci putem deriva sub semnul integralei in (2. ,52) de oricâte 
ori dorim. În consecinţă., f este infinit. diferen ţiab1lă şi deci µ 

are o cler ,; tate infinit diferenţia.bilă.O 
LEMA 2.5.7 Fie G o matrict aleatoa1·e de tip m x m , 

inversabilă a.p.t. astfel incât ( det G)- 1 E L' , pentru orice 
r 2: 2. Dacă Gi1 € D 00

, atunci (G- 1 )ii E D 00 şi 

m 

D (cc-1)ij) = E (c-1)ik(c-1)11D(c"'1). 
k,l=I 

Demonstraţie. Cum probabilitatea mulţimii { det C > O} este 
O sau 1 , putem presupune că det G > O a.p.t. Pentru 
t > O , fie G, matricea dată de 

G,G = det G . 
det G + t 

Observăm că (det G + e)~ 1 E Doc, deoarece este compuner.?a 
dintre det G şi o funcţie din C;='(R) . Deci componentele 
lui G, E D 00 

. ln plus, pentru orice i,j, şirul G:i converge 
către ( a~ 1 /i in L' câ.nd e "'>, O. Conform propoziţiei 2.4 .9, 
este suficient să probăm că derivatele iterate ale lui G:1 sunt 
mărginite in L' , uniform in raport cu r 2: 2 . Intr-adcvă.r, 

aceasta rezultă. din faptul că ( det G)G- 1 E D00 şi din faptul că 
( d~t O + c ) - 1 ost e m .ir5jnit in norme le I/ • /1, ,1' p<'n t ru nrice 

r, p . Ultima relaţie din lemă se obţine aplicând operatorul D 
in definiţia lui G, şi fă.când e "'>, 0. □ 

Demonstraţia teoremei 2.5.5 Fie <.p E C00 (Rm) o funcţie test 
cu suport compact. Utilizând regula lanţului, obţinem 

< D(ip(F)),DF1 > 
m m 

2 ... O;<p(F) < DFi' DF1 >= E 8;<.p(Fhi, 
i=I 
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deci 
m 

âicp(F) = L < D (cp(F)), DFJ > (,F 1 )ii. 
j=l 

Fie R E D00 fixat ; avem că. 

E (R(âicp)(F)] = 'E E [R < D (cp(F)), (;i 1)i'DFi >] 
j=l 

unde 
m 

4>i(R) = L 6 (R DP(,F1 t). 
j=l 

Din lema. 2.5. 7 rezultă. că. (,F 1 )ii E D00 deci, din ipotezele 
teoremei, obţinem că. 4>;(R) E D00 şi că. este liniar in R . i<' ie 
a un multiindice ca in enunţ ; aplicăm recursiv ultima relaţie 
pentru i = a1 , .. . , ak şi R = 1, 4>a, (1) , <I>a2 (4>a1 (1)), . .. , 
q> "'k ( <I> <>k-i ( ... (1) .. . ) ) ; obţinem 

IE(âacp(F))I = jE(cp(F))<I>ak(q,ak-1 ( ... (1) . .. ))1 
~ Ca li cp ll oo · 

Rămâne să aplicăm lema 2.5.6.D 
Exerciţii 1. In ipotezele teoremei 2.5.5, pentru J E C0 (R m) 

definim · 

Arătaţi că. 

E[/(F)] = E [g(F) 6((DF'YF)-1)m 8((DF'YF)- 1
)m-1 •• . 

8 ((DF'YF)- 1)J 
şi deduceţi de aici o expresie pentru densitatea lui F similară 

lui (2.5.1 ). 
2. Fie W = {W1 , t ~ O} o mişcare browniană reală şi F E 

D 2•1 . Ară.taţi că pentru toţi t ~ O , cu excepţia unui număr 
finit de timpi, F + W1 are legea absolut continuă.. 
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2.6 APLlCAîIE LA ECUAŢII ITO 

ln acest capitol vom aplia rezultat~ <UD capitolele precedente 
pentru a studia reg~tatea. soluţiilor ecuaţiilor stocastice '(vezi 
1.5) şi a legilor a.cestora.. 

Fie (fl, F, P) câmpul de probabilitate canonic asociat unei 
mişcări br,owniene d-dimen&ionale { Wi , t E [O, T], 1 S i ~ d} . 
Ne vom limita la un interval de timp finit (O, T] , deci lucrăm 
pe spaţiul Hilhert H = L2 (!o, T] ; Rd) .. Fie Uj ' b : [O, T] X 

Rm -+Rm , 1 S j S d, funcţii măsurabile care sunt global 
Lipschitz, şi să. notam prin X = {X(t), t E [O, T]} soluţia 
următoarei ecuaţii diferenţiale stocastice m-dimensionale: 

d t f' 
X(t) = Xo + L 1 u, (s, X(s))dWj + Jo b(s,X(s)) ds, 

j=l O O 

(2.53) 
unde x 0 E R m este valoarea iniţială a procesului X ( vezi şi 
1.5.1 ). Reţinem că, atunci când există, soluţia ecuaţiei (2.53) 
admite o versiune continuă., care se află in orice Lr , r ~ 2, i.e. 

E ( sup I X(tW) < c1 , 
<>9$T 

(2.54) 

pentru orice r ~ 2, unde c1 depinde de r, T, Xo şi de constanta 
Lipschitz a coeficienţilor. 

ln continuare vom studia regularitatea. soluţiei X(t) , abso
lut continuitatea legii a.cesteia în raport cu măsura. Lebesgue şi 
regularitatea densităţii asociate. 

Să notăm 
noo,} := n nr,} 

r ~l 

şi Df ( F ) , t E [O, T], j = 1, .. . , d , derivata. unei vari
a.bile aleatoare F privită ca element in L2 ([o, T] X n j Rd) ~ 
L2(!l ; H) , unde H = L2 (io,T); Rd). 

TEOREMA 2.6.1 In ipotezele afirmatiei 1.5.1 avem că 
X; ( t ) E n 00

,
1 pentru orice t E [O, T] şi i = 1, ... , m. ln plus 

sup E ( sup I .o:;x;(sw) < 00, 
OSvSt v$•$t 
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iar dcriwude D!,Xi(t) satisfac ecuaţia liniară 

,,. " 1 

D!,X(t) = u;(v,X.(11))+ E E 1 Ă1:;a(s)D! (x•(s))dW_.° 
1:=l o=l " 

(2.55) 

pentru v $ t si Dt,X(t) = ·O pentru v > t , unde Ăk,o(s) si 
Bk(s) svat proce-se adaptctem-dimensionale uniform mir,inite . 

Demon.,trope. Vom folosi convenţia de suma.re a indicilor in
feriori -şi superiori. Să. considerăm aproximaţiile Pica.rd: X0{t) = 
X, ŞI 

Xn+I(t) = x+ fo' o-;(s,Xn(s))dWj+ fot b(s , Xn(s))d3, n 2 O. 

Vom demonstra -că X!(t) E 1>°°·1 pentru toţii= 1, ... , m ; n 2 
O , t E [O, T) şi că 

.';;~~. E c~, I D.X.( s )I') :, c(r, T) , (2.56) 

in care constantele c(r, T) nu depind de n . 
Fie n 2 1 fixat. Presupunem că X!(.,) E D1•00 pentru 

orice i = 1, ... , m şi „ E [O, T) . Aplicăm propoziţia 2J.11 
variabilelor aleatoare X,. ( s) şi funcţiilor "1 , b' ; obţinem că. 
u~ (s,X,.(s))O ,li (s,X,.(-,)) E 02•1 şi că există procesele adap-

tate m-dimensionale ĂJ·t,) = (A7,1(.s ), ... , Ăi.~ ( s)) şi fJn,i( s) 

= ( JJ;.i( s ), . .. , iJ~.i( s)) uniform mărginite de K astfel încât 

D., [u} (s,X,.(s))] = Ă7.~(s)D., (X!(s)) 1{.,S•} (2.57) 

Şl 

D., [b'(s,Xn(s))) = iJ;.i(s)D., (X!(s)) l{vS•}. (2.58) 

De fapt aceste procese se obţin ca limite slabe ale şirurilor 

{01. [u~ * om] (s , Xn(s)) , m 2 1} , 
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unde o.,. este o a.proximare a. identităţii ; se verifică uşor că. 
ac.este limite sla.be sunt măsurabile. Din propoziţia. 2.4.8 de
ducem că. procesele o-j(s, X.,( .s)) , lt (s, X.,(s)) E D00

·
1 . Deci 

procesele 
{ D',, [a-; (s, X.,(s))] , s 2: v}, 

{D!, [ii (s,X.,(s))j, s 2: v} 

sunt de pă.tra.t integra.bi! şi a.da.ptate, iax din relaţiile (2.57)
(2.58) rezultă · 

Deducem că. J; (1; (s, X n(s))aWj, fa bi (s, X,.(s))ds E D 2
·
1 (din 

propozjţia 2.3.6) şi că., pentru v ~ t , avem 

D~ [1' (1~ (s, X.,(s))aW1] = o-) (v, X.,(v)) 

- r D',, [o-i(s,X.,(s))jdW; 
" V 

(2.6()) 

ŞI 

Din a.ceste ega.lită.ţi rezultă că. X~+I E D00
·
1 şi că. estimarea 

din enunţ este satisfă.cută pentru toţi Xn , lntr--adevăr. fie 

Din (2.60)-(2.61 ) obţinem 

E ( sup I LY,;X .. (sw) 
v~•9 
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şi apoi aplicăm lema lui Gronwall. Intrucât 

E ( sup I Xn(s) - X(.sw) --+ o 
0$1ST 

când n -+ oo; cum derivatele şirului X~(t) sunt mărginite uni
form in U(O ; H) pentru orice r 2: 2 , folosim argumentele 
propoziţiilor 2.4.11 şi 2.4.8 pentru a obţine că Xi(t) E n00

,
1 

. 

ln fine, aplicăm operatorul D in ecuaţia (2.53) şi deducem 
forma ecuaţiei diferenţiale stocastice liniare (2.55) satisfăcută 
de derivatele lui Xi(t). O 

Observaţie Dacă coeficienţii ecuaţiei diferenţiale stocastice 
(2.53) sunt diferenţiabili, atunci procesele adaptate şi mărginite 
care apar in formula (2.55) sunt date de 

- · âaj At1(s) = âxk (s,X(s))şi 

- . âb; 
Bi,(s) = âx" (s,X(s)) . 

Vom vedea in continuare ce condiţii trebuie să îndeplinească 
coeficienţii ecuaţiei (2.53) pentru ca Xi(t) E n00 

• Să con
siderăm procesele adaptate şi continue a= {a(v, t), t E [v, t]}, 
V= {V;(t), t E [O,T], j = O, ... ,d} astfel incât a este 
m-dimensional iar V; ia valori in mulţimea matricelor de ordin 
m x m . Presupunem că a'(v, t) , Vf'(t) E n00

,
1 pentru orice 

i, j, k, l şi că satisfac următoarele estimări 

E ( sup I V;(tW) < oo , 
095.T 

sup E ( sup I a(v,tw) < 00, 
OSt1$T v5!$T 
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pentru ori.ce r ~ 2 şi j = 1, ... , d . 
LEMA 2~6.2 Fie Y = {Y(t), v $ t $ T} solutia ecuaţiei 

diferenţiale stocastice lir.iare 

" t 
Y(t) = a(v, t) + L L V;(s)Y(ş-)dWj 

j=l „ 
(2.62) 

+ 1' Vo(s)Y(s)d.s . 

Atunci Yi(t) E D 00
•
1 pentru o.rice i = l , ... , m şi derivata 

D, Yi(t) satisfttce,_ pentru s $ t , unnătoarea ecuafie liniară 

" rt 
+ L j [JY.Vt(u)Y(u) + V,(u)lJ!Y(u)]dW! 

j=l v 

+ 1t [JY.V0 (u)Y(u) + V0 (s)l)!Y(u)]du. 

Ideea este de a aplica afirmaţia 1.5.2: prin inducţie, arătăm 
că aproximaţiile Pica.rd E D00,1 şi că verifică ecuaţia de ma.i 
sus . Să rema.rcăm că., in ipotezele da.te, soluţia ecuaţiei (2.62) 
satisface urrr:ă.toa.rele estimări 

sup E ( sup I Y(t)I') < oo , 
O,S11$T v$f$T 

sup sup E ( sup I D.Y(tW) < oo , 
0$•9 0$11$T v$f$T 

pentru orice r ~ 2. · 
T E OREJ\fA a. 6 .3 Fie X (I) -Jw/i• 6eHJioi Jifo,-,,;,eJidle sfo

castice (2.59) . Dacă coeficien,tii u1 , b; sunt infinit diferenţiabili 
cu derivatele de orice ordin mărginite, atunci Xi(t) E D 00 pen
tru orice t E [O, T] şi i = 1, .. . , m. 
Demonstraţie. Ştim din teorema. 2.6.1 că., pentru i = 1, . .. , m 

şi t E [O, T}, avem Xi(t) E or,t pentru orice r ~ 2 . În plus, 
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derivatele D!Xi(t) satisfac urmă.toa.rea ecuaţie diferenţială sto
castică liniară. 

DtXi(t) = o-} (v, X(v)) + 1t ( 81:0-;) (s , X(s)) .O:,Xk(s)dW; 

+ 1' (81:bi) (s,X(s)) .O:,X"(s)ds . (2.63) 

Să. notă.m prin Dl! ::::% (X(t)). derivata itera.tă. de ordinul p a lui 
X (t). Pentru o submulţime K = {t:1 < .. . < c,i} C {1 , . . . , p} , 
notă.m j(K) = j,1 • ••• ,j,.,, · şi v(K) = v,1 , •• • , v,.,, . Fie 

a;.;i, ... .;,, (s, v1 , •. • , v,,) 

= L (81:1 .. . 8,..,o-i) (s,X(s))~~~~~ [xk1(s)] · --~~~:~ [x""(s)] 

ŞI 

= L ( 81:1 . .. 8,..,bi) (s, X(s)) ~u~~ [xk1 (s)] ... ~U:~ [xkv ( Q))' 
unde sumele se referă. la. mulţimea partiţiilor { 1, . . . , p} = 
/ 1 LJ .. . LJ[11 • Fie deasemeni a~(s) = o-~(s,X(s)). Cu aceste 
notaţii, au loc următoarele proprietă.ţi pentru orice p E N• : 

(a.) Pentru orice t E [O, T] , r 2: 2 , i = 1, ... , m, avem 
Xi(t) E or,,, şi 

sup E ( sup I Dv1 , ••• ,v,. (X(t)) Ir) < oo 
VJ, ••• ,v„E(O,T] r1V ... vr,,95T 

(b) Derivata. de ordin p satisface ecuaţia liniară. 

p 

D-!v·>•···"v·,, = ~ ,i,- ... ; 
1
- .,· (v, , V1, .. . , v,-1, v,+1 , ... , v,, ) t , · • •t p L_, C: t,,U. t·• -,.,ir-1 , ,+1 , ... ,:, 

<=1 

1t i I i ) + [a,,;
1

, •• •• ,,. (s, vi, ... , v,,)dWs + /3,1 •. . . ,;,, (s, v1 , ... , v11 )ds 
VJ V . . . VVp 

dacă t 2: v1 V . .. Vv„ şi D~::::% (X(t)) = O dacă t < v1 V ... Vv,, . . 
Conform teoremei 2.6.1, a.ceste proprietă.ţi au loc pent ru p = 

1 ; presupunem că. sunt adevărate până la indicele p şi să ob
servă.ro că. a 1i. ; (s , vi, .. . , v11 ) se compune din ,.,1,, . • ..,,, 
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(<h-u~) (s,X(s))~:::~t (xt(s)) (acest termen corespunde lui 
v = 1 la care se adaugă un polinom in derivatele 
( â k1 ••• ak ... un ( s' X ( s)) cu V ~ 2 aplicate proceselor 

D;;rn (xk(s)) cu card.([)~ p - I. Aplică.ro lema 2.6.3 proce
selor 

Y(t) = D~ ::::~ (X(t))' t ~ V 

l'iik(t) = (ihaD (t,X(t)), 1 ~ i, k ~ m, j = 1, ... , d , 

unde v = v1 V ... V v" , a(v , t) reprezintă termenii rămaşi in 
termenul din dreapta al ecuaţiei din (b) şi ţinem cont că. 

şi că. 

Obţinem că. proprietatea (b) este adevărată. pentru p + 1; 
similar procedăm cu proprietatea (a) . □ 

Exerciţii l. Fie a, b funcţii derivabile pe R şi cu derivatele 
mărginite. Notăm {X(t), t E [O, T]} soluţia ecuaţiei diferen ţiale 

stocastice 

~ ( t) = x0 + 1t u ( X ( s)) dW. + 1' b ( X ( s)) ds . 

Ară.taţi că. , pentru O ~ s ~ t , avem 

D.X(t) = exp (la' (X(r )) dW, 

+ 1t [ b' - ¼ (u') 2
] (X(r) ) dr) . 

2. Fie u E C 2(R) cu derivatele de ordine 1 şi 2 mărginite , 

iar b o funcţie lipschitziană: Ară.taţi că. soluţia ecuaţiei 

X(t) = x0 + fot u(X(s))dW. 

+ 1' [b(X(s)) + ţu(X(s))u'(X(s))] ds 
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satisface X(t) E 0 1,r pentru orice r 2: 2 şi determinaţi 
derivatele D,X(t) . 

3. Fie W = {(Wl, lv,2), t 2: O} o mişcare browniană. 2-dimen
sională.. Arăt.aţi că. " aria lui L~vy" i.e . \'.a. 

nu este funcfională continuă ele mişcarea browniana. 
In continua.re vom presupune că u; , b : Rm -+Rm i.e. 

coeficienţii ecuaţiei (2.53) nu depind explicit de timp. Ne vor 
interesa condiţiile in care soluţia. ecuaţiei 

d (' r 
X(t) = Xo + L Jo u; (X(s))dWj + Jo b(X(s))ds 

j=l O O 
(2.64) 

are dern,itate regula.tă.. Să. observam că., da.că. subspa.ţiul generat 
de {u;(Y),b(y); 1 $ j $ d, y E Rm} are dimensiunea strit-t 
mai mică dt'Câ.t m . atuno legea. lui X(t) , pentru orice t 2: O , 
este singulară. in raport cu mă.sura. Lebesgue. Vom avea nevoie 
de urmă.toa.rea. ipoteză de nedegenerare, cunoscută. sub numele 
de condiţia lui Hormander: 

(H) Spaţiul vectorial generat in punctul x 0 de câmpurile de 
vectori 

[u;,u;), O$ i,j $ d, 

[u, [u;, uk)], O$ i,j, k $ d, . .. 

este Rm . 
Exemple Dacă. matricea de d;fuzie 

d m 

a(x) = L L uj(x)u}(x) 
j=l k,l=I 

este eliptică. in x0 i.e. a(xu) > O, atunci condiţia lui Hormander 
este satisfă.cută. pentru orice t > O . Aplicaţiile devin interesante 
câ.nd a( Xo) este degenerată.. 
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1. Fie m = d = 1, uHx) = u(z) , t,l(x) = b(z) ~ a.tunci 
condiţia lui Hormander spune ori ci u(xo) /: O , ori există. 
n ~ l astfel încât u<•>(xo)b(zo) # O . 

2. Fie m = d = 2, X(O) = O, B = O şi câmpurile de vectori 

In acest ca.z, ~a.tricea de difuzie a( x) = ( ~ :~ ) este degen

era.tă. de-a lun~ul lui z1 = O . Cum paranteza L~ [u1, 0-2] = 
( ~ ) , câmpurile de vectori o-1 , _(ui, o-2] generează. R 2 şi 
condiţia lui Hormander este satisfăcută.. 

TEOREMA 2.6.4 Dacă coeficienţii ecuaţiei {f.64) sunt in
finit diferenţiabili şi cu derivatele mărginite iar conditia {H) este 
indeplinită, atunci soluţia X(t) are legea absolut continuă in 
raport cu măsura Lebesgue şi., pentru ori.ce t > O, densitatea 
acestei legi este infinit diferenfiabilă. 

Comentariu Acest rezulta.t poate fi considerat ca o versiune 
probabilistă a teoremei de hipoelipticitate a lui L. Hormander. 
Mai precis, am văzut la 1.5 că legea lui X(t) satisface ecuaţia 
Kolrnogorov "inainte" in sensul distribuţiilor. In consecinţă, fap
tul că această lege a.re o densitate de clasă. C00 este in legătură 
cu caracterul hipoeliptic al operatorului .it - [,• , iar teo
rema lut Horma.nder implică hipoelipticitatea acestui operator 
sub ipoteza (H). 

Demonstraţia teoremei 2. 6.,ţ Fie Y ( t) matricea Iacobiană. 
0

; ;
1l care verifică ecuaţia stocastică 

J'j'(t ) = ~j + fo' (Oicuf) (X(s)) r/ s)ctw: 

+ 1' (âi.b') (X(s))Y;i.(s)ds 

( cf. afirmaţiei 1.5.2). Aplicând formula lui Ito, obţinem că 
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-1tv-1(s) [&b(X(s))-t âu1,(X(s))âu1,(X(s))] ds, 

unde &u1, , âb sunt matricile iacobiene ( ~), (!!:) ; i, j = 
1, ... , m De a.ici rezultă. că 

Intr-a1evă.r, 

u~ (X(r)) + 1t ( â1oui) (X(s)) { Y,:(s)Y- 1(r)'puf (X(r)) }dW; 

+ 1t (&1obi) (X(s)) {Ya"(s)Y-1(r)'p<1 (X(r)) }ds 
= Y,i(t)Y-1(r)iuj(X(r)). 

Să notăm 

d t 
Qii(t) = < DXi(t), DX1(t) > = Ela n:x;(t)n:xi(t)dr 

k=l O 

matricea. Malliavin corespunzătoare lui X(t). Din formula (2.65), 
rezultă că 

Q(t) = Y(t)C(t)YT(t), 

unde 

Să considerăm un câmp de vectori V(x) = Vi(x) 8!; de clasă 
C 00 pe Rm . Atunci 
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Această formulă. rezultă din calculele următoare : din formula 
lui Ito obţinem 

y-1 (t)V(X(t)) 

t d 

= V( xo ) + I y-1(s) L (oVak --; 80-,:V)(X(s))dW}' 
Jo r-=I 

. + fo'Y- 1(s)(âVb- obV)(X(s)}ds 

t d 

~ 1 y-1 (s) ~ (âatoa,Y)(X(s))ds 

+ ! 1tY-1(s) f, o;â,V(X(s))}:ai(X(s))~(X(s))ds 
2 O iJ=l k=l 

t d 1 y-1(s) E (8atâVa,:)(X(s))ds . 

= i t { __: aiB;a ( O, V+ V'O;aiO,a 1; + V 'o-i0;01a,: 
- k= I 

+aka;a~81 V + ata~o;oiV - o-tâ;V1810'1; 

-o-tv1a;a10-1. - o-ta;V1a10-1: + v;a;o-'"a,o-"} 

~ { · / 1 · I · I } = L., V' â;a i)1ak + rTÎ,a1,:â;â1V - aj,â;V â1ak 
k=l 
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deoarece 

Pentru prima. pa.rte a. teoremei, conform cu propoziţia. 2.5.l 
(sau teorema. 2.5.2), este suficient să a.rătăm că matricea C(t) 
este inversabilă a..p.t. Să presupunem prin reducere la absurd 
că P {det C(t) = O} > O . F:ie K. subspatiul liniar generat in 
Rn de 1Y- 1(u).uk(X(u)); O$ u $ s, k = 1, ... , d} . Familia 
{K., s ~ O} este crescătoare şi, din legea 0-1 , subspaţiul Ko+ := 

n.>o K, este determinist cu probabilitate 1. Definim timpul de 
stopare 

r=inf {s>O : dimK. >climKo+}-

Observă.m că P(r >O)= 1 şi, pentru orice v E Rm de normă. 
1, avem 

Io consecinţă, printr-un argument de continuitate, obtinem 
că 

vTC(t)v =O=} vTY-1(s)o-A:(X(s)) = O 

pentru orice O $ s $ t şi orice k = 1, ... , d . Deci Ko+ i= Rm 
pentru că, in ca.z contrar ar rezulta K. = Rm pentru orice s > O 
şi orice vector v care satisface vTC(t)v = O ar fi egal cu O , 
adică C(t) ar fi inversabilă., deci contradicţie. 

Fie acum v i= O fixat şi ortogonal pe Ko+ . Observăm că. 
v l.. K, pentru s < T i.e. 

pentru k = 1, ... , d si s < T • (2.67) 

Să. introducem următoarele mulţimi de câmpuri de vectori 

So= {0-1, ... ,u,t}; 
Sn = {[0-1., V] , k = 1, ... , d, V E Sn-d , pentru n 2'. 1 ; 

s = u~=O Sn 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Q8 2. CALCUL MALLIA VIN 

ŞI 

S~ =So; 
s: = {[o-A:, V], k = l, ... , d , V E s:_1 ; 

[o-o, V]+½ Lj=1 [o-;, [o-;, V]] , V E s:_u} 
s' = u~=o s~. 

Vom nota. prin Sn(x) submulţimea. lui Rm obţinută. prin 
"îngheţa.rea" , lui x în câmpurile de vectori din Sn . Spaţiile 

vectoriale generate de S(x) sau de S'(x) coincid cu Rm . 
Vom ară.ta. că., pentru orice n 2: O , vectorul v este ortogonal pe 
S~ (x0 ) , ceea~ este in contra.dicţie ·cu condiţia. lui Hormander. 
Aceasta va. rezulta. din următoarea proprietate de ortogonalitate 

(2.68) 

pentru orice s < r, V E s: , n 2: O. 

Intr-a.devăr, pentru s = O, avem Y-1(0)V (X(O)) = V(x0 ) 

Formula (2.68) se demonstrează prin inducţie. Pentru n = O , 
se reduce la (2.67) . Să presupunem că are loc pentru n - l şi 

fie V E s:_1 • Folosind formula (2.66) şi ipoteza de inducţie, 
obţinem 

1• vTY- 1(u) { [o-0 , V]+~ ţ [o-A:, [o-A:, V]]} (X(u)) du 

+ 1• vTY-1(u)[o-k, V] (X(u)) dW; = O 

pentru s < r . De aici rezultă că cei doi integranzi din ul t ima 
formulă sunt O pentru orice u < r , deoarece un semimartingal 
continuu care se anulează pe un interval aleator [O, r) are atât 
partea de variaţie mărginită, cât şi variaţia pătratică a pă.r ~ii 
martingal, nule. · 

Pentru partea a doua a teoremei 2.6.4, vo m avea nevoie de 
următoarele două leme. 

LEMA 2.6.5 Fie C(w) o matrice aleatoare m x m, simetrică, 

pozitiv defin ită, astfel ca elementele ei Cii să aibă momente de 
orice ordin şi, pentru orice p 2: 2, există t:0(p) cu prop,-ietatea 

s11p P{vTCv :::; t:}:::; eP pentru t::::; t (p). 
lvl=l 
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Atunci {detC(t)r1 E LP pentru orice p. 

Demonstraţie. Fie A = infl„l=l vTCv cea mai mică. valoare 
proprie a lui C. Stim că. _xm S det C, deci este suficient să. 

arătăm ca E p.-1>) < oo pentru orice p ? 2. Notăm I C I= 
[ 

.. 2] 1/2 
¼=t (C'') ; pentru f > O fixat, fie v1 , ... , VN vectori uni-

tari cu proprietatea că. bilelele cu centrele in a.ceste puncte şi de 
ra.ză. t 2 /2 a.ooperă. sfera. unita.te sm- 1 .0bţinem 

· P P < f} = .p { inf vT Cv < f} 
lul=l 

$ P { inf vTCv < f, IC IS !} + P {IC I>!} 
fvf=l f f 

(2.69) 

Să. presupunem că. I C(w) IS ~ şi v[Cvk ? 2t pentru k = 
1, ... , N. Pentru orice vector unitar u există un Vk astfel ca 
j v - Vk 15: t:2 /2, . şi de aici obtinem 

vTCv? v[Cvk- I vTCv - v[ Cvk I 

? 2t - [I vTCv - vTCvk I+ I vTCvk - vf Cvk I] 
? 2t - 21 C li V - Vk I? f. 

1n consecinţă., (2.69} este mărginită. de 

Numărul N depinde de t, dar este dominat de o constantă 
înmulţită cu c 2m. Obţinem P { A < t} S const. f" pentru orice 
t $ t 1{p) şi orice p? 2, deci .x-1 a.re momente de orice ordin.O 

LEP.li 2.6.6 Fie o, y E R si P(t), -y(t) = ('Y1(t), ... , 'Yd(t)), 
u(t) = (u1(t), ... ,uci(t)) procese adaptate. Punem 

t r -
a(t) =o+ Jo {J(s)ds + Jo 'Yi(s)dW; 
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Y(t) = y + fo' a{s)d-' + fo' u;(s)dW; , 

şi presupunem cd există t0 > O şi p ~ 2 a.stfel ca 

c = E ( sup (I /3(t) ·1 + 1-y(t) I+! a(t ) I+ I u(t) I)") < oo. 
O<t<to 
- - (2.70) 

A tu nci, pentru orice q > 8 şi pentru orice r , v > O cu 18r + 9v < 
q - 8, există f.o = f.o(t0 , q, r , v) astfel ca, pentru orice t ~ fo, să 
avem 

Interpretarea. acestei leme este următoarea. Se ştie că. , dacă 

procesele de variaţie pătratică şi cel cu variaţie mărginită. aso
ciate unui semimartingal continuu. se anulează într-un interval, 
atunci semimartingalul se anulează. şi el pe acel interval. Inegali
tatea (2. 71) furnizează o versiune calitativă. a acestui rezultat i .e. 
dacă. procesul de variaţie pătratică. sau cel cu variaţie mărgi nită. 

asociate unui semimartinga.l continuu sunt mari, atunci semi
martingalul este mic cu o probabilitate exponenţială mică. . 

DemonstraJia lemei !!.6.6 Notam Ot =I /3(t) I + 1-y(t) I 
+ I a(t)_ f + I u(t) I , fixăm q > 8, r , v cu 19r + 9v < q - 8 şi 
definim timpul de stopare 

Avem 

P {l 0 

Y 2(s)di < t:q, foto (1 a(t) 12 + I u(t ) 12) dt ~ t:} ~ A1+ A2, 

unde A1 = P {T < to} şi A2 = 
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Din definiţia lui T şi din condiţia (2.70), obţinem 

A1 s P { sup B. > t:-r} S t:rpE [ sup o:] s a.rp. 
0$•$to 0$•9o 

Să. notă.m 

At = l a(s)ds, Mt = 1' u,(s)dw;, 
o . o 

N1 = . t Y(s)u.-(s)dW;, Q1 = t A(s);.-(s)dW;. . h h 
şi definim pentru orice Pi, 8.- > O, i = 1, 2, 3 : 

B2 = {< M >T< P2, sup I M. I~ 82} 
0$•$T 

B3 = {< Q >T< p3 , sup I Q. I~ 03}. 
0$•$T 

Conform inegalităţii exponenţiale pentru martingale, obţinem 

P(Bi) $ 2exp (-8;/2pi), (2. 72) 

pentru i = 1, 2, 3. Să. presupunem pentru moment că. am demon
strat 

C Bi UB2 UB3, 

pentru alegerea particulară. a lui 8.- si p.- : 

Din inegalitatea (2.72) şi incluziunea (2.73) obţinem 

(2. 73) 
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:'.S 2 (exp (-!c") + exp (-
1 t:-") + exp (--

1 t-")) 
2':. 4J1 + 2t0 72to 

:S exp (-t:- 11
) pentru f :'.S lo , 

deoarece 2q1 + 2r- q = 2q2 + 2r- ~ = 2q3 + 2r -2q2 = -11, ceea. 
ce incheie demonstraţia. Rămâne de demonstrat deci formula 
(2.73). Fie w <ţ. B1 U B2 u B3, T(w) ·= to şi Jf Y 2(t)dt < t:9 • 

Atunci 

< N >T= 1T Y 2(t) I u(t) 1
2 dt < f-Zr+q = Pt · 

Cumw '/. B1, avemsup0<•<T I J{Y(s) I ui(s) I dW; I< 61 = t:q'· 
De asemenea., avem - -

< tl/2 -r+q/2 
o f , 

deci 

sup~
1 

Y(s)dY(s) I< tb12 t:-r+q/
2 + (q

1
• 

O<•<T O 

Din formula lui ~ vem Y 2(t ) = y 2 +2 J~ Y(s)dY(s)+ < M >1, 
deci 

IT rT { T /1, \ 
< M >, dt = I Y 2(t )dt - Ty2 - 2 ( Y(s)dY(s)) dt 

lu Jo Jo \ o 

< fq -i- '2 l0 ( tb12 
f-r+9/

2 + t:9') < (2to + 1) t:q', pentru f :'.S fo. 

' \1:n < :\1 >, este proces crescător, pentru orice O < 1 < T 
.,.-.. -,, i ~, < .\J >T-..., < (2t0 + l)t:91 şi deci< M >r < 

· . · ·_),,)..;.. l) 1·;: ~-Î·c 2" . Alegând ~,- = 82, obtinem < M >r < P2-
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Cum w </:. B1, obţinem sup0< 8 <T I Mt I< 62 = t:9l. Reamintim că. 
J[ Y 2(t)dt < t:9 deci, din in~-;,iita.tea lui Cebişev, obţinem 

deci 
,\ { t E [O, T] :I y + A(t) 12'. !q/

3 + !9l} $ !q/
3

_ 

Putem presupune că. t:913 < t0 /2 da.că t: < t:o şi deci, pentru 
orice t E [O, T], există. s E [O, T] astfel ca I s - t I$ t:q/3 şi 
I y + A(s) I< f.'l/3 + t:92 . In consecinţă, 

I Y + A(t) 1$1 Y + A(s) I+ I J.t a(r)dr I< (1 + t:-r) t:913 + t:ql. 

In particular, I y I< (1 + t:-r) t:913 + t:92 şi pentru orice t E [O, T] 
avem 

I A(t) I< 2 ((1 +t:-r) t:913 + t:9l) $ 6t:9l 1 

deoarece q2 < ~ - r. Aceasta implică 

< Q >t= LT A2(t) I ;(t) 12 dt < 36tot:2rn- 2
r = />3· 

Cum w 4. B3 , avem 

I QT 1=1 LT A(t);i(t)dW;(t) I< 03 = t:93 . 

Din formula lui Ito avem 

LT a2 (t)dt = LT a(t)dA(t) 

= aTÂT - kT A(t) (JJ(t)dt + ;;(t)dU.-:·(t)), 

şi obtinem estimarea 

LT a2(t)dt < 6(t0 + 1) fql-r + t:93 < 2t:9~ pentru t: $ to . 

In fine, obţinem 
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< 2t:93 + (1 + f-r) (2t0 + 1)112
fqi/

2 < f pentru f $ fo.O 

Demonstraţia părţii a doua a teoremei 2.6.-4 Fixam t > O şi 
vrem să ară.tă.m că. E [(detC(t)r"] < oo pentru orice p 2'.: 2. 
Conform lemei 2.6.5, este suficient să. ară.tă.ro că., pentru orice 
p 2'.: 2 avem 

sup P {vTC(t)v $ f} $ f" pentru orice t: $ f(p). 
lvl=l · 

Reamintim urmatoarea expresie pentru forma pătratică. asociată. 
matricei C(t) :. 

Din condiţia lui Hormander, există un întreg j 0 2'.: O astfel ca 
spaţiul liniar generat de câmpurile de vectori ~~0SJ(x) în punc
tul xo să. aibă dimensiunea m. 1n consecinţă., există constantele 
R, c > O astfel ca 

io 2 E E (vTV(y)) 2'.: c, pentru orice Iv I= 1 si I y- x I< R. 
i=O ves; 

Pentru j = O, 1, ... ,j0 punem m(j) = 2- 4; şi definim mulţimile 

Observăm că { vTC(t)v Sf} = &, deoarece m(O) = l. Fie de
scompunerea 

unde F = &, U E1 U ... U Eio . Atunci, pentru orice vector unitar 
v avem 

io 
P { vTC(t)v St:}= P (Eo) S P(F) + E P (E;-1 n EJ) 

i=O 
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Vom estima a.cum termenii acestei sume. 
Pasul 1. Fie timpul de stopare S definit prin 

inf { sup I X(s) - xo I~ R sau sup I y-1(s) - I I~ !} A t. 
O'~O 0$•$0' 0$•$0' 2 

Putem scrie 

P(F) $ p (Fn{~ ~ !
13 }) +P{s < f

13}, 

unde O < /3 -< m(jo). Pentru f suficient de mic, intersectia 
F n { S ~ f~} este vidă.. Intr-a.deva.r, dacă S ~ ft3, atunci 

(2.74) 

deoarece s < S implică I vTY-1(s) I~ 1- I/ - y-1(s) I~½-Pe 
de altă. parte, expresia (2.74) este dominată. de (j0 + 1) fm(jo) 

pe mulţimea F şi deci, pentru f suficient de mic avem F n 
{ S ~ ! 13 } = 0. Mai mult, are loc 

P{S < f.B} 

$P{ sup IX(s)-xol~R}+P{ sup IY-1(s)-/l~-
2
1

} 
OS•$(~ · OS•$(~ 

$ R-q E [ sup I X(-') - Xo 19] + 2'1 E [ sup I y-1(s) - I 19], 
0$•$(~ 0s•s(~ 

pentru orice q ~ 2. Din inegalitatile lui Burkholder si Holder 
deducem că. P { S < f.B} $ Cf9.B/2 pentru orice q 2: 2, ceea ce dă 
o estimare pentru P(F). 

Pasul f. Pentru orice j = O, . . . ,j0 definim probabilitatea 
următoare 

P (E;-t n EJ) = P { L l ( vTY- 1 (s)V (X(s)) )2 ds :S fm U~ll , 
VES' o ,-1 
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d t '. 2 t t'ik (vTY-1(s)[uk,V](X(.!))) ds+ k (vTY-1(s)([u0 ,V]+ 

+~ t. lu;, lu;, VJ!) (X(,)))' ds > 2n~~ 1i}, 
unde n(j) înseamnă. card s; . Fie semimartingalul continuu 

{ vTy- 1 ( s) V (X( s)), s ~ O} ; procesul de varia.ţie pă.tra.tică. aso
ciat lui este 

ia.r procesul de variaţie mărginită. asociat este dat de 

1• vTY-1(u) { [uo, V)+~ E [u;, [u;, Vfl} (X(u)) <UT. 

Tinând c9nt că. 8m(j) < m(j - 1 ), obţillffll ~timarea căuta.tă. 
din lema. 2.6.6 aplica.tă. semimartingalului 

Y(t) = vTY-1(t)V (X(t)) 

şi demonstraţia se 1ncheie. O 

Exemple 1. Fie W = {(Wl, Wl) , t ~ O} o mişcare brown
iană. 2-dimensională. şi procesul X = {X(t), t ~ O} dat de 

{ 
X1 (t) = Wl 

X 2(t) ~ J~ W}dW;. 

Determina~ matricea Ma.Ilia.vin Q(t) corespunză.toar.e lui X(t) 
şi ară.taţi că. 
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Se poate ară.ta că EIJC: (W.1)2dsl-r < oo pentru orice r ~ 2 şi 
de aici rezultă că., pentru orice t > O, X(t) are densitatea infinit 
derivabilă. 

2. Fie f( t, s) de pătrat integrabil pe [O, l]2 şi fie F = 12(!) . 
Ară.taţi că. 

00 

li DF 11
2 = L >.! W(en)2

, 
n=l 

unde >-n , en sunt valorile· şi vectorii proprii corespunzători 
operatorului asociat lui f . ln cazul particular >-n = (1rn)- 2 

, 

se poate a.răta că. 

cu c, d > O şi deci F are densitatea infinit derivabilă. 
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3 

DEVIAŢII MARI 

3.1 REZULTATE GENERALE 

Pe câmpul de probabilitate (O.,K, P) vom considera un şir de 
variabile aleatoare reale {Xn, n ~ 1} independente şi identic repar
tizate, cu repartiţia (legea) µ. Să notăm 

(3.1) 

Comportamentul asimptotic al probabilităţilor 

P (Xn EA), A borelia.nă din R, când n---+ oo 

este descris, in ipoteza. f I x I dµ( x) < oo, de legea ta.re a. nu
merelor mari. Mai precis, intrucâ.t X n - m := f xdµ( x) aproape 
sigur, obţinem că limn-oo P (Xn EA) = 1 dacă A conţine o 

vecinătate a lui m, in timp ce limn-00 P ( X n E A) = O dacă 
mrţ. A. 

Pentru n mare, un eveniment de tipu-E {Xn EA} cu m ~ A 
reprezintă o situa.ţie de deviaţie- mare in raport cu m (sa.u de 
la mediam). Calificativ.ul "mar.e"' se referă la faptul că X n evită 
o vecinătate a lui m a câteii imicii:ne nm tinde la O câ.nd n - oo. 

Mai general, după mărime, deV1aţiile corespund evenimentelor 
de tipul (Xi+;~±X9 EA), A E 8(R), astfel 

Tip de deviaţii 
ma.n 

moderate (medii) 

UUCI 

Definiţie 

limn-oo ~ E [1, co] 
limn--+oo j: E [1, oo], si limn-oo ~ = O 

limn--+oo ~ E (O, 1] . 
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In particular, legile slabă şi tare a nunwirelor mari ( cu a,. = n) 
se incadrea.ză la deviaţii mari, iar teorema limită centrală ( cu 
a,. = n 112 ) şi legea. logaritmului iterat ( cu a,. = (2n loglog n )1

/
2

) 

se încadrează la deviaţii moderate. 
In acest curs vom p'rerenta. teoria deviaţiilor mari clasice (i.e. 

pentr~ a,. = n ), in dimensiune finită şi infinită (i.e când X„ iau 
valori in1.r-un spaţiu Ba.na.eh rea.I şi separabil). ' 

Vom prezenta in continuare deviaţiile mari in cazul in care 
multimea A de mai sus este o semi-dreaptă reală. 

Notăm transformarea Laplace a repartiţiei µ aplicaţia µ : 
R-+ (O, +oo] dată de 

(3.2) 

şi transformarea Cramer ). : R -+ (O, +oo] a lui µ aplicaţia. 

>.(x) = sup(tx - logµft)], x E R. (3.3) 
tER r. 

Observaţii 1. Ca anvelopă superioară de funcţii liniare, ). 
este convexă şi inferior semi-continuă. 
Dacă. are loc f Ix I dµ(x) < oo, atunci 

2. µ(t) = +oo pentru orice t > O <=> >.(x) = O pentru orice 
X 2: 0. 

3. Exi~tă t > O astfel ca µ(t) < oo <=> limz-oo >.(x) = +oo. 
Intr-adevăr, dacă. µ(t) = +oo pentru orice t > O, din relaţia 

(3.3) obţinem că. >.(x) = supt<o [tx - logj,i(t)] şi deci >.(x) = O 
pentru orice x 2: O. Dacă. există. t > O astfel ca µ( t) < oo, relaţia 
>.(x) 2: tx - logµ(t) ara.tă că limz-oo >.(x) = +oo. Implicaţiile 
reciprace din (2) ~ (3) reo;uJU din im_plic.aţii1o dire<"'t e din (3) 
resp. (2). 

Rezultatele 1,2 şi 3 rămâ.n adevărate dacă. înlocuim t, x > O, 
x-+ +oo prin t,x < O, x - · -oo 

4. Dacă. µ este finită într-o vecinătate a lui O, atunci funcţia 
>. îşi atinge minimu! în punctul m = fa xdµ(x) , iar >."(m) = 
1/ u 2 , unde u 2 este dispersia lui µ. 
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Exemple 1. Dacăµ = pbu + (1 - p)b„ cu u < v şi O < p < 1, 
avem 

v-u 1-p v-u p ' 

.\(x) = +oo, dacă x < u sau x > v 

{ 

~ log ~ + ~ log !!::!: - log (v - u) dacă u < x < v 

- logp pentru x = u 
- log (1 - p) pentru x = v. 

2. Dacă µ este repartiţia e:xponenţială ei, atunci 

A ( x) = { x - 1 - log x ~ dacă x > O 
+oo, daca x ~ O. 

3. Dacăµ este repartiţia normală (gausiana) N (m, a 2), atunci 
A( X) = 2!2 ( X - m )2 

, X E R. 
TEOREMA 3.1.1 Fie {Xn, n 2: 1} şir de variabile aleaton.re 

reale independente şi identic repartizate, cu aceeaşi repartiţie µ. 

Fie X n := ¼ (X1 + ... + Xn) şi A transformarea Cramer a lui 
µ. Alunei, pentru orice a E R, avem 

-.\(a)~ liminf _!_logP(Xn ~ a) (3.4) 
n-oo n 

-,\(a) ~ lirninf _!_ log P (x n 2 a). 
n-oc n 

Dacă J Ix I dµ(x) < oo, atunci au loc şi inegalităţile următoare , 

valabile pentru orice n 2: 1: 

.!_ log P (Xn ~a)~ -.\(a), pentru a~ jxdµ(x) (3.5) 
n 

~ log P (X" 2: a) ~ -,\la), pentru a 2: j xdµ(x). 

n emonslrafie. Legile variabilelor aleatoare Yn := Xn - a şi 

7," := -X" al! ca transformate Crarner funcţiile x ---t Ă(x + a) 
rcsp. x ---t Ă(-x). Este suficient deci de tratat cazul {a= O} şi 

de demonstrat numai inegalităţile privind P (X n 2: O). 
Să a.rătăm formulele (3.5). Presupunem că J xdµ(x) < O; 

defini~ia lui ,\ devine 

,\(O)= sup [-Iogµ(t)] = sup [-logµ(t)]. 
tER t,".0 
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Pentru t ?: O, putem scrie 

p (Xn?: 0) = p [et(X1+ ... +X,.)?: 1) 

:S E [e'<X1+ ... +Xn)] = (µ(t)r ; 

deci 

~ log_P (Xn?: o) :S !~ ~ogµ(t)] = ->.(O), 

adică (3.5). 
Demonstraţia formulelor (3.4) foloseşte următoarea lemă. tehnică 

(cazul in careµ este "cu suport finit"). 
LEMA 3.1.2 Fie x;,p; (1 :S i :S k-) numere reale astfel ca 

p; > O şi min; Xi < O < ma.x; x; . Notăm 

A tunci există o constantă c > O şi un număr natural N astfel ca 
orice n ?: N se poate scrie ca n = n1 + ... + n1o , unde numerele 
naturale n; verifică 

k 

En;x;?: Oşi f(n1,•••,n1o)?: cn-"l2bn. 
i=1 

Demonstraţia lemei 3.1.2 Conform formulei lui Stirling, pen· 
t ru z; E [l,oo), obţinem 

Să fixăm s E R astfel ca b = LI Si'.S'k p;e.x,. Atunci numerele 
reale u; = np, e•x, / b verifică 

k 

'°'u · -n 
~ ' - ' 
•= l 

k 

I:u;x; = O, 
i=l 

( ) 
_ . -k/'l bn g _ilJ ,·· ·, uk -n . 
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Fără a. pierde generalitatea, putem presupune că Xi ~ x„ pen
tru orice i. Punem N; = [u;] şi N,. = n - Li<lc u;. Pentru A > O 
fixat şi B variind intr-un interval mărginit fixat, există. o con
stantă. c1 cu proprietatea 

( 
V )Av+B > C (~)Av 

Av+B - 1 Av 

pentru orice v ~ l şi Av + B ~ l. De aici rezultă. existenţa unei 
constante c2 astfel ca (np;f N;t• ~ c2 (np;fu;t" pentru orice i 
şi orice n suficient de mare. Deci, pentru n suficient de mare, cu 
c3 =~ ,avem 

k k 

EN; = n, EN;x; ~ O, 
i=l i=l 

g (Ni, ... , N1c) ~ C3n-lcl 2 bn, 

şi lema este demonstrată.. 

Demonstra#a formulelor (3.,1.}. Putem presupune căµ ( (O, oo)) 
şi µ ((-oo, O)) sunt =/= O. Fie µ = Li>t p;8r, (suma cel mult 
numărabilă.) şip; > O pentru orice i. Pentru k suficient de mare, 
vom avea 

min x; < O < max x; . 
1$i$k 1$i$k 

Sirul monoton de funcţii J,.(t) = Lt<i<k p,etr, converge către 
µ(t) când k-+ oo, deci converge uniform converge către µ(t) pe 
orice compact inclus in {t I µ(t) < oo}. Cum f1c(t) tinde către 
+oo odată. cu I t I, avem 

lim [inf /1,(t)] = inf µ(t) = e--\(o)_ 
k-oo t t 

Punem b,. = inf1 f1c(t) şi fixăm k. Cu notaţiile din lema 3.1.2 
obţinem, pentru orice n 

şi deci 
1 (-- ) liminf - log P X n ~ O ~ log b,. . 

n-oo n . 

Facem k-+ oo şi obţinem formulele (3.4). 
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Să trecem la cazul general. Punem Yj•) = ! pentru ~ ~ 
Xn ~ ¼ . Fieµ. legea comună a~•) -urilor şi .A• transformarea 
Cramer a lui µ • . Construqia lui /J.• implică 

µ.(t) ~ e-ltl/•µ(t) pentru orice t,s > O. 

Cum (O, +oo) şi (-oo, O) nu sunt µ-neglijabile, avem că µ.(t) ~ 
Ae8 l1I , cu A, B constante strict pozitive. Putem scrie 

e-.\,(l/•) = i~f [e-11•µ..(t)] ~ i~ [e-2l111•µ.(t)] . 

Sirul de funcţii ga(t) = e-2ltl/•µ(t) converge crescător către µ(t) 
când s -+ oo şi către +oo când I t I-+ oo, pentru s > 2/ B . Ca 
mai sus , aceasta implică 

şi deci lim,-= [-.A,(1/s)] ~ -.A(O). 
Din cazul discret , pentru s fixat, obţinem 

{ _ (, ) } -
ş i ţinând ~ nt de incluziunea Y n ~ 1/ s ~ { X n 2 O} obţ i n~rn 

că 

liminf ~ log P (x n 2 o) 2 - A,(J / s); 
n - o:, TL 

facem s -+ ex:, şi obţinem fo rmula (1.4).D 
Obsorv.nţji l . 1n formulele (l !1) , f<'"l ri ,tiik :i c.;upra :--,~nrnu l:1i 

expresiei [a - f xdµ(x)] nu sunt puse decât pentru a fu m, da 
simplu singurul re1,ultat netfr;i ;,.I. l ntr-adeYă.r, dacă J 1·dJ1(:r) < 
a. ,wem <le ~xemplu 

·> Tc·o 1·,.. m;: ·: .1 .1 s11g-:rează că probabilitatea de a gă5i X n 

et::·i'. 0;.:i·.; ;•1i .r ·· ,1re ordiHul" t-n .l(.r); in aCf'.h:,tă fo r ··i . 
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rezultatul este fals, dar acest enunţ exprimă conţinutul intuitiv 
al teoremei 3.1.1, după cum vom preciza mai departe. Să reţinem 
pentru moment că valorile mari ale lui >. corespund punctelor 
în care apariţiile lui X n sunt puţin probabile. 

PROPOZITIA 3.1.3 Fie [u, v] C [-oo, +oo] anvelopa con
uexă inchisă a suportului repartiţieiµ cu J I x I dµ(x) < +oo. 
Atunci >.( x) = +oo pentru x fţ. [u, v] in timp ce >.( x) este finită 
şi continuă pentru x E ( u, v ).. ln plus, >. este continuă la stânga 
in v { c!.acă v este finit) şi continuă la dreapta in u ( dacă u este 
finit). Pentru v finit, relaJia .l.( v) = +oo este echivalentă cu 
µ ( { v}) = O· {rezultat analog pentru u finit). ln particular avem 

JR e•>-(:i:)dµ(x) < oo pentru orice s < 1 (3 .6) 

şi 

µ(t) < oo pentru orice t >O<=} lim >.(x) = +oo (3.7) 
z--++oo x 

{rezultat analog pentru t < O, x--+ -oo). 
DemonstraJie. Deoarece X„ E [u, v] aproape sigur, formulele 

{1.4) aplicate cu a< uşi a> v arată că >.(a)= +oo pentru a (ţ. 

[u, v]. Reciproc, fie m = J xdµ(x); dacă a ~ m şi >.(a) = +oo, 
formulele (3.5) ara.tă că P (x„ 2'. a) = O şi deci µ({a}) = O, 
ceea ce implică a 2'. v. Argument analog pentru a ~ m. De•ci >. 
este finită pe (u,v); în plus am văzut că >.(v) = +oo implică 
µ( { v}) = O, iar formulele {3.4) demonstrează reciproca. Toate 
proprietăţile de continuitate ale lui >. sunt consecinţe simple ale 
faptului că >. este convexă şi inferior semi-continuă. 

Formula (3.6) este evidentă dacă µ(t) = +oo pentru orice 
t > O sau dacă v este finit . In cazul contrar, întrucât Ă este 
convexă şi continuă pe ( u, +oo ), derivata ei ,V există. pe ( u, +oo) 
{mai puţin, eventual, pe o mulţime numărabilă). O integrare 
prin părţi împreună cu condiţia lim.,__.+00 .l.( x) = +oo arată că 
J:00 e•>-(:r)dµ( x) este finită dacă integrala 

r+oo . 
I:= lm e•>-(:i:)>.'(x)µ([x,+oo))dx 
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este finită.. Din formulele (3.5) aplicate pentru n = 1, obţinem 
că. µ([x , +oo)) $ e->.(;,,) pentru x ~ m, dP-Ci 

I$ L+oo e<•-~)-*)..X'(x)dx < +oo pentru.,< 1. 

Raţionăm ana.log pentru .1-
00 

şi formula {3.6) este demonstrată.. 
Să demonstrăm formula (3.7). Da.că µ(t) este finită pentru 

orice t > O, din definiţia. transformării Cramer rezultă., pentru 
t , X > O, că ~ ~ t - ~ log µ{ t) şi deci liminfz-+oo ~ ~ t. 
Cum teste arbitrar, obţinem că limz-+oo ~ = +co. 

Reciproc, pentru orice t > O fixat, are loc majora.rea. tx $ 
P(x) pentru x suficient de ma.re. Din formula (3.6), obţinem 

i+oo etzdµ(x) $ i+oo et/2>.(z)dµ(x) < +co, 

deci µ(t) este finită.□ 
Remarcă ln formula (3.6), condiţia s < 1 nu poate fi im

bunătaţită. (in general). De exemplu, da.că µ este gausiană sau 
exponenţială., atunci IR e>-{z)dµ(x) = +oe. Acest fapt rămâne 
adevărat pentru orice probabilitate µ pe R cu suport necom
pact astfel ca ji.(t) să fie finită cel puţin intr-un t i- O. In acest 
caz, ~ ar putea fi caracterizată. ca funcţia convexă. "cea mai mare 
la co" astfel·ca IR e•>-(z)dµ(x) este finită pentru s < 1 şi infinită 
pentru_ s = l. 

Fie E spaţiu Banach real şi separabil înzestrat cu borelienele 
8 (E ), iar µ o probabilitate pe E. Fie (O, P) câmp de prob
abilitate complet şi Xn · : n - E şir de variabile aleatoare 
independente şi ident ic repartizate, cu legea µ. Punem X n = 
¼ (X1 + .. . +X,,) : 

Pentru orice A E B (E), notăm 

I (A) = limirif .!_ log P (Xn E A) , 
n-++oo n 

- 1 (- ) l (A) = limsup- log P Xn E A 
n-++oo n 

~i observăm că -oo -S I( A) $ Î(A) $ O. 
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Dacă I(A) = Î(A), notăm 

l(A) = lim .!_logP(Xn EA). 
n-+oo n 

PROPOZITIA 3.1.4 Limita l(A) există pentru orice parte 
A E 8 (E) convexă. Oricare ar fi A, B E 8 (E), avem 

max: [l(A),I(B)] S l(A U B) S /(Au B) s max (i(A), Î(B)]. 

In particular, dacă l(A;) există pentrui = 1, ... , n, atunci există 
l (Ai U ... U An) şi este egală cu max [l (Ai), ... , l (An)] . 

Demonstraţie. Punem 

X= ! (X1 + ... + Xn) şi y = _!__ (Xn+l + ... + Xn+m) ; 
n m 

atunci X n+m = n;m X + n;m Y, iar convexitatea lui A implică 

(X E A)n(Y EA) C (Xn+m EA). Deducemcăµn(A)µm(A) S 
µn+m(A), unde µn este legea lui X n, deci funcţia f: N -+ [O, oo], 
f(n) = -logµn(A) este subaditivă, şi deci există limn-+oo ful. 

- n 
Apoi folosim faitul că I ri I sunt funcţii crescătoare şi că, 

pentru c > max lÎ(A), Î(B) şi n mare, µn(A) şi µn(B) sunt 

majorate de e"c, deci µn(A U B) S 2enc, adică l(A U B) S c. □ 
Vom numi transformarea Cramer a măsurii µ aplicaţia 

>. : E -+ [O, +oo], dată de 

>.(x) = -inf {l(A), A deschisă'. şi conve~, cu x EA}. (3.8) 

Exerciţiu Cu notaţiile de mai sus, arătaţi că 

>.(x) = -liml(B(x,6)), 
6-o 

unde B(x, 6) este bila din E de centru x şi rază 6. 
A priori, această. definiţie nu coincide cu definiţia din cazul 

E = R. Vom vedea că acest lucru se întâmplă in cazul in 
care momentele de ordinul 1 ale tuturor proiecţiilor (continue) 
I-dimensionale ale lui µ sunt finite. 

LEMA 3. 1.5 Transformata Cramer >. a lui µ este funcţi e 

convexă şi inferior semi-continuă. 
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Demonstraţie. lntr-a.devăr, pentru x E E şi c < A(:t) date, 
există o vecinătate deschisă şi convexă A a lui x astfel ca c < 
-l(A.). Pentru orice y EA, vom avea 

A(y) = sup { -I( B), B . vecinătate deschisă şi convexă a lui y} , 

deci A(y) ~ -l(A) > c. Funcţia. A este inferior semicontinuă 
deoarece verifică relaţia l(x)::; limin4,-2: A(y). 

Convexitatea. se verifică pe dreptele spaţiului, deci este sufi
cient de arătat că A(~)::; ½A(z)+ ½A(y) pentru orice x,y E E. 
Pentru orice deschis convex care oonţine :ţi, există deschisi con-

vexi B, C care oonţin x respectiv y şi a.st fel ca ( ½ B + ½ C) C A. 

Să. punem X = ¼(X;+ ... + X,.) şi Y = ¼ (X„+i + . .. + X2,.); 

incluziunea (X E B) U (Y E C) c (x2„ EA) implică µ,.(B) 

µ .. (C) $µ2,.(A), unde µ,. este legea lui X,. . Trecem la limită. 
după. n şi obţinem 

il(B) + il(C) $ l(A), 

deci -½>.(x)-½>.(y)::; l(A) iar apoi luăm inf după. A in membrul 
drept.O 

Fie (E ,µ) ca mai inainte şi A transformarea Cramer a lui Jl. 

Numim funcţionala Cramer a lui µ aplicaţia A : 'P (E) -+ 
[O, +oo] definită. prin 

A(A) = inf .X(x), Ac E. 2:EA. 
(3 .9) 

Să .observăm că. a cunoaşte A este echivalent cu a cunoaşte A. 
TEOREMA 3.1.6 Fie X .. : fl-+ E şir de variab ile aleatoare 

independente şi cu aceea.şi legeµ, iar A funcfionala Cramer a~o
ciatd' luiµ . Atunci' 

( a) P entru orice A E 8 (E) avem 

(3.iO) 

{b) Dacă A este compact, atunci 

(3.11) 
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(c) Pentru orice reuniune finită A de deschise convexe ale lui 
E, avem 

l(A) = -A(A). (3.12) 
o 

Demonstraţie. Da.că x EA, există o vecina.ta.te deschisă şi con-
o 

vexă Ca. lui x astfel ca. C CA şi a.vem I(A) ~ I(C) = l(C) ~ 
o 

- >.(x). Luăm sup după. x EA şi obţinem formula. (3.10). 

Intruc.ât Î este monotonă., avem Î(A) :S Î(Ă), deci putem pre
supune A compact pentru a demonstra (3.11). Fie a> -A(A); 
pentru ori~ x E A a.vem a > ->.(x) şi deci există. un deschis 
convex Cz 3 x a.stfel ca. a > I (C.:). Fie C:c, , i = 1, . . . , k o 
acoperire finită. a. lui A. Din propoziţia. 3.1.4 ştim că 

Î(A) $ _ma.x I (Cz;) < a 
•=1, ... ,A: 

şi cum a este arbitrar, obţinem (3.11). 
Din definiţia lui A, a.vem întotdeauna A (AU B) = inf [A(A), 

A(B)] . Conform propoziţiei 3.1.4 putem presupune A deschisă 
şi convexă pentru a demonstra. formula (3.12). Din (3.10) rezultă 
că - A(A) :S l(A), deci este suficient de demonstrat inegalitatea 

· inversă când l(A) este finită. 

Pentru f > O da.t, putem găsi N E N astfel ca. 

1 
- log µn(A) ~ l(A) - f pentru n ~ N. 
n 

Intruc.ât A este deschis şi convex, există un compact convex K 
inclus in A a.stfel ca.µ (A\ K) $ t , deci 

1 1 
N logµN(A ) - N logµN(K) $ ,:;. 

Acea.sta insea.mnă. că funcţia f(n) = - log µn(K) verific.ă. J(N) $ 
- [/(A) - 2t] N şi, intruc.ât K este convex, rezultă că f este . 
suba.ditivă. (vezi propozitia 3.1.4). In particular a.vem f(pN) $ 
- [l(A) - 2t] Np pentru orice p E N• şi deci 

. f(pN) 
-l(K) = lun -- $-/(A)+ 2t. 

p-oo pN 
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Formula (3.11) arată. inegalitatea A(K) :S -l(K). Ultimele două. 
inegalităţi, împreună. cu A(A) :S A(K) implică A(A) :S -l(A) + 
2t şi cum teste arbitrar, obţinem A(A) :S -l(A).□ 

PROPOZITIA 3.1.7 Transformarea Cramer asociată luiµ 
se poate calcula cu formula · 

..\(x) = sup {-/(H), H semi-spaţiu deschis, cu x E H}. 

Demonstratie. Fie a < ..\(x). Mulţimea convexă şi închisă 
C = {y; ..\(y) :S a} nu-l conţine pe x. Există deci un semi-spaţiu 
deschis H al lui E astfel ca. H n C = 0 şi x E H. ln particular 
A(H) 2: a. Din relaţia -l(H) = l\(H) obţinem că -l(H) 2: 
a , deci r = sup {-l( El), H semi-spaţiu deschis, cu x E H} este 
2: a pentru a < ..\(x) i.e. r 2: ..\(x). Inegalitatea opusă. rezultă 
direct din definiţia lui ..\(x). □ 
Observaţie Propoziţia 3.1.7 reduce calculul lui A la calculul 

lui l(H) cu H semi-spaţiu deschis, iar aceasta este o problemă 
I-dimensională, apropiată de cea rezolvată anterior . Acest fapt 
ne va permite să calculăm A in orice dimensiune, pornind de 
laµ. (transformata La.place a lui µ) iar funcţionala A devine in 
principiu calculabilă. 

Fieµ probabilitate pe 8 (E) . Notăm µ(t) := fE e<t,:r>dµ(x) , 
t E E' ( dualul lui E), transformarea Laplace a lui µ . Funcţia 
logµ(t) este definită pe E', cu valori in [O, +oo], este convexă 
şi inferior semi-continuă (E' este înzestrat cu topologia slabă 
CT (E', E)). Are loc următorul rezultat. 

PROPOZITIA 3.1.8 Cu notaţiile precedente, dacă 

JE I< t, x >I dµ(x) este finită pentru orice t E E', 

atunci 
.A (x) = sup[< t,x > -logµ(t)], x E E. 

tEE' 

Demonstraţie. Să considerăm µ centrată şi E = R ( cazul in 
care µ nu este centrată se reduce prin translaţie la. calculele ce 
urmează) . Avem de arătat ci.. 

f(x) := sup [tx - log µ(t)] 
tER 
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coincide cu 

g(x) := -liml((x-2t:, x+2t)), x E R. 
t'\.O · 

Cumµ este centrată, formulele (3.5) implică pentru x 2: O 

l((x -2t:, x + 2t:)) S: limsup .!..1ogP (xn 2: x -2t:) 
n-oo n 

S: - f(x - 2t:), 

deci 
g(x) 2: ?~f(x - 2t:) pentru x 2: O. (3.13) 

Formulele (3.4) implică pentru x 2: O 

- f ( x) S: lim.inf .!_ log P (X n 2: x) S: lim.inf .!_ log P (X n > x) 
n-oo . n n-oo n 

şi, conform formulei 3.12, obţinem 

Jim .!_logP(Xn > x) = -A((x,+oo)) = -inf g(y), 
n-oo n 11>x 

deci 
I(fx )) ~ inf g(y) pentru x 2: O. 

y>x 

Legea numerelor mari arată că g(O) = O şi cum g este conv-exă, 

inferior semicontinuă şi pozitivă, avem infy>x g(y) = lil"Ilt'\.O g(x+ 
t:) pentru x 2: O, deci 

f(x) 2: limg(x + t:) 
t'\.O 

(3.14) 

Pot avea loc urmatoarele situaţii. Există a, b E [O, +oo] astfel 
ca J, g să fie respectiv 
1) continue finite pe [O,a), [O,b) 
2) = +oo pe (a, +oo) , (b, +oo) 
3) continue la stânga in a pentru a finit (în b pentru b finit). 

Cu inegalităţile (3.13), (3.14), arătăm succesiv că a= b, apoi 
că / şi g coincid pe [O, +oo) \ {a}, deci coincid pe [O, +<X>) . 
Similar tratăm problema compararii lui r şi g pe (-oo, O] . 
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ln cazul general, fie x E E. Orice semi-spaţiu deschis care-l 
conţine pe x se scrie 

sau 

Hi:; = {y E E ; (t, y) - r >O}, cu 
(t, x) - r • > O pentru t E E' , r E R 

Hi~, = {y E E ; (t, y) - r < O} , cu 
{t, x) - r < O pentru t E E' , r E R. 

Fie t : E - R forma liniară asociată. lui t E E' şi să notăm Yn = 
l (Xn) , Lţ = t_( Hi:,) = (r, +oo) şi L; = t ( Ht~r) = (-oo, r), 

u = t(x), µt = t(µ), lt(A) = limn-«,o ¼ log P (Y n EA) 
= I [t- 1 (A)], ur.de A este deschis şi convex in R . Conform propo
ziţiei 3 .1. 7, notând transformarea Cramer a lui µt prin >.1 , 
obţinem 

de unde, ţinând cont că lt(L;) = I I t-1 (L;) I = l ( Hf,) , 
obţinem 

Luăm sup in membrul drept din ultima inegalitate după t E F,' 

şi obţinem sup {-l(H), H semi-spaţiu deschis, cu x E H}, care 
este egal (cf. propoziţiei 3.1.7) cu >.(x). Obţinem deci 

>.(x)=sup >.i(<t ,x>)=sup At(µ)[t(x)]. 
tEE' tEE' 

Din cazul E = R (studiat anterior) avem 

At [t(x)J = '{)t [t(x)] ~ sup [s · t(x) - logµ 1(s)] . 
•ER. 

Cum însă µ1(s) = µ( st) pentru s E R, t E E' , obţinem 
>.(x ) = suptEE'sup,ER [s•t(x)-logµ(st)], ceea ce arată că 
>.(x) = suptEE'[< t , x > -logµ(t)].□ 
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Exemple 1. E = Rd, µ este gausiană de medie M şi matrice 
de covariaţie E (presupusă inversabilă) . Atunci 

1 . 
Ă(x) = 2 (x - Mr E-1 (x - M) . 

2. E = Rd, dµ(x) = f(x)dx cu f(x) ~ J;r,: când I x 1-+ +oo. 
Atunci µ( t) = +oo pentru orice t # O, deci Ă = O ( cf. propoziţiei 
3.1.8). 

Observaţii . I. Din teorema 3.1.6 rezultă că Ă este identic nulă 
{::} pentru orice parte boreliană A a lui E, de interior nevid, are 
loc 

lim ! log P (X n E A) = O, 
n-+oo n 

deci situaţia Ă = O necesită o descriere mai fină a comporta
mentului asimptotic a.l P (Xn EA), care poate converge către 
O (atunci câ.nd fE xdµ(x) (ţ. A) e.g. cu viteză polinomială. in ¼-

2. Fie E = Rd, µ probabilitate pe E astfel ca fE Ix I dµ(x) < 
+oo şi µ nu încarcă nici un subspaţiu afin (propriu) al lui Rd . 
Dacă Ă este transformata Crarner a lui µ, atunci corespondenţa 
dintre Ă şi µ este biunivocă. 

3. In teoria funcţiilor convexe (in dualitate) pe E = Rd , se 

aratăcă.multimea.D(.X) := {x E Rd; .X(x) finită} are interiorul 
o 

nevid şi că Ă este diferenţiabilă. pe D (.X). ln plus, dacă y E â 
o • 

D (.X), atunci !im • 11 .X'(x) li= +oo. 
x-+y, xED(~) 

4. Tot in cazul E = Rd , se poate ară.ta că funcţia logµ este 
o 

diferenţiabilă pe D (logµ). In plus, dacă. µ(t) este finită. pentru 
orice t E Rd , atunci putem scrie Ă(x) = (z, x)-logµ(z), pentru 

orice x ED(.\), unde;; este soluţia (unică) a. ecuaţiei f (.z) = :r . 

Evaluarea lui l(A) se bazează. pe teorema 3.1.6 ; restricţia" A 

compact" pentru validitatea formulei Î(A) ~ -A (A) este 

prea puternică in majoritatea aplicaţiilor. Io vedea in contin 
uare şitu aţii cand această. condiţie devine inutilă. 
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LEMA 3. 1.9 Fie µ probabilitate pe spatiul Banach real şi 
separabil E, Xn ( n 2: 1) şir de variabile aleatoare independente 
de lege µ, cu valori in E. Dacă, pentru orice a > O există un 
compact I(.. C E astfel ca P ( X n (ţ. K .. ) $ cna pentru orice 

n 2: N(a), atunci, pentru orice B E B(E) avem 

l(B) $ -A (.a). 
ln plus, daca ,X este transformarea Cramer a luiµ, atunci mulţimile 
{x E E ; .X(x) $ b} sunt convexe şi compacte, pentru orice b > O. 

Demonstraţie. Este clar că Î (E \ I< .. ) $ -a. Avem 

Î(B) $ max {l (B n K .. ), l (B n (E \ K .. ))} 

$ max {I ( B n K .. ) , - a} . 

Cum B n 1(0 este compact, teorema 3.1.6 implică 

l(BnK .. ) $-A(BnK .. ) $-A(B), 

deci l(B) $ max {-A (B) , - a} pentru orice a> O, deci Î(B) $ 

-A (E). 
Fie b >· O şi a > b fixat. Mulţimea E \ K„ este deschisă, deci 

teorema 3.1.6 implică 

- A (E \ K 0 ) $ liminf I_ log P (x n E (E \ I<a)), 
n-+oo n 

deci , djn definiţia lui I<a rezultă -A (E \ J{ .. ) $ -a. In particu
lar avem ,\(x) 2: a pentru x (ţ. Ka , deci {x E E; ,\(x) ~ b} C l\a 
şi apoi folosim faptul că A este inferior semicontinuă. Observa~i 
că { x E E; A(x) $ b} este şi convexă ( deoarece A este convexă). □ 

Observaţie Demonstraţia lemei 3.1 .9 funcţionează in ipoteza 
E =spatiu vectorial topologic. 
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PROPOZITIA 3.1.10 Fie E dualul unui spatiu Banach F 
şi µ probabilitate pe B (E) astfel ca 

k e•llzlld1,( x) este finită pentru s intr-o vecinătate a lui O. 

Atunci, dacă A este transformata Cramer a lui µ , pentru orice 
A E B (E) avem 

~ A (A) ~ liminf .!. log p (x n E A) 
n-+oo n 

(3.15) 

o -
unde A, A sunt in raport cu topologia slabă a (E, F) pe E. /n 
plus, mulţimile {x E E; >.(x) ~ b} sunt compacte (slabe) pentru 
orice b > O. 
Demonstraţie Formulele (3.15) vor rezulta din teorema 3.1.6 

după construcţia compacţilor K 0 din lema 3.1.9 Fie Ba bila in
chisă de rază a din E, care este slab compactă. Din formulele 
(3.5) obţinem 

p (xn E Ba)= P(II Xn li> a) 

~ P {¼(li Xn li + • • • + li Xn li) > a} ~ e-no(a) , 

unde o este transformarea Cramer a lui v =legea lui 11 Xn li . 
Prin ipoteza Îl este finită intr-o vecinătate a lui O, deci 

lim0 _+00 a:(a) = +oo. Rămâne să aplicăm lema 3.1.9□ 
COROLAR 3.1.11 Fie E = Rd şiµ probabilitate pe B (E ) 

fi.s t/el ca µ.( t) să fie finită pentru orice t intr-o vecinătat e a lui 
O. Atunci, pentru orice A E B (E) avem 

-A (A) ~ liminf .!.1ogP (xn EA) 
n-+oo n 
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ln plus, >.(x)-+ +oo când x-+ oo in Rd. 
Observaţii 1. Dacă E = F' , atunci 8 (E) este acela!ii pentru 

orice topologie intre topologia normei şi cea slabă.. 1n particular, 
transformarea Cramer >. şi funcţionala Cramer A sunt aceleaşi 
pentru topologiile normei şi slabă.. Să. reamintim că dualul lui E 
cu topologia slabă este F; in particular spatiul C [O, l] nu este 
dual de :,patiu Banach. 

2. Interiorul unei mulţimi B E 8 (E) este mai mare în topolo
gia tare decât în cea slabă. in timp ce aderenţa ei este mai mică. 

Deci , valorile ~A ( .B) si -A ( B) se imbuna.tăţesc când tre

cem de la topologia slabă la cea a normei. Propoziţia 3.1.1 0 nu 
permite utilizarea acestor valori decât pentru topologia slabă, 

cel puţin in ce-l priveşte pe -A ( B) . ln continuare vom intări 
ipotezele, pentru a putea utiliza topologia tare. 

Fie r spaţiu topologic polonez; in acest curs vom considera 
r = Rd (d ~ 1) sau r = E (spaţiu Banach separabil). Fie 
Nt (r) spaţiul măsurilor mărginite pe B(r) şi M 1 (r) submulţi
mea convexă şi închisă a probabilităţilor pe B(r). Spaţiul M (r) 
ii considerăm inzestrat cu topologia convergenţei slabe : µ" ==> ţt 

dacă J J dµ .. -+ J J dµ pentru orice f E Cb(r). O parte C C 

M (r) este relativ compactă dacă, pentru orice ( > O, există 
K, conwact in r astfel ca µ± (r \ K,) s; t, pentru orice µ = 
µ+ - µ- E C. 

Fie ţt E MdE) cu fE li x li dµ(x) < +oo. Atunci există şi 
este unic un element notat b(µ) E E astfel ca 

(t,b(µ)) == L(t,x)dµ(x) pentru orice t E E', 

numit baricentrul lui /L Au loc următoarele proprietăţi : 
1. Dacă 11(C) = 1 atunci b(µ) E C, unde Ceste convex inchi ~ 

din E . 
2. Fie /l•n E M 1 (E) convergent cătreµ E M 1(E). Da<:ă B este 

o bilă închisă din E astfel ca µn(B) = 1 pentru orice n, atunci 
b(µn)-+ b(µ) când n-+ +oo. 
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LEMA 3.1.12 Fief: [0,+oo)-+ [0,+oo) funcţie continuă 
cu limt-+oo ~ = +oo. Atunci mulţimea . 

F(f, a):={µ E M1(E) ; k f (li x li) dµ(x) $a} 
este inchisă in M (E). Aplicaţia µ -+ b(µ) este bine-definită şi 
continuă pe F(f,a). 

Demonstraţie. Lema. lui Fa.tou ara.tă că F(f, a) este închisă. 
Pe de altă parte, pentru µ E F(f, a) şi r > O, avem 

li / xdµ(x) li$ / I! x li dµ(x) 
Jll:i:11?:r Jllzll?:r 

$ E(r) / f (li x ll)dµ(x) $ aE(r), 
111:i:ll?:r 

unde t( r) = supll:i:ll?:r [li x li / / ( li x li)] ; observăm că limr-+oo f{ r) 
= O şi aplicăm proprietatea. 2 de mai sus a baricentrelor pentru 
a obţine continuitatea aplicaţiei µ -+ b(µ) pe F(f, a). □ 

LEMA 3.1.13 Fie r spaţiu topologic polonez şi Xn şir de 
variabile aleatoare independente cu valori in r, cu aceeaşi lege 
µ. Să considerăm legea empirică a eşantionului X1 , ... , Xn i.e. 
variabila aleatoare Zn = ¼ (6x1 + ... + 6xn) cu valori in M1(r). 
Atunci, pentru orice a > O, există un compact K,(l in M 1(r) şi 
un număr natural N(a), astfel ca 

Demonstraţie. Fie bp, fp şiruri de numere pozitive care converg 
către O. Pentru fiecare p alegem un compact Kp in r astfel ca. 
µ (r \ Kp) $ bp . Notăm 

Fp = {v E M 1(r) cu v(r\ Kp) $ bp}. 
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Să arătăm că. 

(
b ) 1/2n,,, 

P ( Zn rţ :Fr,) $. ..!!. 
fp 

pentru orice n, p. (3.16) 

Dacă. acest lucru este arătat atunci, cu notaţia K, : = nr,>t:Fp 
(care este compact in M 1(I')) şi cu formula. (3.16), obţine~ 

\ 

(
b ) 1/2n<p 

P(Zn (ţ K,) $. EP(Zn (ţ :Fp) $. L ..!!. · 
p~l p~l fp 

Este suficient ~poi de considerat bp = t.,,u21>/•,. cu O < u < 1/2 
pentru a obţine 

P (Zn (ţ K,) $. L Unp $. 2un 
p~l 

şi lema. este demonstra.tă. Rămâne de arătat formula (3.16). 
Suprimăm indicele p pentru uşurinţa calculelor. Are loc 

P (Zn <ţ :F) 

= P { ¾ [lx• (X1) + ... + lxc (Xn)] > t} 
=P(Un>t), 

unde U; ~ lxc (Xi) este variabila aleatoare cu legea binomială 
a81 + (1 - a)80 , cu a=µ (Kc) şi a cărei transformare Cramer 
o notăr"u cu >.. După formulele (3.5) avem 

P ( Zn (ţ :F) S e-n-\(c) . (3.17) 

Dar, pentru f €= (O, 1) avem 
t . 1 - t 

>.(t) = dog - + (1 - t) log --
a 1 - a 

şi luăm b.,, < t.,, (ded a $. bP < t.,,) şi t.,, $. ½ pentru a. obţine 
>.( t.,,) 2 tp log t +½log½- Impunem condiţia ½t.,, log t 2 ½log½ 
pentru a obţine 

) 
1 fp 

>.(t„ 2 2t.,, log b' 
p 

ceea ce, impreună cu (23.17), demonstrează (3.16). □ 
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TEOREMA 3.1.14 Fie E spaţiu Banach real, separabil şiµ 
probabilitate pe E astfel ca 

k e•llzlldµ(x) este finită pentru orice s E R . 

Atunci, pentni orice A E 8 (E) avem 

....:A (Â) S liminf !_ log P (Xn EA) 
n-+oo n 

unde A este functionala Cramer asociată luiµ. ln plus, mulţimile 
{ x E E; A( x) S b} sunt compacte pentru orice b > O finit. 

Demonstraţie. Fie v legea comună a variabilelor li Xn li şi 

să notăm m = faxdv(x). Vom arăta existenţa unei funcţii f 
continuă şi convexă pe [O, +oo) astfel ca 

f( x ) = O pentru OS x S m 

lim f(x)=+oo 
z-+oo x 

r+oo 
Jo e•f(z)dv( x) este finita pentru s < l. 

(3.18) 

Cum Îl este finită pe R (din ipoteză), putem lua f(x) = A.,(x) 
pentru x E [m, +oo ), unde Av este transformarea Cramer a lui 
v şi f(x) = O pentru x E [O,m] . Cu notaţiile clin lemele 3.1.12 
si 3.1.13, avem 

s e-n~(a) ' 

unde prin Ae am notat transformarea Cramer asociată lui O, 
legea lui f (li X1 li). Conform formulelor (3.18), O(s) este finită in 
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vecinătatea lui O, deci >.e(a) converge către +oo când a-+ +oo. 
Deci , pentru orice A> O există aA astfel ca 

Fie acum LA := K,A n F(f, a), unde K,A este compactul din 
lema 3.1.13 Conform a.cestei leme şi a ultimei formule , obţinem 

P (Zn </..CA)~ 2e-nA pentru n? N(A). 

ln plus, conform lemei 3.1.12, LA este compact in M 1(E) , pe 
care aplicaţia 1r -+ b( 1r) este bine-definită şi continuă. Deci imag
inea LA = b (CA) este compactă in E şi 

P (Xn </.LA)= P (b(Zn) </. b(J:,A)) ~ P (Zn </.LA)~ 2e-nA 

pentru n ? N(A). Rămân de aplicat lema 3.1.9 şi teorema 
3.l .60 

Exemplu Fie repartiţiileµ( (dx) = (21r / tT 112 exp (-x2 /2t) dx . 
Arătaţi că 

lim t logµ( (A) = - essinf x 2 /2 
l-O rEA 

pentru orice boreliană reală A. 
Observaţii l. In ipotezele corolarului 3.1.11 , se observă că 

relaţia A (A) = A (A) (care implică A (A) = A (A) = 
A (A)) este suficientă pentru existenţa lui l(A) precum şi a 
relaţiei l(A) = -A(A) . Reciproca este falsă : fie E = R , µ = 
½60 + ½6·1 si A= (O, +oo) . Atunci avem l(A) = -A(A) deoarece 

A este deschis convex, in timp ce A (A) = A (A) = +oo iar 

A (A)= >.(1) = log 2. 
2. Dacâ A C'. E este mulţime des lliS<i şi ita.tii, fa.t:o 

{3.19) 

in ipotezele propoziţiei 3.1.10, ale corolarului 3.1.11 sau ale teo
remei 3.1.14 avem că 

există !im .!_ log P (x n E A) şi este egală. cu - A (A) . 
n-+oo n 

(3.20) 
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Dacă dim E < oo, atunci .X(•) este continuă, deci relaţiile (3.19) 
şi (3.20) sunt satisfă.cute. 

3. In cazul E = Rd , relaţia (3.20) pentru orice A C Rd 
boreliană este fals; se poate construi o mulţime A inchisă cu 
interior nevid, astfel ca A (A) < +oo şi 

P (Xn EA)= O, pentru n = 1,2, ... 

4. Din propoziţia 3.1.4 rezultă. că. relaţia (3.19) este satisfă.cută. 
pentru orice ACE deschisă şi convexă.; se poate ară.ta că. (3.19) 

este satisfă.cută. pentru E\ A, unde A C E este deschisă şi con
vexă.. 

3.2 CAZUL GAUSIAN 

Fie E spatiu Banach separabil. O probabilitate µ pe B (E) se 
numeşte gausiană dacă, pentru orice functională liniară ş i con
tinuă t : E -+ R , legea t(µ) este gausiană pe R. Dacă in plus 
t(µ) este centrată pentru orice t E E' , spunem că µ este cen-
trată. · 

TEOREMA 3.2.1 Dacăµ este probabilitate gausiană cen
trată pe E, atunci fE e•llxlld1i(x ) este finită pentru orice s E R . 
ln particular, fE li x 11 2 dµ(x) este finită. 

Demonstraţie. Putem presupuneµ centrată. Fie x, x1 , .. · . , Xn 
variabile aleatoare independente din E, toate având legea µ. Să 

observăm că, pentru n ~ I, legea lui ~ Lk=l Xk in raport cu 
µ" este aceeaşi cu legea lui x in raport cu µ. Vom arăta că este 
suficien t ca fE e•llrlldµ(x) să fie finită pentru un singur s E R. 
ln tr-adevăr, dacă este aşa, atu.ici 

= k, exp ( n112 n:/i li ţ Xk 11) µ" (dxi, ... , dxn ) 

:::; (JE e•llxll dµ(x ))" . 
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Acum să observăm că, dacă x, y sunt variabile aleatoare pe E, 
independente şi cu legea µ, atunci ( ™°' ~) a.re a.cee~i lege 
sub µ 2 ca şi (x, y) . Pentru O < s < t, avem 

µ2 ((x,y) E E2
: li x li~ s, li Y li~ t), 

= µ 2 ((x,y) E E2
: li x -y li~ 2112s, li x + y li~ 2112t) 

~ µ 2 ((x,y) E E2
: III x li - li Y III~ 2112s, li x li+ li Y li~ 2112t) 

(
. t - s) 

~ µ 2 
(X, Y) E E2 

: li X li /\ !I Y li~ 21/2 , 

deci 
µ ( X E E : li X li~ s) µ ( X E E : li X li~ t) 

~ (µ ( X E E : li X li~ \~2

8
) r · 

Luăm to = s ş; tn+I = s + 21l2 tn pentru a obţine 

µ(x E E: li X li~ tn+1)/µ(x E E: li X li~ s) 

~ (µ(xEE: llxll~tn)/µ(xEE: llxll~s)) 2 

Deci 
µ (x E E : li X li~ tn) 

~ µ ( x· E E : li x li~ s) X exp [2n log ţi ; x E : : li x li~ 8
)] 

µ X E : li X li~ s) 
pentru orice O < s < t şi n ~ O. ln particular, alegem pe s 
astfel ca µ ( x E E : li x 11 ~ s) / µ ( x E E : li x !I~ s) = p < 1 ; 
obţinom 

( 

?(n+I)/2 _ 1 ) 
µ X E E : li X li~ - 21 / 2 - 1 s s; e2"logp . □ 

Să notăm E' dualul lui E şi (t, x) dualitatea dintre t E E' şi 

x E E . Pentru µ centrată, definim covariaţia lui µ prin J( 

E' X E' - R, 

K( s, t) = jE(s,x)(t,x)dµ(x); s,t E E' . 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.2. CAZUL GAUSIAN 133 

Intrucât I K(s, t) l:s; c2 li s 1111 t li cu c2 = J II x 11 2 dµ(x), 
observăm că aplicaţia K este biliniară şi continuă pe E' x E' iar 
K(s, t) ~ O pentru t E E'. 

Spaţiul E' se scufundă într-un spaţiu Hilbert H în felul următor. 
Fiecarei t E E' ii asociem variabila aleatoare gausiană reală zt 
definită pe câmpul de probabilitate (E, B (E) , µ) prin Z 1

( x) = 
(t, x). Fie H închiderea in L2 (E, B (E), µ) a spaţiului vectorial 
{ zt , t E E'}. Aplicaţia Z : E' ___. H este liniară, continuă şi 
de ima;ine densă. ln plus, dacă notăm [·, ·] produsul scalar din 
L2 (E , B(E), µ) (deci şi din H), avem 

l((s , t) = [za, Z'] pentru orice s, t E E' . 

Să observăm că, dacă v E L2 (E, B (E), µ), atunci 

k, li xiii v(x) I dµ(x)::; c li v llv(E. B(E), µ) 

deci formula 
Sv = k, xv(x)dµ(x ) 

defineşte un operator liniar şi continuu S: L2 (E, B (E), µ) ___. 
E . Din construcţie avem 
fa Z•(x)v(x)dµ(x) = fE(s,x)v(x)dµ(x) = (s,fExv(x)dµ(x)) şi · 
deci 

[z1, v] = (t,Sv) pentru t E E', v E L2 {E, B(E), µ) , 

ceea ce arată că restricţia lui S la H este injectivă . 

ln concluzie, dată fiind o probabilitate gausiană µ pe spaţiul 
Banach separabil E, ii putem asocia un spaţiu Hilbert separab il 
H cu produsul scalar notat[· •)H , o injecţie liniară ş i cont i nuă 
S : H ___. E, o aplicaţie li niară şi continuă (de imagine densă) 
Z : E' ___. H astfel ca 

[zt,v]H = (t,Sv) pentru t E E', V EH, 

[zt,z•]H = K(t,s) pentru t,s E E' . 
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1 P.J:l,p_POZITIA 3.2.2 Fie µ probabilitate gausiană centrată 
p~-şpaţiul Banach separabil E. Fie H spaţiu Hilbert şi S : H - E 
i7je~ţia_. li_ni'ttră şi continuă asociate luiµ ca mai inainte. Atunci 
tran_şform.area Cramer ). a lui µ este dată de 

>.(x)-{ ½ li s-1x llii dacăx E S(H) 
, - +oo, dacă x E E\S (H). 

ln plus, operatorul S este compact. 
Demonstraţie. Transformarea Lapia.ce µ(t) se scrie 

µ.(~) ~ f e<t,z>dµ(x) = E [exp ( zt)], lE . 
deci logµ(t) = ½ [Zt,zt]8 = ½K(t , t). Propoziţia 3.1.8 arată că 

>.(x) = sup [< t, x > --
2
1 

K(t, t)], x E E, deci 
tEE' 

).(x) = sup [< t, X> --
2

1 li zt 11 2
]. (3.21) 

tEE' 

Fie acum x E E fixat astfel ca >.( x) < +oo. Pentru t E Ker Z 
şi orice a E R , conform formulei (3.21), avem >.(x) ~ a (t , x). 
ceea ce implică (t, x) = O. Aceasta insearnnă că există o aplicaţie 
liniară g : lm.Z - R astfel ca g (Zt) = (t, x) pentru orice i E E'. 
Tot din f~rmula (3.21) rezultă 

1 I g(v) l:S >.(x) + 2 11 v llh pentru v E lmZ, 

deci g este marginită pe intersecţia dintre Im Z şi bila unitate 
din H . Cum Im Z este densă in H, aplicaţia g se prelunge~te 
(unic) J,.. o funcţi<m~l.:. lini.ar.:. ~ cantinu<> pe H i .e . exi~d.ă w t 
H astfel ca g( v) = [v, w]H pentru orice v E H. In particular 
(t, x) = g (Z1

) -= [Zt, w]H = (t, Sw) pentru orice t E E' , deci 
x = Sw i.e. x E S(H). 

Reciproc, fie x E S (H) şi să scriem x = Sw cu w E H . 
Conform formulei (3.21), avem 

>.(x) = ::t { [zt, w]H - ~ li Z
1 llh} 
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şi cum Im Z este densă. in H, obţinem 

-\(x) = sup {[v, w]H - ! 11 .v Iii.}. 
veh 2 

Pentru li v IIH= a fixa.t, sup [v, w]H este a.tins şi este ega.l cu 

a li w IIH• Cum sup ( a li w IIH -½a2
) este ega.l cu ½ li w li&, 

obţinem -\(x) =½li w llif= ½ li s-1x li& şi in particular .\(x) < 
+oo. 

Calculul lui ,\ arată. că imaginea prin S a bilei unitate din 
H este { x E E : -\( x) $ 1}. Această mulţime este compactă ( cf. 
teoremei 3.1.14), deci S este operator compact. □ 

TEOREMA 3.2.3 Fie µ probabilitate gausiană centrată pe 
spaţiul Banach separabil E. Fie X : n -+ E variabilă aleatoare 
de legeµ. Fie A funcţionala Cramer asociată luiµ . Atunci, pen
tru orice A E 8 (E) avem 

-A (A) $ liminf t 2 log P (tX EA) 
<-+0 

$ limsup t 2 log P (tX EA)$ -A f,Ă) . 
<-+0 

Demonstraţie. Fie t E (O, 1) şi notăm n (t) partea întreagă a 
lui 1/t.2 • Putem scrie 

t = b(t) cu 1 - t 2 < b2(t) < 1. (3.22)-
n (t)1;2• - -

Fie X,, : O -+ E şir de variabile aleatoare independente, toate 
cu legea µ. lntrucâ.t µ este gausiană, media normalizată p1

/
2 X„ 

are aceea.<ji lege ca şi X pentru orice p. ln consecinţă 

P(t.X EA)= P(m(t)112 
Xn(,) EA) (3.23) 

= P ( X,.(,) E btt)A) 
Să. notăm F = { x E E : x = ay, 1 $ a $ 2, y EĂ} · Din defi

niţia lui A şi remarcând că transformarea Cramer A a lui µ 
satisface ,\(ax)= a2 .X(x) pentru orice a E R, x E E, obţinem 

A (F) = inf .-\(x) 
zEF 

(3.24) 
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= inf inf a 2 .X(y) = inf .X(y) = A (A) . 
- 1<11 <2 -

11E A - - 11EA 

Pe de altă parte, bl,iA C F da.că t este suficient de mic (F 
este inchisă) şi cum lim, .... 0 n(t) = +oe, teorema. 3.1.14 implică 

~ limsup ~ log P ( X n E F) ~ -A (F), 
n- +oo n 

ceea ce, impreună cu formulele (3.22)-(3 .24) da.u a. doua inegal
itate din concluzia tevremei. 

o 
Fie x EA. Există o vecinătate deschisă şi convexă V a lui x 

astfel ca, pentru t suficient de mic, să avem V C b/,)A. Conform 
aceleiaşi teoreme 3.1.14. avem 

liminf t 2 log P ( tX E A) ~ liminf b
2

(( t)) log P (x n(<l E v) 
,-o , .... o n t 

= -A (V) ~ ->.(x). 
o 

Luăm sup in membrul drept din ultima inegalitate după x EA 
şi obţinem prima inegalitate din concluzia teoremei. O 

Sa considerăm acum E spaţiu Hilbert separa.bi! şi ţt probabili
tate gausiană ( centrată) pe B (E). Are loc E -::= E' , iar covariaţia 

K (s, t) asociată luiµ se scrie 

I<(s , t) =· (s, Tt) = (Ts, t) pentru s, t E E, 

unde T : E --+ E este operator liniar, continuu, autoadjunct, 
pozitiv şi de urmă finită. Aceasta înseamnă ca există o bază 
ortonormală en a lui E şi numere pozitive r n astfel ca L!~ rn < 
+oo şi 

+oo 
Tx = L (x, en)rnen pent ru x E E . 

n=I 
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Vom nota T 1
/ 2 rădăcina pătrată (unică) auto-adjunctă a lui T, 

definită prin 

+oo 
T 112x = L (x, en)r~12en pentru x E E 

n=l 

şi H închiderea lui T 112 (E) . Atunci H este ortogonalul lui Ker T 
in E, iar Ker T, H sunt nucleul şi aderenţa imaginii lui T 112. In 
particular, restricţia lui T 112 la subspaţiul închis H este injectivă 
şi T 1 / 2 (E) = T 1/ 2 (H). 

PROPOZITIA 3.2.4 Fieµ probabilitate gausiană (centrată) 
pe spaJiul Hilbert separabilE, T : E-+ E operatorul de covariaJie 
asociat lui µ ca mai inainte şi H ortogonalul lui Ker T in E. 
Notăm cu S restricJia lui T 112 la H, deci S : H -+ E este in
jectiv şi aplică H pe T 112 (E). Atunci transformarea Cramer .,\ 
a lui µ este dată de 

.,\ X _ { ½ li s-1x li& dacă X E T 1l2 (E) 
( ) - +oo, dacă x fţ. T 112 (E) . 

DemonstraJie. Pentru orice s E E' = E, notăm z• = T 112s. 
Intrucât operatorul T 112 lasă pe H invariant şi verifică T 1 / 2 (E) = 
H, obţinem că Z : E' -+ H este operator liniar, continuu, de 
imagine densă, in timp ce S : H -+ E este injectiv. Rămâne de 
aplicat propoziţia 3.2.2, observând că S (H) = T 112 (E).O . 

Fie X, : n -+ R, t E [O, l] proces gausian centrat cu traiec
toriile continue a.s. Atunci covariaJia p i.e. 

p (s, t) = k X,(w)X,(w)dP(w), pentru s, t E [O, l], 

este continuă în (s, t). Reciproc, dacă p satisface condiţia Holder 

I p(s,t)- p(s',t') I~ ct. [I s - s' 1° + I t- t' 1°] 

pentru s, t, s', t' E [O, l], atunci procesul X 1 admite o versiune 
cu traiectoriile continue a.s. Mai mult, deindată ce procesul Xi 
admite o versiune cu traiectoriile continue a.s., putem găsi o ver
siune a procesului cu traiectoriile continue peste tot. Obţinem 
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astfel o aplicaţie măsura.bilă X : O -+ C [O, 1], unde X (w) 
este funcţia care lui t E [O, l] ii asociază Xt (w), iar C [O, 1] 
este spaţiul funcţiilor continue pe [O, l] inzestrat cu corpul bore
lienelor . 

Fieµ imaginea proba.bilitaţii P (dată pe O) prin aplicaţia X, 
i.e. legea procesului X 1 • Atunci µ este probabilitate gausiană 
centrată pe (E, B (E)), unde E = C [O, 1] inzestrat cu structura 
sa uzuală de spa~iu Bana.eh. 

lntr-adevar, E' este spaţiul măsurilor Radon mărginite pe 
[O, l ]; pentru orice 1r E E' , variabila aleatoare Z" : E -+ R 
definită prin 

Z,r(f) = (1r,J) = [ f(t)d1r(t), pentru/ E E 
110,1] 

are aceeaşi lege ( atunci când E este înzestrat cu probabilitatea 
µ) ca şi variabila aleatoare Y : O -+ R definită prin 

Y(w) = [ X 1(w)d1r(t). 
110,1] 

Deci imaginea măsurii µ prin orice funcţională liniară şi continuă 
este gausiană centrată., deci µ este gausiană r.entrată . 

Covariaţia I< a lui µ este dată de 

·. I<(1r , 77) = Cov [ [ X1d1r(t) , [ X1d11(t)] 
110.1] 110.1] 

= jj p(s , t)d1r(s)d17(t). 
[0,t] x[0,l] 

PROPOZITIA 3.!1.5 Fi.-; X 1 : O = R , t G {D, 1} prQ,,C<>,< g<rn 

sian centrat cu traiectoriile continue a.s., de covariaţie p( s, t) , 
s, t E [O, l] . Să definim operoiorul R : L2 [O, 1] - L2 [O , 1] prin 
Rf(t) = Ji p(t, s)f(s )ds. Atunci R ia valori in C [O , 1], este 
auto-adjunct , pozitiv, compact şi de urmă finită. Fie H ortog
onalul lui Ker R in L2 [O, 1] şi S restricţia la H a operatoru
lui R 1l 2 , deci S : H -+ L 2 [O, 1] este injectiv şi aplică H pe 
R1l 2 (l2 [O, l]) . 
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Fie µ legea procesului X 1 • Atunci transformarea Cramer Â a 
luiµ este dată (pentru f E C [O, 1]) de : 

>.(!) = { ½ li s-l f lli2[0,1) dacă j E R1l2 (L2 [O, l]) 
+oo, dacă J (ţ R1l 2 (L2 [O, l]). 

Demonstraţia se va baza pe lema următoare. 
LEMA 3.2.6 Fie C, L spaţii Banach separabile şi µ proba

bilitate gausiană centrată pe C. Dacă există o injecţie continuă 
i : C -+ L, atunci transformările Cramer ale măsurilor µ şi 

i (µ) sunt legate prin relaţia 

Demonstraţia lemei 3.2.6 Fie i* : L• -+ c• aplicaţia duală a 
lui i. Din definiţia covariaţiei obţinem 

K;(µ) (s, t) = K,, (i* (s), i* (t)) pentru s, t EL* . 

Cum i este injectivă, i* (L*) este densă in c• şi deci, pentru 
x E C, avem 

= sup [(i*(s),x)- ~K,,(i*(s),i*(s))] 
•EL• 2 

= sup [(s,i (x)) - -
2

1 
K;(,-) (s,s)] 

•EL• 

i.e. Â,,(x) = Â;(µ) (i(x)). □ 
Demonstraţia propoziţiei 3.2.5 Luăm C : = C [O, l] şi L: = 

L2 [O, 1] ; dacă i este injecţia canonică , lema 3.2.6 arată că, pen
tru f E C [O, l] avem>.,,(!)= A;(µ)(/) unde prin abuz de limbaj · 
am identificat f şi i(f). Apoi, covariaţia lui i (µ) este dată de 
K;(µ)(J,g) = (RJ,g)v[o,t] , iar calculul lui A;(µ) pentru spa.ţiui 
Hilbert L a fost făcut in propoziţia. 3.2.4 Folosim in final că Â 

este "restricţia" lui A;(,-) la C.D 
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3.3 APLICA ŢII 

APLICA ŢIE LA MIŞCAREA BROWNIANA, 
MĂSURI ŞI PROCESE GAUSIENE 

PROPOZITIA 3.3.1 Fie Wt : O -+ R, t E [O, l] mi§care 
browniană cu Wo = O a.s. Fie µ legea traiectoriilor mi§cării 
browniene Wt pe Co [O, 1], spaţiul Banach al funcţiilor continue 
pc [O, l] şi nule in O. Atunci transformarea Cramer A a luiµ este 
dată, pentru f E Co [O, 1], prin 

A(!) = i 11 f'(t)2dt 

dacă f este absolut continuă cu derivata {Lebesgue) f' , respectiv 
>-.(!) = +oo, dacă f nu este absolut continuă. 

Demonstraţie. Vom aplica propoziţia 3.2.5 spaţiului Co [O, l] 
in loc de C [O, l], ceea ce nu modifică nimic. Avem p(s, t) = s/1.t, 
ia.r opera.torul R: L2 [O, 1] -+ L2 (O, 1] este dat de 

R~(t) = lo1 

(s I\ t) g(s)ds = fot sg(s)ds + t 11 

g(s)ds . 

Este clar că, dacă feste continuă, nulă în O şi f = Rg, atunci f 
admite deriva.tă continuă f'(t) = J,1 g(s)ds nulă în l şi admite 
deriva.tă de ordinul doi f" = -g de pătrat integrabil. De aici 
rezultă că R este injectiv, că R (L2 [O, 1)) este mulţimea J E 
Co [O, 1] de două. ori deriva.bile, astfel ca f" E L2 (O, l] şi /'(l) = 
O. In fine, pentru f E R (L2'[0, 1]), avem R-1 / = -/". · 

Fie/ E R (L2 (O, l]); din f = -Rf", obţinem · 

li K 112 f llh10,11=1l R112 f" llh10,11= (Rf", J")P(0,1) 

= -UJ")v10,11 =li f' 11h10.11 , 
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in care ultima egalitate s-a obţinut prin integrare prin părţi, 
deoarece /(O)= f'(l) =O.Conform propoziţiei 3.2.5 avem 

>.(!) = t li R-112 f llh10,11= ~ 11· f' 111210,1] ' 

pentru f E R (L2 [O, l]). Acest rezultat trebuie extins la f E 
R112 (L2 [O, l]). Fie deci f = R1l 2g cu g E L2 [O, l], f E Co [O, l] . 
Cum R este injectiv, şi R112 este injectiv, deci R112 (L2 [O, l]) este 
dens in L2 [O, l]. Există un şir hn E L2 [O, l] astfel ca R 112 hn = 
9n converge către g in L2 [O, l], ceea ce implică convergenţa lui 
fn = R 112gn = Rhn către fin Co [O, l]. Cum fn E R (L2 [O, l]) , 
avem 

11 Yn llv10.11=II R-112 fn llv10,11=II !~ llv10,11 

şi cum 9n converge către g, se obţine că. f~ este şir mărginit in 
L2 [O, 1]. Putem deci extrage un subşir (notat tot/~) convergent 
slab către k E L2 [O, 1]. ln consecinţă, fn(t) = (/~, l[o,i])L2[0.1J 
converge pentru orice t E [O, l] către 

k(t) = (k, l[o,t])L2(0,1J = L k(s)ds. 

Cum fn converge către f in Co [O, 1], rezultă că f = k, deci 
există k = f' E L2 [O, l]. In plus, cum f~ converge slab către f' 
in L2 [O, l], avem 

li f' IIL2 [o 11$ lim.inf li /~ llv10 1] 
' n-++oo ' 

= lim+ li 9n llv(o,1J=II 9 llv(o,11=11 R-
112 f llv10,1) 

n--+ oo 

adică, tinând cont de propoziţia 3.2.5: 

i li f' 111210,1)$ >.(!) pentru J E Co [O, l] n R112 
( L2 [O, 1]) . 

In plus, am văzut că f E Co [O, 1] n R112 (L2 [O, 1]) implică exis
tenţa lui f' şi f' E L2 [O, 1]. 

Reciproc, fie f E Co [O, 1] astfel că / există şi f' E L2 [O, l]. 
Aproximăm f' in V [O, l] cu funcţii de clasă C 1 şi obţinem 
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existenţa unui şir Vn E Co [O, 1) astfel că v~ , v: există, v: E · 
L2 [O, lj, v~(l) = O, limn-+oo V~= f' în L2 [O, 1) şi limn-+oo Vn = 
f În Co [O, 1) . Semi-continuitatea inferioară a lui A implică..\(/) ~ 
liminfn-+oo A ( vn). Pe de altă parte, întrucât Vn E R (L2 [O, 1 ]), 
avem A ( vn) = ½ li v~ i1L2(0,1J, deci 

..\(!) ~ n~f
00 
i li v: llv[o,1]= ţ li f' llt210,1] · 

In particular A < +oo, ceea ce implică/ E R112 (L2 [O, l]). 
Am identificat deci Co [O, l] n R1/ 2 (L2 [O, l]) cu mulţimea f E 

Co [O, l] astfel că f' există şi E L2 [O, 1), am demo'lstrat că A(j) = 
½ li /' lli21o,1J pentru f E Co [O, l] n R112 (I2 [O, l]), in timp ce 
A = +oo in afara acestui subspaţiu.D 

Exerciţii 1. Fie procesul Ornstein-Uhlenbeck real definit prin 

Vi = o:e-131 fo
1 
e138dW. , Vo = O, 

sau ca soluţia unică a ecuaţiei stocastice Langevin 

Vi = aW1 - /311 

V.ds. 

Folosind metoda din propoziţia 3.3.1 , arătaţi că. transformarea 
Cramer. a acestui proces este, pentru J E Co [O, lj 

A(/) = _!_
2 

/

1 

[f'(t) + /3/(t)J2 dt 
2a Jo 

dacă f este absolut continuă cu derivata (Lebesgue) f' , respec
tiv A(i) = +oo. dacă J nu este absolut continuă. 

2. Fie A transformarea Cramer a legii traiectoriilor mişca.rii 
browniene şi f E Co [O, 1] cu A(!) < +oo. Arătaţi că 

lim limsup f 2 log p {sup lfW - fi < s} 
o-o t-o (0,1) 

= lim liminf f 2 log p {sup lfW - fi < s} =-A(/), 
o-o ,-o ; [o,t) 
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3. ln cazul unui proces gausian Xt (vezi propoziţia 3.2.-5), 
pentru f E R112 (L2 [O, l]), arătaţi că 

P { supr0 11 lt:X - fi < 8} • { -} 
Jim · = exp -c-2 >. (f ) . 
o-o P { sup[o.1) lt:X I < 8} 

4. Arătaţi că afirmaţiile de la 2 şi 3 rărnân adevărate in cazul 
unei variabile aleatoare cu valori intr-un spaţiu Banach (sau a 
unei probabilităţi cu valori intr-un spaţiu Banach). Mai precis. 
fie >. transformarea Cramer a unei variabile aleatoare X : n -+ 

E,cu E spaţiu Banach separabil, cu legea gausiană centrată. 
Atunci, pentru orice S (H) (vezi notaţiile din propoziţia 3.2.2 şi 
teorema :J.2.3), avem 

!im Jim t:2 log P ( li cX - x li< 8}° = - >. ( x) 
o-o <-+0 

ŞI 

. p (li t:X - X li< 8) { -2 } 1~J P(llt:Xll<8) =exp -c >.(x) · 

lndicatie. Arătaţi că, in ipoteza 

<l>(t) := {>.(x) :St} sunt mulţimi comp-acte pentru orice t > O. 

următoarele afirmaţii sunt echivalente. 
a) Pentru orice A C E deschisă avem 

liminf c2 log P (t:X E A)? -A (A). 
,-o 

a') Pentru orice 8, 1 > O, x E E , exi~ă t:o > O astfel ca 

P (li cX - x 11< .5) 2: exp (-c- 2 [>.(x) t 1 ]) pentru t: :S t:o. 

Similar, următoareie afirmaţii sunt echivalente. 
b) Pentru orice A C E ine,hisă avem · 

limsup t: 2 log P (t:X E Â) ~ -A (A). 
,-o 

b ') Pentru orice 8, 1 ,s > O, există t:0 > O astfel ca. 

P (li c\' - <I> (s) 112: 8) :S exp (-c-2 (s - 1 )) pentru t: :S to. 
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LEMA 3.3.2 Fie E spaţiu Banach separabil, ,\ transfonnarea 
Cramer a unei variabile aleatoare X : n -+ E şi A C E astfel 
ca. 

inf ,\ (x) = inf ,\ (x) , 
o -

xEA xEA 

iar valoarea comună este atinsă intr-un punct unic x0 E E. 
A lunc i, pentru orice fJ > O, 

Iim P { ( t:X E A) n ( li x - xo li< fJ)} = 1 
c-+O P (t:X EA) 

Demonstraţie. Să observăm că 

Apoi 

inf{.\(x), X EA, li x-xoH< s} > .\(xo) . 

limsupt:2 logP((t:X E A)n (li x-xo li~ 6)) 
,-o 

~ li~~~P t: 2 log P ( ( t:X EA) n (li x - xo li~ fJ )) 

< -A (xo). 

(3.25) 

Aceasta înseamnă că P ((t:X E A) n (li x - x 0 li~ fJ)) converge 
căt re O mai repede ca numitorul din ( 3.25 ) . □ 

Exemplu Fie procesul stocas t ic X1' µe intervalul [O, l] car<: 
sat isface ecuaţi a liniară 

P (1) x; = t d:i; = d V 1 , 
k=O 

i mpreună cu n con di ţii la fron t ieră, liniare, omogene şi deter
ministe, unde \,V1 este o mişcare browniană. Avem 

x; = t: fo 1 

G(s, t)dW, , 

unde G ( s, t) es te funcţ i a Green a problemei la front i eră asociată 

operato rul ui P ( d/dt )ş i condiţiilor la fron ti eră da te. Transfor
marea Cramer asociată traiectoriilor procesului Xt este ,\ (J) = 
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+ex:> dacă. J nu satisface condiţiile la frontieră sau dacă derivata 
<Jn,- 1 ft! dtn-t nu este absolut continuă, respectiv 

,\ (/) ~ ~ [ H :i H dl 

in caz contrar. Arătaţi că mulţimea A = {J E L2 [O, 1] li J 11 > c} 
satisface ipotezele lemei 3.3.2 şi deduceţi că 

!im t:2 log P { li X' li> c} = lim t:2 log P { li X' li~ c} ,-o <-0 

= - inf { ~ li P ( ! ) J 11
2

} , 

unde inf -ul se ia după toate funcţiile f care satisfac condiţiile 
la frontieră şi li J li= c. Io cazul particular in care P ( d/ dt) este 
autoadjunct in L2 [O, 1], avem 

unde ( este valoarea proprie cea mai mica in valoare absolută a 
lui P (d/dt) . 
Observaţie Vom vedea in capitolul următor un alt exemplu 

de aplicare al lemei 3.3.2 in cazul difuziilor {soluţiile ecuaţiilor 
stocastice), la evaluarea asimptotică a probabilităţii ca difuzia 
să rămâna intr-un domeniu şi a primului timp de ieşire a difuziei 
dintr-un domeniu. 

PROPOZITIA 3.3.3 Fie µ probabilitate gausiană centrată 
pe spaţiul Banach separabil E. Fie ). transformata ei Cramer şi 
I{ covariaţia ei. Atunci numerele 

a= inf {).(x) : x E E, li x li= 1} 

şi 

b = sup {K(t,t): t E E' , li t li= 1} 
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sunt finite şi avem 

!im _!_
2 

logµ{x E E, 11 x 112: r} =-a= -
2
1
b. 

r-+oo r 

Demonstraţie. Fie B = { x E E, 11 x li 2: 1}. Relaţia >.(ax) = 
a2>.(x) pentru a E R, x E E implică 

A ( B) = inf >.( x) = inf inf a 2 >.(y) = a. 
:cEB IIYll=I o>I 

A (k) = inf inf a.2 >.(y) = a. 
IIYl!=l 0 >1 

Cum B este închisă, teorema 3.2.3 implică 

!im _!_
2 

logµ { x E E, li x li 2: r} 
r-+oo r 

= !im _!_
2 

logP (!x E s) = -a, 
r-+oo r r 

unde X : (O, P) ---t E este variabilă aleatoare cu legea µ . 

Rămân de comparat numerele a si 1/2b. Pentru x E E, t E 

E' §i s 2'. O, avem >.(x) 2'. s(t,x) - ½s 2I<(t,t). Fie x E E cu 
li x 11= 1 fixat. Conform teoremei Hahn-Banach, există t 0 E E' 
cu 11 to 11= 1 astfel ca (to, x) = l. Obţinem 

§i de aici obţinem a 2'. i- Fie acum t E E' cu li t li= 1 ; avem 
t- 1 [1, +oo) C B. Fie Xn : n ---t E variabile aleatoare cu legea 
11 Ahm,i 

P (t (Xn) E [l, +oo)) :::; P (Xn E B). 
ln această inegalitate apHcăm log, facem n ---t +oo §Î, dacă 
notăm At(µ) transformata Cramer a lui t(µ), obţinem 

1 

2
!( (t, t) = ->.t(µ)(l) = -A,(µ) [l, +oe) :::; -A(B) = -a 
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şi de aici rezultă a :::; i. 
Cum K este biliniară şi continuă, rezultă că b < +oo şi deci 

a > O. Calculul lui >. arată că a < +oo şi deci b > 0. □ 

Vom vedea în cazul proceselor gausiene situa.ţii ia care atât >. 
cât şi numerele a, b se pot determina explicit. 

PROPOZITIA 3.3.4 Fie X 1 : O-+ R, t E [O, 1] proces gau
sian centrat cu traiectoriile continue a.s. , de covariaţie p(s, t), 
s , t E [O, l]. Dacă notăm b = suptE[O,IJ p(t, t), atunci 

1 { ) 1 lim 2 logP sup I X, I~ r > = --b. 
r-+oo r tE[0,I] J 2 

Demonstraţie . Conform propoziţiei 3.3.3 , este suficient dever
ificat -:ă 

sup{J<(11,1J); 1J E E' , 11 '7 li= l} = b. 

Fie TJ E E' cu li 77 11= 1. Putem scrie 1J = 17+ -17- , iJ = 17+ + 1]

şi li iJ ll=ll 11 li= 1, deci 

K(11,1J) = jj p(s,t)d17(s)d1J(t) 
[0,l]x[0,l] 

5 jj I p(s , t) I diJ(s)diJ(i) . 
(0,l]x[0,t) 

Func~ia peste pozitiv definită, deci p(s,t) 2 5 p(s,s)p(t,t) şi 

deci sup•,tE(O,!] I p( s, t) I= b, ceea ce arată că K ( 17, 1J) 5 b. Pe de 
altă parte, din compactitate, există t E [O, l] astfel ca. p(t, t) = b, 
ceea ce dă K (61, b1) = b. □ 
Remarcă Dacă procesul gausian X, are traiectoriile a .s. in 

L1' [O, l], cu p ~ 1, propoziţia 3.3.3 arată că . 

r~~oo :
2 

log P { (fo1 

I X, jP dt) l/p ~ r} 

există , dar calculul acestei limite, plecând de la p, nu este posi-. 
bilă "explicit" in general. O 
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LEGEA STRASSEN A LOGARITMULUI ITERAT 

Fie W 1 : n -+ R, t E [O, l] o mişcare browniană. cu Wo = O 
a.s. Fieµ legea traiectoriilor mişcării browniene W, pe Co [O, l], 
spaţiul Banach al funcţiilor continue pe [O, l] şi nule in O. Ream
intim că tW1;, , t E [l, +oo) este încă mişcare browniană., deci 
putem considera mişcarea browniană B1 definită pentru t E 
[O, +oo). 

Vom prezenta in continuare forma "functională" a legii 
logaritmului ·iterat pentru mişcarea browniană. Notăm prin 
AC [O, 1] spaţiul funcţiilor g E C [O, 1] cu proprietatea că, pentru 
orice t E [O, l], derivata (LebesgueJ g' a lui g există şi este 
de pătrat int.egrabil pe [O, t], inzestrat cu topologia indusă de 
C [O, 1]. 

TEOREMA 3.3.5 Sirul de procese 

{(2~loglognf112 Wnt, t E [O, 1] , n ~ 2}, 

(cu iraiectoriile in C0 [O, 1]}, este relativ compact in C0 [O, l] cu 
µ-probabilitate 1 şi multimea punctelor sale limită este dată de 

S = {f E AC[0,1], J(O) = O, fo1 

J'(x)2dx ~ l}. 

Acea:sta înseamnă că există n0 C n de probabilitate O cu 
proprietăţile următoare. 

1. Pentru orice w (ţ n0 şi orice şir de numere naturale n1 < 
n 2 < ... , există un subşir n1c, = ni.:;(w ) ~i o funcţie f E S astfel 
ca 

( )
-1/2 

2nk loglognk Wn, t (w)-+ J(t) uniform in t E [O, l],şi 
1 1 1 

2. Pentru orice f E S şi w fţ. !1o , există un şir nk = n1c(w, f) 
astfel ca 
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Conform propoziţiei 3.3.1, mulţimea limită S coincide cu 
{J E AC[O,l], f(O) = O, 2.X(f) ~ 1}. 

COROLAR 3.3.6 Dacă <I> : Co [O, l] -+ R este functională 
liniară şi continuă, atunci 

lirr.sup <I> ((2n loglog nr 112 Wn.) = Stip <I>(!) µ - a.s. 
n-+oo JES 

ln particular, pentru <I>(!) = f ( 1) , obţinem legea clasică a log
aritmului itemt : 

limsup±(2nloglogn)-112 Wn = 1 µ- a.s. 
n-+oo 

Observaţie Folosind un rezultat al lui Skorohod, care afirmă 
că un şir de variabile aleatoare se poate obţine redefinind o 
mişcare browniană, din teorema 3.3.5 se poate obţine forma 
"f11nclională" a legii Hartman- Wintner-Hincin a logaritmului 
iterat pentru variabile aleatoare identic repartizate. Mai precis , 
fie x;, X~, ... independente, identic repartizate pe (D', K', P') , 
cu media O şi dispersia 1. Atunci (Skorohod) există un câmp 
de probabilitate (D, K, P) şi pe el un şir de variabile aleatoare 
X 1, X 2 , .•. independente, identic repartizate, cu media O şi dis
persia 1, şi cu 

{Xn , n 2 1} = {X~ , n 2 1} in lege, 

precum şi o mişcare browniană { W,, t 2 O} pe ( n, K , P) astfel 
incât 

sup !St - Wd -+ O in P - probabilitate, 
t~O 

unde am notat So= O şi 

s - { Lk=I xk dacă t E N· 
1 

- (1 - t - [tl) S1,1 + (t - [tl) S[tj+i in caz contrar. 

Atunci (Hartman-Wintner-Hincin) şirul de procese 

{(2nloglognr112 snt' t E [0,1], n 2 2} , 
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este relativ compact in Co [O, 1] cu P-probabilitate 1 şi mulţimea 
punctelor sale limită este dată de S. 1n particular, procedând 
ca in corolarul 3.3.6, obţinem 

n 

limsup ± {2n loglog n )-112 L x,, = 1 p - a.s. 
n-+oo k=l 

Cu notaţiile de mai sus, fie µn legea lui Sntf n1l 2 . Arătaţi că 
µn -+ µ slab , unde µ este legea traiectoriilor mişcării browniene. 
(Principiul de invariantă al lui Donsker). 

Pentru a face demonstraţia teoremei 3.3.5, vom avea. nevoie 
de 

LEMA 3.3. 7 Fie K c Co [O, 1] compact, g E Co [O, 1] şi 
- 1/2 IC (1, +oo), 1 E/. Notăm 9n(t) = g(nt)/ {2loglog n) pentru 

n 2'. 2, t E [O, l]. Pentru i > 1, notăm in = [i"]. Dacă 

limsup li g;" - K li= O pentru orice i E /, 
n-+oo 

atunci şirul {gn , n 2'. 2} este relativ compact şi orice subşir con
vergent al său converge către un element din I(. 

Demonstraţie. lntrucât K este compact, există M > O ş i p : 

(O, 1] -+ (O, +oo) nedescrescătoare cu limc'\.,o p( t) = O şi 

supli f IIS M, sup I J(t) - f(s} IS p(t - s)' os s < t s 1. 
JEK . JEK 

Dat fiind f > O, să alegem i E J cu p(l -1/i) < f şi (i-1) x 
(M + f) < f. Apoi alegem un număr natural L 2 2 astfel ca 
loglogixjloglogx S i pentru x 2 L. ln fi::1e , fie n(i,f) cu 
/I 9,n - K I/<::: t pt:U.l f'U ri ~ n (ti, t) ; m:,tărn n ( t: ) - L \I ,i (i, ..:) . 
Pentru n 2 n ( f), să alegem m astfel ca im S n S in+I şi notăm 

N = [im+ 1
] ; cum m 2: n (i, f), ştim că li 9N - K li< f. Deci 

li 9n - I< li< f+ li 9n - 9N li.- Observând că 

9n(t) = g (;Nt) / {2loglogn)
1

/
2 

= 9N (;t) (2 loglogN) 112 
/ (2loglogn) 112 
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obţinem 

(2 loglog N) 
1
/

2 
( n ) ll9n-9NII= sup (

2
l l , 112 9N Nt -gN(t) 

0$t$1 og og n) 

(2 loglog N)
1

/
2 I ( n ) I < ------'---'---'-- - 1 li 9N li+ sup 9N Nt - 9N (t) 

(2 loglog n )112 
0$1$1 • 

< (2loglogN)
112 

1 (M ) 2 ( n) 
_--

12
- +t+t+pl--. 

(2 loglog n) I N 

Cum n :S N ~ An, avem 

1 
< (2 loglog N) 112 

< (2 loglog >.n) 112 < ). 

- (2loglogn) 112 - (2logk,gn) 1/
2 

- ' 

deci 

(2 loglog N) 112 

-'---"'-...::;,_-'-
1 

-
2 

- 1 (M + c) ~ (A - 1) (M + t) ~ c 
(2loglogn) 1 

ln a.cela.şi timp avem p(l - n/N) ~ p(l -1/>.) < t, deci 
li 9n - K li< 5t pentru n ~ n(t). □ 

Demonstraţia teoremei 3.3.S Fie i > 1 si 6 > O fixate 
notam in = [in], S6 = {g E Co [O, 1], li 9 - S li< 6}, (n(t) = 
Wni/ (2loglogn) 112 şi alegem 1<i<inf9 Es12>.(g). Din a <loua 
inegalitate a teoremei 3.3.1 rezultă 

µ ((;J) (/:. S
6

) ~ exp(-,loglogin) ~ (n _ /)1' log i 

pentru n suficient de mare. De aici obţinem 

Această egalitate este adevărată pentru orice E, > O deci, pentru 
orice i > 1, există B; cu µ (B;) = O ~i · 

lirnsup li (;J,w) - S li= O pentru w (/:. B; . 
n-+oo 
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Punem B = Un>t Bt+t/n; avemµ (B) = O şi pentru orice w (ţ. B 
aplicăm lema 3.3.6 cu I= {1 + 1/n , n 2: 1} pentru a obtine că 
şirul {~,, , n 2'. 2} este relativ compact şi orice subsir convergent 
al său converge către un element din S. 

Pentru reciprocă, să alegem o submulţime numărabilă densă 
in S, formată din funcţii J cu 2>.(J) < 1 (luăm e.g. fn(t) = 

. . 

fr! .fn (t ) dt ; n 2: 1, t E [0,1], unde fnE L2[0,lj este densă în 

{!E L2 [O, l ], IIÎ!IP[o.1]< 1 }). Este deci suficient de arătat că, 
pentru orice J E S cu 2).. (J) < 1, avem 

µ lliminf li (n(·) - fli= o)= 1. 
\n-+oo . 

Pentru k 2'. 2, definim 

{ 
O, pentru O ~ t ~ 1/ k 

h,(t ) = f(t) - f (1/ k) , pentru t 2'. 1/ k 

şi pentru m ~ 1 

S ă observăm că 

li ~km . - fli~ sup li (km li+ sup li fli+ sup li (km - fli 
· [0,1/k) (0,1/k) [t/k,1) 

~ 2 ( sup li ~Jcm li + sup li f 11) + li T/m,k - f1c ii · 
[0 ,1/k] [0,1/k] 

l acă C' := {v.-'. (," (-,w) este re:ativ compact} , pentru b > O şi 
i.,.J E C . există k(w) 2'. 2 cu 

li ~km - fli~ 8+ li T/m,lc(w) - fk li pentru m 2'. 1. 

Cum JL ( C ) = O, este suficient de arătat că pentru k 2'. 2, 
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lnsă procesele {7Jm,k , m ~ l} sunt independente in raport cuµ , 
deci vom arăta că 

L µ (li 1]m,k - f1c li< t) = +oo. 
m~l 

Din prima inegalitate din teorema 3.3.l obţinem că existăm (k ) 
cu proprietatea 

~ 
pentru m ~ m (k), unde "teste strict subunitar, iar f1c:= 

~' 
fk (t + 1/ k) pentru care J~-l/k f1c (t)2 dt $ 2..\ (J) < 1.0 

LEGEA ERDOS-RENYI A NUMERELOR MARI 

TEOREMA 3.3.8 Fie {Xn, n ~ I} un şir de variabile aleatoare 
reale independente, identic repartizate, toate cu aceeO,Şi repartiJie 
µ a cărei transformată Laplace µ, este finită intr-o vecinătate . 
a lui O. Notăm prin ..\ transformata Cramer a lui µ, S0 = O, 
Sn = Xi + ... + Xn şi 

a(c) := sup { x E R : ..\(x) $ i}. 
Atunci, pentru orice c > O, avem 

5'k+(clogn] - Sk ( ) !im max -~~~-- = a c a.s. , 
n-+oo OSkSn-[clogn] [clog n] 

unde [x] inseamnă partea intreagă a lui x E R . 
DemonstraJie. Notăm ln = [clog n] şi a = a(c). Să. arătăm 

mai intâi că 
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Fie 

. A* A* ( ). { sk+ln - S1c > } ŞI n = n c, f := max I - O'. + f . 
0$k$n-ln n + 1 

Din formulei~ (3.5) avem 

P (An) :S nP ( ~:" ?: a+ t) :S nexp (-ln>.(a + t)); 

din definiţia. lui o există un 8 > O ast_fel ca >.(a+ t:) ?: ~ , deci 

( I+ 8 ) P (An) :S nexp \--c- [clogn] 

şi dacă N este cel mai mic număr întreg astfel ca N8 > 1, atunci 
I:~=I P (An.,,.) < +oo. Similar demonstrăm că }:~=I P ( A~N) < 
+oo şi folosim faptul că /(n+t)N .- /n.,,. :S 1 pentru n mare. 

Să demonstrăm acum că 

Fie 

liminf max 
n-++oo 0$k$n-ln 

cum >.(o - t:) < ~ , pentru orice t > O şi c > O există iJ = 
8(c, t:) > O astfel~ 

(
1 - h) exp (->.(o - t:)) - 8?: exp -c- . 

Din formulele (:l.4)-(3.5) obţinem 

(n/ln) (S S ) 
P(Bn):S J]I p dln-ln(d-1)/n <o-f 
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{ (
s ) }[n/1,.) = 1 - p /~" ;::: O - t: 

{ 
. I }[n/1,.) 

~ 1 - ( exp ( - .X( o - t:)) - S) " 

~ { 1 - exp ( - 1 C h ln) rn/1,.) 

= O ( exp ( - 1:~:)) pentru n mare, 

deci seria I:~=l P (Bn) < +oo.D 
Observaţii. l. Funcţia o(c) din legea Erdos-R.enyi determină 

in mod unic legea variabilelor aleatoare Xn ( deoarece o deter
mină A, A determinăµ, iarµ determinăµ). 

2. In cazul unui şir { Xn, n ;::: 1} de variabile aleatoare reale in
dependente, identic repartizate cu P (Xn = -1) = P (Xn = I) = 
1/2, lc-gea Erdos-Renyi arată că 

max (Sk+(clogn] - Sk) ~ [clogn] a.s., 
0$k$n-(c logn) 

pentru orice c E (O, 1), deoarece în acest caz o(c) = l. 
3. Folosind rezultatul lui Skorohod ( amintit la forma funcţională 

a legii logaritmului iterat), din legea Erdos-Renyi putem obţine 
în cazul unei mişcări browniene {W1, t;::: O} : 

IWt+clogn - Wii 1-
lim max c log n = -c a.s., n-++oo 0$t~n-clogn 

pentru orice c > O (limita este tocmai o(c) în cazulµ= N (O, 1)). 

LEGEA TARE A NUMERELOR MARI 
IN SPATII BANA CH 

Pe câmpul de probabilitate (D, K, P) vom considera. un şir de 
variabile aleatoare {Xn,n;::: l} independente şi identic reparti 
za.te, cu legeaµ şi cu valori în spaţiul Ba.na.eh separabil E. Să 
notăm X n := ¼ (X1 + ... + Xn). 
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TEOREMA 3.3.9 Dacă E (li X1 li) < +oo, atunci X n --t 

E (µ ) a.s. (şi in probabilitate). 
Demonstraţie. Să presupunem că li X 1 11'.S M (a.s. sau in 

probabilitate). Atunci fE e•llrlldµ(x) '.S e•M < +oo pentru 0rice 
s E R şi deci, din teorema 3. ~.14 (ş1 lema 3.1.13) există un 
compact K C E şi o constantă c > O, cu 

P (Xn 'I. I<) = µn (Kc) '.S ce-n pentru orice n ~ 1, 

undeµ" este legea lui X n . Deci P (liminf n-.+oo { X n (ţ. K}) = O 

i .e. şirul { X n (w) , n ~ 1} este relativ compact pentru w E 01 , 

cu P (nn = O. Din legea tare a numerelor mari ( cazul real) 
avem 

t ( X n) --t t ( E (µ)) a.s., in probabilitate, 

pentru orice t E E' . Cum E este separabil, E' este w• -separabil , 
deci Xn(w) --t E(µ) slab, pentru w E 02, cu P(02) = O. 
Aceasta înseamnă că Xn (w) --t E(µ) tare, pentru w E 0 1 nn2 . 

Pentru cazul general, notăm XA"'f) = X[o,M) (li Xn 11) X" şi fie 
Y,!M) = Xn - X~M) pentru n ~ 1, M > O. Pentru f. > O dat , 

să alegem M > O cu E (11 Y/Ml 11) < l/4. Din legea tare pentru 

şirul { li Yn(M) li , n ~ 1} , alegem N astfel ca 

p (:~t ¼ E li Y1M) li~ l/3) < f./2 

ŞI 

p (sup !_ li X~M) - E (µ(M)) 112 f./3) < l/2, 
n?:.N n 

n.ndP/4(M) este lege.a lui „y}M) . Obsor,·o.nd di /I .B (µ ) - E (,.., tMl) li 

'.S E ( li Yi(M) li) , obţinem 

P (supli Xn - E(µ) li~ t:) 
n?:_N 
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APLICAŢIE IN STATISTICA 

Vom formula şi demonstra această. aplicaţie in cazul real, deşi 
rămâne adevărată in contextul unui spaţiu topologic polonez. 
Să remarcăm importanţa ei intrinsecă., deoarece se calculează. 
explicit transformarea Cramer a legii empirice asociate unui 
eşantion dat. 

Notă.m M (R) (resp. M 1 (R)) spaţiul măsurilor reale mărginite 
(resp. spaţiul probabilităţilor pe dreaptă.). Pentru µ,v E M 1 (R), 
definim informaţia Kullback lui v in raport cuµ prin 

Iµ{v) = f f(x) log f(x)dµ(x), dacă.veste absolut continuă in 
raport cuµ şi f(x) = i(x), 

I,,.(v) = +oo, dacă. v nu este absolut continuă in raport cuµ. 
Observăm ca I,,.(v) este cu atât "mai mare "cu cât veste mai 

îndepărtată deµ. In particular I,,.(v) =O# v = µ. . 
TEOREMA 3.3.10 Fie Xn şir de variabile aleatoare reale 

independente, cu aceea.şi legeµ. Să considerăm legea empirică a 
eşantionului X1 , .. . , Xn i.e. Zn := ¼ (8x1 + ... + 8x,.) cu valori 
in M 1 (R). Atunci, pentru orice A E M1 (R) avem 

-I,,. (A) $ liminf .!. logP (Zn EA) 
n-++oo n 

$ limsup.!.logP(Zn EA)$ -I,,. (A), 
n-++oo n 

unde !,,(A) = infveA I,,.(v) . Pentru orice reuniune A de deschise 
şi convexe din M 1 (R), avem 

- I" (A) = lim .!_ log P ( Zn E A) . 
n-++oo n 
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In fine , transformarea Cramer >. a legii lui c5x1 coincide cu lµ 
pe M 1 (R) şi este egală cu +oo pe M (R) \ M 1 (R). ln plus, 
mulţimile {>.(x) $ b} sunt compo.cte, pentru o,-ice b > O. 

Demonstraţie. Din lema 3.1.13 există., pentru orice a > O, 
un compact Ka in Mi'(R) astfel ca P (Zn <ţ Ka) $ cna . Lema 
3.1.9 şi teorema 3.1.6 furnizează. concluzia, dacă. arătam că trans
formarea Cramer >. a lui 1r (:=legea lui c5xi) coincide cu I,.. pe 
M 1 (R) şi est~ egală cu +oo pe M (R)\M 1 (R). Ultima afirma
ţie rezultă din faptul că. M 1 (R) conţine anvelopa convexă în
chisă a suportului lui 1r . Pentru II E M 1 (R), conform cu 
propoziţia 3.1.8, avem 

>.(11) = sup [(/, 11) _: log i(f)] . 
/EC(R) 

Din constructie, pentru f E C(R), avem 

i(f) = r exp ( (/, r)) d1r( T) = J ef(r)dµ( X), 
}M1(R) 

deci 

.X(v) = sup [jf(x)dv(x)- Iogf ef(r)dµ(x)]. 
JEC(R) 

Să presupunem că J,,(11) < +oo. Atunci 11 ~ µ şi fie g = :~. 
Pentru f E C (R), din inegalitatea Jensen, obţinem 

exp [/ (/- logg) l(g>O)gdµ] $ j exp(f - logg) l(g>O)gdµ , 

deci 
j fg<j,µ - j g loggdµ $ log j e1 dµ 

Sd.U 

j fdv - log j eJdµ $ j gloggdµ = I,..(11) . 

Luăm sup in membrul stâng dupa / E C (R) şi obţinem >.(11) $ 
I,_.( 11 ). Reciproc, presupunem >.(11) < +oo deci, pentru orice f E 
C (R ) avem 

j J dv - log j e1 dµ $ >.(11) < +oo. (3.26) 
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Formula. (3.26) rămâne a.devăra.tă pentru orice f măsurabilă şi 
ma.rginită ( cf. teoremei lui Luzin, restricţia unei astfel de funcţii 
la compacţi de v şi µ-măsură ~ 1 este continuă). Aplicăm 
(3 .26) funcţiei f = nlA , cu A C R, µ(A) = O şi obţinem 
nv(A) ~ .X(v) pentru orice n, deci v(A) = O. Notăm g = t şi, 
da.că log g ar fi mărginită, formula. (3.26) aplica.tă funcţiei log g 
ar implica. 

j loggdv-.: log j dµ ~ .X(v) 

i.e. Iµ(v) ~ .X(v). Da.că. logg nu e mărginită, o aproximăm cu 
funcţii măsurabile mărginite . O 

3.4 PERTURBAŢII ALEATOARE MICI 

Fie b : Rn _. Rn câmp (local) lipschitzian de vectori căruia. ii 
asociem soluţia maximală x 1 a sistemului dinamic 

(3.27) 

Fie (j aplica.ţie (local) lipschitziană de la. Rn in spaţiul matricilor 
(n, n). Pentru orice funcţie continuă f: R _. Rn , orice f 2: O 
şi orice x E Rn , ecuaţia. diferenţială 

(3.28) 

admite o soluţie maximală unică. cu Xo = X. Dacă. (a, b) este 
intervalul de definiţie al a.cestei soluţii maxima.le, atunci avem 
o < b ~ +oo, iar b nu nu poate fi finit da.cât dacă limt--+b llxrn = 
+oo. Vom numi b timpul de explozie al soluţiei x; . 

Să considerăm un proces gausian G, : n _. Rn cu traiectorii 
continue, f > O şi sistemul 

{ 
X:= b (X:) + f(j (X:) G1 
Xă = x, cu X E Rn dat, 

(3.29) 

unde, pentru orice w E n, x: (w) este soluţia maximală unică 
a lui (3.28) când inlocuim J, cu Gt (w) şi punem X0 (w) = x. 
Continuitatea soluţiilor lui (3.28) (ca funcţiona.le de J) implică 
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măsurabilitatea lui X; in raport cu corpul borelian generat de 
G. , O ~ s ~ t. Să observăm că, in gen~ral, x: nu este proces 
gaus1an. 

Problema pe care o studiem este de a preciza comportamentul 
traiectoriilor lui X; când f-+ O, mai precis să evaluăm probabil
itatea ca traiectoria lui X; , t E [O, 1] să apa.rtină unei mulţimi 
A de traiectorii "aberante "din punctul de vedere al sistemului 
(3.27). Aceste probabilităţi vor converge către O odată cu t, cu 
viteze de tipul exp (-C(A)t2 ), iar problema este de a evalua 
C(A). 

Interpretarea euristică a acestei probleme ".!ste următoarea. 
"Creşterile" LiX; = X1\ 6 , - x; "veŢifică" fiX; = b(X:) fit+ 
ta (X;) fiZ1 • Cu alte cuvinte, creşterea. deterministă b (X:) fit 
anticipată de sistemul (3.27) este perturba.tă aici de variabila 
aleatoare ta (X;) fiZ, ("zgomotul") a. cărei legi condiţionate 

de trecut la timpul t este gausia.nă centrată şi cu matricea. de 
covariaţie proporţională cu t 2 . 

Remarcă Da.că b = O, k = n , x = O, c, :=identitatea, 1.tunci 
X; = tZ1 , unde Z1 = J~ G,ds este proces gausian cu traiectorii 
continue ia.r a.ceasta situa.ţie a fost trata.tă in ca.pitoiul anterior. 

Vom presupune că timpii de explozie ai soluţiilor lui (3.27)
(3.29) sunt infiniţi. Aceasta se întâmplă e.g. da.că b şic, sunt cu 
creşteresubliniarăi.e. llc-(y)ll+llb(y)II ~ ct.(l + IIYII)- Totodată 
vom pre_supune că, pentru orice x E Rn , matricea c,(x ) este 
inversa.bilă. 

Observaţie In a.ceste ipoteze putem justifica afirmaţia. că 
(3.-29) este "perturbaţie aleatoare mică" a lui (3 .27). Mai 
precis, se a.rată uşor că, pentru orice t E IO, l] şi 8 > O, avem 

Vom nota C [O, 1] spaţiul funcţiilor continue f : [O, 1] -+ R n 
şi , pentru x E Rn , notăm Cx IO , l] subspa.ţiul funcţiilor J E 
C [O , l ] cu f(O) = x, ambele înzestra.te cu topologia convergen ţei 
uniforme. In particular , observăm că aplicaţia X< care asociază 
lui w E n traiectoria (soluţia. lui (3.29)) t-+ x; , t E IO, l], este 
măsurabilă de lan la Cx IO, l]. Fie acum x E Rn fixat. Pentru 
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orice J E C [O, l] , vom nota F:x(J) restricţia la [O, l] a soluţiei 
unice maximale g a ecuaţiei diferenţiale 

Din teoria ecuaţiilor diferenţiale ordinare, obţinem că aplicaţia 
Fx de la C [O, l] la C:x [O, l] este continuă. 

TEOREMA 3.4.1 /n ipotezele precedente, notăm A: C [O, l] 
-+ [O, +oo] transformarea Cramer a legii traiectoriilor procesului 

Gt in C [O, l]. Definim~ (g) = +oo dacă g nu este de clasă C1 

pe [O, l] şi 

~ (g) = A(!), 

cu f dată de !t = (7 (g1r1 (9t -b (gt))' t E [O, l], 9o = X. Dacă 
A (A)= inf9eA ~ (g) pentru A boreliană in C:x [O, l], atunci 

- A (A) ::; liminf t 2 log P (X< EA) 
<-O 

::; limsup t 2 log P (X< E A) ::; - A (A) . 
<-0 

Demonstraţie. Pentru g E C:x [O, 1] considerăm mulţimea (posi
bil vidă) Fz- 1 (g) a funcţiilor f E C [O, l] astfel că g este pe [O, l] 
soluţia maximală a ecuaţiei diferenţiale g1= b(g1 ) + o- (g1) / 1 cu 
9o = x. Atunci avem că A(g) = inf {A(j) lf E Fz- 1 (g)} pentru 

g E C:x [O, l] şi A (A)= A o Fz- 1 (A) pentru AC C:x [O, l]. 
lntrucât P (X< E A)= P { tG E Fz- 1 (A)}, teorema 3.2.3 arată 

că, atunci când t-+ O, liminf şi limsup ale lui t 2 log P (X< E A) 

sunt in intervalul [-A ( C), -A ( C)], unde C = Fz:- 1 (A). Con-

tinuitatea lui Fx implică CC Fz:- 1 (A) şi C-:> Fz:- 1 (A), deci 

Rămâne să aplicăm teorema 3.1.14,tinând cont că~ este inferior 

semi-continuă şi ca mulţimile { ~ (g) :S a} sunt compacte pentru 
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orice a ~ O finit ( deoarece A este inferior semi-continuă şi Fr este 
continuă). □ 
Observaţie Ipotezele in care am lucrat se pot adapta uşor la 

situaţia in care procesul gausian G1 are traiectoriile in L2 (resp . 
continue) şi înzestrând spaţiul traiectoriilor lui x: cu norma 

(11.<Jllh + li g 1112) 
112 

(resp. IIYII;, + li g li;, ). □ 

Situaţia tratată. până acum se referă la un proces X; ale 
carui traiectorii verifică" ecuaţia stocastică " dXf = b (X:) dt + 
U7 (xn dZt , unde Zt este proces gausian cu traiectoriile con
tinue şi diferenţia.bile. 

Cazul ecuaţiilor stocastice ar corespunae lui Z1 = W1 , unde 
W1 este mişcare browniană. Insă. W1 nu este diferenţiabilă., deci 
nu este posibil să considerăm Xf ca funcţională. i:ontinuă de 

"f W1 " , dar putem considera x; ca funcţională. de F:r. ( f W.) , 
unde W . înseamnă traiectoria mişcării browniene in Rn . ln gen
eral însă, regularitatea aplicaţiei Fr se reduce in acest caz doar la 
măsurabilitate, deşi rezultatul formal vom vedea că rămâne adc
varat i.e. dacă notăm A funcţionala Cramer a mişcării browniene 

şi ~ "funcţionala Cramer " asociată ecuaţiei stocastice dX,' = 
b (xn dt + lO" (X:) dWi , din propoziţia 3.3.1 şi teorema 3.•Ll , 
avem 

~ [ ] 1 d .. A (g) = A pr-l (g) = 211 dtpr-l (g) lli2' 

unde relaţia J = Fr-l (g) înseamnă 9t = J~ [ b (g.) + o- (g.) j.] ds, 

adică 
~ 1 /

1 
l [ · ] 2 A (g) = Q lo li o-(g.r g. -b(g.) li ds . 

Să. arătăm imă acest lucru riguros; punctul " tare" va fi in a 
arăta că, pentru f mic, aplicaţia Fr "seamănă" cu o aplica~ie 
continuă. 

Fie D C R" deschis , o- câmp de matrice ( n, n) şi o familie de 
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câmpuri de vectori b, , t. ~ O (bo =: b) care satisfac condiţiile 

a E C1 (D) 
b, sunt local lipschitziene pe D (3.30) 

li1I1<-o b,(x) = b(x) uniform pe compactele lui D. 

Notam prin Xt soluţia ecuaţiei diferenţiale stocastice pe D 

(3.31) 

unde W, este mişcare browniană de dimensiune n . Vom pre
supune că ecuaţia (3.31) are o soluţie unică conservativă. x: : 
n -+ D, t E [O, 1] i.e. timpul de explozie al acestei soluţii este in
fini t pe D şi traiectoriile soluţiei sunt in Cr (D), spaţiul funcţiilor 
f continue pe D cu f(O) = x. Vom nota X' : O-+ Cr (D) vari
abila aleatoare care asociază lui w E O traiectoria t-+ x: (w). 

Observaţie Sistemul (3.31) apare şi el ca perturbaţie alea
toare mică a sistemului dinamic (3.27) in sensul că, pentru 
orice t E [O, l] şi 6 > O, avem 

lim P { sup 1x; - x.l > a} = o ; 
,-o 0:5•:5! 

in plus acest model este invariant la scbimbarile de coordo
nate i.e. dacă. c.p : D -+ D' (D' deschis din Rn) este difeomor
fism , atunci procesul 'fi (X:) verifică o ecuaţie de tip (3.31). cu 
coeficienţi b~ ,a' care satisfac condiţiile (3 .30). 

Vom nota AC (D) spaţiul funcţiilor g E C (D) cu proprietatea 

că, pentru orice t E [O, l], derivata (Lebesgue) 9 a lui g există şi 
este de pătrat integrabil pe [O, tj, inzestrat cu topologia indusă 
de C (D). Din teoria. ecuaţiilor diferenţiale ordinare, avem 

LEMA 3.4.2 Fie x E D şi f E AC (D). Atunci ecuaţia 
diferenţială 

(3.32) 

admite o soluţie unică g E AC (D) cu go = x. Notăm această 
asociere g = Fr (!). Aplicaţia F : D x AC (D) -+ AC (D) nu· 
este in general continuă, dar restricţia ei la D X K 4 este continuă 

pentru orice a~ O, unde Ka := {! E AC(D) lfcJ litl2 dt '.Sa}-
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o 
1n plus, pentru. orice compacţi K, L C D cu K CL şi orice a > O, 
există t, c > O cu proprietăţile 

(i) pentru orice v E K, J E I<0 , funcţia h = Fv(f) are timpul 
de explozie infinit şi h ( [O, t]) C L. 

(ii) pentru orice v, w E K, f E K 11 şi s ~ t avem 

sup I Fv(f) - Fw(f) I~ eca I V - w I . 
10 .• j 

TEOREMA 3.4.3 Cu notaţiile şi in ipotezele precedente, să 
fixăm un compact I( C D şi numerele reale a > O. t E (O, l]. 
Atunci, pentru orice R, p > O există o , r, to > O cu proprietatea 
următoare. Pentru o~ice x E K, f E· AC (Rn), g = Fx(f) care 

verifică J~ 1ft l2 dt ~ a şi g ( [O, t]) C K, ,elaţiile E ~ Eo şi 
I XJ - x I~ r (P-a.s.) implică 

P [sup I tW - f I~ o, sup I X' - g I> p] 
[0,t] [0,t] 

(3.33) 

~ exp (-Rt- 2
). 

Observaţii Pentru h E C (D), să notăm 

fo,t (h,r) = {k E C (D) lsup I h - k I~ r} 
. [O ,t] 

banda inchisă de axă h şi rază r. Teorema 3.4.3 garantează că, 
pentru E şi o mici şi dacă neglijăm un eveniment de probabili
tate inferioară lui exp (-Rc2 ), prezenţa lui tW in banda A = 
r o.t (!, a) implică prezenţa lui X' în banda de axă g = Fr(f) şi 
rază p, cu condiţia• ca Xo sa fie suficient de aproape de 90 = X . 

Teorema :1.4.3 descrie deci o proprie tate de "continuitate" a. 
aplicaţiei măsurabile care lui dV ii asociază X ' când x = X~ es te 
fixat. Formal,propoziţia3.3.l implicălim,-ot 2 1ogP(tW EA) = 

-A (A), unde A (A) = inf.,.EA .X(cp) şi .X( cp) = ½ f~ jJ(ţÎ.Jl 2 ds, 
norma fiind euclidiană. Probabilitatea P (tW EA) se comportă 
deci ca şi exp (-(ct.)c 2 ); dar, pentru R suficient de ma.re, proba
bilităţile in exp (-Rc 2 ) sunt neglijabile in raport cu P (tW EA). 
Aceasta ajută la inţelegerea consecinţei urmă. Loa.rc . 
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COROLARUL 3.4.4 ln ipotezele şi cu notaţiile din teorema 
3.,(.3, să fixăm x, J şi punem g = Fz:f. Atunci, pentru orice 
p > O şi O S t ~ 1, există ao > O astfel ca relaţia a S a0 să 

implice 

limP [X( E rot (g,p) lt:W E rot (f,a)] = 1. 
( -+0 ' ' 

Mai precis, pentru orice p, R > O şi O S t S 1, există a 0 > O ş i 
fo (a) > O cu proprietatea 

pentru a Sao şif S fo (a). 
Dernonstrâţia corolarului 3.4-4 Vom nota simplu r o.t (g , p) = 

r g si ro,tU,a) = r,. Fie p= P[X( E rgJlW E r,J . Atunci 

P = 1- P[(t:W E r,)n(X( (ţ. rg)]_ (3.34) 
P(t:WEr1) 

Fie a = ½ f~ l/d2 dt. Conform propoziţiei 3.3.1, avem 

limt:2logP[t:W E r,J = -A(f1) ~ -a 
c-o 

deci, pentru f S t:1 {a) 

{3.35) 

Pentru R > O dat , să punem R1 = R + 2a. Teorema 3.4.3 
aplicată lui p, t, R1 implică existenţa unor f-0 {R1), ao {R1) astfel 
că majorarea (3.33) se aplică pentru f S f-0 (Ri) şi a Sao (Ri). 
Din formulele (3.34) şi (3.35) rezultă, pentru a :=; ao (R1) şi 

t: ~ f-0 ( Ri) I\ t:1 

p > 1 - exp(-Ri/t:2) = 1 -exp (- R) . □ 
- exp(-2a/f2) t: 2 

Demonstraţia teoremei 3.,(.3 Fie K, L C D compacte astfel ca 
o 

K CL. Notam Kr reuniunea bilelor inchise de centru v E /( ~i 
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o 
de rază r >O.Fixăm r 0 > O astfel ca K 3r° CL, a> O, TE (O, 1] 

~i punem Ka = { J E AC (R") IJJ' lid2 dt :'.Sa}· 
Din propoziţia 3.4.2, există s0 E (O, T] astfel ca, pentru orice 

f E /{0 şi orice v E J(ro , funcţia h = Frf să fie definită pe 
[O, s0 ] şi h ([O, s0 ]) C K 2r 0 • In plus, pentru s0 sufi-:ient de mic, 
există. o constantă c > O astfel ca, pentru s :S s0 , v, w E K'0 , 

.f E 1<0 să avem 

sup (Fvf, Fwf) :'.Sec• I V - w I . 
[O,s] 

(3 .36) 

Pentru p E (O , rol, v E K'0 şi g = Fvf, cu notaţia '-Pt = Xt - 9t 

avem , pentru t :'.S so 

unde am notat a,= t: [a (X!) - a (g.)]. h. = b, (X:) - b (g. ), 

Z t = J~ a (g.) [t:dW.- j. ds] . 
Funcţia m. = f.a (X!) E L2 [O , s0 ] şi, integrând prin părli, 

obţinem 

Pentru a > O, p E (O, r 0 ], considerăm timpii de stopare 

TJ = inf {s E [O, 1] ; I dV, - J. 12 a} 
0=inf{sE[0, 1]; 1x;-g.l2p}. 

Pent.ru t S /J I\ .s0 ; X i şi 9t ra'.mân in l\':J --o e L şi exist/1 deci o 
con~tantă care majorează (peste lot ) expresiile I a (gt) I, 
I a (X:) - a (gt) I / I X,' - 9t I, I b (X:) - b (gi) I / I x; - g, I şi 
J~ I m, 12 ds. 

Convergenţa lui b, către b este uniformă pe compacţi deci, 
pentru orice Î > O, există t:0 (-y) > O astfel ca 

I b,(xn-b(X:) l:'.S î pentru t: :'.S t:o si t :'.S 0 /\.so. 
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Punem condiţiile 

V E Kro , f E Ka , f. :S fo = fo (î), P :S ro 

I Xo - V l:S p/ R P-a.s. 

pentru a obţine majorările ( cu c constantă adecvată) 

I at I :S fCp pentru t :S 0 I\ s0 

fc
1 

h,ds :S fo' I bc(X;)-b(X;) I ds 

(3 .37) 

+ fo1 

I b, (X;) - b(g.) I ds :S ('y + cp) t pentru t :S 01\ so 

I z, 1:S c0 pentru t :S 0 I\ so I\ TJ. 

Punem Wt = 1i a.dW. = 'Pt - Zt - J~ h,ds - Xo + v pentru a 
obţine 

Fie s :S s0 . Cu notaţia A:= {0 :S s :S TJ} , obţinem I cpe I= p 

şi, tinând cont de majorările prccedeute, obţinem 

1 I W9 12: P - ca ·- -ys - csp - -;p . 
0 

ln afară de condiţiile (3.37), să punem şi condiţiile 

1 1 1 
co- :S 5p, s :S so , cs :S 

5
, ,so = 5p (3.38) 

pentru a obţine că AC {I W912: ½P} - Dacă w~, i = l , .. . , n 
sunt coordonatele lui W9 , atunci 

(3.39) . 

Pentru orice i = 1, . .. , n, w; este martingal local al carui proces · 
crescator asociat d, este majorat de Ii I a. /2 ds, deci Z 1 := 

exp ( M w: - ~J d,) este martingal local pentru orice M E R. 
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ln consecintă, Zu,8 este martingal mărginit pentru t E [O, T] şi 
E(Z."e) = E(Zo) = l. Putem scrie deci 

iar din (3.38) obtinem 

deci 

) ( 
lw M

2 
2 2 2) :'.SE (Z."e exp - 5 p + 2 t: se p . 

Alegem acum M = p/5 (t:2sc2p2
) pentru a obţine 

p { w:"8 ~ ip} :S exp (- 50t:!sc2 ) • 

Similar găsim o majorare pentru P { w!"8 :'.S -½p} deci, irnpreună 
cu (3 .39) obţinem, in ipotezele (3.37) şi (3.38) 

P (A) :'.S 2nexp (- 50t:!sc2). 

Ceea ce am demon1;trat până acum se poate enunţa astfel. ln 
ipotezele 

p :'.S r0 , f :'.S f1 (p) = to (
5
:J, o::; Oo (p) = ;c (3.40) 

p I 
o ::; o 0 (p) = 

5
c, s :'.S s1 = se Â 

5
c, 

are loc 

p [sup I f B - J \::; o, sup Ix· - g i~ p] 
~-~ [o,~ 

(3.41) 
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< 2n exp (-
1 

) . 
- -50t:2sc2 

Conform proprietatii Markov obţinem că, dacă 

J E Ka. , p '.S ro , ( '.S t:1 (p), o '.Sao (p), s '.S s1, t + s '.ST, 

atunci, pe mulţimea {w E n ; Xl E K'0 }, are loc P-a.s . ine
galitatea 

P [sup I t:W - J l'.S a, sup I X' -G1 I?: pi.Fi] 
[t,t+•l [t,t+•l 

(3.42) 

'.S;2nexp(- ~ 2 ) , 
50t: SC 

unde F, este corpul borelian generat de mişcarea browniană 
până la momentul t, iar G1 este traiectoria aleatoare definită 

pe [t. t + s] ca soluţia unică a ecuaţiei stocastice t/J.= b ( ip,) + 
a ( l,'.·.) J., care porneşte din x; la timpul t. 

F, acum f E AC (Rn)şi N E N• . Punem g = Fz:(f), s = 
T/N şi presupunem verificate condiţiile 

J E Ka. , g ([O, T]) CI<, E '.S f1 (p), a '.Sao (p), s '.S s1 . 
(3.43) 

Pentru k =O, ... , N - 1, definim evenimentele 

Ao = {sup I X' - g I?: P} , 
(o,.J 

A1;; = { sup I X' - Gk. I?: p}, k = I, ... , N - l. 
fh ,(,l:+1),J 

Prin recurenţă după. k, in ipoteza 

(3.44) 

să arătăm că, pentru k = 1, ... , N avem 

Aon .. . nAk-1 (3.45) 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



i iO 3. DF:VIATII MARI 

C {sup IX'-gJ~p(ecb_l)/(ec• _1)} 
[O,b) 

Pentru /,· = 1 relaţia (3.45) este evidentă . Dacă este adevărată 
pentru un k = 1, ... , N - 1, fie w E A0 n ... n Ak ; din ipoteza 
de inductie avem 

ecb - l ecT - 1 ecT - l 
I ţ t - I< --- < --- < N---

, b 9 ks - p ec• - 1 - p e cT /N - 1 - p cT 

deci. in ipoteza (3.44), avem că XZ:s E !{ro . Traiec, ,, riile G'ks 
iau \·aiori in D pe [ks, (k + 1) s] iar propriet.atPa (3.:J6 ) impli că 

I Gb l<I \·"' ' SUp -g - , ·"-k,- !iks;, 
[b, (k+l)•l 

deci 
sup J X' - g I~ P + ecs J .\), 

[k. ,(k+l)•l 

Obţinem in fine 

sup I X' - g I~ pec• ( ecks - 1) / ( lcs - 1 ) 
[O,(k+ t)s) 

= p ( ec(k+ t l• - 1) / ( ec• - 1) , 

deci (3.4?) este demonstrată. 

Fie r · > O arbitrar §i presupunem indeplinită condi~ia 

ecT - I 
pN cT < r I\ ro 

. \ lunci (3. 4-5) implî_că. pentru ,/.:= N , 

deci 

Ao iî ... n A/\·-1 C {sup I ) .. ·, - g I< r}. 
[o,T] 

{ } 

N-1 

sup I X ' - g 12:'. r CA~ n ... n A~v -i =-= LJ Fk , 
[O.T) k=O 

(3..16) 

(3.47) 
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unde Fo = A0, Fk = Aon . .. nA1<_ 1nAî pentru k = 1, . . . , N - 1. 
Din (3 .45) şi (3.46) a.vem Fk C {Xt E Kro} n Aî şi deci Fk C 

{Xk. E J<ro} n {sup[k,,(k+i)•l I X ' - Gk. I> p}. 
Condiţiile (3.43), (3.46) şi 

I XJ - 9o l'.S bp P-a.s. 
;J 

(3.48) 

imp li că Fo C {I X0 - 9o l'.S ¼P}n{sup[o,•J I X' - g I> p}. Aplicăm 
acum inegalităţile (3.41) şi (3.42) pentru a obţine , pentru k = 
O, . . .. N -1, 

P [Fk n {sup I tB - J l'.S o}] '.S 2nexp (-
1 

2 ). (3.49) 
[O,T] 5Ot.2 SC 

Notăm Q = { sup[o,T] I tB - J l'.S o , sup[o,T] I X' - g 12: r }. 
Din (3.47)-(3.49) rezultă (pentru că s = T/N) 

P (Q) '.S 2nN exp (- 50)Tc2) 

ş i cum se-• '.S e-•/2 pentru orice s 2: O, avem 

P(Q) '.S lOOnt2Tc2 exp(- ~T ) . 
lOOt c2 

Fie R > O arbitrar ; in condiţiile (3.43), (3.46), (3.48) şi 

(3 .50) 

obţinem P (Q) '.S exp (-R/t.2). Pentru a termina demonstraţia, 
să observăm că setul următor de condiţii implică (3.43) , (3.46) , 
(3.48) ş i (3.50) . 

t ~ f2(r, R), a '.S 01 (r, R) , f E K,, , g ([O , T]) C K 

I XJ - x l'.S 1/5po (r, R) P-a.s. , 

unde t. 2 (r , R) = min [t.1 (p0 ) , IjJI00nTc2 ) , o 1 (r , R) = oo (po),· 

p0 = min [cT (r I\ ro) /2No ( ecT - 1), ro] , iar No = No (R) este 

ales 2: max (1OOTc2 R, T / s1 ) . □ 
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Definim transformarea Cramer A C (D) -+ [O, +oo] a 
sistemului dinamic (3.31) prin 

A (g) = +oo pentru g E C (D), g (/:. AC (D), 

şi funcţionala Cramer a sistemului (3.31) prin 

A (A) = inf A (g) pentru orice AC C (D). 
gEA 

(3.51) 

(3.52) 

Interpretarea transformării Cramer este aceea că A (g) măsoară 
distanţa dintre g şi soluţia sistemului (3 .27), ambele plecând din 
acela.şi punct x E D şi utilizând pe spaţiul tangent la D in :r 

metrica definită de forma pătratică·½ li a(xr 1 
(-) 11 2

. 

PROPOZITIA 3.4.5 Cu notaJiile de mai sus şi in ipote zele 
(3.30), transformarea Cramer (3.51 ) este inferior semicontinuă, 

pentru orice compact K C D şi a 2:'. O, m1Llţimi/e {g E C (D), 
g0 E K, Ă (g) S a} sunt compacte şi, pentru orice g E C ( D) , 
avem 

Ă(g) = inf {~ (!), f E AC(R"), g = Frf} , (3.53) 

undt ~ (!) = ½ Jd lj, 12 dt este transformarea Cramer a mişcării 
browniene (cf. propoziţiei 3.3.1). ln această formulă, inf este 
atins dacă Ă (g) este finită. 

DemonstraJie. Fie borelianul 

şi, pentru (x, v) E D· , notăm 

K (x,v) ={wEcr(xr 1 (v),lv l= inf lu1}. 
uEo-(r)-1(v) 

Cum {(u, v) IK (x, v) n Sf 0} este borelian pentru orice închis 
S din R" , există o funcţie boreliană X : D· -+ R" cu propri
etatea x (x, v) E [{ (x, v) pentru orice (x , v) E D· . 
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Fie g E C (D) cu >. (g) finită . Din faptul că 

li 0'-
1 (x)v 11 2= inf {1 w 12 , w E Rn _, o-(x)w = v}, 

avem (9t , 9t -b (gt)) E D• şi 

pentru orice t E [O, l]. Din (3.51) avem 

1 11 I [ 

1

2 >.(g) = i lo X 9t, 9t -b(g1)] dt < +oo, 

deci există J E AC (R n) astfel ca >. (g) = ½ Jd 1ft 12 dt ( este 

suficient de luat j 1 = X [g1 , g1 -b (g1)] pentru aproape toţi t E 
[O, l]). Am arătat că. , dacă g E C:: (D) cu >. (g) finită, atunci 

există J E AC (Rn) astfel ca~ (J) = >. (g) si g = F::f. 
Fie acum h E AC (Rn) cu g = F::h ; pentru aproape toţi 

t E [O, l] avem 

. . . 
şi !1= o-(gt) h1, deci !!11 2 ~ jh1j2 a.e. Aceasta inseamnă că 

>. (g) =~ (J) = ! /
1 

1Îtl2 dt ~ ! /1 lht1 2 dt =~ (h) 
2 lo 2 lo 

deci (3.53) este satisfacută. 

Conform propoziţiei 3.4.2, dacă K,. = { f E C (Rn), ~ (J) ~a} 
şi dacă K este compact in D, atunci restricţia lui F:: la K x K„ 
(cu valori în C (D)), este continuă. Din (3.51) rezultă că.>. este 
inferior semicontinuă şi că F:: (K x K,.) este compact. □ 

Exerciţiu Folosind teorema 3.4.5, regăsiţi transformarea Cramer 
a procesului Ornstein-Uhlenbeck, ca difuzie perturbată aleator .· 

COROLAR 3.4.6 ln ipotezele şi cu notaţiile de mai sus, 
pentru orice AC C:: (D) avem 

- A (A) ~ liminf f.
2 log p ( x· E A ) , .... o 
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:S limsup t: 2 log P (X< E A)$ - A (A) . 
•-O 

o 
Demonstraţie. Fie g EA cu >. (g) finită. Din propoziţia 3.4 .5 , 

există f E AC (D) astfel ca ~ J) = >. (g) şi g = Fz: J, Apoi 
există t E [O, l] şi p > O astfel ca 

{ h E C:(D)lsup I h-g l:S p} CA. 
[0 ,t] 

Fie R > O astfel ca R > >. (g) =~ (f) . Conform teoremei 3.4 .3 
există. o , t:0 > O cu proprietatea urm~toare. Relatia t: :S t:0 im
plică. 

ceea ce dă 

p r sup I t:W - f l:S o, sup I x· - g I> p] 
~ [0,t] [0,t] 

:S exp (-Rt:-2
), 

P (X• E A) 2 P [sup I X< - g l:S p] 
[0,1] 

2 P [sup I t:W - J 1:S a] - exp (-Rt:- 2
) . 

(0,t] 

Din propozitia 3.4.5 avem 

lim t:2 log P (sup I t:W - J l:S a) 
•-O [0,t] 

' 

= - inf { ~ (cp) /sup l cp - /)~A-} ::? - A(/) 
[O,t] 

şi - ~ (J ) > - R, ceea ce implică 

o 
Luam sup după g EA şi obţinem prima inegalitate din corolar. 
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Fie acum a< A (.4) §i punem /\'0 = {g E Cr (D) I~ (g) Sa}. 

La= {l E AC(Rn) I; (J ) :Sa}; avem /{ 0 = }~(La), Din 

/\·,,n .~= 0, pentru orice g E /\'0 ex i stă o vecinătate deschisă V.1 
a lui gin ('x (D) a stfel ca \·~ n A= 0. Există p9 > O, t 9 E [0.1 ] 
astfel r·a 

Fie 19 E La a.st.fC'l ca g = Fr (I;). Din teorema 3.4.3. pentru 
R > a, există a 9 , t 9 > O cu proprietatea următoare. Dacă 

D9 = {1 E AC (R ") js up I l - 19 I< 0 9 } • 
[0.!9] 

at1 1nci 

ceea ce implică 

Din acoperirea desc hisă ( D9 \ 0 , . a lui L0 extragem o acoperire 

fi . V D9 D9 . D - k D9 Ob . V mta 1 , ... , k ş i punem • - Ui=I i . ţinem ca 

(tW ED.) n ()('EA)= u, {(tB E Df) n (X' EA)}, 

care este inclus in evenimentul U i { ( dV E Df) n (X' (ţ V9,)}. 

Deci, <la.că alegem t S min { t:91 , .. . , t 9.}. avem 

ceea ce imp lică 

P(X' EA) S P[(dl ':::: n. 1 .l \ .\' c .· \ )] -t- P (t ll' E f)_ J 

S kexp (-Rt- 2
) + P (t W E D: ). 
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Propozitia 3.3.l implică 

( deoarece D. este deschis) , deci 

l (A) = limsupe:2 logP(X' EA) 
,-o 

::; ( - R) V ( - A ( D~ )) . 
Cum R > a şi D: n LQ = 0, membrul al douca este majorat de 

-a. Relaţia / (A) S -a pentru orice a <. A (A), a finit , implică 

Î (A) '.S - \ (A). □ 
Observaţie Transformarea Cramer .A (deci şi funcţionala Crarn <'r 

A) in cazul perturbaţiilor cu procese gausiene şi al ecuaţiilor sto
castice sunt uniforme in raport cu x E R " , când e: --+ O. 

APLICATII 

Să considerăm X; soluţia ecuaţiei diferenţiale stocastice 

dX; = b(X:)dt + e:dW1 , pe R" , cu x: = x 0 

Dacă. D este domeniu in R" cu x 0 E D, notăm âD frontiera 
lui D, r' = inf {t : x; 'f D} prima ieşire a lui Xf din D şi 

ll o ( t) = {J E C ( .fl") : fo = xo , fi E D U â D} , 

Ho (t) = {J E C (R") : Jo= xo , J~ (ţ. D pentru un OS s :S t} . 
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PROPOZITIA 3.4. 7 Dacă frontiera lui D coincide cu fron 

tiera lui D, atunci 

liro l 2 log P { x: E D} = - inf >.. (!) 
,-o /EHo(t) 

{3.54) 

Şl 

limf2 logP{r''.St}=- inf >-.(!) . (3.55) 
c~o -

/EHv(t) 

Demonstraţie. Relaţia {3.55) va rezulta din lema 3.3.2; să 
verificăm ipotezele aa-,steia. Presupunem că inf _ >.. (!) 

/EHv(t) 
= ). (Jo), cu Jo = xo . Funcţia fi atinge frontiera 8D într-un 
t0 -/= O, iar inf -ul de mai sus este finit pentru că există funcţii 
netede arbitrare care pleacă din Xo şi părăsesc Din [O, 1]; rezultă 
că f 1 este absolut continuă. 

Pentru f > O dat, există. x' E Rn \ D intr-o f-vecinătate a 
lui !10 ; punem 

Observăm că J: aparţine interiorului lui H v (t). Să. arătăm că. 
>. (f') -+ >. (!) când f -+ O. Avem 

). (!') - ). (!) = 1 fo 1 [li: -bunj2 - lit -b(fi)n dt 

= /1 (i: -bun - j, +b (/1) , Ît -b (/1)) dt lo L2[0,11 

+l fo1 ji: -bun - it +b u1{1 
dt. 

Apoi 

care converge către O uniform in t E [O, 1] când f -~ O.O 
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Observaţii l. Ca.leului expresiilor (3.54)-(3.55) se reduce la. 
probleme va.riaţiona.le. Intr-adevăr, să. observăm că noi ne-am 
restrâns la spaţiul C [O, 1]. da.r toate argumentele şi calculele 
rămân adevărate in spaţiul C [O, t] , t > O. Să notăm At transfor
marea Cra.mer asociată traiectoriilor X.c pe intervalul [O, t] ( deci 
,\ = .X1 ). Pentru ca.leului extremelor avem la. dispoziţie ecuaţia 
Euler, iar inf -ul se poate găsi prin ecuaţia Ha.milton-Jacobi. 
Punem 

V(t,x,y)= inf At(j) . 
lo=:r, lt=11 

Atunci 
inf Ăt(/) = inf V(t,x,y) 

/EHD(t) • 11EDu8D . 

Şl 

inf .X1 (f)= inf V(s,x,y). 
/EHD(t) O~.s~t. y(/.D 

Ecuaţia Hamilton-Ja.cobi pentru V (t, x , y) are forma 

la care adaugăm condiţiile V (O, x, x) = O si V (t, x, y) ~ O. 
2. Să notăm că funcţiile u' (t,x) = P {X: ED} şi v' (t,x) = 

P { r' ~ t} sunt soluţiile problemelor 

u' (O,x) = 1 pentru x ED, u' (O,x) = O pentru x 'ţ. D, 

respectiv 

v'(O,x) = O pentru x ED, v'(t,x)1„eaD = l. 
(remarcaţi că parametrul t: apare la derivatele de cel mai ma.re 
ordin). Propoziţia 3.4.7 furnizează informaţii, atunci când t:-+ 

O, asupra. comporta i\1 i soluţiilor problemelor de mai sus . 

~~ 
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