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2 C uprirna 

CUVÂNT ÎNAINTE 

Am prezentat in detaliu proprietăţile mişcării browniene ce 
decmg din r.arad.erul Gaussian, din cel de martingal şi cel de 
prores Markov nl ncest.ein: in particular s-au putut prezenta cele 
t.rei constrnr.ţii st.andnrd ale mişcării browniene. ln continuare 
am dezvolt.st. tema cnlr.ulului stocastic, cu integra.la şi ecuaţiile 
It.o. Int rncât. miqrnren browniană se poate ohţine ca limită de 
mersmi ln intâmplare, nm considerat utilă introducerea unui 
rnpi tul in care să trnt.ăm nrest ultim proces. 

Cm snl de foţn se ndresează sh1denţilor din anii 3 şi 4 de la 
Fnr11lt nt ea de l\lntemntiră. El reprezintă o continua.re a cursului 
genernl d" teoria prul>nbilităţilor qi stat.istică din anii 2-3; a fost 
srri s rn int rvclucere in temele opţionale de probabilităţi, procese 
stocmd ire ~i stntistirn din anul 4, rât şi in temele obligatorii 
1wces1Hf' ob ţ inerii diplomei de st.udii aprofundate. 

Ant umi m11lţ,111ieqte r olegilor JJentru analiza făcută cursului 
in r ndrnl cu lectiv11l11i de rnt edră, in special domn.ilar profesori 
lunn C'11n1lesc11 ~i Constantin Tudor . 

C b. Stuirn 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1 
RECAPITULARE 

Fie !l-/- 0 o mulţime şi K, un corp borelian (o--algebră) pe n. O 
probabilitate Peste o măsură (pozitivă) finită cu masa totală 
1. Tripletul (!l, K, P) se numeşte câmp de probabilitate, iar 
elementele lui K, se numesc evenimente. Funcţiile măsurabile 
de la n la 1R se numesc variabile aleatoare (prescurtat v .a.) şi 
se notează cu X, Y, ... sau cu f,g, ... Integrala lui X în raport cu 
P se numeşte media lui X şi o notăm E (X)= J X (w) P (dw). 
Dacă un eveniment are probabilitatea 1, vom spune ca are loc 
aproape sigur (prescurtat a.s.) sau aproape peste tot (a.p.t.). 
Vom nota cu lA funcţia indicator a mul ţimii A : lA = 1 pe A 
şi O pe Ac (Ac este complementara lui A). Dacă An, n ~ 1 este 
un şir dP. mulţimi, notăm limsupn-++oo Ân := n!i:1 u::n Ak · 

1. Lema Borel-Cantelli I: 

f P (An) < +oo implică P [limsup An] = O. 
n=l n-++oo 

2. lnegalitatro Cebâşev: dacă X este integrabilă iar g : IR -+ 

(O, oo) este crescătoare, atunci 

P (X ~ a] ~ E ~~~)] pentru a ~ O. 
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I. HECi\PITIILAllE ,t 

3. Jne_qalit,aJea Je,i.,cn: dacă ,Q e,9f,c conve.r.ă, X şi _q (X ) sunt 

inle_qrabile, atunci T~' [q (X)j 2 .<J [/~(X)]. 
Legea (san distribuţia, repartiţia) lui X este probabili­

tatea Px pe IR dată prin Px (A) = P [X E A]. Dat.ă fHncl o 
măsură /L pe JR n1 masa tot.ală 1, putem construi o v.a. X cu pro­
priet,atea Px = 11, in modul ·mmător: fie n = [n, 1] , P =măsura 
Lebesgue pe [O, 1]. Pentru w E [O, 1], punem 

X (w) = inf {t: 11, ((-00,t]) 2 w}. (1.1) 

At.,md I'x ((-oo, al) = P [X ~ aj = µ,(((-00 1 a]) pentrn orice 
a, der.i Px = µ. 

4. Dacă f 2 O .'Iau dacă f c.'11.e m.ărginif.ă, atnnci 

EI/ (X)J = / J(x)Px(dx)'. 

In pnrt,irnlar, cn t.eorema lui Fnbin i obţinem 
5. nară X 2 O şip'= N• atunci 

Un vector aleator este o aplicaţie m'E'isurahilă de ln n la 
JR0 ; definiţia legii şi afirmaţia 4 se extind la nce6-t ohied fără 
difintltate. 

Eveni nwntele A, fJ sunt independent{! d.ac.ă P (A n B) ::..: 
/' (A) I' ( 13). Definiţia se extinde la o familie arbitrară de-indici: 
evenimentele A, i E / sunt independent.e dacă 

( " ' " P n A,, / cc-:: IT f' ( 1\. ) \"f'Ptni orice { i 1, . .. , i ., } C /, n E N. 
k , I J k = I • 

Corpul borelian :F este independent de corpul boreli.an Q dacă 
orire A E :F este independent. de orice lJ E r;;. Corpul horei-ian 
generat de v.a, X, notat a (X), este fami lia, { (X E A) , A hore­
liană} . Donă v.a, sunt independente dncă corpurile boreliene 
genernt.e de ele sunt. independente. Similar se defin@sc indep en­
denţa: 11n11i eveniment. şi nunei v.n,, ca şi a unei v.a. cu un rorp 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1. RECAPITULARE 5 

borelhm. O••ti ol; cdd X, Y sunt i:ndependente şi /, g sunt 
funG!ţ:H b~lent, a·tsei /(X) ti g ('Y.) sunt independente. 

Utt~l:ue v.a. i.-p:tttd.-e--este n = [O, 1]2 , P =m,ăsura 
Leiatp;1. X o ·-ţt. ~ dtt ,prima variabili, Y. o funcţie nu­
m,;l -. ·• ... "âfiAW!I. :h ·,-te Ar'li·a (rl v .a. independente pot 
fl Pi)~t.M ~ .. aju~l tingt sţ>,a;ii produs ( 0011wm1,b.Ue). 

e .. ·D-4 X .. , Y ,-t .ifld.~'>Ue· 1,Ut!ltlitpe:nd:ente, otunci XY ute 
l.t,t~ .ft 

B·(.XY) ... /J(X)E (Y). 

• ,~i• •tat-bt,etl1;tlld ·• v .a . . X • ·t• tr·ansformarea Fourier 
a lefii th {1·"-f1t (•) • ·. _S {t_ ·""'J id, d~•ni•ti•i 4'). Dacl X, Y 
IUfti l.ndt,pen~, Ja 1'•l ,lttJ1t ,n , e'"'Y deci, ef. af.kmaţiei 
61 E.fl,tt«.~) • E {c'tt~) 1) ·(t''") te,. ud X, Y ,unt indepen­
d•nui,, fu~l• -~?MtMftt49.,. • .e,uphdul (X, Y) este produsul 
funeţiilor -..,ae:ted,•tli• al•,--,OJ!i~l9r. Redprooa este deue--
menea APY-'lr-atl; · . • • 
.. ·, ... Dacl1 JM"'·N·~,l') • E (e•ti) B (et•Y). pi!udt"U orice t, s reali, 

atunci Xr Y 1,tiftt :u~•-• ittd~pm'd,.e,n,te, • 
I. L,,.m.t1,. lJfO,N'l-.·Cm:ttM:lli· ./'I: .fo«• A.., n ~ l ,fl·\ltnimente indtq1en-

dent'e. • 

/J4r;I .• r, I' {4.,.) • .f.QIQ, otu,n;c;i P [uma•up ~] = 1. ::-r 111-.+oo 

Octn~■•• ~-.a. Fie. X.,, X v,a .. p,• (O, K-., P). Spunem că 
X,. -+ X •••· :{••tii• --.,p.:t;) ,d~e.ă P.(X,.., ...... X] - 1. 
X,. --+ X lta-,pto~eblili\at•· fa:J,u i,n fll1U.Ut1i;) d•Pi, pentru ori<le 
~ > O; 4\111lr.l 

·nm PU.X,. - XI >- e) = o . 
. . " , .n .... +• . 

X,.-. X ha V (p ~ l) ·dael X,..,X e II' şi 

Hm E UXn - XI'] == o. 
n--1+a,e 

Xn _. X în lege (a:au in re.p.artiţ,ie) dacă 

• lim / / (Xn) dP = f / (X) -dP pentru orice / E C11 (JR) 
• n-.+oo 
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i. RFJCAP~TULA.RE -6 , 

i.e. continuă şi mărginită pe R Convergenţa in lege este echi:':,_a­
lentă cu convergenţa slabă a măsurilor (repartiţiilor) PoX;; 1 ⇒ 
Pox- 1. 

Definiţiile de mai sus se extind fără dificultata in cazul vecto­
rilor aleatori. Au loc următoarele: convergenţa iu., convergenţa 
in l.J' implică convergenţa in probabilil<-<te, care la rin·dul ~i im­
plică convergenţa in lege. 
Exerdţvu . Fie a E JRd . Dacă Xn - a in lege., atunci X.,. -+ a 

in probabilitat.e. 
O familie de v.a. Xn se numeşte uniform int-~grabH.ă dacă 

f IX" I dI' -+ O când c -+ +oo, uniform in: n. 
J(IXnl~c) . 

De exemplu: familia Xn, n ~ 1 ede uniform Integrabilă dacă şi 
numni dacă există <p : [O, +oo) -+ [O, +oo) continua, convexă.1 
cresciit.onre, cu r.p(O) = O, r.p(x)/x -+ +oo când z -+ +oo şi 

sup" B [r.p (IX ni)] < +oo. 
9. 1r.orcma dP. conuergenJă dominată: fie Xn E [l' cu Xn ~ X 

in pmbabi.lilalc. Atunci X E T.l' şi Xn -+ X in [)' dGCQ şi n1tmai 
dacă familia (IXnirln~i este tmifonn integrabilă. 

O v.n. X este gaussiană (sau normală), centrată şi de dis­
persie 1 dacă 

P (X E AJ = ~ { e-x212dx, A borelia:nă. 
y271' }A 

Pe scurt, vom spune că X are legea N(0, 1) i.e. are legea normală 
de medie O şi dispersie E (X - E (X)l2 = 1. F\mc.ţis sa canc­
teristică este E (citX) = e-t'/2. Astfel de v.a. există cf. formulei 

1.1. ru /t (dx) :;.:: (21rr 112 e-x
2
12d:r.. Spunem că V.a. X are legea 

N (a, b2) dndi X = bZ + a, unde Zare legea N(O, 1). 
a) Dacă f„ au legile N (On, b~) şi /,. -+ / in lege, atunci / are 

legea N (a, b2
), unde a:= lim,.__.+ 00 an, b2 := limn__. 400 b!. 

b) Dacă şirul de v.a. gaussiene Xn converge in probabilit~te 
către o v.a. X, atunci X este gam,sianii. Similar pentru vectod 
aleatori. 

c) Fie p 2 1 fixat şi/,. cu legile N (an,b~) î a.tund /"'-+ / in 
probabilitate dacă şi numai dacă/,. -+ / in V . 
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1. RECAPITULARE 7 

Vom folosi frecvent următoarea evaluare: dacă Z are legea 
N(O, 1) şi a,> 1, atunci P[Z ~ aJ ~ e- 02

/
2

. 

Vect.orui cJea.tor X = (X1, . .. , Xn) se numeşte ganssian dacă 
există un şir Z1, . .. , Zm de v.a. independente cu legea N(O, 1) şi 
numere reale bi;, ai astfel ca X, = }:;':,1 bi,; Zj + ai 1 pentru i = 
1, .. . , n. ln note.ţie matridală X = B Z + A. Covariaţia a două 
v.a. X, Y este Cov(X, Y) = E{[X - E (X)][Y - E (Y)]}; dacă 
v.a. gauss.iene sunt centra,te i.e. A = 0 1 matricea de covariaţie 
esţ~ Cov(X) = E(XXt) = E[(BZ)(BZ)t ] = E(BzztBt) = 

. B!Jt, unde Xt este transpusul vectorului X. Fu-neţi.a cara-deris­

. tidi a vectorului gaussi-an X este dată de 

E ( iu1X) - E ( . iu1BZ) _ -u
1BB1

uf2 . e - y e -e 
' I • • 

{1.2) 

Alegând u = (O, . .. , O, a, O, ... O), deducem că fiecare XJ este 

v.a. gauss.irmă. Luând m = 2, B ~ ( ~ i ) , u = (a, a) , 
~ 2 

obţinem ce. suma a donă v.a. independente cu legile N (O, b?} 
este o v.a. cu legea N (O, bî + b~). Dodi Cav (X) = /113' este 
matrice dingonală, cf. afirma.ţiei 7, componentele X; sunt inde­
pendente. 
Dacă F ~ (i &unt corpuri borefome şi X este 9-mă:rnrnbilă 

şi integrabilă, numi.m v.aloarea m,edie a lui X co.ndiţionatEl 
de F, oriee v.a. Y ca.re satisface JA YdP = JA XdP pentru orice 

· AeF. 
10. Valoarea medic con.d.iC.ionată e.~fe uni-că a.s. Da1:ă X este 

integmbilă, ntuuci ualoar-oo medie conditio,uifă E (X I :FJ există. 
Se verifică fătă dificult.ate că tooremele de convergenţă mono­

tonă şi dominată, ca şi inegalităţile Jem:en şi Cebâşev admit 
versiuni cu valo.ri medii condiţionate. De eKemplu, inegalitatea 
Jensen devine: d-acă g este convexă, X şi g (X) sunt integrabile, 
at~ci E (g (X) I .r) ~ g (E (X I f)) a.s. 

11. a) Dacă X, XY sunt integrobile, iar Y este :F -măsurabilă, 
atU;ţ1.ci 

E (XY I :F) = y E IX I :F) 
b} Dacă C ~ :F, atunci 

E(E(X I :F] IC)= E(X 'C] = EIEIX IC] I :F). 

(1.3) 
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1. RECAPITULARE 8 

Ecuaţia (1.3) arată că operatorul de luare a valorii medii 
condiţionate este proiecţia lui X E L2 (P) pe subspaţiul lui 
L2 (P) generat de aplicaţiile :F -măsurabile deoarece, dacă Y 
este :F -măsurabilă, atunci 

E{Y(X - E[X I .r])} = E(XY) -· E{YE(X I .F]} = O. 

Operatorul de valoare medie condiţionată pe L1 (P) este exten­
sia (unică) a acestui operator de proiecţi°'. s~ foloseşte notaţia 
E [X I Y) pentru E (X j (J (Y)). .~ 

12. Convergenţa valorilor medii condiţionate: fi.e Fn • un şir 
crescător de corpuri boreliene şi :F00 :=corpul bo-r~lUJn g8nerat 
de Un> 1 :Fn . A f.unci, pentru orice X E L2 (.P), avem 

- ) 
E [X I :Fn]-+ E [X I :F00] in L2 şi a.s. 

{deoarece familia (E [X I .rn], n 2 1) este uniform integrahuli). 
Dacă X E L1 (P), atunci convergenţa precedentă ani loc in L1 

şi a„<J. . 

Fie (n, K, P) un câmp de probabilitate şi fie 8 corpul bore­
lienelor pe [O, +oo). Un proces stocastic, notat X :o;,, X(t,w) = 
Xt (w) sau simplu Xr este o aplicaţie de la [O, +CJiO) x n la 
IR, măsurabilă în raport cu produsul corpurilor borellene B şi 
K.. Legea unui proces stocastic este P o x.-1. , iar legile ftnit­
dimc. nsionole o.le procesului X sunt P o (Xt 1 , ••• , Xi„f 1 , pen­
tru orice t 1, .. . , t.,. E [O, +oo ). Prin trecere la spaţii produs, dat 
fiind un proces stocastic cu traiectorii continue şi de lege cunos­
cută, intotdenuna găsim un alt proces stocastic cu traiectorii 
continue, independent de, şi cu aceeaşi lege ca primul. Două 
astfel de procese, pentru care legile tinit-dimensionale coincid, 
au aceeaşi lege. 
Convergenţa proceselor. Fie X" = (Xr)t~a,X = (Xt)t~O 

procese stocastice pe (n, K., P), Spunem că are loc convergenţa 
finit dimensionalll a.s . (in probabili tate , in II' , in lege) a 
şirului X" către X dacă , pentru orice t1 < . . . < t1.;, vec­
torul (X~, ... Xi:) converge că re vectorul (Xt,. ... , X,.) a.s. 
(in probabi litate in V, in lege). 

Presupunem că procesele X" X cu valori in JRd au timpul 
t E [O, T) şi au t raiectorii continue, deci pot privi te ca v. a. c11 
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1. RECAPITULARE 9 

-~ lori în O ([O, T] , 1Rd). Fie distanţa uniformă 

d(f ,g) := sup 11/(t) - g(t)II, /, g E C ((o, T], !Rd). 
te(O,T) 

Spunem că xn --+ X uniform a.s. (in probabilitate, in IJ') dacă 
d (X", X) --+ O a.s. (in probabilitate, in ll'). Spunem că xn --+ X 
ttniform în lege dacă limn-++oo J F (Xn) dP = J F (X) dP pen­
tru orice F mărginită pe C ([O, T) , JRd) şi continuă in convergenţa 
uniformă (i.e. d(f,g) --+ O cu /n,/ E O ((0, T), IRd) implică 
F (/n) --+ F(/)). Atunci: convergenţa uniformă in l~ge implică 
convergenţa finit dimensională in lege. 

Fie (n, K., P) câmp de probabilitate şi Fn , n E N o filtrare 
i.e. un şir crescător de O'-algebre. Un şir de v.a. (un proces 
cu timp discret) Mn , n E N se numeşte adaptat daeă Mn 
este Fn -mburabilă, pentru orice n E N. Similar se defineşte 
_adaptabilita.tea pentru un proces cu timp continuu M, , t ~ O 
in raport cu o filtrare Fi , t ~ O. Spunem că filtrarea Ft satisface 
condiţiile obişnuite dacă este continuă la dreapta (i.e. F, = Ft+ 
pentru orice t ~ O, unde Fi+ := nt>oFt+~) şi dacă fiecare Fi 
este completă (i.e. fiecare Fi conţine neglijabilele). 

Spunem că şirul Mn este martingal ( cu timp discret) dacă 
Mn este âdaptat la Fn I Mn sunt integrnbilE" pentru orice n şi 

E[Mn I Fn-1) = Mn-J a.s.., pentru orice n = 1,2, ... 

Similar spunem că familia Mi este mnrtingnl (cu timp continuu) 
dacă A1t este adaptat la F, , IAt sunt int,egrnbile pent.ru orice t 
şi 

E [Al,. I Fa] = Ma a.s., pentru orice s ~ t. 

Dacă avem E [.Mt I Fa) ~ Ms a.s., pentru orice s ~ t, spunem 
că Me este submartingal. Dacă avem E [Mi I F a] ~ Ma a.s. 
pentru orice s $ t , avem un supermartingal. 

Un exemplu de martingal cu timp continuu (chiar uni form 
integrabil) este Mt := E [Z I Fi), unde Z este v.a. integrabilă. 
Dacă luăm mediile in definiţia martingalelor, obţinem E Mn = 

EMn-1, deci prin inducţie , EMn = EMo. ln cazul t impului 
·con inuu, avem EMt = EM0 . 
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1. lR.ECAPITtJLARE 10 

Procesul X = (Xt)t>o de v.a. reale se numeştE 11aus-sian 
dac, · orice combinaţie liniară reală finită cu ~lemen~ Ă'.. e are 
legea gaussiană. Să observăm că orice subsistem al unui pr~ 
ces gaussian este gaussian, deci lege& oncărw subsi:stem finlt 
(X1 , •.. , Xn) are legea gaussiană n-dimensională. Deaaemenu1 
subspaţiul liniar inchis generat de X in L2 (P) este lneă ~ussian. 

13. Legea unui proces gaussian este cd.mplet determino,t4 de 
mediile sale şi de matricea de cot1arlaţie a.soe-iatil 

Pentru ca v.a. gaussiene Xe , t ~ O să ·fte ind~pm.deti:te, ~ 
necesar şi suficient ca, pentru orice t ,:j,. s să a~ 

14. Pentru un proces gaussian, convergenţa in pnbahtlitcte 
{deci şi cea a.s.) este echivalentă cu con11erp-enţa in L2 , t(ir 
limita este gaussiană. 

Fie IC [O, +oo) şi procesul gaussian X':== (X1, te/). Notlm 
F corpul borelian generat de X'. Atum;:i E (X1 IF] ~ -proi«.\ia 
ort.ogonală a lui Xt pe subspaţiul liniar inehis gefl.iM',at bi· I/' (P) 
de X' ( deci proiecţia pe un subspaţiu mai mie decât (;el ,~t.t 
in L2 (P) de aplicaţiile F---mPsnrabile). 

Intuitiv, X = {X,, t ~ O} este pro~ MarBcov dacă, vii~ 
să facem predicţia la timpul s a ceea ce se va .i.ntâmpl.a i:n viitor, 
aceasta se face cunoscând starea procesulu.i X 4a •tim..put a şi 
nimic altceva. Trecutul "minimal" al unui proces •~t:k X 
la timpul s este u-algebra Ff = u (Xu, O ~ u ~ a); rigur(l81 

proprietatea Markov Înseamnă că 

P [x, EA I F;] = P (Xt e A I" (X,)] a.s., 

unde 

Să presupunem că, dat fiind un proces X, pentru orice s ~ 
t, există probabiliUiţi de tranziţie P,,t(X, •), boreU.ene in x, 
astfel ca 

P [X, E A I .r;] = P,,t (X,, A) a.s. pentru A ~ R borel.iană. 
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1. RECAPITULARE H 

lPrnn iinia1riiaie şi limită monotonă, definiţia procesului Markov 
esie ochnvslents cu: pentru. orice s ::S; t şi/ boreliană şi mărginită, 

E [! (Xt) I .F;~ = PIJ,d (X.,) a.s. , 

unde Pa,tf(x) := / J(y)Pa,t (x,dy) 

sunt OIP'8~aioruu &e trra.nzuţie şi are ioc reUa\~a Chapmal!'ll-
1Kollmogo1rov 

piantru orice O ~ s $ t ~ u, x E JR, A ~ IR boreliană. 
Dacă operatorii de tranziţie Pe se pot scrie sub forma 

P,1d(x) = j /(y)p(t, s, x, y)dy 

pentru / boreliană mărginită (sau continuă care se anulează ia 
00) 1 atund p(t, s, x, y} se numesc densijtiiţUe de tî'anziţue i.e. 
densităţile Radon-Nicodym ale măsurilor P.,t (x, dy). 

Probabilităţile P,t se numesc omogene dacă depind doar de 
f - a i.e. P,t = P,_ 0 , caz in care relaţia Chapman-Kolmogorov 
devine 

Pt+,(x, A) = J P,(x, dy)Pt(Y, A) 

pellllt1m orice f, s > O, A ~ R boreliană mărginită, adică 

aivt1~&Sts »nseamnă că { Pt, t ~ O} formează se]lligrup care este 
t®:r8 continuu pe funcţiile continue dacă traiect.oriile pro~esului 
X sunt ~ontinue (i.e. P,J __. P11 / uniform dacă / este continuă, 
nar f "'s). 

11.5. Date fiind probabilităţile Pat , v, atunci există un proces 
Markov cu probabilităţile de tranziăţie P„t şi legea iniţială P o 
X -U 

O = V. 

Generatorul infinitezimal C, asociat semi grupului Pt ( con­
·rorm teoremei Hille-Yosida) conţine in domeniul său Dom(C) 
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1. RECAPITULARE 12 

funcţiile boreliene mărginite (sau continue care se anulează la 
oo) şi, pe aceste funcţii, are loc formula de calcul 

.C,f = lim Ptf - f în sens tare {operatorial). 
(\.,O t 

Derivând ,ecuaţia semigrupului in s = O, obţinem pentru / E 
Dam(.C,) : 

!!:_Ptf(x) = Pt (.CJ) (x) si dd Ptf(x) = .C, (Pi!) (x), 
dt t 

n11mit,e r.rnn(ia inninf.e (sau Fokker-Planck), respectiv ecuaţia 
innpoi. 

Sp11nem că procesul X pe (O, K,, P) est,e Markov in raport cu 
filt,raren {Or, t ~ O} şi cn probabilit.ăţile de tranziţie Pst dacă, 
pent.rn orke / boreliană şi pozitivă, avem 

ln rnz11l omogen, definiţia est.e 

Să observăm că, dacă X este Markov in raport cu Qt, atunci 
este Markov şi in raport cu :F/<. 

Dacă n este mulţimea funcţiilor continue de la [O, +oo) la JRd, 
definim operatorii de shift Oi : f2 -+ f2 prin Oa(w) = w(t + s) . 
Vom pres11p11ne di există operatori de shift Oi astfel ca X. o 0, = 
X, 18 . Vom not.n f~r media in raport p:r., Variabila Ex.y este 
<p (X..,), unde <p(y) = E 11 Y. De exemplu, gr Ex.y = gr<p (X.). 

16. Pent rn a arăt.a că 11n proces este Mnrkov, este suficient 
de arătat că, dacă Y este mărginită şi Q00 -măsurabilă, atund 

lntr-adevăr , l11ând Y = lu< . EA), obţinem definiţia proprietăţii 
Markov. 

Un proces stocastic (Xn)n~o care ia valori intr-o mulţime cel 
m11lt numărabilă (de stări} se numeşte lanţ Markov dar,ă 

P[Xn,-1 =jlXn =i,Xn- 1 =in- 1, · ··,XI =i1,Xo1 =iol 
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• 1. RECAPITULARE 13 

pentru . orice stări i0,i1·, .... ,in-1,i,j şi orice n ~ O. Valoarea 
comună a expresiilor de mai sus, notată Pii, se numnşte proba­
bilitatea de tranziţie a lanţului din starea i in starea j după un 
pas. Probabilităţile. de tranziţie după n paşi la un lanţ omogen 
se definesc prin 

rehţia Chapman-Kolmogorov devine 

' 00 

m+n "'""' n m Pi; = L- Pi1cPk; , 
h-0 

iar matricea probabilităţilor dupo n paşi &;te puterea e n-a a 
matricii probabilităţilor după un pas. 

O stare j eEte accesibilă din starea i c :.ncă existn n r.u p':J > O. 
Stările i,j accesibile una din alta se numesc comunicante, iar 'a 
fi comunkante' este relaţie de echivalenţă pe mulţimea stărilor. 
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2 
PROPRIETĂŢI GENERALE 

Pe un câmp de probabilitate (n, IC, P), un proces stocastic .Bt 
se numeşte mişcare browniană (sau proces Wiener, notat 
Wt) care începe din O dacă 

(a) B0 = O a.s., 
(b) pentru orice O $ s $ t, Bt-Ba este v.a. gaussiană centrată 

cu dispersia t - s, 
(c) pentru orice O $ s < t, Bt - Ba este v.a. independentă 

de cel mai mic corp borelian a ( Br, O $ r $ s) in raport cu care 
v.a. Br, O$ r $ s sunt măsurabile. 

(d) cu probabilitate 1, traiectoriile (i.e. aplicaţiile t-+ Bt (w)) 
sunt continue. 

Luând mediile inegalitatea 2BtBa = Bl + B! - (Bt - Ba)2
, 

obţinem covariaţia mişcării browniene: 

ln particular, in definiţia de mai sus, se poate înlocui (b) cu 
(b') pentru O$ s ~ t, Bt - B, este familie gaussiană centrată 

cu covariaţia t As. 

Pentru a defini o mişcare browniană care începe din x E JR, 
este suficient să considerăm procesul B[ = x + Bt ; fie F = 
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2. PROPRIETĂŢI GENERALE 15 

u (Bt, t < +oo) şi definim probabilităţile P pe (n , .1") prin 

P (B~ E A] = P (x + B. E A) , pentru x E JR, A E :F. 

Vom numi perechea (P, Bi) ; x E JR, f ~ O mişcare browniană. 

PROJ?OZ:U:ŢIA 2.1 (proprietatea de scaling}, Fie a > O şi 
(.P-, Bt) mişcare browniană care incepe din x; atunci 

este mifoore browniand care incepe din x / a. 
. I 

Demonatmfie. Cum pz este definită prin translaţie, este sufi-
cient să considerăm x-= O. Aplicaţia a- 1 B0 2e este continuă in t 
ljÎ 

Cov (a-• B0 2t,a-1 B02.) = a-2 (a2t A a2s) = t /\ s. 

Foloaind.formula (1.2.) şi că, pentru t1 ~ t2 ~ ...• ~ tn , legea 
lui (a- 1 B02t11 .•. , a- 1 B02,.,J este determinată de matricea ei de 
covariaţie, obţinem că nceasta coincide cu covariaţia mişcării 
browniene. Cum ambele procese sunt continue, a- 1 B0 2, trebuie 
să fie mişcare browniană. 

PROPOZIŢIA 2.2 {proprietatea de simetrie). Daci! (P, B,.) 
eate mişcare browniand care incepe dinx, atunci (P-z, -B,) este 
mişcare broum.iand care incepe din -x. 

Demonstmfie. Procesul - B1 are traiectoriile continue şi creşteri 
independente. Intrucât Cov (B1 - B.) = (t - s), obţinem 

Cov ((-1;1,)-:- (-.B.)] = (t-;- s), 

iar comentariile de după formula (1.2.) arată independenţa creş­
terilor de tipul (-B,) - (-B.). 

PROPOZIŢIA 2.3 {proprietatea de inversare a timpului}. 
Dacă B, este mişcare browniană pe [O, 1), atunci 

~ 
B,:= tB11t , t E (1, +oo) 
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2. 1 IPIDMA CONSTRUCŢIE HI 

este mişcare browniană pe [1, +oo). 
~ 

Demonstmţie. Evident v.a. Bt sunt g!u.ssiene, centrate şi con-

thme un t. Să cskuiăm covaria.ţiile lui B . 

Cov ( BtB11) = fsCov (B1/t, B111J) = ts (f A~) = t A a. 

2.1 PRIMA CONSTRUCŢIE 

Vom prezenta. pdma construcţie s mişcării browniene, tare se 
facce cu ajutorul v.a. i.i.d. şi a spaţiului L2 • La inceput, vom 
construi mişcarea browniană pe (O, 1). Mai precis, pentru i = 
1, 2, ... şi j = 1, 2, . . . 2i-l, fie 'I'•; funcţia pe [O, 1] definită astfel: 

{ 

2<•- 1>12 , dacă x E [(2j - 2)/2', (2j - 1)/2'), 
'l'â;(x) = -2<1- 1>!2 , dacă x E [(2j - 1)/21

, 2j/2i), 
O, in caz contrar. 

Fie ip00 funcţia identic egală cu 1. Functiile 'PâJ formead. sistemul 
Haar; dacă (·, •) este produsul scalar in L2 [O, 1) i.e. (/,g) = 
J; /(x) ii (x)dx, atunci <fi; sunt ortogonale şi au norma 1. • 
• Mai mtilt, ele formează sistem complet ortonormal în L2 (O, 1): 

lţ)oo = 1; 110,t/2) şi 111/2,1) sunt rombinaţii liniare de 'Pol) şi <pu; 
apoj 110,1/4) şi 111/.c,1/2) sunt combinaţii liniare de lro,i/2), <p,1 si 
ip22• Continuând in acest fel obţinem că 1111:/2",(Hi)/2'") este com­
binaţie liniară de 'P,; pentru orice n şi k $ 2" . Cum functiile 
continue pot fi aproximate uniform cu funcţii in scară ale căror 
salturi sunt raţionalele diadice, rezultă că funcţiile Hsar sunt 
dense in mulţimea funcţiilor continue, care la rândul lor sunt 
de!".eo:, ;n L2 (O, 1) . 

Fie sistemul Schauder 

VJ,; = 1e 'Pă;( s )ds 

şi ~; un şir de v.a. gaussiene i.i.d. centrate cu dispersia 1. Fie 

2•-1 

Vo(t) = Yoo't/Joo(t), ¼(t) = L ~;t/Ji;(t), i ~ 1. 
j=l 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



2. PROPfilETĂTi GENERALE 15 

u (Bt, t < +oo) şi definim probsbilităţiie P pe (O, .1") prin 

P' [B~ E A] = P [x + B. E A] , pentru x E IR, A E :F. 

Vom numi perechea (P, Bt) ; x E JR, f ~ O mişcare browniană. 

PROI?OZ:U:îIA 2.1 (proprietatea de scaling). Fie a > O şi 
(I-, Be) mişcare browniană care incepe din x; atunci 

este mifc:are browniană care incepe din x/a. 
Demonstraţie. Cum pz este definită prin translaţie, este sufi­

cient să considerăm x-= O. Aplicaţia a- 1 B0 2e este continuă in t 
IJÎ 

Cov (a-1 B0 2c, a-1 8 0 ,.) = a- 2 (a2t I\ a2s) = t I\ s. 

Folosind.formula (1.2.) şi că, pentru t1 :'.5 t2 :'.5 .... ~ tn , legea 
lui (a- 1 B02t1 , • •• , a- 1 B0 ,,.,.) este determinată de matricea ei de 
covariaţie, obţinem că aceasta coincide cu covariaţia mişcării 
browniene. Cum ambele procese sunt continue, a- 1 B0 ,e trebuie 
să fie mişcare browniană. 

PROPOZIŢIA 2.2 (proprietatea de simetrie}. Daci! (P, Be) 
'este mişcare browniană care incepe dinx, atunci (P-z, -Be) este 
mişcare brown.iand care incepe din -x. 

Demonstraţie. Procesul - Be are traiectoriile continue şi creşteri 
independente. lntrucât Cov (Bi - B.) = (t - s), obţinem 

Cov[(-~t) ~ (-_B.)] = (t-;- s) , 

iar comentariile de după formula (1.2.) arată independenţa creş­
terilor de tipul (-B,) - (-B.). • 

PROPOZIŢIA 2.3 (proprietatea de inversare a timpului}. 
Dacă B, este mişcare browniană pe [O, 1), atunci 

~ 
B,:= tB11t , t E [1, +oo) 
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2. 1 PRiMA CONSTRUCŢIE 16 

este mişcare browniană pe [1, +oo). 
~ 

Demonstraţie. Evident v.a. Bt sunt g~ussiene, centrate şi con-
tinue un t. Să calculăm covariaţiile îui B . 

Cov ( BtB") = tsCov (B1;e, B1;a) = ts (f A~) = t As. 

2.1 PRIMA CONSTRUCŢIE 

Vom prezenta prima construcţie s mişcării 'browniene, care se 
face cu ajutorul v.a. i.i.d. şi a spaţiului L2 

• La inceput, vom 
construi mişcarea browniană pe [O, 1). Mai precis, pentru 1 = 
1, 2, ... şi j = 1, 2, ... 2i-i, fie 'Pi; funcţia pe [O, 1) definită astfel: 

{ 

2<•- 1>12 , dacă x E [{2j - 2)/2', {2j - 1)/24
), 

tp,;(x) = -2(i-t)/2 , dacă x E ({2j - 1)/24, 2j /2'), 
O, in caz contrar. 

Fie 'Poo funcţia identic egală cu 1. Funcţiile ""'' formează sistemul 
Hanr; dacă (·, •) este produsul scalar in L (O, 1) i.e. {/,g) = 
J

0
1 /(x) g (x)dx, atunci 'PiJ sunt ortogonale şi au norma 1. • 

• Mai mtilt, ele formeazi sistem complet ortonormal in L2 [O, 1) : 
'{Joo = 1; 110,1/2) şi 111/2,1) sunt rombinaţii liniare de <poo şi 'Plli 

apoi 110,1/-t) şi 111/4,1/2) sunt combinaţii liniare de lro,1/2), <p,1 si 
'{)22• Continuând in acest fel obţinem că 1IA:/2",(H1)/2") este com­
binaţie liniară de 'Pi; pentru orice n şi k ~ 2" . Cum funcţiile 
continue pot fi aproximate uniform cu funcţii in scară ale clror 
salturi sunt raţionalele diadice, rezultă că funcţiile Haar sunt 
dense in mulţimea funcţiilor continue, care la rândul lor sunt 
der~ in L2 (O, 1). 

Fie sistemul Schauder 

1Pii = 1t 'Pi;(s)ds 

şi V.; un şir de v.a. gaussiene i.i.d. centrate cu dispersia 1. Fie 

2•-1 

Vo(t) = Yoo1/Joo(t) , ~(t) = I: Y.;VJi;(t), i ~ 1. 
j =l 
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2.1 PRIMA CONSTRUCŢIE 17 

TEOREMA 2.4 Cu notaţiile de mai sus, seria 

+oo L ¼(t) converge a.s. şi uniform in t . 
i=O 

Suma seriei, notată Bt , este mişcare browniană pe [O, 1] care 
începe din O. 
Demonstmţie. Să demonstrăm convergenţa seriei. Vom arăta 

că 

+
00 

[ 1 l L P l½(t)I > i2 pent.ru unt E [O, 1) < +oo. 
i=O 

(2.1) 

lntr-adevăr, 

P [l¼(t)I > i~ pentru unt E [O, 1)] 

~ P [rv.;(t)I 1Pi;(t) > i~ pentru nn t E [O, l)şi un O~ j ~ 2i- l l 
~ P [IY;;(t)l 2-(Hl)/2 > i~ pentru un O~ -i ~ 2• - 1

] 

[ 

2(i+l)/2] 
~(2i-l+l)P IZI> i2 ' 

unde Z este v.a. gaussiană centrată de dispersie 1. Membrul 
drept din ultima inegalitate este dominat de 2i exp (-2i /i4), care 
este termenul general al unei serii convergente in i . 

Din relaţia 2.1 şi lema Borel-Cantelli rezul tă, cu probabilitate 
1 şi pentru un i care depinde de w, că avem 

1 
sup l½(t)I ~ 72 · 

t t 

Aceasta arată că 1:f=o ½(t) converge când p ___. +oo, uniform 
in raport cu t E [O, 1) . Mai mult, cum t/iiJ(t) sunt continue, la 
-fel sunt şi ½(t), deci Bi sunt continue in t. V, sunt gaussien,~-"~ 

,• • \ \L 
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2.1 PRIMA CONSTRUCŢIE 18 

şi independente, deci Bt sunt gaussiene. Evident acestea sunt 
şi centrat,e. Rămân de calculat covariaţiile. Dacă / E L2 (O, 1), 
identit,at.ea lui Parseval spune că 

u, n = I: (rpij, n2 
iJ 

şi cum 1/JiJ(t) -1/Ji;(s) = ('Pi;, l1,,t1), 

avem că Bt - B, = L ~J('P;;, 11,,tJ), 
i,j 

Cum ~J sunt independente, centrate şi de dispersie 1, obţinem 

deci 

E (Bt - B,)
2 = E [~ ~J('PiJ, 11,.,tt)] 2 .. , 

= I: <'P,j, 1,,.t,)2 = (11,.tJ, 1,,.i,) = t - lf. 

i,j 

f = L('PiJ,/)'PiJ, sau (/,g) = L('PiJ,/)(<,0iJ,g); 
•. , •J 

E ((B, - B,) (B,. - B,)) 

= E [(~ ~;('PiJ, l1,,t1)) (I: Yu('P1:1, 1,,,,.1))] 
fJ lJ · 

= L)'PiJ, 1(,,tJ){'Pll, l(q,rJ) = (1(,,tJ, l(q,r)), ,., 
Dacă r $ s, ultimul produs scalar este O, ded Bt - B 11 este 
v .a. gaussiană centrată de dispersie t - s şi independentă de 
B~H, - B,., dacă r 1 $ r 2 $ ... $ r" $ s. 
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2.2 REGULAR1TATEA TRAIECTOR1ILOR 19 

Pentru a construi mişcarea browniană pe (O, +oo), considerăm 

Bt din propoziţia 2.3 şi fie B~ mişcare browniană pe [O, 1! inde­
pendentă de Be . Definim 

Wt : = { ~ B~ ~ dacă t ~ 1 
B~ + Bt - Bi , dacă t > 1, 

şi apoi verificăm uşor că Wt este o mişcare browniană pe [O, +oo). 

2.2 REGULARITATEA TRAIECTORIILOR 

Prin definiţie, traiectoriile mişcarii browniene t -+ Bt(w) sunt 
continue pentru aproape toţi w; să studiem in continuace uni­
fonn continutatea şi derivabilitatea traiectoriilor, comportamen­
tul asimptotic al acestora ( când t -+ +oo) şi comportamentul 
in vecinătatea lui t = O. 

PROPOZIŢIA 2.5 (modulul de confi,iuilafe al lmiectoriilor 
browniene} Presupunem că t E (O, 1) şi fie c > 1 dat. Pentru 
aproape toţi w, există 6 = 6 (w) > O astfel ca, dacă I t - s I< lJ, 
atunci 

1B, (w) - B11 (w)I ~ c (-2 lt - sl log lt - sl) 112
. 

Demonstraţie. Fie h = 1/n. Din inegalitatea 

obţinem pentru n suficient de mare 
~ ~ I • I • • , ' 

On := P (1 Bt+h - B, > C (-2h log h) 112
) 

= (~) t/21+00 e - x2/2dx < __ n_- c_2 __ 

7T c(2 log n)112 c( 1T log n) 112 
• 
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2.2 REGULARITATEA TRAJF,CTOlUTLOR 20 

Probabilitatea ca cel puţin una dintre creşterile B(Hl)h - B1c1, 

; k = O, 1, ... , n - 1 să fie mai mare decât c (-2hlog h)112 in 
valoare absolută este cel mult. non şi, luând n = 2", avem 

,, ,, 

p 

Conform lemei Borel-Cantelli, pent,ru aproape toţi w, există A, = 
Po(w) Mtfel ca, pent.ru orice p > Po să avem 

adică concluzia pentru t = (k + 1) /2" , ., = k/2" , cu k -
o, 1," • I 2" - 1. 

1n cazul t = q2·-p şi t < s < t + 2 - p pentru un p > .ro , scriem 
dezvoltarea binară 

şi din (a) obţinem 
.. 

-foo 

IBr - n.1 ~ C L tn {2(p + n) log 2} 112 r(n+p)/2 . 

n=1 

Notăm n0 cel mai mic n cu en = 1, punem n = no+ n' - 1 şi 
din p + n ~ (p + rio) n' obţinem 

+oo 
IBr - n„1 $ C {2{p + no) log 2} 112 2-(no+p)/2 L (2n')112 2-n'/2 

n'=! 

= cA {2(p + no) log 2} 112 r<nn+,,>12, cu A> 1. 

Cum funcţia -h log h este crescătoare intre 2-(uo+p) si s - t 
I 

obţinem 

{b) IB,. - Btl ~ d [-2 lt - sl log lt - s1] 112 , • 
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2.2 REGULARiTATEA TRAIECTOlUiLOR 21 

cu d > 1. Sirniîar demonstrăm (b) in cazul t = q2-r şi t > s > 
t'- 2-P; 

Apoi demonstrăm (s) in cazul t = q2-P, s = (q + n )2-11 , 

1 < n ~ N, N fucst i.e. pentru aproape toţi w există P1 = P1(w) 
astfel ca, pentru orice 1fJ > p1 să avem 

(c) ·1B(q+n)2-ll' -Bq2-PI ~ d'(-2hnlogltn)112 
, hn = n.2-P, 

cu d' > 1. 
In fine fie s > t astrei' ca N2-r,-l < s - t ~ N2-r , p > 

max(A>,p1), pentru un N naturaL Atunci există q,q' cu 

nnde N /2 ._ 1 < </ - q < N + 1. Considerăm inegaîitatea 

şialegemt,c',c'1 ,Nastfelcac= 1+2E,r.'' = l+c,N ~ 16c'2c- 2 ; 

. ca şi inainte, numerele Po(w) şi P1(w) sunt suficient de mari. 
Cum funcţia -hlog h este monotonă pentru h mic, inegalitatea 
(c) implică 

IB., - Bt1 I < (1 + c) (-2 lt - sl log lt - sl] 112
• 

llnegalitatea (b) implică 

IB., - B„1 I+ IBt, - Btl < 2c' (21
-p log 2"}1 12 

< 2c' [4 lt - sj I N- 1 log (N lt - sl- 1
)] 

112
. 

Cum putem presupune lt - sl < N-'i I ultima .expresie este dom­
inată de 

4c' [2 lt - sl N- 1 log (lt - sl- 1
)] 

112 

< c [2 lt - sl log (lt - sj- 1)] 
112 

. 

Exerciţiu. Pentru orice c E (O, 1/2), cu probabilitate 1, traiec­
- toriile mişcarii browniene sunt Holder continue de urdin c. 
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2.2 REGULARITATEA TR.ATECTOR.JILOR 22 

PROPOZIŢIA 2.6 (nederfoabilitatea tmiectoriilor brown­
iene}. Aproape toate t.miectoriile mişcării browniene nu sunt 
nicaieri derivabile, i.e. cu probahilitate 1, aplicaţiile t --+ Bt(w) 
nu n.11. derivată in nir.i un punct t. 

Demon.r;fmţie. Este suficient, să facem demonstraţia pentru 
t E [O, 1). Dacă R,. ar fi cerivabilă într-un s E [O, 1], atunci ar 
exist.a c ::> O şi un întreg k ~ 1 astfel ca 

I n, - B .• 1 ~ k lt - 8, pent,ru o < t - 8 < t=:. 

At.11nri, pentru n s11ficient de mare, avem 

k 
IHJ/n - Hu11)/nl < 4- , j = i+l,i+2,i+3, undei= [ns)+l. 

n 

Fi(' A~·~. mulţimea acelor w care satisfac ultima inegalitate; 
('vicleni este u m11lţime măsmaoilă in raport cu mişcarea brown­
innii , rn şi 

A:= LJ LJ n U n 
!\lulţimea A est(' evenimentul mmător: există un intreg k astfel 
rn. pentru toţi 11 s11ficient de mari, ultima inegalitate are loc 
intr-11n p11nd i /ri. OeC'i A conţine toţi w pentru care Bt este 
derirnLilă intr-11n I, şi deci este suficient să arătăm că P(A) = O. 
Insă 

l' ( n u n A~:n) S liminf n {p [IB1;nl < 4~] }3 

n - • f 00 n 
n > m(k1 < n1 < j<il3 ' 

Apui ţinem cont că A este re11ni11ne numărabilă de mulţimi de 
prooabilitate nulă. 
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2.2 lREGULAiUTATEA TRA1ECTORIILOR 23 

Fie 1r(t) = {O = t0 < tu < ... < tk} o partiţie a intervalului 
[O, t] cu norma ll1r(t)II = maxosiSJJ.-1 ltiH - t,d si f : [O, +oo) -+ 

IR o funcţie oarecare. Definim 

Fie acum un şir de partiţii ?Tn(t), n E N ale lui [O, t] astfel ca 

Reamintim că, dacă / este cu variaţie mărginită pe [O, t] şi 
ll1rn(t)II -+ O când n-+ +oo, ahmci exist.ă 

lim uar (!, 7rn (t)) = O. 
n .... +oo 

PROPOZIŢIA 2.7 (uarfo(ia tmiccloriilor browniene} Pen­
tru aproape toţi w şi dacă llnn(t)II -+ O, alunei 

lim var (B.(w) , ,r,. (t)) = t. 
n .... +oo 

ln particular: peni.ni aproa11e to( i w, fmiecloriile mişcării brown­
iene au uariaţie nemăryinif.ă pF. orice i,ite,,,al [O, tJ. 

Demonstmţie. Pentru t > O fixat, este suficient de arătat că 

2n 

lim ~ [ Bkt/2" - B(k- 1)t/2n J2 = Î a.p.t . 
n-++oo L.J 

k=I 

De aici deducem in particular că variaţia traiectoriilor est.e ne­
mărginită, ţinând cont că 

• (deoarece numărătorul tinde a.p.t. către t, iar numitorul către 
O, din uniform continuitatea traiectoriilor). 
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2.2 REGULARJTATEA TRAUECTOlR.lllllLOJR. 24 

Fie 
~nk = B1r.t/2" - B(k-l)t/2" i k = 1,-. • • 1 2n 

şi Bnk = ~!k - t/2n , k = 1, . .. 1 2" . 

Avem de demonstrat că 
2" 

L Bn1c-+ O a.p.t. 
k=ll 

Pentru orice n, v.a. (Bnk),c sunt i.i.d. cu 

deci 

Cum 2t2 /4"-+ O când n-+ +oo, obţinem formula doritl dar cu 
limita in sens L2 . Pentru convergenţa a.p.t., folOt!lim inegalitatea 
lui Cebâ:.;ev: 

P [ t. B., > ,] ~ :. ~:' 

şi cum€ a fost arbitrar, obţinem că E!:1 Bn1c -+ O a.p.t. 

Am văzut că procesele B,, t ~ O şi tB1;t, t > O au aceea1i lege. 
Intrucât Do+ = O a.s., avem limt'\.otB1;t = O a.s. sau, nnlocuind 
t cu 1/t, obţinem 

lim B, (w) = O a.s. 
t-o +oo t 

Un rezultat. mai precis este 

PROPOZIŢIA 2.8 (legea logaritmului iterat) Pentru aproape 
toţi w, avem 

I. B,(w) Bt(w) 
1msup ___ ...;,..._ = 1; liminf----'--- = -1 
t - •+<X> (2t loglog t) 112 

t-+00 (2t loglog t) 112 
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2.2 lREGUJLARJTA'I'EA TRAIECTORiILOR 25 

l. Bt(w) 1 11 • • f Bt(w) _ -~ 
1msup = • J1m1n .1 1/2 1 1/'l - • 

a'\,@ ( 2tloglog ¾) f\,O ( 2t loglog ¾) 

Demonetraţia o vom face in capitoiu.l 3, ca aplicaţie a inegalităţilor 
h.ui Doob. 

Ex~l!'clţhu. Folosind propoziţia 2.8, arătaţi proprietatea de 
recurenţi a mişcării browniene: pentru orice x E IR, mulţimea 
{t: Ba= x} este nemărginită a.s. Cu teorema lui Fubini, arătaţi 
el eite neglijabilă Lebesg\le. 

Ţinând cont că pentru orice a > O procesul Bt+a - Ba , t ~ O 
eete o mişcare browniană şi că procesele Ba+h -:- B 0 , h ~ O, 
Ba-h :.... Ba I 'h ~ o au aceeaşi lege in jurnl lui h = O, obţinem 

COROLAR 2.i» (continuitatea locală a tmiectoriilor broum­
iene) Pentru apmape to{i w, avem 

l' Ba+h(w)- Ba(w) _ 1· l' . f Ba+h(w)- Ba(w) _ -1 1msup 
112 

- , 1mm 112 - . 
Pa'\.O (2h loglog ¼) "'-0 (2h loglog ¾) · 

Exall'dţh.11. Din corolarul 2.9 deduceţi că, pentru orice e E 
(1/2, 1), cu probabilitate 1, traiectoriile mişcării browniene nu 
eunt H6lder continue de ordin e. 
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3 
METODE DE MARTINGALE 

Să incepem prin a observa că, dacă Bt este mişcare brownianl, 
atunci ea este martingal, deoarece 

folosind independenţa creşterilor. Similar Bl - t este martingal, 
deoarece 

E [B: I F.] = E [(B, - B.)2 1 F.] + 
+2B.E [Bel F.] - B! = t - s + B! , 

folosind independenţa creşterilor şi faptul că B, - B. are legea 
N(O,t - s). 

Exerciţiu. Arătaţi că exp (aB, - a2t/2) este martingal pen­
tru orice a E C. 

3.1 OPŢIONALIZARE ŞI APLICAŢII 

Fie F,, t ~ O filtrare continuă la dreapta şi X, proces stocastic 
adaptat la F, ( continuitatea la dreapta a filtrării este sugerată 
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3.1 OPŢIONALIZARE ŞI APLICAŢII 27 

de cazul mişcării browniene, a.şa cum vom vedea la capitolul 4). 
O aplicaţie T: n - [O, +oo) se numeşte timp de stopare (sau 
opţională) dacă (T < t) E Ft pent.rn orice t. Au loc următoarele 
proprietăţi: 

(a) Teste timp de stopare dac:ă şi numai dacă (T $ t) E :Ft 
pentru orice t. 

(b) timpii T = t sunt de stopare. 
(c) T, S timpi de stopare=}TV S, T I\ S sunt timpi de stopare. 
(d) dacă Tn este şir crescător (resp. descrescător) de timpi de 

stopare, atunci supn Tn (resp. inf n Tn) sunt timpi de st,opnre. 
(e) dacă Teste timp de stopare, st.unei şi T + t este timp de 

stopare, pent,ru orice t . 
Să demonstrăm (a). Dncă 1' este t.imp de stopare, avem 

(T ~ t) = n (T < t + 1/n) E n Fn-1/n 

pentru orice n, deci (T $ t) E Ft+ = Ft. Redpruc, dncă (T < t) 
E Ft pent,rn orice t, at,und 

(T < t) = LJ (1' $ t -- 1 / n) E :,:, , 
n= I 

deoarece· :Ft este crescătoare. 

Exemple. Numim prima intrare (primul t.imp de int.rnre) a 
procesului Xt in mulţimea A, aplicaţia 

T11 = inf {t >O: Xr E A} 

şi prima ieşire din A 

TA= inf {t >O: Xr (ţ. A}. 

Desigur că T,4 = TAc şî i,4 = T_,4,c • D•~şi sunt timpi de stopare 
pentru orice boreliană A 1 vom arăta numai 
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PROPOZIŢIA 3.1 Dacă X„ nre fmiecf()riilr. conf.itme fÎ 
dacă A r..9f.e dr..,r.h.isă (.,nu inchi.,n), nbm.d TA e,.,fr. f.im.r dr. sf.o­

pare. 
Demon.stmţie. Fie A deschisă. Dar.ă T < t pent.ru un s < t, 

avem x_ E A. Din continuitatea t,rAiedoriilor exist.I m, raţional 
q < t cu X, E A. Ded 

u 
Dnd1 A "ste inchh1l, fle A,. = {11:: dist {ir., A)< 1/n}. Mulţimii~ 
An tl11nt. deschise, şi cum T,4„ est.e şir crettc·ltor de timpi el@ 

stopare, rt>zult.l r.ă T = 8ttp" 7'-4,. "l!lt.e t.imp de l!ltopAte. Cum 
T,4 ~ TA„ pentru orire n, awm T,4 ~ T. Dar.ă T = oo, at.ttnd 
T,4 = oo; daci 7' < oo, din conUnuit.At,ea t,raiettorlilor avem 
Xr = Jim" XrA,. , unde Xr := Xr(w)(w). Dar XrA„ est.e in 
închiderea lui Am pentru n ~ m, deci la fel eet.e ,1 Xr, 1>9nhd 
orice m. Aretuita implici Xr E A Htl T,4 ~ T. 

Fie Arum T un . timp de stopare; definim corpul borellan al 
eveniment,elor r.unoecute pânl la Umpul T prin 

Fr = (A E Foo: An {T ~ t) E F, pent.nt orke t > O} 

şi Xr(w) := XT(w)(w). 

Exerciţiu. Docl X, = B, =mişr.ore browniană, arlt.ntl el Fr 
eet,e corp borelion şi că 7', Br sunt Fr-măaurabile. 

Docă luăm mediile in definiţia martingalelor, obţinem EMn m 

EMn- 1 , deci prin inducţie, EMn = EM0 . Teorema de opţiona­
lizare a lui Doob afirmă că relaţia precedentă rămâne adevărată 
dară inlocuim n cu un timp de stopare T. E,xist.ă mal multe 
variante ale teoremei de opţionalizare, in funcţie ele condiţiile 
pe care le punem asupra timpilor de stopare ( dificultăţile apat 
când considerăm timpi de stopare nemărginiţi şi/sau in timp 
cont.inuu). ln acest curs vom avea nevoie de următoarele două 
variante. 
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LEMA 3.2 (opfionrliznre in timp discret) Dacă T esf.e timp 
de stopare miJryfinit in mport cu Fn şi Mn este m.artingal, atunci 
EMT = EM0 . D4cil. T e11te mtlrginit re k şi Mn e11te .imbm.arlin­
gal, atunci EMr ~ EM,,. 

DemoMntlfe, Fle Ir. ~~a mal tnnre VAloAre pe care o la T. 
Awm 

Cum (T..,, i) fft.e T1-rnJhmrablll pent.ru j ~ i, obtin~m 

I M,dt'""" r, Mu,dP""" 
J<r~,, J('r-e,, 

• • 

EAlr - ) / _ M„dP = EM1i = EMo. 
~ 1(7:d) 

Ou aeeeql tlfflien,tra\l• .. rate parteA. doua. 

Ob"erva,\I•. lntgalltRlea lui Jen,en N pletreul pentru va­
lori medii oondl\l0t1ate (ve1i capitolul 1). ln limbaj de martin­
gale, obţinem: dat-I M1 •te martlngal iau eubmartlngal pozitiv, 
V, eonvexl 111 cp (IM,I) Integrabili, atunci 

E(cp(IM,I) IT.)~ v,(IE(M, I T.11) ~ v,(IM,I) 

daci , ~ t, adicl "'(IM,I) este eubmartingal. 

TEOREMA 3.3 (oplionalizare in timp continuu) Daci, M, 
este marf.ingal contin"u la dreapta (i.e. tmiectoriile sunt con­
tinue la dreapta) fi Teste timp de stopare mă,yinit de k, atunci 

, E Mr = E M" """ E Al o, Daci M1 este submartingal pozitiv, avem 
-EMr $ EM1i. 
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Demonstmţie. Facem doar cazul martingalulul (restul @ste 
similar). Definim timpii de stopate 

T. ( ) = (j + l)k d !li jk < T( ) (j + l)k 
nW 2" aca2"_ W < 2" , 

' 
Procesul Mpc/2" este martingal ( cu timp discret) ln raport tu 
filtrarea FJle/2" , deci din lema 3.2 obţinem d. EM1',. =e EM;; 
pentru orice n. lntrucât M,c este Integrabil, exi1il '{J contlnul1 

convexă, crescătoare, cu tp(x)/x _. +oo când ~ -4 +oo şl 
IE(() (IM1el) < +oo. Cum ip (IMtl) este ,ubmartinga1, avem 

El() (IMr„I) ~ El() (IM1el) < +oo, 

deci v.a. Mr„ tnmt uniform Integrabile. Cum T" "i. T cind n -4 

+oo, şi din cont.inuitate la dreapta, tezultl el Mr„ -4 Mr I deoi 
EMr = EM1c. 

COROLAR :l.4 Dacii. S ~ T .,unt timpi de ,topat-e mdrginiţi 
de k şi Af, e.'lte marl.ingal continuu la dreapta, atunci E {MT I FsJ 
= Ms a.,. 

Demon.,tm,,e. Fie A E Fs . Avem de arltat ci fA M8 dP e 

J~ MrdP. Definim un nou timp de stopare 

U(w) = { S(w) dacl. ~ e A 
T(w) dacă w;. A • 

Se vede că U este timp de stopare, deci E Mu = E M,. = E Mt 
implică 

bacă Mn sau Mt sunt martingale, notăm 

Mt !=·eup IM.I 
•~t 

şi similar definim M~ . 
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rrEOREM A 3.5 (inegalităţilr lui nnob) Dară Mtt este m.ar­
tingo.l continuu la dreapf.a, atunci 

b acd p·> 1, atnnr.i există c carr. depinde. dnnr de. p ruif./e.l cn 

Rezultatele rămân adevanlfe pentnt Mi martingale aau submarlin­
gale pozifi 1.Pe cu troiecf.ori.i con.t.inue. la dr,,.npl.n. 

Demon.,tmţie. . Fie 

• .. . • -T = rnin (;. :· IM;I ~ a} . 

Oum H est.e convexl, IMnl @ste 1mbmart.ingo1; cum IM~I ~ape 
(T < +oo), avem 

P(M~ >a)= P(T $ n) $ ! / IMnl 
O J(T'5n) 

1 1 . 
$ -EIMr""I $ -EIMnl• 

, a a 

Pentru partea a doua, fie MJ := E(M~ 1 F,j, j = 1, 2 şi 

M! := Mnt(IM„1>11/2), M! = Mn - M!. 

Cum max, IMJI $ rriax, [MJI +a/2, prima inegalitate din enunţ 
aplicatl hd M 1 devine 

= ~ { IMnl dP. 
a j(IM„1>11/2) 

Apoi , cu F\1bini, obţinem 
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PROPOZIŢIA S.6 fi'ie R, mişr.nn? brottlf1inM. Dncif a, t > 
O, at.unci 

Demon . .t.mţif?. lntrucât c~ est.e convexl, e"91 e.te submartln­
gal pozitiv ded, conform teoremei 3.5, 

P [,mp IB,I ~ a] ~ P [,mpe"9_• ~ e11r,] -~, ' ,-;, 

:S e- 1111 E (iR•) :S exp (-ab + b2t/2). 

Lulm b = a/t, repetlm argumentul pentru -B, ,1 adunlm lne­
galitl\ile obţinute. 

PROPOZIŢIA 3. T (legea ieşirii mişctJrii brownienf! din (a, b)} 
DactJ 7lo.&1 ute prima iefire a mifdlrii broumietae reale din (o, b) 
iar o < x < b, atunci 7ln,&J < +oo a.,. fÎ 

[ ] 
b-x [ ] z-a 

F B'l •. 11 = o = b - a , pz B'l•·" = b = b - a • 

Demonatmţie. Notlm simplu T in loc de T111.&1• · Cum Bl - t 
este martingal, teorema de op\ionalizare 3.3 spune el 

f;S (B!"') = E" ( T "t). 

Pentru t :5 r avem I Bt l:51 a I + I b I, deci conform lemei lui 
Fatou, 
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sau că T < +oo a.s. Apoi 

Cum Bt este martingal, avem Ex (B-rl\t) = x. Facem t - +oo, 
şi din c~nvergenţă dominată, rezultă 

x = Ez B-r = aP (B-r = a] + bPz (B-r = b] . 

Observaţii. Se poate determina efectiv media lui T[a,1>[ : din 
teorema de opţionalizare avem că 

Ez [ T[a,1>1] = Ex [ n:] 

= a2P (B-r =a]+ b2Pz (B-r = b] = (b+ a)x - ab. 

Dacă x > a şi facem b - +oo in propoziţia 3. 7, rezultă 

P [T{a} < +oo) = 1. 

Fie acum (Bt)t cu Bo = x < .z şi T = Tz = T{z} primul 
moment la care proresul ajunge la valoarea (nivelul) z, adică 

T = { inf { t : Bt 2 z} , 
+oo, 

dacă există t 2 O astfel ca Bt 2 z 
dacă Bt < z pentru orice t 2:: O. 

Cum . 

este martingal, avem că 

deci, trecând la limită cut - +oo, obţinem 

1. ,r _ { exp (Az - XlT /2), 
lm VTJ\t - Q 

~+oo I 

dacă T < oo 
dacă T = oo. 
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Combinând aceste relaţii, găsim că 

1 l• E"' ['' ] ~2 E:,, [ - ~2
T/2] = 1m YT/\t = e -~ e , 

t->+oo 

adică 

Exerciţiu. Folosind acest lucru, dacă notăm 

S = inf { t : Bt > a+ bt} ; a, b > O, 

arăt.aţi că 

E:r (e ~r) = exp [-a ( b + Jb2 + 2,\)] . 

Indicaţie. Din faptul că exp ( ,\Bt - J..2T /2) este martingal, 
obţinem 

g:r [exp {,\(a+ bt) - ..\2T /2)] = 1, 
şi facem schimbarea de variabilă ,\b - ,\2 /2 = z. 

Exerciţiu. Dacă a< O< b, determinaţi E [e - AT1.,,1>1 ln"l .. ,1>1 =a]. 

ln particular, deduceţi că E [e-~r, .. q = e- 0v'v:. 

Derronstmfia propoziţiei ~-8 a legii logaritmului itemt pentru 
mişcarea broumiană. Intrucât ex~ (aBe - ~2t/2) este martingal, 
inegnlitat.ea lui Doob spune că 

P [sup (Ba - as/2) ~ bl = P [sup {exp (aBt - a2t/2)) ~ e0") 
a9 a~t 

~ e-® E (Bt) = e-ob. 

Punem h(t) = (2tloglogt- 1) 1l2 şi alegem constante O < 9 < 
1,6 >O.Fie 
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din relaţiile 

0-nbn = (1 + 6)loglog0 - "şi e- n.."" = (logo -· 1( 1- ~n- 1- .s 

demonstrăm că 

Lenta Borel-Cant.elli spune el 

P [uminf (sup (B,, - °"2
8

) < bn)] = 1, 
n ..... +oo ,~,.,. 

deci pentru aproape toţi w, există n(w) aet.fel ce, pent.ru n ~ 
i n(w) Şi tn -H < t ~ tn, avem 

a..tn " 1 + cS + O 
Bt ~ =~f 8. < - 2- + b" < h( t ) 20 • 

'. Ficem (J ~ 1 şi 6 :....:. O ca sl obţinem 
I 

., B, 
nmsup h( ) ~ 1. 

f\,O t 

; Pentru inegalitatea co11trarl, fie O < O < 1 şi r.onsiderlm eveni­
, me.nt.ele independente 

Ân = { B,,.. - B, .. -+1 ~ (1 - 0112)h(O")} . 

Din inegalităţile 

~ - o e-a'/2 < -- e-%'/'dx < --e- o'/2 
-I -3 1 1+00 1 

./2i, , , ./2i a . a./2i 
i pentru a> O, obţinem 

> c(lognf 112n-<1- 21'''+1)/(l+B) 
1 
cuc> O. (3.1) 
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Cum (1-20112 +0)/(1+0) < 1, rezultă r.ă Ln I'(An) = +oo, deci 
lema Borel-Cant.elli implir.ă P (limsup" __ , 1 ro An) = 1. Trecând ln 
un subşir , avem 

şi legea lui B„ este simetrică, ,wem B,,"~-, > -2h(OIH1) pentru 
n suficient de mare. Deci 

fecem (} - O şi obţinem 

limsup hB(t) ~ 1. 
t'\,0 · f 

3.2 A DOUA CONSTRUCŢIE 

Ingredient.ele necesare vor A: noţiunile de convergenţă alabl1 

probabilit.ăţi tight, teorema lui Prohorov şi lnegalitlţile lui Doob. 
Nout.at.en acestei construcţii fnţl de prima cc>nstl in apariţii 
măsurii Wiener, sub care aplicaţiile "coordonate" devin mişcate 
browniană. 

Spunem că şirul de probabilităţi Pn pe spaţiul metric S con­
verge slab {sau •-slab) cătr~ probabilitatea P daci 

f /dP" _. f JdP, pentru orice/ continuă şi mărginită pe S. 

PROPOZIŢIA 3.8 (caracterizarea convergentei slabe a mt'l­
surilor) Fie Pn şir de probabilit<rţi pe .CJPatiul metric S. Urmt'ltoa­
rele afinnaf ii sunt echivalente. 

(a) Pn converge slab la P. 
(b) limsup" Pn ( F) ~ P( F) pentru orice F C S inchisif. 
(c) liminfn Pn{G) ~ P(G) pentru orice G C S deschisd. 
(d) limn Pn(A) = P(A) pentru orice boreliană A C S cu 

P(8A) = O. 
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Demonstmţie. Să arătăm că (a) implică (b) . Fie F închisă şi 
t > O. Luăm {> > O suficient de mic astfel ca 

P {x: d(x, F) S li} - P(F) < e 

I= 1 - [t "c5- 'd(x, F)) 

(observaţi că / este continui, Bre suportul in { x : d(x, F) $ c5} 
tl I• valoarea 1 pe F). Avem 

Hm:up P,, ( F) S lim:up / / dP" = j f dP 

, S P {m: d(m, F) S 6} $ P(F) + e. 

91 arltlm ci (b} ,1 (c) Implici (d). Fle P (8A) = O; atunci 

Um:up P,,(A) S lim:up P" ( A) $ P ( Ă) = P(A) 

= P ( Â) S li~nr P,, ( Ă) $ li"!.inf P,, (A). 

81 arltlm el {d) lmt>licl {b). Pentru F inchisl, notăm 

F, = {x: d(x, F) S 6}; 

daci y E 8F,, atunci d(x, P) = 6. Deci mulţimile 8F, sunt 
disjuncte pentru diferiţi 6. Cel mult o mulţime numărabilă dintre 
ele pot avea P-probabilitate pozitivă, deci 

exi1tă 6;, , O cu P (8F,.) = O. 

Obţinem 

limsup P,, ( F) $ limsup P" ( F,.) = P ( F,.) pentru orice Ic. 
" " 

Cum P(F,.), P(F) când 6t, O, obţinem (b). 
Să arăt.ăm că (b) implică (a) . Fie/ continui şi mărginităi este 

suficient de arătat că 
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3.2 A DOUA CONSTRUCŢIE 38 

(şi apoi aplicăm pentru - /) . Putem presupune că / ia valori 
intre O şi 1. Fie 

F, = { X : / (x) ~ ~} 1 

care est,e lnchisă. Avem 

Similar demonstrăm că 

Obţinem 

/ 
1 1 " 

limsup fdPn ~ k + k L limsup Pn (li,) 
" ,=0 " 

Şirul de probabilităţi Pn pe spaţiul metric S se numeşte tlght 
dacă, pentru orice e > O există un compact Kc C S astfel ca 
SUPn Pn (K;) ~ e, • 

PROPOZIŢIA 3.9 {Prohorov) Dacă un şir de probabilităfi 
pe un spaţiu metric S este tight, atunci el este relativ compact 
in topologia convergentei slabe. 

Demonstmţie. Să presupunem pentru început că S = [O, 1)00
, 

care este compact şi separat; teorema este consecinţă directă a 
teoremei lui Alaoglu. Să facem demonstraţia direct: obse1 vaţi că 
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la - bi /\ 1 este metrică pe IR care generează topologia uzuală pe 
IR şi deci 

este metrică pe [O, tt'. 
Fie Cr,(S) spaţiul functiilor continue şi mărginite pe S şi /, o 

familie numărabilă de elemeht,e pozitive a căror inchidere eAt.e 
densă in S. Pentru fiecare i, f J,dPn este şir mărginit. , deci avem 
un subşir convergent. Prin procedeul de diagonalizare (vezi şi 

teorema Arzel~-Ascoli), găsim un subşir n' astfel ca J J,dPn• să 
conveargă pentru orice i; not.ăm limita lui cu l~J,. Awm că L 
este liniar şi O ~ LJ, ~ 11/,11 00 , deci L se extinde la o functională 
liniară mărginită pe S. Din teorema de reprezent.are a lui Riesz, 
există o măsuri P astfel ca 

Lf = I JdP. 

i'. Cum J /,dPn• -+ f /,dPn pentru orice/,, avem şi J /,dPn• -+ 

;' J J,dPn pentru orice / E Cr,(S) deci Pn• converge slab la P. 
Cum Lf ~ O pentru / ~ O, P este milsură pozitivă. Funcţia 1 

: este continuă şi mlrginită, deci 1 = Pn1(S) = J ldPn• -+ f ldP 
sau P(S) = 1. 

Fie acum -S spaţiu metric arbitrar. Pentnt orice m există un 
compact Km cu. sup" Pn (K:;.) ~ 1/m. Cum toate Pn au suportul 
in LJ,11 Km, putem înlocui S cu Um Km (i.e. putt>m prt"Supune că 
S este .u-compact, deci separabil). Dacă d este metrica pe S, 

• d I\ 1 este mf'trici compntibilă, deci putem presupune d d este 
mărginită de 1. 

Spaţiul S poate fi scufundat in (O, 1)00 astfel: dacă s; este 
submulţime numărabilă densă in S, fie 

Dacă Xn -+ x, atunci fiecare componentă a lui /(xn) converge 
către componenta corespunzătoare a lui /(x); aceasta implică • • /(xn) _. l(x). Reciproc, dacă Xn este şir cu d(xn, x) < c/2 
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pent.ru orice n, putem găsi .'lJ cu d(sJ, x) < e/2, deci d(xn, BJ) < 
e/2 pentru orice n. 1n acest caz , /(xn) nu poate converge cătr@ 
/(x); deci J este aplicatie continuă şi deschisl. Luăm Xn = fi 
pentru orice n; dacă I(y) = l(x), atunci y = x, deci 1 este 
injectivă si cum S este CT-cotnpact, iar imaginea unui compact 
printr-o aplicatie continuă este tot compact, obtinem că J(S) 
este boreliană. 

Definim Pn pe (o, 1)00 prin 

Pn(A) := Pn [1-t (An l(R))] . 

Din prima parte R demonstraţiei, există un subşir _.bn' cate con~ 
V{>rge la P in topologia lui (O, 1)00 i cum J(Km) este compact, 
din teorema 3.8 rezultă 

P [/ (l<m)] ~ Hn:_~ttp Pn, (/(Km))~ 1 - ! 1 

deci P (/(S)) = 1. 
ln fine, dacă G este deschis in S, atunci /(G) so: H n J(S) 

pentru un 1/ deschis in (O, 1)00 
, deci 

liminf Pn,(G) = liminf Pn,(H) ~ P(H) = P (H n J(S)) = P(G). 
n' n' -

Din teorema 3.8, Pn' converge slab către P in topologia lui S. 

Să revenim la constructia mişcării browniene. Fie Y, şir de 
v.a. i.i.d; cu 

P(V. = 1) = P(Y, = -1) = 1/2, 

iar Sn := E~o Y, , numit mersul la lntâmplare simetric. 
Observati că Sn este martingal cu timp diecret. Definim urmă­
torul şir de procese: 

Se2" d . .d z~ := 2n/2 I acă t este multiplu e 2-n 

şi, prin interpolare liniară, 

(.k+l)-2"t 2nt..,..k k k+t 
Z;' := ,/2n S1e + ./?fa S1e+1 , dacă 2" ~ t ~ 2"' 
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Observaţi că, pentru fiecare n, procesul Z;' este continuu. 
Fie Pn legea lui zr i.e. dacă n este spatiul traiectoriilor con­

tinue de la (O, 1) la IR şi A este măsurabilă in C [O, 1), st.unei 

ih aceste condiţii, şirul ·Pn converge slab ln C [O, 1) cltre o 
probabilitate P00 , numită mlsura Wlener şi apoi că, sub 
P00 , aplicaţiile "coordonate" R,.(w) = w(t) fotmează o mişcare 

i btowniană. 
• Vom arata intâi că Pn sunt tight şi apoi că orice punct limită 
i (secvenţial) este o mişcare browniană. Un calcul simplu arată 
-~ă 

! deoarece E (V.) = E (Y,t') = O şi Y, sunt, independente. J:i'ie 

·~ Km - {w: w(0) '""O, lw(t) -w(11)I $ mit - sl 11~ ; t,8 $ 1}. 

Mulţimea km est.e compactă conform teoremei Arzela-Ascoli, 
pentru orice m. Vrem să arlt.ăm el, dat fiind E > O şi dacă tn 
este suficient de mare, atunci 

Pn (K~) = P [z;' f. Km) $ e uniform in n. 

Dacl 1zr - z:1 > m lt - sl''" pentru t, s E (O, 1), aceeaşi 
telaţle· va fi adevărată şi pentru t, s = multiplii de 2- n . Fie 

. , cel mai mic număr int.reg cu lt - sl $ 2' /2" şi fie k cel mai 

. mare intreg cu k2' /2" ~ s. Atunci 

sup lzr - zrnnl ~ m (2'- ")i/A . 
u•-n~l~(k-1-2)21- " • 

Confot'Tl inegalităţilor lui boob, calculelor precedeht,e şi faptului 
că S,,,J - S1 ere aceeaşi lege c:-11 S,, , obţinem 
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< p [ sup I Sp _ Sk2' I > m (2i-n)1/8 
- k21srs(A:+ 2)2' ./2" ../2" -

pentru un i ~ n şi k ~ 2"-'] 

~ t 2" -'P [ sup ISv! 2:: m (2'- ")t/s] 

i= J rs2·2' ../2" 

< t" 2n-i E 1S21+ 11
4 

- L.J m422n2i/22(i- n)/2 
i=1 

n 22i+2 
~ 2n•-i _____ < -4 

c '-.J m422n2i/22(i-n)/2 - cm ' 
i= I 

deci Pn sunt tight .. Orice punct limită este o probabilitate pe 
C (O, 1) deci, pentrn a arăta că limita este mişcare browniană, 
este suficient. să arătăm că legile finit dimensionale (i.e. legile lui 
(Zt 1 , ••• , Ztm) sub P00 ) coincid cu cele ale mişcării browniene. 
Aceasta se bazeazi pe observaţiile următoare: 

Fie Sn mer,ml la int.âmplare simetric; atunci legea lui Sn/ .fii, 
converge slab cat.re N(O, 1), deoarece momentele de ordinul dol 
ale lui Sn/ ./n sunt uniform mărginite, iar apoi inegalitatea lui 
Cebâşev arată că şirul legilor este tight. Dacă P 00 este un punct 
limită (secvenţial), avem că ' 

I e".z dP no = lim E exp (it 
8
~) = Hm (E it~) h 

n-<oo y n n-oo V n 

= lim (cos _t_)" = e-t
2
/ 2 

n-oo vn 

şi folosim unicitatea transformării Fourier. In fine, dacă 81, ... , Bk 

este şir crescător de diadice, atunci legea lui 

(
S1112" S11,.~) ,, 
../2" I"' I ./2" 

converge slab către legea unui şi r gaussian, a cărui matrice de 
covariaţie se calculează cu uşurinţă. 
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METODA F)ROCESELOR MARKOV 

.Considerăm filtrarea :Ft8 := u (Ba, s '.S t), t E [O, +oo). Fie :f'? 
corpul borelian generat de :Fi8 şi de mulţimile P-neglijabile 
.pentru orice X E IR, iar :Ft = :F?+ := ne>O .r?+e . ln cele din 
urmă vom lucra cu :Ft , dar avem nevoie de celelalte corpuri 
boreliene ca stadii intermediare. Motivul pentru care trebuie să 
fim atenţi cu care filtrări lucrăm este următorul: :Ft8 este prea 

'mic ca să cuprindă multe mulţimi intf'fesante { ca cele care apar 
1

În legea logaritmului iterat) in timp ce, dacă filtrarea este prea 
mare, proprietatea Markov se poate să nu aibă loc in raport cu 

::acea filtrare. 
i Reamintim că gi inseamnă media in raport cu pz, iar vari-
• abila Ex.y este <p (Xa), unde <p (y) = EYY. Dacă n este mulţi­
mea funcţiilor continue de la [O, +oo) la IR, definim operatorii 

• de shift Ot: O--+ O prin 0a(w) = w(t + s). Atunci 

dacă mişcarea browniană Ba este definită pe coordonate: Bt(w) = 
w(t). Chiar dacă mişcarea browniană nu este dată pe coordo­
nate, vom presupune că există operatori -de shift 0t astfel ca 
B, o 0t = Bt+s• 
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4.1 PTI.OPIUETATEA MARKOV Şi FlLTR.ĂlRI 

PROPOZIŢIA 4.1 (pmpdr.tatm Mnrkov pentru F[1} Dar.it 
(P'', B,.) esf,e mişr.n.m bmwnin.n.ă, in.r Y c.i;te u.a. mdrginitd ff 
Y:!,- mătmmhilă, atu.nr.i 

De exemplu, daC"n Y = f (B,), propoziţia 4.1 epune că 

E" [/ (Bt.+,.) I Ff] = E1r. [/ (B,.) o 9„ I F,.'l] = Bx. J {Bt), deci 

P ( B, E (4, 5) pent.ru un t E [3, 4) I F.f) 

,-= pn, (~r E (4, 5] pentru un t E (1 , 2)). 

LEMA 41.2 Dnc<f f e.,t.e bordfonă mnrginitrI, atunci 

Dem,m..,tmf ir.. Est.e lluflcient 61 demonlltrlm concluzi& pentru 
/(x) = e;ur. şi apoi 8ă facem combinaţii lini&re şi el trecem la 
limită. Obţinem 

= e'"B• J?S [e'u(B1+a-R.] = e-•2
/tefu88 • 

Pe de altă parle, pent.ru orice y avem 

lnlocuind y cu B,, lema e8te demon8trată. 

Demonstmtia pmpozitiei ,4. 1 Folosind liniaritatea şi trecând 
la limită, este 8uficient să considerăm Y = n~1 /, (B~), unde 
/, sunt mărginite, s ::; t1 ::; .. . ::; tn I şi să aplicăm inducţia. 
Cazul n = 1 este lema 4.2 Presupunem adevărat pentru n şi 
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fle V = n;,:;i /, (Bt,-t,), h(y) = E 11 V. Din Ipoteza de inducţie 
obţinem 

, [n+l l Ere Il /dBt.) I F:1 = E~ { gai [v o Oti 1.1f] /1 (B,.1) I T,:1} 

= E(IJ [(E1111 V) li (Bi~) I F:1] = Ea, [(h/1) (1Jt1) I F,8 ] • 

Din lema 4.2, ultimul termen eat.e E 8• [(h/1) (B,.1_,)). Pentru 
orice y, 

E" [(hit) (Bt1-,)] = E" [(E811 -•V) J. (B,.1-,)] 

= E" [E" [Vo0,.,--, 1 Fr~-,] /1 (Br1-,)] 

= E" [(V o Oi1-,) /t (Di,-,)). 

' Rămâne să inlocuim V din definiţie, y cu B, şi Ot1 _, din definiţie. 

Observaţie. Fie nucleele gaussiene, dat,e prin 

p(t,x)=(2rrtr' 111 e- :r
2

/
2t, xEIR, t>O, (4.1) 

• cărora le asociem operatorii 

Pt/(x) = / f(y)p (t, x - y) dy. (4.2) 

Observaţi că, dacă / este mărginită, atunci Pr/(x) este con­
tinuă in x ( din cont,inuitat.ea lui p ( t, x) şi convergenţă domi­
nată). Să verificăm dired că mişcarea browniană este proces 
Markov omogen in raport cu .r.0 , cu densităţile de tranziţie 
p(t,x) date in formula (4.1). 

Este suficient de arătat că, pentru orice O ~ s < t, A ': t3(1R) 
şi otice C E F:1 , avem 

Mulţimea C poate fi luat,ă de forma. 

C = {B11„ E An,B,,. _, E An- I,•·· ,B,1 E A1, n, E Ao} 
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cu O ~ ·81 < ... < 8 11 < 8 şi A.o, Ai, ... , Ân E B(R.) (întrucât Ao 
poate fi luat IR, înseamnă că 8 poate fi inclus printre 8J-urile 
care determină C). Membrul din stânga este deci egal cu 

' L Î(BtEA)dP = p [cn(Bt EA)] 

= { ... { { fp(8n,Xn)P(Bn-8n-t,Xn-!l:n-t)>< 
},~" }A, }Ao }A 

x ... x• p (t - s, y - x) dxn ... dxidxdy 

= { ... { { p(Bn,Xn)P(Bn - Bn-1,Xn - Xn-1) • • • 
},4" }A, }Ao 

p(.9 - .CJ1,X - x1) x {L p(t - 8,y- x)dy} dxn .. . dx1dx. 

Dar integrala dintre acolade este tocmai P [Bt E A I B. = x) . 
lntr-adevăr, am folosit faptul că 

~ {Bt E Â I (1 (B.)) = l p(t - 8, B, - y) dy 

şi că, din (4.1)-(4.2) avem 

E [/(Bt) I F:1] = Pt-.f(Bi) 

pent.ru orice / boreliană mărginită (sau continuă care se anu­
lează la oo ). 

Observaţie. Adăugând mulţimile neglijabile nu se schimbă 
nimic deci, daci Y este v.a. mărginită şi J=!-măsurabilă, atund 

Ez [Y o Oi I .11] = Ex•y, P - a.s. 

Următorul pas este tr@~~r@A de la Ff la Ft . 

TEOREMA 4.3 (proprietatro Markov p,entru Fi) Fie (Pz, Bt) 
mişcare browniană, iar Y v.a~ mărginită şi F00 - măsu.mbiltl; 
atunci 
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Demonstroţie. Ca şi in propoziţia 4.1, est.e suficient să Jttăm 
Y = f (Bt) şi apoi r,iă aplicăm inducţia. Prin trecere la limită, 
putem presupune că / este continuă. Dacă A E Fli = ~+ , 
atunci A E n+e -pentru orice c > O. Din propriet.at.en Markov 
pentru n+t obţinem 

unde Pe sunt operatorii din formula (4.2). Facem € -+ O şi ter­
menul din stânga converge cntre .f 11 / ( n,, (I) d P!r, din convergenţX 
dominată şi continuitat~a lui / ~i B . M~mbrnl drept. converge 
către JA Pd (B,) dP:i:, din convergenţă dominat.o şi continui­
tatea lui Pe/ (fi B. 

Observaţie. Avem că F, = Jf . Int.r-adevăr, fie 

n 

y = n /,(n,,) 
•=• 

şi, dacă t, ~ 8 < tH 1, not.ăm 

v. = n /.(B,..)şi Y, = n /;(B,.) . 
. {irt,~•} ' {H,>•} 

Attmci avem 
E:r. [Y 1-11+] = Y1E81 Y2 , 

care este n-măsurabilă. Din liniari tate şi trecând la limită, 
Ez (Y I 11+ 1 este J::>-măeurabilă pentru orice Y E 7'! . Dacă 
A E :F, = lf+ , p1mem Y = 1;1 şi obţinem că A E P,'. 

COROLAR 4.4 {legro 0-1 a lui lJlumenthal) Dacă A E Fo, 
atunci P' (A) = O sau 1. 
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Dcmnn.~f.mtfo . S11L p:r. avem l,,ţ = E:r. [lA I Fo~ J = ETJo (l,4) :!!! 

p:r. (A) . 

A plicaţil. 1. Să notăm 7(o,+oo) = inf { t > O : Bt E (O, +oo)} 
prima intrare (primttl timp de intrare) sl mişcării browniene in 
semiaxa pozitivă. Să arătăm că 

i.e. mişrareR browniană int.ră "imediat" in semlaxa pozitivă. Din 
simet.rie, er. int.ră "imediat.'' şi in seminxn negat.ivă; explicaţia 
este ră mişrnren browniană osrileazl int.re valori pozitive şi neg­
nt.i"" in orire vednăt.at.e a originii pe axa timpului (vezi legea 
lognrit.mnlul it.ernt. in juml lui O). lnt.r-adevăr, pent.ru orice t, 

l"° [1,0.100) ~ t.] ~ l'°[n, >O]= 1/2 

(din simet.rin legii N (O, t)). Obţinem că /](I (7co,+oo) = O) ~ 1/2 
dnrn for('m t ""' O, iar din legea O - 1, această probabilitate 
t.rebuie flĂ fie l·. 

2. Dnrn tp( t) {'Sf e funcţie rresdH.oare r.n cp(O) = O, atunci 
ewniment11I (lims11p, _ .0 IJ,/cp(t.) > a) est.e in Fo , deci are prob­
abilitnten O snu 1 pent.rn orke a. Ded 

'
. n, 
1ms11p -() est.e const.nnt,ă a .. ,.; 

t - •O tpf 

(const nntn ponte fi O sau oo). 

Exerciţii 1. Genernloml infinit.ezimnl ni mişrării browniene C 
runţine in domeniul lui funcţiile de clasă C.:? şi pe arest.e funcţii, 
r.vem Cf = (1/2)/". 

/,,dim(i ~: folosiţi furm11la de rnk11I 

,.
1 1

. P,J - I . 
.,_ = 1m --- in sens t.are, 

f\,O t 
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şi calculati E [J (Bt)] - f(x) cu ajutorul unei dezvoltări in serie 
(vom reveni in paragraful 4.3, unde ,vom da o solutie bazată pe 
formula lui Dynkin, precum şi in capitolul 5, unde vom da o altă 
soluţie bazată pe caicul stocastic). 

2. Fie t0 > O; x, y E IR fixate. Definim podul brownian prin 

· to x 11 - t to - t t . 
Bc ' ' := Bt - -Bto + --x + -y, O~ t ~ l.o, 

t0 • t0 t0 

Arătaţi că podul brownian este proces Markov, este gaussian 
(&=:terminaţi media şi covariatia) şi, pentru O ~ t ~ i0 , proceseie 
n:-0,x,11 , n:~~t au aceeaşi lege. 

3. Fie 

v 1/2 [ ( )) - t/2 [B'-0 x II to - t t ] It := t0 t to - t t ' ' - --x - -y , O< t < to. 
to to 

Arătaţi că Yt nu depinde nici de x, nici de y, est.e ga11ssian 
(calculaţi media şi dispersia) şi, dncă p(t), O< t < f.0 este trans­
formare proiectiva a lui (O, 4,) in el însuşi, abmd procesele Y, , 
Yp(t) , O < t < f.0 , coincid (proprietnf.e.a de i,war-ian(ă pmiedfoă 
a mişcării browniene). 

4.2 A TREIA CONSTRUCŢIE 

Vom folosi două ingrediente principale: t.eoremele 4.5-4.6 . 

. TEOREMA 4.5 (de consi.r;f.en.ţă). Fie /4. probabilităti con­
sistente pe IR" : dacă A ~ IR" auem /-ln -i 1 (Ax IR) = µ"(A). 
Atunci exisf.ă o probabilitate pe IR00 astfel ca /-'(A~ IR00

) = 
11.n (A) pentru A~ IR" . 

Demonstmţie. Folosim corpul borelian pe IR00 generat de mulţi­
mile r.ilindrice { A x IR00

, A boreliană într-un IR"}. Ipoteza de 
consistenţă spune că µ este bine defini ·, ă pe mulţimile cilindrice 
prin µ ( A x IR00

) = µ,, (A) pentru A ~ IR". Teorema de extensie 
~ a lui Carat.heodory spune că putem extinde µ la corpul borelian 
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al mulţimilor cilindrice dacă are loc relaţia 

µ(A,.)--+ O pent.ru orice mulţimi cilindrice An"-,, 0. 

Să presupunem că această relaţie nu are loc; există mulţimi 
cilindrice A,. "-_, 0 cu /l (An) > € > O. Fie 

unde i 1, i'l, . .. s,mt. nleşi suficient de mari astfel ca, pentru orice 
~ ~ 

n, ~ = Am" x Rro pentru un A~~ IRm" şi ffln ~ n. Fără a 
restrânge generalit.aten, vom lucra cu A~ ln loc de Ân , deci 

vom renunţa ln ' . Citm An =Am" xR x . , . x R x IR00
, unde 

~ factorul IR npnre de n - mn ori, putem presupune că An =An, 

CU An~ IR". 
Pt-ntrn orice n, să alegem R,.~A,,, cuµ (An\ Bn) ~ e/2"+1 

~ 
şi Rn compact. Fie 

~ 
Rn =Bn xlR.00 

1 iar Cn = B1 n,,, n Bn, 

Deci Cn ~ Rn ~ An şi Cn "-,, 0, dar 

n 

/t (Cn) ~ /l (An) - L /l (An\ Bn) ~ e/2, 
i= I 

~ 
şi proiecţia lui Cn pe IR", notată C,., este compactă. 

Vom găsi 11n 

n 
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deci o contradicţie. Fie Yn E Cn; primele coordonate ale lui Yn, 
să spunem y~ : formează şir conţinut in mulţimea compactă 
Ci, deci extragem. un sub şir convergent .. Fie x1 punctul limită 
corespunzător. Prima şi a doua coordonată a lui Yn in acest şir 

convergent formează şir conţinut in mulţimea compact.ă C2 , deci 
~ 

există -un alt subşir convergent către, să spunem, x' EC2 . Cum 
al doilea subşir este subşir al primului, prima coordonată a lui 
x' este x 1

• Presupunem că x' = (x1, x2) şi continuăm procedeul 
pentru a găsi x = (x1, x2, ... ) ; din construcţie, (x1, ... , x") E Cn 
pentru orice n, deci x E Cn pentrn orice n, contradicţie. 

Fie D mulţimea raţionalilor diadici din [O, 1) l.e. 

D = LJ Dn I unde Dn = { k /2", k ~ 2"} . 
n 

TEOREMA . 4.6 (criteriul de r.onf.inuifnle} Fie X, proce.9 
stocastic cu pro11rief.atea ci'C eri.'lli'C c, e, p > O a.qf fel r.a 

'• 
E IX, - X8"' ~ c lt - ,.,lu, , pent.r11 t, .9 E D. 

Atunci, cu probabilitate 1, tmiectoriile lui X, sunt uniform con­
tinue pe D. 

Demonstmfie. Fie Ăn = 2 - m/2r şi 

Dacă arătăm că P (An) ~ c2~nt/2 , din lema Borel-Cnntelli va 
rezulta că avem P [limsupn ...... +oo An) = O, ceea ce arată că, in 
afara unei mulţimi neglijabile, X, este 11niform cont.in11ă pe D. 

Definim a(n, t) = k/2" dacă t E [k/2", (k + 1) /2"]. Dacă 
t E D şi n ~ O, putem srrie 

Xt = Xa(n,t) + [Xa(n -H,t) - Xn(n,t)] + [Xn(11 i2,I) - Xa(n+ l,t)] + • •,, 

unde suma este de fapt finită deoarece t E /) şi deci a(j, t) = t 
pentru j suficient de mare. Exprimăm similar şi pe X,,. Dacă 

• lt - sl $ 2-n, atund la (n., t) - a(n, s)I $ 2-n. 
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Dacă IXt - X 8 1 > Ăn pent,ru un cuplu t, 8 E D, avem dottl 
posibilit,ăţi: 

pent.ru un cttplu t, 8 E D cu lt - sl S 2- n , sau 

pent.ru un t şi i. 
Pentru ca (a) să aibă loc, trebuie să avem IXr - Xql > Ăn/2 

pent.ru 11n cuplu q, r E Dn cu lq - rl < 2-n . Sunt cel mult 2" 
perechi, deci probabilitatea in cazul (a) este dominatl de 

< c2" (rn)1 -h < c2-"'. 
- Ă~ - Ă~ 

Pent.ru ca (b) să aibă loc, trebuie ca, ţ>entru un i sK avem 
IX,. - Xql > Ăn/40 (i + 1)2 pentru un cuplu q, r cur E Dn+,, q E 
n" li I I ~i lq - rl < 2 - n - t . Sunt, cel mult 2n+Hll perechi, deci . 
probabilitatea in rnz11l (b) este dominată ~e 

Î: 2" li" snp ,, [1x8 I 2 - n - l - X81 > ~" 2] 
i · o s<I 40{t + 1) 

Deci probabilit.at.ea lui An este dominată de c2 -n~12. 

Penhu a construi mişcarea browniană 1-dimensională, fle 
t 1, t2 , ... o enumerare a lui D, n mulţimea functiilor de la D 
la IR, 13, (w) = w(t,), t E O. Pentru a deAni µ,n (n fixat,), fie 
s1, s2 , ... , ,-1" o permutare a lui ta, t2 , .•. , tn astfel ca St < s2 < 
, , , < ,'1n şi 
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X p ( 82 - 81, X2 - Xt) ... p ( 8n - Sn-1, Xn - Xn - 1) dx1 . , . dxn, 

unde funcţiile p( t, x) sunt date in formula ( 4.1). Observăm că µ,.. 
este legea unui vector gaussian şi că se VP,rifică ipotezele teoremei 
4.5. Fie µ măsura pe D construită în această teoremă. 
Dacă Z are legea N (O, 1), atunci E (Z4) = 3 (dezvoltati e•uz 

in serie de puteri, luaţi mediile şi comparaţi cu seria de puteri 
a lui e-u

2
/
2). Din definiţia lui ~ obţinem că legea lui Bi - B, 

este N (O, t - s) pentru t, s E D şi deci 

Din teorema 4.6, pentru aproape toţi t.c.', Bt e.ste uniform con­
tinuă pe D. Definim Bu := limt'\.,u,tE D Bt pentru u (ţ. D şi se 
verifică faptul că Bu este mişcare browniană pe IO, 1} . 

4.3 PROPRIETATEA TARE MARKOV 

ln afară de notaţiile, definiţiile şi rezultatele de la capitolul 3 
privind timpii ele stopare, să definim 

Xi(w) := Xr(w)(w), iar Or prin 

Or(w)(t) := w (T(w) + t); 

avem deci că 
Xi o Or(w) = Xr(w)+t(w). 

TEORE-MA 4.7 {proprietatro tare Markov) Dacă(~, Bi) 
este mişca,e browniană, Y este v. a. mărginită, iar T = .1i.- timp 
de stopare, atunci 

Ez (Y o Or I .1'r) = E 8 TY, J>Z - a.s. pe (T < oo). 
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Demon~'ltmţie. Ca şi la proprietatea Markov, este suficient el 
arătăm că 

pentru f cont.inuă şi mărginită. Definim Tn prin Tn(w) = k/2" 
dacă T(w) E ((k - 1) /2n, k/2n). Tn este şir descrescător de 
timpi de stopare ( către T, pe niultimea (T < oe)). Dacă A E F'l', 
atunci A E Fr" , deci An (Tn = k/2n) E Fk/2" şi avem 

deci 

= f { Elh-nf(B,)d~ = { EB-rn/(Bt)dP'. 
A:= I l'1n(Tn = k/2") J An(T<oo) 

Fnc-em n -. +oo şi, din continuitatea lui / şi Bt, obţinem că 

pe de altă parte, din continuitatea lui Pd, rezultă că 

Observaţii. Un mod simplu de a reţine proprietatea tare 
Markov pentru mişcarea browniană este următorul: fie T timp 
de stopare finit a.s. Atunci procesul {Br+t - Br, t ~ O} este 
mişcare browniană independentă de :Fr . Cu aceiaşi timpi de sto­
pare ca in demonstraţia de mai sus, se pot demonstra următoare-
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le forme echivalente ale proprietăţii tare Markov pent.ru mişca­
rea browniană: 

(1) P [Br+t EA I Fr] = PdB1·, A] P- a.s. pe (1' < oo) 

pentru _orice t ~ O, A ~ IR boreliană. 

(2) E [J (Br+t) I Fr] = (P,,/) (Br) P - a.s. pe (T < oo) 

penttu orice t ~ O, f E Cb (IR) . 

(3) E [! (Bs) I Fr) = (Ps-r/) (Br) P - a.s. pe (S < oo) 

pentru orice / E Cb (IR) şi orice timp de stopare S ~ T, S = 
.rr-măsurabil. 

PROPOZIŢIA 4.8 Fie T timp de .,topare, a> O fixat, B, 
mişcare browniană şi u de cln..,ă C2 mărginită. Atunci există o 
funcţie boreliană mărginită f astfel ca 

1
+oc, 

u(x) = 
0 

e- ot (P,/) (x)dt 

şi are loc reprezentarea 

Demonstmţie. Prima relaţie din concluzie rezultă considerând 
/:=(a - .C) uşi integrând prin părţi de două ori. Pentru a doua 
formulă, presupunem că Teste finit a.s. Din formula lui Fubini, 
avem 

-;. E%1r e- 0 tf(B,)dt+E:r- /+oo e-0 tJ(B,)dt. 
o lr . 

• Al doilea t.ermen este egal cu 
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COROLAR 4.9 (formula ltti Dynkin} Fie T timp de stopare 
finii. a.p.f, n, mişcare browniană şi u de clasă C2 mărginită. 
Atunci 

E7 11r (Cu) ( Bt) dt] = gz (u (Br )) - u(x). 

Vcmon.stmtie . Din propoziţia 4.8 şi formula (a - C) u = / 
obţinem di u(x) se scrie sub forma 

Facem o -+ +oo şi ţinem cont că ~ [T < oo) = 1. 

Aplicaţie. Fie B, mişcare browniană care incepe din :t şi fle 
1~ primul timp de ieşire al mişcării browniene din (x - e, x + e:J, 
€ > O. Din simetria mişcării browniene rezultă 

P [Br. = x - e] = pz [Br, = x + e) = 1/2; 

din proprietatea de scaling rezultă că E (1~) = e2 . Formula lui 
Dynkin spune că 
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lntrucât TE - O r.ând c - O, membrul st.âng al ultimei relaţii se 
comportă ca 1~ ((Cn) (x) + 0(1)) pent.ru c - O. Obţinem deci 

V ca 
(Cn) (x) = n"(x)/2. 

Aceiaşi tip de tehnică de demonst,raţie ca cel din formula lui 
Dynkin, împreună cu propoziţia 4.8 se aplică pentru următoarea 
generalizare 

PROPOZIŢIA 4.10 (fonn.ula Feynm.nn-Kac} Fie V /ttncţie 
pe IR boreli<m.ă mărginită şi twnrgafi,,ă. /Jar.ă 

atunci u este de r.la.<Jă C2 mă,yinifii şi 

(rr - C + V(.r)) 11(:r) = /(;r) n.s. 

Aplicatie. Fie V(:r) = fll(o., ,-d rn /1 > O runstnnt.ii qi 

unde Bt est.e mişrnre browniană. Să observăm di <l>(t) coincide 
cu măsura Lebesgne a mulţimii { !î ~ I. : ll 11 > O} . Din formula 
Feynn1an-Kac pent.rn / = 1 obţinem 

şi deci această funcţie satisface 

{ 
(o+ t1),,(x) - 1111 (.r}/2 = 1. dară i : > O, 

m•(x) - t•"(x)/2 = 1, dară ;,:< O, 

• pent.rn di C = 1/2d2 /dr2
. Rezolvând ecuaţiile de mai sus obţinem 
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I 
(a+ {3) - 1 + A1 exp [- ✓2(a + ,B)x] 

u(x) = +A2 exp ✓2(a + /J)x] , dacă x > O, . 

a- 1 + B1 exp [-tx] + B,exp [ _.12ax], dacă.,< O, 

cu A1, A2 , B1, B2 constante. Cum v, v' sunt continue in x = O, 
avem că 

v(O) = [a(a + /J)i- 112 
, 

iar din definiţie avem relaţia 

Din unicitat,ea transformării Laplace, găsim că 

deci funcţia de repartiţie a lui t(t), pentru t fixat, este absolut 
continui:, cu derivata in raport cu 8 egală cu 

Rezultatul obţinut se numeşte legea arcsinusului pentru legea 
timpului de sejur in semiaxa pozitivă a mişcării browniene, 

Fie T timp de stopare şi BŢ := Brt.t . De exemplu, dacă 
T = r1-1,11 este prima ieşire din (-1, 1), BŢ se comportă ca Bi 
cât timp Bi E (-1, 1) şi deindată ce Bi ajunge in -1 sau in 
1 (timpul de soeire T = T(w) depinzând de w), rămâne acolo. 
Pentru T oarecare, traiectoriile lui BŢ sunt continue a.s. 

Fie T timp de stopare; definim un nou proces stocastic Ye 
astfel 

Yi = Bi, t ~ O dacă T = oo 
V { Bt, o ::; t ::; T d .., T 
r t = 2BT - B t > T aca < oo. 

t t, -
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Procesul Y, are traiectoriile cont,inue. Până la moment,ul T, Yt 
se comportă ca şi B,.; când t at,inge valoarea T, Yt ia valoarea 
Bt reflectată în raport cu dreapta y = Br. 

lPROPOZIŢiA 4.11 {principiul de reflexie al mişcării brown­
iene) Procesul Yt este mişcare browniană. 

Demonstmfie. Lucrăm cu T < oo a.s., not,ăm B = {nt, t ~O}, 
Y = {Yi,t ~O}, Br = {nŢ,t ~O), Cr = {Br+t - nr,t ~ O} 
şi apoi considerăm tripletele (T, B , Cr), (T, BT, -Cr). Avem . 
că nr şi T sunt Fr-măsurabile, deci B şi T sunt, independente 
de mişcările browniene ±Cr, Apoi exist,ă o aplicaţie măsurabilă 
cp cu B = cp (T, BT, C1-) şi ut,ilîzând al doilea t,riplet, obţinem 
Y = cp (T, nr, -Cr), deci B şi Y eu aceea şi lege, adică Y este 
mişcare browniană . 

. 
Fie nt mişcare browniană care începe din O şi 

Mt := supD,. ,~, 
ln continuare vom cakula legea rom11nă a l11i Mt şi Dt, 

PROPOZIŢIA 4.12 Dar.ă a 2 b, afunr.i 

.P° !Mt ~ rt, n, <bi= P 0 IH, > 2a - bJ 

şi .P° !Mt ~ al = 2P0 jlJ, >al. 

Demonstmţie. Fie 7~ := inf { s : l311 2 a}. Atunci avem 

.P° !Mt ~ a, Bt < bi = .P° !Ta ~ l, Bt < b] 

= Lt F° IB,. < b, Ta E dsJ = 1t P' IBt - Ba < b - a, Ta E dsJ. 

Condiţionăm in raport cu F, şi, folosind independenţa lui Bt -
n„ in raport, cu F11 şi faptul di legea lui Bt - B11 este aceeaşi cu 
a lui B,_11 , obţinem 

{' P [0 Bt - D11 < b - a,'/~ E d.'l] 
./o 
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= .l' P 0 [ Rt > 2a - b, Tn Ed.'!] = P' (Bt > 2a - b, Mt 2 a], 

Dacă Ht > 2a - b, st.unei Mt 2 a şi obţinem prltna relaţie. 
Pentru a doua, facem a = b şi obţinem F° (Mt ~ a, IJt < a) = 
Po [ Bt > a), relaţie pe care o sumăm cu Po [ Mt 2 a, Bt > a) ~ 
I'° [B, >a]. 

A plicntie. Sn det.erminăm legea primului timp de atingere â 

valorii o. > O, ştiind că 8 0 = O . Fie 

Avem 

df>ri, ronform propoziţiei 4.12, 

Ded11n•ţi d" nir-i şi din observaţia 5, capitolul 1, că E (Tn) = +oo. 

ln pnrticulnr: Dară /J1-o = a, atunci probabilitatea ca IJ„ AK 

aibă rel puţin o rndnrină int,re t0 şi t 1 este 

lnt r-n<levnr, 

J:11 [min Hu So] 
u<t 

= /' 0 IMt 2'. Ol (din simetrie) 

= I'" IM, 2'. aJ (din omogeneitate) 

= l'l'l~ s tl ' 

ndirn furn111la din en11nţ . 
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Obţinem deasemenea că, dacă B0 = O, atunci probabilitatea 
ca Bt să aibă cel puţin o rădăcină in intervalul (to, t1) este 

2 /i;o - arccos -. 
1r • t1 

lntr-adevăr, probabilit.at.ea căut.ată este 

100 • ff.1 00 

2 P(a).P° (Bto = a) da= - P(a)e- 11 l2
'0 da 

. o 1f~ o 

}}xercitii. Dedureţi ("l\ 1 darn '/,, este rea mal mare rădăcină 
a mişcării browniene mni miră de<'nt. t, inr '/1 este rea mai mică 
rădăcină a mişrării browniene mai mnre denit. t, at.11nd 

P (7o < to] = ~ nrrsin /Io, 
1f V T. 

Aplicaţie. Să considerăm o traiedorie core pleacă din x > O, 
satisfare JJ, > y şi rnre atinge nxa ():,; ln timpnl 'I'. Reflectăm 
această t.raiertorie dnpă timp11I '/' şi obţinem o altă traiectorie 
care pleacă din x şi atinge o valoare mai mică decât -y la timpul 
t. Avem 

P" [/3, > y, min l3u :s o] 
u ~ t 
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= P:I) [B,. < -y, min B" s o] = P (Bt < -yJ. 
u~t 

P [Bt > y, min Bu > o] 
u~t 

= pz (Bt > y)- P [Bt > 'li, minBu s.o] 
u~t 

= pO [Bt > y - x) - pO [Bt < -(y + x)) (din om~geneitate) 

= F° (B,. > y - x) - p0 [Bt > y + x) (din simetrie) 
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MERSUL LA INT AMPLAilE 

Am văzut la paragraful 3.2 rolul pe car€l. ii Jooieă ineI'.&tiJ • ii 
intâmplare in construcţia mişcării brownie'n€ şi a rriiisttt1i Wi#ner, 
prin trecere la limit.ă slabă a şirului de int,e'rpoiare asoâaL 1n 
acest capitol vom studia in detaliu propri-et.ăţil-e mersu-lui I.a 
intâmplare. 

Fie (Yn)n~I variabile aleatoare i.i.d. rn 

P lYn = j] = a j , j E Z. 

Punem 
n 

So = O, Sn = ~ Yk , 
k ,= I 

şi numim şirul (Sn)n>o mers la intâmptrare. 
Fie Pi; = a;-i şi sf observăm că avem 

= P [Sn I I = j I S'n = i] = Pij (5.1) 

pentru orice i1,i2,••·,in - 1,i,j E Z, adică (Sn)n>O este lanţ 
Markov omogen c11 prolnbilităţile de tranziţie Pij , ·i , j E Z. 
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intr-sdevlr, membrul st;âng din (5.1) este egal cu 

P (Yn-H = j - i IYn = i - in - 1, • .. , Y2 = i2 - i1, Yi =ii)= 

P (Yn + I = j - i, Yn = i - in -1, . , , , Y2 = i2 - i I I Yi = i I) _ • . . ] = a,_, 1 
P (Yn = I - •n - 1,, • • 1 Y2 = i2 - i1, Y, = i, 

Iar membrul drept eet.e egal cu 

P (Yi + Y2 + ... + Yn ♦ I = j IY1 + Y2 +., , + Yn = i) = 

P(Ynu ~ j - ilY1 + Y2 + ... + Yn = i) 
= I' (Yn.u = j - i) = a, _, . 

Daci e,dst.l p E {O, 1) MtFel ca 

P (Y,. = 1) = pşi P (Yn = -:"" 1) = 1 --'- P, 

atunci mersul la lnlâmplare {Sn)n>O a80dat şirului '(Yn)n>I ae 
nnmeşt.e almplu, iar când p ~ 1/2; se numeşte simetric. -

Sl «-onsiderim arnncirile surresive ale tinei° m6nede, ln tare 
it.ema apnrtt «-11 probahilitat.e p, banul cu probabillt.ate l - p, •i 

Y. = { 1, darl la a n - a aruncare a aplmt. ,_tema, . 
" -1, dnrl la a n - a aruncare a aplrnt banul. • • 

SA ralr11IAm dist. ribnţia primului momenţ la care nlÎmlrul 
'1temttlor' ei fie egal cu nnmlrnl 'banilor' {excluzând momentul 
O). Probabilitat.ea ca ac-est lucru sl se intâmple ta ·momentul 2n 
ee obţine tondiţionând cu num~rul total de 'steme' in primele 
~wm~ 1 ~i • 

P (nr. de 'steme' = nr. de 'bani' la momentul 2:n) 

P [nr. de 'steme' = nr. de 'bani' la momentul 2n I 
I n steme au aplrut in primele 2n arunclrlJ x G1nP"(1 - p)" 

= 1 ~ "(1 .)·" 
2n - 1 \J2nP - p . • 
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ln limbajul mersului la int,âmplare simplu, probabllit.at.ea cakn­
laU mal 8118 reprezint.ă 

SJ obacrv~m acm11 rd ; 'n ra:ml mersulnl la intâmplnre sime­
tric, avem 

Notlm 

P (S1 # O, S, # ~, ... , S7n _ 1 # O, 8,n f OJ = 

P (8,,. = O) = 2!" c;" . 

1 ('" Un :=- '" 
2'ln •" 

,1, conform rnkulelor prf"r.-dente, nvem 

n 

(5.2) 

P (S1 f" O, 82 'f' O, ... , 81n . I /: O, S1n 1 OJ = 1 - L 
2

A."~ l ; 

A I 

rlmâne de RrĂtRt, rn 

Vom arăta nrest. lnrrn prin indnrţil' : µentrn ri = 1 estfl .-vident. 
deoarere, 11 1 = 1/2. Apoi 

n n • I 
} _ 'ţ"'"" Ut _ l _ ~ U1c 

L 2k - 1 L 2A- - l 
k - 1 Ic I 

"" 
2ri - l 

1111 = Un . I - --- = u., · 
2n - l 

Din form11ln (5.2) şi furmnln lui Stirlin~: 11! ~ 11" 11 l 1c "v'2rr. 
dt-durem ră 
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şi deci că mersul la întâmplare simetric se întoarce la origine cu 
probabilitate 1. 

Să calculăm deasemenea distribuţia timpulu. ultimei vizite 
in origine până la momentul 2n inclusiv. Mai precis, pentru 
k = O, 1, ... ,n, avem 

deoarece 

P (S2A: = O, S2A:+1 ,f- O, S2A:+2 ,f- O, ... , S2n ,f- O] = 

P (S2,r = O] X P (S2A:+I ,f- O, S2A:+2 ,f- O,••, 1 S2n ,f- O IS2A: = O) 

Fie acum AA:,n evenimentul ca, până la momentul 2n, mersul 
la întâmplare simetric să fi fost pozitiv 2k unităţi de timp şi 
negativ 2n - 2k unităţi de timp. Atunci 

P (AA:,n) = UA:tln-A: (5.3) 

Pentru n = 1 relaţia de mai sus este evidentă deoarece 

p (Ao,1) = p (A1,1) = 1/2, Uo = 1, Ut = 1/2. 

Să presupunem că P (AA:,m) = Ua:Um-A: pentru to ţi m < n. , 
Să demonstrăm relaţia (5.3) in cazul k = n. Condiţionând in 

raport cu momentul T al primei ff!veniri in origine, avem 
n 

P(An,n) = LP[An,n IT= 2r) X P(T = ·2r)+ 
r=I 

P(An,n IT> 2n) X P[T > 2n). 

Dat fiind că T = 2r, înseamnă că mersul la intâmplare a fost 
pozitiv pe (O, 2r) sau negativ pe (O, 2r) şi egal cu O la momentul 
2r. Deci 

1 1 
P[An,n IT= 2r) = 2P(Ân-r,n-r), P(An,n IT> 2n) = f 
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rezultă 

1 n 1 
P(An,n) = 2 LP(An-r,n-r) X P(T = 2r] + 2P(T > 2n] 

r=l 

1 n 1 
= 2 L Un--r XP (T = 2r] + 2P [T > 2n]. 

r=l 

Apoi 

n n 

E "n-r X p (T = 2r] = L p (S2n-2r = o] X p (T = 2r) 

n 

= LP(S2n =OIT= 2r] X P(T = 2r] =Un, 
r=l 

aşadar 
1 1 

P(Ân,n) = 2u.. + 2P(T > 2n] =un. 

Din simetrie, demonstraţia de mai sus fun\.·ţionează şi pentru 
Ic = O. Pentru a demonstra (5.3) in cazul O < k < n, după ce 
condiţionăm in raport cu T, obţinem 

n 

P(A;.,n) = L P (Ak,n IT= 2r] X P (T = 2r] j 

r=l 

~t fiind el T = 2r, înseamnă că mersul la întâmplare a fost 
pozitiv. pe (O, 2r) sau negativ pe (O, 2r). Iar, pentru ca eveni­
mentul AA:,n să aibă loc, de la momentul 2r la momentul 2n 
avem nevoie de 2k - 2r unităţi pozitive in prima situaţie sau de 
21c unităţi pozitive in cea de-a dona situaţie. Obţinem 

1 n 

P (AA:,n) = 2 L P [AA:-r,n-rJ X P (T = 2rJ 
r=l 

1 n 

+2 L P [AA:,,,-rJ X P [T = 2rJ 
r=l 
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In fine folosim faptul că 

n n 

L Uk-r X P IT = 2r) = Uk ; L Un-r--k X P IT = 2r) = Un-k • 
r=l r=l 

Legea din formula (5.3) se poate numi legea arcsin discretă, 
deoarece, pentru k şi n mari, conform formulei lui Stirling avetn 

1 

in particular, pentru orice x E {O, 1), observăm că probabilitatea 
evenimentului ca proporţia de timp din {O, 2n) in care mersul la 
intâmplare simet.ric este pozitiv, să fie mai mică decât x, este 

u 11u 1 2 L Ua:Un-k ~ - ----;:===dt = - arcsin ../i. 
k =O 7r O ✓t(n - t) 7r 

De exemplu, probabilitatea ca mersul la întâmplare simetric sl 
fie pozitiv mai puţin decât jumătatea timpului este 1/2. 

Observaţii. Deşi P ISn > O] -+ 1/2 când n -+ oo, rezul­
tatul de mai sus spune că proporţia de timp in care mersul 
la întâmplare simetric este pozitiv nu converge către constanta 
1/2. Motivul pentru care probabilitatea limită de şedere inti:-o 
stare nu este egală cu proporţia de timp (îndelungat) petrecut 
in acea stare, este faptul că timpul mediu intre vizitele unei stlri 
este infinit. lntr-adevăr, dacă T este timpul mediu intre două 
vizite in origine, avem 

00 00 00 1 
E(T) ~ LP(T > 2n) = LUn ~ L ş,:ii' 

n=O n=O n=O 

Deasemenea observăm că, pentru x E {O, 1) şi n tnare, probabi­
litatea ca mersul la întâmplare simetric să nu aibă rădăcini intre 
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2nx şi 2n este 

n nll:-1 
2 

1 - L ttkttn-k = L Ukttn-k ~ ;;: arcsin -/x. 
k=nll) k=O 

Să notăm prin p'i probabilităţile de tranziţie din starea i in 
starea j după n paşi ale mersului la întâmplare simplu şi cu /D 
probabilităţile ca, plecând din starea i, prima sosire in starea j 
să aibă loc la momentul n: 

/,j = P(Sn = j,Sk 'f' j,k = 1, ... ,n-1 ISo = i), n = 1,2, ... 

şi /8 = O. O stare j se numeşte recurentă dacă /n = 1 şi 
tmnzientă in caz contrar, unde am notat 

00 

h; = L i)j . 
n=I 

Să observăm că o stare j este recurentă dacă şi numai dacă 

00 

LPj; = +oo. 
n=I 

lntr-adevăr, starea f est.e recurentă dacă, cu probabilitate 1, 
procesul -care începe din starea j- se va intoarce in j. Conform 
proprietăţii Markov, procesul odată reintors in j, reincepe ci­
clul, deci numărul de vizite in j va fi infinit. Pe de altă parte, 
dacă starea j este tranzientă, de fiecare dată când procesul se 
reîntoarce in j, există o probabilitate pozitivă, anume 1 - fJJ , 
ca el să nu mai revină vreodata in j; ded numărul de vizit,e este 
geometric cu medie 1/(1 - /;;). Astfel starea j este recurentă 
dacă şi numai dacă 

E [numărul de vizite in j I So = j J = +oo. 

lnsă numărul de vizite in j este dat de L ~ --=O g,. , unde 

1, dacă S,. = j 
O, in caz contrar. 
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Rămâne să observăm că 

Cum toote stările mersului la intâmplare simplu comunică, 
ele vor fi toate recurente sau toate tranziente, şi este suficient 
să considerăm j = O. Apoi avem că 

p~+J = O, p~ = ~p"(l - p)"; 

folosind din nou formula lui St.irling, obţinem că 

(5.1) 

gl'(;., < +oo dacă şi numai dacă g [4~))" < +oo; 

cu nite cuvinte, toate stările sunt recurente pentru p = 1/2 şi, 
respectiv, tranziente pentru p f: 1/2. 

Exerciţiu. 1. Dacă (Sn)n>o este mers la intâmplare simplu, 
arătaţi că (ISnl)n~o este lanţ Markov omogen cu probabilităţile 
de tranziţie 

pHI _ (1 _ p)'+I . 
Pi.HI= 1- Pi.,-1 = . (1 )' ' ' = 1,2, ••• şi Pot= 1. p' - -p 

2. ln cazul mersului la întâmplare simetric, arătaţi că numărul 
de reîntoarceri in origine până la momentul 2n are media 

2n + 1 
22n ½n - 1. 

Bazaţi pe faptul că legea comună a vectorului (Y1 , Y2, . .. , Yn) 
într-un mers la întâmplare nu se schimbă dacă indicii se per­
mută, să arătăm că, notând 

Rn = numărul valorilor distincte dil'l {So, S1, ... , Sn} , 
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avem 

lim 
E (lln) 

-
n->+oo n 

P (mersul la întâmplare nu se intoarce niciodată in O] . 

Intr-adevăr, fie 

Atunci 

şi deci 

n 

1, dacă SA::/- SA:-t, SA::/:- S1;-2, .. . , S1; :/:- So 
O, altfel. 

n 

E (R.,) = 1 + L P [ga; = 1] 
k=I 

n 

= 1 + L P (SA::/:- Sa:- 1, S1; :/:- S1; - 2, . .. , S1; :/:- So) 
k=l 

= t+ LP(Yk :/- o, Ya: + Ya:-•; o, ... , Ya: + Yk-1 + ... + Y,,;: oJ 
A:=1 

n 

= t + E P IYi :/- o, Y1 + Y2 ,;: o, ... , Y1 + Y2 + ... + Y1; ,;: o) . 

Aşadar 

n n 

E(Rn) = 1+ I:PIS1 ,/: O,S2 ,/:O, ... ,Sk ,/:O)= L P[T > k), 

unde T este momentul primei reveniri în O. Insă, când k -+ oo, 
avem 

P [T > k) -+ P [T = +oo) = P [nu există întoarcere în O]. 
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1n particular, da.că mersul la intâmplare este simetric (p = 
-1/2), din recurenţă avem că litnit.a de mai sus este egslă cu O. 
In cszul p > 1/2, fie 

a = P (mersul la întâmplare se întoarce in O IY1 = 1] . 

Intrucât 

P [mereul la întâmplare se întoarce in O IYn = -1] = 1, 

avem 

P (mersul la intâmplare se intoarce in O] = ap + 1 - p. 

Condiţionând in raport cu Y2 găsim 

o= o 2p+ 1- p 

şi curri o · < 1 (din tranzienţă), rezultă a = (1 - p)/p. Similar 
tratăm cazul p < 1/2. Obţinem 

1. E ( Rn) { 2p - 1, dacă p > 1 /2 
1m --- -

n--+oo n - 1 - 2p, dacă p $ 1/2. 

Să demonstrăm in fine şi următoarea proprietate in cazul mer­
sului simetric la întâmplare: media numărului de vizite in starea 
k inaint,e de a se întoarce la origine este 1 pentru orice k -:/: O. 
Să notăm cu Z numărul vizitelor de mai sus. Avem că 

unde 

lin= { 

00 

1, dacă Sn > 0,Sn-t > O, ... ,S1 > 0,Sn = k 
O, altfel. 

(adică hn ia valoarea 1 dacă apare o vizită in starea k la mo­
mentul n şi nu există întoarcere la O înainte de n). Deci 

00 

E(Z)= I:P[Sn >0,Sn-1 >0, .. ,,S1 >0,Sn=k] 
n = l 
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00 

= L p (Y,, -f- • • • + Y1 > O, Y,1 - l + , , , + Y, > O, ... , 
n=I 

Y, > O, Yn + ... + Y1 = k) 
00 

. L }7 (Y1 + . , , + Y,I > (), Y2 + , , , + Yn > (), .. . , 
n=I 

Yn > O, Y1 + . , . + Y,. = kJ 
00 

= L P Imersul la int.Âmplare simet.ric nj11nge ln k 

" '"" ' 
primA dAU la momentul nJ 

= P (mersu) ln intnmplnr„ Rimrt rir nj11ngt" neodnt n ln k J -= I. 
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6 
CALCUL STOCASTIC BI-lOWNIAN 

6.1 INTEGRALA STOCASTICĂ ITO 

Am văzut c-ă traiectoriile mişcării orbwniene ( deşi continue) mi 

sunt nicăieri deiîva:bi:}e'; :ace88ta înseamnă că nu putem defini 
J f ( s }'<.lB s ca integrală Stieltjes pentru integranzi generali /. 
Totuşi, este posibil să definim o ast,feI de integrală stocastică 
in sens L2. Vom defini J H8dB.8 , unde H, = H,(w) este proces 
adaptat "convenabil" , anttme: fie :F'e8 6lttarea naturală asociată 
mişcării browniene; cerem ca Rt(w) &ă fie a9,aptat in raport cu 
:Ft8 , cu traiectorii continue şi ca E J0+

00 
lilJds < +oo, iar apoi 

vom slăbi această ultimă ipo'~ză ta: J,400 
ll;ds < +oo a.p.t. 

Pentru început să obsetvăm că, dacă H este :F!-măsurabilă, 
K este :Fc8 -măsurabilă ş.i a $ b $ c :::; d, atunci 

E{H (Bb - Ba) K (Bd - Bc)] = 

E [H (Bb - Ba) KE [Bd - Bc l:Fc]) = O. 

Cum · Bl - t este martingal, avem 
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deci . 

Dacl H„ este elementară i.e. H,,(w) = H(w)l10,bl(s), cu H = 
.1"f-mlsurabilă, atunci definim J; H,dB, = H (Bb - B0). Dacă 
H, este simpld i.e. combinaţie liniară finită de integranzi elemen­
tari, definim J~ H,dB, prin liniaritate. ln fine, dacă H, satisface 

J~ H!cls < +oo a.p.t., aproximăm H cu integranzi simpli H" şi 
definim integrala stocastică ca limita in L2 a integralelor sto­
castice cu integranzii aproximanţi H". De unde ştim că limita 
in L2 există şi că valoarea ei este independentă de alegerea 
şirului aproximant H"1 Dacă H este simplă, putem scrie H, = 
Ej' .. 1 K1l10,,&,1(s), unde KJ sunt mărginite, F:,-măsurabile şi 
01 ~ b1 < Gt ~ ... ~ bn, Atunci 

E (J.' H,dB,) 
2 

= E [ţ, KJ ( B,, - B.,)'] + 

E [2 L K, (Bb• - BOi) K; .(Br,1 - 8 0,)] ; 
i<J 

al doilea surnand estre zero, deci 

E (J.' H,dB,) 

2 

= E (J.' Hids) 

2 

Aceasta inseamnă că există o izometrie intre f~ 11,<lB, cu norma 

( 
J ) 1/2 

. din L2(P) şi H, cu norma L2 : E fo (· )2dt1 . 

LEMA 6.1. Fie K v.a. mărginită şi F!-măsumbilă; atunci 

lt := K (Bt,...b - Bt/\o) 

este martingal continuu şi E (J!,) = (b - a)E [K2). 

Demonstmţie. Continuitatea lui lt este evidentă . Să arătăm 

• că, pentru s < t, avem E [lt IF!] = /,; sunt mai multe situaţii, 
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in funcţie de poziţia numerelor s, t, a, b. Să arătăm e.g. in cazurile 
a < s < t < b şi apoi .9 < a < t < b. Avem: 

respectiv 

Pentru a doua afirmaţie, observăm că 

E (I!,)= E [K2E [(B,, - Bo)2 I.ro]]= E [K2E [B: - B! IFa]] j 

apoi folosim că Bl - t este martingal, deci E [Bl - B! I.ro) = 
b- a. 

PROPOZIŢIA 6.2. Dacd H: este şir de procese simple a.i. 

E [1+oo (li: - /1;")2 ds] - O când m,n _.. +oo, 

atunci 

E [ sup (J; - /;")2] --+ O când m, n .,...... +oo. 
s<+oo . 

Demonstmfie. Dacă H este proces simplu, putem presupune 
01 :S b1 :S 02 :S b2 :S 03 :S ... $ bJ; conform lemei 6.1., Ie este 
martingal şi, cu inegalităţile lui Doob, obţinem 

E [ sup 1:] $ cE [I!,] = cE [t HJ (B„J - B0 J)
2
] 

s<+oo j=l 

+cE [ 2 fu H;H; (B~ - B.,) (B,, - B.,)] . 
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. Condiţionăm in raport cu Y:Z şi fiecare termen din dreapta este 

Cum 

E [n] (B~, - Ba,) 2
] = E [nJE [(Bb, - Ba,) 2 l.r~]] 

= E [nJE [B:, - B!, l.r~ ]] = (bi - aj) E [HJ] 
obţinem că 

Cum diferenţa a două procese simple este tot proces simplu, 
rămâne de aplicat estimarea precedentă lui /" - /m. 

Observaţie. Un proces adaptat H, , de pătrat integrabil şi 
continuu se poate aproxima cu procese simple; de exemplu, şirul 
de procese 

converge către H11 in sensul că E [J0+
00 (H: - 11,)'1 ds] _. O când 

n -+ +oo. De fapt, operatorul liniar Pn ( /I) = H" are norma 
< 1 şi Pn (H) -+ H când n _. oo. 

TEOREMA 6.3. Fie 11: procese simple astfel ca 

E [1+oo (H:- H11 )
2 ds]-o când n _. +oo . 

. Atunci 1: converge in L2, uniform in raport cu s E [O, +oo), 
către un martingal continuu. Limita, notată I, = J: I-1,dB, , 
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este independentă d('; a.lr.gerea şirnlui li" care aproximează pe 

li.,. 
Dem.on.._'lfmţie. Dacă H.: est.e ca in ipoteză, atunci 

când m, n -+ +oo; conform propoziţiei 6.2., şirul 1: este Cauchy 
in raport, cu norma f,2 a sup -ului după s, deci este convergent. 
Not.ăm !imit.a cu 111 ; t.recem la un subşir şi obţinem că I:" con­
verge cnt.re 111 r.11 probabilit,at,e 1, uniform in s E [O, +oo). Cum 
fiernre 1; sunt. ront.inue, şi / 11 est,e continuă. 

Fie nr11m .'I ::; f. Din convergenţa in L2 şi inegalitatea Jensen, 
avem 

E [ u~ [l;' IF"n] - r~ [lt IF,8 ))
2
] ::; 

< f,; [rq(J;' - l,) 2 IF:1
]] = E [Ur - lt)2]-+ O. 

Cum E' [I;• I .r:'] = 1; , trer.em la limit,ă după n şi rezultă că le 
este mnrt.ingal. 

ln fine, dorn //", //"
1 

sunt. procese simple care converg către 

//, µrupuziţin 6.2 . spune di/~ [s11p11<lno (I: - 1:') 2
] -+ O când 

"· 11' -+ +oo, ndiră limita este independentă de şirul aproximant 
oles. 

ln port ir11lo1 !('ţinem ră 

ln fine. dnră ./~/ ... ll;d.'I < +oo a.s. dar nu est.e neapărat, int.e­
~ral,il, fie 

Tk = inf { i > O : ,l,' ll}d8 > k} 

~i definim _ri; 11 . • dJJ . • rn fiind Ji: 11.,d/J.,"'fi. dacă l ::; 7'1c. Cum 
s /\ 'li, n11 ne~te pe ['li, . +x) , p11tem fulusi definiţia din cazul 
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integrabil pentru a defini integrala stocastică. Cum T1 -+ +oo 
când k -+ +oo, am definit deci integrala stocastică I, pentru 
orice t; se verifică fără dificultate că definiţia este consistentă. 

TEOREMA 6.4 (formulo. Ito de schimbare de variabili!} Fie 

Xt = Xo + Lt u,dB, + Le v,ds, 

cu u, , v, procese adaptate a.st/el ca 

l

+oo l+oo 

0 
u!ds < +oo, 

0 
jv,I ds < +oo a.p.t. 

fi / e C2 (R) . Atunci 

I (Xt) = I (Xo) + 

L' /' (X,) u,dB, + L' /' ( \',) u,ds + ~ L' /" (X,) u!d.tt. 

Demonstm{ir,. Definim 

T• = inf { t >O: IJ.' u,dll,, > k sau 

1' u!ds > k sau L' ju.jd.tt > k} 

Cum T1 -+ +oo când k -+ +oo, este suficient să arătăm con­
cluzia pentru X,,.,r,i deci, putem presupune că Al, := J~ u,dB, 
,1 Ât := J; v,ds sunt mărginite, iar / E Cl (R) i.e; /, /', /" sunt 
mir-ginite. 

Fie to> O fixat şie > O; definim So(e) = O, 

SH1(e) = to I\ inf {t > SH1k): jM, - Afs,(e>I > e sau 
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Vom renunţa la c in notaţiile următoare. Cum procesele care 
apar sunt continue, avem Si -+ t0 când i -+ +oo. Ideea este 
următoarea: de,woltarea Taylor spune că 

+oo 

f (Xt0) - f (Xo) = L [f (XsH,) - f (Xs,)] 
i=O 

+oo 

= Lf' (Xs.) (Xs'+, - Xs,) + 
i=O 

1+00 +oo 

2 L !" (Xs,) (XsH, - Xs,)
2 + L ~ , 

i =O i=O 

unde R-i inseamnă restul. Vrem să arătăm că primul termen din 
dreapta converge către integrala stocastică din formula lui Ito, 
al doilea către termenul cu variaţie mărginită, iar al treilea către 
o. 

Pentru primul termen, fie H! = f' (Xs,) dacă S, ~ 8 < Si+t• 
Din continuitatea lui Xa şi a lui /', H! converge mărginit către 
f' (Xa); atunci Li-=~ f' (Xs.) (As'+, - As,) = .J~ H!dA, con­
verge către f~ f' (Xa) dAa {convergenţă dominată). Să observăm 
că 

+oo t 

Lf'(Xs,) (BsH, - Bs.) = 1 H!dBa; 
i=O O 

atunci E~~~ /' (Xs,) {BsH, - Bs,) converge către J; J' (Xa)dB, 
conform propoziţiei 6.2. Să scriem 

!" (Xs.) (XsH, - Xs,)
2 = J" (Xs,) (Bs'+, - Bs,)

2 + 

2/" (Xs,) (BsH1 - Bs,) (AsH 1 - As,)+/" (Xs,) (As'+, - As,)
2

• 

lnsă, prin aprox_imare cu proces_e simple ~i folosind propoziţia 
2. 7, pentru orice t avem că 

\1tE := L (Ms1+, - Ms,)
2 

- lt u!ds in probabilitate. 
(i:S1+t ~t) O 
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Trecând la un subşir e11 , convergenţa va fi a.s. şi sup,. v;•• < 
+oo; Cum /" (X.) este proces continuu, foto/" (X.) dV.•• con­
verge tltre J0'° /" (X.) da când Et --+ O. Pe de alta parte, dat 
fiind 6 > O, există e > O astfel cal/"(x) - /"(y)I < 6 dacă 
Ix - YI < e; deci 

ceea ce Implică 

Apoi 
~ 

El" (Xs,) (Bs,+ 1 - Bs,) (As,., - As,) 

'""'° 
+oo 

< E U/"H00 E IAs.♦1 - As, I ~ Ek ll/"ll00 , 

,=0 

deoarece am presupus că J; ldA.I este mărginită şi IBs,♦ 1 - Bs,I 
< E, deci acest termen tinde la O când e --+ O. Similar pentru 
I:!: r {Xs.) (As,♦ 1 -As,)

2
• Teorema lui Taylor spune că 

R. < r,{e) (Xs.., - Xs.)2, unde r,(e)--+ O când e--+ O. 

Ca ma~ inainte, E'E::; (Xs .. , - Xs,)
2 rămâne mărginită, ceea 

ce arată că E::: ~ --+ O in L2
• 

• Exemplu Formula lui Ito aplicată funcţiei /(x) = x2 implică 

Bl - t = 2 L' B.dB • . 

Termenul -t care apare 'in plus' in formula de mai sus (faţă de 
formula clasică de schimbare de variabilă) sau, mai general, ter­
menul} J; /" (X.) u!ds din formula lui Ito se datorează faptului 

• că variaţia traiectoriilor browniene nu este O, ci t. 
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CORO[.JAR 6.5 Fie 

X,.= Xo + 1t U 8 dB8 + t V,9dS, 
o .fo 

ctt ti 8 9 V c pro esr adapt te astfel ca 

IPROIPOZTIŢV\ ij.~ (inegalitatea lui Burl,holder) Fie p > 2· 
atunci există <;, > O astfel ca 

D monstm(i 1: . Cnznl p - 2 este evident . Formula • m Ho apli­
cată lui Xt . -= J; /f.9d88 şi funcţiei J(x) = lxlP, p > 2, implică 

IXtlp = p 1t 1x91p-l sgn (Xs) H.~dBs+ p(p; l) 1t 1x81p- 2 H;ds. 
o o 

Luăm mediile şi cu inegalităţile lui Doob şi Hol<ler, obţinem 
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( 
( )

JJ- 2 [( I )r/2] 2/r ~ p p; 1) p ~ 1 E [IXtl''J(r- 2)/2 B .l IIJds 

PROPOZIŢIA 6. 7 { continttif.al.ea inte_qmlr.i stocn.'if ice in m­
port cu pamm.etri,i) Fie 1-1,(x); t E [O, T], x E A ~ IR, cu pro­

. priett'tţile: 
(i) Ht(x) este inte_qmhil in mporf cu m.işmrr.a lmn,m.innă pen­

tro orice x E A; 
(ii} pentru orice p > 2, exi.'if.ă c~ > O a.<il/r.l m 

1T B [IU,(x)l"Jdt ~ c~ pt>nt.rn orire ;r, EA. 

(iii) pentru mire p > 2, r.:ri.<ilii ,·~ > O n.<iffd m, 11r.nfnt 01-icr. 

z,yE A, 

1· 

1 E [111,(x) - 11,(u)l"I df ~ ,·: l:r - ul"'' "" n E (O, lJ. 
o . 

Atunci exi.<ilă o 11rT.<iimw ,·m1bm1ii i,i (I. :r) E [O. TJ x A a ml<:­

gmlei stoca.<if ice .f ~ I I,, ( :r )d 11,, . 
Demonsfm(ir.. Conform inegnlit nţii l11i Bmkhul<lN, pent rn .~ < 

t, avem 

Cu 71 rorn·ennl>il ales. se punte aplira niteri11l de runtirmitate 
4.6. 
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COROLAR 6.8 Putem inlocui ipotezele (ii}-(iii} din propoziţia 
6. 7 ev.: 

(ii'} pentru oricep > 1,supxEAJ{ E(IH.,(x)l"]ds < +oo; 
(iii'} există a E (O, 1] cu IHt(x) - Ht(Y)I ::; Ct(x,y) Ix - Yl 0 

pentru x, y E A şi supx,uEA J{ lct(x, y)I" dt < +oo pentru orice 
p > 1. . 

Demonstraţie. Fie şirul de timpi de stopare 

Tn = inf {t >O: sup 1t IHs(x)I" ds + sup t lcs(x, y)I" ds > n}; 
xEA O m,11EA lo 

avem că 

[1TI\Tn l 
sup E IHs(x)I" ds ::; n 
~EA O 

[1 T11Tn l 
şi E 

O 

IH.,(x) - H.,(y)I" ds ::; n Ix - yl 011
, 

d • rt"T" li ( )dR • t· " • (t ) d ' ' ec1 Jo „ x II are o versnme con .mua m , x , ec1 ş1 

J; Jl,,(x)d/J,. . 

PROPOZIŢIA 6.9 (derivabi[ilatea integralei stocastice in 
mpod cit parametrii} Fie Ht(x); t E. [O, T], x E A ~ IR care 
1mfisface (i} din propozi{ia 6. 7 a.i. Ift(x) este derivabilă in x de 
m ori a.s. şi penlnt orice t, iar derivatele E1 Ht(x)/8x" ; k ::; 
m, satisfac i710tezele (ii}-(iii} din propozi{ia 6. 7 sau (ii'}-(iii') 
din corolantl 6.8. Atunci există o versiune a integralei stocastice 
f~ 11.,(x)dR.,, continuă in (t, x) E [O, T] x A şi de mori derivabilă 
in x. ln 11ltts, 

8k 1t 1t {j 
8 

„ ll 11 (x)dB,, = 
8 

k H 3 (x)dB„ pentru k ::; m. 
X O O X 

Demonstmţie ( cazul m = 1) . Fie 
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este suficient să arătăm că Xt(x, y) are o extensie continuă in 
y =O.Avem 

Xt(X, y) = Lt (11 

n:(x + ry)dr) dBa, deci 

E [IXt(x,y) - Xt'(x',y')IJ" 

:5 c.E [I[ (J.' H;(x + ry) - H;(x' + ry')dr) dB,n 

+d,,E [ { (1' H;(x' + ry')dr) dB, •i . 
Cu i~egalitatea lui Burkholder, primul termen este dominat de 

c,,t"l2
-

1 11 

1t E (IH~(x + ry) - 11:(x' + ry')I] d.'Jdv 

~ C,, (ly - y'I°" + Ix - x'lor) ' 

iar al doilea termen este dominat de 

şi putem aplica criteriul de continuitate 4.6. Pentru a vedea 
el limita permută cu integrala, trecem la limită cu y -+ O in 
expresia lui X,(x, y). 

Observaţie. Din corolarul 6.8 şi propoziţia 6.9 deducem 
(a) Dacă Hr(x) este continuă in (t, x) şi derivabilă in x, atunci 

J~ H.(x)dB11 are o versiune continuă in (t, x). 
(b) Dacă Hr(x) este continuă in (t, x) şi de m+ 1 ori derivabilă 

in x, atunci J~ Ha(x)dB11 are ~ versiune <:'ontinuă in (t, x) şi de 
m ori derivabilă in x. 1n plus 
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6.2 ECUAŢH STOCASTICE 

Fie (O, iC , P) câmpul de probabilitate canonic asociat unei miş­
cări browniene Be , t E [O, T) şi :F/1 filtrarea mişcării browniene. 
Se dau o, b : (O, T] x IR -+ IR, funcţii măsurabile. Coeficientul 
b se numeşt.e drift., iar <1 coeficient de difuzie. Prin soluţie a 
ecuaţiei stocastice cu coeficienţii b, u, lnţelegem un proces X = 
{X2, t E [O, TI}, cu valori in IR, :F,-adaptat, care să verifice 
ecuaţia stocasticii 

I' 1' . X,= x+ Jo o (a,X,)dB,+ 
0 

b(s,X,)ds, cu x E IR dat. (6.1) 

Observaţi că adaptarea soluţiei la F/1 este nt>cesară pentru ca 
Integralele stocastice din ecuaţie el aibl sens. Orice solutie a 
ecuaţiei stor.ast.ke se numeşt.e proces de difuzie. Dacă coefi­
cienţii ecuaţiei nu depind de prima variabilă, ecuaţia se numeşte 
omogenăi 

X,= x + 1' u(X,)dB, + L'b(X,)da, cu z € IR dat. (6.2) 
o o 

TEOREMA 6.10 Dacd coe.,'ir.ienţiib,<1 aunt glebal Lipachib 
i.e. 

IO'(t, x) - u(t, 11)1, lb(t, x) - b(t, 11)1 $ L Ix - 111 

şi respccld condi(iile de creştere 

la(t, x)I , lb(t, x)I ~ C(l + x2) 

penln1 orice x, y E R, t E [O, T), atunci ecuaţia {6.1} are o 
solu(ie unir.d a.B. pc (O, T) , pentru orice :r. E IR şi care e11te in 
IJ',p~ 1. 

Demonstmţie. Foloeim metoda aproximaţiilor succesive, Prin 
inducţie definim şirul turnător de procese adaptate şi continue: 
Xo-x f - I 
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J:>entru p ~ 2, avem 

E [ sup 11x:+ 1 
- x:11"] 

09St 

~ const. E [~~~, 11' [b (r,x;-1) - b(r,X;)] drl''] 
+const. ·E [ sup I/' [a (r,x; -1) - a(r,X;)] dB„I"]. 

os-s, lo 
Conform cu inegalit.ăţile lui Doob şi Burkholder, primul termen 
din dreapta este dominat de 

Iar fiecare dintre termenii sumt"i est.e majorat de 

deci 

N ărn (n) bui • (n) ,, (n - l)d I • d ot p, mem r stang; avem p, ~ c, 10 p„ r. teran , 

obţinem p~n) ~ (c~ /n!) T" p~") , dt"<"i 

Aceasta înseamnă că xr converge uniform in !O, tJ a.s. şi in 
V. Fie X, limita sa, care este proc-es rontimm şi adnptnt . Cu 
lnegalit.ăţile lui Burkholder avt"m că 

1' a (s, x:) dB, -1' a (s, X,) dR, in ll, 
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Similar pent.ru Integralele in d8, deci Xe este soluţia ecuaţiei 
(6.1). 

Pent.ru unicit,f\t,e, fie Xt, Y, douii soluţii ale lui (6.1) şi 

Tn = i n f { t > 0 : I X t I ~ n 8811 I½ I ~ n} ; 

avem 

tAT„ 
XŢ" - Y,T" = Jo (b (.i1, X;") - b (a, Y,T")] da 

1
tAT„ 

+ 
0 

[e1 (8 1 X;") - u (.9, Yt")] dB, 

deci, ca mai inaint.e, obţinem 

NoUm ,,, membn1I stâng (cu n fixat); obţlnem '1t ~ c1J:11,ds. 
Cu lema lui Gronwall rezultă '1r = O, deci Xi" = l't" şi apoi 
ţinem cont ră 7~ / +oo. 

Vom not.a prin X,(x) soluţia ecuaţiei (6.1). 

PROPOZIŢIA 6. t l (conlinttitalP-.a şi d•eri.vebi-lital·tu1 so·lutiei 
in mporl CH datr.lc ini,iale) Jn ipotezele teorern·€i 6. 1 o, emtd 
versiuni continue in (t, x) ale integralelor atocasUce ş,i a lui X,(x). 
Fie e1, b global /,ip.,r.h-ilz; dacd deriVrJtele o' = 8<1 / 8x, W = 8b/ 8x 
a,mt continue şi md,yinite, altmci exi.'lld X:(x) = 8X,(x)/8x fi 
aatis/ace ecuaCia 

Demonstmfie. Conform teroremei 4.6, pentru continuitate este 
sntident de arAtnt estimarea următoare 

E IIX,(x) - X,(y)IPJ 
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~ C,, [ix - yjP + (1 + lxlP + IYI") 1-t - s1,,;-2] 

pentru orice s < t şi x, y E llt. 
Di~ demonstra,ţie vom vedea că., dacă coeficie-nţi.i b, o sunt 

mlrgh:i:iţi., attmd estima.rea are forma 

E [IX,(x) - X,(y)-j") ~ c,, [Ix - yfP + l·t - sj"'12
] . 

fentru estimarea iniţi .ală, vom ară.ta eă 

E [11' b (r, X,(y)) J,fl ::; -,. (! + 1111') it - sl"'' 

E [I L' <1 ( r, X,(11)) JB,n s; ",, (I + IIA"l it - .. , ... 

E [lf [11 (r, X,(z)) - <1 (r, X,(y))J.t/1,n :', ',, jt - .ol", 
Să observăm că, pentru oriee p E IR ş,i E > (!), eiX-ist,ă e,,,, > o 
astfel ea 

şi, pentrtt orice p E IR, e~istă c,, > O as,t,fe:l e:·o 

aceste estimări se obţin aplicâ·Ma fom1.tt1l•a,.1:ui· ,I(bi>, ftl!m~:t,iei1,/(:rf) = 
(E + x~)" şi marHM,ga1elor M, = X,·(i?) (re,Ş,~\t!itv, · ,Ni;', ::;: .X,,{$) -
X,{y)) şi.apoi aplii:ând i-negalilatea luCJ ,w,~k;kt'~l~r-. • 

Afi,rmaţia re.feri-tore la deriwbilita,t.~ :s:e ·.cilg-~t-r,,e1)1~ . •0a şj 
propozi~ia 6. 9 referit<i>are la deri vab-i:l:~t:a·tea ,i:F1,~gJie1lei: ,st:©.€'.asttee 
• t t.. • in rap0r cu parame m. 

Exe.rciţii. 

1. Enunţaţi şi demonstraţi un rezultat si,mHa-r y>wpoz,i,ţi.ei 6.11, 
in care derivatele de orice ordin ale coe.fie:ienţ1i,l.0r ecua,ţiei s:tocas-

• tice sunt cont.inue şi mărginite, iar conduzia este că soluţia este 
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infinit d.e:dvabilă in re.port cu x. Detiet,m1.Jl'l,aiţi ~uaţi,a sstis,făetttă 
dia cleruvste (se poatie demonstra o teoremă M tiip ·oon~r.gen,ţi 

dominată pentru inte.grsla stoea:sti-eă M). 
2. ( Dey;emenţa; CM1iifrQ.tiă fie coejm'ffl~· ~ ~ ~U­

Bor s•~st-ice) rie uN, bN global Lipsen;i• •şi N ~ •l ffl4'llt 
polinom.ială eu ac~i ~ ·anti K, ~ ~ . N ?! O. -~ 
cu xr soiuţ.i,a e€M>aţien 

~·rm sup {le"(t,a:) - Gt
0 (t,z)I + 1.b,,(t,•J-"(t,s~} ~o 

11--~ tel~G 
' 

Pres:upWltem in contf.m,iere că (I J, h nitit'lae ~ -~Wu 
din te0rem-a f&,.10· lt>eal i .e. sat.ie.fac c0ndiţia I.,~m pira ~i­
ile mărg,h1-ite di,n Jill. P•r~esul Xt{s), se ·~ t : E fe,,'Ta l\ T} , cu 
valori in IR se numeşte selv,t,ie l«Mti a et'Z~ (t• . .l) ft 00ftdi1ţia 
iniţ,ială X-0(x) = x dacă exi'sti tm M.mp de·,...,. T. şi un şir 
crescător de t-impi de s,topare 7='; n = 1, 2, ... , Ft·- •mlsttn.hUi, 
cu T: < Te şi T: / Te pentru ori<ie x, a-.SJ., Xt{z)' e1tA, ffl!lfltinuă 
in (t, x) şi sa-tis,face ecuaţia (6.1) }l>flltru GtW!lt .te [O, 1'~.J. 

Soluţia X,(.x) se numeşte maxima·ld dactă an, loc relaţia: 

lim X,(x) = +oo pe mulţimea {Te(w) < +oo}, 
t/Te 

iar Tz(w) se numeşte timpul de explozie al soluţiei. 
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TEOREMA 6. :U.2 Dacă coeficienţii cr, b sunt local Lipschitz, 
atunci ecuaţia (6. 1) admite o soluţie maxim.ală unică. 
Demonstmţie. Pentru fiecare n E N considerăm bn, a'] global 

Lipschitz a.i. b = bn, O°J = a'] pentru t E [O, T] şi lxl ~ n. 
Ecuaţia (6.1) cu coeficienţii bn,a'J are o soluţie unică xr(x). Fie 
r: := inf {t < r: 1xr(x)I ~ n} ,careest,eTf-t,impdestopare. 
Pen' t ~ r: are loc 

xr(x) = x + 1" a (s, x:(x))dn. + 1" b (,'1, x:(x)) d.'I. 

Din unicitatea so!nţiilor, avem 

xr(x) = x;n(x) pent.rn t < 1;, dară n < m. 

Fie Trr. := limn -•40<' T;; definim Xr(x) pent.rn O ~ t < 7~ 
prin X,.(x) := xr(x) dnr.ă O ~ t < T; . At.11nri proresnl X, , 
cu timpul de explozie 7~ , este soluţia răutnt.ă (unir.it.nt.en est.e 
evidentă). 

Exemple de ecuaţii stocastice 
1. Ecuaţii liniare Soluţia ecuaţiei 

Xt = Xo + .l' [a1(,'I) + <12(,'l}X.]dH_. + .l' [l,1(-'i) + b2(.'1)X„Jd.'I 

se poat.e pune in forma 

Xt = Yt { Xo + 1' Y11 • 
1<11 (.'l)dH" + .l' Y_. 1 [l>i(.'1) - n1 (.'1)n2(8)]d.'I}. 

unde 

Y, ~ exµ {f,(.,)d/1, + l [b,(,; - ~n/(•)l d,} 

2. Fie ,r E C 2 (1R) rn deriYntele de urdine 1 şi 2 mărginite , inr 
b o funcţie lipsrhitzinnn . Arnt aţi cn ernaţia diferenţială sturns­
tiră 

X, = :r-0 ➔ {a (.\ A)dH .• + [' [h(.\'.) f la (X~)n' (X .. )]d.'l 
. o ./o 
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are o soluţie care se poate scrie i-n fMma Xt = tt(Bt1 Yt), unde 
u($, y) este' soluţia eoua.ţ;ei di~ ~ 

~ = O'(u) , u(O, v),: r 

şi, pentru orioe w e {l , {Ye·(w),t ~ O} aie ~ ~ 
dH'erenţie-ie 8Nimve 

Y:(tu) - /(Be,(w)., Y,(61)}, Y.(~} • ·119, 

UJllde 

3. Dacă 

8 [ {·· 1 &, fJ (') 1"•}·1 'ft 7h e1 ·, ;iii - a~ ; + iP . •v, 
atund soht\i,a eruaţiei 

X,= X-o+ l\1(•,,X.)flB,, + [ . rh(•·iX.,)• 
8 O 

se determ,in,ă prin 

unde 

"ii'= uu{~ &;, _ !. ,(!) + !!!} ~(-t •) • !:{t) 
o-2 IJt 1h tJ1 2 Eh" ' • ' '11'(1, ir) ' 

k este inversa lui h (in al d9i1ea arpment), iv 

b(t) = - + -b + -~O' .(t s). - [â1h 8h 1 d"h '] 
. ât ax 2lfhll ' 

4. Aplicând formula lui Ito lui Xt := Bt - ½ t fi lui /(z) = e!, 
obţinem 

Zt := exp (Bt - ~t) = 1 + Ltex•dX, + iLt ex•dt 
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deci 

Zt = 1 + LtZ8dB 8 • 

In particular exp (Be - t/2) joacă in cakulul stocastic rolul expo­
nenţialei obişnuite din calculul integral clasic. 

Xt = x + 1tX/JdB/J + ~Ltx/Jds 

are soluţia X,= xexp (Bt), t ~ O. 
2. Ecuaţia 

Xt = 1 + Ltx:dB/J + 1tX!ds 

arrie soluţia Xt = (1 - Bt) - 1. Care este f impui de explozie? 
3. Podul brownian X(J cu a E IR dat, este soluţia ecuaţiei 

stocastice 

1t a-xo x: = Bt + 
1 

' ds p~ntru O :::; t < 1. 
o -8 

Integrandul "explodează" când t-+ 1, deci X 0 converge către a 
ia timpul 1. 

41. Ecuaţia stocastică 

Xe =X+ C Le x:12dB, + 1t (-ax,+ b)dt, 

cu a E IR, c > O, b ~ O are soluţie unică. 

Obseirvaţia (proprietatea Markov o. soluţiilor) Fie Xt(x) solu­
ţia ecuaţiei (6.1) pentru t E (O, +oo) şi T un timp fixat. Con­
side1ăm ecuaţia stocastică 
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unde B'!' :=Ba+r-Br. Procesul B~· este independent de trecu­
tul :Fr, deci independent de Xr, iar soluţia X' =-= {X;, t ~ O} 
există şi este unică. 

• Fie X" definit astfel: X;' == Xt pentru t < T şi X;' = x;_T 
pentru t ~ T. XII verifică din nou (6.1) astfel că, din unicitate, 
X 11 = X sau XT+t = x; pentru t ~ O. Rezultă că Xr+t nu 
depinde decât de Xr şi de BT, in timp ce BT este independentă 
de :Fr. Cu alte cuvinte, legea condiţionată a lui Xr+t relativ la 
:Fr nu depinde decât de t, T şi de Xr, adică X este proces 
Markov. 

Să considerăm in continuate r::azul omogen i.e.a şi b nu de­
pind explicit de timp (de primul argument). Fie deci ecuaţia 
stocastica (6.2) cu d, b: JR-+ llt. Legea condiţionată a lui Xr+t, 
cun06când că Xr = x e~U~ aceeaşi cu a lui X,, cunoscând că 
X 0 = x i.e. procesul Markov X este omogen. Acelaşi raţionament 
cu T =tirnp de stopare finit ; arată că X are proprietatea tare 
Markov. • 

Fie Pa,t(x, dy), s $ t semignipul probabilit!ţilor de tranziţie 
asociat procesului de difuzie X i.e. P11,t(x,dy) este legea lui 
Xt cunoscând că X 8 = x, iar Pa,t semigrupul operatorilor de 
trariziţie asociat. 

TEOREMA 6.14 (genemtorul infinitezimal al proceselor de 
difuzie) . Fie Xt soluţia ecuaţiei (6.2}, in ipotezele teoremei 6.10. 
Atunci funcţiile continue cu suport compact c: (IR) C Dom (.C); 
pentru aceste funcţii avem 

1 2 
.Cf(x) = 2a f'1(x) + b(x)f'(x), 

Dacă b, a sunt mărginite, concluzia rămâne adevamtă şi pentru 
funcţiile continue mărginite Cf {IR). . 

Demonstmţie. Din ecuaţia înainte pe care o satisface semi­
grupul Pt, obţinem pentru/ E Dom (.C) : 

Ptf(x) = f(x) + 1' P8 .C/(x)ds. 
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Confoi.:m. prop·-: etăţil Markov şi formulei lui h6 1 obţinem că 

::.:.- unde şi expres= a r ăutntă pentru C . 

.Apîucaţuil 
1. fu. cazul mişcării browniene, avem C = 1/2(82/8x2 ) pe 

CJl (IR). 
2. lPcntrn orice x E IR şi f E C'l (IR) avem Ex[/ (Xt)] = 

/(.:)+Ex [J;cJ (Xs) ds]. 

O\bserw·ţin (legătura cu ecuaţiile di erenţ nle ordinare şi cu 
derivate parţiale). Fie Xt soluţia ecuaţiei (6.1) •; i să notăm E8 ,2 

media condiţionn • ă de X . = x Dacă io · IR-+IR este mă·surabilă 

qu mă,· gil'l l ă, atunc' 

pentru t E (O, T] fixat şi s < t, este continuă şi mărginită rri 

preună cu 8/ /âx, 82 f /8x2 
, deci este in domen·ul ope t atorului 

IC. 
1. Funcţia f (s x) este diferenţiabilă in s •-; : s tisface ecuaţia 

înapoi 

Bf /fJs + l:.f = O 

cu condiţia la l i mită lim8 _,i f(s, x) -= f 0 (x) . In cazul in care 
Pst ( x, ·) are densi tateo. p( s, t, x , y} continuă in s ş i do.că âp / 8s , 
8p/8x 8 2p/8x2 există şi sunt continue ins , atunci peste soluţia 
fundamentală (în sensul distribuţiilor) a ecuaţiei înapoi i .e . cu 

• condiţia lim 8 _,t p(s, t, x, y) = lx- 11 . 
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2. ln plus, dacă există âp/ât, 8(b(t, y)p) /{}y, IP (u2(t, y)p) /8y2 

şi sunt cont.inue, atunci p(s, t, x, y) este soluţia fundamentali a 
ecuaţiei inainte (sau ecuaţia Fokker-P1anck) 

8p/8t - C!p == O, 

unde 

c•J = ~ (o-2/)" - (b/)1 

este adjunctul formal al lui C. 
3. Să considerăm problema Cauchy 

8/ 
Ot. + C/(t, ·) = g pe [O, T) x R, /(T,z) = / 9(z), z e R. 

At.und 

unde X(t) est.e soluţin ecuaţiei (6.1). 
4. Fie un domf'niu mărginit D C R cu frontiera 8D 1'etedi, 

funcţiile <T J , b, g uniform LipsrJ,itz pe 7J ·• /o continui tl 
mărginit.o pe 81). Not.ăm prin To prima ieş'ire din Da lui X; in 
condiţiile de mai sus avem To < +oo a.s. •I, aplicand formula 
lui Ito, obţinem că problema DirichJ.et 

Cf = g, x E D, fino = Io 

satisfnre / (X,) - / 0 (X„0) când t / r0 şi are soluţia dati de 

11nde X (I) este sol11ţia ecuaţiei {6.2). 
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