GHEORGHE STOICA

INTRODUCERE
IN STUDIUL MISCARII
BROWNIENE

Editura Universitatii din Bucuresti
12999

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



BIBLIOTECA CENTRALA
UNIVERSITARA
Bucuresti

Cota, o b 29
Safoo lodi

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



GH. STOICA

INTRODUCERE iN STUDIUL
MISCARII BROWNIENE

Editura Universititii din Bucuresti
1999

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Referenti stiintifici: Prof. dr. loan CUCULESCU
Prof. dr. Constantin TUDOR

[ eeLiorers o RTTALL UNYERSITARK

© Editura Universititii din Bucuregti
$os. Panduri 90-92, Bucuregti - 76235; Tel./Fax: 410.23.84

B.C.U. Bucuresti

| NI

(20001084

Descrierea CIP a Bibliotecii Nationale
STOICA, GHEORGHE I.

Introducere in studiul migcirii browniene / Stoica I.
Gheorghe - Bucuresti, Editura Universittii din Bucuresti, 1999

p. 100; 23 cm.

Bibliogr.

ISBN 973-575-356-1

530.162(075.8)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Cuprins

RECAPITULARE
PROPRIETATI GENERALE

2.1 PRIMA CONSTRUCTIE . ...........

2.2 REGULARITATEA TRAIECTORIILOR
METODE DE MARTINGALE

3.1 OPTIONALIZARE §I APLICATII . . . .. ..
3.2 A DOUA CONSTRUCTIE . . . . ... ... .. ‘

METODA PROCESELOR MARKOV

4.1 PROPRIETATEA MARKOV $I FILTRARI . . .
4.2 A TREIA CONSTRUCTIE .. ... .. ...
4.3 PROPRIETATEA TARE MARKOV . .. . ..

MERSUL LA INTAMPLARE
CALCUL STOCASTIC BROWNIAN

6.1 INTEGRALA STOCASTICAITO . ... ...
6.2 ECUATII STOCASTICE . ...........

Bibliografie

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro

13
16
19

27
27
37

43
44
49
53

63

73
74
86

97



2 Cuprins

CUVANT INAINTE

Am prezentat in detaliu proprietatile migcérii browniene ce
decuirg din caracternl Gaussian, din cel de martingal gi cel de
proces Markov al acesteia: in particular s-au putat prezenta cele
trei constructii standard ale migcérii browniene. In continuare
am dezvoltat tema calculului stocastic, cu integrala gi ecuatiile
[t6. Intrucat migcarea browniand se poate obtine ca limitd de
mersuri la intamplare, am considerat utild introducerea unui
capitol in care sa tratam acest ultim proces.

Cursul de fata se adreseaza studentilor din anii 3 gi 4 de la
Facultatea de Matematica. El reprezintd o continuare a cursului
general de teoria probabilitatilor gi statisticd din anii 2-3; a fost
seris caintroducere in temele optionale de probabilititi, procese
stocastice gi statistica din annl 4, cat gi in temele obligatorii
necesare obtinerii diplomei de studii aprofundate.

Autorul multumeste colegilor pentru analiza facutd cursului
in cadrul colectivului de catedra, in special domnilor profesori
Ioan Cuenlesen gi Constantin Tudor.

Gh. Stoica

Bucuresti, 1999
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1
RECAPITULARE

Fie Q # 0 o multime gi X un corp borelian (0 —algebri) pe 2. O
probabilitate P este o masura (pozitivi) finitd cu masa totald
1. Tripletul (2, K, P) se numegte camp de probabilitate, iar
elementele lui K se numesc evenimente. Functiile masurabile
de la  la R se numesc variabile aleatoare (prescurtat v.a.) si
se noteazd cu X,Y,...saucu f,g,... Integrala lui X in raport cu
P se numegte media lui X gi o notdm E (X) = [ X (w) P (dw).
Dacéa un eveniment are probabilitatea 1, vom spune ca are loc
aproape sigur (prescurtat a.s.) sau aproape peste tot (a.p.t.).
Vom nota cu 14 functia indicator a mul timii A: 14 =1 pe A
gi 0 pe A° (A° este complementara lui A). Dacd A,,n > 1 este
un gir de multimi, notdm limsup,,_, ;oo An := a2, Ui, A
1. Lema Borel-Cantelli I:
+o00
ZP(A,.) < 400 implicd P [limsup An] =10.
fi=1 n—+oo
2. Inegalitatea Cebdgev: dacd X este integrabild 1ar g : R —
(0,00) este crescdtoare, atunci

Eg(X)]

P[X > a] < —="—* pentrua > 0.

g9(a)
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1. RECAPITULARE 4

3. Inegalitatea Jensen: dacd g este converd, X gi g (X) sunt
integrabile, atunci IS [g (X)] > ¢ [I7 (X))].

Legea (sau distributia, repartitia) lui X este probabili-
tatea Py pe R datd prin Px (A) = P[X € A]. Datd fiind o
misurd /1 pe R cu masa totald 1, putem construi o v.a. X cu pro-
prietatea Py = gt in modul urmitor: fie 2 = [0,1], P =mésura
Lebesgue pe [0, 1]. Pentru w € [0,1], punem

X () = inf {t: 1 ((~o00,t]) > w}. (1.1)

Atunci Py ((=00,a]) = P[X < a] = p(((—o0,a]) pentru orice
a, deci Py = .
4. Dacd [ > 0 sau dacd [ cste mdrginild, alunci

B (X)) = / £ (%) Px(d).

In particular, cu teorema lui Fubini obtinem
5. Dacd X > 0 gip = N* alunci

}no
B(X?) = / ptP P X > t]dt.
Jo

Un vector aleator este o aplicatie masurabild de la 2 la
RY; definitia legii si afirmatia 4 se extind la acest obiect fara
dificultate.

Evenimentele A, B sunt independente dacd P (AN B) =
P (A) PP (B) . Definitia se extinde la o familie arbitrard de indici:
evenimentele A;,7 € I sunt independente dacd

(q 1.,\, ]—T P(A;) pentrn orice {1,,...,?'..} < I, neN.

Corpul borelian F este independent de corpul borelian G dacé
orice A € F este independent de orice B3 € G. Corpul borelian
generat de v.a. X, notat o (X), este familia {(X € A), A bore-
liana} . Doua v.a. sunt independente daca corpurile boreliene
generate de ele sunt independente. Similar se definesc indepen-
denta: nnui eveniment si a unei v.a., ca si a unei v.a. cu un corp
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1. RECAPITULARE 6

borelian. Observati cd, dacd X,Y sunt independente gi f, g sunt
functii boreliene, atunci f (X) ¢i g (V) sunt mdependente

Un exemplu de v.a. independente este 2 = [0,1)*, P =misurs
Lebesgue, X o functie doar de prima variabild, Y o functie nu-
mai de a doua variabilk. S8e poate ariita cd v.a. independente pot
fi representate cu ajutorul unor spatii produs (convenabile).

8. Dacd X,Y sunt integrabile gi independente, atunci XY este
integrabild gi

E(XY)=E(X)E(Y).

Punctia caracteristich a v.a. X este transformarea Fourier
8 legii oi: [ €** Py (dz) = E (e*¥) s(cf afirmatiei 4). Dack X,Y
sunt independente, la fel sunt €** | &Y deci, cf. afirmatiei
8, Ea‘“x‘“" I (e*‘" VE (c“") j.e. dack X,Y sunt indepen-
dente, functia caracteristic a cuplului (X,Y) este produsul
functiilor caracteristice ale componentelor. Reciproca este dease-
menea adeviirati:
. 1. Dacd Ee*X+2Y) = E (¢"X) E (") pentru orice t, s reali,
atunci X,Y sunt v.a. independente. '

8. Lema Borel-Cantelli II: fie A,,n > 1 evenimente indepen-
dente.

Daed ZP(A,.) = +00, atunci P [llmsup Al =1

- 400

Convergen{a v.a. Fie X,, X v.a. pe (2, K, P). Spunem c&
Xa = X a.s. (sau a.p.t.) dack P[X.. = X]=1.
Xn = X in probabilitate (sau in misuri) dac¥, pentru orice
€ > 0, avem
lim P[|X.. X|>el =

Xn innL”(p>1)dle,.,X€U’qn
nﬁTmE‘['X" - XP]=0.

Xn — X in lege (sau in repartitie) dacé

hm /f(X dP = /f(X)dP pentru orice f € Cy (R)
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1. RECAPITULARE «6.

i.e. continua gi mérginitd pe R. Convergenta in lege este echiva-
lent& cu convergenta slabi a mésurilor (repartitiilor) Po X;1 =
Po X1,

Definitiile de mai sus se extind fard dificultate in cazul vecto-
rilor aleatori. Au loc urmatoarele: convergenta a.s., convergenta
in L” implic& convergenta in probabilitate, care la réndul e im-
plicd convergenta in lege.

Exercitiu. Fie a € R?. Dacid X,, — a in lege, atunci X,, — a
in probabilitate.

O familie de v.a. X,, se numesgte uniform integrabild dacd

/ | Xn|dP — 0 cand ¢ — 400, uniform in n.
(1Xnl>c)

De exemplu: familia X,,n > 1 ecte uniform integrabild daca si
numai dacdl existd ¢ : [0, +00) — [0, +00) continua, convexs,
cresciitoare, cu ¢(0) = 0, ¢(z)/z — +oo cand z — +oo g
sup,, I [p (| Xal)] < +oo0.

9. Teorema de convergen{d dominald: fie X, € I? cu X, — X
in probabililale. Atunci X € IF §i X,, — X in [ dacd §i numai
dacd familia (| X,|")n>1 este uniform iniegrabild.

O v.a. X este gaussiand (sau normal&), centratd si de dis-
persie 1 daca

PlXeAd= —\/12_—- / e 1%z, A boreliani.
mJA

Pe scurt vom spune cé X are legea N(0, 1) i.e. are legea normal¥
de medie 0 gi dispersie £ [X — E (X)]* = 1. Functis sa carac-
teristicd este IZ (¢'Y) = e7*"/2. Astfel de v.a. existi cf. formulei
L1 cu g (dz) = (27)" 2 e ="72dz. Spunem ci v.a. X are legea
N (a,b?) dacd X = b7 + a, unde Z are legea N{(0,1).

a) Daca f, au legile N (a,,b2) si fo — f in lege, atunci f are
legea N (a,b%), unde a :=limp_ 400 @n, 8% 1= lim, _ 4o B2.

b) Daca sirul de v.a. gaussiene X,, converge in probabilitste
catre o v.a. X, atunci X este ganssiana. Similar pentru vectoni
aleatori.

c) Fie p > 1 fixat si f, cu legile N (a,,b?); atunci f, — f in
probabilitate daca gi numai dacéd f, — fin 7.
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1. RECAPITULARE 7

Vom folosi frecvent urmétoerea evaluare: dacd 7 are legea
N(0,1) si @ > 1, atunci P[Z > a] < e /2,

Vectorul aleator X = (Xj,..., X,) se numeste ganssian dacé
existd un gir 73, ..., Z,, de v.a. independente cu legea N(0,1) si
numere reale by, a; astfel ca X; = 37" b;;Z; + a; , pentru ¢ =
1,...,7n. In notatie matriciald X = BZ + A. Covariatia a doud
v.a. XY este Cov(X,Y) = E{[X — E(X)][Y — E(Y)]}; dac&
v.a. gaussiene sunt centrate i.e. A = {J, matricea de covariatie
este Cov (X) = E(XX') = E [(BZ)(B2)"] = E(BZZ'B') =
- BB, unde X* este transpusul vectorului X. Functia caracteris-
- ticd & vectorului gaussian X este datd de

E (emlx) = E (eiu‘Bz) - e—u‘D-B‘u/Q. ,\112)
Alegdnd u = (0,...,0,6,0,...0), deducem cd fiecare X; este
by 0

v.s. gaussiand. Luand m = 2, B - yu = (a,a),

L0 b
obtinem c& suma a doud v.a. independente cu legile N (0,b?)
este 0 v.a. cu legea N (0,6 + b2). Dacd Cov(X) = BB' este
matrice diagonald, cf. afirmatiei 7, componentele X; sunt inde-
pendente.

Dacd F C @ sunt corpuri boreliene gi X este G—masurabild
gi integrabild, numim valoarea medie a lui X conditionat®
de F, orice v.a. Y care satisface [, YdP = [, XdP pentru orice
‘AeF. ,

10. Valoarea medie condilionatd este unicd a.s. Dacd X este
integrabild, atunci valoarea medie condifionatd E [X | F) existd.

Se verificd fard dificultate ca teoremele de convergentid mono-
tond §i dominat&, ca si inegalititile Jensen gi Cebagev admit
versiuni cu valori medii conditionate. De exemplu, inegalitatea
Jensen devine: daci g este convexi, X gi g (X) sunt integrabile,
atunci E[g(X) | F] 2 g(E[X | F]) as.

11. a) Dacd X, XY sunt integrubile, iarY este F —mdsurabild,
atunci

EXY |F)=YE|X|F] (1.3)
b) Dacd &€ C F, atunci
EEX|F||E]=EX|€]=E[E(X|£€]|F].
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1. RECAPITULARE 8

Ecuatia (1.3) arati cd operatorul de luare a valorii medii
conditionate este proiectia lui X € L?(P) pe subspatiul lui
L? (P) generat de aplicatiile F—mésurabile deoarecs, dacd Y
este F —madsurabild, atunci

E{Y(X - E[X | 7))} = E(XY) - E{YE[X | F]} = 0.

Operatorul de valoare medie conditionats pe Z! (P) este exten-
sia (unicd) a acestui operator de proiecf{ig\x Ja folosegte notatia
E[X |Y] pentru E[X o (Y)]. ‘

12. Convergenfa valorilor medii condijionate: fie Fn un §ir
crescdlor de corpuri boreliene gi Fo, :=corpul borelian generat
de U,»y Fn - Alunci, pentru orice X € L? (P), avem

E[X | Fo]l = E[X | Fo) in L? gi a.s.

(deoarece familia (F [X | F,],n > 1) este uniform integrabild).
Dacd X € L' (P), atunci convergen{a precedentd are loc in L!
§t a.s. ‘

Fie (2, K, P) un camp de probabilitate si fie B corpul bore-
lienelor pe [0, +00). Un proces stocastic, notat X = X(t,w) =
X, (w) sau simplu X, este o eplicatie de la [0,+00) X 1 la
R, misurabild in raport cu produsul corpurilor boreliene B gi
K. Legea unui proces stocastic este P o X! | iar legile finit-
dimensionale ale procesului X sunt P o (Xy,,... ,Xg,,)-l , pen-
tru orice ty,...,t € [0,400). Prin trecere la spatii produs, dat
fiind un proces stocastic cu traiectorii continue gi de lege cunos-
cutd, intotdeauna gasim un alt proces stocastic cu traiectorii
continue, independent de, §i cu aceeagi lege ca primul. Doud
astfel de procese, pentru care legile tinit-dimensionale coincid,
au aceeasi lege.

Convergenta proceselor. Fie X" = (X{)0, X = (X¢)e>0
procese stocastice pe (§2,K, P). Spunem cé are loc convergenta
finit dimensionald as. (in probabilitate, in 7, in lege) a
girului X" cdtre X daca, pentru orice t; < ... < ¢, vec-
torul (X,': e ,X,’;) converge catre vectorul (X,,,..., Xy, ) as.
(in probabilitate, in L”, in lege).

Presupunem c& procesele X™ X cu valori in R? au timpul
t € [0,T] si au traiectorii continue, deci pot privite ca v.a. cn
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1. RECAPITULARE 9
#lori in C ([0, T ,R%). Fie distanta uniforma

d(f,9) = Jup 1£() —g®)ll, f,9€C(0,T],RY).

Spunem c& X" — X uniform a.s. (in probabilitate, in L?) dacd
d (X", X) — 0a.s. (in probabilitate, in [*). Spunem c& X™ — X
uniform in lege dacd lim,_, 400 [ F (X")dP = [ F (X)dP pen-
tru orice F' mérginit pe C ([0, T],R?) si continu& in convergenta
uniformé (i.e. d(f,g) — 0 cu fu,f € C([0,7],R*) implica
F(fa) — F(f)). Atunci: convergenta uniformé in lege implicd
convergents finit dimensionald in lege.

Fie (R, K, P) camp de probabilitate gi F,, , n € N o filtrare
i.e. un gir crescitor de o—algebre. Un gir de v.a. (un proces
cu timp discret) M, , n € N se numeste adaptat dacd M,
este F,,—md#surabild, pentru orice n € N. Similar se defineste
adaptabilitatea pentru un proces cu timp continuu M, , t > 0
in raport cu o filtrare F; , t > 0. Spunem cé filtrarea F, satisface
condifiile obignuite dacé este continui la dreapta (i.e. Fy = Fy;
pentru orice ¢ > 0, unde Fyy = [),,9F4e) §i dacd fiecare F,
este completé (i.e. fiecare F; contine neglijabilele).

Spunem cé girul M, este martingal (cu timp discret) daca
M,, este adaptat la F,, , M, sunt integrabile pentru orice n gi

E[M, | Fa_1) = M, _; as., pentruoricen =1,2,...

Similar spunem ca familia M, este martingal (cu timp continuu)
dacd M, este adaptat la F, , /{; sunt integrabile pentru orice ¢
gi

E [M,| F,) = M, a.s., pentru orice s < t.

Daca avem E [M, | F,] > M, a.s., pentru orice s < ¢, spunem
cd M, este submartingal. Dacd avem E [M, | F,] < M, as.
pentru orice s < ¢, avem un supermartingal.

Un exemplu de martingal cu timp continuu (chiar uniform
integrabil) este M, := E[Z | 7], unde Z este v.a. integrabila.

Daca ludm mediile in definitia martingalelor, obtinem EM,, =
EM, _,, deci prin inductie, EM, = EM;. In cazul timpului

-continuu, avem EM, = EM; .
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1. RECAPITULARE 10

Procesul X = (X),,, de v.a. reale se numegte gaussian
dacd orice combinatie liniard reald finit cu elemente X; are
legea gaussiand. S& observim cé# orice subsistem al unui pro-
ces gaussian este gaussian, deci legea oricirui subsistem finit
(X1,...,X,) are legea gaussiand n—dimensionald. Deasemenea,
subspatiul liniar inchis generat de X in L? (P) este inc¥ gaussian.

13. Legea unui proces gaussian este complet determinatd de
mediile sale gi de matricea de covariafie asociatd.

Pentru ca v.a. gaussiene X; , ¢ > 0 sé fie independente, este
necesar gi suficient ca, pentru orice ¢ # s s& avem

E{[X: - BE(X.)] [Xs — E(X,)]} =0.

14. Pentru un proces gaussian, convergenfa in probabilitate
(deci gi cea a.s.) este echivalentd cu convergenfa in L? , dar
limila este gaussiand.

Fie I C [0, +00) gi procesul gaussian X' := (X;,¢ € /). Notém
F' corpul borelian generat de X'. Atunci E [X; |F' ] este proiectia
ortogonald a lui X, pe subspatiul liniar inchis generat in L? (P)
de X' (deci proiectia pe un subspatiu mai mic decét cel generat
in L? (P) de aplicatiile '—m#surabile).

Intuitiv, X = {X,,t > 0} este proces Markov dacd, vrand
sé facem predictia la timpul s a ceea ce se va intdmpla in viitor,
aceasta se face cunoscind starea procesului X ia timpul ¢ gi
nimic altceva. Trecutul "minimal” al unui proces stocastic X
la timpul s este o—algebra F¥ = o (X,,0 < u < 39); riguros,
proprietatea Markov inseamni ci

P[X,e A|FX] =P|X, € A|o(X,)] as.,
unde
P[Xi€ A| FX] = E [Yx,es)|F¥] pentru A C R borelians.

S& presupunem c&, dat fiind un proces X, pentru orice s <
t, existd probabilititi de tranzitie P,(z,-), boreliene in =,
astfel ca

P [X, €A .7-';‘] = P,;(X,,A) as. pentru ACR borelians.
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1. RECAPITULARE 1

Prin liniaritate gi limit& monotond, definitia procesului Markov
este echivalents cu: pentru orice 8 < t gi f boreliana gi marginita,
avem

E [f (Xg) '.F;x] = P,‘gf (X,) a.8.,

unde P, f(z) := / F (W) Py (z,dy)

sunt operatorii de iranzifie gi are loc relajia Chapman-
Kolmogorov

Pyu(z, A) = / P, dy) Prn(y, A)

pentru orice 0 € s <t < u,z € R, A C R boreliana.
Dacé operatorii de tranzitie I; se pot scrie sub forma

Pyof () = / [ ()plt, s, 2,y)dy

pentru f boreliand mérginitd (sau continud care se anuleazi la
0o), stunci p(t, s, z,y) se numesc densitiiile de tranzitie i.e.
densitétile Radon-Nicodym ale masurilor P,, (z,dy) .

Probabilititile P,; se numesc omogene daci depind doar de
t — 8 i.e. Py = P,_,, caz in care relatia Chapman-Kolmogorov
devine

Poya(z, A) = / P,(z,dy)P,(y, A)

pentru orice £,8 > 0, A C R boreliand marginiti, adicd

Piyof(z) = P (PS) (2);

aczasta inseamnd cd {P,t > 0} formeazd semigrup care este
tare continuu pe functiile continue dacé traiectoriile proresului
X sunt continue (i.e. P,f — P,f uniform daci f este continud,
iar ¢\ s). .

18. Date fiind probabilitétile Py , v, atunci existd un proces
Markov cu probabilitdtile de tranzidtie P, si legea initiala P o
X;!'=w.

Generatorul infinitezimal £ asociat semigrupului P; (con-

“form teoremei Hille-Yosida) contine in domeniul sdu Dom(L)
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1. RECAPITULARE 12

functiile boreliene mirginite (sau continue care se anuleazé la
o) si, pe aceste functii, are loc formula de calcul
D

Ef = %l\r’l“% =/ in sens tare (operatorial).

Derivand ecuatia semigrupului in s = 0, obtinem pentru f €
Dom/(L) :
d

. d
= Pif (z) = P (L)) (z) si - Puf(2) = £(PS) (),

numite ecuafia inainte (sau Fokker-Planck), respectiv ecuafia
mnapoi.

Spunem cé procesul X pe (§2,K, P) este Markov in raport cu
filtrarea {G,,t > 0} si cu probabilititile de tranzitie Py, daci,
pentru orice f boreliand si pozitiva, avem

Pf(X) ]G =Pulf(X,)] P-as,0<s<t.
In cazul omogen, definitia este

P[f (Xt) |ga] = Pio[f (Xa)]

Sa observam ca, daca X este Markov in raport cu @G, atunci
este Markov gi in raport cu F¥.

Daci 2 este multimea functiilor continue de la [0, +-00) la R¢,
definim operatorii de shift 6, : Q@ — Q prin 8,(w) = w(t + 9).
Vom presupune cd existd operatori de shift 8, astfel ca X,00, =
Xtys. Vom nota I5¥ media in raport P*. Variabila EX*Y este
¢ (X,), unde (y) = LY. De exemplu, E*EXY = E®p (X,).

16. Pentru a ardta cd nn proces este Markov, este suficient
de aratat ca, daca Y este marginita i G,,—masurabili, atunci

E*[Y 00,|G) = EX'Y, P* — as.

Intr-adevér, luand Y = 1(x,c4), obtinem definitia proprietatii
Markov.

Un proces stocastic (X, )n>0 care ia valori intr-o multime cel
mult numarabilé (de stari) se numeste lant Markov daca

PXon=31Xn=1Xn1 =tn_1,...,X) =1y, Xo1 = %0]
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. : 1. RECAPITULARE 13

= P[X".H =j|Sn = z]

pentru orice stari 4p,%1,...,%n-1,%,J §i orice n > 0. Valoarea
comun# a expresiilor de mai sus, notatd p;;, se numegte proba-
bilitatea de tranzitie a lantului din starea ¢ in starea j dupé un
pas. Probabilitatile de tranzitie dup& n pasi ia un lant omogen
se definesc prin

P;}':P[met =J|Xm =1],
relatia Chapman-Kolmogorov devine

<

(o o}
m4n __ n . m
pi; = 2 :pikpkj 9
k=0

iar matricea probabilitétilor dupd n pasgi este puterea 8 n—a a
matricii probabilitdtilor dupd un pas.

O stare j eete accesibild din starea i cacé existd n cu pf; > 0.
Stérile 1, j accesibile una din alta se numesc comunicante, iar ’a
fi comunicante’ este relatie de echivalenti pe multimea starilor.
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2
PROPRIETATI GENERALE

Pe un camp de probabilitate (2, K, P), un proces stocastic B;
se numegte migcare browniani (sau proces Wiener, notat
W,) care incepe din 0 daca

(a) Bp =0 aus.,

(b) pentru orice 0 < s < t, B,— B, este v.a. gaussnana centrata
cu dispersia t — s,

(c) pentru orice 0 < 8 < t, By — B, este v.a. independenta
de cel mai mic corp borelian o (B,,0 < r < 8) in raport cu care
v.a. B,,0 < r < s sunt masurabile.

(d) cu probabilitate 1, traiectoriile (i.e. aplicatiile t — B; (w))
sunt continue.

Luénd mediile in egalitatea 2B;B, = B? + B? — (B, — B,)?,

obtinem covariatia migcérii browniene:
Cov (B, By) := E[B,B,| =t A s.

In particular, in definitia de mai sus, se poate inlocui (b) cu
(b’) pentru 0 < s < t, B; — B, este familie gaussiana centrata
cu covariatia t A s.
Pentru a defini o migcare browniana care incepe din z € R,
este suficient si considerdm procesul BY = z + B, ; fie F =
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2. PROPRIETATI GENERALE 15
o (Bg,t < +00) gi definim probabilitétile P* pe ({1, F) prin
.}P"’[Bf" €Al=Plz+B €], pentruz €R, A€ F.

Vom numi perechea (P, By) ;x € R,¢ > 0 migcare brownian.

PROPOZITIA 2.1 (proprietatea de scaling). Fie a > 0 gi
(P®, B;) migcare broumiand care incepe din x; atunci

(P:B/B’ a'lBa:,)

este migcare browniand care incepe din z/a.

Demonstrajie. Cum P? este definitd prin translatie, este sufi-
cient sé considerdm z = 0. Aplicatia a~!B,2, este continui in ¢
gi

Cov (a™'By,a7'By,) =a7? (a’t Aa’s) =t As.
Folosind formula (1.2.) gi cd, pentru t; < 8, < ... < t, , legea
lui (a™'By2yy,..., a~'Bgy,) este determinatd de matricea ei de
covariatie, obtinem cé aceasta coincide cu covariatia migcérii
browniene. Cum ambele procese sunt continue, a=! B,2, trebuie
sé fie migcare browniana.

- PROPOZITIA 2.2 (proprietatea de simelrie). Dacd (P*, By)
este migcare browniand care incepe din z, atunci (P~%, — B,) este
migcare brountand care incepe din —z.

Demonstraiie. Procesul — B, are traiectoriile continue gi cregteri
independente. Intrucat Cov (B, — B,) = (t — s), obtinem

Cov|(—=Br) = (-B,)) = (t ~ 9),
iar comentariile de dupé formula (1.2.) aratd independenta cres-

terilor de tipul (—B;) — (—B,).

PROPOZITIA 2.3 (proprietatea de inversare a timpului).
Dacd B, este migcare browniand pe [0, 1], atunci

§¢:= tBl/g ’ te [1,+oo)
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2.1 PRIMA CONSTRUCTIE 18

este migcare browniand pe [1,+00).
Demonstratie. Evident v.a. B, sunt gaussiene, centrate gi con-

tinue in ¢. S& calculdm covariatiile lui B .

~ 1 1
Cov (BtB,) = tsCov (Bm, Bl/,) = s (E A ;) ={As.

2.1 PRIMA CONSTRUCTIE

Vom prezenta prima constructie & migcérii browniene, care se
face cu ajutorul v.a. i.i.d. gi a spatiului L? . La inceput, vom
construi migcarea browniand pe [0,1]. Mai precis, pentru § =
1,2,...61 5 =1,2,...271 fie o functia pe [0, 1] definitd astfel:

20-1/2 | dack z € [(25 — 2)/2%, (25 — 1)/2),
ng(x) = —'2(‘_1)/2 ’ dacd z € [(2} = 1)/2‘%2]’/2‘),
0, in caz contrar.

Fie o functia identic egald cu 1. Functiile ;; formeaz¥ sisternul
Haar, dacé (-,:) este produsul scalar in L2 [0,1] ie. (f,9) =
fo [(z) 9 (z)dz, atunci (i sunt ortogonale gi au norma 1.

Mai mult, ele formeaz sistem complet ortonormal in L? [0 1]:
woo = 1; 1j0,1/2) 81 1j1/2,1) sunt combinatii liniare de o §i 13;
apoi lig,1/4) §i 1j1/4,1/2) Sunt combinatii liniare de 19 1/3), on1 si
p22. Continuand in acest fel obtinem c& 13/~ (41)/27) este com-
binatie liniard de ¢;; pentru orice n gi k¥ < 2" . Cum functiile
continue pot fi aproximate uniform cu functii in scard ale c&ror
salturi sunt rationalele diadice, rezultid ¢& functiile Haar sunt
dense in mul{imea functiilor continue, care la randul lor sunt
ders= in 12[0, 1].

Fie sistemul Schauder

Yy = /o t pij(s)ds

gi Y;; un gir de v.a. gaussiene i.i.d. centrate cu dispersia 1. Fie

Vo(t) = Yoothoo(t), Vi(t) = Z— Yiivii(t), i > 1.

j=1
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o (Bt,t < +00) gi definim probabilitétile P* pe ({1, F) prin
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migcare brouniand care incepe din —z.

Demonstrafie. Procesul — B, are traiectoriile continue gi cregteri
independente. Intrucat Cov (B, — B,) = (t — s), obtinem

Cov[(—Bi) = (=B,)] = (t - 9),
iar comentariile de dupé formula (1.2.) arata independenta cres-

terilor de tipul (—B;) — (—B,).

PROPOZITIA 2.3 (proprietatea de inversare a timpului).
Dacd B, este migcare browniand pe [0,1], atunci

.§¢2= tBl/g ’ te [1,+OO)
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este migcare browniand pe [1,+00).
Demonstratie. Evident v.a. B, sunt gaussiene, centrate gi con-

tinue in ¢. S& calculdm covariatiile lui B .

~ o~ 1 1
Cov (BtB,) = tsCov (Bllh Bﬂ/,) =g (E A E) ={As.

2.1 PRIMA CONSTRUCTIE

Vom prezenta prima constructie & migcérii browniene, care se
face cu ajutorul v.a. i.i.d. si & spatiului L? . La inceput, vom
construi migcarea browniand pe [0,1]. Mai precis, pentru § =
1,2,...8ij = 1,2,...21 fie ¢y; functia pe [0, 1] definitd astfel:

20-1/2 | dack z € [(25 — 2)/2¢, (25 — 1)/2Y),
oiy(z) = { ~2-D2, dack = € [(2) - 1)/2',2§/2),
0, in caz contrar.

Fie pgp functia identic egald cu 1. Functiile ; y formeazd sistemul
Haar; dacd (-,) este produsul scalar in L*[0,1] i.e. (f, g)
fo f(z) 9 (z)dz, atunci @;; sunt ortogonale §i au norma 1.

Mai muilt, ele formeaz3 sistem complet ortonormal in L? [0 1):
woo = 1; 1ip,1/2) §i 1j1/2,1) sunt combinatii liniare de g §i o11;
apoi lig1/4) 8i 1j1/4,1/2) sunt combinatii liniare de 1j9,1/3), a1 si
(p22. Continuéand in acest fel ob{inem c& 1j/3» (241)/2) este com-
binatie liniard de ¢;; pentru orice n gi £ < 2" . Cum functiile
continue pot fi aproximate uniform cu functii in scars ale ciror
salturi sunt rationalele diadice, rezultd c& functiile Haar sunt
dense in mul{imea functiilor continue, care la randul lor sunt
ders= in 120, 1].

Fie sistemul Schauder
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iy = /o vii(s)ds

gi Y;; un gir de v.a. gaussiene i.i.d. centrate cu dispersia 1. Fie

Volt) = Yoohoo(t), Vi(t) = ) Yiguhus(t), i > 1.

i=1
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2.1 PRIMA CONSTRUCTIE 17

TEOREMA 2.4 Cu notatiile de mai sus, seria

+oc0
E Vi(t) converge a.s. si uniform in ¢.
i=0
Suma seriei, notatd B, , este migcare browniand pe [0,1] care
incepe din 0.
Demonstrafie. S8 demonstrim convergenta seriei. Vom ardta
cé

+o00
ZP [lW(t)| > -15 pentru un t € [0,1]] < +o00. (2.1)
i=0 t
Intr-adevar,
P ||Vi(t ! tel0,1
[Vi( )|>;;pentmnn € [0,1]
1
<P [|Y.',-(t)|¢.-,-(t) > = pentru un tel0,1]giun0< ;< 2‘"']

1
<P l:lY.'j(t)lT(‘“)/2 > 5 pentruun 0 < 7 < 2“']

o fuia oli+1)/2
< (2 +1)P[|Z|> r ],
unde Z este v.a. gaussiand centratd de dispersie 1. Membrul
drept din ultima inegalitate este dominat de 2 exp (—2'/i*), care
este termenul general al unei serii convergente in 1.

Din relatia 2.1 gi lema Borel-Cantelli rezulta, cu probabilitate

1 §i pentru un i care depinde de w, ca avem
1
sup [Vi(t)] < =
t 1

Aceasta aratad ca ) ©_j Vi(t) conveige cand p — 400, uniform
in raport cu t € [0,1]. Mai mult, cum ¥y;(t) sunt continue, la
fel sunt si V;(t), deci B, sunt continue in t. V; sunt gaussiene
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2.1 PRIMA CONSTRUCTIE 18

gi independente, deci B, sunt gaussiene. Evident acestea sunt
gi centrate. Riman de calculat covariatiile. Dacid f € L2[0,1],
identitatea lui Parseval spune ca

(1) = Z«oﬁ, i

gi cum ¥y5(t) — ¥i;(8) = (wij, Lis ),
avem ca B, — B, = Z Y}j(SPij, 1[a,c|)-

tj

Cum Y;; sunt independente, centrate gi de dispersie 1, obtinem

2
E[B.-B,J' = E|Y_ Yilpy, lla,tl)]

ij

= Z(‘pu, Log)? = (L, ppg) =t — 5.
¥

Similar,
J =) pis. Do voau (f,9) =Y (s, )i, 9);
4.3 1.4

deci

E{(B. - B,) (B, — B,)]

(Z Yii(wis, 1|a,tl)) (Z Yur(ou, 1[0#0)}
i.j k

=Y i o) on, L) = (Ling, Lig).
03

-E

Daca r < s, ultimul produs scalar este 0, deci B, — B, este
v.a. gaussiana centratd de dispersie ¢t — s gi independents de
B.,,, — B, dacar;<ry<...<r,<s.
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2.2 REGULARITATEA TRAIECTORIILOR 19

Pentru a construi migcarea browniand pe [0, +00), considerém

ﬁg din propozitia 2.3 si fie B} migcare brownian& pe [0, 1! inde-
pendentd de B; . Definim

— Bl dacit<1
7\ Bl+ B, - B, dacit>1,

gi apoi verificim ugor c& W, este o migcare browniana pe [0, +00).

2.2 REGULARITATEA TRAIECTORIILOR

Prin definitie, traiectoriile migcarii browniene ¢ — B,(w) sunt
continue pentru aproape toti w; si studiem in continuare uni-
form continutatea gi derivabilitatea traiectoriilor, comportamen-
tul asimptotic al acestora (cand ¢ — +00) gi comportamentul
in vecindtatea lui t = 0.

PROPOZITIA 2.5 (modulul de continuitate al traiectoriilor
browniene) Presupunem cd t € [0,1] gi fie c > 1 dat. Penlru
aproape tofi w, existd 6 = 6 (w) > 0 astfel ca, dacd |t — s |< &,
atunci

|Be (w) — B, (w)] < c[~2]t — s|log |t — s]]'/.

Demonstrafie. Fie h = 1/n. Din inegalitatea
Foo 2 2
/ e */?dz < a'e"*/? pentru orice a > 0,
G

obtinem pentru n suficient de mare

ap =P (| Bun — B, > ¢(~2hlog h)"’)

)"
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2.2 REGULARITATEA TRATECTORIILOR 20

Probabilitatea ca cel putin una dintre cregterile B(x41)n — Bia
ik = 0,1,...,m — 1 s& fie mai mare decat c(—2h.logh)1/2 in
valoare absolutd este cel mult no, gi, ludnd n = 2P, avem

Z P < Z 2" (*rlog 2) “2 P 1/3g-<'p
P P

= (c*n log?;)_‘/2 Zp"/22(“°2)” < 4o00.
»

Conform lemei Borel-Cantelli, pentru aproape toti w, existd py =
po(w) astfel ca, pentru orice p > py s& avem

(a) IB(k+l)h - Bkhl < ¢(-2hlog h)m, h=27",

adicd concluzia pentru t = (k4+1)/2° , s = k/2? ,cu k =
0,1,...,2r - 1.

Incazult =q2°Pgit <s<t+2P pentru un p > py , scriem
dezvoltarea binara

8—L=€,2"",€,=0saul

gi din (a) obtinem

‘i

Yoo
|Be — Byl < ¢ _en {2(p + n)log2)/? 2402,

n=1

Notdm ng cel mai mic n cu e, = 1, punem n = ng+ n' — 1 gi
din p+ n < (p + ng) n' obtinem

400
|Be = B,| < c{2(p + no) log 2}"/? 2-o4#W2 5™ (951) /2 g-n'/2
n/ =1

=cA{2(p + no)log2)/22-ote)/2 oy A 1.

Cum functia —hlogh este crescitoare intre 2-0'0+p) gj g — t,
obtinem

(b) |B, — By| < ¢ [~2|t — s]log |t — s|]/?,
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2.2 REGULARITATEA TRAIECTORIILOR 21

cu ¢ > 1. Similar demonstrdm (b) in cazul t = ¢277 gi £ > 8 >
t—27P,

Apoi demonstrim (a) in cazul t = ¢27°, s = (¢ + n)27P
1< n <N, N fixat i.e. pentru aproape toti w existd p; = p;{w)
astfel ca, pentru orice p > p; s8 avem

(©) |Bigrmyz-» — Bez-s| < ¢ (~2hnloghn)'? | by =n277,

cucd > 1.
In fine fie s > t astfel ca N27P 1 < s -t < N277 ,p >
max (pg, p1), pentru un N natural. Atunci existd ¢,q cu

@2 P<t<ti=(g+1)2P<s=¢d2P<s<(¢d+1)277,
nunde N/2~1 < ¢ — g < N + 1. Considerim inegalitatea

IBa_BtIS'Bc"B!n '+iBs|"B¢n|+'Bh—B¢g

gi alegem e, ¢/, ", N astfelcac = 1426, = 14¢, N > 16c%2;

. ca gi inainte, numerele pp(w) gi p;{w) sunt suficient de mari.
Cum functia —hlog h este monotona pentru h mic, inegalitatea
(c) implica

| B, — By, | < (1 +¢)[-2]t _ s|log |t — s|)'/%.
Inegalitatea (b) implica
|B, — B,,| + |By, — B < 2¢ (2" "Plog2")""?
<2d [4]t—s| | N iog {N |t —s)7")]"".

Cum putem presupune |t — 8| < N~ ultima expresie este dom-
inatd de -
4c [2|t — s N~ log (It — 5|7 1)) /

<e[2]t - s|log (]t - si“)]“z .

Exercitiu. Pentru orice € € (0,1/2), cu probabilitate 1, traiec-
* toriile migcarii browniene sunt Holder continue de urdin &.
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2.2 REGULARITATEA TRAIECTORIILOR 22

PROPOZITIA 2.6 (nederivabilitatea traiectoriilor brown-
iene). Aproape toate lraiectoriile migcdrii browniene nu sunt
nicaieri derivabile, i.e. cu probabilitate 1, aplicajiile t — By(w)
nu an derivatd in nici un punct t.

Demonstrafie. Este suficient si facem demonstratia pentru
t € [0,1]. Dacd B, ar fi cerivabild intr-un g € [0, 1], atunci ar
exista £ >> 0 gi un intreg k > 1 astfel ca

B, — B,| < k|t—3s| pentru0<t—g<e.

Atunci, pentru n suficient de mare, avem
k. . . .

|Bim — BGiiym| < 4=, j=1i+1,i+2,i+3, unde i = [ns] +1.
n

Fie A}’ multimea acelor w care satisfac ultima inegalitate;
evident este o multime masurabila in raport cu migcarea brown-
1ana, ca gi

A=UUnNnuy N 4.

k>1m>1n>m0<i<ni<j<i43

Multimea A este evenimentul urmator: exista un intreg k astfel
ca, pentru toti n suficient de mari, ultima inegalitate are loc
intr-un punct i/n. Deci A contine toti w pentru care B, este
derivabila intr-un ¢, si deci este suficient s& aratdm cd P(A) = 0.
Insa

3
(N U0 ) <impt o {rfim <42}

n>m0<i<nCj<1 43

= liminfn< P |B|<4L 3( li (2 )_,/2819 3_0
e : \/7_1 -:n ~l.rin'an m 7—7_11 -

Apoi tinem cont ca A este reuniune numirabild de multimi de
probabilitate nula.
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2.2 REGULARITATEA TRAIECTORIILOR 23

Fie m(t) = {0 =1t5 < t; <... <t} o partitie & intervalului
[0,t] cu norma |[x{t)]| = maxocick—1 ltisy — & si f : [0, +00) —
R o funciie oarecare. Definim

var (f,7(t)) = i f (tias) = f ()

i:ﬂ

Fie acum un gir de partitii 7,(t),n € N ale lui [0, ] astfel ca

Wo(t) = {0, t} C W](t) C ﬂz(t) Clows

Reamintim cd, dacd f este cu variatie mirginitd pe [0,¢] si
lma(®)]l = 0 cand n — 400, atunci existi

lir+n var (f, 7, (t)) =0.

PROPOZITIA 2.7 (variafia traicctoriilor browniene) Pen-
tru aproape tofi w gi dacd ||n,(t)|| — O, atunci

lim wvar (B (w), 7, (t)) =t
n—s 400
In particular: pentru aproape to{i w, traiectoriile migcdrii brown-
iene au variafie nemdrgini'd pe orice inferval [0,1].
Demonstrafie. Pentru t > 0 fixat, este suficient de aritat ca

2"
lim z: [Bk'/zn - 13("_.1)(/2'\]2 =i a.p.t.

n— 400
k=1

De aici deducem in particular c& variatia traiectoriilor este ne-
maérginita, {inand cont cd

" 2
Yaet [Biear = Bx-1yyan]
maX;—j,..

o
2 | Biejan — Be-1yeyan| >

k=1

.p.t.
|

Bjejan — B(j-1)t/2n

(deoarece numadratorul tinde a.p.t. citre ¢, iar numitorul citre
" 0, din uniform continuitatea traiectoriilor).
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2.2 REGULARITATEA TRAIECTORIILOR 24
Fie
Ank = Biejon — Bg—nyepen b =1,...,2"
gi By = AL, —t/2"  k=1,...,2".
Avem de demonstrat cé

gn

Z B — 0 a.p.t.

k=1

Pentru orice n, v.a. (Bnk), sunt i.i.d. cu

E[Bu] =0, B [By] =

deci

2" 2 :
2n+lt2 2 2
(Z B,,k) E E [ = '5‘;—.
k=1

Cum 2t2/4" — 0 cand n — 400, obtinem formula dorit¥ dar cu
limita in sens L? . Pentru convergenta a.p.t., folosim inegalitatea

Iui Cebagev:
22
Z Bk > E] 1

2 2n !
§i cum € a fost arbitrar, obtinem c& ¥7., Bnx — 0 a.p.t.

Am vézut cé procesele By,t > 0 i tBy,, ¢ > 0 au aceeasi lege.
Intrucat By, = 0 a.s., avem limgp ot By, = 0 a.s. sau, inlocuind
t cu 1/t, obtinem

lim B,_(w) =0 a.s.
t— 400 t

Un rezultat mai precis este

PROPOZITIA 2.8 (legea logaritmului iterat) Peniru aproape
tolt w, avem

limsup _ﬁ_lﬂ =1; liminf __Biw) = -
t-++oo (2t loglogt) t—+oo (2t loglogt)'/?
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sau, echivalent

limsup By(w) 7= 1; liminf By(w) 7 =
N0 (2¢loglog 1) N0 (2t loglog $)

Demonstra{ia o vom face in capitolul 3, ca aplicatie & inegalit&¢ilor

lui Doob.

BExercitiu. Folosind propozitia 2.8, ardtati proprietatea de
recuren{d & migcérii browniene: pentru orice z € R, multimea
{t : By = z} este nem&rginitd a.s. Cu teorema lui Fubini, ardtati
cé este neglijabild Lebesgue.

Tinand cont c& pentru orice a > 0 procesul By, — B, ,t > 0
este 0 migcare browniand gi cd procesele Boyp — B, , h > 0,
Ba-t — Ba , h > 0 au aceeasi lege in jurul lui h = 0, ob{inem

COROLAR 2.9 (continuitatea locald a traiectoriilor broum-
fene) Pentru aproape fofi w, avem
Ba+h(w) - Ba(w)

limsup Basn(w) - B"l(;:) =1; liminf i =L
Ao (2hloglogi) "N\0  (2hloglog 1)

Exercitiu. Din corolarul 2.9 deduceti cé, pentru orice € €
{1/2,1], cu probabilitate 1, traiectoriile migcirii browniene nu
sunt Holder continue de ordin ¢.
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3
METODE DE MARTINGALE

S& incepem prin a observa c&, dacd B; este migcare browniani,
atunci ea este martingal, deoarece

E(B:.|F,)) =B, +E|B.~- B, | F,) = B, + E|B, - B,)) = B, ,

folosind independenta cresgterilor. Similar B? —t este martingal,
deoarece

E (B} | ) = E[(B.~ B.)* | 7] +
+2B,E (B | F,)- B} =t-s+ B} ,

folosind independenta cregterilor gi faptul c& B, — B, are legea
N(0,t - s).

Exercitiu. Aritati cd exp (aB; — a’t/2) este martingal pen-
tru orice a € C. ’

3.1 OPTIONALIZARE SI APLICATII

Fie Fi,t > 0 filtrare continug la dreapta gi X, proces stocastic
adaptat la F; (continuitatea la dreapta a filtririi este sugeraté
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3.1 OPTIONALIZARE SI APLICATII 27

de cazul migcarii browniene, aga cum vom vedea la capitolul 4).
O aplicatie T : 2 — [0, +00) se numegte timp de stopare (sau
optionald) dacid (T < t) € F; pentru orice t. Au loc urméatoarele
proprietati:

(8) T este timp de stopare dacd gi numai dacd (T' < t) € F,
pentru orice .

(b) timpii T' = ¢ sunt de stopare.

(¢) T, S timpi de stopare=>T'V S, T'A S sunt timpi de stopare.

(d) daca T, este sir crescitor (resp. descrescitor) de timpi de
stopare, atunci sup, T, (resp. inf, T,,) sunt timpi de stopare.

(e) dacd T este timp de stopare, atunci gi 7' + ¢ este timp de
stopare, pentru orice .

S& demonstram (a). Dacd 7 este timp de stopare, avem

(T<st)y=[)(T<t+1/n)e [ Ferm

n>N n>N

pentru orice n, deci (T < t) € Fyy = F,. Reciproc, dacd (T < t)
€ F, pentru orice ¢, atunci

(T <t)= D('I‘St-- 1/n) € F,

n=1]

deoarece F, este crescatoare.

Exemple. Numim prima intrare (primul timp de intrare) a
procesului X; in multimea A, aplicatia

Ta=inf {t >0: X, € A}
gi prima iegire din A
Ta=inf{t >0: X, ¢ A}.
Desigur c& Tq = T4c §i T4 = T4c . Degi sunt timpi de stopare

pentru orice boreliané A, vom ardta numai
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3.1 OPTIONAVIZARE §1 APLICATH L

PROPOZITIA 3.1 Dacd X, are imiectoriile continue gi
dacd A este deschisd (sau inchisd), atunci Tp este timp de sto-
pare.

Demonstratie. Fie A deschisd. Dacd T' < t pentru un 3 < ¢,
avem X, € A. Din continuitatea traiectoriilor exist¥ 1tn rational
g <tcu X, € A Deci

T<t)= |J KXeder.

q<t, q rational

Dack A este inchisk, fie A, = {z : dist (r, A) < 1/n}. Mulimile
A, sunt deschise, gi cum Ty, este gir crescitor de timpi de
stopare, rezultd c& T = sup, Ty, este timp de stopare. Cum
Ta > Ta, pentru orice n, avem T4 > T. Dacé T = oo, atunci
T4 = o0; dack T' < oo, din continuitatea traiectoriilor avem
Xy = lim, X1, , unde Xy := Xy(,)(w). Dar Xr, este in
inchiderea Ini A,, pentru n > m, deci la fel este gi X1, pentri
orice m. Aceasta implick X7 € Asau T4 < T.

Fie acum 7" un timp de stopare; definim corpul borelian al
evenimentelor cunoscute pan# la timpul T prin

Fr= (A€ Fu: AN(T <) € F, pentrn orice ¢ > 0}

gl Xr(w) 1= Xnw)(w).

Exercitiu. Dac& X, = B, =migcare browniand, ar&tati c& Fr
este corp borelian gi cd T', By sunt F;-—mé#surabile.

Dac# ludm mediile in definitia martingalelor, obtinem EM,, =
EM,_ , deci prin inductie, EM,, = My . Teorema de optiona-
lizare a lui Doob afirma cé# relatia precedentd rémane adeviirati
dacy inlocuim n cu un timp de stopare 7. Exist¥ mai multe
variante ale teoremei de optionalizare, in functie de conditiile
pe care le punem asupra timpilor de stopare (dificultitile apar
cand considerdm timpi de stopare nemirginiti gi/sau in timp

continuu). In acest curs vom avea nevoie de urmitoarele doud
variante.
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2.1 OPTIONALIZARE S1 APLICATI 29

LEMA 8.2 (optionclizare in timp discret) Dacd T' este timp
de stopare mdrginit in raport cu F, gi M, este martingal, atunci
EMy = EMgy . Dacd T este mdrginit de k gi M,, este submartin-
gal, atunci EMy < EM, .

Demonstrafie. Fie k cea mai mare valoare pe care o ia T.
Avem

k k
EMy = / MydP = / MdP ;
r g T ,Z_; s

':')

Cum (T = i) este F;—mi&surabild pentru j > i, obtinem

MldPE M‘.”d”=
(T=4) (T=i)

MyogdP = .. = / MudP,

(7'=0) (T=0)

deci .. " 4
EMy = }: MydP = EM, = EM,.
=0 (1'=4)

Cu aceeagi demonstratie se face partea a doua.

Observatle. Inegalitatea lui Jensen se p&streaz¥ pentru va-
lori medii conditionate (vezi capitolul 1). In limbaj de martin-
gale, obtinem: dae¥ M, este martingal sau submartingal pozitiv,
¢ convexX gi ¢ (|M,|) integrabil&, atunci

dack s < t, adicX o (|M,]) este submartingal. |

TEOREMA 3.3 (oplionalizare in timp continuu) Dacd M,
este martingal continuu la dreapta (i.e. traiectoriile sunt con-
tinue la dreapta) gi T este timp de stopare mdryginit de k, atuncs

EMr = EM, = EMy. Dacd M, este submartingal poztiv, avem
E MT < E M, .
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Demonstratie. Facem doar cazul martingalulul (restul este
similar). Definim timpii de stopare

To(w) = (j—-;”l—),f daci ];,5 <T(w)< _(__1_-45-"_1_)_’2

Procesul Mj,/yn este martingal (cu timp discret) in raport cu
filtrarea Fj/qn , deci din lema 3.2 obtinem c& EMy, = EM,
pentru orice n. Intrucat M) este integrabil, exist¥ ¢ continud,
convexs, crescitoare, cu ¢(z)/z — +oo cind £ — +oo g
Ep (|My|) < 400. Cum ¢ (|M,|) este submartingal, avem

Ep (|Mr,|) < E¢ (IMy)) < +00,

deci v.a. My, sunt uniform integrabile. Cum T, \, T cand n —
400, gi din continuitate la dreapta, rezult¥ c& My, — My , deci
EMy = EM, .

COROLAR 3.4 Dacd S < T sunt timpi de stopare mdrginil
de k gi M, este martingal continuu la dreapta, atunci E [My | Fs)
= Mg a.s.

Demonstragie. Fie A € Fg . Avem de ariitat c¥ [ 4 MsdP =
J4 MrdP. Definim un nou timp de stopare

S(w) dacs A
Uiiue) = { Tgw; dacd z; A’

Se vede c& U este timp de stopare, deci EMy = EM), = EMy
implicé

/A MsdP + [ MydP = EM; |
Ac

Dacé M, sau M, sunt martingale, not&m

M; :=sup|M,|

<t
gi similar definim M .
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TEOREMA 3.5 (inegalitdtile Ini Doob) Dacd M,, este mar-
tingal continuu la dreapta, atunci

- P[M; >a] < (I;EIM,I
Dacd p > 1, atunci existd ¢ care depinde doar de p astfel ca
E (M) < cE|M,|".

Rezultatele rdmdn adevardte pentru M, martingale san submartin-
gale pozitive cu traiectorii continue la dreapta.
Demonstra{ie. Fie

T =min{§ +|M;| > a).

Cum || este convex¥, |M,,| este submartingal; cum |My| > a pe
(T < +00), avem

i

P[M;>al=PrrSr-151/ IM,|

@ Jir<n)
1 1
< —E'Mrm.. < -Elﬂl," .
a a
Pentru partea a doua, fie M{ := E[M} | F],j=1,24
M} := Molgarsasay M2=Mo—M!.

Cum max; |M;| < max; [M}|+a/2, prima inegalitate din enunt
aplicat® lui M! devine

P[M,>a] < P[(My) >a/2] < %EIM,H

£ / \M,| dP.
@ J(1Mal|>a/2)

Apoi. cu Fubini, obtinem

+o00

EM)Y=[ p'P[M >ad|da
0
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f oo
< / 2pa” *F [|Mo| 1at,1>n)) da
JO
2| Man| 2 p
=|M,,|E/ 29 o = LB |M,P
JO

PROPOZITIA 3.8 Fie B, migcare broumiand. Dacd a,t >

0, alunci

r [suplB.l > n] <% M/

alt

Demonstratie. Intrucat e* este convexi, e’Pt este submartin-
gal pozitiv deci, conform teoremei 3.5,

r [sup |B,| > n] =P [mp e’ > e“”]

<t a<t

<e™E (em‘) < exp (—ab + b’t/Q) .

Lu¥m b = a/t, repet&m argumentul pentru — B, ¢i adun&m ine-
galit&tile obtinute.

PROPOZITIA 3.7 (legea iegirii migcdrii browniene din [a,b])
Dacd 11,y este prima iegire a migcdrii broumiene reale din |a, b]
far a < x < b, atunci 1,4 < +00 a.s. gi

P* [Booy =] = :_” P [Bo,y =8 =3

Demonstratie. Not&m simplu 7 in loc de 7j44. Cum B,’ -t
este martingal, teorema de optionalizare 3.3 spune c&

E* (B%,) = E* (T At).

Pentru t < 7 avem | By |<| a | + | b |, deci conform lemei lui
Fatou,

E*r<(la|+|b))’
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sau cd 7 < 400 a.s. Apoi
1=P°[B, =a]+ P°[B; =}]

Cum B; este martingal, avem E” (B;;) = z. Facem t — +o0,
gi din convergenta dominata, rezulta

& = E*B, = aP® B, = a] + bP* [B, = }).

Observatii. Se poate determina efectiv media lui 744 : din
teorema de optionalizare avem ca

E* [nian] = B [B7]
= a?P® B, = a] + b*P* [B; = b = (b+ a)z — ab.
Dacé z > a gi facem b — 400 in propozitia 3.7, rezultd

P> [T{a} < +OO] = ],

Fie acum (B;), cu By = z < 2§ T = T, = T{;} primul
moment la care procesul ajunge la valoarea (nivelul) 2, adica

T= inf{t:B,> 2}, dacaexistdit> 0 astfel ca B, > 2
- +00, daca B; < z pentru orice t > 0.

Cum

2
Vi :=exp (AB,, - %E)

este martingal, avem céd
Ez [VT/\;] = 1
deci, trecand la limita cu t — 400, obtinem

Y X
. lim Vi, = { exp (Az — A 7;]/2), ;i:zz ;’ : ::

t—+o00
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Combinand aceste relatii, gisim cé

1= zliT E? Vand = e B [e-,\"r/a] ’

adicé

B[] = & VP
Exercitiu. Folosind acest lucru, dacd not&m

=inf {¢: B, >a-+bt}; a,b>0,

ardtati cd
E* (e M) =exp [—a (b + M)] :

Indicatie. Din faptul c& exp(AB, — A\?T'/2) este martingal,
obtinem

E* [exp (Ma + bt) — A?T/2)] =1,

gi facem schimbarea de variabild A\b— \?/2 = 2.

Exercitiu. Dacd a < 0 < b, determinati F [e""lmﬂ IB,].'M = a] 5
In particular, deduceti cé E [e‘"(ﬂ’] =e VD,

Demonstrafia propozijiei 2.8 a legii logaritmului iterat pentru
migcarea brouniand. Intrucat exp (aB, — a’t/2) este martmgal
inegalitatea lui Doob spune c&

P sup (B, — as/2) > b] =P [s‘g) (exp (aB; — a’t/2)) > eab]

<e ®E(B,) =e .

Punem h(t) = (2tloglogt=')"/2 gi alegem constante 0 < @ <
1,6 > 0. Fie

= (14 6)0-"h(0"), by = h(6")/2, ta = 0" " ;
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din relatiile
anbp = (1 + 6) loglogl)"‘qi e_“""" = (log()') 1 5n‘1'5

demonstram c&

EP [snp (B - (—%‘2) > bn

a<t

< +00.

Lema Borel-Cantelli spune c#

: @n8 _
P [umnt (s (5~ %57) <) =1

deci pentru aproape toti w, existi n(w) astfel ca, pentru n >
n(w) gi tny1 <t < ty,, avem

B, < sup B, < ﬂ"—t—'l + b, h(t”)liitg
8ty 2 0

‘Facem 0 — 1 gi 6 = 0 c4 s& obtinem
t

limsu B, <1.
o h(t) =

Pentru inegalitatea contrard, fie 0 < @ < 1 gi considerdm eveni-
' mentele independente

A = {Ben — Bgnr > (1 - 0V/2)h(0")} .

Din inegalititile
a!-a? a? 1 /*w 2 3
-a’/2 -z?/2 -a?/2
——e < —= e dx < e
vir_© “Vanly av/an
- pentru a > 0, obtinem
P(A,) = () [ exp(~a?/2)da
(1-01/2)A(@m)/ (6~ - 6m+1)1/3
> c(logn)~V2p-(1-20'240)/(146) oy ¢ 5 0, (3.1)
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Cum (1-20"24-0)/(140) < 1, rezultici ", I’(An) = 400, deci
lema Borel-Cantelli implic& I’ (limsup,, . | o Ay) = 1. Trecénd la
un subsgir, avem

Ben > (1= 0"/2)1(6") + Bgns1 5 cum Bgost < 2h(8"*)

§i legea lui B, este simetrick, avem Bgar1 > —2h(0"*!) pentru
n suficient de mare. Deci

Ben > (1 — 0M)n(0™) — 2h(6"F") > (1 — 40'/*)h(6™);

facem 6 — 0 gi obtinem

I
N0 h(f)

3.2 A DOUA CONSTRUCTIE

Ingredientele necesare vor fi: notiunile de convergent¥ slabg,
probabilit#ti tight, teorema Jui Prohorov gi inegalitiile lui Doob.
Noutatea acestei constructii fatf de prima const¥ in aparitia
masurii Wiener, sub care aplicatiile "coordonate” devin migcate
browniana.

Spunem c& girul de probabilititi P, pe spatiul metric 8 con-
verge slab (sau *—slab) ciitre probabilitatea P daci

/ fdpP, — / JdP, pentru orice f continu gi mérginitd pe S.

PROPOZITIA 3.8 (caracterizarea convergenjei slabe a md-
surilor) Fie P, gir de probabilitd{i pe spajiul metric S. Urmdtoa-
rele afirmalii sunt echivalente.

(a) P, converge slab la P.

(b) limsup,, P,(F) < P(F) pentru orice F C 8 inchisd.

(c) liminf, P,(G) > P(G) pentru orice G C S deschisd.

(d) lim, P,(A) = P(A) pentru orice boreliand A C S cu
P(8A) = 0.
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Demonstrafie. S& ardt&m c& (a) implica (b). Fie F' inchisé gi
¢ > 0. Ludm 8 > 0 suficient de mic astfel ca

Plz:d(z,F) <6} -P(F)<e¢

gi fie
[=1- [1/\6 'd(z, F)]

(observati cd f este continud, are suportul in {z:d(z, F) < §}
gl ia valoarea 1 pe F'). Avem

limsup P,(F) < limsup / fdP, = / fdP

< P{z:d(z,F) <6} < P(F)+e.
84 ardbém cl (b) i (c) implick (d). Fie P (8A) = 0; atunci

lim:up P,(A) < lim:up Py (;1) <P (;1) = P(A)

- P (,"1) < liminf P, (,1) < liminf P, (A).
S8 arétdm c& (d) implicd (b). Pentru F inchisd, not&m
Fs = {z:d(z, F) < §};

dacX y € OF;, atunci d(z, F) = 6. Deci multimile 8F; sunt
disjuncte pentru diferiti §. Cel mult o multime numérabil¥ dintre
ele pot avea P—probabllltate pozmvﬁ deci

_ exlsti 6 \ O cu P(8F;,) =0.
Obtinem
limsup P,(F) < limsup P, (Fs,) = P (F},) pentru orice k.

Cum P (F;,) \, P(F) cand & \, 0, obtinem (b).
S¥ arétdm ci (b) implicd (a). Fie f continu¥ gi mérginit¥; este
suficient de ardtat c&

Iimsup/fd}’,, < /fdP

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.2 A DOUA CONSTRUCTIE 38

(si apoi aplicim pentru — f). Putem presupune ci f ia valori

intre 0 gi 1. Fie

care este inchisd. Avem

ko, .
/ fdP. <Y P [’—;—1 < f(@) < {-]
=0

‘Z [Pn (Fiet) = Pa (F)] < k+kZP,,(F‘

i=0

Similar demonstrdm cé

k
[rap<3> PR,

Obtinem

k
Z limsup P, (Fl)
rar R

a-h—

: / l
limsup E

1,1
<prEuPysy+ [ rap

Sirul de probabilitati P, pe spatiul metric S se numegte tight
dacé, pentru orice € > 0 existd un compact K, C S astfel ca
sup,, P (K¢) <e.

PROPOZITIA 3.9 (Prohorov) Dacd un gir de probabilitdti
pe un spafiuv metric S este tight, atunci el este relativ compact
in topologia convergeniei slabe.

Demonstrafie. S& presupunem pentru inceput c S = [0, 1],
care este compact gi separat; teorema este consecintd directa a
teoremei lui Alaoglu. S& facem demonstratia direct: obset vagi c&
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|a — b] A1 este metricé pe R care genereazé topologia uzualé pe

R si deci
N |af — b Al ;
(a,b)—-»zl———z—‘!——; a=(a*), b= (V)
i=1

este metrici pe [0, 1]%.

Fie Cy(8S) spatiul functiilor continue gi mérginite pe S gi f; o
familie numarabild de elemente pozitive a cdror inchidere este
densi in S. Pentru fiecare i, [ fidP, este gir mérginit, deci avem
un subgir convergent. Prin procedenl de diagonalizare (vezi gi
teorema Arzeld-Ascoli), gisim un subgir n’ astfel ca [ fid Py s
conveargd pentru orice i; notdm limita Ini cu Lf;. Avem ci L
este liniar §i 0 < Lf; < ||/ill,, , deci L se extinde la o functionald
liniar8 mérginits pe S. Din teorema de reprezentare a lui Riesz,
existd o misurd P astfel ca

Lf-—-/]dl’.

Cum J JidPn — [ fidP, pentru orice f;, avem gi [ fidP,y —
" [ fidP, pentru orice f € Cy(8) deci P, converge slab la P.
Cum Lf > 0 pentru f > 0, P este miisurd pozitivd. Functia 1
este continudl gi mirginit&, deci 1 = P(S) = [1dP, — [1dP
sau P(S) = 1.

Fie acum S spatiu metric arbitrar. Pentru orice m exist& un
compact Ky, cu sup, P, (K¢) < 1/m. Cum toate P, au suportul
in |J,, Km, putem inlocui S cu |J,, Ko (i.e. putem presupune c
S este.c—compact, deci separabil). Dac& d este metrica pe S,
d A 1 este metricd compatibild, deci putem presupune cé d este
marginitd de 1.

Spatiul S poate fi scufundat in [0,1]° astfel: daci s; este
submul{ime numaérabilé dens& in S, fie

| 'I g [0, 1], I(z) = (d(z, 81),d(x, 83),...).

Dac =, — z, atunci fiecare componentd a lui I(z,) converge
, Cétre componenta corespunzitoare a lui I(z); aceasta implicd
" I(z,) — I(z). Reciproc, daci z, este gir cu d(zn,z) < £/2
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pentru orice n, putem gisi s; cu d(s;,x) < £/2, deci d(zy, 85) <
/2 pentru orice n. In acest caz, I(z,) nu poate converge citre
I(x); deci I este aplicatie continud gi deschisf. Luim z, = g
pentru orice n; dacd I(y) = I(z), atunci y = x, deci I este
injectivd si cum S este c—compact, iar imaginea unui compact
printr-o aplicatie continué este tot compact, obtinem c& I(S)

este boreliana.
Definim P, pe [0,1]* prin

P.(A) := P, [IFY (AN 1(9))].

Din prima parte a demonstraiiei, existd un subgir £, care con-
verge la P in topologia lui [0,1)*; cum I(K,,) este compact,
din teorema 3.8 rezulta

Pl (Kn) 2 lims'up Pyl (Kn))21- '-:;,

deci P[I(S)] =1.
In fine, dac& G este deschis in 8, stunci I(G) = H N I(8)
pentru un H deschis in [0,1]* , deci

liminf P (G) = liminf P(H) > P(H) = P[H N 1(8)] = P(G).

Din teorema 3.8, P, converge slab cétre P in topologia lui 8.

~ S& revenim la constructia migcirii browniene. Fie Y; sir de
v.a. iid. cu

PlYi= 1]=P[}§= -1] =1/2,

iar Sp := Y ¢ oY , numit mersul la intamplare simetric.
Observati cid S, este martingal cu timp discret. Definim urma-
torul gir de procese:

7z} = ‘29:‘;; daca ¢ este multiplu de 27"
gi, prin interpolare liniard,
(k+1) -2 2"t —k k k+1
= — <t< .
Z:' \/5'; Sk + \/2_" Sk.“ y dacd on = t on
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3.2 A DOUA CONSTRUCTISE 4

Observati c&, pentru fiecare n, procesul Z;' este continuu.
Fie P, legea lui Z} i.e. dacd Q este spatiul traiectoriilor con-
tinue de la [0,1] la R gi A este misurabild in C [0, 1], atunci

P.(A)=P|7" € A].

In aceste conditii, girul -P, converge slab in C[0,1] cétre o
probabilitate P,, , numitd m#sura Wiener gi apoi c&, sub
P, aplicatiile "coordonate” Bi(w) = w(t) formeaz8 o migcare
.browniang.

Vom arata intéi cd P, sunt tight gi apoi cd orice punct limita
((secvential) este o migcare brownian&. Un calcul simplu arati
8

B (S) =Y B+ E()E(Y]) Sen?,
?: fe=1 i#4
@deoarece E (Y)) = E(Y}) = 0 gi Y; sunt independente. Fie

: K = {w tw(0) =0, |w(t)—w(s)| <mlt—2"®;ts< l}.

Multimea K, este compacti conform teoremei Arzela-Ascoli,
pentru orice m. Vrem s arit&m c&, dat fiind € > 0 gi dacd m
este suficient de mare, atunci

P,(K.) = P|Z} ¢ K. < € uniform in n.

Dack |27 - 77| > mlt- 8|'""* pentru t,s € [0,1), aceeasi
telatie' va fi adeviratd gi pentru t,9 = multnpln de 27" . Fie
¢ cel mai mic numar intreg cu |t — 5| < 2‘/2" gi fie k cel mai
mare intreg cu k2/2" < s. Atunci

ZP = By 2 (2) 2
ka‘-"sts;l(f-t-z)z‘-"l ‘ e ' - m( )

Conform inegalitétilor lui Doob, calculelor precedente gi faptulu
c& Spys — S are aceeagi lege cu Sy, , obtinem

P|Z} ¢ K.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.2 A DOUA CONSTRUCTIE 42

Sp Skzl
VooV

pentruun i <ngi k < 2""]

< on-ip | pl gi-n /8
> P | mp 1B 2 m )

E|Sqn]*
-1 2
S Z 2" m422n25/22(i-n)/2

< P[ sup m (2-")"°

k2{ < p< (k42)2¢

"o 92i+2 »
n-
cZZ mA2n9i/29(i-n)/2 Sem™,
i=1

deci P, sunt tight. Orice punct limit& este o probabilitate pe
C [0, 1) deci, pentru a ardta ci limita este migcare browniand,
este suficient s& ardt&m ci legile finit dimensionale (i.e. legile lui
(Z¢y,- .., 2,,) sub Py,) coincid cu cele ale migcérii browniene.
Aceasta se bazeazd pe observatiile urméitoare:

Fie S, mersul la intamplare simetric; atunci legea lui S,,//n
converge slab catre N(0,1), deoarece momentele de ordinul doi
ale lui S,/y/n sunt uniform marginite, iar apoi inegalitatea lui
Cebagev araté cé girul legilor este tight. Dacd P., este un punct
limit& (secvential), avem c&

S, ity \"
‘l’: — 1 L/ y —n —— i e
/e dP,, "ll_‘n; E exp (zt \/TT) Jergo (E \/r_z)

= lim ( cos ¢ "--e""/2
= lim %) -

gi folosim unicitatea transformdrii Fourier. In fine, dacé 8,..., 8
este gir crescator de diadice, atunci legea lui

5312" SakZ.'I' "
yerey
ver Yy
converge slab citre legea unui gir gaussian, a cdrui matrice de
covariatie se calculeaza cu ugurinta.
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4
METODA PROCESELOR MARKOV

Considersm filtrarea F2 := 0 (B,s,8 < t), t € [0,4+00]. Fie F?
corpul borelian generat de FP gi de multimile P®—neglijabile
pentru orice z € R, iar F, = Fp, = (.59 Ft4e - In cele din
urmd vom lucra cu F; , dar avem nevoie de celelalte corpuri
boreliene ca stadii intermediare. Motivul pentru care trebuie sa
fim atenti cu care filtrari lucrém este urmitorul: F? este prea
‘mic ca s& cuprindd multe multimi interesante (ca cele care apar
in legea logaritmului iterat) in timp ce, daci filtrarea este prea
mare, proprietatea Markov se poate s& nu aiba loc in raport cu
‘acea filtrare.

- Reamintim cd E® inseamna media in raport cu P*, iar vari-
abila EX*Y este ¢ (X,), unde ¢ (y) = E'Y. Daci (2 este multi-
mea functiilor continue de la [0, +00) la R, definim operatorii
de shift 6, : Q@ — Q prin 0,(w) = w(t + 8). Atunci

B, 0 0y(w) = B, (0:(w)) = bw(8) = w(s +t) = Biys(w)
daci migcarea browniané B, este definita pe coordonate: By(w) =

w(t). Chiar dacd migcarea browniand nu este datid pe coordo-
nate, vom presupune ca existd operatori de shift 6, astfel ca

By o0, = Byy,.
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4.1 PROPRIETATEA MARKOV SI FILTRARI

PROPOZITIA 4.1 (proprictatea Markov peniru FP) Dacd
(P7, By) este migeare broumiand, iar Y este v.a. mdrginitd gi
FB— mdsurabild, atunci

E*[Y 00, | FP] = EX'Y, P" - as.
De exemplu, dacd Y = f(B,), propozitia 4.1 spune c&
B [f (Busa) | FF) = E* [ (B) 06, | FF) = E*f (By), dec
P (B, € [4,5] pentru un t € [3,4] | F7)
= PP (B, € [4,5] pentruun t € [1,2]).
LEMA 4.2 Dacd f este boreliand mdrginitd, atunct
E* [f(B)o0,|F}] = EP[(By), P* - as.
Demonstmiie. Este suficient s demonstrdm concluzia pentru

J(z) = € i apoi s facem combinatii liniare §i 8% trecem la
limit&. Obtinem

E* [ccun”. lf:]] - e‘uB.Ez [eiu(B”.-—B. |}:;B]
_ eluB.Ez [ein(Bu.—B,] - e-—u’/aeduB.‘
Pe de altd parte, pentru orice y avem
E (yeiuﬂg) - EO (eiuB(emy) - e..g’!/!einv.

Inlocuind y cu B,, lema este demonstrata.

Demonstratia propozitiei 4.1 Folosind liniaritatea gi trecand
la limita, este suficient s considerdm Y = [];_, fi (By,), unde
f¢ sunt mérginite, s < t; < ... < t, , si s& aplicim inductia.
Cazul n = 1 este lema 4.2 Presupunem adevirat pentru n i
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4.1 PROPRIFTATEA MARKOV SI FILTRARI 45

fle V = ﬂ;:'; Ji (Bt,—t,), h(y) = E'V. Din ipoteza de inductie
obtinem

n+1
E* [Hf‘(Bt.) | f:’] =B {B° [Vob, | FJ] 1 (Bu) | 77}

i=1
= E" [(E™V) 1 (B,) | 7] =E [(hf1) (By) | 7] -
Din lema 4.2, ultimul termen este E®* [(hf;) (By,_,)]. Pentru
orice y,
B [(hf1) (B -a)] = B* [(E®1-*V) f1 (By,-4)]
= EY [E” [V°0t1-~ﬂ ' ft?—a] f' (Bll—ﬂ)]
| = E"[(V 0 04,-4) f1 (By-a)].
' R&maéne s# inlocuim V din definitie, y cu B, gi 6y, _, din definitie.

Observatie. Fie nucleele gaussiene, date prin

p(t,x) = (2nt) e/ z€eR, t >0, (4.1)

cérora le asociem operatorii

Pf(z) = [ JW)p (L - y)dy. (4.2)

Observati c&, dacd f este mirginitd, atunci I, f(z) este con-
tinud in = (din continuitatea Ini p(t,z) §i convergentd domi-
natd). S& verificim direct c& migcarea browniana este proces
Markov omogen in raport cu FP | cu densititile de tranzitie
p(t,z) date in formula (4.1).

Este suficient de aritat c&, pentru orice 0 < s < t, A = B(R)
§i orice C € FP , avem

/P’[BceAlf."]dP=/P’lB¢eAIa(B,)]dp.

Muitimea C poate fi luatd de forma
C= {Ba.. € An»Ba,._.| € An—-lv"'vBag € Alv Bn € AO}
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4.1 PROPRIETATEA MARKOV 8l FILTRARI 48
cul <8 <...< 8, <8si Ag, Ay,..., A € B(R) (intrucat Ag

poate fi luat R, inseamn& cd s poate fi inclus printre s;—urile
care determind C). Membrul din stanga este deci egal cu

/C imendP = P[C(\(Bi€ A)]

=/ / / /p(sn,xn)p(sn—sn-i,x.,—zn-,)x
n Ay JAg JA

X...Xp(t—s,y—z)dz,... dodedy

=/ / / p(smxn)p(sn"sn—hmn"xn—l)“-
" Ay J Ao

p(s— 85,z —x4) X {/p(t—-s,y—-m)dy}d:z:,,...dxldm.
A

Dar integrala dintre acolade este tocmai P{B, € A| B, = z].
Intr-adevir, am folosit faptul cd

Y

P*(Bie Al o(B,) =/Ap(t—s,B.—y)dy
gi c&, din (4.1)-(4.2) avem
E [f(Bt) lf?] =P f (Bt)

pentru orice f boreliand marginitd (sau continud care se anu-
leaza la 00).

Observatie. Addugand multimile neglijabile nu se schimb&
nimic deci, dacd Y este v.a. mirginits gi 2 —maésurabild, atunci

E*[Y 00, | 7] = E*'Y, P* - as.

Urmiitorul pas este trecerea de la FP la F; .

TEOREMA 4.3 (proprietatea Markov pentru Fy) Fie (P*, By)
migcare browniand, tar Y v.a. mdrginitd gi F.o— mdsurabild;
atunci
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ET [Y 0(); ' .7:.'] = EX¢Y, PT — a.s.

Demonstrafie. Ca gi in propozitia 4.1, este suficient sd Juim
Y = f(B) si apoi s& aplicim inducia. Prin trecere la limit&,
putem presupune ci f este continud. Dacd A € F, = F?, ,
atunci A € F?,, pentru orice ¢ > 0. Din proprietaten Markov
pentru F?,, obtinem

/ S (Beysye)dP® = / P.f (B,ie)dP",
A A

uinde P, sunt operatorii din formula (4.2). Facem ¢ — 0 gi ter-
menul din stanga converge ciitre [, f (By,,) dP7, din convergent&
dominat& gi continuitatea lui f 8 B. Membrul drept converge
cétre [, P.f (B,)dP?, din convergenti dominatd gi continui-
tatea lui P f ¢ B.

Observatie. Avem ci F, = F? . Intr-adevir, fie

Y =[]/ (B
=1
gi, dacd t; < 8 < ti4q, notdm
i= [[ #Bsivi= [ 58
{iitygs) .o {6:04>#)

Atunci avem

E*[Y | 78] = \EPY,

care este F)—masurabild. Din liniaritate gi trecand la limita,
E* [Y | 77, ] este FP—misurabila pentru orice Y € F2 . Dac
Ac F = fg , punem Y = 1,4 gi obtinem c& A € F?.

COROLAR 4.4 (legea 0—1 a lui Blumenthal) Dacd A € Fy,
atunci P (A) =0 sau 1.
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4.1 PROPRIETATEA MARKOV SI FILTRARI 48

Demonstragie. Sub P* avem 14 = E*[14 | Fo ] = EPo(14) =
PT(A).

Aplicatil. 1. S& not&m Tig 4e) = inf {t > 0: By € (0, +00)}
prima intrare (priraul timp de intrare) al migc&rii browniene in
semiaxa pozitivd. S& ardtdm cé

po [7'(0' +00) = 0] = 1

i.e. migcarea browniana intr¥ "imediat” in semiaxa pozitivd. Din
simetrie, es intrd "imediat” gi in semiaxa negativd; explicatia
este cd migcarea browniand oscileazd intre valori pozitive gi neg-
ative in orice vecinidtate a originii pe axa timpului (vezi legea
logaritmului iterat in jurul lui 0). Intr-adevar, pentru orice t,

P [Toioy <] 2 PO (B> 0] = 1/2

(din simetria legii N (0,1)). Obtinem c& I’ (Tip,400) = 0) > 1/2
dacid facem t \, 0, iar din legea 0 — 1, aceastd probabilitate
trebuie s& fie I.

2. Daci () este functie crescitoare cn p(0) = 0, atunci
evenimentul (limsup, .o Bi/p(t) > a) este in Fy , deci are prob-
abilitatea @ sau 1 pentru orice a. Deci

hmsup este constantd a.s.;

so()

(constanta poate fi 0 sau co).

Exercitii 1. Generatorul infinitezimal al migc#rii browniene £
contine in domeniul lui functiile de clasi C? gi pe aceste functii,
avem Lf = (1/2)f".

Indicafie: folositi formula de calcul
P -

C/—-!\n(])

in sens tare,
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gi calculati & [f (Bt)] — f() cu ajutorul unei dezvoltéri in serie
(vom reveni in paragraful 4.3, unde vom da o solutie bazata pe
formula lui Dynkin, precum si in capitolul 5, unde vom da o altd
solutie bazats pe calcul stocastic).
2. Fie tg > 0;x,y € R fixate. Definim podul brownian prin
Bgo’m'y = Bt - iBto + fg——“f.’r + —t‘y, 0<t S lg.
to to to

Aratati c8 podul brownian este proces Markov, este gaussian
(d=terminati media gi covariatia) gi, pentru 0 < ¢ < g , procesele
Be™Y | BT au aceeasi lege.

3. Fie
- to— ¢ !
K == t(l)n [t(to == t)] 172 B:o'x'” = 0’ T — E—y ) O<t< to.
"0 0

Ardtati cd8 Y; nu depinde nici de z, nici de y, este gaussian
(calculati media i dispersia) gi, dacd p(f), 0 < t < Iy este trans-
formare proiectiva a lui (0,4) in el insugi, atunci procesele Y, ,
Yoy » 0 < t < to, coincid (proprietatea de invarian{d proiectivg
@ migedrii browniene).

42 A TREIA CONSTRUCTIE

Vom folosi doud ingrediente principale: teoremele 4.5-4.6.

TEOREMA 4.5 (de consisten{d). Fie ji, probabilitd{i con-
sistente pe R" : dacd A C R" avem f1,4 (A x R) = p, (A).
Atunci eristd o probabilitate pe R™® asifel ca (A x R®) =
pin (A) pentru A C R™.

Demonstrafie. Folosim corpul borelian pe R™ generat de multi-
mile cilindrice {4 x R*, A borelian& intr-un R"}. Ipoteza de
consistentd spune ci g este bine defini*a pe multimile cilindrice
prin p (A x R*) = p,, (A) pentru A C R". Teorema de extensie

- a lui Carathéodory spune ci putem extinde u la corpul borelian
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al multimilor cilindrice dacé are loc relatia
1t (A,) — 0 pentru orice multimi cilindrice A, \ 0.

Sé presupunem c¥ aceastd relatie nu are loc; existd multimi

cilindrice A, \, @ cu p(A,) > € > 0. Fie

Ay=Ay=...= A, =R®,
;|+l="'=A:g=A1v
A, =... = A, = Ay ete,

unde i,,i,, .. sunt alesgi suficient de mari astfel ca, pentru orice

n, A, =Am. xR® pentru un Am“C R™ gi m, < n. Férd a
restrange generalitatea, vom lucra cu A}, in loc de A, , deci

vom renunta la '. Cum A, =A,,, XR x ... x R x R®, unde

factorul R apare de n — m,, ori, putem presupune cd A, =A,,
cu A,C R".
Pentru orice n, s alegem B, CA,, cu p (A,. \ B,,) < g/t

gi ﬁ,, compact. Fie
Ba =Bn xR™ ,iar Co = ByN...N B,.

Deci C,, C B, C A, 5i C, \\, 0, dar

1£(Cn) > p(An) - Zu(/i.. \ Bn) > ¢/2,

gi proiectia lui C,, pe R", notata 5,,, este compacta.
Vom gasi un

r=(@'a,..) e (\Cn,
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deci o contradictie. Fie y, € Cy,; primele coordonate ale lui yp,
s& spunem y! , formeazd gir continut in multimea compactg
C}, deci extragem un sub gir convergent. Fie ! punctul limita
corespunzitor. Prima si a doua coordonatd a lui y, in acest gir
convergent formeaza gir continut in mul{imea compactd Cj, deci

existd un alt subgir convergent catre, s& spunem, £’ €C, . Cum
al doilea subsir este subgir al primului, prima coordonaté a lui
o' este z'. Presupunem ci o’ = (2, 2?) gi continuém procedeul
pentru a gisi z = (z!,z?,...); din constructie, (z',...,z") € C,
pentru orice n, deci * € C,, pentru orice n, contradictie.

Fie D multimea rationalilor diadici din [0,1] i.e.

D =|JDn, unde D, = {k/2",k < 2"}.

TEOREMA 4.8 (criteriul de continuitate) Fie X, proces
stocastic cu proprietatea cd existd c,e,p > 0 astfel ca

E|X, = X, <cl|t—s|'"" |, pentrn t,5 € D.

Atunci, cu probabilitate 1, triectoriile lui X, sunt uniform con-
tinue pe D.
Demonstrafie. Fie ), = 27"/ gi

Ai={IXe— X,| > An pentrut,s€ Deu |t-s|<2 "},

Daci arétim ca P (A,) < c2 "/ | din lema Borel-Cantelli va
rezulta cd avem P [limsup,,_,_*m A,,] = 0, ceea ce araté ca, in
afara unei multimi neglijabile, X, este uniform continua pe D.

Definim a(n,t) = k/2" dacad t € [k/2",(k +1)/2"]. Daca
t € D gi n > 0, putem scrie

X! = Xa(n.t)"" [Xa(n+l.t) = Xn(n.l)] + [Xn(n $2,t) — Xn(nivl,!)] +...,

unde suma este de fapt finitd deoarece t € D gi deci a(j,t) =t
pentru j suficient de mare. Exprimdm similar gi pe X,. Daca
« |t — s| < 27", atunci |a(n,t) - a(n,s)] <2°".
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Dacd | Xy — X,| > A pentru un cuplu t,8 € D, avem doud
posibilitati:

(l) |Xn(n,f,) - Xu(n_g)| > ’\n/2

pentru un cuplu ¢, € D cu |t — 3| < 27", sau

) |Xn(n»l-i+l.t) - Xu(n-l—(,a)l > ’\n/40 (7 + 1)2

pentru un ¢ gi i.

Pentru ca (a) s& aibé loc, trebuie si avem | X, — X,| > An/2
pentru un cuplu q,r € Dy, cu |g—r| < 27" . Sunt cel mult 2"
perechi, deci probabilitatea in cazul (a) este dominatd de

B“PPHXHQ n=Xa| > M /2] < —"-E|Xom "= Xo'p

2", \14e €277
Sy )Ty
* Pentru ca (b) s& aibd loc, trebuie ca, pentru un i s¥ avem
| X, — X,| > An/40 (i + 1)’ pentru un cuplu g, 7 cur € Dpyi,q €
Dnyvivi 8 lg—r] < 27" . Sunt cel mult 2"*+? perechi, deci’

probabilitatea in cazul (b) este dominatd de

{0
. A
2""”supl’ [IX,,, na = X,| > ———'—'———5]
'.Z; 40(+1)
Voo onpit20 -(nti)(14e) ; 2p 30 g_neg—ie/2 —ne
< 2 2 7 407(i+1) < Z c2 /\3 < c2’\p
e n o n n

Deci probabilitatea lui A, este dominata de ¢2-"¢/2,

Pentru a construi migcarea browniand 1—dimensionald, fie
ti,13,... o enumerare a lui D,  multimea functiilor de la D
la R, By (w) = w(t), t € D. Pentru a defini p, (n fixat), fie
91,82,...,9, 0 permutare a lui ty,ty,...,t, astfel ca 8; < 93 <

. < 8y, §i
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/L,,(A1X...><A,,)=/ /A p(81,T1) X
n 1

Xp (82— 81,T3 — 1) ...p(8n — Sn-1,Zn — Tn_1) dTy ... dTp,

unde functiile p(¢, z) sunt date in formula (4.1). Observim ca p,,
este legea unui vector gaussian gi c& se verificd ipotezele teoremei
4.5. Fie it mdsura pe D construitd in aceastd teorema.

Dacé Z are legea N (0,1), atunci E (Z*) = 3 (dezvoltati e'*?
in serie de puteri, luati mediile §i comparati cu seria de puteri
a lui e=*"/?). Din definitia lui p, obtinem ci legea lui B, — B,
este N (0,t — 8) pentru t,s € D gi deci

E|X, - X, |'=3(t-s).

Din teorema 4.6, pentru aproape toti w, B este uniform con-
tinud pe D. Definim By := limy\ucp B pentru u ¢ D gi se
verificd faptul cd B, este migcare brownian pe [0, 1].

4.3 PROPRIETATEA TARE MARKOV

In afard de notatiile, definitiile gi rezultatele de la capitolul 3
privind timpii de stopare, s& definim

Xr(w) := XT(w)(w), iar 07 prin

Or(w)(t) :=w (T(w) +1);

avem deci ca
Xt 00r(w) = Xpw)se(w).

TEOREMA 4.7 (proprietatea tare Markov) Dacd (P*, B,)
este migcare browniand, Y este v.a. mdryginitd, tar T = F,—timp
de stopare, atunci

E*[Y obr | Fr] = EPTY, P* — a.s. pe (T < o0).
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Demonstraie. Ca gi la proprietatea Markov, este suficient s
ardtdm ca

E*f (Brse) | Fr] = EXT [ (By),

pentru f continud gi mérginitd. Definim T, prin Ty, (w) = k/2"
dack T'(w) € [(k—1)/2",k/2"). T, este sir descrescitor de
timpi de stopare (citre T', pe multimea (T' < oc)). Dacé A € Fr,
atunci A € Fr,, , deci AN (T, = k/2") € Fi/2n si avem

/ J (Br,4¢)dP” = f (Beyrjan) dP®
A(T=k/2") AN(Tn=k/27)

-/ powe (B ar* = | BPr f (B)dP?,
AN(Tn=k/27)

AN(Tn=k/2)

deci

+00 .
[ i =Y / [ (Bryui)dP®
AN(T <o0) k=1 AN(Ta=k/2™)

{00
=3 EP f (B,)dP* = EB™ f (B,) dP°.
k=1

A(Tn=k/2™) An(T'<o0)
Facem n — +00 si, din continuitatea lui f gi B;, obtinem c&
| IBragdr - f (Br)dP*
AN (T <oc) AN(T<o0)

pe de alta parte, din continuitatea lui P,f, rezultd c&

EP™ [ (B) = Pf (Br,) = Pf (Br) = E°Tf (B,).

Observatii. Un mod simplu de a retine proprietatea tare
Markov pentru migcarea browniana este urmatorul: fie T' timp
de stopare finit a.s. Atunci procesul {Br4; — Br,t > 0} este
migcare browniand independentd de Fr . Cu aceiagi timpi de sto-
pare ca in demonstratia de mai sus, se pot demonstra urmétoare-
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le forme echivalente ale proprietatii tare Markov pentru migca-
rea browniana:

(1) P[BT-H €A | fjr] = B [B'],A] P — a.s. pe (T < 00)
pentru orice ¢t > 0, A C R boreliana.
(2) E[f (Br+) | Fr] = (Pf)(Br) P — as. pe (T < o0)

pentru orice t > 0, f € C, (R).

(3) Ef (Bs) | Fr| = (Ps-1f) (Br) P — a.s. pe (S < 00)

pentru orice f € C, (R) gi orice timp de stopare S > T, S =
Fr—masurabil.

PROPOZITIA 4.8 Fie T timp de stopare, a > 0 fizat, B,
migcare brouniand gi u de clasd C? mdrginitd. Atunci ezistd o
functie boreliand mdrginitd [ astfel ca

we)= [ e () @

gt are loc reprezeniarea

u(z) = B [/ﬂ T ety (B.)dt] + 7 [eTu (By))].

Demonstrafie. Prima relatie din concluzie rezult& considerand
f := (o — L) u gi integrand prin pérti de doua ori. Pentru a doua
formuld, presupunem cé T este finit a.s. Din formula lui Fubini,
avem

u(z) = E* /OHO e ™ f(B)dt

+00

T
= E’/ e ™ f(By)dt + E’/ e ' f(B,)dt.
0 T
* Al doilea termen este egal cu
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=

+o00 400
oo [Tety (Brayd= [ et [0S (Brao)]dt
0 0

- j[ ' gt [e T EPT [f (Brys)]) dt
= E* [e--“T /0 " e [e7°f (Br+o)] dt] = B° [eTu(By)] .

COROLAR 4.9 (formula lui Dynkin) Fie T timp de stopare
finit a.p.t, B, migcare browniand gi u de clasd C? mdryinitd.
Atunci

E” [/OT (Cu) (B,)dt] = E* [u(Br)] - u(z).

Demonstrafie. Din propozitia 4.8 gi formula (a — L)u = f
cbtinem ca u(x) se scrie sub forma

E* [ /o P [(aw) (B) = (Cu) (By)] dt] + E* [e=*Tu(Br)] .

Facem a — +00 gi tinem cont c& P* [T < oo] = 1.

Aplicatie. Fie B, migcare browniand care incepe din z gi fie
T, primul timp de iegire al migcdrii browniene din [z — ¢,z + ¢,
£ > 0. Din simetria migcarii browniene rezultd

P*Br,=xz—¢|=P*|Br, =2 +4¢]=1/2

din proprietatea de scaling rezult cd £ (T,) = €? . Formula luj
Dynkin spune ca

- [/OT. (Cu) (BY) dt] _ u(z +¢) -2— u(z—¢) (),
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Intrucat T, — 0 cand € — 0, membrul stang al ultimei relatii se
comportd ca T, ((Ln) (z) + 0(1)) pentru € — 0. Obtinem deci
cé

(Lu) (x) =u"(x)/2.

Acelasi tip de tehnic& de demonstratie ca cel din formula lui
Dynkin, impreuna cu propozitia 4.8 se aplica pentru urmatoarea
generalizare

PROPOZITIA 4.10 (formula Feynman-Kac) Fie V funclie

pe R boreliand mdrginitd gi nenegativd. Dacd

v(z) = E’{/ob'me'""f(n,)exp [— /otV(B,)] dt},

atunci v este de clasd C? mdrginitd gi

(v = L+ V(x))v(r) = f(x) as.

Aplicatie. Fie V() = (g, ~) cut 3 > 0 constanti gi

d(t)y=p" /' V (13,) ds,

unde B, este migcare browniand. Sa observim c& ®(t) coincide
cu masura Lebesgue a multimii {s <t: 3, > 0}. Din formula
Feynman-Kac pentru f = 1 obtinem

v(z) = 15’{/0“} " exp [— /Q’V(H,)] d!},

gi deci aceasta functie satisface

(e + B)v(xr) —v"(x)/2 =1, daca x > 0,
av(z) —v"(r)/2 =1, daca x <0,

" pentrucd £ = 1/2d? /dx?. Rezolvand ecuatiile de mai sus obtinem
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(a+p0) 1+ A exp \/2(a + ﬂ)m]

v(z) = +Azexp | /2(a+ ﬂ)x , daci z>0,
a '+ Bjexp [ 2a:1:] + B, exp 2am] , dacd z < 0,

cu Ay, Az, By, By constante. Cum v,v sunt continue in z = 0,
avem ca

v(0) = [l + A",

iar din definitie avem relatia
400
v(0) = E‘o/ et POy,
0

Din unicitatea transformérii Laplace, gisim c&

B lexp (~p0(0)] =" [ ot~ o) s
0

deci functia de repartitie a lui ®(t), pentru t fixat, este absolut
continui, cu derivata in raport cu 8 egalé cu

d 12
-1 _ -1/2 il
1V [s(t — 9)] Ts [27r arcsin (t) ] 0<s<t.

Rezultatul obtinut se numegte legea arcsinusului pentru legea
timpului de sejur in semiaza pozilivd a migcdrii browniene,

Fie T timp de stopare gi B := Bra, . De exemplu, daci
T = 7i-1,1) este prima iegire din [—1,1], B} se comportd ca B,
cat timp B, € [-1,1] gi deindatd ce B; ajunge in —1 sau in
1 (timpul de sosire T = T'(w) depinzand de w), rémane acolo.
Pentru T oarecare, traiectoriile lui B sunt continue a.s.

Fie T timp de stopare; definim un nou proces stocastic Y;
astfel

Yi =B, t>0daci T = 00

H={ B,0<t<T

BT — Bt >T dacd T < o0.
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Procesul Y; are traiectoriile contimie. Pana la momentul T, Y}
se comportd ca gi By; cand t atinge valoarea T, Y; ia valoarea
B, reflectatd in raport cu dreapta y = Br.

PROPOZITIA 4.11 (principiul de reflerie al migedrii brown-
iene) Procesul Yy este migcare browniand.

Demonstratie. Lucram cuT < ooa.s.,notdm B = {B,,t > 0},
—{},t)t>0} BT Tt> CT'—{BT-H BT)tZO}
qi apoi considerim tnpletele T,B ) (T, B",-Cr). Avem
cé BT gi T sunt .7-'T—masnrab|le decn B" §i T sunt independente
de migcérile browniene +Cr. Apoi existd o aplicatie masurabilé
peuB =g (T, BT,CT) gi utilizand al doilea triplet, obtinem
Y = ¢ (T,B",~Cr), deci B §i Y au aceea gi lege, adici Y este

migcare browniana.

Fie B; migcare browniané care incepe din 0 gi

M, :=sup B, .

s<t

In continuare vom calcula legea comuna a lui M, gi B,.

PROPOZITIA 4.12 Dacd a > b, atunct
PP[My>a, B <b)=1"[B, > 2a-b
§i P°[M¢>a]=2P"|B, > q].
Demonstrafie. Fie T, := inf {s: B, > a}. Atunci avem

P°M >a,B,<b)j=P [T, <t B, <

¢
=/ P°[B,_<b,T.,€ds]=/ P°|B,- B, <b-a,T, € ds].
0 0

Condition&m in raport cu F, si, folosind independenta lui B, —
B, in raport cu F, si faptul ca legea lui B, — B, este aceeasi cu
a lui By_, , obtinem

t
/ P[°B. - B, <b—-a,T, € ds]
JO
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t
= / P°[By > 2a—b,T, € ds| = P°[B, > 2a — b, M; > a].

Jo
Daca B, > 2a — b, atunci M; > a g obtinem prima relatie
Pentru a dona, facem a = b gi obtinem P°[M, > a,B; <a
P’ (B > a, relatie pe care o sumém cu P (M, > a,B; > a
[’0 [R, > (l] .

Aplicatie. S& determindm legea primului timp de atingere a
valorii a > 0, gtiind c& By = 0 . Fie
=inf{s>0: B,=a|By=0}.
Avem
[Ty <t]=P[M >a|By=0]= P"[M, > a

deci, conform propozitiei 4.12,

=21'0[”, > ul = \/_3. / \/-(, V’/’d - _\7_2__;/ -1/2 -a /Qudu‘
Ja/

Dednceli de aici gi din observatia 5, capitolul 1, c& E (T,) = +o0.

In particular: Dac& By, = a, atunci probabilitatea ca B, s&
aiba cel putin o radacind intre g gi t, este

Jal [t

\/27r 0

_ _al
w Me-a' /g,

P(a) =

Intr-adevar,

PP [min B, <0
u<t

= [I” "[M, > 0] (din simetrie)
= I""[M, > a] (din omogeneitate)
= P[Ta <],

adica formmla din enunt,
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Obtinem deasemenea cd, dacd By = 0, atunci probabilitatea
ca B; sé aibd cel putin o ridécind in intervalul (to,¢1) este

2 / to
— 8rccos 4/ —.
us tl

Intr-adevar, probabilitatea cautati este

/ P(a)Po [Bgo = a] da = ;r_?_ / P(a)e—ﬂ"./m()da
0 V o Jo
2 e 2 Qe hi-to 4
T [t ([ ).
Lo [ [T a? (11
= “"/2 y . had il d d s
7r\/t—o‘/-o N {‘/o aexp[ 2 (u + to)] a} u
IRy PR B

Exercitii. Deduceti c&, daci T este cea mai mare radicind
a migcarii browniene mai mica decat ¢, iar 7} este cea mai mica
radécina a migcarii browniene mai mare decat t, atunci

2 {
PTo < to] = ;mcsm ‘/ 0,
2
PlTy < 4] = — arccos ‘/

Pllo<to, T\ > t] = 2 arcsin \/'E
1

Aplicatie. Sd considerdam o traiectorie care pleaca din x > 0,
satisface I3; > y si care atinge axa Ox la timpul T Reflectdm
aceastd traiectorie dupa timpul 7" si obtinem o alta traiectorie
care pleacé din z gi atinge o valoare mai mica decat —y la timpul
t. Avem

PT By > v, m<|? B, <0
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= P* [B,, < -y, rzn(htm By < O] = P* B, < -y].
Apoi
pPe [B, >, m<irta B, > 0]
= P* B, > y| - P* [B, >y, T(it)B., < 0]

= P°[B, >y — 2] - P°[B, < —(y + )] (din omogeneitate)
= P°(B, >y — 2] — P°[B; > y + 2] (din simetrie)

.’.
- \/;_t/v =|=‘3“",/2%{0.
e Jy-2
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5
MERSUL LA INTAMPLARE

Am vizut la paragraful 3.2 rolul pe care il joaci mersul la
intamplare in constructia migcarii browniene i a masurii Wiener,
prin trecere la limita slaba a girului de interpolare asociat. In
acest capitol vom studia in detaliu proprietatile mersului la
intamplare.

Fie (Y,),>, variabile aleatoare i.i.d. eu

P[Y,,=j]=aj,j€Z.
Punem

S() =0, S" == iy" y
k=1

gi numim sirul (S,),,, mers la intamplare.
Fie p;; = a;_; si s& observam ca avem

PSn41=J|Sn =1,8.-1 = in-1,..., S0 = i3, Sy = 1]

=1)[‘n|l=j|Sﬂ=i]=pij (51)

pentru orice iy,%y,...,4,_1,4,J € Z, adica (S,,)">_0 este lant
Markov omogen cu probabilitatile de tranzitie p;; , 7,j € Z.
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Intr-adevidr, membrul stang din (5.1) este egal cu
P[Yn+l =j_‘|yn =i‘_‘n—l»---|Y2 =i —4,Y) = i!] =

PlYoyy=j—t,Ya=t—in,y,....Ya=d— 4,1 =14
P[Yn =i—in—|y-"oyﬂ=i?_ih“ =fl]
iar membrul drept este egal cu

=08y-{

PVi+Va+. . +Yen=j+Ya+.. . +Y,=i]=

PlYan =]'—l'|Y|+Ya+...+Y,.=i]
= P(Y"“ =j—l]=a,_¢ .
DacX exist& p € (0,1) astfel ca
P[Yo=1]=pgi P[Ya=-1]=1-p,

atunci mersul la intamplare (Sn)nso 8sociat girului (V;,),5, se
numegte simplu, iar cand p = 1/2, se numegte simetric.

S& considerdm aruncérile succesive ale uhei monede, in care
stema apare cu probabilitate p, banul cu probabilitate 1 — p, gi

Y. = 1, dack la a n — a aruncare a ap&rut stema,
" | -1 dacdla s n - aaruncare a apirut banul, -

S& calculdm distributia primului moment la care numirul
‘stemelor’ s& fie egal cu numérul 'banilor’ (excluzand momentul
0). Probabilitatea ca acest lucru s¥ se intample la momentul 2n
se obtine conditionand cu numérul total de 'steme’ in primele
2n aruncéri, deci

P [nr. de 'steme’ = nr. de 'bani’ la momentul 2n|

P [nr. de 'steme’ = nr. de 'bani’' la momentul 2"',

| n steme au ap&rut in primele 2n aruncéri] x Cp,p*(1 - p)*
- 1 n n
- Mm - IC;np (1 p) .
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In limbajul mersului la intamplare simplu, probabilitatea calcu-
latd mai sus reprezintd

PISi #0,S3£0,...,S 1 #0, Sy = 0].

S& obsorvim acum c, in cazul mersului a intamplare sime-
tric, avem

P[S| #Ov‘qi#nl"'v‘g'ln~i #OO‘S‘?'I #01 =

1,
PIIQQ" = O] = '2_,)""' '2" . (5.2)
Not&m ;
Uy = 55:(»‘;‘"

gi, conform calculelor precedente, avem

~ 2 1
P(Si#0.5#0,...,Sm 1 £0.5m #0] =1 ﬁ—'f_»ri;
k1

rimane de ardtat c&

Vom aréta acest lucru prin inductie: pentru n = | este evident
deoarece 1, = 1/2. Apoi

u U
_Z2k—l—l_25fii U

= Up. ) —

Din formula (5.2) gi formula lui Stitling: n' ~ n"*"/2¢ "\/2n,

deducem ca |

NG
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gi deci c& mersul la intamplare simetric se intoarce la origine cu
probabilitate 1.

S& calculdim deasemenea distributia timpulu ultimei vizite
in origine pand la momentul 2n inclusiv. Mai precis, pentru
k=0,1,...,n, avem

P (S = 0,541 #0,Smk+2 #0,...,Sm # 0] = uptin_y ,
deoarece
P[S» = 0,841 # 0,542 #0,...,5 # 0] =
P[Sak = 0] X P[Sk41 # 0,Sak42 #0,...,Sm # 0|Sa = 0]

= UgUnp-k .

Fie acum A, , evenimentul ca, pand la momentul 2n, mersul
la intamplare simetric s& fi fost pozitiv 2k unitdti de timp sgi
negativ 2n — 2k unitéti de timp. Atunci

P (Axp) = wetn_y (5.3)
Pentru n = 1 relatia de mai sus este evident# deoarece |
P(Aoy) = P(A11) =1/2, up=1, uy =1/2.

S& presupunem cd P (Agm) = tptiy,_p pentru to ti m < n,
S& demonstrdm relatia (5.3) in cazul & = n. Conditionand in
raport cu momentul T al primei reveniri in origine, avem

P(Ann) = Z":P[Aﬂ,n IT =2r] x P[T = 2r]+

PlAnn|T > 2n) x P[T > 2n).

Dat fiind c& T = 2r, inseamnd c& mersul la intamplare a fost
pozitiv pe (0, 2r) sau negativ pe (0, 2r) si egal cu 0 la momentul
2r. Deci

PlAnn T = 2] = 2P (Au-rnr), PlAnalT > 20] = %
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rezultd

P(An,) = %zﬂ:P(An_,.,,,_,) X P|T =2r]+ %P[T > 2n]

r=1

1o 1
=§§:u,._-,x P[T =2+ ;P (T > 2n].

r=1

Apoi

S tn e x P[T=2r] =) P(Ss_2, = 0] x P[T = 2r]
r=1

r=1

=) P[Sw=0|T=2r|x P[T =2r] =,

r=1
agadar ;
P(Ann) = %u,. + §P[T >2n|=u,.

Din simetrie, demonstratia de mai sus functioneazi gi pentru
k = 0. Pentru a demonstra (5.3) in cazul 0 < k < n, dupé ce
condition&m in raport cu T, ob{inem

P(Ayn) = zﬂ:P[Ak,., IT = 2r] x P[T = 2r];

r=1

dat fiind ¢& T = 2r, inseamnd c& mersul la intamplare a fost
pozitiv. pe (0,2r) sau negativ pe (0,2r). Iar, pentru ca eveni-
mentul Ay, s& aibi loc, de la momentul 2r la momentul 2n
avem nevoie de 2k — 2r unitati pozitive in prima situatie sau de
2k unitéti pozitive in cea de-a doua situatie. Ob{inem

P(A,) = %Z P(Ay.on.s] x P[T = 21]

1 n
+'2' Z; P[Ak',._,-] X P[T = 27‘]
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11 1 1g |
—2;u,,_k§ guk_, x P [T = 2r]+§uk§ gun_,_k X P[T = 27‘] .

In fine folosim faptul cé

n n
Z“""‘ XP[T=2r]=u; Zu,._,_.k XP[T=2]=1tuy_y .

r=1 r=1

Legea din formula (5.3) se poate numi legea arcsin discrets,
deoarece, pentru k gi n mari, conform formulei lui Stirling avem

1
e k(= R

in particular, pentru orice z € (0, 1), observém c# probabilitatea
evenimentului ca proportia de timp din (0, 2n) in care mersu! la
intamplare simetric este pozitiv, s& fie mai mic& decat z, este

f:uku,._k / —2- arcsin /.
e \/t(n —t

De exemplu, probabilitatea ca mersul la intamplare simetric s
fie pozitiv mai putin decat jumitatea timpului este 1/2.

Observatii. Degi P[S, >0] — 1/2 cind n — o0, rezul-
tatul de mai sus spune cd proportia de timp in care mersul
la intamplare simetric este pozitiv nu converge cétre constanta
1/2. Motivul pentru care probabilitatea limitd de gedere ints-o
stare nu este egald cu proportia de timp (indelungat) petrecut
in acea stare, este faptul c# timpul mediu intre vizitele unei stéri
este infinit. Intr-adevir, dacd T este timpul mediu intre doud
vizite in origine, avem '

E(T) > ZP[T>2n]—Eu,. Z\/{ﬁ

Deasemenea observam cé, pentru z € (0,1) si n mare, probabi-
litatea ca mersul la intamplare simetric s& nu aiba radacini intre
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2nz gi 2n este

n
1- E UpUp_f =

k=nz

nz—1

2

E UpUn_k ~ — 8resin /.
T

k=0

S& notdm prin pj; probabilitdtile de tranzitie din starea i in
starea j dupd n pagi ale mersului la intdmplare simplu §i cu f}
probabilitétile ca, plecand din starea i, prima sosire in starea j
88 aibd loc la momentul n :

f:f:P[Sn:jvSk #j,k=1,...,n—l|So=i], n=12,...

gi fg = 0. O stare j se numeste recurentd dacd f;; = 1 gi
tranzientd in caz contrar, unde am notat

Jis=> I}
n=1

S& observdm cé o stare j este recurentd dacd gi numai dacd

Z pj; = +oo.
n=1

Intr-adevir, starea j este recurentid dacé, cu probabilitate 1,
procesul -care incepe din starea j- se va intoarce in j. Conform
proprietatii Markov, procesul odatéa reintors in j, reincepe ci-
clul, deci numaérul de vizite in j va fi infinit. Pe de altd parte,
dacd starea j este tranzienta, de fiecare datd cand procesul se
reintoarce in j, existd o probabilitate pozitiva, anume 1 — f;; |
ca el s& nu mai revina vreodata in j; deci numarul de vizite este
geometric cu medie 1/(1 — f;;). Astfel starea j este recurentd
dacd gi numai dacd

E [numarul de vizite in j|Sp = j] = +o0.
Insd numarul de vizite in j este dat de Y " g, , unde

1, daca S,, = j
In = { J

0, in caz contrar.
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Ramaéne s observam ca

Zg,; |So=]} '—'—'EE[gnISO:j] = Zp;‘j .
n=0 n=0

B

n=0

Cum toate stdrile mersului la intdmplare simplu comunica,
ele vor fi toate recurente sau tvate tranziente, gi este suficient
sé considerdm j = 0. Apoi avem cd

Pt =0, poo = Cr.p"(1 —p)*; (5.1)

folosind din nou formula lui Stirling, obtinem c&

o o] [o o] 4 1 - n
ZP&) < 400 dacé gi numai dacé Z L’i(-\—/_;‘__{l < +o00;

cu alte cuvinte, toate stirile sunt recurente pentru p = 1/2 s,
respectiv, tranziente pentru p # 1/2.

n=1 n=1

Exerci{ii. 1. Dacd (S,),»o este mers la intdmplare simplu,
ar&tati c& (|Snl),»o este lant Markov omogen cu probabilit&ile
de tranzifie

pi+l - (1 - p)H-l
P =(1~p)y

2. In cazul mersului la intamplare simetric, ar&tati c& numérul
de reintoarceri in origine pana la momentul 2n are media

Piinn=1-pii1 = yi=1,2,...4l por = 1.

2n+1
221\

ce - 1.

Bazati pe faptul cé legea comuné a vectorului (Y;,Ys,...,Y,)
intr-un mers la intamplare nu se schimba daca indicii se per-
mutd, sd ardtdm ca, notand

R,, = numérul valorilor distincte din {Sg, Sy,...,Sn},
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avem
tim () _

n—+4o00 n
P [mersul la intdmplare nu se intoarce niciodats in 0].

Intr-adevir, fie

0 ={ 1, dac& Si # Sk-1, Sk # Sk-2,...,Sk # So

0, altfel.
Atunci .
R.,=1+ Z gk
k=1
gi deci

E(Rn)=l+§n:P[gk=l]
k=1

=1+2P[Sk # Sk-1,Sk # Sk-2,..., Sk # So}

k=1

=1+) PMi#0,Ya+Y 1 #0,... Y%+ Y +... 4+ Y, #0]
k=1

=14+ PM#A0Y1+Y2#0,.. . i+Va+.. .+ Vi #0].

k=1

Asadar

E(R)=14Y P[Si#0,5#0,....5#0/ =Y P[T >k,
k=0

k=1

unde T este momentul primei reveniri in 0. Insd, cand k — oo,
avem

P[T > k] — P[T = +o00] = P [nu exista intoarcere in 0].
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In particular, dacié mersul la intdmplare este simetric (p =
1/2), din recurenti avem cé limita de mai sus este egald cu 0.
In cazul p > 1/2, fie

a = P [mersul la intdmplare se intoarce in 0|Y; = 1].
Intrucat
P [mersul la intdmplare se intoarce in 0|Y; = —1] =1,
avem
P [mersul la intémplare se intoarce in 0] = ap + 1 — p.
Conditionand in raport cu Y, gésim
a=ap+l-p

gl cum o < 1 (din tranzien{d), rezultd a = (1 - p)/p. Similar
tratdm cazul p < 1/2. Obtinem

. E(R,) [ 2p—1,dacdp>1/2
b “11-2p, daci p<1/2.

n—+oco i

S& demonstrim in fine gi urmétoarea proprietate in cazul mer-
sului simetric la intamplare: media numarului de vizite in starea
k inainte de a se intoarce la origine este 1 pentru orice k # 0.
Sa notdm cu Z numarul vizitelor de mai sus. Avem cé

Z = Zhn y
n=1
unde

B, = 1, dacd S, >0,5,-7 >0,...,51>0,5, =k
- 0, altfel.

(adicd hy, ia valoarea 1 dac& apare o vizitd in starea k la mo-
mentul n gi nu existé intoarcere la 0 inainte de n). Deci

E(Z)=3 P[Sh>0,8.-1>0,...,5 >0,S, = k]

n=1
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oo
=Y PVt V>0V 4. +Y,>0,..,
n=1
Y|>O,Yn+...+Y|=k]
[ o]
=) PVi4. 4V >0Y4. . 4V, >0,
n=1

Y">O,Y' +'--.""‘/"=k]
[o o]
= Z I’ [mersul la intamplare simetric ajunge la k

n—1

prima dat& la momentul n]

= P [mersul la intamplare simetric ajunge vreodata la k | = 1.
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6
CALCUL STOCASTIC BROWNIAN

6.1 INTEGRALA STOCASTICA ITO

Am vizut cé traiectoriile migcéirii browniene (desi continue) nu
sunt nicdieri derivabile; aceasta inseamna cd nu putem defini
[ f(8)dB, ca integrald Stieltjes pentru integranzi generali .
Totugi, este posibil sd definim o astfel de integrald stocasticé
in sens L?. Vom defini [ H,dB, , unde H, = H,(w) este proces
adaptat ”convenabil” , anume: fie 77 filtrarea natural’ asociati
migcérii browniene; cerem ca H,(w) sa fie adaptat in raport cu
FB | cu traiectorii continue si ca E f0+°° H?ds < +o00, iar apoi
vom slébi aceastd ultimd ipoteza la: ,o+°° H2ds < 400 a.p.t.

Pentru inceput si observim ci, dacd H este F.Z—maisurabilg,
K este FB—masurabild gi @ < b < ¢ < d, atunci

E{H (B, — Ba) K (Ba — B;)] =

E[H (By— B,) KE [Bs — B.|F.]] = 0.

Cum B} — t este martingal, avem

B (B~ B |72 = E (B} - BY|FP] =b-a
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6.1 INTEGRALA STOCASTICA ITO 75

deci .
E[H?(By — Ba)’] = E [H?E [(By — Ba)* | F?]] = (b-a)E [H?].

Dac& H, este elementard i.e. H,(w) = H(w)ljay(s), cu H =
FB—misurabilX, atunci definim [, ' H,dB, = H (By — B,). Daci

H, este stmpldl e. combinatie liniard finit& de integranzi elemen-
tari, definim fo H,d B, prin liniaritate. In fine, dacd H, satisface

f : Hlds < 400 a.p.t., aproxim&m H cu integranzi simpli H”™ gi
deﬁnim integrala stocastlcﬁ ca limita in L? a integralelor sto-
castice cu integranzii aproximanti H". De unde gtim cé limita
in L? existd gi ci valoarea ei este independenti de alegerea
girului aproximant H"? Dac# H este simpl&, putem scrie H, =
Y= Kjll,.,,m(s) unde K; sunt mérginite, ¥, —mésurabile gi
a1 <b <ap <... <b,. Atunci

E (/l H,dB,)z =E [2": K? (By, - B,.,)’] +
o =

E [22 K (By, — Ba)) K; (B, — B..,)] :

i<y

al doilea sumand estre zero, deci
2

E (/ol H.dB,) =E (/0l nzds) .

. b d v . 4 . . . I
Aceasta inseamni ci existd o izometrie intre fo H,dB, cu norma

. ; 1 52
din L?(P) §i H, cu norma L?: (E Io (-)2d.~_;)

2

LEMA 8.1. Fie K v.a. mdrginild gi F.2—madsurabild; atunci
Iy := K (Birs — Bera)

este martingal continuu gi E (I2) = (b - a)E[K?].
Demonstrajie. Continuitatea lui I, este evidenta. Si ardtidm
‘cd, pentru s < t, avem E [I, |.7-',B] = I,; sunt mai multe situatii,
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in functie de pozitia numerelor s,t,a, b. S8 aritdm e.g. in cazurile
a<s8<t<bgiapois<a<t<b Avem:

E|[K (B, — Ba) |F,] = KE [B, — B, |¥.| = K (Bs — Ba)
respectiv
E[K (B, - B,)|F,) = E|KE B, — B, |F.]|F,] = 0.
Pentru a doua afirmatie, observém ca
E(12) = E[K?E [(By — Ba)*|Fa]] = E |K*E [B} — B2|F.]];
gpoi folosim c& B? — t este martingal, deci E (B — B2|F,] =
- @.

Pentru un proces simplu H, = ij___, Hjla,p,)(8) definim

¢ J
L= [ 1B, = 3" H, (Bus, - Bun,)-
0 =

PROPOZITIA 8.2. Dacd H} este gir de procese simple a.f.
E [/;m (HT = H™? ds} 3 0 chnd i, = o,
atuncs
E [’zllp - I;")’] — 0 cand m,n — +o0.

Demonstrafie. Daca H este proces simplu, putem presupune
ay < b <ap; <b, < a3 <... <by; conform lemei 6.1., I, este
martingal si, cu inegalitdtile lui Doob, ob{inem

>3, -5.)]

i=1

E [ sup 13] <ckE [130] =ck

s<+o0

+cE |2 HiH;(Bs, — Ba,) (By, — Ba,) | -

i<)
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Conditioném in raport cu .7‘-'3 gi fiecare termen din dreapta este

E [Hde (Bs, — Ba) E [B,,, — B, |72 ” =0

B, g
Cum

E [H} (B, - B,)"]| = B [H}E (B, - B.,)"

|

” (bs — a;) E [H])

+00
E [ sup 13] <cE [/ H,’ds] .
8<+o00 0

Cum diferenta a doud procese simple este tot proces simplu,
rémane de aplicat estimarea precedentd lui I™ — I™.

= E [H}E B}, - B,

obtinem c&

Observatie. Un proces adaptat H, , de pitrat integrabil gi
continuu se poate aproxima cu procese simple; de exemplu, girul
de procese

L. | i2-n

Z 2" (/( - H,ds) Lia-» (i+1y2-(8)

converge citre H, in sensul cd £ [f;m (H? - H,)? ds] — 0 cand
n — +4oo. De fapt, operatorul liniar P, (H) = H" are norma

<1 P,(H) — H cand n — oo.
TEOREMA 8.3. Fie H, procese simple astfel ca

+o00
- B [/ (H; - H,)zds] — 0 cand n — +o0.
0

_ Atunci I" converge in L2, uniform in raport cu s € [0,400),
cdire un martingal continuu. Limita, notatd I, = fot H,dB, ,
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este independentd de alegerea girului H™ care aprozimeazd pe
H,.

Demonsiraie. Daca I{! este ca in ipoteza, atunci
{00
I [/ (H" — H™)?ds| — 0
Jo

cand m,n — +00; conform propozitiei 6.2., girul I} este Cauchy
in raport cu norma I,2 a sup —ului dupd s, deci este convergent.
Not&m limita cu I,; trecem la un subgir gi obtinem c& I* con-
verge ciitre I, cu probabilitate 1, uniform in s € [0, +00). Cum
fiecare I}’ sunt continue, gi I, este continud.

Fie acum s < {. Din convergenta in L? gi inegalitatea Jensen,
avem

(0 7170 - B [1|77])] <

< 12 (1 (007~ 107 |F2]) = B (07— 1] 0.

Com I (I |FI'] = I7 | trecem la limitd dupd n gi rezult ci I,
este martingal.
In fine, daca 11", " sunt procese simple care converg citre

I, propozitia 6.2. spune ca I [snp“< - (1: - I;")Q] — 0 cand
n.n’ — 400, adica limita este independenté de girul aproximant

ales.

In particnlar retinem ra

, f § tAs
I [ / u,,m,] =0 I [ / H,.dB, / H,dnr] =F [ / ”a’dS]
Jo 0 =5 70

In fine, daca ['™ H2ds < +00 a.s. dar nu este neapirat inte-

grabil, fie
t
Ty = inf {( >0: / Il,?(ls > k}
Jo

si definim [y 1, dB3, ca find [ H,dB,p, daca t < Ti. Cum
s ATy eregte pe [Ty +2c) . pntem folosi definitia din cazul
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integrabil pentru a defini integrala stocasticd. Cum T — +o00
cand k — 400, am definit deci integrala stocasticid I, pentru
orice t; se verifici fird dificultate cd definitia este consistentd.

TEOREMA 6.4 (formula Ité de schimbare de variabild) Fie

¢ ¢
X = Xo+/ u,dB, +/ v,ds,
() 0

cu u, , v, procese adaptate astfel ca
+o00 +o00
/ ulds < 400, / |vs|ds < 400 a.p.t.
[ 0

g f € C?*(R). Atunci
S (Xe) = f(Xo) +

e t ¢
/ f' (X,)u,dB, + / I (X,) veds + ! / I" (X,) ulds.
(] 0 2 Jo
Demonstrafie. Definim
¢
/ u,dB,
0

t ¢
/ ulds > k sau / |v,|ds > k}
° 0

Cum T, — 400 cand k — 400, este suficient s& ardtidm con-
cluzia pentru X,a7,; deci, putem presupune ca M, := f(: u,dB,
§i A, := [, v,ds sunt mirginite, iar f € C? (R) i.e; £, f’, f” sunt
mérginite.

Fie to > 0 fixat gi € > 0; definim Sp(c) =0, )

' Tk=inf{t>0: > k sau

S.'+|(€) =g A inf {t > L.'+l(€) : |Al¢ = Als‘(,)' > € sau

¢ Si(e) t
) / ulds — / ulds > ¢ sau / vyds > csaut — Si(€) > €.
~Jo 0 Si(e) -
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Vom renunta la & in notatiile urmitoare. Cum procesele care
apar sunt continue, avem S; — tp cdnd ¢ — +o00. Ideea este
urmadtoarea: dezvoltarea Taylor spune cé

400

F(Xeo) = £ (Xo) =) [f (Xsipy) = £ (Xs,)]

i==0

400

=3 ' (Xs) (Xso = Xs) +

i=0

1 400 y +00
'2’ zf” (XSi) (XS|+1 - XS() + ZR’i ’
i=0 =0
unde R; inseamna restul. Vrem s& ardtdm cé primul termen din
dreapta converge citre integrala stocasticd din formula lui It8,
al doilea cétre termenul cu variatie marginitd, iar al treilea cétre
0.

Pentru primul termen, fie H¢ = f’'(Xs,) dac& S; < 8 < Siy1.
Din continuitatea lui X, gi a lui f', H¢ converge n:ﬁrginit citre
f'(X,); atunci 1% f'(Xs,) (As,,, — As) = [, H:dA, con-
verge citre f(; I" (X,)dA, (convergentd dominatd). S& observdm
ca

+o00 ¢
" /' (Xs,) (Bsi, — Bs,) = / HedB,;
i=0 0

atunci 3,7 /' (Xs,) (Bs.,, — Bs,) converge citre [ f' (X,)dB,
conform propozitiei 6.2. S& scriem

f" (Xsl) (‘Xsd+l - /Y-‘)'d)2 = f” (XSI) (Bs‘“ i Bst)z +

2f" (XS«) (BSH»I - BS() (Asun - Asi)+f" (ng) (ASH,; - A-‘?c)2 .

Insd, prin aproximare cu procese simple gi folosind propozitia
2.7, pentru orice t avem ca

t
W = Z (Ms,,, — Ms‘)2 — / u?ds in probabilitate.
0

(8:S¢41<t)
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Trecind la un subsir &, convergenta va fi a.s. gi sup,, V;™
+00. Cum f” (X,) este proces continuu, f:’ " (X,)dVeEx con-
verge citre j:" f"(X,)ds cand & — 0. Pe de alta parte, dat
fiind § > 0, existd € > 0 astfel ca|f"(z) — f"(y)] < 6 dacd
|z — y| < €; deci

<6V,

400 ¢t
3 1" (Xs) (Baus = Ba)" - [ 1" (X)aV;
=0 o

ceea ce implicd
400 " ¢
z:f" (xsl) (Bsu.: - B&) - / f” (Xn)ds-
‘ =0 * 0
Apoi
400
zf” (Xs.) (Bs“l - Bs‘) (Asul - AS«)
=0

400 ' ‘
el I |Asiss = As| < €k 1SNl
=0

deocarece am presupus ci fo' |dA,| este mérginité si | Bs,,, — Bs,|
< &, deci acest termen tinde la 0 cand ¢ — 0. Similar pentru
Yo " (Xs,) (As,,, - As‘)z . Teorema lui Taylor spune ci

R; < n(e) (Xs,,, - X,q‘)‘2 ,unde n(¢) + 0 cand ¢ — 0.

Ca mai inainte, E Y1 (Xs,,, — Xs,)’ rdmane marginité, ceea
ce aratd c& Y} R, — 0in L2

'Exemplu Formula lui It6 aplicata functiei f(z) = z? implicd

1]
B,’—t=2/ B,dB, .
0

Termenul —t care apare 'in plus’ in formula de mai sus (fatd de
formula clasicd de schimbare de variabild) sau, mai general, ter-
_menul L f3 " (X,) u?ds din formula lui It6 se datoreazi faptului
cd variatia traiectoriilor browniene nu este 0, ci ¢. :
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COROLAR 6.5 I'ie

t t
Xg = Xn -+ J/ 11-3st + / Ust,
0 . @

cu iy , U. pro ese adapl te astfel ca
+oo r+oo
/ 2053<+oo/ |vslds < +00 a.p.t.
0

gi f € C*(R, xR) Alunci
t o
JFi, X)=§(0,Xe) = / %{—(s,Xs)d,’H-

6
of f 2
/ = (3, X,) u,d B, +/ 3 (8, X,) veds+= / 5—— 8, X,) usds.

PROPQOZITIA 6.8 (inegalitatea lui Burkholder) Fie p > 2:
atunci ezistd ¢, > 0 astfel ca

¢
< cpﬂ”/?“‘E [/ “L[e!pd']
0

D monstrajic. Cazul p - 2 este evident. Formula ‘wi It6 apli-
catd lui X, .= fo H,dB, si functiei f(z) = |z|", p > 2, implicd

P
f H,dbB,

£
d
J

0

72 Hldg

t
|Xt|p=P/ Ik\'xl"_lsgn()()Hal,BJr )/
Jo
Ludm mediile gi cu inegalititile lui Doob gi Holder, ob{inem

sl < 222D ] [ -2 ]

-1 L
< p__(pg )E Esup |Xs|"”2/ H;ds]
0 |

0<s<t
t n/2
( / H\fds) J
a
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_ p-2 t r/2
S p(p 1) p E [Ixtlr’](ﬂ~2)/z E / ,{3(19
2 r—1 Jo

PROPOZITIA 6.7 (continuitalea integralei stocastice in ra-
port cu parametrii) Fie Hy(z);t € [0,7],z € A C R, cu pro-
prietdgile:

(i) Hy(x) este integrabil in raport cu migcarca broumiandg pen-
tru orice x € A;

(i) pentru orice p > 2, existd c) > 0 astfel ca

2/p

T
/ E [|Hi(z)|")dt < ¢} pentru orice € A.
0

(i4) pentru orice p > 2, eristd ¢l > 0 astfel ca, pentru orice
z,y € A,

T
/ E||H(x) - H(y)|")dt < r: lr —y|™ en e (0,1].
[\] .

Atunci existd o versiune continud in ({,x) € [0.7] ¥~ A a mte-
gralei stocastice [, ,(x)dB, .
Demonstrafic. Conform inegalitatii Ini Burkholder, pentiu s <

t, avem
t s r
I}[ / ll,(.r)dli,—/ H,(y)dH,H
JO JO

t P . r
<g¢ {F,‘ (|/ H.(x)dB, + I ‘/ [H.(r) = H )] dB, ]}
[/ s ] 1o
[ ' p/2
<6 {I’] / H.(r)dr } }

p/2]
p/2 1 pl2oy ap
< [lt= ol g g
Cu p convenabil ales, se poate aplica criteriul de continnitate

4.6.

+ I l/ (M) — 1)) d3,
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COROLAR 6.8 Putem inlocui ipotezele (i1)-(%ii) din propozitia
6.7 cu:

(i’) peniru orice p > 1,5up ¢ 4 fOTE [|Hy(z)[P]ds < +o0;

(iii’) ezistd a € (0,1] cu IHt(m) Hy(y)| < cilz,y) |z — y|*
pentru x,y € A i sup, 4 fo lee(z,y)|P dt < +oo peniru orice
p> 1

Demonsirafie. Fie girul de timpi de stopare

t
T, = inf {t >0: sup/ |H,(z)|P ds + sup / les(z, v)|P ds > n};

z€A o,yeA

avem ca

T€EA

TAT;
sup F/ [/ IH,(:E)I"ds] <n
0

TATn
§i r[/ |H,y(x) — Hy(y )|"ds] <nle—y|°?,
0

deci fomr" H,(x)dB, are o versiune continud in (t,z), deci gi
Js H(z)dB, .

PROPOZITIA 6.9 (derivabilitatea integralei stocastice in
raport cu parametrii) Fie Hy(z);t € [0,T],z € A C R care
satisface (i) din propozilia 6.7 a.i. Hy(z) este derivabild in x de
m ori a.s. §i penlru orice t, iar derivatele 8 Hy(z)/0z* ; k <
m, salisfac ipotezele (ii)-(iti) din propozifia 6.7 sau (ii’)-(iii’)
din corolarul 6.8. Atunci ezistd o versiune a iniegralei stocastice
[y Ho(2)dB,, continud in (t,z) € [0,T]x A gi dem ori derivabild
in . In plus,

ak t
HT"/ H,(z)dB, = / p = Hs(x)dB, pentru k < m.

Demonstrafie (cazul m = 1). Fie

Xi(y) =1 [ / Hy(z + y)dB, - / t Hs(m)dB.] ;
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este suficient s ardtim cd X;(x,y) are o extensie continué in
y =0. Avem

t /1
Xi(z,y) = ji (/o Hl(z + ry)dr) dB,, deci

E [Ixt(zvy) - Xt’(z’vy’)”p

<cF U/o‘ (/ol H,(z+ry)— H.(z' + ry')dr) dB,
/‘ ’ ( /o A ry')dr) dB, ,,] .

Cu inegalitatea lui Burkholder, primul termen este dominat de

]

+d,E

1 gt
c,t”/’" / / E|(|H)(z + ry) — H)(z' + ry')|) dsdv
o Jo

<cp(y-yI"+|z-21"),

iar al doilea termen este dominat de

wie-w [Cu||[

gi putem aplica criteriul de continuitate 4.6. Pentru a vedea
cd limita permutd cu integrala, trecem la limitd cu y — 0 in
expresie lui X,(z,y).

.
H'(z' + ry)dr ] ds < dy|t' —t|”*!

Observatie. Din corolarul 6.8 gi propozitia 6.9 deducem

(a) Dacé Hy(z) este continud in (t, z) si derivabild in , atunci
f H,(z)dB, are o versiune continud in (¢, ).

(b) Daca H,(a:) este continud in (t, ) gi de m+ 1 ori derivabila
in z, atunci fo H,(x)dB, are o versiune continua in (t, ) gi de
m ori derivabild in z. In plus

31"‘/ H,(z)dB, —/ Dok + Hy(x)dB, pentru k < m.
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6.2 ECUATII STOCASTICE

Fie (€2, K, P) campul de probabilitate canonic asociat unei mis-
cari browniene By , t € [0, T) gi F2 filtrarea migc&rii browniene,
Se dau o, b: [0,T] x R — R, functii masurabile. Coeficientul
b se numesgte drift, iar o coeficient de difuzie. Prin solutie a
ecuatiei stocastice cu coeficientii b, o, intelegem un proces X =
{X:, t€[0,T]}, cu valori in R, F,—adaptat, care s¥ verifice
ecuatia stocasticd

t 3
X, = o+ / o (s, X,)dB, + / b(s, X,)ds, cu z € R dat. (B.1)
0 0

Observati ci adaptarea solutiei la FP este necesar¥ pentru ca
integralele stocastice din ecuatie s% aibd sens. Orice solutie a
ecuatiei stocastice se numegte proces de difuzie. Dacd coefi-
cientii ecuatiei nu depind de prima vanabilﬁ ecuatia se numegte
omogena: .

¢ (4
Xi=z+ / o(X,)dB, + [ b(X,)ds, cu z € R dat. (8.2)
o 0
TEOREMA 8.10 Dacd cocficien{ii b, o sunt global Lipschits
ie
lo(t,z) — o(t, )|, |b(t,z) - b(t,y)| < L|z -yl
gt respectd condifiile de creglere
lo(t,z)l, |b(t,z)| < C(1 + %)
penlru orice z,y € R, t € [0,T), atunci ecuatia (6.1) are o
solufie unicd a.s. pe [0,T], pentru orice x € R gi care este in
P, p>1.

Demonstrafie. Folosim metoda aproximatiilor succesive, Prin

inductie definim girul urm&tor de procese adaptate gi continue:
X0 =12,

¢ [}
X{‘=x+/ o(s,X:‘")dB,-l-/ b(s, X} ")ds, n>1.
: 0 0
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Pentru p > 2, avem

E [ sup || X+ - x;'||"]

0<a<t

< const. £ \sup
0<s<t

/{ [ (r XY = b(r, X)) dr

/o. [0 (. XP") — o (r, X)) dB, [

Conform cu inegalitdtile lui Doob gi Burkholder, primul termen
din dreapta este dominat de

¢
' IPE [/ |X:‘—-X:‘"|"d3],
0

iar fiecare dintre termenii sumei este majorat de

4
ot?? ' IPE [/ |Xp - X:‘“["ds] ,
0

+const. E [ sup

0<s<t

deci

¢
E[sup |xn+l x:‘l"] Sc.FJ[/ |X:‘—X;‘"|"d.s].
0

0<s<t

Notim ps") membrul stang; avem pf )< o fo Dy, Iterand,
obtinem pM < (7 /) Tpl™, deci

n+l n I/P - (")
EE sup IX - X, | "'l

0<a<t
Aceasta inseamni& cd& X converge uniform in [0,t] a.s. gi in

I?. Fie X, limita sa, care este proces continuu g§i adaptat. Cu
inegalitatile lui Burkholder avem ca

¢ t
/ a(s,X:‘)dB.—'/ o(s,X,)dB,in L?,
0 0
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Similar pentru integralele in ds, deci X, este solutia ecuatiei
(6.1).
Pentru unicitnte, fie X;, Y; dou& solutii ale lui (6.1) s
T, = inf {t > 0:|X,| > nsau |V;| 2 n};

avem

tATn
XT» — ¥ = / [b (5, X™) = b(s, YT")] ds
: 0

[ o 5, XT) - (o,¥)] am,

deci, ca mai inainte, obtinem

tATn
E [ sup |XI" - Y,T~|”] <ok [ / | X7 - Y,T"|"ds] :
0

0<as<t

Not&m 1), membrul stang (cu n fixat); obtinem n, < ¢; j:n,ds.
Cu lema lui Gronwall rezultd n, = 0, deci X = Y, gi apoi
tinem cont c& T, /" +o00.

Vom nota prin X,(z) solutia ecnatiei (6.1).

PROPOZITIA 8.11 (continuilalen gi derivabilitatea solufies
in raport cu datele inifiale) In ipotezele teoremei 6.10, existd
versiuni continue in (¢, z) ale integralelor stocastice gi a lui X,(z).
Fie 0,b global Lipschitz; dacd derivatele o' = 80 [/8z, ¥ = 6b/6x
sunf conlinue gi mdrginite, alunci ezristd X;(z) = 8X,(z)/0x gi
salisface ecualia

Xi(z) = 1+‘/0‘o'(a,X,'(x))X:(x)dB,-i-/o‘ b (s, X(z)) X;(z)ds.

Demonstrafie. Conform teroremei 4.6, pentru continuitate este
suficient de arditat estimarea urmé&toare

E (| X(z) - X,(v)")
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<6 [lo =yl + (1 + JalP + lylP) It - of"”]
pentru orice & < ¢ gi z,y €R.

Din demonstratie vom vedea c&, dacd coeficientii b, sunt
mérginiti, atunci estimarea are forma

E(1X@) - X)) S 6 [l - ol” + It — o).

Pentru estimarea initiald, vom ar&ta cd

E :'/o‘b(r,){,(y))dr

\ < & (14 [yP) ft = o2

E

/z; ‘ o (r, X.(y)) dB, P] < cp(14|yP)Jt - s

—

B[| [ ot %@ - o ¢ x01aB | < cple- o

8% observiim ci, pentru orice p € R gi ¢ > 0, existd Cpe > 0
astfel ca _

E [(c + X}(2))"] < cpe (€ +2%)°

gi, pentru orice p € R, existd ¢, > 0 astfel ca

" [(e + (Xi(z) - Xt(!l))z)p] <ele+(z-9)");

aceste estimiri se obtin aplicand formula lui It6 functiei f(z) =
(e + z?)° gi martingalelor M, = X(z) (respectiv M, = X,(z) —
X.(y)) i apoi aplicaind inegalitatea lui Burkholder.

Afirmatia referitore la derivabilitate se demenstreazd ca si
propozitia 6.9 referitoare la derivabilitatea integralei stocastice
in raport cu parametrii.

Exercitii.
1. Enuntati si demonstrati un rezultat similar propozitiei 6.11,
in care derivatele de orice ordin ale coeficientilor ecuatiei stocas-
* tice sunt continue gi marginite, iar concluzia este ca solutia este
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infinit derivabild in raport cu z. Determinati ecuatia satisficuta
de derivate (se poate demonstra o teoremé de tip convergentd
dominaté pentru integrala stocasticd Itd).

2. (Dependenta continud de coeficienti sau stabilitaten ecuafii-
lor stocastice) Fie o™, b global Lipschits gi cu cregtere eel mult
polinomialé cu aceeagi constantd K, pentru orice N > 0. Notdm
cu XY solufia ecuatiel

¢ p
X=X+ [ o (o, %), + /" B (s, X")ds.
d

0

Daca

lim sup {|o"(¢,z) — o°(t, )| + [8¥(t,2) — 8*(¢,8)|} = O

Worom yiga
pentru oricea >0, 0 < ¢t < T gi
P}&n@E [X& - x3)% =0,

atunci
lim sup E [X," - Xf] ?= 0

N—eopgecT
(convergenta are loc chiar in probabilitate).

Presupunem in continuare ¢ 0, b satisfac condi{ia Lipechits
din teorema 6.10 local i.e. satisfac conditia Lipschits pe domeni-
ile mérginite din R. Procesul X,(z), s € R, t € [0,T: AT], cu
valori in R se numegte solufie locald a ecuatiei (6.1) cu conditia
initiald Xo(z) = z daci existd un timp de stopare T, gi un gir
crescitor de timpi de stopare T7;n = 1,2,..., F;—misurabili,
cuT? < T, §i T} /' T, pentru orice z, a.5., X,(z) este continui
in (¢, x) i satisface ecuatia (6.1) pentru orice ¢ € [0, T3).

Solutia X,(z) se numegte mazimald daci are loc relaia:

tl/i_rg Xi(z) = 400 pe multimea {T:(w) < +00},

iar T, (w) se numeste timpul de ezplozie al solutiei.
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TEOREMA 8.12 Dacd coeficientii o,b sunt local Lipschitz,
atunci ecuafia (6.1) admite o solufie mazimald unicd.

Demonstrafie. Pentru fiecare n € N consideram b", 07 global
Lipschitz ai. b = b",0; = o} pentru t € [0, T] gi |z] < n.
Ecuatia (6.1) cu coeficientii b" aj are o solutie unicd X'(z). Fie
T? :=inf {t < T :|X](z)| > n}, care este F?—timp de stopare.
Pen' t < T} are loc

t t
X{(z) = z+/ o (s, X} (x))dB, +/ b(s, XJ(x))ds.
0 0
Din unicitatea solutiilor, avem
X7 (z) = X{"(z) pentru t < T}, dack n < m.

Fie T, := lim, .4 17; definim X,(z) pentru 0 < t < T,
prin X¢(z) := X (r) dacd 0 < t < T} . Atunci procesul X, |
cu timpul de explozie T, , este solutia cautatd (unicitatea este
evidentd).

Exemple de ecuatii stocastice
1. Ecuatii liniare Solutia ecuatiei

X = Xo+ /(; [o1(8) + a2(s) X, Jd B3, + /0 [b1(8) + ba(s) X |ds

ge poate pune in forma

X =Y, {Xo + /0' Y, 'oy(s)dB, + A' Y, '[bi(s) - n,(s)n?(s)]ds} ,

unde

v, =exp{ / ma(s)t, + [ [”'z(-")“ %év-‘ﬁ(a)] i}
0 0

2. Fie 0 € C?(R) cu derivatele de ordine 1 si 2 marginite, iar
b o functie lipschitziana. Aratati ca ecuatia diferentiala stocas-
tica

X; = 5 4 /n(\.)dlf / [h ) +,—n (X, )]dq
0
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are o solutie care se poate scrie in forme X; = u(By,Y}), unde
u(z, y) este solugia ecuaijei diferentiale ordinare

2 = o(w), w09) =y

gi, pentru orice w € N, {Yi(w),t 20} este solutia ecuatiei
diferentiale ordinare

Y/ (w) = f(Bi(w),Ye(w)), Yolw) ==,

-1
| fe =sizo (5) -
3. Dacd

8 18 8 (_) 16’0}
bz |\t ~ Bz 2598
atunci solutia ecuatiei
¢
X, = Xo+/a(a,X.)dB.+[vb(‘0,X,)£o
0 (]
se determiné prin

xl =k (ta Yl)
{ Yo =h(0,Xo) + [T(s)dW, + [; B(s)ds,

_ 180 8 (b 18% 6h F(t)
3’—06{075_&:( )+§5's:§}’ E(t’.)-a(t,w) '
k este inversa lui k (in al doilea argument), iar

- Oh Ok, 18°h

b(t) = a + = o —b+ 23‘22 ](t l)

4. Aplicand formula lui It lui X, := B, —- %t gi lui f(z) =¢€"
obtinem

1 t t
Zg = exp (Bg - Et) =14 / GX'dX‘ + ';"/ ex‘dt
(i} 0
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deci

t
Zg=l+/Z,dB,.
0

In particular exp (B; — t/2) joac in calculul stocastic rolul expo-
nentialei obignuite din calculul integral clasic.

Exercitii. 1. Ecuatia

t t
X¢=:c+/X,dB,+1/X,ds
0 2/o

are solutia X, = zexp(B), t > 0.
2. Ecuatia

t t
X¢=1+/deB.+/des
0 0

are solugia X, = (1 — B,) ~!. Care este {impul de explozie?
3. Podul brownian X® cu @ € R dat, este solutia ecuatiei
stocastice '

a- X,

)
X{‘=B;+/ ds pentru0<t<1.
0 1-3

¥

Integrandul "explodeazi
la timpul 1.
4. Ecuatia stocasticd

cand t — 1, deci X°® converge citre a

4 t
X,=z+c/ X,‘/’dB,+/ (—aX, + b)dt,
0 0

cua € R, c>0,b>0 are solutie unica.

Observatie (proprietatea Markov a solutiilor) Fie X;(z) solu-
tia ecustiei (6.1) pentru ¢ € [0,+00) si T un timp fixat. Con-
siderdm ecuatia stocastica

t t
Xe=Xr+ jl o(s+T,X)dBT + / b(s+T,X,)ds, (6.3)
0 0
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unde BT :=B,,r—Br. Procesul B! este independent de trecu-
tul Fr, deci independent de Xr, iar solutia X' == {X;, ¢t > 0}
exista gi este unica.

Fie X" definit astfel: X{ = X, pentrut < T §i X{ = X|
pentru t > T. X" verificd din nou (6.1) astfel ca, din unicitate,
X" = X sau Xryy = X, pentru t > 0. Rezultd c& X1y, nu
depinde decat de Xt gi de BT | in timp ce BT este independents
de Fr. Cu alte cuvinte, legea conditionatd a lui X7, relativ la
Fr nu depinde decat de t,T si de Xr, adicd X este proces
Markov. |

S& considerdm in continuare cazul omogen i.e.o i b nu de-
pind explicit de timp (de primul argument). Fie deci ecuatia
stocastica (6.2) cu o, b: R — R. Legea conditionatd a lui Xz,
cunoscand c& Xy = z este aceeagi cu a lui X;, cunoscand ci
Xo = zi.e. procesul Markov X este omogen. Acelasi rationament
cu T =timp de stopare finit, aratd c& X are proprietatea tare
Markov. '

Fie P,,(z,dy),s < t semigrupul probabilitdtilor de tranzitie
asociat procesului de difuzie X i.e. P,i(z,dy) este legea lui
X cunoscand cd X, = z, iar P,; semigrupul operatorilor de
tranzitie asociat.

TEOREMA 6.14 (generatorul infinitezimal al proceselor de
difuzie). Fie X, solufia ecuatiei (6.2), in ipotezele teoremet 6.10.
Atunci functiile continue cu suport compact C* (R) C Dom (L) ;
pentru aceste func{ii avem

L
Lf(z) = 30 f"(z) +b(z)['(2),
Dacd b, 0 sunt mdrginite, concluzia rdmdne adevaratd gi pentru
functiile continue mdrginite CZ (R).

Demonstrafie. Din ecuatia inainte pe care o satisface semi-
grupul P, obtinem pentru f € Dom (L) :

P.f(z) = f(z) + /OVP,Lf(:r)ds.
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Conform propristatis Markov gi formulei lui It6, obtinem ca

f(fv(ﬁ) - f(Xﬂ) = \/é ﬁf (Xq)dﬂ =

\ ‘ 1 "
PR = 10 = [ 100+ ) (K| d
0
- unde gi expres’a c §utatd pentru L.

Aplicatil

1. In cazul miscérii browniene, avem £ = 1/2(8%/9z?) pe
Cy (). |

2. Pentru orice z € R gi f € CZ(R) avem E*[f(X;)] =

f(5) + B [ ey (x,,)ds].

Observafii (legitura cu ecuatiile di erent ale ordinare gi cu
derivate pariale). Fie X, solutia ecuatiei (6.1) i 8a notdm F, .
media conditionaid de X. = z Dacd /p : R—R este misurabila
gi mé:gin’'§, atunc

§(6,2) = Eualfo (Xo)] = /; Jolw)P.. (. dy)

pentru £ € [0,7] fixat 1 s < ¢, este continud gi marginitd m
preund cu 8f [0z, 87 f/8z? , deci este in domeniul operatorului
£:

1. Functia f(s z) este diferentiabila in 8 5! s:tisface ecuatfia
tnapoi

8f/8s + Lf =0

cu conditia la limita lim,; f(s,z) = fo(z). In cazul in care

Py(z,-) are densitatea p(s,£,#,y) continua in 8 g daca 9p/ds,

Op/8x 5p/O1? exista gi sunt continue in s, atunci p este solutia

fundamentald (in sensul distributiilor) a ecuatiei inapoi i.e. cu
* condifia lim,_ p(s,t,z,y) =&,y .
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2. In plus, daca exist 8p/8t, 8(b(t, y)p) /By, 8 (*(¢, y)p) /8y’
gi sunt continue, atunci p(s,t,z,y) este solutia fundamentalé a
ecuafiei incinte (sau ecuatia Fokker-Planck)

ap/at -L'p=0,
unde ) "
Lf=3 (a%1) - @f)

este adjunctul formal al lui C.
3. S& considerdm problema Cauchy

8f+CI(t )=gpe [0,T) xR, f(T,2) = fo(z), z€R.

Atunci

T
f(t,z) = E'* [fo(Xr) —/‘ g(s.X,)da] pe [0,T) x R,

unde X (t) este solutia ecuatiei (6.1).

4. Fie un domeniu mérginit D C R cu frontiera 6D neteda,
functiile a; , b, g uniform Lipschitz pe D gi fo continui gi
mirginitd pe AI). Notam prin 7p prima iegire din D a lui X; in
conditiile de mai sus avem 7, < 400 a.s. gi, aplicand formula
lui Ito, obtinem c& problema Dirichlet

Cf=gvx€[)lf|00=f0

satisface f(X;) — fo(X,,) cand t / 7p gi are solutia data de

f(r) = 17 [fo(x,,,) - ["s (X.)ds] pentru z € D,

unde X (/) este solutia ecuatiei (6.2).
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